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SO‘ZBOSHI

0 ‘zbek tiliga davlat tili maqomi berilishi munosabati bilan oliy 
o‘quv yurtlarida o‘zbek tilidagi o ‘quv adabiyotlarining yetishmov- 
chiligi sezilib qoldi. Shu munosabat bilan darslik va о ‘quv qo'llan- 
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo‘ldi.

«Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning va yangi davlat ta ’lim standart- 
larining qabul qilinishi darslik va o‘quv qo‘llanmalarga yangi talab- 
larni vujudga keltirdi.

Ushbu o‘quv qo‘llanma oddiy differensial tenglamalar mavzulari 
bo'yicha amaliy mashg‘ulot darslari uchun mo'ljallangan. Kitob uch 
boiim dan iborat bo‘lib, I.A. Gafarov tomonidan kitobning kirish 
qismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag‘ishlangan 
birinchi bo‘limi yozilgan. Ikkinchi bo'lim  Y.P. Oppoqov tomonidan 
yozilgan bo‘lib, yuqori tartibli tenglamalarni o ‘z ichiga oladi. 
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi bo'limda differensial teng- 
lamalaming boshqa asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda qisqa nazariy m a’lumotlar va foydalaniladigan 
asosiy formulalar hamda nam una uchun tipik misol va masalalar 
yechimlari bilan ko‘rsatilgan. Mustaqil yechish uchun tavsiya qilin- 
gan misollaming javoblari keltirilgan.

Kitobdagi masalalar, asosan, o‘zbek va rus tilidagi mavjud ada- 
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o‘quv yurtlarida oliy matematikaning «Operatsion 
hisob elementlari» hamda «Matematik-fizika tenglamalari» bo'lim- 
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e ’tiborga olib, III bobga 
yuqoridagi ikki bo‘limni ham kiritishni lozim deb topildi.

О‘quv qo‘llanmadan universitetlar nomatematik mutaxassisligi 
hamda-texnika oliy o‘quv yurtlari talabalari foydalanishlari mumkin.

Mualliflar qo‘lyozmani diqqat bilan ко‘rib chiqib, uni yaxshilash 
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan Namangan M uhandislik-peda- 
gogika instituti va ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining 
a’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to‘g‘risida bildirilgan fikrlami mualliflar mamnuniyat bilan 
qabul qiladilar.
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K I R I S  Н

1- §. Differensial tenglamalar haqida umumiy tushunchalar

1- ta ’rif. Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x, noma’- 
lum y=f(x)  funksiya va uning y ' , y \  y (n) hosilalari orasidagi 
bog'lanishni ifodalaydigan tenglamaga aytiladi. Differensial tengla
ma umumiy holda quyidagicha yoziladi:

F ( x , y , y ' , y " , . . . , / n'>) = 0
yoki

F dy d у dny = 0.
^ dx dx dy" j

Agar izlanayotgan funksiya y=f(x)  bitta erkli o'zgaruvchining 
funksiyasi bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy differensial 
tenglama deyiladi.

Um um an, nom a’lum funksiya ko‘p argumentli bo‘lgan hollar 
ham tez-tez uchraydi. Bunday holda differensial tenglama xususiy 
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz faqat oddiy differensial 
tenglamalar bilan shug‘ullanamiz.

2- ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada qat- 
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, ( у ’ ) 2 + 2y ' + хуъ = 0  tenglama birinchi tartibli differ
ensial tenglamadir.

Mana bu (у ")2 + ay' + by + cos x = 0 tenglama esa ikkinchi tar
tibli differensial tenglama.

3- ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb, 
differensial tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har 
qanday y=f{x)  funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan bo‘lsin:

d2y
dx

+ у = 0.
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у sinx, y = 2cosx, у = 3sinx  -  cosx funksiyalar, umuman,

с C, sin x, у  m C2 cos x yoki j^C jS inx + C2cosx ko'rinishdagi 
IXmksiyalar C{ va C2 o‘zgarmas miqdorlarning har qanday qiymatlar- 
tiln ham berilgan differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. Buning 
lo'g'riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarni berilgan tenglamaga qo‘yib 
ko'rib, ishonish mumkin.

1- masala. Massasi m bo‘lgan jism u(0) = i>0 boshlang‘ich tezlik 
bilan biror balandlikdan tashlab yuborilgan. Jism tezligining o ‘z- 
garish qonunini toping.

Nyutonning ikkinchi qonuniga ko‘ra: m-^- = F , bu yerda F  —

jismga ta ’sir etayotgan kuchlarning yig‘indisi. Jismga faqat ikkita 
kuch ta’sir etishi mumkin, deb hisoblaylik: havoning qarshilik kuchi
F\ = -kv ,  к  > 0 , yerning tortish kuchi F2 = m g . XJ holda ushbu

ilifterensial tenglamaga kelamiz. Bu differensial tenglamaning 
t>(0) = v0 shartni qanoatlantiruvchi yechimi

ckanligini bevosita o‘rniga qo‘yish bilan tekshirish qiyin emas.
2- masala. Hayvonlarning biror turi o‘zgarmas muhitda alohida 

yashasin deylik. Urchish va o ‘lishning davriyligini hisobga olmay, 
ko'rilayotgan tur individuumlari sonining o‘zgarish qonunini toping.

Masalaning shartiga ko‘ra vaqtning berilgan kichik intervalida 
urchish va o‘lishlar soni berilgan individuumlar soniga proporsional 
bo'ladi. N  individuumlar sonining o'sishi ko‘rilayotgan intervalda N0 
soniga proporsional bo‘lib, bu o‘sish interval uzunligiga ham pro
porsional bo‘ladi. Shunday qilib, N(t) funksiyani uzluksiz va uzluk- 
siz differensialanuvchi deb qarasak, ushbu

2- § . Differensial tenglamaga olib keladigan 
ba’zi bir masalalar

m —  = mg -  kv (k > 0)
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= N (/0) ш Лг0 > О

differensial tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda s *• proporsionallik 
koeffitsiyenti («o‘sish» koeffitsiyenti). Urchish qonuni differensial
tenglama bilan berilgan funksiyaning ko‘rinishi N(t)  w-jEg ajtfpNti
ekaniga ishonch hosil qilish qiyin emas. Bundan kelib chiqadiki, 
vaqt arifmetik progressiya bo‘yicha o‘zgarsa, individuumlar soni ge- 
ometrik progressiya bo'yicha o‘zgaradi. Agar e > 0 bo‘lsa, N(t) 
o‘sadi; agar e < 0 bo‘lsa, N(t) kamayadi. s =  0 bo‘lganda N(t) 
o'zgarmas bo‘lib, urchish o‘lishni to'la qoplaydi.

3- masala. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta to‘g‘ri chiziqli hara- 
kat qilmoqda. Uning harakat qonunini toping.

Har bir momentda G nuqtadan koordi- 
L  ... Д;; J  G nata boshigacha bo‘lgan masofa x  bo'lsa,

0 m nuqta tezligi x  |x  = bo‘ladi.

Moddiy nuqtaga ikki tashqi kuch: ishqalanish kuchi — bx, b > 0
va taranglik kuchi —kx, к > 0 ta’sir etadi deylik.

Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan G nuqtaning harakatj 
qonuni

mx Ы -bx -  kx
boladi. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy 
nuqta dvigatel bilan ta ’minlangan bo'lib, dvigatelning G nuqtaga] 
ta’sir kuchi / ’bo‘Isa, u holda G ning harakat qonuni

mx ш -bx  -  kx + F

bo‘ladi. Ko‘pincha F  miqdor \F\ < F0 = const munosabatga bo‘y- 
sunadi.
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I  B O B

B IR IN C H I TARTIBLI D IFF E R E N SIA L  
T E N G L A M A L A R

1- §. Birinchi tartibli differensial tenglamalarga doir umumiy
tushunchalar

Birinchi tartibli differensial tenglama

ko‘rinishda iMMlb Agarbu tcnglamani y  ’ ga nisbatan yechish mum- 
kin bo Isa, uni

ko'rinishda yozish mumkin.
Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan dcyi- 

ladi. Bunday tenglama uchun quyidagi te or etna o‘xinli bo‘Iib, bit 
teorema фЩещгшШ ШщЫта уесЫтШЩ mavjudligi V# Mg&naligi 
haqidagi teorema deyiladi.

Teorema. Agar y ’«  f ( x , y )  tenglamada /(g§ >>) funksiya va un-
q j'

clan у  bo‘yicha olingan — xususiy hosik xOy tekislikdagi (x&, j 0)
nuqtani o*% ichiga oluy@M biter sohada uzluksii funtelyajgr ЬоЪа, 
u holda berilgan tenglamaning x—xf) bo‘lganda y=y0 shartni <ршйй* 
lantiruvchi birgina yechimi mavjuddir.

Bu teorema geometrik nuqtayi nazardan grafigi '0ёш y0) nuq- 
ladan o*tuvchi birginf |Н |Ш  Щ Ш шШ ж  mavjadligijtt SfoddaydL 
Teoremadan tenglama e&feiz ш*р ШЙ yeeMSilarga @jga 
ligi kelib chiqadi,

х=Щ bo‘lganda у  funksiya beriigan Щ songa teng boMishi teak , 
degan shart boshlang'ichxheg#-ds îla î. Bu shart ko'pincha

0 л  f ( x , y )

(13)

ko‘ ri nishda yoziladi.
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1- ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy 
fpchimi deb bitta ixtiyoriy С o ‘zgarmas miqdorga bog‘liq bo‘lgan 
hamda quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi у m ф(х.С) funksiyaga 
aytiladi:

a) bu funksiya differensial tenglamani С o‘zgarmas miqdorning 
M r qanday anlq qiymatida qanoatlantiradi;

b) A'=x0 bo‘lganda y=yQ, ya’ni у  х_ дю <* >’0 boshlang'ich shart 
har qanday bo'lganda ham С miqdorning shunday C=C0 qiymatini 
topish mumkinki, bunda у  = ф(х,С0) funksiya berilgan boshlan-
g‘ich shartni qanoatlantiradi. Ushbu holda x0 va y0 qiymatlar x  va у 
o‘zgaruvchilarning o‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago- 
naligi haqidagi teoremaning shartlari bajariladigan qismiga tegishli, 
deb faraz etiladi.

Biz diffemnK^fl teniltmantog umumiy fechimini izlashda ko-*- 
pjtaeha у ga nisbatan f  echilmagan

Ф (х1у,С)  m 0
ko‘rinishdagi munosabatga kelib qolamiz. Bu munosabatni у  ga nis
batan yechsak, umumiy yechimni hosil qilamiz. Ammo у  ni
Ф(х,у ,С)  = 0 munosabatdan foydalanib elementar funksiyalar bi
lan ifoda etish hamma vaqt ham mumkin bo‘lavermaydi. Bunday 
hollarda umumiy yechim oshkormas ko‘rinishda qoldiriladi.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi Ф(х, У,С) = 0 
ko‘rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi. 

Misol. Birinchi tartibli

йУ_ = _У_ 
dx x

С
tenglama uchun у = — funksiyalar oilasi umumiy yechim bo‘ladi:

X
buning to‘g‘riligini у funksiyani tenglamaga qo‘yib tekshirish mumkin.

2- §. 0 ‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar

Ushbu M(x)dx+ N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga о ‘zgaruvchi- 
lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning o ‘ziga xos tomo- 
ni shundaki, dx oldida faqat x  ga bog'liq ko‘paytuvchi, dy oldida
8



esa faqat у  ga bog‘liq ko‘paytuvchi turadi. Bu tenglamaning yechi
mi uni hadma-had integrallash yo‘li bilan aniqlanadi:

I M{x)dx + I N(y)dy = C.
Differensial tenglamaning oshkormas holda ifodalangan yechimi 

bu tenglamaning integrali deyiladi. Integrallash doimiysi С ni yechim 
uchun qulay k©‘rinishda tanlash mumkin.

1- misol. tgxdx — ctgydy = 0 tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

Y e c h i s h .  Bu yerda o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egamiz. 
Uni hadma-had integrallaymiz:

jtgx dx — Ictgy dy ~  С yoki —ln|cosx| — ln|siny| =  —InC.

Bu yerda integrallash doimiysi С ni —In С , ya’ni С = —In С orqali
belgilash qulaydir, bundan In sin у  • cosx = In С yoki siny • cosx = С 
umumiy integralni topamiz.

Ta’rif.
y ' = f № f i  (y) (1.4)

ko‘rinishdagi tenglamalar o ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial teng
lamalar deb ataladi, bu yerda /,(x) va f 2(y) — uzluksiz funksiyalar.

(1.4) tenglamani yechish uchun unda o'zgaruvchilarni ajratish 
kerak. Buning uchun (1.4) da y ’ ning o‘rniga dy/dx ni yozib, teng
lamaning ikki tomonini ̂ (y) ф 0 ga bo‘lamiz va dx ga ko‘paytiramiz. 
U holda (1.4) tenglama

- m ‘ M x ) d x  ( L 5 )

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada x  o'zgaruvchi faqat o‘ng tomon- 
da, у  o‘zgaruvchisi esa chap tomonda ishtirok etyapti, ya’ni o‘z- 
garuvchilar ajratildi. (1.5) tenglikning har ikki tomonini integrallab,

\ T L = \ f ' ( x )dx+cmm
ckanligini hosil qilamiz, bu yerda С — ixtiyoriy o'zgarmas.

2- misol. у ' = y /x  tenglamani yeching.
Y e c h i s h .  Berilgan tenglama (1.4) ko‘rinishdagi tenglama, bu

yerda /.(x) = 1/x va f 2(y) =  y. 0 £zgaruvchilarni ajratib, —у  X
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tenglamani hosil qilamiz. Uni integrallab ы f— + In С , С > 0
J У J X

yoki lny =  lnx + In С va bu tenglikni potensirlab, у  Cx umumiy 
yechimni topamiz.

Faraz qjlaylik, j? ш  Cx umumiy yechimdan ЩёЩ Ьоййап- 
g‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab qilin- 
yapti. Bu qiymatlarni у  — С - x  ga x  va у  laming o‘rniga qo‘yib, 
2 = 0 1  yoki 0=2 ni topamiz. Demak, xususiy yechim :у=>2х екав.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

1» 'jgjpH1 — 4)dx +  ydy h* 0.
2. у  'cosx 5*= y/\ny, X0)=1.
3. у ' -  tgx • tgy.
4* (1+х2) ф  # p | l  =  0, y(l) =  1.
5. lncosyafr +  x tgy dy — 0.

6. Ж ф ф . tm%  у(1Й>-

7. у / у ' ** Inу  , X  2) m  1.
8. у  ’ +  sin(x + _y) =  sin(x — y).

9. яШ Щ Ш щ
10. у ' =  2Х~У, y ( - 3) 5 -5 .
11. J f  =  sh(x + y) + sh(x — >').
12. х(У, + \)dx  + ^ (x4 + 1 )dy, y(0) =*■ 1.

3 - § . Bir jinsli va bir jinsliga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar

1- ta’rif. Agar ixtiyoriy X uchun
f  ikx , Xy) = Xnf ( x ,  y)

ayniyat o ‘rinli bo‘lsa, f ( x ,  y) funksiya x va у  o ‘zgaruvchilarga nisba- 
tan n - o ‘lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi.

1- misol. f i x ,  y) = yjx3 + у 3 funksiya bir o ‘lchovli bir jinsli funk- 

siya, chunki / (kx, Xy) = %](Хх)3 Щ ^  V (х, pjj,,
10



2- misol. / (x, у) — xy — у2 funksiya 2-o‘lchovli bir jinsli funksiya, 
chunki f (Xx,  Xy) = (Xx) • (Xx) — (Xy) 2 = X2(xy — у2) = X2 j{x, y).

x 2- \ 23- misol. f ( x , y )  = ---- — funksiya 0- oichovli bir jinsli funk

siya, chunki

f i l x . X y )  = - x > i s £ -  = f ( x , y ) .
Xx-Xy x2xy xy

2- ta ’rif. Birinchi tartibli

^- = f ( x , y )  (1.6)
dx

differensial tenglama x  va у  ga nisbatan bir jinsli differensial tenglama 
deb ataladi (agar f ( x ,  y) funsiya x  va у  ga nisbatan 0- o'lchovli bir 
jinsli funksiya bo‘lsa).

Bir jinsli differensial tenglamani yechish. Faraz qilaylik, (1.6) bir 
jinsli differensial tenglama berilgan bo‘lsin, u holda shartga ko‘ra

f (Xx,Xy)  = X ° f ( x , y ) .  Bu ayniyatda X = -  deb olsak, f ( x ,  y)=ОС

/ | l ,  ni hosil qilamiz. Bu holda (1.6) tenglama quyidagi ko‘ri- 

nishga keladi:

d y = f ( l A  (1.7)

(1.7) da и = —, ya’ni у =  и ■ x  almashtirish bajaramiz.
X

U holda = и + • x  ni hosil qilamiz. Hosilaning bu ifodasini dx dx

(1.7) ga qo‘yib, и + ^  ■ x  m /(1 , u) yoki f ^ ) - u  "  T  tenSlikni

hosil qilamiz. Bu esa o ‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama- 
dir. Integrallab quyidagini topamiz:



Integrallarni topgandan so‘ng и o‘rniga L  ni qo‘yib, berilgan
x

tenglamaning integralini С) ko‘rinishida topamiz,

4- misol. ^  = х 2 Уу 2 tenglamani yeching.

Y e c h i s h ,  Tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya 0-o‘lchovli 
bir jinsli funksiya b o lgam  uchun tenglama bir jinsli differensial

tenglama, shuning uchun ■¥. = и almashtirishni bajaramiz. U holda
x

y=ux3 —  = и + Ш,— ■ Bularoi tenglamaga qo%fb u + x  wftp* - iL -
dx dx ox \ - tr

yoki x  ■ —  = va o‘zgaruvchilarni ajratib, (1-ц |  ya’ni
dx ■ p j p  u3 . . #

гаГ- ” ] du = ~  tenglamaga kelamiz.

Integrallash natijasida — -InU ~1пЫ +ln|Cl yoki = 1п|гаС|

munosabatlarni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikda и o‘rniga m ni qoe- 

x2y ib ,----- T = In |Cx| tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ko‘-
2 Г

rinib turibdiki, у ni x orqali elementar funksiyalar yordamida ifodalab 

bo‘lmaydi. Biroq x  ni у  orqali ifodalash mumkin: x  = y^j-21n|Cy|.

Bir jinsli tenglamalarga keltiriladigan differensial
tenglamalar

dy _ ax+by+C
dx ciiX+biy+Ci (1*8)

ko'rinishdagi tenglamalarni bir jinsli tenglamalarga keltirish mumkin. 
Agar Cj =  О, С — 0 bo£lsa, tenglama bir jinsli bo ‘lishini ko^ish
12



qiyin. евдЫ Ртаж  qilaylik, С  Щ, € г iatntng Ь ш Л ш  noldan farqli 
ЬоаШ й*^32 щ »  к, JP =*$| + МЙММйЩШ bajaramiz. U holda

dy _ dyv 
Я  dx. т

xf уш  — ifodalarni (1.8) tenglamalarga qo‘yib
■ dx

dyi axx +byx +ah+bk+C
m m■ dx( ■

tenglamaga egi bo1fiftiz..l£ w  ila tn i shxinday tanlab olam&ld*
ак + Ш  + С sz 0,

( 1  Л 1 )

tenglamalar o'rinli bo‘1 sin, ya’ni к  va к  lami (L l l)  tenglamalar sis- 
temasining ^©phimi sifaflda olamiz. Bu Ji©lda 0 .Щ  lejj||amadan bir

jinsli tenglamani hosil qilamte- tenglam ani y^eMb

va x  hamda у larga x i = x  — % Ц  =* f  — h foriJlufettf yordamida 
qaytib, berilgan (L8) fenglamaning у@|Щ1пЙш щ шшщ.. Agar

ab

M
bolsa, ya’ni eb^afi bolgands, rn&’lumki* f l . l l )  sistema yechmfc*

ga ega bo‘lmaydi. Ammo, bu holda == x , ya’ni o.^Xc
a  "  1

b= ’kb bo'ladi.
Bundan kelib chiqadiki, $$*8) tenglarrtani

dy (ax+by)+C
dx X(ax+by)+C{

ko‘rinMt§ft Я П  fnumkin ^fcafl. Bu feaida
. ■ ■ ■ + by ■ . _ (1*1,3)

almasl^trisle yordamida tenglama o-^am »M kri Eiraladlgan diflfcr-

ensial tenglamaga aytoa&di, ftaqiqatdin* m f  a + b ~  tenglikdandx d 0 '
■ 13



= I . _ £  (\ Ш
dx b dx b

munosabatni hosil qilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalarni (1.12) 

tenglamaga qo'yib, o'zgaruvchilari ajraladigan #**b dx b Xz+Ci
tenglamani hosil qilamiz.

/ '

Yuqorida (1.8) tenglamaga qo‘llanilgan usulni щ  = /

tenglamaga ham qo‘llash mumkin, bu yerda/qandayd ir uzluksiz 
funksiya.

. , dy x+y- 3 , . , .
5- misol. = x _y_\ tenglamani yeching.

Y e c h i s h .  Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylantirish uchun 
x= x{+h, y ~ y {+k  almashtirishni bajaramiz. U holda tenglama

«t|> = **+J/| +̂ k. ^ ko'rinishni oladi. h+k—3=0, A—A:—1=0 teng-Щ xt-yi+fi-k- 1 a
lamalar sistemasini yechib, h=2, k= 1 ekanligini topamiz. Natijada

bir jinsli —t~  = X ' +У1 tenglamani hosil qilamiz. —  = u almashtirish-dXl Xi -yi Xi
(fy\ du du 1+w

m bajarsak, u holda y r uxv  = « + * Ц *  « + *. ' Щ М$ &

d 1 2
bo‘ladi va natijada x\ ■ —  = - —  o‘zgaruvchilari ajraladigan teng-uXi 1—11

I -и , _ dxx
lamaga ega boclamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratamiz: -— j d u  = —  ni

1+U X\
integrallab

arctgи -  — ln(l + u2) = In | |  + In |C |, 

arctgM m In Cxl ̂ /(1 + u2) yoki Gc, Vl + u2 = earctE" ekanligini topa-

У\Vi I—z-------— arctg—
miz. и o ‘rniga — ifodani qo‘yib, Cyjx2 + y 2 = e 4  ekanligini vaX\

14



1_________________  у-1I z ;r arctg'---
mhoyat, Si’l l  у й в р ш и и у  0 ‘tib, г а р ш д у  i i § & y i «  И  
natijani h as! qilamiz.

6 -misol. y' Ш I  ' l jy ls  ^englamani yeehing.

Y e c h  i s h . Tenglamani x=x. +fa%y ^ y ^ k  almashtirish yordam- 
ida yechib bolmaydi, chunki Ь ш в ш к !  larni aniqlasftga y^r-

dam Ьеэдйвад tistema 4MHMMMI
2  1 
I  2 nolga'teng.

Bu tenglamani 2jc+f»*  ̂afaashtMsif yardamida o'zgaraMelflari 
ajraladigan. ISf&iensial tenglaffi&ga kflltrish тшаМй, Siaqiqatan, 
у '=£—й bo‘lgani uchun tenglama

z ' - 2  ~ z~l
ШЩ. 

ko‘rinishga yoki

2г+5 ■ - ' 
ko‘rinishga keladi. Tenglamani yechib

• j Ш Щ x+<'
munosabatni, z o‘rmga ni qpf̂ nfb esa

^ P f  + y) +■ In J 10x + 5у  + 9 1« x  +■ С ■, yoki..
5 _ 25

lOly -  + 7 In. ■] Шдг H- Sy +«9§* Q 'fl|; 
ya’ni у  ningx  ga nisbatan oshkormas ko‘Tinishint hosil qlfeffliz.

Quyidagi tenglamalarni yeehing:

|Д;.ду  + Ixyjdx  + хуф  m 0 .

14. у 1 тЖф sin;£ .x x  2

15



15. xy' sin |~J + x  » у  sin .

16. xy + y 2 m( 2 x 2 *  xy) • y' .

17. xyy' = y 2 + 2x2 .

18. y' m + cos V
<xl

19. (x2 + y 2 )dx  -  xydy  = 0 .

20. (x + у + 2 )dx + (2 x + 2 у -  1 )dy = 0.
21. (2x  + у  + \)dx  fti f i +Щр -  \)dy m 0 .

22. 2(x + y)dy + (Зх + 3y_1 )dx -  0, y(0) = 2 .
23. (x -  2y + 3)dy + (2x + у m 1 )dx = 0 .
24. (x -  у + 4 )dy + (x + у -  2 )dx  =» 0 .

4- §. Chiziqli differensial tenglamalar.
Bemulli tenglamasi

1. Chiziqli differensial tenglamalar.
Ta’rif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli 

bo‘lgan tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi. Bundayj 
tenglama

m m (1.15)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda P(x) va Q(x) — berilgan uzluksizj 
funksiyalar. (1.15) tenglama yechimini ikki funksiya ko‘paytmasi| 
ko'rinishida qidiramiz:

у =  u(x) ■ v(x) (1.16)
Bu funksiyalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisij 

esa (1.15) tenglama orqali topiladi. (1.16) tenglikning ikki tomonini] 
differensiallaymiz:

dy dv du 
l x ~ Ul b +Vl x -

16



тиу
Topilgan hosila ifodasini (1.15) tenglamaga qo'yib,

dv du du
dx dx \dx dx

bo‘lishlnitopamiz. й funksiyani

r  + M )  dx
(1.18)

shartni qanoilflaiilStdigan q lib  dftmiz. Bu differensial tenglamada 
и ga nisbatan тЩритЫЬШ; ajratib, quyidagini topamiz:

—  l a + ln|u| — — 1 Pdx yoki v =Cle~̂ Pdx 

ni hosil qpaaife.
Bizga (1.18) tenglamaning noldan farqli biror yechimi yetarli 

bo'lgaffi uchun y(x) sifatida
(1.19)

funksiyani olamiz, bu yerda J Pdx — qandaydir boshlang‘ich funksiya. 
Topilgan иЩ  ning qiymatini f t - 17) tenglamaga qo‘yib,

v(x) ̂  = Q(x)  foM ekanligini; topamiz, bu yerdan

miQ ( x )

Ы1й>
ni topamiz. и va v larni (1.16) formulaga qo‘yib, nihoyat

у *  o(x) 1
Щ
Й й

dx+C yoki y = e - ^ x UQ(x)elPdxdx + C  (1,20)

ifodani, p f t l  (115) tting иШШЙу

1 -misol. dy у  = (x  f  1J* ШЙМЯЙК yeehing.dx x+1

Y e c h i s h .  у  ~  uv deb olsak, и holda dy dv du
-f- = U~7~+ v ~7~ dx dx dx

*'L ifodasini berilgan tenglamaga qo‘ysak, 
d x ^ „ ~ ^  ____

--------- J»^Zi

4  INV
I  AXBV-iOT

HARK ATI I

w



dv du 2 / | ч 3
U —  +  —  V ------- - U v  =  ( l  +  l )

dx dx ЛГ+1
yoki

I dv 2 \ du / , чз №jgM

v funksiyani aniqlash uchun —  — — v = 0 yoki —  = teng-
dx x+\ j$ л'+1

lamani hosil qilamiz. Bu yerdan ln| v [ =  21n| x + 1 1 yoki v = (x + l)2;a
v ning ifodasini (1.21) tenglikka qo‘yib, и ni aniqlash uchura

(x + l)2 -  (x + l)3 yoki Ф x  + 1 tenglamani hosil qilamiz, buj 
dx dx

( JC+1)̂yerdan и = ■■ + С . Demak, berilgan tenglamaning umumiy

yechimi у  m I S S  + C (x  + 1)2 bo‘lar ekan.

2. Bernulli tenglamasi.
Ta’rif.

± + P ( x ) . y  = Q(x) y n, n>  2 (1.22)

ko‘rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu yerda 
P(x) va Q(x) — berilgan uzluksiz funksiyalar, n * 0; 1. 

Tenglamaning barcha hadlarini y" ga bo‘lamiz

y ~" ±  + P(x )  ^y-n+l * Q(x)  (1.23)!
ax

va г — y~"+l almashtirishni bajaramiz, u holda

£  = ( -„  + !). y -  j f c  
dx dx

dzTopilgan qiymatni (1.23) tenglamaga qo‘yib, — +(-n + l)P-z=\

=  ( - n +1 ) -Q  chiziqli tenglamani hosil qilamiz. Chiziqli tenglama-]
ning umumiy integralini topgandan so‘ng, z q'rniga >ГЛ+1 ni qo'yib, 
Bernulli tenglamasining umumiy integralini hosil qilamiz.

18



2- misol. Ushbu

• • ,  0 .24)

tenglamani yeehing.
Y e c h i s h .  Tenglamaning barcha hadlarini y 5 ga bo‘lamiz

(L25)

va z — У*® almashtirishni bajaramiz, u holda . Bftdx dx
qiymatlarni (1.25) ga qo‘yib

^ * 2 x z = * - 2  x3 (1.26)

chiziqli tenglamani hosil qilamiz. Uning umumiy integralini topa
miz:

dz dv du 
fc =  UV , —  =  U —  +  V —  .dx dx dx

Bu ifodalarni (1.26) tenglamaga qo£yamiz:

dv du * л з i . (dv ~ \ du ~ 3u —  + v —— zxuv = -2 x  yoki 1/ —— I + 1; —  = -2 x  . dx dx \dx J dx

Qavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

-  2 w  = 0, —  = 2xdx, ln| v I == x2, v = ex 
dx v

ekanligini topamiz. и ni aniqlash uchun

e*2 . ^ L ^ - 2 x 3 dx
tenglamaga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib

du = ~2e~^'x3 dx, и = -2  j e~^x3dx + С 

ekanligini topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab

и »  + e~x2 + C, f  = и ■ v = x 2 +1 + Ce^
19



ifodalarni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integral!
2 2 1 у 4 ».x +1 + Cex yoki у  = —  bolar ekan.

\ x 2 + l+ C e x2 

Quyidagi tenglamalami yeehing:

25. у  'cos2x+y = tgx, y(0)=0.

26. у ' — ythx =  ch2x.

XV27. y' + —s -  = arcsin x + x .
1—x

28. xy ' — у  — x2cosx.

29. j f  + 2  xy ~ xe~^ ,
30. у  'cosx + у  = 1 — sinx.

31. y' + L  = x i y \
X

32. (x2ln.y — x)_y' =  y.

5- §. To‘la differensialli tenglama.
Integrallovchi ko‘paytuvchi

1. To‘la differensialli tenglama.
Ta’rif. Agar M(x, y)dx + N(x, y)dy =» 0 ko‘rinishdagi tenglama! 

ning chap qismi biror u(x, y) funksiyaning to‘la differensiali, ya’ni
du =  M(x, y)dx + N{x, y)dy (1-27)1

bo‘lsa, u holda bunday tenglama to ‘la differensialli tenglama deyi^ 
ladi.

(1.27) tenglama to la  differensialli tenglama bolishi uchun
pM __ dN 
d y  dx

shart bajarilishi kerak.
20

33. y ' + .  Зх2/ /3 ■
X

34. у - . У-*,-!?-.
*  x - \  x - l

35. 4xy '+3y = —e* • x^y5.

36. Z + ^ i a J '^ X 3 +l)sinx,

Щ - * .
37. ydx + (x + x2y1)dy ~  0.



T ola differensialli tenglama ta’rifidan du=0, bundan u(x, y)—C 
ekanligi kelib chiqadi (C — ixtiyoriy o‘zgarmas).

u(x, y) ni topish uchun у  ni o‘zgarmas deb hisoblaymiz, u hol- 
ila dy = 0 ekanidan du=M(x, y)dx bo‘ladi. Bu tenglikni x  bo‘yicha 
integrallasak,

и = \M(x ,y )dx  + cp(y). (1.28)

(1.28) tenglikni у  bo‘yicha differensiallaymiz va natijani N(x, y) ga 

lenglaymiz, chunki = N ( x , y )  ш

= N ( x , y )

Ф'(y) = N ( x , y ) -  \ ^ - d x .  (1.29)

W
d y

yoki
- 8 M  

d y

(1.29) ifodani у  bo‘yicha integrallab, <p(y) ni topamiz: 

ф(у) = J f ^ ( x , y ) -  ^ ^ - d x \ d y  + C .

Demak, u(x, y)= J M(x ,y )dx  + j )  -  ^ ^ - d x  dy + C .

Bu ifodani ixtiyoriy o‘zgarmasga tenglab, tenglamaning umumiy 
Integralini hosil qilamiz.

1- misol. (3x2+6xy)dx+(6x2j+4^3)tfy=0 tenglamaning umumiy 
ycchimini toping.

Y e c h i s h .  Bu yerda Mix, y)=3x2+6xy2, N(x, y)=6x2y+4)^.
d N  |  л  d N  i r\ , . d M  d N  —  = 12xy, —  = 12xy, y a m — = — . 
dy dx  d y  dx

= M(x,  y) bo'lganligi sababliОл

— = 3x2 + 6xy2.dx
Bu tenglikni x  bo‘yicha integrallaymiz:

и =  л^+ЗхУ+фОО-
21



B undan

S i  = 6 x 2y +<p'(y).

—  m N ( x ,  у) ekanligini hisobga olsak, dy

Bundan

Demak,

yoki

Ф'0>)= 6x2y + 4y3 “ 6 x2y  yoki ф'(у) = 4 y \  

Ф (У) = /  + C.

и =» + зумрц? у +. с

х3 + ЗхУ + у  = С.

д М  d N2. Integrallovchi ko‘paytuvchi. Agar * *■ —  bo'lsa, u holda! 
d y  dx

ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday ц(х, у) funksiyani topish 
mumkinki, \iMdx + \xNdy — du boiadi. Bu ja(x, y) funksiya integ-] 
rallovchi ко ‘paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrallovchi ko‘paytuvchini topish oson:

2)

d M d N
dy dx

N

d N d M
dx dy

M
Ф, (>’) bo'lganda, Inji ш j bo'ladi.

2- misol. П  + xy2)dx — xdy = 0 tenglamani yeehing.

Y e c h i s h .  Bu yerda M  — у  + xy2, N  =  -x , - S t  = 1 + 2xyj

Ш  m_
ifc ip  ; &•

Demak, tenglamaning chap fomoni biror ftmj®iyahin$ to‘la difl 
ferensiali emas. Bu tenglamaning faqat у  ga bogliq  bo‘lgan in te | 
grallovchi ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani qaravmiz.
22



dN dM
дх  dy  —1—1—2  х у  2

bundan

М у+ху 2 j' ’

1пц = - 2 lny, ya’ni ц = \ .
У

Berilgan tenglamani ц ga ko‘paytirganda

dx — r dy = О 
у

tenglama hosil bo‘ladi. Bu to‘la differensialli tenglamadir, chunki
dM _ 8 N _ _ __ l_
dy  dx  y 2

Tenglamani yechib 

yoki
£  + id  + c  = 0
у  2

2xy = - x2+2C
umumiy integralni topamiz.

Quyidagi differensial tenglamalarning chap tomonlari toliq diffe- 
rcnsialdan iborat ekanligi tekshirilsin va tenglamalar yechilsin:

38. (e* + у  + siny)dx + (e? + x + xcosy)dy =  0.
39. (x + у  — \)dx + (& + x)dy =  0.
40. (xcosу  -  ysiny)dy + (xsiny + ycosy)dx =  0.
41. 2xydx + (x2 — y*-)dy = 0.
42. (2 -  9x f)x d x  + {Ay1 -  6 x*)ydy = 0.

43. —dx + (y3 + In x)dy = 0.
X

44. (Юлу -  + 1 )dx + (5x2 -  8x + 3)dy =  0.

dy.
( 3 \

45. 3x2(l + \ny)dx  = 2 y - ~
У

46. 2xcos2ydx + (2у  — x2sin2y)dy =  0.

23



Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko‘paytuv-j 
chilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

47. y)dx + жЩ ~ 0. . .1
48. y^dx + (yx — 1 )dy = 0.
49. (x2 + y2 + x)dx + ydy — 0.
50. ■■ 1.
51. (x2 + 31ny)ydx = xdy.
52. Ixtgydx + (x2 — 2siny)dy = 0.
53. (eZv y*)dx + '$ф s i 0.
54. (1 + 3x2siny)rfx — x ctgydy =  0.
55. (sinx #  e>’)</x + cosx^y = 0.

6- §. Hosilaga nisbatan yechilmagan 1- tartibli differensial
tenglamalar

Ta’rif.

ф а ь Щ -Р  • а » !
ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan l-tartibli 
tenglama deb ataladi.

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani ~  ga nisbatan yechib olish 
maqsadga muvofiq bo‘ladi, ya’ni berilgan tenglamadan

^  = M x , y )  (i = 1,2 л^ п )  (1.31)

ko‘rinishdagi bir yoki bir necha hosilaga nisbatan yechilgan teng-j 
lamalar hosil qilinadi. Ammo har doim ham (1.30) ko‘rinishdagi

tenglamani ga nisbatan yechib olish mumkin bo‘lavermaydi, un-i

dan tashqari у ' ga lisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko'rij 
nishdagi tenglamalar har doim ham oson integrallanavermaydi 
Shuning uchun (1.31) ko‘rinishdagi tenglamalarni ko‘pincha para] 
metr kiritish yo‘li bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantlarii 
dan biri bilan tanishib chiqamiz.

Faraz qilaylik, (1.30) tenglamani p  yoki x ga tfsbatan osoij
yechish mumkin bo‘lsin. Masalan, uni у = f ( x ,  y') ko'rinishda 
24



yozib olish mumkin bo‘lsin. ~ P parametr kiritib, y=f(x, p) ni

hosil qilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan to la  differensial 
olib hamda dy ni pdx ga almashtirib

Pdx = ^ ’p )dx + V {x’.pldp ,
dx dp

ya’ni, M(x,p)dx  + N(x,p)dp  = 0 ni hosil qilamiz. Agar bu tengla
maning x = Ф(p,C)  yechimini topsak, u holda berilgan tenglama- 
ning yechimi

[x = Ф (p,C),
1У fe f ( x ,  P)

parametrik kolinishda boladi.
(1.30) tenglama uchun y(x0)= j 0 Koshi masalasi (x0, y0) nuq- 

tadan o‘tuvchi va bu nuqtada umumiy urinmaga ega bolgan (1.30) 
tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bolmagandagina 
yagona yechimga ega boladi. Aks holda Koshi masalasi yechimining 
yagonaligi buziladi, ya’ni (x0, y0) nuqta Koshi masalasi yechimining 
yagonaligi buziladigan nuqta boladi.

(1.30) tenglama uchun Koshi masalasining yechimi mavjudligi va 
yagonaligining yetarlilik shartini quyidagi teorema aniqlab beradi.

Teorema. y0, F(x0 , y0,yo) = 0 tenglamaningyechimlaridanbiri
bolsin. Faraz qilaylik, F(x ,y ,y ' )  funksiya x  bo‘yicha uzluksiz, 
у \a у ' bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uning у ' 
bo‘yicha hosilasi noldan farqli bolsin:

°-

U holda F(x ,y ,y ' )  =0, y(x0)=y0 Koshi masalasining x0 nuqta-
ning yetarlicha kichik atrofida ф'(х0)=у0 shartni qanoatlantiruvchi
у=ф(х) yagona yechimi mavjud boladi.

Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (1.30) ko'rinishdagi 
tenglamalar ham maxsus yechimlarga ega bolishi mumkin, ya’ni
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s h u n d a y  y e e h im la r g a  e g a b o ‘ lish i m u m k i n k i , b u  in te g ra l c h i z i q l a r l  
fa q a t y t g o n a l i k  Shaato b a ja rilm a y d ig a n  n u q ta la r d a n  ib o r a t b o ‘ !a d i.

■ A g a f;4F ( x , y , ; j f ' ) .  M i  g a k o ‘ ra  u z l u k s i z  h a m d a -y v a j » f  g n  
к о 1'®  u z lu k s iz  d iffe r e m ia fla n u v c h i b o ‘ ls a , ( 1, 30) te n g la m a n in g  m a x j  
sus y e c h im i, a g a r u  m a v ju d  b o ‘ lsa,

^ я ^ з О - ^ о ,  I
£ Ц * г > - о  ' M

te n g la m a la r s iste m asin i q a n o a tla n tira d i.
S h u n in g  u c h u n ,, ( 1. 30) te n g la m a n in g  m a x s u s  f i e l j i m l a r i m  to p is ™  

u e t o n  ( 1,32)  t e n g la m a la r  s i s t g M f i d a n  у ' n i y o *q e tis h . k e ra k .
1- misol. ( / ) 3 — Щ ■ C /l? ф f  Ш2x  te n g la m a n i y e e h in g .

, p | t K h  i s h  щU f  -  ± y ' -  2% mj | j ^ -  2x ) ( ( y ')2 + 1) =  0 |

b p ‘ lg a n lig i w c h u ii , b e r ilg a n  te n g la m a  ~j- ~ 2x  ~  0 te n g la m a g a  e k v i- j  

v a le s f t r U n in g  .y e c h im la r i  ^  *='&+ С  k o 'r in is h g a  e g a .

2-  misol. $  0 t e i ^ l a m a n i  y e e h in g .

У 'ШШШШ* Berilgan tengtaiafti i | |  + y 2 ) - «*0 ко‘г и
n it f id a  y e z i b  !э1Й  m u m M n . D e m a k , b e rilg a tt' te n g la m a  у  '+^=0  v a  
j|® M |  t e n g l a i m l a r  y i^ U n d is ig a  e k v i v a l e e t . U l a i d a n  b i r i n c h M J

щ : М ф к  t i t
n in g  y e c h im la r i у — 0 v a  у  fit — У , i k k i a s l il s iM M  esa у  =  С  • e T .

JK “1" \шУ

D e m a k , b e r ilg a n  te n g la m a  y e c h im la r i j L g -  = 0.1

л ,
3- misol. у  * щ 0 г  • i f  tenglamani yeehing.

¥ e c h i s h .  p =  y ! -  —■ p a ra m e tr  k ir i t a m iz . U  h o ld a  у == Д щ ]
uA

A a j p h j gP'A p~ep)dp. B u  y e r d a n  p — 0 y o k i  x - 2ep +ер( р - 1)+С  J

= .^(j? + l,) + C .:  f ..Г .1

Ш



Demak, berilgan tenglama yechimlari

x Ш\ p  + \ )ep + C Sу  =  0 va .
y m  p ep

4- misol. 1ft jr1 Jp - x = 0 tenglamani yeehing.

Ye с h is  h . y ' —p  d e l ©teak, X = ihp +. sinpdy щ pdx  bo‘lgani

uchun cos jp | dp . Bu.. yerdan |(1. -  pcosp)dp =

p + cosp  Ф p  slap + С . Demak, berilgan tenglama yechimlari

x  -  \np
у  ^  p  + cosp  + psinp + C.

5- misol. (у  ')2 + (x + a)y'  -  у  = 0 tenglamani yeehing. 
Y e c h i s h .  p — y 1 parametr kiritamiz, u holda y - p 2 +(x+a)pdy m

-pdx  va dy = 2 pdp + (x + a)dp + pdx tenglamalardan pdx = 2 pdp +
((x i- a)dp + pdx , ( 2 p + x + a)dp »  0 tenglamalarni hosil qilamiz. 
Bu yerdan p —C yoki 2p%$tfra**& tenglamalar keifeehiqadi. Demak, 
berilgan tenglama yechimlari quyidagi ko!rinishga ega bo‘ladi;

j  = p 2 + (x  +• d )p %
2 p + x  + a = 0.

Oxirigi ikki tenglikdan p  parametrni y o ‘ q o t ib ,  y ^C Q c + ^+ C 2 va 

у  = ekanligini hosil qilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeehing:
56. ( Л 2 = У - У 2- 61. (3 x + W )2-3C v+ 2)/+9  = 0.

57. ( y ' ) 2 + y 2 (ln2̂  -1 )  = 0. 62. = °-

58. ( / ) 3 + x ( y ' ) 2 - j / - 0 .  63. x4 (y ')f “  !?
59. x ( / ) 3 -  У(У' ) 2 + 1 = 0 .  64. y ( y ' ) 2 -  f ;0 , '  ,
60. ,65. \ n y '  + 2 ( x y '~ y } ~ & .
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Chap tomoni у *p i t t i l b u t u t t  ratsional ifeonfj
p ftd  quyidagi

( y ' f  + +  + ... + C # ' fi + O ’ 0 j
ko‘rini$hga ega ШЩаМ  tengtaia  щ-ёагсуфМ 1-tartibli Щ/Штш de
yiladi. Bu ycrfa я— f L  JL .i* i t  ter ж ад  
Ц ning £ияШуЛЙ»'

Bu tenglamaniJT fa-ttiSbatan eefaa &1атк, deb'ittaz qtlayltid| 
Bundan jgf* ttchun, umuman ау|Щййй» Ш ta har xil ifoda hosi| 
boladi:

у ' 3  i f f *  A . Л  «  >•' *  ■ jfc C U M
Bu holda

Я х, у, i f  « 1  (1.34)1
tenglamani integrallash bteinchi tartibli tt ta

У’ f(%* y)'-! ■ ■ ■
tenglamamltttegrallashga feltirildi. Ularni umumiy integrailari me® 
ravishda quyidagilar bolsin:

Щ .'¥ h я ф & Й Н @ И  ° > C ft) = о*J WI §
Bu integfaila£fimg chap ЭДШЭЙШЙШ o ‘zaro ko'paytirib, ttolga 

tenglaymiz:
m pcf у, C,) • Ф2(х, у, C2) * ЯШ ■ Ф„(х, у, CJ =  0, (J 'ЩЩ

Agar (1.37) tenglamani у ga nisbatan yechadigan bolsak, 0  .34) 
tenglamaning yechimini faosil qtlainsE, haqkptan ham, (1.3% teng-j 
lamaning In f  qanday yechimi (1,37> tengkmaiarning bmni, bmobarin, 
(L35) tenglamalafmag Mrortarfm va shunday qilfc,
(1,35) tenglamalarga yoffflgaifcLjttsijm, ttttl .ЬйЭД qanoatlantiradi! 
tlmumiylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha щ  Cr  ^  Щ 
S'zgarmasiarm bift® Cbiten alnfrassh&fisfe ш  tenglSittttfti

l y f c  y, Q  t Ш Q  ‘ -  • фп(х> У’ 'Щ m 0 Щ  ]
te^fcisfcda yozish mumkin, Bu esa (1.34) tenglamaning yeehimt; 
b o la d i Bungs fehonch hosil <р|1й 1 uchun (1*38) tenglamaning щ Щ 
tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin:

<*pk Ш Ш  = Щ'тщ, щ м . %  p H

7- §. и- darajali 1- tartibli tenglama
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I)ii yerda С — istalgan qiymatlarni qabul qiluvchi ixtiyoriy o‘zgar- 
inns, shu sababli (1.36) tenglamadan hosil qilinadigan barcha yechim- 
Inr (1.39) tenglamadan hosil qilinadigan yechimlar orasida bo‘ladi.

I - misol. (y ')2 = 0 tenglamaning umumiy integralini toping. 
a

Y e c h i s h .  Tenglamaning chap tom onini ko‘paytuvchilarga 
ujratib, quyidagini hosil qilamiz:

y . a . f y +®  = 0 bu yerdan y ' - ^ -  = 0 va y ’ + ̂ -  = 0. 
a J V  a J a a

Hit ikkala tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Ular- 
ning umumiy integrallari

^ - ф - с  = о , ^ + ф - с . о .
3 a 3 a

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy integrali ushbu 
ko'rinishda boladi:

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

66. (y ')3 -  2x(y ')2+y '=2x. 73. 8(y ')3=27y.
67. (y')2+y(y ~~ x)y'  — xy3=0. 74. (y '+ l)3 Ш 27(x+y)2.
68. (y ')2+(sin x  — 2xy)y' — xy3 = 0. 75. y*(y ,2+ 1) = 1.
69. 0  ')2=4. 76. (у ')2 - 4 ^  =  0.
70. (у ')2+ у 2 -  1 =  0. 77. x(y ')2 = y.
71. x(y ')2 — 2yy'+4x  = 0. 78. y0>')3+ *  =  1.
72. (y ')2 -  y2 = 0. 79.4(1 -  у  )=(3y -  2f (y  f .

8- §. F{y, у ') =  0 va F(x, у ') =  0 ko‘rinishidagi 
tenglamalar

Bu tenglamalardan у  ni (birinchi tenglamadan) yoki x  ni (ik
kinchi tenglamadan), shuningdek p  — y 1 ni t param etr orqali ifo- 
ilalash mumkin, deb faraz qilamiz. Bu yerda tenglamaning umumiy 
yechimi parametrik shaklda hosil boladi.
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Masalan, F(y, p)=0 tenglama bo‘lgan holni ko‘raylik. y=<p(/) deb 
tenglamadan p=\\i(t) ni yoki, aksincha, p=(?(t) deb tenglamadan 
j>=(p(0 ni topdik, deb faraz qilaylik. U holda bir tomondan,] 
dy=pdx=\[i(t)dx, ikkinchi tomondan, dy=y'(t)dt. dy uchun ikkala 
ifodani taqqoslab, \\i(t)dx=q>'(t)dt ni hosil qilamiz, bundan:

dx = ^ -^ -d t  va x = Г̂ Ю-dt+C. 
v(0  J y(t)

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

у = ф(0-

1- misol. у  = a ^l + (у1)2 tenglamaning umumiy yechimini to
ping.

Y e c h i s h .  p=y '=sh/ deymiz, u holda у = a\ll + sh2/ = a ■ ch/,1 

-r- = P dan dx = — ni topamiz. dy=ashtdt bo‘lganligidan dx=adt va;
UX p

x=at—C.
Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

x  = at -  C, 
у  = acht.

x+CBundan t parametrni yo‘qotamiz. t = ——  bo‘lganligidan
u X+Cу  = ach----- .

a

Quyidagi tenglamalar yechilsin:
80. x (y ’2 -  1) =  2y ’. 85. у  = ln (l+ y '2).
81. у \ x  -  lnj>') =  1. 86. 0> '+l)3 = iy ' -  y)2.
82. x  = y ' 3 + y ' .  87. y =  (у' -  1)еУ.
83. x  = y ' J y ’2 + 1 . 88. (у ')4 ~  (у ')2 = У2- ]
84. у  = у 12 + 2у ,3. 89. (у О2 ~  (У 'У = У1. \
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I. Lagranj tenglamasi. Ushbu
у = х ф ' )  + v O ') (1.40)

Icnglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda cp(y'), y (y ') lar у ' ning 
ma’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p  parametr kiritish usu-
II bilan yechiladi. у ’~p(x) deb belgilaymiz. U holda tenglama ush- 
hu ko‘ri0|shga |§eMdi;

Д  =  Щ 0  + \\i(p). (1.41)
Oxirgi tenglamani x bp^yicha tfifferensiallab,

p  =» ф(/))+ м р  ф 'о й №
ax

yoki

p -  ф )  = (xq>'(p) + (?'(p))^- (1-42)dx
Icnglamamfcisil qilamiz. p — cp(p) * 0 mp — v|/(p)= 0 bo‘lgan hol- 
lurni qaraymiz:

a) p  — f (p) 0 bo!lsin. (1.42) tenglamani ga nisbatan
dx

yechib, quyidagi ko'rinishda yozam ll:-----* JE !£ L  = -У ^  ., ' Щ рч>(р) p Mp)
dxHosil qilingan tenglama x  va —  ga nisbatan chiziqlidir, demak,
dp

x  =  Ф(р, Q  (1.43)
umumiy yechimga ega. (1.43) ni (1.41) ga qo‘yib, у  ni p  va С orqali 
ilbdalaymiz:

у = Ф(p, C)■ q>(p) + \|t(p) = f(p,  Q.  (1.44)
(1.43) va (1.44) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini

parametrik ko‘rinishda beradi: \ X
, \ y  = f (p ,C) .

Bu sistemada p  parametrni yo‘qotib, Lagranj tenglamasining 
umumiy yechimini quyidagi ko'rinishda hosil qilamiz:

F{x, y, Q  m  0.

9- §. Lagranj va Hero tenglamalari

31



TengliManing и т д а #  yechimidan hosil bo‘lma,fdigan f f i m i  
yechimi ham boiishi mumkin.

b) p — yip) = 0 bcHftin, ya’ni biror p=p0 da 0bt'S teJ
Ushbu

h  = xq>(p) + <p(p),

[P =*Щ ' ' j
sistemada p  ni yo'qotib, у  — x»p(p0) + ц>(рп) yechiffltii hosil qilamiz 1 
Bu esa Lagranj tenglamasining Щ&фщ yechimidir.

1- misol. Ushbu у s* Л *§P Lagranj tenglamasining umumi^l 
va maxsus yechimlarini toping, i

Y e c h i s h . Bu tenglamadaJ?* n ip(x) ga almashtitib*
у  — x + ф  (1.45) J

tenglamani hosil qilamiz. Uni x  bo‘yicha differensiallaymizl

M m 1 + • ButttfSB p -1  = Зр2 Ш .
dx ax

*a) Agarp — \ * 0  bo‘lsa, ushbu
ЪР1  dx ш — - dp 
JN t

tenglamani integral lab, qpyidagini hosil qilamiz:

x = 3(ln|p -  1| + p + - у )  + C, (1-46)

x ning hosil qilingan ifodasini (1.45)ga qo‘yamiz:

у  = 3(ln|p — 1 \ + р + ~ - ) + С  + р^.  i

(1.45) va (1.46) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimini 
parametr ko‘rinishida beradi.

b) Agar p — 1 = 0  bo'lsa, p  =  1 qiymatni (1.45) tenglamaga 
qo‘yib, у  = x+1 maxsus yechimni hosil qilamiz.

2. Пего tenglamasi. Klero tenglaffias! deb, Lagmnj tenglam a  
ning ф(у') ^  у ' bolgan holiga aytilidi, Klero tenglamasining umi|] 
inly ko'rittishi quyidagicha bo‘ladi:

(l~47)j
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IP ;ЗЙ р Щ  deb olsak, (1 tenglama quyidagicha te*iMshga ke- 
ladi:

у  = xp + y(p). (1.48)
x bo^pdha-dilhreaAihfe, quyidagi ni topamiz:

v' = p + w 'ff l  A #Mlni ^f-[x + у г(р)\ = 0 , b u p r t »  ~r r- 0dx m  dx ax
yoki

x + y'(p)  =t 0 . {1.49)

Щ  = 0 tenglamadan ̂  C kelib chiqadi,(1.48) d a# tfrn ig a  С ni
ил

i|o‘yib, Klero tenglamasimng umumiy yechimini hosil qilamiz:
у = Cx + K ||pk  ‘ (1.50)

Bu geometrik nuqtai nazardan to‘gri chiziqlar itiitf»!
(1.49) tenglama (1.48) bilan birgalikda Klero tenglamasining 

parametrik shakldagi yechimini beradi:

X  =  - \ |f ' { p ) ,

У = -PV'(P) + v0>)- 
Haqiqatan ham, bu tenglamalardan: dx — —Y'(p)dp.

dy = [~py"{p) -  y'ip) + Y(P)]dp *  ~py"ip)dp, bu yerdan ^  = P-

Huni Иего tenglamasiga qo‘yish —p\\i'(p) + \\i(p) ш —р\\1'(р) + \p(p) 
nyniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasidan p parametrni yo‘qotib, (1.47) 
tenglamaning integrali Ф(х, y)=0 ni hosil qilamiz. Bu integralda С 
Islitirok etmaydi, binobarin, u umumiy integral bo‘la olmaydi. Uni, 
nhuningdek, umumiy integraldan С ning hech qanday qiymatida 
hosil qilib bo'lmaydi, chunki -firttfqlt funksiya btflffiagani uchun u 
maxsus integral deyiladi.

2 -misol. Ushbu у  = x y ' + y '  — (y <)2 JQfeS tenglamasining 
umumiy va maxsus yechimlariAtoping.

Y e c h i  s h . Klero tenglamasining umumiy yechimini у ' ni С 
bilan almashtirib topamiz:

y  =  Cx +  С -  С2.
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Bu tenglamani С boVicha differensiallaymiz:
О =  jc + 1 -  2C.

Quyidagi

ly  -  Cx + С -  C2,
10 = x +1 -  2 С

sistemadan С ni yo‘qotib,

maxsus yechimni hosil qilamiz. U parabola bo‘lib, у  = Cx + С — C| 
umumiy yechimlar oilasining 0‘ramasini tasbkil qiladi.

Lagranj tenglamalarinmg umumiy va maxsus integraUarmi toping

99. у  ** x y ' — (.y' )2.90. у  = x y '  — ( y ' ) 2 .

91. У -  2xy'  +

X ( y j
(.y'Y

92. 2 y =  , ,  .у +2

93. у  = x ( y ' ) 2 + (у ')2.

94. у ' + у  =  ')2.

95. у  + ху' = 4-Ту7.
96. y  = x ( y ' f - 2 ( y ' ?
97. 2ху' -  у  чЛ 1пу'.

100. у  = х у ' -  а ф  + (у')2 . 
1101. у = х у '  +

98. х у '  — у  = 1пу'.

10- § . Rikkati tenglamasi

102. J ( y ' ) 2 + l  + x y ' - y  = 0

103. у = xy'  -  ey .

104. у  = x y f *•* (2 + у ').
105. (у ')3 =  3 ( х у \ - у ) .
106. 2 (y ')2 (y -  ayr) m  1.

107. у  = +

Ushbu
dy
dx

= P ( x ) y 2 + Q(x)y  $  R ( x ) (1.501

ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi. Bj 
yerda P(x), Q(x), R(x) — biror a < x <  b oraliqda o‘zgaruvchi x nil 
uzluksiz funksiyalari (-00 < a, b < +»).
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Tenglamada P(x) m 0 bo‘lsa, chiziqli tenglama; R{x) Ш 0 bocka 
Bernulli tenglamasi hosil bo‘ladi.

0 ‘zgaruvchilarni quyidagicha almashtirish natijasida Rikkati 
lenglam&si o*z ko*|inishini saqlaydi:

1) x  erkli o'zgaruvchini ixtiyoriy jc =  ф(х,) ko'rinishda (ф — dif- 
lerensiallanuvchi funksiya) o ‘zgartirish natijasida tenglamaning 
ko'rinishi o‘zgarmaydi.

Haqiqatan ham, (1.50) tenglamada bu almashtirishni bajaribi, 
yana Rikkati tenglamasini olamiz;

^  )F2 + © [ф (^ )]ф ^1 )у  +

2) v erksiz o‘zgaruvchini kasr chiziqli у = a—+̂  ko'rinishda (a,
ЩШ t

|l, y, 8 — qaralayotgan oraliqda a5 ф (3y * 0 shartni qanoatlantiruvchi 
x ning ixtiyoriy differensiall®uvchi ftnfeiyalari) almashtirish nstija> 
nida ham tenglama o ‘z ko‘rinishini saqlaydi:

d y  ^ ~ d x +  * t i l l  + 5 ' M m + P )

dx (m +8?

(а5-Ру)^-+(а'у-у'а)Л2+(а,5+Р,У-а5 ,-Ру')>,'+(Р'8-8'Р)
. ___________d x ______________

Natijani (1.50) tenglamaga qo‘ysak, yana Rikkati tenglamasi hosil 
bo'lganiga ishonch hosil qilamiz.

Erkli o‘zgaruvchS X yoki erissiz o ‘zganraehi у  ning bunday shakl 
nlmashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamasi soddaroq (kanonik) 
ko'rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y2 oldidagi koeffitsiyentni y=w(x)z chiziqli al
mashtirish orqali ± lga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x) 
lio/ircha noma’lum funksiya, tegishli hosilalarni topib (1.50) teng- 
lamaga qo‘yamiz, u holda

W lix + ^  ~ + Q(x )wz t  R(x)
yoki
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Agar w = ±-p7^- deb olinsa, tenglama ushbu ko'rinishga keladi:

Q(x) -  г ± P(x) ■ R(x).
\ P(x)

Bu almashtirish x  ning P(x) ф 0 bo'lgan o'zgarish oralig'i uchun 
o‘rinlidir.

2) Tenglamada qidirilayotgan у funksiya oldidagi koeffitsiyentnij 
у=ы+а(х) almashtirish orqali nolga teng holga keltirish mumkin. 

Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga qo'yamiz, u holdaj

= P(x)u2 + [Q(x) + 2Р(х)а(х)]м + R(x) + P(x) a?.ил
и oldidagi koeffitsiyentning 0 ga teng bo'lishi uchun 

a(x) = -  J f i f c , (P(x) 0) qilib tanlab olish kifoyadir.
l r \ X )

Keltirilgan almashtirishlami birgalikda qo‘llab, Rikkati tengla- 

masini -j- = ±y 2 + R(x)  ko‘rinishda yozish mumkin.
ил

1- misol. Ushbu 7̂ - = у 2 + -Дг tenglamani yeching. dx 2x

Y e c h i s h .  у  = — almashtirishni bajarib, tenglaman]
z

dz 1 1 /7  , а
= -1 -  j  — shaklga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechish]dx 2 \x

da — = и belgilashdan foydalanamiz. U holda u + x ^  = - I -  — u2\ x dx 2

du dx du dx . . <
7 ^ 2  = ~ TT(^I7  = ~~2x tenSllkm integrallab,

arctg(l + u) = i  In x  + С
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yoki

и + l = tg^C - ~ l n x j ,

лтш •l + t g j c - i l n x j

llbdaga ega bo‘lamiz. Demak, izlangan yechim quyidagicha bo‘ladi:
!'•

-1+tg C - I b x

Quyidagi tenglamalrni yeehing:
108. у '  ф  ay2 — axy — 1 = 0.
109. у ' + у2- = 2/х2.
110. xy2 +xy + и г  = 4.
111. 3y '+y2+2/xl=0.
112. x y ' -  (2x+ l)y+ f  =,2 =  _ x2_

113. у ' №* 2xy + y2 — 5 — x2.
114. у ' +  2ye* — y 2 =  e2* + e x.

115. Злу' — (2xH-3)y 4-y2 =  —x2.
116. 2xy' — :(33t+-2|ff= —Xx2.
117. 5лу' — (4x+5)y + y2 = —3x.
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I I  B O B

Y U Q O R I TARTIBLI D IFF E R E N SIA L  I 
T E N G L A M A L A R

1- §. Asosiy tushunchalar

n- tartibli oddiy differensial tenglama deb,

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bu tenglamaning yechimi deb, n marta differensiallanuvchi va 

(2.1) tenglamaga qo‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi
у  = ф(х) funksiyaga aytiladi, ya’n i .

F  [x, ф(х), ф'(х), Ф(П) (X)] = 0 .

Koshi masalasi. (2.1) tenglamaning

У(ль)=Уо. Уг(х0)= У 0 , (2.2)

boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

у  = ф(х, Cj, C2,. . . ,  C„)
funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. Cv C2, ..., Cl 
o‘zgarmas sonlarni (2.2) Koshi shartlari orqali aniqlab, tegishli xu| 
susiy yechim hosil qilinadi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni hosil qilishda qaralayotj 
gan oraliqning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy shartlardail 
ham foydalaniladi.

Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang'ich shartlar soni tenglal 
maning tartibi bilan teng bo‘lishini ta’kidlab o'tamiz.

n- tartibli differensial tenglamani faqat ayrim xususiy hollardal 
gina bevosita integrallash mumkin.
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lartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan tenglamalar

2-§.  y (n) = / ( x )  ko‘rinishdagi tenglama

Hiinduy ko'rinishdagi tenglamani n marta ketma-ket integrallash 
iiltliixllln umumiy yechimi topiladi:

/ л) = f i x )  , (2.3)

/"~ l) = j f ( x ) d x  + Cl = f  (x) + C, , 

y(n-2) _ Jj-yj ^  + Cj ] rfx + C2 = f 2 (x ) + Cxx  + C2,

> •  + ъ Ь » * ' 1 + '--+ с ^ х +с - '  <z4)

»i ycrdu /„(*) = !„%)’’ C" lar o‘zgar-

т  . nonlar bo‘lgani uchun (2.4) ni quyidagicha ham yozish mumkin: 

У = fn Щ  + C\X"A + с гХп~2 + ••• + Cn_xx  + Cn ■

I misol. y m -  sinx tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Y с с h i s h . y m -  ekanligini e’tiborga olib. berilgan tengla-dx

mini -y- = sinx yoki dy" = sinxdx ко‘rinishda yozish mumkin. 

(otmu-ket integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz: 

y" = [sin xdx + C, = -  cos x  + Q ,

у ' = j ( -  cos x  + Cx )dx + C2 -  -  sin x  + Cxx  + C2,

у = [(- sin x + C,x + C2 )dx + C3 = cos x + j C xx 2 + C2x  + C3

)cmuk, .y = cosx + Cx2 + C2x + C3, C = -C ,. 

l/.langan umumiy yechimga ega bo‘ldik.
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2- misol
| Б Х flpglam aning ; Й 0) = 1, у'(0)1о b o sh j 
iffli Д^ЦжашШпЖЫ ycchhnj й 9 Н Н

Snglamani k e tm a rte t^ ^ ^ p l ^ f e  -аtte lll
Y e e n № , 1)ТШ| ащп^ущ^-

sidHumumiyr “
[|P ii: j% irxdx + x + Cl ,

e |w № Cy)dx + C%I  xe~* + e~* + e~x + C2 j
I H ■

yoki

Boshlaffi'л  shartlarni e ’tiborga olsak,

Ш ^ (< >  -НЦ + ,$  Щ ,

o =ЦЩщЩш
Demak ШН^ШНнШнШ^В

> щ  \и н  i h h + m h

dan

yechiiig:

118. н в ^ и
m §

H B K  =

119. 1 0 ^ ( 0 ) ^ 0 Ш (0 ) |2 .

120. \ M § f 2 x .

121. ЩжШ°$ cos2x -- sin3x .

l'22L д Ш Ш

■ Я

XIIf—iX

’a ) ! 1-

ЭВНН И Н  1  o) = H U j U = 0. '

Я



т -

127. у ” = х~2.

128. у 1'' = cos х .

129. у 'Щ .  \  .sin X

130. у '  = хех , д>(0) = 1, у '(0) = 2 •

131. у" = sin2x, у(0) = 6, у '(0) = 0 .

3- §. Noma’lum funksiya oshkor holda qatnashmagan
tenglamalar

F ( x , y {k), y {k+l),..., 0 (2.5)

lenglamada у  funksiya oshkor holda qatnashmagan. Bu tenglamada

" M  = p (x )  (2.6)

iilmashtirishni bajarib, uni

F ( x , p ,p ' , . . . , p n-k ) = 0

ko'rinishga keltiriladi. Shunday qilib, (2.5) tenglamani tartibi к bir- 
likka pasayadi.

1- misol. xy" = y '  In j tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Y e с h i s h . Bu tenglamada у  funksiya oshkor holda qatnashma- 
gani uchun y '  = p(x)  almashtirishni bajaramiz. Bu holda y ” = p'  
o'rinli bo‘ladi. Bulami tenglamaga qo‘ysak,

x p '  = p  In— yoki p '=  — In—.x X X

Mosil bo‘lgan tenglama birinchi tartibli bir jinsli tenglama bo‘l- 

Knnidan — = t yoki p - x - t  almashtirishni bajarsak, p'  = t + xt'  gaX
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ega bo‘lamiz. Buni e ’tiborga olib, tenglamani t + xt' щ /In  t yoki 
xt' = ;(ln / -  1) ko‘rinishda yozish mumkin. 0 ‘zgaruvchilarni ajrat- 
sak,

dt _  dx
/ ( I n 1) X

tenglamaga ega bo‘lamiz. Integrallash natijasida
ln(ln t -  1) = In x  + In Ct yoki In / — 1 =* C , x ,

bundan esa t = ec,x+l kelib chiqadi. t = — ekanini e ’tiborga olsak,
X

p  = xeClx+1

hosil bo‘ladi. p(x)  = y '  dan y '  = xe4X+x tenglik hosil bo'ladi. Bun
dan esa izlangan umumiy yechim

у  = fxeClx+ldx m xeQx+1 -  - L e Clx+l + C2
*■ J c, c \ 2

ko'rinishda hosil bo‘ladi.
2- misol. y ”(x - 1) -у "  = 0 tenglamaning y(2) = 2, y'(2) = 1, y ’(2) = 1 

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y e c h i s h .  y" = p (x )  va у "  я  p'  almashtirish bajarsak, dast-

dp _  dx
labki tenglama p'(x - 1) = p  yoki — -  ko‘rinishga keladi. In

tegrallash natijasida In p -  ln(x -1 )  + InC, yoki p = Cy( x - 1) yechim

hosil bo‘ladi. Dastlabki belgilashni e ’tiborga olib, у ’ = C, (x -1 )  
natijaga ega bo‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo- 
rat. Ketma-ket integrallab:

y '  = J c ,(x  -  1 )dx + C2 = -jCiX2 -  C,x + C2 ,

r. = Ще
umumiy yechimni hosil qilamiz. Chetki shartlarni e’tiborga olib 
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у*Щ  » J  й т  l«s А Р  -1 )  yoki. s m L  

>•'(2) ж 1 dan 1 я Д  • 4 ~ 2! 4-Щ  уой € ^ 1 *  "

у(2 ) я 2 dan ^ * | - | д Щ Ц  yoki С3 = |  . . 

imtijalarm hosil qilamiz. Bundan esa

t j ,  у  2 .

. .  + x + i

xususiy yechimni topamiz. ,
3- masala. m massali jism samolyotdan boshlang‘ich tezliksiz 

lashlandi. Unga o ‘z tezligining kvadratiga teng miqdorda havp 
qarshilik ko'rsatmoqda, Jismning harakat qonunini toping, 

Y e c h i s h .  Quyidagi belgilashlami kiritamiz: 
s — jism bosib o-‘tgan masofa;

v ~~Jt ~  iism tezligi; w. =  ШЛ tezlanish.

Jismga quyidagi kuchlar ta ’sir etadi: 
p=mg f* harakati y#nalishidagi Qg'iflik kuchi;

I ds\2F = mv2 *  к (—j — qarama-qarshi yo‘na!ishdagi havo qarshiligi.

Nyutonning ikkinchi qpmmigk адаап  jismning harakat qonuni- 
ni ifodalovehi quyidagi differensial tenglamani yozamiz:

2 2

mw m p -  fee2, ycttt m — t m  m g - k \— ) ekanini e’tibor-
w W  \dtl m

Ita olsak, m ~ $ *  ftig -  kv 2 yoki j tenglam a hosil

ho'ladi.

a2 belgtt*&b/ bajam k» o^zgaruvchifefi, ajraladiganК

~  = — (a2 -  v2) tenglamani hosil qilamiz. at m
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0 £zgaruvchil®rM ефЯ&Ъ, , f v ^̂  *» tategraStasfa уйййашёУ

2 a
In a+v

a-v
к= — t + C{ natijani hosil qilamiz.
m

Masala shartiga ko'ra, t= 0 da u(0)=0 ekanligini e’tiborga olsakj

C = 0 kelib chiqadi. Shunday qilib, In a+v
a~v

2 ak
m

t tenglikdan v nl

topsak, v -  a \ e m -1
la k t la k t

m

akt _ a k t

e m ~e m
akt akt 

e  m +e  ~
»  oth A t

m hosil

bo'ladi.

ak _  [mg k fkg _  tk  . . , ' J
■ f i f T S ^ r a  va ~~St ekaniM hlSGbgam

ds
'dt

I fog
ethJ — t tenglam ani hosil qilamiz va uning yechimj

2 »  J —a ln c h j—? + C2 m S in  ch.j— t + H Z  /=0 da s(0)=0 ekanlil *‘ kg V m к  V m • ®* x ' ш

gidan bollh, jfemni bosib ostgan yo‘11 f  &>шщ|

la bilan, tezligi esa v = ath.l— t formula bilan ifodalanadi.
V tn

I kg , m

I kg,Bu formuladagi a m J - f - ,  lim v = a lim thJ—f Ц a  m Ж  екайк t-+ao t->oо v m V к

ligidan tushish tezligi cheksiz orta olmayda ham da tezda v = JJ j

lm it qiymatga etishadi shu hotelparashytit bilan sakmshd  ̂
ham sodir bo‘ ladi.
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Quyidagi tenglamalarni yeching:

132* 'jg jf  + *  1.

133. jif >fajMpifc ihaLlkf^

134. jF’r fe ..#* » ,

135. -  jj? ш r 1 * x s *

136. Г  + 2щ :й = 0 .

137.

140.

141. .'jPjjf + l) + / - * 0 .

142. fj #  sf§ jF*r +^У§?'88 I*»

143. pQ|p m у * + 1,

144. ху'’нку'4-ж^О

145. x-1
■ ym = isf^i)=:-C

138. 2хую-у" = y*2 -  a2. 146. = y f+ $5in —
X

139. й  + х 2)У, +1 + УА = 0 .  ^ Щ & М ф В Д Г Щ и Я .

4-§. Argument oshkor holda qatnashmagan tenglama

Icnglamada erkli o ‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu 
Icnglama

iilmashtirmh bilan tartiblm btttaga paseytlr&fechiladi.
(2.8) almashtirishda: y" = p ' ( y ) - y '  = p p ' ,

r f ^  A p - p ^ p ' % ^  ■ '

o’rniga qo'yishlar bajariladi.
1- misol. 1 + ул  *» у  * jP” ftngla^nihg umntttiy yecmiiflini toping.

Y e c lit-sh . y ' - p ( y ) .  Va’ JP = pp' ^ м М Н М М Ш  bajam k,

d a s tla b k i te n g la m a  1 + p 2 B j t * p ■ p f k o ^ iS ttish g a  k e f e d l ,  b u  e sa  b i4  
r ln c h i  ta r t ib l i  o ‘z g a fU V 6 lii[« it,a jra la d ig a n  te n g la m a d i r .

F ( y , y ' , y " ^ - y ^ )  = 0 (2.7)

f -  H Q (2.8)
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0 ‘zgaruvchilarm ajMtib, tenglamani hosil qilanjM

iJehglikni integrallab, quyidagiga ega bolamiz:

-i-lnjl + p 2\ m Injr#InCt yoki p = ^ |c , 2y2 - 1 ,1

Dastlabki o‘zgaruvchi у  ga qaytib, y '  = ±^jci2y 2 - I ' yoki 

, . ....— ±dx natijaga ega bolamiz. Tenglikni integrallab J
f i V - i

-^-hi^Qy+yjc^y2 - l )  =+(x + Q ) yoki + ) J

= -^-chC, (x + C2) izlangan umumiy yechimni hosil qilamiz.
4

2- misol. Л/(0; 1) nuqtadagi urinmasi OX o ‘q bilan a=45° burn 
chak tashkil qiluvchi va egrilik radiusi normalning kubiga teng 
bolgan chiziq tenglamasini tuzing.

Y e c h  i s h . Egri chiziqning egrilik radiusi va normali tenglama^ 
lari quyidagicha edi:

R = (1 + у л ^ / у \  N  '• Я
Masala shartiga asosan R=№  ekanligMtai, qjiyMagi 

tenglamaga ega bolamiz:

( \ + y ,T)3n/ y ^ y 3̂ U y ,2f -  J
Tenglikning foarikki tomonini ga bo lib , \[y '  -  уя

yoki gflpp m I fenglatfiaffi hosil qilamiz. va alJ

mashtirish bajarsak, pp’y 1 m 1 tenglik hosil boladi. 0 ‘zgaruvchilam| 
ajratib Ш integrallab, quyidagi yechimni host!'qiLadSffiK:;!

f /  = i, pdp - - | r j  4 C> I

yoki

p2 fc Q - y A s  • ’ Ш
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Dastlabki o‘zgaruvchiga qaytsak, у ' 2 = С, -  у  2 tenglama hosil

bo'ladi. Masala shartiga asosan 7 '(x0) = tg45° =1 yoki y(0)=l> 
y' (0)= l, bundan l = C —\, ya’ni C =  2. Shunday qilib, nom a’lum
funksiyani aniqlash uchun birinchi tartibli y '2 = 2 - y ~2 yoki

152. y (  1 -  In y ) y ’ + (1 + In y ) y ’2 m 0 . j>(0) = 1, >-'(0) = 2 .

157. Egrilik radiusining OY  o‘qdagi proyeksiyasi o ‘zgarmas a 
bo'lib, O X o‘q bilan esa koordinata boshida kesishuvchi egri chiziq 
lenglamasini tuzing.

158. Suyuqlikka tashlangan m massali jism o ‘z og‘irligi tufayli 
cho‘ka boshladi. Agar suyuqlik qarshiligi jism tezligiga proporsional 
bo1 Isa, harakat qonunini toping.

/2 2 —1у' = —  tenglama kelib chiqadi. Bu tenglamaning o‘zgaruvchi-
y

larini ajratib, integrallaymiz:

yoki у = y [(2 x  + C2)2 + l] .  Izlangan chiziqning M(0; 1) dan o ‘ti- 

shini e’tiborga olsak, 1 = -j[(2 • 0 + C2 f  +1 , C2 = 1.

Demak, у  = 2 x 2 + 2x  +1 yechim hosil bo‘ladi.

Quyidagi tenglamalami yeching:

148. y - y "  + y ' 2 = 0 .

149. y ’ + 2 y ( y ' ) 3 = 0 .

150. y tg y  = 2y '2 .

151. y ’(2y  + 3 ) - 2 y ' 2 = 0.

153. / ( l  + >0 = / 2 + / .

154. yy" + y  = y ' 2.

155. y ' 2 + 2 yy’ = 0

156. yy" - y ' 2 = 0 ,

159. 2yy” = (y ' f  . 160. y"y3 = 1.
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161. 2 у у ^ т \  + у®..

162. у -  у" = у ' 2 + у 2 In у .

163. у - -  у Ц у .

5- §. Noma’lum funksiya va hosilalarga nisbatan bir
jinsli tenglamalar

tenglama x , y , y ' , y ”, . . , , y ^  larga nisbatan bir jinsli bo‘lsa,

P.9)

W •> p ( x )у - (2.10)]

almashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladij

1 - misol. 3у -  4 y  - y" + y 2 tenglamani yeching.

Y e с h i s h . Berilgan tenglama у» у', у ” larga nisbatan bir jinsli 
ekanligidan, tenglamaning har ikki tom onini y2 ga bo'lib,]

tgttl y" v'
-  4 • —- = 1 ko‘rinishga keltiramiz. — = p ( x ) , ya’n j3- у

y y j

У

у  "

= p'  yoki -y- = p f -  p z almashtirish ba-f|

у

J2
\ У§

О О л 1̂
jarib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3p  - 4 fr  - 4 p' »,1 yoki 4p' = -1 -  pm 
birinchi tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz.

0 ‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab, quyidagi natijaga kelami»

dp
U p 2

yoki

= - L d x  yoki arctgp = Q  - j X ,  bundan esa p  = t g |c  - i |

tg С hosil bo 'lgan tenglamaning o ‘zgaruvchilarinl

ajratgandan so‘ng, integrallab ln|y| = 4 In cosjc , - - i j  + ln|C2| yoki 

у ~ C 2 cos4 №  -  yechimga ega bo‘lamiz.
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2- misol. у '2 + y y f  ® yy '  tenlamani yeehing.
У с с h i s h . Bu tenglama ham awalgi tenglama kabi у ,  у у " lar- 

im nisbatan bir jinsli bo‘lgani uchun yuqoridagi usulni qo‘llash 
WUmkin. Lekin tenglamaning chap tomonidagi ifoda (yy')'  ga

Iriigligi, ya’ni ( y y ' )4m y '2 + yy"  ekanligidan (yy ' ) '  = y y '  teng^
Ifimaga ega bo‘lamiz. yy'  -  z  almashtirish bajarsak, sodda z! = z
Ifhglamaga ega bolam iz va uning umumiy yechimi ж шщшг kO‘rl-
Miolida boladi. Belgilashga asosan y y '  -  c xex yoki y d y  ж Cxexdx  ni 
Itili'grallab, quyidagi tSntoniy yechimni host qilamiz:

167. y ’ = y'ey , y(0) = 0, y ' ( 0 ) » l .  174. x 2yy" + y '2 = 0 .

170. (1 + x 2 )(y '2 -  yy") = xyy ' , 177. 4x2y3>’" =» x %Ц JFfc

178. m (у -  xy')(y -  xy' -  x) .

6- §. Yuqori tartibli chiziqli tenglama 

y(>,)+al( x ] § M)

kit'miishdagi tenglama n- tartibli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan tengla- 
iiiii deyiladi. Bu yerda a{(x), (^(x),  . . . ,an(x) va f ( x )  — m a’lum va 
Hlror oraliqda uzluksiz bolgan funksiyalar.

у 2 = 2C,ex v  $ £

171. u l y .

172.

166. 2xy'"- у" m y '2 -  a2.

168. xyy’ - x y ’2 m y y ' .

169. yy" = y '2 + I5y2 >fx.

175. x2(y'2-2yy") = y2.

176. xyy" = y ' ( y  + y ') .



Agar f i x )  = 0  bo‘lsa, bu tenglama chiziqli bir jinsli tenglam\ 
deyiladi.

Chiziqli bir jinsli tenglamaning birorta y ] xususiy yechimini bilj 
gan holda

У = yt ■ \ z{x)dx  (2.121

chiziqli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini biti 
taga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli bo'lmagan tengla| 
ma ham z(x) ga nisbatan (я—1)- tartibli chiziqli tenglamaga kelad |

2 i1-misol. y m + —y " - y  + У  - x  tenglamani y, » l n x  Ц
X X 111 X

susiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytiring.

Y e c h i s h .  (2.12) formulaga asosan у  = l n x a l m a s j  

tirishni bajaramiz. Tegishli hosilalar

У' = j  f zdx  + z  In x, у" »  — ^  J zdx + Щ- + z'  In X‘,

Щ-+ z e in xrn _  2 f _ x ;  3 г  , 3z'
У з .,x J x

ni berilgan tengamaga qo'yib, г(х) ga nisbatan quyidagi ikkincf 
tartibli tenglamaga ega bo'lamiz:

z ' h i x  + j ^  + ^ - ^ j - z '  + j - ^ - l n x j s  = x .

2-m isol. y* + ~,y'-+.y = 0 tenglamaning xususiy yechii
x

Л  gg S  ekanligini bilgan holda uning umumiy yechimini toping

Y e c h i s h .  (2.12) formulaga ko‘ra у  = ^z(x)dx  almashtj 

rishni bajaramiz. Tegishli hosilalami

, xcosx-sinx r , sinx у  = ------- 3------ \zidx + ------- z ,
x 2 J X
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hMiglamaga qo‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglama hosil bo‘ladi: 

s i n x - | f  + 2cas36'-!C eO  yoki
z  Sin X

сTenglikni integrallab, z  -  — \— yechimga ega bo‘lamiz.
sin x

Natijani dastlabki almashtirishga qo‘yib,
sinx f Ci , sin x ,  s i  ^  . ч

У =  — —  \— h d x  = -------(C2 -  Q c tg x )
* »sm x x

yoki
_ r  sin x r  cos x

у  _  {^ 2 ---------- C j ---------
X X

|/Jangan umumiy yechimni topamiz.

Misollami yeehing:

179. y w sin2 x  = 2 у  tenglamaning у  =  ctgx xususiy yechimini 
hllgan holda tartibini pasaytiring.

180. y ’ -  — + JL  = q tenglamaning у=зс xususiy yechimini bil-
X X

gun holda tartibini pasaytirib integrallang.

181. y" + (tgx -  2ctgx)y* + 2ctg?xy = 0 tenglamaning y=sinx
xususiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytirib, uning umumiy 
Vcchimini toping.

7- § . Chiziqli bir jinsli tenglamalar 

(2.11) tenglamada f ( x ) = 0  bo‘lsin, ya’ni

y (n) +  a, {x )y (nAy + a2( x ) f n~2) +... + an(x )y  m 0 (2.13)

ko‘rinishdagi tenglama berilgan. y v y2, ...* yn funksiyalar (2.13) 
longlamaning chiziqli erkli xususiy yechimlari bo‘Isa, quyidagi teo- 
rcma o‘rinli.



Teorema. Agar (2.13) tenglamaning xususiy chiziqli erkli yechim-j 
lari y v y2, ..., yn funksiyalar bo'lsa,

у  = Cx yx + C2y2 +.. .  + C„y„ (2.14)1
funksiya (2.13) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi (C,, C2, ..., 
Cn — ixtiyoriy o'zgarmas sonlar).

I z o h . y v  y2, yn funksiyalar (a; b) oraliqda

a iJi + a 2y 2 + ... + a ny„ m 0 (2.15)

shart noldan farqli a , , a 2, . . . ,  a„ sonlar uchun o‘rinli bo‘lsa, bu
funksiyalar chiziqli erkli funksiyalar, aks holda chiziqli bog‘liq funk\ 
siyalar deyiladi.

Ikkita funksiya uchun + a 2y 2 ф  0 (2.15) shart —  ф  = Cl
У2 « 2

shartga mos keladi, ya’ni ikkita funksiya chiziqli erkli bo'lishi uchujn| 
ularning nisbati o'zgarmas son bo‘lmasligi kerak.

M a s a l a n .  1. y, = x , y 2 = x? funksiyalar 21 = -iL = — * c l
У2 x 2 x

bo‘lgani uchun chiziqli erkli.

2. Щ =ex , y 2 = e 

ziqli erkli.

- X funksiyalar —  = elx ф  С bo‘lganidan chi-1 
У2

3. Щ -  2еЪх, у 2 = 5eix funksiyalar — = = 0,4 bo‘lgani uchuj
Уг $

chiziqli bog‘liq. (a, ti) oraliqda berilgan (и—1)- tartibgacha uzluksil 
hosilaga ega b o ‘lgan n ta funksiyaning chiziqli erkli bo‘lishini*
yetarli sharti bo‘lib, W ( y l} y 2, y „ )  ~  Vronskiy determ inan ti|
ning noldan farqli bo‘lishi xizmat qiladi, ya’ni

,3jc У\

Щ У 1 >У2 >^щ-Уп>а

Щ y 2 ... Уп
4 M  - Уп

Ш ... y(n-1)

* 0 .  (2.161
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Agar y v  yv  .., yn funksiyalar (2.13) tenglamaning xususiy 
VPcliimlari bc/fesa, vronskianning noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarli.

(2.13) tenglamaning vronskiani (2.16) a^x)  koeffitsiyent bilan 
(</, b) oraliqning x0 nuqtasida

X
-  j  a\ {x)dx

w i n . Ц * , y n) = w К , У2* Уn)L,„ ' *  *  P 17)=*0

I luvilli-Ostragradskiy formulasi bilan ifodalanadi.
(2.13) tenglamaning chiziqli erkli yechimlari to ‘pi ami yechim- 

lorning fundamental sistemasi deyiladi.
Ikkinchi tartibli

y ’ + al ( x ) y ' + a2 (x )y  = 0 (2.18)
i hiziqli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi |Gfljj| va y2(x) 
lUuksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi

■  У = C{y x (x) + C2y 2 (x)  (2.19)
ko'rinishda boladi.

Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi У](х) ma’lum bo‘lsa, 
Ikkinchi chiziqli erkli yechim Liuvilli-Ostragradskiy formulasi, ya’ni

I  y2 (x)  = щ (x) dx P-20)

yordamida aniqlanadi. Bu usul ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama- 
nlng bitta yechimi ma’lum bo‘lganda, uning tartibini pasaytirmas- 
d»n birdaniga (2.20) formula yordamida y2(x) ni topib, (2.19) formu- 
Ih orqali umumiy yechimni yozishga imkon beradi.

1 -misol. у ” +  — y '  +  y  =я0 tenglamaning xususiy yechimi
X

 ̂ _ sm£ ^0<2gan holda uning umumiy yechimini toping.
X

Y e с h i s  h.  (2.20) formula fordaftiida yJ$§ ni topamiz:

-2  j—
sinx f e x , sin x  С dx cosxz 4 s in x  f  e x i s in x  f

У2(Х )= — - I— — 2 ^  = — "Jл J ( sm x sm2 x
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Demak, (2.19) formulaga asosan tenglamaning umumiy yechimi] 
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

r, sinx cosxу  = С ,--------C2 -------.
X X

2- misol. у  = C,e3x + C2e~3x funksiya у* -  9y = 0 tenglamaning 
umumiy yechimi ekanini ko‘rsating.

Y e c h i s h .  y { = еЪх va y2 = e~3x funksiyalarning har biri be J  
rilgan tenglamani qanoatlantiradi. Bu xususiy yechimlar o‘zaro chi-|

у
ziqli erkli, chunki —  m

У2
= e6x * С . Shuning uchun bu ikk |„-3x

yechim fundamental sistemani tashkil etadi, demak,

у  = Cly l +C2y2 = Q e 3x + C2e~3x
umumiy yechim bo'ladi.

3- misol. у 1" -  у '  = 0 tenglamaning y x -  ex, y2 = e x, уъ = chx| 
xususiy yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?

Y e c h i s h .  Buning uchun vronskianni hisoblaymiz:

У1 У2 Уз ех е~х chx

W ( x )  = y{ У2 Уз = ех -е~х shx = 0 ,

y{ У2 Уз ех е~х chx

chunki birinchi va uchinchi satr elementlari bir xil. Shunday qilibl 
bu funksiyalar chiziqli bog‘liq, ya’ni ular fundamental sistemanT 
tashkil etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo‘lmaydi.j

Misollarni yeching:

182. j ^ s h x  va y2=c\\x funksiyalar y n - y  = 0 tenglamanini 
xususiy yechimlari bo'lsa, ular fundamental sistema tashkil etadimfl

183. y" + — v' + (l V jy  = 0, x  * 0 tenglamaning j ,  = -^ s in x |
x \ 4x2I vx

y2 = - —cosjc xususiy yechimlaridan umumiy yechim tuzib bo‘ladimS 
vx
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Quyida berilgan funksiyalar o‘zining aniqlanish sohasida chiziqli 
erkli boiishi yoki bo‘lmasligini aniqlang:

184. x  + 1, 2x + l, x  + 2.

185. 2x2 +1, x 2 - 1, x + 2.

186. yfx, \fxT~a|  -Jx + 2a .

187. ln (2 x ) s ln(3x),  l n ( 4 x ) t

188. y, = e~2x va y2 = cx funksiyalari у" + у ' - 2 y  = 0 tengla- 
maning xususiy yechimlari bo‘lsa, umumiy yechim tuzilsin.

189. y j=l  va У2 *  e2x funksiyalar y ’ - 2 y '  = 0 tenglamaga xu- 
Misiy yechim bo'lishini va fundamental sistema tashkil etishini ko‘r- 
Mting.

190. y ' - 4 . y ' +  5y = 0 tenglama uchun yt ~ e2x cosx, 
= e2x sin x funksiyalar xususiy yechim bo‘lsa, ularni fundamen-

lul sistema tashkil etishini ko‘rsating va umumiy yechimni yozing.
191. у '  -  ! f = 0 tenglamaga = e~x xususiy yechim bo‘lsa, M  — 

Ikkinchi xususiy yechimni toping va umumiy yechimni yozing.

8- §. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli tenglama

К  + aly in~l) + +... + an_ 0 '+  a„y = §  (2.21)

tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli tenglama deyi- 
littli, bu yerda av av  ..., an — o ‘zgarmas haqiqiy sonlar.

(2.21) tenglamaning yechimini

[  y ^ e *  (2.22)

ki)’i inishda qidirib, l e i  tenglamaga q o^ ish  orqali, (2.21) ning 
Kurakteristik tenglamasi deb ataluvchi

у к" + £ § § $  # a2k n~2 + ... + a„A k  + an = 0 (2.23)

Hlgebraik tenglamani hosil qilamiz.
(2.21) tenglamaning yechimi (2.23) xarakteristik tenglamaning 

yrchimiga mos ravishda:
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1) har bir oddiy haqiqiy к  yechimga Ce^ qo'shiluvchi mos kelaj 
di, bu holda umumiy yechim quyidagicha boladi:

у  ш С,f/H* f C 2ek2X+... + C„ek*xj  ' (2.241

2) har bir karrali yechimga

у  = (Ci + C2x  + ... + Cmx m l )ekx (2.25J

ko'rinishdagi yechim mos keladi|
3) har bir k12 ^ a ± rip oddiy kompleks yechimga esa

e0** (Ct cos(3x + C2 sin fix) (2.2^1

qo‘shiluvchi mos keladi;
4) har bir kl2 = a  ± |& m- karrali yechimga

(Q + Q x  + ... + Cm_1xm“1 jcospx+^q + c2x  + ...+cm_1xm~l j-sinpxj

qo‘shiluvchi mos keladi.
1 -misol. y " ~ 7 y '  + 6y  = 0 tenglamaning umumiy yechi 

topilsin.

Y e c h i s h .  k 2 -  I k  + 6 = 0 xarakteristik tenglamani tu p  
vfcj=1 va k2=6 ildizlarga ega bo‘lamiz, bularga esa e* va e6jc xusif 
yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chiziqli erkli bo‘lganidaJ 
umumiy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko'rinishda yof 
ladi:

y = C xex + C , e 4  * I

2- misol. у ^ -Л Ъ у "  % 36у  = 0 tenglamaning umumiy yechi] 
topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k A - 1 3 k 2 + 36 = 0 kq j
nishda bo‘lib, uning ildizlari kX2 »  ±3, 4 = ±2. Bunga m o sS  
e3* e2* ffinksiyalar'.chiziqli erkli bo‘lganligidan, umumiv у е Д  
(2.24) formulaga asosan

у  = Схе Ъх + C2e3x + C3e~2x + C4elk .
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3- misol. ■ tenglamaning va >•'(()) =»:! 
boshlang'ieh ^pcftKpi, qanoatteairuvchi жш*й1у

Y e ^ M s h . Mos'-xaraletoristijk.. teaglatma A:2 -  к  ko£ri-
nishda bo‘ladi va uning ;feeh'tel^ft' Ijipii’Mtg % =§.'|L 
yechim Щ | .:

ko‘rinishda bo‘ladi.
Boshlang^ich sharttardan Щ va C2 larga nisbatan

к ^ ' ^ ч Д Г  • ■ $  - '

j ,

sistema hosil boMadi va C, =*^1, f t  =  1 екаМщМ-topamfe; D e

mak, ''ye#him JM® + « ’®i

4- misol. y" -  %y' -  0 tenglamaning ;H0)-0 va y(ln2)=3 chega- 
raviy .shatflm i дапоаШяЙшусМ yedilm l tapils&i.

Y e с h i s h X a r a k t e r i s t i k  tenglama k 2 ** 2k m Q ko<rinishda 
bo‘ladi va ^,=0, unfttj| yechinflarl bcrtadi Demak, tiffiuimiy
ycchim ЩЗЩ formuladait y tirf  m £ | t ‘C$€ix W dttishda boiadi. 

Chegam^ly fhartlajga Уфщ, quyidagi sistemaga ega bo'lamiz:

[ Щф Щ* %  ■ voki fcI+c2=o,
l t q  + *  r  . ' (с» t  m  * 3.

Bundan esa Ct=—19; C2= t. Izlangan xususiy yechim ЭДде ы e~x -1  
ko'rinishda bo‘ladi.

5- misol, f m — t f + j t  = .6 tenglupaiiM f om um if y e ^ im i to- 
pilsin.

Y e c h i s h . Xarakteristik tenglama 0  - f y  + к  = 0 ko'rirtish- 
cla bo‘llb, £,=0, Bu yerda 1 ikki karrali yechim bo‘lgani
uchun у0щ Ш* ex funksiyalar xususiy yeghimlar bo‘lib xizttiat qi-
ladi va umumiy yechim formuladan JP *  Щ + Щ М Я
к о ‘ ri nishda bo'ladi.
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6 - misol. у"  -  4y '  + \Ъу = 0 tenglamaning umumiy yechimi] 
topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama к2 -  4& + 13 = 0 ko‘rinishda 
bo‘lib, k X2 = 2 ± 3 B u l a r g a  mos xususiy yechimlar e2*cos3x va] 
e2jcsin3jc ko‘rinishda bo‘lgani uchun umumiy yechim, (2.26) for
mulaga asosan, у  = e2x {Cx cos3x + C2 sin 3 x ) .

Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimlari topilsin:

192. y " - 4 y '  + 3y«*Q. 202. y IV ~ 2 y m + y" = 0.

193. y " - 4 y '  + 4y  = 0. 203. у ж + a4y  = 0.

194. y" - 4 y '  + 13y = 0. 204. y IV +5y" + 4 y  = 0. 1

195. y " - 4 y  = 0. 205. y " - 3 y ' +  2y = 0.

196. y" + 4y  = 0. 206. y" + 2ay' + a2 = 0 . j

197. y ’ + 4y '  = 0. 207. y"  + 2y '  + 5y it  0.

198. y " - y ' - 2 y  = 0. 208. x ' ( t ) - 2 x ' ( t ) - 3 x ( t )  = 0. I

199. y" + 25y = 0. 209. x?(t) + \?x(t) =0(w = const), j
200. y " - y '  = 0. 210. s'(t) +as'(t) =0 (a = const).!

201. y" + 4 y '  + 4y  = 0. ]

Quyidagi tenglamalaming boshlang‘ich yoki chetki shartlarni 
qanoatlantiruvchi yechimi topilsin:

211. y" + 5y ' + 6y = 0, y(0) = l, y ' (0)  = -6. 1
212. y"  -  lOy' + 25y = 0, j>(0) = 0, y'(0)=*l.  I

213. y ”- 2 y '  + l0y  = 0, W f)  = 0, У ' ( ^ ) = £ -  I

214. y" + 3y' = 0, y(0) = l, y'(O) = 2. I

215. y '  + 9y = 0, y(0) = 0, y (^ )  = l-
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216. у" + у  = 0, у(1

217. 9у" + у  = 0, у

218. у " - у  = 0, у ( 0 ) ^ 2 ,  у '{ 0) = 4.

219. у '  + 2у' + 2 у ~ 0 ,  у(0) = 1, / ( 0 )  = 1.

9- § . Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan tenglama

у +ax + ... + ал_[ (x )y '  + a„ (x )y  ^  f ( x )  (2.28)

tenglama chiziqli bir jinsli bo‘lmagan, ya’ni oVzg tomoni 0 dan farqli 
li'HRlama deyiladi. (2.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi 
teorema bilan aniqlanadi.

Teorema. Agar U = U (x)  funksiya (2.28) tenglamaning birorta 
xususiy yechimi bo‘lib, y v yv  ..., yn funksiyalar esa mos bir jinsli 
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir 
linsli bo'lmagan tenglamaning umumiy yechimi.

ko’rinishda bo'ladi.
Boshqacha aytganda, bir jinsli bo'lmagan tenglamaning umumiy 

ycchimi uning biror xususiyyechimi bilan unga mos bir jinsli teng- 
Ininaning Umumiy yechimlari yigihdisiga teng.

Masalanlng muhim jihati shtndaki, bir jinsli tenglamaning umu- 
nily yechim ia xarakterisik tenglama orqali topishni М вдЁЬ ammo 
bir jinsli bolasiagan tenglamaning birorta xususiy ушМййп!..topish 
masalasi ancha murakkab.

Chiziqli b if Jinsli bo'lmagan tenglamaning bircsata lesusiy 
yiichimini topishning ikki usuli bilan tanishib o'tamiz. (Mos bir jinsli 
tenglamaning umumiy yechimi ma’lum deb olamiz)

Bu usul bir jinsli bo'lmagan tenglamaning birorta в ш ш у  yechi
mini topish uchun qo'Ilaniladi va koeffitsiyentlar o'zgarmas bo'lgan 
Ik>1 uchun ham yaroqlidir.

w  U + Cj %  + C2f % + ... + Cnyn (2.29)

I. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash usuli
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Mas bir j i ^ l  tenglamaning ftmdamMtCffcfeiffilari yt, и  
т а ’Цш bo'lsa, -£2,.28) ning birofta xususiy yeehimitti

- ЩШщ ni £L28)g& qo‘yib, &nM $#larnj
aniqlash uchun quyM i^ hosil qilOTfe;

fa? M l  + Q  (x)y2 + ... + C* (x)>’„ = о, I

Bu sistem ad» QCx^f *C2Cxii ..., Щ $т  B«mi здй%1аЬ (2.3ft) ga 
tu^kaSk, щШ йЩ щ  yechimga ega bolaraiz.

Yuqoridagi sistema

. . у 11 + o, (x)y' + a2(x)y . j= f (x)  ■

ikkinchi tartibli tenglama uchun

ko‘rinishm oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladj

ko'rinishda bo'lib., bu yerda W  p |  , y2 ) - y t Щ ^  yechimlar УгопЯ 
kianidir.
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U | | |  »  С» ШЩ Ф C?(x) Й4...+ Щ щ
ko‘rinishda qidiramiz.

m w m  f i n  + . . .+ c;(x)y;  = 0 ,

+ Щ  (x )y2 =ft, • 
^■■СхЗ  ̂ч- Ш (x)yj -  / ( x )

U holda (2-30) formulaga asosan xususiy yechim



ff 2 f ctgx
1- misol. у ” + —У + У = ----- tenglamaning umumiy yechimini

X X

lo p in g .

2
Y e c h i s h .  у" + —y' + у  = 0 bir jinsli tenglama uchun 7- § dagi

л

sinx II misolda yx = ----- ekanini bilgan holda y2 = — cosx ni aniqla-
* x

Him edik va =
sinx

xcosx-sinx

cosx
X

xsinx+cosx
X

,2  *

Demak, y x va j/2 yechimlar chiziqli erkli, ya’ni fundamental sis- 
Wmani tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechi-

ini у  = kocrinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy
X X

ycchimni (2.33) formulaga asosan aniqlash mumkin:

cosx ctgx sinx ctgx

U(x) = sinx
m

x dx cosx

cosx Г j  
-----JCOSXdX =

XT
sinx

x
In tg: 4- COSX

cosx . sinx, ----- sinx = ----- m
x X

+ x
t s j

Natijada (2.29) formulaga asosan

^  sinx ^  cosx sm x iV = С»--------C2------ + ------ In
X X X

X

tĝ
Umumiy yechimni hosil qilamiz.

Yuqoridagi misoldan ko‘rinadiki, (2.28) tenglamaning bir jinsli 
Icnglamasining y {(x) birorta xususiy yechimi m a’lum bo‘lsa, uning 
uimimiy yechimi

у  = С м  +C2y 2 + U (x)  

ko‘rinishda aniqlanib, bu yerda

61



formula orqali, U(x) esa (2.30) formuladan topilar ekan.

II. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Bu usuldan faqat (2.28) tenglamada koeffitsiyentlar o'zgarmaa 
bo‘lgan holdagina foydalanish mumkin.

y (n) + + а2/ п~2) + ... + any  = f ( x )  (2.34)1

tenglama berilgan bo‘lib,

f ( x )  = e“* [P„ (x)cospx + Qm (x)sinpx] (2.35)1

ko'rinishda bo Isa  (bu yerda Pn(x) va Qm(x) — mos ravishda n va m 
darajali ko‘phadlar), u holda birorta xususiy yechim

U (x)  [Pt (x)eospx + (^Cx|sinpx] Я

ko'rinishda qidiriladi, bu yerda r daraja — k n + axk*~' +.. .  + an = 0 
xarakteristik tenglamaning a +р/ ildizi tartibiga teng bo lgan  sondia 
Agar xarakteristik tenglama a +р/ kompleks ildizga ega bolm asal 
r= 0 olinadi. Pfcx) va G,(x) 1i r  esa I tartibli ktl*phadlffif b o lib

/ = т а х ( л ,т )  va Pt (x ) = A^xf + Axx l4  +... + Ar, Qt ( x ) = BQx l +| 

+Bxx !~l +... + Bj ■ Щ

у" + axy '  + (12У -  f i x )  (2.361
tenglama uchun yuqorida aytilganlarni tartiblab, quyidagichi yozisl 
mumkin.

1. / (x) = Pn ( x )e ax bo lgan  holda: 1
a) a  son k2 + at k  + gg = 0 xarakteristik tenglamaning ildia 

bo‘lmasa, xususiy yechim

U ix )  = Qn(x)em (2.37и
ko'rinishda qidiriladi;
m



b) a  son xarakteristik tenglamaning bir karrali ildizi bo'lsa, xusu- 
siy yechim

U( x )  = xQn ( x ) e (XX (2.38)

ko‘rinishda qidiriladi;
d) a  son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi boclsa, xusu- 

liy yechim

I (2.39)
ko'rinishda qidiriladi.

2. f i x )  Ы # *  [P„ (xjcospx + Qm (x)sinpx] bo'lgan holda;

a) ем-pi xarakteristik tenglamaning lldM holm alt,, u holda 
xususiy yechim

I t f  (x) <p eax [Р/ (x)eospx + Qt (X)sin px] (2.40)

ko'rinishda qidiriladi, bu yerda / = max(n,m) ;

b) a + p/ son xarakteristik tenglamaning Ildizi bo‘ Isa, xususiy 
ycchim

f U{x) я  x  • em IPj (x)cospx + Qt ( x) sift px| (2.41)

ko'rinishda Qidiriladi, bu yerda / * max(/t,m) .

2 - misol. y ’ ~ 2 y ' - 3 y  = e4x tenglamaning y(te2) = 1, y(21n2) = 1 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Y e e h i s h . Xarakteristik tenglamaning k 2 -  2k  -  3 m 0 yechim- 
lari 1, k2~3. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y  = Cie-x +C2e}* ' •

ko'rinishda boladi. a = 4, PQ(x) ~ 1 bolgani uchun xususiy ye- 
chimni (2,37) formulaga asosan

U(x) » ’ Ae4*

ko'rinishda iziafmiz. Bm yechiemi tenglamaga qrfysak;
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16Ле4х - 8 Л е 4х - З Л е 4х = е4х yoki 5А = 1 , А = ± .Jx А х 4 х 1

Demak, umumiy yechim (2.29) formulaga asosan

У w d b r*  + C-> e3x + l e 4'

ko'rinishda boiadi. C{ va C2 larni aniqlash uehun ehegaraviy sharl 
lardan foydalanamiz:

IQ Г 1п2 + C2e31n2 + V ln2 *  I* 1

Cxe -2 In 2 + Со евш  + ~em7 » 1.

491 
600 '

| c ,  + 8 C ^ + y  m

I ,  56 У0Ь С1“ 1Г*
i c 1 + &4c2 + ^ » l -  • ' * * |

Demak, izlwspetgan xususiy yechim:
652 491 Ш 1 4x у 49 JSSM * ----- -e  + —e .

* 75 600 5

3» misol. y*+  j®-  I f  =.66** нМЁШ tenglamaning y(0)=1,1 
у 1®Ий boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsinifl 

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama s  Ф ~ 2 = 0, uning yechimfl 
l e i  esa k.=—2, 1 bo'lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy] 
yechimi

у  = Cj<? 2x + C ,^  I

kQ^xinishda bo'ladi- /(х)=3'е^® '(вш х-1«*ах^: ya 'n i рЦД 
bo‘lgani uchun xususiy yechimni (2.40) Ш Ш Н р И М М

U (x ) = Л cosx f  Jslftx. 

ko‘rinishda lijaymiz. £7(x) ni tenglamaga

-y4cosx -  J s in x  -  y4sinx + В  cosx *  ш й - - М а я
yoki

(В  -  3/4)cosx ~*(3В *
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.uni/: 0 0 п yoki Cj=0, С2=  1. Demak,

Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

B - 3 A  = l> A =0,  5  = 1.
3B + A = 3

Ikindan esa umumiy yechim у  m Cxe~2x + C2ex + sinx ko'ri-
Mlshda ekanligini topamiz. C, va C2 koeffitsiyentlarni topish uchun 
boshlang'ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi-

Cxe° + C2e° + sinO = 1,

-2  Q e0 + C2e° + cosO = 2 

e*+ sinx izlangan yechim boladi.
4- misol. ch2x  tenglamaning .y(0)=y '(0)=0 boshlan-

rlch  shartlami qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama к2 -  к -  0 va uning yechim- 

luri k= 0 ,  k2= 1 b o ig an i uchun bir jinsli tenglamaning umumiy 
wee hi mi

I  у  = Cx + C2ex

ko'rinishda bo lad i. / ( x )  = e0x (ch2x + 0 • sh2x) b o igan i uchun 
(2.40) formulaga asosan xususiy yechimni

U (x) = A c h lx  + 2?sh2x 
ko'rinishda izlanadi. U(x) ni tenglamaga qo'ysak:

4^4ch2x + 4i?Sh2x -  2Ash2x  -  25ch2x  = ch2x
yoki
г (4A -  21?)ch2x + (4 5  -  2^4)sh2x = ch2x + 0 • sh2x.

Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga 
ega bolamiz:

4 A - 2 B  = 1, ! j
\r 2A + 4 B  = 0. ®uninS yechimi Л -  j ,

Demak, umumiy yechim quyidagi ko'rinishda boladi:

у  = Cj + C2ex + -i-ch2x + i s h 2 x  - 3 6
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Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun boshlang'ich shart 
lardan foydalanamiz:

xususiy yechimni U = Ul + U2 -  Axe2x + Bxe~2x ko'rinishda qidirsal 
ham aynan yuqoridagi yechim hosil bo'ladi.

5 - misol. y" - 2 y '  + 2 y  = x 2 tenglamaning umumiy yechimi 
topilsin.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k2 - 2 k  + 2 = 0 va uning ill
dizlari k12 = 1 ± / bo'lgani uchun bir jinsli tenglamaning um um jl 
yechimi

U (x)  = Ax2 + Bx + C ko'rinishda qidiramiz. Tenglamaga qo'yisj 
natijasida

2A -  4 Ax -  2B  + 2Ax2 + 2Bx  + 2C = x 2 yoki 
2 Ax2 + ( -4  A  + 2 B ) x  + 2 A - 2 B  + 2C = x 2 + Ox + 0 j
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Ci + C2e° + jc h 0  + -jrsh0 = 0, 

C2e° + |s h 0  + j c h 0  = 0

yoki

С, + C-,

c 2 + 1 = 0.

Bundan, Cx = 0 , C2 = — Demak, boshlang'ich shartlarni ba*-

jaruvchi xususiy yechim y  = —rex + - c h 2 x +  T sh2x ko'rinishdi
3 3 6

bo'ladi.

I z o h :  / ( x )  = ch 2 x  = - —^ —  m j ( e 2x + e 2x) ekanligidaJ

у  = ex (Cj cosx + C2 sinx)
ko'rinishda bo'ladi.

f ( x )  = x 2 = e0xP2 (x)  bo'lgani uchun xususiy yechimn



1 2 A = 1,
< -4 A  + 2B = 0, yoki A = i , B  = l , C = L  

[ [ 2 A - 2 B  + 2C = 0

llundan esa dastlabki tenglamaning umumiy yechimi 

у  = ex (Cj cosx + C2 sinx) + - ( x  + 1)2.

6- misol. у" + у  = xex + 2e~x tenglamaning umumiy yechimini 
loping.

Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama к 2 +1 = 0 , uning ildizlari 
rs;i k{ 2 = ±i  bo'ladi. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning umu- 
liliy yechimi

у  = Ci cosx + C2 sinx

ko'rinishda bo‘ladi. / ( x )  = f x (x) + / 2 (x) = xex + 2e~x bo'lgani uchun

•i| -1 , a 2 = -1 , Pi = |32 = 0, ^ ( x )  = x ,  demak, xususiy yechimni
II(x) = Ui(x) + U2{x) = (Ax + B)ex + Ce~x ko'rinishda izlaymiz. Te- 
||shli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo'ysak:

Г 2 Aex + (Ax  + B)ex + Ce~x + (Ax + B)ex + Ce~x = xex + 2e~x ,

| (2 Ax + 2A + 2 B)ex + 2Ce~x = (lx  + 0)ex + 2e~x .
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemani 

hosil qilamiz:

\2A==1’
■ 2A  + 2B = 0, yoki A = —, В = - j ,  С = 1.Z At
С = 1

Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha 
bo'ladi:

у  = Cj cosx + C2 sinx + y (x  -  l)ex + e~x .

eknnligidan quyidagilarni hosil qilamiz:

67



7- misol. w  *!«*#* tenglamaning umumiy yechim il
ni toping.

Y e c h i s h . Xarakteristik tenglamasi /с3 + k n ^ 2 k  »  0, uning il-l

iizferi esa k% ф -2 ,  /% = 0,- щЩ bo 'ladt Demak, bir jinsli ten g l 
lamaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

у  = Ct +C2ex +C3e 2x, P

/ I d  = f i  (x) + / 2 Cx) я  x -<?*. I

=0, (x) щ x, %  = 1, P0 (x) m -1, Pi = p2 =«0 boMgani uehunl 
xususiy yechimni (2.38) formulaga asosan:

U (x) p  Ui (x) + U2 (x) = x  ■ (Ax + B) + x ■ Cex 

ko'rinishga qidiramiz, Buni asoslf ttnglaiaaga qo'yib,

3Cex +Cxex +2A + 2Cex +Cxex - 4 A x - 2 B  -2C ex -2Cxex = x - e j  
yoki

- 4 Ax + (2A** 2 5 ) + 3Cex * x -  ex - I

ifodani hosil qilamiz. Nom a’lum koeflSfeiyentlami s»iqlash Uchuifl 
quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

-4  A m 1, 
2 A - 2 B  
3C = -1
2A -  2B  = 0^, yoki A = -  JL В = - I ,  С = - I .

Natijada dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga egj 
bo‘lamiz:

y  m C x + C2e* + C3e' 2x -  ̂ * (x  + 1) -  у  xex .

8 - misol. у" + у  = 3sinx tenglamaning y(0)+ y'(0) -  0J 

= 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimj

topilsin.
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Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k 2 +1 = 0 va uning ildizlari 

k\ 2 = Ш = 0 ± i boigani uchun mos bir jinsli tenglamaning um u
miy yechimi quyidagicha boladi:

у  = Q  cosx + C2 sin x .

f i x )  = e0x (3sinx + Ocosx), ya’ni a  + pz' = 0 + /, a  = 0, |3 = 1 
bo'lgani hamda bu xarakteristik tenglamaning ildizi bilan aynan bir 
xil bolganligi uchun xususiy yechimni (2.41) formulaga asosan

U (x) = x(y4cosx + 2? sinx)
ko'rinishda izlaymiz.

U ’ m (-/4 sinx  + 2?cosx)x + (^4cosx + 2?sinx),

U"  = 2 (-y lsinx  + В  cosx) + (-Л  cosx -  i?sinx)x 
Ifodalarni tenglamaga qo'ysak,
-2/4sinx + 22?cosx -  ^4xcosx -  .Sxsinx + ^xcosx  + Sxsinx = 3sinx

yoki -2>lsinx + 2 5 co sx  = 3sinx + Ocosx 
hosil boladi.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemaga 
•ga bolamiz:

f-2 A m 3, 3
(2.8 = 0 yoki 2 ’ Л = 0 '

Natijada, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

I* у  = Cj cosx + C2 sinx - - j x c o s x

ko'rinishda bolad i. N om a’lum CjVa C2 koeffitsiyentlarni aniqlash 
Uchun chegaraviy shartlarni qanoatlantiramiz:

3 3y '  = -Cj sinx + C2 cosx -  -c o sx  + —x s i n x , 

j/(0) = Q  cosO + C2 sinO ■ 0 • cosO = C1?

j ' (0 )  = -C x sinO + C2 cosO • cosO + - | - 0 • sinO = C2 -  —,
 ̂ 2 2 9
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I 71 j ТС ТС 3 К 71 /-t
у  У

» г,’&\ г* г* п 3 п 3 к . п л  ЗкУ hr = ~ Ч  s in -  + C? c o s -  ~ -  • cos— + -  • -s in --  т -С , + — . Ш  I  2 2 К 1 | F 1  1 4
Shunday qffib,

с,+с2 1 = 0, 
с 2 - с 1 + ^ = 0

yoki
С , + С а = | ,  

-Cj Н- С2 = - Зк

sistema hosil bo'ladi ш  uning yechim i С, = 3-̂ 2 Ь7г), C3 H
8 8 1

bo'ladi. Demak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlarni qa-j 
lioatteitiravfhi xususiy yechimi;

3 3у = b g lp # j|)co sx  -  (w -2 )s fc ihx ] - -xcbsx .

9 - misol* y “* 6 y '  + 10y =*80ел co&J tenglamaning y(0)=4j 
у  '(0)— 10 boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsia

Y e c h i s h . Xarakteristik tenglama k 2 # 6k  + 10 = 0 va u n j j

ildM afi = -Эз1?' bo'lgani uchun mos bif jinsli tenglamaning

umumiy yechimi у  = е Ъх (С, co sx 4 C2 sinx) ko'rinishda ЬоЧаИ
/ {x) = e* (SOcosx + 0 • sinx) bo igan i ham da a  + (3/ m l ‘+ f  е к а я

ligidan xususiy yeehimni U (x) = ex (/4 cosx + В sinx)  ko'rinishda 
izlaymiz. Tegishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo'palcB

ex (-2 A sinx + 2 5 cosx) + 6ex (A cosx + 5 s i n x ~  ̂ 4sinx + 5 co sx !+ 

+ 10ex + 5  sinx) = 80ex eosx.

Nom a’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemaif 
hosil qilamiz: I

fl6А * Щ т  80,
+ 165 = 0
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у  m e~ix H  cosx + C2 sinx) + 2ex (2cosx + sinx).

Boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirib, C, va C2 lami aniqlaymiz:

e 3x (-3C, cosx -  3C2 sinx -  Q sinx + C2 cosx) + 2ex (3cosx ■иАшЦ,

y(0) = Q  + 4 m 4, y ' (0)  = -3Cj +£TS + 6 *  10, bundan С,—0, C2=4.

Shunday qilib, boshlang'ich shartlafni qanoatlantiruvchi 
vcchim:

у  Ip M  + 2ex (2cosx 4- sin x ) .

10-misol. y" + y *  tgx tenglamaning y(0) = J § |1  = 0 chegara-

viy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y e c h i s h .  Xarakteristik tenglama k2 +1 = 0, uning ildizlari 

r*a kl2 « i f .  Sh uning uchun mos bir jinsli tenglamaning umumiy 
ycchimi:

у  =» Cj cos x + C2 sin £

/ (x) = tgx = e0x- tgx bo'lgani uchun xususiy yechimni nom a’
lum koeffitsiyentlar usuli bilan izlab bo‘lmaydi.

Shuning uchun,, Q‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydala- 
namiz.

U (x) я  С, (x)cosx + C2 (x)sinx  deb olsak, C,(x) va C2(x) funk-
ulyalarni aniqlash uchun (2.32) formulaga asosan, quyidagi sistemaga 
cjta bo'lamiz:

Щ (x)cosx + Q' (x)sinx = 0,
~C{ (x)sinx+Щ (x) cosx ш tgx:.

Bu 'sistemani yechib,
,2

Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

fCi'Cx)^ +C{{x)y2 = 0 , 
\c;(x)y;  + c2 (х)у2 = / ( x )

Q  (x) = и | sin x dx + A  = sinx  -  Inv 7 J COSX

C2 (x) a  -c o sx  + В

Ч И , + A

ckanligini topamiz.
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Shunday qilib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi:

Chegaraviy shartlarni qanoatlantirib, A va В ni aniqlash uchun, 
quyidagi sistemaga ega bo'lamiz:

lantiruvchi yechim, quyidagicha bo‘ladi:

Quyidagi tenglamalarni yeching:
220. y " - 2 y '  + y  = e2*.
221. y " - 4 y  = 8x3.
222. y" + 3y '  + 2у  m sin2x + 2 c o s 2 jc.

223. y ” + y  = x  + 2ex .
224. y" + 3y '  *9x.
225. y"  + Ay' + 5у  = 5x2 -  32jc + 5.
226. у ' - Ъ ? ь 2 у  = e*-
227. js* + 5 y ' + 6y  = + e~2x .
228. y m + y * ^ € x  + e~x .
229. y" + y '~»2y & 6x2.
230. y" - 5 y '  + 6у  = 13sin3x.
231. y" + 2 y '  + y  = e \
TS2. y" + y '  + 2,5y m 25cos2x.
233. 4 y " ^ y  = x3 ^24x.
234. у " -  4 y '  + 3y  = e5x, y(0) = 3, y'(0) = 9.
235. y " - 8 y '  + l 6 y ~ e 4x, y(0) = 0, / ( 0 )  *  1.

у  = A cosx  + B s inx  - c o s x l n  .

R
Bundan A = 0, В = -y-ln3. Demak, chegaraviy shartlami qanoat-:
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236. y" + y  = cos3x, | Д # | |  •  I

237. 2 y ’ ~ y '  = l, y(0) = 0, y '( | 0 ) i | .

238. y" + 4y  = sin2x + 1, j>(0) -  •!, .y'(O) ■ 0-

239. y" + 4y  =cos2x,  y(0) = ^ j  = 0.

240. y * ~ y  = 2shx, y(B) = Q9 y ' ( 0 ) * l .
241. y" -  4y f + » Ш е 2хЯЙШЦ y (0 )» 0, у'(0)г=4.

10- §. Eyler tenglamasi 

0 ‘zgaruvchi koeffitsiyentli chiziqli

yoki

(ax + bf jW  + a{(ax+b)n~l У"”1̂ +... + a„_x (ax + b)y'+Щ0Щ, / (•*) (2.43)

tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi, Щ — bu tenglamalar uchun 
o‘zgarmas koeffitsiyentlar.

(2.42) tenglamani х= ё  va (2.43) tenglamani esa ax + b *= e1 al
mashtirish orqali o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli tenglama holiga 
keltiriladi.

1- misol. x 2 у"  -  x y ' 4- у  я  0 tenglamani yeehing.

Y e c h i s h .  x ^ e *  yoki t m lnx, ^ -  = -  = ^-  = е ‘ almashtirish
UX X  £

bajarib, у  = y (x )  = y[x(t)] funksiyaning murakkab funksiya sifatida 
hosilalarini topamiz:

, _  dy _  dy dt _  . - t 
^  dx dt dx 9

J>) J t  «I {ye~‘ « е~1у)е  * = e~2t ( y - y ) .  
dt dx
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Bu yerda f. w  p  ko‘rinishda t  bo‘yicha ШЩШШ belgilandi. 1 
Bulafrt e ’tiborga olsak, dastlabki tenglarria quyidagi holga keladil

e2t 'j$ е‘ -е~*.у+ут '0
yoki

= 0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi:

к2 -  2A: + 1 = 0, (kl2 = 1), ■
umumiy yechi mi esa

у  + C2/ ) e f =  (C , + I n jc)  • x  

ko‘rimshda bo‘ladi.

2- misol. (4x  - 1) у"  -  2C4x -  X)y' Ф 8 у «a§ tenglama yechilsim

Y e c h l s h . 4 x  - I  -  ef yoki x  м yoki4 - ■ * dt I

-j~ -  4е~г almashtirishlarni bajarsak,

• . 4t . ,-#A'

y ”'» ■ e ~ * y = (-4e~f ■ у  + 4e~! y)4e~‘ == 16e~2t(y -  у^иШ 

Bulami e’tibbfga ЩяЩ dasflkbki Wngiama

( y  - y ) - 4 я 2e* - e~‘ у  + 8 j  Щ 0

yoki
2 # - 3 y  + y**{) Я

Ш щ Щ Щ М  o ‘zgarmas: koeffitsiyentli cWiiqli bir |ш й! tenglamagl 
aylanadi. Xarakteristik te«ngla^^;,

2 0  - I k +1 = 0,  | |  я  I,  k% . Я

Natijada umumiy yechim

I
+ C | © 2
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yoki

К у  = С, ( 4 х  - 1) + С24 4 х  1
ko'rinishda bo'ladi.

3- misol. у" “ xy' + у  = cos(lnx) tenglaaiffii yeehing.

Y e c h i s h .  x - e *  yoki t  ft I n m — = e~* almashtirishlami
dx x

ЬфпЬ, tegishli hosilalarni hisoblaymiz:

У' = е~‘у ,  y ” = e~2t (y -  y ) .

Topilganlarni tenglamaga qo‘ysak, quyidagi o'zgarmas koeffitsi- 
ycntli tenglama hosil bo'ladi:

у  - 2 y  + у  = co s t .

Xarakteristik tenglama k 2 ~%k + \ = 0, ш а 'ш Й  bo'lgaaldan* 
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

I  f  «.(Cj 4 С2ф ‘

ko'rinishda bo'ladi.

/ ( x )  m (1- c o s t  + 0 • s'm t)e°‘ bo'lgani uchun xususiy yechimni

U(t) = j4cos/ + 2? sin/ 
ko'rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblab:

U ' = - A s i n t  + В  c o s t , U" = - A c o s t  -  B s m t  * 
lenglamaga qo'ysak,

-/4cos/ -  B s in t  + 2 A s in t  -  2 B c o s t  + v4cos/ + 5 s in / = c o s t

yoki

- 2  В  c o s t  + 2 A s in t  = cos/.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlaymiZ:

{ - 2 B  = 1- a  1
I  p *  yola • Щ * - *  ••••
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Demak, U(t) = *4^-sin/ hamda umumiy yechim y=(C1 +C2t)e' -1

- - s in /  ko'rinishda bo'ladi.

Dastlabki o ‘zgaruvchiga qaytsak,

у  w (C\ +C2 lnx)x -  —sin Inx  

umumiy yechimni hosil qilamiz.

Quyidagi Eyler tenglamalarini yeehing:

242. x 2y " - 2 y  = 0.
243. x 2y" + 2xy' -  n(n + l)y  = 0.
244. x 2y" + 5xy' + 4 y  = 0.
245. x 2y ” + xy' + y  = 0.
246. x y ” + 2y '  = lOx. i
247. x 2y" - b y  = \2 \nx .
248. x 2y ’ -  xy '  + 2y  = 0.
249. x 2y" -  3xy'  + 3}> = 31n2 x.  У|
250. x 2y n +xy' + y  = sin(21njc)
251. x 2y" - 2 x y '  + 2y = 4x.
252. x 3y ’ + 3x2y '  + xy = 61nx.
253. x 2y" - 4 x y '  + 6y = x 5. j
254. x 2y" + xy'  + у  = x.
255. х 3у т- З х у '  + Зу = 0.

256. x 2y ” + 3xy' + y  = - ,  y{1) = 1, / ( 1 )  = 0.

257. x 2y ’ - 3 x y '  + 4y  = j x \  ^(1) = | ,  J>(4) -  0. 1

11- §. Differensial tenglamalarni qator yordamida yechish

Ba’zi bir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yor
damida integrallash mumkin bo‘lmaydi, bunday tenglamalaming! 
yechimini



у  = X c «(*-*<>)" (2.44)

darajali qator ko‘rinishida izlanadi.
Noma’lum Cn koeffitsiyentlarni (2.44) ni tenglamaga qo‘yib, 

tenglikning har ikki tomonidagi bir xil darajali hadlar oldidagi koef
fitsiyentlarni tenglab topiladi, ya’ni

tenglamaga qo'yilgan .y(x0) = y0 boshlang'ich shartni qanoatlan
tiruvchi yechimni topish haqidagi Koshi masalasining yechimini

Teylor qatori yordamida topish qulay, bu yerda

У(*о) = й>, ?'(*<)) = /(■*<> ;:Vo)>-

1- misol. y" -  x 2у  = 0 tenglamani yeehing.
Y e c h i s h .  Bu tenglamaning yechimini

у  = C0 + C{x + C2x 2 + ... + Cnx" +...
darajali qator ko'rinishda qidiramiz.

Tegishli hosilalarni hisoblab,

y '  = Cx + 2C2x  + 3C}x 2 +.. .  + nCnx"~l + . . . ,

y" = 2 • 1 • C2 + 3 • 2 • C3x  +... + n(n - 1  )Слх""® + ..., 
natijalarni tenglamaga qo'yamiz:

2 • 1 • C2 + 3 • 2 • C3x  + ... + n(n -  l)Cnx n~2 -

- x 2 (C0 + Cxx  + C2x 2 + ... + C„x" +...) =i 0.

x  ni bir xil darajalari bo'yicha guruhlasak:

2 • 1 • C2 + 3 • 2 • C3x  + (4• 3C4 - C0) x 2 + (5-4 -C 5 ^C r )x3 + ... 

+[(и + 4)(л + 3)C„+4 -  C„]x"+2 ...,= 0

(2.45)

(2.46)
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2 1 С2 + 3 • 2 ■ C3jc + V [ ( az + 4)(л + 3)Сл+4 -С „]х "+2 = 0.
/7=0

Bundan
С2 = 0, С3 = 0,..., (и + 4X4 + 3)Сл+4 -С „  = О 1

yoki

С„+4 = . Ь .. („ = 0,1,2...). Iп (и+3)(и+4) v 7

Bu tenglik barcha noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlashga yor- 
dam beradi:

________ Q ________  f  ________ Q _________ I
4л 3-4-7-8...(4и-1)4п ’ 4n+1 4-5-8-9...4л(4и+1) ’

Qb+2 = Q/i+3 = o {n = 0Д>2>"-) • 1
Shunday qilib, quyidagi umumiy yechimga ega bo'ldik:

00 у4 я 00
^  = C° ^3-4-7-8..(4и-1)4и + Cl ^ 4 - 5  8-9...4й(4л+1) ' I

Hosil bo‘lgan qator son o ‘qidagi barcha nuqtalarda yaqinla- 
shuvchi bo‘lib, u ikkita chiziqli erkli yechimlar yig'indisidan iborat:j

2- misol. y '  = x 2 + y 2 tenglamaning, y(0)=l shartni bajaruvchi 
yechimini Teylor qatori yordamida birinchi oltita hadlari yig‘indisJ 
shaklida toping.

Y e c h i s h .  y(0)= 1 boshlang‘ich shartga asosan y'(0) = О2 + 12 = 1J 

ikkinchi tartibli hosila y" = 2 x  + 2 y  • у ' va uning qiymati

y"(0) = 2 • 0 + 2 • l - l 2 = 2;  I

uchinchi tartibli hosila y m = 2 + 2 y '2 + 2yy" va uning qiymati I
y'"(0) = 2 + 2 - 12 + 2 • 1 • 2 = 8 ; I

to‘rtinchi tartibli hosila y lv = 6 y'y" + 2 y y m va uning qiymati J

y^ iO )  = 6 -1 -2  + 2 1  -8 = 28; 1
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beshinchi tartibli hosila y v m 6y ’2 + 8y'ym + 2yylV va uning qiymati
; j^ (0 )  * 6 • 22 + 8• 1 • 8 + 2 • 1 ■28 » 144 ' ‘

Izlangan yechim formulasi

у  = i + £ y '(0 )  + 40) + £ j" (0 )  + * ^ y IV  (0) + 4 / ( 0 ) .

г-. я , x  8x3 28 x4 144xsDemak. у = I + —+ + ——  + ------- .1! Щ 3! 4! 5!

3 - misol. y" = x  + y 2 tenglamaning y(0) = 0, y'(0) = l shart
larni qanoatlantiruvchi yechimini Teylor qatori ko'rinishida to 'rtta 
noldan farqli had yig'indisi ko‘rinishida toping.

Y e c h i s h .  Teylor formulasiga asosan yechim ko‘rinishi

>' = y ( 0 ) + ^ '( 0 ) + ^ - j4 0 ) + ^ .y ”,(0 )+ ^ r y7F(0) + ... bo'lgani uchun

boshlang'ich shartlardan foydalanib: 
y"(0) = 0 + 02 = 0 ,

y"  = 1 + 2yy '  va uning qiymati j * ( 0) = 1 + 2 0 1  = 1,
y w  = 2y ’2 + 2 yy" va uning qiymati ^ ( 0 )  = 2- l2 + 2 - 0 - 0 - 2 t
y v m 6 y ’y " + 2 yym va uning qiymati y r (0) = 6 • 1 * +2 • 0 • 1 = 0 ,
у п  щ 6y"2 + 8y 'y m + 2у  ■ y w  va uning qiymati 

I yf7(0) = 6 0  + 8 -M  + 2-0-2 = 8.

П о т  . x  x3 2x4 8x6 x3 x4 x 6Demak, v ш— i- —  + ------ ь------ ь ... = x  + -----1------ 1------ ь ...
5 y 1! 3! 4! 6! 6 12 90

Quyidagi differensial tenglamalaming yechimlarini darajali qator- 
lur ko'rinishida toping:

258. y '  + xy m 0.
259. y '  = x - 2 y ,  y(0) = 0.
260. y" + xy' + y  = 0.
261. y" -  x y ’ - 2 y  = 0.
2 6 2 .  y ” +  x 2 y  =  0, y ( 0) = 0, у Щ  = 4
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Quyidagi tenglamalarning yechimlarini ko‘rsatilgan aniqlikda 
noldan farqli Teylor qatori yig‘indisi shaklida toping:

263. у * x 2y  + у3, у(0)=*1, to £r t t t  noldan farqH feadlar y |J  
g‘indisi shaklida.

264. y r'9f.iX + 2 y \  y(0) m 0, ikkita noldan farqli had yig‘indisi 
shaklida.

265. y " -  xy2 = 0 , y(0) = l, y'(0) = l, to ‘rtta noldan farqlij 
had yigindisi shaklida.

266. у ' *  2x  - у , у  (0) = 2, aniq yechimi topilsin.
267. y 2 + x,  y(0) it | |  birinchi beshta hadi yig‘indisi kof- 

rinishidagi yechimi topilsin.
268. (2x -  \ )y  - 1, y(0) = 0, y'(0) = 1, birinchi beshta had! 

yig‘indisi ko‘rinishidagi yechimi topilsin.



m  b o b

D I F F E R E N S I A L  T E H  G L A M  A L A E  
.S I& T E M A g g

I'* #» Normal sistema 

I Ushbu
dx" "'

V S W  ' \ *  f l P i

ko'rinishdagi eMema MrfatAi tertttfli m to iiifflfepemM ̂ (giemal@fi%ing 
normal s.ЫШШШ yoki хр°лШ  потаЛ ит fwafefyafltag hffiilasiga i3t- 
batan yechilgaa differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bunda 
Icnglamalar щ  ш таЧш в fonksiyatef soniga teng, deb Seim qilmadi.

Agar |3 J )  stetema«hg o‘ng tottionidagii f t (:i * lye) fccdsslyajsr 
Л | lasga. ftisbatan chfeiqjfi bo‘Isa, u vaqtda (3Jf| шШш т
chiziqli щИЫшЙ^I  tenglamatm sistemasi deyiiffi,

(3.1) sistemaning (о/ b) intervaldagi yechimi deb, (a; b) interval - 
ila uzluksii differensiallanuychi vaяИШ ЙЙ^| hamma tenglamaslol 
t|anoatlantiradigan n ta ЩШ* - • w  4«sW funksiya
lum iga^Iadi,

Differafflslal, ttjy^aimteming rtorjml 8Ышш1лв.Лш Koshi шар 
halasi shunday yechimni topisbdan iboratki, u /=/0 da berilgan qu§fl~ 
dagi qiymatlami qabul qjfea:

I  j f e j f c i * * * # “ **»« (3.2)

Bu qiymatlar (3.1} normal Mstemaning boshlang ‘ich shartlari 
ileyiladi, IHaraing ш Лиош аПит ftiAstyalar son! b laa  feirxfL 

(3. If ш ваш и щ  umumiy уееИай deb, a  ta ixtiyoriy §L  f L  ̂  Cn
(»‘/gar«aslarga bsg'liq bosl |a e  ushbu ,ШШ 
hmksiyafar dstsfflasigp aytladi., Ijtfiyotif' a'zgatmMfaraing mumkin 
Im'lgan ШШ, qiymatlarida hosil, bo'ladigan yechirnlar xusu§^ 
yochimlar deyiladi.
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n- tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalaming normal 
sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi hami 
o‘rinli, ya’ni birinchi tartibli n ta  differensial tenglamaning norm al 
sistemasi n- tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- misol.

dx
dt
dy_
dt

& ax 4-by +

= cx + dy + g(t)

(3.3),

(3.4)

sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda a, b, c, d  — o ‘zgarmas koef-j 
fitsiyentlar, f ( t )  va g(t) — berilgan funksiyalar, x(t) va y(t) -n o m a ’l  
lum funksiyalar.

(3.3) tenglamadan

11 dx 
■ i ax -  /(Г ))

ni topamiz va uning ikkala qismini difFerensiallaymiz:

(3.5)

dy_
dt

f d2x  
dt2

dx
U~di I

*L
dt (3.6)

(3.5) va (3.6) ni (3.4) ga keltirib qo‘yamiz. Natijada x(t) ga nis-| 
batan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil qilamiz:

A dr x dxЩ + В-?- + Cx + P i t )  — 0 , 
dt m

(3.7)

bu yerda А, В, С — o ‘zgarmaslar .
2- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping!

H !

Birinchi tenglamadan

dx 
dt
dy , -r- = X + 1. .dt

dx ,
В  ~~dt~

(3.8)1

ni topib, uning ikkala tomonini t bo'yicha difFerensiallaymiz: 
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< ^_ (Р х
dt I  dt2 ". I t

(3.8) va (3.9) ifodalarni sistemaning ikkinchi it ni l .......... . Ц• h н >1 •
qo‘yib, x(t) ga nisbatan o‘zgarmas koeffitsiyo nl 11 ikklm In Minhli 
differensial tenglamani hosil qilamiz:

d x
I F

B x - 1  = 0 .

Bu tenglamaning umumiy yechimi:

x = Q e 1 + C2e~t - 1. (HO)

(3.10) funksiyani /b o ‘yicha differensiallab, ( I K )  H b d l f l  lllrlh 
qo‘ysak,

у  = Ct /  -  С2е~‘ - 1  f V
ni topamiz. Demak, sistemaning umumiy yechimi;

x = Сув* +C2e~f - 1 ,  
у  == C,er -  C2e~r - 1.

2- §. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli «ПГТи п Ы й! 
tenglamalar sistemasini Eyler usulida intcgralliali

Quyidagi bir jinsli chiziqli

dx 
dt 
dy_ 
dt

^  = fyX + b y  + C2Z

= ax + by + cz,

= а ^  + ЪуУ + cl z, (3 II)

sistemani qaraymiz va undagi koeffitsiyentlarni I'zgarmiw ilcb In • »b 
laymiz. (3.11) sistemaning yechimini ko‘rsatkiclili ГипкмупЬп 
ko'rinishida izlaymiz:

x = Xe", у  = \xe", z = vert,rt (3.12)
Hi



bu yerda г, X, ц  v o ’zgarmas ЬфЛЬ, ifodalar (3.11) sis- ;
tem ani qanoatlantiradigan qilib aniqlash lozim. (3.11) sistemaga!
(3.12) ‘̂ р ш ^ й й  qo‘yib, ert ga qisqartirib va ц, v oldidagi koef-l 
fitsiyentlarni tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosill 
qilamiz:

(3.13) sistema — % ц, v ga nisbatan chiziqli bir jinsli tenglamai 
lar sistemasidir. Demak, sistema noldan farqli yechimlarga ega 
bo‘lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va 
yetarlidir. Shunday qlflt%

tenglik bajarilishi kerak.
(3.14) tenglama r  ga nisbatan uchinchi darajali tenglamadir, u

(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
a) Xarakteristik tenglamaning rv  rv  r3 ildizlari haqiqiy va had xil 

bo‘lsin. Bu ildizlarning har biri uchun mos (3.13) tenglamalar sistel 
.masiiti yozamiz Ш Ц М ь  ц |  | L  ,uJ5 v3 koeffitsiyentlarni
aniqlaymiz. Agar (3.14) tenglamaning rp  |VL ildizlariga ifiiJS (3.11) 
sistemaning xususiy yechimlarini J j |  y v  z ^  x2, y2, Щ xv  y j  z% 
orqali belgilasak, (3.11| differensial tenglamalar sistemasining unuH 
miy yechimi

(a -  r)X + I cv ~ 0,
■ axX + (b{ -  г)ц + gjv** 0, 
a^)- + Ьг \1 + (с2 **r )v 35

(3.13)

a -  r b с 
A = ax bx - r  q  as Q 

a2 bz ъ - г
<3.14)

ЩЩЯя C,xt +C2x2 + C3x3,

• -КО = + с з.Уз*
z ( t )  ш C,Zi + C2Z2 + C3Zi

ko'rinishda bo'ladi. 
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1- misol.Ushbu sistemaning umumiy yechiminrtoping:

dx ~т Г Ъ х - у  + г,

§  = * - у  + Зг .

(3. 16)

Y e c h i s h .  Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

3 - r  -1 1 
-1 5 - r  -1 = 0  

, 1  -1 3 - r

yoki r 3 — H r'2 + 3 6 r - 3 6  = 0. tJning ildizlari: rx =2, r2 =3, r3 = 6. 
Demak, (3.16) sistemaning xususiy yechimlarini

X! = Xxe2 t , Ц  = \ile2t, $  = v1e2 t,

x2 = X2e3t, y2 = n2e3t, z2 = v 2e3t,

I  x3 = X3e6 t , y3 = \i3e6‘ , z3 = v3e6t

ko'rinishda izlaymiz.
/•,= 2 da X, ц, v ni aniqlash uchun (3.13) tenglamalar sistemasi 

quyidagicha yoziladi:

( 3 -2 ) X 1 - ц ,  + v , = 0,
-A,! + (5 -  2 ) ^  -  Vj = 0 , yoki

-  ц + (3 -  2)v = 0

1̂ -  Й1 + V1 =
-Xj + 3(Д! -  Vj = 0, 
Xj -  + Vj =0 .

Bu sistema yechimlari: X1 = l ,  p., = 0, vx = -1 .  
r =  3 uchun

X2 -  \i2 + v2 = 0,
- X 2 + 2 \i2 -  v2 = 0 ,

j i i  ^  м-2 = о

llstcmani hosil qilamiz. Bu sistemaning yechimlari sifatida A.2= l ,  
И, I, v2= l ni olish mumkin.
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r3= 6 da (3.13) tenglamalar sistemasi quyidagicha bo‘ladi:

-3X3 -  |i3 + v3 = 0,
1 -^ 3  — Ц3 — V3 = 0,

А-з -  ц3 — 3v3 = 0.

A,3= l  deb, \i3=—2, v3= l  larni topamiz.
Shunday qilib, (3.16) sistemaning xususiy yechimlari:

У\ = 0 , Z i = - e 2t;

Щ щ e3t, У г= е3‘, z2 = <?*\ 
*3 = e 6t, Уз = - 2 e 6t, % = e 6t.

Bu rttsusiy yechimlar (3. Щ  sistemaning fundam ental yechim lai 
sistemasidir. Demak, (3.16) sistemaning umumiy yechim i (3.15) for-* 
mulaga ko‘ra quyidagicha b o ‘ladi:

z W m - C t e 2* +C2e3t + C3ef y .

b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar boigari 
holni qaraymiz.

2- misol. Sistemaning yechimini toping:

Y e c h i s h .  Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi

ko‘rinishda b o iib , u ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan

а М т Я ф + Ц /е !  +c3e6t,
y ( 0  = C2e3' -  2C3e6 t , (3.17)

2 —1 — т

(1 -  r)X  - 5 ц  NR 0, 
2?v -  ( i + i i = о

(3.19)
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sistemaga ega bolamiz. r,=3/ uchun

J(1 — 3 /Д ,  M 0, 
[2Щ + 3 0  й  m 0, 

%M& deb, ni Iqpafflfe. U  holda

x, n 5e3U, .v, « (1 -  Щ е ш (3.20)

xusuay yecfeimlarni topamiz. igNs^jl ni (З .Щ  ga qo^ytb, A.3S 5, 
H2= l  +3/ larni topamiz.

U holda xususiy yechimlar

Bundan Byler &й»нйай ,®*m  щ c o s a i1  #зш«£ ^en Foydalanib

■ g£ = cos3/ + 3sin 3 /, У2 = sin3/ -  3cos3/

lurni topamiz. U holda berilgan sistemaning umumiy yechimi quy- 
lilagi ko'rinishda boladi:

*■<(*)• m 5Ci Ш&Ш +-5Q M
y ( t )  m Cj (cos3/ + 3sin3r) t  ~ 3cos3f)-

d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bolsin.
3- misol. Sistemaning yechimini toping:

X! *  5<f3*, К  ~ ( l + 3i)e 3it и
ko'rinishda boladi.

Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o'tamiz:

(3.22)

К  кЩ Я йЩ

(3.23)
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6r + 9 *  0

Y § c h  i s h . Sistemaning xarakteristik tenglamasi

2 - r  1 ж r
-1 4 -  r

р й у ч  ildizga ega. Sistemaning yechimini

x  s* (X., + ,

J  щ ( h  +H20 e 3'
(3-24)J

ko‘rinishda izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi 
tenglamasiga qo‘yib

3(A,j + jij /)  + Uj = 2 (lt| *fr Щ t ) + O-j + М-2 0  (3.25m

tenglikka ega bo‘lamiz. Chap va o ‘ng tomondagi bir xil darajall 
f  ning koeffitsiyentlarini tenglashtirib

|"3Â + ц, ==2A.j + X-2s 
~2ц,  + ц 2

sistemani hosil qilamiz. Bundan

t t -  i i  + (j-ij
i n  *  hi I

ni topamiz. Д., va рь sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishimiz m um l 
kin. \ ~ С г va ц2= С 2 deb belgilasak, (3.13) sistemaning umumiy 
yechimi

x  = (C, +C2t)e3t,
4
у  «(Cj  + C2 + C2t)e3‘

ko'rinishda bo‘ladi.

3- §. Differensial tenglamalar sistemasining 
birinchi integrali

Differensial tenglamalar sistemasi 

dx.
dt m fi  Ц  XU x2, ^  x„), В т  1 , n ) (3.26)1
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ni integrallashning bu usuli quyidagidan iborat: arifmetik amallar 
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) yordamida (3.26) tenglama- 
lar sistemasi osongina integrallanadigan

r \ t ,  o . f y a  (3.27)

tenglamaga keltiriladi, bu yerda U = U(t,  xu  x2 , ..., x n).
1- misol. Sistemaning yechimini toping:

dx л у 2 2 \ л _  = 2 ( x * + y 2)t,

к  -  4xyt. * *Vdt J

Y e c h i s h .  Tenglamalarni hadma-had qo‘shib,
d(x+y) ^ , 42 .■dt = 2(x  + y )  t

tenglamani hosil qilamiz. Uni integrallab

—  + t2 w O
x+y

ni topamiz. Tenglamalarni hadma-had ayirib, quyidagini topamiz: 

bundan

—  + t2 =C2 x -y
ni hosil qilamiz. Shunday qilib, sistemaning ikkita birinchi integra- 
lini topdik:

t2 + J — = C ,  t2 + —  = C2. (3.29)x+y x -y

(3.29) ifoda — (3.28) sistemaning umumiy integrali. (3.29) sis- 
temani x  va у  nom a’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) diffe- 
rensial tenglamalaming umumiy yechimini topamiz:



2- misol. Quyidagi sistemaning yechimini toping:

dx
'dt
dy_
dt
dz
dt

X - y

Z -t ’
x -y  
£«t ’ (3.30)

Y e c h i s h .  Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla- 
masini hadma-had ayirib,

dt

tenglamani hosil qilamiz. Uni integrallab, (3.30) sistemaning birinchi 
integralini topamiz:

x  -  у  = Q  • (3.31) j

(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama-j 
Iariga qo‘yib, ikki noma’lumli tenglamalar sistemasiga kelamiz:

dy_
dt
dz
dt

. J 4
z - t ’

*C1'+ I.
(3.321

(3.32) sistemaning ikkinchi tenglamasidan

' ’ ' t ' - f C l  + l) t  + C2 <3:331

ni topamiz. (3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib 
qo‘yamiz va

у  = \п\С^ + С2\ + С3 (3.34)1

ni topamiz. Shunday qilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi:

■ x(r) = ln|C1/ ^ C 2| + C1 +C3,

y(t)31 вфЩ # c2| -i- C3, I
Ш =Щ  + Ш + c 2. Щ

Ш



3- misol. Quyidagi

dx
dt

Ж
ш

(3.35)

llstemamng x\ ff  * 1  boshlang‘ieh shartlarni qanoat-
WM '', ** '

Iniitiruvchi ytchimini taping.
Y e c h i f h :» Sistemaning hidncjhi tenglamasini t  ga ko‘paytmb|| 

Ikkinchi tenglamaga hadma-had qo‘shib,

I ~ * г & х + y)
dt

Ic n g l^ tjih o s il qHsfi^f. Bifidan
I  ■ • 2:.x, + у.'з= С\е^*

yoki * jM C S j#  -Щ  ' (3.36)
birinchi integr^tni topamiz. <3.36} rd. birinchi
Icnglamasiga keltlrib qo'yib» x g a  isfcbatan chfeiqli tenglamaga kela- 
miz:

+ 7x  = 5Cje2r. (137)

Hundan

(3.38)

уесЫщда topamiz. Shipd&y qilib, (3J$) sMemamng umumiy T^echimi

* a i » c ar w + | q ^ % ’ - ■
1 (3.39)

y ( 0  = - ~ c le “ 2C>  •

Sislemawng boshlang<ieh shaittami qanoatiantimvCti з ш ш #  
yechimini topi&h itfehun |3»39) Jpt Ц % Щ |  laffiing Q*fftigl. ittos
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ravishda 0, 2 va 5 sonlarni qo‘yib, C{ va C2 larga nisbatan quyidagi 
sistemani hosil qilamiz:

C2 + |c ,  =2,
9 (3.40)

- i c ,  -  2C2 m l  I

Bundan C =  9, C2=— 3 ni topamiz, demak, (3.35) sistemaning xuJ 
susiy yechimi:

x ( t )  = 5e2t -  3e~7t, 1

y ( t )  = - e 2t + 6e~7t. I

4- §. Q‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan 
differensial tenglamalar sistemasini integrallash

usullari

1, 0 ‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan 
boisin: ■

+ (l)
+ (2) (3.41)

z ' t  a3x  + b^y + c3z m f i  (t). (3)

Bunda jK§ fN f , 2, 3 | e^zgaruvchining berilgan igluksiz funksiyasiJ 
Faraz qilaylik:

x 22 C, Xj ■+■ Cj Xjt + C3 x^)
+ C |ft#  (3-42)

l Z — C|’% ♦  Cj.fg; +'€gj|i

funksiyalar (3.41) sistemagiipos M fJIrt iteemaning umumiy yechi-j 
mi M i l  U holda (3.41) f&temaei^ yechimini

ж + C2 (0*2 +C3 ( t)x 3 ,
У = Cj (t)yi + c2 (t)y2 + C3 (t )y3, (3.43) j
^ m Cj (t)zx + c2 (t)z2 + C3 (t)z3



ко' rinishda MKjjMatft bu prdat СЖ* funk
siyalar.

ШУМ ifodalarni (3.41) щШтшаш к#ййЬ i^fys&fe, (SWIJ ЩЁВ* 
manrag (lfctengltanasi qp^dagl koMMsfega teliidk

+ q  (aj♦ " Ц ц  w p |  }+ Ц М ,+а д  + ^ ш ^ А Ш
Bunda (3,42) ga asos&li bareha qavsltf Tiolga teng, demak.

Xudds shMftiagdek, Щ р н Ш й Щ Щ Щ ш  lenglamafaiSian

tenglamalar sistemasmi hosil qilamiz.
Щш Щм larga nisbatan chiziqli bo'lgan (3.45), (3.46) sistema 

yechimga ega* chffliiH dfferminanti Twftskif datermiMiiti 
bo'lib, u tioldan

j m % %-

(3.45), (3,4f) Cj larnitoplb* so‘ng integral-
lab, Cj, §L Щ. w m j  topaaBiz, $hu bilan lif fa  0 ,4 1 ) '^Iteman'ing
(3.43) 'рШшШМ Й р и в Ь .

if. misol. tlsbbu  кШетавйщ umumiy yechimini ta p i te

Ш  + щ щ  + i i j  а д » (3.45)

р Щ  + С | | | |  + Q f t  * Л  w t
ЩЫ. +'cl %  * J w = Ш Ш (3.46)

Щ- m  %
Л н й . ' Л  А  w *

(147)

Y e c h i s h .  Awalo

^  + Шж + 4 у т %  

dt 0
ш т

m



sistemaning umumiy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi 
tenglamasini

tenglikni hosil qilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (3.48) sistemaninj 
birinchi tenglamasiga keltirib qo'yib, у  ga nisbatan ikkinchi tartibli 
tenglamaga kelamiz:

ni topamiz. Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:

x  = + 4C2e~3t, <■

у  = Cle2 t +C2e~3t. J
Endi (3.47) sistemaning yechimini

x  = -C x{t)e2t + 4  C2 (/)<T3' ,  1

У - C \  (t)e2t + C2 (t)e~3t ' 1

ko‘rinishda izlaymiz.
(3.51) ni (3.47) ga keltirib qo‘yib va ba’zi bir elementar amallad

ni bajarib, C{(t), C{ (t) larga nisbatan

-C{(t)e2' + 4 C{ (t)e~3t =1 + 4/,

(3-49)

ko'rinishda yozib, uni t bo‘yicha differensiallab,

dx _  dy d у  
dt dt dt2

(3.50)

C{(t)e2‘ +C2'(0<T3' = \ t 2

94



chiziqli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bundan

larni topib, so‘ngra integrallab,

c ,(0  * -~ ( t  + 3t2 ) e 2t + C3, Q ( 0  = .1 (2 / + 12 )e3t + C4 (3.52)

ni topamiz, bu yerda C3 va C4 — ixtiyoriy o'zgarmaslar. (3.52) ni
(3.51) ga keltirib qo‘yib, (3.47) sistemaning umumiy yechimini hosil 
qilamiz:

2. Aniqmas koeffitsiyentlar usuli. Agar o'zgarmas koeffitsiyentli 
chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasining 
o'ng tomonidagi ifoda f.(t) — funksiya, Pk{t) — ko‘phad, eat — 
ko‘rsatkichli funksiya, sin(3/, cos(3/ — sinus va kosinus yoki ularning 
ko‘paytmasi ko‘rinishida bo‘lsa, sistemaning xususiy yechimini aniq
mas koeffitsiyentlar usuli bilan topish maqsadga muvofiqdir.

2- misol. Ushbu

sistemaning umumiy yechimini toping.
Y e c h i s h .  (3.54) sistemaga mos bo‘lgan bir jinsli sistema:

x ( t )  = -C xe2t + 4 C2e 3t + 1 + 12, 

y ( t )  = Cxe2t + C2e~3t - i / 2. (3.53)

(3-54)

(3.55)

Birinchi tenglamani t bo‘yicha differensiallaymiz:

d x .  dx ~ dy—t ” = -  + 2-4-
dt2 dt dt
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Bundan

v rhr
-  2x = 0 (3.56m

dt1 dt

d^ x dxtenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama ———----- 2x = lOsin?
dt2 dt

tenglamaga mos bir jinsli tenglama. (3.56) ning k2 *~ % -  2 = 0 xa-j
rakteristik tenglamasi | |  **-1, k2 =*2 ildizlarga ega.

Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

x  = Cte~* + C2e2t (3.57);

bo'ladi. Bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning o‘ng tomoni / (?) = lOsinf] 
ko'rinishga ega. Bunda a=0, p—1, shuning uchun xususiy yechimni

x*= Acos t  + Bsin t  (3.58)3

ko'rinishda izlaymiz. Bundan x* , x*" larni topamiz:

r
X* = ~/4sin? #  Bcost,

(3 59)x* = - A c o s t - B s i n t .  v '

(3.58) va (3.59) larni differensial tenglamaga qo‘yib, quyidagiga: 
ega bo‘lamiz:

(ЗА + В) cost + (A + B)sin t  = lOsin?. 
cos? va sint laming koeffitsiyentlarini tenglashtirib,

J3A + B  = 0, Щ
[Л  + 5 ^ 1 0  1

sistemani hosil qilamiz. Sistemani yechib
Л— 5, B.= 15 U

larni topamiz. Demak, МЩйЙуyecM'W.

x* =* -5  cos? + 10 sin? 
ko‘ri nishda, umumiy yechim esa

x э  x'4 x* m Ci*Tf + C2e2t -  5 ;c®  4*10sin? (3.60)I 
ko‘rinishda bo‘ladi. (3.60) ni t bo‘yicha differensiallab
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х '  = -Схе * + 2C2e2t #5s in?#10cos /  (3.61)

ni topamiz, |3.,6(9 Ш {3.61}: larni (3,54) sistemaning ЬМщМ^гщ!®- 
masiga keltirib qo‘yamiz.

U holda

у  m - C , + J-C2e~f + ^-cos/ -  —sin t 
1 2 2 2

ni topamiz. Demak, (3.54) sistemaning umumiy yechimi

$  »  Cxe~‘ + .С2й® m 5cosf + 10sin?,
—t 1 /1 21 15 . 5 • .,e +—C?e + — cost -  —sin/

1 2 2 2 2

kolrinishda bo‘ladi.
3. Birinchi integrallarini topish usuli (Dalamber usuli).
Ushbu

= щ х + ^ у  +

j S  = % 'J + A J :+/2:C^
(3.62)

Kistemani qaraymiz. Ikkinchi tenglamani biror X songa ko‘paytirib, 
birinchi tenglamaga hadma-had qo'shamiz:

d{x^ - y) + Xa2 ) x  + (bl + Щ  )y + / ,  f j§  + \ f 2 (t)  ■ (3.63) 

(3.63) ХщфвтзвЬ quyidagi ko!rinishda yozib сйаййй!

(3,64)

End! к  sonni shunday tanlaymizki, u

0.65)(Xy +\d2
bo'lsin. U holda (3.64) tenglama nisbatan tengla-
ma ko‘rinishiga keladi:

— *(fl, + ^«2 )(* + Xj>) + / ,  (?) + Xf2 (t)  • (3.66)
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(3.66) ni integrallab

x  + Xy = e(ai+Xa2) ( {С + |[ / ,  (f) 4 Xf2 (/)]e (3.67)

ni topamiz.
Agar (3.65) tenglama ikkita haqiqiy har xil А., ф X2 ildizga с git 

bo‘lsa, u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra* 
li topiladi. Demak, sistemani integrallash tugallangan bo‘ladi.

3- misol. Ushbu sistemani Dalamber usuli bilan yeehing:

Y e c h i s h .  Bu yerda = 5 , 6,\m  4, a2 = 4, ^  S, f t ( t)  = e \  
f 2 ( t ) # ’\ .  X sonni (3.65) formuladan topamiz:

Bu tenglama &  i |  « 1  ildizlarga ega. U holda (3.67') 
formuladan A—l uchun

X = -1 uchun

x - y  = er (C2 + |(1 -  e~*)dt) m C2e‘ +te* + 1 Я

larni topamiz. Shunday qilib, berilgan estemaning bogliqixias ikki* 
ta birinchi integrali

~  = 5x  + 4 y  + е'яat
—  = 4x  + 5у + I. .dx

4+5Л.
5+4A, X => 4 + 5X — X(5 + 4Л). (3.6?)

( x - y - t e *  - l ) e  * = С2

ko'rinishda bo'ladi.
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Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini bitta 
IniKlamaga keltirish usuli bilan toping:

269.

dx
dt

dy
dt

= -9 y ,

= x.
274.

dx 
dt 
dy_

.dt
jc(0 ) = -2 , .y(O)

= x  + 5y,

= - x - 3 y ,

m 1.

270.

dx
dt = y  + t,

dy ,-jr  = X - t .  
dt

275.

£ X  7= xr +y,
dt
dy ~dx — =-2— +x,
Л  dt ’

x(0) = x'(0) = 1, M0) = 0.

271.

dx
I t
dy_
dt

= 3 - 2  y,

= 2x  -  2t.
276.

d x  dy л— 5- + -5- + Х = ° , 
dt2 dt

*L + ̂ L  = 0. 
dt dt2

272.

dx 
dt 

dy_ 
I dt

+ Ъх + у  = 0, 

- x  + у  = 0.
277.

dx
dt
dy_
dt

x - 4  y, 

x  + y.

273.

dx ^ 1 *̂2 1 * 3-  = 3 x - - y - 3 t  d  2 2 2’ 278.
2 y - 2 f - l .

л dx dy ^4—----- £- + 3x = sinf,
A dt

dx—  +V = cos/.LA

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini siste- 
maning birinchi integrallarini topish usuli bilan toping:



281.

282.

dx
dt = sinxcosy,

dy_
.dt = cosxsiny.

'dx
dt = - y \

dy _ y 2- t
dt X

щщ. t2 + 2 xy,
Z = x  - \ty2

funksiyalar si^M ianing

birinchi integrali bo‘la oladimi?

283„

dx 2—  = у  - c o s x ,  dt *
dy-4- = -  у sinx. 
dt

z  = 2tcosx  -  Iny ,
о funksiyalar sisteJ

Z = 3 y c o s x - y

maning birinchi integrali bo‘la oladimi? 

284.

dx ? 2 - 2  2 —  = cos jccos у + sin xcos .у,
dt
dy 1_ = sin2xsin2j/, x (0) = 0, y(0) = 0. 
dt 2

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Eylefl 
usuli bilan toping:

285.

dx 0 —  = 8y

dy_
dt

288.
x  + y .

286. dy_
dt

289.
= x - 3  y .

f - 4 x - 3  , ,  

% - 3 x +4y.

dx c

dx ~ ~ ^ x  + 3 y.

287.

x (0 )  = 0, j ( 0 ) л  0.

dx

290.

x(0) = 0, >'(0)

dx 
dt 
dy_ 
dt

х ( 0 ) я —2, y(0)

шм + 5у,  

ы - З у - х ,
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291.

292.

—  #!2—  = 17х + 8у, dt dt

\ 3 ^ - ~  53х + 2у, dt
x(0) = 2, > (0) -  -I .

lJ^ = ( , x -  12y -  z, dt

4Ц- = Х~3 y - z ,  dt

^  = -4x + 12 y +  3 z. dt

293.

dx
Щ т Я ~ *

| . i
dt
dz
dt m x - y .

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini 
«‘zgarmaslami variatsiyalash usuli bilan toping:

294.

dx^  + 2 x - y  = - e 2t,

^ -  + 3 x - 2  у  =6e2t. .dt
dx .— * х  + y -cos t ,  dt J295.

297.
—  + y  = cost, 
dt y
dy_
dt + x  = sin/.

dt

298.

296.

dx
I t
dy_
dt

= - y - 2 x  + cost + sin t  

- y  -  cost ,

= 1 -  X.

dbt л

л 3 2 * - - ’’*

299.

dy
dt
dx
dt
(fy_
dt
dz
dt

—  = 2 y - x - 5 e ‘ sin/. 
dt *

= 2 x + y - 2 z - t  + 2, 

m HP + 1,

= x  + y ~ z ~ - t  +1.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini aniq- 
nias koeffitsiyentlar usulida toping:

300.
dx
dt *=3-2 y ,

t l  = 2 x - 2 t .  dt

301.
dx
I t = -  у  + sin/,

dy ,—  = x  + cost. dt
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302.
dx
dt
dy_
dt

= 4 x - 5 y +  4 / - 1 ,  

= x  -  2y  + 1,

Ш  -  0, y(0)  = 0.

304.

dx
w  • '* * # '« *

—  = x -2>> + 2/, 
dt 7

*(0) = - | ,  y(0) = _5 .
9

303.

dx dy
+  у

dt dt
~ d x d y ~  Штт 2— + - ^  + 2у  -  sin t. 
. dt dt

305.

dx
dt

-  xcos t,

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Dalam- 
usulida toping:

306.

307.

308.

dx
I t
dy

Qt

dx
dt
dy_
dt

dx_
dt
dy_
dt

5x + 4 y,  

x  + 2 y.

6x 4-y ,

4x  + 3 y.

2 x - 4 y  +1,

- x  4-5y.

312.

dy
dt
dz
dt

= 2x + 4 y  + cos t,  dt *

■^ = x -  2y + sin/. dt

310.
= 3 x  + у  + ef ,dx 

dt

-  x  + 3y -  e*.
.dt

311.

dx c

dt
x(0) = -2, y(0) = 1.

Mustaqil ish topshiriqlari

313.
Ш
w
м
..dt

У

2 У'
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314.

315.

316.

317.

dy 1 - 1
dt г
dz _ I
dt ~ y - t

dy _ г
dt y 9
dz __ z l
dt z

Ж т X
dx y z ’
dz = X
dx о *

У"

II
#{*! - I x

dz _ - 2 x

318.

319.

320.

dy_ 
dt 

dz . 
dt

dx
dt
dy_
dt
dz
dt

dx
dt
dy_
dt

Ш
dt

= x  +  3„v.

= %f *. г,
= Z +  x ,

-  X + y .

= ~ x  + у  + z  + e ' , 

m x - y  + z  + e3t, 

z + 4.

=  x -  y,

Vdt

5- §. Operatsion hisob

1. Boshlang'ich funksiya va uning tasviri.
Boshlang'ich funksiya (original) deb quyidagi shartlarni qanoat

lantiruvchi f { t )  funksiya qabul qilinadi:
Г. Istalgan chekli intervalda f ( t )  va f ' ( t )  chekli sondan ko'p 

bo'lmagan birinchi tur uzilish nuqtalariga (chekli sakrashlarga) ega.
2°. t < 0 uchun/(0 = 0 .
3° . f ( t )  funksiya ko'rsatkichli funksiyadan tez o'smaydi, ya’ni 

shunday t ga bog'liq bo'lmagan musbat haqiqiy o'zgarmas M  va S0 
sonlari mavjudki, bunda yetarlicha katta t lar uchun

| / ( / ) j  < Мещг (3-68)

tengsizlik bajariladi. Bunda |JL — originalning o'sish tartibini ko‘r- 
satuvchi son. Original o'zgarmas bo'lsa, J |* e  deb qabul qilish 
mumkin.
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/ ( 0  funksiyaning haqiqiy o ‘zgaruvchi t ning kompleks funksiyasi 
e~v ga ko'paytmasini, ya’ni

З в |;  i~*- f ( t )  (p§Sma + ib, a y  0) (1-69)

ni qaraymiz. (3.69) funksiya ham haqiqiy o ‘zgaruvchi t ning kom
pleks funksiyasidir:

Ш р* f ( t )  = e~at f ( t ) c o s b t - i e ~ ? ! f ( t ) s m b t .  (3f0) 

So'ngra ushbu xosmas integralni qaraymiz:

\e~ f  ( t)dt ~ Je f  (t)cosbtdt -  i \e~ f ( t ) sinbtdt. (3.11) 
o o  о

Agar f ( t )  funksiya (3.68) tengsizlikni qanoatlantirsa va a > 
bo‘lsa, (3.71) tenglikning o‘ng qismida turgan xosmas integrallaf 
mavjud va ular absolyut yaqinlashuvchi.

(3.71) integral p  ning bironta funksiyasini aniqlaydi, u funksiyt 
F(p) ni bilan belgilaymiz:

И Н Д И И  (3.72)
0

Ta’rif. Kompleks p=a+ib o ‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan

F {p )  m e r ptf ( i ) d
1 »*>•1M ! » >.' <• у  »» -

tenglik bilan aniqlangan F(p) funksiyaga f ( t )  funksiyaning tassЖ  
yoki Laplas almashtirishi deyiladi, / (t) funksiyaning o‘zi clfl 
F(p) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

F { p ) —^ f ( t )  tasvir-original yoki / ( t ) - ^ - ^ F ( p )  original-1n»« 
vir, yoki

L { f ( t ) }  = F(p) .  I

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari 
1°. Ixtiyoriy a  va p kompleks o ‘zgarmaslar uchun

a / ( 0  + + p G ( p ) . (3.7$
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Asosiy origiiialfaH’va tasv im r jadvali

№

4.

5.

6 . 

7.

Щ Ш
original

1

.at

sin at

cos at

sh at

ch at

Cl te cos at

F (p )  tasvir

P
n\

M+l

p -  a

a
2 2 p + a

2 2 p + a
a

2 2 / г  - tf

p - a
H I

№

9.

10.

11 .

12 .

13.

14.

15.

16.

AO
original

f Y  te sm at

t neat

t cos at

t sin at

sin(f -  a)

cos(/ -  a)

si n t

rsmt  IГ—— dt 
1 I

F ( p )  tasvir

a

(p  -  a )2 + я 2

tv.

(p S  a) я+1

(p2 + a2)2
2 pa

(p2 + a2)2

,-ap 1

p 2 + 1

,-ap P 
p 2 + 1

arcctgp

affictg/?

2°. Ix tiy o ^  <)‘zgamias a  > 0 uchun

■ <3-74>

3°. Agar / (M e-—F(.p) Ьо‘Щ;> original ЬоШШш holda

(C) Rbfad (3.75) 

4°. Agar /(/)< -^— / :(p) bd‘l^ ”vu holda ili^^Siya da

ea7 ( 0 < — Ж - a ) .
* 5



5°. Agar f i t ) * - 1,— F ( p )  bo‘lsa, u holda т > 0 bo‘lganda

(3.77)

6°. Agar / (0<~i— F ( p )  bo'lsa, u holda

(3.78)

7°. Agar / ( / , x ) < - — F ( p , x )  bo ‘lsa, u holda

df(t,x) ■ dF(p,x) (3.79)dx dx

8. Agar / (t)±-^—F ( p )  bo‘lsa, u  holda

(3.80)
oo

9°. Agar ] F( z ) d z  integral yaqinlashuvchi va / ( / ) < - :— F ( p )  
bo ‘lsa, u holda

3. Funksiyaning tasvirini topishga doir misollar.
Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, haqiqiy o ‘z- 

garuvchining bir qator elementar funksiyalarining tasvirini topamiz.]
B a’zi funksiyalarning tasvirini topishda to ‘g ‘rid an -to ‘g‘ri jad-J 

valdan foydalanib bo‘lmaydi. Bunday hollarda shakl almashtirishlafl 
yordam ida funksiya ko'rinishini jadvalga moslab olamiz.

1 - misol. f ( t )  = a‘ funksiyaning tasvirini toping.
Y e c h i s h .  Logarifmning asosiy ayniyatidan:

m < - ) F ( z ) d z . (3.81)
P

a = e

U holda (3) formuladan

e
p - \n a
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r w  ч _  1

IFodani topamiz. Demak, af funksiyaning tasviri F ( p )  -  pAna  > У* ni

1p-\na '
2- misol. f ( t )  = t ■ cosat  originalning tasvirini toping. 
Y e c h i s h .  8° ga asosan

t ■ cos at<r
'  \  -2 „2 n2- n 2

2 2~
KP )

aL- p L ^ p - a  
(a2 +p2 ) 2 (a2 +p2 )2

2 _  2

Demak, L{/cosa/} = p
(p2+a2 )2

3- misol. tneat originalning tasvirini toping.

Y e c h i s h .  ea> <—— — — moslikning ikkala tom onini a  para 

metr bo‘yicha n m arta differensiallab, quyidagilarni hosil qilamiz:

tea> ------- 1~ - ; t2ea , <^-------
(Р -a-) (.P-a)

t3ea‘ <-------- 2 ! _ ;  t"ea t<---------— r .
(p - а )4 ( p - a )"+1

Demak, Z,{/"e“r } = -
( р - а Г 1

4 - misol. f ( t )  = (t  - 1)2 eM funksiyaning tasvirini toping.

Y e c h i s h .  / - 1  = z deb, funksiyani ko‘rinishga keltiramiz. 
Endi jadvalning 1 0 -formulasidan

Z2ez <r ' 2
( P - 1)3

ni topamiz. U holda 5°-xossaga asosan

2 3  ____ L _
3

(t  — l ) 2
(Р+1У 

ga egamiz.
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4. Originalni tasviri bo‘yicha topish usullari 
Operatsion hisobda originalni m a’lum tasviri bo‘yicha izlash 

uchun yoyish teoremalari deb ataladigan teoremalardan hamda tas-1 
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teoremasi. Agar izlanayotgan f(t)  funksiyaning F(p) tas-]

virini — ning darajalari bo‘yicha darajali qatorga yoyish mumkin 

bo'lsa, ya ’ni

(3.82)!
P  j «  Л  p n+l

bo'lib, u r-r < R da F{p) ga yaqinlashsa, u holda original quyidagi
И

formula bo‘yicha topiladi:

со +П
Ш = Ш т  (3-83)n-

Bu qator t > 0 qiymatlar uchun yaqinlashadi va t < 0 da f ( t ) —Q 
deb olinadi.

Endi F(p) funksiya p ning kasr ratsional funksiyasi, ya ’ni

P(p ) = ^ t \  (3-84)B(p)
bo'lsin , bu yerda A{p) va B(p) — mos ravishda m va n darajali 
(m -< n) ko‘phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagicha 
topiladi.

Agar B(j>) maxrajning barcha ildizlari m a’lum bo‘lsa, u holda 
uni eng sodda ko'paytuvchilarga yoyish mumkin:

B{p) = (P -  PxШ (P -  p2 ^  ...(P ~ Pr )kr , (3.85)!
bu yerda kx+k2+...+k=n  M a’lumki, bu holda F(p) funksiyani eng 
sodda kasrlar yig'indisiga yoyish mumkin:



N  Ф т А ш Ш Ш ' - Щ к  -Р Ш  (3-87)(s-l)\p4.pj dps 1

formula bo'yicha aniqlash mumkin.
Ajs koeffitsiyentlarni aniqlash uchun (3.87) formulaning o‘rniga 

integral hisobda ratsional kasrlarni integrallashda qo‘llaniladigan ele- 
mentar usullardan foydalanish mumkin. Xususan, bu usulni qo‘llash 
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya ’ni sodda va juft-jufti bilan 
qo‘shma bo'lganda maqsadga muvoflqdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya ’ni

B ( p )  = ( P - P [ ) ( P -  « И |  -  Рз) ~(Р -  Pn)  ’ 

bu yerda j  Ф k, pj *■ pk bo'lsa, yoyilma soddalashadi:

I bu yerda Ai i  ■ 3̂-88^j=\P-Pj 1 B (p j)

F(p) ning u yoki bu usul bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu- 
zishda f{p) original quyidagi formulalar bo‘yicha izlanadi:

a) B(p) maxrajning ildizlari sodda bo'lgan holda:

m = •  <3-89>
jml D 'P j>

b) B(p) maxrajning ildizlari karrali bo‘lgan holda:

<3 * »j—i 5=1 ^

5. Originalni tasvir bo‘yicha topishga misollar
l

1- misol. F (p ) = —e pl tasvir uchun originalni toping.
P

Y e c h is h .  F(p) funksiyani р{рф0) kompleks o‘zgaruvchining 
butun tekisligida ushbu Loran qatoriga yoyamiz:

Bu yoyilmaning barcha koeffitsiyentlarini
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bYoyilma birinchi :t§oremaning shartlarini qanoatlantirganligi sa- 
babli bu funksiyaning originali quyidagicha boladi:

12 A  t 6 .8 00 / i \n Л  n
f ( t )  = 1 - 4 - + - ------- I-------= y i z l L i —

2! 2! 4! 3! 6! 4! 8! |  nh(2n)\ ’

Demak,
l
2 . 00 Лп

n=0 n'.(2n)l ‘

2- misol. -  +/ +l
’p lM - ip

Y e c h i s h .  Tasvirning maxraji p {=0, IrM"* 1 H I Я $s~~l 
I® ' У # р Я Е шЯр||ЩуоуИУ a s i 1Я Ш
ko'rinishda bo‘ladi:

v / \ 4  I ' -A I A} -̂ 4 -4sF (  л ) = —L + + —2_ + _
p р- 1 /г+l p-i p+i

A4, A5 koeffitsiyentlar

' ЛК!* 1 1  1 1  ^  I
iA~ B’(P j) I

B’(m =  5® M l. ]

Я Ш л т  Ш , т ж  I I  I .  M i  д - 1 ) В ^ .
‘ J  B'(0) ’ 2 B'( 1) 4ШрШ 5fi- l)|  4 ’ 

л A{i) i a A( - i )  I



Endi (3.89) formula bo‘yicha originalni topamiz:.

/ (^)МИ ' В + —e1' +\-e I  + ~ т е "
® 4 4 4 4

\т-е~* I . B . r  Я= -1Н —(3e +e ) - - s in ? .

Mustaqil ish topshiriqlari 

Quyidagi Hfksiyalarnin^^wirlarini toping;

•322ДИИЬ^8нДв8а

3 2 3 sh at cos bt.

'Ш$я' *1*1*= chatcosbt. 

325. /(/) = tshbt

>. / (0  = с hat s i n bt. 
327. / (0  = e~7' сh 7 Л 

t
328. jk j’cOspp^/1.

329. m i
JSI 
e '- l

330. f ( t )

t
sin/

t

Quyidagi tasvirlarning originaUarini toping:

it8§ l. Fipy&vP -  s i n iP
336. F{p) = 1

P(P +1 )(P +4)

132. F ( p j* p In И Н
, 1нД  \ p )

ззз.

334. « S I

/>+3

• 3 3 9 . F(p) =

р
ж ш ш

р+2
(р+\)(р-2)(р-+4)

335 . И М  ■ I
Ш В А
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Mustaqil ish topshiriqlari

341. F(p) - p 346. F(p) 1
/ -  г

342. F(P) Щ 1 347, F(p) 0  Ш
p(p4- 1) Р Й г  Щ

343. Щ & т
1 348. F(p) I

/ - Г {p+\)(p2 +2p+2) j

344. F (p )^ 1 349. F(p) P
с и ’ (p+l)(p2+2 p+2) 1

345, F(p) = p 350. F(p) -- 1
(p щр2 11) p(p+l)(p2 +2p+2) 3

6. Differensial tenglamalar va ularning sistemalarini operatsion
hisob usuli bilan yechish.

Щ$$В I
x"(t) * OiX'(t) + 0 2 X(t)^ f ( t )  (3-91)

chiziqli differensial tenglamaning x(0) = x0 , x'(0) = xl boshlan- 
g‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qilinsin. Bu 
yerda av a2 — berilgan haqiqiy sonlar, f(t)  — ma’lum funksiya. 
Izlanayotgan |@|: funksiya, uning qaralayotgan barcha hosilalari va 

originallar bo‘l$in d#b faraz qilayiik.

x(t)<r^—x(p) va x ( t ) - t 2 - 3 t  + 4

bo‘lsin. Originalni diffcrensiallash qoidasiga asosan quyidagilarga ega 
bo'Iamiz:

x'(t)<—  p x (p )-x (0), I

p2x(p) «■: a

Tasvirlarning chiziqliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasviri 
larga #laaiiz:
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р2х(р) -  рх(0) -  х '(0 ) + а, [рх(р ) -  х (0)] + а2х(р) w F(p) 
yoki

ip 1 +a{p + a2 )x {p )-(p  + a{)xQ -  x{ = F(p). (3.92) 

(3.92) tenglamani x(p) ga nisbatan yechib

~/„\-(P+ai)*o+*i , F(p)x ( p ) -----|----------- + —-----------  (3.93)
p л-а̂ р+а̂  p +alp+aj

ni topamiz. x(p) ning originali (3.91) tenglamaning boshlang'ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.

Shu kabi istalgan «-tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli dif- 
ferensial tenglamaning yechimini boshlang'ich shartlarda topish 
mumkin.

1- misol. x" -  5x ' + 4x  = 4 tenglamani x(0) = 0, x'(0) = 2 bosh
lang'ich shartlarda integrallang.

Y e c h is h .  x(f)<~:—x(p) deymiz, u holda berilgan boshlan
g'ich shartlarga asosan

x'<r— px(p) -  x(0) = px(p),

x"<-5— p2x(p) -  ^x(O) -  x '(0 ) = p2x(p) -  2,
44 <—
P

Berilgan tenglamada barcha funksiyalami ulaming tasvirlari bilan 
almashtirib, quyidagi operatorli tenglamani hosil qilamiz:

( p2 -5 p  + 4)x(p) = ^  + 2.

Bu tenglamadan x(p) ni aniqlaymiz:

4+2 px(p) =
p ( p 2 -5 p + 4 )  ‘

Tenglikning o‘ng tomonini elementar kasrlarga ajratamiz, u holda

-/ ч 1 2 1x(p) = - - — r +p p - 1 p - 4
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ni hosil qilamiz. Bunda originalga o‘tib, tenglamaning yechimini 
topamiz:

x (0 | l - 2ef +e4'- 1
Endi quyidagi o‘zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar 

ф Ш Щ ё  qaraymiz: ,

^■щщх + biy + f^ t) ,  1
dy , m&k (3.94) j-£ma2x + b2y + f 2 (t).

Bu sistemaning

x (0 )^  ^Oj y (0 ) = y0 (3.95)
boshlang'ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini topamiz. Bunda 
biz x(t), y(t) funksiyalarni x'(Z) va /(/) laming originallari
deb faraz. qilamiz:

Ж Ц Р Д щ  y iO + r-H p j , ’ А «Ы ^Щ .рЪ
bo‘lsin.

(3.95) boshlang‘ich shartlami e’tiborga olib, originallarni differ- 
ensiallash qoidasidan foydalanib

х'(Г)<—-рШ(р) -  x ,̂ iiiiltfWi' l i W ^  iiffi/ 

larni topamiz.
Endi (3.94)’sistema harbir tenglamasining ikkala''iiomoniga Lap-' 

las almashtirishlarini qollab, x(p)  va y(p)  larga nisbatan quyidagi 
sistemani hosil qilamiz:

(px(p)malx(p) + bly(p) + Fy(p) + x0 , 1
\py(p) ma2x(p) + b2y(p) + Р2(р)ф1у0 . (3‘9 Я

(3.96) sistemaning yechimi:

Ш'»> У  ^ (Р)+Ур Mp-bj  )[/j (p)+xp ] J  Q7 J
-  (/»-a, )(p lh) ’ 1

y( r \ (^ ^ o  (рЩ& 1 (3 98)1
(p - a ,  ) ( p  h ) a2b\ 1
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(3.97) va (3.98)da originalga o‘tib, (3.94) sistemaning (3.95) 
boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini hosil qilamiz.

Quyidagi tenglamalaming yechimini toping:

351. x ' + 3x = e~2r, x(0) = 0.
352. x' -  x = cost -  sin?, x(0) m 0.

353. 2x' + 6x = te~3t, x(0) =

354. x" + 6x ' = 12? + 2, x(0) = 0, x '( 0 ) »  0.

355. x ' + Ax' + 4 = 4, x(0) = 1, x '(0 ) = -4.
356. x" + x = cos?, x(0) = -1, x '(0 ) = 1.
357. x" + 3x' + 2x = It1 + 1, x(0) = 4, x '(0 ) = -3.
358. x" -  x' -  2sin?, x(0) -  2, x '(0 ) = 0.
359. x" -  4x ' + 5x = 2e2t (sin? + cos?), x(0) = 1, x '(0 ) = 2.

360. x" -  4x ' = 1, x(0) -  0, x '(0 ) = -  j ,  x"(0) = 0. 

Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

Mustaqil ish topshiriqiari

x(0)= l,M 0)=l.

x(0)=2, X0)=3.
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364.

dx
'dt
dy_
dt
dz
dt

4 y + Z, 

%

Ш
x(0)=5, y(0)=0, z(0)=4.

365.

dx dy_
dt d t
d 2x

{d t2

366.

d y  л-T- + X = 0. 
dt

^  + 4y + 2x = 4/ + l, dt
dy 3 Щ
- ш + х - у  = ?  •

367.

dx
dt
dy_
dt

+ у -  2x = 0,

+ x -  2y = ~5e* sin t.

368.

d  x + x + у = 5,

369.

d t2

4х|зу---3.
dr
dx -  И  
- r  + 2 - f  d t d t
dx d y  n— + - f  + x + z = 0. A A
* _ 2 ^ - y  = 0, 
d t d t  '

370.

</2x 
d t2 

d2y 
.dt2

= x - 4 y ,

- x  + j .

x(0)=j<0)=x'(0)=0.

х(0)=з<0)=0.

x(0)=2, y(0)=3.

x(0)=>'(0)=x'(0)=>''(0)=0.

x(0)=j;(0)= 1, *(0)=-2.

x ( 0 ) = 2, y ( 0 ) = 0,

х '(0 ) = -л/3, / (0 )  = V3
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6- §. Matematik fizika tenglamalarining tiplari 

Ushbu k o 'r ii^ a i p y

F 8U 8U d2U d2U д2ЦЛ

differensial fenglamaga ikkinchi tartibli ikki о ‘zgaruvchili хизизф, 
hosilali differensial Mnglama deyiladi.

H H f c I ^  (3 ' ioo>
ко‘г!уШШкш ЩшШщщШктйМ\1аШЫг:xususiv hosilalarga nisbatan 
chti&qli tdfalama deyiladi.

Agar (3.100) tenglama ushbu

ЙаШ , д 2и I  I , d 2u , s d 1 и 
■ дИ Р ^ г  - т ш  ( R i ’)g rr- » i a ) — 1 )dx oxoy  dy*

I +л13 (x ,y )^  + аф ^х,у)^  4^3  (x,y)u  Ь  = 0 .«3.10#

ko'rinishda bo‘lsa, bunday tenglama chtmli deviladfa A ^g, t t . 101) 
tenglamaning koeffitsiyentlari x m  у  6‘zdamlch i l » l a  .#og‘lia bo‘l- 
masa, tenglama о ‘igarmas koeffitsjyeritli degSladi. (3.1 
/(x»:>’)=0 bo‘lsa. ип%щЫг Jfe^d^ lftcw l .-

an(dy)2 - 2 a u dxdy Ma22(dx)1 = 0 ($102)
tenglamaij|l01) tenglamaning xarakiemmjk М Я ЯЙЙд de«iMfc 

(J. 102) te ngl am a ̂ yidagi ikkita birifttehi llgliitfc 
sial tenglamalarga ajraladi:

d y  _  a iJ M l ah  ai i ’aiMiL, 4 g u  <>\iш ^ ~ $ ^ ф | К н И Н н  
dx ~~ au  ’ rfx ■  an  ( ^

ishorasi (3 .101) teng
lamani $|p ia i^ f t tu r ^ a ^ J  .:

^ a r  M nuqtada aj2 -  au ■ a22 > 0 boisa, (3.101) tenglama M 
nuqtada giperbaljk tipdagi ■
(3.101) tenglamada x va v o'zgamvchilarni
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% -  ф(л',>’ ), г| = \|/( х ,у ) 

tengliklarga asosan £, va r| larga almashtirsak, (3.101) tenglama

ди ди n n Ш J+ a ,3 — + д,3 — + я33м + / = 0 (3.104)
dcdr\ drj

yoki

d и d2 u du du—  I  + al3 —  +a23 — +a33u + f  = 0 (3.105)
di, 5r] 13 23 ft, 33

ko‘rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.
Toming ko‘ndalang tebranishi, steijenning uzunasiga tebranishi, 

o ‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdagi) 
aylanm a tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o‘xshash teb- 
ranish jarayonlarin i o ‘rganish giperbolik tipdagi tenglam alarga olib 
keladi.

1- misol. x 2 ■ - -  y 2 ■ —— h 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga 
dx2 dy2

keltiring.
Y e c h i s h .  Bunda a,, = x2, al2 =0, %  = - y 2, af2 - 4 a , , f l22 =
0  0

*  x  у  >■ 0 . Demak, tenglam a giperbolik tipda ekan. Xarakteristik 
tenglamasini tuzamiz:

x 2 (dy )2 -  y 2 (dx)2 = 0 yoki (xdy -  ydx)(xdy + ydx) = 0 . 1  
Bu tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi: 

xdy -  ydx = 0 va xdy + ydx = 0 .

Bundan — + —  = 0 yoki xy 1 c , , ^ - - —  = 0 yoki — I  C2 . 1у X у X X  I

Endi % = xy, n = — alm ashtirishlarni bajaramiz. x  va у  o ‘zga- 
ruvchilarning xususiy nosilalarini yangi \ va n o‘zgaruvchilar orqali 
ifodalaymiz:



X &U «ftl
-Ш х

В  1 ИШ дги
с5£, ■ с?>1 х

X +•&U &U В =2,■х2 +2--^—-+— •—. 

Hosil boflflft t e f f ia n i i f c r i lg a n i« i t e B s ia l  tenglamaga qo‘yamiz:
Ж

ш И к  у2' 2 '^ ^ К ,  . z l  2 —  Л  ̂
Р ^ Й Ш И Ш ;Й с '  х2 ш Ж ” ' <Эг| Х3

■
д и
Ж2 -х2 + 2 *

? 9 0 \д и у  + 1

1||й1, '* 2 ап2 *2 ,
■ о.

# 8 у* +%.ЁИ..1 = о yoki д2и
дц х

а ди 1 _ 0
д  ̂- 5rj 2 Эг| ху

yoki д2и 1 ди _  q
а^-ап 2с, ал 

Demak, tenglamaning kanonik ko‘rinishi:

1 дид2и
=  0 .

д$'дг\ 2\
Agar М nuqtada а22 - я Пя22 <0 boMsa, (3 .101) tenglam a М  

nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. E lliptik tipdagi (3.101) 
tenglama

;,t# |f*p(x,.y), Ц ^ ( p ( X . y )
fiimksivgfea qc®hi®ifg komplefaljfunkmfa- ) S h  

mashtirishga asosan ushbu



д 2и

д ?
д2и du г  п

+ —7 ПЖ + а23 — а33ы + /  -  Оdrf ШЯ 5т1
(3.106)

kanonik ko‘rinishga keladi.
Elektr1*?®: magnlfc maydorsl® haqidagi itftsalal^aiJ statsiiliM is- 

siqlik holat haqidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun- 
ga o‘xshash masalalarni o‘rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib 
keladi.

2- misol.

a2; d2z . d2z _  q
+  2 -

dx dxdy dy*

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Y e c h i s h .  Tenglamada an =1, я12̂ *-1 , fl22 Щ2 , Ц2 - 0 n^2 = 

= — 1 < 0, bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi. 
Xarakteristik tenglamasi:

(dy)2 + 2dxdy + 2(dx)2 = 0 yoki y'2 + 2y' + 2 = 0 .

Bundan, y' +H|/xi| С,$|? + x = C2 . Quyida
gicha almashtirishni bajaramiz: £, = у  + x, r| = x. U holda:

dz
dx

dz d% dz dr\ 
dE, dx or) dx

dz dz. 
5n’

dz
dy

8z3rq+

d$
dz дц I  d z .

d2Z
dx2

( d2z db, + d2Z ал
dx dt,dr\ dx

+
/

dt, dy dr\ dy 

d*z d

II

+ d2Z
dt.dri dx

дц
dx

a2* a2г d£, [ a2^ ал
ахау ay

а2г а2 г а  ̂+ a2z
а^ап ау ^

dr\

d2Z d2Z —-  +
а^ал

d2Z
dy1 d t?  dy d^dr\ dy

Hosil bo‘lgan tengliklarni tenglamaga qo‘yib, kanonik tenglama 
ko‘rinishini hosil qilamiz:
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2̂ 2̂ л2 r-2 n2 <2 I
+ 2 - j - i - ^ l i . +L l _ 2 э-^~. + £-1;= о

342 54 с'п 5г|2 S42 ап д$2
yoki

^ + ^ !| .= о .
54 5п2

Agar М  nuqtada af2 ^аи а22 g 0  bo‘lsa, (3.119) tenglama Af
nuqtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi. Parabolik tipdagi
(3.101) tenglamada o‘zgaruvchilami

5 = q>(x,y), r\ = ri(.v,>') 
shaklda almashtirsak, u ushbu

2 -
O U O il O i l  г  л  {'1 1+ Щ --- + a23---- + a32u + J  = 0 (3.1U/)

54 <M

kanonik ko'rinishga keladi.
Issiqlikning tarqalish jarayoni, g‘ovak muhitda suyuqlik va gaz- 

ning filtrlanish masalasi va shunga o‘xshash masalalarni o‘rganish 
parabolik tipdagi tenglamaga olib keladi.

3- misol.

d2z ■ 2 T • d2z 2 52| У —--s in  jc - 2 y s in x -------+v — 9  I  0
дх дхдУ dy2

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Y e c h i s h .  Tenglamada an = sin2 x, ax2 :| fe^sinx , a22 = y 2■

Bundan esa o22 -  an a22 = y2 sin2 хШу2 sin2 x = 0. Demak, tengla
ma parabolik tipda ekan.

Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

sin2 x(dy)2 + 2 у sin xdxdy + y2 (dx)2 = 0 yoki (sin xdy + ydx)2 = 0 •

£ = У ■ t g n  = у  almashtirish yordamida x va у  o ‘zgaruvchi- 

lardan % va t| o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:

= + *L = I_®L. vsec2—• 
dx 3 4 ' dx dx\ dx 2 54 2 ’
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Hosil bo‘lgan tengliklarni berilgan tenglamaga qo'yamiz:

.4 * dZ
4 Si;2

y z sec —sirr  x  + - y  — • secz — • tg—sirr x  -
2

^ i t g -  + d*z л 
Kdz? 2 dr\

.2

i i  x Bz i  x■ v sec —sm x — - v  • sec — • s in x  +
2 54 2

+У tg2x  + 2 t g -  +2 dE, dr\ 2 en
=  0 .

Qavslarni ochib chiqib elem entar am allarn i bajarsak, tenglama 
quyidagi ko'rinishga keladi:

A. y £ i .Sec2— tg—sin2 x  + .y2 -  — -ysec2— sinx  = 0
2 y dt, 2 2 Эг) 54 '  2 ' *

yoki



2̂ _О <, cz 
У—T = ~^Sinx • 

дц Щ

т 1 • • 2tg(x/2) х  Ъ « . , • 2 г̂|Lekin s inx  =------ \ , tg— = — ekam dan s inx = . ■ ni
1 + tg (x/2) 2 1  S + n

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi :

а2; И  2£ Й7 
5n2 42 ^n2

Agar (3 .104)—(3.107) tenglam alarda U = U(Z!,r\) funksiyani
£/ ||e ^+p/r| • К tenglikka asosan yangi V = V (с,,л) funksiyaga al- 
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

d2V
+ + f\ = 0,д̂ 'дц

+ Yv  + fi = 0, (giperbolik tip)d2V d2V
t?42 cr|

d'V  д V
—Щ + —т  + У V + fi = I  (elliptik tip)д%2 дц2

+ а2-г —  + 0 . (parabolik tip)
dt, 2 Щ

Bunda у, al3, a23, д33 ^  param etrlarga bog‘liq  bo‘lgan o ‘zgarmas 
kattalik: f { = f  X = - o 13/2; Ц = - а 1Ъ/2.

(3.101) tenglama yechim larin ing analitik ifodasini xususiy hol- 
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi
lan topish mumkin. Agar yechim larning son qiym atlarini topish ta- 
lab qilinsa, u vaqtda chekli ay irm alar, setkalar, variatsion va h.k. 
usullar qo'llaniladi.

Har bir usulning o ‘ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa- 
lan ing qo‘yilish iga qarab, mos usullaridan b irin i tanlab olish 
maqsadga muvofiqdir.
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Hosil bolgan  tengliklarni berilgan tenglamaga qo'yamiz:

.4 *■ у  sec —sm x  + — y —  ■ sec — • tg—sin x  -\d2z
4a^2

1 .dz 2 X X
2 d£,

• v2 sec2 —sin x  -  —  V • sec2 — • s inx  + 
2 54 2

+У' £
I

s г
tg ^  + = 0 .

Qavslarni ochib chiqib elementar amallarni bajarsak, tenglama 
quyidagi ko‘rinishga keladi:

I . у Ё1. sec2 ^tg-^sin2 x  + ~ - у 2 -  ̂  ■ у  sec2 -^-sinx = 0
2 2 2 dr\ ^

yoki



d2Z dzу —_ -  —sinx . 
Щ2

f • 2 t g ( x / 2 )  x  £  . • 2 £ t iLekin s inx =------ -, tg~ = -  ekam dan s inx = ni
1 + tg (x/2) 2 r, 4 + П

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi :

d2z 21
c\\2 t} -  n 2 Ш

Agar (3 .104)—(3.107) tenglam alarda U-U(%,r\) funksiyani
U = e  ̂ m V tenglikka asosan yangi V -  funksiyaga al-
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

d2V

d2V

+ j V  

d2 V

| j| an2

d2V d2V
- ...... - -J-

& dr\2

d2v + a23
dt1

(giperbolik tip)

+ у V + f  = 0  (elliptik tip)

r)V
—  + f  = 0 . (parabolik tip)ал

Bunda y, ol3 , fl23, a33 — param etrlarga bog‘liq  bo 'lgan o ‘zgarmas 
kattalik: /, = /  • e- ^ +m); X = - a n /2; ц '= - а 23/ 2.

(3.101) tenglama yechim larin ing analitik ifodasini xususiy hol- 
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi
lan topish mumkin. Agar yechim larning son qiym atlarini topish ta- 
lab qilinsa, u vaqtda chekli ay irm alar, setkalar, variatsion va h.k. 
usullar qo‘llaniladi.

Har bir usulning o ‘ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa- 
laning qo‘yilish iga qarab, mos usullaridan b irin i tanlab olish 
maqsadga muvofiqdir.
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Mustaqil yechish uchun misoilar 

Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

371. x2 *d2z 0 d2Z■ +■2 xv——+ y 2 - f  = 0.
dx1 dxdy dy2

372. d2Zif 4 d2Z _^d2z 2— + 6— =
dx2 dxdy dy2 dx dy

373. 1 л2 _ о Z 1- + 0 d2Z _ 0
x2 dx1 У dy2

374. d2Z + ?■d2Z ^d2z +2®*+6^ =
dx2 dxdy dy dx dy

37 5 d2Z 1 \
~2

I 5 3 h -Udz + 2 dz- 0/ mJ •
dx2 dxdy dy2 dx dy

0.

376. у'1^  + 2 х у ^ -  + 2х1^ -  + у ^ Л о .  I
Ox2 dxdy Qy2 d y

7- § . Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglama (3.103) xarakteristikalar yor- 
damida kanonik ko'rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng
lamani integrallab, awalgi o‘zgaruvchilarga o‘tilsa, (3.101) tengla
maning izlangan yechimi hosil bo‘ladi.

Bu usulni chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:J

^ V = a 2^ - ,  (fl=const) (3.108)
d t  dx2

uixs) L  f  f\ (*)>

8U = /2 Вdt t=0

(3.109)

Ushbu (3.109) ifoda boshlang‘ich shartlar bo‘lib, /j(x) funksiya 
torning boshlang‘ich holatini, f 2(x) funksiya esa boshlang‘ich tez- 
ligini ifodalaydi.
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dx2 -  a2 dt2 = 0  (3.110)

ko‘rinishda bo‘ lib, unda a{2 ~an a22 = a > 0 , demak, tenglama 
giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

x - a t  = C{, x + at = C2 , (3.111)
u holda

= x -  at, r\= x + at (3.112)
almashtirish yordamida (3.108) tenglama

d2U л
5 s r °  <3113>

ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga keladi. (3.113) tenglamani fiksir- 
langan r| da £, o‘zgaruvchi bo'yicha integrallab, birinchi tartibli

^ -  = G( n) (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil qilamiz. Bunda Q(r\) — ixtiyoriy 
funksiyadir. So‘ng (3.114) tenglamani fiksirlangan \ da rj o‘zgaruvchi 
bo'yicha integrallab,

ЦЩ ф(^) + v(/(r|) (3.115)

ifodani, y a ’ni (3.113) tenglamaning yechimini topamiz. Bu yerda 
<p(£,) ham ixtiyoriy funksiya, v|/(r|) -  ^Q(v[)dr\. (3.115) ifodada \ va 
ri o'zgaruvchilardan x va t o‘zgaruvchilarga o‘tsak,

U(x ,t) as cp(x - a t )  + \y(x + at). (3.116)

Oxirgi ifoda (3.108) tenglamaning umumiy yechim i bo‘lib, 
Dalamber integrali deyiladi. Qo‘yilgan masalaning yechimini topish 
uchun ф va \|/ funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, t) 
funksiya (3.109) ni qanoatlantirsin. В uning uchun (3.116) da 't = 0 
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

U(x ,0)  = ф(х) + \|/(x) = f { ( x ) . (3.117)

(3.116) ning t o^garuvchi bo'yicha xususiy hosilasini topib, unda 
/=0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan

(3 .108) tenglamaning xarakteristik tenglamasi
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Жа<у\х) + л у '(х )|  f 2(x)Ol
yoki

' (x)ir I  M x)-
Bundan

~ j  /2 {z)dz + с (3.118)
*0

ni topamiz. Bu yerda x0, С = const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib,

« B i l l  j -  f f 2(z )d z~ j,
*0
x (3.119)

В Я
ni topam iz. D em ak, (3 .116) dagi ixtiyoriy ф va \\i. funksiyalarni 
1рЛ19) ко ‘rinisli j j ^ g ^ P  U(x, 1|ЩшЙ51у^^Е1(>9) shartlarni qanoat- 
la m ira d i.B ll .l  Щ  n i ' & M S &ga qo ‘yib , qo‘yilgan m asalaning 
yechim ini to i||9|H

В Д Ии К х М -Д Ш;""1 f 2(z)dz . (3.120)
x - a t

R11 S M iu  14 ~ ШЩт b (Щшщп 1 ad i .
■

d2U d2U

fenglamiming
8U

1=0ш
bmhla a ^ ich ̂ КадГаМпшапшЙапйги р Тп ШаИфц»

Y e c h i s h  . В if||dM| ti -
 ̂e l w rmP a^:W^:

D



г г/ , ч X - t + X + t  1 Г JЩ х ц Ш — ----------  j zdz =
x+t

2 X-t
X+t

x -  — [(x  + f)2 -  (x -  /)2 = x -  xt -  x ( l  - t)
x-t 4

ni topamiz. Demak, masalaning yechimi
U(x, t) = x ( l — t).

d 2 d 22- masala. Dalamber usuli bilan —t- = —-  tenglamaning
d r  dx2

d t

фи |
f=0 = x , —|<=o= 0 boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi ye- dt

chimi topilsin.
Y e c h i s h .  M asala shartiga ko'ra, a= 1, ф(х):=х2, vj/(x)=0. 

Dalamber formulasiga asosan, masalaning yechimi

(x-t)2+(x+t)2 2 Ли = ------—y -----— yoki и = x +t

ko'rinishda bo'ladi.
2 «2

3- masala. Dalamber usuli bilan —-  -  a2 —-  = 0 tenglamaning
dt1 dx1

4=0 = cosx, —|,=0 = sinx boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

Y e c h i s h .  Bunda 9(x)=cosx va \|/(x)=sinx bo'lganligi uchun 
Dalamber formulasiga asosan

I I cos(x-fl/)+cos(x+a/) 1 x+f  . ,u(x,y) = — I------ Щ— I------- + — \smzdz =
2 2 a  J

x - a t

1 л x - a t+ x + a t  x - a t - x - a t  1= ~ • 2 • cos------ ---------COS-------Щ-------- TT-COSZ
2 2 2 2 a

x+ at

x-at
_. 1 ^ *  x + a t+ x -a t  . x - a t - x - a tcosx • costf/ -  —  • 2sin------ -------- sm--------------

2 a  2 2

= cosx • cosat н— sinx • sin#/
a

yechimga ega bo‘lamiz.
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4 - masala. —й Ч р '—т -  0 S in g l# ian in g  и\ Шщх{а -  х ) va 
Я Я  Ш |'-л
d2u d2u

= е boshlang\ieh shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini
du 
dt

Y e c h i s h .  Bu masalada ф ( х )  = x(a -  x) Щ ax -Шх2 va \|/(x) = e~ix j
foy d al a n sak,

x+at

u(x,y) -  —\a(x -  at) -  (x -  at)2 +a(x + a t) -(x  + at)2]-\~—  f e 3zdz = 
' 2a  Jx-at

W L x W ^ a 1^  -Ш е Ш а,) Н И Н  "■
ba

izlanayotgan yechimni topamiz.

Mustaqil yechish uchun misollar

d2u 2 a2W

du
~dt

Dalamber usuli bilan —j- = a —-  tenglamaning u\, пщ  f  (x ),
dt dx

M F ( x )  boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin:
в

% ^ - У Я Я И р - f a
378. / (х Ш  COSX, T ^ x ®  sinx.

. л

381. / (х )| = е ^  F(x|f § 4 x .  1
382. / ( х )  = cosx, F(x) = cos2x.
383. /(x)R»$in|g F ( p ^ b x 3. I
384. /(x® = sin2x , F (x) ||cosx.'v
385. / ( x )  = e2x, F(x) = x 3.

386. —|. ЙЯШ̂ ЙрЙиИ shart"!

, г ten? 
dt dx1

. d2u л d2ulami qanoatlantiruvchi —  = 4 —^ tenglamaning yechimi topilsin.
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387. « Ц А  —L_a — — х boMsa, —7- = a —— tenglamaning
dt dt1 dx1

yechimi topilsin.
i du388. u\tm =sinx, —L_0 = 1 boshlang£ich shartlarni qanoatlan-dt

tiruvchi = a2 tenglamaning t » vaqtdagi yechimi topilsin. 
dtz dx2 2 a

d2 d2389. - j y  = a2 —у  tenglamaning ы|г=0=0, -^|r=0=cosx shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

390. Щ Н Я  tenglamaning t=  к  momentda и 
dt2 dx2

t=o =sin X,
du |
— 1̂ =0 =c°sx  shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

2̂ 2̂
391. —n —r  tenglamaning ы|,_ n=x2, — |,_ft=sinx shartlarni 

dt2 dx2 u~° dt
qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Я 1/
= sinx shart-392. = a2 tenglamaning mL=0 =cosx, — 

dt dxL St
larni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

d2u R  д2и , I ■ du393. —H = a —■ tenglamaning w . n =sinx, — 
dt2 dx2 1 dt

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

t=о

= 0 shartlarni
В

8- § . Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga qo'yilgan masalalarni yechishda 
keng qo‘llaniladigan usullardan yana biri о ‘zgaruvchilarni ajratish 
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang'ich va nolga teng bo‘lgan chega
raviy shartlar bilan berilgan masalalarni yechishda samarali natija beradi.

Furye usulini uzunligi I ga teng bo£lgan va ikki uchi mahkam- 
langan torning erkin tebranish masalasida ko‘raylik.

d2u 2 d2u В  УМй
n i 1 1 1 Д И  (3.121)dt2 dx2

tenglamaning
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I f  / \ °u
dt

P / 2(x ) (3.122)
t=о

boshlang'ich va

(3,!23)
chegaraviy shartlarni ойи Д Ь й Д М сЬ! vechitaarri J| iijig h talab qilin- 
0H. b o U sin fP .l.? !)  tengfgflan ig lB lf r im m i F u i* '| ^ ^ e : .k 0 fral4  
. fcJOfKSj**» Хч-глЫзд, ад й(.'- ■ f j l2 4 )

ko'rinishda izlaymiz.
Я В 124) ni (3.121) X(x),. T(t) f u i^ e i la r -

йЙШ liar biriga nisbatan oddiy ^ ш ^ ^ ю Ш шйата1агш  hosil qila-
Н Н

BE+ш щ 1Ьп̂ Ь А Л 1 й1>dt% - ’ " - -ёЩШШ
bu hozircha no"rfi&*lum bo‘lgan tcbranish cha^toISjlbu
tenglaftiiMarning umumiy Jfchim lari quyidagicha bo'ladi:

T(iAii'Ci cos/U + ■  s in H ,I (3.126)

Х<ёМшС3 cos—x B h  sin—x , (3.127)A. - A,—x + Ca sin— a a
Cv C2, C3, C4 -Sixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

U (x,t) = X (x)T(t) funksiya (3.123) chegaraviy shartlarni qanoat- 
lantirishi uchun Д х ) funksiya shu shartlarga bo‘ysunadigan, ya ’ni 
Д0)=Д/§®=0 bo‘lishi kerak. ig lo  va x=l qiymatlami (3.127) tenglik- 
ka qo‘yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C, = 0, C4 sin -/  i o .a
Ixtiyoriy oczgarmas Саф0 boigani uchun

sin—/ = 0 a
boclishi kerak, bundan n e N uchun

A.,—/ = tin. a
Shunday qilib, tebranish chastotasi X ushbu

 ̂ -  an 'i _  ̂ _ ОШ Л-1 — jp  ---- *> ----------- Y~’
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■ Щш‘ <р&н|ЯиВ

Un( x j )  = X n{x)Tn(t) = t ( a n c o s ^ t  + bns m ^ t ) s m ^ x  . (З.Ш )
п—i Я  ЩШ й ж

hilail

Ьшй^ШИМшНИ^йШшЁ^ (t ^ | p B i M i ^ pw l t e i i
lantiruvchi yechim i b o ia d i . .

rishi kerak. Bunga biz щ  va bn koeffitsiyent larni tan lab olish vo‘ ii 
Ът|РиВ^Ш Ш'/

s a к , (3.

te ^ B H I^ i l ^ a t î ^ t t ^ lBSfcdan а р ж ш и и п й м  р%щ|® 
кё ^ ^ ^ ^ Ш ^ ^ Д 1Йм1 ^ ш ^ ^ ^ р а1 Я^Ш гаЙ 1 topam iz:

00 00

~ x  (3.129)
__ I ™_1  ̂ '/2=1 n=\

ann

O0

Щ В Н  £  % '^ т Щ ш р щ
n~\

Bularni (3.129) ga qo ‘ysak, masalaning ushbu
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yechimi hosil bo‘ladi. Bunday ko‘rinishdagi yechim Bernulli integrali 
deyiladi.

1- masala. Uchlari x=0 va x=l da mahkamlangan torning

boshlang'ich holati и = 4̂/Л
v/2 /

x ( l - x )  parabolani ifodalasa hamda

boshlang‘ich tezligi d«(-*,0) Щ о b o isa , uning OX o ‘qidan og‘ishi
dt

aniqlansin.
4 hY e c h i s h .  Masala shartiga ko‘ra, ф(х) = - 2 x( l - x), VW  = 0.

Tor tenglamasining yechimini (3.147) qator kocrinishida izlaymiz. 
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniqlanadi:

/
ak = у  |/(jc)-sin^^rfx: = ^^{Ы  -  x2) s in ^ -d x , bjc= 0 .

0 I 0
Integralni bo‘laklab integrallaymiz:

Ui = Ix -  x2, dvx = sin !^ -dx,

8 h i knx

dux = (/ -  2x)dx, v = / cos knx

8hs, 2\ I knx
r  ** co s-r

bundan,

kn I
I

+ 8 h
0 knl2

\ ( l-2 x )
0

knx j  cos—-—d x ,

8 h
k n l

J(/~ 2x)
knx jcos —j-dx

u2 = / -  2x, du2 = - 2 dx i
, knx i I • knxdv^ = cos——ox, v2 = — sin—  

z / кп I

+ ■ 
о к

16h knx
/

Г . /С71J s in - dx -  - 16 h
COS

knx

16Л (coslcn -  1) = Дг4-(1 -  (- !)* )•
k \ ? k\ 3
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Topilgan a. va b. larni (3 .129) tenglikka qo‘yamiz:

и/ л  v ' 16/r 1 , ЧА:Л И Р  . &лхig if i f e  и —- т Д д и и р и - г -  * m  E 9к n 1 1

Ж 1 Щ | м 1 Ь а ,у 4 ,^ -  bo‘Isa, 1 -  (-1 )A = 2.
U holda

1 W(2n+l)nat . шп+1)юсcm------Я— тгг^И
ВЛ,=1(2л+1)- H I

У

yechimga ega bo‘lamiz.
2- masala. Uchlari XPO, x=l nuqtalarga mahkamlangan tor

• OAtt siniq ciiiziqdan iborat.
Agar boshlan#i(lfe!tS^ik

2a x , 0 < x < 1/2

bo'lsapxtiyoriy t momentfliii’lfer foftMMphpifiln.
Y e c h i s h .  Chizmaga asosan OB va AB to‘g‘ri

т х Щ
i

'М щ £ 1
Ж  

/  i \  /  I v 
/  i t______i___

X

п л  . 2 x  у  2 h
0 4 -  т А Н М т * ’

AB:. X-//2 y-h
У

2 A(/-x)
/-//2 -/2 ' * /

Demak, torning boshlang‘ich holati
2hx

I  ( * ) ! ■

agar 0 < xB //2 ; 

agar //2 < x < /.

I ШтШШЖ

шшшш
i 1/2 < £■/.

Furye usuliga asosan qo'yilgan masala yechimini (3.129) tenglik 
ko‘rinishida' 'izBM M M nttf?

r r  / v / « __ Р 8Й Й  | M B 1  Я/27Г H  * ЛЯu  w )  = Mfeh cos—  -tM R  Sin—  • • sin— X.

Bu tenglikdan an va bn koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar 
yordamida topamiz:
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Щг = l
I If 2 1/2
r r  / \ • nn , 4h  г . nn , 4Л г , ,  ч . я л  J/j (x)sin—— • xdx = —j- J x-sm— • xdx + — J (/~x)-sin— •

л I r\ I  //o

2 V / \ . пк , 4/i7 г . mr j  4Л• x ‘ $m— • xax +-r- " I  /0 ' * 0 1 1/2

Boiaklab integrallash formulasiga asosan:

xdx,

desak, bundan

U holda

и = x , Ju  = sin^-xdx

t , I nn  du = dx, и -------- cos— x«71 I

r . nn  J  Ix nn  l  С nn Jx • sin— • xdx ------- cos— • x  + — cos— • xdx
J / nn  I nn J I

Ix nn  I - пк  -------cos— • x  + ■■■— ■• • sm— • x.
«7Г I n2K2 I

Demak,

4/г nn  * 4/г \ . пк  , 4/* 1  . me »—  x - s i n — -xox + —  sin— • xdx— — x s i n  — x d x -
i2 I i 1 ,A i i2 , a  /

4/г «я
--------X  • C O S—  • X/тсЛ2 /

1/2
+

О Л" 71

4/г j  . пк  

1/2 

4 h nn
р т у "

//2

О

1/2

4 h nn 
------- CO S—  • X«71 / +

//2

4/2 «71
-------- X  ■ CO S—  • X/7Г« I 1/2 П n

4 h  . nn
—  sinT ' X //2

8 h nn 
— s,n->«  71

= —  I ( x ) s in - ^ x ■ flbc = fx s in -^ x -dx+—  f(/^x)sin-^;c-dx, 
ЯИИйш У 2 l п т  У • I H |  ■ I

Yuqoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,
8 a  I ■ nnb„ -  - - - --  ■ sin 
n itan 3 3 шв& 0 тт n  Z

ni topamiz. 
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Demak, tor tebranishiniaM K M # rii|B 8atem aa'i^B ilM tf

И И  Ш Ш h cos nnat H 9  ташМй

Я  n =I \ I sin
rnza I

mi . пкх—sin----2 /

Mustaqil yechish uchun misollar

Uchlari x=0 va x=\ da mah- 
kamlangan, boshlangMch holati OAB 
siniq chiziqni ifodalovchi torning ixti- 
yoriy t vaqtdagi holatini boshlangich 
tezligi 0 bo‘lgan holda aniqlang.

395. Uchlari x=0 va x=\ da mah- 
kamlangan torning boshlang'ich og‘ishi 
nolga teng bo‘lib, boshlang‘ich tezligi esa

/ x

du
dt о

я X I

COS
h

0,

agar

agar

/x --\2
Ix ^

< 2’
h 

> — 2
formula bilan aniqlansa, torning ixtiyoriy t vaqtdagi holatini aniqlang.

396. Uchlari x=0 va x=l da mahkamlangan, boshlang‘ich holati 
u = h(x4 - 2 x 3 +x) ni ifodalovchi boshlang'ich tezligi 0 bo‘lgan 
torning ixtiyoriy t vaqtdagi holatini aniqlang.

397. Uchlari x=Q va x=3 da mah
kamlangan, boshlang‘ich holati OAB ^  
siniq chiziqni ifodalovchi torning ixti- Q. 
yoriy t vaqtdagi holatini aniqlang.
Bunda 0(0, 0), A(2, 1), B(3, 0) koor- 
dinatalarga ega.

1. Uchlari x=0 va x=\ da mah-

B x

kamlangan torning dastlabki og‘ishi 0 bo‘lib, boshlang‘ich tezligi esa

du
~dt

I
X 2

h
< 2 ’«о, agar 

0, agar

formula bilan ifodalansa, torning ixtiyoriy t vaqtdagi holatini aniqlang.
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9- § . Sterjenda issiqlik tarqalish tenglamasi. 
*-.Дей1Ш1ЙУ masalaning qo‘gi|||pi

I. Issiqlikning chegaralanmagan sterjenda tarqalishi.
я я2
-̂ т = аг —у  tenglamaning Л» 0, sohada и(х,ОШ=/(х),
™ дх

-оо < х < +00 boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi

Ц  ' ( з | з )2ay/nt -оо

Puasson integrali orqali aniqlanadi.
II. Issiqliiiling bir tomondan chegaralangan sterjenda tarqalishi.
Я Я2

a2 —у  tenglamani {x>0, />0} sohada и ( х , 0 ) ® / ( х )  bosh-

tiigH ch •йь. ЙВ Ш д  '^fetaallm i i l i vphi
yechimi

1 = 1 И1  • Wfix ) 2/{4ah) - ИШШla^lnt о

11
l- + -?-=  • fq>(Tl) • e - ^ 4|  (t -  Л} 2 di1 Щ 3 4 )

2avTt о

ko'rinishda topiladi.
IIlL]Issiqlikning chcgaralangan sterjenda tarqalishi.
3 d2' iQ. -  a2 —T t e n a l и va

и н н  '
и(Щ$Ь- *= u (l,t)  -  О cht ^ ^ ^ y &haiitea»-t f f a ifeiiAirfeSi«-i^»him l

Ж .оо  
- Я 135)

п -\

2  1
ko'rinishda aniqlanadi. Bunda bn = -  J/(x)sin-^r— dx .

о
136



1- m asala.
ди 2 д U
dt

= а
дх‘

tenglamaning

иШ яШ Ш Ш а =
и0 , agar х{ < х < х 0,
О, agar х < х{ yoki х > х2

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y e c h i s h .  Sterjen chegaralanmagan bo'lgani uchun yechimni 

Puasson integrali ko‘rinishida izlaymiz:
+00

u(x,t) =
2 ayfnt {/($)•

Shartga kocra f(x )  funksiya [xp x2] oraliqda o‘zgarmas u0 tem- 
peraturaga, qolgan oraliqda esa 0 ga teng bo igan i uchun:

xy

2 dyfnt
X\

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

x..% = u, щ 1-2аЛ  • da
2 a\!t

U holda

x -x 2
2aJt

u(x,t) = Ц)
x-x\  
2 a 4 t

f e ^ d[i -  f e nd\x

x-X2 
2 a 4 t

yoki

x—x\ 
2 Qy/t

м(х,0 =-y Ф л Л|
\2a4t j

- Ф Zx - V
\2dyJt у

izlangan yechim bo£ladi.
2 x 2

Bu yerda Ф (х )  = —j= \e~t dt integral Puasson integrali deb ataladi.
о
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2- m asala . си с и
dt |L2OX

tenglam aning x> 0, />0 da u\t=0 = f  (x)  = u0

boshlang'ich va u\x=Q = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi
yechim ini toping.

Y e c h i s h .  Sterjen bir tomondan chegaralangani uchun beril
gan shartlarni qanoatlantiruvchi yechim  ushbu ko‘rinishga ega 
bo 'lad i:

u (x ,t) Ы 1
2yfnt \ui

(i-xy
4 t _

($+xy
4 t

voki

u(x ,t)  =
00

-  u° f 
2>/я7 J

< £ - x y
4 t

U+*)'
4 t

Birinchi integralda gj n, d\ almashtirishni bajarib,

oo (Z>~x)
"° \e 4t d ^ i

2-Jt
J*  и ш ш ш
•s/Я  J  *

1 + Ф
\2sR;

ikkinchi integralda esa -  Н  2\ftd\x deb

+oo (*̂ 1) +co „
f f Щ  du 1

2 ^ F 0J Ц 2
~ г 2 vr

l - Ф И
v2>/7y

ga ega bo iam iz .
Shunday qilib, yechim ushbu ko‘rinishni oladi:

u(Xft) = w0O
\ 2 \ f t ;
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3 -  m asala.
ди д2и
dt cx'

(О < x  < /, / > 0 )  tenglam aning

и ! & / ( * )
х, ag£iг О < х  < А,

I  - В  Ч 7р я х ,  ■^иг — < х < I

bo‘lsa., bosh laigpch va г | ^  = IHjj = 0 chegaraviy shartlam i qa-
no#larjtiMV(|Jjl ip f lhimini toping.

Y e c h i s h ,  ®§|§еп chega^HreSii-wiMganidan. berilgan cheg^ca- 
viv shartlarni cS lS ian itirav ch i ushbu ko‘rinishda izlaymizi

ЯШoo
иш&) ~ 2 ' ^  I  "s*n

nnx

n=1
bu yerda

ryl ~ 2 ~ /
1 1  r r (  \ • ЛЯХ / 2 f  71ПХ J 2 f/T N .  Ш  J  hi = у  J j  (x)sm - y d x  = -  Jxsin—y— dx + -  J (/ -  x ) s m - j - d x  =

2
U = X, du = dx i
j  • ЯЯХ 7 <a v  = sin— dx , u -------cos

I nn I
I nnx r — т/

be nnx I • 71ЛХ -----COS—  + -гг—-sin*
ЯЯ / 2 2я n I +

0

2
+7

 ̂ /2 / ,2I nnx be nnx г  ■ nnx  - — cos—  + — cos--------- —-sm-
\ nn I nn I Tt̂ n2 I J

41 . nn ■sin—.
В  2

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko‘rinishga ega:

2 2, n u t
/ \̂ 4/ 1 . 7M /2 • ЯЯХ

M̂ > W L T sin T e H  - sm —I Б  n2 2 /

Л 7 00 1
yoki « ( у , ? ) И . Е Н ) "  —

я rt=o vz" i A;

л2 (2л+1 )2 t 

? sin я(2/г+1)х
/
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va и cx ( l - x )
t=0 f i x )

я
bosh lang 'ich  tem peraturaga ega bo ‘ lgan

bir jin s li sterjen berilgan. Sterjenning uchlari nolga teng tem peratu- 
rada tutib turiladi. Sterjenning /> 0 vaqtdagi tem peraturasi topilsin.

2 7t 2 ax

М и И «М Ш Ш 1 ^ ^ ^ я м М Н ^ И М Н ^ ^ м М ^ Н Щ | ^ ^ Ш ^ Ш 1 И . ’fi i

on
dx

n
.v-0 dx x=i 0 bo‘lsa, uzunligi / ga teng va sirti ham issiqlikdan

f i x )
щи
Щ
2 Uq

agar 0 < x <

I

l_
2 ’

{ ( l  -  X), agar -  < X < /

Quyidagi masalalarni Puasson formulasi yordamida hal qiling:

404. 4 ut = ЦШ и

В

шк

2
jg е2х~х . 403. ut ц и ж, и -  х ■ е-X

/=0

sinxe -X

10- § . Laplas masalasining yechimlarini tekshirishga 
keltiriladigan masalalar

Markazi 0(0,0) nuqtada boigan doiraning chegarasida biror/(cp) 
funksiya berilgan b o is in . Doirada va uning chegarasida uzluksiz

bo iib , doira ichida A и d2u d2u-f
dX oy

= 0 Laplas tenglamasini va
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ur=R = / ( ф )  chegaraviy shartni qanoatlantiradigan u(r, ф ) funksiya- 
ni topish Dirixle masalasi bo‘lib, uning yechimi

м ( г , ф )  = - i-  f / ( x )—------ - —--------- Tdx
K-x R - 2 rRcos(x-<p)+r

ko'rinishda bo‘ladi.
1- masala. Bir jinsli yupqa doiraviy plastinkada temperaturaning 

statsionar taqsimtini toping. Plastinka radiusi R ga teng bo‘lib, uning 
yuqori qismi 1° С da, pastki qismi 0° С da tutib turiladi.

Y e c h i s h .  Masala shartiga ko‘ra f(r).~
0, agar -  n < 0,
1, agar 0 < x < n

1 n R2 —r2bo'lsa^'temperatura taqsimoti u(r,ф) = —  f—̂
J n R - 2 Rcos(z-fp)+r

integral bilan aniqlanadi.
♦ / T—(Da) yuqori yarim doira (0 < ф < тс) nuqtalar uchun tg—j 1- Щ t al

mashtirishni kiritamiz, bundan cos(r -  ф) = dx -  ya ’ni
1+r 1+r

t integrallash o‘zgaruvchisi (—tg—j dan ctg j  gacha o'zgaradi. 

Shunday qilib,

ctg-

u(r,<p) = -  I R2 - r 2
2 ,2

-tg-
(.R - r f  +{R+r) t 1 11агсЧ т ё 'n

Фctg—
2

■
1 Г ( R+r-  arctg - — ctg^ 
n \R~r 2 1

. I R+r arctg I, tg1  \R -r 6 2 1

щ —arctg

R + rf I фCtgy+tg^
R -r 1

n
Ш

— arctg 
к 2 я г  sin ф
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yoki

R2-r2
t g ( « 7 l )  =  - — — ----- , 0  < ф < 7t .

z/frsirup

Bu tenglikning o‘ng tomoni manfiy, demak, 0<9<7 t j da  

w funksiya — < и .< 1 tengsizliklarni qanoatlantiradi. Bu hoi uchun, 

ya’ni 0 < ф < л  da ushbu yechimga ega bo‘lamiz:

tg(rc -  un) — R2- r 2
2Rrsii\(p 

yoki

и = 1 — arctg1 j R2 - r 2
n 2^rsin9 *

b) Pastki yarim doirada joylashgan nuqtalar uchun (я < cp < 2 я)
p  j

ctg~r~ = t o‘miga qo‘yishdan foydalanamiz, bundan сок(т-ф)
2 t +\

, 2dt I ф\
7 ’ integrallash o‘zgaruvchisi t esa dan

Ф 
2

egamiz:
tg-y gacha o‘zgaradi. U holda ф ning bu qiymatlari uchun ushbuga

,1
u(r,ф) = - -  f , dt

I  С-ctg-я J^(R + ry-+ (R -rj1 t1
2

arctg(^ 7t8T) + arĉ ( f 7ct4 !

yoki
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i Ш и я ^ 2 ) Н Н Нй-Шё- aj»lg - .— , « и  i,‘ - П 2 Rr Sin ф

O'ng tomon musbat (chunki sincp < 0), shuning uchun 0 < и < —.

Mustaqil yechish uchun masalalar

Doira ichida Laplas tenglamasini qanoatlantiruvchi va doira che

garasida U = / (<p) funksiyaga teng bo‘lgan garmonik funksiya 
topilsin.

405. /(cp) = cos29. 407. /(ф) = со54ф.
406. /(ф) = 8 т 3ф 408. /(ф) = sin% + со86ф.
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104.
105.
106.

107.

у = С х - С 2.
С 3=3(Сх~у) ;  9у 2 = 4х3. 
2 С 2( у —Сх)=1; $ у3=27х2.

у=Сх+С2+1; у= \ -~ -.

ах

108. у  = +х ; у  = х.
ах4

109.

110. 

1 1 1 .

112.

113.

114.

115.

116.

С + а\е 2 dx

2Сх3+1 2
У = -----5------ \У t -

(Сх -1)х х

У + 4
л: Сх - х

\У=~-

У = — + х
1

X

\У = - •X

у  = X +

Сх3 +х
X

х+С
; у  = х.

у  = х  + 2 +
Се4х- 1

; у  = х  + 2.

у т е * -
1

х+С
; у  = е л .

У = 

У =

3 С+х 
х

117. у  —

3 Се  2 +1 
2х 
~Тх

2Се 5 +1

+ х , у  = х.

:---+ X, у = X.

+ X, у  = X.

118.

119.
120.

121.

122.

123.
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1 4 1 2 1 оу  = — х + —х  + —  cos2x.
48 8 32

'у
у  = х  cos х  -  3 sin х  + х “ + 2х. 

у  = ln|sin х| + q x 2 + с2х  + с3.

1 • 3y = J  Sin X + q X  + C2 .

у  = - ( х  + 3)e~* + | х 2 + 3. 

у  = 3 In х  + 2х 2 -  6х + 6.

124. у  = 1 -  cos2x.

125. у = CjXi- xarctgx I  In Vl + x 2 +Ĉ >

126. у  = q x  + q f i  ln|cosx| — umumiy 
yechim , xususiy yechim  esa
у  = -lnjcosx).

127. у  = x(l -  ln|x|) +—q x 2 + c2x  + c3.

128. у  == cosx+-^ c,*3 + ̂ C2X2+C3X + C4.

129. у = — ln|sin x| + q x  + c2.

130. у = ex(x -  2)+ q x  + c2.

131. у  = s in 2x  + —x  + 6. 
4 2

132. у  = — + q In x + c2.Л

133. у = q s in x -  x --i-s in 2x  + c2.

134. у  = qx(l nx -  l) + c2.

135. у = e*(x-l)+qx2 +c2.

1 x. у  = c2 + - 7=  arctg
Vci Vci

137. у  = (arcsin x )2 + q  arcsin x  + c2.

138. у  = ±4
5

q x  + a j2 + c2x  + c3
15c

139. у = (l + q  2)ln 1 + q x l -  q  !x  + Cj

. 3; = ----- L ln|i + qxl + c2.
q cf 1 1



у  = с л х - е  ' ) + с 2.

У = “ 5- - ~  + c,arctgx + c2 .142.

143.

144. у  = + с, 1п|х| + с 2.

у  -  с 2 -  с  j cos л: -  х. 
2

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

У  = (Зх4 -  4х3 -  36X2 + 72х + 8)/24.

.у = (х2 + cf )arctg— + qx + с2.
ci

152

153

154

155

156

у  = х 2 + -у  ( W l - x 2 + arcsinx) 

у  = q x  + с2.

.V3 + с ху  + с 2 = Зх. 

ctgy -  С\Х = с2.

j ln ^ y  + Sl^CjX + Cj.

х+С2
у  = е ~ .

+ С',.

ln[ct(y + l )~l]  = c1(x + c2). 

с 2 у  + 1 = ±ch(c1x + с2).

У3 = Cj (х + с2)2, у  = с .  

у  = е

157. у  = - я  In

.2*

хcos—
я

158.
к-

159. у  = (ctx + с 2) .

к

160. _о 4S К
) II + {С\Х + с2)2-

161. Щ у  -1) = (С[* + с2)2.

162. 1п|̂| = с,е* + с2е~х.

163. X II в 1 i c ,  ln(2 Jy  +

164. у = с2ечх

165. Уу1у 2 +с2 + с| In + С\

= ±(-у2 + 2с2х + Зс2).

166. у -  с9х + ci ± —̂ - (CiX + а2)5/2
2 15 с2

167. у = -  1п|1 -  х|,

168. у = С2 еС{Х .

169. In с2у = 4х5/2 + CjX, у = 0.

170. у = с2(х + <Jx2~hТ).

171. j>2 = q x3 + с2.

_£к
172. у = С2хе х .

173. у = C2|x|Cl~|,nW.

|Cj2 +  l
1 = <Ъ X  -

1
1 У

174. \у\
V

175. у = c2x(lncjx)2.

176. ln|̂| = lnx2 -2x + cJ + J- 2dx
(х-1) +с2-1

177. 4С}'у2 = 4х + x ( c t In с 2х )2.
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178. у -  -x ln (c2 In qx), у = cx.

179. у = с2 + (q -  с2х)ctgx.

180. у = y x l n 2 х + q x l n x  + с2х.

181. у = q sin х + с2 sin2 х.

182. Tashkil etadi.
183. Tuzib bo‘ladi.
184. Chiziqli erkli emas.
185. Chiziqli erkli.
186. Chiziqli erkli.
187. Chiziqli erkli emas.

188. у = cxe~2x + c2ex.

189. Chiziqli erkli. у = q  *  c2elx .

190. Tashkil etadi. y=e (qcosx+c^inx).

191. y2 = ex va у = cxe~x + c2ex.

192. у = с1ех\+с2еЩ

193. у = (q + c2x)e2x.

194. у = e2x(Acos3x + В sin 3x).

195. у = qe2* + c2e_2x = /lch2x + Bsh2x.

196. у  = y4cos2x+ i?sin2x = <2sin(2x+9).

197. у = q + c2e_4x.

198. у = q e2x + c2e 'x.

199. у = q  cos5x + c2 sin 5x.

200. у = q  + c2ex.

201. у = (q -f c2*)e2x.
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202. у = q + c2x + c3eA + c4xex.

203. y = ( q ^ ^ l c z e - ^ J c o s ^ / : )  • 

+ (c3e ^  + c4e хаПп) sin(xW2/2),

204. cosx+c2 sinx+c3 cos2x+c4 si lilt

205. у = q e“2x + c2e~x.

206. у = (qx  + c2)eax.

207. у  = e~x(q cos2x + c2 sin2x).

208. x(t) = q e3' + c2e_/.

209. x(/) = q coscof + c2 sin со/.

210. s{t) = q + c2e~at.

211. у = 4e~3x -Зе~2х. Ш

212 . у  =  xe5x.

213. у  = ex cos3x.3

214. у = ^(5-2e~3x).

215. у = Л  sin Зх.

216. у = sin x + -!=rCosx. 
V3

217. у = 2sin —.3

218. у = 3ех -е~х. Ж

219. у = e~r(cost + 2 sin/).

220. у = (qx  + с2)ех + е2х.

221. у = qe2x + с2е~1х -  2х3 -  Зх.



222. у

223. у

224. у

225. у

226. у

227. у

228. у

229. у

230. у

231. у

= qe х + с2е lx +0,25>/2cosГ--Ъ с 4 /

= q cos х + с2 sin х + х + е .

-Зх 3 2 = С] + С2£ + —X -  X.

=е~2х(с1 cosx+c2sinx)+x2 -8х+7. 

= Gje ■ + (с2 -  х)ех.

1. —Y _̂ Y _О)* —Яу= -е  +хе +с{е +с2е .

= q + с2х + (с3 + х)е~х + х3 -  Зх2. 

= схех + с2е~1х -  3(х2 + х +1,5).

'У  ̂ 1схе +с2е х +-(5cos3x-sin3x).

= (с1хф;с2)е

х
232. у = е 2 (с{ cos^  + с2 sin-^) -  

-6cos2x + 8sin2x.
X X

233. у = схе 2 + с2е 2 - х 3.

234. у = 1 (е 5х + 22е3х+ех).
о

235. у = ±х(х + 2)е4х\ ' ...

236. v = cosx + 4 sinx -4co s3x . ' 8  8

237. у = 4e2 -  x -  4.

238. у = ~ sin2x-^-(xcos2x -  1). 7 8 4

239. у = — (4x -  тс) sin 2x.16

240. у = xchx.

.. j' = £rx(5cos2x-sin2x+6sinx-5cosx).241. у

242. у = — + c2x x
-(/7+1)243. у = qx"  + c2x"

244. у = x"2 (q + c2 In x).

= q  cos(ln x) + c2 sin(ln x).245. у = q

+ qx   ̂ + c2.

-2 i 1 -  lnx + —. 3

246. у = ^ х л

247. у = q x 3 + c2x~ j
248. y  = x(q cos(lnx) + c2 sin(ln x)).

249. у = c1x+c2x3 +-i(91n2x+241nx+26).

250. у  = q  cos(lnx) + c2 sin(lnx) -

3sin(21nx).
Л

251. y  = qx  + c2x - 4 x l n x .

252. у = — (q + c2 In x + In3 x).
X

253. у = x2(~x3 + q x  + c2).

254. у  «  —x + q  cos(lnx) + c2 sin(lnx).

255. у  = q x  + c2x-1 + c3x3.

256. у = у-(1п2x + 2 lnx + 2).

257. I L l
2
I 3 1 2 iX In X.

In 2

/t x 2 x 4 Xb258. у = c0( l ----- +-------------
u 2 2-4 2-4-6 + ...) =

coe
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259.

260.

3;=y H W =i ^ - l +r
4 n\ 4 4 2/i=2

/7=0

261. y = q>Z
n=0

X
13 ...(2/7-1)

,I==01 3 5 - (2i7+1)

H00 д-2/7+l

/7=02-4-.. 2/i

262.

263.

264.

265.

266. 

267.

(-1)ях4л+|у = V
"4-5-8-9...4л(4/1+1)

. x Зх̂у  = 1 + __ + -----
1! 2!

x z 12хУ = ----+
2!

17х3
3! + ...

у = 1 + X

5!

x 3 4x4. _L 1 _i_
3! 4!

r . . .

JC + x 2 X3 x 4 . _l___
¥ ~2Г IT 4!

3x2 8x3 34x4+
2! 3! 4!

269.

270.

271.

272.

273. 
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1 j  1 J  5 4 I sу = х---X —-л + —X ---- х - .
2 6 24 24

х = 3q cos 31 -  3с2 sin 31, 
у -  с2 cos31 + q sin3/.

= С\в* -  с2еч +1 -1 ,
= qe* + c2e~f - t  + l,

= t + q cos 21 + c2 sin 2/,
= 1 + q sin 21 -  c2 cos 2t.

= e~2f(\-2t)9 
= e~2t{\ + 2/).

x(/

Я*

rx(r

x(/

y(*.

x(7 = t2 + t + c{e2t + c2e3t 
= t + 1 + 2qe2f.

274.

275.

276.

271.

278,

•) 279.

280.

281.

284.

285.

286.

287.

x(x) = (sin t -  2 cos t)e t, 
y(t) щ e~r cost.

fe*. 1
y(/) = er - e 2/.

|x(/) = q + c2/+ c3/2,

|y(/) = -(q +2c3)/—~/2 - ^  — + (*4

x(/) = Л + 1 й
2

-rя

Н И М Н - И И  
2 2

х(Г) = qe ' + c2e~3t, 
y(?) = qe“* + 3c2e~3? + cos t. 

1
x+y

x - y

+ t 0 c u

+ t — C-).

2 2 xz ~yl = q ,
X -  у + t = c2.

t g ^  = q e ',

ЕШв1  S I

tg(x + J') = /,
tg(x -  ^) = r.

= 2c,e3t -  4c2e“3' 
j'(Z) = qe3' + c2e~3t.

x{t) w 0,
Ш -  o.
x(t) = e2‘ - e 3',
y(t) = e2' -  2<r,f..3?



288.

289.

290,

291,

292

293

294

295

296

297

298

299

x(t) = e4/(C| cos3/ + c2 sin 3/).
>>(/) = e4t ( -q  sin 3/ + c2 cos3/).

x(t) = e4r (c{t + c2),

(/) = %Micxt + c2 - q ) .

x{t) I  (sin./ -  5 cos t)e4 , 

y(t) = e 'f cost.

x(t) = e5r + <?3',
>>(/) = 6e5' -7 e3/.

x(/) = 2qe/ + 7c2e2t + 3 c3e3r, 
y(/) + 3c2e2' + c3e3/, 

z(t) = -2cxe* -  8c2e2t -  3c3e3j

x(/) = qer + c2 cos/ + c3 sin /,
y(/) = qe* + c2 sin t + c3 cos/,
^(0 = c2(cos/ + sin /) + c3 (sin / -  cos/).

x(/) = e2t + 2cxe* + c2e~f ,

y(t) =~~e2t + 3 c{e{ + c2e~l .

x(t) = (1 -  /) cos / -  sin /, 
j;(/) = (/ -  2) cos t + / sin /.

x(/) = q cos/+c2 si n / cos/+1,

КО=-q sin /+c2 cost —*- s in / ~  cost

x(t) = c]eT + c2e~r + sin /,
^(/) = ~схе* + c2e I .

x(t) = qe' + c2e3f + ̂ (2cos/ -  sin/),
y(/) = cxef -  c2ey  + er(3cos/ + sin/).

x(t) = cxe* + c2 sin / + c3 cost,
310.

= -q e  + c2 cos/ -  c3 sin / + /, 
z(/) = c2 sin / + c3 cos/ + 1.

= q  cos2/ + c2 sin 2/ + /,
= q  sin 2/ -  c2 cos2/ + 1.

x(t) = - q  sin / + (c2 -  ! ) cos/, 
y(/) = q  cos / + §g sin /.

'*(/) = -/, 
y{t) = 0.

x{t) -  ~c{t + c2 -  2e~1 -  cost -  sin/, 

>’(/) = q  -  2eI  + cost.

x(t) = - ~ t  Ж  3 9

y(t) = ^ t - 5

x(/) = q e sin/

sh/i n

x(t) -  4 q e 6/ + c2ef, 

y(t) = c{e6t + c2e*.

x(/) = c{e2t + 4c2e7/, 

y(t) = - 4 q e 2' + 4c2e7/.

x(t) = 4 q e r + c2e6/ - 4 ,
6

y(t) = C\e‘ -  c2eot

x(/) = q (1 + 2/) -  2c2 -  2cosf -  3sin/, 
= -c{t + c2 +2sin/.

x(t) = C\e4t + c2e2t -  ef , 

y(t) = c{e4t - c 2e2t +ef.

x(t) = (sin / -  2cos/)e f, 
y ( t )  = e ~ { cost.
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313.
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315.

316.

317.
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337. F(P) =

+
' 

'-J 7“ 
1

i 
s

355.
356.

x(/) = l -4fc-2'. 
x(t) = (/ +1) sin / — cos/.

338. F(P) = p  + 2 a  

p 2 ( p 2 +4a2)
357.

358.

x(t) = t2 -  3/ + 4. 

x(/) = + cos/ -  sin/.
339. F(p) = In p . 

p - 1 359. x(/) = e2'[(l -  /)cos/ + (1 + /)sin/]

340. F(p) = arctg i . 360.

341. /(/) = ~-(ch/ -  cos/).

342. /(/) = y(ch/ + cos/-  2).

343. /(/) = — (sh/ -  sin /).

344. /(/) = -  sin / -  cos/).

345. /(/) = + sin / -  cos/).

346. /(/) = j ( e r + cos/ -  sin/ -  2).

347. /(/) = -j(/cos/ + sin /).

348. /(/) = e~* (1 -  cos /).

349. /(/) = e-'(sin t + cos/ -  1).

350. /(/) = -j e~f (cos / -  sin / -  2) + i

351. x{t) = e~2t -  e~3t.

352. x(/) = sin/.

353. x(t) =— L . e~y .

361

354. Ж

362.

363.

364.

365.

366.

x(0

я о

x(?)

y(0

x(0

* 0

*(0

x(/)

Я

= 4e 2t -  3e~31, 
= 3e 3t -2e -2'

= - 4  + ~  cos 2/ -  3 sin 2/,4 4
= 4/ + 3cos2/ + ~sin2/.2 4

= ~(sin/ + cos/),

= ~(sin/-cos/).

= l+,3e24 e " 2/; 
= e2' - e - 2',
= 2e2*+2e~2t,

2(1-eg ' -te~f), 
2/ ~2e~f -  2te~*.

368.

x(/) = / - L +^,D

^Ht1 + 2J*4 ~e,‘

x(/) = e '(2cos/ -  sin/), 
y(/) = e*(3cos / + sin/).

x(/) = 12(ch/ -1) - —/ • sh/, 

y(0 = It • sh/ -  17(ch/ -1).
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369.

370.

x(r) = 3 - 2 e r, 382. U(x,t) = cosx cos a/ + -r- +

^   ̂ ’ + — cos 2x sin 2at.Z(t) = e~r -  3. 4я

383. U(x,t) = cosx sin at + 8x/(x2 + </V|
x(f) = cos t +  ̂ ^

1 _7з 384. U(x,f) = ---co$2xcos2at +y(t) = -(co st-e  VJf). 2 2

^  л t -V
+ — cosx sin я/.

7 tf

371. — = 0 ,  ̂= —,т] = у. . о , ,  
an" x 385. U(x,t) = e ch2at + xt(x + а Г I

я2„ 386. x • t .
372. = 0 , ^  = x  + y ,  rj = 3x+ j.

^  387. x(l - 1) .

373. a^2 an2 2
Ш Щ  388. и = * ̂ rj дц) 2a

2 2 i = r , n = * •

374. *  l *

389. — cosx sin at, a
ЭЗД + 2а==°’  ̂= х+з;’ П-Зх-У- 390. и = -sinx.

Я  32z а2г Ш  I  391- х2 +?2 + sinx sin л375. —р ч— г- + - —  0,  ̂— 2х -  у, г] -  х.
^  ^  -I 392. cos х cos at + — sin x sin at.a
a2z a2z l <2z l аг n ___376. —§f+—т + -----+ T"' лГ ’ 393. sinxcosat.dt; ап S-л 2rj an
£ = X n = X ъ п а  ( 4\ 8A ^  1 . A;tc^ л » ч л • 394. w(x, /)= —  •> —- - sin —  x4 2 x—* 1.2 071 Л=1 *71 fc=l*22 „2,2 , 1 л-х377. U(x,t) = 2 х - х  - a t  +—е' sh at. . t e  knat2я x  sm—-— • cos—-—.

378. U(x,t) = cosx cos at - —sinx sin at. . kn knh2 Л12f, со 1 sin—COS-—
395. u(x,t) = *U L.± -L .

n2a fa k 2 l2-k2h2379. U(x,t) = e chat+---—cos2xsin2at.
« 2 4л . knx . knat

X sin----------sin-----------

1 z z380. £/(x, 0 = 2x -  x2 -  a2t2 + -  exshat.
2

396. ы ( х , 0 = ^ * Х X

381. U{x,t) = exchat + Axt. ' ?  k=0(2k+lf
x  cos(2& + \)nat • sin(2& + 1)ях.
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