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SO‘ZBOSHI

0 ‘zbek tiliga davlat tili magomi berilishi munosabati bilan oliy
o‘quv yurtlarida o‘zbek tilidagi o‘quv adabiyotlarining yetishmov-
chiligi sezilib goldi. Shu munosabat bilan darslik va o‘quv qo'llan-
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo‘ldi.

«Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning va yangi davlat ta’lim standart-
larining gabul qilinishi darslik va o‘quv qo‘llanmalarga yangi talab-
larni vujudga keltirdi.

Ushbu o‘quv go‘llanma oddiy differensial tenglamalar mavzulari
bo'yicha amaliy mashg‘ulot darslari uchun mo'ljallangan. Kitob uch
boiimdan iborat bo‘lib, I.LA. Gafarov tomonidan kitobning Kirish
gismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag‘ishlangan
birinchi bo‘limi yozilgan. lkkinchi bo'lim Y.P. Oppogov tomonidan
yozilgan bo‘lib, yuqgori tartibli tenglamalarni o‘z ichiga oladi.
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi bo'limda differensial teng-
lamalaming boshqa asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda gisga nazariy ma’lumotlar va foydalaniladigan
asosiy formulalar hamda namuna uchun tipik misol va masalalar
yechimlari bilan ko‘rsatilgan. Mustaqil yechish uchun tavsiya qilin-
gan misollaming javoblari keltirilgan.

Kitobdagi masalalar, asosan, o‘zbek va rus tilidagi mavjud ada-
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o‘quv yurtlarida oliy matematikaning «Operatsion
hisob elementlari» hamda «Matematik-fizika tenglamalari» bo'lim-
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e’tiborga olib, 111 bobga
yugoridagi ikki bo‘limni ham kiritishni lozim deb topildi.

O*quv go‘llanmadan universitetlar nomatematik mutaxassisligi
hamda-texnika oliy o‘quv yurtlari talabalari foydalanishlari mumkin.

Mualliflar go‘lyozmani digqgat bilan ko‘rib chiqib, uni yaxshilash
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan Namangan Muhandislik-peda-
gogika instituti va ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining
a’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to‘g‘risida bildirilgan fikrlami mualliflar mamnuniyat bilan
gabul qgiladilar.



KIRIS H

1- §. Differensial tenglamalar hagida umumiy tushunchalar

1- ta’rif. Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x, noma’
lum y=f(x) funksiya va uning y',y\ y (n) hosilalari orasidagi
bog'lanishni ifodalaydigan tenglamaga aytiladi. Differensial tengla-
ma umumiy holda quyidagichayoziladi:

F(x,y,y,y",....In=0
yoki

F dy dy dwy _g
A dx dx dy"

Agar izlanayotgan funksiya y=f(x) bitta erkli o'zgaruvchining
funksiyasi bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Umuman, noma’lum funksiya ko‘p argumentli bo‘lgan hollar
ham tez-tez uchraydi. Bunday holda differensial tenglama xususiy
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz fagat oddiy differensial
tenglamalar bilan shug‘ullanamiz.

2- ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada gat-
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, (y’')2 +2y'+xyb=0 tenglama birinchi tartibli differ-
ensial tenglamadir.

Mana bu (y")2 + ay' +by +cosx =0 tenglama esa ikkinchi tar-
tibli differensial tenglama.

3- ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb,
differensial tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har
ganday y=f{x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan bo‘lsin:

d2y

+y =0.
dx y



y sinx, y =2cosx, Yy =3sinx - cosx funksiyalar, umuman,

¢ C sinx,ymC2cosx yoki jACjSinx + CZosx ko'rinishdagi
IXmksiyalar C{va C2o0‘zgarmas miqgdorlarning har ganday qiymatlar-
tiln ham berilgan differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. Buning
lo'g'riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarni berilgan tenglamaga qo‘yib
ko'rib, ishonish mumkin.

2- 8. Differensial tenglamaga olib keladigan
ba’zi bir masalalar

1- masala. Massasi m bo‘lgan jism u(0) = PO boshlang‘ich tezlik

bilan biror balandlikdan tashlab yuborilgan. Jism tezligining o°‘z-
garish gonunini toping.

Nyutonning ikkinchi gonuniga ko‘ra: m-*- =F |, bu yerda F —

jismga ta’sir etayotgan kuchlarning yig‘indisi. Jismga fagat ikkita
kuch ta’sir etishi mumkin, deb hisoblaylik: havoning garshilik kuchi

R =-kv, Kk >0, yerning tortish kuchi F2 =mg. XJholda ushbu

m— =mg- kv (k >0)

ilifterensial tenglamaga kelamiz. Bu differensial tenglamaning
t>(0) = v0 shartni ganoatlantiruvchi yechimi

ckanligini bevosita o‘rniga qo‘yish bilan tekshirish giyin emas.

2- masala. Hayvonlarning biror turi o‘zgarmas muhitda alohida
yashasin deylik. Urchish va o‘lishning davriyligini hisobga olmay,
ko'rilayotgan tur individuumlari sonining o°‘zgarish gonunini toping.

Masalaning shartiga ko‘ra vaqgtning berilgan kichik intervalida
urchish va o‘lishlar soni berilgan individuumlar soniga proporsional
bo'ladi. N individuumlar sonining o'sishi ko‘rilayotgan intervalda N0
soniga proporsional bo‘lib, bu o‘sish interval uzunligiga ham pro-
porsional bo‘ladi. Shunday qilib, N(t) funksiyani uzluksiz va uzluk-
siz differensialanuvchi deb garasak, ushbu
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= N (/0) w J10 > O

differensial tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda s *e proporsionallik
koeffitsiyenti («o‘sish» koeffitsiyenti). Urchish qonuni differensial
tenglama bilan berilgan funksiyaning ko‘rinishi N(t) w-jEg ajtfpNti
ekaniga ishonch hosil gilish giyin emas. Bundan kelib chigadiki,
vaqt arifmetik progressiya bo‘yicha o‘zgarsa, individuumlar soni ge-
ometrik progressiya bo'yicha o‘zgaradi. Agar e > 0 bo‘lsa, N(t)
o‘sadi; agar e < 0 bo‘lsa, N(t) kamayadi. s = 0 bo‘lganda N(t)
o'zgarmas bo‘lib, urchish o‘lishni to'la goplaydi.

3-  masala. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqgta to‘g‘ri chiziqgli hara-
kat gilmogda. Uning harakat gonunini toping.

Har bir momentda G nuqgtadan koordi-
L.4 J G nata boshigacha bo‘lgan masofa x bo'lsa,

0 m nuqta tezligi x |x = bo‘ladi.

Moddiy nugtaga ikki tashqi kuch: ishqgalanish kuchi —bx, b >0
va taranglik kuchi —kx, k > 0 ta’sir etadi deylik.

Nyutonning ikkinchi gonuniga asosan G nugtaning harakatj
gonuni

mx bl-bx - kx

boladi. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy
nugta dvigatel bilan ta’minlangan bo'lib, dvigatelning G nugtaga]
ta’sir kuchi / ’bo‘lsa, u holda G ning harakat qonuni

mx w-bx - kx +F

bo‘ladi. Ko‘pincha F migdor \F\ <R =const munosabatga bo‘y-
sunadi.



I BOB

BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- 8. Birinchi tartibli differensial tenglamalarga doir umumiy
tushunchalar

Birinchi tartibli differensial tenglama

ko‘rinishdaiMMIb Agarbu tcnglamani y ’ ga nisbatan yechish mum-
kin bolsa, uni

0n f(x,y)
ko'rinishda yozish mumekin.

Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan dcyi-
ladi. Bunday tenglama uchun quyidagi teoretna o‘xinli bo‘lib, bit
teorema pLLeyriilll Lbra yecbITLULLL mavjudligi V#EMg&naligi
hagidagi teorema deyiladi.

Teorema. Agar y’« f(x,y) tenglamada/(g8 >) funksiya va un-
clan y bo‘yicha olingan — xususiy hosik xOy tekislikdagi (x& j 0)

nuqgtani 0*%ichiga oluy@M biter sohada uzluksii funtelyajgr boba,
u holda berilgan tenglamaning x—xf) bo‘lganda y=yO0 shartni <pLuiin*
lantiruvchi birgina yechimi mavjuddir.

Bu teorema geometrik nuqgtayi nazardan grafigi '0éw y0) nug-
ladan o*tuvchi birginf |[H | L W wl> mavjadligijtt SfoddaydL
Teoremadan tenglama e&feiz w*p LA yeeMSilarga @icg
ligi kelib chigadi,

x=L bo‘lganda y funksiya beriigan LL] songa teng boMishi teak,
degan shart boshlang'ichxheg#-ds™ila™. Bu shart ko'pincha

(13)

ko‘rinishda yoziladi.



1- ta'rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
fpchimi deb bitta ixtiyoriy C o‘zgarmas miqgdorga bog‘liq bo‘lgan
hamda quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi y md(x.C) funksiyaga
aytiladi:

a) bu funksiya differensial tenglamani C o‘zgarmas migdorning
M r ganday anlqg giymatida ganoatlantiradi;

b) A=x0 bo‘lganda y=yQ ya’ni y x_go <>0 boshlang'ich shart
har ganday bo'lganda ham C migdorning shunday C=CO0 giymatini
topish mumkinki, bunda y = ¢(x,C0) funksiya berilgan boshlan-
g‘ich shartni ganoatlantiradi. Ushbu holda xOva yOgiymatlar x vay
0°‘zgaruvchilarning o‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago-
naligi hagidagi teoremaning shartlari bajariladigan gismiga tegishli,
deb faraz etiladi.

Biz diffemnK/fl teniltmantog umumiy fechimini izlashda ko*-
pjtaeha y ga nisbatan f echilmagan

@ (x1ly,C) mO
ko‘rinishdagi munosabatga kelib golamiz. Bu munosabatni y ga nis-
batan yechsak, umumiy yechimni hosil gilamiz. Ammo y ni
@ (x,y,C) =0 munosabatdan foydalanib elementar funksiyalar bi-
lan ifoda etish hamma vagt ham mumkin bo‘lavermaydi. Bunday
hollarda umumiy yechim oshkormas ko‘rinishda goldiriladi.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi ®(x, Y,C) =0
ko‘rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.
Misol. Birinchi tartibli

w=_y

dx X

C : . . : :
tenglama uchun vy =5 funksiyalar oilasi umumiy yechim bo‘ladi:

buning to‘g‘riligini y funksiyani tenglamaga qo‘yib tekshirish mumkin.
2- 8. 0 ‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar

Ushbu M(x)dx+N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o zgaruvchi-
lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning o ‘ziga xos tomo-
ni shundaki, dx oldida fagat x ga bog'lig ko‘paytuvchi, dy oldida
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esa fagaty ga bog‘lig ko‘paytuvchi turadi. Bu tenglamaning yechi-
mi uni hadma-had integrallash yo‘li bilan aniglanadi:
| M{x)dx + IN(y)dy = C.

Differensial tenglamaning oshkormas holda ifodalangan yechimi
bu tenglamaning integrali deyiladi. Integrallash doimiysi C ni yechim
uchun qulay k©'rinishda tanlash mumkin.

1- misol. tgxdx —ctgydy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Buyerda o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egamiz.
Uni hadma-had integrallaymiz:

jtgx dx — Ictgydy ~ C yoki —n|cosx| —In|siny| = —nC.
Bu yerda integrallash doimiysi Cni —4nC, ya’ni C= —nC orqali

belgilash qulaydir, bundan Insiny ¢cosx = InC yoki siny ecosx = C
umumiy integralni topamiz.
Tarif.

y'=1fNe fi(y) (1.4)

ko‘rinishdagi tenglamalar o zgaruvchilari ajraladigan differensial teng-
lamalar deb ataladi, bu yerda/,(x) vaf2(y) —uzluksiz funksiyalar.

(1.4) tenglamani yechish uchun unda o'zgaruvchilarni ajratish
kerak. Buning uchun (1.4) day ’ning o‘rniga dy/dx ni yozib, teng-
lamaning ikki tomonini”(y) ¢ 0 ga bo‘lamiz va dx ga ko‘paytiramiz.
U holda (1.4) tenglama

-m ° Mx)dx (L5)
ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada x o'zgaruvchi fagat o‘ng tomon-
da, y o‘zgaruvchisi esa chap tomonda ishtirok etyapti, ya’ni o‘z-
garuvchilar ajratildi. (1.5) tenglikning har ikki tomonini integrallab,

\ = V() dx+c

ckanligini hosil gilamiz, bu yerda C —ixtiyoriy o0'zgarmas.
2- misol. y ' = y/x tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglama (1.4) ko‘rinishdagi tenglama, bu
yerda/.(x) = 1l/x vaf2(y) = y. 0 £garuvchilarni ajratib, v X
9



tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab Iy bl J7 +InC, C>0

yoki Iny = Inx + InC va bu tenglikni potensirlab, y  Cx umumiy
yechimni topamiz.

Faraz gjlaylik, j?w Cx umumiy yechimdan LLELLL boinan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab gilin-
yapti. Bu giymatlarni y — C-x ga x va y laming o‘rniga qo‘yib,
2=01 yoki 0=2 ni topamiz. Demak, xususiy yechim :y=>2x ekas.

Quyidagi tenglamalarni yeching:
D 'jgpHL—4)dx + ydy h* 0.
2.y 'cosx 3=y/\ny, X0)=1.

3.y "'- tgx etgy.
4 (1+x2dp #p |l =0, y(l) = L
5. Incosyafr + xtgy dy — 0.

6. Kthep. tm% y(1N>-

yly' *®Iny , X2) m 1
Ly T+ sin(x + ) = sin(x —y).

oo

9. alll LU Ly

10.y "= 2XY, y (-3) 5-5.

11.Jf = sh(x + y) + sh(x —>.

12. x(¥Y,+ \)dx + ~(x4+ 1)dy, y(0) =m1

3- 8. Birjinsli va bir jinsliga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar

1- tarif. Agar ixtiyoriy Xuchun
fikx, Xy) = Xi(x, y)

ayniyat o‘rinli bo‘lsa, f(x, y) funksiya x va y o°‘zgaruvchilarga nisba-
tan n-o ichovli birjinsli funksiya deb ataladi.

1- misol. fix, y) =yjx3 +y3 funksiya bir o‘lchovli bir jinsli funk
siya, chunki/ (kx, Xy) = %](Xx)3 LL], NV (X, Pl
10



2- misol./ (x, y) —xy —y2 funksiya 2-o‘Ichovli bir jinsli funksiya,
chunki f(Xx, Xy) = (XX) « (XX) —(Xy)2 = X2A(xy —y2 = X2j{X, y).

3- misol. f(x,y) = X212 funksiya 0- oichovli bir jinsli funk-

siya, chunki
filx.Xy) = XXy X2y -x>|)s(y£-= f(x,y).
2- ta’rif. Birinchi tartibli
A =
= =1(x,y) (1.6)

differensial tenglama x va y ga nisbatan birjinsli differensial tenglama
deb ataladi (agarf(x, y) funsiya x va y ga nisbatan 0- o'lchovli bir
jinsli funksiya bo‘lsa).

Bir jinsli differensial tenglamani yechish. Faraz qgilaylik, (1.6) bir
jinsli differensial tenglama berilgan bo‘lsin, u holda shartga ko‘ra

f(Xx,Xy) =X°f(x,y). Bu ayniyatda X:—@ deb olsak, f(x, y)=
/1, ni hosil gilamiz. Bu holda (1.6) tenglama quyidagi ko‘ri-
nishga keladi:

dy=f(IlA (1.7)
(1.7) da wu =3 ya’ni y = n mx almashtirish bajaramiz.

U holda ax " +dx *x ni hosil gilamiz. Hosilaning bu ifodasini

(1.7) ga qo‘yib, n+~ wm m/(1, u) yoki f~)-u " T tenSlikni

hosil gilamiz. Bu esa o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama-
dir. Integrallab quyidagini topamiz:



Integrallarni topgandan so‘ng un o‘rniga L ni qo‘yib, berilgan
X
tenglamaning integralini C) ko‘rinishida topamiz,

4- misol. » = x2W2 tenglamani yeching.

Yechish, Tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya 0-o‘lchovli
bir jinsli funksiya bolgam uchun tenglama bir jinsli differensial

tenglama, shuning uchun ® =wn almashtirishni bajaramiz. U holda
X

= — =n+ — i 0 *_il -
y=ux3 il LLI,— mBularoi tenglamaga qo%fb u+xw£;[(p \'-It‘r

dx
oki x m— = va o°‘zgaruvchilarni ajratib, (1- a’ni
y dx m pijp J J ( Id3 ..#Iy
ral- ”]du =~ tenglamaga kelamiz.
Integrallash natijasida — -1nU ~1nbl +In|Cl yoki = 1njraC

munosabatlarni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikda v o‘rniga m ni qoe

yib,---zz(l-_ll': In |Cx| tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ko*-
rinib turibdiki, y ni x orgali elementar funksiyalar yordamida ifodalab

bo‘lmaydi. Biroq x ni y orgali ifodalash mumkin: x =y”j-21n|Cy]|.

Bir jinsli tenglamalarga keltiriladigan differensial

tenglamalar
dy  ax+by+C
dx  ciiX+biy+Ci (1*8)

ko'rinishdagi tenglamalarni bir jinsli tenglamalarga keltirish mumkin.
Agar Cj = O, C — 0 boflsa, tenglama bir jinsli bo‘lishini ko”ish
12



giyin.esablPtax qgilaylik, C L, €r iatntng bw /Tw noldan fargli
bodll i* 2w » K, P=*$| + MAMMIill,LL bajaramiz. U holda

y-g T

xfyuw e ifodalarni (1.8) tenglamalarga qo‘yib

dyi axx+byx+ah+bk+C
mix( = m m
tenglamaga egi bolfiftiz..IE w ilatni shxinday tanlab olam&ld*
ak+LlW +C sz 0,

(1 n 1)

tenglamalar o'rinli bo‘lsin, ya’ni k va Kk lami (L Il) tenglamalar sis-
temasining ~©phimi sifaflda olamiz. Bu Ji©lda 0 .LL, lejj||lamadan bir

jinsli tenglamani hosil gilamte- tenglamani y*eMb

va x hamda y larga xi = x —%L} =f —h foriJlufettf yordamida
gaytib, berilgan (L8) fenglamanlng y@ LAWY, L . Agar

ab

M
bolsa, ya’ni eb”afi bolgands, m&lumki* fl.Il1) sistema yechmfc*
ga ega bo‘lmaydi. Ammo, bu holda =X, ya’ni 0.~Xc
b=Kb bo'ladi. - |

Bundan kelib chigadiki, $$*8) tenglarrtani

dy (ax+hby)+C
dx  X(ax+by)+C{

ko‘rinMt&ftAd M fnumkin ~Mcafl. Bu feaida
HE NN +by m . _ (1*1,3
almasl”™Mtrisle yordamida tenglama o-~am»M kri Eiraladlgan diflfcr-

ensial tenglamaga aytoa&di, ftagiqatdin* m fa+b n Ote,nglikdan

. 13



=l . £ (\ LU
dx b dx—b

munosabatni hosil gilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalarni (1.12)

tenglamaga qo'yib, o'zgaruvchilari ajraladigan %**dx b Xz4Ci

tenglamani hosil gilamiz.

Yugorida (1.8) tenglamaga qo‘llanilgan usulni w, =/
tenglamaga ham qgo‘llash mumkin, bu yerda/qandaydir uzluksiz
funksiya.

: dy x+
5- misol. ) = 3)// \'" tenglamani yeching.

Yechish. Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylantirish uchun
x=x{+h, y~y{+k almashtirishni bajaramiz. U holda tenglama

= )/J+f| k N ko'rinishni oladi. h+k—3=0, A—A—1=0 teng-

Iamalar sistemasini yechib, h=2, k=1 ekanligini topamiz. Natijada
bir jinsli +q :%j% tenglamani hosil gilamiz. 5 = almashtirish-

: (W du du  1+w
m bajarsak, u holda yr uxv =«+ *U* «+* "W M &

d 1
bo‘ladi va natijada x\ m i = Th 0°‘zgaruvchilari ajraladigan teng-
| bodamiz. 0 ° hilarni ajratamiz: -—Jdu = 2% i
amaga ega bodamiz. 0 ‘zgaruvchilarni gjratamiz: -—jdu =—2 ni
integrallab

arctgn - —n(l +u2) =1In| | +In|C]|,

arctgMm In CxI™/(1 +u2) yoki Gc, VI +u2 =eadE' ekanligini topa-

v oo g
miz. n o rnlga — ifodani gqo‘yib, Cyjx2 +y2 =e 4 ekanligini va
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L z v augts?
mhoyat, Si'll yiiepw u vy O0ftib, rapwayii§& yi« W

natijani has! gilamiz.

6-misol. y' LLUI 'ljyls “englamani yeehing.

Yech ish. Tenglamani x=x. +fa% ~y”~ k almashtirish yordam-
ida yechib bolmaydi, chunkib w B W K ! larni aniglasftga y”r-

2
| 2
Bu tenglamani 2jc+H»*™ afaashtMsif yardamida o'zgaraMelflari

ajraladigan. I1Sf&iensial tenglaffi&ga kflltrish TwaMia, Siagigatan,
y '=£—# bo‘lgani uchun tenglama

dam bespiiBag tistema4AMHMMMI nolga'teng.

z'-2 ~ z~I
LLILLL,
ko‘rinishga yoki

2r+5 " -
ko‘rinishga keladi. Tenglamani yechib

jLU LW X+<'
munosabatni, Z 0‘rmga ni gpf™nfb esa
’% Pf+y) +-25 In J10x + 5y + 9 k x =C myoki.

IOly - + 7 In.glor HSy +«@8* Q 'fl|;
ya’ni y ningx ga nisbatan oshkormas ko‘Tinishint hosil glfeffliz.

Quyidagi tenglamalarni yeehing:
|I4;.y  +Ixyjdx +xygp mO.
14. vy 1T>ix(ct) sxln;E

15



15. xy'sin|~J +x » y sin

16. Xy +y2 m(2x2 * xy) oy'.
17. xyy' =y2 +2x2 .

18. y' m +cos V

<xl
19. (x2+y2)dx- xydy =0 .
20. (x+y +2)dx+(2x +2y - DHdy = 0.
21. (2x +y + \)dx ftifi +Wp- \)dy mO.
22. 2(x +y)dy +(3x +3y 1)dx - 0,y(0) =2.
23. (Xx- 2y +3)dy +(2x +ymDdx =0.
24, (X-y+4)dy +(x+y- 2)dx 0.

4- §. Chiziqgli differensial tenglamalar.
Bemulli tenglamasi

1. Chizigli differensial tenglamalar.
Tarif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli

bo‘lgan tenglama chizigli differensial tenglama deyiladi. Bundayj
tenglama

m m (1.15)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda P(x) va Q(x) — berilgan uzluksizj
funksiyalar. (1.15) tenglama yechimini ikki funksiya ko‘paytmasi|
ko'rinishida gidiramiz:
y = u(x) mv(x) (1.16)
Bu funksiyalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisij
esa (1.15) tenglama orgali topiladi. (1.16) tenglikning ikki tomonini]
differensiallaymiz:

dy dv du
Ix~UDb+VIx-

16



Topilgan w hosila ifodasini (1.15) tenglamaga go'yib,

dv  du du
dx dx \dx dx
bo‘lishinitopamiz. # funksiyani

Lot M ) (1.18)

shartni ganoilflaiilStdigan glib dftmiz. Bu differensial tenglamada
n ga nisbatan TWpuTbIbLL; ajratib, quyidagini topamiz:
— I a + Injul —2Pdx yoki v =Cle~Rk

ni hosil gpaaife.
Bizga (1.18) tenglamaning noldan fargli biror yechimi yetarli
bo'lgaffi uchun y(x) sifatida

(1.19)

funksiyani olamiz, bu yerda JPdx —qandaydir boshlang‘ich funksiya.
Topilgan ulll, ning qiymatini ft- 17) tenglamaga qo‘yib,

v(x)* =Q(x) foM ekanligini; topamiz, bu yerdan
1Q(x)
m Iblj‘/’l>
ni topamiz. nvav larni (1.16) formulaga qo‘yib, nihoyat
y *o(x) , Hﬁm dx+C yoki y =e-~xUQ(x)elRddx +C  (1,20)
ifodani, p ftl (115) tting nlULLNy

1 -misol. gi’ = (x f 17* LWAMSANK yeehing.

x+1 y

Yechish. y ~ uv deb olsak, n holda ﬁﬁ :U—gz~+vgzu;

*L ifodasini berilgan tenglamaga qo ‘ysak,
d XA,, ~A

————————— INZi W

4 INV
| AXBV-iOT



yoki
I dv 2 \ du / ,u3 NejgM

v funksiyani aniglash uchun I —X+—\v =0 yoki & =

lamani hosil gilamiz. Bu yerdan In| v [= 2In|x+ 11yoki v = (x + I)2a
v ning ifodasini (1.21) tenglikka go‘yib, n ni aniqglash uchura

teng-

(x + I)2dx - (x +1)3 yoki y ®dx + 1 tenglamani hosil gilamiz, buj

d

yerdan wu :(JC;DA+C. Demak, berilgan tenglamaning umumiy

yechimi y mISS + C(x +1)2 bo‘lar ekan.
2. Bernulli tenglamasi.
Ta'rif.
+ +P(x).y =Q(x) yn, n>2 (1.22)

ko‘rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu yerda
P(x) va Q(x) —berilgan uzluksiz funksiyalar, n * 0; 1
Tenglamaning barcha hadlarini y" ga bo‘lamiz

y='£ +P(x) "y-ni * Q(x) (1.23)!

va r —y~"H almashtirishni bajaramiz, u holda

£ =(-,,+1.y- |fc
b ( )deX

Topilgan giymatni (1.23) tenglamaga qo‘yib, L +(-n+)P-z=\

= (-n+1)-Q chizigli tenglamani hosil gilamiz. Chizigli tenglama-]
ning umumiy integralini topgandan so‘ng, z g'rniga >Jk¥L ni qo'yib,
Bernulli tenglamasining umumiy integralini hosil gilamiz.

18



2- misol. Ushbu

« o 0.24)

tenglamani yeehing.
Yechish. Tenglamaning barcha hadlarini y5ga bo‘lamiz

(L25)
va z — Y® almashtirishni bajaramiz, u holda dx dx Bft
giymatlarni (1.25) ga qo‘yib

AN*2Xz2=*-2X3 (1.26)

chizigli tenglamani hosil gilamiz. Uning umumiy integralini topa-
miz.

dz_Udv+Vdu
i} dx o odx

fc= UV, Ox
Bu ifodalarni (1.26) tenglamaga qofyamiz:

oy B ey =8¢ yoki 1@ T Yep 53
qu+de Zxuv =-2x yokl y\dx +],OIX =-2X .
Qavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

- 2w =0, — =2xdx, InjvI=x2 v =ex

dx v

ekanligini topamiz. u ni aniglash uchun

e*2 ALN-2x3
dx

tenglamaga ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarni ajratib
du = ~2e~""x3dx, n=-2 je~"x3dx +C
ekanligini topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab
n» +ex2+C, f =nuw=x2+1+Ce”

19



ifodalarni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integral!

y 4».x2 +1 + Cex yoki % = —

Quyidagi tenglamalami yeehing:

25. y 'cosx+y = tgx, y(0)=0.

26

27

28
29
30
31
32

1. To‘la differensialli tenglama.

l}olar ekan.

\x 2+1+Cex2

.y "—ythx = chX.
: y'+—X\s/- =arcsinx +x .
%
. Xy' —y —XZXosx.
. Jf +2xy ~ xe~",
.y'cosx +y = 1 —sinx.
.y +L =xiy\
y X y
. (xXdAny —Xx) y' = .

33. y'+ . 3x2/ Bm
4.y - . Y-*,-12-,

X -\ X -1

35. 4xy '+3y = —e* e x5,

36. Z+"NiaJ'M X 3+1)sinx,

*

L -*.
37. ydx + (x + x2yDdy ~ 0.

5- 8. To'la differensialli tenglama.
Integrallovchi ko‘paytuvchi

Ta’rif. Agar M(x, y)dx + N(x, y)dy =0 ko‘rinishdagi tenglama!
ning chap gismi biror u(x, y) funksiyaning to‘la differensiali, ya’ni

du = M(x, y)dx + N{x, y)dy (1271
bo‘lsa, u holda bunday tenglama to 1a differensialli tenglama deyi”

ladi.

(1.27) tenglama tola differensialli tenglama bolishi uchun
pM _ dN

dy

shart bajarilishi kerak.

20
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Tola differensialli tenglama ta’rifidan du=0, bundan u(x, y)—C
ekanligi kelib chigadi (C —ixtiyoriy o°‘zgarmas).
u(x, y) ni topish uchun y ni o‘zgarmas deb hisoblaymiz, u hol-

ila dy = 0 ekanidan du=M(x, y)dx bo‘ladi. Bu tenglikni x bo‘yicha
integrallasak,

n=\M(x,y)dx +cp(y). (1.28)
(1.28) tenglikni y bo‘yicha differensiallaymiz va natijani N(X, y) ga
lenglaymiz, chunki =N(x,y) w
N =N(x,y)
yoki
o'(y) =N (x,y)- ¥ax. (1.29)

(1.29) ifodani y bo‘yicha integrallab, <p(y) ni topamiz:
h(y) = Jf N (x,y)- " -dx\dy +C.

Demak, u(x, y)= JM(x,y)dx + j) - M-dx dy+C.
Bu ifodani ixtiyoriy o ‘zgarmasga tenglab, tenglamaning umumiy
Integralini hosil gilamiz.

1-  misol. (3x2+6xy)dx+(6x3+4"3tfy=0 tenglamaning umumiy
ycchimini toping.

Yechish. Bu yerda Mix, y)=3x2+6xy2 N(X, y)=6x2y+4)".

AN _ aN i _dM _ dN
» ="12xy, o = 15xy, yam-= =2

o M(x,y) bo'lganligi sababli

o 3x2 + 6XxYy2.

Bu tenglikni x bo‘yicha integrallaymiz:
n = n"+3xY+pOO0O-
21



Bundan

ST =6x2y +<p'(y).

— mN(x, y) ekanligini hisobga olsak,

dy
P'0>)= 6x2 + 4y3“6xd yoki @'(y) =4y\
Bundan
oY) =/ +C

1> +IVAPY +.C

x3+ 3xY +y = C

Demak,

yoki

d

2. Integrallovchi ko‘paytuvchi. Agar M 2 bo'lsa, u holda!

dy d
ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday u(x, y) funksiyani topish
mumkinki, \iMdx + \xNdy — du boiadi. Bu ja(x, y) funksiya integ-]
rallovchi ko paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrallovchi ko‘paytuvchini topish oson:

dM dN
dy dx
N

dN dM

dx dy
2) T,

2- misol. M+ xy2dx —xdy = 0 tenglamani yeehing.

®, (>) bo'lganda, Injiw j bo'ladi.

Yechish. Buyerda M —y + xy2 N = -X, -St= 1+ 2xy]

LL m_
ifc ip ; &

Demak, tenglamaning chap fomoni biror ftmj®iyahin$ to‘la difl
ferensiali emas. Bu tenglamaning fagat y ga bogliqg bo‘lgan inte|

grallovchi ko*paytuvchisi bormi, degan masalani garavmiz.
22



dN dM
Jip dy —1—1-2 xy 2
M y+Xy2 i’

bundan
iy = - 2Iny, ya’ni y=\ .
| ny, ya’ni u \
Berilgan tenglamani u ga ko‘paytirganda

dx — rdy =0
y
tenglama hosil bo‘ladi. Bu to‘la differensialli tenglamadir, chunki
dM 8N__ I
dy dx y2
Tenglamani yechib

yoki

_ 2X
Y =7 xo4oc
umumiy integralni topamiz.

Quyidagi differensial tenglamalarning chap tomonlari toliq diffe-
rcnsialdan iborat ekanligi tekshirilsin va tenglamalar yechilsin:

38. (e* + y + siny)dx + (e? + x + xcosy)dy = 0.

39. (x +y —\)dx + (& + x)dy = 0.

40. (xcosy - ysiny)dy + (xsiny + ycosy)dx = 0.

41. 2xydx + (x2 —y*)dy = 0.

42. (2 - Xf)xdx + {Ayl - 6x*)ydy = O.

43. X—dx +(y3+Inx)dy =0.

44. (KOny - + 1Ddx + (5x2- 8x + 3)dy = 0.

3

( \
45, 3x2(1 +\ny)dx = "2y -~
( y) y-73, dy.
46. 2xcosydx + (2y —x&inz)dy = 0.
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Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko‘paytuv-j
chilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

47, y)dx + >dll~ 0. : 1
48. yNdx + (yx —1)dy = 0.

49. (x2+ y2+ x)dx + ydy —O0.

50. m 1

51. (x2 + 3lny)ydx = xdy.

52. Ixtgydx + (x2—2siny)dy = 0.

53. (e& y*)dx + '$cpsi 0.

54. (1 + 3x&iny)rfx —x ctgydy = 0.

55. (sinx # e)</x + cosx™y = 0.

6- §. Hosilaga nisbatan yechilmagan 1- tartibli differensial
tenglamalar

Tarrif.

pabll-P o a»!
ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan I-tartibli
tenglama deb ataladi.

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani ~ ga nisbatan yechib olish
maqgsadga muvofiq bo‘ladi, ya’ni berilgan tenglamadan

AN =Mx,y) (i=1,2n"n) (1.31)

ko‘rinishdagi bir yoki bir necha hosilaga nisbatan yechilgan teng-j
lamalar hosil gilinadi. Ammo har doim ham (1.30) ko‘rinishdagi

tenglamani ga nisbatan yechib olish mumkin bo‘lavermaydi, un-i

dan tashqari y ' ga lisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko'rij
nishdagi tenglamalar har doim ham oson integrallanavermaydi
Shuning uchun (1.31) ko‘rinishdagi tenglamalarni ko‘pincha para]
metr Kiritish yo‘li bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantlarii
dan biri bilan tanishib chigamiz.

Faraz gilaylik, (1.30) tenglamani p yoki x ga tfsbatan o0soij

yechish mumkin bo‘lsin. Masalan, uni y =f(x, y") ko'rinishda
24



yozib olish mumkin bo‘Isin. ~ P parametr Kiritib, y=f(x, p) ni

hosil gilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan tola differensial
olib hamda dy ni pdx ga almashtirib

Pdx = ’p)dx +V gx?pldp,
dx p

ya’ni, M(x,p)dx + N(x,p)dp =0 ni hosil gilamiz. Agar bu tengla-
maning x =®(p,C) yechimini topsak, u holda berilgan tenglama-
ning yechimi

[x =®(p,C),
WYfef(x, P)

parametrik kolinishda boladi.

(1.30) tenglama uchun y(x0)= j 0 Koshi masalasi (x0, y0) nug-
tadan o‘tuvchi va bu nugtada umumiy urinmaga ega bolgan (1.30)
tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bolmagandagina
yagona yechimga ega boladi. Aks holda Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladi, ya’ni (x0, y0 nuqta Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladigan nuqta boladi.

(1.30) tenglama uchun Koshi masalasining yechimi mavjudligi va
yagonaligining yetarlilik shartini quyidagi teorema aniqglab beradi.

Teorema. y0, F(x0,y0,yo) =0 tenglamaningyechimlaridanbiri

bolsin. Faraz qgilaylik, F(x,y,y') funksiya x bo‘yicha uzluksiz,
y \a y ' bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uning y'
bo‘yicha hosilasi noldan fargli bolsin:

U holda F(x,y,y"') =0, y(xQ=y0 Koshi masalasining x0nuqgta-
ning yetarlicha kichik atrofida ¢'(xQ=y0shartni ganoatlantiruvchi

y=h(x) yagona yechimi mavjud boladi.
Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (1.30) ko'rinishdagi
tenglamalar ham maxsus yechimlarga ega bolishi mumkin, ya’ni

25



shunday yeehimlarga ega bo'lishi mumkinki, bu integral chiziglarl
fagat ytgonalik Shaato bajarilmaydigan nuqtalardan iborat bo‘ladi.

lAgaf;4(x,y,;jf'). M i ga ko'rauzluksiz hamda-Yyvaj»f gn

KoI® uzluksiz differemiaflanuvchi bo‘lsa, (130) tenglamaning m axj
sus yechimi, agar u mavjud bo'lsa,

AaA30 -"o, |
£EU*r>-o "M

tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.

Shuning uchun, (130) tenglamaning maxsus fieljimlarim topis™
ueton (132) tenglamalar sistgMfidan Y ''ni yo*qetish.kerak.

1- misol. (/)3—L =C/I? pf LU2x tenglamani yeehing.
PItKh ishwU f - +y'- 2%mj|j~- 2x)((yN2+ D = 0y

bp‘lganligi wchuii, berilgan tenglama ~j-~2x -0 tenglamaga ekvi-j
valesftrUning .yechimlari® *='&+C ko'rinishga ega.
2- misol. $ O teirlamani yeehing.

YW Berilgan tengtaiafti i || +y2) - «*0 KO‘Tu
nitfida yezib ®l1 mumMn. Demak, berilgatt' tenglama y '+=0 va
j|® M | tenglaimlar yi*rUndisiga ekvivaleet. Ulaidan birinchM]

L . MoK tit
ning yechimlari y—Ova yﬁt}ﬁw, ikkiaslilsiMM esa y =C e T.

Demak, berilgan tenglama yechimlari jL g - =0.1

n :
3-misol. y *w Or «if tenglamani yeehing.
¥echish. pP=yl- learametr kiritamiz. U holda y =/ w ]

A ajphjgPAp~ep)dp. Bu yerdan p — Oyoki X - 2ep+ep(p-D+C
=/Ng?+1)+C.. . 1
LU



Demak, berilgan tenglama yechimlari
xWp +\V)ep+CS
ymp €ep

y = Ova .

4- misol. 1ftjrl Jp -x =0 tenglamani yeehing.
Yechish. y'—p del ©teak, X=ihp +sinpdy wpdx bo‘lgani

uchun cosjp|dp . Bu.. yerdan |(1. - pcosp)dp =

p +cosp ®p slap + C . Demak, berilgan tenglama yechimlari

X - \np
y N p +cosp +psinp +C.

5-misol. (y")2+ (x +a)y' -y =0 tenglamani yeehing.
Yechish. p —y lparametr kiritamiz, u holda y - p 2 +(x+a)pdy m
-pdx va dy =2pdp + (x +a)dp +pdx tenglamalardan pdx =2pdp +
((x Fa)dp +pdx, (2p +x +a)dp » 0 tenglamalarni hosil gilamiz.
Bu yerdan p —C yoki 2p%$tfra**&tenglamalar keifeehiqadi. Demak,
berilgan tenglama yechimlari quyidagi ko!rinishga ega bo‘ladi;
] =p2+(x+d)p%
y =(x+a)+*C+C2 va 2p+x +a =0,
Oxirigi ikki tenglikdan p parametrni yo‘qotib, y"CQc+"+C2 va

y = ekanligini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeehing:

56. (N2=Y -Y2- 61. (3x+W)2-3Cv+2)/+9 =0.
57. (y)2 +y2(In2* -1) =0. 62. =°-
58. (/)3+x(y")2-j/-0. 63. x4(y")f “ 1?
59. x(/)3-Y(¥Y)2+1=0. 64. y(y")2- f.0 ',
60. ,65. \ny' +2(xy'~y}~-&.
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7- 8. n- darajali 1- tartibli tenglama

Chap tomoniy *p ittilb u tu tt ratsional ifeonfj
pftd quyidagi
(y'f + + +..+C#'i+ O’ O i
ko‘rini$hga ega LLILLAM tengtaia w-éarcy¢oM 1-tartibli LLL/LLITw de-
yiladi. Bu ycrfa a— fL JL .i* It ter xap

Ll ning £malLLly1»"
Bu tenglamaniJT fa-ttiSbatan eefaa &1aTk, deb’'ittaz gtlayltid|

Bundan jgf* ttchun, umuman ay|Wnin» Lta har xil ifoda hosi|
boladi:

y '3 iff* A. N o« >*m jfc CUM
Bu holda
Ax,y, i f «1 (1.34)1
tenglamani integrallash bteinchi tartibli tt ta
Y f(%Fy)-1m m u

tenglamamltttegrallashga feltirildi. Ularni umumiy integrailari me®
ravishda quyidagilar bolsin:

W .'¥h ap&NH@WN° > C = 0*IWIS§

Bu integfailaffimg chap QOUBALLILI o ‘zaro ko'paytirib, ttolga
tenglaymiz:

mpcfy, C) s ®d2Ax,y, C *Almd,(x,y, CJ = 0, ('L,

Agar (1.37) tenglamani y ga nisbatan yechadigan bolsak, 0 .34)
tenglamaning yechimini faosil gtlainsE, hagkptan ham, (1.3% teng-j
lamaning I n f ganday yechimi (1,37>tengkmaiarning bmni, bmobarin,
(L35) tenglamalafmag Mrortarfm va shunday qilfc,

(1,35) tenglamalarga yoffflgaifcLjttsijm, ttttl .B/A30 ganoatlantiradi!
timumiylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha w, Cr ~ L
S'zgarmasiarm bift® Cbiten alnfrassh&fisfe i tenglSittttfti

lyfcy Qt LIQ “- «cprx>Y 'Wmo LW ]
tefcisfcda yozish mumkin, Bu esa (1.34) tenglamaning yeehimt;

boladi Bungs fehonch hosil <p|i1 luchun (1*38) tenglamaning wy LL|
tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin:

<*pk LWL =W, w ™. % p H
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Dii yerda C —istalgan giymatlarni gqabul giluvchi ixtiyoriy o‘zgar-
inns, shu sababli (1.36) tenglamadan hosil gilinadigan barcha yechim-
Inr (1.39) tenglamadan hosil gilinadigan yechimlar orasida bo‘ladi.

I- misol. (y")2 . = 0 tenglamaning umumiy integralini toping.
Yechish. Tenglamaning chap tomonini ko‘paytuvchilarga

ujratib, quyidagini hosil gilamiz:

.a.fy +® =0 buvyerdan y'-~-=0va y’+" - =0.
y aJ\y aJ y y a y

a
Hit ikkala tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Ular-
ning umumiy integrallari

N -Cc =0, "+ -Cc.o0.
P 3aCIO 3a

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy integrali ushbu
ko'rinishda boladi:

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

66. (y ')3- 2x(y")2+y '=2x. 73. 8(y ") 3FE27y.

67. (y')2+y(y ~x)y' —xy3=0. 74. (y'+1)3LW27(x+y)2
68. (y )2t (sin x —2xy)y' —xy3= 0. 75.y*(y,2+1) = 1.

69. 0 ")2=4. 76. (y"2-4~ = 0.

70. (y)2+y2- 1=0. 77.x(y")2=y.

71. x(y")2—2yy'+4x = 0. 78. y0>")3t* = 1

72. (y"2- y2=0. 79.41- y)=(3y- 2f(yf.

8-8. F{y,y") = 0vaF(x,y") = 0 ko‘rinishidagi
tenglamalar

Bu tenglamalardan y ni (birinchi tenglamadan) yoki x ni (ik-
kinchi tenglamadan), shuningdek p —y 1 ni t parametr orqgali ifo-
ilalash mumkin, deb faraz qilamiz. Bu yerda tenglamaning umumiy
yechimi parametrik shaklda hosil boladi.
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Masalan, F(y, p)=0 tenglama bo‘lgan holni ko‘raylik. y=<p(/) deb
tenglamadan p=\i(t) ni yoki, aksincha, p=(?(t) deb tenglamadan
>=(p(0 ni topdik, deb faraz qilaylik. U holda bir tomondan,]
dy=pdx=\[i(t)dx, ikkinchi tomondan, dy=y'(t)dt. dy uchun ikkala
ifodani tagqoslab, \i(t)dx=g>'(t)dt ni hosil gilamiz, bundan:

—N_N_ = -
dx v(Odt va X J”})BdHC.

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

y =o(0-
1- misol. y =a”™l +(y)2 tenglamaning umumiy yechimini to-
ping.
Yechish. p=y'=sh/ deymiz, u holda y = a\ll +sh? =amh/,1
K= P dan dx = ni topamiz. dy=ashtdt bo‘lganligidan dx=adt va;

x=at—C.
Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

X =at- C,

y =acht.
] . ] _x+C . ..

Bundan t parametrni yo‘gotamiz. t =—— bo‘lganligidan

y =ach X<
a

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

80. x(y2- 1 = 2y’ 85.y = In(l+y'2.

8l.y\x - Inp) = 1 86. 0>'+N)3=1y' - y)2

82.x =y'3+y'. 87.y= (y' - DeV.

83. x =y'Jy2+1. 88. (y )4~ (y")2=Y2 ]

84.y =yPR+ 2 3 89. (yO®2~ (Y'Y =YL \

30



9- 8. Lagranj va Hero tenglamalari

I. Lagranj tenglamasi. Ushbu
y=x¢g') +v0O') (1.40)

Icnglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda cp(y), y(y") lary ' ning
ma’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p parametr kiritish usu-
Il bilan yechiladi. y '~p(x) deb belgilaymiz. U holda tenglama ush-
hu ko‘riO|shga |8eMdi;

A =W 0 +\ip). (1.41)
Oxirgi tenglamani x bp”yicha tfifferensiallab,
p>d())+m p  (ponle
yoki

p- d) = (0 + (PO (1-42)

Icnglamamfcisil gilamiz. p —aq(p) * 0 Mp —v}|/(p)= 0 bo‘lgan hol-
lurni garaymiz:

a)p —f(p) 0 bollsin. (1.42) tenglamani i ga nisbatan

echib, quyidagi ko'rinishda yozamIl: 5+ *JEEL =-Y 2 .
yechib, quyidagi k Y 1Rty ™ B Mp)
Hosil gilingan tenglama x va % ga nisbatan chiziglidir, demak,

X = ®(p, Q (1.43)
umumiy yechimga ega. (1.43) ni (1.41) ga qo‘yib, y ni p va C orgali
ilbdalaymiz:

y = ®(p, C)mepp) + \t(p) =f(p, Q. (1.44)

(1.43) va (1.44) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini

parametrik ko‘rinishda beradi: \ X
H \y :f(p’C)'

Bu sistemada p parametrni yo‘qotib, Lagranj tenglamasining
umumiy yechimini quyidagi ko'rinishda hosil gilamiz:

F{x,y, Q mDO.
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TengliManing ntga# yechimidan hosil bo‘lma,fdigan ffim i
yechimi ham boiishi mumkin.

b) p —yip) = 0 bcHftin, ya’ni biror p=p0 da Obt'SteJ
Ushbu
h =xg>(p) +<p(p),
[P =L ! j

IP 3h LU deb olsak, (1 tenglama quyidagicha te*iMshga ke-

ladi:
y =xp + y(p). (1.48)
x bo”pdha-dilhreaAihfe, quyidagini topamiz:
= ! i M- = ~r I-
Vi=p+ dx Wffl;r%\#l\/llnl d1;([x+yr(p)\ O.buprt» a{ro

sistemada p ni yo'qotib, y —x»p(p0 + () yechiffltii hosil gilamizl  yoki

Bu esa Lagranj tenglamasining LLL & yechimidir,
1- misol. Ushbu y s*J1

va maxsus yechimlarini toping, i
Yechish. ButenglamadaJ?*nip(x) ga almashtitib*

y —X+® (1.45)\]

tenglamani hosil gilamiz. Uni x bo‘yicha differensiallaymizl
Mm 1+ * ButttfSB p -1 = 3p2LU .
m dx ) P P ax

*a) Agarp —\ *0 bo‘lsa, ushbu
dx LIJE dp
JN't
tenglamani integrallab, gpyidagini hosil gilamiz:

x=3(np- J+p+ -y) +C (1-46)

x ning hosil gilingan ifodasini (1.45)ga go‘yamiz:
y=3(np—1\+p+~-)+C +p~ i

(1.45) va (1.46) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
parametr ko‘rinishida beradi.

*P Lagranj tenglamasining umumi/

X +y'(p) =0. {1.49)

IDH‘ =0 tenglamadan”™ C kelib chigadi,(1.48) da#tfrniga C ni

Ijo'yib, Klero tenglamasimng umumiy yechimini hosil gilamiz:
y = Cx +K]|pk (1.50)
Bu geometrik nuqtai nazardan to‘gri chiziglar itiitf»!

(1.49) tenglama (1.48) bilan birgalikda Klero tenglamasining
parametrik shakldagi yechimini beradi:

X = -\[f'{p),
Y =-PV'(P) +v0>)-
Hagigatan ham, bu tenglamalardan: dx ——Y'(p)dp.

dy = [~py"{p) - y'ip) + Y(P)Idp* ~py"ip)dp, bu yerdan * =P-
Huni Nero tenglamasiga qo‘yish —p\\i'(p) + \\i(p) w —p\'(p) + \p(p)
nyniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasidan p parametrni yo‘qotib, (1.47)
tenglamaning integrali ®(x, y)=0 ni hosil gilamiz. Bu integralda C
Islitirok etmaydi, binobarin, u umumiy integral bo‘la olmaydi. Uni,
nhuningdek, umumiy integraldan C ning hech ganday giymatida

b) Agarp —1=0 bo'lsa, p = 1 giymatni (1.45) tenglamaghosil gilib bo'Imaydi, chunki -firttfglt funksiya btflffiagani uchun u

go‘yib, y = x+1 maxsus yechimni hosil gilamiz.

maxsus integral deyiladi.

2. Mero tenglamasi. Klero tenglaffias! deb, Lagmnj tenglama 2-misol. Ushbu y = xy' +y"' —(y<)2 JQfeS tenglamasining

ning (y") ™ y ' bolgan holiga aytilidi, Klero tenglamasining umi|]
inly ko'rittishi quyidagicha bo‘ladi:

(~40)

32

umumiy va maxsus yechimlariAtoping.
Yechi sh. Klero tenglamasining umumiy yechiminiy ' ni C

bilan almashtirib topamiz:

y=Cx+C- C2
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Bu tenglamani C boVicha differensiallaymiz:

O=jc+ 1- 2C.
Quyidagi

ly - Cx+C- C2,

D=x+1-2C

sistemadan C ni yo‘gotib,

maxsus yechimni hosil qilamiz. U parabola bo‘lib, y = Cx + C —C|
umumiy yechimlar oilasining O‘ramasini tasbkil giladi.

Lagranj tenglamalarinmg umumiy va maxsus integraUarmi toping

90.y = xy"' —(y')2. 9.y *xy'— ("2
91. Y- 2xy" +( . 100. y =xy'- agp +(y")2.
Y

_ X(y] —xy' + !
92. 2y= Y 101. y=xy' +
93.y =x(y")2 + (y")2 102. J(y")2 +l +xy'-y =0
94. y'+ vy = 2 103. y =xy' - ey .
95. y +xy' = 4-Ty7. 104,y = xyf* (2 +y").
96. y =x(y'f-2(y"'? 105. (y')3= 3(xy\-y).
97. 2xy' - y Jllny'. 106. 2(y")2(y - ayr) m 1
98. xy' —y = 1ny". 107. y = +

10- 8. Rikkati tenglamasi
Ushbu

V=P (x)y2 +Q(0y $R(X) (1501

ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi. Bj
yerda P(x), Q(x), R(x) —biror a <x< b oraligda o‘zgaruvchi x nil
uzluksiz funksiyalari (-00 < a, b < +»).
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Tenglamada P(x) m0 bo‘lsa, chizigli tenglama; R{x) LLUO bodcka
Bernulli tenglamasi hosil bo‘ladi.

0 ‘zgaruvchilarni quyidagicha almashtirish natijasida Rikkati
lenglam&si 0*z ko*|inishini saqlaydi:

1) x erkli o'zgaruvchini ixtiyoriy jc = ¢(x,) ko'rinishda (¢ —dif-
lerensiallanuvchi funksiya) o°‘zgartirish natijasida tenglamaning
ko'rinishi o ‘zgarmaydi.

Hagigatan ham, (1.50) tenglamada bu almashtirishni bajaribi,
yana Rikkati tenglamasini olamiz;

" JF2+0[d(")]d )y +

2) v erksiz o‘zgaruvchini kasr chizigli y = aLELU-M kto'rinishda (a,

I, y, 8 —qaralayotgan oraligda a5 ¢ (3y* 0 shartni ganoatlantiruvchi
x ning ixtiyoriy differensiall®uvchi ftnfeiyalari) almashtirish nstija>
nida ham tenglama o ‘z ko‘rinishini saglaydi:

dy N~dx+ *till +5'M m +P)
dx (m+8?

| (a5-Py)é\X-+(a'y-y'a)fI 2+(a,5+P,Y-a5,-Py)>'+(P'8-8'P)

Natijani (1.50) tenglamaga go‘ysak, yana Rikkati tenglamasi hosil
bo'lganiga ishonch hosil gilamiz.

Erkli o‘zgaruvchS X yoki erissiz 0 ‘zganraehi y ning bunday shakl
nlmashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamasi soddaroq (kanonik)
ko'rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y2 oldidagi koeffitsiyentni y=w(x)z chiziqgli
mashtirish orgali xlga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x)
lio/ircha noma’lum funksiya, tegishli hosilalarni topib (1.50) teng-
lamaga qo‘yamiz, u holda

Wlix +~  ~ +Q(x)wzt R(x)
yoki
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Agar w = =-p7”- deb olinsa, tenglama ushbu ko'rinishga keladi:

\Q(x) " P r+P(x) mR(x).
Bu almashtirish x ning P(x) ¢ 0 bo'lgan o'zgarish oralig'i uchun
o‘rinlidir.
2) Tenglamada qidirilayotgan y funksiya oldidagi koeffitsiyent

y=bl+a(Xx) almashtirish orgali nolga teng holga keltirish mumekin.
Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga go'yamiz, u holdaj

_— P(x)u2 +[Q(x) +2P(x)a(x)]m + R(x) +P(x)a?.
n oldidagi koeffitsiyentning O ga teng bo'lishi uchun
a(x) =- ]]rf\i{)c, (P(x) 0) qilib tanlab olish kifoyadir.
Keltirilgan almashtirishlami birgalikda qo‘llab, Rikkati tengla-

masini Jn =xy2 +R(x) ko‘rinishda yozish mumkin.

o o — ] : :
1- misol. Ushbu éx y2 +2Qr tenglamani yeching.

Yechish. y == almashtirishni  bajarib, tenglaman]
dz f N L , :
jz\ shaklga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechlsh]a
da =V belgilashdan foydalanamiz. U holda u +x él\x =-1- ?UZ\
du dx du dx
TN 2 =~ TT(MT =~ tenSlikm mtegrallab
arctg(l +u) =i Inx +C
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yoki

n+l=tg"C-~Inxj,

nTw el +tgjc-ilnxj

lIbdaga ega bo‘lamiz. Demak, izlangan yechim quyidagicha bo‘ladi:

-1+tg C-1bxX

Quyidagi tenglamalrni yeehing:
108.y' ¢ ay2—axy —1=0. 113.y'N&F2Xy + y2—5 —x2

109. y '+ y2= 2/x2 114. y ' + 2ye* —y2= e2*+ex
110. xy2+xy + u r = 4. 115. 3ny' —(2xH-3)y 4-y2= —x2
111. 3y '+y2+2/x1=0. 116. 2xy" — (33t+-2|ff= %2

112, xy'- (2x+1)y+£S —X2. 117. 5y’ —(4x+5)y + y2= —3x
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Il BOB

YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL I
TENGLAMALAR

1- 8. Asosiy tushunchalar

n- tartibli oddiy differensial tenglama deb,

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bu tenglamaning yechimi deb, n marta differensiallanuvchi va
(2.1) tenglamaga go‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi

y =(x) funksiyaga aytiladi, ya’ni.

F [x, d(x), d'(x), a)(X)] =0.

Koshi masalasi. (2.1) tenglamaning

Y(nb)=Yo. Yr(x0)=Yo, (2.2)

boshlang‘ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

y =¢(x, Cj,C2,..., C,)

funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. Cv C2 ..., d
0°‘zgarmas sonlarni (2.2) Koshi shartlari orqgali aniglab, tegishli xul|
susiy yechim hosil gilinadi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni hosil gilishda garalayotj
gan oraligning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy shartlardail
ham foydalaniladi.

Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang'ich shartlar soni tenglal
maning tartibi bilan teng bo‘lishini ta’kidlab o'tamiz.

n- tartibli differensial tenglamani fagat ayrim xususiy hollardal
gina bevosita integrallash mumkin.
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lartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan tenglamalar
2-8. y(n) =/(x) ko‘rinishdagi tenglama

Hiinduy ko'rinishdagi tenglamani n marta ketma-ket integrallash
lltlixllin umumiy yechimi topiladi:

[ ) =fix) , (23)
["~I) =jf(x)dx +Cl =f (x) +C, ,
y(n-2) _ Jryr +CG]rix+C2=12(x) +Cx + C2,

> +bb»*'l+"--+c” X +c-' <zZ4)

» yerdu /,,(*) = 1,,%)"” C" lar o‘zgar-
T . nonlar bo‘lgani uchun (2.4) ni quyidagicha ham yozish mumkin:
Y=fnll +C\X"A +crXn-2 +ee+Cnxx +Cnm
I misol. ym- sinx tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Ycchish. ym- ekanligini e’tiborga olib. berilgan tengla-

dx
mini -y- =sinx yoki dy" =sinxdx ko‘rinishda yozish mumkin.
(otmu-ket integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

y" = [sinxdx +C, = - cosx +Q ,
y'=j(-cosx +Cx)dx +C2 - - sinx +Cx + C2,
y = [(-sinx +C,x + C2)dx + C3=cosx +jC xx2 +C2x +C3

)cmuk, y=cosx +Cx2+C2x +C3, C=-C,.

I/.langan umumiy yechimga ega bo‘ldik.
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I b Xflpglamaning :10) =1, y(QlO boshj

iffli 4~ Lxaw WnXbl ycchhnjn 9 H H

Snglamani ketmartet*~p [~ fe dtelll
YeenNe , DTLY awnyw -
sidHumumiyr “

[|Pii:j%irxdx + X +ClI,

2- misol

.e |[w Ne Cy)dx +C%U xe~* +e~* + e~x + C2j
IH

yoki

Boshlafﬁ'" shartlarni e’tiborga olsak,
LIJA(<>-HLII+1$ LLI|,

o 0 =L,

Demak LLIHAMNLUHALUHLLINB
>t \M H thh+mh

yechiiig:
H B ™~ 1 H B K = A
119. 10~ (0)~ 0L (0)]2.

120.\ M 8§ f 2x.
121, LLDKLLIP$ cos2x ~ sin3x .

2L AL U
- = X F= Xa)ll-

agyH U H 1 0)=HUjU=0.



-
127. y”7 =x~2.

128. yI' =cosx .

129. y'LLI,S.in\ NE

130. y'=xex, >0 =1y'(0) =2
131. y" =sin2x, y(0) =6,y'(0) =0.

3- 8. Noma’lum funksiya oshkor holda gatnashmagan
tenglamalar

F(x,y{k),y{kH),..., 0 (2.5)
lenglamada y funksiya oshkor holda gatnashmagan. Bu tenglamada

"M =p(x) (2.6)
lilmashtirishni bajarib, uni

F(x,p,p',...,pnk) =0

ko'rinishga keltiriladi. Shunday qilib, (2.5) tenglamani tartibi K bir-
likka pasayadi.

1- misol. xy" =y'In j tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Y echish . Butenglamaday funksiya oshkor holda gatnashma-

gani uchun y' = p(x) almashtirishni bajaramiz. Bu holda y”=p'
o'rinli bo‘ladi. Bulami tenglamaga qo‘ysak,

Xp'=p InX— yoki p'= YIQ_'
Mosil bo‘lgan tenglama birinchi tartibli bir jinsli tenglama bo‘l-
Knnidan 7:t yoki p - x -t almashtirishni bajarsak, p' =t +xt' ga
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ega bo‘lamiz. Buni e’tiborga olib, tenglamani t+ xt' w/In tyoki
xt' =;(In/- 1) ko‘rinishda yozish mumkin. 0 ‘zgaruvchilarni ajrat-
sak,

dt dx

/(Inl) X
tenglamaga ega bo‘lamiz. Integrallash natijasida
In(iInt- ) =Inx +InCt yoki In/—1=C,x,

bundan esa t = ecxH kelib chigadi. :X—ekanini e’tiborga olsak,

p = xeClx+l

hosil bo‘ladi. p(x) =y' dan y' = xedXx tenglik hosil bo'ladi. Bun-
dan esa izlangan umumiy yechim

y.: jxeCIx+Idx m . xeQ«l - -Cl‘eC]x+I + Cé

C’
ko'rinishda hosil bo‘ladi.

2- misol. y”(x- 1)-y" =0 tenglamaning y(2) =2,y'(2)=1y’(2) =
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. y" =p(x) va y" a p' almashtirish bajarsak, dast-

d d
labki tenglama p'(x - 1) = p yoki X ko‘rinishga keladi. In-

tegrallash natijasida Inp - In(x -1) + InC, yoki p =Cy( x - 1) yechim

hosil bo‘ladi. Dastlabki belgilashni e’tiborga olib, y*=C, (x -1)
natijaga ega bo‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo-
rat. Ketma-ket integrallab:

y' = Jc,(x - Ddx +C2 =-jCiX2- C,x +C2,

I. :I_I_b@- Cx+ CZ?dx +C, :-%Ix3- -g-x2+ C2x +C3

umumiy yechimni hosil gilamiz. Chetki shartlarni e’tiborga olib
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y*W »J 1T I«sA P -1) yoki.sm L

>'(2)>k1dan 18] «4 ~ 24-11| yoit €71*

y(2)a 2dan ** |- |g W U yoki C3=|

imtijalarm hosil gilamiz. Bundan esa

tj, vy _2.
+ X+

Xususiy yechimni topamiz. ,

3- masala. m massali jism samolyotdan boshlang‘ich tezliksiz
lashlandi. Unga o‘z tezligining kvadratiga teng migdorda havp
garshilik ko'rsatmoqda, Jismning harakat qonunini toping,

Yechish. Quyidagi belgilashlami Kiritamiz:

s —jism bosib o-‘tgan masofa;

v ~~Jt ~ iism tezligi; w= LW tezlanish.

Jismga quyidagi kuchlar ta’sir etadi:
p=mg f* harakati y#nalishidagi Qqg'iflik kuchi;

ds\2
—J

F=mv2™* K t —aqarama-qarshi yo‘nalishdagi havo garshiligi.

Nyutonning ikkinchi gpmmigkagaan jismning harakat qonuni-
ni ifodalovehi quyidagi differensial tenglamani yozamiz:

2 2
mwm\k)l - fee2 yctit thm m g -k\al) . ekanini e’tibor-
Ita olsak, m~$™* ftig- kv2 yoki j tenglama hosil
ho'ladi.
a2 K belgtt*&b/ bajamk» o”zgaruvchifefi, ajraladigan

i :H(az - v2) tenglamani hosil gilamiz.
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0 £garuvchil®rM edi&b, , f v ™% tategraStasfa yiiinawéy

In @V =Xt +¢{ natijani hosil gilamiz.
2a a-v m

Masala shartiga ko'ra, t=0 da u(0)=0 ekanligini e’tiborga olsakj

C =0 kelib chigadi. Shunday gilib, In 2:‘: Zr";k t tenglikdan v nl
lakt lakt earl;: ~e_a:7: At
topsak, v-alem -1 m Akt & » oth o hosil
em+e ~
bo'ladi.
ak _ [mg k fkg _tk o , J
mmfifT S "ra va ~~St  ekaniM  hISGbga

s Ifog . L . .
't ethJ— t tenglamani hosil qilamiz va uning yechimj

2% i‘k—galnch‘j}%nqm C2 m%‘in chyjf=t +HZ /=0 da s(0)=0 ekan]il

gidan bollh, jfemni bosib ostgan yo‘11 f &>y

la bilan, tezligi esa v = ath Iﬁt formula bilan ifodalanadi.

\
: . T Ikg ~
Bu formuladagi a mJ-f-, limv =alimthJ==flla mK exan

ligidan tushish tezligi cheksiz orta olmayda hamda tezda v = JJj

Im it giymatga etishadi shu hotelparashytit bilan sakmshd”
ham sodir bo‘adi.
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Quyidagi tenglamalarni yeching:

132* 'jgjf + * 1. 140.
133. jif >fajMpifcihal Ik 141. 'jPjjf +1) +/-*0.
134. jFrfe. . #* » , 142. fj# sf§ jPr+ Y8§?'8 1*»
135. - jj?wr 1*xs* 143. pQlpmy*+1,
136. ' +2w M =0, 144, Xy HKY'4-X"O
137. 145.
x-1

.ym =isfr)==:C

138. 2xywo-y" =y*2- a2. 146. = yf+ $5in <

139. /i +x2)Y, +1+YA=0. "W &M OB AT LW unda.

4-8. Argument oshkor holda gatnashmagan tenglama

F(y,y"y"*-y") =0 (2.7)
Icnglamada erkli o‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu
Icnglama

f- HQ (2.8)
lilmashtirmh bilan tartiblm btttaga paseytlr&fechiladi.
(2.8) almashtirishda: y" =p'(y)-y'=pp ",
r fr Ap-pp' %™ _
o’rniga qo'yishlar bajariladi.
1-misol. 1+ yn *»y 3P’ ftngla”nihg umntttiy yecmiiflini toping.
Yeclit-sh. y'-p(y). ValJP=pp' *"MmMHM M W bajamk,

dastlabki tenglama 1+ p2B jt*p .pf koriSttishga kefedl, bu esa bi4
rinchi tartibli o‘zgafUV6lii[«it,ajraladigan tenglamadir.
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0 ‘zgaruvchilarm ajMtib, tenglamani hosil gilanjM

IJehglikni integrallab, quyidagiga ega bolamiz:

-i-Injl + p2A\m Injr#InCt yoki p="|c,2y2-1,1
Dastlabki o‘zgaruvchi y ga qaytib, y'=z"jciy2-1 "yoki

,. ..—xdx natijaga ega bolamiz. Tenglikni integrallabJ

fiv -i

A-hirQy+yjcty2-1) =+(x +Q) yoki + )J

= -4’\-chC, (x + C2) izlangan umumiy yechimni hosil gilamiz.

2- misol. J1/(0; 1) nugtadagi urinmasi OX o°‘q bilan a=45° bt
chak tashkil giluvchi va egrilik radiusi normalning kubiga teng

bolgan chiziqg tenglamasini tuzing.
Yech ish. Egri chizigning egrilik radiusi va normali tenglama”™

lari quyidagicha edi:
R=@Q+yn~"/y\ N o A

Masala shartiga asosan R=Ne ekanligMtai, gjiyMagi
tenglamaga ega bolamiz:

(\+y,D3n/y*y 3rU vy ,2f- J
Tenglikning foarikki tomonini ga bolib, \[y' - ysa
yoki gflpp m 1 fenglatfiaffi hosil gilamiz. va alJ

mashtirish bajarsak, ppy1m1 tenglik hosil boladi. 0 ‘zgaruvchilam|
gjratib LU integrallab, quyidagi yechimni host!'qiLadSffiK:;!
f / =i, pdp --|rj4 C> I

yoki
p2fcQ -y As o oW
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Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytsak, y'2 =C, - y 2 tenglama hosil

bo'ladi. Masala shartiga asosan 7 '(x0) =tg45° =1 vyoki y(0)=I>
y'(0)=1, bundan I=C —\, ya’ni C=2. Shunday qilib, noma’lum
funksiyani aniqglash uchun birinchi tartibli y'2 =2 -y ~2 yoki

y' = /2 24 tenglama kelib chigadi. Bu tenglamaning o‘zgaruvchi-

larini ajratib, integrallaymiz:

yoki y =y[(2x +C2)2 +1]. lIzlangan chizigning M(0; 1) dan o‘ti-

shini e’tiborga olsak, 1=-j[(2 «0+C2f +1 , C2 =1
Demak, y =2x2 +2x +1 yechim hosil bo‘ladi.

Quyidagi tenglamalami yeching:

148. y-y" +y2 =0. 153. /(1 +>0=/ 2+/.
149. y’ +2y(y')3 =0. 154, yy" +y =y'2,
150. ytgy =2y'2. 155. y'2 +2yy’ =0
151. y’(2y +3)-2y2 =0. 156. yy" -y'2 =0,
152. y(1- Iny)y’+@A+Iny)y2moO. >0) =1,>'0)=2.

157. Egrilik radiusining OY o‘qdagi proyeksiyasi o0‘zgarmas a
bo'lib, OXo*g bilan esa koordinata boshida kesishuvchi egri chiziq
lenglamasini tuzing.

158. Suyuglikka tashlangan m massali jism o‘z og‘irligi tufayli
cho‘ka boshladi. Agar suyuglik garshiligi jism tezligiga proporsional
bollsa, harakat qonunini toping.

159. 2yy”=(y'f . 160. y"y3 =1.
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161. 2yy T\ +y®.. 163. y--yly.
162. y-y" =y'2 +y21Iny.

5- 8. Noma’lum funksiya va hosilalarga nisbatan bir
jinsli tenglamalar

P.9)
tenglama x,y,y',y”,..,,y" larga nisbatan bir jinsli bo‘lsa,

W.

y ZP(X) (2.10)]

almashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladij
1-misol. 3y - 4y -y" +y2 tenglamani yeching.

Yechish . Berilgan tenglama y»y', y” larga nisbatan bir jinsli
ekanligidan, tenglamaning har ikki tomonini y2 ga bo'lib,]

tgttl . v
3- 9_ -4 S 1 ko‘rinishga keltiramiz. —=p(x), yanj
Yyl

= p' yoki -v- = pf- p% almashtirish ba-f
y \vs p' yoki -y-=pf-p |

O _O N
jarib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3p -4fr -4p'»1 yoki 4p' =-1- pm
birinchi tartibli tenglamaga ega bo ‘lamiz.

0 ‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab, quyidagi natijaga kelami»

Udp2:-|_dx yoki arctgp =Q -jX, bundan esa p =tg|c - i |
p

yoki tg C hosil bo'lgan tenglamaning o‘zgaruvchilarinl
ajratgandan so‘ng, integrallab In|y| =4 1In cosjc, --ij +In|C2| yoki

y ~C2cos4Ne - yechimga ega bo‘lamiz.
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2- misol. y'2+yyf®yy' tenlamani yeehing.

Ycchish. Bu tenglama ham awalgi tenglama kabi y, y y " lar-
Im nisbatan bir jinsli bo‘lgani uchun yuqoridagi usulni go‘llash
WUmkin. Lekin tenglamaning chap tomonidagi ifoda (yy')' ga
Iriigligi, ya’ni (yy')4my'2 +yy" ekanligidan (yy')' =yy' teng®
Ifimaga ega bo‘lamiz. yy' - z almashtirish bajarsak, sodda z! =z
Ifhglamaga ega bolamiz va uning umumiyyechimi >xwwwr KOrl-

Miolida boladi. Belgilashga asosan yy' - cxex yoki ydy >»kCxexdx ni
Itili'grallab, quyidagi tSntoniy yechimni host gilamiz:

y2 =2C,exv $£

171. uly
172.

166. 2xy'™"-y" my'2 - a2.

167. y’ =y'ey,y(0) =0, y"'(0)»l. 174. x2yy" +y'2 =0.

168. xyy’-xy2myy". 175. x2(y'2-2yy") =y2.

169. yy" =y'2 +15y2>fx. 176. xyy" =y'(y +y').

170. 1 +x2)(y'2- yy") =xyy', 177. 4x2y3>" =»x U, JFfc
178. m(y - xy")(y - xy' - x).

6- 8. Yuqori tartibli chizigli tenglama

yG)tal(x]§M)
kit'miishdagi tenglama n- tartibli chizigli birjinsli boimagan tengla-

Hiror oraliqda uzluksiz bolgan funksiyalar.



Agarfix) =0 bo‘lsa, bu tenglama chizigli birjinsli tenglam\
deyiladi.

Chizigli bir jinsli tenglamaning birorta y] xususiy yechimini bilj
gan holda

Y =yt m\z{x)dx (2.121

chiziqli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini biti
taga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli bo'Imagan tengla|
ma ham z(x) ga nisbatan (a—1)- tartibli chiziqli tenglamaga kelad|

[ :
way Y "X tenglamani y, »Inx L
susiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytiring.

1-misol. ym+ %y "oy +

Yechish. (2.12) formulaga asosan y =l n x al m a s j

tirishni bajaramiz. Tegishli hosilalar

Y'=j fzdx +zlInx, y"» —" Jzdx + UL+ 2" In X"

m 2 f x; 3r ' .
- -7 -+ zein x
Yy 33 X EIZI.

ni berilgan tengamaga qo'yib, r(x) ga nisbatan quyidagi ikkincf
tartibli tenglamaga ega bo'lamiz:

Z'hix +jM +7~-Nj-z2" +j-~-Inxjs = X.

2-misol. y* +;,y'-+.y =0 tenglamaning xususiy yechii
N ®SsS ekanligini bilgan holda uning umumiy yechimini toping

Yechish. (2.12) formulaga ko‘ra y = Az(x)dx almasht]
rishni bajaramiz. Tegishli hosilalami

. XCOSX=SIinX, k sinx
= F--—--\zIdX + ------- z,
X2 J X
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hMiglamaga go ‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglama hosil bo‘ladi:

sinx-|f +2cas36'-CeO yoki

z Sin X
Tenglikni integrallab, z - —\— yechimga ega bo‘lamiz.
sin X
Natijani dastlabki almashtirishga qo‘yib,
V= sinx f Clh d smx(ts:.2 A t
T »s_m X X = ---)-(--- Qc gX)

yoki

sinx Lrj COS X

_/\2
- X X

|/Jangan umumiy yechimni topamiz.
Misollami yeehing:

179. ywsin2x = 2y tenglamaning y = ctgx xususiy yechimini
hllgan holda tartibini pasaytiring.
180. y’ - = +\3(L = q tenglamaning y=3c xususiy yechimini bil-

gun holda tartibini pasaytirib integrallang.

181. y" + (tgx - 2ctgx)y* + 2ctg?xy = 0 tenglamaning y=sinx
xususiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytirib, uning umumiy
Vcchimini toping.

7- §. Chiziqgli bir jinsli tenglamalar

(2.11) tenglamadaf(x)=0 bo‘lsin, ya’ni
y( +a {x)y(ndy + a2(x)fmd +... +an(x)y mO0 (2.13)

ko‘rinishdagi tenglama berilgan. yv y2, ..* yn funksiyalar (2.13)
longlamaning chiziqli erkli xususiy yechimlari bo‘lsa, quyidagi teo-
rcma 0 °‘rinli.



Teorema. Agar (2.13) tenglamaning xususiy chizigli erkli yechim-j
lari yv y2, ..., ynfunksiyalar bo'lsa,

y = Cyx+Cy2 +... +C.y, (2.14)1
funksiya (2.13) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi (C,, C2, ...,

Cn—ixtiyoriy o'zgarmas sonlar).
lzoh. yvy2 ynfunksiyalar (a; b) oraligda

aiJi +az2y2 +...+any,, m0 (2.15)

shart noldan farqli a,,a2,..., a,, sonlar uchun o‘rinli bo‘lsa, bu

funksiyalar chizigli erklifunksiyalar, aks holda chizigli bogfiigfunk\
siyalar deyiladi.

Ikkita funksiya uchun +a2y2 ¢ 0 (2.15) shart — o = ClI
Y2 «2

shartga mos keladi, ya’ni ikkita funksiya chizigli erkli bo'lishi uchujn|
ularning nisbati o'zgarmas son bo‘lmasligi kerak.

Masalan. 1 vy, =x,y2 =x? funksiyalar ézlz-iL:—*cl

X2 X
bo‘lgani uchun chizigli erkli.

2. LLL =ex,y 2 =efunksiyalar — =elx ¢ C bo‘lganidan chi-1
Y2

zigh erkili.

3. L - 2eDbx y2 = 5eif funksiyalar % =4 0,4 bo‘lgani uchuj
r

chizigli bog‘lig. (a, ti) oraligda berilgan (n—1)- tartibgacha uzluksil
hosilaga ega bo‘lgan n ta funksiyaning chizigli erkli bo‘lishini*

yetarli sharti bo‘lib, W(yl}y2,y,, ) ~ Vronskiy determinanti|
ning noldan fargli bo‘lishi xizmat giladi, ya’ni

W y2 . ¥

M - Y
L Y 1>Y2 >Nu-Yn>a 4 *0. (2.161
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Agar yv yv .., yn funksiyalar (2.13) tenglamaning xususiy
VPcliimlari bc/fesa, vronskianning noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarli.

(2.13)  tenglamaning vronskiani (2.16) a”x) koeffitsiyent bilan
(<, b) oraligning x0 nuqtasida

,)Jga\{x)dx
win.L * ,yn)=wK ,¥2* Yn)lsg'* * P 17)

I luvilli-Ostragradskiy formulasi bilan ifodalanadi.

(2.13) tenglamaning chizigli erkli yechimlari to‘piami yechim-
lorningfundamental sistemasi deyiladi.
Ikkinchi tartibli

y’+al(x)y'+a2(x)y =0 (2.18)
I hizigli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi |Gfljj| va y2(x)
IUuksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi
u Y = C{yx(x) +C2y2(x) (2.19)
ko'rinishda boladi.

Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi ¥](x) ma’lum bo‘lsa,
Ikkinchi chizigli erkli yechim Liuvilli-Ostragradskiy formulasi, ya’ni

I y2 (x) =1 (x) dx P-20)

yordamida aniglanadi. Bu usul ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama-
ning bitta yechimi ma’lum bo‘lganda, uning tartibini pasaytirmas-
d»n birdaniga (2.20) formula yordamida y2(x) ni topib, (2.19) formu-
Ih orgali umumiy yechimni yozishga imkon beradi.

1-misol. y”+§y'+y:ﬂ0 tenglamaning xususiy yechimi

A sm£ ~0<yan holda uning umumiy yechimini toping.
X

Yechis h. (2.20) formula fordaftiida yJ$8 ni topamiz:
2j—

z 4 sinx fe x ] _sinx € dx COSX
yz(x - J 7 — Jsmax
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Demak, (2.19) formulaga asosan tenglamaning umumiy yechimi]
quyidagi ko‘rinishda bo ‘ladi:

y =b SInX_ oy cosx.

2- misol. y =C,e3x +C2~3x funksiya y* - 9y =0 tenglamanin
umumiy yechimi ekanini ko‘rsating.

Yechish. y{=elx va y2 =e~-3x funksiyalarning har biri beJ
rilgan tenglamani ganoatlantiradi. Bu xususiy yechimlar o‘zaro chi-|

zigli erkli, chunki ém 3¢ —€6x* C. Shuning uchun bu ikKk|

yechim fundamental sistemani tashkil etadi, demak,
y =Clyl +C2y2 =Qe3x + C2e~3X
umumiy yechim bo'ladi.

3- misol. yI-y' =0 tenglamaning yx- ex,y2 =e X, yb= chx
xususiy yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?
Yechish. Buning uchun vronskianni hisoblaymiz:

Vi Y yy X e~x chx
W(x) = y{ Y2 ¥y Tex -e-x shx =0,
v{i Y2 ¥ ex e~Xx chx

chunki birinchi va uchinchi satr elementlari bir xil. Shunday qilibl
bu funksiyalar chizigli bog‘lig, ya’ni ular fundamental sistemanT
tashkil etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo‘Imaydi.]

Misollarni yeching:

182. jAshx va y2=c\\x funksiyalar yn-y =0 tenglamanini
xususiy yechimlari bo'lsa, ular fundamental sistema tashkil etadimfl

v N N L
183. y +Xv +\(I 4)\(/z{y 0, x * 0 tenglamaning j, VXS|nx|

y2 = -—cosjc xususiy yechimlaridan umumiy yechim tuzib bo‘ladimS
VX
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Quyida berilgan funksiyalar o‘zining aniglanish sohasida chizigli
erkli boiishi yoki bo‘Imasligini aniglang:

184, x +1, 2x+1, x +2
185. 2x2+1, x2-1, X+ 2

186. yfx, \fxT~a|] -Jx +2a.
187. In(2x)s In(3x), In(4x)t

188. y, = e~ va y2 =cx funksiyalari y""+y'-2y =0 tengla-
maning xususiy yechimlari bo‘lsa, umumiy yechim tuzilsin.

189. yj=I va Y2 * e2x funksiyalar y’-2y"' =0 tenglamaga Xxu-
Msity yechim bo'lishini va fundamental sistema tashkil etishini ko‘r-
Mting.

190. y'-4.y'+ 5y =0  tenglama uchun yt ~e2xcosx,

=e2x sin x funksiyalar xususiy yechim bo‘lsa, ularni fundamen-
lul sistema tashkil etishini ko‘rsating va umumiy yechimni yozing.

191. y' - 'f=0 tenglamaga = e~x xususiy yechim bo‘lsa, M —
Ikkinchi xususiy yechimni toping va umumiy yechimni yozing.

8- 8. 0 ‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli tenglama

K +alyind) + +...+an 0'+ a,,y =8 (2.21)

tenglama o ‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama deyi-
littli, bu yerda av av ..., an—o ‘zgarmas hagiqiy sonlar.
(2.21) tenglamaning yechimini

[ yNe* (2.22)
ki)’iinishda qidirib, lei tenglamaga qo”ish orqgali, (2.21) ning
Kurakteristik tenglamasi deb ataluvchi

y K' +£88% # a2km2 + ... + a3 Ak +an =0 (2.23)

Higebraik tenglamani hosil gilamiz.
(2.21) tenglamaning yechimi (2.23) xarakteristik tenglamaning
yrchimiga mos ravishda:
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1) har bir oddiy haqgiqiy k yechimga Ce” qo'shiluvchi mos kelaj
di, bu holda umumiy yechim quyidagicha boladi:
y wC,f/H*fC 2ek2X+... +C,,ek*xj (2.241
2) har bir karrali yechimga

y =(Ci +C2x +...+Cmxm |)ekx (2.25J
ko'rinishdagi yechim mos keladi]
3) har bir k12 ~ a + rip oddiy kompleks yechimga esa

e@* (Ct cos(3x + C2sin fix) (2.271

go‘shiluvchi mos keladi;
4) har bir kl2 = a +|& m- karrali yechimga

(Q +Qx +...+CmIxnlcospx+"g +cX +...+cmIxm J-sinpxj

go‘shiluvchi mos keladi.

1-misol. y"~7y'+6y =0 tenglamaning umumiy yechi
topilsin.

Yechish. k2-1k +6 =0 xarakteristik tenglamani tup
vicj=1 va k2=6 ildizlarga ega bo‘lamiz, bularga esa e*va efcxusif
yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chizigli erkli bo‘lganidal

umumiy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko'rinishda yof
ladi:

y=Cxex +C,e4d * I
2- misol. y*-N1by" %36y =0 tenglamaning umumiy yechi]
topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglama kA-13k2+36 =0 kqj

nishda bo‘lib, uning ildizlari kX2 » +3, 4 =+2. Bunga mosS
e3 e2* ffinksiyalar'.chiziqgli erkli bo‘lganligidan, umumiv ye ]
(2.24) formulaga asosan

y = Cxe Bt + C2e3x + C3e~2x + Cdelk .
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3- misol. m tenglamaning va >¢'(()) =x!
boshlang'ieh *pcftKpi, ganoatteairuvchi xuw*ily

Y e~ M sh. Mos'-xaraletoristijk.. teaglatma A2 - K kofri-
nishda bo‘ladi va uning ;feeh'tel*ft' ljipiiMg % =8/L
yechim LL | :

ko‘rinishda bo‘ladi.
Boshlang”ich sharttardan L, va C2larga nisbatan

KAN'Ay T - =% -
]
sistema hosil boMadi va C, =*"1, ft = 1lekaMwM-topamfe; De-
mak, "ye#him JM® + « ®

4- misol. y" . %y' - 0 tenglamaning ;HO0)-0 va y(In2)=3 chega-
raviy .shatflmi ganoalllsiiycM yedilm | tapils&i.

YechishXarakteristik tenglama k2*2k mQ ko<inishda
bo‘ladi va *,=0, unfttj| yechinflarl bcrtadi Demak, tiffiuimiy

ycchim LW3LL formuladait ytirf m £| t C$€ix W dttishda boiadi.
Chegam”ly fhartlajga Yduw, quyidagi sistemaga ega bo'lamiz:

[ Wopll*% =mwki fcl+c2=o,

I tg + *r .'" (e»tm *3

Bundan esa Ct=—19C2=t. Izlangan xususiy yechim 3/ae bl e~x -1
ko'rinishda bo‘ladi.

5- misol, fm—t f +jt =.6 tenglupaiiMf omumif ye®imi to-
pilsin.
Y echish. Xarakteristik tenglama 0 -fy +k =0 ko'rirtish-

cla bo‘llb, £,=0, Bu yerda 1 ikki karrali yechim bo‘lgani
uchun yOw, UFex funksiyalar xususiyyeghimlar bo‘lib xizttiat qi-
ladi va umumiy yechim formuladan JP* LL| +WMA

ko‘rinishda bo'ladi.
LLI



6 - misol.

topilsin.
Y echish. Xarakteristik tenglama k2 - 4& + 13 = 0 ko‘rinishda
bo‘lib, kX2 =2+3Bularga mos xususiy yechimlar e2*cos3x va]

y" - 4y' +\by =0 tenglamaning umumiy yechimi]

eZjcsin3jc ko‘rinishda bo‘lgani uchun umumiy yechim, (2.26) for-
mulaga asosan, y =e2x {Cxcos3x + C2sin 3x).

Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimlari topilsin:

192. y"-4y' +3y«*Q. 202. yIV ~2ym+y" =0.

193. y"-4y' +4y =0. 203. y>X +ady =0.

194. y" -4y' +13y =0. 204. yIV +5y" +4y = 0. 1

195. y"-4y =0 205. y"-3y'+ 2y =0.

196. y" +4y =0 206. y" +2ay' +a2 =0. J

197. y’ +4y' = 207. y" +2y' +5y it 0.

198. y"-y'-2y = 208. x'(t)-2x'(t)-3x(t) =0. |

199. y" +25y =0 209. x?(t) +\?x(t) =0(w =const), |

200. y"-y' = 210. s'(t) +as'(t) =0 (a =const).!

201. y" +4y' +4y =0. ]

Quyidagi tenglamalaming boshlang‘ich yoki chetki shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

211. y" +5y"'+6y =0, y(0) =1, y'(0) =-6. 1

212. y" - 10y' +25y =0, j>(0) =0, y'(0)=*I. |

213. y”-2y' +10y =0, Wf) =0, Y'(")=£- |

214. y" +3y' =0, y(0) =1, y'(0) =2 |

215. y'+9y =0, y(0) =0, y(®) =1I-
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216. y" +y =0, y(1
217. 9y" +y =0, y

218. y"-y =0, y(0)"2, y'{0)=4.
219. y' +2y'+2y~0, y(0) =1 /(0) =1

9- 8. Chiziqli bir jinsli bo‘Imagan tenglama

y +ax +ootanf (X)y' +a, (x)y " 1(x) (2.28)

tenglama chizigli birjinsli boimagan, ya’ni oVzg tomoni 0 dan fargli
li'HRlama deyiladi. (2.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
teorema bilan aniglanadi.

Teorema. Agar U =U(x) funksiya (2.28) tenglamaning birorta
xususiy yechimi bo‘lib, yv yv ..., yn funksiyalar esa mos bir jinsli
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir
linsli bo'Imagan tenglamaning umumiy yechimi.

w U +Cj% + C2f %+... +Cnyn (2.29)

ko’rinishda bo'ladi.

Boshgacha aytganda, birjinsli bo'Imagan tenglamaning umumiy
ycchimi uning biror xususiyyechimi bilan unga mos birjinsli teng-
Ininaning Umumiy yechimlari yigihdisiga teng.

Masalanlng muhim jihati shtndaki, bir jinsli tenglamaning umu-
nily yechimia xarakterisik tenglama orqali topishni MBgEb ammo
bir jinsli bolasiagan tenglamaning birorta xususiy ywMiuiin!..topish
masalasi ancha murakkab.

Chiziqli bif Jinsli bo'Imagan tenglamaning bircsata lesusiy
yiichimini topishning ikki usuli bilan tanishib o'tamiz. (Mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi ma’lum deb olamiz)

I. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash usuli

Bu usul bir jinsli bo'Imagan tenglamaning birortasw wy yechi-
mini topish uchun qo'llaniladi va koeffitsiyentlar o'zgarmas bo'lgan
Ikduchun ham yaroqglidir.
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Mas bir ji” | tenglamaning ftmdamMtCffcfeiffilari yt, n
Ta’ ’Uw bo'lsa, -£2,.28) ning birofta xususiy yeehimitti

Ul[[» GLLLL®C2x) .+ 111 us

ko‘rinishda gidiramiz.

- LU ni £L28)g& qoyib, &nM $#larnj
aniglash uchun quyMi? hosil qilOTfe;
fa?M | +Q (x)y2+...+C*(x)>’, =0, I

mwm f in +...+c;(x)y; =0,

Bu sistemad» QCx~f *QCxii ..., LLL $T B«mi 30%lab (2.3ft) ga

tukaSK, i Ll AL yechimga ega bolaraiz.
Yugoridagi sistema

.y I+ o, (x)y" + a2(x)y j=f(x) .
ikkinchi tartibli tenglama uchun
+LW (x)y2 =ft, o
~mmCx3M4 LW (X)yj - /(x)

ko‘rinishm oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladj

U holda (2-30) formulaga asosan xususiy yechim

ko'rinishda bo'lib., bu yerda W p | ,y2)-y t WL~ yechimlar Yrond
kianidir.
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_ f 2.f ctgx _ : .
1- misol. y”+7y +y=-.)2-- tenglamaning umumiy yechimini

loping.

2
Yechish. y" +Fy' +y =0 bir jinsli tenglama uchun 7- § dagi

| misolda yx = -S-'Q-)f ekanini bilgan holda y2 = _ cosx ni aniqla-
X

sinx COSX
Hm edik va = _ X
XCOSX-SinXx XSinX+C0SX 2 -
X

Demak, yxva j/2yechimlar chizigli erkli, ya’ni fundamental sis-
Wmani tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechi-

ini y = y y koainishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy

ycchimni (2.33) formulaga asosan aniglash mumkin:

_ COSX Ctgx sinx ctgx
sinx COSX
U(x) = X dx
(x) m
XTI
cosx I i sinx COSX . sinx
----- JCosxdk = « Intg: 4 cosx - SinX = -—- m '-[l-S)j(
X

Natijada (2.29) formulaga asosan

Asinx 2. COSX . sSmX| X
V= Corrl C2-24 In

X X X tg/\
Umumiy yechimni hosil gilamiz.
Yuqoridagi misoldan ko‘rinadiki, (2.28) tenglamaning bir jinsli
Icnglamasining y {(x) birorta xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning
uimimiy yechimi

y =Cm +C2y2 +U(x)
ko‘rinishda aniqlanib, bu yerda
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formula orgali, U(x) esa (2.30) formuladan topilar ekan.

1. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Bu usuldan faqgat (2.28) tenglamada koeffitsiyentlar o'zgarmaa
bo‘lgan holdagina foydalanish mumkin.
y(n) + +a2/ m2) +...+any =f(x) (2.34)1
tenglama berilgan bo‘lib,
f(x) =e**[P,(x)cospx + Qm(x)sinpXx] (2.35)1
ko'rinishda bolsa (bu yerda Pn(x) va Qm(x) —mos ravishda n va m
darajali ko‘phadlar), u holda birorta xususiy yechim
U (x) [Pt (x)eospx + ("Cx|sinpx] A

ko'rinishda qidiriladi, bu yerda r daraja — kn +axk*~' +... +an =0

xarakteristik tenglamaning a+p/ ildizi tartibiga teng bolgan sondia
Agar xarakteristik tenglama a+p/ kompleks ildizga ega bolmasal
r=0 olinadi. Pfcx) va G,(x) lir esa | tartibli ktl*phadIffif bolib

[ =T1ax(n,t) va Pt(x) = Af + Axld +... +Ar, Qt(x)=BXI 4

+BxxH +... +Bj m LL|

y' ' + @2y - fix) (2.361

tenglama uchun yuqorida aytilganlarni tartiblab, quyidagichi yozisl
mumkKin.

1 / (x) =Pn(x)eax bolgan holda: 1
a) a son k2 +atk +gg =0 xarakteristik tenglamaning ild
bo‘lmasa, xususiy yechim

Uix) =Qn(x)em (2.37m
ko'rinishda qidiriladi;
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b) a son xarakteristik tenglamaning bir karrali ildizi bo'lsa, xusu-
siy yechim

U(x) =xQn(x)e(X (2.38)
ko‘rinishda qidiriladi;
d) a son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bodsa, xusu-
liy yechim
| (2.39)
ko'rinishda qidiriladi.
2. fix) bl#* [P, (xjcospx + Qm(x)sinpx] bo'lgan holda;

a) em-pi xarakteristik tenglamaning lldM holmalt,, u holda
Xususiy yechim

I tf (x) eax [P (x)eospx + Qt (X)sin px] (2.40)

ko'rinishda gidiriladi, bu yerda / = max(n,m) ;

b) a +p/ son xarakteristik tenglamaning lldizi bo‘lsa, xususiy
ycchim

f U{x) a x eem IPj (xX)cospx + Qt (x) sift px]| (2.41)
ko'rinishda Qidiriladi, bu yerda / * max(/t,m) .

2-misol. y’~2y'-3y =edx tenglamaning y(te2) =1, y(21n2) =1
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Y eehish. Xarakteristik tenglamaning k2 - 2k - 3m0 yechim-
lari 1, k2~3. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y =Cie-x +C2e}* "o

ko'rinishda boladi. a =4, RJx) ~ 1 bolgani uchun xususiy ye-
chimni (2,37) formulaga asosan

U(X) »’Aed*
ko'rinishda iziafmiz. Bmyechiemi tenglamaga qrfysak;
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16/1edx -8 /1eBk -3 /1M = ef% yoki 5A =1,A ="

Demak, umumiy yechim (2.29) formulaga asosan

ywdbr* + CGe3x +le 4

ko'rinishda boiadi. C{va C2larni aniglash uehun ehegaraviy sharl
lardan foydalanamiz:

QI I + C2e3I2 +V In2 * I* 1

Cxe ?'"2 + CoeBW +~em7 » 1

lc, +8C"+y m 491

1 , 56 YOb C1“ 1r* 600
ic1+&4C2+"N » |- o I

Demak, izlwspetgan xususiy yechim:

3» misol. y*+ j®- If =.66**HMELU tenglamaning y(0)=11
y 1®W i1 boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsinifl
Yechish. Xarakteristiktenglama s @ ~ 2 =0, uning yechimfl

lei esa k.=—2, 1bo'lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy]
yechimi

y=0g<*2+C ~ I
kQ”xinishda bo'ladi- /(x)=3'"e"®'(BwXx-1«*ax”: ya'ni pUd
bo‘lgani uchun xususiy yechimni (2.40) LW W HpA M M

U(x) = Tcosx f Jslftx.
ko‘rinishda lijaymiz. £7(X) ni tenglamaga
-y4cosx - Jsinx - y4sinx + B cosx *Wwn--M ad
yoki
(B - 3/4)cosx ~*(3B *
6.4



Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

B-3A =I> A =0, 5=1
3B +A =3

Ikindan esa umumiy yechim y m Cxe~2x + C2ex +sinx ko'ri-

Mishda ekanligini topamiz. C, va C2koeffitsiyentlarni topish uchun
boshlang'ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi-

_ Cxe® +C2e° +sinO =1, ) _
.uni/: 0 0 n yoki Cj=0, C2=1 Demak,
-20Qe0 +C2e° +cosO =2
e*+ sinx izlangan yechim boladi.
4- misol. ch2x tenglamaning .y(0)=y '(0)=0 boshlan-
rlch shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglama k2 - k - 0 va uning yechim-

lui k=0, k2=1 boigani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
weehimi

I y = Cx+ C2ex

ko'rinishda boladi. /(x) =eOx(ch2x +0esh2x) boigani uchun
(2.40) formulaga asosan xususiy yechimni

U(x) =Achlx + 2?sh2x
ko'rinishda izlanadi. U(x) ni tenglamaga go'ysak:

47N4ch2x + 41?Sh2x - 2Ash2x - 25ch2x = ch2x
yoki

r (4A - 21?)ch2x + (45 - 274)sh2x = ch2x + 0 esh2x.

Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga
ega bolamiz:

4A -2B =1, ! ]
Y 2A +4B =0. ®uninSyechimi J1- j,

Demak, umumiy yechim quyidagi ko'rinishda boladi:

y =Cj + C2ex +-é'-ch2x+i6sh2x -
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Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun boshlang'ich shart
lardan foydalanamiz:

Ci + C2e° +jch0 +-jrsh0 = 0,

C2e° +|sh0 +jch0 =0

yoki
C, +G,
c2+1=0.
Bundan, Cx =0, C2 =— Demak, boshlang'ich shartlarni ba*

jaruvchi xususiy yechim vy =—{ex +-3ch2x+ 'gsh2x ko'rinishdi
bo'ladi.

lzoh: /(x) =ch2x =-—" — mj(e2x +e 2x) ekanligidal

xususiy yechimni U =Ul + U2 - Axe2x + Bxe~2x ko'rinishda qidirsal
ham aynan yuqoridagi yechim hosil bo'ladi.

5-misol. y"-2y'+2y =x2 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 -2k +2 =0 va uning ill
dizlari k12 = 1%/ bo'lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumjl
yechimi

y =ex (Cj cosx + C2sinx)
ko'rinishda bo'ladi.

f(x) =x2 =e0xP2(x) bo'lgani uchun xususiy yechimn
U(x) = Ax2+ Bx +C ko'rinishda qidiramiz. Tenglamaga qo'yisj
natijasida

2A - 4AX - 2B +2Ax2 +2Bx +2C = x2 yoki
2AX2 + (-4A +2B)x +2A-2B +2C =x2+0x+0 J
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eknnligidan quyidagilarni hosil gilamiz:

1 2A =1,
< -4A +2B =0, vyoki A=i,B =I,C=L
[ [2A-2B +2C =0

[lundan esa dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y =ex(Cj cosx +C2sinx) +-(x +1)2.

6- misol. y" +y =xex +2e~x tenglamaning umumiy yechimini

loping.

Y echish. Xarakteristik tenglama k2 +1 =0, uning ildizlari
rs;i k{2 =i bo'ladi. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning umu-
liliy yechimi

y =Ci cosx + C2sinx
ko'rinishda bo‘ladi. /(x) =fx(x) +/2(x) = xex + 2e~x bo'lgani uchun
| -1, a2 =-1, Pi = =0, *"(x) =x, demak, xususiy yechimni
11(x) = Ui(x) +U2{x) =(Ax +B)ex +Ce~x ko'rinishda izlaymiz. Te-
|[shli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo'ysak:
I 2Aex + (Ax + B)ex + Ce~x +(Ax + B)ex + Ce~x = xex + 2e~X,
| (2Ax +2A +2B)ex +2Ce~x = (Ix +0)ex +2e~x.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:

\2A==1’
WA +2B =0, yoki A=—B=-j C=1

Cc=1

Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
bo'ladi:

y = Cj cosx + C2sinx +y(x - l)ex +e~x.
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7- misol. w *ke#* tenglamaning umumiy yechimil
ni toping.

Y echish. Xarakteristik tenglamasi /c3+kn”2k » 0, uning il-l

lizferi esa k%d-2, /% =0,- wllbo'ladt Demak, bir jinsli tengl
lamaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

y =Ct +C2ex +C3e 2x, P
[1d =fi (x) +/2Cx)a x -<** I

=0, (X)wx, % =1 X M -1 Pi =p2 =0 boMgani uehunl
xususiy yechimni (2.38) formulaga asosan:

UxX)p Ui (x)+U2(x) =x M(Ax +B) +x mCex
ko'rinishga gidiramiz, Buni asoslf ttnglaiaaga go'yib,
3Cex +Cxex +2A +2Cex +Cxex -4 Ax-2B -2Cex -2Cxex =x-¢€ ]
yoki
-4 AX +(2A**25) +3Cex * x - ex- I

ifodani hosil gilamiz. Noma’lum koeflSfeiyentlami s»iglash Uchuifl
quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

-4 Aml,
2A-2B =0" yoki A=-1B=-1, =-1.
3C =-1

Natijada dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga egj
bo‘lamiz:

ymCx+ C2e* +C3e'2x - **(x + 1)- y xex.

8-misol. y" +y =3sinx tenglamaning y(0)+y'(0) - 0J

= 0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimj
topilsin.
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Y echish. Xarakteristik tenglama k2 +1 = 0 va uning ildizlari
K2=W=0%x1i boigani uchun mos bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimi quyidagicha boladi:

y =Q cosx +C2sinx .
fix) =eOx (3sinx + Ocosx), ya’ni a+p@=0+/, a =0, =1

bo'lgani hamda bu xarakteristik tenglamaning ildizi bilan aynan bir
Xl bolganligi uchun xususiy yechimni (2.41) formulaga asosan

U (x) = x(y4cosx + 2?sinx)
ko'rinishda izlaymiz.
U’ m (-/4sinx + 2?cosx)x + (Mcosx + 27sinx),
U" =2(-ylsinx + Bcosx) + (-J1 cosx - i?sinx)x
Ifodalarni tenglamaga go'ysak,
-2/4sinx +22?c0osX - MXCc0SX - .SXSIinX + AXcosx + Sxsinx = 3sinx

yoki -2>Isinx +25cosx = 3sinx + Ocosx

hosil boladi.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemaga
*ga bolamiz:

f-2A m 3, 3
(28=0 yoKi 2 N=0"
Natijada, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi
o y = Cjcosx + C2sinx --jXC0OSX

ko'rinishda boladi. Noma’lum CjVa C2koeffitsiyentlarni aniglash
Uchun chegaraviy shartlarni ganoatlantiramiz:

y' =-Cj sinx + C2cosx - -3cosx +i<sinx,
j/(0) = Q cosO + C2sinO m0 ecosO = CP?

J'(0) =-CxsinO + C2cosO | +cosO + -] -0 ¢sinO = C2 - 29
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| 7] T T 3 K 1 M
yY

Y — [ cin- +Pocost = Secosly 3. Kin M. 3K
S’Iﬁ‘\ [TsmI +E€2cos2 Kcosl—+| FKs”i T(E,1+4.

Shunday gffib,

c,+c2 1=0 C,+Ca =],
yoki

C2-c1+A=0 Cj HC2 = - 3K
sistema hosil bo'ladi w uning yechimi C, = 3"28b7r), C3H

bo'ladi. Demak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlarni ga-
lioatteitiravfhi xususiy yechimi;

y :g’glp#”)cosx - (W-Z)SfCihX]-S-XCbSX.

9 -misol* y*“*6y' + 10y =*80en co&J tenglamaning y(0)=4j
y '(0)—10 boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsia

Y echish. Xarakteristik tenglama k2# 6k + 10 =0 va unjj
ildM afi = -331?" bo'lgani uchun mos bif jinsli tenglamaning
umumiy yechimi y = e &(C, cosx4 C2sinx) ko'rinishda boYal
I {x) =e* (SOcosx + 0esinx) boigani hamda a +(3ml “+f ekad
ligidan xususiy yeehimni U(x) = ex (/4cosx + Bsinx) ko'rinishda
izlaymiz. Tegishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo'palcB
ex (-2Asinx +25cosx) + 6ex (Acosx + 5sinx~ *sinx + 5 cosx!+

+10ex + 5 sinx) = 80ex eosx.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemaif
hosil gilamiz: |

fIBA * LLL T 80,

yoki Aa4, 5=2
+165 =0
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Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y me~ix H cosx + C2sinx) + 2ex (2cosx + sinx).
Boshlang‘ich shartlarni ganoatlantirib, C, va C2lami aniglaymiz:
e X (-3C, cosx - 3C2sinx - Q sinx + C2cosx) + 2ex (3cosx mA LWL,
y(0) =Q +4m4, y'(0) =-3Cj +£TS +6 * 10, bundan C,—0, C2=4.
Shunday qilib, boshlang'ich shartlafni ganoatlantiruvchi

vcehim:
y IpM +2ex(2cosx 4sinx).

10-misol. y" +y* tgx tenglamaning y(0) =J8|1 = 0 chegara-

viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Y echish. Xarakteristik tenglama k2 +1 =0, uning ildizlari
ra klI2 «if. Shuning uchun mos bir jinsli tenglamaning umumiy
ycchimi:

y =Cj cosx + C2sinf

/ (X) = tgx = e0x-tgx bo'lgani uchun xususiy yechimni noma’-

lum koeffitsiyentlar usuli bilan izlab bo‘Imaydi.
Shuning uchun,, Q‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydala-
namiz.

U(x) g C, (x)cosx + C2(x)sinx deb olsak, C,(x) va C2x) funk-

ulyalarni aniglash uchun (2.32) formulaga asosan, quyidagi sistemaga
cjta bo'lamiz:

fCi'Cx)M +C{{x)y2 =0, LLL (x)cosx + Q' (x)sinx =0,
\c;(x)y; +C2(x)y2 =/(x) ~C{ (x)sinx+LL, (x) cosx Lu tgx..
Bu 'sistemani yechib,
2

Q\(,X)7:'/'Bségs>)<(dX+A:S'nx' Inl_| Y | + A

C2(x) a -cosx +B
ckanligini topamiz.
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Shunday qilib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi:
y =Acosx +Bsinx -cosxln

Chegaraviy shartlarni ganoatlantirib, A va B ni aniqglash uchun,
quyidagi sistemaga ega bo'lamiz:

R
Bundan A =0, B =-y-In3. Demak, chegaraviy shartlami ganoat-:

lantiruvchi yechim, quyidagicha bo‘ladi:

Quyidagi tenglamalarni yeching:

220. y"-2y' +y =e2*

221. y"-4y =8x3.

222. y" +3y' +2y msin2X +2cos2je.

223. y7+y =X +2exX.

224, y" +3y' *9x.

225. y" + Ay' +5y =5x2 - 32jc+5.

226. y'-b?b2y =e*

227. js*+5y'+6y = +e~2X.

228. ym+y*"NEX +e~X.

229. y" +y'~»2y &6X2.

230. y" -5y"' +6y =13sin3x.

231. y" +2y'+y =e\

1S2. y" +y' +2,5y m 25c0s2xX.

233. 4y" "Ny = x3"24X.

234. y"- 4y' +3y =ebx, y(0)=3, y'(0) =09

235. y"-8y"' +16y~edx, y(0)=0, /(0)* L
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236. y" +y =cos3x, |4 # || o |
237. 2y’ ~y' =1, y(0) =0, y'(|0)i].

238. y" +4y =sin2x + 1, j>(0) - !, .y'(O) m0-

239. y" +4y =cos2x, y(0)="j =0.

240. y*~y =2shx, y(B) =@ y'(0)*lI.
241, y" - 4yf+ »le2xsWLLL, y(0)» 0, y'(0)r=4.

10- 8. Eyler tenglamasi

0 ‘zgaruvchi koeffitsiyentli chizigli

yoKi
(@x+bfjw +a{(ax+b) Y"1 +... + g, X(@x+b)y'+LLOLLY/ (+*) (2.43)
tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi, LLI—bu tenglamalar uchun
0‘zgarmas koeffitsiyentlar.

(2.42) tenglamani x=8& va (2.43) tenglamani esa ax + b *=el al-

mashtirish orgali o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli tenglama holiga
keltiriladi.

1- misol. x2y" - xy'4-y 4 0 tenglamani yeehing.

Yechish. x*e* yoki tm Inx, ’L\»-(

:’g- =e * almashtirish
bajarib, y =y(x) =y[x(t)] funksiyaning murakkab funksiya sifatida
hosilalarini topamiz:

,_dy dy dt . -t
A dx dt dx 9

gt DL dlye=t«e-ly)e *=eA(y-y).
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Bu yerda f. w p ko‘rinishda t bo‘yicha LULLILLILLI belgilandi. 1
Bulafrt e ’tiborga olsak, dastlabki tenglarria quyidagi holga keladil

et '1$ e’ -e~*.y+yTD
yoki
= 0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
K2-2A+1=0, (kl2 =1), m

umumiy yechimi esa

y + C2/)ef = (C, + Injc) *x
ko‘rimshda bo‘ladi.

2-misol. (4x - 1) y" - 2C4x- X)y' 8y «a§ tenglama yechilsim

Yechlsh. 4x-1 - ef vyoki XM, o ax gt y?kl

-]~ - 4e~r almashtirishlarni bajarsak,

. 4t . HA

y 'y ®E~ *y = (-4e~f wy +4e~ly)de~* =16e~2t(y - y*ulLl
Bulami etibbfgalll alll, dasflkbki Wngiama

(y -y)-4a2e* -e~y +8j LLUO
yoki

2#-3y +y**{) A

L w L L, M o‘zgarmas: koeffitsiyentli cWiigli bir |win! tenglamagl
aylanadi. Xarakteristik te«ngla””;,

20 -1k+1=0,]] al, k% . q

Natijada umumiy yechim

+C|© 2
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yoki

K y :C,(4X- ].)+C244x !

ko'rinishda bo'ladi.
3- misol. y" “xy"' +y =cos(Inx) tenglaaiffii yeehing.

Yechish. x-e* yoki tftl n i mx—:e~* almashtirishlami

bgnb, tegishli hosilalarni hisoblaymiz:

y'=e~y, yU=e2t(y-y).

Topilganlarni tenglamaga qo‘ysak, quyidagi o'zgarmas koeffitsi-
yentli tenglama hosil bo'ladi:

y -2y +y = cost.

Xarakteristik tenglama k2 ~%k +\ =0, wa'w 1 bo'lgaaldan*
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

I f «(Cj4cC2h ©
ko'rinishda bo'ladi.
/(x) m(1- cost + 0 *s'mt)e°* bo'lgani uchun xususiy yechimni
U(t) =j4cos/ + 2?sin/
ko'rinishda gidiramiz. Hosilalarni hisoblab:
U'=-Asint+Bcost, U" =-Acost- Bsmt™*
lenglamaga qo'ysak,
-l4cos/ - Bsint +2Asint - 2Bcost +v4cos/ + 5sin/ = cost
yoki
-2 Bcost + 2Asint = cos/.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglaymiZ:
{-2B = 1- a 1
| p * yola o L * - * cess
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Demak, U(t) =*4"-sin/ hamda umumiy yechim y=(C1+C2)e' -1

--sin/ ko'rinishda bo'ladi.

Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytsak,

y w (C\ +C2Inx)x - —sin Inx

umumiy yechimni hosil gilamiz.

Quyidagi Eyler tenglamalarini yeehing:

242. x2y"-2y =0.

243. x2y" +2xy' - n(n +1)y =0.

244, x2y" +5xy' +4y =0.

245. x2y "+xy' +y =0.

246. xy”+ 2y' =10x. [
247. x2y" -by =\2\nx.

248. x2y’ - xy' +2y =0.

249. x2y" - 3xy' + 3= 31n2x. Yy
250. x2y n+xy"' +y =sin(21njc)

251. x2y" -2xy' +2y =4x.

252. x3y’ +3x2y"' +xy =61nx.

253. x2y" -4xy' +6y =x5. J
254. x2y" +xy' +y =X.

255. x3y T-3xy' +3y =0.

256. x2y "+3xy'+y =-, y{1)=1, /(1) =0.
257. x2y’-3xy'+4y =jx\ ~21)=|, »4)- 0. 1

11- §. Differensial tenglamalarni gator yordamida yechish

Ba’zi bir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yor-

damida integrallash mumkin bo‘lmaydi, bunday tenglamalaming!
yechimini



y = X €« (*-*<>)" (2.44)

darajali gator ko‘rinishida izlanadi.

Noma’lum Cn koeffitsiyentlarni (2.44) ni tenglamaga go‘yib,
tenglikning har ikki tomonidagi bir xil darajali hadlar oldidagi koef-
fitsiyentlarni tenglab topiladi, ya’ni

(2.45)

tenglamaga go'yilgan .y(x0) =y0 boshlang'ich shartni ganoatlan-
tiruvchi yechimni topish hagidagi Koshi masalasining yechimini

(2.46)

Teylor gatori yordamida topish qulay, bu yerda
Y(*0) = >, ?'(*<)) = /(w<>;:\V0)>-
1- misol. y" - x2y =0 tenglamani yeehing.
Yechish. Butenglamaning yechimini

y =CO+C{x+C2x2 +... +Cnx" +...

darajali qator ko'rinishda gidiramiz.
Tegishli hosilalarni hisoblab,

y'=Cx+2C2x +3C}x2 +... + nCnx"~| +...,

y' =2¢1eC2 +32C3x +... +n(n-1)Cnx"® + ...,
natijalarni tenglamaga gqo'yamiz:

201eC2 +32C3X +...+n(n- Cnxn2 -
-x2(CO+Cxx +C2x2 + ...+ C,x" +...) A0.
X ni bir xil darajalari bo'yicha guruhlasak:
291eC2+32+C3x + (42 3C4- CO)x2 +(5-4-C5"Cr)x3+...
+[M+4)(n+3)C,H4- C,]x"...,=0
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2 1 C2+32mC3ic+V [(a+4)(n +3)Cm4 -C,]x"42 = 0.
70

Bundan
C2=0,C3=0,., M+4X4+3)Cm4-C,, =0 1
yoKi

Cﬁ-l-4 = (|/|+E)(|7|'+4) (/ = 0,1,2...%. I

Bu tenglik barcha noma’lum koeffitsiyentlarni aniglashga yor-
dam beradi:

f

Q Q
41 347-8.(AwD¥dn’ 4wl 4589..4n(dnil)

Qb+2 =Q/i+3 =0 {n =04>2>"-) 1
Shunday qilib, quyidagi umumiy yechimga ega bo'ldik:
® yAa ®
N = C°N3-4-7-8..(4n-1)4n + Cl 24 -5 8-9..4i(4n+1) |
Hosil bo‘lgan gator son o‘qidagi barcha nugtalarda yaginla-
shuvchi bo‘lib, u ikkita chizigli erkli yechimlar yig'indisidan iborat:j

2- misol. y' =x2 +y2 tenglamaning, y(0)=I shartni bajaruvchi

yechimini Teylor gatori yordamida birinchi oltita hadlari yig‘indisJ
shaklida toping.

Yechish. y(0)=1boshlang‘ich shartga asosan y'(0) =@+ 2 =1]
ikkinchi tartibli hosila y" =2x +2y ey ' va uning giymati
y'(0) =20+ 2¢l-12 =2; I
uchinchi tartibli hosila ym=2 +2y'2 +2yy" va uning giymati |
y'"'(0)=2+2-12+212=8; I
to‘rtinchi tartibli hosila ylv =6y'y" +2yymva uning gqiymati J
yriO) =6-1-2 +21 -8 = 28; 1
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beshinchi tartibli hosila yv m 6y ’2 +8y'ym+ 2yylV va uning giymati
JA(0) * 6922+ 8¢ 1e8+21m28 » 144
Izlangan yechim formulasi

y =i+£y'(0) + 40) +£ j"(0) +*~yIV (0)+4/(0).

5 X 8x3 | 28x4 | 144xs
Ly =1+ 2+ + + _
Bemak y =1 TR 3 2 5

3-misol. y" =x +y2 tenglamaning y(0) =0, y'(0) =1 shart-
larni ganoatlantiruvchi yechimini Teylor gatori ko'rinishida to'rtta
noldan fargli had yig'indisi ko‘rinishida toping.

Yechish. Teylor formulasiga asosan yechim ko‘rinishi

S=y(0)+7'(0)+"-j40)+~.y(0)+"ry7F() +... bo'lgani uchun
boshlang'ich shartlardan foydalanib:
y"(0)=0+02 =0,
y" =1+2yy' vauning qiymati j*(0)=1+201 =1,
yw =2y ’2+2yy" vauning giymati ~ (0) =2-12+2-0-0-2t
yvmoéyy"+2yymva uning giymati yr(0) = 6 ¢1*+2+01=0,
yn w,6y"2+8y'ym+2y syw va uning giymati
yf7(0) =60 +8-M +2-0-2 =8.

0T X .x3 2x4 8x6 X3 , x4 , X6
m — — F e = I F+ e o
Be ak5)\/”'u]_||-3! 41 b6! b X 6 }12}90b

Quyidagi differensial tenglamalaming yechimlarini darajali qator-
lur ko'rinishida toping:
258. y' +xy mO.
259. y' =x-2y, y(0) =0.
260. y" +xy' +y =0.
261. y"- xy’-2y =0.
262. y”+x2y =0, y(0)=0, yw =4
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Quyidagi tenglamalarning yechimlarini ko‘rsatilgan aniglikda
noldan fargli Teylor gatori yig‘indisi shaklida toping:

263. y * x2y +y3, y(0)=*1, tofttt noldan farqgH feadlar y|J
g‘indisi shaklida.

264. yroiX+2y\ y(0) mo0, ikkita noldan farqgli had yig‘indisi
shaklida.

265. y"-xy2=0, y(0) =1, y'(0) =1, to‘rtta noldan farglij
had yigindisi shaklida.

266. y'* 2x -y, y(0) =2, aniq yechimi topilsin.

267. y2 +x, Yy(0)it|| birinchi beshta hadi yig‘indisi kof-
rinishidagi yechimi topilsin.
268. (2x - \)y - 1 y(0) =0, y'(0) =1, birinchi beshta had!

yig‘indisi ko‘rinishidagi yechimi topilsin.



M bob

DIFFERENSIAL TEHGLAMALAE
SI&TEMAgg

I'* #» Normal sistema

I Ushbu

" "
VSW A fIPI
ko'rinishdagi eMema MrfatAi tertttfli mto iiifflfepemM ~(giemal @fi%ing
normal sbLLLLLIyoki xp°nlll noTa/luT fwafefyafltag hffiilasiga i3t-
batan yechilgaa differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bunda
Icnglamalar iy,  wtaYws fonksiyatef sonigateng, deb Seim gilmadi.

Agar |3J) stetema«hg o°‘ng tottionidagii ft (i * lye) fccdsslyajsr
Il lasga. ftisbatan chfeigjfi bo‘lsa, u vagtda (3Jf| wlluT
chizigli whblwlAM tenglamatm sistemasi deyiiffi,

(3.1) sistemaning (o/ b) intervaldagi yechimi deb, (a; b) interval-
ila uzluksii differensiallanuychi vaslLLU 1A~ hamma tenglamaslol
tlanoatlantiradigan n ta LLLLLI* -aw 4«sW funksiya
lumiga”ladi,

Differaffislal, ttjy~aimteming rtorjml 8blwwlne. /1w Koshi wap

halasi shunday yechimni topisbdan iboratki, u /=/0da berilgan qusfi~
dagi giymatlami gabul qjfea:

l jfejfci* * * # « % (3.2)

Bu giymatlar (3.1} normal Mstemaning boshlang ‘ich shartlari
ileyiladi, IHaraing w/TnowalluT ftiAstyalar son! blaa feirxfL

(3. IfwBawnw, umumiy yeeMain deb, a ta ixtiyoriy 8L fL ~ Cn
¢v/gar«aslarga bsg'liq bod|ae ushbu 1L

hmksiyafar dstsfflasigp aytladi., Ijtfiyotif' a'zgatmMfaraing mumkin
Im'lgan LULLI, giymatlarida hosil, bo'ladigan yechirnlar xusug”
yochimlar deyiladi.
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n- tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalaming normal
sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi hami
o‘rinli, ya’ni birinchi tartibli n ta differensial tenglamaning normal
sistemasi n- tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- misol.
?j)t( & ax 4-by + (3.3),
dy_ _
4o = Cx+dy +g(t) (3.4)

sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda a, b, ¢, d —o‘zgarmas koef-j
fitsiyentlar, f(t) va g(t) —berilgan funksiyalar, x(t) va y(t) -noma’l
lum funksiyalar.

(3.3) tenglamadan

m i ax- (D) (35)

ni topamiz va uning ikkala gismini difFerensiallaymiz:

dy_ f d2x dx 1

dt g2 U~dil dt (3.6)

(3.5) va (3.6) ni (3.4) ga keltirib go‘yamiz. Natijada x(t) ga nis-|
batan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil gilamiz:

A‘idEFF +B¥ +Cx+Pit) —0, 3.7)
m

bu yerda A, B, C —o‘zgarmaslar .
2- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping!

dx
dt
d

;f:X+l

H

Birinchi tenglamadan

dx
B ~~dt~
ni topib, uning ikkala tomonini t bo'yicha difFerensiallaymiz:
82
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<M (Px
dt 1 dt2 "
(3.8) va (3.9) ifodalarni sistemaning ikkinchi it ni I.......... . LbhHe

go‘yib, x(t) ga nisbatan o‘zgarmas koeffitsiyonl 1L ikkim In Minhli
differensial tenglamani hosil gilamiz:

It

dX gy 1:=0
| E

Bu tenglamaning umumiy yechimi:

x =Qel+C2e~t - 1 (HO)

(3.10) funksiyani /bo ‘yicha differensiallab, (1K) HbdIfl  Ilirlh
go‘ysak,

y =Ct/ - C2e~* -1 f Vv
ni topamiz. Demak, sistemaning umumiy yechimi;

x = Cyg* +C2e~f -1,
y =C,er - C2e~r- L

2- 8. 0 “zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli 4TTn n bli!
tenglamalar sistemasini Eyler usulida intcgralliali

Quyidagi bir jinsli chizigli

dx =ax + by +cz

dt ’

w—=a" + Y +clz

dt ! 311

N =fyX +by +C2Z

sistemani garaymiz va undagi koeffitsiyentlarni I'zgarmiw ilcb In b

laymiz. (3.11) sistemaning yechimini ko‘rsatkiclili Tvnkmynbn
ko'rinishida izlaymiz:

X =Xe", y = \xe“, Z =vert, (3.12)

Hi



bu yerda r, X, 4 v 0’zgarmas b/lb, ifodalar (3.11) sis- ;
temani ganoatlantiradigan qilib aniglash lozim. (3.11) sistemagal
(3.12) “"pw "~ qo‘yib, ert ga gisqartirib va  u, v oldidagi koef-I
fitsiyentlarni tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosill
qilamiz:

(a- X+ lcv~0,
maxX +(b{ - ru + gjv** 0, (3.13)
aV)-+bvu+(c2*r)vd

(3.13) sistema —% u, v ga nisbatan chizigli bir jinsli tenglamai
lar sistemasidir. Demak, sistema noldan fargli yechimlarga ega
bo‘lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir. Shunday glflt%

A= ax Ibx-r q &Q <3.14)

tenglik bajarilishi kerak.

(3.14) tenglama r ga nisbatan uchinchi darajali tenglamadir, u
(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

a) Xarakteristik tenglamaning rv rv r3ildizlari hagigiy va had xil
bo‘lsin. Bu ildizlarning har biri uchun mos (3.13) tenglamalar sistel
.masiiti yozamiz LI UM b u | |L ,ubv3koeffitsiyentlarni
aniglaymiz. Agar (3.14) tenglamaning rp [VL ildizlariga ifiiJS (3.11)
sistemaning xususiy yechimlarini Jj| yv z” x2 y2, W xv yj %

orqali belgilasak, (3.11| differensial tenglamalar sistemasining unuH
miy yechimi

LLLLAA C,xt +C2x2 + C3x3,

*-KO = + C3.Y3*
z(t) wCZzi +C222 +C3zZ

ko'rinishda bo'ladi.
84



1- misol.Ushbu sistemaning umumiy yechiminrtoping:

'?'XF T:x—y +,
(3.16)
8 =*-y +3r.

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
3-r -1 1
-1 5-r -1 =0
, 1 -1 3-r
yoki r3 —Hr'2 +36r-36 = 0. tIning ildizlari: x=2, 12 =3, 13=6.
Demak, (3.16) sistemaning xususiy yechimlarini
X =Xxe2t, L =\ile2t, $ =vle2t,
X2 =X2e3t, y2 =n2e3t, z2 =v2e3t,
I x3 = X3ebt, y3 =\i3e6*, z3 =v3ebt

ko'rinishda izlaymiz.
[+,=2 da X, U, v ni aniqglash uchun (3.13) tenglamalar sistemasi
quyidagicha yoziladi:

(3-2)X1-u, +v, =0, M- VL=
Al +(5-2)M -V =0, yoki -Xj+30-V =0,
-yu+(3-2v=0 X - +V =0.
Bu sistema yechimlari: XL =I, p, =0, vx=-1.
r=3uchun

X2 - \i2 +v2 =0,

-X2+2\i2-v2 =0,

jit " M2 =0
listcmani hosil gilamiz. Bu sistemaning yechimlari sifatida A2=1,
N, 1, v2=1 ni olish mumkKin.
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r3=6 da (3.13) tenglamalar sistemasi quyidagicha bo ‘ladi:
-3X3- |i3+v3 =0,
1-"3 4B—\3=0,
A3 - u3 —-3v3 =0.
A3=1 deb, \i3=—2, v3=1 larni topamiz.
Shunday qilib, (3.16) sistemaning xususiy yechimlari:

N =0, Zi=-e2t;
Ll wedt, Yr=e3, 22 =<
*3 =ebt, Y3 =-2e6t, % =ebt.

Bu rttsusiy yechimlar (3. Ll sistemaning fundamental yechimlai
sistemasidir. Demak, (3.16) sistemaning umumiy yechimi (3.15) for-*
mulaga ko‘ra quyidagicha bo ‘ladi:

aMTAp+L/e! +c3e6t,
y (0 =C2e3 - 2C3ebt, (3.17)
ZWm-Cte2*+C2e3t +C3efy.

b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar boigari
holni garaymiz.
2- misol. Sistemaning yechimini toping:

Y echish. Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi

2 A-—T
ko‘rinishda boiib, u ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan

(1- r)X -5y NRO,
2Nv- (i+i 1 =0

(3.19)
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sistemaga ega bolamiz. r,=3/ uchun
J1—-3/4, MO,
[2LL, +301 mQ,
%M& deb, ni Igpaffife. U holda
X, n5e3U, v, « (1- LW eLw (3.20)

xusuay yecfeimlarni topamiz. igNs”™jl ni (3.1 ga go”ytb, A3S5,
H=1 +3/ larni topamiz.
U holda xususiy yechimlar

X * 5<f3* K ~ (|+3i)e 3it i1

ko'rinishda boladi.
Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o'tamiz:

(3.22)

Bundan Byler &i»Hinan ®m wcosail #3w«E£ ~en Foydalanib
K kL AnLl,
mgf = c0s3/ +3sin3/, Y2 =sin3/ - 3c0s3/

lurni topamiz. U holda berilgan sistemaning umumiy yechimi quy-
lilagi ko'rinishda boladi:

“m(® m 5Ci LU&LL +-5Q M
y(t) mCj (cos3/ + 3sin3r) t ~ 3c0s3f)-

d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bolsin.
3- misol. Sistemaning yechimini toping:

(3.23)
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Y 8ch ish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi

2-r 1
Xr  6r+9*0
-1 4-r

p 1y u ildizga ega. Sistemaning yechimini
X s*(X, + :
J w(h +H20e3

ko‘rinishda izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo‘yib

(3-24)]

3(A) +jij) + U = 2(It] *rt) + O-] + M0 (3.25m

tenglikka ega bo‘lamiz. Chap va o‘ng tomondagi bir xil darajall
f ning koeffitsiyentlarini tenglashtirib

34 + 1, =2Aj + XX

~2U, +u2
sistemani hosil gilamiz. Bundan
tt- i1 + (Hj
in * hi |

ni topamiz. A, va pb sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishimiz mum|
kin. \~ C rva y2=C2 deb belgilasak, (3.13) sistemaning umumiy
yechimi

X =(C, +Cat)est,
y «(Cj +C2+C2t)e3

ko'rinishda bo ‘ladi.

3- 8. Differensial tenglamalar sistemasining
birinchi integrali

Differensial tenglamalar sistemasi

d;(t' mfill Xu x2,* x,,), BT 1n) (3.26)1



ni integrallashning bu usuli quyidagidan iborat: arifmetik amallar
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) yordamida (3.26) tenglama-
lar sistemasi osongina integrallanadigan

r\t, o .fy a (3.27)

tenglamaga keltiriladi, bu yerda U =U(t, xu x2, ..., xn).
1- misol. Sistemaning yechimini toping:

W= B¥E y

Kt - 4xyt.
Yechish. Tenglamalarni hadma-had go‘shib,
d(XdTy) =2(X +y)42t'
tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab
— +t2wO
X+y

ni topamiz. Tenglamalarni hadma-had ayirib, quyidagini topamiz:

bundan

— +12 =C2

X-y
ni hosil gilamiz. Shunday qilib, sistemaning ikkita birinchi integra-
lini topdik:

t2+J—=C, t2+— =C2. (3.29)
X+y X-y
(3.29) ifoda —(3.28) sistemaning umumiy integrali. (3.29) sis-
temani x vay noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) diffe-
rensial tenglamalaming umumiy yechimini topamiz:



2- misol. Quyidagi sistemaning yechimini toping:

dx  x-y

dt zZ-t

dy_  x-y

dt  E«t’ (3.30)
dz

dt

Y echish. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla-
masini hadma-had ayirib,

dt
tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab, (3.30) sistemaning birinchi
integralini topamiz:
X-y=Q- (3.31) ]

(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama-j
lariga go‘yib, ikki noma’lumli tenglamalar sistemasiga kelamiz:

((ljbl_ J4 ’
dt '
(3.32) sistemaning ikkinchi tenglamasidan
' ’ 't'-fCl +)t +C2 <3:331

ni topamiz. (3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib
go‘yamiz va

y =\n\C" +C2\+C3 (3.34)1
ni topamiz. Shunday qilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi:
m X(r) =In|Ci/"C 2|+ C1 +C3,

y(t) 3Blll#c2+C3, |

W =L + L +c2. L



3- misol. Quyidagi
dx
dt

X
L

(3.35)

lIstemamng x\ ff *1 boshlang‘ieh shartlarni ganoat-
WM R

Iniitiruvchi ytchimini taping.
Y echifh » Sistemaning hidncjhi tenglamasini t ga ko ‘paytmb||
Ikkinchi tenglamaga hadma-had qo‘shib,

~ * +
| " r& x+y)

Icngl”tjihosil gHsfiMf. Bifidan

I me 2% + y.'3= C\eN*
yoKi M CSj# -l ° (3.36)
birinchi integrtni topamiz. <3.36} rd. birinchi

Icnglamasiga keltlrib go'yib» xga isfcbatan chfeigli tenglamaga kela-
miz:

+7x = 5Cje2r. (137)
Hundan

(3.38)

yecblwaa topamiz. Shipd&y qilib, (3J$) sMemamng umumiy T echimi

*ai»carw+|qg"% - =
1 (3.39)
y(0 =-~cle *“2C> .
Sislemawng boshlang<deh shaittami ganoatiantimvCti 3w w #
yechimini topi&h itfehun |3»39) Jpt L| % L, | laffiing Q*fftigl. ittos
m



ravishda 0, 2 va 5 sonlarni qo‘yib, C{va C2larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

C2+[c, =2,
9 (3.40)

-ic, -2C2m | I

Bundan C=9, C2=—3 ni topamiz, demak, (3.35) sistemaning xuJ
susiy yechimi:

X(t) =5e2t - 3e~'t, 1
y(t) =-e2t + 6e~7t. I

4- 8. Q‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash
usullari

1, 0 ‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan
boisin: m

+ ("
+ (2) (3.41)
z't a3x +b"y +c3z mfi (t). (3)

BundajK§ fN f, 2, 3| e*zgaruvchining berilgan igluksiz funksiyasiJ
Faraz gilaylik:
X 2C, X mCj A4t + C3x")
+ C|ft# (342)
| Z—C[%0e G.fy, +'€gjli

funksiyalar (3.41) sistemagiipos M fJIrt iteemaning umumiy yechi-j
miM il U holda (3.41) f&temaei” yechimini

X + C2(0*2 +C3(t)x3, .
Yy =G (t)yi +C2t)y2 +C3(t)y3, (343)|
A mCj (t)zx + C2(t)z2 +C3(t)z3



KO' rinishda MKjjMatft bu prdat C>K* funk-
siyalar.

LLIYM ifodalarni (3.41) wllTwaw k#iiiib iMys&fe, (SWIJ LLEB*
manrag (Ifctengltanasi gp~*dagl koMMsfega teliidk

+q (aje  "Uuwp|}H+UM +ag+  Aw AW
Bunda (3,42) ga asos&li bareha gavsltf Tiolga teng, demak.

W +ww +iij apg » (3.45)
Xudds shMftiagdek, LLL p H LU i W, LWL LW w lenglamafaiSian

pl +Cl[| +Qft * N wt
Wbl +'cl% * Jw =Ll
tenglamalar sistemasmi hosil gilamiz.

L Lm larga nisbatan chizigli bo'lgan (3.45), (3.46) sistema

yechimga ega* chffliiH dfferminanti Twftskif datermiMiiti
bo'lib, u tioldan

(3.46)

ULm %
Nun.'n A w*
m % %
(3.45), (3,41) Cj larnitoplb* so‘ng integral-

lab, Cj, 8L W, wm j topaaBiz, $hu bilan liffa 0,41) "“*lteman'ing
(3.43) 'plUwIM Npusb.
if. misol. tlsbbu kLW eTaBinw, umumiy yechimini tapite

(147)

Yechish. Awalo

N+ lkH4AYy T %
w T
dt 0



sistemaning umumiy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi
tenglamasini

(3-49)
ko'rinishda yozib, uni tbo‘yicha differensiallab,
dx _dy dy (3.50)
dt dt dt2

tenglikni hosil gilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (3.48) sistemaninj

birinchi tenglamasiga keltirib qo'yib, y ga nisbatan ikkinchi tartibli
tenglamaga kelamiz:

ni topamiz. Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:

X = + 4C2e-~3t, j
y =Cle2t+C2e~3t.
Endi (3.47) sistemaning yechimini

X =-Cx{t)e2t +4 C2(/)<T3, 1
Y -C\ (t)e2t + C2(t)e~3t ‘1
ko‘rinishda izlaymiz.
(3.51) ni (3.47) ga keltirib qo‘yib va ba’zi bir elementar amallad
ni bajarib, C{(t), ¢{ (t) larga nisbatan
-C{(t)e2" +4C{(t)e~3t =1 +4/,
C{(t)e2" +C2(0<T3 =\t2
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chizigli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bundan

larni topib, so‘ngra integrallab,

C,(0* -~(t+3t2)e2t +C3, Q(0 =.1(2/+12)ed +C4 (3.52)

ni topamiz, bu yerda C3va C4 —ixtiyoriy o'zgarmaslar. (3.52) ni

(3.51) ga keltirib go‘yib, (3.47) sistemaning umumiy yechimini hosil
gilamiz:

X(t) =-Cxe2t +4C2e 3t +1+ 12,
y(t) = Cxe2t +C2e~3t - i /2. (3.53)

2. Anigmas koeffitsiyentlar usuli. Agar o'zgarmas koeffitsiyentli
chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasining
o'ng tomonidagi ifoda f.(t) — funksiya, Pk{t) — ko‘phad, eat —
ko‘rsatkichli funksiya, sin(3/, cos(3/ —sinus va kosinus yoki ularning
ko‘paytmasi ko‘rinishida bo‘lsa, sistemaning xususiy yechimini aniq-
mas koeffitsiyentlar usuli bilan topish magsadga muvofiqdir.

2- misol. Ushbu

(3-54)

sistemaning umumiy yechimini toping.
Yechish. (3.54) sistemaga mos bo‘lgan birjinsli sistema:

(3.55)

Birinchi tenglamani t bo‘yicha differensiallaymiz:

s _Ox 50y
dt2  dt dt
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Bundan

vom 2x =0 3.56
dr dt ~ T (3-56m

: . d*x  dx _ :
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama FZ__&'E“ZX = 10sin?

tenglamaga mos bir jinsli tenglama. (3.56) ning k2 *%- 2 =0 Xa-j
rakteristik tenglamasi || **-1, k2 =2 ildizlarga ega.
Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

X =Cte~* +C2e2t (3.57);
bo'ladi. Bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning o‘ng tomoni / (?) =1Gsinf]
ko'rinishga ega. Bunda a=0, p—i, shuning uchun xususiy yechimni

Xx*= Acost +Bsint (3.58)3
ko'rinishda izlaymiz. Bundan x*, x*' larni topamiz:

r
X* = ~/4sin? # Bcost,

x* =-Acost-Bsint. \(/3 59)

(3.58) va (3.59) larni differensial tenglamaga go‘yib, quyidagiga:
ega bo‘lamiz:

(3A +B)cost + (A +B)sint =10sin?,
cos? va sint laming koeffitsiyentlarini tenglashtirib,
J3A +B =0, LLL
[T +5710
sistemani hosil gilamiz. Sistemani yechib
— 5 B.=1 U
larni topamiz. Demak, MLLIiAyyecM'W.

x* =-5 cos? + 10sin?
ko‘rinishda, umumiy yechim esa

|

X 3 X'4 x* mCi*Tf + C2e2t - 5;c® 4*10sin? (3.60)1
ko‘rinishda bo‘ladi. (3.60) ni tbo‘yicha differensiallab
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X' =-Cxe *+2C2e2t #5sin?#10cos/ (3.61)
ni topamiz, |3.,6(9 LU {3.61}: larni (3,54) sistemaning bMwM"ruw!®-
masiga keltirib qo‘yamiz.

U holda

y m-C +J-C2e~f +7-cos/ - —sint
1 2 2 2

ni topamiz. Demak, (3.54) sistemaning umumiy yechimi
$ » Cxe~* +.QIi® m5cosf +10sin?,
e_t +16‘7 21+lscost - 2sfn/
1 2 2 2 2

kolrinishda bo‘ladi.
3. Birinchi integrallarini topish usuli (Dalamber usuli).
Ushbu

= WX +My +
(3.62)
iS =% 'J+AJ#/2:CA

Kistemani gqaraymiz. lkkinchi tenglamani biror X songa ko ‘paytirib,
birinchi tenglamaga hadma-had go'shamiz:

d{x" - y) +Xa2)x + (bl +LL )y +/, fj§ +\f2(t) m (3.63)

(3.63) XwdsT3Bb quyidagi ko!rinishda yozib ciiaitiii!

(3,64)

End! k sonni shunday tanlaymizki, u
02 0.65)
bo'lsin. U holda (3.64) tenglama nisbatan tengla-

ma ko‘rinishiga keladi:

— R(fl, +8Q)(* X+, () +XR2(1) s (3.66)
o7



(3.66) ni integrallab
X + Xy =e(@+Xa2) ({C + |[/, (f) 4 Xf2(/)]e (3.67)

ni topamiz.

Agar (3.65) tenglama ikkita hagiqgiy har xil A & X2 ildizga cgit
bo‘lsa, u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra*
li topiladi. Demak, sistemani integrallash tugallangan bo‘ladi.

3- misol. Ushbu sistemani Dalamber usuli bilan yeehing:

~ = + +¢e'
At 5X +4y +e'd

— = + + .
& 4X + 5y + |

Yechish. Buyerda =5, 6\m4, a2 =4, ~ S, ft(t) =e\
f2(t)#\. Xsonni (3.65) formuladan topamiz:

4+5/1,

X =>4 + 5X —X(5 + 4/1). (3.67)
5 ( )
Bu tenglama & i| «1 ildizlarga ega. U holda (3.67")
formuladan A— uchun
X=-1 uchun
X-y =er(C2+|(1- e~*)dt) mC2e‘ +te* +1 A

larni topamiz. Shunday qilib, berilgan estemaning bogliqixias ikki*
ta birinchi integrali

(x-y-te* -1)e *=C2
ko'rinishda bo'ladi.
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Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini bitta
IniKlamaga keltirish usuli bilan toping:

269.

270.

2172.

273.

d

X

gt =9
dy _
dt_x'
dx_
gt =Y Tt
dy _
-&t_x t
dx _
f - 3°2Y,
& _ 5y .
i 2X - 2t
?t(+bx+y—0
dy__ -
ge Y
dx _5, 1,
& =3x ;y 3t
2y-21-1

1* 3

2 2

274.

275.

276.

277.

278.

dx

= +5 ,
gt LY
d__
Jdt X-3y,

jic(0)=-2, yO m1l

£ x

=xf +y,
dt y
dy __5dx
I 2dt %

x(0) =x'(0) =1, MO) =0.

9%  Hix=F

dt2  dt

*L+~L =0.
dt  dt2

dx

dt

d/_
i XY

X-4vy,

ﬂ%—--%ﬁ %x = sinf,

dx
— +V =cos/.
LA

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini siste-
maning birinchi integrallarini topish usuli bilan toping:



X .
= sinxcosy,

281. gyt
4t~ cosxsiny.
'dx \
dt =Y t2 +2xy,
282. HH d funksiyalar si*Mianing
dy y2-t Z=x -\ty2
dt X
birinchi integrali bo‘la oladimi?
dx _ 2
gt ~ Y -cosx, z = 2tcosx - Iny, _ _
283, 0 funksiyalar sisteJ
-%'-:-ysinx. Z=3yCcoSXx-y
dt
maning birinchi integrali bo‘la oladimi?
dx COS?jcCOSZy + sirf xcosz.y,
dt
284, q 1
d¥ = sin2xsin2j/, x(0) =0, y(0) =0

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Eylefl
usuli bilan toping:

% = gy f-4x-3 'y
285. 288.
a4 X +y. % -3 X +4y.
dt
dx ¢
286. 289. N
%—:X—B y. Pn +3y.

x(0) =0,j(0)n 0.

dx 3? wm +5y,
287. 290. n
dt—bl -3y-X,
x(0) =0, >'(0) x(0)a—=2, y(0)
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ﬂ._,*
E #|2a =17x + 8y, LLI' T_
291. 293. ldt' [
\37-~ 53x + 2y,
dt dz X-y
x(0) =2, >(0) - -I. dt

N = - -
Iglt (,x- 12y - z,

292, Agﬁl,:x~3y-z,

N = +
it 4x + 12y + 3z.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
«‘zgarmaslami variatsiyalash usuli bilan toping:

)dx+2x-y =-e2t, F“LQ//:COSL
294, 297. qt/
_ﬁ{ +3x-2y =6e2t. e sin/.
dx . : dot  n
— *X +y-cost, s
205, @ 3 208. ! 327%--
dt:-y-zx +cost +sint Eilzz’y-x—Se‘sin/.
dx
=2X+Vy-27-t+
" it 2X+y-2z2-1+2,
Y cost, 6
296. 299. dt_m HP +1,
q/_: 1- X. dZ
at g X +y~z~-t+1

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini anig-
nias koeffitsiyentlar usulida toping:

dx , _ dx

=3-2y, =-y +sin/,
300, 301. 'éy
td{:2x-2t. Et:x+cosf.
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dx dx

dt :4X'5y+ 4/'1, W oe'**H I *
302. & 304.
=X e A
W -0, y(0)=0 (@ =1, y@ = o
e e
303, ° i 305,
3 449V T
dt dt

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Dalam-
usulida toping:

ax S5Xx + 4y, = 2Xx + 4y +cost,
It dt
306. dy
Ay .
ot X +2Yy. m =X 2y +sin/.
dx dx
ot 6x 4y, it - 3x +y +ef,
307. d 310.
g XTI dr XTIy
‘:i— 2x-4y +1, dx c
308. d 311.
d -X 4-5y. it
x(0) =-2, y(0)=1
Mustaqil ish topshiriglari
dy Y
310, O w
4z 313. N
dt a2y
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Yoo dy_

s1a. & T a8,
©odz _ ©odz
=X + 3,V.
dt ~ y-t dt "
dx _—
dy T dt —O/J’k.r,
dt
315. y 9 319. M- z.y
dz — 7 dt
dt Z 3? - X +y.
dx _ ,
>é<TX, dt—x+y+z+e,
X z
316. d _y 320. Oly—mx-y +7 +e3t,
2= X dt
dx y'
LU
at Z+4.
3k
* =-Ix
317. ds Y
Vdt

5- 8. Operatsion hisob

1. Boshlang'ich funksiya va uning tasviri.

Boshlang'ich funksiya (original) deb quyidagi shartlarni ganoat-
lantiruvchi f{t) funksiya qabul gilinadi:

. Istalgan chekli intervalda f(t) vaf'(t) chekli sondan ko'p
bo'Imagan birinchi tur uzilish nuqtalariga (chekli sakrashlarga) ega.

2°. t<0Quchun/(0=0.

3°.f(t) funksiya ko'rsatkichli funksiyadan tez o'smaydi, ya’ni
shunday t ga bog'liq bo'Imagan musbat hagiqiy o'zgarmas M va SO
sonlari mavjudki, bunda yetarlicha katta tlar uchun

/()j < Meur (3-68)

tengsizlik bajariladi. Bunda [JL —originalning o'sish tartibini ko‘r-
satuvchi son. Original o'zgarmas bo'lsa, J[* e deb gabul qgilish

mumkin.
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/(0 funksiyaning haqiqgiy o ‘zgaruvchi t ning kompleks funksiyasi
e~v ga ko'paytmasini, ya’ni

3B|; i~*-f(t) (p8Sma+ib, ay 0) (1-69)
ni garaymiz. (3.69) funksiya ham haqiqiy o°‘zgaruvchi t ning kom-
pleks funksiyasidir:

LW p* f(t) =e~af(t)cosbt-ie~?!f(t)smbt. (3f0)

So'ngra ushbu xosmas integralni gqaraymiz:
\e~ f (t)dt ~ Je f (t)cosbtdt- il\e~ f(t)sinbtdt. (3.1])
0 0 0

Agar f(t) funksiya (3.68) tengsizlikni ganoatlantirsa va a >

bo‘lsa, (3.71) tenglikning o‘ng gismida turgan xosmas integrallaf
mavjud va ular absolyut yaginlashuvchi.

(3.71) integral p ning bironta funksiyasini aniqlaydi, u funksiyt
F(p) ni bilan belgilaymiz:

noH 4onou (3.72)

Tarif. Kompleks p=a+ib o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan

F{p)mer ptflsg'lgz]](\j/l I» >ty mm-

tenglik bilan aniglangan F(p) funksiyaga f(t) funksiyaning tass>X
yoki Laplas almashtirishi deyiladi, / (t) funksiyaning o‘zi clfl
F(p) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

F{p)—" f(t) tasvir-original yoki / (t)-"-"F(p) original-1n»«
vir, yoki

L{f(t)} =F(p). |

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari
1°. Ixtiyoriy a va p kompleks o ‘zgarmaslar uchun

al(0 + +pG(p). (3.7%
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Asosiy origiiialfaHva tasvimr jadvali

Ne W W F(p) tasvir Ne AQ F(p) tasvir
original original
. a
1 5 9. e"'smat (p-a)2+52
n\ tv.
10.
M-+ tneat (S a) a+1
-at 11 tcosat
p-a (p2 +a2)2
a _ 2pa
, ' 12.  tsinat
4 sin at p2+a2 (p2 +2a2)2
- 1
) -a
5. cos at 2 9 13, sin(f- a) P
pc+a p2 +1
a ]
6. shat u cos(/-a) P °
p2 +1
sint
7. 15. arcctgp
chat I -tf2
p-a mt affictg/?
ct 16. I:i_ dlt
e’ cosat 1]
2°. Ixtiyo” Q‘zgamias a >0 uchun
u 3-74>
3°. Agar / (Me-—F(.p) boll;> original bollLLluiholda

(C) Rbfad (3.75)

4°, Agar /(/)<-"—1/:(p) bd‘l*”w holda ili**Siya
ea’7 (0<— X -a).
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5° Agar fit)*-1—F(p) bo‘lsa, u holda 1> 0 bo‘lganda

(3.77)
6°. Agar / (O<~i—F(p) bo'lsa, u holda

(3.78)
7°. Agar /(/,x)<-—F(p,x) bo‘lsa, u holda

df(t,x) m dF(p,x)
dx dx (3.79)

8. Agar / (t)x-"—F(p) bo‘lsa, u holda

(3.80)
®
9°. Agar ]F(z)dz

integral yaqinlashuvchi va /(/)<-:—F(p)
bo‘lsa, u holda

m < -)F(z)dz.
P
3. Funksiyaning tasvirini topishga doir misollar.
Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, haqiqiy o‘z-
garuvchining bir gator elementar funksiyalarining tasvirini topamiz.]
Ba’zi funksiyalarning tasvirini topishda to‘g‘ridan-to‘g‘ri jad-J
valdan foydalanib bo‘Imaydi. Bunday hollarda shakl almashtirishlafl
yordamida funksiya ko'rinishini jadvalga moslab olamiz.
1-misol. f(t) =a“ funksiyaning tasvirini toping.
Yechish. Logarifmning asosiy ayniyatidan:

(3.81)

a =e
U holda (3) formuladan
e
p-\na
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IFodani topamiz. Demak, af funksiyaning tasviri F(p) - pAna >Y* ni

p-\lna'
2- misol. f(t) =t mcosat originalning tasvirini toping.
Yechish. 8 gaasosan

\ AR A R

t mCos at<r
KP2 2”) (a2+p2)2  (az+p2)2
2 2
Demak, L{/cosal/} =
{ } (pp2+a2)2

3- misol. tneat originalning tasvirini toping.

Yechish. ea<——— moslikning ikkala tomonini a para

metr bo‘yicha n marta differensiallab, quyidagilarni hosil gilamiz:

tea> - 1 - t2ea,<M-—---
(P-a-) (.P-a)

t3ea‘ <-------- 21 t"eat<------—-- o

(p-a)4 (p-a)'+

Demak, Z{/"e“r}=-
{ } (p-all

4 -misol. f(t) =(t- 1)2eM funksiyaning tasvirini toping.

Yechish. /-1 =z deb, funksiyani ko‘rinishga keltiramiz.
Endi jadvalning 10-formulasidan

Z2ez ¥ 2
(P-1)3
ni topamiz. U holda 5°-xossaga asosan
t—g3 _L_
(P+1>;'

ga egamiz.
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4, Originalni tasviri bo'yicha topish usullari

Operatsion hisobda originalni ma’lum tasviri bo‘yicha izlash
uchun yoyish teoremalari deb ataladigan teoremalardan hamda tas-1
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teoremasi. Agar izlanayotgan f(t) funksiyaning F(p) tas-]

virini — ning darajalari bo‘yicha darajali gatorga yoyish mumkin
bo'lsa, ya'ni
(3.82)!

P j« ]I p N+
bo'lib, u rl}lr <R da Hp) ga yaqginlashsa, u holda original quyidagi

formula bo‘yicha topiladi:

® 1
W =w g (383)

Bu gator t > 0 giymatlar uchun yaginlashadi va t < 0 daf(t)—Q
deb olinadi.
Endi F(p) funksiya p ning kasr ratsional funksiyasi, ya'ni

P(P) =BE) (3-84)

bo'lsin, bu yerda A{p) va B(p) — mos ravishda m va n darajali
(m <n) ko‘phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagicha
topiladi.

Agar B(>) maxrajning barcha ildizlari ma’lum bo‘lsa, u holda
uni eng sodda ko'paytuvchilarga yoyish mumkin:

B{p) =(P- PxlU (P - p2~ ...(P ~Pr)kr, (3.85)!

bu yerda kx+k2+...+k=n Ma’lumki, bu holda F(p) funksiyani eng
sodda kasrlar yig'indisiga yoyish mumkin:



Bu yoyilmaning barcha koeffitsiyentlarini

N ®@inpagihdd -1 k -PLL (3-87)

formula bo'yicha aniglash mumkin.

As koeffitsiyentlarni aniglash uchun (3.87) formulaning o‘rniga
integral hisobda ratsional kasrlarni integrallashda go‘llaniladigan ele-
mentar usullardan foydalanish mumkin. Xususan, bu usulni qo‘llash
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya’'ni sodda va juft-jufti bilan
go‘shma bo'lganda magsadga muvoflgdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya’ni

B(p) =(P-P[)(P-«W | - P3) ~(P- Pn)’
bu yerda j ®k, pj mpk bo'lsa, yoyilma soddalashadi:

j=\p-pj | bu yerda Aj i gpj) ® 73-88"

F(p) ning u yoki bu usul bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu-
zishdaf{p) original quyidagi formulalar bo‘yicha izlanadi:
a) B(p) maxrajning ildizlari sodda bo'lgan holda:

= . 389>
jml D 'Pj>

b) B(p) maxrajning ildizlari karrali bo‘lgan holda:

.. J*y
jos= A

5. Originalni tasvir bo‘yicha topishga misollar
I

1- misol. F(p) :Fe pl tasvir uchun originalni toping.

Yechish. F(p) funksiyani p{pd0) kompleks o‘zgaruvchining
butun tekisligida ushbu Loran gatoriga yoyamiz:
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bYoyilma birinchi :t8oremaning shartlarini ganoatlantirganligi sa-
babli bu funksiyaning originali quyidagicha boladi:

t6 . _(I)/l\nﬂn

12 A
=1-4-4 - e |- =
f() 12!4 214l 3 6' g V! f nh(2n)\

Demak,

I

2 . Jin

=0 n".2n)l *
2- misol. - ¥
pIM ﬂp
Yechish. Tasvirning maxraji p {0, IrM"*1H | A$s~~I
I®' Y#pA E wAdp||WyoyNYasild W

ko'rinishda bo‘ladi:

SON= AL AL AL s
p p-1 /M p-T p+H

Ad, A5 koeffitsiyentlar

'AK*1 1 11 AT I
iA~ B'(Pj) I
B'(m=5®MI.]
AW AT W, Il I.Mipg-1)B ",
‘J B'(0) 2 B() AlbLUsfi-I)] 4°

no AL ioa A



Endi (3.89) formula bo‘yicha originalni topamiz..

/ (MM @ +Ze1' +§iel +4 ~£e "

\T-e~* :-fH—B(:%é +o7! )--sin?.

Mustagqil ish topshiriglari
Quyidagi H fksiyalarnin®™wirlarini toping;

> /(0 =chatsinbt.

«3220NNb"8H/[]B8a 327. /(0 =e~7'ch7N

3 2 3 shatcosbt. 328. jk}’cospp’\/l
JSI

'LL$7 *1*1*= chatcosbt. 320. M 1 e't-l

325. /(/) =tshbt 330. f(t) S"t"

Quyidagi tasvirlarning originaUarini toping:

it88l. Fipy&VP - sinﬁ 336. F{p) = 1

132. F(pj*pIn g
Nia B

/3

P(P H)(P +)

333. P
K LW L
334, « S | 339, F(p)=  P¥
(PH\)(P-2)(p-+4)
3/BUAM m |
L BA
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Mustaqil ish topshiriglari

341. F(p) - /Ffr 346. F(p) '

342. F(P) Lup(pi_ ) 347, F(p) P% r Hi
343. W & /?r 348. Fip) {p+\)(p;+2p+2)i
344. F(p)™ . ; | 349. F(p) (p+l)(p§+2p+2) 1
45, F(p) = mppz 1) 30 F(p) - p(p+|)(p12+2p+2) 3

6. Differensial tenglamalar va ularning sistemalarini operatsion
hisob usuli bilan yechish.

LLL$$B I

X" (t) * OiX'(t) +o2X ()N (1) (3-91)

chizigli differensial tenglamaning x(0) =x0, x*(0) =xI boshlan-

g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinsin. Bu

yerda av a2 —berilgan haqiqgiy sonlar, f(t) — ma’lum funksiya.

Izlanayotgan |@]: funksiya, uning garalayotgan barcha hosilalari va

originallar bo‘l$in d#b faraz gilayiik.
X(O<r*~x(p) va x(t)-t2-3t +4

bo‘lsin. Originalni diffcrensiallash goidasiga asosan quyidagilarga ega
bo'lamiz:

x'()<— px(p)-x(0), I

p2x(p) @ a

Tasvirlarning chizigliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasviri
larga #laaiiz:
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p2x(p) - px(0) - x'(0) +a, [px(p) - x(0)] +a2x(p) w F(p)
yoki

ipl +a{p +a2)x{p)-(p +a{)xQ- x{ =F(p). (392
(3.92) tenglamani x(p) ga nisbatan yechib

=~/ \=(Pra)o+4 . F(p)__ |

A e 5 s %
ni topamiz. x(p) ning originali (3.91) tenglamaning boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.

Shu kabi istalgan «-tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli dif-
ferensial tenglamaning yechimini boshlang'ich shartlarda topish
mumkin.

1-  misol. X" - 5x"' +4x =4 tenglamani x(0) =0, x'(0) =2 bosh-
lang'ich shartlarda integrallang.

Yechish. x(f)<~—x(p) deymiz, u holda berilgan boshlan-
g'ich shartlarga asosan

X'<t— px(p) - x(0) =px(p),
X'<5—p2x(p) - ™X(O) - x'(0) =p2x(p) - 2,
4

P

Berilgan tenglamada barcha funksiyalami ulaming tasvirlari bilan
almashtirib, quyidagi operatorli tenglamani hosil gilamiz:

4<—

(p2-5p +4)x(p) =" +2.

Bu tenglamadan x(p) ni aniglaymiz:

4+2p
x(p) =
p(p2-5p+4)°
Tenglikning o‘ng tomonini elementar kasrlarga ajratamiz, u holda

)-/(p)q:-g-- p_?5_+p:.l-4
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ni hosil gilamiz. Bunda originalga o‘tib, tenglamaning yechimini
topamiz;
X(0] I-2ef +e4'- 1
Endi quyidagi o‘zgarmas koeffitsiyentli differensial tenglamalar
¢ W L é garaymiz: |,

Amwx +biy +f~ ), 1
Ymazx +boy +1PES (394)]

Bu sistemaning
x(0)* *Q y(0) =y0 (3.95)
boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimini topamiz. Bunda

biz x(t), y(t) funksiyalarni X(2) va /(/) laming originallari
deb faraz. gilamiz:

X UPAO W yiO+r-Hpj,”A«bl™ .pb

bo‘lsin.
(3.95) boshlang‘ich shartlami e’tiborga olib, originallarni differ-
ensiallash goidasidan foydalanib

X'(M<—pLLI(p) - X7 iiiiltfWi'  [iW A jiffi/

larni topamiz.
Endi (3.94)’sistema harbir tenglamasining ikkala"iomoniga Lap-'

las almashtirishlarini gollab, x(p) va y(p) larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

(px(p)malx(p) +bly(p) +Fy(p) +x0, 1
\py(p) ma2x(p) +2y(p) +P2(p)ply0. (39 4
(3.96) sistemaning yechimi:
LL»>Y A (P)+YpMp-bj )[/j (p)+xp] J Q
- (/»-a,)(p 1h) ! 1
r\ NN Q 1 398)1
y( ((p-a,)(p h) aZB(PLUl& ( )1
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(3.97) va (3.98)da originalga o‘tib, (3.94) sistemaning (3.95)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini hosil gilamiz.

Mustaqil ish topshirigiari

Quyidagi tenglamalaming yechimini toping:

351.
352.

353.

354.
355.

356.
357.
358.

359.
360.

X' +3x =e2r, x(0) =0.
X" - x =cost - sin?, x(0) mO.

2x" +6x =te3t, x(0) =

X" +6x"'=12? +2, x(0) =0, x'(0)» O.

X" +Ax" +4 =4, x(0) =1, x'(0) =-4.

X" +x =cos?, x(0) =-1, x'(0) =1

X" +3x"'+2x =1tl +1, x(0) =4, x'(0) =

X" - x"-2sin?, x(0) - 2, X (O) 0.

X" - 4x" +5x =2e2t (sin? +co0s?), x(0) =1, x'(0) =2

X" 4x' =1, x(0) - 0, X'(0) =], x"(0) =

Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

x(0)=1,M0)=I.

x(0)=2, X0)=3.
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364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.

’\t +4y +2x =4/ +1,

d
dy 3L

W+ Xy =7 )

dx _

it +y - 2x =0,

‘d}t’—+x _ 2y =-5e*sint.

d x

+X +y =95,
dt2 y
4x|3y---3.
dr I y
dx - WU
of t24f
dx . d _
~ A +x+z =D
* N _ —
dt— — dt y =0,
DX
=X-4vy,
dt2 y
a2y _y +].
.dt2

X(0)=5, y(0)=0, z(0)=4.

x(0)=j<0)=x'(0)=0.

X(0)=3<0)=0.

x(0)=2, y(0)=3.

x(0)=>'(0)=x'(0)=>"(0)



6- §. Matematik fizika tenglamalarining tiplari

Ushbu ko'rii*aipy

. 8U 8U U U L

differensial fenglamaga ikkinchi tartibli ikki o ‘zgaruvchili xm3m3d,
hosilali differensial Mnglama deyiladi.

H H f c [ A (3'io0>

KO'ryLULLkw LLjul iyt LikriiM\aalLbIrxususiv hosilalarga nisbatan

chtigli tdfalama deyiladi.
Agar (3.100) tenglama ushbu

N aon | ., d2u . sd 1u
-pj%'u P ’SX -T W tRI)g)I(‘(I)‘);» i d ) d—y*l)
I +n13(x,y)™ +adpx,y)M 473 (x,y)ub =0 .«3.10#

ko'rinishda bo‘lsa, bunday tenglama chtmli deviladfaA”g,tt. 101)
tenglamaning koeffitsiyentlari x m y 6‘zdamlichil»la #og‘lia bo‘l-
masa, tenglama o ‘igarmas koeffitsjyeritli degSladi. (3.1

/ (x»>)=0 bo‘lsa. vYaupbrJfed”Iftcwl -

an(dy)2 -2 audxdy Ma22(dx)1 =0 ($102)
tenglamaij]101) tenglamaning xarakiemmijk M A AL de«iM fc
(J. 102) tenglama” vyidagi ikkita birifttehi llgliitfc
sial tenglamalarga ajraladi:

dy _ aiJMlah aii‘aiMiL, 4gu <XNw *~$*p | KHMN HH
dx — au " orfx m an ( N
ishorasi (3.101) teng-
lamani $|piai~fttur~a” .

Nar M nugtada aj2 - au m2 >0 boisa, (3.101) tenglama M
nugtada giperbaljk tipdagi |
(3.101) tenglamada x va v o'zgamvchilarni
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%- @0>"), 11=Wx.y)

tengliklarga asosan £ va r] larga almashtirsak, (3.101) tenglama

fid fad =
dcdr\+a’3 +,c|,,3Olrj +am+/' =0 wloﬂf)]

yoKi

aw a2 a3 yand pamu+f =0 (3.105)
di, 5] 13 Bft, 3B
ko‘rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.

Toming ko‘ndalang tebranishi, steijenning uzunasiga tebranishi,
o‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdagi)
aylanma tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o‘xshash teb-
ranish jarayonlarini o‘rganish giperbolik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

1- misol. x2m -- y2 m—h 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga
. dx2 dy2
keltiring.

Yechish. Bunda a, =x2, al2=0, % =-y2, af2-4a,fl2 =
* X y0 (0. Demak, tenglama giperbolik tipda ekan. Xarakteristik
tenglamasini tuzamiz:
x2(dy)2 - y2(dx)2 =0 yoki (xdy - ydx)(xdy +ydx) =0. 1
Bu tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi:
xdy - ydx =0 va xdy +ydx =0.

X

—_— 34— = i N = i —
Bundan y + 0 yoki xy 1¢c,, Vit 0 yoki XI C2'|1

Endi %=xy, n =— almashtirishlarni bajaramiz. x va y o‘zga-
ruvchilarning xususiy nosilalarini yangi \ va n o‘zgaruvchilar orgali
ifodalaymiz:



B 1 _
y &J it Iy 18U &U_B.oon_ 2.
LW X Eme x K

Hosil boflflftteffianiifcrilgani«ite B sial tenglamaga qo‘yamiz:

w W ky2 2'"NK, .zl 2 — A~
PAALW MW ;Nc' x2 w X 7' 9 X3
? 9 0 \
. '”'?-x2+2*ﬂ'/I yo ! mo.
K 1|In1, '*2 an2 *2,

#8 v EW.1=0 yoki A a an 1_0
oy x oN-5r 2 3] xy
yoki A2un 1 m_ ¢
at-an 2, an

Demak, tenglamaning kanonik ko‘rinishi:

A2n 1 mn -0
osor\ 2\ '

Agar M nugtada a2 -aTl92 <0 boMsa, (3.101) tenglama M
nugtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Elliptik tipdagi (3.101)
tenglama

W Tp(xy), U (p(XLy)
fiimksivgfea qc®hi®ifg komplefaljfunkmfa- ) Sh
mashtirishga asosan ushbu



A,, drg i a23— a%bi+/ - O (3.106)

kanonik ko‘rinishga keladi.

E lektr¥® magnlfc maydorsi® hagidagi itftsalal™aiJ statsiiliMis-
siglik holat hagidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun-
ga o‘xshash masalalarni o‘rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

2- misol.

az, d2z +.2_d22_q
dx dxdy dy*

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish. Tenglamada an =1, a12**-1, fi2 Uk, LR-0n"2 =
=—1 <0, bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi.
Xarakteristik tenglamasi:

(dy)2 +2dxdy +2(dx)2 =0 yoki y'2 +2y' +2 =0.

Bundan, y’ +H|/xi] C,$]? +x =C2. Quyida-
gicha almashtirishni bajaramiz: £=y +x, r] =x. U holda:

dz dzdw dzd\ dz dz.
dx ddx or)dx db 5n’

dz 8Z3q+dzp,u,l dz.
dy dt,dy d\dy []

d2z (d2z do, d2Z an , d*z d | d2z M

dx?2 dx dtdr\ dX/ dt.dri dx dx
az* ax df [ a2® an dez  doz
axay ay aanm ay ~  aan

az2r az2ra + a2z o\ 2z
dyl dt? dy d~dr\ dy

Hosil bo‘lgan tengliklarni tenglamaga go‘yib, kanonik tenglama
ko‘rinishini hosil gilamiz:
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9 . R 1% <2
+2 -j-i-Mli.+L 12 3N~ +E-1=0

42 S cn SR A2 an
yoki
N+ AN L=0.
% 5n2

Agar M nuqtada af2 “amna22g0 bo‘lsa, (3.119) tenglama Af
nuqtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi. Parabolik tipdagi
(3.101) tenglamada o‘zgaruvchilami

5 =g>(x,y), N=ri(.v,>")
shaklda almashtirsak, u ushbu
2

0 Oil oil

U r_ '
+Uy S+ a232srau+)' = ( 3 1us)

kanonik ko'rinishga keladi.
Issiglikning targalish jarayoni, g‘ovak muhitda suyuqlik va gaz-
ning filtrlanish masalasi va shunga o‘xshash masalalarni o‘rganish

parabolik tipdagi tenglamaga olib keladi.
3- misol.

92z sim 2ic-Zysinx 9224y 2_5Y 'l
ax Xy dy2
tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada an =sin2x, axX]fesinx, a2 =y2m

Bundan esa 02 - ana2 =y2sin2xLUy2sin2x =0. Demak, tengla-
ma parabolik tipda ekan.
Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

sin2x(dy)2 +2ysinxdxdy +y2 (dx)2 =0 yoki (sinxdy +ydx)2 =0

£=yYm g n =y almashtirish yordamida x vay o‘zgaruvchi-
lardan %va t] o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:

= + *L =] ®L.vsec2—s
dx 34'dx A\ dx 254 2’
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Hosil bo‘lgan tengliklarni berilgan tenglamaga qo'yamiz:

yzsec* =sirr x +-y d—Z-seczz—-tg—sirr X -

4 Si;2

Nitg-+ d*z nmv' sec' Zsmx —22y esec' Zasinx +
Kiz? = 2 o\ 2 54 2

+y2 t92)§+20E A5 *eon =0

Qavslarni ochib chiqib elementar amallarni bajarsak, tenglama
quyidagi ko'rinishga keladi:

A.yE i.Sec2—tg?sin2x +

V2 - —-ysec2—sinx =0
2 Yo, 2 ¥ 54 y 2 '

<)

yoki



G-< «
Y—T=-"SInX ¢
Ay Ly
Lekin sinx =-2972) tg¥ =2 ekamdan sinx = AL
1+tg (x/2) 2 1 S+n

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi :

a2l 26 W
5n2 42 ""n2

Agar (3.104)—3.107) tenglamalarda U =U(Z!,r\) funksiyani

£/ ||e ™MpA| <K tenglikka asosan yangi V =V (c,n) funksiyaga al-
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

d2v

.+ +f\ =0,

gyl

d2v  d2v +Yv +fi =0, (glpEbeIlk t|p)

2 af

TNA Y vy +fi =1 (elliptik tip)

o o i = eliptuKk t

e e PR
+ad— + 0. (parabolik tip)

dt, 2 L,

Bunda vy, al3, a23, 038 N parametrlarga bog‘lig bo‘lgan o‘zgarmas
kattalik: f{=f X=-013/2; U=-alk/2.

(3.101) tenglama yechimlarining analitik ifodasini xususiy hol-
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi-
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son giymatlarini topish ta-
lab gilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k.
usullar qo'llaniladi.

Har bir usulning o‘ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa-
laning qgo‘yilishiga garab, mos usullaridan birini tanlab olish
magsadga muvofigdir.
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Hosil bolgan tengliklarni berilgan tenglamaga go'yamiz:

\d2z W sec’sm X +iyd—Z -secziotgisin X -
4an2 2" df
°v2SeCc2—SinX - — Vesec2—ssinXx +
2 54 2

Qavslarni ochib chiqgib elementar amallarni bajarsak, tenglama
quyidagi ko‘rinishga keladi:

| .yE1.sec2”tg-"sin2x +~ -y 2 - ™ wy sec2-"-sinx =0
2V 297 N W SEEN

yoKi



d2Z_ dz

y =£4£- Z£sinx .
LD
Lekin sinx =--22%"%g~ = *ekimdan ‘sinx = 2EU
1+tg (x/2) 2 1, 4 +T1

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi :

2z 21
cv .2 W

Agar (3.104)—3.107) tenglamalarda U-U(%,r\) funksiyani

U=e ~m V tenglikka asosan yangi V - funksiyaga al-
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

d2Vv Y

d2v  d2Vv (giperbolik tip)

lil an2

@V, @V vt =0 (elliptik tip)

& an\2

d2v nv ik ti
+aB— +f =0. arabolik ti

dtl an ? "

Bunda y, ol3, fi23, a3 —parametrlarga bog‘liq bo'lgan o‘zgarmas
kattalik: /, =/ ee-~+Hm); X=-an/2; u'=-a23/2.

(3.101) tenglama yechimlarining analitik ifodasini xususiy hol-
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi-
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son giymatlarini topish ta-
lab gilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k.
usullar go‘llaniladi.

Har bir usulning o‘ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa-
laning qo‘yilishiga garab, mos usullaridan birini tanlab olish
magsadga muvofiqdir.
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Mustaqil yechish uchun misoilar

Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

371. x2 *97mdxv-L2Z +yo_ f =0
dx1 dxdy dy?2

372, ®Zjfqd2z nd2zz 5 45—
dx2 dxdy  dy2 dx dy
a3, 1 2, pez_
X2 dxI Y dy2

374. d2z f;.dZZ Nd2z +2§)*+6A_
dx2 dy

7 RZ 1\ |53hUdz+2dz-o
dx2 ~dxdy dy2 dx dy

376. '1’\ +2 X ’\-+2X1’\-+ ~“No. |
y y Xty 2 yd

7- §. Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglama (3.103) xarakteristikalar yor-
damida kanonik ko'rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng-
lamani integrallab, awalgi o‘zgaruvchilarga o‘tilsa, (3.101) tengla-
maning izlangan yechimi hosil bo‘ladi.

Bu usulni chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:J

NV =az2™ -, (fl=const) (3.108)
dt dx2

uixs)L f
a :/;\B (3.109)
t=0

Ushbu (3.109) ifoda boshlang‘ich shartlar bo‘lib, /j(x) funksiya
torning boshlang‘ich holatini, f2(x) funksiya esa boshlang‘ich tez-
ligini ifodalaydi.
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(3.108) tenglamaning xarakteristik tenglamasi

dx2 - a2dt2 =0 (3.110)

ko‘rinishda bo‘lib, unda af2 ~ana2 =a >0, demak, tenglama
giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

x-at =C{, x +at =C2, (3.111)
u holda
=x-at, N= x +at (3.112)
almashtirish yordamida (3.108) tenglama
d2u n
5sr° 3113>

ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga keladi. (3.113) tenglamani fiksir-
langan r| da £ o‘zgaruvchi bo'yicha integrallab, birinchi tartibli

A - =G(n) (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil gilamiz. Bunda Q(r\) —ixtiyoriy
funksiyadir. So‘ng (3.114) tenglamani fiksirlangan \ da rj o‘zgaruvchi

bo'yicha integrallab,
LI, (™) + vAT) (3.115)

ifodani, ya’'ni (3.113) tenglamaning yechimini topamiz. Bu yerda
E) ham ixtiyoriy funksiya, vjAr]) - ~Q(vDdr\ (3.115) ifodada \ va
n o'zgaruvchilardan x va t o‘zgaruvchilarga o‘tsak,

U(x,t) ascp(x-at) +\y(x +at). (3.116)

Oxirgi ifoda (3.108) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lib,
Dalamber integrali deyiladi. Qo'‘yilgan masalaning yechimini topish
uchun cpva Y funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, t)
funksiya (3.109) ni ganoatlantirsin. Buning uchun (3.116) da t=0
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

U(x,0) =d(x) +\IA¥ = {(x). (3.117)

(3.116) ning to”garuvchi bo'yicha xususiy hosilasini topib, unda
/=0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan
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a Xa<y\x) +ny'(x)] f2(x)

yoki
‘x)ir I M x)-
Bundan
~j /2 {z)dz +C (3.118)
0]

ni topamiz. Bu yerda x0, C = const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib,

« B i1l - ff2(z)dz~j,
X0 (3.119)

X

B A

ni topamiz. Demak, (3.116) dagi ixtiyoriy ¢ va \WN.funksiyalarni
1pN119) ko'‘rinislijj~ g~ P U(X, 1] W, wN51yMEL(>9) shartlarni ganoat-
lamiradi.BIlLI LWL ni'& M S&ga qo‘yib, qgo‘yilgan masalaning

yechimini toi] |9|H

B A WwnKxM -4 L1 f2(2)dz . (3.120)

X-at
RUSM iu 1441 Th(Ln ladi.
|
U  d2U
fenglamiming
8uU
TR

bmhlaa” ich”~KagraMnwanwlanirup i Lla oLy

Yechish . Bif||dV]|
e lw rmP a™WA:

ti-



Xtex+t 11
y + X + .
LL(XuLLI -------- —jzdz=

Xit
X-—f(x +H2- (x- /2 =x-xt- x(l-1)
X-t 4

ni topamiz. Demak, masalaning yechimi
U, t) = x (I —t).

2- masala. Dalamber wusuli bilan ‘;—Zt :;—25 tenglamaning
r X
_ m| g : : :
N =x , = ko= 0 boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi ye-
chimi topilsin.

Yechish. Masala shartiga ko'ra, a=1, g(x)=x2, Vvj/(x)=0
Dalamber formulasiga asosan, masalaning yechimi

-(-)5--t-)2+(-)5ﬂ)2 yoki n=x 2 4

ko'rinishda bo'ladi.
2 @

3- masala. Dalamber usuli bilan — - a2— =0 tenglamaning
dtl dxl

4=0 =cosx, —|H=sinx boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimi topilsin.
Yechish. Bunda 9(x)=cosx va \]/(X)=sinx bo'lganligi uchun
Dalamber formulasiga asosan

ukx’yg = stz(_'_tl_/_)q_f,s?_(fi{) X-:KSF'T\Zd’Z =

x-at
X+at

X at+x+at x-at- -at
== Jy ecod XA T TR
2 2 a  xat

+at+ -at-Xx -
COSX *costf/ - — -23|n-X---él-té-z(--"jlt--sm-3(---""-553(---&-E

= COSX *cosat H—asinx oSiNtt/

yechimga ega bo‘lamiz.
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4 - masala. E|l/1|l-l p'£¥ - 0Singl#ianing ALwx{a- x) va
AA LLI -Nn

du

4 "€ boshlang\ieh shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini

Yechish. Bu masalada «x)=x(a- x) LLax 13 va \J/(X) =e~ix]
foydalansak,

X+at
u(x,y) - \a(x- at) - (X - at)2 +a(x +at)-(x +at)2]-\~2—a Jf e 3zdz =

X-at

WLXxW~Maln 'L[;',-;!l ella)H 1 H &
izlanayotgan yechimni topamiz.

Mustaqil yechish uchun misollar

Dalamber usuli bilan :—qu :aZZ—i\N tenglamaning W\ mw f (X),

A M E (x) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

% N-YAAUp-Ta
378. /(xL cosx, T~x® sinx.

)
381L. /(x)|=e™ F(x|f84x. 1
382. /(x) =cosx, F(x) =cos2x.
383. /(X)R»$in]lg F(p~bx3. I
384. /(x®=sin2x, F(x) |]cosx.'v
385. /(x) =e2x, F(x) =x3.
386. —1 VALLNApAMA shart"!
. . . d2u _ pd2 . _ -
lami ganoatlantiruvchi Pl tenglamaning yechimi topilsin,
X
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387. « L A EL a—xX boMsa, d—z-—a Htenglamamng

yechimi topilsin.
388. U\m=sinx, OItLO =1 boshlangfich shartlarni ganoatlan-

tiruvchi = a2 tenglamaning t » vagtdagi yechimi topilsin.
dtz dx2 2a

389. @ -]y =da%2—y tenglamaning blr=0=0, -*|r=0=cosx shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

390. H A tenglamanin =k momentda =sj
LLIlZ i g INg t=k N t=0 =sin X

du
—!’EO =c°sx shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin,

"2
391. — — tenglamaning bl|,_ n=x2, — |_ft=sinx shartlarni
dt2  dx2 u=° dt
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
: v :
392. =a2 tenglamaning mL=0=cosx, = =sinx shart-
dt dxL Stt=o

larni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

393. —IL—’I 5 A tenglamaning W n= SN, i =0 shartlarni
dt2 dx2 1 dtB

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

8- §. Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga go'yilgan masalalarni yechishda
keng qo‘llaniladigan usullardan yana biri o Zzgaruvchilarni ajratish
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang'ich va nolga teng bo‘lgan chega-
raviy shartlar bilan berilgan masalalarni yechishda samarali natija beradi.

Furye usulini uzunligi 1ga teng boflgan va ikki uchi mahkam-
langan torning erkin tebranish masalasida ko‘raylik.

S(

d2u 2 d2u
dt211 l,ﬂul/£ (3 121

S

tenglamaning
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| f/\ °u
LA (3.122)

boshlang'ich va

3,123
chegaraviy shartlarni ol b 1 [, M cb! vechitaarriJ| iijigh talatg qllln)-

OH. boUsinfP.1.?!) tengfgflanigIB Ifrimmi Fui*'| *™e:. k0 frald

fcJOfKS™» Xu-rnbbpg, aa n('- wfjl24)
ko'rinishda izlaymiz.
FI B 124) ni (3.121) X(x),. T(t) fuiteilar-

WALL liar biriga nisbatan oddiy ~w A~ o LW witatalarw hosil gila-
H H

Bt by A1 1>

bu hozircha no"rfi&*lum bo‘lgan tcbranish cha”tolSjlbu
tenglaftiiMarning umumiy Jfchimlari quyidagicha bo'ladi:

T(1AII'Ci cos/U + m sinH |1 (3.126)

X<'él\/ILuC3cos§x B(Basin:—’x , (3.127)

Cv C2 C3 C4-Sixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

U (x,t) =X (x)T(t) funksiya (3.123) chegaraviy shartlarni qanoat-
lantirishi uchun [ x) funksiya shu shartlarga bo‘ysunadigan, ya’ni
[0)=0/8®=0 bo'lishi kerak. iglo va x=I giymatlami (3.127) tenglik-
ka qo'yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C, =0, C4siné/ 0.
Ixtiyoriy ozgarmas Cet) boigani uchun
sin—=0
a
bodishi kerak, bundan ne N uchun
%/:tin.
Shunday qilib, tebranish chastotasi X ushbu

Mgy s 2 CM
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hilail

MLl W p&H|AvB
Un(xj) =Xn{x)Tn(t) =t(ancos™t +lmsm ~t)sm ~x . (3.LU)
- A ULk x
ann ~x (3.129)
R =t "

bwiNUNMWHWAMLLIWEN (t~ | pBiM i*pw Ite ii
lantiruvchi yechimi boiadi..

rishi kerak. Bunga biz w, va bn koeffitsiyentlarni tanlab olish vo'ii
br|PuBALL LI/

sak, (3.
O
lw B H rg_\%'ATm W p

teABHIMNiIMath A ttA IBSfedana p x w v vl v phw|®
KEAAAND AN DM w AN AMpar AN rall topamiz:

Bularni (3.129) ga go‘ysak, masalaning ushbu



yechimi hosil bo‘ladi. Bunday ko‘rinishdagi yechim Bernulli integrali
deyiladi.
1- masala. Uchlari x=0 va x=I da mahkamlangan torning

M/

boshlang'ich holati n=
v/2/

x (1-x) parabolani ifodalasa hamda

boshlang‘ich tezligi d«(ar,O) Ll boisa, uning OX o‘gidan og‘ishi
aniglansin.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra, ¢(x) =43 x(1-x), VW =0.

Tor tenglamasining yechimini (3.147) qator koainishida izlaymiz.
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniglanadi:
/ [
ak =y |/(jc)-sin* rfx: :ﬁh{bl _x2) sin®™dx, bic=0.
0 0]
Integralni bo‘laklab integrallaymiz:

U =Ix- x2, dvx =sin!I™-dx,

dux =(/- 2x)dx, v = / cos K™
kn I
I .
8hs, AN knx + 8h \(|-2X)Cosknx !IX,

r * cos-r o kni2,
bundan,

8
kn

w2 =/-2x, du2 =-2dx i

" 2/~ 2x) cos“Pdx

k i | o
dvn = cosi™dx, v2 = L sinX0x
Z / K |

+
0 K

kl?l?'l (coslen - 1) :%{4?:(1 - (-1)*)e

) 16 h
.16h/js.mkf1xdx_ ) 6 COSknx
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Topilgan a. va b. larni (3.129) tenglikka qo‘yamiz:

Vllgl][leI/I—-T,ﬂ, ,U,lVIWB I/Irlp mé‘ig(

K 1UW [mlba,y4,~- bo'lsa, 1- (-1)A=2.

U holda
1 V\/_(_gp_fanat .rN.IH+1)I-OC
BN,=1(2n+1)-
yechimga ega bo‘lamiz.

2- masala. Uchlari XPO, x=I nugtalarga mahkamlangan tor
*OALtt siniq ciiizigdan iborat.

Agar boshlan#i(IfetS” ik y
2ax, 0<x <12 !
T XL 'Muy£1
bo'lsapxtiyoriy t momentfliiilfer foftMMphpifiln. /7l
Yechish. Chizmaga asosan OB va AB to‘g‘ri 1 y
04 ?XA (THRY TZh* , agar 0 <xB//2;
. X-112 -h 2A(/-X
AB: d /) agar //2 <x </.

M2 oYy
Demak, torning boshlang‘ich holati

2r|1x LLITLLILLIDK

I (*)!'m
LUL”i“JLU /2 <£m/.

Furye usuliga asosan qo'yilgan masala yechimini (3.129) tenglik
ko‘rinishida''izBM M M nttf?

* 1A

Ul ) =Mfef cot27 M BBin22T H osin 22 x.

Bu tenglikdan anva bn koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar
yordamida topamiz:
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2 i/
2{”( \S- nR _4 i”i . m_ j 4N , ;N
=5 35 6oSn M axax =287 x+om ™ exdix + 2 J (7 ~xJ-sThi exdx,
- 0 ' ¥ 0 $im| Y—m
Boiaklab integrallash formulasiga asosan:

n=x, Ju =sin™-xdx

desak, bundan

du = dx, 1 ———i-cos-'x
’ «f1 |
U holda
. Nn ] Ix nn | C nn
X *Sin— exdx —------- COS— *X +— C0OS— eXxdx
/ nn I nn J I
Ix |
——————— cos— X + H— lsm— °X.
«7r | n2 K2 |
Demak,
A yosin™ xox + 20 Mgin™ axdx—Y"Lxsin ™ xdx-
12 1 | 1A [ 12 13
4/t . COS «$l « 1/2 B 4h nn 7”2 4h oS nn “ +
/dI / o) np71 T y " @) «l1 / /ﬂ

4/2  mCOS «f1 “ 4h . nn 8h nn
V/c3 01Ty R SINTX 5 SN2

=— |(x)sin - ’\xilb:— fxsin-Ax-dx+— f(/”x)sin-":c-
ﬂl/ll/ll/lmy(z nT Yo | H |(l) | o

Yugoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,

8al | NN
B - 33 MR
ni topamiz.
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Demak, tor tebranishiniaMKM#rii| B8atemaa'i*BilM tf

nnat H 9 TawMii .
m i LI heos sify Mgin X
a i I rza I 2 /

Mustaqil yechish uchun misollar

Uchlari x=0 va x=\ da mah-
kamlangan, boshlangMch holati OAB
sinig chizigni ifodalovchi torning ixti-
yoriy t vaqtdagi holatini boshlangich
tezligi 0 bo‘lgan holda aniglang.

395. Uchlari x=0 va x=\ da mah-
kamlangan torning boshlang'ich og‘ishi
nolga teng bo‘lib, boshlang‘ich tezligi esa

aX |
X <
(;t, cos agar x ‘g >
(0]
0, agar x A >g_

formula bilan aniglansa, torning ixtiyoriy t vagtdagi holatini aniglang.

396. Uchlari x=0 va x=I da mahkamlangan, boshlang‘ich holati
u=h(x4 -2x3+x) ni ifodalovchi boshlang'ich tezligi 0 bo‘lgan
torning ixtiyoriy t vagtdagi holatini aniglang.

397. Uchlari x=Q va x=3 da mah-
kamlangan, boshlang‘ich holati OAB *
sinig chizigni ifodalovchi torning ixti- Q
yoriy t vaqtdagi holatini aniglang. B X
Bunda 0(0, 0), A(2, 1), B(3, 0) koor-
dinatalarga ega.

1 Uchlari x=0 va x=\ da mah-

kamlangan torning dastlabki og‘ishi 0 bo‘lib, boshlang‘ich tezligi esa

I h

TR el S P L
/ h
0, agar 1§ >7

formula bilan ifodalansa, torning ixtiyoriy tvaqgtdagi holatini aniglang.
135



9- §. Sterjenda issiglik targalish tenglamasi.
*. [leii1LLILAY masalaning qo'gi] | |pi

I. Issiglikning chegaralanmagan sterjenda targalishi.

q a2
T =ar Ry tenglamaning J1» 0, sohada u(x,OLL=/(x),

-00 <x <0 boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi

|2|ay/nt - (313)

Puasson integrali orgali aniglanadi.
I1. Issigliiiling bir tomondan chegaralangan sterjenda targalishi.

azzy tenglamani {x>0, />0} sohada n(x,0)®/(x) bosh-

tiigHch . B LU g 'etaallmiilivphi

= ma-VLLLL

2-— o ° N -
|- +2ath 8q>(‘|1) e -4 (t I'I} 2d|1 LL| 34)
ko'rinishda topiladi.
I1IL]Issiglikning chcgaralangan sterjenda targalishi.

'i%}.-aZQTten a |n ' va
H H

Wb *=u(l,t) - Ocht™ ™y &haiitea»-tffaifeilAirfeSi«-i*»himl

o K
- A 135)
n-\
21
ko'rinishda aniglanadi. Bunda In =- J/(x)sin-"r—ex .

0
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n 2p U
1- masala. g =a“ f tenglamaning
t Ax‘

M, agar x{ <x <x0,

Q agar x <x{ yoki x >x2

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish. Sterjen chegaralanmagan bo'lgani uchun yechimni
Puasson integrali ko‘rinishida izlaymiz:

-0

H(x.t) = 2 ayfnt {/(%)

Ml alld L Ul a =

Shartga koaaf(x) funksiya [xp x2] oraliqda o‘zgarmas u0 tem-
peraturaga, qolgan oraliqda esa 0 ga teng boigani uchun:

»
2dyfnt

X\

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

X..% = U,  1-2a/1 «da

2a\lt
U holda
X-X2 X-X\ X-X2
2alt 2a4t 2a4t
u(x,t) = U fendi- e nix
XA
2 Qy/t

yoki

n 1 X -V
=y O -0
M0 =Y P \oaati ~® \aayty
izlangan yechim bofladi.
2 X 2

Bu yerda @ (x) =—= \et dt integral Puasson integrali deb ataladi.
0
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cu cHu
352
boshlang'ich va WNeQ =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimini toping.
Yechish. Sterjen bir tomondan chegaralangani uchun beril-
gan shartlarni ganoatlantiruvchi yechim ushbu ko‘rinishga ega

bo'ladi:

2- masala. tenglamaning x>0, />0 da N0 =f (x) = W0

(i-xy (Sxy
t) bl : 4t _ 4t
Ut bly
voki
® <E£-xy U+*)l
u(x,t) = v f 4t 4t
2>/a7 ]
Birinchi integralda gjn, d\ almashtirishni bajarib,
® &% 2-Jt
" N\ 4 d2NiJF M ow w 1+0
g9 ) * \2sR;
ikkinchi integralda esa - H 2\ftd\x deb
4 () o, U
f fL dul | -
27NF 0 L 2 v2>/Ty
2%

ga ega boiamiz.
Shunday qilib, yechim ushbu ko‘rinishni oladi:

u(Xft) =woO
\2\ft;
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3- masala.

,EI,I:I n2v (O<x </, />0) tenglamaning

cx'
X, ageir O<x <A,

n *
&) |LFIX,_£I/IFLI—<X <f

bo‘lsa., boshlaigpch va r]”~ =IHjj =0 chegaraviy shartlami qa-

no#larjtiMV(]Jjl ip flhimini toping.
Yechish, ®§|8n chega®HreSii-wiMganidan. berilgan cheg”ca-

viv shartlarni cSISianitiravchi ushbu ko‘rinishda izlaymizi
ALLI
® nnx
nmu&) ~2.,~ | "s'm
=
bu yerda

ﬁr (x)3 Y = stm—”y”'idk +- Jf(7 xYsm-dk =

2
us=x du = dx | be nnx I X
' * . K__nnxr—1, —T Q56— +-r—pin* +
dv =sin X% U —Fos ™Y T vl 0
| nn |
/\
IQ nnx { nnx r2 H nnx 41 .. nn
+7 - —Cos +=cos - I sm-" msin—.
L I nn I Ty ;B 2

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko‘rinishga ega:

reu e -
N\ 4 1. ™ A o X

/ ,
M\>W| LBTnZS'nTZ e H -sm—/

n2 (2n+1)2t
N7 @ 1 9 _A(2/T+1)x

' ? " - sin
yoki «(y,.)I/IH.IrEt:OH) : /
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va n_,  fix) CX;I_X) boshlang'ich temperaturaga ega bo‘lgan

bir jinsli sterjen berilgan. Sterjenning uchlari nolga teng temperatu-
rada tutib turiladi. Sterjenning /> 0 vaqtdagi temperaturasi topilsin.

21 2ax
Mnhn«M Wl Wl I *"amMH"MMHAMNMMAH LW, AW AW LA i

on n

0 V0 g © PO'lsa, uzunligi /ga teng va sirti ham issiglikdan

agar 0 <x <£—,

fix) I
(I - X), agar - <X</

==
MﬁEES

Quyidagi masalalarni Puasson formulasi yordamida hal giling:

2

[0 e2X~X . 403. ut LU K, N - X X
19 L /0

404. 4ut = inxe ™
I_I,I_LI|/|LIJK sinx

10- 8. Laplas masalasining yechimlarini tekshirishga
keltiriladigan masalalar

Markazi 0(0,0) nuqtada boigan doiraning chegarasida biror/(cp)
funksiya berilgan boisin. Doirada va uning chegarasida uzluksiz

d2u f @2u =0 Laplas tenglamasini va

oy

boiib, doira ichida Awu
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u=R =/ (4) chegaraviy shartni ganoatlantiradigan u(r, ) funksiya-
ni topish Dirixle masalasi bo‘lib, uning yechimi

M(r,d) :'i' f/(X)— ———————————————— TdX
K-X R -2 rRcos(x-<p)+r

ko'rinishda bo‘ladi.

1- masala. Birjinsli yupga doiraviy plastinkada temperaturaning
statsionar tagsimtini toping. Plastinka radiusi R ga teng bo‘lib, uning
yugori qismi 1° C da, pastki gismi 0° C da tutib turiladi.

0, agar - n< 0,
1, agar 0<x<n

bo'lsa™'temperatura tagsimoti u(r,d) =— r}_ Re—+2
JnR -2 Rcos(z-fp)+r

Yechish. Masala shartiga ko‘ra f(r).~

integral bilan aniglanadi.
a) yuaori yarim doi4a (0 << nuqtalar uchunTTg)—j-l Lk al-
mashtirishni kiritamiz, bundan cos(r - o) = dx - ya’'ni

1+r 1+r
t integrallash o‘zgaruvchisi (—g— dan ctgj gacha o'zgaradi.

Shunday qilib,
t0-
e 1 R L%
’ t (R -rf +{R+r)2t2 1 l ﬂlarCL‘I TE B
tg-
ir (R
- arctg ctg arctg| t@]zl
S g
Lu'ﬁamtg _KarCtg 2arsind
1l
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yoki

R2-r2

«71) = - —— —, 0 :
to(e7h z/frsirup e

Bu tenglikning o‘ng tomoni manfiy, demak, 0<9<7tjda
w funksiya —<wn <1 tengsizliklarni ganoatlantiradi. Bu hoi uchun,

ya'ni 0 <g<n da ushbu yechimga ega bo‘lamiz:

R2-r2
tg(rc - un) _2Rrsii\(p
yoki
_, 1 i R2-r2
m=1 narc{g 27\ rsin9 *

b) Pastki yarim doirada joylashgan nuqtalar uchun (8 <@<24)
p ]

ctg~5~ =t 0‘miga go‘yishdan foydalanamiz, bundan cok(T-¢p) {A

: 20t _ o |
7’ integrallash o‘zgaruvchisi t esa dan

tg-y gacha o‘zgaradi. U holda dpning bu giymatlari uchun ushbuga
egamiz:

1
u(r,p =-- f o, dt
q _Cth’_C\Z(R+ry-+(R-rjltl
arctg(~ 7t8T) +arc™ (f /a4 |

yoki
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H H: .
n- LlJel_iiH'llg 2RI‘Sin(b «Hh l,
O’'ng tomon musbat (chunki sincp < 0), shuning uchun 0 <n<—

Mustaqil yechish uchun masalalar

Doira ichida Laplas tenglamasini ganoatlantiruvchi va doira che-

garasida U =/(< funksiyaga teng bo‘lgan garmonik funksiya
topilsin.

405. /(cp) =cos29. 407. /() =cod54dn
406. /(p) =873 408. /() =sin% +co86an
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104. y=Ccx-C2, 124.y =1- cos2x.
105. C3=3(Cx~y); 9y2= 4x3

106. 2C2(y—Cx)=1; $y3=27x2. 125.y =CjXi-xarctgx I InVI +x2 +C>

107. y=Cx+C2+1 y=\-~-. 126.y =qx +qfilInJcosx] —umumiy

ax yechim, xususiy yechim esa
108. y =+x 'y =X y =-Injcosx).
ax4
C+ale 2 dx 127.y =x(l - h|x])+—gx2 +c2x +c3.
109 B 2C§3+1 2
(Cx-1x X 128,y =eosx+-"C,*3+ CDQ +C3X+C
10,y + * \y=
X ]:X 129.y =—n|sinx] +qx +c2.
111, Yy =—+ \Y =
Cx34x 130.y =ex(x - 2)+ qx +C2
X .=
112.y =Xt e X 131.y = 4sin2x =X +6.
113. y =x +2+ Y =X +2
Cedx-1 132.y =—+q Inx +c2,
* 1 . = d
114, y 1 ¢ ALY
_ 133.y =q sinx- x--i-sin2x +c2.
115, y = Cx +X,y =X
116, y - X:—-—+Xy —X 134.y =qgx(Inx - 1) +c2.
3Ce 2H 135,y =e*(x-l)+qx2+c2.
17y — & +Xy =X X
Yy =c¢2 +-é arctg
2Ce 5+ \Gi \Ci
- 1,4,1.2,. 1 .59
118. y 18" +§X % C'OS x 137.y = (arcsin x)2 +q arcsin x + c2.
119. y =xcosx - 3sinx +x‘v‘+2x. 5
120. y =Infsinx] +gx2 +c2x +c3. 138.y =#4 qx +a j2 +c2Xx +¢3

15¢
121. y = J18|’n3x+ qX + C2.
139.y =(I +q 2)In 1+qgxl - g 'x +Gj
122,y =-(x +3)e~* +| x2 +3.
123. y =3Inx +2x2- 6X +6. : :q ————— . Ifln1i+qxll+02.
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142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.
150.

151.

152
153

154
155
156

157

158.

159

y =cnx-e ')+c2.

Y =%5-~ +c,arctgx +c2.

y - ¢2- ¢JCOSIT- X

2

y = +c, I +c2.

y =(3x4 - 4x3 - 36x2 +72x +8)/24.

Yy =(x2 +cf)arctgc—i+qx +c2.

y =x2+-y (W 1-x2 +arcsinx) +c.
y =qx +c2.

M3+oxw +02 =3X

ctgy - c\xx =C2.

jin™y +SINCIX +Q.

X2
y =e~ .
In[ct(y +1)~1] =cl(x +c2).
c2y +1==ch(clx +c2).

Y3=(g(x +c2)2, y =c.

160.
161.
162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.
169.

170.
171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

oFf = + O+ )2
LWy -1) =(q* +c2)2
Py =c.e* +c2ex.

Xm  —jc, In(2Jy +

om
y =c2eux

Wly2 +c2 +c] In +Q

=+(-y2 +2cX +32).

y - ¢Ox +ci == - (GX+a2)a2
2 15c2
y =- Inji1- x|,

y =CeQX .
Incy =4x52+0X y =0.

y =C2(X +<-HT).

2 =qx3+c2
_£K
y =C>e X.
y =C2MCI~] ,nW.
\/\|qi+| —Fx - 1
Y 1y
y =c(Incjx)2.

Py =Inx2-2x +c) +F 2
(x-1) +21

4CYy2 =4X +x(ct Inc2x)2.
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178
179

180

181

182.
183.
184.
185.
186.
187.

188.
189.
190.
191.
192.
193.

194.
195.

196
197

198
199

200

201.

148

.y - -xIn(c2Ingx), y =cx
.y =c2 +(q - c2x)ctgx.

.y =yxlIn2x +gxInx +c2x.

.y =q sinx +c2sin2x.

Tashkil etadi.
Tuzib bo‘ladi.
Chizigli erkli emas.
Chizigli erkli.
Chizigli erkili.
Chiziqgli erkli emas.

y =Cx2X +c2ex.

Chizigli erkli. 'y =q * c2elx .
Tashkil etadi. y=e (gcosx+c™Nnx).
y2 =exva Yy =0eX +C2exX.

y =clex\+c2ell]

y =(q +c2X)e2x.

y =e2x(Acos3x + Bsin 3x).

y =ge2* +c2 X =/Ich2x+Bsh2x.
. Y =Y4cos2x+17sin2x =&sin(2x+9).
.y =q +c2e 4x

.y =qe2x +c2e'x.

. Y =( c0s5x +c2sin 5x.

. Yy =(q +c2ex.

y =(q -fcZ¥)e2x.

202.

203.

204.
205.
206.
207.

208.
209.

210.
211.
212.

213.

214,

215.

216.

217.

218.
2109.

220.

221.

y =q +C2x +CcRA+chxex.

y=(g~”"lcze-NJcosnh/:)e

+(cx ~ +cde xaMn)sin(xW2/2),
cosx+c2sinx—+c3cos2x+c4sililt

y =qe"“X +c2ex.

y =(qx +c2)eax.

y =eX(g c0s2x +c2sin2x).

X(t) =qe3 +c2e /.

X(/) =q coscof +c2sin o/,

s{t) =q +c2eat.

y =4e~3x -3e~2x. LLI

y = XedX.

y = ,€X COS3X.

y =" (5-2e~3X).
y =J1 sin 3x

y =sin x +-1=rCosx.
V3

y :25|n?

y =3ex -e~X. K
y =e—r(cost +2sin/).
y =(qx +c2)ex +e2x.

y =qge2x +c2e~Ix - 2x3- 3



222.

223.

224,

225.
226.

2217.

228.
229.

230.

231. y

232.

233.

234.

235.

236. v

2317.

238.

239.

y =ge X +c Ix +0,25>/2008-- b c/

4
Yy =(Q COSX +c2sinX +x +e .
y =q+oe¥ +352. x

y =e-2X(Clcosx+c2sinX)+x2 -8x+7.
y =Ge m+(c2 - x)ex.

y =t axe ' +ofd +cx .

y =0 +cX +(c3+x)e~x +x3- 3x2

y =oex +c2e~Ix - 3(x2+x +1,5).

N

y c>e'y +c2%e X +-1(50033x-sin3x).

= (cIxdp;c2)e

X
y =e 2(c{cos”™ +@2sin-") -

-6C0S2X +8sin2x.

X X
y =ce2 +c2e 2-Xx3.

y=1(ebx +22e3x+ex).
y =xX(X +2)edx\

COSX +4sinx-4§os3x.

Sl

y =4e2 - x - 4.

Y —~S|n2x- -(xcost - 1).

y :E(A'X - TO)sSin 2X.

240.
241.

242.

243.

244,
245.

246.

247.
248.
249.

250.

251.

252.

253.

254,

255.

256.

257.

258.

y =Xxchx.

¥ =Erx(5c052x-sin2x+6sinX-5C0SX).
Yy :7 +C2X

y :qx" _|.C2X"-(/7+1)

y =x"2(q +c2Inx).

y =d cos(Inx) +c2sin(In x).

y="xn+qx "+c2.

y =gx3+c2? - Inx +?
y =x(q cos(Inx) +c2sin(In x)).

y =CK+CcX3+-i(91n2x+241nx+26).
y =q cos(Inx) +c2sin(Inx) -
3sin(21nx).

y =qx +cX -4xInx.

y :X—(q +c2Inx +In3x).
y =X2(~x3+qx +c2).
y « —X +q cos(Inx) +c2sin(Inx).

y =(gx +c2x-1 +c33.

y =y-(1n2x +2Inx +2).

L1 ® ' X°Inhx
2 In2
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o59. 3=y H W =i~ - | +r x(X) =(sint- 2cost)e t,

274,
F2 A0 * * e y(t) we~r cost.
260. fe*. 1
€135 - (2iF 275.
- .ﬂr?/(/“; ke y(/) =er-e /.
0L y=g>2 =q +C2/+C372,
=- Ay L, 1 .
262. y =y CDaxar M) =-(q +2c3)/—~/2-" —+(2
"4-5-8-9..4n(4/1+1) ; )
X 3 17x3 X)=""+1 .
263 y =1+ _1_ + ___é_ é( + 271
| |
| HUMH-UN U
264, y:_)S_Z'_+ 12)|( 2 2
) ’ 278 X(N =qge ' +c2e-3,
265 LX3|3 1 424 k. | y(?) =qe“*+3c2~3 +cost.
266 L+x2 X3 | x4 x-i-y +tOcu
' ¥ o 1T 9 209
+t—C)
267. y =1+X 3X2 8(3 34>|<4 X -
) 280, X2~y =a,
269, X :3q cos 3l - 3c23|n3L tg A =qe',
"y - 200831 +q sin3/. 281.
ELLBLS I
270 X(/ =08 - ey +1-1,
' =qge* tg(x +J') =/,
A* =qge* +c2e~f-t +|, 284.
tg(x - ~) =r.
X(r =t+q cos2l+c2sin 2/,
271. _ ) )
=1+q sin21- c2cos2t. 285. 2c,ed - 4c2e“3
j(2) =qe3 +c2e-3t.
279 X(/ =e-2f(\-2t)9 <0 WO
y(*. =e~2t{\+2/). 286. T
73, M =R +t+ce2 +cd sg7 XD =e2 -e3,
Strlvaqed (1) =e2 - 23
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288.

289.

290,

201,

292

293

294

295

296

297

298

299

X(t) =e4/(C] cos3/+c2sin 3/).
>X{/) =edt(-q sin 3/+c2cos3/).
x(t) =edr(cft +c2),

(/) =Wicxt +c2-q).

x{t) I (sin./ - 5cost)es4 ,

y(t) =e’'fcost.

X(t) =ebr + B,

/) =6e5 -7e¥.

X(/) =2qe/+7c2e2t +3c33r,
y(/) +3c2e2 +c3e3/,
z(t) =-2cx* - 8c2e2t - 3c3e3

X(/) =qer +c2cos/ +c3sin/,

y(/) =ge* +c2sint +c3cos/,
N0 =c2(cos/ +sin /) +c3(sin/- cos/).

X(/) = e +2cx* +c2ef,

y(t) =~~e2t +3c{e{ +c2e.

x(t) =@ - /)cos/- sin/,

(/) =(- 2)cost+/sin/

X/)=q cos/+c2sin/  cos/+],
KO=-q sin /4+Qcost—*sin /~ cost
X(t) =cleT+c2e~— +sin/,

N/) =~cxe* +c2e l.

x(t) =qge' +c2e3F +"(2cos/ - sin/),
y(/) =cef - c2ey +er(3cos/ +sin/).

x(t) = ce* +c2sin /+c3cost,

=qe +c2cos/- c3sin/+/,
(/) =c2sin /+c3cos/ +1.

=(q cos2/ +c2sin2/ +/,
=q sin2/- c2cos2/ +1

x(t) =-q sin/+(c2- !)cos/,

y(/) =q cos/+8gsin /.

*(/) =-/,

y{t) =0.

x{t) - ~cft +c2- 2e~1- cost - sin/,
(/) =q - 2el +cost.

x(f) =-~t
SR 3 9
y@© =~t-

X(/) — q e sin/
I N 14
X(t) - 4qe +c2ef,
y(t) = c{ebt + c2e*.

X(/) =cfe2t +4c2e7/,
y(t) =-4qe2 +4c2e7/.
x(t) =4qer +c2e6/-46,
y(t) =Ce' - cedt

X(/)=q (1+2/)- 2c2- 2cosf- 3sin/,
=-cft +c2+2sin/.

X(t) = C\edt +c2e2t - ef,
y(t) =c{edt -c 2e2t +ef.

x(t) =(sin/- 2cos/)e f,

y(t) = e~{COSt.
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312. > A 12

313, U by

323. jyi)=j-es 1-3
©- gy
) 324, 1 6 o
t 32 il
+N-e f 5. V-—H M
314. t @° t
t
C2eq. 326, $-W3m
x(t) =Uu 3217.
315.
§2 2 N
329. /Y/)= e~ +-e2/—-co0s2f--sinA
316 Wﬂﬁmﬁﬂg | S Tadm O 51
E =
AN A .
317 N LU A wilA W LLInn-" A 4 B l{l

X0 =¢ 6[(cl+2oos/-(C[-c2sin]. " " p(pe-+)

WWAIMVm el il

AAw L W W M"KAx w y-fjzis
HUWMMBmuw gum' s t|M §+Rpllpwr-amy
2(t) =-(q +c2)e +c2e . L = pp2dl+HY

[(p-a)2+b2]l(p+a)2+b21
N
M N N WD w NMaaawm %35.%1é'||§IHH A

;92 4 S$SHHHH H
H LW P 4 LW 336. F{ﬂ blp2+ a2~b2)
wweAWHH HI MW MAHHWWHWAW®
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337.

338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

345.

346.

347.

348.
349.

350.

351.
352.

353.

354.

F(P) =

(72]

71

-
[

FP) = p2p(p :ia4a2)
F(p)=Inp. .

F(p) =arctgi.

/(/) =—(ch/ - cos/).
/(/) =y(ch/ +cos/- 2).

/(/) =/ - sin /),
/()= -sin/- cos/),
/()= +sin/- cos/).
/(/) =j(er+cos/ - sin/ - 2).
/(/) =-j(/cos/ +sin /).

/(/) =e*(L- cos/).
/(/) =e-'(sint +cos/ - 1).
/(/) =-je~f(cos/- sin/- 2) +i

x{t) =e~2&A - e3t.
X(/) =sin/.

X(t) =— L.ey.

XK

355.
356.

357.
358.
359.

360.

361

362.

363.

364.

365.

366.

368.

X(/) =I-4fc-2.

X(t) =(/+1)sin /—eos/.
X(t) =t2- ¥ +4.
X(/)= +cos/ - sin/.

X(/) =e2[(l - /)cos/ +(L +/)sin/]

X(0 =4e 2 - 33,
q0 =3 X-2e-2

N =- ~ - i
X(?) éh+ 1 cos2/ - 3sin2/,
y(0 :Z&/ +3cos2/ +—Zsin2/.
X(0 =~(sin/ +cos/),

*() =~(sin/-cos/).

*(0 =l+3eAe" 2
=eZ-e-2,
=2e2"+2e~2,

X(/) 2(1-eg' -te~f¥),
q U ~2e~f- 2te*
X)=1 -5+,

AHtl+2%4 ~e,

x(/) =e'(2cos/ - sin/),
y(/) =e*(3cos/+sin/).
X(/) =12(ch/ -1) - —/ 3/,

y(0 =Itesh/- 17(ch/-1).
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369.

370.

371 & =

372.

373.

374.

3.

376.

377.
378.
379.

380.

381.

154

X(r) =3-2er,

N N !
At) =e~+- 3

X(f) =cost +
y(t) :-1(cost-e—\7}jf).

3 6’ L:M’T] =
an X

ﬂ2n

N :O,/\ =X +Yy,

i

rj=3x+].

anN2 a2 2""!'I

i=f, n=*e °

* *

33,£I,+ba::°’ N=x+3; [1-3x-Y-
3z ax LU

—pq—r—+——

0, ’\—EZX y, - x
N
a a2z ar
a%j“ﬁ +§ﬁ'ﬁz ﬂE an

£:%» q:%'

U(xt) =2x-X 2 - a2 +ﬁ% &Xshat.

U(x,t) =cosx cosat - 7si nxsin at.

U(x(zt) —e chat+---—cos2xsin2at.

2 4n

£/(x,0 =2x - x2- a2t2 +-; exshat.

U{x,t) =exchat +Axt.

382. U(x,t) =cosxcosa/ ++-+

383.

384.

385.
386.
387.

388.

389.

390.

391-
392.

393.

304,

395.

396.

+— ' .
cos}ﬂxsm 2at
U(x,t) =cosxsin at +8x/(x2 +</\/]
N N
=--- +
U(x,f) 5 Cé)$2xc052at
+?cosx sin /.
: o, ,
U(x,t) =e ch2at +xt(x +a Tl |
Xet.
X(l-1).

VI—*
2a

Eeosxsin at,
n=-sinx.

X2 +72 +sinxsin

COS X cos at +Esin X sin at.

sinxcosat.
V\/ﬁ( 7» %ﬂ*—% srn—%c
X mte ‘COém.
f © 1 sian:Sﬁh
u(x,t) =*UL.£-L.
n2a fak2 12-k2h2
xsinknx sin ket
bl (x,0="*X X
"7 k=0(2k+If

x C0S(2& +\)nat sin(2& + 1)sx.



el f) - W -y

o *=% 2

knat ... KICK

knh sin
/

Xsin—- <sin
2/

@\ T7at

I~ x

n El @/7+)

xSi n_@{ZTl')]_'Z(_

: u(x,t):n+\o(oi —32- X
N OK(2k+D2(2K-[) (2k+3)

{P@XTTIR
xe P

.;OS_F};_L_/_L_I:L .

g 12 L“;q““ﬁo_(mii) — |
xe P

n
s@V| | k*)*blL+t) 2e 1M
3 1l
403. ux,t) 1 xu LI LW
1 4o+

404. u(x,t) =(1+OW B AW jB m
BBAWLLIT 4 1 ~ r2A>||™

405" ur,<p) :4—fesin - r2sin
\Y

r! rA

3
407. u(r,d :i8—+7 oS qo+? Cos 4dn

An& 4 5 3 4 ,
408* ~A(r,p) =- +- T CO54c.
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