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1 - L E K S I Y A

D IN A M IK A G A  K IR ISH

A sosiy tushunchalar va t a ’riflar. A sosiy qonunlar.
Inersial sanoq sistemasi. 0 ‘lchov birliklar

1. D in am ik a  nim ani o ‘rgatadi?
2. K uch  q an d a y  kattalik?
3. Inertlik n im a va uni q an d a y  ka t ta l ik  ifodalaydi?
4. Inersiya q o n u n i  n im a haqida?
5. K u c h  va  t e z l a n i s h n i n g  m u t a n o s i b l i k  q o n u n i  q a n d a y  

ifodaianadi va  t a ’riflanadi?
6 . M exanik  sistema uchun  o ‘rinli q o n u n  q an d a y  t a ’riflanadi?
7. Bir necha kuch t a ’siridan n u q ta  q an d a y  tezlanadi?
8 . Q an d a y  sanoq  sistema inersial deyiladi?
9. Inersial sanoq  sistema qaysi q o n u n la rd a  aniqlanadi?
10. M exanik  o l c h o v  birliklar sistemasi q an d a y  tanlanadi?

Tayanch so ‘zlar va iboralar

D inam ika .  O 'zgarm as ,  o 'zg a ru v ch an  kuch. Inersiya va massa. 
O g i r l i k  va  g rav ita ts ion  massa. Inersial sa n o q  sistema. K u ch  va 
tezlanish mutanosibligi.  T a ’sir va aks t a ’sir. K uchlar  t a ’sirining o ‘zaro 
b o g i iq m a s l ig i .  SI o l c h o v  b ir l ik la r  s is tem asi.  T ex n ik  b ir l ik lar .  
D in am ik a  masalasi.

l -§  Dinamikaning asosiy tushunchalari, 
ta 'riflari va m asalasi

Dinamika nazar iy  m e x an ik a n in g  asosiy b o l i m i  b o ‘lib. unda 
j i s m la rn in g  m e x an ik  h a r a k a t  q o n u n la r i  shu  h a r a k a tn i  vu judga  
keltiruvchi kuchlarga b o g i iq  ho lda  o 'rgan ilad i.

M e x a n ik a n in g  asos iy ,  b i r la m c h i  tu s h u n c h a s i  b o i g a n  kuch 
d in a m ik a d a  m odd iy  jism lar  ha rakatin i  o ‘zgartiruvchi t a ’siri bilan 
an iqlanadi.  D in am ik ad a  j ism larga o kzgarmas kuchlardan lashqari 
m iqdori  va y o ‘nalishi o ‘zgaruvchan kuchlar h am  t a ’sir k o ‘rsatishi 
m um kin  deb qaraladi.  K u ch la r  aktiv, faol yoki passiv, chunonchi,  
b o g la n is h  reaksiya kuchlari b o i i s h i  m um kin .
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M assa j ism larn ing  m odd iy  m iqdor  o 'lchovi bo 'l ib ,  d inam ikan ing  
asosiy tu sh u n c h a la r id an  biri h isoblanadi.  J ism ning h a ra k a t i  faqa t  
unga  qo 'y ilgan  kuchgag ina  bog 'l iq  b o ' lm ay ,  uning inertligiga ham  
bog 'liq .  J ism ning inertligini m iq d o r  j ih a td a n  ifodalovchi fizikaviy 
k a t ta l ik  j ism n ing  m assasi deyiladi. Biz o ' rg a n a y o tg a n  m e x an ik a  
klassik m exan ika  bo 'l ib ,  b u n d a  j ism ning  tezligi yorug 'l ik  tezligidan 
ancha  kichik, un ing massasi o 'zga rm as ,  ska lyar  va m u sb a t  katta l ik  
deb  qaraladi.

H a r a k a t i n i  o ' r g a n i s h d a  o ' l c h a m l a r i  a h a m i y a  tg a  e g a  
b o ' l m a g a n ,  lek in  m a s s a g a  eg a  m o d d iy  j i s m g a  m oddiy nuqta  
dey i lad i .  M o d d iy  n u q ta  asl m a 'n o d a ,  b i r o r  j i s m n i  a n g la tg a n i  
uch u n  u shu  j i sm n in g  m assas iga  teng  m a ssag a  va  shu sabab li ,  j ism  
kabi t a ’s ir la sh a  o lish  x u su s iy a t ig a  ega  b o 'Ia d i .  M o d d iy  n u q ta  
iu sh u n c h a s ig a  b in o a n ,  m e x a n ik  s is tem a yoki j ism  m a ssas i  uni 
ta sh k i l  e tg a n  m o d d iy  n u q t a l a r  m a s s a l a r in in g  y ig ' in d is i  b i la n  
an iq lanad i.  U m u m iy  h o lda ,  j ism ning  h a ra k a t i  f aqa t  u sh b u  m o d d iy  
n u q t a l a r  y i g ' i n d i s i g a g i n a  e m a s .  u l a r n i n g  j i s m  b o ' y l a b  
ta q s im ian ish i  (jism sh a k l i)g a  h am  b o g 'l iq .

Dinamikaning m asalasi. D in a m ik a n in g  m asa las i  j ism g a  t a ’sir 
etuvchi kuchlar  bilan uning harakatin ing  kinematik xarakteristikalari 
o ' r t a s id a g i  b o g ' l a n i s h  q o n u n la r in i  an iq la s h  va bu  q o n u n la r n i  
h a r a k a tn in g  xususiy  ho lla r iga  ta tb iq  e t ishdan  ibo ra t .  D in a m ik a  
masalasini d inam ikan ing  asoschisi N y u to n  ju d a  yaxshi t a ’riflagan. 
U a y tg an k i ,  d in a m ik a  « h a r a k a tn in g  yuz b er ish iga  k o ' r a  ta b ia t  
k u c h la r in i  bilish ,  s o 'n g r a  b u  k u c h la r  b i lan  ta b ia tn in g  b o s h q a  
hodisalarini tu shuntirish i»  zarur.

2-§. D inam ikaning asosiy qonunlari

D inam ikan ing  asosida  ta jr iba  va kuza tish larda  an iq langan  va 
G aliley-Nyuton qonunlari deb a taluvchi quyidagi q o n u n la r  yotadi.  
Bu q o n u n la rg a  asoslanib  rnantiqiy yo 'l  b ilan  m a tem a t ik a  usullarini 
qo ' l la sh  natijas ida d inam ika ii ing  tuili teorem alari  va tenglam alari  
keitirilib chiqariladi.  D inam ikan ing  ushbu  qonun la ri  birinchi b o r  
G a l i l e y  v a  N y u t o n  t o m o n i d a n  X V II  a s r d a  t a ’r i f l a n g a n .  Bu 
q o n u n la rn in g  to 'g 'r i l ig i  insonning  am aliy  faoliyatida, texnikaning 
rivojlanishida h a m o n  kuzatil ib  kelinm oqda.

1 - qonun (inersiya qonuni). H a r  q a n d a y  kuch  t a ’s ir idan  xoli 
e t i lg a n  m o d d iy  n u q t a  t inch  h o la td a  yo k i  t o ' g ' r i  ch iz iq l i  tekis  
h a ra k a td a  bo 'Iadi.
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Birinchi q o n u n d a  qayd  etilgan h o la td a  m odd iy  n u q ta g a  boshqa  
j i s m la r  yoki n u q ta la r  t a ’sir e tm ayd i ,  y a ’ni n u q ta g a  hech q a n d a y  
t a ’s ir  k u c h l a r i  q o ‘y i lm a g a n  yo k i  q o 'y i l g a n  k u c h l a r  o ' z a r o  
m u v o z an a t la sh g an  b o ‘ladi.  Bu q o n u n  m exanik  h a ra k a t la rn in g  eng 
so d d a s i  —  j is m n in g  yo k i  n u q t a n i n g  b o s h q a  j i s m la r d a n  t o ' l a  
a j ra lg a n  s h a ro i td a g i  h a r a k a t in i  i fo d a lay d i .  Q o n u n g a  m u v o f iq  
n u q t a n i n g  o ' z  h o l a t i n i  s a q la s h  x u s u s i y a t ig a  u n in g  in ertlig i  
deyiladi. M o d d iy  n u q ta n in g  b u n d a y  ho la ti  inersion holat, h ara k a t i  
inersion harakat deyiladi .  Birinchi q o n u n n in g  o ‘zini esa  inersiya 
q o n u n i  deb  a ta lad i .

N u q tan in g  tinch holati uning inersion h a ra k a t  ho la tin ing xususiy 
holi b o ia d i .  Galiley - N y u to n n in g  bu qonun iga  m uvofiq  ham m a 
jism la r  o 'z in ing  inersion h a r a k a t  ho la tin i  o 'zg a r ish ig a  qarshil ik  
k o 'rsa t ish  qobiliyatiga ega.

2-qonun (dinamikaning asosiy qonuni). Kuch t a ’siridagi m oddiy  
n u q ta  shu kuchga  p ro p o rs io n a l  va kuch  bilan bir  xil y o 'n a lg a n  
tezlanishda b o ia d i .

A g ar  n u q ta g a  q o 'y i lg a n  kuchn i F .  n u q ta  tezlanishini w d e b  
belgilasak, ikkinchi qon u n  quyidagicha ifodaianadi:

m W = F (1.1)

Bu y e r d a  m  n u q t a n i n g  m a s s a s i .  I k k in c h i  q o n u n  n u q t a  
dinam ikasining asosiy qonuni, u sh b u  q o n u n n i  ifoda lovch i ( 1. 1) 
teng lam a dinamikaning asosiy tenglamasi deyiladi.

Q o 'y i lg a n  m a i u m  kuch  t a ’s ir id a  o lg a n  te z la n is h g a  k o ' r a  
nuq tan ing  massasini aniqlash m um kin . C’hunonchi,  og 'irl ik  kuchi P 
ta 's i r id a  m odd iy  n u q ta n in g  o lgan tezlanishi uning erkin  tushish 
tezlanishi (g) ga teng. dem ak ( 1. 1) ga k o 'ra

m  = ( 1.21

Klassik m exan ikada  harakatdag i jism massasi shu jismning 
hola tdag i massasiga teng deb qaraiadi.



М V

Yer sirtidagi h a r  q a n d a y  j ism ga N yu tonn ing ,  bizga yaxshi tanish, 
b u tu n  O lam  tortishish q o nun iga  k o ‘ra

F = у
rnM
~ w

(1.3)

kuch t a ’sir qiladi. Bu yerda  m —  Y ep sirtidagi j ism ning  massasi 
bo 'l ib ,  uni g rav ita ts ion  m assa  deyiladi, M ,R  —  Y erning massasi va



rad ius i .  G ra v i t a t s io n  (1.3) va  in e rs io n  (1.2) m a s s a la r  m a te r iy a  
xususiyatlarin ing turli tom on lar in i  aks et tirsa h am  ular  o ‘zaro  teng 
deb hisoblanadi.

N y u to n n in g  ikkinchi q onun i  birinchi —  inersiya qonun in i  h am  
o 'z ic h ig a  oladi.  H a q iq a ta n  ham , aga r  F = 0  b o ‘lsa, (1.1) d an  v=const  
kelib chiqadi.  D em ak ,  n u q ta g a  kuch  t a ’sir e tm asa, u t o ‘g ‘ri chiziqli 
tekis h a rak a ld ag i  inersion h o la tda  b o ‘ladi.

D i n a m i k a n i n g  a s o s iy  t e n g la m a s id a g i  te z la n ish  n u q t a n i n g  
abso lyu t tezlanishi deb  tushuniladi.

3-qonun ( t a ’sir va aks t a ’sirning tenglik qonuni). Ikki m odd iy  
n u q ta  m iqdorla ri  teng va u larni tu tash tiruvchi l o ‘g ‘ri chiziq b o 'y lab  
qaram a-qarsh i  y o 'n a lg a n  k uch lar  bilan o ‘za ro  t a ’sirlashadi.

M asalan ,  A m oddiy  nuq ta  В m oddiy  n u q taga  F A kuch bilan t a ’sir 
etsa, В n u q ta  h am  A nuq taga ,  F A kuch yo tgan  A B chiziq b o 'y lab  
teskari yo 'na lgan .  m iqdori F A ga teng F B kuch bilan t a ’sir qiladi. 
D in am ik an in g  asosiy q o n u n ig a  m uvofiq  A va В n u q ta la r  uchun  
F B= m Aw A. F A= m Bw B f o rm u la la rn i  yoz ish  m u m k in .  U ch in c h i  
q o n u n g a  k o ‘ra F B= F A y a ’ni m Aw A = m Bw B. Bundan

_  m A

kelib chiqadi,  y a ’ni ikki m oddiy  A  va В nuq ta la rn in g  bir- biriga 
t a ’siri natijasida olgan tezlanishiari massalariga teskari proporsional.  
U sh b u  n u q ta la rn in g  tezlanish  vek to rla r i  esa A B  chiziq b o ‘y lab  
qaram a-qarsh i  to m o n g a  yo 'na lgan .  (1.4) ga k o ' r a  ikkita  ixtiyoriy A 
va В jismlarning bir-biri bilan o ‘zaro  m exanik t a ’sirlashuvi natijasida 
o lgan tezlanishlarining nisbati har  doim  ayni shu A  va В lar uchun 
o 'zg a rm a s  bo 'lib ,  faqa t A va В larning tab ia t iga  bog 'liq .

D in am ik an in g  birinchi va ikkinchi qon u n la r i  birg ina m oddiy  
n u q ta  uchun  yozilgan, uch inchi q o n u n  esa ikki va u n d a n  or t iq  
nuq ta la r ,  y a ’ni m oddiy  nu q ta la r  sistemasi uchun o 'rinli.

4-qom m  (kuch lar t a ’siriuing o 'za ro  hog 'liqm aslik qonuni). Bir 
necha kuch t a ’siridagi m oddiy  nuq tan in g  tezlanishi uning har  bir 
kuch t a ’siridan oladigan tezlanishlarning vektorli yig 'indisiga teng.

T o 'r t i n c h i  q o n u n g a  k o ' r a  n u q ta g a  t a ’sir e ta y o tg a n  k u c h la r  
sisteniasini h a r  do im  teng t a ’sir etuvchi kuch bilan alm ashtir ish  
m umkin.



M oddiy  n u q ta g a  F, F 2 ..., F kuch lar  ta 's i r  e tayo tgan  bo 'is in . 
U  holda ularn ing teng t a ’sir etuvchisi

k = 1

ga teng. Bu kuch la rn ing  h a r  birin ing t a ’siridan n u q ta n in g  o lgan 
tezlanishlari uchun  ikkinchi q o n u n g a  k o 'ra

F] — m w  |

F2 = m w  2

Fn m vv n

te n g la m a la rn i  yozish  m u m k in .  T e n g la m a la r n in g  o 'n g  va  c h a p  
tom onlar in i  q o 'sh ib

k=I k=I

hosil qilamiz. 4 -qonunga  k o ' r a

n 

k= 1
D em a k ,

П

=  (1.5)
A' = l

hosil bo ' lad i ,  (1.5) teng lam a kuch lar  sistemasi t a ’siridagi m odd iy  
n u q ta  uchun  d inam ikan ing  asosiy q onun in i  ifodalaydi.

U sh b u  q o n u n g a  muvofiq  har  bir kuch m oddiy  n u q ta g a  b o sh q a  
kuch la rn in g  t a ’siriga b o g 'l iq  b o ' lm a g a n  ho ld a  a loh ida  tezlanish 
beradi, shu sababli, bu  q o n u n  kuchlar ta ’sinning о 'zaro hog ‘liqm aslik 
qonuni deyiladi. T o 'r t inch i  q onunn i  kuchlarni qo 'sh ish  aksiomasi —



kuch larn ing  para lle logram m  q o idas idan  keltirib chiqarish m um kin , 
shuning  uchun  t o ‘rtinchi q o n u n n i  b a ’zan mustaqil  q o n u n  emas ham  
deyiladi.

3-§. Inersial sanoq sistem asi

M o d d iy  n u q ta n in g ,  u m u m a n ,  h a r  q a n d a y  j ism n in g  m exanik  
h a ra k a t i  o d a td a  u c h o ‘lchovli Yevklid fazoda biror  q o ‘zg‘a lm asjism  
bilan biriktirilgan sanoq  sistemaga n isba tan  kuzatiladi.

B u n d a  ik k i  n u q t a l a r  o r a s id a g i  m a s o f a n in g  o ‘z g a rm a s l ig i ,  
uch b u rc h ak  ichki bu rchak lar in ing  yig 'indisini 180° ga tengligi, bir 
j ins lik ,  izo trop lik ,  y a ’ni h a m m a  y o 'n a l i s h d a  fizik va geom etr ik  
xossa la rn ing  b ir  xilligi, ju m la d a n ,  ( 1. 1) dag i m a ssan in g  h a ra k a t  
y o 'n a l i s h i g a  b o g i i q  e m a s l ig i  k a b i  x u s u s i y a t l a r  f a z o d a  
h a ra k a t la n ay o tg an  m oddiy  jism ga bog 'l iq  emas deb hisoblanadi.

T a b ia t  q o n u n la r in in g  m a tem atik  ifodasini h a r  q an d a y  sanoq  
sis temada yozish m um kin .  Lekin inersial sanoq  s is tem alardagina 
tabia t qonunlari  yagona va sodda ko 'r in ishda  m atem atik  ifodaianadi. 
In ersia l san oq  s is te m a  d e b ,  Y e v k l id  f a z o d a  t e z l a n i s h s i z  
h a ra k a t la n a y o tg a n  jism  bilan biriktirilgan sanoq  s is temaga aytiladi.

K uch  q o 'y i lm a g a n  h a r  q a n d a y  m o d d iy  n u q ta  inertsial sanoq 
s is tem aga  n isb a ta n  f a q a t  t inch  h o ld a  yoki t o 'g ' r i  chiziqli tekis 
h a ra k a td a  bo 'lad i .  N y u tonn ing  birinchi qonun i t a ’rifining m azm uni 
inersial sa n o q  s is tem asin ing  h a q iq a td a n  h a m  m a v ju d  b o i i s h in i  
ta sd iq layd i .  U m u m a n ,  N y u to n  q o n u n la r i  f aq a t  inerts ia l sa n o q  
sis tem alardagi kuza tish lar  uchun  to 'g 'r i .

Bir inertsial sanoq  sistemani ikkinchi inersial sanoq  sistema bilan 
a lm ash ishda  N y u to n  tenglam asida qa tn ash g a n  h a m m a  katta l ik la r  
o 'z g a rm a y d i .  B o s h q a c h a  a y tg a n d a ,  G a li ley  a lm a s h t i r i sh la r ig a  
n isabatan  N yu to n  tenglam alari  invariant.

In e r ts ia l  s a n o q  s is tem a s ig a  m iso l t a r iq a s id a  K o p e r n ik n in g  
geliomarkazli  sanoq  sistemasini keltiramiz. P lane ta la r  haraka t in i  
lekshirishda k o o rd in a ta la r  boshi Q uvoshda  (Q uyoshning  tezlanishi 
ta x m in a n  3 i ( H isrn/s2= 3 i O ' lhk m /s : = 4 iO " 9k m /s o a t2) va  o 'z a r o  
perpend iku lyar  ravishda h a r  doim  cheksiz uzoqdagi q o 'z g 1 almas 
yu lduz la rga  y o 'n a l t i r i lg a n  k o o r d in a ta  o 'q la r in in g  gel iom arkazli  
sistemasi.  yetarlicha aniqlikda. inersial sanoq  sistemasi b o ' la  oladi. 
J ism h a r a k a t in in g  k ich ik  tezlik lar  m exan ikas i  u ch u n  Y er b ilan  
bog 'lan g an  sistemani h a m  inertsial deb hisoblash m um kin.
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4-§. M exanik o ‘lchov birliklari sistemasi

Kuch va tezlanish modullari orasidagi F =m wchiz iq li  b o g ‘lanishga 
asos langan  ho lda ,  m exanik  ka t ta l ik la rn i  o ‘lchash  uch u n  ikki tu r  
b ir l ik la r  sistemasi k ir it i lad i.  B un ing  u c h u n  h a r  gal u c h ta  asosiy 
o ‘lchov birliklari olinadi.

Birinchi tur birliklar sistemasi. Xalqaro birliklar sistem asi SI. Bu 
s is tem ada uzunlik  va vaq t birliklari 1 m. va 1 s. deb olinadi. Uchinchi 
o ‘lchov birligi s ifatida m assa  olinadi. U n in g  eta lon  birlik massasi 
deb  1 kg  olinadi. U  ho ld a  kuch  o ' lch o v  birligi ushbu  uch asosiy 
b ir l ik la rdan  hosilaviy b irlik  b o l i b ,  asosiy q o n u n n in g  yuqoridag i 
ifodasiga m uvofiq  an iq lanad i va I N  deb

S2

ataladi: y a ’ni 1 kg m assaga  1 m /s2 tezlanish berad igan  kuch 1 N  ga 
teng. A y n an  shunday , qo lgan  m exan ik  k a t ta l ik la rn ing  birligi asosiy 
b ir lik lardan  hosilaviy birlik kabi an iqlanadi.

Ikk in ch i tur birliklar sistemasi. B irliklarning texn ik  sistem asi. Bu 
s is tem ada asosiy o ‘lchov birliklari sifatida uzunlik  birligi 1 m , vaq t 
birligi 1 s va k u c h  bir ligi 1 kgk  (k i lo g ra m m -k u c h )  o linad i .  Bu 
s i s t e m a d a  m a s s a  h o s i l a v iy  b i r l i k  k a b i  a s o s iy  t e n g l a m a d a n  
quyidagicha aniqlanadi:

[m] = [F \l[ W \

va bir  m assa  birligi uchun  bir  texnik birlik m assa  qabu l q ilingan (1 
t.b.m.). D inam ikan ing  asosiy tenglam asiga m uvofiq  1 kgk t a ’siridan 
1 m /s2 tezlanish o ladigan n u q ta n in g  m assa  1 t.b .m. ga  teng bo 'Iad i ,  
yoki 1 kg m assaga  1 kgk  g=9,81 m /s2 tezlanish yoki xuddi shu 1 kg 
m a ssag a  1 N  kuch  1 m /s2 tezlanish  berad i,  y a ’ni 1 kgk=9,81 N , 
1N=0,102 kgk.



2  -  L E K S I Y A

M O D D IY  N U Q T A  D IN A M IK A SI

M oddiy nuqta harakatining differensial tenglamalari. D ekart 
koordinatalarda harakat differensial tenglamalar. N uqta  
harakatining tab iiy  o ‘qlardagi differensial tenglamalari. 

Dinamikaning ik k i asosiy masalasi.

1. E rk in  n u q ta n in g  h a r a k a t  differensial teng lam ala ri  D e k a r t  
k o o rd in a ta la r id a  q an d a y  ifodaianadi?

2. Q an d a y  differensial teng lam ala r  n u q ta  ha ra k a t in in g  tabiiy 
tenglam alari  deyiladi?

3. Differensial tenglam alarga k o ‘ra qanday  m asala la r  qo'yilgan?
4. D i n a m i k a n i n g  b i r in c h i  m a s a l a s i  q a n d a y  q o 'y i l a d i  va  

yechiladi?
5. D i n a m i k a n i n g  ik k in c h i  m a s a l a s i  q a n d a y  q o 'y i l a d i  va  

yechiladi?
6 . Integrallash doimiylari nima?
7. N u q ta  h a raka t in ing  bosh lang 'ich  shartlar i  nima?
8 . Differensial teng lam aning  um um iy  va xususiy yechimlari.
9. N u q tan in g  to 'g ' r i  chiziqli h a ra k a t  differensial tenglam alari  

q an d a y  yoziladi va yechiladi?
1 0 .G o r iz o n tg a  b u rc h a k  o s tida  o t i lgan  j ism  (n u q ta )  h a ra k a t i  

q an d a y  bo 'lad i?

Tayanch so ‘zlar va iboralar

N u q t a  h a r a k a t in in g  v ek to rl i  d if fe rensia l teng lam asi .  N u q ta  
h a r a k a t in in g  D e k a r t  k o o r d in a t a la rd a  d iffe rensia l teng lam ala ri .  
N u q ta  ha raka t in ing  tabiiy tenglam alari .  N u q ta  d inam ikasin ing  ikki 
m a s a l a s i .  D i n a m i k a n i n g  ik k in c h i  m a s a l a s i .  H a r a k a t n i n g  
bosh lang 'ich  shartlari. Differensial tenglam aning um um iy va xususiy 
yechimi. O 'z g a rm a s  kuch. V aq tga  bog 'liq  kuch. N u q tan in g  holatiga 
bog 'liq  kuch.
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5-§. M oddiy nuqta harakatining  
differensial tenglam alari

D inam ikan ing  fundam en ta l  q o n u n i  (1.1) d an  foydalanib ,  erkin 
va b o g ' l a n i s h d a g i  m o d d iy  n u q l a l a r  h a r a k a t i n i n g  d i f fe ren s ia l  
teng lam alarin i keltirib ch iqarish  m um kin .

Bu t e n g la m a la rn in g  k o ' r in i s h i  n u q ta  h a r a k a t in i n g  q a n d a y  
usullarda beriiishiga bog 'liq  bo 'ladi .  m  massali b iror  M  erkin m oddiy

n u q t a n i n g  F  ( ё к и  F  =  X  ^  ) k u c h  t a ’s i r id a g i  h a r a k a t i n i

tekshiramiz. N u q tan in g  W tezlanishini uning radius vektori r  orqali 
aniqlab, ( 1.1) ga  k o 'ra ,  erkin m oddiy nuqta  harakati  uchun differensial 
teng lam aning  quyidagi vektorli ifodasini yozamiz.

d 1 r  — 
m — — =  F  (2 . 1)

d t "

A so s iy  t e n g la m a n in g  (2 .1)  v e k to r l i  k o ' r i n i s h i d a n  D e k a r t  
k o o rd in a ta  o 'q la r ig a  proyeksiyalaridagi analit ik  ko 'r in ish iga  o ' t ish  
u c h u n  u n in g  h a r  ikk i to m o n in i  D e k a r t  k o o r d i n a t a  o 'q l a r i g a  
proyeksiya lab ,  erk in  m odd iy  nuq tan in g  D eka rt  koord ina ta la r idag i  
h a ra k a t  differensial teng lam alarin i hosil qilamiz.

m x  = F x , m y  = F v, m z - F _  (2.2)

(2 .2) tenglam alar nu q ta  koord inata la riga  n isbatan  ikkinchi tartibli 
differensial teng lam ala r  sistemasini tashkil qiladi.

•• • • • ♦
Bu yerda  Щ = x , Wv = y ,  Wz = z

Xususiy hollar. A gar  erkin  m oddiy  n u q ta  harakati  tekislikda sodir  
b o ' l s a ,  m a sa la n .  O.xy k o o r d in a t a l a r  tek is l ig ida ,  u n in g  h a r a k a t  
differensial tenglam asi uchun  quyidagini hosil qilamiz:

• • ••
m x  = F x. m v  = F y (2.3)



S h u n in g d e k ,  m o d d iy  n u q ta n in g  t o ‘g ‘ri ch iz iq li  h a r a k a t id a ,  
m asalan ,  O x  o ‘qi b o ‘ylab, nuq tan in g  to ‘g ‘ri chiziqli h a raka t in ing  
b itta  differensial tenglam asiga kelamiz:

m x  = Fx, (2.4)

M o d d iy  n u q ta n in g  h a r a k a t  differensia l teng lam ala r in i  tabiiy  
ko o rd in a ta  o ‘q la r ida  h am  ifodalash  m um kin .  Buning uchun  n u q ta  
trayektoriyasida  u bilan b irgalikda haraka t lanuvch i  ( q o ‘zg ‘aluvchi) 
tab iiy  k o o r d in a t a la r  s is tem asin i o ‘tkazam iz .  ( 1. 1) n ing  h a r  ikki 
tom onin i  bu  sistema o ‘qlariga proyeksiyalaymiz:

(2.5) t e n g la m a  e rk in  m o d d iy  n u q ta n in g  ta b i iy  k o o r d i n a t a  
o ‘q la rd a g i  h a r a k a t  d if fe rensia l t e n g la m a la r in i  ifoda layd i .  Buni 
k o ‘p incha erkin n u q ta  ha raka t i  differensial teng lam alarin ing  Eyler 
formulasi deyiladi. (2.5) dagi F b = 0 ekanligi m odd iy  n u q ta g a  t a ’sir 
etuvchi kuch  egrilik tekisligida yotishini k o ‘rsatadi.

B o g i a n i s h d a g i  n u q t a n i n g  h a r a k a t  d i f f e r e n s ia l  
t e n g l a m a l a r i

B og ian ish d a g i  m odd iy  nu q ta  uchun  b o g la n ish la rd a n  bo 'sha tish  
h a q id a g i  a k s io m a  va b o g i a n i s h  re a k s iy a  k u c h la r ig a  a so s lan ib  
m o d d iy  n u q ta g a  q o 'y i lg a n  b a rc h a  k u c h la r  q a to r ig a  rea k s iy a  N 
kuchlarini h am  qo 'sh ib ,  erkin n u q ta  kab i ( 1. 1) teng lam ani yozish 
mumkin.

mw = F + N (2-6)

K o o r d in a ta  s is tem asidagi h a r a k a t  d iffe rensia l te n g lam a la rn i  
quyidagicha ifodalash  m um kin .

mx = F4 + N x, my = Fv + N y, mz = F7 + N z (2.7)

Moddiy nuqtaning harakatida bogian ish  reaksiya kuchlari, umumiy 
holda, nuqtaga q o ’yilgan bog ian ish larga va ta ’sir etuvchi kuchlarga

m
dv
dt

= /.;, m —  = Fn, 0 = Fh 
P

(2.5)



b o g i iq  b o i ib g in a  qolmay, balki uning harakatining xarakteriga ham  
bogiiq .  Masalan, nuqtaning havodagi yoki biror qarshilik k o ‘rsatadigan 
m uhit ichidagi harakati  tezligiga b o g i iq  bo ia d i .

z

x

Reaksiya kuchlarining m uhim  tomoni shundaki, ular masalalarda 
avvaldan berilmaydi, balki d inam ika masalalarini yechish natijasida 
m o d d iy  n u q ta n in g  h a ra k a t i  kabi,  berilgan b o g ia n is h la rg a  k o ‘ra 
aniqlanadi. D inam ikada  bog ia n ish la m i,  s ta tikadan farqli ravishda, 
dinamik bogianishlar  yoki dinamik bogian ish  reaksiyalari deb atashadi.

6-§. M oddiy  nuqta dinamikasining ik k i asosiy masalasi

M oddiy  nuq tan ing  u yoki bu  koo rd ina ta la r  sistemasidagi haraka t 
differensial teng lam ala ridan  foydalanib ,  n u q ta  d inam ikasin ing  ikki 
asosiy m asalasin i yechish m um kin .

Birinchi masala. N u q ta n in g  massasi va h a ra k a t  q onun iga  k o ‘ra 
n u q ta g a  t a ’sir etuvchi kuchni topish. H aq iq a ta n ,  m  massali m odd iy  
n u q ta n in g  h a ra k a t  tenglam alari  D eka rt  k o o rd in a ta la rd a  berilgan 
b o is in :

x = f t (x ) ,  y = f2(x ) , Z - f }  ( X )

K uchn ing  k o o rd in a ta  o 'q la r idag i  proyeksiyalari nuq ta  h a ra k a t  
differensial tenglam alari  (2 .2 ) dan  an iqlanadi,  y a ’ni

• • •• •• «♦ •• ••
F4 = m x = m f , (t); F( = m y  = mf , ( t ) .  F/ = m z  = m f i(t), (2 8)
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U  ho]da kuchn ing  moduli

F ^ ^ + F y  + рг = m  л/ f  , ( t ) + f  , ( t ) + f  , ( t )  , (2.9)

yo 'na lish i  esa y o ‘naltiruvchi kosinuslarga  k o ‘ra

—л F  —л F  —л F  
cos(F  ,x) = — ; cos(F , y) = — ; cos(F ,z) = — (2 .10)

fo rm u la la rdan  aniqlanadi.

1-masala. M assas i m  ga teng M  m odd iy  n u q ta  b irg ina  F  kuch  
t a ’sirida ushbu  teng lam aga m uvofiq  harakatlansin :

N u q ta g a  t a ’sir etuvchi kuch  aniqlansin.
Y ech ish . (a) d a n  v a q t  t n i y o ‘q o t ib  to p i lad ig a n  t ra y e k to r iy a  

b o ‘ylab M  m odd iy  n u q ta  x o y  tekislikda h a r a k a td a  b o ‘ladi:

D e m a k ,  M  n u q ta  ellips b o ‘y lab  h a r a k a t l a n a d i .  F  k u c h n in g  
proyeksiyalari  (2 .8) fo rm u lad a n  aniqlanadi;

(2.9) va  (2.10) f o rm u la la rg a  k o ‘ra  F k u c h n in g  m o d u l in i  va  
y o ‘nalishini aniqlaymiz;

B u  y e r d a  ~r = O M  —  n u q t a n i n g  r a d iu s  v e k t o r i .  B u l a r d a n  
k o ‘ramizki, kuchning moduli nuqtan ing  radius vektoriga proporsional 
b o ‘lib, unga  q a ram a-qarsh i  y o ‘na lgan  b o i a d i ,  y a ’ni nu q ta

x —a c o s  ( to t); y = b  s in ( со t); z = 0  ( a )

F x= m x =  -m ro 2x; Fy=m> = - m a i 2y; Fz= m z = 0

У
r
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k u c h  t a ’s i r id a  h a ra  k a t l a n a d i .  J u m l a d a n ,  p l a n e t a l a r  Q u y o s h  
a t r o f i d a  el l ips  b o 'y l a b  h a r a k a t l a n a d i .  a m m o  Q u y o s h  e l l ips  
m a r k a z i d a  b o ' l m a y ,  b a lk i  u n in g  b i r o r  f o k u s i d a  j o y l a s h a d i  
( K e p le rn in g  b ir in c h i  q o n u n i )  va to r t i s h i s h  ku ch i  p la n e ta n in g  
u z o q l ig ig a  p r o p o r s i o n a l  b o ' l m a y ,  u n in g  k v a d r a t i g a  te s k a r i  
p ropo rs iona l  (N y u to n n in g  b u tu n  o lam  tortishish qonun i)  bo 'l ish in i 
a n i q l a y m i z .  B u n d a  p l a n e t a n i n g  h a r a k a t  t e n g l a m a s i  (a )  ga  
q a r a g a n d a  b i rm u n c h a  m u r a k k a b d i r .

N u q ta  d inam ikas in ing  birinchi m asalasidan  ko 'ram izk i.  nuq ta  
massasi va h a ra k a t  q onun i  berilganda unga t a ’sir etuvchi kuchning  
son qiym ati va yo 'na lish i  h a ra k a t  qonun la rin i  differensialash bilan 
an iq lanad i.

Ik k in c h i m asalu. N u q ta  m assas i  va unga  t a ’sir e tuvchi kuch 
berilganda,  nuq tan in g  h a ra k a t  qonun in i  aniqlash. Bu m asalan ing  
yech il ish in i  h a m  D e k a r t  k o o r d i n a t a l a r  s is te m a s id a  q a ra y m iz .  
N u q tag a  t a ’sir etuvchi kuch, um um iy  holda, b irdaniga b ir  qancha

fak to r la rga  bog 'l iq  bo 'lish i m um kin .  F  = F (i.r ,v ).
U holda ,  (2.2) quyidagi ko 'r in ishn i oladi:

• • 1  • • •
x  = — Fx(t.x . y . z. x. i'. z) 

m

V = —  F t ( t . x . y . z . x , y . z )  (2 . 11)
m

z = —  F .( t.x .  y, " .x. y . z) 
m

N u q ta n in g  D e k a r t  k o o rd in a ta la rd a g i  h a r a k a t  teng lam ala rin i  
aniqlash uchun x.y.z larga n isba tan  uchta ikkinchi tartibli differensial 
L eng lam alar  s is tcm a s i  (2 .11) ni b i r g a l ik d a  in te g ra l la sh  za ru r .  
M a te m a t ik a n in g  b iro r  m e tod i bilan (2.11) ni yechib differensial 
teng lam ala r  sistcmasining birinchi intcgraliga er ishaylik :

v = /](/-■v. v . r . C j . )

у = J ^ i t .x .  r . : . ( | . ( r ( , ) (2 . 12)

г = t'-.(!.x. v .z .C . . ( \ . (  \  )J j _ J
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Bu yerda C p C 7,C 3 differensial teng lam alar  sistemasini bir m a r ta  
integrallash natijas ida paydo  b o i g a n  ixtiyoriy o 'zgarm asla r .

(2 . 12) te n g la m a la rn i  h a m  in teg ra l la sh  im k o n ig a  ega b o i s a k ,  
u h o ld a ,  k o o r d in a t a la rn in g  h o s i la la r id an  b u tu n la y  qu ti lam iz .  Bu 
in teg ra l la sh  n a t i ja s id a  y a n a  uch ta  ix tiyoriy  o ‘zg a rm as la r ;  C 4, C 5, 
va C 6 p a y d o  b o i a d i .  Y a n a  i lgarig idek , bu  ix tiyoriy  o ‘zg a rm as la r ,  
uch m u n o s a b a tg a  k irad i .  N a t i ja d a ,  y u q o r id a g i  (2.11) differensia l 
t e n g l a m a l a r n i n g  i n t e g r a l l a r i ,  u m u m i y  h o l d a ,  q u y i d a g i c h a  
yoz i lad i ;

f t(i, X, y, z, C\ , C2, C , , C4, C5, C6) = 0

f 2 (t,x , y , z, С ,. C2, C , , C4, C5, C6) = 0 (2.13)

f 2(t, x, y, z, С,, C2, C, ,C4, Q , C 6) = 0

Bu m un o sa b a t la rg a  k oo rd ina ta la rn ing  hosilalari kirmaydi; faqa t 
k o o rd in a ta la r  b ilan vaq t  o ‘zaro  b o g ia n g a n .

T o p i lg a n  (2.13) h a r a k a t  te n g la m a la rn i  d in a m ik a n in g  asosiy 
m asalasin ing an iq  bir  yechimi deb  b o im a y d i ,  chunk i teng lam ada 
oltita ixtiyoriy o ‘zgarmas son bor. Shunday  qilib, m asalan ing  yechimi 
bir emas, b ir  necha k o ‘r in ishda topilgan, y a ’ni, n u q ta  berilgan kuch 
t a ’sirida b iror  an iq  y o ‘nalishda  hara k a t la n m a y d i ,  un ing  haraka t i  
ix t iyo r iy  o ‘z g a r m a s l a r n in g  h a r  xil q iy m a t la r ig a  m o s  k e luvch i  
ha rakatla r  t o ‘plam idan  iborat b o ia d i .  M uayyan  harakatn ing  qanday  
sod ir  b o i i s h i  b o sh la n g ‘ich s h a r t la rg a  b o g i i q  b o i a d i .  M a sa la n ,  
o g ‘irlik kuchi t a ’sirida h a ra k a t la n ay o tg an  nuq tan ing  trayektoriyasi 
b o s h la n g ic h  tezlikning y o ‘nalishiga q arab ,  t o ‘g ‘ri yoki egri chiziqli 
b o i i s h i  m um kin . M oddiy  nuq tan ing  b o sh la n g ic h  paytdagi holati va 
tezligini ifodalovchi shart lar  boshlangich shartlar deyiladi.

M asalan ,  b o sh la n g ic h  shart la r  quyidagicha b o is in :  t=0  da

x = x № ===„;
................................... (2.14)
x = xu. у = у,,. : = :«

Bu shartn i (2.12) va (2.13) teng lam ala rga  q o ‘yib, C t, C 2,C 3 C 4, 
C 5,C6 ixtiyoriy o 'zg a rm a s la rn i  an iq lash  uch u n  o lti ta  teng lam aga 
kelamiz. Bu tenglam alarn i yechib, o lti ta  ixtiyoriy o ‘zgarm aslarn i  
topam iz ,  natijada,  m oddiy  nuq tan in g  k o o rd ina ta la r i  quyidagicha 
i fodaianadi:
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D em ak ,  d inam ikan ing  ikkinchi m asalasin ing (yagona) xususiy 
yechimini aniq lash  uchun  m odd iy  n u q ta g a  t a ’sir etuvchi kuchning  
x u su s iy a t la r in i  b ilish  b i la n  b irg a ,  m o d d iy  n u q ta  h a r a k a t in i n g  
b o sh lang ‘ich shartini ham  bilish zarur. B oshlang‘ich shart bcrilmasa, 
d in a m ik a n in g  ik k in c h i  m a s a l a s in in g  yech im i n u q ta n in g  b i r o r  
m u a y y an  h arak a t in i  tasvirlam aydi.

N uq tan ing  (2.15) h a ra k a t  q o n u n id a n  k inem atika  m etodi asosida 
t r a y e k to r iy a s i ,  tezligi va te z la n ish i  a n iq la n a d i .  B a ’za n ,  (2.11) 
differensial teng lam alar  sis temasini aniq  yechib bo 'lm aydi.  Bu ho lda 
elektron hisoblash mashinasini q o ‘llash bilan sonli integrallash metodi 
asosida  taqrib iy  yechiladi. N u q ta  d inam ikas in ing  ikkinchi asosiy 
m asalasi faqat xususiy ho lla r  uchung ina  aniq yechiladi.

2-masala. A v tom obil  haydovchi y o ‘lning to 'g ' r i  chiziqli qismida 
tinch h o la td an  asta-sekin h a ra k a t la n a  boshlab , m o to rn in g  tortish 
k u c h i n i  q a r s h i l i k  k u c h i d a n  h a r  s e k u n d ig a  I k N  d a n  v a q tg a  
propo rs iona l  rav ishda oshirib  bordi.  A v tom obiln ing  o g ‘irlik kuchi 
70 k N g a  teng.

A v tom obiln ing  h a ra k a t  tenglam asi topilsin.
Yechish. A vtom obiln ing harakati  bo 'y icha ox o 'qn i  yo'naltiramiz, 

A v tom ob iln ing  q o ‘zg ‘alish pay tdagi o 'rn in i  ox o ‘qining hisob boshi 
uchun  qabu l qilamiz. x >0  da  unga 

R

F

r y v

A’
if

P

h arakatlan tiruvch i F  og 'irl ik P . reaksiya Л kuchlarni qo 'y ib  
ha ra k a t  differensial tenglam asm i tu/umi.-



yoki
P ■■
-  * = F X 
g

B unda F =  11, g=  1 Om/c2, P = 7 0 k N  deb olib, differensial tenglam ani 
quyidagi k o ‘r in ishda yozish m um kin :

x  =  t / 7 ,  (1)

yoki x  =  dv/dt ekanligini e ’t ibo rga  olib,

~dt 7

ga kelamiz. B u n d a  o ‘zgaruvch ila rn i  a j ra t ib  va in tegrallab ,  tezlik 
uchun

1 t 2v = ~ — +C, (2)
7 2 W

ifodaga  ega b o ‘lamiz. (2) ga  m asa lan ing  b o s h la n g ic h  shartlar in i 
(t=0 da i  =  x 0=v0=0) q o ‘yam iz  va C , ni to p a m iz :  C , =0. C , n ing  
top ilgan  q iym atin i (2) teng lam aga  q o ‘yib, v = d x /d t= i : ,  ekanligini 
n a z a r g a  o l ib ,  h a r a k a t  t e n g la m a s in i  a n iq la s h  u c h u n  q u y id a g i  
differensial teng lam aga ega b o ia m iz :

- - - Г  (3)
d! 14 ’

(3) teng lam ada  o ‘zgaruvchilarni a jra tib  va  uni integrallasak:

1 t 3
x = -------- + C 2 (4)

14 3

(4) m u n o s a b a tg a  b o sh la n g 'ic h  sh a r t la rn i  ( t= 0  d a  x (0 )= x0=0) 
q o ‘yib, integrallash doimiysi C 7 ni topamiz:

"C2 =0 .

Binobarin , av tom obiln ing  iz lanayotgan  h a ra k a t  tenglamasi:

t3
x =  —  m.

42

т X =FX
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3 - LE KSIYA

N U Q T A N IN G  ERKIN T E B R A N M A  H ARAK ATI

Erkin tebranm a harakatga о ‘zgarm as kuchning ta  ’siri. 
S o ‘nuvchi tebranm a harakai

1. Q an d a y  kuchga qay taruvchi kuch deyiladi?
2. Elastiklik koeffitsienti nima?
3. N u q t a n i n g  ch iz iq li  e rk in  t e b r a n m a  h a r a k a t  d if fe rens ia l  

tenglam asi q an d a y  ifodalanadi?
4. N u q tan in g  garm on ik  te b ra n m a  h a ra k a t i  nima?
5. E r k i n  t e b r a n m a  h a r a k a t  c h a s t o t a s i  va d a v r i  q a n d a y  

an iq lanadi?
6 . Erkin  te b ra n m a  h a ra k a tn in g  am plitudasi va fazasi qanday  

an iq lanadi?
7. E r k i n  t e b r a n m a  h a r a k a t n i n g  q a y s i  x a r a k t e r i s t i k a l a r i  

bosh lang 'ich  shartlar iga  bog 'liq?
8 . E rkin  teb ranm a h a ra k a tg a  o 'zga rm as  kuchning t a ’siri qanday  

bo 'Iadi?
9. N u q ta n in g  s o 'n u v c h i  te b ra n m a  h a ra k a t i  q a n d a y  k u ch la r  

t a ’sirida sodir  bo 'Iadi?
10 .S o 'nuvch i te b ra n m a  h a ra k a t  q an d a y  differensial tenglam a 

bilan i fodalanad i9
11 .S o 'n u v c h i  te b ra n m a  h a r a k a t  c h a s to ta s i  va davri n im aga  

bog'liq?
12.S o 'n u v c h i  te b ra n m a  h a r a k a t  d iffe rensia l le ng lam as in ing  

yechimi qay taruvchi va qarshilik kuchlari nisbatiga qanday 
uch xil bog 'liq?

13.S o 'nuvch i te b ra n m a  h a ra k a t  am plitudasi va fazasi qanday 
an iq lanadi?

14.S o 'nuvch i te b ra n m a  h araka t  dekrem enti nim ani ifodalaydi' '  

T a y a n ch  s o ‘zIar va ib ora lar

Teb ranm a  h a ra k a t . Q a v ia ru v ch i kuch E la s t ik l ik  ko e ffits icn u  

E r k in  le b ra n m a  h a ra k a t . F :rk in  Icb ranm a  n a r .t . ; • : 

teng lam asi G a rm o n ik  h a ra k a i. E rk in  ! v  ••■•a...

E r k in  tebranm a h a ra k a i i i a v i E r k i n  te r ' ■ ■ a.ia*.-



va fazasi. S tatik  cho'ziiish. M uh itn ing  qarshil ik  kuchi. S o ‘nuvchi 
te b ra n m a  h a r a k a t  d if fe rensia l teng lam asi .  S o ‘nuvch i te b ra n m a  
h a ra k a t  dekrem enti .  Aperiodik  harakat .

7-§ . M oddiy  nuqtaning erkin tebranm a harakati

D in a m ik a n in g  ikk inch i m a sa la s ig a  misol ta r iq a s id a  m o d d iy  
nuq tan ing  t o ’g ‘ri chiziqli te b ra n m a  harakatin i  k o ‘ramiz. D astlab ,  
m o d d iy  n u q t a n i n g  e r k in  t e b r a n m a  h a r a k a t i n i  o ‘r g a n i s h d a n  
boshlaymiz. F a raz  qilaylik, massasi m  b o i g a n  M  m odd iy  n u q ta  О 
m u v o z a n a t  h o la td an  x m aso fag a  siljitib, q o ‘yib yubor ilganda ,  u 
h a m m a  v aq t  m u v o z an a t  holati О  ga q a ra b  y o ‘nalgan va n u q ta d a n  
m uvozana t hola tgacha b o i g a n  x m asofaga p roporsional F=c|x | kuch 
ta ’sirida t o ‘g ‘ri chiziqli h a raka tda  b o is in .  M oddiy  nu q ta  ana  shunday 
kuch ta  sirida h a m m a  vaqt o 'z in ing  m uvozana t

О F M V

holattga intilib, shu о nuq ta  atrofida tebranm a h araka t  qiladi. Bunday 
kuch t a ’siridagi m odd iy  nuq tan ing  tebranishi (bir maromli) garmonik 
yoki erkin tebranma harakat deyilib, F  kuch  esa qaytaruvchi (tiklovchi 
kuch) d e b  a t a l a d i ,  Bu y e r d a  С  e l a s t ik  j i s m n i n g  N /m  b i l a n  
o ic h a n a d ig a n  bikirlik koeffitsienti b o i ib ,  u nuq tan i  birlik m asofaga 
ko 'chir ish  uchun zarur  b o i g a n  kuchga teng. Bunday kuchlarga misol 
sifatida elastik kuchni keltirish m um kin .

E rk in  te b ra n m a  h a ra k a tn i  tekshir ish  uchun  m odd iy  n u q ta n in g  
h a r a k a t  differensial tenglam asini integrallash usulini ta tb iq  etamiz. 
M n u q ta n in g  t o ‘g ‘ri chiziqli t ray e k to r iy as in ix  o ‘qi deb  qabu l qilib, 
k o o r d in a ta n i  О  m u v o z a n a t  h o la td a n  hisoblaym iz.  Q ay ta ru v ch i  
kuch h am m a vaq t  tp u v o r a n a t  m a rk a zg a  y o ‘nalib , M  n u q ta n in g  
ixtiyoriy ho ia ti  uchun , y u qo r idag i  m u lo h a z a g a  k o ‘ra, quy idag icha  
ifodaianad i :

X
X

(3.1)

U  holda ,  M  nuq tan in g  h a ra k a t  differensial tenglamasi:
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m X ~ -cx (3.2)

ko 'r in ish d a  yoziladi. (3.2) ning ikkala tom on in i  m ga bo 'l ib ,  va

I 2 c
к = -  (3.3)

m

belgilash kir ilsak , differensial teng lam a quy idag icha  k o ‘r in ishga 
keladi.

’v • к x a.

Bu tenglama nuqtaning erkin tebranma harakatining differensial 
tenglamasini ifodalaydi. U koeffitsiyentlari o ‘zgarm as b o ' lg an  b ir  
jinsli.  ikkinchi tart ib li ,  chiziqli d ifferensial teng lam adir .  B unday  
tenglam ani yechish uchun , differensial teng lam ala r  nazariyasida ,  
quyidagicha xarakteristik  tenglam a tuzish ta lab  etiladi:

X: +k: - 0

Xj , =■± i k  bo'lganligidan, (3.4) tenglamaning umumiy yechimi 
differensial tenglamalar nazariyasidan ma'lumki, ushbu ko'rinishni oladi:

.v- A  c o s ( k t ) + B  .sin I k t ) (3.5)

Bundagi A va В lar n u q ta n in g  bosh lang 'ich  ho la tiga  bog 'l iq  
b o ' lg a n  ixtiyoriy o ' /g a r m a s la r .  B u larn ing  o ' rn ig a  b o sh q a  ikkita  
ixtiyoriy a va a  o 'zg a rm a s la r  o lam i/.

A = a sin a .
В = a  cos a .  f3.6)

U holda , (3.5) y e c h i m  quyidagi ko 'r in ishn i oiadi: 

x = a s in ( k t + a )  \"\1)

Bu (3.4) tenglam aning boshqacha  ko'rinishd;.gi vechinii bo 'l ib ,  a 
va a

-y~i



ixtiyoriy o ‘zgarm aslar ,  (3.7) yechim garmonik tebranma harakatni
ifodalayd i.  B u n d a y  h a r a k a tn i  t o i i q  teksh ir ish  u c h u n  (3.7) d a n  
foydalan ish  qulay. C hunonch i,  h a ra k a t i  kuza ti layo tgan  nuq tan ing  
tezligi

vx= x=akcos (kt+a),

ga teng b o ia d i .
D e m a k ,  m o d d iy  n u q ta  q ay ta ru v c h i  k u ch  t a ’s ir ida g a rm o n ik

_  71
te b ra n m a  h a r a k a td a  b o ia d i .  a — ~  ga  teng b o i g a n d a  uning grafigi

ra sm d a  tasvirlangan. Bu h a ra k a tn i  xarak terlovchi h a m m a  m exanik  
ka t ta l ik la rn i  oddiy  k inem atik  ob raz  vositasi bilan oydinlashtirish  
m u m k i n .  M  n u q t a n i n g  0 t e b r a n i s h  m a r k a z i d a n  e n g  k a t t a  
chetlanishiga teng b o i g a n  a m iqdorga  tebranish amplitudasi deyiladi. 
Tebranish fazasi f, n u q ta  k o o rd in a ta s id a n  farqlanib , un ing  berilgan 
v a q td a g i  h o la t in i  a n iq la b g in a  q o lm a y ,  ba lk i  s o ‘ngi h o la t in in g  
y o ‘nalishini h a m  aniqlaydi.  a  katta l ik  boshlangich faza deb ataladi. 
N u q ta n i n g  t o i a  b ir  m a r t a  te b ra n ish i  u c h u n  k e tg a n  v a q t  T  ga 
tebranish davri dey i lad i .  E n d i ,  t e b r a n m a  h a r a k a tn in g  d a v r in i  
topamiz. B uning u ch u n  (3.7) fo rm ulan i quyidagicha yozamiz:
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sin[k(i r l ) т а /  = sin (kt i-а/

Keliir ilgan ayniyatdan:

U  2 тг.

v a ’ni dav r  sarflanguncha tebran ish  fazasi 2n  ga o 'zga rad i,  b u n d a n

kelib chiqadi. k- tebranish chastotasi deyiladi. (3.7) dagi ixtiyoriy 
o 'zga rm as la rn i  h a ra k a tn in g  boshlang'ich shart idan  topam iz,  y a ’ni

1 = 0 b o i g a n d a  x x . . л ло v0 b o ' l s i n ,  u h o l d a ,  (3 .5 )  
leng lam adan: A -- x(l. В = v (i/k kelib chiqadi. Bularni k o 'zd a  tu tib
(3.6) leng lam adan  a am plituda  bilan a  bosh lang 'ich  fazani aniqlash 
uchuti:

?,ew.
■k

(3.9)

form ulaga ega bo 'lam iz .
Keliirilgan natijalarga b inoan. m oddiy  nuqtan ing  erkin tebranm a 

h araka t in ing  quyidagi xossalarini ta 'k id lab  o 'tam iz :
1) tebranishning amplitudasi va boshlang 'ich  i'azasi. (3.9) ga k o 'ra  

b osh lang 'ich  shartlarga  b o g i iq  bo'Iadi;
2) tebranish chasto tasi (3.3). davri (3.8) bosh lang 'ich  shartlarga 

b o g i iq  b o im a y d i. ular berilgan lebranuvchi s is temaning o 'zga rm as  
xarakteris tikasi deyiladi.

A g ar  m asalada T  yoki к  k a t ta l ikn i  h isob lashga to 'g ' r i  kelsa. 
kuza tilavotgan  nuq ta  tebranishining differensial tenglam asi tuzilib, 
uni (3 .4)  k o ' r in i s l ig a  k e l t i r i la d i .  S o 'n g r a  esa  uni in te g r a l l a b  
o ' t i rm asd an  davri 7’(yoki k)  (3.8) fo rm uladan  topiladi.

M od d iy  nuqtan ing erkin  tebranm a h a ra k a tig a  o ‘zgarm as  
kuchning ta’siri. Farazqiiaylik. M moddiy nuqtaga m uvozanat holati
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О ga q a ra b  y o ‘na lgan  qay taruvchi F  k u c h d a n  tashqari,  m iq d o r  va 

yo 'nalish i o 'z g a rm a s  b o i g a n  Fst kuch  h a m  t a ’sir e tayo tgan  b o is in .

F kuchning  m iqdori avvalgidek n u q ta d an  m uvozana t holatgacha 

b o i g a n  m aso faga  propors ional ,  y a ’ni F = c  • O M  b o ia d i .  Bu hoi 
uchun  M  nuq tan in g  m u vozana t  holati 0, nu q ta  b o i ib ,  u О  n u q ta d an

c 6 st =  F st y o k i  § st=

te n g l ik la rd a n  an iq lan u v c h i  00 j= dsi m a s o fa d a  b o i i s h i n i  k o ‘rish 
m um kin. Bu yerda 5  katta l ikka nuq tan ing  statik chetlanishi deyiladi. 

K o o rd in a ta  o 'q in in g  boshi uchun  n u q ta n in g  s ta tik  m uvozana t

holati 0 , nuq tan i  olib, Fst kuchning t a ’sir y o ‘nalishi b o ‘ylab 0 ,x o ‘qini 

y o ‘naltiramiz. U  ho lda  M  m odd iy  n u q ta g a  qo 'y ilgan  kuchlarn ing  
teng t a ’sir etuvchisi

F = - c ( x + 8 j  +Fx =-cx,

b o ia d i .  Bu hoi uchun h a ra k a t  differensial tenglamasi quyidagicha 
yoziladi:

m x =-cx
yoki

x +1'c2x - 0
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Keltirib chiqarilgan tenglam a (3.4) teng lam aga m os b o ‘lib, bu 
yerda к (3.3) tenglikdan  topiladi. Bundan  ushbu  xulosaga kelamiz: 
o 'z g a r m a s  kuch  q a y ta ru v c h i  k u c h n in g  t a ’s ir ida yu za g a  ke lgan  
teb ran ishn ing  xarak terin i o 'zg a r t i rm a sd a n .  balki bu  teb ran ishning

m u v o z a n a t  hola tin i F sl yo 'n a l ish id a  <5V/ ga ko 'ch irad i .  T cb ran ish  

davrin i <5 orqali ifodalaymiz:

0 ‘zgarm as kuch  og 'ir l ik  kuchiga  teng b o ' lg a n  xususiy ho lda ,  
chunonch i,  vertikal p ru jinaga  osilgan yukn ing  h a ra k a t id a  F st = P 
= m g  b o 'l ib ,

8-§. M oddiy  nuqtaning so'nuvchi tebranm a harakati

M o d d iy  n u q ta  h a ra k a t i  qarshilik k o 'rsa tuvch i  m u h itd a  (havoda , 
suyuqlikda)  sod ir  bo 'lsa ,  un ing  ha ra k a t ig a  t a ’sir qiluvchi qarshilik 
k u c h i  p a y d o  b o ' l a d i .  Bu q a r s h i l ik  k u c h i  n u q t a n i n g  tez lig iga  
p r o p o r s io n a l  b o ' l a d i .  Biz q a r sh i l ik  ku ch in i  te z l ikn ing  b ir inch i 
d a r a j a s i g a  p r o p o r s i o n a l ,  y a ’ni R - - ^  d eb  o l ib ,  ( b u n d a  | I  - 
p ropo rs ionall ik  o 'z g a rm a s  koeffitsiyent) m odd iy  n u q ta n in g  erkin 
te b ra n m a  h a ra k a t ig a  un ing k o 'r s a ta d a g a n  t a ’sirini tekshiramiz. U  
h o ld a  m o d d iy  n u q ta  q o 'z g 'a lm a s  0 m a rk a z g a  to r tuvch i  F x=-cx 
qay taruvch i kuch  bilan tezlikning birinchi dara jasiga  propors ional

b o ' lg an  л* m uhit qarshilik  kuchi t a ’sirida h a ra k a t  qiladi.

о R M
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M oddiy  nuq tan ing  differensial tenglamasi quyidagicha yoziladi: 

mx - -cx - цх (3,10)

T eng lam aning  ikkala tom onin i m ga b o ‘lib:

-  k', - -  2n (3.11)
m m

deb  olsak  (b u n d a  к va n m iq d o r ia rm  b ir  xil 1/s o ' l c h a m g a  ega 
ekanligini osonlik bilan tekshirish mumkin; bu ularni bir-birlari bilan 
laqqoslashga imkon beradi), harakat  differensial tenglamasi quyidagi 
k o ‘rinishda yoziladi:

.y 1 2nx  i k~x ~0 (3.12)

Tegishli xarak teris t ik  teng lam aning  ildizlari kom pleks  b o ‘lib, 
m oddiy  nu q ta  h a ra k a t  differensial tenglam asining um um iy yechimi
(3.4) tenglam aning  um um iy yechimidan e"nl k o 'pay tuvch i  bilangina 
larq qiladi,  y a ’ni quyidagi k o ’rinishda yoziladi:

.Y=Lr" '(A cos ( k , t j  + В sin ( k / t j )  (3.13)

yoki (3.7) tenglik singari,

x=ae~M sin ( k j t +p)  (3.14)

deb yozish m um kin . Bu yerda

к, -  л / к 2 - n~ (3.15)

D astlab . k > n  , y a ’ni qarshilik kuchi qay taruvchi k u ch d a n  kichik 
b o i g a n  holni k o ‘rib chiqamiz. (3.14) yechimdagi a  va /3 ixtiyoriy 
o ‘zgarm aslar  nuq ta  ha rakatin ing  b o sh la n g ic h  shart lar idan  topiladi.  
N u q tan in g  (3.14) q o n u n g a  m uvofiq  sodir b o i a d ig a n  tebranishini 
so ‘nuvchi tebranish deb ataladi. C hunk i  b u n d a  tebranish am plitudasi 
e_m ga ko 'paygan i tufayli vaq tga  q a ra b  kam ayib ,  no lga  vaqinlashib  
boradi. Y a ’ni u oz fursat o ' tm a v  kichraygani uchun  tebranish  tezda 
s o 'n a d i .  Bu hoi uchun  teb ran ish  ch as to tas i  (3.15) tenglik  bilan
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ifodalangan  k[ m exanik  kattalik  bo 'lad i .  Shunga k o 'ra .  tebranish 
davri quyidagicha yoziladi:

k\ 4 k ~ - n ~
(3.16)

Endi e rk in  teb ran ish  davri bilan so 'n u v ch i  teb ran ish  davr in i  
solishtiramiz:

-K
к

va Г,

B unda k ,< k  b o ' lg an id an  T ,> T  kelib chiqadi.  Bundan  shunday  
xulosaga kelamiz: m uhit  qarshiligi tebran ish  davrini erkin tebranish 
davriga q a ra g an d a  bir m uncha  oshiradi. A m m o  qarshilik  ju d a  ham  
kichik bo ' lgan ida  (n < < k  ), k ,=  к deyilsa ham  unchalik xato likka yo 'l  
q o 'y i lm agan  bo 'lad i  va T, = T  deb olamiz. Shuning uchun  m uhit 
qarshiligining tebran ish  davriga ta 's irini sezilmas d a ra jada  kichik 
deyish m um kin .

Endi so 'nuvchi tebranish ampiitudasining vaqt o 'tishi bilan qanday 
o 'zgarish i ustida to 'x ta lam iz .  So 'nuvchi tebranish am plitudasi

A=ae->" (3.17)

ga teng.
V aqt o 't ish i  bilan so 'nuvch i  tebran ish  am piitudas in ing  o 'zgarish  

q iym atin i ifodalaydigan  jadvaln i  tuzamiz:

! t 0 7, 7,! m — , (my- 0)
! 2 2 2

A. a я/.
ae : ae 2 a e 2

Bu ja d v a ld a n  ko 'ram izk i,  so 'nuvch i tebran ish  am plitudasi yarim  
dav rd a  kam ayuvchi geom etrik  progressiya qonun i bo 'y icha  o 'zgarib  
borad i.  Bu progressiyaning maxraii:



аеч е 3.18)I
ае

ga teng b o ‘lib, u so ‘nish dekretnenu  deb  ataladi.  Bundan  ko 'ram izki.  
har  yarim davrda ,  qarshilik tufayli,  teb ranm a h a ra k a t  am plitudasi 
q q ad a r  kam ayib  boradi.  So 'n ish  dekrem cntin ing natura l  logarifmini 
so 'nuvchi tebran ishning  logarifm ik dekrem cnti deyiladi. y a ’ni:

Endi (3.14) ifodaga  asos lan ib .  so 'n u v c h i  teb ran ish  grafigini 
q u r a m i z .  S o 'n u v c h i  t e b r a n m a  h a r a k a t  g r a f ig i  t e n g la m a la r i  
x= ± a e  bo ' lgan  ikki egri chiziq orasida bo 'i ib ,  bu  egri chiziqlarga 
urinib o ' tad i ,  chunki sin(k,t+/3) ning m iqdori  b u n d a n  ka t ta  b o ' la  
o imaydi.

Endi n> k  (katta  qarshilik) holni tekshiramiz. Bu holda qarshilik 
kuchi qay taruvchi kuchga q a ra g a n d a  yetarli d a ra ja d a  ka t ta  bo 'Iadi.  
Bu hoi uchun  x ara k te r is t ik  te n g la m a n in g  ildizlari qu y id a g ich a  
yoziladi:

■•7'A
In (q) 3,19)



X

bundan
n2-k 2- r 2

desak,
A, 2 --П  ±  r

kelib chiqadi.  k < n  b o ig a n id a n  xarak teris tik  teng lam aning  ikkala  
i ld iz la r i  h a q i q iy  va  m a n f iy d i r .  U h o ld a  h a r a k a t  d i f fe re n s ia l  
teng lam asin ing  yechimi:

+C2e-,n-r)' (3.20)

k o ‘rin ishda yoziladi.
e bt funksiya,  bu  yerda  b>0, v aq t  o ' t ish i  bilan  m o n o to n  k am ay ib  

nolga yaqinlashib  boruvchi b o ig a n l ig id a n ,  n u q ta  ha rakati  teb ranm a 
h a r a k a t  b o ‘lm aydi,  n u q ta  q ay ta ru v ch i  k u ch  t a ’s irida m u v o z a n a t  
h o la tiga  a s im p to t ik  rav ish d a  yaq in lash ib  bo rad i.  t~ 0  b o i g a n d a  
x - x o, vo>0 b o i g a n  b o s h la n g ic h  sha r t la rn i  q a n o a t la n t i ru v c h i  hoi 
uc h u n  h a r a k a t  grafigi ta sv ir langan .  Q arsh il ik  k a t ta  b o i s a  e rk in  
t e b r a n m a  h a r a k a t n i n g  m o n o t o n  h a r a k a t g a  a y la n ib  s o ‘n ish in i  
ra sm d a n  k o ‘ramiz. D em ak ,  k a t ta  qarshil ik  erkin  tebran ishni da rho l  
so 'nd irad i .

Endi n - k  holni tekshir ib  o ‘tamiz. Bu hoi uchun  xarak teris tik  
teng lam an ing  ildizlari haqiqiy, manfiy  va bir-b irlar iga teng b o ia d i :

X l , =-n

ii<irakat differensial teng lam aning  um um iy  yechimi:

л:=e->>'( С  ,t+ C 2) (3.21)
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k o‘rinishda yoziladi. Bu yerda C ; va C ; ixtiyoriy o ‘zgarmaslar (3.21)
• •

tenglam a va uning hosilalari asosida t= 0  b o ig a n d a  x = x Q, x = x  0 ~ v0 
boshlang‘ich shartlardan topiladi.

M od d iy  nuqta harakatining bu holi ham  tebranm a harakat 
b oim ayd i. Keyingi har ikki holda nuqta aperiodik  harakat qiladi. 
Bu harakatning xarakteri shundayki, t vaqt o ‘tishi bilan O M - x  
asim ptotik ravishda nolga yaqinlashadi.



4 - LEKSIYA

N U Q T A N IN G  M A JB U R IY  T E B R A N M A  H ARAK ATI

M uhit ning qarshiligi b o ‘lmaganda majburiy tebranm a harakat.
Rezonans.

M ajburiy tebranm a harakatga qarshilikning t a ’siri

1. Q an d a y  kuchga  uyg 'o tuvch i kuch deyiladi?
2. Q ac h o n  m ajburiy  te b ra n m a  h a ra k a t  sodir  b o ‘ladi?
3. M a jbu riy  teb ranm a h ara k a tn i  q an d a y  differensial tenglam a 

ifodalaydi?
4. N u q tan in g  m ajburiy  te b ra n m a  haraka t i  qanday  ifodalanadi?
5. M a jbu riy  te b ra n m a  h a ra k a t  chasto tasi,  davri, am plitudas i  va 

fazasi uyg 'o tuvch i kuchga  qan d a y  bog 'liq?
6 . R e zonans  n im a va u qac h o n  ro 'y  beradi?
7. M u h i t n i n g  q a r s h i l i g i d a  m a j b u r i y  t e b r a n m a  h a r a k a t  

differensial tenglam asi q a n d a y  ifodalanadi?
8 . M uh itn in g  qarshiligi h isobga olinganda m ajburiy  te b ra n m a  

h a ra k a tn in g  am plitudas i  va fazasi q an d a y  o 'zgarad i?
9. Nosozlik ,  qarshil ik  va d inam ik  koeffitsientlar o 'z a ro  q an d a y  

b og 'langan?

Tayanch so ‘zlar va iboralar

U yg 'o tuvchi kuch. M ajburiy tebranm a harakat.  U yg 'o tuvchi kuch 
a m p l i t u d a s i .  M a j b u r i y  t e b r a n m a  h a r a k a t  c h a s to t a s i ,  d a v r i ,  
a m p l i t u d a s i ,  f az as i .  R e z o n a n s .  N o s o z l ik ,  q a r s h i l ik ,  d in a m ik  
koeffitsientlar.

9-§. M oddiy  nuqtaning majburiy tebranma harakati

M o d d iy  n u q ta  m u v o z a n a t  ho la t id an  q o 'zg 'a t i l ib .  o 'z  holicha 
tash lab  qo 'y ilsa ,  qay taruvchi kuch t a ’siri natijasida erkin ga rm onik  
te b ra n m a  h a r a k a td a  bo 'l ish in i  k o 'rd ik .  A g ar  m odd iy  n u q ta n in g  
m u v ozana t in i  buzuvchi kuch  o ’zining davriy  t a ’sirini to 'x ta tm asa ,  
m oddiy  nuq ta  majburiy  teb ranm a h a raka tda  bo'ladi.  Bu harakatn ing  
ikki holi b ilan tanishamiz.
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Qarshilik boMmaganda moddiy nuqtaning majburiy 
tebranma harakati.

Ikki kuch t a ’sirida to 'g 'r i  chiziqli haraka t  qilayotgan M  nuqtan ing  
harakatin i  tekshiram iz

О M

X

Bu kuch la rdan  biri F  qay taruvchi kuch b o ‘lib, u h a m m a  vaq t  M

nu q ta n i  О  m u v o z an a t  hola tiga qay tar ishga  intiladi. Ikkinchisi F m 
kuch  esa, m odd iy  nuq tan in g  t o 'g ' r i  chiziqli trayektoriyasi b o 'y lab  
yo 'nalib ,  o 'z in ing  m iqdori va yo 'nalish in i davriy rav ishda o 'zgarti r ib  
va  M nuq tan i h a m m a  vaqt bir to m o n d a n  ikkinchi to m onga  ko 'ch ir ib  
turadigan kuch bo'lsin. M oddiy  nuqtan ing  h am m a vaqt muvozanatin i

buzuvchi b u  Fm kuch  «uyg‘otuvchi» (majburiy) kuch  deyiladi.

Qaytaruvchi F  kuchning m iqdori va yo'nalishi m oddiy  nuq tan ing

hola tiga  bog 'liqd ir .  U y g 'o tu v ch i  F m kuch  esa vaq tn ing  o 't ish i  bilan 
o 'z  yo 'nalish in i v a  m iqdorin i  m a ’lum  q o n u n  b o 'y ich a  o 'zgart i r ib  
turadi .  Biz bu  yerda  eng oddiy  holni tekshirish bilan chegaralanib ,

uyg 'o tuvchi F m kuchn i ga rm onik  q o n u n  bilan o 'zg a ru v c h an  qilib 
olamiz, y a ’ni:

Fn T H <Pn (Pt ') (4 -l)

bo 'lsin . B unda  H () —  uyg 'o tuvch i kuchn ing  eng k a t ta  q iym ati (kuch 
am plitudasi) ,  p  —  u y g 'o tu v ch i  ku ch n in g  do irav iy  ta k ro r l ik  soni 
chastotasi, p t  —  uyg 'o tuvchi kuch  fazasi. H 0— N yutonda ,  p —  1/s da  
o 'lchanad i .  U yg 'o tu v ch i  kuchn ing  davri
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m a ’lum m iqdord ir .
Q a r s h i l i k  k u c h i  b o ' l m a g a n d a  m o d d iy  n u q t a n i n g  h a r a k a t  

differensial tenglam asini tuzamiz:

m x — cx + H  sin (pt)

Bu tenglam aning  h a r  ikki tom onin i  m ga bo 'l ib .

c/m = k: , H / m —h (4,2)

deb olsak, u

x + k \x — h sin (pt )  (4.3)

k o 'r in ishda  yoziladi. Bu m odd iy  n u q ta n in g  qarshil ik  b o ' lm a g a n d a  
qaytaruvchi va uyg 'o tuvchi kuchlar  t a ’siridagi teb ranm a harakatn ing  
differensial tenglamasi deyiladi. U n ing  um um iy  vechimini topamiz. 
Tenglam a chiziqli v a  bir  jinsli em as b o ' lg a n id a n  un ing  yechimini 
ikki q ism ga ajra tam iz: birinchisi u shbu  teng lam aga tegishli bir  jinsli 
t e n g la m a n in g  u m u m iy  y ec h im i ,  ik k in c h is i  sh u  t e n g l a m a n in g  
q an d ay d ir  xususiy yechimi bo 'lsin . U larn i  x va x , , um um iy  yechimni 
esa, x desak,

X  =  Y , + X „

kelib chiqadi.
(4.3) ga tegishli b ir  jinsli teng lam an ing  um um iy  yechimi: 

x = a  s in (k t+ a )

k o 'r in i sh d a  ifodalanishi bizga m a ’lum. E nd i  (4.3) teng lam aning  
q an d a y d ir  xususiy yechimini topam iz .  k ^ p  b o i g a n  ho i uchun  b u  
xususiy yechimni:

x 2-B s in  (pt )  +Dcos (pt ) ,
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k o ‘r i n i s h d a  o la m iz .  В va  D  ix t iy o r iy  o ' z g a r m a s l a r n i  (4 .3 )  
teng lam aning  qanoatlantir il ish  shart idan  aniqlaymiz. U sh b u  xususiy 
yechimni (4.3) ga q o ‘yganim izda u ayniyatga aylanadi,  y a ’ni:

-Bp2 sin (p t)-D p -co s ( p t ) +k2Bsin (p t )  + k2D cos (pt )  =hsin (pt ) ,

yoki

В  (k 2-p2) sin ( p t )  + (  k 2-p2)  D cos ( pt )  =hsin (pt )

kelib chiqadi. Bu ayn iya tdan  В va D  o ‘zgarm aslarn ing  qiymatini 
topamiz:

N ati jada ,  xususiy yechim quyidagicha ifodaianadi:

x  = ■ ---■ sin (p t)  (4.4)
p  -  At

D em ak ,  (4.3) teng lam aning  um um iy  yechimi:

h  . / ,
x = y + x = a s in ( k t+ a )  ~ps i n ' P (4.5)

k o 'r in ish d a  yoziladi.
Bu teng lam adan  M  n u q ta  m u r a k k a b  te b ra n m a  h a ra k a t  qiladi, 

degan  fikr tu g ’iladi. M u r a k k a b  tebran ishn ing  birinchi qismi m odd iy  
n u q ta n in g  e rk in  te b ra n ish i  b o ‘lib, a m p l i tu d a s i  a  ( b o s h l a n g i c h  
sha r t la rga  b o g i iq  b o i a d i )  va doiraviy takrorlig i k, ikkinchi qismi 
n uq tan in g  m ajburiy  tebranishi b o i i b ,  am plitudas i  A  (b o sh la n g ic h  
shartlarga bog 'liq  b o im a y d i )  va doiraviy takrorligi p  b o ia d i .  Amaliy 
to m o n d a n ,  u yoki b u  qarshil ikning m uqarrar l ig i  tufayli nuq tan ing  
erkin tebranishi tez fu rsa tda  sun ib  ketishi m um kin .  Shuning  uchun 
h a ra k a t i  kuza ti layotgan  nuq tan in g  (4.4) teng lam aga  m uvofiq  sodir 
b o ia y o tg a n  m ajbur iy  tebran ish in ig ina  tekshirish ahamiyatlidir.  Bu 
tebran ishning  chasto tasi uyg ‘oluvchi kuch  chasto tasi  (p) ga teng.

35



S bunga  k o 'ra ,  u la rn ing  davr la ri  ham  bir xiida bo 'Iad i.  Qarshilik  
b o ' lm a g a n d a  n uq tan in g  m ajburiy  tebran ish  am plitudasi:

h

b o i a d i .  p < k  b o ' l s a ,  a m p l i t u d a  m u s b a t  b o ' l i b ,  (4 .1) va  (4.4) 
tenglam alarni solishtirib, majburiy tebranish fazasi uyg ‘otuvchi kuch 
fazasi bilan h am m a vaqt b ir  xilda b o l is h in i  (y a ’ni har  ikkalasi pt ga 
teng jko 'ram iz .

p> k  bo 'lsa ,  (4.4) tenglam ani quyidagicha yozishga to 'g 'r i  keiadi:

h . h 
.V, = ----- —̂ . ' im / j n  — pi ) (4 .7)

p" -  к p~ - k ~

A m plituda  yana  m usba t  bo 'l ib .  u —̂ — - ga teng.
p-  -  k ^

B iroq  endi m a jb u r iy  te b ra n ish  fazasi ( p t -тт.) ga teng  b o 'Ia d i .  
D em ak ,  p> k  b o ig a n d a .  m ajburiy  tebran ish  fazasi uyg 'o tuvchi kuch 
fazas id an  n  k a t ta l ik k a  fa rq  q i la r  ek a n .  B in o b a r in ,  p < k  b o ' l s a ,

u y g 'o tu v c h i  F  m k u ch  b ilan  n u q ta n in g  m a jb u r iy  te b ra n ish i  b ir

yo 'na lishda ,  p > k  b o i g a n d a  qa ra m a-q a rsh i  yo 'n a l ish d a  bo 'Iad i  F  m 
kuch  m aksim al q iym atga erishib, o 'n g a  yo 'nalad i,  tebranuvchi nuq ta  
esa chapga  m aksim al che tlanadi va hokazo.

Bu m u lo h a z a l a r g a  e ’t ib o r  q i l in sa ,  a m p l i t u d a  q u y id a g ic h a  
ifodalanadi:

h
p < k  b o i g a n d a  A = — -------^

p~ -  k~

p < k b o ‘lganda А = т-^------- rr (4.8)
r ~ P
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Y a 'n i  m a jb u r iy  te b ra n ish  a m p l i tu d a s i  F m u y g ‘o tu v c h i  kuch  
am plitudasigagina b o g i iq  b o im a y ,  uning p  chastotasiga h am  b o g i iq  
b o i a d i ,  U y g ‘otuvchi kuch  chasto tasi (p) ning o 'zgarish i  b ilan  A  
am plitudan ing  o ‘zgarishini tekshiramiz. U m u m a n  erkin te b ra n m a  
h a ra k a t  bilan m ajburiy  te b ra n m a  h a ra k a tn in g  chas to ta la r i  (k va p) 
h a r  xil b o i a d i ,  ch u n k i  u la r  b ir -b ir iga  b o g i i q  b o i m a g a n  h o ld a  
o 'zgarad i .  Biroq uyg 'o tuvch i kuch chasto tasi 0 bilan <=° chegaralar  
o ras ida  o 'zg a rg a n id an  (0<p<°°) uning b iror  q iym ati erk in  tebranish  
takrorlig in ing к q iym atiga teng b o i i b  qolishi m um kin .  Bu holda 
m ajburiy  tebran ish  am plitudasi cheksiz k a t ta  q iym atga  ega b o ia d i ,  
y a ’ni p = k  b o ig a n d a ,  A= °°  b o ia d i .  T ebranuvch i sistema ( inshoot 
yoki m a sh in a  qismlari)  q a n d a y  m u s ta h k a m  b o im a s in ,  bu  holga 
bardosh  bera  o lm ay  ishdan chiqadi. M ajburiy  tebran ish  chasto tasi 
b ilan erkin tebran ish  chasto tasi o 'z a ro  teng b o ' lg a n  hoi rezonans 
hodisasi deyiladi. R ezonans  hodisasi bo 'l ishini k o 'r ib  o 'tam iz :  p = k  
b o ' lg a n d a  x 2= B sin (p t)+ D co s(p t)  ifoda (4.3) teng lam aning  xususiy 
yechimi b o i a  o lmaydi, shuning uchun  bu xususiy yechimni

x  2=Btcos (p t ) +Dtsin (pt )

k o 'r in i sh d a  olamiz. M asa laga  xuddi avvalgidek yondoshib ,  В va  D  
o 'zga rm as la rn i  topamiz:
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U ho lda  xususiy yechinr. 

yoki

h t  n
x 2 = ~ s i n ( p l - ‘- ) ,  (4.9)

k o ‘rinishda yoziladi. D em ak, rezonans hodisasida majburiy  teb ranm a 
h a ra k a tn in g  am plitudasi vaq tga  p ropo rs iona l  rav ishda o ‘sar  ekan. 

Endi bu  tebranishning grafigini quramiz. Uning  grafigi tenglamasi

AX-,=±^ b o i g a n  ikki t o ‘g ‘ri chiziq oras idag i s inuso ida  b o i a d i .

B u n d a n  k o ‘ram izki,  tc b ranuvch i  n u q ta  h a ra k a t ig a  hech q a n d a y  
qarsh il ikn ing  t a ’siri b o lm a s a ,  rezonans hodisasida uning m ajbur iy  
tebranishining am plitudasi tez o 's ib  ketadi.

D=0.
Z p

- tcos(pt ) .

38



о

R e z o n a n s  h o d is a s id a  f a z a la r  siljishi — ga  te n g  b o ‘ladi.  E n d i

am plituda  bilan majburiy  tebranish chastotasi orasidagi b o g ia n ish n i  
tasvirlovchi grafikni quram iz.  B uning  uchun  am p li tu d a  (dinam ik 
siljish) ni ifodalaydigan form ulan i quyidagi k o 'r in i sh d a  yozamiz:

71

M o d d iy  nuq tan in g  H {) kuch  t a ’sirida o ladigan s ta tik  siljishini 
o rqa li  belgilasak, u  t a ’rifga k o ' r a

с

ga teng bo 'lad i .  M a jbu riy  tebranish  am plitudas i  A  ni s ta tik  siljish 
<5( ga  nisbati
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d inam ik  koeffitsient deb ataladi.  д  o ic h o v s iz  kattal ik . U  m ajbur iy  
tebranish  am plitudasi,  y a ’ni A, s ta tik  siljish 5s(d an  necha m a r ta  k a t ta  
ekanligini kc / rsa ta d i  va p /к n isba tga b o g ‘liq o ‘zgaradi.

P
R a sm d a  bu  m u n o sa b a tn in g  grafigi tasvirlangan. — =0 b o i g a n d a

~—=1 b o ia d i .  — =1 b o i g a n d a  rezonans hodisasi bosh lan ib ,  -5—
Osi £  O.v/
ga aylanadi.

M u h it  qarshiligi erk in  te b ra n m a  h ara k a tn i  s o ‘ndirishini k o ‘rib 
o ‘td ik .  E n d i ,  m u h i t  q a r s h i l i g i n i n g  m a j b u r i y  t e b r a n i s h g a  
k o ‘r sa ta d ig a n  t a ’sirini tek sh iram iz .  Bu h o ld a  m o d d iy  M  n u q ta

qay ta ruvch i  F  kuch ,  tezlikning birinchi da ra jas iga  p ro p o rs io n a l

b o i g a n  m u h i tn in g  qarsh i l ik  R  kuchi va u y g ‘o tuvch i F  m  kuch 
t a ’s ir ida  h a r a k a t  q ilad i.  U n in g  h a r a k a t  d iffe rens ia l  ten g lam as i  
quyidagi k o ‘rin ishda b o ia d i :

к
A P A

Q arshilik bo‘lganda moddiy nuqtaning 
majburiy tebranma harakati

x  +  2n x + k2x=h sin(pt). (4.11)

bunda

m m mm

Bu teng lam aning  u m um iy  yechimini h am  ikki qism ga ajra tam iz ,  
y a ’ni:



deb  olamiz.
Bu yerda  x, teng lam aning  bir  jinsli qism ining um um iy  yechimi, 

x 2 t e n g l a m a n i n g  x u s u s iy  y e c h im i .  n < k  h o i  u c h u n  b i r  j in s l i  
teng lam aning  yechimi quyidagicha b o ‘lar edi:

x l = ae'"' s in (k  /+ /3). (3.14)

X = Xj+X,

B unda  к != л /к~—2 n ~ . x7 yechimni:

x 7 - A  sin (p t-S ),

k o ‘rin ishda olamiz.
Bu yerda A va 5  o ‘zgarm aslarni shunday  tanlaymizki, u lar (4.11) 

tenglam ani qanoa tlan tirs in .  Hosila larni hisoblasak:

x  2 =  —  =  A pcos(pt-b), x 2 — - -41 =  -Ap2 sin(pt-b), 
dt d r

kelib chiqadi.
Bu hosilalar va  x 2 ning qiymatini (4.11) tenglam aga q o ‘yib ham d a

p t-8 =  ф yoki pt =  ф+6 desak, 

A (-p2+k2)sin<p+2npAcosq = h(cos& sin<p+sin& cosy),

ayniyatga ega b o ‘lamiz.
B u  t e n g l ik  a y n i y a t  b o ‘l g a n i d a n  sincp v a  c o s  <p o ld id a g i  

koeffitsientlar quyidagi shartn i qanoa tlan tir ish i  kerak:

A (k2-p2)=h cosh,
2npA = hsinS.

U sh b u  tenglam ani chap  va o ‘ng qismlarini k vad ra tga  k o i a r i b .  
h a d m a -h a d  q o ‘shib A ni va nisbatlarin i olib ф ni topish m um kin:
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A ~ J ( k 2 - p 2)2 + 4 n 2p 2 ’ t8S~ k 2 - p { ' <4 -12)

B ula r  e ’t ib o rg a  o linsa ,  (4.11) te n g lam an in g  xususiy  yechim i 
q uy idag icha  yoziladi:

x 2-  A sin (p t-b ). (4.13)

U  h o ld a  m o d d iy  n u q t a  h a r a k a t  d iffe rens ia l  t e n g la m a s in in g  
u m um iy  yechimi

x t =  a e s i n ( k /t+ l3)+ A sm (pt-8),

k o 'r in i sh d a  yoziladi. Bu yerda  a va (3 o 'zg a rm a s la r  b osh lang 'ich  
sh a r t la rg a  bog 'l iq  b o ' l ib ,  A va 8 bosh lan g 'ich  sha r t la rga  bog 'l iq  
b o ' lm ayd i .

B undan  ko 'ram izki,  tebranuvchi nuq tan ing  harakati  ikki q ism dan 
iborat:  1) so 'nuvch i tebran ish ,  2) o 'zg a rm a s  am plitudali  m ajburiy  
tebranish . M a jbu riy  tebran ishn ing  chasto tasi  u yg 'o tuvch i kuchn ing  
chasto tas iga  teng, fazasi esa uyg 'o tuvch i kuchn ing  fazasidan 5 ga 
fa rq  qiladi. Bir m u n c h a  v aq t  o ' tg a n d a n  keyin so 'nuvch i tebran ish  
y o 'qo l ib ,  h a ra k a t  s ta ts ionar lashadi,  y a ’ni h a ra k a t  faqa t  m ajburiy  
teb ran ish d an  ibo ra t  bo 'lad i:

x  = A  sin (p t-b ). (4.14)

Bu ho la t  uchun  tebranish chastotasi uyg 'otuvchi kuch  chastotasiga 
teng  b o ' la d i .  S h u n in g  u c h u n  m a jb u r iy  te b ra n ish  d av r ig a  m u h it  
qarshiligining hech q an d a y  t a ’siri bo ' lm ayd i.  A m plitudas i  A  esa bir 
v a q td a  p  va n  ga bog 'l iq  b o ' lad i .  B undan  m uhit  qarshiligi m ajburiy  
te b ra n m a  h ara k a tn in g  am plitudasin i  kam ay ti rad i  degan  xulosaga 
kelamiz. M u h i t  qarshiligining am p li tudaga  t a ’siri rezonans vaq t ida

h
j u d a  h a m  sezilarli, y a ’ni k = p  b o ' lg a n d a  ~  b o ' lad i .  M u h i t

qarshiligi m av ju d  b o ' lg an d a ,  rezonans  vaq tida ,  am p li tuda  cheksiz 
q iy m a tg a  ega b o ' lm a y d i .  A  a m p l i tu d a n in g  m a k s im a l  q iym a tin i  
differensial hisobida ko 'rsa t i lgan  usul bilan topamiz. Buning uchun
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к va n berilgan deb  qara lsa ,  (4.12) fo rm u lada  ildiz ostidagi ifoda p 
chas to tan ing  funksiyasi b o ‘ladi, uni f(p) deb belgilaymiz, y a ’ni

f ( p ) = ( k 2-p2 ) 2+ 4n2p 2.

Bu tenglikni p ga n isba tan  ikki m a r ta  differensiallasak:

f ' ( p ) ~  - 2 (k 2-p2)2p+ 8n2p  (4.15)

/ "  (p )  -  - 4 (k 2-p2) +8p2+8n2

kelib chiqadi.
O x irg i  m u n o s a b a t l a r n i n g  b i r in c h is in i  n o lg a  t e n g la s h t i r ib ,  

yechimlarni topamiz. U la r

p , = 0 ,  р ^ = ± у 1 к 2- 2 п 2, (4.16)

ga teng b o ia d i .  Bu q iym a tla rda  f(p) funksiyaning, d a rhaq iqa t ,  A 
am pli tudan ing  m aksim al va m inim al b o i i s h in i  aniqlaymiz. Buning 
uchun  f ” (p)  n ing  q iy m a t id a n  foydalanam iz ,  y a ’ni, y ech im larda  
un in g  m u s b a t  va m anfiy  b o i i s h in i  teksh iram iz .  (4.16) ni (4.15) 
tenglikning ikkinchi qism iga q o ‘yamiz:

/  ( p  ) - 4 k 2 + 8я 2 = 4 (2 n 2 -  к 2) < 0

bo 'l ib ,  f ( p )  funksiya m aksim al va am p li tu d a  A  m in im um  q iym atga 
erishadi. B unda

/  "(p2 , )=  - 4 k 2 + 1 2 k2 -  2 4 n 2 + 8/j2 = 8 (/t2 -  2и2 )>  °

b o i ib ,  / / / ;  i u n k s i y a  m in im u m  va am pli tuda  A m a ks im um  q iym atga

erishadi. Endi am p li tuda  A  ning m a ks im um  qiymatini hisoblaymiz. 
Buning uch u n  P ,  з ning q iym atin i (4.12) fo rm ulaga  q o ‘yamiz:

Amax_ 2nyjk1 - n 2 (4 ' 17^

hosil b o i a d i .  (4.12) form ulan i quyidagicha yozish m um kin :
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к "

Л = 4. 18)

п
'Bundan— г  — р = р ,  bolsnmdasii am plituda.  rezonans nodisasi

к '
nnit laqo  bo ' lm ayd i .  R a sm d a  uch hoi uchun (4.18) to rm uia  grafigi 
( turli ciarshilik kocl'fitsientlari uchun i qurilgan. Dinamik koeffiisiyent

Л P
- — o r d in a t a o 'q i .  "  absissa o 'q i  b o 'v lab  qo 'y ilgan .  Eng pastk i egri
Од,

■I
chiziq uchun qarshilik kocffitsienti n. o 'r tadag is i  ~  va ustidagisi 

/
uchun ~  olinaan. Bu eari chiziqlarni solishtirib. qarshilik koeffitsienti 

4
n q ancha  kichik bo 'lsa ,  am p litudan ing  qiymati rezonans hola tidagi

P
= 1 q iym atiga shuncha  yaqin b o i ish in i  ko 'ram iz .

К
M ajburiy lebranishning um um iy xosxaiari. Y u q o r id a  top ilgan  

nat i ja lardan . nuq tan in g  erkin tebran ish idan  m u tlaq o  farq qiluvchi 
m a jb u r iy  t e b r a n i s h n in g  q u y id a g i  m u h im  x o ssa la r in i  ke l t i r ish  
mumkin:

1. M a jb u r iy  teb ran ish  am p litudas i  A bosh lan g 'ich  sha rt la rga  
bogMiq bo 'lm ayd i.

2 .Qarshilik  b o i g a n d a  m ajbur iy  tebran ish  so 'nm ayd i .
3.M a jbu riy  tebran ish  chasto tasi uyg 'o tuvchi kuch  chasto tasiga  

teng  b o i a d i  va t e b ra n u v c h i  s is tem a x a ra k te r is t ik a s ig a  b o g i i q  
bo 'lm ayd i.

4 .A g a r  q a r s h i l ik  k ic h ik  b o l i b .  b i ro q  p к ga  y a q in  b o l s a ,  
uyg 'o tuvchi kuchning  h a t to  kichik q iym atida  ham  intensiv m ajburiy  
tebranish  (rezonans) hosil b o l i s h i  m um kin .

5. A gar p chastota к dan  b irmuncha katta  b o lsa ,  hat to  uyg'otuvchi 
kuchning ka t ta  q iym atla rida  ham . m ajburiy  tebranishni istalganicha 
к ichravtirish m um kin .
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M a jb u r iy  tebran ish ,  xususan  rezonans ,  fizika va texn ikan ing  
k o ‘pgina  ta rm o q la r id a  k a t ta  rol o 'ynayd i.  M asa lan ,  m a sh in a  va 
dv ig a te l la rn in g  ish lash ida ,  o d a l d a  davr iy  k u ch la r  p a y d o  b o ‘lib 
(vu judga  kelib), u la r  m a sh in a  q ism ia r in in g  yok i p o y d e v o rn in g  
m ajburiy  tebranishini hosil qilishi m um kin .  K o ‘pgina m uhandislik  
inshoo tla r ida  rezonans hodisasi m a q sad g a  nom uvofiq  b o i i b ,  uni 
y o 'q o t i s h  ch o ra la r i  k o ‘riladi,  b u n in g  uch u n  p va к c h a s to ta la r  
o ras idag i m u n o s a b a t l a r  sh u n d a y  ta n la n a d ik i ,  a m a ld a  m a jbu r iy  
tebranish am plitudasi nolga teng b o i i b  qolsin ( p » k ) .  A ksincha, bir 
misol olaylik: rad io texn ikada  rezonans hodisasi ju d a  ham  foydali 
b o i i b ,  b ir  r a d io  s t a n s iy a  s ig n a l la r in i  b o s h q a l a r n i n g  h a m m a  
signallaridan ajra tib  turish  uchun  q o i la n i la d i .

Bir q a to r  asboblarn i loyihalash m asalasi h am  m ajburiy  tebranish  
nazariyasiga asoslanadi.  M asalan ,  v ibrograf lar  —  teb ranuvch i jism 
( p o y d e v o r ,  m a s h in a  q is m la r i  v a  b o s h q a l a r )  n in g  s i lk in ish in i  
o i c h a y d i g a n  va xususan ,  se y sm o g ra f la r  —  Y er  q a t la m la r in in g  
tebranishini va shunga  o ‘xshashlarni yozuvchi asboblar .



-  I . E K S ! У A  

M E X A N IK  S I S T E M A

M exanik sistem aga ta'sir etuvchi kuchlar 
M exanik sistem a m assalar m arkazi■ M exanik sistem a  

harakatining differensial tenglam asi

1. M exanik  sistema nima'?
2. M exanik  sistema qachon  erkin. qachon  erk inm as deyiladi?
3. Mexanik sistemaga t a ’sir etuvchi kuchlarni necha turga ajratish 

mumkin?
4.  Q a n d a y  k u c h l a r g a  t a s h q i  k u c h l a r  d e y i l a d i ?

Ichki kuchlar  deb n im aga aytiladi?
Ichki kuch lar  qanday  m uhim  xossaga ega?
M exanik  sistema m assalar  m arkazi nima?
M assalar  m arkazi radius vektori va k oo rd ina ta la r i  qanday  
aniqlanadi';

9. M exanik  sistema harakatin ing  differensiai tenglamasi qanday  
ifodalanadi?

10.S is te m a  h a r a k a t  d if fe rens ia l  te n g la m a la r in i  y ech ishdag i  
q iyinchiliklar n im adan  iborat?

T a v a n ch  s o ‘z!ar va ib o ra la r

M exan ik  sis tema. Tashq i kuchlar.  Aktiv tashqi kuchlar.  Passiv 
tashqi kuchlar .  M assa la r  m arkazi.  M assa lar  m arkazi radius vektori 
k o o r d i n a t a l a r i .  M e x a n i k  s i s t e m a  h a r a k a t i n i n g  d i f f e r e n s i a l  
teng lam ala ri .

I0-§. M exanik  sistem a va unga ta  ’sir etuvchi kuchlar.
Ichki kuchlarning xossalari

I lg a r i la n m a  h a r a k a t l a n a y o t g a n  q a t t iq  j i s m g a  yo k i  m a s a l a  
shartiga muvofiq o 'lcham ini hisobga olm asada b o ia d ig a n  va m oddiy  
nuq ta  deb  qara lad igan  jism ga m oddiy  nuq ta  h a ra k a t  d inam ikasin i 
to ' l iq  q o ' l l a s h  m u m k in .  M o d d iy  n u q t a l a r  m e x a n ik  s is tem a s i  
harakatini o ig a n is h  uchun esa uning har  qaysi nuqtasining harakatini 
iJohida o rganish zarur. M exanikada.  m oddiy nuqta iarn ing  mexanik
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sistemasi deganda , bir-birlari bilan o ‘zaro  t a ’sirlashuvchi m oddiy  
n u q ta  (yoki j ism )  la r  t o ‘p la m in i  tu sh u n i la d i .  B o s h q a c h a  qilib  
aytganda, mexanik sistemaning har  bir nuqtasi (yoki jismi) ning holati 
va h a ra k a t i  q o lgan  h a m m a  n u q ta  (yoki j ism ) la r in ing  ho la ti  va 
h a raka t iga  b o g i iq  b o i a d i ,  y a ’ni sistema n u q ta  (yoki jism) lari bir- 
biri bilan m a ’lum m unosaba tda  b o g ia n g a n  ho lda h a ra k a td a  b o ia d i .  
Jum ladan ,  h a r  qan d a y  qattiq  jismni ham  uni tashkil q ilgan zarra lari  
(n u q ta la r i )  n ing  sis temasi deb  q a ra y  o lam iz. T a ’rifga  m uvof iq ,  
Q uyosh  sistemasi h am  m exanik  sistemaga klassik misol b o i a  oladi,  
chunki uning h a m m a  jismlari (Quyosh va p laneta la r)  o ‘zaro  bu tu n  
o lam  tortishish kuchi t a ’sirida b o ia d i .  M exan ik  sis temaga boshqa  
misol sifat ida istalgan m a sh in a  yoki m exan izm ni olish m um kin ,  
c h u n k i  u n ing  h a m m a  q ism lar i  b ir -b i r la r i  b i lan  g e o m e tr ik  turli  
bog ian ish la r :  masalan , sharnirlar, sterjenlar, arqonlar,  ta sm a la ryok i  
tishli g i ld i r a k la r  vositasida b o g ia n g a n  b o ia d i .  Bu ho lda  sistema 
jism lariga (zvenolariga) b o g ia n is h la r  orqali beriladigan taranglik  
yoki o ‘zaro  bosim  kuchlari  t a ’sir etadi.

A g a r  s i s te m a n in g  h a r a k a t i d a  u n in g  ix t iy o r iy  ik k i  n u q ta s i  
o r a s id a g i  m a s o f a  h a m m a  v a q t  o ’z g a r m a y  q o ls a  ( h a r  q a n d a y  
sharo itda) ,  o ‘zgarm as  m exanik  sistema deyiladi. M asalan ,  abso lyu t 
q a t t iq  jism . A ks incha ,  b u  m a so fa  o ‘zgarib  bo rsa ,  o ‘zg a ru v ch an  
m exan ik  s is tema deb  a ta lad i.  M a sa la n ,  defo rm ats iya lanuvch ij ism . 
S hun ingdek ,  m exan ik  sis tema b o g ia n i s h l i  va  b o g ia n is h s iz  (erkin) 
b o i i s h i  m um kin . A g ar  sistema n u q ta  (yoki jism) lari fazoda  istalgan 
y o ‘n a l ish d a  h a r a k a t l a n a  o lsa  b u n d a y  s is tem a erk in  sis tema deb 
a ta lad i.  M a sa la n ,  Y er va Q uyosh  sistemasi e rk in  h a ra k a t la n a d i ,  
yok i gaz  t o i g ' a z i l g a n  h a v o  shari .  A g a r  s is tem a  n u q ta la r in in g  
h a r a k a t i g a  b i r o r  c h e k  q o 'y i l g a n  b o i s a ,  b u n d a y  s i s t e m a n i  
b o g ia n i s h d a g i  (e rk inm as)  sis tema deyiladi. M a sa la n ,  k r ivosh ip-  
polzunli m exanizm .

M exanik  sis temaga t a ’sir etuvchi h am m a kuchlarni ichki va tashqi 
kuchlarga ajratish m um kin .  Berilgan sistema nuqtasi (yoki jism) ga 
bu  s is te m a g a  k i r m a y d ig a n  b o s h q a  n u q t a  (y o k i  j i s m )  l a m in g  
k o 'rsa tad igan  ta 's i r  kuchlari tashqi kuchlar deyiladi. Sistemaga t a ’sir

etuvchi tashqi kuchni b u n d an  keyin F e bilan belgilaymiz.

Berilgan s is tem adag i  n u q ta  (yoki jism ) la rn in g  o ‘za ro  t a ’sir 
kuchlari  ichki kuchlar deyiladi. B undan  keyin s is tem an ing  ichki

kuchlarini F 1 bilan belgilaymiz.
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Sistema nuq ta la r iga  t a ’sir e tayo tgan  kuchlarn i tashqi va ichki 
kuchlarga ajratish shartli bo 'l ib ,  qara layo tgan  sistema tarkib iga nima 
k i r i t i lg a n l ig ig a  b o g ‘l iq d i r .  M a s a l a n ,  a v t o m o b i l  d v ig a te l in in g  
kr ivoship-porshenli  mexanizm ini sistema deb qabu l qilsak, un ing  
zvenolari  orasidag i o 'z a ro  t a ’sir kuch lar i  ichki kuch la rga  k iradi.  
K r iv o s h ip -p o rs h e n l i  m e x a n iz m g a  n i s b a ta n  g a z la rn in g  dv iga te l  
po rshen iga  bosimi tashqi kuch  b o ia d i .  A g ar  av tom obiln i  dvigatel 
b ilan  b irga l ikda  b ir  s is tem a deb  q a b u l  q ilsak , b u n d a  gaz la rn ing  
dvigatel porsheniga t a ’siri ichki kuch  b o ‘ladi. Bunday  sistema uchun: 
av tom obil  o g ‘irligi, y o ‘lning n o rm a l  reaksiyasi, av tom obil  g 'ildiragi 
bilan y o ‘l sirti orasidagi ishqalanish  kuchi,  havon ing  qarshil ik  kuchi 
tashqi k uch la r  bo 'lad i .

S istema n u q ta  (yoki j ism) lariga t a ’sir etuvchi kuch larn i  bo sh q a  
j ih a td a n  h a m  y ana  ikki g u ru h g a  ajra tish  m um kin : aktiv  kuch la r  
(sistema nuq ta la r iga  bevosita  q o 'y i lgan  kuchlar)  va passiv kuch lar  
(bog 'lan ish  reaksiyalari).

Q o 'y i lg an  ak t iv  k u ch la r  t a ’siridan sistema m a ’lum h a r a k a td a  
bo ' lad i .  Biroq sis temaga q o 'y i lgan  b og 'lan ish  bu  h ara k a tn i  m a i u m  
yo 'nalish larda  cheklab o 'rn iga  b oshqa  harakatn ing  vujudga kelishiga 
sa b a b  b o ' la d i .  S hu n in g  u ch u n  d in a m ik a  m asa la la r in i  yech ishda  
b o g ' la n ish  t a ’sirini reaksiya  b ilan  a lm ash t ir ib ,  u  ta shq i ku ch la r  
qa to r iga  qo 'sh iladi.

A ktiv  kuch lar  va bog 'lan ish  reaksiyalari o 'z  navba tida  ichki yoki 
tashqi kuch la r  bo 'l ish i m um kin .

N u q t a  ( y o k i  s i s t e m a )  n in g  h a r a k a t i d a ,  u l a r g a  q o 'y i l g a n  
b o g ' l a n i s h la r n in g  r ea k s iy a la r i  f a q a t  u la rg a  t a ’sir e tu v ch i  ak t iv  
kuch larga  va b o g 'lan ish la rn ing  turiga bog 'l iq  bo ' l ibg ina  qolm ay, 
balki berilgan n u q ta  (yoki sistema) ha raka t in ing  xarak ter iga  ham  
bog 'l iq  bo ' lad i .  M asalan ,  ipga b o g ' la n g a n  yukning  ha ra k a t i  holida 
ipning reaksiyasi yukn ing  bosh lang 'ich  tezligiga va vaq tga  bog 'l iq  
bo 'l ish i m um kin .

\
\

\
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T a ’sir va  aks  t a ’sirning tenglik q o n u n ig a  k o ‘ra  sis tem aning h a r  
q a n d a y  ikki nuq tas i  (m asalan ,  M, va M2 nuq ta lar i)  m iq d o r  j ih a td a n  
teng va bir  chiziq bo  ‘ у lab q a r a m a  -  qarsh i to m o n la rg a  y o 'n a lg a n  p ‘ 

v a  j p 1 k uch la r  b ilan  bir-b iriga t a ’sir etadi. Shun ing  uchun

f ;  + F ‘ = o.

S is tem a n - ta  n u q ta la r d a n  ta shk il  to p sa ,  s is tem an ing  h a m m a  
n u q ta la r i  o ra s id a g i  o ‘z a ro  t a ’sir k u c h la r in i  ( s is te m a n in g  ichki 
kuchlarini) turli o ‘rin almashtirishlar bilan juft-juft qilib olib quyidagi 
x u lo sa g a  kelam iz; i s ta lgan  s is tem a d a  h a m m a  ichki k u ch la rn in g  
geom etrik  yig‘indisi, y a ’ni b osh  vektori no lga  teng:

0 (5-1)
*=l

B u n d a n  k o ‘ram izk i ,  s is te m a d a g i  h a m m a  ichki k u c h la r n in g  
istalgan o ‘qdag i p royeksiya larin ing algebraik  y ig‘indisi h a m  nolga 
teng:

£ x ;  = 0, L Y } = 0 ,  L Z '  = 0 (5.2)
k=l * k=l * k=l *

Q ay d  etilgan q o n u n  asosida sis tema ichki kuchlar in ing  b iror  0 
m ark azg a  n isba tan  m om entla rin ing  yig‘indisi (bosh m om enti)  uchun  
h a m  quyidagi teng lam ala rn i  yozamiz:

M ‘ = Z m 0 ( F' ) =0 ,  (5.3)
k=l

L m  ( F ‘) = 0, £ m  ( F ') = 0, L m  ( F ‘> = 0. (5.4)
k=i x k k-! v k=! •’ k

(5.1) va (5.2) teng l ik la r  s is tem a n u q ta la r i  ichki ku ch la r in in g  
b ir inchi xossasini, (5.3) va  (5.4) teng lik la r  esa, u la rn ing  ikkinchi 
x o s s a s in i  i f o d a l a y d i .  (5 .1 )  va (5 .3 )  t e n g l ik l a r  b i r g a l i k d a  va 
shuningdek . (5.2) va (5.4) b irgal ikda fazoda ixtiyoriy joy lashgan  
k u c h la r  s is tem a s in in g  m u v o z a n a t  t e n g la m a la r ig a  o ‘x sh a sh d ir .



Ammo, kcltirilgan \ossa ia raan  ictiki kuchlar o '/ .aro nuivo/anai- 
lashgan bo'ladi va sistema harakatiga hech qanday ta'siri bo'lmaydi 
degan xulosa kclib chiqmaydi. aksincha. bu ichki kuchlar mexanik 
sisteniasining turli nuqta (yoki jism) larigaqo'yilganligi sababli ushbu 
nuqta (yoki jism) larni bir-biriga nisbatan harakatlan tira  olishi 
mumkin. Qaralayotgan sistcina absolyut qattiq jism bo'lsa. ichki 
kuchlar muvozanatlashgan bo'ladi.

!!-§■ .Mexanik sistema massalar markazi 
va uning koordinatalari

Qattiq iism va boshqa mexanik sistemaning ilgarilanma harakati 
unga i ' s i r  etuvchi kuchlarga va harakatlanayotgan sistema (yoki 
jism) n ing m a ssa la r  y ig 'in d is ig a  b o g 'l iq .  S istem a n u q ta la r i  
massalarining yig'indisi sistemaning m massasi deyiladi. Sistema n 
moddiy nuqtadan iborat bo is in .  Bu nuqtalarning holatini Oxyz 
k o o r d in a ta la r  s is tem asiga  n isb a ta n  tcksh iram iz .  B unda  M k 
sistemaning ixtiyoriy k-nchi nuqtasi, r k (k= l.n ) lining radius vektori. 
xk.yk. / k - koordinatalari boisin .

Sistemaning massalar markazi deb uni tashkil etgan zarra/arning 
mussalari to ‘plangan geom etrik nuqta С ga aytilib. holati ushbu 
iormvhuian aniqlanadi:



Bu formulada m k -  sistemada olingan ixtiyoriy M k nuqtaning 
massasi, r k shu nuqtaning radius vektori, m = Xmk - butun sistema 
massasi. Shunday qilib, sistemaning massalar markazi deb massasi 
sistema massasiga teng va o ‘rni (5.5) bilan aniqlanadigan (faraziy) 
nuqtaga aytiladi.

(5.5) tenglik ni Dekart koordinata o'qlariga proyeksiyalab. sistema 
massalar markazi koordinatalarining ifodasi lopiladi:

У П1..Х, У III, V. Ъ Hi.-'. - ,л ---- V i — ч { S.6 )
in m У m

Garchi, sistema massalar markazining holati bir jinsli og'irlik 
maydonida joylashgan qattiq jismning og'irlik markazi bilan ustma 

ust tushsada, bu tushunchalar har doim ayni bir tushuncha bo'la 
olmaydi, y a ’ni ular bir -  birlaridan farqlanadi. O g‘irlik markazi 
tushunchasi jismdagi hamma moddiy nuqtalar og'irlik kuchlarining 
teng ta ’sir etuvchisi o ‘tadigan nuqta b o i ib ,  amalda faqat og'irlik 
maydonida joylashgan qattiq jismlar uchungina m a’noga ega bo'ladi. 
M assa la r  m arkazi tushunchasi esa. s istemadagi m assa larn ing  
taqsimlanishini xarakterlovchi kattalik bo'lib, har qanday ixtiyoriy 
mexanik sistema uchun m a ’noga ega. Massalar markazi tushunchasi 
berilgan sistema biror kuch ta ’siridami yoki yo'qmi bunga bog'liq 
bo 'lmagan holda o 'z  m a ’nosini saqlaydi. Bularga ko 'ra  va massa 
ha r  qan d ay  s is tem aning ajra lm as xossasi bo 'lgan lig i  sababli. 
m assalar  m arkazi tushunchasi og 'irlik  m arkazi tushunchasiga 
qaraganda kengroq m a ’noga ega.

!2-§. Mexanik sistema harakatining 
differensial tenglamalari

Agar n-ta nuqtalardan tashkil topgan sistemaning ixtiyoriy k- 
nuqtasiga tashqi /•’</. kuchlarning teng ta'sir etuvchisi va ichki F'k 
kuchlarning teng ta’sir etuvchisi qo'yilgan bo'lsa, u holda sistemaning 
ushbu nuqtasining harakat differensial tenglamasini dinamikaning 
asosiy tenglamasiga k o 'r a  tuzish m um km . M asalan , u vektor 
k o i in ishda  quyidagicha yoziladi:



Bu yerda k=l, n boiganlig idan  (5.7) n-ta tenglamalar sistemasini 
hosil q ilad i.  (5.7) ga m ex an ik  s is tem a h a ra k a t in in g  vek to r l i  
d ifferensial teng lam alar i  deyiladi. U sh b u  vektorli  differensial 
tenglamalarni Dekart koordinata  o 'qlariga proyeksiyalab, mexanik 
sistema nuq ta la r i  ha rak a t in in g  3-n ta differensial teng lam alar  
sistemasini hosil qilamiz.

= К  + К

ткУк = K + F ‘ky{ к = й )

f n k - k  л kz  ^  r kz

Berilgan kuchlarga va boshlang'ich shartlarga ko 'ra ,  mexanik 
sistemaning harakatini aniqlash uchun uning n ta nuqtasining 3n ta 
ikkinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasini integrallash kerak 
bo'ladi. Umumiy holda, tenglamalarning soni katta  boiganlig i va 
boshqa sabablarga k o 'ra  bu masalaning aniq yechimi topilmagan.

Mexanik sistema harakatining ushbu 3n ta differensial tenglamalar 
s is tem as in i  a n a l i t ik  yech ib  b o ' lm a s l ik n in g  b o s h q a  sa b a b i  
tenglamaning chap qismiga kiruvchi ichki kuchlarning funktsional 
k o 'r in ish in ing  nom a 'lum lig i  bo 'lsa ,  yana  bir sababi, bu ichki 
kuchlarni mexanik sistema n nuqtalarning hali aniqlanishi kerak 
bo 'lgan koordinatalariga bog'liqligi. 3n differensial tenglamalarni 
integrallashdagi yana bir qiyinchilik mexanik sistemaning barcha n 
nuqtalari uchun umumiy holda, boshlang'ich shartlarni to 'la  hisobga 
oiib b o im a s i ik  bilan bog 'iiqdir.  Shuning uchun ham mexanik 
sistemaning harakatini uning differensial tenglamalarini analitik 
yechish bilan tavsillash mumkin emas. Bu masalani elektron hisoblash 
m ashinalarin i q o i l a b  yetarlicha aniqlik bilan taqrib iy  yechish 
mumkin,

Biroq d inam ikan ing  k o 'p g m a  amaiiy m asaia iarida  sistema 
nuqtalarining har binning harakati o 'rganilmasdan butun sistema 
harakatining b a ’zi yig'indi o'lchnvlari o ‘zgarishini kuchlar ta ’sirining 
yig'indi o'lchovlariga bog'liq ravishda aniqlash talab etiladi. Shuning 
uchur mexanik sistema dinamikasida differensial tenglamalarni 
in tegra llash  m etodi o 'rn ig a  k o 'p in c h a  d inam ikan ing  um um iy  
teoremalari qo'llaniladi.



6 - LE K SIYA

MASSALAR GEOMETRIYASI

Qattiq jismning inersiya momenti. Inersiya radiusi. Parallel
o ‘qlarga nisbatan inersiya momenti haqida teorema. Inersiya 

ellipsoidi. Inersiya bosh o'qi va markaziy bosh o'qi.

1. Nuqtaga, o 'qqa  va tekislikka nisbatan qattiq jismning inersiya 
momenti deb qanday kattalikka aytiladi?

2. Nimani qattiq jismning inersiya radiusi deyiladi?
3. Parallel o ‘qlarga nisbatan inersiya momentlari o ‘zaro qanday 

bog'liq?
4. M arkazdan qochma inersiya momenti deb nimaga aytiladi?
5. Bir jinsli sterjenning inersiya momenti qanday aniqlanadi?
6 . D oiraviy  ingichka h a lqan ing  inersiya m o m en ti  q a n d ay  

aniqlanadi?
7. Bir jinsli doiraviy plastinaning inersiya m om enti  qanday 

aniqlanadi?
8 . Bir jinsli doiraviy silindrning inersiya momenti nimaga teng?
9. Inersiya elipsoidi deb nimaga aytiladi?
10 .Inersiya bosh o ‘qi va markaziy bosh o ‘qi qanday t a ’riflanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Inersiya momenti. Inersiya radiusi. M arkazdan qochma inersiya 
momenti. 0 ‘qqa, markazga, tekislikka nisbatan inersiya momentlari. 
Parallel o 'qlarga nisbatan inersiya momentlari. Inersiya elipsoidi. 
Inersiya bosh o ‘qi. Inersiya markaziy bosh o ‘qi.

13-§. Mexanik sistema va qattiq jisming qutbga, 
o ‘qqa va tekislikka nisbatan inersiya momentlari

Mexanik sistema yoki qattiq jismlar harakati, umumiy holda, 
t a ’sir etuvchi kuchlarga va harakatlanayotgan sistema (jism)ning 
m a ssa la r  y ig ' in d is ig ag in a  b o g ‘liq b o ' l ib g in a  q o lm ay ,  ba lk i 
m assa la rn ing  taqs im lan ish iga  ham  b o g 'l iq  bo 'Iad i .  M assa la r  
markazining holati esa sistema massalarining taqsimlanishini to 'la 
xarakterlay olmaydi. Masalan, bir xil massali va kattalikdagi A va
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В sharlarni Oz o ‘qdan  teng h m asofaga siljitishda sistemaning 
massalar markazining holati o'zgarishsiz qolsada, uning massalar 
taqsimlanishi boshqacha bo 'Iadi, bu esa, sistemaning harakatini 
o 'zgartiradi, y a ’ni Oz o ‘qi atrofida aylanish sekinlashadi. Shuning 
uchun mexanikada, sistema dinamikasida muhim ahamiyatga ega 
b o ‘lgan, sistemaning massalar taqsimlanishini xarakterlovchi yana 
b ir  k a t ta l ik  —  inersiya m om en ti  kiritilgan. Inersiya m om en ti  
tushunchasi birinchi m ar ta  Eyler tom o n id an  kiritilgan. Bir xil 
shakldagi har xil materiallardan tayyorlangan jismlarning inersiya 
momentlari turlicha b o ‘ladi, ya’ni inersiya

P
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momenti jism shakliga va moddasining zichligiga bog iiq .  Sistema 
(yoki jism) ning inersiya momenti markazga, o ‘qqa yoki tekislikka 
nisbatan aniqlanadi. n-ta nuqtalardan tashkil topgan mexanik sistema 
(yoki jism) ning biror О (nuqta) qutbga nisbatan inersiya momenti, 
uning  n u q ta la rn in g  m assa larin i q u tb g ach a  b o i g a n  m aso fa la r  
kvadratiga k o ‘paytmalarining yig‘indisiga teng skaiyar kattalikka 
aytiladi va odatda I 0 bilan belgilanadi:

h  = x  m k r l (6 .1)
k=\

Bunda r^-0 nuq tadan  sistemaning ixtiyoriy nuqtasigacha 
b o ig a n  masofa. Tutash muhitlar uchun yig'indidan integralga o ‘tib, 
(nuqta) qutbga nisbatan inersiya momenti uchun quyidagiga ega 
bo lam iz:

\ r d m  (62)
(M)

Sistemaning biror z o ‘qqa nisbatan inersiya momenti deb uning 
nuqtalarining massalarini o ‘qqacha b o ig a n  masofalar kvadratiga 
k o ‘paytm alarin ing yig‘indisiga teng b o ig a n  skaiyar ka tta likka  
aytiladi. Uni \ z  deb belgilasak, ta ’rifga k o ‘ra

n

l 7 = Y . m, h , 2 (6.3)

bo iad i .  Bu yerda hA. —  berilgan o ‘qdan т д.—  massali nuqtagacha 
b o ig a n  masofa. Xususiy holda, tu tash  jismlar uchun y ig lnd in i  
integral bilan almashtirish mumkin:

t 7 = \ h 7dm
Ш)

Bu yerda dm -  j ism ning nuq ta  o ‘rn ida  qara lgan  elementar 
zarrasining massasi.

Ba’zan, jismning o ‘qqa nisbatan inersiya momenti jismning m 
massasini berilgan o ‘qqa nisbatan inersiya radiusi deb ataluvchi biror 
pj kesma uzunligi kvadratiga ko ‘paytmasi sifatida yoziladi:
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1 7 =  т р ] (6.5)

Bundan inersiya radiusi quyidagicha aniqlanadi:

P, (6.6)

Jismning berilgan o ‘qqa nisbatan  inersiya radiusi deganda, 
inersiya momenti jismning inersiya momentiga teng b o ‘lishi uchun 
uning barcha m massasi to ‘plangan nuqtadan shu o ‘qqacha masofaga 
teng kesma uzunligi tushuniladi. Inersiya radiusi jism massasiga 
bog i iq  bo lm ag an  xarakteristikasidir. SI sistemada inersiya momenti 
k g . m birliklarning texnik sisitemasida esa kg.m .sek2&d o lchanad i.

Sistemaning biror nuqtasining koordinatalarini x k, y k, zk deb 
belgilasak, uning x, y, z q o ‘zg‘almas o 'q la rga  nisbatan inersiya 
momentlari tegishlicha:

ifodalanadi. U  holda sistemaning О koordinatalar boshiga nisbatan 
inersiya momenti:

k o ‘r in i s h d a  a n iq la n a d i .  Bu x a r a k t e r i s t i k a l a r  o ra s id a g i  
m unosabatlarni keltiramiz. Buning uchun (6.7) dagi tengliklarni 
hadma-had q o ‘shib va (6 .8) ni e ’tiborga olsak:

kelib chiqadi. Agar qaralayotgan sistema tekis shakldan iborat bo lsa ,  
x va у o ‘qlarini shakl tekisligida olsak, Iz = I0 b o ‘lib, (6.9) dan yoza 
olamiz:

M ex an ik ad a  m arkaz  (qutb) ga va o ‘qqa  n isba tan  inersiya 
momentlaridan tashqari tekislikka nisbatan va m arkazdan qochma

h  = \  m k(y\ + z\ ); /,.= 2  m k (  Z2k + -Ч ); I ,  =1 m k (x\ +>-1-Л(6.7)

lo m k A  = 1  m к ( A  +  y \  +  A  );  (6 .8)

(6.9)

(6.10)
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inersiya momentlaridan ham foydalaniiadi. Masalan, sistemaning 
yOz, xOz, xOy koordinata tekisliklanga nisbatan inersiya momentiari 
mos ravishda quyidagicha ifodalanadi.

Ivoz =  2  m k x \  ; lxoz m k y \  ; lxov =  J  m k z \  (6 . 11)

Oxirida, sistemaning biror ikki o 'zaro perpendikulyar bo ‘lgan 
o 'qlarga nisbatan markazdan qochma inersiya momenti deb, uning 
h a m m a  n u q ta la r in in g  m a ssa la r in i  bu o ‘q la rg a c h a  b o ' l g a n  
masofalariga ko'paytmalarining yig'indisiga aytiladi. Sistemaning 
har qaysi X va Y, Y va Z, Z va X juft-juft koordinata o'qlariga 
n isba tan  m ark a z d a n  qochm a inersiya m om en tla r i  tegishlicha 
quyidagicha ifodalanadi:

Ixy = l m f x k y k , lyz = 1  m k y k z k , l zx = 1  m k z kx k (6.12)

M arkazdan qochma inersiya momenti o 'qqa  nisbatan inersiya 
momentidan farqlanib, u musbat, manfiy va koordinata o'qlarining 
tanlanishiga qarab nol ham bo'lishi mumkin. Bunda, markazdan 
qochma inersiya momenti ifodasiga masofa kvadrati emas, balki 
k o o r d i n a t a l a r  k o 'p a y tm a s i  k i rg a n l ig id a n  deb  tu s h u n i la d i .  
Koordinatalar esa turli ishoralarda olinishi bizga m a ’lum. Markazdan 
qochma inersiya momenti qattiq jismning qo 'zg 'almas o ‘q atrofidagi 
ay lanm a h a ra k a t id a  p o d sh ip n ik la rg a  k o 'r s a ta d ig a n  bosimini 
an iq lashda  va boshqa hollarda m uhim  aham iyatga  egadir. Bu 
d as t lab k i  m a ’lu m o t la rd a n  s o 'n g  iners iya  m o m en ti  h aq idag i  
teoremalarni isbotlashga o'tamiz.

l4-§. Parallel o ‘qlarga nisbatan jismning 
inersiya momentlari haqida teorema

Teorema: m exanik  sistem a (yo k i jism ) ning ix tiyoriy  o'qqa  
nisbatan inersiya m om enti berilgan о 'qqa parallel ravishda shu 
sistemaning massalar markazidan o'tuvchi o'qqa nisbatan inersiya 
momenti bilan sistema massasi va о ‘qlar orasidagi masofa kvadrati 
ко 'paytmasining qo ‘shilganiga teng.

Aytalik, zc markaziy o 'q  va ixtiyoriy zA o 'q  o 'zaro  parallel holda 
bir-biridan d masofada shakl tekisligiga perpendikulyar ravishda С
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va A nuqtalardan o ‘tsin. Mexanik sistemaning M k nuqtasi uchun 
quyidagini yoza olamiz:

h[r =d2+hk2-2d hkcosa=d2+hk2-2dxk

(6 . 1) formulaga binoan zA o 'q q a  nisbatdan inersiya momenti 
quyidagiga teng:

1 Za =Zmkh'K2 =d2I,mk+I,mkhk2-2dLmkxk

ammo, l m kx = m x c=0 b o ‘lganligidan

/ Z) =  1 c + m d 2 , (6.13)

kelib chiqadi.
Bu (6.13) fo rm ula  inersiya m om entlari  haqidagi 1-teorema 

(Gyuygens-Shteyner teoremasi) ni ifodalaydi.
U shbu  form uladan quyidagi muhim natijarlarga kelamiz: har 

qanday jism o ‘zining massalar markazi orqali o'tuvchi o ‘qqa nisbatan 
eng kichik inersiya momentiga ega b o ia d i .  M assalar markaziga 
n isbatdan qattiq jism inersiya momenti ta ’rifga binoan
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А + /, J

ICx, / Cv, Ic, shu o ‘qlarga nisbatan eng kichik inersiya momentlari 
b o lg a n id a n  qattiq  jismning massalar markaziga nisbatan qutb  
inersiya momenti o ‘zining m um kin  b o ig a n  eng kichik inersiya 
momenti qiymatiga erishadi.

Oddiy shaklli jismlarning inersiya momentlari integral hisobidan 
foydalanib topiladi. Jism to ‘g ‘ri (oddiy) shaklda b o ‘lmagan hollarda 
inersiya m om entlari  ta jr iba  y o ‘li bilan yoki taqrib iy  ravishda 
aniqlanadi. Quyida misollar tariqasida b a ’zi oddiy shaklli bir jinsli 
jismlarning inersiya momentlarini hisoblashni qaraymiz.

15-§. Ba ’zi bir jinsli oddiy shakldagi jismlarning 
o'qlarga nisbatan inersiya momentlari

3-masala. Bir jinsli doiraviy halqaning markazidan o ‘tuvchi va 
halqa tekisligiga perpendikulyar b o ‘lgan O z o ‘qqa nisbatan inersiya 
momenti topilsin. Halqaning massasi M va uning radiusi R ga teng.

Yechish. Butun halqani har qaysisining massasi M k b o ig a n  bir 
qancha yoy kesmalarga ajratamiz. Ularning ham m a nuqtalari Oz 
o 'q d an  hk=R masofada joylashganligidan va halqaning massasi 
uning gardishi bo 'ylab tekis taqsimlanganligidan, inersiya momenti
(6 . 1) formulaga muvofiq aniqlanadi:

1 7 = Ъ тЛ = Ъ ткк г = MR2 ( 14-2°)
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■i-masala. Massasi M. va rudiusi R ga teng b o ig a n  bir iitisli 
disk ning disk lekisligiga perpendikulvar bo 'igan markaziy o 'uqa  
nisbatdan inersiya momenti topilsin.

Y>’chish. Diskning o 'zgarmas zichligi у quyidagiga teng:

M
y = -----  6.15)

•IT R

Biitun diskni radiuslari r va r+dr avlanalar orasidagi bir qancha 
elementar halqalarga ajratamiz. u holda bundav halqaning massasi 
•im=2yjcrdr ga teng (6 .2 ) formulaga binoan h t =r deb quyidagini yoza 
olamiz:

« . ,, ; /я R ' MR1 
/  /  =  \r~ I n  /-V d r  =  J y i t  r  d r  =  ----------  = ---------! I -S

Shunday qilib,

MR' ■6.16)

Shu form ulaga k o ‘ra bir  jinsli silindrning geometrik  o ‘qiga 
nisbatan inersiya momenti ham hisoblanadi.

5-masala. Oldingi masaladagi diskning inersiya momenti uning 
diametri bilan ustma-ust tushadigan o ‘qqa nisbatan aniqlansin.

Yechish. Disk yuzasini n-ta yuzachalarga ajratamiz, u holda uning 
disk tekisligiga perpendikulyar b o ig a n  z o ‘qqa nisbatan inersiya 
momenti (6.3) formulaga muvofiq

1( = Y , mk rl  = Y mk ^ l  + У к ) = ^ ткх 1 + Т ,ткУк = iY+ i

ga teng. Biroq disk uchun Ix= Iv bolganligidan (6 .10) ga k o ‘ra

! =21

X

xVladi.

kelib chiqadi.

1 =1 =1 /2 = M R 2/4



6-masala. Bir jinsli va ko 'ndalang  qirqimi o ‘zgarmas boMgan 
.uerjenmng uchidan unga perpendikulyar o 'tgan x o 'qqa  nisbatdan 
inersiya momenti topilsin. Sterjenning massasi M va uzunligi 1 ga

Yechish. Sterjenning zichligi у=М/1=сош1 ga teng. Massasi ydy 
ga teng sterjen bo'lagini ajratamiz, u holda butun sterjenning x o'qiga 
nisbatan inersiya momenti fonnuiaga muvofiq quyidagiga teng:

7-masala. Oldingi masala xc o 'q i  sterjenning og'irlik markazidan 
o 'tgan  hoi uchun yechilsin.

Yechish. Ikki para lle l  o 'q la rg a  n isb a tan  jism n ing  inersiya 
momentlari orasidagi munosabatni ifodalaydigan Gyuygens-Shteyner 
teoremasini qo'llaymiz: Ix= Ixc+ M d 2, bundan

Mana shu tartibda boshqa shakldagi jismlarning ham  inersiya 
momentlarini topishimiz mumkin. Mexanika masalalarini yechishda 
k o 'p roq  uchraydigan shakldagi jismlarning inersiya momenti va 
inersiya radiuslari texnikaviy jadvallarda beriladi.

sx=j y ? d m = : ly2Tdy=Tv!/3 = M l 2/30 K о

У

l.;c = / v- Md2 -  M I2/3 -M ( 1/2 ) 2=M l2/12



7 - LE KSIYA

DINAMIKANING UM UM IY TEOREMALARI

Sistema massalar m arkazi harakati haqida teorema. Massalar 
markazi harakatining saqlanish qonunlari

1. D inam ikan ing  um um iy teorem alari qanday  m asaialarga 
bag'ishlanadi?

2. Sistema massalar m arka/i  harakati haqidagi teorema qanday 
ta ’riflanadi'?

3. Massalar markazi harakati matematik qanday ifodalanadi?
4. Qattiq jismning qanday harakati massalar markazi harakati 

bilan aniqlanadi?
5. Nega ichki kuchlar massalar markazini harakatlantirmaydi?
6 . Sistemaga qo'yilgan tashqi kuchlar bosh vektori nolga teng 

bo'lsa, massalar markazi qanday harakatlanadi?
7. Tashq i  kuch la r  bosh vek to r in ing  b iro r  o 'q q a  n isba tan  

proyeksiyasi nolga teng holida massalar markazi qanday  
harakatlanadi?

Tayanch stHzlar va iboralar

Mexanik sistema massalar markazi. Massalar markazi harakat 
te n g la m a s i .  M a s s a la r  m a rk a z i  h a r a k a t in in g  d if fe ren s ia l  
t e n g la m a la r in in g  b i r in c h i  in te g ra l la r i .  M a s s a la r  m a rk a z i  
harakatining saqlanishi.

16-§. Mexanik sistema massalar markazining 
harakati haqida teorema

Mexanik sistema massalar markazining harakati uning harakatini 
harakterlovchi asosiy dinamik xarakteristikalaridan hisoblanadi. 
Ba’zi hollarda sistema harakatining xarakterini bilish uchun mazkur 
sistema massalar markazining harakat qonunini aniqlashning o'zi 
kifoya. Mexanik sistemaning harakatida uning massalar markazi 
ham fazoda ko'chadi. Endi massalar markazining harakati qanday 
sodir bo 'l ish in i qaraym iz. Buning uchun  (5.7) ni quyidagicha  
vozamiz:
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Tenglamaning chap va o ‘ng tomonlarini hadlab q o ‘shamiz:

= (7.2)
r-.  1 a t  k =I  k =  1

(5.5)tenglamaning ikkala tomonini m  ga k o ‘paytirib ham da t 
b o ‘yicha ikki marta  hosila olib topamiz:

^  d2r, d2r  _

5 ' " * ™ " ^ = " " ' '  (7 3 >
(7.2) va (7.3) tengliklarga binoan quyidagiga ega bo'lamiz:

= (7.4)
a i  k =  1 *  =  1

(7.4) tenglamaning o ‘ng tomonidagi birinchi yig‘indi had sistema 
nuqtalariga qo 'y ilgan barcha tashqi kuchlarning bosh vektorini 
ifodalaydi = R r■ Ikkinchi yig'indi had = R ‘ esa ham m a 
ichki kuchlarning bosh vektorini ifodalab, ichki kuchlarning xossasiga 
k o 'ra  nolga teng bo'Iadi. Shuning uchun natijada

mwc = R ‘‘ (7-5)

kelib chiqadi. Oxirgi vektor tenglamaning ikkala tomonini koordinata 
o'q lariga proyeksiyalab hosil qilamiz:



(7.5) tenglama sistema massalar markazining harakati haqidagi 
teo rem aning  vektorli ifodasini. (7.6) esa ana  shu teorem aning  
koordinata o ‘qlariga proyeksiyalardagi analitik ifodasini anglatadi. 
Boshqacha qilib aytganda, bu differensial tenglamalar massasi m 
b o ‘igan va tashqi kuchlar ta ’siridagi massalar markazi С moddiy 
nuqtaning harakatini ifodalavdi

Shunday  qilib. sistemaning massalar m arkazi massasi butui; 
sistema massasiga teng ha ‘igan va sistema nuqtalariga ta ’sir etuvchi 
barcha tashqi kuchlarning bosh vektori ta 'siridagi moddiy nuqta kabi 
harakatda bo iadi. Bu (eorema k o 'p  hollarda mexanik sistemaning 
h a raka tin i  tekshirishni m assa la r  m arkaz in ing  (m oddiy  nuq ta)  
harakatini tekshirish bilan aimashtirishga va sistemadagi n o m a’lum 
bo 'lgan  barcha ichki kuchlardan xalos bo 'lishga imkon beradi. 
Bundan tashqari, uning asosida sistemaning ilgarilanma harakati 
ham aniqlanadi. Mexanik sistema massalar markazining harakat; 
haqidagi teoremaning amaliy mohiyati ham ana shundan iborai. 
Sistema massalar markazining holatini va harakatining harakterini 
faqat tashqi kuchlargina o 'zgartirishi mumkin. Mexanik sistema 
massalar markazining harakati ichki kuchlarga bog'liq emas.

M a sa la n ,  gazn ing  p o rsh e n g a  k o ' r s a t a d ig a n  bosim  kuch i 
avtomobil uchun ichki kuch boiganligidan uning massalar markazini 
siljita olmaydi, u faqat yetaklovchi g ‘ildirakka aylantiruvchi moment 
(ichki kuch) berishi mumkin, natijada yetaklovchi g'ildirak aylanadi 
va g ild irak  bilan y o i  tekisligi tegishib turgan nuqtada ishqalanish 
kuchi paydo bo'ladi. Bu kuch tashqi kuch bo'lib, avtomobil massalar 
markazining siljishiga imkon beradi. Bunday rnisollarni ko 'p lab  
keltirish mumkin.

l7-§. M exanik sistema massalar markazi 
harakatining saqlanish qonunlari

1) Aytaylik, qaralayotgan sistemaga tashqi kuchlar l a ’sir etmasin 
yoki ularning bosh vektori sistemaning harakati davomida doun noiga 
teng bo'lsin. U holda (7.5) ga ko 'ra  r =w  = 0 kclib chiqadi, y a ’ni

v =const. (7.7)

2) Mexanik sistemaga ta 'sir qilavotgan tashqi kuchlarning bosh 
vektori nolga teng cmas, am m o biror o 'q q a  lining proyeksiyasi 
(masalan. x o 'qqa) nolga teng. va'ni X\ = 0.



U  holda,
х .  =  w cx =  О

yoki bundan quyidagiga kelamiz:

x c — v(> =  const. (7.7')

Shunday  qilib, mexanik sistemaga t a ’sir q ilayo tgan  tashqi 
kuchlarning (yoki ularning biror o ‘qqa proyeksiyalarining) yig'indisi 
nolga teng bo Isa ,  bunday mexanik sistemaning massalar markazi 
yo‘nalishi va qiymati o ‘zgarmas (yoki biror o ‘q b o ‘ylab o ‘zgarmas) 
tezlik bilan harakatlanadi. (7.7), (7.7’) tengliklar sistema massalar 
markazi harakatining birinchi integrallari deyiladi.

Demak, mexanik sistemaga qo'yilgan barcha tashqi kuchlarning 
bosh vektori nolga teng bo lsa ,  bunday sistemaning massalar markazi 
t o ‘g‘ri chiziqli tekis ha rak a td a  yoki, agar b o sh lang ‘ich paytda  
harakatsiz b o ‘lsa, tinch holatda bo iad i .  Bu mexanik sistema massalar 
markazi harakatining saqlanishi haqidagi qonunni ifodalaydi.

A gar  m exanik  sistema h a ra k a t id a  uning m assa la r  m arkazi 
boshlangich paytda tinch holatda b o l s a  vf=0  b o l ib ,  natijada

F, = const (7.8)

bo iad i .  Shuningdek, (7.7) tenglik quyidagi k o ‘rinishga keladi:

xc =0,

bundan

x c=const (7.9)

kelib chiqadi.
M asalalar yechishda sistema massalar markazi harakatin ing 

saqlanish qonuni deb atalgan (7.8) va (7.9) natijalardan foydalanish 
qulay. Mexanik sistema massalar markazining harakati haqidagi 
teorema [ (7.5) va (7.6) ] dan foydalanib nuqta  dinamikasining ikki 
asosiy masalasini yechish mumkin. Jumladan, (7.6) tenglamalarni 
m a ’lum  b o s h l a n g i c h  s h a r t l a r d a  in te g ra l la b ,  j ism  m a ssa la r  
markazining harakat tenglamalari
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х с = Xt.( t ) ,  у с = y , ( t ) ,  Zc =  z c( t )  aniqlanadi.
8-masala. O g‘irligi P3 ga teng qayiqning quyrug‘ida og‘irligi P, 

ga, tum shug‘ida esa og‘irligi P 2 ga teng ikkita odam o‘tiribdi. Bu 
ikkala odam orasidagi masofa, ya’ni qayiq uzunligi 21 ga teng. Qayiq 
k o ld a g i  tinch suvda harakatsiz turibdi. Suvning qayiq harakatiga 
qarshiligini hisobga olmasdan, qayiq o ‘rtasi —  og lr l ik  markaziga 
odam larn ing  k o ‘chishida qayiqning qanday  S m asofaga siljishi 
aniqlansin. P3 >P2 > P, deb hisoblansin. Qayiqning og'irlik markazi 
uning o ‘rtasida olinsin.

Yechish. Ikk i o d a m  va q a y iq d a n  ib o ra t  m exan ik  s istem a 
odamlarning og‘irliklari P p P 2, qayiqning og‘irligi P 3 va suvning 
reaksiyasi N  kabi to ‘rtta  tashqi vertikal kuchlar t a ’sirida harakatsiz 
turibdi. Suvning reaksiyasi N sistemaning og‘irlik (bizning holda, 
massalar) markazidan o ‘tib vertikal yuqoriga y o ‘nalgan, qiymati 
esa N =  P ,+  P2+ P 3 ga teng.

Q o ‘zg‘almas ixtiyoriy О m arkazdan gorizontal va vertikal xy 
koordinata o ‘qlarini o'tkazamiz. U holda barcha tashqi kuchlarining 
x o ‘qiga proyeksiyalari va demak, tashqi kuchlar bosh vektorining x 
o'qiga proyeksiyasi nolga teng bo'ladi. Shuning uchun xc = vCr = const. 
Mexanik sistema b osh lang ich  paytda tinch turganligidan uning 
og‘irlik (massalar) markazi harakatsiz qoiadi, ya’ni i c =vCY=0 b o ‘lib, 
x c —cosnt.

M exanik sistema nuqtalarin ing b o sh lan g ich  va oxirgi holat 
koordinatalarini, mos ravishda, x c, x t, x 2, x p x ’c, x',, x '2, x '3 bilan 
belgilasak, masalaning shartiga k o ‘ra x c=xr , bu yerda:

P.X. + + P.x,
x c = - L J --------;

Pt +P2+P,

P.x. +
xc = - LJ----- ^

Р,+Р2+Р;

M e x a n ik  s is te m a n in g  ox irg i  h o la t  k o o r d in a t a l a r i  b i lan  
bosh lang ich  holat koordinatalari quyidagicha bogiangan:

x, = x, +1 + S\ X-. = x 2 - 1 + S; x, = x2 + S
Bundan
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/Jx, + P2x 2 + Рух г = Pt (x, + / + 5)+  P2 (x2 - 1 + 5)+  P̂  (x3 + 5)

yoki

/,

hosil bo'Iadi. Natijaga ko 'ra , odamlaming qayta joylashishi quyidagi 
uch holda qayiqni S masofaga siljishiga olib kelmaydi.

1) 1 = 0 -  trivial hoi —  boshlang'ich paytdayoq odam lar qayiq 
o'rtasida;

2) P ,=  P 2 —  odam lam ing og'irliklari bir-biriga teng;
3) P 3» P j + P 2 —  qayiqning og'irligi haddan tashqari katta, y a ’ni 

qayiqmas paraxod bo'lsa.

У

\рз IN P.

P,

с у

p.
p,

X



8 - LE K SIYA

HARAKAT M IQDORINING O ZGARISHI HAQIDA  
TEOREMA

Harakat miqdori. Kuch impulsi. Nuqta harakat miqdorining 
o'zgarishi haqida teorema. Harakat miqdorining saqlanishi. 
Sistema harakat miqdori o'zgarishi haqida teorema. Sistema 

harakat miqdorining saqlanishi.

1 . Nuqtaning harakat miqdori qanday aniqlanadi?
2. Sistemaning harakat miqdori qanday ifodalanadi?
3. Kuch impulsi qanday kattalik?
4. Kuch impulsi va harakat miqdorining o ‘lchov birliklari bir 

xilmi?
5. Nuqta  harakat miqdorining o'zgarishi haqidagi teoremaning 

differensialli ifodasi va chekli ifodasi qanday t a ’riflanadi?
6 . N uqta harakat miqdori qachon saqlanadi'.’
7. Sistema haraka t  miqdori o 'zgarishi haqidagi teoremaning 

differensialli ifodasi qanday t a ’riflanadi?
8 . S istema h a ra k a t  m iqdorin ing  chekli o 'zgarish i haqidagi 

teorema qanday t a ’riflanadi?
9. H a ra k a t  m iqdori saqlanishining birinchi qonun i qanday  

t a ’riflanadi?
10 .Harakat miqdori saqlanishining ikkinchi qonuni qachon o'rinli 

bo'ladi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

N uqta  harakat miqdori. Sistema harakat miqdori. Kuch impulsi. 
H arakat miqdori o 'zgarishining differensialli ifodasi, chekli ifodasi. 
Sistema h a rak a t  m iqdori o 'zgarishining differensialli va chekli 
ifodasi.

18-§. Kuch impulsi

Mexanikada harakat miqdori tushunchasi bilan kuchning impulsi 
deb atalgan tushuncha chambarchas bog'langan. Dastlab nuqtaga 
yoki sistemaga ta 'sir etayotgan kuch miqdor va yo'nalish jihatidan
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o ‘zgarmas b o ig a n  holini qaraymiz. 0 ‘zgarmas kuchning biror vaqt 
ic h id ag i  im p u lsi d eb ,  F  k u c h n i  b e r i lg a n  v a q t  o r a l i g ‘i t ga 
ko ‘paytmasiga teng vektorga aytiladi. Kuchning impulsini S  orqali 
belgilasak, quyidagini yoza olamiz:

Vaqt skaiyar kattalik boiganligidan, S  vektori F  kuch vektori 
bilan bir y o ‘nalishda bo iad i .

Demak, F  kuchning moddiy nuqtaga t vaqt ichida ko'rsatadigan 
ta ’siri kuch impulsi bilan xarakterlanadi. Kuch impulsining birligi 
N*s da o ic h a n a d i .  U ning  birligi h a rak a t  m iqdori birligi bilan 
oichanishini k o ‘ramiz.

0 ‘zgaruvchan kuchning biror chekli vaqt t ichidagi impulsini 
aniqlash uchun bu vaqt o ra lig in i cheksiz k o ‘p elementar vaqtlarga 
ajratamiz. Har qaysi bunday cheksiz kichik vaqt o ra l ig ida  t a ’sir 
etuvchi kuchni miqdor va yo‘nalish jihatidan o ‘zgarmas deb hisoblash 
m um kin . K u ch n in g  cheksiz k ichik vaq t  o ra l ig ‘idagi t a ’sirini 
x a ra k te r lay d ig a n  kuch  im pu ls iga  elem entar impuis deyiladi. 
Elemental' impulqsni d S  bilan belgilasak quyidagiga ega boiamiz:

F kuchning t vaqt ichidagi t o i a  impulsi yoki kuch impulsi S 
quyidagi fonnulaga k o 'ra  aniqlanadi:

Kuch impulsining D ek an  koordinata o ‘qlardagi proyeksivalari 
ushbu formulalar bilan ifodaianadi:

S =  F - t (8.1)

dS = F -dt (8.2)

(8 .3 )

Sx = \F xdv, S j /  S j /■,/,. (g.4)

Kuch o ‘zgarmas b o ig a n  holda uning impulsining koordinata 
о ‘qlaridagi proyeksiyalari:



S = f i \  t ; S I i . S  = F  t. (8.5)

19-§. M oddiy nuqta va m exanik  
sistema harakat miqdori

Moddiy nuqta yoki mexanik sistema harakalining o'lchovlaridan 
vana bin sifatida uning harakat miqdori qaraladi. Mexanik harakat 
bir j ism dan boshqasiga mexanik haraka t  ko 'r in ish ida  uzalilsa. 
mexanik harakatning o'lchovi sifatida har gai harakat miqdori 
qo'lki niladi.

Massasi ni va tezligi V’ hti 'Igan moddiy nuqianing harakat miqdori 
deh nuqta massasini uning tezligiga ко 'paytmasiga aytiladi va и tezlik 
bo'ylab yo'nalgan q  vektor bilan ifodalanadi:

q  = m r  (8 .6 )

Moddiy nuqta harakat miqdorining Dekart koordinata o'qlaridagi 
proyeksiya!a ri:

</. nr . ,  in \ . q Y~ m v v= m  v , q: - m v : ~ m ~  (8 .7)

ga long. SI sistemasida harakat miqdori N*1; bilan o'lchanadi.
Mexanik sistemaning harakat miqdori deb uning nuqtalari harakat 

miqdorlarining geometrik y ig ‘indisiga teng b o’lgan Q vektorga  
aytiladi:

О У " ‘.- - (8 .8 )

va demak. sistema harakat miqdorining Dekart 
koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari:

ga teng bo'Iadi. Mexanik sistema harakat miqdori vektori Q. nuqta 
harakat miqdori q  dan farqlanib. qo 'yilgan nuqtasi bo 'lmaydi 
Moddiy nuqta harakat miqdori vektori harakati.tna> otgan nuqtaga

qo'y ilatli: Q vektor esa. odat-.la. crUih v .!4 nv bo iad i.



Mexanik sisiema aaiakai nuqclonni sistemaning massasi \ a  unmg 
massalar markazinmg tezligi orqali il'odalash mumkin. Mexanik 
s is tem an in g  h a ra k a i id a  un ing  n u q ta la r in in g  k o o rd in a ta la r i  
M k(xk,yk,zk) va sistema m assa la r  m arkaz in ing  k o o rd ina ta la r i  
C(xc,yc.zc) (5.6) kabi o ‘zgarib boradi. (5.5) formuladan quyidagini 
yoza olamiz:

= mr,

Tenglikn ing  ha r  ikki tom o n id an  vaqt b o ‘yicha hosila olib 
quyidagiga era bo'lamiz

У' mk T\ = mr,
yoki

V / / 7(v, = mv(.

T a ’rifga ko 'ra  va yuqondagini e ’tiborga olsak:

kelib chiqadi.
Shunday qilib, sistemaning harakat miqdori uning massasini 

massalar markazining tezligiga ko 'paytmasiga teng va shu tezlik 
b o ‘ylab yo‘naladi. Harakat miqdori sistemaning (massalar markazi 
bilan birgalikdagi) haraka tin ing  faqat ilgarilanma qisminigina 
Karakterlay olishi
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(8.10) dan ravshan. Masalan, o ‘z o 'q i  atrofida to burchak tezlik bilan 
ay lanayotgan bir jinsli silindrning h a rak a t  m iqdori nolga teng. 
Chunki silindrning massalar markazi uning aylanish o ‘qida yotadi

va q o ‘zg‘almas b o ia d i ,  ya’ni v c = 0 , demak, harakat miqdori jism 

harakatining ilgarilanma harakat qismini ifodalaydi.

20-§. M oddiy nuqta harakat miqdorining 
o ‘zgarishi haqida teorema

N uqtaning harakat miqdori bilan unga t a ’sir etuvchi kuch va 
uning impulsi orasidagi munosabatlarni aniqlaymiz. Buning uchun

M n u q tan in g  b iro r  Oxyz sanoq  sistemasiga n isb a tan  F  kuch 
ta ’siridagi harakatini tekshiramiz. Dinamikaning asosiy qonuni (1.1) 
ga k o ‘ra bu moddiy nuqta  harakatininig differensial tenglamasini 
ushbu k o ‘rinishda olamiz:

dv — 
m —  = b 

dt

Massa o ‘zgarmas deb hisoblanishi sababli uni differensial amali 
ostiga kiritish mumkin. U  holda

—  (mv) = F  (8.11)
dt

M oddiy nuqta harakat miqdori vektoridan vaqt bo ‘yicha olingan 
birinchi tartibli hosila nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchga teng. (8 .IF) 
munosabat moddiy nuqta harakat miqdorining o'zgarishi haqidagi 
teo rem a n in g  d iffe re n s ia l ifodasid ir . ( 8 . 11 ) t e n g la m a d a  
o ‘zg a ru v c h i la rn i  a j ra ts a k  va un in g  ik ka la  to m o n in i  tegishli 
chegaralarda integrallasak, quyidagiga ega boMamiz:

\d(mv) = j Fdt
0

Bundan

m v — ni v( S  ( 8 . 1 . 2 )



M oddiy nuqta harakat miqdorining biror chekli vaqt oralig 'idagi 
о ‘zgarishi unga ta ’sir etuvchi kuchning shu vaqt ichidagi impulsiga 
teng. (8 .12) munosabat moddiy nuqta  harakat miqdorining chekli 
vaqt oralig‘idagi o ‘zgarishi haqidagi teoremaning vektorli ifodasidir. 
U n i k o ‘p incha  im pulslar teorem asi deb ham  a tash ad i .  (8.12) 
tenglamani proyeksiyalar ko'rinishida ifodalaymiz:

mv -mv —S  ; mv -mv =S ; mv -mv = 5 .  (8.13)
,v ox x  у  o r  r  z or z J

(8.13) m u n o sa b a t  n u q ta  h a ra k a t  m iqdori proyeksiyasining 
o ‘zgarishi haqidagi teoremani ifodalaydi. M oddiy nuqta harakat 
m iqdorining biror koordinata  о ‘qi bo ‘yicha  chekli vaqt ichida  
о ‘zgarishi shu nuqtaga ta ’sir etuvchi kuchning shu vaqt oralig ‘idagi 
impulsining m azkur o'qdagi proyeksiyasiga teng. M oddiy  nuqta  
harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teoremalarning istalgan 
ifodasi aslida nuqta  harakatining differensial tenglamasidan farq 
qilmaydi.

B ogianishdagi moddiy nuqta  uchun teoremalarni ifodalovchi
( 8 . 11) va (8 . 12) t e n g la m a la rn in g  o ‘ng to m o n ig a  b o g ‘lanish  
reaksiyalari va ularning impulslarini ham  kiritish zarur.

21-§. M exanik sistema harakat miqdorining 
о ‘zgarishi haqida teorema

Sistema harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teoremaning 
turli ifodasini keltiramiz. Mexanik sistemaga ta ’sir etuvchi barcha 
kuchlarni tashqi va ichki guruhlarga ajratamiz. U holda, sistemaning 
har qaysi nuqtasiga nuqta harakat miqdorining 0 ‘zgarishi haqidagi 
teoremani q o ‘llash mumkin, masalan, (8 . 11) ifodani q o i lab ,  yoza 
olamiz:

-7 (»4v,) = Ftr + F;,(A- = 1,/i) (8.14)
dt

Bu m unosabatlarn ing  chap va o ‘ng tomonlarini sistemaning 
h a m m a  n u q ta la r i  b o 'y ic h a  q o ‘shib  va h o s i lan in g  y ig 'ind is i  
yig‘indining hosilasiga tengligini e’tiborga olib hosil qilamiz:

= E F*"+ Z / '*

73



Ichki kuchlarning xossasi va sistema harakat miqdorining ta ’rifiga 
binoan:

2 > V = 0, 2 > # vt =Q, = *"

U holda keltirilgan m unosabatni quyidagi ko 'rinishda yozish 
mumkin:

‘- ^ -  = R (8.15)
dt

Shunday qilib, sistema harakat miqdori vektorining vaqt ho 'yicha 
birinchi tartibli hosilasi har onda sistem aga ta ’sir etuvchi tashqi 
kuchlar bosh vektorigu teng. Bu sistema harakat miqdori haqidagi 
teoremaning differensial ifodasidir.

(8.15) ifodaning koordinata o'qlaridagi proyeksiyalari:

dt dt dt

b o ia d i ,  ya’ni sistema harakat miqdoriproyeksiyasidan vaqt bo ‘yicha 
olingan birinchi tartibli hosila har onda sistemaga qo'yilgan tashqi 
kuchlar bosh vektorining shu o'qdagi proyeksiyasiga teng.

(8.15) tenglamaning har ikkala tomonini tegishli chegaralarda 
integrallab, bu teoremaning chekli ifodasi topiladi:

Q ~ Q „ = S  (8.17)

Bu verda ^ b o s h la n g ' ic h  1=0 pavtdagi. ^J-ixtiyoriy t vaqtdagi 
sistemaning harakat miqdori.

.V =  J T{ ■ dt

esa t vaqt ichida sistemaga t a ’sir etuvchi tashqi kuchlar  bosh 
vektorining impulsi. Demak. sistema harakat miqdori vektorining 
chekli vaqt ichida o'zgarishi shu vaqt ichida ta 'sir etuvchi tashqi 
kuchlar impulsining geometrik r ig ‘indisiga teng. (8.10) ni (8.15) ga
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q o l l a b  hosil qilingan tenglama sistema m assalar m arkazining 
harakali haqidagi teorema (7.5) ni ifodalashini aniqlaymiz, ya’ni 
bundan harakat miqdori teoremasi va massalar markazining harakati 
haqidagi teorem alar bir Leoremaning ikki k o ‘rinishi ekanligini 
koi 'am iz. Shuning uchun qattiq jismlar harakatini tekshirishda 
u larning istalgan bir idan foydalan ilsa  b o ia d i .  B unday holda 
k o ‘pincha sistema massalar markazining harakati teoremasidan 
foydalaniladi. Ammo tutash muhit (suyuqlik va gaz) lar harakatini 
tekshirishda oxirgi teorema o ‘z m a ’nosini yo‘qotadi va bu holda 
harakat miqdori teoremasi qoilaniladi.  Shuning uchun ham hozirgi 
zamon texnikasida tutash sistemalarning, raketalarning harakatini 
o'rganishda hamda zarba nazarivasida harakat miqdori teoremasidan 
tzchillik bilan foydalanilmoqda.

22-§. Nuqta va sistema harakat miqdorining saqlanish qonunlari

Harakat miqdorining o'zgarishi haqidagi teorema yordamida 
nuq ta  va sistema ha raka t  differensial tenglam alarning birinchi 
integrallarini topish m um kin. Bu birinchi in tegra llar  h a ra k a t  
miqdorining yoki uning o ‘qlardagi proyeksiyalarining saqlanish 
qonunt deb ataladi. Bunda ikkita xususiy hollar bo lish i mumkin:

1. M exanik  sistemaga q o ‘yilgan barcha  tashqi kuchlarning 
geometrik yig'indisi, ya'ni bosh vektori nolga teng: = R ‘ = 0 
bo ls in ,  u holda (8.15) teoremadan

q  =const (8.18)

kelib chiqadi. Bu qonun (anig‘i, teoremaning xususiy holi) shunday 
t a ’riflanadi: agar sistemaga qo ‘vilgan barcha tashqi kuchlarning bosh 
vektori nolga teng bo ‘Isa, и holda sistema harakat miqdori miqdor va 
y o 'n a lish  jih a tid a n  o 'zg a rm a yd i. (8 .18) m u n o s a b a td a  
koord ina ta la rn ing  vaqt b o ‘yicha birinchi hosilasi qa tnashgan . 
Binobarin, bu munosabatlar sistema harakat miqdorining saqlanish 
qonunining vektorli ifodasi deyiladi.

2. Mexanik sistemaga qo 'y ilgan barcha tashqi kuchlar bosh 
vektorining biror, masalan. Ox o ‘qdagi proyeksiyasi nolga teng, ya’ni 
R‘x = ^  F ^  = 0 bo ls in ,  u holda (8.16) ning birinchisidan quyidagini 
vozamiz:
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Q = const. (8.19)

(8 .19) teng lik  s is tem a  h a r a k a t  m iq d o r in in g  o 'q d a g i  
proyeksiyasining saqlanish qonunini ifodalaydi: mexanik sistemaga 
qo 'yilgan barcha tashqi kuchlar bosh vektorining biror o'qclagi 
proyeksiyasi nolga teng bo'Isa, и holda sistema harakat miqdorining 
shu o 'qdag i p ro yeksiya si о ‘zgarm aydi. Shuni t a ’k id lab  o ‘tish 
muhimki, tashqi kuchlar b o lm ag an d a  mexanik sistemaning ichki 
kuch la r i  s is tem a m assa la r  m arkaz in ing  h a rak a t in i  o ‘zga r t ira  
olmaganidek, ular sistemaning harakat miqdorini ham o 'zgartira 
olmaydi. Masalan. absolyut silliq tekislikda erkin siljiy oladigan 
platforma ustida odam oldinga vursa, u holda platforma orqaga 
ketadi; bunda odam va platforma harakatining tezliklari qarama- 
qarshi tomonga yo'naladi va sistemaning harakat miqdori doimo 
o ‘zgarmasdan qolganligi sababli bu tezliklarning nisbatlari odam 
va platforma massalariga teskari proporsional b o iad i .  Bu holda 
platforma tekisligida sistemaning massalar markazining holati ham 
o ‘zgarm asdan qolishi bizga m a ’lum. Q urollardan  otishda sodir 
b o ‘lad ig an  tepk i  yoki o rq a g a  q ay tish  h o d isa la r i  va reak tiv  
harakatning prinsiplari ham harakat miqdorining saqlanish qonuniga 
asoslangan. H araka t  miqdori teoremasi, ayniqsa. tutash muhitlar 
mexanikasida keng qoilaniladi.



У -  L E K S / Y A

H A R A K A T  M I Q D O R I  M O M E N T I N I N G  
O ' Z G A R I S H I  H A Q I D A  T E O R E M A

miqdori momenti. ISuqta harakat miqttor 
moment 'tain.; о rvarishi haqida teorema, Nuqta harakat miqdm 
momentinmv saitianish qonuni. Sektorial tezlik. Sistema haraka;

miqdon moment’. Kinetik moment Sistema harakat miqao 
moment inint; suqlani.Jr oonuni.

I . Nuqia bar;tk;n m iudonnm g markazga \'a о qqa nis-чи.!" 
moment! uandav n-> пПапа .s.

Z. Harakai lmquonmnL-  m ar k  tzga va о qqa nisbatan momentiar. 
ov.aioqanua> bog l a r t r ; •’

3. Nuqtaning haraka- miquori qanday о ’qqa nisbatan momcn: 
hosil qumaydi"

4. Nuqta  harakat miudori momentining o'zgarishi hauidag' 
teorema qanday la ’riflanadi?

5. Nuqta harakai micdori momentining o'zgarishi mate.r.atik 
qanday iiodaianadi?

o. Nuqta harakat miqdori momenti qachon saqlanadi?
7. Sistema kinetik momentining o'zgarishi haqidagi te<-rema 

qanday ta'rillanadi?
8 . Sistemaning markazga nisbatan kinetik momenti qanda; 

tashqi t a ’sirda saqlanadi':
4. O 'qqa nisbatan kinetik moment qachon saqlanadi?

T a y a n c h  s o ‘z iar  va iboralar

N u q ta  h a ra k a t  m iq d o r in in g  m ark azg a  va o 'q q a  nisr?atar. 
momenti. Sistema haraka t  miqdori momenti. Kinetik moment 
Markaziy kuch. Sektorial tezlik. Harakat miqdori momenti va kinetii, 
momentiarning saqlanishi.



23-§. Moddiy nuqta va mexanik sistema harakat miqdorining
momenti

Moddiy nuqta yoki mexanik sistema harakatining vektor olchovi 
sifatida haraka t  miqdori bilan bir qa torda  haraka t  m iqdorning 
momenti yoki kinetik moment deb ataladigan mexanik kattalikdan 
ham foydalanish mumkin. m massali M moddiy nuqta taniangan

Oxvz sanoq sistemasiga n isbatan F  kuch ta ’sirida egri chiziqli 

trayektoriya bo'ylab harakatlansin, bunda m v  nuqta harakat miqdori 
vektori.

K ursim izning s ta tika  b o 'l im id an  F  kuchning  О m arkazga  
nisbatan moment vektori

m J F ) = r x F -  (9.1)

k o ' r i n i s h id a  i fo d a la n is h i  b izga  m a ’lum . Bu y e rd a  r 
harakatlanayotgan nuqtaning О markazga nisbatan radius vektori.
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Kuchning moment vektori kabi moddiy nuqtaning О markazga 
nisbatan harakat miqdori momentini quyidagicha yozish mumkin:

ku = m0( m v )  = / ' X  mv-  (9 .2)

Moddiy nuqta harakat miqdorning О markazga nisbatan momenti 
deb nuqtaning o 'rnini aniqlovchi radius veklorni nuqta harakat 
miqdori vektoriga vektorli ko 'paytm asiga teng bo 'lgan mexanik 
kattalikka aytiladi. Bu vektor moment markazi О va m v  vektor orqali 
o'tuvchi tekislikka perpendikulyar yo'naladi hamda О markazga 
qo'yilgan deb qaraladi. Musbat yo'nalish esa kuch momenti vektori 
kabi olinadi. Bu vektorning moduli

A,=/; /-v7/  (9 .3)

formuladan aniqlanadi. bu yerda h -  moment markazidan m v  vektori 
volganchiziqqacha bo'lgan engyaqin masola. Moddiv nuqta harakat
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i'.'.icuor momcnti uchun statikan'ng legishii tushuuciuibn, . a ’n; ush'-u 
lergiiklar o 'rinli boiadi:

j A',. | ~  к  ' 4  . { i h  

к  -- : Ч  { n r '  ; =  i l l  \ m i  ( Z I I I \ \  i l '  ; v . 4 i

5H birliklar sistcmasida harakat miqdori momenti kg-m7s bilan 
n lchanad i.  Harakatlana>otgan nuqtaning koordinataiarini x. y. z

va koordinata o ’qiariningbirlik vcktoiiarini / , / , к  o r q a l i  b e l g i l a s a k ,  
i9.1) ni quyidagicha yozish mumkin:

\ i

k.. =  in л

i , \

k„ vektorning koordinata o 'q iardagi tashkil etuvchilari orqali 
ifodasiic, = к J  + к J  + к к ni na^arda lutib, (9.5) determinant™ birinchi
qatoriga nisbatan yoyib yozamiz:

k x i + k v j + k zk =  m ( yz -  zy )i + m (zx  -  xz) j + m (xy  -  y x )k

Bu i fo d a d a g i  i , f , k  la r  o ld id a g i  m os k o e f f i t s iy e n t la rn i  
tenglashtirib, tegishli o ‘qlarga nisbatan  nuqta  ha raka t  miqdori 
momenti aniqlanadi:

kx=m (yz -  zy) ; ky=m(zx -  xz); kz=m(xy  -  vx).

Mexanik sistemaning biror q o ‘zg‘almas 0 markazga nisbatan 
(harakat miqdori momenti) kinetik momenti deb shu markazga 
nisbatan sistema harakat miqdorining bosh momentiga, ya’ni mazkur 
markazga nisbatan sistemaning barcha nuqtalari harakat miqdori 

(mkv K) moment (K llk) vektorlarining geometrik yig'indisiga teng A"о 
vektorga aytiladi
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Ко = Ё*о*  = Y .m 0(tnkvk) = ^ r k ymkv^  (9 .5)
к =\  к - ]  *  = 1

Mexanik sistemaning biror o ‘qqa nisbatan kinetik momenti deb 
sistema barcha nuqtalari harakat miqdorlari m kv k ning shu o ‘qqa 
nisbatan momentlari k K7 ning algebrik yig‘indisiga teng, ya’ni mazkur 
o ‘qqa nisbatan sistema harakat miqdorlarining bosh momenti K 7 ga 
aytiladi.

К ; = 'Е кь = 'Е тЛтЛ ) -  <9-7)

Kuchlarning markazga va shu markazdan 0 ‘tuvchi o ‘qqa nisbatan 
bosh momentlari kabi sistemaning biror О markazga nisbatan kinetik 
momenti Ко va sh u m arkazdan o 'tuvchi o ‘qqa nisbatan kinetik 
momenti K z  o ‘zaro quyidagi munosabat bilan bog‘langan:

K z = K 0 cos(^o,Af)

Ч . У
CO
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24-§. M oddiy nuqta harakat miqdori momentining 
o ‘zgarishi haqida teorema

N u q tan ing  h a rak a t  m iqdori m omenti (9.2) ni vaqt bo 'y icha  
differensiallab quyidagini yoza olamiz

chunki (v л , m v )=0 bolganligidan vektorlar ko ‘paytmasining moduli

Moddiy nuqta harakat miqdori haqidagi teoremaga ko 'ra  harakat 
miqdoridan h o s i\-d d (m v )/d t= F ga teng. Topilgan qiymatlarni (9.8) 
tenglikka q o ‘yib, quyidagini hosil qilamiz:

yoki (9.1) ga binoan oxirgi tenglikni quyidagicha yozamiz:

Bu form ula  nuq ta  h a rak a t  miqdori m om entin ing o 'zgarishi 
haqidagi teoremani ifodalaydi.

Teorema: nuqta harakat miqdorining biror qo ‘zg ‘almas markazga 
nisbatan moment vektoridan vaqt bo'yicha olingan birinchi tartibli

hosilasi nuqtaga ta ’sir etuvchi F  kuchning shu markazga nisbatan 
momentiga teng.

Endi moddiy nuqta  harakat miqdori momenti teoremasining 
analitik ifodasini keltiramiz, buning uchun (9.9) vektor tenglamani 
Ox, Oy. Oz koordinata o'qlariga proyeksiyalaymiz:

dk a dr _ _
------- - = ------ X f f l V  + / - X

dt dt
dmv
dt

(9.8)

Biroq —  = v va demak, 
dt

dr
x mv = V X n W — 0 ,—  x

dt

dt

dk (l d г _ i _ —
—Г  = Т е " о ( /ИУ)]= m<-(b )• dt dt

(9.9)



_ !  = mv(F); =-1- = m?(F ). (9.10) 
dt dt

Bu munosabatlar nuqta harakat miqdorining koordinata o'qlariga 
nisbatan momentlari o'zgarishi haqidagi teoremani ifodalaydi:

Ya ’ni nuqta harakat miqdorining biror qo ‘zg 'almas о ‘qqa nisbatan 
momentidan vaqt bo'yicha olingan birinchi tartibli hosila nuqtaga 
ta 'sir etuvchi kuchning shu о ‘qqa nisbatan momentiga teng.

25-§. M arkaziy kuch ta ’siridagi nuqtaning harakat miqdori 
momentini saqlanishi

Yuqoridagi teoremadan shunday natijalarga kelamiz:

1) Agar nuqtaga ta ’sir etuvchi F  kuch doimo qo'zg'almas markaz 
orqali o 'tsa ,  u m arkaziy kuch  deyiladi va uning shu m arkazga 
nisbatan momenti nolga teng bo'Iadi, ya’ni m0(F ) = 0, u holda (9.9) 
ga ko'ra:

y a ’ni t a ’sir chizig'i doimo 0 m arkazdan  o 'tuvchi markaziy kuch 
t a ’siridagi nuqta  harakat miqdorining shu 0 m arkazga nisbatan 
moment vektori moduli va yo'nalishi jihatidan o'zgarmasdan qoladi; 
massa m=const bo'lganidan:

2) Agar nuqtaga t a ’sir etuvchi F  kuchning biror qo 'zg 'a lm as 
o 'qqa , masalan, z o 'qqa  nisbatan momenti nolga teng bo'lsa, nuqta 
harakat miqdorining shu o 'qqa  nisbatan momenti o 'zgarmas qoladi, 

y a ’ni mz(F)  = 0 bo'lsa, (9.10) dan quyidagini hosil qilamiz:

— - = o yoki k 0 =const yoki k 0 (t)=  k 0 ( 0) (9.11)
dt

(9.12)

^ -  = 0 yoki к -const, k _ ( t)—k_(0). (9.13)

(9.12) ning koordinata o 'qlardagi proyeksiyalari
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y z - z y  = C j ;  z x - \ z  = C 2 ', xy -  ух = C 3 , (9.14)

dan iborat b o ‘ladi. Bu tenglamalarning har  qaysisini x, y, z ga 
k o ‘paytirib, chiqqan natijani q o ‘shsak:

C rK + C y+ C ,z= 0  (9.15)

kelib chiqadi. Bu tenglama koordinatalar boshidan 0 ‘tuvchi tekislik 
tenglamasidir.

1) va 2 ) natijalar moddiy nuqta harakat differensial tenglamalari
(2 . 11) ning birinchi integralini beradi va nuqta  haraka t  miqdori 
momenti saqlanish qonunining vektorli ham da koordinatalardagi 
ifodalari deyiladi. Shunday qilib, markaziy kuch t a ’siridagi moddiy 
nuqtaning biror markazga nisbatan harakat miqdori momenti doimo 
o ‘z g a rm a sd a n  qo lad i .  K u c h la rn in g  b u n d a y  tu r la r ig a  o sm on  
mexanikasining (Quyosh t a ’siridagi planetalar yoki Yerning tortish 
maydonidagi sun’iy vo'ldoshning harakatlari) masalalarini yechishda 
va atom elektronlari harakatini o ‘rganishda duch kelamiz.
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26-§. M exanik  sistema kinetik  momentining 
o'zgarishi haqida teorema

Endi yuqorida  keltirilgan n u q ta  h a ra k a t  m iqdori  m om enti  
teorem asin i n - ta  n u q ta la rd a n  ib o ra t  m exan ik  s is tem a uch u n  
umumlashtiramiz. (9.9) ga k o ‘ra sistemaning k-nchi nuqtasi uchun 
kinetik moment teoremasini ushbu k o ‘rinishda olish mumkin:

^ -  = m 0 (Fke ) + m 0 (F1[ ) ,  ( k = T , n ) .  (9.16)

Bu yerda m  q ( F ^ ) —  sistemaning qaralayotgan k-nchi nuqtasiga 

t a ’sir etuvchi tashqi kuchlarning tanlangan 0 markazga nisbatan 

momenti, m p  (F j | ) —  sistemaning qolgan nuqtalarining shu k-nchi 

nuqtaga ko‘rsatadigan ta ’sir kuchlarining mazkur markazga nisbatan 
momenti, k uk —  esa sistemaning k-nchi nuqtasining kinetik momenti.
(9.16) tenglikni sistemaning har qaysi nuqtasi uchun yozish mumkin. 
H am m a nuqtalar uchun bunday tengliklarni yozib va hadma-had 
qo ‘shib, quyidagini hosil qilamiz:

= 1 ^ ( ^ )  + Е Ч ( ^ ) -  (9.17)

Sistema ichki kuchlarining xossalariga k o ‘ra sistemaning barcha 
ichki kuchlarining ixtiyoriy markazga nisbatan bosh momenti doimo 
nolga teng:
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Bu yerda X m o(Fk ) — My sistemaga qo 'yilgan barcha tashqi 

kuchlarning bosh momenti, ^ k (U =Ko sistemaning О markazga 
nisbatan kinetik momenti ekanligini e ’tiborga olsak, (9.17) dan

—  = m ;; (9.18)
dt

kelib chiqadi. Bu tenglik sistema kinetik momentining o'zgarishi 
haqidagi teoremani ifodalaydi va quyidagicha t a ’riflanadi: ixtiyoriy  
О markazga nisbatan sistemaning kinetik moment vektoridan vaqt 
bo ‘yicha olingan birinchi tartibli hosilasi barcha tashqi kuchlarning 
nutzkur markazga nisbatan bosh momentiga teng. (9.18) dan tashqi 
kuchlarning biror markazga nisbatan bosh momentini sistema kinetik 
moment vektori uchining tezligi deb qarash mumkin degan xulosa 
bevosita kelib chiqadi, y a ’ni

V, = м ; .  (9.19)

Bu xulosaga Rezal teoremasi deyiladi.
(9.18) vektor tenglikni Dekart o ‘qlariga proyeksiyalab, momentlar 

teoremasining koordinata ifodasi aniqlanadi:

k x = m ;  , k Y = m \ , k y = M ‘y (9.20)

Biror q o ‘zg‘almas o ‘qqa nisbatan sistema kinetik momentidan 
vaqt bo ’yicha olingan birinchi tartibli hosila sistemaga t a ’sir etuvchi 
tashqi kuchlarning shu o ‘qqa nisbatan momentlarining yig‘indisiga 
teng.

27-§. Sistema kinetik momentining saqlanish qonuni

M exanik  sistema kinetik  m om entin ing  o 'zgarish i haq idagi 
teoremadan masalalar yechishda muhim shunday natijalarga kelish 
mumkin:

1) aga r  s is tem aga t a ’sir etuvchi tashq i k u ch la rn in g  b iro r  
q o ‘zg‘almas О markazga nisbatan bosh momenti ,W‘ = 0  bo'lsa, u
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holda sistemaning kinetik momenti miqdor va yo‘nalish jihatidan 
o ‘zgarmasdan qoladi, ya’ni (9.18) dan

,/ I/ _
—  = 0, yoki Ко = const, K 0( t ) = K fl(0)

dt
(9.21)

(9.21) fo rm u la  s is tem an ing  О m ark azg a  n isb a ta n  k ine tik  
momentining saqlanish qonunini ifodalaydi. M e-—0 shart О markazga 
nisbatan sistema kinetik momentining saqlanish sharti b o iad i;

2 ) agar sistema nuqtalariga t a ’sir etuvchi tashqi kuchlarning biror 
q o ‘zg‘almas (masalan, Oz) o 'qqa  nisbatan bosh momenti nolga teng 
(M;=0) bolsa, u holda sistemaning mazkur o 'qqa  nisbatan kinetik 
momenti o 'zgarmaydi, ya’ni (9.20) dan

(9.22) formula sistemaning Oz o 'qqa  nisbatan kinetik momentining 
saqlanish qonunini ifodalaydi va yuzalar integrali deyiladi. (9.22) 
shart sistemaning qo 'zg 'almas o 'q q a  nisbatan kinetik momentining 
saqlanish sharti bo'Iadi. Shunday qilib, bu teorema ham oldingi 
teoremalar kabi sistemaning ichki kuchlaridan xalos bo'lishga va 
uning harakatining birinchi integraliga erishishga imkon beradi.

IK
= 0 yoki K_-const, K_(t) -K_ (0).

dt
(9.22)



10-L E K SIY А

M ODDIY NUQTA KINETIK ENERGIYASINING  
O ZGARISHI HAQIDA TEOREMA

Ish. Elementar ish. Quvvat. Nuqta kinetik energiyasining o ‘zgarishi 
haqida teorema. Qattiq jism ga qo'yilgan kuchlarning ishi. 

Potensialli kuch maydoni. Potensial kuch ishi. Potensial energiya

1. Kuchning ishi va quvvati qanday aniqlanadi?
2. Qachon elementar ish tushunchasi qoilaniladi?
3. Teng t a ’sir etuvchining ishi qanday aniqlanadi?
4. Og'irlik kuchining ishi nimaga bogiiq?
5. Elastiklik kuchining ishi qanday aniqlanadi?
6 . N u q ta n in g  k ine tik  en e rg iy as in in g  o 'z g a r ish i  h aq id ag i  

teoremaning differensialli ifodasi qanday ta ’riflanadi?
7. Chekli k o ‘chishda nuqta  kinetik energiyasining o ‘zgarishi 

haqidagi teorema qanday t a ’riflanadi?
8 . Q a t t iq  j ism ning  i lgarilanm a h a ra k a t id a  unga q o 'y i lgan  

kuchlarning ishi qanday aniqlanadi?
9. Qattiq jismning qo 'zg 'almas o ‘q atrofida aylanma harakatida 

unga qo'yilgan kuchlarning ishi qanday aniqlanadi?
10 .Qattiq jismning tekis parallel harakatida unga t a ’sir etuvchi 

kuchlarning ishi qanday aniqlanadi?
11 .Potensialli kuch maydoni nima?
12 .Potensialli kuchning ishi qanday aniqlanadi?
13.Potensial energiya qanday aniqlanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Ish. Elementar ish. Quvvat. Teng ta ’sir etuvchining ishi. Og'irlik 
kuchining ishi. Elastik kuchning ishi. N uqtaning kinetik energiyasi. 
Potensialli kuch. Kuch maydoni. Potensialli kuch maydoni. Potensial 
energiya.

M oddiy va mexanik sistema kinetik energiyasining o'zgarishi 
haqida teorema.
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28-§. Kuchning elemental• ishi vv. uning analitik ifodmi. 
Kuchning chekli ishi, Quvvat.

K uchning  moddiy  nuq taga  k o 'r sa ta d ig a n  l a ’sir efickti ish 
tushunchasi bilan ham aniqlanadi. Ish kuch qo'yilgan nuqtaning 
o 'tgan masofasiga nisbatan kuchning ta ’sir o lehovini xarakterlaydi. 
Nuqta (yokijism) ga qo'yilgan kuchning berilishigaqarab, kuchning 
m a ’lum masofadagi ishi turli ko 'rinishda bo'lishi mumkin. Kuch 
ishi tushunchasining birmuncha umumiy holi ustida to 'xtalamiz.

Aytaylik, m iqdor  va yo 'na lish  j iha tdan  o 'zg a tu v ch an  F  kuch 
ta ’sirida M nuqta egri chiziqli trayektoriya bo'yicha M, vaziyatdan 
M-, vaz iya tga  k o 'ch s in .  Bu ycrda  Mj M 2 = S kuch  q o ‘yilgan 
nuqtaning o 'tgan  y o l i  b o iad i .  O ’zgaruvchan chekli S y o ln i  n ta 
cheksiz kichik dsk, к ~ l , . .n  b o lak la rg a  ajratamiz va har bir cheksiz 
kichik b o la k la rd a  qo'yilgan kuchni o ‘zgarrnas deb hisoblab, har 
bir cheksiz  kichik dS/( e lem en ta r  k o ‘ch ish !a rda  un ing  ishini 
hisoblashga to 'g 'r i  keladi. Shu m a ’noda mexanikaga kuchning 
elementar ishi tushunchasi kiritiladi. M nuqtaning tezlik vektori 
v = dr / dt edi, u holda

y a ’ni elementar ko 'chish tezlik yo ‘nalishi b o ’ylab sodir b o ia d i .  
E lementar ko 'chish  vektorining D ekart  koo rd ina ta  o 'q laridag i 
proyeksiyalari dx, dy, dz M nuqta  koordinatalarining cheksiz kichik 
vaqt oralig'i dt dagi orttirmalari desa ham bo iad i .  Bunda elementar 
ko'chishning moduli

Bu yerda ds —  trayektoriyaning M nuqtadagi yoy differensiali. 

F  kuchning elementar ishi 5A deb F  kuch vektori bilan elementar 

ko'chish vektori dr ning skalyar ko 'paytmasiga aytiladi:

dr = v-dt — id.v+ jdy + kclz

8/1 = F -dr ( 10.1)
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оц yerda ЬЛ simvoli cheksiz kichik kattaiikni belgilaydi. ammo
ii, umuman aytganda. ishningdillerensiali emas. К uchningelemental'
ishi faqat xususiv holhnuagina biror koordinala funksiyasinmg to la  
dillerensiali ■ - '  ••ladi. Ikki vektorlar skalyar ko'paytmasining 
ta ’rifiga binoan kuchning elemeniar ish: ifodasmi ushbu ko'rinishda 
yo/ish mumkin:

6A -- I ' ■ its -cos( r''" . v) - /•’. • d\

{(Is = k l r |); /'. = I c.)s( /• 4. г )

О A  — i  i (!.X  +  / c iv  ■+■ / ' . i t

(10.2) formula elemeniar ishning geometrik ifodasi. (10.3) formula 
esa elementar ishning analiiik ifodasi bo'ladi. Oxirgi formulada F.
Fx, \:y lar

110.2 ) 

( Id  3)

&

F  kuchning Dekart o 'qlaridagi proyeksiyalari. ds^O bo 'lganda

0 < ( F '\  v) < 90" bo'lsa, 8A>0, 90° < i /• ,v .  < 180° bo'lsa. 5A<0 v:; 
F  L v esa SA =0  b o ’iishi ( 10.2 ) fo rm uladan  kelib chiqadi. 
K uchn ing  M , M ,  chekli vo 'l idag i ishi deb e lem entar  ishidan 
trayektoriyaiiing M, M, yoyi bo'yicha olingan egri chi/iqii imegraiga 
aytiladi:
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Л= j F-c //■ = j f -c o s ( / . - ,v )  ds= j /•;•</* (104)
;U , V / ,  MtM, M{M,

yoki

A= ^(f\d.x + P xdy + I\-dz) (10.5)
1/|Д/,

(10.4) formula kuchning to ‘la ishining geometrik ifodasi, (10.5) 
formula esa analitik ifodasidir. Xalqaro SI birliklar sistemasida ish 
birligi Joulda o ichanadi.

1J=1 N m

Kuchning quvvati deb, kuchning elementar ishi SA ni, bu ish 
bajarilishdagi ketgan vaqt ora l ig i  dt ga nisbatiga aytiladi:

V ■ dv — _
N = ^ ~ ^ -  = F -v  ( 10.6)

dt

Formulaga ko 'ra  berilgan paytdagi quvvat N F  kuchning bu 

kuch ta'sirida M nuqtaning olgan tezligi v  ga skaiyar k o ‘paytmasiga 
teng.

Quvvat xalqaro SI birliklar sistemasida Vatt bilan o ‘lchanadi, bu 
bir sekundda bir Joul ish bajaradigan kuchning quvvatidir, ya’ni
1 Vt=  1 J/s, b u n d an  tashqari  quvva t texn ikada  ot kuchida  ham  
o ichanadi:  1 (o.k.)=75 kgk m/s=736 Vt.

Moddiy nuqtaga F \,F 2,...Fn kuchlar sistemasi ta ’sir etgan holda 
teng ta ’sir etuvchi bilan kuchlar sistemasi ishi uchun ushbu lemma 
o ‘rinli bo iad i .

Lemma. Harakatlanayotgan nuqtaga q o ‘yilgan teng ta ’sir etuvchi 
kuchning biror M , M 2 yo id ag i  ishi, tashkil etuvchi kuchlarning shu 
y o id ag i  ishlarining algebraik yigindisiga teng.

Isboti. (10.4) formulaga muvofiq ega bo iam iz:

A= J R -d r  = j(F, +F2 +... + F J  dr =

j [(Fld^) + (FIdTr) + ... + (F„dr)\ (10'7^
M,M2
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Kinelik energiya lezlik yo'nalishigu bog'iio txrimagan sKa.'V.;. 
va uo im o  m usba t  k a t ta i iк b o 'l ib .  u tan langan  k oord ina  ta i;: 
sisteniasiga nisbatan harakatlanayotgan nuqtaning tezligi noiga к т -v: 
bo'lgandagina nolga aylanadi. Kinetik energiya Si sistemada : ; 
m 2/sek: = U  bilan o ‘lehanad;

Nuqtaning harakatida uning tezligi v ni miqdor jihatidan o /gari. 
bonshi. uning kinetik energiyasining o ’/.garishiga olib keladi, b . 
o ' / g a r i s h n i  i io d a la sh  uchun  erk in  M n u q ta n in g  Ыгог (>•■... 
k o o rd in a t la r i  s isteniasiga n isb a td an  ta 's i r id ag i  harakai! : .  
qaraymiz. Moddiy nuqta massasini m deb. dinamikaning aso:;; 
tengiamasini ushbu ko'rishida olamiz:

■ /V -  m —  =  !
7/

Bu m unosabatning ikkala tomonini nuqia radius vekiorinini. 
ditTerensiali dr ga skalyar ко paytirib. quyidagint vozami/



Bu yerda v = —  nuqta tezligi va F dr = 6A elementar ishga teng 

ekanligini e ’tiborga olib, quyidagini hosil qilamiz:

d = 5 A ( 10. 10)

Ushbu (10.10) formula nuqta kinetik energiyasining o'zgarishi 
haq idag i  teo rem an in g  d ifferensialli  i fodas id ir :  nuqta  k in e tik  
energiyasining differensiali unga ta ’sir etuvchi kuchning elementar 
ishiga teng.

(10.10) ni ikkala tomonini dt ga bo'lib, —  = N  kuchning quvvati
dt

ekanligini e ’tiborga olsak, u holda teoremani ushbu ko‘rinishda olish 
mumkin:

D em ak, m oddiy  nuq ta  kinetik energiyasidan vaqt bo 'y icha  
olingan birinchi tartibli hosila unga t a ’sir etuvchi kuchning quw atiga  
teng.

( 10. 10) tenglikning ikkala tomonini mos chegaralarda integrallab 
va tray ek to r iy an in g  M 0 vaziyatidagi n u q ta n in g  b o sh lan g 'ich  
tezligining modulini v0, M vaziyatidagi tezligining modulini esa v 
bilan belgilab quyidagini topamiz:

( 10.11)



Л = j /■ dr = j F -cosu ■ dS

/■ kuchning M M ko'chishdagi lo'kt isluni ifodalaydi.
10.12) nuqla kinetik energiyasi o '/garishi haqidagi teoremaning 

chekli i fodas id ir :  n uq tan ing  biror ch ek li ko 'ch ish id a  k in e tik  
em rgiyasinm g о ‘zgarishi и щ а  ta ’sir etuvchi kuchlarning ana shu 
ко 1chishdagi ishiga teng.

30-§ Q attiqjism ga ta'sir etuvchi 
kuchlarning elementar ishi

Qattiq jismning u yoki bu harakatida uning nuqtalariga qo'yilgan 
kuchlarning elemental' ishini hisoblash lormulalarini kcltiramiz.

Jism ilgarilanma harakatlanganda unga ta 'sir etayotgan /•'./• ..../■ 
kuchlar qo'yilgan M,. M ,, . . .M n nuqtalarning elementar ko'chishlari 
tlgarilama harakatm ng ta ’rifiga ko 'ra  ch\ =dr-, ~ . . . - d r  bo'ladi. U 
holda kuchlarning ushbu elementar ko 'chishdagi elemental' ishi 
ismga qo 'y ilgan m azkur kuchlarning bosh vektori R ning jism 

massalar markazining elementar ko'chishidagi elementar ishi bilan 
aniqlanadi, ya’ni

6A = Z  ' dr* = Y J tdr- = ^ ' dr- ( 10.13)
k=I

Ayni holda bosh vektor jismning har qanday nuqtasiga qo'yilgan 
bo iish i mumkin.

Jism qo 'zg 'a lm as o 'q  atrofida aylanma harakatlanayotganda 
lining nuq ta lari  trayektoriyasi aylanish o 'q ig a  perpendikulyar  
tek islik lardagi av lan a la rd an  ibo ra t  b o 'lad i .  Jism n uq ta la r iga

qo'yilgan kuchlarning ushbu aylanalarga urinma tashkil ctuvchi FTk 
larigina ish bajaradi. Qattiq jismning elemental' aylanma ko'chishida 

uning aylanish burchagi <p esa dф ga o'zgaradi. U holda F k tashqi 
kuchning bu ko'chishdagi ishi

5/1, = F,,ds, = F.driky =m.(Fl )-t/<p 

9 4
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ga teng bo'ladi. Jismga qo'yilgan barcha tashqi kuchlarning ushbu 
elementar ko'chishdagi bajargan elementar ishi har  bir kuchning 
yuqoridagi elementar ishining algebraik yig'indisidan iboratdir, ya’ni

(10.14)
A •

Q o'zg 'a lm as  o ‘q atrofida aylanm a harakatlanayotgan  qattiq 
jismga qo'yilgan tashqi kuchlarning bajargan elementar ishi ushbu 
kuchlarning aylanish o 'qiga nisbatan bosh momentining aylanish 
burchagi orttirmasiga ko'paytirilganiga teng.

Erkin qattiq jism harakatining umumiy holida elementar ko'chishni 
biror 0 qutb bilan ilgarilanma va shu qutb orqali o 'tgan oniy aylanish 
o'qi atrofidagi aylanma elementar ko'chishlarga ajratish mumkin:

Erkin qattiq jism harakatining umumiy holida unga qo'yilgan 
tashqi kuchlarning elementar ishi ularning bosh vektori qo'yilgan 
nuqta —  qutb ko'chishidagi elementar ish bilan bu qutb orqali o'tgan 
oniy o 'qqa  nisbatan bosh momentining ushbu oniy o 'q  atrofida jism 
ay lan ish i tufayli  k o 'ch ish id a g i  e lem en ta r  ish in ing  a lgebra ik  
yig'indisiga teng. Jism tekis parallel harakat qilsa, uning nuqtalariga 
ta ’sir etuvchi kuchlarning elementar ishi shu kuchlar bosh vektorining 
jism massalar markazi — qutbning elementar ko'chishidagi ish bilan 
j ism n in g  m assa la r  m arkaz i  a t ro f id a  ay lan ish n in g  e lem en ta r  
k o 'c h is h id a  k u ch la rn in g  m assa la r  m ark az ig a  n isb a tan  bosh 
momentining ishi yig'indisiga teng.

9-masaIa. Elastiklik kuchning ishi hisoblansin.
Yechish. M oddiy  n u q tan in g  to 'g ' r i  chiziqli h a rak a t id a  ish 

formulasi quyidagi ko'rinishni oladi:

8A = R- drn + ■ f/<p (10.15)
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X
X

X;

Bu yerda x, va x2 moddiy  nuqtan ing  boshlang 'ich va oxirgi 
vaziyatlarining absissalari M, vaziyatdan M 2 vaziyatga nuqtaning 
k o ‘chirishda prujinaning elastiklik kuchining ishini hisoblaymiz, bu 
yerda s — prujinaning bikirlik koeffitsienti. U  prujinani birlik 
uzunlikka cho'zuvchi (yoki siquvchi) kuchga teng va xalqaro birliklar 
sistemasida N /m birlikda o'lchanadi, chunki G uk qonuniga ko 'ra  
prujinaning elastiklik kuchi uning cho'zilishi (yoki siqilishi) ga 
propors iona l  bo 'lad i.  Y uqorida  keltirilgan form ulaga muvofiq 
quyidagiga ega bo'lamiz:

Topilgan formulada x t prujinaning boshlang'ich cho'zilganligi 
A1, ni, x7 esa prujinaning oxirgi cho'zilganligi Л1, ni ifodalaydi. U 
holda (a) tenglik

ko'rinishni oladi.
|A 1 , |> jA1 b o ' l s a .  ish m u sb a t  b o ' la d i ,  y a ’ni p ru j in a  uchi 

muvozanat (cho'zilmagan) holatga tomon ko'chadi,
|A 1 , |> |A 1 b o ' l s a ,  ish m anfiy  b o ' l a d i ,  y a 'n i  p ru j in a  uchi 

muvozanat holatdan uzoqlashadi.
Agar nuqtaning M, vaziyati muvozanat (deformatsiyalanmagan) 

holatga mos kelsa, nuqtaning M vaziyati uchun elastiklik kuchning ishi

(b)

(v)
?
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31-§. Potensialli kuch maydoni. Potensialli kuch ishi.
Potensial energiya

A gar n u q tag a  qo 'y i lgan  kuchn ing  ishi nuq tan in g  ko 'ch ish  
qonuniga bog'liq bo'lmay, uning boshlang'ich va oxirgi o 'rnining 
koordinatalariga bog'liq bo'lsa, bunday kuchlarga potensialli kuchlar 
deyiladi, m asa lan ,  o g 'i r l ik ,  elastiklik  kuch la ri .  B unday  kuch 
m aydoniga  potensialli kuch maydoni deyiladi. Potensialli kuch 
m a y d o n id a  n u q ta g a  t a ’sir k o ' r s a t a d i g a n  k u ch  n u q ta n in g  
koordinatalari funksiyasi bo 'ladi.  Bunday m aydonda bajarilgan 
elementar ish potensial funksiyaning yoki potentsial energiyaning 
to 'la differensiyali kabi aniqlanadi.

8A = Fxdx + Frdy + F:dz = dU = -d P  (10.16)

Bu yerda P —  potensial energiya. U(x, y, z) funksiyaga kuch (yoki 
potensialli kuch) funksiyasi deyiladi. Garchi,

BU  , dU  d U  
dU = — dx + —  dy + —  dz (10.17)

ox d v  dz

ga teng , u h o ld a  ox irg i ikk i t e n g l ik la rd a n  va dx, dy, dz 
d iffe rens ia l la rn ing  o 'z a r o  b o g 'l iq m a s l ig id a n  quy idag iga  ega 
bo'lamiz:

^ d U  r, BU  r, dU

Bu tenglama kuch maydonining potensialli bo iishining zaruriy 
va yetarli shartlarini ifodalaydi.

Kuch funksiyasi U(x,y,z) biror M  nuqtani M 0(x0, y0, z0) o 'rnidan 
ixtiyoriy tanlangan M (x,y,z) ga ko'chishida maydon kuchining ishi 
bilan aniqlanadi:



Demak, potensialli kuchning ishi nuqtaning oxirgi va boshlang‘ich 
vaziyatlarining kuch funksiyalari ayirmasiga teng va nuqtaning 
o 'tgan  y o ‘lining shakliga bog ‘liqmas. Potensialli kuch maydonida 
n uq tan ing  o 'tg a n  y o ‘li yopiq egri chiziqni hosil qilsa, m aydon 
kuchning ishi nolga teng.

Potensialli kuch m aydonining berilgan nuqtasidagi energiya 
miqdorini potensial energiya ifodalaydi. Kuch maydonining berilgan 
M nuqtasining potensial energiyasi P deb maydonning ushbu M 
nuqtasidan boshlang‘ich M 0 ga moddiy nuqtaning k o ‘chishida unga 
t a ’sir e tay o tg an  m a y d o n  k uch in ing  ishi b ilan  an iq lan ad ig an  
kattalikka aytiladi:

Potensialli kuch maydoniga doir masala keltiramiz.
10-masala. Bir jinsli o g ‘irlik maydoni. Og'irlik kuchining ishi 

kuch qo 'y ilgan  nuq tan ing  ko 'ch ish  trayektoriyasining shakliga 
(ko'chish qonuniga) bog'liq bo'lmay. balki faqat uning boshlang'ich 
va oxirgi vaziyatlarigagina bog'liq bo'lishi aniqlansin.

Yechish. Aytaylik, M moddiy nuqtaga og'irlik kuchi G  ta ’sir etsin 
va kuch qo'yilgan nuqtaning ko'chishi sodir bo'lgandagi vaziyatlari 
M 0(X0,Y0,Z0) va M(x,y,z) berilgan bo'isin. Agar koord inatada  
o 'q lari  rasmda ko'rsatilganidek tanlansa, u holda og'irlik kuchi 
G = - mg к k-Z  o 'qining birlik vektori, ya'ni

Formulaga ko 'ra  kuch funksiyasi uchun quyidagiga ega bo'lamiz:

Bundan U =-m gz bo 'lib , yuqoridagi shartni qanoatlantiradi.  
Og'irlik kuch maydonidagi ish uchun oxirgi formulani quyidagi 
ko'r inishda yozish mumkin:

( 10.20)
M

Fx~(). F = 0. F=-mg.

U(x.y.z)-lJ(xo.yo.zo) -  ) F J :  = -m g  Jd: = - mgz + mgz,
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A =-mgh, (а)

Z

X

Bu yerda h=z-z0 nuqtaning oxirgi va boshlang'ich vaziyatlarining 
(balandliklari) ayirmasi.

Shunday qilib, og'irlik kuchining maydoni potensialli, chunki 
o g ‘irlik  kuch in ing  ishi u q o 'y ilg an  n u q tan in g  k o 'c h ish  
trayektoriyasining shakliga bog'liq bo'lmay va (a) formulaga ko 'ra 
aniqlanadi. Bunda nuqta trayektoriya bo'ylab ko'tarilsa (h>0), ish 
manfiy (A<0) va nuqta trayektoriya bo'ylab pastga tushsa (h<0), ish 
musbat (A>0) bo'ladi.



11-LEKSIYA

MEXANIK SISTEM A KINETIK ENERGIYASINING  
O ZGARISHI HAQIDA TEOREMA

M exanik sistema kinetik energiyasi. Kyonig teoremasi. Qattiq 
jismning ba'zi harakatlarida kinetik energiyasi.Mexanik sistema

kinetik energiyasining o'zgarishi haqida teorema. Mexanik 
energiyaning saqlanish qonuni.

1. Mexanik sistema kinetik energiyasi deb nimaga aytamiz?
2. Kyonig teoremasi nima haqida?
3. K y o n ig  te o re m a s i  m a te m a t ik  q a n d a y  i fo d a la n a d i  va 

ta ’riflanadi?
4. Ilgarilanma harakatdagi qattiq jism kinetik energiyasi nimaga 

teng?
5. Aylanma harakatdagi qattiq jism kinetik energiyasi qanday 

aniqlanadi?
6. Tekis parallel haraka tdag i  qattiq  jism kinetik energiyasi 

qanday hisoblanadi?
7. M exanik  sistema kinetik energiyasi o 'zgar ish i  haqidagi 

teo rem aning  differensialli ifodasi qanday  an iq lanad i va 
t a ’riflanadi?

8. Mexanik sistemaning chekli ko'chishida kinetik energiyasining 
o'zgarishi haqida teorema qanday ifodalanadi va ta'riflanadi?

9. Q a t t iq  j ism  k ine tik  en e rg iy as in in g  o 'z g a r i s h i  q a n d a y  
ifodalanadi va ta ’riflanadi'?

10.Mexanik energiyaning saqlanish qonuni matematik qanday 
ifodalanadi va t a ’riflanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Mexanik sistema kinetik energiyasi. Kyonig teoremasi. Qattiq 
jismning i lgarilanm a, ay lanm a. tekis paralle l h a ra k a t  kinetik 
energ iyalari .  K inetik  energiya differensiali. Ish differensiali, 
elementar ish. Mexanik energiya. Mexanik energiyaning saqlanish 
qonuni.



32-§. Mexanik sistema kinetik energiyasi Kyonig teoremasi.
Qattiq jism  kinetik energiyasini hisoblash

Mexanik sistema kinetik energiyasi deb sistemani tashkiJ qilgan 
nuqtalar kinetik energiyalarining yig'indisiga aytiladi.

T = Y . ~ r -  ( п . l)
A=1 ^

Moddiy nuqta kinetik energiyasi singari mexanik sistema kinetik 
energiyasi ham tezliklarning yo‘nalishiga bog iiq  bo‘lmagan skaiyar 
musbat kattalikdir. Mexanik sistema nuqlalarining tezliklari nolga 
teng b o ig an  holdagina uning kinetik energiyasi nolga teng boiad i. 
K inetik energiya moddiy nuqtaning yoki mexanik sistemaning 
b ird an ig a  ham  ilg a rilan m a, ham  ay lanm a h a ra k a tla r in i 
xarakterlovchi olchovdir.

Yana bir muhim hoi shundan iboratki, ichki kuchlar mexanik 
sistem aning qism lariga o ‘zaro qaram a-qarshi yo 'naiishda ta ’sir 
k o ‘rs a tis h l ig i  tu fa y li  u la r  m ex an ik  h a r a k a tn in g  v e k to r  
oMchovlari (h a rak a t m iqdori va h a rak a t m iqdori m om entlari) 
ni o ‘zgartirm as edi. Lekin ichki kuchlar t a ’siridan mexanik 
sistem a nuq ta lari tezliklarining m oduli o ‘zgarsa sistem aning 
k inetik  energ iyasi o 'z g a ra d i. D em ak , h a ra k a t m iqdori va 
harakat m iqdori m om entidan kinetik energiyaning farqi kinetik 
energiyani ham  tashqi kuch lar. ham  ichki kuch lar t a ’sirida 
o ‘zgarishidir.

Agar mexanik sistema bir necha jismlardan tashkil topgan bolsa, 
uning kinetik energiyasi mazkur jismlarning kinetik energiyalari 
yig‘indisiga teng boiad i.

Quyida mexanik sistema harakatining umumiy holida uning 
kinetik energiyasini aniqlovchi Kyonig teoremasini isbotlaymiz.

M exanik sistema harakatin i uning m assalar m arkazi bilan 
birgalikdagi ko‘chirma ilgarilanma harakat va massalar markazi 
bilan birgalikda ilgarilanm a harakatlanayo tgan  koord inatlar 
sistem asiga n isbatan nisbiy harakatlariga  ajratam iz. U holda 
sistemaning ixtiyoriy M k nuqtasi uchun rasmdan quyidagi tenglik 
o'rinli boiadi:
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va mos ravishda

П = v, + 'V,.

Ра = Р, +П

ga teng . Q o ‘z g ‘a lu v ch i  k o o r d i n a t l a r  s is tem as i  i lg a r i la n m a  
harakatlanganligi sababli nuqtaning nisbiy tezligi va demak, rk dan 
vaqt b o ‘yicha olingan t o l a  hosila nuqtaning nisbiy tezligiga teng 
lokal hosilasi bilan aynan bo'Iadi. vk tezlikning qiymatini sistemaning 
absolut harakatidagi, ya’ni O^rj^ koordinatlar sistemasiga nisbatan 
h a r a k a t  k in e t ik  e n e rg iy as i  i fo d a s ig a  q o 'y a m iz  va b a 'z i  
o'zgartirishlardan so 'ng  quyidagiga ega bo'lamiz:

^  Ш к\\ V, V ' fftk \\r

T = L  ~ г  = у  ̂  + ^— + v< L , nh v’*r
Biroq,

v У'm. r  -  v = у — ( У ' m г ) = О
' *' d t 1 d t ^  к *

chunki

£ m k rk = Mr, = 0

Bu yerda M jismning to ‘la massasi ekanligini nazarda

tutsak va ikkinchi yig‘indini TL{>) orqali belgilasak,
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T = ± M v ;  + T y ] (Ц .2)

kelib chiqadi, bu yerda T 'n= ~ ^ m kvlr —  massalar markazi bilan 
birgalikda harakatlanayotgan  koordinatlar  sistemasiga nisbatan 
mexanik sisternasining nisbiy harakat kinetik energiyasi yoki mexanik 
sistemasining massalar markaziga nisbatan kinetik energiyasi. (11.2) 
form ula  K yonig teorem asini ifodalaydi: m urakkab harakatdagi 
m exanik sistemaning kinetik  energiyasi massasi sistema massasiga 
teng deb olinadigan massalar markazining kinetik energiyasi hamda 
m assalar m arkazi bilan birgalikda ilgarilanm a harakatlanuvchi 
koordinatalar sistem asiga nisbatan m exan ik  sistem aning nisbiy 
harakat kinetik energiyalarining yig ‘indisiga teng.

Endi qattiq  jismning turli haraka tla rida  kinetik energiyasini 
hisoblaymiz.

Ilgarilanma harakatlanayotgan qattiq jismning kinetik energiyasi 
quyidagi formuladan aniqlanadi:

т  V  m k V k  V f  V  M v  . . .  -
(11-3)

Q o ‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanma harakatlanayotgan jismning 
kinetik energiyasi:

гт- ^  mt vt 01 V  !.'(£> i l l  л\
T = L ~ Y ^  = - Y L mk K = - ^ - ~  i n - 4)

Iz —  aylanish o ‘qi z ga nisbatan jismning inersiya momenti.
Tekis parallel harakatlanayotgan jism kinetik energiyasi uchun 

quyidagiga ega bo'lamiz:

Shunday qilib, tekis parallel harakatlanayotgan jismning kinetik 
energiyasi jismning massalar markazi bilan birgalikdagi ilgarilanma 
ha raka t  kinetik energiyasi va jismning massalar markazi orqali
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harakat tekisligiga perpendikulyar o ‘tuvchi o ‘q atrofida aylanma 
harakat kinetik energiyalarining yig‘indisiga teng.

Sferik harakatdagi jismning kinetik energiyasini hisoblashda 
uning harakatini har ondagi qo ‘zg‘almas 0 nuqtadan o'tuvchi biror 
oniy o‘q atrofidagi aylanma harakatdan iborat deb qaraymiz. Bu 
holda jismning kinetik energiyasini (11.4) formulaga ko‘ra hisoblash 
mumkin:

J
Г  1
Г  =  / , - — , (11.6)

bunda /, jismning oniy aylanish o ‘qqa nisbatan inersiya momenti 
b o ‘lib, (6.7) formuladan aniqlanadi.

Demak, sferik harakatdagi jismning kinetik energiyasi, jismning 
oniy aylanish o‘qiga nisbatan inersiya momenti /, ning oniy burchak 
tezligi ю kvadratiga ko‘paytmasining yarmiga teng.

Erkin qattiq jism harakatning uinumiy holida, jism harakatini 
massalar markazi bilan birgalikdagi ilgarilanma harakat va uning 
atrofidagi aylanma harakatdan  iborat deb qarasak, erkin jismning 
kinetik energiyasi (11.3) va (П .6 )  ga muvofiq quyidagi formula 
vordamida hisoblanadi:

Y 'm erkin qattiq jismning kinetik energiyasi jismning massalar 
markazi bilan birgalikdagi Hgariianma harakat kinetik energiyasi 
va massalar markazi orqaii o'tuvchi oniy aylanish o‘qi atrofida 
avlanma harakat kinetik eni-rgiyasining yig‘indisiga teng.

.Mexanik sistema bir ncch:-i jistndan tashkil topgan bo'lsa. u holda
b a i  li! ■> i i l if i l i i j u b u u i d u t

lopjjgan natijalaming yig'indisi olinadi. Jismlar sistetmsining kinetik 
cnei'|.u; asi shu yo'sinda hisoblanadi.

I j-tiuisala. Gorizontai tekisSikda joylashgan planetar mexanizmni 
bir viIdagi uchta 1,2.3 g 's ld n ak la r  o 'q la r in i  tu tashtiruvchi OA 
krivoship  h a ra k a tg a  keiti iad i.  Birinchi g 'i ld irak  q o ‘zg ‘aimas; 
krivoship to burchak tezlik bilan aylanadi. Har qaysi g ‘ildirakning 
massasi M, ga, radiusi r tens, krivoship mussasi M , ga.
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teng. G ‘ildiraklarni bir jinsli disk va krivoshipni bir jinsli sterjen 
deb hisoblab, mexanizmning kinetik energiyasi hisoblansin.

Yechish. Mexanik sistema uchta g ‘ildirak va krivoshipdan iborat. 
S is tem an in g  k in e t ik  energ iyasi a n a  shu  j i s m la rn in g  kinetik  
energiyalari yig‘indisiga teng.

1-g‘i ld irak  q o ‘zg ‘a lm as b o ig a n l ig i  sabab li  uning  kinetik 
energiyasi nolga teng. Demak, sistemaning kinetik energiyasi:

T=T2+T,+Tkr (a)
ga teng.

OA krivoship О dan o ‘tgan q o ‘zg‘aImas o ‘q atrofida aylanma 
harakat qiladi. Uning kinetik energiyasi qattiq jism aylanma harakai 
kinetik energiyasidan iborat:

T  V ®  8  ,  ,/, = —------= - М , г 'й
2  3 -

Bu yerda Ik=M ,(4r)2/3 krivoshipning О o ‘qqa nisbatan inersiya 
momenti.

2-g‘ildirak tekis parallel harakatlanadi, uning kinetik energiyasi 
quyidagicha aniqlanadi:

t 2 = M A + h c ^ 2_ (v)
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2 - g i ld i r a k n in g  С n u q ta s i  — m a s s a la r  m a rk a z i  tezlig i 
krivoshipning xuddi shu С nuqtasi tezligi

: v, = 1 ПЛ

ga teng. Uning burchak tezligi w^ni 2-g‘ildirak markazi С dan tezliklar 
oniy markazi, ya’ni 1-g‘ildirak bilan tegishgan M nuqtagacha b o ig a n  
masofaga v2 tezlikni b o ‘lib aniqlaymiz:

<0 V- ~?(C
r r

2-g‘ildirakning m assalar m arkazida  i o ‘tgan o ‘qqa nisbatan  
inersiya momenti, u yaxlit disk hisoblanganligi sababli

Mer­

g'd teng. Ushbularni yuqoridagi (v) ifodagi q o ‘yib 2-g‘ildirak kinetik 
energiyasi uchun quyidagini topamiz:

I\ = a  v '— - ------ — + -----—  (2co /  = 3 M tr  0

2-g‘ildirakning kinetik energiyasini .1 tezliklar oniy markazi 
atrofida oniy aylanma harakat qilayapti deb ham aniqlash mumkin

/■) I , 'O',

Bu yerda I-.,-2-g‘iWirakning massalar markazi Г  orqali rasm
1 ekisiigiga tik o ‘tgan o ‘q bilan parallel hole a tezliklarni oniy markazi 
M dan rasmga tik o ‘tgan o ‘qqa n is b a tm  inersiya momenti. U 
G> uygens —  Shteyner teoremasiga k o ‘ra

- M .r  , 3 
/ 2Л, = l c + M , r  = Ц г "  + M \ = ~ M xr

i 06



ga teng. Endi kinetik energiyani hisoblab yana yuqoridagi qiymatni 
olamiz.

3 2 (2 0 )" - , , , 1 2  T7 = — M,r ■-— — = jM ,r  со
2 2

3-g‘ildirakning ikkita nuqtasining tezligini aniqlab u qanday 
ha rak a t lan ay o tg an in i  bilamiz. U ning  m arkaziy  A nuqtasin ing  
tezligini krivoshipning A nuqtasi tezligidan aniqlaymiz, chunki A 
nuqta bir vaqtda ham g'ildirakka va ham krivoshipga tegishlidir:

v = 4 raA

Endi uning 2-g41dirak bilan tegishgan К  nuqtasi tezligini 2- 
g 'ildirakning ushbu sirt nuqtasi tezligiga tengligidan (g‘ildiraklar 
sirpanmasdan aylanadi) aniqlaymiz. 2-g‘ildirakning bu tegishgan 
nuqtasi tezligi uning burchak tezligi со, ni nuqtadan tezliklar oniy 
markazi M gacha b o ig a n  masofaga k o ‘paytirilganiga teng, ya’ni

Vk=co,2r=4«>r

Shunday qilib, 3-g‘ildirakning A va К  nuqtalarining tezligi o ‘zaro 
teng ekan, demak, u ilgarilanma harakatlanadi. Shuning uchun uning 
kinetik energiyasi

МУ~ Л/,(4га)’ 2 2/, = — 1—  = — —-----— = 8M .r to
2 2 '

ga teng.
Mexanik sistema jismlari uchun yuqorida aniqlangan kmetik 

cnergiyalar qiymatini (a) ga q o ‘ysak, bu mexanik sistema kinetik 
energiyasi uchun quyidagi ifodaga kelamiz:

T = 1 \м у -ы 2 + * M 2rW~ = r 2o)2(33M, +8M 2)/3
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33-§. M exanik sistema kinetik energiyasining 
o'zgarishi haqida tecrema

Endi moddiy nuqta kinetik energiya; ining o'zgarishi haqidagi 
teoremani n-ta ana shunday nuqtalardan ta ihkil topgan sistema uchun 
um u m lash t i ram iz .  M ex an ik  s is tem an  ng b iro r  M k n u q ta s ig a  
qo'yilgan tashqi va ichki kuchlarning teng ta ’sir etuvchilarini, mos

ravishda, F k va desak sistemaning b i  nuqtasi uchun teorema 
quyidagicha yoziladi:

<71 —A—— j — ЗА, + ЗАi * (к — 1 и )
I 2 J

bu verda 6A‘K va 5A ‘K tegishlicha, sistemani lg M k nuqtasiga qo'yilgan 
tashqi va ichki kuchlarning elementar ishlai i. Bunday munosabatlarni 
sistemaning barcha nuqtalari uchun yozib, ularning chap va o ‘ng 
tomonlarini hadma-had qo 'shib  va diffei'ensial ishorasini yig‘indi 
ishorasi tashqarasiga chiqarib quyidagini hosil qilamiz:

dT = Z 5'4a + Z 6 / a

bundan

Т - 1п = ^ Ак + Ъ К  ( 11 -8)

Sistema absolut qattiq jism (yoki o ‘zga m a s )  b o ig a n  holda ichki 
kuchlarning ishi nolga aylanib teorema ifod isida qatnashmaydi, ya’ni

'  / I -Ь (П.9)

D em ak , o ‘zgarm as s is tem aning  chekli k o 'c h ish id a  k inetik  
energiyasining o 'zgarishi berilgan sistema nuqtalariga qo 'yilgan 
b a rc h a  ta sh q i  k u c h la rn in g  m a z k u r  k o 'c h is h d a g i  ish la r in ing  
yig'indisiga teng.

12-masala. Avtomobil a =  10° qiyalikda pastga qarab 54 km/soat

tezlik bilan harakat qiladi. Tormozlashda hosil bo 'lgan R  qarshilik 
kuchini avtom obil  og 'irligining 0,3 q isn ig a  teng deb va uning
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harakatidagi boshqa hamma qarshilik kuchlarni hisobga olmasdan, 
tormozlash boshlangandan u to ‘xtaguncha ketgan t vaqt va shu vaqt 
oralig‘ida o ‘tgan L yo‘i aniqlansin.

Yechish. A v tom obiln i  m oddiy  n u q ta  deb qaraym iz . U nga 
quyidagi kuchlar ta ’sir etadi: P  — avtomobil og‘irligi, N  — yo‘lning 
normal reaksiyasi, R lormozlashda hosil b o ‘lgan qarshilik kuchi. L 
tormozlash y o i in i  aniqlash uchun nuq ta  kinetik energiyasining 
o'zgarishi haqidagi teoremani q o ‘llaymiz:

m v 2 m v l  _

~2  2~  ”

Avtomobilning V (J= 5 4  km/soat =15m/sek boshlang'ich tezligi va 
uning V = 0 oxirgi tezligi bizga m a ’lum.

N

Avtomobilga q o ‘yilgan kuchlarning teng t a ’sir etuvchisining A 
ishi, tashkil etuvchi kuchlar ishlarining algebraik yig'indisiga teng. 
Og'irlik kuchining ishi A(P)=P h=mgL sina, N normal reaksiyaning 
ishi A(N)=0 ga teng, chunki u avtomobilning harakat yo‘nalishiga 
perpendikulyar; tormozlash R kuchning ishi:

A { R y ~ R -L  = - 0 , 3  mgL,

chunki bu kuch avtomobilning harakat yo‘nalishiga qarama-qarshi 
tomonga y o ‘nalgan.

Shunday qilib, teng t a ’sir etuvchi kuchning ishi:

A =  A (p  )+  A (n  ) f  a (r )= mgL -sin a  -  03mgL = mgL(s\na - 0 , 3 )
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Bunday holda kinetik energiyaning о ‘z parish tenglamasi quyidagi 
ko'rinishni oladi:

'  "  n>gL($ma -  0 , 3 )

Bundan

L= — J—^ ------- 4= ---------- --------------; = 9 Lw
2«(sina -0 ,3 )  2-9,81(0,1 74-0 ,3)

Tormozlash t vaqtini topish uchun nuqta harakat miqdori haqidagi 
teoremadan f'oydalanish mumkin. Avtomobilning harakat yo'nalishini 
x o ‘qi yo‘nalishi deb qabul qilib (8.13) formulaning birinchisini 
yozamiz:

Berilgan holda vx=0, vo x =v(,= 15 m/s. Avtomobilga qo'yilgan 
kuchlaro 'zgarm as bo'lgani uchun bu kuchlarimpulsining x o'qidagi 
proyeksiyasi quyidagicha bo'Iadi:

.S' x = F v ■ / = (P-sinot - R ) t  = bug sinu -  03m g)l -  mgli,sr.rex -0 ,3 )

Shunday qilib, bu holda nuqta harakat miqdorning o'zgarish 
tenglamasi quyidagicha ko'rinishni oladi:

< = ______ _____  _ _______15______ = p (
g(sin« - 0,3) 9.81(0,174- 0.3)

34-§. M exanik energiyaning saqlanish qonuni

M o d d iy  n u q ta  po tens ia l l i  (konse rva liv )  k u c h  m ay d o n id a  
harakatlansa. kinetik energiyaning o'zgarishi ushbu ko'rinishni oladi:



bu yerda U va U  — nuqtaning boshlang‘ich va oxirgi holatlariga 
rnos kcluvchi kuch funksiyasining qiymatlari, Kuch funksiyasiga 
tcskari P va P ! -  rnos ravishda sistema nuqtalariga qo'yilgan tashqi 
va ichki kuchlarning boshlang'ich va oxirgi paytga to 'g 'r i  keluvchi 
potensial energiyalari. Bunday holda yuqoridagi tenglik ushbu 
ko'rinishni oladi:

T -T = P o-P
yoki

T + P -T  +P =h.о о

bunda h o'zgarmas kattalik, E= T+ P — sistemaning to'liq mexanik 
energiyasi. Natijada quyidagi

E=T+P=h  (11.11)

energiya integrali formulasiga ega bo'iamiz va u sistema mexanik 
e n e rg iy a s in in g  s a q la n i s h  q o n u n in i  i fo d a la y d i :  potensia lli 
(konservativ) kuch maydonida sistemaning mexanik energiyasi 
doimo o'/.garmasdan qoiadi. Bu qonunni qanoatlantiruvchi sistema 
konservativ sistema deb ataladi. A gar sistema o 'zgarm as bo'lsa, 
ichki kuch la r  ish larin ing yig 'indis i  Z 4 = 0  b o 'l ib ,  АК =У ^А‘К 
bo 'ladi va ichki kuchlarning potensial energiyasi o 'zgarm as bo'lib, 
u n i  n o lg a  ten g  d eb  o l ish  m u m k in .  B u n d a y  h o ld a  (11 .11) 
munosabatda  potensial energiya faqat tashqi kuchlarning potensial 
energiyasidan iborat bo'ladi hamda uning sistema kinetik energiyasi 
bilan yig'indisi o 'zgarm as qoiadi. Mexanik sistema (yoki moddiy 
nuq ta )  potensialli  b o im a g a n  kuch  m ay d o n id a  harakatlansa , 
mexanik energiya o'zgaradi, masalan turli qarshiliklarni yengishda 
sistema mexanik energiyasining bir qismi issiqlik, elektr yoki boshqa 
xil energiyaiarga aylanib sarf bo'lishi mumkin. Bu holatga sistema 
ichki kuchlar ishlarining yig'indisi, umum an aytganda, nolga teng 
bo'lmasligidan deb tushunilad:. Mexanik sistemaning ikki nuqtasi 
orasidagi o 'zaro  t a ’sir kuchlar miqdorlari teng va qarama-qarshi 
tom onlariga yo 'nalgan b o ’ladi va shuning uchun bu  kuchlarning 
geometrik yig'indisi nolga teng. Am m o dastlab tinch holatda turgan 
nuqta lar  bu kuchlar t a ’sirida ko'chsa, u holda ularning ko 'chish 
yo'nalishiari kuchlar yo'naiishi bilan ustma-ust tushadi va ikkala



kuchlarning ishlari musbat b o ia d i .  Demak. ishlarning yig'indisi 
nolga teng bo im aydi.  Mexanik sistemaning barcha ichki kuchiarini 
uningjult-juft olingan nuqtalarning o ‘zaro ta sir kuchlari deb qarash 
mumkin bo igan lig i  sababi yuqorida aytilganlar butun sistema 
uchun ham o'rinli b o ia d i .



12-LEKSIYA

QATTIQ JISM  HARAKATINING DIFFERENSIAL  
TENGLAM ALARI

1. Qattiq jismning ilgarilanma harakat differensial tenglamasi 
qaysi teoremaga asoslangan?

2. Qattiq  jism ilgarilanma ha rak a t  differensial tenglamasiga 
k o ‘ra qanday masalalar yechiladi?

3. Qattiq jismning aylanma harakat differensial tenglamasi qaysi 
teoremadan keltirib chiqariladi?

4. Qattiq jismning aylanma harakat differensial tenglamasiga 
k o ‘ra qanday masalalar yechiladi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Qattiq jism ilgarilanma harakat differensial tenglamasi, qattiq 
jism aylanma harakat differensial tenglamasi, qattiq jism ilgarilanma 
harakati va aylanma harakatining masalalari.

35-§. Qattiq jismning ilgarilanma 
harakat differensial tenglamalari

Ilgarilanma harakatning ta ’rifiga ko'ra qattiq jismning hamma 
nuqtalan uning massalar markasi С bilan bir xil harakatlanadi. Shun- 
ing uchun  ham . biz vuqorida , m assa la r  m arkaz i  ha rak a t in i  
o'rgunganiroizda uning yordamida qattiq jismning ilgarilanma har­
akatini ham tekshirish mumkin degan edik. Ya'ni, jismning massa­
lar markazi harakatining (7.6) kabi differensial tenglamalari bir va- 
qtda jismning ilgarilanma harakat differencial tenglamalari hamdir.

Ilgarilanma harakai differensial tenglamalari yordamida qatt=q 
jism dinamikasining ikki asosiy masalalarini:

1) qaitiq jism massalar markazi harakati berilganda unga t a ’sir 
qilayotgan tashqi kuchlai bosh vektormi;

2) qa ttiq  jismga q o ’yilgan tashqi kuchlarni va haraka tn ing  
boshlang'ich shartlarim bilgan holda qattiq jism massalar marka- 
zioing harakat qonunini aniqlash kabi masalalarni yechish mumkin.



36-§. Qattiq jismning qo'zg'almas o'q atrofida aylanma harakat 
differensial tenglamasi

Biror q o ‘zg‘almas Oz o ‘qqa nisbatan mexanik sistema kinetik 
momenti va uning o'zgarishi haqidagi teoremadan, y a ’ni

K x = X mz К Л  )  k z = M ‘z ^  &  )
К--\

d an  q a t t iq  j ism n in g  q o 'z g 'a lm a s  Oz o ‘q a tro f id ag i  ay lan m a  
harakatining kinetik momenti va differensial tenglamasi kelib chiqadi. 
O 'q q a  n isbatan  sistema kinetik momentin ing t a ’rifiga k o 'ra  u. 
masalan z o 'qqa  nisbatan quyidagicha ifodalanadi:

К У

Jismning aylanish o'qidan hk masofada joylashgan har qanday k- 
nchi nuqtasinig tezligi rk=co-hk (co-jismnig burchak tezligi) va demak

тЛ пк )= » h vKhK = mKhl

U  holda

K Z = 40 = ) W

Qavs ichidagi miqdorni aylanish o'qiga nisbatan jismning inersiya 
momenti ekanligini eslasak quyidagi ifodaga kelamiz:

K z= I / to  (12.1)

Bu yerda l7 —  qattiq jismning aylanish o 'qiga nisbatan inersiya 
m om enti ,  со — qattiq  jism ning burchak tezligi. (12.1) formula 
' i -v /g 'a lm as, masalan, z — o 'q  a t ^ ' l d a  0) burchak tezlik bilan 
: ' har akat  qilayotgan qattiq jismning shu o 'u q a  nisbaluti 

kinetik momentini ifodalaydi Kinetik momenining itbdasini kinctis 
momentning o'zgarishi haqidagi leorcmaga qo llasak u quyidag. 
ko'rinishni oladi:



ёки

lz- <P=M‘Z (12.2)

Z

kelib chiqadi. (12.2) tenglama qattiq jismning q o ‘zg‘almas o ‘q 
atrofida aylanma harakat differensial tenglamasi deyiladi.

Endi ushbu tenglama yordamida kinetik momentning saqlanish 
qonunini aylanuvchi sistema holi uchun tekshiramiz. Q o ‘zg‘almas 
Oz o 'q  (yoki massalar markazidan o'tuvchi o ‘q) atrofida aylanuvchi 
sistemani qaraymiz. U holda formulaga binoan Kz =Tzco deb yoza 
olamiz. Agar bu hoi uchun

M ze= I  m z(fy ')=0 b o ‘lsa, yuqoridagi formulaga k o ‘ra 

Iz co=const

bo'ladi. Bundan quyidagi natijalarga kelamiz:
a) agar sistema (absolut) qattiq jism bo'lsa, u uchun Iz=const va 

demak, co=const bo'ladi, ya’ni qattiq jism z o 'q  a trofida o 'zgarmas 
burchak tezlik bilan aylanadi;

b) agar sistemaning massalar taqsimlanishi o 'zgaruvchan bo'lsa 
■ichki kuchlar tufayli sistemaning ayrim nuqtalari o 'qdan  uzoqlashsa
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Iz o ‘zga rad i ,  o sh ad i ,  o 'q q a  y aq in la sh sa  I z k a m a y a d i) ,  b iro q  
rz co=const boiganligi sababli Izoshsa со kamayadi va aksincha, toki, 
K z= Iz co o ‘zgarmasdan qoladi.

Shunday qilib, ichki kuchlar t a ’siri sistema aylanish burchak 
tezligini o ‘zgartirishi mumkin, chunki K z ning o ‘zgarmasdan qolishi, 
umuman, со ning o ‘zgarmas b o ‘lishini ifodalay olmaydi. Sistema 
kinetik momentining saqlanish qonunini N.E.Jukovskiy skameykasi 
bilan olib boriladigan tajribada aniq kuzatish mumkin. U sharikli 
podshipniklarda ishqalanishsiz (ishqalanishi kamaytirilgan) vertikal 
z o ‘q atrofida aylanadigan gorizontal platformadan iborat. Agar 
q o ‘llariga tosh ushlagan odam platformada turgan b o isa ,  u holda 
sistema (platforma va odam) ga ta ’sir etuvchi tashqi kuchlar: z o ‘qiga 
parallel odamning, toshlarning, platformaning og ir l ik  kuchlari va 
te k is l ik n in g  n o rm a l  re a k s iy a  k u c h la r i  h a m d a  ta y a n c h  
podshipniklarning bu o ‘qning kesuvchi reaksiya kuchlari bo iad i .

Shunday qilib, berilgan sistemaga t a ’sir etuvchi barcha tashqi 
kuchlarning sistemaning aylanish o ‘qiga nisbatan momentlarining 
algebraik yigindisi nolga teng bo iad i .  Demak, bu holda, saqlanish 
qonuniga muvofiq, aylanayotgan sistemaning ushbu aylanish o ‘qiga 
nisbatan kinetik momenti K z=Iz coo‘zgarmasdan qolishi kerak. Agar 
odam ushlab turgan toshlar bilan qoilarini k o ‘kragiga yaqinlashtirsa, 
sistemaning aylanishi tezlashadi va aksincha, u toshlarni aylanish 
o ‘qidan uzoqlashtirsa, sekinlashadi. A m m o sistemaning kinetik 
momenti aylanish o 'q iga nisbatan o ‘zgarmasdan qoladi.

Jismning aylanish o'qiga nisbatan inersiya momentini kamaytirish 
y o i i  bilan uning burchak tezligini m ana shunday oshirish usuli 
baletda, ak roba tikada , havoda sakrashda va hokazolarda  keng 
q o i l a n i l a d i .  D em ak , ay lan m a  h a ra k a td a g i  j ism n ing  h a ra k a t  
oichovin i uning kinetik momenti ifodalaydi.



13-LEKS1YA

DALAMBER PRINSIPI

Erkin va bog'lanishdagi moddiy nuqta uchun Dalamher prinsipi. 
Mexanik sistema uchun Dalamber prinsipi.

Inersiya kuchlarining bosh vektori va bosh momenti

1. Dalamber prinsipi nima?
2. Erkin va bog ‘lanishdagi moddiy nuq ta  uchun D alam ber 

prinsipi qanday ifodaianadi va ta ’riflanadi?
3. Moddiy nuqtaning inersiya kuchi nima?
4. M e x a n ik  s is tem a  u c h u n  D a la m b e r  p r in s ip i  q a n d a y  

ifodaianadi?
5. M e x a n ik  s is tem a  uch u n  D a la m b e r  p r in s ip i  q a n d a y  

t a ’riflanadi?
6. Mexanik sistemaning inersiya kuchi nima?
7. Jism inersiya kuchining bosh vektori nima va u qachon noldan 

farqli?
8. Jism inersiya kuchining bosh momenti qanday aniqlanadi?
9. Jism inersiya kuchining bosh momenti qachon nolga teng 

bo'ladi?
10.Jism tekis parallel harakatlanganda inersiya kuchi qanday 

aniqlanadi?

Tayanch so‘zlar va iboraiar

Prinsip. Dalamber prinsipi. Inersiya kuchi. Qattiq jism inersiya 
kuchining bosh vektori va bosh momenti.

37-§. M oddiy nuqta uchun Dalamber prinsipi

Prinsip larni o 'rgan ishn i  D alam ber  prinsip idan  boshlaymiz. 
Dinamika tenglamalarini, shaklan, statika tenglamalari ko'rinishiga 
keltiruvchi uslubdan iborat prinsip German-Eylar-Dalamber prinsipi 
deb ataladi.

Aytaylik, m niassali M moddiy nuqta unga qo'yilgan aktiv kuch 

У va bog'lanish (agaru bog'lanishda bo'lsa) reaksiya kuchi N ta ’sirida



biror и tezlanish bilan harakat qilayotgan bo is in . Bu moddiy nuqta 
uchun dinamikaning asosiy tenglamasim yozamiz:

mw = F + N (13.1)

Bu tenglamaga quyidagicha ko'rinish berish mumkin:

F + N +{-m w) = 0

Endi harakatdagi M moddiy nuqtaga moduli shu onda m vv ga 
teng b o ig a n  va vv tezlanish y o ‘nalishiga qarama-qarshi yo 'nalgan 
yana bitta kuch qo'ydik deb tasavvur qilamiz. Modul jihatdan nuqta 
m assasi b i lan  tez lan ish in ing  k o 'p a y tm a s ig a  teng  b o ' lg a n  va 
tezlanishga qarama-qarshi tomonga yo 'nalgan bu kuch nuqtaning 
inersiya kuchi deb ataladi. Inersiya kuchini F 'h a r f i  bilan belgilasak, 
uning t a ’rifiga asosan:

F  ь - m i  (13.2)

tenglikni yoza olamiz. M oddiy nuqtaning inersiya kuchi, t a ’rifga 
ko 'ra ,  nuqtaning tezligini o'zgartirilishiga uning ko 'rsatadigan aks 
ta ’siridan iborat bo'lib, aslicla tezlatuvchi ta ’sir ko'rsatayotgan jismga 
qo'yilgandir.

M odullari j iha tdan  teng va bir chiziq bo 'y lab  qaram a-qarshi 
t o m o n la r g a  y o 'n a l g a n  F + N  va F l k u c h la rn in g  o 'z a r o  
muvozanatlanishi bizga ravshan, ya’ni moddiy nuqta kuchlar ta ’sirida



shu onda muvozanatda bo'ladi. Shunga k o ‘ra, muvozanat shartini 
quyidagicha yoza olamiz:

F + N + F '= 0 (13.3)

D em ak , moddiy nuqta harakatin ing  har bir paytida unga 
haqiqatda qo‘yi!gan aktiv kuchlar hamda bogianishlar reaksiyalari 
nuqtaning inersiya kuchi (nuqtaning o‘ziga shartli qo'yilgan) bilan 
o‘zaro muvozanatda bo'ladi. Bu qoida nuqta uchun Dalamber prinsipi
deyiladi va (13.3) tenglik esa ana shu prinsipni ifodalaydigan vektor 
tenglamadir.

Shunday  qilib, kuchlar t a ’sirida haraka tlanayo tgan  moddiy 
nuqtaga  uning inersiya kuchini ham qo 'ysak  nuqtaga  qo'yilgan 
kuchlar muvozanatlashadi va nuqta  bundan keyin, shartli holda 
« to 'g 'r i  chiziqli tekis» harakat qiladi. H aqiqatda  esa inersiya F ‘ 
harakatdagi M nuqtaga qo'yilmagan, balki mexanikaning uchinchi 
qonuniga muvofiq, shu nuqtaga  tezlanish berayotgan jismlarga 
qo 'yilgan bo'ladi. Inersiya kuchni harakatdagi moddiy nuqtaga 
qo 'y ish  s u n ’iy usul bo 'l ib , u d inam ika  masalalarin i yechishda 
statikaning bizga m a ’lum bo'igan usullari (muvozanat tenglamalari) 
ni tatbiq etish imkonini beradi. Bu usulni mexanikada kinetostatika 
prinsipi deb ham yuritiladi.

Bog'lanishlarning nom a’lum reaksiyalarini aniqlashda Dalamber 
prinsipini qo 'llash, ayniqsa, qulay va samaralidir. (13.3) vektor 
tenglamani koordinatalar sistemasining turli o'qlariga proyeksiyalab 
nuqta uchun Dalamber prinsipini ifodalovchi skaiyar ko'rinishdagi 
muvozanat tenglamalarini hosil qilish mumkin.

38-§. Mexanik sistema uchun Dalamber prinsipi

Kinetostatika metodini n ta moddiy nuqtalardan iborat bo'igan 
bog'lanishli mexanik sistemaga tatbiq etamiz. Mexanik sistemaning 
biror M k nuqtasini olamiz. Bu nuqtaga qo'yilgan aktiv kuchlarining 
teng t a ’sir etuvchisini F k, bog'lanish reaksiya kuchlarining teng ta ’sir 
etuvchisini N k va shu nuqtaning inersiya kuchini F'. bilan belgilaymiz. 
U holda mexanik sistemaning harakati kuzatilayotgan M k nuqtasi 
uchun  D alam ber  prinsipini ifodalovchi tenglam a quyidagicha 
yoziladi:
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F k +  N k+ F ! = 0 (13.4)
bu yerda

F  k '= -m k w  k (k= i ,n ) (13.5)

Bu mulohaza sistemaning har bir nuqtasi uchun takrorlansa, 
sistema uchun Dalamber prinsipini ifodalovchi quyidagi natijaga 
kelamiz. sistema harakatining har qanday paytida unga qo‘yilgan 
aktiv kuchlar, bog'lanish reaksiyalari va sistemaning har bir nuqtasiga 
sh artli q o ‘yilgan shu nuq talarn ing  inersiya kuchlari o ‘zaro 
muvozanatlashadi.

Bu qoidani tegishli matematik tenglamalar bilan ifodalavmiz. 
Buning uchun (13.4) tenglikka к ning qiymatlarini 1 dan n gacha 
o'zgartirib qo'yib, quyidagi munosabatlarni topamiz:

(13.6) tenglamalar mexanik sistema uchun Dalamber prinsipining 
matematik ko'rinishini ifodalaydi. Mexanik sistema uchun Dalamber 
prinsipi m atem atik  tom ondan  sistema harakatin ing differensial 
tenglamalariga ekvivalent bo 'lgan va yuqorida keltirilgan (13.6) 
ko'rinishdagi n-ta vektorli tenglamalar sistemasi bilan ifodalanadi.

F ^ iW + F /^ )
F ,+ N ~A F j=0 (13.6)
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Demak, dinamikaning asosiy tenglamalarini Dalamber prinsipidan 
ham keltirib chiqarish mumkin.

Dalamber prinsipiga oid masalalar yechishda ko 'p incha (13.6) . 
tenglamalarning natijasi b o ig a n  va ichki kuchlar qatnashmaydigan 
boshqa tenglamalardan foydalaniladi. (13.6) tenglam alari7k, N k, F' 
k u ch la r  sistemasi m u v o zan a t in in g  za ru r iy  va yetarli  shartin i  
ifodalaydi. Statikadan m a’lumki, jismga qo'yilgan F t F 2, ••• , F n, 
ix tiyoriy  jo y la sh g a n  kuch  (tekis va fazoviy) lar s is tem an ing  
m uvozanatda bo lish i  uchun bu sistemaning bosh vektori R  ham, 
uning ixtiyoriy tanlab olingan markazga nisbatan bosh momenti M o 
ham nolga teng bolishi, y a ’ni:

n n
R = 1  F k = 0 ,  M o = l m o ( F k ) = 0  (13.7) 

k = l  k = l

b olish i  kerak edi. Bu yerda 0 — keltirish markazi. Bunda, qotish 
prinsipiga ko‘ra bu qoida faqat qattiq jismlarga ta ’sir qiluvchi kuchlar 
sistemasigagina tegishli b o lm ay ,  balki istalgan o'zgaruvchi sistema 
uchun ham o'rinlidir. Ixtiyoriy 0 nuqtan i keltirish markazi deb 
hisoblab va yuqoridagi shartlarni e ’tiborga olib, berilgan mexanik 
sistema nuqtalariga qo'yilgan kuchlar sistemasi uchun Dalamber 
prinsipiga binoan:

£ ( F K+ N K+Fi  > 0 ,
A’ = l

)]=0 (13 8)
к* I

bo'lishi kerak. Ushbu belgilashlarni kiritamiz :
S F k=R' — berilgan kuchlarning bosh vektori;
I  N k=N' —  bog'lanish reaksiya kuchlarining bosh vektori;

£  F k —R'' — sistema nuqtalari inersiya kuchlarining bosh vektori;
I  m ()(Fk) - M (l —  berilgan kuchlarning 0 markazga nisbatan bosh 

momenti;
£  mQ(Nk)=M0N — bog'lanish reaksiya kuchlarining 0 markazga 

nisbatan bosh momenti;
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'Lm{)(Fк')=Мп‘— inersiya kuchlarining 0 markazga nisbatan bosh 
momenti.

U holda (13.8) tenglamalar sistemasi quyidagi ko'rinishni oladi:

R4-N'+R4=(±
M (l+Mt? + M (j=() (13.9)

(13.9) tenglamalarni koordinata o ‘qlaridagi proyeksiyalari xuddi 
s ta tikaning  m uvozana t  tenglam alariga o 'x shash  tenglam alarni 
beradi. H aq iqa tan  ham (13.9) tengliklarni koord inata  o ‘qlariga 
proyeksiyalab, bog'lanishli mexanik sistema nuqtalariga qo'yilgan 
kuchlarning oltita m uvozana t shartlarini (tenglamalarini) hosil 
qilamiz:

R + N ' + R ' ^ O ,
R ' + N ' + R ' J  =0,
R 'z+ W .+ R 'j =0, (13.10)
Л/. +.\/ 4 +Л/ II
At +.1/ N+.U. (I
\r * л/ 4 • л/ a

(13.9) va (13.10) tengliklar, mos ravishda, mexanik sistema uchun 
D a la m b e r  p r in s ip in i  i fo d a lo v c h i  v e k to r  va k o o r d in a t a  
tenglamalaridir. Bu usul. ayniqsa, m asalada dinamik bog'lanish 
reaks iyas in i ,  y a ’ni s is tem an ing  h a ra k a t id a n  vu ju d g a  kelgan 
reaksiyalarni topishda qulaydir.

Endi sistemaning har qaysi nuqtasiga qo'yilgan kuchlarning teng 
t a ’sir etuvchilari tashqi va ichki kuchlardan iborat bo 'igan kuchlar 
deb qaraylik. ya'ni

~F k + N k +F ke+F (13.11)

bo'isin. U holda (13.6) dan (13.9) tenglamalar singari tashqi va 
inersiya kuchlarining quyidagi muvozanat shartlarini hosil qilishimiz 
mumkin:

R4-R'=<)
M ‘-'o+ M 'l =0 М 3.12)
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Chunki, sistemaning ichki kuchlari, ularning xususiyatlariga 
k o ‘ra:

R ‘ = I  f t = 0. M i  f f ’k ) = 0

s h a r t la rn i  q a n o a t l a n t i r a d i .  (13.12) ni k o o r d in a ta  o ‘q la r ig a  
proyeksiyalab, (13.10) ga o ‘xshash oltita m uvozanat shartlarni hosil 
qila olamiz.

Dalamber prinsipidan keltirib chiqarilgan (13.12) tenglamalarni 
qo 'llash , bu tenglamalarda ichki kuchlar qatnashmaganligidan. 
masalalar yechishni osonlashtiradi. M asalalar yechishda (13.9),
(13.10) va (13.12) teng lam alardan  foydalanish uchun inersiya 
kuchlarining bosh vektori va bosh momenti ifodalarini hisoblay bilish 
kerak b o ‘ladi.

39-§. Inersiya kuchlarining 
bosh vektori va bosh momenti

Q attiq  jism  inersiya kuch iarin i ixtiyoriy tan lab  o lingan 0 
markazga qo'yilgan bitta R'! kuch va momenti M '0 ga teng bo'lgan 
bitta juft bilan almashtirish mumkin. Buning uchun kuchni ixtiyoriy 
markazga keltirish usulidan foydalanamiz. D inam ikada inersiya 
kuchiarini keltirish markazi sifatida, odatda , jismning massalar 
m arkazi С nuqtasi  olinadi. F k=-mkw k b o 'lg an lig idan  sistema 
massalar markazining radius vektorini aniqlovchi tenglikni e ’tiborga 
olgan holda quyidagiga ega bo'lamiz:

F = Z  f ' k ^ - Y m k w ^ - M w c  (13.13)

Bu yerda M —jism massasi, и c— jismning massalar markazining 
tezlanishi. D em ak, ixtiyoriy h a rak a t  q ilayotgan  jism  inersiya 
kuchlarining bosh vektori moduli jiha tdan  jism massasini uning 
m assa la r  m arkaz i  tez lan ish iga  k o 'p a y t i r i lg a n ig a  teng va bu 
tezlanishga qarama-qarshi lomonga yo'nalgan bo'ladi.

Inersiya kuchlarining bosh momentini qattiq jism harakati,- i n n in g  
ba'zi xususiv hollarida hisoblaymiz.

1. Jism  ilgarilanm a harakat qiladi. A gar  jism  ilgarilanm a 
harakatlanayotgan  bo'lsa. uning barcha nuqtalarin ing berilgan 
paytdagi tezlanishlari o 'zaro teng bo'ladi. va'ni:



Demak, jism nuqtalarining inersiya kuchlari o ‘zaro parallel, bir 
yo 'nalishda b o ‘ladi. Bu holda inersiya kuchlar sistemasi teng t a ’sir 
etuvchiga keladi va u jism massalar markaziga qo'yilgan bo'Iadi. 
Bu natijaga oson ishonch hosil qilish mumkin. Haqiqatan  ham jism 
ilgarilanma harakat qilayotganidan С atrofida aylanma harakat ro 'y  
bermaydi. Shuning uchun С nuqtadan o'tuvchi o 'qqa  nisbatan tashqi 
kuchlarning bosh momenti nolga teng bo'Iadi, y a ’ni:

w, — vv, —  . . .  — vt; —  w

0.

U holda (13.12) tengliklarning ikkinchisidan quyidagini yoza 
olamiz:

= - M cc= 0 .

Shuningdek, ana shu tengliklarning birinchisidan esa:

R ‘ = ~ R  e = Z F ek = - M w c = ! '  (13.13)

kelib chiqadi. Bu yerda Л1 inersiya kuchlarining teng ta ’sir etuvchisi.

2. Jism qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanadi. Jismning simmetriya 
tekisligi bo ‘lib, q o 'z g 'a lm a s  o 'q  С n u q ta d a n  shu tek is l ikka
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perpendikulyar o 'ts in . Bu holda u r=0 boiadi. dem ak, inersiya 
kuchlarining bosh vektori R '=-Re=-M  й7c=0. Inersiya kuchlarining 
bosh momentini hisoblaymiz. (13.12) tengliklarning ikkinchisidan 
quyidagi munosabatm yoza olamiz:

M! = -w ;. ,yok i  л /; = - л / ; ,

Jismning aylanma harakat differensial lenglamasini k o ‘zda tutib 
quyidagi natijaga kelamiz:

M l -  -M 'r = - l r • E (13.14)

Shunday qilib. bu holda inersiya kuchlar sislcmasi momenti M' 
ga teng va aylanish o'qiga perpendikulyar b o lg an  tekislikda yotuvchi 
juft kuchga kciadi. Formuladagi minus ishora M[. moment yo'nalishini 
j ism n ing  b u rc h a k  tez lan ish  y o 'n a l i s h ig a  q a r a m a - q a r s h i  
yo'nalganligini ko'rsatadi.

3. Jism tekis parallel harakat qiladi. Jismning simmetriya tekisligi 
b o i ib  va uning hamma nuqtalari bu tckislikka parallel lekisliklarda 
harakat qilayotgan boMsin . Jismning bunday harakatini uning qutb 
deb atalgan nuqtasining ilgarilanma harakati bilan bu nuqtadai; 
o 'tuvchi o ‘q atrofida aylanma harakatlarga ajratish mumkinligini 
kursimizning kinematika bo 'l im ida  ko 'rsa tganm iz . Biroq qu tb  
sifatida dinamikada jism massalar markazi С nuqta olinadi. U holda
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a v v a l g i  h o l l a r n i  e ’t i b o r g a  o i i n s a ,  i n e r s i y a  k u c h l a r i n i n g  h a m  b o s h  
v e k t o r i .  h a m  b o s h  m o m e n t i  b o ' I a d i .  y a ' n i :

R 1 \ / -u  . M{- = • E (13.15)

B oshqacha ay tganda , q a ra lay o tg an  holda  inersiya kuch la r  
sistemasi bitta kuch va bitta juft bilan almashiladi. (13.13) va (13.14) 
formulalarga asosan masalalar yechishda tegishli kattaliklarning 
m iq d o r la r i  h i s o b la n a d i .  u la rn in g  y o ‘n a l i s h la r i  esa  r a s m d a  
ko'rsatiladi, xolos.



M - l . E K S I  YA

B O G  ‘ LAN ISH  DA GI N U Q T A  Y O K I S IS T E M A N IN G  
E R K IN M A S  H A R A K A T  D IN A M IK  

R E A K S IY A L A R IN I D A L A M B E R  P R 1N S1PIG  \  
K O ‘R \  A N IQ L A S H

Nuqta va m exanik sistemaning erkinmas harakat dinamik
reaksiyaiari. Qo'zg'alm as o'q atrofida aylanuvchi jismning  

aylanish o'qiga ko'rsatadigan dinamik hosimi

I . Niua.aning eikmmas harakai dinamik reaksiyaiari nima?
.. M f-.anik л ы е т а  harakai)  d inam ik reaksiyaiari qandav

an i. :ian ad i .
3. D ir miik ivaksiyabrni aniqlash inersiya kuchlarini aniqlash 

iva■„ .-!s s q a n d a y  keiliriladi?
.r, mas burchak ic/.lik bilan aylanma harakat qilasotgan 

i isno iing  ay lan ish  o 'q ig a  d in a m ik  reaks iyas i  qan d ay
: n ч i l : S: i! l; i ̂  i i V
.Hsianing ay lan ish  o 'q ig a  q a c h o n  d in a m ik  re a l s iy a s i  
•au' Ппауш?
Jismning aylanish o'qiga dinamik reaksiyaiari bo'imasiiknmg 
qanday zaruriy sharllan bor?

Tayaiurh so ‘z lar va ib o ra la r

! )inamik reaksi\alar. Dinamik iv:u\ozanai. Dinamik muvozanat 
; .-ii::!.:;!!;!!-!!1, A \km ish  o 'q iga  bosini. Aylanish o 'q iga  dinamik 
г-.-ак ! ии;;:-: ho' Imaslik shanlari.

■i0-§ i ’aiamhti prinsipiga ko 'ra  bog'lanishdagi nuqta va 
sistemaning erkinmas harakat dinamik reaksiyalarini aniqlash

Erkinm as har  qanday  m oddiy  nuqta  yoki mexanik sistema 
harakatini o'rganish uchun Dalamber prinsipini qo'llash ularning 
harakat tenglamalarini tuzishmna birdan-birqulay usulidir. Ayniqsa. 
mod'!;v nuq ta  voki mexamk sisiсша ha raka ti  m a ’lum yoki u 
noma Мцщ rcaksiyalar qatnashmagan tcnglamalar orqali aniqlanishi 
m u m k in  b o 'Ig a n  ho l la r t la  D a la m b e r  p r in s ip in i  b o g ' la n is h



reaksiyalarini amqlash uchun q o i l a s h  g 'o y a t  dara jada  osonlik 
Uig'diradi. Bunday m asala larn i yechishda k o ’pincha oldindan  
n o m a 'lu m  b o ia d ig a n  ichki kuch la r  h isobga olinmaydi. Ichki 
bogianisbning reaksiyalarini aniqlash zarur b o ig a n  hollarda esa 
mexanik sistemani ushbu ichki kuchlar tashqi kuch b o ia d ig a n  
qismiarga ajratib o ig a n ish  kerak b o iad i .

Bogian ish li  moddiy nuqta  haraka tida  (13.3) (yoki mexanik 
sistema uchun esa (13.9)) Dalamber prinsipi yordamida aniqlangan 
reaksiya kuchlari,  shu m uvozana t  teng lam alardan  ayonki, bir 
lo m o n d a n  q o ‘vilgan k u ch la rn in g  x a rak te r ig a  b o g i i q  b o i s a .  
ikkinchidan. inersiya kuchlari (bosh vektori va bosh momenti) orqali, 
iuiqla yoki jism (mexanik sistema nuqtalari) harakat qonuniga, 
massalar markazi va aylanish o 'qining joylashishlariga nihoyatda 
bogiiq . Shuning uchun (13.3) yoki (13.9) dagi reaksiya kuchlarini 
t a 's i r  e ta y o tg a n  tashq i  ak tiv  k u ch la rg a  b o g i i q  va m assa la r  
markazining hamda aylanish o'qining joylashishlariga va (nuqtaning 
yoki sistemaning) harakat qonuniga b o g i iq  reaksiyalarga ajratib 
aniqlashga to 'g 'ri keladi. Shuni esda tutish kerakki, ta ’sir ko'rsatuvchi 
tashqi kuchlar ham harakat qonuniga (jumladan, qarshilik kuchlari 
tezlikka) bog'liq bo iish i mumkin.

S h unday  qilib, b o g 'lan ish li  e rk inm as jism ning  h a ra k a t id a  
bog 'lan ish  reaksiyalari ikkita: aktiv  kuch la rn ing  t a ’siri bilan 
aniqlanuvchi sLatik reaksiyalar N n dan va massa taqsimlanishi hamda 
harakat qonuni xarakterlari bilan aniqlanuvchi qo'shimcha dinamik 
reaksiyalar /V(/dan iborat bo 'ladi. Jum ladan, moddiy nuqtaning 
erkinmas harakatida reaksiya (yoki, umumiy holda, bogian ish lar  
reaksiyalarining teng t a ’sir etuvchisi) N  statik N c va qoshimcha 
dinamik N ‘! reaksiyalardan yig'iladi:

N = N '' + N J (14.1)

Bog'lanish reaksiyasining ushbu ikki reaksiyadan iborat ifodasini 
harakatdagi nuqta  uchun Dalam ber prinsipini (13.3) muvozanat 
tenglamasiga qo 'y ib  harakatdagi nuqta  muvozanatining

F + N C + N ‘' + F j =0  П4.2)

tenglamasiga kelamiz. Bu (14.2) tenglam adan  nuqtan ing  statik 
muvozanatini ifodalovchi
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P + N r - О (14 .3)

ienglamani ajratib nuqtaning erkinmas harakatidagi qo 'shim cha 
dinamik reaksiyalarni aniqlovchi

,V ■' + T ' = 0 (14.4)

dan iborat dinamik muvozanat tenglamani hosil qilamiz.
M exanik  s istem aning e rk inm as haraka tidag i  bo g 'lan ish la r  

reaksiyalarining bosh vektori va bosh momenti ham xuddi nuqtadagi 
kabi ikkita: statik va dinamik reaksiyalardan yig'iladi

N = N a \ - N \  Щ  = M , V< + Ц ;- '  (14.5)

U sh b u  o 'zgar ish la rn i  h isobga olgan ho lda  (13.9) quyidagi 
ko'rinishga keladi:

R + N c + N (, + R i =0, + + Щ ‘1 + И1  =0  (14.6)

Harakatdagi bog'lanishli mexanik sistema muvozanatining ushbu 
ko'rinishdagi Dalamber prinsipi tenglamasidan sistemaning statik 
muvozanat tenglamalari

R + N ' =  0, M„+M* r = 0 (14.7)

ni ajratib harakatdagi erkinmas mexanik sistema uchun Dalamber 
prinsipidan kelib chiqadigan qo 'sh im cha  dinam ik reaksiyalarni 
aniqlovchi quyidagi

N  '' + R  ‘ = 0 , Щ ц + Щ  = 0  (14.8)

muvozanat tenglamalarni hosil qilamiz.
(14.4) va (14.8) tengliklardan ko'ramizki, qo 'shimcha dinamik 

reaksiyalarni aniqlash uchun yozilgan muvozanat tenglamaiarda 
aktiv kuchlar  hisobga olinmaydi. M oddiy  nuqta  uchun (14.4). 
mexanik sistema uchun (14.8) vektor tenglamalarning har  biri. 
koord ina ta  o 'q la r iga  proyeksiyalar tarzidagi uch tadan  skalyar

129



muvozanat tenglamalarga ek u va len t .  chunonchi. i 14.8) uchun 
u' sh im cha  d in am ik  rcaks iya la rn i  an iq lovch i  o i l i la  ska iya r  

tenglamalarga cga bo'lamiz.

/ /  A ; / j к i

M  . (R i ) = / ' ( x  N  , : - i n  0  -  u  j. Л /  , (r „ j =  ;; x  v , =  i 0  0  h |

,V „  .V , Д , j .'V... .V ,V'J>._j

Reaksiya kuchlari bosh momentining proyeks:yalarini yuqoridagi 
ifodalarni hisoblab aniqlaymiz:

■v/.; = a ■ N  , - / )■ V. , ,  M  ' -  - ( / A h - /;...V , w :  = 0  (w .v" =( ) )

R e a k s iy a  k u c h la r in in g  b o sh  v e k to r i  esa q u y id a g ic h a  
a n iq la n a d i :

N x = N Ax + . N Hx, /V. -  N  ь + А 'Й1, /V;: =  /V4z

Inersiya kuchlarin ing bosh vektori (yoki d inam ik reaksiya) 
provcksiyalarini hisoblash uchun yuqorida keltirib chiqarganimizdek, 
m a s s a la r  m a rk a z i  te z la n is h in in g  k o o r d in a t a  o ’q la rd a g i  
proyeksiyalarini aniqlashimiz kerak. Jismning aylanma harakatida 
nuqtasining tezlanishi aylanma va markazga intilma tezlanishlardan 
tashkil topadi, y a ’ni:

vr =  и-l: + ir"’ , i r E =OC-B,  i\ " = O C - m \  ОС = tJx<. +  v “.

U holda

YC n x ■
x  = W S + W v  =  - О С ■ 8 -----------О С - с о '  — —  =  -Y,  ■ S  - x,  - ( o '

ОС ОС

iv  =Wr +Wv = —ОС ■ S -------- ОС -со " ( =  x, £ — v, •&) “
1 1 ОС ОС

= 0

Demak.
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N ‘‘ = N i  + А'в, = - m у г е -  т - т г(о2,

N /  = + Ngy = m xre -  mi’r(o \

N  f  = 0

Jism inersiya kuchlari bosh momentini uning С markazga nisbatan 
b o sh  m o m e n t!  p ro y e k s iy a la r i  i fo d a s id a n  h iso b lay m iz .  Bu 
formulalarda burchak tezlik va burchak tezlanishning q o ‘zg‘aluvchi 
koordinata sistemasi o 'qlaridagi proyeksiyalari qatnashgan. Bizning 
holimizda e =(-: =0, o) =o) =0, e =£, со = o>.

Demak,

M: — / e-I a), M: - I  г -I o ', M - - 1 B .

Aniqlangan kattaliklarni o 'rn iga  q o ‘yib, dinamik reaksiyalar 
uchun quyidagini hosil qilamiz:

-my(£-mxcar=Ndu+Ndlw
mx (£-mx car =Nd h+Nd [h, (14.9)
-I e+I cor=aNd, -bN‘‘ ,

x: y: Ay By

I\,e+I t_cor = -aN‘‘ M+bNdlh.

41-§ Q o‘zg ‘almas o ‘q atrofida aylanuvchi jismning 
aylanish o ‘qiga dinamik hosimi

U shbu  teng lam ala rdan  A va В b o g ‘lan ish larn ing  dinam ik 
reaksiyalarini quyidagicha aniqlaymiz:

N  A-  ) + ( N d Ay)_ , N  в  \/(NId is\)' + ( N ‘V  У 

Bu yerda

N dAx=- —  {(m eyt-Izv)?.+{m exc- lx7)co2},
a -f- в

N V  = —!— [ (mexL.-I4Z)8-( mevv-K/)®2] ,
(I + в

N dtj4= — — { (mayc-Is/)e+( maxc+[4X)(o2 j ,
a -f a

N d|!4= -—  { (maxc+Ix/)e-( mayc+Iv/)o r )
a + a
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ga teng. S h u n d a y  q il ib ,  q o 'z g 'a lm a s  o ‘q a t ro f id a  a y la n m a  
harakatdagi jism uchun qo'shimcha dinamik rcaksiyalar

/ _)"+ (m k \: - / . ) ]  (r,2 +(o 4) ,  (14.10)

max -

ga teng.
1. Jismning aylanish o'qi inersiya bosh o'qi bo'lmasin va og'irlik 

markazi shu o 'qda  yotsin, ya’ni x =y = 0 ,1х/?Ю. U holda

Ushbu holda bog 'lanishlarning dinamik reaksiyaiari m iqdor 
jihatdan o 'zaro teng, lekin yo'nalish jihatdan esa qarama-qarshi ekan.

2. Jism co=const burchak tezlik bilan tekis aylanma harakatlansin. 
U holda e = 0. (Og'irlik markazi ushbu holda ham aylanish o 'qida 
bo'lsin). Hisoblashlardan ko 'ramizki bog'lanishlarning dinamik 
reaksiyaiari

Ushbu holda ham miqdor jihatdan teng, yo'nalishi esa qarama- 
qarshi kuchlarga keltiriladi.

3. Jism inersiya bosh o 'qida aylansin. A koordinata boshi bo'lsin. 
I = 1 = 0 ,  « = 0. U holda. N db=0. y a 'n i  d inam ik  reaksiya

bo 'lmaydi. Л dan o 'tgan  inersiya bosh o 'q i  erkin aylanish o'qi 
deyiladi.

4. Agar x =0. >,=0. Ix/=0. Iv =() bo'lsa. aylanish qonuni va demak 
e hamda со qanday bo'lishidan q a t ’i nazar (14.9), (14.10) ga ko 'ra  
Nd 4=0, N ‘̂ = 0  bo'Iadi. Demak. aylanish o 'qi inersiya markaziy bosh 
o 'qi bilan ustma-ust bo'lsa. dinamik reaksiyalar hosil bo 'lmas ekan. 
Ushbu holni vujudga keltiradigan zaruriy shartlarni aniqlaymiz. 
(14.8? da barcha inersiya kuchlarni nol deb hisoblab

N d^ N dB= - l I ^ „ . +T;, ) ( r f ^ )
a +•/>



m v, с+ т  .V со2 =0, m x z - m  у( o r  = О (14.12) 
/,. £ со = 0, / с • / 1 . О (14.13)

shartlarga kclamiz. Bulardan: x.=0, yc=0, Ixv= 0, I =0
Demak, q o ‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanma harakatlanayotgan 

jism tayanch nuqtalarga dinamik bosim k o ‘rsatmasligi uchun uning 
aylanish o ‘qi uning inersiya bosh markaziy o ‘qi bo iish i  zarur va 
yetarli. Ushbu holda aylanayotgan jism muvozanatlashgan, aylanish 
o ‘qi erkin b o iad i .

z —  koordinata  o ‘qi jismning aylanish o ‘qi bilan ustama-ust 
j o y la s h g a n  b o ‘lsin. J ism n in g  a y la n m a  h a r a k a t ig a  A va В 
nuqtalardagi podshipniklardan iborat bog ian ish la r  t a ’sir qiladi. 
Bog‘lanishlarni A va В lardagi N A va N B reaksiyalari (ishqalanish 
hisobga olinmaydi) bilan almashtirib jismni erkin holatga keltiramiz.

Jismning og‘irlik markazi orqali aylanish o ‘qiga perpendikulyar 
o 'tgan tekislikni shu o ‘q bilan kesishgan nuqtasida koordinatalar boshi 
q o ‘yilgan ikkita: q o ‘zg‘almas va qo'zg'aluvchi sistemalar olamiz. 
Bular uchun aylanish o 'qi urnumiy va A, В laming koordinatalari A 
(0,0,-a), В (0,0.b). Q o ‘zg‘aluvchi koordinatalar sistemasi jismga bi- 
riktirilgan va u jism bilan z o ‘qi atrofida aylanadi. Q o ‘zg‘aluvchi 
sistemada jismning og'irlik markazi koordinatalari x yc (Zc=0) va 
m arkazdan  qochm a Ixz va IYZ inersiya momentlari o ‘zgarmas 
miqdorlardir.



15-L EK SIYA

M UM KIN BO LGAN KO CHISH

Bog'lanishlarning tenglamalari va klassifikatsiyasi. Mexanik 
sistemaning mumkin bo'lgan k o ‘chishlari. Ideal hog'lanishlar. 

Erkinlik darajasi va umumlashgan koordinatalar

1. Dinamikada bog ian ish la r  qanday ta'riflanadi?
2. Bogianish  tenglamalari nima?
3. Q a n d a y  b o g i a n i s h l a r g a  s t a t s io n a r  va q a n d a y  

bogianishlarga nostatsionar bogian ish lar  deyiladi?
4. Q anday b o g ian ish la r  ikki tom onlam a va qandaylari bir 

tomonlama bog ian ish la r  deyiladi?
5. Qanday bog ian ish la r  geometrik va qanday bogian ish lar  

kinematik bog ian ish  deyiladi?
6. Qanday bog ian ish la r  golonom va qandaylari nogolonom 

bog ian ish la r  deyiladi?
7. Qanday k o ‘chishga mumkin b o ig a n  ko'chish deyiladi?
8. M umkin b o ig a n  k o ‘chishda qanday shartlar bajariladi?
9. Qanday bogian ish larga  ideal bog ian ish  deyiladi?
10. Erkinlik darajasi nima?
11. U m u m la s h g a n  k o o r d in a t a l a r  q a n d a y  la ' r i f l a n a d i  va 

belgilanadi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

B ogian ish . B og ian ish  tenglamalari. Statsionar. nostatsionar 
bog ian ish la r .  Bir tom onlam a va ikki tom onlam a bogian ish lar . 
Geometrik bogianish. Golonom. nogolonom bogianishlar. Mumkin 
b o ig a n  ko'chish. Ideal bogianish . Erkinlik darajasi. Umumlashgan 
koordm ala la! .

42~§. Bog 'lanishlav, ularning 
tenglamalari va klassifikatsiyasi

koordinaialari  va tc/liklari qiymatlari i\tiyony o'xgarmaydigan 
moddiy nuqtaiarning mexanik sistemasiga crkimnns mesanik sistcma 
deviladi. Erkinmas sisienianing ayriin nuqlalarining koordinata va
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tezliklariga bcvosita, qolganlarinikiga esa bilvosita chek q o ‘yilgan 
bo'ladi. Mexanik sistema nuqlalarimng harakatiga qo'yiladigan 
bunday cheklarni biz h o g ' h m i s h l a r  deb ataymiz. Shunday qilib, 
s is tem aga q o 'y i lg an  b o g 'la n ish la r  deb uning b a ’zi nu q ta la r i  
koordinata va tezliklarining o'zgarishini. harakat tenglamalari va 
t a ’sir elayotgan kuchlardan q a t ’i nazar. cheklovchi har qanday 
shartlarga aytiladi.

M ex an ik  s is tem a  n u q ta la v in in g  bu kab i  k in e m a t ik  
xaraktcristikalarini cheklovchi bunday shartlar (ya’ni bog'lanishlar) 
matcmatik ifodalar yordamida tavsiflanadi va bunday ifodalarga 
bog‘lanish tenglamalari deyiladi. Bogianish tenglamalari. umumiy 
holda. sistema nuqtalarining koordinatalari (xk, yk. zk; k=l,n), vaqt 
bo'yicha ularning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari (tezliklari 
va tezlanishlari) o'rtasidagi munosabatlar (differensial tcnglamalar) 
bilan ifodalanadi.

Qo'yilgan bog'lanishlar erkinmas sistema nuqtalarining aktiv 
kuchlar ta ’siridagi harakatini shu sistema nuqtalarining xuddi shu 
kuchlar t a ’siridagi erkin harakatiga nisbatan m a 'lu m  dara jada  
cneklaydi. Bunday cheklashlardan texnikaning turli sohalarida, 
jumladan. amaliyot uchun zarur bo 'lgan biror yo'nalish bo'yicha 
harakatni ta ’minlash maqsadida foydalaniladi. Chunonchi, dvigatel 
silindri ichida porshen harakati. Bunda silindr ayni shu bog'lanish 
vazifasini o'taydi va bizga porshen harakatini m a ’lum yo'nalishda 
yuz berishini ta ’minlaydi. Shunday qilib, bog ian ish la r  qo'yilgan 
sistema nuqtalarining erkinmas harakati ularga ta ’sir etuvchi aktiv 
kuchlar va boshlang'ich shartlargagina bog'liq bo'lib qolmasdan, 
balki ayni shu qo'yilgan bog'lanishlarga ham bog'liqdir. Boshlang'ich 
shartlar esa bog'lanishlar tufayli, shu bog'lanish tenglamalari bilan 
aniqlangan munosabatda o 'zaro  bir-biriga bog'liq bo'ladi.

Um um an bog'lanish turiga qarab sistema nuqtalarining erkinmas 
harakati turlicha bo'ladi. Biz quyida bogianishlarning amalda ko 'p  
uchraydigan turlari bilan tanishamiz.

Agar sistemaga qo'yilgan bog'lanishlar sistema nuqtalarining 
faqat koordinatalarigagina chek qo'ysa, u geometrik bog'lanishlar 
deyiladi. Masalan, moddiy nuqta  biror sirt bo 'y lab  ajralmasdan 
h a ra k a t la n a y o tg a n id a  bu n u q ta n in g  k o o rd in a ta la r i  shu sirt 
(tenglamasi) bilan cheklangan (bog'langan) b o ‘ladi, ya’ni

f ( x . y , z ) = 0  (15.1)
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\ - s h b u  ( 1 5 . ! )  s i n  i c n g i a m a s i  n u q t a  k o o r d i n a t u l a r i n i n g  e r k i n  
o ' z g a r i s h i g a  q o ' y i i g a n  e h e k  b o l g a n l i g i  u c h u n  u b o g ' i a n i s h  t e n g l a m a s i  
b o ' l a d i .

M e x a n i k  s i s t e m a  n u q u d a r i n i n g  k o o r d m a t a l a r i d a n  t a s h q a r i  
i l l u m i n g  l ez l i k l a r i n i  h a m  c h e k l o v c h i  b o g ' i a n i s h l a r g a  kinem atik  y o k i  
J i t f e v a i s i a i  h o ^ 'h i n i s h t a r  d e y i l a d i .  J u m l a d a n ,  g o n z o n t a l  t e k i s l i k d a  

g T l d i r a k  s i r p a n m a s d a n  l e k i s  pa r a l l e l  h a r a k a t l a n g a n i d a  u n i n g  t eki s l ik  
b i l a n  t e g i s h g a n  n u q t a s m i n g  lezl igi  n o l g a  t e n g  b o i i s h i  k a b i  c h e k  
q o ' y i i a d i ,  c l i u n k i  v a q t n i n g  l i a r  b i r  m o m e n . n d a  t e k i s l i k  b i l a n  
g ' l l d i r a k n i n g  t e g i s h g a n  n u q t a s i  i e / l i k i a r n i n g  o n i y  m a r k a z i  b o ' l i b .  
l in i ng  tezl igi  n o l g a  t eng :

i

Vp = vc + oox r = 0

A garqutb  —  massalar markazi tezligi v ni, qutb atrofida aylanma 
harakat burchak tezligi со ni, tezliklar oniy markazining qutbga 
nisbatan radius vektorirn i,  mos ravishda, vc (xc„ о, 0), со (0, 0 ,Ф), 
r(0. R, 0) ga ten g  e k a n l ig in i  e ’t ib o rg a  o lsak ,  b o g ' l a n i s h n i  
i fo d a lo v c h i  y u q o r id a g i  v e k to r  te n g la m a  q u y id a g i  sk a lv a r  
tenglamalar k o ‘rinishiga keladi:

x c ~ R < p = 0 ,  у с =  0 (15.2)

K i n e m a t i k  ( d i f f e r e n s i a l )  b o g ' l a n i s h n i n g  u s h b u  t e n g l a m a l a r i  

i n t e g r a l l a n a d i :



х -  Rep =  0  , у  . =  cons t

Y a 'n i  d u m a la s h d a  s i rp a n is h n in g  y o 'q l ig in i  va g ‘ild irak  
m arkaz idan  tekislikkacha bo 'lg an  R m asofan ing  saqlanishini 
ifodalovchi (bogian ish  tenglamalar) shartlar hosil bo'ladi. Hosil 
b o 'lg a n  b o g 'la n ish n in g  ushbu  teng lam as id an  k o ‘ram izki bu 
kinematik bog'lanish bir vaqtda geometrik bog ian ish  ham ekan.

Geometrik (15.1) va tenglamalari integrallanadigan differensial 
(15.2) bog'lanishlar golonom bog'lanishlar deyiladi. Shunday qilib, 
golonorn bog'lanishlar sistema nuqtalarining koordinatalariga (yoki 
integralianishi mumkin bo 'lganidan tezligiga ham) chek qo'yadi. 
Ular sistema nuqtalarining koordinatalari o 'rtasidagi (15.1) kabi 
m u n o s a b a t l a r  yoki (15.2) kab i  in teg ra l lan u v ch i  d ifferensia l  
tenglamalar bilan ifodalanadi.

Integrallanmaydigan differensial tenglamalar bilan ifodalanuvchi 
b o g ' la n is h la r  nogolonom  bog 'lan ish lar  deyiladi. N o g o lo n o m  
bog'lanishlar holida sistema nuqtalarining koordinatalari o 'r tasida 
chekli munosabatlar mayjud bo im aydi.

T e n g la m a la r id a  o s h k o r  r a v is h d a  v a q t  q a tn a s h m a g a n  
bog 'lanishlarga, masalan , (15.1), (15.2) statsionar bog'lanishlar 
deyiladi, aks holda, ya’ni bog'lanish tenglamalarida vaqt oshkor 
ravishda qatnashsa, nostatsionar bog'lanishlar deyiladi. Demak, 
s ta ts ionar  bog 'lan ish  vaqt bo 'y icha  o 'zga rm ayd i va aksincha, 
nostatsionar bog'lanish vaqt o't ishi bilan o'zgaradi.

B o g ' l a n is h  ten g lam as i  teng lik  b ilan  i fo d a la n sa ,  b u n d a y  
bog 'lanish  bo'shatm aydigan  yoki ikkitom onlam a bog'lanish  deb 
ataladi, bunga yuqoridagi bog'lanishlar (nuqta yoki g'ildirak sirtdan 
ajralmasdan harakatlangan holda) misol bo 'la  oladi. Bir uchi sferik 
sharnir yordamida bir nuqtaga mahkam langan sterjenning ikkinchi 
uchiga b ir ik t ir i lgan  o g ' i r  sh a rch an in g  sferik teb rang ich  kabi 
harakati bo 'shatmaydigan bog'lanishga yaxshi misol bo'ladi. Bunda 
s h a r c h a  —  m o d d iy  n u q t a  h a r a k a t i  s t e r j e n d a n  ib o r a t  
bo 'shatmaydigan bog'lanish bilan cheklangan, ya’ni sharcha radiusi 
sterjen uzunligi 1 ga teng sfera sirtidan tashqarida yoki ichkarida 
bo 'la  olmaydi. Sharchaning koordinatalari bog'lanish tenglamasi 
orqali bog'langan:

x: + y2 + z2 = }2
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I c n i } ! , i m a s :  ! c n u s i / n K  b : i a u  i t o d a l a n a d i g a n  hoi! ' !:».  
r.a \  o k :  ho% ' h t n i s h  d e y i l a d i .  M« n ;
\ u t j o i  sciaui o g ' i r  s h a r c h a  s i c n e n  o r q a l i  e m a s .  a r q o n  ( ip)  y o r d a :  
b i r  n u . r k a / g a  m a h k a m l a n g a ' i  b o ' l s i n .  B u n d a y  b o g ' i a n i s h d a g i  < 
- b a r d :  л isii' i ik l e b r a n g i c h  I n m g  k o o r d i n a U t l a r i  o ' r t a s i d a g i  m u m > v
Ч- n j s i / U k  b i l a n  M b d a i a n a d 1

( lumki ciidi bogianish shardumi ! radiusli siera sirtidagina c  
baiki bog ian ish  (ipi dan bo 'shab. sferaiiing ichki soiiasida 
br . ' s i - .higa iip.koa beradi. ! i-ngsr/lik bclgisi  bogianish  qa) si h '>n. 
iismni (Hi'shatishini bildiiadi.

u.ar ipna-i; u/uniiy: bjг» >r ! ;-.•/!> к bilan oVgurih borsa. bog 
!' . ' I lg ia  111, is ;

4" + V "  + 7 : <  I I , ±  v t  J-

ko'rinishga keladi, bog ian ish  c s a  t c n g l a m a g a  к о т а  i i i » i a i s n  
b o g  'anislii.M avlanadi.

Ciolouom, stalsiohar. bo 'sbaimavdigan bogianisiiga \an; 
ni i so l  t a r i q a s i d a  krivoship sha lun  m exani/m in i k e l t i r a i r - i /  
misolda b o g i a n i s h l a r  0  nuqiadagi q o ’/g 'a lm as s i l i n d - . h a  
В n u q t a d a g i  poi/un \ a  krivoship b i l a n  shauinni o ' / a r r  birla.shlsru 
A d a g i  s i l indrs irnon  s h a r m r l a r d a n  ibo ra i .  M e x a m / m m  
k o o r d i n a l a  sisicmasiga nisiv-. :an o ' r g a n s a k .  b o g ' i a n i s i u a i  
t e n g l a m a l a r i  qu\ idagidia b o d a ' a n a d i :

x =  (), yri =  0.  v, . -  0. x : + v - - 1 . i \ ,  - x |()- + v = ! ( ! •• •:

A g a r  m e x a n i / m n i  u c h  o ' H u n  1: Oxyz  D e k a r i  k o o r d i u a i  
s i s t e m a s i g a  n i s b a t a n  o ' r g a n  -ak f < 5 M l eng l a .m.da*  j .; \ a ; i  < м 
i e n g l a m a  q o ' s h i i a d i :

/  = o .  / ,  -  0.  / „  -  I)



Shuni esda tutish joizki, golonom bog'lanishlar statsionar va 
nostatsionar bo iish i mumkin. Agar qaralayotgan mexanik sistema 
n-ta nuqtalardan iborat b o ‘lsa va unga m-ta bog'lanish q o ‘yilsa, 
statsionar (golonom) bog'lanish tenglamasining umumiy ko'rinishi 
quvidagicha bo'ladi:

f ^ . y ^ . x , , y 2,z 2, . . . , x n,y n,z n) = 0, (k=T,m) (15.4)

Shuningdek, nostatsionar (golonom) bog'lanish tenglamasining 
umumiy ko'rinishini:

fk(t; Xp у x2, y2, z2, ..., Xn, ул, Zn) = 0, (k=T,m) (15.5)

kabi yoza olamiz. A gar (15.4) va (15.5) tenglam alarda  sistema 
nuqtalarining tezliklari ham oshkor qatnashsa, ular nogolonom 
bog'lanish tenglamasining umumiy ko'rinishini ifodalaydi.

Bo'shatm aydigan yoki ikkitom onlam a bog 'lanish tenglamasi 
umumiy holda quyidagicha ifodalanadi:

fk(x,, У,, z (, x2, y;, zv  ..., xn, yn, zn) = 0, (k=T,m) (15.6)

Bunda bog 'lan ish  sistema nuqta larin ing  b iror yo 'nalishdagi 
harakatin i cheklash bilan bir vaq tda  unga teskari yo 'nalishdagi 
h a r a k a t ig a  h a m  chek  q o 'y a d i ,  y a ’ni s i s te m a n in g  n u q ta la r i  
bog'lanishni tashlab keta olmaydi.
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Ho shatadigan yoki birioinoniama bog'ianisii bunga qaruinu- 
qarsh i x a rak te rg a  ega va un ing  teng lam asi .  um u m iy  holda. 
quvidagicha ifodaianadi:

У,. 7.,, x„ y„ Z „  . . X , y.,. 7.,,)$0, (k=T,ni; ( 15.7)

Bulardan ko‘ramizki. bog ian ish  ixtiyoridagi erkimnas sistema 
(bog'lanishli sistema) istalgan yo nalishda har.ikal qila olmaydi. 
Uning harakati bog 'lan ish larn ing  turiga va xarak tenga  b o g i iq  
b o iad i .  Agar sistema nuqtalariga bog ian ish la r  qo'yilmagan bo isa .  
u holda 3n ta koord inata lar  o 'za ro  bog 'liqmas b o i ib .  ularning 
qiymatlari faqat t a ’sir etuvchi tashqi kuchlargagina b o g i iq  bo iad i .  
Bundan k o ‘rinadiki, sistema nuqtalariga bog ian ish lar  q o ‘yilganda. 
s is tem a  n u q ta la r in i  b o g i a n i s h n i  q a n o a i l a n t i r g a n  h o ld a  
harakatlantirishga majburetadigan qo'shimcha ktichlar hosil boiadi. 
Bu kuchlar bogianish  reaksiya kuchlarini ifodalaydi.

43-§. M um kin bo'lgan ko'chish. Sistemaning erkinlik dartijasi.
L'mumlushgan koordmatlar

M exanik sistema nuqtalurining unga qo ‘ril^a/i bog uinishkm u  
qanooiluntirmrhi har qandav chek'.iz kichik (luiyoliy k<> 'ehtshktri 
mexanik sistemaning mumkin bo Igan ко 'chishi \ oki virtual ко ’rhisht 
deviiadi.

Mumkin b o ig a n  ko'chish lushimchasi analitik mexanikadagi 
m arkaziy  tu sh u n ch a la rd an  biri hisobiunudi. M um kin  b o ig a n  
ko'chishning ta’rifga binoan sistemaning mumkin bc.ig.in koVhishida 
unga qo'yilgan bog ian ish la r  buziimaydi. ya'ni mumkin h. igan  
ko'chish bogianishlar bilan muvollq ravishda bajariiaui. Bo''h‘';adi» 
aytganda. erkinmas sistemaning yoki moddiy nuqtaning 
b o ig a n  ko‘chishi uningholatini belgilovchi soi'geometrik usul bo iib .  
vaqtga b o g i iq  emas. Mexanik sistema yoki nuqlaom g mumkin 
bo ig an  k o ‘chishi qo'yilgan kuchlarga ham bog iiq

Buning aksicha. b o g ian ish d ag i  sislema r.u.;la:i; inm.e i \ o k : 
nuq tan ing)  b o g ia n i s h g a  b inoan  haqiqiy clemcn •. Ko'chishi 
sistemaga qo 'yilgan kuchlarning la 's irida va vau: ^  d k к 1 i di 
oralig 'ida birdan-bir m a 'lum  yo'nalishida sodir b o iad i .  Nuqianing 
koord ina tla r i  va dem ak, radius vektori r ( vaqlnm g tun I- -ayasi 
ekanligi e’tiborga olinsa, dt vaqt oralig'ida nuqianingchcksiz kichik 
haq iq iy  k o 'c h is h  t a rg u m e n ln in g  dt ga o 'z g - r i s h i  tu luyii  r
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funksiyaning cheksiz kichik dr  o 'zgarishi ekanligini isbotlaydi. Shu 
boisdan, bundan  buyon, nuqta  (sistema nuqtalari)ning mumkin 
b o ‘lgan k o ‘chishi variatsiya-8, haqiqiy elementlar k o ‘chishini esa 
d ifferensia l-d  belgisi o rqali  b ir -b ir id an  fa rq  q ilamiz. A g ar  r 
nuqtaning radius vektori b o ‘lsa, u holda 5r nuqtan ing  m um kin 
b o ‘lgan ko ‘chishi, 8r nuqtaning haqiqiy elementlar k o ‘chishi bo iad i.  
N uqtan ing  8r va dr ko 'chishlari orasidagi asosiy farq shundan 
iboratki, nuqtaning haqiqiy k o ‘chishi berilgan joydan  biror dt vaqt 
oralig 'ida sodir b o ia d ig a n  birdan-bir k o ‘chishi b o i s a ,  mumkin 
b o ‘lgan k o ‘chishi berilgan joydan  cheksiz k o 'p x i l  k o ‘chishi bo'lib, 
haq iqatda  esa nuqta  bulardan birortasini ham o ‘tmaydi. M um kin 
b o ‘lgan k o ‘chish m iqdor jiha tdan  birinchi tartibli cheksiz kichik 
qiymat deb hisoblanadi va yuqori tartibli cheksiz kichik qiymatlari 
e ’tiborga olinmaydi. Chunonchi, mexanik sistema nuqtalari (yoki 
moddiy nuqta)  ning m um kin bo 'lgan  k o ‘chishida ularning egri 
chiziqli cheksiz kichik ko'chishlari t o ‘g ‘ri chiziqli cheksiz kichik 
k o ‘chishlari bilan almashtirib qaraladi va shu boisdan egri chiziqli 
yoy koordinatasiga vektorli belgi q o ‘yiladi va egri chiziqli cheksiz 
kichik k o ‘chish SS kabi belgilanadi.

M exanik sistemaning о ‘zaro bog 'liqmas ко ‘chishlari soni ushbu 
sistemaning erkinlik darajasi soni deyladi.

Sirtdan iborat bogianishdagi nuqtaning erkinlik darajasi ikkiga 
teng. Binobarin, xOy tekislikda joylashgan nuqtaning har qanday 
o ‘rni o ‘zaro mustaqil ikkita (masalan, x va y) koordinatalar bilan 
aniqlanishi mumkin. M a ’lumki, erkin nuqta (demak, u fazoda) uchta 
erkinlik darajasiga ega, bular o ‘zaro perpendikulyar (mustaqil) uchta 
y o ‘nalish bo 'y icha  fazodagi k o ‘chishlardir. M oddiy  nuqtan ing  
fazodagi har qanday o ‘rni uchta o ‘zaro mustaqil, masalan, x,y,z 
koordinatalar bilan aniqlanadi. Demak, erkinlik darajasi (mustaqil 
k o ‘chishlar) soni va fazodagi yoki tekislikdagi o ‘rnini aniqlovchi 
o ‘zaro mustaqil koordinatalar soni bir-biriga teng.

Golonom, statsionar, bo 'shatm aydigan b og ian ish la r  qo'y ilgan 
h a r  qan d ay  mexanik  sistema uchun bu na tija  t o ‘g ‘ri bo 'lad i .  
Shunday qilib, bo 'sha tm ayd igan  geometrik  bog 'lan ish  qo 'y ilgan 
mexanik sistemaning o 'rn in i  aniqlovchi mustaqil koord ina ta la r  
soni uning erkinlik darajasi soniga teng. Shuning uchun bunday  
sistemaning erkinlik darajasini o 'z a ro  m ustaqil m um kin  bo 'lgan  
ko 'chishlar  soni yoki o 'za ro  mustaqil koord inata lar  soni bo 'y icha 
aniqlash m umkin.
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H ar qanday mexanik sistemaning istalgan paytdagi o ‘rni uning 
har bir nuqtasining koordinatalari bilan aniqlanadi. Agar u n ta 
nuqtadan  tashkil topgan bo 'lsa , uning o 'rni, y a ’ni ham m a n ta 
nuqtalarining o 'rni 3n ta Dekart koordinatalar bilan aniqlanadi. 
Bordiyu mexanik sistemaga h ta bog 'lanish qo'yilsa, ular h da 
tenglam alarni qanoa tlan tirad i  va endi ular o 'z a ro  bog 'langan . 
S h u b h a s iz .  s is tem an in g  o ' r n in i  an iq lo v ch i  o 'z a r o  m u s taq i l  
koordinatalar soni endi

.y =  3)1 -  h

ga teng. Binobarin, mexanik sistemaning o 'rnini aniqlash uchun 
mustaqil koord inata lar  sifatida 3n ta Dekart koordinata lardan  s- 
tasini tanlash mumkin. Bunda qolgan koordinatalar h-ta bog'lanish 
tenglamalari orqali aniqlanadi. Am m o mustaqil koordinatalarni 
bunday  tanlash k o 'p in ch a  m u rak k ab  ifodalarga olib kcladi va 
qiyinchiliklar tug 'diradi. Shuning uchun mexanik sistemaning har 
qanday  o 'rn in i bir qiymatli aniqlovchi mustaqil ka tta lik lardan  
iborat bo 'lgan umumlashgan koord inata lar  bilan ish ko 'rish  qulay 
bo'ladi.

Biz y u q o r id a  b a ’zi m a s a la ia rn i  o ' r g a n i s h d a ,  ha li  t a ’r i f  
b e r m a s d a n ,  u m u m la s h g a n  k o o r d i n a t a l a r d a n  fo y d a la n d ik .  
Ju m lad an ,  m atem atik  tebrangich (m ayatn ik) vaziyatini uning 
vertika ldan  og 'ish  burchagi ф. bir nuqtasi q o 'z g 'a lm a s  qattiq  
jismning sferik harakatini Eylerning 3 ta burchak (\j/,0,<p) lari, tekis 
parallel h a rak a t lan ay o tg an  qattiq  j ism ning holatini esa uning 
qutbining ikkita koordinalari (xc. vc) va shu qutb atrofida jismning 
ay lanm a haraka t  burchak koordinatasi ф orqali an iq lanar edi. 
Shunday qilib. mexanik sistemaning o 'rnini bir qiymatli ravishda 
aniqlovchi va soni sistemaning erkinlik darajasi soniga teng bo'lgan 
o 'z a r o  m u s ta q i l .  b a ’zan  o d a td a g id a n  o 'z g a c h a  o ' l c h a m l i  
katta lik larga uniumlashgan kooi'ilimiiahir dcviladi.

Umumlashgan koordinatalarni q harfi orqali bclgilash qabul 
qilingan. Binobarin. erkinlik darajasi s ga teng mexanik sistema
holatini q,. q2.......... q s ta umumlashgan koordinatalar bir qiymatli
amqlaydi. Mexanik sistemaning har bir nuqtasi o 'z ining radius 
\ek tori  (yoki Dekart koordinatalari) bilan aniqlanadi. demak bu 
k a tta l ik ia r  ham um um lashgan  koord ina ta iu rnm g  bir qiymatli 
funksivasi bo'ladi:
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x k =xk (qx,q2- - , q j )
У к =  У к (к  = \ , п )  (15.8)

z  к =zk (q{,q2,....,qj)

A g a r  b o g i a n i s h l a r  s t a t s io n a r  b o ‘lsa, u m u m la s h g a n  
koordinatalarni tegishlicha tanlash yo'li bilan (15.8) dagi vaqtning 
oshkor  qatnash ish idan  xalos b o i i s h  m um kin, y a ’ni s ta ts ionar 
b o g ia n ish la r  holida D ekart  koord ina ta la r  faqat um um lashgan 
koordinatalarning bir qiymatli funksiyasi ko 'rinishida ifodalanadi. 
M e x a n ik a n in g  m a s a la la r in i  o ' r g a n i s h d a  u m u m la s h g a n  
koordinatalardan foydalanish bog‘lanish tenglamalarini hisobga 
olishdan xalos qiladi. Umumlashgan koordinatalarda bog ian ish  
tenglamalari ayniyatga aylanadi.

Nihovat shuni takidlaymizki, golonomli sistemaning holati s-ta 
amumlashgan koordinatalar orqali aniqlansa. sistemaning o 'zaro  
bog iiqm as (mustaqil) mumkin bo'lgan ko'chishlarining soni xuddi 
shu ko o rd in a ta la r  soniga teng. Jum ladan , uch q ism dan ibora t  
krivoship-shatunmexanizmini bogianishlar yoq holda fazodagi ekrin 
krivoship, shatun, polzunlarning uchtadan koordinatalari (xkr, ykr, 
zkr; xsh, ysh, zsh; xpl, ypl, z pl) jami 9ta koordinatalar orqali o ‘rganilsa, 
y u q o r id a  qayd  eti lgan  b o g i a n i s h l a r  ho lida  ushbu  9ta  erk in  
o 'zgaruvchilar o 'za ro  b o g ian ish la rn ing  8 ta tenglamalari bilan 
ifodalanadi va natijada bitta mustaqil koordinata qoladi, erkinlik 
darajasi ham  birga teng bo'ladi.

l4-§. Ideal bog'lanishlar

E rk inm as m exan ik  sistem a n - ta  n u q ta d a n  ib o ra t  bo 'ls in .  
Bog'lanish reaksiva kuchlarini sisiema nuqtalariaa qo'yilgan teng



t a ’sir etuvchilarini N p N 9, ... , N n , sistema nuqtalarini mumkin 
b o ‘lgan ko 'ch ish la r in i  esa S r ,, 6 r 2, .... 5 r n orqali belgilaymiz. 
Mexanik sistemaning biror ixtiyoriy mumkin bo 'lgan ko'chishida 
Nk reaksiya kuchining elementar ishi

Л __
8Ak = cos(Nl ,8rt ) (k = Lit)

ga teng bo'ladi. Mexanik sistema nuqtalarining har qanday mumkin 
bo'lgan ko'chishida barcha reaksiya kuchlarining ishi esa quyidagicha 
aniqlanadi:

8 A v =  N t8i\  c o s ( , V ,  , 8r„)
к =1

Ba’zi bog'lanishlar uchun ushbu elementar ish nolga teng bo'ladi, 
ya’ni

X  N k&rk cos(N~^8rk) = 0 (15.9)
k  = I

Bog ‘lunishdagi m exanik sistemaning har qanday mumkin bo ‘Igan 
ko 'c h ish id a  uning nuq ta lariga  q o 'y ilg a n  b o g 'lan ish  rea ksiya  
kuchlarining elem entar ishlari yig 'ind isi nolga teng bo'lsa, y a ’ni
(15.9) bajarilsa, bog'lanish ideal bog'lanish deyiladi.

1. Silliq sirt. Biror M n u q ta  silliq sirt u s tida  a jra lm asd an  
harakatlansa reaksiya kuchi shu M nuqtada  o 'tkazilgan normal 
bo'yicha yo'nalgan bo'ladi. M nuqtaning mumkin bo 'lgan ko'chishi 
5r esa shu sirtga urinm a tekislikda yotadi. D em ak , silliq sirt 
reaksiyasining mumkin bo'lgan ko'chishdagi ishi nolga teng bo'ladi:

6/1'' = /V ■ 6 г =  О

y a ’ni sirt silliq bo'lsa, u ideal bog'lanish hisoblanar ekan.
A gar sirt silliq bo 'lm asa . ishqalanish kuchi ham  bo 'lad i  va u 

k o 'c h i s h  r a d iu s  v e k to r i  b i lan  b ir  c h iz iq d a  q a r a m a - q a r s h i  
yo 'na lgan  bo 'lad i va ushbu ko 'chishdagi uning ishi no ldan  farqli 
bo 'ladi. Endi bog 'lanishni yana ideal bog 'lanishga keltirish uchun 
i s h q a la n is h  re a k s iy a  k u e h in i  b o g ' l a n i s h  reak s iy a  k u c h la r i  
sistemasidan chiqarib berilgan kuchlar sistemasiga qo 'sh ib  qarash
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kifoya. Bunda b o g ‘lanishning reaksiya kuchi y ana  norm al N 
r e a k s iy a  k u c h i d a n g i n a  i b o r a t  b o ‘la d i ,  b o g i a n i s h  id e a l  
b o g ia n ish g a  aylandi.

2. Sirpanmasdan dumalashdagi bog‘lanish. Bir absolyut qattiq 
jism sirt (bogian ish) bo 'y lab  sirpanmasdan dumalashda b o is in .  
Jismlar silliq b o im asad a  va demak, ishqalanish kuchi noldan farqli 
b o i s a d a  j i sm n in g  h a r  q a n d a y  m u m k in  b o i g a n  k o ‘ch ish d a  
(dumalashida) reaksiya kuchlarning ishi nolga teng, ya’ni bogian ish  
ideal bog ian ish  bo iad i .  Chunki dumalayotgan jismning sirt bilan 
tegishgan В nuqtasi harakatsiz qoladi, ya’ni

Ъгв = 0

va sirtning jismga reaksiya kuchi ham ish bajarmaydi. Demak, 
sirpanmasdan dumalashdagi b o g ian ish  ham  ideal bog ian ish  ekan.

U shbu shart k o ‘pgina mashina, mexanizm va konstruksiyalarda 
q o i la n i lg a n  b o g ia n is h la rd a  ham  bajariladi. C hunk i mashina, 
mexanizm, kons truks iya la rn ing  m ukam m all ik  dara jas i  zararli  
qarshiliklar (mashina qismlarining o ‘zaro ishqalanish kuchlari)ni 
yengish uchun sarflanadigan isrof quw atn ing  (ishning) kichik boiishi 
bilan baholanadi. U shbu  isrof q u w a tn in g  mashinani haraka tga  
keltiruvchi m otor quvvatidan nihoyat kichik b o i ish  sharti mashina, 
m ex a n iz m , k o n s t r u k s iy a la r n i  lo y ih a la s h d a g i  asos iy  ta la b  
hisoblanadi.

M ash in a ,  m exanizm  va k o n s tru k s iy a la rn in g  takom illig in i 
baholovchi isrof quvvat bog ian ish la r  reaksiya kuchlari ishi tufayli 
mavjuddir. Shuning uchun mashina, mexanizm va konstruksiya 
qismlarini bir-biri bilan ideal b og ian ish la r  yordamida biriktirish 
talabga muvofiq bo iad i .



1 6 - L E K S 1 Y А

MUMKIN B O L G A N  KO CHISH PRINSIPI. 
DINAM IKANING UM UM IY TENGLAM ASI

Mumkin ho'lgan ko'chish prinsipi. Mumkin b o ‘lgan ko'chish
prinsipini muvozanat masalalariga qo'llash. Mumkin ho'lgan
ko'chish prinsipini qo'IIah hog‘lanish reaksiyalarini aniqlash.

Dinamikaning umumiy tenglamasi

1. M um kin  b o 'lg a n  ko 'ch ish  prinsipi qan d ay  m asa la la rda  
qoilaniladi?

2. M umkin b o ig a n  ko'chish prinsipi qanday ta ’riflanadi?
3. M umkin b o ig a n  ko'chish prinsipi qanday ifodalanadi?
4. M u m k in  b o i g a n  k o 'c h i s h  p r in s ip in i  q o ' l l a b  q a n d a y  

muvozanat masalalari yechiladi?
5. M um kin  b o ig a n  ko 'ch ish  prinsipi yordam ida b o g ia n ish  

reaksiyalarini aniqlash qanday bajariladi?
6. Mexanik sistema muvozanati masalalarini yechishda mumkin 

b o ig a n  ko'chish prinsipini statika tenglamalaridan qanday 
afzalligi bor?

7. Dinamikaning umumiy tenglamalari qanday aniqlanadi?
8. Dinamikaning umumiy tenglamalari qanday t a ’riflanadi?
9. D in a m ik a n in g  um um iy  ten g lam ala r in i  q o ' l l a b  q a n d a y  

masalalar yechiladi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

Mumkin b o ig a n  ko'chish prinsipi. Mumkin b o ig a n  ko'chish 
prinsipi masalasi. B o g ia n ish  reaksiyalarini aniqlash  masalasi. 
D in am ik an in g  um um iy  tenglam asi. Aktiv  kuch la r .  R eaksiya  
kuchlari Inersiya kuchiari. Inersiya kuchlarining elementar ishi. 
Inersiya kuchlari momentinmg elementar ishi.

45-§. Mumkin ho'lgan ko'chish prinsipi

E rk inm as  m u ra k k a b  s is tem aning  m uvozana tin i  o 'rg a n ish  
sistemaning m um kin b o ig a n  ko 'chishi haqidagi tushunchadan  
foydalanish bilan bog'liq prinsipga asoslangan. Mumkin bo'lgan

146



k o ' c h i s h  prinsipi quyidagicha t a ’n!];;v a -.''.r. ideal, ho ‘shatmaydigati, 
•i-.ilsionar, golonom hog 'hinishlar 40 'yHyan mexanik sistema herilgan 
ak t i v  ku ch la r  la sirida  muvozi ini ; ; h r  lish i m  him  sis tem a  
nuqtaluriuing haraka tsi: iudatdan h r.- qanday m um kin  h o ’tgan 
ко 'chisltida slui aktiv kuchlarning clcn;,. ntur ishlari v ig ’/ndisi nolga 
:cng ho ’iisht zam r va vctarlmir.

Sistemaningbiror .V/, nuqtasiga q o ' \  u g a n  aktiv kuchlarningteng

la  sir etuvchisi . s h u  nualaning mumkin b o ig a n  k o ’chish veklori

or,.- b o ' i s i n .  U holda m um kin b o ig a n  k o ' c h i s h  prinsipi ushbu 
■ektorlarnmg s k a i y a r  k o ' p a y l m a l a r i  vigindisi kabi quyidagicha 

a i a i e m a l i k  i f o d a i a n a d i :

T  Ft -6 >•. = 0. ) \ i 0 ) - 0 .  [к -  \.n) \ 1 6 . 1)
v - I

Zarurligi. M oddiy nuqta lar  sistemasinmg muvozanati uchun 
; 16.П shartning zarurligini isbotlavmiz. Ideal, bo 'shatm aydigan, 
stalsionar bogianishlar  qo'yilgan n-ta moddiy nuqtalar sistemasi 
m uvo/anatda va demak, uning har bir nuqtasi muvozanat holatda 
tinch turgan bo'isin. Jumladan. M k nuqtaga aktiv kuchlarning teng

ia sir etuvchisi F k va bog'lanishdan bo'shatish prinsipiga asosan unga 
qo'yilgan reaksiya kuchlarining teng ta ’sir etuvchisi N k ta ’sir etadi. 
Muvozanatlik lalabga ko 'ra  har bir nuqta  uchun quyidagi shart 
bajarilishi kerak:

/ч + Л '< = 0 .  Vi (0) = 0, (k = ],n)

Sistemaning ushbu muvozanatdagi tinch holatdan biror mumkin
b o i g a n  k o 'ch ish ida  uning n u q ta la r i  8 n , 8 r > , ..........., 8 r„ m um kin
bo'igan ko'chishlar olsin. Yuqoridagi muvozanat tenglamalarning 
har birim 8  rk ga skaiyar ko'paytirib:

( Fk  + Nk  ) -8 п  = 0, (к = \ . n)

ushbu hosil bo'igan n-ta tenglamani hadma-had qo'shamiz. U holda 
quyidagi ifodani olamiz:
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"ft Гк +
k^\ k,\

Mexanik sistemaga qo'yilgan bog'lanishlar ideal bog'lanishlar 
bo'lgani uchun

X  v  о.

D em ak , s is tem a  m u v o z a n a td a  b o ‘ 1 ishi uch u n  (16 .1 )n ing  
bajarilishining zarurligi kelib chiqadi.

Yetarligi. Mexanik sistemaning muvozanati uchun (16.1) shart 
yetarli ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun (16.1) shart bajarilganda 
sistema muvozanatda bo'lishini ko'rsatish kifoya. Faraz qilaylik,
(16.1) s h a r t  b a ja r i lg a n .  lek in  b u n g a  q a r a m a s d a n ,  s is tem a  
m uvozana tda  bo 'lm asin. Boshqacha aytganda. (16.1) shartning 
bajarilishiga qaramasdan sistema qo'yilgan kuchlar ta ’sirida o'zining 
bosh lang 'ich  tinch ho la t idan  h a raka tga  kelsin. T a ’rifga ko 'ra ,  
sistemaga qo 'y ilgan  bog 'lan ish la r  s ta tsionar va shuning uchun 
sistemaning haqiqiy ko'chishi uning biror mumkin bo'lgan ko'chishi 
bilan mos keladi. Mexanik sistema nuqtalarining tinch holatdan 
ko'chishi F k va N k kuchlaming teng ta ’sir etuvchisi bo'ylab yuz beradi 
va shu sababdan musbat ish bajariladi:

n
> 0

к A
yoki

Fk -5 r t  -6 rk > 0
*=i *=i

Sistemaga ideal bog'lanishlar qo'yilganligi sababli 

J ^ N k  -5n  =0.

Demak, sistema m uvozanatda bo 'lmasa

A ' - i

Fk -5 r k > 0

V  N k -5 rk = 0
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kelib chiqadi. Bu natija esa yuqorida qabul qilingan (16.1) shartga 
ziddir. Mexanik sistemaning muvozanatda bo iish i uchun (16.1) ning 
baja ra l ish i  yetarli .  S h u n d ay  qilib, m u m k in  b o ‘lgan  k o ‘chish 
p r in s ip in in g  (16.1) i fodasi h a q iq a ta n  h a m  m e x an ik  s is tem a 
muvozanatining zarur va yetarli shartini ifodalar ekan.

M umkin b o ‘lgan k o ‘chish prinsipining (16.1) ifodasini b a ’zan 
Lagranjning m um kin  bo ‘Igan ко ‘chish prinsipi, b a ’zan  m umkin  
bo ‘Igan ishlar tenglamasi, b a ’zan statikaning umumiy tenglamasi ham 
deyiladi. (16.1) shartni quyidagi ifodalar k o ‘rinishida yozish mumkin:

S  ( №  + F^ y  +
"  __  A  _

■c o s ( / 7 a , 5 / - * )  =  0 .

k = \

Mumkin b o ig a n  ko'chish prinsipi mexanik sistemaning ayrim 
qismlari muvozanatini aniqlamasdan turib uning muvozanatining 
umumiy shartlarini ifodalaydi. Bu prinsipning afzalligi ham shundan 
iboratki, uning ifodasida oldindan n o m a’lum boiuvch i  reaksiyalar 
qatnashm aydi. Uning yordami bilan tekis kuchlar yoki fazoviy 
kuchlar sistemasining ta ’siridagi jismning yoki mexanik sistemaning 
muvozanat masalalari oson yechiladi.

Agar sistemaga qo'yilgan bogianishlarning hammasi ham  ideal 
bo im asa ,  masalan, silliq bo im ag an  tekislik yoki sirtlar holida, aktiv 
kuchlar qatoriga idealmas bogian ish  reaksiya kuchlarining mumkin 
b o ig a n  k o ‘chishdagi ishlarining yig‘indisi ham nolga tenglashtirilib 
qaraladi. Shu y o ‘1 bilan tuzilgan tenglam alardan berilgan aktiv 
kuchlar  bilan idealmas b o g ia n is h  reaksiya kuchlari orasidagi 
munosabat aniqlanadi.

Xuddi shu yo'sinda ideal b o g ian ish  reaksiya kuchlarini ham 
aniqlash mumkin, agar u masalaning shartiga k o ‘ra talab qilingan 
bo isa .  Ideal bogianishning shu talab qilingan reaksiyasini aniqlash 
uchun mexanik sistemani ushbu ideal bogianishdan bo ‘shatib, uning 
sistemaga ta ’sirini shu reaksiya bilan almashtiriladi va bu reaksiya 
kuchini aktiv kuchlar qatoriga qo'shib, hosil b o ig a n  kuchlarning 
h a m m a s ig a  m u m k in  b o i g a n  k o 'c h is h  p r in s ip i  q o i l a n i l a d i .  
Muvozanat shartining shu y o i  bilan hosil bo ig a n  tenglamasidan bu 
reaksiya kuchi aniqlanadi.
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13-masula. A, В. D uchut tavanchda yolgan AD. lo'sin С nuqtada 
sharnir bilan birlashtirilgan ikki qismdan iborat. To 'sinning AC 
qismiga !\ -  8000 / / .  A =- 6000// ga teng kuchlar q o ’yilgan: CD 
qismiga esa m omenti M  = 4000 I I - m  ga teng va soat milining 
avlanishiga teskari vo'nalishda juft kuchlar qo'vilgan. O'lchamlar 
rasinda ko'rsatilgan. A. B. D lardagi tayanch reaksiyalari aniqlansin.

Yechish. AD to'sin muvozanaidagi AC va C D to'sinlardan iborat 
ikkita jismlardan tashkil topgan.

Bu masalani statika usulida yechish uchun to 'sinning AC qismini 
f ik ran  a j ra t ib  olib. C D  q ism in ing  unga t a ’sirini kuch b ilan  
almashtirib, AC uchun statikaning muvozanat tenglamasini tuzish 
kerak. Xuddi shuningdek, to'sinning CD qismi uchun ham muvozanat 
tenglamalarini tuzib. hosil b o ig a n  tenglamalarni birgalikda yechish 
kerak. Bu usul ancha mashaqqatli bo iib .  tayanch reaksiyalarini faqat 
barcha muvozanat tenglamalarini tuzgandan keyin ularni birgalikda 
yechish bilan aniqlash mumkin, Mumkin b o ig an  ko'chish prinsipini 
q o i la sh  natijasida esa muvozanat shartni tegishlicha tuzish bilan 
bitta tenglamadan kerakli reaksiya kuchini aniqlash mumkin. Bu 
usul n o m a i u m  reaksiya kuchlarini aniqlash  masalasini ancha 
osonlashtiradi.

M u m k in  b o i g a n  k o 'c h i s h  p r in s ip in i  q o ' l l a b  A. B, D 
tayanchlardagi reaksiya kuchlarini aniqlaymiz. R 4 reaksiya kuchini 
aniqlash uchun A tayanchni fikran olib tashlab, uning to'singa ta ’sirini 
R ( kuch bilan almashtiramiz. Mexanik sistemaga shunday mumkin 
b o ig a n  ko 'ch ish  beramizki. bunda  A nuq ta  vertikal yuqoriga 
yo'nalgan 6 r, ko'chish olsin. I] va I\ vertikal kuchlar qo'yilgan К va 
Ye nuqtalarning va С nuqtaning mumkin bo ig an  ko'chishlarini. mos 
ra v ish d a .  ъ7к .Ъ7н va 8/; b ilan  belgilaym iz: Sep -  ЛС yoki C D  
to'sinning burchak ko'chishi:

4 • <мр = 6r , =2-  6rk = 4 • 5/; = 2 • 6r( < 1)

Mumkin b o ig a n  ko 'chbh  prinsipini. qo 'llab berilgan kuchlar va 
R  . r e ak s isa  k u ch in in g  tishbu m um kin  h o ' lg a n  k o 'ch ish d ag i  
ishlarining \ ig'indisini nolga tenglayrniz:
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R , -8r, -  P] -8rK +  Д -5rr + M -8гф = 0. (2)

Yoki (1) ni e’tiborga olsak va (2) ning hadlarini § r 4 ga qisqartirsak 
quyidagi ifodani hosil qilamiz:

R . -  ' P. + 1 Д + 1 M = 0.
" 2 4 - 4

Bundan
R 4 =1500 H bo'lishini aniqlaymiz.
~RBR DR iX reaksialarni ham huddi shunday aniqlash mumkin

- P|-5rk+ R B-5rB- Ру5гЕ-М-5ф=0,

М -5ф+Кгу8ги=0,
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К а х 8глх=0

Yuqoridagidek hisoblab topamiz:

2P. + 5P,
R b= _ l̂ + m

R -  M

R ax^O

46-§. Dinamikaning umumiy tenglamasi

H a ra k a t i  ideal, g o lonom  b o g 'lan ish la r  bilan chek langan  n 
moddiy nuqtalarning mexanik sistemasi berilgan bo is in .  Mexanik 
s is tem an in g  b i ro r  M k n u q ta s ig a  q o 'y i lg a n  ak tiv  k u c h la r  va 
bog'lanishlar reaksiya kuchlarining teng t a ’sir etuvchilarini Fk va N k 
orqali belgilaymiz. Dalamber prinsipiga ko 'ra  mexanik sistemaning 
h a r  b ir  M k n u q tas i  uchun  v aq tn ing  h a r  bir pay t id a  berilgan 
kuchlarining va reaksiya kuchlarining teng t a ’sir etuvchilari bilan 
inersiya kuchining geometrik yig'indisi nolga teng, ya’ni (13.3) o'rinli

K + N k + F ‘ =0

Vaqtni o 'zgarmas hisoblab, mexanik sistemaga mumkin bo'lgan 
ko 'chish beramiz. U holda uning har bir M k nuqtasi Ъгк(к = \,п) 
mumkin bo'lgan ko'chish oladi. Yuqoridagi tenglamani har bir nuqta 

uchun yozib hamda ularni tegishli brk mumkin bo 'lgan ko'chishga 
skalyar ko'paytirib va bir-biri bilan hadma-had qo'shib ushbu kuchlar 
ishining yig'indisini aniqlaymiz:

X ^  ' (S T't  + Z  / v ‘ ' 6 + Z  ' 6 T'> =
I--A A -I i--l

Mexanik sistemaga qo'yilgan bog'lanishlar ideal bo'lgani uchun 
o 'rtadagi had. y a ’ni reaksiya kuchlarining ishi nolga teng. Demak.
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£ ( F i + F / ) - 8 / ;  = О 
* = 1

(16.2)

yoki,

~ пЧ ^ \  )-8 h  = 0  (а )
v-1

yoki

I  iFk -cos(Ft A,5rt ) - m kwk c o s (v iv A,5  /; )]•§ rk - 0  (16.3)
k-\

Yuqoridagi (16.2) tenglama (yoki uning boshqa k o ‘rinishlari 
(16.3)) dinamikaning umumiy tenglamasi deyladi. U quyidagicha 
la ’riflanadi: ideal, golonom bog 'lanishli harakatdagi mexanik sistema 
nuqtalarining har qanday mumkin ho'lgan ko'chishda ularga t a ’sir 
etuvchi aktiv kuchlarning va shu nuqtalarning inersiya kuchlarining 
elementar ishlari yig ‘indisi har onda nolga teng bo ‘ladi.

A k tiv  k u c h la r  Fk n ing  D e k a r t  k o o r d i n a t a  o ‘q la rd a g i  
proyeksiyalarini Fkx, Fkv, Fk_, sistema nuqtalarining inersiya kuchlari

F k ning va mumkin b o ‘lgan k o ‘chishlari 8 rk ning ushbu o 'qlardagi 
p ro y e k s iy a la r in i  Fk%. = -m kxk,Fky -  -m kyk,Fkl = -m kzk h a m d a  
6хк,Ъук,Ъ:к orqali belgilab va elemntar ishning analitik ifodasidan 
foydalanib (16.2) ni quydagicha yozamiz:

Z  IK “  nh'xk )'<4 + (Fkv -  mkyk )-Syt + (Fk; -  mkzk }bzk ]= 0 ( \ 6.4)
к-A

Dinamikaning (16.4) ko ‘rinishdagi umumiy tenglamasi, birinchi 
bor, 1788-yilda Lagranj tom on idan  uning «Analitik m exanika 
teng lam asi»  a sa r id a  ke lt i r i lgan .  U  D a la m b e r  p r in s ip i  b ilan  
Lagran jn ing  m um kin  b o ‘lgan k o ‘chish prinsip in ing m ajm uasi 
bo igan i  uchun Dalamber-Langranj prinsipi ham deyiladi.

D inam ika umumiy tenglamasi har qanday  mexanik sistema 
harakatining differensial tenglamasini vozishga imkon beradi.



/  7 -L E K SIY А

U M U M L A S H G A N  K U C H L A R

Umumlashgan koordinata va umumlashgan tezlik. Umumlashgan 
kuch. Umumlashgan reaksiya kuchi. Umumlashgan kuchlarda 

muvozanat shartlar

1. Umumlashgan tezlik qanday aniqlanadi?
2. Umumlashgan kuch qanday aniqlanadi'.’
3. Umumlashgan kuch qanday o ic h o v  birligi bilan aniqlanadi?
4. Ideal bog ian ishn ing  umumlashgan reaksiya kuchi nimaga 

teng?
5. U m u m lash g an  k u c h la rd a  m u v o z a n a t  sh a r t la r i  q a n d a y  

aniqlanadi?
6. Umumlashgan kuchlarda dinamikaning umumiy tenglamasi 

qanday ifodalanadi?
7. Umumlashgan kuchni aniqlash qanday amalga oshiriladi?

Tayanch so‘zlar va iboralar

U m u m lash g an  tezlik. U m u m lash g an  kuch. U m u m lash g an  
k u c h n in g  o ‘lchov  b ir l ig i .  U m u m la s h g a n  re a k s iy a  k uch i .  
Umumlashgan inersiya kuchi. Umumlashgan kuchlarda muvozanat.

4 7-§. Umumlashgan kuchlar va ularni aniqlash

Endi d inam ikan ing  m arkaziy  tu shuncha la r idan  biri kuchni 
um um lashgan koord inata lar  orqali aniqlashga va umumlashgan 
kuch tushunchasin i t a ’riflashga, ifodasini keltirib chiqarishga 
o 'tamiz.

B u n in g  u c h u n  m e x a n ik  s is te m a g a  u n in g  u m u m la s h g a n  
koordinatalaridan, masalan, faqat q, cheksiz kichik orttirma 5q, 
o lad ig an  qilib  m u m k in  b o ' lg a n  k o 'c h is h  b e ram iz . U h o ld a  
sistemaning barcha n nuqtalari cheksiz kichik (mumkin bo'lgan) 
k o 'c h i s h l a r  (5  r ) , ,  (5 r , ) , ,  (5 r ) ,  .... (5 r  ), o lad i .  U s h b u  
ko'chishlar sistemaga qo'yilgan golonom, statsionar bog'lanishlarga 
m uvofiq  b o 'lg an l ig i  sabab li  u s is tem an ing  m u m k in  b o ' lg a n  
k o ’chishlaridan biri bo'ladi.
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Umumlashgan koordinatalardan faqat q, gina ushbu k o ‘chishda 
o ‘zgarishi (qolgan umumlashgan koordinatalar o ‘zgarmasligi) sababli 
(8гл. ) , xususiy differensial kabi hisoblanadi.

Endi mexanik sistemaga qo'yilgan kuchlarning mazkur mumkin 
b o ig a n  ko'chishdagi elementar ishlari yig'indisini aniqlaymiz:

Bu yerda

Qj umumlashgan kuchni ifodalaydi.
Mexanik sistemaga endi, q2 umumlashgan koordinata orttirma 

oladigan qilib mumkin b o ig a n  ko'chish berib, bunda kuchlarning 
elementar ishini ham yuqoridagi kabi aniqlaymiz:

U m um an, bog 'lanishli sistemaning ham m a m um kin  bo 'igan 
ko'chishlarida unga qo'yilgan kuchlarning elementar ishi xuddi shu 
yo'sinda aniqlanadi:

§rk), =
dq t

ЙA, = F, ■ (ftr, \ + F 2- (5r2 ), + ■■• + F„ ■ (Sr„ ~ 8 q ,  = Q,bqt

5
(17.1)

Bu yerda

(17.2)

Qj umumlashgan kuchni ifodalaydi.
Elementar ishning bu ifodasidagi Qj umumlashgan kuchlar (17.2)

155



bilan ifodalansa ham  uning (17.1) tabiatiga k o ‘ra quyidagicha 
t a ’r if lanad i:  umumlashgan kuchlar  berilgan m exa n ik  sistema  
nuqtalariga t a ’sir etuvchi aktiv kuchlarning sistema mumkin bo'lgan 
k o 'ch ish la r id a g i  t o ‘la e lem entar  ish i fodasida um um lashgan  
koordinatalar orttirmasi oldidagi koeffitsientga teng ka tta l ikka  
aytiladi.

Umumiy holda, umumlashgan kuch biz bilgan oddiy m a’nodagi 
kuch emas. Binobarin, umumlashgan kuchning o ichov i [Qj] unga 
mos umumlashgan koordinataning [q-] o'lchoviga bog'liq bo iad i .

fe,] =

Bu yerda [A] —  ishning oichovi.
A gar um um lashgan  k o o rd in a ta  uzunlik o ' lch am id a  b o i s a ,  

umumlashgan kuchning o ic h a m  birligi kuch o ic h a m  birligi bilan 
bir xil b o ia d i ,  ya’ni u N yutonda o ichanad i:  agar umumlashgan 
koordinata burchak kattalikdan iborat boisa, umumlashgan kuchning 
o ic h a m i  m om ent o ic h a m i  bilan bir b o ia d i ,  y a ’ni u (N-m) da 
o ichanadi. Agar u — hajm b o is a  (silindr ichidagi porshenning holati 
porshen orqasidagi hajm bilan aniqlanishi mumkin), umumlashgan 
kuch N /m 2 birligida, ya’ni bosim o ich am id a  o ichanad i.

Demak, umumlashgan kuch tushunchasi moddiy jismlarning 
o 'zaro  mexanik ta ’sirlashuvini xarakterlovchi turli kattaliklar (kuch, 
kuch momenti, bosim) dan iborat bo iad i .

Shunday  qilib, m exanik  sistemaga qo 'y i lgan  um um lashgan  
kuchlarning umumiy soni umumlashgan koordinatalar soniga teng 
va shu bilan birga har bir umumlashgan kuchning o ic h a m  birligi 
tegishli umumlashgan koordinata o ic h a m  birligi bilan moslashgan 
b o iad i .

O d a td a g i  k u c h la r  k ab i  u m u m la s h g a n  k u c h la rn i  h a m  
umumlashgan tashqi, umumlashgan ichki kuchlar yoki umumlashgan 
aktiv kuchlar, umumlashgan reaksiyalar kabi guruhlarga ajratish 
m u m k in .  J u m la d a n ,  s t a t s io n a r  b o g i a n i s h l a r  h o l id a  ideal 
bog ian ish la rn ing  umumlashgan reaksiyalari nolga teng b o ia d i .  
Haqiqatan ham ^  umumlashgan koordinataga tegishli umumlashgan 
reaksiya (QRj)  mexanik sistemaning faqat q̂  koordinatasi orttirma 
oladigan m um kin b o ig a n  ko'chishida bog'lanish reaksiyalarining 
elementar ishlarini hisoblab aniqlanadi:
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Ideal b o g ‘lanishlarning t a ’rifiga k o ‘ra h a r  qanday  m um kin 
b o ‘lgan k o ‘chishda reaksiyalarning elementar ishlarining yig‘indisi 
nolga teng:

” — n Pir
£ Rk -SFt —
k =  1 k =I & Я ,

Bu yerda S q ^  sababli, umumiy holda

q'!= o, ( /  = U )

Demak, mexanik sistemaga qo'yilgan bog ian ish la r  ideal b o isa ,  
u holda uning mumkin bo'igan ko'chishida faqat aktiv kuchlargina 
ish bajaradi va Q,, Q 2, ...Qs umumlashgan aktiv kuchlardangina 
iborat b o iad i .

14-masala. Krivoship-shatun mexanizmi GK —  krivoship, G * — 
s h a tu n  va Gp —  p o lz u n  o g ' i r l ik  k u c h la r i  t a ’s i r id a  ra s m d a  
k o 'rsa t i lgandek  haraka tlanad i .  Ishqalanish  kuchlarin i hisobga 
olmasdan mexanizmning umumlashgan kuchlarini aniqlang. OA=r, 
AB=1, m p= m k= m sh=m  deb hisoblansin.

Yechish. M exanizmning erkinlik darajasi birga tengligini biz 
yuqorida aniqlagan edik. Shuning uchun mexanizmning holatini bitta 
umumlashgan koordinata -  krivoshipni Oy o 'q i bilan tashkil qilgan 
ф  burchak orqali aniqlash mumkin bo iad i .  Umumlashgan kuchlarni 
aniqlashga o'tamiz.

1. M exanizm ga m um kin  bo 'ig an  ko 'ch ish  beramiz. Bunda 
burchak orttirma olsin. Ushbu mumkin bo 'igan ko'chishdagi aktiv 
kuchlarning elementar ishlarining yig'indisini aniqlaymiz.

8a (g k ) ish mexanizmni О markazga nisbatan 8ф burilishida 0\-

kuch momentining ishi kabi aniqlanadi. О markazga nisbatan (jk 
kuch momenti



, .  , „  Г . m g r  .
m 0( G k) =  - G k ■ — -sinip = ------ — ■ sintp

ga teng. Shuning uchun qidirilayotgan ishning qiymati quyidagicha 
aniqlanadi:

SA ( G k) =  sirup 5ф 
2

Shatun markazi С nuqtaning mumkin b o ig a n  ko'chishi:

6S  = СР- 8ф = C P ~ -бф = C P -— -—  =
ЛР O P - r

C P  ' " cos(P 'S(P =  Cp  '•■CQS9-gy 

vB - r • cos9 ф -  _r2 sin29

gateng. U holda G sh kuchning bu mumkin bo'lgan ko'chishdagi ishi

5A(Gsh) = mg  -5Sc ■ cosij/

b ilan  i fo d a la n a d i .  B u n d ag i  cos\|/ ni t o 'g ' r i  b u rc h a k l i  K C P  
uchburchakdan aniqlaymiz:

Demak, G h kuchning ishi
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ь-r, B P - ’ -sintp 0 »
cosy = ™  = _____2____ l s ^ g P . - f ™<P =  2 -ув - г - с о 8ф

С/5 CP 2СР 2 С Р

Demak, Gsh kuchning ishi

i/FT ч / , n r-cosm-Sm 2 y „ - r - co srn
о Л ( 0 , > ) =  mg CP • . Y •••• Y ?g y  =

■Jl - r  sin ф 2 - C P

me r ■ cosm + 2 yjl2 - s i n2 ф
-  ■ ----- --------- -r sinip-dip

r Sin ф

ga teng. Bu yerda

=  rcos(p  +  y / 2 - r 2 sin2Ф

В —  nuqtaning ordinatasi.
G  kuchning ishini hisoblash uchun polzunning ushbu mumkin

я _ г-вшф-Зф 
bo'igan ko'chishdagi siljishini » "  У» ' aniqlashimiz

kerak. Buni biz yuqorida keltirgan edik:

A 1, .  , /7i , . 2 c , . r~ -s inm -cos<pw
bS„ = — - о ф  =  ( г с о Б ф  +  yjl - r ' s i n  ф ) -5(p = - ( r  s inq) +  —- . )5ф =

‘M  ^Jl2 - r 2 s i n 29

Г С О Б ф  Г - Э Ш ф - б ф
=  г  ■ Slll(p(l + - = = = = = ) 6 ф  =  y„ -

Jl2 — f 2 sin ’(:l Jl' > sin Ф

U holda Gp :iing elementar ishi quyidagiga teng bo'ladi:

< ■ ' \ ^  s c  г - в т ф - б ф
oA(Gp) = G - 5 5 e = mgyB-

-г в т 'ф

D em ak , u shbu  m um kin  b o 'ig a n  k o 'c h ish d a  aktiv  kuch la r  
jiementar ishlarining yig'indisi
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8А = 8A(Gt ) + 8 A ( G J  + 8A(Gt,) 

uchun quyidagi miqdorga kelamiz, y a ’ni

r* . ftl . ->• ' - ' - ' J Y  1 Л/ 1 ' ‘J111 ybA =  —  g - r  - s i m p --------------= = = = = ----------- 6cp
3/-coscp +  5д/ /2 - r 2 s in 2ф

6 ' Г-—
2 J / 2- / s in 2 ф

Bundan krivoship-shatun mexanizmi uchun umumlashgan kuch 
ifodasini quyidagicha aniqlaymiz:

m . 3 r c o s c p  +  5 л / / 2 —r 2 s i n 2 cp
= - ' 8 - r - s incp------------  ̂ _■■■— ------------------

z  y r - r ~  s i n" c p

2. Endi umumlashgan kuchni ikkinchi usul bilan aniqlaymiz. 
Kuchlarning koordinata o ‘qlariga proyeksiyalari quyidagiga teng:

G kx =  Gshx = G PX =  0 ,  GKy = G sllV = G p y  = —mg, GKZ = Gshz =  G r7 =  0

Bu kuchlar q o ‘yilgan D, С, В nuqtalar Dekart koordinatalarining 
umumlashgan koordinata bo 'yicha xususiy hosilasini topish uchun 
avval ularni o ‘zaro munosabatini ifodalayrniz:

x D = —r smc p,  r,, = —/'COStp

x t = — / - s i ncp ,  v ( =  r coscp  +  — д / / 2 - r 2s i n 2cp;

x R -  0, vB = r  coscp + * j l ~  -  r 2 s in" cp

Aktiv kuchlarning faqat у o ’qiga proyeksiyalari noldan farqli 
b o ig a n i  sababli nuqtalarning у koordinatasidangina umumlashgan 
koordinata  b o ‘yicha xususiy hosilasini hisoblaymiz. xolos:

c v „  . / • '  s i n c p  - c o s c p
- =  - /■  ■ s in c p  — = = = = = = =

ГФ ф  - r 2 sin~cp
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дуп г . дуг • 1 r 2sin(p-cos(p-  —---- sin(p, —— = — /'*• sin ф —  —  -----
5ф 2 ’ Эф 2 ф 1- _ r 2 s i n >  

Demak,

_ , Г  . 1 ^ в Ш ф - С О Я ф  вЩф 'СОЭф 
Q *  = W g ( - S l I H p + r S l l ^ — - +  Г 8 1 П ф + - г—  7 — _— )=

~ “ y ] l ~ - r s m "ф sin ф

т . Зг совф . т . 5 J I2 -  г 2 sin2 т +3rcos<p
= -g rsm (p (5  + T i  = - g r s m ( p ---------- ■■■■ ~ --------

2 ф  - r  sin ф  2  yjl - r  sin ф

3. Endi umumlashgan kuchni uchinchi usul bilan aniqlaymiz. 
Mexanik sistemaning potensial energiyasi

P = m g (^ -совф + гсояф  + ~ i j l 2 ~ г 2 sin2<p" + лсовф + -Jl2 ~ r 2 sin2(p) =

= ^ g ( 5 r  совф + 3-y/r - r 2 sin2ф ) 

ga teng. Formulani qo 'llab umumlashgan kuchni aniqlaymiz:
dP m ,  rcosm , m 5 i j /2 --/'2 s in2<p+3rcoscp

Й ,  =  -  — =  +  — - ,g - r - s in < p - ( 5  +  3 - p = — ------- ^ ) =  - - g - r - s m < p ------------ , / 7- ------------------- )
^  s i n ' t p  ^ y j l ' - r "  s i n ‘ 9

48-§. M exanik sistemaning umumlashgan koordinatalardagi 
muvozanat shartlari

Umumlashgan koordinata va umumlashgan kuch tushunchalarini 
o 'z lash tirganim izdan  so 'n g  bu  ka tta lik lar  orqali d inam ikaning 
umumiy tenglamasi va mumkin bo 'lgan ko'chish prinsipi qanday 
ifodalashini ko'ramiz. Harakati ideal, golonom, bo 'shatmaydigan 
bog 'lanishlar bilan cheklangan n-ta nuq ta la rdan  tashkil topgan 
mexanik sistema holati q,, q2 qs umumlashgan koordinatalar 
bilan ifodalansin. U  holda sistemaning har bir nuqtasining radius 
vektori umumlashgan koordinatalarning bir qiymatli funksiyasidir.

Dinamikaning umumiy tenglamasidan quyidagi

f - 4 = °
( = l /-I u 4  i
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tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada k-indeksli va j-indeksli 
y ig in d i l a r n in g  ta r t ib in i  a lm ash t i rsak  d in a m ik a n in g  um um iy  
tenglamasi uchun

t & p .  И . , - »
/ = 1 k =I C ( f j  к=] Щ :

ifodani hosil qilamiz. Bu yerda qavs ichidagi hadlaming o ichov  birligi 
energiya o ichov in i  um um lashgan koord inata  gy-ning o ‘lchoviga 
nisbatiga teng. Umumlashgan kuchning ifodasiga binoan qavs ichidagi 
bu ikki had <7. umumlashgan koordinataga tegishli umumlashgan Qj 
aktiv kuch va umumlashgan Q‘j inersiya kuchidir, ya’ni

■ j L =Qn  ~ = e ;  (i7.3)Ш dq, t i  dqj v '

U shbu belgilashlarni q o i la b ,  dinamikaning umumiy tenglamasi 
uchun quyidagi m unosabatga kelamiz:

X  (Qi +Qi  )'5?, =° (17.4)

M e x a n ik  s is te m a g a  q o ‘y ilgan  b o g i a n i s h l a r  g o lo n o m  
bo iganlig idan  uning erkinlik darajasi umumlashgan koordinatalar 
variatsiyalar soni, y a ’ni mumkin b o ig a n  ko'chishlar soni s ga teng. 
Um um lashgan koordinatalar esa. t a ’rifga k o ‘ra, o ‘zaro bog iiqm as 
k a t ta l ik la rd i r .  Shu  sa b a b d a n  oxirgi a lgeb ra ik  te n g lam an in g  
bajarilishi uchun o 'za ro  b o g i iq m a s  kattaliklar oldidagi ham m a 
koeffitsientlar alohida-alohida nolga teng boiishi talab qilinadi, ya’ni:

Q, +Q' , =  0, ( /  = U )  (17.5)

(17.5) ten g lam a  d in a m ik a n in g  um um iy  teng lam asin ing  
umumlashgan kuchlardagi ifodasi. U s-ta algebraik tenglamadan iborat.

Agar mexanik sistema boshlang'ich paytda muvozanatda, ya’ni 
tinch holatda yoki uning nuqtalari to ‘g‘ri chiziqli tekis harakatda va 
unga t a ’sir qiluvchi aktiv kuchlar muvozanatlashgan b o isa .  uning 
nuqtalarining inersiya kuchlari ham nolga teng bo iad i .



Q ‘ = О, ( /  = 1,S)

U  ho lda (17.5)  dan  quyidagi

Q ,= 0,  ( /  = l,.v) (17.6)

muvozanat tenglama kelib chiqadi. (17.6) mumkin b o ‘lgan ko'chish 
p r in s ip in in g  u m u m la sh g a n  k u c h la rd a g i  i fo d as id ir .  D e m a k ,  
nuqtalarining boshlang'ich tezliklari nolga teng va ularga ideal, 
statsionar, golonom bogian ish lar  qo'yilgan mexanik sistemaning 
muvozanati uchun uning umumlashgan koordinatalariga tegishli 
ham m a umumlashgan kuchlari nolga teng bo iish i  zarur va yetarli.

Muvozanat shartlaming soni umumlashgan koordinatalar soniga teng. 
Umumlashgan koordinatalar orttirmalarining o'zaro bogiiqmasligiga 
mufoviq mexanik sistemaning muvozanatida hamma aktiv umumlashgan 
kuchlarning alohida-alohida nolga tengligi zarur. Aytaylik,

b o ' i s in .  U h o ld a  m e x a n ik  s is te m a g a  u n in g  u m u m la s h g a n  
koordinatalari o rttirma oladigan mumkin bo 'igan ko'chish berib,

qarama-qarshilik kelib chiqadi. Chunki mazkur mumkin bo 'igan 
ko'chishda

Agar golonom, ideal bogian ish lar  qo'yilgan mexanik sistemaga 
t a ’sir etayotgan aktiv kuchlar konservativ, ya’ni potensialli bo'lsa, 
mexanik sistemaning muvozanati uchun

dan
X e , - s * , = o

Qj =o

Demak, m uqarrar ravishda bo iish i  kerak.

Qk = 0

(17.7)

muvozanat shart kelib chiqadi.



I8-L.EKS1YA

LAGRANJNING II TUR TENGLAMALARI

Lagranjning II tur tenglamalari. Umumlashgan koordinatalardagi 
harakat differensial tenglamalari va yechimi. Lagranj funksiyasi

yoki kinetik potensial. Siklik koordinatalar va integrallar.
Energiya integrali. Ustuvor muvozanat. Lagranj —  Dirixle 

teoremasi

1. Lagranjning II tur tenglamalari qanday aniqlanadi?
2. Lagranjning II tur tenglamalari qanday tenglamalar?
3. Lagranjning II tur tenglamalariningyechimi nimani beradi?
4. Lagranj funksiyasi yoki kinetik potensial nima?
5. Qanday koordinatalarga siklik koordinatalar deyiladi?
6. Siklik integrallar nima?
7.  Nimani energiya integrali deyiladi?
8. Qanday muvozanatga ustuvor muvozanat deyiladi?
9. Lagranj -- Dirixle teoremasi qanday ta ’riflanadi?
10. P o te n s ia l  e n e rg iy a n in g  q a n d a y  q iy m a t la r i  u s tu v o r  

muvozanatni bildiradi?

Tayanch so‘zlar va iboraiar

Lagranjning II tur tenglamasi. Umumlashgan koordinatalarda 
haraka t  differensial tenglamasi va harakat tenglamasi. Energiya 
integrali.  U s tu v o r  m u vozana t .  L agran j — Dirixle teoremasi. 
Potensial energiya minimumi.

49-§. Lagranjning ikkinchi 
tur tenglamalari

Erkinlik darajasi s-ga teng mexanik sistema n-ta nuqtadan tashkil 
topib, unga ideal, golonom , va b o 'sha tm ayd igan  b o g ia n ish la r  
q o 'y i lg a n  b o i s i n .  U h o ld a ,  s is te m a n in g  faz o d a  h o la t i  s-ta
umumlashgan koordinatalar q f, <r/,......bilan bir qiymatli ravishda
aniqlanadi. Mexanik sistemaning har qanday k-nchi nuqtasining 
radius vektori (D ekart koordinatalari x k, y k, : k) umumlashgan 
koordinatalarning bir qiymatli funksiyasi bo iad i.
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Ushbu nuqtaning mumkin b o ig a n  ko ‘chishi nuqtaning radius 
vektorining variatsiasi kabi aniqlanadi. Nuqtalarning tezliklari

Bu yerda q  •—  umumlashgan tezlik. Agar bogianishlar statsionar 
b o i s a  b ir inch i  h a d  no lga  ay lan ad i .  N u q ta la rn in g  tezlik lari  
umumlashgan tezliklarning chiziqli funksiyasi ekan, chunonchi, k- 
nchi nuqtaning tezligidan ^  b o ‘yicha xususiy hosila:

dvK drK drK

( 1 8 '2 )

ga teng.

Vaqt b o ‘yicha t o i a  differensial olish va umumlashgan koordinata 
b o ‘yicha xususiy differensial olish amallarining o ‘rnini o ‘zaro 
almashtirish mumkin boiganligi sababli

dt
dr, 
dq .

df\
dt

dv^
dq, (18.3)

Mexanik sistema harakati bilan bogiiq  masalalarni dinamikaning 
umumiy tenglamasini bevosita q o i la sh  bilan yechish mumkinligini 
yuqorida k o ‘rib chiqqan edik. Ammo umumlashgan inersiya kuchni 
sistemaning kinetik energiyasi orqali ifodalasak, sistemaning harakat 
tenglamasini tuzish ancha osonlashadi.

Mexanik sistemaning ixtiyoriy nuqtasining inersiya kuchi

F k = -m k wk dvi
dt

ga teng va q umumlashgan koordinataga tegishli umumlashgan 
inersiya kuchi (18.2). (18.3) ifodalarni q o i la sh  bilan quyidagicha
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aniqlanadi:

dt  dq dq

d  8 T  8 T

Bu yerda

mexanik sistemaning kinetik energiyasi. D em ak, um um lashgan 
inersiya kuchi

ifoda bilan aniqlanadi. U m um lashgan inersiya kuchining ushbu 
i fo d a s in i  d in a m ik a n in g  u m u m iy  te n g la m a s ig a  q o ‘yib va 
umumlashgan aktiv kuchni tenglamaning o 'ng  tomoniga ko'chirib.

tenglamaga kelamiz. (18.4) Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari
deyiladi. (18.4) dan k o ‘ramizki. bu tenglamalar ideal, golonom va 
bo‘shatmaydigan b o g 'lan ish la r  qo 'y ilgan  mexanik  sistemaning 
umumlashgan koordinatalardagi tenglamasidir, Ushbu tenglamalar 
soni mexanik sistema erkinlik darajasi (umumlashgan koordinatalar) 
soniga teng. Matematik  nuqtai nazardan. (18.4) vatning funksiyasi 
kab i  iz la n a y o tg a n  s - ta  o 'z a r o  b o g ' l iq m a s  u m u m la s h g a n

. = ± d ^ _ d T _
^  I А, лл
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koordinatalarning ikkinchi tartibli oddiv differensial tenglamalari 
sistemasidan iborat.

S h u n d ay  qilib, u m u m lash g an  k o o rd in a ta la rd a g i  Lagranj 
ten g lam a la r i  o d a td a  n o m a ’lum m iq d o r  s ifa t ida  iz lanad igan  
b o g ' la n is h  rc a k s iv a la rd a n  xoli. A m m o  s h u n d a y  b o ' l i s h ig a  
qaramasdan bug'lanishlarning mexanik sistema harakatiga ta'sirini
to 'la  hisobga oladi. Um um lashgan koord inata lar  c/j.ih...... 4S 8a
nisbatan s-ta ikkinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasi (18.4) 
ni in teg ra l lab  va b o sh la n g 'ic h  s h a r t la rg a  k o ' r a  in tegra llash  
d o im iy la rn i  a n iq la b ,  m e x a n ik  s is te m a n in g  u m u m la s h g a n  
koordinatalardagi s-ta harakat tenglamalarini

(/,=(/,(/), ( / = I, Л) (18.5)

aniqlaymiz. Mexanik sistema nuqtalarining Dekart koordinatalari 
(radius vektori) (18.5) ning bir qiymatli funksiyasi kabi ifodalanishini 
yuqorida bir necha bor takrorlagan edik. Ana shunday qilib, Lagranj 
tenglamasini yechish bilan biz (erkinmas) mexanik sistema harakati 
haqida to 'la  m a ’lumotga ega bo'lamiz.

M exanik sistema dinamikasining rivojlanishida Lagranjning 
ikkinchi tur tenglamalari hal qiluvchi ro 'l  o 'ynadi va hozir ham 
mexanikaning ko'pgina masalalarini yechishda samarali qo'llanilib 
keladi.

Agar masalaning shartiga ko 'ra  mexanik sistemaga qo'yilgan 
b o g 'lan ish la rn in g  reaksiyalarin i aniqlash  lozim b o 'lsa ,  (18.5) 
aniq langandan  so 'ng  sistemaga D alam ber prinsipi qo 'llaniladi. 
Buning uchun (18.5) orqali sistema nuqtalarining radius vektori 
aniqlanadi, masalan.

•’< = (/.</,,........i j , )^r, ( t ) ,  (k = ),n)

Bu bilan biz sistema nuqta larin ing  haraka t  qonunini (18.5) 
yordamida vektor usulda aniqlagan bo'lamiz. Vektor usulda harakat 
qonuni m a ’Ium bo'igandan so'ng ta'i'ifga muvofiq inersiya kuchiarini 
aniqlaymiz:

/•'/ -  -m  i) ,  iк = 1. in.

So'ngra. Dalamber prinsipiga asosan. nom a’lum reaksiya kuchiarini
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aniqlaymiz:

N t. = -Fk  - F i  , (к = 1,и).

Shunday qilib, golonom, ideal bog ian ish la r  q o ‘yilgan mexanik 
sistemaning berilgan aktiv kuchlar t a ’siridagi harakatini aniqlashda:

1. Lagranj tenglamalari (18.4) ni integrallab, va m asalaning 
boshlang‘ich shartlaridan foydalanib, (18.5) harakat tenglamalari, 
va harakat tenglamalarining vektorli ifodalari aniqlanadi.

2. D a lam b er  prinsipi asosida  b o g ‘lan ish la rn ing  n o m a 'lu m  
reaksiya kuchlari topiladi.

50-§. Potensialli kuchlar ta ’siridagi mexanik sistema uchun 
Lagranjning ikkinclti tur tenglamalari

Agar ideal, golonom, bo 'shatmaydigan, statsionar bog ian ish lar  
q o ‘yilgan mexanik sistema nuqtalariga faqat konservativ. y a ’ni 
potensialli kuchlar t a ’sir etsa sistemaning umumlashgan kuchlari
(17.2) b ilan  a n iq la n a d i .  U h o ld a ,  L a g ra n jn in g  ikk inch i  tu r  
tenglamalari (18.4) quyidagicha yoziladi:

d 8T дТ dP , . ,—  ,.  „ , ,
---------- —  = ------- , (/ = I s )  (18.6)
dt dq Bq, c'q (

Potensial energiya P faqat koordinatalarning funksiyasi b o ia d i  
va shu sababli u umumlashgan koordinatalar orqali

P = P(qr q2..... qs )
kabi ifodalanadi. Potensial energiya umumlashgan tezlik q , ning 
funksiyasi bo im aganlig i sababli

^ = 0
«/

va shuning uchun

d'l _ c ( l  - P  ) 

<4 «/,

ni yozish mumkin. Bu natijadan (18.6) quyidagicha k o ‘rinishga
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keladi:

d d ( I - P )  d ( T - P )  f . —

Bu yerda (T-P) -  umumlashgan koordinatalar va umumlashgan 
tezliklarning funksiyasi b o ‘lib, Lagranj funks iyas i  y o k i  kinetik  
potensial deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

^  .......’ 4s  ’ 9 |  » 4 l  ’....... •>?.?) — T  — P

Ushbu belgilashga k o ‘ra (18.7) quyidagicha: 

d d L d L  . —
( ' = I - ’ >

k o ‘rinishga keladi. (18.8) tenglamalar sistemasi potensialli kuchlar 
ta ’siridagi m exanik sistem a uchun Lagranjning ikkinchi tur 
tenglamalari deyiladi.

Shuni alohida ta ’kidlab o ‘tish joizki, Lagranjning (18.4) yoki (18.8) 
tenglamalari turli xil mexanik sistema harakatin ing  differensial 
tenglamalarini oson yozishda keng qo ilan ilad i .  Uni q o ‘llashda 
q o ‘shimcha koordinatalarni va ideal b og ian ish la r  reaksiyalarini 
kiritish talab qilinmaydi. U  ham m a masalalarda bir xil (yuqorida 
keltirilgan) tartibda ishlatiladi.

Lagranj metodi, aslini aytganda, energiyaviy metod b o i ib ,  u 
nafaqat nazariy mexanikada q o i la n ib  qolmasdan nazariy fizikada 
ham  turli fizikaviy sistema (a tom , yadro , e lem entar  zarra lar)  
jarayonlarini matematik talqin qilishda keng qoilaniladi.

’ ( l 8 -7)

5 1-§. Siklik koordinatalar va integrallar. Energiya integrali

M exanik  sistemaning kinetik  potensiali L (y a ’ni kinetik  va 
potensial energiyalar) ifodasida oshkor ravishda qatnashmaydigan 
u m u m la sh g a n  k o o rd in a ta la rg a  s ik l ik  koordinata lar  deyiladi. 
M asa lan ,  m m assali  m o dd iy  n u q ta n in g  fazodagi h a ra k a t id a  
muhitning qarshiligini hisobga olmasak, kinetik, potensial energiya 
va Lagranj funksiyasi (umumlashgan) Dekart koordinatalar orqali
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,.4i -,eiUa Ол \C; iiKai \ UqvM'l'ia voiiaiuan. :..agrani 
;:.i'Ksi>a.si ikuiuMcla ko 'ram i/k i unda \  v a \  qamasnmayai.

ik. ushbu hoi uchun ч \ a  \ мкИк koordinalaiar hisobianadi. 
4gar s la umumiashgan koordina.iaia rni.'ig К Iasi q q.

. >■"-:) siklik kooruinaialanu lashkil qiisa. la nfga кота

r!l.
—  ' / -  i . A) 18.9)
> </.

bo'Iadi. Ushbu hole,a (18.8) lenglanmmng к iasi 

d cL
— —  — ■ , 18.10) at cq ,

kabi tcnglamaga avlanadi. Bu lenglamalarni vat b o Lvicha b irm arta  
intetrrallab, bir yo'la k ta birinchi integrallarga ega boMamiz:

% ~ = c -- U' = U )  (18.11)cq ' '

Bu tengliklar Lagranj lenglam alarin ing birinchi integrallari 
bo'lib, ular umumlashgan lezliklar. umumlashgan koordinatalar, 
vaqt va integrallash doimiylarini o ‘zaro bog ‘lab turadi va siklik 
integrallar deyiladi. Yuqoridagi misolga ko 'ra

dL . . . .  c l  . . .
—  = inx = const yoki .v = const. —  = mv = const yoki у = const 
dx dy

Y a’ni nuqta harakalir ing  gorizontal tekislikdagi proyeksiyasi 
to 'g ‘ri chiziqli tekis harakat boiad i. Agar x  =  0, v = 0 b o ‘lsa. nuqta 
gorizontal tekislikda harakatsiz holatda bo'Iadi.
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d L  __
U m u m a n ,  щ  ~ P i u m u m la sh g a n  q. k o o rd in a ta g a  tegishli

umumlashgan impuls  deyiladi. Siklik k o o rd in a ta la rg a  tegishli 
u m u m lash g an  im puls la r  biz q a ra y o tg a n  b o g ia n i s h l a r  holida 
o ‘zgarmas b o iad i .  (18.11) ga ko ‘ra Pj = C r

Mexanik sistemaga qo'yilgan bogian ish lar  statsionar boiganligi 
sababli sistemaning kinetik potensiali L ifodasida vaqt oshkor 
r a v is h d a  q a tn a s h m a y d i ,  lek in  u u m u m la s h g a n  tez l ik la r  va 
umumlashgan koordinatalar orqali vaqtga bogiiq  boiad i. Ana shuni 
e ’tiborga olgan holda kinetik potensialdan vaqt bo ‘yicha t o i a  hosila 
olamiz:

dL 4 ^ ,8 1  . dL .. 4 
dt d q q ' + d q 41

Lagranj funksiyasi uchun  yozilgan Lagranj tenglam asidan  
foydalanib, quyidagi almashtirish

dL d dL 
dq . dt dq .

ni yuqoridagi ifodaga qoilaymiz:

dL ^  . d dL .. dL d . dL

q ' J t W i + 4 , ' W  ~ d t ^ q i W j

Hadlarni tenglamaning bir tomoniga ko'chirib va ikkalasi uchun 
vaqt b o ‘yicha hosilani umumlashtirib,

d .4 , dL л

tenglamaga kelamiz. Demak. qavs ichidagi ifoda doimiy (o‘zgarmas) 
miqdorga teng. Bu doimiy mazkur Lagranj tenglamasining birinchi 
integralli bo iib ,  energiya integrali deyiladi va uni h bilan belgilaymiz:
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A = (18.12)
l~t oqi

Haqiqatdan ham, biz k o ‘rayotgan bogianishlarning statsionarli 
holida (18.12) tenglama mexanik energiyaning saqlanish qonunini 
ifodalaydi. Statsionar bog'lanishlar qo'yilgan mexanik sistemaning 
kinetik energiyasini umumlashgan tezliklarning kvadratik formasi 
tarzida ifodalash mumkin va shuning uchun:

V  ' ' L V  • d T  n
■ -л Щ  j J = i о с/ r

o'rinli bo 'ladi. Buni e ’tiborga olib (18.12) tenglikni quyidagicha 
hisoblash mumkin.

h = 2 T - L = 2 T -  ( T-P) = T+P

ya’ni
h=T+P, (18.13)

mexanik energiyaning saqlanish qonunin ing  ifodasiga kelamiz. 
Demak, doimiy h mexanik sistemaning to 'la  mexanik energiyasidan 
iborat va u jum ladan mexanik sistemaning boshlang'ich paytdagi 
kinetik va potensial energiyalari yig'indisiga teng.

52-§. Ustuvor muvozanat haqida dastlabki tushunchalar

Faraz qilaylik, ideal, statsionar va golonom bog'lanishlar 
qo'yilgan mexanik sistemaning holati s-ta umumlashgan 
koordinatalar bilan aniqlansin. Agar s-ta erkinlik darajasiga ega 
bu sistema qo'yilgan kuchlar t a ’sirida m uvozanatda bo'lsa, u holda 
barcha umumlashgan kuchlar nolga teng:

0 ,  =0, ( /  = U )  (18.13)

Konservativ sistema uchun bu shartlar sistemaning potensial 
energiyasidan umumlashgan koordinatalar bo'yicha olingan xususiy 
hosilalarning nolga tengligidan iborat munosabatlarga aylanadi:
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U m u m l a s h g a n  k u ch  hi г fat] a I u m u m la s h g a n  
koord inala largagina  bog 'liq  hollarda vuqoridagi yoki pasldagi 
•englamalar sistcmasini um um lashgan koord ina la la rga  nisbalan 

e c h ib .  s i s te m a  n u n  o z a n a t d a  b o ' l a d i g a n  h o l a t l a r n i n g  
k o o r d in a l a l a r in i  a n iq la y m iz .  A g a r  u m u m la s h g a n  k u c h la r  
um um lashgan tezliklarga bog 'liq  b o i s a .  m uvozanat holatning 
koordinalalarin i aniqiashda barcha um um lashgan tezliklar nolga 
ieng deb olinadi. M uvozanat iioiatni umumlashgan koord inata lar

I, ,, ц-,........q s < s a n o q  b o s h i  d e b  b e i g i l a s a k .  m u v o z a n a t  h o  la I d a
barcha um um lashgan koord ina ta la r  ham. xuddi um um lashgan 
v je h la r  kabi, noiga teng bo 'ladi.  Xullas. mexanik sistemaning 
r.-uvo/anat holalida q , - 0  i j-I .s  ;. Biror boshlang 'ich  r=r,. paytd.i 
■ o i e m a g a  un ing  b a rc h a  u m u m la s h g a n  k o o r d in a t a l a r n i  va 
um um lashgan  tezlikktrini q iym at j ih a td an  kichik m iqdorlarga  
o '/ga r t iruvch i  ko 'chish  beram i/.  Sistemaning shu t - t 0 pavtdagi 
b o s h la n g ' i c h  h o la l i n in g  u m u m la s h g a n  k o o r d i n a t a l a r i  \ и

umumlashgan te/.Iiklarini ■!„,, va </,,, ( / = I. ч) deb belgilaymiz.. Endi 
ixliyoriv. islalgancha kichik 2 s-ta m usbat sonlar lanlaynii/.:

i' у  r  '.r '.. л

Agar bu sonlar asosida boshqa shunday 2 s-ta musbat

Пi -П2 .........П.,-: П, -П : .........4-

kichik sonlar tanlash mumkin bo'lsaki. t= pavtdagi boshlang'ich 
u m u m la sh g a n  k o o r d in a ta la r  va u m u m lash g an  tez l ik la rn in g  
qiymatiari quyidagi

— Л % ( / = 1, -v) (18.15)

kabi shartlarga bo'ysinuvchi ham m a kichik qo 'zg 'alishlar uchun 
vaqtning keyingi ham m a paytlarida

7г, = ( 1 8. 14 )
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shartlar bajarilsa mazkur muvozanat holat ustuvor muvozanat holat, 
aks holda noustuvor muvozanat holat deyiladi.

Agar, shu bilan birga, ustuvor m u vozana t  ho la td a  barcha  
umumlashgan tezliklar vaqt o ‘tishi bilan nolga intilsa, y a ’ni:

Нгти/Дг) = 0; lim</((?) = 0, ( /  = l,.v)

U hoida ushbu ustuvor m uvozanat holat asimptotik ustuvor 
deyiladi. Ustuvor muvozanatning ushbu t a ’rifi A.M. Lyapunovning 
ustuvor harakatga bergan umumiy ta ’rifidan kelib ehiadigan xususiy 
hoi kabi natijadir.

53-§. M exanik sistema muvozanati hamda 
Lagranj- Dirixle teoremasi

Idea l  statsionar va golonom bogManishli mexanik sistemaning 
konservativ kuchlar t a ’sirida bo'lganida ustuvor muvozanat holatini 
belgilovchi yetarli shar tla r  quyidagi Lagranj-Dirixle teoremasi 
yordamida aniqlanadi.

Ideal, statsionar va golonom bog"lanishlar qo'yilgan konservativ 
sistemaning potensial energiyasi qat 'iy minimumga erishadigan 
muvozanat holati uning ustuvor muvozanat holati bo'ladi.

Lagranj-Dirixlening ushbu teoremasiga binoan. agar potensial 
energiyaning ekstremumi uning minimumidan iborat b o lsa ,  u holda 
sistemaning ushbu m uvozanat holati ustuvor boMadi. M asalan. 
m atem atik  m aya tn ikn ing  ham m a holatlari ichida vertikal eng 
pastkisi uning minimal potensial energiyaga ega holat va shuning 
uchun uning ustuvor muvozanat holati b o ‘ladi. Demak, Lagranj- 
Dirixle teoremasiga muvofiq konservativ sistema muvozanatining 
ustuvorligini isbotlash uchvn ayni m uvozanat holatda potensial 
energiya minimumda ekanligiga ishonch hosil qilish kifoya.

Erkinlik darajasi birga teng sistema uchun ushbu minimumni 
aniqlash  oson. H aq iq a tan  ham. koo rd in a ta  boshi sistemaning 
muvozanat holatida olinsa, ya ’ni muvozanat holatda umumlashgan 
koordinata nolga teng b o is a  va ushbu muvozanat holatda potensial 
energiyani ham  nolga teng deb qabul qilsak (chunki, potensial 
energiya ixtiyoriy o 'zgarmasgacha aniqlik bilan hisoblanadi):

j<y,(?)j < c ; ; |^,(7)j < e ' ,  ( j  = 1,s ) (18.16)
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Р (о )= 0

va potensial energiyaning minimumi uning ekstremumi ekanligidan, 
y a ’ni:

konservativ sistema potensial energiyasining ushbu ekstremumiga 
taalluqli muvozanat holat ustuvor ekanligini aniqlash uchun potensial 
energiyaning minimumini ifodalovchi

shart bajarilishi kifoya, ya’ni ustuvor muvozanat holatda potensial 
energiyadan umumlashgan koordinata  b o ‘yicha olingan ikkinchi 
tartibli hosilasi a lbatta  musbat bo'lishi shart.

d2P
Bordiyu, ~)v-o -  0 b o ‘lsa, ya’ni ikkinchi tartibli hosila ham

nolga teng va shu sababli u potensial energiya minimumining belgisi 
bo 'la  olmasa potensial energiya uchinchi, to'rlinchi va hokazo yuqori 
tartibli hosilalarini ketma-ket hisoblab minimum aniqlanadi.

Agar yuqori tartibli hosilalarning nolga teng b o ‘lmagan birinchisi 
juft tartibga ega va shu bilan musbat qiymatga teng b o lsa ,  q=0 da 
potensial energiya minimumga ega va sistemaning ushbu q=0 dagi 
muvozanat holati ustuvor b o ‘ladi.

Agar yuqori tartibli hosilalarning nolga teng b o ‘lmagan birinchisi 
toq tartibda b o ‘lsa, q=0 da maksimum ham, minimum ham yo'q.



9 - L E K S I У A

ZARBA

Zarba hodisasi. Asosiy tushunchalar ra ta ’riflar. Zarb kuchining 
moddiy nuqtaga ta'siri. M oddiy nuqta zarba nazuriyasining 

и mu m i у  teoremalari. Jismning qo 'zg 'almas sirtga zarbasi. Ikki 
jismning to'g'ri markaz.iy zarbasi. Zarbada kinetik energiyaning 

yo'qolishi. Q o'zg‘almas o'q atrofida aylanma harakatdagi jisntga 
zarb kuchining ta ’siri. Zarba markazi.

1. Zarba hodisasi qanday sodir boiadi'.’
2. Zarba qanday ta ’riflanadi?
3. Zarb  kuchi nima va a nuqtaga qanday t a ’sir ko'rsatadi?
4. Zarbada nuqta harakat miqdori qanday b o iad i?
5. Zarbada nuqta harakat miqdori moinenti qanday o'zgaradi?
6. Zarbada mexanik sistema harakat miqdori qanday o'zgaradi?
7. Zarbada mexanik sistema harakat miqdori momenti qanday 

o'zgaradi?
8. Tiklash koeffitsienti deb nimaga aytiladi?
9 Tiklash koeffitsienlining qiymatlariga qarab zarba qanday 

turlarga ajraladi?
10. Zarba qanday ikki fazadan iborat? 
i 1. T o 'g 'r i  zarba. qiya zarba nima?
1 2. Tiklash koeffitsientini tujribada qanday aniqlash mumkin?
13. Ikki jismning qanday zarbasi to 'g 'r i  markaziy zarba deyiladi?
14. Ikki shaming o 'zaro  zarbasida qanday hollar yuz beradi?
15. Zarbada kinetik energiyaning o'./garishi qanday bo'ladi?
16. K am o  teoremasi qanday ta iif lanadi?
17. Zarba markazi deb nimaga aytiladi?

! u \ uhi 1< ><» / !«i • <t iboi alar

Z.irba . Z a rb a  vaq ti  Z a rb  kuch i.  Z a rb  im pulsi .  T ik la sh  
koeffitsienti. Zarbada ikki faza. T o 'g 'r i  zarba, qiya zarba. Elastik 
/.arba, absolyut noelastik zarba. absolyui elastik zarba. T o 'g ’ri 
inarka/iy zarba. Kinetik energiyaning yo'qolishi. K arno teoremasi. 
Zarba markazi.

176



54-§. Zarba hodisasi.
Asosiy tushunchalar va ta ’riflar

M a iu m k i ,  nuq ta  yoki jism nuq ta lari  tezligining o ‘zgarishi 
tezlanish b ilan  x a rak te r lan ad i .  Shu pay tg ach a  biz tezlikning 
o'zgarishini vaqt o ‘zgarishiga proporsional b o ‘lgan, ya’ni chekli vaqt 
oralig 'ida tezlik chekli miqdorga yoki cheksiz qisqa vaqt oralig'ida 
esa cheksiz kichik miqdorga o'zgaradigan mexanik harakallar haqida 
suhbatlashdik. Tezlikning bunday uzluksiz bir tekis o ‘zgarishlari 
chekli tezlanishlar bilan xarakterlanadi va chekli miqdorlardagi 
kuchlar (masalan, og‘irlik kuchi, elastik kuchi va hokazo) t a ’sirida 
vuz beradi. Lekin mexanikada tezlikni chekli miqdorlarga o ‘zgarishi 
cheksiz qisqa vaqt oralig 'ida sodir bo 'ladigan va demak, uzlukli 
(notekis) xarakterdagi haraka tla r  ham mavjud. Bunday harakat 
haddan tashqari katta  tezlanish bilan juda  katta miqdordagi kuch 
ta ’sirida yuz beradi. Cheksiz qisqa vaqt oralig' ida moddiy nuqtaning 
yoki qa tt iq  jism nuq ta la r in ing  tezliklarini chekli m iqdor la rga  
o ‘zgarishi bilan bog‘liq mexanik hodisaga zarba deyiladi.

Cheksiz qisqa vaqt ichida cheksiz k a t ta  m iq d o r  bilan jism 
nuqtalariga ta ’sir k o ‘rsatib zarbani sodir qiladigan kuchga zarb kuchi 
deyiladi. Odatda, zarb kuchi zarba oldida va zarba oxirida nolga 
yaqin yoki nolga teng b o ‘ladi, zarba paytida noldan o ‘zining eng 
katta qiymatiga bir onda erishib, shu onda yana nolgacha kamayadi. 
Shuning uchun uning miqdori va funksional k o ‘rinishi haqida aniq 
m a ’lumot berish qiyin. Zarb  kuchi orqali o ‘tgan chiziqqa zarba 
chizig'i deyiladi.

Zarba ro ‘y bergan cheksiz qisqa vaqt oralig'i  zarb vaqti deyiladi. 
Zarb kuchining miqdori cheksiz katta  bo'lganligi, juda  qisqa zarb 
vaqti oralig 'ida zarb kuchining katta miqdorga tez o'zgarishi va 
nihoyat, bunday o'zgarish qonuniyatining nom a’lumligi tufayli zarba 
hodisasini o 'rgan ishda  jism larning o 'za ro  mexanik t a ’sirlashuv 
o'lchovi sifatida kuch tushunchasidan emas, balki kuch impulsidan 
foydalanish qulay. Zarb  kuchining nuqtaga yoki jism nuqtasiga 
cheksiz qisqa x vaqt oralig'idagi ta ’siri zarb impulsi deyiladi. Zarb 
impulsi zarb kuchidan farqli o 'laroq, chekli miqdordir.

55-§. Zarb kuchining moddiy nuqtaga ta ’siri

Massasi m ga teng biror moddiy M nuqta qo'y iigan kuchlar 
ut’sirida bo'lsin. Vaqtning biror t paytida, qisqa т vaqt oralig'ida.
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unga oniy F _ zarb kuchi ham ta ’sir etsin. N vutonning ikkinchi 
qonunini differensial k o ‘rinishda olib.

dv = F m —  = t  + b . 
dt

yoki
mdv = Fdt + Fz ■ dt

va bu tenglamani tegishli chegaralarda integrallab, quyidagini 
hosil qilamiz:

m-(u~v^)=S  (19.1)

z

Bu yerda m ■ (й -  v)= S = j  F: ■ dt—  zarb impulsi. v, м — nuqtaning

zarba oldida va oxiridagi tezligi.
B unday qisqa x vaqt o ra l ig ‘ida ba rcha  chekli kuch la rn ing  

impulslari T ga teng tartibdagi miqdorlar va zarb kuchining impulsiga 
nisbatan nolga teng.

(19.1) tenglama zarba nazariyasining asosiy tenglamasi deyiladi. 
Cheksiz qisqa т vaqt oralig‘ida tezlikning o'zgarishi (i7 -  v) ga teng 
va chekli va demak, (19.1) dan zarb impulsining chekli m iqdor 
ekanligini ayta olamiz. Shunday qilib, cheksiz qisqa x vaqt oralig‘ida 
nuqtaning tezligini chekli miqdorga o ‘zgarishi faqat cheksiz katta  
kuch t a ’siridagina sodir b o i a r  ekan. Zarbaviy b o im a g a n  barcha 
boshqa chekli kuchlarning impulslari kichik miqdorlar. Zarb  impulsi 
bir lahzada t a ’sir etib nuqta  tezligini

i7 -v  = -  (19.2)
m

ga teng chekli miqdorga o'zgartiradi.
Zarbaning davom etish vaqti x cheksiz kichikligini, nuqtaning 

tezligini esa chekli miqdor ekanligini e ’tiborga olsak, zarba paytida 
nuqta siljimaydi desak ham bo ‘ladi.

S h u n d a y  q i l ib ,  z a r b a  j i s m la rn in g  o ’za ro  b ir  o n d a g i  
t a ’sirlashuvidan iborat o ‘zgacha mexanik hodisa b o i ib ,  quyidagi 
muhim xususiyatlari bilan ajralib turadi:
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1. Zarbaviy bo‘lmagan barcha kuchlarning zarba paytidagi ta’siri 
nolga teng;

2. Zarba paytida zarba ta’siridagi nuqta qo‘zg‘almas qoladi;
3. Zarb kuchining bir ondagi oniy ta’siridan nuqta tezligining 

miqdori va yo ‘nalishi shu bir onda chekli o ‘zgaradi. Tezlikning 
o ‘zgarishi (19.2) yoki zarba nazariyasining asosiy tenglamasi (19.1) 
bilan aniqlanadi.

56-§. M oddiy nuqta zarba nazariyasining umumiy teoremalari

Y uqorida aytilganlarga e ’tiboran, zarbada nuqtaga ta ’sir 
etayotgan zarb kuchidan boshqa kuchlarni hisobga olmaymiz. m 
massali nuqtaning v tezligi zarba oxirida и ga o ‘zgarsa, uning harakat 
miqdorining o ‘zgarishi zarba nazariyasining asosiy tenglamasi (19.1) 
bilan ifodalanadi va quyidagicha ta’riflanadi: moddiy nuqta harakat 
miqdorining zarba pay tidagi о ‘zgarishi nuqtaga qo ‘yilgan zarb 
impulsiga teng.

m u -m v  = S  (19.3)

Moddiy nuqtaning tezligi zarbada (19.2) ga teng o ‘zgarsa ham 
nuqta zarba paytida (qisqa t  vaqt oralig‘idagi) siljimaydi.

Agar zarb impulsi nolga teng bo‘lsa, ya’ni S = 0 , u holda (19.3) 
dan и — v ,  dem ak, nuqtan ing harakat m iqdori va tezligi 
o'zgarmaydi.

Moddiy nuqta harakat miqdori momentining zarbada 
о ‘zgarishi haqida teorema

Bu teoremaning matematik ifodasini keltirib chiqarish uchun 
(19.1) tenglikni chap tomondan nuqta radius vektori r ga vektor
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k o ‘paytiramiz. U  holda tenglikning chap tomonida nuqta harakat 
miqdorining zarba oldi va zarba oxirida momentlarining farqi va 
o ‘ng tom onda esa zarb impulsining momenti hosil b o ‘ladi, y a’ni

Ir ■ mu]-fr -mv]=[r ■ Si

yoki

kl)(mu')-k0(mv^=M0(s') (19.4)

Yuqorida, F nuqtaning 0 markazga nisbatan radius vektori.
U shbu  tenglama moddiy nuq ta  haraka t  miqdorining biror 0 

m arkazga  n isba tan  m om en tin ing  z a rb a d a  o 'zgarish i haqidagi 
teoremani ifodalaydi.

U  quyidagicha t a ’riflanadi: biror 0 markazga nisbatan moddiy  
nuqta harakat miqdori momentining zarba paytidagi о ‘zgarishi 
nuq taga  q o 'y i lg a n  zarb im puls in ing  shu m a rk a zg a  n isbatan  
momentiga teng.

T eoremaning (19.4) ifodasiga ko 'ra  zarba paytida м 0($У= 0, ya’ni 
zarb impulsining m omenti nolga teng bo 'lsa , yoki zarb impulsi 
vektorining ta ’sir chizig'i zarba paytida shu 0 markazdan o ‘tsa, nuqta 
harakat miqdori momenti shu markazga nisbatan zarba paytida 
o'zgarmaydi, y a ’ni saqlanadi.

T eorem alarn ing  h a r  bir (19.3) va (19.4) vektorli ifodalarini 
k o o r d i n a t a l a r n i n g  x, y, z o 'q l a r i g a  p ro y e k s iy a la s h  b i lan  
te o re m a la rn in g  k o o r d in a ta  o 'q la r id a g i  u c h ta d a n  a lg eb ra ik  
tenglamalariga kelamiz. H ar  bir muayyan masalalarni yechishda 
shu algebraik ifodalardan loydalanamiz.

57-§. Jismning qo ‘z g ‘almas sirtga zarbasi

Zarba paytida jismlarni absolyut qattiq deb hisoblab bo'lmaydi, 
chunki haddan tashqari katta zarb kuchlari jismni sezilarli darajada 
deformatsiyalaydi. D emak, zarbada  jismlarning fizik xossalari, 
alba tta . nam oyon b o ia d i .  Z arba  nazariyasida jismlarning fizik 
xossalari Nyutonning maxsus faraziyasi orqali hisobga olinadi.

Aytaylik, zarb bilan o 'zaro to 'qnashayotgan m, va m 2 massali 
jismlarning A, va A 2 nuqtalari to 'qnash kelsin. IJ  holda A, nuqtaning 
At ga nisbatan nisbiy normal tezligi va A; nuqtaning A, ga nisbatan
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nisbiy norma] tezliklari o'zaro leng va normal bo ‘ylab qarama-qarshi 
yo‘nalgan. Zarbadan oldingi va zarba oxiridagi ushbu nisbiy normal 
tezliklarni, tegishli ravishda. v,va и bilan belgilasak, ularning 
modullarining quyidagi nisbatiga

ii
k = -  (1 9 .5 )

i'

zarbadagi tiklash koeffitsienti deyiladi.
N yuton faraziyasi (19.5) quyidagicha t a ’riflanadi: zarbadagi 

jismlarning zarba o.xiri va oldi nisbiy normal tezliklari modulining 
nisbati tiklash koeffitsientiga teng.

Fizik nuqtai nazardan zarba ikki fazadan iborat bo'Iadi. Cheksiz 
qisqa zarb vaqtining birinchi fazasi o ‘zaro zarbadagi jismlar tezliklari 
tenglashgunicha  defo rm ats iya lanadi,  ikkinchi faza esa j ism lar  
deformatsiyadan chiqquncha davom etadi.

Tiklash koeffitsicntining qiymatlari zarba xarakterini belgilaydi. 
k = l absolyut clastik. k=0 absolyut noelastik, 0<k< 1 elastik zarba 
deyiladi.

Zarba hodisasining ikki fazasini tasdiqlash maqsadida sharni 
(nuqta) silliq q o ‘zg‘almas sirtga zarbasini qaraymiz. m massali shar 
sirtga normal b o ‘ylab v tezlik bilan vertikal pastga harakatlansin. 
Sharni sirtga urilishida silliq sirtning sharga ko ‘rsatadigan reaksiyasi 
zarb kuchi bo ‘ladi. Bu zarb kuchining impulsi -— zarb impulsi S sirtga 
normal bo‘ylab yo‘nalgan, chunki sirt silliq. Agar q o ‘zg‘almas sirtga 
normal urilayotgan jism massa markazidan o ‘tsa (shar holida bu 
shart har doim bajariladi), markaziy zarba deyiladi. Agar jism massa 
markazining zarba oldi tezligi v sirtga normal bo‘ylab yo‘nalsa, zarba 
to‘g‘ri markaziy bo'Iadi, aks holda, ya’ni jism massa markazining 
zarba oldi tezlik vektori v sirtga normal bilan a  burchak hosil qilsa. 
qiya zarba deyiladi.

To'g'ri zarba. Zarbaning birinchi va ikkinchi fazalari uchun 
h a ra k a t  m iq dor in ing  o ‘zgarishi haq idagi teo rem a (19.3) dan  
foydalanamiz. Qo'zg 'almas sirtga urilayotgan shar uchun zarbaning 
birinchi fazasi oxirida va ikkinchi fazasi boshida tezligining nolga 
tengligini hisobga olib, (19.3) ni sirtga normal o 'qqa  proycksiyasini 
yozamiz.



Zarba to ‘g ‘ri b o ‘lgani uchun ui} =u, v„ = -v ,  Л’,„ =5, S2„ = 5 ,  va 
5 = 5, + S2. Demak, harakat miqdorining o'zgarishi

mu+mv=S

kabi b o ‘ladi. (19.5) ga k o ‘ra u=kv ekanligini e ’tiborga olsak, zarb 
impulsi uchun

S = m ( l+ k )v  (19.6)

ifodaga kelamiz.
Demak, agar shaming massasi m, zarba oldi tezligi v, tiklash 

koeffitsienti к berilgan b o ‘lsa, zarba oxiri tezligi u=kv, zarb impulsi 
S = m ( l+ k )v  ga tengligini aniqlaymiz.

Qiya zarba. U shbu hoi uchun (19.3) ni sirtga normal va urinma 
o 'q larga  proyeksiyalaymiz:

mun -  mvn = Sn, muT -  m\\ = 0 

Nyuton faraziyasiga k o ‘ra:
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Zarba oxirida shar markazi tezligining moduli

u = Vм» + ит = ' v» + vi = v (^ ' cosa У + (v • sina )?

= vyfk2 -coscos" a  +sm “a

T u sh ish  a  va q a y t ish  (3 b u r c h a k la r i  o ‘za ro  q u y id a g ic h a  
bog langan :

V t  П  U r V t  1
tga  = ’ lŜ > = T ^  = -H ~ l  = T tSa  \v.  ̂ м., я -v., к

Absolyut elastik zarbada k= 1 va a=(3.
Absolyut noelastik zarbada k=0 va tushish a  burchakning har 

qanday qiymatida ham qaytish p burchak 90°, ya’ni shar sirtda qoladi.
Elastik zarbada k < l  va (3>a.
T ik lash  koeffits ien tin i  ta j r ib a d a  an iq lash . M assas i ka t ta .  

q o ‘zg‘aImas plitaga h,  balandlikdan boshlang 'ich tezliksiz shar 
tashlansin. U holda shaming zarba oldi tezligi v = ^ 2 g h t ga teng 
boMadi. Zarbadan so ‘ng shar h, balandlikka ko larils in . Demak. 

shaming zarba oxiri tezligi u = -j2gh: ga teng. Tezliklarninp ushbu
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q i y m a t l a r i  h a r  g a !  k i n e t i k  e n e r g i y a n i n g  o ' z g a r i s h i  h a q i d a g i  

t e o r e m a d a n  a n i q l a n i s h i  h a m  m u m k i n .  M a s a l a n .  = -m g lu .

T i k l a s h  k o e H l t s i e n t i n i  b a l a n d l i k l a r  h , .  h ,  o r q a l i  a n i q l a y m i z .

Agar zarba absolyut noelastik b o isa ,  zarba birinchi fazadayoq 
tugaydi va h2=0. Absolyut elastik zarbada h^=h j va k = l ;  u=v.

58-§. Ikki jismning to'g'ri markaziy zavbasi

Massalari m (, m 2 ga teng va sirtlari absolyut silliq ikki jismning 
(sharlarning) o ‘zaro zarb bilan lo ‘qnashuvini tekshiramiz.

- o —

h

Т7ТТТТГУys//YsS/ W /S/s/.
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U lar  to 'q n a sh u v g a c h a  m assa la r  m arkazin i b irlash tiruvchi 
chiziqqa parallel vt va Г, tezliklar bilan ilgarilanma harakat qilsin. 
Zarbada umumiy to ‘qnashuv nuqtadan o ikaz ilgan  normal chiziq, 
ya'ni zarba chizigi jismlarning massa markazidan o ‘tsin. IJshbu 
shartlarni qanoatlantiruvchi to 'qnashuvga  ikki jismning to‘g ‘ri 
markaziy zarbasi deyiladi. Birinchi jism uchun ikkinchisining 
to ‘qnashuvdagi rcaksiya kuchi zarb impulsi va aksincha, ikkinchi 
jism uchun birinchisining reaksiva kuchi zarb impulsi boiadi. Shuning 
uchun, zarbagacha ilgarilanma harakatlangan  jismlar zarbadan  
kcyin ham ilgarilanma harakat qiladi. Masala zarbadan keyingi 
ilgarilanma harakat tezliklari и t va и2 ni aniqlashdan iborat bo iad i .

Ushbu ikki jismning bir mexanik sistema deb qarasak, sistemaga 
tashqi zarb itnpulslari q o ‘yilmagan b o ia d i  va zarbada mexanik 
sistema harakat miqdori saqlanadi, y a ’ni

Ш\Щ + m2u2 =//J|V, + m2v2

Barcha tezliklarning zarba chizigiga proyeksiyasi tezliklarning 
algebraik miqdoriga teng va yuqoridagi tenglikni vektor belgisiz 
yozish mumkin

+ m 2u 2 — ttT\ у, + m 2v 2 (19.7)

Tiklash koeffitsientini quyidagi mulohazalar bilan aniqlaymiz. 
Zarbaning birinchi fazasida birinchi jism (soqqa shar) ikkinchisiga 
urilib, v, — v, tezlik bilan unga kirib boradi (ezadi). Zarbaning 
ikkinchi fazasida esa shu soqqa jism ikkinchisidan и ] —  u2 tezlik 
bilan orqada qoladi. Shuning uchun ikki jismning o ‘zaro zarbasida 
tiklash koeffitsienti

ga teng b o iad i .
Oxirgi ikki tenglamadan jismlarning zarbadan keyingi tezliklarini 

aniqlaymiz
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и, = V, -  (l + к)— ——  (v, -  V,) 
+ 771,

и2 = v\ -  (l + Л)——-—  (vs -  v,)
777, +  777,

(19.9)

Absolyut noelastik zarba k=0. U  holda (19.9) dan

777, V. +  777, V ,
« ,= « ,=  —— — ^  (19.10)

777, +  77!,

Demak, absolyut noelastik zarbadan keyin jismlarning tezliklari 
teng b o ia d i ,  ya’ni ular bir-birlaridan ajrashmaydi. Buni (19.8) dan 
ham k o ‘ramiz. k=0 da й «2 Birinchi jismga ikkinchisi tomondan 
q o ‘yilgan zarb impulsi ikkinchisiga q o ‘yilgan zarb impulsiga teng 
va qarama-qarshi

S2 = m-u, -  77), v 2 =  —7Л1, ( м ,  -  V', ) =  —7771 (м , -  V, ) =  - ^  ■■ ( v ,  -  V , )
777, +  777,

s, = -5 ,

Absolyut elastik zarba k=  1. Ushbu holda

2 /7 7 , ,  ч 
«, = V,-------(> v )

77, = V, + -

777, + 7 7 1 , 

2771, 

777, +  771,
(vi - v; )

Jismlarga t a ’sir etgan zarb impulsi

5, = -.S', = - ЛЬ

ga teng bo iad i,  ya’ni absolyut elastik zarbaning zarb impulsi absolyut 
noelastik zarbaning zarb impulsidan ikki mart a kaUu.

Ikkita bir xil m ,=m,shamim> /агЬам. Ь ы к ’.ц ' uuviuamcha
o ;zgarad



м, -  — (l -  к )v>, + — (l + к )v, 

и , = — (l + к )i’| + — (l -  к )v ,“ О 1 о ' -

Absolyut noelastik zarba k=0.

V|+v, m ,  ч
lh = u \ = —^ <  Si = S ,  = — ( v , - v j

Z a rb a  ox irida sha rcha la rn ing  tezliklari teng va z a rb a  oldi 
tezliklari yig'indisining yarmiga teng. Chunonchi, zarba  oldida 
ikkinchi shar tinch tursa, zarbadan keyin birinchi shar bilan birgalikda 
uning zarba oldi tezligining yarmiga teng tezlik bilan zarba chizig‘i 
b o ‘ylab harakatlanadi.

Absolyut elastik zarba k = 1. U  holda

м, = уг, u2 =v | , 5, = -5 , = m (v, - v 2\

ya’ni sharlar zarbadan so 'ng tezliklari bilan almashadi. Agar ikkinchi 
shar boshlang‘ich paytda tinch tursa, zarbadan so ‘ng birinchi shar 
harakatsiz qoladi, ikkinchisi esa birinchining tezligi bilan zarb chizig‘i 
bo ‘ylab harakatlanadi.

59-§. Mexanik sistema uchun zarba nazariyasi

M oddiy nuqta  zarba nazariyasining umumiy teoremalarini va 
u la rn in g  n a t i j a l a r in i  e rk in  m e x a n ik  s is tem a  ho li  uch u n  
umumlashtiramiz.

Jumladan, harakat miqdorining o ‘zgarishi haqidagi teorema va 
uning (19.3) ifodasi quyidagicha o ‘zgaradi:

Q - Q »  = i s к (19.11)
K=\

Bu yerda Q , Q0, mos ravishda, mexanik sistemaning zarba oldi 
va z a r b a  o x i r id a g i  h a r a k a t  m iq d o r i .  I J la r  t a ’rifga  k o ‘ra, 
Q = m u c Q(j = mvc ga  teng . u c , vc —  m e x a n ik  s is te m a  m assa  
markazining zarba oxiri va oldi tezligi.
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-  -  zarb impulslarining bosh vektori, m —- sistema massasi.
Teorema quyidagicha t a ’riflanadi: zarba paytida sistema harakat 

miqdorining o ‘zgarishi sistemaga ta'sir etuvchi zarb impulslarining 
vektorli yig‘indisiga teng.

S is tem a  m a s s a la r  m a r k a z in in g  tezligi z a r b a d a n  s o 'n g  
quyidagicha o'zgaradi:

(19.12)
m < ,

Mexanik sistema massa markazi moddiy nuqta kabi zarba paytida 
siljimaydi. lekin tezligini uzlukli o'zgartiradi.

Kinetik momentning zarbada o ‘zgarishi. Sistemaning kinetik 
m o m e n t in in g  o 'z g a r i s h i  h a q id a g i  te o re m a n i  q u y id a g ic h a  
ifodalaymiz:

Ushbu tenglikning har  ikki tomonini zarb vaqti т oralig 'ida 
integrallaymiz, bunda sistema nuqtalari radius vektori f k zarba 
paytida o 'zgarmaydigan deb hisoblaymiz:

 ̂~*0°] = X Шо (̂ *) <19-13)
k = \

M exanik  sistem aning biror 0 m arkazga nisbatan kinetik  
momentini zarba paytidagi o'zgarishi sistemaga ta ’sir etayotgan  
zarb im pulslarining shu m arkazga nisbatan bosh m om entiga  
vektorli teng.

U sh b u  te o re m a la rn in g  (19.11) va (19.13) ifoda la r i  erk in  
m ex an ik  s is tem a z a rb a  n a z a r iy a s in in g  asosiy  te n g la m a la r i  
deyiladi.

A g ar  tashqi / a r b  im pulslari  m o m en tin ing  yig 'indis i  nolga 
teng b o ' l s a  (m asa lan . ichki zarb  im puls la r in ing  m om enti  har  
d o im  n o l ) .  z a r b a  p a y t i d a  s i s t e m a n in g  k in e t ik  m o m e n t i  
o ' / g a  rm aydi.



60-§. Q o‘zg ‘almas o ‘q atrofida aylanuvchijismga 
zarbaning ta ’siri. Zarba markazi

Jismning aylanish o ‘qi bo'ylab Oz ni yo‘naltiramiz. Vaqtning biron 
paytida jismga zarba berilsin. Zarba oldi va oxirida jismning burchak 
tezligini, mos ravishda, co() va to bilan belgilab va jism kinetik 
momentining burchak tezligi orqali ifodasini e’tiborga olib (19.13) 
ni quyidagicha yozamiz:

/ z .(« -co 0)= m z(<f) (19.14)

Aylanish o ‘qi mahkamlangan A va В bogian ish  reaksiyalari zarb 
impulslari S A va S B ning Oz o ‘qqa nisbatan momentlari nolga teng:

mz (s_4)=mz ( s u)=0

Jismning burchak tezligi quyidagicha o ‘zgaradi:

(,9 .15,

Qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanayotgan jism burchak tezligining 
jismga berilgan zarbadan o‘zgarishi o‘qqa nisbatan zarb impulsi 
momentining shu o‘qqa nisbatan jism inersiya momentiga nisbatiga 
teng. Z arba  markazi Enda, A va В podshipniklarga o ‘rnatilgan 
q o ‘zg‘almas o ‘q atrofida aylanma harakat qiladigan jismga zarba 
qanday berilganda S A va S B -reaksiyalarning zarb impulslari nolga 
teng  b o ‘lish s h a r t la r in i  a n iq la y m iz .  M a s a la n i  q u y id a g ic h a  
soddalashtirib o ‘rganamiz. Oz o ‘q b o ‘ylab yo'naltirilgan aylanish 
o ‘qi rasm tekisligiga tik bo ‘lsin. Jismning simmetriya tekisligi bor 
b o i ib ,  u rasm tekisligida joylashsin. Jismning massa markazi S 
aylanish o ‘qi О dan OS=a masofada yotsin. Boshlang‘ich paytda 
jism harakatsiz tursin co0 =0. Berilgan zarbaning impulsi ham rasm 
tekisligida ta ’sir etsin. Koordinata  o'qlarini rasmda ko ‘rsatilgandek 
olamiz.
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Sistema harakat miqdori o'zgarishining (19.11) ifodasining x,y 
o ‘qlardagi proyeksiyasi quyidagicha aniqlanadi:

О — s x + s  ̂ + s B
muc = SY + SA + SB 

Masalaning talabiga k o ‘ra S A- S B=(). Demak,

S x — 0; S Y = S  — muc = m - a &

B u rch ak  tezlikn ing  (19.15) ifodas idan  foyda lan ib  va zarb  
impulsining momenti

mz (s)=  »!0(S')= S -h 

tengligini e ’tiborga olsak, quyidagi munosabatga kelamiz:

„ S-hS = m -a ------
h.

Bundan

h = - ^ ~  
m ■ a

aniqlaymiz. Zarba chizig‘i aylanish o 'q idan h masofada o ‘qqa va 
o ‘q bilan massa markazini birlashtiruvchi qisqa kesma chizig‘iga tik 
y o ‘nalgan b o ‘lishi kerak. Zarba chizig‘ining shu qisqa kesma chiziq 
bilan kesishgan nuqtaga zarba markazi deyiladi.
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61-§. Zarbada kinetik energiyaning y o ‘qolishi

Yuqoridagi (19.9) formula zarbada jismlar tezligining o'zgarishini 
ifodalaydi. U  yordamida kinetik energiyaning zarbada o'zgarishini 
hisoblash m umkin. Tiklash koeffitsienti к ga teng zarbada ikki 
jismning to 'qnashuvi kinetik energiyasining yo‘qolishini aniqlaymiz. 
Sistemaning zarba oldi kinetik energiyasi

_ mtvf m2v\ _
0 ~  2  +  2

va zarba oxiridagi kinetik energiyasi

^  _  m^u] т ги\

2 2

ga teng bo'lsin. U holda kinetik energiyaning zarbada yo ‘qolishi

To - 1  =  у  (v i2 -  ) + y  (v2 -  u i )

ga teng (19.8) va (19.9) formulalarni q o i la b  ikki jismning to ‘g‘ri 
markaziy zarbasida kinetik energiyaning yo'qolishi uchun quyidagi 
ifodaga kelamiz:

Elastik zarbada o<k<  1, demak, (19.16) ga k o 'ra  T 0>T, y a ’ni har 
qanday elastik zarbada kinetik energiyaning yo‘qolishi yuz beradi. 
Absolyut elastik zarbada k = l  va demak, T = T 0, shunday qilib, faqat 
absolyut elastik zarbadagina kinetik energiya yo'qolmaydi.

Ikki jism ning  to 'g ' r i  m arkaziy  zarbasida  y o 'qo lgan  kinetik 
energiya ifodasi (19.16) formulani ularning yo'qotgan tezliklari orqali 
ifodalaymiz. Ko'rdikki, kinetik energiya absolyut noelastik va elastik 
zarbalarda yo'qoladi. Dastlab absolyut noelastik zarbani qaraymiz. 
Yuqorida isbotlaganimizdek absolyut noelastik zarba oxirida ikkala 
jismning tezliklari tenglashadi:
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/н, v, +m1v1 
u2 = ui = и = —1-------- ->

m] + m2

Zarbadan keyin kinetik energiya esa

2 7  =  (/«, + / H ,  )u~ = (miv l +

U holda

70 -  7 = /„ - 2 7 + 7  =  ~  ^/i] v,’ +  w ,v ;  —2m x\\u -  2т л \ и  + m ^ r  + m,u~)

yoki b ir in ch i  va ik k in ch i  j i s m la rn in g  \ o ‘q o tg a n  k ine tik  
energiyalari orqali yozsak quyidagi ifodaga kelamiz:

Tn ~ T ' н—  m , (v, -  u ) = 7 (19.17)

(19.17) zarbada  y o ‘qolgan kinetik energiyaning jism larning 
y o ‘qo tgan  tezliklari (v,-u) va (v2-u) orqali ifodasidir. U Kamo 
teoremasini ifodalaydi.

Absolyut noelastik zarbada jismlar yo‘qotgan kinetik energiya 
ular yo‘qotgan tezliklari kinetik energiyasiga teng.

Jismlarning zarbada yo 'qotgan tezliklar kinetik energiyasi, ya ’ni 
j ism la rn in g  y o ‘q o tg a n  tez l ik la rd a  h a r a k a t l a n g a n id a  k ine tik  
energiyalari yig'indisini (19.17) da T; bilan belgiladik.

Elastik zarba uchun yuqoridagi amallarni bajarib  yo 'qolgan 
kinetik energiyani y o 'q o lg an  tezliklar kinetik energiyasi bilan 
bog'lovchi Karno teoremasining quyidagi ifodasini keltirib chiqarish 
mumkin:

T X1{>- T = ~ - T  (19.18)
\ + k

Elastik zarbada yobqolgan kinetik energiya yo‘qolgan tezliklar 
kinetik energivasining (l-k )/(l+ k ) qismiga teng.
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zarbagacha ikkinchi j*sm Lurch lurgan bo'lsa, sistemaning 
zarbagacha kinetik energiyasi birinchi jismning kinetik energiyasidan
f m, - ']
| Ai iborat bo'Iadi.

Kinetik energiyaning yo'qolishi esa

/ •' (i A ) /
/гг, + / / ; ,

bilan aniqlanadi.
Absolyut noelastik zarbada k=0 va

7 - 1  = —  " —  7L l\ J in

Ushbu ifodani quyidagicha yozamiz:

(19.19)

7 n- T  = -
1 +

Agar ikkinchi jism qo 'zg 'almas turgan bo'lsa, absolyut noelastik 
za rb ad a  kinetik  energiyaning yo 'qo lish i  b innch i  iism kinetik 
energiyasining m a ’lum qismini tashkil qilar ekan. Bu esa zarba 
beruvchi soqqa jism massasining qo'zg'almas ikkinchi jism massasiga 
nisbati n i |/m , ga bog'iiq bo'Iadi. Bu nisbat qancha kichik bo'lsa, 
kinetik energiyaning noelastik zarbada yo'qolishi shuncha katta 
bo 'Iadi. Chunonchi, masalalari teng bo 'lsa . y a ’ni ikkita bir xil 
shaming, birinchisi tmch turgan ikkinchiga noelastik zarba bersa, 
birinchining kinetik energiyasining yarmi yo'qoldi. m 2> > m l holda 
esa birinchi jismning kinetik energiyasiga teng kinetik energiya 
yo'qoladi. Metallni qizdirib bolg'alashda sandon bilan qizdirilgan 
melall massasi m, ga qaraganda bolg'a tnassasi m, juda kichik bo'Iadi 
va b o lg 'a n in g  h a m m a  k inetik  energ iyas i  ikk inch i  j i sm n in g  
deforrnatsiyasiga sarflanadi. Lekin bolg'aning massasi juda  kichik 
bo'lsa, uning kinetik energiyasi T0 juda  kichiklashib ketadi va uning

_ 3 _ _  _ ifovdali t a ’sir koeffusienti , maksimal bo 'lsada, bo la 'ani, 4 m.



maqsadga teskari holda juda  kichik ish bajaradi. Aksincha, mixni 
bolg‘a bilan qoqishda m 2< < in | va T U(T. ya’ni kinetik energiyaning 
yo‘qolishi deyarli nolga teng. Bolg'aning kinetik energiyasi zarbadan 
keyin mixning kinetik energiyasiga o ‘tadi.
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