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СУЗ БОШИ

‘̂ озирги даврда фаннинг тез суръатлар билан ривож- 
ланиши ёшлар олдига урганилаётган билимларнинг маз- 
мунига чу-цурроц кириб бориш вазифасини ^уймоцда~ 
Бунда ^ар бир фан тарихини ^рганиш, унинг т а р а ^ и ё т  
бос^ичлари билан я^индан танишиш му^им а^амиятга 
эга. Шундан келиб чициб, б^лаж ак математика у^итув- 
чилари, умуман, мазкур фан билан ^изи^увчилар учун- 
математика фани тарихига багишланган ц^лланма яра- 
тиш зарурияти турилмо^да.

'Кейинги йилларда узбек тилида математика тарихи­
га баришланган анча китоблар чоп этилди. Уларнинг 
купчилиги М арказий Осиёлик математик олимлар з^аё- 
ти ва ижодига баришланган. Аммо бу со^ада ^али ёрп- 
тилмаган масалалар анчагина. М атематика фани тарн- 
хи ^ацида тула^онли ^ л л ан м ал а р  етишмайди. Айницса 
олий у^ув юртларининг талабалари, мактаб у^увчилари, 
математика у^итувчилари учун бундай адабиётлар жу- 
да зарурдир.

У^увчиларни математика тарихи, бу борадага каи1- 
фиётлар билан изчил таништира бориш уларнинг дуне 
карашини шакллантиришда, математикага булган фи­
зики шл а ри ни оширишда му^им а^амиятга эгадир.

Бундан таш ^ари, университетларда, педагогика олий 
$^ув юртларида «М атематика тарихи» курсининг уЦити- 
лиши талабалар математика фанининг ривожланиш ко- 
нуниятларини билиб.олишлари, келгусида мактабда ма­
тематика тарихидан турли ^ув-тарбиявий  тадбирЛарнй 
амалга оширишларида ёрдам беради.

Ушбу ц^лланма математика фани тарихига башни:-' 
ланган булиб, унда математика фани таракт^иёти; т^рр» 
сида ^изи^арли маълумотлар жамланган.^буюк- мате 
матик олимларимиз эришган ютудлари, улар яратга! 
назариялар ва фан тараодиётига к$гшган; здгхшалари сод 
да тилда та^лил этилган.
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МАТЕМАТИКАНИНГ Р И В О Ж Л А Н И Ш  Д АВ РЛ АРИ  
ТУРЛИ МАМЛАКАТЛАРДА МАТЕМАТИКА

т а р а к ;к и ё т и

✓
Матматиканинг ривожланиш даврларини A. Н. Кол­

могоров ^уйидагича баён этган эди:
1. Математиканинг пайдо булиш даври (кишилик 

жамияти пайдо булгандан то милод. авв. VI— V асрлар- 
гача).

2. Элементар математика даври (милод. авв. VI—V 
асрлардан то милоднинг XVI асригача).

3. Узгарувчи ми^дорлар математикаси даври (XVII 
асрдан XIX асрнинг биринчи ярмигача).

4. ^озирги замой математикаси даври (XIX асрнинг 
иккинчи ярмидан то ^озирги давргача).

Биринчи даврда кишилар илк математик тушунча ва 
тасаввурларга эга булдилар. Бу даврнинг асосий тушун- 
часи сон булиб, у аста-секин шакллана борди, турли.са- 
но^ системалари яратилди. Эрамизгача .булган минг 
йиллик даврида бир ^атор сано!у системалари пайдр 
булган. .

1. Н о п о з и ц и о н  с а н о ^  с и с т е м а л а р и .  Бун- 
дай системаларда «асосий сонлар» танланиб, улар мах- 

,сус белгилар билан белгиланган. Масалан, Рим сано^
системасида 1, 5, 10, 50, 100, 500 ва 1000 асосий сонлар 
сифатида танланган ва мос равишда 1(«и»), \ г(«ве»), 
X («икс»), L («эль^), С («це»), D («де») ва М  («эм») 
^арфлари .О.илан белгиланган. Белгилашлар мос т.артиб 
сонларии .киши бармо^лари ва панжалари ор^али ифо- 
далаш  тасвирларидан ( /  — бармоь*, V — беш ..бармо.^ли 
панжа, X — иккита панжа) ^амда лотин сузлари ;кис- 
картмаларидан (centum — юз, demimille — беш юз, mil,- 
1е — минг сузларининг бош харфлари) келиб чикдан .....

2. А л и ф б о  с а н о к  с и с т е м а л а р и .  Бунда сон^



л ар махсус алифбо ^арфлари билан белгиланган. Ма- 
салан, Ионик алифбо сано^ системасида сонлар цуйи- 
дагича ёзилган:

а =  1 
Р =  2
7 =  3 
6 =  4
1 =  5 
в  =  6
2 =  7
г| =  8
0 =  9

¡ =  10 
х =  20 
Я =  30 
¡¿ =  40 
у =  50 
8 =  60 
о =  70
л  =  80
Ь =  90

р =  100 
у =  200
г =  300 
и =  400 
Ф =  500
Х— 600
■ф =  700 
\у =  800
£ = 900

Сонларнинг ёзилишига мисоллар: 1а==11, е 0 = 6 9 ,  
р х /= 1 2 5 .

3. Б о б и л ( В а в и л о н )  в а м а й я  с а н о ^ с и с -  
т е м а л а р и. Бобил олтмишлик системасида сонлар 
^уйидагича белгиланган:

= 2 3

• 4  =  1 0

1 дан 59 гача булган сонлар унлик системада ёзилган. 
Лекин- бобил математикасида олтмишлик система бази- 
си 60, 602, 603, ... , 60", ... сонларидан иборат булган.

Ноль сифатида 

салан,

[ белгилашдан фойдаланилган. Ма-

З - Н ? -

ёзуви 2 5 9 3 2 9 2 =  12-603+ 0 -6 0 2+ 2 1 -6 0 + 3 2  сонини ифо- 
далайди.



Худди шунга ухшаш сано^ системаси Жанубий Аме­
рика ^индуларининг ^адимги майя ^абиласида з^ам юри- 
тилган. Агар бобил саноц системаси ^нлик — олтмиш- 
лик системаси булса, майя системаи беш лик— йигир- 
малик системасидан иборат эди. Биринчи 19 та сон ^у- 
йидагича ёзилган:

1 ва 20 дан сунг учин- 
чи асосий сон 1 8 -20= 360  

1 0  ¿к 6  8  булиб, долган асосий сон- 
1 Г .  . . . »  •  • • •  лар 18-202, 18-203 в а ^ .к .

булган. Ноль сони учун 
махсус

10 12 1Б 19

белги ишлатилган.
Майя сано^ системасида сонларнинг ёзилишига ми- 

соллар! | ... .. . _ х*,
*------- ------ ------ * •  •  •

1 - 2 0 + 0 = 2 0 ,  19 -360+ 1 3 -2 0 + 1 3 = 7 1 1 3 ,  10-360 +  7=3607
Бобил ва майя сано!\ системаларининг рим сано^ 

системасидан фар^и шундаки, римликларда I ва V з^арф- 
.лари уларнинг ёзувдаги урнидан (позициясидан, 
^ а т ъ и  назар мос равишда 1 ва 5 сонларини ифодаласа, 
Фобил ва майя системаларнда ра^амларнинг а^амияти 
унинг ёзувда тутган урнига борли^. Бундай сано^ сис- 
темалари (бунга V III— IX асрларда ^индистонда яра- 
тилган унлик сано^ системаси з$ам киради позицион 
сано^ система лари деб аталди.

Энди дастлабки даврларда баъзи ^адимги давлат- 
л а р д а  математика фани ривожланишига тухталиб ута- 
миз.

1 Д  а д и м г и  М и с р .  Миср математикасининг асо­
сий манбалари булиб Райнд ва Москва папируслари з и̂- 
со'бланади. Биринчиси, уни излаб топган (1858 йилда) 
инглиз олими номи билан аталган ва Лондондаги Бри­
тания музейида, бир ^исми Нью-Иоркда (А1\Ш) са^ла-



нади. Баъзида уни Ахмес папируси з$ам деб аташад». 
Папирус 5,25:Х'0,33 м улчамли булиб, 84 та масалани» 
уз ичига олган. Щунингдек, касрларни «аликвот» (ло- 
тинча aliquot — «бир неча» маъиосини англатади): каср- 
лар  деб аталувчи «асосий» касрларга, яъни /Зизнинг
ёзувда -т- (k —  бутун сон) куринишга эга булган каср-К
ларга ёйиш мисоллари з^ам берилган. Масалан, цуйида» 
ги каср куриб чи^илган:

2 = 1  +  1  +  -L
13 8 52 104’

Бу тенглик цуйидаги усул билан з^осил ^илинган:

2  -  1  4 - 1 - - 1 - 4 - 1  4--1=1- л - 1 -4 - -1+1.=
1 3 ”  13 e r  13 26 26 13 52 ^  52 “И 26 “  13

1 , J_ , J_ , J_ 4 .1  = 1 - 4 -  -L +  LL . J. 4.1.1s»
~  104 104 * 52 ^  26 13 104 ^  52 _ r Ll04 f  26 T  131

=  _ L + 1 + 1 .
104 ^  52 8 ’

Райнд папирусида касрларнинг ёзилиши цуйидагю 
ж адвалда келтирилган:

‘7  t  * ъ ' ' Л  м  У  I >  1 -  . х

J ____I___ 1_ _1_ J ___ I J ____1 _ _ 1___ 2____1___ 1_ 
5 6 7 8 9 10 II 10Э 2 3 4 3

* о
«Асосии» касрлар ^аторига у- з^ам киритилган. Бун-

га сабаб касрлар сони кам булган ва касрнинг умумиь.
2тушунчаси мавжуд булмаган даврда - j  мицдор сон си-

фатида цулланилган.
Иккинчи папирусда (5,44X 0,08'м) 25 та масала ёзил* 

ган булиб, милод авв. 1900 йилларда матндан кучирил- 
ган. Мазкур папирус з^озирги пайтда Москва тасвирий? 
санъат музейида сацланади.

Папируслардаги к^пгина масалалар содда булиб, бир 
номаълумли чизи^ли тенгламаларни ечишга келти-ри- 
лади.

М асалаларда нон ва бошца озиц-овцатлар мицдорю 
э^ацида, з^айвонларни бо^иш ва донни сацлаш з^акидэ 
суз юритилади, бу эса уларнинг амалиётдан фойдала-



йиб тузилганлигини курсатади. Бир масалада геометрик 
прогрессия ^адларининг й и р и н д и с и н и  топиш формуласи 
З&ам келтирилган.

Баъзи масалалар геометрияга багишланган булиб, 
асоеан улчашларга тааллу^ли. Учбурчакнинг юзи асо- 
Си ва баландлиги купайтмасининг ярми сифатида топи-

й \ 2
лади, дойра юзи эса {с1— ^  формула билан аниклана-
* 1 " ' - 256
дй, бунда й — дойра диаметри, бу эса я  сони учу н -^у «
¿¿3,1605 ^ийматни беради. Миср математикасида энг 
ажойиб натижа булиб, асослари квадрат булган пира­
мида ^ажми учуй У =  у  (а2+аЬ +  Ь2) формуланинг
кулланилганлиги ^исобланад«, бунда а ва Ь — квадрат- 
лар томонлари узунликлари, к — пирамида баланд­
лиги.

'2. В а в и л о в  (Бобил). Бу давлат Тигр ва Евфрат 
дарёлари орасида жойлашган булиб, милод авв. иккива 
уч мингинчи йилликларда лойдан ^изитиб ясалган жад- 
валлардан маълум булдики, бу ерда хисоблаш санъати 
жуда ривожланган. Уларда купайтириш жадваллари  бе- 
рилган булиб, олтмишлик сано^ системаси билан унли 
сано^ системаси биргаликда ^улланилган.

Вавйлонда милод. авв. 1950 йилларда бир ^атор ма­
тематик ж адваллар  тузилган булиб, уларда арифмети­
ка билан бирга алгебраик тушунчалар ^ам ривожлнти- 
рилган, яъни икки номаълумли чизицли ва квадрат 
тенгламаларни, куб ва биквадрат тенгламаларга кел- 
тириладиган масалаларни ечганлар.

Бу даврда вавилонликлар содда геометрик фигура- 
ларнинг юзларини ва оддий жисмлар ^ажмларини то- 
пишга дойр формулаларни билишган. Улар пифагор 
теоремасининг татби^ларини фа^ат хусусий доллар учун 
эмас, балки умумий доллар учун ^ам ^уллашни бил- 
ганлар. Бунда ' характерли томон шундаки, геомет­
рик тушунчалар алгебра тушунчалари ёрдамида баён 
этйлган.

Вавилон давридан мерос булиб долган маълум 500 
жадвалдан 150 таси математик масалаларни ечишга ба- 
ришланган, 200 таси эса арифметик сонли жадваллар- 
дир. Дар бир ж адвалда  18— 100 тагача масала берилган. 
Б у  жадвалларнинг биттасида 148 та масала шарти б а ­
ён цилинган.
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Олтмишлик санок системасида купайтириш жадва- 
-ли 3481 та купайтмадан иборат. Албатта, буни хотирада 
са^лаб ^олиш ва исталган пайтда ^уллаш табиий ^ийин- 
чиликлар турдирган. Шунинг учун мисол ва маеалалар- 
ни 'ечиш жараёнида тайёр математик купайтириш жад- 
валларидан фойдаланилган. Бу ж адвалларда  сонлар- 
нинг квадратлари (л2), кублари, (л3) сонлардан квад­
рат ва куб илдизлар чи^ариш, п2-\-т2 куринишдаги йи- 
гиндиларни ^исоблашлар берилган.

3. Х и т  о й давлатида математика ^адим замонлар- 
дан бошлаб ривожланиб келган. «Пекин, маълум були- 
шича, милод. авв. бир мингинчи йилларда дастлабки 
математик ишлар яратилган. Афсуски, милод. авв. 213 
йилда Хитой императорининг таъсирида барча матема­
тик ^улёзма ва китоблар ё^ишга ^укм ^илинганлиги на- 
тижасида купгина математик асарлар бизгача етиб кел- 
маган.

Хитойда милод. авв. икки мингинчи йилларда ^ар бир 
^арф (иероглиф) маълум сонларни ифодалаган. Улар 
^озиргача ^ам ^улланиб келинмо^да.

Маълум булишича, Хитойда ^адимги вак;тларда ариф­
метик амалларни бамбук ва фил суягидан ясалган 
таё^чалар ёрдамида з^исоблаш тахтасида бажариш- 
ган.

Каср сонлар натурал сонлар билан бир ва^тда пайдо 
булган. Каср сонлар устида амалларни бажариш ^ои- 
далари асосан юзларни улчашга ва меросни таксимлаш- 
га  дойр амалий масалаларни ечиш жараёнида баён 
этилган. Улар манфий сонларни «фу» деб, мусбат сон­
ларни «чжен» деб аташган, манфий сонни ^осил килиш- 
д а  иккита мусбат соннинг айирмасидан фойдаланишган, 
масалан, 5—6 =  — 1. Кейинчалик, манфий сонни ало^ида : 
тушунча сйфатида ^арай бошлаганлар. Бу эса манфий. 
сонларни киритишдаги илк ^адам ^исобланади.

; Манфий сонлар киритилганидан кейин ^исоблаш ищ- 
ларида хитойликлар икки хил таё^чалардан фойдала­
нишган. Бунда ^изил рангли таёдча .мусбат сонни, ^ора 
рангли таё^ча эса манфий сонни билдирган.

* Биринчи математик китоб «Туц^из китобли матема­
тика» деб номланган. Бу китобнинг муаллифи Ч ж а н  
Д а н  милод. авв. 150 йилларда яшаган булиб, китоб ер 
улчовчилар, му^андислар, амалдорлар, савдогарлар тай- 
ёрлаш учун мулжалланган, унда 246 та амалий масала 
■берилган. ^ а р  бир масаланинг шарти, ечишга дойр кур- 
сатмалари ва жавоби баён ^илинган.
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М асалалар касрлар устида амаллар бажариш, текис- 
шакллар юзларини топиш ва оддий фазовий шакл- 
ларнинг з^ажмларини з^исоблашга баришланган. Шу- 
нингдек, икки номаълумли иккита чизицли тенгла\^а 
системаси з^амда п номаълумли п  та чизицли тенглама 
системаларини «фан-чен» усулида ечиш баён цилинган. 
Сунгра Пифагор теоремаси ёрдамида ёчиладиган маса­
лалар з^ам келтирилган.

Бу асар унта китобдан иборат булиб, унга С у н ь -  
Ц  з и н и н г «Математик рисола», Лю Хуеянинг «Ден- 
гиз ороЛи з^ацида рисола», Чжан Цюцзяннинг «Матема­
тик рисола» китоблари киритилган.

V асрда Хитойда х г-\-ах2=Ь  к^ринишдаги куб тенгла- 
маиинг илдизларини та^рибий з^исоблаш алгоритми,
VIII асрга келиб умумий куринишдаги куб тенгламан»- 
ечиш алгоритми ишлаб чицилди.

Хитой математик ва астрономлари айлана узунлиги- 
нинг диаметрга нисбатига дойр аниц натижаларни цфпга 
киритдилар. Масалан. Чжан Хен я « К Т б = 3 ,1 6 2 . . . ,  Ban¡ 
Фан =3 ,155 . . .  Л ю  Х,,уея л « 3 ,1 4 5 9 . . . , Цу Чунчжи

855те « У 55 цииматларни топганлар.
4. X и н Д и с т о н. ^индистонда математика фанининг 

дастлабки тушуичалари милод.%авв. II— I минг йиллик- 
ларда яратилган. Масалан, «Шульва-сутра» асарида ^ар* 
хил иншоотларни ^уришнинг математик з^исоблаш цои- 
далари ишлаб чикилган.

IV асрда астрономия ва математикага багиш ланган• 
«сиддханталар вужудга келди. Б у  ишлар санскрит тили- 
да ёзилган. Бунда сонлар устида амаллар бажариш  ^ои- 
далари, турлн математик масалаларни ечиш усулларн* 
баён килинган.

VI асрда брахма ра^амлари 1 дан 9 гача б^лган сон­
лар  учун махсус белгилар б;улиб, ^нлик сапо^ система- 
сини яратишга асос б^лди.

Хиндлар нолни «шунья» (буш) деб аташган, ара(>* 
олимлари нолни «сифр» деб номлашган. Европаликлар* 
уни лотинча cifra каби ёза бошладилар. Шундай цили5-* 
«цифра» атамаси пайдо б^лди.

Арифметика фани биринчи булиб изчил равишда- 
/^иидистонда ривож топди, яъни унлик позицион сано^ 
системасига асосланган арифметик амаллар коидалари-j 
ишлаб чикилди. Шунингдек, сонларни квадрат ва кубга>
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кутариш, сонлардан квадрат ва куб илдиз чицариш ^с 
. даларини яратдилар.

^индистонда биринчи марта алгебраик белгилашл 
-киритилди масалан, номаълум, озод .^ад, д ар аж ал ар 1 
белгилаш учун махсус белгилар ишлатилган. Купги! 
белгилашлар уларга мое санскрит атамаларидаги б 
ринчи бурин ^исобланади. Мисол учун номаълум «й 
ват» деб аталган ва у «йа» бурини билан белгиланга 
Агар номаълумлар бир нечта булса, улар ни рангла,

: нинг номлари билан белгилашган.
Ш ар^  Коперниги деб ном олган А р и а б х а т а  

, (476 йилда турилган) нинг «Ариабхатия» асари )^инди1 
тонда ¿ниц фанлар ривожининг бурилиш ну^таси були 

*хисобланади.
Ариабхата I рояларининг издоши ва шар^ловчис 

Б х а с к а р а  I (VII аср) уз ишларида диофант тенглг 
малари назарияси ва астрономия б^йича бир цанч 
муаммоларни ^ал  этди.

IX аср ^рталарига келиб Магавири томонидан мате 
матикага багишланган «Математиканянг диска баёни 
номли биринчи ^инд асари яратилди.

)^инд математиги ва астрономи Б х а с к а р а  I 
( I I 15— 1183) «Лилаватти» ва «Бижаганити» номли ма 

тематик асарлар ёзди. Биринчи асар арифметикага ба 
ришланган булиб, иккинчи асарда алгебра ва геомет 
риянинг ¡баъзи масалалари цараб чицилГан. Бунда! 
ташцари, унда Пифагор теоремасининг иккита кургаз 
мали исботи ^ам берилган. Бу китобда ушбу форму 
лалар

Y п. +  у т  =  ]А +  V -  Ь  ̂ Y а -  у  а- -  Ь'

Y a + b + V a B  =  V a  +  V T
. ёрдамида иррационал ифодалар устида айний шакл ал- 
маштирщшцрни бажариш ва мураккаб ифодаларни 
соддалаштиришлар берилган.

)^инд математиклари манфий сонларни киритдилар 
ва манфий соннинг турри таърифини бердилар, масалан, 
Б р а х м а г у п т а  (596 йилда турилган) мусбат сон- 

‘ ларни майн, манфий сонларни борг деб атаб, рационал 
сонлар устида амаллар бажариш ^оидаларини Оаён 
дилган.

Та^вим тузиш масалалари билан шурулланиш нати-
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жасида з^инд математиклари диофант тенгламаларинп 
ечишга дойр усулларни з$ам аницладилар. Ариабхата I 
а х + Ь у = с  куринишдаги тенгламани бутун сонларда еч- 
ган булса, Брахмагупта ва Бхаскара II ах2+Ь — у 2 к^- 
ринишдаги тенгламани ва унинг муз^им хусусий з^оли 
булган ах2+ \ = у 2 тенгламани натурал сонларда ечиш 
усулларини курсатганлар.

Геометрияга дойр маълумотлар асосан астрономия 
ва математика буйича мавжуд китобларда учрайди. Бун­
да теоремалар исботсиз берилган, чунки уларнинг бар- 
часи чизмалар билан тасвирланган булиб, баъзи лол­
ларда геометрик мулоз^азаларни исботлашга дойр кур- 
сатмалар з^ам берилган.

Милод. аввалги V асрда з^инд математиклари 
гс«*3,1416 деб олишган. М а г а  в и р  и—Ш р и д х а р и
IX—X асрлар) издошлари уз асарларида призма, кесик 
доиравий конус з^ажмларини хисоблаш учун тугри фор- 
мулаларни берганлар. Бхаскара II шарнинг з^ажми фор- 
муласини, ани^ ифодалаган. Бундан ташцари, астроно- 
мик масалаларни ечишда 5т 2а + с о $ 2а =  1, Б т а =  
=  со5(90°— а) каби тригонометрик муносабатлардак 
фойдаланилган.

5. К,адимги Юнонистонда математика турли фалсафа. 
мактабларида ривожланди: И о н  м а к т а б и  (милод. 
авв. VII—VI асрлар), П и ф а г о р  м а к т а б и  (ми­
лод. авв. VI—V асрлар), П л а т о н  а к а д е м и я с и  
(милод. авв. V— IV асрлар). Айницса, математиканинг 
янги б^лими — логистика т а р а н и й  этди. Бу фан асосан 
бутун сонлар устида амаллар, илдиз чицариш, касрлар 
устида амаллар, биринчи ва иккинчи дараж али  тенг- 
ламаларни ечишга келтириладиган амалий масалалар  
ва >;исоблашлар, меъморчилик ва ер улчаш ишларига 
оид хисоблашларни ^з ичига олган эди.

Математиканинг назарий томонларига Пифагор мак* 
табида ало.\ида эътибор берилган эди. Улар натурал 
сонларнинг баъзи хоссаларини умумлаштирганлар з^ам- 
да, п та тоц сон йигиндисини'^исоблай олганлар. Сон-

П
ларнинг урта арифметик циймати 2 а * /л > урта гео-

метрик циймати ^ а \ - а 2 ... а„ ва урта гармоник о й -  
мати п / ^ й к  хоссаларини чуцур урганишга зришганлар. 

к- 1
Шунингдек,. цадимги юнон математиклари иррацио-
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н$л сонларнинг мавжудлигини исботлашга эришдилар. 
Биринчи булиб 2 сонининг иррационаллигини А р х и т  
Т а р е н т с к и й  (милод. а в в . -428—365 йиллар), Т е о ­
д о р  (милод. авв. 465—399 йиллар). Т е э т е т  (милод. 
авв. 410—368 йиллар) лар исботлаганлар. Улар уму- 
мий ^олда уА п(п-{-1) соннииг иррационаллигини ва 3, 
5 Г 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17 сонларининг квадрат 
илдизлари иррационал сон эканлигини исботлади- 
лар.

Милод. авв. V— IV асрларда К,адимги Юнонистонда 
^уйидаги учта классик масалани (циркуль ва чиз- 
гич ёрдамид^-. ясашларга дойр) ечишга ^аракат ци- 

линган:
1. Кубни иккилантириш масаласи.
2. Бурчакни учта тенг булака булиш масаласи.
3. Дойра квадратураси масаласи.
Биринчи масаланинг мо^ияти шундан иборатки, бе- 

рилган кубдан икки марта катта ^аж мга эга булган 
кубни ясаш лозим. Агар берилган кубнинг циррасини
а, изланаётган кубнинг циррасини х  деб олсак, у з^олда

3 — '
х 3 — 2а3 ёки х  =  а  У  2

тенгламаларга эга буламиз.
М азкур масала квадратни иккилантириш масаласи- 

нинг умумлашмасидан иборат: юзи 2 -а2 га тенг булган
квадратнинг томони узунлиги а - у  2 га тенгбулган кес- 
мадан, яъни берилган квадратнинг диагоналидан ибо­
рат. Масаланинг цийинлиги шундаки, узунлиги а - у г2 
га тенг булган кесма фа^ат  циркуль ёки чизгич ёрдами- 
Да ясалиши мумкин эмас, бу ^ам кейинчалик, XIX 
асрнинг биринчи ярмида исботланган.

• К^адимги юнон математиги ва астрономи Г и п п о к- 
р а т  Х и о с с к и й  (милод. авв. V асрнинг иккинчи яр- 
ми) масалани берилган а ва Ь кесмалар орасидаги «ик- 
к'ита урта пррпорционал» х  ва у  кесмаларни ясаш ма- 
саласига келтирди, яъни цуйидаги узлуксиз пропорция 
а :х= х :у= у \Ь  ни цаноатлантирувчи х  ва у  кесмаларни 
Л а ш г а  келтирди. Бу масаланинг ечимларини бошк;а во- 
скталар ёрдамида А р х и т  Т а р е н т с к и й ,  Е в д о к с  
К н и д с к и й  (милод. авв. 408—355 йиллар), Э р а т о ­
с ф е н  К и п р е н с к и й  (милод. авв. 276— 194 йиллар), 
Н и к о м е  д- (милод. авв. I II’—II- асрлар), А п о л л о н и й
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П е р г с к и й  (милод. авв. 262— 190 йиллар), Г е р о и  
А л е к с а н д р и й с к и й  (эхтимол, I аср) ва П а п п  
(III асрнинг иккинчи я.рми) з$ам баён этганлар.

Иккинчи масала, бурчак трисекцияси (лотинчаз 
tr ia  — уч ва sectio — булиш, -кесшп сузларидан) деб ата- 
либ, бурчакни циркуль ва чизгич ёрдамида тенг уч бу- 
лакка булишдан и борат. Б у масала баъзи хусусий лол­
ларда  з^ал цилинган, пифагорчилар тенг томонли TÿrpHf 
бурчакли учбурчакда з^ар бир бурчак 60° га тенг экан- 
лигидан фойдаланиб, бурчакни тенг уч булакка ажрат- 
ганлар.

Айтайлик, P A N  тугри бурчакни тенг учга б;улиш та*- 
л аб  ^илинаётган булсин ( 1-расм ).

1-расм.

A N  ярим тугри чизицда ихтиёрий А С  кесмани ола- 
миз ва унга А С  В  тенг томонли учбурчак ясаймиз. С A B

бурчак 60° га тенг б;улгани учуй В А Р = 30°. С AB бур- 
чакнинг AD  биссектрисасини ясаймиз ва M A P  Tÿrpn

бурчак тенг учта бурчакка булинишини курамиз: N A D ,

D A B , ВАР.
Француз математиги П ь е р  Л о р а н  В е н т ц е л ь  

(1814— 1848) 1837 йилда ю^оридаги икки масалани цир­
куль ва чизгич ёрдамида ‘Хал этиш мумкин эмаслигини 
цсботлади.

Бурчак трисекцияси масаласи циркуль ва чизгичдан 
таищари бошца ^ушимча воситалар ишлатилганда ечим-
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,-га ■ эга •■булади. Масалан, Г и п п и й  Э л и д с к и й  (ми- 
илод, авв. 420 йилларда яшаган) бу масалани ечиш 
учун к в а д р а т р и с а  эгри чизиридан фойдаланган 
{2- раем).

Александриялик математик Никомед бу масалани 
^ал цилишда Н и к о м е д  к о н х о и д а с и  Деб ата- 
лувчи эгри чизицни цуллаган (3-расм).

2-расм. 3-расм.

Учинчи масаланинг мазмуни циркуль ва ч и з р и ч  ёр- 
дамида берилган доирага тенгдош квадратни ясашдан 
иборат. Агар доиранинг радиусини г билан белгиласак,
у холда масала юзи л г2 га, яъни томони г у 7 .  га тенг 
булган квадратни ясашдан иборат. Б у  масалани ечиш 
учун А р и с т о т е л ь  (милод. авв. 384— 322 йиллар) ^ам 
^аракат цилган. Г и п п о к р а т  Х и о с с к и й  з^ам бу 
масала билан шурулланиб, эгри чизицли шаклга тенг­
дош турри чизицли шаклни ясаш имконияти мавжуд- 
лигини исботлади (улар «Гиппократ ойчалари» ^ам деб 
аталади). Гиппократ ойчалари муаммоси икки айлана- 
кинг ёйлари билан чегараланган текис шакл учун ун- 
га тенгдош квадратни ясашдан иборат. Ейлар марказий
б.урчакларининг нисбати а : р —1:2, 1:3 ва 2:3 каби бул­
ган лолларда ечимларни Гиппократ топган, а:{5=1:5, 3:5 
лолларда М. В а л л е н и у с  (1766) ва унга боглиц бул- 
маган равишда Л. Э й л е р  (1771) топган. Рационал 

да  боища квадратураланувчи ойчалар типлари
15



мавжуд эмаслигини Н. Г. Ч е б о т а р ё в  (1894— 1947} 
1935 йилда ва А. В. Д о р о д н о е  1947 йилда исбот 
цилдилар.

Диаметри В С  б^лган ярим доирага тенг ёнли турри 
бу.рчакли В А С  учбурчак чизилган. (В А = А С ). A B  ва А С  
ни дидметрлар сифатида олиб, ярим айланалар ясала- 
ди. A L B M  ва A D C E  л ар  дойра ёйлари билан чегара- 
ланган ойчалар деб аталади. Пифагор теоремасига 
кура | В С \2=  \А В \2+  |Л С |2= 2 -  \А С \*  (4- раем).

£  J

Доиралар юзлари нисбати ёки В М А Е С  ва АЕСО  
ярим доиралар юзлари нисбати уларнинг мос диаметр-
лари квадратлари нисбати га тенг, у эса навба-
тида 2 га тенг б^лади. О А С  сектор юзи \А С \  диаметрга 
ясалган ярим дойра юзига тенг. Агар б у  икки тенг юз- 
лардан А С Е  сегмент умумий юзини айирсак, у холда 
АО С  учбурчакнинг юзи А й С Е  ойча юзига тенг булади 
ёки иккита ойчанинг юзлари й и р и н д и с и  В С  А  тенг ёнли 
учбурчак юзига тенг.

Минг йиллар давомида бу муаммони ^ал этишга- 
уринишлар муваффациятсизликка учраб келди. Фа^ат 
XIX аернинг 80-йилларида дойра квадратурасини цир­
куль ва ч и з р и ч  ёрдамида амалга ошириш мумкин эмас- 
лиги исботланди. Немис математиги Карл Луис Ферди­
нанд Л и н д е м а н  (1852— 1939) 1882 йилда француз 
математиги Ш. Эрмит ишларидан фойдаланиб, я  сони- 
нинг трансцендент сон эканлигини исботлади, бу билан- 
у дойра квадратурасини циркуль ва чизрич ёрдамида 
^ал  этиб б^лмаслигини исботлади.

Дойра квадратураси масаласи циркуль ва чизгичдан 
ташцари бош^а воситалар ишлатилганда ечимга эга. 
Масалан, милод. авв. IV аерда яш аб ижод этган юно»
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математиклари Д и н о с т р а т  ва Менехм бу масала- 
ни ечиш учун Гиппий Э л л д е к и й  томонид’ан кири- 
тилган квадратриса деб аталувчи трансцендент эгси чи- 
зицдан фойдаланганлар. Бу эгри чизиц айланани турри 
чивиц кесмаларига пропорционал булган б^лакларга 
ажратиш учун 1$лланилган . Худди шундай, кубни икки- 
лантириш масаласидаги эгри чизицни Д и о к л  (милод. 
авв. II аср) кашф цилган булиб, у кейинчалик циссоида 
деб атала бошлаган ^амда икки урта пропорционалнц 
ясаш учун фойдаланилган.

Файласуф Зенон Э л е й с к и й  (милод. авв. 490— 
430 йиллар) математикага зарбалар  бериб, ^зининг 45 
апорийсини (ароп—иложсиз, боши берк, тушунарсиз) 
ёзди ва уларда математикадан йироц булган шаклда 
чексизлик тушунчасининг мантилий царама-царшилик- 
ларга олиб келишини айтиб ^тган эди.

Бирор жараённи кузатар эканмиз, фараз  килиш мум- 
кинки, ,\ар бир бажарилаётган амал — геометрик ал- 
маштиришлар, арифметик ёки алгебраик амаллардан 
сунг навбатдаги амал келади. Шундай цилиб, потенциал 
чексизлик абстракциясига келамиз. Агар тупламни ву- 
жудга келтириш чексиз жараёнини абстракцияласак, у 
вацтда барча элементлари билан актуал булган якуний 
цисмини царасак, актуал чексизлик абстракциясига кс- 
ламнз, математика ва фалсафада мантилий царама-^ар- 
шиликка олиб келади.

Зеноннинг шогирди Д е м о к р и т  (милод. авв. 
460—380 йиллар) математикани атомлар нуцтаи-наза- 
ридан ишлаб чицди. У нуцталарни чекли ^ажмга эга 
булган фазонинг булинмас атомлари сифатида ^арайди. 
У х.олда т^рри чизиц кесмалари чекли, ва.^оланки, унда 
чексиз куп нукталар мавжуд. Бундан келиб чицадики, 
юз булаги кесмалар йириндисидан, жисмлар шар юзла- 
ридан ташкил топган б^либ цолади. Бу математикада 
чекли ва чексизлик орасидаги царама-каршиликни ву- 
жудга келтиради.

^адимги  юнон математиги ва астроном и Евдокс 
К н и д с к и й  (милод. авв. тахминан 406—365 йиллар) 
томонидан яратилган нисбатлар назарияси XIX асрнинг 
иккинчи ярмигача ^ациций соннинг энг мукаммал н аза ­
рияси булиб келди. Евдокс лимитл^-^микидаи«—-та-ълн- 
мотни биринчилар цаторида ишлаб. чщ уИ ^^И С аЖ  
асосида турли кетма-кетликларнин? лик ни з^и-
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соблаш усулларини яратди. Натижада эгри чйзщ лар , 
эгри чизицли сиртлар билан чегараланган турли шакл- 
ларнинг юзи ва з^ажмларинЬ з^исоблаш имконияти ву- 
жудга келди. Дифференциал ва интеграл з^исоби кашф 
килингунга цадар бу усул квадратура ва кубатура ма- 
салаларини з^ал этишнинг энг ишончли ва умумий усу- 
ли булиб келди.

МАРКАЗИЙ О С И Е Л И К  МАТЕМАТИК ОЛИМЛАР

^озирги Марказий Осиё халцлари жуда кадимий фан 
ва маданият меросига эга. Б у  ерда яшовчи халцлар Хи- 
той, Х^индистон, Эрон, Кавказ мамлакатлари билан сав- 
до, сиёсий ва маданий алоцалар туфайли фан янгилик- 
ларини урганиб бордилар ва узлари з^ам илм-фаннинг 
ривожланишига катта з^исса ^ушдилар.

Математика со^асида турли х.исоблаш усулларини 
такомиллаштириш, янги з^исоблаш усулларини аниц- 
лаш мацсадида турли илмий-тадцикот ишлари кенг ку- 
ламда олиб борилди. Бунда турли миллат олимлари бир- 
галикда ижодий иш олиб бордилар ва жуда куп му^им 
илмий натижаларни цулга киритдилар.

Фанларнинг ривожланишида Халифа Маъмун з^укм- 
ронлиги даврида Бардодда ташкил этилган (813—833) 
«Байтул-з^икмат» (Донишмандлик уйи) ижобий а^амият 
касб этди. Унинг цошида катта кутубхона ва расадхона 
мавжуд булиб, жуда куп машз^ур олимлар бу дарговда 
илмий ишлар олиб бордилар.

Марказий Осиёлик- математик олимлар орасида энг 
машз^урларидан бири А б у А б д у л л о з ^  М у х а м м а д  
И б н М у с о  а л-Х о р а  з м и й (783—850) юцорида 
зикр этилган Бардоддаги Донишмандлик уйида матема­
тика билан шурулланди. Унинг математика буйича ёз- 
ган рисолалари: «Китоб ал-жабр вал муцобала», «}^инд 
хисоби х.акида цисцача китоб», «Астрономик жадвал- 
лар», «Китобул-суратул-арз». «)^инд з^исоби з^ацида. цис- 
цача китоб» асари Оврупода з^инд позицион системаси- 
нинг таркалишида муз^им роль уйнади. «Китоб ал-жабр 
вал мукобала» асарида алгебра мустацил фан сифатида 
(математиканинг бир булими) биринчи булиб урганиб 
чициЛди. Бу рисола икки кисмдан иборат булиб, би­
ринчи зисмида алгебраик мицдорлар устида амалларни
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лорида тугилган, Хоразм ва Эронда ишлаган. Асо„сий 
асарлари: «Тиб цонунлари», «Ашшифо», «Нажот», «Ишо- 
рат ва танби.\», «Донишнома» ва «Уржуз». Булардан 
«Аш-шифо» ва «Донишнома»да математикага бариш- 
ланган махсус б^лимлар бор. «Донишнома» (1030— 1035 
йиллар) Исфазфн шахрида ёзилган булиб, геометрик 
мазмунли материали планиметрия ва стереометрияга 
багишланган. У шунингдек, Евклиднинг «Негизлар» 
шар^ини уз ичига олади. «Аш-шифо» (1020— 1032 йил­
лар) ()^амадон ва Исфа^он ша^арларида ёзилган) аса- 
рида математикага оид «1^исцартирилган Евклид», 
«1^исцартирилган Альмагест», «Сонлар фани», «Мусика 
фани» деб аталган булимлар булиб, сонлар з^ацидагл 
таълимот, геометрик аксиоматикани такомиллаштириш- 
га з^аракат цилган. Таърифлар, постулат, аксиома ва 
теоремалар ва уларнинг исботларини жойлаштирши 
тартиби туррисида маълум фикрларга эга булган. Е в­
клид V постулатини исботлашга з^аракат килди ва ун- 
дан фарцли улароц «чизикларни к^пайтириш» з^ацида 
мулохаза юритади, бунда «тузма нисбат» таърифини 
беради. 1980 йилда унинг турилганнга 1000 йил тулиши 
нишонланди. Унинг номи билан бир цатор жойлар жум- 
ладан Тошкентдаги кукрак жарроз^лиги илмгохи, Бу- 
хоро вилоят кутубхонаси аталади. Шунингдек, Ойнинг 
куриниб турган томонидагн бир кратерга ибн Сино но­
ми берилган.

\  Шоир, файласуф, астроном ва математик Р и ё с  и д -  
д и н  А б у л ф а т ^  У м а р  и б н  И б р о д и м  \ а й -  
ё м  (15.05.1048— 14.12.1131) Нишопурда турилган, Унинг 
отаси чодир (хайма) тикувчи булганлигидан >^айём та- 
халлусини олган деган тахмин бор. Уша даврнинг юцо- 
ри савиясида таълим олиб, юксак цобилияти туфайли 
Бухорога Шамсул-мулк К,орахоний саройида ишлашга 
чацирилган. 1074 йилда салжукийлар пойтахти — Исфа- 
з^онга утади ва у шоз  ̂ хизматчиси б^лади. 1076 йилда 
унинг ихтиёрига Исфаз^ондаги расадхона берилади ва 
уни жих.озлаш учун маблар ажратилади. Унинг бошчи- 
лигидаги олимларга эски Эрон цуёш тацвимини ислох, 
цилиш топширилади, 1079 йилда янги тацвим тузиб чи- 
цилди. У биринчи булиб учинчи даражагача булган 
тенгламаларни ечиш назариясини яратди ва барча тенг- 
ламаларнинг умумий синфларини баён этди. Бу «Ал- 
жабр вал муцобала масалаларининг исботлари з^аки- 
да» асарида (Б. А. Розенфельд (1917 йилда турилган,.



Яцин ва Урта Ш арц  мамлакатларида Урта асрларда 
математика тарихи буйнча илмий ишлар муаллифи) рус 
тилига таржима цилган) келтирилган.

Умар ^айём  биринчи марта геометрия билан алгеб- 
ранинг алокаси туррисидаги з^амда алгебраик тенгла- 
маларни геометрик тушунтириш ва ечиш хакидаги ма- 
■салани куйди. I

«Евклид китобининг ^ийин постулатларига шар^- 
лар» номли геометрияга багишланган асари уч китоб- 
дан иборат: «Параллелларнинг з^а^и^ий маъноси ва 
маълум шуб^алар з^ацида», «Муносабатлар, пропорция- 
лар ва уларнинг ^а^иций маъноси з^ацида», «Нисбатлар- 
ни тузиш ва уларни текшириш з^ацида». Евклид V 
ностулатини исботлашга уринди , бунда асосларидаги 
бурчакларнинг з^ар бири турри ва ён томонлари узаро 
тенг булган туртбурчакдан, кейинчалик «Саккери турт- 
бурчаги» деб аталган т>гртбурчакдан фойдаланган, гео- 
мегрик тушунчалар гарацкиётида жуда катта роль уй- 
нади. Ойнинг орца томонидаги бир кратерга унинг но- 
ми берилган.

А б у  Ж а ъ ф а р  М у х а м м а д  и б н  М у х а м ­
м а д  и б н  ^  а с а н А б у Б а к р  Н а с р и д д и н  Т у ­
е й  й (18.02.1201—25.07.1274)— комусчи олим ва давлат 
арбоби. Туе (Эрон)да турилган. Абу Али ибн Синонинг 
шогирди Камолиддин Мусо ибн Юнусдан таълим ол- 
ган. Тусда, Бардодда, К ^ и сто н ,  сунгра Марогада 
(1259 йил) яшаган. Марогада расадхона ташкил этди, 
унга машхур олимларни таклиф этд», бой кутубхбна 
яратди. Расадхонада унинг ра^барлигида юлдузлар ва 
сайёралар жадвали «Элхон жадваллари» («Зижи Элхо- 
ний») тузиб чицилди. У «Евклид баёни» («Тахрири Ук- 
лидис») асарида V постулат т^ртта тутри бурчакли 
туртбурчакнинг мавжудлиги з^ацидаги фаразнинг нати- 
жаси эканлигини исботлади. «Тулиц турт томонлик з а̂- 
кида» («Шаклул-кита») рисоласи исботлар назарияси 
ва сферик тригонометрияга баришланган, «Тахта ва 
тупрок; ёрдамида арифметикадан т^плам» («Жомиул- 
зсисоб бит-тахти ват туроб») (1265 йил) асарида арифме­
тик амаллар, уларни унлик позицион саноц системасида 
бажариш коидалари з^амда сонларни дараж ага  кутариш 
ва сонлардан илдиз чицариш амаллари баён этилган. 
«Тусийнинг ал-жабр вал муцобаладаги фойдалари» 
(«Фавоиди Туси дар жабр вал муцобала») асарида 
олим чизицли ва квадрат тенгламалар, уларни ечиш
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усулларини баён этади. Ойнинг куриниб турган томо-. 
нидаги бир кратерга Тусийнинг номи берилган.

Марказий Осиёда математика фани ривожига Улуг­
бек илмий мактаби катта з^исса ^ушди (XV—XVI аср- 
лар) .  У уттиз йилдан ортиц фаолият курсатди. К,уйида 
бу мактабда математика буйича илмий ишлар олиб бор- 
ган олимлар тугрисида заикой циламиз.

М у х а м м а д  Т а р а г а й У л у г б е к  (22.03. 
1394—27.10.1449) — буюк узбек астрономи ва математи- 
ги. Д авл ат  арбоби ва маърифатпарвари. Амир Темур Со- 
^ибцироинииг невараси. 1409 йилдан Самарканд эдкмдо- 
ри. Отаси—Шозфуз^нинг вафотидан с^нг темурийлар дина­
с т и я м  бошлиги. Самарцандда Мадраса ва дунёда энг 
яхши расадхона бунёд этди. Уз атрофига м а идур мате­
матик ва мунажжимларни туплаб, илмий мактаб таш- 
кил этди. Самарканд расадхонасида бир асрга яцнн 
муддат мобайнида илмий кузатишлар олиб борилди. 
Унда юлдузлар ва сайёралар з^аракатига оид «Янги ас- 
трономик ж адваллар»  («Зижи жадди Курагоний») 
(1437 й.) тузилиб, астрономиянинг назарий ва амалин 
масалалари кенг баён этилди. 1019 юлдузнинг вазиятп 
курсатилиб, карийб 200 йил давомида Тихо Брагегача 
унинг аниклиги энг яхши булиб турди. Улугбек томони- 
дан жуда аник тригонометрик жадвалларни тузишга им- 
кон берувчи ал-жабр усуллари ишлаб чицилди. Бу усул 
исталган аницликда хисоблашларни амалга оширишга 
ёрдам берар эди. Унинг номи билан Самарканд меъмор- 

чилик-цурилиш институТи, Тошкент шазфида Мирзо Улуг­
бек тумани ва куплаб жойлар аталади. Ойнинг куриниб 
турувчи ггомонидаги бир кратер Улугбек номи билан 
аталадиЛ 1994 йилда унинг 600 йиллик юбилейи респуб- 
ликамизда ва жаз^онда кенг нишонланди.

С а л о р д д и  н М у с о  и б н  М у х а м м а д  а р- 
Р у м и й  Т ^ о з и з о д а  (1364— 1436)— Улугбек илмий 
мактабида фаолият курсатган математик. Туркиядаги 
Рум (хозирги Бурса) шазфида таваллуд топган. Самар- 
цандда яшади ва ижод цилди. Фан со^асидаги ютуцла- 
ри учун «Афлотуни замон» деган ном олган. Унинг мате- 
матикага оид ишлари: «Арифметика ^ацида рисола», 
«Асосий жумлалар» китобига шар^лар» (бунда Евклид
V постулатини исботлашга уринади), «Синус з^а^ида ри- 
сола» (2е ли ватар, яъни 1° ли синуснинг иккилангани 
учун тенгламани келтириб чицариш ва ечиш баён этил- 
ган), «Синус чораги з^акида рисола» (алгебра ва триго-
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нометрияга багишланган б^либ, тригонометрик функция- 
ларнинг хар бир т^ртдан бир дараж а  цийматлари ал- 
жабр усулида аницланган). Унинг математика буйича 
ишлари ал-Коший ишларига улашиб кетган.

Г и ё с и д - д и н  Ж а м ш и д  и б н  М а ъ с у д  а л -  
К о ш и  й (1385—22.06.1429) — математик ва астроном, 

*Самар*;андда Улугбек расадхонасида К,озизода ар-Румий 
билан ишлаган. Кошон (Эрон) ша>фида тугилган. 1417 
йилда Самарцандга келадн ва шу ерда яшаб ижод ци- 
лади. Математикага оид 3 та асар ёзган: «Арифметика, 
калити» («Мифтохул-^исоб») (1427 йилда ёзган) содда 
математика буйича асосий у^иш китоби булиб хизмат 
цилган. Китобда илгари математика буйича олинган на- 
гижалар билан биргаликда куп му^им кашфиётлар ба- 
ён цилинган. Хусусан, сонлардан ихтиёрий мусбат бу- 
тун курсаткичли илдиз чикариш, икких^ад— Ньютон би- 
номини бутун мусбат дараж ага  кутариш, Хитой ва араб 
Ш арки олимларига Караганда изчилроц унли касрлар ва 
улар устида амаллар бажариш цоидалари ишлаб чи- 
^илган. Олим юцори тартибли тенгламаларни тацрибий 
-ечищ ^оидаларини «Ватар ва синус ^ацида» асарида 
баён этади. Натурал сонлар туртинчи дараж алари  йи- 
гиндисини топиш цоидаси Коший номи билан аталади. 
-«Айлана хакида рисола» (1427 йил) асарида ал-Коший 
Л сонининг вергулдан кейинги 17 та цийматини топади 
(Европада бундай натижа 1597 йилда цулга киритил- 
ган), бунда Архимед усулидан фойдаланади, айланага 
лчки чизилган мунтазам 3-1028 томонлик орцали л сони 
к^ийматини аницлаган (яъни у мунтазам 600 335 168- 
бурчак томонини ^исоблашига т^гри келган). Утриго-т 
нометрик хисоблашларни такомиллаштирди, осмон 
жисмларигача булган масофаларни улчаш усулини топ: 
ди, сайёралар ^аракатини кузатиш учун механик асбоб 
ихтдро цилган.

А л о  в и д  д и н  и б н  М у х а м м а д  А л и  К у uir 
чи (1402— 1474)— астроном ва математик. Улугбек 
расадхонасида -ишлаган. Дастлаб Улугбек саройида 
«цушчи» лавозимида ишлаган. Сунгра Хитой императо- 
ри саройида Улугбекнинг элчиси булган. Улугбек ва- 
фотидан сунг Истамбулга кучиб кетади. Унинг бизга 
маълум математикага оид асарлари: «^исоб рисоласи» 
(1425 йил) асари з^индлар арифметикаси (унлик пози- 
циои система), астрономлар арифметикаси (олтмишлик 
саноц системаси) ва геометрияга багишланган, «Каср-
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лар ^ацида рисола» (1430 йил) касрларга багишланган 
булиб, унда оддий ва унли касрлар ^ацида тулиц маъ- 
лумот берилган. «Китобул— Му^аммадия» асари форс- 
тожик тилида ёзилган, геометрия, тригонометрия ва 
арифметикага багишланган. Бунда у биринчи булиб, ^о- 
зирги «мусбат» ва «манфий» атамаларини киритди. Ун­
да шунингдек, текис учбурчаклар тригонометрияси, си­
нус ва косинус теоремалари, учбурчак ва дойра юзла- 
рини топиш формулаларини берди. Душчи учбурчаклар- 
1ш ечиш масаласи билан шугулланган. Бу масалада Ко- 
ший ва К^ушчи биринчи бор косинуслар теоремасини 
цуллагаНлар. (Оврупода Виет уни 1593 йилда татбиц . 
этган). Тригонометрик функцияларнинг цийматларини . 
^исоблашда чизицли интерполяциялаш усулини баён 
этган.

СОН ТУШУНЧАСИНИНГ РИ В О Ж Л А Н И Ш И

1 ■ Сонлар табиатни мицдор жи-
уатдан бошкаради деб айтиш 
мумкин,

Г *' .. ,1,,.

Ж . М аксвелл

Сон — математиканинг асосий тушунчаларидан би- 
ри булиб, кншнларнинг амалий а^тиёжларидан келиб 
чикцан. Сонларнинг вужудга келиши ва таракциёти та- 
¡рихи илк босцичларини цуййдагича баён этиш мумкин:

:: Н а т у р а л с о н  буюм ва турли нарсаларни санаш 
з ^ и ё ж и  туфайли пайдо булган.

М у с б а т  к а с р  с о н — мицдорларни #лчаш ва 
тал^симлаш э^тиёжи туфайли вужудга келган.

* М ;а н ф и й с о н л а р математиканинг У3 эхтиёж- 
лари, яъни алгебраик тенгламаларни ечиш ва назарий 
лсослаш э^тиёжлари сабабли яратилган.

■ Н о л ь  с о н и  •тт” манфий сонларнинг киритилиши ту­
файли пайдо булган.

Бу руйхатни давом эттириш мумкин, лекин биз юцо- 
рида тилга олинган сонлардан сунг вужудга келган ир- 
рационал сонлар тарихи ^ацида маълумотларни баён 
этишга киришамиз.

■ Пифагор мактабида (милод. авв. V аср) рационал 
сонлар ?*ар цандай кесмаларни аниц улчаш учун етар- 
лй  эмаслиги исботланган, улчовдош булмаган кесмалар



мавжудлиги исботланган. Масалан, юзи 2 га тенг квад- 
ратн-инг томони унинг диагонали билан ^лчовдош эмас- 
лиги Е в к л и д н и н г  «Негизлар» 10-китобида цара- 
ма-каршисидан фараз цилиш й^ли билан исботланади.

Бу кашфиёт Пифагор таълимотига зид эди, чунки 
уларнинг фикрича ^ар цандай мицдорни бутун сонлар 
ва уларнинг нисбатлари орцали ифодалаш мумкин. Даст- 
лаб, уни сир сацлашга интилдилар.

Пифагорчи Г и п п а с  М е т а п о н т с к и й  (милод. 
авв. V аср) ишини давом эттириб, шу аср охирида Т е о ­
д о р  К и  р е н с к и й  3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, '14, 
15, 17 квадрат бирлик юзга эга булган квадратларнинг 
томонлари бирлик квадратнинг томони билан улчовдош 
эмаслигини, яъни иррационал эканлигини исботлади. 
Т е э т ё т  эса умумийроц масалани, яъни ихтиёрий бу­
тун N  сон (тулиц квадрат б^лмаган) учун j / N соннннг 
иррационаллигини асослади.

Чексиз куп кесма ва геометрик мицдорларни бутун 
ва каср сонлар ёрдамида улчаб булмаслигини англаган 
пифагорчилар геометрия ва алгебрани сонлар ^а^идаги 
таълимот ёрдамида эмас, балки геометриянинг узи ёр­
дамида асослашга уриндилар. Шундай цилиб, г е о м е т ­
р и к  а л г е б р а  яратилди ва ривожланди. Шу асосда 
математиклар бутун сонларни ва ^ар цандай мицдор- 
ларни кесмалар, тугри туртбурчаклар ва бош^а шакл- 
лар ёрдамида геометрик ифодалашга киришдилар.'

Араб Шаркни мамлакатларида VII асрдан бошлаб 
математика ривожлана бордй. Бу даврда сон тушунча- 
сининг ривожланишида Марказий Осиёлик олимлардан 
А л-Х о р а з м и й (783—850), А б у  Р а й ^ о н  Б е р у -  
н и й  (973— 1048), А б у  А л и  и б н  С и н о  (980— 
1037), А б~у Н а с р  Ф о р о б и й  (873—950), У м а р  
Х4 а й ё ,м (1048— 1131) ва бошцалар мухим кашфийтлар 
^илдилар. Ж умладан:

1) Олтмишлик саноц системаси такомиллаштирилди;
2) Сонлардан квадрат илдиз чицариш усуллари иш- 

лаб  чицилди;
3) Унли касрлар кашф этилди;
4) Бином формуласи исботланди;
5) Мусбат ^ациций сон тушунчаси кенгайтирилди.
Ал-Хоразмий узининг « \и н д  хисоби з^ацида» асарида

унлик саноц системасини батафсил баён этган булса-да, 
у фацат 300 йилдан сунггина кенг цулланила бошланди.,

Манфий сонларни биринчи марта француз олнми



Н и к о л а  Шюке (1445— 1500) нинг «Сон ^ацидаги фан» 
(1484, Лионда 1848 йилда чоп этилган) асарида учра- 
тиш мумкин. «Пекин бу сонлар з^ацидаги дастлабки та- 
саввурлар Хиндистон ва Хитой математиклари асарла- 
рида мавжуд б^лган. Масалан, хитой математиклари 
бешта номаълумли бешта чизицли тенглама системаси- 
ни ечишда манфий сонлардан ошкор равишда булмаса- 
да фойдаланганлар. )^инд математиги Б р а х м а г у п -  
т а (598—660) манфий сонларни «царз» сифатида ифо- 
далайди. У цуйидаги цоидалардан фойдаланади: «Икки- 
та царзнинг йигиндиси к аР3- Иуц ва царз йигиндиси 
яна царз. Мусбат сонни «буюм» деб атайди, шунинг 
учун у «буюм» ва «царз» й и р и н д и с и н и  уларнинг айирма- 
сига тенг деб таърифлайди. Агар улар тенг булса, айир- 
ма ноль булишини курсатиб утади.

Араб математиклари манфий ишорани «душман», 
мусбат ишорани эса «дуст» сифатида цараб, хар хил 
ишорали сонлар купайтмасининг ишораси з^ацида з^аё- 
тнй «цоидалар» ни талцин этганлар.

Иррационал сонлар соз^асида эрон математиги А л- 
К а р х и й  (1016 йилда вафот этган) «Ал-фахрий» ки- 
тобида квадрат ва куб илдизлардан иборат купхадлар 
^иймагларини топади, мураккаб булмаган куб илдиз- 
лар  устида шакл алмаштиришларни амалга оширади,

Ъ г —  3  /  , ,
масалан, у  а  ±  у  о куринишдаги ифодаларни цараиди.

Умуман, «рационал» атамаси лотинчадан ratio нис- 
бат сузидан келиб чиццан булса, «иррационал» тушун- 
часи рационал булмаган маънода ишлатилган. Дастлаб 
бу атамалар улчовли ва улчовдош булмаган миодор- 
ларга нисбатан цулланилган. V ва VI асрларда Римлик 
мдтематиклар М а р ц и а н  К а п е л л а  ва К а с- 
с и о д о р  бу атамаларни лотинчага «рационал» ва 
«иррационал» деб таржима цилганлар.

Евклид «Негизлар» асарида иррационал сонларни 
геометрик нуцтаи назардан баён этади, аммо эрамиз- 
нинг бошига келиб Юнонистондаги геометрик алгебрага 
ц а р а м а -^ р ш и  улароц Ш арц мамлакатларида геометрия- 
гина эмас, балки арифметикага асосланган алгебра з^ам 
ривожлана борди, текис ва сферик тригонометрия, ас­
трономия учун зарур з^исоблаш усуллари такомиллашди.

^индистон, Урта ва Я кин Ш арц математиклари ал ­
гебра, тригонометрия ва астрономияни ривожлантира 
бориб, иррационал сонларсиз иш тута олмас эдилар,
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лекин шундай булса-да, улар бу сонларни куп вак;т тан 
олмай юрдилар. Юнонлар иррационал мицдорни «ало- 
гос» — сузлар билан ифодаланмайдиган деб, араблар 
эса «асам м »— гунг деб атар эдилар.

XVI асрда итальян математиги Р а ф а э л ь  Б о м -  
б е л  л и (1526— 1572) ва голланд математиги С и м о н  
С т е в и н  (1548— 1620) з^ам иррационал сонни рацио- 
нал сонга Караганда кучли сон деб цараган эдилар.

Уларгача купгина Яцин ва Узоц Ш арц математикла* 
ри з^ам иррационал сонларни алгебрада кенг цуллаган- 
лар. Масалан, Умар Хзйём «Евклиднинг цийин посту- 
латларига шархлар» номли асарида уша давр мате- 
матикасининг ривожланаётган назариялари ва уларнинг 
турлича татбщ этилиши асосида булинадиган бирликни 
ва умумлашган сон тушунчасини киритди, уларни сон 
деб атади. Бу умумлашган сон тушунчаси з^ам рационал 
сон, хам иррационал сонни уз ичига олади.

Шундай цилиб; Умар Хайём цадимги математиклар- 
нинг сон з^ацидаги тушунчасига янгилик киритди, мпц- 
дорлар нисбатини сон деб таърифлади. Бу нисбат эски 
маънода — бутун сон, янги сон эди. Умуман, Хзйём ир­
рационал мицдор билан сон орасидаги фарц йуцлигини 
курсатиб, сон тушунчасини мусбат з^ациций сон тушун- 
часигача кенгайтирди.

Бу соз^а буйича озарбайжонлик математик Н а с и -  
р и д д и н  Т у с и й  (ат-Тусий, 1201— 1274) з^ам катта 
ишларни амалга оширди. У «Тулиц турттомонлик з^аки- 
да  рисола» ва «Евклиднинг баёни» асарларида нисбат- 
лар  назарияси ва сон з^ацидаги таълимотни янада ри- 
вожлантирди. :•••-*

Ж умладан, Ш арада ва кейинчалик урта аср Овру- 
посида шузфат цозонган «Евклиднинг баёни» («Тазфир 
Уцлидис») асари икки хил вариантда бизгача етиб кел- 
ган: биринчиси, цисца баёни ва иккинчиси 10 та китоб- 
дан иборат муфассал баёни 1594 йилда Римда чоп этил- 
ган. Бу асарида олим квадрат иррационалликлар уот.и- 
да фикр юритади, шунингдек, рационал мицдорга цуйи- 
дагича таъриф беради: «Берилган м иц дорга .  нисбатда 
турган з^ар цандай мицдор рационал дейилади, бунда 
сон сонга нисбатда булади». Акс з^олда у иррационал 
мицдор деб туш.унтиради. Иррационал мицдор бирор 
мицдорга нисбатан, агар бу мицдор иррационал булса, 
соннинг сонга нисбати каби муносабатда булади. М аса­
лан, • >
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Урта ва Узоц Ш арц математик ва астрономлари олт- 
мишлик каорлардан фойдаланганлар. Бу со^ада буюк 
узбек математиги ва астрономи У л у г б е к  (1394— 
1449) илмий мактабининг йирик олимларидан бири 
Риёсиддин Ж а м ш и д  а л - К о ш и й  (.1385— 1430) иш 
олиб бориб, «Арифметика калити» (1427) асарининг уч 
цисмида сон таълимотини ривожлантиришга катта ^ис- 
са кущди- Унда олим бутун сонлар арифметикаси, бу- 
сун сонлардан илдиз чицариш умумий цоидаларини баён 
этди. Шунингдек, биномни бутун мусбат дараж ага  кута- 
ришни хам биринчи булиб Коший келтириб чицарди.

Мазкур асарда турли касрлар: суратлари бирдан ибо- 
рат булган миср касрлари, махражлари 60 га тенг бул­
ган бобил касрлари, сурат ва махражлари турли сон­
лардан иборат оддий касрлар, уларнинг ёзилиш усул- 
лари, улар устида амалларни бажариш ва бошца турли 
касрлар баён цилинган. Булардан ташцари, олим, мах- 
ражла-ри 10, 100, 1000 ва к. булган касрларни, яъни 
унли касрларни царади, уларга таъриф берди, «ундан 
бир», «юздан бир», «мингдан бир» ва к. атамаларни- 
киритди. Унли касрларни ёзишда бутун цисмидан сунг 
тик ч и з щ  чизиб, сунг каср цисмини ёзди ёки бутун цис- 
мини бир хил сиё^ билан. каср цисмини эса бошца ранг- 
ли сиё^ билан ёзди. Ал-Коший унли касрлар устида 
амаллар бажариш  ц о и д а л а р и н и  ифодалади ва куп ми-
солларда тушунтириб берди. Шундай цилиб, ватандоши- 
миз самарцандлик олим ал Коший унли касрлар наза- 
риясини-асослаган биринчи олимдир.

Оврупода унли касрлар ^а^ида Коший замонидан 
бир ярим аср утгандан кейин голланд математиги С и- 
м о н  С т е в и н  1585 йилда асар ёзди. У 1594 йилда 

-ёзган яна бир «Адгебрага иловалар» асарида олдинги 
«унлик» асаридаги гояларни ривожлантириб, унлик каср­
ларни ^а^иций сонга чексиз яцинлаштириш учун ^ам 
ишлатиш мумкинлигини к^рсатди. Шундай цилиб, XVI 
асрда иррационал сон тушунчасини киритиш ва асос- 
'лаш формал усулда б^либ, унли касрларни ^исоб- 
лаш гояси яратилди.

Буюк француз файласуфи, математиги, физиги . ва 
физиолог олими Р е н е Д  е к а р т (1596— 1650) нинг 
-«Геометр.ия» (1637) асари пайдо булиши ихтиёрий кес-
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маларни ^лчаш билан рацйонал сон Тушунчасини кен- 
гайтириш орасида богликликни тушунишни осонлаш- 
тирди. Сон укида иррационал сонлар ^ам рацйонал сон* 
лар  каби нукталар билан тасвирланди. Бу геометрик 
тасвирлаш иррационал сонлар хусусиятини тушунишга 
ва уларни тан олишга имконият яратди.

XVI—XVII асрларга келиб Оврупода сон тушунча- 
сини ^акикнй сон тушунчасигача кенгайтириш учун ^а- 
ракатлар бошланди.

Узлуксиз микдор ва сон тушунчаси орасидаги узи- 
лишни тугатиш учун Декарт ^ар цандай мицдорни ту- 
гри чизиц кесмаси билан ифодалади. Кесма билан бир- 
галикда сонлар устидаги ^ар бир амалга кесмалар ус­
тида геометрик амални (ясашни) мос куяди. Масалан, 
а, Ь кесмалар купайтмасини а, Ь, 1 га туртинчи про- 
иорционални ясаш билан топади. Илдиз чикаришга \ : х — 
= х:а  лропорциядан аникланувчи х  кесмани ясаш мос 
келтирилади. Х аР бир ^акиций сонни кесма сифатида 
Караб, кесмаларни ^исоблаш бирлигини киритиб ^амда 
манфий сонларни кургазмали тавсифлаб, Декарт сон 
тушунчаси ва геометрик микдор орасидаги узилишни 
тулдирди ва сон т.ушунчасини умумлаштиришга ва ун- 
га янги таъриф беришга имконият яратди.

Соннинг янги таърифи инглиз олими И с с а к  Н ь ю ­
тон (1643— 1727) томонидан «Умумий. арифметика» 
(1707) асарида баен этилди. Бу ^акикий сон у таърифи 
узлуксиз мицдорларни кесмалар устида декарт хисоби 
оркали эмас, балки бевосита арифметик ^исоблашлар 
ёрдамида урганишга имкон берди. Бу эса лимитларнинг 
яратилиши, иррационал сонларни рацйонал сонлар 
кетма-кетликларининг лимитлари сифатида тушунишга 
йул -очди. Э й л е р  (1707— 1783) ва немис математиги 
И о г а н н  Г е н р и х  Л а м б е р т  (1728— 1777) эса 
агар чексиз ^нли каср даврий булса, у рацйонал сонни 
ифодалашлигини исботладилар, бу эса давриймас чексиз 
унли касрларни иррационал сонларга мос куйилншига 
олиб келди. Шундай килиб, XVIII аср бошига келиб пр- 
рацион а л сонлар тугрисида уч фикр пайдо б^лди: ра- 
ционал сонларнинг аник чикарилмайдиган илдизлари; 
^ар кандай аникликдаги рацйонал якинлашишлар кет- 
ма-кетлиги; Ньютон таърифига асосланган сонлар. 
Охирги таъриф фанда бир ярим аср хукм сурган булса 
^ам ^акикий сонлар назариясининг яратилишига ман- 
тиций асос булиб хизмат кила олмади.



Ха1ТОИЙ сон тушунчасининг ривожи ва уни асослаш 
XIX асрда Б е р н а р д  Б о л ь ц а н о  (1781— 1848), 
Огюстен Луи Коши (1789— 1857) в а К ^ р л  Т е о д о р  
В и л  т е л  ь м В е й е р ш т р а с с (1815— 189/) томони- 
дан лимитга ва математик анализнинг бошца асосий ту- 
шунчаларига цатъий таъриф берилгандан сунггина 
амалга оширилди.

XIX асрнинг иккинчи ярмида немис математиги Р  и- 
х а р д  Д е д е к и н д  (Г831— 1916) «Узлуксизлик ва 
иррационал сонлар» (1872) асарида узлуксизлик ва з̂ а- 
цикий сон таърифини берди, бунда у рационал сонлар- 
нииг учта хоссасига асосланди:

1. а > Ь ,  Ь > с  б^лса, а > с  б^лади.
2. а  ва с турли сонлар булса, у з^олда улар орасида 

ётувчи чексиз куп сон мавжуд.
3. Агар а бирор сон б^лса, у бут.ун рационал сонлар 

тупламини иккита А\ ва Ач сиифга ажратади: бунда
’ 1) рационал сонлар тупламининг з^ар цандай элементи 

бу синфлардан биттасига ва фацат биттасига тегишли;
2) A i  ва Аг  синфларнинг бирортаси з^ам буш эмас;
3)' биринчи синфнинг з^ар цандай сони иккинчи синфнинг 
з^ар цандай сонидан кичик.

Сонларнинг бундай синфларга б^линиши Д е д е -  
к ц н д  к е с н м и  деб аталади. Бу кесим орцали рацио­
нал ва иррационал сонлар биргаликда з^ациций сонлар 
т^плами ёкн континуум (лотинча — узлуксиз) ташкил 
этиши аницланди. Сунгра континуумни тартиблаш, з а̂- 
циций сонларнинг зичлиги ва узлуксизлигини исботлаш 
амалга оширилди. Низ^оят, з^ациций сонлар устида амал- 
лар аницланди.

Дедекинд назарияси билан бир цаторда з^акиций 
сонлар тупламининг бопща назариялари — Кантор ва 
Вейерштрасс назариялари пайдо б^лди. Улар з^ам ра­
ционал сонларни асос цилиб олиб, бир-биридан кам 
фарц циладиган назарияларни яратдилар.

Хак^и^ий сон тушунчасини янада кенгайтириш мате­
матика фанини назарий жиз^атдан ривожлантириш эз$- 
тиёжлари туфайли пайдо б^лди. Шундай цилиб, комп­
лекс сон тушунчаси вужудга келди. Итальян математи­
ги Р. Бомбелли тахминан 1560 йилларда ёзилгац ва 
1572 йилда чоп этилган «Алгебра» асарида мавз^ум миц- 
дорларни киритиб, улар устида амаллар бажаришнинг 
оддий цоидаларини келтирди ва уларни куб тенглама-
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ларнинг келтирилмайдиган Зфлларини текширишга тат- 
биц этди.

Комплекс 'сон тушунчасини янада ривожлантиришда 
француз олими Ф р а н с у а  В и е т  (1540— 1603), ин- 
глиз олими В а л л и с  (1616— 1703) ва голланд мате- 
матиги Альберт Ж и р а р  (1595— 1632) катта з^исса 
цушдилар. Ж умладан, Валлис 1685 йилда ёзган алгеб­
р а  буйича асарида 'комплекс сонларни геометрик тас- 
вирлаш гоясини баён цилган булса, Ж ирар  «Алгебрада 
янги кашфиётлар» (1629) асарида тенгламаларнинг 
мавхум илдизларини царади хамда тенгламаларнинг 
манфий илдизларига йуналган кесмалар сифатида гео­
метрик тавсиф берди.

XIX асрда сон тушунчаси яна з^ам умумлаштирилиб, 
комплекс соннинг умумлашган шакли кашф этилди. Бу 
сонни биринчи булиб ирланд математиги У и л ь я м  
Р о у а н  Г а м и л ь т о н  (1805— 1865) ва немис матема- 
ги Г р а с м а н  Г е р м а н  Г ю н т е р  (1809— 1877) 
бир-бирига боглиц булмаган холда киритдилар. Улар 
бир неча бирликка эга сонлар системаларининг хусу- 
сий з^оли сифатида комплекс сонлар назариясининг фор- 
мал баёнини бердилар. Гамильтон ;узаро цуйидаги ку- 
пайтириш жадвали

/ 2 — р  — К1 — — 1, у  =  — у7 =  А», Н — 1к = /
билаи богланган туртта бирликка эга булган узига *ос 
сонлар системаси (квартернионлар) ни яратди. Унинг 
гояси Грасман гояларига яцин эди, бунинг устида у 8 
йил ишлади. Лекин Грасманнинг баёни узининг аниц- 
лиги билан фацат кватернионларнигина эмас, балки 
комплекс сонларнинг хам тан олинишида мух.им роль 
уйнади.

1844 йилда Грасман Гамильтонга боглиц булмаган 
з^олда соннинг энг умумлашган шакли

* 1*1 +  + ..........+  х пап
куринишдаги сонларни, яъни - г и п е р к о м п л е к с  
с о н л а р н и  урганишга киришди.

Хулос.а цилиб, шуни таъкидлаш керакки, сон тушун- 
часи инсоният ва математика фани эз^тиёжлари туфай- 
ли ривожланиб келди з^амда купдан-к;уп математик на- 
зарияларнинг тараедиётига асос булиб хизмат цилди. 
Хозирги пайтда з^ам сонлар назарияси математиканннг 
мустацил булими сифатида янги назарияларга асос ярат-
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моцда, шу билан турли йуналишлар татбицларида тобо- 
ра кенгроц цулланилмоцда.

ФУНКЦИЯ ТУШУНЧАСИНИНГ р и в о ж л а н и ш и

Ф ункция тушунчаси туплам 
тушунчаси каби асосий ва бош- 
лангич цисобланади.

Ф. Хаусдорф

К,адимда кишилар дастлаб функционал богланиш- 
ларга амалий фаолиятларида дуч келганлар. Масалан, 
^унармандчиликда 1\анча куп ма^сулот тайёрланса, фой- 
да  ^ам шунча куп булишини, яъни махсулот мицдори- 
нинг фойдага боглицлигини тушунганлар. Кейинчалик 
бунга ухшаш тескари пропорционал богланиш з^осил 
этувчи турли -\аётий мисолларни тушунишга ^аракат 
цилганлар. Ш у билан биргаликда геометрик шакллар- 
нинг ^ажмлари ва юзлари уларнинг улчамларига бог- 
лтуш гини  текширганлар. К^адимги Бобилда бу богла- 
нишлар дастлаб сонлар жадвали шаклида ифодалан- 
ган. Масалан, соннинг квадрати, куби ва тескарисини 
топиш жадвалларини тузганлар. Юнонистонда эса куп- 
рои; назарий математикага эътибор берилиб, мантилий ху- 
лосалар орцали муло^азалар юритишга .^аракат цилган- 
лар. Улар доирада геометрик богланишларни текшир­
ганлар, лекин зарур натижаларга эриша олмаганлар.

Астрономиядаги тадцицотчилар тригонометрик функ- 
•циялар (богланишлар)нинг келиб чицишига асос солди- 
лар. Масалан, милод. авв. I l l — II асарларда берялган 
узунликдаги ёйларнн тортиб турувчи ватарлар ж ад в а ­
ли тузилгаи. Ули юной олими К л а в д и й  П т о л  е м  е й 
100— 178 йиллар давом эттириО, синуслар жадвалини 
тузиб чи^ди.'

Византия императори Юстиниан 529 йилда матема­
тик тадцик;отлар утказишни ман килгандан сунг, мате­
матика Ш арц мамлакатларида ва Марказий Осиёда ри- 
вожлана бошлади. Хинд ва араб математиклари трнго- 
нометрик функцияларнн айланага утказилган кесмалар- 
нинг узунликлари шаклида к^риб чицади. ХИНД мате- 
матиги А р и а б х а т а  I (476-тахминан 550 йиллар) 
асосий тригонометрик айниятни, айрим синус, косинус 
ва тангенс учун формулаларни келтириб чицарди. Ш арц
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олимлари эса тригонометрик функцияларнинг циймат- 
ларини интерполяциялаш ёрдамида з^исоблаш мумкин- 
лигини курсатдилар. Масалан, А б у  Р а й ^ о н  Б е р у -  
я и й  (973— 104’3) узининг «1^онуни Масъудий» (1037) 
асарида синуслар ва тангенслар жадвали, улардан фой- 

. даланиш .\амда чизицли ва квадратик интерполяциялаш 
цоидаларини баён этган. Шунингдек, у синус ва тангенс 
функциялар учун бёрилган интерполяциялаш цоидала- 
ри «з^амма ж адваллар»  учун з^ам, яъни астрономиядаги 
функционал богланишларнинг хамма ж адваллари  учун 
цулланилиши * мумкинлйгини таъкидлаб утади. Бу эса 
унинг функциялар умумий цонуниятини топишга з^ара- 
кат цилганлигидан далолат беради. Мазкур асарнинг 
олтинчи мацоласида Беруний К,уёш з^аракатини вацт- 
нинг ёки эклиптика ёйининг функцияси сифатида мате­
матик нуцтаи назардан цараб утади з^амда ^уёшнинг 
з^аракат тезлиги апогейда минимумга, перигейда макси- 
мумга эришишини аниклайди.

Умуман олганда, дастлабки тригонометрик мицдор- 
лар Хиндистонда пайдо булган. Аввало синус, сунгра 
«айлантирилган» синус 1—cosa мицдорни киритганлар:
IV—>V асрларда «сиддхант» (файлар.) деб аталувчи 
з^инд ишларида з^амда 499 йилда Ариабхата I томонидан 
тузилган «Ариабхаттиам» асарида синус, косинус ва 
«айлантирилган» синус (синус-версус) каби тригоно­
метрик функциялар учрар эди ва улар фат^ат уткир 
бурчаклар учун ^аралган эди. Хис°блаш ларда эса фа- 
^ат тугри бурчакли учбурчаклар царалган. Бундан таш- 
1̂ ари, улар асосий айниятни, айрим Sir.a =  cos(90°—a) ка­
би келтириш формулаларини билганлар.

Кейинроц АлгХоразмий замондоши А з ^ м а д  и б н  
А б д у л л а  а л-М а р в а з и й а л - ^  о с и  б ал-Х,а- 
б а ш  (764— 874) гномоника (цуёш соатлари з^ацидаги 
таълимот булиб, кишйлар асбоб ёрдамида вацтни 
анц^лаганлар, яъни ерга тик цо^илган ёгоч (гномон) 
булиб, вацт ёгоч сояси узунлиги ва йуналиши билан 
аницланган) масалалари билан 'шугулланиб, соя узун­
лиги и нинг гномон узгармас узунлиги / га кисбати'К,у- 
ёш баландлигига (у ф бурчак билан улчанади) боглик; 
равишда узгаришини .^исобга олиб, и соя узунлигининг 
<р=1°, 2 ° , . .  . бурчак ^ийматларига мос келувчи циймат- 
ларини (яъни u — lctg?, и c(g?) топди. Горизонтал го­
мон учун з^ам у айлантирилган соялар, яъни ii' — ltgф 
ц£= tg<p лар. кийматлар жадвалини тузди. Шундай хи-
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либ, -у биринчи б^либ, тангенс ва котангенсни тугри 
бурчакли учбурчак томонлари нисбатлари сифатида ки- 
ритди ва синуслар, тангенслар, котангенслар жадвали- 
ни тузди.

XII асрда араб  асарларини лотин тилига таржима 
килишда котангенс ва тангенс тригонометрик функция- 
лар «тугри соя» ва «тескари соя» деб атала бошлаган, 
«Тангенс» ва «секанс» атамалари (1583) даниялнк м а­
тематик астраном Т о м а с  Ф и н к  (1561 — 1656) томо- 
нидан киритилган булса, «котангенс» ва «косеканс» ата- 
маларини Э д м о н д  Г ю н т е р  (1581— 1626) 1620 йил- 
дан бошлаб куллай бошлаган.

Урта асрларда биринчи булиб функция тушунчасини 
француз . математиги Н и к о л а  О р е м  (Оресм) 
(1323— 1382) кесма^узунлигида тасвирлади, яъни богла- 
нишлар фацат сон жи^атдан эмас, балки сифат жихат- 
дан з^ам узгаришга эга эканлигини курсатди ва у каср 
курсаткичли дараж али  функция тушунчаси яратилиши- 
га катта х4исса цушди. У интеисивликларни( сифат жи- 
^атдан солнштириш) кесма узунликлари билан тасвир­
лади. Бу кесмаларни бирор тугри чизицка нисбатан пер­
пендикуляр килиб цуйиб чикилса, уларнинг. охирларн 
бнр чизицни ифодалайди. Бу функционал богланишлар- 
нинг биринчи график тасвири эди. Шунингдек, у гра- 
фикларни синфларга ажратншга ^аракат  цилди: текис, 
текис-нотекис ва нотекис-нотекис.

Оресмнинг гояларини ривожлантириш учун мицдор- 
лар  орасидаги богланишни фацат график равишда эмас, 
балки формулалар билан ^ам ифодалаш зарурати пай- 
до булди, лекин бунинг учун керак булган харфли. ал ­
гебра тула-тукис ривожланган эмас эди. Формулалар 
билан иш курувчи алгебра XVI асрда яратилди.

XVI—XVIII асрларда астрономия фани катта ютуц- 
ларга эришди. Бу эса ^аракатни урганиш' ва уни тад- 
ющ этиш усулларини ишлаб чицишни зарурат цилиб 
1̂ уйди. Шу асосда математикага узгарувчи ми^дор ту- 
шунчдси киритилди. Уни биринчи булиб француз мате: 
ма.тиги Р. Д  е к а р т  (1596— 1650) киритди. У тугри чи- 
зицли координаталар усулини ишлаб чицди, шунингдек 
узгарувчи м и ^ о р  ва функция тушунчаларини киритди. 
Бу билан у геометрия ва арифметика орасидаги узи- 
лишни бартараф этди. Шундай цилиб, мицдорлар ора­
сидаги богланишлар сонлар орасидаги богланишлар ор-



цали ифодалана бошлади, бу аса яццол ифодаланмаган 
сонли функция роясидан иборат эди.

Ми^дорлар орасидаги муносабатларни ёзишда Д е ­
карт з^арфлардан фойдаланди, бунда мицдорлар устида 
амалларга з^арфлар устидаги амаллар мое кёлар эди, 
Алгебраик шакл алмаштиришлар ёрдамида борланиш- 
ларни бош^а богланишларга утказиш имконияти яра- 
тилдн.

Фанга узгарувчи мицдорларнинг кириб келиши би- 
лан хисоблаш математикаси ва з^арфли алгебра янада 
ривожланди. Координаталар ёрдамида микдорлар ора ­
сидаги мосликларни график равишда тасвирлаш мумкин 
булди. Д екарт  ва унинг замондошларида функция ту- 
шунчаси геометрия ва механика•тилида ифодаланган 
эдя. '

XVII аср охирида немис математигй Г о т ф р и д  
В и л ь г е л ь м  Л е й б н и ц  ( 1646— 17116) ва унинг 
шогирдлари «функция» атамасини цуллай бошладилар. 
Унинг узи бу атамани цулёзмаларида 1673 йилдан бош- 
лаб  цуллаган. Эгри чизицларга утказилган уринмалар 
кесмалари ва уларнинг координата у^ларига п^оекция- 
лари з^амда берилган фигура учун функцияни бажарув- 
чи бошца турдаги чизицлар тугрисида мулоз^аза юритиб, 
функция (лотинча функтус — бажариш) атамасини би- 
ринчи марта ишлатди.

Швейцариялик математик И о г а н н  I Б е р н у л л и  
(1667— 1748) функцияга куйидагича. таъриф берди: уз- 

гарувчи мицдорларнинг фупкцияси деб цандайдир усул 
билан бу узгарувчи мш^дордан ва узгармаслардан з̂ о* 
сил 1̂ илинган мицдорга айтилади.

Буюк инглиз математиги ва физигц И с а а к  Н ь ю ­
т о н  (1643— 1727) з^ам функция тушунчасини ривозк- 
лантириш буйича куп ишлар цилди. У функция урнида 
ордината атамасини ^уллаган, шу асосда дифферен­
циал ва интеграл дисобни хамда механика цонунларини 
яратдц. . ; ,

Л е о н а р д  Э й л е р  (1707— 1783) комплекс узга- 
рувчили функцияларни киритди, тригонометрик ва кур- 
саткичли функциялар орасидаги мУносабатни 'топди. 
Эйлер куп ишларида математик анализни геометрия ва 
механика тилидан цуткарди. У биринчи марта тригоно­
метрик функциялар назариясини тулиц.баён этди, кур- 
саткичли ва логарифмик’функциялар- хоссаларини чу- 
цур. урганди. ;
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Механика мас^лала^рини, хусусан, тор тебраниши ма- 
саласини урганищд^ Эйлер ва француз математиги 
Ж а н  Л  е р о н Д  а л а м б е р (1717— 1783) уртасида 
ечимнинг к^риниши турли оралицларда турлича ифода- 
ланнши ^ацида ба^с кетди . Бунга Д а н и и л  Б е р ­
н у л л и  (1700— 17*82), з^ам аралашиб, тор тебранищ ма- 
саласи ечимнни тригонометрик функциялар йигиндиси 
шаклида топди. Бундан у ечим умумий ^олни ифодала- 
нишини таъкидлади, Эйлер бунда хато фикр юритар 
эди, чункн бд£ра ва фа кат битта функция бйр нечта 
формулалар орцали ифодаланишига ишонмас эди. Шун- 
дай килиб, Эйлер хам, Даламбер .^ам уз фикрлариии хи- 
моя цила олмадилар. Шунга ухшаш, француз математи­
ги С и л ь в е с т р  Ф р а н с у а  Л а к р у а  (1765— 
1843) хам функция тушунчаси ва унинг аналитик ифо- 
даси айнан бир эмаслигини тан олди.

Функция тушунчдси ва унинг аналитик ифодаси ора- 
сидагн узилиш XIX аср бошида француз математиги 
Ж а н  Б а т и с т  Ж о - з е ф  Ф у р ь е  (1768— 1830) 
тадкикотларида, яъни маълум цушимча шартларда 
турли аналитик ифодалар билан берилган функцнялар- 
ни ^ам чексиз сондаги тригонометрик функциялар йи­
гиндиси шаклида (Фурье цатори) ифодалаш мумкинли- 
гинн асослагандан сунггина- бартараф цилинди. Фурье- 
ишларндан кейин функциянинг кандай аналитик ифода 
билан берилиши мухим эмаслиги аницланди, асосийси 
эркин узгарувчининг берилган цийматларида эрксиз уз- 
гарувчининг ^андай кийматлар цабул ^илиш мумкинли- 
ги исботланди. Бу гоянинг шаклланишида Фурье билан 
бир каторда рус математиги Н и к о л а й  И в а н о в и ч  
Л о б а ч е в с к и й  (1792— 1856),. немис математиги П е- 
т е р  Г у с т а в  Л  е ж е н  Д и р и х л е  (1805— 1859) ва 
бош^алар иштирок этдилар. Шундай цилиб, уша давр- 
да  функциянинг цуйидагича таърифи пайдо б^лди: х  
узгарувчи ми^дорнинг ^ар бир цийматига у  ^згарувчи 
микдорнинг ягона аницланган циймати мос келса, у  
мицдор х  узгарувчи микдорнинг функцияси денилади.

Ю^оридаги таъриф жуда умумий б^либ, уз ичига 
жуда куп функцияларни, масалан, Дирихле томонидан 
киритилган:

£) /д-ч _  Г0, агар х—иррационал булса,
' '  \ 1, агар х— рационал б^лса.
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функцияни з^ам уз ичига олар эди. Бундай функциялар- 
ни .урганиш уша давр математикаси учун жуда катта 
^ийинчиликлар вужудга келтирди. Шу туфайли бундай 
функцияларни урганиш 25 йил давомида з е̂ч цандай ки- 
зициш уйготмади. Уларнинг фикрича (булар цаторига 
француз математнги А н р и  Ж ю л ь  П у а н к а р е  
(1854— 1912), Ш а р л ь  Э р м и т  (1822— 1901) ни з^ам 
кирнтиш мумкин) бундай функцияларни урганиш «бе- 
маънилик» хисобланар эди.

Лек'ин шундай булса-да математиклар узилишга эга 
булган функцияларни урганишга кнришднлар. Бу соха 
буйича француз олими Р  е н е Л у и  Б э р  (1874— 1932) 
(узилишга эга узлукли функцияларни синфларга ажрат- 

д и ) , Ф е л и к с  Э д у а р д  Ж ю с т е н  Э м и л ь  Б о р е л ь  
(1871 — 1956) (узилишга эга функциялар назариясини 
ривожлантирди), А н р и  Л у и  Л е б е г  (1875— 1941) 
(узилишга эга функцияларни интеграллаш )' катта ил- 
мий ишларни амалга оширдилар.

Узилишга эга функциялар синфлариии текширишда 
рус математиклари >;ам четда цолмадилар. Узилишга 
эга функциялар хоссаларини очишда Д 'м  и т р и й Ф е- 
д о р о в и ч  Е г о р о в  (1869— 1931) ва Н и к о л а й  
Н и к о л а е в и ч  Л у з и н  (1883— 1950) катта з^исса 
ь^ушднлар. Шу асосда Москва математика мактаби 
«Лузитания» ташкил цилинган эди.

XIX асрнинг иккинчи ярмидан бошлаб функция таъри- 
фидаги «узгарувчи микдор» сузига шубха билан кар а ­
ла бошла'нди. Бу узгарувчи микдор тушунчаси нафакат 
математика, балки бошка турдаги нарсалар "булиши 
мумкинлигини з^амда ундаги мослик факат сонлар ора- 
сидаги мослнкни ифодалашини тушунила борилди. Шу 
сабабли, агар функциянинг аналитик ифода билан бё- 
рилишидан воз кечилса, у з^олда нарсалар орасидаги 

х мослнкларни хам цараш мумкинлнги аник булиб колди.
Тупламлар назариясининг яратилиши билан унинг 

ижодкорлари немис математиги Г е о р г  К а н т о р  
(1845— 1918) ва немис олими- Р и х а р д  Ю л и у с  
В и л ь г е л ь м  Д е д е к и н д  (1831— 1916) функцияту- 
шунчасининг умумлашмаси— акслантиришга таъриф 
бердилар: X  ва У тупламлар берилган булсин. X  туп- 
ламни У тупламга акслаитириш /  берилган дейилади, 
агарда X  тупламнинг хар цандай х  элементига У туп- 
лдмдаги унга мос элемент у  курсатилган булса, у  эле­
мент х  элементнинг /  акслантиришдаги образи деб ата-
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ладн. Бу тушунчанинг киритилиши тескари функция, 
мураккаб функция ва з$. к, тушунчаларни ойдинлашти- 
ришга имкон беради.

Акслантириш тушунчаси хам етарлича умумий булиб 
цолмади, чунки тажрибада X  тупламдаги з^ар бир х  
элементга У тупламда битта ва фацат битта элемент 
мое келган тупламлар билан бир'цаторда мураккаб ало- 
каларга эга булган тупламларни з^ам учратиш мумкин, 
яъни з^ар цандай х ^ Х  элементга У тупламдан биТта 
элемент змас, балки ;бу элементларнинг маълум кием 
туллами мос келиши мумкин. Бу холларни з(ам цамраб 
олиш учун «бинар мослик» тушунчаси киритилди.

XX аср бошида функцияларни урганиш учун мате- 
матиканинг янги сохаси — ф у н к ц и о н а л  а н а л и з  
лаидо булди. Бу фанда функциялар кетма-кетликлар, 
чизиклардан ташкил топган тупламлар урганилади, 
уларда функциялардан иборат фазолар чексиз улчовли 
б>'лиши мумкин. Мазкур фан абстракт булса-да, унинг 
куплаб татбиклари хисоблаш математикаси, квант ме— 
ханикаси, иктисод ва бошца фанлар муаммоларини з^ал 
цилишда кенг кулланилмоцда.

ГЕОМЕТРИЯ АКСИОМАЛАРИ

Утган X IX  аернинг энг истиц- 
болли  ва бую к ютуги — ноев- 
клид  геометриясининг кашф  
этилишидир.

Д . Гильберт

Геометрияни муета^ил фан сифатида асослашда ща­
димо! юнон олимлари дастлабки .\аракатларни амалга 
оширганлар. Масалан, Гиппократ Хиосский геометрия 
асослари з^ацидагн дастлабки тасаввурларинй баён эт- 
ган. Бу соз^а буйича асосий ишларни буюк юнон олими 
Е в к л и д  (тахминаи 356—300 йиллар, милодгача бол­
тан давр) амалга оширган. Унинг асосйй асари «Негиз- 
лар» планиметрия, стереометрия ва сонлар назарияси 
баъзи масалаларинн, шунингдек, алгебра, нисбатлар 
умумий назарияси, юз ва з^ажмларни з^исоблаш усули 
з^амда лимитлар назарияси элементларни уз ичига ола-
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ди. «Негизлар» да Евклид цадимги юнон математика- 
сининг барча ютуцларини жамлади ва унинг ривожи 
учун асос яратди.

«Негизлар» 13 китобдан иборат булиб, голланд ма- 
тематиги В а н-Д е р-В а р д  е н н и н г (1903 йилда ту- 
рилган) ^исоблашича, «бу асар эрамизгача булган V—
IV асрлар юном математиклари асарлари кайга ишлан- 
масидан иборат:

1—4-китоблар (планиметрия) — Г и п п о к р а т  Х и ­
о с с к и й  «Негизларининг» цайта ишланмаси;

5-китоб (геометрик мицдорларнинг пропорциялар на- 
зарияси), 6 -китоб (ухшашлик назарияси) ва 12-китоб 
(доиравий жи с м л а р ) — Е в д о к с  К н и д с к и й  (милод. 
авв. 408—355 йиллар) асари ишланмаси;

7—8-кигоблар (сонлар назарияси ва сонли пропор­
циялар),  П-китоб (стереометрия асо сл ар и )— А р х и т  
Т а р е н т с к н й  асари ишланмаси;

13-китоб (мунтазам купёцлар) ва 10-китоб (ирра- 
ционал мицдорлар назарияси) — Теэтет Афинский аса­
ри ишланмаси.

Б у  цомусий асар цулёзма ^олида XVI асргача уцув 
цулланмаси сифатида цулланилиб келди, 1482 йилда бй- 
ринчи марта чоп этилди. Асарда 23 та таъриф, 5 та по­
стулат ва 9 та аксиома берилган. «Негизлар» нинг та- 
рихий а^амияти шундан иборатки, унда биринчи булиб 
аксиоматика асосида геометриянинг мантиций тузили- 
шини ишлаб чи^ишга ^аракат цилинган. Хозирги замон 
математикасида цулланилаётган аксиоматик усул ^ам 
шу асардан бошлаб фойдаланила бошлаган.

Асарда турри туртбурчакКа, квадратга, айланага 
турри таърифлар берилган. Н.уцтага цуйидагича таъриф 
берилади: «Нуцта деб шундай нарсага айтиладики, у 
цисмларга эга .эмас». 'Чизиц цуйидагича таърифланади: 
«Чизиц деб эни йуц узунликка айтилади».

Геометрик ясашларни амалга ошириш мумкинлиги- 
ни. баён этувчи математик муло^азалар (постулат)дан 
■цуйидаги бештаси баён цилингар:

1. Хар цандай икки нуцтадан ф а^ат  битта турри чи- 
зиц ^тказиш мумкин.

2. Турри ч я з щ  кесмасини чексиз давом эттириш мум­
кин.

3. Х1ар цандай марказдан ихтиёрий масофада айла- 
на ясаш мумкин.

4. Хамма турри бурчаклар ^заро тенг.
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5. Бир текисликда ётган икки турри чизицни учинчн 
турри чизиц кесиб, бир томанли ички бурчаклар ^осил 
1̂ илса ва бурчаклар й и р и н д и с и  икки турри бурчакдан ки- 
чик булса, мазкур т^рри чизицлар давом эттирилганда 
улар у й и р и н д и н и  икки турри бурчакдан кичик бурчак­
лар томонида кесишади.

«Иегизлар»да 9 та аксиомада исботсиз цабул цили- 
надиган муло^азалар баён этилган:

1. Бирор нарсага тенг булган мицдорлар ^заро тенг.
2. Агар тенг мшуюрларга тенгни кушсак, яма тенг 

мнцдорлар ,\осил булади ва к.
Мазкур асар улкан ва узоц шу^ратга эга булиб, 1482 

йилдан бошлаб барча жа^он тилларида 500 мартадан 
зиёд нашр килинди. Айннцса, V постулат каттд илмий 
мунозараларга сабаб б^лди. Агар V постулатдаги ички 
алмашинувчи бурчакларни а  ва р десак, турри чизицлар 
а  ва Ь булса, у ^олда постулат мазмунига к^ра. а  +  р <  
< 2 с1 булса, а ва Ь т^грн чизицлар кесишади ( 5 - раем).

Нима учун куп аерлар давомида математиклар бу по- 
стулатга асосий эътиборни царатганлар? Аввало шуни 
айтиш керакки, Евклид аксиоматикасида бешинчи по- 
сгулатга э^тиёж кейинчалик сезилади. «Негизлар»нинг 
катта цисми 'унга боглиц эмас. Шундай цилиб, Евклид- 
нинг буюк кашфиёггини шартли равишда икки циемга 
ажратиш  мумкин. Биринчи циомга исботларида мазкур 
постулат цулланилмайдиган муло^азала,р киради. Сунг- 
ра постулат баён этилади ва кейинги барча муло^аза- 
л ар  унга таянади. Бундан «Негизлар»ни бешинчи по- 
стулатсив з^ам яратиш мумкин деган фикр пайдо були- 
ши табиий. Шунинг учун уни исботлаш иштиёци тури-
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лади. Математиклар постулатни исботлашга урина бош- 
ладилар. Бу муаммони \ а л  этишга юзлаб олнмлар ^ара- 
кат цилдилар. Уларнинг исботларнда ёки цупол хатолар, 
ёки бир царашда ил раб булмайди'ган чуцур ноаниклик- 
л ар  учрар эди. Постулатни исботлаш йулида унга тенг 
кучли бир цатор муло^азалар пайдо булди. Масалан, 
инглиз математиги > Ж о н  П л е й ф е р  (1748— 1819) 
нинг параллеллик аксиомаси шулар жумласидандир: те- 
кисликда турри чизицдан таш^арида олинган нуцтадан 

.бу турри чизиь^а фа^ат битта параллел турри чизи^ ут- 
казиш мумкии. Бу аксиомами у 1795 йилда чоп этилгак 
«Геометрия асослари» китобида баён этган.

Энди бешинчи постулатни исботлашга уринишлар- 
нинг баъзиларини куриб утайлик.

К>адимги юнон олими П о с и д о н и й  (Посейдоний) 
(милод. авв. 135—51 йиллар) ^амма нуцталари берил- 
ган т^трн чизицдан узгармас масофада узоцлашган тур­
ри чизиЦни параллел турри чизик деб атагпни таклйф 
этди ва бунда бешинчи постулат осон исботланди. По- 
сийдонийнинг хатоси постулатда киритилган янги таъ- 
рифдир: текисликда берилган турри чизицдан узгармас 
масофада жойлашган ну^талар туплами т^гри чизиц деб 
аталади (6- раем).

б-рвем

Марказий Осиёлик математик ва астроном, ал-Хо- 
размийнинг замондоши ва маслакдоши а л - Ж о в \ а -  
р и й  (IX аср) ÿ3 исботида агар-ички кесишувчи бур- 
чаклар бир кесувчи учун тенг булса, улар бошцалари 
учун ^ам тенг деган фараздан фойдаланган (7- раем ) .

Араб математиги И б н 1  ̂о р р а А  б у-л*Х а с а н  
С о б и т  а с - С а б и й  а л-Х а р р а н и (836—901) «Не- 
гизлар»ни араб тилига таржима цилди, унга ш ар^лар 
ёзди >^амда V постулатни исботлашга уриниб, «оддий» 
^аракат  (илгариланма, барча траекториялари турри чи-
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/-раем

зицдан-иборат) мавжудлигини ф араз  цилди. У холда 
иккита ихтиёрий траектория бир хил узоцлашган турри 
чизицлардир ва бундам параллеллик постулата исбот- 
ланади.

Узбек математиги, шоири, астроном ва файласуф 
У м а р  Р и ё с и д д и н  А б у - л  Ф а х т  и б н  И б р о- 
р м  X а й ё м  (15.05.1048— 14.12.1131), араб математи­
ги И б н  А л-Х а й с а м  а л-Б а с р и й (Альгазен) 
(9165— 1039) (унинг туртта. ноёб математик ва асТроно- 
мик йшЛари ь;улёзмасп Самара области кутубхоПасида 
са^ланмо^да)нинг исботини (у Собит ибн Кррра исбо- 
тини такрорлаган эди) шархлаб, «оддии» ^аракат мав-

ж у д  деган фаразни рад 
этади. У юнон олими 
Аристотель (милод. авв. 
384—322-йиллар) иш- 
ларига таянган ^олда 
янги постулат баён эта­
ди: текисликда иккита 
«5щинлашувчи» турри 
чизиЦ кесишади, яъни 
иккита кесишмайдиган8-расм

турри чизнкда якинлашиш. узо1у 1ашишга аиланиши мум- 
кнн эмас (8- раем) ч

Инглиз математиги Ж о н  В а л л и с  (1616— 1703) 
бешинчи постулатга тенг кучли муло^азаларни (улар- 
.нинг муаллифларини курсатиб) санаб ^тди ва ухшаш 
(лекин тенг эмас) учбурчаклар мавжуд деган муло^а* 

зани баён этди. Валлис узининг барча куп сонли ва му- 
^им натйжалари тула исботини бермаган, улар кейин- 
чалик исботланган. Унинг юкоридаги муло^азасининг 
исботи куйидагича:
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(АЛ' )  ва (В В ')  — А В  тугри чизиода перпендикуляр 
булсин, Л 5  нур эса [АВ] билан уткир бурчак ташкил 
этади. нурнинг ихтиёрий А̂1 нуцтасидан.Лб га пер­
пендикуляр й \В \  ни туширамиз ва А В ^  учбурчакка 
Ухшаш тугри бурчакли учбурчак АВМ  ни цараймиз. Бу- 
нинг учун УШ.\ ни давом эттириб ва унда N  нуктани

\АЩ \АВ\ ■ •
ТТу] =  \АБ | тенглик бажарилади. Ух-шундай оламизки,

шашликдан А В М = А В ^ = й . .  Демак, N  нуцта В В '  тугри 
чизивда ётади, бундан перпендикуляр ва огманинг ке- 
сишишлиги келиб чикади, бу билан бешинчи постулат 
исботланди ( 9 - раем).

Итальян математипг Ж о в а н н и  Ж и р о л а м о  
С а к к е р и  (1667— 1733) «Барча тугма догларидан ха- 
лос этилган Евклид» (1733 йилда Миланда чоп зтил- 
ган) асарида V постулатни тескарисидан фараз цилиих 
йули билан исботлашга урииди. Бунда у «Хайём т^рт- 
бурчаги»ни урганишга таянди ( 10- раем).

V

10-расм

А С  ва ВО  томонлар тенг. У з^олда / - А  = /_ В  = а  бур­
чак катталиги ^ацида учта фараз мавжуд:

1) а — бурчак уткир, яъни а <  (уткир бурчак фа- 
рази) ;

2 ) а  — утмас бурчак, яъни а >  —  (утмас бурчак фа- 
рази);
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3) а  — турри бурчак, яъни а =  —  (турри бурчак 
фарази).

Умар Хайём Аристотель постулатидан 1 ва 2-з^оллар- 
иинг б у ли ши мумкин эмаслигини курсатади, шу орцали 
учинчи фаразнинг туррилигй исботлаиади. Саккери эса 
утмас бурчак фаразини царама-царшиликка олиб кел- 
ди, сунгра унинг фикрича муло'хазалар ёрдамида уткир 
бурчак фарази з^ам царама-царшиликка учрайди. Нати- 
ж адв ,  учинчи фаразнинг туррилиги келиб чицади, бу би- 
лан постулат исботланади. «Пекин. Саккери муло^аза- 
ларда  хатога йул цуйиб, ягона мумкин булган геомет­
рия — Евклид геометрияси деган хулосага келади, бу 
билан бешинчи постулатнинг ^ацицатлнги «исботлан,- 
ди». Утмас бурча’к фаразидан келиб чиццан Саккери му- 
ло^азалари умуман олганда Лобачевский геометрияси- 
нинг бмринчи теоремаларидан иборат деб з^исоблаш 
мумкин. Уларни кейинчалик цайтадан француз матема- 
тиги А д р и е н  М а р и  Л е ж а н д р  (1752— 1833) топ­
тан.

Лежандр 1794 йилда ёзган элементар геометрия бу- 
йичЪ ук;.ув цулланмаси «Геометрия асослари»да Евклид 
постулатини исботлашга бир цатор уринишлар килган.
У учбурчак бурчаклари й и р и н д и с и  л  дан катта булмас- 
лигини исботлади. Лекин у я  дай кичик хам булмаслиги- 
ни исботлаётганда АО В  уткир бурчак ичнда ётувчи Й  
нуцтадан бурчакнинг ОА ва ОВ  томонларини" кесиб 
утувчи т^рри чизицни 
з^амма вацт з^ам ^тказиш ^
мумкин деган фаразга /
таянди. Агар бу фараз /
булмаганда эди, Евклад /
постулати исбот цилинган /
деб хйсобланар эди. \ а -  У-
цицатан, агар учбурчак- * /
нинг бурчаклари й и р и н -  ^ ----------------------------------- _ д
диси л  дан  катта ва ки- •
чик булмаса, у ' холда 11-расм
учинчи мумкин булган .
фараз: учбурчак ички бурчаклари й и р и н д и с и  я  га тенг 
эканлиги келиб чицар эди. Бундан эса Евклид постула- 
тининг исботи келиб чицади ( 11-расм ) .

Немис математиги И о г а н н  Г е н р и х  Л а м ­
б е р т  (1728— 1777) з^ам бу постулатни исботлашга
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чГ'

1-

Г1 Г

12-расм

уринди. У цуйидагича ясашларни бажарди. А В  кесма- 
нинг учларидан иккита перпендикуляр ва тенг кесмалар 
А А \  ва ВВ\  ни ажратди. Сунгра АА\  кесманинг охири- 
дан А\ нуцтага яна битта перпендикуляр туширди, учта 
тугри бурчакли туртбурчак з^осил булди ( 12- раем).

Саккерига ухшаб у з$ам
л. □---------------------------8| туртинчи бурчак з ^ и д а  т^р-

( ри бурчак, уткир ва утмас
* бурчак фаразларини илгари 
» сурди. Сунгра турри бурчак 

фарази бешинчи постулатга 
тенг кучлилигини з^амда ут­
мас бурчак фарази царама- 

В царшиликка учрашини ис- 
ботлади. Ламберт кейинча- 
лик, уткир бурчак фарази- 
дан келиб чицадиган фикр- 

ларни ривожлантиришга ^аракат  цилди, лекин бунда 
царама-ц-аршиликни учрата олмади. Шундай цилиб, V 
постулатни исбот цилиш мумкин эмас деган фикрга кел- 
ди. Бу билан XIX аср бошигача бешинчи постулат муам- 
моси з^ал цилинмай цолди.

Бу муаммонинг ечимини буюк рус математиги Н и- 
к о л а й  И в а н о в и ч  Л о б а ч е в с к и й  (1792— 1856) 
1826 йил 23 февраль куни К,озон университети физика- 
математика булимига тацдим этган «Геометрия асосла- 
рининг цисцача баённ параллеллар тугрисидаги теорема- 
нинг цатъий исботи билан» асари цулёзмасида топди. 
Бу янги геометрия тугрисидаги биринчи ахборот эди ва 
тарихга бу кун ноевклид геометрияси яратилган кун 
б^либ кирди. Фацат уч йилдан сунг, 1829— 1830 йиллар- 
да «Казанский вестник» журналида унинг «Геометрия 
асослари з^ацида» мацоласи босилиб, бу кашфйёт маз- 
муни баён этилди. Лобачевский биринчи марта Ев- 
клиднинг бешинчи постулати геометриянинг бопща ак- 
сиомаларига боглиц эмаслигини исботлади.

Лобачевский Евклид аксиоматикасида бешинчи по­
стулатни Куйидаги аксиома билан алмаштирди: турри 
чизицдан ташцарида текисликда ётувчи, улар билан 
кесишмайдиган иккитадан кам булмаган турри чизик; 
утказиш мумкин. Демак, Лобачевский аксиомасига му- _ 
вофиц А  нуцтадан ;утувчи а 1 ва а2 турри чизицлар Ь 
турри чизицни кесиб утмайди (13-раем ) ,

Лобачевский узи яратган геометрияни ривожланти-
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ра  бориб, уни «фараз цилинувчи» геометрия де€ этади 
^ам да цатъий мантилий системани яратди.

Бу геометрия Евклид гео- 
метриясидан тамоман фарц ци- 
лар  эди. Лекин у мантилий 
царамй-царшиликка (зиддият- 
ликка) дуч келиши лозим эди, 
чунки иккита геометриянииг 
бир вацтда мавжуд булишлиги
мумкин эмас эди. Шунга ц а р а - ----------------- -----------
май, Лобачевский янги нати- ® 
ж ал ар  келтириб чинара берди, 
улар мантилий тиарама-^арши- 13-расм
ликларга учрамади. Лобачевс­
кий бу натижаларни 1835 йилда 1\озон университети ил- 
мий ишларида «Фараз цилинадиган геометрия», 1'835—38 
йилларда эълои цилинган «Параллел тугри чизицлар 
тула назарияси ва геометриянииг янги асоЪлари» ва 
1885 йилда яна 1\озон университети илмий ишларида 
чоп этилган «Пангеометрия» асарларида баён этди. Ян­
ги геометрия ва Евклид геометриясида биринчи туртта 
гуру^ аксиомалар устма-уст тушади. Бу аксиомалар гу- 
ру^лари ва уларнинг натижалари а б с о л ю т  г е о м е т -  
р и я деб атала бошлади.

Лобачевский геометриясида ^арама-каршилик нуцли- 
гидан Евклиднинг бешинчи постулатини исботлаш мум­
кин эмас деган натижа келиб чицади. Нима учуй? Нима 
учун бу постулатни абсолют геометриядан келтириб чи- 
цариш мумкин эмас? Мазкур саволларга жавоб бериш- 
га харакат цилиб курайлик. Маълумки, абсолют гео­
метрия бу иккита геометриянинг умумий цисмидан таш- 
кил топган: агар абсолют геометрияга Евклиднинг бе­
шинчи постулатини цушсак, Евклид геометрияси, агар- 
да  абсолют геометрияга Лобачевский аксиомасини куш- 
сак, Лобачевский геометрияси хосил булади.1 Шундай 
цилиб, Евклиднинг бешинчи постулатини (ёки унга тенг 
кучли булган ихтиёрий муло^азани) исбот цилиш, яъни 
абсолют геомбтриядан мантиций келтириб чи^ариш мум­
кин эмас. Лобачевский геометрияси каби Евклид гео­
метрияси царама-царшиликсиздир, чунки арифметика- 
да царама-царшилик йуц. Демак, иккала геометрия >̂ ам 
мавжуд булиш ^уцуцига эга. Лекпн ноевклид геометрия- 
си (Лобачевский геом-етрияси) Евклид геометриясидан 
жиддий фарц цилади. Масалан, Лобачевский геометрия-
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сида учбурчак ички бурчакларининг йнгиндиси я  дан 
кичик, унда ухшаш тенгмас учбурчаклар мавжуд эмас, 
берилган тугри чизицдан бир хил узоцлашган нуцталар 
туплами турри чизиц эмас, балки эгри чизиц ^исоблана- 
ди ва х.. к.

Ноевклид геометрияни яратишга венгр математиги 
Я н о ш  Б о л ь я и  (1802— 1860) ва немис математиги 
К а р л  Ф р и д р и х  Г а у с с  (1777— 1855) катта ^исса 
цушганлар. Я. Больяи 1832 йилда чоп этган «Аппен­
дикс» асарида Лобачевский яратган геометрия система- 
си асосларининг цисцача ва изчил баёнини берди. Бу 
асар жуда ихчамлиги ва мантицийлиги билан мате­
матик адабиётлар ичида энг мукаммалларидан бири ^и- 
собланади (асар 1950 йилда рус тилида чоп этилган).

Гаусснинг ноевклид геометрия б^йича тадцицотлари 
унинг вафотидан сунг маълум булди. У Яношнинг ота- 
сига (у ^ам математик эди) ёзган хатида бу геометрия 
системасига жуда аввал учраганлигини (бу фикрга у 
Г818 йилларда келган), лекин, уни ^аётлиги даврида 
эълон цилмасликка царор цилганлигини (тушунмовчи- 
ликларга сабаб булишидан хавфсираб) таъкидлаган 
эди. Ички царшилик ва унга боглиц янги геометрия 

мавжудлиги хацидаги шуб.\алар Гаусснинг цатъий 
фикрга келишига, бу со^ада тадцицотлар утказишига ва 
ишларини чоп этишга ^алацит берди. У Н. И. Лобачев­
ский ишларига катта эътибор билан царади, уни Гёт­
тинген фанлар академиясига мухбир-аъзо цилиб сайлаШ 
ташаббускори эди; аммо бу кашфиётга оид уз фикрини 
эълон цилмади.

Лобачевский геометрияси моделини маш^ур француз 
математиги Ж ю л ь  А н р и  П у а н к а р е  (1854— 
1912) 1882 йилда яратди. Евклид геометриясини оламиз 
ва унда горизонтал а тугри чизицни ^тказамиз, у текис- 
ликни иккита яримтекисликка ажратади. Юцориги ярим- 
текислик нуцталарини ноевклд нуцталари (тугри чизиц 
нуцталари бунга кирмайди) деб атаймиз. Ноевклид туг­
ри чизицлар деб эса марказлари а  т^гри чизицда ётув- 
чи ярим айланаларни атаймиз. Ноевклид т^гри чизиц- 
ларга а тугри чизицца перпендикуляр нурларни ^ам ки- 
ритамиз (1 4 -раем).

Бундан олдинроц, 1871 йилда немис математиги Ф е ­
л и к с  Х р и с т и а н  К л е й н  (1849— 1925) проектив 
метрика р о я с и  асосида Лобачевский геометрияси тав- 
сифини берган эди. У узининг геометрик тадцицотлари-
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ни 1872 йилда нашр цилинган «Янги геометрик тадиЦот- 
ларга  тацкослама назар» («Эрланген дастури») аса- 
рида ^ар цандай геометрия алмаштиришлар махсус гу- 
ру^ининг инвариатлар назарияси булиб ^исобланишини 
курсатди. Гуру^ни кенгайтириб ёки цисцартириб, бир 
турдаги геометриядан иккинчи турдаги геометрияга 
утиш мумкин. Евклид геометрияси — метрик гуру^лар-

14-расы

нинг инвариантлари ^ацидаги фан; проектив геометрия 
проектив гуру^ларнинг инвариантлари ^ацидаги фан- 
дир. Алмаштиришлар гурухини синфларга ажратиш 
геометрияларни синфларга ажратишга олиб келади. 
Хар бир гуру^ларнинг алгебраик ва дифференциал ин­
вариантлари назарияси геометриянинг аналитик тузи- 
лишини беради.

Кейинчалик Клейн Евклид геометриясининг модели- 
ни проектив метрика орцали тузиш мумкинлигини кур­
сатди. Бунда у инглиз математиги А р т у р  К э л и 
(1821— 1895) 1859 йилда киритган проектив метрика ту- 
шуцчасига асосланди.

Лобачейский, агар реал фазо евклид геометрияси цо- 
нунларига буйсунмаса, у з^олда космосда учбурчак бур- 
чакларининг йигиндиси п  дан кичик, деб фараз цилди.
У фазонинг ноевклйдлигига ишонар эди. Агар олам ул- 
човларининг бизга куринарли ^исмини цисцартирган 
>,олда царасак, у холда Лобачевский геометрияси урин- 
ли булади.

Г863 йилда итальян математиги Э у  ж е н и о  Б е л ь- 
т р а м и  (1835— 1900) ва немис математиги ' Б е р н ­
х а р д  Р и м а н  (1826— 1866) янги геометрия тавсифи 
буйича катта ишлар цилдилар. Бельтрами «Ноевклид 
геометриясини тавсифлаш тажрибаси» китобида сирти-

4—.2378 49-



ща Лобачевский геометрияси бажарнладиган реал жисм- 
.лар мавжудлигини курсатдн. У 5'згармас манфий эг- 
риликка эга булган сиртларда (псевдосфера) ноевклид 

геометрияси бажарилишини исботлади, шунингдек, Л о ­
бачевский геомегрияси мантилий царама-царшиликсиз 
эканлигини к^рсатди.

Евклид реал фазосида ноевклид хусусиятига эга бул­
ган жисмлардан бирини цуйндагича ясаш мумкин. 
Д астлаб  занжир чизик* деб аталувчи эгри чизицни ола- 
миз (бундай деб аталишига сабаб икки нуцтада бирик- 
тириб цуйилган огир занжир шундай чизиц шаклини 

<олади) (15-раем).
Энди занжир А  нуцтада узилди дейлик, у холда зан ­

ж и р  учлари т р а к т р и с а  деб аталувчи эгри чизи^ни 
<чизади (16-раем).

15-расм • 16-расм

Математика нуцтаи назардан трактрисанинг цуйида- 
яги хоссасини баёи этиш мумкин: уринма узунлиги, яъни 
уриниш нуцтасидан абсциссалар укигача булган масо- 
ф а  ^згармас ми1удердан иборат.

Трактрисани абсциссалар уци атрофида айлантириб, 
п с е в д о с ф е р а  деб аталувчи сиртни ^осил цил-амиз (17- 
расм). Бу сиртда т^рри чизиц деб «геодезик» чизицни 
хисоблаймиз. Сиртда жойлашган нуцталар орасидаги 
энг кичик масофани «турри» чизиц деб атаймиз. Бель- 
трами псевдосферасида Лобачевский геометриясининг 
бир кисми руёбга чицади (1 8 -раем) .

50



17-расм 18-расм

b ва с чизицлар А  ну угадан утади ва а га параллелг» 
Псевдосфера узгармас манфий эгриликка эга булгаш 
сирт деб з$ам аталади. Агар эгри чизицли учбурчак 
.бурчакларининг йигиндиси 2d дан кичик булса, сирт 
манфий эгриликка эга б^лади. Агар Лобачевский текие- 
лигида учбурчак (псевдосферада) 
ясасак, унинг бурчаклари йигинди­
си 2d дан кичик эк.анлиги куринади 
(19-расм).

Мусбат эгриликка эга б^лган 
сиртлар хам мавжуд, уларнинг сир- 
тида учбурчак бурчакларининг йи- 
гиндиси я  дан катта. Буига мисол 
сифатида шар сир тин« олиш мум- 19-расм
кин. Сферада тугри чизиц деб ихти- 
ёрий катта дойра айланасини з^иеоблаш мумкин, яъни 
шар марказидан утувчи текислик билан сфера кесиши- 
шидан хосил булган айлана. Сферада барча хугри-чи- 
зиклар кесишади. Демак, сферада на Евклид геометрия- 
си, на Лобачевский геометрияси амал килади. ' Бунда 
учбурчак бурчакларининг йигиндиси я  дан катта. Ба- 
зи хрлларда у 3d га хам тенг булиши мумкин (20-расм). 
Булардан куринадики, Евклид текислиги ноль эгрилик­
ка эга.

1854 йил 10 июнда Гёттинген университети фалсафа 
факультетида Б. Риман «Геометрия асосида ётувчи 
фаразлар з^ацида» иомли машз^ур маърузасини у^иди. 
Аммо бу маъруза фацатгина 1868 йилда чоп этилди ва 
матемагиклар орасида катта шов-шувга сабаб булди. 

.М азкур мдърузада Риман аксиом ал ар цаторига цуйн- 
даги аксиомани цушди: берилган тугри чизиц.билан бир 
текисликда ётувчи хар цандай тугри чизиц бу тугри чи-
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зиц билан кесишади. Б у  эса 
Риман геометриясида параллел 
турричизицлар умуман йуцли- 
гини, ихтиёрий учбурчак бур- 
чакларининг нириндиси л  дан 
катта эканини курсс^дди. Бу 
геометрия ,\ам царама-царши- 
ликоиз экан. Бунда Лобачевс­
кий фазоси Рим.ан фазолари- 
нинг хусусий холи бу^либ цо- 
лар экан. Шундай цилиб, учта 

_ мантилий пухта ва тенг кучли
’р?см геометрик системаларнинг ву-

жудга келиши олам геометрияси ва атом ички дунёси 
геометрияси цандай тузилишда эканлигини аницлашни 
зарурат  цилиб ц р д и .  Бунга .^озиргИ зам.он фани ^а- 
нузгача бир ёцлама жавоб топа олганича йуц. 4

Эйнштейининг нисбинлик назариясидаи фазо эгрила- 
нувчанлиги келиб чицади. Катта массага эга булган 
жисмлар фазоси геометрияси ноевклид геометриясидан 
иборат, унда Ньютон механикаси конунлари узгаради.

Рус олими А л е к с а н д р  А л е к с а н д р о в и ч  
Ф р и д м а н  (1888— 1925) томонидан тузи л га н олам 
моделида у 'бир жинсли, яъни ^амма ^исмлари бир 
хил .тузилган, деган фараз ётади. Лекин нисбатан унча 
катта булмаглн улчамларда олам бир жинсли эмас. 
Фридман агар оламда модда зичлиги узгармас мицдор- 
дан  кичик булса, фазоэгрилиги манфий, агар критик зич- 
лик ошиб кетса, фазо мусбат эгриликка эга булишини 
курсатди. Агар зичлик критик кийматга тенг булса, 
фазо эгрилиги нолга тенг булади. Шундай цилиб, баъ- 
зи шартларда олам геометрияси манфий эгриликка эга 
ёки у Лобачевский геометриясидан иборат.

Оламнинг Фридман модели тажрибада америкалик 
мунажжим Э д в и н  Х а б б л  (1889— 1953) томонидан 
тасдицланди.

Хрзирги замон фани Олам фазоси узгарувчи эгрилик­
ка эга эканлигини курсатмоцда. Демак, олам геомет­
рияси на Евклид геометриясидан, на Лобачевский геомет­
риясидан иборат.

Евклид бошлаб берган аксиоматика маълум маъно- 
да  немис математиги Д а в и д  Г и л ь б е р т  (1862— 
1943) ва рус математиги В е н и а м и н  Ф е д о р о в и ч  
К а г а н  (1869— 1953) ишларида охирига етказилди.
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Гильберт 1899 йилда ёзган «Геометрия а<сослари»да Е в­
клид геометр тля си и и и г тулиц аксиомалар системасини 
берди, уларни гуру^лар буйича синфларга ажратди ва 
з^ар бир аксиомалар гуру^и чегараларини аницлашга ^а- 
(ракат килди, бунда у з^ар бир аксиоманинг натижасини 
алохида урганиб ^олмасдан, балки бу аксиомалар олин- 
ганда ёки узгарганда хосил булган турли «геометрия- 
ларни» тадц1Щ этди. Каган эса Г905—07 йилларда ёзил- 
гаи «Геометрия асослари»да евклид фазоси аксиомати- 
каси аксиомалари царама-царшиликсиз ва узаро бог- 
ликмаслигини та^лили билан баён этди. Каган аксиома- 
тикаси Гильберт аксиоматикасидан х.аракат гурухи ин- 
билан фарц цилади, у маъносига кура Г. Риман,. 
варианти сифатида масофа тушунчасига асосланганлиги 
Г. Гельмгольц ва М. С. Ли аксиоМатикаларига я^ин ^и- 
собланади. Шундай цилиб, бу иккала математикнинг иш- 
лари Евклид геометрияси аксиоматикаси царама-цар- 
шиликсизлигини арифметиканинг ^арама-^аршиликснз- 
лигига олиб келиш мумкинлигини исботлади.

XIX аср охирига келиб аксиомалар системасига цу- 
ниладиган асосии талаблар ва аксиоматик усул прин- 
циплари ишлаб чикилди ва кейинги давр математикла- 
ри томонидан янада ривожлантирилмоцда.

МАТЕМАТИК БЕ Л ГИ Л А Ш Л А Р
Араб рацам лари ... математи­
ками демократлаштирди.

Ж . Бернал:
§

К,адимги мисрликлар сано£ системалари уч минг йил- 
лар давомида узгармай келган, фацат сонларни белги- 
лаш шакллари узгариб турган.

Мисрликларлинг иероглиф ёзувида расмлар мавж уд 
булиб, шунга мос сонларни белгилашлар расмлар шак- 
лида берилган, бунда баъзилари конкрет нарсаларга 
Ухшаб кетар эди.

I  4Бир учун |  (тик чизик) белги ишлатилган булса*

Унлар / |  иероглиф билан белгиланган. Юз 

белги билан ифодаланиб, «улчов арцони» а^амиятини:
&̂

билдирган. Минг эса Т, белги ёрдамида ёзилиб,
Ъ»
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ани^м ас  куп маъносини англатган. 10000 учун эса

^  белги ишлатилиб, юцорига кутарилган бармоц

яиаклида булган. Юз минг (цурбаца) ва  миллион (цу- 
ли н и  кутарган одам) учун хам мос белгилар мавжуд 
эди. Мисрликларда соняариияг белгиланишига мисол- 
.лар келтирамиз:

1 ШППП С  С ¿¡с. и  *1 7 1 ' г> с> г* ~  ЪЯП
\ W \ n i l  СС ™ Ч> 7 7 ? 7 С С С

Белгилар к)'пинча юцоридан пастга уциладиган ца- 
торлар шаклида жойлаштирилган, бир цатордан иккин- 
‘чисига утиш унгдан чапга утиш йуналишида булган.

„АЛ с с с с с  И с с ^  П))ПМ
ЛЛ СССС 1 1  с  С

| | ™  с е л  Х ~  ш о о г , г

Езувнинг цогозда (папирус) тарцалиши билан де- 
зорлардаги  иероглиф ёзуви иератик ёзувга айлана бор- 
ди, яъни бунда белгилар раем шаклини йуцота бошлади, 
фацат айрим ухшашликлар цолди, холос. Буига парал- 
лел равишда сон белгилари ^ам узгарди, сонларни 
•иероглиф ва иератик ёзувларини таццоелаганда шуни 
таъкидлаш керакки, кейингилари олдингисидан цисцар- 
тиришлар оркали пайдо булган, яъни улар янги белги­
лар эмас. Бир сонлар бирлигида такрорланувчи белги­
лар  бирлашиб, унли рацам системаси ^осил булди. Ми- 
с о л  учун Р ай д  папирусида рацамлар иератик шаклда 
«езилган:

1 я. III 2 ГГ ш и

1 г 3 * 5 6 7 8 э

л л Г—л -  И и 3/ А
ю 20 30 АО 50 60 70 80- 90

,  - 100,  . . . ,  (̂ >  -  9 0 0  £ , .  1000 ' а



К^адимги Юнонистонда мавжуд саноц системалари- 
дан бири аттик системаси булиб, асосий ра^амлар цуйш- 
дагича белгиланган:

А/ = Щ Р= 50, >=>-5000

Д Г = 1 5 , ХГ= 1 0 0 5 , XX РН Д Г = 2 6 1 5

«Математика в школе» журналнда В. А. Олевскийг 
араб рацамларининг келиб чициши хасида янги фараз: 
билан чи^ди. Унинг фикрича, рус шоири А. С. Пущкинг 
араб ракамларини квадрат учларида ёзилган харф лар-  
дан фойдаланиб ёзиш мумкинлигини куреатган. Маса-г-' 
лай (21- ра*см)..

21-расм

Бундай белгил.ашлар ор^али, — деб таъкидлайди му~ 
аллиф, фигуралар «скелетлари» фацат квадрат то-  
монларида ёки диагоналларида ётувчи нуцталарни ту- 
таштирувчи кесмалар ва учбурчаклардан тузилган. Агар-' 
?$ар бйр^ шаклда ^алин чизи^ билан чегараланган туг- 
ри ёки ^ткир бурчакларни ^исобга олсак, бурчаклар» 
^ам мос келади. Масалан (22-раем).

Рус педагоги. ва математика тарихчиси И в а н  
Я к о в л е в и ч  Д е п м а н  (1885— 1970) «Арифметика 
тарихи» (1959— 1965) асарида ра^амлар бир манбадан: 
бир ва^тиинг узида вужудга келганлигини таъкидлаб,.



9

ра^амлар  ривожини ^уиидаги ж адвал  шаклида акс эт- 
тиради:

2 3 4 5 6 7 8 ;9 0
—

— из 5" 7Г У Л т4

2 I ъ У 6 . 6 Ъ о< О

2 л о ) Г 5 ? 9 J О

3
•р>о У Ь 7  • 8 9

Ъ *• ч Ъ Л . *
я 9 <8

7 3 я 6 1 8 9 о

тарихчи лари ра^амлар Г̂ ОРОЗ ва

Хитой ракамлари — 
Д ев о н а гар  ракамлари, 
5^индистон (IX а ср )—

Барб араблари ракам ­
л ар и  (X аср) — 
Испан апекслари 
<976 й.) —
Француз апекслари 
(XII аср)
Француз ракамлари 
< Х Ш  аср) —

пергамент вужудга келиши билан тез ёзишлар таъсири- 
да пайдо булганлигини таъкидлашади. Нолнинг пайдо 
булиши ^акида ^ам >̂ ар хил фаразлар мавжуд. Айрим- 
•лар у дастлаб ^индларда буш сон бирлиги урнидаги 
ну^тадан пайдо булган дейишса, юнон астрономлари олт- 
мишлик касрларда буш сон бирлигини айлана шаклида 
белгилаганлар, буни эса ^индлар узлаштириб олганлар, 
деган фаразни илгари суришади.

Умуман, 1, 2, 3. . . .  , 9 ра^амларининг араб рак;ам- 
л ари  дейилишига сабаб, биринчи булиб бу рацамлар- 
дан Оврупода араб олимлари ишларидан олиб фойда- 
ланиш ган булса ажаб эмас, аслини олганда улар би-



ринчи марта з^индлар томонидан цулланилган ва Ал-Хо- 
размий ф»крича уз «з^инд ^исоб» (з^исоб ал-^инд) лари- 
дан фойдаланганлар.

Математик белгилашларни такомиллаштириш Арис­
тотель давридан бошланган, деб ^иеоблаш мумкин. Ма- 
салан, у ^ар бир математик мулоз^азадаги пара- 
метрлар учун ало^ида белгилаш киритган. Номаълум- 
лар ва уларнинг дараж алари  учун доимий з^арфий бел­
гилашларни цадимги юнон математиги Диофант (тах- 
минан III аср) киритган:

X -д*д, X -д кУ X К * К
>^арфий белгилашларнинг тулиц а^амияти факат 

франциз математиги Ф р а н с у а  В н е т  (1540— 1603) 
уларни маълум мицдорлар ва тенгламалар коэффици- 
ентларига цуллагандан сунг маълум булди. ^арфий 
коэффициентларнннг киритилиши билан алгебраик 
тенгламаларни текшириш ва илдизларми тогшш умумий 
формулаларини тузиш мумкин б^лдй.

Внет коэффициентларни катта ундош з^арфлар
В, Д  С, билан, номаълумларни катта унли А, Е, / ,  
з^арфлар билан белгилаган. Декарт эса коэффициент- 
ларнн белгилашда дастлабки лотин а, Ь, с, .... з^арфлар- 
ни ишлатган булса, номаълумлар учун охирги х, у, г  
з^арфларидан фойдаланган.

Диофантда айириш учун махсус белги бор эди, ле- 
кин душишда ^атор ёзилган сонлар з^адлар деб тушу- 
нилиб, ц$шилар эди.

Номаълум ва параметрлар учун з^арфий белгилашлар-. 
ни Оврупода XIII асрда дастлаб П ариж  университета 
профессори, математик ва механик И о р д а н  Не -  
м о р а р и й  (Жордан) (1236 йилда вафот этган) ^улёз- 
маларида учратиш мумкин, лекин унда амаллар ишора- 
ларн йу^ эди, бу з^арфий формулаларни келтириб чи- 
^аришга з^ала^ит берар эди. Неморарий «Арифметика» 
асарида араб ра^амларидан фойдаланган.
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Амалларни белгилаш учун махсус белгиларнинг пай- 
до  булиши билан математика вужудга келди. Оврупода 
XIV—XV асрларда цушиш амали аввало «Р» (plus —  
куп), айириш эса « т »  (minus — кам, айириш) харфла- 
ри билан белгиланган. «—» ва « +  » белгнлари эса сав- 
додан келиб чиодан деган фараз бор, унга кура, товар- 
нинг камайиши горизонтал чизицчалар (— ) билан бел ­
гиланган булса, унинг т^лдирилиши эса зарур сондапг 
чизи^чаларни учириш -Ь билан белгиланган.

XV—XVI асрларда китоб босишнинг ихтиро цили- 
ниши билан математик ёзувлар янада такомиллаша бор- 
ди. Немис математиги Я н  В и д м а н  (1460—тахминан 
1498) нинг Лейпцигда 1489 йилда босмадан чиэдан 
«Барча савдогарлар учун тез ва чиройли ^исоб» аса- 
рида биринчи марта босмада «— » ва « +  » ишоралари 
ва купайтириш жадвали чоп этилди. Немис астрономи 
ва математиги Р е г и о м о н т а н  (тахаллуси И о ­
г а н н  М ю л л е р )  (1436— 1476) математика буйича би­
ринчи китоб ношири ^исобланади, у купайтириш белги- 
си сифатида ( • )  ну^тадан фойдаланди. Француз мате­
матиги Никола Орем натурал курсаткичли д араж алар -  
ни ёзиш усулини кашф этгал булса, булиш белгиси 
(— ) горизонтал чизиц араб олимлари ишларидан олин- 
ган.

1557 йилда инглиз табиби ва математиги Р о б е р т  
Р е к о р д  (1510— 1558), инглиз тилидаги биринчи ариф­
метика ва алгебра буйича уцув ^улланмалари муалли- 
фи, ( =  ) тенглик белгисини ишлатди, у бунинг сабабини 
тушунтириб, икки нарса узаро иккита параллел кесма- 
лар  тенглигидан ортицро^ тенг була олмаслигини таъ- 
кидлаган эди- Тенглик белгиси фа^ат  XVIII асрда Лейб­
ниц ва унинг издошлари томонидан бошлаб кулланила 
бошлади.

Бош^а бир инглиз математиги Г а р р и  о т  Т о м а с  
(1560— 1621) 1631 йнлда биринчи булйб, > ,  <  ' белги- 
ларини киритди. Бу белгилар биринчи марта унинг 1631 
йилда босилиб ч и ^ а н  «Аналитик санъат тажрибаси» 
номли китобида учрайди. Унинг фикрича, агар иккита 
нарса тенг булмаса, тенглик белгисидаги кесмалар па­
раллел  эмас, улар кесишади: кесишиш унгдан ( > )  ёки 
чапдан ( < )  булиши мумкин. Биринчи холда тенгсизлик 
«катта», иккинчисида эса «кичик»ни белгилайди. Шу- 
нингдек, Гарриот сонларни белгилаш учун алифбонинг
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кичик з^арфларидан фойдалаНган, тенгламаларни з^озир- 
гига я^ин шаклда ёзган.

К,атъий булмаган теигсизликлар белгиларини (> ,  
< )  1734 йилда француз математиги П ь е р  Б у г е  
(1698— 1758) томонидан > = ,  < =  шаклларда киритил- 

ган.
VIII асрдан бошлаб Оврупо математикларн ишлари- 

д а  илдиз лотинча Radix (илдиз) ёки ^искача R, сунгра 
R2 [француз математиги Н и к о л а  Ш ю к е  (тахми- 
нан 1445 — тахминан i500) ишларнда] шаклида цулла- 
нилган. Умуман, математика тарихи буйича манбалар- 
иинг далолаг беришича илдиз белгиси ( ,  ) ь;уйидаги 
ривожланиш бос^ичларини босиб утган:

1. XV аср — немяс алгебрачилари - «коссист»лар —
ифода ски сон олдида нуцта, италиялик- 
лар эса yHn cos а  деб таржима ^илган- 
лар. Немислар «косс» ва «коссист» ата- 
маЛарини улардан олишган.

2. 1480 йил — тез ёзишлар туфайли 
.  1

белгиси пайдо булди (квадрат и лдиз) ;

А / Ч / Ч  /  — кубик илдиз;

- туртинчи дараж али  илдиз.

Страсбург, чех математиги К р и ш- 
т о ф  Р у д о л ь ф  (тахминан 1500— 
1545) алгебра буйича у^ув ^улланма- 
ланмасида илдиз сифатида « V »  белги­
си ни ишлатди.
Голланд математиги А л ь б е р т  Ж  и- 

2 3  '
р а р, V, V ва х. к. белгиларни кирит- 
ди, - кейинрок ) шаклда цулланила 
бошлади.
Р. Д е к а р т н  и н г «Геометрия» кито- 
бида илдиз У  шаклида учрайди. 
Н ь ю т о н  «Универсал арифметика»да 
з^ам шу белгидан фойдаланган.

< * х * к /

3. 1525 йил —

4. 1626 йил —

5. 1637 й и л —

6 . 1685 йил —
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7. 1690 йил — Француз математиги М и ш е л ь  Р о л л  fa­
i l  652— 1719) нинг «Алгебрадан 1$ л -  
ланма» асарида ^озирги к$финишда би- 

ринчи марта ^ л л а н и л га н .
Математик белгилашларни ривожлантирйшда Мар- 

казий Осиёлик математик олимлар ^ам ÿ3 ^иссаларини 
цушганлар. Масалан, А л-Х о р а з м и й (783—850) узи- 
нинг маШ^ур «Китоб ал-жабр вал мукобала» асарида 
номаълумлар ва ифодаларни белгилашда махсус бел- 
гилардан фойдаланган.

Тригонометрик. сохаси 6ушч&  биринчи булиб sinAr, 
cos-»:, ig x  белгилашларни Леонард Эйлер кашф цилган^ 
Функциянинг ^ам y = f ( x )  кÿpинишдaги ёзувини Эйлер 
1734 йилда биринчи булиб ишлатган.

Логарифм белгиларини .1620 йилда Г р и т е р, 1624 
йилда эса И о г а н н  К е п л е р  Log к^'ринишда ишлат- 
дилар. XVIИ аср математиклари ва Эйлер log ёки I 
белгисидан фойдаланганлар. Коши 1821 йилда «Та^лил 
курси» асарида log белгисидан унли логарифмлар учун, 
(белгисидан эса бошка асосли логарифмлар учун фой- 
даланишни таклиф этди. Х^озирги белгилашлар XIX аср' 
охирид'ан бошлаб ^улланилмо^да. •

Дифференциал ва интеграл ^исоб белгилашларини 
ишлаб чицишда Лейбницнинг хизматлари катта. У диф­
ференциал ва интеграл белгиларини биринчи булиб ки- 
ритган булса, француз математиги Ж озеф Луи Лаграиж  
^осила белгилари у f ' (x)  ларни биринчи марта 1$ л -  
лай бошлаган.

Математик белгилашларнинг ривожланиши мате­
матика фани таракдиётида гоят му^им а^амиятга эга. 
Ихчам ва цулай танлаб олинган символика олимнинг 
а^лий ме^нати ма^сули катта цисмини уз  ичига олади, 
ижодий ме.^натни осонлаштиришга ёрдам беради. Л ей­
бницнинг фикрича: «Белгилашлар кашфиётлар учун rçy- 
лай булишига эришиш лозим... Шундагина ^айрон rço- 
ларли дараж ада  фикр иши ^ис^аради».

Энди баъзи математик белгилашларнинг келиб чи- 
киши ^акидаги тарихий маълумотларни келтирамиз:

1. А н т ь е ( [х] — х  соннинг бутун цисми) — функция 
номи, французча Entier — бутун cÿ3iiaaH келиб чиедан. 
Шунинг учун Лежандр «Сонлар назарияси» (179’8) ки- 
тобида бу функцияни унинг французча номидаги бирин­
чи харф ор^али у = Е( Х)  деб белгилади.

у = [ х ]  белгилашни эса Гаусс (1808) киритган.
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2. Б у р ч а к  <  белгини Эригон (1634) киритди. 
О тред  «Тригонометрия» (1657) асарида бу белгинй 
/1  га алмаштирди. Эригон тугри чизи^лар перпендику- 
лярлигини А. белги билан белгилади. а  ва Ь тугри чи-

/ \
зицлар орасидаги бурчакни а, Ь билан белгилашни Ви­
не (1813), Мёбиус (1827), Фаваро (1879/ киритганлар.

3. В е к т о р .  Х^арф устидаги чизи^ билан Арган 
(1806) йуналган кесмани белгилаган. Мёбиус векторни 
А В  билан белгилаб, бунда А ва В  векторнинг боши ва 
охирини билдиришини таклиф этган. Грассман вектор- 
ларни «кесмалар» деб атаб, координата у^лари буйича

—► —► —►
йуналган бирлик векторларни ех, е2, е3 ва векторлар-

—► —► • —►
нинг улар оркали ёйилмасини х 1е 1 +  х 2е2 + х3е3 шаклда
белгиланган. ¿, у, к белгилашларни Гамильтон (1853) 
киритган. Гамильтон ва.Тетлердан сунг Гиббс вектор­
ларни юнон ^арфЛари билан белгилади. Векторларни ^а- 
лин харфлар билан белгилашни Хэвисайд (1891) таклиф 
этган. Буни Вильсон (1901) ^з ишларида давом эттир- 
ди. Векторнинг узунлиги учун \А В \ белгини Ганс (1905) 
киритган.

4. Г р а д у с  — Птолемей градусларни «^исмлар» 
[цо^рса (^ис^ача »¿0] ва минутларни штрихлар, секунд- 

ларни иккита штрих («'» ва «"») белгилади. )^озирги 
белгилашларни Пелетье (155’8) киритган. °, '  ва "  1/СО 
касрнинг даражаларини билдирган.

5. К а с р  — Архимед даврида касрнинг махражи чи- 
зицсиз, сурат устига ёзилар эди. ^озирги белгилашни 
^индлар киритишган, уларда сурат махраж устида ёзил- 
ган. Уларни булиш учун чизи^ни биринчи марта Л ео­
нард Пизанский (1202) киритган. Сукгра бу ёзув йуцо- 
либ, Видман (1489) томонидан 1̂ айта кйритилган. Аммо
XVII аср урталарига келнб, чизи^сйз ёзув учрайди 
(Мерсенн, 1644). Унли касрнинг бутун • ^исмини каср 
1̂ исмидан вергул билан ажратишни Мажини (1529) ва 
Непер киритишган, уларгача вергул урнида кавсда ноль 
ёзилар эди. Масалан, 2 ,6=2/0 /6  ёки 2/6 ёки турли хил 
сиё^лар билан ёзилар эди. Масалан, бутун ^исми кора, 
каср цисми ^изил рангда ёзиларди. ^

6 . К у п а й т м а — дастлаб I 1 белги ишлатилиб, 
тугри гуртбурчакнинг юзи унинг икки улчов к^пайтма- 
си сифатида топилиши белгиси сифатида олинган. Кейин- 
ро^ купайтмани М (МиШрПсаМоп сузи бош харфидан)
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шаклда белгиланган, бундай белгилашни Штифель 
(1545), Стевин (1585) ишлатганлар. К^пайтиришнинг X* 
белгисини Отред (1631) киритган. Ну^та купайтириш 
белгиси сифатида Региомонтан, сунгра Гариотт (1631) 
ишларида учрайди. Бу белгилашни Лейбниц ^абул ^ил- 
ди. Умумий тан олинишида Вольфнинг куп марта нашр 
килинган «Барча фанлар асослари» китоби (1710) му- 
з$им роль уйнади.

7. К о с и н у с  — вдзир кулланиладиган. белгилашлар- 
ни биринчи марта И. Бернулли Эйлерга хатида (1739) 
цуллаган. Эйлер уларни 1̂ улай деб ^исоблаган.

'8. К  у р с а т к и ч — Декартгача Юм ва Эригонлар- 
нинг белгилашлари ^озиргиларга я^ин эди. Юм — 1635 
йилда 5 a IV, Эригон эса 1634 йилда 5 «4 деб белгилаш- 
ган. Декартда эСа бу белгилаш 5 а 4 га айланди. Бу тез- 
ликда кенг тарцалди. XVIII асрда ^ам а2 урнига а-а  
шаклдаги ёзувлар .\ам ишлатилган.

9. Л о г а р и ф м  — Непер логарифмлар билан иш- 
лаш да ^еч цандан белгидан фойдаланмаган. Log, log, I 
белгиларни Кеплер, Бригге Отред уларни жиддий фарц- 
ламасдан ишлатганлар. Коши унли ва натурал лога­
рифмлар учуй турли белгилашлар ншлатган. Хозирги 
белгилашларга .яцин белгиларни немис математиги 
Прингсхейм (1893) киритган.

10. О р а л и ц — ^озирги , белгилашларни биринчи 
марта 1909 йилда Ковалевский киритган, (а, b) ва 
< а ,  Ь>  хам да < а ,  ва (а, ¿?>куринишл?.рида уч­
райди. Сунгра Хан (1921) уларни бироз узгаРт,!РДи» 
яъни <  >  ларни [ ] белгиларга алмаштирди. [ ] ва J [ 
белгилашлар Бурбаки томонидан (1956) киритилган.

11. П а р а л л е л л и к  — Папп бу тушунча у ч у н =  бел- 
гини ишлатган. Бу белгилаш XVIII асргача сакланиб 
келди. Рекорд томонидан тенглик белгиси ишлатила 
бошлагандан сунг || белгидан фойдалана бошладилар 
(Керси, 1637 йил; Вильсон, 1714 йил ва б о ш ^ л а р ) .

12.- П ё р п е н д и к у л я р л и к  — Эригон (1634— 
1644) томонидан киритилган.

13. Д а  в с  л  а р  — ^авсларни ифодаловчи белгилар 
XV асрда пайдо булди. Шюке (1484) ишида цавсларга 
олинадиган ифода горизонтал чизи^ билан таъкидлана- 
ди. Буни Бомбелли (1550) ^ам ишлатган. Кейин у ифо­
да олдига L ^арфини, охирига эса J белгини цуйди. Бун- 
дан квадрат цавслар вужудга келди. 1̂ авслар ^рнида 
юцоридан чизи^ билан белгилаш Декарт, Ньютон, Ло-
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питаль ишларида куп учрайди. Доиравий ^авслар Тар- 
т а л ь я  (1552), сунгра Ж ирар  (1629) ишларида учрайди. 
Виет (1593) асарида фигурали цавслар пайдо булди.
XVIII асрнинг биринчи ярмига келиб цавслар кенг кул- 
ланила бошлади. Шредер (1873) цавсларнинг арифме- 
тикадаги урнига оид асар з^ам езди.

14. Р а ^ а м л а р  — хиид рацамларини Европага 
француз олими Герберт тар^атган. Леонард Пизанский 
биринчи булиб араб ра^амларини -^абул цилди. Лекин 
1299 йилдан уни ^уллаш ман ^илинди. XV асрнинг охи- 
рига келиб улар яна пайдо булди, бунгача ра^амлар 
шакли узгармай цолди; 0 ва 1 узгармай келмо1\да; 2 
разами хозирги шаклига я^ин ш аклларда ишлатилган 

3  — эрамизгача булган II асрдан буён $з шаклини с'ацлаб 
цолди; 4 — XVII асрда пайдо булди; 5 разами 2 ра^ами- 
га ухшаш йулни босиб утди; 6 разами 500 йилдан бери 
узгармай келмокда; 7 энг ёш рацам булиб, XV ва XVI 
асрдан киритилган; 8 ва 9 рацамлари 6 раками каби 
500 йилдан бери узгармасдан келмоцда.

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ВА ИНТЕГ РАЛ  
^ И С О Б Н И Н Г  Я Р А Т И Л И Ш  ТАРИХИ

Инсон тафаккури интеграл \и -  
собда уз фаолиятининг туган- 
мае сохасини топди. 

д О. Кант

XVII аср ярмигача куплаб геометрик шаклларнинг 
юзлари ва ^ажмларини топиш инфинитезимиал усул- 
лар, яъни шаклни чексиз ингичка ^атламларга булиб 
юз ёки '^аж м ни  топиш (лотинча инфинитум—чексиз 
маъносинй англатади) ёки булйнмас цисм тушунчасига 
асосланган усуллардан фойдаланиб топилган. Купгина 
шаклларнинг юзлари ва з^ажмлари, баъзи чизи^ларга 
утказилган уринмалар ва бу чизицлар узунликлари ана 
шундай усул билан топилди. Лекин айрим холларда 
Хажмларни ва узунликларни хисоблаш юзларни х;исоб- 
лаш га  келтириши мумкинлиги ани^ланди. Инглиз ма- 
тематиги И с а а к  Б а р р о у  (1630— 1677) эса ю злар­
ни хисоблаш ва уринмалар-утказиш, ^ушиш ва айириш, 
купайтириш за  булиш каби муносабатда эканлигини 
ани^лаДи. Уша д ав р д а  жуда куп тад^икотлар уткази-
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лишига ^арамасдан, ^ар хил масалалар турли усуллар 
билан ечилар эди. Бунда цуйидаги учта усул айникса 
куп цулланилар эди.

Г алилейнинг шогирди Б о н а в е н т у р а  К а в а л ь е- 
р и  (1598— 1647) 1635 йилда нашр цилган «Узлуксиз- 
лик ёрдамида янги усулда баён этилган геометрия» ки- 
тобида чексиз кичикларнинг ^исцартирилган куриниши- 
ни яратди. У бунда чизи^лар, нуцталар, сиртлар—чизиц- 
лар, жисмлар— сиртлар ^аракати билан вужудга келиши 
тасаввурига таянди. Бу китобда юз ва ^ажмларни ^и- 
соблашнинг янги усули — булинмаслар усулини ишлаб 
чи^ди. Булинмаслар деб, текис шаклнинг узаро парал- 
лел ватарлари ёки жисмнинг параллел текисликлари ту-, 
шунилар эди. Кавальери иккита ухшаш шаклнинг юз- 
лари мос булинмаслар квадратларининг, ^ажмлари эса 
кублари нисбати каби булишлиги ^а^идаги теоремани 
исботлади. Шунингдек, учбурчак билан бир хил асос ва 
баландликка эга булган параллелограмм учун учбурчак 
барча булинмаслари квадратлари йигиндисининг парал­
лелограмм барча булинмаслари квадратлари йигиндиси- 
га нисбати 1:3 каби булишини ани^лади. Кейинчалик, 
шунга ухшаш муносабатларни булинмасларнинг кубла­
ри ва к. ту^цизинчи дараж алари  йигиндиси учун ^ам

ь
топди. ^озирги математик тилда бу натижалар 1 х п(1х

а
интегрални п = 2, 3 , ,  9 лар учун ^исоблашга мос ке- 
лади. Унинг юз в.а ^ажмларни ^исоблаш усули купинча 
Кавальери принципи деб ^ам аталади. Бу принципга 
кура агар жисмларнинг бир хил баландликдаги текис 
кесимлари бир хил юзларга эга булса, баландлиги тенг 
иккита жисм бир хил ^ажм'га эга булади. Бунда'й прин- 
ципни Кавальери юзларни таь^ослаш учун хам баён 
этди, бунда фа^ат  кесимлар сифатида текис (текислик- 
даги) шаклларни эмас, балки кесмаларни олди, Уму- 
ман, Кавальерининг ишлари чексиз кичйклар ^исобининг 
шаклланишида му^им а^амиятга эга булса-да, лекин 
интеграл х.исоб усуллари бош^ача йул билан ривожлан- 
тирилди.

Швейцариялик математик П а у л ь  Г у л ь д и н  
(Гюльден) (1577— 1643) юз ва ^ажмларни. хисоблашда 
огирлик маркази хоссаларидан фойдаланди. Бунда у 
«айланма жисмнинг хажми айланаётган шаклнинг юзи 
билан унинг огирлик. марказининг айланишда босиб ут-
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ган йули узунлигига купайтмасига тенг, айланма жисм 
Хажми эса айланаётган чизиц узунлиги билан чунинг 
огирлик марказн чизиб утган айлана узунлиги купайт­
масига тенг» деган хулосага келди. Мазкур со^ада у 
И. Кеплер ва Б. Кавальери рояларини рад этар эди. 
Узининг «Огирлик марказн хакида» (1635—43) номли 
асосий ишида айланма жисмлар сиртлари ва ^ажмла- 
рини ани^лашда ^адимги юнон математиги П а п п  (III 
асрнинг иккинчи' ярми) ишларида исботсиз берилган 
теоремалардан фойдаланди. Бу теоремалар х'озирда 
Гюльден теоремалари деб аталади.

Чексиз кпчиклар ^исобининг шаклланишида немис 
астрономи ва математиги И о г а н н  К е п л е р  (1572— 
1630) ишларини хам таъкидлаб утиш лозим. У 1609 
йилда ёзилган «Янги астрономия» асарида чексиз ки- 
чиклардан фойдаланади, лекин уз ро'яларининг изчил 
баёнини 1615 йилда чоп этилган «Вино бочкалари сте- 
реометрияси» номли асарида берди. Гарчанд бу асар 
^аддан ташкари амалий, лекин тасодифий сабаб билан 
ёзилган булса хам у квадратуралар ва кубатуралар ма- 
саласига ёндошишда уз вацтида янгича рояни илгари 
сурди, яъни ясси шакл сони чексиз булган чексиз кичик 
элементларга ёйилиб, шу элементларнинг узндан (зарур 
б$'лганда деформация ^илиниб) юзи маълум булган 
шакл тузи л а ди (жисмлар учун хам шу сиигари иш ку- 
рилади). Бочкаларнинг .\ажмини аницлашнинг жуда 
1̂ изи^ усулини таклиф этди, уни айланма жисмлар 
Хажмларини ани^лаш умумий масаласи учун’ ^уллади. 
Архимеднинг ишларидан маълум булган булинмаслар 
усули роясидан фойдаланиб, китобнинг «Архимедга ило- 
ва» булимида 92 та айланма жисм хажмларини хисоб- 
лаб'чи^ди. . .

Куриниб турибдики, XVII аср математиклари чексиз 
кичиклар та.ушлини яратишда катта юту^ларни цулга 
киритдилар. Лекин бу ишларнинг дастлабки асослари- 
ни ю н о н ‘математиги А р х и м е д  (милод, авв. III аср) 
пшлаб ч и д а н  эди. У узининг Э р а т о с ф е н  (тахминан 
милод. авв. 276— 194 йиллар)га  юборган «Мактуб»ида 
(у бизгача етиб келган, унинг русча таржимаси ’бор) 
цулга киритган илмий натижаларни узига хос*усул ёр- 
дамида эришганини ёзади; таш^аридан Караганда бу 
ерда ричагнинг мувозанатда булиш назарияси цулланил- 
гандек туюлади, лекин бунда шаклларнинг чизи^лар- 
дан, жисмларнинг эса текисликлардан барпо булиш р о я -
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си илгари сурилган. «Мактуб» XVII йср математиклари- 
га маълум эмас эди, унинг матни асримиз бошида тасо-* 
дифан топилиб ^олди. Архимеднинг илмий натижала- 
рини унинг са^л.аниб долган бошца асарларига асосла- 
нибгина тушуниб олйш м ум ки.н. Айрим илмий ишлари- 
да тескарисидан исботлаш вацтида Архимед ясси шакл-Ц 
ни (ёки жиомни) элементларга ажратиш усулидан фой- 
даланган, лекин бу элементларнинг сони ва ^ар бири- 
нинг ^алинлиги чекли булган. Бунда у ички чизилган ва 
ташци чизилган погонали шакллар (жиомлар) ни тад- 
^иц ^илган эди.

Француз математиги П ь е р  Ф е р м а  (1601— 1665) 
хатларида Кавальери томонидан эришил-ган умумий на- 
тижани ундан бирмунча олдин топганлигини'таъкидла- 
ган. Француз математиги, физиги ва файласуфи Б л е з 
П а с к а л ь (1623— 1662) ва инглиз олими Ж  о н В а л- 
л и с л а р ^ам арифметик мулохазаларга асосланиб, ин- 
тегрални ^исоблаш ишини кетма-кет натурал сонлар- 
нинг я-даражалари йигиндисини текшириш билан бог- 

у ланган ^олда олиб борар эдилар.
Ани^ интегралнинг ,%озирги замон тушунчасига ^ам- 

мадан кура Паскаль якин эди ва унинг куч-^удратини 
баён цилган эди. Буига Паскалнинг цйклоидага богли^ 
масалаларни, турли юзларни, ^ажмларни, ёйлар узун- 
лигини хисоблаш масалаларини ^ал этганлигини мисол 
цилиб келтириш мумкин. Улар «А. Деттонвилнинг гео- 
метриядаги турли кашфиётлар» номли китобида келти- 
рилган.

Дифференциал ^исоб буйича ишларни бошлаб берган 
олимлардан бири Ф е р м а  б^либ, у ушбу икки масала: 
энг катта ва эиг кичик цийматларни ТОпиш, уринмалар 
;утказиш билан шугулланган. Ферма бу масалаларни 
ечишда инфинитезимал характердаги усулларни ишлат- 
ган. Бу* масалалар ечимлари 1679 йилда (унинг вафо- 
тидан кейин) чоп этилган «Энг катта ва энг кичик ^ий- 
матларни топиш усули» номли ишида баён цилинган.

Энг катта ва энг кичик кийматларни топншнннг «Фер­
ма цоидаси» функционал белгилашларда куйидагича ку- 

' ринишни олади: /(А) ифодани энг катта ёки энг кичик 
^ийматга эриштирувчи А  мицдорни топиш учун Ферма 
дастлаб цуйидаги та^рибий тенгликларни ^арайди:

Ц А + Е )  = / ( Л )  ёки / (Л  +  £ )  — /(Л )  = 0 .
Буии Е  га булиб, 1
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Г ( Л ± Е ) - Г ( А )  п

2Г “ ^ и
тенглик хосил ^илади. Тенгликдан Е  ни уз ичига олиб 
турган ,\адларни йу^отади, яъни Е , - 0 деб фараз ^илади.
У ^олда

г  НА  +  •£ )—  У(АуI =  О

; [ , ----------------------------------Ч --------------------------------1  £  =  0

хосил булади, бу эса бизнинг белгилашларимизда 
1 ' ( А ) =  0, бундан излангаи А топил.ади. Е  мицдор бу му- 
ло^аЗаларда эркл.и узгарувчининг жуда ^ам кичик орт- 
тир маси.ролини уйнайДи.

Эгри чизикларга уринмалар утказиш масаласини ^ам 
шу усул билан ечиш мумкинлигини курсатиб, у А ор^а- 
ли уринма остини ва Е билан- унинг орттирмасини бел- 
гилайди, эгр.и чизиК тенгламасидан фойдаланиб, та^ри- 
бий тенглик тузади ва ю^оридаги каби амалларни ба- 
жаради, натижада А ни ани^лаш тенглигини ^осил ци- 
лади.

Мазкур икки масалани ^ал этишда боцща олимлар 
Ферма коидаларини такомиллаштирдилар ёки улар- 
иинг цулланиш со^аларини кенгайтирдилар. Масалан, 
И. Б а р р о у  узининг «Оптика ва геометрия буйича 
лекциялар» асарида уринмалар утказиш усулини тако- 
миллаштириб, кичиклиги юцори тартибли болтан ,\ад- 
лардан воз кечиш принципини баён этадй. Р. Декарт 
эса эгри чизикларга уринмалар утказишнинг умумий 
усулини яратди. У уринмани эгри чизиэда утказилган ва 
икки кесишиш ну^таси бирлашиб кетган кесувчи сифа- 
тида царайди. Декарт кесишиш нуцталарини топишни 
алгебраик тенгламаларни ечишга келтирганлиги ту- 
.файли, алгебраик тенгламанинг илдизлари цайси шарт- 
ларда бирлашншини текшириш етарли эди. Шундай ци- 
либ, хар цандай алгебраик чизикларга уринмалар ут­
казиш мумкин, лекин трансцендент (лотинча трансцен- 
.денс — чегарадан чи^увчи маъносини беради) чизицлар- 
га алгебраик усулларни ^уллаш мумкин эмас эди. Бун- 
дай х%олларда уринма ва тезликларни топиш учуй кине- 
матик муло^азалардан фойдаланилган, яъни агар нуц- 
та ^аракати иккита ^аракатга ажралса, у долда бу ту- 
зилган ^аракатлардаги унинг оний тезликларини топиш 
етарли. сунгра уларни параллелограмм коидасига куря 
ф и : . -* '  мушКин. Бунда ^аракат илгариланма ва айлан- 
ма ^аракатларга ажралади. Бу гояни ривожлантириш-
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д а  ф р а н ц у з  м атем атиги  Ж и л ь  П е р с о н н  Р о б е р -  
в а л ь  (1)602— 1675) ва и тал ьян  физиги ва м атем ати ги  
Э в а н ж е л и с т а  Т  о.р р и ч е л  л  и . (1608— 1647) ил- 
мий и ш л а р  олиб бордилар .

Б арроун й нг  ю ц орида  э с л а б  утилган  китобининг унин- 
чи ва ун биринчи л е к ц и я л а р и д а  геометрик ш а к л д а  би- 
ринчи м ар та  д и ф ф ер ен ц и ал  ва  интеграл  ^исобнинг икки- 
т а  асосий м а с а л а с и — эгри ч и з и ^ а  ури нм а .  у т к а з и ш  ва  
эгри чизи^  к в а д р а т у р а с и  бир-бирига  бевосита к а р а м а -  
ц арш и  м а с а л а  с и ф ати д а  т^уйилган. Буни ^озирги  белги- 
л а ш л а р д а  цуйидагича  баён  этиш  мумкин:

X
агар  у  =  ( г й х  булса, у  холда =  г; 

о
X

агар  г  — ^  булса, у  ^олда ^ гс1х — у (х)  = 0  деб фараз
- : " . '  6 

килиб, у = 0  ни назарда тутилади.

XVII аср м обайн ида  «чексиз кичи клар  а н ал и зи »  со- 
х а с и д а  энг куп н а т и ж а л а р  интеграл  хисоб буйича эри- 
ш и лди ,  яъни  к в а д р а т у р а л а р ,  к у б а т у р а л а р ,  ёйларни  тут- 
р и л а ш ,  сиртларни нг  ю злари н и  хис° б л а ш  ва  о ги р л и к  
м а р к а з л а р и н и  а н и ц л а ш га  дойр куп аниц н а т и ж а л а р  х а м- 
д а  ул ар  ораси даги  б о глан и ш  хам  топилди. ^ а т о р  сод- 
д а  и н тегр а л л ар  купинча геометрик  усулда ,  б а ъ з а н  а р и ф ­
м етик  усулда  (Ф ерм а, В аллис ,  П а с к а л ь )  х и соблаб  чи- 
^илди ; бир ту р д аги  и н тегр а лл ар н и  боин^а ту р д а ги  ин- 
т е г р а л л а р г а  алм аш ти рувч и  турли-тум ан  м у н о с а б а т л а р  
топилди  (Ф ерма, П а с к а л ь ,  Б а р р о у ) .  Д и ф ф е р е н ц и а л  хи- 
соб буйича эса  ю цоридаги  и кки та  м а с а л а  т а д ц и ^  ^и- 
лин ган  булса-да ,  м а с а л а л а р н и н г  асосида ётувчи асосий 
ту ш у н ч ала р н и  а ж р а т и б  олиш  -имконияти в у ж у д га  кел- 
м а г а н  эди. Янги ^исобга  зам ин  т а й ё р л а н га н  булса-да ,  
унинг асосий ту ш у н ч ал а р и н и  умумий к у рин иш да  ани^- 
л а ш  ва уларнинг  бир-бирига  ало^асин и  у р н ати ш  за р у р  
эди. Ш у н д ан  сунг си м волика  киритиб, ^и со б л аш  учун ал-  
горитмни я р а т и ш  к е р а к  эди. Б у  м у ам м о л а р н и  бир-бири- 
д а н  б ех аб ар  р а в и ш д а  инглиз м атем атиги  ва физиги 
И с а а к  Ньютон ва немис м атем атиги  ва  ф ай л асу ф и  
В и л ь г е л ь м  Г о т ф р и д  Л е й б н и ц  (1646— 1716) 
х а р  бири уз  йули б и л ан  ^ а л  этдилар .

Ньютон м ехан и ка  м а с а л а л а р и н и  ечиш да у з г а р м а с  
куч х аР а к а т л а н а ё т г а н . н уцтага  у з г а р м а с  т е зл а н и ш  бе-
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риш ини топди. Б у н д а н  эса  хаРа^атлана т̂ган нуцтага  
таъсир  этувчи куч ва  тезланиш ни нг  пропорционал  бог- 
л а н и ш д а  эканлигини  ан иц лади .  Ш унинг  учун берилган  
таъ с и р  этувчи ку ч лар  о р х ал и  тезлан и ш н и  топиш  мум- 
кин, суигра те зл а н и ш д а н  тезликни  х а м д а  нухтанинг хар  
бир вакт  моментидаги  холатини  топиш имконияти  ву- 
ж у д г а  келади.

Тезлик, нухта  коорди натаси  — узгарувчи  м ихд о р л ар  
булганлигнни хисобга  олиб, Н ью тон бу  м а с а л а н и  умум- 
лаш тирди .  Ш унинг  учун у узининг « Ф л ю к с и я л а р  ва чек­
сиз цаторлар  усули» (бу асар  1671 й илда  ёзилган  бул- 
са  ^ а м  унинг ваф о ти д а н  кейин 1736 й и л да  н аш р  ^илин- 
г а ^ )  асар и д а  в ах т  утиш и билан  узгарувчи  м ихдорларни  
ф л ю э н т а л а р  (яъни «охувчи», «узгар ади ган » )  деб  атай- 
ди  ва лотин алиф ббсинилг охирги х а р ф л а р и  и, у, г, х  л а р  
б и л ан  белгилади. Ф лю энтан инг  х аР бир в ах т  моменти-

д а  оний тезлигини эса  ф лю кси я  деб  атад и  ва и, у,  г, х  
каби  белгилади , бунда ф лю ксия  ф лю энтани нг  вахт  бу- 
йича хосиласидир.

Ньютон д а с т л а б  хуйидаги  муам м они  ечиш га х а Ра кат  
Хилади: ф л ю эн та л а р  о р аси даги  берилган  м уносабатдан  
улар н и н г  ф л ю к си яла р и  ораси даги  м уносабатни  келти- 
риб чихарилсин. У бу м а с а л а н и  ф а ц а т  а л г е б р а и к  тенг- 
л а м а л а р г а  нисбатан  ечдй. Б у н д а  .у чегарасиз  кичик мих* 
дорни киритади (бу михдор ноль 'б у л м а с д а н ,  б ал к и  
вахтнинг « акту ал »  чексиз кичик о р т т и р м а с и д и р ) . У ш а 
з а м о н д а  ва к е й и н ч а л и к 'х а м  анча в а х т га ч а  чексиз ёки 
ч егар ас и з  кичик михдор д е га н д а  купинча ош кор равиш - 
д а  ай тм асд ан  туриб , нолга  тенг б улм аган  ва айни вахт- 
д а  хаР ХанДа й чекли м ихдордан  (абсолю т) кичик б^л- 
ган  статик, яъни  у зга р м а й д и га н  михдор ту ш у н и л ар  эди. 
«А ктуал»  чёксиз кичик михдор х а ^ иДаги бу туш унча 
сон ва ф азо  х а НиДаги  концепциямизга  зи д  эди ва хахи- 
Хатга турри к е л м а с  эди. Э н ди ли кда  унга «потенциал» 
чексиз кичик туш унчаси, яъни  узининг узгар и ш  ж а р а ё -  
нидагина  исталган  чекли михдордан  (абсолю т)  кичик 
б у л а  о л а д и га н  узгарувчи  михдор х а Ра м а ‘^ а Рши хуйи- 
лади*.

К ейинчалик  у иккинчи ва юхори тар ти б л и  флюксия* 
л а р  туш у н ч алар и н и  киритди. Ньютон ф л ю к с и я л а р  х и_ 
собини та тб и х  этиб, м ихдо р л ар н и н г  энг к а т т а  ва энг к и ­
чик  х и й м атл ар и н и  а н и х л а ш д а  т у х таш  принципидан  
ф о й д а л а н а д и :  ^«Агар бирор михдор юз бериш и мумкин
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булган барча мицдорлар ичида энг каттаси ёки энгки-- 
чиги бфлса, бу моментда у на олдинга ва на opeara  
о^ади»! Бундан у флюксияни топгач, уни нолга тенг- 
лаштириш керак, деган Цоидани келтириб чи^аради.

Ньютон биринчи асосий муаммога тескари масалани 
з$ам ^арайди: таркибида флюксиялар булган тенглама 
буйича флюэнталар орасидаги богланиш топилсин. Бу 
масала оддий дифференциал тенгламани интеграллаш 
масаласидан иборат булиб, флюэнтани унинг флюксия- 
си буйича топиш, бош цача. айтганда, бошлангич функ­
ция топишга Караганда умуми-йроц ва ^ийиндир. Уму; 
мий масалани Ньютон чексиз ^аторлар ёрдамида з^ал 
цилади. Бошлангич функцияни топиш масаласини у гео­
метрия тилида ифодалаб — эгри чизи^ квадратураси 
сифатида ^арайди. Бунда цуйидаги муз^им теоремага 
таянилади: узгарувчи юздан абсцисса буйича олинган 
косила ордината булади, демак, юзнинг узи ордината 
учун бошлангич функция булиб хизмат килади.

1686— 1687 йилларда босилиб чиэдан Ньютоннинг 
«Натурал фалсафанинг математик негизлари»да ме­
ханика, осмон механикасига асос солинган булса-да, 
«биринчи ва охирги нисбатлар» булимида икки ми^дор- 
нинг лимит нисбатлари урганилади. Бунда «вужудга ке- 
лаётган», «йуцолиб бораётган» (чексиз кичик мицдор- 
лар) нисбатлари к^риб утилади. Ньютон фикрича, уз­
гарувчи мицдор узининг лимитига эришиб, бу лимит 
миадор учун охирги («илк») циймат булади. Ньютон­
нинг лимитлар назарияси геометрик мазмундаги ^н бир 
леммадан иборат булиб, уларда у «актуал» чексиз ки­
чик тушунчаси Урнига «потенциал» чексиз кичик ми^- 
дорлар, улар йигиндилари ва нисбатларнинг лимитла- 
ри тушунчаларини киритди.

Лейбниц з^ам Ньютон билан бир ва^тда бу масала- 
лар билан шугулланди. Унинг бу соз^а буйича муз^им 
хизматлйридан бири номлар ва белгилашлар мажмуа- 
сини ишлаб чиц^анлигидир, чунки зарур . символика- 
нинг йу^лиги фан ривожига тусиц булади. Лейбницнинг 
дифференциал ва интеграл з^исобидаги белгилашлари 
шундай уйлаб топилган ва адглаики, ишнинг моз^иятига 
шундай мос келар эдики, эрзирда з^ам улар муз^им уз- 
гаришларсиз кенг ^лл ан и л м о ^да .

Лейбницнинг чексиз к и ч и к  ми^дорлар з^исобига ба^ 
гишланган илк ма^оласи 1684 йилда «На каср, на ирра- 
ционал мицдорлар т^с^инлик 1̂ ила оладиган энг катта
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ва энг кичик цийматлар *амда уринмаларнинг янги усу- 
ли ва унинг учун узига хос з^исоб» номи билан босма- 
дан чицди . Бу ма^олада биринчи марта, дифференциал 
(лотинча differentia — айирма) сузи цулланилади. Бу 
тушунча геометрик жиз^атдан аницланиб (дифференци- 
алнинг геометрик маъноси), узгармас ми^дорни, йигин- 
дини, айирмани, купайтмани, даражани, илдизни диф- 
ференциаллашга оид булган «з^исоблаш - цоидалари»ни 
келтиради. Шундай цилиб, Ньютон тезликни илк ту­
шунча деб ^араган булса, Лейбниц учун бошлангич ту­
шунча бу ерда уринма тушунчаси булиб чи^ади..

Лейбниц дифференциаллаш формулаларини топиш- 
да дифференциалларни чексиз кичик деб з^исобласа-да, 
уни изоз^ламади, лекин шундай шарт асосида

(и  Ч- du){v +  dv)  — u v  =  udv vdu  +  dudv  
тенгликдан

d ( u v ) = u d v + vdu
муносабатни келтириб чицарди. Мана шундай алгоритм- 
ни уринмалар утказишга, максимум ва минимумларни 
топиШга, функциянинг боти^лик ва цаварицлигини тек- 
ширишга, эгрнликни ани^лашга ва к. ларга татби^

dx
этди. Лейбниц з^исоби буйича v оний тезлик v0K =
формула билан ани^ланади. Уринмаларни утказншда, 
тезликларни з^исоблашда иккита дифференциал нисбати 
пайдо булди, у эса чексиз кичик эмас эди, буни берил- 
ган функциядан з^осил ^илинган янги функция булгани 
учун з^осила дейилади, у ' ёки f ' (x)  деб белгиланди.

Интеграл з^исобга оид 1686 йилда нашр цнлинган 
Лейбницнинг «О глубокой геометрии и анализе неде­
лимых, а такж е бесконечных» асарида биринчи марта
интеграл I белгиси учрайди (кичик s з^арфи шаклида). 
У интегрални эгри чмзицли фигуранинг юзини асоси dx  
болтан чексиз ингичка туртбурчаклар юзлари йигинди- 
си сифатида царайди. )^ар бир бу тик эгри туртбурчак­
лар юзи f (x)dx  булгани учун бутун юз бундай ифода- 
ларнинг чексизтаси йигиндисига тенг. Бу чексиз кичик- 
ларнинг чексиз йигиндисини Лейбниц интеграл (лотин­
ч а — интегер — бутун сузидан олинган) деб атади ва
. J f(x)dx *
белгилаш кнритдн (J — ишора лотинча summa сузи 
биринчи з^арфининг бош^ача ёзилишидан иборат).
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Шундай цилиб, интеграл з^исобда Лейбниц учун асо- 
сий тушунча ролини «актуал» чексиз кичик булган турри 
туртбурчаклар ydx  нинг й и р и н д и с и  ^йнайди, Ньютонда 
эса асос бошланрич функциядир.

Француз математиги Ж а  н Л е р о н  Д а л а м б е р  
(1717— 1783) янги з^исобни асослаш учун биринчилар- 
дан булиб з^аракат цилди ва бунда Ньютоннинг бирин- 
чи ва охирги нисбатлар усулига таянди, уни лимитлар 
усули шаклида ривожлантирди: Дифференциал з^исоб- 
ни рациона'ллаштириб, лекин уни охиригача етказа ол- 
мади. К. Маркс «Математик цулёзмалар»ида Даламбер 
з^ацида гапириб, «дифференциал з^исобдан. мис1гик ли- 
босни олиб, Даламбер олдинга улкан ^адам ^уйди» деб 
ёзади.

Даламбер функция орттирмасининг аргумент орттир- 
масига иисбатининг лимити тушунчасини тезлик асосида 
баён этишга царши чицди, чунки тезликнинг уз з^ам те- 
кисмас з^аракатда худди шундай лимит билан ифодала- 
нади. У лимит тушунчасини ойдинлаштиришга харакат 
1̂ илди. Даламбер фикрича, «лимит з^еч ^ачон у лимити 
булиб з^исобланган мицдор билан устма-уст тушмайди 
ёки унга тенг булма.йди». Бу билан у узгарувчи ми^дор- 
нинг лимитга монотон интилишини кузда тутган эди. 
Даламбернинг лимит усули иккита ми^дор учинчиси 
учун лимит булса, улар тенг, купайтманинг лимити ли ­
митлар купайтмасига тенг булишига таянади, лекин 
бундай роялар у ва унинг ^маслакдошлари томонидан 
амалга оширилмай ^олди. Бу фикрлар кейинчалик ма­
тематик анализ ислоз^и учун асос булиб хизмат цилди.

Леонард Эйлер 1770 йилда ёзилган «Интеграл з^исоб» 
асарида (III том) дифференциал з^исобнинг асосий ту- 
шунчаси з^осила эканлигини айтади, яъни функция йу- 
колиб борувчи кичик орттирмасининг аргумент йу^о- 
либ борувчи кичик орхтирмасига нисбати

у'(х) =  ^  dx
деб фикр юритади. Куп муЛоз^азаларда Эйлер чексиз 
кичик микдорларни нолга тенг деб ^арайди. Шу билан 
бир пайтда,. иккита «ноль»нинг нисбати, яъни функция 
чексиз кичик орттирмасининг аргумент мос орттирмаси- 
га нисбати аницмас булмайди, дейди ва уларни турли 
символлар билан белгилашни таклиф этади, чунки улар 
турлича нисбатларга эга булиши мумкин. У з^ар бир му-
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ло^азани асослаш зарур деб з^исобламайди, лимитлар 
назариясини му^окама этмайди ва уни асосламайди, ле- 
кин чексиз кичиклар тартибини .%исобга олади. Бу 

усул — ^атъий исботлашлар мавжуд булмаган пайтда 
амалий ^уллаш ва хатога йул ^уймаслик хисобланади.

Эйлер интеграл, з^исобда баъзи функцияларни -инте- 
граллаш  усулларини топди: булар каср-рационал функ- 
цияларни оддий касрларга ажратиш усули; ах2+ Ь х+ с  
ифодани уз ичига олувчи интегрални айрим урнига 1̂у-

у»
йишлар усули билан ечиш, ) х т(а +  ' ) рй х  бинсмиал

дифференииални интеграллаш умумий усуллари.
Эйлернинг ишларини француз математиги Ж о з е ф  

Л у и  Л а г р а н ж  (1736— Г813) давом эттирди. У ма­
тематик анализнинг янги булими—вариацион з^исобни 
ривожлантиришда муз^им натижаларга эришди.

Янги з^исобни яратиш буйича маълум юту^ларга эри- 
шилган з^амда унинг к^плаб амалий масалалар ечишда- 
ги татбиклари топилган булса-да, унинг асосий тушун- 
чалари — дифференциал ва интеграл з^анузгача ани^мас 

¡булиб цолаётган эди. Шунингдек, агар дифференциал 
чексиз кичик ва нолдан фар^ли б^лса, иккита диффе­
ренциал купайтмасини ташлаб юбориш мумкиими? Чек- 
сиз кичикларнинг чексиз сондаги йигиндиси нимадан 
иборат? Агар улар нолга теиг б^лса, йигиндиси нолга 
тенг; агар улар нолдан фаркли булса, йигиндиси чексиз- 
т а  тенг булади. Умуман, чексиз кичикнинг ^зи нима? Бу 
каби саволлар жавобсиз эди.

Бу саволларга ижобий жавобни француз математиги 
О г ю с т е н  Л у и  К о ш и  (1789— 1857) топди. У асос 
^илиб чексиз. кичик дифференциални эмас, балки икки­
т а  дифференциал нисбати ^  ни, яъни функциянинг з о̂-
-силасини танлади. ^осилага у геометрик нуцтаи назар- 
д а н э м а с ,  балки лимит тушунчаси ну^таи назаридан 
каради. Худди .шундай, интегрални з^ам аниклади. У 
■чексиз кичик тушунчасини лимити нолга тенг мицдор 
.деб тушунди. Коши бу илмий ишларини «Анализ кур- 
си» (1821), «Чексиз кичикларни з^исоблаш буйича маъ- 
рузалар резюмеси» (1823) з^амда «Анализнинг геомет- 
рияга татбицлари буйича-маърузалар» (1826—28) каби 
асарларида баён этган.

Немис математиги К а р л  Т е о д о р  В и л ь ­
г е л ь м  В е й е р ш т р а с с  ( Г815— 1897) математик ана-
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г
лизни мантилий асослашда $зй яратган сонлар

’ назариясига асосланди. Шунингдек,- у лимит нуцталар 
з^ацидаги таълимотни ривожлантирди.

Коши ва Вейерштрасс ишларидан сунг математика^- 
да дифференциал тушунчаси уз жойини топди. Агар 
у=] {х )  функция ^осилага эга булса, унинг орттирмаси- 
ни А«/= / '  (л:) Ах + аАх  шаклда ёзишмумкин (Длг-Ю.а -Ю ) .  
{ ' ( х ) А х — функция дифференциали дейилади. Лейбниц 
давридаги каби Адгурнига с1х деб ёзиб, с1у=}' (х)с!х тенг-
лик, бундан эса / '  (л:) =  ~  куринишдаги тенглик то-
пилди.

■Х,озирги пайтда дифференциал ва интеграл ^исоб ма­
тематика ни иг энг му\им' усулларидан бири булиб, мате- 
матик-анинг турли со^аларини ривожлантириш учун асос 
булиб. хизмат ^илмо^да.

ЭХТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИ ТАРИХЙ

Ажаб, уйинларни урганиш дан  
бошлйнган фан инсон билими- 
нинг мухим со\аси даражаси- 
гача кутарилди.

П. Л аплас

Э\гимоллйр казарияси цуйидаги масалаларни ечиш- 
да  ривожлана борди:

1. Бир нечта ^йии сок^асини ташлаганда ту шиши 
мумкин булган турли д о л л ар  сонини хисоблаш.

2. Уйиннинг ярми тугаганда юту^нинг уйинчилар ора- 
«и да  тацсимланиши.

«у 41 а соэдани ташлаганда мумкин булган доллар 
сонини Р и ч а р д о  д е  Ф о р  н и  в а л ь  (1200— 1250) 
^исоблашга ^аракат цилган. У бундай доллар 56 т а  
эканлигини курсатади, учта со^цани ташлаганда 
тенг имкониятли доллар жами сони эса 6-1 +  
+ 3 0 - 3  +  20-6 =  216 га тенг эканлигини топди. У учала 
со^цада тушган очколар йигиндисининг хосил . булиши 
мумкин булГан усулларл сони хисобланган жадвални 
тузади.

Уйгониш даврининг биринчи математика китоблари- 
даи бири итальян математиги ва диндори Л у к а  Г1 а- 
ч о  л и (1445— 1514) томонидан ёзилган «Арифметика,
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геометрия, нисбатлар ва пропорционалликлар буйича 
билимлар йигиндиси» (1494) китоби з^исобланиб, унда 
«ажиб масалалар» булимида ^уйидаги масалалар кел- 
тирилган эди:

1. Компания т^п уйинида 60 очкогача уйнайди ва 22 
дукат  юту^ ^уяди. Баъзи бир з^олатларга асосан уйин 
охирига етмасдан тугатилди, бунда бир томон 50, иккин- 
чиси 30 очкога эга эди. Х,ар бир томон юту^нинг ^ан- 
ча цисмини рлиши керак?

2. Уч киши арбалет (пистолет)дан уц отишда му- 
соба^алашяпти. Ким биринчи булиб 6 марта энг яхши 
нишонга теккизса, ютади. Ютуц 10 дукат. Биринчиси 4 
та, иккинчиси 3 та ва учинчиси 2 та энг яхши натижага«г

эришганда отишни т^хтатдилар ва ютуцни адолатли 
тацсимлашга царор цилдилар. ^ а р  бирининг улуши цан- 
дай?

Пачоли таклиф этган ечим куп ба^сга ‘сабаб булди, 
чунки у хато з^исобланган эди. У биринчи масалада 
ечимни цуйидагича топди: I уйинчи ютуцнинг 5/8 1̂ ис- 
мини, И уйинчи 3/8 ^исмини олиши кер"ак, икинчи м а­
салада эса биринчиси 4 ва- 4/9 дукат, иккинчиси 3 ва 
3/9 дукат, учинчиси эса 2 ва 2/9 дукат олиши керак, деб 
топди.

Итальян математиги Ж и р о л а м о  К а р д а н о  
(1501— 1575) «Соцца уйин з^ацида китоб» кулёзмасида 
(1526 йил, сунгра 1563 йилда босилиб чнэдан) уйин 
со^калари ташланганда уларда -у ёки бу сондаги очко- 
л а р  сонининг чи^ишига багишланган к^плаб масалалар 
ечилган. У иккита ва учта с о ^ а н и  ташлаганда тушиши 
мумкин булган доллар сонини т$/гри з^исобланади. Масат 
лан, иккита с о ^ а н и  ташлаш х,а^ида цуйидаги мулохаза- 
ни юритади: «Иккита со1̂ а н и  ташлаганда'иккита бир хил 
сон 6 та з^олда ва турли сондаги очколар тушиши 15 та 
з^олда булиши мумкин, яъни бунда иккиланган з^оллар- 
ни ^ушиб з^исоблаганда 30 та з^ол. Демак, з^амма мум­
кин булган доллар 36 та». Иккиланган зсоллар сифати- 
д а  иккита сокдада очколар урин алмашиши билан з̂ о- 
сил булган з^олларни тушунади. У з е̂ч булмаганда бит- 
та соц^ада маълум сондаги очколар чициши мумкин 
булган з^олларни 11 та эканлигини топди. Бу з^олларни 
топишда эз^тимолнинг классик таърифидан — нисбатдан 
фойдаланди, бунда у 1/6 — бир со^цани ташлаганда бе- 
рилган сондаги очколар чикиш эз^тимоли, 11/36 — з е̂ч 
булмаганда битта сокдада берилган сондаги очколар.чи-



киш эхтимолинн топди. Ленин у эхтимол тушунчасиг* 
я^ин келса-да, имкон берувчи доллар сонининг б ар ч а  
мумкин булган доллар сонига нисбатига эътибор б ер -  
май, балки факат мумкин булган доллар сонини с а -  
нашга харакат цилди.

Итальян математиги Н и к к о л о  Т а р т а л ь ж  
(1500— 1557) «Улчов ва сон ^а^ида рисолА» (1556) а с а -  
рида Пачолининг биринчи масаласи учун (узгартирил- 
ган шарт билан) ^уйидаги ечимни таклиф этди: 10 очкр- 
туплаган биринчи уйинчи биринчидан буТун ютукнинг 
ярмини иккинчидан, бутун ютуцнинг (10—6)/60 цисми*- 
ни ски 22/6 дукат, яъни ^аммаси булиб 14 ва 2/3 дукат{ 
иккинчиси эса 7 ва 1/3 дукат олиши керак. Бу ечим хаш 
хато эди.

Г а л и л е о  Г а л и л  е й  н и н г (1564— 1642) «Со^-; 
ца уйинда очколар чиЦиши ^а^ида» (1718йилда босили(> 
чиркан) китоби учта соцкани ташлаганда тушиши мум­
кин булган доллар сонини ^исоблашга багишланган.-, 
Мумкин фулган доллар сони |6 ни (бир со^цани таш ла­
ганда тушиши мумкин булган доллар сони) учинчи да- 
раждга кутардн ва 63= 2 1 6  ни топди. У яна со^цаларда 
тушган очколар йигиндиси у ёки бу ^ийматга эга 'бу -  
лй.шинн хосил цилиш учун зарур усуллар сонини >̂ и- 
соблади.

Э.\тимоллар иазармяси француз математнклари 
Б л е з  П а с к а л ь  (1623— 1662) ва П ь е р  Ф е р м а  
(1601— 1665) ёзишмаларида вужудга келди, деб >;исоб- 
лаш  мумкин. Бу ёзишмалардан Паскалнинг учта хати 
(29 июль, 24 август ва 27 октябрь, 1654 йил) ва Ферт 
манинг туртта хати (куки ёзилмаган хат, 9 август, 2 9 ’ 
август, 25 сентябрь, 1654 йил) са^ланиб цолган.

.Паскаль ва Ферма хатларида эхтимол тушунчасн 
йук ва уларнинг иккаласи >*ам ходисанинг руи бериши 
учун имкониятлар сонини цараш билан чегараланган- 
лар. Биринчи булиб улар юту^ни тацсимлаш ^ацидаги 
масалани тугри хал ^илдилар.

Паскалнинг э.угимоллар назарияси масалаларига ^и-  
'зи^ишига француз ^ироли саройи хизматчиси III е- 
в а  л ь е  д е  М е р е  (1607— 1648) билан учрашувлари 
ва су^батлари сабаб буйган. Мере фалсафа, адабиёг  
з^амда 1̂ имор уйинлари ишкибози булиб Паскалга цуйи- 
даги  саволларни беради:

1. Иккита соэдани ташлаганда ?$еч булмаганда бир 
марта иккита олтилик чи^ишига имкон берувчи доллар
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сони кандай таш лаш да иккита олтйлик бир ва^т- 
нинг узида чикмаслик холлари сонидан катта булиши 
учун б\- соц^аларни неча марта ташлаш керак?

2. Ютуц чи^цан зарур очколарни тупламасдан уйин- 
ни тухтатгапларида уйинчилар уртасида ютуцни ^андай 
таксимлаш керак?

Паскаль биринчи уйинчи икки партияни ютиб, иккин- 
чисн битта з^ам партияни ютмаган з^амда биринчи уйин­
чи бит-та партия ютгани. иккинчиси бирорта ютмаган 
долларни куриб чикди. Биринчи холда биринчи уйинчи 
56, иккинчиси 6  пистоль, иккинчи холда юту^лар мос 
равишда 44 ва 20 пистоль булиши кераклигини курсат- 
ди. Ферма эса бош^а муло^аза юритиб, иккй уйинчи ора- 
сидаги ютуц 11 нинг 5 га нисбати каби та^симланиши 
керак, деб хулоса чицарди. У сунгра уч уйинчи булган 
холда з^ам ютуцни булиш масаласини худди шундай 
мулохазалар орцали ечиш мумкинлигини курсатди. Гол­
л а н д  математиги Х р и с т и а н  Г ю й г е н с  (1629— 
1695) «Математик этюдлар» (1656) китобига ёзилган 
цушимчаларда 14 та муло.з^аза берган булиб, биринчи 
учтаси асосий принципларни уз  ичига олади, 4—9-муло- 
-з^азалар ютуцни булиш масаласига багишланган, 10— 
14-мулоз^азаларда соэдаларни ташлаш билан богли^ 

турли  масалаларни ечиш ^аралган. У яна юту^ни та^- 
симлаш да Паскалга ухшаш мулоз^азалар юритган. М а­
тематик кутилиш тушунчасига якин келган.

Умуман, Паскаль, Ферма ва Гюйгенс э\тимол ту- 
апунчасига я^инлашдилар, лекин имкон берувчи доллар 
сонининг барча мумкин булган холлар сонига нисбати- 
д а н  нари ута олмадилар. Б у XVII асрда р^ёбга чи^мас- 
д а н ,  балки XVIII асрда амалга оширилди. Эз^тимоллар 
назариясининг асосий тушунчаларини ривожлантириш- 
д а Ж о н  Г р а у н т  (11620— 1675) ва У и л ь я м  П е т ­
т и  (1623— 1687) нинг демография буйича тад^ицотла- 
р и  мух.им аз^амиятга эга б^лди. Бу ишлар билан яна 
машхур инглиз астрономи Э д м у н д  Г а л л е й  (1656— 
1742) з^ам шугулланиб, хаётнинг давом этиш эз^тимоли 

тушунчасини киритди. Унинг з^исобларида цушиш ва 
купайтириш теоремалари . асосида ётувчи принциплар, 
катта  сонлар ^онунига я^ин муло-хазалар ишлатилган.

Я к о б  Б е р н у л л и н и н г  «Фаразлар санъати» 
(1713) асарида мукаммал б^лмаса-да эз^тимол тушунча- 
си киритилган. Бу тушунчанинг Граунт ва Петтилар- 
частота тушунчаси з^амда айрим з^одисалар частоталари-
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нинг туррун б^лиши каби хулосалари билан узаро му- 
вофи^лиги аницланди.

Бернулли уз асарида э^тимолнинг икки: классик ва 
статистик таърифларини баён этган. Гарчи улар ани^ 
ифодаланмаган булса-да, муз^ими улар киритилди ва 
^улланилди. Бунда тасодифий зфдисанинг э^тимоли
О ва 1 орасида жойлашган сан сифатида царалди, му- 
царрар зфдисага мумкин булган энг катта эз^тимол Ций- 
мати 1, мумкин булмаган з^одйсага эса энг кам.— 0 ций- 
мати мос ^илинди. Э.угимол икки хил усулда топилииж' 
мумкинлиги курсатилди: з^одисани руёбга чи^арувчи 
тенг имкониятли доллар ва барча мумкин булган холлар 
нисбатини топиш; куп сондаги бир-бирига боглиц бул­
маган синовларни утказиб, з^одиса частотасини з^исоб- 
лаш. Бернулли уз асарини куп йиллар — 20 йилча уй- 
лаб  юрди, аммо у факатгина 1713'йилда (муаллиф ва- 
фотидан 8 йилдан кейин) чоп этилди.. Ле^ин шундай 
булса-да, ^улёзма з^олида бу асар купчиликка маълум 
эди ва фойдаланиб келинди. Масалан, француз матема- 
тиги П ь е р  М о н м о р  (1678— 1719) ва инглиз мате­
м а т и к  А б р а х а м  д е  М у а в р  (И667— 1754) з а̂м. 
Бернуллининг таърифини цабул цилишди ва масалалар 
ечишга татби^ этдилар. Муавр цуйидагича мисол кел- 
тиради: «Агар ^андайдир ходиса 3 та руёбга чицарув- 
чи ва 2 та руёбга чи^армайдиган имкониятга эга булса, 
3/5 каср ифода унинг руй бериш эз^тимолини курсатади 
ва унинг улчови сифатида .царалиши мумкин».

Француз табиатшуноси Ж  о р ж  Л у и  Л  е к л е р к  
Б ю ф ф о н  (1707— 1788) чизи^лар билан булакларга 
ажратилган текисликка игнани ташлаш масаласини 
таклиф этди ба унинг ечимини баён этди. Шундай бул­
са-да, унга ^адар геометрик эз^тимолни топиш масала- 
си 1692 йилда X. Гюйгенснинг «1^имор уйинларидаги 
з^исоблар хасида» асарини инглизчага таржима ^и- 
лишда инглиз математиги Ж о н  А р б у т н о т  (1667— 
1735) нинг ^ушимчаларида учрайди: текисликка ^ир- 
ралари а, Ь ва с булган параллелепипед ташлаган. П а­
раллелепипед аЬ ёги бидан ^андай частотада тушиши 
мумкин? Унинг узи бу масалани ечмаган. Фа^ат инглиз 
математиги Т о м а с С и м п с о н  (1710— 1761) «Табиаг 
ва тасодиф ^онунлари» (1740) асарида бу масалани еч- 
ган. Унда геометрик э^тимол-з^одисани руёбга чи^арув- 
чи доллар туплаМи улчовининг барча мумкин булган 
доллар туплами улчовига нисбати каби тушунилади.
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Бюффон икки марта геометрик э^тимол т^ррисидаиш 
эълон цилдй. 1733 иилда «Франк-карро уйини ^а^ида 
мемуар» асарида «геометрик э.угимол эдтимоллар наза- 
рняси со.\асида восита сифатида ишлатилиши мумкин- 
лиги курсатилган». Франк-карро .уйини: полга бир хил 
т а к л л а р  чизилган, унга диаметри 2г булиб, шакл- 
нинг .чар бир гомонцдан кичик ва шакл ичига тула 
жойлашувчи танга ташланади. Тасодифий ташланган 
танга шаклнинг бир ёки икки томонини кесиб утиш
э.хтимоли топилсин.

Бюффондан кейин геометрик э.%тимоллар Уцув кул- 
ланмаларига киритилди. Масалан, француз математиги 
П ь е р  С и м о н  Л а п л а с  (1749— 1827) нинг «Эз^- 
тимолларнинг аналитик назарияси», рус математиги 
В и к т о р  Я к о в л е в и ч  Б у н я к о в с к и й  (1804— 
1889) нинг «Эз^тимоллар математик назарияси асослари» 
(1846), шулар жумласидандир. .

Француз математиги Г а б р и е л ь  Л а м е  (1795— 
1870) игна маркази тасодифан эллипс ёки мунтазам 
купбурчак марказига ташланган зфлни куриб чи^ди. 
Инглиз математиги Ж е й м с  Ж о з е ф  С и л ь в е с т р  
(1814— 1897) эса т^ртта нуцта з^ацидаги масалани еч- 

д и : .^ а в а р и ^  соз^а ичида тасодифан туртта ну^та олин- 
г а н . Б у  ну^таларни учлари сифатида олиб, цавари^ 
т^ртбурчак ясаш э^тимоли нимага тенг?

Учрашув з^ацидаги масала биринчи марта Уайтворт- 
НТ1НГ «Танлаш ва имконият» (Лондон, 1886) асарида ба- 
ён килинган ва з^ал этилган: А ва В шахслар бир-бирига 
боглиц булмаган з^олда паркка цабулга борадилар. А 
шахе кундузи соат 3 ва 5 лар орасида, В  шахе соат 4 
ва 7 лар 'орасидаги  тасодифан танланган вацтда ца- 
булга боришади. )^ар бири ^абулда бир соат давомида 
булади. Улар цабулда з^еч булмаганда бир даци^а бир- 
га булишлиги э^тимоли нимага тенг? Излаиган эз^тимол 
1/3 га тенг.

Биринчи булиб эз^тимолларни цушиш теоремалари 
инглиз математиги Т о м а с  Б е й е с  (Байес) (1702— 
1761) нинг вафотидан сунг икки йил утгач, 1763 
йил 27 декабрда Лондон ^ироллик жамиятида у^иб 
эшиттирилган ишида учрайди. У боглиц булмаган з̂ о* 
дисаларда «зич булмаган» атамасидан фойдаланади.

Я. Бернулли ва Монмор эз^тимолларни купайтириш 
^оидаларидан фойдалансалар-да, уни ифодалай олма- 
ганлар. Э.угимолларни купайтириш теоремасини Муавр
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«Имкониятлар доктринаси» (1718) асарида баён этган: 
иккита боглиц додисанинг руй бериш э^тимоли бирор- 
тасининг руй бериш э^тимолини агар биринчиси руй 
берганда иккинчиси руй бериш э^тимолига купайтмаси- 
га  тенг. Бу цоидани бир неча додисал'ар учун з^ам умум- 
лаштириш мумкин. Куриниб турибдики, Муавр богли^ 
булмаган зфдисалар, янги шартли эз^тимол дамда эз$- 
тимолларни купайтириш тушунчаларини ифодалай ол- 
ган. Муаврнинг бу формуласи Бейесга маълум эди. Фа- 
^ат  Бейес Р(В/Л)  эхтимолни Р{ЛВ)  ва Р(А)  эз^тимол- 
лар  буйича з^исоблаш туррисидаги натижани ифодалай- 
ди. Аслиии олганда уиииг номига цуйилган тула эз^тимол- 
лик формуласи уида йуц эди. Бейес формуласи з^озирги 
куринишда Лапласнинг «Эз^тимоллар назарияси фал- 
сафаси тажрибаси» асарида келтирилгаи. X. Гюйгенс 
куйидаги масалани таклиф цилган эди: А  ва В  12 тан- 
гага эга, учта соеда билан куйидаги шартлар асосида 
уйнаяптилар: агар А 11 очко ташласа, у В га битта тан­
га, агар 14 очко ташласа, В А  га битта танга бериши ке- 
рак. К,айси уйинчи биринчи булиб барча тангаларни 
йириб олса, ю тган . з^исобланади. Бу масала билан 
Я. Бернулли, Монмор, Муавр ва Л аплас  шурулланди- 
лар. Кейинчалик бу масала цуйидагича ифодаланди: А 
ва  В  уйинчилар мос равишда a ва b франкка эга ва 
з^ар бир уйинда бири иккинчисидан бир франк ютиб ола- 
ди. А уйинчининг з^ар бир уйинда ютиш эз^тимоли р, В  
учун q — \— p. А уйинчининг (мос равишда В  уйинчи) 

.уйинни ютиш эз^тимоллари р а в арь нимага тенг?
Муавр цуйидагиларни топди (1711):

ri WP)a ~ 1 n ( P l t f - i
Уа (ч1я)а+в— г  Pb {p¡q)a+e— г

У, шунингдек, А уйинчининг (В  уйинчининг) п  уйинда 
ютиш эз^тимоллари р а,п (^6,„) ларни ани^лади. Монмор ' 
(1710) patr¡, pb,n p = q  булган з^олда бу формулаларни 
топди. Я. Бернулли а = Ь *=2\ол учун ва умумий холда 
масалани ечди.

Эз^тимоллар назариясининг кейинги ривожланишида' 
Я- Бернуллининг масалаларнинг фа^ат  аниц ечимлари- 
ни эмас, балки бирор параметрнинг асимптотикаларини 
х;ам 1̂ араш р о я с и  муз^им аз^амиятга эга булди. Бу соз^ада 
Бернулли катта сонлар ^онунини баён этди.
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Муавр (1733) эхтимоллар назариясинннг айрим масала-
к

ларини ечиш учун 2  Рп(т)  биноминал та^симот з^адларк
т = \  '*  .

йигиндисини п  нинг катта цийматларида з^исоблаш цийин- 
лигини таъкидлади. У асимптотик формула излади. Асосий- 
цийинчилик т\ ни баз{01аш эди: т\ =  В у  ¡п .е -т .т т ф0р -  
мула >,сс1л килди. Ь  узгармас ва бунда

1 п £ =  1— 1/12+ 1/360— 1/1260+1/1680— . . .  :
М у авр  тахминан В «2 ,5074  эканини топди, уни шотланд 
математиги Ж е й м с  С т и р л и н г  (1692— 1770)
топишни таклиф этди. Стирлинг 2 л ~ 2 , 506628 экан> 
лигини курсатди. Шундай цилиб, умуман катта еонлар> 
учун факториални тацрибий з^йсоблаш формуласи Стир­
линг номига ^олди, умуман ё Муавр формуласи ёки. 
Муавр-Стирлинг формуласи деб аталса тугри б^лали.. 
Б у  формулани 1$ л л а б ,  /?=<7= 0,5 булган холда (1 /2+  
+  1/ 2)а бином урта з^ади асимптотик 1 'У  2л прд  га тенг 
эканлигини курсатди, локал теоремаии исбот цилди,. 
с^нгра р Ф 0,5 %ол учун з^ам бу теоремани исбот ^илди.

Э^тимоллар назариясида тасодифий мицдор тушун- 
часи Пуассон томонидаи 1832 йилда «Кузатишлар урта- 
ча натиж алари  эх.тимоли тугрисида»' асарида баён ^и- 
лингаи. Унда тасодифий ми^дор атамаси йу^ булса-да 
«бирор нарса а ь а2, . . . ,  а п цийматларни мос равишда 
Ри р 2, • р п эз^тимоллар билан цабул ^илади, деб ёза- 
ди. Шунингдек, у узлуксиз тасодифий мицдорлар ва 
уларнинг зичлик та^симотларини цараган. Бу таъриф- 
лар  математик таъриф  эмас эди, у интуитив б^либ, хаё- 
тий ва илмий таж рибалар  асосидаги тавсиф эди. Унинг 
цатъий таърифи рус математиги А н д р е й  Н и к о л а ­
е в и ч  К о л м о г о р о в  (1903— 1987) томонидан «Э.\- 
тимоллар назариясининг асосий тушунчалари» китоби- 
д а  берилган.

Я. Бернуллининг кузатишлар сони ошиши билан А  
^одиса эз^тимоли билан унинг руй бериш частотаси ора- 
сидаги яцинлашиш з^а^идаги теоремани Пуассон томо­
нидан Г837 йилда умумлаштирилди з^амда «катта сон- 
лар  ^он^ни» атамаси киритилди.

Пуассон п  та таж риба кетма-кетлигини олиб, унда 
А  ходиса таж риба  тартиб рацамига богли^ равишда р{ 
эз^тимол билан руй бериши мумкинлигиви куриб чикиб, 
агар  \1 п А  з^одисанинг кетма*кет п  та  тажрибада руй
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беришлар сони булса, у ^олда ихтиёрий е ^ О  да  к;уйи- 
даги муносабат Гринли б^лишини топди:

асарида тасодифий ^одисалардан тасодифий мицдорлар- 
ни текширишга утди. ’ ' 7 . ..

Француз математиги Ф е л и к с  Э д у а р д  Ж ю с -  
т е н  Э м и л ь  Б о р - е л ь  (1871— 1956) р =  0,5 учун 
(1909 йил) Бернулли схемасига Караганда кучлиро^му- 

ло^азани исботлади. 1917 йилда эса йтальян математи­
ги К а п т е л  л и  бу муло^азани ихтиёрий р  учун тат- 
бик; этди:

(бу кучайтирилган катта сонлар цонуни деб аталади). 
Б у  цонунни А. Н. Колмогоров (1930) умумлаштирдн.

Етарли ва зарурий шартларни рус математиги Ю р и й  
В а с и л ь е в и ч  П р о х о р о в  (1929 йилда тугилган) 
(1958—59 йиллар) топди.

Муаврнинг >̂ ар бирида А ходиса фа^ат  битта р э \-  
тимол билан руй бериши мумкин булган п  та богли^ 
булмаган тажрибада руй беришининг марказлашган 
ва нормаллашган сони тацсимотларининг нормал тацси,- 
мотга яцинлашиши ^ацидаги теоремаси куп марта умум- 
лаштирилди. Дастлаб Лаплас (1809),' Пуассон (1837), 
с^нгра П. Л..Небишёв (1887) томонидан моментлар усу- 
ли ёрдамида келтириб чикарилди. Сунгра А. М. Л я п у ­
н о в  (1900— 1901), фин математиги Я р е  В а л ь д е м а р  
Л и н д е б е р г  (1876— 1932), америкалик математик 
У и л ь я м  Г е р б е р т  Ф е л л е р  (1906— 1970) нинг 
ишлари бу теореманинг яна ^ам умумлашишига олиб 
келди. Та^симот функцияларининг нормал цонунига 
яцинлашиши масалалари ^озирда ^ам тад^и^ этил- 
мо^да.

Э^тимоллар назариясн фанининг, атоцли намоёнда- 
лари каторига математиклар Б о р и с  В л а д и м и р о ­
в и ч  Г н е д е н к о  (унинг. жуда куплаб ишлари ва 
У^ув кулланмалари эхтимоллар назариясини у^итишда 
кенг кулланилмо^да, у бу назариянинг тарихчиси си- 
фатида хам илмий ишлар ёзган, мазку.р булим з^ам унинг 
бу ишлари асосида ёзилди), А л е к с а н д р  Я к о в  л е-
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В И Ч  X  я н  ч и н  (1894— 1959), А н д  р е й  А н д р е е в и ч  
М а р к о в  (1856— 1922) ва узбек математиклари Т о ш -  
м у ^ а м м а д А л и е в и ч  С а р и м с о ц р в  (1915— 1995), 
С а ъ д и  Х а с а н о в и ч  С и р о ж и д д и н о в  (1921—  
1989) киради.

Хрзирги дав^да эхтимоллар назарияси ривожлани- 
шида янги йуналишлар — тасодифий ми^дорларни оп- 
тимал бошцариш, мартингаллар назарияси, тасодифий 
операторлар, алгебраик структураларда э.\тимоллик цо- 
нуниятлари вужудга келмо^да.-Бу йуналишлар >̂ ам у му­
мии назарий, ^ам амалий а^амият касб этмо^да.

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛ АМ А Л А Р
Н А З А Р И Я С И Н И Н Г  Р И В О Ж Л А Н И Ш  ТАРИХИ

Барча математика фанлари 
ичида дифференциал тенгла- 
малар назарияси энг мууим- 
дир... У вйкт буйича узгарувчи  
табиат \одисаларини тушунти- 
ради.

С. Ли

Дифференциал тенгламалар назариясига оид даст- 
лабки масалалар XVI—XVII асрлар чегарасида лога- 
рифмик жадвалларни тузишда пайдо булди. Шотланд 
математиги Ж он Непер (1550— 1617) ^а^иций сонлар 
учун логарифм таърифини беришга асос ^илиб иккита 
Узаро богли!^ узлуксиз т$три чизицли >;аракатни олиб, 
шу орцали дифференциал тенглама билан ани^ланувчи 

ю»
у =  107* 1п -— логарифмик функцияни топди.X •

Дифференциал тенгламаларга келувчи масалалар фи­
зика, оптика ва бош^а со^аларда ^ам пайдо б^ла бош- 
лади. Масалан, бундай тенгламаларни Г. Галилей цар- 
шиликсиз му^итда огир жисмнинг тушиши (1638 йил), 
Р. Декарт нурнинг сиииш цонунларига асосланиб, «урин- 
маларга тескари масала» ни (1628 йил) тадци^ этишда 
келтириб чикардйлар. Охирги масала, яъни берилган 
хоссаларга эга булган эгри чизи^ларни топиш масала- 
си интеграл дисоб  ва дифференциал тенгламалар наза­
рияси тарихида му^им а^амиятга эга булди. Декартга 
француз математиги Ф л о р и м о н  д е  Б о н  (1601—
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ÏÎ652) бундай масалалардан бир нечтасини таклиф ^ил- 
гаи эди, Декарт у ни

dy у
7 х =  ~~ а У 2

куринншдаги тенгламани ечишга келтирди. Лекин лога- 
рифмик функция тушунчасига эга булмаганлиги сабаб- 
ли кинематик усулдан фойдаланиб, иккита ^аракатла- 
наётган TÿppH чизицнинг кесишиш нукталари сифатида 
тасвирлади. Бу тенгламани узгарувчилари ажраладиган 
тенглама квадратураси масаласига олиб келиш И. Б а р- 
р ' о у г а  (1669— 1670 йиллар) насиб этди. У геометрик 
усулда уринма ости

Sz __ /(у)
У ? (•* )

шарт билан ани^ланувчи эгри чиаицнинг ÿ3H шу тенг­
лама билан ани^ланади деб курсатди, бу ^озирги бел- 
гилашларда

л  л
f ( y ) d y =  1 Ф (x)dx

V V

тенгликни билдиради.
И. Ньютон ва Г. Лейбницнинг ишлари билан диффе­

ренциал тенгламалар назарияси ривожининг илк даври 
бошланди (XVII аср охирги чораги ва XVIII açp). Hyrç- 
та  ва rçarrnrç жисм динамикаси муаммолариии ^ал этиш 
э^амда баъзи геометрик масалаларнинг дифференциал 
ва интеграл хисоб усуллари ёрдамида Урганилиши би- 
ринчи ва иккинчи тартибли оддий дифференциал тенг- 
ламаларнинг с и н ф л а р ^  булинишига олиб келди.

XVIII асрнинг бнринчи ярмида дифференциал теиг- 
лам алар  фацатгина механикада эмас, балки дифферен­
циал геометрия ва вариацион ^исобда ^ам кенг цулла- 
нила бошлади. Бу давр охирига келиб математик фи­
зика масалалари, аввало торнинг тебраниши ^а^идаги 
масала  хусусий ^осилалй дифференциал тенглама K ÿ -  
ринищини олди. Мазкур асрда дифференциал тенглама­
лар  назарияси дифференциал тенгламаларнинг турли 
конкрет типлари ^акидаги таълимот сифатида ривож- 
лантирилди. Шунингдек, асосий эътифор интеграллаш- 
нинг хусусий усулларига, ечимни оддий функциялар би­
лан  ифодалашга ва квадратураларга олиб келишга rça- 
ратилган булиб,. ечим мавжуд, лекин бу квадратура- 
га олиб келиб булмаган та^дирда та^рибий интеграл-
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л а ш га  ^аракат ^илинар эди. Аммо асосий назаршг 
муаммолар — ечимнинг мавжудлнги, интеграл чизицлар- 
нинг жойлашиши, махсус нуцталарнинг хусусиятларини. 
аницдаш масалалари назардан четда цолаётган эди.

И. Ньютон «Натурал ф алсаф анидгм атем атик  негиз- 
лари» (1686) асарида бир ^атор дифференциал тенгла-

Л(т*)маларни интеграллади. Масалан, у ~  =  р  (иккин-
чи Цонунйда х.осйл цилинган тенглама) тенгламани 1̂ у— 
йидаги куринищда ечди:

■ . Ш '
Бу асарда дифференциал тенгламалар ьа уларнинг ин- 
теграллари ифодалари аналитик куринишда берилма- 
ган. Механика масалалари ечимларининг аналитик к;у- 
ринишини биринчи булиб Л. Эйлер киритган. Диффе­
ренциал тенгламалар ошкора шаклда Ньютоннинг 1671 
йилда ёзилган ва 1736 йилда босилиб чиц^ан «Флюк- 
сиялар ва чексиз цаторлар усули» асарида учрайди:
М (х, у)д.х-\- N (х, у) ¿у (М ' ва N — бутун рационал функ- 
циялар) теигламаиинг ечнми квадратураларда берил- 
ган. Ечищнинг умумий усули — кетма-кет- якинлашиш- 
лар  усули булиб, ечим эркли узгарувчининг мусбаг ски 
манфий дараж алари  -буйича чексиз даражали ^атор- 
шаклида ифодаланган. Бунга сабаб, айрим тенгламалар 
квадратураларда интегралланмас эди, купларнда эса 
квадратуралар етарлича урганилмагаи трансцендент 
функцияларга олиб келар эди.

Лейбниц (у 1676 йилда Ньютонга ёзган хатида, с^нг- 
ра 1684 йилда босилиб'чи^цан ишларкда «дифферен­
циал тенглама» атамасини киритди), унинг маслакдош- 
лари швейцариялик математиклар сулоласи Б е р н у л- 
л и Л а р (бу сулола бошлиги Я к о б  Б. (1583 йилда ва- 
фот этган) Голландиядан булиб, , унинг невараси 
Я к о б  Б. (1598— 1634) Базелга кучиб келади. Унинг 
оиласи ва авлодларидан ато^ли олим ва давлат арбоб- 
лари етишиб ч и ^ а н :  Б е р н у л л и  Я к о б  I (1654— 
1705) — математик, чексиз кичиклар анализи, г^аторлар 
назарияси, вариацион ^исоб ва эхтимоллар назарияси 
буйича илмий ишлар олиб борган; Б е р н у л л и  И о ­
г а н н  I (1667— 174‘8) — математик, Бернулли Якоб I 
нинг укаси. Асосий ишлари: дифференциал ва интеграл 
дисоб, дифференциал тенгламалар назарияси, вариа­
цион >^исоб, геометрия ва механика буйича; Б  е р н у л-



л и  Н и к о л а й  I (1687— 1759) — математик Якоб I 
ва Иоганн I БернуЛлининг жияни, э.угимоллар назария- 
си ва интеграл з^исоб б^йича илмий иш олиб борган. 
Б е р н у л л и  Н и к о л а й  II (1695— 1726) — матема­
тик, Иоганн I Берпуллиникг ^гли, Риккати тенгламаси 
билан шугуллангаи. Б е р н у л л и  Д а н и и л  (1700— 
1782) — физик ва математик. Иоганн I нинг ^гли ва 

-Николай II нинг укаси. Асосий ишлари: алгебра, диф­
ференциал тенгламалар назарияси, э^тимоллар назария- 
си, цаторлар буйича. Б е р н у л л и  И о г а н н  II (1710— 
1790) — математик, Даниил ва Николай II нинг укаси. 
Б е р н у л л и  И о г а н н  III (1744— 1807) — астроном 
ва математик, даврий ушш касрлар ва э^тимоллар на­
зарияси билан шугулланган. Б е р н у л л и  Я к о б  II 
"(1759— 1789)— математик ва механик, дифференциал 
тенгламалар ечишга дараж али  цаторлар ёйилмасини 
^уллаган булсалар-да, оддий дифференциал тенглама­
л а р  ва уларни квадратураларга олиб келиш йули билан 
ечиш усулларини синфларга ажратдилар.

1696—97 йилларда Лейбниц ва ака-ука Бернуллилар

%  +  Р(*)у =  Q(x)y<">

куринишдаги тенгламани ечдилар, б у н д а # '“ " — и ал- 
маштириш орцали бу тенглама чизшуш тенгламага кел- 
т.ирилди. Бунгача (1693 йилда) Лейбниц бир жинсли 
чизикли теигламаларни у —их  алмаштириш ёрдамида 
ечган эди, сунгра эса чизикли тенгламада у  ни иккита 
и  ва v функциялар купайтмасига алмаштириш мумкин-. 
лигини аницлаган эди.' 1700 йилда Иоганн I Бернулли 
х р купайтувчи ёрдамида цуйидаги

а х п а*хп~ 1 -1-  4- a v =  00 dxn ^  dxn- i  ^  ^  и  > и

чизикли тенгламанниг тартибини пасайтириш мумкин- 
лигини к^рсатди, кейинчалик у Л. Эйлер номи билан 
а т а л г а н - (1740 йилда у тенгламани х = е ‘ алмаштириш 
билан ечиш усулини топди).

1697 йилда Иоганн I Бернулли траекториялар з^а^и- 
даги масаланн цуйди ва уни ечди. Узгарувчилардан би- 
рортаси ошкора булмага.н иккинчи тартибли тенглама­
л а р  учун Якоб I Бернулли у ' = р  параметр киритиш й^-. 
ли билан биринчи тартибли тенгламага келтириш усу- 
лини таклиф этди, лекин бу иш италиялик математик
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Я к о п о  Ф р а н ч е с к о  Р и к к а т и  (1676— 1754) 
уша усулни 1715 -ни л да  эълон цилгандан куп йил £т- 
гандан с^нггина босилиб чицди.

Оддий дифференциал тенгламаларнинг кейинги ри- 
вожланишида XVIII асрнинг йирцк математиклари 
Л. Эйлер, А л е к с и с  К л о д  К л е р о  (1713— 1765), 
Ж . Даламбер ва Ж . Л. Л агранж  катта ,%исса ^ушди- 
лар.

Механика, осмон механикаси, баллистика ва мате­
матик анализ масалаларини еча туриб, Эйлер диффе­
ренциал тенгламалар назарйясини янада бойитди. 1743 
йилда у ^згармас коэффициентли исталган тартибли 
бир жинсли чизи^ли тенгламани ечиш усулини баён 
эгдн, яъни у = е Чх алмаштиоишдан, .\акиций каррали 
илдизлар долила эса у  = иеЛ: алмаштиришдан фойда- 
ланиб ечди. Шунингдек, -  у п -тартибли тенгламанинг 
умумий ечими п  та хусусий ечим комбипациясидан ибо- , 
рат эканлигини курсатди дамда «хусусий ечим» ва 
«умумий ечим» тушунчаларини биринчи булиб киритди. 
10 йилдан с_унг узгармас коэффициентли бир жинсли 
булмаган чизи^ли тенгламани тартибини пасайтириш 
йули билан ечиш усулини эълон ^илди. Масалан, у
А у  +  С тенгламани етх га к^пайтириб, ^о-
сил ^илинган тенглама ечимини

етх ( Лху  ■+■ — §хетг(1х

шаклида фараз килиб (б\*1да А\ ва В { аникмас ко- 
эффициентлар), охирги тенгламанинг икки томонини 
кетма-кет дифференциаллаб ва уни берилган тенглама 
билан тац^ослаб А\, В 1, т  ни топди.

Даламбер (1766) бир жинсли булмаган тенглама­
нинг умумий ечими унинг хусусий ечими билан уша.ко- 
эффнциентлардаги мос бир жинсли тенгламанинг уму­
мий ечими йигиндисидан иборат эканлигини ани^лади.

Лагранж (1766— 1777 йиллар) ^згармасларни ва~ 
риациялаш усулини ншлаб чицди ва юцоридаги турда- 
ги тенгламаларга татбн^ этди.

Л. Эйлер ва А. Клеро дифференциал ифодаларнинг 
интегралланувчанлик шартларини текширдилар. Мс1х'+
+ №с1у ифода учуй бу шартни Клеро (1740) ва Эйлер 
топдилар. 1741 йилда эса Клеро

А1с1х + Агс1у + Рс1г
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-хурйнишдаги ифоданинг интегралланувчанлик шартини 
ъа тулиц дифференцийллаш усулини топди.

Интегралловчи к^пайтув.чи усулини Л. Эйлер (1768— 
1769 йиллар) биринчи тартибли дифференциал тенгла-, 
маларнинг бир ^атор синфларига татби^ этди. Бернул­

л и  ва Риккати умумий теигламаси
¿V I I  п-г- =  у 2 4- а х п

журинишдаги тенгламани тад^и^ этдилар.
Биринчи тартибли тенгламанинг махсус ечими би­

ринчи марта инглиз математиги ва файласуфи Б р у к  
Т е й л о р  (1685— 1731) нинг 1715 йилда босилиб чиц- 
цан ишида учрайди. У

4*э- 4 * 2= ( 1 + г 2)2 - ( | ^ 2 ‘ Л; (

тенгламани х =  о = 1  + г 2 алмаштирищлар ор^али

у 2 -2 г у у ' + и у '* = \  (*)
куринишга келтириб, уни дифференциаллади?

2 у " № ~ -г у )* -0 ,
л , гусунгра иккинчи купаитувчини нолга тенглаб ва у  = ~

ни (*) тенгламага куйиб, у 2= ь  ва х = \  ечимларни олди. 
Бу ечимни «масаланинг баъзи махсус ечими» деб атади.

- 1736 йилда А. Клеро дифференциаллаш оркали

■ • у-<*+1 ) 2 - ( ¡ С . I
генгламанинг Махсус ва умумий ечимини топди. Д алам -  

«бер (1750, 1772) бу усулни

у  =  х ф 4_ 'Ф (¿ ~ ) "(Лагранж тенгламаси)

•тенгламага умумлаштирди. 1736 йилда Эйлер тенглама 
• |д(лг, у) купайтувчига эга булса, у ^олда , 1 . = 0  тенг-(*Ч •*».//
л и к  махсус ечимни беришини курсатди. Л агранж  (1776)

. махсус ечимларнн текшириб ва уни ^андай ^илиб бево- 
сита тенгламадан ёки умумий ечимдан узгармасни диф- 
ференциаллаш нули билан ,%осил цилиш мумкинлигини 
аницлади. У махсус ечимни хусусий интеграл эгри чи- 
зшугар оиласпнннг урамаси сифатидаги геометрик маъ- 
лосини баён килди.



Динамиканинг асосий тенгламаларини ечишда диф­
ференциал тенгламалар системаси пайдо булди. Бу сис- 
темаларни муфассал текширишни Даламбер  (1750) бош- 
лаб, узгармас коэффициентли бир жинслй чизи^ли сис- 
темаларни ечишга ани^мас к^пайтувчилар усулини 
куллади. 1768 йилда дифференциал тенгламаларни та^- 
рибий ечишнинг Эйлер усули кашф цилинди.

Хусусий ^осилали дифференциал тенгламалар наза- 
рияси дастлаб торнинг тебраниши ^а^идаги масала- 
ни ечишдан бошлаб ривожлана бошлади. Б. Т е й л о р  
(1715) масаланинг ечимини математик жи^атдан асос- 
лади, бунда у ^уйидаги куринишдаги тенгламага келди:

Баъзи чегаравий шартлар асосида Б. Тейлор масалани 
узгармас коэффициентли иккинчи тартибли оддий чи- 
зицли тенгламаларга келтирди ва иккита учи бирик- 
тирилган тор учун ^ар ^андай ва^т моментида у синус­
оида шаклида эканлигини топди. Тебранувчи тор 
тенгламасини

д2у (ру
йР дх'-

шаклида Д а л а м б е р  (1749) ифодалади ва унинг 
ечимини иккита ихтиёрий функция йигиндиси шаклида, 
яъци / {х+Ц  + ф ( х — /) к^ринишда топди.

Даламбер бир йилдан сунг тор тебраниши тула аниц- 
ланиши учун чегаравий шартлар билан бирга бошлан- 
рич шартлар берилиши кераклигини курсатди.

Д . Б е р н у л л и  (1753) тор тебраниши унинг турли 
цисмларининг чексиз сондаги тебранишларидан иборат 
эканлигини топди ва ечим

куринишда булишлигини исботлади. а ,  |5, у, . . .  коэффи- 
циентларни танлаш орцали тригонометрик ^атор ^ар 
.цандай чизицни ифодалаши мумкинлигини курсатди. 
Аммо функция тушунчаси, узлуксизлик ва к. тушунча- 
лар  ани^ булмаганлиги бу масала ечимини ани^ ифо- 
далаш га ^амда тригонометрик цаторлар билан ифода- 
ланувчи функциялар синфи ^а^идаги масалани ижобий 
^ а л  кили'шга имкон бермади.

Юцори тартибли хусусий ^осилали тенгламалар гид­
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родинамика масалаларида (Эйлер, Даламбер, 1752 
йил), мембрана тебраниши ^а^идаги масалада (Эйлер), 
поте.нциаллар назариясида (Лаплас тенгламаси, 1789 
йил) ва к. ларда пайдо булди. Натижада иккинчи 
тартибли хусусий ^осилали тенгламаларнинг асосий 
турлари ани^ланди.

Эйлер, Даламбер ва Лагранж  дифференциал тенг- 
ламалар  назариясининг аналитик ва ^исоблаш ну^таи 
назардан ривожлантирган булса, француз математиги 
Г а с п а р  М о н ж  (174*6— 1818) дифференциал тенгла- 
малар геометрик назариясини асослади. У тенгламалар- 
ни интеграллаш жараёнининг кургазмали геометрик тав- 
сифини берди. Биринчи тартибли хусусий ^осилали 
тенгламалар умумий назарияси геометрик тавсифини 
баён этди.

XVIII аср охйрида квадратурал'арда интегралланув- 
чи оддий дифференциал тенгламалар синфларга аж ра-  
тилди, тацрибий ечишнинг биринчи нзчил усуллари яра- 
тйлди, янги тушунчалар — умумий ва махсус ечим, ху­
сусий ^о.силали тенгламаларнинг тулиц, умумий ва ху­
сусий интеграллари киритилди. Хусусий ^осилали тенг­
лам алар  геометрик Назарияси, юЦо'ри тартибли хусусий 
^осилали тенгламаларнинг каноник куринишлари яра- 
тилди. Дифференциал тенгламалар назарияси вариаци- 
он з^исоб, дифференциал геометрия, комплекс узгарув- 
чили функциялар назарияси, тригонометрик цаторлар* 
махсус функциялар ва эллиптик интеграллар назария- 
лари  билан алоцада ривожланди. Дифференциал тенг­
лам алар  буйича XVIII асрнинг 80-йилларигача кулга 
киритилган натижалар Эйлернинг «Интеграл хисоб» 
турт томлик асарйда уз аксини топган (1768— 1770 йил- 
лар, 4-том, 1794 йилда босилган).

XIX асрда математик физика муаммоларининг з^ал 
этилиши, математик анализнинг исло^и туфайли диф­
ференциал тенгламаларнинг ечимлари мавжудлиги ма- 
саласи курнб чинила бошлади. 1820— 1830 йилларда 
француз математиги О. Л. - Коши биринчи тартибли 
у ' —f  (х, у) оддий дифференциал тенгламанинг х = х 0г
У=Уо шартларда f (x,  у) ва ■ нинг узлуксизлик
со^асида ечимнинг мавжудлиги ва ягоналигини исбот- 
лади (1835 йил). Бу исботни немис математиги Р у ­
д о л ь ф  Л и п ш и ц  (1832— 1903) такомиллаштирди ва
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- j — нинг узлуксизлик шартини унинг номи билан ата-
лувчи (1876) кенгро^ шарт бйлан алмаштирди. Кейин- 
роц итальян математиги Ж у з е п п е  П е а н о  (1858—  
1932) y '  = f(x,  у) тенгламанинг х = х0, у = у 0 шартлар 

билан / ( х, у )  нинг узлуксизлик со^асида з^еч булмаган- 
да  битта ечими мавжудлигини исботлади.

Коши кетма-кет яцинлашишлар усули гоясини ишлаб 
чицди, унинг з^озирги куринишдаги шакли француз ма­
тематиги Ш а р л ь  Э м и л ь  П и к а р  (Г856— 1941) то- 
монидан топилди:

X X
У \ = У о + \ А х ,  Уь)фс.........у ; *=y0+ \ f ( x ,y k - i )d x .

X* Хо
С. В. К о в а л е в с к а я  (1850— 1891) хусусий з^оси- 

лали тенгламалар системалари учун ечимлар мавжуд­
лигини текшириб, мазкур тенгламалар системасининг 
нормал шакли учун аналитик ечим мавжудлиги з^а^ида- 
ги теоремани (1874) исботлади. Мавжудлик теоремала- 
ри бир томондан, дифференциал тенгламалар назарияси 
усуллари ^онунийлигини таъминласа, иккинчи томон­
дан, бу теоремаларни исботлаш усуллари изланаётган 
ечимга' ихтиёрий я^инлашиш (ихтиёрий аницликда) га 
ва  бу я^инлашиш ани^лигини ба^олашга имкон беради.

Махсус ечимлар буйича француз математиги Ф р а н ­
с у а  Н а п о л е о н  М а р и  М у а н ь о  (1804— 1884), 
француз математиги А н т у а н  А в г у с т и н  К у р н о  
(1801 — 1877) маълум ишлар килдилар. (Зунгра француз 
математиги Ж а н  Г а с т о н  Д а  р б у (1842— 1917), 
П и к а р  томонидаи бу масала тули^ ишлаб чи^илди.

XIX асрнинг биринчи ярмида тенгламаларни квад- 
ратураларда интеграллаш буйича француз математиги 
Ж о з е ф  Л и у в и л л ь  (1809— 1882) баъзи трансцен- 
дентал синфларга таяниб, Риккати махсус тенгламаси- 
ни Д. Бернулли (1841) курсатган з^олларда квадрагу- 
раларда интегралланишини исботлади. Рус математиги 
П а ф н у т и й  Л ь в о в и ч  ,4  е б и ш ё в (1821— 1894) 
з^ам турли иррационал функцияларни чекли куринишда 
интеграллаш, хусусан, дифференциал биномни ийтеграл* 
л а ш  (1853) билан шугулланди.

Квадратураларда интегралланувчи тенгламаларга не- 
мис математиги К а р л  - Г у с т а в  Я к о б  Я к о б и  
(1804— 1851) номи билан аталувчи



{ А х + В у +  С)с1х +  (Аух  + В 1У+ С М У  +
-\-{А2х  -\-В2у-\-С2) (хс1у — ус1х)=0. 

тенглама ^ам цушилди. Унинг ечимини рус математиги: 
Д м и т р и й  Ф ё д о р о в и ч  Е г о р о в  (1869— 1931) 
топди.

Рус математиги М и х а и л  В а с и л ь е в и ч  О с -  
т р о г р  а д с к и й  (1801—4 8 6 2 )  Лиувилль (1838) билан; 
биргаликда. му^им

X
— ] р(х)йх

№(л:) =  со ш Ь г  Хо
формулани топди.

Француз математиги Ж а н  Ш а р л ь  Ф р а н с у а  
Ш т у р м  (1803— 1855) ва Л и у в и л л н и н г иш'лари 
уларнинг номи билан аталувчи чегаравий масалалар на- 
зариясига асос солди: мохияти

У " { х ) + Р ( х ) у ' ( х ) + Х у ( х ) = 0
тенгламани у(х)  ва у ' ( х )  лар бирор чизи^ли комбина- 
циясининг х  у^и икки нуцтасида берилган ^ийматлари- 
да  ечишдан иборат. Бу чегаравий масаланинг ечими ин­
теграл тенгламалар назарияси ва функцияларни фунда- 
ментал функциял-ар буйича ёйиш назарияси билан бог- 
ли^. Узгарувчи коэффициентли иккинчи тартибли мах£ус 
чизицли тенгламалар билан уз 'вацтида Л: Эйлер ва 
Д. Бернулли шугуллаиган булсалар, сунгра немис аст- 
рономи Ф р и д р и х  В а с и л ь е в и ч  Л е т н и к о в .  
(1837— 1888), рус математиги Н и к о л а й Я к о в л е ­
в и ч  С о н и н  (1849— 1915) ва бошкалар давом эттир- 
дилар, бу эсам ах су с  функциялар нааариясида—цилинд­
рик, шар ва к. функцияларни урганишга имконияг 
я р а т д и .__■

Юцори тартибли хусусий ^осйлали тенгламалар на,- 
зариясида чегаравий масалаларни ечишда яхши нати- 
ж а л а р  тригонометрик каторлар, комплекс узгарувчи 
функциялар назариялари хамда вариацион чис°бнинг 
кенг цулланилиши туфайли эришилди. Бу т а д ь ^ о т л а р -  
га француз математиги Ж а н  Б а т и с т  Ж  о_з е ф: 
Ф у р ь е  (1768^1830) нинг и.сси^лик утказиш назария­
си буйича ёзган иши (1822) асос б^лди. Исси^лик утка­
зиш тенгламаси

да _ , /д2и . д-и . д2и\
дГ ~  * [дх* ‘ Ъу* '
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интеграллашнинг (турли чегаравий шартларда) изла- 
наётган ечимни тригонометрии цатор шаклида тасвир- 

-лади.
Француз математиги С и м е о н  Д е н и  П у а с ­

с о н  (1781 — 1840) математик физиканинг баъзи чизи^- 
ли тенгламаларини текширган булса, унинг ишларини 
рус математиклари А л е к с а н д р  М и х а й л о в и ч  Л я ­
п у н о в  (1857— 1918) 'ва В л а д и м и р  А н д р е е в и ч  
С  т е к  л о в  (1864— 1926) потенциал назария, статика 
ва гидродинамика ео^аларида давом эттирдилар.

XIX асрнинг иккинчи ярми ва XX аср бошларида 
дифференциал тенгламалар назарияси ривожланишида 
икки  йуналиш асосий уринни эгаллади: гуру.^лар наза- 
риясининг татби^ этилиши, иккинчиси осмон механи- 
каси ва астрономия масалаларинннг урганилиши хисоб- 
ланади. Норвегиялик математик С о ф у с М а р и у с  
Л и  (1842— 1899) дифференциал теигламаларни ечиш- 
га алмаштиришлар узлуксиз гурухини ц^ллади.

XIX асрнинг 70-йилларида янгисо^а — дифференциал 
тенглам алар  сифатий назарияси вужудга келди. Бу на­
зария  француз математиги А н р и  Ж ю л ь  П у а н к а -  
р е (1854— 1912) ва А. М. Ляпунов томонидан бир вацт- 
нинг узида яратилди. Пуанкаре цуйидаги масалани 
ечишни таклиф этди: дифференциал тенгламани интег- 
раллам асд ан  у '= 1 (х , у) тенглама ёки

тенглам алар  системасининг интеграл чизиклари оиласи- 
ни ф ацат  ^нг томондаги функциялар хоссаларига асосаи 
текширишдан иборат. Пуанкаре (1878) уни ^ал  ^илиш 
буйича анча ишлар ^илди. Б у  й^налишда ‘у махсус 
ну^талар  синфлари ва уларнинг а^амиятини курсатди, 
интеграл чизи^ларнинг махсус ну^талар атрофидаги ху- 
сусиятини текширди, лимитик цикл (ёпи^ интеграл чи- 
зш$ булиб, унга спираллар буйича интеграл чизицлар 
егарлича я^инлашади) тушунчасини киритди. Унинг иш­
л а р и н и  швед математиги И в а р  О т т о  Б е н д и к с о н  
(1861— 1935) давом эттирди.

А. М. Ляпунов дастлаб П. Л. Чебишёв масаласи — 
сую^лик массасида эллипсоиддан фар^ли мувозанат 
ш ак л лар  мавжудлигининг имкониятини топиш масаласи 
б илан  шугулланиб, унинг ечимини 1903— 1918 йилларда 
илмий наш рларда  баён этди. Бу масаладан кейин у чек-
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л и  сондаги параметрлар билан ани^ланувчи механик 
система мувозанати ва ^аракати туррунлиги туррисида- 
ги муаммони ечишга утди (ечими унинг докторлик иши- 
д а  акс эттирилган, 1892).

Америкалик математик Ж о р ж  Д е й в и д  Б  и -p к- 
г о ф  (1884— 1944) дамда 6omrça бир ^атор олимлар ди­
намик системалар умумий сифатий назарияси билан шу- 
гулланиб, ечимни бутун мавжудлик со^асида ^амда 
махсус ну^талар атрофида ÿpгaндилap. Эллиптик тур- 
даги  хусусий ^осилали тенгламалар мавжудлик ва ана- 
литиклигини рус математиги С е р г е й  Н а т а н о в и ч  
Б е р н ш т е й н  (1880— 1968) тад^иц этди.

Россияда дифференциал тенгламалар назариясини 
ривожлантиришда катта иЛмий ишлар амалга оширил- 
ди. Ж умладан, П а в е л  С е р г е е в и ч  А л  е.к с а н д- 
р о в  ( 1896— Г982) ва В и к т о р  В л а д и м и р о в и ч  
Н е м и ц к и й  (1900— 1967) Пеано теоремасининг янги 
исботини бердилар. М и х а и л  А л е к с е е в и ч  Л а в ­
р е н т ь е в  (1900— 1980) ÿHr го’мони бирор со^ада фа- 
^ат  узлуксизлик шартида ва унинг учун со.^анинг ^еч к;ай- 
си ну^таси ечимнинг ягоналик нуктаси булмайдиган би: 
риичи тартибли тенглама мисолини тузди. А н д р е й  
Н и к о л а е в и ч  Т и х о н о в  (1906 йилда турилган) 
кетма-кет я^инлашишларнинг янги усулини топди. А ка­
демик И в а н  Г е о р г и е в и ч  П е т р о в с к и й  баъ- 
з'и чизикли булмаган дифференциал тенгламалар систе- 
малари интеграл чизи^ларининг махсус нукталар атро- 
фидаги хусусиятларини текширди. А л е к с а н д р  
А л е к с а н д р о в и ч  А н д р о н о в  (1901— 1952) тур- 
ли физик системалар автотебранишлрри математик ма- 
салаларини тадци^ этди. Чизикли дифференциал тенг­
лам алар  чегаравий- масалалари ôÿfiwia М а р к  Г р и ­
г о р ь е в и ч  К р е й н  (1907 йилда турилган) илмий 
ишлар олиб борди.

Рус математиги В я ч е с л а в  В а с и л ь е в и ч  С т е ­
п а н о в  (1889— 1950) дифференциал тенгламалар на­
зарияси 6ÿftH4a илмий ишлар олиб борди. шунингдек,
В. В. Немицкий бил-ан ^амкорликда дифференциал ■, 
тенгламалар назариясида сифат усулларининг цуллани- 
лиши ^акида «Дифференциал тенгламаларнинг сифатий 
назарияси» асарини ёзди. Унинг бу китоби оддий диф-. 
ференциал тенгламалар назариясининг яратилишида ва 
ривожланишида катта роль уйнади, китоб АКШ да бо- 
силиб чи^ди. Б. В. Степановнинг «Дифференциал тенг-
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лам алар  курси» 5^ув кУлланмаси Д а в л а т  мукофотига 
сазовор булйб, з^озирги кунда з^ам энг мукаммал у^ув 
ц^лланмаларидан бири ^исобланади. Мазкур дифферен­
циал тенгламалар назарияси тарихи з^ам бу китобдаги 
тарихий мйълумотлар асосида ёзилди.

Хусусий з^осилали тенгламалар со^аси буйича Н и- 
к о л а й  М а к с и м о в и ч  Г ю н т е р  (1871—Л 941), 
В л а д и м и р  И в а н о в и ч  С м и р н о в  (1887— 1974), 
М. А. Л а в р е н т ь е в ,  А. Н.  Т и х о н о в ,  Н и к о л а и  
И в а н о в и ч  М у с х е л и ш в и л и  (1891— 1976),И л ь я  
Н е с т . е р о в и ч  В е к у  а (1907— 1977) муз^им илмий 
натизкаларга эришдилар. С е р г е й  Л ь в о в и ч  С о ­
б о л е в  (1908 йилда турилган) математик физика ва 
сейсмология буйича бир ^атор масалаларни з^ал ^илди.

Ч Е К С И З  К А Т О Р Л А Р  ТАРИХИ

Мен математикага цуш илол- 
майман. Менинг фикримча, 
ноллар йигиндиси  — бу энг 
хавфли сон.

С. Е. Л ец

Дифференциал ва интеграл з^исобнинг яратилиши би- 
лан  параллел равишда чексиз ^аторлар ^арала  бошла- 
ди. 1668 йилда математик, астроном ва му^андис Н и ­
к о л а у с  М е р к а т о р  (1620— 1687) логарифмларни 
хисоблаш усулларнга баришланган «Логарифмотехни- 
ка» номли кичик бир асарнинг охирги бобларининг би- 
рида, асимптоталарга нисбатан ёзилган х у =  1 гипербо- 
ланинг квадратураси билан шурулланади ва х = \ + а
деб, гиперболанинг тенгламасини у =  у ^ ш а к л д а  ёзади.
Булиш й^ли билан Меркатор геометрик прогрессия ёй- 
илмасига эга булади:

уни а буйича з^адма-з^ад интеграллаб, гиперболанинг юзи 
учун маълум булган



|$аторни з^осил ^илади. У ^аторнинг ^улланидиш соз^а- 
сини курсатмади.

В и л ь я м  Б р о у к е р  (1620— 1684)

хусусий формуланинг соф геометрик исботини берди.
Ньютон бундан бир оз олдинро^ чексиз каторлар би- 

лан  шугулланиб, турли ифодаларни дараж али  цатор- 
ларга  ёйиб, уларнинг флюксия ва флюэнталарини то- 
лишни д ар аж ал ар  устидаги амалларга олиб келди. У ^а- 
торни айлантиришга, яъни бир микдорнинг иккинчи ми^- 
дорнинг дараж алари  буйича ёйилмасидан иккинчиеи- 
нинг биринчи ми 1̂ дорнинг дараж алари  буйича ёйилма-' 
сини келтириб чи.^аришга харакат ^илиб, логарифмик 
цатордан курсаткичли ^аторни зфсил ^илди.

Ньютон чексиз ^аторни алгебра тенгламаларини, 
дифференциал тенгламаларни ечиш учун з^ам ^уллади. 
Б у  ^улланган усул уз мохияти^а кура ани^мас коэф- 
фициентлар усули эди.

Лейбниц х.ам 1693 ййлда дифференциал тенглама­
ларни интеграллаш учун аницмас коэффициентлар усу-
лидан фойдаланган. —  сонини ифодаловчи

1̂ атор з^ам биринчи марта 1682 йилда Лейбниц томони- 
дан эълон ^илинган. У Й. Бернуллига ёзган хатларида 
йигиндиларига «яцинлашадиган» ^аторлар з^а^ида суз- 
лайди, аммо шу билан бирга 1 — 1 +  1— 1+ . . .  ^аторнинг 
йигиндиси 1/2 га тенг дёган фикрга ^ушилади.

Чексиз ^аторлар буйича ака-ука Йоганн ва Якоб 
Бернуллилар шугулланиб, Якоб (1689— 1704) ^аторлар 
буйича ^илинган ишлар баёнини берди. Иоганн, сунгра 
Якоб

чексиз гармоник ^аторнинг йигиндиси чексизлигини ис- 
ботладилар.

1715 йилда инглиз математиги Брук Тейлорнинг 
«Айирмалар усули, тугри ва тескари» номли китоби чоп 
этилиб, унда чекли айирмала'р царалди ва сунгра ли­
мит з^ол деб чексиз кичик айирмаларга ва уларнинг
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нисбатига утилади, г  нинг х  функциясининг орттирилган 
циймати учун 2 ми^дорнинг V орттирмасининг дараж а- 
лар буйича ёйилмаси

^  V  (1 х  , V2 Л :Х  | V 3 й 3х  .
1 1 ' Л-г 1-2‘^2"Г 1.2-3'<ЬЗ ..“Г* ••

ни топади. Бу Тейлор ^атори деб атала бошлади.
Маклорен 1742 йилда чоп этган «Флкжсиялар ^а^ида 

трактат» асарида бу формуланинг а^амиятини очиб 
берди. Бу каторни Маклорен бопщача усул билан кел- 
тириб чи^арди: у х  нинг дараж алари  буйича ёзилган, 
коэффициентлари ани^мас булган ёйилмани асос ци- 
либ, уни такрор дифференциаллайди ва >̂ ар гал 2 = 0  
деб коэффициентларни кетма-кет аницлайди. Шундай 
усулда биноминал цаторни келтириб чицарди. Шунинг- 
дек, бу асарда: мусбат ^адли цаторларнинг яцинлашув- 
чи ва узо^лашувчи б^лишининг интеграл аломатини 
(геометрик шаклда, кейинро^ уни аналитик равишда Ко­
ши исботлаган); берилган куринишдаги ^адларнинг 
йигиндисини бирор интегрални хисоблаш билан бор- 
ловчи Эйлер-Маклорен формуласини келтириб чицарди 
(бу формулани у муста^ил топган, Эйлер эса уни ол- 

динро^ топган эди).
1730 йилдан бошлаб Эйлернинг цаторлар назарияси 

буйича ажойиб ишлари босилиб чи^а бошлади. У би- 
ринчи булиб, лимитга утишни фараз цилиб, биномиал 
^атордан курсаткичли ва логарифмик цаторларни кел­
тириб чикгарди. Уша усул билан со¿пг ва ьт пг  нинг 
маълум формулаларидан косинус ва синус учун цатор- 
лар  ^осил килди. У дараж али  цаторни куп^адга ухша- 
тиб купайтувчиларга ажратди, синус ва бопща функ- 
цияларни чексиз к^пайтма куринишда тасвирлади. Би- 
ринчи ^адлари бир хил булган икки^адларни ^заро ку- 
пайтириш ^оидасндан фойдаланиб,

1 -Ь — 4- — +  =  —• 1 
т  2̂  г 32 Т  6 ’ ^  2‘ ~  3‘ ~  * *' 90

формулаларни ва шунга ^хшаш бошца формулаларни 
топди.

Эйлер комплекс цаторларни хам текшириб, вш х ,  

соз х, е к лар учун цаторларини таодослаш орцали бу 
функцияларни богловчи формулаларни келтириб чи^ар- 
ди. Эйлер ^аторларнинг ф а^ат  анализга эмас, балки ал ­
гебра, сонлар назариясига ва бошца со^аларга татби^ла- 
рини куриб ч и ^ а н .  Лекин ^аторларнинг я^инлашиши ма-
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салаларига бепарволик билан ^араган ва узо^лашувчи 
цаторларни бемалол ц^ллайверган, масалан,

=  п  - +  п*  +  п?  +  . .  — =  1 + 4 - +  = г + . . .
1— п 1 1 1 * п  —  1 1 п ' п2 1

ёйилмаларни ^ушиб,

• • • +  У? “Ь п  •••

цатор 0 га тенг деган хулосага келади.
Узо^лашувчи ^аторлардан фойдаланишга Д аламбер 

царши туриб, улар ёрдамида чицарилган мулодазалар 
агар улар ^а^и^атга мос келса дам шуб^а билан царар 
эди. Унингча, ^атор аниц бир жойгача я^инлашиб, фа- 
^ат  кейин узо^лаша бошлаши ва аксинча дам булиши 
мумкин.

Л агранж «Аналитик функциялар назарияси» (1797) 
асарида дифференциал дисобни «чекли ми^дорларнинг 
алгебраик тадлилига» келтиришга даракат цилади, бе- 
рилган ¡(х)  функция учун

Д х  +  I) =  ;{х )  +  р1 +  <7*2 +  п г +  . . .
ёйилма уринли деб фараз цилиб, бунда р, <7, г, . . .  лар 
х  нинг функциялари, «функциянинг кетма-кет досилала- 
рини» ушбу муносабатлардан фойдаланиб, ёйилманинг 
коэффициентлари орцали тугридан-тугри анидлайди. 
Бу асарда Тейлор формуласининг цолдиц дади учун 
формулани келтириб чи^арди, унинг вазифаси датор- 
нинг кейинги дадларини дисобга олмаслик натижасида 
досил б^ладиган хатони бадолашни енгил/^щтиришдан 
иборат.

К,аторнинг я^инлашишини Л агранж  умумий даднинг 
нолга интилишидан иборат деб тушунади, унда яцин- 
лашувчи датор йигиндиси тушунчасининг таърифи йуд. 
Француз математиги Фурье ^зининг «Исси^ликнинг аиа- 
литик назарияси» (1811 йил; 1822 йилда босилиб чид- 
дан) асарида цаторнинг ядинлашишига ва унинг й и р и н -  
дисига т^гри таъриф берди, шу билан бирга даторнинг 
ядинлашиши учун унинг дадлари нолгача «узлуксиз ка- 
майиши» мутладо етарли эмаслигини таъкидлади.

1813 йилда Гаусснинг
1 , «•? -  , Ф  х .
1 +  - , • * +  1-2 .ТС1+-1) * + • - •  

даторга дойр умумий текширишлар (бу «гипергеомет­
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рик» цатор деб аталади) асарида яцинлашиш аломати- 
нинг дастлабки турри таърифини берди ва келтирилган 
^аторнинг яцилашиши ^а^идаги масалани унинг ёрда- 
мида хал этди.

К,атор й и р и н д и с и ,  унинг узо^лашувчи ёки я^инла- 
шувчи булиши тушунчаларининг таърифлари лимит 
тушунчаларнга асослангани учун улар Больцано (1817 
йил) ва Коши (1821 йил) ишларидан кейин вужудга 
келди. Улар ^аторнинг я^инлашувчи ёки узоцлашув- 
чи бу'лишинннг зарурий ва етарли шартини топдилар. 
Коши мусбат ,\адли ^аторнинг яцинлашувчи булиши 
учун етарли бир неча содда ва цулай аломатлар топ- 
ган. CÿHrpa у цаторнинг яцинлашишидан z. \ а п \ 
^аторнинг я^инлашишини келтириб чицарган. Бунда 
Коши ноабсолют яцинлашиш цаторнинг бош^а xoccaj;a- 
рига таъсир этишини ани^лаган.

Дирихле Г837 йилда абсолют яцинлашувчи цаторлар- 
да  ÿ p n H  алмаштириш цоиуиининг борлигини таъкид- 
лаган булса, Риман ноабсолют яцинлашувчи цатор бул- 
ганда бундай алмаштириш натижасида я^инлашувчи- 
ликиинг бузилиши, йириндининг циймати узгариши мум- 
кинлиги каби хулосаларни тад^иц этган.

Коши «Алгебраик анализ» (1821 йил) асарида ха^и- 
ций ва комплекс узгарувчили даражали ^аторларни тек- 
шириб, якинлашиш соз^аси, я^инлашиш радиуси ифода- 
сини берди, асосламаган з^олда у якинлашиш оралиги- 
да  цаторни з^адма-з^ад дифференциаллайди. У функцио­
нал ^аторлар со^асида узлуксиз функциялардан тузил- 
г а н  яцинлашувчи цатор й и р и н д и с и  узлуксиз эканини 
(1821) ва бундай ^аторни з^адма-з^ад интеграллаш мум- 
кинлигини (1823) цаторнинг яцинлашишига -\еч ^андай 
шарт *$ймасдан исботламоцчи булади. Абель 1826 йил­
д а

sin х -----j- sin 2 х  - f  4 - sin S x  — . .  .Z o
цаторни мисол келтириб, Кошининг биринчи муло^аза- 
сини рад этади. Бу цатор х  нинг з^амма ^ийматларида 
яцинлашувчи, лекин унинг йигиндиси х = ( 2 т  +  
+  1)л (niŒZ)  ну^таларда узилишга эга. ^адма-з^ад ин­
теграллаш з^а^ида (1845) П. Л. Чебишёв з^ам шубз^а бил- 
дириб, у фа^ат  «хусусий з^олларда» булиши мумкиндеб 
фикр юритади.

Бу масалаларни чу^ур Урганишда 1841 йилда Вей-
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ерштрасс томонидан биринчи марта киритилган текис 
я^инлашиш тушунчаси катта роль уйнади. Текис ва но- 
текис я^инлашишларнинг фар^ ^илишини 1848 йилда 
немис математиги Ф и л и п п  Л ю д в и г  З а й д е л ь  
(1821— 1896) ва 1849 йилда инглиз физиги ва матема­
тиги Ж о н  Г а б р и е л ь  С т о к с  (1819— 1903) амал- 
да  курсатдилар.

Тригонометрик ^аторлар механика масалаларини 
ечишда, хусусий з^осилали дифференциал тенгламалар- 
нинг ечимларини топиш жараёнида вужудга келди. Эй­
лер «Дифференциал з^исоб» (1755 йил) асарида

, s in  2х  , sin 3 *  , sin 4х . к — х  .
зшл- +  — +  —  +  —

ёйилмани келтиради. 1760 йили босилиб ч и ^ а н  асарида
cos х  —  а . 0  1 9  0  1 ----г—--------=  cos х  +  a  cos 2 х  4- a 2 cos Зх  +  . . .1 +  а* — 2л c o s x  1 1 ‘

ёйилмадан фойдаланиб (« =  ± 1  д а ) ,

cos* +  cos 2х  -f- cos З х  +  . . . * »  — «-»

c o s a :  —  cos 2х  +  cos Зх  — . . . =  — —

^аторларни зфсил ^илди. Иккинчи ^аторни з^адма-з^ад 
интеграллаб, у

sin 2х  . s in  З х  s in  4х . х
SUVC------- Г ~ + ~ 3 ------------4 _  +  - ” = ' 2

натижани з^осил цилди.
Олдиндан берилган функция тригонометрик ёйилма- 

сининг коэффициентларини топиш умумий масаласини 
Клеро (1757 йилда) баён этган. Бунда у 0 дан п  гача 
орали^да функцияни косинуслар цаторига ёйишни i^a- 
райди. ^аторнинг чекли п та з^ади билан чегараланиб, 
улар йигиндисининг орали^нинг п та тенг узоцликдаги 
ну^таларида функциянинг мос цийматларига тенг бу- 
лишига эришди, бунда коэффициентлар маълум йигин- 
дилар куринишида з^осил булади. Сунгра у «п ни чек- 
сиз деб олади» ва коэффициентларнинг интеграл ифо- 
далар к^ринишидаги «ани^ ^ийматларини топади». 
Худди шундай формул ал арни 1777 йили Эйлер хадма- 
з$ад интеграллаш усули билан келтириб чи^арди. Лекин 
бу ишларда ихтиёрий функцияни шундай каторга ёйиш 
мумкинми деган савол очик; ^олаётган эди.
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Фурье 1822 йилда босилган «Исси^ликнинг анали­
тик назарияси» асарида Эйлер каби функциянинг триго- 
нометрик ёйилмаси коэффициентлари учун интеграл 
формулаларни ^адма-^ад интеграллаш ёрдамида кел- 
тириб чи^арди, лекин Фурье хар цандай функцияни бун- 
дай ёйилмага ёйиш мумкин деган фикрга эга эди. Фу­
рье жуфт cos х  функцияни синуслар б^иича, то^  sin х  
функцияни эса косинуслар буйича каторга ёйди.

Фурье функциянинг тригонометрик ёйилмаси тугри- 
лигини исботлашга уринган. Унинг чинакам жиддий ис- 
ботини Дирихле (1829) берди. У, агар f (x)  функция 
[—л, я] орали^да ани^ланган, чекли, булакли-узлуксиз 
ва булакли-монотон булса, унинг тригонометрик ^атори

-  * <  х  ̂  * да Д ?  t  Ц +  П* - 0) га,

х  =- ±  к  да эса

яцинлашишлигини исбот ^илди. 1834—35 йилларида 
Н. И. Лобачевский функцияга Дирихленикига Караган­
да  бошкача шартлар ^уйиб ёйиш теоремасини исботла- 
ди. У функцияни чекли сондаги сакраш нуцталаридан 
з^амда функция ва унинг ^осиласи у ёки бу томондан ± о о  
га айланадиган чекли сондаги ну^талардан бошца з^ам- 
ма ерда дифференциалланувчи ва асосий орали^да ин- 
тегралланувчи деб фараз  цилади. ,

Тригонометрик ^аторлар назарияси ривожида Ри- 
маннинг диссертацияси (1867 йилда нашр ^илинган) 
муз^им а^амиятга эга булди. У Фурье каторларининг 
^улланиш со^асини кенгайтирди, яъни функциянинг уз- 
луксиз булиш шарти керак эмаслиги ани^ла'нди. Бу иш- 
да  Риман,

го
cosп х  +  Ьп sin/гл:

i
тригонометрик ^аторларни урганди ва 2л даврли ихтиё- 
рий f (x)  функцияни шундай ^атор сифатида тасвирлаш- 
нинг зарурий шартларини аницлашга харакат т^илди. Ри­
ман ю^оридаги ^атор билан уни икки марта з^адма-з^ад 
интеграллашдан з^осил б>лган

оо
. а0 2 00 8  п х  +  s i n  п х

т х  л3 : ;
^аторни солиштириб, а п~*~0 ва Ьп-+ 0 б^лса, кейинги i^a-
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тор (— оо, + о о )  оралицда текис яцинлашишини к^рсат- 
ди ва шу орали^да узлуксиз ^'(л:) функцияни ани^ла- 
шини исботлади.

Энди функция тригонометрии ёйилмасининг ягоналиги 
масаласини з^ал ^илиш лозим эди. Бу масала биринчи 
марта 1870 йили немис математиги Г е н р и х  Э д у а р д  
Г е й н е  (1821— 1881) томонидан ^уйилди, уша даврд а  
Кантор уни тула з^ал килди. Кантор цуйидаги умумий 
теоремани исбот этди: агар f  (x) функцияни [—л, it], ора- 
ли^да Фурье ^аторига ёйиш мумкин булса, бундай 
ёйилма ягонадир.

Бу функциянинг ягона ёйилмаси коэффициентлари 
з^амма вацт з^ам Фурье коэффициентларидан иборат бу- 
лармикан деган саволга ижобий жавобни узлуксиз функ­
циялар учун 1872 йилда итальян математиги Ж у л и о  
А с к о л и  (1843— 1896) топган булса, 1874 йилда од- 
дий маънода интегралланувчи функциялар учун немис 
математиги П о л ь  д ю  Б у а-Р е й м о н (Г831— 1889). 
топдилар. Кейинчалик бу натижа кенгро^ маънода ин­
тегралланувчи функциялар учун з^ам исботланди.

Дирихленинг хар бир узлуксиз, да ври 2я  булга н 
функция Фурье ¡{аторига ёиилиши ха^идаги масаласини 
1876 йили дю Буа-Реймон з^ал килщпга уриниб, уни рад  
этувчи мисол тузди, бу шундай узлуксиз функция ЭДИ ­
КИ , унинг Фурье цатори исталганча оралицнинг чексиз 
куп ну^таларида узо^лашувчи булади.

Ч И З И К Л И  А Л Г Е Б Р А  ВА КУП У Л Ч О В Л И
Г ЕОМЕТР ИЯ

Алгебра ва геометрия— шун­
дай ягона мамлакатларки, 
уларда жимлик ва тинчлик 
хукм суради.

М. Аньези

Чизи^ли алгебра буйича энг биринчи китоблардан 
бири Хитойда яратилган (милод. авв. 152 йилда Чжан 
Цан томонидан тузилган, сунгра эрамизгача I асрда 
(Гэн Чоу-к), III асрда (Лю  Хуэй), VI асрда (Чжень 
Луан) ва VII асрда (Ли Чуньфен), цайта ишланган ва 
тулдирилган) (1957 йилда Э. И. Березкина русчага тар-
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ж има килган) «Ту^^из китобли математика» асари 
246 та масала ва унинг ечимларини уз ичига олиб, цуйи- 
даги  булимлардан ташкил топган:

!. Учишни улчаш.
2. Донли экинларнинг турлари орасидаги муносабат. 

(иропорционал булишга, сонларнинг тескари ^ийматла- 
рини топишга оид м асалалар) .

3. Зинапоялар усулида булиш.
4. Шао-гуан (тугри т^ртбурчакнинг бернлган юзига 

ва томоннга кура унинг бошца томонини аницлаш).
5. Ишларни бахолаш (деворлар цурилиши, дамба, 

миноралар цурилишидаги з^исоблашлар).
6 . Солицларни адолатли тацсимлаш.
7. Орти1\ча-камчилик (чизицли тенгламалар, улар- 

нинг системалари, ечиш усуллари) ва к.
Б у  б^лимда бешта чизицли тенгламадан иборат сис- 

темаларии ечиш усули берилган. Системаларни ечиш- 
да  «фан-чэн» цоидасидан, яъни детерминантлар наза- 
рияси буйича алмаштиришлар ^улланилган. Алмашти- 
риш жараёнида матрицаларда манфий сонларни ки- 
ригдилар. 1̂ ушиш ва айириш учун «чжен-фу («плюс- 
минус)» ^оидасидан фойдаланганлар. ^исоблаш лар ^и- 
соб тахтасйда олиб борилиб, манфий сонларни белги- 
л аш  учун бонл^а рангдаги ёки шаклдаги з^исоб таёкча- 
ларн ишлатилган, ёзувда турли хил рангдаги иероглиф- 
лар  ^улланилган.

М аълумки V— XII асрларда ^индистонда математи­
ка  фани тез  суръатлар  билан ривожланди. Бунда ^уйи- 
даги математиклар мухим илмий натижаларни цулга 
киритдилар: А р и а б х а т а  I (476-тахминан 250 йил) 
(астроном ва математик, асосий асари «Ариабхатиам 
(499) да сонлардан квадрат ва куб илдиз чицариш, 
тенгламаларни тузишга ва ечишга оид масалалар, ху- 
сусан, икки номаълумли бир тенглама, натурал сонлар­
нинг кублари йигиндиси з^амда л  нинг 3,1416 та^рибий 
циймати келтнрилган), Б р а м а г у п т а  ( Б р а х м а ­
г у п т а )  [59'3 — тахминан 660 йил) астроном ва мате­
матик, унинг асосий асари шеърий йул билан ёзилган 
«Брам а  системасини цайта куриб чи^иш» (628 йил) бу- 
лнб., арифметика ва алгебрага багишланган. Арифметик 
прогрессия таълимоти ва з ^ и ц и й  ечимлар булган хол- 
да  (барча доллар учун) квадрат тенгламаларни ечиш 
баён цилинган, аницмас тенгламанинг бутун ечимлари­
ни билган, рационал томонларга эга булган тугри бур-
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чакли учбурчакларни тузиш коидаси з^амда л  нинг 
« У  10 шаклдаги та^рибий ^иймати унга маълум бул- 
ган], М а г а в и р а  [(814/815—880) (математик, асо- 
сий асари «Математика rçncrça китоби» булиб, унда сон- 
ни касрга булиш доидаси биринчи марта учрайди, 
ах + Ьу = с шаклдаги ани^мас тенгламаларни мос бутун 
сонлар учлигини топиш ^оидаси билан ечган, арифме­
тик прогрессия ^адларииииг квадратлари ва кублари 
йигиндисини топган, фоизга дойр масалалар ечган ва 
3Ç. к.] А р и а б х а т а  II [(X аср) (астроном ва мате­
матик, унинг йшларида биринчи марта 9 сони билан Kÿ- 
пайтириш, ^олди^ли булиш, квадрат ва куб илдизларни 
текшириш баёни берилган, тригонометрик ж адваллар  
тузиш билан >̂ ам шугулланган], Б х а с к а р а  II 
![ ( 1114— 1185) математик ва астроном, унинг асосий 
асари «Системанинг дурдонасй» (тахминан 1150 йил) 
булиб, унинг икки кисми «Лилавати» ва Виджаганити»

‘  __ 
математик Жи.%атдан цизи^иш уйготади: «Лилавати» 13 
булимдан иборат: метрология, бутун ва касрлар устйда 
амаллар ^амда квадрат илдиз чи^ариш, масалаларни 
ечишда тескарисини, булинмани топиш усули, турли м а­
салалар, rçaTop йигиндисини топиш, юз, турли ^ажмлар- 
ни ^исоблаш, чегараланмаган масалалар, тебранишлар 
масалалари.

«Виджаганити»: мусбат ва манфий сонлар устида 
амаллар; биринчи ва иккинчи тартибли ани^мас тенг- 
ламалар; чизикли алгебраик тенгламалар; квадрат тенг- 
ламалар; чизикли тенгламалар . системалари; иккинчи 
тартибли аницмас тенгламалар]. КУриниб турибдики, 
^инд математиклари ÿ3 ишларида чизикли алгебрани 
ривожлантиришда маълум натижаларга эришганлар.

Чизикли алгебрани ривожлантиришда немис мате- 
матиги Лейбницнинг хизматларини ало^ида таъкидлаб 
утиш максадга мувофиц. Чизикли тенгламалар система- 
сини ёзишда у индекслардан фойдаланди, масалан, уч 
номаълумли учта чизикли тенглама системасини цуйи- 
дагича ёзган:

1 0 + т + 1 2 у = 0 ,
20+ 21* + 22# = 0,
30 +  31*+32*/ =  0.

Шунингдек, у детерминант тушунчасини киритди ^амда 
детерминантлар назариясига тааллу^ли баъзи бир гоя-, 
ларни таклиф этди.
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Кейинчалик бу со^ада немис математиги Л е о п о л ь д  
К р о н е к к е р  (1823— 1891) иш олиб бориб, чизицли 
тенгламалар системасини детерминантлар ёрдамида 
ечиш ва бунда индекслардан фойдаланиш й^лларини 
курсатди. Шунингдек, унинг номи билан ихтиёрий чи- 
зицли тенгламалар системасининг биргаликда булиш 
аломати аталади. Чизи^ли тенгламалар системалари 
буйича француз олими Э т ь е н н  Б е / з у  (1739— 1783) 
«Гардемаринлар учун математика курси» асарида де- 
термннантлар назарияснни ривожлантириб, Эйлернинг 
йукотиш усулини янада такомиллаштирди. У ани^мас 
купайтувчилар усулини тенгламалар системаларини 
ечишга татби^ этди. Швейцариялик математик Г а б ­
р и е л ь  К р а м е р  (1704— 1752) 1750 йилда харфий 
коэффициентли п та номаълумли п та чизицли тенгла- 
ма (чизшуш) системасини ечиш ^оидаси (Крамер цои- 
даси)ни эълон цилди. Детерминантлар назариясига 
асос солди, лекин бунда ^али у цулай белгилашлардан 
фойдаланмаган эди.

XIX асрда детерминантлар назарияси белгилашлари- 
ни такомиллаштиришда француз математиги А л е к ­
с а н д р  Т е о ф и л  В а н д е р м о н д  (1735— 1796) нинг 
хизматлари  катта булди. У детерминант учун ало^ида 
белгилаш киритдн ва бу билан мазкур назарияниниг 
янада  ривожлаиишига катта таъсир утказди. Француз 
математиги О г ю с т е н  Л у и  К о ш и  (1789— 1857) 
детерминантлар назариясини ривожлантирди, бунда де- 
терминантларнинг асосий хоссаларини топди, хусусан, 
купайтириш теоремасини исботлади ва  бу теоремани 
м атрицаларга  ,\ам ц^ллади.

П ариж  академиясининг аъзоси П ь е р  С и м о н  
Л а п л а с  (1749— 1827) чизшуш тенгламалар система- 
сини ечишда минорлар ва турли хил ^рин алмаштириш- 
лар д а н  фойдаланишни курсатди.

К а р л  Ф р и д р и х  Г а у с с  (1777— 1855) бирин- 
чи б^либ детерминант атамасини киритди («Арифмети­
ка», 1801 йил). Немис математиги К а р л  Г у с т а в  
Я к о б  Я к о б и  (1804— Г851) детерминантлар наза- 
риясида б аракали  ижод цилиб, уни ривожлантиришда 
маълум  хисса ^ушди. Шунинг далолати сифатида унинг 
номи билан аталувчи матрица ва детерминантларни 
келтириш мумкин, функционал детерминантлардан ^ам 
у илмий иш ларида кенг фойдаланди.

Чизицли алгебранинг кейинги ривожи б^восита мате-
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матик анализ ва гуру\лар  назариясининг ц;улланиши 
билан борлиц.

Куп улчовли геометриянинг асосий тушунчалари 
асосан Н. И. Лобачевский давридан бошлаб вужудга 
кела бошлади. Немис математиги Г е о р г  Ф р и д р и х  
Б е р н х а р д  Р и м а н  (1826— 1866) Лобачевский гео- 
метриясига асосланиб,, уч улчовлидан зиёд булган фа- 
зонинг мавжудлигини исботлади.

Кейинчалйк инглиз математиги Г е р м а н  Г ю н ­
т е р  Г р а с м а н  (1809— 1877) «Узо^лик ^а^идаги 
таълимот» номли асарида куп улчовли евклид фазолари 
хамда ихтиёрий векторларнинг скаляр купайтмасини 
киритди. Бош^ача айтганда, у куп улчовли фазода мет­
рик муносабатларни урнатди.

Куп улчовли фазонинг таърифини биринчи булиб 
инглиз математиги А р т у р  К э л и  (1821— 1895) ки-' 
ригган булса, 1854 йилда Гёттинген университетида ь^ил- 
ган машадгр маърузасида Риман куп улчовли фазо з^а- 
цидаги тад>лим6тни янада ривожлантирди. Умумлашган 
риман фазоларининг киритилиши, янги риман геомет- 
риясининг пайдо булиши геометрия ривожида исти^бол- 
ли й^лларни очиб берди.

А\атематиканинг мухим булимларндан бири функ­
ционал анализ Хам элементлари турли-туман табиат- 
даги объектлар, масалан, эгри чизиклар ёки сиртлар, 
.бир ёки бир неча узгарувчили узлуксиз функциялар, 
^а^икий сонларнинг чекли системалари ёки кетма-кет- 
ликлари булган фазолар билан иш куриб, математика-

• ни назарий жихатдан такомиллаштиришда му^им а.^а- 
мият касб этмо^да.

XIX асрнинг иккинчи ярмида физиканинг гуркираб 
ривожланиши ва техниканинг т а р а ^ и ё т и  туфайли ма­
тематика тез ривожланди. Геометрияда янги тушунча-:| 
лар: вектор, тензор пайдо булди. Моддий системани ха- 
рактерлаш учун учтадан купро^ параметр талаб  цили- 
нади. Уч улчовли Евклид фазоси торлик ^илиб ^олди.

. Нисбийлик назариясида турт улчовли фазо ^аралади, 
квант механикасида системанинг ^олати* чексиз улчов- 

'ли ми^дорлар билан ифодаланади. Математикада турт 
улчовли, п улчовли ва чексиз улчовли (функционал ф а­
золар) фазоларни текширишга утилди.
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А Н А Л И Т И К  ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Г ЕО М ЕТР И Я

Декартнинг буюк иши—анали­
тик геометрияни яратиши ал­
гебра ва геометрия орасида 
куприк ясади.

С. И. Вавилов

Француз математиги ва ^у^уцшуноси П ь е р  Ф е р ­
м а  (1601— 1065) аналитик геометрия асосчиси сифати- 
■да Декартга Караганда илгарироц ва цзчилрок; тугри 
бурчакли коорди на тал ар н и киритди, координаталар усу- 
лини баён цилди ва уни геометрияга татби^ ^илди, бун­
да тугри чизиц тенгламаси ва .иккинчи тартибли эгри 
чизицлар тенгламаларини келтириб чицарди. 1636 пил- 
да маълум булган «Текис ва фазовий ^ринлар наза- 

риясига кирши» асарида ^адимги юнон математиги Апол­
лоний Пергский ишларинл давом эттириб, у тугри чи- 
зи^ларга биринчи дараж али  тенгламалар, коник ке- 
■симларга иккинчи тартибли тенгламалар мос келишини 
курсатди. У биринчи ва иккинчи дараж али  тенглама- 
ларнинг умумий кур и ни шла ри ни координаталарни ал- 
маштиришлар ор^али-тад^и^  этди (координата бошини 
кучириш ва у^ларни буриш). Агар тенгламада иккита 
номаълум ш и д о р  ^атнашса, у з^олда улар геометрик 
уринни ^осил килишини курсатди. Аполлонийнинг «Ко­
ник кесимлар» асаридаги иккинчи тартибли чизи^лар- 

ни, масалан, xy= 2pl  тенгламаларни з^амда Р2— (x + D )2= 
= (y + R )2 шаклдаги айлана тенгламаларини текширди.

Фермадан кейин аналитик геометриянинг аеосчила- 
ридан бири яна бир француз математиги Р е н е  Д е ­
к а р т  ( Í 596— 1650) з^исобланади.

1637 йил голланд шаз^арчаси Лейденда 8 июнь ку- 
ни Ж ан  Мере босмахонасидан Р. Декартнинг «Метод 
^акида мулоз^аза» асари босилиб чи^ди. Бу асарга уч- 
та  илова: «Диоптрика», «Метеорлар» ва «Геометрия» 
■ларни ёзиб, асарда илмий метод з^а^идаги мулоз^азалар- 
ни тушунтириш ва тавсифлашни улар ор^али амалга 
оширишни к^зда тутган эди. «Диоптрика» да у икки му- 
зсит чегарасида нурнинг синиш ^онунини баён ^илди ва 
уни асослади, унга таяниб камалак назариясини ярат- 
ди. «Метеорлар»да эса у камалакнинг келиб чициш са- 
бабларинн тушунтирди, тажрибаларини баён цилди, шу-
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нингдек, булутлар, цор, дул, чадмок ^оеил булнш ^о- 
нунларини билишга, шамол табиатини текширишга з^а- 
ракат ^илди. Декартнинг асосий хизмати шундаки, у 
табиат з^одисаларини фан ёрдамида тушунтирди.

«Геометрия» юцоридаги китобга учинчи илова булиб, 
олимнинг номини бошца кашфиётларига Караганда куп- 
роц шон-шуедатга буркади. Декарт  координаталар усу- 
лини яратди, унинг ёрдамида геометрия ва алгебра ^р- 
тасида муста^кам алоца урнатди. Унинг алгебра маса- 
лаларини геометрия ёрдамида, ва аксинча, алгебра 
тенгламалари назариясини геометрик масалаларни ечиш- 
га цУллашга ургатди.

«Геометрия»нинг асосий элемента кесма булиб зде- 
собланади. Агар а кесмага Ь кесмани цуйсак, янги а+Ь  
кесма .^осил булади, бу а ва Ь кесмалар йигиндисидан 
иборат. У з^олда кесмалар купайтмаси аЬ ни цандай 
аншулаш мумкин? ^адимги юнонларда аЬ томонлари а 
ва Ь булган тугри туртбурчак юзидан иборат эди.

Декарт бу куп асрлик усулдан воз кечиб, аЬ — кес- 
ма эканлигини таъкидлайди, фа^ат  бу кесма х:а=Ь: 1 
пропорциядан топилади. 23- расмда курсатилганидек. 
Д екарт  х=аЬ  кесмани я>сади. Худди шундай, х:1 =а\Ь 
пропорциядан куриниб турибдики, а кесмани Ь кесмага 
булиш мумкин.

Д екарт  абсциссалар у^и — 0 сано^ боши з^исоблан- 
ган 0 ну^та белгиланган тугри чизицни киритиб, бирор- 
та кесмани бирлик сифатида танлади, унинг ёрдамида 
з^ар ^андай кесманинг узунлигини ^лчаш мумкинлигини 
курсатди. Демак, Декартда хар бир кесмага мусбат сон—

ô

1

23-расм

унинг узунлиги мос ^уйилади. У кесмалар устида амал- 
лар  бажарди, уз мохиятига кура бу амаллар мусбат з$а- 
ци^ий сонлар устида бажарилаётган" амаллар  эди, яъни 
кесмалар узунликлари ^ушилар, купайтирилар з^амда 
бирининг узунлиги иккинчиси узунлигига булинар эди.

Абсциссалар у^ининг мавжудлиги чизицлар ва тенг- 
ламалар  уртасида алака урнатишга имкон берд»-
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Р (х ,у )=  0 алгебраик тенглама масалан, 3у—2 * + 3 = 0 >  
куринишда булсин. Абсцисса у^ида узунлиги х  га тенг* 
булган кесмани ^уямиз. Г(х, / / )= 0  тенгламадан у  нинг 
мос ^ийматини топамиз ва уН*ча перпендикуляр булгаш 
тугрн чизицда цуямиз. М нуцтани хосил циламиз. х  ва! 
у  лар М ну^танинг координаталари деб аталади.

лар ^ам узгаради ва М нуцта ^аракати давомида (24- 
расм) бирор I. чизицни ясайди, яъни 5(дг, у) = 0, алге­
браик тенгламага текисликда бирор Ь чизиз^ мос келадж.

Коордииаталар усули манфий сонларни геометрик:; 
тавсифлаш имконини яратди..

Декарт геометриясининг асосий гояси 'ш ундан  ибо- 
ратки, чизицларнинг герметрик хоссаларини уларнинг 
тенгламалари устида алгебраик алмаштиришларни б а -  
Жариб урганиш мумкин.

«Геометрия»да Д екарт  узининг алгебраик тенглама- 
лар назариясини баён ^илди. У /г-тартнбли алгебраик: 
'тенглама п та илдизга эга деб таъкидлайди, бунда у 
мусбат, манфий ва комплекс («фараз ^илинувчи») бар- 
ча илдизларни ^исобга киритади. Бу алгебранинг асо­
сий теоремаси булиб, унгача XVII аср бошида П. Р о т е  
ва А. Ж ирар  ^ам уни ифода цилишган эди.

Декартнинг бу китоби замондошлари томонидаш 
^изи^иш билан кутиб олинди, лотин тилига таржима 
цилинди, цис^а муддат ичида турт марта цайта нашр» 
цилинди. XVII асрда ^ар. бир ижод билан шугулланув- 
чи математикнинг уцув цулланмасига айланди.

Декарт математика фацат алгебра тенгламалари би­
лан берилган эгри чизицлар билан шугулланиши ке- 
рак, чунки боища чизи^ларни текшириш учуй умуми© 
усул мавжуд эмас деб ^исоблар эди. Ва^оланки, мате- 
матикада алгебраик тенгламалар билан ифодаланмай- 
диган (трансцендент) чизи^лар: Архимед спирали, квад-: 
ратриса, трактриса, циклоида ва бош^алар з^ам му^ил® 
а^амиятга эга.



Декартнинг бу чекланиШини Ньютон ва Лейбниц 
<бартараф этиб, XVII асрнинг иккинчи ярмида трансцен- 
,дент чизи^ларни текширишга умумий усулларни, шу- 
нингдек, координаталар усулини з^ам ^улладилар. Коор­
динаталар усули янада ривожланиб, сал кейинро^, ор- 
динаталар ук;и иайдо булди, XVIII асрда стереометрия 
вужудга келди; XIX асрда «куп улчовли» геометрия, 
ЖХ асрда эса «чексиз» улчовли геометрия яратилди.

Геометрияни урганиш со^асига Декарт шарнирли 
механизмлар ёрдамнда бир ёки бир неча узлуксиз з^а- 
■ракатлари билан тасвирланадиган «геометрик» чизи^- 
.ларни киритади/'уларнинг кейинги з^аракатлари олдин- 
•гилари билан ани^ланади. Трансцендент «механик» чи- 
:зицларни царамайди, уларни урганиш учун усул й}|£ 
.деб з^исоблайди. У текис чизи^ларнинг бу икки синф- 
нинг кинематик тавсифини берди, «геометрик» чизи^- 

.лар тугри. бурчакли координаталар системасида алгеб- 
раик тенгламалар билан ифодаланишини аницлади. У 
тенгламаниниг даражаси координаталар системасининг 
танланишигя богли^ эмаслигини курсатди. Шунингдек, 

.Декарт уз китобида текис чизи^ларга нормаль ва урин- 
:малар утказиш алгебраик усулини баён ^илди ва 4- 
тартибли эгри чизицларнинг баъзиларига ^уллади. 
-Унинг координаталар системаси мукаммал эмас эди, 
манфий абсциссалар ^аралмаган  эди. Уч улчовли фазо- 
нинг аналитик геометрияси деярли тад^и^ цилинмай 
цолди. Лекин шундай булса-да, унинг «Геометрия»си 

гматематика ривожига улкан таъсир утказиб, деярли 
150 йил давомида алгебра ва аналитик геометрия Д е ­

жарт курсатган йуналишлар буйича ривожланди.
Декарт даврига келиб турли текис эгри чизи^лар 

тугрисида ж у д а  куп маълумотлар тупланди (текис эгри 
•чизи^ хамма ну^талари битта ва фа^ат битта текислик- 
ка  тегишли булган чизи^дир). Уларни синфларга аж- 
¡ратлш лознм эди. Д екарт  бу ишни бошлади. Коник ке- 
«симлар, шу жумладан, айлана иккинчи тартибли алгеб- 
р а и к  тенгламалар билан ифодаланиши мумкин эканли- 
■зги аникланди. Уларни шунинг учун иккинчи тартибли 
эгри  чизл^лар деб атай бошлади.

Энди учинчи тартибли, с^нгра туртинчи ва з̂ . к. тар ­
тибли тенгламаларгш ^араш навбати келган эди. Нью­
тон учинчи тартибли тенгламаларга мос келувчи барча 
з г р и  чизи^ларни улар  (72 турдан иборат булди) синф-



л а р г а  ажратди. К л о д  А л е к  с и  К л е р о (1713— 1765) 
ун икки ёшлигида туртинчи тартибли эгри чизицларни 
синфларга ажратишга уринди ва бу з^а^да биринчи ил- 
мий ишини езди.

Бундан кейин аён булдики, барча мумкин булганте- 
кис чйзицлар — улкан туплам, уларни синфларга ажра- 
тиш жуда ^ийин, з^ар бирини алоз^ида урганиш эса уму- 
ман мумкин эмас. Бундан таш^ари, жуда куп маълум ва 
амалий зарур эгри чязи^ларни декарт координаталари- 
га нисбатан алгебралк тенгламалар билан ифодалаш 
мумкйи эмас. Буядай чизи^ларга тригонометрик функ- 
циялариииг графиклари, квадратриса, Архимед спирали 
ва х. к. лар  мйсол була оладй. Булар текис чизи^лар 
эди, фазовий чизицлар учуй бу иш яна з^ам ^ийинлаша- 
дн. Декартнинг аналитик геометрияси эгри чизи^лар 
ва сиртларни урганйш учун етарлича умумий усулларни 
бера олмади, ундан кучлироц боцща восита топиш ло- 
зим булиб ^олди, бу дифференциал булиб чицди.

Дифференциаллар ёрдамида барча эгри чизи^лар ва 
сиртларни ул'арнинг маълум шартлар бажарилмайдиган 
ну^таларидан бошца барча ну^таларида текшириш им- 
конияти мавжуд. Лекин бу шартлар огир. Аввало эгри 
чизик ва сиртларнинг дифференциалланувчи функция- 
лар  билан берилган цнсмларн каралар эди, маълумки, 
дифференциалланувчанлик шарти куп з^олларда, купин- 
ча, хатто оддий з^олларда з^ам бузилади. Аммо бу шарт­
лар  етарлй эмас. Агар эгри чизи^ ва сиртни вектор 
функциялар билан берсак, у з^олда бу функцияларнинг 
биринчи з^осилалари нолга тенг булмаслигини талаб ^и- 
лишга тугри келар эди з^амда бу ну^таларни алоз^ида 
^араш лозим. Бош^а чеклашлар з^ам пайдо булади. 
Балки бу усулдан оддийро^ усул мавжуддир деган са- 
вол тугилади:

Бу саволга Д а в и д  Г и л ь б е р т  ва С т е ф а н  
К о н-Ф о с с е н (1902— 1943) нинг «Кургазмали геомет­
рия» асаридан жавоб топиш мумкин. Туртинчи боб 
«Дифференциал геометрия» да дифференциал тушунча- 
сини кулламасдан эгри чизи^лар ва сиртларнинг куп 
хоссалари баён этилган, бунда исботлар урнида у ёки
б.у даражадаги ишончли кургазмали мулоз^азалар иш- 
латилган.

Дифференциал геометрияда «з^аракатланувчи кано­
ник «репер» атамаси мавжуд. Бунинг маъноси француз-
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ча «репер», яъни «белги», ёки урганилаётган нарсада 
уларни бошцасидан ажратиш учун цуйиладиган белги- 
дан иборат. Эгри чизицда бундай белгини цандайдир ко- 
ординаталар системаси ^йнайди. У з^ар бир ну^та учун 
алохида мавжудлиги, яъни эгри чйзи^ буйича гуё з^а- 
ракатлангани учун репер «з^аракатланувчи» дейилади. 
«Каноник» с^зи эса юнонча «канон», яъни «коида» маъ- 
носини беради. Бошкача айтганда, репер з^амма вацт 
битта ва ф а^ат  битта геометрик 1\онуният асосида то­
пил ади: репернинг бо.ши эгри чизицнинг царалаётган
ну^тасида жойлашади, 1\ вектор уринма буйича, / г—1

—►
асосий нормаль буйича, /3— бинормаль буйича йунал- 
ган булади. Каноник репер формулаларини бир ва^тда 
француз математиги Ж а н  Ф р е д е р и к  - Ф р е н е  
(1816— 1900) ва Ж о з е ф  А л ь ф р е д  С е р р е  (1819— 
1885) топишган.

Москва Д авл ат  университета профессори С е р г е й  
П а в л о в и ч  Ф и н и к о в  (1883— 1964) ва П ариж 
университета профессори Э л и  Ж о з е ф  К а р т а н  
(1869— 1951) з^ам дифференциал геометрия буйича му- 
з^им илмий натижаларга эришдилар. Картан математи- 
канинг бошца сохалари буйича шугулланнб, катта юту^- 
.ларга эришиш билан бирга дифференциал геометрия 
муаммоларини з^ал цилиш учун з^аракат цилган. К ар­
тан ва Фиников ишларида з^аракатланувчи репер наза- 
рияси шундай ривожлантирилдики, уни нафа^ат эгри 
чизицлар ва сиртларга татби^ этибгина ^олмай, балки 
мураккаб геометрик образлар учун з^ам цуллаш мумкин 
булиб цолди.

)^ар бир фаннинг ижодкорлари булади, дифференциал 
геометрияда булар Л. Эйлер ва Г. Монж эди. Эйлернинг 
800 дан зиёд илмий ишлари орасида махсус геометрия- 
га багишланганлари куп эмас. «Чексизлар анализига ки- 
риш» асарининг иккинчи томи «Сиртлар з^а^ида илова» 
да  иккинчи тартибли сиртлар синфларга ажратилган. 
.У биринчи булиб, уч фазовий координатага нисбатак 
иккинчи тартибли тенгламалар билан берилган ва ко­
нус булмаган барча сиртлар беш хил турга келтирили- 
ши мумкинлигини курсатди, булар эллипсоид, гипербо- 
лоиднинг иккн тури,- эллиптик параболоид, гиперболик 
параболоидлардир. Эйлер бир системадан иккинчи де- 
карт системасига утиш формулаларини киритиб, бу 
сиртлар тенгламаларини энг оддий усулда ёзиш мум­
кинлигини курсатди. 1760 йилда ёзилган «Сиртлар эг-



рилиги з^а^ида тад^и^отлар» асарида эн г умумий ку- 
ринишдаги сиртнинг ихтиёрий ну^тасидаги эгрилиги з^а- 
к;идаги масала куриб чицнлган ва сиртнинг ички «хос- 
салари»ни курсатувчи инвариантни топишга з^аракат ^и- 
линган, яъни шундай хоссаларики, улар сиртнинг бери- 
лиш усулига .ва  координаталар системасининг танла- 
нишига боглиц эмас.

Эйлердан кейинги ^адамни француз математиги Гас­
пар Монж куйди. У 1801 йилда босилиб чивдан «Импе­
ратор политехник мактабида ^уллаш учун мулжаллан- 
ган анализнинг теометрияга татбики» асарида сиртни 
2 = z(x , У) тенглама куринишида беради. Монж бу иши- 
д а  бир ва^тнинг узида з^ам сиртлар назариясини, з^ам 
дифференциал тенгламалар назариясини яратиш билан 
шугулланади. Тенгламалар ва сиртларни бир ва^тда 
синфларга ажратиш учун з^аракат цилиб, узининг ички 
инвариант хоссаларига эга булган бир катор сиртларни 
ва уларга мос келувчи Дифференциал тенгламаларни 
топди. Масалан, rt—s 2 =  0 тенглама билан ани^ланувчи 
сирт бирор фазовий эгри чизи^нинг барча уринмалари- 
га тегишли булган ну^талар туплами билан ани^лана- 
ди. Бу сирт деб з^ам аталади. Монж сиртларнинг 
турли синфлари дифференциал тенгламаларини хосил 
^илди, з^ар бир синф хоссаларини баён ^илди, лекин 
сиртларнинг умумий назариясини ярата олмади.

Монжнинг шогирдлари ва купгина математиклар зе­
ки усуллар ёрдамида сиртларни тад^и^ этишни давом 
эттирдилар, лекин янги бурилиш ясаш учун янги дахо 
зарур эди. Бу Гаусс булиб чи^ди.

XVIII аерни математиклар Эйлер асри деб аташади.
XIX аернинг биринчи ярмида математикада йулбошчи 
булиб К а р л  Ф р и д р и х  Г а у с с  (1777— 1855) хи- 
собланар эди. Уни купинча лотинча тахаллус билан 
«princeps mathematicorum», яъни «математиклар циро- 
ли» з^ам дейишар эди. Гаусс Гёттинген (Германиядаги 
кичик бир шаз^арча) университета профессори ва 
расадхонаси директори булиб ишлар эди. 1737 йил­
да ташкил этилган мазкур университет профёссорлари 
орасида машз^ур математиклар Б. Риман, Ф. Клейн, 
Д . Гильберт, Г. Вейль з^ам турли ва^тларда ишлашган. 
1828 йилда босилиб чиадан «Эгри сиртлар з^а^ида уму­
мий. тад^и^отлар» асарида у сиртнинг эгрилиги тушун- 
часига биринчи марта тугри таъриф берди, сиртда ётув- 
чи чизиклар эгриликлари билан унинг алокасини бог-
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ланишини топди ва бу эгрилик ^а^ида му^им теорема- 
ни исботлади. Монжда сирт тенгламаси М — О шаклда, 
бунда М—х, у, г  ^згарувчилар функцияси булса, Гаусс- 
д а  координаталар инки эркли узгарувчининг функцияси 
сифатида ^аралади, бу эса сиртнинг г= г(и , V) вектор- 
функция куринишида берилиши билан тенг кучли. Ле- 
кин у пайтда ^али на вектор ва на вектор функция ту- 
шунчалари яратилмаган эди, ^а^и^атда эса Гаусс улар- 
д а  фойдаланиб, ихтиёрий сиртлар хоссаларини текши- 
рар эди.

Дифференциал геометрия ривожи амалиёт тчалабла- 
ри билан богли^ булиб, бу талаблардан дифференциал 
геометрияга таянувчи иккита фан — геодезия— ер сир- 
тидаги улчашлар ва бу сиртнинг шакли ва улчамлари 
^а^идаги фан, картография— ер сиртини текисликда 
барча улчамларни минимал ^ис^артириш орцали тас- 
вирлаш \ацидаги фан юзага келди. Гаусс ихтиёрий эг- 

ри сиртда улчашлар ^а^идаги масалани ечганлиги унинг 
геодезия билан шугулланганлигидан далолат беради.

Гаусснинг гояларини умумлаштириш Б. Риман то- 
монидан унинг 1'854 йилда уцилган «Геометрия асосида 
ётувчи фаразлар ^ацида» номли маърузасида (кейин- 
чалик бу маъруза 1868 йилда чоп этилган) амалга оши- 
рилди. Бизнинг давримизда Риман геометрияси ^озирги 
замон дифференциал геометриясининг му^им сохалари- 
дан ^исобланади. ^озирги замон дифференциалланувчи 
купхиллиликлар назарияси асосида Риман гоялари ёта- 
ди, шунинг учун у сиртлар' назарияси асосида ^ам ётади.

У З Б Е К И С Т О Н Д А  МАТЕМАТИКА Р И В О Ж И

Узбекистонда математика фани риво;кланиши Урта 
Осиё давлат университетининг очилиши билан бевосита 
богли^, миллий мутахассисларнинг етишиб чи^ишида бу 
масканни ташкил этишга ёрдамга келган рус матема- 
тиклари уз хиссаларини ^ушдилар. Булар орасида В с е- 
в о л о д  И в а н о в и ч  Р о м а н о в с к и й  (1879— 
1954) нинг хизматлари ало^ида ахамиятга эга. У э.уги- 
моллар назарияси ва математик статистика билан шу- 
гулланиб, бу со^а буйича Марков занжирларини тек- 
ширишда аналитик ва алгебраик усулларини цуллади. 
Ш у билан *бирга Тошкентда .э^тимоллар назарияси ва 
математик статистика буйича мактаб яратилишига асос 
солди. Уз шогирдлари билан математиканинг статисти-
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канинг татбицларига дойр ишларни эълон цилди. Узбе­
кистан Республикаси Фанлар академиясининг матема­
тика институти унинг номи билан аталади.

Республикамизда математиканинг ривожланишида? 
биринчи узбек математикларидан бири Т о ш м у ^ а м -  
м а д  Н и ё з о в и ч  К, о р и Н и ё з и й  (1896— 1970)» 

мухим ишларни амалга оширди. Узбек математика ата -  
машунослигининг шаклланишига катта ^исса ^ушди. 
Узбек тилида математика буйича у^ув ^улланмалари; 
ёзди: «Математик анализнинг асосий курси» ва «Анали­
тик геометрия асосий курси» (1937) китобларидир.

Энди В. И. Романовскийнинг икки шогирди тугрис'и- 
да ^икоя киламиз. ^а^ицатан , улар иккаласи хам Фар- 
гона водийсида тугилиб-.усган ва узбек математикасш 
ривожланишига салмоцли ^исса цушган олимлардир. 
Булар Т о ш м у ^ а м м а д  А л и е в и ч  С а р и м с о -  
^ о в  (1915— 1995) в а С а ъ д и  Д а с а н о в и ч  С и р о- 
ж и д д и и о . в  (1921 — 1989).

Т. А. ¡С а р и м с о к; о в Урта, Осиё давлат  университе­
тами 1936 йилда тугатиб, 1942 йилда физика-математи­
ка фанлари доктори, профессор дараж аларига  эришди. 
ТошДУ ректори булиб, 1943—45 ва 1952—58 йилларда 
ишлади. 1946—52 йилларда Узбекистон ФА - пре- • 
зиденти ва 1959 йилдан маълум муддат олий ва урта 
махсус таълим вазири булиб ишлади. Кейинги йиллар­
да ТошДУ профессори, математика институти профес- 
сори лавозимларида фаолият курсатиб келди. 75- 
йиллиги муносабати билан Ме^нат ^ахрамони ун- 
вонига сазовор булди, 1943 йилдан академик, 1948; 
йилда Д авл ат  мукофотига, 1967 йилда (М. Я- Ан­
тоновский ва В. Г. Болтянский билан биргаликда) Уз­
бекистон Республикаси Беруний давлат мукофотига са­
зовор булган. Асосий ишлари э^тимоллйр назарияси ва 
математик статистика буйича. Марков занжирлари ва 
унинг татбицларини математик анализ масалаларини 
^ал цилишда ^уллади, В. И. Романовскийнинг текши- 
ришнинг матрица усулини чекли, сано^ли ва з^олатлар- 
нинг узлуксиз тупламига эга булган Марков занжирла- 
рига цуллади. Топология буйича ярим тартибланган то- 
пологик ^ал^алар ,  Буль алгебраси ва унинг татбицлари 
буйича илмий тад^ицотлар олиб борди. Топологик -ярим- 
майдонлар ва яриммайдонларни метрикалаштириш на- 
зариясини яратди. 1954 йилда унинг «Марков жараён- 
лари назарияси асослари» монографияси чоп этилган.
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С. X. С и р о ж «  д  д и  нт> в 1942 йилда Урта Осиё 
д а в л а т  универснтетини тугатган, 1953 йилда физика-ма­
тематика фанлари доктори, 1956 йилда профессор ун- 
вонларига эришган. 1954—56 йилларда М ДУ да ишла- 
ди, 1956 йилда ТошДУда, 1957—67 йилларда Уз ФА 
гматематика институти директори, 1966— 70 йилларда ва
1983 йилдан ТошДУ ректори лавозимларида ишлади. 
1970—83 йилларда Узбекистан Республикаси ФА вице- 

шрезидентибулиб фаолият курсатди. Функциялар назари- 
;яси, эз^тимоллар. назарияси ва математик статистика бу- 
:йича илмий ишлар олибборган. Бир жинсли вабир  жинс- 
ли булмаган Марков занжирлари назариясига катта 
:^исса цушган. Шунингдек, эз^тимоллар назариясининг 
•амалий татби^лари билан шурулланган. 1956 йилдан Уз- 
«ФА мухбир аъзоси, 1966 йилдан эса з^а^и^ий аъзо б^либ 
фаолият к^рсатган. 1970 йилда Узбекистонда хизмат 
курсатган фан арбоби, 1973 йилда Беруний номли Дав- 

.лат мукофотига сазовор булган.
Узбекистонда хусусий ^осилали дифференциал тенг- 

л а м а л а р ,  та^рибнй ва сонли усулларни ривожлантириш- 
,да Махмуд Сало^итдинович С а л о х  и т д  и н о в (23.11. 
.1933 йилда тугилган) нинг илмий ишлари мухим а^а- 
гмият касб этади. Куп йиллар давомида (1967—’85 йил- 
-лар) математика институти директори, Узбекистои Рес- 
шубликаси ФА президента лавозимларида фаолият кур- 
*сатди. 1974 йилда «Аралаш-мураккаб турдаги тенглама- 
.лар» монографияси босилиб чикди ва бир нечта у^ув 
я^улланмалари муаллифи, айницса, узбек тилида ёзил- 
<га «Комплекс узгарувчили функциялар назарияси» у^ув 
кулланмаси (з^амкорликда) математикларни тарбиялаб 

¿етиштиришда катта роль уйнамо^да. 1974 йилда Беру- 
ягай давлат мукофотига сазовор б$глган. ’

Узбекистонда кибернетикани ривожлантиришда ака ­
д е м и к  Восйл Крбулович К о  б у  л  о в (1921 йил 5 сен- 
тябрда тугилган) нинг хизматлари улкан. У 1966 йилдан 
кибернетика институти ва )^М да директор булиб ишлаб 
желмо^да, республикада бу соз^а буйича илмий кадрлар- 
лш етиштирйб чи^аршлда муз^им ишларни амалга оши- 
ри б  келмокда. Асосий ишлари з^исоблаш ва амалий ма-. 
тематика, механика масалаларига багишлангаи.

Тошкент Д авл ат  университетида э^тимоллар наза- 
<рияси ва математик статистика з^амда оптимал бош^а- 
;риш ва дифференциал уйинлар буйича муз^им илмий 
;натижаларга эришган Турсун Абдураз^имович А з л а -
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р о в  (1938 йил 15 февралда турилган) ва Нуъмон 
Ю н у с о в и ч  С о т и м о в  (1939 йил 15 декабрда ту­
рилган) узбек математика фанини ривожлантиришда ва 
бу соз^алар буйича миллий мутахассислар етиштириш 
буйича самарали ишларни амалга ошириб келмо^далар.

70- йиллардан сунг узбек математикаси ривожида бир 
1̂ атор ёш математикларнинг фанда эришган юту^лари 
катта а^амиятга эга б^лди. Булардан бири Ш авкат 
Орифжонович А л и м о в  (2.03.1945 йилда турилган), 
1968 йилда МДУ ни тугатган, 1973 йилда физика-мате­
матика фанлари доктори, 1974 йилда профессор унвон- 
ларига эришди. 1974—84 йилларда МДУ да ишлади, 
1984—85 йилларда ТошДУ ва математика институтида, 
су игра эса 1985 йилдан СамДУ ректори, ТошДУ рек- 
тори ва республика олий ва урта махсус таълими ва- 
зири лавозимларида ишлади. Асосий ишлари оператор- 
лар  спектрал назарияси ва математик физиканинг че- 
гаравий масалаларига баришланган. 1985 йилда Беру- 
ний номли давлат мукофотига сазовор булган.

Самарканд давлат университета ?;ам узбек матема­
тика мактабининг ривожланишида ва миллий матема- 
тикларни тарбиялаб етиштиришда уз ^иссасини ^ушиб 
келмоцда. Университетда математикадан илмий тад^и- 
котларни ривожлантиришда Узбекистон республикаси 
ФА мухбир аъзоси Исаак Самойлович К у к л е с (1905 — 
1977) нинг хизматлари катта булди. У 1947 йилдан 
СамДУда ишлай бошлади ва Самарцандда дифферен­
циал тенгламалар сифат назарияси буйича мактаб ярат- 
ди. У Самарканд математика жамияти ташкилотчиси ва 
раиси эди. Х°ЗИРГИ кунда мазкур университетда Ш. Ша- 
рипов, А. Ортитов, Ш. Ерму^амедов, С. Ла^аев, А. Г а й ­
даров, А. ^отамов, С. Ота^улов, X. Худойназаров, 
X. Нарзуллаев каби математика буйича фан докторла- 
ри фаолият курсатмоцда.

Ал-Хоразмий ватани булмиш Узбекистон исти^лолга 
эришганидан сунг мактаб ва олий уцув юртларида м а­
тематика таълимини ривожлантириш, фанни, жумладан 
математика фанини ривожлантириш буйича катта иш- 
лар амалга оширилмокда. Бу ишларнинг меваси ула­
ров математика фанини юксалтириш учун ^а^и^ий жон- 
бозлик курсатадиган, улкан илмий натижаларга эриша- 
диган ато^лй математикларнинг етишиб чи^иши турган 
гап.
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XX А С Р Д А  МАТЕМАТИКА У Ц И ТИ Ш  ^ А Ц И Д А

Математикани урганиш уллшс 
худоларга яцинлаштиради

Платон

XX аср бошларида «Ягона ме^нат мактаб ^а^идаги 
Низом» ва «Ягона ме^нат мактаби асосий принципла- 
ри» ^ужжатлари буйича ягона мехнат мактаби икки 
бос^ичли: I— IV ва V— IX синфлар ^илиб белгиланди. 
Уша даврда Урта мактабнинг янги куриниши— ишчи 
факультетлари пайдо булди.

1924 йилда урта мактабнинг ю^ори босцичи (8 ва  
9-синфлар) з^унар-касбларга й^налтириш ишини бош- 
лади.

1917— 1920 йилларда мехнат мактаби учун ягона 
дастур йу^ эди. 1920— 1924 йилларда эса тахминий* 
мажбурий булмаган дастур нашр этилди. Улар жу- 
д а  цийин булиб, жуда куп материални уз ичига олар 
эди. Дастурларнинг такомиллашмаганлиги, тажри- 
бада синалмаган янги у^итиш усуллари (лойи^алар 
усули, бригада — лаборатория усули) нинг киритилиши 
у^увчилар математик тайёргарлигининг умумий савия- 
сига салбий таъсир курсатди.

Шу билан бирга янги умумий таълим мактабида ма­
тематик таълимни ривожлантириш буйича илмий ва ме­
тодик ишлар олиб борилди. Масалан, 1923 йилда 
А. В. Ланковнинг 1-боскич математика у^итувчилари 
учун «Мехнат мактабида математика», Н. А. Изволь- 
скийнинг «Геометрия методикаси», 1925 йилда А. М. Воро- 
нецнинг «Ю^ори бос^ичли мактабларда математика ме- 
тодикасидан очерклар», 1927 йилда М. И. Шохор-Троп- 
кийнинг «Бошлангич математика курси методикаси» 
(1-^исм) китоблари босилиб чикди. Киевда эса 192& 
йилда К. Ф. Лебединцевнинг «Замонавий математика 
методикасига кириш» номли китобининг биринчи ^исми 
нашр ^илинди. Унда математика у^итишда конкрет-де- 
дуктив усулнинг мухимлиги таъкидланади. А. Д. Астряб- 
нинг бошлангич геометрик тасаввурларни шаклланти- 
ришга з^амда геометрия дарсларида амалий ишларга ба- 
гишланган китоблари хам катта аз^амиятга эга булди-

Узбекистонда дастлаб биринчи, иккинчи, учинчи ва  
туртинчи у^ув йили учун ало^ида «>^исоб» дарсликла-
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ри Каадор, Ислом, Мусовер Одилов томонидан яратил- 
ган. 1927 йилда «Табиатдан бир л а в ^ а » —, 1929 йилда 
Т. Н. 1^ори Ниёзийиинг «Турри чизицли тригонометрия ва 
унинг космографияга татби^и» дарслик-^улланмалари 
чоп этилди.

1931 йил 25 августдаги «Бошланрич ва урта мактаб 
зса^ида» царорда мактаб дастурларини куриб чи- 
ь^иш, шу асосда бар^арор дастурлар ишлаб чи^иш таъ- 
кидлаиди.

1932—35 йилларда математикадан биринчи у^ув 
дастури ва бар^арор дарсликлар кабул шу
асосда мактабларда математика ухитила бошлади. Бу 
тадбир куп йиллар давомида математик таълимнинг 
бар^арор булишига олиб келди. Дастур умуман ол- 
ганда укувчиларни олий мактабга киришга тайёрлаш 
мацсадини кузда тутар эди. V синфда асосан касрлар ва 
геометрия буйича бошлангич маълумотлар берилар эди. 
VI синфдан алгебра ва геометрия систематик курси ур- 
ганила бошланган, у VII синфда давом эттирилган. VIII 
синф дастурига дараж алар  ва илдизлар, квадрат функ­
ция ва унинг графиги, биквадрат ва иррационал 
тенгламалар, иккинчи тартибли тенгламалар система- 
лари >;амда геометрия буйича пропорционал кесмалар, 
ухшашлик, учбурчакда ва айланада метрик муносабат- 
лар ,  турри туртбурчакли шакллар юзлари, ^ткир бур- 
чакнинг тригонометрнк функциялари киритилган эди. 
IX синфда алгебра буйича прогрессиялар, даражанинг 
умумлашган тушунчаси, логарифмлар, та^рибий м аъ­
лумотлар устида арифметик амаллар урганилган булса, 
геометрияда айлана  узунлиги ва дойра юзи, т^рри чи- 
зицлар ва текисликларнинг узаро жойлашиши ургани- 
«лар эди, X синфда айланма жисмлар ва купё^лар сирт- 
лари ва ^ажмлари формулаларини келтириб чицариш 
киритилган эди. Алгебра буйича бирлашмалар назария- 
си ва Ньютон биноми урганилар эди, комплекс сонлар 
урганиш киритилган эди, икки^адли ва цайтар тенгла- 
и а л а р  ечилар эди. Тригонометрия буйича учбурчаклар- 
ии ечиш, тескари тригонометрнк функциялар, тригоно- 
метрик тенгламалар, геометрия буйича масалаларни 
тригонометрияни к^ллаш  ор^али ечишни ^з ичига олар 
эди. Бу дастурда функцияларни урганишга эътибор 
берилмаган эди, олий математика элементлари кири- 
тилмаган, геометрик алмаштиришлар рояси акс этти- 
рилмаган эди.
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1935 йил дастурига Утиш бар^арор дарсликлар ва 
уларга оид масалалар тупламлари яратилишига олиб 
келди. V—VI синфлар учун арифметика буйича И. Г. По- 
п о  в н и и г дарслиги ва Е. С. Б е р е з а н с к а я н и н г  
м асалалар  туплами, алгебра буйича А. П. К и с е л ё в -  
н и н г дарслиги ва Н. А. Ш а п о ш н и к о в  ва
Н.  К.  В а л ь ц е в  масалалар  т^плами ^абул цилинди. Гео­
метрия буйича бар^арор дарслик булиб Ю. О. Г у р в и ц 
ва Р. В. Г а и г н у с н и н г  китоби ва Н. А. Р  и б к и н- 
н и н г  масалалар туплами цабул ^нлинган эди. 1938 
йилда геометрия буйича А. П. К н с е л ё в н и н г  дарс­
лиги цуллана бошлади. Арифметика буйича хам 
А. П. К и с е л ё в  дарслиги цабул ^илинди. Тригономет­
рия буйича эса Н. А. Р и б к и н н и н г  дарслиги ва ма­
салалар  туплами ишлатила бошланди.

30—40- йилларда Уцитувчилар касб тайёргарлигини 
ошириш ма'ксадида у^итишнинг муз^им масалалари бу­
йича П. С. А л е к с а н д р о в ,  А. Н.  К о л м о г о р о в ,  
И.  В.  А р н о л ь д, В.  Л.  Г о н ч а р о в ,  Я.  С.  Д  у б н о в, 
А.  И.  М а р к у ш е в и ч ,  Л.  А. Л ю с т е р н и к  Н. Ф. Ч е т -  
в е р у х и н  ва бонщаларнинг китоб ва илмий мацола- 
лари босилиб чицди. Шунингдек, услубиётчилар 
И. И. Ч и с т я к о в, В. М. Б р а д и с, Н. Н. Н и к и т и н ,  
А. И. Ф е т и с о в, П. А. Л  а р и ч е в, И. А. Г и б ш ва 
бошцаларнинг мактабда математика уцитиш тажриба- 
сига багишланган ишлари эълон цилинди.

Урушдан кейин 1952— 1958 йилларда мактаб мате­
матика курси мазмунини ^айта куриб чициш, уни эс- 
кирган материаллардан халос^илиш буйича ишлар амал- 
га  оширила борди. Таълимни з^аёт билан ало^асини ку- 
чайтириш. укувчиларми амалий мазмундаги билим ва 
куникмалар билан цуроллантириш буйича изланишлар 
олиб борилди. Янги уцув дастурларининг лойи^ала- 
ри ишлаб чи^илиб, тажрибадан утказилди. Мазкур 
дастурлар 1954—55 укув йилидан жорий этилди.

Бу дастурларнинг муз^им фар^ли хусусияти ариф- 
метикадан бир хил турдаги масалаларнинг чицарилиши, 
алгебра курсида функционал йуналишнинг кучайтирил- ’ 
ганлигидир. Геометрияни уцитишда уцувчиларнинг ясаш 
куникмаларини, фазовий тасаввурларини ривожланти- 
«ршпга эътибор берилди. Хар бир синф буйича амалий 
иш лар  руйхати берилди.

Баркарор  дарсликлар сифатида 1954 йилдан бошлаб
V —VI синфлар учун С. А. П о н о м а р ё в ва Н. И. С и р-
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н е в ларнинг масалалар туплами ва 1956 йилдан бошлаб 
эса И. Н. Щ е в ч е н к о н и н г  арифметика дарслиги 
цулланила бошлади. Алгебра буйича 1948/49 у^ув йили- 
даи П. А. Л а р и ч ё в н и н г  масалалар туплами иш- 
латила бошлади. 1956 йилдаи VI—VIII синфларда ал ­
гебра буйича А.. Н. Б а р с у к о в ы  и н г  дарслиги, гео­
метрия буйича Н. Н. Н и к и т и н  дарслиги ва Н. Н. Н и- 
к и т и н ,  Г. Г. М а с л о в-a л а р н и н г . масалалар туп­
лами ухитила бошлади. Юк;ори синфларда С. И. Н о в о -  
с е л  о в  н и н  г тригонометрия буйича дарслиги ва 
П. В. С т р а т и л  а т о  в нинг масалалар туплами ^абул- 
Килинди.

1958 йилда математикадан Укув дастурига уз- 
гартиришлар киритилди. Арифметика курсига «Тацрибий 
^исоблашлар» мавзуси киритилди, унли касрларни ур- 
ганишга ажратилган ва^т купайтирилди.

VI—VIII си н ф лар  а л г еб р а  курсида ф ункционал  йу-- 
налиш  кучайтирилди, VI синфга функция туш унчаси  ки ­
ритилди, VIII синф да  эса л о гари ф м и к  чизрйч* у рган и лар  
эди. ' < ’

Бу синфлар геометрия курси анъанавий материал 
билан бирга оддий жисмлар сиртлари юзлари ва ^ажм- 
ларини ^исоблашга дойр масалаларни уз ичига олган 
эди.

Ю^ори синфлар алгебра ва элементар функциялар 
курсида функциялар ^абтий жараёнлар билан борли^ 
холда урганилиб, уни текширишга ^осила татбици ку- 
риб чицилар эди, шунингдек, биномиал формула, инте­
грал тушунчаси ва унинг баъзи шаклларнинг юз ва 
хажмларини .\исоблашга цулланилиши ^араб чицилар 
эди. Геометрия буйича эса асосий уринни геометрик ал- 
маштиришлар эгаллар, учбурчакдаги метрик муноса- 
батлар векторларнинг скаляр купайтмаси билан тул- 
дирнлар, Н. Ф. Ч е т в е р у х и н  томонидан ишлаб чи- 
цилган проекцион ясашга оид масалалар системаси 
стереометрия курсида куриб чи^илар эди.

. .Уцувчиларнинг математикага булган цизи^ишларини 
ошириш, уларнинг математик ^обилиятларини ривож- 
лантириш ма^садида синфдан тацщари машрулотларга 
эътибор кучайтирилди. Бу со^ада мактабларда матема­
тика тугараклари ва 'уларнинг янги кУринишлари ри- 
вожлантйрнлди.

Математикадан мактабдан тацщари уюштирилган 
тадбирлардан турли савияда Утказиладиган математик
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олимпиадалар му^им а^амиятга эга булди. Бу муз^им 
ишда куплаб математиклар фаол ^атнашдилар.

1966 йилдан бошлаб мактабда математика таълими- 
ни фан, техника ва маданиятнинг ривожланиш талабла- 
ри билан мувофи^лаштириш, барча у^итиш бос^ичлари- 
да  фанларнинг узвий алоцадорлигини таъминлаш, у^иш 
йилларига материални рационал тацсимлаш, IV синфдан 
фанларни у^итишни бошлаш, уцув режасини ва дасту- 
рини иккинчи дараж али  материаллардан халос этиш 
иши бошланди. Шунга кура янги у^ув дастури ишлаб 
чи^илди.

IV—V синфларда арифметика ва геометрия бу.йича 
бошланрич маълумотлар з^амда манфий сонлар, з^арфий 
белгилашлар, оддий текгламаларни ечиш ^аралар эди.

VI—VIII синфларда алгебра курси, IX—X синфлар­
да  алгебра ва анализ асослари курси урганиладиган 
булди. Геометрия курси VI синфдан бошлаб мунтазам 
урганила бошланди.

. Янги дастур буйича дарсликлар яратилди: IV— 
V  синфларда математика ва VI—VIII синфларда а л ­
гебра А. И. М а р к у ш е в и ч  та^рири остидаги дарслик­
лар  буйича; геометрия буйича VI—V III  синфлар учун 
геометрия, алгебра ва анализ асослари А. Н. К о л м о ­
г о р о в  тазфири остидаги дарсликлар билан, IX—X 
синфлар геометрияси 3. А. С к о п е ц  тазфири остидаги 
дарсликлар буйича ухитила бошлади..

Мазкур дастурларга утиш 1970/71 У^ув йилидан 
бошлаб амалга оширилди. Купгина мактабларда янги 
дастурларга утиш 1974—75 укув йилида тугалланди.

1966 йил мактаб исло.^ининг асосий хусусиятларидан 
бири у^ув режаси .соатларига VII—X синфлар у^увчи- 
лари учун факультатив машрулотларнинг киритилиши 
булди. Бу курслар математикани чу^ур урганиш ва урта 
мактаб баъзи тушунчаларини кенгро^ утишга мулжал- 
ланган эди. •

Янги дастурлар билан ук;итиш тажрибаси унинг 
умуман мувофи^лигини курсатган булса-да, асосан ма- 
териалнинг куплиги окибатида вужудга- келган камчи- 
ликлар мавжудлигини намоён ^илди. Академик 
Л .  С. П о н т р я г и и раз^барлигидаги комиссия ищи на- 
тижалари буйича дастурга янги узгаришлар кири- 
тилди. Чунончи, тупламлар назарияси тушунчалари чи- 
кариб ташланди. Геометриядан у^ув ^улланмаси снфа- 
тида VI:—X синфлар учун А. В. П о г о р е л о в н и н г
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дарслиги кабул килинди. Шунингдек, бошка дарслик- 
лар  з^ам кайтадан ишлаб чи^илди. Лекин бу ишлар ма­
тематика Укитишдаги кийинчиликларйи бартараф этиш- 
га олиб келмади.

1984 йнлдан мактабда математик таълимни ривож- 
лантириш ишининг мазмуни кайта куриб чицила бошла- 
ди. Шу асосда ^маълум тадбирлар амалга оширилди, 
математика буйича базис укув режаси, мактабда мате­
матика таълими концепцияси ишлаб чицилди з^амда мак- 
таблар  у ч у а  параллел  математика дарсликлари кабул 
Килииди. *

Узбекистон мустакилликка эришганидан сунг халк 
таълими тизимини миллий истиклол, республикамизнииг 
буюк келажагини яратувчи з^озирги ёшл’-арга пухта, жа- 
х.он андозаларига мос билимлар бериш буйича катта 
ишлар бошлаб юборилди, жумладан математика фани 
буйича янги таълим концепцияси, янги дастур кабул ки- 
линиб, Республикамизнинг куп йиллик тарихий, илмий 
ва маданий меросига йугрилган ва бугунги кун талаб- 
ларига жавоб бера оладиган дарсликлар яратиш ва чоп 
этишга киришилди.

Х О З И Р Г И  ЗА М О Н  МАТЕМАТИКАСИ 
Й У Н А Л И Ш Л А Р И Н И Н Г  Я Р А Т И Л И Ш И  ХАЛИДА

Элементар математиками 
агар узгармас микдорлар ма- 
тематикаси, кейинги давр ма- 
тематикаси — узгарувчи м щ -  
дорлар математикаси деб %и- 
собласак, хозирги замон мате­
матикаси имконлар, умуман 
олганда, узгарувчилар, мик- 
дорий муносабатлар ва миц- 
дорлар орасидаги узаро бог- 
ланишлар математикаси %и- 
собланади

А. Д . Александров

Гуруз^лар назарияси

Гурух4лар назариясининг яратилиши. алгебраик тенг- 
лам аларни  ечиш тарихи билан боглик. Шунинг учун
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дастлаб учинчи ва туртинчи дараж али  алгебраик тенг­
ламаларни ечишга оид тарихий маълумотларни келти- 
рамиз.

Италиялик монах Лука Пач.оли 1494 йилда чоп этил-; 
ган «Арифметика й и р и н д и с и » китобида арифметика, ал ­
гебра ва тригонометрия буйича уша даврдаги маълум 
б^лган билимларни баён ^илиш билан бирга, х*+т х=
— п, хъ+ п  = тх куринишдаги тенгламаларни ечиш фан- 
нинг з^озирги а^волида дойра квадратурасини ечиш син- 
гари мумкин эмаслигини таъкидлаб утади. Шундан бош- 
лаб  Болонья университети математиклари бу муаммони 
з^ал цилишга киришдилар.

Ю^оридаги тенгламаларни ь^уйидаги уч куринишдаги
х*+ рх= д, хг= р х + 17, *3 +  <7= рх

тенгламаларга олиб келиш мумкин, бунда р ва <7 — мус.- 
бат сонлар. Бу. тенгламалар профессор Сципион дель 
Ферро томонидан батафсил текширилди ва уларнинг 

. ечимлари топилди. У уз ечимларини нашр этмади ва 
фа^ат  бир нечта дустига бу ^а^да сузлаб берган эди. 
Унинг вафотидан (дель Ферро 1526 йилда вафот этган) 
кейин бу кашфиётлар венециялик уста Тарталья томо­
нидан (1535 йил) кайта кашф килинди. Олинган нати- 
жаларни эълон килиб, у уларни канДа|1 ^осил килган_ 
лигини сир са^лаб юрди. Ни^оят, узининг муло^азала- 
рини Миланлик доктор олим Иероним Карданога айтиб 
берди, Кардано эса уз навбатида уни сир тутишга ка_ 
сам ичди. Аммо, Карданонинг 1545 йилда босилиб чи^-’ 
Кан «Буюк санъат» китобида кашфиёт муаллифи хиз- 
матларини баён килган >^олда Тартальянинг усули ту- 
ла очиб берилган эди. Икки томон уртасида тортишув 
кетди. Карданонинг химоячиси Людовик Феррари эди. ‘ 
Б у  тукнашув о^ибатида бир нечта ^изик з^ужжатлар ду- 
нёга келди, булар масалан, Тартальянинг «Саволлар» и 
<1546), Феррарининг «Чакирувлар»и (1547— 1548 йил- 
л ар ) ,  бу з^ужжатлар маш^ур кашфиётнинг бутун тари- 
хини очишга имкон беради.

Хосил килинган формула Кардано номи билан юрги- 
лади ва хъ+ рх  = д тенглама булган з^олда куйидаги ку- 
ринишга эга:

/  ■* Го* , (7- а
[ /  'V  27 + 1  "

Карданонинг «Буюк санъати» бош^а бир ажойиб каш-



фиётни: умумий куринишдаги туртинчи дараж али  тенг- 
л&мани учинчи д ар аж ал и  тенгламага келтиришнинг 
Феррари усулини з^ам уз ичига олган эди^ Феррари тенг- 
ламаси *4+ 6*2 +  36=i60* куринишда булиб, Кардано 
уни t/3+  15«/2+ 3 6 ^ = 4 5 0 т е н г л а м а г а  келтиради. Кардано 
«келтириб булмайдиган дол» деб аталувчи илдизларни, 
яъни-мав^ум илдизлар мавжуд б^лган долларни карай 
олмаган эди.

Б у  цийинчилик ун олтинчи аср болоньялик матема- 
тикларининг энг охиргиси Р а ф а э л  Б о м б е л л и  
томонидан 1572 йилда босилиб чиц^ан «Алгебра» асари- 
д а  з^ал к.илинди. У мавз^ум ва комплекс сонлар наза- 
риясини ишлаб чицди, бу эса келтирйб б^лмас лоллар­
да хам тенгламаларни ечиш мумкинлигини исботлади.

Шундан кейин математиклар авлоди бешинчи тар- 
тибли тенгламаларни ечиш учун харакат  цилдилар. Нор- 
вег математнги Н и л ь с  Г е н р и к  А б е л ь  (1802— 
1829) шундай харакатдан бошлаб, бу масала ечнмга 
эга деган хато фикрга келади, сунгра 1824 йилда бе- 
шинчи д ар аж ал и  тенгламалар радикалларда ечилиши 
мумкнн эмаслигини исботлади. Бунда тенгламаларнинг 
коэффнциентлари эркли узгарувчи ми^дорлар деб фараз- 
цилинади. Унинг усули шундан иборатки, радикаллар- 
дан тузилган умумий куринишдаги ифодалар ^аралади 
ва уларнннг.^еч бири бешинчи дараж али  ихтиёрий тенг- 
ламани ^аноатлантирмаслиги исботланади. Шунга i^a- 
рамасдан, бу ечимни топиш з^аракатлари т^хтамади, 
1851 йилда вафот этган берлинлик педагог Мейер—Гирш 
бу соз^ада а^лдан озган эди. ^озирги кунда з^ам бу з^а- 
ракатлар  тухтаганича йуц.

Бу йуналиш буйича муз^им цадамни француз мате- 
матиги Э в а р и с т  Г а л у а  (1811 — 1832) к^яди, у 
1831 йилда эллиптик функциялар устида амалга оши- 
риладиган бешинчи тартибли алмаштиришлар G60 гу- 
руз^и бешинчи д ар аж ал и  тенгламаларга олиб келишлиги 
з^акидаги теоремани исботлади, яъни з^ар ь^андай з^олда 
з^ам модуляр функцияларда ечиладиган бешинчи д ар а ­
ж али  тенгламалар мавжудлигини кур'сатди.

1858 йилда Эрмит, сунгра Кронекер элементар усул- 
лар  ёрдамида бешинчи дараж али  умумий куринишдаги 
тенгламани эллиптик модуляр функцияларда ечилади­
ган куринишга келтириш мумкинлигини курсагган бул- 
салар, кейинро^, 1861 йилда бу соз^ада Кронекер яна 
з^ам му.^им натижаларни 1$ л г а  киритди. Риман ва

125



г

Ф. Клейнгина бешинчи даражли тенгламаларни ечищ- 
нинг мо^ияти икосаэдр тенгламасида эканлигинн ани^- 
ладилар (Бу з^а^да Ф. Клейннииг «Лекции об икосаэдре 
и решении уравнений пятой степени» номли китобидан

• батафсил маълумот олиш мумкин).
Куриниб турибдики, алгебраик тенгламаларни ечищ 

назариясининг ривожланиши тарихида гуру-утр Галуа 
томонидан кенг ^улланилган эди. Лекин унгача гуруд* 
тушунчасида амаллар каралаётган тенгламанинг п та 
Хь х2, х п илдизларидан тузилган п урин алмаш- 
тиришларй сифатида тушунилар эди. Л агранж  бирин- 
чи булиб 1770 йилда иккинчи, учинчи, туртинчи дара- 
ж али  тенгламаларни радикалларда ечиш чинакам ту- 
шунарли булиши учун икки, уч ва турт з^арфлардан ту­
зилган урин алмаштиришлар гуруз^и тузилишини би- 
лиш зарурлигини таъкидлаган эди. Л агранж дан кейин 
Коши з^ам п та з^арфдан иборат урин алмаштиришлар 
гурухлари билан шугулланиб, бу ^а^да купгина ажойиб 
теорем аварии исбот ^илди.

Галуанинг ишларидан сунггина алгебраик тенглама- 
лар  назариясида гуруз^лар (группалар) назарияси мар- 
казий уринлардан бирини эгаллади ва унинг узи «гу- 
руз^» атамасини биринчи булиб киритди.

Галуанинг асосий ютуги шундан иборат эдики, у 
умумий з^олда инвариант 1̂ исм гуруз^ тушунчасиии ва 
учинчи, туртинчи даразкали тенгламалар учун Л агранж  
бажарган тад^и^отларни англади, уни ихтиёрий дара- 

'  жали  тенгламаларни ечишнинг умумий назариясигача 
кенгайтирди.

„Бу ишларга карамасдан гурудлар назариясига уму­
мий эътибор К а м и л  Ж о р д а н н и н г  1870 йилда 
босплиб чиедан «Урнига ^уйишлар ва алгебраик тенгла­
малар назарияси буйича асар» китобидан сунг янада 
авж  олди. Бу китобда ^аралаётган . муаммо чу^ур ва 
изчил баён этилган. Унда Ж ордан турли урин алмаш ­
тиришлар гуру.утрини излаб, алгебраик геометрия, сон- 
лар  назарияси ва функциялар назарияси масалалари- 
ни куриб чшуш. Кейинчалик урин алмаштиришлар гу- 
рух.лари назарияси муста^ил фан сифатида ривожланди. 
Б у  фан буйича Кели, Силов, Дик, Гёльдер, Фробениус, 
Бернсайд каби математиклар, кейинги даврда куплаб - 
америкалик математиклар илмий ишлар олиб бордилар.

Гуру^лар назариясини рпвожлантиришда норвег ма- 
тематиги С о ф у с  М а р и у с  Л и  (1842— 1899) ва

126



немис олими Ф е л и к с Х р и с т и а н  К л е й н  (1849— 
1925) нинг хизматлари катта. Ли 1870 йилда узлуксиз 
гуру^лар назариясига асос солди з^амда унинг геомет­
рия, механика ва топологияда синфларга ажратиш прин- 
ципи сифатидаги а^амиятини баён этди. Клейн эса 1872 
йилда ёзилган «Янги геометрик тад^ицотлар таккосла- 
маси» ёки «Эрланген дастури» ишида з^ар бир геометрик 
алмаш тириш лар  махсус гуруз^ инвариантлари назария- 
си з^исобланишини курсатди, гуруз^ни кенгайтириб, ёки 
кисцартириб, бирор геометрия туридан бошцасига утиш 
мумкннлигини аницлади: Евклид геометрияси — метрик 
гуруз^ инвариантлари  з^ацидаги фан б^лса, проектив гео­
метрия проектив гуруз^ инвариантлари з^акидаги фан- 
дир. А лмаш тириш лар гурухини синфларга ажратиш гео- 
метрияларни синфларга ажратиш га олиб келади. У дис­
крет гуру.\лар, уч улчовли фазо мунтазам купёцлар сим- 
метриялари гурухини таджик этди. Умуман олганда бу 
иккн математик гуруз^лар назариясининг математика- 
нинг турли сохаларидаги тутган урнини ани^лэшда му- 
эртм илмий н атиж аларга  эришдилар.

Комплекс узгарувчили функциялар назарияси

Комплекс сонлар XVI асрда пайдо булган булса, фа^ 
цат XVIII асрга келибгина Э й л е р  ‘ комплекс узгарув- 
чили функциялар назариясини ишлаб чицишга кириш- 
ди. У д а р а ж а л и  цаторлар, чексиз купайтмалардан фой- 
даланиб  муз^им илмий натиж аларга эришди. Бунда Эй­
лер курсаткичли ва тригонометрик функциялар ораси- 
дагн богланиш формуласини келтириб чицариш билан 
бирга, комплекс узгарувчи буйича интеграллаш билан

шугулланиб, J /{? )d z  =  \М  +  N¿][dx  -j- idy] функциядан

олинган интеграл ушбу иккита \ M d x —N d y , .\Ardx-\-M dy
интегрални з^исоблашга келтирилишини таъкидлади. Бундан

«  ¿ дМ dN  dN  дМэса цуиидаги шартлар келиб чикади: —  =  — — , — =  — .
Шундай килчб, комплекс узгарувчили функциянинг .^a^n- 
ций ва мавз^ум цисмларидан олинган хусусий, з^осилалар 
орасидаги муносабатлар топилган эди.

М азкур  функциялар назариясини такомиллаштириш 
ва мустацил илмий c o la ra  айлантиришда Коши ва Ри- 
маннинг илмий хизматлари катта.
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К о ш и  бу соз^а буйича куйидаги муаммоларни цал 
цилишда асосий ишларни бажарди:

1. Комплекс со>\адаги ёпик эгри чизнцлар буйича ин- 
теграллаш. Епик эгри чизик буйича бир цийматли ком­
плекс функциялардан олинган интеграл ^ацидаги маш-
з$ур Коши теоремаси ] / ( г)с1г =  (6 — бунда С
эгри чизиц ичида ётган аналитиклик бузилган алоз^ида 
нуцталардаги вичетлар) ни яратишда аввало у турри 
туртбурчак томонлари буйича интеграллашдан бошлаб,- 
унинг царама-карши учларини туташтирувчи турл.и ик- 
кита йулни каради. С^нгра берилган ну^таларни бир- 
лаштирувчи ихтиёрий эгри чизик буйича интеграллашни 
тадкиц этди. Теореманинг охирги куриниши 1840 йилда 
яратилди, лекнн бу масалага оид натижалар 1825 йил­
да чиркан «Мав^ум чегаралар орасида олинган аник 
интеграллар тугрисидаги мемуар»да эълон ^илинган. 
Коши бу теореманинг а^амиятини чукур тушуниб, унинг 
куплаб татбицларини цараб чикди.

2. Я^инлашиш оралиги ихтиёрий булган комплекс Уз- 
гарувчили функцияни якинлашиш оралиг-и энг якин мах- 
сус нуктагача булган масофага тенг дара жали цаторга 
ёйиш. Бу теорема 1831 йилда «Турин мемуарлари»да 
босилиб чикди. У 1837 йилда Кориолисга ёзган хатида 
бу >;акда ёзган эди. Коши бу масалани ечиш ж араёни -1 
да чекли йнриндилар билан иш куриб, уларни такрибий 
формулалар сифатида царади з^амда колдик з^адни аник 
баз^олади. Теорема кейинчалик 1’843 йилда Л о р а н  
(берилган сохада ихтиёрий бир цийматли / ( х + 1у ) функ­
ция, соз^а иккита энг якин махсус нуктаси билан аник- 
ланувчи чегаравий айланаларга эга булган з^алка ичи- 
дан иборат булса, у х+1у  аргументнинг мусбат ва ман- 
фий дараж алари  буйича цаторга ёйилишини курсатди) 
ва 1850 йилда П ю и з ё  «тармо^ланиш нукталари»да 
функция аргументнинг каср дараж алари  буйича цатор- 
га ёйилишини исботладн) томонидан янада умумлаш- 
тирилдй.
Р и м а н н и н г  бу соз^а буйича асосий ишларига 
тухталиб утайлик.

1) 1859 йилда босилиб чиккан «Берилган микдордан 
ошмайдиган туб сонлар сони з^акида» асарида риман дзе- 
та-функцияси \ ( й  + И) бирор аналитик ифода — чексиз 
купайтма билан берилади, сунгра купайтма кандэйдир 
ани^ интегралга алмаштирилади з^амда .унинг киймати
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интеграллаш йулини силжитиш орцали топилади. Бу- 
ларнинг хаммаси Кошининг функциялар назарияси дои- 
расида бутунлай жойлашади.

2) «Абель функциялари» (1857 йил) асарининг ик- 
кинчи цисмида р  та узгарувчили тэта-цаторларни ки- 
рятди.

3) Риман узининг функциялар назаряясида даража- 
л и  ^аторлар билан иш курд». Унгача Лагранж  узининг 
«Аналитик функция назарияси». (1797) асарида цатор- 
ларни асос сифатида цараган, бунда у аналитик функция 
деб д арж али  цаторга сйиш мумкин булган функциялар- 
ни атайди. Лекин у каторлар билан формал равишда 
иш курар, уларнинг яцинлашишига эътибор цилмасэди.

Риман 1851 йилда ёзилган диссертацияси «Комплекс 
узгарувчили функциялар умумий назарияси асослари»да 
^ам да  абель функцияларига багишланган ишида ва 
1857 йидда босилиб чиццан «F (а ,  ß, у ; х ) гаусс катори 

■билан тасвирланувчи функциялар назариясига дойр» 
номли ишларида аввало комплекс узгарувчили f (z )‘ 
функция таърифини беради: агар узлуксизлик ва диф- 
ференциалланувчанлик ш артларида цуйидаги

du dv f ди ди 
д х ~  ду ду ~~ дх

тенгликл.ар бажарилса, w = u  + iv мицдор x + iy  аргумент- 
нинг комплекс Узгарувчили функцияси деб аталади, бу- 
лардан  Ди =  0,До =  0 келиб чи^ади. Бу шартлар Коши- 
Риман  ш артлари  з^ам деб аталади. Лекин улар Ф. Клейн- 
«инг фикрйча, улардаи олдИнроц з^ам маълум эд», ма- 
салан, Д алам бер  ишларида з^ам учрайди. Лекин Риман- 
нинг асосий хизмати шундаки, бу формулаларни. у ма­
тематик физика ва геометрия масалаларини ечишга 
з^уллади. .

Риман аналитик функция деб, Коши— Риман шарт- 
ларини  з^исобга олиб цандайдир бошлангич соз^адан уз- 
луксиз  давом  эттиришдан з^осил булган функцияни 
атайди.* '

Узгарувчининг ф а  цат ва фа^ат  битта циймати x+ iy  
учун турли йуллар буйича давом эттириш u + iv га тур- 
л и  хил цийматлар берганлигидан ва конформ акслан- 
тиришлар м“авжудлигидан Риман риман сирти деб ата- 
лувчи сирт тушунчаси (бу сирт текисликка ёки унинг 
бирор цисмига куп марталаб тахланган цатламлардан 
иборат  сиртдир,)ни киритди. Б у  тушунча орцали куп
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цийматли функциялар со^асидаги цийинчиликлар бар-~ 
тараф  этилди. Энди со^а сифатида царалувчи римаге 
сиртида (бу со^ада функция берилган)’ оддий текислик- 
да бажариладиган барча амалларни бажариш имкония- 
ти вужудга келди, масалан, интеграллаш иулларини 
силжитиш мумкин.

Комплекс узгарувчили функциялар назарияси буйи­
ча В е й е р ш т р а с с  аналитик функцияларни- риман 
сиртида урганди, «аналитик образ» тушунчасйни ки- 
ритди. У текисликда якинлашувчн дараж али  цатор би- 
лан берилган ва рационал булмаган бутун функциялар- 
ни таджик этиб, 2 — оо ну^та атрофида чексиз сонда кон- 
стантага айланмайдиган ^ар ^андай бутун функция-чек­
сиз сонда олдиндан берилган ихтиёрий ^ийматига етар- 
лича яцинлашади деган теоремасини исботлади.

Математиканинг бу со^аси тарацциётида рус мате- 
матикларидан И. И. П р и в а л о в  (1891 — 1941 ̂  (у
Н. Н. Л у з и н  билан биргаликда аналитик функциялар 
назариясининг чегаравий хоссалари ва чегаравий 
масалаларини таджик этди, бир цатламли функциялар- 
назариясини текширишга биринчи булиб асос солдтг,: 
субгармоник функциялар буйича илмий ишлар олиб 
борди, «Комплекс узгарувчили функциялар назария-- 
сига кириш» китоби муаллифи), М и х а и л  А л е к ­
с е е в и ч  Л а в р е н т ь е в  (1900— 1980) (конформ акс- 
лантиришлар буйича к атоР теоремаларни исботлади«,. 
риман сиртлари синфларининг япги хоссаларини топди, 
конформ акслантиришларда вариацион принциплардан: 
фойдаланиш сохаси буйича илмий ишлар бажарди, 
квазиконформ акслантириш тушунчасини киритди ва  
квазиконформ акслантиришлар назариясининг асосий 
теоремасини исботлади (1948)) ва А л е к с е й  И в а н о ­
в и ч  М а р к у ш е в и ч  (1908— 1979) (аналитик функ­
циялар назариясида функционал анализ усулларининг 
Куллаиилишига дойр илмий ишларни бажарди, «Анали­
тик функциялар назарияси» ва «Аналитик функциялар 
на’зарияси кис^ача курси» китоблари муаллифи) маъ>- 
лум ишлар килдилар.

Интеграл тенгламалар назарияси.

Математикада интеграл тенгламаларни биринчилар- 
дан булиб норвег олимн. А б е л ь  тад^ш^ этган. У 182& 
йилда ёзилган «Трансцендент функцияларнинг фавед-



л о д д а  кенг синфи т^/трисида мемуар» ишида Абель тео- 
ремасини баён этди. Б у  теорема эллиптик интеграллар- 
ни  цушиш теоремасининг умумлашмасидан иборат б^- 
л и б ,  умумий гиперэллиптик ёки абель интеграллари деб 
атал у вч и  R  (х , y ) d x  интеграллардир, бунда х  ва у  их- 
тиёрий  F (х, у ) =  0 алгебраик тенглама билан богланган 
д е б  ф а р а з  килинади. Бундай интеграллар й и р и н д и с и  
т у л а  аницланган  р  та  шундай интеграллар й и р и н д и с и  
б и л а н  иф одаланадики ,  бунда р  шу F (х, у )=  0 тенгла- 
м анинг  табиатига  борлии, булади. 1827—28 йилларда 
эъ лон  килинган «Эллиптик функциялар буйича тадци- 
ц отлари»  д а  А бель биринчи тур эллиптик интеграллари
Г dx1 у у = = и и - т е с к а р и л а н т и р и ш  муаммолари ечимларини

б а ё т  этди {¡а ( х )— 4-тартиблн к^п^ад).
Абелн-инг иш ларини ривожлантиришда академик 

Н и к о л а й  Я к о в л е в и ч  С о н и н н и н г  (1849— 
1915) «Аниц и нтегралларга  тааллуцли баъзи тенгсиз- 

л и к л а р  ^аци да»  асари  му^им а^амиятга эга б^лди, Абел- 
яи н г  и ш лар и  умумлаштирилди.

1896 йилда итальян  математиги В и т о  В о л ь т е р -  
■р а (1860— 1940)

X # JC
j  Д г(я*, s)qr(s)rfs =  Р (х ) , tp(X) - f  1 Щ х , s)q>(s)ds =  F(x)
а 0

журинишдаги интеграл тенгламаларнинг умумий наза- 
риясини ёритувчи илмий ишларни эълон цила бошлади. 
Б у  тенгла-малар биринчи ва иккинчи тур «Вольтерра 
и н тегр ал  теиглам алари»  деб ^ам атала бошлади, бунда 
<р(х) и зл ан а ётган  функция, N (х, s ) ,  F(x)  функциялар 
эса  м аълум  функциялардир. Туррунлик иазарияси ма- 
с а л а л а р и н и  еча туриб, интегро-дифференциал тенглама- 
л а р  тузди  ва  уларнинг ечиш усулларини курсатди.

1900— 1903 йилларда  швед математиги Э р и к  И в а р  
-Ф р е д  г о л ь м .н и н г  (1866— 1927). 

ь ь
s)q>(s)ds =  F (x),  <р(*) Ч- )  N(x,s)(f(s)ds  «  F(x)

а а

ж уриниш даги  тенгламаларни тад^и^  этган илмий ишла- 
ри пайдо булди. Улар Вольтерра тенгламаларидан ин- 
"тегралларда чегаралариинг иккаласи з;ам узгармас сон- 
л а р д а н  иборат  эканлиги билан фарц цилади. Шундай
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^илйб, Фредгольм биринчилардан булиб интеграл тенг- 
ламаларни таджик этишга киришди ва Фредгольм тенг- 
ламаларини ечишнинг умумий усулларини ишлаб чикди_

Кейинги йилларда интеграл тенгламалар з^амда ин- 
тегро-дифференциал тенгламалар назарияси буйича бош- 
ца математиклар, маълум ишларни бажариб, бу созван» 
ривожлантиришда уз з^иссаларини кушиб келм-оцдалар..

Хациций узгарувчили функциялар назарияси

XIX асрнинг 70—80 йилларида Георг Кантор ярат- 
ган чексиз тупламлар назарияси математиканинг к^п 
соз^алари, айницса, з^аци^ий узгарувчили функциялар 
назариясини ривожлантиришда катта роль уйнади. Б у  
назариянинг илмий соз^а сифатида шаклланишида фран­
цуз математика мактаби вакиллари Э м и л ь  Б о р е л ь  
(1871— 1956), Р е н е  Б э р  (1874— 1932) ва А н р и  
Л е б е г  (1875— 1941) катта з^исса к^шдилар. Бунда 
Борель (1898) ва Лебег (1902) томонидан киритилган 
чизи^ли ну^тали туплам улчови тушунчаси ва аниц ин- 
тегралнинг Лебег томонидан умумлаштирилиши муз^им 
ахамиятга эга булди.

Лебег интегралининг татби^ доираси Риман инте- 
гралиникига Караганда кенгдир. Унинг ёрдамида бош- 
ланрич /■(*) функцияни чегараланган зфсиласи Р' (х} 
буйича з^амма вацт цайта тиклаш мумкин, яъни Р ( х ) ~

X
= (Ь) |  Р'(х)с1х+С.Ьу  интеграл, шунингдек, чегаралан-

а -  - .у
маган функциялар учун з^ам цулланилиши мумкин, бун- 
да интеграл абсолют я^инлашувчи б^лади.

Ха^нций узгарувчили функциялар назариясинин.г 
ривожида Москва математика мактаби асосчиларв 
Д. Ф. Е г о р о в ва академик Н. Н. Л у з и н н и н г  з а̂м: 
хизматлари катта. Д. Ф. Егоровнинг 1911 йилда яра- 
тилган улчовли функцияларнинг текис яЦинлашиши- з̂ .а- 
цидаги теоремаси бу математика мактаби ишларининг 
бошланрич ну^таси булиб хизмат цилди Н. Н. Лузин­
нинг «Аналитик тупламлар ва уларнинг татбицлари \ а -  
1\ида маърузалар» асарида з^а^и^ий узгарувчили функ­
циялар назариясини ривожлантириш роялари акс этти- 
рилган эди.

Ну^тали туплам ;улч©ви тушунчаси асосидаги функ­
циялар назарияси функцияларнинг метрик назарияси
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деб хам аталади. Тупламларнинг дескриптив назарияси- 
га, яъни ораликлардая (тугри туртбурчаклардан ва х. к.) 
бир катоР садда амаллар бажариш натижасида окосил 
буладиган нуцтали тупламларнинг тобора мураккабла- 
шиб борадиган синфларини урганадиган назариясига 
асосланган функцияларнинг дескриптив назариясига Бэр 
(1899) ва Л ебег  (1905) асос солиб, узлуксиз функция- 

ларнинг тузилиши ва хоссалари уларнинг функциялар- 
дан  кетма-кет лимитга утишлар ёрдамида ^осил булиш- 
лари жи.^атидан ургандилар. Бу назарияни ривожлан- 
тириш ва чукурлаштирищда Н. Н. Лузиннинг шогирдла- 
ри М. Я . ' С у с л и н ва П. С. А л  е к с а н д р о в  билан 
хамкорликда цилган илмий-тадкикотлари каТта а^а- 
миятга эга булди.

Функцияларнинг конструктив назариясида функцияни 
турли аналитик аппаратлар (алгебраик ва тригономет­
рии куп.\адлар буяга*мисол булади) ёрдамида такрибий 
ифода цилиш масалалари урганилади. Бу сохада 
П. Л. Ч е б и ш ё в  куйидаги масалани ц ал  ^илди: Р(х) =  
= х я4 - рух п_1 -\-р2Хп~2-\-■ • • +  рлкуринишдаги барча поли 
номлар ичидан—h ^ x ^ Z h  булганда нолдан эпгкам узоц- 
лашадиганики топди. Б у  поли ном л ар эндиликда Чеби­
шёв полиномлари деб з^ам юритилади. Унинг ишлари 
умуман олганда функцияларни куп^адлар биЛан энг ях- 
ши я^инлаштиришлар назариясини-бойитищда маълум 
натижаларга олиб келди.

В е й е р ш т р а с с  1885 йилда кесмада берилган уз­
луксиз функцияни текис я^инлашувчи куп^адлар цато- 
рига ёйиш мумкинлиги ^ацидаги теоремани исботлади.

Чебишёв П. Л. ва Вейерштраос гояларини рус ма- 
тематиги С. Н. Б е р н ш т е й н  (1880— 1968) ва америка- 
лик математик Д а н х е м  Ж е ж с о н  (1888— 1946) 
давом эттирдилар. Масалан, бу борада Жексоннинг 
«Фурье цатарлари ©а ортогонал полиномлар» китоби 
рус тилида 1948 йилда чоп этилган.

Функционал анализ

Математик анализнинг энг ёш тармокларидаи бири 
булган функционал анализ турли объектли чексиз ва 
чекли фазоларда функция тушунчасининг умумлаш- 
маси— функционал операторлар билан шугулланади. 
Бу фанни яратилишида поляк математиги С т е ф а н  
Б а н а х  1(1$92— 1945) нинг ^иссаси бор. У туз-
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ган ч и зщ л и  фазолар (Банах фазоси) з^озирги замов 
математикасида катта а^амиятга эга. Унинг асюсий 
асари— «Чиз.и^ли амаллар назарияси» (1931) да, асо- 
сий ишлари ёритилган. Банах Львов функционал ана­
лиз мактаби а,оосчиларидан бири булиб, у билан бир- 
галикда функционал анализни ривожлантиришга 
В л а д и с л а в  О р л ц ч  (1903 йилда турилган) 
(С. Мазур билан биргаликда чизицли топологик фазо­
лар назариясини ривожлантирди. Функционал фазолар 
назариясини (Орлич фазоси) яратди), С т а н и с л а в  
М а з у р  (1905— 1981) (функционал анализга геометрик 
усулларни .киритди, Банах алгебралари назариясига 
асос солди) з^ам уз з^иссаларини цушдилар.

Венгр математиги С ё < к е ф а л в и  — Н а д ь  Б е л а  
(191-3 йилда турилган) функционал анализни ривож- , 
лантириб, гильберт фазосида операторларни ¡кенгайта- * 
риш назарияси буйича илмий ишлар олиб борди. Унинг 
бир неча китоблари: «Функционал анализ буйича маъ-. 
рузалар» (М., 1954 йилда Ф. Рис билан), «Гильберт 
фазосидаги операторлар гармоник анализи» (М., 1970,
Ч. Фояш билан) рус тилида босилиб чиццан.

Д а в и д  Г и л ь б е р т  (1862— 1943) томонидан яра- 
тилган симметрик узакли интеграл тенгламалар наза-, 
рияси тушунчалари хозирги замон функционал анали- 
зй асосида, айницса, чизикли операторлар назарияси- 
нинг асосида ётади. Унинг номи билан фазо, з^алца, 
резольвент айният ва з̂ . к. лар  аталади.

Яна би.р венгр математиги Ф р и д ь е ш  Р и с  
(Рисс) (1880— 1956) функционал анализ асосчилари- 

дан бири булиб з^исобланади. Интегралланувчи функ­
циялар, чексиз оондаги номаълумли чизикли тенгла­
малар системаларидан ташкил топган чизикли фазо- 
ларни тадци^ этишга катта хисса • ^ушди. Топологик 
фазолар назарияси асосчиларидан бири. Операторлар- 

.дан тузилган функциялар назариясини яратди.
Икки француз математиги М о р й с Р е н е  Ф р е- 

ш е  (1878— 1973) ва П о л ь  П ь е р  Л е в и  (1886— 
1971) з^ам функционал анализ буйича муз^им илмий 
ютуцларга зришганлар. Фреше функционал умумий 
тушунчасиии киритди, чизикли функционал ва диф­
ференциал тушунчаси умумий куринишини бериш усу- 
лини таклиф этди. Леви метрик фазо, компактлик, 
тулалик, сепарабеллик тушунчаларини киритди, мет­
рика турини топди, унинг «Функционал анализнинг ,



юошфет зсуаммюзпсрв» номли китоби (М., 1972) рус ти-
лида чоп этилган.

Немис математиклари К у р т  О т т о  Ф р и д р и х е  
/1901 йилда турилган) в а <  Ф е л и х  Х а у с д о р ф  
(1868— 1942) з^ам функционал анализда ижод цилган- 

лар. Хаусдорф умумий метрик ¡ва топологик фазоларда 
тупламлар назариясини ривожлантирди, топологик 
фазолар назариясини ва аксиоматикасини тузди Ц ар  
бир икки нуктаси кесишмайдиган атрофларга эга бул- 
ган  фазо Хаусдорф фазоси деб аталади), «Тупламлар 
назарияси» (1914) номли м ап ц у р  китоб адуаллифи, 
борель тупламлари цуввати муаммосшш тула ^ал 
цилди, к$п улчовли фазоларда улчов назариясини 
яратди, тартибланган тупламлар назариясини ишлаб 
чш$ди. Фридрихе функционал анализ буйича. уз тадки- 
^отларида гильберг фазосида операторлар назарияси 
билан шурулланган, унинг «Гилъберт фазосида спектр- 
л ар  туррисидаги китоби» (Г968) рус тилида чоп этилган.

Америкалик математиклар Х и л л е  ( Х и л л )  Э й- 
н а р  (1894—.1980), Р а л ь ф  С. Ф и л л и п с  (1913 
йилда турилган) ва П а у л ь  Р и х а р д  Х а л м о ш  
(1916 йилда турилган) ^ам функционал анализ б^йи- 
ча илмнй ишлар олиб борганлар. Масалан, уларнинг 
ишларидан Э. Хилл ва Р . .  Филлипспинг «Функционал 
анализ ва яримтуру^лар» монографияси 1962 йилда 
босилиб чища-н. Халмош Будапештда турилган. Мичи­
ган университети профессори, унинг «Улчов назарияси» 
(1953), «Чекли улчовли вектор фазолар» (1963), «Гиль­
берт фазолари масалаларда» (1970) китоблари нашр 
дилинга н.

Рус м-атематиклар'идан функционал анализ буйича 
■С. Л. С о б о л е ©  (1908 йилда турилган), Б. М. Л е ­
в и т а н  (1914 йилда турилган), И. М. Г е л  ь ф а н д 
(1918 йилда турилган), А х и е з е р  Н. И. (1901 — 
1980), К. Т. А х м е д о в  (1917— 1975) ва бош^алар • 
¡баракали илмнй натижаларга эришдилар. С. Л. Со­
болев уз ишларида умумлашган х.осила, хусусий хреи- 
лали "дифференциал тенгламаларнинг умумлашган 
ечими, дифференциал оператор тушунчаларини кирит- 
ди, умумлашган функцнялар назариясини ривожлан­
тирди, функционал фазоларни (Соболев фазосини) 
таджик этди^ Бош^а математиклардан Н. И. Ахиезер- 

*нинг гилъберт фазосида чизи^ли операторлар назария-

135



■

си оо.^асидаги ишларини таъкидлаб Утиш керак. Унинг 
И. Н. Глазман била« ^ам«орливда ёзилган «Гильберт 
фазосида чизи^ли аператорлар назарияси» китоби 
функционал анализ буйича знг мукаммал илмий-тад- 
цицютлардан бири хисобланади.

Тарихий м асалалар

1. Х и т о й  (милод. авв. 2000 йил). Агар учбурчак- 
ка ички чизилган квадратнинг томони катта к а т е т г а . 
ясалиб, у билан умумий Tÿppn бурчак ^оеил . цйлса, 
«вадрат томонининг узунлигини топинг. бунда катет- ' j 
лар  мое равишда а ва b (6 > я )  га тенг.

Ж  а в о б и. | | g  -, I  Щ
2. Томонлари a, b ва с га тенг тугри бурчакли уч- 

бурчакка ички чизилган айлананинг радиусшш топинг,
м /  abЖ а в о б и .
3. В а в и л о н  (милод. авв. 2000 йил). «Мен юзани 

. ва менинг квадратим томонининг 2/3 цисмини rçÿniHÔ,.
35/„60 ни ^осил цилдим. Менинг квадратим томони цан- 
чага тенг?»

Ж а в о б и .  y .  .. 'I

4. Хитой (милод. авв. 300 йил).
25-чизмадаги берилганларга

кура X  ни топинг.
К У р с а т м а .  Номаълум х2+

+  34л:—71000 квадрат тенгламани 
ечиш билан топилади.

Ж а в о б и .  250.
5. М и с р  (милод. авв. 2000s 

йил). Томонлари 50, 50 ва 60 га 
тенг булган учбурчакка таш^и 
чизилган айлана радиусини то> 
пинг. х 2 ' '  
Ж а в о б и .  25

6. А р х и м е д  (милод. авв,
287—212 йиллар). Ердан юлдузларгача булган масофа- 
га тенг булган радиусли шарда цанча цум донаси мав.- 
жуд?

1175

25-расм
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Е ч и ш. Архимед махсус ^исоблаш систем аси н и  
ишлаб чицди, унинг бирлиги мириада, яъни 10 000 эди.. 
у  олган натижани тасаввур цилиш учун Ерга тенг бол­
тан шарда цанча цум донаси булишини ^исоблаб чи- 
цамиз, бу Архимед сферасига Караганда кум донаси 
кабидир. Ериинг *ажми \ , р =  Ю27 см3, ^ а ж м и  250 см8» 
булга и стакан ёрдамида Ерга тенг б^лган сферани 
кум билан тулдириш учун уни 1027:250= 4-1024 марта 
тулдириш лозим. Агар биз бир секундда 1000 стаканга 
кум тулдирадиган махсус асбоб ёрдами билан иш кур- 
сак, 4 - 102.* стаканни тулдириш учун 4* 1024- 1 0 0 0 = 4 -1021 
сек ё к н ~  1 - 1014 йил, яъни 100 триллион йил керак бу- 
лади.

7. И о с и ф  Ф л а в и й  (тахминан, 37 йилда турилган^ 
Иерусалимда я^удийлар кузголони бостирилиб, у ха- 
робага айлантирилди. Рим жангчилари кузролонч ил ар ­
ии тутиб олиб, уларнн улдирар эдилар. Флавий 41 ки­
ши билан кочаДи ва рорга яшириниб олишади. Х̂ еч 
Кандай иложлари колмаганлаРиДЗн кейин Флавий 
сунгги кучларидан ^ам ^ориб тамом булаётган жангчи- 
ларга римликларга асир тушишни таклиф этди. Лекин 
жангчиларнинг бунга жа.^ллари чициб, римликларга 
асирга тушишдан кура бир-бирларини улдириш яхши- 
|р©к деб к 3? 01? килдилар. )^еч цандай маслаз^ат уларга 
кор к илмаДи- Жэнгч'илар Флавийга бир-бирларини 
улдиришни ундан бошлаймиз деб дук килДилаР- Лекин 
доно Флавий бир йулини топди. Флавий у лдириш бош- 
ланадиган купи барча жангчиларни (шу билан бирга 
;узи ва урторини) бир каторга турразди ва чап томон- 
дан хар бир учинчи жангчи улдирилади деб эълон кил- 
ди. Биринчи, иккинчи, учинчи ва к. улдиришлар олиб 
борилгандан сунг Флавий ва уртоги омон колДи> улар 
Кайси ж ойларда  турган эди?

Ж  а в о  б и. Иосиф Флавий ва унинг ^ртори турган- 
уринлар тагига чизиб курсатилган:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14; 15; 16^ 17; 
18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31; 32; 
33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41.

8 . А р и а б х а т а  I (Хиндистон). Чопарлар ^аци- 
даги масала.. Иккита ос'мон жисми бир-бирига каРа6, 
ёки бири иккинчисининг оркасидан ^аракат  килДи* 
Уларнинг учрашиш вацтини топинг.
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5 ' 1 sЖ а в о б и . ^ - 1------- (биринчи холда);
«1 ±  V»

t =  ------ - (иккинчи холда),vx — v2
‘бунда si ва s2— икки жисм орасидаги масофалар, 

vj\ ва V2— уларнинг тезликлари.
9. Б X а с к а р а II. «Эй, оонни билгувчи киши, айт- 

*яи, 12 га купайтирилганда ва Узининг кубига кутарил- 
гЬнда бу сон квадратининг 6 га купайтирилгани ва 35 
.¿шриндисига тенг булган сонни топ-чи?»

Ж  а в о б  и. 5.
10. М л  г а в и  р и (^индистон). Агар филлар уму- 

:мий оонилияг 2/3 цисмидан илдизининг 9 таси билан 
цолганининг 3 /5  цисми илдизи 6 таси билан ($шилиб, 

■^рмонда ишлаётгани ва яна 24 фил борлиги маълум бул- 
<са, филлар соиини топинг.

Ж  а в о б и: 150 та.
К У р с а т м а .  Филлар умумий соиини х деб бел- 

тиласак , (В

? 2f ¡  i  I
i  f  2 л?"'1генгламага келамиз. у —х —9 у  х  белгилашни киритиб

. y _ 6 ] / | ÿ  =  24 . . Я

квадрат тенгламага келамиз.
И .  H a ip  а й а н  а (^индистон, XIV аср). Сигир з^ар 

йили битта бузоц беради, бузоц уч ёшидан бошлаб бу- 
зюц бера бошлайди. 20 йилдан сунг битта сигирдан 
цанча мол олиш мумкин ва моллар сони цанча 6ÿ- 
.лади?

Ж  а в о б и. 2745 та сигир.
12. А н а н и я  Ш и р к а ц и  (Арманистон. VII аср). 

А ф ина  шахрида *овуз булиб, унга учта ариц утказил- 
ган. Биринчи ариц ховузни бир соатда, иккинчиои икки 
соатда, учинчиси уч соатда тулдиради. Шундай цилиб, 
учала ариц биргаликда бир ооатда ховузнинг цаидай 
цисмини тулдиради?

Ж а в о б и .  6/11 цисмини.
13. А л-К а р а ж  и й (Абу Бакр ал-^усайн ал-Ка- 

раж ий, X—XI асрлар). Намунадан фойдалаииб, цуйи- 
дагиларии цисобланг: .
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^ 5 4  ±  1^2; У 2 7  — У ъ .
14. И  б н а л -Б  а р д  о д  и й (Абдулло ал-Дасан ибге 

М ухаммад ибн Хамса, X аср охири Х Ь а с р  бошлари)„ 
Исботланг:

40 _____

з) з Т Т Т  =  30 *  ^ 500;
40

Т Ж Г Т т о = > ' 280 ±  1 2°°;
Т32 *

в ) № ? 1 = / 15552 - у з 8 8 8 :

Г) У у л + у ъ  = | / у А + Х А ~ в + \ / '
V Л - У  А - В -

15. А. Ф. М а г н и ц к и й н и н г «Арифметика» аса- 
ридан. Бир киши 106 аршин (1 арш и н«71 ,12  ем) уч 
хил газлама сотиб юлди, бир газламадан иккинчисига 
Караганда 12 аршин ортик, иккинчисидан учинчисига 
Караганда 9 аршин ортик сотиб олди. У з^ар бир газ­
ламадан кзнчадан сотиб олган?

/• .

Жаиоби: I — 46 у  аршин, II — 34 ~  аршин, III — 25 
аршин.
П А РА ДО К С Л А Р, Ж У М Б О ^ Л А Р ,  МУКОФОТЛАР ВА 

БУЮ К К А Ш Ф И ЁТЛА Р ЙИЛНОМАСИ

\ е ч  цандай фан математи­
ка спнгари инсон тафаккура- 
га б$лган пшончни мусталс- 
камлай олмайди.

Г. Штейнгауз

К^адимги юнон файласуфи Э л е й с к и й  З е н о н  
(эрамизгача булган тахминан 490—430 йилларда яшаб 
ижод этган) исботларсиз аникланган ^акикатларни
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:парадокс-далиллар ёрдамида шуб^а остига олади. У 
жупхиллиликка, чексизликка ва х.аракатга хамда кон­
тинуум з^ацидаги тасаввурларга царши каратилган 45 
та апорий (яъни парадокслар) баён* этган; Шулардан 
бизгача 9 таси етиб келган булиб,. 4 таси «з^аракат 
;апориялари» дир. Чексиз кичик ^исмлардан ташкил 
топтан чексиз тупламдан узлуксиз ми^дорларни з^осил 
^илишга уриниш мантилий парадоксларга олиб келди. 
Булардан учтасини келтирамиз:

1. Д и х о т о м и я ,  тенг иккига булиш парадокси, 
-^аракатни амалга ошириб булмаслиги, чунки йул чек- 
•сизликкача булини-б борилади (тенг иккига, ва яна 
тенг иккига ва к.), шунинг учун йулнинг чексиз 
ъ;исмларини кетма-кет босиб $'тишга турри келади. Ма-

00

V 1 1-¡тематик жиз^атдан бу ¿ ¿ Ц —* ни рад цилишдир.
1

2. А х и л л е с  в а  т о ш б а ц а  п а р а д о к с и .  
Ахиллес тошбацага ета олмайди, чунки у з^озиргина 
тошба^а булган жойларни кетма-кет босиб ^тиши ло- 
'зим, яъни йулнинг чексиз кесмалар кетма-кетлигини 
утиш и керак.

3. Е й н и н г  у ц и у ч и ш и  м у м к и н  э м а с л и г и .  
А га р  ва^тни дискрет лахзалар йириндиси, йулни дис­
крет ну^талар й и р и н д и с и  деб хисобласак, юз беради, 
бошцача айтганда, учаётган уц тинчликда туради, чун- 
ки ва^т алоз^ида лахзалардан ташкил топган.

Энди математиканинг ривожланиши жараёнида 
:вужудга келган классик муаммола.р туррисида фикр 
юритамиз. Булар ичида эрамизгача булган V— IV аср- 
.ларда К,адимги Юнонистонда циркуль ва ч и з р и ч  ёрдамида 
бажариладиган ясашларга борлн^ булган муаммолар 

' -алохида уринни эгаллайди.

1. К у б  н и  и к к и л а  н т и р и ш.
2. Б у  р ч а  к т р и с е к ц и я с и .
3. Д о й р а  к в а д р а т у р а с и .
4. Г и п п о к р а т  о й ч а л а р и  м у а м м о с и .

Б у л а р  з^ацида юцоридаги мавзуларда з^икоя цилинди.
5. М у н т а з а м  к у п б у р ч а к л а р  м у а м м о с и .  

Бу мунтазам п бурч:акни ясашга дойр масала булиб,
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1796 йилда К ,Ф .  Г а у с с  бу масала ф акат  п  нинг б а р -  
ча тоц туб купайтувчиларн бир хил булмаганда ва»
Fь=  2-fe +  1 [ферма туб сонлари] куринишига эга*WW

б^лганда ечимга эгалигини исботлади. 17 ва 257 бур- 
чакларни ясаш усуллари Гауосга маълум эди, аммо* 
биринчи булиб бу натижалар 17 бурчак учун 1802: 
йилда К. Ф. Ф о н  П ф е й д е р е р  томонидан, 257 
бурчак учун эса 1822 йилда М. Г. Ф о н П а у к к е р  томо­
нидан эълон килинган. Гёттинген университети кутуб- 
хонасида О. Г е р м е с н и н г  10 йиллик ме\нат  на- 
тижаси б у лган '  к^лёзма сакланмокда, унда 65 537 
бурчакни ясаш усули баён килннган.

6. П а р а л л е л  ч н з и ^ л а р  м у а м м о с и .  Бу? 
^ацда «Геометрия аксиомалари» булимида зрнюя. ки_ 
л инд и.

7. Э л е м е н т а р  г е о м е т р и я н и  т ^ л а  а к с и о ­
м а  л а ш т и р и ш м у а м м о с и .  Бу муаммо 1^адимгн 
Юнонистонда пайдо булган булиб, шундай тула аксиома- 
лар системасини тузиш лозимки, элементар геометрия- 
нинг барча муло^азалари бу аксиомалардан шакллар- 
нинг кургазмалилигисиз аник иантиций хулосалар асо- 
сида келиб чиксин. Бундай аксиомалар системасинш 
1899 йилда Д. Г и л ь б е р т  яратди.

8. Б е ш и н ч и  в а у  н д а н  ю к о р и  д а р а ж а л ш  
т е н г л а м а л а р  м у а м м о с и .  1530-йилларда И т а -  
лняда 3 ва 4-та*ртибли тенгламаларни ечиш учун фор- 
мулаларнинг топилиши муносабатн билан вужудгаг 
келган масалалар:

а) л-д а р а ж  а л и [ л ^ 5 ]  т е н г л а м а л а р »  
у ч у н  у н и н г  и л д  и з л  а  р и н и  к о э ф ф и ц и е н т -  
л а р и  ю р к а л и  т ^ р т т а  а р и ф м е т и к  а м а л  в а  
и л д и з  ч и к а р и ш  ё р д а м и д а  и ф о д а л о в ч и з  
ф о р м у л а  н и  т о п и ш  м а с а л а с и. 1826 йилда 
Н. X. А б е л ь  5 -д ар аж ал и  тенгламалар учун умумиш 
формула мавжуд эмаслигини исботлади. 1831 йилда
Э. Г а л у а  ихтиёрий берилган п -д ар аж ал и  тенглама! 
учун бундай формулани топиш шартларини курсатди.

б) к о м п л е к с  к о э ф ф и ц и е н т л и  п - д а р а ж а -  
л и  т е н г  л а м а  ^ е ч  б у л м а г а н д а  б и т  т а  к о м п ­
л е к с  и л д и з г а  э г а  э к а н л и г и н н  к ^ р с а т и ш ?  
м а с а л а  си .  К. Ф. Гаусс 1799 йилда комплекс сон- 
лар алгебрасининг асосий теоремасини исботла6-, бу- 
нинг исботини бердн.
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9. Ф е р м а  м у а м м о с и  [Ферм а пинг буюк теоре- 
ш а с и ] . х п-\-уп—г'1 тенглама я > * 2 да  бутун мусбат 
«гчимларга эга эмас. Масала 1670 йилда П. Ф е р м а  
томонидан эълон цилинган. Теорема- з^озирги кунгача 
. м с 6 от л а н м а г а н, лекин етарлича катта п л ар учун. тур- 
рилиги ку.рсатилган.

10. Т у р т т а  р а н г  м у а м м о с и .  Сферада жой- 
«лашган з^ар цандай хаританинг ёй куринишидаги у му­
мий чегара цисмига эга булган икки ихтиёрий соз^аси- 
;ни турли рангда г^илиб туртта ранг билан буяш мум- 
кннлигини аниклаш масаласи. Уни 1952 йилда Ф. Г о с -  
р и  таклиф этган. 1976 йилда К- А п п е л ь  ва В. Х а-  
гк-ен цар цандай харитани шундай буяш мумкинлиги- 
;ни исботладилар.

11. К о н т и н у у м  м у а м м о с и  [Континуум — 
«фараз]. Барча натурал сонлар туггламидан цувватли, з$а- 
;кикий сонлар тупламидан эса кам цувватли булган 
"туплам мавжуд ёки мавжуд эмаслигини аницлаш ма- 
«саласи. Уни 1873 йилда Г. К а н т о р  таклиф этган. 
1938 йилда К- Г ё д е л ь  ва  1963 йилда П. К о э н  
тупламлар наза-рияси аксиомаларидан бундай туплам- 
шинг мавжудлиги ёки мавжуд эмаслигини келтириб чи- 
.^ариб булмаслигини курсатдилар.

Математикларнинг фан оламида эришган катта 
:ютуцлари учу« турли хил мукофотлар ва олтин медал- 
.лар таъсис этилган.

Халцаро Фильдс мукофоти

.'Халцаро мицёсда математика буйича энг обрули 
.'мукофотлардан бири Фильдс мукофоти деб аталиб, 
з^ар турт йилда Халцаро математика конпресси 41 еш- 
га етмаган ва математика ооз^асида муз^им илмий на- 
тижаларни кулга киритган олимларга та^дим этади. 
.Маълумки, Нобель мукофоти математикларга берил- 

■ :майди, бунинг урнини т^лдириш ма^садида 1936 йил- 
д а н  бошлаб бу мукофот бериладиган булди. Мукофот 

'1500  канада долларидан ва олтин медалдан иборат. 
Мукофот уни таъсис этиш ташкилотчиси канадалик ма­
тематик Ж о н  Ч а р л ь з  Ф и л ь д с  [1863— 1962] 
яомига цуйилган. Ш у кунгача Фильдс мукофотига са- 
довор булган олимлар руйхатиии келтирамиз.
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№
Мукофотни 

олган матема­
тик олимлар

1

Берилтан
вакти»

.конгресс

Илмий ишларининг ^ис- 
цая-а тавсифи

1 Ларе Вале­
риан Альфорс. 
(Финляндия). 
1907 й. да  ту- 
гилган.

Ж есс Д уг­
лас. (1897— 
1965). (АКД1)

Атле • Сель* 
берг, 1917 й. 
да турилган, 
(АКД1).

Лоран
Шварц.
1915 й. да  ту- 
гилган, (Фран­
ция).

Кунихико
Кодаира.
(Япония),
1915 йилда ту­
рилган.

Ж а н  Пьер 
Серр. (Фран­
ция), 1926 й. 
д а  турилган.

Клаус 
Фридрих Рот. 
(Бую к Брита­
ния), 1925 й. 
да турилган

1936, IX 
Осло

*—«

1950, X.
Кембридж
[АКДи]

—«-

1954, XI. 
Амстердам

«-

1958, XII. 
Эдинбург

Риман сиртлари буйича 
ишлари учун, асосий 
ишлари комплекс узга- 
рувчили функциялар на- 
зарияси, квазиконформ 
акслантиришлар.
Аплато масалаеини еч- 
ганлиг!! .учун, асосий 
ишлари вариациюн хисоб 
буйича.
Туб сонлар такси’мюти 
^онуними оддий исбот- 
лаш у сули ни тюпди 
[П. Эрдёш билан], тако- 
миллашган ралвир усу- 
лини *ишлаб чикди, мате­
матик анализ. 
Умумлашган функциялар 
назариясидаги ишлари 
учун [Шварц таксимот- 
лари назарияси]. Асосий 

ишлари — топология, 
гармоник, функционал 
анализ, математик фи­
зика.
Топология, комплекс ана­
лиз, алгебра ва диффе­
ренциал геометрия.

Алгебраик, топология ва 
алгебраик геометрия, 
сфералар 1юмотопик гу- 
ру^ини хисоблаш.
Алгебра в а сонлар на­
за р и я с и , . алгебраик сон- 
ларни рационал сонлар 
¡билан 'якинлаштириш \ 
^акидаги  Туэ-Зигель^
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8

10

11

12

13

14

Рене Фреде­
рик Том. 
(Франция)
1923 й. да  ту- 
рилган.

Ж он Уил­
лард Мил нор. 
1931 й. да  ту- 
рилган.

Л аре  . Хёр- 
мандер. (Шве­
ция), 1935 
'йилда т'урил- 
ган.

Майкл 
Фрэнсис Атья. 
(Буюк Брита­
ния), 1929.

Александр
Гротендик.
1928 й.

Пол Ж о ­
зеф Коэн 
(АКШ ). 1934
и ил да 
ган.

турил-

Стефан 
Смейл (АКШ) 
1930 й. да  ту 
рилган.

■»

15 г Алан Бей­
бер (Буюк Бри-

1962, XIII 
Стокгольм

«—

1*966, XIV 
Москва

«■

«

1970, XV
Ницца

теоремаларидаги аниц 
ба^они исботлагани учун. 
Алгебраик ва дифферен­
циал топология, кобор- 
дизмлар назариясини 
я<ратгани учун. ^алокат- 
лар назариясини ишлаб 
чнвди.
Алгебраик ва дифферен­

циал топология, (Мил- 
нор сфераси) 7- улчовли 
сферада 28 силли^ тур- 
ли структуралар мав- 
жудлигини -исботладй. 
Дифференциал оператор« 
лар назарияси ва хусу- 
сий ^осилали дифферен­
циал тенгламалар.

Алгебраик топология ва 
дифференциал тенглама­
лар. И. Зингер (А ^Ш ) 
билан индекс теоремаси- 
ни исботлади (1963), ана­
литик топология асосчи- 
си.
Топология, (гомологика- 
лар алгебраси, алгебраик 
геометрия.
1963 й. да континуум- 
фараз тупламлар наза­
рияси аксиомалари тузи- 
лишидан рад  ^илиниши 
мумкин эмаслигини ис­
ботлади.
Топология, динамик сис- 
темалар назарияси, л-ко- 
бордиз-мнинг турри уму- 
мий тео*ремасини исбот­
лади.
Трансцендент сонлар на­
зарияси. Диофант тенг-
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1 1 2

тания). 1939 й.

16 Сергей 
Петрович Но­
виков (Россия). 
1939 й. да  ту- 
рилган.

— «-—

17 Ж он Ер и гс 
Томпсон 
(АКЩ).  1932 
йилда турил- 
ган.

—«— ■

18 Хейсуке 
Хиронака 
(Япония), 
1931 й.

19 Пьер Рене 
Делинь (Бель­
гия), 1944 й.

1978,
XVII
Хельсинки

20 Даниель . 
Квиллен 
(А ^Ш ),  1940 й.

----«—

21
Ф

Григорий 
Александрович 
Мор гул ис 
(Россия),

---«---

,0  2378

ламалари  ечимлари ба- 
цосини аницлаш у султш  
ишлаб чицди.
Геометрик топология, 
^ а тл ам л а р  ва куп ций- 
матли функциялар наза- 
р ия сини, кос мо логи к мо- 
деллар сифатий назария- 
сиии, чизи^ли . булмаган 
системалар чекли мав- 
сумли ечимлари наза- 
риясини яратди. •
Алгебра, гуру^лар наза- 
рияси, барча абель бул­
маган гуру^лар жуфт 
тартибга эгалигини ис- 
ботлади (В.. . Фейс би- 
лан).
Алгебра. Алгебраик гео­
метрия. Ноль характе- 
ристикали майдонлар ус- 
тидаги алгебраик куп- 
хилликлар хусусиятла- 
рини ечиш муаммосини 
>̂ ал цилди.
Алгебраик геометрия, 
алгебраик оонлар наза- 
рияси. Чекли майдонлар 
устидаги функциялар 
туррисидаги Вейль фара- 
зини исботлади.
Гомологик алгебра ва 
алгебраик топология. К- 
назарияда Адамс фара- 
зини исботлади, узлук- 
сиз функциялар хал^аси- 
даги проектив модуляр 
гузилиши ^а^идаги Серр 
фаразини исботлади.
Ли гуру^лари нааария- 
си, комбинаторика, диф­
ференциал геометрия эр-

____________________3 _________________

145



22

23

24

25

26

27

28

29

30

1946 й.

Чарльз Луи 
Фефферман 
(АК;Щ), 1949 й

Энрико Бом- 
бьери (Италия), 
1940 й.

Дейвид 
Брайант Мам- 
форд (АКШ), 
1937 й.

Ален Конн 
(Франция)
1947 й.

— «—

Уильям 
Теэрстон 
(АКШ) 1949 й.

Шинтон Яу 
Яо (АКШ),
1949 й.

Саймон 
Кёрдан Д о­
налд (АКД11), 
1957 й.

Герт Фал- 
тингс (ГФР) 
1954 й.

Майкл 
Фридман 
(АКШ), 1951 й

1974,
XVI
Ванкувер

— «•

1983,
XVIII
Варшаеа

«■

«•

1986, XIX 
Бёркли

«•

«

годик назарияси, дина­
мик системалар назария­
си.
Комплекс Узгарувчили 
функциялар назарияси, 
гармоник анализ, диф­
ференциал тенгламалар. 
Алгебраик сонлар наза- 
эияси, комплекс ва клас­
сик анализ, алгебра ва 
дифференциал геомет­
рия.
Алгебра, геометрия, элри 
чизи^лар модуллари ва 
абель купхилликлар.

Умумий алгебра: С-ал- 
гебралар, К- назария. 
Оператор а- алгебралари 
назарияси.
Топология, конструкция 
Кан ва Т., купхиллик­
лар  топологияси. 
Дифференциал тенгла­
малар, алгебраик топо- 
тогия, дифференциал 
геометрия.
Топология, /?7 да  турли 
С.ИЛЛИЦ структуралар 
мйвжудлигини исботла- 
ди.
Диофант тенгламалар, 
алгебра, 'геометрия, 
1983 й. да. Ферма муам- 
моси чекли сондаги ечим- 
дан зиёд ечимга эга 
булмаслигини курсатди. 
Алгебраик топология б^- 
йича ишлари учу-н.
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М атем атика тарихидаги бую к кашфиётлар йилномаси

]. Милод. авв. 3000—2000 
йиллар

2. Милод. авв. 1800 йил

3. Милод. авв. 600 йил

4. Милод авв. 540 йил

5. Милод. авв. 300 йил.

6. 595 йил

7. 630 йил

8. 820 йил

9. 1580 йил

10. 1614 йил

11. 1617 йил

12. 1635 ва 1637 йиллар

13. 1680 ва 1682 йиллар

— Биринчи сано^ систе- 
малари (Миср, Бо- 
бил)
Квадрат тенглама 
(Бобил)

— Исбот ^илувчи гео­
метрия (Фалес Ми­
летский)

— Тугри бурчакли уч- 
бурчак томонлари 
¡орасндаги муносабат 
(Пифагор)

■— Дедукггив .геометр ня­
нин г изч.ил ишлаб чи- 
килиши 
(Евклид)

— Унли сано^ система- 
си (^индистон)

— Квадрат тенглама- 
ларнинг систематик 
таджик этилиши 
(Брахмагупта)

— Алгебра . мустацил 
фан булнб шакллан- 
ди (Ал-Хоразмий)

— Символик алгебра- 
нииг яратилиши
(Ф. Виет)

— Логарифмларнииг 
кашф этилиши
(Ж- Непер, Й. Брю- 
ге)

— Унли логарифмлар- 
нинг кашф этилиши 
(Г. Бригс).

— Аналитик геометрия 
яратилди (Г1. Ферма 
ва Р. Декарт).

— Дифференциал 1ва ин­
теграл ^исобнинг яра- 
тилиши (И. .Ньютон 
ва Г. В. Лейбниц).
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14. 1694 йил

15. 1748 йил

16. 1£80 йил

17. 1799 йил

18. 1823 йил

19. 1832 йил

20. 1826 йил

21. 1827 йил

22. 1854 йил

— Дифференциал тенг­
ламалар  (Я. Бернул­
ли).

— Математик анЗлиз- 
¡нинг систематик иш- 
лаб  чицилиши (Л. Эй­

лер).
— Вариацион ^исоб 

(Л. Л агранж ).
— Алгебранинг аоосий 

теоремаси (К. Ф.
Гаусс).

— Математик анализ  
аоосларининг ярати- 
лиши (О. Коши).

— Бешинчи ва юцори
- дараж али  тенглама­

лар ,муам мосин инг 
^ал  цилиниши
(Н. Абель, Э. Галуа).

— Ыоевклид геометрия 
(Н. И. Лобачевский, 
Я. Больяи).

— Сиртларнинг ички 
геметрияси (К. Ф. 
Гаусс).

— п  улчовли эгри фазо- 
лар  назарияси (Б. Ри- 
ман).
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