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Tabiiy fanlarning tez suratda rivojlanishi hamda shaxsiy kompyuterlar yangi
avlodlarining hayotga jadal ravishda kirib kelishi, har bir mutaxassis oldiga zamon
talablariga javob beradigan yangi vazifalarni qo’ymoqda. Keyingi paytlarda
ko’pgina soha masalalarini yechishda matematik modellashtirish usulidan keng
foydalanib kelinmogda. Bunga asosiy sabab, birinchidan bu usulning afzalligi
bo’lsa, ikkinchidan esa tezkor shaxsiy kompyuterlardan keng foydalanish imkoni-
yatlarining paydo bo’lganligidir.

Hozirgi vaqtga kelib «Matematik modellashtirish» fani oliy ta’limning
ko’pgina yo’nalishlarida asosiy fan sifatida o’rganila boshlandi. Oliy ta’limning
davlat standartiga asosan har bir bakalavr va magistr o’z sohasida mavjud bo’lgan
asosiy jarayonlarni chuqur tahlil gilib berishligi kerak bo’ladi. Bu esa, hozirda ma-
tematik modellashtirish fani orgali amalga oshirilmoqda.

Matematik modellashtirish fani matematika, mexanika, fizika, informatika,
kimyo, biologiya, ekologiya va boshga maxsus fanlar bilan chambarchas bog’liq
bo’lib, u har bir talabadan chuqur bilim va ko’nikmalarni talab etadi.

Ushbu o’quv qo’llanmada matematik modellashtirish fanining asosiy
tushuncha va maqgsadlari keltirilishi bilan birga, texnik yo’nalishda foydala-
niladigan ba’zi bir ob’ektlarning matematik modellari qurib ko’rsatilgan. O’quv
qo’llanmada matematik modellashtirishda ko’p uchraydigan masalalarning yechish
algoritmlari ishlab chigilgan hamda unga mos Paskal tilidagi dasturiy ta’minotlar
keltirilgan.

Qo’llanmadan «Matematik modellashtirishy fanidan ta’lim berayotgan
o’qituvchilar, shu fanni o’rganuvchi talabalar va ushbu fan bilan mustaqil

shug’ullanayotgan keng kitobxonlar ommasi foydalanishlari mumkin.
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1-BOB. MATEMATIK MODELLAShTIRISh ASOSLARI

Aniq yechimga ega har ganday masala bir necha usullar yordamida yechi-
ladi. Agar yechilayotgan masala yetarlicha aniglikda matematik munosabatlar or-
gali ifodalansa, bu masalani matematik modellashtirish usuli yordamida yechish
mumkin. Masalani bu usulda yechish matematik modellashtirish jarayoni deb ata-
ladi.

1.1. Ob’ekt va matematik modellashtirish

Ob’ekt deganda har xil xossa va xususiyatlarga ega bo’lgan hamda biror so-
ha jarayonini ifoda etuvchi, tabiatning biror elementi tushuniladi. Suv yoki gaz
ogayotgan truba, paxta terish mashinasining shpendeli, elektr toki o’tkazuvchisi,
qurilishda ishlatiladigan temir-beton plita va h.k. lar ob’ektga misol bo’la oladi.
Turli xil soha mutaxassislarining asosiy vazifasi o’z ob’ektlarining xo0ssa va
xususiyatlarini o’rganish hamda shu asosda masalani yechishdan iborat. Ob’ektni
o’rganish o’ta murakkab jarayon bo’lib, u bir necha xil usullar yordamida amalga
oshiriladi.

Tekshirilayotgan ob’ekt xossa va xususiyatlarini matematik munosabatlar
orgali ifodalash shu ob’ektning matematik modeli deb ataladi. Matematik model
qurish va uni yechish jarayoni esa matematik modellashtirish deyiladi. Matemat-

ik modellashtirish jarayoni sxematik ravishda quyidagi ko’rinishda ifodalanadi:

Ob'ext | Matematik Hisoblash
g model — usullari
Natijalar va Dastur Algoritm
tahlil « )

Har ganday ob’ektning matematik modeli qurilayotganda, dastlab bu ob’ekt

xossalari mutaxassislar tomonidan har tomonlama o’rganib chigiladi. Ob’ekt xos-
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salarini ifodalovchi o’zgaruvchi parametrlar o’rtasidagi bog’lanishlar aniglanadi.
Shundan keyin ayrim cheklanishlar gilinadi va har xil omil(faktor)larning masala
yechimiga ta’sir darajasi aniglanadi. Buning uchun har xil faraz(gipoteza)larga
asoslanadi. Ob’ekt matematik modelini qurishda har xil farazlarga asoslanganligi
sababli turli xil matematik modellar hosil bo’ladi. Ob’ektni matematik model-
lashtirish natijasida asosan uch xil model hosil bo’ladi: statik, dinamik va tarqoq
modellar.

Statik modellarda tekshirilayotgan ob’ekt xossalari vaqt o’zgarishiga bog’liq
bo’lmagan holda o’rganiladi. Bu holda ob’ekt matematik modeli fagat fazoviy
koordinatalar yordamida ifodalanadi.

Dinamik modelda esa aksincha, ob’ekt xossalari fagat vaqt o’zgarishiga
bog’liq ravishda o’rganiladi.

Xossa va xususiyatlari vagt hamda fazoviy koordinatalar o’zgarishiga bog’liq

bo’lgan ob’ektlar matematik modeli tarqog model ko’rinishida ifodalanadi.

1.2. Matematik modellashtirishning

asosiy bosgichlari

Har ganday ob’ektni matematik modellashtirish bir necha bosgichlar asosida
olib boriladi. Bu bosgichlar quyidagilardan iborat:

1. Ob’ekt x0ssa va xususiyatlarin o’rganish.

2. Ob’ekt matematik modelini qurish.

3. Matematik modelni yechish algoritmini tanlash yoki ishlab chigish.

4. Tanlangan yoki ishlab chigilgan algoritm asosida kompyuter model-
ini(dasturini) tuzish.

5. Ob’ektning birlamchi boshlang’ich giymatlarini dasturga kiritish orgali na-
tijalar olish hamda ularni tahlil gilish.

Birinchi bosgichda garalayotgan ob’ektning mexanik, biologik, geometrik,

ekologik va boshga xususiyatlari hamda ular orasidagi bog’lanishlar batafsil



6
o’rganiladi. Ob’ekt xo0ssa va xususiyatlariga har xil omillarning ta’sir darajasi
aniglanadi.

Ob’ektning matematik modelini tuzishda shu ob’ektning asosiy xossa va
xususiyatlari matematik munosabatlar yordamida ifodalanadi. Boshgacha qilib ay-
tganda ob’ektni o’rganish jarayonida unga ta’sir etuvchi asosiy omillar matematik
apparat (tenglama, tengsizlik, mantigiy ifoda yoki ularning sistemalari) orqali
yozib chigiladi. Bu bosgichda shuni e’tiborga olish kerakki, matematik ifodalar
imkoni boricha sodda va shu bilan birga ob’ektning barcha asosiy xossalarini o’z
ichiga olgan bo’lishi magsadga muvofig. Chunki matematik ifodalar ganchalik
sodda bo’lsa, ularni yechish algoritmi ham shunchalik sodda hamda ularni
yechishda yo’l quyiladigan xatoliklar shunchalik kam bo’ladi.

Algoritm — berilgan masalani yechishda bajarilishi lozim bo’Igan amallarning
qat’iy ketma-ketligidir. Har bir masalaning yechish algoritmi bir necha minglab,
xatto millionlab amallarni o’z ichiga oladi. Masalaning yechish algoritmini tanlash
— bu mavjud yechish algoritmlari orasidan eng qulayini tanlashdir. Ayrim hollarda
masalani yechish uchun yangi hisoblash algoritmini ishlab chigishga ham to’g’ri
keladi. Yechish algoritmi tanlanayotganda yoki yangisi ishlab chigilayotganda un-
ing natijaviyligiga, aniglik darajasiga, ommaviyligiga hamda vaqt bo’yicha tejam-
korligiga e’tibor berish kerak bo’ladi.

Dastur tuzish bosgichida tanlangan yoki ishlab chigilgan algoritm biror algo-
ritm til orgali ifodalanadi. Masalani yechish uchun algoritmik til tanlanayotganda
uning soddaligiga hamda imkoniyatlari darajasiga e’tibor berishga to’g’ri keladi.
Ayrim hollarda masala xususiyatiga garab ham algoritmik til tanlanadi. Bu bos-
gichda tuzilgan dasturdagi sintaksis va algoritmik xatolar aniglanib ular bartaraf
etiladi. Matematik modellashtirishning bu bosgichi o’ta murakkab bosqgich
hisoblanib dasturchidan juda ham ko’p mehnat va extiyotkorlikni talab etadi.

Modellashtirishning oxirgi bosgichida, garalayotgan ob’ektning boshlang’ich
xossa va xususiyatlarini ifodalovchi birlamchi sonli giymatlar, tuzilgan dasturga

kiritilib natijalar olinadi hamda u atroflicha tahlil gilinib, har xil xulosalar gilinadi.
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1.3. Modellashtirishda analitik va tajriba

(eksperiment) usullar

Ob’ektning x0ssa va Xususiyatlariga bog’liq ravishda modellashtirish turli
xil usullarda olib boriladi. Keyingi paytlarda ob’ektlarni modellashtirishda asosan
ikki xil analitik va eksperiment usullaridan keng foydalanib kelinmoqda.

Ob’ekt analitik usulda modellashtirilganda, shu ob’ektning asosiy xossa va
xususiyatlari matematik munosabatlar (tenglama, tengsizlik, integral, differentsial,
integrodifferentsial tenglamalar yoki ularning sistemalari) yordamida ifodalanadi,
ya’'ni ob’ekt x0ssa va xususiyatlari matematik formulalarga ko’chiriladi. Bu usulda
matematik munosabatlar shu ob’ektning barcha asosiy xossalarini o’z ichiga olgan
hamda sodda ko’rinishda bo’lish talab gilinadi. Modellashtirishning analitik usuli
mutaxassisdan o’z sohasini chuqur bilish bilan birga hisoblash matematikasi va al-
goritmik tilda dasturlash fanlarini ham yetarli darajada egallashni talab etadi.

Odatda injenerlik masalalarining matematik modeli algebraik tenglamalar,
oddiy yoki xususiy hosilali differentsial tenglamalar, integrallar yoki ularning
sistemalari ko’rinishida bo’lsa, igtisodiy masalalarning matematik modeli esa aso-
san tengsizlik, mantiqgiy ifoda yoki ularning sistemalari ko’rinishida ifodalanadi.

Masalan, elastik to’sin egilishi hagidagi masalaning matematik modeli
to’rtinchi tartibli oddiy differentsial tenglamaning berilgan chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini topishga keltirilsa, igtisodiy masala bo’lgan transport
masalasining matematik modeli esa oddiy chizigli algebraik tengsizliklar siste-
masini ganoatlantiruvchi va maqgsad funktsiyani ekstrimumga erishtiruvchi
o’zgaruvchilar giymatlarini topishga keltiriladi.

Eksperiment usulda qurilgan model ob’ektlar ustida o’tkazilgan tajribalar,
ya’ni kuzatishlar orgali olingan natijalar asosida qurilgan modeldir. Ob’ektning ek-
speriment modelini qurish o’ta murakkab jarayon hisoblanadi. Chunki ayrim
ob’ektlarning eksperiment modelini qurish uchun uzoq vaqt oralig’ida, har xil sha-
roitlarda bir gancha kuzatishlar o’tkazishga to’g’ri keladi. Bu holda kuzatish na-
tijalariga bir gator ob’ektiv va sub’ektiv sabablar o’z ta’sirini o’tkazadi. Shu saba-

bli keyingi paytlarda matematik modellashtirishda analitik usuldan ko’proq foyda-



lanib kelinmoqda.

Ma’lumki, biror ob’ektni matematik modellashtirish deganda shu ob’ekt
X0ssa va xususiyatlarini matematik munosabatlar yoki mantiqiy ifodalar orgali
ifodalash tushuniladi. Odatda modellashtirishning bu usuli analitik usul deb ata-
ladi. Matematik munosabatlar o’z ichiga tenglama, integral, tengsizlik, oddiy va
xususiy hosilali differentsial tenglama yoki ularning sistemalarini o’z ichiga oladi.
Ob’ektning matematik modelida matematik munosabatlarning gaysi biri gatnash-
ishi modellashtirilayotgan ob’ckt xossalariga bog’liq bo’ladi. Masalan, elastik ma-
terialdan tayyorlangan mayatnik tebranishi masalasini garasak, uning matematik
modeli oddiy differentsial tenglama va unga qo’yilgan boshlang’ich shart orgali
ifodalansa, o’zgaruvchan kesimli elastik sterjen tebranishi masalasining matematik
modeli esa 0’zgaruvchan koeffitsiyentli, xususiy hosilali, to’rtinchi tartibli differ-
entsial tenglama va unga qo’yilgan boshlang’ich hamda chegaraviy shartlar

yordamida ifodalanadi.

1.4. Model adekvatligi

Ob’ckt modelining adekvatligi deganda shu ob’cktning barcha xossa va
xususiyatlari modelda gqanday darajada hisobga olinganlik tushuniladi.

Analitik usulda tuzilgan matematik modelning adekvatligi, modellashtirila-
yotgan ob’ekt xossalarini matematik munosabatlar yordamida ifodalashdagi
aniglik ko’rsatkichi bilan aniglanadi. Shu bilan birga bu usulda modelning ad-
ekvatligi uning yechish usullari anigligiga ham bog’liq bo’ladi.

Ob’ckt eksperiment modelining adekvatligi o’tkazilgan tajribalar soni va un-
ing sifatiga hamda ularni o’tkazishda foydalanilgan o’lchash asboblarining aniglik
darajasiga bog’liq bo’ladi. Tajribalar soni gancha ko’p bo’lib, o’lchash asboblarin-
ing aniglik darajasi gancha yugori bo’lsa, olingan natijalar hagigiy natijalarga
yetarlicha yaqin, ya’ni model adekvat bo’ladi.

Ma’lumki, har ganday ob’ektni matematik modellashtirish jarayoni bir necha
bosgichlar asosida olib borilad. Lekin bu bosqgichlarni har doim ham anigq amalga

oshirish imkoni bo’lavermaydi, ya’ni ob’ektning matematik modelini qurishda
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ba’zi bir faraz(gipoteza)larga asoslanadi. Modelni yechish uchun esa har doim ham
aniqg yechish usuli mavjud bo’lavermaydi. Ko’pgina hollarda taqribiy yechish usul-
laridan foydalaniladi. Shu sababli har ganday ob’ektni o’rganish magsadida tuzil-
gan matematik model va uni yechishdan olingan natijalar shu ob’ekt xossa va
xususiyatlarini xar doim xam to’liq ifodalay olmaydi.

Ob’ektning adekvat matematik modelini tuzish uchun, birinchidan
ob’ektning barcha xossa va xususiyatlarini to’liq o’rganish kerak bo’lsa, ikkinchi-
dan bu xossa va xususiyatlarning barchasi qurilgan modelda matematik munosaba-
tlar yordamida o’z aksini topgan bo’lishi zarur bo’ladi. Shu bilan birga matematik
modelni yechishda foydalaniladigan yechish usullari yetarlicha aniglikga ega
bo’lishi talab etiladi.

Ob’ekt matematik modelini adekvat ekanligini tekshirish o’ta murakkab ja-
rayon hisoblanadi. Qurilgan matematik modelni adekvat ekanligini tekshirish usul-
laridan biri, shu model yordamida olingan natijalarni tajribalar o’tkazish orqali
olingan natijalarga yoki oldindan ma’lum bo’lgan aniq natijalar bilan
tagqoslashdir. Agar olingan natijalar, yetarlicha aniglikda o’tkazilgan tajribalar na-
tijalariga yoki oldindan aniq bo’lgan natijalarga yaqin bo’lsa, tuzilgan matematik

model shunchalik adekvat hisoblanadi.

1.5. Matematik modellashtirishda xatoliklar

Ma’lumki, matematik modellarni yechish uchun uni diskret holga olib
kelishga to’g’ri keladi. Masalalarni diskret holga keltirishda esa, ba’zi bir xatoli-
klarga yo’l qo’yiladi. Bu xatoliklar nimalar hisobidan hosil bo’ladi va u ganday
baholanadi? Bu savollarga javob berish har bir mutaxassis uchun juda muhim
ahamiyatga ega.

Taqgribiy hisoblash xatoliklari va ularning turlari. Shaxsiy kompyuter
(ShK) yordamida hisob-kitob ishlarini bajarish asosan tagribiy hisoblashlar asosida
olib boriladi. Bu esa ixtiyoriy masalaning yechimi gandaydir xatoliklar bilan, ya’ni
masalaning taqgribiy yechimi hosil bo’lishiga olib keladi. Masalalarni ShK da

yechishda yo’l quyiladigan xatoliklarni ganday baholash mumkin, degan savol
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barcha mutaxassislarni giziqtirib keladi. Bu savolga javob berish magsadida absol-
yut va nisbiy xatoliklar tushunchalari kiritiladi.

Agar biror miqdorning aniq giymatini x va uning taqribiy hisoblash na-
tijasida olingan giymatini x deb olsak, u holda absolyut xato deb

A =|x —X|
ga, nisbiy xato deb esa,
5X=M°100%=ﬁ-100%
| ] | ]
ga aytiladi.

Bu xatoliklarning hosil bo’lishiga asosiy sabablar nimalardan iborat? Umu-
man olganda hisoblashlar natijasida hosil bo’ladigan xatoliklar manbalarini, asosan
to’rt guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruh xatolar yechilayotgan masalaning matematik modelini qurish
bilan bog’liq xatolardir. Ma’lumki, birinchidan ob’ektning barcha xossa va
xususiyatlarini  matematik modelda hisobga olish har doim imkoniyati
bo’lavermaydi. Ikkinchidan ob’ektning barcha xususiyatlarini hisobga olish, ma-
tematik modelni o’ta murakkablashishiga, natijada esa uni yetarlicha aniq yechish
imkoni bo’lmay golishiga olib keladi. Bu guruh xatoliklar matematik model
xatosi deb ataladi.

Ikkinchi guruh xatolar masalaning yechish uchun beriladigan boshlang’ich
giymatlarida mavjud bo’lgan xatoliklardir. Tajriba yoki hisoblash natijasida olin-
gan boshlang’ich giymatlar albatta biror xatolikga ega bo’ladi. Chunki bu
giymatlar o’lchash asboblarining anigligiga yoki hisoblash usullariga bog’liq
bo’ladi. Bu guruh xatoliklar odatda qutilib bo’Imaydigan xatolar deb ataladi.

Uchinchi guruh xatolar masalani yechish usulidagi mavjud xatolardir. Bu
xatolar yechish usulining xatosi deb ataladi va u asosan modelni diskret holga
keltirishda va tagribiy yechish usullarida mavjud bo’lgan xatoliklardir.

To rtinchi guruh xatolar bevosita ShKlarda hisoblashni tashkil etish bilan
bog’liq bo’lgan xatoliklardir. Bu xatolar odatda hisoblash xatoliklari deb ataladi.

Hisoblash xatoliklari asosan sonlarni yaxlitlash natijasida hosil bo’ladi.
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Ayrim hollarda turli xil xatoliklardan qutulish uchun ba’zi bir takliflarni
¢’tiborga olish magsadga muvofiq bo’ladi:

- giymati hisoblanadigan ifodalarni imkoni boricha soddalashtirish va unda
bajariladigan amallar sonini eng kam miqdorga keltirish;

- agar bir gator sonlar ustida qo’shish-ayirish amallarini bajarish lozim
bo’lsa, dastlab kichik sonlar ustida amallarni bajarish;

- oraliq hisoblashlarda giymatlari deyarli teng bo’lgan miqdorlar ustida

ayirish amalini bajarmaslik.

1.6. Matematik modelni yechish usullari

Yugorida ta’kidlanganidek, ob’ektni matematik modellashtirish har xil
tenglama, tengsizlik yoki ularning sistemalarini yechishga keltiriladi. Umuman ol-
ganda modelni yechish usullarini uch turga ajratish mumkin: analitik, sonli va
sonli-analitik usullar.

Analitik usul - masala yechimini aniq matematik formulalar bilan(analitik
ko’rinishda) ifodalashdir. Bu usul anig usul hisoblanib, unda yechim masalaning
berilgan boshlang’ich qiymatlarni o’z ichiga olgan matematik formulalar
ko’rinishida ifodalanadi. Odatda analitik usuldan oddiy matematik model bilan
ifodalanadigan masalalarni yechishda foydalaniladi. Chunki murakkab masalalarn-
ing yechimini har doim ham anig formulalar ko’rinishida ifodalash imkoni
bo’lavermaydi. Analitik usulga misol sifatida chizigli algebraik tenglamalar siste-
masini Kramer goidasi, Gauss yoki teskari matritsa kabi yechish usullarini keltirish
mumkin.

Sonli usul — taqribiy yechish usuli hisoblanib, oliy matematika fanining
hisoblash matematikasi bo’limida o’rganiladi. Bu usulga ko’ra matematik modelda
berilgan formulalar, tagribiy ravishda o’ziga yaqin (ekvivalent) hamda sodda
ko’rinishga ega bo’lgan formulalar bilan almashtiriladi. Masalan funktsiya hosilasi,
chekli ayirmaga; funktsiyaning aniq integrali chekli yig’indiga, cheksiz gator esa
chekli yig’indiga almashtiriladi. Sodda ko’rinishga keltirilgan model ShK
yordamida yechiladi va masala yechimi grafik yoki sonlar jadvali ko’rinishida
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ifodalanadi. Sonli usullarga misol sifatida trantsendent tenglamalarni oraligni teng
iIkkiga bo’lish, urunmalar, vatarlar yoki differentsial tenglamalarni Eyler, Runge-
Kutta, chekli ayirmalar yordamida yechish usullarini keltirish mumkin.

Sonli usullardan biri iteratsiya usulidir. Tagribiy yechish usuli iteratsiya
usuli deyiladi, agar noma’lumlar ustida chekli takrorlanuvchi amallar bajarilib, bu
amallardan keyin noma’lumlar qiymatlari aniglashtirilsa (noma’lumlarning
tagribiy giymatlari uning aniq giymatlariga yaginlashsa), shu bilan birga keyingi
takrorlanuvchi amallarni bajarishda noma’lumlarning aniglashtirilgan giymatidan
foydalanilsa.

Sonli-analitik usul — bu yugorida aytilgan ikki usulning kombinatsiyasidan
tashkil topgan usuldir. Bu usulda masala yechimi asosan xosmas integral, cheksiz
gator, maxsus funktsiyalar yoki ularning kombinatsiyalari ko’rinishida ifodalanadi.
Bu usulda garalayotgan masala yechimi analitik ko’rinishda yozib quyiladi, lekin
sonli natijalar ba’zi bir tagribiy hisoblashlar yordamida hosil gilinadi. Sonli-
analitik usullarga misol sifatida Bubnov-Galyorkin yoki Fur’e usullarini

keltirishimiz mumkin.

Tayanch so’z va iboralar. Ob’ckt, matematik model, matematik model-
lashtirish, kompyuter dasturi, algoritm, algoritmik til, blok-sxema, statik model,
dinamik model, targog model, absolyut xato, nisbiy xato, analitik usul, sonli usul,
sonli-analitik usul, model adekvatligi, xosmas integral, gator, trantsendent tengla-

ma.

Savollar
Ob’ektga ta’rif bering.
Matematik model deb nimaga aytiladi?
Matematik modellashtirish jarayoni deb nimaga aytiladi?
Matematik munosabat deganda nimani tushunasiz?

Matematik modellashtirish ganday bosqgichlardan iborat?

o o bk~ w D e

Algoritmga ta’rif bering.
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7. Algoritmik til deganda nimani tushinasiz?

8. Dastur va dasturlash nima?

9. Masala algoritmini dasturlash uchun algoritmik til ganday tanlanadi?

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Model turlari.

Model adekvatligi deganda nimani tushunasiz?

Model adekvatligi ganday tekshiriladi?

Absolyut xato nima?

Nisbiy xato nima?

Modellashtirishda xatolik turlari va ularning kelib chigish manbalari.
Matematik modelni yechish usullari.

Analitik usul nima?

Sonli usul nima?

Sonli-analitik usul nima?
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2-BOB. Chl1ZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR
SISTEMASI VA TRANTSENDENT TENGLAMALARNI
YeChlISh USULLARI

Ma’lumki, ob’ekt matematik modeli matematik munosabatlar (tenglama,
tengsizlik yoki ularning sistemalari) yordamida ifodalanadi. Bu munosabatlardan

biri - chizigli algebraik tenglamalar sistemasidir. Bizga n ta noma’lumli n ta
chizigli algebraik tenglamalar sistemasi

a;, X +a,X, +...+a,X, =h

1n“*n
Ay X, + 85X, +...+8,,X, =b, (2 1)

X +a,X, +..+a,,X, =b,

berilgan bo’lsin. Bu yerda a;, b, lar berilgan sonlar, X lar noma’lumlar

(i,j :1,2,...,n). Agar (2.1) sistemaga mos keluvchi asosiy determenant 4 noldan
fargli, ya'ni

all alZ "'aln
A a, a,,..a, 0
a,a,..a,

bo’lsa, sistema yagona yechimga ega bo’ladi.
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishning bir necha usullari

mavjud bo’lib, ular Kramer qoidasi, Gauss, teskari matritsa, iteratsiya hamda Jor-

dan usullaridir. Bu usullar algoritmlarini (2.1) sistema uchun ko’rib chigaylik.

2.1. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda
Kramer goidasi usuli
Kramer goidasi usuli odatda determenantlar usuli ham deb ataladi. Bu usulni

(2.1) chizigli algebraik tenglamalar sistemasi uchun ko’rib chigaylik. Bu usulga
ko’ra quyidagi (n+1) ta n - tartibli



a11 a12 "aln bl a'12 a‘ln a“llalz "bl

A _ a'21 a22 "a'2n A _ bz a'22 "'a2n A _ a21 a22 b2
I ’ Xl I ’ ’ Xn I
anl an2 "ann b an2 ann anl anZ bn

formulalar yordamida topiladi.

Odatda bu usuldan sistemadagi tenglamalar soni kam bo’lganda foydala-
niladi, chunki tenglamalar soni yetarlicha ko’p bo’lganda yuqori tartibli determi-
nantlarni hisoblash algoritmi murakkab ko’rinishga ega bo’ladi.

Misol. Quyidagi

2%, +X, =X, =1
X, —4x, +7x, =14
oX, —2X, =4
chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Kramer goidasi usuli yordamida yech-

ing.

Yechish.
2 1 -1
A=|1 -4 7 |=2-(-4)-(-2)+1-7-0+1-5-(-1)-0-(-4)-(-1)-1-1-(-2)-
0 5 -2
2-5-7=16+0-5-0+2-70=-57
1 1 -1
A, = 14 -54 ; =1-(-4)-(-2)+1-7-4+(-1)-14-5-(-1)-(-4)-4-

1.14-(-2)-1-7-5=8+28—-70-16+ 28 —35=-57;
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1 -1
A, =1 14 7|=2-14-(-2)+1-7-0+(-1)-1-4—(-1)-14-0-1.1-(-2) -
4 -2
2.7-4=-56+0-4-0+2-56=-114;
2 1 1
A, =1 -4 14|=2.(-4)-4+114-0+1.1.5-1.(-4)-0-1.1. 4~
0 5 4

2-14.5=-32+0+5-0-4-140=-171;

A _ A
X 57_1_X X

2

A4 -57 7" A4 -57
Javob: x, =1, x,=2, X,=3.

3

_ A
_-u4 v = 171 _,
A —57

2.2. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda
Gauss usuli
Gauss usuli - noma’lumlarni ketma-ket yo’qotishga asoslangan usul bo’lib,

uning algoritmi quyidagi hisoblashlar ketma-ketligidan iborat. (2.1) da a, #0
bo’lsin (agar a,=0 bo’lsa, sistemadagi tenglamalarning o’rnini almashtirib
a, =0 ga ega bo’lish mumkin). (2.1) sistemadagi birinchi tenglamaning barcha
hadlarini a,, gabo’lib

X, +C,X, +...+C X, =d, (2.2)

1In“*n

ni hosil gilamiz. Bu yerda

C,. =&, j=23,...n, d =—.

1j
1 a'll

(2.2) tenglama yordamida (2.1) sistemadan X, noma’lumni yo’qotaylik.
Buning uchun (2.2) tenglamani a,,, a,, ... , @ larga ketma-ket ko’paytirib, (2.1)

tenglamalar sistemasining mos ravishda ikkinchi, uchinchi va h.k. n-tenglamasidan

hadlab ayirsak, X,, X,, ... ,% no’malumlarga nisbatan
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al)x, +..+a’x =hb!

2n “'n 2

.................................. (2.3)
allx, +...+a’x =ph*
(n-1) ta noma’lumli (n-1) ta chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gila-
miz. Bu yerda
a’=a,—ac,, bY=b-ad,ij=2..,n.
Endi (2.3) sistemadan x, noma’lumni yo’qotaylik. Buning uchun (2.3)

sistemaning birinchi tenglamasini a);’ = 0 ga (agar a';) =0 bo’lsa, (2.3) sistemad-

22

agi tenglamalarning o’rnini almashtirib a{)’ =0 ga ega bo’lish mumkin) bo’lib

X, +C, X, +...+C, X =d, (2.4)
ni hosil gilamiz. Bu yerda
(1) 1
az_ b( )
— J _ 2 1 —
Cyj =g &= o J=34,...n.
22 22

Ushbu jarayonni n—1 marta takrorlasak

Xpa T Coin X, = dn—l (2.5)
tenglikga ega bo’lamiz. Bu yerda
(n-2) (n-2)
C — a'n—1,n — bn—l
n-1,n (n-2) ' n-1 (n-2)
an—l,n—l a'nfl,n—l

(2.5) tenglama yordamida oldingi sistemadan x_, noma’lumni yo’qotsak, X

ni topish uchun

X =d (2.6)
(n-1)
ga ega bo’lamiz. Bu yerda d, =——.
an,n
Shunday qilib (2.1) sistemaning X, X ., ..., %, X noma’lumlarini Gauss

usuli bo’yicha aniglash uchun (2.2), (2.4), (2.5) va (2.6) larga asoslangan quyidagi
yechish algoritmiga ega bo’lamiz:



X =d_,

Xn—l = dn—l Cn—l,n Xn !

X, = dz — Cp3Xg C,n X,
X = d1 —C,X, C,, X,

Ushbu formulani gisgacha quyidagi ko’rinishda yozish mumkin

X, =d, — Zn:cijj, k=n,n-1,...1

j=k+1
Misol. Berilgan ushbu
X, +2X, =X, =-1
2X, —3X, +4x, =13

-3X, +X, —2X, =—6

tenglamalar sitemasini Gauss usulida yeching.

Yechish.
X, +2X, =X, =-1 X, +2X, =X, =-1 X, +2X, =X, =-1
2X, —3X, +4x, =13 < 7X,—6x,=-15 < 7X, —6x,=-15 <
—3X, + X, —2X, =—6 X, —9%X, =—9 - X, =—6
X, +2X, — X, =-1 X, +2X,—6=-1 X, +2X,-6=-1
X,—6x,=-15 < 7X,-36=-15 < %x,=21 <
X, =6 X, =6 X, =
X, +6-6=-1 X, =-1
X, =3 S X, =3
X, =6 X, =6

Javob: x, =-1, x =3, X =6.
Paskal algoritmik tilida n ta noma’lumli n ta chizigli algebraik tenglamalar
sistemasini Gauss usulida yechish uchun tuzilgan dastur matni:
program gauss; uses crt;
const n=4;  {sistemadagi tenglamalar soni }
type
stroka=array[1..n+1] of real;
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matrisa=array[1..n] of stroka;
vektor=array[1..n] of real;
var
a:matrisa; x:vektor; max,c:real;
1,J,k,m:integer;
procedure gauss_1(b:matrisa; var y:vektor);
begin
foriz=1tondo
begin
max:=abs(b[i,i]); j:=i;
for k:=i+1 to n do if abs(b[k,i])>max then begin
max:=abs(b[k,i]);
J:=k;
end,
if j<>i then for k:=ito n+1 do
begin c:=b[i,k]; b[i,k]:=b[j k];
b[j.k]:=c;
end;
c:=b[i,i];
for k:=i to n+1 do b[i,k]:=b[i,k]/c;
for m:=i+1tondo
begin
c:=b[m,i];
for k:=i+1to n+1 do
b[m,k]:=b[m,k]-b[i,k]*c;
end;
end;
y[n]:=b[n,n+1];
for i:=n-1 downto 1 do
begin
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y[i]:=b[i,n+1];
for k:=i+1 to n do y[i]:=y[i]-b[i,K]*y[K]
end;
end,

begin clrscr;

fori:=1tondo forj:=1ton+1ldo

begin

write(‘a[',i:1,",",j:1,"1="); read(a[i,j]);

{ Sistema koeffitsiyentlarini kiritish}

end;

gauss_1(a,x);

writeln( Sistemaning yechimi=.");

for i:=1 to n do writeIn('x[',i:1,"]=",x[1]:10:4);
{ Sistema yechimini chop etish }

end.
Misol: Quyidagi

2X, —5X, +8x, + X, =13
3X, + X, —10x, —6x, =-11
9x, —2X, +X, =8

X, +3X, —=12x, + X, =20

chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss usuliga tuzilgan dasturdan foyda-

lanib yeching.
Javob: x, =6,22167, x =0,0825, x =-0,6278, x =6,0018.

2.3. Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda

teskari matritsa usuli

Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasi (2.1) ni yechishda teskari matritsa

usuli algoritmi bilan tanishaylik. Buning uchun (2.1) sistemadagi noma’lumlar

oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan n - o’lchovli



all alz aln

a a,,
A — 21 a22 2

anl ahZ a'nn

kvadrat matritsani garaymiz.
Ta’rif. A matritsaga teskari matritsa deb shunday A™ matritsaga aytiladiki,

uning uchun

A'.-A=E
tenglik o’rinli bo’ladi. Bu yerda E birlik matritsa, ya’ni
1 0 0
0 1 0
E=
0O O 1

Teorema. Agar A matritsa elementlaridan tuzilgan asosiy determenant
giymati noldan fargli, ya’ni deA=0 bo’lsa, A matritsaga teskari matritsa
mavjud.

Agar A  matritsaga teskari matritsa mavjud bo’lsa, u quyidagi formula

yordamida hisoblanadi

A A Ay

A—l — 1 A12 A§2 A12
A

A, A A,

buyerda A=detA, A, - a, elementlarning algebraik to’ldiruvchilari, ya'ni

a, a, a'l,j—l al,j+1 TR
Ay & o By Gy e @y

(-1)"a,, 8., - Ay, &g da.) LI=123..0
a'i+1,1 ai+l,2 airl,j—l aI+1,j-¢—l Q'+l,n

8, 8, 8y 8 o &,

>
I




22

Misol.
5 1 3
A= 0 4 2
2 1 0
matritsaga teskari matritsani toping.
Yechish.
51 3
A=detA=|0 4 2|=-4+24-10=10
210

A matritsaning algebraik to’ldiruvchilarni hisoblaymiz: A,=-2; A,=-4;

A,=8, A, =3, A,=6; A,=-7; A,=10; A,=-10; A, =20.

U holda A teskari matritsa

13
5 10

at=|-2 2 g
5 5
41
5 10

ko’rinishga ega bo’ladi.
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida yechish

uchun, (2.1) tenglamalar sistemasini matritsa, ya’ni

AX =B (2.7)
ko’rinishda yozib olamiz. Bu yerda
a, 4a, a, X b,
A a, a, a,, oy X, . g b,
a, a4, ..a,. X b,

(2.7) tenglamaning har ikkala tomonini A™ ga ko’paytirib, ATA=E va EX = X
tengliklardan foydalansak, (2.1) chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
yechimi uchun

X=A"B
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ko’rinishdagi formulaga ega bo’lamiz.
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini teskari matritsa usulida yechishga
tuzilgan dastur matni:
program obrat_matritsa; uses crt;
const n=3; {tenglamalar soni}
type vector=array[1..n] of real;
type matr=array[1..n,1..n+1] of real,
var
a,c: matr; b,x: vector; 1,j,mk: integer;
procedure umv(l1:matr; 12:vector; var 13:vector);
var i,k:integer;
begin
for i:=1to n do I3[i]:=0.0;
fori:=1tondo for k:=1tondo
13[1]:=I3[i]+I1[i,k]*12[K];
end;
procedure obrmat(ao: matr; it: integer; var alo: matr);
label 1;
var lo: matr; xo,bo: vector; so: real;
begin
m:=0; bo[1]:=1; for k:=2 to it do bo[k]:=0;
for k:=1to it-1 do for i:=k+1 to it do
begin
lo[i,k]:=ao[i,k]/ao[kk];
for j:=k+1 to it do ao[i,j]:=ao[i,j]-lo[i,k]*ao[Kk,j];
bo[i]:=bo[i]-lo[i,k]*bo[K]
end;
1: xol[it]:=bo[it}/ao[it,it]; m:=m+1;
for k:=it-1 downto 1 do

begin so0:=0;
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for j:=k+1 to it do so:=so+ao[k,j]*xo[j];
xo[K]:=(bo[k]-so)/ao[k,k]
end;
fork:=1toitdo
if m+1=Kk then bo[k]:=1 else bo[k]:=0;
for k:=1to it-1 do for i:=k+1 to it do
bo[i]:=bo[i]-lo[i,k]*bo[k];
for j:=1to it do alo[j,m]:=xol[j];
if m<it then goto 1
end;
begin clrscr;
fori:z=1tondoforj:=1tondo
begin
write("A[',1:1,")",):1,"1=");
read(A[i,j])
end;
{sistema koeffitsiyentlarini kiritish}
foriz=1tondo
begin
write('B[',i:1,"1=");
read(B[i])
end;
{sistemagi ozod hadlarni kiritish}
obrmat(A,n,c); umv(c,b,x);
for i:=1to n do begin
writeln("x[',i:1,"]=",x[i]:8:4);
end;
{sistema yechimlarini chop etish}
end.
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2.4. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini
yechishda iteratsiya usuli
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasida noma’lumlar soni ko’p
bo’lganda, Kramer qoidasi, Gauss, teskari matritsa usullarining aniq yechimlar
beruvchi sxemasi juda murakkab bo’lib goladi. U holda chizigli algebraik tengla-
malar sistemasini yechishda, taqribiy sonli yechish usullaridan foydalanishga
to’g’ri keladi. Bu usullardan biri iteratsiya usulidir. Iteratsiya usuli algoritmini
(2.1) ko’rinishdagi chizigli algebraik tenglamalar sistemasi uchun ko’rib chigaylik.

Buning uchun (2.1) sistemani gisgacha

Sax =b, i=12..n (2.8)
j=1
ko’rinishda yozib olamiz. (2.8) sistemani matritsa ko’rinishida quyidagicha yozish
mumkin:
AX =B,
bu yerda
all alZ " a'1n bl Xl
A: aZl a22 e a2n . B: bZ . X: XZ
an1 a‘nZ a'nn bn Xn

(2.8)da a, #0 (i=12,....n) deb faraz gilamiz. (2.8) dagi birinchi tenglamani x

1

ga nisbatan, ikkinchi tenglamani x, ga nisbatan va nihoyat oxirgisini X  ga
nisbatan yechib, quyidagi

X =B +0+a,X, +a. X, +..+a, X

1In“"n

X, =8, +a, X +0+a,.X +..+a,X, 2.9)

X, =p, +a X +a,X +a.X +.+a, X , +0

nn-1""n-1

sistemaga ega bo’lamiz. (2.9) ni ushbu



0 a, a,, B, X,
a:a21 0 ... a, | ﬁ:ﬁz | X:X2
o oa, . 0| 6l Ik
belgilashlar yordamida quyidagicha yozishimiz mumkin
X =pg+aX (2.10)

(2.10) sistemani ketma-ket yaginlashishlar usuli bilan yechamiz:
XO=p XY =pg4aX® X =f1axX®
Umumiy holda ketma-ket yaginlashish jarayonini quyidagicha yozish mumkin:
W= B+aX® XO=p, k=123, ... (2.11)
Agar {X"} ketma-ketlikning k — oo dagi limiti mavjud bo’lsa, bu limit (2.8)
sistemaning taqribiy yechimi bo’ladi. Ushbu

X ) — (X1(k X(k) (k))
belgilashni kiritamiz.

k+1

Agar ixtiyoriy £>0 uchun [x**' — x| < & tengsizlik barcha i =1,2,...n lar

k+1)  (k+1)

uchun bajarilsa, X % = (x**,x{, ... x**) vektor (2.8) sistemaning & aniglikdagi

yechimi deb yuritiladi.

Teorema. Agar (2.9) sistema uchun Zn:‘aij‘ <1 yoki i‘%‘ <1 shartlardan
1 i1

hech bo’lmaganda bittasi bajarilsa, u holda (2.11) iteratsiya jarayoni boshlang’ich
yaginlashishni tanlashga bog’liq bo’lmagan holda yagona yechimga yaginlashadi.
Natija. (2.1) tenglamalar sistemasi uchun

ZI a |<| alll Z | a2j |<| a22 |; o Zl a'nj |<| ann |

i=l J¢2 J:tn
j=2 j=1 j=1

tengsizliklar bajarilsa, u holda (2.11) iteratsion jarayon yaginlashuvchi bo’ladi.
Misol. Ushbu
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4x, +0,24x, —0,08x, =8
0,09x, +3x, —015x, =9
0,04x, —0,08x, +4x, =20
chizigli algebraik tenglamalar sistemasini £=0,001 aniqlikda iteratsiya usuli
yordamida yeching.
Yechish: Berilgan chizigli algebraik tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlari
uchun
0,24 +|-008=032<|a,|=4
009+|-015=024<|a,,|=3
004+/0,08=012<|a,|=4

shart bajariladi. U holda, yuqgorida keltirilgan teoremaga asosan iteratsiya jarayoni
yaqginlashuvchi. Berilgan sistemani

X, =2-0,06x, +0,02x,

X, =3—-0,03x, +0,05X%,

X, =5-0,01x, +0,02x,

ko’rinishda yozib olamiz. Nolinchi yaginlashish sifatida
2
X® =p=13|yoki x?=2,x{=3,x =5,
5

ni olamiz. « matritsa
0 -0,06 0,02
a=|—0,03 0 0,05
-0,01 0,02 0
ko’rinishga ega bo’ladi.
(2.11) formula yordamida hisoblashlarni bajaramiz:
92
XY =p+ax® =319, x¥=192;x" =319; x” =5,04.
5,04
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X =pB+ax =[31944|, x?® =19094;x? =31944;x? =50446.

X® = B+ ax® =(319495|,
5,04485

5,0446

90923

x¥ =190923; x” =319495; x¥ =5,04485.

Hisoblashlar natijasida ushbu jadvalni hosil gilamiz:

e I I I e
0 2 3 5 - - -
1 1,92 3,19 5,04 0,08 0,19 0,04
2 1,9094 | 3,1944 5,0446 0,0106 0,0044 0,0046
3 1,90923 | 3,19495 | 5,04485 | 0,00017 | 0,00055 | 0,00025

Bu yerda

X —x?|=000017 <&, [x—x{"|=000055<¢, [x{*—x{"|=000025<¢

shartlar bajariladi. Demak, X = X chizigli algebraik tenglamalar sistemasining &

aniglikdagi taqribiy yechimi bo’ladi.

Paskal algoritmik tilida tenglamalar sistemasini iteratsiya usulida tagribiy

yechish uchun tuzilgan dastur matni:

program iter_sis; uses crt;

label 1,2;

const n=3; { sistemadagi tenglamalar soni }

type

matrisa=array[1..n,1..n] of real;

vektor=array[1..n] of real;

var

a,al:matrisa; x,x0,b,b1:vektor; eps,s:real;

I,],K:integer;
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begin clrscr;
for i:=1to n do begin
for j:=1to n do begin
write(‘a[',i:1,",",j:1,"]="); read(a[i,j]) end;
{Sistema koeffitsiyentlarini kiritish}
write('b[',i:1,"]="); read(b[i]);
{Sistema ozod hadlarini kiritish}
end;
eps:=0.0001; { Yechim aniqligini berish}
for i:=1to n do begin
b1[i]:=b[i]/al[i,i];
for j:=1to ndo al[i,j]:=-a[i,j}/a[i,i]
end;
for i:=1 to n do begin
x0[i]:=b1[i]; al[i,i]:=0;
end;
2:fori:=1tondo
begin
s:=0.0;
for j:=1to n do s:=s+al[i,j]*xO0[j];
X[i]:=b1[i]+s;
end;
k:=0;
for i:=1to n do if abs(x[i]-x0O[i])<eps
then begin k:=k+1; if k=n then goto 1 end
else begin for j:=1 to n do x0[j]:=x[j]; goto 2 end;
1: writeln('Sistemaning taqribiy yechimi:');
for i:=1 to n do writeIln("x[',i:1,"]="x[1]:8:6);
{Sistemaning taqgribiy yechimlarini chop qilish }

end.
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Misol: Quyidagi
4x,+0,24x, —0,08x, =8
0,09x, +3x, —0,15x, =9
0,04x, —0,08x, +4x, =20
chizigli algebraik tenglamalar sistemasini iteratsiya usuliga tuzilgan dasturdan foy-
dalanib, eps=0.0001 aniglikda yeching.
Javob: x; =1,909199; x,=3,194963; x3=5,044807.

2.5. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda

Jordan usuli
Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi quyidagi ko’rinishda berilgan bo’lsin:

a, X +a,X,...+a, X =a
a,X, +a,X,..+a, X =a,

2n"'n

Xl X2 Xn
al = a11 a12 aln
a, = a,, a,, a,,
am = a'ml amz a'mn

Ushbu jadvalda Jordan almashtirishlari quyidagi tartibda bajarilib navbatdagi
jadval to’ldiriladi:

1) Jordan almashtirishlari hal qgiluvchi elementga nisbatan yechiladi.
Jadvalning yugori o’ng burchagidagi element hal giluvchi element sifatida tanlab
olinadi. Hal giluvchi element joylashgan satr va ustun mos ravishda hal giluvchi
satr va hal giluvchi ustun deyiladi;
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2) hal giluvchi satrdagi son va hal giluvchi ustundagi o’zgaruvchi o’rni al-
mashtiriladi;
3) hal giluvchi element o’rniga unga teskari sonni yozamiz;
4) hal giluvchi ustun elementlarini hal giluvchi elementga bo’lib, natijani shu
elementlarga mos kataklarga yozamiz;
5) hal giluvchi satr elementlarini hal giluvchi elementga bo’lib, ishorasini
o’zgartiramiz va natijani shu elementlarga mos kataklarga yozamiz;
6) qolgan kataklar to’rtburchak goidasi bo’yicha to’ldiriladi.
Masalan, (2.2) katakni to’ldirish uchun quyidagi hisoblash bajariladi:
;Zzan'azz—au'au_
a,
7) hal giluvchi elementlar diagonal bo’yicha tanlanadi va bu jarayon nav-

a

batdagi tanlanishi kerak bo’lgan elementdan boshlab quyi o’ng burchakdagi bar-
cha elementlar nol bo’lguncha davom ettiriladi. Aks holda jarayon hal giluvchi el-
ement sifatida diagonalning oxirgi elementi tanlanguncha davom ettiriladi. Agar
diagonalda hal giluvchi element sifatida olinishi kerak bo’lgan son, masalan

a,, =0 bo’lib, undan quyi va o’ng tomonda noldan fargli elementlar mavjud

bo’lsa, bu sonlardan biri satr va ustunlar o’rnini almashtirish orgali (p,p) katakka
olib kelinadi va u hal giluvchi element sifatida tanlab olinadi. Agar hosoblash di-
agonal bo’ylab oxirgi (m,n) elementgacha olib borilsa, oxirgi jadval quyidagi

ko’rinishga keladi:

al a‘2 an
X = b11 b12 b1n
X, = b21 b22 b2n
Xm = bml bmz T bmn

Yugqoridagi jadval asosida tenglamalar sistemasining yechimini quyidagi

ko’rinishda yozamiz:



X, =b.a+b.a,..+b a
Agar hisoblash jarayonida jadvalning quyi o’ng to’rtburchak gismida barcha

elementlar nol bo’lsa, oxirgi jadval quyidagi ko’rinishga keladi:

al a2 ak Xk+1 Xn
X, = b, b, b, b, | -~ | b,
X, = b,, b,, b,, b, | - b,
X, = bkl bk2 bkk bkk+l bkn
ak+l = bk+11 bk+12 U bk+lk 0 0
a,= | b, b, b, 0 0

Ushbu jadvalda k +1, k+2,...n - satrlar uchun quyidagi

&, = bk+l,1al + bk+1,2a2 ot bk+1,n a,
a,,,=b.,.a+b,,,a,.+b ,.a

k+2 k+2,1 k+2,2

a =b.,a +b,a,...+b a

nn-n

tengliklar to’g’ri bo’lsa, tenglamalar sistemasi cheksiz ko’p yechimga ega bo’ladi:

X, =b,a +b,a, +..+b,a +b, . X, +..+b X

1.k+17 k+1 in“*n

X, = bZlal + bzzaz +..+ bzkak + b2,k+lxk+l +...+ b, X

2n“"n

X, =b,a +b,a,..b.a +b X +..+b X

k k+17 k+1 kn“*n
Yugoridan ko’rinadiki, Xiy Xy yeeer X, o’zgaruvchilar Xy serer X,
o’zgaruvchilarning giymatlariga bog’liq bo’ladi. X ,,...,X, o’zgaruvchilar esa
ixtiyoriy giymatlarni gabul giladi. Bu holda tenglamalar sistemasi cheksiz ko’p

yechimga ega bo’ladi.
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Agar
=b & +b

k+1 k+1,1 k+12 Ty bk+ln n

A, = bk+2 4+ bk+2 28yt bk+2 nAn

tengliklardan birortasi bajarilmay qolsa, tenglamalar sistemasi yechimga ega
bo’Imaydi.
Misol: Quyidagi chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Jordan usulida
yeching:
2X, + X, +2X, =4
X, — X, +2X, =1
3X, + X, —2X, =3

Yechish: Yuqoridagi masala uchun dastlabki Jordan jadvalini tuzib olamiz:

:
—’4:@ 1| 2
1
3

Jordan almashtirishlaridan keyin navbatdagi jadvallar quyidagi ko’rinishga

keladi:

4 X

X, 1/2 -1/2 -1

_,|1= 1/2@ 1

3= |32 -12 |-5

Hal qiluvchi element sifatida a;:—% ni olib, unga nisbatan Jordan

almashtirishlarini bajarib, navbatdagi jadvalni to’ldiramiz:
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l
4 1 X,
X 1/3 |1/3 -4/3

13 23] 23

—»/ 3= |4/3 |1/3

Hal qiluvchi element sifatida a§3:—1% ni olib, unga nisbatan Jordan

almashtirishlarini bajarib, navbatdagi jadvalni to’Idiramiz:

4 1 3

x, |0 |14 |[1/4
X, |1/2 |-5/8 |-1/8
X, |1/4 |1/16 |-3/16

Oxirgi jadvaldan tenglamalarning ildizlarini topamiz:
X,=4-0+1-1/4+3-1/4=1/4+3/4=1
X,=4-1/2-1.5/8-3-1/8=2-5/8-3/8=1
X,=4-1/4+1-1/16-3-3/16=1-8/16=1/2

Topilgan ildizlarni sistemaga qo’yib, yechimning to’g’riligini tekshirib ko’rish
mumkin.

Paskal algoritmik tilida tenglamalar sistemasini Jordan usulida yechish uchun

tuzilgan dastur matni:

program jordan;

label 1,2,3,4,5;

var i,j,k,l,p,q,n,m:integer;
s,t: real,
a,c: array[1..20,1..20] of real;
x,r,b:array[1..20] of real;
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begin
write(‘Ozgaruvchilar soni m="); readln(m);
write(‘Tenglamalar soni n="); readin(n);
writeln('Ozod sonlarni kiriting:');

for i:=1to n do begin

write('b[',1,"]=Y;
readin(b[i]);
end;

writeln(‘Tenglama koeffitsiyentlarini kiriting:');
foriz=1tondo
for j:=1 to m do begin
write(‘a['i,","J,'1=");
readin(ali,j]);
end;
writeln(*1-jadval’);
for i:=1to n do begin
for j:=1tomdo
write(a[i,j]:8:2);
write(b[i]:8:2); writeln;
end;writeln;
if m<n then g:=m else q:=n;
for k:=1 to q do begin
writeln(k+1:2,'-jadval’);
fori:=ktondo
for j:=k to m do
if a[i,j]<>0 then begin
for 1:=1 to n do begin
t:=a[l,j];
a[l.jl:=a[l k];
a[l,k]:=t
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end;

for I:=1 to m do begin

t:=a[i,l];
alil]:=a[k,1];
afk,I1]:=t
end;
t:=b[i]; b[i]:=b[K]; b[K]:=t;
goto 2
end;

2:fori:=1tondo
for j:=1 to m do begin
if (i=k) and (j=K) then c[i,j]:=1/a[kk];
if (i=k) and (j<>Kk) then c[i,j]:=-a[i,j]/a[k,k];
if (i<>k) and (j=k) then c[i,j]:=a[i,j]/a[k.k];
if (i<>k) and (j<>k) then c[i,j]:=a[i,j]-a[i,K]*a[k,j]/a[k.k]
end;
for i:=1to n do begin
for j:=1 to m do begin
write(c[i,j]:8:2);a[i,j]:=c[i,j];end;
write(b[i]:8:2); writeln;
end;writeln;
if k=q then goto 5;
for i:=k+1tondo
for j:=k+1 to m do
if a[i,j]<>0 then goto 4;
for i:=k+1 to n do begin
r[i]:=0;
for j;=1tokdo
r[i]:=r[i]+b[j1*ali,l;
if b[i]<>r[i] then begin
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writeln(" Masala yechimga ega emas'); goto 3
end;
end;

writeln(* masala cheksiz ko'p yechimga ega’); goto 3;
4: end;
5:writeln(*Javob:');
for i:=1to n do begin

x[1]:=0;

for j:=1tomdo

x[i]:=x[i]+a[i,j]*b[l;

writeIn(’x[',1,"]="x[1]:7:3);

end;
3:end.
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2.6. Trantsendent tenglamalarni yechishda oraligni teng ikkiga bo’lish
usuli

f(x) funktsiya - [a,b] oraligda uzluksiz va bu oraligning chetki nugtalarida
turli xil ishoralar gabul gilsin. Shu bilan birgalikda funktsiyaning birinchi tartibli
hosilasi [a,b] oraliqda o’z ishorasini saglasin. U holda

f(x)=0 (2.12)
tenglama [a,b] oraliqda yagona yechimga ega bo’ladi.

Agar (2.12) tenglamani algebraik almashtirishlar') yordamida algebraik
tenglamaga keltirish mumkin bo’Imasa, bu tenglama trantsendent tenglama deb
ataladi. Trantsendent tenglamaga misol sifatida ko’rsatkichli, trigonometrik, log-
orifmik tenglamalarni keltirish mumkin.

(2.12) trantsendent tenglamaning [a,b] oraliqda ¢ aniqlikdagi tagribiy
yechimini topish talab etilsin. Bu yechimni aniglashda bir necha tagribiy sonli
usullardan foydalanish mumkin. Shu usullardan biri oraligni teng ikkiga bo’lish
usuli bo’lib u quyidagi amallar ketma-ketligidan iborat. [a,b] oraligni
x, =(a+b)/2 nugta yordamida teng ikkita [a,x,] va [x,,b] oraliglarga ajrata-

miz (2.1-rasm).

f(x) 4,

2.1-rasm

1y Algebraik almashtirish deganda quyidagi almashtirishlar tushiniladi:

1) berilgan tenglamaning ikkala tomoniga bir xil algebraik ifodalarni qo’shish;

2) berilgan tenglamaning ikkala tomonini bir xil algebraik ifodalarga ko’paytirish;
3) tenglamaning ikkala tomonini bir xil ratsional ko’rsatkichli darajaga oshirish.
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Agar [a—x,| <& bo’lsa, x=x, (2.12) tenglamaning ¢ aniglikdagi tagribiy
yechimi deb gabul gilinadi. Bu shart bajarilmasa, [a,x,] va [x,.b] oraliglardan
(2.12) tenglama ildizi joylashganini tanlab olamiz va uni [a,,b, | deb belgilaymiz.
x, =(a, +b,)/ 2 nuqta yordamida [a,,b,] oraligni teng ikkita [a,,x ] va [x..b,]
oraliglarga ajratamiz. Agar \al—xl\Sg bo’lsa, x=x, (2.12) tenglamaning e
aniglikdagi taqribiy yechimi deb gabul gilinadi, aks holda [a,,x ] va [x. b,]
oraliglardan (2.12) tenglama ildizi joylashganini tanlab olamiz va uni [a, b, ] deb
belgilaymiz. Bu oraliq uchun yuqoridagi bajarilgan amallar ketma-ketligi
la, —x|<e (i=234,...) shart bajarilguncha davom ettiriladi. Natijada (2.12)
tenglamaning ¢ aniqlikdagi x = x, taqribiy yechimi hosil bo’ladi.

Misol. f(x)=x*-x*-2x*+3x—3=0 tenglamaning [-2:1] oraliqdagi ild-
izini £ =0,01 aniglikda hisoblang.

Yechish. 7- gadamda a,=-17305 va b, =-17363 bo’lib,
|a, —b, [=0,01< ¢ shart bajariladi.

)_(:a7+b7

= 17334 ~-173 (javob: £=-1,73(x0,01)).

Trantsendent tenglamalarni oraligni teng ikkiga bo’lish usuliga Paskal tilida
tuzilgan dastur matni:
program oralig2; uses crt;
var a,b,eps,x,fa,fc,c:real;
function f(x:real):real;
begin
f:=x*x-sin(x)-0.5  { f(x) funktsiyaning ko rinishi }
end,;
begin clrscr;
write(‘a="); read(a); { a ning giymatini kiritish}
write('b="); read(b); { b ning giymatini kiritish}
write(‘eps="); read(eps); { ¢ ning giymatini kiritish}
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fa:=f(a);
while abs(b-a)>eps do
begin
c:=(a+b)/2; fc:=f(c);
if fa*fc<=0 then b:=c else begin a:=c; fa:=fc end;
end;
writeln('x=",c:10:4); {tenglamaning tagribiy ildizini chop gilish}
end.
Misol: Yuqorida keltirilgan dasturdan foydalanib
x*—sinx—05=0
tenglamaning [0;2] oraliqdagi yechimini 0,001 aniqlikda hisoblang.
Javob: x=11963.

2.7. Trantsendent tenglamalarni yechishda vatarlar usuli
(2.12) tenglamaning [a,b] oraligdagi ¢ aniglikdagi taqribiy yechimini topish
talab etilsin. Aniglik uchun f(a)>0 (f(a)<0) bo’lsin. A=A(a;f(a)),
B = B(b; f(b)) no’qtalardan to’g’ri chiziq o’tkazamiz (2.2-rasm) va bu to’g’ri

chizigni Ox o’qi bilan kesishish no’qtasini x, =a— f(bt;:?(a). f(a) deb bel-

gilaymiz.

f(x)4

2.2-rasm

Agar [a—x|<¢ bo’lsa, x=Xx, (2.12) tenglamaning ¢ aniglikdagi taqribiy
yechimi deb gabul gilinadi. Bu shart bajarilmasa, b=x, (a=x,) deb olamiz va

A,B no’qtalardan to’g’ri chiziq o’tkazamiz. To’g’ri chizigning Ox o’qi bilan
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kesishish no’qtasini x, =a-— b-a -f(a) deb belgilaymiz. Agar
f(b)—f(a)

| x, —x |£ & shart bajarilsa, x=x, (2.12) tenglamaning ¢ aniqglikdagi taqribiy

yechimi deb qgabul gilinadi, aks holda b=x, (a=x,) deb olib, yugoridagi amal-
lar ketma-ketligini  |x —x,|<& (i=34,.) [x —x,|<e& shart bajarilguncha
davom ettiramiz. Natijada (2.12) tenglamaning & aniglikdagi x=x taqribiy

yechimini hosil gilamiz.
Umumiy holda x  larning ketma-ket hisoblash formulasi quyidagi

ko’rinishda bo’ladi:

X, —8& h . X, —b
A )= fa) (X”‘b f(x.,)— (b) f(b))'

Misol. tg(055x+01)—x*=0 tenglamaning [0,6;08] oraliqdagi ildizini

& =0,005 aniglikda hisoblang.
Yechish. x, =0,7517; x, =0,7417 taqgribiy yechimlar uchun
X, —x,|=0002< &
bajariladi. Demak, taqgribiy yechim sifatida x, =0,7517 ni olish mumkin.
Trantsendent tenglamalarni yechish uchun vatarlar usuliga Paskal tilida
tuzilgan dastur matni:
program vatar; uses crt;
label 1,2;
var a,b,eps,x:real;
function f(x:real):real;
begin
f:=x*x-exp(-3*x)-1  { f(x) funktsiyaning ko rinishi }
end;
begin clrscr;
write(‘a="); read(a); { a ning giymatini kiritish}

write('b="); read(b); { b ning giymatini kiritish}
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write(‘eps="); read(eps); { ¢ ning giymatini kiritish}
2: X:=b;
x:=b-f(b)*(b-a)/(f(b)-f(a));
if abs(x-b)<eps then goto 1 else begin b:=x; goto 2 end;
1: writeln('x=",x:8:4); { tenglamaning taqribiy ildizini chop qilish}
end.
Misol: Yugoridagi dasturdan foydalanib, x*—-e®-1=0 tenglamaning
[0:15] oraligdagi yechimini 0,001 aniglikda toping.
Javob: x = 1,0230.

2.8. Trantsendent tenglamalarni yechishda urinmalar usuli

Faraz gilaylik [a,b] oraligda f’(x) va f”(x) hosilalarning ishoralari
o’zgarmasdan qolsin. (2.12) tenglamani taqribiy yechish usullaridan yana biri
urinmalar usulidir. Bu usul algoritmi quyidagi amallar ketma-ketligidan iborat.
f(x) funktsiya grafigining B = B(b, f(b)) no’qtasidan urinma o’tkazamiz (2.3-
rasm). Bu urinmaning Ox o’qi bilan kesishgan no’qtasini b, deb belgilaymiz.
f(x) funktsiya grafigining B, =B,(b,f(b,/)) no’qtasidan yana urinma
o’tkazamiz va bu urinmaning Ox o’qi bilan kesishgan no’qtasini b, deb bel-

gilaymiz. Bu jarayonni bir necha marta takrorlab, b ,b,,...p, larni hosil gilamiz.

<¢& shart bajarilganda hisoblash to’xtatiladi va b, tenglamaning &

bn - bn—l

aniglikdagi tagribiy yechimi deb gabul gilamiz. Umuman olganda urinmalar usuli

bo’yicha tagribiy yechim

bi — bi—l _ f(bi—l)

. 1=12,...
fb,)

formula bo’yicha aniglanadi.
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2.3-rasm

Misol. tg(055x+01)—x*>=0 tenglamaning [0,6;08] oraliqdagi ildizini

& =0,005 aniglikda hisoblang.
Yechish. Tekshirib ko’rish mumkinki, b ,b, lar uchun talab etilgan aniglik

bajariladi, ya’ni b, —b,|=0002<e. Demak taqgribiy yechim sifatida

X =h, =0,7503 ni olish mumkin.
Trantsendent tenglamalarni yechish uchun urinmalar usuliga Paskal tilida
tuzilgan dastur matni:
program urinma; uses crt;
var x0,eps,x1,a:real;
function f(x:real):real;
begin
f:=x-exp(-x)+2;  {f(x) funktsiyasining ko rinishi }
end,
function fx(x:real):real;
begin
fx:=1+exp(-x)  {f’(x) funktsiyasining ko rinishi}
end;
begin  clrscr;
write('x0="); read(x0); { Xo ning giymatini Kkiritish}
write(‘eps="); read(eps); { & ning giymatini kiritish}
x1:=x0;
repeat
a:=f(x1)/fx(x1);
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x1:=x1-a;
until abs(a)<eps;
writeln("x=",x1:10:4); { tenglamaning tagribiy ildizini chop gilish}
end.
Misol: Yugorida berilgan dasturdan foydalanib, x—e™ +2=0 tenglaman-
ing [-1;0] oraliqdagi yechimini 0,001 aniglikda hisoblang.
Javob: x=-0,4429.

2.9. Trantsendent tenglamalarni yechishda oddiy iteratsiya usuli
(2.12) tenglamaning [a,b] oraligda joylashgan & aniqlikdagi taqribiy
yechimi topish talab etilsin. Berilgan tenglamani
X =¢(Xx)
ko’rinishdagi teng kuchli tenglamaga almashtiramiz.
Dastlab, birinchi yaginlashish uchun ixtiyoriy x, €[a,b] ni tanlab olamiz va
X =¢o(X,_,), Nn=12,...

formula yordamida x,X,,....X ketma-ketlikning giymatlarini hosil gilamiz. Agar

X —xn_l\<g shart bajarilsa, X =x_ giymat tenglamaning ¢ aniqlikdagi tagribiy

ildizi deb gabul gilinadi.
lteratsiya jarayonining yaginlashishi. ¢(x) - funktsiya [a;b] da

aniglangan va differentsiallanuvchi bo’lsin. Agar ‘q)/(x)‘ <1 shart bajarilsa,
x. =o(x_, ) ketma-ketlik ixtiyoriy x, [a;b] da yaginlashuvchi va &= lime(x, )

berilgan tenglamaning yagona ildizi bo’ladi.
Trantsendent tenglamalarni yechish uchun oddiy iteratsiya usuliga Paskal ti-
lida tuzilgan dastur matni:
program od_iteras; uses crt;
label 1,2;
var f0,eps,x,x0:real;

function f(z:real):real;
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begin
f:=exp(2)-2 { (x) funktsiyasining ko 'rinishi}
end;
begin clrscr;
write('x0="); read(x0);  { Xo ning giymatini kiritish}
write(‘eps="); read(eps); { & ning giymatini kiritish}
X:=x0;
2: f0:=f(x);
If abs(x-f0)<=eps then goto 1 else begin x:=f0; goto 2 end;
1: writeln("x=",x:10:6); { tenglamaning taqribiy ildizini chop qilish}
end.
Misol. Berilgan dasturdan foydalanib x—e*+2=0 tenglama ildizini 0,001
aniglikda hisoblang (x, =0).
Javob: x =-1840457.

Tayanch so’z va iboralar. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasi, analitik
usul, sonli-analitik usul, oddiy iteratsiya usuli, teskara matritsa usuli, Gauss usuli,

Kramer usuli, Jordan usuli, trantsendent tenglama, vatarlar usuli, urinmalar usuli.

Savollar

1. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasining yagona yechimga ega bo’lish
sharti.

2. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda Kramer usuli va uning
algoritmi.

3. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda Gauss usuli va uning al-
goritmi,

4. Teskari matritsa va uning mavjudlik sharti.

5. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda teskari matritsa usuli va
uning algoritmi.

6. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda iteratsiya usuli va uning
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algoritmi.
7. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechishda Jordan usuli va uning al-
goritmi.
8. Iteratsiya jarayonining yaqginlashish sharti.
9. Chizigsiz va trantsendent tenglamalar tushunchasi.
10.Chizigsiz tenglama yechimining mavjudlik sharti.
11.0raligni teng ikkiga bo’lish usuli va uning algoritmi.
12.Vatarlar usuli va uning algoritmi.
13.Urinmalar usuli va uning algoritmi.

14.0ddiy iteratsiya usuli va uning yaginlashish sharti.

Misol va masalalar
1. Ushbu
10x, —2x, + X, =24
X, +4X, +3X, =8
2X, + X, —8%X, =-9
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini Kramer goidasi usulida yeching.
2. Ushbu
X, +2X, +3X, +4X, =5
2%, + X, +2X, +3X, =1
3X, +2X, + X, +2X, =1

4x, +3X, +2X, +X, =-5
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini Kramer goidasi usulida yeching.
3. Ushbu
8Xx, — X, +9X, =11
X, +4X, —2X, =6
2X, + X, +5X, =—4
chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching.
4. Ushbu
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X, +2X, +3X, —2X, =6
X, — X, —2X, —3X, =8
3X, +2X, =X, +2X, =4

2X, —3X, +2X, + X, =8

chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching.
5. Ushbu

2 3 5
1 2
4 1

matritsaga teskari matritsani aniglang.
6. Ushbu

4X, — X, +2X, =1

2X, +5X, =X, =6

X, +2X, + 17X, =2
sistemani teskari matritsa usulida yeching.

7. Quyidagi tenglamalar sistemalarini Jordan usulida yeching:

X, +X, +2X, =4 2X, + X, +2X, =1

1) 3 X, =X, +2X, =2 2) 4 X =X, +2x,=-1
3X, + X, —2X, =2 3X, +2X, —2X, =2
—2X, +4X, +2X, =6 3X, +2X, +2X, =8

3) 7 33X —X,+2x,=1 4) <4x, —3X,+2X, =5
X, +3X, +2X, =5 X, +4x, —2X, =6

—2X, +2X, —2X, =0 [(Ax +X,+2%, =7

5) ¢ 2X,—X,+3X, =5 6) < X, —2X, +2X, =2
X, +2X, —=2X, =3 | X +2X, —3%, =0

8. Oraligni teng ikkiga bo’lish usulida x°+2x-5=0 tenglamaning [0;2]
oraliqdagi yechimini £ =01 aniqglikda toping.
9. Agar x,=05 bo’lsa, urinmalar usulida x+2*-2=0 tenglama ildizini

& =01 aniglikda toping.
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10. x+ 2-e™ =0 tenglamaning [-1;0] oraligdagi ildizini £ =0,1 aniglikda vatar-
lar usulida toping.
11. Agar x, =05 bo’lsa, cosx-x+1=0 tenglama ildizini £ =01 aniqlikda oddiy

iteratsiya usulida toping.
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3-BOB. TAQRIBIY INTEGRALLASh USULLARI

Ma’lumki, ba’zi bir ob’ektlarni matematik modellashtirishda jism sirti va
hajmini, jism og’irlik markazi va inertsiya momentini, biror kuch ta’sirida bajaril-
gan ish migdorini aniglashga to’g’ri keladi. Bu kattaliklarni aniglash, masalaning
berilishiga bog’liq ravishda berilgan analitik funktsiyani biror oraligda aniq inte-
grallashga keltiriladi. Shu bilan birga garalayotgan masalaning xususiyatiga
bog’liq ravishda integrallanuvchi funktsiya shunday ko’rinishni oladiki, natijada
uni aniq integrallash imkoni har doim ham mumkin bo’lavermaydi. Bu hollarda
integrallarni tagribiy integrallash usullaridan foydalanishga to’g’ri keladi. Aniq in-
tegrallarni tagribiy hisoblashning bir necha usullari mavjud bo’lib, ulardan ayrim-
larining algoritmlari bilan tanishib chigaylik.

Masalaning quyilishi. [a;b] oraligda aniglangan uzluksiz f(x) funktsiya

bo’lib, quyidagi

| = [ f(x)dx (3.1)

Il
D ey T

integralni berilgan ¢ aniglikda hisoblash talab gilinsin.

Matematika kursidan ma’lumki, agar f(x) funktsiya [a;b] oraliqda berilgan
bo’lib, f(x)>0 bo’lsa, u holda (5.1) anigq integral x=a, x=b, y= f(x)
chiziglar va abtsissa o’qi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya yuzini ifoda-

laydi. Quyida (3.1) integralni berilgan ¢ aniglikda tagribiy hisoblash usullarini

keltiramiz.

3.1. To’g’rito’rtburchak usuli
b—
Berilgan [a;b] oraligni h :Ta gadam bilan n+1 ta oraliglarga ajratamiz.

Hosil bo’lgan oraliglarda joylashgan egri chizigli trapetsiya yuzalarini tagribiy rav-
ishda to’g’rito’rtburchak yuziga almashtiramiz (3.1 va 3.2 rasmlar). Natijada (3.1)
integralni tagribiy hisoblash uchun quyidagi

S:thi, Q:hzyl
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formulalarni hosil gilamiz. Bu yerda x =x_+h, y =f(x), i=12,..n,
X, =a, X_=b, n —natural son.

yu yﬂ
=f(x

7

<V
<V

O Xo X1 X2 X3 Xn-1Xn O Xo X1 X2 X3 Xn-1Xn
3.1-rasm 3.2-rasm

To’g’rito’rtburchak usulida yo’l qo’yilgan xatolik quyidagicha aniglanadi:
I -S|<Mh(b-a), M=max|f'(z), zela;b].

1

Misol. j dx
51+ X

- integralni to’g’rito’rtburchak usulida tagribiy hisoblang va

natijani uning aniq giymati arctgl=~- ~ 0,785 bilan tagqoslang.

4
4

Yechish. Aniglik uchun n=10, Ax=01va x, =k-01 (k=0.12,...10) deb
olib, integral ostidagi funktsiya giymatini 0,001 aniglikda hisoblaymiz:

1 1

=1, yy=————~0990, y,=———~0962,
Yo =1 o1y Y: = 1 02)
1
y32—1+(0’3)2z0,917, y,~0862, y,=0800, y,=0735, vy, =~0671,

y, ~0610, y,~0552, vy, =0500.
U holda berilgan integral uchun

S=01-(1+0990+0,962+ 0,917 + 0862 + 0800+ 0,735+
+0,671+0,610+0,552)~ 0810

Q=01-(0990+0962+0917 + 0862+ 0,800+ 0,735+ 0,671+
+0,610+0552+0500)~0,755
tagribiy giymatlarga ega bo’lamiz, ya’ni 0,755<0,785<0,810. Bu yerda integralni
tagribiy hisoblashda yo’l quyilgan absolyut xato | I —S |< 0,028 dan oshmasligini
va nisbiy xato esa % ~ 3,6% ga tengligini ko’rishimiz mumkin.
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Aniq integralni to’g’rito’rtburchak usulida taqribiy hisoblash uchun Paskal
tilida tuzilgan dastur matni:
program turt_burchak; uses crt;
var a,b,int:real; n:integer;
function f(x:real):real;
begin
f:=(x*x*x- x*x+5)*exp(-2*x)*sin(x+1)
{ f(x) funktsiyaning ko rinishi }
end,
procedure turtburchak(al,bl:real;nl:integer; var intl:real);
var i:integer; hl,c:real;
begin
hl:=(bl-al)/ni;
c:=0; intl:=0; c:=al-h1/2;
fori:=1tonldo
begin
c:=c+hl; intl:=intl+f(c)
end;
intl:=intl*h1;
end,
begin clrscr;
read(a,b,n); { a, b, n larning giymatlarini kiritish}
turtburchak(a,b,n,int);
writeln(‘Integral =',int:10:4);
{ Integralning tagribiy giymatini chop etish}
end.

3
Misol. Berilgan dasturdan foydalanib f(xg‘—x2 +5)e? sin(x+1)dx inte-
1

gral tagribiy giymatini hisoblang (n =50 deb oling).
Javob: Integral tagribiy giymati 0,2002.
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3.2. Trapetsiya usuli
[a;b] oraliq x =a+i-h no’qtalar yordamida (bu yerda i=12,..n;
X, =a, X_ =b, n -natural son) n+1 ta oraligga ajratamiz va har bir oraligqda eqgri
chizigli trapetsiya yuzini tagribiy ravishda to’g’ri chiziqgli trapetsiya yuziga al-
mashtiramiz (3.3-rasm). Natijada integral giymatini hisoblash uchun quyidagi

tagribiy formulaga ega bo’lamiz
b h h n-1
L=] F0dx~ (Y 2y, .t 2y, + yn)=5(yo +Y, +22yi)= S

bu yerda I - (3.1) integralning aniq giymati, S - (3.1) integralning tagribiy qiymati,
yi = f(xi )

O Xo X1 X2 X3 Xp-1Xn X
3.3-rasm

Trapetsiya usulida xatolikni baholash:

L —S\:Rsrl]—z(b—a)l\/l , M=maxf’(z), zela;b].

Misol. n=6 uchun 1 =|sinxdx integral qiymatini trapetsiya usulida

(S B

tagribiy hisoblang.
Yechish.

ﬂ(sin0+sin7z . T . 27t . 3r . 4r . 7[)
—F—FF4+SIn—+SIn—4+SIN—+SIN—+SIn— | =
6 6 6 6

=%(0,5+%J§ +1+%J§+o,5) ~19541.
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Agar berilgan integralning aniq giymati 2 ga tengligini hisobga olsak,
tagribiy hisoblashda yo’l quyilgan absolyut xato 0,0459 ga, nisbiy xato esa

00459-100 25 % ga teng ekanligini ko’ramiz.

Aniq integralni trapetsiya usulida tagribiy hisoblash uchun Paskal tilida
tuzilgan dastur matni:
program trapesiya; uses crt;
var nl:integer; a,b,il:real;
function f(x:real):real;
begin
f:=x*exp(-x*In(2))*cos(x*x+1)
{ f(x) funktsiyaning ko rinishi }
end,
procedure trapl(al,bl:real;N:integer; var int:real);
var i:integer; h,s:real;
begin h:=(b1-al)/n; s:=(f(al)+f(b1))/2;
for i:=1to n-1 do s:=s+f(al+i*h);
int:=s*h;
end;
begin clrscr;
write(‘a="); read(a);  { a ning giymatini kiritish}
write('b="); read(b);  { b ning giymatini kiritish}
write('N="); read(nl); { n ning giymatini kiritish}
trapl(a,b,nl,il);
writeln(‘integral=",i1:10:4);
{Integral tagribiy giymatini chop etish}

end.

2
Misol. Berilgan dasturdan foydalanib jx-2*cos(x2+1)dx integralni
0

tagribiy hisoblang (n =70 deb oling).
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Javob: Integralni taqribiy giymati -0,3075.

3.3. Simpson usuli
[a;b] oraligda aniglangan uzluksiz f(x) funktsiya bo’lib quyidagi

| = f(x)dx

D ey T

integralni berilgan & aniqglikda tagribiy giymatini hisoblash talab gilinsin. Buning
uchun [a;b] oraligni h:? gadam bilan 2n oraliglarga ajratamiz (3.4- rasm).
n

X, =a, X, =b, y, =f(x), 1=12,...2n. n- natural son.

’ \ /\ff(x)

0 Xo X1 X2 X3 Xn-1 Xn X

3.4-rasm
Uzunligi 2h ga teng bo’lgan  [x,,%,], [%,.%,], ..., [X,_,.X,,] oraliglar

uchun
X2 h
JyOOdx = 2y, +4y, +.)

Simpson formulasini qo’llaymiz. Natijada berilgan integralni tagribiy hisoblash

uchun

b h h h

[y(x)dx~$S =§(yo +4y, + y2)+§(yz +4y, + y4)+---+§(y2n2 +4Y,0 1+ Yn)
yoki

b
h
JYO)dx xS = 2y, + Yoo )+ A0+ Vo ot Va4 200, + Ve 4t Vi )]
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formulaga ega bo’lamiz. Bu formula integralni tagribiy hisoblash uchun

umumlashgan Simpson formulasi deb ataladi. Oxirgi formulani

h n n-1
S= g(yo + Yo t 42_12 Yoir t 2; yﬁj
ko’rinishda yozish ham mumkin. Simpson usulida yo’l qo’yilgan xatolik

R< %- M, M =maxf"(z)|, zel[ab] tengsizlik yordamida baholanadi.
Misol. Daryo kengligi 20 metrga teng. Daryo chuqurligi(y ) ko’ndalang kes-

im bo’yicha har 2 metr oraliglarda o’lchab chiqildi. O’lchash natijalari quyidagi
jadvalda keltirilgan.

X(metr) | O 2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20

y(metr)] 02 | 0509|1113 |17 |21 |15 11 06 | 0,2

Daryo ko’ndalang kesimi yuzasini trapetsiya va Simpson formulalari
yordamida taqribiy hisoblang.
Yechish. Trapetsiya usuli bo’yicha:

S = 2(0’2;0’2 +05+09411+13417+21+15+11+ O,6j = 2207

Simpson usuli bo’yicha:

S=§(O,2+4-0,5+2-O,9+4-1;L+2-1,3+4-1,7+2-2;L+4-1,5+

+2-11+4-06+0.2)=219x"
Aniq integrallarni Cimpson usulida tagribiy hisoblash uchun Paskal tilida
tuzilgan dastur matni:
program simpson; uses Crt;
var a,b,intl:real; n:integer;
function f(x:real):real,
begin
f:=(x+3)*exp(x)*sin(x*x*x)  { f(x) funktsiyaning ko rinishi }
end;
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procedure simps(a,b:real;n:integer;var int:real);
var h,s,s1,s2:real; i:integer;
begin h:=(b-a)/(2*n);
s1:=0; s2:=0; s:=f(a)+f(b);
for i:=1to n do sl:=s1+f(a+(2*i-1)*h);
for i:=1 to n-1 do s2:=s2+f(a+2*i*h);
int:=h*(s+4*s1+2*s2)/3,;
end;
begin  clrscr;
write(‘a="); read(a); { a ning giymatini kiritish}
write(‘b="); read(b); { b ning giymatini kiritish}
write('n="); read(n); { n ning giymatini kiritish}
simps(a,b,n,intl);
writeln(‘integral=",int1:10:4);
{ Integral taqribiy giymatini chop etish}

end.

1
Misol. Berilgan dasturdan foydalanib, j(x+3)ex sin x’dx integralni tagribiy
0

hisoblang (n=40 deb oling).

Javob: Integralni tagribiy giymati 1,9975.

Agar yuqgorida keltirilgan taqribiy hisoblash usullarining anigligi hagida
gapiradigan bo’lsak, bu yerda eng yuqori aniglikga ega bo’lgan usul — Simpson
usulidir. Undan keyingi anigrog usul esa — trapetsiya usuli. Bu usullar orasida
to’g’rito’rtburchak usuli tagribiy integrallashda eng katta xatolikga ega bo’lgan

usul hisoblanadi.

Tayanch so’z va iboralar. Egri chizigli trapetsiya, to’g’rito’rtburchak usuli,

trapetsiya usuli, Simpson usuli, absolyut xato, nisbiy xato.
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Savollar
Aniq integralning geometrik ma’nosini ayting.

Taqribiy integrallash deganda nimani tushunasiz?

Taqribiy integrallashda to’g’ri to’rtburchak usuli va uning algoritmi.

Taqribiy integrallashda trapetsiya usuli va uning algoritmi.
Taqribiy integrallashda Simpson usuli va uning algoritmi.

Taqribiy integrallashda xatolik ganday aniglanadi?

Misol va masalalar

1
n=>5 uchun j(2x2 —4x+ 2)dx integral giymatini to’g’ri to’rtburchak usu-
0

lida hisoblang.

1
n=10 uchun  [(5x*—6x+1)dx integral giymatini to’g’ri to’rtburchak
0

usulida hisoblang.

n=10 uchun j(xz—x+1)dx integral qiymatini trapetsiya
0

hisoblang.

n=5 uchun i(2x2+x+1)dx integral giymatini trapetsiya

hisoblang.

n=5 uchun j(5x2—6x+1)dx integral qiymatini Simpson
0

hisoblang.

n=10 uchun j(3x2—2x—6)dx integral giymatini Simpson
0

hisoblang.

usulida

usulida

usulida

usulida
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4-BOB. INTERPOLYaTSION FORMULALAR

Ko’pgina amaliy masalalarni matematik modellashtirish jarayonida jadval
ko’rinishda berilgan funktsiyalardan foydalanishga to’g’ri keladi. Funktsiyalarning
jadval ko’rinishda berilishi undan foydalanish imkoniyatlarini chegaralab qo’yadi.
Shu sababli diskret ko’rinishda berilgan funktsiyani analitik ko’rinishga Keltirish
muhim ahamiyatga ega. Buning uchun interpolyatsion formulalardan

foydalaniladi.

4.1. Chekli ayirmalar
Faraz gilaylik
y = f(x)
funktsiya berilgan bo’lib, Ax=h=const argument orttirmasi(gadam) bo’lsin. U
holda
Ay =AF(Xx)=f(X+ ax)— f(x)
ayirmaga, y = f(x) funktsiyaning birinchi tartibli chekli ayirmasi deb ataladi.
Xuddi shunga o’xshash ikkinchi tartibli chekli ayirma,
AYy=AAF(x))=f(X+24x)— F(X+AX)— f(x+ax)+ f(X)=
= f(X+24x)-2f(x+ Ax)+ f(x)
yoki
Ay=Ff(x+24x)—2f(x+4ax)+ f(X)
formula yordamida aniglanadi.
Yugqori tartibli chekli ayirmalarni hisoblash uchun
Ay=AA"y), n=23,...
formula o’rinli bo’ladi.
Har xil tartibli chekli ayirmalarni gorizontal (1-jadval) va diagonal (2-jadval)

jadval ko’rinishda tasvirlash mumkin.
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1-jadval
X y Ay Ay Ay
X, Yo 4y, AY, Ay,
X, Y, 4y, Ay, Ay,
X, Y, 4y, Ay, Ay,
2-jadval
X y Ay A’y A’y
X, Yo
4y, ;
Ay,
X, Y
4y, AY,
& Y Ay,
4y,
X, Ys

Masalan x, va h=1 bo’lganda y =2x° —2x* +3x—1 funktsiya uchun che-

kli ayirmalar jadvali quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

X y Ay Ay Ay
0 -1 3 8 12
1 2 11 20 12
2 13 31 32 12
3 44 63 44 12
4 107 107 56 12
5 214 163 68 12
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Misol. Ax =1 uchun f(x)= x> funktsiyaning chekli ayirmalarini hisoblang.
Yechish.
A (X)= f(x+aX)— f(x)=(x+1)° —x® =3x* +3x +1,

A F(X)= A(AF (X)) = A (X+ AX) - AF (X) =
=3(x+1)° +3(x+1)+1—(3x* +3x+1)=6x+3,

AT(X)=ALF(X)=LF(X+A)-Af(X)=6(x+1)+6—-(6x+6)=6,
AF(X)=AALF(x))=ALT(X+a)—AT(x)=6-6=0,
Ixtiyoriy n >3 lar uchun 4" f(x) =0 bo’ladi.
Agar
P(x)=ax"+ax""+..4+a_ Xx+a
n — tartibli ko’phad bo’lsa A'P,(x)=nlah" =const , k>n lar uchun esa
AP, (x)=0 bo’ladi. Bu yerda h = Ax.
Ko’pgina hollarda y = f(x) funktsiyaning bir xil o’zoqlikda joylashgan
X, (1=0,1,2,...) nugtalardagi y, = f(x ) giymatlari berilgan bo’ladi.
Jadval ko’rinishda berilgan y, = f(x, ) lar uchun chekli ayirmalar
A =YY,
XY, = AWy, ) =N =N, =Y, —2Ya +Ys
LY, =NXY)=AKY,, — &Y, =Y,; =30, +3Yi Vi
AY, = Y01 =C¥nia +C Yo =+ (1),
formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda

_n(n=1)-....-[n-(m-1)]
- m! '

Cm

n

4.2. Umumlashgan daraja
X sonining n-umumlashgan darajasi deb,
X(Xx—h)(x—=2h)-....[ x—(n-1)h] ko’paytmaga aytiladi va u x"! deb belgila-

nadi:
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XM = x(x—h)(x—2h)-...-[x—(n-1)h],
bu yerda h —o’zgarmas son.
Odatda x'°' =1 deb olinadi. h=0 da umumlashgan daraja oddiy daraja bi-
lan ustma-ust tushadi: x™™ = x".

Umumlashgan daraja uchun chekli ayirmalar quyidagicha hisoblanadi:

1- tartibli chekli ayirma:
AX™M =(x+h)M —x =
=(x+h)x-....[x=(n=2)h]—=x(x—=h)-....[x=(n=21)h] =
=X(x=h)-....[x=(n=2)h] -{(x+h)—-[x=(n-1)h]}=
=X(Xx—=h)-....[x=(n=2)h]-nh=nhx"™",
yoki
A = nhx"H

2- tartibli chekli ayirma:

A XM = A(AX™M )= A(nhx!"™ )=nh(n -1)hx!"* =nh*(n-1)x"?!,
yoki

A XM =nph?(n-1)x"*

ko’rinishda yoziladi.

Matematik induktsiya metodi yordamida isbotlash mumkinki, k — tartibli

chekli ayirma uchun

AxM™M =np(n-1)-....[n—(k =1)]h*x!"*
formula o’rinli bo’ladi. Bu yerda k=1, 2, 3, ..., n Shu bilan birga k >n bo’lsa,
Ax™ =0 bo’ladi.

4.3. Interpolyatsiya masalasi. Nyutonning interpolyatsion for-
mulalari

[a,b] oraligda n+1 ta x,, X, ..., X nuqgtalar berilgan bo’lib, ularda f(x)

funktsiyaning f(x,)=vY,, f(x)=vy,, ... , f(x )=y, qiymatlari berilgan

bo’lsin. Shunday F(x) funktsiya tuzish talab gilinadiki, bu funktsiyaning
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X, X, --- , % Nugtalardagi giymatlari mos ravishda f(x) funktsiya giymatlariga
teng bo’lsin, ya'ni F(x,)=Y,, F(x)=vy,, ... , F(x )=y, . Bu yerda
X, X, --- , X Nugtalar interpolyatsiya nuqgtalari deb, F(x) funktsiya esa interpoly-
atsion funktsiya deb ataladi.
Yugoridagi berilgan masala, jadval ko’rinishda berilgan f(x) funktsiyani
F(x) funktsiyaga interpolyatsiyalash masalasi deb ataladi.

Umuman olganda interpolyatsiyalash masalasi cheksiz ko’p yechimga ega
bo’lishi yoki bitta ham yechimga ega bo’lmasligi mumkin.

Agar interpolyatsiyalash masalasida F(x) funktsiya o’rniga, darajasi n dan
oshmaydigan P (x) ko’phad olinsa, u holda masala bir giymatli yechimga ega
bo’ladi.

Hosil gilingan y = F(x) interpolyatsion funktsiya X ning interpolyatsiya
nuqgtalaridan boshga giymatlarida f(x) funktsiya qiymatini taqribiy hisoblash im-
konini beradi.

Interpolyatsiyalash masalasi matematik modellashtirish  masalalarini
yechishda keng foydalaniladi. Masalan o’rganilayotgan ob’ekt eksperiment (tajri-
ba) usulida modellashtirilgan bo’lsa, ob’ekt x0ssa va xususiyatlarining o’Ichash na-
tijalari jadval ko’rinishida berilgan bo’ladi. Agar ob’cktning o’lchash (tajriba
o’tkazish) oraliglaridagi giymatlari kerak bo’lsa, ular tajriba natijalar orqali tuzil-
gan interpolyatsion funktsiyalar yordamida topiladi.

Teng o’zoqglikda joylashgan x, = x. +ih (i=0,1,...,n) nugtalarda y = f(x)
funktsiyaning y, = f(x, ) giymatlari berilgan bo’lsin. Bu yerda h — interpolyatsi-
ya gqadami.

Darajasi n dan katta bo’lmagan va x; nuqtalarda

P(x)=y (i=012,...n) (4.1)
shartlarni ganoatlantiradigan P, (x) ko’phad tuzish talab gilinsin.

Ma’lumki, (4.1) formula m=0,1,2,...,n lar uchun A"P(x,)=A4"y,

tenglik bilan teng kuchli.
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P (x) ko’phadni
P(x)=a,+a(x—X,)+a,(X=% )(Xx=X)+a,(x=X ) (X=X )(X=X,)+...+
+a (X=X )(X=X ) ...( X=X )
ko’rinishda, yoki
P(x)=a,+a,(x—x, )" +a,(x—x, ) +a,(x—=x,)*¥ +..+a (x=x,)"" (4.2)
umumlashgan daraja ko’rinishda gidiramiz. Bu yerda a (i=0,1,...,n) lar
hozircha noma’lum koeffitsiyentlar.
(4.2) da x=x, deb P(x,)=Y,=a, ni hosil gilamiz. a, koeffitsiyentni
topish uchun birinchi tartibli
AP (x)=ah+2a,(x—x, )" h+3a,(x—x, )" h+..+na (x—x,)"h
chekli ayirmani tuzib olamiz va u yerda x=x, deb 4P (x,)=4y, =ah yoki

4,
1-h

bundan a, = ga ega bo’lamiz.

Xuddi yuqoridagi kabi amallarni bajarib, a, lar uchun

Ay .
a=—2 (i=0,1,2,...,n
©ilkk ( )
formulaga ega bo’lamiz.
Topilgan a, (i1=0,1, 2, ..., n) larning giymatlarini (4.2) ga olib borib

quyib

Ayo [1] Azyo [2] Anyo [n]
X—X +——(X—=X +...4+——(X—X 4.3
op X+ 22 () S () (43)

Nyutonning birinchi interpolyatsion formulasini hosil gilamiz.

P.(X) =Y, +

(4.3)da g = 2"

(x, nugtadan x nugtagacha bo’lgan h gadamlar soni)

yangi o’zgaruvchi kiritib va
(X_Xo)[i] _(X_Xo)‘(x_xo_h).(X_XO_Zh)_ .[X_Xo_(i_l)h]_
h' h h h h -
=q(g-1)(g-2)-...(g—-1-1) (i=1,2,3,...,n,

ekanligini hisobga olsak, Nyutonning birinchi interpolyatsion formulasini
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q(qzrl)Azyo - Ol(q—l)---r-]°l(<1—r1+1)Anyo

ko’rinishda ifodalash mumkin.

P.(X) =Y, +ady, +

Nyutonning ikkinchi interpolyatsion formulasi

q(q2'+1)A2yn_2 I +1)°----|(q+n—1)Any
: n!

P.(X)=y, +qdy,, +

0

X—X,

ko’rinishga ega bo’lib, bu yerda q = (x, nugtadan x nugtagacha bo’lgan h

gadamlar soni).

Nyuton interpolyatsion formulalarining qgaysi biridan gachon va ganday
holda foydalanish magsadga muvofig?

Agar x<X, (q<0) va x ning giymati x, ga yagin bo’lsa, Nyutonning 1-
interpolyatsion formulasidan, agar x> x_ (q >0) va X ning giymati x_ga yaqin
bo’lsa, Nyutonning 2-interpolyatsion formulasidan foydalanish yaxshi natijalarga
olib keladi.

Misol. Quyidagi jadval
X 0 1 2 3 4 5
y 5,2 8,0 10,4 12,4 14,0 15,2

ko’rinishida berilgan funktsiya uchun Nyutonning l1-interpolyatsion formulasini
tuzing.
Yechish. Jadvaldan ko’rinib turibdiki, x, =0 va h=1. Dastlab berilgan

funktsiya uchun gorizontal chekli ayirmalar jadvalini tuzib olamiz.

X y Ay Ay
0 5,2 2,8 -0,4
1 8,0 2,4 -0,4
2 10,4 2,0 -0,4
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3 12,4 1,6 -0,4
4 14,0 1,2
5 15,2

Bu jadvaldan ko’rinib turibdiki, ikkinchi tartibli ayirmalar o’zgarmas, u xolda
Ay =0 bo’ladi. Shu sababli (3) formuladan

yz(x):5,2+2,8x—0—2’4x(x—1)

yoki
y,(x)=52+3x-02x’
ga ega bo’lamiz.
Nyuton interpolyatsion formulalari interpolyatsiyalash gadami o’zgarmas
bo’lganda o’rinli bo’ladi. Lekin ko’pgina hollarda funktsiya giymatlari teng
o’zoqlikda joylashmagan x lar (interpolyatsiya gadami o’zgaruvchi) uchun jadval

ko’rinishda beriladi. Bunday hollarda Lagranjning interpolyatsion formulasidan

foydalaniladi.
4.4. Lagranjning interpolyatsion formulasi
[a;b] oraliqda o’zgaruvchi x ning n+1 ta x,, X, X, ... , X, giymatlari va
ularga mos y = f(x) funktsiya giymatlari f(x)=vy,, f(x) =y,, ..., f(x)=Y,

berilgan bo’lIsin.

Darajasi n dan katta bo’lmagan va x, nuqtalarda
L(x)=y, (i=0]l...,n) (4.4)
shartlarni ganoatlantiradigan L (x) ko’phadni tuzish talab qgilinsin.
Dastlab, shunday p,(x) ko’phad tuzib olaylikki, u

p.(x.)=5..:{1’ arap i=

0, arap i#j,

shartni ganoatlantirsin. Bu yerda o, - Kronekker belgisi.
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Qidirilayotgan ko’phad n ta X, X, ... , X, X, , --- , X, nuqgtalarda nolga
aylanadi, shu sababli uni
P.(X)=C. (X=X, )(X=X ). (X=X, J(X—=X.; ). (X=X, ) (4.5)
ko’rinishda tasvirlash mumkin.
Agar (4.5) da x =X, deb va
P,(X )=C,.(X =X, )(X =X ). (X, =X )X =X, ). (X, =X, ) =1
ekanligini hisobga olsak,
C = (X, =%, )(X. =X, )...(X. —1xil )X =X, ) (X = X)) (4.9
ga ega bo’lamiz. (4.6) ni (4.5) ga qo’yib,
O W em rapw e ML

ni hosil gilamiz.

Endi (4.4) shartni ganoatlantiruvchi L (x) ko’phadni

Ln(x)=§.:pi(x)yi (4.8)

ko’rinishda tasvirlash mumkin.
(4.8) darajasi n dan katta bo’Imagan ko’phad bo’lib, (4.4) shartni ganoatlan-

tiradi:
L) =2p06)y =P (x)y, =y, (1=0,1,2,...,n)

(4.7) ni (4.8) ga olib borib quyib,

o (XXX X ) (X X (K= X ) (K= X,)
B I PR TR i ey e W el S

Lagranjning interpolyatsion ko’phadini hosil gilamiz.

Misol. Berilgan x, =0, x, :%, X, :% nugtalarga mos ravishda y, =1,

Y, :%, y, =0 giymatlarni gabul giladigan funktsiya uchun Lagranj ko’phadini

tuzing.
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Yechish. (4.9) formulaga asosan

L(X):(X_;)(X_;j.prX(X_BEJF@.O
RIS IR )

= 6(x——j(x——j—9x(x——j =(3x-1)(2x-1)—-9x* +45x = -3x* —05x+1

L,(x)=-3x*—-05x+1
ga ega bo’lamiz.
Lagranj interpolyatsion formulasi uchun Paskal tilida tuzilgan dastur matni:
program kuphad_lag;
const n=2;
type vek=array[0..n] of real;
var i,j:integer;
X,y:vek; x1,yl:real;
procedure lagran(x:real; k:integer; px,py:vek; var lag:real);
var sl:real;
begin
lag:=0;
fori:=0to k do
begin s1:=1.0;
for j:=0 to i-1 do s1:=s1*(x-px[JD/(px[i]-px[D;
for j:=i+1 to k do s1:=s1*(x-px[j])/(px[i]-px[iD;
lag:=lag+s1*py[i]
end;
end,;
begin
write('x="); read(x1)
for i:=0 to n do begin write('x[',i:1,"]="); read(x[i]) end;



end.

68
for i:=0 to n do begin write('y[',i:1,']="); read(y[i]) end;
lagran(x1,n,x,y,y1);
writeln(‘'y=",y1:8:5);

Tayanch so’z va iboralar. Chekli ayirma, umumlashgan daraja, interpoly-

atsiya, Nyuton interpolyatsion formulasi, Lagranj interpolyatsion formulasi.

© 0o N o g~ w N E

1.

Savollar:
Chekli ayirma nima va u ganday hisoblanadi?
Yugori tartibli chekli ayirmalar ganday hisoblanadi?
Chekli ayirmalarda xatolik ganday aniglanadi?
Umumlashgan daraja nima va u ganday hisoblanadi?
Yugori tartibli umumlashgan daraja ganday hisoblanadi?
Interpolyatsiyalash masalasi va uning asosiy maqsadi.
Nyutonning birinchi va ikkinchi interpolyatsion formulalari.
Lagranj interpolyatsion formulasi.
Matematik modellashtirishda interpolyatsion formulalardan foydalanish.
Misol va masalalar
AX=1bo’lsa f(x)=x’-2x*+x+5 funktsiya uchun 3-tartibli chekli

ayirmani hisoblang.

3. Agar f(x) funktsiya quyidagi

2. Quyidagi
1,5 2,0 2,5 3,0
0,3691 0,6309 0,8340 1,0000

jadval ko’rinishda berilgan funktsiya uchun Lagranjning interpolyatsion

formulasini tuzing.

7,1

7,6

8,1

8,6

2,8278

2,9260

3,0179

3,1043

jadval ko’rinishda berilgan bo’lsa, Nyutonning 1-interpolyatsion formulasini
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tuzing va u yordamida f(7,65) ni hisoblang.
4. Agar funktsiya quyidagi
24 24,1 24,2 24,3
3,1781 3,1822 3,1864 3,1905

jadval ko’rinishda berilgan bo’lsa, Nyutonning 2-interpolyatsion formulasini

tuzing.
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5-BOB. DIFFERENTSIAL TENGLAMALAR VA ULARNI
YeChlISh USULLARI

Noma’lum funktsiya hosilasi yoki differentsiali gatnashgan tenglama differ-
entsial tenglama deb ataladi.

Tenglamada gatnashgan noma’lum funktsiya hosilasining eng yugori dara-
jasi, shu differentsial tenglamaning tartibini aniglab beradi. Masalan tenglamada
noma’lum funktsiyaning ikkinchi tartibli hosilasi gatnashgan bo’lsa, u ikkinchi
tartibli differentsial tenglama deb ataladi.

Oliy matematika kursidan ma’lumki, har ganday differentsial tenglama che-
ksiz ko’p yechimga ega bo’ladi. Tenglama yechimi yagonaligini ta’minlash
magsadida differentsial tenglama tartibiga mos ravishda, noma’lum funktsiya yoki
uning hosilalariga nisbatan qo’shimcha shartlar beriladi. Qo’shimcha shartlar erkli
o’zgaruvchi o’zgarish oralig’ining bir tomonida, yoki ikkala tomonida berilishi
mumkin. U holda bu shartlar mos ravishda boshlang’ich yoki chegaraviy shartlar
deb ataladi.

Differentsial tenglamaning boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini topish masalasi boshlang’ich shartli yoki Koshi masalasi deb, che-
garaviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi esa chegaraviy ma-
sala deb ataladi. Agar differentsial tenglamaning boshlang’ich va chegaraviy
shartlarni birgalikda ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinsa, bu masalaga

boshlang’ich shartli chegaraviy masala deb ataladi.

Misollar.
d? d
L dxz’:f(x,y,d_i) differentsial tenglamaning y(a)=y, va %Xa:yl

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi masalasi bo’ladi.

2. zng(x,y,%] differentsial tenglamaning y(a)=y, va y(b)=y,
X X

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi chegaraviy masala bo’ladi.

2
%+aw—q(x,t) xususiy  hosilali  differentsial  tenglamaning

3. —
ot ox?
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W(x,0)=¢(x) hamda W(a,t)=w, (t) va W(b,t)=y,(t) shartlarni ganoatlantir-
uvchi yechimini topish masalasi boshlang’ich shartli chegaraviy masala bo’ladi.
Differentsial tenglamalarni yechishning vyetarlicha ko’p usullari mavjud

bo’lib, ulardan ba’zi birlari bilan tanishib chigamiz.

5.1. Operatsion hisob usuli
Original funktsiya va uning tasviri. t haqigiy o’zgaruvchining manfiy
bo’lmagan giymatlari uchun f(t) funktsiya berilgan bo’lib, bu funktsiya bo’lakli-

0’zluksiz bo’Isin. Shu bilan birga t €[0;00) uchun

[f(t) <M -e™
shart bajarilsin. Bu yerda M va S, lar musbat o’zgarmas sonlar. je“”f(t)dt
0
integralni F( p) orqgali belgilaymiz, ya’ni

F(p)=[e™f(t)dt

bu yerda p =a+ib — kompleks son bo’lib, a>0.

F(p) funktsiya f(t) funktsiyaning tasvir funktsiyasi deb, f(t) funktsiya esa
original funktsiya deb ataladi.

Agar F(p) funktsiya f(t) funktsiyaning tasvir funktsiyasi bo’lsa, u
F(p)—— f(t) yoki f( p)«——F(t) ko’rinishda belgilanadi.

Tasvir funktsiyalarni kiritish, ko’pgina amaliy masalalarni yechishni sodda-
lashtiradi. Jumladan differentsial tenglamalarni yechish tasvir funktsiyani topish
uchun bajariladigan juda sodda algebraik amallarga keltiriladi.

Operatsion hisob usulidan foydalanish uchun tasvir funktsiyaning bir gator

xossalaridan foydalanishga to’g’ri keladi. Bu xossalar quyidagilardan iborat.
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Tasvir funktsiyaning chiziglilik xossasi. Agar f(t)=icifi(t) va
i=1

F(p)—— f(t) hamda F,(p)—— f;(t) bo’lsa, F(p)zzn“ci F.(p) bo’ladi. Bu yerda c,-

i=1
o’zgarmaslar.

Tasvir funktsiyani siljish xossasi. Agar F(p)——f(t) bo’lsa,
F(p+a)——e™f(t) bo’ladi. Buyerda Re( p+«)>S,, deb faraz qilinadi.

Tasvir funktsiyani differentsiallash xossasi. Agar F(p)—— f(t)

n

bo’lsa, (-1)" d -
dp

Operatsion hisob usuli yordamida differentsial tenglamalarni yechishga mi-

F(p)—>t"f(t) bo’ladi.

sollar.
1-misol. Yy (X)+y' (x)=-2y(x)=¢e"
tenglamaning
y(0)=0 va y'(0)=1
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Agar F( p)——y(x) deb olsak, u holda
P’F(p)—py(0)-y'(0)=p*F(p)-1——y"(x);

—X

PF(p)—-y(0)=pF(p)——y'(X); BN
p+1

tasvir funktsiyalardan foydalanib, F( p) ga nisbatan

pF(p)~1+ PF(P)-2F(p)= "
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerdan
p+2 1
(p+1)(p*+p-2) p’'-1

ekanligi kelib chigadi. Agar jadvaldan foydalansak, berilgan masalaning yechimi

F(p)=

y(x)=%(e*—e*)

ekanligi kelib chigadi.
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2-misol.  Quyidagi

d z(+k2x=Asina)t (5.1)
dt
differentsial tenglamaning
X],=0 & 0 (5.2)
dt].

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish. Ma’lumki, davriy tashqi kuch ta’sirida bo’lgan elastik mexanik
sistemalarning tebranishlari, shu jumladan zanjirdagi elektr tok kuchini aniglash
masalalarining matematik modeli (5.1), (5.2) ko’rinishdagi Koshi masalasini
yechishga keltiriladi.

(5.1), (5.2) Koshi masalasini yechish uchun, unga mos tasvir funktsiya
tenglamasini yozib olamiz:

4

x(p)(p’ HE)= AL
yoki
- Aw
N TS T
O’ng tomondagi kasrni elementar kasrlarga ajratamiz, buning uchun uni
Aw _Np+B N Cp+D

(p>+k2)(p*+@®) p*+k? p’+a’

ko’rinishda yozib olib, noma’lum koeffitsiyentlar usulidan foydalansak C =0,

N =0, D:%, D =——— larga ega bo’lamiz. U holda
K* - @ —K
= Aw K A 1)
X(p)= -

(0" -k )k p’+k? @' —K: p’+w’
Tasvir funktsiya jadvalidan foydalanib, masalaning quyidagi

A . i
X(t)=—(—wsinkt + k sinwt

yechimiga ega bo’lamiz.



74
Bu yechimdan ko’rinib turibdiki, masalaning yechimi ikkita garmonik
tebranish, ya’ni chastotasi k bo’lgan xususiy tebranish

X (1)=——22 gkt
xyc (kZ_a)Z )k

va chastotasi @ bo’lgan majburiy tebranish

A .
x_w(t):—k2 a)zsma)t

lar yig’indisidan iborat bo’lar ekan.
Tasvir funktsiyalardan to’g’ridan-to’g’ri foydalanish maqgsadida quyidagi

jadvalni keltiramiz.

N F(p) f(t)
1
1 B 1
a .
2 p2 Py sinat
3 pz :J_az cos at
4 1 —at
p+a €
(04
5 pz P shat
6 pz faz chot
a e
7 (pra) +a’ e “sinat
8 p+a —ot t
(p+a)2+a2 e "~ cosa
n! n
9 pn+1 t
2pa .
10 m tsinat
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11 P -3 tcosat
(p°+a’)
12 1 te
Y] e
(p+a)
13 __2pa__ i(sin at—atcosat)
(p*+a’) 2a’
. d
14 (-1)"—F(p) t"f(t)
dp
15 Fl(p)Fz(p) jfl(f)fz(t—f)df

5.2. Funktsiyani sonli differentsiallash
Agar x - [a,b] oraligga tegishli ixtiyoriy x. tugun no’qtaning giymatlarini
gabul giluvchi erkli o’zgaruvchi bo’lsa, u holda ixtiyoriy tugun no’qta giymatini
X +kh, k=0, 1, £2, ...

ko’rinishda yozish mumkin.

dSy(x)
dx>

hosila giymatini, funktsiyaning tugun no’qtalardagi giymatlari, ya’ni y(x+kh) lar

: s>1

orgali ifodalash, y(x) funktsiya hosilasini taqribiy hisoblash yoki taqgribiy
differentsiallash deb ataladi.

Faraz gilaylik y(x)eCZ[a,b], x<b bo’lsin. y(x+h) ning ikkinchi
tartibli aniglikda Teylor gatoriga yoyilmasi

y(x+h):y(x)+dyéxx)h+0(h2)

dan foydalansak

dy(x) _ y(x+h)=y(X) | o1
dx h

tenglikga ega bo’lamiz. Agar bu yerda X=X, deb olsak, birinchi tartibli hosila

uchun ikki no’qgtalik oldinga taqribiy hisoblash formulasi hosil bo’ladi:
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dy(x; ) _ y(%, )= Y(X)
dx h
Odatda sonli differentsiallash formulasi deganda quyidagi
dy(x;) _ Y(Xig )= ¥(%;)
dx h

+0(h), 0<i<m-1 (5.3)

tagribiy formula tushuniladi.
_ay(x) Y%y )= Y(%)
dx h
ayirmaga sonli differentsiallash xatosi deb ataladi. (5.3) formula uchun h—0 da

R=0(h).

R

Xuddi shunga o’xshash birinchi tartibli hosila uchun ikki no’qtalik tagribiy
hisoblash formulasini hosil gilish mumkin:

dy(x ) _ ¥O%) = y(Xi4)

+0(h), 1<i<m.
dx h

Agar y(x)eC3[a,b] bo’lsa, birinchi tartibli hosila uchun yanada anigroq
ikki no’qtalik taqribiy hisoblash formulasi — markaziy ayirma formulasi mavjud va
u quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

dy(x; ) _ Y(Xi+1)_y(xi—1)+o(h2) 1<i<m-l.

dx 2h
yoki
dy(x) _ ¥(Xi) = ¥(Xiy) (5.4)
dx 2h
Birinchi tartibli hosilani tagribiy hisoblashda ko’p no’qtali, masalan uch
no’qtali

dy(x;) =YX, ) +4Y(X,1)—3Y(X; )
dx 2h

formuladan ham foydalanish mumkin.

+0(h?) (5.5)

Umumiy holda birinchi tartibli hosila uchun ko’p no’qtali formulaning

ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:
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dy(x;) & )
dx :kg;,)aky(xk)"l'o(h)

Bu yerda a, larni shunday tanlash mumkinki, formulaning aniqglik tartibi p

ga teng bo’ladi.
Ikkinchi tartibli hosilani hisoblash uchun ham taqribiy xisoblash for-

mulalarini keltirish mumkin:

d*y(x) _ Y(Xig )= 2y(x )+ ¥(X 4 )

+0(h?
dx’ h? (h)
yoki
tfﬂf):yOmﬁ—2w§)+w&4) (5.6)
dx h
1-misol. Y = X° +e" funktsiya uchun y’(2) ni hisoblang.
Yechish. h=0,05 deb, quyidagi
X 1,9 1,95 2,00 2,05 2,1

Y | 13,5449 14,4436 15,3891 16,3830 17,4272

jadvalni  tuzib olamiz. y, =y(19)=135449; vy, =Vy(1.95)=144436 va
y,=y(2)=153891 vy,=y(205)=163830 vy, =Yy(21)=17,4272 ekanligini
hisobga olsak, oldinga tagribiy hisoblash

dy(x ) V(X1 )— V(%)
dx h

formulasiga asosan

v (2)~ 16,383(());;5,3891 _19878

dy(x;) _ y(x) - y(Xiy)

ga ega bo’lamiz. Agar orgaga taqribiy hisoblash r .
X

formu-

lasidan foydalansak

v (2)~ 15,3892—024,4436 1891
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ni hosil gilamiz. Agar ikki no’qtalik tagribiy hisoblash formulasidan foydalansak
N 16,3830 -14,4436
2-0,05
bo’ladi. Agar uch no’qtali formula (5.5) dan foydalansak

-174272+4-16,3830-3-153891
2-0,05

y'(2) =19.394

y'(2)= =193777

ga ega bo’lamiz.

Agar y'(2) ning aniq giymati 19,3891 ekanligini hisobga olsak, tagribiy
hisoblashdagi absolyut xato birinchi holda 0,4889 ga, ikkinchi holda 0,4791 ga,
uchinchi holda esa 0,0049 ga va to’rtinchi holda esa 0,0114 teng bo’ladi. Bu hol-
larda nisbiy xatolar mos ravishda 2,52% , 2,47%, 0,025% va 0,059% ga teng
bo’ladi.

2-misol. y = xe* funktsiya uchun y”(5) ni hisoblang.

Yechish. h=0,05 deb, quyidagi

X 4,95 5 5,05
y 698,8161 742,0658 787,9134

jadvalni tuzib olamiz. vy, =y(495)=6988161; vy, =Yy(5)=7420658 va
y, = Y(5,05) =7879134 ekanligini hisobga olsak, (5.6) formulaga asosan

J/ (5)~ 18791342, 7045;3(2658+ 6988161 _ 101704

ga ega bo’lamiz.

Agar y”(5) ning anig giymati 1038,8921 ekanligini hisobga olsak, tagribiy
hisoblashdagi absolyut xato 0,2783 ga, nisbiy xato esa 0,027% ga tengligi kelib
chigadi.

5.3. Ketma-ket yaginlashish usuli
Ko’pgina muxandislik masalalarini yechish chizigli yoki chizigsiz

differentsial tenglama uchun Koshi masalasi yechimini topishga keltiriladi. U
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holda Koshi masalasini yechish uchun ketma-ket yaginlashish usulidan foydalanish

mumkin. Bu usul algoritmini quyidagi

dx
= F(x) 57)
differentsial tenglamaning
X(t,) =X, (5.8)

boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topishda tanishib chigaylik.

Agar (5.7) ni [t, t] oraligda t bo’yicha integrallab, (5.8) shartdan foydalan-
sak, berilgan Koshi masalasiga teng kuchli quyidagi integral tenglamani hosil
gilamiz:

x(t)=xo+jf(r,x(r))dr (5.9)

(5.9) da x(z) o’rniga nolinchi yaginlashish sifatida ixtiyoriy funktsiyani,
masalan x(t,)=x, ni olishimiz mumkin. U holda (5.7) tenglama yechimiga

birinchi yaginlashish
X, (t) =X, +_|. f(z,x,)dr

ni hosil gilamiz.
x,(t) ni (5.9) ga olib borib qo’yib,

X,(t) =%, + [ f(z.x,(7))dr
ikkinchi yaginlashishni hosil gilamiz. Umumiy holda n-yaginlashish uchun
X, (t)=x, +j f(z,x _,(7))dz

formulaga ega bo’lamiz.
Teorema. Agar (5.7), (5.8) Koshi masalasining yechimi x(t) mavjud va u
yagona bo’lsa, u holda n — o da x_(t) — x(t) bo’ladi.

Xuddi yugorida keltirilgan usuldan foydalanib,

dx, i —
E_fi(t,xl(t),“,,xn(t)) (i=12,...,n)
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differetsial tenglamalar sistemasining
X(t,)=x, (i=12,..,n)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini ham ketma-ket yaginlashish usuli yordami-

da topish mumkin.

Misol. Berilgan
dx _ X+Yy
St (5.10)
y
— =3y —-2X
at >’
differentsial tenglamalar sistemasining
0)=1
{X( ) (5.11)
y(0)=0

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini ketma-ket yaginlashish usuli yordamida
aniglang.
Yechish. (5.10) sistema tenglamalarini [O,t] oraligda integrallab, (5.11)

shartlarni hisobga olsak, quyidagi
() =1+ [[X(0)+ Y0z, y(t)=[[By(r)-2x( )l

integral tenglamalarga ega bo’lamiz.

Nolinchi yaginlashish sifatida x, =1 va y, =0 larni gabul gilamiz. U holda

birinchi yaginlashish uchun
X(t)=1+[dz=1+t, y,(t)=[(-2)dr =-2t
0 0

ikkinchi yaginlashish uchun

t 2 t
Xz(t):1+j(1+r—21)d7=1+t—% . Y,(t)=[(—67-2-27)dr = -2t - 4t*
0 0
uchinchi yaginlashish uchun esa
¢ 7’ t> 3
Xz(t):1+£(1+r—?—21—412 )dz :1+t—3—§t3,

Yo(t) = [(-67 127" —2—-2r + 7 )dz = -2t — 4t° —%ts
0
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formulalarga ega bo’lamiz.

Uchinchi  yaqginlashish  (5.10), (5.11) masalaning anig yechimi
x(t)=e*(cost—sint) va y(t)=-2e*sint larning t° aniglikda t=0 atrofida
Fur’e gatoriga yoyilmasi bilan ustma-ust tushadi.

Bu usuldagi kamchiliklar quyidagilardan iborat:

1. Ba’zi yagqinlashishlarni hisoblash davomida integral giymatini aniq
hisoblash mumkin bo’lmay qoladi;

2. {x (1)} ketma-ketlikning x(t) ga yaginlashish tezligi yugori bo’Imasligi
mumkin. U holda yaqginlashishlar sonini oshirishga to’g’ri keladi, bu esa murakkab
bo’lgan hisoblash ishlarini bajarishni taqoza etadi;

3. Cheksiz gator ko’rinishida hosil bo’ladigan yechim giymatini har doim
aniq hisoblash imkoni bo’lavermaydi.

5.4. Eyler va Runge-Kutta usullari

Ma’lumki, ko’pgina injenerlik masalalarining matematik modeli differentsial
tenglama uchun Koshi, chegaraviy yoki boshlang’ich shartli chegaraviy masalalar-
ni yechishga keltiriladi. Ma’lumki, bu masalalarni yechimini aniq ko’rinishda har
doim ham yozish imkoni bo’lavermaydi. Bu holda berilgan masalani yechish
uchun taqribiy sonli yechish usullardan foydalaniladi. Quyida shu usullarning
ayrimlari bilan tanishib chigamiz.

Eyler usuli. [a,b] kesmada
y'()= f(xy)
differentsial tenglamaning
y(@)=X,

boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi (Koshi masalasi) yechimini topish talab
etilsin.

Eyler usuliga asosan [a,b] kesmani n ta oraliqgga ajratamiz, ya’ni
X, =a+ih=x_+h, (x,=a) tugun no’qtalarni hosil gilamiz, bu yerda

Yi—Yiu

h = (b-a)/n. Hosil bo’lgan har bir oraligda y’ hosilani taqribiy ravishda n
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chekli ayirmaga almashtiramiz. Natijada noma’lum y(x) funktsiyaning x
nuqtalardagi giymatlari y, = y(x,) ni hisoblash uchun ushbu
yi ~ yi—l + hf ( Xi—l’yi—l)
tagribiy hisoblash formulasiga ega bo’lamiz. Bu formula, berilgan boshlang’ich

shart yordamida noma’lum funktsiyaning x = X, no’qtalardagi giymatlarini ketma-

ket topish imkonini beradi.
1
Misol. [01] kesmada y’(x)=§xy tenglamaning y(0)=1 boshlang’ich

shartni ganoatlantiruvchi yechimlari uchun tagribiy giymatlar jadvalini tuzing.
Yechish. Aniglik uchun n=10, h=0. bo’Isin. Ushbu

1
Yi=VYt E hXi—l Yia

formuladan foydalanib, y, (1=1,2,...10) ning giymatlarini topish mumkin.

XZ

Tekshirib ko’rish mumkinki, berilgan masala y =e * aniq yechimga ega.

Agar x =1 nugtadagi y(1)=e* =1,2840 aniq va y(1)~1,2479 tagribiy yechimla-

rini solishtirsak, absolyut xato 0,0361 ga, nishiy xato esa 0,0361-100 ~28% ga
1,2840

teng bo’ladi.
i X Y, fOx.y:) hf(x.y;)
0 0 1 0 0
1 0,1 1 0,05 0,005
2 0,2 1,005 0,1005 0,0100
3 0,3 1,0150 0,1522 0,0152
4 0,4 1,0303 0,2061 0,0206
5 0,5 1,0509 0,2627 0,0263
6 0,6 1,0772 0,3232 0,0323
7 0,7 1,1095 0,3883 0,0388
8 0,8 1,1483 0,4593 0,0459
9 0,9 1,1942 0,5374 0,0537
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10 1,0 1,2479

Differentsial tenglama uchun Koshi masalasini Eyler usulida yechishga

Paskal tilida tuzilgan dastur matni:
program eyler_1; uses crt;
var a,b,y0,y:real; n:integer;
function f(x,y:real):real;
begin
f:=y-0.5%x*x+x-1
end;
procedure eyler(a,b,yl:real;n:integer;var y:real);

var h,x:real; i:integer;

begin
h:=(b-a)/n;
X:=a;

writeln('x=",x:6:2," y='y1:10:6);
fori:=1tondo
begin
y:=f(x,yl)*h+yl;
X:=x+h;
writeln('x=",x:6:2," y='y:10:6);
yl:=y;
end;
end;
begin
clrscr;
write(‘a="); read(a); write("b="); read(b);
write('n="); read(n); write('y0="); read(y0);
eyler(a,b,yo,n,y);

end.
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Misol. Berilgan dasturdan foydalanib, ushbu
Y'(X)=y(x)-05x*+x-1

tenglamaning y(0)=1 shartni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimini aniglang

(a=0, b=1, n=10 deb oling).

Yechish. Tekshirib ko’rish mumkinki, berilgan Koshi masalasi aniq

y(x)=05x*+1 yechimga ega. Quyidagi jadvalda Koshi masalasining aniq va

Eyler usulida topilgan tagribiy yechimlari keltirilgan.

X Tyael)?::?r:]y Aniq yechim
0.0 1.000000 1.000000
0.1 1.000000 1.005000
0.2 1.009500 1.020000
0.3 1.028450 1.045000
0.4 1.056795 1.080000
0.5 1.094474 1.125000
0.6 1.141422 1.180000
0.7 1.197564 1.245000
0.8 1.262821 1.320000
0.9 1.337103 1.405000
1.0 1.420313 1.500000

Runge-Kutta usuli. Ushbu

Y, = F(GY Yoy )
Y, = £,(% Y0¥, )

Y, = TGy YY)

(5.12)

oddiy differentsial tenglamalar sistemasi berilgan bo’lib, uning [a,b] oraliqdagi

y1(X0 ) = Yior yz(Xo ) = Yo

e Y. (%) =Yoo

(5.13)

boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinsin (x, = a).

Agar
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Yy f,
Y = y? va F= f?
_ :yn | _ :fn |
belgilashlar kiritsak, (5.12) va (5.13) ni quyidagi
Y = F(x,Y), (5.14)
Y(x) = Y, (5.15)

ko’rinishda yozishimiz mumkin. Bu yerda

Yio
Y — y20

Yno
(5.14) tenglamalar sistemasining (5.15) boshlang’ich shartlarni ganoat-

lantiruvchi yechimini Runge-Kutta usuli yordamida topamiz. Buning uchun
x,=a+ h, Y =F(,Y,), 1=12,...,n belgilashlarni Kiritib, quyidagi hisoblashlar
ketma- ketligini bajaramiz:

X, =a+ih;

k, =F(x.,Y,)*h;

k,=F(x +h/2Y. +k, /2)*h;

(
k,=F(x, +h/2)Y, +k,/2)*h;
(

k, =F(x +h)Y, +k,)*h;
Y., =Y, +(k +2k, +2k, +k,)/ 6 (5.16)
Bu yerda gadam h =(b-a)/n.

Hisoblashlar ketma-ketligi i =1 dan n—1 gacha takroriy ravishda hisobla-
nadi va (5.16) formuladan differentsial tenglamaning y, = y(x ) tagribiy sonli
yechimlari topiladi.

Eyler usulida yo’l quyiladigan xatolik h tartibda, Runge-Kutta usulida yo’l
qo’yilgan xatolik esa h* tartibda bo’ladi. Agar 0 <h <1 ekanligini hisobga olsak,
u holda Runge-Kutta usulining anigligi Eyler usulining aniqgligiga nisbatan yugori
ekanligi kelib chigadi.
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Differentsial tenglamalar sistemasi uchun Koshi masalasini Runge-Kutta
usulida yechishga Paskal tilida tuzilgan dastur matni:
program rungi; uses crt;
const nurav=2;
type vector2=array[1..nurav] of real;
var
y0,y: vector2;
n,i,j:integer;
a,b,x0,x1,h:real;
procedure pv(x: real; y: vector2; var dy: vector2);
begin
dy[1]:=y[1]+y[2] +4x-1;
dy[2]:=y[1]-y[2]-2*Xx*X-2*X+1;
end;
procedure rungikytta(x: real; y0: vector2;
var dy: vector2);
var v3,fc,fk1,fk2,fk3,fk4: vector2;
begin
pv(x,y0,fc);
for i:=1 to nurav do begin fk1[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=y0[i]+0.5*tk1[i] end;
X:=x+0.5*%h; pv(x,v3,fc);
for i:=1 to nurav do begin fk2[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=y0[i]+0.5*tk2[i] end;
pv(x,v3,fc);
for i:=1 to nurav do begin fk3[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=y0[i]+fk3[i] end;
X:=x+0.5*h; pv(x,v3,fc);
for i:=1 to nurav do begin fk4[i]:=h*fc[i];
dy[i]:=y0[i]+0.166666667*(fk1[i]+2*fk2[i]+2*tk3[i]+fk4[i]) end;
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end;
begin clrscr;
write(‘a="); read(a); write('b="); read(b);
write('n="); read(n); h:=(b-a)/n;
x0:=a;

for i:=1 to nurav do
begin
write("yO[',i:1,"]="); read(y0[i]);
end,

writeln; writeln; write("x="',x0:5:2);

for i:=1to nurav do write(" y[',i:1,"]="y0[i]:10:6);

writeln;  x1:=a;

for j:=1 to n do begin

rungikytta(x1,y0,y);

x1l:=a+j*h; write('x="x1:5:2);

for i:=1to nurav do write(" y[',i:1,"]="y[i]:10:6);

x0:=x1; y0:=y;

writeln;  end;
end.

Misol. Berilgan dastur yordamida, ushbu
{y;(X)= Yo (X)+y,(X)+4x~1
Yo(X)=Y,(X)=y,(x)—2x" —2x+1
differentsial tenglamalar sistemasining
{yl( 0)=-1
y,(0)=1

boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini aniglang (a=0, b=1, n=10 deb
oling).

Yechish. Ishonch hosil gilish mumkinki, berilgan Koshi masalasi ushbu
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{yl(x):x2 —x-1

Y,(X)=—x*-x+1

yechimlari quyidagi jadvalda keltirilgan.

y,(x) Y.(x)

X anig yechim | taqribiy yechim | aniq yechim | taqribiy yechim
0,0 | -1.000000000 | -1.000000000 1.000000000 1.000000000
0,1 | -1.090000000 | -1.090000000 0.890000000 0.889999166
0,2 | -1.160000000 | -1.160000084 0.760000000 0.759998408
0,3 | -1.210000000 | -1.210000253 0.610000000 0.609997710
0,4 | -1.240000000 | -1.240000511 0.440000000 0.439997058
0,5 | -1.250000000 | -1.250000862 0.250000000 0.249996438
0,6 | -1.240000000 | -1.240001315 0.040000000 0.039995840
0,7 | -1.210000000 | -1.210001877 | -0.190000000 | -0.190004750
0,8 | -1.160000000 | -1.160002561 | -0.440000000 | -0.440005343
0,9 | -1.090000000 | -1.090003380 | -0.710000000 | -0.710005952
1,0 | -1.000000000 | -1.000004350 | -1.000000000 | -1.000006587

5.5. Chekli ayirmalar usuli
Chekli ayirmalar usuli differentsial tenglamalarni tagribiy yechish usuli
bo’lib, u noma’lum funktsiya hosilasini chekli ayirmalarga almashtirishga
asoslangan. Soddalik uchun bu usul algoritmini quyidagi
y"(t)+A(t)y' (t)+B(t)y(t)=F(t)
(5.17)
differentsial tenglamaning
y(0)=C,, y'(0)=D,
boshlang’ich shartlarni ganoatantiruvchi yechimini topish masalasida ko’rib

(5.18)

chiqaylik.
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t o’zgaruvchining giymatini t=t =i-7 (r - vaqt bo’yicha integrallash

gadami) deb olib, y(t)=y, y'(t)=vy/, y'(t)=y", At)=A, B(t)=B,
F(t, )=F belgilashlarni kiritamiz.

Funktsiya hosilasini bir necha usul yordamida taqribiy chekli ayirmalarga
almashtirish mumkin. Shulardan biri markaziy chekli ayirmalar usulidir. Bu usulga
asosan y(t+ z) ni r ning darajalari bo’yicha Teylor gatoriga yoyilmasi

Yia =Y, +Iyi/ +%yi// +.. (519)

dan foydalanamiz. (5.19) ni z* aniglikda

2
Yiu=Yi t+ Zyi/ + % yi// (5.20)
ko’rinishda yozib olamiz.

(5.20) da ketma-ket 7 =—At va 7 =4t deb olib, quyidagilarga ega bo’lamiz:

2

y! (5.21)

Yia =Y —At- yi/ + A;

2

y! (5.22)

Yia =Y T4t yi/ + A;

(5.21) va (5.22) lardan y; va Y/ larni topish uchun

1
yi/ = Z_At( Yia = Yiu ) (523)
" 1
Yi = Atz ( Yia — 2yi +VYia ) (5-24)

ga ega bo’lamiz.
(5.23) va (5.24) ni (5.17) ga quyib,

1
2+ A At

Y., = [(4-2B.At? )y +(AAt—2)y, , +24t°F ] (5.25)

tenglikga ega bo’lamiz.
Boshlang’ich vaqt t,=0 uchun y,=C,. (5.25) dan foydalanib, vy,
(1=012,...) larni aniglash uchun y  giymati zarur bo’ladi. Bu giymatni (5.23)

formuladan foydalanib, y, va y, orqgali ifodalab olamiz:
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y—1 = yl _ZAtyé (526)
(5.25) da 1 =0 deb,

1

A [(4—2B,4t? )y, +( A At —2)y , +24t°F ] (5.27)

Y1
tenglikga ega bo’lamiz. (5.26) ni (5.27) ga qo’yib, y,ni hisoblash uchun
Y, :%[(4—2804“2 )C, — 24t( A At —2)D! + 2At°F, | (5.28)

formulaga ega bo’lamiz. Oxirgi (5.25) formula i=123,... lar uchun vy, larning

giymatlarini ketma-ket hisoblash imkonini beradi.
Differentsial tenlamalarni chekli ayirma usulida yechishga tuzilgan dastur

matni:
program chekli_ayirma;

const nt=21; dt=1; C0=-1; D0=3.0;

type mas=array[1..nt] of real;

var y,t:mas; i:integer;
function a(x:real):real;
begin

a:=x+1;  {A(t) —funktsiya ko rinishi}
end;
function b(x:real):real;
begin

b:=x-2;  {B(t) — funktsiya ko rinishi}
end;
function f(x:real):real;
begin

fi=X* XX+ 3*X*X-2%X+T7; {F(t) — funktsiya ko 'rinishi}
end,;
begin

for i:=1to nt do t[i]:=(i-1)*dt;

y[1]:=CO0;
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y[2]:=1/4*((4-2*b(0)*sqr(dt))*C0O-2*dt*(a(0)*dt-2)*D0+2*sqr(dt)*f(0));
for i:=2tont-1 do

y[i+1]:=1/(2+a(t[i])*dt)*((4-2*b(t[i])*sqr(dt))*y[i]+
(a(tfi])*dt-2)*y[i-1]+2*sqr(dt)*f(t[i1));
for i:=1 to nt do writeIn('t=",t[1]:4:2," y="y[i]:8:7);
end.
5.6. Oddiy progonka usuli

Differentsial tenglamalarni tagribiy yechishning yana bir usuli bilan tanishib

chigaylik.
X €[a; b] oraligda
d2y(x
) 4 400y =0 (5.29)
dx
differentsial tenglamaning
aoy(a) +a, d}:j(b) =4,
. z‘b) (5.30)
By0)+ B2 2= B,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinsin. Bu yerda

q(x), r(x) - [a;b] oraligda berilgan uzluksiz funktsiyalar bo’lib, a, s (i=01) -
lar ag + alz =0 va 42, g2 -0 shartlarni qanoatlantirsin.

Teorema. Agar q(x), r(x) funktsiyalar [a;b] oraliqda ikki marta uzluksiz
differentsiallanuvchi va q(x)<0 bo’lsa, (5.29), (5.30) chegaraviy masala yagona
y(x) yechimga ega bo’ladi.

[a; b] oraligni X =a+i-h (0<i<m,h=(b-am)/m) nugtalar bilan
to’r(setka)ga ajratib, Yi :y(xi), g, :q(xi), r :r(xi) belgilashlarni kiritamiz.

Ichki x; (1<i<m-1) nugtalar uchun chekli ayirmalardan foydalanib, O(h?)

aniglikda (5.29) tenglamani
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Yia _Zh)gi +Yi +Qy, =T (531)

va (5.30) chegaraviy shartlarni esa

a,
aoyo +%(_yz +4y1 _3y0 ): a,

By
2h

(5.32)

BoYn+ (3, =AY, + Voo )= 5,

ko’rinishda yozib olamiz.
(5.31) da y, =r,h* —g,h’y, + 2y, —y, ekanligini hisobga olib, uni (5.32) ga

qo’yamiz va
al 2 2
oYy + o (—Rh"+ ANy, =2y, + Y, +4Y, =3y, )=,
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikni y, ga nisbatan yechib

Yo = E1y1 + D1

2a, + a,q,h’ D :_2a2h+a1r1h2.
2a, —2a,h T 20, —2a,h

ga ega bo’lamiz. Bu yerda E, =

Xuddi shunga o’xshash (5.31) da y,, =r_,h*—q,,h’y ,+2y , -V, ekan-
ligini hisobga olib va uni (5.32) ga qo’yasak

IBOym + %(Sym4ym—1 + r-m—lhz - Qm—lhzym—l + 2ym—l - ym ): IBZ
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikni y_ ga nisbatan yechib

Yo =QYpy +S (5.33)

ga ega bo’lamiz. Bu yerda

2181 +ﬂ1qm4h2 S — h( Zﬂz _ﬂlrm—lh)

2, +2,h 23, +2f,h
(5.31) va (5.32) birgalikda vy,,y,,..,Yy,— noma’lumlarni o’z ichiga olgan

Q=

(m+1) ta chizigli algebraik tenglamalar sistemasi

Ay =h,
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ni tashkil etadi. Bu sistemani Gauss, Kramer koidasi, teskari matritsa usullari
yordamida yechish yaxshi samara bermaydi. Shu sababli bu sistemani yechish
uchun oddiy progonka usulidan foydalanamiz.
Umumiy
Ay, ,—-Cy +By,,=r, (1<i<m-1) (5.34)
ko’rinishdagi uchdiagonalli tenglamalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu yerda
A, B, C lar i gabog’liq o’zgarmaslar.
(5.34) ning yechimini
y.=E_y..+D.,, (0<i<m-1) (5.35)
ko’rinishda ifodalaymiz. Bu yerda E,, D, - lar ma’lum, E, D (i=2,3,...m-1) -
lar esa hozircha noma’lum koeffitsiyentlar.
(5.35) da i ni i—1 ga almashtirib, y,, =E.y, + D, ga ega bo’lamiz va Y,
o’rniga uning (5.35) dagi ifodasini olib kelib qo’yamiz. Natijada
y.=Ey +D =E(E,_,y.,+D,)+D =EE_y.,+ED.,_+D, (536)
(1<i<m-1)
tenglikni hosil gilamiz. (5.35), (5.36) larni (5.34) ga olib borib quyib,
AEE, . y.,+AED, +AD -CE,.y,.,-CD,+BYy
(1<i<m-1)

r,=0

i1

tenglikga ega bo’lamiz. Bu tenglikda y, , oldidagi koeffitsiyentlarni hamda ozod

hadlarni nolga tenglashtirib,

AEE_ -CE_+B =0

i+1 i i+l

AEiD +ADi _CiDi+1_ri =0

i+1
tengliklarni hosil gilamiz. Bu yerdan E;, D, larni hisoblash uchun

B.

iDA‘ (5.37)
M:u, 1<i<m-1
Ci _AiEi
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formulalarga ega bo’lamiz. (5.37) to’g’ri progonka formulasi deb ataladi va u
E, D, lar qgiymatlari orqali E, D, (k=23,..,m  larning qiymatlarini
hisoblash imkonini beradi.
E., D, larning giymatlarini aniglab, ularni (5.33) ga qo’ysak, natijada
Yo =Q(E,Y, +D,)+S
yoki

_QD, +5
ym - 1—QEm

ga ega bo’lamiz. y_ ni bilgan holda, (5.35) formula yordamida
Y., (k=m-1, m-2, ...0) larning giymatlarini hisoblaymiz. Bu amal teskari
progonka deb ataladi.

Teorema (progonka usulining turg’unligi hagida). Agar A >0,
B,>0,C,>2A +B, 1<i<m-l; 0<E <1, 0<Q<1 shartlar bajarilsa progonka
usuli turg’un bo’ladi.

Differentsial tenglamalarni progonka usulida yechish uchun Paskal tilida
tuzilgan dastur matni:
program progonka;
const al=0; bl=1; m=10; h=(b1-al)/m;

alfa0=0.5; alfal=0.5; alfa2=1.0;
betta0=-3.0; bettal=2.0; betta2=-3.0;
type vektor=array[0..m] of real;
var
X,y,a,b,c,r,d,e:vektor;
I:integer;
q,s,01,92:real;
function fq(t:real):real;
begin
fq:=2-t {a(x) funktsiyasining berilishi}

end;
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function fr(t:real):real,;
begin
fr:=-sqr(sqr(t))/3+2*t*sqr(t)/3-sqr(t)+3*t+2 {r(x) funktsiyasining berilishi}

end,
begin
for i:=0 to m do begin

X[i]:=al+i*h; a[i]:=1.0; b[i]:=1.0;

c[i]:=2-fq(x[i])*sqr(h); r[i]:=fr(x[i])*sqr(h)

end;

gl:=2*(alfal-alfaO*h); e[1]:=alfal*(2+fq(x[1])*sqr(h))/gl;
d[1]:=-h*(2*alfa2+alfal*fr(x[1])*h)/g1;
for i:=1 to m-1 do begin

e[i+1]:=b[i}/(c[i]-a[i]*e[i]); d[i+1]:=(a[i]*d[i]-r[i])/(c[i]-
a[il*e[il);

end;

g2:=2*(bettal+betta0*h); q:=bettal*(2+fq(x[m-1])*sqr(h))/g2;
s:=(2*h*betta2-bettal*fr(x[m-1])*sqr(h))/g2;
y[m]:=(g*d[m]+s)/(1-q*e[m]);
for i:=m-1 downto O do y[i]:=e[i+1]*y[i+1]+d[i+1];
for i:=0 to m do writeln("y[',i:1,"]=",y[i]:6:4);
end.

Misol. Berilgan dastur yordamida, ushbu

2 4 3

d “y(x) X" 2X
+(2—-X)- y(X)=——+

12 TN

differentsial tenglamaning

—X*+3x+2

05y(0)+ 0,5M =1
dx

3y(1)+2 W _ 3
dx

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini aniglang.
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Tekshirib  ko’rish  mumkinki, berilgan chegaraviy masala aniq

3
y(x)= %+ X+1 yechimga ega. Quyidagi jadvalda garalayotgan masalaning turli

x larga mos keluvchi tagribiy va aniq yechimlar giymatlari keltirilgan.

Taqg.
:_ 0,986 | 1,089 | 1,193 | 1,302 | 1,417 | 1,540 | 1,673 | 1,819 | 1,978 | 2,153 | 2,345
yechim

Ani
h'q 1,000 | 1,100 | 1,203 | 1,309 (1,421 | 1542 | 1,672 | 1,814 | 1,971 | 2,143 | 2,333
yechim

5.7. Kvadratura formulasi usuli
Boshlang’ich shartli differentsial tenglama (Koshi masalasi)ni tagribiy
yechish usullaridan biri kvadratura formulasi(integralni chekli yig’indi bilan al-
mashtirish)dan foydalanishga asoslangan usuldir. Bu usul algoritmini quyidagi Ko-
shi masalasini yechishda garab chigamiz.
[0,t] oraligda

dy(t) _dy(t) _
e P g +ay(t)=f(t) (5.38)

tenglamaning

y(0)=vy,, y(0)=y, (5.39)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinsin. Bu yerda p, q, Y, .Y,
lar o’zgarmaslar; f(t) — berilgan funktsiya.

(5.38) tenglamani O dan t gacha ikki marta integrallab va (5.39) bosh-

lang’ich shartlarni xisobga olsak,

y(t)_yO -y, -t- p(jy(s)ds—yo -tj+
° (5.40)

+qj(t—s)y(s)ds:j(t—s)f(s)ds

tenglikni hosil gilamiz.
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(5.40) ni quyidagi

Y(t)= P y(s)ds =y, +, -t—p-y, -t
o0 t (5.41)
—qf(t—s)y(s)ds+ [(t—s)f(s)ds

ko’rinishda yozib olamiz.
(5.41) da t=t =nat, (n=123,...) deb, integrallarni trapetsiya formulasiga

almashtiramiz va
Y= PAY, = Yo+ Vit =P Yot + PLAY, -
—O AL, )Y+ AL ~t) (L) (5.42)
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda
y, =y(t), (i=0,n1); A=A =%; A =4t (j=1,n-1); At —t bo’yicha gadam.

(5.42) tenglikdan

y, [yO+y1t, = p-y0-t, + DY AY, -

T2 pat

~aSAL -ty + S AL -] (5.49

formulaga ega bo’lamiz.

(5.43) ixtiyoriy n=123,... lar uchun y_ ni topishga rekkurent formula, ya’ni
oldingi t. no’qtalarda berilgan y, lar orgali keyingi no’qtalardagi vy, larni topish
formulasi bo’ladi.

Koshi masalasini kvadratura formulasi usulida yechishga tuzilgan dastur
matni:

program kvadratura; uses crt;

const p=1; g=-2; y0=2; y1=1; dt=0.05; nt=21;

type mas=array|[0..nt] of real;

var i:integer; t,a,y:mas; sl1,s2,s3,s4:real;

function f(x:real):real;
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begin
fi=-2*x*x-1  {f(t) — funktsiyasining ko rinishi}
end;
begin clrscr;
for i1:=0 to nt do begin a[i]:=dt; t[i]:=i*dt end;
a[0]:=dt/2; y[0]:=y0; s1:=0; s2:=0; s3:=0; s4:=0;
for i:=1 to nt do begin
sl:=sl+a[i-1]*y[i-1]; s2:=s2+a[i-1]*t[i-1]*y[i-1];
s3:=s3+a[i-1]*f(t[i-1]);  s4:=sd+a[i-1]*t[i-1]*f(t[i-1]);
y[i]:=2*(y0+y1*t[i]+p*y0*t[i]-
p*s1-g*t[i]*s1+q*s2+t[i]*s3-s4)/(2+p*dt);
end;
for i:=0 to nt do writeln('t="t[i]:4:2," y="y[i]:10:5);
end.

Misol: Berilgan dasturdan foydalanib, ushbu

d®y(t)  dy(t) :
~2y(t)=-2t -1
a a2

differentsial tenglamaning
y(0)=2, y(0)=1
shartlarni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimini aniglang.
Tekshirib ko’rish mumkinki, berilgan masala aniq y(t)=t?+t+2 yechimga
ega. Quyidagi jadvalda berilgan masalaning aniq va tagribiy yechimlari( At =0.01

va At =0.05 hollar uchun) t ning bir necha giymatlari uchun keltirilgan.

_ _ Taqribiy Taqribiy
t | Anigyechim ) )
yechim(4t =0.01) | yechim( 4t =0.05)
0.1 2.11 2.11000 2.10988
0.2 2.24 2.23999 2.23977
0.4 2.56 2.55998 2.55957
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0.6 2.96 2.95997 2.95937
0.8 3.44 3.43997 3.43916
1.0 4.00 3.99996 3.99892

5.8. Differentsial progonka usuli
Ma’lumki, ko’pgina injenerlik masalalarni yechish, o’zgaruvchan koef-
fitsiyentli differentsial tenglamaning har xil chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini topishga Kkeltiriladi. Chegaraviy masalalarni yechish, boshlang’ich
shartli masalani yechishga nisbatan ancha murakkabroq. Chunki chegaraviy ma-
salalarni berilgan aniglikda taqribiy yechish algoritmlarini qurish har doim ham
mumkin bo’lavermaydi. Boshlang’ich shartli masalalarni esa berilgan aniglikda
yechish uchun qator algoritmlar ishlab chigilgan bo’lib, ular standart dasturlar
ko’rinishida ifodalangan. Shu sababli berilgan chegaraviy masalalar yechishni
boshlang’ich shartli masalalarni yechishga keltirish eng qulay usullardan biridir.
Differentsial progonka usuli yordamida chegaraviy masalani yechish, unga teng
kuchli bo’lgan boshlang’ish shartli masalalarni yechishga keltiriladi. Bu usulning
yana bir qulaylik tomoni shundan iboratki, Koshi masalasini berilgan aniqglikda
yechish uchun har bir algoritmik til o’zining standart dasturlariga ega.
Differentsial progonka usuli algoritmi bilan quyidagi berilgan misolda tan-
ishib chigaylik. Ushbu
y'(x)+ AX)Y'(x)+B(x)y(x)=F(x) (5.44)

differentsial tenglamaning

{ally,(o)_'_alzy(o):bl (5.45)

a,,y'(1)+a,y(1)=b,
chegaraviy shartlarni  ganoatlantiruvchi  yechimi  topilsin. Bu yerda
a, a, a,a, h, b — ozgarmaslar; A(x), B(x) F(x) — [01] oraliqda berilgan
uzluksiz funktsiyalar. y(x) —noma’lum funktsiya.

Differentsial progonka usuliga ko’ra (5.44), (5.45) chegaraviy masala

yechimini
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a(x)y'(x)+ p(x)y(x)=y(x) (5.46)
ko’rinishda tasvirlaymiz. Bu yerdagi a(x), A(X), y(x) lar hozircha noma’lum
funktsiyalar.
(5.46) ni (5.44) ga olib borib qo’yamiz va a(x), S(x), y(x) larga nisbatan
quyidagi
a'(x)=a(X)A(X)— B(x)
L'(x)=a(x)B(x) (5.47)
7 (X)==a(X)F(x)
birinchi tartibli differentsial tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.
a,,y'(0)+a,y(0)=b, va «(0)y'(0)+B(0)y(0)=y(0)
shartlardan
a(0)=a,, p(0)=a, »0)=h (5.48)
larga ega bo’lamiz.
(5.47), (5.48) Koshi masalasini [0,1] oraliqda yechib, «(1), A(1), y(1) larni
aniglaymiz. Odatda bu usul to’g’ri progonka usuli deb ataladi.
a,,Y'(1)+a,y(1)=b, va a(1)y'(1)+p(1)y(1)=x(1)
shartlardan

_ ba(l)-a,7(2) iy B B(1)—ayy(1)
M @ anp®) D a0 8 (549)

larga ega bo’lamiz.
(5.44), (5.49) Koshi masalasini [1,0] oraligda yechib, y(x) funktsiyasining

sonli giymatlarini hosil gilamiz. Bu usul teskari progonka usuli deyiladi.
Differentsial progonka usulining anigligi unga teng kuchli bo’lgan Koshi
masalalarini yechish anigligi kabi bo’ladi. Agar Koshi masalasi yechimi to’rtinchi
tartibli Runge-Kutta usuli yordamida topilgan bo’lsa, differentsial progonka usu-
lining anigligi ham to’rtinchi tartibga ega bo’ladi. Bu esa chegaraviy masalaning
yechimi yuqgori aniglikda topilganligini anglatadi.
Chegaraviy masalalarni differentsial progonka usulida yechishga Paskal ti-

lida tuzilgan dastur matni:
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program difprogon; uses crt;
const all=1; al2=1; a21=1; a22=-1; b1=0; b2=2;

ndx=11; dx=0.1;
type vek=array[1..ndx] of real;
type vekl=array[1..2] of real;
type vek2=array[1..3] of real,
var

y0,y,yt: vekl; alf0,alf: vek2; px: vek; zlx,h:real;
I,nx:integer;

function fa(z: real): real;
begin

fa:=z+1; { A(x)-funktsiyasining ko rinishi}
end;
function fb(z: real): real;
begin

fb:=z+3; { B(x)-funktsiyasining ko rinishi}

end;
function ff(z: real): real;
begin

ff.=z*z*7*72+7*r*7*7+7*7*7+5*2+4; { F(x)-funktsiyasining

ko rinishi }

end;
procedure pv(x: real; y: vek2; var dy: vek2);
begin
dy[1]:=fa(x)*y[1]-y[2];
dy[2]:=y[1]*fb(x);
dy[3]:=y[1]*ff(x)
end;

procedure rungikyttal(x: real; yO: vek2; var dy: vek2);
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var v3,fc,fk1,fk2,tk3,fk4: vek2;
begin
pv(x,y0,fc);
for i:=1 to 3 do begin fk1[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=y0[i]+0.5*tk1[i] end;
X:=x+0.5*h;
pv(x,v3,fc);
for i:=1 to 3 do begin fk2[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=y0[i]+0.5*tk2[i] end;
pv(x,v3,fc);
for i:=1 to 3 do begin fk3[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=yO0[i]+fk3[i] end;
X:=X+0.5*h;
pv(x,v3,fc);
for i:=1 to 3 do begin fk4[i]:=h*fc[i];
dy[i]:=y0[i]+0.166666667*(fk1[i]+2*fk2[i] +2*fk3[i]+fk4[i]) end;
end;
procedure pvl(x: real; y: vekl; var dy: vekl);
begin
dy[1]:=y[2];
dy[2]:=-y[2]*fa(x)-y[1]*fb(x)+ff(x);
end,
procedure rungikytta2(x: real; yO: vekl; var dy: vekl);
var v3,fc,fk1,fk2,fk3,fk4: vekl;
begin
pv1(x,y0,fc);
for i:=1 to 2 do begin fk1[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=y0[i]+0.5*fk1[i]
end,;
X:=x+0.5*h; pvl(x,v3,fc);
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for i:=1 to 2 do begin fk2[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=y0[i]+0.5*fk2[i]
end;
pv1(x,v3,fc);
for i:=1 to 2 do begin fk3[i]:=h*fc[i];
v3[i]:=yO0[i]+fk3[i]
end;
X:=x+0.5*h; pvl(x,v3,fc);
for i:=1 to 2 do begin fk4[i]:=h*fc[i];

dy[i]:=y0[i]+0.166666667*(fk1[i]+2*fk2[i]+2*fk3[i] +fk4[i])
end;
end;
begin clrscr;
for i:=1 to ndx do px[i]:=(i-1)*dx;
alfo[1]:=all; alf0[2]:=al2; alf0[3]:=Db1;
for nx:=2 to ndx do begin zIx:=px[nx-1]; h:=dXx;
rungikyttal(zlx,alf0,alf);
for i:=1 to 3 do alfO[i]:=alf[i];
end;
yO[1]:=(b2*alf[1]-a21*alf[3])/(a22*alf[1]-a21*alf[2]);
y0[2]:=(b2*alf[2]-a22*alf[3])/(a21*alf[2]-a22*alf[1]);
writeln('x=",px[ndx]:4:2," yy===",y0[1]:7:4);
for nx:=ndx downto 2 do begin zIx:=px[nx]; h:=-dx;
rungikytta2(zlx,y0,y);
writeln('x=",(zIx+h):4:2," yy="y[1]:7:4);
for i:=1to 2 do yO[i]:=y[i];
end;
end.

Misol: Berilgan dastur yordamida, ushbu



Y'(X)+(X+1)Y'(X)+(Xx+3)y(x)=x* +7x> +7x* +5x + 4

differentsial tenglamaning

Tekshirib ko’rish mumkinki, berilgan chegaraviy masala aniq
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{y’(0)+ y(0)=0
y'(1)-y(1)=2

shartlarni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimini aniglang.

y(x)=x>+x*—x+1

(5.50)

(5.51)

yechimga ega. Quyidagi jadvalda (5.50), (5.51) chegaraviy masalaning aniq va dif-

ferentsial progonka usuli yordamida aniglangan taqribiy yechimlari keltirilgan.

Jadvaldan ko’rinib turibdiki, differentsial progonka usuli yuqori aniqglikga ega

bo’lishi bilan birga, u chegaraviy shartlarni aniq hisobga oladi.

X | Anig yechim Taqribly
yechim

0.0 | 1.000000 1.000121
0.1 | 0.911000 0.911107
0.2 | 0.848000 0.848091
0.3 | 0.817000 0.817073
0.4 | 0.824000 0.824054
0.5 | 0.875000 0.875035
0.6 | 0.976000 0.976015
0.7 | 1.133000 1.132997
0.8 | 1.352000 1.351980
0.9 | 1.639000 1.638965
1.0 | 2.000000 2.000000




105

5.9. Bubnov-Galyorkin usuli
Chegaraviy masalalarni sonli-analitik yechish usullaridan biri Bubnov-
Galyorkin usulidir. Bu usul chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi koordinat
funktsiyalarini tanlashga asoslangan. Bubnov-Galyorkin usuli algoritmini quyidagi
chegaraviy masalani yechishda ko’rib chigaylik.
yv + Ay =F(x) (5.52)
tenglamani
y(0)=y"(0)=y(1)=y"(1)=0 (5.53)
chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin. Bu yerda A - o’zgarmas;
F(x) - [01] oraligda aniglangan va uzluksiz funktsiya.
Bubnov-Galyorkin usuliga ko’ra (5.52), (5.53) chegaraviy masalaning

yechimini
N
y(x)=> a,sinnax (5.54)

ko’rinishda gidiramiz. Bu yerda a_  lar hozircha noma’lum o’zgarmas koef-

fitsiyentlar.
(5.54) ni (5.52) ga olib borib qo’yamiz va

N N
> a,(nz) sinnzx + AY a, sinnax = F(x) (5.55)
n=1 n=1

tenglikni hosil gilamiz.
(5.55) tenglikning ikkala tomonini sinmzx, m=123,.. larga ketma-ket

ko’paytirib, uni [01] oraligda x bo’yicha integrallaymiz. Agar

1 — =
jsin pxsingxdx =< 2 arep - P=4
0

0 arap p=(Q

ekanligini hisobga olsak, natijada
a(mz) +Aa, =f
yoki

f

a,=—"
(mz) +A

m=123,...,N (5.56)
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tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda f_=2[F(x)sinmaxdx.
0

Topilgan a_ larni (5.54) ga olib borib qo’yamiz va noma’lum y(x) funktsi-

yani aniglash uchun
N fsinnzx

y(x)=>

n:lm (5.57)
formulaga ega bo’lamiz.
Bubnov-Galyorkin usulining anigligi (5.57) formuladagi yig’indilar soniga
va tanlangan koordinat funktsiyasiga bog’liq bo’ladi.
5.10. Fur’e usuli
Bu usul algoritmini uzunligi | ga teng bo’lgan ikki uchi mahkamlangan

torning erkin tebranishi masalasida ko’rib chigaylik. Ma’lumki, bu masalani

yechish
2 2
0 u(>2<,t) _ 0 u(>2<,t) (5.58)
ot OX
tenglamaning
u(xt) . = f(x), M —F(x) (5.59)
= dt|_,
boshlang’ich va
u(x,t) =0, u(xt) =0 (5.60)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topishga keltiriladi.

Fur’e usuli matematik fizika tenglamalarini yechish usuli bo’lib, odatda
o’zgaruvchilarni ajratish usuli ham deb ataladi. Bu usul ikki gismdan iborat bo’lib,
birinchi gismda (5.58) tenglamaning (5.60) chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi
yechimini topishdan iborat.

Fur’e usuliga ko’ra yechimni

u(x,t)=X(x)T(t) (5.61)

ko’rinishda qidiriramiz.
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(5.61) ni ikki marta x va t lar bo’yicha differentsiallab

FUO) _ e (yyrt) va ZUOH)
OX

ularni (5.58) ga go’yib,

X(x)T"(t) tengliklarni hosil gilamiz va

X(x)T"(t)=a’X"(x)T(t)
yoki

iT”(t)_X”(X)
az T(t)  X(x)

(5.62)

ga ega bo’lamiz.

(5.62) ning chap gismi fagat t ga, o’ng gismi esa fagat x o’zgaruvchiga
bog’liq. Agar (5.62) da t ni o’zgarmas, ya’ni tenglikning chap gismi o’zgarmas
deb, x ni ixtiyoriy ravishda o’zgartirsak, uning o’ng gismi ham o’zgarmas
bo’ladi. Xuddi shunga o’xshash (5.62) da x ni o’zgarmas, ya’ni tenglikning o’ng
gismi o’zgarmas deb, t ni ixtiyoriy ravishda o’zgartirsak, tenglikning chap gismi
1 T"(t) va X"(x)

ham o’zgarmasdan qoladi. Bu esa — larning bir xil
a” T(t) X(x)
o’zgarmas kattalikga tengligini bildiradi, ya’ni
I I

iZT (H_X (X):c:const (5.63)

a® T(t)  X(x)
Buyerdan T(t) va X(x) funktsiyalar mos ravishda

X"(x)—cX(x)=0, T"(t)-ca’T(t)=0 (5.64)

differentsial tenglamalarning yechimi ekanligi kelib chigadi.
Agar (5.60) chegaraviy shartlarni hisobga olsak
u(x,t),_, =X(0)T(t)=0
u(x,t) , =X()T(t)=0
tengliklar ixtiyoriy t lar uchun o’rinli bo’ladi. Bu esa
X(0)=0, X(1)=0
bo’lganda o’rinli bo’ladi.

Natijada X (x) funktsiyani topish uchun
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X" (x)—cX(x)=0 (5.65)
X(0)=X(1)=0 (5.66)
chegaraviy masalaga ega bo’lamiz.
(5.65), (5.66) chegaraviy masala bir garashda X(x)=0 trivial yechimga

egadek ko’rinadi, lekin bizdan masalaning 0 dan fargli yechimini topish talab eti-
ladi. ¢ ning shunday giymatini tanlaylikki, garalayotgan masala 0 dan fargli
yechimga ega bo’lsin. Buning uchun (5.65) da X(x)=e™ deb olib r* —c=0 xa-
rakteristik tenglamani hosil gilamiz. Bu xarakteristik tenglama uchun quyidagi hol-
lar bo’lishi mumkin:
1) ¢=A>>0 bo’lsin, u holda r =+ bo’lib,
X(x)=Ce* +C,e™

yechimga ega bo’lamiz. (5.66) shartdan foydalansak, C, va C, lar uchun

C,+C,=0
Ce”'+Ce”=0
sistemaga ega bo’lamiz. Bu sistemaning asosiy determenanti O dan fargli. Hagigat-
dan
1 1
o o= e —e" #0.

Bu yerdan esa C,=C,=0 ga ega bo’lamiz, ya’ni bu holda X(x)=0 trivial
yechimga ega bo’lamiz.

2) c¢=0 bo’lsin, u holda xarakteristik tenglamaning ikkala yechimi ham 0
ga teng bo’lib, (5.65), (5.66) chegaraviy masalaning yechimi

X(x)=C,+C,x

ko’rinishda bo’ladi. Agar (5.66) shartdan foydalansak C, =C, =0 ekanligi kelib
chigadi va yana X(x)=0 trivial yechimga ega bo’lamiz.

3) ¢=-A*<0 bo’lsin, u holda r =il bo’lib,

X(x)=C,cosAx +C, sin Ax
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yechimga ega bo’lamiz. (5.66) shartdan foydalansak, C, =0 va C,sinAl =0

tengliklarga ega bo’lamiz. C, #0, ya’ni X(X)=0 bo’lishi uchun sin Al =0 yoki

i:kl—” (k=%1,+2,£3,...) ekanligi kelib chigadi.

2
Demak, 4 :kl—ﬂ, ya’'ni c:—(kl—ﬁj bo’lsa, (5.65), (5.66) chegaraviy masala

0 dan fargli yechimga ega bo’ladi.
Agar har bir k uchun (5.65) ning yechimini X, (x) deb belgilasak, u holda

Xk(x):Aksinkl—7ZX (5.67)

ko’rinishga ega bo’ladi. Bu yerda A_lar ixtiyoriy o’zgarmaslar.

Keyinchalik k=1,2,3,... deb olamiz, chunki A larning ixtiyoriyligidan
k=-1,-2,-3,... larda hosil bo’ladigan yechimlarni ham keltirib chigarish mum-
kin bo’ladi.

Har bir 4, :k|_7r uchun (5.67) ning fagat o’zgarmas ko’paytuvchilarga farq

giladigan cheksiz ko’p yechimini hosil gilamiz.

A =k|—” va sink|—7ZX lar mos ravishda (5.65), (5.66) chegaraviy masalaning

xos sonlari va xos funktsiyalari deb ataladi.

A, ga (5.64) ning ikkinchi tenglamasini ganoatlantiruvchi T, (t) funktsiya
mos keladi va u

ka

0+ =0

tenglamaning umumiy yechimi sifatida

T.(t)=B, cos@+ D, sin@ (5.68)

ko’rinishida aniglanadi. Bu yerda B, va D, lar ixtiyoriy o’zgarmaslar.
(5.67) va (5.68) ni (5.61) ga qo’yib, (5.58) tenglamaning (5.60) chegaraviy

shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi
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kyzat}% i k:zx

uk(x,t):(Bk cos@+ D, sinT

ni hosil gilamiz. Bu yerda a, = A B, va b, = A D, kabi belgilashlar kiritib, uni

uk(x,t):(ak cos@+bk sin@jsinKTﬂx (5.69)

ko’rinishda yozib olamiz.
u.(x,t) yechim torning erkin tebranishi masalasiga mos keluvchi xos

funktsiyalar deb ataladi.
Teorema. Agar u,(x,t) funktsiyalar (5.58) tenglamaning bir jinsli (5.60)

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi bo’lsa, u(x,t):iuk(x.t)
k=1

funktsiya ham (5.58) tenglamaning (5.60) shartni ganoatlantiruvchi yechimi
bo’ladi.

Fur’e usulining ikkinchi gismi, xos funktsiyalar asosida (5.59) shartni gano-
atlantiruvchi yechimni topishdan iborat. (5.69) ni (5.58) ga qo’yib, ularni yig’ib

chigamiz:

u(x,t):i(ak cos@+bk sin kﬂatjsin k:zx (5.70)
k=1

Har bir k lar uchun u (xt) funktsiya (5.60) chegaraviy shartni ganoat-
lantirganligi sababli, u( x,t) funktsiya uchun ham bu shart bajariladi.
Endi a, va b, koeffitsiyentlarni shunday tanlaylikki, (5.70) yechim (5.59)

boshlang’ich shartni ganoatlantirsin.
(5.70) da t=0 deb,

za sinkT”X= f(x) (5.71)

ga ega bo’lamiz.
(5.71) ni t bo’yicha differentsiallab, t=0 desak

> kT”abk sinkT”":F(x) (5.72)

k=1

tenglikga ega bo’lamiz.
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(5.71) va (5.72) larni sin”l—”x (n=1,2,3,...) larga ko’paytirib, [a,b]

oraligda integrallaymiz. Agar
0, arap k#n

|
jsm—sm—dx_ |
> arap k=n

ekanligini hisobga olsak, a, va b, koeffitsiyentlar uchun

|
akzlgjf(x)sinkTﬂxdx
0

2 ! . kax
b, =2 [F(x)sind
= o) P O)siIn= e

formulalarga ega bo’lamiz. Bu koeffitsiyentlarni (5.70) ga qo’yib,

u(x,t):Z( | f(x)sm—dxcos@+—jF(x)sdexsm@jskaﬂx

(5.58) - (5.60) masalaning yechimini hosil gilamiz.
Misol. (5.58)-(5.60) boshlang’ich shartli chegaraviy masalani f(x)=1+ x?

va F(x)=0 bo’lgan hollar uchun yeching.
Yechish. a, va b, koeffitsiyentlarni aniglaylik:

| |
a, =|3jf(x)sinkT”de=|3j(1+ xz)sinkTﬂde:

2 212 2l?
— (=1 —1—1% |=- +1|(, b =0.
k72'|:( ) (k272_2 j k27z_2 :| k

Bu giymatlarni (5.70) ga qo’yib,

u(x,t)—gil{( ~1)" (ZIZ —1—I2j— 2" 1}cos@snkl—ﬂx

Tiak k?r? k?rz?

berilgan masalaning yechimiga ega bo’lamiz.

Tayanch so’z va iboralar. Differentsial tenglama, Koshi masalasi, che-
garaviy masala, operatsion hisob, tasvir funktsiya, original funktsiya, sonli differ-

entsiallash, Eyler usuli, Runge-Kutta usuli, ketma-ket yaginlashish usuli, kvadratu-
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ra formula usuli, oddiy progonka usuli, teskari progonka usuli, differentsial

progonka usuli, Bubnov-Galyorkin usuli, Fur’e usuli.

Savollar
Differentsial tenglamaga ta’rif bering.
Differentsial tenglamaning tartibi ganday aniglanadi?
Differentsial tenglama uchun boshlang’ich shartlar ganday beriladi?
Differentsial tenglama uchun chegaraviy shartlar ganday beriladi?
Koshi masalasi ganday masala?
Boshlang’ich shartli chegaraviy masalalar ganday bo’ladi?
Differentsial tenglamani yechishda operatsion hisob usuli?

Tasvir funktsiya nima?

© ©o N o 00k~ WD PRE

Qanday funktsiyalar original funktsiyalar deb ataladi?

[HEN
o

Tasvir funktsiya uchun chiziglilik xossasi.

[EEN
[EEN

. Tasvir funktsiya uchun siljish xossasi.

[EEN
N

. Tasvir funktsiyani differentsiallash.

[HEN
w

. Sonli differentsiallash nima?

[EEY
SN

. Sonli differentsiallashda xatolik ganday aniqlanadi?

[HEN
(9

. Differentsial tenglamalarni yechishda Eyler usuli va uning algoritmi?

[HEN
D

. Differentsial tenglamalarni yechishda Runge-Kutta usuli va uning algoritmi?

[EEY
\l

. Chekli ayirmalar usuli va uning algoritmi.

[HEN
o

. Oddiy progonka usuli va uning algoritmi.

[EEY
O

. Koshi masalasini yechishda kvadratura formula usuli va uning algoritmi.

N
o

. Differentsial progonka usuli va uning algoritmi.

N
[

. Bubnov-Galyorkin usuli va uning algoritmi.

N
N

. Fur’e usuli va uning algoritmi.
Misol va masalalar
1. Berilgan differentsial tenglamalarni berilgan shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimini operatsion hisob usuli yordamida aniglang:
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d?x(t) G B dx(t)
a) it +x(t)+e" =0, x(0)=0, 4 t:O_ ;

d? x(t) dx(t) o B dx(t) .
b) pre o + x(t)=sint, x(0)=1, o t_0_2,

d? x(t) dx(t) d*x(t)
V) +x(t)=0, x(0)=1, a4t 3 =3, — t=0_

2. Berilgan tasvir funktsiyalar uchun original funktsiyalarni aniglang:

B 3 _ p?+3p+8.
a) X(p)—(p2+9)(p2+4)’ b) X(p)_—p 1
-p*+2p+1
DX (o apa2)

3. Berilgan original funktsiyalar uchun tasvir funktsiyalarni aniglang:

a) f(t)=e*sin3t; b) f(t)=4"+tcost; v) f(t)=t°+te™.

4, [0;1] oraligda y’(x)=2x+y-1 tenglamaning y(0)=1 shartni ganoatlan-
tiruvchi taqribiy yechimini h =01 gadam bilan Eyler usuli yordamida aniglang.

5. [1;2] oraligda y'(x)=x+Yy tenglamaning y(1)=0 shartni ganoatlantiru-
vchi tagribiy yechimini h=0,2 gadam bilan Runge-Kutta usuli yordamida
aniglang.

6. Sonli differentsiallash usulidan foydalanib, y=2x*+e* bo’lsa, y’'(2) ni
hisoblang.

S dy(x)
d 2

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini x €[0;1], h=0,2 lar uchun oddiy

+xy(x)=x*> tenglamaning y(0)+2y'(0)=1 va y(1)-y'(1)=3

progonka usulida aniglang.

o 4V L,dv(x)
dx’

y( x)\x:l =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini Bubnov-Galyorkin

—3y(x)=5 tenglamaning y(x) =0 va

usuli yordamida aniglang.
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4

d y(x)
dx*

garaviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini Bubnov-Galyorkin usuli yordamida

9. +3y(x)=x tenglamaning y(0)=y"(0)=y(1)=y"(1)=0 che-

aniglang.

OUXE) _g0UX) teonglamaning  u =2, 2| -0 bosh-

10.
ot o ol

lang’ich va U‘x:o =0, U‘x:l =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini

Fur’e usuli yordamida aniglang.



