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SO‘ZBOSHI

Respublikamizda «Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning gabul qili-
nishi, «Kadrlar tayyorlash Milliy dasturi» zamon talablariga javob
beradigan mutaxassislarni tayyorlovchi oliy o‘quv yurtlariga, aynigsa,
universitetlarga katta mas’uliyat yukladi. Davlat ta’lim standartlari,
0‘guv dasturlari asosida darsliklar, o‘quv go'UariLmalami yaratish masa-
lasi yuzaga keldi.

Davlat ta’lim standartlari barcha fanlardan, jumladan, matematik
analiz bo'yicha mavjud darslik va go'llanmalarga yangicha nugtayi
nazardan garashni taqozo etadi.

Matematik analiz oliy matematikaning fundamental bo‘limlaridan
bo‘lib, matematikaning poydevori hisoblanadi.

Ma’lumki, matematik analiz kursi davomida ko‘pgina tushuncha
va tasdiglar, shuningdek, ulaming tatbiglari keltiriladi.

Ko‘p oliy o‘quv yurtlari talabalarining o‘gish davomida duch
keladigan jiddiy fanlardan biri ham matematik analizdir.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshga matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish-
tirishdangina iborat boimasdan, balki talabalami mantiqiy fikrlashga,
matematik usullami amaliy masalalami yechishga qo'Uashni o ‘rgatishni
ham 0z ichiga oladi.

Mazkur o‘quv go‘llanma, mualliflaming ko‘p yillik tajribalari aso-
sida yozilgan bo'lib, u ma’ruzalar shaklida bayon etilgan. Mavzu-
larning ma’ruzalar bo'yicha bayon etilishi talabalami mavzu mazmuni
va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi deb o'ylaymiz.

Mualliflar har bir ma’ruzaning mazmuni ravon, matematik gat’iy,
0°‘z navbatida, talaba tomonidan tushunarli bo'lishiga harakat gildilar.

0 ‘gquv go'llanma ikki gismdan iborat. Mazkur birinchi gism
11 bobdan tashkil topgan bo'lib, 52 ta ma’ruzaga ajratilgan. Unda
haqiqiy sonlar nazariyasi; funksiya limiti va uzluksizligi; funksiyaning
differensial va integral hisobi hamda sonli gatorlar mavzulari bayon
etilgan.



Ma’ruzalarning mantiqiy ketma-ketlikda, bir-biriga uzviy bog‘liq
bo‘lishiga, shuningdek, tushunchalarning ravon bayon qilinishiga,
tasdiglar isbotlarining aniq, ilmiyhkka asoslangan bo‘hshiga e'tibor
garatilgan. Har bir ma'ruza so‘ngida nazariy va amahy ahamiyatga
ega boMgan mashgiar keltirilgan. 0 ‘ylaymizki, bunday mashgiar tala-
balarni mustaqil ishlashga, mantigiy fikrlashga o ‘rgatadi.

«Matematik analizdan ma’ruzalar» matematika va mexanika
yo‘nalishlari bo'yicha bakalavrlar tayyorlash o'quv rejasiga moslashtirib
yozilgan bo‘lsa-da, undan matematika kengroq o'gitiladigan oliy o'quv
yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Kitob mualliflari, shu soha mutaxassislari O'zbekiston Milliy
universitetida ko'p yihar mobaynida mazkur kurs bo'yicha o'gigan
ma’ruzalaridan foydalandilar.

Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish bilan bir gatorda
tasdiglar isbotining boshlanganligini «"» belgi, tugaganligi esa «»»
belgi orgah ifodalangan.

Kitob go'lyozmasini sinchiklab o'gib chiqgib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o'z hissalarini go'shganlari uchun
professorlar R.Ashurov, R.G'anixo'jayevlarga mualliflar o'z minnat-
dorchiligini bildiradilar.



1-BOB
DASTLABKI MA’LUMOTLAR

1- ma’ruza
To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar

r. To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang'ich,
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli
narsalarning (predmetlarning) ma’lum beigilar bo'yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to'plami,
bir nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar to'plami, x -5x +6=0
tenglamaning ildizlari to'plami deyilishi mumkin.

To'plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to'plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari
esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A, B, C - to'plamlar,
a, b, c—to'plamning elementlari.

Ba’zan to'plamlar ularning elementlarini ko'rsatish bilan yoziladi;

A={2 4, 6, 8, 10, 12},
yv={l, 2, 3
' / z={., -2, -1, 0 1 2 ..}

Agar a biror A to'plamning elementi bo'lsa, aeA kabi yoziladi va
«a element A to'plamga tegishh» deb o'giladi. Agar a shu to'plamga
tegishh bo'lmasa, uni a“A kabi yoziladi va «a element A to'plamga
tegishh emas» deb o'giladi. Masalan, yugoridagi A to'plamda 10e/1,
I5iA.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo'lsa, u
chekli to'plam, aks holda cheksiz to'plam deyiladi. Masalan,
A={2, 4, 6, 8, 10, 12} chekli to'plam, bir nugtadan o'tuvchi barcha
to'g'ri chiziglar to'plami esa cheksiz to'plam bo'ladi.

1- ta’rif. A\a Bto'plamlari berilgan bo'lib, A to'plamning barcha

elementlari B to'plamga tegishli bo'lsa, A to'plam B ning gismi (gismiy
to 'plam) deyiladi va

A (ZiB (yoki B zdA)
kabi yoziladi.



A to'plamning elementlari orasida biror xiisusiyatga (bu xususiyatni
P bilan belgilaymiz) ega bo'ladiganlari bo'lishi mumkin. Bunday
xususiyatli elementlardan tuzilgan to'plam quyidagicha

{xe A\P
deb belgilanadi. Ravshanki,
[xe A\P<z A

bo'ladi.
Agar A to'plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar
bo'Imasa, u holda

{xe A\P]

bitta ham elementga ega bo'lmagan to'plam bo'lib, uni bo sh to plam
deyiladi. Bo'sh to'plam 0 kabi belgilanadi. Masalan, x* +x + 1=0
tenglamaning hagiqiy ildizlaridan iborat A bo'sh to'plam bo'ladi:

0 ={XeVi*+x+1=0e=
Har ganday A to'plam uchun
AczA, 0 d A

deb garaladi.
Odatda, A to'plamning barcha gismiy to'plamlaridan iborat to'p-
lam F{A) kabi belgilanadi. Masalan, A —{a, b, c} to'plam uchun

= {c}. {a,b}, {a,c}, {b.,c], {a,b,c], L
bo'ladi.
2- ta’rif. Ava B to'plamlari berilgan bo'lib,
A B, BzA

bo'lsa, Aw B bir biriga teng to plamlar deyiladi va
A=B

kabi yoziladi.

Demak, A=B tenglik Ava B to'plamlarning bir xil elementlardan
tashkil topganligini bildiradi.

2°. To‘plamlar ustida amaUar. 1kki Ava B to'plamlar berilgan bo'lsin.

3-tarif A ya B to'plamlarning barcha elementlaridan tashkil
topgan E to'plam Aya B toplamlar yigindisi (birlashmasi) deyiladi
ya A[j B kabi belgilanadi: E = A\J B.



Demak, bu holda aeA\J B dan aeA yoki ae B, yoki bir vagtda
aeA, iie 5 boiishi kehb chigadi.

4- ta’rif. A\a B to‘piam]arning barcha umumiy elementlaridan
tashkil topgan /~to‘plam Ava B to'plamlar ko'paytmasi (kesishmasi)
deyiladi vii A B kabi belgilanadi:

F= A[\B

Demak, bu holda a&AV\B dan bir vaqtda a&A, asB boiishi
kelib chigadi.

5- tarif A to'plamning B to'plamga tegishli bo'Imagan barcha
elementlaridan tashkil topgan Gto'plam A to'plamdan B toplamning
ayirmasi deyiladi va A\B kabi belgilanadi:

G=A\B .

Demak, a&A\B dan aeA, ai B bo'lishi kelib chigadi.

6- tarif. A to'plamning B ga tegishli bo'Imagan barcha element-
laridan va B to'plamning A ga tegishli bo'Imagan barcha elementlaridan
tuzilgan to'plam A \a B to'plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi

AA B kabi belgilanadi:

AAB = {A\B)[j{B\A).

Demak, a&AA B bo'lishidan aeA, aiB yoki aeB, aiA boiishi
kelib chigadi.

7-tarif Aytaylik, asA, og5 bo'lsin. Barcha tartiblangan {a, b)
ko'rinishidagi juftliklardan tuzilgan to'plam A \a B toplamlarning
dekart ko paytmasi deyiladi va AxB kabi belgilanadi. Demak,

Ax B ={{a,b)\aEA, beB]-

Xususan, A = B bo'lganda A x A = A" deb garaladi.
8- ta'rif. Aytaylik, S \a A to'plamlar berilgan bo'lib, AczS bo'lsin.
Ushbu
S\A

to'plam A to'plamni S ga to‘ldiruvchi toplam deyiladi va CA yoki
CMA kabi belgilanadi:
CA=S\4.
To'plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini

keltiramiz.
A, B va D to'plamlari berilgan bo'lsin.



\) A@ZB, Bd D bo'lsa, A<z D boMadi;
2) ADA = A AHA = A bo'ladi;
3) AzBbo‘lsa, AJB =B, AGB = A bo‘ladi;
4) A[JB = BUA, Af]B= BHA bo‘ladi;
5 (AUB)UD =AU(BUD), iAnB)f]D =An(Bf]D) bo'ladi;
6) .4 ¢ Shbo'lsa, AC\CA = 0;
7) C(AUB) =CAf)CB, bunda A czS, B a S
8) C(AriB) =CAUCB, bunda A czS, B &S
Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’riflardan kelib
chigadi.
1- misol. Ushbu
(M\5)U(5\>1) =(/1U5)\(*n5) (D
tenglik isbotlansin.
mlae (A\ B)U (B\ A) bo'lsin. U holda
ae (A\ B): ae A a€B
yoki
as {B\A)\ as B, a™ A
bo'ladi. Bundan esa
as{A\JB), ai{A["B)
bo'lib,
ae ("U5)\(*D5)
bo'hshi kelib chigadi. Demak,
(M\5)U (5\M)e(MUB)\(Mrib). 2
Aytaylik, ae (4U”)\  DB) bo'lsin.
U holda
ae{A\JB): as A yoki as B

a*{AC\B)\ a™ A, ai B yoki as A,ai B, yoki A,as B

bo'ladi. Bundan esa
as A\B yoki as B\ A

bo'hb, 76 (/1\5)U (5\*)
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
("UMN(A"D5)cM\5)U (5\1). )]

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o'rinli bo'hshi topiladi. »



To'plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to'plam-
larning ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor gilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to'plam deb ataluvchi
to'plamning gismiy to'plamlari ustida bajariladi deb garaladi. Masalan,
natural sonlar to'plamlari ustida amallar bajariladigan bo'lsa, universal
to'plam sifatida barcha natural sonlardan iborat N to'plamni olish
mumkin.

3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so'z
va s0'z birikmalari o'mida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muhim-
larini keltiramiz:

1 «agar ... bo'lsa, u holda ... bo'ladi» iborasi «=»> belgi orgah
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «<ibs>belgi orgah yoziladi;

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so'zlari o'rniga
«V» belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so'zlari o'rniga «3» mavjudlik belgisi
ishlatiladi.

Mashgiar

1. Ushbu (AU B)\D ={A\D)U{B\D)
tenglik isbotlansin.

2. Agar Ava B chekli to'plamlar bo'lib, ularning elementlari soni
mos ravishda n(A), n(B) bo'lsa,

n(A [j B) =n(A) +n(B) - n(An B)

bo'lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to'plam bo'lib, uning elementlarining soni n ga
teng bo'lsa, bu to'plamning barcha gismiy to'plamlari to'plami F(A)
ning elementlari soni 2" ga teng ekani isbotlansin.

2- ma’ruza
Akslantirishlar va ularning turlari

1°. Akslantirish tushunchasi. Eva F to'plamlar berilgan bo'lsin.

1- ta’rif. Agar E to'plamdan ohngan har bir x elementga biror /
goida yoki gonunga ko'ra F to'plamning bitta y elementi (je F) mos
go'yilgan bo'lsa, E toplamni F to plamga akslantirish berilgan deyiladi va



/
f:E F yoki x-"y {x&F. y&F)
kabi belgilanadi. Bunda £°to ‘plam /akslantirishning aniglanish to plami
deyiladi.
1-misol. Ushbu {1,2,3,..} va A"-{l, 3’- to'plamlar
berilgan bo'lsin.

1 har bir natural n (ne N) songa iLI \5 9 i sonni mos qo ‘ysak,
unda |

fAN N',
akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f{n)-” kabi ham yoziladi.

2) har bir natural n («gA” songa 4 g N'sonni mos
go‘ysak, unda

isZ2N N N\ «->rAf

akslantirishga ega bo'lamiz: <p(«) =\

3) har bir natural n (neN) songa 1 (IgTV') sonini mos go‘yish
natijasida

0-.N N', n-"\
akslantirish hosil bo'ladi: g(n) = 1.
Aytaylik,
f:E>F
akslantirish berilgan boisin. xg E elementga mos qo‘yilganye ~element
Xning aksi (obrazi) deyiladi vay =/(x) kabi belgilanadi.

Endi ye Felementni olaylik. E to'plamning shunday x elementlarini
garaymizki, /(x) = boisin. Bunday xg E elementlar jg E ning asli
(proobrazi) deyiladi vaf~"{y) kabi belgilanadi:

[-*0;)={xgfl|/(x) =j;}
10



Agar A c. E bo‘lsa, ushbu
{/(x) Ixe A]
to‘plam A to'plamning F dagi aksi deyiladi vaf{A) kabi belgilanadi:
f(A) ={f(x)xe a}.
Agar B ¢ /m'bo‘lsa, ushbu
{xe E\f{x)e B)
to'plam B to plamning E dagi asli deyiladi va f~\B) kabi belgilanadi:
fA{B) ={xe E\ fix) e B).

2 -misol. Faraz qgilaylik, TV={1 2, 3 , va M{-\, +1}

to'plamlar berilgan bo'lib, ushbu

fAN~"M
akslantirish quyidagi

I(«) =(-H)"
ko'rinishda bo'lsin.

Ravshanki, 5e N ning aksi /(5) = —L le A/ ning asli esa
/(1) ={2 4, 6, ..} bo'ladi. Shuningdek, A ={3, 4} ¢ N to'plam-
ning aksi f(A) ={-1, = A/; B ={1}c M to'plamning ash esa
I /-'U) =4, 3,5 .}
bo'ladi.

Faraz gilayhk, Ava B to'plamlar /*to'plamning gismiy to'plam-
lari bo'lsin: A <zF, B a F. Unda

r'¢(*ns5) =/-'U)n/-*(5 (D
bo'ladi.

< Aytaylik, Xe/ “*{AflB) bo'lsin. Unda f{x)eAV\B
bo'hb, f{x)eA va f{x)e B bo'ladi. Keyingi munosabatlardan
Xe /m'(/4), Xe ["* (5) bo'hshi  kelib  chigadi. Demak,
Xe /™" [A) n ["* (.fi). Bundan esa

f-\A["B)¢zf-\A){"f-\B) %))
bo'lishini topamiz.



Aytaylik, X&f'\A){" f~\B) boisin. Unda xg / “(") va
xe fA\B) boiib, f(x)&A, f{x)e B boiadi. Natijasi

fix) e Ap[B boiib, undan xe / “{A R B) boiishini topamiz. Bu
esa
[-"(")nr'(P)c/-“(*n5) ©)
boiishini bildiradi.
(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o'rinli boiishi kelib
chigadi. »
Yugqoridagidek,
f-\AUB) =f-\A)Uf-\B),
f{A[1B) =f{A)[if{B)
tenghklaming o'rinli bo'hshi isbotlanadi.
2°. Aksiantirishning turlari. Aytaylik,
f-E-"F @
akslantirish berilgan bo'lib, f{E) esa E to'plamning aksi bo'lsin:
f{E)={f{x)\xe E}.
2-tarif Agar (4) akslantirishda

f{E)CciF
bo'lsa, (4) akslantirish E to'plamni F to'plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan,

w=(,2 3 .}, Ww=Il, i, i,

to'plamlar uchun ushbu.

f :N N', nAn
3n

akslantirish ~ to'plamni N' to'plamning ichiga akslantirish bo'ladi.
J- ta’rif Agar (4) akslantirishda

I(E) =P

bo'lsa, (4) akslantirish E toplamni F to plamning ustiga akslantirish
(syuryektiv akslantirish) deyiladi.

12



Masalan, A'={1L 2, 3 ..}, A/I={1, U

to'plamlar uchun n (np»

akslantirish ~ to'plamni A/to'plamning ustiga akslantirish bo'ladi.
4 -ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo'lib, bu akslantirish
E to'plamning turli elementlarini F to'plamning turli elementlariga
akslantirsa, (4) inyektiv akslantirish deyiladi.
5- tarif. Agar (4) ustiga akslantirish bo'lib, u inyektiv akslantirsh
ham bo'lsa, (4) o<zaro bir giymatli akslantirish (moslik) deyiladi.
Masalan,

A==, 2, 3 W3 A={lL 0, 0, L}
to'plamlar uchun ushbu
f:N N, nU
n

akslantirish o'zaro bir giymatli akslantirish bo'ladi.

6- tarif. f :E  F akslantirish o'zaro bir giymatli akslantirish
bo'lsin. F to'plamning har bir y, (y&F) elementiga E to'plamning
bitta X elementini (xe F) mos go'yadigan va

g{y) =gifix)) X
'munosabat bilan aniglanadigan
g.F-"E
akslantirish f :E  F ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va
[ ** kabi belgilanadi:
/m' :ENF.
Demak, f : E F gateskari akslantirish mavjud bo'lishi uchun:

a) /ustiga akslantirish,
b) /’to'plamdan olingan har birj elementning E to'plamdagi asli

r\y) =f-\f{x)) =x

yagona bo'lishi kerak.

3°. Ekvivalent to‘plamlar. Sanogli to‘plamlar. Ko'p holda to'p-
lamlarni ulaming tashkil etgan elementlari soni bo'yicha o'zaro
solishtirishga to'g'ri keladi. Chekli to'plamlar solishtirilganda bir

13



to'plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p yoki kam, yoki ulaming
elementlarining soni bir-biriga teng degan xulosaga kelinadi. Bu holda
elementlari soni ko‘p bo'lgan to'plamni «quvvati» ko prog deyish
mumkin.
Cheksiz to'plamlami solishtirishda vaziyat boshgacharoq bo'ladi.
Cheksiz to'plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.
7-tarif. Agar f :E  F o'zaro bir giymatli akslantirish (moslik)
bo'lsa, Eva F ekvivalent to'plamlar aty'dati va E~ Fkabi belgilanadi.
Demak, E va /"to'plamlarning ekvivalentligi {E~ F) ularning
elementlari o'zaro bir giymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Masalan,

={1, 2, 3, 4, ..}, ={2, 4, 6, 8, ..}
to'plamlar uchun

/
n->2n, {nsN, 2«eA?"))
akslantirish o'zaro bir giymatli. Binobarin,
N ~

bo'ladi. (Bu holda n  In kabi yoziladi).

Aytaylik, A, B, D to'plamlar berilgan bo'lsin. Unda

1)A~A,

2)A~B"B~A,

3)A~B, B~D*"A~D
bo'ladi. Bu xossalarning isboti yugorida keltirilgan ta’rifdan kelib
chigadi.

Ikki Ava B to'plam o'zaro ekvivalent bo'lsa, ulami bir xil quwatli
to'plamlar deb garaladi.

Demak, quwatni ekvivalent to'plamlarning miqdoriy xarakteris-
tikasi sifatida tushunish mumkin.

Chekli to'plamlarning o'zaro ekvivalentligi ularni tashkil etgan
elementlar sonining bir-biriga tengligini bildiradi.

Umuman, Ava B chekli to'plamlarning o'zaro ekvivalent bo'hshi
uchun ularning elementlari soni bir xil bo'hshi zarur va yetarh;

A~B n{A) =n{B)
bunda n{G) — G to'plamning elementlari soni.

8- ta’rif. Natural sonlar to'plami N ga ekvivalent bo'lgan har
ganday to'plam sanogli to'plam deyiladi.
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Masalan, ushbu
W :{21 41 6, 8 ...... 2((,

={18, 27,64,....<’ ..},

ooyt
to'plamlar sanogli to'plamlar bo'ladi, chunki
n <r‘\2n, ~ A\

n*"n\ N ~N\

N ~N,.

n
Natural sonlar to'plami N ga ekvivalent bo'lgan barcha to'plamlar
sanogh to'plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinfto'plamlarining quwati
bir xil bo'ladi?
Ravshanki,
Ny dN, NAAN, N”(zN
bo'ladi. Ayni paytda, yuqorida ko'rdikki,
N ~Ni, N ~Nj, N ~NA
Bunday vaziyat (to'plamning gismi o'ziga ekvivalent bo'hshi)
fagat cheksiz to'plamlardagina sodir bo'ladi.
Matématik analiz kursida tayin E va fto ‘planilar uchun akslan-
tirishlarf' . E ~ F va ularning xossalari o'rganiladi.
Dastawal yugoridagi to'plamlar sifatida haqigiy sonlar to'plamini
olamiz va uning xossalarini o'rganamiz.

Mashqgl”*p”

1. Agar A ={a, b}, 5 ={a, p,y} bolsa A to'plamning B to'p-

lamga akslantirishlari soni 9 ga teng bo'lishi isbotlansin.
2. Aytaylik, A sanogh to'plam bo'hb, x e A bo'lsin. U holda

A U{x} ~ A bo'lishi isbotlansin.

15



3- ma’ruza
Hagiqiy sonlar

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan nia’lum. Odamiar sanash
tagozosi bilan dastlab 1, 2, 3, .. — natural sonlarni go‘llaganlar.
So‘ngra manfiy son, ratsional son va nihoyat, hagigiy son tushunchasi
kiritilgan va o ‘rganilgan.

Biz o'quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarning matematika
kursidan natural, butun, ratsional sonlar, ular ustida bajariladigan
amallar, amallarning xossalari, shuningdek, ulaming to‘g‘ri chiziqda
(sonlar o‘gida) geometrik ifodalanishi maium deb hisoblaymiz.

Hagiqiy sonlaming matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga
olib, ular hagidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

r . Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. Faraz gilaylik,

~ biror musbat ratsional son boisin. Boiish qoidasidan foydalanib
p butun sonni g ga boiamiz. Agar p ni qga boiish jarayonida biror
gadamdan keyin goldiq nolga teng boisa, u holda boiish jarayoni
to'xtab, “ Kkasr oiili kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr

chekli o‘nli kasr deyiladi. Masalan, -5-9 kasrda 59 ni 40 ga boiib, uni
1,475 boiishini topamiz:

S =
Agar p ni <ga boiish jarayoni cheksiz davoni etsa, ma’lum
gadamdan keyin yuqorida aytilgan goldiglardan biri yana bir marta
uchraydi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.
Odatda, bunday kasr cheksiz davriy o hli kasr deyiladi. Takror-
lanadigan ragamlar (ragamlar birlashmasi) o ‘nli kasming davri boiadi.

Masalan, | kasrda 1ni 3 ga boiib, 0,333... boiishini topamiz:

1=0,333...

Ushbu
0,333..., 1,4777... ,2,131313...
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kasrlar cheksiz davriy o ‘nh kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3,
7, 13 bo'ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha

0,(3), 1,4(7), 2,(13)
yoziladi;
0,(3) =0,333...
1,4(7) = 1,4777...
2,(13) = 2,131313...

Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo'lgan cheksiz davriy o'nh
kasrni chekli o'nh kasr qilib yoziladi. Masalan,

0,4999... = 0,4(9) = 0,5,
2,8999... = 2,71(9) = 2,72.

Har ganday chekli o'nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz
davriy o'nh kasr ko'rinishida yozish mumkin. Masalan,

1,4 = 1,4000... = 1,4(0),
0,75 = 0,75000... = 0,75(0).
Demak, har ganday P ratsional son cheksiz davriy o'nh kasr
ko'rinishida ifodalanadi. Aksincha, har ganday cheksiz davriy o'nh

kasrni 19 ko'rinishida yozish mumkin.
Masalan, ushbu
0,(3) =0,333..., 7,31(06) = 7,31060606...
cheksiz davriy o'nh kasrlarni garaylik. Awalo ularni

O,(3):0+A+A +/\ +uu
ko'rinishda yozib, so'ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya
yig'indisi formulasidan foydalanib topamiz:

0i3) =0333 =-jQ =A.i®=
i3) R =4A.i

W

10
anyi /
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7,31(06) =7,31060606... =""i + — AR+ A =
100 , 1 100 100 99

"102

1 2\ 965
===ro()r1"33)=m-

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orgah va
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqgah
ifodalanadi.

2°. Hagqiqgiy son tushunchasi. Cheksiz davriy bo'lImagan o‘nli
kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalami o‘Ichash jarayonida yuzaga kelishini
ko‘rsatamiz.

Faraz gilaylik, biror J kesma hamda o‘lchov birligi, masalan,
metr berilgan bo‘lsin. /kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.

Aytayhk, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning
y, qismi ortib golsin. Ravshanki 7, ning uzunligi 1 metrdan kam
bo'ladi. Bu holda J kesmaning uzunligini taxminan 5 m ga teng deb
olish mumkin;

J uzunligi =5 m.

Agar bu aniglik yetarh bo'Imasa, o'lchov birligining gismini,

ya’ni 1dm ni ohb, uni 7, kesmaga joylashtiramiz. Aytayhk, 1 dm 7,

kesmada 7 marta butunlay joylashib, kesmaning gismi ortib

golsin. Bunda Jj ning uzunligi 1 dm dan kichik bo'ladi. Bu holda

J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin;
J uzunligi = 5,7 m.

Bujarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz;
1) biror gadamdan keyin, masalan, «+1 gadamdan keyin o'lchov

birligining gismi J,, kesmaga a,, marta butunlay joylashadi. Bu
holda o'lchov jarayoni to'xtatilib,
fuzunligi =5,7 .. a,

n ta ragam
bo'lishi topiladi.
2) o'lchash jarayoni to'xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu
holda / kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
18



57...,a,
cheksiz oiih kasr olinadi:
Juzunhgi = 5,7..., a,,, ..
Aytaylik, to‘g‘ri chiziqda biror O nuqgta (koordinata boshi) hamda

o‘lchov birligi tayinlangan bo'lsin. U holda O nugtadan o'ngda
joylashgan har bir  nugtaga, 0/*kesmani o'lchash natijasida hosil

bo'lgan ushbu a,,, a,a2...a,... cheksiz o'nli kasrni mos go'yish
mumkin. Bunda

a,ewU{0}a,g{O 1 2, 3 4,5 6,7, 8 9} n>\.

Bu moslik o'zaro bir giymatli moslik bo'ladi. Ravshanki, yuqo-
ridagi cheksiz o'nli kasrlar orasida cheksiz davriy o'nli kasrlar bo'lib,
ular manfiy bo'Imagan ratsional sonlar bo'ladi. golgan kasrlar esa
ratsional sonlar bo'lmaydi.

1- ta’rif. Ushbu tto, a,a2...a,,...
ko'rinishidagi cheksiz o'nli kasr marifiy bo 1imagan hagiqiy son deyiladi,
bunda a)e NU{0}a,e {0 1 2 3 4,5 6,7 8 9} n>\.

Agar n > 0O; a,, > O bo'lsa, u musbhat hagigiy son deyiladi.

Manfiy hagiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat hagiqiy
son sifatida ta’riflanadi.

Barcha haqigiy sonlardan iborat to'plam R bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to'plami N, ratsional sonlar to'plami Q,

hagigiy sonlar to'plami R uchun N e Q a R bo'ladi.
2-tarif Vshbu R\Q

to'plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
Biz yugorida, davri «9» ga teng bo'lgan cheksiz davriy o'nli
kasmi chekli o'nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning ogibatida

bitta son ikki ko'rinishga, masalan, ~ soni

1 =0,5000... 1=0,4999...

ko'rinishlarga ega bo'lib goladi.
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Umuman, a". a,,a2,.... a, (a, 0) ratsional son ushbu
D a,,a,,tt, .., (a, -1)999...,

2) ao, a,, ttj,..., a,,000..., kabi ko'rinishlarda yozihshi mumkin.

Haqiqgiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1- ko'rinishidan foy-
dalanamiz.
Ikkita manfiy bo‘Imagan

a=ao,a,a2..a,,...,

b = PnEPIP2-"P« e
haqigiy sonlar berilgan bo'lsin.

3- tarif. Agar V«>0 da a,, = ,yani

ao=Po, «, =pi, tt2=p2, -, a« =P«,-
bo'lsa, a\a b sonlar teng deyiladi va a = b kabi yoziladi.
4 -tarif. Agar

«0=p0’ «l==Pl, «2 =p2> 0 =P«>-

tengliklarning hech bo'Imaganda bittasi bajarilmasa va birinchi
bajarilmagan tenglik n =k da sodir bo'lsa, u holda:

a, >p, bo'lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a> b kabi
belgilanadi.

a, <p, bo'lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a <b kabi

belgilanadi.

Aytaylik, to'g'ri chizig, unda tayin olingan O nuqta (koordinata
boshi) va o'ichov birligi berilgan bo'lsin.

Hagiqiy sonlar to'plami R bilan to'g'ri chizig nuqtalari orasida
bir giymatli moslik o'rnatish mumkin:

@) nugtadan o'ngdajoylashgan P nugtaga OPkesmaning uzunligiga
teng Xsoni mos go'yiladi (x son P nuqtaning koordinatasi deyiladi);

@] nugtadan charda joylashgan Q nugtaga QO kesmaning uzun-
ligiga teng Xsonining minus ishorasi bilan olingan -x soni mos go'yiladi;

O nugtaga nol soni mos qo'yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli hagigiy a soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m >a

bo'ladi.
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m Aytaylik,
fl = an,a,a2...a,,... >0
bo‘lsin. w=a,, +1 me N deb olinsa, unda 3- ta’rifga binoan a <m

bo‘ladi. »
Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan hagiqiy sonlar to'plam-

larini keltiramiz.
Aytayhk, aeR, be R, a<b bo'lsin:
[a,¢] ={xe /i I(7< X< 6} —segment deyiladi,
=(x6 la<X</} —interval deyiladi,
[ab) {xe R\a<x <b} - yarim interval deyiladi,
{a,b] ={xe R \a <x <h) —yarim interval deyiladi.

Bunda aya b sonlar [a,b\, {a,b), \a,b), {a,b] laming chega-

ralari deyiladi.
Shuningdek,

[fl+00) = {xe X>a},,
- {<Ma) ={xG 71 x<a3y,,

/ (—bqjoo) = R
deb garaymiz.
Faraz gilaylik, ayab ixtiyoriy haqgigiy sonlar bo'lib, a<b bo'lsin.
U holda
{a,b) * 0
bo'ladi.
4 Hagigatan ham,
a =a0,3,0C2...a,,... >0,
é = Po>P.p2-P ,, -
bo'lib, m > Ouchun
«0 =Pox«i = =Pmi va a,, <
bo'lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi
(a¢ < 9) bo'lsa, unda
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r=an.a,a2.-a,am+i--(*“A+1)

ratsional son uchun a <r< b bo'ladi. Demak, {a,b)"0. »
Mashglar

1. Ushbu = 3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning
mavjud emasligi isbotlansin.
2. AgarreQ,aeR\Q boisa, a + mg R\Q boiishi ko'rsatilsin.
3. Vae R,\/be R,Vce R sonlari uchun
a>b,b>c=>a>c

bo'lishi isbotlansin.

4-ma’ruza
Haqiqgiy sonlar to‘plamining chegaralari

Haqgiqgiy sonlar to'plamining chegaralanganligi, to'plamning aniq
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim roi o ynaydi.
r. Sonlar to‘plamining anig chegaralari. Biror Ec:R to'plam

berilgan bo'lsin.
1-ta’rif. Agar E to'plamning shunday x* elementi (xq¢ E)

topilsaki, to'plamning ixtiyoriy elementlari uchun
X<Xo
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
3xoe E, Vxe E. x <X
bo'lsa, X soni E to'plamning eng katta elementi deyiladi va
X0 = max/&E
kabi_belgilanadi. ) ) )
2- tarif Agar to'plamning shunday Xoelementi (x4 /B topil-
saki, to'plamning ixtiyoriy elementlari uchun
X>Xo
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
3, e E, \fxe EE x>X
bo'lsa, X0 soni to'plamning eng kichik elementi deyiladi va
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Xg=mint'

kabi belgilanadi. Masalan,

max 11 1 Ui

. Fatgs ,

min{l, 2, 3,..., n,.}=1

bo'ladi.
3- ta’rif. Agar shunday M soni {M e R) topilsaki, E to'plamning
ixtiyoriy elementlari uchun
x< M
tengsizhk bajarilsa, ya’ni
3M &R, \/xe E: x<M

bo'lsa, E to'plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, M soni to'p-
lamning yuqori chegarasi deyiladi.

4- ta’rif. Agar shunday m soni topilsaki {me R), E to'plamning
ixtiyoriy Xelementlari uchun

X> m
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
3me R, \/Ixe E: x >m
bo'lsa, E to'plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to'plamning
quyi chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to'plam yuqgoridan chegaralangan bo'lsa, uning yuqori
chegaralari cheksiz ko'p, shuningdek, quyidan chegaralangan bo'lsa,
uning quyi chegaralari cheksiz ko'p bo'ladi.

5- taTif. Agar EciR to'plam ham quyidan, ham yuqoridan chega-
ralangan bo'lsa, E chegaralangan toplam deyiladi.

6- ta’rif. Agar ixtiyoriy Afsoni {Me R) ohnganda ham shunday
X0 elementi ix"e E) topilsaki,

Xq>M
tengsizhk bajarilsa, ya’'ni
VA/e R, 3x"e E\ x*>M

bo'lsa, to'plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.
7- ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni {me R) ohnganda ham shunday
Xoelementi (xge £) topilsaki,

Xg<m
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tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Viwe /?, GE: X*<m
bo‘lsa, to'plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Masalan,

1) m={. -2, -10}to'plam yugoridan chegaralangan;
2) El ={1 2, 3,...} to'plam quyidan chegaralangan;

/I T
vV 3’

4) £4 =jxe /[ijx > 0] to'plam yuqgoridan chegaralanmagan;

3) E, =|I. to'plam chegaralangan;

5 B ={xG IX<0} to'plam quyidan chegaralanmagan bo'ladi.

Endi sonlar to'plamining aniq yugori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz.

Aytaylik, Ea R to'plam va as R soni berilgan bo'lsin.

S- ta’rif. Agar

1) a soni E to'plamning yuqori chegarasi bo'lsa,

2) E to'plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a< M
tengsizlik bajarilsa, a soni E to'plamning aniq yuqori chegarasi deyi-
ladi va sup/’kabi belgilanadi:

a = supk

Demak, E to'plamning aniq joiqori chegarasi, uning yugori chega-
ralari orasida eng kichigi bo'ladi.

9-ta’rif. Faraz qgilaylik, EaR to'plam va bs R soni berilgan
bo'lsin. Agar

1) b son E to'plamning quyi chegarasi bo'lsa,

2) E to'plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b>m tengsizlik
bajarilsa, b soni E to'plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va inf/E
kabi belgilanadi:

b - infE

Demak, Ato'plamning aniq qu chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo'ladi.

«svip» va «inf»lar lotincha «supremum» va «infimum» so'zlaridan
olingan bo'hb, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’no-
larni anglatadi.
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1- teorema. Faraz gilaylik, Ec: R to‘plam \a ae R soni berilgan
boisin. asoni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi boiishi uchun

1) a soni fato'plamning yuqori chegarasi,

2) a sonidan kichik boigan ixtiyoriy a (a < o) uchun iito'plamda
X > a tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

4 Zarurligi. Aytaylik,

a = SsupkE
boisin. 8- ta’rifga binoan:

1) Vxe E uchun x<a, ya’ni a soni E to‘plamning yuqori
chegarasi;

2) a soni yugori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan
kichik a soni uchun x> a boigan x e E soni topiladi.

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, rav-
shanki, a< ashartni ganoatlantiruvchi har ganday a soni E to'plam-
ning yuqori chegarasi boiolmaydi. Demak, a ~ to‘plamning yuqori
chegaralari orasida eng kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra

a = Supf'
boiadi. »

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz qgilaylik, Ea R to‘plam va be R soni berilgan
boisin. b soni E to'plamning aniq quyi chegarasi boiishi uchun:

1) b soni E to'plamning quyi chegarasi,

2) b sonidan katta boigan ixtiyoriy p (P > 2 uchun E to'plamda
X < p tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

Eslatma. Agar E<zR to'plam yugoridan chegaralanmagan
bo'lsa, u holda

sup/E = +Q0,
qguyidan chegaralanmagan bo'lsa, u holda
infE’ = -00

deb olinadi.
2°. Aniq chegaralarning maijudligi. Aytaylik,
a =ao,aia2...a,,...
musbat hagigiy son bo'lsin, bunda
ao g VU{}, a, eN,=4{0,12,34,56,7,8,9), n>I.
25



Ushbu

a, =ao0,a,a:...a, = N
, / o1 Ot,,+l
b, = ttra,aia2...\(/a,h * 1) Sast ot Tt oo

ratsional sonlar uchun
a,< a <b,,
bo'ladi.

Demak, ixtiyoriy haqigiy son olinganda shunday ikkita ratsional
son topiladiki, ulardan biri shu hagigiy sondan kichik yoki teng,
ikkinchisi esa katta bo'ladi.

Endi sonlar to'plamining aniq chegaralarining mavjudligi hagidagi
teoremalami keltiramiz.

3- teorema. Agar bo'sh bo'Imagan to'plam yugoridan chegara-
langan bo'lsa, uning aniqg yuqori chegarasi mavjud bo'ladi.

Bu teoremani

Ecz[0,+0.), £70
to'plam uchun isbotlaymiz.
A E to'plam yugoridan chegaralangan bo'lsin:
3Me R,Vxe E x <M.
Arximed aksiomasini e’tiborga ohb, Me  deyish mumkin.
Endi E to'plam
a =ao,a,a2.., {ae E)
elementlarining butun gismlaridan, ya’ni ag laridan iborat to'plamni
Fq deylik:
Fg ={«g EjVvU{0}i,a =ag,a,a... £ E .

Buto'plam ham yuqoridan Afsoni bilan chegaralanganva Fq” 0.

Ravshanki, F* ¢ U {0}. Bundan Fgto'plamning chekh ekanhgini topa-
miz. Demak, Fgto'plamning eng katta elementi mavjud. Uni qy deylik:
max Fo = Co. (D
E to'plamning Cg,a,a2..
ko'rinishdagi barcha elementlaridan iborat to'plamni Eqdeb olamiz:
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fm, = {co,aja2...€ E)
Ravshanki, cE, K *0. Endi Egto‘plam
C,,a,a2...
elementlarining a, laridan iborat to'plamni olib, uni  deyhk:
H={ttje {0,,2,9} 1Cyajttj.. g £}
Bu chekli to'plam bo'lib, H ~ 0 bo'ladi. Shuning uchun uning
eng katta elementi mavjud. Uni c, deb olamiz:
max H =c;j. @
¢0 to'plamning
ko'rinishdagi barcha elementlaridan iborat to'plamni E* deb olamiz:
Ej ={c,,c,a2a3...e E,}.
Ravshanki, Ej E, Ej ="0.
Endi El to'plam C,,C,a2av-
elementlarining  laridan iborat to'plamni olib, uni F deylik:

H={e{012,.., 9} | Co,c,a2... e fa}.

Bu to'plam ham chekli va F ij=0 bo'lib, uning eng katta elementi
mavjud:
max Fj~c-i. ©)
£, to'plamning Co,c,a2a 3...
ko'rinishdagi barcha elementlaridan iborat to'plamni E* deb olamiz:
BE* ={CocC2a3...e £}
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida
~ = Co,C,C2...C,...
haqgigiy son hosil bo'ladi.
Endi E to'plam va bu a son uchun 1-teorema ikkala shartining
bajarilishini ko'rsatamiz:
1 Yugoridagi (1) munosabatga ko'ra Va,,,aiaZza3...e E uchun
tto < Gy bo'ladi.
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Agar tto < @ boisa, u holda ao,a,a2.. <a boiadi.

Agar a,, =¢, boisa, u holda c,,,ala2..e boiib, (2) munosa-
batga ko‘ra a, <c, boiadi.

Agar a, < ¢, boisa, u holda ao,a,a2.. <a boiadi.

Agar a, = ¢, boisa, u holda CQ,a,a2...G E* boiib, (3) muno-

sabatga ko‘ra ttj <Q@boiadi.
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:
a) shunday « > 0 topiladiki,

an = C”, a! = CH"' an_1 = C”_H an < Cﬂ

boiib, ao,a,a2.. <2 boiadi.

b) ixtiyoriy « > 0 da a, = ¢, boiib, a,,a,a2..=a boiadi.
Demak, har doim a,,,a,a2.. <a munosabat o'rinli boiadi;

2) a sondan kichik boigan ixtiyoriy

P- PO’PIPI-"-P«-"
haqgigiy sonni olaylik:
PojPiP2-"P«-" < 70>

U holda shunday « > 0 topiladiki,
Po =c,,, p, =C,, .. Pl =C,_,, P, <C,,

boiadi. Shuni e’tiborga olib, Vxe E uchun

> PO >P1P2 emeP ==

boiishini topamiz.

Shunday qilib, teoremada keltirilgan E to‘plam va a soni uchun
1- teorema ikkala shartining bajariUshi ko“rsatildi. Unda 1- teoremaga
muvofiq to'plamning aniq yuqori chegarasi mavjud va

a = sup&E

boiishi kelib chigadi. »

Xuddi shunga o'xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4- teorema. Agar bo‘sh bo'Imagan to'plam quyidan chegaralangan
bo'lsa, uning anig quyi chegarasi mavjud bo'ladi.

Eslatma. To'plamning anig quyi hamda aniq yuqori chegaralari
shu to'plamga tegishli bo'lishi ham mumkin, tegishli bo'Imasligi ham
mumkin.
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Mashqiar

1 Agar/dva B to'plamlar (4 ¢ /1, B ¢ R) chegaralangan bo'lib,

J1c. B bo'lsa,
SUpA <supB, mf >infB

bo'hshi isbotlansin.
2.Agar Yxe A {A  R)uchun g<a {aeR) bo'lsa, supA<a
bo'hshi isbotlansin.

5- ma*ruza
Haqiqiy sonlar ustida amallar
1°. Ikki haqiqiy sonlar yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Awal aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan, chekh o'nli
kasrlar ustida bajariladigan amallar va ulaming xossalari ma’lum deb

hisoblaymiz.
Aytayhk, ikkita musbat

(=ao0,a,a2..a,..
¢, =Pn,P,P2..P,...
haqigiy sonlar berilgan bo'lsin. Unda s > 0 bo'lganda ushbu

< =W,UR-K +)=+"

ratsional sonlar uchun
a',,<a< a:, D
shuningdek,

=P».P|P2-P, =Po + " +" + - +j",

ratsional sonlar uchun
K2b<K @]
bo'ladi.
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Endi (1) va (2) tengsizliklami ganoatlantiruvchi ratsional sonlaming
yig'indisi a' #b,, lardan iborat {d,, +é,'} to'plamni garaymiz. Rav-
shanki, bu to'plam yuqoridan chegaralangan. Unda 4- ma’mzadagi
3- teoremaga ko'ra {d,, 0',,) to'plamning aniqg yugori chegarasi mav-
jud bo'ladi.

1- tarif. {ar,, +0',,) to'plamning aniq yuqori chegarasi a va 6 hagqiqiy
sonlar yigindisi deyiladi va a 4 ¢ kabi belgilanadi:

a+6= S(lé8{a' +',,).

(1) va (2) tengsizliklami ganoatlantimvchi ratsional sonlaming

ko'paytmasi a' -b, lardan iborat {a' b,] to'plamni garaymiz. Bu

to'plam yugoridan chegaralangan bo'ladi. Shuning uchun uning aniq
yuqori chegarasi mavjud bo'ladi.

2- ta’rif. {a,, b',) to'plamning aniqg yuqori chegarasi a va 6 hagqigiy
sonlar ko paytmasi deyiladi a mb kabi belgilanadi:
a 2=sup{a; b.).

w>0

(1D va (2) tengsizliklami ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning

‘E)/o nisbatidan iborat to'plam yugoridan chegaralangan bo'ladi.

3- ta’rif. to'plamning aniq yugori chegarasi a sonining b
soniga nisbati deyiladi va | kabi belgilanadi:
il
b <0 w
Aytaylik ava b musbat hagigiy sonlar bo'hb, a > b bo'lsin.
4 -ta’rif. {a~ -b',,) to'plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi \a a — b kabi belgilanadi:
a-Z> = sup{a™ - b '1.

n>0
Esiatma. 1) Haqgigiy sonlar ustida bajariladigan go'shish,
ko'paytirish, ayirish va bo'lish amallarini to'plamning anig quyi
chegarasi orgali ham ta’riflash mumkin.
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Masalan, ayab hagiqgiy sonlar yig'indisi quyidagicha ta’riflanadi;
a+b =in0f« +b").
Hagigiy sonlarda, yugorida kiritilgan amallar o'rta maktab mate-
matika kursida o'rganilgan amallarning barcha xossalariga ega.
2°. Haqiqiy sonning darajasi. Awal hagigiy sonning 0- hamda
n- darajalari («e N) quyidagicha
a'=1
a'=amm m, (neN)
nTa
aniglanishini ta’kidlaymiz.
Teorema (isbotsiz). Faraz gilaylik, a> QyaneN bo'lsin. U holda
shunday yagona musbat x soni topiladiki,

XT m=a
bo'ladi.
5- ta’rif. Musbat hagigiy a sonining n darajali ildizi deb, ushbu
XT —a

tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
|
X=Vi=o0"
kabi belgilanadi.
Aytayhk, a musbat hagigiy son, a-esa musbat ratsional son bo'lsin;

0>0, r=™ m,neN.
n

Bu holda a sonining r- darajasi quyidagicha
|
ar ={a"’y
kabi aniglanadi.
6- ta’rif. Faraz gilaylik, a> 1, 6 > 0 hagigiy sonlar berilgan
bo'lsin, a sonining b- darajasi deb ushbu } to'plamning aniq
yugori chegarasiga aytiladi;

a* =sggéiz*"}, bunda h, =Pq, ft, 2> Re "= fe, m -

3°. Haqiqgiy sonning absolut giymati. Aytaylik, xeR son berilgan
bo'lsin. Ushbu
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_I'x, agar X>O bo‘lsa,
-X, agar x <0 bo‘lsa

miqdor X sonining absolut giym ati deyiladi.

Haqiqiy sonning absolut giymati quyidagi xossalarga ega:
1) x e J1son uchun

>0, X, X< X, -X <
munosabatlar o'rinli.

2) <a<>-0<x<4q,
<a -a <x<a, (0>0).
3) xe R,y e Rsonlaruchun

X +y
X -y
Xy

° IaBdullxossalaming isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rifidan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, x +y < +  bo'lishini
isbotlaymiz.

o4 Aytaylik, x + j; > 0 bo'lsin. Unda |x+;;]=x+]; bo'ladi.

X< x|, J; <|j| bo'lishini e’tiborga olib topamiz:

X +y = X + y <
Endi X + < 0 bo'lsin.
Uholda x +y =-(x +j") = (-x) + bo'ladi. -x< x ,-y <y

bo'lishini e’tiborga olib topamiz:
x +3] = (-x) + (>>) <[x| +
1- misol. Ushbu
3x-1] <|2x-1] +|x (3)

tengsizlik X ning ganday giymatlarida o'rinli bo'ladi?
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m! Sonning absolut giymati xossasidan foydalanib topamiz:
[3jc-1j =](2jc-1) +x!<|2x-1j +jx.
Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy x e R uchun o'rinli bo'ladi. »
Barcha manfiy bo'lmagan hagigiy sonlar to'plamini R+ bilan
belgilaylik. Ravshanki, R+e R
Har bir Xe R haqgigiy songa uning absolut giymati |x | ni mos
go'yish bilan ushbu
[ XN X (f:R R®Y
akslantirishga ega bo'lamiz.
Demak, hagigiy sonning absolut giymati R to'plamni R+to'plam-
ga akslantirish deb garalishi mumkin.
Ixtiyoriy Xe R, y s R sonlami olaylik. Ushbu
|
miqdor x va nugtalar orasidagi masofa deyiladi va d{x, y) kabi
belgilanadi:
d(x,y) =\x-y .
Masofa quyidagi xossalarga ega:
1)i/(x,>")>0 va d(x,y) =0 x =y;

2) d(x,y) =d(y,x);
"3) d(x,z)<dix,y) +d{y,z), (zeR).
4°. Bernulli tengsiziigi. Nyuton binomi formulas!. Ixtiyoriy x > -1
(x e R) hamda ixtiyoriy ne N uchun ushbu
@+X)" >1+nx @
tengsizlik o'rinli.
4 Bu tengsizhkni matematik induksiya usuU yordamida isbotlaymiz.
Ravshanki, n = 1da (4) tengsizlik (tasdig) o'rinli bo'ladi:
1+ X=1+X
Endi n e Tvda (4) munosabat o'rinli deb, uni « + 1uchun ham
o'rinli bo'lishini ko'rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini
I+x ga ko'paytirib topamiz:

@+x)"™ >(L+ax) L+x) =1+ («+1)x+mx >1+(rt +1)x

Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriyne N
uchun o'rinh bo'ladi. »
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(4) tengsizlik Bernulli tengsiziigi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma’lumki, ae R, be Rda

(@a+bf - +2ab+b",
(a+by = +3a*b+3ab" + "
boiadi. Umuman, ixtiyoriy n e N da

(a+by =C“«a" +Cy-' b+..+ m"b" +..+

LQ-AMAQ H =X O, M ©)
k0
boiadi, bunda
C=1
A . Nk =1-2-3...k, k=1,2,-,n.

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

A Ravshanki, n=\ da m +C\ m =a+b Demak, bu holda
(5) tenglik o‘rinh. Endi (5) tenglik n uchun o'rinli boisin deb, uni
n+\ uchun ham o'rinli boiishini ko'rsatamiz. (5) tenglikning har
ikki tomonini a+b ga ko'paytirib topamiz:

{a + N iCIn + b +
=i
Ravshanki,
AL (n-(k-\) + k)~
K.
_ «(W)((»>+D-D)...((«+1)-(fc-D) _  «
K\ nj
Demak,
{a+b)”*' — gn+! +\n-/\k an+|-k Hk +hntt =§+)I\t:;k+ an+\.k Bk
k=\ k=0

boiadi. Bu esa (5) tenglik «+1 boiganda ham bajariHshini ko‘rsatadi.®
Odatda, (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.
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w Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri. Ma’lumki, ushbu
{x € 12: a<x<b}=[ab

to'plam ¢egweni deb ataladi.

Aytayhk, fa,, 6,] va [, tij] segmentlar berilgan bo'lsin. Agar
[l Jc [«2"21
bo'lsa, [a,, ¢|] segment [02, bj] segmentning ichigajoylashgan deyiladi.
Hu holda & < <bj <b* bo'ladi.
7- ta’rif. Agar

[fl,.eil, [a2,bj], ... [a..b..], - (6)
segmentlar ketma-ketligi quyidagi
19 [«2,~] 3 ..3 3 .

munosabatda, ya’ni V«g da

bo'lsa, (6) ichmd-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.
Teorema. Aytayhk,
[a ,Z27°, [fi2,~*],-, ]0,,,N),..m
segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlami bajarsin:

1) V«e N: [a,,.b,,]z>

2)IVe>0, 3«,e A\ «>«q - 0, <e bo'lsin.

U holda shunday ce R mavjud bo'ladiki, ce [a,, ], («=1,2,3,...)
bo'lib, bunday c yagona bo'ladi.

A Teoremada garalayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich
joylashgan segmentlar ketma-ketligi bo'ladi. Ravshanki, bu holda
ushbu

ar<U2 <a,< .. <a,,<b,,< A,i* ~b2<B6,

munosabat bajariladi.
Endi a,, flj; sonlaridan tashkil topgan

E = {«n «21 ) a11)

to'plamni garaymiz. Bu to'plamning yuqoridan chegaralanganligini
ko'rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini ohb, uni tayinlaymiz.

Agarn<m bo'lsa, [a", b,,] @z [a,,, b,,] bo'lib, a, <a* < ~b,,

ya’ni a, < bo'ladi.
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Agarn>m bo‘lsa, [a,, ]c [a,, ]bo'lib, a, <a, <h, <b,,,
ya’ni a, <b,, boiadi.
Aniqg yugori chegara hagidagi teoremaga ko'ra

sup'=c¢ (ce R)

mavjud bo‘ladi.
To'plamning anig yuqori chegarasi ta’rifiga binoan
Vn <N da a,<c va Vm <N da ¢ <b,, bo'ladi.
Demak,
\In< Ndace [a\ bj.
Agar shu nuqgtadan farqgli va barcha segmentlarga tegishli
c' (c'€ [a,, b,,], V«6 N) mavjud deb garaladigan bo'lsa, unda
K-a,,>\c-c\>0
bo'hb, bu teoremaning 2- shartiga zid bo'ladi. Demak, c=c . »
Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri
deyilib, u haqigiy sonlar to'plamining uzluksizlik (to'liglik) xossasini
ifodalaydi.

Mashgqiar

1. Ixtiyoriy X,,"2,..., X, haqiqgiy sonlar uchun
X +X2+. + X I<PgI+ PRI+ ... + X,

bo'lishi isbotlansin.
2. Ikki hagigiy son yig'indisi ta’rifidan foydalanib, ushbu

a+b=b+a a+a=2a
tengliklar isbotlansin.

36



2-Bo B
SONLAR KETMA-KETLIGI UCHUN
LIMITLAR nazariyasi

6- ma’ruza
Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

r. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy
E to'plamni F to'plamga akslantirish:
f:E->F

tushunchasi bilan tanishgan edik.
Endi E=N, F=R deb, har bir natural n songa biror haqgigiy x,,

sonini mos go'yuvchi
fin-~x,,, («=1,23,..) (D

akslantirishni garaymiz.
1-ta'rif. (1)- aksiantirishning akslaridan iborat ushbu

Xj, X2, 58, ., .. @)

to'plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x} yoki x,, kabi belgilanadi.
X, («=1, 2, 3, ..) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.

Masalan'
-1 11 L
T

1) X« - F. 2 o omm
2)X,=(-D": -1 1 -1 .., (-D"...
3) x ,=~: 1 V2,

Hx,=1 111 o, L .

5) 0,3; 0,33; 0,333; ... 0,3 "

n ta
lar sonlar ketma-ketliklaridir.
Biror {x} ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
2- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas M soni mavjud bo'lsaki, ixtiyoriy
X, (« = 1, 2, 3,...) uchun x,, < M tengsizlik bajarilsa (ya’ni
371, \fns N mx,, <M bo'lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan chega-

ralangan deyiladi.
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3- taif. Agar shunday o'zgarmas m soni mavjud boisaki, ixtiyoriy
X, (t = 1, 2, 3,...) uchun x,, > m tengsizlik bajarilsa (ya’ni
3m, Vne N : x,,> m boisa), {X, ketma-ketlik quyidan chegara-
langan deyiladi.

4 -tarif. Agar (x,} ketma-ketlik ham yugoridan, ham quyidan
chegaralangan boisa (ya’ni 3m, M, Vne N : m <x,, <M boisa),
{x} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

1- misol. Ushbu

X («=1,2,3,...)

11: 4+W\’
ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.

® Ravshanki, \fn <N uchun

>
7 4+«/\ O

boiadi. Demak, garalayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.

Ma’lumki,

0<(«-22=«2 _4,+4

boiib, undan 4 <4+ | ya'ni
7 < i
Mt 4
boiishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yugoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan. »
5- ta’rif. Agar {x.} ketma-ketlik uchun

VMe R, 3nQ& N \ x* >M
boisa, ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan deyiladi.
2°. Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, ae R son hamda

ixtiyoriy musbat e son berilgan boisin.
6- ta’rif Ushbu

in(fl)={xe R\a-z<X<a+z)- {a-z, a+2)

to'plam a nugtaning z- atrofi deyiladi.
Faraz gilaylik {,} ketma-ketlik wa ae R soni berilgan bo'lsin.
7- te’rif Agar ixtiyoriy e > 0 son olinganda ham shunday «q natural
soni mavjud bo'lsaki, n > n" tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun
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¢, - M<e ©)]
tengsizlik bajarilsa, (ya’ni
Ve>0, 3wejV, Vn>Ip\\x, ~a\<r

bo'lsa), a son {x} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

a=limx, yoki n dax, o
kabi belgilanadi.

Ravshanki, yuqgoridagi (3) tengsizlik uchun
|X,-al]<e<=>0-e<x,, <a +te,

ya’ni x,,sU”(a), (n>TIp) bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflasa bo'ladi.

S- tarif. Agar a nuqgtaning ixtiyoriy t/~o0) atrofi olinganda ham
{x.,} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu atrofga
tegishli bo'lsa, a son {x} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yuqgorida Kkeltirilgan ta’riilardan ko'rinadiki, e ixtiyoriy musbat
son bo'lib, iialural w, soni esa e ga va garalayotgan ketma-ketlikka
Nog‘li(| ravishda topiladi.

2- misol. Ushbu

X, =C, (ce R, n=1,23,.)
ketma-ketlikning hmiti c ga teng bo'ladi.
4 Hagigatan ham, bu holda Ve > 0 ga ko'ra n* = 1deyilsa, unda

V« > Wuchun x,, - ¢ =0 <e bo'ladi. Demak, hm x,, = limc=c. »
n-"00 I >00

3 -misol. Ushbu X,,=~", (n=1,2.3,..)
ketma-ketlikning limiti O ga teng bo'hshi isbotlansin:

hm-.=0.

n-»00

1 Ravshanki, In 0

bo'hb, - <e (e >0) tengsidik barcha n> - bo'lganda o'rinh. Bu holda

«0 :r;1 +1
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deyilsa, {[a\ —a sonidan katta bo'lmagan uning butun gismi), unda
\fn > Hyuchun

1-0 <e

n
bo'ladi. Ta’rifga binoan

lim-=0.»
n
4- misol. Aytaylik, aeR, |o| > 1 bo'lsin. U holda

lim~ =0
a
bo'lishi isbotlansin.
< |a| = 1+ 8 deylik. Unda 8 = jd- 1> 0 va Bemulli tengsizligiga
ko'ra
(1+8)" >1+«8 > «8

bo'lib, V« G TVda

bo'ladi. Demak, Loz« <e, (£>0)
tengsizlik barcha n> 16
bo'lganda o'rinli. Agar Q - o5 +1

deyilsa, ravshanki, V> «, uchun = <0 <e
bo'ladi. Demak, Ii;g,é =0. »
<€ a

5- misol. Ushbu x,, =~ |, (« =1 2, 3,...) ketma-ketlikning limiti

1 ga teng bo'lishi isbotlansin.
m} Ixtiyoriy e > 0 son olamiz. So'ng ushbu

X, -1 <e
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tengsizlikni garaymiz. Ravshanki,

x, - 1= nH— 'L nH m

Unda yuqoridagi tengsizlik
n
n+\

ko'rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan

<e

n>--\
e
bo'lishi kelib chigadi. Demak, limit ta’rifidagi N sifatida

@ = é -1 +1olinsa (e > 0 ga ko'ra «gé N topilib), V« >« uchun

- 1 <e bo'ladi. Bu esa

Illl-gl nA - 1
bo'hshini bildiradi. »
6- misol. Faraz gilaylik, aeR,\a\> | va ae R bo'lsin. U holda
lim— =
«>>”
bo'lishi isbotlansin.
4 Shunday natural k sonni olamizki, A>a +1 bo'lsin. Endi

lap > 1 bo'lishini e'tiborga olib, \ak =1 + 8, ya'ni 8=\ak - 1 >0
deymiz. Unda Bernulli tengsizligiga ko'ra

ak =(1+8)" >1+«5>«8
1

bO'lib, V(( 6 /A\" da anll «6*
bo'ladi. Bu holda o 1 o+1 (e>0)
deyilsa, V« > «g uchun "--0 <8
bo'ladi. Demak, lim— =0. »

/00 Q”
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7- misol. Ushbu
jm =0

|
A-»00 N

tenghk isbotlansin.
m} Ravshanki, Ve e 0 va V« e jVuchun

0 <-f<e<=>Igrt<ne<=i>rt< 10™ oo <1

bo‘ladi. Agar 10* > 1 boiishini e’tiborga olsak, 6- misolga ko'ra
N~ mda =< >0
ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1soni uchun

3rue N, \/n> wui <1
bo'ladi. Shunday qilib, \/n > uchun <e bo'ladi. Demak,

n>00 n

8- misol. Ushbu x,, = (-1)", {n=1 2, 3,...) ketma-ketlikning
hmiti mavjud emasligi isbotlansin.
I Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-kethk a limitga ega bo'lsin.
Unda ta’rifga binoan,
Ve > 0, N, Vn>uw'\(-1)" - al<e
bo'ladi.
Ravshanki, n —juft bo'lganda [1- aj <e; n — toq bo'lganda

(-1) - al <e, yani |1+a| <e bo'ladi. Bu tengsizliklardan foyda-
lanib topamiz:
2-1(1-a)+(1+a)idl-al+1l-a|<2e.
Bu tengsizlik 8 > 1 bo'lgandagina o'rinli. Bunday vaziyat e > 0
sonining ixtiyoriy bo'lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega
emas. »

Teorema. Agar {x,} ketma-kethk limitga ega bo'lsa, u yagona
bo'ladi.
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® Teskarisini faraz gilaylik. {x,.} ketma-ketlik ikkita avab (a”b)
limitlarga ega bo‘lsin;

lim x,, =a, H%n,zb, (a™ h).

Limitning ta’rifiga ko‘ra

Ve>0, 3Qe N, \/n> | n,- al<e,
Ve>0, 3tQe N, V«> ;I -ale
bo'ladi.
Agar Hyva Hy sonlarining kattasini n desak, unda V« > 5 da
<e, X,-b <e
bo'lib,
X, - & +\x,-b\<2r
bo'ladi.

Ravshanki, \a- h=\a- x,, +x,, - b\< |x,, - @] + x,,-b

Demak, Ve >0 da \a-b\< 2e bo'lib, undan a —b bo'lishi kelib
chigadi. »

Mashgiar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, ushbu

X, =V«+2-Vn+1
ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar limx,, - a, limy,,= a bo'lsa, u holda ushbu

AL 3D, A2, Y2 e Yo
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo'lishi isbotlansin.
3. Agar limx,, =a bo'lsa, u holda

lim
bo'lishi isbotlansin.
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7-ma’ruza
Yaginlashuvchi ketma-ketiiklarning xossalari

{x} sonlar ketma-ketligi berilgan boisin.

1-ta'rif. Agar ketma-ketlik chekli limitga ega boisa, u
yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1°. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsiz-
liklarda limitga o ‘tish.

1- teorema. {x} ketma-ketlik yaginlashuvchi boisa, u chega-
ralangan boiadi.

A Aytaylik,
limx,=a, (ae/T)
boisin. Limit ta’rifiga ko'ra
Ve>0, 3«oe vn>n(j; | -ale

bo'ladi. Demak, n > Hyuchun

bo'ladi. Agar
max- -e I+ e X
deyilsa, u holda \/ne N uchun
|X,,|<M
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi. »
2- teorema. Agar {x} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
limx, =a
@D
bo'lib, a >p (a < q) bo'lsa, u holda shunday Hye N topiladiki,
V«>«0 bo'lganda
X,,>P {x, <q)
bo'ladi.
A Avtaylik, limx, =a, a>p, (pe R)

bo'lsin. e > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, e <a- p deb garaymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, Ve >0 uchun, jumladan,
0 <e <a-p uchun shunday n”s N topiladiki, V«>n" bo'lganda
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\X,, - a\ <f<=>-f£ <x,,-a<e
bo'ladi. Ravshanki,
O<e<a-/7=> p<a-f
-6 <X,-a<z a-z<X,.
Bu tengsizliklardan \/n>tiQ bo'lganda
Xn>p

bo'hshi kelib chigadi. »
{a <q hoi uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).
3- teorema. Agar {x.} va {y,;} ketma-kethk yaqinlashuvchi bo'hb,

Dlimx,,=i7,  \\my,,=b-,

2) Vns N uchun x, <y,,, (X, >Y,,)
bo'lsa, u holda a <b, (a >b) bo'ladi.
A Shartga ko'ra
limx,, =a, hmy,, =h.
A0 >0
Ketma-kethk hmiti ta’rifiga binoan:
Ve>0, 3meN, Vn>nrg: \X,- g<e,
Ve>0, 3n"e N, V«>Po: \y,~b\<e

bo'ladi.
Agar <0 max{«0,«0} deyilsa, unda V« > uchun bir yo'la
<£, \y,,-b <e
tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, <E<”a-e<x,, <ate

Y, - < £~ b-£<y, <b+£
Bu tengsizhklardan hamda teoremaning 2- shartidan foydalanib
topamiz:
a-E <x, <y, <6 + 8.
Keyingi tengsizhklardan
a-e<hb +£ a-b <2f
va Ve >0 bo'lgani uchun a —b<o, ya’ni a<b bo'lishi kelib chigadi.
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Xuddi shunga o'xshash, limx,, =a, limv, =b hamda Vne N
n~"00 rt—m

uchun x,, >v,, bo'lishidan a>b tengsizlik kelib chigishi ko'rsatiladi. »
4- teorema. Agar {x} va {z} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib,

1) limx, =a, limz,, =a\
n->00 [7->00

2) Vne // uchun x, <y, <z,
bo'lsa, u holda {y,,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va

Iimy,, =a
bo'ladi.
4 Shartga ko'ra

limx, =a, limz, =a
17-"00
Limit ta’rifiga binoan:
Ve > Q N, \In> i%\ \x, - a\<e,
Ve > Q e N, \n> 1 \z, ~a\<e

bo'ladi. Agar « = max{«0d, 6} deyilsa, unda V« >  uchun
a-e<x,,, z,,<a +e
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foydalanib topamiz:
a-e<x,, <y,, <z,, <a +e.
Keyingi tengsizliklardan
a-e<y, <a+e yani y,-ac<e
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
limy,, - a

Shuni isbotlash talab gilingan edi. »

1-misol. Ushbu lim"y«

limit topilsin.
® Ravshanki, barcha n >2 bo'lganda

bo'ladi. Aytaylik, =1+a,,

46



bo'lsin. Unda =(@Q+a,f

va yfn={\ +a,,f boiadi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz;

Ve=(1+a,)" >1+« a, >« a,.

(1) va (2) munosabatlardan

1 1
"
tengsizliklar kelib chigadi. Agar
lim \+- 1 \Y =1
ekanini e’tiborga olsak, unda 4- teoremaga ko‘ra
lim =1
n->00

boiishini topamiz. »

2- misol. Ushbu limm+1 1+.. +1
n->00V 2 3 n
limit topilsin.
® Ravshanki,
1*—£—+ +1—>1—JH—11"— --1---ft'—1
2 3 n n n n n n

-h+|2-|—9+ +;11<11+1+}+ +1=

Demak, 1<<\</I+1l i1+...+% <N

4- teoremadan foydalanib topamiz;

lim«/l +1 +1+..+1 =h »
n~ooV 2 3 n

@

2°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. Faraz gilaylik,

{x} hamda ketma-ketliklar berilgan boisin:
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{X,} xi,x2,x~,..., Xomrons
{yj: Ji, 723,
Quyidagi
Xi+yu X2+y2, X3+J/3, .., X,,+Y,,,
Xl-yi, X2-y2, X3-J3, -, X,,-V..,
Xi-yi, X2-y2, X,j:3, . XYoo

i g, .. fc.o.,, =u,3, ..,

ketma-ketliklar mos ravishda {x} va {y,.} ketma-ketliklamingyigindisi,
ayirmasi, ko paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

(X” ) ”} {X” y”} {X” y”}!

kabi belgilanadi.
5- teorema. Aytaylik {x} va {y,.} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,

n@mx,,:a, lim>,=72> (ae R, be R)
boisin. U holda « (da (ce*x,)->cCea;
X, t+y,ra+tb; Xx,-y,”"ab\ (¢=0); ya’ni
a) Vce R da lim(cex,)=celimx,,;
b) hm (%, +y..) =i X, + lim y..;

) e )= g oy

e Lim~ =ifir. (:"0) boiadi,

Teoremaning tasdiglaridan birining, masalan, d) ning isbotini
keltiramiz.
A Teoremaning shartiga ko‘ra,

limx, =a, limy,, =h.
-0 W=
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Ravshanki,
w,-a\=\x,w,-aw, +amw, - b\<

ynt yn-b
ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lganligi sababli u 1- teoremaga
ko'ra chegaralangan bo'ladi:

3M >0, \/neN: \y,\<M.
Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:

©

Ve > 0 berilgan hamda ga ko'ra shunday fh e N topiladiki,
\fn> n, uchun

X,, -a\<
2M

bo'ladi. Shuningdek
\fn> rQ uchun

. g(wypy 92 Ko'ra shunday e N topiladiki.
y*-b 2{U\a\)

bo'ladi.
Agar «0 = niax{rto, "} deyilsa, unda V« > «g uchun bir yo'la

7] VD ALRL PPN )

bo'ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

X, W, - a\< omM + <e

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa
limx, vy,,=ab
bo'lishini bildiradi. »
3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar. Faraz gilaylik,
{itj,} ketma-ketlik berilgan bo'lsin.
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2- ta’rif. Agar {«,} ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni
lima, =0

bo‘lsa, {a,} —cheksiz kichik migdor deyiladi.
Masalan,

«n va a,, =g\ (NN<)

ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.
Aytaylik, {x} ketma-ketlik yaginlashuvchi boiib, uning limiti
a ga teng boisin:
limx, - a
n"oo
U holda a,, =x,, - a cheksiz kichik migdor boiadi. Keyingi

tenglikdan topamiz: x,, =a+ a,,. Bundan esa quyidagi muhim xulosa
kelib chiqgadi:

{x,} ketma-ketlikning a (as R) limitga ega boiishi uchun
“n= - a ning cheksiz kichik migdor boiishi zarur va yetarli.

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita
lemmani isbotlash giyin emas.

1- lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlar yigindisi cheksiz
kichik migdor boiadi.

2-lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik migdor
ko‘paytmasi cheksiz kichik miqdor boiadi.

3- ta’rif. Agar har ganday M soni olinganda ham shunday natural
«0 soni topilsaki, barcha n> n, uchun

X,,\> M
tengsizlik bajarilsa, {x,,} ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va
hm x,,

«»0*
kabi belgilanadi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz boisa, {x} cheksiz katta
miqdor deyiladi. Masalan,

x,=(-1" n

ketma-ketlik cheksiz katta migdor boiadi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar orasidagi bogla-
nishni ifodalovchi tasdiglami keltiramiz:
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1) Agar {x,,} cheksiz kichik migdor {x,,* 0} bo‘lsa, u holda 41—

cheksiz katta migdor bo'ladi.

2) Agar {x,.} cheksiz katta migdor bo'lsa, u holdi I cheksiz
kichik migdor bo'ladi.
Mashgqiar
1. Agar \I/\i/-m X,, =a, 0>0 bo'lsa, u holda
30N, Vn>iQ: x, >0
bo'lishi isbotlansin.

2. Ushbu limit hisoblansin: I|m — oG0S - ®
> 2« -1 2k-1

3. Ushbu Umn-~ =0, («! =1e2e3s.. )
2= n\
limit munosabat isbotlansin.
1 4. Agar {x} va {yJ ketma-ketliklar yaqginlashuvchi bo'lib,
D limx, =a, limy,, =b;
n-"00 n-"~00

2) Vn e N uchun x, <y,bo'lsa, u holda a < b bo'ladimi?
Misollar keltiring.

S-ma’ruza
Monoton ketma-ketliklar va ulaming limiti

1°. Monoton ketma-ketiik tushunchasi. Aytaylik, {x}
Xi, X, X, D
ketma-kethk berilgan bo'lsin.
1- ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda \/ne N uchun x,, <x,® teng-
sizlik bajarilsa, {x,} —O0Ssuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-

ketlikda Vne A*uchun x,, < tengsizlik bajarilsa, {x,} —qgatiy

Osuvchi ketma-ketlik dejdladi.
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2 -tarif. Agar (1) ketma-ketlikda Vns N uchun x, >
tengsizhk bajarilsa, {x,} — kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar
(1) ketma-ketlikda Vite  uchun x, > x/\, tengsizlik bajarilsa, {x.} -
gatiy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1- misol. Ushbu

/1+12 3 4
« T 2’ 37 -
ketma-ketlik gat’iy kamayuvchi ketma-kethk boiadi.
m} Hagigatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

n+i n+2

boiib, Vit G Wuchun

n+2 n+\ -1 n

boiadi. Unda x,+ <X, boiishi kelib chigadi. »

Yugoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1) agar {x} ketma-kethk o‘suvchi boisa, u quyidan chegaralan-
gan boiadi;

2) agar {x,,} ketma-kethk kamayuvchi boisa, u yuqoridan che-
garalangan boiadi.

0 ‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan
monoton ketma-ketliklar deyiladi.

2- misol. Ushbu

(«=1,2,3,..)

n"+\
ketma-ketlikning gat’iy o'suvchi ekanligi isbotlansin.
4 Bu ketma-ketlikning n- hamda («+1)- hadlari uchun

7o «@+r
_ A{nH\Y _ 1
Xt Emaf L (@n2a
boiadi. Ravshanki,
(n+\Y 1p
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Shu tengsizlikni etiborga olib, topamiz:

X5, =1 [ ]

— — > 1-
(«+D2+1 M

Demak, Vne N uchun x, <x,"y. Bu esa garalayotgan ketma-
ketlikning gat’iy 0‘suvchi bo'lishini bildiradi. »

2°. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyida monoton ketma-
ketliklarning limiti hagidagi teoremalarni keltiramiz.

1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) o'suvchi,

2) yugoridan chegaralangan bo'lsa, u chekli limitga ega bo'ladi.

ml Aytaylik, {X,,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to'plamni £ bilan bel-
gilaymiz:

E=04 X2, ..., X,», ..}

Ravshanki, E yugoridan chegaralangan to'plam bo'lib, E 0.
Unda to'plamning aniq chegarasining mavjudligi hagidagi teoremaga
muvofig, sup£’mavjud bo'ladi. Uni a bilan belgilayhk:

SUpE = a

Ixtiyoriy £ > 0 sonini olaylik. To'plamning aniq yugori chegarasi
ta’rifiga binoan:

1) V«G uchun x,<a,

2) E, xA >a-e
bo'ladi. Ayni paytda V«>«0 uchun x,, >x”" tengsizlik bajarilib,
X,, >a-e bo'ladi.

Natijada Vn>nQ uchun a-e<x,, <a +e, ya'ni |a-X,|<e
bo'lishini topamiz.

Demak, {x.} ketma-ketlik chekli limitga ega va

umx,, - a=supE. »

2- teorema. Agar {x,,} ketma-ketUk

1) kamayuvchi,

2) quyidan chegaralangan bo'lsa, u chekli limitga ega bo'ladi.
Bu teorema yugorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.

3- misol. Ushbu A7

ketma-ketUkning limiti topilsin.
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< Ravshanki, V« > 1 uchun xj > 0 boiadi. Bu ketma-kethkning
va X,, hadlarining nisbatini garaymiz;
(«+hHt .\ _  ntl N
X,, («+1)* m («+2)"+ !J-_l-i} < 1
Demak, x4 < X, Bundan esa berilgan ketma-kethkning ka-

mayuvchi ekanligi kelib chigadi.
Ayni paytda V« > 1da

0 <X, <X

munosabat o'rinli boiadi. Demak, berilgan ketma-kethk chegara-
langan. 1-teoremaga ko'ra {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni
a bilan belgilaymiz;

hm — =a, (0 >0).
n=—n
Endi ushbu x,, - x,+ ayirmani garaymiz. Bu ayirma uchun

X =% =X =y, LTS
n n " 7 (((+1)II

boiib, undan
X, > 2xXN[
boiishi kelib chigadi. Keyingi munosabatlardan topamiz;

% 2 et ax2a

Ravshanki, bu holda a = O boiadi.

Demak, Un— =0. »

3°. e soni. Ushbu

1+i)”, («=1,2,3,...) (1)

ketma-ketlikni garaymiz.

Tasdig. (1) ketma-ketlik o'suvchi bo'ladi.

mi Berilgan ketma-ketlikning x,,+ hamda X, hadlarining nisbatini
topamiz;
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o g (r+2)™ oA

X, n-+j nj («+1)"=" (n+1)"
7. N
n+2r Wi 1 Wl
,(n+1)2 (n+1)

Bemulli tengsizligiga ko‘ra:

r«+l
1- 1 > 1— wrl
()’ (~ o
bo'ladi. Natijada \fns N uchun

X,y n+l 7]
ya’'ni xH > X, bo'lishi kelib chigadi. »
Tasdig. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo'ladi.
J1 Ravshanki, kK> 1uchun

Al=1e2¢3em (A-1)sA>22m 2 =2*"

bo'ladi.
Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:

1+1 =i+c /Ml +c2e” +...+C* —=l+... +C; 1 =
n "n z "n* "n "
T.V 1/ 17,V 1 Hnl). n-A+D)
= i m n

=2+M\(Q)|4}{—2|1L)(Qr?|<2+ y * =3--]<3.

Demak, \re N uchun O < x,, < 3 bo'ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko'ra
1\”
X,, = (l +ﬁj
ketma-ketlik chekli limitga ega. »
3-ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:
I!_I/[‘S) (I'Ir\1/) =e.
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Bu e soni irratsional son boiib,

e = 2,718281828459045...
boiadi.

Mashglar

1. Ushbu X, =

ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin.

=
2»

1. Ushbu

limit hisoblansin.

3. Ushbu N2, V2 +V2, V2 +V2 +V2, ..

ketma-ketlikning yaginlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

9-ma’ruza
Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi
1°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
Aytaylik,
U..}; (1)

ketma-ketlik berilgan boisin. Bu (1) ketma-ketlikning biror «j nomerli
X hadini olamiz. So'ngra nomeri «, dan katta boigan «2 nomerli

X~ hadini olamiz. Shu usul bilan x”, X va h.k. hadlami tanlab
olamiz. Natijada nomerlari

«d<«@2<B<.<% <..
tengsizliklami ganoatlantimvchi (1) ketma-ketUkning hadlari ushbu
X 5x”, .., - 2)

ketma-ketlikni hosil giladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi
va kabi belgilanadi.
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Masalan, 2, 4, 6, 8,
1L 3 5 7
11 4’ 91 16!

ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4, ..., n, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-
ketliklari,

1, 1, 1, 1,
_11 _11 ’ _11
ketma-ketliklar 1, -1, 1, -1, (=)™, ... ketma-ketlikning

gismiy ketma-ketliklari bo'ladi.

Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-kethkning turli
gismiy ketma-ketliklari bo'lishi mumkinligi ko'rinadi.

1- teorema. Agar {x} ketma-kethk hmitga ega bo'lsa, uning har
ganday gismiy ketma-ketligi ham shu hmitga ega bo'ladi.

ml Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib
chiqadi. »

£ slatma. Ketma-kethk gismiy ketma-ketliklarining Ihniti mav-
jud bo'lishidan, berilgan ketma-ketlikning hmiti mavjud bo'lishi har
doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan, 1, -1, 1, -1, .., (-1TI", ketma-kethkning gismiy

ketma-kethklari

1, 1, 1, 1

-1 -1 -l
laming limiti bo'lgan holda ketma-ketlikning o'zining limiti mayjud
emas.

2- teorema. (Bolsano—Veyershtrass teoremasi.) Har ganday che-
garalangan ketma-kethkdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-
kethk ajratish mumkin.

A {x,} ketma-ketlik berilgan bo'hb, u chegaralangan bo'lsin. Bu
holda {x} ketma-ketlikning barcha hadlari [a, B\da joylashgan deb
garash mumkin: x, g [a, b], n=1,2, 3,...

[a, B\ssegmentni

a+b athb
2.) 2 .=
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segmentlarga ajratamiz. {x,] ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari

joylashganini [o,, 6,] deymiz. Ravshai®i, [0,, ¢»J ning uzunligi b~a ga
teng bo‘ladi. Yugoridagiga o‘xshash [cf, by] segmentni

ay, -r—

segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi

hadlari bo‘lganini (oj, b deymiz. Bunda [03, b” ning uzunligi ga
teng bo'ladi. Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

["1.7]» w5 [O-kibK], ...

segmentlar ketma-ketligi hosil bo'ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi
uchun

[ay, 11B[ie, 21" ... bo'lib, A~ o da

. b-a "
k -~k - )

bo'ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiriga ko'ra
lima* =limb*=C, (Ce R)
bo'ladi.
Endi {x} ketma-ketlikning [uy, by] dagi birorta x* hadini, [&", bY]

dagi birorta x* hadini va h.k. [a;,, 28 dagi birorta x* hadini va

h.k. hadlarini olamiz. Natijada {x} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil
topgan ushbu

(«, <«2 <...<rt* <...)
gismiy ketma-ketlik hosil bo'ladi. Bu ketma-ketlik uchun
% k=12,.)

bo'lib, undan £ ® da x,, —=>C,ya’ni limXx,. — C bo'lishi kelib

chigadi. »

2°. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {x,} ketma-
kethk berilgan bo'lsin.
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1-  tarif, Agar har ganday e > 0 ohnganda ham shunday natural
«0 soni topilsaki, barcha n> m> uchun
| X« — I<e

tengsizhk bajarilsa (ya'ni Ve >0, 3«q g N, V« >«q, VIre/]) ; IX, Xe
bo'lsa), {x,} —fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

fundamental ketma-ketlik bo'ladi.
A Hagqgigatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

m An+m_ 1~ 1

nt\  m+\ nm n m
bo'lib, Ve>0 ga ko'ra Pb= +1 deyilsa, \fn>n,, Vm> n.
bo'lganda Ix, - %, K-——-+—<e bo'ladi. »
«0
3- teorema. (Koshi teoremasi.) Ketma-ketlikning yaqinlashuvchi

bo'lishi uchun uning fundamental bo'hshi zarur va yetarli.
mZarurllgl. {x.} ketma-kethk yaginlashuvchi bo'lib, hm x, =a

bo'lsin. Limit ta’rifiga binoan

Ve>0, 3kbG#, Vm>d: \X,-a\<".

Shuningdek, Vm>n, : | -a |< | bo'ladi. Natijada Vn> m

Vm> n, uchun
NX,,—X"N\=\X,,—-a +a-X,, N\<\X,,—a\ +\X,,—a\<z

bo' hShI kr: ib.chiqgadi. Demak, fundamental ketma-kethk.
Yetar QL. ¢} fundamental ketma-ketlik bo'lsin:

Ve>0, ke TV, Vn>«o0, '""m>nQ: 1x, - 1<e
Agar m> n, shartni ganoatlantiruvchi m tayinlansa, unda

I X,y = XA I <e<=:>X,,-e<X,, <X, +e
bo'lib, {x} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chigadi.
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Bolsano—Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan

yaginlashuvchi gismiy } ketma-ketlikni ajratish mumkin:
AI7im x,,;1 =a
mDemak,
Ve>0 3Qe N, k> ] -ail<e

bo'ladi.

Agar m —n”"deyilsa, unda

I J <e

bo'ladi. Keyingi ikki tengsizlikdan

NX,,—a\ = X, -xm AN\, - X"\ + N\ - a |<2e

bo'lishi kelib chigadi. Demak, hm x,, =a. »

n->00
3°. Ketma-ketlikning quyi hamda yugori limitlari. {xj ketma-
ketlik berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligining
limiti {x,} ning qgismiy limiti deyiladi.
2-  ta'rif. {x} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kattasi berilgan
ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va
Um X,
n-"00
kabi belgilanadi.
{x.} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kichigi berilgan ketma-
ketlikning quyi limiti deyiladi va

lim X,
kabi belgilanadi.

Masalan, ushbu {x,,}: 1, 2, 3 1, 2, 3, 1, 2, 3 ..ketma-
ketlikning yuqori limiti

limx,, =3,
quyi limiti esa

limx,, =\

rt-»oe

bo'ladi. Umuman, {xj ketma-ketlikning quyi hamda yugqori limitlari
quyidagicha ham kiritilishi mumkin.
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Aytaylik, {x} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, A bu ketma-ketlikning
gismiy limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning
quyi limitini

limx, = liminfx, =

Y, X, X

—D {x,,} quyidan chegaralanmagan bo'lsa,

inf A\ {x,} quyidan chegaralangan va A * {<f}bo'lsa,
+00; A = {#00} bo'lsa

deb olish mumkin.
{x} ketma-ketlikning yuqori limitini esa

limx,, = lim supx,, =
«->C» «->00
+00; {X,,} yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa,

= <sup A\ {x,,} yugoridan chegaralangan va A {-00} bo'lsa,
-00; A ={-°0} bo'lsa
deb garash mumkin.
Endi quyi hamda yuqori limitlaming xossalarini keltiramiz.

Biror {Xj ketma-kethk uchun lim x,, — a bo'lsin. U holda Ve >0
olinganda ham:
1) shunday ne N topiladiki, V« >«0 da X, < 2+e;
2) V«, e uchun eva largabog'hqg shunday n' > « topiladiki,
X, > a—-E bo'ladi.
Bu xossalar quyidagilami anglatadi: Ve> 0 tayin bo'lganda, birinchi
xossa {x,} ketma-ketlikning fagat chekli sondagi hadlarigina
X, <ate
tengsizlikni ganoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning
X, >a-e

tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko'p bo'hshini
ifodalaydi.

A Agar {x} ning cheksiz ko'p sondagi hadlari a + e dan katta bo'lsa,
u holda a + e sonidan kichik bo’hnagan b (b> a +e€) ga intUuvchi {x}

ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi mayjud va bu Ii%x,, = a gazid.
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Demak, 0 + e dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli
sondagi hadlari yotadi.
Modomiki, Un =a
W50
ekan, unda {x} ning gismiy limitlaridan biri a ga teng;

k-
Limit ta’rifiga ko‘rabu { } ketma-ketlikning, demak, {x} ning
ham cheksiz ko‘p sondagi hadlari a —r dan katta bo'ladi. »
Eslatma. Biror a soni yuqoridagi ikki shartni ganoatlantirsa,
u {x} ketma-ketlikning yuqori limiti bo‘ladi.
Faraz gilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun
umx,, =b

n->00

bo‘lsin. U holda Ve > Oolinganda ham;

N shunday N topiladiki, V« > «o da X, >b-e;

2) Vnj >N uchuneva largabog'liq shunday n' > 1 topiladiki,
X, <b +z bo'ladi.

Quyi limitning bu xossasi yugoridagidek isbotlanadi.

Ketma-ketUkning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foyda-
lanib, quyidagi teoremani isbotlash giyin emas.

4- teorema. {x,} ketma-kethk C limitga ega bo'lishi uchun

Umx, =limx, =C
bo'lishi zarur va yetarlidir.

Mashqiar

1. Har ganday monoton ketma-ketlik fagat bitta gismiy limitga
ega bo'lishi isbotlansin.
2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu

X, =ai+02+... +a,
ketma-ketlikning {ke R, |G] <9*; O<¢<1 k=1, 2, ..) U
mitga ega bo'lishi isbotlansin.

3. Ushbu Um(x,, +j,,) <limx,, +lim;?, tengsizlik isbotlansin.
»0 Wosxe) rt—0
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3-BOB
FUNKSIYA VA UNING LIMITI

10- ma’ruza
Funksiya tushunchasi

1°. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Biz 2- ma’ruzada AYo‘plamni
Fto ‘plamga akslantirish

/: E-"F
ni o'rgangan edik.
Endi E = F, F = R deb olamiz. Unda har bir haqigiy X songa
biror hagigiy y sonni mos go‘yuvchi

f:E-"R (x=-"y)

akslantirishga kelamiz. Bu esafunksiya tushunchasiga olib keladi.

Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Shuni e’tiborga olib, funksiya haqidagi dastlabki ma’lu-
motlarni gisqaroq bayon etishni lozim topdik.

Aytaylik, XczR, Y cR to‘plamlar berilgan bo'lib, x vd y
o‘zgaruvchilar mos ravishda shu to'plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye Y.

1- ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir n songa biror / qoidaga
ko‘ra Y to‘plamdan bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda
funksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va

/ 1 g-4y yoki y=f{x)

kabi belgilanadi. Bunda X —funksiyaning aniglanish to plami (sohasi),
Y —funksiyaning o zgarish toplami (sohasi); x —erkli o zgaruvchi
yokifunksiya argumenti, y esa erksiz o ‘zgaruvchi yokifunksiya deyiladi.

Misollar. 1 Z = (-o00, +00), 7 = (0, +00) bo‘lib,/qoida

/ X y-x"+\
bo‘Isin. Bu holda har bir x e X ga bitta X* + 1 e Y mos qo‘yiUb,
y = X*+\
funksiyaga ega boiamiz.

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa O ni mos
go‘yish natijasida funksiya hosil boiadi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi
deyilib, u Dipi) kabi belgilanadi:
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0fx L agar X _ratsm_nal son bo‘lsa,
[o, agar X irratsional son bo‘lsa

Shunday qilib, y=f{x) funksiya uchta: X to‘plam, Y to'plam va
har bir X B X ga bitta e F ni mos go‘yuvchi/ goidaning berilishi
bilan aniglanar ekan.

Faraz gilaylik, y=f(x) funksiya XczR to'plamda berilgan bo'lsin.
x"e X nugtaga mos keluvchi y, migdor y = f{x) funksiyaning x =Xq
nuqgtadagi xususiy giymati deyiladi va / (x,) = >0 kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi
%,/ (X))nugtalardan iborat ushbu

{x, 7UN}-{(x.,/W)Ixe X, /(x)g Y]
to‘plam y = fix) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y=x" -1 {xe X *"[-2, 2]
funksiyaning grafigi 1-chizmada tasvirlangan.

Funksiya ta’rifidagi/ qoida turlicha bo’hshi mumkin.

a) Ko'pincha Xva o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bufunksiyaning analitik usulda berilishi deyi-
ladi. Masalan,

y = AN\-x0
funksiya analitik usulda berilgan bo'lib, uning aniglanish to'plami
X ={xe i?|-I<x<I1} =[-1, 1
bo'ladi.

2- chizma.
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X va 3; o‘zgaruvchilar orasidagi bog'lanish quyidagi formulalar
yordamida berilgan bo‘lsin;

agar X>0 bo‘lsa,

y =fix) agar X <0 bo‘lsa

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami X =it \{0} bo'lib, giymatlar
to'plami esa F= {-1, 1} bo'ladi. Odatda, bu funksiya y - signx kabi
belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda xe X, y & Y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish
jadval orgah bo'hshi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini
kuzatganimizda, vaqtda havo harorati r,, vaqgtda havo harorati
72 va h.k. bo'lsin. Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi.

t- vaqgt U t
T—harorat

Bu jadval t vagt bilan havo harorati T orasidagi bog'lanishni
ifodalaydi, bunda t—argument, T esa t ning funksiyasi bo'ladi.

d) x va > o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish tekishkda biror egri
chizig orgah ham ifodalanishi mumkin (2-chizma).

Masalan, 2- chizmada tasvirlangan | egri chiziq berilgan bo'lsin.
Bunda [a, B\segmentdagi har bir nugtadan o'tkazilgan perpendikular
L Chizigni fagat bitta nugtada kessin. Vxe [a, b] nugtadan perpen-
dikular chigarib, uning L chiziq bilan kesishish nuqgtasini topamiz.
Olingan x nugtaga kesishish nugtasining ordinatasi y ni mos qo'yamiz.
Natijada har bir x e [a, b] ga bittay mos qgo'yilib, funksiya hosil bo'ladi.
Bunda Xbilan y orasidagi bog'lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytayhk,/,(x) funksiya Xy ¢ /ito'plamda,/2(x) funksiya esa X" aR
to'plamda aniqglangan bo’lsin.

hgar.X) X i= Xi, 2) Vxe Xida/Zi(x)=/2(x)
bo'lsa,/,(x) hamda/(x) funksiyalar o'zaro teng deytadi va/i(x)=/2(x)
kabi belgilanadi.

2°. Funksiyaning chegaralanganligi./(x) funksiyaZ ¢ Ato'plamda
berilgan bo'lsin.

2- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas Msoni topilsaki, Vxe Xuchun
f{x)<M tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to'plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o'zgarmas m soni topilsaki,
Vx e Xuchun f{x)>m tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to'plamda
quyidan chegaralangan deyiiadi.
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3-ta'if. Agar f{x) funksiya X to'plamda ham yugoridan, ham
guyidan chegaralangan bo‘lsa, / (x) funksiya X toplamda chegara-
langan deyiladi.

1-misol. Ushbu f{x) = 1+ A funksiyani garaylik. Bu funksiya
X

R da chegaralangan bo’'ladi.

l,y2

< Ravshanki, Vx e Réa f{x) = > 0.
[

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, / (X) funksiya uchun

N\ _1 N
=7-"+—X"N1+
%) [ e S TN E
bo'ladi. Endi
0 <(jcz2 - I)2 - 2XM+1 =M2n2

Xh+1 2

bo'lishini e’tiborga olib, topamiz: /(x) <1+" =|.

Bu esa/(x) funksiyaning yuqgoridan chegaralanganligini bildiradi.
Demak, p_erilgan funksiya R da chegaralangan. »

4-ta’nf. Agar har ganday M > () son olinganda ham shunday
XogX nuqta topilsaki,

fix) > M
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X toplamda yuqoridan chegara-
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. JuH va toqg funksiyalar./(x) funksiyaZ ¢ R
to'plamd’a_ berilgan bo'lsin.

5-ta rif, Agar shunday o'zgarmas TiT”Qi) son mavjud bo'lsaki,
VxgXuchun

N\)x-TeX, X + TsX, 2)/(x +7)=/(x)
bo'lsa,/(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa/(x) funksiyaning
davri deyiladi.

Masalan, /(x) = sinx,/ (X) =cosx funksiyalar davriy funksiyalar
bo'lib, ulaming davri 2tcga,/ (X) = tgx,/ (X) = ctgx funksiyalarning
davri esa n ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
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a) Agarfix) davriy funksiya bo'lib, uning davri TiT”"i)) bo'lsa,

u holda
T,=nT, («=%£1,%2)

sonlar ham shu funksiyaning davri bo'ladi.

b) Agar Tj va Tj sonlar/ (x) funksiyaning davri bo'lsa, u holda

hamda r,—Tj (T, T sonlar ham/ (x) funksiyaning davri

bo'ladi.

d) Agar/ (x) hamda g{X) lar davriy funksiyalar bo'lib, ulaming
har binning davri TiT~0) bo'lsa, u holda

H{x) +g{x), /(x)-g(x), /(x) ,2(x), (9(x)"0)

funksiyalar ham davriy funksiyalar bo'lib, T son ulaming ham davri
bo'ladi.
2- misol. Ixtiyoriy T{T*Gi) ratsional son Dirixle fiinksiyasi

Dix) = 1, agar X ratsionol son bo'lsa,
[O, agar X irratsionol son bo'lsa
ning davri bo'hshi ko'rsatilsin.
A Aytaylik, TiT ® U) ratsional son bo'lsin. Ravshanki, Vx€i?
irratsional son uchun x+I — irratsional son, Vxei? ratsional son
uchun x+T ratsional son bo'ladi. Demak,

1, agar X ratsionol son bo'lsa,

D{x+T) =

0, agar X irratsionol son bo'lsa.

Shunday qilib, Vx e i, ' —ratsional son bo'lganda
Dix +T) = D{X)
bo'ladi. »

Ma’lumki, Vxe X (Xci?) uchun -xe X bo'lsa, X to'plam
O nugtaga nisbatan simmetrik to plam deyiladi.

Aytayhk, O nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan X to'plamda
/ (X) funksiya berilgan bo'lsin.

6- ta’rif. Agar Yxe X uchun/(—x) =/(x) tenglik bajarilsa,/(x)
juft funksiya deyiladi. Agar \e X uchun / () = —fix) tenglik
bajarilsa, / () togfunksiya deyiladi.

Masalan,/ (X) = x*+1 - juft funksiya,/ (X) = X" +Xesatoq ftinksiya
bo'ladi. Ushbu fix) = x*x funksiya juft ham emas, tog ham emas.
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Agar/ (X) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda
/(x) +9(x), f{x)-g(x), f{x) g{x), ("W”"0)

funksiyalar ham juft bo'ladi.
Agar f(x) va g{X) toq ftmksiyalar bo'lsa, u holda

f{x) +g{x),f{x)-g{x)

funksiyalar toq bo'ladi.

f{x) 9{x); {9{x)*0)

funksiyalar esa juft bo'ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o'qiga nisbatan, toq funk-
siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan
bo'ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz gilayhk, /(x) funksiya Xs R
to'plamda berilgan bo'lsin.

7-ta’rif. Agar Vxj, Xj» X uchun x, < Xj bo'lganda/(x,) </(xj)
tengsizlik bajarilsa, / (x) funksiya X to plamda o suvchi deyiladi. Agar
Vx,, X2 & X uchun X, < X2bo'lganda/(x,) </ (X2) tengsizlik bajarilsa,
fix) funksiya X toplamda gat’iy 0 suvchi deyiladi.

8-ta’rif. Agar Vx,, X2e X uchun x, < X2bo'lganda/(x,) >/(xj)
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X toplamda kamayuvchi deyiladi.
Agar Vxi, X2 & X uchun x, < X2 bo'lganda /(x,) >/(X2) tengsizlik
bajarilsa, /(x) funksiya X toplamda gatiy kamayuvchi deyiladi.

O'suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deyiladi.

3- misol. Ushbu /(x) = funksiyaning X =[1, +00) to'p-
lamda kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
< [1, +00) da ixtiyoriy Xj va X2 nugtalarni olib, Xj< Xj bo'lsin
deylik. Unda
I+x(  1+x] (P (1+x™)
A xi-xi X x2 jxe -xi ) M (XTE-X2)(1-XT X2)
(I+=x2)(1+x]) (I+x2)(+xD
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bo’ladi. Keyingi tenglikda
Xi-X2<0, 1-X *X2<0
bo'lishini e’tiborga olib,
/(Xi)-/(X2)>0,

ya’ni / (x,)>/ (x2) ekanini topamiz. Demak,

Xi <X2=7/(X1)>/(X2). »

Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar XczjR to‘'plamda o'suvchi
(kamayuvchi) bo'lib, C = const bo'lsin. U holda

a)/(x) + C funksiya o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi;

b) C > 0 bo'lganda C /(x) o'suvchi, C < 0 bo'lganda C f(Xx)
kamayuvchi bo'ladi.

d) fix) +g (x) funksiya o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

5°. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = /(x) funksiya
X(zR to'plamda berilgan bo'lib, bu funksiyaning giymatlaridan iborat
to'plam

YT={f{x)\xeX)

bo'lsin.

Faraz gilaylik, biror goidaga ko'ra i“to'plamdan olingan har bir
y ga X to'plamdagi bitta x mos qo'yilgan bo'lsin. Bunday moslik
natijasida funksiya hosil bo'ladi. Odatda, bu funksiya y = /(x) ga
nisbatan teskarifunksiya deyiladi va x = f~"y) kabi belgilanadi.

Masalan, y =X +1 funksiyaga nisbatan teskari funksiyax = 2y—-\0

bo'ladi.

Yugorida aytilganlardan y =f(X) da x —argument, y esa X ning
funksiyasi, teskari x=f~"(y) funksiyada y —argument, x esa Yy ning
funksiyasi bo'lishi ko'rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiyada ham argument x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y —g{X).

y —fix) ga nisbatan teskari gix) funksiya grafigi fix) fiinksiya
grafigini | va 11l choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylantirish
natijasida hosil bo'ladi.

Aytaylik, Yfto'plamda u= F(y) funksiya berilgan bo'lsin. Natijada
X to'plamdan olingan har bir xga Yf to'plamda bitta .

f: x"y, iy =fix))
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va Yfto'plamdagi bunday songa bitta u:

FA\y “u, U=F(y))
son mos go'yiladi. Demak, X to'plamdan ohngan har bir X songa
bitta u son mos qo'yilib, yangi funksiya hosil boMadi: u = F(f{x)).
Odatda, bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

Mashqiar
1./(x) funksiyaning X aR to'plamda quyidan chegaralanmaganligi
ta’rifi keltirilsin.
2. O nuqgtaga nisbatan simmetrik bo'lgan X<”R to'plamda berilgan
har ganday/ (i) funksiyajuft va toq funksiyalar yig'indisi ko'rinishida
ifodalanishi isbotlansin.

3. Ushbu fix) = -y= funksiyanin X = O, to'plamda
) }(5\‘ yaning [O ¥ to'p
kalnayuvclli ekani isbotlansin.

4. Agar fix) = bo'lsa, fififix))) topilsin.

11-ma’ruza
Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o'rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar hagidagi asosiy ma’lu-
motlami bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu

y = UQ+a’x +CjX~ +... + +a, X"
ko'rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
«0,«1, “ o'zgarmas sonlar, ne N. Bu funksiya R = i~°°, +°°) da

aniglangan.
Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Chizigli funksiya. Bu funksiya
y =ax+b, (0 0)
ko'rinishga ega, bunda a, b —o'zgarmas sonlar.

Chiziqgli funksiya (=g +00) da aniglangan o > Obo'lganda o'suv-
chi, a < Obo'lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to'g'ri chizigdan
iborat.
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3- chizma.

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
y = ax" +bx +c, (o 7°0)
ko'rinishga ega, bunda a, b, c - o'zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniglangan bo'lib, uning grafigi parabolani
ifodalaydi.
Ravshanki,

2 -Aac

= +pDX +C =
y=ax +bx+c=a 4a

Parabolaning tekislikda joylashishi a hamda D = b" - Aac laming
ishorasiga bog'liq bo'ladi. Masalan, «>0, Z)>0vac<0, D>0
bo'lganda uning grafigi 3- chizmada tasvirlangan parabolalar ko'ri-
nishida bo'ladi.

2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

OQ+ayX+aiX"N+...+a,x~

b Hoy XX HY X"
ko'rinishdagi funksiya kasr ratsionalfunksiya deyiladi. Bunda &\, O,
.., &,va &, by, ..., b, —o'zgarmas sonlar, «e A% m&N. Bu funksiya

Z = (-«0, +00)\{x]60 +°A>[X + ...+ 6,x"" =0}

to'plamda aniglangan.
Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proporsional bog‘lanish. U

y (x 80, a-const)
ko'rinishga ega. Bu funksiya
=(",0)U(0,4-) =/2\{o}
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4- chizma.

to'plamda aniglangan, toq funksiya, a ning ishorasiga garab funksiya
(=00, O)va (O, 400) oraliglaming har birida kamayuvchi yoki o'suvchi
bo'ladi (4- chizma).
b) Kasr chizigli funksiya. U ushbu
ax+h

ko'rinishga ega. Bu funksiya
= (c"0)

to'plamda aniglangan.

ax+b  bc-ad 1

Ravshanki, y = ex+d

X+-

a bc-ad

Uning grafigini y = a):funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.

3°. Darajali funksiya. Ushbu

y = (x>0)
ko'rinishdagi fiinksiya darajalifunksiya deyiladi.
Bu funksiyaning aniqglanish to'plami a ga bog'lig. DarajaU funksiya
(G, +00) da a > O bo’'lganda o'suvchi, o < O bo'lganda kamayuvchi
bo'ladi. y = yf funksiya grafigi tekislikning (O, 0) va (1, 1) nugtalaridan
o'tadi.
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4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu
y ="
ko'rinishdagi funksiya kofsatkichli funksiya deyiladi. Bunda aeR,
a>{", a "\. Ko'rsatkichh funksiya (<9, +°0) da aniglangan, Vxs R da
@ > 0; a > 1bo'lganda o'suvchi; 0 < a < 1 bo'lganda kamayuvchi
bo'ladi.
Xususan, a = e bo'lsa, matematikada muhim rol o'ynaydigan
y—-  funksiya hosil bo'ladi.
Ko'rsatkichh funksiyaning grafigi OX o'gdan yugorida joylashgan
va tekislikning (0, 1) nugtasidan o'tadi.
5°. Logarifinik funksiya. Ushbu
y = log"x
ko'rinishdagi funksiya logarifinik funksiya deyiladi. Bundao >0,a 1
Logarifmik funksiya (0, +°°) da aniglangan, y — (f funksiyaga
nisbatan teskari; a > 1 bo'lganda o'suvchi, 0 < a < 1 bo'lganda
kamayuvchi bo'ladi.
Logarifmik funksiyaning grafigi OY o'gning o'ng tomonida joy-
lashgan va tekislikning (0, 1) nugtasidan o'tadi.
6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y =sinx, j =cosx, j*=tgx, ;=ctgx,
;; = secx, > =cosecx
funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
J =sinx, Yy = cosx funksiyalar R = +c«) da aniglangan,
Zbdavrli funksiyalar Vx e da
-1<sinX<1l -1<0BX<lI

bo'ladi. Ushbu j; = tgx funksiya
X =/MN\|XE ?|x=2A +I)]; A=0%x1,*2,...}

to'plamda aniglangan t davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx fiinksiyalar
sinx, cosx, tgx lar orgah quyidagicha ifodalanadi:

ctgx =-A, secx=-A-, cosecx = "
tg X cos X sm X

T. Giperbolik funksiyalar. Ko'rsatkichhy =  funksiya yordamida
tuzilgan ushbu
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funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,
giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular
quyidagicha

e*+e'*

shx=— — , chx=— — , thx = —, cthx =
/ é e +e *

kabi belgilanadi.
8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. M a’lumki, y = sinjc funksiya
R da aniglangan va uning giymatlari to'plami

Yf=[-1, 1
bo'ladi.
Agar X€ Zl Zl bo'lsa, u holda X = ; Zc vaF, =[-1, 1]
to'plamlaming elementlari o'zaro bir giymath moslikda bo'ladi.
y = sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya
y = arcsin X
kabi belgilanadi.
Shunga o'xshash = cosx, y =tgx, Yy = ctgx funksiyalarga nis-
batan teskari funksiyalar mos ravishda
y = arccosX, Yy = arctgx, Yy = arcctgx
kabi belgilanadi.
Ushbu y =arcsinX, y =arccosX, Yy = arctgX, Yy = arcctgX,
funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Mashgiar
1. y = x* funksiya grafigiga ko'ra y = ax +bx +c funksiyaning
grafigi chizilsin.
2. y =" funksiya grafigiga ko'ra y = funksiyaning grafigi
chizilsin.
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12- ma’ruza
Funksiya limiti

°. To'plamning limit nugtasi. Aytaylik, biror X c R to‘plam va
Xo& nqq?a berilgan bo'lsin.
1-taTIT. Agar Xq nugtaning ixtiyoriy
IN(Xo) = (xg-e, Xo+e), (Ve >0)
atrofida X to'plamning Xgnugtadan fargli kamida bitta nuqgtasi, ya’ni
Ve >0, 9x6 Jii, X Xq: |x-Xq |<e
bo'lsa, x* nugta X to'plamning limit nugtasi deyiladi.
Misollar. 1 X= [0, 1] to'plamning har bir nugtasi shu to'p-
lamning limit nugtasi bo’ladi.
2. X= (0, 1) to'plamning har bir nugtasi va x* = 0, x = 1 nuqtalar
shu to'plamning limit nuqtalari bo'ladi.

3~ =1, i, 1, ..jto'plamninglimitnugtasiXo = Obo'ladi.

4.72= V= {1, 2, 3, ..} to'plam limit nuqtaga ega emas.
L

2- ta'if, Agar Xgq nugtaning ixtiyoriy
1 Ut(xo)=(xq, X0 +e) {U;(x0)=(x0-e, Xq)), (Ve>0)
o'ng atrofida (chap atrofida) X to'plamning kamida bitta nugtasi
bo'I§a, X0 nugta X to'plamning 0ng (chap) limit nugtasi deyiladi.

- faTIl. Agar ixtiyoriy ¢ S R uchun
i/(+o0) = {x6 /T IX >c}

to'plamda X to'plamning kamida bitta nuqgtasi bo'lsa, «+o0» X to'p-
lamning limit «nuqta»si deyiladi.

Agar ixtiyoriy ¢ B M uchun

Uci-°°) = {xe iT IX < c}

to'plamda X to'plamning kamida bitta nuqtasi bo'lsa, «-o°»
X to'plamning Umit «nugta»si deyiladi.

Keltirilgan ta’rifva misollardan ko'rinadiki, to'plamning Hmit nugtasi
shu to'plamga tegishli bo'lishi ham, bo'lmasligi ham mumkin ekan.

1- teorema. Agar nugta X a R to'plamning limit nugtasi
bo'lsa, u holda Xg nugtaning har ganday

(x0) = (x0 -e, X0 +e), (Ve >0)
atrofida X to'plamning cheksiz ko'p nuqtalari bo'ladi.
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ml Aytaylik, nugta A'to'plamning limit nugtasi bo'lsin. Teorema
tasdig'ining teskarisini faraz gilaylik: Xg nuqtaning biror Ui*(Xq)
atrofida X to'plamning chekli sondagi x,, Xj, .., X, nuqgtalarigina
bo'lsin. U holda

min{] Xo - X, I, I Xo - Xj |, ..., IXo -x,, I, 50}=5
deb olinsa, Xg nugtaning U;j"(X(j) atrofida X to'plamning Xg dan
fargli bitta ham nuqtasi bo'lImaydi. Bu esa x* nuqta X to'plamning
limit nugtasi bo'hshiga ziddir. »

2- teorema. Agar Xgnugta XczR to'plamning limit nuqgtasi bo'lsa,
u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x,} topiladiki,

1) yne N dax, s X, x, Xo;
2) n da x,, = Xq bo'ladi.
A Aytayhk, Xge /?nuqgta X cR to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.
Unda 1-ta’rifga binoan
Ve>0 3x,e X, X,,itXQ'. Ix, -X% l<e
bo'ladi. Jumladan,
e= luchun 3x, GX, X Xo: |x -Xql|<1

e =" uchun 3x2e nAXg: IX-Xg <,

e=1 uchun 3x3e X, X3 Xo: I1X3-X0 |<],

e=" uchun 3x,6 X, %X, Xo: 1Ix, -x« |<¢

bo'ladi.

Natijada garalayotgan teoremaning 1- shartini ganoatlantiruvchi
{x.} ketma-ketlik hosil bo'lib, uning uchun V«e Tvda |x, - Xol< 1/«
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Keyingi munosabatdan esa«  °oda X,, —=>X;,
kelib chigadi. »

Shuni ta’kidlash lozimki, 2- teoremaning shartlarini ganoatlanti-
ruvchi ketma-ketliklar ko'plab topiladi.
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T. Funksiya limiti ta’riflari. Faraz qilaylik,/ (X) funksiya X a R
to'plamda berilgan bo'lib, Xgnugta X to'plamning limit nugtasi bo'lsin.
Xq nugtaga intiluvchi ixtiyoriy {x.}:

Xj, X2, i, Xy er, (X, € N1, X,,7°X0)
ketma-ketlikni olib, funksiya giymatlaridan iborat {/'(x,,)}:
1(x,), 1(X2), .., 1(X,),
ketma-ketlikni hosil gilamiz.

4- ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar s °oda x,*Xg (X,B X, X0)
bo'ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n-> da/(x,) b
bo'lsa, b ga /(x) funksiyaning Xg nugtadagi limiti deyiladi va
X->xg da/(x) 2 yoki

hm / (x)=b
kabi belgilanadi.
Esiatma. Agar u™ o da
X, N Xg (X, eX, x, bXgyva y, Xg (y.eX, vy,
bo'ladigan turli {x.}, {,.} ketma-ketliklar uchun n~°°da /(x,,)->i",

f(yn) " bo'lib, b bj bo'lsa, /(x) funksiya x -“Xqg da limitga
ega emas deyiladi.

1-misol. Ushbu /(x) =
/ -4x

funksiyaning Xg = 4 nuqtadagi limiti topilsin.
< Quyidagi {x.}
limx,, =4, (X, ®4, «=1,2,..))
ketma-ketlikni olaylik. Unda

x1-16 X,,t4
xF,-4x,, X,

bo'lib, « =>m da /(x,,) » 2 bo'ladi. Demak,

2-misol. Ushbu /(x) = sin-i- funksiyaning x->0 dagi limiti
X

mavjud bo'Imasligi ko'rsatilsin.
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m Ravshanki, « da

bo'ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun

ffg(nf)\: ﬂﬁ’\ln = —', f(x,,) = iVJZ:-Hn = '

bo'lib, « =>m da

bo'ladi. Demak, berilgan fiinksiya Xg= 0 nuqgtada limitga ega emas. »
5-ta'rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday

5=18(e) > 0 topilsaki, Vxe X fl (i/g(xq) \{qg}) uchun
I/(x)-¢ I<e

tengsizlik bajarilsa, b soni/ (x)funksiyaning nuqtadagi limiti deyiladi:

lim / (x) =b.
JC).YO
Bu ta’rifni gisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
Ve>0, 38 =38(e) >0, Vxe N\ I/(x) -¢é e

bo'lsa, lim /(x) =h.
x>0
3-misol. /(x) =C =const (C e i) bo'lsin. Bu funksiya uchun
lim f{x)-C
bo'ladi.

W2 _i
4- misol. Ushbu / (x) = funksiyaning Xg= 1 nugtadagi li-
miti 2 ga teng ekani ko'rsatilsin.
Ve > 0 soniga ko'ra s =e deb olsak, u holda |x -11<8 (X" 1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x da

P A
-2 = Ix+l-2 ]=1x-1i <6="e
X-1
- . xe-l
bo'ladi. Demak, lim — -=2. »
X"XiS X —1
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5-misol. Faraz gilaylik, Z = {0} da / (X) = bo'lsin. Bu
funksiva uchun
uinn. =1
X
boiadi.
uchun

1. 11 *
-smx <27 <

boiadi. Bu tengsizliklardan, funksiyalaming juftligini hisobga olib,

0< K<I da

cosx<”"ir<|
boiishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

1. sinx -~ L 2X_ A A
0<1-=——=-<1-cosxXx =2sM-<2 —=—
X 2 4 2

boiishi kelib chigadi.
Endi Ve > 0 ni olib, 8 = min{e; 1} deyilsa, unda Vx, M<s,
X80 uchun

boiadi. Demak,
smx 1 .
hm-——-—=1.»
X-"O X

6- misol. Ushbu
fix) =a®, 8>0, xe R, ) =0
funksiya uchun

hm -1

boiishi isbotlansin.
fl > 1 boigan holni garaylik. Bu holda fix) funksiya gat’iy
o'suvchi bo'ladi;

Wxi, XBR, X*< X" fixi) <fix?) : if' <
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Ve > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, n~ da

1 i
a.II a l

boiib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan
Jixe N, \n>A\\a" < 1l+e,
3«2eiV, \fn>ri2 \o ” <l-e

boiadi. Endi «w = max{«i, «2}, 8 = —deyilsa, unda

V -0 <5<"r--<x<
X, | x-0]<5 nx(—U

boiganda
J i
o" <aM <a" =1-e< <i1+e | -11<e

boiadi. Demak, lima* =1.
X0

0 < fl < 1 boiganda lim = 1 boiishini isbotlash o‘quvchiga

havola etiladi. »
6- ta’rif. Agar Ve > 0 son ohnganda ham shunday 5> 0 son

topilsaki, VX G Z n (i"5(xq) \{xq}) uchun/(x) > etengsizhk bajarilsa,
/ (X) funksiyaning Xg nugtadagi hmiti +°0 deb ataladi va

lim fix) =+%0
X-"Xq

kabi belgilanadi. Masalan,

fix) = -7, (x"0)

funksiya uchun hm -A = +00

boiadi.
Aytaylik, fix) funksiya X zR to'plamda berilgan boiib, Xo= +0
nugta X to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.
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7- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 6 > O topilsaki,
Vx e A, x >06 uchun
I/(x)-0 |<e
tengsizlik bajarilsa, b soni/ {X)funksiyaning = +eodagi limiti deyiladi
va
hm f{x) =b

kabi belgilanadi.
/(x) = - bo'lsin. U

7- misol. Aytaylik, X = (0, -+00), Xq

holda
hm - =0
X->+~> X
bo'ladi.
< Hagigatan ham, Ve > 0 sonni olaylik. Ravshanki, Vx > 0
uchun
1-0 = l<e<—>X>—:I
X ~ X - e

Demak, 6 = - deyilsa, unda Vx > 5 uchun

i<i

-0 =i e
X X

5:
bo'ladi. »
g8-misol. Faraz gilaylik,

fix) =~ , a>I, me N, X =R
a

bo'lsin. Unda lim — =0

bo'lishini isbotlaymiz.
e > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, « ada

jn+D"

a

~ 0

bo'ladi. U holda Ve >0, 3«0, V«>/": <e bo'ladi.
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Agar C = «o deyilsa, unda Vx > C uchun
Y‘I>») X"' (M + l)"'
-V -0 — <-M-T— <e

Yoom

bo‘ladi ([X] > «0 = C). Demak, %@ﬂ)— 0. »

9-misol. Ushbu Hm /1+—1 =e
X>iD X/
munosabat isbotlansin.
Ve > 0 sonni olamiz. Ma’lumki, « da
n"
nH
1+ 1+ vl n+l
n+1] W+1, n+2

Limit ta’rifiga binoan,
Ve>0, 3/ue N, Yn>Hy:
L 1 X/

e-e< \1+W+T; , 1+r_1i <e +e
bo'ladi.
Endi C = U desak, u holda Vx > C uchun
. A X X
e-e<f'1+[_i>_r_ <f|+}()] <ii+ 1" <e+e
N X —+ J
bo'lib. | +i ’ -e <e
{1
bo'ladi. Demak, lim 1+l(j —e »

3°. Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.

3- teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari
ekvivalent ta’riflardir.

N1 Koshi ta’rifiga ko'ra b soni fix) fimksiyaning Xg nugtadagi
limiti bo'lsin;
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XIL% f{x)=Db
U holda

Ve>0, 35>0, ¥xe X, [x-X <5 x X
)o‘lganda

|/(x)-6 |<e (v
bo'ladi. Xq nugta - X to'plamning limit nugtasi. Unda 2- teoremaga
ko'ra {x} ketma-kethk topiladiki, 1 o da x, (X,," XN, n=\,
2, ...) bo'ladi. Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan

5>0, 3n,,eN, Yn>w\ |x,-Xo|<5 (@)
bo'ladi. (1) va (2) munosabatlardan n> ui uchun

N\f{X,,)-b\<z

bo'hshi kelib chigadi. Bu esa b sonining Geyne ta'rifi bo'yicha/(x)
funksiyaning Xg nuqtadagi limiti ekanini bildiradi.

Endi b soni Geyne ta’rifi bo'yicha/ (x) funksiyaning Xgq nugtadagi
hmiti bo'lsin. Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni /(x) funksiyaning Xg
nuqtadagi hmiti Geyne ta’rifi bo'yicha b ga teng bo'lsa ham, Koshi
ta’rifi bo'yicha hmiti bo'Imasin. Unda biror eg > 0 uchun ixtiyoriy
5> 0 son ohnganda ham 0 < |x - Xg ]|< 5 ni ganoatlantiruvchi biror
X' da

1/(x")-¢1>eo0
bo'ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {5} ni olaylik:

n-~oo dabs, O (,>0 un=12,..).

U holda
0 < x,,-Xq |<5, 1/(x,)-6 |>eo (©)]
bo'ladi. Ammo 5, * 0da x, ® Xq, demak, Geyne ta’rifiga asosan
fix,,) ~ b

bo'ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta'rifi bo'yicha ham
/ (X) funksiyaning Xq nuqtadagi limiti bo'ladi. »
4°. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. Aytaylik, /(x) funksiya
Xcz R to'plamda berilgan, Xg nugta X ning chap limit nugtasi va
(xo -y, Xa)c X, (y>0)
bo'lsin.
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8-ta’rif. Agar
VE>0, 35>0, Vx€(x,-8, Xo); [|/(X)-Z;'|<e
bo‘lsa, b sonf {X) funksiyaning Xq nugtadagi chap limiti deyiladi va
b= x-|>|an1-0 /(x) =/(xo -0)

kabi belgilanadi.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya X ¢ R to'plamda berilgan, Xo nuqgta
X ning o'ng limit nuqtasi va

(xg, Xo+y)<= A, (y>0)

bo'lsin.
9-ta’rif. Agar
Ve>0, 35>0, Vxe(xo0, Xo+8): |/(x)-"]|<e
bo'lsa, b son /(x) funksiyaning Xq nugtadagi o'ng limiti deyiladi va
b= X_I|m /(x) =/(xo0 +0)

kabi belgilanadi.
Masalan,

1, agar X >0 bo'lsa,
/(x) =-0, agar X=0 bo'lsa,
-1, agar X<0 bo'lsa
funksiyaning 0 nugtadagi o'ng limiti 1, chap limiti -1 bo'ladi.
Mashgiar
1. Ushbu
lim/ =400, lim/ =
im/(x) im/(x) =+,
lim /(x) = lim /(x) —e
limitlaming ta’riflari keltirilsin.
2. Ushbu fix) = sin ” funksiya X3 = 0 nuqtada limitga ega emas-
ligi isbotlansin.
3. Limit ta’rifidan foydalanib, le >?i_1 = bo'hshi isbotlansin.
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4./(x) funksiya a nugtada b limitga ega bo'lishi uchun uning shu
nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo'lib,
/(a +0)=/(0-0)=¢
tengliklar o'rinli bo'lishi zarur va yetarli bo'lishi isbotlansin.

13- ma’ruza

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Limitning mavjudligi

1°. Limitga ega bo'lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga
ega bo'lgan funksiyalar ham yaginlashuvchi ketma-ketlik singari qator
Xossalarga ega.

Faraz gilaylik, / (X) funksiya X e R to'plamda berilgan bo'lib,

R nugta X ning limit nuqtasi bo'lsin.

1- xossa. Agar x * Xgda/(x) funksiya limitga ega bo'lsa, u yagona
bo'ladi.

ml Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda
ketma-ketlik limitining yagonaligidan kelib chigadi. »

2- Xossa. Agar

)Ié'%/(x) =6, (6 - chekli son)

bo'lsa, u holda Xg nugtaning shunday i/g(xg), (6 >0) atrofi topi-
ladiki, bu atrofda/(x) fiinksiya chegaralangan bo'ladi.

ml Aytaylik, )Ié% f{x) =b
bo'lsin. Funksiya limiti ta’rifiga binoan

Ve >0, 38 >0, Vxe X n(i/s("0) \ dal/(x)-06 I<e,
ya'ni b-e< /(x) <b+ebo'ladi. Keyingi tengsizliklardan/ (x) funk-
siyaning Xg nuqtaning (xg) atrofida chegaralanganligi kelib chi-

gadi. »
3- xossa. Agar

)I(l_%/(x) =hb
bo'lib, b <p bo'lsa, u holda X} nugtaning shunday i/gCxg) atrofi

topiladiki, bu atrofda
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fix) <p
bo‘ladi.
J1 Shartga ko‘ra

hm f{x) =b

Funksiyaning hmiti ta’rifiga ko'ra e= p-b>0 uchun shunday

8 > 0 son topiladiki, ¥Yxe X, jx-Xgl <8, X ®x* uchun
f {X)-b\<z=>f {xX)<b +t =p

bo'ladi. Bu esa Vx e i/g(x0) dafix) < p bo'lishini bildiradi. »
Faraz qgilayhk, fix) va g(x) funksiyalar X aR to'plamda berilgan
bo'lib, Xge R nugta X to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.
4- xossa. Agar

i = ;N i =
Jp/ 00 = & Jima () =2
bo'lib, Vx 6 X dafix) < gix) tengsizlik bajarilsa, u holda < bi,
ya’ni

)I&gb/(x) < )I&%gix)

bo'ladi.
< . . Ly = . N =
Aytaylik, xI7|>ranf|x) 0,, )!lggoglx)
bo'lsin.

Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko'ra Xqga intiluvchi ixtiyoriy
X, ="Xq, (x. e X, X, ®Xo)
ketma-kethk uchun
n” o da fix,, )-" bi, gix,,)*bi ()]
bo'ladi.
Ravshanki, V« e J1'da
fix,,)<gix,,). @)
Yagqginlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va
(2) munosabatlardan )E]_)rglol(x,,) < )I(l%g(x")' ya’'ni b, <b*bo'lishini
topamiz. »
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5-xossa. Faraz gilaylik,
lim/(x) =1), lim g(x) =2> N e P)
limitlar mavjud boisin. U holda
a) Vce R da hm (c m(x)) = c-)l(l_%/(x);

b) hm (/(x) +g9(x)) = Xf_l{)fgq/(x) +lim g(x);
d) hm (fix) mix)) = hm fix) -Fim g(x);

lim fix)
A . -
e) agar 0 boisa, % gix) hm six) boiadi.

Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik

amallar bajarilishi hagidagi maiumotlardan kelib chigadi.

N i %I_
1-misol. Ushbu X-W ___________

limit hisoblansin.
ml Bu limitni yugoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

| XBXNHINML A -« (x=)H J?-D+("-D)+-+( X' -1 ~
xN x-1 xAN X-1
- hm N+ -+ (+ A1 =
7 oxM x-I
_ «(«+1)

=14+24+3+... +« =

2-misol. Ushbu %LCOSX

limit hisoblansin.

m Maiumki, 1-cosx = 2sin® Shuni hisobga ohb topamiz:
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, . X
sin— sin
lim lim 7

2°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz gilaylik, / (X) funksiya
A'c © to'plamda berilgan bo’lib, (xq -y, Xqg) ¢ A" bo'lsin (y > 0).
Ravshanki, R nugta X to'plamning limit nuqtasi bo'ladi.

1-teorema. Agar /(x) funksiya X to'plamda o'suvchi bo'lib, u
yugoridan chegaralangan bo'lsa, ftinksiya Xq nuqtada

lim /(x)
XX0-0
limitga ega bo'ladi.
/ (X funksiya giymatlaridan iborat bo'lgan ushbu

F={/(X)]xGX n{x <Xq}}
to'plamni garaymiz. Teoremaning shartiga ko'ra bu to'plam yugoridan
chegaralangan bo'ladi. U holda to‘'plamning aniq chegarasining
mavjudligi hagidagi teoremaga ko'ra Pto'plam aniq yuqori chegaraga
ega. Uni Abilan belgilaymiz;
sup/" = h.
Endi, lim / (x) = bbo'lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara
ta’rifiga ko'ra;
1) VXG JiTn{x < Xq} uchun f{x)<b\
2) 3X* GZn{x <xi)}, x*<Xqg: /(x*)>e-8, (Ve >0) bo'ladi.
Agar 0= Xo -x’ >0 deyilsa, unda VW g (x])-S, Jid)n(:vd
uchun
b-e< f(x*)< f(x)<b<b +e
bo'lib,
f(x) -b<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa
lim /(x)=b
X»0-0

ekanini bildiradi. »



Xuddi shunga o'xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.

Aytaylik, f{x) funksiya XczR to'plamda berilgan bo'lib,
(xa, Xa+Y)e x bo'lsin (y> 0). Ravshanki, R nugta X to'p-
lamning limit nugtasi bo'ladi.

2- teorema. Agar f{x) funksiya X to'plamda kamayuvchi bo'lib,
u quyidan chegaralangan bo'lsa, funksiya Xq nuqtada

h /
X->J(941+0 ()

limitga ega bo'ladi.

Endi funksiya hmitining mavjudligi hagidagi umumiy teoremani
keltiramiz.

Faraz qilayhk, /(x) funksiya X aR to'plamda berilgan bo'lib,
XgB R nugta X to'plamning hmit nuqgtasi bo'lsin.

1-ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham shunday S> 0 son topilsaki,

Vxe X n(t/5(xo)\{xo0}), Vje X n (i/g (xq) \{xq})
lar uchun
fOO-fH{y)\<t €

tengsizlik bajarilsa, /(x) uchun Xq nugtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.

3-misol. Ushbu /(x) =xsini fiinksiya uchun xq = 0 nugtada
Koshi sharti bajariladi. .

*4 Hagigatan ham, Ve > 0 songa ko'ra 6 = | deyilsa, u holda

Vx e X n {U, (0) \{0}), VyeXf] (U, (0) \{O}

2 2

lar uchun (ya’ni X <6, > < Ouchun)

[/(x) -/(>)!=lIxsinl -2sinl I<Ixsinl I+l sinll<

bo'ladi. »

3- teorema. (Koshi teoremasi.)/ (X) funksiya Xq nugtada chekli
limitga ega bo'hshi uchun bu funksiya Xq nuqtada Koshi shartini
bajarishi zarur va yetarli.

89



mil Zarurligi. f (x) funksiya Xg nugtada chekli limitga ega boisin;
lim f{x) =h.
Limit ta’rifiga binoan;
Ve>0, 38>0 Vx€Z n {U'Xq)\{Xxq}) uchun

| fix) -b)\&)
boiadi. Shuningdek, VyeZfl (i/s(0)\{X0}) uchun ham

| I<f (©)
boiadi. (2) va (3) munosabatlardan
N(X) -7 ()] A N(X) -D\N+\b-f(y)] <e
boiishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik,/(x) funksiya uchun (1) shart bajarilsin. xg
nuqtaga intiluvchi ikkita
X, =X (X, Xq, n=12 ..), X,e X,
{Y.,i"XQ, «=1,2,...), Y¥,eX
ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu
X1, yi, Xj, yz, Xor Yo

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Ravshanki, z,
ketma-kethk uchun

N« NN O {Zn*Xo0, «=1,2,...), z,eX
boiadi. Teorema shartiga binoan Ve > 0 soniga ko‘ra 8 > 0 sonni
olamiz. Modomiki, « -" °0 da N Xq ekan, unda limit ta’rifiga
ko‘ra;

5>0, 3«0 GTV, V>« : |]z,-Xo|<e

boiadi. Binobarin, Vm >n,, \fn>  uchun

/(N,)-1TU ) <e

tengsizhk bajariladi. Bundan /(z,) ketma-ketlikning fyndamental
ekanligi kelib chigadi. Demak, / (»,,) ketma-ketlik yaqinlashyvchi;

« —=>00 da f{z,,)-"Db.
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n holda f[*x,,)"b, f {y,,)”" bboiib, funksiya limitining Geyne
ta’rifiga binoan
lim f{x)~b
boiadi. »
3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, a(x)

hamda P(X) funksiyalar X ¢ R to'plamda berilgan boiib, Xge i? nugta
X to'plamning limit nuqtasi boisin.

2-ta’rif. Agar lim a(x) =0
boisa, a(x) funksiya x  Xq da cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, x * 0 da a(x) = sinx funksiya cheksiz kichik funksiya
boiadi.

3-ta’rif Agar )Iz_%p(x) =<0
boisa, P(x) funksiya x  Xq da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, x # 0 da p(x) =1 funksiya cheksiz katta funksiya
boiadi.

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik
hamda cheksiz katta migdorlar kabi xossalarga ega boiadi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yigindisi cheksiz
kichik funksiya boiadi.

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

3) Agar a(x) (a(x) 0) cheksiz kichik funksiya boisa,
cheksiz katta funksiya boiadi.

4) Agar P(x) cheksiz katta funksiya boisa, cheksiz kichik
funksiya boiadi.

Mashglar
1. Ushbu Um
I+x"
limit bilan aniglanadigan funksiya topilsin.

2. Ushbu lim sin(W«”" +1) limit hisoblansin.
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14-ma’ruza
Funksiyalami taqqoslash
1°. «O» va «0» belgilar, ularning xossalari. Faraz qilaylik,/(x)
va g(x) funksiyalar Xcz.R to'plamda berilgan bo'lib, Xgnuqta X to'p-

lamning limit nuqgtasi bo'lsin.
1- ta’rif. Agar shunday o'zgarmas C > 0 soni va shunday 6 > 0

son topilsaki, Vxe n (xa) \{xgq}) uchun
/(91 < C "I

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

3CeR,, 35>0, VG Jn (i/5(0)\{x0}); I/(xX)] <C JaXI
bo'lsa, X Xg da/ (X) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegara-
langan deyiladi va / (x) =0 (g(x)) kabi belgilanadi.

Agar

3C &R, 3Je/?+, VX, |xI>ii: /(X)) |<C lgx) |
bo'lsa, X Xg=ada/(x) funksiya ((x) funksiyaga nisbatan chega-
ralangan deyiladi va yuqoridagidek / (x) =0 (g(x)) kabi belgilanadi.
Masalan, x 0 da x* = 0O{x) bo'ladi, chunki xg(—1, 1) da

XN < Ix].
Agar /(x) funksiya Xg nugta atrofida chegaralangan bo'lsa,

X =X da /(x) =0 (1) kabi yoziladi.
«O» ning xossalari:

1) Agar b

hm =
%30 g(X)
bo'lsa, X =>Xq da / (x) = 0{g{x)) bo'ladi.

2)Agar X =>Xg da /(x) =0(g(x)) va g(x) = 0{h{x)) bo'lsa, u
holda X X o da f{x) =0{h{x)) bo'ladi. Demak, x” Xq da
0{0{h{x))) = 0{h{x)).

3) Agar X Xgda /(x) =0(g(x)) va h{x) = 0{g{x)) bo'lsa, u
holda X~ X da / (x) +h{x) = 0{g{x)) bo'ladi.

4) Agar X~ Yo da f (x) =0(gi (x)) va 72 (x) = 0igj (x)) bo'l-
sa, u holda X Xgda f (x) ¢/2 (x) = Oig" (X)*g2(x)) bo'ladi.
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2-ta’rif. Agar har ganday e > 0 son olinganHa ham shunday 6 > 0
son topilsaki,

Vxe A'n(i/5(x0) \{Xq})
uchun
1701 <eU ()|
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, 38>0, Vxe Xn(t/s(xo)\{Xo}): |/(X) I<elg(X) |
boisa, X Xgda/ (x) funksiya g{X) fimksiyaga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi va / (x) = o(g(x)) yoki / =0o{Q)

kabi belgilanadi.
«0» ning xossalari:

D) Agar X~ Xgda / = o{g) boisa, u holda x ->Xqda / =0{q)
boiadi.

2)Agar X =>Xqda / =0{g), g = ofh) boisa, u holda x Xgda
/ = ofh) boiadi. Demak, o{o{h)) = o{h).

3 Agar X Xgdaf -0(g), /2 =0{g) boisa, u holda x * Xqda
/1 +/2 = 0{g) boiadi.

NAN X Xgda/, =o(gi), 72 =0(g2) bo'lsa, uholda x  Xgda
/1 +/2 = o(gi myj) boiadi. Demak, o(g,) *0(g2) = o(gi m )e

2°. Funksiyalaming ekvivalentligi. Autaylik,/ (X) vag(x) funksiyalari
XczR to'plamda berilgan bo'lib, Xgnugta X to'plamning limit nuqgtasi
bo'lsin.

3-tarif. X Xgdaf (x) vag (X) fimksiyalar (x2=Xgda g(xX) 0)
uchun

o _
>I<I—’r‘96 a(x) !

bo'lsa, X Xq daf(x) va g (x) ekvivalent funksiyalar deyiladi va
/(x) —g(x) (x = Xq) kabi belgilanadi.

Masalan, x —» 0 dafix) = sinxva ¢(x) = x funksiyalar ekvivalent
funksiyalar bo'ladi: sinx ~x (x = 0).

1- teorema. x  Xgda/(x) vag (X) funksiyalar (x;ix(, da g(x)
ekvivalent bo'lishi uchun

g(x)-/(x) =o(g(x))

tenglikning o'rinli bo'hshi zamr va yetarh.
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o} Zarurligi. x  xq da/(x) ~g{x) bo‘lsin. Tarifga binoan

lim @{31() =1

boiib, undan

i fSA
lim 1_ S0 500

boiishi kelib chigadi. Demak, g(x) - f{x) = o(g(x)).
Yetarliligi. X X gda g(x) -/(x) =o0(g(x)) boisin. U holda
X Xgda
J_ fix) » g{x)-fjx) " oigjx))

9{) gix) gix)
boiib, undan
. N — . . A =
L S
boiishi kelib chigadi. Bu esa
MR g = b

ya'ni fix) ~g (x) ekanini bildiradi. >

«=» ning xossalari:

1) Har ganday funksiya uchun x —> Xgda/(x) ~/ (X) boiadi.

2)Agar X Xg dafix) —gix), gix) — /r(x) boisa, x -=>Xg da
/ (X) — hix) boiadi.

3) Agar X~ Xgda/,(x) —gj(x), /3Cx) —~gtiX) boisa, x Xgda
fiix) mizix) ~giix) my2ix) boiadi.

3°. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Autaylik,

fC _ . _
)f(l% ix) =¢, =const ®o

boisin. Unda x = Xgda fix) ~cgyixX) boiib,
/(M) =i W +o(hi W)

boiadi. Bu holda Cigi(x) funksiya x ~ Xgq da/(x) funksiyaning bosh
gismi deyiladi.

94



Faraz qilaylik, x = Xg da Cjgiix) (Cj = const 0) funksiya

fix) ~Cjgj(x) ning bosh gismi bo'lsin. U holda x ~ Xgda
fix)-Cigi{x)—~C2g92 (X)
bo'lib,
f(x) = Cigi (x)+C292 (x) +o(g2 (X))

bo'ladi.

Bu jarayonni marta takrorlab, x ~ Xq da /(x) funksiyani
quyidagicha yozish mumkin:

/(x) =qgi (x) +C&g2 (X) +... +¢,g, (X) +0(g,, (X)) (1)
bunda c, ¥o va
M+1 (X)) = 0o(ge (X)), (=12,

Odatda, (1) formula x X q da/(x) funksiyaning asimptotik
yoyilmasi deyiladi.

4°. Ekvivalentlikdan foydalanib, funksiyalarning limitini topish.
Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning
limitini hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.

2-  teorema. Agar x =>Xgda /j (X) - /2 (x), @, (X) ~g2 (x) bo'-
lib, ushbu
C lim ~
limit mavjud bo'lsa, u holda

hm
M

limit ham mavjud va

RK)  XPOgix)
bo'ladi.
4 Aytaylik, X =>Xo da /j (X) ~72 (X), gi (X) —gj (x) bo'lsin.
Unda ravshanki, x —Xo da
2 W =/i(x) +o(/i(x)),
g2 (x) = gi(x) +0(gi(x))
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boiadi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:

lin, Ajil = lim =iy, Qi
g2(x) x50 gl(x)+0{gi(¥)) x50 gi(x)-

}- gosx-cost
o,

tisol. Ushbu

hmit hisoblansin.

3 X
A ] - COSX-GOS2X_ ,.  2sin— sin—
A RavsHan}q, hm COSXTROSEX - iy 20w S
A0 X £~ X
.. 33X 3x X X e .. .
Endi sin— = — +0(X) va 2 ~2n7 boiishini e’tiborga
olib, topamiz:
2sin”sini i|x+o(X)Yix+o(x)I /—\x2+o(x2)
lim—N~— 2~2hm - =2lim "=, ———= (-
X"0 XN X-"0 XN XA 2
COSX-Sin2x 3 .
Eemak, hm-=—=-=—==7""»
x-fO X n
Mashqiar

1 Aytayhk, ne M a® a2, a ,, &R boisin. U holda x = fmda
X7 +0,X"* +aX=" +... +fl,,_x+a, =0 (x")
boiishi isbotlansin.
2. Agar X =>Xoda f (X)-g(Xx)=0(f X))
boisa, X Xgda f(x)-g (x) = o{g (x))
boiishi isbotlansin.
3. Agar X Xoda [/, (X)-/2 (x), oy (X) -g2(x)
boisa, X = Xo da
7i(x) +/2(X)=-"i(x) +92 (%),
/1(x)-/2(xX)-g, (X)-g2W ...
munosabatlar o‘rinli boiadimi?
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4-BOB
FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA
TEKIS UZLUKSIZLIGI

15- ma’ruza
Funksiyaning uzluksizligi tushuncliasi

1°. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz gilaylik,/(jc) funksiya

X aR to'plamda berilgan bo'lib, X nugta X to'plamning limit
nuqtasi bo'lsin.
1-ta’rif. Agar
Jigm /(x) =1/(xq) (1)

bo'lsa, / (x) funksiya Xg nuqtada uzluksiz deyiladi.
Demak, / (X) ftinksiyaning Xq nugtada uzluksizligi ushbu

1) )I(l%f(x) = b ning mavjudligi,
2) b= /(xq) bo'lishi

shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1 Ushbu

N\
/(X)-xX"+x2 +I
funksiya Vxq ¢ R nugtada uzluksiz bo'ladi, chunki
lim fix) = lim X" +x* +1) = xf + +| = /(x,).
Jim ) x'qu( XN +1) = X (x,)
2. Ushbu

/W = (signx)"=]'-
(sign>) I[O, agar X=0 bo'lsa

funksiyani garaylik. Ravshanki, VX, g R nuqtada lim /(x) =1

bo'ladi. Demak, garalayotgan funksiya V%, ¢ R,XjtO nuqtada uzluk-
siz bo'ladi. Ammo /(0) = 0 bo'lganligi sababli

lig/ (<) /(o)

bo'ladi. Demak, / (X) fiinksiya Xq= 0 nuqtada uzluksiz bo’'lmaydi.
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Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan Xq funk-
siya?_intga;r]ﬁqtadagi uzluksizhgini quyidagicha ta’riflash mumkin.
. Agar
n~ o da x,"Xo, n=12,...)
boiadigan ixtiyoriy {x} ketma-kethk uchun
«™N o da /(x,) -4 /(xq)
boisa, funksiya Xgnuqtada uzluksiz deyiladi.
3' ta’rif. Agar Ve > 0 son ohnganda ham shunday 8 =8(e) >0
son topilsaki,
Vxe Jrni/g(xo)
uchun I/(x) -/(xo0)I<e
tengsizlik bajarilsa, / (X) funksiya x,, nugtada uzluksiz deyiladi.

Odatda, x — Xg ayirma argument orttirmasi, fix) —fix”") esa
funksiya orttirmasi deyilib, ular mos ravishda [xva 1/ kabi belgilanadi:
Ax =X -Xo, A/ =fix) -/(Xo) =/(xo +Ax) -/(Xq).

Unda funksiya uzluksizligining 1-ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
hm A/ =0 n\.
Ox->0 w
ko'rinishga keladi. Demak, (2) munosabatni funksiyaning Xgnuqtada
uzluksizligi ta’rifi sifatida garash mumkin.
Aytayhk, fix) funksiya X cR to'plamda berilgan boiib, Xoe A"
nugta X to plamning o'ng (chap) hmit nugtasi bo'lsin.
4-ta'rif. Agar

)J%O/(X) =/(x0), (jclgg{)/(x) = /(x0))

boisa,/(x) funksiya Xg nugtada o ‘hgdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Demak, fix) funksiya Xg nugtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz
bo'lganda fimksiyaning o'ng (chap) hmiti uning X* nugtadagi giymatiga
teng bo'ladi:

/(xo+0)=/(x0), (/(xo0-0)=/(x0)).

Keltirilgan ta’riflardan, fix) funksiya Xg nugtada ham o'ngdan,
ham chapdan bir vaqgtda uzluksiz bo'lsa, funksiya shu nugtada uzluksiz
bo'hshini topamiz.
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Umuman,/(x) funksiyaning Xgnugtada uzluksiz bo'lishi, Ve > 0
berilganda ham unga ko'ra shunday 6 = 6(e) > o topilib,

Vxe UNxa) z X =>f{x)e U7 ifixo))
bo'lishini bildiradi.
5-ta’rif. Agar/(x) funksiya Xci R to'plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo'lsa,/(x) ftinksiya X to'plamda uzluksiz deyiladi.
6-ta’rif. X cR to'plamda uzluksiz bo'lgan funksiyalardan iborat
to'plam uzluksizfunksiyalar to plami deyiladi va C{X) kabi belgilanadi.

Masalan, /(x) e C{a,b\ bo'lishi,/(x) funksiyaning [a, B\seg-
mentning har bir nugtasida uzluksiz, ya’ni/ (x) funksiya {a, b) inter-
valning har bir nugtasida uzluksiz, a nugtada o'ngdan, b nugtada
csa chapdan uzluksiz bo'lishini bildiradi.

2°. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Misollar. Uzluksiz funk-
siyalarning yig'indisi, ko'paytmasi va nisbatining uzluksiz funksiya
o‘lislii hagidagi tasdiglarni keltiramiz.

I-teorema. /(x) va g(x) funksiyalar X(zR to'plamda berilgan
bo'lih, NK X Miuilacln ii/,hiksi/, bo'lsin. U holda:

i Ve . Hlin ¢ w/(Xx) lunksiya x, nugtada uzluksiz bo'ladi;

)/ (") 1 M) funksiya x,, nuqtada uzluksiz bo'ladi;

d)Y'(X) *~X) l'unksiya Xq nuqtada uzluksiz bo'ladi;

N . . I

e) SN (g(x) ™~ 0) funksiya Xg nugtada uzluksiz bo'ladi.

< Teoremaning tasdiglari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega
bo'lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremadan
kelib chigadi. Masalan, teoremanmg d) tasdig'i quyidagicha isbotlanadi:

Pm /) =160, limgC) = )
xuran (/(x) *g(x)) = XI_i>rxr(12 /(x) 'Xl_m 9(x) = f(xif) *g(a,). »

1-misol. /(x) =c, ce R bo'lsin. Unda /(x)e C(R) bo'ladi.
M Hagigatan ham, Ve > 0 ga ko'ra S= e deyilsa, u holda
VX, IX-XI1<5: 1/(x)-/(x0)] =]c-c]|=0<e
bo'ladi. »
2-misol. /(x) =x, Xe R bo'lsa, u holda /(x) e C(R) bo'ladi.
4 Hagiqatan ham, Ve > 0 ga ko'ra 5‘:e deyilsa, u holda
99



VX, |x-Xol<5: |/(x)-/(x0)] = |x-Xo I<8 =e
bo'ladi. »
3~ misol.

/(x)+o,x "™+ .+, X+, me TV a,, & .., a"sR

boisin. U holda /(x) g C{R) boiadi.

4 Bu tasdigning isboti 1- va 2-misollar hamda 1-teoremadan
kelib chigadi. »

Shunga o'xshash ushbu

L aQR™ayx M. 4a, yX4a,
DX HyX™ "+ b, YXHD,,

funksiyaning (bunda m,nsN; ao,ay, ..., a,,,ba,by, ..., b, s R)
{xs R\ box' +bixX~" +... +b,, iX+h, =0}
to'plamda uzluksiz bo'lishi ko'rsatiladi.
4- misol. / (X) = sinx bo'lsin. U holda / (x) ¢ C(/7) bo'ladi.
ml XoGR nugtani olib, Ve > 0 ga ko'ra 5=¢e deymiz.
Unda VX, [IX-Xg<5:

| sinx —sinxol =2 Icos *sin 1<|x-Xol<5 =e

bo'ladi. »

Xuddi shunga o'xshash/ (x) = cosx funksiya R da, / (X) = tgxva
/(x) = ctgx funksiyalarning esa o'z aniglanish to'plamlarida uzluksiz
bo'lishi ko'rsatiladi.

5-misol. /(x) =0” G!>0 bo'lsin. U holda f(x)eC(R)
bo'ladi.

*"Ravshanki, N !(i(m 0(o""“*" -1)=o0.
-X() -
Unda
o= Ilim (G"-"-1 lim o* - =0
x-xo->0( ) X-Xq->0 ( )

n H * __ o — —/\ |3 * = e
<>0”®)Ie|)%(o a"°) =0<= lim fl o

bo'ladi. »
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6 —misol. Aytaylik,

-1, agar X <0 boisa,
/ (X) =j o0, agar X=0 boisa,
1, agar X>0 boisa

boisin. Bu funksiya uchun
/(+0) =1, /(-0)=-I
va berilgan fiinksiya X = /T \{0} to'plamda uzluksiz boiadi.
3°. Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, /(x) funksiya (a, ¢>)da
(-00 <a <b< +oo) berilgan boiib, Xqe (a, b) boisin.
Maiumki,/(x) funksiyaning Xqnuqtadagi o‘ng va chap limitlari
/(xo+0), /(x0-0) (©)]
mavjud boiib,
Jm(™ -0) =/(xo0) =/(X0+0) (@]

IcMiKlik o'rinli bo'lsa, u holda/(x) funksiya x,, nuqtada uzluksiz boiar
ctli.

Agar /'(x) funksiya X} nugtada uzluksiz boimasa, unda Xg nuqta
/'(x) funksiyaning uzilish nugtasi deyiladi.

7-ta’rif. Agar (3) limitlar mayjud va chekli boiib, (4) tenghklaming
birortasi o'rinli bo'lmasa, Xq nuqta /(x) funksiyaning birinchi tur
uzilish nugtasi deyiladi.

Bunda

/(xo +0), /(xo -0)

ayirma funksiyaning Xq nuqtadagi sakrashi deyiladi.

Masalan,/(x) = [X] funksiya x = p (peZ) nuqgtada birinchi tur
uzihshga ega, chunki

f(p +0)" p, f(Po-0)=p-I
bo'lib,
fip +O)M{pQ -0)

bo'ladi.

Agar hech bo’'Imaganda (3) hmitlaming birortasi mavjud bo'lmasa

yoki cheksiz bo'lsa, Xq nugta /(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish
nugtasi deyiladi.
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Masalan, ushbu

/W -
O agar =0 bo‘lsa

funksiya X = Onugqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo'ladi, chunki bu
funksiyaning x = Onuqgtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.

4°, Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz gilayhk, y = f{x)
funksiya X dR to'plamda, u = Hy) funksiya esa to'plamda anig-
langan bo'lib, ular yordamida u = F{f(x)) murakkab funksiya tuzU-
gan bo'lsin.

2-teorema. Agar y —f{x) funksiya Xg&X nuqtada, u = K{y)
funksiyaesa  Yf nugtada (yg = / (xq)) uzluksiz bo'lsa, F\#X)) funksiya
Xg nugtada uzluksiz bo'ladi.

<u = Hy) funksiya Y-nugtada  =/(X(,)) uzluksiz bo'lgani
uchun

Ve>0 3a>0 V;, | -Jol< : IPiy) ="(Jo) I<£, (5
ya'ni |F{f{x)) -/’(/(x0)) | <e bo'ladi.
Shartga ko'ra y —fix) funksiya X(e ¥nuqtada uzluksiz. U holda
yugoridagi a > Oga ko'ra
35>0, Vx, Ix-Xo]<8; I/(x)-/(x0) I<o,
ya’ni Ir-Jol< ()
bo'ladi.
(5) va (6) munosabatlardan
Ve>0, 38>0, VX, |x-x,]<8: W (x)) -/°(/(x0)) |<e

bo'lishi kelib chigadi. Demak, F{f{X)) funksiya x,, nugtada uzluksiz. »

5°. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.

3-teorema, [a, b] @R da monoton bo'lgan / (X) funksiya shu
[ b] ning istalgan nugtasida yoki uzluksiz bo'ladi, yoki birinchi tur
uzilishga ega bo'ladi.

mifix) funksiya [a, b] da o'suvchi bo'lsin. Aytaylik,

Xoe[u,Zz>], (Xo-6,Xb+8)c[a,e], (8>0)
bo'lsin. Monoton funksiyaning limiti haqidagi teoremaga ko'ra

lim; /(x) =/(X0 -0) </ (xaq).



x—llg&o/(x) =/(x0+0) >/(xq),

boiadi. Agar /(xq-0)=/(xq)=/(xq +0)
boisa, /(x) funksiya Xqgnuqtada uzluksiz, agar

/(xq -0) </(xq +0)
boisa, fix) funksiya Xg nugtada birinchi tur uzilishiga ega boiadi.
Xuddi shunga o‘xshash/ (X) funksiya [a, b] da kamayuvchi bo'lganda
ham tasdiq isbotlanadi. »

Mashglar
1. Ushbu

sinx, agar X - ratsional son boisa,

fw = 0, agar X - irratsional son boisa

funksiyaning x* = kn (k e Z) nugtalarida uzluksiz boiishi isbotlansin.
2. Ushbu
JI, agar X - ratsional son boisa,
[o, agar X - irratsional son boisa

Dirixle funksiyasi R ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi
isbotlansin.

3. Ushbu /(x) =[X] sinix, (xeR)
funksiya uchun f(x) e C(R) boiishi ko'rsatilsin.

16- ma’ruza
Uzluksiz funksiyalarning xossalari

r. Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal
xossalari). Misollar. Faraz gilaylik,/(x) funksiya XczR to'plamda
berilgan bo'lib, X, &X bo'lsin.

1 Agar f(x) funksiya Xg e A'nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda

shunday O > 0 va Af > 0 sonlar topiladiki, Vxe ~ flt/5(xg) da
NX(X)\< M bo'ladi, ya'ni/ (x) funksiya Xgnugtaning i/g (xg) atrofida
chegaralangan bo'ladi.
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2. Agar/(x) funksiya Xgs X nuqtada uzluksiz boiib, /(xq) 0
boisa, u holda shunday 5 > 0 son topiladiki, Vxe Jrni/sCxo) da
sign/(x) = sign/(xo) boiadi, ya’ni /(x) funksiyaning i/gi*0) dagi
ishorasi/(x¢)ning ishorasi kabi boiadi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo'lgan fimksiyaning xossa-
laridan kelib chigadi.

3. Aytaylik, y = /(x) ftinksiya Xq nuqtada

)I(i;nof{x) =b, (be R) (1)

gaegabo'lib, g(y) ftinksiya rto'plamda berilgan {/(X) [xe X}U c Y
vay = b nuqtada uzluksiz bo'lsin. U holda

Jigy9(F(x)) = ()

a’ni lim g(f(x)) =g(lim /(x 2
zorad,i Jim g(f(x)) =g(lim /(x)) @)
wmdax, Xq(X,6 X, X, *Xqg, n=1,2,...) bo'ladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko'ra
n—-mda/(x,) =>b
bo'ladi. Shartga ko'ra g{f(x)) ftinksiya b nugtada uzluksiz. Demak,
«™oo da g{f{x,,)-"g{b)
bo'ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o'rinli bo’hshi kelib
chigadi. »
1-misol. Ushbu

XI_|#r:rwb . =log"r e, (0>0, 0"1) (©)]

munosabat isbotlansin.
A (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

1

1 N j—
=0 X X0 Imz)(l )" =log, e

Xususan, a = e bo'lganda hm =\bo'ladi. »
X0 X

— mi . imA=-N = >
2- misol. Ushbu chlgﬂ " Ino, {a>0)

munosabat isbotlansin.
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-4 Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun - \~t deb olamiz.
Unda X" 0da/” 0bo'ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga
olib topamiz:

lim = lim =—— infl. »
X r*olog,,(I+0 logoe

3-misol. Ushbu
Il i m =a, (as R)
munosabat isbotlansin

~ Ravshanki, @a+x)“ = f
vaX odaln(l +x) -4 0 boiadi. Unda

A+l _ (e In(I+x) g
X aln(l+x) X
boiib, undan
(I +x)* - g«dn(I+Hc)_| In(l1+x)
hrg ""x"" =hm “ath( Th—x ~ 2~

boiishi kelib chigadi. »

2°. Segmentda uzluksiz boigan funksiyalarning xossalari (global
xossalar). Aytaylik, /(x) ftinksiya [a, b] segmentda berilgan boisin.

Ma’lumki, /(x) fiinksiya {a, b) da uzluksiz, a nugtada o'ngdan,
b nugtada chapdan uzluksiz boisa,/(x) fiinksiya [a, b] segmentda
uzluksiz boiadi.

Endi segmentda uzluksiz boigan funksiyalarning xossalarini
keltiramiz. Ular teoremalar orqali ifodalanadi.

1- teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi.) Agar /(x)
fiinksiya [a, b] segmentda uzluksiz, ya’ni /(x) g C[a, b] boisa,
/ (X) fiinksiya [a, #] da chegaralangan boiadi.

4 Ma’lumki, /(x) funksiyaning [a, B\.da chegaralanganligi
quyidagi

3M g (0,+00), Vxg[fl, ¢]:1/7(x) I<TV
ni anglatadi.

Teskarisini faraz gilayhk, ya’'ni /(x) g C[a, b] boisa ham fiank-
siya [a, b] da chegaralanmagan boisin. U holda

105



VneN, 3x.e[ab]\ |/(x,,)]>«, («=1,2,..) 4
bo'ladi. Ayni paytda, hosil bo'ladigan {x,} ketma-kethk uchun
X, g [a bl, (« =1,2,...)bo'lganligi sababU u chegaralangan bo'ladi.
Unda Bolsano—Veyershtrass teoremasiga ko'ra bu {x} ketma-kethkdan
yaginlashuvchi gismiy {x} ketma-kethk ajratish mumkin:

wda Xo, (Xq e [a b]).
Shartga ko'ra/(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Binobarin,

/c”ooda /(x,,N)->/(x0) ©)]
bo'ladi. Bu (5) munosabat yuqorida qilingan farazga ziddir (chunki
faraz bo'yicha

Jim /(X,,j = +@0
bo'lishi lozim edi). Demak,/(x) funksiya [a, B\.da chegaralangan
bo'ladi. »

Aytaylik, fix) funksiya X a R to'plamda berilgan bo'lsin.

Tarif. Agar X to'plamda shunday XgS X nuqta topilsaki, Vxs X
uchun

I (x)</(xa), (/(x)>/(xo0))
tengsizlik bajarilsa, / (x) funksiya Xg nuqtada eng katta (eng kichik)
giymatga erishadi deyiladi va
/(Xo) = mx"/(x), (/(xo0) = n)&m/(x))
kabi belgilanadi.

2- teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.) Agar
fix) G C[a, b] bo'lsa, bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda
eng kichik giymatlarga erishadi, ya’ni

3c, 6[a, 6], VXG[fl, O]: /(x)</(cj),
26 [a b], VXG [a, b]: fix) >/(C2)
bo'ladi.

M Aytaylik, fix)eC[a, b] bo'lsin. Veyershtrassning 1-teore-
masiga ko'ra/ (x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu
{fix)\xe[a,b])
to'plam chegaralangan bo'ladi. Unda to'plamning anig chegarasi
hagidagi teoremaga ko'ra
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sup_f{x) =M, {Me R
)dapm{ ) { )
mavjud boiadi.
To'plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga muvofiq:
Vxe [a b]: /7 (xX) <M,
Ve >0, 3x(e)e [fl, >]: f{x{z))>M-e
boiadi. Keyingi tengsizlikda
N I
£ 3 =
deb olinadigan boisa,

X,

ketma-kethk hosil boiib, uning uchun

tengsizhk bajariladi. Demak, Vne da

M-I<f{x,)<M
boiadi. Bu munosabatdan
lim/(x,,) =M ®)
boiishi kelib chigadi.

Yuqorida hosil gilingan {x;} ketma-kethk chegaralangan. Undan
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni }
deylik:

N mda N g, (g e [a b).
Berilgan/ (X) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k~"ooda /(x, J"/(cj).

Ravshanki, )} ketma-kethk {/’'(x,,)} ketma-ketlikning gismiy
ketma-ketligi. Demak, (6) munosabatga ko'ra

A—->mda f(x,*) =M
bo'lib,/(c,)=Af bo'hshi kelib chigadi. Xuddi shunga o'xshash, /(x)
funksiyaning eng kichik giymatga erishishi ko'rsatiladi. »
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3-  teorema. Faraz gilaylik,/(x) fiinksiya [a, B\segmentda berilgan
bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) /(x)GC[a, bl

2) segmentning chetki nuqgtalari a va b larda har xil ishorali
giymatlarga ega, ya’'ni

fia) <O<fib) yoki fia) >0>/(>)
bo'lsin.

U holda (a, b) da shunday X, nugta ia < < b) topiladiki,
/(xq) = Obo'ladi.

«MAytaylik, /(jc)e C[a, 6]bo'lib, fia) <O</(¢) bo'lsin. [a, B\
segmentning/(x) funksiyaga manfiy giymatlar beradigan nuqgtalaridan
iborat to'plamini E deylik:

" ={xglo,6]1/(x)<0}.
Ravshanki, a® E, E <z[a B\ Demak, E to'plam chegaralangan va
E~O.
To'plamning aniq yugori chegarasi hagidagi teoremaga ko'ra
Supt' = Xo> (*0 6 (a, b))
mavjud bo'ladi.
Aniqg yuqgori chegara ta’rifiga binoan,

Vne N, 3x, &E: 1 <iq
bo'ladi. Demak,
/(x,)<0, («=1,2,3,..).

fix) fimksiyaning [a, b] da uzluksiz bo'lganligini e’tiborga olib
topamiz:

n oda x, Xobo'lib, /(x,) " /(xq).
Bir tomondan
lim/(x,,)<0,
ikkinchi tomondan
lim/(x,,) =/(xo0)

bo'lishidan
/(x0)<0 @
bo'lishi kelib chigadi.
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Ravshanki, x > Xqda x g E. Binobarin,/(x) >0. Shuning uchun
o/ ()70

/(x0)= X—Q%-lO/(X)>O ®)

boiadi. (7) va (8) munosabatlardan /(xq) = 0 boiishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o'xshash, / (x) e C[a, €]va /(a) > 0>/ {b) boigan
holda teorema isbotlanadi. >

4~ teorema. Agar / (x) e C[a, b]boisa, u holda chegaralari/(0)
vaf{b) boigan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni ohnganda [a, b] da
shunday Xq nuqta topiladiki, / (xq) = | boiadi.

/(«) <f(b) deb,/(a) </</(Z>) ni olaylik. Ravshanki,/(a) = |

yokif(h) = /boigan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endif(a) < <f{b) boisin. Ushbu

g{x)"{x)-1I, (xG[a, bl)

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:

1) g(x)e C [a el

2) g(a) <0<g(b)
boiadi. Unda 3-teoremaga ko'ra shunday xe (a, b) topiladiki,

g0 = 0,

bo‘hb.

ya’ni
/U) =1
bo'ladi. »

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo'lgan
funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5- teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar/(x) funksiya
XczR oraliqda uzluksiz va gat’iy o'suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo'lsa,
u holda Y- = {/(x) |xe X} oraliqda teskarif~\(y) funksiya mavjud
bo'lib, u uzluksiz gat’iy o'suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo'ladi.

Mashqgiar

1. Ushbu X- -1
tenglama (0, 1) da hech bo'lmaganda bitta ildizga ega ekanligi
isbotlansin.
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2, Ushbu

-x"+1, agar -I<x<0 bo'lsa,
f(x) = o, agar X =0 bo’lsa,
-1, agar 0<X<1 bo‘lsa

funksiya [-1, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?
3. Ushbu

f(x) =x"-X%x, (xeR)
funksiya giymatlari to‘plami R bo'lishi isbotlansin.
4. Aytaylik, /(x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va

uzluksiz bo'lsin. U holda aylanada diametral garama-garshijoylashgan
awa b nugtalar topilib, f{a) =/ (b) bo’'lishi isbotlansin.

17- ma’ruza
Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

1°. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilaylik,
/ (X) funksiya XczR to'plamda berilgan bo'lsin.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy ee O son olinganda ham shunday 5>0
son topilsaki,

| x'-x'] <5
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x, Xx"e X uchun
i/(x)-/(x")]<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
V8>0, 38>0, Vx'x7’eX, [|x'-x"|<6: |/(xX)-/(x") |<e

bo'lsa, /(x) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Keltirilgan ta’rifdan:

1) 6> 0 sonning fagat e> 0 ga bog'ligligi;

2) /(x) ftinksiya X da tekis uzluksiz bo'lsa, u shu X to'plamda
uzluksiz bo'lishi kelib chigadi.

1- misol. /(x) =x, Xe Rbo'lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz
bo'ladi.

m Agar Ve>0 ga ko'ra 6 =e deb ohnsa, unda VX', x'e X,
IX'-x"'1<6 da
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| /(x)-/(x")i=]x"-x"]|<5 =e

bo‘ladi. »

2-misol. /(x) =sinx, xeR boisin. Bu funksiya R da tekis
uzluksiz boiadi.

4 Agar Ve > 0 ga ko‘ra, 5= e deyilsa, unda VX', x'g R,
IX'-x'1<5 da

=2cosi(;—x’ smxl'zx’ <X -X <8=e

boiadi. »

3-misol. /(x) = 1 X6 X =(0,1] bo'lsin. Bu funksiyaJif= (0,1] da
tekis uzluksiz boimaydi.

Ve > 0 sonni, masalan, e=- deb olib, X' va x" nugtalar
sifatida

jC:% va X'= o («6 N)

deb olinsa, u holda |x'-x" |ayirma quyidagicha
11 1

n «+1 «(«+!)

X-X X

boiadi. Bundan (]x'-x']<8) 8 ni har gancha kichik qlib olish
mumkin boisa ham

11

= Irt-(«+D] =1>i=e

boiadi. Demak, /(x) = - funksiya A'=(0, 1] da tekis uzluksiz emas. »

2°. 1-teorema. (Kantor teoremasi.) Agar /(x) e C[a, b]boisa,
u holda/ (x) funksiya [a, B\da tekis uzluksiz boiadi.

Aytaylik, fix) e C[a, b] boisa ham funksiya [a, B\da tekis
uzluksiz boimasin. Unda biror e > 0 va ixtiyoriy 8 > 0 uchun [a, B\.da
shunday x' va x" nugtalar topiladiki,

IX'-x"1<8 Ifix') -fix")i>e
boiadi. « 4+mda 8, O, (8,>0, =\ 2, ...) boiadigan brtiyoriy
m A



{6} ketma-ketlikni olamiz. Unda
X, -x, <5, /(x;)-/(xD]>e,
Xi = Xi <5

x;—x;<5,=7(x;)-1(x;)]>8,

boiadi.
Ravshanki, {x"}uchun X, e [a b], (« =12, 3,...) boiib, undan
k —=+mda X =>Xj, (e [a €]

boiadigan gismiy ketma-kethk ajratish mumkin. Shuningdek, x" ketma-
ketlikdan gismiy ketma-kethk ajratish mumkin. Ayni paytda.

x.’k uchun ham

boiadi. C[a, b] boiishidan +» da
{on A ulardan k™~ d a /(x™) - 0
boiishi kelib chigadi. Bu esa \/r> N uchun

1/«)-/(x; )]|>e
deb ohngan farazga zid. Demak,/(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz. »

2-  tarif- Faraz qgilaylik, /(x) funksiya X<zR to'plamda berilgan

bo'lsin. Ushbu

sup/(x)- inf/(x)

XSX X&X
ayirma / W funksiyaning X toplamdagi tebranishi deyiladi va u ©
orgah belglianadi:

@@= co(/; X) =sup /(x) - inf f(x
(/5 X) R (x) (x)
funksiyaning X to'plamdagi tebranishi quyidagicha
0= sup {I/(x)-/(x)1}

X', x'eX

kabi ta’riflanishi ham mumkin.

Natija. Agar /(x) e C[a, b]bo'lsa, u holda Ve > 0 uchun shunday
O> 0 topiladiki, [a, bB] segment uzunliklari 5 dan kichik bo'laklarga
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ajratilganda har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi e dan kichik
bo‘ladi.

A Shartga ko‘ra /(x) e C[a, b]. Demak, Kantor teoremasiga
ko‘rau [a, b] da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan

Ve>0, 38>0, VX, x"e[a,e], |x'-x']<s8: /(X)) ~/(X") |<e
bo'ladi.
Endi [a, b] segmentni uzunligi 8 dan kichik bo'lgan
A ] 0 <x, <x2<..<X,, X =a, X, =h)
bo'laklarga ajaratamiz. Unda
VX', x'e [X, xN,] | x'-x"]I<s: |[/(X")~/(X") |<e
bo'ladi. Demak,

0)=><,xes[l>J& /(<) -/ 1y <e

bo'ladi. »

3°. Funksiyaning uzluksizlik moduli./(x) funksiya X c to'plamda
berilgan bo'hb, u shu to'plamda uzluksiz bo'lsin. Endi

V8 >0, VX, x'g A, |x'-x"|<8
uchun
1/(x")-/(x")1 (€Y

ayirmani garaymiz.

3-ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqgori chegarasi

sup{l/(x)-/(x") I

/ (X) funksiyaning Xa R 7o plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va
©(8) kabi belgilanadi:

0(8)= sup {I/(x)-/(x)]}.
XX|<S

Demak,/ (X) funksiyaning X to'plamdagi uzluksizlik moduh 8 ning
manfiy bo'lImagan funksiyasi bo'ladi.
Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:
1 Funksiyaning uzluksizlik moduh 8 ning o'suvchi funksiyasi
bo’'ladi.
< Aytaylik, 8i >0, Sj >0va 8, >82bo'Isin. U holda
{x'x'eZ: |x'-x"]<si}, {x'x"eX: |x'-x"]|<s2}
to'plamlar uchun
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{x'x"eX: \X'-x"\<52}c:{x'x"e X: |jc-jcl <O}
boiib, undan
(0(82) < (o(51)
boiishi kelib chigadi. Demak, 8L > 83 => 08i) > (0(82). »

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.
2. Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

co(8) < (1 +A) *co8)
munosabat o‘rinli boiadi, bunda A — musbat son.
4- misol. Ushbu / (x) =ax +b,{a,b &R) funksiyaning X —[a, p]

dagi uzluksizlik moduli topilsin.
A Ta’rifga binoan,

(o(8) = su[|3 Nax +b)-{ax"+b)\- ﬁ) a(x'-x") =d-8

Ix'-x |x-a
boiadi. Demak, @) = |o]-8. »
2-teorema./(x) funksiya A"to‘plamda tekis uzluksiz boiishi uchun
lim c(6) =0
8"+0
tenglikning o‘rinli boiishi zarur va etarli.
mi Zarurligi. f (X) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz boisin:

Ve>0, 38e>0, VX, x'eX, |x'-x"|<8 I/(X')-/(XO I<|m

U holda 0 < 8 < 8gtengsizliklami ganoatlantiruvchi ixtiyoriy 8 uchun

| SUI|38{|/(XO /x)13} <| Sullo5 {1/ (x)-/1(x") ] }< I <s
boiib, unda 0)(8) <e, ya'ni
lim co@8) =0
872+0
boiishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Ushbu élmoco(5) =0
munosabat o‘rinli boisin. Demak, 8 +0 da

0(8)= |><SeuP|<8{ 1/(x)-/(x") O
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u holda
VX', x"eX, Ix'-x'l <5<b5e j/(x") -/(xX")] <e

boiadi. Demak,/(x) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz boiadi. »

Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalami sinflarga ajratish
imkonini beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu

cl®) <M 5¢

(bunda M = const, 0 < a < 1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksiya-
lar to'plami a tartibli Lipshits sinfi deyiladi va LipU kabi belgilanadi.

Mashgiar

1. Agar/ (X) va g(x) funksiyalaming har biri [a, Jc da tekis
uzluksiz bo'lsa, u holda/(x) *g(x) funksiya ham [a, b]czR da tekis
uzluksiz bo'hshi isbotlansin.

2./(x) = X funksiyaning fO, -fog) da tekis uzluksiz emasligi ko'r-
satilsin.

3. Ushbu

fix) =x2 + |
funksiyaning A'= [0, 1] segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.
4. Agar/(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo'lsa, ushbu

firg 09

limit mavjud bo'ladimi?

18- ma’ruza
Kompakt to‘plam. Kompakt to"plamda uzluksiz ftinksiyalar

1°. Kompakt to‘plam tushunchasi. Awalo ochiq va yopiq to'p-
lamlar tushunchalarini keltiramiz.

Faraz qgilaylik, XaR to'plam berilgan bo'lib, Xqe X bo’lsin.

1-ta’rif. Agar Xg nugtaning shunday

VMXQ) ={X&R xq-06<x <Xg+5}, (6>0)
atrofi mavjud bo'lsaki, uning uchun UMNxqg) . X bo'lsa, X nugta

X to'plamning ichki nugtasi deyiladi.
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Masalan, Xg =" nugta X= [O, 1] to'plamning ichki nuqtasi

—

bo'ladi. Chunki, bu nuqgtaning - i %,\‘{J atrofi uchun

2 &

:2' - L , '2;"4' ¢ [0,]] bo'ladi. X= O, X= 1nuqtalar shu to'plamning

ichki nugtalari bo'lImaydi, chunki, masalan, x = O nugtaning hech
gaysi (-0, 5) atrofi X- [0 1] segmentga tegishh bo'lmaydi. (Bu
atrofning (-5, 0) gismi [Q 1] segmentning tashqarisida joylashgan).

2-ta’rif. Agar X to'plamning har bir nugtasi uning ichki nugtasi
bo'lsa, X ochiq to plant deyiladi.

Masalan, X~ (O, 1), X= (O, 1) U (2, 4) to'plamlar ochiq to'plam-
lar bo'ladi.

3- ta’rif. Agar Alto'plamning barcha limit nugtalari shu to'plamga
tegishli bo'lsa, X yopiq to plam deyiladi.

Masalan, A'"= [O 1] segment yopiq to'plamdir.

Eslatma. Limit nugtaga ega bo'lImagan to'plam ta’rifga ko'ra
yopiq to'plam deb hisoblanadi. Masalan, £= {1, 2, 3, 4, 5} to'plam
yopiq to'plam bo'ladi.

4-ta’rif. Agar X to'plamning nugqtalaridan tuzilgan har ganday
{x} ketma-kethkdan shu to'plamning nugtasiga yaginlashuvchi {x,* }

gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa, X kompakt to plam deyi-
ladi.

Misollar. X= [a, b] segmentning kompakt to'plam bo'lishi
Bolsano—Veyershtrass teoremasidan kelib chigadi.

2. Z =[fli, JU[G> JU..UI[R,, ]Jto'plam kompakt to'plam
bo'ladi.
3. X - (O, 1) interval kompakt to'plam bo'lImaydi, chunki

Teorema. X kompakt to'plam bo'lishi uchun uning chegaralangan
va yopiq to'plam bo'lishi zarur va yetarli.

mZarurligi. X —kompakt to'plam bo'lsin. Uning chegaralanganli-
gini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni X —kompakt to'plam
bo'lsa ham, u chegaralanmagan bo'lsin. U holda
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3%, X,eX, «=1,2,3,.... %, |>«

boiadi. Ravshanki, bu {x} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratib boimaydi. Bu esa X ning kompakt to'plamligiga
zid. Demak, X — chegaralangan to‘plam.

Endi X ning yopiq to‘plam boiishini ko'rsatamiz. Faraz gilaylik
Xgq nugta X to'plamning limit nugtasi boisin. U holda

3X,, X, GZ, «=1,2,3,.... «*+00 da X, " X

boiadi. Bu {x} ketma-ketlikning har ganday {x, } gismiy ketma-
ketligi uchun
A!nlo X, =Xo

boiadi. Zkompakt to'plam boiganligi sababli x,, g A'boiadi. Demak,
X —yopiq to'plam.

Yetarliligi. X —chegaralangan va yopiq to'plam bo'lsin. Bolsano—
Veyershtrass teoremasiga ko'ra har ganday {x} ketma-ketlikdan Xqga
yaginlashuvchi { }qgismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: A ->fm da

Ravshanki, Xg nugta X to'plamnmg limit nugtasi bo'ladi. Ayni
paytda, A"yopiq to'plam bo'lgani uchun x* g *bo'ladi. Demak, X -
kompakt to'plam. »

Endi kompakt to'plamning muhim xossalarini keltiramiz.

Faraz gilaylik, X to'plam va har bir elementi intervaldan iborat
*y={a} intervallar sistemasi berilgan bo'lsin.

5  ta’rif. Agar X to'plamning har bir x nugtasi uchun S sistemada
shu nugtani o'z ichiga oluvchi a interval topilsa, u holda 5'={a}
sistema X toplamni qoplaydi deyiladi.

Masalan, X = (0, 1) bo'lsin. Quyidagi

- - J_ 2.
). (il). %%
intervallar sitemasini olaylik.
Ravshanki, X - (0, 1) to'plamning har bir nuqgtasi bu intervallar
sistemasining kamida bitta intervaliga tegishli bo'ladi. Demak,
1 3~
28 N
sistema Z= (0, 1) to'plamni qoplaydi.

5= «-1,2,
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Endi bitta tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Geyne—Borel lemmasi. Agar chegaralangan yopig X to‘plam
cheksiz intervallar sistemasi % bilan qoplangan boisa, u holda {a}
sistemadan X to'plamni qoplovchi chekli {a,,02,..., a,,} sistemani
ajratish mumkin.

2°. Kompakt to‘plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari.
Faraz gilaylik, / (X) funksiya X kompakt to'plamda (Xc R) berilgan
bo'lsin. Bu to'plamda/ (X) funksiya uzluksiz bo'lsa, u gator xossalarga
ega bo'ladi.

1 Agar/(x) funksiya X kompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, u
chegaralangan bo'ladi.

2.Agar/ (X) funksiya Xkompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, funksiya
shu to'plamda o'zining aniq chegaralariga erishadi. Ya’ni shunday

x, € Z, x2e X nuqtalar topiladiki,
/(xi) = su§)</(x), /(X2) = inf/(x)
XS xeX

bo'ladi.

3. Agar/ (X) funksiya Xkompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, fimksiya
X da tekis uzluksiz bo'ladi.

4. Agar/ (X) funksiya X kompakt to'plamda uzluksiz bo'lsa, shu
X to'plamning aksi {/(X)} kompakt to'plam bo'ladi.

Bu xossalarning birini, masalan, 1-xossaning isbotini keltiramiz.

A Aytaylik, XczR kompakt to‘'plam bo'lib, bu to'plamda / (X)
funksiya uzluksiz bo'lsin. Unda Vxe X nugtaning shunday kichik
atrofi U(X) topiladiki, bu atrofda/ (x) funksiya chegaralangan bo'ladi.
Bunday nugta atrofian U(X) intervallardan S sistemani hosil gilamiz:

5 ={i/(x): xeX}.
Ravshanki, S sistema X to'plamni qoplaydi. X kompakt to'plam

bo'lganligi sababh, Geyne—Borel lemmasiga asosan bu sistemadan X
to'plamni qoplovchi chekli

S*
sistemani ajratish mumkin.

Har bir i/; (K =1, 2,..., n) atrofda/(x) funksiya chegaralangan,
ya’ni shunday (m" = const, =const, K=1,2,..., «) son-
lar topiladiki, Vxe (M da
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mk < fix) < , (=1,2,3 ,n)
bo'ladi.

Agar n™, ni2, m ,, sonlaming eng kichiginim; M M, M ,,
sonlarning eng kattasini M desak, u holda Vxe A'da m< f (xX) <M
bo'ladi.

Demak, /(x) funksiya X to'plamda chegaralangan. »

Mashgiar
1. Chekli sondagi ochiq to'plamlar yig'indisi ochiq to'plam boiishi

isbotlansin.

2. Agar /(x) ftinksiya X kompakt to'plamda uzluksiz bolsa,
fix) funksiya X da tekis uzluksiz bo'hshi isbotlansin.
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5-BOB

FUNKSIYANING HOSILA VA
DIFFERENSIALLARI

19- ma’ruza

Funksiyaning hosilasi
V.

1°. Funksiya hosilasining ta’rifi. Misollar. Faraz gilaylik, / (X)
funksiya {a, b)czR da berilgan bo‘lib, Xge (o, 2, Xq +Axe {a, b)
bo'lsin.

Ma’lumki, ushbu

A/'(x0) =/(xo +AX)-/(x0)
ayirma/ (X) funksiyaning Xq nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1-ta’rif. Agar ushbu

A% Ax
limit mavjud va chekli bo'lsa, u/ (x) funksiyaning Xgnugtadagi hosilasi

deyiladi va /'(x0),yoki (/(x))"" kabi belgilanadi. Demak,

1'(;<,,)= lim
(86 A &
Agar Xq+Ax = Xdeyilsa, unda Ax =x - Xova Ax" Odax Xq
bo'lib, (1) munosabat quyidagi
/'(;..)= lim (1,
X->Xq X—Xq

ko'rinishga keladi.
1-misol. /(x) = X XgS R bo'lsin. Bu funksiya uchun

/ (x)-/(Xqg) _ X-Xg ™ 1J
X-X0 XA
bo'lib, hm =1
x ->Xq X —X

bo'ladi. Demak, /'(x) =(X)'=1
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2-misol. / (X) = 4, xe R boisin.
Agar X > 0 boisa, u holda/(x) = x boiib, /'(x) = 1boiadi.
Agar X < 0 boisa, u holda/(x) = -xboiib,/'(x) = -1 boiadi.

Agar Xo = 0 boisa, u holda =~ boiib, x 0dabu

nisbatlaming limiti mavjud boimaydi. Demak, berilgan funksiya Xg= 0
nuqtada hosilaga ega boimaydi.

3-misol. /(x) =Xjx], xe R, XgE R boisin.

a) Xg>0,X>0, X X uchun

fix)-f(x0) _ ¥ix|- Xokol ____ "0 _»
X-Xo | X-Xq X-Xq
va hm ZiiL Z litl = 2Xg =2 K |
X-Xo

boiadi.
b) X0< 0, X< 0, X X) uchun

/(x)-/(x0) ™
X-Xo X-Xo

va f )Il)% XX = 2x0 =2 po]
boiadi.
d) x, = 0, X5X uchun

7 (x)-/(Xa) _ xIx| _

x-0 X
va lir/W -/(0),0
X X—0

boiadi. Demak, Vxe R da /'(x) =(x KX)'=2 4.
4- misol. Aytaylik,
Xminl, agar Xx*0 bo'lsa.

/W -
0, agar X=0 I

boiib, X0 = 0 boisin. Unda
el



X-Xq X-o X
bo'lib, uning XX->0dagi limiti mayjud emas. Demak, berilgan funksiya
Xg= 0 nuqgtada hosilaga ega emas.

2°. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya XczR to'plamda berilgan bo'lib, (xq -5, Xq) ¢c Z, (8 >0)
bo'lsin.

2-ta’rif. Agar ushbu

o
limit mavjud bo'lsa, bu limit / (X) funksiyaning x,, nuqtadagi chap
hosilasi deyiladi va /'(xq - 0) kabi belgilanadi:

/'(Xo-0)= XER?O

Aytaylik, /(x) funksiya X<zR to'plamda berilgan bo'lib,
xq, Xq+8). X, (8>0) bo'lsin.

3-ta’rif. Agar ushbu

lim
X010 X—>Xq

limit mavjud bo'lsa, bu limit / (x) funksiyaning Xg nugtadagi ong
hosilasi deyiladi va /'(xq +0) kabi belgilanadi:

[(Xo+0)= Yo  xxa

Masalan, /(x) = 4 funksiyaning jag= O nuqtadagi o'ng hosilasi
/'(+0) =1, chap hosilasi /'(-0) = -1 bo'ladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1 Agar/(x) funksiya x* nugtadafix,) hosilaga egabo'lsa, u holda
bu funksiya Xg nugtada o'ng /'(xgq+0) hamda chap /'(Xg-0O) hosila-
largaegava /'(xq - 0) =/'(xq) =/'(xq +0) tengliklar o'rinU bo'ladi.

2. Agar/(x) funksiya Xgnugtada o'ng/'(>q)+0) hamda chap f(,XQ-0)
hosilalarga egabo'Ub, fix , -0) =/'(xq +0) bo'ka, uholda/(x) funk-
siya nuqgtada/'(Ab) hosilagaegava /'(x« - 0) =/'(xq) = /'(xo +0)
tengliklar o'rinli bo'ladi.
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3°. HosUaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz gilaylik,
/ (X) funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, Xge {a, b) nugtada /'(xq)
hosilaga ega bo‘lsin. Bu/(x) funksiyaning grafigi 5-chizmada
tasvirlangan r egri chizigni ifodalasin.

Bu r chizigda Mdq, >6), M(X, ;/) nugtalarni olib, ular orgali
o‘tuvchi / kesuvchini garaymiz.

~No("o,/("o))er, M (x,/(x))EF, M - Aq da | kesuvchi
limit holati F chizigga Mg nugtada 0 ‘tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, gpburchak Ax ga bog‘liq: @= (p(AX) ./(x) fimksiyaning
grafigiga Mg nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

Lig)oiﬂ(AX) =a

ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda a - urinmaning OX 0‘gining
musbat yo'nalishi bilan tashkil etgan burchagi.
MdMP uchburchakdan:

MP _ /(xo+AXx)-/Uo0)
M .P AX

bo‘lib, undan V(AX) = arctg
bo‘lishi kelib chigadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz;

Alen>1O JP(AX) = &l‘_r)oarctg =
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= arcti
9 Ax-iO AX

Demak, Ax" Oda (p(AX) ning limiti mavjud va
a =arctg/'(xo) .
Keyingi tenglikdan

/'(xqg) = tga
bo'lishi kelib chigadi.

Demak, fiinksiyaning Xg nuqtadagi /'(xqg) hosilasi urinmaning
burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

=/Uo) +/'Uo)U -Xo0)
ko‘rinishda bo'ladi.

Aytaylik, P nugta to'g'ri chiziq bo'ylab s = i(/) qonun bilan
harakat gilsin, bunda t—vaqt, s—o'tilgan yo‘l. Agar vaqtning va
I2(/, < {9 giymatlaridagi o'tilgan yo'l s(r,), 5("2) bo'lsa, unda ushbu
nisbat

s{t2)-sUi)
h~h
[ri, 2] vaqgt oralig'idagi o'rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi
A

limit harakatdagi nugtaning vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.
Demak, harakatdagi P nugtaning tvaqtdagi \{t) oniy tezligi, s{t)
0 ‘tilgan yo'lning hosilasidan iborat bo'ladi:

u(0 = s'it).
4°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik,
fix) funksiya {a, b)ciR&a berilgan bo'lsin.

Teorema. Agar /(x) funksiya Xge {a, b) nugtada chekli /'(xq)
hosilaga ega bo'lsa, u holda/ (X) funksiya Xgnuqtada uzluksiz bo'ladi.

< Aytaylik,/(x) funksiya x* e (a, b) nugtada cheklif'{x” hosilaga

ega bo'lsin. Ta'rifga binoan

rO=lim sl
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ya’'ni Ax O da /'(icq)

bo'ladi. Endi a -/'(xq)
deb belgilaymiz. Ravshanki,
AX Odaa —>0.
Keyingi tengliklardan topamiz:
A/(X0) = /'(X0) *AX +aAX.
Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
lim A/(Xq) = O

Ax->0
bo'lishi kelib chigadi. Bu/ (X) funksiyaning Xgnugtada uzluksiz ekanini
bildiradi. »

E slatm a. Funksiyaning biror nugtada uzluksiz boiishidan uning
shu nugtada chekli hosilaga ega boiishi har doim ham kelib chiga-
vermaydi. Masalan, / (x) = | fiinksiya x = Onugtada uzluksiz, ammo
u shu nugtada hosilaga ega emas.

Mashglar

1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi
f{x)-x4x, /(x) =3"sinx
funksiyalarning hosilalari topilsin.
2. Ushbu
N1 x?, agar X -ratsional son bolsa,

[-x*, agar X -irratsional son bolsa,

funksiyaning x = Onugtada hosilasi mavjud boiishi isbotlansin.

20~ ma*ruza
Hosilani hisoblash qoidalari

1°. Ikki funksiya yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining
hosilasi. Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar (a, b)c.R da berilgan
boiib, Xge (a, b) nugtada /'(Xq) va ¢({xq) hosilalarga ega boisin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra
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pp, = o) .

X=X (2.
bo‘ladi.
1) f(x) £g(x) funksiya Xg nuqtada hosilaga ega bo'lib,
(/(X) £ (x)) = F(XF)xg'(Xo)
bo'ladi.
< F(x) =fix) £g(x) deb topamiz:
F{x)-F(xa) _ /(x)-/(xa) * g(x)-g(x0)

X-Xaq X-Xgq ~ X-Xf,

Bu tenglikda x * X g da limitga o‘tib, yuqoridagi (1) va (2)
munosabatlami e’tiborga olsak, unda

lim = lim/WizW =

X— X Xq X— X—

xlim*iihfi>=rK)x"-(;"))
XAXQ X-Xq

bo'Ushi kelib chigadi. Demalk,
P'(X0) = (f(X)xg(x)y" = f(Xfi)xg(Xo0). »
2) f(x) my(x) funksiya Xg nugtada hosilaga ega bo'lib,

(fix) m2(x));» =/(Xo0) * +/ (") +g (M)
bo'ladi.
< 0>(X) =f(x) g(x) deb
P(X)~i>(x0)
X-Xq

nisbatni quyidagicha ko'rinishda yozib olamiz:

P(X)-4>(x0) ™ fix)-f(x2) s g(xX)-g(x0) ... "

X-Xq X-Xq
So'ng X = Xqgda limitga o'tib topamiz:
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Jita /- Tib W HIlimiiibiw ./m =
> x4 Xi - o

=f'M miXy) +/(Xq) m(XQ).
Demak,

®'(x0) = (fix) m(x))'xo =/"'("0) *g(Xo) +f{Xfj) «a'(nb) * »

3) £ funksiya (g(x0)i*"O) Xq nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

M f(4)g(X0)-H{X0)g'{XQ)
9(X) yxo r(xo)
boMadi.
m Modomiki, g(xo) ® O ekan, unda nuqtaning biror atrofidagi
Xlarda g(x) O boiadi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

/(x)_/(x0)
g(x) gjxp) * /(x) g(Q)-fF(XQ)-gp) +/(x0) gXQ)-/(xa ) g(x) _
X-Xo A(X) ,2(x0) (X-x0)
1
/ g(x)g(x0) X-Xo X-Xo

Bu tenghkda x —> Xq da limitga o‘tib, ushbu

f(x) AN IY(XQ)g(Xo)~/(Xo)g'(Xo)

tenglikka kelamiz. »
1- natija. Agar/ (X) funksiya Xgnuqtada/'(xq) hosilaga egabo‘lsa,
c-f{x) funksiya (c = const) Xq nuqgtada hosilaga ega bolib,

boiadi, ya’ni o'zgarmas sonni hosila ishorasidan tashgariga chigarish
mumkin.

2-natija. Agar /j(x),/jix),...,/,,(x) funksiyalar Xg nuqtada
hosilalarga ega bolib, cj, Cj,..., ¢, 0‘zgarmas sonlar bolsa, u holda
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[cly () +Q72 (X) +... +C.f,, Q)x< = ) +..+c./i(@i))
bo‘ladi.

2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, ;; = f{x)
funksiya Xci R to'plamda, g(y) funksiya {/(x) |x e X} to‘plamda
berilgan bo'lib, Xge X nuqgtada /'(Xq) hosilaga, v, e {/(x) |xe A%}
nugtada (jg =/(x0)) a"(>'o) hosilaga egabo‘lsin. U holda g(f(x))
murakkab funksiya Xgnugtada hosilaga ega bo‘lib,

(9(/(x))L =g'(f(Xo)) f(Xo)
bo‘ladi.
mi 90" funksiyaning nugtada hosilaga ega boUganligidan
- gyo) = g'iyo ) m* - Jo) +« «(j' - Jo)
bo'lishi kelib chigadi, bunda
y =fix), 70=f(x0) vas3 >~ daa o.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x —x, ga bo‘lib topamiz;
gif(.X))—g(f(XO)) _ N) « 7 (x)-7/ (xa) ~~ /(x)-/(Xa)
X-Xg X0 X0
Bundan X — Xgda limitga o‘tib,

(9(/(x))¢ -9'(/(X0)) /'(Xo)
tenglikka kelamiz. »
3°. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = /(x) funksiya
(a, b) da berilgan, uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi)
bo‘lib, 6 (a, b) nugtada/'(xq), (f (x) ~0) hosilaga ega bo'lsin. U
holda x=f—\y) funksiya (30 =/(x0)) nugtada hosilaga ega va

1
THY) 2o r(xa)
bo‘ladi.
Ravshanki,
/(x) =/(Xo) = /(X0 )(X - Xq) +a(x - Xq)
bo'lib, X Xgda a 0 boiadi. Bu tenglikdan

y-ya' o) [1(j) - FQo)] - ocfi=* 1) - 1* (0)

= /='(>)-/"*('0)][/'("0) +d]
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ifodaga kelamiz. Bundan esa

y-Vyi) f'(xo)+a
bo'lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikda y da limitga o'tib topamiz:
/o 1
(y)-J\D f'(X0)"

4° Misollar. 1-misol. (x“)'=ox“~ bo'ladi, ae R,x> 0.

Aytaylik, X > 0 bo'lsin. Unda f{x) = x*“ funksiya uchun

il+~1 1
(x+Ax)“-x* | X
AX AX

bo'lib, Ax 0da (x*) =ax*“ "' bo'ladi. »

2-misol. (@") = Ina bo'ladi, a>0,xe R

mi fix) - d" funksiya uchun

XHU X

AX AX
bo'lib, Ax >0 da ia* 1= oMn a bo'ladi. »
3-misol. (sinx)' =cosx, (cosx) =-sinx bo'ladi, X g
4 fix) =sin X funksiya uchun

AX

sin(Xx+Ax)-smx _ 2> 1 SmA X oS
2 K = - X + —
X 2 2,

AX A

1)

Q
o
»
X
+

bo'lib, Ax 0 da (sinx)' = cosx bo'ladi. Xuddi shunga o'xshash
(cosx) =-sinx bo'lishi topiladi. »
4- misol. (log,, X)' = bo'ladi, a >0, aitl, x>0.
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4 f(x) =log, X funksiya uchun

log,,(x+Ax)-logo(x) _ ., Ax
AX =Axlogﬂq+73=;|09a

bo‘Ub, Ax -» 0 da

bo'ladi. Xususan, (Inx)' =" bo'ladi. »

5-misol. (arctgx)' =" - 5- bo'ladi.
(arctgx) bR

< Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan
(3, = arctgx, x =1tgj)
'=(arctgx)'=7~"; =coshy =— " A
y' = (@rctgx) (tgv) y I+gy I
bo'ladi.
Xuddi shunga o'xshash,

i ‘= , -1,1)),
(arcsinx) Vi xg( )

(arccosx)' = - \r/llib\: (xe (-1 1),

arcctgx)'= *
@rectgx)’= 7 n

bo'ladi. »
6- misol. Faraz qilaylik,

y = [«()f""\ (m(x)>0)
bo'lib, u'ix) va v'(X) lar mavjud bo'lsin. U holda

(IME)FF0" = [uix)p™  [i;'(x)In«(x) + A« '(x)

bo'ladi.
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A Ushbu y = ni logarifmlab,
Inj = u@)InM(A:)
ga ega bo'lamiz, so'ngra murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash
cioidasidan foydalanib topamiz:

Ayt = VIX)NNU{X) +v(X)-"yu'(x),

y V(%) in«(x) +V{X) L’J(’;; U\X)
m(x)3" u(x) In «(x) *+ 09 UNX)
Bu ot ©)

Icnglikdan, y= U" funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi goidasi
ki'lih chigadi; y = U" funksiyaning hosilasi ikki qo'shiluvchidan iborat
No‘lil), Dirii)clii go'shiliivchi w' ning ko'rsatkichh funksiya deb olingan
hnM;i, if*a (huiuiii mhos i/(X) o'zgarmas deb garaladi), ikkinchi go'shi-

tlanija ko'rsalkich i;(X) o'zgarmas deb qaraladi) teng bo'ladi.
7-misol. Ushbu /(x) =x7 ofx) =

funksiyalarning hosilalari topilsin.
4 (3) formuladan foydalanib topamiz:

['(X) = (XP) = XA eln X +X e XA = X* (Inx+1),

g'(x) = 1 =x"> «In X «f\X) +fix) m =
AN mkix (XM (hix +1)) +x' =
= XN (xM hix(Inx +1) +1).

5°. Hosiialar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini
ifodalovchi formulalarni keltiramiz:
1. (Cy =0, C = const.
2. (x“) =aex“-" aeR, x>0
X"y =nx""-\neN,xeR.
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3 = Ina, 0>0, xe R.
(ery"e\ xe R

4, (log"x)' ="-~, 6>0, 0", x>0.
(logjx)'= ~ , a>0, a”l, x"O.
(Inx) =— X>0.

X

(n B =1, X7O.

5 (sinx)' =cosx, xe R

6. (cosx)'=-sinx, xeR.

7.(tgx)" =;S X X9i=2j +nn, ne Z.

8-(ctgx)' = ENZ(X/(D nn, ne Z.

9. (arcsinx)' = —’\;::, I x]<l
VIi-X

10. (arccosx)' =--40=, |x]<1.
\V/|=
11 (arctgx)' = xeR.
(arctgx)’ = :

12. (arcctgx)' = — Ll-, xe R.

13 (shx)' = chx, xeR.
14. (chx)' =shx, XG /r.

15. (thX)'=EY\ xeR.
X

16. (cthx)' = —;Z(/;I('to.
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Mashgiar

1 Aytaylik,/(x) funksiya (-a, a)c: R da berilgan vaf'(x) hosilaga
ega bo'lsin. Agar /(x) juft funksiya boisa, f'(x) ham juft funksiya
boiishi isbotlansin.

2./ (X) funksiya R da berilgan boiib, f'(x) hosilaga ega boisin.
ganday nugtalarda |/(X)| funksiya hosilaga ega boiadi?

3. Ushbu D)

21- ma’ruza
Asosiy teoremalar

1°. Hosilaga ega boigan funksiyalar hagidagi teoremalar. Bu
(i'orcinalar funksiyalami tekshirishda muhim rol o'unaydi.

I-fcorenia. (Fcrma teoremasi.) /(x) funksiya XaR to'plamda
lienlean. M) Viui(]taiiing atrofi uchun () =X -5X9+8§) c Z,
@s =mO) N(iil), (Juyiilag,i sharllar bajarilsin:

HV.\ da/(x)™/(xo0), (/(x)>/(x0)) ,

2)./'(do9 mayjud va chckii boisin.
U holday'(x,,) = O boiadi.

A Aytaylik, Vxe i/g(xo) da/(x) </(xqg) boisin. Ravshanki,
bu holda

/(x)-/(xq) <O

boiadi.

Shartga ko'ra, /(x) fiinksiya Xg nugtada chekli P{x"y) hosilaga
ega. Shuning uchun

Ito, ii,, /Jih /W
X— X Xq X— 40 X —X X -3 —o X —Aq
bo'ladi. Ayni paytda, x > Xgbo'lganda
X Xq XE)ELLO X —Xq =/"(.)< 0
X < Xgbo'lganda
X Xq X-~"Xq-0 X Aq

bo'Ushidan/'(~) = O ekani kelib chigadi. »
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2-teorema. (Roll teoremasi.) Faraz gilaylik,/(x) funksiya [a, b] da
berilgan bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) f{x)eC[a,b],

2) Vxe {a, b) da/'(x) mayjud va chekli,

3) fia) =f{b) bo'lsin.

U holda shunday x*s {a, b) nugta topiladiki, bunda f'{x" = 0
bo'ladi.

4 Shartga ko'ra / (x) g C[a, b]. Unda Veyershtrassning ikkin-
chi teoremasiga ko'ra/(x) funksiya [a, b] da o'zining eng katta va
eng kichik giymatlariga erishadi, ya’ni shunday cj,  nugtalar
(cj, g G[a, b]) topiladiki,

/(c,) = max{/(x) | XG[a, 6]},
/(C2) = min{/(x) 1XG [{, &}
bo'ladi.

Agar /(cj) =/(cj) bo'lsa, unda [a b] da/(x) = const bao'lib,
Vq g {a, b) da/'(xq) = 0 bo'ladi.

Agar /(q) >ficj) bo'lsa, u holda /(a) = f{b) bo'lganligi sa-
babli/ (x) funksiya/(Ci) hamda/ giymatlaming kamida bittasiga
[a, b] segmentning ichki Xg {a < Xg<b) nugtasida erishadi. Ferma
teoremasiga binoan /'(xq) =0 bo'ladi. »

3- teorema. (Lagranj teoremasi.) Faraz qilaylik, / (X) funksiya
[a b] da berilgan bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin;

D/(x)g Cla,b],

2) VxG{a, b) da/'(x) hosila mavjud va chekli bo'lsin.

U holda shunday ce (a, b) nugta topiladiki,

fib)-f(a) =f'(c)(b-2a)
bo'ladi.

< Ushbu

F(x)A(x)-f(a)- 12718 (x - a) Q)

funksiyani garaymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi
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F\X) =fix) - bea

bo‘ladi. Roll teoremasiga binoan, shunday c (c e {a, b)) nugta topila-
diki, bunda

r(c) =0 @
bo'ladi. (1) va (2) munosabatlardan

b~a
ya'ni f{b)-f{a)» f'{c){b-a)
bo‘lishi kelib chigadi. »

1-natija. Aytaylik, f{x) ftinksiya {a, b) da/'(x) hosilaga ega
bo‘lib, Vx6 {a, b) da/'(x) = 0 bo‘lsin. U holda Vxe {a, b) da
/ (X) = const bo‘ladi.

x, xq ¢ {a, b) ni olib, chekkalari x va xq bo'lgan segmentda
/(x) funksiyaga Lagranj teoremasiiii go‘llab f(x) =/(xq) = const
bo'lisliini topamiz. »

2- natija./'(x) vag(x) funksiyalar (a, b) daf\Xx), ¢{X) hosilalarga ega
bo‘lib, Vxe {a, b) da f'{x) - g'(x) bo'lsin. U holda Vx (a, b) da
/(x) =g(x) +const bo‘ladi.

A Bu natijaning isboti /(x) - g{x) fimksiyaga nisbatan 1-natijani
go‘llash bilan kelib chigadi. »

4- teorema. (Koshi teoremasi.) Aytaylik,/ (X) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlami bajarsin.

1 f{x)eC[a,bh gix)eC[a,b];

2) VXG (a, b) da /'(x) vag'{X) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxc {a, b) da ¢{"(x) FO bo‘lsin.

U holda shunday c. {a, b) nuqta topiladiki,

1(¢>)-1(f) _ F\c)
g(b)-g{a) g'(c)
bo‘ladi.

4 Awalo g(b) ~ g(a) bo'lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki
g(b) - g{a) bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday
cG (a, b) nugta topilar ediki, g'{c) = 0 bo‘lar edi. Bu 3- shartga zid.
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Quyidagi
0(x) =fix)- fia) - [a(xX) —g{a)l (xs [0, €])

funksiyani garaymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday ce {a, b)
nugta topiladiki,

0'(c) =0 ©)
bo‘ladi. Ravshanki,

(3) va (4) munosabatlardan

va'ni f(b)-f(a) * rj”
" g(b)-g(@ gic)
boiishi kelib chigadi. »

1-misol. VX', X'e R uchun [sinx'-sinx' | < |x'-x" |teng-
sizhk isbotlansin.

< Aytaylik, X' < x' boisin. /(x) =sinx ga [x', x']da Lagranj
teoremasini qoilaymiz. Unda shunday ce (x', X") nugta topiladiki,

Isinx'—sinx" | = Joosc] * (x'-x")
boiadi. Agar Vie P da |cosr] <1 ekanini e’tiborga olsak, u holda
yugoridagi munosabatdan
I sinx'-sinx'I<Ix'-x"1 (VX, Xx"6R)

boiishi kelib chigadi. »

2- misol. Ushbu

> 1+x

tengsizlik isbotlansin.

m Aytaylik, X > 0 boisin. Unda /(/) = €' funksiyaga (0, X] da
Lagranj teoremasini qoilab topamiz;

-g0 =e"(x-0), ce (0, x).
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Agarc>0da > 1 bo'lishini e’tiborga olsak, u holda keyingi
munosabatdan > | + x bo'hshi kelib chigadi.

Agar X < 0 bo'lsa, unda /(/) = e' funksiyaga [x, O] da Lagranj
teoremasini qo'llab,

-e® =e"(0-X)
niva—X>0, < 1bo'lishini e’tiborga olib, > 1 + X ekanligini
topamiz.
Ravshanki, x = 0da = 1 Demak, Vxe 7ldae*>1+x »
3- misoL Ushbu
9—:’ <In B <— - {b<b<a)

tengsizlik isbotlansin.
mi [b, a\segmentda/ (x) = In(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiya
shu segmentda uzluksiz va {b, a) da /'(x) =~ hosilaga ega.

Binobarin, Lagranj teoremasiga ko'ra shunday ¢ (b < ¢ < a) nugta
topiladiki,

Ino-lne _ 1
“T-6 c
bo'ladi. Ravshanki,
n <c<a="~<-<-,
b<c<a=t—<-<- ©)
(5) va (6) munosabatlardan
ab_ lh —< a-b
a b

bo'lishi kelib chigadi. »

2°. Funksiya hosilasinig uzilishi hagida. Faraz qilaylik, /(x)
funksiya {a, b) ning Xq nugtasidan boshga barcha nugtalarida /*(x)
hosilaga ega bo'lib, funksiya Xg nugtada uzluksiz bo'lsin.

Agar X_bsrg_of'{x) - b limit mavjud bo'lsa, u holda/(x) funksiya

Xgnugtada chap hosila/'(xq - 0) ga ega bo'lib, /'{xq - 0) = bbo'ladi.

Agar -_“»(meo/ '(x) =d limit mayjud bo'lsa, u holda/ (x) funksiya

Xg nugtada o'ng hosila /'(Xp + 0) ga ega bo'lib, f(x* + Q = d
bo'ladi.
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A Aytaylik, Ax ié 0 va Xj +Axe (a, b) bo‘lsin. Lagranj teore-
masidan foydalanib topamiz:

Endi )@I'>%_of (X)=b
mavjud bo‘lsin deylik. Unda
X_I)l);rcrg)ol'(x) = I|m>0/'(x) :Al(gg_o/'(xq +AXx) = b
bo lib, Ax— 0da f (xq +0*Ax) —b,
ya’'ni Ax”N —Oda /(Mo+MN)~/("0) ¢
Ax

bo‘ladi. Demak, /'(xq -0) =b. Shunga o‘xshash, /'(xq +0) =d
bo'lishi ko‘rsatiladi. »
Aytaylik, fix) funksiya Xgnugtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda,
ravshanki,
/'(x0-0) =/'(x0o+0) =/'(x0)
bo'ladi. Ayni paytda,

Ao/ 00 Jiggf 00
limitlarning mavjud va chekli bo‘lishidan
lim f'(x) = X_Ii»rg}'of'(x) =/'(x0)
bo‘lishi kelib chigadi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi; agar/ (x) ilinksiya (a, b) da
/'(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu/'(x) hosila birinchi tur uzilishga
ega bo‘loknaydi.

Boshgacha aytganda, har bir XgS(a, b) nugtada /'(x) funksiya

yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo'ladi.
4-misol. Ushbu

NeinN [
f(x) = X"sin®, agar X O bo'lsa,
0, agar X=0 bo‘lsa
iunksiyani garaylik.
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m4x"0 boigan holda quyidagiga ega boiamiz:
f\X) = 2xsin- —eos- .
X X
X = o boigan holda hosila ta’rifiga ko‘ra

Xesmi-1
/'(0) = lim =0
x-"0 X

boiadi. Demak, f'{x) funksiya R da aniglangan vax Oda uzluksiz
boiadi. /'(x) hosila x - Onugtada ikkinehi tur uzilishga ega boiadi,
ehunki X Oda

/'(X) =2xsin - - eosi
X X
funksiya limitga ega emas. »

Mashgiar

1 Agar /(x) funksiya {a, b) da chekli /'(x) hosilaga ega boisa,
uning shu {a, b) da tekis uzluksiz boiishi isbotlansin.
2. Agar /(x) va”x) funksiyalar x >X(, da chekli hosilalar: f'{x),

g'(X) ga ega boiib,
/ . /(x0) =g(x0), x>Xo da f'(X)>g\Xx)
boisa, u holda x > Xgda/(x) > g(X) boiishi isbotlansin.
3. Vx> —luehun

N <In(l +x)<x
|4+x ( )

tengsizliklaming o‘rinli boiishi isbotlansin.

22-ma’ruza
Funksiyaning differensiali

1°. Funksiya difierensiali tushunchasi. Faraz qgilaylik, /(x) ftink—
siya {a, b) da berilgan boiib, Xqe {a,b), Xgq +Axg (a,b) boisin.
Ma’lumki, A/(xo) =/(xq +Ax)- /(xq) ayirmas(x) funksiya-
ning X* nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
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/- ta’rif. Agar A/(jCo) ni ushbu
A/(Xq) - a mix +aAx

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, /(x) funksiya Xq nuqtada
difFerensiallanuvchi deyiladi, bunda A = const, Ax* 0Oda a - 0.
Teorema. /(x) funksiya x € (a, b) nugtada differensiallanuvchi
bo'lishi uchun uning shu nuqtada chekli /'(x) hosilaga ega bo'hshi
zarur va yetarli.
< Zarurligi. f{{x) iunksiyaxe (a, b) nugtada differensiallanuvchi
bo'lsin. Ta'rifga binoan,

A/(X) = yteAXx +aAx
bo'ladi, bunda A = const, Ax Odaa—0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

AfixX) _ 4o

5, e =m0 =A

Demak, /'(x) mavjud va/'(x) =
Yetarliligi. /(x) funksiya x g {a, b) da chekli/'(x) hosilaga ega
bo'lsin. Ta’rifga ko'ra

/-(X) = lim /<~- ’V\) -/<”"> = lim A
A0 A0 AX

bo'ladi. Agar

deyilsa, undan
Afix.) =/'(x) *Ax +aAx
bo'lishi kelib chigadi, bunda Ax 0daa —0. Demak,/ (X) funksiya
differensiallanuvchi. »
2- ta’rif. Funksiya orttirmasidagi /'(x¢) *Ax ifoda/(x) funksiya-
ning Xq nugtadagi differensiali deyiladi va df(xq) kabi belgilanadi:
#Uo)-/'Uo)-AX.
Aytaylik, x G {a, b) nugtada differensiallanuvchi/ (x) funksiyaning
grafigi 6- chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin;
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6- chizma.

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki,
DC

boiib, DC =tga -AC =f\Xx) -Ax boiadi.
Demak,/(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya gra-
figiga (X,/ (X)) nugtada oikazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar

ekan.
Faraz gilaylik, f{X) = X, xs R boisin. Bu funksiya differen-

siallanuvchi boiib, i*(x) = (x)'*Ax = Ax, ya'ni dx = AX boiadi.
Demak, (a, b) da differensiallanuvchi/(x) funksiyaning differensialini

df{x) = F\x)dx

ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Endi sodda funksiyalarning differensiallarini keltiramiz:

1 i/(x*) = ax"“*i/x, (x>0).
2 =fi* eslno W&, (fI>0, fIMN).
3. dN\o'x) = ;Moga edx, (x >0, a >0, 1).

4. i/(sinx) = cosxJx.
5. d(cosx) = - sin xdx.

6. i/(tgx) = O—m};dx, {xi"’/t +Klzz A=0, +1,..).
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7. i/(ctgx) = —;‘\;dx, {x"kn, £=0 #£1,..).

8 i/(arcsinx) = ~ dXx, (-1<x<1)

9. ¢l(arccosx) = - , N dx, (-1<x <1
10. i/(arctgx) = o dx.

11. i/(arcctgx) = _|+;Z’YIZX

12. c?(shx) = chxdx.
13. ¢/(chx) = shxi/x.

14, i/(thx) = —N\-dx

15. Gf(cthx) = — Nedx, (x5tO).

2°, Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz qilaylik,/(x)
va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo'lib, x e {a, b) nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x e {a, b) da

1) d{c mi(x)) = cdf{x), c = const;

2)d{f{x) +g{x))"df{x) +dg{xy,

3) d{f{x)gix)) = g{x)df{x) +f{x)dg{xy,
g{X)df(x)-H{x)dg{x)

4Hd 3(x)

bo'ladi. Bu tasdiglardan birini, masalan 3- sini isbotlaymiz.
< Ma’lumki,

d{fix)g{x)) = {f{x)g{x))"dx.
Agar
(/(x)g(x))"  /"(x)g(x) +/(x)g'(x)
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda quyidagi tenglikka kelamiz:
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d{f{>x)g9{x) = (/'(x)g(x) +f{x)g'{x))dx =

= g{xX)MN\X)dx +H{x)g\x)dx = g{x)df(x) +f{x)dg{x). »

Faraz qgilaylik, y = f{x) funksiya XciR to'plamda, gOv) funksiya
Y 3 {/(x) : xs X} to'plamda berilgan bao'lib, f'(y) va g'(y) hosila-
larga ega bo'lsin. U holda

d{g{f{>)))"a\f{x))df{x)

bo'ladi.

*4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash goidasidan foyda-
lanib topamiz:

i2(g(/(x))) = dx = g\F{x)) \X)dx = g\F{x)) mf{x). »

1- misol. Ta'rifdan foydalanib, ushbu /(x) = x - 3x" funksiyaning
Xq= 2 nuqgtadagi differensiali topilsin.
4 Bu funksiyaning Xq = 2 nugtadagi orttirmasini topamiz:
A/(2) =/(2 +AX)-/(2) =2+Ax -3(2 +Ax)2 -2+12 =
= -11 mix - 3AX" = —11 *AX +(-3AX) *AX.

Demak, #(2) =-11 i/x. »

3% Funksiya differensiali va tagribiy formulalar. Funksiya diftferen-
siali yordamida tagribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, /(x) funksiya (a, b) da berilgan bo'lib, Xge {a, b)
nugtada chekli /'(xq) hosilaga (f'(x™ ~ 0) ega bo'lsin. U holda
Ax-"0 da

A/(x0) = /(X0 ) *AX +0(AX)
bo'ladi.

Ayni paytda,/(x) funksiya Xgnugtada differensiallanuvchi bo'lib,
uning differensiali

AfUO0) =/'(x0)A X
bo'ladi. Ravshanki,
A/(x0)-i//(X0) = o(AX)
bo'lib. Ax 0da
A/(Xo)-#(xq) "Q
Ax
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ga ega bo‘lamiz. Natijada
Al(x0) =# (xa),

ya’'ni

/(Xg+AX) « /(x0) +/'("0)'AX @
tagribiy formula hosil boiadi. (1) formula Xqg {a, b) nugtada diffe-
rensiallanuvchi fix) funksiyaning Xq nuqgtadagi orttirmasi A/(x) ni
uning shu nuqtadagi differensiali df(x,,) bilan almashtirish mumkin-
ligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning mohiyati funksiya orttirmasi
argument orttirmasining, umuman aytganda, murakkab funksiyasi

boigan holda, funksiya differensiali argument orttirmasining chizigli
funksiyasi bolishidadir.

(1) formulada Ax = x - Xg deyilsa, unda

/(x) - /(x0) +/'(x0)(x-X0) (4]
boiadi.
2- misol. Ushbu sin 29° miqdor tagribiy hisoblansin.
mAgar / (X) =sinx, xq = 30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

sin 29° - sin 30° +cos 30° ¢(29° -30°) +* - =05-~ ~ -0,4848

boiadi. »

Ma’lumki, Xge (a, b) nugtada differensiallanuvchi/ (x) funksiya
grafigiga (X(,,/(x0) nugtada olkazilgan urinmaning tenglamasi quyi-
dagi ko‘rinishda yoziladi:

3=/(xo0) +/'(jCo)(*-"0)-
Demak, (2) tagribiy formula geometrik nugtayi nazardan,/(x) funksiya
ifodalagan egri chizigni Xgnugtaning yetarli kichik atrofida shu funksiya
grafigiga (xq, / (X9) nuqgtada olkazilgan urinma bilan almashtirish
mumkinligini bildiradi.
(2) formulada Xq= 0 deyilsa, u ushbu
/(x)»/(0) +/'(0)x ()

ko'rinishga keladi.

/ (X) funksiya sifatida (1 +x)“, VI +Xx, , In(l +x), sinx, tgx
funksiyalami olib, ularga (3) formulani gollash natijasida quyidagi
tagribiy formulalar hosil boiadi:
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1L +x)“ = 1+ocx, In(] +x) =X,

Vr+X = 1+i x, sinX =X,
enN-1 +Xx, tgx-X.
Mashglar

1. Aytaylik, « va U lar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib,
ulaming differensiallari du va dv bo'lsin. U holda ushbu

y -arctg - +In

funksiyaning differensiali topilsin.

2. Ushbu
Xarctg agar Xx*O bo‘lsa
0, agar X=0 b
funksiya X) = 0 nuqtada duTerensiallanuvchi boiadimi?
3. Ushbu N\JIG2, yjl,002

miqdorlaming tagribiy giymati topilsin.

23- ma’ruza

Funksiyaning yugori tartibli liosila va difTerensiallari

1°. Funksiyaning yugori tartibli hosilalari. Faraz qilaylik, f (X)
funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, Vxe {a, b) daf'{x) hosilaga ega
bo'lsin. Bu/'(x) funksiyani g(x) orqali belgilaymiz:

g(x) =/'(x), (xe (a b)).

1- ta'rif. Agar Xqé (a, b) nuqgtada g(x) funksiya g'(xo) hosilaga

ega boisa, bu hosila/(x) funksiyaning Xq nugtadagi ikkinchi tartibli

hosilasi deyiladi va/"(xo0) yoki kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, /(x) ning 3-tartibli /*"'(x), 4-tartibli
\{X) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.
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Umuman,/(x) funksiyaning n- tartibli hosilasi bo'lganf("™\X) ning
hosilasi f{x) funksiyaning («+1)- tartibli hosilasi deyiladi:
= (I<"> (X))~

Odatda,/(x) funksiyaning/"(x),/"(x), ... hosilalari uning yuqori
tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki,/(x) funksiyaning
X € {a, b) da n-tartibh hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu
nuqgta atrofida 1-, 2-,..., (n—)- tartibli hosilalari mavjudhgini taqoza
etadi. Ammo bu hosilalaming mavjudligidan n- tartibli hosila mavjud-
ligi, umuman aytganda, kelib chigavermaydi. Masalan,

funksiyaning hosilasi f'{x) = x| bo'lib, bu funksiya x = 0 nugtada

hosilaga ega emas, ya’'ni berilgan funksiyaning x = 0 da birinchi
tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi tartibh hosilasi esa mavjud emas.

1-misol. /(x) = bo'lsin, a > 0, X G /2. Bu funksiya uchun

Ina)' = fI*(Ino)"
umuman
=o”(Ina)" @

bo'ladi. (1) munosabatning o'rinli bo'hshi matematik induksiya usuli
bilan isbotlanadi.

2-misol. /(x) =sin X bo'lsin. Bu funksiya uchun
(sinx)'=cosX =sin X+~j,
(sinx)' = (cosx)' = -sin X = sin |x +2" .

Umuman, (sin XY™ = sin |
bo'ladi. Shunga o'xshash.
(cosX)M™ =cos| X +«M

bo'ladi.
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3-misol. / (X) =x" boisin, x > 0, a e /2. Bu funksiya uchun
(x“) =ax"“-,
(x*)" = (ax*2) =a(a-x"-2

umuman,
x“K>=a(a-1(a-2)...(a —n +)x“"
boiadi.
Xususan, /(x) = -, (x> 0) funksiya uchun

(i) RN\
boiib, undan

boiishini lopaini/.
liira/ (liliiylik,/(x) va j>X) funksiyalar (a, b) da berilgan boiib,
Va < (d, h) va hosilalarga ega boisin. U holda:

1 (c wi(x))<"> =c+/<")(X), c=const;

2) (1O)=gEY)<"> =/")(x) £ g (") (X);
3) (/(x)-g(x))("" @)
5:9)

irk __n{n-\)-i-é”-k““\) 1 (X) =1(X)

boiadi.

4 Bu tasdiglardan 3- sining isbotini keltiramiz. Ravshanki,« = 1lda
(2) munosabat o‘rinli boiadi. Aytaylik, (2) munosabat « — 1 da
o‘rinli boisin:

(/(X) - ="AChf'"\' x) m -
0
Keyingi tenglikni hamda

R RN PK
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boiishini e’tiborga olib, topamiz;

*=0

=S C i +>()g("-*>(x)) = Cli(x)g""\x) +
k0O

+ X(Ci, +C,)/*)(x)g("-">(x) +CI-//(<)(x)g(x) =
A=0

49

Odatda, (2) Leybnitsformulasi deyiladi.
4- misol. Ushbu

y = Cos2x
funksiyaning n-tartibli hosilasi topilsin.
A Leybnits formulasida / (x) = cos2x, g{Xx) =x" deb olamiz.

Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x) = x* funksiya uchun
k>2 bo'lganda

g(*>(x) = (x2)(*) =0, (A:>2)
boiishini e’tiborga olib topamiz;

(X/\ COSZXy"/\ = C°X2(0052X)’\"’\ _|_C/\(X2)' (COSZX)’\"“"\+
+C2(x2)'(cos2x <'-2>.
Ravshanki,

(cos2xy"> =2" cos 2x +n—~:-/

(cos2x)("-"> = 2"-* cos(2X +(« =1) ij =2"*sin (2x +«|
(cos2xy" =2" 2cos|2x +(n-2)|" = -2'*cos 2X +«|
Demak,

(x2cos2x)<) =27 (X2 - :ili™ cos 2X +« Y +2"«xsin| 2x+rt] |.

148



2°. Funksiyaning yuqori tartibli differensialiari. Faraz qilaylik,
/(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, xe (a, b) nugtada f"(x)
hosilaga ega bo'lsin. Ravshanki, / (x) funksiyaning differensiali ,
dfix) = fN\Xx)dx ®
bo'lib, bunda dx = Ax —funksiya argumentining ixtiyoriy orttirmasi.
2-ta’rif. /(x) funksiyaning xe {a, b) nugtadagi differensiali
df (x) ning differensialif (x) funksiyaningxe {a, b) nugtadagi ikkinchi
tartibli differensiali deyiladi va d"f{x) kabi belgilanadi:
dMix) = d{df{x)).

Xuddi shunga o'xshash, /(x) funksiyaning uchinchi d*{x),
to'rtinchi i/y(x) va h.k. tartibdagi differensialiari ta’riflanadi.

Umuman, /(x) funksiyaning «-tartibh differensiah d"f{x) ning
differensiali/(x) funksiyaning (n+1)- tartibli differensiali deyiladi:

d""M{x) = d{d"f{x)).
5- misol. Ushbu

/(X) = xe"

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiah topilsin.
mi Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga
ko'ra topamiz:

d~fix) = d{df{x)) = d{dixe~")) = d{xde-" +e-"dx) -
= d{-xeMdx +e~dx) = —-d{xé")dx +{de~")dx =
= {xde~" +e>dx)dx - e~ {dxY =
=x e {dxf - er{dxf -&-dxY *x- 2)&g*(dxf.»
Differensiallash goidasidan foydalanib topamiz:
d~fix) =didfix)) = d{M\Xx)dx) = dx «d{f\Xx)) =
= dx m "{X)dx = f{x){dxY,
dr{x)rd{d {x)) =f"{x){dxY, “

d"F{x)™ FA"N\X{)\
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Masalan, yuqorida keltirilgan misol uchun

dnixe-*) = {xe-*)\dxY¥Y ~xe-")\dxY =
= (g* - e* - xe=*)(dxY ={x- 2e-" (dxY
bo'ladi.
Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo'lib,
VWoe (a, b) nugtada n- tartibli differensiallarga ega bo'lsin. U holda:

1) J" (c+/(x)) =cei/"/(X), c=const;

2) & (/(x) *g(x)) = d"f{x) *eaeg{xy,

3) d" (/(X) =g{x)) = d"f(x) =g(x) + Cy-~fix) mdg(x) +

+.. +C"-AM{X). d"*gix) +... +/(X) ml'-gix)

bo'ladi.

Bu munosabatlarning 1- va 2- larining isboti ravshan. 3- muno-
sabatni isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.

3°. Differensialshaklininginvanantligi. Aytaylik,y=f{x) funksiya

(a, b) da differensiallanuvchi bo'lib, x o'zgaruvchi o'z navbatida
biror t o'zgaruvchining [a, p] da differensiallanuvchi funksiyasi bo'lsin:

x=(@O (re[a, pl. x=(p(ela, 6]).
Natijada
=fix) =/((p(r))
bo'ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy = ifi(Sfit)))'dt = /'((p(/)) «(SFit)dt = /(9 (0) «di*it) = F\X)dx

bo'lib, u (3) ko'rinishga ega bo'ladi. Shunday qilib, y = fix)
flinksiyada x o'zgaruvchi erkli bo'lgan holda ham, u biror t o'z-
garuvchiga bog'lig bo'lgan holda ham y = fix) funksiya differen-
sialining ko'rinishi bir xil bo'ladi. Odatda, bu xususiyat differensial
shaklining invariantligi deyiladi.

y —f (9(0) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha
bo'ladi;

d?y =didf) = dif\x)dx) = df\x) mix +/'(x) «didx) =
=f\x)idxY f'ix)d x.

150



Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli
differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emas—
ligini topamiz.

Mashglar

1. Ushbu /(X)=]xp
funksiya x = 0 nugtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega boiadimi?
2. Ushbu / (X) = (x -1)2 sinxsin(x -1)
funksiyaning n- tartibli hosilasi topilsin (« > 2).
3. Agar y = f{x) funksiya n- tartibli hosilaga ega boisa,
& /iax +b) = {ax +b)- {dx)"
boiishi isbotlansin.

24- ma’ruza
Teylor formulasi

r. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ushbu
P{x) "b M +byix-XQ) +{Xx-xo Y +.. +h,(X -xoy (1)
funksiyani (n-darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda xo e ii va
bd, by, ...,b,, — hagiqiy sonlar. Bu b by,..., b, lar quyidagicha ham
aniglanishi mumkin.
(1) tenglikda x = x* deyilsa,
K - P{a)
boiadi. P{x) funksiyani differensiallab,
P'(x) =l ky+2 bi (x-Xo) +... +n-6,,(x-Xb)"-'
va bu tenglikda x = Xo deb

boiishini topamiz.
P{X) funksiyani ikki marta differensiallab
P'(X) =2mei2 +... +«(«=1). ¢,,(X-xb)"'-2

va bu tenglikda x = Xg deb topamiz:
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Bu jarayonni davom ettira borib, VE> 0 da

bo'lishini topamiz.
Natijada P{X) ko'phad quyidagi ko'rinishga keladi:

P{x) = P(x0) + -Xo)+"M N (X =X0)'+...+

@

Demak, P(X) ko'phad o'zining hamda hosilalarining biror nuqgta—
sidagi giymati bilan to'lig aniglanar ekan. (2) formula P(X) ko phad
uchun Teylorformulasi deyiladi.

2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning goldiq hadlari.
Faraz gilaylik, /(x) funksiya {a, b) da berilgan bo'lib, Xqe (a, b)
bo'lsin. Bu funksiya Xgnugtaning

U8(xo0) = (xo- 8, Xo+5)c(a,6), 8>0

atrofida /'(x), f{x),.., /""x), /""M~(x) hosilalarga ega bo'lsin.
Funksiya hosilalaridan foydalanib, ushbu

/>,(/; 1) =Ne o) + -*0) + *...

ko'phadni tuzamiz.
Agar/(x) funksiya n-darajali ko'phad bo’lsa, ravshanki,

/(x) =i>,,(/;x)

bo'ladi.
Agar / (X) funksiya ko'phad bo'lmasa,
f(xX)"P,,if;x)

bo'lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R,,(X) orgah belgilaymiz:
RAX)-fix)-P,,(f;x).
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Natijada ushbu
f{x)" P,,(F"\Y+R,,{x),
ya'ni

f(x) =fix,) +* X=-X0) +... + X=xor + X) (3

formulaga kelamiz. Bu (3) formula/(x) funksiyaning Teylorformulasi
deyiladi. (3) formuladagi R,,(X) esa Teylorformulasining goldig hadi
deyiladi.

Endi goldig had R,,(X) ni aniglaymiz. X} nugtaning Ug(xq) atro-
fidagi x ni tayinlab, ushbu

Fit) =fix) - f|t)—||"|{x t)—|’\|x tY + ... + A xX-0"
funksiyani [xg,x] ¢ Ug(Xq) (yoki [X, Xg]c Ug(xq)) da garaymiz.

Bu funksiya [xq, x 1 sSegmentda uzluksiz bo‘lib, (xq, x) da hosilaga
ega bo‘ladi:

Flit)=—f\1t)-
/(«+)(,) .
/ - N d ix - tf.
Demak, N

Endi [xq x] da uzluksiz, (xq, x) da chekli (nolga teng bo'Imagan)
hosilaga ega 0(x) funksiyani olib, F{X) va <)(X) funksiyalarga [x, Xq]
da Koshi teoremasini qo‘Uaymiz. Natijada quyidagi

F{xX)-F{x¢,) _ F\¢)
BR<Pe0)  0°(C) “@

tenglikka kelamiz, bunda c=Xq+0(x -Xg), (0<0<1) .
Ravshanki,

F(x) =0, F(xo)=i?;,(x), F'(c)=-"""(x-cr.
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Unda (4) tenglikdan

boiishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi goldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, <&() =x-t boisin. Unda
O(x) = 0, a>(x0) = je-Xgqg, 0'(c) = -1

boiib, (5) tenglik quyidagi

R,,(X) ="— (X-cr =

N -Ix-Xo -e(x-x0)]" (x-Xo) =

ko'rinishga keladi. Bu holda

/(X)) = 7(Xxo) + MA(X =xq) + NN (X -Xo)r +... +

formula hosil boiib, unif{x) funksiyaning Koshi ko rinishidagi goldiq
hadli Teylorformulasi deyiladi.
b) Lagranj ko‘rinishidagi goldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, 0(0 = (x - 0™ boisin. Unda
<5(x) =0, O(x0)= (x-Xo0)",
a>'(c) = -(« +D)(x -cY, (c =X +0(x - X0))
boiib, (5) tenglik quyidagi

R (1) - /PN MmNl X
' "l “Tiilyr'

ko'rinishga keladi. Bu holda
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f(x) =/(x,,) + X-X.)+ X=X +...

+ iIX-X)"+ii;”"w X=-x,)m ®)
(c=Xg+0 (x -Xo), 0<0<1)

formula hosil bo'lib, uni /(x) funksiyaning Lagranj ko'rinishidagi
goldiq hadli Teylorformulasi deyiladi.
d) Peano ko‘rinishidagi goldiq hadli Teylor formulasi.
Yugoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

/(x) =/(Xo) + -Xo) + -Xo)N +em+

(c=X+0(x -X0), 0<0<1).
/(">(x) funksiya Xgnugtada uzluksiz. Demak, x Xgda c = X
boiib,
/")Y(c)->/")(x0).
Shuni e’tiborga olib, x = Xgda

(X-Xi)m=;"""(x =X,)"+i,((X-x,)")
boiishini topamiz. Natijada ushbu

fix) =/(Xo) +~ (X = Xo) +~ X -Xo)' +... +

+ (x =X0)” +0((x -X0)*), (X"Xo)

formula hosil boiadi. Bu formula /(x) funksiyaning Peano ko'ri-
nishidagi goldiq hadli Teylorformulasi deyiladi.

3°. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. fix) funksiyaning
Peano ko'rinishidagi goldiq hadh Teylor formulasini olamiz:

fix) =fix,) +» (X - Xo) + X =-Xo)' +... +

+ (X—Xo)" +O((X—Xo)"), (x~"Xo0).
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Bu tenglikda Xg= 0 deb, ushbu

/(X)=/(0) +: " X +"x2+ ... +"°ix«+0(x"), x™ 0) (7

formulaga kelamiz. (7) formula/ (xX) funksiyaning Makloren formulasi
deyiladi.

1) /(x) =€e* boisin. Bu funksiya uchun /(0) =1, /A">(0) =1
boiib,

e = | +x+2 + +.+N

i1 3l Aok, x”0

boiadi.
2) f{x) =@ +x)“, a &R boisin. Bu funksiya uchun

/(0) =1, /">(0) =a(a-1)...(a=« +I)
boiib,

boiadi. Xususan,

¢ =Xx"+o0(x"), x"O
J-=X(-D"x*+ "), X0
1 kd() ) X o(x"), x
boiadi.
3) f(x) =In(l +x) boisin. Bu funksiya uchun

/(0) =0, /W (0) = (~1)*—*(A:-1)!

boiib, In(l +x) = XM—T— +0(x"), X 0
k=i
boiadi.
n i
Shuningdek, In(l1-x) = A 4o(x"), X O
boiadi.
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4) /(x) =sinx bo'lsin. Bu funksiya uchun /(0)=0,
/(2*+D(0) = (-<: bo‘hb,

) (2A:+1)!
bo‘ladi.
5) fix) - cos X bo'lsin. Bu ftinksiya uchun /(0)=1, /~2*) (q) = (-1)*
boiib,
« )
1 -
i=0
boiadi.
Misol. Ushbu /(x) = . ’\2

funksiyaning Teylor (Makloren) ftyrmulasi yozilsin.
A Bu ftinksiyani quyidagicha

/fvh- > *
ix+2 2

1 « '
ozib, so‘n — = =1)* X* +o(x"), X-=0
y 9 XD (x")

boiishidan ftjydalanib topamiz:

&0
Mashglar
1. Asimptotik ftirmulalardan ftjydalanib, ushbu

limit hisoblansin.
2. Ushbu f(x) =
funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
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6-BOB
FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZIl BIR
TATBIQLARI

25- ma’ruza
Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik, /(x) funksiya
{a, b) da (-0° <a <b <+0°) berilgan boisin.

Maiumki, Vxi, Xje (a, b) uchun X <Xj =/(x,) </(x]j)
(/(x,) </(x2)) boisa,/(x) funksiya {a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suv—
chi), Vx,, Y* e (a, b) uchun x, <Xj =>/(x,) >/(xj), (/(x,)>fix]))
boisa, /(x) funksiya (a, b) da kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) de-
yiladi.

1- teorema. Aytayhk, / (X) funksiya {a, b) da berilgan boiib,
VX G {a, b) daf'(x) hosilaga ega boisin.

/ (X) fimksiyaning {a, b) da o‘suvchi boiishi uchun Vxe {a, b) da

/'(x)>0
boiishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. f {X funksiya (a, b) da o‘suvchi boisin. Unda Ax> 0
boiganda

/(X +Ax)-/(x) >0
boiadi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:

FO0 = H0)=

Yetarliligi. Aytayhk, Vx £ (a, b) daf{x) mavjud boiib, /'(x) >0
boisin. [xj, X] da (x,, X2g {a, b), x, <X2) /(x) funksiyaga Lagrarij
teoremasini qoilab topamiz:

f(X2)-/(Xj)=/'(c) *(X2 - X,)>0.

Demak, X, <X2 =>/(x,) </(x2),/(x) — o'suvchi. »

Xuddi shunga o'xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz gilaylik,/(x) funksiya (a, b) da berilgan boiib,
VG (a, b) da/'(x) hosilaga ega boisin. /(x) funksiya {a, b) da

158



kamayuvchi boiishi uchun Vxe {a, b) da
fix) <0

boiishi zarur va yetarli.

Shuningdek, quyidagi teoremalami isbotlash giyin emas.

3-teorema./(x) funksiya {a, b) da berilgan boiib, Vxe {a, b) da
/'(x) hosilaga ega boisin./(x) funksiyaning {a, b) da gat’iy o'suvchi
boiishi uchun

1) Vvxe {a,b) da/'(x) >0;

2) Vxe (a, P) da/'(x) = 0 tenglik bajariladigan (a,P) c {a,b)
intervalning mayjud boimashk shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

4-teorema./(x) funksiya {a, b) da berilgan boiib, Vxe (a, 6)
da /'(x) hosilaga ega boisin. /(x) funksiyaning {a, b) da gat’iy
kamayuvchi boiishi uchun

1) Vxe(0q, 6) da/'(x)<0;

2) Vxe (a,P) da/'(x) = 0 tenglik bajariladigan (a,P) ¢ {a,b)
intervalning mavjud boimaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarU.

Demak, {a, b) da

/'(x) >0=/(x) o‘suvchi =>/'(x) >0,

/'(x) <0=/(x) kamayuvchi =>/'(x) <0,

/'(x) >0 /(x) qatliy o‘suvchi =>/'(x) >0,

/'(x) <0” /(x) qat’iy kamayuvchi &>/'(x) <0
boiadi.

1-misol. Ushbu

funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi boiish oraliglari topilsin.
4 Ravshanki,

/'(X) =x-2-*(2-xIn2)
bo'ladi. Ushbu /'(x) >0, x-2"*(2 -xIn2) >0 tengsizlik

Xe ]o, da o'rinli boiadi. Demak,/(x) funksiya x e Jo, <\n2) da

o'suvchi, (-°°,0) U , +°° da kamayuvchi boiadi. »
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2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, / (x) fiinksiya
X e R to‘plamda berilgan bo'lib, X bo‘lsin.
1-ta'rif. Agar shunday 5 > 0 son topilsaki, WX& =

= (xa - 8, Xo +8) ¢ z hugtalarda

/(x)</(x0) (/(X)>/(X0))
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya Xg nugtada maksimumga (mini-
mumga) erishadi deyiladi, Xg nugtaga esa/ (X) funksiyaning maksimum
(minimum) nugtasi deyiladi.
2-ta’rif. Agar shunday 5> 0 son topilsaki, Vxe (xq) \{«©o}
(i/g(x0) ¢ X) nugtalarda

/W </ (x0) (/(x)>7/(Xo0))

tengsizlik bajarilsa,/(x) funksiya Xq nugtada gaty maksimumga (gatiy
minimumga) erishadi deyiladi,

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan
uning ekstremumlari, maksimum hamda minimum nugtalari esa uning
ekstremum nugtalari deyiladi.

5 teorema. Faraz gilaylik, / (X) funksiyaZ e R to‘plamda berilgan
bo‘lib, Xge X nugtada ekstremumga erishsin.

Agar / (X) funksiya Xgnuqtada/'(xq) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

/'Xo) = 0
bo'ladi.

A Aytaylik, / (X) funksiya Xq nugtada maksimumga erishib, shu
nugtada hosilaga ega boisin. U holda

38>0: Vxe UMX,) c X da /(x) </(xq)
boiadi.

(X0 - S, Xgq+0) intervalda / (X) finksiyaga Ferma teoremasini
go‘llab topamiz:

fix,) - 0. »

3-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugta uning
stansionar (kritik) nugtasi deyiladi.

Eslatma. Agar/(x) fiinksiya biror nugtada ekstremumga erishsa,
u shu nuqgtada hosilaga ega boiishi shart emas.

Masalan, / (x) = | fiinksiya Xg= 0 nugtada minimumga erishadi,
birog u shu nugtada hosilaga ega emas.
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Demak,/(x) funksiyaning ekstremum nugtalari uning statsionar
hamda hosilasi mayjud boMniagan nugtalari bo‘lishi mumkin.
4-ta’rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki,
Vxe (X, -8 Xg) da g(x) >0 yoki
VX6 (X, -8 X0) da g(x) <0
bo'lsa, g(xX) funksiya x» nugtaning chap tomonida ishora saglaydi
deyiladi.
Agar shunday 8 > 0 son topilsaki,
VX G (x,), Xq+8) da g(x) >0 yoki
Vxe (x0,Xo0+8) da g(x) <0
bo‘lsa, /f(X) l'unksiya Xo nugtaning o‘ng tomonida ishora saglaydi
deyiladi.
6-teorema. Aytayhk, /(x) funksiya XaR to'plamda berilgan
bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin:
1)38>(), Vxe i/gixo) c  da /'(x) hosila mayjud;

2)/'(x,,) =0;
3) y'(Xo) hosila Xg nugtaning o'ng va chap tomonlarida ishora
saglasin.

Agar /'(x) hosila x, nugtani o'tishda ishorasini o'zgartirsa, / (X)
funksiya X) nugtada ekstremumga erishadi.
Agar /'(x,,) hosila Xg nugtani o'tishda ishorasini o'zgartirmasa,
/(x) funksiya x,, nugtada ekstremumga erishmaydi.
mi Aytaylik,
Vxe (xo -8, X0) da /'(x) >0,
VX G (x0, Xg+8) da /'(x) <0
bo'lsin. U holda Vxs (x0 -8, X0), f'(x) >0=>/(x) o'suvchi, ya'ni
fix) </(xo0), Vxe (x0, X0 +8), /'(x) <0=>/(x) kamayuvchi,
yani /(x) </(xq), bo'lib, Vxe (xq -8, X% +8) da /(x) </(xo0)
bo'ladi. Demak, bu holda /(x) funksiya Xg nugtada maksimumga

erishadi.
Aytaylik,

VXG0 -8, Xq) da /'(x) <0,
VX G (xq, Xg+8) da /'(x) >0
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boisin. U holda Vxe -5, ), /'(x) <0 3>/ (x) kamayuvchi, ya'ni
/(x) >/(Xo0), VxG(Xo, X0 +5), /'(x) >0=/(x) o‘suvchi, ya’ni
/(x) >/(x0) bo'lib, Vxe (xo - 6, X0 +5) da /(x) >/(xq) boiadi.

Demak, bu holda/(x) funksiya Xgnuqtada minimumga erishadi.

Agar Vxe (xo- 6,X) da/'(x) >0, Vxe (xo,X0+6)da/'(x)>0
yoki Vxe (xo - 8, Xo) da /'(x) <0, Vxg (xq, Xq+6) da /'(x) <0
boisa, unda /(x) funksiya (xq-6, Xo+8) da o‘suvchi yoki

(xo -6, X0 +0) da kamayuvchi boiib, /(x) funksiya Xgnuqtada
ekstremumga erishmaydi. »

7 -teorema. /(x) funksiya X cR to'plamda berilgan boiib,
quyidagi shartlami bajarsin;

1)/ (x)gCW

2) 38 >0, Vxe I/g("0)\ {0} da /'(x) hosila mavjud va chekli;

3)/'(x) hosila Xonugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saglasin.

Agar /'(x) hosila x,, nugtani oiishda ishorasini o‘zgartirsa, / (x)
funksiya Xo nuqtada ekstremumga erishadi.

Agar /'(x) hosila X nugtani o'tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
/(x) funteiya Xgnugtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema yuqoridagi 6- teorema kabi isbotlanadi.

8- teorema. Faraz qilaylik,/(x) funksiya X c jRto‘plamda berilgan
va me N, m>2, XoG Jifboiib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) 38 >0, Vxs UNxqg) c: X da /"N"“"(x) hosila mavjud;

2) /N"N(xo) hosila mavjud,;

3) /'("0) =/"(Xo)=... = (X0) =0, Z-) (Xo) ™0.
U holda m=2k, ke iVboiganda/ (x) funksiya Xonuqtada ekstre-
mumga erishib, /~"(xq) < 0 boiganda >Xq nugtada maksimumga,
(xo) >0 da minimumga erishadi.

Agar m=2k +I, ke N boisa, /7 (x) funksiyax; nuqtada ekstre-

mumga erishmaydi.
A f (x) funksiyaning Xgnuqtadagi Teylor formulasi

/W =EAAAANAAQ) 4+ 0((x-X0)"), X->Xo
k0
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ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

/(X) = 7(xo0) + (X - X0)'™ + 0 ((X - Xo . X~ Xo
ko'rinishga keladi. Bundan esa x X} da

1(x)-/ (X o) =(x-xoyr 0N OeXD
bo'lishi kelib chigadi.
«o» ning ta’rifiga ko‘ra = |/""Na0)] >0 son uchun 35 >0,
Vxe i/g(xo) \ {xo} nuqgtalarda
o((x-xor) 1
(X-X"r
boMadi. Demak, x e (/«Xo)\ $q} uchun

/<)o) r((x-x0)™) |, . /™)(x0)

/ “(Xo)

m\ (x-x0)"""

miqdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x e i/g(>q) \ {xo} da

/" (X0)
m\
ning ishorasi / (x) - / (xq) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo'lishi
kelib chigadi.

Agar m=2k, keN bo'lib, /2" (x0)>0 bo‘lsa, unda
/(x)-/(xo0) >0, ya'ni f(x)>f(xo) bo‘ladi./(x) funksiya x,
nugtada minimumga erishadi.

Agar m=2k,k&N bo‘lib, /" (x0)<0 bo'lsa, unda
/(x)-/(x0) <0, ya'ni /(x)</(xo) bo'ladi./(x) funksiya Xqg
nugtada maksimumga erishadi.

Agar m -2k +\ keN bo'lsa, /(x) - /(xo) ayirma ishora sag-
lamaydi. Bu holda funksiya Xqnuqtada ekstremumga erishmaydi. »

Xususan, agar Xonuqta/ (x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo'-

lib, fix) funksiya Xqnuqtada chekli /'(xg) ~ 0 hosilaga ega bo'lsa,
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shu nuqgtada f{x) funksiya /'(x0)<0 boMganda maksimumga,
/'(xgq) >0 da minimumga ega bo'ladi.
2 -misol. Ushbu

/(x) =2 ™ -5 " +]|
funksiya ekstremumaga tekshirilsin.
A Bu funksiya R = +0°) da aniglangan bo'lib, u shu to'p-
lamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:

/'(x) =2 j.xi-5.8-xT = [~ 1)

Ravshanki, funksiyaning hosilasi = 1 nugtada nolga aylanadi:

/'(1) =0; X =0 nugtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko'rinadiki, X = 1 nuqtaning chap tomonidagi
nuqtalarda f'(x) <0, o'ng tomonidagi nuqtalarda f*(x) >0 bo'ladi.
Demak, berilgan funksiya x=1 nuqtada minimumga erishadi va
min/(x) =/ (1) =-2 bo'ladi.

Yana hosila ifodasi (1) dan ko'rinadiki, x = 0 nuqgtaning chap
tomonidagi nuqtalarda f'(x) >0, o'ng tomonidagi nuqtalarda
/'(x) <0 bo'ladi.

Demak, 7 (x) funksiya x = 0 nuqtada maksimumga erishadi va
max/(x) =/(0) =1 bo'ladi. »

Mashqiar

1. /(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo'lgan nuqtada funksiya
ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin.
2. Ushbu

f(x) = e , agar x 0 bo'lsa.
0, agar X=C
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
3. Aytaylik, /(x) e C|[a,b] bo'lsin. Bu funksiyaning [a, b] dagi
eng katta va eng kichik giymatlari ganday topiladi?
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26-ma’ruza
Funksiyaning qavariqligi, egilish nugtalari va asimptotalari

1°. Funksiyaning qavariqligi va botigligi. Faraz gilaylik, 7(x)
funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, Xj, Xj e {a, b) uchunx, <Xjbolsin.

/(x) funksiya grafigining (x,, 7(xj)), (xj,/{xj)) nuqgtalaridan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni y =I{x) desak, u quyidagicha

bo'ladi.
1- ta’rif. Agar har ganday oraliq (xj, X) ¢ {a, b) dajoylashgan
Vxe (x,, X) uchun
/(x)</(x) (/(x)</(x))
bo‘lsa,/ (x) funksiya (a, b) da botiq (gat’iy botiq) funksiya deyiladi.
2- ta’rif. Agar har ganday oraliq (x,, Xj) ¢ {a, b) dajoylashgan
Vxe (X], %) uchun

/(x)>/(x) (/(x)>/(x))
bo'lsa,/ (x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavarig)funksiya deyiladi.
Botig hamda gavariq funksiyalarning grafiklari 7- chizmada tas-
virlangan.
Aytaylik, ai >0, aj >0, a, +a, =1 bo'lib, Vx,, X e {a, b)
bo'lsin. Funksiyaning botigligi hamda qavarigligini quyidagicha
ta’riflash ham mumkin.
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3- ta'rif. Agar
/(ail X +tt2Xe) <tti/i(x,) +a2/(X2),
(/(ai X +tt2Xe) <ai/(Xi) +a2/(x2))

ho'ha, f {x) funksiya (a, b) da botiq (gat’iy botiq) deyiladi.
4- ta'rif. Agar

/(ai.Xi +ajX2) >a,/ (Xi) +az/(~2),
(/(ai X +ajXj) >tti/(xi) +tt2/(x2))

bo'lsa,/(x) funksiya (a, b) da qavarig (qat’iy gavariq) deyiladi.
1- misol. Ushbu *

/(x) =x»
funksiya R da gat’iy botig funksiya bo'ladi.
w} 3- ta'rifdan foydalanib topamiz:
/(aiX, +a2X2) =(aiX, +«2Xe Y =(aiXi) +2aia2XyX2 + (02X <
<ajxj +ttia2(Xj +X2Y +«2X =o0.yxj(uj +a2) +a2x|(ai +a2) =
=aXit +a2xl =a,/(xi) +az2/(x2> »

1-  teorema. Faraz qilaylik,/(x) funksiya {a, b) da berilgan bo'lib,
unda /'(x) hosilaga ega bo'lsin. /(x) funksiyaning {a, b) da botiq
(gat’iy botig) bo'lishi uchun /'(x) ning (a, b) da o'suvchi (qgat’iy
o'suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

w Zarurligi. /(x) funksiya {a, b) da botiq bo'lsin. U holda

Vxi, X 6 {a, b), X <X, Vxe (xj,>X) uchun
X\ X-Xi

bo'hb, undan — W""A N
bo'lishi kelib chigadi ((x2 - X) =(xj - x) +(x - Xj) deyildi); Ke-
yingi tengsizlikda x ~ x so'ng x -> Xj da limitga o'tib,

xX-X1

/.(~)>/(52hAs2
XXl
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bo'lishini topamiz. Undan /'(x,) </'(xj) bo'lishi kelib chigadi.
Demak, f'{x) funksiya {a, b) da o'suvchi.
f{x) funksiya {a, b) da gat’iy botiq bo'lsin. U holda
/(x)-/(xi) ™ f{x2)-f{x)
X-X] X2 -X
bo'ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq

Ng)(r]>!\\|9 I,/ Xc,), x.<c.<x;

= X<c<X,

bo'lib, undan /'(X] ) <f'(x2) bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. f'{x) funksiya {a, b) da o'suvchi (gat’iy o'suvchi)

bo'lsin: Vx,, Xj e {a, b), x, <X da
(X )< (X2) (X ,)</'(X2).

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

X

X2~
Ravshanki, x, <c, <x <g <xj =>¢, <@ .Demak, /'(c,) </'(c2)
) <f'ici)) bo'lib, yugoridagi munosabatlardan

J()-7(x,) A 1x2)-7(x) PY(X)-7(x)) ™ f{x2)-F(x¥

X-X, X2~X X-X, X2-X

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa/(x) funksiyaning {a, b) da botiq (gat’iy
botiq) ekanini bildiradi. »

Xuddi shunga o'xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.

2-  teorema. / (x) funksiya {a, b) da berilgan bo'lib, unda /'(x)
hosilaga ega bo'lsin.

/ (x) funksiyaning {a, b) da qavariq (gqat’iy gavariq) bo'lishi uchun
/'(x) ning {a, b) da kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) bo'lishi zarur va
yetarli.
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Aytaylik, / (x) funksiya (a, b) da berilgan bo'lib, u shu intervalda
f'*(x) hosilaga ega bo'lsin. Bundan tashqari, (a, b) intervalning har
ganday (a, B ((a, P) ¢ {a, b)) gismidaf*(x) aynan nolga teng bo‘l-
masin.

3-  teorema./(x) funksiya {a, b) intervalda botiq (qavariq) bo'lishi
uchun (a, b) da

r(x)>0 (r(x)<0)
bo'lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti yuqoridagi hamda funksiyaning monotonligi
hagidagi teoremalardan kelib chigadi.

2- misol. Ushbu /(X) =Inx (x >0)
funksiya gavariq bo'ladi.

A Bu funksiya uchun

r(x)=-4<o

bo'ladi. 2- teoremaga ko'ra berilgan / (x) =Inx funksiya (0, < da
gat’iy gavariq bo'ladi. »

2°. Funksiyaning egilish nuqtalari. Faraz gilayhk, /7 (x) funksiya
XczR to'plamda berilgan bo'lib, X(je X, (xq - 5, Xq+5) e 5>0
bo'lsin.

5-ta'rif. Agar/(x) funksiya (xo-0, Xx,) da botig (qavariq),
(xq, Xq +06) da qavariq (botiq) bo'lsa, Xq nugta / (x) funksiyaning
egilish nuqtasi deyiladi.

Aytaylik, / (x) funksiya (xq- 8, Xg+8) da /"(x) hosilaga ega
bo'lsin. Agar Vxe (xq-8, Xqg) da /'(x) >0 (/"(x) <0);

Vxe (xg, Xg+8) da /'(x) <0 (/'(x) >0)

bo'lsa, /'(x) funksiya ¥ nugtada ekstremumga erishadi vaf{x) =0
bo'ladi. Demak,/(x) funksiya egilish nuqgtasida/"(x)=0 bo'ladi.

3- misol. Ushbu / (x) =x°
funksiya Xq = 0 nuqgtada egiladi.

A Bu funksiya uchun

/" (X) = 6x

bo'lib,
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Vxe (-8, 0) da f’'{x) <0

Vxe (0,5) da /'(x)>0, (5>0)
bo'ladi. »
3°. Funksiya graflgining asimptotalari. Faraz gilaylik,/(x) funksiya
XczR to'plamda berilgan bo'lib, Xgnugta X to'plamning limit nugtasi
bo'lsin.
6~ta’rif. Agar ushbu

B (), e/ ()

limitlardan biri yoki ikkalasi ham cheksiz bo'lsa, x = Xgtog i chizig
f (x) funksiya graflgining vertikal asimptotasi deyiladi.

Masalan, /(x) =i funksiya grafigi uchun to'g'ri chiziq vertikal
asimptota bo'ladi.

Aytaylik, / (x) funksiya (Xg +o=da aniglangan bo'lsiri.
7- ta'rif. Agar shunday kva b sonlari topilsaki,

f{x) =kx+b+a{x) ( x +00 da a (x)0)
bo'lsa, y =kx+b tofg'i chiziq /(x) funksiya graflgining og‘ma
asimptotasi deyiladi.
4-  teorema. / (x) funksiya grafigi y =kx +b og'ma asimptotaga
ega bo'hshi uchun
lim =k, lim(/(x)-kx)- b

X->+»> X
bo'lishi zarur va yetarh.
® Zarurligi. y =kx +b to'g'ri chiziq /(x) funksiya graflgining
0g'ma asimptotasi bo'lsin. Unda
fix) =kx+b+a{x)
bo'lib, X->+00 da a(x) -» 0 bo'ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib
topamiz:

hm 109 = hm O
I/ (x) -kx) = lim (b+a(x)) =h
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Yetarliligi. Ushbu
\im "N =k, XI_i>r+r<1~(/(x) - yho) =6

X400 X
munosabatlar o'rinli bo‘lsin. Bu munosabatlardan
{fix) -kx)-b =a(x) -»0=:> f{x) =kx+b+a(x)

bo'lishi kelib chigadi. »
4- misol. fix) =—  funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.

< Bu funksiya uchun

k = lim = lim =1
Xorm X x>, (x-1)

bo'ladi. Demak, y = x + 2 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining
0g‘ma asimptotasi bo'ladi.>

Mashgiar
1. Ushbu
fix) =

Xy/X
funksiyaning botiq hamda gavariq bo‘ladigan oraliglari topilsin.

2. Ushbu

AXx) =
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin.
3. Ushbu
a)/ (x) =x'Vi,

b) fix) =x +2arcctg X,

d) fix) =|]e* - ] funksiyalami hosilalar yordamida to‘liq tekshi-
rilsin, grafiklari chizilsin.
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27- ma’ruza
Lopital goidalari

Ma’lum shartlarda funksiya limitini hisoblash goidalari o'rganilgan
edi. Ko'p hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’ni

X X da f{x) Q g{x) >0: ning limiti

XN X da /(x)*+00, g(x) +00: ning limiti \(ﬁ

g(x)

XN xb da/Z(x) ->400, g(x) < /(x)- g(x) ning limiti (0° - 00),
X>X3da /(x) Q x>0 (/( ning limiti (CB),
XN Xoda /(x) M 1 g(x)  +00; (/X)) ning limiti (1~)

XXo da /(x)-~°0, g(x)->0:7(x) g(x) ning limiti <" ni
topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan qoidaga ko'ra hisoblash
qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital
goidalari deyiladi.
0 0

1°. O » fio‘rinishidagi hollar.

1-teorema. Faraz qilaylik, /(x) va g{x) funksiyalar {a, b) da
berilgan bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin;

D lim /(x)=Q lim g(x) =0;

2) Vx6 (a, b) da f\x) va g'{x) hosilalar mavjud,

3) Vxe (a, b) da g'(x) O;

4)ushbu lim -7 =1 (le R) mavjud. U holda lim =1
X-"b-0g'(x) x~,h-0

9(x)
bo'ladi.

A f(b) =Q g(b) =0 deb olamiz. Bunda/(x) vag(x) funksiyalar
(b o. b] da (O- 0) uzluksiz bo'lib qoladi. Teoremaning 4- shartiga
ko're;
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Ve>0, 36>0, Vx6(6-6,Db):

g\x)
bo'ladi.
Endi (;»- Qb] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:
fix) ) f'(c) ] .
gix) g{b)-g{x) gicy + <& (ce (x,b)c [¢>-5, bl).
D k, i =1.
M cARa g0

Shuni isbotlash talab gilingan edi. »

(Inx)“- 7

1-misol. Ushbu lim —a-p
x"e X-e

munosabat ishotlansin.

fix) =(Inx)* - j , ¢'(x) =X- e funksiyalar uchun (1, c) da

1- teoremaning barcha shartlari bajariladi:

) lim fix) =li AV
im fix) =i Inx =0 -
VR % \eJ /7
00 = x
2) f'ix) =a(In X)“~' «A- P(i f ,g'ix) =
3) 9'(x) =170;
o\ 51
— X e e a
4 !meg (x) =lm
3
Demak, Q =!<”>ne ...... o :Ae >
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2-  teorema. Aytaylik,/(x) va¢'(x) funksiyalar {a, +«) da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) lim /(x) =0, hm g(x) =0;
2) Vxe (a, +°0) da/'(x), g'{x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, +00) dug'ix) O,

4) Ushbu lim =1

g (x)
mavjud (leeR). U holda

hm g8 ="
bo'ladi.
0 >0 deb, t:-X deymiz. Unda te \(o, E_“| bo'lib, x -"+00 da
r +0. Endi F(t) va G{t) funksiyalami quyidagicha aniglaymiz:
f(0 =/(1). C(,)=s(I).

U holda
/>+0da F(t) 0, G{t) ™ 0;

, G'(H) =¢d' 2

bo'lib, 1- teoremaga ko'ra, /™ +0 da
Fit)
G(t)
ga ega bo'lamiz. Keyingi munosabatdan esa
fiXh _
hm N =
9(x)

bo'lishi kelib chigadi »
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2 -misol. Ushbu lim N
"2arctg -k

limitni hisoblang.

X
w Agarf(x) = -1, g(x) =2arctg - n deyilsa, ular uchun

2- teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan,

/'(x)=-41?,
X* [+xn
1
-A?
bo'lib, ImA-”A=lim AN ——=-lim*+ " =-|
x-"+00 g (X) 4 x X~*+A" 2 x 2

bo'ladi. 2-teoremaga ko‘ra

lim =Ilm = lim — Ny 1
X->~ N (X))  XMo» gix)  Fet" 2arctg X -ji T2

bo'ladi. »

Quyidagi teoremalar ham yuqorida keltirilgan teoremalarga
o'xshash isbotlanadi.

3-  teorema. Faraz gilaylik, 7 (x) va g(x) funksiyalar (a, b) da
berilgan bo'lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) lim /(x) =00, lim g(x) =00

x->h-0 x->b-0
2) Vxe (a, b) da /7'(x), g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, b) dag'(x) ~0;

4) Ushbu _ljm

WMo g ) T I, (e R) mavjud. U holda

x->*-0 g(X)
bo'ladi.
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4-  teorema. Faraz qilaylik, /7 (x) va g(x) funksiyalar {a, +°0) da
berilgan bo'‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) Iim/(x) =c«, limg(x) = o0
Jf-"+00 X-"+00

2) Vx G(a, +00) da/'(x), g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, +00) dag'ix) "~ 0;

4) Ushbu thozg =/, Us R) mavjud. U holda

€9

lim 44=/

a(x)
bo'ladi.

2°. 0 oo o00- 00, 1I*, 0° ko'rinishidagi hollar. Bu ko'rinish-

dagi anigmasliklar 8? L hollarga keltirilib, so‘ng >"qoridagi
teoremalar go'llaniladi.

1) XN Xgda /(x) 0, g(x) @ bo'lganda/(x) -g(x) funk-
siyaning limitini topish uchun uni

/(X).g(x) =~<">N(">

gx) fix)
deb, so'ng 1- yoki 2- teorema qo'llaniladi.
2) X->Xy da /(x) -=>+00, g(x) ->+00 bo'lganda f{x)-g{x)
funksiyaning hmitini topish uchun uni

1 1

fu) six)
deb, so'ng 1-teorema go'llaniladi.

3 X->Xgda/(x) =0, g(x)» Ohamdax Xgda/(x) ->1
g(x) +0 bo'lganda (/(x))™™M funksiyaning limitini topish
uchun awalo
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funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar go‘llaniladi.

. sinx
3- misol. Ushbu ng\ . )
limit hisoblansin.
_ SinIC . .
® Awalo y —)hJQ) deb olamiz. Ravshanki, x -> 0 da

fan=8mnX 51 gx) b 4o
Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:
mx . smx X  Xcosx-sin X

in in
hm SINX

S
In

, - , Llim , _d,m «l"™*
2 X0 2 2x-,0 3x2

L I
Demak, lim ("M =en.
x-»0\ X~ |

Mashqiar

1. Ixtiyoriy ae R da ushbu

-Ierctgx -1 2a

Bi& Inx 1

tenglikning o ‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

l[im x\fz'- arctg X

limit hisoblansin.
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7-BOB
ANIQMAS INTEGRAL

28-ma'ruza
Boshlangich funksiya va anigmas integral tushunchalari

1°. Boshlangich funksiya tushunchasi. Faraz qilaylik, f{x) va
F{x) funksiyalar {a, b) a R intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz
bo'lishi mumkin) berilgan bo'lib, /~x) funksiya shu {a, b)<zR aa
differensiallanuvchi bo'lsin.

1-ta'rif. Agar {a, b) intervalda F'{x) =f{x), (xe(a, b))
bo'lsa, {a, b) da F{x) funksiyafix) ning boshlang‘ich funksiyasi de-
yiladi.

Masalan, f{x) = ~ funksiyaning (0, -foo) daboshlang'ich funksiyasi

F{x) =Inx bo'ladi, chunki (0, +°0) da F'{x) - (Inx)' =" =fix) .

Aytaylik,/(x) va F{x) funksiyalar [a, b] segmentda berilgan bo'lib,
F{x) funksiya shu [a, b\ da differensialanuvchi bo'lsin.

2 -tarif. Agar {a, b) intervalda F'{x)- f{x), {x&(a, b))
bo'lib, a va b nugtalarda esa

F'ia+Q=f{a),F\b-Q) =f{b)
tengliklar o'rinli bo'lsa, [a, b] segmentda F{x) funksiya fix) ning
boshlang'ich funksiyasi deyiladi.

1- teorema. Agar (a, b) intervalda Fix) va <)) funksiyalarning
har biri fix) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda
Fix) va <&X) funksiyalar (a, b) da bir-biridan o'zgarmas songa farg
giladi:

0(x) - Fix) =C, iC - const).

A Shartga ko'ra ia, b) da <€) =fix ), F'{x) - fix).

Demak, ia, b) da 0'(x) =F'(x). U holda 21- ma’ruzada
keltiriligan 2- natijaga ko'ra

4> =Fix) +C, (C =const)
bo'ladi. »
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar {a, b) da F{x) funksiya/ (x) ning biror boshlang'ich
funksiyasi bo'lsa, u holda /(x) funksiyaning {a, b) dagi ixtiyoriy
boshlang'ich funksiyasi uchun

0(x) =/'(x) +C, (C =const)

bo'ladi.
1- eslatma. (a, ¢) da berilgan har ganday funksiya ham bosh-
lang'ich funksiyaga ega bo'lavermaydi.
1-misol. (-1, 1) intervalda ushbu
-1, agar -1 <X<0 bo'lsa,
/(x) =« 0, agar X=0 bo'lsa,

1, agar 0<X<1 bo'lsa
funksiyani garaylik.

Bu funksiyaning (—1, 1) intervalda boshlang'ich funksiyaga ega
bo'Imasligi isbotlansin.

. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni berilgan funksiya (—, 1) da
boshlang'ich funksiya F{x) ga ega bo'lsin: F\x) =f (x), (xe (-1,1)).

Ravshanki,

F'(0) =/(0) =0 )
bo'ladi. Bu F{x) funksiyaga [0, x] segmentda (0 < x < 1) Lagranj
teoremasini qo'llab topamiz:

F{x) - F{0) = F\c) sx =f{c) *x = x, (ce (0, x)).
Keyingi tenglikdan

F(x)-/-(0) _  lim ~")--O) - 1

X->+0

bo'lib, ~'(+0) =1 bo'lishi kelib chigadi. Bu esa (1) munosabatga
ziddir.

Demak, garalayotgan/(x) funksiya (—1, I)da boshlang'ich funk-
siyaga ega bo'Imaydi. »

2-  teorema. Agar /(x) e C(a,b) bo'lsa, u holda 7 (x) funksiya

(a, b) da boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi.
Bu teoremaning isboti 34- ma’ruzada keltiriladi.
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2“ Funksiyaning anigmas integrali. Integralning xossalari.
Aytaylik, {a, b) da/(x) funksiya berilgan bo'lib, F{x) funksiya uning
liiror boshlang'ich funksiyasi bo'lsin:

F{x) =f{x), (xe(a, b)).
[ 1 holda berilgan / (x) funksiyaning ixtiyoriy boshlang'ich fiinksiyasi
F(x) +C, (C =const)
ko'rinishda ifodalanadi.
3 -ta'rif. Ushbu

F{x) +C, (xs(a, b))
ifoda/(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va

"fix)dx

kabi belgilanadi. Bunda ; —integral belgisi,/(x) - integral ostidagi

funksiya,/ (x)rfx —integral ostidagi ifoda deyiladi.
Demak,

f(x)dx =F(x) +C, (C =const).

Shunday qilib, (a, b) intervalda/(x) funksiyaning anigmas integrali
(a, b) da hosilasi shu /(x) ga teng bo'lgan funksiyaning umumiy
ko'rinishini ifodalar ekan.

2- misol. Ushbu x"Ndx

integral topilsin.
A Anigmas integral ta’rifiga ko'ra, shunday F{x) funksiya topilishi
kerakki, F'(x) - x™ bo'lsin. Agar

F{x) =\x»

deyilsa, ravshanki, F'{x) - x bo'ladi. Demak,

XNdx = +C, (C =const). »
3- misol. Ushbu - )ij
VI+?

anigmas integral topilsin.
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< Ravshanki,

F(X)=VIT?
funksiya uchun
F'(x) =(yfiT Ny = n
(x) =(y Y= o ik
bo'ladi. Demak,
xdx

A=A +xN +C. >

Endi anigmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon
anigmas integral hagida gap borganda uni garalayotgan oraligda mav-
jud deb, ya'ni integral ostidagi funksiya garalayotgan oraliqgda boshlan-
g'ich funksiyaga ega deb garaymiz va oraligni ko'rsatib o'tirmaymiz.

1) Ushbu

d(jf(x)dx) =f(x)dx
munosabat o'rinli.
4 Aytaylik, F(x) fimksiya/(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin:
F'(x) =f(x).
U holda,
/ (X)dx =F(x) +C, (C =const)
bo'ladi. Bu tenglikka differensial amalini go'llab topamiz.

0| H{x)dx) A d(F(x) +C) =dF(x) = F\x)dx =f{x)dx. »

Bu xossa awal differensial belgisi d, so'ngra integral belgisi

kelib, ular yonma-yon turganda o'zaro bir-birini yo'qotishini ifo-
dalaydi.
2) Ushbu

dF{x) =F{x) +C, (C =const)

munosabat o'rinli.
w Aytaylik, x) funksiya/ (x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin:
F\x) =f(x).
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U holda,
/ {x)dx =F{x) +C, (C =const)
bo'ladi. Ayni paytda,
/ {x)dx =1 F\x)dx =J dF{x)
bo'lib, bu tengliklardan
'dF{x) =F{x) +C
bo'lishi kelib chigadi. »

Bu xossa awal integral belgisi , so'ngra differensial belgisi d

kelib, ular yonma-yon turganda o'zaro bir-birini yo'qotishini anglatadi
va F{x) ga o'zgarmas C ni qo'shib qo'yish kerakligini ko'rsatadi.
3) Ushbu

[f{x) +g{x)\dx =" f{x)dx +~g{x)dx 2

tenglik o'rinli bo'ladi.
ml Aytaylik, F{x) va <)) funksiyalar mos ravishda/ (x) va”*x) laming
boshlang'ich funksiyalari bo'lsin:

F'{) =H{x), 4>'(x) =g(x).

U holda
f{x)dx~F{x) +C,, Jg(x)i/x =0(x) +C2
bo'lib.
AM{x)dx+  g{x)dx = F{x) +("{x) +Ci+C2 3)
bo'ladi.
Ayni paytda,

[7°(x) +0(x)]" =7(x) +g(x)
bo'lganligi sababh
j [/(x) +g(x)] dx =F(x) +0(x) +Cs @
bo'ladi. (3) va (4) munosabatlardan, ulardagi Q, Cj va C3 larning
ixtiyoriy o'zgarmas ekanligini e’tiborga olib topamiz:
[f{x) +g{x)\dx =~ f{x)dx+"~g{x)dx. »
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Bu xossa anigmas integralning additivlik xossasi deyiladi.
4) Ushbu kf(x)dx =k j f(x)dx (5)

tenglik o‘rinli bo'ladi, bunda k —o'zgarmas son va k ~ 0.

Bu xossa yuqoridagi 3- xossa kabi isbotlanadi.

2- eslatma. (2) va (5) tengliklarni o'ng va chap tomonlaridagi
ifodalar orasidagi ayirma o'zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi
(o'zgarmas son anigligidagi) tengliklar deb garaladi.

4- misol. Ushbu J = -3sinx dx
[N

integral topilsin.
< Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalansak, unda

N
(5 . 3sin X_izx =5f-~dx - 3_sin xdx
* tl+x2 J J A J
bo'lishi kelib chigadi. Endi
(-cosx)'=sinx, (arctgx)'=
[+
bo'lishini e’tiborga olib topamiz:

L _dx-3 sinxdx =5arctgx +3cosx +C .
[+xn

Demak, / =Sarctgx +3cosx +C. »

3°. Asosiy anigmas integrallar jadvali.

Elementar funksiyalarning hosilalari jadvali hamda anigmas integral
ta’'rifidan foydalanib, sodda funksiyalarning anigmas integrallari
topiladi. Ularni jamlab, jadval ko'rinishiga keltiramiz:

1) I0-cx=C, C =const.

2)

"aH
3) I x“ix= +C, (a;™-1).

a+l
41X =inp+C, {x~0).
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5) atdx” |1:-;l('j +C, (fl>0, an\).

endx = +C.

6) I sinxdx =- cos X+C.

7) cosxdx =sin X+C.

8) =tgX +C, (X~ +nn, ne Z
cos'” X \ 2

9 f “=-ctgx+C, (X~ nn, ne Z).

10) dx _J arcsin X+C, (-1 <x<l).

4i-x™  \-arccos X+C,

1 ™~ Jarctgx +C,
) VI~ [-arcctgx +C.

12) shxi/x=chx+C.
13) ch Xi/x =sh X+C.

ax _
14) X chx +C, (x 0).

15) j dn L thx +C.

4°. Differensiallash va integrallash amallari hagida. Aytaylik,/(x)
funksiya {a, 6) ¢ A da berilgan bo'lsin.

Odatda, /(x) funksiyaning hosilasini topish uni differensiallash
(f(x) funksiyaga differensiallash amalini qollash) deyiladi./(x) funk-
siyaning (fl, b) dagi boshlang'ich funksiyasini topish, ya'ni/(x) ning
anigmas integralini topish uni integrallash (f(x) fijnksiyaga integral
amalini go'llash) deyiladi.

Differensiallash va integrallash tushunchalari matematika va uning
tatbiglarida muhim rol o'unaydi.

183



Matematik analizning differensiallash tushunchasidan bir gancha
masalalami, jJumladan, harakat qonuniga ko‘ra nugta harakatining
oniy tezligini topishda, egri chizig ma’lum bo'lgan holda unga urinma
o'tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko'p hollarda harakatdagi nugtaning har bir vagt momentidagi
tezligi ma’lum bo'lganda harakat gonunini topish, egri chizigning
urinmasiga ko'ra o'zini aniglash masalalari yuzaga keladi. Bu holda
funksiyaning hosilasiga ko'ra o'zini topish lozim bo'ladi. Bu yugorida
eslab o'tilgan masalalarga teskari bo'lib, ular ftinksiyalami integrallash
amali yordamida yechiladi.

Demak, funksiyalami differensiallash va integrallash amallari o'zaro
teskari amallar bo'ladi.

Ma’lumki, elementar funksiyalaming (bunda ratsional funksiyalar;
darajali, ko'rsatkichh va logarifmik funksiyalar; trigonometrik va tes-
kari trigonometrik ftinksiyalar, ularning yig'indisi, ayirmasi, ko'payt-
masi, nisbati ham chekli marta superpozitsiyalardan tuzilgan ftink-
siyalar tushuniladi) hosilalari yana elementar funksiyalar bo'ladi.

Ammo hamma elementar funksiyalarning integrallari elementar
funksiyalar bo'lavermaydi.

Masalan, ushbu

/(x)=:sinx™ /(x) =cosx”®, /(x)=e*\ {xe R);
/(x) =?in, (x>0)

funksiyalaming anigmas integrallari mavjud bo'lsa ham ular elementar
funksiyalar bo'Imaydi.

Mashgiar

1. /7(x) =¥ funksiyaning boshlang'ich funksiyasi topilsin.

2. Aytayhk, 7 (x) funksiya (-00, +00) da berilgan toq funksiya bo'lib,
F(x) funksiya esa uning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin. F(x) juft
funksiya bo'hshi isbotlansin.

3. Ushbu n

J=f

integral hisoblansin.
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29-ma’ruza
Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash

r. 0 ‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. Faraz qgilaylik,
J\x) funksiyaning anigmas integrali

"f{x)dx (1)

berilgan bo‘lib,uni hisoblash talab etilsin.

Ko'pincha, o'zgaruvchi x ni ma’lum qoidaga ko'ra boshqga o'zga-
ruvchiga almashtirish natijasida berilgan integral sodda integralga
keladi va uni hisoblash oson bo'ladi.

Aytaylik, (1) integraldagi 0'zgaruvchi yangi o'zgaruvchi bilan ushbu

t =(p(x)
munosabatda bo'lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) (p(x) funksiya differensiallanuvchi bo'lsin;
2) g{t) funksiya boshlang'ich funksiya G{t) ga ega, ya’'ni:

G\t) =g{t), \g{t)dt =G{i) +C- 2
3) 7/ (x) funksiya quyidagicha ifodalansin:
/(x) =¢-((p(x)) <cp'((x). ©)

U holda

fx)dx = ((p(x)) cp(x)i’x = G((p(x)) +C

bo'ladi.
A Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda-
lanib, (2) va (3) munosabatlami e’tiborga olib topamiz:

[G((p(x)) +c i =C¥((p(x)) *<P'(x) =g(cp(X)) *cp'(X) =7 (x ).
Bundan
"f{x)dx =G{*x)) +C

bo'lishi kelib chigadi. »

Shu yo'l bilan (1) integralni hisoblash o zgaruvchini almashtirib
integrallash usuli deyiladi.

Bu usulda, o'zgamvchinijuda ko'p munosabat bilan almashtirish
imkoniyati bo'lgan holda ular orasidan garalayotgan integralni sodda,
hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olish muhimdir.
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1-misol. Ushbu sSinSxiZx

integral hisoblansin.
< Bu integralni o‘zgaruvchisini almashtirib hisoblaymiz:

sin 5xdx = AX =t Lo tdt = /+C =-1i 5x +C
Sdx = dt 53 Sin —-Jeos —-5eos X .
2 -misol. Ushbu J= o

integral hisoblansin.
4 Awalo berilgan integralni quyidagieha
- ek

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu integralni o‘zgaruvehini almashtirish
usulidan foydalanib hisoblaymiz:

= i =i . dt _— — Jui
J = e = dt ,1_H2—aI'Ctgt+C_arctge +C  »

2 -misol. Ushbu j= &

COSX

integral hisoblansin.
A Ravshanki, L cosx COsX
CosIC  cos™ X 1-sin”™ x

Unda dx  meosxdx _ sinx =i at

ICOSX e 1sin*x eosxdx =dt e |-t~
bo'lib. .
12 (1-0(1+1) (1+0 (1-0
bo'lganligi sababli
/4 if m 4§ d 7 1rCd(i+) rA(i-on
2 (1+0 J(1-0) 2 (140 j (1-0J 2 i
bo‘ladi. Agar
140 _ 1+sinx _
1/ 1sinx - Yy 2)
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boiishini e’tiborga olsak, unda

dx __
oo Nt (f/Y) +C
ekanini topamiz. »

4-misol. Ushbu J = & ae/1)

X +a

integral hisoblansin.
ml Integralda o'zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

X+ +a =t.

Unda
dt - d(x +n/*+a) = 1+
Jx"+a
boiib, undan e odt
boiishi kelib chigadi.
Natijada
o Injj +C =1In X+ +a +C @)

boiishini topamiz. »

2°. Boiakiab integrallash usuli. Faraz qilaylik, u(c) va v(x)
funksiyalar uzluksiz u'(x), v'(x) hosilalarga ega boisin.

Ravshanki,

(u(x) m(x))" =u'(x) m(x) +u(x) m'(x)
boiadi. Demak, F{x) =u{x) mu(x)
funksiya /(X) =m(x) w(x) +m(x) *U'(x)
funksiyaning boshlangich funksiyasi boiadi. Bundan
I«'(X) *v{x) +u{x) m\x)\dx - u{x) mi(x) +C

boiishi kelib chigadi.
Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalanib
m(x) ev'(x)dx =u(x) eu(x) - m'(x) ev(x)dx (5)

boiishini topamiz.
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(5) formulani quyidagicha
'u(x) mv(x) = u(x) m(x) - Jv(x)du(x) (59

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Bu (5') formula bo'laklab integrallash formulasi deyiladi. Uning
yordamida

u{x) m'{x)dx
integralni hisoblash
u{x) sv{x)dx
integralni hisoblashga keltiriladi.
5-misol. I X cos Xdx

integral hisoblansin.
A Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

u-x. du=dx . .
X COS Xdx = . =XSINx - sinxdx -
cosxdx =dv. y =sinx

=xsinx +cosx+ C. »

6- misol. Ushbu / = W +adx

integral hisoblansin.
Qaralayotgan integralda

M=Wx" +a, dv =dx
deyilsa, unda du= dx, V=X
y|*+a
bo'ladi. Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

+a-
X aad

J =XVXM +a - {-I~"dx =xVx" +a - X =
"N 'a X +a
XN +adx +a o
+a

=X\ +a - [+ A
+0
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dx
4x"Na

Demak, J = +a-/+0

X~ +a +0*
r=5 Vx+a

Ma’lumki, (I dagi 4- misol)
, —=1In X+ +O +C.
4N a
Natijada
J = yix™M+adx ="M +0 + 1 In X+VxN +01+C
bo‘lishi kelib chigadi. »

7- misol. Ushbu
n= B ew oci? OBO)
(xKanf
integral topilsin.
Bu integralda
, dv =dx
deb olsak, unda
dum o B

bo'ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

2
+ 2« f;C =
+ 2« e
(x4nb" )"
Natijada +2n J, -2na™ w,
Y

bo'ladi. Bu tenglikdan
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1 2/1-1
2na A ©
boiishi keUb chigadi.

Odatda, (6) munosabat rekkurentformula deyiladi.
Ravshanki, n = 1boiganda

\ /
boiadi.
« >2 boiganda mos J,, integrallar (6) rekkurent formula yordamida
topiladi. Masalan,

j = dx 1 x 1
’ e+ 22N X2 2N * 2N Y 20
boiadi. »
3°. Sodda kasrlarni integrallash. Ushbu
Bx+C
{x-aY {x™+px+q)"™

ko'rinishdagi funksiyalar sodda kasrlar deyiladi, bunda me N; A, B,
C, a, p, g —hagqiqgiy sonlar boiib, + px-vg kvadrat uchhad

haqiqiy ildizga ega emas, ya'ni ~ ~ >0.
m = 1boiganda sodda kasrlaming integrallari

A Bx+C
’ dx
K-a } +px+q
lar quyidagicha hisoblanadi:
A dx =A d(x-a) X-a +C;
X-a X-a
Bx+C dx = Bx+C dx =
X +px+q
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dx =dt, -

dt

Al +(c-
B { 2).
By r _ - * =
~T) arctg- +C
=y In(x" +px +q) + arctg N +C*,

NN

\Y

Aytaylik, me N, m > 1 bo'lsin. Bu holda sodda kasrlaming
integrallari

Bx+C dx
(x-a) ’ (X" +px+q)*™
lar quyidagicha hisoblanadi:
AN (X - ay" ) I — +C
)" dx (x-ay" d{x- a) (m-D(x-a)'"-*r :
X+l =t X=t-~
Bx+C _ 2 : 2
7 dx =
(X pxe+f dx =dt, q ? -an
2tdt (c-1b) dt
B + L
2 (m-l)(i2+fl12)/n-I
Keyingi munosabatdagi
dt
itkanr

integral (6 ) rekurrent formula yordamida topiladi.
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Mashgiar

dx
1. Ushbu
J
integral hisoblansin.
2. Ushbu Je“ eos bxdx
integral hisoblansin.

3. Quyidagi rdx integralni bo‘laldab integrallash natijasida:

—\, ldX
J — dx =\+ .

X

bo‘lishi kehb ehigadi. Xatolik topilsin.

30- ma’ruza
Ratsional hamda trigonometrik funksiyalami integrallash

1°. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiglari.

Biz quyida algebra kursida o'rganiladigan ba’zi tushunehalami
hamda tasdiglami (isbotsiz) keltiramiz. Ulardan ratsional funksiyalami
integrallashda foydalaniladi.

Aytaylik,

P.{X) = +aXx+x}M+.. +arx” (1)
ko‘phad berilgan bo‘lsin, bunda eR, k=0,,2,..,n ns N
esa ko‘phadning darajasi.

Agar as R uehun P,(a) =0 bo‘lsa, a son P,{x) kophadning
ildizi deyiladi. Bu holda P,{x) ko‘phad x —a ga bo'linib, u quyi-
dagieha

/>,(x) =(x-a)0(x)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda 0(x) - (n —1)- darajali ko'phad.

Agar P,{x) ko‘phad (x-a)*, (A N) ga bo'linsa, a son
P,.{x) ning k karrali ildizi bo‘ladi. Bu holda P,{x) ushbu
12



P,,(xX) =(x-af R(x)
ko‘rinishda ifodalanadi,bunda R(x) —(n - k)- darajali ko‘phad.
Agar 1 =a +/ kompleks son P,{x) ko‘phadning ildizi boisa,

z -a-i™ ham PMX) ning ildizi boiadi. Shuningdek, r =a +® son
P,{X) ning k karrah ildizi boisa, z =a-/p son ham shu P,{x)
ko‘phadning « karrali ildizi boiadi. U holda P,,(x) ko'phadning
ifodasida quyidagi

(x- 2){x- z) =[x - (a +/p)lix - (a - /p)] =

-xXN+px+q, {p=-la, g=a? +PY
kvadrat uchhad ko‘paytuvchi boiib gatnashadi.

Faraz qilaylik,
Q..{x) =ao+aiX +a2X"+... +a,Xx" 2
ko‘phad berilgan boiib, ai,az2,...,a”™ hagigiy sonlar Q,{x) ning
mos ravishda Xy, X2, karrah ildizlari, Z],Z2,—Zs kompleks

sonlar esa Q,,(X) ning mos ravishda Yi, Yz, Y6 karrali ildizlari boisin.
1- teorema. Har ganday n- darajali

Q,(X) =@ +o]X+w2X +... +fl, x”
ko‘phad (0,, e R, m -0,l, 2,..., n, a, ®0) ushbu
0,(x)- (x-a ™(x-tt2 ..(x-a, X +/2X+Y X
X(XN +p™x+r2 (XN +Hftx +q, (3)
ko'rinishda ifodalanadi, bunda

+r2 +eet+  +2(yi V2 +.. +Yi) =«
boiib, x* +PjX+ | (/=1 2,..., s) kvadrat uchhad hagiqiy ildizga

€ga emas.
Maiumki,
M) - @ +cdM+@M +- + , («6 KO, .
QMX) Mo b+ BN+ + , (seN)

ko‘phadlar (3, s R, bje R; i-0,1,2,..,« J=0.1,2,..,5) nis-
bati
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N 9 aNHX M.+, X"
Qifx)  bart\x+oix +. 4
kasr ratsionalfunksiya deyilib, n < s bo‘lganda u togri kasr deyilar
edi.

2- teorema. Agar Y to'g‘ri kasr maxrajidagi Q"x) ko‘phad ushbu

0,(x) =(x-arG (jc), (meN)
ko'rinishda bo‘hb, Q{x) ko‘phad x - a ga bo‘linmasa, u holda
AN SN PIX)
Qsix) (x-ar (x-ar'* x-a @x)
bo‘ladi, bunda Aje R, i=12,., m P(x) —ko‘phad.

3- teorema. Agar P to‘g‘ri kasr maxrajidagi 0/x) ko‘phad ushbu

Q (x) =(x" +px +gT Q(x), (me N)
ko'rinishda bo‘hb, (x™ +px +q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega
emas), Q(x) ko'phad x™ +px +q ga bo‘linmasa, u holda
NOBXHC, N BoyxdGyy N N BXy ” POX)
Qs(x)  (MHpx+g)™  (gHpx+g)N XMpxtg Q(X)
bo'ladi, bunda e R, CeR, i= P(x) —ko'phad.

Yuqorida keltirilgan 2- 3- teoremalar ixtiyoriy to‘g‘ri kasr har bir
hadi ushbu

N, (ae R, Ae R, me N);
(x-a)
(BeR, CsR, psR, geR, p”™-49g<0, meN)
(XN+px+q)"
ko‘rinishdagi kasrlardan, ya'ni sodda kasrlardan iborat bo‘lgan yig‘indi
orgali ifodalanishini ko‘rsatadi. Bunday holda tog'ri kasr sodda
kasrlarga yoyiladi deyiladi.
Aytaylik,
Pnix)
Q (X)’
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I()'g‘ri kasr berilgan bo'lsin. Anialiyotda bu kasr sodda kasriarga quyi-
ilagicha yoyiladi:

1) Kasrning maxraji Q,(x) ko‘phad (3) ko‘rinishda yoziladi;

2) 2—3- teoremalardan foydalanib,

P.M)

Q.M
ni sodda kasriarga yoyiladi;
3) bu yoyilmaning o‘ng tomonidagi sodda kasrlar yig‘indisi
umumiy maxrajga keltiriladi;
4) natijada hosil bo‘lgan

Pn(x) ~ RnM
Q.(x) a(xj’
ya'ni P,,(x) =R,,(x)

tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtirib, noma’lum koeffitsiyentlarni topish
uchun tenglamalar sistemasi hosil gilinadi.

1-misol. Ushbu

X +4x +4x
to‘g‘ri kasr sodda kasriarga yoyilsin.
w Bu kasrning maxraji
XOHA4XN +4X =X(XN +4X +4) =x(X +
bo'lgani uchun 2- teoremaga ko‘ra

SX/\_|_8 NN N N
XN+HAXN+H4x X x+2 (x+If
bo‘ladi. Uni
3XN+8 AX+2)M+x(x+2)B+Cx
XN+4XN+4X X(x+2)"

ko‘rinishda yozib, ushbu
3XN +8=A(X +2)2 +Bx(X +2) +Cx =
=(A +B)x" +{4A +2B +C)x +4A

tenglikka kelamiz. Ikki ko'phadning tengligidan foydalanib, ushbu
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A+8 =3,
N +25 +C =0,
4/i =8
sistemani hosil gilamiz va uni yechib
A=2 B=\ C=-10
boiishini topamiz. Demak,

3xX"+8 2 1 -10
XNHAXN+4A X P x+2 " (x+ I

2 -misol. Ushbu XA+ AXN-2x+]
xUx
to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
4 Ravshanki, +x =x(x +1)(jc" - x +1).

XN HAXN-2X+]
X(X+D{xN-x+1) X " x+| " x™-x+I|
boiadi. Keyingi tenglikdan
+AXN - 2X +1=AN +1) +Bx{x" - X+1) +(Cx + D){x™ +x) =
A +B+COXN +{C+D - Bx™ +{B+D)x +A

boiishi kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib. A, B, C, D lami
topish uchun quyidagi

Unda

A+B+C =\
C+D-B =A
B+D=-2
A=l

sistemani hosil gilamiz. Uni echib topamiz:
A~l, B=-2, C=2, D=0

N\ N -
Demak, XN +4AXN-2x+] =i +_3_+

X X+l XAX¥1
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2°. Ratsional funksiyalami integrallash. Faraz gilaylik, f{x)
misional funksiya bo'lib, uning integralini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, 7 (x) butun ratsional funksiya

_ f{x) =« +71"+ + o +
boMsin. Unda

f{x)dx={Ufi +0O]X+X* +...+a,x")dx =

—arx +a, - +0j 5. +a, Xn +C

bo'ladi.
Aytaylik, / (x) kasr ratsional funksiya
/W =fW I£2~tALT:, » (,sN,meN)
ba+bix+bix +.+bf, X"  Qm(")
bo'lsin. Agar n>m bo'lsa, unda P,{x) ko‘phadni QJ"x) ko‘phadga

bo'lish bilan 7 (x) = (;11(((2} ning butun gismini ajratib, butun ratsional

funksiya hamda to‘g‘ri kasr yig'indisi ko‘rinishida ifodalab olinadi:

f(x) =~ ~ =R
| (x) (x)+ N

Ravshanki, 7/ (x)cix = R(dx + g’k{a dx.

’

Demak,

ratsional funksiyani integrallash to‘g‘ri kasrni integrallashga keladi.
To'g‘ri kasrlarni integrallash uchun awalo uni 1° da keltirilgan usul
bilan sodda kasriarga yoyiladi. Sodda kasrlarni integrallash esa 29-
ma’ruzada batafsil bayon etilgan.

X8
XNAXNAX

3 -misol. Ushbu
integral hisoblansin.
® Integral ostidagi ratsional funksiyani sodda kasriarga yoyamiz:

X +8 1 10
XA+HAXA+AX X x+2 (x+2Y !
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Demak,

3X"N+8 dx =2 dx 10 dx
+A4XN+4X X X+2 - Ix+ 2y

=2In X +In X+2 +.10 +C. »
X+2

XN+2X*+2XN-1
X{XNHN

4- misol. Ushbu

integral hisoblansin.
«4 Integral ostidagi funksiya ratsional funksiya bo‘lib, u noto‘g'ri
kasrdir. Bu kasrning surati x™ +2x™* +2x”~ -1 ko‘phadni maxraji

x{x” +1)2 ko‘phadga bo‘lib, uning butun gismini ajratamiz:

+ 2XM +2XM-1 xA 4 2xN + X

XR+2XN +x0
x2-1
Demak 42 +2M-1 XA |
! X(x2+1)2 X(x2+)2 ™
. XA
Endi X(x2+)2

to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
x"-1 _A  Bx+C _ Dx+E
X(x"N+1)2 L X~ (x2+1)2

XN -1 = AN +\f + (Jk+C)x(x2 +\)+{Dx+E)x =

={A +B)x"+Cx" +{2A+B+D)x" +(C +E)x +A.
Keyingi tenglikdan

A=-\, 5=1 C=0, b=2, E=0

bo‘lishini topamiz.

XNl 2X

Demak, X(x2+l)2 XML (XN



Niil jjada,

+2x7-1 2x
.ox —+ -+
XN+ X xUl
bo'lib.
fXAH2X"2xM
dx - dx +
XXM+ % ™
2 dx =2 1n
(xN+If 2 XM (x"+l)2
= -InX+iInx*+1)- 4- +C
2 2 XN +1
boiadi. »

3°. Ikki 0”zgaruvchining ratsional fiinksiyasi hagida. Ikki uva v
o0‘zgaruvchilar berilgan boiib, bu o‘zgaruvchilar yordamida ushbu

(«=0,1,2,...; &k=0,1,2,...)
ko'paytmani tuzamiz. Quyidagi
P{u,v) = Qg+ fljoc +FNWV+«20™ +aVW + 2V +eee
+4,,0<” +

funksiya u va V o'zgaruvchilarning kophadi deyiladi, bunda

«00, «10, «01 >we «0« - hagiqiy sonlar.
Aytaylik, P{u, y) hamda Q{u, v) lar u va v o'zgaruvchilarning
ko‘phadlari boisin. Ushbu

(QM*0)

nisbat Mva u o zgaruvchilaming ratsional funksiyasi deyiladi va R{u, v)
kabi belgilanadi:

Faraz qilaylik, uva v o'zgaruvchilarning har biri 0‘z navbatida
X 0‘zgaruvchining
M= (p(x:),
vV =\/¥)
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funksiyalari bo‘lsin. U holda R{u, v) funksiya (p(x) va W/(x funksiya-
laming ratsional funksiyasi bo'ladi. Masalan,

funksiya u=yfx, v= -1
laming ratsional funksiyasi bo'ladi, chunki
—UT2vH\
R(u,v) = At

Xususan, (p(x) va \I/X laming har biri x o‘zgamvchining ratsional
funksiyalari bo‘lsa, u holda

R (u,v)™ R{("™(x),\\f(x))

funksiya shu x o'zgaruvchining ratsional funksiyasi bo'ladi.
Endi R{u, v) ratsional funksiyaning sodda xossalarini keltiramiz:

1)Agar R{-u,v)™ R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional ftinksiya ushbu
R(u,v) =Ri(u”™v)
ko‘rinishga keladi, bunda Ry ham ratsional funksiya.
2) Agar R(-u,v) =-R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R{u,v) * R2iul,v)
ko‘rinishga keladi, bunda R2 —ratsional funksiya.
)Agar R(-u,-v) =R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu

R(u,v) =R2{" ,v"

ko‘rinishga keladi, bunda R2 —ratsional funksiya.

4°, Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

Aytaylik, R(u, v) ikki o'zgaruvchining ratsional funksiyasi bo'lsin.
Ushbu

Ji2(sin x, cosx)dx (4)
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integralni garaymiz. Bu integralda
/=tgf
almashtirishni bajaramiz. Unda

2.4 2t
X 2
jc =2arctg/, dx - 2t
boiib il(sin x, cosx)dx=2 R 2L dt
’ _ 2 +HN  [HA
boiadi. Ravshanki,
R 2t \t 1
1+

ifoda t ning ratsional funksiyasidir. Demak, (4) integralni hisoblash

almashtirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keladi.
5-misol. Ushbu

1+sin x
integral hisoblansin.
< Bu integralda
almashtirish bajarib topamiz;
2dt
B dx f e _p o 2
ml+sinX -2 [+tY 1+ +
o { I+tgl
hollarda t =cosx, t-=minx, t=ig

boiadi.
Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R(-u,v) =-R(u,v)
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bo‘lsin. Bu holda

J /72(sin X, cosx)dx = /2 (sin”x, cosx) sin xdx =

. ': :ﬁsidx CR2IN-t\t)dt
bo‘ladi. Aytaylik, R{u, u) ratsional funksiya uchun

R(u,-v) =-R(u,v)
bo‘lsin. Bu holda quyidagi ifodani olamiz;

i?(sin x, cos x)dx = s (Sin X, cos™ X) cos xdx =

dtt:cinxﬁx R, (t,I-tA)dt.
Aytaylik, R{u, u) ratsional funksiya uchun
R(-u,-v) =-R(u,u)
bo'lsin. Bu holda
i?(sin x, cosx)dx = R2(tg x, cos™ x)dx =
i =tgx _ .
=2 dl

dx~1_b,2dt Y.

bo‘ladi.
6 - misol. Ushbu

I sin”™ x cos™* xdx
integral hisoblansin.
w Integral ostidagi funksiya uchun R(-u,v) =-R(u,v) bo'ladi.
Shuning uchun cosx = t deyilsa, unda -sinxfloc =dt bo‘lib,
Jsin™» XCO™Xizx = {t" =y -y + C=yCONX"CONX +C

bo'ladi. »
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Mashqlar

x\ |

X5-\-X4-X 3-X 2

to'g‘ri kasr sodda kasrlarga ajratilsin.

1. Ushbu

X"-3
dx
2. Ushbu +10x2+25
integral hisoblansin.
31- ma’ruza

Ba’zi irratsional fiinksiyalarni integrallash

r. 'R dx ko'‘rinishidagi integrallarni hisoblash.
J vex+d

Faraz qilaylik, R{u, u) ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘lib,
a, b, c, d - hagigiy sonlar, ne N bo‘lsin.
Ushbu

J'i’? . Vexad /dx, ad - be

ko‘rinishidagi integrallarni garaymiz. Bu integral o‘zgaruvchini almash-
tirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keladi:

R ax+b dx = cx+d ct”-a
cx+d
. n
‘R dt"-pﬂ 1 (ad-bc)nt dt.
. a-ct"
1-misol. Ushbu

I+x 1 dx
1-x  1-Xx

integral hisoblansin.
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1+x

A Bu integralda t =
1-x
almashtirishni bajaramiz. Unda
dx =, At
(/2+1)2
boiib, ij. =
b 1x ¢
boiadi. Ravshanki,
Pd =t~aicW +C.
r+1

Demak,

2°. J R{x, \lax* +bx +c)dx ko‘rinishidagi integraUarni liisoblash.
Bu integralda a, b, ¢ —haqigiy sonlar boiib, ax® +bx +c¢ kvadrat

uchhad teng ildizlarga ega emas.
Qaralayotgan

R{X, yjax +bx + c)dx

@

integral quyidagi uchta almashtirish wrdamida ratsional funksiya

integraliga keladi.
a) a > 0 boisin. (1) integralda ushbu

t - yfax +\lax™ +bx +c¢ (yoki t- -4ax +
almashtirishni bajaramiz. U holda

axN+bx +c - - 2-Jaxt +ax”,
V- _ 2(/ain+fei+cVa)
irat+b ’ {irat+bf

NaxN+bx +¢c =
2slat+b

boiadi. Natijada
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R{x, +bx +¢)dx =
P--C 4at™+ht+cda’  2{4at” +bt+c4a) o
2yJat +b’ ly/at™h (2-/at+Dbf*
bo‘ladi.
dx

2- misol. Ushbu integral hisoblansin.

X+ +X+1

w Bu integralda
t=x+ W +X+1
almashtirishni bajaramiz. Natijada

w = 11 g F R
1+2/ {\+2tf

. dx A
bo'lib, XWxNMxX+1 (I+2r)2r

bo‘ladi. Agar
At +t+\) 2 3
/(1+200 Y (1200
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

f ax 2 3 dt -
KV XA X 41 t 1 (1E )
3
= - - + + A =
2In1- - In L+2t 21430 +C

=2Inx + +X+1- I In 1+2x +2Vx" +X +1

+ +C
2{lH2xA2N | xMxH)

bo'lishi kelib chigadi. »
b) ¢ > 0 bo‘lsin. Bu holda (1) integralda ushbu

t =—VfIxX* +bx +c -4c)
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yoki t- - +bx +¢ +\fc)

almashtirishni bajaramiz. Unda

2-Jct-b oJat™-bt+yjca dt
(a+tr ’
ylaXTI-BX +c = _-Q_C_t_’::p_ttf_i_’:(_i
a-th

bo'lib, (1) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi:
R{x, yjax +bx +c)dx -

R l4ct-b -Ja™-bt+adc  wi™-bt+'ica dt
a-t a-r {a+t9- '
d) ax™ + bx+ c kvadrat uchhad turli Xj va Xj hagiqiy ildizga ega
bosin:
ax™ +x+c =a{x - X,)o(x - Xj)
Bu holda (1) integralda ushbu
N N
X_Xi\lax +bx+c
almashtirishni bajaramiz. Natijada

— dx = ~-~AnnAn(dt

t™-a
bo‘lib.
R(x, \ax™ +bx +c)dx =
R a2+t apd\-X2)  2a{xy-x2)t dt
?-a
bo‘ladi.
3 -misol. Ushbu
C-XN3X+2

dx

XHNXN+H3X+2

integral hisoblansin.
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m Ravshanki,
+3x +2=(xX+1)ix +2).
Shuni e’tiborga ohb berilgan integralda

— /\
t= X+ yIx™ +3x +2

almashtirishni bajaramiz. U holda

v

X:2| Cax =- 2tdt
bo'lib.

+3%+2 -2/2-4/

dx = dt
X-+\IX+3x+2 (/-2).(/-(/+)™
bo'ladi. Endi
7
-2/2-4/ 27 + 18

(/-2(/-)(/+)™ A t2 A\ (/)2 (+D
bo‘hshini e’tiborga olib topamiz:

1 - f -2/2-4/ ot - -~ -
UMWV 47-T 270 /-2
7 dt 5 ( dt * . iy
1083 st 18 (a2 YA iz 44N/

5 1 11

1 [ +C >
8'H 6 {t+\r

3°. Binomial differensialni integrallash. Ushbu

X" {a+bx”Y dx
ifoda binomial differensial deyiladi, bunda ae R, bs R, m, n, p ~

ratsional sonlar.
Binomial differensialning integrah

X" (a +bx"y dx )

ni garaymiz. Bu integral quyidagi hollarda ratsional funksiyaning
integraliga keladi:
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[)p —butun son. Bu holda mvan ratsional sonlar maxrajlarining
eng kichik umumiy Kkarralisini 5 orgali belgilab, (2) integralda
X=t©
almashtirish bajarilsa, (2) integral ratsional funksiyaning integraliga
keladi.

4-misol. Ushbu /= (1412 dx

integral hisoblansin.
A Bu integralni quyidagicha yozib;

. 1
(11/;)2.@ C L+ Adx,

bunda p = —2 bo'lishini aniglaymiz.
Integralda x-t~ almashtirish bajarib,

1=6 dt
bo‘lishini topamiz. Ravshanki,

=N -2tN +3-

A (%)
Demak,
- 55dt =4--A - +3t-Marctgi +\ +Marctg/ +C
(1+i2)2 5 3 2 /M1 2
bo‘lib.
=N - -
/ !3 4n/x +18Vx - 2larctgVx * At +C
boiadi. »
2) ™\ __putun son. Bu holda (2) integralda

x =t
almashtirishni bajarib
x"{a+bx"Ydx=- {a+bt) m*dt
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boMishini topamiz, bunda

So‘ng p ning maxrajini i deb

z ={a +Dbty
almashtirishni bajaramiz. Natijada (2) integral ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

. d .
5-misol. Ushbu o mtegral hisoblansm.

< Bu integralda

bo'lib, 6\1 =3
bo'ladi. Shuni e’tiborga olib, berilgan integralda,
! 2 1
/=(1+X3)2
almashtirishni bajaramiz. U holda
2 1 1

\EXAStA, X =(/2-1)2, dx = A{f -\y -ltdt
bo'lib.

11 7 5
\ +xMydx =3j{» -Ift~rdt =3L-(>L +t"+C, /=VI+x3
bo‘ladi. »

3) A +g- butunson. Ma’lumki, (2) integral x =t" almashtirish
bilan ushbu
mH_i A
(a+bty dt *~j(a +bty .t"dt = mt"/¥dt
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ko‘rinishga keladi. Agar keyingi integralda

almashtirish bajarilsa (s soni p ning maxraji), u ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

6- misol. Ushbu /[;A2+35&./i\ntegral hisoblansin.

m! Ravshanki, dx
X243
AN
Demak, 2, « =2, p :-~|1, y\_H';]_]_-+p —_

bo‘lib, p + g —butun son boiadi. Berilgan integralda

almashtirish bajarib.

N\

x= 12 dx = tdt

vV (72~
dx
" w2

+3

X iC
boiishini topamiz. »
Mashgiar
dx . . .
1. Ushbu integral hisoblansin.

{2x+1fM4xN+4x+5

dx
2sinx-cos X

2. Ushbu integral hisoblansin.

210



8-BOB
ANIQ INTEGRAL

32- ma’'ruza
Aniq integral tushunchasi

1°. Segmentni bo‘laklash. Biror [a, bJcz R segment berilgan

bo‘lsin. Bu segmentning quyidagi
a=Xg<X <X <—x,1i<x,=b
munosabatda bo‘lgan
Xo, X,, X2, X,» @)

nugtalari to‘plamini olaylik.

Ravshanki, (1) to'plam [a, b\ segmentni

5, =[Xo0,X,], Bj:™M\x™x2\ 5,,=IX,,,,i,X,]

bo‘laklarga ajratadi.

1- ta’rif. Ushbu

a=Xg <X <X <..<X,Ii<x, =b
munosabatda bo‘lgan
Xo, Xi, X, X i, Xy

nugtalar to‘plami [a, B\ segmentni bo ‘laklash deyiladi va
P ={X0,X,,X2,....%,,_i,X,,}

kabi belgilanadi. Bunda har bir x* {k =0,1, 2,..., n) nuqta [a, b]
segmentning bo'luvchi nugtasi, [x,, ] (A=0,1, 2,..., «-1)
segment esa P boiaklashning oraligH deyiladi.
Quyidagi
Xp =max {AxJ , Ax, =x"Ni -x,
miqdor P bo 1aklashning diametri deyiladi.
Masalan, [a, b\ = [0, 1] bo‘lganda quyidagi

0, o d 1 .1
"10’ 10" 10’ 10" 10 * °

0. J- i: A A
"10" 10" 10’ 10’ 10
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nuqtalar sistemasi [0, 1] segmentning

e D o

P:/o,l,A,A,A,i!]
2 1'10'10°10°10

bo‘laklashlarini hosil giladi. Ulaming diametrlari mos ravishda
I -L 1 -1

Apio~ S ~ 5

bo'ladi. i
Yuqoridagi keltirilgan ta’rif va misollardan ko'rinadiki, [a, b\
segmentning turli usullar bilan istalgan sondagi bo‘laklashlarini tuzish

mumkin. Bu bo'laklashlardan iborat to'plamni S’ bilan belgilaymiz:

2°. Darbu hamda integral yig‘indilar. /(x) funksiya [a, b] da
aniglangan va chegaralangan bo'lsin. Unda

3meR, 3Me R, \Wxe[a,b\\ m<f{x)<M
bo‘ladi. Aytaylik,
P={Xo,Xi,X2,...,
[a, b\ segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin. U holda bu bo‘lak-
lashning har bir [x,,xi] (A=0,1, 2~.,n-1) oraligida

nk =inf{/(x)}, X£E£[x,,x"1
M,-sup{/(x)}, xel[x,,x"] (a=01,2,..., «-1)
mavjud bo'lib

inf {/(xX)}< w, <M, <>(STU%\{/( )} 2)

bo‘ladi.
2 -ta’rif. Ushbu N=

yig‘indi/ (x) funksiyaning [a, b] segmentning P bo'laklashiga nisbatan
Darbuning quyi yig‘indisi deyiladi.
Ravshanki, bu yig'indi/(x) funksiyaga hamda [a, b] ning Pbo'-
laklashiga bog'liq bo'ladi:
sNsif-P).
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3-ta'rif. Ushbu

S = AN
A~
yig'indi / (x) funksiyaning [a, b\ segmentning P bo aklashiga nisbatan
Darbuning yugori yig'indisi deyiladi.
Bu yig'indi /(x) funksiyaga hamda [a, b] ning P bo'laklashiga
bog'lig bo'ladi:

S =S(f;P).
Endi Ae {0,1, 2,..., t-1} ning har bir giymatida [x;, x+] seg-
mentda ixtiyoriy  nugtani tayinlaymiz: G) (=0> 2

.., rt-1). Natijada [a, ¢] ning P bolaklashiga nisbatan

nuqtalar to‘plami hosil boiadi. Bu nuqtalardagi /(x) funksiyaning
/™), (k=Q,h2,...,n-1)
giymatlari yordamida ushbu

X Ne)-Ax,
k=D
yigIndini tuzamiz.
4- ta’'rif. Quyidagi
17-1
k=0

yigIndi/ (x) funksiyaning [a, b] segmentning P bo‘aklashiga nisbatan
integral yig'indisi deyiladi.
Integral yigIndi, /(x) funksiyaga, P bolaklashga hamda har bir
[x;, Xt+] da olingan  nugtalarga boglig boiadi:
a =a(/;P;"™y).
Ravshanki, x¢+,] uchun

bolib, ayni paytda
s{f-,P)<c3{f-PXk)"S{f-P) 3
tengsizliklar bajariladi.
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1- misol. Ushbu
f(x) =
funksiyaning [—, 1] segmentda quyidagi
il R R Tl P I T
bo‘laklashga nisbatan Darbu yig‘indilari hamda
A=012,7)
deb, integral yig‘indi topilsin.
4 Berilgan f{x)~ x funksiya uchun [—, 1] segmentning
P =
bo‘laklashida

=‘> :jv A2:|1 m’ :01

/((4:6], /(5:-1, /((6:é', N =3,

Mo =1, M, =i M, =i, Ms3=i.
A/4=", M5=", MA=]
hamda
NNO=-I, N2=-N,
N=0, ~b=1, "Ne=N, NT=],
[(~o) =1 = (A=A, 1(A3)-n,
M,) =o, = = /(M) =1
bo'ladi.

Endi Ax, =" (A =0,1,2,..., 7) bo'lishini e’tiborga olib to-

pamiz:
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4ri2)= "+ + +Oho+f + +f) 1=7,

o(/;/'15) =( +3+i+:14+0 +J +J +1 =1 »

3°. Aniq integral ta'rifi. Faraz qilaylik, f{x) funksiya [a, b\ da
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. Unda [a, b\ oraligning har ganday
P bo‘laklashi hamda har ganday AN, A=0,1,2,1)
larda yuqoridagi (2) va (3) munosabatlar o‘rinli bo'lib.
{b-a)- g 01 <s{f-P) <<j; ) <
<S{f-P)<{b-a)sxxv{f{x
{f-P)<{ )[Ol\j{)} @

bo'ladi.

Endi [a, b\ segmentning bo'laklashlar to'plami S' = {/#} ning har
bir Pe S bo'laklashga nisbatan/(x) funksiyaning Darbu yig'indilari
s(f, P) va S{f, P) ni tuzib, ushbu

to'plamlami garaymiz. Bu to'plamlar (4) munosabatga ko'ra chegara-
langan bo'ladi.
5-ta'rif. {s(f, P)} to'plamning aniq yuqori chegarasi /(x) funk-
siyaning [a, b] oraligdagi quyi integrali deyiladi va
j f{{x)dx
kabi belgilanadi. Demak,

J/ (X)ij!x =sup{5(/;P)}.

6-  tarif. {S{f, P)} to'plamning aniq quyi chegarasi/ (x) funksiyaning

[a, b] oraligdagi yuqori integrali deyiladi va
h
F{x)dx
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kabi belgilanadi. Demak,
h
"f{x)dx =mi{S{f-P)}.
7-ta’'rif. Agar f{x) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari
bir-biriga teng

h

1 /(x)JIx =) f{x)dx

a a
bo'lsa,/(x) funksiya [a, b\ oralig boyicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.

Bunda quyi hamda yuqori integrallaming umumiy giymati / (x)
funksiyaning [a, b\ oraliq bo'yicha aniq integrali (Riman integrali)
deyiladi va

h
"f(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

f(x)dx=f(x)dx =jf(x)dx.
a son integralning quyi chegarasi, ™ son esa integralning yuqori
chegarasi, [a, b\ segment integrallash oralig‘i deyiladi.
E siatm a. Yuqorida keltirilgan / (x) funksiyaning integrali ta’-
rifiga binoan integral
h
"f{x)dx

0‘zgarmas sonni ifodalaydi. Binobarin, integral ostida 0‘zgamvchining
ganday yozilishiga bogiig bolmaydi:
h h
"f{x)dx =~ f{t)dt.
2-misol. /(x) =C, C~MR, xe [a b] bo'lsin.
Bu funksiyaning integraUanuvchanligi aniglansin.
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® [a, b] segmentning ixtiyoriy
P = x0. xy, xj, X .2,
bo'laklashini olib, unga nisbatan Darbu yig'indilarini topamiz:

n-l
s(C-,P)NJAC Ax=C (b-a),
AD

n-l

S(C:P) ='~AC A6, ~C (b-a).
kD

Bundan sgp{i(C;P)}:"C (b-a),
M{S{C\P)} =C{b-a)

bo'libh. Cdx” Cmx bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, f{x) = C funksiya [a, B\ da integrallanuvchi va

h
'c dx~C {b-a).

Xususan, /(x) = 1bo‘lganda
b
jdx- b-a
bo‘ladi. »
3-misol./(x) = D(x), xe[0, 1] bo‘lsin. Bu Dirixle funksiyasini
[0, 1] da integrallanuvchanlikka tekshirilsin.
< [0, 1] segmentning ixtiyoriy /bo‘laklashiga nisbatan Dirixle
funksiyasining Darbu yig‘indilari
n-1
s(D;P) =""mk Ax, =0,

Jt=0

S(D-P) =AM, Ax, ~“b-a
k0

bo'lib, sup{5(2):P)} =0, M{S(D-,P)] =b- a
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boiadi. Demak,

I 1
D{x)dx =0, D(x)dx =b-a,
0 0
1 !
D{x)dx ~ D{x)dx.
0 0

Dirixle funksiyasi integrallanuvchi emas. »
4°. Integral yigMndining limiti. Faraz qilaylik,/(x) fiinksiya [a, B\
segmentda berilgan boiib, u shu segmentda chegaralangan boisin.
[a, b\ segmentning biror
P ={xQ,Xy,X2,....X,,_i,X,,)

boiaklashini olamiz.
Maiumki, 7 (x) funksiyaning bu boiaklashga nisbatan integral
yigindisi

yt=0
boiadi.
8-  tarif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son
topilsaki, [a, B\ segmentning diametri Xp < 5 boigan har ganday

P boiaklashi uchun tuzilgan a(/;P; )\ig‘indiixtiyoriy  nugtalarda

<e
k=0
tengsizlikni bajarsa, J son a(f;P,”~k) yigindining Xp-~0 dagi limiti
deyiladi va
Uma(/;P~) =/
kabi belgilanadi.

Bu ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin:
Agar

Ve >0, 35>0, VPe p, Xp <8 v~
uchun <e
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bo‘lsa, u holda
Wi/ =) =/
deyiladi.

9-tarif. Agar ~ 0 daf{x) funksiyaning integral yig'indisi
a(/;P;”k) chekli /limitga ega bo'lsa,/(x) funksiya \a b] segmentda
integrallanuvchi (Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi, /soniga
esa/ (x) funksiyaning {a, b] segment bo yicha aniq integrali deyiladi. Uni
h
"f(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

M
f(x)dx =lim X firk) «Ax*,

4- misoi. /(x) =X, XG [a, b\ bo'lsin. Bu funksiyaning aniq integ-
rah topilsin.
m [a, B\ segmentning ixtiyoriy
P ={Xo0,Xi,X2,..., X,,_i,X,,}
boiaklashini olib, unga nisbatan /(x) = x funksiyaning integral yi-
g'indisini tuzamiz:

bunda A =xXMH - XM, XA < <xMH, k=01, 2,.., n- 1)
Endi XK <Nk A
tengsizliklarni AX* >0 ga ko‘pa}L;irib, hosil bo'lgan
XN oA < AT <XV oA
tengsizliklarni k ning 0, 1, 2, ..., n— giymatlari bo‘yicha hadlab
qo'shib:
«-1 n-1 n-1
B < AN N MC,
=) =) *=
ya’'ni
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n-l
N ﬂXC <a(/; J <2 = A (3)
*) *)

bo'lishini topamiz. Bu tengsizliklardagi
n-1 n-l
=) i=0

yig'indilami quyidagicha yozib olamiz:

J I ff-i

N *AX(', =N (X(',Ai ~)<f/\) ~~’\(th+| N ~
A9 A9 =0 ")
2" 2@0“ " 2 Rl/{:é)
n-l n-t n-l n.I—.I
XHLAY, =% +MA) A =
A5 A =g VA =0
a1
2it9
Natijada (3) tengsizUKklar ushbu
L ,2 ,«l
) 2A:O A=0
ko'rinishga keladi. Bu munosabatdan
ban
=
bo'lishi kelib chigadi.
Ravshanki,
. n-l , n-l
b9 4p.
k9 k9

Demak, Ve >0 songa ko‘ra 6= 2e deyilsa, u holda <5
bo'lgan ixtiyoriy P boiaklash va ixtiyoriy  larda
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z

-AX* - et <e

bo‘ladi. Bu esa
n-\

boiishini bildiradi. Demak,
h

Shunday qilib,/(x) funksiyaning aniq integrali ikki xil ta’riflanadi.
Bu ta’riflar ekvivalent ta’riflar boiadi (qgaralsin [1], 9- bob).

Odatda, {a, b] segment bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar
to'plami b\) kabi belgilanadi:

/ (x)e /2([o,z>]) <=/ (x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi.

Mashqiar

1./(x) funksiyaning {a, b] da chegaralanganligi uning [a, b\ da
integrallanuvchi boiishining zaruriy sharti ekani isbotlansin.

2; Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da berilgan va
chegai‘alangan boiib, P esa [a, b\ ning ixtiyoriy boiaklashi boisin.

Agar VxG [a,b] da f{x)<g{x) boisa,
s{f.p)"s{g.p)
S{f.p)<S{g.p)
boiishi isbotlansin.

33- ma’ruza
Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi)

1°. Darbu yigindilarining xossalari./ (x) fiinksiya [a, B\segmentda
berilgan va chegaralangan boiib,
P = {Xo0,Xi,X2,..., X, i,X.}
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[a, B\ ning biror boiaklashi boisin. Ravshanki, bu holda fix)
funksiyaning Darbu yigindilari

n-1
s{f, P) =X "It Ax*,
AD

&0
mavjud boiadi, bunda
=inf{/(x)}, xe[xfc,
Mk =sup{/(xX)}, xe [x*x*7],
=Ni+1-X*,  A=0,1,2,...,«-1
1) {a, b] segmentning ixtiyoriy P bolaklashiga nisbatan tuzilgan
/ (x) funksiyaning Darbu yigindilari uchun
{b-a)- inf{/(x)} <s{f\ P) <S{f\ P)<{b-a)- ISLL;:I){/(X)}
2,
boiadi.
< Bu munosabat 32- ma’ruzadagi (3) tengsizliklardan kelib
chigadi. »

Aytaylik, P ={x0, X, X,...; Xps_,s X5
[a, b] segmentning biror boiaklashi boisin. Bu boiaklashning bo*-
luvchi nuqtalari x® (A = 0, 1, 2, ..., ri) gatoriga yangi boiuvchi
nuqtalami qo‘shib, [a, b] segmentning boshga P* boiaklashini hosil
gilamiz. Uni P a P kabi belgilaymiz.
2) [a, b] segmentining ixtiyoriy Pva P* bolaklashlari uchun
5(/;P)<5(/;PY),
S{f-P)>S{f-P")
munosabatlar olinU boiadi.
& [a, B\ segmentning ixtiyoriy
P ={Xo,Xi,X2,...X,,_i,X,.}

boiaklashini olaylik. Soddalik uchun P' bolaklash P ning barcha
boiuvchi nuqgtalari hamda qo'shimcha bitta X nugtadan yuzaga
kelgan boisin. Bu x" nugta x* hamda X+ nuqtalar orasidajoylashsin:

X* < X < Xfeni
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Demak,

P ~Pg5X], "2, .., XN X, 4N, ..., X, 0%, }

Bu bo‘laklashlarga nisbatan Darbuning quyi yig‘indilarini yozamiz:
s(/; P) = MAO + ALAX, +... + MMAN + .. +m,,_iAX,,_],
i(/;P) = +/dAX, +...

o FNIN (X - ) XX - X))+ +my BAX,

bunda

m\ =ini{f{x)}, xe[x¢,x'],
m" =inf{/(x)}, X6[x'x¢;+,].
Endi M\ >m®, n}* >  Dbo'lishini e’tiborga olib topamiz:
s{f-, P") - s{f-,P) - mM\(x'- x*) + - X' -
AN> (X-x]+ (W -Xx)-/w*r -0
Keyingi munosabatdan
s(f,P)<sU\n
bo‘lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash,
S{f-,P)>S(f\P")
bo‘lishi isbotlanadi. »

3) [a, b] ning ixtiyoriy PPvaPj (A S'>A ) bo'laklashlarga
nisbatan Darbu yig‘indilari uchun

s{f-,P,)<S{f\Pj)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
4 Pxva 22 bo‘laklashlaming barcha bo'luvchi nugtalari yordamida
[a, b] ning P* bo‘laklashini hosil gilamiz. Ravshanki,
BcP, RcP

bo‘ladi.
Yuqorida kehirilgan 1- va 2-xossalardan foydalanib topamiz:

5(/;P) <s{f, P") <S(f, P') <Sif, P2). »
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Natija. {a, b\ segmentda chegaralangan ixtiyoriy funksiya uchun

h b
J{x)dx <I f{x)dx
bo‘ladi.
A Shartga ko‘raf{x) funksiya \a, b] da chegaralangan. Demak,
h

/(x)i& =S%p{i(/; P)},

h
1f{x)dx =mi{S{f-P)}

integrallar mayjud.
Yuqoridagi 3- xossa hamda aniq chegara ta’riflaridan
b h
.'f{x)dx<1(f{x)dx
boiishi kelib chigadi. »
2°. Integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi). Endi [a, B\segmentda
berilgan va chegaralangan/ (x) funksiya aniq integralining mavjudligi
masalasini garaymiz.

1- teorema./(x) funksiya [a, b] dalIntegrallanuvchi boiishi uchun

Ve >0son olinganda ham [a, b] segmentning shunday p boiaklashi
topilib, unga nisbatan

SU\P)-s{f-,P)<z

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Bu teorema quyidagicha ham ifodalanishi mumkin:

/(x)e P([a,;])« Ve>0, 3P g{P}: j'(/;P)-s(/;P) <e-
A Zarurligi. Aytaylik, /(x) o i?([a,;>]) boisin. Ta’rifga binoan

boiadi.
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Ixtiyoriy musbat e sonni olaylik. Unda quyi va yuqori integral-

larning ta’riflariga ko‘ra
h
3Pig{P}: J/(x)i/x-a-(/;P,) <
a
h
SP~eiP}: S{f-,P2)-1f(x)dx<~”

bo'ladi.

Endi [a, b] segmentning Py va »2 bo'laklashlarning barcha
bo'luvchi nuqtalaridan [a, b] ning P boiaklashini hosil gilamiz.

Ravshanki, Pyc P2, 2/~ ? bo'ladi. Darbu yig'indilarining 1- va
2- xossalaridan foydalanib P bo'laklash uchun
h

f(x)dx - 1 <s(f; P,)<s(f-,P)< S(f;P) <S(f-PY) <\]f(x)dx +1
a

bo'lishini topamiz.

Keyingi munosabatlardan

Sif-,P)-s{f-P)<E

bo'lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Aytaylik,

Ve >0, 3Pe{P}: Sif-,P)-s{f-,P)<i
bo'lsin. Unda yuqorida keltirilgan natijaga ko'ra
h
"T{x)dx<\f{x)dx

a

bo'lib, s{f\ P) <1 f{x)dx <\]f{x)dx <S(f] P)

bo'ladi. Bu tengsizliklardan
b h
0 <, f(x)dx - f(x)dx <S{f; P)-s(f-P)

bo'lishi kelib chigadi. Demak,
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Ve>0: O<lJ/(a)i¢x:- /(x)igx<e.
a a

Keyingi tengsizlikdan topamiz;
h h
f{x)dx- f{x)dx.

a a

Demak, /(x) e R{[a,b]).

(Aniqg integralning mavjudligi hagidagi teoremani quyidagicha
ifodalasa ham bo'‘ladi:

/(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun ve > O
olinganda ham shunday 6 > O son topilib, [a, b\ segmentni diametri
Xp< 5 bo‘lgan har ganday P bo‘laklashga nisbatan

S{f-P)-s{f-P)<E
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.)
Awalgidek,/(x) funksiyaning A=0,1,2 , 1)
oraliqdagi tebranishini % orqali belgilaymiz. U holda

nH g3
S(f;P)-s(f;P) ="~Mi, -m™-Ax"
k=0 ko

bo'lib, 1-teorema quyidagicha ifodalanadi:

/(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun Ve >Oson
olinganda ham [a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi topilib,
unga nisbatan

n-l|
AX <e

k=0

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarh.
Demak,

/ (x)e/?([«,6]) <>Vee o, 3Pe{P}: X “£ Axi<e.
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Mashqiar

1. [a, b\ segmentning ixtiyoriy boiaklashi uchun
s{af{x) +R&;P) =asif;P) +R(A- a),
Siafix) +B;P) =an(/; P) +b- a)

boiishi isbotlansin, bunda a,Re R.

2. Agar f{x)& C[a,b] boisa, u holda [a, b\ ning ixtiyoriy bo'-
laklashi uchun Darbuning quyi va yuqori yigindilari/(x) funksiyaning
integral yigindilari boiishi isbotlansin.

34- ma’ruza
Integrallanuvchi funksiyalar sinfi

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanUgi. Aytaylik,/(x)
funksiya [a, b\ oraligda aniglangan boisin.

1-teorema. Agar/(x) funksiya [a, b] da uzluksiz boisa, u shu
[a, b] da integrallanuvchi, ya’ni

C{a,b]*"R{[aM)
boiadi.

m Modomiki, /(x) e C [a, b\ ekan, u Kantor teoremasiga ko‘ra
[a, b\ oraliqda tekis uzluksiz boiadi. Kantor teoremasining natijasiga
ko‘ra, Ve >0 olinganda ham shunday 5 > 0 son topiladiki, [a, B\
oraligni uzunliklari 5 dan kichik boigan boiaklarga ajratilganda har

bir boiakdagi funksiyaning tebranishi
N
(O < b-a

boiadi. Unda [a, b] oraligni diametri <5 boigan har ganday P
boiaklashda

S{f-,P)-s{f\P) = | oAk <~ | Axi =e

boiadi. Demak, /(x)e i?([a,A]). »

2°. Monoton funksiyalarning integraUanuvchanligi.

2- teorema. Agar/ (x) funksiya [a, D\ segmentda chegaralangan
va monoton boisa, u shu segmentda integrallanuvchi boiadi.
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A Avytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda o'suvchi bo‘lib,
/(a) <f{b) bo'lsin.
Ve >0 sonni olib, unga ko‘ra 8 >0 ni
= -  ——

deymiz. U holda [a, b] segmentning diametri A><8 bo'lgan ixtiyoriy
P bo'laklash uchun

6'(/iP)5UP) =% (A 4 =XY("+)-/(4)]m <
v v [mml< . B {G)=

bo'ladi. Demak, 7/ (x)e i?([6,0]). »

3°. Uziladigan funksiyalarning integrallanuvchanligi.

3- teorema. Agar/ (x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan
va shu segmentning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo'lib,
golgan barcha nugtalarda uzluksiz bo'lsa, funksiya [a, b] da integ-
rallanuvchi bo'ladi.

«4fix) funksiya [a, b] da chegaralangan bo'lsin. Demak,

3Cb R Vxg[6,6]: 1/.x)]<C, (C>0)
bo'ladi.

Soddahk uchun, 7(x) funksiya [a, b] segmentning fagat bitta
X* (x*e [a,b]) nugtasida uzihshga ega bo'lib, golgan barcha nuqta-
larda uzluksiz bo'lsin. Ve >0 sonni olib, unga ko'ra 8 >0 sonni

— A
8= 16c
deymiz.
x* nuqtaning 8 atrofi (x* -8,x* +8) ni olib, ushbu
[a,0]\(x*-8,x*+8)
to'plamni garaymiz. Bu to'plamda /(x) funksiya uzluksiz bo'lib,

Kantor teoremasiga binoan u tekis uzluksiz bo'ladi. U holda shunday
y >0 son topiladiki,

Vx', x'G [6,%x* - 8], (Vx',X"G [x* +06, 277
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liir uchun W -x"\ <y bo‘lishidan
fix)-fix) <__ . -

bo'lishi kelib chigadi.
Endi [a, b] segmentni diametri Xp <min(8,y) bo'lgan ixtiyoriy
P bo‘laklashini olib, unga nisbatan
n-1
A&o’\-Ax" D)
yig‘indini tuzamiz. Bu yig'indining har bir hadida 1,
A=0,,2 , 1 ) orahglaming uzunliklari gatnashadi.
(1) yig‘indining ushbu
[X,,Xx,,,in(x -5,x +5)20

munosabat bajariladigan [x¢, ] ga mos hadlaridan tuzilgan yig‘indini

bilan, golgan barcha hadlardlz;n (bunday hadlar uchun
/ [X¢ XANIIn(x*-5,x*+8)"0

yoki -5 };60,

yoki +53}70

bo‘ladi) tashkil topgan yig'indini
Z Yon.
bilan belgilaymiz. Natijada

X QM = .AXC + QM

¢=0 k k
boiib, tenghkning o‘ng tomondagi go‘shiluvchilar uchun

X rmo - 2(i0) m, - 2(F5) m A
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Ax, <2C-X".Ax, <2-C-46 =8C A =|

bo‘ladi. Demak,

CD-AX <?+-g—£

Bu esa fix) funk3|yan|ng [a, b] da integrallanuvchi ekanini
bildiradi. »

Mashgiar
1. Aytaylik,

in- <x < ‘
/(x) = sin-, agar 0 <x <1 bo‘lsa,
0, agar X=0 bo'lsa

boisin. 7 (x) ¢ 1?([0,1]) boiishi isbotlansin.

2. y =/(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi boiib, uning
giymatlari [c, d] ga tegishli boisin. Agar (p(y) funksiya [c, d] da
uzluksiz boisa, u holda murakkab funksiya (p(/'(x))ning [a, b] da
integrallanuvchi boiishi isbotlansin.

35- ma’ruza
Aniq integralning xossalari

r. Integralning chiziqiilik hamda additivlik xossalari.
1-xossa. Agar f(x)sR{[a,b]) va CeR boisa, u holda
(C /(x))G R({a,b]) boiib,

h h
Cuf(x)dx =C f(x)dx
boiadi.
4 f{x) GR{{a,b\) va Cg/?boisin. Aniq integral ta’rifiga ko‘ra
b

Aimya(/ P ~,) = \{x)dx
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bo'hicli. Ravshanki,
a(C
lim a(C

/(X;P;~*)) =Ca(/;/>")>
/(x;P;~) =C- lim a(/,P ).
Demak,
(C 7(x))G 7(laA])
h h
va C e/ (x)cix =C / (x)fiix .
(0] O
2- x0ssa. Agar
/(x)e 5([a,6]), g(x)e
bo‘lsa, u holda
(/(x) +g(x))e 72([ai>])

bo'lib,
h h h
(/(x) +g(9)dx  f(x)dx +] g(x)dx

bo‘ladi (additivlik xossasi).
-4 Aniq integral ta’'rifiga ko‘ra

lim (j(g,P,"fc)= Jg{x)dx

bo'ladi. Ravshanki,
+g,P,""k) = +
Limitga ega bo‘lgan funksiyalar hagidagi teoremadan foydalanib,
(7(x) +9(x))£ R([a,b]) va

:{fix) +g{x))dx =Jh f{x)dx +.b g{x)dx

boiishini topamiz. »
231



3- xossa.Agar
fix) e Ri[a,c]), fix) e A([c,6]),
bo'lsa, u holda
fix)e Ri[a,b])

bo'lib,
h c h
] fix)dx = fix)dx + gix)dx

ifodaga ega bo'lamiz.

< Aytaylik, fl <c <z>bollib, / (x)e Ri\a,c]) va 7/ (x)e /i([c,e])
bo'lsin. U holda Ve >0 son olinganda ham \a, c] oraligning <Q
bo'lgan 1 bo'laklashi topiladiki,

Sif,P,)-sif-P,)<~- 1)

bo'ladi. Shuningdek, [c, b] oraligning <0@j bo'lgan bo'laklashi
topiladiki,
Sif-,P2)-sif-,P2)<\
bo'ladi.
Endi [a, & .oraligning diametri % <6 =min(0i,82) bo'lgan

ixtiyoriy P, bo'laklashini olamiz. Bu P, bo'laklashning bo'luvchi nug-
talari gatoriga ¢ nugtani go'shib, [a, B\ ning yangi P bo'laklashini
hosil gilamiz. Unga nisbatan / (x) ilinksiyaning Darbu yig'indilari

Sif-P), sifiP)
bo'lsin.
P bo'laklashning [a, c\ va [c, b\ dagi bo'luvchi nuqtalari mos
ravishda ulaming hamda P2 bo'laklashlarini yuzaga keltiradi.

Ravshanki, bu By hamda P2 bo'laklashlarga nisbatan quyidagi teng-
sizliklar o'rinli bo'ladi;

Sif:P{)-sif-P{)<~-,

Sif-p~)-sif-p;)<\.
232



Ayni paytda,
s(,f-p)=s{f-p;)+s{f-p;),
s{f-p) =s{f-p;)+s{f-.p:)
bo'ladi. Bu munosabatlardan
S{f\ P) - sif; P) = P;)-5(/;P;)) +
+{S{f-P{)-s{f-P{))<\ +" =t

bo'lishi kelib chigadi. Demak, f{x) g R{[a,b]).
/(x) funksiyaning [a,6], [a,c\, [c,e] oraliglar bo'yicha Pbo‘-
laklashga nisbatan integral yig‘indilari
X/ (Na) Ax,, X/ (Ma) Ax,, X/ (M;t)-AXx,
[a,h] [a,c] [c,é]
bo‘lib,
S f(G"k)-~k = fiXk)Ax, +X fi"k ) mAx,
[a,h] [a,c\ [e,A]
bo'ladi. Integral ta’rifidan foydalanib topamiz:

j h b

f{x)dx= C f{x)dx+ f(x)dx.

a a C

Shunga o‘xshash ¢ <a<b, a <b<c bo'‘lgan hollarda ham xossaning
o'rinli bo'lishi isbotlanadi. »
4 -xossa. Agar /(x) e /?([a,6]), g(x) e i?([a,Z>]) bolsa, u holda

f{x) -g{x)s R{[a,b]) bo'ladi.
4 Modomiki,/(x) vag(x) funksiyalar [a, b] da integrallanuvchi
ekan, unda

S{f-,P)-s{f-P)<”, (M'=sup/(x), xg[«,6])

S{g\P)-s{g\P) (M =supg(x), xs\a,b\)

boiadi.
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Aytaylik, Vx6[i7,/>] da f(x)>0, q(x)>0 bo'lsin. U holda
Vxe P& Xk™y] uchun
0< <fix) <MlI, nk =inffix), Mk =sup/(x);
0 <nk <g{x) <M/,, m'k="mfgix), M,,=supgix)
bo‘lib, ulardan
0<m, nk<fix)-gix)<Mk Mk
bo‘lishi kelib chigadi. Ayni paytda,
=inf{/(x) m(x)}, M" =sup{/(x) *g(x)}
lar uchun
mk <ml <Mk <Mk WM?
bo‘lib,
-ml <MK-MI -m" nk=M;(M" - m,) +mMiMi, - <)
bo'ladi.
Endi M >Mk, M' >M[ ekanini etiborga olib, topamiz;

Sif g;P)-sif mg-P)= kl;o(MI -ml)<
n-\ n-l

k0 k0
=M" (Sif-P)-1(/; P)) +M" (5(i;i>)- jfe; P)) <

Demak, bu holda 7/(x) *g(x) e ii([a,6]).
Aytaylik,/(x) vag(x) funksiyalar [a, b] da ixtiyoriy integrallanuvchi
funksiyalar bo'lsin.

Ravshanki, Vxe \ab\ da
/(x)-inf/(x) =/(x)- >0,
g(x) - infgix) =g(x) - />0
bo'ladi.
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Endi f{x) my(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

fix) mg(x) =(fix) - m{g(x) - m) +mg{x) +mf{x) - nm.

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi har bir qo'shiluvchi [a, b] da
integrallanuvchi bo'lganligi sababli f{x)-g{x) ham [a b\ da
integrallanuvchi bo‘ladi. »

Natija. Agar 7 (x) e /?(i/>]) bo'lsa, u holda [/(x)]" e i?([c,6])
bo'ladi, bunda ne N

2°. Integralning tengsizliklar bilan bog‘langan xossalari.

1- xossa. Agar /(x) e /i([fl,6]) bo'lib, Vxe \a,b] da /(x) >0
bo'lsa, u holda

h
f(x)dx >0

bo'ladi.

A Integralning ta’rifiga ko'ra

>0 da Y./ N-Ax, > f{x)dx
2 19
bo'ladi. U holda, Vxe [a,b] da /(x) >0 bo'lishidan
n-1
X Ne )-Ax, >0

A=0
b

bo'lib, undan f{x)dx >0
a
bo'lishi kelib chigadi. »

1-natija. Agar f{x)eR([a,b]), o{x)e R([a,b]) bo'lib,
Vxe [a,b] da /7(x) <~(x) bo'lsa, u holda

h b
"T{x)dx<\g{x)dx

bo'ladi.
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m} Ravshanki,
. /I(bX)e /2([aA]), g(x)e /2([a,6J) =(g(x)-f(x))e R([a,b])
o'lib,

g(x) - fix) >0=>J (g(x) - f(x))dx >0

a
h h b h

=>Jg(x)iZx- /(x)i/x>0=> f{x)dx< g{x)dx

bo‘ladi. »
2- natija. Agar f{x) e R([a,¢]), g{x) e i?([a, b]) bo'lsa, u holda

Jf<x)ghydx ~A  iNdx:  gNX)dx 2
va li
bo'ladi.
w Ixtiyoriy ae R uchun
(f(x)-ag(x)fdx>0
bolib, h
a ghdx-2a f(x)g(x)dx + f~A(x)dx>0

boiadi. Kvadrat uchhadning diskriminanti musbat bo‘lmaganligi sababli
ff(x)g(x)dx fAx)dx- g\x)dx<0,
yam
f(x)g(x)dx || fAx)dx gHx)dx

boiadi. »
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(2) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizUgi deyiladi.
2-xossa. Agar /(x)e /%(|a €]) bo'lsa, i/ (x)je R{\a,b]) bo'lib,

f{x)dx f(x) dx

bo'ladi.

A f(x)e /?([0,e]) bo'lsin. Integrallanuvchanlik mezoniga ko'ra,
Ve >0 olinganda ham [a, b\ segmentning shunday P bo'laklashi
topiladiki, unga nisbatan

S{f-P)-s{f-P)AY_~i>y Ax, <e
A9

bo'ladi, bunda as* - f{x) funksiyaning ] dagi tebranishi.

Ravshanki, Vx',x"e [a,b] uchun

I70)i-1/(x'01 <1/ (x')-/(x")]
bo'lib, undan
sup [1/6)] - 110010 A sup [/(x7) - /(™)
bo'lishi kelib chigadi. Demak,
co, <c(r*

bo'ladi, bunda a* - |/(x)j funksiyaning [x*x*+i] dagi tebranishi.
Shulami e’tiborga olib,

n-1 n-1
5171 :P) - i(JZ];P) =X % - X eAX* <e
=0 *=)

bo'lishini topamiz. Demak, |/(x)]e R{[a,b\).
f (x) va /(x) funksiyalaming integral yig'indilari uchun

n-1

. L

bo'lib, -> (0 da limitga o'tish natijasida
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) b
\Hx)dx <j|/()]rfx

bo'lishi kelib chigadi. »
3°. 0 ‘rta giymat hagidagi teoremalar. Aytaylik, /(x) fiinksiya
[a, b] da berilgan va chegaralangan bo‘lsin. U holda m=inf{/(x)},
M =sup{/(x)}, {xs[a,b]) mavjud va Vxe [0,6] uchun
m</(x) <M
tengsizliklar o‘rinli bo'ladi.
1-teorema. Agar /(x)e i%([G,/?]) bo'lsa, u holda shunday
o‘zgarmas \i{m<\i< M) son mavjudki,
h
M (xX)dx =\ b - a)
bo'ladi.
A Ravshanki,

nt</(x) <Ai= mdx< f (X)dx < Mdx

=>m(b-a)< f{x)dxs<M{b-a).

Keyingi tengsizliklardan :
f{x)dx
m<s- b-a <M
bo'lishi kelib chigadi. Agar
f(x)dx
1= b-a

deyilsa, undan
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h
f{x)dx =\i{b-a)
bo'lishini topamiz. »
3- natija. Agar f{x) e C\a,b\ bo’‘lsa, u holda shunday Oe \a,b\
topiladiki,
h
_f{x)dx =HQ) {b-a)
bo‘ladi.
w Bu tasdig yuqoridagi teorema va uzluksiz funksiyaning
xossasidan kelib chigadi. »
2 -teorema. Agar /(x) € i([fl,.Zz>]), g(x)s/?([a,]) bo'lib,
[a, b] dag(x) funksiya o'z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday

o'zgarmas i son M) mavjudki,

h h

_f{x)g{x)dx =[ij g{x)dx (3)
bo‘ladi.

I A Aytaylik, Vxe [ab\ da g(x) >0 bo'lsin. Unda ravshanki,
m</(x) <M * mg{x) <f{x) g(x) <Mg{x)

bo'ladi.
Bu munosabatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalanib
topamiz;

b h h
mjg(x)dx <J f{x)g{x)dx <M J g{x)dx.
h a a a
a) g(x)dx =0 bo'lsin. U holda
a
A

f(x)g(x)dx =0

bo‘lib, ixtiyoriy ju (m <1l <M) da (3) o‘rinli bo‘ladi.
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b) g(x)dx >0 bo‘lsin. U holda

J () (x)dx
m< — <M
g(x)dx
bo'‘lib,

f(x)g{x)dx

g(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. »

4 -natija. Agar f{x)eCJ[a,b] bo'lib, g(x) e i?([a,i>]) va g(x)
funksiya [a, B\ da o'z ishorasin”™ o‘zgartirmasa, u holda shunday
0G|[a, b] topiladiki,

A h
f{x)g{x)dx =/(0) g{x)dx

bo‘ladi.
Mashgiar

1. Ushbu I <J VI +cos” xdx < &8 tengsizlik isbotlansin.

2. Ushbu rédx=i(;l- il tenglik isbotlansin.
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3. fix) 6 C((-o0, +00)) bo'lib, u r(r 0) davrli funksiyabol-
sin. U holda \Vae R uchun

a+T T

f{x)dx = f{x)dx
0
boiishi isbotlansin.

36-madraza
Chegaralari o‘zgaruvchi boigan aniq integrallar

1°. Ba’zi ma’lumotlar. Quyidagilami ta’rif hamda kelishuv sifatida
garaymiz:
1) Ixtiyoriy /(x) funksiya uchun

f(x)dx =0.
2) fix) 6 vaa <b boiganda
a h
f{x)dx =- fix)dx
/ h a

boiadi.

1-teorema. Agar /(X) g Z)) bolsa, u holda ixtiyoriy
[a,p]c[a,Z>] uchun 7/(x) gi?([a,p]) boiadi.

A /(x)g i?([0,6]) boiib, [a,p]c[a,Z>] boisin. Integrallanuv-
chanlik mezoniga ko‘ra, Ve >0 son olinganda ham [a, B\ oraligning
shunday P boiaklashi topiladiki, unga nisbatan

Sif-,P)-sif-,P)<t
boiadi.

Pboiaklashning boiuvchi nugtalari Xq,x,,>X, . X,_i, X,, qatori-
ga a va p nuqtalami go'shib, [a, b] oraligning yangi P’ boiaklashini
hosil gilamiz. Ravshanki, P &z P* boiadi.

Darbu yigIndilarining xossasiga ko‘ra

sif-P)<sif-P"),
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boiib,

boiadi.

P* boiaklashning [a, p] dagi boiuvchi nugtalarini shu oraligning
boiuvchi nugtalari sifktida garab, [a, p] oraligning P, boiaklashini
hosil gilamiz. Bu bolaklashga nisbatan s (i) funksiyaning Darbu
yigIndilarini tuzamiz:

Sif;Pi), sif-P,).
Natijada

[M

[aP]
boiib, ulardan
5(/;P,)-sif-P,)<5(/;P") - 5(/;P")
boiishi kelib chigadi. Demak,
S{f-,P,)-s{ffP,)<t

boiadi. Bu esa /(x)e P([a,p]) ekanini bildiradi. »

2°. Chegaralari o‘zgaruvchi aniq integrallar. Aytaylik, f{x) e i[0.Z5])
boisin. U holda yuqorida keltirilgan teoremaga ko'ra f(x) e P([a,jc]) .

a <x <b bo'lib, fimksiyaning [a, X\ oralig bo'yicha aniq integrah
X ga bog'lig bo'ladi:

F{x) =\f{t)dt, (xe[fl,;], F(fl)=:0).

a

2 -teorema. Agar / (x)e R{[a,b]) bo'lsa, P(x) e C[a,b] bo'ladi.
< / (x)g R{[a,b\) bo'lsin. [a, b\ oraligdan ixtiyoriy x', x"
nuqtalami olib,
P(x") - Fix’)
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.vimiimi garaymiz. Ravshanki,

Fix’) - Fix) =) fit)dt - Tfit)dt =j fit)dt.

Bu tenghkdan topamiz;

Fix)-Fix"™) f{t)dt

<suE|/(O dt =sup]/(0 X -X
la,*1

Demak, Ve>0 ga ko‘ra, 5= . deyilsa, u holda
Suﬁﬂf't)
[a

x'-x'l <8 tengsizhkni ganoatlantiruvchi Vx', x%\a, /7 uchun

Fix") - P(x")I =sup 1/(01s X -x 'l <sup 1/(018 =

[a,h] {aM
= /(0 =€
f TaLRI ( sup|/Z(0]
{a,h\

bo'ladi. Bu esa Fix) funksiyaning [a, b] da uzluksiz boiishini bildiradi.
Demak, P(x) e C[a,b]. »

3-teorema. Agar /(x)e C{a,b] bolsa, u holda Fix) funksiya
[a, b\ da hosilaga ega bolib,

F'ix) =fix)

boiadi.

"Aytaylik, fix)&CJ[a,b] bolib, x&\a,b], x +Axe[a,Z>]
boisin. Aniq integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

X+tsx

. xigc
Fix+™)-F{x) ™ J_ . i
~ fit)dt-\f{t)dt A f{t)dt.

AXx
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0 ‘rta giymat haqgidagi teoremadan foydalanib, ushbu
-T<iin~=/(x +e.Ai), (0<e<i)

tenglikka kelamiz.

Keyingi tenglikda, Ox ->0 da limitga o'tib

F\x) =fix)

boiishini topamiz. »

Natija. Agar /(x)e Cl[a,b] boisa, u holdafix) funksiya bosh-
langlch funksiyaga ega boiadi.

< Bu tasdiq yuqoridagi 3- teoremadan kelib chigadi. Bunda/ (x)
funksiyaning boshlangich funksiyasi

Fix) =\fit)dt
boiadi. »
Faraz gilaylik, /(x)e Ri\a,b]) boisin. U holda /(x)e ii([x,&]),
a <x <b boiib, funksiyaning [x, b] oraliqg bo‘yicha aniq integrali
X ga bogiiq boiadi;
h

®ix) =jfit)dt, ixe{a”b], @ (6)=0).

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz;

h X h
fix)dx =jfit)dt +jfit)dt~Fix) +®Pix), (x6[0, ¢]).
a a X

Bu tenglikdan h

Pix) =ifix)dx-Fix)

boiishi kelib chigadi.

Keyingi tenglik, ®(x) funksiyaning xossalarini /(x) hamda [x)
funksiyalarning xossalari orqaU o‘rganish mumkinligini ko‘rsatadi.

Jumladan, /(x)e C\ab] boisa, u holda

Pd'(x) =-fix)

boiadi.
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Hagigatan ham,

fh A p, \
0'(x) = Ifiodi - \f{t)dt-F{x)

Mashgiar

1. Agar P(x) = Isinxi/x, X6 1-1,1]
-1
bo'lsa, u holda F{Xx) funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mayjud
emasligi isbotlansin.

2. Ushbu legog(g \it limit hisoblansin.
(Ko'rsatma. Lopital qoidasidan foydalaning.)

37- ma’ruza
Aniq integralni hisoblash

1°. Aniq integralni ta'rifiga ko‘ra hisoblash. Aytayhk, /7 (X) g
E R{[a, b]) bo'lsin. Unda integral ta’rifiga ko'ra

= f{x)dx
bo'ladi.
1- misol. Ushbu  sinx dx integral hisoblansin.

Ravshanki, 7 (x) =sinx e C[a, b\. Demak, 7 (x) e i?([a, b\).
[a, b\ oraligni ushbu
a,a +a,,,a+2a,, a+ka,, a+na,=b

nugtalar yordamida (bunda a,, = ) n ta teng bo'lakka bo'lib.
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har bir
[a+ka,,a+{k+])a,], {k=0,1,2,n-\)
bo‘lakda  nugtani quyidagicha tanlaymiz:
e, =a+{k+la,, (/:=0,1,2,-1).

U holda f{x) =sin x funksiyaning integral yig'indisi quyidagicha

«-1 n-I

=X +(A+l)a,)a, =a, X +(A+1)a,)
A9 0
ko'rinishga ega bo'ladi.
Ma’lumki,
sin(o +(™ +l)a,,) =— — 2sin *sin(a+ (A +1)a,,) =
2sin” 2
cos a+ , a, -COoS
25 % 4.

bo'ladi. Natijada integral yig'indi uchun ushbu

n-I

Cos a -+
2sin— A0
2
a"’
CcoS -CO0S
P

tenglikka kelamiz.
Keyingi tenglikda Xp =Ajc, =a,, 0 da limitga o'tib topamiz:
h
sinxdx =cosa- cosb. »

2°. Nyuton-Leybnits formulasi. Aytaylik, f{x) funksiya [a, b]
segmentda berilgan va shu segmentda uzluksiz bo'lsin. U holdaf{x)
boshlang'ich funksiya
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ga ega bo'ladi.
Ravshanki, funksiya/ (x) ning ixtiyoriy boslilang'ich funksiyasi
bo'lsa, u holda

0(x) =/'(x) +C, (C =const)

bo'ladi.
Bu tenglikda awal x = a deb,
(D(o) =C,
so'ngra x = b deb,
h

0)(;,) zJ f{x)dx +C
ifodani topamiz. Demak,
h
H{x)dx~{b)-("{a). 6

(1) formula Nyuton—teybnits formulasi deyiladi.

h
(/)datda, <3)(6)-<P(a) ayirma 0(x) kabi yoziladi. Demak,

Masalan,

3°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi. Faraz qilaylik,
/(x) e C[a,b] bo'lsin. Ravshanki, bu holda

f{x)dx

integral mavjud bo'ladi.
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Ayni paytda, bu funksiya [a, b\ da boshlang'ich 4> funksiyaga
ega bo'lib,

h
/(X)i/x =0(A)-0(a)
a
bo'ladi.
Aytaylik, aniq integralda x o‘zgaruvchi ushbu

X - 9(0
formula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda cp(0 funksiya quyidagi
shartlami bajarsin:

1) (p(/)e Cla,p] bo'lib, cp(/) funksiyaning barcha giymatlari
[a, b] ga tegishli;
2) (p(a) - a (p(p) = b\
3) (p(/) funksiya [a,p] da uzluksiz (p'(t) hosilaga ega bo'lsin. U
holda
6 P

"/(X)c/x =3/ (cp(0)<pV)dt (2

bo‘ladi. A
M Ravshanki, O((p(0) murakkab funksiya [a,p] segmentda uz-
luksiz bo'lib,
_ (0(9(0))'= O'(9(0) *9(0
bo‘ladi.
Agar 0'(x) =/ (x) ekanini e’'tiborga olsak, unda
(a>(9(0))' =7 (cp(0)-9'(0
boiishini topamiz. Buesa 0(9(0) funksiya [a,p] da /(9(0) -9'(0

funksiyaning boshlangich funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton-
Leybnits formulasiga ko‘ra

/(9(0) +(piiCdi =0(9(p)) - 0(9(a)) =0(6) -O(0) ()

boiadi.
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(2) va (3) munosabatlardan
h |
f(x)dx =3/(<p(/)) «9(0«'” ()]
a a
bo‘lishi kelib chigadi. »
4) formula aniq integralda o zgaruvchini almashtirish formulasi
deyiladi.
1
2- misol. Ushbu VI - x~dx integral hisoblansin.
0

w Berilgan integralda x =sint almashtirishni bajaramiz. Unda

yjl-x~dx =J M -sin” tcos tdt = cos" tdt =

?

Jt

(™ +~cos2/)jr =(i/ +isin20) 4

bo'ladi. »

4°, Bo'laklab integrallash formulasi. Aytaylik, u(x) va y(x)
funksiyalarning har biri [a, b] segmentda uzluksiz u'{x) va v {x)
hosilalarga ega bo'lsin. U holda

u{x)dv(x) =(u(x)m(x))  v(x)du{x) ()

bo'ladi.
m! Hosilani hisoblash qoidasiga ko'ra
(m(x) *V(X)y =u'(x) m(x) +u(x) m'{x)

bo'ladi. Demak, u(x) mw(x) funksiya [a, b] oraligda u\x) m/(x) +
+u(x) v'(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi. Nyuton-
Leybnits formulasidan foydalanib topamiz:

b

J (M'(x) m{x) + u{x) mAX)Ydx = («(x) m(x))

a o]
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Keyingi tenglikdan
h
u{X)dv{x) = («(x) *u(x)) v{,x)du{x)

boiishi kehb chigadi. »
(5) formula aniq integrallarda bo'laklab integrallash formulasi
deyiladi.

3- misol. Ushbu XInxdx integral hisoblansin.

A Bu integralda w(x) =Inx, dv(x)=x deb du(x) =- dx,

v(X) =— bo'lishini topamiz. Unda (5) formulaga ko‘ra:
2 (2
xinxdx = ~lnx ° Xzo-i:(/x :21n2-2ijxdx =2In2—4
) A 1
bo‘ladi. »
4- misol. Ushbu

/,, =Jsin" xiZic, (n=j™, 1,2, ..)
0

integral hisoblansin.
A Ravshanki,

1 Lo

2
Jqg- dx N = smxnx—( COSX) =1.
0

« >2 bo‘lganda berilgan integralni

! !
/,, =Jsin” xdx = sin™**xi/(-cos x)
0 0

ko‘rinishda yozib, unga bolaklab integrallash formulasini gollaymiz.
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Natijada

J,, =(-sin" Xecosjc)2 + («-!1) sin” ~xcos™ xdx m

=(«-1) sin” Ax(1-sin” x)i& = («-1) | sin” " Xife- («-1)  sin"Xi&:
, 0
=(«-)/,,_2-(«-1)1,,

boiib, undan ushbu

N ——-

rekurrent formula kelib chigadi.

Bu formula yordamida berilgan integralnin=1, 2, 3,... boiganda
ketma-ket hisoblash mumkin.

Aytaylik, n = 2m —juft son boisin. U holda

. _2m-l_2/713 5 3 1 , _ () t©
M= 2 ™6 4 @i
boiadi.
Aytaylik, « =2m +1 —toq son boisin. U holda
Lo - 2m  2/71-2 .E y 2 VB @/77)!
2/77+1 2/77-1 w7 5 3 (2/77+1)1!

boiadi. (mi simvol m dan katta boimagan va u bilan bir xil juftlikka
ega boigan natural sonlarning ko‘paytmasini bildiradi.) »

5°, Vallis formulasi. Maiumki, 0 <x <” boiganda

sm&H x <sinA x < sindrbey «=123,..)

tengsizliklar o'rinli boiadi. Bu tengsizliklami oralig bo‘yicha
integrallab.

I siP¥™™ xdx < sin™ xdx < sin™" ~xdx,
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so‘ngra 4° da keltirilgan formulalardan foydalanib topamiz;
@l A @2n-DI T A (2«-2)1

(2«+ 1)1 (2k)!t 2 (2/3-1N
Bu tengsizliklardan
(2n)i! 2! 1

2« 204\ 2 (2! %«
boiishi kelib chigadi.
Keyingi tengsizliklardan topamiz:

It _ 1 (@il
2 = I k)Nl ©)

(6) formula Vallisformulasi deyiladi.

Mashgqlar
1 1
1. Agar /(x)€ /?([0,1]) bo‘lsa, lim f/(x)i3fx = f/(x)iix
i 0
n
tenglik isbotlansin.
100t /

2. Ushbu VI - coslxdx integral hisoblansin.

o
1

dx 'fdx

3. Ushbu , {t >0) tenglik isbotlansin.

38- ma’ruza
Aniq integralni taqgribiy hisoblash

Odatda, aniq integrallar Nyuton-Leybnits formulasi yordamida
hisoblanadi. Bu formula boshlangich funksiyaga asoslanadi. Ammo
boshlangich iunksiyani topish masalasi doim osongina hal boia-
vermaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab boisa, tegishli
aniqg integralni tagribiy hisoblashga to‘g‘ri keladi.
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1°. To'g‘ri to‘rtburchaklar formulasi. Faraz gilaylik,/(x) funksiya
[a, b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Demak, f(x)e R{{a,b]).

h

Masala f{x)dx integralni tagribiy hisoblashdan iborat.
a

[a, b] oraligni a =X ,X],X2,...X,_1X, =b nugtalar (xq <x, <
<X <..<X,) yordamida n ta teng bo'lakka bo'lib, har bir
Ujtx*+], {k=0,1,2,...,«-1) bo'yicha integralni quyidagicha

Xk+\

X
ko'rinishda taqribiy hisoblaymiz, bunda
b-a
r n
b-a
Anig integral xossasidan foydalanib topamiz:
b N3 X M
f{x)dx=f{x)dx+ f{x)dx+...+ f{x)dx+...
a X0 X XN
ot i b-a
e \2/ "
2260 L 2R
« A+| n
\ 27
X1

Natijada f{x)dx integralni tagribiy hisoblash uchun quyidagi

a
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1)

formulaga kelamiz.
(1) formula to'g'ri tortburchaklarformulasi deyiladi.
Endi (1) taqribiy formulaning xatoligini aniglaymiz. Uning xato-
ligini
= ff{x)dx - ~ X 1) 2
=0 2
deylik.

Aytaylik,/(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz f"{x) hosilaga
ega boisin. Awalo R, ni quyidagicha yozib olamiz:

n-l n-1 n-1 ~k+\
b-a — —

k=D X 2 X
[H 1 «1

. A LN e
k+!)dx _i:OJ [fix) fIXk+,_ )]dx.
Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

SO (x ) =400 L) (XX ) HET(N) (e 4)2

(bunda  son —Xva 1 sonlar orasida). Natijada

N =E if\x ,) iX-X ,)+\n/\,)—iX-X ,f)dXA
n-\ Ak " ~k+
=%, 2))1k +2 >J{< ) o("- )
boiadi.
AN

Ravshanki, (x-x y)dx=0.
9
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AN Y
Demak, R, = \f i“k)--x ,)dx.

0 ‘rta gqiymat hagidagi teoremaga binoan
Ik A
f"irk)-(x-x  ifdx = ) f(x-x ,fdx =

= n ¢ )="A‘trai) a: "N**_.1)
boiadi.
Shunday qilib, R, uchun ushbu

t 1V (r-On fIP N 1V /UIPEN\

ifodaga kelamiz.
Ravshanki,

________________ | P

miqdor ("j e [aZz>], A=0,1,2,....«- 1) f'(x) ning [a, b\ oralig-
dagi eng kichik ni* hamda eng katta M™ giymatlari orasida:

kD
boiadi.
Shartga ko‘ra f**(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Uzluksiz funk-
siyaning xossasiga muvofig {a, b) da shunday ” nugta topiladiki,

=)
boiadi.
Natijada R, uchun quyidagi
i,= "~V '"(0

tenglikka kelamiz.
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Demak,

bo‘ladi.
Shunday qiUb, [a, b] oraUqda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga
ega bo‘lgan / (x) funksiyaning
b

"f{x)dx

integralini (1) to‘g‘ri to'rtburchaklar formulasi yordamida taqribiy
hisoblansa, bu tagribiy hisoblash xatoligi quyidagi

24n

formula bilan ifodalanadi.
2°. Trapetsiyalar formulasi. 7 (x) funksiyaning

f(x)dx
f
integralini taqribiy hisoblash uchun, awalo, [a, b\ segmentni

0 =Xo0,Xi,X2,...X;",,X,, =b

nuqgtalar yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘linadi. So‘ng har bir
[xMxW,], i=0,1,2,1) bo'yicha integral quyidagicha

tagribiy hisoblanadi. Natijada ushbu

b Y XI X,,
[f(x)dx=J f(x)dx+ | f(x)dx +..+ J f{x)dx"
a xq Xi
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O |)+/o<)/ ; \_p%g,f(Xo)+ﬂx")

/(ML) +/("2) +e=+/(X,))]
formulaga kelamiz. Demak,

h
f(x)dx P2 3)

(3) formula trapesiyalarformulasi deyiladi.

Bu tagribiy formulaning xatoligi R',,,f(x) funksiya [a, D\ da
uzluksiz f**{x) hosilaga ega boiishi shartida ,

3
K f(Q, (CM»*))

boiadi. Demak,

Inx)dx = +/(X,)+

a

+/(C2) +.. +/(X JIEEA, /"(

3°. Simpson formulasi. Bu holda /7 (x) funksiyaning
f{x)dx

integralini taqgribiy hisoblash uchun [a, B\ segmentni a =x"xy,
2k, X2k, -.X2,,2,X2, |,X2,, =b nuqtalar yordamida 2«ta
teng boiakka boiib, har bir [xj*-, X>+2} (» =0,1,2,...,« -1) bo'-
yicha integral quyidagicha

9542 7
/(Xiix = [/(x24) + =
XK

=N [f(X 2k) +4f(X2kM) +f(X2k2)], (k™ 0,1,..., n-1)
ko‘rinishda tagribiy hisoblanadi. Natijada
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2 ) n
f(x)dx= f(x)dx+ f(x)dx+..+ f(x)dx~

a X0 X2 X2,-2
g« [(/(70) +47(x,) +/(X2)) +(/ (™) +4/ (X)) +
+/(74)) +o H (X2 ) +4(XN,,_, ) +1{X2,))] =

6}? [(/(X0) + /(X2,))) +4(/(Xi) +fix,)+..
I (X2, o +2(7x2) + FiX, )+ o+ s(X2, 2 )]

hosil boiadi. Demak,

_fix)dx =~ [fix,) +fix2,,) +4(/(X,)+7(xs) +..
a
/X2, ) F2(/(X2) + S (XA) + .+ (X2, 2)]* 4)
(4) formula Simpsonformulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi R”, fix) funksiya [a, D\ da
uzluksiz f~*\x) hosilaga ega boiishi shartida,

boiadi. Demak,

. =-A[/(70) +/(P2Q+4(/ (XI) +/(%3) +.. +/ (X2, 1)) +
a

w202 ) +Fix, ) +.. +/(X2, 2))] - /A (0-

2880«

Misol. Ushbu e dx

integral to‘g‘ri to'rtburchaklar, trapesiyalar va Simpson formulalari
yordamida taqribiy hisoblansin.
[0, 1] segmentni 5 ta teng boiakka boiamiz. Bunda boiinish
nuqtalari
X1 =0, ¥ =02, =04, X=0,6, % =08, =10
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o‘lil), bu nuqgtalarda f{x) =e  funksiyaning giymatlari quyida-
Kiclia boMadi:

/(x0) =1,00000,
/(x,) =0,96079,
/(X2) =0,85214,
/(x3) =0,69768,
fix,) =0,52729,
/(Xs) =0,36788.
Har bir bo‘lakning o'rtasini ifodalovchi nuqtalar
Xi =0,1, X3 =0,3, X =0,5, Xx =0,7, X9 =0,9
2 2 2 2 2
bo‘lib, bu nuqtalardagi funksiyaning giymatlari quyidagicha bo‘ladi:

/(x,) =0,99005,

/(xzs) =0,91393,

/ /(x-: ) =0,77680,
/(xi) =0,61263,

/(x%) =0,44486.

a) To‘g'ri to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha

m  i/x=i(0,99005 +0,91393 +0,77680 +

0

+0,61263 +0,44486) =i 3,74027 =0,74805

bolib, R, \< LU bo'ladi.
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b) Trapetsiyalar formulasi bo‘yicha
I

(1>0Q000+0'36788 ~ AL AN214
0
+0,69768 +0,52729) ="(0,68394 +3,03790) =

=1-3,72184 =0,74437

..  —n = L.
boiib, \R,,|<DZJ T 0,006 boiadi.

d) Simpson formulasi bo‘yicha
i/x =" [(1,00000 +0,36788) +4(0,99005 +

0
+0,91393 +0,77680 +0,61263 +0,44486) +2(0,96079 +

+0,85214 +0,69768 +0,52729)] =~ (1,36788 +4 -3,74027) +

+2-3,03790) =(1,36788+6,07580 +14,96108) -0,74682

boiib, NI 7 boiadi.
Mashqlar
1, Trapesiyalar fomiulasining xatoligi R, =- f'* (™) boiishi
isbotlansin.
2. Simpson formulasining xatoligi R, =- boiishi
isbotlansin.
1
3. Ushbu , (« = 10) integral tagribiy hisoblansin.
0 1+~
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9-BOB
ANIQ INTEGRALNING BA’ZI TATBIQLARI

39- ma’ruza
Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash

. Tekis shaklning yuzi tushunchasi. Ma’'lumki, (x, y) juftlik
(x GR, Y &R) tekislikda nuqtani ifddalaydi.
Koordinatalari ushbu
a< X<b, c<y<d, {aBR b&R cs R, de R)
tengsizliklarni ganoatlantiravchi tekislik nugtalaridan hosil boigan
Z)) to'plam;
Ca ={(x.y):xG [a,b\,yG [c.d])
tog i tortburchak deyiladi (8-chizma).
Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning tomon-
lari (chegaralari) mos ravishda koordina-
talar o‘giga parallel boiadi.
Zq togti tortburchakning yuzi deb
(uning chegarasining, ya’ni
X =a, x =6, {c<y <d),
y =c,y =d,(a<x<b)
to'g‘ri chizig kesmalarining  ga tegishli boiishi yoki tegishli bo‘taias-
ligidan qgat’iy nazar) ushbu
~N(D,)™(b-a)id-c)

8- chkma.

migdorga aytiladi.
Aytaylik, tekislik nugtalaridan iborat biror Qto‘plam berilgan boisin.
Agar shunday Dqgto‘g‘ri to‘rtburchak topilsaki,

Qe
boisa, Q chegaralangan toplam deyiladi.

Har ganday chegaralangan tekislik nuqtalaridan iborat to‘plam
tekis shakl deyiladi.

Agar tekis shakl chekli sondagi kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchak-
larning birlashmasi sifatida ifodalansa, uni tog i ko pburchak deymiz
(9- chizma).
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Bunday to‘g‘ri ko‘pburchakning
yuzi deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
to‘rtburchaklar yuzalari yig'indisiga
aytiladi.

To'gri ko‘pburchak yuzi quyidagi
xossalarga ega:

1) to‘g‘ri ko'pburchak yuzi manfiy

0] A bo‘lmaydi: Ja(2) >0;
9- chizma. 2) kesishmaydigan ikki Z va
to‘g‘ri ko'pburchaklardan tashkil
topgan to‘g‘ri ko'pburchak yuzi D, va Zz2laming yuzalari yig‘indisiga
teng:
i@ u22=1(A) +h(A);
3) agar Dj va Z2to‘g‘ri ko'pburchaklar uchun
A CA
bo‘lsa, u holda
[i(A) ~IM(A)
bo'ladi.

Tekislikda biror chegaralangan Qshakl berilgan bo‘lsin. Bu shakl-
ning ichiga A to‘g‘ri ko‘pburchak (A czQ), so‘ngra Q shaklni o'z
ichiga olgan Bto‘g‘ri ko'pburchak (Q c Bflar chizamiz. Ulaming
yuzlari mos ravishda p,(”) va Ju(5) bo‘lsin.

Ravshanki, bunday to‘g‘ri ko‘pburchaklar ko‘p bo'lib, ulaming
yuzalaridan iborat }va {n(5)}to‘plamlar hosil bo'ladi.

Ayni paytda, bu sonli to‘plamlar chegaralangan bo'ladi. Binobarin,
ulaming aniq chegaralari

sup{"(")}, inf{Ju®)}

mavjud.
I- tarif. Agar

SUPDI(M} = inf{JLI(GS)}
bo‘lsa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ulaming umumiy giymati Q
shaklning yuzi deyiladi va \i{Q) kabi belgilanadi:

\i{Q) = sup{M,(4)} = inf{]ii(5).
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1-  teorema. Tekis shakl Qyuzaga ega boiishi uchun Ve >Oson
olinganda ham shunday A (Ac Q) va B (Qa B) to‘g‘ri ko'p-
burchaklar topilib, ular uchun

[i(5)-"i(")<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

A ZarurUgi. Aytaylik, Q shakl yuzaga ega boisin. Unda ta’rifga
binoan

sup{n(")} =inf{"(5)} =u(0)
boiadi. Modomiki,
sup{li(4)} =
in{"(9)} X©Q
ekan, unda Ve >0 olinganda ham shunday to‘g‘ri ko‘pburchak
A (A czQ) hamda shunday to‘g‘ri ko‘pburchak B {Q c: B) topiladiki,

H(5)-*(Q)<I

boiadi. Bu tengsizliklardan
Ni(5)-N(M)<e
boiishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, A{AczQ) va B (Q @B) to'g‘ri ko'pbur-
chaklar uchun <e tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki,
IX(A) <sup{M.(4)},
H(5) > inf{fi(5)}.
Bu munosabatlardan
inf{"i(5)} - sup{M.(4)} <1i(5) - ii(A) <e
boiishini topamiz. e —ixtiyoriy musbat son boiganligidan,
sup{fi(")} = Inf{JLIGS)}

boiishi kelib chikadi. Demak, Q shakl yuzaga ega. »
Shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
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2- teorema. Tekis shakl Qyuzaga ega bo‘lishi uchun Ve >0 son
olinganda ham shunday yuzaga ega Pva S (P ¢ Q, Q<S) tekis
shakllar topilib, ular uchun

HiS)-iiiP)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2°. Egri chizigli trapesiyaning yuzini hisoblash. Faraz gilaylik,
f(x)eC[a,b] bo'lib, Vxe [a,;] da /Z(x)>0 bo'lsin.

Yuqoridan / (x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x =a, X =b

vertikal chiziglar hamda pastdan abssissa 0‘gi bilan chegaralangan Q
shaklni garaylik (10- chizma).

10- chizma.

Odatda, bu shakl egri chizigli trapesiya deyiladi. [a, b] segmentni
ixtiyoriy
P ={xoxXxixXz,..X,} (0=x, <xi <x: <..<x, =h)
bo'laklashni olamiz. Bu bo‘laklashning har bir [¥¥\x"] oralig'ida

inf{/(x)} =/n,, sup{/(X)} =yi/,, A=0,1,2,....«-1)
mavjud bo‘ladi.

Endi asosi AX™ =x™ -x ¢, balandligi w*bo'lgan (4=0,1,2,3,...,
n—i) to‘g‘ri to'rtburchaklaming birlashmasidan tashkil topgan to‘g‘ri
ko‘pburchakni A deylik.

Shuningdek, asosi Ax; =x;+,-x™, balandligi bo‘lgan
(k=0,1,2,3,..., 0—) to‘g‘ri to'rtburchaklaming birlashmasidan tashkil
topgan to‘g‘ri ko‘pburchakni B deylik. Ravshanki,

AdQ, QdB
bo'lib, ularning yuzalari
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nl nl
M.(N) = =
A9 D
boiadi.

Bu yigindilami/(x) funksiyaning [a, b] segmentning Pboiaklashi-
ga nisbatan Darbuning quyi hamda yuqori yigindilari ekanini paygash
qiyin emas:

1{A) =s{f-P), )i{B) =S{f-P).
/(x)eC[6,A] boigani uchun f{x) funksiya [a, D\ da integralla-
nuvchi boiadi. Unda integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra, Ve >0
olinganda ham [a, b\ segmentning shunday /' boiaklashi topiladiki,
S{f-,P)-s{f,P)<t
boiadi. Binobarin, ushbu
H(.R)-|n(")<e
tengsizhk bajariladi. Bu esa 1- teoremaga muvofig, garalayotgan egri
chizigli trapetsiyaning yuzaga ega boiishini bildiradi. Unda ta’rifga
ko‘ra
sup("(4)} = inf{"(A)}
boiadi. Ayni paytda,
h
/ SUp{[i("M)}= I/ (x)i/x,
O

b
inf{ni(s)} = I/ (X)IZX

boiganligi sababli Qegri chizigli trapetsiyaning yuzi
h
\i{Q) =\f{x)dx 1)
a

ga teng boiadi.
1- misol. Tekislikda ushbu

4 . 4=1
a b
ellips bilan chegaralangan QshaklIning yuzi topilsin.
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M Ellips bilan chegaralangan Qshaklning yuzi OXva 07koordi-
nata o'glari hamda

= O<x<a

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapesiya yuzining 4 tasiga
teng boiadi (11-chizma).
U holda (1) formuladan foydalanib topami”

N =4
X- asini,
0O<r<| . cos™ tdt =4ab ->(=abn. >
dx =acos tdt.

Aytaylik, fy{x) &C[a,b], 7/2(x)eC[0,Z>] boiib, Vxe [aZ>] da

0</,(x)</2(x)
boisin. Tekislikdagi Qshakl quyidagi
y~Mxix), y =fi(x), x=a x=b

chiziglar bilan chegaralangan shakini ifodalasin (12- chizma).
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Bu shaklning yuzi

Q) = 72 09dx - T dx - "2 (0 - 20X @)
2 a a

boiadi.
2- misol. Tekislikda ushbu

y =4-x", y =xM- 2X
chiziglar (parabolalar) bilan chegaralangan QshaklIning yuzi topilsin.
A Parabolalarning tenglamalari
y=4-x\
y =xN - 2X
ni birgalUcda yechib, ulaming kesishish nugtalarini topamiz (13-chizma):
4- xN=xN - 2X,
X =-1, X2=2; vy, =3, "2=0: 5(2;0).
Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

A0 = Tr(4-x7)-(x™ -2x)Jufx=:J [4 +2x~2x")dx”

-1

KRS

=(4x +xX - | x™) l=9- >

Eslatma. Agar fix)eC[a,b] y =AxX?
funksiya [a, b] da ishora saglamasa,
(1) integral egri chiziqgli trapetsiyalar
yuzalarining yig‘indisidan iborat bo*-
ladi. Bunda QJo'gining yugorisidagi
yuza musbat ishora bilan, OXo'qi-
ning pastidagi yuza manfiy ishora
bilan olinadi.

Masalan, OX o‘gi hamda
/ (x)-sinx, 0<x<2n funksiya
grafigi bilan chegaralangan shaklning
yuzi
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jt 2t ( Ti 2jt
sinx+ (- sinxdx) =(-cosx) - (-cosx) =4

0 7 0 I8

boiadi.

3°. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash. Aytaylik, Ai egri
chiziq qutb koordinatalar sistemasida ushbu

p=p(0), a<6<p, (a€i?, R)
tenglama bilan berilgan boisin. Bunda
p(0)EC[a,p], VO0G[a,p] da p(9) >0.

Tekislikda AB egri chiziq hamda OA va OB radius-vektorlar

bilan chegaralangan Qshaklni garaymiz (14- chizma).

B By

14- chizma.

[a, P] segmentning ixtiyoriy
P-{0o0.e,,...,0,,}, (a =00 <01 <...<0,, =P)

boiaklashini olamiz. O nuqgtadan har bir qutb burchagi 0; ga mos
OX radius-vektor o'tkazamiz. Natijada OAB —egri chizigli sektor

A=0,1,2,..«1; A=A, A, =B)
egri chizigli sektorchalarga ajraladi.
Ravshanki, p=p(0)e C[a,p] boiganligi uchun [0*,0*+H] da
A=0,1,2,...,«-1)
- inf{{p(0)}, Mk =sup{p(0)}
lar mayjud.
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Endi har bir [OYOM] segment uchun radius-vektorlari mos

ravishda hamda A bo‘lgan doiraviy sektorlami hosil gilamiz.
Bunday doiraviy sektorlar yuzaga ega bo'lib, ulaming yuzi mos ravishda

\ml «A0®, i MI ®AQi, (AN =0\ - 0M)
bo'ladi.

Radius-vektorlari i (k =0,1,2,...,n- 1) bo‘lgan barcha doiraviy
sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shakini O, desak, unda 0, ¢ 0
bo'lib, uning yuzi

1

= 3
2 gy (3)
bo'ladi.
Shuningdek, radius-vektorlari (£=0,1,2,....« - 1) bo'lgan
barcha doiraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shakini Q

desak, unda Q @ @y boMib, uning yuzi

4)
kH
bo'ladi.

(3) va (4) yig'indilar ~P~(6) funksiyaning Darbu yig'indilari
bo‘ladi. Ayni paytda, |p”(6) funksiya [a, 8] da uzluksiz bo'lgani

uchun u integrallanuvchidir. Demak, Ve >0 olinganda ham [a, 3]
segmentning shunday Pbo'laklashi topiladiki,

AMMp'(0);>P)-i(Mp'(0);P)<e
bo‘ladi. Binobarin, ushbu
N02) - M01) <e

tengsizlik bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofiqg, garalayotgan egri
chizigli sektoming yuzaga ega bo'lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko‘ra

sup{~(0,)} =inf{n(02);
bo'ladi. Ayni paytda,
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sup{].i(6.)}= [p"(e)i/0,

inf {11(02 )} = Jp~ (0)i/e
a
boigani sababli egri chizigli sektorning yuzi

1. -
1O) =-jp" (e)ife
ga teng boiadi. )
3- misol. Ushbu

p=p)="Fl(l —-coso), (aerR, 0<6<2k)
funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

Bu funksiya grafigi kardioidani ifoda-
laydi. Maiumki, kardioida radiusi r ga teng
boigan aylananing shu radiusli ikkinchi qo‘z-
g‘almas aylana bo‘ylab harakati (sirpanmasdan
dumalashi) natijasida ljjiinchi aylana ixtiyoriy
nugtasining chizgan chizigidir (15- chizma).

Kardioida qutb o‘giga nisbatan simmetrik
boiganligi sababli yugori yarim tekislikdagi
shaklning yuzini topib, so'ngra uni 2 ga ko‘-
paytirsak, izianayotgan yuza kelib chigadi.

00 ‘zgaruvchi [0, jt] da o'zgarganda p radius-vektor kardioidaning
jmgori yarim tekislikdagi gismini chizadi. Shuning uchun

15- chizma.

h(0) = 2m | pr(0)J0 =J (I - cosO)2i/0 =
0 0

| —2cos0 +icos20 (e=
=0 ~0-2sin0 +i-]sin20

boiadi. »
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Mashgqiar

1. Aytaylik, tekislikda AB egri chizig x =(p(r), j; ="\
(a </ < p) tenglamalar bilan parametrik holda berilgan boisin, bunda
X =9 (i) funksiya [a,p] da uzluksiz (p'(/) hosilaga ega, (p'(x)>0
va (p(@) =fl, (p(p) =3, ==\ funksiya [a, b] da uzluksiz va
\J/(/)>0. U holda yugoridan AB egri chizig, yon tomonlaridagi
X -a, X-b vertikal chiziglar, pastdan [a, B\kesma bilan chegara-
langan shaklning yuzi

boiishi isbotlansin.
2 2
2. Ushbu chiziq bilan chegaralangan shaklning

yuzi topilsin.

40-ma’ruza
I Yoy uzunligi va uni hisoblash

1°. Yoy uzunligi tushunchasi. Maiumki, tekislikdagi ikki AX\yy )
va B{x2,\2) nugtalami birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi  uzun-
likka ega va uning uzunligi

)= V(2 =XiY +iyi -yiY
ga teng boiadi.

Aytaylik, tekislikdagi /chizig » (xq, ). (i, P-, A,(%.Y.)
nugtalami (ne N) birin-ketinto‘g‘richizigkesmalaribilanbirlashti-
rishdan hosil boigan boisin. Odatda, bunday chiziq siniq chizig deyiladi.

Siniq chizig uzunligi (perimetri) deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
chiziq kesmalari uzunliklarining yigindisiga aytiladi:

«-1

~(0 - X -XKY +(ykN -ykf-

A:=0
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Faraz gilaylik, tekislikdagi AB egri chiziq (uni AB yoy deb ham
ataymiz) ushbu
y =f{X), \a<x<b)

tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda / (x) e C[a, b\
[a, B\ segmentning ixtiyoriy
P= (6 =X <x”"<...<X,,=b

bo‘laklashini olib, bo‘luvchi x* (* =0,1,2,...,«) nugtalar orgah OY
o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglarning
AB yoy bilan kesishgan nuqtalari

4(%,/("fc)), {k=QN\N2.."\NA*=A A,=B)
bo’ladi.
AB yoydagi bu A*(x¢,/ (x*)) nugtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri
chiziqg kesmalari yordamida birlashtirib, /siniq chizigni hosil gilamiz
(16- chizma).

Odatda, / siniq chiziq AB yoyga chizilgan siniq chiziq deyiladi.
U uzunlikka ega bo'lib, uzunligini (perimetrini) Ja/) deylik.
Agar Pi va P2 lar [a, B\ segmentning ikkita bo'laklashi bo'lib.

Pi ¢ P2 bolsa, u holda bu bolaklashlarga mos AB yoyga chizilgan
siniq chizig/i1/2 laming perimetrlari uchun

AUID<]I(/2)
boiadi.
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4 [a, BD\segmentning Py boiaklashi quyidagi

(@=X0 <X <..<X <Xc1 <..<X,"b)

ko‘rinishda boiib, Pj boiaklash esa P*boiaklashning barcha boiuvchi
nugtalari hamda qo‘shimcha bitta x* e [ab\ nugtani qo'shish nati-
jasida hosil boigan boiaklash boisin. Bu x* nuqta x* hamda X

nugtalar orasida joylashsin: x* <x* <x"+[. Demak,

A2~ NG, Xy, X0, X L M XY
@=Xg <X <..<X) <X <X <..<X, =h).

Ravshanki, /4 c Pj boiadi.

AB yoyga chizilgan P*boiaklashga mos siniq chiziqg ¥} shu yoyga
chizilgan P™ boiaklashga mos sinig chizig * dan fagatgina bitta
boiagi bilangina farq giladi: /, da AY"Y boiak boigan holda ~ da
ikkita AMA* hamda A*A™] boiaklar boiadi.

Ammo AYY to‘g‘ri chizig kesmasining uzunligi ),
AN hamda AAYY kesmalar uzunliklari n(A;NA*), \N{EAYY)
yigindisidan har doim katta boimaganligi, ya’ni

N (4 A+i) 2 NIHAAY) +M(M*4+1)
dan

boiadi. »
Demak, P boiaklashning boiuvchi nugtalari sonini orttira borilsa,

AB yoyga chizilgan ularga mos siniq chiziglar perimetrlari ham ortib
boradi.

1-  ta'rif. Agar —> 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
metri

=X f
K )

chekli limitga ega boisa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.



Ushbu Um ~(/) = \iiAB)

limit AB yoyning uzunligi deyiladi. Masalan, agar
f{x) =kx+C, {a<x<b)
boisa, unda AB ning uzunligi

1

\N{AB) = limy XN =

A i ~~k)- VI+  {b-a)

boiadi.
Aytaylik, AB egri chiziq ushbu

(«./.w "

tenglamalar sistemasi bilan berilgan boisin.
(Bu holda egri chiziq parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi).
Bunda;

1) 9(0 e C[a,p], Cla,pl;
2) V/,, 2e [ap], ty” 2 uchun @)
NiUi,7i) =4(9(Ni P VN)),
A ("2,yi) = A (2)>¥("2))
nugtalar turlicha ;
3) t=a gaA nugta, /=p ga B nugta mos kelsin.
[a, P] segmentning ixtiyoriy
P= (a =to <ti =P)
boiaklashini olib, bu boiaklashning boiuvchi t (A=0,1,2,...,Nn)
nugtalarigamoskelgan AB yoydagi A, — ANX YY) (x* = 9 (iM),
WK - V("A); k =0,...,«) nugtalami bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes-
malari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan siniq chiziq / ni
hosil gilamiz (17-chizma).
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Bu siniq chiziq perimetri

AN = X f +l1¥ ~i)-Mtk)f
i(/) o it + i) )

bo‘ladi.
2-ta’rif. Agar 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
metri |j.(/) chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.

Ushbu

limit AB yoyning uzunligi deyiladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan yoy uzunligining (agar u mavjud
bo‘lsa) musbat bo‘lishi kelib chigadi.

Endi yoy uzunligining ikkita xossasini isbotsiz keltiramiz;

1) Agar AB yoy uzunlikka ega bo‘lib, u AB yoydagi nugtalar
yordamida n ta yoylarga {k=0,1,2,....<; AA=A B =A,.,)
ajralgan bo'lsa, u holda har bir A¥X™ yoy uzunhkka ega va

H(AB) = "Mi(ANA/, M)
=3)

bo‘ladi.
2) Agar AB yoy « ta yoylarga ajralgan bo‘lib, har bir
W-+\ Yy uzunlikka ega bolsa, u holda AB yoy ham uzunlikka

ega bo'ladi.
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T. y =f (x) tenglama bilan berilgan egri chiziq uzimUgini hisoblash.

Faraz qgilaylik, AB egri chizig ushbu
y =f{X), a<x<b

tenglama bilan berilgan boisin. Bunda/ (x) funksiya [a, B\segmentda
uzluksiz va uzluksiz /*(x) hosilaga ega.

[a, B] segmentning ixtiyoriy

P ={Xo,Xi,...,X,,}, (=X <X <..<X,, =bh)

boiaklashini olib, unga mos AB yoyga chizilgan / siniqg chizigni
hosil gilamiz. Bu siniq chizigning perimetri

LI,(O-X -XkY + )P

boiadi.
Har bir [x?,x" ] segmentda/(x) ftmksiyaga Lagranj teoremasini
goilab topamiz:

no =X -xky + [[(CA)m -Xjf =
*=0
=X \l+ =% sl +/"MTNOXN
*=0 k=0

bunda X 6 [x~x"\].

Bu tenglikdagi yigindining di +/'* (xX) funksiyaning integral
yigindisidanfargishundaki, integralyigindida e X x t+J nuqgta
ixtiyoriy boigan holda yuqoridagi yigindida esa X* nuqgta Lagranj
teoremasiga muvofiqg olingan tayin nuqta boiadi. Ammo

funksiya integrallanuvchi boiganligi sababli =x* deb ohnishi
mumkin. Natijada

k=0
boiib, undan
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h
*Wbua):lM]éou + (M) oA = fydl +H'HX)dX

bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, AB yoyning uzunligi
h
N{AB) = J yjl +Frix)dx ?
bo‘ladi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
1- misol. Ushbu

f(x) =Ne"+e“), (@>0 -a<X<a)

tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
Bu tenglama bilan aniglanadigan chiziq zanjir chizigi deyiladi.
A Ravshanki,

NHHX)="-{e“ +e“)\

x X

MI+A(X) +e «)

bo‘ladi. (2) formuladan foydalanib, zanjir chizig'ining uzunligini topamiz:

NPB N Yk, e

3°. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.
Faraz gilaylik, AB egri chizig ushbu

[x = (p(0,
[y =¥(0,
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, (1) shartlarning bajarihshi
bilan birga (p(0, VvJ/(0 flinksiyalari [a, p] da uzluksiz ¢'(0 hamda
v|/'(0 hosilalarga ega bo'lsin.
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[a, p] segmentning ixtiyoriy
P = (a =fo<h <-<t,, =P)

boiaklashini olib, ularga mos AB yoyning
= <), = (™)) nugtalarini bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes-
masi yordamida biriashtirishdan hosil boigan / siniq chiziq perimetri

MO =X ) +pgeH) - )Y
ni garaymiz.

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz;

~ (0 :x:0 -tkf + (0*)« -kY =
é
n-1

k=0

bunda e 1 g -
Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

k=0
+ X IMA(NK) +WAQK) + ] Aifc, ™
é
bunda e
Modomiki,

Clap]
ekan, u holda

. Vp'(0+v'(0 67X



boMadi. Ixtiyoriy a, b, ¢, d haqigiy sonlar uchun ushbu
m +b -\ +d* a-c b-d

tengsizlik o‘rinh bo‘ladi.
< Hagigatan ham,

+H" - +a»
N A
a-c lare] = b-d <a-c +b-d. »
N(?HN Bl M I

Bu tengsizlikdan foydalanib topamiz:

n-I
X [ O/t) -~9'7 irk) +  INK)WK A
1=0
n X ) - NMiNK)IAS +X n
yt=0 k=a
/\n—l ™
P:g 0
/ (p'(i)e i?[a,p], v'(Oei?fa,p]

bo'lganligi sababU

(e
lim X [29™ )+V'(e,) {K) +Vv" (kk)Wk =0 &)
bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlami e’tiborga olib, 0 da (*) tenglikda

limitga o‘tsak, u holda AB yoyning uzunligi uchun
li(AB) =1 + ®

a

bo'lishi kelib chigadi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
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2- misol. Ushbu
X=aft -sin /),
j =c(l-cosi), (0</<7I)
tenglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chizigning (sikloidaning)
uzunligi topilsin.
mhRavshanki,
x'(0 = a(l -cos/), y'{t) =asmt,
XN () +y™ (t) =ar(l- cosH2 + sin* (= 2(1 -cost),

yjx'Mit) +y'AM(t) =o”2@ - cos/)

boiadi. (5) formulaga ko‘ra izianayotgan egri chizigning uzunligi
- e b t
\i{AB)~ &2\ -Cost)dt = 2a sin - i//= -4a .(COSE) 0" 8o
4

boiadi. »
4°. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigning uzun-
ligini hisoblash. Faraz gilaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalar
sistemasida quyidagi
+=p(0), (a<e<p)
tenglama bilan berilgan boisin. Bunda p(0)e C[a,p] boiib, u uzluk-
siz p'(0) hosilaga ega boisin.
Qutb koordinatalari (p, 0) dan Dekart koordinatalari (jc, y) ga
o ‘tish formulasiga binoan
X = p(0) - COSO,
Yy =p(0) *sin0, (a <0<P)
boiadi. Natijada AB parametrik ko‘rinishda
(p(0) = p(0) +COSO,
vj/(0) = p(0) min0, (a<0<P)
berilgan egri chiziq sifatida ifodalanadi, bunda cp(0), \J/O iunksiya-
lar 3° da keltirilgan shartlami bajaradigan funksiyalar boiadi.
(5) formuladan foydalanib AB egri chizigning uzunligini to-
pamiz:
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N\i{AB) - Yi(p(Q mcos 6) +(p(0) -sin €)*de = yIp*YQ) +p* (QdQ.

a

Bu formula yordamida egri chizigning uzunligi hisoblanadi.
3- misol. Ushbu p==0esm -

tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topisin.

< 0 o‘zgaruvchi 0 dan 3c gacha o‘zgarganidan (p, 0) nuqta 18-
chizmada tasvirlangan / egri chizigni chizib chigadi.

(2) formuladan foydalanib chizigning uzunligini topamiz:

[L(D= J(asin? +(flsin® dQ=
. 7ia
min™ ~cosM T sict* MdQ -a  sin® \dQ= >
3 3 3 {) 3 ¢
5°. Yoy differensiali. Aytaylik, tekislikdagi AB egri chizig ushbu

X -(p(0,
J =V(0,

(@a</<p)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan boiib, bunda cp(0O hamda \|/0

funksiyalar [a, p] da uzluksiz (p'(0 hamda YiO hosilalarga ega
boisin (19- chizma).

Maiumki, t o‘zgaruvchining t= a giymatiga AB egri chizigda
nugta mos keladi.

Endi betiyoriy IG [a,p] ni olib, unga mos AB egri chiziqdagi

nuqgtani C bilan belgilaylik: C((p(0, v(0), a <i <np.



Ravshanki, AC yoyning uzunligi Cnugtaning AB egri chizigdagi
holatiga garab o'zgaradi va ayni paytda t ning har bir tayin giymatida
yagona AC yoyning uzunligiga ega boiamiz. Binobarin, AC yoy-
ning uzunligi ii(AC) Mmo'zgaruvchining funksiyasi boiadi:

ii,iIAC), (a</ <p).

(5) formuladan foydalanib topamiz:
t

a
Modomiki, +Vj/"N0 e C[a,p] ekan, unda \If{AC) funk-
siya hosilaga ega boiib,
(Ii,IAC)y ="<f"\) +Y "it)

boiadi.
Keyingi tenglikning kvadratini dt2 ga ko‘paytirib, ushbu

iVi,{AC)y"-dt™ =a?"\t)dt® +Y\t)dt\
ya’'ni divi, (iC))'2 = dx +ady*
munosabatga kelamiz. Bu munosabat yoy differensialining kvadratini
ifodalaydi. Demak, yoy differensiali d\If{AC) yuqoridagi x = (p(0,
y =Vji(0 funksiyalarning differensiallari dx hamda dy lar orqali ifoda-
lanadi. Binobarin, (5) formula uzluksiz hosilaga ega boigan x(0, MO

funksiyalar yordamida egri chiziq yoyini turli usullarda parametrlash-
tirishda o‘z ko‘rinishini saglaydi.

Mashglar
1. Ushbu

X = OOEszdz, y=}’\zdz, i’L<<< >

tenglamalar bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
2. Ushbu x* +y" =2, y = chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli uchburchakning perimetri topilsin.
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41- ma’ruza
Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

1°. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to‘g‘ri
chizig kesmasini biror o‘q atrofida aylantirishdan sihndrik, konus
(kesik konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular ma’lum
formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, /(x)g Cab\ bo‘lib, Vxe [a,b] da /(x) >0 bo‘lsin.
Bu funksiya grafigi AB yoyni tasvirlasin (20- chizma).

AB yoyni OXo‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt aylanma

sirtdeyiladi. Uni n deylik. [a, b] segmentni ixtiyoriy
P = {Xo,Xi,...,X,,}, (a=Xo <Xi <... <x,, =b)
bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir
XtA =0,1,2,...,«)
bo‘luvchi nugtalari orqgali 07 o ‘qga parallel to‘g‘ri chiziglar o'tkazib,
ulaming AB yoy bilan kesishish nugtalarini A = AMX", T {x)) bilan
belgilaylik {X* = A, A, =B, k=0,1,2,...,.«). Bu nuqgtalarni o'zaro
to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyga L siniq chiziq
chizamiz.
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AB yoyini OXo‘q atrofida aylantirish bilan birga L sinig chizigni
ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus sirtlarining
birlashmasidan tashkil topgan K sirt hosil boiadi. Bu K sirt yuzaga
€ega va uning yuzi

JuGis) = 2tiX NNPNAL - xky + [IOXFeNT) - I(Xfe)y
)

ga teng. (Bunda kesik konus yon sirtining yuzini topish formulasidan
foydalanildi).

Ravshanki, A'sirt, binobarin, uning yuzi n(AT) [ab\ segmentning
boiaklashlariga bogiiq boiadi.
1-ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 8> 0 son
topilsaki, [a, B\segmentning dianietri < 5 boigan ixtiyoriy P bo‘-
laklashi uchun
[hi()-*yl<e, {S"R)

tengsizlik bajarilsa, S son [x(A) ning 0 dagi limiti deyiladi;

:IEm MAN) =S.
2-ta’rif. Agar N0 da |j.(™M yigindi chekli S limitga ega
boisa, n aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
Bunda S son n aylanma sirtning yuzi deyiladi:
S=m)-
Demak,

H(U) = lim 2ji]; £<il>t/bhi>.
k;O N
2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz gilaylik, f(x) e C\ab]
boiib, u [a, B\segmentda uzluksiz f\X) hosilaga ega boisin.
Bu funksiya grafigi AB yoyni OX o‘q atrofida aylantirishdan

hosil boigan n aylanma sirtning yuzini topamiz.
A [a, b] segmentning ixtiyoriy Pboiaklashini olib, yuqoridagidek

N(@is) =2nX MAHL -~k [rixkci) - (Xt
/t=0
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yig'indini tuzamiz. Lagranj teoremasiga ko‘ra
-Ak)A Flink ) -k
bo‘ladi, bunda e P x¥\., ]. Natijada
MK) =2,g Ne tM <ikIIVW ~"A A,
k=0
bo‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olarniz;

ii(K)=2n];/(*,)VIiTTAAX, +E| X [(/(*.) -
0 b0

-Ne )) +Ne w )-Ne ))JVu 7 ~ ax,}. (D]
/'(x)e C[0,6] bo'lganhgi sababh

I(X)VI+r'(x)e/i[fl,&]

bo'ladi. Demak, -0 da
fiJ h .
2kY MK)VI +r'ink )AX, ~ ZILf/(x) VI + T'HX)dX. (2)
i k=0 a
Ravshanki,

VI+/'2(x)eC[fl,H
Demak, bu funksiya \g B] da o‘zining maksimum giymatiga ega
bo‘ladi. Uni Af deyhk:

M = max Y\+F'" (x).

a<x<b

/(x) funksiya [a, B\segmentda tekis uzluksiz. Unda Ve > 0 olin-

ganda ham, W{%Ta)_ ga ko‘ra shunday 5 > O son topiladiki, »,, <0
bo'lganda
I/(*»>-m )i< 1/<%.,) - f(k,)\<

bo'ladi. Shulami e’tiborga olib topamiz:



™ [(/(X)-m )+ (X,,.)- AX ]
k0

n )léo[\f(Xk)—fi"k)|+|/(X,,,)—/(’\t)| TV W 7~ eAX, <

n-I

M oMp-a) 2wp-a) X, <°
Bundan -0 da
3;_0 )= M K)+(/(*.1)-m NI Vit /" (KAX, -0 (3)

boiishi keUb chigadi.
0 da (1) tenglikda limitga o‘tib (bunda (2) va (3) munosa-
batlarni e’tiborga olib), aylanma sirtning yuzi uchun
O
li(n) = 2njfix)yjl +f7(x)dx )

boiishini topamiz. »
1-misol. Ushbu

fix) =~{e“ +e*), a>0, 0< x< a
zanjir chizigini OXo‘q atrofida aylantirishdan hosil boigan aylanma
sirtning yuzi topilsin.

m Ravshanki, /'(x) =i(e“ -en).

(4) formuladan foydalanib, izianayotgan aylanma sirtning yuzini
topamiz:

jil7)y =2n jie* +e “)MN +~(e” -e “)Ndx
0

na% a 2x 2x
=t J<"



2x 2x

na @_g2+4) p
T

Aytaylik, AB egri chiziq yugori yarim tekislikda joylashgan boiib,
u ushbu

b =v(O0,
rarametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan boisin. Bunda

(p(0, v(0 funksiyalar [a, p] da uzluksiz va uzluksiz (p'(0, hosi-
lalarga ega. Bu egri chizigni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil
boigan aylanma sirtning yuzi
P
©®)
boiadi.
2- misol. Ushbu
+( -2)2 -1
aylanani OA'o'qi atrofida aylantirishdan hosil boigan aylanma sirtning
(torning) yuzi topilsin.
*4 Aylananing tenglamasini quyidagicha
X =9 (0 = COSt,
y=v(') =2+sing, (0S(<2%*)
parametrik ko'rinishda yozamiz.
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi (5) formulaga ko‘ra

X
H,(11) = 2tc (2 +sin t)yj(cost)' +(2 +sin ) dt -

2n
-2k (2 +sint)dt = §jir

boiadi. »



Mashqgiar

1 Aytaylik, AB egrichizigx =9(0, Yy = (a </ <p) teng-
lamalar bilan berilgan bo‘lib, (p(i) va \J/() funksiyalar [a, P] da
uzluksiz (p'(i) va y'(O hosilalarga ega bo'lsin. Bu egri chizigni OX
0‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

P
P=2n

bolishi isbotlansin.
2. Ushbu

lay =x*-a\ (0<x<27"a)

parabolani OYo‘(\atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirt-
ning yuzi topilsin.

42- ma’ruza
Anig integralning mexanika va fizikaga tatbiqiari

1°. Inersiya momenti. Mexanikada moddiy nuqta harakati muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi.

Odatda, o'lchami yetarli darajada kichik va massaga ega bo‘lgan
jism moddiy nugta deb garaladi.

Aytaylik, tekislikda m massaga ega bo‘lgan A moddiy nugta
berilgan bo'lib, bu nugtadan biror / o‘qgacha (yoki O nugtagacha)
bo‘lgan masofa r ga teng bo‘lsin.

Ushbu

J =mr*
miqdor A moddiy nugtaning / o‘qga {O nugtaga) nisbatan inersiya
momenti deyiladi.
Masalan, A = A(X,y) moddiy nugtaning koordinata o‘glariga
hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

=my?, Jy =mx®, /() =
bo‘ladi.
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Tekislikda, har biri mos ravishda
mQ mj,
massaga ega boigan moddiy nuqtalar sistemasi
)=) A-i}

ning biror / o'qga (O nugtaga) nisbatan inersiya momenti ushbu

/11

Jn

*0
yigindi bilan ta’riflanadi, bunda r, — nugta >1, dan | o'qgacha
(O nugtagacha) boigan masofa A=0, 1, 2, .. «-1).

Faraz qgilaylik, y =/(x) egri chiziq yoyi AB bo'yicha zichligi
p=1 ga teng massa targatilgan boiib, bunda /(x) funksiya [a b]
segmentda uzluksiz hamda uzluksiz /'(x) hosilaga ega boisin.

Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng boiadi:

h
m=j yjl +f'Hx)dx.
[a, B] segmentning ixtiyoriy
P ={xq.xy,....x,), (0=Xo <x, <... <X,, =6)
boiaklashini olamiz. Bu boiaklash AB yoyni
4 =A(x,/(x,)), {k=01,2,.., t-1)
nugtalar bilan n ta , (Ag=A, A,i =B) boiakka ajratadi.
Bunda A"A/M boiakning massasi
%H
% = j VI+/'2(x) dx, (k=0,1, 2,..., n-1)
%
boiadi. 0 ‘rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib topamiz:

=VIi7Tr~-AXx,,

bunda 6 [x,,x.N ] AXx, =Xy -x, .
Maiumki,
(k=0,,2,...,n=-D



moddiy nuqgtaning koordinata o'glariga hamda kordinata boshiga
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

X
YK
/0 =m, (gl +f ) = +f ) VI+r' (")) <A,
boiadi. Unda ushbu

moddiy nuqtalar sistemasining inersiya momentlari mos ravishda

«1
4" =1/M 51i) «t,
0
=0
Ji" = VIi+ /'""& ) mhX,
*=0

tengliklar bilan ifodalanadi.
Agar P boiaklashning diametri Xp nolga intila borsa, unda har
bir yoyning uzunligi ham nolga intila borib, >aiqoridagi

f{n) 1(n) /(<)
x> ey w0

yigindilarning limitini massaga ega boigan AB egri chizigning mos
ravishda koordinata boshi hamda koordinata o'glariga nisbatan inersiya
momentlarini ifodalaydi deb garash mumkin. Ayni paytda,

N

I%rl;u =N ()M +F'HX) dx,
b
lim i = A +F'MX) dx,

n a

b _
Ilri]E0/<"U j‘(x2+/2(x))VI +/'2(x) dx

boiadi.
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Demak, massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning koordinata o‘g-
liiriga hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq
integrallar yordamida topiladi:

Iy = Y|l +  {X)dx,

b
Jo = OO +HHX)UN +r\x)dx.

2°. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi. Biror jismni OX o‘q
bo'ylab, shu o‘q yo‘nalishida bo'lgan F = F{X) kuch ta’siri ostida
a nuqgtadan b nugtaga {a < b) o'tkazish uchun bajarilgan ishni topish
lozim bo'lsin.

Ravshanki, jismga ta’sir etuvchi kuch o‘zgarmas, ya’ni

F{X) = C = const
bo‘lsa, unda jismni a nugtadan b nugtaga o'tkazish uchun bajarilgan
ish
A =C-{b-a)
ga teng bo'ladi.
Aytaylik, jismga ta’sir etuvchi kuch xga (xe [ab\) bog‘ligbo‘lib,
u [a b] da uzluksiz bo'lsin:
F =F{x)&C][a,bl
[a, B] segmentning ixtyoriy
P = {Xo,Xi,...,X,.}, (fl=Xo <x, <... <x,, =b)

bo'laklashini olib, bu bo'laklashning har bir
[x*x¢Ml, (M =0,1,2,...,«-1)
bo‘lakchasida ixtyoriy e P x+1 A=0,1,2...,«-1) nugta
olamiz.
Agar har bir [x¢,xi] dajismga ta’sir etuvchi kuchni o'zgarmas
vau F{i,k) ga deyilsa, u holda [x;i,x,+i] oraligda bajarilgan
21



ish (kuch ta’sirida jismni x, nugtadan x,+, nuqtaga o‘tkazish uchun
bajarilgan ish) taxminan

-XKk)
formula bilan, [a, b] oraligda bajarilgan ish esa taxminan

AN - X Ye(hl - ) =X F{*k) *Ax, Q)
*=0 A=0
formula bilan ifodalanadi.

P boiaklashning diametri Xp nolga intila borganda yuqoridagi
yigindining giymati izianayotgan ish miqdorini tobora anigroq
ifodalaydi. Bu hoi —> 0 da (1) yigindining chekli limitini bajarilgan
ish deyish mumkinligini ko‘rsatadi. Demak,

Modomiki, F{x) &C[a,b] ekan,

Pix)dx

boiadi. Shunday qilib, o‘zgaruvchi F{X) kuchning [a, B\dagi bajargan
ishi

A= F{X)dx )

formula bilan ifodalanadi.
Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi
uchiga esa F=F{X) kuch ta’sir etib, prujina gisilgan (21- chizma).
Agar prujinaning gisilishi unga
ta’sir etayotgan F{X) kuchga propor-
sional boisa, prujinani a birlikka
gisish uchun F(X) kuchning bajargan
ishi topilsin.

FX) mi Agar F{X) kuch ta’sirida pru-
jinaning qisilish migdorini x orqali
belgilasak, u holda

21- chizma. Fix) = kx



bo'ladi, bunda k - proporsionallik koeffitsiyenti (gisilish koeffitsiyenti).
(2) formulaga ko‘ra bajarilgan ish

A= a

bo‘ladi. »

Mashqgiar

l.Uchburchak asosiga nisbatan inersiya momenti topilsin.
Z.Asosining radiusi R, balandligi *bo'lgan paraboloid shaklidagi
gozondan, undagi suvni chigarishga sarflangan ish hisoblansin.

293



10-Bo B
XOSMAS INTEGRALLAR

43- ma’ruza
Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasini
kiritishda integrallash oralig'ining chekli boiishi talab etilgan edi.

Endi cheksiz oraliqda ([a,+o00); (-«0,«<]; (-o00,+00) oOraliglarda)
berilgan funksiyaning shu oraliq bo‘yicha integral tushunchasini
keltiramiz va o'rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi./ (X) funksiya
[0,4+00) oraligda (a € R) berilgan boiib, ixtiyoriy [a t]jda (a <t < -+o0)
integrallanuvchi bo‘lsin: /(x)e ii([o,i]).

t

Ushbu F{t)= f{x)dx belgilashni kiritamiz.

1- tarif. Agar /  +oo da F{t) funksiyaning hmiti mavjud boisa
bu limit/(x) funksiyaning [a,+o00) cheksiz oralig boyicha xasmas
integrali deyiladi va

f{x)dx
kabi belgilanadi;

f{x)dx = tIiArH0 F{t) = /Ii>[n0 P f(x)dx. @

@ integralni chegarasi cheksiz xosmas integral Yam deb yuritiladi

Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas integral»
deyish o‘rniga «integral» deymiz.

2-  tarif. Agar /™ +o0 da F{t) funksiyaning limiti mavjud v:
chekh boisa, (1) integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar /" +o0 da F(J) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
boimasa, (1) integral uzoglashuvchi deyiladi.

294



1- misol. Ushbu e dx integralni garayhk. Bu holda
0
t

F{t)= N\e/dx=-e" +I
0

boMib, lim F{t) = 1 boiadi.

Demak, berilgan integral yaqginlashuvchi va  eMdx =1

0
@

2- misol. Ushbu J[F’ (a >0, a >0) integral uchun

Ini —infl, agar a =1 bo'lsa,
F{t) = j-a+l
o= o , agar a 1 bo'isa
-at+l -a+1
bo‘lib, i +00 da
1-a
a-1
L F{i) >+ (a<)
|
/

dx
bo‘ladi. Demak,

a

integral a > 1 bo‘lganda yaginlashuvchi, a < 1 bo'lganda uzogla-
shuvchi bo'ladi.

3- misol. Ushbu

cos Xdx
0
integral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki i = +» da
t
F{t)= cosxfiix = sini
0
funksiyaning limiti mavjud emas.



Yuqoridagidek,
{x)dx, f{x)dx

xosmas integrallar va ulaming yagqginlashuvchiligi, uzoglashuvchiligi
ta’riflanadi:

f{x)dx= tI_iAr_n 3 f{x)dx,
t

U
f{x)dx= lim f/(x)iZx:.

2°. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas
integralning turlixossalarini/(x) funksiyaning [a,+00) oraliq bo'yicha
olingan
f{x)dx
a
integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni

+0«

f{x)dx, j f{x)dx

integrallar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz.
-+

1-xossa. Agar  f(X)dx integral yaginlashuvchi boisa, u holda

f{x)dx, (a<b)

integral ham yaginlashuvchi boiadi va aksincha. Bunda

+0 6 +0
"fix)dx =jf(x)dx +j f(x)dx )
a a h

tenglik bajariladi.
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*4 Ravshanki,

n A f
f{x)dx- f{x)dx+ f(x)dx, (a<b<t).
f a h

Aytayhk, f{Xx)dx integral yaqginlashuvchi boisin. Demak,

lim f(x)dx
mavjud va chekli boiadi;

rI,iLrID(> f{x)dx= f{x)dx.

(2) tenglikdan foydalanib, t~ +° da

lim f{x)dx= f(x)dx- f{x)dx

r->+o00 J

boiishini topamiz. Demak, f{Xx)dx integral yaginlashuvchi va
/ *

f(x)dx= f{xX)dx- f{x)dx

boiadi.
Aytaylik,  f{X)dx integral yaginlashuvchi boisin. Demak,
h
lim  f{x)dx=f(x)dx
I 0o h b
chekli boiadi.
(2) tenglikdan, /->+«> da
t b

um  f{x)dx =J f{x)dx +J f{x)dx
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bo'lishi kelib chigadi. Demak,  f{x)dx integral yaginlashuvchi va

a
h +D
{x)dx = [f{x)dx +f f{x)dx
a a h
boiadi. »
+0
2-xossa. Agar / {X)dx integral yaginlashuvchi bolsa, u holda
a

C «f{x)dx ham (O=const) yaginlashuvchi bo‘lib,

> +00
ACf(x)dx =Cj f(x)dx
boiadi.
+00
3-xo0ssa. Agar f(x)dx integral yaginlashuvchi bolib,
a

VXG [a,+00) da /(x) >0 bolsa, u holda

"f(x)dx >0
a
boiadi.
+0 +D
4- xossa. Agar f(xX)dx va g{X)dx integrallar yaqinla-

a a

shuvchi bolsa, u holda J{f{x)ig{x))dx integral ham yaqinla-

a

shuvchi bolib,

+00

« {f(x)xg(x))dx= j f%xid;iog g{x)dx

a

boiadi.



5-xossa. Agar Vxe [a,+0° da /(x)<”(x) boiib, f{x)dx
+00 a
va g{X)dx integrallar yaginlashuvchi boisa, u holda

AMMIX)dx < f g{X)dx
boiadi.

2- va 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning yaqginlashuv-
chanligi ta’riflaridan bevosita kelib chigadi.

Faraz qilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar [o,+°°) da berilgan boiib,
f{X) funksiya chegaralangan {m < f{x)< M, xe [a,+00)), g(x) funk-
siya esa 0°‘z ishorasini o‘zgartirmasin (Vxe da har doim
g(x)>0 yoki g(x)<0).

6-xossa. Agar f{x) g{x)dxva ~(x)i/x integrallar yagin-

lashuvchi boisa, u holda shunday o ‘zgarmas \i{m<\i< M) topUadiki,

, /(x) my(x)i/x = I g{xX)dx )

boiadi.
4 Aytaylik, Vxe [a+°0) da g(x) >0 boisin. U holda
m m{x) <f(x)g(x) <Mg(x)

boiib,
t t t
m g{x)dx< f{x)g{x)dx<M g{Xx)dx
ifodaga ega boiamiz. Bu tengsizliklardan, / da limitga o'tsak,
unda

-+ 40 +
mJ g(x)rfx < J #x)g{x)dx » M J g{x)dx

boiishi kelib chigadi.



Ravshanki, g{xX)dx =0

boiganda (3) tenghk bajariladi.

Aytaylik, g{x)dx >0

i T)g{x)dx
boisin. Bu holda m< ——————— <M

i g {x)dx
boiadi. Agar

g{x)dx

deb olinsa, unda m<\i< M boiib,

>

+00
/(X) «g{x)dx = M g{x)dx
boiadi.
Vx£[a,+00) da g(x) < O boiganda (3) tenglikning bajarilishi
yugoridagidek isbotlanadi. k

Odatda, bu xossa o‘rta giymat hagidagi teorema deyiladi.
3°. Xosmas integralning yaginlashuvchanligi. Aytaylik,/(x) funk-

siya [fl,+°0) oraliqda berilgan boisin.

MaiumKki, f(x)dx

xosmas integralning yaqinlashuvchanligi ushbu
t
F(t) = if(x)dx, (t>a)
@
funksiyaning i = +a da chekli limitga ega boiishidan iborat.
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13- ma’ruzada funksiyaning chekli limitga ega bo'lishi hagidagi
Koshi teorem.asi, ya'ni H’Y) funksiyaning ~* +0° da chekli limitga
ega bo'lishi uchun

Ve>0, 30>a M>7, Vvr'> : F{f) -F{t) <e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi. Bu
tushuncha va tasdigdan

f(x)dx @

xosmas integralning yaqinlashuvchanligini ifodalaydigan quyidagi
teoremaga kelamiz.

Teorema. (Koshi teoremasi.) (4) integral yaginlashuvchi boiishi*
uchun Ve >0 son olinganda ham shunday s R (ig >a) topilib,

ixtiyoriy t' >1(j, t">IQ boiganda
/ {X)dx <e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Msshqgiar

1.Ushbu  Xsin xdx xosmas integral yaginlashuvchi boMadimi?
0

W A n

2.Ushbu  ~~---Jdx = — tenglik isbotlansin.
0

24- ma’ruza

Manfiy boMmagan fiinksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolut yaginlashuvchanligi

1°. Manfiy bo‘!magan funksiya xosmas integralining yaginlashuv-
chanligi. Aytaylik, f{x) funksiya [a,+°0) oraliqda berilgan bo‘lib,
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Vxe da/(x) > 0 boisin. Bu funksiyani [o, /] da (a <t <+,)
integrallanuvchi deylik: 7/ (x) g /f([a,/]). Bu holda

t
F{t) = \f{x)dx
funksiya (a,+°°) oraligda o‘suvchi boiadi.
A Hagiqatan ham, a </, <2 <4® da

> h f i2
Fih)= f{xX)dx = f{xX)dx + f{xX)dx = F{t") + f{x)dx
a a A A
boiib. f{x)dx >0
boiganligi sababh F{t2)>F{t")
boiadi. Demak, s (a,+°°) uchun

?, < ’2 :>/\(/\i) N /\(/\2)_ »
1- teorema. Manfiy boimagan f{x) funksiya xosmas integrali

f{x)dx, {fix) >0, x> a) (1)

ning yaginlashuvchi boiishi uchun F{t) funksiyaning yugoridan chega-
ralangan, ya’'ni
3C&R, Vt>a: F(t)<C
boiishi zarur va yetarii.
«< Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaginlashuvchi boisin. Ta’rifga
binoan
Um Fit)

mayjud va chekli boiadi. Unda, 3C e /2 Vi > a da Fit) <C boiadi.

Yetarliligi. Aytaylik, F{t) funksiya (a,+«>) da yuqoridan chegara-
langan boisin. Ayni paytda. Fit) o‘suvchi funksiya. Demak, i +00 da
Fit) funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralning yaginlashuvchi
boiishini bildiradi. »
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar FN) funksiya (/e (a,+00)) yugoridan chegaralan-
magan boisa, u holda

+00

J f{x)dx

integral uzoglashuvchi boiadi.

2°. Tagqoslash teoremalari. Ikkita funksiya maium munosabatda
bo'lganda birining xosmas integralining yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi)
boiishidan ikkinchisining ham yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘-
lishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz. Odatda, ular taggoslash
teoremalari deyiladi.

2- teorema. Faraz gilaylik, / (x) va g(X) funksiyalar [a, +°0)
oraligda berilgan boiib, Vxe [a +°0) da
O0<f{x) <g{x) @
boisin.
+0 +b
Agar g{Xx)dx yaginlashuvchi boisa, u holda f{x)dx ham

yaqinlashuvchi boiadi.
Agar Jf{x)dx uzoglashuvchi boisa, u holda Jg{x)dx ham
uzoqlashuvchi boiadi.
+00
Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli boiib, J g{x)dx yaginlashuvchi
a
boisin. Unda 1-teoremaga ko'ra

G{t) = i\g{x)dx<C

boiadi. Ayni paytda,

F(O =j/(x)iZx<i?(0



bo‘lganligi sababli, ya'ni I-teoremaga binoan | f{X)dx yaqinla-
shuvchi bo‘ladi.
+0
Aytaylik, (2) munosabat o'rinli bo‘lib,  f{X)dXx uzoglashuvchi
bo‘lsin. Unda yuqorida keltirilgan natija va
Fit) <G(t)
8
tengsizlikdan j g(x)dx integralning uzoglashuvchiligi kelib chigadi. »

a

3-teorema. Faraz qgilaylik,/(x) va g(X) funksiyalar [0,+°°) da
/(x)>0, g(x)>0 bo'lib,

liml~ =k {0<k< o)

bo‘lsin.
)
Agar k <+0° bo‘lib, g{x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

a

f{x)dx ham yaginlashuvchi bo'ladi.

+0
Agar A > 0 bo‘lib,  g{x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda

a

f{x)dx ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
A Aytaylik,

lim =N < +00
g{x)

+00
bo‘lib, g{X)dx yaqginlashuvchi bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan

Ve>0 30>a Vi>th da
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f{x)<{k +&)g{x) ©)

bo‘ladi. Yaginlashuvchi integralning xossasiga ko'ra
L o)

{k +2)g{x)dx

yaginlashuvchi boiadi.

+&»

(3) munosabat va 2- teoremadan foydalanib,  f{x)dXx integ-

raining yaginlashuvchi boiishini topamiz.

Aytaylik, lim =k>0
+»
boiib,  g{X)dx uzoglashuvchi boisin. Bu holda A, son (A>A >0)
a
uchun shunday > a topiladiki, x> /g da
/") >L
ya'ni g{x)<If{x) @
boiadi.
+0
(4) munosabat va 2- teoremadan foydalanib  f{X)dx integral-
a
ning uzoglashuvchi boiishini topamiz. »
Natija. Agar lim fl'x) =k
gix)
+0 +0
boiib, O<A<+o00 boisa, u holda f{x)dx va g{x)dx

integrallar bir vaqtda yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi boiadi.

Ko‘p hollarda biror xosmas integralning yaginlashuvchanligini
yoki uzoglashuvchanligini aniglashda awaldan yaginlashuvchanligi
yoki uzoglashuvchanligi maium boigan integral bilan taqqoslab
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(yugorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) garalayotgan integral-
ning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi boiishi topiladi.

0
Masalan, f{x)dx

0
integralni ol (a>0a>0)
integral bilan taqqoslab, quyidagi natijaga kelamiz.
Natija. Aytaylik, biror C (0 <C <+4<®) va a >0 sonlar uchun
X" +00 da

/(de) ~—.,
X
ya’'ni lim x“ ¢/(x) =C
+H
boisin. U holda f{Xx)dx

integral a > 1 boiganda yaginlashuvchi, a <1 boiganda uzoqgla-
shuvchi boiadi.

+D
3°. 1- misoi. Ushbu O ax integral yaginlashuvchanlikka
tekshirilsin.
oS X v 1
2 X
deyilsa, u holda Vxe[0,+°0), 0<f(x)<g{x) boiadi.
40
. dx
Ravshanki, ,
¢

integral yaqinlashuvchi. 2- teoremaga ko'ra berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi boiadi. »
+00
2- misol. Ushbu dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
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Vx> 1 da
f{xX) =e\ g{x) =¢€
funksiyalar uchun 0</(x) <o{x)

bo'ladi. Ushbu e-"dx

integralning yaqginlashuvchiligi ravshan. Demak,
+0
e-"Ndx

integral yaginlashuvchi bo'ladi. »

3- misol. Ushbu € ™ Inxdx integral yaqginlashuvchanlikka tek—
shirilsin.
Vx> 1 da Inx < x

bo‘lib, fix) =e" inx, g(x) = xe' funksiyalar uchun

0<f(x)<g{x)
bo‘ladi. Endi

xe "dx
1

integralning yaginlashuvchiligini e’tiborga olib, 2- teoremadan foyda-
lanib, berilgan

1
integralning yaginlashuvchiligini topamiz. »

4- misol. Ushbu o integral yaginlashuvchanlikka tek-

shirilsin.



*4 Integral ostidagi

/U) =
funksiya uchun
5 5
lim X " (x)= lim x* * =lim ._L~" =1
J:—%‘1+—JX
boiadi. Ravshanki,
+0
' dx
~1
1x®

integral yaqginlashuvchi. Demak, berilgan integral yaginlashuvchi
boiadi. »
4°. Xosmas integralning absolut yaginlashuvchanligi. Aytaylik,

f(x) funksiya [fl,+00) oraligda berilgan boisin. Bunda Vxe [fl,+°°)
uchun /(x) > 0 boiishi shart emas.

Ta'rif. Agar fix) dx

integral yaginlashuvchi boisa, f{x)dx integral absolut yaginla-

shuvchi deyiladi.
0 ’ 2 )
Agar f{X)dx yaginlashuvchi boiib, /(x) dx uzoglashuvchi

boisa, u holda  f{x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

a

4- teorema. Agar integral absolut yaqginlashuvchi boisa, u yaqin-
lashuvchi boiadi.
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U Aytaylik, fix) dx

integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f(X) va |/(X)] funksiyalar
yordamida ushbu

(p(") ="~/ (") +I/W]),

funksiyalami tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, Vxe {g +%0) da
D) (p(x) >0, v]ix) >0;
2) cp(x) < /(). VIR < I/()I;
3) a(X)-i|/(x) =/(x)
bo‘ladi. Yugorida keltirilgan 2- teoremadan foydalanib, quyidagi
» +0
(pX)ifx, J MI{X)dx

integral yaginlashuvchi ekanligini topamiz. U holda

(ep() -"{x))dx

integral ham yaginlashuvchi bo’ladi. Demak,

f{x)dx
a
yaqinlashuvchi bo'ladi. »
Mashgqiar
1. Ushbu r dx integral yaginlashuvchanlikka tek-

shirilsin.



2. k ning ganday giymatlarida

k X+Sin X

X-sm X dx (A<D

integral yaginlashuvchi bo‘ladi?

45- ma’ruza

Integralning yaginlashnvchanlik alomatlari. Integralning
bosh giymati

1°. Dirixle alomati. Faraz gilaylik,/(x) vag(x) funksiyalar [«,+«>)
oraligda berilgan bo’lsin.

1-  teorema. (Dirixle alomati.) /(x) va g(X) funksiyalar quyidagi
shartlami ganoatlantirsin:

1) /(x) funksiya [(,+00) da uzluksiz va uning shu oraligdagi
boshlang‘ich f(x), (F'(x) -/(x)) funksiyasi chegaralangan;

2)\(x) funksiya {a, +°0) da uzluksiz ¢{{X) hosilaga ega;

3)g(x) funksiya [fl,+<») da kamayuvchi;

4 lim ~(x) =0.

>

U holda J f{x)g{x)dx

a

integral yaginlashuvchi bo’'ladi.
Ravshanki,

/(x) G C([o,+00)), g(x) e C([0,+00)) /(x)g(x) 6 C([0,+00))
bo'ladi. Binobarin, /(x) <g{x) funksiya [a,t], {a<t <+0°) oraligda

integrallanuvchi bo‘ladi. BoMaklab integrallash formulasidan hamda
teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

f{Xx)g{x)dx =j g{x)dF{x) =g{x)F{x)  f{x)g{x)dx. (1)
a

Endi
g{t)F{t) <Mg{t), (Af =sup F{t) <4~)
3J0



bo‘lishini e’'tiborga olsak, undan t~ +* da
g{t)F(t)->0
bo‘lishi kelib chigadi.
Berilishiga ko‘ra, g{X) funksiya ]a+°0) oraligda uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi hamda shu oraligda kamayuvchi funksiya. Demak,
Vx e [fl,+°°) da

g'(x) <0
bo'ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:
I I t
F(X)g'(xX)™ <M N\giN\k=-M g'{x)dx =
=M{g{a) -a{t)) <Mgfa), (g9(0 >0).
Unda 44- ma’ruzadagi 2- teoremadan foydalanib

F{x)g'{x)dx

xosmas integralning yaqginlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
(1) tenglikda i 40 da limitga o‘tib, ushbu

lim f{x)g{x)dx
limitning mavjud va chekli boiishini topamiz. Bu esa  f{X)g(x)dx
integralning yaginlashuvchi bo‘lishini bildiradi. » “
Misol. Ushbu J = dx, (a > 0) integral yaginlashuvchan-

likka tekshirilsin.
< Berilgan integralni quyidagicha

/ = sin x — ate, (a>0)
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ko'rinishda yozib, f{x) =sinx, g(x) =~ deymiz. Bu funksiyalar

X

yugorida keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi.
1) /(x) = sinx funksiya [1,+00) oraliqda uzluksiz va uning bosh-

lang'ich funksiyasi F{X)--cosx funksiya [l,+«>) da chegaralangan;
2 of{x) (a > 0) funksiya [l,+00) da

®

hosilaga ega va u uzluksiz;

3 gx) = (a > 0) funksiya [l,+°0) da kamayuvchi;

Y Yps0) = Wi =0 @ >0

Unda Dirixle alomatiga ko‘ra

X gy, (a>dY

integral yaginlashuvchi boiadi. »
2°. Abel alomati. Faraz qilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar [a,+o00)

oraligda berilgan boisin.
2-teorema. (Abel alomati.) /(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlami ganoatlantirsin:
0

1) /(x) funksiya [fl,+~>) da uzluksiz boiib, f(x)dx integral
yaginlashuvchi;

2) g(¥) funksiya [o,+c«) da uzluksiz g{X) hosilaga ega va bu
hosila [a,+°0) da o‘z ishorasini saglasin;

3) g(X) funksiya [o0,+°°) da chegaralangan.

—*e

U holda f(x)g(x)dx integral yaginlashuvchi boiadi.
a
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«4 Ravshanki, f{x)dx integralning yaginlashuvchi bo‘lshidan

a
f{x) funksiyaning [a,+°°) oraliqda chegaralangan F{X) boshlang'ich
funksiyaga ega bo‘lishi kelib chigadi.
Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiyaning
limiti hagidagi teoremadan foydalanib ushbu

ooooooo

limitning mavjud va chekh bo‘lishini topamiz:
lim a(x) =b.
Unda
1 9 =9{x)-b
funksiya X —>+00 da monoton ravishda nolga intiladi:
lim gi (x) =0.

Shunday qilib,/(x) vag(x) funksiyalar Dirixle alomatida keltirilgan
barcha shartlami ganoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

f(x)gi {)dx

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
Ayni paytda,

/(x)g(x) = f{x)b +H{x)gy (x)
bo'lganligi sababli,

{x)g{x)dx

integral ham yaginlashuvchi bo'ladi. »

3°. Xosmas integralning bosh giymati. Faraz gilaylik,/(x) funksiya
(0o,+00) da berilgan bo'lib, bu oraligning istalgan [fj],
(-00 <t'<t< +00) gismida integrallanuvchi bo‘lsin:

F{t', )"\ fix)dXx.
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Ma’lumki, ushbu

tIim F{t',t)= lim f{x)dx

limit/(x) funksiyaning (-o00,+00) oraliq bo‘yicha xosmas integrali
deyilib, u chekli bo‘lsa,

lim f{x)dx- f{x)dx

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi.
Bunda t' va i o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda

f —-00, t—+%0

ga intilishi ko‘zda tutiladi.
+00

Xususan, f{X)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

|i>%J f(x)dx = f{x)dx

~t

bo'ladi. Birog F{t', )~ f{x)dx
o

funksiya, t'= -t bo‘lib, ~ +o0 da chekli limitga ega bo‘lishidan

f(x)dx xosmas integrating yaginlashuvchi bo'lishi kelib chigaver—
maydi. Masalan, ushbu
sin a dx
integral uchun t' = -t bo‘lsa,
sinxdx =0, (V/>0)
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t
boiib, lim sinxdx-Q
=+

ga ega bo‘lamiz. Biroq sin X dx

xosmas integral yaginlashuvchi emas.
Tarif. Agar t' = tbo‘lib, ?”~ +0 da

— f{x)dx

+oa

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo'lsa,  f{x)dx xosmas integral

bosh giymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib,
t

lim f{x)dx

limit esa  f{xX)dx xosmas integralning bosh giymati deb ataladi.

+00
Odatda, /(A:)i/x xosmas integralning bosh giymati

)
v.p. f(xX)dx

kabi belgilanadi. Demak,
v.p. /(x)ift=lim f{x)dx.

Bunda v.p. belgi fransuzcha «valeur princiriale» —«bosh giymat»
so‘zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

u bosh giymat ma’nosida ham yaqginlashuvchi bo‘ladi. Birog.
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f{x)dx xosmas integralning bosh giymat ma’nosida yaginlashuvchi

bo'lishidan uning yagqinlashuvchi bo‘lishi har doim ham Kkelib
chigavermaydi.

Mashgiar

1.Dirixle alomatidan foydalanib

(a>0)
0 N
integralning yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

+D
SID\)é\rctgxi/x, @>0
b N
integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

46— ma’ruza
Xosmas integrallarni hisoblash

1°. Nyuton—Leybnits fomiulasi. Ushbu

}
f{x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
Aytayhk,/(x) funksiya [a,+°0) oraligda boshlang'ich F{X) funk-
siyaga egava x  4<0 da F{X) funksiya chekli limiti mavjud bo‘lsin:
lim F(x) = F(+oo0)

U holda
" t
f{x)dx ~ lim ] f{x)dx =

a
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= lim (F(t) - F(a)) * F(+00) - F{a) = F{x) T

(€3]
bo'ladi.
Bu formula Nyuton-Leybnitsformulasi deyiladi.
1- misol. Ushbu ~ sin —dx integral hisoblansin.
A Ravshanki, /'(x) =cos- funksiya —,+«>} oraligda

f{x) = sin - funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi.

(1) formuladan foydalanib topamiz:

b
r il 1

1,
sin —=dX = cos- 1.
X X

2°. BoMaklab integrallash. Faraz gilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar

[a, +00) oraligda uzluksiz va uzluksizf\X) va;{x) hosilalarga ega bo‘Isin.
Agar

! +~ +0
Iy /() m{x)dx ( T\X)g{x)dx) integral yaginlashuvchi;

a a

2) ushbu Xl_ir+rgo(/(x)’\(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda

= +00
F{x)g{x)dx, (3/(x)g"(x)iix)
integral yagqginlashuvchi bo'lib,
> fic

N\X)-g(x)dx \\m{f{x)g{x))-f{a)-g{d)- F{X)g\x)dx

f()g'(X)dx- lim(/(x)g(x)) -fid) g(d)- N(x)gi)*dx  (2)

bo'ladi.
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A Ravshanki,

NX)g{x)dx = g{x)df{x) =H{x)g{x) - f{x)dg{x) =

= H{g{t) - Ha)g{a)-\ f{x)g{x)dx.

a

Keyingi tenglikda, i —> +00 da limitga o‘tib topamiz:

ANX)g{x)dx= \im{i{t)g{t))-{a)g{a)-  F{x)g\x)dx. »
a

(2) formula bo 1aklab integrallash formulasi deyiladi.

2-misol. Ushbu  xe ~dx integral hisoblansin.

A Agar ~(x) = X, f'{x) = deb olsak, unda
gl(x) =|1 /(X) =-e-

bo'lib, (2) formulaga ko‘ra (a = o)
xe “dx=Jim(-te ') -o +
0 )—>IED 0

bo‘ladi. »
3°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash. Ushbu

0
f(x)dx

xosmas integralni qaraymiz. Bu integralda x =9 (2) almashtirishni ba-
jaramiz. Bunda x (p(" funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsin:
1) (p(r) funksiya [a,+°0) oraligda uzluksiz va uzluksiz (p'(z) hosi-
laga ega;
2) (p(2) funksiya [a,+°0) da gat’iy o‘suvchi;
3) (p(a) =a, (p(+o0) = lim (p(") = 4w
318



Agar {(S}{z))is"\z)dz
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
f{x)dx

integral ham yagqinlashuvchi bo‘lib,

> +Ho
f{X)dx = j /(9(2)) *N{2)dz
a a
bo'ladi.
. < Ixtiyoriy ~(a <Z< +°°) ni olib, unga mos 9 (2) =t nugtani
topamiz.

Ravshanki, yuqoridagi shartlarda \at) da 37-ma’ruzadagi (2)
formulaga ko‘ra

, f{x)dx = | /(cp(?)) ms™\)dz
a a
bo'ladi.
Keyingi tenglikda ~~ +¢° da (bunda z - +°°) limitga
o‘tib topamiz:

f{x)dx=  fi(*{2))(?"iz)dz.

Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi. »

@ d
3- misol. Ushbu J = X

integral hisoblansin.
A Bu integralda X=j almashtirishni bajaramiz. Natijada

w
3o L f Aqg= PO

AN+ o |-H"™*
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£\

TH J - dX
bo‘lib, N
bo'lishi kelib chigadi.
Keyingi integralda X-- =2z deb, topamiz:
&z N Larcte » ~ N
242N 22 2Vv2’
Demak, dx
Hx* 2V2’

4°. Xosmas integrallarni tagribiy hisoblash. Aytaylik, / (x) funk-
siya [a,+00) oraligda uzluksiz bo‘lib, ushbu

f(x)dx
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan
/(x)i/x=1im S f(x)dx,

ya ni
Ve>0, 30>a, Vi>AN:

f(x)dx- f{x)dx <8
bo‘ladi. Ravshanki,

nx)dx- « f{x)= « f{x)dx.

t

Demak, f{x)dx <8.



Natijada ushbu

f{x)dx = J f{x)dx )

a a

tagribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi
—*«
f{x)dx <e
t
bo'ladi.

4-misol. Ushbu e ™ dXx xosmas integral tagribiy hisoblansin.

A (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni tagribiy hisoblash uchun
ushbu

dx, {a> 0)
formulani hosil gilamiz. Uning xatoligi
e-"dx
ga teng bo‘ladi. Bu xatolikni yugoridan baholaymiz:

dx<- xe dx=
a 2a

Aytaylik, a = 1bo'lsin. Bu holda

e~""dx

bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun
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0,1839
bo'ladi.
Aytaylik, fl = 2 boisin. Bu holda
8 {)]

boiib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun
e ~dx< 0,00458

boiadi.
Aytaylik, 0 = 3 boisin. Bu holda

dx

boiib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun
@

J 0,00002

boiadi. »
Mashglar
1. Ushbu
Inx
i+?
integral hisoblansin.
2. Ushbu
dx arcsin a (f|>0)

o XMyl tivTv
tenglik isbotlansin.
322



47-ma’ruza
Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

1°, Maxsus nugta. Aytaylik, / (x) funksiya XczR to'plamda berilgan
bo'lsin. Xg& R nuqtaning ushbu

t/g(xo) = {xe jR; Xo -5 < X <Xg+S; X " X}

atrofida qaraymiz, bunda 5 - ixtiyoriy musbat son.
1-ta’rif. Agar/(x) funksiya

"ni/8(Xo)"0
to'plamda chegaralanmagan bo‘Isa, Xq hugta/(x) funksiyaning maxsus
nugtasi deyiladi.

Masalan, [a, b) da berilgan /(x) = funksiya uchun Xg=¢ “

maxsus nuqta; \{-1; O; 1} to‘plamda berilgan /(x)= E-X’\A)
X

funksiya uchun Xqg= -1, Xj =0, Xj =1 nuqtalar maxsus nuqtalar
bo‘ladi.
2°.Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi.
Faraz gilaylik,/(x) funksiya [a b) da berilgan bo‘lib, b nugta shu
funksiyaning maxsus nugtasi bo‘lsin. Bu funksiya ixtiyoriy [a, t\da
{a<t<b) integrallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu integral t ga
bog'lig bo‘ladi:
t
F{t)- f{x)dx, {a<t<b).
a
2-ta’Yrif. Agar i = - 0 aa F{t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
bu limit chegaralanmagan /(x) funksiyaning [a, b) boYyicha xosmas
integrali deyiladi va
b

"T{x)dx

kabi belgilanadi:
h
f{x)dx= IiLnOF(x)= lim f(x)dx . @
t-¥h - A

a



3- tarif. Agar /_>/>_0 da F{t) funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo'lsa, (1) xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar ? - 0 da Ht) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lImasa, (1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

/ (X) funksiya {a, b] da berilgan bo'lib, Xg= a nugta uning maxsus
nugtasi;/(x) funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, Xg= a, X*= b nugtalar
uning maxsus nugtalari bo‘lgan holda shu funksiyaning {a, b] hamda
(fl, b) bo'yicha xosmas integrallari, ulaming yaginlashuvchanligi hamda
uzogiashuvchanligi yugoridagidek ta’riflanadi:

f{x)dx= lim F{t)= lim f{x)dx,

a t

b t
f{x)dx= r,u>r(1)1+0F{t D= 1,;lm N{x)dx.
a t->b-0 t-~h-0 t'
Aytaylik,/(x) funksiya (a, \{c} to‘plamda {a < c < b) berilgan

bo‘lib, Xq =a, Xi — b, X2 =c nuqtalar uning maxsus nugtalari bo'lsin.
Bu funksiyaning quyidagi

t

f{x)dx = (p(/, 1), (,a<f<t< o),

f{x)dx-\if{u,u), (c<u<u<b)
integrallari mavjud bo‘lsin.
4-ta’rif. Agar t'-"a+Q /->c-0 hamda m'->c+0,

u b-0 da ">t + m) funksiyaning limiti

fI_i>rf'|n+0[(p(i‘,0+¥(«',«)]== i,!gnw [_,f /(x)ife +Jf f(x)dx]

t-"c-0 t-~c-0 t' u
u'=>c+0 u'=>c+0
u->A-0 u->2)-0

mavjud bo'lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a, b)
bo‘yicha xosmas integrali deyiladi va

324



f{x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

h
AL
f(x)dx r}LTm[, f{x)dx+J' f(x)dx]. )
:J'_e—O t u
5-ta’rif. Agar + i->c-0 hamda m'~c +0,

« =>6-0 da o (/' t) +MHU,u) funksiyaning limiti mavjud va chekli
boisa, (2) integral yaginlashuvchi deyiladi.
1
d
1- misol. Ushbu R integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

4 Ravshanki, X,=0 nuqgta f{x) = yix funksiyaning maxsus nugtasi.

Demak, garalayotgan integral chegaralanmagan funksiyaning xosmas
integrah boiadi.
| Ta’rifga binoan

dx
VX Vx 40

boiadi. Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va u 2 ga
teng. »

2- misol. Ushbu rax xosmas integral uzoglashuvchi boiadi, chunk!

1
qu] = fI_i>rI10(In x)! = +o0.

dx

3- misol. Ushbu integral yagqinlashuvchanlikka tek-

shirilsin.
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M Integral ostidagi
f(.x) =

funksiya uchun xi)=0, x,=1 nugtalar maxsus nuqtalar boiadi. Xosmas
integral ta'rifidan foydalanib topamiz:

. dx : :
I f = - =
:(|-X) f,_LrJ% I lim [arcsin(2x — JP-
= lim [arcsin(2/ -1) - arcsin(2i' -1)] = ’2\ |2 =n.
-0
Demak, integral yaginlashuvchi va
' dX = 71. »
six{-x) 7
4-misol. Ushbu
dx J, = Ox (a>0)
{x-df {b-xr
integrallar yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
< Ta’rifdan foydalanib topamiz;
O 2 X oy e
(x=f1)*  /=»0+0] (x-f)*  i->a+0 1-a
_ 1
t-1at0 1-a

Bu limit a ga bogiiq boiib, a < 1 boiganda chekli, demak, /j
xosmas integral yaginlashuvchi, a > 1 boiganda esa cheksiz boiib,
Ji xosmas integral uzoglashuvchi boiadi.

a = 1 boiganda

xd-x a =t xd.xa = Jim, (In(x - 2))

boiib, /j integral —uzoglashuvchi.
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Demak, y, = a (a>0)
{x-ar
integral a < 1bo‘lganda yaqginlashuvchi, a> 1bo‘lganda uzoglashuvchi
bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumekin,

(,,>O,

integral a < 1bo‘lganda yaqginlashuvchi, a> 1bo‘lganda uzoglashuvchi
bo‘ladi. »

Yugorida keltirilgan ta’rif va misollardan chegaralanmagan funk-
siyaning xosmas integrali ham 43-46- ma’ruzalarda batafsil o‘rganil-
gan chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) xosmas integral kabi
ekanligini ko‘ramiz.

Shuni e’'tiborga olib, chegaralanmagan fuksiyaning xosmas integ-
rallari hagidagi tushuncha va tasdiglarni keltirish bilangina kifoya-
lanamiz. Bunda [a, b) da berilgan va x =ﬁ uning maxsus nugtasi

bo‘lgan f{x) funksiyaning xosmas integrali f(xX)dx ni garaymiz.

3°. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.
h

DAgar f(x)dx integral yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
a
h
f(x)dx, {a<c<b)

integral ham yaginlashuvchi boiadi va aksincha. Bunda
c h
f{x)dx =1 f{x)dx +1f{x)dx

tenglik o‘rinU bo‘ladi.
h

2) Agar f{xX)(J» integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

cf{x)dx ham (c = const) yaqginlashuvchi bo‘lib,
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It

m{x)dx =c -D f{x)dx, (c = const)

bo'ladi.

3) Agar f{x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, Vxe[a,6) da
a
/(x) >0 bo‘lsa, u holda

f{x)dx >0

bo'ladi.

4) Agar ; f{x)dx va g{x)dx integrallar yaginlashuvchi bo'lsa,

a (o]

u holda (/(x) xg{x))dx integral ham yaginlashuvchi bo‘lib,

h b h
NH{X)Eg{x))dx = \F{X)dxE=\g{x)dx
bo'ladi.
b h
5) Agar f{x)dx va g{x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lib,
Vxe \ab) da /(x) <”(x) bo‘lsa, u holda
h h
N H{X)dx<\g{x)dx
bo‘ladi.
4°. Xosmas integralning yaginlashuvchanligi. Faraz qilaylik,/(x)
funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nugta shu funksiyaning maxsus
nugtasi bo‘lsin.
1-teorema. (Koshi teoremasi.) Ushbu

f{x)dx
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integralning yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham
shunday 5> 0 son topilib, b-?><t' <b, b-8<t" <h tengsizlik-
larni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy t' va t" lar uchun

f{x)dx <e

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
5°. Manfiy bo‘Imagan funksiyaning xosmas integrallari. Aytaylik,
f{x) funksiya [a b)da berilgan {b nugta shu funksiyaning maxsus

nugtasi) bo'lib, VxE[a,Z>) da /(x)>0 bo‘lsin.
2- teorema. Ushbu

f{x)dx

xosmas integral yaginlashuvchi boiishi uchun V/ e {a,b) da
t

F(t) = f(x)dx <C, (C =const)

tengsizlikning bajarilishi, ya’ni F{t) funksiyaning yuqoridan chegara—
langan bo‘lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar F{t) = f{x)dx, (Vie (a,b)) yuqgoridan chegara-

lanmagan bo‘lsa, u holda f{x)dx xosmas integral uzoglashuvchi

bo'ladi. “

6°. Taqgoslash teoremalari. Faraz gilaylik,/(x) vag(x) funksiyalar
[a, b) da berilgan bo'lib, b nugta shu funksiyalarning maxsus nugtalari
bo'lsin.

3-teorema. Agar Vx € [a,6) da 0</ (x) <g(x) bo'lib, »g{x)dx

yaqginlashuvchi bo‘lsa, f{x)dx ham yaqginlashuvchi bo‘ladi,
b “ b
f{x)dx uzoglashuvchibo‘lsa, g{x)dx ham uzoglashuvchi bo'ladi.
a
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4-  teorema. Aytaylik, f{x) >0, (g(x) >0), x e [a b) funksiyalar
uchun

lim 44 =t
x"h-Q g(x)
boisin.
h b
Agar k <ioo boiib, _ g(x)dx yaginlashuvchi boisa, « f(x)dx
a a
ham yaginlashuvchi boiadi,
h
Agar A > 0 boiib, g{xX)dx uzoglashuvchi boisa, f(x)dx
a a

ham uzoglashuvchi boiadi.
Natija. Yugoridagi 4- teoremaning shartida 0 < A< boisa, u
b b
holda f{x)dx va g{x)dx integrallar bir vaqtda yoki yaqinla-

shuvchi, yoki uzoglashuvchi boiadi.
Natija. Agar x o'zgaruvchining b ga yetarlicha yaqin giymatlarida

' (bxT fa>0)
boisa, u holda:
h
1) (p(x) <C < +00 va a < 1boiganda ,,f{x)dx integral - yaqin-
a
lashuvchi,
b

2) (p(x)>C>0 va a >1 boiganda f{x)dx integral uzogla-
a
shuvchi boiadi.

5- misol. Ushbu *Cff—x dx integral yaginlashuvchanlikka tekshi-

rilsin.
330



i Integral ostidagi funksiya

cos™ X Cos™ X

bo‘lib, VWxe[0,) uchun (p(X) =cos®x <1, a="<I| bo‘ladi.

Yuqoridagi natijadan foydalanib berilgan integralning yaqinlashuvchi
bo'lishini topamiz. »
1

6-misol. Ushbu  —7%y integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin,
0 1 A
mi Ravshanki, quyidagi —j== xosmas integral yaqginlashuvchidir.

VI1-X
Endi ushbu
X

AD™

limitni hisoblaymiz: lim = lim X ~ .
, 1 A VXY 2
/

U holda yuqoridagi natijaga ko'ra berilgan xosmas integralning
yaginlashuvchi ekanini topamiz. »

7°. Xosmas integralning absolut yaginlashuvchanligi. Aytaylik,
/(x) funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nugta shu funksiyaning
maxsus nugtasi bo'lsin. (Bunda Vxe [a,b) da / (x) >0 bo'lishi
shart emas).

b
Ravshanki, ushbu N{(X)]i& integral manfiy bo'lmagan funksiya—
a A
ning xosmas integrali bo'ladi.
h

5-teorema. Agar J I/]cix integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u
a

holda f{x)dx integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
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h b
6-ta’rif. Agar , J(X)|i& integral yaginlashuvchi boisa, =~ f(x)dx

absolut yaginlashuvchi integral deyiladi.

b b
Agar J\f{xypx integral uzoglashuvchi boiib, ] f{x)dx yaqin-
a a

b
lashuvchi boisa, f{x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.
a
8°. Xosmas integrallarni hisoblash. Faraz gilaylik,/(x) funksiya

[a, b)da uzluksiz boiib, uning F{X) boshlangich fiinksiyasi x 6-0
da chekli limitga ega boisin:
I_igno F{x) = F{b).

U holda

f{x)dx = lim f{x)dx = lim [/’(/) - H)\=F") -F{a) = F{x)

boiadi. Bu Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
Aytaylik, U{X) va to(X) funksiyalar [a, b) da berilgan va shu oraligda

uzluksiz U{x) va y'(") hosilalarga ega boiib, b nugta v(x) m\X)
hamda m(x) *¥v\X) funksiyalarning maxsus nugtalari boisin.
Agar:
b
1)  v{x)du{x) integral yaqginlashuvchi;

2) Ushbu Iirt')nO u(t) v(t)
b
limiti mavjud va chekli boisa, u holda u{x)dv{x) integral yaqgin-

a

lashuvchi va
U{X)dV{X) = m(x)u(x) v(x)du{x) (3)

boiadi, bunda u() v(b)= XIlrbn0 u(® v(t).
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7- misol. Ushbu integral hisoblansin.

4 Bu integralda u{X)=x+1, dv{x)= "~ dx deb ohnsa,

unda du{x) =dx, u(x)=3(x-1) va

1
u{xX)v{x) =x+)-3(x-)5 =3,

1 1 1
v{x)du{x)= 3(x-1)" a&f = —(x -1 j
0 0
bo‘lib, (3) formulaga ko‘ra
1 1

/.
Quyidagi /(X)rfx

xosmas integralda {b — maxsus nugta) x = (p(i:) almashtirish bajaramiz,
bunda (p(2) funksiya [a, P) oraliqda uzluksiz (p'(2) > 0 hosilaga egahamda

k@ =a @F)=lm, = b.

Agar fi<{Z2)W{z)dz

integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u hol*a f{x)dx integral ham yaqin-

lashuvchi bo‘lib, "



f{x)dx= f{"{z)Wiz)dz
bo‘ladi.

. dx . . .

8- misol. Ushbu (14 x)~ integral hisoblansin.

4 Bu integralda X = (p(z) = Z} almashtirish bajaramiz. Ravshanki,
X =z} bu funksiya (0, 1] oraligda x'=2z >0 hosilaga ega va u
uzluksiz bo‘lib, (p(0) =0, 9 (1) =1 bo'ladi.

Unda dx ldz 2arctgZ =2j =}, bo‘ladi. »

(X)X So4Th '

9°. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh giymati.
Faraz qilaylik,/(x) funksiya [aZ>]\{c} da berilgan bo‘lib, ¢ nugta
{a <c <b) shu funksiyaning maxsus nugtasi bo‘lsin.

Ma’lumki, ushbu

li f{x)dx+ f(x)dx

Gt
limit chegaralanmagan/(x) funksiyaning xosmas integrali deyilib, u
chekli bo‘lsa,

~c-a h h
éi/(g X)) dX+\TF{x)dx=\f{x)dx
xX-20 a c+a' J a

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi. Bunda a va a' o‘zgaruv-
chilar ixtiyoriy ravishda nolga intiladi deb garaladi.
h

Xususan, f{x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,
a

;Ii'-To f{x)dx+ f{x)dx f{x)dx.

biroq



c-a h
F(a,a)= f{x)dx+  f{x)dx

funksiya a =a' bo‘lib, a ~ 0 da chekli limitga ega bo'lishidan
b
f{x)dx xosmas integralning yaqginlashuvchi bo‘lishi kelib chiga—

vermaydi. Masalan,

dx dx

.,a) = <c<
Fla.a) = " o' (@<c<b
uchun a- a bo‘lsa,
. c-+a I}" dx bec
% = in—
. X-C X-C c-a
a c+a
bo‘ladi. Biroq
F{a,a) = - X p 2l 8
X-C X-C c-a a

bo‘lib, a =0, a'”~ 0 da uning limiti mavjud emas, ya’'ni
/
dx

e {a<c<b)

xosmas integral yaginlashuvchi emas.
7-ta’rif. Agar a =a' bo‘lib, a 0 da
c-a h
F{a,a")= f{xX)dx+ f{x)dx

a c+a'
b

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda _f{x)dx xosmas
integral bosh giymat ma’nosidp yaqinlashuvchi deyilib.

c-a |

% f{x)dx + f{x)dx

a c+a
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limit esa f{Xx)dx xosmas integralning bosh giymati deyiladi. Uni

h
v.p. f{x)dx
kabi belgilanadi. Demak,
b c—Ca q
v.p.W/(x)i/x = Iirrg f{xX)dx+  f{x)dx
Mashqiar
dx . . .
1. Ushbu integral hisoblansin.

2
2.Ushbu Insinxdx integralning yaginlashuvchanligi isbotlan—

0
sin, giymati topilsin.
1

3. Ushbu ox integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
>/x+arctgx

48— ma’ruza
Xosmas mtegrallaming ummniy holi

1°. Chegaralanmagan funksiyanmg cheksiz oraUq bo‘yicha xosmas
integrali tushunchasi. Faraz qilaylik,/(x) funksiya {a, +°) oraliqda
berilgan bo‘lib, a nugta uning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

Ayni paytda, bu funksiya istalgan chekli [t, X] {a<t <x< +&)
oraligda integrallanuvchi, ya’'ni

f{x)dx = F(,;t,x)

integral mavjud bo'lsin.
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Maiumki, i =a+0 da F(t,T) funkiyaning limiti mavjud boisa,
uni chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali deyilib.

{x)dx
kabi belgilanar edi:

f{x)dx~ t_ljglo F{t,x)- r-Iira];—]OJ f{x)dx. (]_)

Avytaylik,/(x) funksiyaning (a, X] oraliq bo‘yicha xosmas integrali

/ {X)dx mavjud boisin. Ravshanki, bu integral xga bogiiq boiadi.
Agar X->+00 da f{x)dx ning limiti mavjud boisa, bu limit
a
fix) funksiyaning {a, + oralig bo‘yicha xosmas integrali deyilib,
uni  f{x)dx kabi belgilanar edi:
f{x)dx=\im f{x)dx. )

a a

(1) va (2) munosabatlardan topamiz:

/(x)iix:=|tqu+1mrl_i>rg|O% f{x)dx. o)

Bu (3) munosabat chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq
bo‘yicha xosmas integralini ifodalaydi.

2. x°  Adx integral va uning yaginlashuvchanligi. Ravshanki,

bu integral a ga bogiig. a < 1boiganda x = 0 nugta integral ostidagi
funksiyaning maxsus nuqgtasi boiadi. Demak,

T x“~“e/dx
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integral chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo'yicha xosmas
integrali.
Qaralayotgan integralni quyidagicha

A ekt | Xe-dX
0 0 1
ko‘rinishda yozib, tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning har
birini alohida—alohida yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.

Ushbu x° 'e ™dx integralda, integral ostidagi funksiya uchun

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki,

1
dx

J-a
0

integral 1- a <1, ya'ni a> 0bo‘lganda —yagqinlashuvchi, 1-a > 1,
ya’'ni fl <0 bo'lganda —uzoglashuvchi. Demak,

dx

Xu ;e udX va ”1-0

*

integrallarda < if

bo‘lib, a > 0 bo'lganda . integral — yaginlashuvchi. Unda
taqgqoslash hagidagi teoremoaga ko‘ra a> 0 bo'lganda

1’x“—"e—"dx
integral yaqinlashuvchi bo‘Ia%Ii.

Endi X*“e-"dx

integralni yaqginlashuvchanlikka tekshiramiz.
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Ushbu X“'e Ndx va |9 *
|
integrallarni garaylik. Ravshanki, ~jdx integral yaginlashuvchi.
"a-g-x el

Ayni paytda, )Ie|r>n'__ — jl— = )Lm— = 0 bo‘lganligi sababh, 44- ma’-

ruzada keltirilgan tasdigga ko‘ra  X°~e~dXx integral a ning ixtiyoriy
0
giymatlarida yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Demak, berilgan x°  ~dx integral a > 0 bo‘lganda yaqin-

lashuvchi bo'ladi.
1
3°. x0'1& - x}é"ldx integral va uning yagqinlashuvchanligi.
0

Bu integraldagi integral ostidagi funksiya uchun:

a) a<1, b>I boiganda x = 0 maxsus nuqta;

b) a>1 ¢(><1 bo'lganda X — 1 maxsus nugta;

d) i<l b<I bo‘lganda x= Q x= 1nuqgtalar maxsus nugtalar
bo'ladi.

Berilgan integralni qulyidagicha yozib olamiz:

1 2 1

‘ (@ = >)*-" dX=NXNN- )= AXHENXLD(L - X)) 2%

I 0 1

Ravshanki, lim m rl, lim =1
X6 X8 " 1-Jo" *

Unda 47- ma’ruzada IMltirilgan tasdigga ko‘ra

X" ‘(L-xf ‘dx bilan  x“~\dx,



1 1
X'-' (L - x*~"dx bilan (1 -x)*-dx
N\

2 2

integrallar bir vaqtda yoki yaqginlashadi, yoki uzoglashadi.

2
Maiumki, a > 0 boiganda  x"“~dX integral yaqinlashuvchi,
0
A> 0 boiganda
1
1 - x)*-"dx
1

2

integral yaqinlashuvchi boiadi. Demak, a > 0 boiganda
1
2

X" =*(I-x)*-"lic
0
integral yaqinlashuvchi boiadi, > 0 boiganda

1
O - L fiix

2

integral yaginlashuvchi boiadi. Shunday qilib, berilgan
1
X' (1-Xx)*=" X

xosmas integral o > 0 va &> 0 boiganda yaginlashuvchi boiadi.

Mashglar

1. Ushbu i dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

2. Ushbu I'_:f dx integral yaqginlashuvchanlikka tekshirilsin.
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11-BO B
SONLI QATORLAR

49— ma’ruza

Sonli gatorlar va ulaming yaginlashuvchanligi.
Yaginlashuvchi gatorning xossalari. Koshi teoremasi

1°. Sonli gator tushunchasi. Faraz qilaylik,
{ay. ai,az,ai,...,a,,,...
haqiqgiy sonlar ketma-ketligi berilgan bolsin. Ular yordamida ushbu

g+ -
ifodani hosil gilamiz. (1) ifoda sonli gator, gisgacha deyiladi va
u kabi belgilanadi:
«=1
@
=fl, +@ +«3 oMot oo
g=
Bunda «1,«2,"3, sonlar gatorning hadlari, a,, esa gator-

ning umumiy hadi (yoki n-hadi) deyiladi.

Quyidagi
++mm +«,,. («=1,2,3,.)
yig‘indi (1) gatorning n- gismiy yig‘indisi deyiladi.
Demak, (1) gator berilganda har doim bu gatorning gismiy yig‘in-
dilaridan iborat ushbu

S\ Si, SN, S,
ketma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,

12 23 «(«+1)
gatorning gismiy yig‘indisi



boiib, ulardan tuzilgan {1} ketma-ketlik
12 3 n
273740 k1"
boiadi.
1-ta™rif. Agar n™ @ da {;",j ketma-ketlik S ga {S R)
yaginlashsa, (1) gatoryaginlashuvchidtyiladi, SuningyigHndisiGe.yiN\aGi\

lim5,, =5, S="a,, .

Agar {S} ketma-ketlik chekli limitga ega boimasa (limit mavjud
boimasa yoki cheksiz boisa), (1) gator uzoglashuvchi deyiladi.

. v 1 1 1 1
1-misol. Ushbu - gator

uchun S,, =\— i- boiib,
Hn

limS,, =lim =1

«->e0 «-»00 /7+1/

boiadi. Demak, berilgan gator yaginlashuvchi va uning yigindisi

Igateng:

2-misol. Quyidagi N « =1+2 +3+... +« +... gatoruzoglashuv-
m\

n (n4-\\

chiboiadi, chunki ¢h=1+24+3+.. +«=— uchun Iim S,, = +».

3-misol. Ushbu ~ (-1)™ =1-1 +1 -1 +... +(-1)'™ +... qator
m\

uchun
0, agar n-juft son,
S, =l-1 +I-1+.. .+ (-D)" =
[1, agar n- toq son

bo‘libu «  adalimitga egaemas. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.

A2



4—- misol. Ushbu

N ag™ -a +aq +agt +.. +ag~- +..., {ae R, gqeR)
n=\
gator yaginlashuvchanUkka tekshirilsin.
< Odatda, bu geometrik gator deb yuritiladi. Berilgan gator uchun

S,,=a +aq+ag" +... +ag—" ")

bo‘lib, g <I bo‘lganda H%S,, =Aq bo‘ladi.

Demak, bu holda geometrik gator yaginlashuvchi va uning yi-

g‘indisi ga teng.
Agar q> 1bo'lsa, HmS, =
q= 1bo'lsa, IimS,, =limna=°

bo‘lib, bu hollarda berilgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
N < -1 bo‘lganda esa {S,)) ketnia—ketlik limitga ega emas. Demak,
bu holda ham gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Shunday qilib, geometrik gator W\ 1 bo‘lganda yaginlashuvchi,

Ad\> 1 bo'lganda uzoglashuvchi bo'ladi. »
2°. Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari. Aytaylik, biror

X«« =«l +«2 @
n=l
gator berilgan bo‘lsin.

Ushbu X a, “oee (#4)
n=m-+l
gator (bunda m — tayinlangan natural son) (1) gatoming goldig'
deyiladi.

1-xossa. Agar (1) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, (2) gator ham
yaginlashuvchi bo'ladi va aksincha; (2) gatoming yaginlashuvchi bo‘li-
shidan (1) gatoming yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.
(1) gatoming gismiy yig‘indisi

S, =fl, +2 +



(2) gatoming qismiy yig'indisi
~Mml Y2 +ee + <K
lar uchun =S,,+ A ff) 3
bo'ladi.
Aytaylik, (1) gator yaginlashuvchi bo‘Isin. Unda A -« da S,,

chekli limitga ega bo‘lib, (3) munosabatga ko'ra A @ da

ham chekli limitga ega bo'ladi. Demak, (2) gator yaqginlashuvchi.
Aytaylik, (2) gator yaginlashuvchi bo'lsin. Unda A = « da

chekli limitga ega bo'ladi. Yana (3) munosabatga ko'ra K —@ ds

ham chekli limitga ega bo'ladi. Demak, (1) gator yaginlashuvchi. »

2-X0ssa. Agar =a, +( +e=+g, +mm
n=\
gator yaginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi S ga teng bo'lsa, u holda

M, =CcH +Ccm +.. +cm, +..
M\
gator ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi ¢ S ¢a teng bo'ladi,
bunda - 0'zgarmas son.
3- X0ssa. Agar

~a,, =Ci H02 +... +a, +..., b, =by+bi +.. +h, +...
g=| «l
gatorlar yaginlashuvchi bo'lib, ulaming yig'indisi mos ravishda S] va
S2 ga teng bo'lsa, u holda

= +A) +f2 +N) +.L+(f,, )+
n=I
gator ham yagqinlashuvchi va uning yig'indisi  +Sj ga teng bo'ladi.
2-  va 3-xossalarning isboti sonli gatorlar va ulaming yaqginlashuv-
chanligi ta’rifidan bevosita kelib chigadi.

4-xossa. Agar ~  =a + +a,+—
n=|

gator yaginlashuvchi bo'lsa, « = da o, nolga intiladi;
lima, =0.

«>00



M Aytaylik, * a, qator yaginlashuvchi bo‘lib, uTling yig'indisi
n=|

5ga teng bo'‘lsin; Ta’rifga binoan
r!!ipo S, = r!LnQ()((s' +L +..+a,) =S.
Ravshanki, a, =S,, - S\ bo'ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
lima, = rI1|Jngo(5,, -5,0)=5-5=0.»
Esiatma. Qatorning umumiy hadi a, ning «-> < da nolga

intilishidan uning yagqinlashuvchi bo'lishi har doim kelib chigaver-
maydi. Masalan, ushbu

V2 \3

gatorning umumiy hadi o, = §14=n bo‘lib, u « * “o da nolga intiladi.

Ammo bu gator uzoglashuvchi, chunki

ketma-ketlik n @ da 4+ ga intiladi: lim S,, =°° .

Yugorida keltirilgan 4-xossa qator yaginlashuvchi bo'lishining
zaruriy shartini ifodalaydi.
5- xossa. Aytaylik,

=ay+a2+... +a,,+... @
N\
gator berilgan bo‘lsin. Bu gatorning hadlarini guruhlab quyidagi

(@ +@ +... + +aM2+ - +% ) +- )

gatomi hosil gilamiz, bunda n, < «2 < e bo‘lib, {«J - natural sonlar
ketma-ketligi {«} ning gismiy ketma-ketligi.
Agar (1) gator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig'indisi S ga teng
bo‘lsa, u holda (4) gator ham yaqinlashuvchi va yig'indisi S bo‘ladi.
(1) gator yaqginlashuvchi bo'‘lib, yigindisi iJga teng bo‘lsin. U
holda
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n—>mwdas, =U+0G+mma, S
boiadi.
Aytaylik, (4) gatorning gismiy yigindilaridan iborat ketma-ketlik
} boisin {k=l, 2, 3,...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {5,} ketma-
ketlikning gismiy ketma-ketligi boiadi. Maium teoremaga ko‘ra
N >m da —S
boiadi. Demak, (4) gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi 5ga teng. »
3°. Qatorning yaginlashuvchanligi. Koshi teoremasi. Faraz gilaylik,

00

xX"" =fl, 402 +.: +a, +...
=]

gator berilgan boisin. Maiumki, bu gatorning yaginlashuvchanligi
ushbu
S,, =ai+a2+... +a,,, («=1,23,..)
ketma-ketlikning n  °0 da chekli limitga ega boiishidan iborat.
9  ma’ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega boiishi
hagida Koshi teoremasi, ya’'ni {8} ketma-ketlikning « o da chekli
hmitga ega boiishi uchun

Ve > 0, N, Vn>«w> e N da -"1<8
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.

Bu tushuncha va tasdigdan o gator yagqinlashuvchiligini
ifodalaydigan quyidagi teorema kelib chigadi.
Teorema. (Koshi teoremasi.) * a,, gator yaqinlashuvchi boiishi
1=

uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday «o e topilib, Vn>
wvam= |, 2, 3, ... boiganda

-\= <e ®
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Eslatma. Agar ® a, qator uchun (5) shart bajarilmasa, ya’'ni
=

Beg >0, yke N, 3n>k, 3me N
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«H +«t2 +—— +«<+NNeo ©)

bo‘lsa, u holda * a, qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
™\

5-misol. Ushbu
Z sin _sinl sin2 ., sinn
A%~ 2 2 2

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
A Bu gator uchun Koshi teoremasidagi (5) shartning bajarilishini

tekshiramiz:

1

gl 2 a2 27 )1
-2

Agar Ve >0 songa ko‘ra «q = [-logz €] +1 deb olinsa, u holda

V«>« Vvam= 1 2, 3, .. lar uchun

<e

bo‘ladi. Demak, berilgan gator yaginlashuvchi. »
6-misol. Ushbu

2 3 n @
n=\

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

ml @ =" va ixtiyoriy ks N uchun n = k, m = k bo‘lganda

11 A 1 /\1 , 1
M\ n+2 n+m k+I +ﬂ12 +o "'E_k">2k_k _5_/\0

bo'ladi.

(6) shartga ko‘ra (7) gator uzoglashuvchi boladi. »

Odatda, (7) gator garmonik gator deyiladi. Demak, garmonik
gator uzoglashuvchi gator ekan.

A7



Mashgqiar

1.Ushbu (x 1) gatoming yagqinlashuvchanligi is-
n=l \-X*
botlansin, yig'indisi topilsin.

2. Agar (a, >0,n=1,2,3,..) gator yaginlashuvchi bo‘l-

i
sa, u holda gatoming ham yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
50- ma*ruza

Musbat hadli gatorlar

1°. Musbat hadli gatorlar va ulaming yaginlashuvchanligi. Faraz
gilaylik,

2N —ai+024-m +«,, oo @
n=I
gator berilgan bo‘lsin.
Agar bu qatorda a,, >0, (V«e N) bo‘lsa, (1) musbat hadli gator
deyiladi.
Musbat hadli gatorlarda, ulaming qismiy yig‘indilaridan iborat
{m) ketma-ketlik o‘suvchi ketma-ketlik bo'ladi. Hagigatan ham,

=fli +(P +- +« + =S,,+ >S,,.
1- teorema. Musbat hadli

=fli +02 +... +fl, +..

gatoming yaginlashuvchi bo'lishi uchun

{S,}={a Hi2+ + («=1,23,.)
ketma-ketlikning yugoridan chegaralangan bo'lishi zamr va yetarli.
«< Zarurligi. (1) gator yaginlashuvchi boisin. Unda « — da
{5,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ladi. Yaginlashuvchi ketma-
ketlikning xossasiga ko'ra {S,} chegaralangan, jumladan, yuqoridan
chegaralangan bo'ladi.
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Yetarliligi. {S} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan boisin.
Unda monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra
{5} ketma-ketlik « @ da chekli limitga ega boiadi. Demak, (1)
gator —yaginlashuvchi.

Eslatma. Agar =0, +Q +e+ +—musbat hadh ca-
torda, uning gismiy yigindilaridan iborat {5,;} ketma-ketlik yugoridan
chegaralanmagan boisa, u holda gator uzoglashuvchi boiadi.

2°. Musbat hadli gatorlarda taqgoslash teoremalari. Ikkita

X"« =«1 +«2 +- +0c + —, Ab” =bi+b2+... +b” =+...
n=l «l

musbat hadli gatorlar berilgan boisin.

2- teorema. Faraz qilaylik, va N~ K gatorlar uchun
n=I1 «=1
Vne N da
) @
tengsizlik bajarilsin.
U holda:
® ®
1) X*« qator yaginlashuvchi boisa, *a,, qator ham yaqin-
n=l| n=I
lashuvchi boiadi;
@
2) X a, gator uzoglashuvchi boisa, * h, gator ham uzogla-
n=I n=|

shuvchi boiadi.

00 00

va gatorlaming qgismiy yigindilari mos ravishda

«=1 n=I
S,, =ai+a2+... +a,,, S§j, -ly+ +.. +h,
boisin. U holda (2) munosabatga ko'ra quyidagiga ega boiamiz:
<a-;. (©))
Avtaylik, gator yaginlashuvchi boisin. U holda 1-teore-

n=|
maga binoan {5'} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan boiadi.
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Ayni paytda, (3) munosabatni e’tiborga olib, {5,} ketma-ketlikning
ham yuqoridan chegaralangan bo'hshini topamiz. Yana 1-teoremaga

ko‘ra ® @, qator yaginlashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, gator uzoglashuvchi bo'isin. Unda (3) muno-
=
sabat va eslatmadan foydalanib, '“b,, qgatorning uzoglashuvchi
bo‘lishini topamiz. »

1-misol. Ushbu T sin4- =sin ~ +sin — +... +sSin 4— +-—
i UASI" IZIZ\ |§"

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
Ravshanki, bu gator hadlari uchun

(«=1,2,3,..)

tengsizlik o‘rinU bo'ladi.

Nadada berilgan gatorning har bir hadi yaginlashuvchi ?(2—1
«l

gatorning (geometrik gatorning) mos hadidan kichik. 2- teoremaga
muvofiq berilgan gator yaginlashuvchi bo'ladi. »

3- teorema. Faraz qgilaylik, musbat hadli va N h, gator-
1= <l
laming umumiy hadlari uchun

im

-ls\c, =0, (,>0, «=1.2,.)

n
bo'lsin. U holda:

1) A'<+oo bo‘lib, “b,, gator yaginlashuvchi bo'lsa,
n=I «1

gator ham yagqinlashuvchi bo‘ladi.

2) N >0 bo‘lib, ~ h, gator uzoglashuvchi bo‘lsa, » a,, gator
n=I ML

ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
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mi Aytaylik, K <+<" bo‘lib, » h, gator yaginlashuvchi boisin.

n=I

Ravshanki, r|1|—’ngnlt\1j =N =>Ve>0, N, > i\
K <z="K-i)b,, <a, <{K +£)b,,.
Bundan esa * +625, gator yaginlashuvchi boigani uchun 2-teo-
«l
remaga ko‘ra gatoming yagqinlashuvchiligi kelib chigishini

A n=I
topamiz.

Aytaylik, A'> 0 boiib, » b, qator uzoglashuvchi boisin.
/=1
Ravshanki, “I/m)" N vaO0< < A boiishidan \n> tif'e N

uchun » >X,,ya'ni h, < o, boiishi kelib chigadi. 2-teoremadan

foydalanib, ~ a, gatoming uzoglashuvchi boiishini topamiz. »
N\

Natija. Musbat hadli » X Qatorlar uchun

«=1 n=l|

iimf~ = ii;, (0O<is:<4-)

boisa, u holda va gatorlar bir vaqtda yoki yaginla-
«=1 n=I
shuvchi boiadi, yoki uzoglashuvchi boiadi.
® 1
2- misol. Ushbu — i~ gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

« «

mi Berilgan gator bilan birga uzoglashuvchiligi maium boigan

X Iﬁ garmonik gatomi garaymiz. Bu gatorlamig umumiy hadlari uchun
=
Il



1

1+ ,
lim =lim .. =lm~" =1
n"00 J_ foxe 1M

n n «

boiadi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi ekan. »

4- teorema. Aytaylik, musbat hadli » a,, va * h, gatorlar uchun
™\ ™\

“ < M
" In
boisin (a,, >0, b,>0, nt=1,2,3,.)..
U holda:

1) 'b,, qator yaginlashuvchi boisa, '*a,, qator ham yagin-
n-l n=I
lashuvchi boiadi;

2) gator uzoglashuvchi boisa, gator ham uzog-
=i «“
lashuvchi boiadi.

< Faraz gilaylik, '*a,,,'"b,, qatorlar >0,> 0, n=123,.)

n=| n=|

uchun

(«=1,2,3,..)
N
tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chigadi:

h 2 1= IEEEANS dql
Keyingi tengsizlikdan topamiz:

n=12,3,.).

Aytaylik, X b, qgator yaqginlashuvchi boisin. Ravshanki, X
= =
gator ham yagqinlashuvchi boiadi. 2-teoremadan foydalanib,
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gatorning yaginlashuvclii bo‘lishini topamiz. Xuddi shunga

0 ‘xshash X gatorning uzoglashuvchi bo‘hshidan ~ b, gatorning
/A g=]

uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chigishi ko'rsatiladi. »

Yuqorida keltirilgan teorema va misollardan ko‘rinadiki, musbat
hadli gatorning yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini bilgan holda,
hadlari bu gator hadlari bilan ma’lum munosabatda bo‘lgan (taggos-
langan) ikkinchi musbat hadli gatorning yaqinlashuvchi yoki uzogla-
shuvchiligini aniglash mumkin bo‘lar ekan.

I zo h . Yuqgorida keltirilgan teoremalar n ning biror  giymatidan
boshlab bajarilganda ham o'rinli bo'ladi.

Mashgiar

1.Ushbu ¢ "V" qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
2

2.Ushbu ~ g a % o r nin g yaginlashuvchi ekani isbotlansin.
n=s3(ln)""”

3.Garmonik gator ! ning gismiy yig'indisi S, uchun ushbu
/=1

0<64-1In(n+1) <1 (n>2)
tengsizlik o'rinli ekani ko‘rsatilsin.

51-ma*ruza
Musbat hadli gatorlarda yaginlashish alomatlari
Musbat hadli gatorlar mavzusida bayon etilgan taqqoslash teore-

malaridan foydalanib, yaginlashish alomatlarini keltiramiz.
1°. Koshi alomati. Agar musbat hadli

Hf12 teommt« , +eooe @
m\



gatorda barcha n > 1 uchun j

N 9<1 @
boisa, (1) gator yaqginlashuvchi boiadi;

(©)
boisa, (1) gator uzoglashuvchi boiadi.
m Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

N<g<l
boisin. Ravshanki, bu tengsizlikdan

a, <q"
boiishi kelib chigadi.

.E)emak, berilgan gatoming har bir hadi yaginlashuvchi geometrik
gatoming mos hadidan katta emas. Unda 50- ma’mzadagi 2-teo-
remaga ko'ra (1) gator yaginlashuvchi boiadi.

Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

IN>1], yani a,>1
boisin. Bu munosabat berilgan gatoming har bir hadini uzoglashuvchi

¢l =1+1+. +1+ ..
g=|
gatoming mos hadidan kichik emasligini ko'rsatadi. Bu holda yana
0‘sha 2- teoremaga ko'ra (1) gator uzoglashuvchi boiadi. »
Ko'pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan limit ko'rinishidagi
tasdigidan foydalaniladi.
Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gatorda
fim ~ =k
mavjud boisin. U holda :
1) A< 1 boiganda (1) gator yaqginlashuvchi boiadi,
2)k> \boiganda (1) gator uzoglashuvchi boiadi.

1- misol. Ushbu X gator yaqginlashuvchanlikka tekshirilsin.
=
ml Bu gatoming umumiy hadi a,, = boiib, uning uchun

3A



+-

n-+l n
2

boiadi. Ravshanki, lim « e

n
Demak, k——i<\, berilgan gator yaginlashuvchi ekan. »

1- eslatma. Koshi alomatidagi (2) va (3) tengsizliklar n ning
biror «o giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdig o‘rinli boiadi.

2- eslatma. Koshi alomatining limit ko'rinishidagi ifodasida
k= 1boisa, u holda (1) gator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham boiishi mumkin.

2°. Dalamber alomati. Agar musbat hadli

. €
gatorda barcha « > 1 uchun
; N<n<l, (fl,>0,«=12.0) )
boisa, (1) gator yaginlashuvchi boiadi;
N>1, (a,>0,n=\2.) ®5)

boisa, (I) gator uzoglashuvchi boiadi.
< Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

<q <|

boisin. Bu tengsizlikni quyidagicha
i
(9<1)
ko‘rinishda yozish mumkin.
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Ravshanki,

¢ 9”7, (0<9<1)

rt=l
gator (geometrik gator) yaginlashuvchi. 50- ma’ruzada keltirilgan 3-
teoremadan foydalanib, berilgan gatoming yaginlashuvchi boiishini
topamiz.

()m gator hadlari uchun > 1 boiganda (1) gatoming uzog-

lashuvchi boiishini aniglash giyin emas. »
Dalamber alomatining quyidagi limit ko'rinishidagi tasdigidan
foydalaniladi.

Faraz qilaylik, musbat hadli (1) gatorda |I/Q)’]O =d limit mavjud

boisin. U holda;

N d< \boiganda (1) gator yaginlashuvchi boiadi,
2) d> \boiganda (1) gator uzoglashuvchi boiadi.
A
gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
=1 «
m Berilgan gator uchun

(«+)!
{n+iy. n"" _
«, («+1)+ h! 1 n"
"n
boiadi. Ravshanki, Iim=—i— =

S
1+—

=)

1 N
Demak, d = ;<\, berilgan gator yaginlashuvchi ekan. »

3- esiatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar n ning
biror «o giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdig o‘rinli boiadi.

4- eslatma. Dalamber alomatining limit ko'rinishidagi ifodasida
d=\ boisa, u holda (1) gator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham boiishi mumkin.
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3°. Integral alomat. Faraz qgilaylik, musbat hadli

=fl, +«2 +— +3q, teee
A

gator berilgan bo‘lsin. Ayni paytda, [1,+°°) oraligda berilgan/(x)
funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1)/(x) funksiya [l,+00) da uzluksiz,

2)/ (X) funksiya [1,+°0) da kamayuvchi,

3) Vjce[l,+o0) da /(x)>0,

4) f{n) =a,, («=1,23,..)-

Bunda berilgan gator ushbu ‘*a,, =~f{n) ko'rinishga keladi.

n=I n=I
Yugoridagishartlardanfoydalanib, « <x <« +I, (ne N) bo'lganda
fin) >fix) >fin +1), ya'ni fl,, >fix) >}
bo'lishini topamiz. Keyingi tengsizlikni [«,« +1I] oraliq bo'yicha
integrallash natijasida

Hl
fiA < Jfix)dx <1, ©
n
bo‘lishi kelib chigadi.
Endi berilgan =" /(«) qator bilan birga ushbu
™\ n=I
o N
X 1fiM)dx i)
/A
gatomi garaymiz. Bu gatorning gismiy yig'indisi
A4 i
Y fix)dx= i fix)dx
k| k 1

bo‘ladi.
Aytaylik, F{X) funksiya [1,+°°) oraligda/(x) funksiyaning boshlan-

g‘ich funksiyasi bo‘lsin: F\X) = fix).
£ 574



Uni quyidagicha

F{x) =1f{t)dt, F() =0

1
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Natijada
n *4
X J f(x)dx =F{n +I)
pr=i

boiadi.

Agar /7 = @ da F(/i+]) chekli songa intilsa, (bu holda (7) gator-
ning gismiy yigindisi chekU limitga ega boiadi) unda (7) gator -
yaginlashuvchi.

n
Binobarin, f(xX)dx, (/j=1,2,3,...) ketma-ketlik yugoridan

1
chegaralangan boiadi. (6) munosabatga ko‘ra berilgan gatorning gismiy
yigindilaridan iborat ketma-ketlik yugoridan chegaralangan boiib,
musbat hadU gatorlaming yaginlashuvchanligi haqidagi teoremaga

muvofiq berilgan )é:' Qator yagqinlashuvchi boiadi.

Agar «->m da F{n+I)-"°° boisa, berilgan gator uzoqla-

shuvchi boiadi.
Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz.

Integral alomat. Agar lim F(X) =b
boiib, b chekli sonboisa, Qator yaginlashuvchi boiadi, b =
g=|
boisa, X Qator uzoglashuvchi boiadi.
A\
3-misol. Ushbu
yi =l+x+L+.+L+., (a>0)
~ i 2« 3 «*

gator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
3



< Agar f(x) = (a > 0) deyilsa, unda bu funksiya [l,4+<0
oraligda integral alomatda keltirilgan barcha shartlami ganoatlantu—adi.
Bu funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

a1 1

° _ - |
1 I-a

t -1
boiadi. Ravshanki,

N .
Jim FOQ) = fim 1_19 I n , agar a > 1boisa,
- - IN /' °o agara < 1lboisa

boiib, a =1 boiganda quyidagiga ega boiamiz:

lim F(x) - lim -t—t=a),

1
Demak, integral alomatga ko'ra .?_é"—— gator a>1 boiganda

yaginlashuvchi, a <1 boiganda uzoglashuvchi boiadi. »

N
Odatda, o —1 gator umumlashgan garmonik gator deyiladi.

4°, Raabe alomati. Agar musbat hadli
=fl, +02 + o+ @
gatorda n 6 Awningbiror  («o > 1) giymatidan boshlab, n> n. uchun

1- >r>\

boisa, (1) gator yaqginlashuvchi boiadi.

L <1

boisa, (1) gator uzoglashuvchi boiadi.



A Aytaylik, (1) gator hadlari uchun
1- <

bo'lsin. Bu tengsizlikdan

®
bo'lishi kelib chigadi.
Endi A>a > 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi a sonini olib, uni

1

a - hm

»-»00

n

kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko‘ra, shunday rHos N topiladiki,
barcha n> lar uchun

1 <r

n
ya’ni N n) N 9
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

(8) va (9) munosabatlardan barcha n>n", = max {«0,«0}) lar
uchun
1
a \ n
(n-If

bo'lishi kelib chigadi.

Bu tengsizlikniva a > 1 bo‘lganda Y — gatorning yaqginlashuv-
chanligini e’tiborga olib, so‘ng 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foy-
dalanib, berilgan /\\M_ gatorning yagqinlashuvchi bo'lishini topamiz.
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Endi (1) qaluxiiing hadlari uchun « > «q boiganda
1- <1

boisin. Bu tengsizlikni quyidagicha

%H > n
11

n-
ko‘rinishda yozish mumekin.

O
Ushbu tengsizlikni va » gatorning uzoglashuvchiligini e’tiborga
™\

olib, yana 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foydalanib, berilgan

gatorning uzoglashuvchi boiishini topamiz. »

Ko‘p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko‘rinishidan
foydalaniladi.

Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gator hadlari uchun

limn 1 %
n-"00

mavjud boisin. U holda:
1) p > 1boiganida (1) gator yaginlashuvchi boiadi,
2) p < 1boiganida (1) gator uzoglashuvchi boiadi.

4-misol. Ushbu (a>0) gator yaginlashuv-
n=2
chanlikka tekshirilsin.
M Bu gator uchun

N\
Led 12 2K g

boiib, limn 1- =rI]|_% l—=|nﬂ boiadi.
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Agar \Xm > 1, ya'ni a > e bo‘lsa, berilgan gator yaginlashuvchi
boiadi.

Agar Ino < 1, ya'ni a < e bo‘lsa, berilgan gator uzoglashuvchi
bo‘ladi

Agar a—ebo‘lsa, Raabe alomati berilgan gatorning yaqginlashuv-
chanligi yoki uzoglashuvchiligi hagida xulosa gilolmaydi. »

Mashqiar

1. Ushbu

L (~>0)
n=Il

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda {a,,} ketma-ketlikning
har bir hadi musbat bo‘lib, rl}igoa,, =a, (a R).

2. Ushbu

ie(fi

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

52- ma*ruza
Absolut va shartli yaginlashuvchi gatorlar

1°. Absolut va shartli yaginlashuvchi gatorlar tushunchasi. Faraz
gilaylik,
=0, +02+eee 4+« Fooe @
n=I
gator berilgan bo'lsin. Bu gatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqi-
giy sonlardan iborat. (Odatda, bunday gator ixtiyoriy hadli cotor deyiladi.)
(1) gator hadlarining absolut giymatlaridan ushbu

=W Ho|+.+ &, +.. @
n=\

gatomi tuzamiz.
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1-teorema. Agar (2) qator yaginlashuvchi boisa, u holda (1)
gator ham yagqinlashuvchi boiadi.

M Aytaylik, (2) gator yaginlashuvchi boisin. Unda gator yaginla-
shuvchanligi hagidagi Koshi teoremasiga ko‘ra

Ve >0, SitffsN, yn>riQ Aw=123.. da
«Hl + (2 <€
boiadi. Ravshanki,
+XA2 +mm-THM | 2
Keyingi ikki munosabatdan
Ve >0, 3ti"sN, V«>«o» Mw=1,2,3,.. da
«Hl +H2 + o +rHMI< A
boiishi kelib chigadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) gator yaginla-

shuvchi boiadi. »

1-ta’rif. Agav X]0,| gator yaqginlashuvchi boisa, gator
«=1 n=l

absolut yaginlashuvchi gator deyiladi. Masalan, ushbu

2% 3¢ 4
gator a > 1 boiganda absolut yaginlashuvchi gator boiadi, chunki

(_]_)'t‘l =u_L 4+ L+...+i ...
=

2“ - 4“ « “

umumlashgan garmonik gator a > 1 boiganda yaginlashuvchi.
2-ta’rif. Agar “a,, qator yaqginlashuvchi boiib, X]«,| gator
n=I «1

uzoglashuvchi boisa, ~a,, qator shartli yaginlashuvchi gator
n=\

deyiladi.



Misol. Ushbu y ii-D)"*“*=1-1+i -i +...+LiH I+..
A 2 3 4 n
gator shartli yaginlashuvchi gator boiadi.
< Ravshanki, berilgan gatorning gismiy yigindisi

©)
boiadi. MaiumKki, In(l +x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra
yoyilmasi
-1y=X"

boiib, 0<X < 1 boiganda

NH(X)
boiar edi (qaralsin [1], 6-bob, 7- 8§).
Xususan, X = 1boiganda
1
n-+l “)

boiadi.
(3) va (4) munosabatlardan
In2 =4, +/2,,,i(l)
1

«H

boiishi kelib chigadi. Demak, n @ d S, = In2. Bu esa garala-

yotgan gatorning yaginlashuvchi ekanini bildiradi.
Ayni paytda, berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan

va undan 5,-1n2

(- 1)n—l

2 3 n
n=l|

gator garmonik gator boiib, uning uzoglashuvchiligi maium. Demak,
berilgan gator shartli yaginlashuvchi gator. »
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Endi XI*nl = N +k2!+—+ k] +-"'m
n=I

gatorning musbat hadli gator ekanini e’tiborga olib, X gatorning
p=

absolut yaginlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz.
Ulaming isboti 51- ma’ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chigadi.
Dalamber alomati. Faraz qgilaylik,

=01 +«24eee +« Hooe> («,,n0, «=12,..)
=

gator hadlari uchun

n“00 \a)\

limit mavjud boisin. U holda:

1) d < | boiganda, gator absolut yaginlashuvchi boiadi,
«l

2) d> | boiganda, X g at o r uzoglashuvchi boiadi.
=1

Koshi alomati. Faraz qilaylik,

=«i +2 +- +a,,+...
=
gator hadlari uchun

mE =K

limit mavjud boisin. U holda:

1) A< 1boiganda, gator absolut yaginlashuvchi boiadi.
g=

2) AT> 1boiganda, X gator uzoglashuvchi boiadi.
/=1



2°. Absolut yaginlashuvchi gatorlarning xossalari.

Absolut yaginlashuvchi gatorlarning xossalarini keltiramiz.

1) Agar gator absolut yaginlashuvchi bo'lsa, u holda bu qgator
yaginlashuvchi bo‘ladi.

ml Bu xossaning isboti 1-teoremadan kelib chigadi. »

2) Agar

=a, H2 +— +0, +ee )

n-I

gator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, {b} sonlar ketma-ketligi chega-
ralangan bo‘lsa, u holda

+2N +... +a,b,,+... 5)
gator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
A Shartga ko'ra, {b} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak,

3Af >0, V/16 AT da %\<M ©)

bo'ladi.
(1) gator absolut yaginlashuvchi. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra

Ve > 0 son olinganda ham ~ ga ko‘ra shunday Hyb N topiladiki,
Vn>nQ va w=1,23,... bo‘lganda

+a,, *t.+ @)
bo'ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:
[+KA2Ae21+- + AN\ A (nH K42 )<e.
Yana Koshi teoremasidan foydalanib, ~a,,b,, gatorning absolut
K
yaginlashuvchi ekanini topamiz. »
3) Faraz gilaylik.
E«« =«1 +02+... +a, +... (1)

n=I



gator hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida ushbu

E 'y =d+Q+- +aj +... €]
7=1
gator hosil gilingan boisin.
Ravshanki, (8) gqatoming har bir a@j hadi (J - 1,2,...) (1) gator-
ning tayin bir hadining aynan o'zidir, ya'ni V/e N, 3kj e N,

. =dj boiadi.

"Agar (1) gator absolut yaqginlashuvchi boiib, uning yigindisi
S ga teng boisa, u holda bu gator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirishdan hosil boigan (8) gator absolut yaginlashuvchi
va uning yigindisi ham S ga teng boiadi.

4 Avytaylik, (1) gator absolut yaqinlashuvchi boiib, uning yigin-
disi S ga teng boisin.

(8) qator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan *

gatoming gismiy yigindisini a' bilan belgilaylik:

yA

Agar n =mdLxk, deyilsa, unda n>n va Vne N boiganda

I<j<n A

SN
boiadi.
(1) gator absolut yaginlashuvchi boigani sababli uning gismiy
yigindilari ketma-ketligi yugoridan chegaralangandir. Binobarin,
yigindi ham yuqoridan chegaralangan boiadi. Unda musbat hadli

gatoming yaginlashuvchiligi hagidagi teoremaga ko'ra * dj gator

va ayni paytda ‘“a‘'j qator ham yaginlashuvchi boiadi. Demak,

gator absolut yaqginlashuvchi. Uning yigindisini S' deymiz.
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Endi berilgan X gator hadlarining o'rinlarini ixtiyoriy ravishda
«l
almashtirishdan hosil boigan

@

X Nl +@ o+t

gator yig‘indisini 5 ga teng ekanini isbotlaymiz. Buning uchun Ve >0
ga ko‘ra shunday ne N topilib, V« >« da

<e
. 9
" ©)
boiishini ko'rsatish yetarli boiadi.
Ixtiyoriy musbat e sonni tayinlab olamiz. Modomiki, * gator
=

absolut yaginlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan

e > 0 songa ko‘ra shunday Hynomer topiladiki,

<«
?m (10)
A=iCH
shuningdek, gatorning yaginlashish ta’rifiga ko‘ra
0
b

boiadi.

Yuqoridagi natural son n ni shunday katta qilib olamizki, /I\I\E\Ak

gatorning n dan katta boigan n nomerli ixtiyoriy qismiy yigindisi
bl *

gatorning barcha dastlabki «gta hadi gatnashsin.
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Ravshanki,
/ AN
n "0
5 = +

k=\ el > J

Keyingi munosabatdan va (11) tengsizhkni e’tiborga olib topamiz:

n n «0 «0 n
—-S < + -5 < -
K\ *=1 I\ e\ Kk~
Ma’lumki, n> n bo‘lganda * gatorda " gatorning bar-
k=I K™\

cha dastlabki «gta hadi gatnashadi. Binobarin,

- /\aj’
k=1 k=1
ayirma X har bir hadining nomeri Hydan katta bo‘lgan

&l
n —o ta hadining yig'indisidan iborat.
| Endi natural m sonni shunday katta gilib olamizki, bunda fiQ+Hm
son yugorida aytilgan barcha « - «qta hadlarning nomerlaridan katta

bo‘Isin.

U holda
n «Q nQ+m
-s% < E % 13)
SN SN k=no-+l
bo‘ladi.

(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlik,
ya’ni

<S
k=

tengsizlikning bajarilishini topamiz. »



Mashgiar

Aytaylik, X a,
m\
ixtiyoriy hadli qator boiib,
N\, 0,,>0, \-, 0,<0,
[0, G,<0, " [0 a,>0

boisin.

1. Agar (*) gator absolut yaginlashuvchi boisa, u holda

=
gatorlar yaginlashuvchi va

=\ n=I «=1 n=I n=I n=l
boiishi isbotlansin.

2. Agar (*) qator shartli yaginlashuvchi bo'lsa, u holda »

=
gatorlarning uzoglashuvchi bo'lishi isbotlansin.
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