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SO‘Z BOSHI

Oliy ta’lim muassasalarida mavjud “Matematika” va “Matematika o‘qgitish
metodikasi” ta’lim yo‘nalishida o‘qgitiladigan “Matematik analiz” fani dasturlari bir-
biridan o‘gitish magsadi va mazmuni jihatdan tubdan farq giladi. “Matematika”
ta'lim yo‘nalishida “Matematik analiz” fani mazmuni chuqurligi bilan bir gatorda
o‘gitiladigan bo‘limlari bilan ham farq giladi. Bu ta'lim yo'nalishida klassik analiz
asoslari  o‘rgniladi. “Matematika o‘qgitish metodikasi” ta’lim yo‘nalishida
o‘gitiladigan matematik analiz kursida klassik analiz asoslari bilan bir gatorda
differensial tenglamalar, kompleks va haqgigiy o‘zgaruvchilming funksiyalari
nazariyalan, funksional analiz asoslari o‘rganiladi.

Respublikamizda matematik analiz fanidan yaratilgan olguv adabiyotlari
“Matematika” ta’lim yo‘nalishiga moslab yozilgan. “Matematika o‘qgitish
metodikasi” ta’lim yo‘nalishida  uchun vyaratilgan o‘quv adabiyotlari ham
yugoridagi adabiyotlardan kam farq giladi.

Bo'lajak matematika o‘qgituvchilariga “Matematik analiz” fanini o'gitish
tajribasi, xorijiy tajribalami o‘rganish shuni ko‘rsatadiki, darslikning ta’lim
yo‘nalishi Davlat ta’lim standarti, malaka talablariga mos yozilishi, talabayechishni
uddalashi lozim bo‘lgan tayanch masalalami yechish namunalarining berilishini,
fanga gmquvchi talabalarni ham hisobga olishni, talabalar mustaqil ishini
tashkillashtirish uchun materiallaming mavjud boiishini tagoza giladi.

Ushbu darslikni yozishda yuqorida aytilganlar e’tiborga olindi.

Ushbu darslik uch bo‘limdan - analizga kirish, bir o ‘zgaruvchili funksiyaning
differensial hisobi va bir o‘zgaruvchili funksiyaning integral hisobidan - iborat va
o‘n ikkita bobdan tashkil topgan. Bunda matematik analiz dasturida yuqorida
aytilgan bo‘limlar bo‘yicha ko‘rsatilgan barcha mavzulardan nazariy va gisman
amaliy materiallar, tayanch masalalar va ulami yechish namunalari, mustaqil ishga
ajratilgan materiallar masala shaklida keltirilgan

Darslikni tayyorlashda ta’lim bosqgichlari orasidagi izchillikka va ta’limning
kasbiy yo‘nalganlik tamoyillariga, hamda muallifning Nizomiy nomidagi
pedagogika universitetida, ko‘p yillar davomida matematik analiz bo‘yicha o‘gigan
leksiyalari va olib borgan amaliy mashg‘ulotlaridan kelib chiggan xulosalariga
asoslandi. QoMlanmaning tuzilishi, mavzulaming tanlanishi mana shu tajribalar
natijasi bo‘lib, shuningdek, shu paytgacha o‘zbek tilida mavjud bo‘lgan darslik va
o‘quv go’llanmalardan, horijiy davlatlarda chop etilgan yangi adabiyotlardan ijobiy
foydalanildi. Foydalanilgan adabiyotlardagi atamalar, tushunchalar va belgilashlami
saglab qolishga harakat gilindi.

Darslikda ta’rif, teorema, lemma, xossalar, misollar har bir bob uchun bir xil
tartibda nomerlangan. Paragraflar so‘ngida berilgan mashq va masalalar ham boblar
boyicha nomerlangan. Formulalar har bir paragraf bo'yicha, rasmlar barcha
bo‘limlar uchun ketma-ket nomerlangan.

Teoremalar isbotining boshlanishi 0, yakuni ¢ belgilar bilan belgilangan.

Muallif



BIRINCHI BO‘LIM. ANALIZGA KIRISH

I- BOB. HAQIQIY SONLAR NAZARIYASI

I-8. Ratsional sonlar to‘plami va uning xossalari

1. Ratsional sonlar to‘plami. Ma'lumki, N = {1,2,3,..n,...} kabi barcha
natural sonlar to‘plami, z = {...,-n,..., -3,-2,-1,0,1,2,3,...} kabi barcha
butun sonlar to‘plami belgilanadi.

1.1-ta’rif. Ushbu gisqarmaydigan r = ~ kasr ko‘rinishda tasvirlash mumkin
bo‘lgan har bir son ratsional son deyiladi, bu yerdap biror butun, g esa natural son.

Barcha ratsional sonlar to‘plamini Q orqali belgilaymiz.

kasrlarni har birini gisgartirish natijasida”- gisqarmas kasr ko‘rinishga
keltirish mumkin. Demak, ulaming har biri ratsional son va ular o‘zaro teng.

Q to'plamda arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi. Aytaylik, rx = — va

r2 = ~ ratsional sonlar berilgan bo‘Isin. Bu rx va r2 ratsional sonlami yig‘indisi deb,

ri +r2=—+ —= ?IC4PX songa, ayirmasi deb, rx —r2= — = PI72~PX2,
41 yr Aardr 1 2 <7i 42 N2
songa, ko‘paytmasi deb, rxer2 = NN songa, r2”~ 0 bolganda ulaming
bo‘linmasi deb, r*r2 = A songa aytiladi.
41 ?2 41P 2

2. Ratsional sonlaming tartiblanganlik xossasi.

1.2-ta’rif. Agarrx —r2 = 0 bo‘lsa, rx = r2, agarr* - r2 > 0 bo‘lsa, rx > r2,
agarrx-r 2< 0 bo‘lsa, < r2deyiladi.

1.3-xossa. Ixtiyoriy ikkita rx va r2 ratsional sonlar uchun rx = r2rr <
r2'ri > r2 munosabatlardan fagatbittasi o‘rinli bo‘ladi.

1.4-xossa. Ixtiyoriy uchta rx,r2 va r3ratsional sonlari uchun rx < r2var2 <
r3 munosabatlardan rx < r3 bo‘lishi kelib chigadi.

Bu xossalaming to‘g‘riligi ratsional sonlar ustidagi arifmetik amallaming

xossalaridan foydalanib isbotlanadi (1-, 2-masalalar).
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3. Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasi.

1.5-xossa. Bir-biridan fargli ixtiyoriy ikki ry va r2 ratsional sonlar orasida,
ulardan fargli, kamida bitta ratsional son mavjud.

Isbot. 0 Aytaylik, rr < r2 bo‘lsin. U holda r = uchun rt <r <r2
bo‘lishi ravshan. Shuningdek ratsional sonlami qolshish va bo‘lish goidalaridan

E Q Kkelib chigadi. ¢

Ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasidan ikkita teng bo‘Imagan
ratsional sonlar orasida cheksiz ko‘p ratsional sonlar mavjud ekanligi kelib chigadi
(3-masala).

4. Arximed aksiomasi. Ratsional sonlar to”plamining yuqoridagi
xossalaridan kelib chigmaydigan quyidagi xossasi olrinli:

1.6-xossa. Har ganday musbat ¢ son uchun undan katta natural son mavjud.

Bu xossa Arximed aksiomasi deb yuritiladi.
2-8. Ratsional sonlarni sonlar o‘gida tasvirlash

To‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy bir nugtani “boshlang‘ich nugta” deb olib, O orqali
belgilaymiz. Bu O nugtani “O’(nol) sonining geometrik tasviri deb garaymiz.

Endi, shu to‘g‘ri chizigda noldan o‘ng tomonga yurishni musbat yo‘nalish,
chap tomonga yurishni manfiy yo‘nalish deb gabul gilamiz. Biror kesmani tanlab
olib, uni o‘lchov birligi deb gabul gilamiz. Bunday belgilashlar gilingan to‘g‘ri

chizigni sonlar o qgi deyiladi (1-rasm).

(e} M
1-rasm

Rasmda, OM orqali tanlangan birlik kesma belgilangan. M nugta “1” bir
soniga mos keladi deymiz.

1.7-teorema. Har ratsional songa sonlar o ‘gida aniq bitta nugta mos keladi.

Isbot. O Dastlab natural va butun sonlarga mos keladigan nugtalami
ko‘rsatamiz. O ‘Ichovbirligini, ya’ni OM kesmani O nugtadan o'ngga, to‘g‘ri chiziqg

bo‘ylab ketma-ket joylashtirilganda 1, 2 sonlarga mos nuqtalar hosil



3241 O 1 2 3

2- rasm
gilinadi. Xuddi shuningdek, chap tomonda - 1 , - 2 n,... sonlarlarga mos

nuqgtalar belgilanadi. Bu nugtalarni “butun nuqtalar” deymiz (2-rasm).

Endi, * ko‘rinishdagi musbat yoki —" ko‘rinishdagi manfiy ratsional songa
mos keladigan nugtani topamiz.

Aytaylik, » musbat ratsional son boMsin. Uchi O nuqtada bo‘lgan KOL
burchak chizamiz. Biror kesma olib uni O nuqtadan boshlab OL nur ustiga ketma-
ket g marta qo‘yib Nq nuqtani va p marta qo‘yib Mq nuqtani belgilaylik. OK nurda
esa, O nugtadan sonlar o‘gining birlik kesmasi OM ni go'yamiz. Agar M va Nq
nuqtalami birlashtirsak, OMNq uchburchak hosil bo‘ladi. Endi Np nugtadan MNq ga
parallel to‘g‘ri chiziq o‘tkazib, ulaming OK bilan kesishish nugtasini Mp orqali
belgilaymiz. Yasashga ko‘ra, OMNq uchburchak OMpNp uchburchakga o'xshash

(3-rasm).

3-rasm

Shu sababli  songa Mp nugta mos keladi. Agar — manfiy ratsional son
bo‘lsa, uholda dastlab * songa mos Mp nugta topiladi. Keyin uni O nugtaga nisbatan
simmetrik almashtiramiz. Hosil boMgan nugtaga — manfiy ratsional son mos

qoyiladi. ¢



Shunday qilib, sonlar o‘gida barcha ratsional sonlarga mos keladigan
nugtalami belgilab chigish mumkin ekan. Bu nugtalami “ratsional nugtalar” deymiz.
Demak, sonlar o‘gida, har bir ratsional songa aniq bitta nugta mos keladi.

Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni quyidagi teorema o”rinli:

1.8-teorema. Sonlar o ‘gini tasvirlovchi to‘g‘ri chizigda shunday nuqta borki
unga mos keluvchi ratsional son mavjud emas.

Isbot. 0 Katetlan, birlik kesma OM ga teng bo‘lgan OMB to‘g‘ri burchakli
uchburchakning OB gipotenuzasini sirkul yordamida O nugtadan o0°‘ngga
joylashtirsak, sonlar o'gida C nuqtaga ega boMamiz (4-rasm).

Ravshanki, [0C|2 = |OB|2 = 2. Mana
shu C nugtaga mos ratsional son mavjud
emas.

Hagigatan, teskarisini faraz gilaylik,

ya’ni shunday - ratsional son, gisqarmas kasr o
4- rasm

mavjud bo‘lib, ~ = 2 boMsin. Bundan

P2 = 2<2>ya’ni p ningjuft sonligi kelib chigadi. Shuning uchun, p = 2m belgilash
kiritib uni yuqgoridagi tenglikka go‘ysak q2 = 2m2 tenglikni hosil gilamiz. Bu esa

g ning ham juft ekanini ko‘rsatadi. Demak, ”~ sonning gisgarmas kasr deb

olganimizga zid xulosaga keldik. Bundan, C nuqtaga mos keladigan ratsional son
mavjud emasligi kelib chigadi. ¢

Sonlar o‘gida C nugtaga o‘xshash, ratsional sonlar orgali ifodalab
bo‘Imaydigan nugtalami ko ‘plab ko‘rsatish mumkin. Bunday xulosa ratsional sonlar

to‘plamini kengaytirish zaruriyatini keltirib chigaradi.

3-8. Ratsional sonlar to‘plamini kengaytirish masalasi. Ratsional sonlar

to‘plamining kesimi

Oldingi paragrafda ta’kidlaganimizdek, sonlar o‘gida ratsional nuqtalarga

mos kelmaydigan nuqtalar mavjud. Bu nugtalarga ham biror “son’larni mos go‘yish
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zarurati, ya’ni ratsional sonlar to ‘plamini ok ichiga oladigan yangi “sonli” to‘plamni
aniglash zarur. Quyida 19-asming ikkinchi yarmida nemis matematigi Dedekind
tomonidan taklif etilgan haqiqiy sonlar nazariyasi bilan tanishamiz. Bu nazariyada
asosiy tushuncha ratsional sonlar to‘plamining kesimi tushunchasidir.

1.9-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plami Q gandaydir usulda/4 va B to'plamlarga
ajratilgan boiib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu ajratish Q ning kesimi deyiladi:

1) A ®0,B ¢0;

2 AUB = Q

3) A to‘plamga tegishli ixtiyoriy a son B to‘plamga tegishli har ganday b
sondan kichik (a < b).

Odatda kesimni (A, B) ko‘rinishda belgilanadi. Bunda A to‘plam kesimning
quyi sinfi, B to‘plam esa kesimningyuqori sinfi deyiladi.

Masalan, 3 sonini va undan kichik bo‘lgan barcha ratsional sonlami A sinfga,
3 dan katta boMgan barcha ratsional sonlarni B sinfga kiritamiz:

A=[xEQx <3} B={x6 Q\x >3}

Bunday ajratish kesimning uchalashartini ganoatlantiradi. Shuningdek, 3 soni
quyi sinfmng eng katta elementi bo'ladi, ammo yuqori sinfB da eng kichik element
mavjud emas.

Umumiy holda, ixtiyoriy r ratsional son uchun A = [x 6 Q:x <r),B =[x 6
Q:x >r) to‘plamlami kiritib {A, B) kesimni hosil gilsak, r soni quyi sinfA ning
eng katta elementi boiadi. Yuqori sinf B da eng kichik element mavjud emas.
Hagigatan ham, B da eng kichik element mavjud va u rt ga teng deb faraz gilaylik.
U holdar < rt va ratsional sonlar to‘plamining zichlik xossasiga ko‘rar dan katta
va rt dan kichik bo‘lgan r2 ratsional mavjud bo‘lib, u A sinfga ham, B sinfga ham
tegishli emas. Bu esa (/1, B) ning kesim ekanligiga zid bo“ladi.

1.10-misol Ixtiyoriy r ratsional soni uchun r dan kichik bo‘lgan barcha
ratsional sonlami A sinfga, r va undan katta bo'lgan barcha ratsional sonlami B
sinfga kiritib hosil gilingan (J1, B) kesimning quyi sinfi A da eng katta element

mavjud emas. Yuqori sinf B dar eng kichik element bo“ladi.



1.11-misol. Kvadrati 2 dan katta bo‘lgan barcha musbat ratsional sonlarni B
sinfga, qolgan barcha ratsional sonlarni A sinfga Kkiritsak, (A.B) kesimga ega
bo'lamiz.

Bu kesimda, quyi sinfvi ning eng katta elementi mavjud emas, ya’ni A sinfdan
har ganday r ratsional son olmaylik undan katta, A ga tegishli ratsional son har doim
topiladi. Shuni isbotlaymiz.

Aytaylik, r biror musbat ratsional son var 2 < 2 bo‘lsin. Ma’lumki, ixtiyoriy

n natural son uchunr < r + ; munosabato‘rinli var + ; ratsional son. Shu sababli

(r+1i) <2 shartbajariladigan n ning mavjudligini ko‘rsatish yetarli. Ravshanki

/ 1\2 . 2r 1 2r + 1
IrH— 1 =r2+ —+ <12+ - .
\ T n nr n

Shu sababli r2+ ~ ~ < 2 tengsizlikni ganoatlantiruvchi n natural sonni
2r+i
topish yetarli. So‘ngi tengsizlikdan n > ekanligini topamiz. Shunday qilib,

agar n > bo‘lsa, u holda r2+ —+ - < 2, bundan r2+ —+ 7 < r2+ —+
2-r2 n n n n2 n

2
N < 2tengsizlik, ya’ni (*”+ “) <2 o'rinli boMadi.

Demak, quyi sinfA ning eng katta elementi mavjud emas.

Xuddi shu kabi mulohazalar yordamida, yuqori sinf B ning eng Kichik
elementi mavjud emasligi ko'rsatish mumkin (1-3 - masala).

1.12-izoh. Ratsional sonlar to‘plami Q ning, quyi sinfi /1 da eng katta element,
yugori sinfi B da eng kichik element bor boMgan (A, B) kesimi mavjud emas (2-
masala).

Bunday mulohazalar Q ning (A, B) kesimi uchun fagat uch turli bo‘lishini
ko ‘rsatadi.

a) Quyi sinf A da eng katta element mavjud, yuqori sinf B da eng kichik
element mavjud emas. Bunday kesim birinchi turkesim deyiladi.

b) Quyi sinfA da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf B da eng kichik

element mavjud. Bunday kesim ikkinchi turkesim deyiladi.



c) Quyi sinfA da eng katta element mavjud emas, yuqgori smfB da eng kichik

element mavjud emas. Bunday kesim uchinchi tur kesim deyiladi.

4-8. Hagqiqiy sonlar to‘piami va uning xossalari

1. Hagqiqgiy sonlar to‘plami. Awalgi paragraflarda ratsional va irratsional
sonlar ganday aniglanishi va ulaming ta’riflari bilan tanishdik.

1.14-ta’rif. Ratsional sonlar to‘plamining kesmi hagiqiy son deyiladi. Barcha
haqigiy sonlar to ‘plami R harfi bilan belgilanadi.

Birinchi yoki ikkinchi tur kesimlami ratsional sonlar, uchinchi tur kesimni
irratsional son deb ataymiz.

Yugorida ko‘rilgan 1.11-misoldagi kesim \fl irratsional sonini aniglaydi.

Kelgusida  hagigiy  sonlar  to‘plamining  xosalarini isbotlashda
tushunmovchilik oldini olish magsadida ratsional sonni aniglaydigan kesim yoki
ratsional son deganda birinchi tur kesim tushiniladi.

(A,B) kesim x hagiqiy sonni aniglasa, unix = (J1, B) deb yozishga kelishamiz.

2. Haqiqiy sonlar to‘plamining tartiblanganligi. Dastlab, haqigiy sonlar
to‘plamida teng, katta va kichik tushunchalarini kiritamiz.

Aytaylik, x = (A,B) vay = (C, D) haqiqgiy sonlar, berilgan boisin.

1.15-ta’rif. Agar A=C bo‘lsa, x = y; agar Ac CvaA * Cbho‘lsa, x <vy;
agarA 3 Cva A ® Cho‘lsa, x >y deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plamidagi kabi ushbu xossalar (Haqgigiy sonlar
to‘plamining tartiblanganlik xossasi) o‘rinli:

1.16-xossa. Ixtiyoriy x va y haqigiy sonlar uchun x —y,x <y,x >y
munosabatlardan faqgat bittasi o‘rinli bo'ladi.

Isbot. 0 x = (J1,B),y = (C,D) bo‘lsin. Agar A = C bo‘lsa, u holda ta’rifga
ko‘ra x =y bo‘ladi. Agar A ® C,A ¢ Cbo‘lsa, x <y boladi. Agar A ®C,A 3 C
bo‘lsa, x > y boladi ¢ .

1.17-xossa. Agarx <y vay <z bo‘lsa, x <z bo‘ladi.
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Isbot. 0 Hagigtan ham, x = (A, B),y = (C,D) vaz = (£, F) bo‘lsin. U holda
shartgako‘ra,x <y danAc C (1), y <z danC c£ (2) kelib chigadi. (1) va
(2) dan A ¢ E, bundan x < z kelib chigadi ¢ .

3. Hagiqiy sonlar to*plamining zichligi. Haqiqgiy sonlar to ‘plamida ratsional
sonlar to‘plamidadagi kabi quyidagi xossa o'rinli.

1.18-teorema. Bir-biridan fargli ixtiyoriy ikki haqigiy jcvay sonlari orasida,
kamida bitta hagigiy, xususan ratsional son mavjud.

Isbot. 0 Aytaylik, g;<y bo‘lsin. Agar x vaj laming ikkalasi ham ratsional son
bo‘lsa, u holda ratsional sonlar to‘plamming zichlik xosasiga ko'ra ular orasida
kamida bitta ratsional son mavjud.

Agar x ratsional son, v irratsional son bo‘lsa, u holday ni aniglovchi (A.B) 3-
tur kesim mavjud boMib, x<y ekanligidan xeA bo‘ladi. Quyi sinf A da eng katta
element mavjud boMmaganligi sababli x dan katta r&A ratsional son mavjud: x<r<y.

Shuningdek, x irratsional son vay ratsional son bo'lgan hoi yuqoridagiga
o‘xshash isbotlanadi.

Agarx vaj laming ikkalasi ham irratsional son bo‘lsa, u holda jcni aniglovchi
(A,B),y ni aniglovchi (C,D) 3-tur kesimlar mavjud bo‘lib, x<y ekanligidan AcC va
A*C boMadi. Bundan esa C da”™4 ga tegishli bo'Imagan r ratsional son borligi kelib
chigadi: x<r<y ¢ .

4. Hagqiqiy sonlarni o‘nli kasrlar bilan ifodalash. Aytaylik, bizga a
irratsional son berilgan bo‘Isin. U holda shunday c0 butun son mavjud bo‘lib, a son
cOva c0 + 1 lar orasida yotadi. Endi, [c0;c0+ 1] kesmani teng 10 ta bo‘lakka

bo‘lamiz. a shu bo‘lakchalardan biriga ichki nugta bo‘ladi. Masalan, uchlari c0,
va cO, ML+ ~, (at —0,1,2,...,9 ragamlardan bin) bo'lgan kesmaning ichki

nuqgtasi boMadi. Bu jarayonni davom ettirib, ar,a2 ..,an_x ragamlami
aniglagandan so‘ng an ragamni quyidagi go‘shtensizlikni ganoatlandiradigan qilib

aniglaymiz:
1
c0,axa2..an <a< cOlata2...an + — (1)



Shunday qilib, a irratsional sonning o‘nlik yaginlashishlarini topish
jarayonida c0 butun sonni va ax, a2, ..., an, .. ragamlar ketma-ketligini hosil qgildik.
Ulardan tuzilgan c0,ala2 .. an ... simvol cheksiz o'nlik kasr deb ataladi va uni a
irratsional sonning ifodasi deb garashimiz mumkin.

a butun yoki cekli o'nli kasr bo'lganda ham yuqoridagi kabi cO butun sonni

va ax,ar, ..., an, .. ragamlami (1) ga nisbatan umumiyroq bo‘lgan

1
c0,axa2..an <a < c0,axa2..an+ — (2)

munosabatlardan aniglash mumkin.

Bu holda biror gadamdan so'ng a uni o0z ichiga olgan oraligning uchlaridan
biriga teng bo‘lib qoladi. Oraligning gaysi uchiga teng bo‘lib qolishi bizning
ixtiyorimizda boMadi. Shu gadamdan boshlab (2) da o‘ng yoki chap tomonida
tenglik bajariladi. Chap (o‘ng) tomonida tenglik bajarilsa, navbatdagi barcha
ragamlar 0 (9) boMadi. shunday qilib, bu holda a ikki xil ifodaga ega boMadi: biri-
davrida 0 boMgan cheksiz o‘nlik kasr, ikkinchisi-davrida 9 boMgan cheksiz o'nlik
kasr. Masalan, 2,017 = 2,017000 .. = 2,016999 ...

Shunday qilib ixtiyoriy a haqiqgiy sonni cheksiz olnlik kasr ko‘rinishda
ifodalash mumkin.

Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli (1-13-masala).

Kelgusida haqgiqiy son deganda cheksiz o‘nlik kasmi tasawur gilishimizga
boMadi. Chekli yoki davriy cheksiz o'nlik kasr ratsional sonni, nodavriy cheksiz
o‘nlik kasr irratsional sonni ifodalaydi.

5. Hagiqiy sonlar to‘plamining uzluksizligi. Ratsional sonlar to'plami Q da
kiritilgan kesim tushunchasini haqgiqgiy sonlar to‘plami R da ko'ramiz.

1.19-ta’rif. Haqgiqiy sonlar to'plami R gandaydir usulda X va Y to'plamlarga
ajratilgan boMib, quyidagi shartlar bajarilsa, bu ajratish R ning kesimi deyiladi: 1)
X ®0,Y @ 0; 2)X UY = R; 3) X to'plamdan olingan ixtiyoriy x hagigiy son
Y to‘plamdan olingan ixtiyoriy y dan kichik.
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Xuddi ratsional sonlar to‘plamidagi kabi, kesimni (X,Y) ko‘nnishda
belgilanadi vaX to‘plam kesimning quyi sinfi, Y to‘plam esa kesimning>'i/</or/ smfi
deyiladi.

Ratsional sonlar to‘plami O ning kesimi fagat uch turda boMishini bilamiz.
Tabiiy savol tug‘iladi: haqiqiy sonlar to‘plami R da kesim necha xil boMishi
mumkin?

Quyidagi teorema shu savolgajavob beradi.

1.20-teorema (Dedekind teoremasi). Hagiqiy sonlar to‘plami R ning
ixtiyoriy (X, Y) kesimi uchun quyidagi ikki holdan fagat biri o‘rinli bo‘ladi:

1) Quyi sinf X da eng katta element mavjud, yuqgori sinf Y da eng kichik
element mavjud emas;

2) Quyi sinfX da eng katta element mavjud emas, yuqori sinf Y da eng
kichik element mavjud.

Isbot O Aytaylik, R da biror (X,Y) kesim berilgan boMsin. Quyi sinfX dagi
barcha ratsional sonlar to‘plamini A, yuqori sinf Y dagi barcha ratsional sonlar
to‘plamini B orqgali belgilaylik. U holda bu A va B tolplamlar ratsional sonlar
to‘plami Q da kesim hosil gilishini bilamiz.

Ma'lumki, (A,B) kesim biror a sonni aniglaydi. Bu son X yoki Y laming biriga
tegishli boMadi.

Agar a E X bo‘lsa, u holda a son X to‘plamning eng katta elementi ekanini
ko‘rsatamiz.

Faraz gilaylik, a son X ning eng katta elementi bo‘Imasin. U holdaX daa dan
katta boMgan biror a0 sonni olamiz. Haqiqiy sonlar to‘plamining zichlik xossasiga
ko‘ra a<Kao0 shartni ganoatlantiruvchi r ratsional son mavjud. Endi r <a0, cueX
dan reX, shuningdek a<r boMganligi uchun, (A,B) kesim xossasiga ko‘ra r&B, ya’ni
re Ykelib chigadi. Bu garama-garshilik farazimizning noto‘g‘ri ekanini ko‘rsatadi.
Demak, a son X ning eng katta elementi boMadi.

Agar ae Y boMsa, u holda a son Y to‘plamning eng kichik elementi ekanligi

yuqoridagi kabi ko‘rsatiladi*.



Bu teoremadan, haqiqiy sonlar to‘plamida 3-tur kesim mavjud boimasligi
kelib chigadi. Mana shu xususiyatm hagigiy sonlar to‘plamining uzluksizlik xossasi
deyiladi.

Demak, hagigiy sonlar to‘plami R da hosil gilingan har bir kesim fagat bitta

haqigiy sonni aniglaydi.

5-8. Haqiqgiy sonlarni sonlar o‘qida tasvirlash

Ratsional sonlami sonlar o‘gidagi nuqtalar orgali tasvirlash bilan 2-§ da
tanishib o‘tgan edik. Bu paragrafda irratsional sonlami sonlar o‘gida tasvirlash
mumkinligini ko‘rib chigamiz.

Quyidagi tasdiglar o'rinli deb olamiz.

1) To‘g‘ri chizigdagi nugtalar to‘plami tartiblangan, ya’ni to‘g‘ri chiziqdagi
ixtiyoriy ikki ¢ va d nugtalardan bin ikkinchisidan chapdayotadi. Shuningdek, agar
¢ nugta d nugtadan, d nuqta e nugtadan chapda yotsa, u holda ¢ nugta e nugtadan
chapda yotadi.

2) Bir-biridan fargli ixtiyoriy ikki ¢ va d nuqgtalar orasida, kamida bitta
“ratsional” nuqta mavjud.

3) To‘g‘ri chizigning barcha nugtalari to‘plamida qurilgan ixtiyoriy (X',Yr)
kesim uchun X" sinfning eng 0‘ng nugtasi yoki Y' sinfning eng chap nuqgtasi mavjud.
(Bu tasdigni to‘g‘ri chizigning uzluksizlik aksiomasi deyiladi).

4) To‘g‘ri chiziqda eng chap va eng o‘ng nugta mavjud emas.

Har bir ratsional songa, to‘g‘ri chiziqda ratsional nugta mos kelishini 2-§ da
ko‘rsatgan edik. Endi irratsional songa, to‘g‘ri chiziqdagi ratsional bo‘Imagan nugta
mos kelishini ko ‘rsatamiz.

Aytaylik, x irratsional son va (J1, B) uni aniglovchi kesim bo'lsin. Agar quyi
sinf A dagi ratsional sonlarga mos keladigan “ratsional” nugtalami A' sinfga, yuqori
sinf B dagi ratsional sonlarga mos keladigan “ratsional” nugtalarni B' sinfga
kiritsak, uholda to‘g‘ri chizigning ratsional nuqtalari to ‘plamida (A',B") kesim hosil

boMadi.
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Endi to‘g‘ri chiziqdagi barcha nuqtalami X' va Y' sinflarga quyidagicha
ajratamiz:

A’ ning hech bo'Imaganda bitta nugtasidan chaproqda joylashgan nugtalami
X" sinfga, golgan nugtalami Y' sinfga kintiladi. Natijada to‘g‘ri chiziq nugtalari
to'plamida (X', Y') kesim hosil bo'ladi.

To‘g‘ri chizigning uzluksizlik aksiomasiga ko‘ra (X', Y') kesim biror M (x)
nugtani aniglaydi. Bu nuqta X' da eng o‘ng nugta yoki Y' da eng chap nuqta boMadi.
Bu nuqta “ratsional" nuqta bo‘la olmaydi. Shu M(x) nuqgtani x irratsional songa
mos go‘yamiz. Xuddi shu kabi, to‘g‘ri chizigdagi har bir “ratsional” bo‘Imagan
nugtaga bitta irratsional son mos kelishini yuqoridagiga o‘xshash mulohazalar
yordamida ko ‘rsatiladi.

Shunday qilib, har bir haqigiy songa to‘g ‘ri chiziqdagi bitta nugta va to‘g‘ri
chizigdagi har bir nugtaga bitta haqgiqiy son mos keladi. Shu sababli, hagigiy son
deganda son o‘gidagi nugtani, sonlar o‘gidagi nuqta deganda haqigiy sonni

tushunish mumekin.

6-8. Hagigiy sonning absolyut qiyniati va uning xossalari
Haqgiqiy sonning absolyut qiymati (moduli) tushunchasi, muhim
tushunchalardan bin hisoblanadi
Avytaylik, a biror haqgigiy son bo‘Isin. ,
1.21-ta’rif. Agar a > 0 bo‘lsa, uning absolyut giymati deb, a sonning o ‘ziga,
agar a < 0 bolsa, —a songa aytiladi.

Odatda a sonning absolyut giymati |a| kabi belgilanadi. Demak,

. - fa, agar a > 0bo'lsa,
l—a, agar a <0 bo'lsa.

Masalan, [4] = 4, |-2,5] = 25,|VI - || = V2- 1,]1- J2\= yfl - 1

1.22-ta’rif. Aytaylik, x,y 6 R nuqtalar berilgan bo‘lsin. Ushbu \x -y \ son

shu nuqtalar orasidagi masofa deyiladi.



Demak, hagigiy sonning absolut giymatining geometrik ma’nosi sonlar o ‘gida
sanog boshidan shu songa mos keluvchi nugtagacha boigan masofadan, ya’ni 0 dan
berilgan songacha bo'lgan masofadan iborat.

Hagigiy sonning absolyut giymati xossalari 24-30-masalalarda berilgan.

7-8. Sonlar o‘gidagi sodda to‘planilar

Elementlari sonlardan iborat to‘plamlar sonli to plamlar deyiladi. Biz, asosan
sonli tolplamlar bilan ish ko‘ramiz. Shu sababli, kelgusida, to‘plam deganda sonli
to‘plamni tushuniladi. Matematikada ko‘p uchraydigan sodda to'plamlami
ajratamiz.

Aytaylik, a,b ER va a < b boMsin.

1.23-ta’rif. a) Ushbu a < x < b go‘sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
sonlar to'plami segment yoki kesma deyiladi va [a; b] orgali belgilanadi:

[a;b] = {x ER.a <x < b}.

b) Ushbu a <x < b qo‘sh tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha sonlar

to‘plami internal yoki ochiq oraliq deyiladi va (a; b) orqgali belgilanadi:
(a;b) = [xERra <x < b}.

¢) Ushbu a < x < b yoki a < x < b go‘sh tengsizliklami ganoatlantiruvchi
barcha sonlar to‘plami yarim segment deyiladi va mos ravishda [a; b) yoki (a; b]
orqgali belgilanadi:

[a;b) ={xER: a<x<ft}(a;b] ={x ER:a<x<b}

Kiritilgan bu, to‘rt xil to‘plamlami bir so‘z bilan oraliglar deyiladi. Demak,
oralig deganda segment, interval, yarim segmentlardan biri tushuniladi. Odatda a va
b sonlar shu oraliglaming chegaraviy nugtalari yoki chegaralari deyiladi.

Intervallar va yarim segmentlar orasida chegaraviy nuqgtalari cheksiz
bo‘lganlari ham uchraydi.

Masalan, (—00;+00) = R, [a;+00) = [x ER:x > a],

(a;+00) ={x ER:x >a), (—900;b] = {x ER:x<b}

(—900; b) = {x ER:x < b}.
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8-8. Chegaralangan va chegaralanmagan to‘plamlar

1 Yugoridan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, E ¢ R bo‘sh boMmagan
to‘plam berilgan bo‘lsin.

1.24-ta’rif. Agar shunday b son topilib ixtiyoriy x E E uchunx < b tengsizlik
bajarilsa, u holda E tolplam yuqoridan chegaralangan, b uning yuqori chegarasi
deyiladi.

Masalan, £i=(-00;0), barcha manfiy sonlar to'plami yuqoridan chegaralangan.
Bu to‘plam uchun 0 va ixtiyoriy musbat son yuqori chegara boladi.

Er-{. . -3,-2,-1, 0, 1, 2 } to'plam ham yuqgoridan chegaralangan. Bu to‘plam
uchun 2 soni va undan katta har bir son yuqori chegara bo‘ladi.

Keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, yugoridan chegaralangan to‘plamning
yugori chegarasi cheksiz ko‘p bo‘lar ekan.

Agar 24-ta’rif shartini ganoatlantiruvchi b soni topilmasa, u holda E to‘plam
yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, £3=N={ 1, 2, 3 to'plamyugoridan chegaralanmagan.
Qanday b son olmaylik undan katta nOnatural son mavjud: b < n0. (n0 sifatida b
sonining butun gismidan keyingi sonni olish yetarli).

Yugoridan chegaralangan to‘plamning yuqori chegaralari orasida eng kichigi
mavjudmi?-degan savolga quyidagi teoremajavob beradi.

1.25-teorema. Yugqoridan chegaralangan to‘plamning yuqori chegaralari
orasida eng kichigi mavjud.

Isbot. o Aytaylik, E yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘Isin. Ikki holni
ko‘rib chigamiz.

a) E to'plam elementlari orasida eng kattasi mavjud, ya’ni shunday x"e E son
borki, ixtiyoriy xeE lar uchun x<x0 bo‘ladi. Demak, x0son E to‘plamning yuqori
chegarasi bo‘lib E ning boshqa ixtiyoriy b chegarasidan katta bo'lmaydi: x"b.

Bulardan x0 son E to‘plamning oig kichik yuqori chegarasi ekanligi kelib
chigadi.
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b) E to‘plam elementlari orasida eng kattasi mavjud boMmasin. U holda
hagigiy sonlar to‘plami R ni, quyidagicha X va Y to‘plamlarga ajratamiz: E
to‘plamning barcha yuqori chegaralari to‘plamini Y orgali, R dagi qolgan barcha
sonlar to‘plamini X orqali belgilaymiz. Bunday ajratish R da kesim boMadi.

Shuni tekshiraylik:

1) E*0O va EcX dan X"0 kelib chigadi. Shuningdek, E yuqoridan
chegaralanganligi uchun uning yuqori chegarasi bor. Demak, Y+*Z.

2) Har bir xe R son yoki E ga yuqori chegara boMadi, yoki E ga yuqori
chegara boMmaydi. Demak, yoki xeX, yoki xe ¥YboMadi. Bu esaAb7=R ekanini
bildiradi.

3) Aytaylik, xeX va ye Y boMsin. U holda x son E to‘plamning yuqori
chegarasi boMmaydi, ya’ni E da x dan katta boMgan biror x*eE son mavjud. ye Y son
E to‘plamning yugori chegarasi boMganligi uchun boMadi. Bundan ixtiyoriy
xeX, ixtiyoriy >e Y uchun x<y boMishi kelib chigadi.

MaMumki, ([ ¥) kesim aniq bitta a sonni aniglaydi. EcJC boMganligi uchun a
son E to'plamning yuqori chegarasi boMadi, ya’ni ae Y. Shuningdek, a son Y ning
eng kichik elementi boMganligi sababli, a son E to‘plamning yuqori chegaralari
orasida eng kichik son boMadi ¢ .

1.26-ta’rif. Yuqoridan chegaralangan to‘plam yuqori chegaralari orasida eng
kichigi, uning aniqyuqori chegarasi deyiladi.

Aniq yuqori chegara supE kabi belgilanadi.

Yugoridagi mulohazalar shuni ko‘rsatadiki, agar E to‘plamning eng katta
elementi mavjud boMsa, u holda o'sha son E to'plamning aniq yuqori chegarasi
boMadi. Umuman olganda yugoridan chegaralangan to'plamning aniq yuqori
chegarasi uning o°‘ziga tegishli boMmasligi mumkin.

Masalan, £4=[0;10] to‘plamda 10 soni uning eng katta elementi va 10 soni bu
to‘plamning aniq yuqori chegarasi boMadi. £ 5=(-8;1) to‘plam uchun supEs=\ boMib,

1 soni unga tegishli emas.

18



Yugoridagi misollar uchun supE\=0, supEf=2 boMishini tekshirish qiyin
emas.

Agar E to‘plam yugondan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda supE=+co deb
olinadi.

2. Quyidan chegaralangan to‘plam. Aytaylik, EcR bo‘sh boMmagan
to‘plam berilgan boMsin.

1.27-ta’rif. Agar shunday a son mavjud bo‘lib ixtiyoriy xeE lar uchun x>a
tengsizlik bajarilsa, u holda E to‘plam quyidan chegaralangan, a uning quyi
chegarasi deyiladi.

Masalan, [3;+q0) to‘plam quyidan chegaralangan. Bu to‘plam uchun 3 va
undan kichik ixtiyoriy son quyi chegara boMadi.

{*",neN} to'plam ham quyidan chegaralangan. Bu to‘plam uchun 0 va
ixtiyoriy manfiy son quyi chegara boMadi.

Demak, quyidan chegaralangan to‘plamning quyi chegarasi cheksiz ko‘p
boMadi. Quyidagi teorema quyidan chegaralangan to'plamlar uchun boMib, 1.25-
teorema kabi isbotlanadi.

1.28-teorema. Quyidan chegaralangan to'plamning quyi chegaralari orasida
eng kattasi mavjud.

1.29-ta’rif. Quyidan chegaralangan to‘plam quyi chegaralari orasida eng
kattasi, uning aniq quyi chegarasi deyiladi.

Aniqg quyi chegara inJE kabi belgilanadi.

Agar 1.29-ta’rif shartini ganoatlantiruvchi a soni topilmasa, uholda~to”lam
quyidan chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, E\ va £2 to‘plamlar quyidan chegaralanmagan.

Agar E to‘plam quyidan chegaralanmagan boMsa, u holda inJE=-00 deb
olinadi.

1.30-ta’rif. Ham quyidan, ham yuqoridan chegaralangan to‘plam

chegaralangan to‘plam deyiladi.
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Masalan, -barcha to'g'ri kasrlar to‘plami, chegaralangan to‘plam

bo'ladi. Bu to‘plam uchun infl*.neN) =0, sup{",neN) =1.
Aytaylik, E chegaralangan to‘plam boMsin. Agar inJE=c, supE=d belgilash
kiritsak, u holda \c,d\ segment, E to‘plamni 0z ichiga oluvchi eng kichik segment

bo‘ladi.

Mashq va masalalar

1-1. 3-xossani isbotlang.

1-2. 4-xossani ishotlang.

1-3. 1.11-misoldadagi (A,B) kesimning yuqori sinfi B da eng kichik elementi
yo‘q ekanligini ishotlang.

1-4. Ratsional sonlar to‘plami Q ning, quyi sinfi A da eng katta element,
yugori sinfi B da eng kichik element bor bo‘lgan (J1, B) kesimi mavjud emas
ekanligini isbotlang.

1-5. Quyidagi sonlami aniglaydigan ratsional sonlar to‘plamidagi kesimlami
tuzing: a) -2, b) 6/7, c) V3.

1-6. Agar p tub son boMsa, u holda Jp irratsional son ekanligini isbotlang.

1-7. Agar n hech bir sonning kvadratiga teng boMmasa, u holda Vn irratsional
son ekanligini isbotlang.

1-8.y/2 + V3 ning irratsional son ekanligini isbotlang.

1-9. log2 3 ning irratsional son ekanligini isbotlang.

1-10 Ratsional va irratsional sonlaming yig'indisi irratsional son ekanligini
isbotlang.

1-11 Ikkita irratsional sonning yig'indisi irratsional son bo‘ladimi?

a, b ratsional sonlar vaa < b bo Isin. U holda ular orasida kamida bitta irratsional

sonning mavjudligini isbotlang.
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1-12. Aytaylik a va /? haqiqgiy sonlar berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy e musbat
son uchun quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi s', s ratsional sonlar topilsa: 1) s <
a<s 2)s<p<s33)s'"—s <e, uholdaa = /?bo‘lishini isbotlang.

1-13. c0,axa2.-an .. cheksiz o'nlik kasr biror a hagigiy sonning ifodasi
boMishini isbotlang.

1-14. Haqiqiy sonlar to'plamida Arximed aksiomasi o'rinli ekanligini
isbotlang.

1-15. 1.28 teoremani isbotlang.

1-16. Quyidagi teoremani ishotlang. a = supE bo'lishi uchun quyidagi ikki
shartning bajarilishi zarur va yetarli: 1) ixtiyoriy x E E uchun x < a; 2) ixtiyoriy e
musbat son uchun shunday x' £ E topilib, x' > a —. bo'ladi.

1-17. X to‘plam uchun infX, supX ni toping, bu yerda

to‘plamning chegaralanganligini, eng katta, eng kichik elementlari yo‘q ekanligini
isbotlang. infX, sup X ni toping.

1-19. Aytaylik, X, Y hagiqgiy sonlaming bo‘sh bo'Imagan chegaralangan
to'plamlari, X + Y esa barchax + y, buyerdax E X,y GY, ko'rinishdagi sonlar
to‘plami bo'lsin. X + Y chegaralangan to‘plam va inf(A* + Y) —infX +
inf¥; sup(A'+Y) = sup X + sup Y ekanligini isbotlang.

1-20. Aytaylik, X, Y nomanfiy hagigiy sonlaming bo*‘sh bo‘lmagan
chegaralangan to‘plamlari, X mY esa barchax ¢y, buyerdax EX,y EY,
ko‘rinishdagi sonlar to'plami bo‘lsin. X + Y chegaralangan to'plam va
inf(X «K) = infX minfY ; sup(X mY) = sup” *sup Y ekanligini isbotlang.

1-21. Aytaylik, X, Y hagigiy sonlaming bo‘sh bo'Imagan chegaralangan

to‘plamlari, X —Y esa barcha x —y, buyerdax E X,y 6 Y, ko‘rinishdagi sonlar
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to‘plami bo‘lsin. X —Y chegaralangan to‘plam bo‘ladimi? Bu to‘plamning aniq
quyi, aniq yugori chegaralari hagida nima deyish mumkin?

1-22. Aytaylik, X haqgigiy sonlaming bo‘sh bo‘Imagan chegaralangan
to'plami, —X esa barcha —x, bu yerda x e X, ko‘rinishdagi sonlar to‘plami bo‘Isin.
—X chegaralangan to‘plam bo‘ladimi? Bu to'plamning aniq quyi, aniq yuqori
chegaralari hagida nima deyish mumkin?

1-23. Aytaylik, X, Y hagigiy sonlaming bo‘sh boMmagan to'plamlari boiib,
quyidagi shartlar bajarilsin:

a) ixtiyoriy X £ X, ixtiyoriy y E Y uchun x <'y tengsizlik o‘rinli;

b) ixtiyoriy e > 0 son uchuny£ - XE< s bo‘ladigan xe E X,yEE Y
mavjud.

supX = infX ekanligini ko‘rsating.

1-24 Ixtiyoriy x E R uchun |x| = | —x\ va —x\<x<\x\ boMadi. Isbotlang.

1-25.Ixtiyoriy a>0 uchun [x|<a va -a<x<a (|*|<n va -a<x<a) tengsizliklar
0‘zaro teng kuchli bo‘ladi. Ishotlang.

1-26 Ikki son yig‘indisining absolyut giymati va shu sonlar absolyut
giymatlari yig“indisi uchun |x+y/|:¢|-d| munosabat o ‘rinli. Isbotlang.

1-27.1sbotlangan xossa qo‘shiluvchilaming soni ikkitadan ortiq bo‘lgan holda
ham o‘rinli: [*i+x2+ ... +*7< M +M + e«¢+W- Ishotlang.

1-28.1kki son ayirmasining absolyut giymati va shu sonlar absolyut giymatlari
ayirmasi uchun |jt|-ly|</*-y| munosabat o‘rinli. Isbotlang.

1-29.Ixtiyoriy x,ye R lar uchun jr-y| = |x]| ¢|y| boiadi. Isbotlang.
1-30. Ixtiyoriy x,y 6 R vay ® 0 uchun || =  bo‘ladi. Isbotlang.
1-31. Agar \b\ < Az boMsa, u holda ]Fié\ < Ellekanligini isbotlang.

1-32 Barcha we N va ixtiyoriy a>-11lar uchun (1 + a)n > 1-tna

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Isbotlang.
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I BOB. HAQIQIY SONLAR KETMA-KETLIGI

I-§. Ketma-ketliklar hagida umumiy tushunchalar

1. Ketma-ketlikning ta’rifi. Ketma-ketliklarning berilish usullari

2.1-ta’rif. Har bir natural son n(n E N) ga biror goida bo‘yicha x,, haqiqgiy
son mos qo‘yilgan boMsin. U holda

XV X2Ix3,...,Xni.. (1)

sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va bu ketma-ketlik {*,} ko‘rinishida belgilanadi.

xItx2,xn sonlar, mos ravishda, (1) ketma-ketlikning birinchi hadi, ikkinchi
hadi va «-hadi deyiladi.

xn ketma-ketlikning umumiy hadi deb ataladi.

Sonli ketma-ketliklar turli xil usullarda beriladi. Shu usullardan ayrimlarini
keltiramiz.

1 Ketma-ketlikning umumiy had formulasi bilan berilishi. Bu usulda n-
hadning giymatini shu hadning tartib nomeri bilan bog‘lovchi formula beriladi.
Umumiy had formulasi yordamida ketma-ketlikning istalgan hadini topish mumkin,

ya’ni bu formula ketma-ketlikni to‘la amglaydi.

2.2-misol. Umumiy hadi xn = Ehnt boMgan ketma-ketlikning dastlabki
to‘rtta hadini yozing.
Yechish. Umumiy hadi xn = ——— bo‘yicha sonli ketma-ketlikning

dastlabki hadlarini topish uchun unga tartib bilan n = 1; 2; 3; 4 qo‘yamiz. Natijada

quyidagi hosil boMadi: 4o 16
2. Ketma-ketlik o'z hadining tartib nomeri bilan shu hadning giymati
orasidagi moslikni so‘zlar orgali ifodalash yordamida benlishi mumkin. Masalan,
har bir toq natural songa 3 ni, har birjuft natural songa esa 5 ni mos keltiramiz.
Natijada 3, 5, 3, 5, 3, 5, 3, 5,. .. cheksiz sonli ketma-ketlikka ega boMamiz.
Uning umumiy hadini bir nechta formula bilan, masalan xn = 4 + (—1)" yoki xn =

4 + costctx formula bilan berish mumkin.
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3. Ketma-ketlikning rekurrent usulda berilishi. Agar ketma-ketlikning
dastlabki bitta yoki bir nechta hadlari berilgan bo‘lib, keyingi hadlarini shu berilgan
hadlaryordamidatopish imkonini beruvchi formula (rekurrent formula) ko ‘rsatilgan
bo'lsa, ketma-katlik rekurrent usulda berilgan deyiladi. (Rekurrent so'zi lotin tilida
gaytish degan ma'noni beradi)

2.3-misol a\=3, a,,=2na,,.r4 (ri>2) bo'lsa, {a,,} ketma-ketlikning a2 a3 a4
hadlarini toping.

Yechish. Bu yerda {a,,} ketma-ketlik rekurrent usulda berilgan. ai=3 boigani
uchun rekurrent formula am~2namn/tA ga asosan ar=22-ai-4=4- 3-4=8; a3=2"a2-4=& 8-
4=60; a4=24a_?4=16 60-4=956 ekanligini topamiz.

4. Ketma-ketlik jadval yoki grafik ko‘rinishida berilishi ham mumkin. Ketma-
ketlikning grafigi diskret nuqtalar to'plamidan (5-rasm) iborat bo‘ladi (lotincha -
discretus - uzlukli, alohida gismlardan iborat).

Quyida birinchi misoldagi ketma-ketlikning jadval usilida va grafik usulida

berilishini keltiramiz.

n 1 2 3 4 n
Xn 1 1 1 1 (—)n1
~4 9 ~16 n2
1/9
5-rasm
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2.4-izoh Agar ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadlari berilgan boiib,
keyingi hadlami benlgan hadlar orqgali ifodalash usuli aytilmagan bo‘lsa, bu
hadlaming berilishi ketma-ketlikning toiiq aniglanishi uchun yetarli bo‘Imaydi.
Masalan, 3; 5; 7; ... ketma-ketlikni 2 dan katta toq sonlar yoki 2 dan katta tub
sonlar ketma-ketligi sifatida, shuningdek, .v,=2/7 + | + sinflw formula bilan berilgan
ketma-ketlik sifatida ham garash mumkin.

2. Chegaralangan ketma-ketliklar. {xn} ketma-ketlik berilgan boisin.

2.5-ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlik uchun shunday bir a hagiqiy son topilib,
barcha n natural sonlar uchun x,,>a, (x,,<a) tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik
quyidan (yugondan) chegaralangan deyiladi.

2.6-ta’rif. Agar {*,} ketma-ketlik uchun ikkita a va b haqgigiy sonlar topilib,
barcha n natural sonlarda a<x,<b tengsizlik bajarilsa, {xn} ketma-ketlik

chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.
n—1 -
2.7-misol. xn=—-——-1 ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik ekanligini
n+

isbotlang.
Yechish. Barcha n natural sonlar uchun quyidagi tengsizliklar o ‘rinli:

li-l n— n /1-1 7+1
------ >--=0; X, =< ——-=1
n+1 N+1 n+1 w+1

Demak, 07x,<I tengsizlik barcha n natural sonlarda o‘rinli. Bu esa {*.}
ketma-ketlikning chegaralanganligini ko‘satadi.

2.8-teorema. {m} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lishi uchun shunday M
musbat son topilib, barcha n natural sonlar uchun |xn| < M tengsizlik bajarilishi
zarur va yetarli.

Isbot. 0 Zaruriyligi. {xn} ketma-ketlik chegaralangan boMsin. U holda a va
b haqgigiy sonlar topilib barcha n natural sonlar uchun a < xn < b tengsizlik
bajariladi. M = max(|a|, [b]) deb olsak, u holda barcha n natural sonlar uchun
—M < xn < M yoki \xn\ < M bajariladi.

Yetariligi. Agar {xn} ketma-ketlik uchun M musbat son topilib, barcha n

natural sonlar uchun |xn| <M tengsizlik bajarilsa, u holda {xn} chegaralangan
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ketma-ketlik bo‘ladi. Buni isbotlash uchun chegaralangan ketma-ketlikning 2.6-

ta’rifida a—M , b-M deb olish yetarli. ¢

2.9-misol. {xn}= (d)n+ 2 ketma-ketlikning chegaralangan ketma-
ketlik ekanligini isbotlang.

Yechish. 2.8-teoremadan foydalanamiz. mm = [(H)”+ " | <

[()n] + ey = 1+ @< 1+ 5,2 munosabatlardan ko ‘rinadiki, barcha

n natural sonlarda |m,| <2 tengsizlik o‘rinli. Demak, {xn} chegaralangan ketma-
ketlik ekan.

Geometrik nugtayi nazardan a < xn < b tengsizlik, chegaralangan {*n}
ketma-ketlik hadlari [a, b] kesmaga tegishli ekanligini bildiradi. Aksincha, ketma-
ketlikning barcha hadlari biror kesmaga tegishli bo'lsa, u chegaralangan bo‘ladi.

Hagigatan ham, {*,} ketma-ketlikning barcha hadlari biror [c, d] kesmaga
tegishli bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ne N uchun xn 6 [c, d] bo‘ladi. Bundan ¢ < xn <
d tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu esa {jcn} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi.

2.10-ta’rif. Agar ixtiyoriy M musbat soni uchun shunday n nomer topilib,
(xn| > M tengsizlik bajarilsa, u holda {xn} ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi.

Ketma-ketlik chegaralanmaganligining geometrik ma’nosi quyidagidan
iborat: har ganday [-M;M] (M>0) kesma olmaylik, bu kesmaga tegishli bo‘lmagan
ketma-ketlikning biror hadini ko‘rsatish mumkin.

2.11-misol.  Umumiy hadi xn-3n +2 bo‘lgan ketma-ketlikning
chegaralanmaganligini isbotlang.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra ketma-ketlikning chegaralanmaganligini ko‘rsatish
uchun ixtiyoriy M > 0 son uchun |*n| > M tengsizlikni ganoatlantiruvchi kamida
bitta xn mavjudligini ko‘rsatish yetarli. Ravshanki, agar n = [M] -I-1 deb olsak,
[*n1> M tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralanmagan
ekan.

3. Monoton ketma-ketliklar. {*,} ketma-ketlik berilgan bo‘Isin.
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2.12-ta’rif. Agar ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har bir hadi
o‘zidan oldingi haddan katta (kichik) bo4sa, ya'ni xn+l > xn (xn+l < xn) shart
barcha natural n sonlar uchun bajarilsa, {*,,} ketma-ketlik o'suvchi (kamayuvchi)
ketma-ketlik deyiladi.

Ketma-ketlikni o‘suvchi yoki kamayuvchi ekanligini aniglashda xn+1 - xn

ayirmani, yoki ketma-ketlik hadlan bir xil ishorali boMganda nisbatdan
xn

foydalanish mumkin.

2.13-misol. xn = 3n3 ketma-ketlik o‘suvchi ekanini isbotlang.

Yechish. *n+1 - xn ayirmani garaymiz: xn+l- xn = 3(n + 1)3- 3n3=
3(3n2+ 3n + 1). Bu ayirma n ning istalgan natural giymatida musbat bo‘ladi. Shu
sababli, barcha n natural sonlarda x,,+>jc,, ya’ni {xn} ketma-ketlik o*‘suvshidir.

2.14-misol Umumiy hadi xn = * bo'lgan ketma-ketlikning kamayuvchi
ekanligini isbotlang.

Isbot. Bu ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ishorali boigani uchun .

1 AN
nisbatni baholaymiz: " < 1. Ketma-ketlikning barcha hadlari
" 11+

musbat bo‘lgam uchun, barcha natural n larda xn+x < xn tengsizlikka egamiz.
Demak, fn} kamayuvchi ketma-ketlik ekan.

2.15-ta’rif. Agar {*,,} ketma-ketlik uchun xn+1 > xn (gm+l < xn) tengsizlik
barcha n natural sonlarda bajarilsa, {*n} ketma-ketlik kamaymaydigan

(o smaydigan) ketma-ketlik deyiladi.
Masalan, 1;2;2;2; 3;3; 3; 4; 4; 4;... ketma-ketlik kamaymaydigan, 1;,——;
2 2

1111111 ketma-ketlik esao‘smtydigan ketma-ketlikdir
2333444 ' ydig i

Har ganday o‘suvchi ketma-ketlik kamaymaydigan ketma-ketlik bo‘lishini,
har ganday kamayuvchi ketma-ketlik esa a‘smaydigan ketma-ketlik bo‘lishini

eslatib o tamiz.
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0 Ismaydigan ketma-ketliklar va kamaymaydigan ketma-ketliklar (umumiy

nom bilan) monoton ketma-ketliklar deb ataladi.

n+1
2.16-misol xn= P ketma-ketlikni monotonlikka tekshirine

o] +2 +1 3
\Qechish XN - xn - Wie Wooo 2 o 0 tengsizlik n ning barcha
2n+l 2n-\ 4//12—1

natural giymatlarida o‘rinli. Demak, ixtiyoriy n natural son uchun mm+l<nntengsizlik

o‘rinli. Bundan, {xn} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chigadi.
1+-J bo‘lgan  ketma-ketlikning
kamayuvchi ekanligini isbotlang.

Yechish. n > 2 deb, nishatning 1 dan kichikligini ko‘rsatish yetarli.

g
( Nntl 1"
(i+7r1i)  VI+ITAT/ n)

tengsizlikdan, {xn} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Bu yerda
Bemulli  tengsizligiga ko'ra o'rinli  boMgan SI + H\zllT > 1+ == 1+;1

tengsizlikdan foydalandik (Bemulli tengsizligi).

Demak, j(I +* | kamayuvchi ketma-ketlik.

Mashq va masalalar

{xn} ketma-ketlikning dastlabki to‘rtta hadini yozing (1-6):

2-1.xn = 2n+l. 2-2.Xn = n2 + 2n + 3.
2-3.xn = (-1)" + 1. 2-4.xn = n
2-5.xn=s/ny 2-6.Xxr = -1, xn = -n =

{xn} ketma-ketlikning dastlabki bimechta hadlarini bilgan holda uning

umumiy hadini formula yordamida bering (7- 10):
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1111
4'9'16'25
2-9.2, 2-10. -1,2,-3,4,-5,...
2 3 4
{xn} ketma-ketlikni chegaralanganlikka tekshiring(l 1-16):
2-11 xn = (-1)”

2-12.xn =

2-13.xn =

n3 + 2n.
= —lInn.

2-14. x

1 agarn = 2k
2-15. xn = ()nen 2-16, x,, = [

nirCa#arn = 2c+ 1.
2-17. Agar {xn} va {yn} chegaralangan ketma-kertliklar bo‘lsa, u holda a)

{xn + yn}; b) {xn - y,}; c){xne-yn) ketma-ketliklaming chegaralangan ekanligini
isbotlang.

2-18. Shunday

Ikkita chegaralangan ketma-ketlikka misol Kkeltiringki,
ulaming nisbati chegaralanmagan bo‘Isin.

Quyidagi ketma-ketliklaming chegaralangan ekanligini isbotlang (19-22):
2-19. xn = An2+ 1- n.

2-20.xn = In(n + 1) - Inn.

XTI = 2,x2=5.
{xn) ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring (23-25).

2-23. Xn
n

= sinn.

2-24. xn
n
2-25. xn = P2n,

= r~r-
3n—2

(n > 2) bu yerda P2n - birlik doiraga ichki chilgan
muntazam 2n-burchakning perimetri.

2-26. Rekurrent formula bilan berilgan ushbu xt = I,xn = -----— ketma-

ketlikni chegaralanganlikga, monotonlikka tekshiring.

2-8. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar va ulaming xossalari
1

Ketma-ketlikning limiti. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik. Matematikaning
muhim tushunchalaridan biri-limit tushunchasi bilan tanishishga kirishamiz.
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Umumiy hadlari xn = 2 4 —p-vayn = 2n - 1bo‘lgan ketma-ketliklar

berilgan boMsin. Bu ketma-ketliklar hadlarini sonlar o‘gidagi nuqtalar orqali

tasvirlaylik (mos ravishda 6- va 7-rasmlar).
X3x4 x2

2-¢e 2+e
5 295
3 4 2

6-rasm

7-rasm

Chizmadan ko‘nnadiki, birinchi {*,} ketma-ketlik hadlari 2 nuqta atrofida
“go'yiglashib” boradi, ikkinchi £} ketma-ketlik uchun bunday “qo‘yiglanish
nuqtasi” yogq. Bunday hollarda matematiklar quyidagicha aytadilar: {x,} ketma-
ketlik yaginlashuvchi; {yn} ketma-ketlik uzoglashuvchi.

Tabbiiy savol tug‘iladi: sonlar o‘gidan olingan tayin nuqta berilgan ketma-
ketlikning “go‘yiglanish nugtasi” bo‘lish-bollmasligini ganday bilish mumkin? Bu
savolgajavob berish uchun yangi matematik atama kiritamiz.

2.18-ta’rif. Aytaylik a sonlar o'gidagi nugta, £5musbat son bo‘lsin. {a-s,a+e)
interval (8-rasm) a nugtaning e atrofi, e esa atrofning radiusi deyiladi

A
a-e a ate X
8-rasm

Masalan, (1,98, 2,02) interval 2 nugtaning atrofi boMadi, bunda atrofning
radiusi 0,02 ga teng.

Endi yuqoridagi savolga javob berishimiz mumkin. Matematikada “ketma-
ketlikning go‘yiglanish nuqtasi” degan atama o‘miga “ketma-ketlikning limiti”
atamasi ishlatiladi.
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2.19-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy tanlangan atrofida ketma-ketlikning
biror nomeridan boshlab barcha hadlari yotsa, a soni ketma-ketlikning limiti
deyiladi.

a soni {x,} ketma-ketlikning limiti ekanligi simvolik ravishda rl}ig.bxn = a
ko'rinishda yoziladi (o'gilishi: {x,} ketma-ketlikning n cheksizga intilgandagi limiti
a gateng), buyerda///w lotincha limes so4iningoldingi uchtaharfi boMib, o ‘zbekcha
marra, chek ma’nosini bildiradi.

Yuqgorida aytilganlardan, agar {x,} ketma-ketlik limiti a ga teng boMsa, u
holda a nuqgtaning e atrofidan tashgarida {x,} ketma-ketlikning fagat chekli sondagi
hadlari boMishi mumkinligi kelib chigadi.

Yugoridagi ta’rifhi tahlil gilamiz. Aytaylik 7I1|rrc10 xn = a bo‘lsin. (a-si,a+ei)
intervalni, ya’ni a nuqgtaning si atrofini garaylik. Ta’rifga ko'ra shunday = nomer
mavjudki, bu nomerdan boshlab ketma-ketlikning barcha hadlari a nugtaning Ei
atrofida yotadi: (a-rlra+r”, x"e (a-sua+e,), x g(a-ep+e,),..

Agar (a-eza+62) intervalni, bu yerda O<EX<ei, olsak, ya’ni atrofhing radiusini
Kkichiraytirsak nima boMadi? Bu holda ham shunday nomer mavjudki, bu
nomerdan boshlab ketma-ketlikning barcha hadlan a nugtaning 62 atrofida yotadi.
Ammo bu nomer awalgidan katta ya’ni e>n\ boMadi. Har bir atrof uchun o°‘zining
nomeri mavjud boMadi.

Agar xn& (a-E,a+ e) boMsa, u holda
a-e<xn<a+eO -€<xd-a<e<=>|xa-a (<8 boMadi. Yuqorida aytilganlami
e’tiborga olib 2.19-ta’rifhi quyidagicha bayon gilish mumkin.

2.20-ta’rif. Agar ixtiyoriy musbat e son uchun shunday n0O nomer mavjud
boMsaki, barcha n >nb da

Xn-a\<£ (1)
tengsizlik bajarilsa, a soni {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Agar {x,} ketma-ketlik a limitga ega boMsa, bunday ketma-ketlik
yaqginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.
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{*.} ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil a songa teng, ya’ni umumiy hadi
xn=a bo‘lgan
a,a,a a,..,a,..
ketma-ketlikni tekshiraylik. Bu ketma-ketlikning limiti o'zining a umumiy hadiga

teng, ya’ni men:ma:cr, chunki ixtiyoriy musbat (kichik) e son uchun n

nomeming barcha giymatlanda \xn-c® =\a-al<e tengsizlik hamma vaqt

bajarilaveradi. nOnomer sifatida istalgan natural sonni olish mumkin va nOnomer e
songa bog'liq bo'Imaydi. Shunday qilib, o‘zgarmas ketma-ketlikning limiti shu
ketma-ketlikning hadiga teng.

Shunga o'xshash {xn} ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadi turlicha
giymatlami gabul qgilib, keyingi hamma hadlari bir xil a songa teng bo‘lganda ham
ketma-ketlikning limiti a ga teng bo'ladi. Masalan,

111
234

ketma-ketlikning limiti 3 ga teng, ya’ni Jli%xn = H%s = 3 boiadi, chunki

3,3,3,3,...,3,..

ixtiyoriy e musbat soni uchun n>n0=3 bo'lganda \xn- 3=[3- 3 <f tengsizlik

hamma vaqt bajariladi.

Endi limit tushunchasining geometrik ma’nosini aniglaymiz.

Yugorida aytilganlardan, agar {xn} ketma-ketlik limiti a ga teng bo‘lsa, u
holdaa nuqtaning e atrofidan tashqarida {xn} ketma-ketlikning fagat chekli sondagi
hadlari bo‘lishi mumkinligi kelib chigadi.

2.21-misol. Umumiy hadi xn = bo‘lgan ketma-ketlikning 1 ga
yaginlashishini isbotlang.

Yechish. Buni isbotlash uchun ixtiyoriy olingan musbat (kichik) £ songa
Kod4a shunday nO nomemi topish mumkinki, n >n0 boMganda \xn —1|<

—I| < £ tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatish yetarli.

Buning uchun dastlab —— 1 ayirmaning absolyut giymatini topamiz:
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— 1| =~ Endi < tengsizlikni n ga nisbatan yechamiz: n >"—2.

Bundan n0 = —2j deb olish mumkin, chunkin > j —2 > —2J =n0.
Shunday qilib, ixtiyoriy r musbat son uchun shunday n0 = [7“ 2] nomer topilib,
n > n0 boMganda |xn —1| < I| < £ tengsizlik O‘rinli bo‘ladi. Demak,

ketma-ketlik yaginlashuvchi va I|m im - = 1.

Agar [~—2J <0 boisa, n0 = 1 deb olish yetarli.

Shunday qilib, berilgan sonning ketma - ketlik limiti ekanligini isbotlash
uchun quyidagi harakatlami bajarish kerak:

1) \xn — al ayirmani tuzish;

2) \xn - al < e tengsizlikni n ga nisbatan yechish;

3) kerak bo'lsa, tengsizlikni baholashdan foydalanish;

4) tengsizlikni ganoatlantiruvchi biror natural no sonni topish;

5) topilgan uchun ketma-ketlik limiti ta’rifining bajarilishini ko'rsatish.

Limitga ega bo‘Imagan ketma-ketlik uzoglashuvchi deyiladi.

Bu degani har ganday a son olsak ham shunday e >0 son ko‘rsatish
mumkinki, ixtiyoriy nO0 nomer uchun n >n0 bo‘lganda \xn —a| > s tengsizlik
o‘rinli bo*ladi.

2.22-misol Umumiy hadi xn = n bo‘lgan ketma-ketlik uzoglashuvchi
ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Teskaridan faraz gilamiz. Ketma-ketlik yaginlashuvchi va uning
limiti a ga teng deb faraz gilamiz. U holda s musbat songa ko ‘ra shunday n0nomemi
topilib, n > n0 bo‘lganda |n —a\ <e tengsizlik, ya'ni a—E<n<a +E
bajariladi. Ammo a + . dan katta bo‘lgan ketma-ketlik hadlari cheksiz ko‘p. Bu
ziddiyat farazimizning noto‘g‘ri ekanligini, ketma-ketlikning uzoglashuvchi
ekanligini ko‘rsatadi.

2.23-misol  Umumiy hadi xn= (-1)ntl bo‘lgan ketma-ketlikning

uzoglashuvchi ekanligini ko‘rsating.
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Yechish. Aytaylik, bu ketma-ketlik yaginlashuvchi, ya’ni u birora limitga ega
bo‘lsin. Awal a limitning 1 ga teng bo'lalmasligini ko'rsatamiz. Buning uchun 1
nugtaning (“»*) atrofni garash yetarli. Bu atrofning tashqarisida ketma-ketlikning
cheksiz ko‘p hadlari mavjud. Demak, 1 ketma-ketlik limiti bo'Imaydi. Shunga
o'hshash -1 ning ham ketma-ketlik limiti bolmasligini ko'rsatish mumkin. Endi a ®
1 va a ® —1 bo'lsin. Agar e deb minfla - 1|, |a + 1|) dan kichik musbat sonni
olsak, u holda bu nugtaning atrofida ketma-ketlik hadlari mavjud bo'lmaydi. Bundan
a ning ketma-ketlik limiti emasligi kelib chigadi. Shunday gilib, umumiy hadi xn =
(—)n+l bo'lgan ketma-ketlik uzoglashuvchi.

2. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalari
2.24-teorema. Yaginlashuvchi ketma-ketlik fagat bitta limitga ega bo'ladi.

Isbot. 0 Bu teoremani teskarisini faraz qgilish usuli bilan isbotlaymiz.

Aytaylik, {*,} ketma-ketlik a wva b turli limitlarga ega, ya’ni
!tig(xn- a, Liwxn-b, (a® b) bo'lsin. U holda ixtiyoriy s >0 son uchun shunday

/7, va n7 nomerlar mayjudki, n>n} bo'lganda |o-X,,|<” hamda n>n2 bo'lganda

\Xn-b\<£ bo'ladi; nc nomemi n, va w2 dan katta gilib olinsa, n>n( bo'lganda
ikkala tengsizlik bajariladi:

\a— — - —

Ia x\<2, \X b\1<2
Bundan n>n0 bo'lganda

la-6]=[(a-x]j+(X,- 6)|<]a-xJ +|xH-b\<*" +~ =e.

Demak, manfiy bo'lmagan \a-b\ son ixtiyoriy musbat e sondan kichik
bo'lishi kerak. Bunday son esa nolga teng, ya’ni \a- b\=0yoki a =b bo'lishi kerak.

Bu esa a b degan farazimizga zid. +
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Bu teoremam geometrik usulda quyidagi isbotlash mumkin. Faraz qilaylik,
N

a*b, aniglik uchun a<b boMsin. a va b laming e=“ — atroflanni garaymiz. U(a,e)

va U(b,s) atroflar umumiy nuqgtaga ega emas (9-rasm).

Wag) Lib.€)

9-rasm

a nugta {*} ketma-ketlikning limiti bo‘lganligi sababli U(a,e) ning
tashgarisida ketma-ketlikning fagat chekli sondagi hadlari mavjud. Demak U(b,s)
atrofda {*,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari yotmaydi. Bu esa b ning {*.}
ketma-ketlik limiti ekanligiga zid. Shunga o‘xshash, agar b {*,} ketma-ketlikning
limiti boMsa, a ning limit boMalmasligini ko‘rsatish mumkin. Demak,
yaginlashuvchi ketma-ketlik limiti yagona bo Mar ekan.

2.25-teorema. Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.

Isbot. 0 IJli_n>(1joxn = a boMsin. Yaginlashuvchi ketma-ketlik ta’rifigako rae =

1 uchun, shunday n0 nomer topilib, barcha n > n0 lar uchun a —I < xn<a + |
boMadi. Agar M= max(|x1|, \xz\ , |oTlo|, |a - 1|, |a + 1|) deb olsak, u holda
ketma-ketlikning barcha hadlari uchun \xn\ < M boMadi. Bundan esa berilgan
ketma-ketlikning chegaralangan boMishi kelib chigadi. ¢

Lekin 2.25-teoremaga teskari teorema umuman to‘g ‘ri emas, ya’ni har ganday
chegaralangan ketma-ketlik limitga ega boMavermaydi. Masalan, 2.23-misoldagi
umumiy hadi xn= ()n+tl boMgan ketma-ketlik chegaralangan, lekin
uzoglashuvchi.

2.26-misol Teoremadan foydalanib umumiy hadi xn = ~  boMgan ketma-
ketlikning chegaralangan ekanligini isbotlang.

Yechish. Awalgi punktda (2.21-misol) bu ketma-ketlikning yaginlashuvchi
ekanligi ko‘rsatilgan edi. Demak, yuqgorida isbotlangan teoremadan uning

chegaralanganligi kelib chigadi.
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2.25-teoremadan quyidagi natija kelib chigadi:

2.27-natija. Chegaralanmagan ketma-ketlik uzoglashuvchi bo'ladi.

2.28-misol. Umumiy hadi xn :-((:")—U-'-Qn bo‘lgan ketma-ketlikning
uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.
Yechish. 2.27-natijaga ko'ra berilgan ketma-ketlikning

chegaralanmaganligini, ya’ni har ganday M > 0 sondan katta bo‘lgan ketma-
ketlikning biror hadi mavjudligini ko‘rsatish yetarli. Aytaylik M ixtiyoriy musbat
son bo‘lsin. n = 2([M] + 1) deb olamiz. U holda, ravshanki, xn = [M] + 1 > M
bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralanmagan, yuqoridagi natijaga asosan
bu ketma-ketlik uzoglashuvchi bo‘ladi.

2.29-teorema. Agar ;f_mnxn =a vaa>p(a<gq) bo‘lsa, u holda biror

nomerdan boshlab, barcha n larda x,.>p (xn<q) bo‘ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, a>p bo‘lsin. U holda hagigiy sonlaming zichlik xossasiga
ko‘ra O<t<a-p tengsizlikni ganoatlantiradigan 8 son mavjud. Shu 6 son uchun n0 E
N son mavjud boiib, barchari>nOlardaa - E < xn <a+£ bo‘ladi. Endi, e < a —
p, ya’ni a —e > p bo'lib, bulardan xn > p kelib chigadi. ¢

Xuddi shu kabi, a<q hoi ham isbotlanadi (30-masala).

2.30-natija. Agar Jli_%xn =a vaa>0(a<0) boisa, u holda biror

nomerdan boshlab, barcha n lar uchun xr*0 (x,,<0) bo‘ladi.

|
fo}]

2.31-teorema. Agar barcha n E N larda xn = yn bo‘lib, I_I||>r£10 Xn = va
lim xn = b bo'lsa, u holda a=b bo‘ladi.
71->co

Isbot limitning yagonaligidan kelib chigadi (32-masala).
2.32-teorema. Agar barcha n E N larda xn < yn boiib, lji%xn =a va

Ajmo yn =b boMsa, uholda a < b bo'ladi.

Isbot. o Faraz gilaylik a > b bo‘lsin. Bu a va b sonlar orasida biror r son

olamiz: a>r>h. Endi #,[&)Xﬂ = a va a>r boigani uchun shunday w 6 N son

mavjud bo‘lib, n > nt bo‘lgandax,,>r bo‘ladi.
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Xuddi shuningdek, Ji*y?i = b va b<r boMgani uchun shunday n2 E N son

mavjud bo‘lib, n>ri2 boMganda ><*boMadi.

Agar n0=max{n\, n2} deb olsak, u holda n>n0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barchan larda, birvaqtda *rvax,,>rtengsizliklar o'rinli boMib goladi. Bu garama-
garshilik farazimizning noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi. Demak, a<b. ¢

2.33-teorema (Oraliq ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema). Agar

barcha we N larda xn < yn < zn boMib, lim xn = a va limzn-a bo‘lsa, u
M-»00 n—00
holda lim yn ham mavjud bo‘lib, lim yn = a boladi.
M—00 n~*00
Isbot. 0 Aytaylik, lirn xn = a boMsin. Limit ta'rifiga ko‘ra ixtiyoriy e>0

uchun shunday w, E N son mavjud boMib, n > nx boMganda a —e <xn<a +s
boMadi.

Xuddi shu kabi, Jim zn = a dan, shunday n2 E N son mavjud boMib, n>ri2

boMganda a - ¢ <zn < a + etengsizliklar o‘rinli boMadi. Agar n0 = max{nv n2}
deb olsak, u holda n > n0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha nE N larda
yuqoridagi tengsizliklardan a - e <xn<yn<zn<a+e, yani a- e <yn<

a + e kelib chigadi. Bu esa, {yn} ketma-ketlikning yaginlashuvchi boMib, I_Ilim yn =
->00
a ekanini bildiradi. ¢
Mashq va masalalar

Ketma-ketlik limitining ta’rifidan foydalanib, tenglikni isbotlang (27-29):
. 3n« =

2-27. Ill% 41
.4 4

228 { Wy sne2 ~5°

2-29. ll',_mg)ZﬁH = 2.

2-30. 2.29-teoremani a < g boMgan holda isbotlang.

2-31. Agar {xn} ketma-ketlik 0 dan fargli songa intilsa, u holda biror
nomerdan boshlab ketma-ketlik hadlari absolut giymati biror r > 0 sondan katta
boMadi.



1
QD

2-32. Agar biror nomerdan boshlab xn = yn bo“lib, nI|>r(T)1O Xn va

rl'mbxn = b boMsa, u holda a=b boMadi. Ishotlang.

1
o]

2-33. Agar biror nomerdan boshlab xn < yn boMib, r||im Xn va
-* 00

limyn=Db boMsa uholdaa < b boMadi. Isbotlang.
M-t00

3-8. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar

1. Ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar
Aytaylik, {xn}va {yn} ketma-ketliklar berilgan boMsin.
2.34-ta’rif. Ushbu

X1+Y1, Xx2+y2,-,Xxn+yn....

X1 —Y\" X2 y2,..,.Xn yn, .,

X1y1, X2y2l ...,xnyn,

X\ X2 xn
\Y T o Voo Yn*0,n=1.2,..)

ketma-ketliklar mos ravishda {*,} va {y,.} ketma-ketliklaming yig‘indisi, ayirmasi,
ko'paytmasi va nisbati deyiladi va {xn+ yn}, {xn- yn}, {*nyn}, [} kabi

belgilanadi.

Yaginlashuvchi ketma-ketlikning arifmetik amalar bilan bogMiq xossalarini
oMganishdan oldin cheksiz kichik ketma-ketliklar va ulaming xossalarini
0‘rganamiz.

2. Cheksiz kichik ketma-ketliklar

2.35-ta’rif. Agar rHi_r&ban =0 boMsa, {a,} cheksiz kichik ketma-ketlik
deyiladi.

Buni quyidagicha ham ta’riflasa boMadi:

Ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday n0 natural son mavjud boMib, barcha n >

n0lardalan| < e tengsizlik o‘nnli boMsa, {cm}cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
2.36-misol. Umumiy hadi a,, =" boMgan ketma-ketlikning cheksiz kichik

ketma-ketlik ekanligini isbotlang.
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Yechish. Ravshanki, n > [7] = % boMganda, |*| < s bo‘ladi. Demak, {"}

cheksiz kichik ketma-ketlik.

2.37-misol. Agar |q| < 1 bo‘lsa, u holda {gn} cheksiz kichik ketma-ketlik
ekanini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy ¢ > 0 son uchun \gn\ < tengsizlikni n ga nisbatan
yechamiz: n > log|gle. n0O = [log|Qr] deb olamiz. U holda ixtiyoriy ¢ > 0 son
uchun n > no0larda |[gn| < r tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Demak, I_Illgcwo gn = 0.

3. Cheksiz kichik ketma-ketliklar haqgidagi lemmalar. Kelgusida, quyidagi
lemmalardan foydalanmiz.

2.38-lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklaming yig‘indisi
cheksiz Kichik ketma-ketlik bo‘ladi.

Isbot. O Isbotni ikkita cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun keltiramiz.

Aytaylik, {a,} va {/m} lar cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘lsin. U holda
{Yn)={an + Pn) ham cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatamiz.

Cheksiz kichik ketma-ketliklar ta’rifiga kora ixtiyoriy e > 0 uchun shunday

W, 6 N son mavjud bo‘lib, barcha n > nt lar uchun |a,,| < ~bo‘ladi.

Xuddi shu kabi, shunday bir n2 € N son mavjud bo‘lib, barcha n > n2 lar
uchun \@\ < | bo‘ladi.

Agar n0 = majc{nt/n2} deb olsak, u holda barcha n > n0 lar uchun bir

vaqtda \an\ < Jva \(n\ < ~tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan n > n0 larda

IXnl = \an +Pn\ = knl + \Pn\C | + | = £
kelib chigadi. Bu esa, {yn} ketma-ketlikning cheksiz kichikligini ko ‘rsatadi. ¢
2.39-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ketma-
ketlikning ko ‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
Isbot. 0 Aytaylik, {*,} chegaralangan ketma-ketlik, {an} cheksiz kichik
ketma-ketlik bo‘lsin. U holda {yn}, bu yerda yn = *n *an ni cheksiz kichik ketma-

ketlik bo‘lishini ko'rsatamiz.
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Berilishga ko‘ra [xn] chegaralangan ketma-ketlik boMgani uchun shunday
¢ > 0 son mavjud bo‘lib, barcha n € N larda < ¢ tengsizlik o‘rinli boMadi.
Shuningdek, {an} cheksiz kichik ketma-ketlik boMganligi sababli, ixtiyoriy s > 0
ga mos ravishda shunday n06 M son mavjud boMib, barcha n > n0 lar uchun
|an| < ~ tenglik o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, barcha n > n0 lar uchun |yn| =
Xnanl= Uni' Wn\ < c+“ = £ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa, {yn} ketma-
ketlikning cheksiz kichikligini ko‘rsatadi. ¢

2.40-misol Jim = 0 tenglikni isbotlang.
Yechish. Ravshanki, {cosn} chegaralangan ketma-ketlik. j*-j esa cheksiz

kichik ketma-ketlik (2.36-misol). 2.39-lemmaga asosan (“p-j cheksiz kichik

ketma-ketlik, ya’ni lim = 0.
n-*00 T
3. Yagqinlashuvchi ketma-ketlik va cheksiz kichik ketma-ketlik orasidagi
bogManish.

Bu bogManish quyidagi teoremada ifodalangan.
2.41-teorema. Biror a son {1} ketma-ketlikning limiti boMishi uchun,
{*, —a} cheksiz kichik ketma-ketlik boMishi zarur va yetarli.

Isbot. 0 Zaruriyligi. Aytaylik, {*.} yaginlashuvchi ketma-ketlik va w,,:a

boMsin. Limit ta'rifiga asosan, ixtiyoriy e>0 son uchun shunday w& N son mavjud
boMib, n>n0tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha we N larda \xn-a\<z boMadi. Bu
yerda xna=a,, belgilash kiritsak, |a,,|=|x,,-a|<e boMib, {an} cheksiz kichik ketma-
ketlik boMadi.

Yetarliligi. Agar haglari x,, va biror a son orasidagi a,=x,-a ayirmalardan
iborat ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik boMsa, u holda |x,,-a| =\a,,\<8 boMib,

a son {*,} ketma-ketlikning limiti boMadi. ¢
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Masalan, gn = boisa, uni xn = 2 +  kabi yozish mumkin. Bu yerda

umumiy hadi an = bo‘lgan ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik (2-25-

masala, k=2). Bundan, rl}l)r&f(,,zz kelib chigadi.

4. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning arifmetik amallar bilan bog'liq

xossalari
2.42-teorema. Agar {*n} va {yn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda {xn + yn} ketma-ketliklar ham yaqinlashuvchi va
lim (xn + yn) = nI_|>r(r)2J xnz+ J_Lr& yn
tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, TIlir*Tngn = a, 7I7ino10yn = b bo‘lsin. 2.41-teoremaga asosan

{xn —a] = {an} va {yn —b) —{fIN} cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘ladi. 2.38-

lemmaga ko'ra umumiy hadi an + /7n = (xn + yn) - (a + b) bo‘lgan ketma-ketlik

ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. U holda 1-teoremaga ko‘ra umumiy hadi

xn + ¥Yn bo'lgan keyma-ketlik yaginlashuvchi va uning limiti a + b ga teng bo‘ladi.
Jim, en - yn) =l xn -ty yn

tenglik ham shu kabi isbotlanadi (2-37-masala). ¢

2.43-teorema. Agar {xn} va {yn} lar yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda {xnyn}
ketma-ketlik ham yaginlashuvchi va I_Iligao(xn °yn) = r!@mxn -I_Iljpgo yn tenglik o‘rinli
bo*ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, 7Ilir[rgoxn = a, nliq)loyn = b boMsin. 2.41-teoremaga ko‘ra
umumiy hadi xnyn —ab boigan ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik
ekanligini isbotlash yetarli. Buning uchun quyidagi almashtirishlami bajaramiz:

xnYn~ab = xnyn- xnb--xnb - ab = xn(yn- b) + b(xn- a). (1)

Teorema shartidan {xn}, {b} chegaralangan, {xn —a}, {yn —b} lar cheksiz
kichik ketma-ketliklar ekanligi kelib chigadi. 2.39-lemmaga asoson umumiy hadlari
Xn(yn —b), b(xn—a) bo‘lgan ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklar
Demak, (1) ga asosan {xnyn - ab} cheksiz kichik ketma-ketlik. ¢
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2.44-natija. Agar {m} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
{corm}=c-{*4 ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo'lib, <I(i_r%t-x,,)=c- H:gB( tenglik
o‘rinli bo'ladi.

Hagigatan, 2.43-teoremada”,,=c deb olsak, oxirgi tenglik kelib chigadi.

2.45-teorema. Agar {*,} va {yn} ketma-ketliklar yaginlashuvchi va limjv*O
bo'lsa, u holda {%}l ketma-ketlik ham yagqinlashuvchi bo‘lib, r\ILrgoﬁ: rju'fﬁJyR
tenglik o'rinli boMadi.

Isbot. 0 Aytaylik, lim xn —a, 1im yn=b ® 0 bo'lsin. 2.41-teoremaea
71-»co 71-*00

asosan xn = a + anvayn = b + /M bo'ladi. Shuningdek, \yn\ > p bo'ladi (2-31-
masala). Bu ma’lumotlardan foydalansak,

\Xn_a\ \ban-apn\
iyn b\ \byn\

bo'ladi. Bunda ban - afin cheksiz kichik ketma-ketlik, —L| < — ekanligini, ya’ni

|bynl bp
chegaralangan ketma-ketlik ekanligini, e’tiborga olsak, (j1 -~] cheksiz kichik,

\ lim xn

ya’'ni Aimoy_n = limyr e kelib chiﬂadi. .

4-8. Cheksiz katta ketma-ketliklar. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-
ketliklar orasidagi bogManish

Aytaylik, {*,} biror ketma-ketlik boisin.

2.46-ta’rif. Agar ixtiyoriy katta AX) son uchun shunday nO natural son
mavjud bo'lib, n > nO0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n E N larda [xn| > [
tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda {jt.} cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Bunday hoi 7!@{1;10 xn = 00 kabi yoziladi.

Agar biror n0 natural son topilib, n > n0 bo'lganda xn > A (mos ravishda

xn < —A) bo'lsa, uholdanl_ilpoxn = +00 (mos ravishda nI_i*ryoxn = —e0) ko'rinishida

yoziladi.
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2.47-misol. Umumiy hadi xn = n2 bo‘lgan ketma-ketlikning cheksiz katta
ketma-ketlik ekanligini isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy katta 4> 0 son olamiz. |xn| > [ tengsizlikni garaymiz:
n2 > [, bundan n > Va. Agar n0 = [\/g] deb olsak, u holda n > n0 boMganda

limn2= o»
M-»00

[xn| > A boMadi. Demak,

- y b LY .
2.48-misol. Umumiy hadi xn=— £1-n boMgan ketma-ketlik a)

chegaralangan; b) cheksiz katta ketma-ketlik boMadimi?

Yechish. a) Bu ketma-ketlik chegaralanmagan, chunki ixtiyoriy M musbat
son uchun ketma-ketlikning n=2([M]+I) -hadi M dan katta boMadi.

b) Ammo bu ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik boMmaydi. Chunki >
0 son va ixtiyoriy n0 uchun shunday n = 2n0 + 1 mavjudki, xn = 0 < [} boMadi.

Bu misoldan har ganday chegaralanmagan ketma-ketlik ham cheksiz katta
ketma-ketlik boMavermasligi kelib chigadi.

2.49-teorema. Agar {*,} cheksiz katta ketma-ketlik boMsa, u holda umumiy

hadi an ~ — boMgan ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik boMadi.

Xn
Isbot. 0 Aytaylik,  yetarlicha kichik musbat son boMsin. Teorema shartiga

ko‘ra = 00. Demak, shunday nOE N son topiladiki, barcha n > n0 lar

uchun |mn| > - boMadi. Bundan. |an| < oy S € tengsizlik kelib chigadi. Bu esa,
e *n

{an} ning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini bildiradi. ¢
2.50-teorema. Agar {or,} cheksiz kichik ketma-ketlik vaan ® 0,n = 1,2,...

boMsa, u holda umumiy hadi xn = o boMgan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-

ketlik boMadi.
Isbot (2-51-masala).
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5-8. Anigmasliklar

Agar {gn} va [>,} yaqginlashuvchi ketma-ketliklar bo‘lsa, u holda {xn + yn),
{Xn-yn}> {xnyn}, * 0) ketma-ketliklaming har biri yaginlashuvchi
boMishini ko'rib o ‘tdik.

Endi, yuqoridagi shartlaming ba’zilari bajarilmay qolgan hollarda ham
yaginlashish bor yoki yo'qligini ko‘rib o'tamiz.

1 /u» ko'rinishidagi anigmaslik.  Ba’zan, 7I|_i>r20xn =0, 7IILTOyn =0
bo‘lgan holda ham {xn} va {yn} ketma-ketliklaming xarakteriga garab, Hmm% ni
topish mumkin.

Masalan, a) xn =-,yn =\ uchun I|m - =0, lim =0va lim—-=
7 n I n-+co N Nn->00y n
1

lim -f-= lim n = +o00 boiadi.
I'I-+00ﬁ£ M-»00

b) xn =h>yn =3 uchun I|m——0 lim\ =0va lim—= lim W=

71-*con 71-*COy n 71-* CO —y

lim - = 0 bo‘ladi.

7-»00 M

O = 91 =y vl fii, = O, iy = OVe fiis = A, -

m(l+-)=1+0=1 bo‘ladi.
>

Yuqoridagi misollardan ko‘rinibturibdiki, IJmloxn = O yn —0 bo'lgan
holda H%W hagida bir giymatli fikr aytish mumkin emas. Shu sababli ham bu

holda k/@l ketma-ketlik “ ko'nnishidagi anigmaslik deyiladi. Anigmaslikning
limitini topish anigmaslikni ochish deb ham aytiladi.

2. “@ ko‘rinishidagi anigmaslik. Ba’zan Ijﬂ&)xn = oo,r!_i»naoyn = 00
bo‘lgan holda ham H%W ni hisoblash mumkin. Bu holda, yugoridagi kabi, (—]

ketma-ketlik «”» ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi.
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a) X,,=n2+1,y,,=2n2n uchun LLn&(w2+|):+oo, I|_‘|_'r31(2v\/2«)_ Ilmw(2 —) +00

va

| n 1+A 21
. . "+ Lo .
lim-s-=lim —j---—--=1im — AV r\ =[im =~ bo‘ladi.
nvny 10 ZnT — T «»«  2j2 2 n

1 nj n

3. «0-00» Ko Yinishidagi anigmaslik. Agar |Imjt =0, limj,,=00 boMsa, u holda,

ft—>C

X
XM=-£- yoki Xb’,,:y"- almashtirishlar yordamida, «Oo0» ko'rinishidagi anigmaslik

yn

0 00
« E)» yoki «— » ko'rinishidagi anigmasliklarga keltirib yechladi.
00

d) x,,:n—+i,y,,:n*+2n uchun !géﬁl =0, lim(w3+2/i)=+00 va

"1
lim (xy,)= lim ” + 2n —lim—F" %_} = boMadi
N-KO n->0 J Nn-*»

R ST

Bulardan tashqari, «00-00», «O0», «lm», «ocO» ko'rinishidagi anigmasliklar
mavjud. Bunday anigmasliklami ham «f)» yoki «5» ko‘rinishidagi

anigmasliklarga keltirib yechiladi.

Mashq va masalalar

2-34 Ta’rifdan foydalanib, berilgan ketma-ketliklaming cheksiz kichik

ketma-ketlik ekanligini isbotlang:

4111 I J111 L11 i
1 248 IIIIZ.]!IUI. C I2

1
2-35. Umumiy hadi an ——4,k > 0 boMgan ketma-ketlikning cheksiz kichik
ketma-ketlik ekanligini isbotlang.
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2-36. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklaming yig‘indisi cheksiz
kichik ketma-ketlik boMishini isbotlang.

2-37. Agar lim xn = a, lim yn = b boMsa, u holda lim (xn —y,,) = a —b
r—00 n —*00 n-*00

boMadi. Isbotlang

Limitlami toping.

2-38. lim
71->00

n4+5n2—1

2'40- 1imy. 10n3a7142

2-42. lira
n-*oo0 21nJ+7n—8

2-44. lim V'2*3n
M-*oo N+2

2-46. lim - n)

2-39. lim
N->00 3-M2

N 7tiz—
241 s anoan+1

2-43. lira
n-*0o n2+1

2-45. lim 271+

ii-too VnT+n+4

2-47. lira
n-*oo vn+T—V8n3+2

2-48. {xn} ketma ketlikning a limitini toping, bu yerda xn = "*¢°s’™M

a| kattalik £ dan kichik boMadigan N nomemi ko‘rsating, agar
NE =f;, 2)e=0,1; 3)e="boMsa.

2-49. Quyidagi {xn} ketma-ketliklaming uzoglashuvchi ekanligini ishotlang:

Dxn=(-1)" 2)xn =1+ (-1)"
3)xn=siny 4)xn = (—5)n
5xn=n2 B)*n=1+2+- +n.

2-50. Shunday vyaginlashuvchi {x,} va {yn} ketma-ketliklarga misol
keltiringki, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) barchan uchun xn > yn,ammo limxn = MT1yn:
M->00 71-+00
2) barcha n uchun xn > 100yn > 0, ammo#%xn = ﬂ%yn

2-51. 2.50-teoremani isbotlang.

2-52. {>,,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va nI_i*r(r)1oxn = a. {Ixn[} ketma-ketlik

yaginlashuvchi va lim \xn\ = |a| ekanligini isbotlang.
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2-53.[xn]  ketma-ketlik  uzoglashuvchi, lekin  {|*n|} ketma-ketlik
yaqinlashuvchi bo‘lgan ketma-ketlikka misol keltiring.

2-54. Agarxn > 0,n e N va Iin&Dxn = a boMsa, u holda
n->
a) y/xL, = Va; b) Jim \fx.~ = \fa ekanligini isbotlang.
2-55. Shunday {xn} va {yn} ketma-ketliklarga misol keltiringki, I_Ilim xn —
->00

0,limyn=0val lim—=0; 2)lim—=1; 3)7 lim — = oo; boMsin. 4)
J1-»00 n-»co Yn 71=0yn oy,

r!_g&)% mavjud emas.

2-56. Shunday {mm} va {yn} uzoglashuvchi ketma-ketliklarga misol
keltiringki, quyidagi ketma-kethk yaginlashuvchi bo'lsin:

* 4 . _ .
DEs+YY 2(xn-ynk 3)M.
2-57. Aytaylik, Jirn xn —x, xn @& 0 boMsin. ketma-ketlik hagidanima
aytish mumkin?

2-58. a ning ganday giymatlarida umumiy hadi xn = boMean

n —2 Sn+2
ketma-ketlik limiti a) +oo; b) —e0; c) chekli son boMadi?

6-8. Monoton ketma-ketlikning limiti. e soni

2.51-teorema. Agar {*} ketma-ketlik o‘suvchi boMib, yuqgoridan
chegaralangan bo‘lsa, u holda {*} limitga ega, agar yuqgoridan chegaralanmagan

boMsa, u holda limjt,.=-foo boMadi.

Isbot. 0 Faraz gilaylik {*,} ketma-ketlik o ‘suvchi va yugoridan chegaralangan
boMsin. U holda {*, n=1, 2,. . .} to‘plam ham yuqoridan chegaralangan boMadi va
shuning uchun, uning aniq yuqori chegarasi mavjud. Uni a orgali belgilaymiz:
a=sup{x,,}. Endi a ni {*,} ketma-ketlikning limiti boMishini koMsatamiz.

To‘plamning aniq yuqori chegarasi xossasiga ko‘ra (I-bob, 8-8.) barchawe N
lar uchun xn<a boMadi. Shuningdek, har bireX) uchun shunday n' son mavjud boMib,
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xn>a-e bo'ladi. Shartga ko'ra {x,} o‘suvchi ketma-ketlik, shu sababli barchan>n"

larda a-b<xrn<a+e tengsizlik o'rinli. Demak, ta’rifga ko'ra limx,=a

Endi teoremaning ikkinchi gismini isbotlaymiz.

Aytaylik, {x,} o‘suvchi bo'lib, yugoridan chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
har bir A>0 son uchun shunday w& N son mavjudki, x,,->A bo'ladi. Shuningdek,
barcha n>n lar uchun x,,>xnmekanligi va yuqoridagilarga asosan, x,,>A tengsizlik

o'rinli bo'lishi kelib chigadi. Demak, ta’rifga ko'ra limx,=+00. Shunday qilib,
monoton o'suvchi ketma-ketlik uchun limx,, = sup{xJ ekan. ¢

Yugoridagi usul bilan quyidagi teoremani ham isbotlash mumkin (2-52-
masala).

2.52-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo'lib, quyidan
chegaralangan bo'lsa, u holda {x,,} limitga ega, agar quyidan chegaralanmagan

bo'lsa, uholda limx,=-00 bo'ladi.

2.53-misol {x,}- ketma-ketlikning limitini toping.

2 2" 2 2

Yechish. x,+i=
(/i+)! n\ n+1 n+l Xn

munosabatdan, barcha ri>1 larda xn+i<x, bo'lishi, ya’ni {x,} ketma-ketlikning

kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Shuningdek, barchawe N larda x,,:—\ >0. Shu
n

sababli, {x.} ketma-ketlik chekli limitga ega, uni a deb olamiz: limx,=ar. Ushbu lim

2
XAi'IH%n + 1'!‘!—583(” munosabatdan a=Q a va a=0 kelib chigadi. Demak, lim i

=0.



Buning uchun j(I+ “) | ketma-ketlikni ko'rib chigamiz. Uning
kamayuvchi ekanligi 2.17-misolda isbotlangan edi. Uning hadlari musbat, bundan
uning quyidan chegaralanganligi kelib chigadi.

Demak, u limitga ega. Bu limitni e orgali belgilaymiz.

Shuningdek,

n+i s ivn+i

o7 Gl -]

demak, [1+ - | ketma-ketlikning ham limiti e ekanligi kelib chigadi. Bu e soni

irratsional son bo‘lib, uning taqribiy giymati
e * 2,71828182845904590...
ga teng.

7-8. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi

2.54-teorema. Agar {xn} va {yn} ketma-ketliklar berilgan bo'lib,

1. {xn} o‘suvchi, [yn] kamayuvchi,

2. barchan E N lar uchun xn <yn,

3 jirn (xn—yn) = 0 bo'lsa, u holda {*,} va {yn} ketma-ketlikla
yaqginlashuvchi bo‘lib, I_I|_|>rr(}0xn = nI_|»r(1;10 yn tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. 0 Shartga ko‘ra barchan G N lar uchun xn < yn < yr bo‘ladi. Demak,
[xn] ketma-ketlik o‘suvchi va yugondan chegaralangan. Shu sababli, {*,} limitga
ega: I_Iﬂ)rgoxn =c.

Xuddi shu kabi, {yn} ketma-ketlik kamayuvchi, quyidan chegaralangan va

nIm‘?yn = ¢' limit mavjud. Qolaversa,
c '~c:|J.Lr)t&)yn - IJ{;pmxn = IJ.lgeo(yn - xn) = 0.
Bundan ¢ = ¢' ekanligi kelib chigadi. ¢
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Agar [al;b1],[a2;b2],....,[an;bn],... segmentlaming har bin o‘zidan
oldingisining gismi, ya’ni
Wi.bx\ 3 [a2;b2] [an;bn] 3 -
boMsa, u holda ular ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.
Quyidagi tasdig, ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi deb yuritiladi.
2.55-natija. Agar ichma-ich joylashgan [at;br], [a2;b2],...,[an;bn],...

segmentlar ketma-ketligi uchun lim(a,-6,)=0 boMsa, u holda segmentlaming chap

uchlaridan tuzilgan {an} va o‘ng uchlaridan tuzilgan {b,;} ketma-ketliklar bitta
limitga ega va bu limit barcha segmentlarga tegishli yagona nuqta bo‘ladi.
Isbot. 0 1) {an} o‘suvchi, {bn} kamayuvchi, 2) barcha we N lar uchun a,,<bn,

3) lim(a,,-i,,)=0 boMganligidan 2.54-teoremaga ko‘ra lima,=lim~>n bo'ladi. Bu
ao JHa @®

limitni ¢ deb olsak, barcha we N lar uchun a,,<c<b,, kelib chigadi.
Endi bu nugtaning yagonaligini ko’rsatamiz. Faraz gilaylik, shu c nuqgtadan
fargli va [an;bn],n = 1,2,3 ... kesmalaming barchasiga tegishli ¢' nugta mavjud

bo’lsin. U holda bn —an > \¢' —c\ > 0 bo’ladi. Bu esa rI}igb(bn —an) = 0 shartga

zid. Demak, ¢ = ¢’>

8-8. Yagqinlashish prinsipi

1.Qismiy ketma-ketlik. Aytaylik, {xn} biror ketma-ketlik bo‘lsin. Natural
sonlardan n\<n2<mm <{k m shartlar bilan n\, n2, nk, ... ketma-ketlik olamiz. {xn}

ketma-ketlikning shu natural sonlar ketma-ketligiga mos hadlaridan tuzilgan
XN, X b >—>x«* e ketma-ketlikni, {jc} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi
deyiladi va { } kabi belgilanadi.

Masalan, 1, 4, 9, 16, 25,. . ., ya’'ni, x,,=n2formula bilan berilgan ketma-ketlik
uchun quyidagi ketma-ketliklaming har biri qismiy ketma-ketlik boMadi.

a) 1,9, 25,  (2k-1)2. .

b) 4, 16, 36,. . ., (2k)2. .

c) 4, 16,64,256,..., 292... .
50



Qismiy ketma-ketlik limiti quyidagi xossaga ega.
Agar {*} ketma-ketlik a limitga ega boMsa, u holda {x/y} gismiy ketma-

ketlik ham a limitga ega boMadi.

Umuman olganda, {*,} ketma-ketlikning limiti yo‘gligidan uning gismiy
ketma-ketliklari ham limitga ega emas, degan fikr kelib chigmaydi, ya’ni shunday
ketma-ketliklar borki, ulaming limiti yo‘q boMsada, uning ba’zi gismiy ketma-
ketliklarining limiti mavjud boMadi.

Masalan, -1, 1, -1,. .., ya’ni, *,=(-1)” kabi benlgan ketma-ketlik limitga ega
emas. Uning

Xl 1X3 1.. XM -lj- --»mm_%xmr-l,
b)x2=1,x41,. .. . x2F\,. ., rITL[(H*Z,:I

gismiy ketma-ketliklari limitga ega.

Umuman, ganday ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib
olish mumkin?-degan savolga quyidagi lemmajavob beradi.

2. Bolsano-Veyershtrass lemmasi

2.56-lemma. Ixtiyoriy chegaralangan ketma-ketlikdan har  doim,
yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin.

Isbot. 0 Aytaylik, xi, x2 x3. . X, ..chegaralangan ketma-ketlik boMsin.
Demak, uning barcha hadlari tegishli boMgan [ai;6i] segment mavjud boMadi. Bu

e , . +b. +h, .
segmentm teng Ikki gismga ajratamiz: [at;i’\ 1, [&» 1,b{\. Hosil boMgan

segmentlaming birida (yoki ikkalasida ham) ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari

bor boMadi.  Segmentlardan, {*,} ketma-ketliknmg cheksiz ko‘p hadlari borini

(ikkalasida ham boMganda, masalan, chapdagsini) [a2b2] orgali belgilaymiz. 0 ‘z

navbatida [a2;bZ] segmentni teng ikki gismga ajratamiz. {*,} ketma-ketlikning

cheksiz ko‘p hadlari borini [a3;63] ordal® bdgilaymiz. Va xokazo, shu jarayonni

davom ettirib, ichma-ich joylashgan segmentltr ketma-ketligiga ega boMamiz:
[a\b\], [a2b2],. . ., [anbr],. ..

[anb,,] segmetning uzunligi bn - an = boMib, w-xxi da nolga intiladi.
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Ichma-ich joylashgan segmentlar pnnsipiga ko‘ra {an} va {b,,} ketma-
ketliklar umumiy bir ¢ limitga ega bo‘ladi, ya'ni Jli_%an = ;f% bn —c.

Endi, {*,} ketma-ketlikning [ai;6i] dagi istalgan bir hadini olib, uni
orqgali, [a"b” dagi, xn hadidan keyin kelgan biror hadini olib X orgali, [a3;63] dagi
m>x,2 hadlaridan keyin kelgan biror hadni olib xm orgali belgilaymiz. Shu
jarayonni davom ettirib, xn, x ... qgismiy ketma-ketlikni hosil gilamiz.

Tanlanishiga ko‘ra, x* lar uchun a,,<xm*<b,,, n=1, 2,. . . tengsizliklar o‘rinli
bo‘lib, n-ko da lim xn =c kelib chigadi. ¢

3. Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari. Aytaylik, {*,} ketma-ketlik
berilgan bo‘Isin.

2.57-ta’rif. Agar {*,} ketma-ketlikdan, limiti a bo‘lgan gismiy ketma-ketlik
ajratib olish mumkin bo‘lsa, u holda a son {*} ketma-ketlikning qismiy limiti
deyiladi.

2.58-ta’rif. {*,} ketma-ketlikning gismiy limitlari ichida eng kattasi uning

yugori limiti deyiladi va lim;tnorqali belgilanadi. {*,} ketma-ketlikning gismiy
limitlan ichida eng kichigi uning quyi limiti deyiladi va mc orqali belgilanadi

2.59-misol. Umumiy hadi x,, =(-1)" bo‘lgan ketma-ketlikning yugori va quyi
limitlarini toping.

Yechish. Berilgan ketma-ketlikning gismiy limitlari to‘plami {-1,1} dan
iborat. Demak, limx,,=lI, Hmxr=1 boMadi.

2.60-misol 1,2, 1,3, 14, 1..., 1n, .. ketma-ketlikning ketlikning yuqori
va quyi limitlarini toping.

Yechish. Ketma-ketlikning 1,1, 1. .. gismiy ketma - ketligming limiti 1, va

1,2, 3 4, ..,w. .. gismiy ketma-ketligining limiti -HeboMadi. Demak, mg)itnﬁxz

limx.=1.
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Qanday ketma-ketliklaming yuqgon va quyi limitlari mavjud? - degan savolga
quyidagi teorema javob beradi.

2.61-teorema. Ixtiyoriy ketma-ketlikning yuqgori va quyi limitlari mavjud.

Isbot ([1], 106-bet).

4. Ketma-ketlik yaqginlashishining zaruriy va yetarli sharti. 8-§ da,
monoton ketma-ketliklar uchun ganday shart bajarilganda, chekli limitga ega
boMishi bilan tanishdik. Endi, ixtiyoriy ketma-ketlik, ganday shart bajarilganda
yaginlashuvchi boMishi masalasini ko‘rib chigamiz.

Aytaylik, biror {*,} ketma-ketlik berilgan boMsin.

2.62-ta’rif. Agar ixtiyoriy e>0 uchun shunday njE N son mavjud boMib,
barcha n, m>n0 lar uchun \xn-xm<z tengsizlik bajarilsa, u holda {*,} fundamental
ketma-ketlik deyiladi.

2.63-misol. Umumiy hadi xn =~ ketma-ketlikning fundamental ekanini

isbotlang.

Yechish. Aniglik uchun m > n boMsin. U holda [xm-x n| = =
T -l <p ~ £ tengsizlikni n ga nisbatan yechamiz. U holda 3n > j dan

n > log3;- Agar n0= [log3 deb olsak, u holda barcha m,n> nO lar uchun

Ixm ~ xnm\ < £ o‘rinli boMadi. Demak, berilgan ketma-ketlik fundamental ketma-
ketlik boMadi.

2.64-teorema. (Koshi teoremasi). Biror, {*,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
boMishi uchun, uning fundamental ketma-ketlik boMishi zarur va yetarli.

Isbot. 0 Zarurligi. Aytaylik, {*} yaginlashuvchi ketma-ketlik va uning limiti

a boMsin, ya ni Hm-1,=a. Limit ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy e>0 uchun, shunday n<€ N
n—XVv

S
son mavjud boMib, barcha n>nQlarda \na\<~ tengsizlik o‘rinli boMadi. Bundan,
barcha n, m>n0lar uchun

£ S
A nexm=|(X,,-a)-(xma) |[<n-a\+Hxmal< — + —=e
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kelib chigadi. Demak, {*,} fundamental ketma-ketlik bo'ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, {*.} fundamental ketma-ketlik boMsin. U holda ixtiyoriy
£>0 uchun shunday noS N son mavjud bo‘lib, barcha n, m>n0 lar uchun \xr-x T\<T
tengsizlik o'rinli boMadi. Bundan xms<xn<xmtE tengsizlikka ega boMamiz. Agar m
ning bitta tayin giymatini olsak, u holda {jc} ketma-ketlikning chegaralangan
ekanligi kelib chigadi. Bolsano-Veyershtrass lemmasiga ko'ra {*,} ketma-ketlikdan

yaginlashuvchi {xn } gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin: Hm xn =c.

Endi, ¢ soni {x} ketma-ketlikning ham limiti bo'lishini ko'rsatamiz.

Biror k sonini -c|<e va nE>n0 tengsizliklar bir vaqgtda o'rinli bo'ladigan
qgilib tanlaymiz. Agar m=nk deb olsak, u holda barcha n>n0 lar uchun |x,,-|<e
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bulardan

[Xuc|=xu-XA+ X" -c|<|X,,-X" |+)X,,t -c|<e+e=2E kelib chigadi. Bu esa, {x.}

ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatadi>
Isbotlangan teorema ketma-ketlik yaginlashishining Koshi kriteriyasi
(alomati) deb ham yuritiladi.

Mashq va masalalar

2-59 Ketma-ketlik o'suvchi emas; ketma-ketlik kamayuvchi emas degan
tasdiglami ayting (ifodalang).

2-60. Ketma-ketliklarning monoton emasligini ko'rsating:

a) (ncosnn};  b) {cosn};  ¢) {(—2)"} d){n+ (-1)"}
2-61. Quyidagi ketma-ketliklarning biror hadidan boshlab kamayishini

ko'rsating:

2-62 Rekurrent usulda berilgan {xn} ketma-ketlik uchun quyidagi jumlalami
isbotlang, bu yerda xt = 3,xn+l = 0,5x£ - 1: 1) Kketma-ketlik quyidan

chegaralangan, ammo yuqoridan chegaralanmagan; 2) ketma-ketlik o'suvchi.
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2-63. Rekurrent usulda berilgan {xn} ketma-ketlik uchun quyidagi jumlalami
isbotlang, bu yerda xx = 2,xn+1 = 0,5xT—1: 1) ketma-ketlik chegaralangan; 2)
ketma-ketlikning ~ {x2k}, [*2k-i) qism ketma-ketlilari biror hadidan boshlab
monoton ekanligini isbotlang.

2-64. 2.52-teoremani isbotlang.

2-65. Ixtiyoriy a uchun lim ~—=0 ekanligini ko'rsating.

2-66. Ixtiyoriy ¢>0 uchun ekanligini

ko‘rsating.
2-67. Limitni toping:

1) lim (1 + -)n+fc, buyerdak 6 N. 2) lim
M->o00 w

n—»00 1+71

2-68. Agar {>,} ketma-ketlikning {2k} va {*2fc-i} gism ketma-ketliklan
yaqginlashuvchi va )li_[gOXZk = r!chngk_x: a bo‘lsa, u holda {xn} ketma-ketlik

yaginlashuvchi va lim xn = a ekanligini isbotlang.

2-69. Agar {xn} ketma-ketlikda [x2k] va {x2k_x} gism ketma-ketliklari uchun
MMx2k=a,Wl xrk_ 1-b,adb bo‘lsa, u holda {xn} ketma-ketlik
uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.

2-70. Umumiy hadi a) xn = (-1)"; b) *n = siny bo'lgan ketma-
ketlikning yaginlashuvchi gism ketma-ketliklanni ko'rsating.

2-71. Berorta ham gism ketma- ketligi chekli songa yaginlashmaydigan
ketma-ketlikka misol keltiring.

2-72. Qism ketma-ketligi chekli songa yaginlashuvchi chegaralanmagan
ketma-ketlikka misollar keltiring.

2-73. {xn} ketma-ketlikning fundamental ekanligini isbotlang:

Tita
2-74. {*,} ketma-ketlikning yaqginlashuvchi ekanligini isbotlang:
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sina sin2a sinna
— +-5 "+ .+

a)x n , aeR.

b)xn=1+1+ -+ 1

2-75. Agar {xn} va (yn} fundamental ketma-ketliklar boMsa, ulaming

yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi hagida nima aytish mumkin?
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1l BOB. BIR 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYA VA UNING LIMITI

I-8. Funksiya tushunchasi

Funksiya tushunchasi matematik analizning asosiy tushunchalaridan bin
bo‘lib, uning yordamida turli kattaliklar orasida mavjud boigan bogManishlar
o4rganiladi.

Aytaylik, ixtiyoriy X va Y sonli to'plamlar benlgan bo'lsin.

3.1-ta’rif. Agar A'va Y sonli to‘plamlar berilgan bo‘lib, X to*plamdan olingan
har bir x songa biror gonuniyat yoki goida bilan Y to‘plamdagi aniq bittay son mos
go‘yilgan boMsa, u holda X to‘plamda aniglangan funksiya berilgan deyiladi.
Funksiyas™\x), y=g(X), y=<p(X),. . . Ko'rinishlarda yoziladi.

Agar funksiya berilgan boMsa, u holda X to‘plam funksiyaning aniglanish
sohasi, Y esa funksiyaning o zgarish sohasi deyiladi.

Shuningdek, x erkli ozgaruvchi yoki argument, y esa erksiz o zgaruvchi
deyiladi.

Odatda (Ox):xeX] to‘plam funksiyaning giymatlar to p/ami deyiladi va E(f)

orgali belgilanadi. Funksiyaning aniglanish sohasi D(J) bilan belgilanadi.
2-8. Funksiyaning berilish usullari
Funksiya ta’rifidan uning berilgan bo‘lishi uchun:
a) funksiyaning aniglanish sohasi — X ; b) funksiyaning giymatlar to’plami -
Y; c¢) xgamos kelgany ni topish goidasi yoki gonuniyat berilgan boMishi kerak.

Funksiya asosan uch xil usulda beriladi: analitik usul, jadval usuli, grafik usul.

1 Analitik usul. Agary ni topish uchun x bilan bajarilishi kerak boMgan

amallar majmuasi bitta yoki bir nechta formula ko‘rinishida berilgan boMsa, u holda
funksiyaanalitik usulda berilgan deyiladi. /x) formula funksiyaning analitik ifodasi
deyiladi.

57



Funksiya analitik usulda berilganda uning aniglanish sohasi berilmasligi
mumkin. Bu holda aniglanish soha deganda, X ning analitik ifoda ma’noga ega
boiadigan barcha giymatlari to‘plami tushuniladi. Bu to‘plam, funksiyaning tabiiy
aniglanish sohasi deyiladi va D(f) yoki D{y) orgali belgilanadi.

3.2-misol. f{x) = funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechish. Kasr maxraj noldan fargli barcha nugtalarda aniglangan. Shu sababli
X2—4 o 0 bo‘lishi lozim. Bundan, X o 2, demak, D(J) = (—oo0; —2) U
(-2;2) U (2; +00).

3.3-misol. f(x) —s4 —2x aniglanish sohasini toping.

Yechish. Kvadrat ildiz ostidagi ifoda nomanfiy bo‘lishi lozim. Bundan 4 —
2x > 0, yoki 2x < 4. Demak, D(/) = (—e0; 2].

3.4-misol. fix) = x2+ 4x —2 funksiyaning giymatlar to'plamini toping.

Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi hagiqiy sonlar to‘plamidan iborat.
X2+ 4x —2 = (X +2)2 —4 vaixtiyoriy X uchun (x +2)2 > 0 bo‘lganligi sababli,
f(X) = X2+4x —2 > —4 bo'ladi. Shunday qilib, E{f) = [4; +o00).

2. Jadval usuli. Ba’zi hollarda, argument X ning giymatlariga mos keladigan
funksiya giymatlari jadvali beriladi. Bunda, funksiya jadval usulda berilgan
deyiladi.

Funksiyaning jadval usulda berilishi ikkita X va y ketma-ketliklar orasida
bog‘lanishni tajriba yo'li bilan aniglashda qo‘l keladi. Bunda X ning bir nechta xi,
X2 ..., X, giymatlari olinadi, tajriba asosiday ningx ga mos”i,y%... ,y,, giymatlari

amglanadi vajadval tuziladi.

X X\ X2 X3 Xn
Yy N\ >2 J3 i
3. Grafik usul. Agar y=J[X) funksiya JT to‘plamda berilgan bo'lsa, u holda

tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi garaladi. Tekislikning barcha (XJ[X)

58



nugtalaridan iborat ushbu {M(xJ(X)): jteA}
A paT>-/[x) funksiyaning grafigi deyiladi.

Agar tekislikda funksiyaning grafigi
berilgan bo‘lsa, u holda funksiya grafik usulda
berilgan deyiladi.

Funksiya grafik usulda berilgan boisa, u
holda [xo) giymatni topish uchun abssissa o'gida
XOnugtani olib, undan ordinata o‘giga parallel 10-rasm
to‘g‘ri chiziq o‘tkazib, uni grafik bilan kesishgan nugtasinmg ordinatasiyOni olamiz,
bu son Ox0) dan iborat bo‘ladi (10-rasm).

Funksiyaning grafigi tekislikdagi biror chizigdan yoki bir nechta nuqtalar
to‘plamidan iborat bo‘lishi mumkin. Lekin tekislikdagi har ganday chiziq yoki
nugtalar to'plami funksiyaning grafigi bo‘lavermaydi.

Koordinatalar tekisligida biror / chiziq berilgan bo‘lIsin. Abssissa o‘gining har
bir nugtasidan, ordinata o‘qiga parallel gilib o‘tkazilgan to‘g‘ri chiziq /ni ko‘pi bilan
bitta nugtada kesib o‘tsa, u holda / chiziq birorta funksiyaning grafigi boMadi.

Masalan XxX*+y*=R2 aylanani
olsak, bu aylana hech bir
funksiyaning grafigi boia olmaydi.

Lekin aylananing yuqgori yarmi y=
slIR2-x" funksiyaning, quyi yarmi

esay=-yjRz-x2 funksiyaning grafigi
boMadi (11-rasm).
Har ganday funksiyaning ham
grafigini chizish mumkin emeas.
Masalan, Dirixlefunksiyasi deb ataluvchi quyidagi 11-rasm

agar X ratsional son bo'lsa, L o
- ( funksiyaning grafigini chizib

agar x irratsional son bo'lsa

bo‘Imaydi.
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4, Funksiyalar ustida amallar. Aytaylik, X tolplamda aniglangan [x) vag(x)
funksiyalar berilgan boMsin.

3.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun Ox)="\(1) bo'lsa, u holda bu funksiyalar
X to‘plamda o zaro tengfunksiyalar deyiladi.

Masalan, f(x) = x + 1vag(x) = ~~ funksiyalar® = (—00; 1) U (1; +00)
to‘plamda (uning ixtiyoriy gism to‘plamida ham) teng. Ammo R da teng emas,
chunki X —1 nugtada g(x) funksiya aniglanmagan.

X to'plamdan olmgan har bir x ga berilgan fix') +g(x) sonni mos qoyish
natijasida yangi funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiya / va g funksiyalaming
yig‘indisi deyiladi vaf +g kabi belgilanadi. Shunday qilib, (f +g)(x) =/(x) +
g(x). Shunga o'xshash bu funksiyalaming ayirmasi, ko'paytmasi va boMinmasi

(9(x) @ 0 boMgan nugtalarda) mos ravishda quyidagicha aniglanadi: (f —g)(x) =

fox) -SM, a sg)w = fix) m(3), (£) (*) =LL}

Masalan, f(x) = x2,g(x) = X2+ x funksiyalar X- R da berilgan boMsa, u
holda (/ +£)(*) = 2x2+Xx, (J - g)(X) = =X, (Jg)(X) = +x3 lar X da,
=@ = esa (—00,—) un (—L,0) U (0, +00) da funksiya boMadi.

Funksiyalar ustida yana bir amalni, funksiyalar kompozitsiyasi amalini
aniglash mumkin.

3. Murakkab funksiya. Funksiyalar kompozitsiyasi.

3.6-ta’rif. Aytaylik, u=tp(xX) funksiya X to‘plamda aniglangan va giymatlar
to*plami E<p) boMsin. Shuningdek, y = /(u) funksiya E((p) to‘plamda aniglangan
bolMsin. U holday=/"a;)) funksiya X to‘plamda aniglangan murakkabfunksiya yoki
(p va/ funksiyalaming kompozitsiyasi deyiladi va f ° < orgali belgilanadi: (J °
®){x) = /000)-
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12-rasm
3.7-izoh. Ta'rifdagi X to‘plam wn= <p(X) funksiyaning tabiiy aniglanish
sohasiga teng boMishi shart emas. Masalan, u = <p(x) = 1—x2, y = f(u) = Vu
boMsin. u = 1 -Xx 2 funksiyaning tabiiy aniglanish sohasi (-00; +00), unga mos
giymatlar to‘plami (—60, 1]. Bu to‘plamda f(u) = Vu funksiya aniglanmagan.
Lekin X = [1,1] deb olsak, E(cp) = [0,1] boMadi va bu to‘plamda f(u) =
Vu funksiya aniglangan. Demak, X = [-1,1] to‘plamda f(<p(x)) = VI -x2

murakkab funksiya aniglangan.

Mashq va masalalar

31 f(x) = x3 - 3x funksiya benlgan. Quyidagilarni toping:

0/(2) 2)A-3).
3)/(-V5). Hf(-x).
5)/(3x).

8)/(b - 2).

Berilgan funksiyalaming aniglanish sohasini toping (2-11):

34fix) = log3(-x) 35 fix) = Vx2-7x +W

36 fix) = x2+tgx 3-7fix) = Vx —7 +V10 - x
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3-8./M = -p§= 39 /(o) = A +2 +

3-10./(*) = e'xmog2(2 - 3x) 3-11 f(x) = arccos(x - 2) - In(x - 2)
Berilgan funksiyalaming giymatlar to‘plamini toping (12-17):

312 /(*) =x2-Qx +20 313 f(x) = 3~*2
3-14. fix) = 2sin* —7 3-15./(x) = -+4
3-16./(x) =-arctgx 3-17./(*) = +2

Berilgan funksiya grafigini chizing (18-21):
| -1 agar jc<0 bo'lsa,
3-18. signx={ 0, agar x=0bo'lsa, (x mng ishorasi)
A1, agar x>0 bo'lsa.
3-19. a) v=[X] (X ning butun gismi). b>»={rt} (jcning kasr gismi)

3-20 fe\=(_*’ apal ° - X ~ 1 bo'lsa-
fo iz —x,a%gar 1< x< 2 bo'lsa.

3-21 gix)=\ '/*>a9ar0 ~ x < 1ho'lsa,
12 —x, agar 1< x <2 bo'lsa.

f (*) vag(x) funksiyalar berilgan. f +g,f -g, fg, f/g vag/f
funksiyalaming aniglanish sohasini toping. Ulami giymatlarini hisoblash uchun
formula yozing (22-23):

32 .f(x) = x, 9(x) = yjx-I

323 f(X) = VI - x09(X) =VTTx

3-24. Agar f(X) = X +5vag(x) = X2 - 3 bo‘lsa, quyidagilami toping:

a)/°~(0);  b)le/(-5); c)g°gix);  d)gof(x);

)0 (/(0)) 99(9(2))-, 9)/(/(*));  h)/(*(*)).

3-25 . Berilgan f va g funksiyalar uchun f ofix); f °g(x); g°g{x)) g o
f (t) murakkab funksiyalami tuzing va ulaming aniglanish sohalarini toping (26—
28):
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3-26./(*) =i *(*)=£.
3-27/0) =jlj, s(x) =V3TTT.
3-28./(gr) = 4(X) = scm(x)
3-29. 13-rasmda aniglanish sohasi
[0,2], giymatlar tolplami [0, 1] boMgan
f (x) funksiya grafigi berilgan. Quyidagi
funksiyalaming aniglanish schasi va
giymatlar to‘plamini toping, grafigini chizing: 13-rasm
a)f(x) +1; b)f(x)- 2; o) f(x +1);
d)f(x- 2); e)-/(*); ) f(=x); g)I+ f(x-1).

3-8 Funksiyalaming muhim sinflari

1 Chegaralangan va chegaralanmagan funksiyalar

3.8-ta’rif. Agar X to‘plamda aniglangan fix) funksiya uchun shunday b son
mavjud boMib, ixtiyoriy xeX lar uchun fix)<b tengsizlik bajarilsa, fix) funksiya
yuqoridan chegaralangan deyiladi.

3.9-misol. f{x) =~~7 funksiya X = (—eo; foo) oraligda yugoridan
chegaralangan ekanligini isbotlang.

Yechish. X dan olingan ixtiyoriy X uchun X2 > 0, bundan~ 7 < 1 boMadi.
Demak, shunday 1 soni mavjudki, X = (—00; +00) oraligdan olingan ixtiyoriy X
uchun f(x) = < 1 o‘rinli. Bu berilgan funksiyaning yugoridan chegaralangan
ekanligini isbotlaydi.

3.10-ta’'rif. Agar X to‘plamda aniglanganfix) funksiya uchun shunday a son
mavjud boMib, ixtiyoriy xeX\ai uchun f(x) > a tengsizlik bajarilsa,/jc) funksiya
quyidan chegaralangan deyiladi.

3.11-misol./(*) =~ 7 funksiya X = (-00;+00) oraligda quyidan

chegaralangan ekanligini isbotlang.
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Yechish. X dan olingan ixtiyoriy X uchun x2+1> 0 boMganligi sababli

> 0 boMadi. Demak, shunday O soni mavjudki, X = (—oo; +00) oraligdan

olingan ixtiyoriy X uchun f(x) =~ 7 > 0 o‘rinli. Bu benlgan funksiyaning
quyidan chegaralangan ekanligini isbotlaydi.

3.12-ta'rif. Agar f(X) funksiya X to'plamda ham quyidan, ham yugoridan
chegaralangan boMsa, u shu to‘plamda chegaralangan funksiya deyiladi.

Y ugorida garalgan funksiya uchun 0 < -~7 < 1 barcha X EX larda o'rinli.
Demak, berilgan funksiya chegaralangan.

Geometrik nugtai nazardan quyidan chegaralangan funksiyaning grafigi, biror
to'g'ri chizigdan yugorida (14-a) rasm), yugoridan chegaralangan funksiyaning

grafigi biror to‘g‘ri chizigdan pastdajoylashgan boMadi. (14-6) rasm).

14-rasm

2. Juft va toq funksiyalar.

3.13-ta’rif. Agar ixtiyoriy xeXuchun f(-x) = f(X) boMsa, u holda7(x)juft
funksiya deyiladi.

3.14-ta’'rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun / (—x) = —f(x) boMsa, u holdafix)
togfunksiya deyiladi.

Bu ta riflardagi f(—x) = f(x), f(—x) = —f(x) shartdan agar funksiya x
nugtada aniglangan bolisa, uning —Xx nugtada ham aniglangan boMishi kelib chigadi.

3.15-ta’'rif. Agar ixtiyoriy xeX uchun -xeX boMsa, u holda X to‘plam
simmetrik to'plant (O nuqtaga nisbatan) deyiladi.
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Masalan, Xr= (—2;2), X2= (—0; +00),/13 = [; 1] lar simmetrik
to'plamlar, X4 = [2; 2),X5= (1; +00) simmetrik bo‘Imagan to‘plamlar bo'ladi.

Shunday qilib, Ox) funksiya toq yoki juft bo'lishi uchun uning aniglanish
sohasi simmetrik to‘plam bo'lishi zaruriy shart ekan.

3.16-misol. Ushbu funksiyalami tog-juftlikka tekshiring: a) fix) = x2 - 1;
b) fix) = yjx- 1;¢0) f{{X) = Mx - 1.

Yechish. @) fix) = x2—1 funksiyaning aniglanish sohasi barcha hagqigiy
sonlar to'plamidan iborat, demak, simmetrik to'plam. / (—x) = (—%x)2—1 = x2-
1 —fix). Bundan fix) = x2—1juft funksiya.

b) fix) =yjx- 1 funksiyaning aniglanish sohasi [l;+00). Ravshanki, u
simmetrik to'plam emas. Demak, fix) = \Ix- 1 toq ham emas, juft ham emes.

c) /(*) = yjx-1 funksiyaning aniglanish sohasi barcha hagigiy sonlar
to'plamidan iborat, demak, simmetrik to'plam. /(—x) = V—x—1 ® fix),
shuningdek, fi—x) = V-x-1 = -y/Xx+1* -/0). Demak, /(x) = VX T
tog ham emas, juft ham emeas.

4. Monoton funksiyalar. Aytaylik, *[,x) funksiya X to'plamda berilgan
bo'lsin.

3.17-ta’'rif. Agar X to'plamdan olingan ixtiyoriy xi va X lar uchun xi<iC2
tengsizlikdan J1"OMNOM) tengsizlik kelib chigsa, u holda bu funksiya X to'plamda
0 suvchi deyiladi.

3.18-ta’rif. Agar X to'plamda olingan ixtiyoriy Xxi va X2 lar uchun Xi<x2
tengsizlikdan ¥(x)>x2) tengsizlik kelib chigsa, u holday(x) funksiya X to‘plamda
kamayuvchi deyiladi.

3.19-ta’rif. Agar X to'plamda olingan ixtiyoriy xi va x2 lar uchun xj<x2
tengsizlikdan Ox¥Ax2) (yoki /xi)>/x2) tengsizlik kelib chigsa, u holda J[X)
funksiya X to'plamda kamaymaydigan (yoki o 'smaydigan) deyiladi.

O'suvchi, kamayuvchi, kamaymaydigan, o'smaydigan funksiyalar, bitta

umumiy nom bilan monotonfunksiyalar deyiladi (15-rasm).
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3.20-misol. y-2x+l funksiyaning aniglanish sohasida o‘suvchi ekanligini
isbotlang.

Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi hagigiy sonlar to'plamidan iborat.
Agar < X2bo'lsa, uholda f(x2) - f(xX) = (2x2+ 1) - (2xx4-1) = 2(x2-
XN > 0 Bundan f(xX) < f(x2), demak berilgan funksiya o'suvchi.

3.21-misol. f(x) = x2 funksiyaning (—00;0) da kamayuvchi ekanligini
isbotlang.

Yechish. Hagigatan, agar xx x2 e (-00, 0) va XX < X2 bo'lsa, u holda

f(x2 - f(XX = *2)2- PARY2= (x2- XD(x2+xX <0
bo ladi, bundan f(xr) > /(ar2) tengsizlik kelib chigadi. Demak, berilgan funksiya

kamayuvchi.
fy y
Yy
kamaymaydigan
15-rasm
5. Teskari funksiya. Aytaylik, y = f{X) funksiya X to'plamda berilgar

bo'lib, Y = E(f) = {f(X): X E X) uning giymatlar to'plami bo'lsin. Y to'plamdan
olingan ixtiyoriy y0 uchun, X to'plamda yO = / (x0) tenglikni ganoatlantiruvchi x0

soni mavjud. Bunday son bitta, yoki bir nechta bo'lishi mumkin.
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Agar K dan olingan har bir y uchun X to‘plamda y = f{x) tenglikni
ganoatlantiruvchi x fagat bitta boMsa, u holda X — <p(y) funksiyaga ega boMamiz.
Bu funksiyay = /(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi.

Masalan, X =Y = (—00;+00) da berilgan y = yfx funksiya X =y3
funksiyaga teskari funksiya boMadi.

Bazan, y=J(X) funksiyaga teskari funksiyani x=f'l(y) kabi ham belgilashadi.

Agar x=gp(y) funksiya y = f(x) funksiyaga teskan funksiya boMsa, u holda
y=1m) funksiya x=tp(y) funksiyaga teskari funksiya boMadi. Shu sababli, bu ikki
funksiyani o zaro teskarijimksiyalar deyiladi.

MaMumki, y = f(x) funksiyada x argument, y funksiya deb yuritiladi. Unga
teskari boMgan J*pOO0 funksiyada x vay
lar  o'mini almashtirib  Y=tb(x)
funksiyaga ega boMamiz. Shunday qilib,
bir xil belgilash boMganda ham,
funksiya y = f(x) funksiyaga teskari
funksiya deb garaladi.

0 ‘zaro teskari y=j[X) va y=th(x)
funksiyalarlaming grafiklari, to‘'g‘n
chizigga nisbatan simmetrik boMadi (14~
rasm). 14-rasm

6. Davriy funksiyalar. Aytaylik, y=j{x) funksiya berilgan va uning aniglanish
sohasi A'boMsin.

3.22-ta’rif. Agar biror T ® 0 son va ixtiyoriy X E X uchun, f(x = T) = f(x)
tenglik o‘rinli boMsa, u holda y = /(x) funksiya davriyJimksiya, T uning davri
deyiladi.

Ta'rifdan ko'rinadiki, y = /(x) funksiya T davrli davriy funksiya boMishi
uchun

a) uning aniglanish sohasi X dan olingan ixtiyoriy x uchun X +T,Xx —T ham

X ga tegishli boMishi;
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b) ixtiyoriy X EX uchun f{x = T) = /(*) tenglik o'rinli bo'lishi kerak.

Agar shu shartlardan birortasi bajarilmasa, u holda yt) funksiya davriy
funksiya bo*Imaydi.

Davriy funksiyaning eng kichik musbat davri (agar u mavjud bo‘lsa), uning
asosiy davri deyiladi.

3.23-misal. fix) = sin3x funksiyaning davriy ekanini ko'rsating va uning
asosiy davrini toping.

Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi £x(y)=(-o0;+oc). Endi, /(X +T) =
f (X) tenglikni ganoatlantiruvchi T ni topamiz. Shartga ko'ra, ixtiyoriy X uchun
sin3(x +T) = sin3x bo'lishi kerak. Bundan,  sin(3x + 3T) —sin3x = 0O,
sinuslar ayirmasini ko'paytmaga keltiramiz: 2cos(3g; +T)siny = 0 kelib
chigadi. Oxirgi tenglik X ga bog‘liq bo‘lmagan holda bajarilishi uchun siny = 0

bo'lishi shart. Bundany = nn, T= n E Z. Bu sonlaming har biri berilgan

funksiyaning davri bo'ladi. Demak, funksiya davriy. Uning asosiy davri y ekanini
ko'rish qiyin emeas.

3.24-misol. y = sinj funksiya davriy emasligjni ko'rsating.

Yechish. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi D(y) = (—eo; 0) U
(0; +o0) to'plamdan iborat. Agar funksiya davriy, davri T ga teng deb olsak, u holda
0+7\N0-T sonlar ham funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli bo'lmasligi

kerak. Ammo =+ E D(y). Bu ziddiyat berilgan funksiyaning davriymasligini
ko'rsatadi.

Mashqg va masalalar

Funksiyalami tog-juftlikka tekshiring (30-39):

3-30./(*) =x2+1. 331 f(x) = X3+X
3-32./(*)*"
334 f(x) = jij

3-36. fix) = x2—Sx 3-37.fix) = x3-2
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3B f(x) = p3} 3-30. fix) = yfix

3-40. Simmetrik to'plamda aniglangan ixtiyoriy [Ax) funksiyani toq va juft
funksiyalaming yig'indisi ko'rinishida yozish mumkinligini isbotlang.

341 J(X)=lg(x+\I" +N funksiyani tog—juftlikka tekshiring.

342 Juft funksiyaning grafigi ordinata o'giga nisbatan simmetrik bo'ladi.
Isbotlang.

343 Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
bo'ladi. Isbotlang.

3-44. Aytaylik fix),gix) funksiyalar haqiqgiy sonlar to'plamida aniglangan,
hamda/(*)-juft, #(x)-toq funksiya bo'lsin. Quyidagi funksiyalardan gaysilari juft,

gaysilari tog, gaysilari juft ham emas, toq ham emas bo'ladi?
Vf+g 2)f-g, 3)f-g, 4y~ ,5)f2=1 =, 6)g2=g g,

7)f°g, 8)5 °f. 9)/°/, 10)0 00 .

3-45 / funksiya tog ham emas, juft ham emas, g funksiyajuft, h funksiya
tog bo'lsin. Quyidagilami aniglang: 1)/ +g a)juft, b) toq funksiya bo'lishi
mumkinmi? 2) f +h a)juft, b) toq funksiya bo'lishi mumkinmi?

3-46 / funksiya tog ham emas, juft ham emas, g funksiyajuft, h funksiya
tog hamda ixtiyoriy ikkitasining kompozitsiyasi aniglangan. Kompozitsiya 1) juft
funksiya; 2) toqg funksiya bo'ladigan barcha kompozitsiyalami ayting.

347. fix) = X2+ 2x 4-4 funksiyaning (—e0,—1] oraliqgda kamayuvchi
ekanligini isbotlang.

348 /(*) = x3+ 1 funksiyaning aniglanish sohasida o'suvchi ekanligini
isbotlang.

3-49. Agar fix) monoton funksiya bo'lsa, u holda a) —fix) monoton
funksiya; b) fix) > 0 bo'lsa, 1/fix) monoton funksiya ekanligini isbotlang.

3-50 Monoton funksiyalaming kompozitsiyasi monoton funksiya bo'lishini

isbotlang.
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351 (a, b) oraligda o‘suvchi Ikkita funksiyaga misol keltiringki, ulaming
ko‘paytmasi a) (a, b) oraligda o‘suvchi; b) (a,b) oraligda kamayuvchi; c) (a, b)
oraligda monoton boMmasin.

3-52 Qat’iy monoton funksiyaning o‘zaro bir giymatli ekanligini isbotlang.

3-53 Olzaro bir giymatli, ammo monoton boMmagan funksiyaga misol
keltiring.

354 Berilgan funksiyaga teskari funksiyani elementar funksiyalarda
ifodalang, grafigini chizing: a) y = sinx,x E

b)y = cosx,x E [, 0];

3-55. Agar T @ O soniy = f(x) funksiyaning davri boMsa, u holdanT,n E Z
son ham uning davri boMishini isbotlang.

3-56. Agar T ® Osoniy = f(x) funksiyaning davri boMsa, u holdanT,n E Z
son ham uning davri boMishini isbotlang.

3-57. Berilgan funksiyalardan gaysilari davriy, gaysilari davriy emas? Agar
funksiyaning asosiy davri mavjud boMsa, uni toping:

a)f(x) = sindx; b)f(x) = cos25x+2; c)f(x) = tg";

d)f(x) = sin2x + cos3x; e)f(x) = x2; f) f(x) = 3cosy/x.

358 Agar / va g funksiyalar davriy, davrlar nisbati ratsional son boMsa, u
holdaf +g,f my funksiyalar ham davriy ekanligini isbotlang.

3-59. Ikkita / va g davriy boMmagan funksiyalarga misol keltiringki, &) / +
9i b)/ 1g davriy hamda eng kichik musbat davri mavjud boMsin.

3-60. / davriy vag davriy boMmagan funksiyalarga misol keltiringki, a) / +
9i b)f "g davriy hamda eng kichik musbat davri mavjud boMsin.

4-8. Funksiya limitining ta'riflari
1 Funksiyaning nugtadagi limiti hagida tushuncha
Grafiklari 16-18-rasmlardakeltirilgan funksiyalami garaylik. Barcha hollarda
aynan bitta egri chiziq, lekin turli xil funksiyalar aks ettirilgan. Ular X = a nuqtadagi
holati bilan farq giladi.



16-rasm
16-rasmda grafigi keltirilgan funksiya uchun x=a da f(a) giymati mavjud
emas, funksiya bu nugtada aniglanmagan. Grafigi 17-rasmda aks ettirilgan funksiya
uchun f(a) mavjud va u o‘zining tabiiy b giymatidan farq giladi. Grafigi 18-rasmda

ko‘rsatilgan funksiya uchun ham f(a) mavjud va u yaxshi, qulay joylashgan.

17-rasm 18-rasm
Agar X = a nugtani € tiborga olmasak, uchala funksiya aynan bitta funksiya
bodar edi.
Yuqoridagi uchala holda ham
limf(x) = b
x-+a
yozuv ishlatiladi. O'qilishi “xa-ga intilganda f(x) funksiya limiti b ga teng”.
Yugoridagi yozuvning mazmuni quyidagidan iborat, agar argumentining
giymati Xx=a yaqin tanlansa, funksiya giymati b limit giymatidan kam farq giladi.
Boshgacha qilib aytsak, a nugtaning yetarlicha kichik atrofida ushbu tagribiy tenglik
o‘rinli: f(x) » b.

71



Bu holda, ya'na bir bor ta'kidlaymizki, x=b nugta e'tiborga olinmaydi.

2. Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflari

2.1 Funksiyaning nuqtadagi limiti. Endi funksiyaning nuqtadagi limiti
tushunchasiga gat'iy matematik ta'riflar beramiz.

Funksiyaning X=a nuqtadagi limiti  funksiyaning shu nuqgtada
aniglanganligiga bo‘g‘lig emas, balki X nugtaning atrofidagi funksiyaning
giymatlariga bo‘g‘liq boMadi.

Aytaylik, biror A'sonli to‘plam berilgan bo‘Isin.

3.25-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy atrofida X to”plamning a dan farqli
kamida bitta nuqtasi boMsa, u holda a nugta X to‘plamning limit nugtasi deyiladi.

3.26-misol. XXx= [3; 4] segmentning har bir nuqtasi uning limit nugtasi
boMadi. Bu to‘plamning boshga limit nugtalari yo‘q. Isbotlang.

Yechish. Xr = [3; 4] segmentning har bir nugtasi uning limit nugtasi
boMishi 0‘z-0'zidan ravshan. Aytaylik, a < —3 boMsin, u holda hagigiy sonlaming
zichlik xossasigakora a < ¢ < —3 boMadigan ¢ son mavjud. e —C —a deb olsak,
a nugtaning e = ¢ —a atrofida XX = [—3; 4] to'plamning birorta ham nugtasi yo‘q.
Demak, a nugta Xr to'plamning limit nuqgtasi emas. Shunga o‘xshash, a > 4
boMganda ham, a nugta Xxto‘plamning limit nugtasi emasligi isbotlanadi.

To'plamga tegishli boMmagan nugtalar ham shu to‘plamning limit nuqtasi
boMishi mumkinligini quyidagi misoldan ko*rinadi.

3.27-misol. 2 nugta A2 = [0;2) to‘plamning limit nugtasi ekanligini
isbotlang.

Yechish. Ixtiyoriy e > 0 sonni olamiz. U holda 2 — < 2 va haqigiy sonlar
to‘plamining zichlik xossasiga ko‘ra 2 —£ va 2 sonlari orasida X2 to'plamning
cheksiz ko‘p, demak kamida bir nugtasi mavjud. Bundan 2 berilgan to‘plamning
limit nugtasi boMadi.

Limit nugtaning yugoridagi ta’rifiga teng kuchli boMgan yana bitta ta’rifini
keltiramiz.

3.28-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p

nuqtalari boMsa, u holda a nugta X to‘plamning limit nugtasi deyiladi.
Y



Kelgusida quyidagi tasdiqdan foydalanamiz.

3.29-lemma. Agar a nugta X to‘plamning limit nugtasi bo'lsa, u holda X
to‘plam nugtalaridan tuzilgan va a ga yaqinlashuvchi Pan},xn @ a ketma-ketlik
ajratib olish mumkin.

Isbot. O Aytaylik, a nugta X to'plamning limit nugtasi bo'lsin. U holda a

nugtaning har bir ;a + ~) atrofida X to'plamning, a dan fargli kamida bitta xn
nuqtasi bor, ya'ni a-" < xn < a +” bo'ladi. Bu go'shtengsizlikda limitga o'tsak,
I_Ili%xn = a kelib chigadi. Bunda xn ® a ekanligi ravshan. &

Shuni ham ta’'kidlash kerakki, a nugtaning ixtiyoriy atrofida X to'plamning a
dan fargli cheksiz ko'p nugtalari mavjudligi uchun, a ga yaginlashuvchi {*,,} ketma-
ketliklami cheksiz ko'p usulda tanlab olish mumkin.

3.30-ta’rif. (Geyne). Agar X to'plamdan olingan va a ga yaqinlashuvchi
ixtiyoriy {*,}, Xrfta ketma—ketlik uchun, funksiya giymatlaridan tuzilgan {/(*.)}
ketma-ketlik, doim yagona b limitga ega bo'lsa, u holda b sonifix) funksiyaning a
nugtadagi limiti deyiladi.

Funksiya limiti Hmf(x) = b kabi belgilanadi, ba’zan “g-*a da j{x)—=b”
ko'rinishida ham yoziladi.

Odatda bu ta’rif funksiya limitming ketma-ketliklar tilidagi ta’rifi deyiladi.

3.31-misol. /(X)=3-jc2 funksiyaning >=\.dagi limiti 2 ekanligini ko'rsating.

Yechish. x| va MXrFI bo'ladigan ixtiyoriy {jc} ketma-ketlik olaylik. U
holda yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar bajarish goidalariga
ko'ra >l?{llﬂ,x,,): rI1|4r‘r(1)(3—*,,2):3 —rltl_>r2X,,2=3 —ll/mx,, -#L‘n%*,, =3-1-1=2.

Demak, ta’rifga ko'ra lim(3-:c2=2.

. - * X2—4 S
3.32-misol. Geyne ta’rifidan foydaianlb = 4 tenglikni isbotlang.
X5

Yechish. /(*) :———5 funksiya X=2 nugtada aniglanmagan. x¢! va
X_

nILrQOxn: 2 Dbo'ladigan ixtiyoriy {*,} ketma-ketlik olaylik. U holda
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x4 (y 20O+ . . )
lim——=lim— ———=———=lim(.r +2)=1lim* +lim2=2+2=4  bo‘ladi
n—ex—2 n> X —2 "y s »¢

Demak, berilgan tenglik o'rinli.

Ko'p hollarda funksiya limitining Geyne ta’rifi funksiyaning limiti
mavjudmasligini ko'rsatishda ishlatiladi. Buning uchun garalayotgan nugtaga
yaginlashuvchi shunday ikkita ketma-ketlik olish kerakki, ularga mos funksiyalar
giymatlaridan tuzilgan ketma-ketliklar turli sonlarga intilishi lozim.

3.33-misol. Dirixle funksiyasining hech bir nugtada limiti mavjud emasligini
isbotlang.

Yechish. Dirixle funksiyasi ratsional sonlarda 1giymat, irratsional sonlarda O
giymat gabul qilar edi. Aytaylik, a ixtiyoriy haqgigiy son bo'lsin. Shu songa
yaginlashuvchi {m} ratsional sonlar ketma-ketligi mavjud. Unga mos funksiya
giymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik {1} bo‘lib, uning limiti 1 ga teng. Shu songa
yaginlashuvchi {an} irratsional sonlar ketma-ketligi ham mavjud. Unga mos
funksiya giymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik {0}, uning limiti O ga teng. Bundan a
songa yaginlashuvchi ketma-ketliklar uchun ularga mos funksiyalar giymatlaridan
tuzilgan ketma-ketliklar yagona songa intilmaydi, demak limit mavjud emas. a
ixtiyoriy haqigiy son boMganligi sababli, Dirixle funksiyasi hech bir nugtada limitga
ega ermes.

Funksiya limitini boshgacha “e-5” tilida ham ta’riflash mumkin.

3.34-ta’rif. (Koshi). Agar har bir, kichik eX) son uchun shunday bir 5>0 son
mavjud boiib, x ning 0<|x-a]<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
1296 |<etengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda b sonJ(X) funksiyaning a nugtadagi limiti
deyiladi.

3.35-misol. lim(3x —1) = 5 ekanini isbotlang.

Yechish. ~x)=3x-| funksiyani garaymiz va ixtiyoriy e>0 son olamiz. U holda

N(X)—5 <e <> \X—1- g <E<>|3x—2)] <£ < X—2| <
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munosabatlardan ko'nnadiki, agar e>0 son uchun 8 = | deb olsak, u holda p«2}]<S
boiganda, |4x)-5l< tengsizlik bajariladi. Buesa, tanfgako'ra lim(3jr-1)=5 ekanini
X—*2

bildiradi.

3.36-misol. lim(x2—3) = 6 ekanini isbotlang.

Yechish. bo‘lIsin. Ixtiyoriy e>0 son olaylik. U holda F(X) - 6]<
e <> [R—3—6]<s < W—9| < e bundan

X+3|Ix- 3| <e (1)

munosabat o‘rinli.

Agar 5ni 1dan kichik deb olsak, uholda —3] < 8 < 1 dan 2<jc<4 kelib
chigadi. X shu oraligda o‘zgarganda (1) tengsizlikning chap tomoni 7 « - 3 |dan
katta bolla olmaydi. Shu sababli 7. - 3] < ¢ deb olsak, (2) o'rinli bo'ladi.

. 8 S )
Demak, S=min{ 1,-} deb olsak, u holda |R-6]=p3]- |x3|<7--<e bo‘ladi. Bu es3,

ta’rifga ko‘'ra H T~ - 3)” ekanini bildiradi.
X->3

#
3.37-misol. Koshi ta'rifidan foydalanib lim----=4 tenglikni isbotlang.

v-2 X -2
. X2—4 . . L
Yechish. /(*) = -—-— funksiya X-2 nugtada aniglanmagan. Ixtiyoriy e>0

son olamiz va |/(*)-4] ifodani garaymiz: |/(.v)-4|=

wpoa 1 CACFD s 4l=Ix-2]. Bundan ko'rinadiki
&y X2 | -4]=]x-2]. Bundan ko'rinadiki, agar
ixtiyoriy e>0 son uchun 8 =z deb olsak, 0 <{X- 2 1<5 shartni ganoatlantiruvchi
barcha x larda |/(or)-4]<6 tengsizlik bajariladi. Demak, ta'rif bo'yicha
imX=% -4
X-2
3.38-ta’rif. Agar ixtiyoriy A>0 son uchun shunday bir 6>0 son mavjud bo‘lib,

xeX ning O<|x-a]<6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida [)1=4,
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tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda @ nugta J(x) funksiyaning a nugtadagi limiti
deyiladi. Bu hoi lim f(x) = oo orgali belgilanadi.

Agar X ning a gayetarlichayagin giymatlanda Jr)~0 bo'lsa, )I(l_g’; f(x) = +00,
agar7(x)<0 bo'lsa, )|<I_I’>T; /(x) = -00 kabi yoziladi.

3.39-misol. JITE: 00 ekanliégini isbotlang.

Yechish. f(x) = m funksiyaning aniglanish sohasi (—00, 1) n (1, +00), a =
1 uning limit nugtasi. Ta'rif bo'uicha ixtiyoriy 1> 0 son uchun shunday bir 8 > O
son mavjud bo'lib, aniglanish sohasiga tegishli X ning 0 < [x-I] < 8 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida |~] > A tengsizlik o'rinli bo'lishini
ko'rsatishimiz kerak.

| > A tengsizlikdan x—1] < i ni hosil gilamiz. Agar ixtiyoriy A> 0

son uchun 8 = - ni olsak, u holda 0 < JFd1< $tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha X larda M—ﬁ > Ao'rinli bo'ladi. Demak, )IZ_'I]H)C\: 00.

2.2. Funksiyaning bir tomonli limitlari.

3.40-ta’rif. Agar ixtiyoriy S>0 uchun (a-S;a) intervalda X to'plamning
kamida bitta nugtasi bo'lsa, u holda a nugta X to'plamning chap limit nugtasi
deyiladi.

Masalan, (2,4) imterval uchun 4 chap limit nugta bo'ladi.

341-ta’rif. Agar ixtiyoriy ~>0 uchun (a,a+S) intervalda X to'plamning
kamida bitta nugtasi bo'lsa, u holda a nugta X to'plamning o ng limit nugtasi
deyiladi.

Masalan, (2,4) imterval uchun 2 o'ng limit nugta bo'ladi.

Aytaylik, y\arr) funksiya” to'plamda berilgan bo'lib, a nugtaX to'plamning
chap (yoki 0'ng) limit nuqtasi bo'lsin.

3.42-ta’rif (Geyne). Agar X to'plamning nugtalaridan tuzilgan va har bir hadi

a dan katta (mos ravishda, kichik) bo'lib, a ga mtiluvchi ixtiyoriy {*,.} ketma—ketlik

olganimizda ham, funksiya giymatlaridan tuzilgan (x,,)} ketma-ketlik doim yagona
e



b ga intilsa, b sonfix) funksiyaning a nuqgtadagi o ng (mos ravishda, chap) limiti
deyiladi.
Funksiyaning o'ng limitini _lim f[>X)=b yok\J(a+0)=b, chap limitini

nl_lyrgw_g J(X)=b yok\J(a-0)=b orgali belgilanadi. Agar a=0 bo'lsa, XI:Eéqr)zY(—K)),

lim.A00"-0) kabi belgilash ishlatiladi.
X0

—4,aqar X< 2 o
{(2 ,» funksiyaning X = 2
z,agar x>2

nugtadagi chap va ong limitlarini hisoblang.

Yechish. Agar x,<2 shartlar bilan 2 ga yaginlashuvchi {*,} ketma—ketlik
olsak, u holda /(xn) = xn —4 va Hlﬁmol(x n) = "I_im (xn—4) = I|m XN —nljm 4
=2-4= —2bo'ladi.

Agar x,>2 shartlar bilan 2 ga yaginlashuvchi {*.} ketma—ketlik olsak, u holda
/(*,) =xI va7lli>r£1 /(*,,) = nllrg = 4 bo'ladi.

Demak, Um /(*) = —2, lim /(*) = 4. Bu misoldachap vao'ng limitlar
mavjud, ammo bir-biriga teng emas.

Funksiyaning chap va o‘ng limitlariga “s-S” tilida ham ta’rif berish mumkin.

3.44-taVif (Koshi). Agar har ganday, kichik s>0 son uchun shunday bir <€0
son mavjud bo'lib, XxeX ning a<x<cr+ (a-b<x<a) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida J0x)-6 <€ tengsizlik bajarilsa, b son “(jc) funksiyaning a
nugtadagi 0 'ng (chap) limiti deyiladi.

Funksiyaning chap va o'ng limitlari uning birtomonli limitlari deb yuritiladi.
Agar a nugta, bir vaqtda™f to’plamning ham chap, ham o'ng limit nugtasi bo'lsa, u
holda quyidagi teorema o'rinli.

3.45-teorema. m) funksiya, a nuqtada limitga ega bo'lishi uchun, shu
nugtada uning chap va o'ng limitlari mavjud bo'lib, ¥(a-0)=\a+0) tenglik o'rinli
bo'lishi zarur va yetarli

Isbot (3-62-masala).
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2.3. Funksiyaning cheksizdagi limitining ta’rifi.

3.46-ta’rif. Ixtiyoriy A>0 son uchun (A; +00y interval +00 «nuqta»ning, (-acA)
interval —c «nugta»ning, (-go;A)u(A;+qc) to‘plam esaoo «nugta»ning atrofi deyiladi.

Qolaversa, a +oc, -@ «nugta»lar bu to‘plamlarga limit nugta bo'lishi
yuqoridagi kabi ta’riflanadi. Bu holda ham, mos ravishda Hﬁg(,,:oc', /!l)r%vz—l-bg rItllg(;
X~ bo'ladigan {*,} ketma-ketliklami cheksiz ko'p usullarda tanlab olish
mumkin.

347-ta’rif. (Geyne). Agar X to'plamdan olingan va Ij.j_,neoxn = 00 bo'lgan
ixtiyoriy {m# ketma-ketlik uchun, funksiya giymatlaridan tuzilgan {/(*,)} ketma—
ketlik, har doim yagona b limitga ega bo'lsa, u holda b soni/ac) funksiyaning
cheksizdagi (00" nuqtadagi)/wu/7/deyiladi vaquyidagichabelgilanadi: XIim)f(x) =

b.

Shunga o'xshash funksiyaning -00, -foo nugtalardagi limitlariga ta’rif berish
mumkin.

3.48-misol. J(X)=sinx funksiyaning g—+ da limitga ega emasligini
ko'rsating.

Yechish. Limiti +oc bo'lgan xrFrk yoki Xn = (2n +")n ketma-ketliklami
olaylik. U holda f(xn) = sinnn = 0,f(x'n) = sin(2n +”~)n= 1 bo'lgani uchun,
/(*n) = = * bo'ladi. Bu esa, x>0 da”")=sim: funksiyaning

limiti yo'qligini ko'rsatadi, chunki ta’rif bo'yicha limit yagona bo'lishi kerak.

Yugorida funksiyaning nuqtadagi va cheksizdagi chekli limitlariga ta’riflar
berildi. Shunga o'xshash holda funksiyaning nuqtadagi va cheksizdagi cheksiz
limitlariga ta'riflar berish mumkin (63-65-masalalar).

Mashqg va masalalar

3-6L To'plamning limit nuqgtasiga berilgan ta’riflaming ekvivalentligini,

ya'ni quyidagi teoremani isbotlang: a nugta X to'plamning limit nugtasi bo'lishi
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uchun a nugtaning ixtiyoriy atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nugtalari bo‘lishi
zarur va yetarli.

3-62. 3.45-teoremani isbotlang.

363 . lim /0) = bni ta’riflang. Geometrik talgin bering.

X-»+00

3—64.*_Ii>n&)f(x) = b ni ta’riflang. Geometrik talgin bering.
365 .X_Iir+n f(x) = ooni ta’riflang. Geometrik talgin bering.

3-66. S ning ganday musbat giymatlarida 0 < |x-x0]< S tengsizlikdan
1/0*) ~ al < £ tengsizlik kelib chigadi? Bu yerda
a) /(*) = x2x0= 3,a =9,s = 0,001;

b) X° =3, a=WE=0,01;

c) f(x) = cosx,x0= m a= —1. = 0,001.

3-67. S ning ganday musbat giymatlarida - 1] < S tengsizlikdan quyidagi
tengsizlik kelib chigadi? Bu yerda

a Ng\<2; b) "] <1; ¢ NgA\<0,1; d)Ng\<0,01.

3-68. Har bir £ > 0 son uchun shunday S > 0 son ko'rsatinki, ~x—1] < S
tengsizlikdan —21< e tengsizlik kelib chigsin.

Funksiyaning nugtadagi limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, limitni toping
(69-72):

3-69. *I_i>rr_11 (4x + 3). 3-70. )I(i_[)r%(xz —4x + 8).

371 limVI —x2. 3-72. lim
X-*- x-*\f3x ~1

Funksiyaning nuqtadagi limitining Koshi ta'rifidan foydalanib tenglikni
isbotlang (73-76):
3)—290 lim(3x —2) = -2. 3-74. ;}!fn('x + 43 = 3

3-75. limx2 = 9. 3-76. lim- = -
X-*3 X-*S X 5

f(x) funksiyaning X0 nugtada limiti mavjud emasligini isbotlang(77-78):

, o = 2.

3-77./ =i x0=0 378/(*) =1 “0
() Ix ) 0¢ aga?rx< 2bo Isa
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3-79. Hm/(x) limitning mavjudmasligini isbotlang:

a) f(x) = arcctg ~; b) /(x) = signsin| .

3-30. Jli[-%/ (X) ni toping. Bu yerda /(x) = agarx = - (p,q) = 1,
0, X irratsional son

3-8L Koshi ta’rifidan foydalanib IimO/(x) = 1 ekanligini isbotlang, bu
X-*X

yerda/(x) = 2(;_{‘ +1,x0 = 1.Berilgan £ gako‘ra S ni toping: 1) = 5; 2)e =
0,01,
Ko'rsatilgan nugtadagi bir tomonli limitlami hisoblang(82-83):
3-82/(x) = [X]x0 = 2
—2,agar X < 1bo'lsa,

33.f =
) Nagar x> 1lbo'lsa ' af° — A X ~ 9

5-8 Limitga ega bo‘lgan funksiyalaming xossalari

Aytaylik, y=f{X) funksiya X to'plamda aniglangan va a son X to'plamning
limit nugtasi bo'lsin.

3.49-xossa. Agar M7 /(x) = b limit mavjud bo'lib, b>p (b<q) bo'lsa, u holda
XeXning a ga yetarlicha yaqin giymatlariday(jc)>p (f{})<q) bo'ladi.

Ishot. O Aytaylik, )|(I£T; f(x) = b bo'lib, b>p bo'lsin. U holda s>0 sonni
O<s<b-ptengsizlikni ganoatlantiradigan gilib tanlaymiz. Limit ta’rifiga ko'ra bu s>0
uchun shunday S>0 son topilib, O<|x-a]<Jtengsizlikni ganoatlantiruvchi xeX larda
NRHONee bo'ladi. Bundan b-e<}{X)<b+e kelib chigadi. Agar b-s>p tengsizlikni
hisobga olsak, u holda>(x)>/? ni hosil gilamiz. &

3.50-xossa. Agar Um/(x) = b limit mavjud bo'lib, b>0 (b<0) bo'lsa, u holda
xeX ning a ga yetarlicha yaqin (x*a) giymatlarida™x)>0 (x)<0) bo'ladi.

Isbot. O Yuqoridagi isbotdap = O deb olish yetarli. &
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3.51-xossa. Agar lim /(*) = b limit mavjud bo'lsa, u holda xeX ning a ga
X=*a

yaqin (x”) giymatlarida Ax) funksiya chegaralangan bo'ladi.

Isbot. O Limit ta’rifiga ko'ra @0 son uchun, shunday bir <€0 son topilib, xeX
ning a-6<x<a+6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi, a dan fargli barcha giymatlarida
NNk yoki b-e< f(X)<b+e bo'ladi. Demak, [x) funksiya x ning (a-Sa+s )\a}
to'plamdagi barcha giymatlarida chegaralangan ekan. &

3.52-x0ssa. Agar a nuqtaning atrofidan olingan, a dan fargli barcha x
nugtalarda /(x) < g(x) < (¥ tengsizlik o'rinli va )I(i_rg/(x) = bva)l(i_r*rg1 x) =
b lar mavjud bo'lib, )!Lrg/fx) = )!'Il; cp(X) = b bo'lsa, u holda )I(i_q;o(x) ham
mavjud bo'ladi va lim g[x) = b munosabat o'rinli bo'ladi.

Isbot. O Shartga ko'ra HITI'.UX)=6- U holda £X) uchun shunday £iX) topilib,

OUT}<d tengsizlik o'rinli bo'ladigan barcha X larda b-e<J(X)<b-+E bo'ladi.
Shuningdek, !(ifﬁp(x):b bo'lganidan, shus>0 uchun 6r>0 son topilib,

O<]xr|<52 tengsizlik o'rinli bo'ladigan barcha X larda b-e<cp(X)<b+E tengsizlik
o'rinli bo'ladi.

Agar S=min{s1,62} deb olsak, u holda O<]v-al<) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha g larda b—ex"+e va b-£<(p(X)<b+e tengsizliklaming
ikkalasi ham o'nnli bo'ladi.

Endi, y()<g(X)<(p(X) ekanini e’tiborga olsak, u holda oxirgi tengsizliklardan
b-e<g(X)<b+£ kelib chigadi. Demak, gm(x):6.0

3.53-xossa. Agar [x) funksiya x—a da limitga ega bo'lsa, u holda bu limit
yagona bo'ladi.
Isbot 0 Ketma-ketliklar uchun aytilgan, xuddi shunga o'xshash xossa isboti

kabi ko'rsatiladi. ¢
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6-8. Limitga ega boMgan funksiyalar ustida amallar

1. Limitga ega boMgan funksiyalar ustida arifmetik amallar. Aytaylik,J(X)
vag(x) funksiyalar X to‘plamda berilgan boMib, a nugtaX to‘plamning limit nugtasi
bo‘lsin.

3.54-teorema. Agar_/(X) vag(x) funksiyalar a nugtada limitga ega boMsa, u

holda a) j{xX) £g(x), b)y{x}g(x), ©) ) (limg(x)"0) funksiyalaming har biri
gO st

limitga ega bo‘ladi va a) I—_|T(Ll,x) +g(X)= ILm ) = limg(x), b) lim(/(x}g(x))=

. f i
)I/(I_':réﬂ,x)—l)ier)%g(x), C) Iimag)):jlgzz%;—((%formulalar o‘rinli.

Isbot. 0 Aytaylik, lﬂ;ﬂx)zé; va !img(x):c boMsin. U holda X to‘plamdagj
a yaginlashuvchi ixtiyoriy {x.}, x/a ketma-ketlik uchun H_\';,IU,X,,)ZG, H%g(x,,):c
boMeadi.

Bulardan Iim’\x,,)tg(x,,))=lim“(xn)imILrpg(xn):bic tenglik kelib chigadi.
Demak, HT(po) £g0¢) )= lim/(x,) + im goc,).

Xuddi shu kabi golgan formulalami ham isbotlash mumkin. &
3.55-natija. AgarJ(X) funksiya a nugtada limitga ega boMsa, u holda kf{x)
funksiya ham limitga ega bo‘lib, Iirro(ADp())=A:]£lrrr,£b<) boMadi. Bu yerda K biror

tayin, o‘zgarmas son.
Isbot. 0 54-teoremaning b) holida g(xX)=& deb olsak,
lim(G09y= lim AHTI=AHTIX) boed. ¢
2. Murakkab funksiyaning limiti. Aytaylik, y=J{u) funksiya U to‘plamda
berilgan vac son U to‘plamning limit nugtasi, w=g(x) funksiya A'to‘plamda berilib,
a son X to‘plamning limit nugtasi va.E(g)aUboMsin. Shuningdek, a nugtaning biror

(a-5;a+5) atrofidagi barcha nugtalarda g(x)*c boMsin. Bu holda X to'plamdaXg(x))
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murakkab funksiya aniglangan bo‘ladi. Bu murakkab funksiyaning limiti uchun
quyidagi teorema o'rinli.

3.56-teorema. Agar E_mg(x):c va H_n)lf(vv):b bo'lsa, u holda x—>a da /fg(x))
murakkab funksiya ham limitga ega bo'lib, Iri_g"g(x))zes bo'ladi.
Isbot. O Agar E}'e”-""):A bo'lsa, u holda ta’rifga ko'ra har bir e>0 son uchun

shunday cr>0 son mavjud bo'lib, 0<]mc]<ct tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

ueU larda [/)6 | bo'ladi. Shuningdek, !(img(x):c bo'lsa, yugoridagi <r>0 son

uchun shunday 5>0 son mavjud bo'lib, O<Jx-a]<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha xeX larda JgX)—c]<a bo'ladi. Demak, s>0 son uchun shunday 5>0 son
mavjud bo'lib, O<]x-a]<5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barchaxeX larda  |/(g(})-

BN\eebo'ladi. Bu esa, limXg(x))=fc ekanligini ifodalaydi. ¢

3. Anigmas ifodalar. Xuddi ketma-ketliklardagi kabi, ba’zan limitga ega
bo'lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar bajarish, ayrim anigmasliklarga olib
keladi. Quyida shunday hollami ko'rib o'tamiz.

Aytaylik, J(X) va g(x) funksiyalar X to'plamda aniglangan va a nugta X
to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

a) Agar x—a da Jix)->0, g(x)-»0 bo'lsa, u holda ifoda «—»

g(x) 0
ko'rinishdagi anigmaslik deyiladi.

b) Agar x—a da Ox)-xi0, g(x)-*x bo'lsa, u holda ZfI(iz\ ifoda 2,

g(x) 00
ko'rinishdagi anigmaslik deyiladi.

c) x—>a da f(x)-»0, g(X)—oc bo'lsa, u holda Ax)g(x) ko'paytma «0O-00»
ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi.

d) x—>a da’\(x)-H-oc (-00), g(X)-»"Xx (+00) bo'lsa, u holda 7(x)+g(x) yig'indi

«oo4c» ko'rinishidagi anigmaslik deyiladi.
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Shuningdek, «O0», «1®», «oc0» ko‘nnishidagi anigmasliklar ham uchraydi.

Bunday amgmasliklami yechish davomida, misollar xaraktenga garab turli usullar
goMlaniladi.

x' 4
3.57-misol. lim-——————- ni hisoblang.

Yechish. Ko‘rinib turibdiki, bu ifoda«™» ko*rinishdagi anigmaslikdan iborat.

*2-4 o (-*=2)(jf+2)_ | x+2
Iim —————- -lim 7—— —=—"——-T=lim —— --4.

r-3x+2 (x-2)(x-1) 12 x-1

3.58-misol. lim — mmslsi~ - limitni hisoblang.
2jc3+1

Yechish. Bu ifoda « %» ko‘rinishdagi anigmaslik ekani ravshan.

x3—2x RS L _él(_i_}i
limZ— F=—=Jlim- 4 = -
P 2X +1 * R (2+ '

Mashq va masalalar

3-84 Ushbu tasdigni isbotlang. Agar a nugtaning atrofidan olingan, a dan

fargli barchax nugtalarda f(x) > b tengsizlik o*rinli va lim /(x) mavjud bo‘lsa, u

holda lim /(x) > b boMadi. (Bu tasdiq tengsizlikda limitga o’tish hagidagi teorema

X-+a

deb ataladi ).
Limitlami toping (85-106):

. . Sar+l
+ —
3-8 XI_|m (5x2 + 2x 13 *§‘,_%§3J§‘+?
387 lim 38 Ilim~
X-*0 x2-x X-+3 2X +8
¥ x2-6x+5 S 3XE+X
380 = Fhoif —-——-

P . X3+x+2 n - 2x2-x—t
o o, S g by

- 3-x2+3x-3 . X2 x +6
393 Tim. sl - - 3% lim T

. .l
X-*12x3-2x2+ x-1 ' 6Xx3+6x2+3;t+18
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3-05. lim V**%5° 3-96 lim *¥2
. lim
x-+0 X2+2X JC>2 Vat2+6*-4
LY [SAavas
3-97. lim S3 3-98. lim
x->3 Vx-2-1 x-*1 VS—~x —2
. Vex2 . —
39, lim 3-100. lim  X?7%6
o4 Vs=j?-¥5=3

3-10L lim X*+5xr-x3

X~*00 2x 3-x 2+7x

3108, lim 3™

X~%00 X *-3X 2+1

3-10. lim 173

X—*00 X 2+ 7x~2

XS=-2X

3-104. lim

" X-1002X3+x2+]

3-105. lim (Vx2+4 - x i —
FF—**OO( 2’ 3-106. xl-'+r(r)?) (f(lz—a X)

3-107. Ushbu tasdigni isbotlang. agar lim fk(x),k = I,n mavjud bo'lsa, u
holda

a) Hm(/j(x) + e +/,,(*)) = Jimfx(X) + -m+1lim/,(*);
ar-*a X—*a
n . = iSj/iC*) * - " Hjj/nC%*)
formulalar o‘rinli.
3-108. Aytaylik )I(in)w@/(*) =a va %i%g(t) = X0 bo'lsin. {_I)%f(g (b)) =

a kelib chigadimi? Javobingizni asoslang.

7-8. Ba’zi bir ajoyib limitlar
Limitlami hisoblashga doir mashqglarda ba’zi bir ifodalaming limiti ko‘p

marta uchraydi. Shuning uchun ulami alohida ko‘rib chigamiz.

sin X
3.59-teorema Ushbu lim—-—-=1 tenglik o'rinli
>0 X

X
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A B-sI 7x
C D*9p x
B x D
v B
t \
/
X)
/ 4 1IC
N\ /
x B&nx
X -4
- s
19-rasm

Isbot. 0 Ma’lumki, O<x<— tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda
sinx<x<tgx go‘sh tengsizlik o‘rinli (19-rasm). Shuningdek, sinx>0 boMgani uchun

TR X 1 . - sinx
bu tengsizlikni sinx ga bo‘lsak, 1<—-—<--=- hosil boiadi. Bundan cosx<-—-
sinx  cosx X

<1 kelib chigadi. Uni (-1) ga ko‘paytirib, 1 ni go‘shsak, O<I-"<l|-cosx

tengsizlikka kelamiz. Endi, , cosxjuft funksiyalar boMgani uchun bu tengsizlik

X ni xbilan almashtirganda ham o‘zgarmaydi. Shu sababli, oxirgi tengsizlik 0 dan

fargli barcha x € larda o‘rinli. Qolaversa, 0 < x <j boMgan x larda 1-
cosx=23in2?Q|sin?1<2|;|=|x boMadi. Bulardan, [I-"|<]x] tengsizlik hosil
X

boMadi. Bundan x =0 da 1 = *0, ya'ni lim < =1 kelib chigadi. &

Odatda bu tenglik birinchi ajoyib limit deb yuritiladi.
3.60-natija. Quyidagi tengliklar o‘rinli:



Isbot. O a) le_rLa—l—% =)I<_| >r(p————
2sin2— sin—
=lim-  2=Lim 2
2 X
2 4 v 2y
smx
. . R 17 I
b) lim li ——lim—= =11'= 1>

m__
X x NoX x>flcceX X J “cosx 0 X

3.61-teorema. Ushbu lim~l +— =e tenglik o‘rinli.

Isbot. 0 Awal lim ~1r— ~ =e ekanligini ko‘rsatamiz.

Aytaylik, {*} ketma-ketlik 400 ga intiluvchi ixtiyoriy ketma—ketlik boMsin.

~ holda, barcha K lar uchun m>1 deb garash mumkin. Endi, xkning

butun gismini nkorgali belgilaylik, ya’ni Mk=[xx]. Shunday gilib,
v 11 A r Hil
] Netma''ketlik | |i +Am ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi

boMadi. Endi, nks xn < nk+1 dan
T <1 va 1+ < 14— < 1+

nb+1

tengsizliklar kelib chigadi. Shu sababli,

. 1 ) 1 "o

lim 1+ =lim 1+

r—>-0 nk+1 k=+I y
Y4

. 1 .

lim 1+ =lim 1+ - 1+—
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boMadi va oralig ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga asosan
>li4m 1H— ~e kelib chigadi. Demak, lim 1+— =e.
e, X X

Agar oxirgi tenglikda ==y almashtirish bajarsak, u holda x=>00 da >>+00

boMadi va jl +— ="1-—j = j II\+— j munosabatlargako‘ra
v \an
lim l1+- I=1lm i+ 1 =lim -e kelib
y-1 Yo Y-1J K y-1

chigadi. Demak, lim11+—1 =e.
Isbotlangan bu ikki tenglikdan liml 1+—) —e boMadi. &

Oxirgi tenglikdan 170 +y)v—~e ekanligini keltirib chigarish mumkin.

Haqgigatan, x=-1 almashtirish kiritsak, y—0 da x-*» boMib, IimOEI +y)r =
y V-

limf 1+— | = e kelib chigadi.
X)

Murakkab funksiyaning limiti haqgidagi teorema yordamida quyidagi
tengliklami keltirib chigarish mumkin:

logQl-#1) 1 In(l +x)

3.62-natija  lim-=----- =--——, xususan lim————= =1tenglik o nnli.
X Ina X
Isbot. O lim +—=limlog (1+X)*=log e=—
XM X *0 9.( ) °a. Ina
3.63-natija. limqg X = Ina, xususan lime = 1tenglik o‘nnli.
X-*0 *o* X

Isbot. 0 Agary”-1 desak, u holda a*=l+y yoki x=loga(l+y) boMib, x—>0 da
y—»0 boMadi. Demak, [j ax-1 Y Iha>
I. Demal Im--—-—=\lm-— ———=|na
A Wilogd +)
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o (hxvr-l ) o
3.64-natija. Ilm ——————— =// tenglik o'rinli
X X

Isbot. 0 Agary=(I+jc)>I-l desak, u holda (I+->>'=+>>yoki |iln(I+x)=In(I+y)
bo'lib, x—=0 day—0 bo'ladi. Demak,

"mo + *r - i
x=>0 X-JIX  x=*C X -In(l +y) ALdn (1 +y) i \] 7
. . l—cosdx . . . .
3.65-misol. lim—————— limitni hisoblang
Xsin2x
Yechish. lim— -°s4x iim? sm' 2x = 2=4

X#° Xsin2x *?o xsin2x X0 2X

3.66-misol limitni hisoblang.
Yechish. lim <2 M-
[x+I, X+l
f

lim i+ 1 V 7 = =
X—KO X + IJ I .&’ X+| e~l=ea
3.67-misol. |«I_@— 1 %2( — limitni hlsoblang

Yechish. 64-natijaga ko'ra

m<y1—2X— 1'ml o "2*)" ~1 E %gl_ 11 2
3% 3 «n -2X " 3n

8-8 Funksiyalaming limitga ega bo'lish shartlari

1 Monoton funksiyaning limiti. Aytaylik, y=/jc) funksiyaX to'plamda
berilgan va a nugta shu to'plamning limit nugtasi bo'lib, barcha xe X lar uchun jc<a

bo'lsin.
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3.68-teorema. Agar y=KX) funksiya X to‘plamda o'suvchi va yugoridan
chegaralangan boMsa, u holda u a nugtada limitga ega, agar yugoridan
chegaralanmagan boMsa, uning limiti +00 bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, y=[x) funksiya X to'plamda yuqoridan chegaralangan
boMsin, ya’'ni {1x) :xeX } to'plam yuqoridan chegaralangan. Bizga ma’lumki, bu
to'plam aniqg yugori chegaraga ega. Uni b orgali belgilaylik: Z>=sup{/(X): xeX). Endi,
b son”™.v) funksiyaning x—*a dagi limiti bo'lishini ko'rsatamiz.

Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko'ra, barchaxgX lar uchunJ[X)<b va ixtiyoriy
e> 0 uchun biror X' E X topilib, f(x') > b —s bo'ladi. Berilishiga ko'ra j{X)
funksiya o'suvchi. Ya’ni, barcha X' < X larda f(x') < f{x) bo'ladi. Bundan
b —e < f(x) < b < b +e tengsizlikni hosil gilamiz. Agar 5 = a —x" deb olsak, u
holda O<\Xx —a\< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha X larda b—e<
f(x)<b+ s tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Demak, ta'rifga binoan, lim\jc)=&.

Endi, Aytaylik, 1x) funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo'lsin. U holda
ganday OX) katta son olmaylik, shunday X' E X mavjud bo'lib, /(*") > Abo'ladi.
Ax) funksiya o'suvchi boMganligi uchun x > X' tengsizlikni ganoatlantiruvchi

barcha x E X larda ham f(x) > Atengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, Hrar)=+oo. &

Aytaylik, y=fix) funksiya X to'plamda kamayuvchi vaa nugta A" to'plamning
limit nugtasi bo'lib, barcha x 6 X lar uchun X < a bo'lsin.

3.69-teorema. Agar y=J(X) funksiya X to'plamda kamayuvchi va quyidan
chegaralangan bo'lsa, u holda u a nuqgtada limitga ega, agar quyidan
chegaralanmagan bo'lsa, uning limiti -0 bo'ladi.

Isbot. 0 Bu teorema ham yuqoridagi kabi isbotlanadi (3-124-masala). ¢

2. Funksiya limitga ega boMishi uchun zaruriy va yetarli shart.

Aytaylik, y=}X) funksiyaX to'plamda berilgan vaanugtaXta'plamning limit

nuqtasi bo'lsin.
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3.70-teorema (Koshi alomati). lim”"jc) mavjud boMishi uchun, ixtiyoriy eX)

songa mos shunday 8> 0 son mavjud boMib, 0 < W —a\< 60< W' —a\< 6
tengsizliklami ganoatlantiruvchi  barcha X', x" £ X larda \f(xX) —f(x)\ < e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli

Isbot ([1], 143-bet; [7J, 89-bet).

9-8. Cheksiz kichik funksiyalar va ularni taggoslash

1 Cheksiz kichik funksiyalaming xossalari. Aytaylik, > (x) funksiyaX
to‘plamda berilgan va a nugtaArto‘plamnmg limit nugtasi boMsin.

3.71-ta’rif. Agar !ima(x):o boMsa, u holda a(x) funksiya x—a da cheksiz
kichikJunksiya deyiladi.

Cheksiz kichik funksiyalami gisgacha, cheksiz kichik deyiladi.

Masalan, funksiya *->0 da cheksiz kichik, /?(*) = x2- 4
funksiya x->2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz kichik ketma-ketliklardagiga
o‘xshash quyidagi xossalarga ega.

3.72-xossa. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming yigMndisi cheksiz
kichik funksiya boMadi.

3.73-xossa. Cheksiz kichik funksiya va chegaralangan funksiya ko‘paytmasi
cheksiz kichik funksiya boMadi.

3.74-misol. Ushbu f(x) = *2sin”™ funksiyaning X =0 da cheksiz kichik
funksiya ekanligini ko'rsating.

Yechish. Berilgan funksiyani a(x) = x2 va g(x) =sin” funksiyalaming
ko'paytmasi ko‘rinishda yozish mumkin. X =0 da a(x) = x2 cheksiz kichik

funksiya ekanligi  ravshan. g(x) = sin® funksiya aniglanish  sohasida
chegaralangan: |sin-] < 1. U holda yuqorida isbotlangan xossaga ko‘ra fix) =

9.1
X sin - funksiya X = 0 da cheksiz kichik funksiya boMadi.
9



2. Cheksiz kichiklarni taqgoslash. Aytaylik, ..y vaP(x) lar x—>a da

cheksiz kichik bo'lsin.

3.75-ta’rif. Agar, lim _ limit mavjud va <0 bo'lsa, u holda a ¢y vap(x)
r=

“fi{x)

cheksiz kichiklar, x->a da birxil tartibli deyiladi.

3.76-ta’rif. Agar lima”~ =1 bo'lsa, u holda a(x) va r (jc) cheksiz kichiklar
*8P(X)

x-»a da ekvivalent deyiladi. Bu hoi a~p ko'rinishida yoziladi.

3.77-ta’rif. Agar ijm£ii£l =0 bo'lsa, u holdaa (X) cheksiz kichik, x - n i daP(x)
x~*aJ3{x)

cheksiz kichikka nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik deyiladi.
Buhol a(x) = o(/?(x)) kabi belgilanadi.
3.78-misol. x->0 da ot(jc)=sinx, p(x)=v funksiyalar ekvivalent cheksiz

kichiklar ekanligini ko'rsating.
Yechish. Hagigatdan, Ir—'r@ ">é\= 1 Demak, 3.76-ta’rifga ko'ra sinx—x.

3.79-misol. x-»0 da I-cos2x funksiya X ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz
kichik bo'lishini ko'rsating.

Yechish. 3.77-ta’rifni bajarilishini ko'rsatish yetarli.

Hm =lim =2lim» m.msm*=0. Bundan |I-cos2*

r—0 X xX—*0 % X=-*0 X x—0
funksiya x ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik. Demak, 1 —cosx = 0(x).
3.80-misol. x-»0 da a(x)=VI+x -1 va P(xX)=x lar bir xil tartibli cheksiz

kichiklar ekanini isbotlang.

Yechish. 3.75-ta’rifriing bajarilishini ko'rsatish yetarli.

Vi+x-1 . F - 1) - F_+I) . n 1
lim———=—- = lim-——--- . — F——-=lim— m" — ==

*.%0 * x-40 x-y-Jl + )+ 1j X+ X-[y/1 + X +\] 2

demak, berilgan cheksiz kichiklar bir xil tartibli ekan.

3. Ekvivalent cheksiz kichiklar yordamida limitlarni topish.
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3.81-teorema. Agar x—ta da a(xHwu(x) va P(xH3,(x) bo'lib, lim~

X-+a /?i(x)
. \ . N " .
mavjud bo'lsa, u holda )!l_rpap(x) ham mavjud bo'lib, I|m (2) )!lg;g() tengllk
o'rinli bo'ladi.
Isbot O Ilim” = lim = lim L ..Jim _
x-+aP(x) X x-"a [?(*) pLX) ~
lim *
x->a ftw

3.82-misol. lim--Cs3Y limitini toping
XsSmx

Yechish. |-cos3x=2sin2— 2("—1J . Shuningdek, x~sinx dan xsinx-x2

%2

kelib chigadi. Demak, ljml~-cos3x =i,m_2__ £
x#*  xsinx X2 2

(3x2+4xs+X6Y
JoJ misol. hm===Timitni toping
Vx8+4xD

Yechish. 0x44x4x7"37221", A"x'+4x"° ~J7 =x' munosabatlarga

.. (BXJ +4X"+*")" 27X
bra hm ———I|m~~~—hm27*3 0.
—*° *IX* +4p-"° *>0 X

Mashqg va masalalar

Limitlami toping (109-116):

3-109. [im ~4 A 3.L40 limi£ii
3-111 n2 12777 3T - - =ClgX
3-113. |ir>‘|a~—92( 3-114 lim £££IEIEETIE
X X0
3-115. lim— 3-116 lim—2*
x 0§ W x4 *9 4T

Limitlami toping (117-125):



3-125. 3.69-teoremani isbotlang.



IV BOB. UZLUKSIZ FUNKSIYALAR

1-8. Funksiyaning nugtada uzluksizligi, nugtada uzluksiz funksiyalaming

xossalari

Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi matematik analizning asosiy

tushunchalaridan bin bo'lib, u funksiya limiti tushunchasi bilan bevosita bog'lig.

4.1-ta'rif Agar Um/(*)=/(<?) boMsa, /(x) funksiya X-a nuqtada
uzluksiz deyiladi.

Ta'rifdan ko‘rinadiki, /(x) funksiya X-a nuqgtada uzluksiz bo‘lishi uchun
quyidagi shartlar bajarilishi kerak: 1) /(x) funksiya X=a nugtada aniglangan; 2)
lim/(x) mavjud; 3) limf{x)="f{a).

Funksiyaning nuqtada uzluksizligiga Geyne, Koshi ta’riflarini ham berish
mumkin (1, 3-masalalar).

4.2-misol. Y—{x) funksiyani X-a nuqgtadauzluksizlikkatekshiring:

afix) =x:-5 a=2; b /(*)=x1. a=2Z c)/(*)=[*], =25

Yechish. a) funksiya a-2 nugtada aniglangan va /(2)=-1;

=lim(x —5)=4—5=—1 mavjud va lim/(x) =/(2). Demak, funksiya
a=2 nuqgtada uzluksiz.

b) funksiya a-2 nuqtada aniglangan v a/2)=2; lII’TI]/(jCZ = 1iﬁr*rz1[x] mavjud
emas, chunki /(.r-0) = ,J_Lr;o[x]: 1/(x +0)= ><|-i>glg['r]: 2. Demak, funksiya a=2
nugtada uzilishga ega.

c) funksiyaa=2,5 nugtada aniglangan va/(2)=[2,5]=2; lim/(*) = lim[x] =2
x-»25 ' r-»25

mavjud va =f ( 2). Demak, funksiyaa=2,5 nuqtada uzluksiz.
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Limitga ega bo‘lgan funksiyalaming xossalariga kabi uzluksiz funksiyalar
ham quyidagi xossalarga ega.

4.3-teorer.a, Aytaylik [x) va g(x) funksiyalar X oraligda aniglangan va
a& X nugtada uzluksiz bo'lsin. U holda

1) cCl nugtaning (a —S,a +5), 6 > 0 atrofi mavjud bo'lib, bunda f(x)
funksiya chegaralangan bo'ladi;

2)agar/(a) > 0,/(a) < Obo'lsa, Cl nugtaning (a —6,a +5), 6> 0 atrofi
mavjud bo'lib, bu atrofdan olingan ixtiyoriy X uchun/(x) > 0,/(x) < 0 bo'ladi.

) Y=/(*) +g(x) vay = f(xX) —g(x) funksiyalar Cl nuqtada uzluksiz
bo'ladi;

4)y = f(x) my(x) funksiya a nugtada uzluksiz bo'ladi;

5) agar y = g(X) funksiya a nugtada nolga teng bo'lmasa, u holda y =
f(x)/g(x) funksiya a nugtada uzluksiz bo'ladi.

Isbot. (4-5-masala)

4.5-teorema. Agar/(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz, g(u) funksiya uo =

f(x0) nugtada uzluksiz bo'lsa, u holda g(f(x)) funksiya x0 nugtada uzluksiz
bo'ladi, ya'ni limg(/(*)) =g(lim/(x)) =g(/(x0)).

Isbot. (4-7-masala)

4.6-misol. y =yjx2+1 funksiyani x=0 nugtada uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. y =\b2+1 funksiyani u-x1+1 y="Ju funksiyalardan tuzilgan
murakkab funksiya deb garaymiz. U=X +1 funksiya Xx=0 nuqtada, Yy ="Jti
funksiya m=1 nuqtada uzluksiz. Demak murakkab funksiyaning uzluksizligi
hagidagi teoremaga ko'ra v=y/2+1 funksiyani X=0 nugtada uzluksiz bo'ladi.

4.7-ta’rif. Aytaylik /(x) funksiya X oraligda aniglangan va ore A'bo’lsin.
Agar f(a +0)= x!imo/(x) =f{a) (J\a—0)=xl_imn_10/(x) =/(a)) bo'lsa, Y~]{x)

funksiya Cl nugtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
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4.8-misol y = x3 funksiyaning ixtiyoriy X0€ R nugtada o‘ngdan va chapdan
uzluksiz ekanligini koMsating.

Yechish. lim"x3= lim"x3= X\ demak y =x3 funksiyaning ixtiyoriy

x0e R nugtada o‘ngdan va chapdan uzluksiz.

) I, 2x, x>0, L -
4.9-misol. y= n funksiyani x=0 nuqgtada uzluksizlikka
[3+% x<O0

tekshiring.

Yechish. Funksiyaning x=0 nugtadagi giymatini, o‘ng va chap limitlarini

hisoblaymiz:  ~(0) =0, ,j_'g&y = )Qaé?; +X) =3, Xl_l,gky = X%ZX) =0. Bundan
y(© +0) =y(0),y(0 —0) ®y(0), demak berilgan funksiya x=0 nuqtada
o‘ngdan uzluksiz, chapdan uzilishga ega.

4.10-misol. y = signx funksiyani X = 0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Funksiyaning *=0 nuqtadagi giymatini, o‘ng va chap limitlarini
hisoblaymiz: y(0) = O, d.l_@gy =(-1)=- 1,X_Ij810y = 1= 1 Bundan y(0 +
0) ®y(0),y(0 —0) ®y(0), demak berilgan funksiya X = 0 nuqtada o‘ngdan ham,
chapdan ham uzilishga ega.

4.11-teorema. Aytaylik f(x) funksiya X oraligda aniglangan va x06 X
boMsin. f(x) funksiya X = x0 nugtada uzluksiz boMishi uchun uning shu nugtada
chapdan va o‘ngdan uzluksiz boMishi zarur va yetarli.

Isbot. (4-13-masala)

4.12-ta'rif. X oraligning har bir nugtasida uzluksiz boMgan f{x) funksiya X
oraligda uzluksiz deyiladi. Agar /(x) funksiya (a,b) oraliqda uzluksiz, a nugtada
o‘ngdan, bnugtada chapdan uzluksiz boMsa, u [ab] kesmada uzluksiz deyiladi.

4.13-misol Y=—7"2 7 funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
X +3x—4

Yechish. Berilgan funksiya x=I| va X=-4 nugtalardan boshga barcha
nugtalarda aniglangan. Bu funksiyaning aniglanish sohasining har bir nuqgtasida
uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan ham, y=cosx va y =Xx:+3x-4
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funksiyalar sonlar o'gining har bir nugtasida uzluksiz va y = x2+3x- 4funksiya
X= 1va x=-4 nuqtalardan boshga barcha nugtalarda noldan fargli. Shu sababli 1-
teoremaning 6-bandiga ko‘ra funksiya x=1 va x=-4 nugtalardan boshqga barcha
nugtalarda uzluksiz boMadi. Demak u (—eo, —4) U (—4,1) U (1,+00) to'plamda

uzluksiz bo'ladi.

4.14-misol @) Pi(x) =an+aX- +... +affIx+an ko‘phad funksiya, b)

V- ratsional funksiya aniglanish sohasining har bir nuqtasida uzluksiz

ekanligini isbotlang.

Yechish. MaMumki, ko'phad funksiya to‘g‘ri chizigning har bir nuqgtasida
aniglangan ratsional funksiya esa mahraj noldan fargli bo'lgan barcha nugtalarda
aniglangan Ravshanki, f(x) = Cvag(x) —x funksiya to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy

nuqtasida uzluksiz. 4.3-teoremaning 3 va 4 bandlariga ko‘ra ko‘phad funksiya

to‘g‘ri chizigning har bir nugtasida uzluksiz bo‘ladi. V= ratsional funksiya
aw

to‘g‘ri chizigning noldan fargli boMgan barcha nugtalarida aniglangan.
Demak, ko‘phad va ratsional funksiyalar o'zlarining aniglanish sohalarida uzluksiz
boMadi.

4.15-misol. /(x) = funksiyaning [35] kesmada uzluksiz ekanligini
isbotlang.

Yechish. g(x) — x —2 funksiya sonlar o‘gida aniglangan, uzluksiz, xususan

[35] kesmada ham uzluksiz. Bu funksiya [35] kesmada nol giymat gabul gilmaydi

Bundan f{x) = funksiya ham [35] kesmada uzluksiz.

2-8. Funksiyaning uzilish nugtalari va ularining klassifikatsiyasi

Aytaylik X oraligda aniglangan /(x) funksiya va x = a nuqta berilgan
boMsin. Bunda X=a nuqgta X oraligga tegishli boMishi ham, boMmasligi ham

mumkin.
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4.16-ta’rif. Agar X — a nugtada limf{x) = /(a) tenglik olrinli bo'lmasa, u
holda X = a nugta f(x) funksiyaning uzilish nugtasi deyiladi.
20-25-rasmlarda X = a nuqta uzilish nugtasi bo‘ladigan /(*)

funksiyalaming grafiklari keltirilgan.

20-rasm 21-rasm



24-rasm 25-rasm

Aytaylik /(*) funksiya X to'plamda aniglangan va X0 6 X bo'lsin.

4.17-ta’'rif. Agar x0 nugta f(x) funksiyaning uzilish nugtasi, f(x0—0) va
f(x 0+ 0) bir tomonli limitlar chekli bo'lsa, u holda x0 nugta funksiyaning birinchi
tur uzilish nuqtasi deyiladi.

Bunda ikki hoi yuz berishi mumkin:

a)/(*o~ ~f(xo+0), ya'ni bir tomonli limitlar teng. Bu holda [x)
funksiya bartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilishga ega deb ataladi. Buning uchun
f(x0) = XI_iJr(QOf(x) deb olish kifoya

H[2x—3, x=£l bolsa,

4.18-misol ax)
[2, Xx=1bolsa

funksiyani x=I nuqtada uzluksizlikka

tekshiring.

Yechish. x=l nugtada funksiyaning chap va o'ng tomonli limitlarini
hisoblaymiz. x=I nuqtaning chap va o'ng tomonida /(x) =2x-3 bo'lganligi
sababli xILn];O ﬂ,x)zrl_i*gr;0 (2x-3)=-1 Dbo'ladi. Demak, 1 1+0), ammo

Ii{p/(x)=— I*2 =/(1) bo'lgani uchun, x=1 nugta funksiyaning bartaraf gilish

mumkin bo'lgan uzilish nugtasi ekan. Agar f(1)=I deb olsak, funksiya x=I nuqtada
uzluksiz bo'lib goladi.

b) f(x0—0) ® f(x 0+ 0), ya’'ni bir tomonli limitlar teng bo'lmasa, u holda
X funksiya X0 nugtada sakrashga ega deyiladi. Ushbu d = |/(x0 +0) —f(x0—
0)] son sakrash kattaligi deyiladi.

* 9)
4.19-misol J\>3:& agar x < 0 bo'sa funksiyani  x=l  nugtada
[2x+I, agarx>0 bo'lsa
uzluksizlikka tekshiring.
Yechish. Funksiyaning x=0 nuqgtadagi chap va o'ng tomonli limitlarini

hisoblaymiz:/0-0)= lim x~0.40+0" lim (3x+I)=l va _[°-°)*00+0).



Demak, funksiya =\ nugtada sakrashga ega, sakrash kattaligi t/=]I-0]=
bo'ladi.

4.20-ta’rif. Agar/(x0—0) vaf(x0 + 0) birtomonli limitlaming kamida bin
mavjud bo’lmasa yoki cheksiz boMsa, u holda x0nugta funksiyaning ikkinchi tur

uzilish nugtasi deyiladi.

4.21-misol.y{x)=— \funksiyani x=I nugtada uzluksizlikka tekshiring.
X_

Yechish. Bu funksiya uchun ¥(1-0)= lim

r-M-ojf-i

=3, M+0)= Iim———1:+oa

Demak, *=1 nugta berilgan funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi ekan.
4.22-misol. Sonlar o‘qi, (-oc,+oc) da berilgan v=/)(*) Dirixle funksiyasi uchun
X0=2 uning uzilish nugtasi ekanligini kolrsating.

Yechish. Irratsional sonlaming 2 ga intiluvchi {*,} ketma-ketligini olsak,
D{xnN)-0 boiib, D(x,)->0 bo‘ladi. Agar ratsional sonlaming 2 ga intiluvchi {x"}
ketma-ketligini olsak, D(x*,)=1 boMib, D(X,,)~»l boMadi. Demak, X0 = 2 nuqtada
limiti mavjudmasligini, ya’'ni uzilishga ega ekanligini ko‘rsatadi. Yuqorida
tanlangan ketma-ketlik hadlarini 2 dan kichik deb garashimiz mumkin, bundan D(2-
0) ning mavjudmasligi, demak x0 = 2 Dirixle funksiyasining ikkinchi tur uzilish
nuqtasi ekanligi kelib chigadi.

Shu usul bilan D(X) funksiyaning ixtiyoriy x*. (-ag-H¢) nugtada uzilishga ega
ekanligini ko‘rsatish mumkin (4-23-masala).

Mashqg va masalalar

4-1. Funksiyaning nugtadagi uzluksizligining Geyne ta’rifini ayting.

42 f{x) = ~ funksiyaning X = 2 nuqtada uzluksizligini Geyne ta’rifidan
foydalanib isbotlang.

4-3 Funksiyaning nugtadagi uzluksizligining Koshi ta’rifini ayting.

44, /(x) = 2x—1 funksiyaning X ——1 nugtada uzluksizligini Koshi

ta’rifidan foydalanib isbotlang.

4-5. 4.3-teoremani ishotlang.
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4-6. Agar/{x) funksiya xanugtada uzluksiz vaXx0>p (mos ravishda/Ix0Q<uy)
boMsa, u holda xQnugtaning biror atrofidagi barcha nugtalarday{jc)>/? (mos ravishda
AX)<q) boiadi.

4-7. Murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremani isbotlang.

48 fix) = funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

. sin—, agar X ® 0 bo'lsa,
49  fix) = funksiyani  uzluksizlikka

. L,agar x= 0 bo'lsa
tekshiring.
4-10. Ta'rifdan foydalanib, /(x) funksiyaning har bir xOe R nugtada
uzluksiz ekanligini isbotlang.
a)f(x) = ¢ b)/(X) = x c)/(X) = x3;d)/(X) = 4x2 - 5x + 2,
4-11. Ushbu

f()—~ (*a9ar x<1 bo'lsa,
12, agar X > 1bo'lsa

funksiyaning X0 = 1, uzluksiz emasligini, ammo bu nuqtada chapdan uzluksiz
ekanligini ko‘rsating. f(x) funksiya grafigini chizing.
4-12. Ushbu

—X - 3,agar x < -2 bo'lsa,
X2 - 4,agar x> —2 bho'lsa

funksiyaning X0 = 2, uzluksiz emasligini, ammo bu nugtada o‘ngdan uzluksiz
ekanligini ko‘rsating. f(x) funksiya grafigini chizing.
4-13. 4.11-teoremani ishotlang.
4-14. f{x) funksiyani uzluksizlikka tekshiring, grafigini chizing. Uzilish
nugtalarida sakrashni hisoblang.
2, agar x < —2 bo'lsa,

a) fix) — agar —2 < X < 2bo'lsa,
2, agar x> 2bo'lsa.
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4-15. f(x) funksiyani X0 nugtada uzluksizlikka tekshiring:

2 fix) = arctg”,x0= 1, 6) Ox) = x0= 3

4-16. Uzluksiz funksiyaning xossalaridan foydalanib, /(x) funksiyaning
(—oo: + oo) oraliqda uzluksiz ekanligini isbotlang:

a) fix) =4x5-~ +2 b) fix) = Sx +

c) f(X) —sinSx —eb¢. d)/(xX) = Vx—2 +cos24x.

4-17. fix) = s¥x funksiyaning X0> 0 nugtada uzluksiz, XO= 0 nugtada
o'ngdan uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-18 Agar fix) funksiya X0 nugtada uzluksiz, gix) funksiya X0 nugtada
uzlilishga ega bo'lsa, u holda fix) +gix) funksiya X0 nugtada uzlilishga ega
boiadi. Isbotlang.

4-19. X0 nuqtada uzilishga ega bo'lgan shunday fix), gix) funksiyalarga
misol keltirinki, 1) ulaming yig'indisi X0 nugtada uzilishga ega bo'lsin; 2) ulaming
yig'indisi X0 nugtada uzluksiz bo'lsin.

4-20. x0 nugtada uzluksiz fix), uzilishga ega bo'lgan gix) funksiyalarga
misol keltirinki, 1) ulaming ko'paytmasi x0 nugtada uzilishga ega bo'lsin; 2)
ulaming ko'paytmasi x0 nugtada uzluksiz bo'lsin.

4-21. Agar fix) uzluksiz funksiya bo'lsa, u holda iNXN) va [/(X)]
funksiyalar ham uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

4-22. fix) funksiya X oraliqda uzluksiz bo'lsa, u holda

suf rva _ (A*), agar fix) >0,

am W - ( 0 agar fix) <o.

by /_(*) = | ~ "agar”fix) < 0funksiyalar ham X oraligda uzluksiz

bo'ladi. Isbotlang.
4-23. Dirixle funksiyasining har bir nuqgtada uzilishga ega ekanligini

isbotlang.
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, agar X irratsional bo'lsa,
1 p c7 . bu yerda -

agar x=—, peZ, qEN y q
gisgarmaydigan kasr, boMsin (bu funksiya Riman funksiyasi deyiladi). Isbotlang.
fix) funksiya a) har bir irratsional nugtada uzluksiz; b) har bir ratsional nugtada

birinchi tur uzilish nugtasiga ega.

3-8 Kesmada uzluksiz boMgan funksiyalaming xossalari

Biz quyida, asosan [a,b] segmentda uzluksiz bo Iganfunksiyalami, ya'ni (a;b)
intervalda uzluksiz, a nugtada o‘ngdan va b nugtada chapdan uzluksiz funksiyalami
garaymiz.

4.23-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar>"(x) funksiya
[ab] segmentda aniglangan va uzluksiz boMsa, u holda funksiya shu segmentda
chegaralangan boMadi.

Isbot. O Isbotni teskaridan faraz qilish usuli bilan olib boramiz.

Faraz qilaylik, J[X) funksiya yugoridan chegaralanmagan boMsin. Ya’ni,
ganday natural n son olmaylik, shunday xHe [a;b] nugta topilib, j{X,,)>n boMadi.

Shu shart bilan [ab] segmentdan olingan jci, X2 x3,. . xn. . . ketma-ketlikni
garaylik. Bu ketma-ketlik chegaralangan bo‘lgani uchun, Bolsano-Veyershtrass
lemmasiga ko‘ra undan yaginlashuvchi  {X,,k} ketma-ketlik ajratib olish mumkin:
Xrk=yx@[a;b].

Teorema shartiga ko‘raj(x) funksiya X0 nugtada uzluksiz. Shuning uchun
f ixnk)—+Hfix0) boMadi. Ikkinchi tomondan, bu ketma-ketlikning qurilishiga ko‘ra
fixnk) > nk boMib, f(xnk) =+00 ekani kelib chigadi. Bu garama-garshilik,
farazimizningnoto‘g‘n ekanligini ko‘rsatadi.

Funksiya quyidan chegaralanmagan holda ham yuqoridagiga o‘xshash
isbotlanadi. &

4.24-teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar’(jc) funksiya
[a,b] segmentda uzluksiz boMsa, u holda funksiya shu segmentda o‘zining anig quyi

va aniq yugon chegaralariga erishadi.
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Isbot. 0 Teoremaning xulosasini quyidagicha aytish mumkin: [2:6]

segmentda shunday X\va X nugtalar mavjud bo‘lib,,A*i)= sup {AX)}, O*2)=
*[aii]

*lex|
(0¥} boMadi.

Demak,X*i) son ) funksiyaning [ab] segmentdagi eng katta giymati, [*r)
esa eng kichik giymati ekan.

Berilgan ) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz boMgani uchun, 4.23-
teoremaga ko'ra chegaralangan boMadi. Demak, E{f) toplam aniq yuqori va aniq

quyi chegaralarga ega. Ushbu Sﬁ?ﬂ (OonN}=, ilr\1/|fI {Om) = belgilashlar kiritaylik.
* «

Endi, [a,b] segmentda biror Xj nugta mavjud boMib, 4,* )=c boMishini ko‘rsatamiz.

Faraz gilaylik, barcha xe [@\J] larda Ax)<c boMsin. U holda cp(x)=—f-{——)
c-f{x

funksiya [a,b] segmentda uzluksiz va 4.23-teoremaga ko‘ra chegaralangan. Ya’ni

shunday 1>0 son topilib, har bir xe [a,b] uchun cp(})< L, boMadi. Bundan¥(zg;)<c-—
7

boMib, c— sony(jt) funksiyaning yuqori chegarasi ekanligi kelib chigadi. Bu esa, ¢
n

son f(X) funksiyaning anig yuqori chegarasi degan fikrga zid. Bu ziddiyat
farazimizningnoto‘g‘ri ekanligini koMsatadi. &

4.25-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). Agar’(x) funksiya
[&,b] segmentda uzluksiz boMib, segmentning chetki nuqtalarida turli ishorali
giymatlar gabul gilsa, u holda shunday ¢ nugta (a<c<b) topilib, Ac)=0 boMadi.

Isbot. O Faraz gilaylik, Aa)<0> bolvkin. [a\Y] kesmani teng ikkita
[& -j-1] va ; b] boMakka boMamiz. Agar”("")=0 boMsa, u holda teorema isbot
gilingan boMadi.

Agar™("j“)™0 boMsa, u holda yangi segmentlardan birining chetki nugtalarida
funksiya turli ishorali giymatlar gabul giladi. Shu kesmani [ai;bi] bilan belgilaymiz:

H{a\)<0 va f{b\>0
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Endi, [a3\\segmentni teng ikkigabo'lamiz va yuqoridagi mulohazani [ai;£>i]
segmentga nisbatan takrorlaymiz va hokazo.

Umuman, quyidagi ikki holdan biri ro'y beradi.

1-hol. Biror 2, K nuqtada [x) funksiyaning giymati nolga teng bo‘ladi;

2-hol. Barcha n lar uchun A~"'1 ")*0 bo'lib, bu jarayon cheksiz davom

etadi.

26-rasm

a +b
Agar 1-holda —& —=c deb olsak, u holda [Ac)=0 bo'lib, teorema isbot

gilingan bo‘ladi.
2-holda esa ichma-ich joylashgan [ai;bi] z [@b] 3 ...z [a.b] z.
segmentlar ketma—ketligi hosil bo'lib, barcha n=1, 2, 3,... larda [a,)<0, J[bn>0

bo'ladi (26-rasm). Shuningdek, [a.b,\ segmentning uzunligi an-b,=~—>-0

bo'ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi prinsipiga asosan shunday

ce(a,b) nugta mavjudki, limdn=imb,=c o'rinli. Endi Ax) funksiya ¢ nugtada

uzluksiz bo'lgani uchun _Ac)=AT/laR<0 va [Ac)=HT/1&,)"0 bo'ladi. Bulardan

[c)=0 kelib chigadi. &
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Bu teoremadan tenglamalaming yechimi mavjudligini ko'rsatishda
foydalanish mumkin.

4.26-misol. gAmau+1=0 tenglamaning [-1,0] segmentda yechimi mavjudligini
ko'rsating.

Yechish. J(X)= x#x*H funksiya [-1;0] segmentda uzluksiz bo'lib, kesma
uchlarida [-1)=-1<0,y{0)=1 >0 giymatlami gabul giladi. 25-teoremaga asosan ce (-
1,0) son topilib, Ac)=0 bo'ladi.

Demak, [-1;0] segmentda berilgan tenglamaning yechimi mavjud.

4.27-teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi). Agar/ (x) funksiya
[&;fc] segmentda uzluksiz va kesmaning uchlarida bir-biridan fargli, /(a) = p va
f(b) = q giymatlarga ega bo'lsa, u holda p va q sonlar orasidagi ixtiyoriy d son
uchun shunday ¢ nugta (a < ¢ < b) topilib, f(c) = d bo'ladi.

Isbot. 0 Faraz gilaylik, p < d < q ba'lsin. Yordamchi cp(xX) = f(x) —d
funksiyani olamiz. Bu, (p(X) funksiya Bolsano-Koshining birinchi teoremasining
barcha shartlanni ganoatlantiradi:

<P(X) funksiya [a;b] segmentda uzluksiz bo'ladi, chunki, y = f(x) vay =
d funksiyalar [a; b] da uzluksiz.

<p@=/(a) -d=p-d<0, cpb) =f(b) -d=g-d>0

Shuning uchun (a;b) intervalda shunday ¢ nuqta topiladiki, cp(c)=0 yoki J{c)-
d=0, ya'hiJ(c)=dbo'ladi.

Demak, [ab] da uzluksiz bo'lgan funksiya o'zining, ixtiyoriy ikki giymati
orasidagi barcha giymatlami gabul giladi. &

4.28-natija. Agar Ox) funksiya X oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda uning
giymatlari to'plami ham oraliq bo'ladi, ya’niy(x) funksiyaning giymatlar to'plami
E(f) oralig bo'ladi.

Isbot. 4-37-masala.
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Mashq va masalalar

4-25. /(x) funksiyani @) [C; 2]; b) [3; 1]; ¢) [4; 5] kesmalarda uzluksizlikka
tekshiring, bu yerda 1) /(x) = 2)/(x) =-+_3; Jf{X)=In"; 4
/(X)) = Vx2—x —20.

4-26. Berilgan intervalda uzluksiz va chegaralanmagan funksiyaga misol
keltiring.

4-27. [a;b] kesmada aniglangan va chegaralanmagan funksiyaga misol
keltiring.

4-28. Biror tolplamda uzluksiz 0 va 2 giymatlami gabul giladigan, lekin 1ni
gabul gilmaydigan funksiyaga misol keltiring.

4-29. [0;1) va [1; 2] oraliglaming har birida uzluksiz, lekin ulaming
birlashmasida, ya'ni [0; Z] kesmada uzluksiz boimagan funksiyaga misol keltiring.

4-30. (a,b) intervalda uzluksiz boMgan /(x) funksiyaga misol keltiringki,
uning giymatlar to*plami a) interval; b) kesma; c) yariminterval boMsin.

4-31 Berilgan kesmada eng katta va eng kichik giymatlami va ular orasidagi
barcha giymatlami gabul qiladigan, lekin shu kesmada uzluksiz bo‘lmaydigan
funksiyaga misol keltiring.

4-32. Har bir uchinchi darajali ko‘phadning kamida bir haqiqgiy ildizi
mavjudligini isbotlang.

4-33. Agar /(x) funksiya berilgan oraligda uzluksiz boMsa, u holda |/(X)]
funksiya ham shu oraliqda uzluksiz bo‘lishini isbotlang.

4-34. [ab] da uzluksiz boMmagan shunday f(x) funksiyaga misol
keltiringki, |/(X)| shu kesmada uzluksiz boMsin.

4-35. /(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan, uzluksiz va musbat giymatlar
gabul qjlsin. U holda shunday L, > O topilib, barchax 6 [a, b] uchun f(x) > fi
boMishini isbotlang.

4-36. Agar /(x) funksiya [a; +00) da uzluksiz va XIim f(x) chekli limit

mavjud boMsa, u holda /(x) funksiya [a; +00) da chegaralangan boMadi.
4-37. 4.28-natijani isbotlang.
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4-8. Monoton funksiyaning uzluksizligi

4.29-teorema. Agar/*) funksiya X oraligda monoton funksiya bo'lsa, u
holda u shu oraligning istalgan nuqgtasida uzluksiz bo‘ladi yoki fagat birinchi tur
uzilishga (sakrashga) ega bo‘ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, fix) funksiyaX oraligda o' suvchi va x0 nugtaXoraligning
ichki nugtasi bo'lsin. U holda x0 nugtaning shunday (xO0—6;x0+8) ¢ X atrofi
mavjud bo'lib, x <x 0tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x 6 X larda fix) <
f(x0) bo'ladi. Demak, f(x) funksiya (x0-<5;x0) to'plamda yuqoridan
chegaralangan. Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga asosan,

X_I)l)r(no_f{x) = fix0—0) < fix 0) bo'ladi.

X0 dan katta bo'lgan barcha x lar uchun fix0) < fix) o'rinli. Demak
{fix), x > x0}to'plam quyidan chegaralangan. Bu to'plamning aniq quyi chegarasi
mavjud, uni b bilan belgilaylik: b = \nf[fix), x > x0}. To'plamning aniq quyi
chegarasi xossasiga ko'ra ixtiyoriy ¢ musbat son uchun x to'pilib, fix) < b +-.
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Funksiyaning o'suvchi ekanligidan x0 < x < x uchun
b <fix) <b+e. o'rinli. Ushbu 8 = x—x0 belgilash kiritsak, yugoridagi
aytilganlami quyidagicha gayta ifodalash mumkin: ¢ musbat son uchun s > 0O
to'pilib, X0 < x < x0 + 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi x lar uchun b —e < b <

fix) < b +eo'rinli bo'ladi. Bu degani Xy'%}'ofix) zfixo+0) = b

Bulardan /(x0- 0) < fixQ < /(x0+ 0) qo'sh tengsizlikka ega bo'lamiz.

Agar fix0—0) = fixQ = fix0+0) bo'lsa, u holda funksiya x0 nugtada
uzluksiz bo'ladi. Agar, fix0—0) < fix0+0) bo'lsa, u holda x0 nugta fix)
funksiyaning birinchi tur uzilish nugtasi bo'ladi.

Agar x0 nugta X oraligning chetki nugtasi bo'lsa, bir tomonli limitning
mavjudligini ko'rsatish kifoya &

Monoton kamayuvchi funksiya uchun ham shu kabi tasdiq o'rinli (4-38-

masala).
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4.30-teorema. Agar /(*) funksiya X oraligda monoton boiib, uning
giymatlari to'plami biror Y oraligdan iborat bo'lsa, u holda f(x) funksiya X
oraligda uzluksiz bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, / (x) funksiyaX oraligda o'suvchi bo'lsin. Faraz gilaylik,
X0E X nuqgta /(X) funksiyaning uzilish nugtasi bo'lsin. U holda 1-teoremaga
asosan, j(xo-0)<f(xo+Q) bo'ladi. Shuningdek, (Ox0-0,4q0+H0))N\{H0)} to'plamdagi
sonlaming hech biri funksiyaning giymati bo'lmaydi, ya’ni funksiyaning giymatlar
to'plami Y oraligdan iborat bo'Imaydi. Bu ziddiyat fikrimizning noto'g'riligini,

teoremaning to'g'riligini ko'rsatadi.

5-8. Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi

4.31-teorema. Agar f(x) funksiya X oraligda uzluksiz va o'suvchi
(kamayuvchi) bo'lsa, u holda funksiyaning giymatlar to'plami Y={x): x&X) da
unga teskari funksiya mavjud bo'lib, u uzluksiz va o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

Isbot. O f(x) funksiya uzluksiz bo'lgani uchun Bolsano-Koshining ikkinchi
teoremasiga asosan, uning giymatlar to'plami Y oraliq bo'ladi. Demak, har biryjE Y
uchun n0="0 tenglikni ganoatlantiruvchi X0 son mavjud. Bu tenglikni
ganoatlantiruvchi xa& Xyagona bo'ladi.

Hagigatan, xadan fargli X\nugta olsak, f(x) funksiya monoton bo'lib, X3\
bo'lgani uchuny(x0”(xi) bo'ladi. Shunday qilib, Y oraliqdan olingan har bir y gaX
oraligda f(x) =y tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x mos keladi. Demak, Y
oraligdaj="x) funksiyaga teskari bo'lgan v=q(y) funksiya mavjud.

Endi, y=J(X) funksiya o'suvchi bo'lsa, *=<p(y) funksiyaning ham o'suvchi
bo'lishini, ya M\ {yrzAN\),y2—Ax2)) bo'lgandaxi<X2tengsizlik o'rinli bo'lishini
ko'rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni yt<y2bo'lganda x>=x2bo'lsin. U holda
y=XX) funksiya o'suvchi bo'lgani uchuny(jfi)>y(jc2), ya’ni>’i=>2bo’ladi. Buesa,"i<"2

deb olinishiga zid. Demak, x=up(y) funksiya Y oraligda o'suvchi. ¢
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Monoton funksiyaning uzluksizligi hagidagi 4.29-teoremaga asosan, =0
funksiya y oraligda uzluksiz bo‘ladi. Funksiya kamayuvchi boMgan hoi ham

yugoridagi kabi isbotlanadi.

6-8. Tekis uzluksiz funksiyalar

Aytaylik, f(x) funksiyaX to‘plamda berilgan boMsin.

4.32-ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday 8 > 0 son mavjud boMib,
| x'=*"] <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x',x"6X larda |
f(x")] < e tengsizlik bajarilsa, u holda / (x)funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz
deyiladi.

Agar x0 e X nugta olib, ta’rifdagi X' ni X bilan, X ni X0 bilan almashtirsak,
fix) funksiyaning X0 nugtada uzluksizligining Koshi ta'rifi kelib chigadi. Demak,
quyidagi teoremao‘rinli.

4.33-teorema. Agar f (x) funksiya Xto”plamda tekis uzluksiz boMsa, u holda
bu funksiya shu to'plamda uzluksiz boMadi.

Bu teoremanmg teskarisi har doim o‘rinli emes.

4.34-misol. fix) = ~unksiya (0;1] oraligda uzluksiz, lekin tekis uzluksiz
emasligini ko*rsating.

Yechish. Agar e = ”~ deb olsak, u holda ta’rifda aytilganidek unga mos kelgan
8 > 0 son mavjud emas, ya’'ni ganday 8 > 0 son olmaylik, ™ — X"\.< 8 boMgan

X", X" nugtalar mavjudki, |/(x") —fix") \e ~boMadi. Bu tasdigni isbotlash uchun

X' ="M X" = nugtalami garaymiz. Ular orasidagi masofa W -X"\ =
Bundan n sonni shunday tanlash mumkinki, n_(nTI) < 8 boMadi Bu tanlansan
nugtalar uchun Fix") - fiX)\=§ (J) -/ = |n-n-I] =1>i

Shunday qilib, berilgan funksiya (0; 1] da tekis uzluksiz emes.
4.35-misol fix) = x2funksiya (-00; +o0) da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz

emasligini ko'rsating.



Yechish. f(x) = x2 funksiyaning (-00;+00) da uzluksizligi ravshan. Agar

X' =n,x" =n sonlar uchun W —X\=" bo‘lib, ganday 8 > 0 son

olmavlik, n sonni shunday tanlash mumkinki, ﬁ<8 bo'ladi. Bundan
| fix)-/C")1= /(n) =/, +1)1 = |,2-,2_2_ > 2

kelib chigadi. Demak, a2 funksiya (-00;+00) intervalda tekis uzluksiz emes.
Uzluksiz funksiyalar gaysi vaqtda tekis uzluksiz bo'ladi?- degan savol
tug'iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.
4.36-teorema. (Kantor teoremasi). Agar /*) funksiya [ab] segmentda

uzluksiz bo'lsa, u holda/x) funksiya shu segmentda tekis uzluksiz bo'ladi.

Isbot. O Teoremani teskaridan faraz qilish usuli bilan isbotlaymiz. Aytaylik,
f(x) funksiya [a; b] segmentda uzluksiz, ammo tekis uzluksiz boimasin.

Demak, biror e > 0 son mavjudki, 6> 0 sonni ganchalik kichkina gilib
olmaylik, [a; fc] da shunday X' va X" nugtalar topiladiki, ™ —X"\.<8 bo'lsa ham,
N\f(X)-f(X")\ > e bo'ladi.

Endi 8 ning nolga intiluvchi 8X= 1,S2=j,....Sn=",.. giymatlami
olamiz. Yugoridagi £ > 0 songa mos Sh uchun ikkita [ab] kesmadaXn,  nugtalar
topiladiki, ular uchun g, — X ”\<? va \{Xn) - f(x”)\> £ bo'ladi.

Har doim xn E [a;b] bo'lgani uchun {x} ketma-ketlik chegaralangan va
Bolsano-Veyershtrass lemmasiga asosan undan yaginlashuvchi {xI'k} ketma-ketlik

gjratib olish mumkin: xI'k -» x0. Uzluksizlik ta’rifiga binoan f(.xnk)-+f(xQ
bo'ladi. Shuningdek, |*nk_ *nk] <~ tengsizlikdan Xrk =>xQ ekanligi kelib
chigadi. Demak, f(x"K)-"f(x0). Bulardan \f(Xnk) ~ / « K)| < £ kelib chigadi.
Ikkinchi tomondan farazga asosan, F(x'nk) ~ / « K)] > e. su garama-garshilik
farazimizni noto'g'ri ekanligini ko'rsatadi. ¢

4.37-ta’rif. %Q{/(X)}}_@{/(*)} ayirma/x) funksiyaning X to'plamdagi
tebranishi deyiladi vaco orgali belgilanadi.
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4.38-natija. Agar Ox) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz boMsa, u holda
ixtiyoriy s>0 son uchun shunday 5>0 son mavjud boMib, [ab] segmentni uzunliklari
5 dan kichik boian boMaklarga boMinganda funksiyaning har bir boMakdagi
tebranishi e dan kichik boMadi.

7-8. Elemental- funksiyalar

1 Hagiqgiy sonning hagiqgiy darajasi. Dastlab hagigiy sonning ratsional
darajasini aniglaymiz. Buning uchun quyidagi yordamchi tasdiqdan foydalanamiz.

4.39-lemma. Ixtiyoriy n natural son uchuny = xn funksiya [0; +00) oraliqda
o‘suvchi va uzluksiz, hamda s/+O day=0, x—-da y—>x bo'ladi.

Isbot (4-52-masala).

Aytaylik, 0 < a < b boMsin. U holda [0, b] kesmada Bolsano-Koshining 2-
teoremasiga (4.27-teorema) ko‘ra X1L= a tenglama musbat yechimga ega, y = Xn

funksiyaning o‘suvchi ekanligidan bu yechim yagona boMadi. Shu yechim a musbat
sonning n —darajali arifmetik ildizi deyiladi va Va yoki a* ko'rinishida belgilanadi.

Aytaylik, ~ ratsional va a musbat son boMsin. Agar p va q lar musbat butun

Endi ixtiyoriy a irratsional son uchun aa darajani aniglaymiz.

4.40-lemma a > 1 va a ixtiyoriy musbat irratsional son, {cn} va {dn} a
sonning kami bilan va ko‘pi bilan olingan tagnbiy giymatlaridan tuzilgan ketma-
ketliklar boMsin. U holda sup{a(} = inf{adn} boMadi.

Isbot. 0 {cn} va {dn} ketma—ketliklarning tuzilishiga ko‘ra ixtiyoriy n va m
natural sonlar uchun am < dn o‘rinli. Bundan {aGi} ketma-ketlikning yugoridan
chegaralanganligi kelib chigadi. Demak, bu ketma-ketlikning limiti mavjud:

lim aGr = sup{ady}. Shunga o‘xshash {adn} ketma—ketlikning quyidan



(1 +X)10 = atenglamaning yechimini (3deb belgilaymiz. U holda Bemulli

tengsizligiga ko‘raa = (1+ /?)lon > 1 +/? WOn. Bundan /? < Buni e’tiborga
olsak, adh- ac' = ac'(aT”- 1) < ac' ~ boMadi. {ac'} ketma-ketlikning
chegaranganligini, ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini

e’tiborga olsak, Jim (ad" - ac') = 0, bundan sup{ac'} = inf{ad"} kelib chigadi>
Shu umumiy limitni aa deb gabul gilamiz.

Agar a < |l,a > 0 bo‘lsa, u holda a*“ = — deb olamiz. a>0vaa <0
\a)

boMganda, a“ = A deb gabul gilamiz.

Shunday qilib, ixtiyoriy hagigiy X son uchun axni anigladik. Shuni ta’kidlash
joizki, a* uchun butun ko”rsatkichli darajamng barcha xossalari o'rinli ekanligini
tekshirib ko‘rish mumkin (4-53-masala).

2. Ko'rsatkichli funksiya va uning xossalari.

441-ta’rif. y= ax(a > 0,a ® 1) ko‘rinishidagi funksiya ko 'rsatkichli
funksiya deyiladi.

4.42-xossa.  Ko‘rsatkichli  funksiyaning aniglanish sohasi (—we; +00),
giymatlar to‘plami (0, +00) dan iborat.

Isbot. o Musbat sonning hagiqiy darajasi barcha haqgigiy sonlar uchun
aniglangan.

Aytaylik, a > 1 boMsin. U holda a = 1 + Xdeb olsak, 4> 0 boMadi. an =

(1 +/1)n >1-1- nJ1 tengsizlikdan N = 400 da an - +oo kelib chigadi. Demak, ax
istalgancha katta giymatlarga ega. a—h = — munosabatdan n -» +00 da a—nh -» 0

kelib chigadi. &
Shunga o‘xshash, 0 < a < 1 holni ham tekshirish mumkin (4-54-masala).
4.43-x0ssa. Agar a > 1va X 6 (0; 4-00) boMsa, u holda ax > 1 boMadi.
Agar a > 1va X E (-00; 0) boMsa, u holda ax < 1 boMadi.
Isbot. 0 @ > \X> 0 boMsin. U holda a = 1 + /1deb olsak, 4> 0 boMadi.

Bemulli tengsizligiga ko‘raax = (1 +9)* > 1+ Ax> 1
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Agar a > 1va X 6 (—00;0) boMsin. U holda ax = a_x< 1 boMadi. ¢

444-xossa. Agar a > 1 boMganda ax funksiya o‘suvchi, O0<a<1
boMganda kamayuvchi boMadi.

Isbot. 0 a > 1,Xr < X2 boMsin, u holda a*2—a*1= a*l(a*2-*1—1) > O,
chunki a*2-*1> 1. Bundan aXi < a*2 ¢

Shu kabi, 0 < a < 1 boMganda axfunksiya kamayuvchi ekanligini ko‘rsatish
mumkin.

4.45-xossa. Ko'rsatkichli funksiya (-oo;+oc) intervalning har bir nuqtasida
uzluksiz.

Isbot. o Dastlab, lim ax —1 ekanligini ko‘rsatamiz. Aytaylik, a > 1 boMsin.

i 1
U holda an > 1 boMadi. Agar fI" = 1 +an deb olsak, u holda a = (1 +an)n >

1 +nan, bundan an < boMadi. an ni tanlashimizga ko‘ra an > 0. Endi 0 <
an < N tengsizlikda limitga o‘tsak, 7|1E‘30 an = 0 kelib chigadi

£ 1
Ushbu an = 1 + an tenglikda limitga o'tsak, r||”tn a* = 1 hosil boMadi.
-too

1 1 T . . 1 i
— < X < - tengsizlikni ganoatlantiruvchi X larda — = a—Jc <ax< a’;l'

an
tengsizlik o'nnli. Bundan H{_peax = 1 kelib chigadi

Endi ixtiyoriy X0 G (—00, +00) uchun Ii*mxoaX= ax’ ekanligini isbotlaymiz.
X
lim ax= lim (al0 mex>) = ax® lim ax>¢ = axX’«1 = ax.
X=*x0 X-*X0 X=*X0
Agar 0 < a < 1boMsa, uholda lim ax= lim — = --—-—==— = ax’.
") 07?,® ©
Shunday qilib, ko'rsatkichli funksiya barcha n 6 (—oo, +00) larda uzluksiz. &

3. Giperbolik funksiyalar. Quyidagi ko'rinishdagi funksiyalar mos ravishda:

4.46-ta’rif. j=chr=————— -giperbolik  kosinus, >'=shr= ———

giperbolik sinus, y=thx=-— ~— —giperbolik tangens, >>=cth;r=
X

-giperbolik
ex+e X

ex—e—

kotangens deyiladi.



Bu funksiyalaming xossalari 57-61- masalalarda garalgan.

4. Logarifmik funksiya. ax ko‘rsatkichli funkiyaning aniglanish sohasi
(—o0, +00), giymatlar to‘plami (0,+00) dan iborat boMib, u aniglanish sohasida
uzluksiz, a> 1 (0 < a < 1) boMganda o‘suvchi (kamayuvchi). Bundan teskari
funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagidagi 4.31-teorema shartlari bajariladi.
Demak, aniglanish sohasi (0,+co), giymatlar to‘plami (—e0,+00) boMgan teskan
funksiya mavjud. Bu funksiya asosi a boMgan logarifmik funksiya deb ataladi va
quyidagichabelgilanadi: logax.

Shuningdek, teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagidagi
teoremadan fix) = loga X funksiyaning quyidagi xossalari kelib chigadi.

4.47-xo0ssa. fix) = logax
funksiya a > 1 da o‘suvchi, 0 < a <
1 da kamayuvchi boMadi.

4.48-x0ssa. fix) = logax
funksiya aniglanish sohasida uzluksiz.

Logarifmik funksiya grafigi
abssissa o‘qgini (1;0) nugtada kesib
oMadi (27-rasm).

5. Darajali funksiya. 27-rasm

4.49-ta’rif. fix) = XiAko'rinishidagi funksiya darajalifunksiya deyiladi, bu
yerda L} 0‘zgarmas haqigiy son.

Darajali funksiyaning aniglanish sohasi g ga bogMig boMadi. Masalan, agar
fix) = xzrln,m 6 N boMsa, u holda D(f) = [0,+00); agar fix) = xzrr%—i, mEN
boMsa, uholda D(J) = (—00, +00) boMadi. Agarfix)=",m E N boMsa, u holda
Dif) = (—00,0) U (0s/100); agar fix) = xmm 6 N boMsa, u holda Dif) =
(—00, +00) boMadi.

Agar /i irratsional son boMsa, sonning irratsional darajasi musbat haqiqiy
sonlarda aniglanganligidan, fix) = x* funksiyaning aniglanish sohasi (0, +00)
boMadi.
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Darajali funksiyaning ba’zi xossalarini sanab o ‘tamiz.

4.50-x0ssa. U, > 0 bo‘lganda darajali funksiya o‘suvchi, U < O bo‘lganda
darajali funksiya kamayuvchi bo‘ladi.

Isbot. O Hagigatan ham, f(X) = x* darajali funksiyani logarifmik va
ko‘rsatkichli funksiyalar gatnashgan murakkab funksiya deb garashimiz mumkin:
XV =eMrx U holda 4> 0 bo‘lsa, > 1 va Inx funksiyaning o‘suvchi
ekanligidan (e™)tur o‘suvchi bo‘ladi. Agar L, < O bo‘lsa, <1 va Inx
funksiyaning o‘suvchi ekanligidan (e”),n* kamayuvchi boiadi. &

4.51-xossa. f[ X) = x” funksiya aniglanish sohasi (0;+00) da uzluksiz.

Isbot. 0 Murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremadan kelib

chigadi. &

6. Trigonometrik funksiyalar. Trigonometrik funksiyalar maktabda,

akademik litsey va kasb-hunar kollejlarida o‘rganilgan. Shu sababli, bu yerda
trigonometrik funksiyalaming aniglanish sohasida uzluksizligini isbotlash bilan
chegaralanamiz.

4.52-teorema.  Sinx,cosx,tgx,ctgx funksiyalar o‘zining aniglanish
sohalarida uzluksiz.

Isbot. 0 x06 D(sin) = (—oo, +00) boisin. Iilesinx = sinx0 ekanligini
X—3

ko‘rsatishimiz lozim. Quyidagi almashtirishlami bajaramiz: sinx - sinx0 =

n . x—Xq X+xQ x+x0 sin— sin* X
sm~2~ c0S~2~=co0s~2—— (X ~*0)- x x o da -x-in *1, X—
2 2
X0 =0, cos esa chegaralangan funksiya. Bundan X -» X0 da sinx —sinx0 =>0

bo‘ladi. Demak, Xli%sinx = sinx0o‘rinli.

cosx funksiyaning uzluksizligi cosx = sin {X + ayniyat va murakkab
funksiyaning uzluksizligidan kelib chigadi.

tgx funksiyaning uzluksizligi tgx = » (X ®~ +nk,KEz) ayniyat va

uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremadan kelib chigadi.

Shunga o‘xshash ctgx funksiyaning uzluksizligini isbotlash mumkin. &
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7. Teskari trigonometrik funksiyalar.
1 j=arcsinx arksinus funksiya Ma’lumki, sinx funksiya

segmentda o'suvchi va uzluksiz bo‘lib, giymatlari to‘plami [—1; 1] segmentdan
iborat (28, a) -rasm). Teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagidagi
teoremaga asosan, [—1; 1] segmentda sinx funksiyaga teskari funksiya mavjud. Bu
funksiya arcsinx orgali belgilanadi.

Bu funksiyaning bevosita teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi
hagidagi teoremadan kelib chigadigan xossalarini sanab o‘tamiz.

4.53-teorema. arcsinx  funksiyaning aniglanish sohasi D(arcsin) =
[-1; 1], giymatlari to‘plami E(arcsin) — u aniglanish sohasida o‘suvchi
va uzluksiz.

Arcsinus funksiyalaming grafigi 28, b) —-rasmda berilgan.

2 j=arccosx, arkkosinus funksiya.

cosx funksiya [0; n] segmentda kamayuvchi va uzluksiz bo‘lib, giymatlar
to‘plami [—1; 1] segmentdan iborat (29, a)-rasm). Teskari funksiyaning mavjudligi
va uzluksizligi hagidagi teoremaga asosan, [—1; 1] segmentda cosX funksiyaga

teskari funksiya mavjud. Bu funksiya arccosx orgali belgilanadi.

28-rasm



4.54-teorema. arccosx funksiyaning aniglanish sohasi D(arccos) =
[-1; 1], giymatlari to'plami E(arccos) = [0; ], u aniglanish sohasida kamayuvchi
va uzluksiz.

(29, b)-rasm).

29-rasm

Xuddi shunga o'xshash, arctgx va arcctgx funksiyalami ta’riflash mumkin
(62-63-masalalar).

Mana shu to'rt xil funksiyalar teskari trigonometrikfunksiyalar deyiladi.

Darajali, ko'rsatkichli, logarifmik, trigonometrik va teskari trigonometrik
funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi.

Asosiy elementar funksiyalar ustida to'rt arifmetik amal (go'shish, ayirish,
ko'paytirish, bo'lish) va murakkab funksiya tuzish chekli marta bajarilganda hosil
bo'ladigan funksiyalar elementarfunksiyalar deyiladi.

1 Quyidagi funksiyalaming har bin elementar funksiyaga misol bo'ladi:

a) >-Xx2+sin2jc,

c)>=sin arD)Hiut.
2. Elementar boMmagan funksiyalarga quyidagilar misol bo'ladi:
a)Y=M funksiya, “jcning butun gismi”.
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b) >={g}=1{a] funksiya, “X ning kasr gismi”.
f 1 agar X ratsional son bo'lsa,

c) Dirixle funksiyasi, D(X)= . .
[0, agar Xirratsional son bo Isa

Mashq va masalalar

4-38. 4.29-teoremani kamayuvchi funksiya uchun isbotlang.

4-39. Agar fix) funksiya [afc] kesmada aniglangan, uzluksiz va
teskarilanuvchi bo'lsa, u holda bu funksiya gat’iy monoton ekanligini isbotlang.

4-40. Agar fix) funksiya biror oraligda aniglangan va gat’iy monoton bo'lsa,
u holda uning teskari funksiyasi uzluksiz bo'ladi. Isbotlang.

4-41. X0 nugtada uzluksiz, lekin teskari funksiyasi yO= /(x0) nuqtada
uzilishga ega bo'lgan / funksiyaga misol keltiring.

4-42. Qat’iy monoton, uzluksiz, lekin teskarisi uzluksiz bo'Imagan funksiyaga
misol keltiring.

4-43. Aytaylik / funksiya [0,1] da uzluksiz, giymatlar to'plami [0,1] ning
gismi bo'lsin. U holda/(c) = ¢ bo'ladigan ¢ 6 [a, b] mavjud ekanligini isbotlang.

4-44. Aytaylik / va g funksiyalar [a,b] da uzluksiz, /(a) > gia),fib) <
g{b) bo'lsin. U holda f(c)=g(c) bo'ladigan c€(a,b) mavjud ekanligini
isbotlang.

4-45. Aytaylik / va g funksiyalar [0,1] da uzluksiz, f °g = g °/ bo'lsin. U
holda/(c) = g{c) bo'ladigan ¢ e [0,1] mavjud ekanligini ishotlang.

4-46 Aytaylik / va g uzluksiz funksiyalar [0,1] ni o'ziga akslantirsin. U
holda f(g(c)) = ~(/(c)) bo'ladigan ¢ 6 [0,1] mavjud ekanligini isbotlang.

4-47. Aytaylik / funksiya R da uzluksiz, /(/(*)) — X bo'lsin. U holda
/(c) = c bo'ladigan c 6 fi mavjud ekanligini isbotlang.

4-48. f(X) funksiyaning X to'plamda tekis uzluksiz ekanligini isbotlang:

af(x) =3x—2 X =R; b) fix) = x2, X = (-2; 3);

c)fix) = Nx X = [0;2]; d)fix) = xsin—,X = (0;7r].

4-49. fix) funksiyaning X to'plamda tekis uzluksiz emasligini isbotlang:
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a) /(*) =x2 X=R; b)fix) = sinx2 X =R,

) fix) = cos— X = (0; 1); d)/(x) = Inx, X ~ (0,1).

4-50. Agar funksiya chegaralangan intervalda chegaralanmagan bo‘lsa, u
holda bu funksiya shu oraligda tekis uzluksiz emasligini isbotlang.

4-51. Uzluksiz davriy funksiyaning tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-52. Ixtiyoriy n natural son uchun y = Xn funksiyaning [0; +00) oraliqda

o‘suvchi va uzluksiz ekanligini isbotlang. Bu funksiyaning giymatlar to‘plamini

toping.
4-53. Quyidagi ayniyatlami isbotlang:
a) a*1mm*2= axl+Xl; b) aXl:aX = a*1-*2;
c) (a*1D)*2 = a*1*2; d)

4-54. 4.42-xossani 0 < a < 1 hoi uchun isbotlang.

4-55 Agar 0<a<1lva XE(O; +oo) boMsa, u holda ax< 1 boladi.
Isbotlang.

4-56. Agar 0<a < 1va XE(-00;0) bo‘lsa, u holda ax> 1 bo‘ladi.
Isbotlang.

4-57, "=shx aniglanish sohasi (-00;+00), giymatlar to‘plami (-00;—ke)
intervaldan iborat toq funksiya, aniglanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-58. j=chx aniglanish sohasi (-qo;+o0), giymatlar to'plami (I;+00) intervaldan
iborat. juft funksiya va aniglanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-59, >>=hx (-00;-0) intervalda aniglangan va giymatlar to‘plami (-1;1)
intervaldan iborat toq funksiya, aniglanish sohasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

4-60. j*cthx (—o0; 0) U (0; +00) to‘plamda aniglangan, giymatlari to‘plami
(-00;-l)u(l;-foo) dan iborat toq funksiya, aniglanish sohasida uzluksiz ekanligini
isbotlang.

4-61. Giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanligini
isbotlang:

a) thx-cthx=1; b) chZ-shX=1, c) sh(Adbj)=shx- ch>tchx-shy,

d)ch(xx£")=chx chjxshx sh®, e) sh2x=2shx chx, f) ch2x=chX-+shjc
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gth(y)= _,% h)cth(x +y>’*1+ﬂx"'b—

4-62. tgx funksiyani oraligda o'rganing. Shu natijalarga asoslanib
arctgx funksiyani ta’riflang, xossalarini ifodalang.
4-63. ctgx funksiyani (0;7r) oraligda o'rganing. Shu natijalarga asoslanib

arcctgx funksiyani ta’riflang, xossalarini ifodalang.



IKKINCHI BO‘LIM. BIR 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
DIFFERENSIYAL HISOBI

V BOB. HOSILA
1-8. Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar

11 Egri chiziq urinmasi. Urinmaga ta'rif
berish uchun limit tushunchasidan foydalanishga
to‘g‘ri keladi. Faraz qilaylik, ybiror egri chiziq yoyi,
MQshu egri chizigning nuqgtasi bo‘Isin. Egri chiziqga
tegishli N nugtani tanlab, MON kesuvchi o‘tkazamiz.
Agar N nugta egri chizig bo'ylab MQ nugtaga
yaginlashsa, MON kesuvchi MOnugta atrofida buriladi. 30-rasm
Shunday holat bo'lishf mumkinki, N nugta MOnuqtagayaginlashgan sari MON
kesuvchi biror MOT limit vaziyatga intilishi mumkin. Bu holda MQT to‘g‘ri chiziq y
egri chizigning MO nugtasidagi urinmasi deyiladi. (30-rasm). Agar kesuvchining
limit holati mavjud boMmasa, u holda MO nugtada urinma o'tkazish mumkin emas
deyiladi. Bunday hoi MOnugta egri chizigning sinish (o‘tkirlanish) nugtasi
bo‘lganda o‘rinli bo‘ladi.
12. Egri chiziq
urinmasining burchak
koeffitsientini topish masalasi.
Endi Yy egri chiziq biror oraliqda
aniglangan uzluksiz y = f(x)
funksiyaning grafigi bo‘lgan
holda  urinmaning  burchak
koeffitsientini topaylik.
Qaralayotgan f(x) funksiya
grafigini ifodolovchi ~chizigga tegishli MO 31-rasm
nugtaning abssissasi X0, ordinatasi f(x0) va shu nugtada urinma mavjud deb faraz

gilaylik.



y chizigda MO nugtadan fargli N(x0+ AX,f(x0+ Ax)) nugtani olib, MON
kesuvchi o'tkazamiz. Uning OXx o‘gi musbat yo'nalishi bilan tashkil etgan

burchagini a bilan belgilaymiz (31-rasm). Ravshanki, a burchak [x ga bogMiq

boMadi: a = a(/Ax) vatga = =  ° rinli.
Urinmaning abssissa o0‘gining musbat yo'nalishi bilan hosil gilgan

burchagini 0 bilan belgilaymiz. Agar B ®  boMsa, u holda tga funksiyaning
uzluksizligiga ko‘ra kurinma = tgd = Nli_%tga, va N nugtaning MO nugtaga

intilishi AXning 0 ga intilishiga teng kuchli ekanligini e’tiborga olsak, kurinma =

A[Lr,r\]o g tenglikka ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, y = /(x) funksiyaning abssissasi XO boMgan nugtasida
novertikal urinma o‘tkazish mumkin bo'lishi uchun shu nugtada LLETOE fimitning
mavjud bo'lishi zarur va yetarli, limit esa urinmaning burchak koeffitsientiga teng
boMar ekan.

3. Harakatdagi nuqta tezligini topish hagidagi masala. Aytaylik, moddiy
nugtas = s(t) gonuniyat bilan to‘g‘ri chizigli harakatlanayotgan boMsin. MaMumki,
fizikada nugtaning tO va t0 + At vaqgtlar orasida bosib o‘tgan As = s(t0+ At) —
s(t0) yoMining shu vaqt oraligMga nisbati nugtaning o'rtacha tezligi deyilar edi:
vorta = Ravshanki, At gancha kichik boMsa, ~ o‘rtacha tezlik

nugtaning t0 paytdagi tezligiga shuncha yaqin boMadi. Shuning uchun nugtaning tO
paytdagi oniy tezligi deb [tO; t0 + At] vaqgt oraligMdagi o‘ rtacha tezlikning At nolga
intilgandagi limitiga aytiladi

Shunday gilib, voniy = Jim»

Yugoridagi ikkita turli masalam yechish jarayoni bitta natijaga - funksiya
orttirmasining argument orttirmasiga boMgan nisbatining argument orttirmasi nolga
intilgandagi limitini hisoblashga keltirildi. MaMum boMishicha, ko‘pgina masalalar
yugoridagi kabi limitlami hisoblashni taqoza qgilar ekan. Shu sababli buni alohida
o‘rganish magsadga loyiqdir.
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2-8. Hosilaning ta’rifi, hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi

2.1. Funksiya hosilasining ta’rifi. Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda

aniglangan boMsin. Bu intervalga tegishli XOnugta olib, unga shunday AX orttirma
beraylikki, X0 +Ax 6 (a,b) bo‘lsin. Natijada /(x) funksiya ham X0 nugtada Ay =
f(x0+ AX) —/(x0) orttirmaga egabo‘ladi.

5.1-ta'rif Agar Ax*>0 d a” nisbatning limiti I|m —= lim £1% bA*o
gar Aix g limiti lim - = lim_ £1%pigibsizo)

mavjud va chekli bo‘Isa, bu limit f (X) funksiyaning x0 nuqtadagl hosilasi deyiladi

va/'0o0). yoki y'(x0), yoki orgali, ba’zan esa oki —I kabi
). yoki y'(x0), y q A S Y e

belgilanadi.

Demak,

T )= "m*oh* Ao

Bunda x0+AX = X deb olaylik. U holda AX = X - X0 va Ox">0 boMib,

natijada

dmf = |imf+ I+y -~ . ,im

O—elx g—0 O X —x0
bo‘ladi. Demak, /(x) funksiyaning x0 nuqgtadagi hosilasi X -» x0 da X~/ *Q

nisbatning limiti sifatida ham ta’riflanishi mumkin:

1*(*0) = Jimg—§50).

0 nugtada hosilaga ega boMgan funksiya shu nuqgtada differensiallanuvchi
deyiladi. Agar fix) funksiya (a,b) intervalning har bir nugtasida
differensiallanuvchi boMsa, u (a, b) intervalda differensiallanuvchi funksiya
deyiladi.

Hosilani topish amali differensiallash amali deyiladi.

Yugoridagi limit mavjud boMgan har birxo nugtaga aniq bitta son mos keladi,
demak f\X) —bu yangi funksiya boMib, u yugoridagi limit mavjud boMgan barcha x
larda aniglangan. Bu funksiya f[X) funksiyaning hosilafunksiyasi, odatda, hosilasi
deb yuritiladi.
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Endi hosila ta'rifidan foydalanib, y = /(X) funksiya hosilasini topishning
quyidagi algoritmini berish mumkin:

1-gadam. Argumentning tayinlangan X giymatiga mos funksiyaning giymati
fix) ni topish.

2-gadam. Argument X ga fix) funksiyaning aniglanish sohasidan chigib
ketmaydigan AX orttirma berib f(X + 4) ni topish.

3-gadam. Funksiyaning 4/(x) = f(x + AX) —fix) orttirmasini hisoblash.

4-gadam. nisbatni tuzish.

5-gadam. nisbatnmg A* —» 0 dagi limitini hisoblash.

5.2-misol. fix) = kx + b funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Hosila topish algoritmidan foydalanamiz. Argument X ni tayinlab,
funksiya giymatini hisoblaymiz: fix) = kx +b. Argumentga AX orttirma beramiz,
u holda fix +/4x) = k(X +AX) +b = kx +kAX +b. Funksiya orttirmasi

Af(X) = f{x + Ax) —f(jx) = (kx + KAX +b) - (kx + b) = kAX boiadi.
nisbatni tuzamiz: ~ = k. Limitni hisoblaymiz: lim = lim/k=K
ax a* Ax-»0  [Ox Ox->0

Demak, (kx +Db)' = Kekan

Xususan, fix) = b o‘zgarmas funksiya (bu holda K = 0) uchun (b)' = 0;
fix) = x (k = 1) funksiya uchun X' = 1 bo'ladi.

5.3-misol. fix)=" funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Argumentning tayinlangan X giymatiga mos funksiyaning giymati
fix) = X ga AX orttirma berib, funksiyaning X + AX nugtadagi giymatimi
hisoblaymiz: fix + AX) = . Bu yerda umumiylikni cheklamagan holda x > 0

va |Ox] < X deb hisoblaymiz. Funksiyaning orttirmasini hisoblaymiz: Afix) =

fix + Ajc) —fix) = o s X md Orttirmalar nisbatini yozib,

L _ o . . Lo
soddalashtiramiz: x x(3<+At x2+]>'<Ax' Bu nisbatning limitini
hisoblaymiz: lim = ur (—-2—j=_-1

L _
Ox-»0  A* Ox-*0 V  x 2+x0ar/ XT
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Demak, (*)' = -%+.

2. Hosilaga ega boMgan funksiyaning uzluksizligi. f(x) funksiyaning
*0 nugtada hosilaga ega boMishi bilan uning shu nuqtada uzluksiz boMishi orasida
quyidagi bogManish mavjud:

5.4-teorema Agar fix) funksiya x0 nugtada hosilaga ega boMsa, u holda

funksiya shu nuqtada uzluksiz boMadi.

Isbot 0 Faraz gilaylik, fix) funksiya x nugtada hosilaga ega boMsin. Demak,
ushbu Hm — X >0 ° limit mavjud va f(Xx0) ga teng. Barcha X*x0 nugtalarda ushbu

tenglik o‘rinli: f(x) —f(xQ = » (X —x0). Uholdako‘paytmaning limiti

X—Xq
hagidagi teoremaga ko‘ra
lim (f(x) -/0 | _— - =
Jig (F(x) -100)) = fim (——  (x-xQ
fix)-fixo)
, = Xr—xq————l—xmlxqu xXQ =fixo)-0=0

boMadi. Bu esafix) funksiyaning X0 nugtada uzluksizligini bildiradi. &

Bu teoremaning teskarisi o‘rinli emas, ya’ni funksiyaning nugtada
uzluksizligidan uning shu nugtada hosilasi mavjudligi kelib chigavermaydi.
Masalan, y = WN\funksiya X ning barcha giymatlarida, xususan X = O nugtada
uzluksiz, ammo X = 0 nuqtada hosilaga ega emas. Bu funksiyaning X = 0 nugtadagi

orttirmasi Ay = x| boMib, undan

I|m 1, i No= -1
T L i %
1L
va 'Ep(y nis™atn,ng dagi limiti mavjud emasligi kelib chigadi, demak fix) =

M\funksiya X = 0 nuqtada hosilaga ega emas.

3. Bir tomonli hosilalar.

5.5-ta’rif. Agar Ax—>+0 (Ox-* - 0) da” nisbatning limiti

Hm Hm Hm Hm A*o +a*) A*,)
Ox-»+0AX  [x-*+0 AX Ox-*-0AX  ax-*-0
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mavjud va chekli bo'lsa, bu limit f(x) funksiyaning X0 nuqtadagi o'ng (chap)

hosilasi deb ataladi va fl(x0) (f'_(x0)) kabi belgilanadi.

Odatda funksiyaning o'ng va chap hosilalari bir tomonli hosilalar deb ataladi.

Yugoridagi misoldan, f{X) = [x] funksiyaning X = 0 nuqtadagi o‘nghosilasi
1 ga, chap hosilasi -1 gatengligi kelib chigadi.

Funksiyaning hosilasi ta’rifi va bir tomonli hosila ta’riflardan hamda funksiya
limiti mavjudligining zaruriy va yetarli shartidan quyidagi teoremaning o'rinli
ekanligi kelib chigadi:

5.6-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya X0 nugtaning biror atrofida uzluksiz

bo'lsin. U holda f(x) funksiya X0 nugtada f'{x0) hosilaga ega bo'lishi uchun
f+(xo0), f- (*o) lar mavjud va fl(x0) = fl(x0) tenglikning o'rinli bo'lishi zarur va

yetarli bo'ladi.

Isbot (5-7-masala).

3-8 Hosilaning geometrik va fizik ma'nolari. Urinma va normal tenglamalari

3.1. Hosilaning geometrik ma’nosi. Yuqorida biz, agar y = f(X) funksiya

grafigining MO(x0;f(x0)) nugtasida urinma o'tkazish mumkin bo'lsa, u holda

urinmaning burchak koeffitsienti kurinma = Ai(_mw?’\ ekanligini ko'rsatgan edik.

ar

Bundan hosilaning geometrik ma’nosi kelib chigadi:

y = f(x) funksiya grafigiga abssissasi X = X0 bo'lgan nugtasida o'tkazilgan
urinmaning burchak koeffitsienti hosilaning shu nugtadagi giymatiga teng
kurinma ~ f (~0)-

3.2. Hosilaning fizik ma'nosi. Hosila tushunchasiga olib keladigan ikkinchi
masalada harakat qonuni s = s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to'g'ri chizig

bo'ylab harakatlanayotgan moddiy nugtaning t vaqt momentidagi oniy tezligi
voniy ~Jim0” ekanligini ko'rgan edik. Bundan hosilaning fizik (mexanik) ma’nosi

kelib chigadi.



s = s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chizigli harakatda t vaqt
momentidagi harakat tezligining son giymati hosilaga teng: voniy = s'(t)-

Hosilaning mexanik ma’nosini gisqacha quyidagicha ham aytish mumkin:
yo‘ldan vaqt bo‘yicha olingan hosila tezlikka teng.

Hosila tushunchasi nafagat to‘g‘ri chizigli harakatning oniy tezligini, balki
boshga jarayonlaming ham oniy tezligini aniglashga imkon beradi. Masalan,
Aytaylik, y = Q(T) jismni T temperaturaga gadar gizdirish uchun uzatilayotgan
issiglik migdorining o‘zganshim tavsiflovchi funksiya boMsin. U holda jismning
issiglik sig'imi issiglik migdoridan temperatura bo‘yicha olingan hosilaga teng

boMadi:

© T A AT

Umuman olganda, hosilani f(x) funksiya bilan tavsiflanadigan jarayon oniy
tezligining matematik mode/i deb aytish mumkin.

33. Urinma va normal tenglamalari. Aytaylik, y —f(Xx) funksiya x0
nugtada hosilaga ega, M(X0,f(x0)) funksiya grafigiga tegishli nuqta bo‘lsin.
Funksiya grafigiga shu nuqtada oltkazilgan urinma tenglamasini tuzaylik.

Bu tenglamani y = kx + b ko‘rinishda izlaymiz. Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq
M(x0>f(x0)) nugtadan o‘tishi ma’lum, shu sababli f(x0) = kxO+b tenglik
o‘rinli. Bundan b = f(xQ —kxO ekanligini topamiz. Demak, urinma tenglamasi
y = kx +f{x0) - kxOyokiy = f (x0) + k(x —x0) ko‘rinishga ega boiadi. Agar
urinmaning K burchak koeffitsienti hosilaning X0 nugtadagi giymatiga tengligini
e'tiborga olsak, y = f(x) funksiya grafigiga M(x0,f(x0)) nugtasida o‘tkazilgan
urinma tenglamasi quyidagicha boMadi:

Y = fixo) + f ix0Q)ix - x0) (€))

Yy = fix) funksiya grafigining M(x0;f(x0)) nugtasidan o‘tadigan va shu

nugtadagi urinmaga perpendikulyar boMgan to‘g‘ri chiziq normal deyiladi.

Ma’lumki, agar kurinma @ 0 boMsa, urinma va normalning burchak koeffitsientlari
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knormal ' kurinma = —1 shart biJan bogMangan bo'ladi. Bundany = f{x) funksiya

grafigiga M(x0;f (x0)) nugtasida o'tkazilgan normal tenglamasini

Yuw w
keltirib chigarish mumkin.
5.7-izoh, Agar kurinma = 0 boMsa, u holda urinma tenglamasi y = f(x0),
normal tenglamasi esa X — XDboMadi.
5.8-misol. Abssissasi X = 1 boMgan nuqgtada y = " giperbolaga o‘tkazilgan

urinma va normal tenglamalarini tuzing.
Yechish. Bu misolda X0 = 1, f(x0) = 1, f\X) = —_L2, /'(l) = -1. Bu
X

giymatlami (1) formulaga qo‘yib urinma tenglamasini hosil gilamiz: y = 1 —(x —
1), yaniy = 2-x;

(2) formuladan foydalanib, normal tenglamasini yozamiz: y = 1 + (X —1),
yaniy = X

5.9-misol y = X2 parabolaning J1(0;—4) nugtadan o‘tuvchi urinma
tenglamasini yozing.

Yechish. Berilgan nuqtay = X2parabolaga tegishli emasligi ko‘nnibturibdi.
Aytaylik, X = xOnugta urinish nugtasining abssissasi boMsin. U holda f(xQ = X0z,
f'(x) = 2%, f'(x0) = 2x0. (1) formuladan foydalansak

y = X02+2x0(x - x0)
ya'ni

y = 2XOX - xq2 3)
tenglamaga ega boMamiz.

Shartga ko‘ra urinma (0; —4) nuqtadan o‘tishi kerak. (3) tenglamada X va 'y
0 miga 0 va —4 giymatlarini go‘yib x0 ga nisbatan —4 = —Xg2 tenglamaga ega
boMamiz. Bundan X0 = 2, XO = -2 boMishini topamiz.

Agar X0 = 2 boMsa, u holda urinma tenglamasi y = 4x —4; agar X0 = —2
boMsa, y = -4x - 4 boMadi.
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Shunday qilib, ko'rsatilgan shartni ganoatlantiruvchi ikkitay = 4x - 4,y =

—4m —4 urinma tenglamasim hosil qildik.

Mashq va masalalar

Ta’rifdan foydalanib, quyidagi funksiyalaming hosilalarini toping (1-4):
51y = -4. 52y = ex

53y = 5t3-2t + 7. 54 f(lp) = o

Hosilaning ta’rifidan foydalanib f'(x0) ni toping (5-6):

55 f(x) AR —3x +8x0 =1

56./(X) = cos 2x,x0 = 0.

5-7. 5.6-teoremani isbotlang.

58y = fix) funksiyaning XQnugtadagi hosilasini toping:
QY= (*+2)* + 2{X +3)(1: +4)(x +5), X0= -3;
by = (1 +axb){l +bxa), x0= 1

“sin(x),

59 a ning ganday giymatlariday = (M funksiya

a) uzluksiz bo'ladi; b) hosilaga ega bo'ladi; c) uzluksiz hosilaga ega bo'ladi.

5-10. Quyidagi funksiyalarm differensiallanuvchanlikka tekshiring:

a)y = XN\ b)y = |sinu];
)y = XN agar X <0, d - (*3 a9ar x"
,e~, agar x>0 A 10, agar X6 /.

5-11. Agar X = X0 nugtada chekli bir tomonli hosilalar mavjud, lekin
/+(*0) » f-{x0) bo'lsa, u holda funksiyaning grafigi ganday bo’ladi? Bu holda
(X0, f (x0)) nugta grafikning sinish nugtasi deyiladi.

5-12. / funksiyaning abssissasi X0 nuqgtadagi urinmasi va normali
tenglamalarini tuzing:

a) f{xX) =x5-3x +2,x0=1; 6)fix) = x2-x- 1, x0= -1

5-13. Usbu (—2; 11) nugtadan o'tuvchi va y = X2—4x funksiyaning

grafigiga urinadigan barcha to'g'ri chiziglami toping.
131



5-14. Berilgan funksiyalaming grafiklanga umumiy bo’lgan urinmani toping:

ay = xX1+xvay = x2- 3X, 6)y = X2+ 2Xvay = X2- 4x;
5-15. Ba'zi nugtalarda "Hm " +o0 (-¢c) ga teng bo'lishi mumkin. Bunday

hollarda shu nugtalarda funksiya cheksiz hosilaga ega yoki funksiyaning hosilasi
cheksizga teng deyiladi.

a) Ushbu y = y/X funksiyaning X = 0 nuqgtada hosilasi mavjudmi?

b) Shu funksiyaning grafigini chizing, uning abssissasi X = 0 bo'lgan
nugtasidagi urinmasi mavjudmi?

5-16. Cheksiz hosila uchun ham bir tomonli cheksiz hosila tushunchasini
garash mumkin. Berilgan X0 nugtada /+(x0) = +°°. /+(*0) = -00,/+(1:0) = -c»,
f-{xo0) = +00 bo'lishi ham mumkin.

y = \Xfunksiyaning X = 0 nugtadagi bir tomonli hosilalarini mavjudmi?

5-17. Aytaylik, y = f{X) funksiya X = X0 nuqgtada uzluksiz va f'(x0) =
+00 (—o00) bo'lsin. U holda funksiya grafigi abssissasi X = X0 nugtada urinmasi
mavjudmi? Mavjud bo'lsa, uni sxematik rafishda chizing.

5-18. Aytaylik, y = /(X) funksiya X = XO nugtada uzluksiz, fl(x0) =
+00 va fl(x0) = —eo bo'lsin. U holda funksiya grafigining abssissasi X = X0
nugtada atrofidagi holati hagida nima aytish mumkin? Uni sxematik rafishda
chizing.

5-19. Urinmalar yordamida ikki egri chiziq orasidagi burchak tushunchasi
ta’'riflanadi. Ikki egri chiziq orasidagi burchak deb ulaming kesishish nugtasida shu
chiziglarga o'tkazilgan urinmalari orasidagi burchakka aytiladi.

a) IkKi egri chizig orasidagi burchakni topish formulasini keltirib chigaring.

b)y = X2parabolavay = ~ giperbolalar orasidagi burchakni toping.

4-8. Hosilani hisoblash qoidalari

u(x) va v(x) funksiyalar (a, b) intervalda aniglangan bo'lsin.

1 Yig‘indining hosilasi.



5.10-teorema. Agaru(x) va v(x) funksiyalaming XE(a,b) nugtada
hosilalan mavjud boMsa, 1 holda f(Xx) = u(x) + v(X) funksiyaning ham X nugtada
hosilasi mavjud va

f'(X) = u'(X) +V\X) (@)

tenglik o‘rinli boMadi.

Isbot. 0 f(X) —u(x) +v(x) bo‘lsin, u holda Ay = f(X +AX) - /(X) =
(U(X +AX) + V(X + 1) - (U(x) +V(x)) = (u(x +0x) —u(x)) +(v(x +
Ox) - v(x)) = Au + Av boMadi.

lim — = lim A~As= lim ~ + hm'\ = u'(x) +V'(X).
A0 [i* [x—»0 O A0 4 [x->0 e

Shunday qilib, (1) tenglik o‘rinli ekan. ¢

5.11-misol. y = X2 + 1/x funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. y' = (x2+ 1/x)' = (x2)' + (1/x)" = 2x —1/x2. Demak, y' =
2x -

Matematik induksiya metodidan foydalanib, quyidagi natijani isbotlash
mumkin:

5.12-natija. Agar u”x), u2(x), ....,u,(x) funksiyalaming x nugtada
hosilalari mavjud boMsa, u holda /(x) = wur(x) + u2(xX)+ ... +un(x)
funksiyaning ham x nugtada hosilasi mavjud va quyidagi formula o‘rinli boMadi:

/m'(*) = (ui(x) + U2(X) +... +Un(x))" s UI'(X) + u2'(x) + e +1*(*)e

2.Ko*paytmaning hosilasi.

5.13-teorema Agar tt(x) va V(X) funksiyalar x e (a, b) nugtada hosilaga
ega boMsa, u holda ulaming /(x) = u(x) v(x) ko‘paytmasi ham x 6 (a, b) nugtada
hosilaga ega va

f'(X) = u'(x) m(x) +u(x) m/(x) (@)

tenglik o‘rinli boMadi.

Isbot. 0 /(x) = u(x)v(x) boMsin, u holda Ay = /(x + 0Ox) -/(x) =

u* +1*)»* +0*) - u(X)»W = | [*+ = (»W +

Arn)(r;(x) + 4r) —u(xX)v(x) = Auv(x) + Orruy(x) + AuAv. Funksiya
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orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini soddalashtirib, limitga ega

funksiyalar ustida arifmetik amallar va hosilasi mavjud funksiyaning uzluksizligidan

foydalansak: lim ~ = ( lim *v(X) + ( lim m(X) + lim ~ o lim Av =
[x—+0 Ax->01*/ r—»ofnr/ Ix-*0 A% [x->0

u’'(x) v(x) +u(x) v'(x) +n'(x)- 'ELI([TIO Av = U’(X) v(X) +u(x) Vv'(X) bo'ladi. &

5.14-natija Quyidagi (Cu(ac))' = Cu'(X) formula o'rinli.

Isbot. 0 5.13-teoremaga ko'ra, (Cu(x))' = C u(x) + Cu‘(X). AmmoC’ = 0,
demak (Cu(x))' = Cu'(x). &

5.15-natija. Agar  (X), U2(X),..., un(x) funksiyalar X nugtada hosilaga ega
bo'lsa, uholda ulaming ko'paytmasifix) = ur(x) n2(x)-... un(x) ham* nugtada
hosilaga ega va quyidagi formula o'rinli bo'ladi:

f'(X) = (UL(*)u2(>)-...uri(*)y = u[(X)-u2(x)-...-Unix) +
L (x)nZ(x)e un(x) +—-+ , (X)n 2(x)—...-UnXxx)

Isbot (5-19-masala).

3. Bo'linmaning hosilasi.

5.16-teorema, Agar u(x) va t?(x) funksiyalar X E (a, b) nugtada hosilaga
ega, V(X) ® 0 bo'lsa, u holda ulaming /(*) = u(x)/v(*) bo'linmasi X E (a,b)

nugtada hosilaga ega va
JYJ X V)
formula o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 f{X) =~ bo'lsa, uholda Ay = fix +Ax) - fix) = -

Toh = TuofARyT, B I Nisbatni quyidagicha yozib olamiz: — = @,&\ﬁ@)e\;&’)‘bx =

ViX) - u(X) £m) «Zhx)y®x)A~ AX*° da ,imitSa o'tamiz, limitga ega

funksiyalaming xossalari va 13-teorema isbotidagi kabi lim Av = 0 tenglikdan
A*-»0

i N — Vi - ) — =
foydalansak, ,cl>l<moAx ,qlpl\r—qu&VIX) ugx) ,ux? V2(x)+p(X)Av

W(J1C)17(3)—U (x)"V/(x) o . o
————————————— natijaga erishamiz, ya’ni (3) formula o'rinli ekan. &



5.17-misol. Ushbu /(x) = 3x+Z\funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. f'(X?] = H+N"= @ 7),6"-4-17).(5-4) =
Ja \5X—4/ N

—4)2
3g»—«)=5(3*+7) —————m a7 e 4T _
(Bar—4)2 (5x-4)2 (5Nr-4)2

5-8 Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari funksiyaning hosilasi

5.1. Murakkab funksiyaning hosilasi. Aytaylik, 1 = <p(x) funksiya
(a, b) intervalda, y = /(u) funksiya esa (c; d) da aniglangan bo‘lib, bu funksiyalar
yordamida y = /(<?(*)) murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin (bunda, albatta, X e
(a,b) daw = <p(x) e (c,d) bo'lishi talab gilinadi).

5.18-teorema. Agar u = <p(x) funksiya X e (a, b) nuqgtada hosilaga ega, y =
/(u) funksiya esa u = <p(x) nugtada hosilaga ega bo'lsa, u holday = /000)
murakkab funksiya X nuqtada hosilaga ega va

(/OK*)))" = Ne )V (x) )

formula o'rinli bo'ladi.

Isbot. 0 u = <p(X) funksiya x nugtada hosilaga ega bo'lganligi uchun uning X
nuqgtadagi orttirmasini

Au = (PN\X)Ox + ax %)
ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda ,x"*O da cr—*0.

Shunga o'xshash, y = / (u) funksiyaning U nugtadagi orttirmasini

Oy = f'(U)Au +/20n )
ko'rinishda yozish mumkin, bunda Au->0 da (3->0.

So'ngi (3) tenglikdagi Ju o'miga uning (2) tenglik bilan aniglangan ifodasini
go'yamiz. Natijada Ay = f'{u)((p’' ) 4x + ardx) + /2(<p' (x)4x +crix) =
W) (P\X)ax + (f'(u)a + (P'(X)P +ap)Ox tenglikka egabo'lamiz.

Agar Ox-X) bo'lsa, (2) tenglikdan 0 va Au-M) bo'lishi, agar Au-"0
bo'lsa, u holda (3) tenglikdan /?-*0 ekanligi kelib chigadi. Bulardan esa Ox-*0 da
f'(u)a +<p'(X)fi + aft cheksiz kichik funksiya ekanligi kelib chigadi, uni y bilan

belgilaymiz.
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Shunday qilib, Oy = /'(n)<p'(x)4x +yAX tenglik o‘rinli. Bundan ~
f(u)<p'(x) +yvadmirr = /'(u)<p'(x) o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Bu esay' =
f ru)(p'(X) ekanligini isbotlaydi. &

5.19-misol. y = (x2—  funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. Buyerday = u4, u = (x2—  Demak, y' = (u4)- (x2— =

4u3(2*-Jr)=8(*2-1)3(*-r?)

Amalda (1) tenglikni » Ao~ yoki yx' = Yuli*  ko‘rinishda yozib,
quyidagi qoida tarzida ifodalaydi:

Murakkab funksiyaning erkli o‘zgaruvchi bo‘yicha hosilasi oraliq
olzgaruvchi bo‘yicha olingan hosila va oralig o‘zgaruvchidan erkli o'zgaruvchi
bo‘yicha olingan hosilalar ko‘paytmasiga teng.

Bu goidani quyidagicha talgin gilish mumkin: agar berilgan nugtada y
o‘zgaruvchi 1 ga nisbatan yu' marta tez, u esax ga nisbatan UX marta tez o'zgarsa,
u holda y o'zgaruvchi x ga nisbatan yu'ux marta tez o‘zgaradi, ya’ni yX = yu'ux.

Yugoridagi qoida uchta, umuman chekli sondagi hosilaga ega boMgan
funksiyalar kompozitsiyasi uchun ham o‘rinli. Masalan, agary = /(u), n = <p(t),
t = h(x) boMsa, u holda yx = yu'ut tx tenglik o‘rinli boMadi.

5.2. Teskari funksiyaning hosilasi.

5.20-teorema. Agar y = /(x) funksiya [a; b] kesmada monoton o‘suvchi,
(a; b) intervalning har bir nugtasida noldan fargli y* = /'(x) hosilaga ega boMsa, u
holda bu funksiyaga teskari boMgan x = <p(y) funksiya (/(a);/(b)) intervalda
hosilaga ega va ixtiyoriy y 6 (/(a); f(b)) uchun uning hosilasi 1//'(x) ga teng
boMadi.

Isbot. 0 Aytaylik, y = /(x) funksiya [a;b] kesmada o‘suvchi, (a;fr)
intervalda y' = /'(x) hosilaga ega va ixtiyoriy x 6 (a, b) uchun /'(x) ® O boMsin.
Quyidagi belgilashlami kiritamiz: /(a) = a,/(b) = /2. U holday = /(x) funksiya
uchun teskari funksiyaning mavjudligi va uzluksizligi hagidagi teorema shartlari
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bajariladi, chunki y = fix) funksiyaning uzluksizligi uning hosilaga ega
ekanligidan kelib chigadi. Shunday qilib, [&;/7] kesmada y = f(Xx) funksiyaga
nisbatan teskari bo'lgan X = ¢p(y) funksiya mavjud boMadi.

Teskari funksiya argumenti y ga ly ® O orttirma beramiz. U holda X = <p(y)
funksiya biror Ax = <p(y + Ay) - cp(y) orttirma oladi va teskari funksiyaning
monotonligidan AX ® 0, uzluksizligidan esaly-*0 da Ox">0 ekanligi kelib chigadi.

Endi X = cp(y) funksiyaning hosilasini topamiz. Yugorida aytilganlami

e’tiborga olsak, hosilaning ta’rifiga ko'ra lim — = — H=— demak XJ —
Ay~0 aY H)@*czly

PO = 1/fA\X) formula o'rinli ekan. &
5.20-teorema f(Xx) funksiya kamayuvchi bo'lganda ham o'rinli (5-72-

masala).

Demak, teskari funksiya hosilasini hisoblash qgoidasi

formula bilan ifodalanadi.

6-8. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari

6.1. y = X? (X > 0) darajali funksiyaning hosilasi. Bu funksiyaning X
nugtadagi orttirmasi Ay = (X + AXY — = X1(1 + -lgatengva” =
(Al
Xlid — ———— bo'ladi. MaMumki, lim (1#—-= /X Shuning uchun lim — =
— X-*0 X AX="0 [x

/(1+ ~)M-1 \
NTox ~| M — ~ ———j = uxx-L Bundan funksiyaning X nuqtadagi hosilasi

mavjud vay' = LIX**~ bo'ladi.

Demak, (X = ux*~1formula o'rinli.

Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash formulasini foydalangan holda,
(u(x))™ ko'rimshdagi murakkab funksiya uchun quyidagi formulani yozish

mumkin:
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((m (x))")>(u(x))m_1 -u'(x).
Masalan, y = (X2+ 1) 3 funksiyaning hosilasini topish talab gilinsin. Bu
misolda u(x) = (x2+ 1), 4, = 3. Demak, yuqoridagi formulaga ko'ra
y'=3(x2+1)2((x2+ 1) = 3((x2+1)2-2x= 6Xx(X2+1)2
6.2. Ko'rsatkichli funksiyaning hosilasii. y=ax (a>0,a®1)

ko'rsatkichli funksiya uchun Oy = a*+1 —ax = ax( —1) va ~ Ax
a I
Ma’lumki, lim —— = /ma. Shuning uchun lim— -lim dx-—— =
A *xnx *x Ox—0 [ c AX—»0 A x

=alha mavjud. Demak (ax) = axlna, xususan, (ex)' = ex formulalar o‘rinli ekan.

Ko'rinib turibdiki, y = ex funksiya ajoyib xossaga ega: uning hosilasi o‘ziga
teng ekan.

am) (@> 0,a ® 1) funksiya uchun quyidagi formulalaming o‘nnli
boMishini ko'rish giyin emas: (am)' = av® wm'(x) «Lna
Masalan, (35°-3)"' = 3503+ (5x —3)re Ir3 = 5 mB5¢3- 1Ir3

63y = logax (a > O, ,X > 0) logarifmik funksiyaning hosilasi.

Bu funksiya X = ay funksiyaga nisbatan teskari funksiya boMgani uchun teskari

funksiyaning hosilasini topish qoidasiga ko‘ra yl - Y avima® i’ ya'ni
(loga Xy ~ Xususan, (Inx)" = " formula o*rinli.

logau(X) funksiya uchun quyidagi formula o‘rinli: (logau(x))' =

6.4. Trigonometrik funksiyalaming hosilalari.

1 y = sinx funksiyaning hosilasi. Funksiyaning X nugtadagi orttirmasini

sinuslar ayirmasi formulasidan foydalanib topamiz:

Oy = sin(x + [Ox) —sinX = 2sin— cos "X +

sin—
Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati # = —ef*-cos (X +
T

ga teng. Bu tenglikda birinchi ajoyib limit va cosx funksiyaning uzluksizligini



sin— . AN
L—elimcos(x +—o-j =
2

e’'tiborga olgan holda limitga o'tsak,  lim, = lim

Q

cosx bo'ladi.

Demak, (sinx)"' = cosx formula o'rinli.

2) y = cosx funksiyaning hosilasi. Bu funksiyaning hosilasini topish uchun
cosx = sin(X +4/2) ayniyat va murakkab funksiyaning hosilasini topish
goidasidan foydalanamiz. U holda
(cosx)" = (sin(x +5/2))" = cos(x + s/2)- (X +A/2)"' = cos(X +a/2)1 =
cos(x + a/2).

cos(X + a/2) = —sinx ayniyatni e'tiborga olsak, quyidagi formulalarning
o'rinli ekanligi kelib chigadi: (cosx)' = —sinx.

3) ¥ = tgx va y = ctgx funksiyalaming hosilalari Bu funksiyalaming

hosilalarini topish uchun bo'linmaning hosilasini topish qoidasidan foydalanamiz:

(tgx)" = Qc_ogé = coszx = Eo|§z;<'

Xuddi shunga o'xshash (ctgx)' = — formulani ham keltirib chigarish
mumkin. Buni mashq sifatida o'quvchilarga goldiramiz.

Trigonometrik funksiyalaming argumentlari X erkli o'zgaruvchining u(X)
funksiyasi bo'lsa, u holda murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremaga ko'ra
quyidagi formulalar o'rinli bo'ladi:

(sinu)' = u'cosu, (cosu)' = —u'sinu,

(tgu)” = G5, (COU)" = - 5,

6.5. Teskari trigonometrik funksiyalaming hosilalari.  Teskari
funksiyaning hosilasi hagidagi teoremadan (5.20-teorema) foydalanib, y = arssinx
(—1 < x < 1) funksiyaning hosilasini topaylik.

Bu funksiyaga teskari bo'lgan X = siny funksiya [~~;] da monoton

o'suvchi va (— intervalda hosilaga ega, hamda bu intervalning har bir

nugtasida hosila noldan fargli: Xy = cosy ® 0. Shuning uchun yxX —p-= Endi
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(- 2;f) mterva®a cosy > 0 va bunda cosy = VI —sin2x formula o'rinli
bo'lganligi uchun yx = I_—srlrr*y: VX bo'ladi.

Demak, (arcsinx)' = ﬁl:xzr’ (-1 < n < 1) formula o'rinli.

Endi y = arccosX (-1 < X< 1) funksiyaning hosilasi uchun formula
keltirib chigaramiz. Bu funksiyaga teskari bo'lgan X = cosy funksiya [0J1] da

monoton kamayuvchi, (0;a) da hosilaga ega bo'lib, bu intervalning har bir

nugtasida noldan fargli Xy = —siny hosilaga ega. Demak, teskari funksiyaning

hosilasi hagidagi teorema shartlari o'rinli. Shu sababli 5-§ dagi (4) ga ko'ra Xy =

cosy Y*=7,=~7" = ~Vi-cos*x = “ Trbl ham °‘rin,i bo‘ladl yerda

(0; n) da siny —V | —co0s2x ekanligidan foydalandik).

Shunday qilib, (arccosx)' = — (-1 < x < 1) formula o'rinli ekan.
/1—x

Ma’lumki, Yy = arctgx funksiyaning giymatlar to'plami
intervaldan iborat. Shu intervalda unga teskari bo'lgan X = tgy funksiya mavjud va
bu funksiyaning hosilasi = — noldan fargli. Teskari funksiyaning hosilasi

hagidagi teoremadan foydalansak,

W xy (tgyY ~cosy—~1+tg2y —1+x2
bo'ladi.

Demak, quyidagi formula o'rinli.
(arctgx)' = —--Y.
1+x
Xuddi yuqoridagi kabi y=arcctgx funksiya uchun
(arcctgx)' = — —-

| +Xx

formulaning o'rinli ekanligini ko'rsatish mumkin.
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Teskari trigonometrik funksiyalaming argumentlari X erkli o'zgaruvchining
u(X) funksiyasi bo‘lsa, u holda murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremadan
quyidagi formulalar kelib chigadi:

(arcsinu(;*:))' = u x» (arccosif(x))' = — u
il = =(X) JI-u2(x)

(arctgu(x))’ = ~; (arcctgu(x))' = - -
1+ul (Xj 1+u(x)

Mashq va masalalar

5-20 Matematik induksiya prinsipidan foydalanib, 5.12-natijani isbotlang.

5-21. Chekli sondagi differensiallanuvchi ~ funksiyalar  chizigli
kombinatsiyasining hosilasi hosilalaming aynan shunday chizigli kombinatsiyasiga
teng, ya'ni agar/00 = oUXX) + c2u2(x)+... +aniin(x) boMsa, uholda f'(x) =
clu[(x) + c2u2(x)+... + cnuh(x). Isbotlang.

5-22. 5.15-natijani isbotlang.

5-23 Ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va msbatidan iborat
bo‘lgan funksiyaning hosilaga ega boMishidan bu funksiyalaming har biri hosilaga
ega boMishi har doim kelib chigavermaydi. Shu fikrlami asoslovchi misollar
keltiring.

5-24 xQnugtada hosilaga ega boMgan f(g (X)) murakkab funksiyaga misol
keltiringki:

a) /' (# (*0)) mavjud, g(x0) mavjud boMmasin;

b) f{g(xX,,)) mavjud emas, g(x0) mavjud boMsin;

c) f'(g (x0)) mavjud emas, g(x0) mavjud emas.

5-25. Quyidagi tasdiglami isbotlang yoki mkor giling:

a) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi juft boMishi uchun
funksiyaning toq boMishi yetarli;

b) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi juft boMishi uchun

funksiyaning tog boMishi zarur;
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c) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi toq bo'lishi uchun
funksiyaning juft bo'lishi yetarli;

d) differensiallanuvchi funksiyaning hosilasi tog bo'lishi uchun funksiyaning
juft bo'lishi zarur.

Funksiyalaming hosilalarini toping (26-44):

526y + 5.27.y = 10x6-i+3VZ
528 y = 2ctgx - 3sinX. 520y = arctgx + 7 me*
5-30y = 19*-8arcsinx. 53Ly = (X2 = I)(x3 +X).

5-32 <p(a) = 3arcsina — 4arccosa + 14Va

53 f(i) = 5-34.y = 3sin2x —Igx + 3cos2x

A e ST A
53y = (X+ 1)(x + 2)(X + 3).

540y = (X2- 1)(x2- 3)(x2- 5).

541 m - 541y =< 0o
5-43y = VA(*5+V" - 2) 544y =N - VX'InXxs

Berilgan funksiyaning *0 nuqgtadagi hosilasini toping (45-48):

545-fM ="~ ' xo0= 1-

546.f(x) = 4o + b\[xx0 = 8

5-47./(*) = X2 + 3sinX —Ttx, X ==

5-48./(x) = e*+l+(4* - 5), x0= In2.
Funksiyaning hosilasini toping (49-77):

549 y = 10*2+L 550,y = tgAX
In(5x3 - Xx).

551l y = cfi4] 5y
5583y = cosdjc— sindx. 554y = V4 —-7x2

55y —yI +ctgTox 556. y = (Sin3x —cos3x)2
557. x = In*sin3t. 5-58./(/i) = arctg yth
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- 1, _ sinx
SNy = arcsin x 58y = 1+tgx
56Ly = 562 y = sh(In(tg2x)).

5-63.y = Xarcsinx +VI -x2 564y = 3sin3*x+*sin2x

5-65.y = e~ S 3 566.y = arcsinyjT—x2

567.y =x-27 568 y = 5(1/<05s%)

569.y = -bl— 5-70.y = In(e2x+ 1) —2arctge:
5-71 v = 57? — tg €0S23x

5-73. Y = in >,l|;\£é5§ 5-74./(x) = 5 o
575/ (X) = —"ml+arct# i.

5-76.y = 14arcsin**1_ (3»-»)»"2"
2 2
g_—ﬁy__|n_()(2_+2) 4 2-X - _1 arétgi

5-78 5.20-teoremani /(x) funksiya kamayuvchi bo'lganda isbotlang.

7-8. Logarifmik hosila. Daraja-ko‘rsatkichli funksiyaning hosilasi

7.1 Logarifmik hosila. Faraz gilaylik, y = /(x) funksiya (a;b) intervalda

differensiallanuvchi va f(X) > 0 bo'lsin. U holda shu intervalda Iny = Inf(x)

funksiya aniglangan bo'ladi. Bu funksiyani x argumentning murakkab funksiyasi

sifatida garab, x nugtadagi hosilasini hisoblash mumkin bo'lgan x0 nugtada f(x)

funksiyaning hosilasini topish kerak bo'lsin. Murakkab funksiyaning hosilasini

topish goidasidan foydalanamiz: (Iny)’ QnfO0Y> bundan

¥ =y(Inf(x))’ 1)

formulaga ega bo'lamiz.

5.21-ta’rif. Funksiya logarifmidan olingan hosilaga logarifmik hosila

deyiladi.
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Bimechta funksiyalar ko‘paytmasining hosilasini topishda (1) formuladan
foydalanish hisoblashlami birmuncha soddalashtirishga imkon beradi. Hagigatan
ham, y = u, mu2 « * un funksiya (bu yerda har bir w, i = 1, n funksiya hosilaga
ega va ixtiyoriy X £ D(/) da u, > 0) berilgan boMsin. Bu funksiyani logarifmlab,
Iny = /nUj + Inuz +... +Inu7, bundan esa

yi 11'x wz u'n o 3 3 A A . A
Il + +»*+1—*n tenglikni hosil gilamiz. So‘ngi tenglikning ikkala
tomoniniy ga ko*paytirib quyidagiga ega boMamiz:

y'= uxeu2m. euUn- N o+ +
Vui u2 unJ

5.22-misol. y = (x+2p (+3)4 funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Berilgan funksiyani logariflaymiz:

Iny = 2In(x + 1) —3In(x +2) —4In(x +3). Bu tenglikdan hosila olib,
ushbu tenglikka ega boMamiz:

Yy _ 2 3 4
y X+l x+2  x+3
Bundan
(x+H)2 (.2 3 4N (x+1)(5icz+14jc+5)
(x+2)3(x+3)4 Vx+1 x+2  X+3/ (x+2)4(x+3)s
2. Daraja-koMsatkichli funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = (ii(x))vW

u(x) > 0) Kko‘rinishdagi daraja-ko‘rsatkichli funksiya berilgan va u(Xx),
v(X) funksiyalar X ning garalayotgan giymatlarida differensiallanuvchi boMsin. Bu

funksiyaning hosilasini hisoblash uchun (1) formulani goMlaymiz U holda (1)

formulaga ko‘ra
Yy’ = u(X)pM eIn(U(X)vM) = u(xX)WI(v(x) *Inu(x))' = u(x)vx) =
(V'O)INu(x) +i?2(x) » boMadi. Bundan uxX)pry =

u(xX)vWInu(x) v'(x) +v(x) u(x)v(x)~1-u'(x) formula kelib chigadi.
Shunday qilib, daraja-ko'rsatkichli ~ funksiyaning hosilasi ikkita

go'shiluvchidan iborat: agar u(xX)MX) ko'rsatkichli funksiya deb garalsa birinchi
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qo‘shiluvchi, agar u(x)v" ) darajali funksiya deb garalsa ikkinchi go'shiluvchi hosil
bo'ladi.
5.23-misol. y = xx~ funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (1) formulani goilaymiz.

V' = y(Inxx=]D)" = xx~x((x —1)Inx)" = xx~ (Inx + 1—)2).

8-8. Yuqori tartibli hosilalar

8.1. Yugori tartibli hosila tushunchasi. Faraz gilaylik, biror (a,b) da
hosilaga ega f\X) funksiya aniglangan bo'lsin. Ravshanki, /'(*) hosila (a,b) da
aniglangan funksiya bo'ladi. Demak, hosil bo'lgan funksiyaning hosilasi, ya’'ni
hosilaning hosilasi hagida gapirish mumkin. Agar f'(Xx) funksiyaning hosilasi
mavjud bo'lsa, uni / (x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va y",

"J r simvollaming biri bilan belgilanadi. Shunday qilib, ta’rif
bo'yichay"(x) = (y ekan.

Shunga o'xshash, agar ikkinchi tartibli hosilaning hosilasi mavjud bo'lsa, u
uchinchi tartibli hosila deyiladi vay"',f'"(x), kabi belgilanadi.
Demak, ta’rif bo'yichay™ = (y")".

Berilgan funksiyaning to'rtinchi va h.k. tartibdagi hosilalari xuddi shunga

o'xshash aniglanadi. Umuman f(X) funksiyaning (n —I)-tartibli / (n-1)(x)

hosilasining hosilasiga uning «-tartibli hosilasi deyiladi va A N\X),
dny  dnf(x) L . ) . . .
%' ssmv°4arnm8 biri bilan belgilanadi. Demak, ta’rif bo'yicha n-tartibli

hosilay * = (y(n-1))' rekkurent (gaytma) formula bilan hisoblanar ekan.
5.24-misol. y = x4 funksiya berilgan. y"'(2) ni hisoblang.
Yechish. y' = 4x3, y" = 12x2,y" = 24x, demaky '"(2) = 24*«2 = 48.
Yuqonda aytilganlardan, funksiyaning yuqori tartibli, masalan, w-tartibli

hosilalarini topish uchun uning barcha oldingi tartibli hosilalarini topish zarurligi
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kelib chigadi. Ammo ayrim funksiyalaming yuqori tartibli hosilalari uchun umumiy
gonuniyatni topish va undan foydalanib formula keltirib chigarish mumkin.

Misol tarigasida ba’zi bir elementar funksiyalaming s-tartibli hosilalarmi

topamiz.

1) y = X (7> 0,ixeR) funksiya uchun y(n) ni topamiz. Buning uchun
uning hosilalarmi ketma-ket hisoblaymiz: y* =y Xi - Ly" = - *-"-2, ...

Bundan

(xMA@E = /uju- 1)0« - 2)... 0= n +)*"-7 @)

deb induktiv faraz gilish mumkinligi kelib chigadi. Bu formulaning n = 1 uchun
o‘rinliligi yuqorida ko'rsatilgan. Endi (1) formula n = K da o'rinli, ya'ni

YW = —1)... ju—K + L)x"~Kbo'lsin deb, uning h = K+ 1 dao'nnli
bo'lishini ko'rsatamiz.

Ta'rifga ko'ray(fet]) = (yW)'. Shuning uchun

y (*+H) = = + 1)X*-KY =
= - 1)... U—K+ 1) *{j —K)XMK~-T

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa (1) formulaning n = K+ 1 da ham o'rinli bo'lishini
bildiradi. Demak, matematik induksiya usuliga ko'ra (1) formula ixtiyoriy n E N

uchun o'rinli.

(1) da/x = —1 bo'lsin. U holday = ~ funksiyaning n-tartibli hosilasi

O(“): (-DC-2)..(— =

formula bilan topiladi.

C-Dn*n'

2) y = Inx {X> 0) funksiyaning w-tartibli hosilasini topamiz. Bu
funksiyainng birinchi tartibli hosilasi ¥ = \bo'lishidan hamda (2) formuladan
foydalansak,

y(n) =0,0(n-., = (i)-n=L O zffi (3)

formula kelib chigadi.
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3 y = sinx bo'lsin. Ma’lumki, bu funksiya uchun y '= cosx. Biz uni
quyidagi
Yy’ = cosx = sin(x +j)
ko'rinishda yozib olamiz. So'ngra Yy = sinx funksiyaning keyingi tartibli
hosilalarini hisoblaymiz.

y" = (cosxY = —sin [X + 2+j),
y'" = (-sinx)' = cosx = sin (X + 3 ¢j),
y(IM) = (-cosx)' = sinx = (x + 4 2],
Bu ifodalardan esay = sinx funksiyainng w-tartibli hosilasi uchun
y () = sinX = (x +n m) (O]
formula kelib chigadi. Uning to‘g‘riligi yana matematik induksiya usuli bilan
isbotlanadi.
Xuddi shunga o'xshash
(cosx)(nN) = coSX = (X +n md 5)

ekanligini ko'rsatish mumkin.

Masalan,
(cosx)(115>= cos(X + 115+j) = cos(x +y ) = Sinx

8.2. Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik ma’nosi. Ikkinchi tartibli hosila
sodda mexanik ma’noga ega. Aytaylik, moddiy nugtaning harakat qonuni S = s(t)
funksiya bilan aniglangan bo'lsin. U holda uning birinchi tartibli hosilasi v(t) =
s'(t) harakat tezligini ifodalashi bizga ma’lum. Ikkinchi tartibli a = v'(t) =
s"(t) hosila esa harakat tezligining o'zgarish tezligi, ya’ni harakat tezlanishini
ifodalaydi.

5.25-misol. Moddiy nugta s = 5t2+ 3t + 12 (s metrlarda, t sekundlarda
berilgan) gonun bo'yicha to'g'ri chizigli harakat gilmogda. Uning o'zgarmas kuch

ta’sirida harakat qilishini ko'rsating.
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Yechish. s' = (5t2+ 31+ 12) = 101+ 3, 5" = (10t +3)' = 10, bundan
a = 10m/s2 boiib, harakat tezlanishi o'zgarmas ekan. Nyuton gonuni bo‘yicha
kuch tezlanishga proporsional. Demak, kuch ham o‘zgarmas ekan.

8.3. Yuqori tartibli hosilaning xossalari. Leybnits formulasi.

5.26-x0ssa. Agar u(X) va v(X) funksiyalar w-tartibli hosilalarga ega boMsa, u
holda bu ikki funksiya yigMndisining n —tartibli hosilasi uchun

) + i?2Ge)m = uME) + r(NX)
formula o*rinli boMadi.

Isbot. 0 Aytaylik, y —1 + V boMsin. Bu funksiyaning hosilalarini ketma-ket
hisoblash natijasida quyidagilami hosil gilamiz:

Y SU WYY = (Y) = (n+E) = ut + Ve

Matematik induksiya metodidan foydalanamiz, ya’'ni n = K tartibli hosila
uchun yw = nw tenglik o‘rinli boMsin deb faraz gilamiz va n= £+ 1
uchun y(k+V = u(k+l) + ekanligini ko*rsatamiz.

Hagigatan ham, yuqori tartibli hosilaning ta’rifi, hosilaga ega boMgan
funksiyalar xossalaridan foydalanib y (k+19 = (ywW)' = (u" = (un)' +
(yM)' = uCHH) 4+-v(/cH) ekanligini topamiz.

Matematik induksiya prinsipiga ko‘ra y® = n” tenglik ixtiyoriy
natural n uchun o‘rinli deb xulosa chigaramiz. &

5.27-xossa. 0 ‘zgarmas ko‘paytuvchini w-tartibli hosila belgisi oldiga
chigarish mumkin: (CyW = Cu'n\

Bu xossa ham matematik induksiya metodidan foydalanib isbotlanadi.

5.28-misol y = xtatg?% funksiyaning si—tartibli hosilasi uchun formula
keltirib chigaring.

Yechish. Berilgan kasr-ratsional funksiyaning maxrajini ko‘paytuvchilarga
ajratamiz: X2—5x + 6 = (x —2)(x —3). So'ngra

2* +3 A B
xX—2)(x—3) x—2+x—3 7
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tenglik o‘rinli boiadigan A va B koeffitsientlami izlaymiz. Bu koeffitsientlami
topish uchun tenglikning o'ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va ikki
kasming tenglik shartidan foydalanamiz. U holda 2x + 3 = A(X - 3) + B(X - 2),
yoki

2X+3= (A+B)x +(-3A- 2B)
tenglikka ega bo'lamiz. Ikki ko'phadning tenglik shartidan (ikki ko'phad teng
bo'lishi uchun o'zgaruvchining mos darajalari oldidagi koeffitsientlar teng bo'lishi

zarur va yetarli) quyidagi tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

r A+B=2
1-31 -2B =3

Bu sistemaning yechimi A=-7, B=9 ekanligini ko'rish giyin emas. Topilgan
natijalami (1) tenglikka qo'yamiz va yuqorida isbotlangan xossalardan foydalanib,

berilgan funksiyaning w-tartibli hosilasini kuyidagicha yozish mumkin:

Endi ~ wva ~ funksiyalaming s-tartibli hosilalarini topishimiz lozim.

Buning uchun u = — funksiyaning w-tartibli hosilasini bilish yetarli. Bu funksiyani
u = (X +a)-1 ko'rinishda yozib, ketma-ket hosilalami hisoblaymiz. U holda
u'=~(x+a)"2 u" = 2{x+a)-3
u™ = -2-3(* +a)"3 = -6(x +a)"4
Matematik induksiya metodi bilan
u = ()nn!' x+a)-n_1 (8)
Shunday qilib, (7) va (8) tengliklardan foydalanib quyidagi
yin) = -7. ( X = 2)-n-i +9.(—)n.n!'(x - 3)-n-1

=(-Dhnn' (— —==————— - —
£ ) nl'l((x—3)“ O<—2)n3
natijaga erishamiz.
5.29-xossa Agar u(x) va v(x) funksiyalar si-tartibli hosilalarga ega bo'lsa, u

holda bu ikki funksiya ko'paytmasining n -tartibli hosilasi uchun
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(uv)(n) = UMV + CMUMN~V' + C%BU(N~2DV" + —h CKUMN~KAV N + o
+ CE“V vr-V+uvW 9
formula o'rinli bo‘ladi. Bunda C;j = kfn~A+])

Isbot. 0 Matematik induksiya metodini goMlaymiz. Ma’lumki, (uv)' =
u'v +uVv'. Buesan = 1boMganda (9) formulaning to‘g‘riligini ko'rsatadi. Shuning
uchun (9) formulani ixtiyoriy n uchun o‘rinli deb olib, uning n + 1 uchun ham
to‘g‘riligini ko‘rsatamiz. (9) ni differensiyalaymiz:

"

(w;) (M) = un+H)V +u<nV - + +C'urV ' +CAr-NV" +

Curv'" +- +Qv n-k+xIM*> +Cku "~ v N +- + V'"(nl +

Cn-V y (n) +u.v(") +uv(n+) (20)
Ushbu
l1+c;=1+n=C'tl,C+C,2U=,, + natli = =cHl
rk-1 . "CM~1) -(n+2-1fc) n(n-1).(nh-k+1
n " (FTijl + -

_(n+Dn . .(n+1-(k- 1)) rk
R\ “ Ol
tengliklardan foydalanib, (10) ni quyidagicha yozamiz:
ut)(m+1>= u(+lb + C+HuWv' + CZHu(n~W" + - + Ck+Hu ™ +H-k'vw
H-—— FUVO+>

Demak, (9) formula n + 1 uchun ham o‘rinli ekan. Isbot etilgan (9) formula
Leybnitsfomiulasi deb ataladi. &

530-misol. y = X3eX funksiyaning 20-tartibli hosilasini toping.

Yechish. u = exva Vv = x3deb olsak, Leybnits formulasiga ko‘ra

y (20) = X3(exy20) + C10(a,3y(**)<19 + C20(x3)"(e*)(i8) +
Clo(x3Y"(exy 17) + CIO(x3)W (exX) M + ... + (*3)(20)e* boMadj (X3y = 3*2
(x3)" = 6%, (MY"' = 6, (x3)(@ = 0 tengliklami va y = X3 funksiyaning hamma
keyingi hosilalarming 0 gatengligini, shuningdek Vn uchun (e*)(n) = eXekanligini

e’tiborga olsak,



y (20) = €X(XT+ sca0a2+ B6CAHX + 6c o tenglik hosil bodadi

Endi koeffitsientlami hisoblaymiz:
20 20, bﬁo—zi—Jg—lgo, ch = Qlﬂs = Qi—f’”—ls =1140

Demak,

Y(2°) = ex(X3 + 60x2 + 1140x + 6840).

Mashg va masalalar

Logarifmik hosiladan foydalanib, hosilani hisoblang (79-91):

5-79.y = Xarctox. 58.y = (x2+ 1)
58y = 582 y = —ryn
2+ )3—\("—6

583y = 3xm5esix4+Xx 584 /(t) =t~
Ko‘rsatilgan tartibli hosilalami toping (79-87):
58.y = Incosx, y" =? 586y = sin2x,y" =?

= * oyt =2 = — =7
587y 5*y 7 5-88. )]; m_l,y 7
5-89./(*) = xe*,/"(x) =? 5-90. r(tf) = costf, rACfl)

591y = Inx,y* =2
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VI BOB. DIFFERENSIAL

I-8. Differensiallanuvchi funksiya. Differensiallanuvchi boMishining zaruriy

va yetarli sharti

Aytaylik, y = /(x) funksiya (a, b) oraligda aniglangan va x06 (a, b)
boMsin.
6.1-ta’rif. Agar f(X) funksiyaning X0 nugtadagi Ay orttirmasini
Ay = AAX +a(Ox)AX D
ko‘nmshda yozish mumkin boMsa, bu funksiya X = x0 nugtada differensiallanuvchi
fimksiya deyiladi. Bunda A — AX ga bog'lig bo‘Imagan biror o‘zgarmas son, a(Jx)
esa [a.”>0 da cheksiz kichik funksiya, ya m A}i(m() a(Ax) = 0.

y = kx + b chizigli funksiyani garaylik. Uning uchun Oy = kAXx tenglik
o‘rinli, ya’ni funksiya orttirmasi argument orttirmasiga tolg‘ri proporsional.
Tarifdagi Oy = A-Ax+ a{AX)AX tenglik esa funksiya orttirmasi argument
orttirmasiga «deyarli to‘g‘ri proporsional»ligini bildiradi, ya'ni Ay « AAX. Bu
tenglik |gm] ganchalik kichik boMsa, shunchalik anigroq boMadi. Geometrik nugtai
nazardan funksiyaning X nuqgtada differensiallanuvchi boMishi funksiya grafigi X
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida biror novertikal to‘g‘ri chiziq, ya’ni biror
chizigli funksiya grafigi bilan «qgo‘shilib» ketishini anglatadi. Shunday qilib,
geometrik nugtai nazardan funksiyaning X nuqtada differensiallanuvchi boMishi
funksiya grafigjni X nugtaning yetarlicha kichik atrofida «to‘g‘rilash» mumkinligini
anglatadi.

Masalan, 32-rasmda y = X2 funksiya grafigini XO = 1 nuqta atrofida y =

2x —1 tolg ‘ri chiziq grafigi bilan «qo‘shilib» ketishi ko‘rsatilgan.
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33-rasmdan y = Jq funksiyani x = 0 nugtada differensiallanuvchi emasligi
kelib chigadi, bu funksiya grafigini x = O nuqgtaning hech bir atrofida «to‘g‘rilab»

bo‘Imaydi.

0]

32-rasm 33-rasm
6.2-teorema. /(x) funksiya x = XOnugtada differensiallanuvchi boMishi
uchun uning shu nugtada chekli f'(Xx0) hosilasi mavjud boMishi zarur va yetarlidir.
Isbot O Zaruriyligi. Funksiya x = x0 nugtada differensiallanuvchi boMsin. U
holda funksiyaning orttirmasini (1) ko‘rinishda yozish mumkin. Undan Ox ® 0 da

ax: A+a(Ax) ni yozish mumkin. Bundan Ox-"O da i = A demak x

m J—
igeadiy
nugtada hosila mavjud va f'(x) = A ekanligi kelib chigadi.

Yetarliligi. Chekli f'(x0) hosila mavjud boMsin, ya’ni IIJ;{—QQE* = f'{/xa u

holda » = /'(x0) +a(4x), bu yerda a(4x) Ox-X) da cheksiz kichik funksiya.
Demak,
Oy = AXQAX + a(1x)Ax @)
yoki Ay = J1-Ax + a(4x)4x, bu yerda A = /*(x0). Shunday gilib x = x0 nugtada
/(x) funksiya differensiallanuvchi va A = f'(xQ ekan. ¢
Bu teorema bir o‘zgaruvchili funksiya uchun differensiallanuvchi boMish

hosilaning mavjud boMishiga teng kuchli ekanligini anglatadi. Shu sababli hosilani
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topish amali funksiyani differensiallash, matematik analizning hosila o‘rganiladigan
bo'limi differential hisob deb ataladi.

Shunday qilib, avvalgi 1-ta’rif bilan ekvivalent bo'lgan ushbu ta’rifthi ham
bensh mumkin:

6.3-ta’rif. Agar /(jc) funksiya X = jco nugtada chekli f'(x0) hosilaga ega

bo'lsa, u holda f(Xx) funksiya X = X0 nugtada differensiallanuvchi deyiladi.

2-8. Funksiya differensiali, uning geometrik va fizik ma'nolari

2.1 Funksiya difTerensiali. /¢jc) funksiya (a:b) intervalda aniglangan
bo'lib, XE(a;b) nugtada differensiallanuvchi bo'lsin. Ya’ni funksiyaning X
nugtadagi orttirmasini

Ay = f'(X)AX + a(Ajc)Ax (D)
ko'rinishda yozish mumkin bo'lsin, bunda AXx—>0 da a (Ax) —*0.

6.4-ta’rif. x nugtada differensiallanuvchi / (x) funksiya orttirmasi (1) ning
bosh gismi f'(x)AXx berilgan/(jc) funksiyaning shu nuqtadagi differensiali deyiladi
va dy yoki df(x) orgali belgilanadi, ya'ni dy = f'(x)AX.

Masalan, y = x2funksiya uchun dy = 2xAx ga teng.

Agar /(jc) = jc bo'lsa, u holda f\X) = 1 va d/(jc) = 1-Ac, ya'ni dx = AX
bo'ladi. Shuni hisobga olgan holda argument orttirmasini, odatda, dx bilan
belgilashadi. w

Buni nazarga olsak, /(jc) funksiya
differensialining formulasi
dy = /'(jc)djc yoki dy = y'dx (2)
bo'ladi.

2.2. Differensialning geometrik
ma’nosi. Endi jc 6 (a;b) nugtada <
differensallanuvchi bo'lgan /(i) Xz
funksiyaning grafigi 34-rasmda ko'rsatilgan 34-rasm

chizigni ifodalasin deylik.



Bu chizigning (X,f(x)) va (X +AXx,f{x + AX)) nugtalarin mos ravishda M
va Kbilan belgilaylik. Unda MC = Ax, KC = Ay boMadi. f(X) funksiya X nugtada
chekli f'(X) hosilaga ega bo‘lgam uchun f(X) funksiya grafigiga uning M(x,f(Xx))
nugtasida oMkazilgan ML urinma mavjud va bu urinmaning burchak koeffitsienti
tg<P = fix). Shu ML unnmaning KC bilan kesishgan nugtasini E bilan belgilaylik.
Ravshanki, AMEC dan = - tgcp Bundan EC = MCtgcep = f'(X)AX ekani kelib
chigadi. Demak, f(Xx) funksiyaning X nugtadagi differensiali y = f\X)AX funksiya
grafigiga M{X,f{X)) nugtada o'tkazilgan urinma orttirmasi EC ni ifodalaydi.
Differensialning geometrik ma’nosi aynan shundan iborat.

3 Differensialning fizik ma’nosi. Moddiy nugta s = f(t). bu yerdas -bosib
o‘tilgan yo'l, t —vagqt, /(t)-differensiallanuvchi funksiya, gonuniyat bilan to‘g‘n
chizigli harakatlanayotgan bo‘lsin.

At vaqt oralig‘ida nugta As = f(t +At) - f(t) yo‘Ini bosib o‘tadi. Yo'lning
bu orttirmasini As = f'(t)At + a(At)At ko‘rinishda ifodalashimiz mumkin. Bu
yo‘Ini nugta biror o‘zgaruvchan tezlik bilan bosib o‘tgan. Agar At vaqt oralig‘ida
nugta o‘zgarmas T\t) tezlik, ya'ni t vaqtdagi tezligiga teng tezlik bilan harakatlandi
desak, bu holda bosib o‘tilgan yo‘l F\t)At ga teng boMadi. Bu esa yo‘lning
differensialiga teng.

ds = F{OAL

3-8. Elementar funksiyalaming differensiallari. DifTerensialni topish

goidalari. Differensial formasining invariantligi

3.1 Elementar funksiyalaming differensiallari. Elementar funksiyalaming
hosilalarini bilgan holda ulaming differensiallari uchun quyidagi formulalami
yozish mumkin:
1.d(XP) = jux”~dx (a > 0);
2.d(ax) = axIlnadx(a > 0,a ® 1);

2 dx
3-~0°gax) ~xMa dx, (x > 0,a > 0,a @ 1), xususan, d(Inx) = — (x> 0);

155



4 d(sinx) = cosxdx;

5 d(cosx) = —sinxdx;

8.d(arcsinx) = - ==d X (-1 < X< 1);
vl —x2

9 d(arccosx) = (-1 <* < 1)

1
10. d(arctgx) = ———--dx;
( 9x) 1+ 2

1
11. d(arcctgx) = ————— -dx
( 9x) T5%z
32 DifTerensialni topish qoidalari. Funksiya differensiali ta’rifi va hosila

topish qoidalaridan quyidagi tasdiglaming o‘rinli ekanligi kelib chigadi:
6.5-teorema. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar yig'indisining
differensiali ulaming dif Terensiallari yig'indisiga teng.
Isbot. 0 Ikki funksiya yig‘indisi uchun quyidagicha isbotlash mumkin:
d(u(X) +v(x)) = (u(x) +Vv(X))'dx = (U'(X) + V\X))dx =
= u'(X)dx + Vv'(X)dx = du +dv.
Umumiy holda matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi. ¢
6.6 -teorema. Quyidagi d(u(x) v(x)) = v(x)du + u(x)dv formulao'rinli.
Isbot. 0 Ko'paytmaning hosilasi va funksiya differensiali formulalaridan
foydalanamiz:
dUX)IV(X)) = UEIV(X))'dX = (U(X)IV(X) + UV (X))dx =
= (U'(X)dx) v(X) +u(x) (V'(x)dx) = v(X) du +u(x) dv.e
6.7-teorema. Quyidagi d(Cu(x)) = Cu'(x)dx formula o'rinli.
Isbot (6-1-masala).

6.8-teorema. Boiinmaning differensiali uchun quyidagi

156



formula o*rinli.

Isbot (6-2-masala).

3.3. DifTerensial formasining invariantligi Aytaylik, y = f(X) funksiya x
nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Differensialningta’rifiga ko‘ra dy = yx'AX,
yoki erkli o'zgaruvchinmg orttirmasini dx kabi yozishga kelishganimizni e’tiborga
olsak, dy = yx'dx edi.

Endi X erkli o‘zgaruvchi emas, balki t erkli o‘zgaruvchining
differensiallanuvchi funksiyasi boMsin: X = <p(t). U holda y = /(p(t)) = 9(t)
funksiya t o‘zgaruvchining murakkab funksiyasi va dy = yt'dt tenglik o‘rinli
boMadi. Lekin yt = yx'xt'dt va dx = xt'dy lami e’tiborga olsak, dy = yx'dx
formulaga ega boMamiz, ya’m differensialning avvalgi ko‘rinishiga gaytamiz.

Shunday qilib, differensial formasi o‘zgarmadi, ya’ni funksiya
differensialining formasi X erkli o'zgaruvchi boMganda ham, erksiz (oraliqg)
0‘zgaruvchi boMganda ham bir xil ko'rinishda boMadi: differensial hosila va hosila
gaysi o‘zgaruvchi bo‘yicha olinayotgan boMsa, o‘sha o‘zgaruvchi differensiali
ko‘paytmasiga teng boMadi. Bu xossa differensial formasining invariantligi
deyiladi. Shuni aytib o‘tish lozimki, bu xossada fagat differensial formasining
saglanishi hagida gap boradi. Agar X erkli o‘zgaruvchi boMsa, u holda dx = AX; X
erksiz o'zgaruvchi boMsa, u holda, umuman olganda, dx ® Ax boMadi.

6.9-misol. y = \JXberilgan. 1) X erkli o'zgaruvchi boMganda va 2) X = ts +
t2—3 boMganda dy ni hisoblang.

Yechish. 1) 2-8 dagi (2) formulaga ko‘ra

1 2 dx
dy = =x 3dx =
3 BbUX2
2) Differensial formasining invariantlik xossasidan foydalansak, dy 3;’;( 1
boMib,
dy =— ... 1~-d(t5+t2¢— 3)p= (5t4:2£)dt
3¥ (ts +t2-3) 3¥(t5+t2-3)

natijaga ega boMamiz.



4-8 Tagribiy hisoblashlarda differensialning goMlanilishi

Yugorida ta’kidlaganimizdek, xO nuqgtada differensiallanuvchi y = /(x)
funksiya uchun gy * f(x Qdx, ya’ni Ay « dy tagribiy tenglik o‘nnli. Shu tagribiy
tenglik matematik analizning nazariy va tatbigiy masalalarida muhim ahamiyatga
ega boMib, differensialning mohiyatini belgilaydi. Yuqoridagi tenglikda Ay =
f (*) ~fixo> Ax = x —x0deb olsak, quyidagi tenglikka ega boiamiz:

/(*) ~fixo) * fix 0)( x - x0) yoki

fix) * f(x0) +/'(x0)( x - x0) (1)
(1) formula funksiya giymatlarini tagribiy hisoblashda keng gqoMlaniladi.

Masalan, / (x) = JX funksiya uchun quyidagi

JUX + OX « VX + 2)
2Vx

formula o‘rinli. Agar fix) = Vx funksiyaning X = 0,98 dagi giymatini hisoblash
talab qilinsa, (2) formuladax = 1, Ax = -0,02 deb olish yetarli. U holda Vc[98 «

VI + = 1—0,01 = 0,99 boMadi. Agar V0,98 kalkulyatorda hisoblasak, uni

10-6 aniglikda 0,989949 teng ekanligi ko‘rish mumkin. Demak, differensial

yordamida hisoblaganda xatolik 0,001 dan katta emas.

5-8. Funksiyaning yugori tartibli differensiallari

5.1. Yugori tartibli differensiallar. Aytaylik, y = /(x) funksiya biror (a, b)
intervalda berilgan boMsin. Bu funksiyaning dy = f\X)dx differensiali x ga bogMiq
boMib, dx = [Ax va [x orttirma x ga bogMig emas, chunki x nugtadagi orttirmani x
ga bogMig boMmagan holda ixtiyoriy tanlash mumkin. Bu holda differensial
formulasidagi dx ko‘paytuvchi o‘zgarmas boMadi va f'(x)dx ifoda fagat x ga
bogMig boMib, uni x bo'yicha differensiallash mumekin.

Demak, bu funksiyaning differensiali mavjud boMishi mumkin va u, agar

mavjud bo Isa, funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi.
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Ikkinchi tartibli differensial d2y yoki d2f(x) kabi belgilanadi. Shunday qilib,
ikkinchi tartibli differensial quyidagicha aniglanar ekan: d2y = d(dy).

Berilgan 'y = f(Xx) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali Ifodasini topish
uchun dy = f’(X)dx formulada dx ko'paytuvchi o‘zgarmas deb garaymiz. U holda

d2y = d(dy) = d(f'(x)dx) = d(f'(x))dx = (f"(x)dx)dx = f"(x)(dx)2
bo'ladi. Biz kelgusida dx ning darajalarini gavssiz yozishga kelishib olamiz. Bu
kelishuvni e’tiborga olsak, (dx)2= dx2 boiadi va ikkinchi tartibli differensial
uchun quyidagi ifodani hosil gilamiz:
d2y = f'(x)dx2 1)

Shunga o'xshash, uchinchi tartibli differensialni ta’riflash va uning uchun
ifodasini keltirib chigarish mumkin: d3y = d(d2y) = d(f"(x)dx2) = f"'(x)dx3

Umumiy holda funksiyaning (n - I)-tartibli differensiali d(n_1l)y dan
olingan differensial funksiyaning n-tartibli differensiali deyiladi va dny kabi
belgilanadi, ya’'ni dny = d(dn—y). Bu holda ham funksiyaning n-tartibli
differensiali uning w-tartibli hosilasi orgali quyidagi

dny = fin)(xX)dxn (@)
ko'rinishda ifodalanishini isbotlash mumkin.

Yuqgoridagi formuladan funksiyaning sa-tartibli hosilasi uning s-tartibli
differensiali va erkli o'zgaruvchi differensialining w-darajasi nisbatiga teng ekanligi
kelib chigadi:

fW(x) = dny/dxn.

5.2. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Endi X
argument biror t o'zgaruvchining funksiyasi X = <p(t) bo'lgan hoi uchun yugori
tartibli differensiallami hisoblash formulalarini keltirib chigaramiz.

Bu holda dx = cp'(t)dt bo'lganligi sababli, dx ni X ga bog'lig emas deb
bo'lmaydi. Shu sababli ta’rif bo'yicha (d2y = d(f’(x)dx)) hisoblaganda, d2y ni
ikkita f'(X) va dx funksiyalar ko'paytmasining differensiali deb garaymiz.

Natijada
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d2y = d(J'(x)dx) = d(f'(x))dx +F\x)d2x = (f"(x)dx)dx +
f'(x)d2x = " \X)dx2 + f'(x)d 2x,
ya’'ni

d2y = f"(x)dx2+f'(x)d2x 3)
formulaga ega bo'lamiz.

Endi ikkinchi tartibli differensial uchun hosil gilingan (1) formula (3)
formulaning xususiy holi ekanligini ko‘rsatish giyin emas.

Hagigatan ham, agar jc erkli o'zgaruvchi boisa, u holda d2x = X"dx2 =
0 dx2 = 0 bo'lib, (3) formuladagi ikkinchi qo‘shiluvchi gatnashmaydi.

Uchinchi tartibli differensial uchun quyidagi

d3y = F"'(X)dx3 + 3f"(x)dxd2x + f’(x)d3x 4)
formula o”rinli ekanligini isbotlashni o'quvchilargataklif gilamiz.

Ikkinchi va uchinchi tartibli differensiallar uchun olingan formulalardan
murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini hisoblashda differensial
formasining invariantligi buziladi. Boshgacha aytganda, ikkinchi va undan yugori
tartibli differensial formulalari ko‘rinishi X argument erkli o‘zgaruvchi yoki boshga

0‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi boiishiga bog‘lig bo'ladi.

Mashq va masalalar

6-1. 6.7-teoremani isbotlang.

6-2. 6.8-teoremani isbotlang.

Funksiyaning differensialini toping (3-6):

6-3. y = arctg \x 64y = (Xx3—x) tgx

6-5. y = x2Inx. 6-6. Y = xa-

Y = ¥Y(x) funksiyaning orttirmasi va differensialini umumiy ko‘rinishda,
shuningdek Ox ma’lum boMganda x0 nugtada toping (7-8).

6-7.y = X3+ 2x, X0 = 1, [Ix = 0,01

68y =X2+x—5 x0= 0, Ox = 05.

Differensial yordamida tagribiy hisoblang (9-11):
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6-9. V26. 6-10. tg44°. 6-11. (1,02)s.

6-12. Funksiya orttirmasini differensial bilan almashtinb, y = y(x)
funksiyaning ko‘rsatilgan nugtadagi giymatini taqribiy hisoblang:

ay = VX, X = 65;x = 125,1324; b)y = VX, x = 90; x = 15,8;

e)y = sinx, X = 29°;x = 359°; d)y = arcsinx, X = 0,51,

6-13. Xgga nisbatan kichik Ox uchun quyidagi tagribiy formula o‘rinli
ekanligini isbotlang:

n/j-
V*o + [Ox « V™o +FX6'D'*’ x0> 0.

Shu formula yordamida taqribiy hisoblang:

a)V640; b) VI99; c) ~243,45; d)I' ®

dy va d2y lami toping (12-13):

6-14-Y = — . 6-15.y = x(Inx —1).

6-16. Diflferensialdan foydalanib, (1 +a)n* 1+n a tagribiy formulani

isbotlang.



VIl BOB. DIFFERENSIAL HISOBNING ASOSIY TEOREMALARI VA
ULARNING TATBIQLARI

1-8. 0 ‘rta giymat hagidagi teoremalar

Matematik analiz kursida o'rganiladigan asosiy va amaliy masalalami
yechishda katta ahamiyatga ga bo'lgan funksiyalar sinflaridan (to'plamlaridan) biri-
bu uzluksiz funksiyalar sinfi hisoblanadi. Oldingi bobda biz differensiallanuvchi
funksiyalar sinfi uzluksiz funksiyalar sinfining gismi bo'lishini ko'rsatgan edik.
Differensiallanuvchi funksiyalar o'ziga xos ahamiyatga ega, chunki ko'pgina
tatbigiy masalalami yechish hosilasi mavjud funksiyalami o'rganishga keltiriladi
Bunday funksiyalar ba’zi bir umumiy xossalarga ega. Bu xossalar ichida o'rta
giymat hagidagi teoremalar nomi bilan birlashgan teoremalar alohida ahamiyatga
ega. Ushbu teoremalar [a; 6] kesmada o'rganilayotgan funksiya uchun u yoki bu
xossaga ega bo'lgan [a; b] kesmaga tegishli ¢ nugtaning mavjudligini ta’kidlaydi.

1.1. Ferma teoremasi

7.1-teorema. Agar /(*) funksiya (a,b) oraligda aniglangan va biror c6
(a, b) nugtada eng katta (eng kichik) giymatga erishsa va shu nugtada chekli /*(c)
hosila mavjud bo'lsa, u holda/*(c) = 0 bo'ladi.

Isbot. 0 /(c) yimksiyaning eng katta giymati bo'lsin, ya’ni ixtiyoriy X 6
(a;b) da f(x) < /(c) tengsizlik o'rinli bo'lsin. Shartga ko'ra bu ¢ nugtada chekli
\C) hosila mavjud.

Ravshanki,
r to .h M .o limm - m . Iim [M -Ne>
—*C X —C X—+C-0 X —C Ar-*c+0 X — C
Ammo X < ¢ bo'lganda >0 =/ "' (c) >0 va g>c bo'lganda

N0 —»/;(c) < 0 bo'lishidan /'(c) = 0 ekani kelib chigadi.

Eng kichik giymat holi shunga o'xshash isbotlanadi. ¢
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Ferma teoremasi sodda geometrik ma’noga ega. U f(X) funksiya grafigiga
(c; /(c)) nugtada oMkazilgan unnmaning OX o‘giga
paralell boMishini ifodalaydi (35-rasm).

7.2-izoh. Ichki ¢ nugtada/'(c) = Obo‘lsaham
bu nugtada f(x) funksiya eng katta (eng kichik)
giymatni gabul gilmasligi mumkin. Masalan, f(x) =
2x3—1, X6 (—1; 1) da berilgan bo‘lsin. Bu
funksiya uchun /'(0) = 0 boMadi, lekin 35-rasm
/ (0) = —1 funksiyaning (—1; 1) dagi eng katta yoki eng kichik giymati boMmaydi.

1.2. Roll teoremasi

7.3-teorema (Roll teoremasi). Agar/ (x) funksiya [a; b] kesmada aniglangan
boMib, quyidagi 1) [a; b] da uzluksiz; 2) (a; b) da differensiallanuvchi; 3)/(a) =
/(b) shartlami ganoatlantirsa, u holda /'(c) = 0 boMadigan kamida bitta C (a <
¢ < b) nugta mavjud boMadi.

Isbot. o MaMumki, agar f(X) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz boMsa, u
holda funksiya shu kesmada o‘zining eng katta M va eng kichik m giymatlariga
erishadi. Qaralayotgan f(Xx) funksiya uchun ikki hoi boMishi mumkin.

1 M=m, bu holda [a b] kesmada f(x) = const va f’(X) = 0 boMadi.
Ravshanki, /'(c) = 0 tenglamani ganoatlantiradigan nugta sifatida (a; b) ning
ixtiyoriy nugtasini olish mumkin.

2. M > m, bu holda teoremaning /(a) = /(6) shartidan funksiya M yoki m
giymatlaridan kamida birini [a, b] kesmaning ichki nugtasida gabul gilishi kelib
chigadi. Aniqglik uchun /(c) = m boMsin. Eng kichik giymatning ta’rifiga ko‘ra
VX e [a b] uchun f(x) > /(c) tengsizlik o‘rinli boMadi.

Endi /'(c) = 0 ekanligini ko‘rsatamiz. Teoremaning ikkinchi shartiga ko‘ra
/ (x) funksiya (a; b) intervalning har bir X nugtasida chekli hosilaga ega. Bu shart,
Xususan ¢ nugta uchun ham o‘rinli. Demak, Ferma teoremasi shartlari bajariladi.
Bundan /""(c) = 0 ekanligi kelib chigadi.

/(c) = M boMgan holda teorema yuqoridagi kabi isbotlanadi. ¢
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Roll teoremasiga quyidagicha
geometrik talgin berish mumkin (36—
rasm). Agar [a b] kesmada uzluksiz,
(a,b) intervalda differensiallanuvchi
f(x) funksiya kesma uchlarida teng
giymatlar gabul gilsa, u holda f(X)
funksiya grafigida abssissasi X = C
bo‘lgan shunday C nugta topiladiki, shu 36-rasm
nugtada funksiya grafigiga o‘tkazilgan urinma abssissalar o‘qgiga parallel bo'ladi.
7.4-izoh, Roll teoremasining shartlari yetarli bo'lib, zaruriy shart emas.
Masalan, 1) f(x) = X3, X6 [1:1] funksiya uchun teoremaning 3-sharti
bajarilmaydi.
(/(-1) = -1*1 =/(1)), lekin/’(0) = 0 bo'ladi.

X, agar 0 < x < 1,
2)/W = 0, agar 1< X< 2, funksiya uchun Roll teoremasining
2, agar x > 2,

barcha shartlari bajarilmaydi, lekin (1; 2) intervalning ixtiyoriy nugtasida f ’(xX) —
0 bo'ladi.

1.3. Lagranj teoremasi

7.5-teorema (Lagranj teoremasi). Agar /(X) funksiya [@,b) kesmada
uzluksiz va (a,b) da chekli f\X) hosila mavjud bo'lsa, u holda (a, b) da kamida
bitta shunday c nugta mavjud bo'lib,

fib) -f(a)

b—a —1(c) (6]

tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot. 0 Quyidagi yordamchi funksiyani tuzib olamiz:
=fM -f -nn ~ = (X -
P « (a) - n b g,a) g/ a)7

Bu @ (x) funksiyani [a, b] kesmada uzluksiz va (a, b) da hosilaga ega bo'lgan

f(x) va x funksiyalaming chizigli kombinatsiyasi sifatida garash mumkin. Bundan



®(a0 funksiyaning [a, b] kesmada uzluksiz va (a, b) da hosilaga ega ekanligi kelib
chigadi. Shuningdek

®(a) =o() =0
demak ®(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi.

Demak, Roll teoremasiga ko‘ra (a, b) intervalda kamida bitta shunday ¢ nugta
mavjud bo‘ladiki, ®(c) = O bo'ladi.
Shunday qilib,

r(b)-Ma) _
b—a 0

va bundan esa isbot gilinishi kerak bo'lgan (1) formula kelib chigadi. ¢

(1) formulani ba’zida Lxigranj

formulasi deb ham yuritiladi. Bu formula
/(b)-/(a)=/"(c)(b-a) (2
ko'rinishda ham yoziladi.

Endi Lagranj teoremasining
geometrik ma’nosiga to'xtalamiz. f{x)
funksiya Lagranj teoremasining shartlarini
ganoatlantirsin deylik (37-rasm). Funksiya grafigining A(a;f(a)),B(b;f(b))
nugtalar orqali kesuvchi o'tkazamiz, uning burchak koeffitsienti

. BC /(b)-/(a)
=~ac———[TT -
bo'ladi.

Hosilaning geometrik ma’nosiga binoan /'(c) -bu f(x) funksiya grafigiga
uning (c;/(c)) nugtasida o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti: tg/3=
/'(c) Demak, (1) formula (a, b) intervalda kamida bitta shunday c nugta
mavjudligini ko'rsatadiki, /(*) funksiya grafigiga (c;/(c)) nugtada o'tkazilgan
urinma AB kesuvchiga paralell bo'ladi.

Isbot qgilingan (1) formulani boshgacha ko'rinishda ham yozish mumkin.

Buning uchun a < ¢ < b tengsizliklami e’tiborga olib, = 9 belgilash kiritamiz,

uholdac = a + (b —a)0, 0 < B < 1 bo'lishi ravshan. Natijada (1) formula ushbu
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f(b) - 7(a) = AN\a+0( - a))(b - a)
ko‘rinishga keladi.
Agar (1) formulada a = X0; b = X0 + Ax almashtirishlar bajarsak, u
/ (X0O+AXx) - f(x0 = A\C)AX 3)
bu yerda X0 < ¢ < xX04- AX, ko‘rinishga keladi. Bu formula argument orttirmasi
bilan funksiya orttirmasini bogMaydi, shu sababli (3) formula chekli orttirmalar
formulasi deb ataladi.
Agar (1) Lagranj formulasida /(a) = f{b) deb olsak, Roll teoremasi kelib
chigadi, ya’ni Roll teoremasi Lagranj teoremasining xususiy holi ekan.
7.6-misol. Ushbu [0,2] kesmada f(X) = 4x3—5x2 +Xx —2 funksiya uchun
Lagranj formulasidagi ¢ ning giymatini toping.
Yechish. Funksiyaning kesma uchlandagi giymatlarini va hosilasini
hisoblaymiz: /(0) = —2;/(2) = 12; f\X) = 12x2—10x + 1. Olingan natijalami
Lagranj formulasiga qo'yamiz, natijada

12 —(—2) = (12c2—10c + 1)(2 —0) yoki 6c2—5c —3 = 0 kvadrat
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechamiz: c12 = Topilgan

ildizlardan fagat ~ — qaralayotgan kesmaga tegishli. Demak, ¢ = -y"- ekan.

L~ranj teoremasi 0‘z navbatida quyidagi teoremaning xususiy holi bo‘ladi.
1.4. Koshi teoremasi
7.7-teorema (Koshi teoremasi). Agar [a,b] kesmada f(x) va g(x)
funksiyalar berilgan bo‘lib, 1) [a, b] da uzluksiz; 2) (a, b) intervalda f'(x) va g'(x)
mavjud, hamda g'(x) @ 0 bo‘lsa, u holda hech bo‘lmaganda bitta shunday ¢ (a <
¢ < b) nugta topilib,
fib) - /(a) =/40
9(b) - g(a) g'(c)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. 0 Ravshanki, (4) tenglik ma’noga ega boMishi uchun g(b) ® g(a)
boMishi kerak. Bu esa teoremadagi g‘(X) ® 0, X E (a;b) shartdan kelib chigadi.
Hagigatdan ham, agar g(a) = g{b) boMsa, u holda g{x) funksiya Roll
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teoremasining barcha shartlarini ganoatlantirib, biror ¢ E (a; fo) nugtada g\c) = 0
bo‘lar edi. Bu esaX E (a; b) dag'(x) ® 0 shartga ziddir. Demak, g(b) @ g{a).
Endi yordamchi
o (*) =/(*) -f(a) - '~Zglai =~ » funksiyani tuzaylik.
Shartga ko'ra f(x) vag(x) funksiyalar [a b] da uzluksiz va (a, b) intervalda
differensiyalanuvchi bo'lgani uchun F(X) birinchidan [a, b] kesmada uzluksiz

funksiyalaming chizigli kombmatsiyasi sifatida uzluksiz, ikkinchidan (a,b)

intervalda

P TIW T gmr-0@ T EW

hosilaga ega

So'ngra ®(ar) funksiyaning X = a va X = b nuqgtalardagi giymatlarini
hisoblaymiz: ®(a) = ®(b) = 0. Demak, ®(x) funksiya [a b] kesmada Roll
teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun hech bo'Imaganda
bitta shunday ¢ (a < ¢ < b) nugta topiladiki, ®'(c) = 0 bo'ladi. Shunday qilib,

O=d¢Uc)=/Yc)-* H '"(c)
va bundan (4) tenglikning o'rinli ekani kelib chigadi. &

Isbotlangan (4) tenglik Koshiformulas/ deb ham ataladi.

7.8-misol. Ushbu f(Xx) = x2va <p{X) —*Ix funksiyalar uchun [0,4] kesmada
Koshi formulasini yozing va C ni toping.

Yechish. Berilgan funksiyalaming kesma uchlaridagi giymatlari va
hosilalarini topamiz: /(0) = 0, /(4) = 16, ~>0) = 0, @) = 2; fix) = 2x,

<P'(X) = ~=. Bulardan foydalanib Koshi formulasini yozamiz:

= nr, bundan 4CN\JC = 8 yoki cy/c = 2 Demak ¢ = V4.
ric

Mashqg va masalalar

7-1. Roll teoremasini f[c) = M bo'lgan holda isbotlang.



7-2. Berilgan kesmada f(x) funksiya uchun Roll teoremasi to'g'riligini
tekshiring, teoremadagi ¢ ning giymatini toping (agar u mavjud bo'lsa) (3-6):

73/(*) = H-2[-2;2]. 74/(*) = -*2+4x - 3 [0 4].

7-5. f(x) —cosx, [f:y] 7-6 f(x) = Y~[-1:1].

Berilgan kesmada f(X) funksiya uchun Lagranj teoremasi to'g'riligini
tekshiring, teoremadagi ¢ ning giymatini toping (agar u mavjud boisa) (7-9):

7-7. f(X) = ex [0; 1].

y = f(X) egri chizigning, urinmasi A va B nugtalarini tutashtiruvchi vatariga
parallel bo'ladigan nugtasini toping (10-11):

7-10.y —x2—4x, A(l; —3); B(5; 5). Chizma yordamida tushintiring.

7-11y = Inx, A(l; 0); B(e;l).

7-12. Roll teoremasining quyidagi shartlaridan boshqa barcha shartlari
bajarilsa, / (f) = 0 bo'ladigan f 6 (a, b) nugta har doim mavjud bo'ladimi?

a) / funksiya [a, b] kesmada uzluksiz;

b) / funksiya (a, b) intervalda chekli hosilaga, yoki bir hil ishorali cheksiz
hosilaga ega;

c)f(a) = f(b).

7-13. Roll teoremasi shartlari / (<f) = 0 bo'ladigan f G (a, b) nugta mavjud

bo'lishi uchun zaruriy va yetarli shart bo'ladimi?

"xsind, agar x ® 0

7-14. f(x) = " funksiya uchun [-1; 1] kesmada

k0O, aar g=0

Lagranj teoremasi o'rinlimi?

2-8 Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

Tegishli funksiyalaming hosilalari mavjud bo'lganda o o’ 0-00, 00 — 00,

1°°, 0°, oo° ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish masalasi engillashadi. Odatda
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hosilalardan foydalanib, anigmasliklami ochish Lopital qoidalari deb ataladi. Biz

quyida Lopital goidalarining bayoni bilan shug‘ullanamiz.

2.1 N ko‘rinishdagi anigmaslik. Ma’lumki, X-t0. da/(x)->0 va
g(x)—0 boMsa, ifoda jj ko‘rinishdagi anigmaslik deyilar edi. Ko‘pincha X -» a

da 19 ifodaning limitini topishga garaganda e ifodaning limitini topish oson
boMadi. Bu ifodalar limitlarining teng bo‘lish sharti quyidagi teoremada ifodalangan.
7.9-teorema Agar
1) /00 va g(x) funksiyalar (a - 8;a) U(a;a +5), bu yerda S> 0,
to'plamda differensiallanuvchi va shu to‘plamdan olingan ixtiyoriy X uchun g(x) ®

>g\X) ~ 0; 2) )I(i_rpaloo = )I(i_r;]a#OO = 0; 3) hosilalar nisbatining limiti (chekli

yoki cheksiz) mavjud boMsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti )I(irgaax) mavjud

va

liraf « UmE £) (1)
x-*ag(x) x->ag'{x)

tenglik o‘rinli boMadi.
Isbot. 0 Har ikkala funksiyani x = a nuqtada /(a) = 0, g(a) = O deb
aniglasak, natijada ikkinchi shartga ko‘ra

Mrn/00 = 0 = f (a), \img(x) = 0=g(a) tengliklar o‘rinli boMib, f(x) va

g(x) funksiyalar x = a nuqtada uzluksiz boMadi.
Awal X > a holni garaymiz. Berilgan /(X) va g(x) funksiyalar [a;X], bu

yerda X < a + § kesmada Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantiradi. Shuning

uchun a bilan X orasida shunday ¢ nugta topiladiki, ushbu —LI£I ten%hk
sM-s(a) g'(c)

o‘rinli boMadi. /(a) = g(a) = 0 ekanligini e’tiborga olsak, so‘ngi tenglikdan
/(*) /4c)
g(x) g'(c)



bo'lishi kelib chigadi. Ravshanki, a < ¢ < X bo'lganligi sababli, X = a bo'lganda

C *a bo'ladi. Teoremaning 3-sharti va (2) tenglikdan I|m" A= I|m" N=A
*agM x"ag'ix)

kelib chigadi.

Shunga o'xshash, X < a holni ham garaladi. ¢

7.10-misol. Ushbu |Im2X2 3—Ellmltn| hisoblang.

Yechish. Bu holda /(X) = In(x2- 3),0(X) = x2+3 - 10 bo'lib, ular
uchun 7.9- teoremaning barcha shartlari bajanladi.

Hagigat ham, 1) lim f(x) = 1i m2-3) = Ini =0, li X) =

adigatan ham, 1) lim f(x) = lim 1r¢ ) lim q(x)

HT(ar2+3 - 10) = 0; 2)/'(*) = = 2x +3,X* +V3;

3) lim = lim— ———* +bo'ladi.
x->29'W  x>2 (x2—3)(2x+3) 7

Demak, 7.9-teoremaga binoan Iirp2 ~P=
o

7.11-eslatma. Shuni ta’kidlash kerakki, berilgan funksiyalar nisbatining limiti

3) shart bajarilmasa ham mavjud bo'lishi mumkin, ya’'ni 3) shart yetarli bo'lib,

zaruriy emas, hagigatan ham /(*) = *2cos”,g(x) = x funksiyalar (0; 1] da 1),

2) shartlami ganoatlantiradi va

[ Q o AN
lim Q) _ = Jim Xcos -, = 0,
x10g(x) o\ X)
lekin
') ) " . )
I —— = lim(2xcos- + sin-) mavjud emas, chunki n =00 da
g X-+0 X X
= — i — 4+ sin-=) = — N+ =
xn — >0 vaXlnlr_'r>1o(2,£l,l'005X smx} nI|>r(r:1o( smzrn} 0,
Xxn = 0 uchun lim {Zxcos— +sin—) = lim [— U -cos(2nn + +
*(2n+j) xn->0 X X n—»00 I rr(2n+i) 2/

sin@7rn + ) = 1

7.12-teorema. Agar [c; +oo) nurda aniglangan f(Xx) va g(x) funksiyalar

berilgan bo'lib, 1) (c; +o00) da chekli f\X) va g\X) hosilalar mavjud va,0'(x) ® 0,
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. Loy . o . . - N iy}
2) Xl{mooflx) =0, Xﬂmoog(x) = 0; 3) hosilalar nisbatining limiti lepwg—w

(chekli yoki cheksiz) mavjud bo'lsa, u holda funksiyalar nisbatining limiti
Ao lim L

N1 LU rajda

i m — — 3
X=*+C0 g (X) ar-++0 g'(x)
tenglik o'rinli bo'ladi.

Ishot (7-15-masala).

2.2. o) ko‘rinishdagi anigmaslik. Agar x —» oo da f(x) —* 0o, g(X) —» o0
bo'lsa, ifoday ko'rinishidagi anigmaslik deyilar edi. Endi bunday anigmaslikni

ochishda ham fix ) vag(x) funksiyalaming hosilalaridan foydalanish mumkinligini
ko'rsatadigan teoremani keltiramiz.

7.13-teorema. Agar Df(x) va g(x) funksiyalar (a;oo) nurda
differensiallanuvchi, hamda a'(x) ® 0, 2) XIri*r.)g/(x) = JCIj)erg(x) = 0o, 3)
)!1%10 3~(;’5 mavjud bo'lsa, u holda A_l_mo 160 maijud va Jj@o ) = )!I_I’% ')
bo'ladi.

. , . F(x) . Lo X))
Isbot. 0 Teorema shartiga ko'ra )!lnﬂgo 70 maVJud. Aytaylik, Xll_r_go 900 1.

bo'lsin. U holda Ve > 0 sonni olsak ham shunday N > O son topilib, x > N

bo'lganda
£ f'(x) £

tengsizliklar bajariladi. Umumiylikni cheklamagan holda N > a deb olishimiz
mumkin. U holda x > N tengsizlikdan x 6 (a; oo) kelib chigadi
Aytaylik, x > N bo'lsin. U holda [N; X] kesmada/(x) va g(x) funksiyalarga

Koshi teoremasini qo'llanib quyidagiga ega bo'lamiz:

S b =

N buyerdaiV<c<A:.
ffW - fI(N ) 9'{C)

Endi ¢ > N bo'lganligi sababli x = ¢ da (3) tengsizliklar o'rinli:
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£ f (¢ £
< -

bundan esa

£ fix)-f(N) E

tengsizliklarga ega boMamiz.

Teorema shartiga ko‘raxlim/(*) = oo,xlim g(x) = oo, f(N) Va q(N) lar
-*00 -*+00 y

esa chekli sonlar. Shu sababli X ning yetarlicha katta giymatlarida 9-g(N)
g(x)-g

kasrdan istalgancha kam farq qgiladi. U holda shunday M soni topilib, x > M

larda

£ f(x) £
»* 2< A00</i+2 (4)

tengsizlik o‘rinli boMadi.

Shunday qilib, ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday M soni mavjudki, barcha

X > M larda (4) tenglik o‘rinli boMadi, bu esa lim 00 = unekanligini anglatadi &

7.14-misol. Ushbu lim — limitni hisoblang
or->o X

Yechish. f(x) = Inx, g(x) = x funksiyalar uchun 7.13-teorema shartlarini

tekshiramiz: 1) bu funksiyalar (0,+o00) da differensiallanuvchi; 2) f\x) = 1/x
g™ =1; 3 = Ninri® — = 0, ya'ni mavjud. Demak, izlanayotgan
limit ham mavjud va }Lrgu %X = 0 tenglik o‘rinli.
2.3. Boshga ko‘rinishdagi anigmasliklar. Ma’lumki, XIﬁi’crowl]/(x) =
= °° BoMganda f(x) g(x) ifoda O-oo ko‘rinishidagi anigmaslik boMib,
uning quyidagi
fo)g N L= 49

XK X) )
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kabi yozish orgali ~ yoki ~ ko'rinishidagi anigmaslikka keltirish mumkin.
. . _ S _ \ . . .
Shuningdek, E_[a{(x) = +OO,>I(l>r(‘nD (x) = +00 bo'lganda f(x) —g{x) ifoda 00

00 ko'rinishidagi anigmaslik bo‘lib, uni ham quyidacha shakl almashtirib

Tixj'Kx)
" ko'rinishdagi anigmaslikka keltirish mumkin.

Ma’lumki, x *a da /(*) funksiya 1,0 va 00 ga, g(x) funksiya esa mos
ravshda 00,0 va O intilganda (J(x))9" darajali-ko‘rsatkichh ifoda | ) 0°, oo0
ko‘rinishidagi anigmasliklar edi. Bu ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish uchun
awal y = (f(x))gW ni logarifmlaymiz: Iny = g(x)In(f(x)). Bundax -» a da
g(x)In(f(x)) ifoda O-00 ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi.

Shunday qilib, funksiya hosilalari yordamida O-co, 00 —o00, 1°°, 0°, 00°,
ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochishda, ulami jlyoki £ ko'rinishidagi anigmaslikka
keltirib, so'ng yuqoridagi teoremalar qo'llaniladi.

7.15-eslatma. Agar f(x) va g(x) funksiyalaming f(x) va g‘(x) hosilalari
ham f(x) va g(x) lar singari yuqorida keltirilgan teoremalaming barcha shartlarini

ganoatlantirsa, u holda

) FOO — i )

lim r=lim im
F() *-»a g (a:) x>a g"(X)
tengliklar o'rinli bo'ladi, ya’ni bu holda Lopital qoidasini takror qo'llanish mumkin
bo'ladi.
1
7.16-misol. Ushbu lim (~ ) s2 limitni hisoblang.

1
Yechish. Ravshanki, x-*0 da (“p)*2 ifoda | @ ko‘rinishdagi anigmaslik

bo'ladi. Uni logarifmlab, » anigmaslikni ochishga keltiramiz:
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1 . X - sinxcosx 1. (X —sinxcosx)
=-lim —————-———— =-lim---—————--=

2 *»0 X3 2 x>0 x Y

1,. 1 —cos2x + sin2x I_1 2sin2x 12 1
= - —_ ——_——— = = —_—— = -2 = -

> o 3x2 6 x2 @ 3

Demak, )I(l_r)no ‘L_X /) = e3 4e
Mashq va masalalar
7-15. 7.12-teoremani isbotlang. Ko'rsatma: Umumiylikni saglagan holda,
teoremadagi ¢ sonni musbat deb oling va x = | x almashtirishdan foydalaning.
7-16. 7.13-teoremaning X =>a da ham o‘rinli bo'lishini ko'rsating.
Ko'rsatma: t = almashtirishdan foydalaning.

Lopital goidasidan foydalanib limitlami toping (17-30):

. X3+x-10 .
T 18 Im
7-19. lim — 7-20. lim ™
X-»0 sinx X—*+00 X
7-21 _lim_4 _ "
X—*+0a X3 -2 >|<'-q<]) Ctg 2x
7-23. lim x2 me~X. 7-24. lim (- — —
X-»+00 X-»0 “'X Sin X/
7-25. lim x (e* —1Y . i
*->00 (, J 7-26. >|<'_r1]| VI-X3  1-X2J
7-27. lim x/* . i n
Jm 7-28. )I(l_r)];(l)(cos 2X)N .
7-29. lim (=Y - i i+m*
29 de+0 sv 7-30. )I(l_r]%)xwm .

3-8 Teylor formulasi

Teylor formulasi matematik analizning eng muhim formulalaridan biri bo'lib,

ko'plab nazany tatbiglarga ega. U tagribiy hisobning negizini tashkil giladi.



3.1. Teylor ko'phadi. Peatio ko‘rinishdagi goldiq hadli Teylor formulasi.
Ma’lumki, funksiyaning giymatlarini hisoblash ma’nosida ko‘phadlar eng sodda
funksiyalar hisoblanadi. Shu sababli funksiyaning xOnugtadagi giymatini hisoblash
uchun uni shu nugta atrofida ko'phad bilan almashtirish muammosi paydo boMadi.

Nugtada differensiallanuvchi funksiya ta'rifiga ko‘ra, agary=f(x) funksiya x0
nugtada differensiallanuvchi boMsa, u holda uning shu nuqtadagi orttirmasini
a/(*o0) = bl bx +0(4x), ya'ni

/(*) = f(x0) +f(*b)(* - *0) +o0(x - x0)
ko'‘rinishda yozish mumkin.

Boshqgacha aytganda x0 nuqtada differensiallanuvchi y=f(x) funksiya uchun
birinchi darajali

PiO0 = /(*0) + bt(x-x0) Q)
ko‘phad mavjud boMib, x->x0 da /(*) = Px(x) +o(x - x0) boMadi. Shuningdek,
bu ko'phad Px(x0) = f(x0), P[(x0) = b = f'(x 0) shartlami ham ganoatlantiradi.

Endi umumiyrog masalani garaylik. Agar x = xQ nugtaning biror atrofida
aniglangan y = f(x) funksiya shu nuqgtada f'(x),f"(x),...,/  (X) hosilalarga
ega boMsa, u holda

/(*) = P(x) +o((x - x0)n) €3]
shartni ganoatlantiradigan darajasi n dan katta boMmagan P (x) ko‘phad mavjudmi?

Bunday ko‘phadni

M (x) = b0+ bx(x - x0) +b2(x - x0)2+ ... +bn(x - x0)n, 3)
ko‘rinishda izlaymiz. Noma’lum boMgan b0, bx, b2......bn koeffitsientlami topishda

p..(*,) =/(*,). P,4%) = (bl,Pi'bl =/"(*,)....AMbI =
= r(n)bl (4)
shartlardan foydalanamiz. Awal P,,(x) ko‘phadning hosilalarini topamiz:
Pn(x) = bx+2b2(x - x0) + 3b3(x —x0)2+ ...+nbn(x —x0)n_1,
M (x) = 21 b2+ 3-2b3(x —x0)+ ...+n (n = Nbn(x - x0)n~2,
K"(x) = 324b3+... +n(n —)(n —2)bn(x —x0)n-3,

175



piffN\Xx) =n(n-1) (n - 2)-... 21bn.
Yuqorida olingan tengliklar va (3) tenglikning har ikkala tomoniga x o*miga
X0ni go'yib barcha b0, bv b2,...,b n koeffitsientlar giymatlarini topamiz:
Pn(xo) = /(*0) = b0,
Pn(xo) =/'U 0) = bv
Pn'bl =T bl =21b2=2\k2

PaMMm(*o) =/ (N)(*0) = n (n-1):.. 21bn = n! bn
Bulardan b0 = /(*0), bx=/'(*,0), 2= x=f"{x0),.. ,bn =7/ (n)("o)

hosil gilamiz. Topilgan natijalami (3) qo‘yamiz va

Rn00 = f(xo0) +f (X0)(x —X0) + ~ f"(x0)(X — Xq)2 + e

+7/ (mbl (x-x0r, (5

ko‘rinishda ko'phadni hosil gilamiz. Bu ko'phad Teylorko phadi deb ataladi.
Teylor ko'phadi (2) shartni ganoatlantirishini isbotlaymiz. Funksiya va

Teylor ko‘phadi ayirmasini Rn(x) orgali belgilaymiz: Rn(x) = /00 - P(x). (4)

shartlardan Rn(x0) = Rn(x0) = - = Rh(x0) = 0 boMishi kelib chigadi.

Endi  Rn(x) = o((x - mo)n), ya’'ni lim =0 ekanligini
KO rsatamiz. Agar X -» Xq bo'lsa, Xll_%m ifodaning c—)ko‘rinishdagi anigmaslik

ekanligini ko‘rish giyin emas. Unga Lopital goidasini n marta tatbig gilamiz. U holda

lim m ,-——-—-= Bral/Jl1 0 =
Xx-bO(*-*o)n  X=>0N(x-x0n 1 X"X0 ri(a—aAD) %0 nl
R )
JxT™ = 0 »demak X -» x0da Rn(x) = O((ar - x0)n) o‘rinli ekan.

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi:
7.17-teorema. Agar y —f(x) funksiya x0 nuqgtaning biror atrofida n marta

differensiallanuvchi boMsa, u holda x —» x0 da quyidagi formula

/CO = /(*0) + T bl (x - X0) +jJ" (X Q{x - xQ2+
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-+ N/(N)(*0)(* 7 *o)n +o((*-*0)n)  (6)
o'rinli bo'ladi
Bu yerda Rn(x) = 0((x —x0)n) Peano ko rinishidagi goldig had deyiladi.
Agar (6) formulada g0 = 0 deb olsak, Teylor formulasining xususiy holi hosil

bo'ladi:

-0+ O FOpA. V(DI (0

Bu formula Maklorenformulasi deb ataladi

3.2 Teylor formulasining Lagranj ko'rinishdagi qoldig hadi. Teylor
formulasi Rn(x) goldiq hadi yozilishinmg turli ko'rinishlari mavjud. Biz uning
Lagranj ko'rinishi bilan tanishamiz.

Qaralayotgan f(x) funksiya x0 nuqgta atrofida n + 1 -tartibli hosilaga ega

bo'lsin deb talab gilamiz va yangi g(x) = (x - x0)n+1 funksiyani kiritamiz.

Ravshanki,
e(*0) = g\x,) =...= =0; s(n+4*0) = (MN+1)! * 0.
Ushbu Rn(x) = f(x) —P(X) va g(x) = (X — funksiyalarga Koshi
teoremasini  tatbig gilamiz. Bunda {n(*a) = —-= &) =0

e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

fInP) RnW ~fIln(*o) _ R'n(cl) _ ~ n(ci) ~fInPo) _ R"n(.c2)
g(x) ~ g(x)-g(x0 g'(x) g'(x)-g'(x0) g"(c2)

g.n>(c,) gr>(x)-gm>(x,) a+DE
bu yerda ct E (x0;x), c2 E (x0;c2 ,cn E
Shunday qilib, biz
R..(X)
g(x)  g{mriK4)
ekanligini ko'rsatdik, bu yerda £e(x0;x). Endi g(x) = (@ —x0)n+l,
AM+DM™) = (n + 1), An(n+H)(E) = /An+H)(E£) ekanligini e’tiborga olsak
quyidagi formulaga ega bo'lamiz:
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RnW = + 1}, (X - XO)n+\£E (XO;x) (8)
Bu (8) formulani Teylor formulasining Lagranj ko rinishidagi goldiq hadi
deb ataladi.
Lagranj ko‘rinishdagi goldiq hadni

r, / \ fHorIN\x0 + d(x —x0))
R"W = ————— (n + 1! " AR Ne

ko rinishda ham yozish mumkin, bu yerda <?birdan kichik bo‘lgan musbat son, ya’ni

O0<B< 1
Shunday qilib, /(*) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor

formulasi quyidagi shaklda yoziladi:
~f(x0) + f (xg)(x —x0) + —Ff (Xq)(x —x0)2 + ...+

1/ f (n+D)(£)
+ N 7 (*o)(*-*o)n +~n +ry (X-x0)n+1, buyerda  (x0;x).

Agar X0 = 0 boMsa, u holda £ = X0+ 0{x - x0) = 0x, buyerda O < B < 1,

bo lishi ravshan, shu sababli Lagranj kolrinishidagi qoldig hadli Makloren formulasi

f(X) = /(0) +/"(0)x +1f"(0)x 2+ ... += / (N)(O)X (")

—————— X # flO’i
shaklida yoziladi.

4-8 Ba’zi bir elementar funksiyalar uchun Makloren formulasi

4.1. ex funksiya uchun Makloren formulasi.f(x)=e* funksiyaning (-00;—K
oraligda barcha tartibli hosilalari mavjud: f (x)=ex k=1, 2, ..., n+1. Bundan x=0 da
f KX0)-1I, k=J, 2, n ,fnd>(6x)=eac\a f(0)=\. hosil boMadi. Olingan natijalami 3-
§ dagi (10) formulaga qo'yib
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bu yerda 0«9<1, formulaga ega bo'lamiz.

38-rasmda J(x)-ex funksiya va P3(x) ko'phad funksiyaning grafiklari

keltirilgan.

38-rasm
2. Sinus funksiya uchun Makloren formulasi. f(x)=sinx funksiyaning

istalgan tartibli hosilasi mavjud va w-tartibli hosila uchun quyidagi formula o'rinli

edi (V.8-8): f (n)(x) =sin(x+ ~ ). *=0da/0)=0 va
/ w(0)=sin— =1°" A M= 2k
2 [(-)*, agar n=2Kk+\
Shuning uchun 3-§ dagi (10) formulaga ko'ra
X+ j ’\-B n_t-3
SINX =X ——e+... + (- )*——— -7 ——sin0x+— — ;n), 0<# <1
3 A +1) (2k +3)! 2

(5) ko'rinishdagi yoyilmaga ega bo'lamiz.
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39-rasm
39-rasmda/fxj=s/n.r, P3(x), P3(x) funksiyalaming grafiklari keltirilgan.

4.3. Kosinus funksiya uchun Makloren formulasi. Ma’lumki, f(x) =cosx
funksiyaning n-tartibli hosilasi uchun f <(x) = cos(x +— ) formulaga egamiz

mr f agar n=2k+1],
(V.8-8). x=0da [10)=1 va / (1)(0) = 005—2 =

1D,
Demak, cosx funksiya uchun quyidagi formula o'rinli:
2 4 6 2it 2K+2
cosx = 1- h—7 — +(—* = ———— cos(0x+/r;r), 0O<0<\ (6)
20 4 el 20 (2A +2)!

40-rasmda/('x) =cosx, P?(x), P4(x) funksiyalaming grafiklari keltirilgan.

40-rasm



4A.J(X)=(1+x/* (//8 R) funksiya uchun Makloren formulasi. Bu funksiya
(-1; 1) intervalda aniglangan va cheksiz marta differensiallanuvchi. Uni Makloren
formulasiga yoyish uchunf(x)=(I+ x/* funksiyadan ketma-ket hosilalar olamiz.

f(X)=Ha+*r X rwvm =H(H-vo+xf-2

Fr”xX)=H(H-y(U-2)(\ +x)*

F**(x)=u(-\)...(u-n +DO\+x I ". ©)

Ravshanki, f(0)=I1, / MO0)=u(y-1)-..(u-n+1). Shuning uchun f(x)=(I+x/1

funksiyaning Makloren formulasi quyidagicha yoziladi:

2! N
+-N I P \\-OXY~"~]xr4t (O<e<\). (8)
(w+2)
4.5, f(xX)=In(HXx) funksiya uchun Makloren formulasi. Bu funksiyaning

(-l;00) intervalda aniglangan va istalgan tartibli hosilasi mavjud. Hagigatan ham,

N\ x) =(In(I +x)/ = 1 +x)"1funksiyasiga (7) formulani go4lab, undaL=—\ deb N ni

WAL bilan almashtirsak, / In)(x) = —\ formulani hosil gilamiz.
Cl+x)

Ravshanki, f(0)=0. f n(0)=(-DnI(n-)\. Shuni e’tiborga olib, berilgan

funksiyaning Makloren formulasini yozamiz:

in (i + x ) = ~ + ~ ; +LzVvn  x—I o<& <i (9)

2 '3 4)1( n (N +NO\+BX)

Yugorida keltirilgan asosiy elementar funksiyalaming Makloren formulalari
boshga funksiyalami Teylor formulasiga yoyishda foydalaniladi. Shunga doir
misollar ko‘ramiz.

7.18-misol. Ushbuf(x)=e~3xfunksiya uchun Makloren formulasini yozing.

Yechish. Bu funksiyaning Makloren formulasini yozish uchun f(0),
f'(0),..Jn(0) lami topib, 3-8 dagi (10) formuladan foydalanish mumkin edi. Lekin
f(x)=e* funksiyaning yoyilmasidan foydalanish ham mumkin. Buning uchun (1)

formuladagi x ni -3x ga almashtiramiz, natijada
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X . 3X 9% 3"'x"  (-bx),m 3%

e 1~7]7+ o/ —nf + (’n _'_‘%! e * 0<6><1,
formulaga ega boMamiz.

7-19-misol. Ushbuf(x) =Inx funksiyani xO=1nuqta atrofida Teylor formulasini
yozing.

Yechish. Berilgan funksiyani Teylor formulasiga yoyish uchunf(x)=In(l+x)
funksiya uchun olingan (9) asosiy yoyilmadan foydalanamiz. Unda x ni x\ ga
almashtiramiz, natijada Inx~In((x~ 1)+1) va

: ey GG 0
formulaga ega boMamiz. Bu formula x-I>-I boMganda, ya’ni x>0 larda o'rinli.

4.6. Teylor formulasi yordamida tagribiy hisoblash. Makloren formulasi
Lagranj ko'rinishdagi goldiq hadini baholash masalasini garaylik.

Faraz gilaylik, shunday o'zgarmas M son mavjud boMsinki, argument x ning
x0=0 nuqta atrofidagi barcha giymatlarida hamda n ning barcha giymatlarida
NPH(X)\<M tengsizlik o'rinli bo'lsin. U holda

f { Oox) ,4 | xri
Rn(X)b\~(n +I !NX } (n +N\JS

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Argument x ning tayin giymatida um (____IS':O tenglik
n+l)!

o'rinli, demak n ning yetarlicha katta giymatlarida R,,(X) yetarlicha kichik bo'lar
ekan.

Shunday gilib, x0=0 nugta atrofidaf(x) funksiyani
f(O)+f(0O)x+ j/"(0)x2+... +j-/">(0)x"

ko'phad bilan almashtirish mumkin. Natijada funksiyaning x nuqgtadagi giymati

uchun

f(X)*f(0)+ F(0)x+ ~ f (Ox2+.. +* f NYO)xn



tagribiy formula kelib chigadi. Bu formula yordamida bajarilgan taqribiy
hisoblashdagi xatolik N\g\.ga teng boMadi.

7.20-misol. eQ1 ni 0,001 aniglikda hisoblang.

Yechish. e* funksiyaning Makloren formulasidan foydalanamiz. (1)
formulada jc=0, 1 deb olsak, u holda

0,1 0,01 0,1
1 2! N

masala shartiga ko‘ra xatolik 0,001 dan katta bo‘Imasligi kerak, demak
or4 aw
R Yn+\Jte tengsizlik o‘rinli boMadigan birinchi n ni topish
yetarli. eaie <2 ekanligini e’tiborga olsak, so‘ngi tengsizlikni quyidagicha yozib

olish mumkin:

2-——-<0,001-
10w (n+1)1

Endi n=1, 2, 3, ... giymatlami so‘ngi tengsizlikka go‘yib tekshiramiz va bu
tengsizlik /7=3 dan boshlab bajarilishini topamiz. Shunday qilib, 0,001 aniglikda

ey + L QL 0001y o

v 2 3/
Xususiy holda, n=1bo‘lganda

f(x)*f(xQ +ixQ)(x—xQ tagribiy hisoblash formulasi R2(x)= f"’Q£)—(x—><)2

X0<£<x aniglikda o‘rinli boiadi.

7.21-misol. Differensial yordamida radiusi r=I,01 bo‘lgan doira yuzini
toping. Hisoblash xatoligini baholang.

Yechish. Doira yuzi S*m2 ga teng. Bunda ro=1, Ar=0,01 deb olamiz va
S=S(r) funksiya orttirmasini uning differensiali bilan almashtiramiz:

S(r) *S(rQ+ds(rQ= S(rg+ S'(rQAr.

Natijada

S(1,01) »S()+dS()= S(H)+ S(1)0,01=nl2+2n0,01=1,021hosil boMadi.

Bunda hisoblash xatoligi



S"(£)

R2AN=——«y40 2 ro<4<r dan katta emas. S ”’(r)=2n\ar ga bog'liq emas,
shu sababli R”r) = 0,012=0,000In. Demak, hisoblash xatoligi 0,000314 dan
katta emas.

7.22-misol. Ushbu f(x)=ex~x funksiyaning x=0,03 nuqgtadagi giymatini
differensial yordamida hisoblang. Xatolikni baholang.

Yechish. Tagribiy hisoblash formulasi f(x)*f(xq)-+f(xo0)(x-x0) da*(p0, x=0,03
giymatlami qo‘ysak,f(0,03)*f(0)+f (0)0,03 bo‘lib, xatolik

R2=£

L 0,032 0<r<0,03 bo'ladi.

i 2

Berilgan funksiya hosilalarini va nuqgtadagi giymatlarini hisoblamiz:

f '(X)=(2x-lex~Kbundan f (0)=-1, / "'(X)=2ex~X+(2x-I)2ex~x=e X X(4x2-4x+3),
bundanf"(%)<3. Olingan natijalardan foydalan\b,f(0,03)~I+(-1) 0,03=0,97 vaR2<

3
— 0.032=0.0017 ekanligini topamiz.

Teylor formulasi funksiyalami ekstremumga tekshirishda, gatorlar

nazariyasida, integrallami hisoblashlarda ham keng tatbigga ega.
Mashq va masalalar
7-31. Agar ex funksiyaning Makloren formulasida x=1 bo'lsa,

, 11 1 e9
e-1+n +21+""+;ri+am)! (2)

formulani hosil gilamiz. Bu formula yordamida e sonining irratsionalligini isbotlang.
Teylor formulasidan foydalanib P(x) ko'phadni x —xO0 ning darajalari
bo'yicha yoying (32-33):
7-32. P(X) = x3+ 4x2 - 6x - 8, x0= -1.
7-33. P(X) = X5- 3x4+7x + 2, X0 = 2
/ (X) funksiyani x0 nugtada Teylor formulasi boyicha yoying (34-35):
7-34 fix) =xe*,*0 =-1. 7-3./(*) = fn(2x - 1), x0 = 1



/ ic) funksiyani Makloren formulasi boyicha o(x*) gacha yoying, bu yerda

7-36./(x) = sin2\k = 4. 7-37./00 = chxk = 5.

7-38. Lagranj qoldiq hadli Teylor formulasi yordamida quyidagi ifodalami
10-3 aniglikda tagribiy hisoblang:

a) vT27; b) Vv83; c) V250; d) Me;

€) sin85°; f) cos72°; 0) Inl,3; h)arctgO0,8.

7-39. Teylor formulasi yordamida quyidagi tagnbiy formulalaming absolut

xatoligini baholang:

a)e* « I/J=o|7" Q " x <1; b) sinx * *-fr +~ 11/~ 1;
c)cos* * + Iz} < 0,5; d)tS5jc~*+y, M < 0,1
e)/n(l +x) * jc-y +y - vl < 0,1,
f)Vr+ I~ 1+ f-£ +£ 0<*<0,2.

7-40. Teylor formulasi yordamida tagribiy hisoblang:
a) e, 10-7 aniglikda; b) x/10, 10-3 aniqlikda;

c) sinl®, 10“6 aniglikda; d) V30, 10-4 aniglikda.



VIl BOB. HOSILA YORDAMIDA FUNKSIYANI TEKSHIRISH

I-8. Hosila yordamida funksiyani monotonlikka tekshirish

1.1. Funksiyaning o‘zgarmaslik sharti

8.1-teorema. f(x) funksiya (a,b) da differensiallanuvchi boMsin. Shu
intervalda’ft) funksiya o‘zgarmas boMishi uchun/'(x) = 0 boMishi zarurva yetarli.

Isbot. O Zarur/igi ravshan. Chunki funksiya o‘zgarmas boMsa, barcha
nugtalardaf'(x) =0 boMadi.

Yetarliligi. Shartga ko‘raf(x) funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi,
ya’ni (a; b) oraligga tegishli ixtiyoriy x uchun cheklif '(xX) hosila mavjud vaf'(x)=0.
Endi xi<X2 boMgan ixtiyoriy Xix2e(a;b) nuqgtalami olaylik. Qaralayotgan f(x)
funksiya kesmada Lagranj teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi.
Demak, (jd;xj) intervalga tegishli shunday ¢ nugta topilib,

[(*2) -/(*,)) =/7(0(*2-7i) ®
tenglik o‘rinli boMadi. Teorema shartiga ko‘ra ixtiyoriy x 6 (a; b) uchun f'(x) = 0O,
bundan /'(c) = 0, va (1) tenglikdan f(x 2) —f(x i) = 0 ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib,/fx) funksiyaning (a;b) intervalning istalgan ikkita nuqgtasidagi
giymatlari o‘zaro teng. Demak, funksiya o'zgarmas boMadi. ¢

Bundan integral hisobda muhim rol o'ynaydigan quyidagi natija kelib chigadi

8.2-natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar (a,b) da chekli f'(x) va g'(x)
hosilalarga ega va f(x)=g'(x) tenglik o‘rinli boMsa, u holda f(x) bilan g(x)
funksiyalar o‘zgarmas songa farq giladi:

f(x)=g(x)+C, C=const.

Hagigatan ham, shartga ko‘ra (f(x)-g(x)) =C'= 0. Bundan 1-teoremaga asosan
f(X-g(x)=C, ya nif(x)=g(x)+C tenglik o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

83-misol. Funksiyaning o‘zgarmaslik shartidan foydalanib

sin2x = ~ (1 —cos2x) ayniyatning o‘rinli ekanligini isbotlang.



Yechish. Quyidagi funksiyani garaymiz: f(x) = sin2x —"(1 —cos2x) bu

funksiya (-oc;+oc) da aniglangan, differensiallanuvchi va hosilasi aynan nolga teng:
f’(x) = 2sinxcosx —sin2.x = 0. Funksiyaning o'zgarmaslik shartiga ko'ra
:sinz x _1 (1 - cos2x) = C

o'rinli. C ni aniglash uchun gargumentga giymat beramiz, masalan x=0 bo'lsin. U
holda C = 0 vasin2x —i (|1 —cos2x) = 0 yoki sin2* = ~(1 —cos2x) bo‘ladi.

12 Funksiyaning o‘sishi va kamayishi. Biz bu yerda funksiya hosilasi
yordamida funksiyaning monotonligini aniglash mumkinligini ko'rsatamiz.

8.4-teorema Avytaylik, f(x) funksiya (a;b) intervalda aniglangan va
differensiallanuvchi boMsin. Bu funksiya (o;b) intervalda kamaymaydigan
(o‘smaydigan) bo'lishi uchunf '(x)>0 (f(x)<0) tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi zarur
va yetarli.

Isbot. 0 Kamaymaydigan funksiya holini garaymiz.

Zanmyligi. f(x) funksiya (a;b) intervalda kamaymaydigan boMsin. U holda
ixtiyoriy x 6 (a; b) va Ar>0 uchun Ay=f(x+Ax)-f(x)> 0 tengsizlik, Ax<0 uchun

4 y=f(x+Ax)-f(x)<0 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa e >0 boiishi ravshan.

Teorema shartiga ko'raf(x) differensiallanuvchi, demak e nisbatning Ax->0 da
chekli limiti mavjud, tengsizlikda limitga o‘tish hagidagi teoremaga (3-84 masala)
ko'ra, bu limit nomanfiy bo'ladi, ya’ni lim @_sz'(x)> 0.

TEO At

Yetarliligi. ixtiyony x E (a; b) uchunf ‘(x)> 0 bo'lsin. Endi xj<x2 bo'lgan
ixtiyoriy xi, X2e(a;b) nugtalami olaylik. Qaralayotganf(x) funksiya [xi;x2] kesmada
Lagranj teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi. Demak, (gr,x2 intervalga
tegishli shunday ¢ nugta topilib,

f(x2-f(x)=FC)(xrx)  (2)
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tenglik o'rinli boladi. Teorema shartigaf '(x)>0, bundanf(c)Z0, va (2) tenglikdan
f(x2)~f(xi)>0, ya’'ni f(xo0)> f(xi) ekanligi kelib chigadi. Bu esa funksiyaning (a;b)
intervalda kamaymaydigan funksiyaligini ko*rsatadi.

0 ‘smaydigan funksiya holi ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

Endi funksiyaning gat’iy monoton boMishining yetarli shartini isbotlaymiz.

8.5-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi va
ixtiyoriy x e (a;b) uchun f'(x)>0 (f(x)<O ) boMsa, u holda f(x) funksiya (a,b)
intervalda qgat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) boMadi.

Isbot. O Aytaylik, xtx2e(a;b) va
Xj<x2 bo‘lsin. Ravshanki, [xr,x2] kesmada
f(x) funksiya Lagranj teoremasining
barcha shartlarini ganoatlantiradi. Bu
teoremaga binoan shunday ce(xi;x3
mavjudki

ftxj—ftx,)=f(c) (R-X)
tenglik o'rinli boMadi. Bu tenglik va
f'(c)> 0 (J'(cj<0 ) ekanligidan f(x3>f(xi)
if(x9<f(xi)) boMishi kelib chigadi. 41-rasm

Buf(x) funksiyaning gat’iy o‘suvchi (kamayuvchi) boMishini ifodalaydi. &

Ushbu y=x3 funksiya (-1; 1) intervalda gat’iy o‘suvchi, lekin uning hosilasi
x=0 nugtada nolga teng boMadi.

Shunga o'xshash f(x)=x+cosx funksiya ham aniglanish sohasida gat’iy
o'suvchi, ammo uning hosilasi f'(x)=l-sinx cheksiz ko‘p nuqgtalarda (x = ~ +
2nn, n e Z) nolga teng boMadi (41-rasm).

Bu misollar yuqoridagi teoremaning shartlari funksiyaning qgat’iy o‘suvchi
(kamayuvchi) boMishi uchun fagat yetarli shart ekanligini ko‘rsatadi.

8.6—-misol. Ushbuf(x)=2x2-Inx funksiyaning monotonlik intervallarini toping.
Yechish. Funksiya (0;+oc) intervalda aniglangan va hosilasi f (x)=4x-I/x ga

teng. Yugoridagi yetarli shartga ko‘ra, agar 4x-7/x>0 boMsa, ya’ni x>1/2 boMsa,
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o‘suvchi; agar 4x-I/x<0 boMsa, ya’'ni *<1/2 bo'lsa funksiya kamayuvchi boiadi.
Shunday qilib, funksiya (0; 1/2) intervalda kamayuvchi, (1/2;+») intervalda o'suvchi
bo'ladi.

8.7-misol. Ushbu f(x)= 2xJ -5x2 +14x-6 funksiyaning monotonlik

2%2
oraliglarini toping.
Yechish. Bu funksiyaning aniglanish sohasi (-00;0)u(0;+x>) dan iborat.
Funksiyaning hosilasini topamiz:

jffxj _ x3—7x+6 (X+3Xx-1Xx-2)
xJ X3

Bundan (-oc;-3]u(0;IJu[2;0c) to'plamda f'(x)>0, [-3;0)u[l;2] da esa f(x)<O
bo'lishini aniglash giyin emas.
Demak, berilgan f(x)
funksiya (-00;-3], (0;1] va [200)
oraliglaming har birida o'suvchi;
[-3,0) va (1;2] oraliglaming har
birida kamayuvchi bo'ladi.
89-misol. Agar O<x<l

bo‘lsa, x->33<arctgx<x-x36 qo'sh

tengsizlik o'rinli bo'lishini
isbotlang.
Yechish. Berilgan
tengsizlikning o'ng gismi arctgx<x-x36 tengsizlikni 42-rasm

isbotlaymiz. Chap qismi shunga o'xshash isbotlanadi. f(x) =arctgx—-x+x96

funksiyani garaymiz, uning hosilasi

1 X2 Xx'(x2—))
f R~ 1+x2 = 2(1 +x:) ten® /(X) =arcllix-x+x36 funksiya sonlar

o‘gida aniglanagan va uzluksiz, demak u [0;1] kesmada ham uzluksiz, (0;1)

intervalda f'(x)<0. Bundan esaf(x) funksiya [0;1] kesmada kamayuvchi bo‘lib,
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(Kx<1 shartni ganoatlantiruvchi x lar uchun f(x)<f(0) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
So‘ngi tengsizlikni/0)=0 ni e’tiborga olib, quyidagicha yozib olamiz:
arctgx—-x+x3* <0 bundan arctgx<x-x36.

Bu go‘shtengsizlikda gatnashgan funksiya grafiklari 42-rasmda keltirilgan.
Mashqg va masalalar

Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping:
8-1./(a) = (m—2)2mx + 2). 8-2/(jc) = In(x2- 2x + 4).
8-3./(*) =X + eX. 8-4./(jc) - XInx.

85y = 8-6. 5(t) = t + cost.

8-7. a parametming ganday giymatlarida /(jc) funksiya sonlar o‘gida
o‘suvchi bo'ladi?

a)/(*) = x3- ax; b)/(jo) = ~-~Jc3 + (a - 1)je2 + 2X;

c) /(jc) = ax - sinx; d) /(jc) = ojc + 3sinjc + 4cosx.

8-8. Agar f(X) funksiya (a;b) oraligda uzluksiz va (a;b) oraligning chekli
sondagi nugtalaridan boshga barcha nuqtalarda fix ) > 0 bo‘lsa, f(X) funksiya
(a; b) oraligda gat’iy o*suvchi bo‘ladi. Isbotlang.

8-9. Aytaylik, fix) funksiya (a;fc) oraligda o‘suvchi bo‘Isin. Bundan /' (jc)
ham (a;fc) oraliqda o‘suvchi bollishi kelib chigadimi?

8-10. Agar 8 > 0 topilib, jce (jc0—8,x0) uchun /(jc) < /(jd0) va jce
(X0, x0 + 5) uchun fix 0) < fix) bo‘lIsa, uholda/(jc) funksiya joO nugtada o ‘suvchi
deyiladi. Quyidagilami isbotlang:

a) fix) funksiya biror oraligning har bir nugtasida o‘suvchi bo‘lsa, u shu
oraligda o*‘suvchi bo‘ladi.

b) fix) = leng Snx' x* o funksiya jc = 0 nugtada o‘suvchi, lekin

) jc =

shu nugtani o‘z ichiga olgan hech bir oraligda osuvchi emasligini isbotlang.
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2-8 Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi

2.1 Funksiyani parametrik usulda berilishi Aytaylik, / 0'zgaruvchining T
giymatlar to"plamida
x=m(t)
€
funksiyalar sistemasi berilgan va x=<p(f) funksiyaning qiymatlar to‘plami D
boisin. Ushbu savolga javob izlaymiz: (1) sistema D to‘plamda y ni X ning
funksiyasi sifatida aniglaydimi? Har bir ;. ga unga mos / bo‘yicha ¥ =~ (o soni mos
go‘ysak, bu moslik funksiya bo'ladimi?
D to'plamdan ixtiyoriy jd ni tayinlab,
*0=P(0 @)
tenglamani garaymiz.
Bu tenglama T to'plamda yechimga ega. Ammo (2) tenglamaning ildizi

yagona boimasligi ham mumkin. Aytaylik, bu tenglama 7'to‘plamda bir nechta /0>
/@2, ..<ildizlarga ega bo'lsin. U holda yd =~ (/0Ql), Y®=V'fte)» — sonlar ichida bir-
binga teng bo'Imaganlari mavjud bo'lishi mumkin, masalan yQ@* yo: bo'lsin. U
holda yugoridagi moslikka ko'rax=x0gayOsifatidayOi ni hamy@ni ham mos qo'yish
mumkin. Shu sababli (1) funksiyalar sistemasi yordamida D to'plamda jc ning
funksiyasini aniglab bo'Imaydi.

Ikkinchi tomondan, (2) tenglama ildizlari to'plamida y =<p(t) funksiya

o'zgarmas songa teng bo'lishi mumkin: ~(*oi)="("02) = >0 -U holda garalayotgan
*0 songa y 0'zgaruvchining t ga mos keladigan yagona yo giymatini mos go'yish
mumkin.

Agar D dan olingan har bir x uchun yuqoridagi xossa o'rinli bo'lsa, u holda D
sohada yuqoridagi goida yordamida y=j{jc) funksiya aniglanadi. Bu funksiya (1)
sistema yordamida aniglangan deyiladi. (1) dagi t o'zgaruvchi parametr, y=j{x)

funksiya esa parametrik ko'rinishda berilgan deyiladi.



(1) sistemadan y=J(x) funksiyaning analitik ifodasini olish parametmi
yo qotish deb ataladi.

(D] sistema y o'zgaruvchini n o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida aniglashi
uchun x = (p(t) funksiya (T to‘plamdan olingan t uchun) teskarilanuvchi bo‘lishi
yetarli. Hagigatdan ham, bu holda (2) tenglama T to‘plamda yagona yechimga ega
bo‘ladi. Demak, D dan olingan har bir *o uchun JO=(p{t0) bo‘ladigan yagona to
mavjud, bu t0songa yagona >0= Nftv) mos keladi. Shunday qilib, (1) sistemay ni x

ningy”x) funksiyasi sifatida aniglaydi. Bu funksiyani x ning murakkab funksiyasi

sifatida aniglash mumkin:
y =1{x) = y/(p~\X)),
bu yerda (p—\Y) funksiya x-(p(t) funksiyaga teskari funksiya.
8.10-misol. 7 = (-co,+00) da flc =13 benlgan. Bu sistema y”flx) funksiyani
I[y=tA
aniqglaydimi?
Yechish. x=P funksiya T da gat’iy monoton va /) = (—e0;+a0) da teskari
(x=13

\{y=tA

r
funksiyasi t=\k mavjud. Bundan sistema y ni x ning funksiyasi sifatida

aniglaydi.

Bu holda y funksiyani t parametmi yo‘qotib, x orgali ifodalash mumkin:
y = xyfx, bu yerda XE (-oc;+0c).

2.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi. Faraz gilaylik,
x argumentningy funksiyasi quyidagicha

x = (p{t),
4

~ ®)
13=1N0, a<t<P

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsin.
Agar x=(p(t) funksiya teskarilanuvchi boMsa, ya’ni t=({—\x) mavjud boisa,
u holda y”itft) tenglamani y=\f\p—\X)) ko'rinishda yozib olish va y=4'(f-\X))
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funksiyaning hosilasini topish masalasini garash mumkin. Odatda bu masala
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiyaning hosilasini topish masalasi deb
ham yuritiladi.

8.11-teorema. Aytaylik, cot) va ty(t) funksiyalar [a;P] da uzluksiz va (<xP)
da differensiallanuvchi hamda <p(t) shu intervalda ishorasini saglasin. Agar x=g>(t)
funksiyaning giymatlar to'plami [a,b] kesma boMsa, u holda x=(p(t), y=i/40
tenglamalar [a,b] da uzluksiz, (a,b) da differensiallanuvchi bo‘lgan y=f(x)

funksiyani aniglaydi va
y,—rw - 4=~"4 (6)

formula o‘rinli boMadi.
Isbot. 0 Teorema shartiga ko'ra <'(t) funksiya [a;p] da ishorasini saglaydi,
aniglik uchun '()>0 boMsin. U holda x=<p(t) funksiya [oc,P] da uzluksiz va qat’iy

o‘suvchi boMadi. Shuning uchun [a.b] kesmada unga teskari boMgan uzluksiz, qat’iy

o‘suvchi t=<p~(¥) funksiya mavjud va bu funksiya (a,b) oraligda

differensiallanuvchi, hosilasi t'.=— formula bilan hisoblanadi. Bu holda
A

Y=1Y(0~M9 (X)) funksiya ham [ab] kesmada uzluksiz boMadi. Bu funksiyaning

hosilasini topamiz. Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasiga ko‘ra

yXx=y'tt’x, bundan esay .=y t-)z = % (x\2t0J boMishi kelib chigadi. ¢

(aJ3) da (p’(t)<0 boMgan holda teorema shunga o‘xshash isbotlanadi.

[x= 4cos3],
8.12-misol. Ushbu n , parametrik tenglamalar
\y= 4aT*1, o<t<7r/2
bilan berilgan funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. (0,5/2) da xt--12cos2tsint<0 va bu kesmada yuqgoridagi

teoremaning barcha shartlari bajariladi. Shuning uchun (6) formulaga ko‘ra

y’ = _1_2_S_|I12§9QSLt_: _tgt bo((]ladi_

—12cos tsint



Ravshanki,

i X= <\
i a<t<P (7
<PV)'

tenglamalary xfunksiyani x ning funksiyasi sifatida parametrik ifodalaydi.
Aytaylik, (6) tenglamalar sistemasi yuqoridagi teorema shartlarini
ganoatlantirsin. U holday sifunksiyaning x bo'yicha hosilasi, ya’niy ning jcbo'yicha

ikkinchi tartibli hosilasini quyidagicha hisoblash mumkin:

Shunday qilib, quyidagi qoida o‘rinli ekan: y ning jc bo'yicha ikkinchi tartibli
hosilasini topish uchun parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning birinchi tartibli
hosilasi y Xni / parametr bo'yicha differensiallab, so'ngra hosil gilingan natijani jc
ga bo'lish kerak.

Misol tarigasida yuqorida berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini

topamiz: y"&tgt, (I \=(igt) \=l/cos2 va x t=-J2cosZ sint ekanligini e’tiborga

Xuddi shu usulda uchinchi va boshga yuqori tartibli hosilalar ham

hisoblanadi.

Mashq va masalalar

811 ’E sistema berilgan. Bu sistema y=fix) funksivani
Yy = cost, te (-oo0;+00) J

amglaydimi?

I X =t+COSt,

8-12. Ushbu < . )
[y =sinf+ In/, 0</<+#D

sistema biror sohada¥ ni jc nin%(
funksiyasi sifatida aniglaydimi?
Parametrik ko'rinishda berilgany = y(x) funksiya uchun y\x) ni toping(13-

16):



813 x = t3y = 31 8-14. x = cos3t,y = sin3t

815 x = \Y% 8'16-x = t — arctgt,y = 4 1

Ko'rsatilgan tartibli hosilasini toping (17-18):

8-17. x = cos3t,y - sin3t,yxx = ?

818 * = e3ty = ebtyxx=?

8-19 Agar biror chiziq >X= el a<t<,p sistema yordamida parametnk

Y=Y,

berilgan bo'lsa, bu chizigning t parametming tO giymatiga mos (x0yo) nuqgtasida
o‘tkazilgan urinmasi va normalining tenglamalarini yozing.

8-20. x = t2y = t3chizigning t0 = 2 nuqtasidagi o'tkazilgan urinma va
normal tenglamalarini yozing.

x=4c:053/,, te E&J

821 { —J chizigning /= al ga mos keluvchi nugtasida
|ly=4sin% 2 4

o4kazilgan urinma va normal tenglamalarini yozing.
8-22. p =a\lcosW lemniskataning B =E giymatlariga mos keluvchi

nugtasida o'ikazilgan urinmaning burchak koeffitsientini toping. Ko'rsatma: x =

pcosd.y = psinQ formulalandan foydalaning.

3-8. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyani ekstremumga tekshirish

3.1 Funksiyaning ekstremumlari. Aytaylik,/fx) funksiya (a.b) intervalda
aniglangan va x0e(a;b) boMsin.

8.13-taVif. Agar xOnugtaning shunday (xo-S:xo+S) atrofi mavjud bo‘lib, shu
atrofdan olingan ixtiyoriy x uchun f(x)<f(xo) (f(x)*f(xo0) ) tengsizlik o'rinli bo'lsa, u
holda x0 nuqgta f(x) funksiyaning maksimum {minimum) nuqgtasi, f(x0) esa

funksiyaning maksimumi (minimumi) deb ataladi.



8.14-ta’rif Agar xOnugtaning shunday atrofi (x0-S;x0+S) mavjud boMib, shu
atrofdan olingan ixtiyoriy x#x0uchunf(x)<f(xQ (f(x)>f(xo) ) tengsizlik o'rinli bo‘Isa,
u holda/1x) funksiya xonugtada gat’iy maksimumga (minimumga) ega deyiladi.

Funksiyaning
maksimum  va  minimum
nugtalan funksiyaning
ekstremum nugtalari,
maksimum  va  minimum
giymatlari funksiyaning
ekstremumlari deb ataladi.

Shunday gilib, agarf(xQ
maksimum (minimum) bo‘lsa,

u holdaf(xg funksiyaning 43-rasm

xo nugtaning kichik atrofida gabul giladigan giymatlaming eng kattasi (eng kichigi)
bo'ladi, ya’'ni funksiya ekstremumi lokal xarakterga ega. Bundan funksiya
ekstremumi u aniglangan sohada eng katta yoki eng kichik giymati boMishi shart
emasligi kelib chigadi.

Shuningdek, Ox) funksiya (a,b) intervalda bir gancha maksimum va
minimumlarga ega boMishi, maksimum giymati uning ba’zi bir minimum
giymatidan kichik boMishi ham mumkin. Masalan grafigi 43-rasmda ko*rsatilgan
y=f(x) funksiya uchun x=a nuqtada lokal maksimum, x=b nugtada lokal minimum
mavjud boMib,f(a)<f(b) tengsizlik o‘rinli.

3.2 Ekstremumning zaruriy sharti. Funksiya hosilalari yordamida uning
ekstremum nugtalarini topish osonlashadi.

Awal ekstremumning zaruriy shartini ifodalovchi teoremani keltiramiz.

8.15-teorema. Agar f(x) funksiya x0 nuqgtada uzluksiz, shu nugtada
ekstremumga ega boMsa, u holda bu nuqgtada x) funksiyaning hosilasi nolga teng

yoki mavjud emas.



Isbot. 0 Aytaylik, f(x) funksiya xo nugtada maksimumga ega bo‘lsin. U holda
X0 nugtaning shunday (xo-S; Xo+S) atrofi mavjud bo‘lib, bu atrofdan olingan va xo
nugtadan fargli ixtiyony x uchunf(x<j)>f(x) boMadi. Agar g>@q0OboMsa, u holda

f(x)~ f(x0)~
X-x0

tengsizlik, agar x<xO0boMsa, u holda

f(x)-f(xoKn
X-r0

tengsizlik o'rinli boMishi ravshan.
Bu tengsizliklar chap tomonidagi ifodalaming x*>x0da limiti mavjud boMsa,

u holda

lim f(x)~ f(x 0>=f(x0+0)<0, lim ffJE)~ =f'(x(r0)>0
i TOQZfro=00000 g 108 = )=

bo'ladi.
Agar funksiyaning chap f (xfrO) va o‘ng f (x0+0) hosilalan nolga teng
boMsa, u holda funksiya hosilasi f (xo0) mavjud va nolga teng boMadi.

Agar /'(x0—0) va A\xQ+0) lar noldan fargli boMsa, ravshanki
fix 0 +0) </'(x0—0) bo‘lib, /'(x0) mavjud bo'lmaydi.

Funksiya x0 nugtada minimumga ega boMgan hoi ham yugoridagi kabi
isbotlanadi &

8.16-ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugtalar yoki hosila
mavjud boMmaydigan nugtalar funksiyaning kritik nugtalari deb ataladi. Funksiya
hosilasi nolga teng boMgan nuqgtalar statsionar nuqgtalar deb ataladi.

Har ganday kritik nuqgta funksiyaning ekstremum nugtasi boMavermaydi.

Masalan,f(x)=(x-1)3 / (x)=3(x-1)2 f (1)=Q boMib, xo=I kritik nugta. Lekin
xofl nugtaning ixtiyoriy atrofida/(!)=0 eng kichik, yoki eng katta giymat boMa
olmaydi. Chunki har bir atrofda noldan kichik va noldan katta giymatlar istalgancha
bor. Demak, x=I nugtada ekstremum yo‘q.

8.17-misol. Agarf(x) funksiya xOnugtada cheksiz hosilaga ega boMsa, u holda

bu nugta funksiyaning ekstremum nuqtasi boMa olmasligini ko‘rsating.
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Yechish. Aytaylik, f'(x Q = hm =+00 bo'lsin. U holda

*—»*h X — Xy
Ixtiyoriy e >0 uchun shunday 5>0 son topilib, (X0-S; x0+S) dan olingan

ixtiyoriy x#x0 lar uchun f ( x) ~ f(x0) > 1 tengsizlik bajariladi. Bundan esax>x0
X—x0 e

da f(x)>f(x0), x<x0daf(x)<f(xQ ekanligi kelib chigadi. Demak, f(x) funksiyaning x0
nugtada ekstremumi yo'q. ¢ (xa)= - oc bo'lgan hoi ham yuqoridagi kabi isbotlanadi.

3.3. Ekstremum mavjud boMishining yetarli shartlari.

8.18-teorema. Aytaylik, f(x) funksiya xo nugtada uzluksiz va xo nugta
funksiyaning kritik nuqgtasi bo'lsin.

a) Agar ixtiyoriy (xo-S;xQ da f (x)>0, (XOx0+S) da / (X)<O tengsizliklar
o'rinli bo'lsa, ya’ni f (x) hosilaxOnugtadan o'tishida o'z ishorasini «+» dan «-» ga
0'zgartirsa, u holda ~x) funksiya xOnugtada maksimumga ega bo'ladi.

b) Agar (xor5;x0) da ¢ (X)<O, (xo;x0+S) da + (x)>0 tengsizliklar o'rinli bo'lsa,
ya’ni / (X) hosila xonugtadan o'tishda o0‘z ishorasini «—» dan «+» ga o'zgartirsa, u
holdaf(x) funksiya xo nugtada minimumga ega bo'ladi.

c) Agar f (X) hosilaxonugtadan o'tishda o'z ishorasini o'zgartirmasa, u holda
f(x) funksiya xOnugtada ekstremumga ega bo'lmaydi.

Isbot. Oa) holni gqaraymiz. Bu holda (x0-S;xQ da ¢ (x)>0 bo'lishidan f(x)
funksiyaning (xorS; xo0) da qgat’iy o'suvchiligi kelib chigadi. So'ngra shartga ko'ra
f(x) funksiya xOnugtada uzluksiz bo'lgani sababli

Jim fO)= Jim £00) =f(xQ )

tenglik o'rinli. Demak, (X0-S; x4 dan olingan ixtiyoriy x uchun

f(x)<f(xQ )
bo'ladi. (x0; x0+S) daf () <0 bo'lishidan Ox) funksiyaning (xft xo+S) da qat’iy
kamayuvchiligi kelib chigadi. Demak, (1) tenglikni e’tiborga olsak, (xo;xo+S) dan

olingan ixtiyoriy x uchun yana (2) tengsizlik bajariladi. Bundan xOdan fargli barcha



xe(x0-8;x0+S) uchunf(x)<f(xo) bo'ladi, ya’nif(x) funksiya xOnugtada maksimumga
ega.

b) bu holdaf(x) funksiya Xo nugtada minimumga erishishi a) holga o'xshash
isbotlanadi

f'(x) hosila xonugtadan o'tishda o'z ishorasini o'zgartirmaydigan c) holdaf(x)
funksiya xo nugtaning (x0-S; xo”"S) atrofida gat’iy o‘suvchi yoki gat’iy kamayuvchi
bo'ladi. Demak, xOnugtada ekstremum yo‘q. &

Shunday qilib ekstremumga sinalayotgan nugtani o'tishda funksiya hosilasi
ishorasining o‘zgarishi ekstremumga erishishning fagat yetarli sharti bo‘lib, lekin
zaruriy sharti bo'la olmaydi.

Yugoridagi teoremadan funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun 1-
goidani keltirib chigaramiz.

8.19-qoida f(x) funksiyaning ekstremumlarini topish uchun

Df(x) funksiyaning/”™ hosilasini topib,/Y*)=0 tenglamani yechish kerak.
So'ngraf'(x) mavjud bo‘lmagan nugtalami topib, kritik nuqgtalar to‘plamini hosil
gilish kerak.

2) har bir kritik nugtadan chapda va o'ngda hosilaning ishorasini aniglash
kerak.

3) agar hosila ishorasini «+» dan «—» ga («-» dan «+» ga) o'zgartirsa, u holda
bu kritik nugtadaf(x) funksiya maksimumga (minimumga) egaboMadi. Agar hosila

ishorasi o0'zgarmasa, ekstremum mavjud boMmaydi.
8.20-misol. f(x) = (x +4)\(x -1)2 funksiyaning ekstremumini toping.

Yechish. Bu funksiya (-qoj+00) oraligda aniglangan va uzluksiz. Uning

hosilasini topamiz: f(x ) = ",
3vX-I
Ravshanki, hosila x=\ nugtada nolga aylanadi, x=I nuqtada esa chekli hosila

mavjud emas.



Endi hosilani ishorasini aniglaymiz. Buning uchun (-x;+oo) oraligni 44-
rasmda ko‘rsatilgandek oraliglarga ajratamiz va hosil boMgan har bir oraligda

hosilaning ishorasini aniglaymiz.

44-rasm

Bu chizmadan goidaga ko‘ra berilgan funksiyaning x=-1 nugtada maksimum
giymat j(-\) = 3\4 ga va e\ nugtada minimum giymatf(x)=0 ga ega boMishini

ko‘rish mumkin.

4-8. Yuqori tartibli hosilalar yordamida funksiyani ekstremumga tekshirish

4.1. Ikkinchi tartibli hosila yordamida ekstremumga tekshirish

8.21-teorema. Aytaylik,/~ funksiya x0 nugtada birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarga ega va f (xg)=0 boMsin. U holda agar /" (xQ<O boMsa, x0 nuqta./fr)
funksiyaning maksimum nugtasi, agar f* (xq)>0 boMsa, minimum nugtasi boMadi.

Isbot. 0f(x) funksiya xo nugtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga ega
vaj (xa)=0, f (xq)<0 boMsin. Demak,  kritik nugtada f (x) kamayuvchi, ya’ni
ixtiyoriy xe(xor5;xo) lar uchun f (x)> f (xQ=0 va ixtiyoriy xe(xQ x0+S) uchun 0=
f (xg>f (X) boMadi. Bu esa xo nugtadan oMishda hosila 0‘z ishorasini «+» dan
«—» ga o”*zgartirishini, demak, xOmaksimum nuqta ekanligini bildiradi.

f  (xq)>0 boMgan holda x0 ning minimum nuqta boMishi shunga o‘xshash

isbotlanadi. &
Isbotlangan teoremaga asoslanib, ikkinchi tartibli hosila yordamida
funksiyani ekstremumga tekshirishning quyidagi qoidasini keltiramiz.

8.22-qoida. f(x) funksiyaning ekstremumga tekshirish uchun

1) f'(x)=0 tenglamaning barcha yechimlarini topamiz;
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2) har bir statsionar nuqtada ¢ (xq) ning ishorasini aniglaymiz. Agar s+

(x}<0 bo‘Isa, xo maksimum nugtasi, f (x9>0 bo‘lsa, xo minimum nugtasi bo*ladi.

3) ekstremum nuqgtalar giymatini y=—f(X) qo‘yib, f(x) ning ekstremum
giymatlarini topamiz.

Umuman aytganda, bu goidaning qo‘llanish doirasi torroq masalan, u birinchi
tartibli chekli hosila mavjud bo‘lmagan nugtalarga qo‘llanila olmasligi o‘z-o‘zidan
ravshan. Ikkinchi tartibli hosila nolga aylangan yoki mavj ud bo‘Imagan nugtada ham
goida aniqg natija bermaydi.

8.23-misol. Ikkinchi tartibli
hosila yordamida y=2sinx+cos2x
funksiya ekstremumlarini aniglang.

Yechish. Funksiya davriy
boMganligi sababli [0;24] kesma
bilan  cheklanishimiz ~ mumkin.

Funksiyaning birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarini topamiz:

y - 2cosx-2sin2x=2cosx(l-
2sinx),y ’'= -2sinx-4cos2x.

45-rasm

Ushbu 2cosx(I-2sinx)=0 tenglamadan funksiyaning [0;21] kesmaga tegishli
bo‘lgan kritik nuqgtalarini topamiz: xi=7i6; X2-7t22; xs=5n6; X4=5tc/2. Endi har bir
kritik nugtada ikkinchi tartibli hosila ishorasini aniglaymiz va tegishli xulosa
chigaramiz:

y"(7t/6)=-3<0, demak xi=n/6 nuqtaday(Tn6)=b!2 maksimum mavjud.

y"(7t2)=2X), demak x ~ k /1 nugtada y(/21/2)=1 minimum mavjud.

y 'y3726"—3c0, demak x3=5n!8 nugtaday(5116)=-bl2 maksimum mavjud.

y "(3n/2)=6>0, demak X4=35/.2 nugtada y(3/1'2) =-3 minimum mavjud.

Bu funksiyaning (-2%;21r) intervaldagi grafigi 45-rasmda keltirilgan.
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4.3. Teylor formulasi yordamida ekstremumga tekshirish

8.24-teorema. Aytaylik,/(*> funksiya xo nugtaning biror (Xff-S;x0+S) atrofida
J >/ (> e firx(X) (n>2) uzluksiz hosilalarga ega va

f X0)= j (xq)=...= f {0 =0, f {fH (xQ~O bo'lsin.

U holda

1) Agar n juft va Jw (XQ<0 bo'lsa, funksiya x0 nuqtada lokal maksimumga
ega bo'ladi;

2) Agar njuft va f f»(x0>0 bo'lsa, funksiya xonugtada lokal minimumga ega
bo'ladi;

3) Agar n toq bo'lsa, funksiya xq nugtada ekstremumga ega bo'Imaydi.

Isbot. O f(x) funksiya uchun Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor

formulasini yozamiz:

fX)=f(xQ +/ (O)(x-x0) + ¢ (XOX-XQ2+ ...

+ -(n_;_1;! '~ (0)(x-xQ A1+ —n!(bJ—(x—XO) n, bu yerda 4”(xax).

Teorema shartigako'ra f (xQ= f 7 (xQ=...= f ™) (x0)=0, shu sababli

f(x) =f(xq) + L— '(-_|-2(X—x0)n. yoki
n!

fOH (x0) = o (x-x0)n (1)

tenglik o'rinli bo'ladi. Yana teorema shartiga ko'ra f §»(x) funksiya x0 nugtada
uzluksiz. Shuning uchun uzluksiz funksiyaning lokal xossalariga ko*ra xo nugtaning
shunday (xo-Sx0+&) atrofi topilib, bunda / 1) (X) funksiyaning ishorasi f t](xq) ning

ishorasi bilan bir hil bo'ladi. Aytaylik, xe (xo-Sxo+5) bo'lsin. U holda  (x0-Sxo+S)
bo'lishi ravshan. Endi quyidagi ikki holni garaymiz.
1-hdl. Aytaylik, n toq son bo'lsin. U holda (xo-Sxo+S) atrofda (1) tenglikning

0'ng tomonidagi J 1 (¢ ko‘paytuvchining ishorasi / ) (xq) ning ishorasi bilan bir hil
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boMadi, ikkinchi ko‘paytuvchi esax>Xo da(x-x0)'1>0, x<x0da (x-xo)n<0 boMadi, ya’ni
(o)’ ifoda x0 nugta atrofida ishorasini o‘zgartiradi. Bundan esa (1) tenglikning
chap tomoni, ya’ni f(x)-f(xQ ayirma ham x0 nuqta atrofida ishorasini o‘zgartirishi
kelib chigadi.

Shunday qilib, n toq son boMgandaf(x) funksiya xo nugtada ekstremumga ega
boMmaydi.

2-hol. Endi njuft son boMsin. U holda (1) tenglikning o‘ng tomoni ishorasini
o‘zgartirmaydi, uning ishorasi /"' *(xq) ning ishorasi bilan bir hil boMadi. Bundan
agar / (xg)<0 boMsa, u holda f(x)-f(x0)<0O, ya’ni f(x)<f(xo0), demak, funksiya xo
nugtada maksimumga ega boMadi. Agarda f ”~ (x0)>0 boMsa, u holda f(x)-f(x0)>0,
ya’'ni f(x)>f(xp), demak, funksiya xo nugtada minimumga ega boMadi. &

8.25-misol. Ushbu y=xs-5x4-5 funksiyaning ekstremumlari topilsin.

Yechish. Funksiyaning kritik nugtalarini topamiz. Uning uchun funksiya

hosilasini topamiz: y =5x4-20x3. Kritik nugtalar fagat statsionar nuqgtalardan iborat,

shuning uchun 5x4-20x3=0 tenglamani yechamiz. Uning ildizlari x/=0, xf=4 boMadi.

Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: " (X)=20x3-60x2
f (4)>0 boMgani uchun, x=4 nugtada funksiya minimum qiymat gabul
giladi: f(4)=-261. (0)=0 boMgani uchun uchinchi tartibli hosilani hisoblaymiz:
A=60ar~120g, " (0)=0, to‘rtinchi tartibli hosilani hisoblaymiz: f (i)(X)=\20x-

120, f AOy=—\20<0 va n=4 juft boMgani uchun 3-teoremaga ko‘ra jc=0 nugtada

funksiya maksimumga ega:/(0)=-5.

5-8. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X sohada aniglangan boMsin. Bu funksiyaning

giymatlar to'plami E(j) ={f(x): xeX} ni garaymiz.



Agar E¢ to'plam chegaralangan bollsa, u holda uning aniq yuqori chegarasi
mavjud, uni M=s¢1&{f(x)} deb belgilaymiz. AgarMeE(j) bo‘lsa, u holdaA/som f(x)
funksiyaning eng katta giymati deb ataladi vaM=mﬂg)%< \f(¥} kabi belgilanadi. Xuddi
shunga o'xshash E(f) to'plamning aniqg quyi chegarasi mavjud, uni m=inf (Jx)} deb

I X

belgilaymiz. Agar meE(f) bo'lsa, u holda m soni f(x) funksiyaning eng kichik

giymati deb ataladi va m=min {f(x)} kabi belgilanadi.
it X

Endi [a,b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘lganf(x) funksiyani gqaraymiz.
Bu holda Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra funksiyaning [a;b] da eng
katta va eng kichik giymatlari mavjud bo'ladi. Ravshanki, bu holda quyidagi goida
o'rinli bo'ladi.

8.26-qoida [a,b] da funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini topish
uchun bu kesmaga tegishli barcha kritik nuqtalari topiladi, funksiyaning shu
nugtalardagi giymatlari hisoblanadi. So'ngra bu giymatlar bilan f(a) vaf(b) lar
taggoslanadi. Bu giymatlar ichida eng kattasi f(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi eng

katta giymati, eng kichigi esaf(x) funksiyaning eng kichik giymati bo'ladi.

8.27-misol. f ( x) —xn— funksiyaning [j*;100] kesmada eng katta va eng
kichik giymatlarini toping.

2_1

Yechish. Funksiya hosilasini topamiz: f'(x)= — Uni nolga tenglab, ya’ni
x2-1 . N .
— — -Otenglamani garab, x=-1 vax=I ekanligini topamiz. Bulardan x=-I nuqta [
— ;100] kesmaga tegishli emas va bu kesmada hosila mavjud bo'Imagan nuqgta

yo'q. Fagat bitta x=l statsionar nuqta [?;100] kesmaga tegishli. Berilgan

funksiyaning x=——; x=I; x=100 nuqtalaridagi giymatlarini hisoblaymiz.



Tf1/100)=100,01;41)=2; [,100)=100,01. Bu giymatlaming eng kattasi 100, O1; eng
kichigi 2.

Demak, berilgan funksiyaning [  ;100] dagi eng katta giymati 100,01, eng

kichik giymati esa 2 ga teng, va’'ni  max {f())N\=100,01; min {f(x)}=2.
/0.0U00; 7} /0.uuoo0;

Agar [x) funksiya intervalda, to‘g‘ri chiziqda, [a,b), [a;+00), (-°0;b], (&),
(-oob), (a,b] oraliglarda tekshirilayotgan bo‘lsa, u holda bunday oraliglarda
funksiyaning eng katta (eng kichik) giymatlari mavjud bo'Imasligi ham mumkin.

Masalan, y=x funksiyaning (1;2] oraligda eng kichik giymati, [1;2) oraligda
esa eng katta giymati mavjud emas. Sonlar o‘gida y=x* funksiyaning eng katta
giymati, y=arctgx funksiyaning eng katta, eng kichik giymatlari mavjud emas.

Agary(x) funksiya [a,b) ([a;+00)) oraliqda o'suvchi boMsa, u holda bu oraligda
funksiyaning eng kichik giymati mavjud va unga x=a nuqtada erishadi.

Shunga o'xshash tasdiq (a,b] ((-00;6]) oraligda uzluksiz funksiya uchun ham
o‘rinlidir.

Agar”x) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz, xoe (a,b) kritik nugtaga ega, (crm)
intervalda o ‘suvchi (kamayuvchi), (x0,b) intervalda kamayuvchi (o‘suvchi) bo'lsa, u
holda garalayotgan oraligda [x) funksiya xonuqtada eng katta (eng kichik) giymatga
erishadi.

Agar [Ox) funksiya (a\b) intervalda uzluksiz, unda chekli sondagi Kkritik
nuqtalarga ega va a<x0<x\<...<xrxb, (am) intervalda o‘suvchi (kamayuvchi), (X,,,0)
intervalda kamayuvchi (o'suvchi) boMsa, u holda garalayotgan (a,b) intervalda [x)
funksiya eng katta (eng Kichik) giymatga erishadi. Bu giymatni funksiya kritik
nugtalardan birida gabul qgiladi.

Agar7(x) funksiya (-o00;+00) ([;2>)) da uzluksiz va x—*-00, x->-hr (x->b-0)) da
chekli yoki cheksiz limitga ega bo'lsa, u holda bu funksiyaning kritik nuqgtalardagi
giymati va cheksizdagi limitlarini solishtirib, uning eng katta, eng kichik

giymatlarining mavjudligi hagida fikr bildirish mumkin.
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8.28-misol /x)-Inx-x funksiyaning (0;+o0) oraligdagi eng katta giymatini

toping.

Yechish. Funksiyaning hosilasini va kritik nugtalarini topamiz: f'(x) = —
X —1. Agar O<x<I| bo'lsa, u holda / (x)>0, bundan [x) o'suvchi. Agar I<x<+o0
bo'lsa, uholda j (*)<O0, bundan Ox) kamayuvchi. Demak,/x)=Inx-x funksiyani
nugtada eng katta giymatiga erishadi:/lI)=-1.

8.29-misol Ushbu/(x) =~ funksiyaning (0; 1) intervaldagi eng kichik
giymatini toping.

Yechish. Bu funksiya uchun f'(x) = va bundan funksiyaning
(0;1) intervalga tegishli bo'lgan kritik nugtasi x = ~ ekanligini topamiz. Agar 0 <
X < —ho'lsa, uholda f'(x) < 0, bundan f(x) kamayuvchi. Agar * < x < 1 bo'lsa,
u holda f\x) > 0, bundan f(x) o'suvchi. Demak, (0;1) intervalda berilgan

funksiya x = " nugtada eng kichik giymatga erishadi: f Q) = 64.

Mashg va masalalar

Funksiyani ekstremumga tekshiring (23-38):

823 Ax) = f. 8-24-/(*)"

825 f(x) = x3 - 3x + 1 8-26.y = e*2 4*45

8-27.y = x— arctgx. 828 r =V5-2d +1tf
8-20.y = x3- 4x2. 8-30.y = X(Xx - 3)2(x +1)2
8-31. y = 2sinx + cOs2X. 8-32.y = (x - 5)6*.

8-3B.y = (2x +1) \I(x-2)z. 8-34.y = x4 - 8x2 + 12.

835y = x5- 5x4+5x3- 1 8-36. X — oo
8-37.y = sin2x —x. 838y =—
X

Berilgan funksiyaning oraligdagi eng katta va eng kichik giymatlarini toping

(39-42):



8-39 f(x) = x3- 6x2+9, n6 [-1; 2]

8-40 f(x) = "x3—9x2+ 48x,x £ [0;9].

841 fix") ="+ X 6 (0; 1).

842 f(x) = x —2\]x x 6 [0,5].

843 Radiusi R boMgan doiraga ichki chizilgan eng katta yuzli to‘g‘ri
to‘rtburchakningtomonini toping.

8-44 R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta hajmli silindming
balandligini toping.

8-45. R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta hajmli konusning
balandligini toping.

8-46. R radiusli sharga ichki chizilgan eng katta yon sirtli silindming
balandligini toping.

8-47. R radiusli sharga tashqi chizilgan eng kichik hajmli konusning
balandligini toping

8-48. Berilgan silindrga, asos markazi silindr asosining markazi bilan bir xil
boMgan konus tashqgi chizilgan. Konus asosining radiusi ganday boMganda, uning
hajmi eng kichik boMadi?

8-49 Berilgan konusga ichki chizilgan eng katta hajmli silindming
balandligini toping

8-50 2x2+y2=18 ellipsga tegishli AC\,4) va B(3,0) nugtalar berilgan. Ellipsga
tegishli shunday C nugta topingki, ABC uchburchakning yuzi eng katta boMsin.

6-8. Egri chizigning gavarigligi va botiqgligi. Egri chizigning burilish nugtasi
6.1. Egri chizigning gavariqligi va botigligi. Aytaylik, f(x) funksiya x=xo
nugtada /Yxq) hosilaga ega, ya’ni funksiya grafigining M(xaffxoj) nuqtasidan
novertikal urinma oMkazish mumkin boMsin.
8.30-ta’rif. Agar x=xo nugtaning shunday atrofi mavjud boMib, y=f(x) egri
chizigning bu atrofdagi nugtalarga mos boMgan boMagi shu egri chiziggaM(xoJ(xo0))
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nugtasidan oMkazilgan urinmadan pastda (yugorida)joylashsa, u holdaf(x) funksiya
X-Xgnugtada gavariqg (botiq) deyiladi.

Agar egri chiziq biror intervalning barcha nugtalarida gavang (botiq) boMsa,
u holda bu chiziq shu intervalda gavariq (botiq) deyiladi. 46-rasmda gavariq va 47-

rasmda botiq egri chiziglar chizilgan.

46-rasm 47-rasm

48-rasm 49-rasm

Egri chizig nugtasining ordinatasini y bilan, shu egri chizigga M(xQ(>g))
nugtasida oMkazilgan urinmaning X ga mos ordinatasini Y bilan belgilaylik.
Ravshanki, agar XOnugtaning biror atrofidan olingan barcha X lar uchun y-Y <0 (y-
Y > 0) tengsizlik o‘rinli boMsa, u holda egri chizig x=xo nuqgtada gavariq (botiq)
boMadi. (48-,49-rasmlar)

8.31-teorema. Faraz qgilaylik, f(X) funksiya X oraligda aniglangan va XX

nugtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud boMsin. Agar f (x>0 boMsa, u holda
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funksiya grafigi xOnuqgtada botiq; agar f (xQ<O bo'lsa, u holda funksiya grafigi xO
nugtada gavariq bo'ladi.

Isbot. 0 Aytaylik, j" (0©>0 bo'lsin. Quyidagicha yordamchi funksiya
kintamiz: F(x)=y-Y, ya’'ni F(X)=f(x)-f(xo)~f (x0)(x-x0). Ravshanki F(x0)=0, F (X)=
=fX-f ). F”(X)=f (X) bo'ladi. Bundan F (xQ =f (xQ~f (xQ=0 va F~”
(xa)= T (x0)> O ekanligi kelib chigadi. Demak, (ekstremum mavjudligining yetarli
shartiga ko'ra) xo nugta F(x) funksiyaning minimum nugtasi bo'ladi, ya’ni xo
nugtaning biror atrofida F(xX)>F(xQ=0 bo'ladi. F(x)=y-Y bo'lganligidan y>Y
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa xo nugtaning aytilgan atrofida funksiya grafigi
urinmadan yuqorida joylashishini, ya’'ni funksiya grafigi x0 nugtada botig bo'ladi.
Teoremaning ikkinchi gismi shunga o'xshash isbotlanadi.

Agar biror intervalda f* (x)>0 (f* (x)<0) bo'lsa, u holday=f(x) egri chiziq
shu intervalda botig (gqavariq) bo'ladi. &

8.32-misol Ushbu y=x5funksiya grafigining botiglik, gavariglik oraliglarini
aniglang.

Yechish. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz: y * - 20x3. Bundan,
agar x>0 bo'lsa, y >0, agar x<0 bo'lsay’O bo'ladi. Demak, (-00;0) oraliqda egri
chiziq gavarig, (0;+00) oraligda esa botiq bo'ladi

6.2. Egri chizigning burilish nugtasi. Endi egri chizigning burilish nugtasi
tushunchasini kiritamiz.

8.33-ta’rif. Agar X0 y
nuqtaning shunday (Xo-S;xo+S)
atrofi topilib, f(x) funksiya (g~
S;xQ oraligda botig (gavariq),

(xo;xo+S) oraligda esa qavariq

(botiq) bo'lsa, u holda X0 nuqta 0]

y=f(x) egri chizigning burilish

nugtasi deyiladi. 50-rasm

209



Agar burilish nugtasida urinma mavjud bo'lsa, u egn chizigni kesib o'tadi.
(50-rasm)

8.34-teorema. Aytaylik, y=f(x) funksiya x=x0 nugtada differensiallanuvchi
bo'lsin. Agar x=x0 nugta funksiyaning grafigining burilish nuqgtasi bo'lsa, u holda
shu nuqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud va nolga teng yoki
mavjud bo'lmaydi.

Isbot. O Aytaylik, xOnugtaf(x) ning burilish nugtasi bo'lsin. Teskarisini faraz
gilamiz: f (xQ mavjudva f (x*0. U holda f (xQ<O yoki f (xQ>0 bo'ladi.

f* (x0)<0 (j (x0>0) bo'lgan holda 8.31-teoremaga binoan xo nugtaning
biror (x(r5;xo+S) atrofi topilib, bundaf(x) funksiya qavariq (botiq) bo'ladi. Bu xo
ning burilish nugta bo'lishiga zid. Demak, burilish nugtada f (xQ nolga teng
bo'ladi yoki mavjud bo'Imaydi.

f (x0)=0 bo'lishi yoki f (X) ning mavjud bo'lImasligi burilish nugtasi
mavjudligiinngfagat zaruriy sharti bo'lib, yetarli shart bo'laolmaydi. Masalan,y =x4
funksiya uchun y -4x3, y '=J2x2va>"(0)=0 bo'ladi. Lekin, x=0 burilish nugtasi
emas. ¢

Endi burilish nugtasi mavjudligining yetarli shartini tayinlovchi teoremani
keltiramiz.

8.35-teorema. Aytaylik,/”* funksiya x=xo nugtada differensiallanuvchi vaxo
nugtaning shunday (xr S; x0+S) atrofi topilib, (xo-S;x0) va (xft-x0+S) intervallarda
f (X) mavjud, hamda har bir intervalda f ” (X) ishorasi 0'zgarmas bo'lsin. Agar xo

nugtaning chap va o'ng tomonlarida (X) har xil ishorali bo'lsa, xo nugta f(x)

funksiyaning burilish nugtasi bo'ladi; agar f ” (x) bir xil ishorali bo'lsa, u holda xo
nugtada burilish bo'Imaydi.

Isbot. 0 Hagigatan ham, x0-S<x<xo bo'lganda f* (x)<O (f* (x)>0) bo'lsa,

nro<x<xo+"bo'lganda esa J ” (X)>0 (f (x)<O0) bo'lsa, 8.31-teoremaga ko'rax0Odan
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chapda f(x) funksiya gavanqg (botiq), X0 dan o‘ngda esa botig (gavariq) bo‘ladi.
Demak, x0nugtaf(x) funksiyaning burilish nugtasi boMadi.

Agar (xorS;x0) va (XG x0~S) intervallarda f" (X) bir xil ishorali, masalan f*

(X)<O0 boMsa, u holda bu intervallarda f(x) funksiya qavariq bo‘lib, burilish

boMmaydi. &

Shunday qilib,y(x) funksiyaning bunlish nugtasini aniglash uchun f (x)=0
tenglamani yechamiz hamda f* (x) mavjud boMmagan nuqtalami topamiz. Hosil
gilingan har bir x*nugtadan chapda va o‘ngda j n(X) ning ishorasini tekshiramiz.

8.36-misoL. Ushbu f(x) =Vx* funksiyaning burilish nugtasini toping.

Yechish. Funksiyaning aniglanish sohasi - (-goj+qo). Birinchi va ikkinchi

tartibli hosilalarini topamiz: /' (X)= 3 x:, f'(x) =§' . Ikkinchi tartibli hosila
VX

x=0 nugtadan boshqa barcha nugtalarda mavjud va noldan fargli. Bu nuqgta atrofida
35-teorema shartlarini tekshiramiz. AgarxO boMsa f (X)<O; x>0boMsa f (X)>0

boMadi. Demak, grafikning (0,0)) nuqtasi burilish nugtasi boMadi.

8.37-misol. y= ;lna— (a>0), 0<x<o00, funksiyaning burilish
nugtasini toping.

Yechish. Bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi y"=;'r(lna—— ? gateng.

3

X -
Agar In— ?:0 boMsa, u holda /" (X)=0 boMadi. Demak, x=ae2
a

boMganda j (X)=0. Bu nugtadan chapda va o‘ngda f (X) ning ishorasini

3 3
tekshiramiz: O<x<ae2 boMganda f (X)<O, x>ae7 boMganda f (x)>0 boMadi.

Demak, grafikning (ae]2 3 e 2) nugtasi burilish nugtasi boMadi.

8.39-misol. Quyidagi funksiyalaming qavariglik, botiglik intervallari va
burilish nugtalarini toping:
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a) y=x4H3-182+24x-15;, BHy-=xH&

Yechish. a) funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalanni topamiz:

v = A3+ 2-3x+24, y "'= 122+6X-36=12(02+x/2-3).

Ushbu v 1-0 tenglamani yechib, xi=-2, *7=1,5 ekanligini topamiz.

Bundan (—<«-2) va (1,5; oo) oraliglarda > ">0, demak bu oraliglarda grafik
botiq boladi; (-2;1,5) oraligda y" < 0, demak bu oraligda grafik gavariq boMadi.
x]1=-2 vax?=l,5 nugtalardan o‘tishda ikkinchi tartibli hosila ishorasini o'zgartiradi.

Shu sababli  (-2;-127) va (1,5; —-11,0625) nugtalar burilish nugtalari boMadi.

5" 10
b) funksiyaning hosilalarini topamiz: y-I1+~x3, (o#O. x=0

boMganda ikkinchi tartibli hosila mavjud emas. <O boMganda y <0, demak
funksiya grafigi gavariq, x>0 boMganday ">0, demak grafik botiq boMadi. Ikkinchi
tartibli hosila ar=0 nugtadan oMganda ishorasini 0‘zgartiradi, shu sababli (0;0) nugta

burilish nugtasi boMadi.
Mashq va masalalar

Funksiyaning botiqlik, gavariglik oraliglari va burilish nugtalarini toping:

851 f{x) =~ 852 f(x) = x4 - 4x3 - 48x2 + 6x - 9.
8-53. f(\) = e—*2 84y = x5 —10x2 + 7x — 9.
856y = (x2—1) 3. 8-56.y = xearctg x.

&5y =0 &8y =—=

859y =3+4+Vx—4. 8-60. y = xUx*(x + 8).

86l y = X1 egri chizigning bir to‘g‘ri chizigda yotuvchi uchta burilish
nugtasi mavjudligini ko‘rsating.

8-62. a ning ganday qiymatida abssissasi x = 1 boMgan nugtada y = x3 +
ax2 + 1 egri chizigning burilish nugtasi mavjud boMadi?

8-63 a ning ganday giymatiday = ex4- ax3 egri chiziq burilish nugtaga

ega?
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8-64. avab laming ganday giymatlarida M (l,3) nugtay = ax3 + bx2egri

chizigning burilish nugtasi bo‘ladi?

7-8. Asimptotalar

Funksiyani cheksizlikda, ya’ni x—++c0 va je->-00 da, yoki uning ikkinchi tur
uzilish nugtasi atrofida o‘rganish ko‘p hollarda funksiya grafigi nuqgtalari bilan biror
to‘g‘ri chizigning nugtalari orasidagi masofa yetarlicha kichik bo'lishini ko'rsatadi.
Bunday xossaga ega boMgan to‘g‘ri chiziglami topish funksiyani tekshirishda
yordam beradi.

8.40-ta’rif. Agary=f(x) egri chizigda olingan o'zgaruvchi nugta koordinatalar
boshidan cheksiz uzoglashganda shu nugtadan biror to'g'ri chizigqacha bo'lgan
masofa nolga intilsa, u holda bu to'g'ri chiziq egri chizigning asimptotasi deyiladi.

Asimptotalar vertikal (ordinatalar o'giga parallel) va og Ta (ordmatalar
o'giga parallel emas) bo'lib ikkiga ajraladi.

Og'ma asimptotalar ichida abssissalar o'giga
parallel bo'lganlari ham mavjud bo'lib, ular
gorizontal asimptota deyiladi.

7.1 Vertikal asimptotalar. Faraz
gilaylik, a nugtadagi bir tomonli limitlaming
kamida biri cheksizga teng bo'lsin. U holda
y=f(x) egri chiziqdagi M(x,y) nugta x—a da
koordinatalar boshidan cheksiz uzoglashadi,
shu nugtadan x=a to'g'ri chiziggacha bo'lgan 51-rasm
masofa MN\=|x-a] nolga intiladi. Demak, ta’rifga ko'rax=a to'g'ri chiziqy=f(x) egri
chizigning (funksiya grafigining) vertikal asimptotasi bo'ladi.

Ravshanki, hagigiy sonlar to'plamida uzluksiz bo'lgan funksiyalar uchun
vertikal asimptota mavjud emas. Vertikal asimptota fagat ikkinchi tur uzilish

nugtalarida bo'lishi mumkin.
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8.41-misol Ushbu funksiyaning f(x)=X +Ox
X2-4

vertikal asimptotaiarini

toping.

Yechish. Funksiyaning aniglanish
sohasi, ravshanki  j2-4=0  tenglama
ildizlaridan boshga barcha hagiqgiy sonlar
to'plamidan iborat.

Bu nugtalarda funksiya ikkinchi tur

uzilishga ega. Hagigatan ham lim

20 X —4
lim X r3 X0 him X_*9x
210 X *>20 X —4
lim ox =+00, demak x -2 va
20 x2-4
52-rasm

je=2 to'g'ri chiziglar vertikal asimptota bo'ladi (52-rasm)
7.2. Og‘ma asimptota. Og‘ma
asimptota  tenglamasini y=kx+b y
ko'rinishda izlaymiz. Bir xil abssissali
egri chiziqg ordinatasi va asimptota
ordinatasi orasidagi masofa jc->+oo
N Yop
yoki x—»@m da nolga intilishini
ko'rsatamiz. 0 YN\ZL X
Faraz gilaylik, MvaN abssissasi Y X
ic ga teng bo'lgan egri chiziqdagi 53-rasm
va asimptotadagi nugtalar, (53-rasm) MP esa M nugtadan asimptotagacha bo'lgan
masofa, a (a?4t/2) asimptotaning Ox o'qining musbat yo'nalishi bilan hosil gilgan
burchagi bo'lsin. U holda AMNP uchburchakdan MP=MNcosa, bundan esa

MN=MP/cosa
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tenglikka ega boMamiz. Bu tenglikdan, agar MP nolga intilsa, u holdaM N ham nolga

intilishi, va aksincha, agar M N nolga intilsa, u holda A/P nolga intilishi kelib chigadi.
Shunday qilib, agar x-H-00 yoki x-> -0o daf(x)-kx-b ayirma nolga intilsa, u

holda_y=Ax+6 to‘g‘nr chiziq y=f(x) funksiya grafigining asimptotasi bo‘lar ekan.
Bundan Hm (f(x)-kx-b)=0 shart y=kx+b to‘g‘ri chizigning y=f(x) funksiya

grafigining og‘ma asimptotasi boMishi uchun zaruriy va yetarli shart ekanligi kelib
chigadi.

Xususan, y=b gorizontal asimptota boMishi uchun iim(f(x)-b)=0, ya’'ni ur
oo —D

f(x)=b shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Amalda og‘ma asimptotalami topish uchun quyidagi teoremadan
foydalaniladi.

8.42-teorema. y=f(x) funksiya grafigi y=kx+b og‘ma asimptotaga ega

boMishi uchun

- f(x) .
K—Ilim —--= va b—im (f(x)—kx)

X=*» X X
chekli limitlaming mavjud boMishi zarur va yetarli.
Isbot. O Zaniriyligi. y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f(x) funksiya grafigining x—*»
dagi asimptotasi boMsin, ya’ni Llirr—r*]» (f()-kx-b)=0. U holda f(x)-kx-b=a(x) tenglik

o‘rinli, bu yerda a(x) x-xx>da cheksiz kichik funksiya. So‘ngi tenglikni quyidagjcha
yozib olish mumkin: f(x)=kx+b+a(x). Demak,

(X)) b a() —Kkx) =i =

fim S-S DX (100- ko0 = i ©rat0)=b
tengliklar o‘rinli boMadi.

(%)
Yetarliligi. Aytaylik, k= Iim——x—— va b=um(f(X)-kx) chekli limitlar
xX-m

mavjud boMsin. So'ngi hm (f(x)-kx)=b tenglikni quyidagjcha yozib olish mumkin:

f(x)-kx=b+/3(x), bu yerda P(x) x-teo da cheksiz kichik funksiya. Demak, f(x)-kx-
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b p(x), ya'ni xll-l; (fO)-kx-b)=0. Bu esa y=kx+b to‘g‘ri chiziq y=f(x) funksiya
grafigining x-*oc dagi asimptotasi ekanligini bildiradi. &
8.43-misol Ushbu f(x) = xIn(e +;) funksiyaning asimptotalarini toping.
Yechish. Awal bu funksiyainng aniglanish sohasini topamiz. Buning uchun
e+;(>0 tengsizlikni yechib, D (v) = (—oo;—e—)u(O;oo) ni hosil gilamiz.

Endi chegaraviy nugtalardagi funksiya holatini aniglaymiz.

lim xIn(e +—) = -00, x—»+0 dagi limitni hisoblashda Lopital goidasidan
=0 X

e

_ [ — (=2
j In(e +-) e+-
foydalanamiz: lim xIn(e +—= lim -—— — = Ilim — -————-=0.
a+0 X x-M-0 1 Xm0 1

Bulardan ko‘rinadiki, berilgan egri chizigning x=— vertikal asimptotasi
e

mavjud.

Endi og‘ma asimptotalar mavjudligini tekshiramiz.

K= lim =limin(e +-)=1 b- lim (f(x)-kx)- limx(In(e +-)-\)
X-*C X g X X~*ac X
1 1 r
In(e +-)-\ e+- X
==lm--———=Ilim-——
A e

Demak, grafikning y = x +—o0g‘ma asimptotasi mavjud.
e

2x
8.44-misol Asimptotalami toping, a) y:2x+—--3—, b) y =xe,/x
X -
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2 jc
Yechish. a) x=3 da f(x)=2x+ _ funksiya ikkinchi tur uzilishga ega va
lim (2rH—;—3—)=ioo boMganligi sababli, x=3 vertikal asimptota bo'ladi.

89‘ma asimptotalarni izlaymiz. k= lim Yo ur (2H—2— )=2;
H Aok 3

x-3
. 2x :
b=XI|m (y—kx)=XUrp (2oH §—2x)—2. Demak, y=2x+2 og'ma asimptota
-»£0? -¥10.) X —
bo'ladi.
b) y=xelkfunksiyaning aniglanish sohasi (-00;0)u (0;+q¢) to'plamdan iborat.

x=0 nugtada funksiyaning chap va o'ng limitlarini hisoblaymiz.

lim xelh=0; Um xel x= (J/x=t belgilash kiritamiz, u holda .*~*+0 da /->+m®

bo'ladi)- tEJVT e =+».) Demak, x=0 to'g'ri chiziq vertikal asimptota bo'ladi.

Endi og'ma asimptotalami izlaymiz: k= lim —= ur elie’=\,

U200 X X-*£131

=\
b= lim (== lim (xelbex== lim il \Iix=z, x>0, z->0]=
Jf—zoce X —»loo

X-+£<X) 1/ X

—1
r;b————= 1, shunday gilib y=x+10g'ma asimptota ekan.

8-8. Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash

Funksiyaning xossalarini tekshirish va uning grafigini yasashda quyidagilami
bajarish magsadga muvofiq:

1) Funksiyaning aniglanish sohasi va uzilish nugtalari topiladi; funksiyaning
chegaraviy nugtalaridagi giymatlari (yoki unga mos limitlari) hisoblanadi.

2) Funksiyaning tog-juftligi, davriyligi tekshiriladi.

3) Funksiyaning nollari va ishora turg'unlik oraliglari aniglanadi.

4) Asimptotalar topiladi.
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5) Funksiya ekstremumga tekshiriladi, uning monotonlik intervallari
aniglaniladi.

6) Funksiya grafigining burilish nugtalari, gavariglik va botiglik intervallari
topiladi.

8.45-misol. y=x(x2-1) funksiyani tekshiring va grafigini chizing.

Yechish. 1) aniglanish sohasi - hagigiy sonlar to‘plami. Uzilish nugtalari

yo‘q. Funksiyaning chegaraviy giymatlan: lim x(x2-l)=+oc; urt Xx(x?-1)=-00;

—»—on

2) funksiya davriy emas, toq funksiya;

3) funksiyaning uchta noli bor: x=0; x=-I; r=1. Ushbu x(x3-J)> 0 tengsizlikni
yechamiz, uning yechimi (-1,0)u(1,+o00) to'plamdan iborat. Demak, funksiya (-
1,0)u(l,-H») to‘plamda musbat va (-o0,-1)kj(0,l) to'plamda manfiy giymatlar gabul
giladi.

4) og'ma asimptotanmg burchak koeffitsientini topamiz:

k= lim

—==1lim (n511)=00.
X+0 X 4O

Demak, og‘ma asimptota mavjud emas. Vertikal asimtotalar ham mavjud
emas (chunki, uzilish nugtalari yo‘q).

5) Funksiya hosilasini topamiz: y-3x2-!. Hosilani nolga tenglashtirib
statsionar nuqtalarini topamiz: y -0 yoki 3x2-1=0, bundan x"-1/\/3, x=\/y/3 .
Ushbu (54-a-rasm) sxemani chizamiz, va intervallar metodidan foydalanib funksiya
hosilasining ishoralarini aniglaymiz. Bundan funksiya (-00,-1/1/3) va (I/>/3 ,+c<)
intervallarda monoton o‘suvchi, (—1/n/3,1/n/3) intervalda monoton kamayuvchi;
X = —1/V3 nugtada maksimumga, x = |1/n/3 nugtada minimumga ega ekanligi
kelib chigadi. Ekstremum nuqtalarida funksiya giymatlarini hisoblaymiz: agar
Xmax = — /n/3 bo‘lsa, u holda ymax = 2/(3\/3); agar xmin = |1/n/3 bo'lsa, u
holda ymin = —2/(3n/3) bo'ladi.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y" —6x. Ikkinchi tartibli hosilani nolga

tenglashtirib y ”=6x=Q, x=0 ekanligini topamiz. Sxemani (54-b-rasm) chizamiz va
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hosil bo‘lgan intervallarda ikkinchi tartibli hosila ishoralarini aniglaymiz. Bundan
x=0 nuqtada bunlish mavjud, (-00;0) da funksiya grafigi gavariqg, (0; +00) da botig
ekanligini topamiz. Burilish nugtasi ordinatasini topamiz: y(0) = 0.

Funksiya grafigi 54-c-rasmda keltirilgan.

y-0 y-O

54-rasm
8.46-misol. y = V4 + V4 —x funksiyani tekshiring va grafigini chizing.
Yechish. 1) Aniglanish sohasi - [0,4] kesma. Funksiyaning chegaraviy
giymatlarini topamiz: agar x = 0 bo‘lsa, uholday = 2; agar x = 4 boMsa, y = 2.
Funksiyaning uzilish nugtalari yo‘q.
2) Funksiya toq ham, juft ham emas, davriy ham emas.
3) funksiyaning nollari yo‘q,

4) Og‘ma asimptotalari yo‘q, chunki aniglanish sohasi kesmadan iborat.

5) Hosilasini topamiz: y'- . ~* ~nx
2yjx e V4 —x

Hosilani nolga tenglashtirib, kritik (statsionar) nugtani topamiz: x-2. 55
rasmdagi sxemani chizamiz. Bundan funksiya (0,2) intervalda o‘suvchi, (2,4)

intervalda kamayuvchi, x = 2 nugtada funksiya maksimumga erishishi kelib

chigadi. Maksimum nugtasining ordinatasi yna<2 \2.
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6) Ikkinchi tartibli hosilani v +Y-0

topamiz: 0 4
1 (4- x//2+x3R2

> -4 ~N(A-X (C'4)

intervalda ikkinchi tartibli hosila

manfiy, demak bu intervalda

funksiya grafigi gavariq bo'ladi.
Funksiya grafigi 55-rasmda

chizilgan. Shuni aytib o‘tish

kerakki, lim s = +oc,

X->+0

,Iirpoj/ =—a boiganligi

sababli, funksiya grafigi (0,2)
nugtada ordinatalar o'qgiga, (4,2) nugtadax=4 to‘g‘ri chizigqa urinadi. 55—
rasm
8.47-misol. y-Xe funksiyani tekshiring va
grafigini chizing.
Yechish. Awal funksiyani quyidagicha
yozib olamiz: y=x(=exrx
1) funksiyaning aniglanish sohasi
barcha musbat sonlar to'plami. Chegaraviy

giymatlari: uT edra=\, Um edne+oo.  Uzilish
X —0+f-

s
nugtalari yo‘q.

2) Funksiya juft ham, tog ham, davriy ham
emas.

3) Funksiyaning nollari mavjud emas.

4) Og'ma asimptotasini izlaymiz: k= Um -—— =+, demak og'ma asimptota
X

Yo g
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5) Hosilasini topamiz: y =xX{Inx”l). y'=0 tenglamadan x=e'l funksiya
(0,1/e) intervalda kamayuvchi, (1/e,+00) intervalda o‘suvchi boMadi. X = e-1
nugtada funksiya minimumga ega, uning ordinatasi ymin = 0,692.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y * =x&(Inx+J)2+l/X). Ikkinchi tartibli
hosila (0, +00) intervalda musbat, demak funksiya bu intervalda botig.

Funksiyaning x=0 nugta atrofida tekshiramiz.

)!jmy —)()(po(lnxﬂ):—oo, bundan funksiya grafigi @1) nuqtada ordinatalar

o‘giga urinishi kelib chigadi.
Funksiya grafigi 56—-rasmda berilgan.
8.47-misol. f(xX)=x+In(x2-1) funksiyani toMa tekshiring va grafigini chizing.
Yechish. 1) Funksiya Xx2- 1> 0, ya’ni (-00;-1) va (1; +00) oraliglarda
aniglangan va uzluksiz. Funksiyaning chegaraviy giymatlarini izlaymiz:

_Ijr_nl_of(x): _Iiinl_0 (X+HInO-D)y*—=0; I_Jlr0 f(x)= LEO (X+Hn(2-N)=oc.

Demak, funksiya grafigi ikkita X =
—lvax = | vertikal asimptotalargaega.
2) funksiya toq ham, juft ham,
davriy ham emas.
3) funksiya (—00,—1) intervalda
manfiy, (1, +00) intervalda yagona noli
mavjud, uni topish uchun tagribiy
hisoblash metodlandan foydalaniladi,
natijada x0» 145 ekanligini
aniglashimiz mumkin. Demak, funksiya
(1; 145) intervalda manfiy, (1,15, +00) oraligda musbat. 57-rasm
4) Og‘ma asimptotalarini izlaymiz:
k= lim lim (1+— — —)-1, b=lim (y=k9= lim In(X'M)=+00,
X X=*4<n X

demak og‘ma asimptota mavjud emas.
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5) Funksiya hosilasi y' - 1 + 2x/(xr - 1) funksiyaning aniglanish sohasida

mavjud, shu sababli uning kritik nugtalari fagat statsionar nugtalardan iborat bo'ladi.
Bunda y’ —O0 tenglama yechimlari xt = —1 —s¥2 va x2 = —1 + j¥2 bo'lib, x2 =
—1 + i¥/2 funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli emas. Shunday qilib, yagona
kritik nugta mavjud va (—oo;—1) oraligga tegishli. (I;+00) oraligda y*> 0 va
funksiya o'suvchi bo'ladi. xx= —1 —s¥2 nuqtada maksimum mavjud. Uning
ordinatasi / (—1 —/2) = —1 —/2 + In(2 + 2\fT) « —0,84 ga teng.

6) Ikkinchi tartibli hosilani topamiz: y" = — Bundan y" < 0, demak
grafik gavariq. Funksiya grafigi 57-rasmda berilgan.

Mashq va masalalar

f(x) funksiya grafigining asimptotalarini toping (65-70):

8-65. /(X) = . 8-66 f(x)=x-ex.
8-67.y = s ™ 868y = e”
869 /0) = X456 8-70./(x) = x- arctgx.

Funksiyani to'lig tekshiring va grafigini chizing:

87lLy = e’ 872y = /n(1 - n2).
873y = o x2 8—74.}/ — X3- 4x2 + 3X.
87’y =x+ 8-76.y = Xree—*

8-77. Y= .o 8-78. Y, = _Q-sz

8-719y =~ 1 8-80. y = x- fax.

8-81. y = SinX + Sin2x. 8-82.y = sin2 X + COSX.

8-83. y = exz2x 8-84.y = X3In2x.
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UCHINCHI BO‘LIM. BIR 0 “ZGARUVCHILI FUNKSIYANING
INTEGRAL HISOBI
IX BOB. ANIQMAS INTEGRAL

1-8. BoshlangMch funksiya va anigmas integral tushunchalari

Differensial hisobning asosiy masalalaridan biri berilgan [x) funksiyaga ko‘ra
uning hosilasi f (x) ni topishdan iborat edi. Bu masalaning teskarisi, ya’ni
hosilasiga ko‘ra funksiyaning o‘zini tiklash masalasi katta ahamiyatga ega boMib,
integral hisobning asosiy masalalaridan hisoblanadi.

f(x) funksiya biror (a,b) (chekli yoki cheksiz) intervalda aniglangan boMsin.

9.1-ta'rif. Agar (a,b) daf(x) funksiya biror F(x) funksiyaning hosilasiga teng,
ya’ni [a,b) intervaldan olingan ixtiyoriy x uchun F*x”"/x) bo'lsa, u holda F(x)
funksiya (a,b) intervalda”x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi deyiladi.

Masalan,

1) f(x)=—f= boMsin. Bu funksiyaning (0;4i») intervalda boshlangMch
VX
funksiyasi F(x)=2 Vx boMadi, chunki (O-H¢) da F'(x) = (2y/x)' = -]==f(x);
N

3
2)f(x)=x2ning (-oo0;+00) oraligda boshlangMch funksiyasi F(x)=-+ boMishi

ravshan.

Ravshanki, agar biror oraligda F(x) funksiyaf(x) ning boshlangMch funksiyasi
boMsa, u holda ixtiyoriy o‘zgarmas C son uchun

F(x)+C (D)

funksiya ham f(x) ning boshlangMch  funksiyasi boMadi, chunki
(FO)+C)=F'()=f(x).

Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agarf(x) funksiya biror boshlangMch
funksiyaga ega boMsa, u holda uning boshlangMch funksiyalari cheksiz ko‘p boMadi.

Quyidagi savol tugMlishi tabiiy: biror oraligda berilgan f(x) funksiyaning

barcha boshlangMch funksiyalari (1) formula bilan ifodalanadimi, boshgacha
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aytganda ffx) funksiyaning (1) formula bilan ifodalanmaydigan boshlang‘ich
funksiyalari mavjudmi?

Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi.

9.2-teorema. Agar biror oraligda F(x) funksiya f(x) ning boshlangMch
funksiyasi boMsa, u holda f(x) funksiyaning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi C
0‘zgarmasning biror giymatida (1) formula yordamida ifodalanadi.

Isbot. O Aytaylik, G(x) funksiya garalayotgan oraligda ffx) funksiyaning
boshlangMch funksiyasi bo‘lsin. Ushbu (p(X)=G(X)-F(x) yordamchi funksiyani
garaymiz. Bu funksiya uchun <pfx)=G'(x)-F (X)=f(x)-f(x)=0 bo‘ladi, ya’ni,
garalayotgan oraligda () funksiya uchun funksiyaning doimiylik sharti bajariladi.
Boshgacha aytganda G(x)-F(x)=C, ya’'ni G(x)=F(x)+C boMadi. Demak, G(X)
funksiya (1) formuladan C ning biror giymatida hosil boMadi. &

Shunday qilib, agar oraliqda berilgan/fx) funksiyaning bitta Ffx) boshlangMch
funksiyasi ma’lum boMsa, u holda uning barcha boshlangMch funksiyalari F(x)+C,
bu yerda C ixtiyoriy o‘zgarmas son, ko‘nnishda ifodalanar ekan.

9.3-ta’rif. (a,b) intervalda berilganffx) funksiya boshlangMch funksiyalaming

umumiy ifodasi F(x)+C, bu yerda C= const, shuffx) funksiyaning anigmas integrali
deb ataladi va u jf(x)dx kabi belgilanadi. Bunda \-integral belgisi, ffx) integral
ostidagi funksiya, ffx)dx -integral ostidagi ifoda, x - integrallash o zgaruvchisi deb
ataladi.

Demak, ta’rifga ko‘ra

jf(x)dx=F(x)+C, ()
bu yerda Ffx) funksiyaffx) ning biror boshlangMch funksiyasi.

Masalan, (-qo;+qo) daffx) =cosx boMsin. Bu holda (sinx)'=cosx boMgani uchun

J cosjtdx=sinx+C boMadi.

2 formuladan ko‘rinadiki, berilgan ffx) funksiyaning biror boshlangMch

funksiyasini va uning anigmas integralini topish masalalari deyarli bir xil

masalalardir. Shu sababli/* funksiyaning boshlangMch funksiyasini topishni ham,
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anigmas integralini topishni ham f(x) funksiyani integrallash deb ataymiz.
Integrallash differensiallashga nisbatan teskari amaldir.

Integrallash amalining to'g'ri bajarilganligini tekshirish uchun olingan
natijani differensiallash yetarli: differensiallash natijasida integral ostidagi funksiya

hosil bo'lishi lozim.

Masalan, | 3x1dx = x>+C
ekanligini tekshirish uchun
tenglikning o'ng tomonidagi
funksiyadan hosila olamiz:

(e +Q’'=3x2 demak, integrallash
to'g'ri bajarilgan.

Geometrik nugtai nazardan bu
teorema f(x) funksiyaning anigmas
integrali y=F(x) +C bir parametrli
egri chiziglar oilasini ifodalaydi (C-parametr). Bu egri chiziglar oilasi quyidagi
Xossaga ega: egri chiziglarga abssissasi x=x0 bo'lgan nuqgtasida o'tkazilgan
urinmalar bir-biriga parallel bo'ladi (58-rasm).

F(x)+C egri chiziglar oilasi integral egri chiziglar deb ataladi. Ular bir-birlari
bilan kesishmaydi, biri-biriga urinmaydi. Tekislikning har bir nugtasidan fagat bitta
integral chiziq o'tadi. Barcha integral chiziglar biri ikkinchisidan Oy o'qiga parallel
ko'chirish natijasida hosil bo'ladi.

9.4-misol. Abssissasi x bo'lgan nugtasida o'tkazilgan urinmasining burchak
koeffitsienti k~x3 formula bilan ifodalanadigan va (2;5) nuqgtadan o'tuvchi egri
chizigni toping.

Yechish. Ma’lumki, y'=k=xs, bu shartni ganoatlantiruvchi y funksiyaning
A . o . . L jrd .

umumiy ifodasi y - bo'ladi. Bu integralni hisoblab y =— +C ifodaga ega
y y W g Y= ga eg

bo'lamiz. Izlanayotgan egri chiziqg (2;5) nugtadan o'tadi. Shu sababli funksiya

ifodasiga berilgan nuqgta koordinatalarini go'yamiz va C ning kerakli giymatini
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topamiz. Natijada 5=— +C, C=1 hosil bo'ladi. Demak, izlanayotgan egri chiziq

X1
tenglamasi y :—4 +1 ekan.

Endi quyidagi savolgajavob izlaymiz: biror oraligda berilgan har ganday f(x)
funksiyaning boshlangMch funksiyasi mayjudmi?

Har ganday funksiyaning ham boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'lavermaydi
(36-masala), lekin quyidagi teorema o'rinli.

9.5-teorema Agarf(x) funksiya biror oraligda uzluksiz bo'lsa, u holda uning
boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'ladi.

Bu teoremaning isboti kelgusida ko'rsatiladi, shu sababli bu bobda uzluksiz
funksiyalami integrallash hagida gapiriladi. Uzilishga ega bo'lgan funksiyalar uchun

integrallash masalasi uning u yoki bu uzluksizlik oraliglari uchun garaladi.
Masalan, f{x) = ~ funksiya x = 0 nugtada uzilishga ega. Bu funksiya
(0; +00) va (—o00;0) oraliglarda uzluksiz. Birinchi oraligda j*dx = Inx+C
formula o'rinli. Ammo ikkinchi oraliq uchun bu formula ma’noga ega emas. Lekin
bu oraliqda quyidagi formula o'rinli bo'lisini tekshirib ko'rish giyin emas: / *dx =
In(-x) +C
Bu ikki formulani quyidagicha umumlashtirib yozish mumkin: / -dx =

In]x] + C.
2-8. Anigmas integrating sodda xossalari

9.6-xossa Anigmas integrating differensiali (hosilasi) integral ostidagi
ifodaga (funksiyaga) teng:

AN\FOQAX=F(X)dX ( (37 (x)rx)’ =f(X)).

Isbot. O Ta'rifga ko'ra

dJ f(x)dx = d{F(x) +C) = dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx. +
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9.7-xo0ssa. Biror funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan o'zgarmas son yig'indisiga teng: / dF(x) = F(x) + C.
Isbot. 0 f dF(X) - f F'(x)dx = F(X) +C. &
9.8-x0ssa. Agar /(*) ning boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo'lsa, u holda
ixtiyoriy K (k @ 0) son uchun
NKFRIDENF(K)eix €Y
boMadi, ya’'ni o‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi oldiga chigarish mumkin.
Isbot. 0 \f(x)dx=F(x)+C boisin. U holda
KN\F(x)dx=k(F(x)+C)=kF(x)+kC @)
boiadi. (kF(x))'=kF'(x)=kf(x) va kC ixtiyoriy o'zgarmas son boiganligi uchun
kF(x)+kC ifoda kf(x) funksiyaning barcha boshlangMch funksiyalarini beradi, ya'ni
k()= kF(x)+kC (3)
bo‘ladi. (2) va (3) dan (1) kelib chigadi. &
9.9-izoh. k=0 boMganda (1) tenglik o‘rinli emas. Hagigatan ham, bu
tenglikning chap tomoni \Of(xX)dx=\0dx=C, C -ixtiyoriy 0‘zgarmas son, 0‘ng tomoni
esa 0{f(x)dx=0-(F(x)+C)=0.
9.10-izoh. Integrallami topishda kC yozilmaydi. Uning o‘miga C yoziladi,
chunki ixtiyoriy o‘zgarmas sonni yozish usuli muhim emas. Bunda o‘zgarmas
go‘shiluvchining ixtiyoriy giymat gabul gila olishi muhim hisoblanadi.
Agar C-ixtiyoriy 0‘zgarmas son boMsa, u holda C3 4C -ixtiyoriy o0‘zgarmas
son boMadi. Lekin C2 sinC -ixtiyoriy o‘zgarmas son emas, chunki C"O, |sinCI<l.
9.11-xossa. Agarffx) \ag(x) lammg boshlangMch funksiyalari mavjud boMsa,
u holda /(/(*) £g(x))dx = / f(x)dx %=/ g(x)dx boMadi, ya’ni ikkita funksiya
algebraik yigMndisining integrali anigmas integrallar algebraik yigMndisiga teng.
Isbot. 0 Aytaylik, F(x) va G(x) lar mos ravishda f(x) va g(x) laming
boshlangMch funksiyalari boMsin. U holda / f(x)dx */ g(x)dx = (F(x) + Ct) +
(Cx) +c2) = (FO) £c(x)) +(( £ c2
Ammo, F(x) £ G(x) funksiyaf(x) = g{x) ning boshlangMch funksiyasi,
chunki (F(x) £ G(x))' = F'(xX) £G'(X) = f(x) £g(x), Cx=x C2 esa - ixtiyoriy
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ikkita o‘zgarmas sonlaming algebraik yigMndisi- yana ixtiyoriy o'zgarmas son
boMadi.

Shu sababli (F(x) £ G(x)) + (Ct £ C2) ifoda f(x)xg(x) ning barcha
boshlangMch funksiyalarmi beradi, ya'ni / (J(x) £ g(x))dx ga teng boMadi. ¢

Bu xossani chekli sondagi funksiyalar uchun ham isbotlash mumkin. Buning
uchun matematik induksiya metodidan foydalanish yetarli (9-34-masala).

9.12-izoh. Integrallami topishda C/+C2 0'miga C yoziladi.

Masalan. J (cos X + 3x2)oiic= J cos xdx + f3x~dx = sinx+x3+ C.
9.13-xossa. Agar F(x) funksiya f(x) ning boshlangMch funksiyasi boMsa, u
holda / f(ax + b)dx = ~F(ax + b) + C, (a ®0) tenglik o'rinli boMadi.

Isbot. 0 Tenglikning o'ng tomonining hosilasi integral ostidagi funksiyaga
teng ekanligini ko'rsatish yetarli. Hagigatan ham, ~F(cui: + b)» = ~(F(ax +

b)) = f(ax 4-b).+

9.14-xossa. (integrallash formulasining invariantligi). Agar integrallash
formulasida integrallash  o‘zgaruvchisini  shu  o'zgaruvchining istalgan
differensiallanuvchi funksiyasi bilan almashtirsak integrallash formulasining shakli

o'zgarmaydi, ya'ni agar J/ (X)tfix=F(Xx)+C wva wun funksiya x ning
differensiallanuvchi funksiyasi boMsa, u holda Jf(u)du = F(u) + C boMadi.

Isbot. o Birinchi tartibli differensialning invariantlik formasidan
foydalanamiz. Bunga ko'ra, agar dF(x)=F (x)dx va u=u(x) differensiallanuvchi
funksiya bo'lsa, u holda dF(u)=F(u)du boMadi. jf(u)du =F(u)+C ekanligini
isbotlaymiz. Buning uchun so'ngi tenglikning ikkala tomonidan differensial olamiz:

d(j/(u)du) =f(u)du, d(F(u)+C)=F\u)du =f(u)du.

Bu differensiallaming tengligidan 9.14 - xossaning o'rinli ekanligi kelib

chigadi.+
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3-8. Asosiy integrallar jadvali

Yugorida isbotlangan anigmas integrating sodda xossalari va anigmas
integrallar jadvali birgalikda integrallami hisoblashning asosiy qoidalarini
aniglaydi. Integrallash amali differensiallash amaliga teskari amal boMganligi
sababli, quyida keltinladigan formulalaming ko‘pchiligini hosilalar jadvalidan hosil
gilish mumkin.

Quyida asosiy anigmas integrallarjadvalini keltiramiz. Bunda har bir formula

integral ostidagi funksiyalaming aniglanish sohasida garaladi.

1- 3xadx-hz-%-i+ C, a*-I; 2 -=1n|:1I +|C,, ,u.r*O-»
3. jaxdx —----fC, a>0, ar™l; jexdx=ex+C;

8. Jcosxd£c= sinr+ C, 9. BNAIC&= —Cc0s-X+C;
10. \chxdx = shx+C-, 11. jshxdx =chx+C ;
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4-8. Integrallash usullari
4.1. Bevosita integrallash usuli. Bu usul integral ostidagi ifodani jadvaldagi
biror integral ostidagi ifoda ko‘rinishiga keltirish va anigmas integral xossalaridan
foydalanishga asoslangan.

9.15-misol. Quyidagi integrallami toping: a) / 22x +3Xdx; b) f tg2xdx; c)

/(sin|-cos0 dx; d)/ cos2xdx.

Yechish. a) 522)(-3r<&: f(22-3)xdx= JIZde:— +C;
J In12

b) ftgdx = f Sm: Xdx=f-—C)S xdx :5—\—dx- fdx =tgx-x +C',
J Jcos" x J cos’x cos X J

c) jAsin”™-cos-Nj dx=J"sin2  2sin”cos”™ + cos2 =
= J(@—sinx)=x+ cosx + C;

d) jcos2xdx="cos2x~d(2x)="cos(2x)d(2x)=-sin2x+Cy bunda

integrallash formulasining invariantligi xossasidan foydalanildi.

4.2. 0 ‘zgaruvchini almashtirish usuli. Ushbu \f(x)dx integralni hisoblash
talab gilinsin. Integralda o‘zgaruvchini almashtirish usulining mohiyati shundan
iboratki, unda integrallash o‘zgaruvchisi x ni biror x=(p(t) formula yordamida t
o‘zgaruvchi bilan almashtiriladi. Bunda <p{t) uzluksiz va x=(p(t) ga nishatan teskari
funksiya t=<p! () mavjud deb faraz gilinadi. Endi

x=<p(t), dx=<p'(t)dt
ifodalami \f(x)dx ga qo'yamiz.

M(x)dx=]f(<p(t))<p ()dt  (3)

Bu yerda (p(t) ni shunday tanlash kerakki, o‘ng tomondagi integral soddaroq
boMsin. Agarf((p(t))g> (t) funksiyaning boshlangMch funksiyalaridan biri F(t) boMsa,
\f(x)dx-\f(f(t))v (f)dt=F<t)+C=F(r'(x))+C

kelib chigadi.
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(3) formula anigmas integralda o zgaruvchini almashtirish formulasi deb
ataladi.
Ba'zi hollarda yangi o'zgaruvchini t=(p(x) formula orgali kiritish foydadan

holi emas.

9.16-misol. \- j= = ni hisoblang.
4 \

Yechish. eM =f- almashtirish kiritamiz. U holda xMnA+1), dx=

-Nn—dt va f cdx = f-7— =2arctgt+C = 2arctg”ex- 1+ C boMadi.
t2+1 4]

9.17-misol. Jsin 3xco&xdx ni hisoblang.

Yechish. t=sinx, dt=cosxdx almashtirishni kiritamiz. Bu holda
. /4 1 o
}sm3x- cosjcdx- J\t’.dt =7 +C= Ism4x+ C boiadi.

0 ‘zgaruvchini almashtirish  usulidan foydalanib anigmas mtegralni
hisoblashda almashtirishni go‘lay tanlab olish muhim hisoblanadi. Ixtiyoriy
integralni  hisoblashda o‘zgaruvchini almashtirishning umumiy qoidasi yo‘q.
Bunday goidalami ba’zi funksiyalar (trigonometrik, irratsional va boshq.) sinflari

uchun keltirish mumkin.

Ko‘p hollarda integrallami hisoblashda integral ostidagi funksiyani
differensial belgisi ostiga “Kiritish” usulidan foydalanadi. Funksiya differensialining
ta'rifiga ko'ra <p(X)dx=d(<p(x)). Bu tenglikning chap tomonidan o'ng tomoniga
o'‘tish (hosil gilish) <'(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga “kiritish” deb
aytiladi.

Aytaylik, ushbu J/(<p(x))«?>\x)dx ko‘rinishdagi integralni hisoblash talab

gilinsin. Bu integralda <p'(x) ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritamiz va
so'ngra (p(X)=u almashtirish bajaramiz. U holda quyidagiga egaboiamiz:

] f(<P(x))<pXx)dx=Ff f(<p(x))d(<p(x)) = jf(u)dn

9.18-misol. 1= JV 1 + x"xdx integralni hisoblang.
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Yechish. xdx=—¢i(\ + jr) ekanligidan foydalanamiz, u holda

4

=AHLHAX 1+19M+x2= =358 = g+ ¢ G/ +e
3

boMadi.

9.19-misol. /= [- sm xcX,, integralni hisoblang.
V4 + 3cosx

Yechish. sinxc& = —jt/(4+3cosx) ekanligini ko‘rish qgiyin emas.

4+3awr=n deb belgilaymiz. Natijada
/=

A i

ir -4 ol
- -3[J(4 +3cosx) 2d'(4+ 3cosx) = —:LJFM 2Au = --—§u2+C :—3>/4+ 3cosx+C

hosil boMadi.
Agar integral ostidagi funksiya <p'(X)/<p(X) ko'rinishda boMsa, u holda <p(x)
ko‘paytuvchini differensial belgisi ostiga kiritish orqgali uni jadvaldagi integralga

keltirish mumkin:

J <o I ip(x)

Masalan,

A = A - _ A -
6 3 |cosx 3' cogx

4.3. BoMaklab integrallash usuli. Bu usul ikki funksiya ko‘paytmasining

)»=co3® —é’;l\ =-1n|,|+C=-1n|c05,|+C.

differensiali formulasidan kelib chigadi. MaMumki, agar u(x) va v(x) funksiyalar
differensiallanuvchi funksiyalar boMsa, u holda d(uv)=udv+vdu yoki udv=d(uv)-

vdu boMadi. Bu tenglikni ikkala tomonini integrallasak,
\udv=\d(uv)- \vdu, yoki

ludv=uv - Jvdu (4)
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formula hosil boMadi. Bu formula boMaklab integrallash formulasi deyiladi. Bu
formula yordamida fudv ni hisoblash boshga, \vdu integralni, hisoblashga

keltiriladi. Bu formuladan fudv ga msbatan Jvdu integralni hisoblash oson boMganda
foydalamladi.
9.20-misol \xcosxdx ni hisoblang.
Yechish. u=x, du=x, v=sinx, dv=cosxdx belgilashlami kiritamiz. U holda
jx-cosxdx = jiuh’= nmv —Jvdlu = X+ sin x —Jsinxafcc = xsinx + cosx + C

boMadi.

9.21-misol. \Inxdx ni hisoblang.

Yechish. u=lnx, du=— , v=x, dv=dx almashtirishni kiritamiz. U holda,

Jinxdx="udv=x-Inx—x — =x-Inx-x+C boMadi.

Endi amaliyotda tez-tez uchrab turadigan va boMaklab integrallash usuli bilan

hisoblanadigan integrallar tiplarini keltiramiz.

1. J Pi{x)ekdx, J.Pn(x)smAacc&;, J/;,(*)cosfoot* ko rinishdagi integrallar, bu
yerda P,,(X) - n - darajali ko'phad, K- biror son. Bu integrallami hisoblash uchun
u=P,,(x) deb olish va (4) formulani n marta qoMlash yetarli.

2-JP,,(x)Inxiir, Jp,(x)arcsinxafic, JP (x)arccosx*&, J Pti(x)arctgxdx,

J Pil(x)arcctgxdx ko‘rinishdagi integrallar, bu yerda P,(xX) - n - darajali
ko‘phad. Bu integrallami boMaklab integrallash uchun P,,(x) oldidagi ko‘payuvchi
funksiyani u deb olish lozim.

3. Je~cosbxdx, Je~cosbxdx, bu yerda a va b lar hagigiy sonlar. Bu
integrallar ikki marta boMaklab integrallash usuli bilan hisoblanadi.

9.22-misol. Jarcsin xt/x integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 2-tipga kiradi, bunda Pr/x)=\ va u=arcsinx deb olamiz.

U holda
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_ . du = dx
M= arcsinx, du = xdx

JaresinxY&r = x =xarcsimx - J
dv =dx. V=X mJl-x

=xarcsinx + M J(1-x2) 2~ (1-x2) = xarcsinx+>/1-x2+C bo'ladi.

f X
9.23-misol. Je lcos—dx integralni hisoblang.

Yechish. Bu integral 3-tipga mansub. u sifatida dx ning oldidagi
ko‘paytuvchilardan ixtiyoriy birini olamiz va ikki marta bo‘laklab integrallashni
bajaramiz. Ikkinchi marta integrallaganimizda awal berilgan integralni o‘z ichida
saqlaydigan tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikdan berilgan integralni topamiz:

( q n=e-~ du = —€ Xdx

e xcos-dx = :
= 2fT*sin —+

J 2 d>= cosX?c/x, V- ZJCcos;(—d (;ﬁ = 2sin- 2

n=e du = —e~*dx
x =2 Xsin— 4e~xcos—
2 2

+27e~xs'm—dx = X
dv = $in—dx, V=—2C0S—
2 2

X

C X e X \Y X r X
-4U"* cos—dr, ya'ni e-xcos—dx=2e~xs\n'--4e~xcos— - 4 le_jrcos—dx
3 2 1 2 2 2 J 2

fo; X X X )
bundan 5 e'lcos-dx=2e~*sin— 4e~*cos- voki
2 2 2
fe xcos™-dx=-(e~xsin- - 2e~zcos-) .
J 2 5 2 2

Mashq va masalalar

Bevosita integrallash usulidan foydalanib integrallang (1-6):

9'1- 9-2
93/ Vx(x2 + 1)dx. B4, 2 ax.
J x/4-p:2
95 [N-=-dX. R i L -
A" & 9-6. / g/4 sinx + 8x3 c0|§||x3 dx.

Integrallami hisoblang’ (7-14):
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9-7. / sin2 3xdx. 9-8. / c0s2Qx dx.

9-9. / tg2xdx. 9-10. fAj-dx.
9-11. / (3tgx - ZCth)ZdX. 9-12./ dx.
9-13 /.coszxd* 9-14.

I SITIzX COS* X J cosx

0 ‘zgaruvchini almashtinsh usulidan foydalanib integrallang (15-22):

9-15./ y[4x~"~5 dx 9-16./ 7—rr.
] 1 (3x+2)«
9-17. / sinzxcos x dx. 9-18. / mx 2dx.
9_19 920 rfmxdx
X # cosX + I
9-21 9-22. rr N £ .
J x3+1 J Xz+i

Bo'laklab integrallash usulidan foydalanib integrallang (23-28):

9-23. / msin xdx. 9-24. / (2x — 1) » e3* dx.
925 j intdx g 26 j x 12Xdx
9-27./ In2x dx. 9-28. / x arctgx dx.

Integrallami hisoblang (9-34):

9-29./ -~=—dXx. 9-30. / arctgyfxdx.
3L 3
sarctfljc.oy 3x+5sin(-
9-33 / -———1—;;-" dx. 9-34J./——-——-e; Ndox .

9-34 9.11-xossani matematik induksiya metodidan foydalanib, chekli
sondagi integrallanuvchi funksiyalar uchun isbotlang.

9-35. Darbu teoremasini isbotlang: Agar f(x) funksiya biror oraligda f'(x)
hosilaga ega bo‘lib, shu oraligqga tegishli bo‘lgan x = a,x = b nugtalarda /'(a) =
A ®B = f'(b) boMsa, u holda bu oraligda /*(x) funksiya A va B sonlar orasidagi
barcha giymatlami gabul giladi, ya ni Av&B sonlar orasidan olingan har ganday C
soni uchun (a.b) intervalga tegishli boMgan kamida bitta ¢ nugta topilib, f'(c) = C
boMadi.

235



- i i = N N
9-36. Darbu teoremasidan fo;\/]dalamb, fQ() EZ, a,aga?r 1<))((<<

2
funksiyaning [0;2] da boshlang‘ich funksiyaga ega emasligini isbotlang.

9-37. Aytaylik, F(x) funksiya f(x) funksiyaning boshlangMch funksiyasi
boMsin. Quyidagi tasdiglami isbotlang yoki rad eting: a) agar f(x) toq funksiya
boMsa, u holda F(x) - toq funksiya; b) agar f(x) juft funksiya boMsa, u holda F(x)
- juft funksiya; c) a) agar f(x) davriy funksiya bo‘lsa, u holda F(x) - davriy
funksiya.

9-38. Uzilishga ega, lekin sonlar o‘gida uzluksiz boshlang‘ich funksiyasi
mavjud boMgan funksiyaga misol keltiring.

9-39. Quyidagi funksiyalaming boshlangMch funksiyalarini toping: a) x\x\,
X6R)b1L-x\+[1+x\, Xx6R; ¢)(2x- 3)\x -2\, x6 R; d)
max(l,x2),x 6 R.

5-8. Ratsional funksiyalarni integrallash

5.1. Sodda ratsional kasrlar va ularni integrallash. Sodda ratsional kasrlar
deb nomlanadigan kasrlar asosan to‘rt xil boMadi. Ratsional funksiyalami
integrallash shu to‘rt xil sodda kasrlami integrallashga keltiriladi. Shu sababli bu
to‘rt xil kasmi integrallash masalasi alohida ahamiyat kasb etadi. Ulaming ko‘rinishi
quyidagicha:

A A Mx+N ya Mx+N
Xx-a (x-a)k x2+px+q (xI +px+ g™’
bunda A, M, N, a p va g lar hagigiy sonlar, k>1natural son va p2-4q<0 deb
hisoblanadi.

Endi yuqoridagi kasrlami integrallash masalasiga oMamiz.

A
a) —---- ni integrallash quyidagicha amalga oshiriladi:

fAdx  rd(x-a) .
Jomee- A -t =Alnjic<a| +C.
X-a X-a
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b ) - ni integrallaymiz (&>1).
(x-a)
A KEANXR) kd(x'a) =A g 4 g G Al

c) r Ax+”__cjx nj integrallash (/r-4t/<0) suratida mahrajining

Jx +/jx+(Q
differensialini ajratib olish va mahrajini kvadratlar yig‘indisiga keltirish orgali

jadvaldagi integrallarga keltiriladi.

f Mx+N d(x2+px+q) = (2x + p)dx M rd(x2+ px+q)

IVERES Wik N =-(2x+p)+N -~ "1 R +pxeq

d(x+p/2)
(x+p/2)2+q-p2/4

=' In(*! +px +,)+f.AT \/:\J_:arc,g-lLLL,

2 | 2 jjg-p'l 4 % /4?7 -p!

d) — +¥—  (Ar>l) sodda kasmi integrallash uchun x+p/2=z almashtirish
(x2+ px + M)f
bajaramiz, bundan dx=dz,x2+px+q=(x+p/2)2+q-p24=z2+a2, bu yerdaa2=g-p24. U

holda

_MXEN  pax=mrfo2dz [ 2NCMpn Az e ENCMP T
(X' +px+q) (z +a) 2 (z2+a?2)
bo‘ladi. Ravshanki, / = f— — —T = ————--———- P rT+cC-

© }(22+a2k 2(\-k)(z'+a")k'
Demak,

h= \]---gi—j integralni hisoblash kifoya boMadi.
(z:+<r)
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hr

f dz 1 mr+a'—z2y_ 1 } dz I f 72z
B
{22+ av )" a2 kawarf " 7 (zleraRky @2 Iz2+ank Y
yerda J ., -h-i ekanligini e’tiborga olsak,
(z-+a-)kx
clz 1
4=1- (5)
(z2+a2f *4
boiadi.
. z3z
Endi I (_3+72)* n*Dbo'laklab integrallaymiz.
n=z, du =dz
(2+adk dv= 29 1
1z2+a2y¥’ V~7(1-£)(z2+ A2¢*
1 Jz z
2(1- AN@2+ 821 2(1-*) ¢(z2+ad*1 2(1- *)(z2+a2kd 2(1- k)ﬂ"
So'ngi topilgan ifodani (5) formulaga qo‘yamiz, natijada
2k —Z
2k-2 21-kytf+a'f- ©
(6) rekurrent formula deb ataladi. z= ) P va a="E
almashtirishlarga gaytib, izlanayotgan integralni topamiz.
- f fife 1 z
n-J“5T TI-- arctg—+C bilgan holda (6) formula yordamida
Jz +a a a

| [5(75:-at)t integrali hisoblash mumkin. Hagigatan ham,

f dz _\(\e dz z "
'(Zz+az)2 82[2 I'2+82+2(I'2+33J
v Lrarctgt C.

2a~(z +a) 2a a
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Shunday qilib, biz barcha sodda kasrlami integrallash formulalarini hosil
qgildik.

5.2. Ratsional funksiyalarni integrallash Integralni hisoblash uchun
umumiy usullar boMmagani uchun ayrim funksiyalar sinflarini integrallash yoilari
o”rganilgan. Hozir biz ana shunday funksiyalar sinflaridan biri bilan tanishib
chigamiz.

Ma’lumki, R,,(X)=aoxn+aixn; +...+a,,.ix+anko‘phad butun ratsional funksiya,

W =& + @*o, "*O)>

QW  Exl+Bk~"+.+b x+bT
esa kasr ratsional funksiyalar deb ataladi. Butun va kasr ratsional funksiyalar
umuman ratsional funksiyalar deb aytiladi. Butun ratsional funksiyani integrallash
quyidagicha bajariladi:

(x)dx= latjxrdx + jaixmdx+...+la,,./xdx+ Ja,,dx=

= AL x'H+—XxX"+...+a +—+ax +C.
n+TL « qu 2

Endi kasr ratsional funksiyalarni integrallash masalasiga o‘tamiz.

Ushbuf(x)= fiSIL kasr ratsional funksiya berilgan boMsin.
GLW

Agar n<m boMsa, u holda f(x) - to‘g‘ri, n>n\ boMsa, f(x) - noto‘g‘ri kasr
ratsional funksiya deyiladi.

“- 3 X %5
+5 X +4

3X | .. o ..
Masalan, —---, — to‘g‘ri kasr ratsional funksiyalar;
x2+\  x
- noto‘g‘ri kasr ratsional funksiyalar boMadi.
To‘g'ri ratsional kasmi integrallashni o‘rganamiz.
(n<m) to‘g‘ri ratsional kasr berilgan boMsin. Uni chekli sondagi sodda

ratsional kasrlaming yigMndisi ko”rinishda ifodalash mumkin. Shu magsadda
&,()

kasming mahrajini chizigli va kvadrat ko‘paytuvchilarga ajratish lozim, buning

uchun Qm(x)=0, ya’'ni
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bmtblIxm,+ ... +bne0 ©)
tenglamani yechish kerak. Algebraning asosiy teoremasiga ko'ra Qm(x)=0 tenglama
karrali lldizlanni hisobga olganda m ta ildizga ega bo'ladi. Bu ildizlar haqgigiy (sodda
yoki karrali) va kompleks (sodda yoki karrali) bo lishi mumkin.

Ma’'lumki, agar x=a garalayotgan Qn(x) ko‘phadning sodda (K karrali) ildizi
boMsa, u holda Qm(x) ko'phad x-a ((x-a)B ga qoldigsiz bo'linadi va

Qnx) =(x-a)Qm,(x) (Qm(x) =(x-a)kOmk(x))
tenglik o'rinli boMadi.

Agar z=u+iv kompleks son Qn(X) ko‘phadning sodda ildizi boMsa, u holda
unga qo'shma boMgan z =u-iv kompleks son ham Qn(x) ko‘phadning ildizi boMadi.
Bu holda ko'phad (x-z)(x- z )=x*+px+q ga qoldigsiz bo'linadi, bu yerda  p=-(z+
Z)=-2u, q=zz =u2+vy p24-g<0 va uni Qr/x)=(x2+px+q)Qm2(x) ko'rinishda
ifodalash mumkin. Shunga o'xshash, agar z kompleks son s karrali ildizi boMsa, u
holda Qn{x)=(x2+px+q)sQm2s(x) tenglik o'rinli boMadi.

Faraz qgilaylik, (7) tenglamaning barcha haqiqiy va kompleks ildizlari topilgan
bo'lsin. U holda QmX) ko'phadni chizigli va kvadrat uchhadli ko'paytuvchilarga
ajratish mumkin:

Qm(x)= b(x-a)R(x-/3)k>...(x-rf(x2+plIx+qly" (X2+ pX+g2y\..(x2+ prx+qrY",

bu yerdak\+k2+... +k,+2si+2s2+...2sr=m.

Algebra kursida Qjx) to'g'ri ratsional kasr elementar (sodda) kasrlar
J

yig'indisi shaklida yozilishi ko'rsatiladi:

AW=_iL+ A _+ , \ , 3] B | B<
QM x~a (x-a)2 (x-afl x-p (k-pf &-pf1
A 4_ 4,\ M.x+N. Mx+ N
+ —— - =T+t —— 2+ M- — 4 e — + 4
X-Y (x-r) (x-TT  x2+pk+ql (x2+p+qgn
Ux+\ U, X+Vt
+ —B-- —+ ot —— - - (9)
* +Prx+qr (x2+prx+qgn)'f
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bundaAi, A2, ... B,..... Bl , L,..... Lk , Mh NS, Ui,...,USf,

V/t...,Vs - noma’lum koeffitsientlar.

Yugqoridagi formulani koeffitsientlami topmagan holda bir necha misollarda

koTsatamiz:
X2+ 2 _ X2+ 2 A Bx+C Dx+E
(x3-N)(x2+1)  (x-D(x2+x+D)(x2+1) x-\ x2+x+1 x2+]|
2)  3x—2 A | B[ C | D
(x+4)(x-2)3x+4 x—2 (x—2)2 (x-2)?
3)
x2-2x +3 A B C Dx+E Fx+G H

(x-1)3(x2+2)2(x+5) x-1 (x-1)2 (x- 13 x2+2 (x:+2)2 x+5'
(B) yoyilmadagi koeffitsientlami topish uchun noma'lum koeffitsientlar
metodi yoki xtisusiy giymatlar metodidan foydalaniladi.

Noma’lum koeffitsientlar metodining mohiyati quyidagidan iborat. Aytaylik,

@ to‘g‘ri ratsional kasming (8) ko‘rinishdagi noma’lum koeffitsientli sodda

kasrlar yigcindisi shaklidagi yoyilmasi berilgan boisin. Sodda kasrlami On{x)
umumiy mahrajga keltiramiz va suratda hosil boMgan ko‘phadni P,(X) ga
tenglashtiramiz.

Ma’ lumki, ikkita ko‘phad aynan teng bo‘lishi uchun bu ko‘phadlardagi x ning
bir xil darajalan oldidagi koeffitsientlaming teng boMishi zarur va yetarli. Shuni
hisobga olgan holda hosil boMgan ayniyatning o‘ng va chap tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtiramiz va yuqoridagi noma’lum
koeffitsientlarga nisbatan m ta chizigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Shu

sistemani yechib, noma’lum koeffitsientlami topamiz.
. X2 e .
9.24-misol. Ushbu —---ratsional kasmi sodda kasrlarga yoying.
X —o

Yechish. x3-8=(x-2)(x22x+4) boMganligi sababli (8) formulaga ko‘ra

X2 x2 A Bx+C

x3—8 (X-2)(x2+2x+4) Xx-2 X2+2x+4’
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bu yerda A, B va C lar noma’lum koeffitsientlar. Bu tenglikning o'ng tomonini

umumiy mahrajga keltiramiz, u holda

X2 A(x2+2x+4)+(Bx+C)(x 2)
—F— - ~l e bo‘ladi. Bundan
X —8 (x 2)(x +2x+4)
x2=(A+B)x2+(2A+C-2B)x +4A-2C.
Endi x ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtinb, A, B, C

lami topish uchun ushbu tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

1=A+B, 1
0=2A+C-2B,I>=>A=-B =., c = —.
0=4A-2C j 3 3 3
Shunday qilib,
x2 = 1 2(x+ 1)

x3-8 3(x—2) 3(x2+2x+4)

9.25-misol. Ushbu /+A4x +21( 9_—9 ratsional kasmi sodda kasrlargayoyln%(

Yechish. Kasming mahrajim ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
XA+ AX3+AX2-9=(x2+2X) 2-9= (x2+2x-3 )(X2H+ZXH3) = (x- 1) (x+3 ) (x 2+ 2x+3).
(8) formuladan foydalanib yoyilmani yozamiz:

X2+ 26x%x-9 A B Cx+D
(x-N(x+3)(x2+ 2x+3) x—1 x+3 x2+2x+3

Tenglamaning o‘ng tomonini umumiy mahrajga keltiramiz. U holda
X2+ 26x-9
(x-1)(x + 3)(x2+ 2x + 3)
AX+ 3)(x2+ 2x + 3)+ B(x - I)(x2+ 2x + 3) + (Cx + D)(x + 3)(x-1)
(X-IXx + 3X"2+ 2x + 3)
boiadi. Bu kasrlaming suratlarini tenglashtiramiz so‘ngra x oldidagi

koeffitsientlami tenglashtirib quyidagiga ega boMamiz:
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0O =A+B+C, ]
7=5A+B+2C+D,
26=9A+B-3C +2D
-9 =9A-3B - 3D,

A=\ B=],C=-2, D=5

Demak,

7x2+ 26n:-9 1 1 -2x+5
3 +n
(x-1)(x-+3)(x -b2jc+3) Xx-\ x+3 x-+2x+3
Noma’'lum koeffitsientlami topishda X ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsientlami solishtirish o‘miga jc o‘zgaruvchiga bir nechta (noma’'lum
koeffitsientlar soniga teng) giymatlar berib, noma’lum koeffitsientlarga nisbatan

tenglamalar sistemasini hosil gilish mumkin. Bu metod xususiy giymatlar metodi

deb yuritiladi. Bu metod aynigsa ratsional kasr mahraji ildizlari sodda va
&.(%)

haqiqiy bo'lganda qo‘l keladi. Bundax ga shu ildizlarga teng qiymatlar berish go'lay
bo'ladi.
9.26-misol. 4:~— ni sodda kasrlarga aj rating.
ic -4jc
Yechish. (8) formulaga ko'ra

4x2+ 16x—8 4x2+ 16x- A B

[T |
e - 4X X(x+2)(x-2) X x+2 Xx-2

Ushbu tenglikning 0'ng tomonini umumiy mahrajga keltiramiz va suratlarini
tenglashtiramiz:

4jc2+16x-8=./4(x+2)(x-2)+Z?jd(x -2 )+ C x (jor 2).

X ga ketma-ket je=0, je=-2 va x=2 giymatlar berib quyidagini hosil gilamiz:

ic=0 -8=-4Al r/4=2,

X--2 -24=Sb\=>\b =-3,

x=2 40=8C| \c =5.

Shunday qilib,

4x“+16jc—8 3 5

[ 1K)

X(x+2)(x-2) x xt2 x-2
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Ba’'zi hollarda yuqorida ko'rilgan ikkala metoddan birgalikda foydalanish
ham mumkin, ya'ni noma’lum koeffitsientlarga nisbatan tenglamalar sistemasini
hosil gilish uchun x ga bir gator xususiy qiymatlar berish va x ning oldidagi
koeffitsientlami tenglashtirish mumkin.

Endi ratsional kasr funksiyalami integrallash goidasini keltiramiz. Ratsional

kasmi integrallash uchun quyidagi ishlami bajarish lozim:

1) agar qaralayotgan PS?) ratsional kasr noto'g'ri (n>ni) bo'lsa, u holda uni

Qix)

ko‘phad va to'g'ri ratsional kasr yig'indisi ko'rinishda ifodalab olamiz:

£,.(") QM

2) agar garalayotgan ratsional kasr to'g'ri (w <m) bo'lsa, u holda uni
QIx)
(8) formula yordamida sodda kasrlarga yoyyamiz;
3) ratsional kasr integralini uning butun gismi va sodda ratsional kasrlar

integrallari yig'indisi ko'rinishida yozib olamiz va har bir integralni hisoblaymiz.

Noma’lum koeffitsientlami topganimizdan keyin ratsional kasmi
6L(%)

integrallash masalasi yuqoridagi ayniyatda gatnashgan sodda kasrlami integrallash

masalasiga keltiriladi.
. f x3+1 L
9.27-misol. J—---integralni hisoblang.

Yechish. Integral ostidagi funksiya to'g'ri kasrdan iborat. Uni quyidagi

ko'rinishda yozib olamiz,
Xs+\ n B C D
=+ +

x(x-1) X x-1 (x-1I): (x-1)3
Bundan x3+I=A(x-J)3+Bx(x-1)2+Cx(x-1)+Dx kelib chigadi. Endi x
o'zgaruvchiga 0, 1, 2 va -1 giymatlar berib, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil

gilamiz:
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A=1

D=2
"A+2B +2C+2D =9,
{-%A-4B+2C-D =0.

Bundan A=-1, B=2, C=1, Z)=2 ni topamiz.

rxx3+il mik T ax 1 ex roodx
Demak, --------- [<IX= - — + 2 cmem b - + 2\ _______
X(x —1) ¢ VY = 1 Mk =M (X_ﬂ3
= Ny + 21nfx —L— A Ag 4 C
x-1 (x-1)
9.28-misol. /= fx — -dx integralni hisoblang.
J x -4x

Yechish. Integral ostidagi kasr-noto‘g‘ri kasr. Uning butun va to‘g‘ri

gismlarini ajratib olamiz:

X5+ X4—8 _y yyia 4. Ax2+16x-8

x3- 4x X(x-2)(x +2)
To‘g'ri gismi * a ni sodda kasrlarga ajratamiz (qarang 9.26-misol),
X - 4x
tenglikka ega boiamiz.
x3—4x X X+2 X-
Bundan
/=
fl 2, ol 5 5 X X rdx _t dx r dx
I[x + X+ 4+ e + e ]mX— b-—— N4X + 21-----3 —--m 45 -
»4 X x+2 x-2 1 3 2 X Ax+d  Ix=2
— + M+ 4x+21In x| B1n|x+2[+51n|x =2|+InC = — + — + 4x +
C x\x-2f
+In
(x+2Y
9.29-misol. ; _8 dx integralni hisoblang.
X -
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Yechish. Integral ostidagi funksiya to‘g‘ri kasrdan iborat. Uni sodda kasrlarga

ajratishni  9.24-misolda ko‘rgan edik. Shu yoyilmadan foydalanib integralni

hisoblaymiz:
for gUx
A=~
Bx+C 3’
‘1x-2)(x:+2x+4) JU -2 x2+2x+ 4
B=C=

3
~ ~ T2ir+2 dx=-1 \ 2\+- jdN +2x+4) = -\ \ 2\
3}X +Eljx2+|£;(+4 X 3 - 3& X2 +2xx++4) npx-

+-1In|x2+ 2x+ 41+ ~InC= In|(C(x - 2)(x2+ 2Xx+ 4))5|= IntIC(x3- 8).

9.30-izoh. Integrallami hisoblashda har doim ham tayyor sxemalardan

foydalanishga harakat qilavermaslik kerak. Xususan, yuqoridagi misolda
x~dx=-d(x3- 8) ekanligidan foydalanish mumkin edi. U holda f— _ dx=
J v3T

1r</(x3-8)% 1. U —
3703 8) G = M 13- 83 InC = In~IEH3TE) .

Mashq va masalalar

Sodda kasrlami integrallang (40-47)

4 dx
9-40. / -
9 41.{ x —U
11dx
9-42/ ,
(x+2)3 943/ o i10x+29
) (x+6)dx (4x-1)dx
9441 o aya17 9-45/ s ex]
dx dx
9-46 f
J (x2+1)3 9-47f (®R2—4x+29)2
Integrallami toping (48-53):
2X—3 X+2
9-48/ . -
x-5)(x+2) 9% 949 bya orsmdx.
9-50/ ¥ 951 jzZig+dx.
X4+X2 J  X3—4x
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9.52.1 9-53 rIf+"tE2IzIde
X —8

(xz+9)(x2+x-2)

6-8. Trigonometrik ifodalarni integrallash

Kelgusida R(u,v,...,w) kabi belgilashdan foydalanamiz. U u,v,...,w larga
nisbatan ratsional funksiyani, ya’'ni u,v....w va haqiqiy sonlar ustida chekli sondagi
to‘rt arifmetik amalm bajarish natijasida hosil boMgan ifodani anglatadi. Bu yerda u,

v, ...,w lar harf, ifoda boMishi mumkin.

T 2_
Masalan, R(u,v)= nva v larga nisbatan ratsional funksiya;
3u+ 4v]—1
R{x,sfx,ljx)= ~ + X \fx larga nishatan ratsional funksiya;
X+ 3yx

i?(sinx,cosx) = --3sinx + cos X  sinx va cosx larga nisbatan ratsional funksiya
3—sin' x + 2e0sx

boMadi.
X+ 4\[x —3 ifoda x ga nisbatan ratsional funksiya emas, chunki ifodada x dan
ildiz chigarish amali ham ishtirok etmoqgda. Lekin x, Vx larga nisbatan ratsional

funksiya boMadi.

[ = Jft(sinx,cosx)c& integralni garaylik. Ushbu integralni hisoblash uchun

X
umumiy usul mavjud. Hagigatdan ham, t =tS~ almashtirishni bajarsak,

x = 2arctgt, dx= --2-(-1-’- COSX = —-—----- A= 1z sm x= --—2—«--]75—: " 2,

1+'” I+ ~ 1+ i+rg!- I+i
)
kelib chigadi. Bu ifodani integralga qo‘ysak,

r rn, 2/ I-/\ 2dt f_
=1 <T77T77)177—|R'(I)d

hosil boMadi. Bunda/? o‘z argumentlarining ratsional funksiyasi boMgani uchun Ri
ham ratsional funksiya boMadi. Demak, berilgan integral ratsional funksiyalami

integrallashga keltiriladi.
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9.31-misol. iT__* ni hisoblang
+sin

X
Yechish. Bunda tg—=1t almashtirishni bajaramiz. U holda

f ~x ~f * - f ,
Y +sinx V1+_2_/_ 1+/2 -4+ 2t+r Q(I+|) /+1 |+t9_
I +t2 2

boMadi.

X
Shuni ta’kidlash kerakki, t —tg— universal almashtirish yordamida

o — e ko‘rinishdagi integrallami hisoblash osonlashadi.
Jacosx+ftsinx +c

5.§2-mfsol. f vy

_integralni hisoblang.
J9+8cosx+ sinx

X
Yechish. tg—= talmashtirishdan foydalanamiz. U holda

f A -r 2dt t  2di
9+ 8cosx +sinx J f 8(1—2) 2l A b2+2/+17
{ i+t2  i+s i
X
(e N N
= _clixl) . —1arctg-t—-+--\+ c=tarete %414 ¢

J(r+1)2+16 2

Ko‘pgina hollarda bunday universal almashtirish murakkab ratsional
funksiyalami integrallashga olib keladi. Shuning uchun, ba’zi hollarda boshga
almashtirishlardan foydalanish ancha qulay boMadi.

a) R(sinx, -cosx)=-R(sinx, cosx) boMsa, u holda sinx=t almashtirish bajariladi.

Agar R(-sinx, cosx)=-R(sinx, cosx) bo Isa, u holda cosx=t almashtirish
bajariladi. Nihoyat,

R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx) boMsa, u holda tgx=t almashtirishdan

foydalaniladi.
. rodx . o
9.33-misol, ----7 integralni hisoblang.
7 COS4Y
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Yechish. Bu holda integral ostidagi funksiya uchun
R(-sinx, -cosx)=R(sinx, cosx)

shart bajariladi, tgxt almashtirishdan foydalanamiz. Natijada

J-d4 =J(1+tgX)d(tgx) = J(1 +t2)dt =t + —+ C = tgx+ +C bo'ladi.
- 04 =1(1+1g200(1gx) = J(1 + 1Dt =t+ —+ C=tgx+

b) / = Jsin"'x- cos"' xdx integralni qaraylik. Bunda m, n- butun sonlar.
Quyidagi uchta holni ko‘ramiz:

1) m va n lardan hech boMmaganda bin toqg son bo‘lsin. Masalan, m- tog son,
ya’ni m=2k+\, /-butun son. U holda t=sinx, dt=cosxdx, cosdx=(l-sinZ)k=(\-t3k

almashtirishlar natijasida
7 = Jsin" x- cos™' xdx = Jsin"xcos2 xcosxrf* = J/"- (1—2)kdt bo‘ladi.

Demak, t ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga ega boMamiz.

9.34-misol. Jsin42x- cos3Ixdx integralni hisoblang.

Yechish. |sin42x-cosJ2xfx = Jsin42x (I-sin 22x)cos2xt)c=

=Jf4ltY)dt=— —~"7+C= 2x——ssin72x + C kelib chigadi.

2) m va n musbat juft sonlar boMsin, ya’ni m=2s, n=2k, s, k- natural sonlar.
Bu holda ushbu

2 l+cos2x . 2 l-cos2x . )
COS X = ------ 2 ------ , SN X = —mmmmemeeeee , sin2x =2sinxcosx formulalardan

foydalanish magsadga muvofigdir. Bu formulalar orgali sinx va cosx laming

darajalarini pasaytirish mumkin boMadi.

9.35-misol. Jsin4dx cos2xdx ni hisoblang.

Yechish. Jsin’x- cos2xdx = Jsin2x(sinxcosx)2dx =

=31:E(I-c052x)(?s\n2xfdx: éJsinZZde~éJsin22x- cos2xdx-

- f(l- c0s 4X)dx — —fsin22xd(sit\2x) = — x- — sin4x - — sin32x+ C.
16s 16J 16 64 48
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3) Agar m va n lar juft sonlar bo'lib, ulaming kamida biri manfiy bo'lsa,

yugorida bayon gilingan usul maqgsadga olib kelmaydi. Bunda tgx t almashtirishni

bajarish lozim bo'ladi.
c) jig"xdx, jetg"xdx, n-natural son, n>1 ko'rinishdagi integrallar mos

ravishda tgx=t va ctgx=t almashtirishlar yordamida hisoblanadi.

Masalan,  tgx=t, x=arctgt, dxz-l-—-- almashtirishlami  bajarsak,
+r

thg"de:Jfl—Tdt hosil bo'ladi. Demak, berilgan integral ratsional funksiyani
+ -~

integrallashga keltiriladi.

9.36-misol. ~tg'xdx ni hisoblang.

Yechish. Yuqoridagi almashtirishlami bajarsak,

ftg' xdx = f-t—jdt = f(f3- /+ -4 —)dt= — —+- f +A =
J JI+f2 3 t2+1 4 2 2] t2+1
=l £ +V +i)+c ~ i +iin (M +i)+c
4 2 2 4 2 2
hosil bo'ladi.
d) Jsin/rx- cosmxdx, Jcosm:-cos/ra*Ec,  Jsinnx-sin/mx/x:

ko'rinishdagi integrallami hisoblash uchun ushbu
sinm: cosmx- —(sin(«-m)X +sin(w + m)x),
cos nxmos mx = —(cos(w-m)x+ cos(/i + m)x),
sinux sinmx = ~(cos(w - m)x- cos(n + m)x),

formulalardan foydalanib, berilgan integrallami yig'indining integraliga keltirish
mumeKin.

9.37-misol. Jsin5x- cos3xtfr ni hisoblang.

Yechish. Jsin5x- cos3xflfr="J*(sin(5x- 3x)+ sin(5x+ 3x))& =
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= —fsin2x+- fsin8xc/x=- —0s2x-—c0s8x+ C
J 2] 4 16

Mashq va masalalar

Integrallami toping (54-69):

9-54 f
J Ccos X
dx 2-sina
9-56/ 5+4sinx" 9-57./ 24C0SX dx.
dx 1+sin x
9_58'4 98inx-cosx+5 9-59./ (I+cos x) sinx
dx dx
9-60./ 5sinzx-3c0s2x+4 9-61./ TsmIxF9c0s7e
dx
9_62'Jrl+30052x ' 9-63'.{ sSm*x
9-64./sin5* dx. 9-65./ sin4x *cosbx dx.
9.66 9.67 fsin*dx"
A COSTX J cosx
9-68./ sin6* dx. 9-69./ sin2x mcos*xdx.

7-8. Sodda irratsional funksiyalami integrallash

Har ganday ratsional funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari elementar
funksiya bo‘lishini va ulami hisoblash usullarini ko‘rib chiqdik. Lekin har ganday
irratsional ~ funksiyaning  boshlangMch  funksiyalari  elementar  funksiya
boMavermaydi. Biz hozir boshlangMch funksiyalari elementar boMadigan ba’zi bir
sodda irratsional funksiyalami integrallash bilan shug‘ullanamiz. Ular asosan biror

almashtirish yordamida ratsional funksiyaga keltiriladigan funksiyalardir.

ko‘rinishdagi integrallar.

Bu integral x=f, buyerdas Oh.~h.t Lk kasrlaming eng kichik umumiy

«l  «2 «*

maxraji, almashtirish natijasida ratsional funksiya integraliga keltiriladi.
..... te)sridi
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8.38-misol. J——}:Jidj)j: ni hisoblang.
v X —y/x

Yechish. 1/2 va 1/3 kasrlaming eng kichik umumiy maxraji 6 ga teng

bo lganligi sababli x=f almashtirish bajaramiz. U holda dx”et'dt bo*ladi.

r \fxdx r tiéis , i t6 ro, |
f ¢ / r f ¢ ' i,=6!— 1d,- 6! ~ + ' + 7?7 + t ><*=
6 3 I

:t6+g/5+5/4+ 2/?2+3r +6/+ 6In{/-ll| +C =x+ 5—ny*+

+-V-r2+ 2>/x + 3-Vx+ 6NT+ 61n|Vr-1|+ C

ax+bf (ax+by j

7.2.1=1R
lex+ @ j "\~ex+d ' 1 kO‘rinisWagi integral

Bu integralda R-o‘z argumentlarining ratsional funksiyasi, a, b, c, d lar

hagigiy sonlar va (X} O C ratsional sonlarbo‘lib, ulaming eng kichik umumiy

maxraji m va ad- be* 0 bo‘lsin. (Agar ad-bc=0 boMsa, u holda ~ - b =const va
cx+d

r ax+b Y fax +|/f

"l
\cx+dj ""\cx + j |if°da* &3 nisbatan ra® onal funksiya bo'ladi).

Quyidagi
Jax+b ax+b
= —- - i~
\cx+d cx +d

(a-ctm
bo ladi. Natijada, berilgan integral | ga nisbatan ratsional funksiyani integrallashga

keltiriladi, ya'ni

[=f« N -b r..Imiad- be)yr * 4
a-CT v 7 (a-CI")
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Bundan awal R ning argumentlari irratsional ifodalardan tashkil bo'lsa, endi
argumentlar ratsional va butun ratsional funksiyalarga keltirildi.
Qisgacha qilib yozsak, I=\.Ri(t)dt, bunda R,(t) - ratsional funksiya. Awal

olingan natijalarga ko'ra bunday integral elementar funksiyalar orqali Ifodalanadi.

9.39-misol. /= {-= X j== integralni hisoblang.
yIX+] -\IX+ 1

Yechish. Integral ostidagi funksiya R(X,>]x+\,sjx+1) ko'rinishdagi

funksiya bo'lib, bu yerda , a2=~. Bu kasrlaming eng kichik umumiy

mahraji w=6. U holda”™=x+I, x=f-1, dx~dt, IJx+IMt3 V*+7="almashtirishlar

6 dt ly
bajarib, quyidagi —7N=N"T7T—1 integralga kelamiz. Natijada

1=6] (12+t+\+-1-)dt =2t +3t2+ 6r+61n[r-1]+C =

=2\Ix+ 1+3yjx+1 + 6\Ix+1 + 61n \IJx+1 —11+C bo'ladi.

Mashq va masalalar

Integralni toping (70-73):

9-70n f e

9721w bl b w 9-73/7~rf

9-74. 1 = / R[x\lax2 + bx + c 'jdx integralni, agar

a) a < 0 vaax2+ bx + ¢ kvadrat uchhad a,/? haqiqiy ildizlarga ega bo'lsa,
u holda yJax2 + bx + ¢ = (x —a)t almashtirish;

b)a > Obo'lsa, Va*2+ bx + ¢ = t- x\[a yokiVa*2+ bx + ¢ =1t + xyfa
almashtirish;

c)c > 0 bo'lsa, /ax2 + bx + ¢ = xt + y[c
t ga nisbatan ratsional funksiyaning integraliga keltirish mumkinligini isbotlang.

Yuqgoridagi almashtirishlar Eyler almashtirishlari deyiladi.
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9-75. Ushbu / = / xm e (a + bxn)pdx integral berilgan boMsin, bunda m, n.
p - ratsional sonlar, avab - hagigiy sonlar. a +bx"* binom (ikki had) boMgani tufayli
integral ostidagi ifoda binomial differensial deb aytiladi. Binomial differensialga
bogMiq quyidagi teorema o‘rinli.

Teorema. (P.L.Chebishev teoremasi). Quyidagi uch holdagina binomial
differensialning integrali elementar funksiya boMadi.

1-hoi. p - butun son;

2-hoi. p = : kasr son, lekin noC butun son;
Bbhol. p = va - kasr sonlar, lekin . TP butun son.

Ushbu uch holda binomial differensialning integrali elementar funksiya
boMishini koMsating. Ko'rsatma. 1-holda p butun son boMsa, m va n kasrlaming
umumiy mahraji K ni topib, almashtirishdan foydalaning.

2-holda a + bxn = ts almashtirishdan foydalaning.

3-holda a + bxn = tsxn almashtirishdan foydalaning.
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X BOB. ANIQ INTEGRAL

1-§. Aniq integral tushunchasiga olib keladigan masalalar

1.1. Yuza hagidagi masala. [a;b] kesmada uzluksiz va nomanfiy f(x)
funksiya berilgan boisin. y=f(x) funksiyaning grafigi, Ox 0‘g, X=a va X=b to‘g‘ri
chiziglar bilan chegaralangan tekis figura aABb egri chizigli trapetsiya deb ataladi.

Hususiy holda A bilan a nuqgta yoki B va 6 nuqtalar ustma-ust tushishi ham
mumkin, yoki har ikki hoi bir vagtda yuz berishi mumkin. Bu hollarda ham

garalayotgan figura egri chizigli trapetsiya deb yuritiladi.

59-rasm
aABb egri chizigli trapetsiyaning yuzini topish talab gilinsin. Buning uchun
[a; b] kesmani
a=x0<x1<x2<...<X,,=b
nugtalar yordamida n ta boiakka bo‘lib va bu nugtalardan Oy o‘qqa parallel tolg‘ri
chiziglar o‘tkazib, aABb egn chizigli trapetsiyani n ta kichik egri chizigli

trapetsiyalarga bo'lamiz. Endi har bir [*-/,**] kesma ichida ixtiyoriy %K nugta

olamiz. Har bir trapetsiyada asosi [*bl/1] va balandligi /£ *) boMgan to‘g‘ri

to‘trburchak chizamiz. Bu to‘g‘ri to‘trburchaklaming yuzalari
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f(ZK) (xirXk-i) =f(ZK)Axk k=\,2,...,n

bo‘ladi. To‘g‘ri to‘rtburchaklar yuzlarining yigMndisi esa

*:i
orgali belgilaymiz. Agar J1- rigf(asifb(K deb belgilasak va X-*0 boMsa, (bu holda [a;b]

ni mayda boMaklarga boMishlar soni n cheksiz o'sadi) Snifoda egri chizigli trapetsiya

yuzigatoborayaginlashaboradi. Shuning uchun egri chizigli trapetsiyaningyuzi deb

S|

ni gabul gilish tabiiydir.

1.2.0‘zgaruvchan kuch bajargan ish hagidagi masala. Faraz gilaylik, jism
Ox o‘q bo‘ylab Ox o‘qdagi proeksiyasi X ning funksiyasi bo'lgan F=f(x) kuch
ta'sirida harakat gilayotgan boMsin. Jism shu kuch ta’sirida a nugtadan b nugtagacha
harakatlanganda bajarilgan ishni topish talab gilinsin.

Buning uchun [a;b] ni n ta boMakka boMamiz:

a=x0<xi<xX...<xni<x,=h. [*./,**] boMakdan ixtiyoriy gk nugtani tanlab
olamiz va shu boMakda jismga ta'sir etuvchi V\chri\f(Ek) ga, uning bajargan ishini

M 0 (*k X)) =No k) xK
ga teng deb garaymiz. U holda F=f(x) kuchning [a;b] da bajargan ishi tagriban

n n
£ f(gk)Ax;. gatengboMadi Ravshanki, A= max Axk nolga intilsa, ~ f(gt)Axk
*=j K S t=i

bajarilgan ishni anigroq ifodalaydi va uni 1= T1Y f(£,)Axt deb olish mumkin.
K4

Shunday qilib, yugoridagi ikki masalani yechish ushbu

=
koMinishdagi yigMndining limjtini hisoblash masalasiga olib keldi, Shunga o‘xshash
ko‘pchilik geometrik, mexanik va h.k. masalalar shunday yigMndilarning limitini

izlashga keltiriladi.
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2-8. Integral yig‘indi, aniq integralning ta’rifi
Aytaylik, f(x) funksiya [a;b] da aniglangan bo‘lsin. [a;b] kesmani
a=x0< x/< x2< ...<xn-b
nugtalar bilan n ta bo‘lakka bo‘lamiz. [a;b] ni bo‘luvchi bu sonlar to‘plamini [a;b]
ning bo finishi deb ataymiz va t,, bilan belgilaymiz:
TrE{gro, Xi, X\ a=X0< xt< x2< ...<x,,=b}.

Har bir elementar (k=1,2....n) kesmada bittadan ixtiyoriy £k nuqta

tanlab, shu nugtalarda funksiyaning ) giymatlarini hisoblaylik va quyidagi

yig‘indini tuzayhk:

t=i

bu yerda Ax*=x*-x*\ [x*-/,*] (k=J,2.....ri) kesmaning uzunligi.
Ushbu (1) yig‘indif(x) funksiyaning [a;b] dagi integralyig indisi deb ataladi.
[a:b] ning boMinishlari r, va har bir [xbl n] kesmadan % nugtalami tanlash
usullari cheksiz ko'p bo‘lganligi sabablif(x) ning [a;b) dagi (1) integral yig‘indilari

to‘plami cheksiz to‘plam boMadi. X=r|r;|gx Ax* belgilash kiritamiz.
10.1-ta’'rif Agar X nolga intilgandaf(x) ning [a;b] dagi (1) integral yig‘indisi
chekli I limitga ega bo‘lib, bu limit [a;b] ning r,, bo‘linishlariga va % nugtalarini

tanlash usuliga bog‘lig boMmasa, o‘sha I limitf(x) ning [a;b] dagi aniq integrali

deyiladi va u

\f(x)dx

a

orgali belgilanadi:
b
lim£ /(& )bxk=\f(x)dx
A a

Bunday holdaf(x) funksiya [a:b] da integrallanuvchi (yoki Riman ma’nosida

integrallanuvchi) deyiladi.
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Bu yerda ham anigmas integraldagi kabi f(x)dx integral ostidagi ifoda, ffx)-
integral ostidagifunksiya, x - integrallash o zgaruvchisi deb ataladi, a vab esa mos

ravishda integrallashning quyi vayuqori chegaralari deyiladi.
b

Aniqg integrating belgilanishi shu funksiyaning anigmas integrali
a

belgilanishiga o‘xshash. Bu tasodifiy emas. Aniq integralni hisoblash shu integral
ostidagi funksiyaning anigmas integralini hisoblashga keltiriladi, ularmng
belgilashlarimng  o‘xshashligi  integrallash ~ formulalarini  eslab  qolishni
osonlashtiradi. Ammo anig integral bilan anigmas integral orasida muhim farq
mavjud: ffx) funksiyaning [a;b] kesmadagi aniq integrali biror sondan iborat, shu
funksiyaning anigmas integrali esa uning barcha boshlangMch funksiyalarini
ifodalaydi. Shu sababli bular turli tushunchalardir.

Aniq integral tushunchasiga olib kelgan birinchi masaladan aniq integrating
geometrik ma’'nosiga kelib chigadi: geometrik nugtai nazardan nomanfiy
funksiyaning aniq integrali son jihatdan shu funksiyaga mos egri chizigli

trapetsiyaning yuziga teng boiadi.

3-8. Aniq integral mavjud boMishining zaruriy sharti

10.2-teorema. Agarffx) funksiya [a;b] da integralianuvchi boMsa, u holda bu
funksiya [a;b] da chegaralangan boMadi.

Isbot. 0 Teskarisini faraz gilaylik. U holdaffx) funksiya [a;b] kesmaning r,
boMinishiga mos (k=\,2,...,n) kesmalaming hech boMmaganda birida
chegaralanmagan boMadi. Masalan, funksiya [xj.i,xj\ da chegaralanmagan boMsin.
Integral yigMndini quyidagicha yozish mumkin:

S(TH=A+ff*)AX],

bunda



[xi.,.xi] daf(x ) chegaralanmaganligidan shunday £ e [xj.i,xj] nuqta mavjudki,

10£ AR >UN |+ H tengsizlik o'rinli bo‘ladi. U holda

\S(I\ S\A+F(ZI)AXA K Ne )A* \N\A\ >U1+ I M \-j

Demak, J1-> 0 da S(rJ-teo bo'ladi va bundan integral yig'indining chekli
limiti mavjud emasligi kelib chigadi. Bu esa f(x) ning integrallanuvchi ekanligiga
zid boiadi. Bu garama - garshilik teoremani isbot giladi. ¢

Shuni  ham aytish kerakki, ba’zi bir chegaralangan funksiyalar
integrallanuvchi bo'lmasligi ham mumkin, ya'ni funksiyaning chegaralanganligi
uning integrallanuvchi bo'lishi uchun fagat zaruriy shart bo'lib, yetarli shart bo'la

olmaydi. Masalan,

(0, agar x irratsional bo'lsa,

|[I, agar x ratsional bo'lsa
funksiya (Dirixle funksiyasi) [-1; 1] da chegaralangan. Shu funksiyaning kesmadagi
integral yig'indilarini olaylik. Agar har bir [jc*/, jc¢] kesmada %k lar uchun fagat

ratsional nugtalar tanlab olinsa,

SCO=£/(£*)s AX*= X 1-AX, = 2
=) i
bo'ladi.
Agar har bir ki, x*] kesmada lar uchun fagat irratsional nuqtalar tanlab

olinsa,

S(t] =£ /(&)* Ax,=£ 0-Ax,=0-
t=i *=

Demak, S(rr) integral yig'indining limiti nugtalami tanlab olish usuliga

bog'ligqdir. Bu esa Dirixle funksiyasining integrallanuvchi emasligini ko'rsatadi.
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4-8. Darbu yigMndilari va ularning xossalari

ffx) funksiya [a;b] da aniglangan va chegaralangan boMsin. [a;b] ning biror xn
boiinishini olib, quyidagi belgilashlami kiritamiz:
mk= inf f(x), Mk= sup f(x) 1)
xIr_iCxixk Xt_tSx"xt

S(Tr.]z)u(_l mkAxk, s (rf= *\[1 M kAxk 2)

Bunda (2) yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi vayuqoriyig indilari deb
ataladi. Funksiyaning chegaralanganligidan mkvaMkning mos kesmada mavjudligi
ravshandir. Umuman aytganda, (2) yig‘indilar integral yig‘indi bo‘lmaydi, chunki
mkva Mkfunksiyaning giymatlari boMmasligi mumkin (agarffx) uzluksiz funksiya
bo"lsa, (2) yigMndilarffx) funksiyaning integral yigMndilari bo‘ladi).

Darbu yigMndilarining uchta asosiy xossasi mavjud.

10.4-xo0ssa. Har ganday r,, boMinish uchun

S(Trd< S(Tr) <S fjn)
tengsizliklar o‘rinli boMadi.

Isbot. 0 Ixtiyoriy gke uchun mk<f(%k)<Mk,
=5 mKAXK < £/(& )A ** < JAMIAXK=S .
*=| *=1 =)

Shuni ta’kidlash lozimki, berilgan r, boMinish uchun Darbuning quyi va
yugori yigMndilari yagona boMadi, lekin integral yigMndi, har bir gism kesmadan £k
nugtalami tanlash evaziga cheksiz ko‘p boMadi. ¢

10.5-xossa. [a;b] ning boMinish nugtalari sonini oshirish natijasida quyi
yigMndilar kamaymaydi, yugori yigMndilar esa o0‘smaydi.

Isbot. 0 [a;b] ning rnboMinishi uchun quyi yigMndi S, boMsin. Endi boMinish
nugtalami ortiramiz. Masalan, [x*./,xa] ni X nugtayordamida ikkiga boMamiz. Hosil

boMadigan yangi quyi yigMndini £? deb belgilaymiz.

*1 n
Sj=YamM i +"Ixk+ £ mAY,
M jAkL
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+MK* (X m+ I mAax,,

/=1 >t

bunda nik - Anf w*' - infJ(x).

Ma’lumki, to‘plamning aniq quyi chegarasi gism to'plamining anigq quyi
chegarasidan katta emas. Buni e’tiborga olsak, mk’>mk, mk” > mkva

mk*'(x -xk,)+mk"(xr x ) >mk{x -xk,)+mkixk x ) mk(xkxkt) =mkAxk
munosabat o'rinli.

Demak, S2 > Si boMadi. ¢

Yuqori yig'indiga bog'lig boMgan hoi shunga o'xshash isbotlanadi.

10.6-x0ssa. [a;b] ning har ganday boMinishidagi quyi yigMndi har ganday
boshga boMinishdagi yuqgori yigMndidan katta emas.

Isbot. 0 boMinishdagi yigMndilar Si va Si boMsin, rih boMinishdagi
yigMndilami Sj va s, deb belgilaylik. Endi, va Tmr lardagi boMinish nugtalami

birgalikda olib, yangi r, boMinishni va unga mos S3va S3 lami hosil gilamiz.
(I1) ga ko'ra
Si <S3va S2>S .,
(1) ga ko‘ra S3 <S3. Shuning uchun
Si <s3<S}<S2 yoki Si<S2.
Demak, quyi yigMndilar to'plami yuqoridan, yuqori yig'indilar to'plami esa

quyidan chegaralangan bo'ladi. ¢

8-8. Aniq integralning mavjudlik sharti

Quyida integral mavjud bo'lishining zaruriy va yetarli shartni keltiramiz.
10.7-teorema. [a;b] kesmada aniglangan va chegaralangan f(x) funksiyaning

shu kesmada integrallanuvchi bo'lishi uchun

mj‘)‘ (S(r,,)-S(r,,))=0 1)
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shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. 0 YetarlUigi. (1) shart bajarilgan bo'lsin. A-»0 da quyi yig'indilar {Sn}
ketma-ketligi limitga ega bo'ladi, chunki A-»0 da bo'linish nugtalarining soni ortadi,
natijada {£*} uchun Darbu yig'indilarining 10.5-xossasiga ko'ra

5,

o'rinli bo'ladi. Shu bilan birga 10.6-xo0ssaga ko'ra Sn<Sly ya'ni {£,, }monoton

o'suvchi hamda yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik. Demak, u limitga ega.

Shunga o'xshash, A.->0 da yuqorida yig'indilar ketma-ketligi {Sn} ham

limitga ega bo'ladi./fo) funksiyaning chegaralanganligi va (1) shartdan

0= o mm)- S(rn)) = QmS(Tn)-— IAEE%S(Tn), HUJS(rn) =E~r>n08(rn) =1

kelib chigadi va bunda/-chekli sondir. U holda S (rJ< S (rJ<S (rJ tengsizlikka

ko'ra oraligdagi o'zgaruvchi S(TIf) ham o'sha limitga ega bo'ladi. Demak, chekli

}%Sirv\)f/ limit mavjud ekan.

Zawrligi. f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo'lsin, ya’'ni ﬁ%S(T")=/
bo'lsin. Bu holda ixtiyoriy e > 0 uchun shunday J>0 son topiladiki, A<S
bo'lganda |5(rs)—/|<— bo'ladi. Yuqoridagi | limit integral vyig'indi
£(r,) =X/(Et)Ax* da gatnashgan % nugqtalarni tanlash usuliga bog'liq

*:i

bo'Imaganligi hamda mkva Mk larf(x) funksiya giymatlari to'plamining aniq quyi

va aniq yugqori chegaralari bo'lganligi sababli
IS(r.)-ZIsl<e, IS(r.)-ZI<|<*

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bundan 1-s <S(Tn)<.S(Tt<1 +e yoki A<8
bo'lganda |~ (r,)-"~(r,)|<2f kelib chigadi. Oxirgi tengsizlik esa (1) shartning

bajarilishini ko'rsatadi. ¢
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6-8. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari

10.8-teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda
funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi.

Isbot. 0 Kantor teoremasiga ko'raf(x) funksiya [a;b] kesmada tekis uzluksiz
bo'ladi, ya’ni ixtiyoriy e>0 uchun shunday 5X) son topilib, \x>x"|<5 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi va [a;b] kesmaga tegishli bo'lgan barcha x\ x ™ lar uchun

\f(x)-f(x")\<e
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
f(x) funksiya har bir [x*./,*] da uzluksiz bo'lgani uchun Veyershtrassning 2-

teoremasiga ko'ra shunday gk e [x*-/.*] va g e nuqtalar topiladiki,/?'

)=mk, f(EK’)=MK bo'ladi. |*'" —9%*|<Xk-Xk-i<A tengsizlik o'rinli. Agar A<S deb

olsak, tekis uzluksizlikka ko'ra |/(~t') —/(£*")| <e bo'ladi. Bu holda

0<S - S= )‘il (Mk- mk)Axk = >'(_1 ‘I/l£k Nb ')}Ax*<ei1_IrAx*=£(b ~a>a
Shunday qilib, A<<Gbo'lganda
0<S —S<e(b-a)
bo'lib, £>0 ixtiyoriy bo'lganidan ;i_?g(iS—£)=O tenglikning, ya’'ni funksiya

integrallanuvchi bo'lishining zaruriy va yetarli sharti bajarilishi kelib chigadi.

Demak, f(x) funksiya [a:b] kesmada integrallanuvchi bo'ladi. ¢
1+ x . . .
Masalan, ushbuy=x2-1, y= - funksiyalar [1;2] kesmada integrallanuvchi
X

bo'ladi, chunki ular bu kesmada uzluksiz.
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Aksincha, y ={n’ V6~ funksiya [0; 1] kesmada chegaralanmagan va
1[0, x=0
uzilishga ega. Funksiya chegaralanmaganligidan uning [0; 1] kesmadagi integrali
mavjud emasligi kelib chigadi.

Yuqoridagi teoremaga asosan kesmada aniglangan uzluksiz funksiyalar sinfi
integrallanuvchi boMar ekan. Bu sinfni ma lum ma’'noda kengaytirish mumkin.
Buning uchun [a;b] da chekli sondagi uzilish nugtalariga ega boMgan chegaralangan
funksiyalar sinfini ko‘rib oMamiz.

ffx) funksiya [a;b] kesmada chegaralangan boMsin.

Al=sup/(x), m= inf f(x) belgilami kiritib, quyidagi
Lo «M]

abl=M - T
sonni f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi tebranishi deb ataymiz. U holda [x*./'®%],
k=1,2,...,n kesmalardagi funksiyalaming tebranishini cuorqali belgilasak, cok=Mir

mk va

S-S =+ (M k~mt)Axt =£ roke Axk

*=| t=1
bo‘lganligi uchun integral mavjud bo‘lishining zaruriy va yetarli shartini

quyidagicha yozish mumkin boMadi:

10.9-teorema. Agar [a;b] da chegaralanganffx) funksiya shu kesmada chekli
sondagi uzilish nugtalariga ega boMsa, u holdaffx) funksiya integrallanuvchi boMadi.
Isbot. 0 ffx) funksiyaning uzilish nugtalari cu ¢4 .. , ck boMsin. Ixtiyoriy
kichik £>0 olamiz va har bir uzilish nuqtasining uzunligi e dan kichik boMgan
(c,-ei; Ci+si), (Q-e2; c2+e2), ... , {MEK ckek)
atroflanni ajratib olamiz. [a;b] kesmadan bu oraliglami chiqarib tashlasak, A+l ta
kesma qoladi. Ulaming har biridaffx) funksiya uzluksiz, hamda Kantor teoremasiga

ko' ra tekis uzluksiz funksiya boMadi. Shuning uchun uzilish nugtalami o*rab oluvchi
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atroflaming tashgarisidayotuvchi oraliglar uchun shunday > 0 mavjudki, ulardan
olingan va |¥ -/|<”, tengsizliklami ganoatlantiruvchi va Y' lar uchun

f{")\<£ tengsizlik bajariladi. Endi J = min{*1~1f2.. .£itt belgilashni
kiritib, [a;b] kesmani uzunligini 6 dan kichik bo'lgan Ax ,j=\, 2, ... , n gismiy
oraliglarga bo lamiz. Shunda 2 xil oraliglarga ega boiamiz:

1) uzilish nugtalarini olrab oluvchi atroflaming tashqarisida yotuvchi

oraliglar - ularda funksiyaning tebranishi ()} <e bo'ladi.

2) ajratilgan atroflar bilan umumiy nuqtalarga ega bo'lgan oraliglar - bu

oraliglarda funksiyaning tebranishi M-/a=LU[a6] dan katta bo'la olmaydi.

n
Shunday qilib, n* yuqoridagi ikki xil gismiy oraliglarga mos
IE

ravishda guruhlab, ikkita yig'indiga ajratamiz:

/ f

Bunda

~Oj-Ax. <s{b-a),
/ /

£ coAxr <(M-mj*"AX"'<(M-m)3ks

f f
chunki 2-xil gismiy oraliglardan (cr e/, Cj+£j) da to'lajoylashganlaming uzunliklari
yig'indisi ks dan kichik, gisman yotganliklariniki 2ks dan kichik bo'ladi.

Shuning uchun, agar Ax <S bo'lsa,

AN(O0~r<e((b-a)+3k(M-T)), ya’ni A= maxAx ->0 da
i 1

-
N QiAxi-> 0 va (1) shartga ko'raf(x) funksiya berilgan kesmada integrallanuvchi

j=l

bo'ladi. ¢
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10.10-teorema. Agar ffx) funksiya [a;b] kesmada monoton boMsa, u shu

kesmada integrallanuvchi boMadi.

Isbot. 0 Aniglik uchunf(x) o'suvchi funksiya boMsin. Ixtiyoriy £>0 son olib,

unga ko‘ra 5>0 sonni quyidagicha aniglaymiz: S = ----—--———- |

So‘ngra [a.b] kesmani A= maxAr~<f£ bo‘ladigan Tn bo‘linishiga mos
Darbuning quyi £(r,) va S (jn) yuqori yig‘indilarini tuzamiz. U holda

S(Tn)-S(Tn) = £ mixk= X (/(*)=/(~-i)A** ~
i= *=1

€
._.:]1(70[');!___ {g’;**:>|~ [(**-. )= £(b) - ff((a)' (/(x,)- I(x0)+

Wt £ (XN)~ F(XH)) = o e (/(x )—(x0)) =

=————————(/(*) —/(<*))=£ boMadi. Demak, funksiya integrallanuvchi
(b)-f(a)

bo‘lishining zaruriy va yetarli sharti S(Tn)-S (Tn)<£bajariladi. Bu esa garalayotgan
funksiyaning integrallanuvchi ekanligini bildiradi. ¢

Chegaralangan va kamayuvchi funksiyaning integrallanuvchi ekanligi

yugoridagi kabi isbotlanadi.

10.11-misol >=(x"’ funksiyaning [1,2] kesmada

integrallanuvchi ekanligini asoslang.

Yechish. Bu funksiyaning integrallanuvchi  ekanligini  yuqoridagi
teoremalardan foydalanib asoslash mumkin.

Funksiya x=1 nuqtada uzilishga ega, golgan nuqtalarda esa uzluksiz. 10.9-
teoremaga ko‘ra bu funksiya [1;2] da integrallanuvchi boMadi.

Shuningdek, berilgan funksiya [a;b] da kamayuvchi. Shuning uchun ushbu
funksiya 10.10-teoremaning hamma shartlarini ganoatlantiradi va integrallanuvchi

boMadi.
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10.12-izoh. Integrallanuvchi  funksiyalar sinflarining soni fagatgina
chegaralangan uzluksiz, chegaralangan va chekli sondagina uzilish nuqtalariga ega
boMgan hamda chegaralangan va monoton boMgan funksiyalar sinflari bilan
cheklanib golmaydi. Uzilish nugtalari sanoqli to'plamni (hadlari takrorlanmaydigan
ketma-ketlikm) tashkil etadigan chegaralangan funksiyalar sinfi ham kesmada
integrallanuvchi bo'lishini ko‘rsatish mumkin.

10.13-izoh. Agar a=b boMsa, ta’'rifga ko'ra har ganday funksiya uchun ushbu

a
1(*)<& =0
a

tenglik o'rinli deb kelishamiz.

7-8. Aniq integrating xossalari

Awal aniq integralning tenglik bilan ifodalanadigan xossalarini garaymiz.

b
10.14-xossa Jledx=b—a.

Isbot 0 Hagigatan ham, bundaf(x)=1 va ta'rifga ko'ra

b "
11-dx=limV 1-Ax, -h -a bo'ladi. ¢
|

10.15-xossa. Agarf(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo'lsa, u holda kf(x)

(k=sonst) ham integrallanuvchi va

b b
| kKf(x)dx = &/ (X)tEt
bo'ladi.
n n b
Isbot. 0 Hagigatan, \in)™lcf("K)Axk=klim ~/ (E*)Axt= k\f(x)dx.
k=1 k=l a
b b

Demak, Jkf\x)dx mavjud va uning giymati  f(x)dx ga teng. ¢
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10.16-xossa. Agaifi(x) vaf2(x) funksiyalar [a;b] da integrallanuvchi bo'lsa, u

holda fi(x)=f2(x) ham [a;b] da integrallanuvchi va

* b b
T (X) £ 12 (v)VFr= 37 (X)dx + I/ 2(3f)flbf
a a a

tenglik o'rinli boiadi.
Ishot. Bu xossa avvalgi xossa kabi isbotlanadi. Bu xossa qo'shiluvchilar soni

chekli (ikkitadan ko'p) bo'lganda ham o'rinli bo'ladi.

b a
10.17-xossa. \f(x)dx =-~f(x)dx, ya’'ni integrallash chegaralari o'mini
a b

almashtirsak, aniq integral ishorasini garama-garshisiga o'zgartadi.

b
Isbot. 0 \f(x)dx integral a<b hoi uchun aniglangan edi. Agar a>b bo'lsa, bu

a

x0ssa aniq integral ta'rifiga qo'shimcha sifatida garaladi. Bu xossani quyidagicha

b a
talgin gilish mumkin: Jf(x)dx va j f{x)dx integrallari ishorasi bilan farq giladigan
a b

integral yig'indilaming limiti bo'ladi. ¢
10.18-xo0ssa. (Aniq integrating additivlik xossasi) Agarf(x) funksiya uchun

e b b
j f(x)dx,j f(*)dx, Jf(x)dx mavjud bo'lsa, u holda quyidagi tenglik o'rinli

a a C

bo'ladi:
b [ b
j f(x)dx =3 f(x)dx +Jf(x)dx 1)

Isbot. 0 a<c<b bo'lsin. [a;b] ni shunday n ta bo'lakka bo'lamizki, c=xm

bo'linish nugtalaridan bin bo'lsin. U holda

=1 k1 ke

va "ZKIAXK = j/ 1 (x)dx> tek=]f(x)dx,
- ( i/ (x) N ) ]a( )
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n 0
™ X %K)&*K =\ f (xNex bo'lgani uchun bu yerdan (1) kelib chigadi.
k-mrl c

c b c
Agara < b <cbo'lsa, uholda jf ( xjdx =j/( xjdx +\f ( x)dx
d a
b c c (o} b
bo'lib, bundan Jf(x)dx =~ f(x)dx-jf(x)dx = ff(x)dx+jf(x)dx bo'ladi.
« a b a c

Shunday qilib, ¢ nugta [a;b] ning ichki yoki tashqi nuqgtasi bo'lishidan qat’iy
nazar (1) tenglik o'rinli bo'ladi. ¢
Endi aniq integrating tengsizlik bilan ifodalanadigan xosslarini o'rganamiz.

10.19-xossa Agar [a;b] daf(x) integrallanuvchi vaf(x)>0 bo'lsa, u holda

b
JI(xX)E/xr>0 bo'ladi.

a

Isbot. O )>0, b=1,2,.,./j va Ax*=**-**-] >0 bo'lgani uchun
Y_’I\f(%k)&Xk>O bo'ladi. Bu

tengsizlikda limitga o'tsak

b

\f(x)dx=

kelib chigadi. ¢

10.20-xo0ssa. (Aniq integralning
monotonlik xossasi) Agar [a;b] daf(x)
va <X lar integrallanuvchi va cp(X)<f(x)

bo'lsa, u holda

b b
f0 (x)dx <jf (x)dx 60-rasm
bo'ladi.

Isbot. 0 [a;b] ning ixtiyoriy bo'linishi uchun (pfk)< f{*k), k=1, 2, n

Demak, * (MJA x* <£/(£*)AXk bo'ladi. Bundan

i *—1
*=j =
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60-rasmda yuqoridagi xossaning geometrik talgini berilgan. <pfx)<ffx)
bo‘lganligi sababli aArBrb egri chizigli trapetsiyaning yuzi aA/Bib egn chizigli
trapetsiyaning yuzidan katta emas.

10.21-xossa. Agar [a;b] daffx) uzluksiz bo‘lib,/fjcj>0 vaffx) aynan nolga teng

b
boMmasa, u holda ~{x)dx>0 boMadi.

a
Isbot. 0ffx) aynan nolga teng boMmaganligi sababli [a;b\ kesmada shunday
E nugta topilib, bu nugta uchuny(£)>0 boMadi. ffx) ning uzluksizligiga ko‘ra€ ning

shunday (a;P) atrofi mavjudki, (a,p)a[a;b] va bu oraligmng barcha nugtalari uchun

b a p b
ham ffx)>0 o‘rinli boMadi. U holda Jf(x)dx:jf(x)dx+[f(x)dx+jf(x)dx va
a a a p
b p
10.19-xo0ssadan j f(x)dx>jf(x)dx kelib chigadi. ffx) uzluksiz boMgani uchun
a a

[or;/?] da u eng kichik giymatga erishadi. Bu eng Kkichik giymatni m bilan

belgilaymiz. [<*;/?] daffx)>0 boMganligi uchun m>0 boMadi. Shuning uchun

jf{x)dx>~mdx=m (fi-oc) >0,
fi

b
va bundan Jf{x)dx>" f(x)dx>0 kelib chigadi. ¢

a a
10.22-izoh. Umumiy holda 10.19-xossadagi tengsizlik gat’iy boMa olmaydi.
Hagigatdan ham,

ft >J°° [-1;0)w (0;I],
1. *=o

funksiya 10.21-xossadagi shartlami ganoatlantiradi. Shu bilan birga

| 0 1
I f(x)dx =] f(x)dx +J/ (x)dx=0+0=0,
-1 -1 0
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I
ya’'ni J J\x)dx >0 (qgat’iy tengsizlik bajarilmaydi).
-i

b
\f(x)d x>0 boMishi uchm f(x) funksiya [a;b] kesmada 10.21-xossa shartlanni
a

ganoatlantirishi yetarli.
10.23-xossa. Agar ffx) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi boMsa, u

holda |/(*)| funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi boMadi va

b b
\f(x)dx <J|/(X)|«fr
a a

tengsizlik o'rinli.

Isbot. Offx) funksiya [a;b] da integrallanuvchi boMsin. U holda ixtiyoriy e>0
son olinganda ham shunday £>0 son topiladiki, X<5 boMgan har ganday Tn
boMinishga nisbatan

S(T)~£(r,)= >*<-i <s

boMadi. Ravshanki, \ci',b\ lar uchun

tengsizlik o'rinli boMib, undan quyidagi

supl[/CO | -|/(*1| ~sup /(") -/(Y )]
tengsizlik kelib chigadi. Demak, Ok<QCk tengsizlik o‘rinli, bunda (Ok - |/(*)]|
funksiyaning [ar*-/,*] dagi tebranishi. Natijada

Y dakAxk < 'ErokAxk <s

boMadi. Bundan esa |/(*)| funksiyaning [a;6] kesmada integrallanuvchiligi kelib
chigadi.
Shuningdek,
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tengsizlikda >—0 da limitga o'tsak, izlanayotgan tengsizlik kelib chigadi. ¢
10.24-izoh,f(x) funksiya [a;b] da integrallanuvchi bo'lsa, u holda |/(*)| ham

integrallanuvchi bo'lishini ko'rib o'tdik. Bunga teskari bo'lgan xulosa, umuman
aytganda, noto'g'ri bo'ladi. Masalan,
[l, agar x irratsional bo'lsa,

/()H [-1, agar Xx ratsional bo lsa

funksiya uchun

b b
j\f(x)\dx =$\dx =b-a,
a a

Demak, [a;b} da |/(*)| funksiya integrallanuvchi bo'ladi, lekinf(x) ningo'zi
Dirixle funksiyasi kabi integrallanuvchi emas.
10.25-xo0ssa. (Aniq integralni baholash) Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada

integrallanuvchi va m<f(x)<M bo‘lsa, u holda

m(b~a)< ~M(x)dx<M(b-a) (2)
a

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Isbot. O Shartga ko'ra ixtiyoriy
xe [a;b] uchun m<f(x)<M. Bu tengsizlikka
10.20-xo0ssani, so'ngra 20.15 va 20.14-

xossalami tatbiq etamiz:

b b b
Jmdx < J/ (x)dx < | Mdx,

D O D
mAdx<,M{x)dx<.M~dx, 61-rasm
a a a

b
m(b-a)< | f(x)dx<M(b-a). ¢
a

61-rasmda [a,b\ da J[x)0 bo'lgan hoi uchun 10.25-xossaning geometrik

talgini berilgan. aAiBib to'g'ri to'rtburchakning yuzi m(b~a) ga, to'g ri
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to‘rtburchakning yuzi M(b-a) ga teng. (2) tengsizlikdan egri chizigli trapetsiyaning
yuzi birinchi to'g'ri to‘rtburchak yuzidan kichik emas, ikkinchi to'g'ri to‘rtburchak

yuzidan katta emasligi kelib chigadi.

10.26-misol |79 + x'dx integralni baholang.
0

Yechish. [0;1] kesmada 9<9+ i </10 tengsizlik o‘rinli. Bundan
3<.\j9+ x2<VTO ekanligi kelib chigadi. 2) formulaga ko'ra

i i
3(1- 0) £ JV 9+ x2chc< VIO(I ~ 0) yoki 3<1Jyj9+xldx < VTo

(o} 0
1 1
10.27-misol. jxdx va Jxaix integrallami solishtiring.
0 0
1 1
Yechish. [0; 1] kesmada X>X bo'lganligi sababli jxdx>jx3Ix bo'ladi.
o 0

8-8. 0 ‘rta giymat hagidagi teoremalar

10.28-teorema Agarf(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda bu

kesmada shunday ¢ nuqgta topiladiki,

b

\f(x)dx=f(c)(b-a) (1)
a
! B
tenglik o'rinli bo'ladi.
MYy
Isbot. 0f(x) funksiya [a;b] kesmada
integrallanuvchi. Demak 10.25-xossaga A—
b
ko'ra m(b-a)< Jf(x)dx<M(b-a) tengsizlik
a | . b___§

o'rinli. Bundan
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J/(x)cfc
M < = —mmmmmemm <M 62-rasm

tengsizlik hosil boMadi. Endi Bolsano-Koshi teoremasiga (4.27-teorema) asosan

[a;b] kesmada shunday ¢ nugta topiladiki,

b
1/ (x)<& b

f(c)= n—----- ,yoki \f(x)dx=f(c)(b-a)
b—a

boMadi. ¢

Bu tenglikning mohiyati quyidagicha: /(x)>0 boMganda tenglikning chap
tomoni egri chizigli trapetsiyaning yuzini, o‘ng tomoni f(c)(b-a) ifoda esa to‘g‘ri
to‘rtburchak yuzini ifoda giladi (62-rasm).

Demak, y=f(x) funksiyaning grafigida shunday M(c;/(c)) nugta mayjudki,
tomonlarining uzunliklari f(c) va b-a boMgan to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi
yugoridany =f(x)>0, quyidan Oxo'q bilan vax=a, x=b vertikal to‘g"ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuziga teng boMadi. Boshgacha aytganda,
f(x) funksiyaning [a;b] da gabul giladigan barcha giymatlarining o‘rta arifmetigif(c)
ga teng boMadi, ya’'ni

. @

Bunda/(~-berilgan f(x) funksiyaning [a;b] kesmadagi o rta giymati deyiladi.

10.29-misol. f(x) = — funksiyaning [1;2] kesmadagi o‘rta giymatini toping.
X

1 241
Yechish. (2) formulaga ko‘ra /(c)=-—j|~ =In]|id“=1In2-Inl=1In2,

demak, funksiyaning o‘rta giymati In2 ga teng ekan.
10.30-teorema Agar [a;b] daf(x) va <p(¥) lar uzluksiz, <p(})> 0 (yoki <0)

boMsa, u holda [a;b] da shunday ¢ nugta topiladiki,

b b
J1(*) <p()ax =f(c) J (p (x)dx ®3)
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o'rinli bo'ladi.

b b
Isbot 0 f(x) va (¥ uzluksizligidan Jf{X)<p(x)dx, j"(p (x)dx integrallar
a a

mavjud bo'ladi. Veyershtrass teoremasiga ko'ra, sup f(x)=M, Mfrf(x)=m lar mavjud
[ab\

va mM(X)<M. ¢ )>0 bo'lgani uchun m<p(x<f(x)<p(x< M<p(X) kelib chigadi. U holda

b b b
mj<p (X)dx £ | f(x) (p(x)dx <M J 9 (X)dx .

Bu yerda ikki hoi bo'lishi mumkin.

I-hol: \f(p(x)dx:0 bo'lsin. Ravshanki, bu holda so'ngi tengsizlikdan JA7(X)

a a
(p(x)dx =0 kelib chigadi va (3) tenglik o'rinli bo'ladi.
b
b \f(x)<p{x)dx
I1-hol: j<p(x)dx>0 bo'lsin. U holdam ™ ~ k----------- < M tengsizlik o'rinli.
\<p(x)dx

a

[a;b] da f(x) funksiya uzluksiz bo'lgani uchun shunday c nuqgta topiladiki,
b
\f{x)<p{x)dx

b - /(c) bo'ladi. Bu tenglikdan (3) tenglik kelib chigadi. ¢
| (p(x)dx

9-8. Yugqori chegarasi 0‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integral

f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz bo'lsin. U holda bu funksiya har ganday

[@;x]a[a;b] da integrallanuvchi bo'ladi va \f(t)dt integral x ning [a;b] dagi har bir

a
giymatiga aniq bir sonni mos qo'yadi. Demak, bu holda integral o'zining yuqori

chegarasining funksiyasi bo'ladi:
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X
Dd(x)= J/ (/)c/l, a<x<b

Geometrik  nugtai nazardan  f(t)>0
boMganda ®(x) funksiya 63~rasmdagi egri chizigli
trapetsiyaning bo'yalgan  gismining  yuzini
bildiradi.
d(x) funksiyaning x bo'yicha, ya'ni aniq
integrating yuqgori chegarasi bo'yicha hosilasini topamiz. 63-rasm
10.31-teorema. Uzluksiz funksiya aniq integralining yuqori chegarasi
bo'yicha hosilasi mavjud va u integral ostidagi funksiyaning yuqori chegarasidagi

giymatiga teng:

=1(*)

Isbot 0 x, x+Axe [a;b] lar uchun 1P (x)=d (x+/1x)-D(x)=

jreax X X x+4r X x+[x
\ VS (» ) < o=\ f(<)d! bo'ladi.
a a a X a X

0 ‘rta giymat hagidagi teoremaga ko'ra shunday £e[x;x+[x| topiladiki, bu

nugtada

XHlIX
| f(t)dt=F(&AX, ya’'ni ND(X)=/A)/1x

Ad(
o‘rinli bo'ladi. Bundan e =/(£) kelib chigadi. Ax-*0 da i;->x vaffx) ning
X

e o}
uzluksizligini nazarda tutsak, ®'(x) = Iin})iu—'—ﬂ—)(;L lim/(£) =f(x) hosil bo'ladi.
A

Shunday qilib, ®'(x) = (/* f(t)dt) = /(x).

Bu tenglik [a;b] da uzluksiz boMganf(x) funksiyaning boshlangMch funksiyasi

d(x) mavjud ekanligini ko'rsatadi. ¢
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10.32-miso! ®(x) = jsin/c// funksiya hosilasini toping.
3
Yechish. Yuqoridagi teoremaga ko‘ra ® '(*) = sinx bo’'ladi.

10.33-misol. ® (x)= je'dt funksiya hosilasini toping.
i
Yechish. Bu holda yugori chegara x ning funksiyasidan iborat, shu sababli
murakkab funksiyani differensiallash goidasidan foydalanamiz:

®\x) = exl-(x2Y =2xex
10-8. Nyuton - Leybnits formulasi, aniq integralni hisoblash

Nyuton - Leybnits formulasi. Aniq integral bilan boshlang'ich funksiya
orasida ganday bog'lanish mavjudligini ko'rib o'taylik.

Aytaylik, f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz va F(x) uning boshlang'ich
funksiyalaridan bin bo'lsin: F*(x) = /(*). Yugoridagi mulohazalarga ko'ra

X

hamf(x) ning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi. U holda ma’ lumki,
<P(x)=F(x)+C, C=const.
Demak, /* f(t)dt = F(x) + C. Bunda x=a deb olsak, 0 = F(a) + C, yoki
C = —F(a) kelib chigadi. Demak, = F(x) —F(a).

Endi x=b deb olsak,

b
Jf(t)dt =Fb) - F(a) (1]

bo'ladi, ya ni [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning aniq integrali shu
funksiyaning boshlang ichfunksiyalardan birortasining bu kesmadagi orttirmasiga

teng bo'ladi.
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(1) formula integral hisobning asosiy formulasi boMib, u Nyuton- Leybnits
formulasi deyiladi.

(1) tenglikning o‘ng tomonidagi F(b)-F(a) ayirma, odatda F(x)[ ko‘rinishida
yoziladi. Bu holda Nyuton-Leybnits formulasi quyidagicha yoziladi:
b
j f(t)dt = F(x)\a = F(b) —F(a).
a
Nyuton-Leybnits formulasi aniq integralni hisoblash masalasini anigmas

integralni hisoblash masalasiga olib keladi.
10.34-misol. Amq integrallami hisoblang: a) b) /*( 1 +sinx)dx;

c>57W " d)  e~2xdx.

U 2
Yechish. a) j —c/nr=/nr|gr)=In2-Inl=In2;
ix

A
b) j{l+sinx)dx= (x-cosx)\* =(n-cosn)-(0-cos) =si+1+I"n+2;

5 dx 5 — 5
c)y f / =6(4+x)~*d(4+x)=2"4+y|=2(>/9-74)=2;
Ova + x b
d) \e-2dx=--e-Ix\ =-1("-e2)=— .
J, 2 L' 2( a 2
10.2. Aniq integralni bo‘laklab integrallash. Nyuton-Leybnits formulasiga

ko‘ra aniq integral bilan anigmas integral orasida bogManish mavjud. Shu sababli

boMaklab integrallash usulini anig integrallami hisoblashda ham tatbiq qilish

mumkin.

Faraz qilaylik, u(x) va v(x) funksiyalar [a;b] da uzluksiz hosilalarga ega
boMsin. U holda

(uv) -u V+uv

boMib, u(x)v(x) funksiya u’(x)v(x)+u(x)v'(x) uzluksiz funksiyaning boshlangMch
b
funksiyasi boMadi. Nyuton-Leybnits formulasiga kolra J (uv + uv)dx = (wv)]*.
a
278



Bundan AuVdx- (wv)f - ~u'vdx kelib chigadi. So‘ngra uvdx=udv va
a a

n vdx=vdu ekanligini e’tiborga olsak, natijada

b b
Judv = (dv)fa-jvdu (2)

aniq integralni bolaklab integrallashformulasi hosil boMadi.

*72
10.35-misol. ] xcosxdx integralni hisoblang.
0

Yechish. Bunda u=x, dv=cosxdx deb olsak, du=dx, v=sinx hosil bo‘ladi.

Demak, (2) ga ko‘ra

a/2 a/2
| ~rcos ko= ( jrsin Jt)|» J sinxdx=—+cosx 7= 22—

10.3. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish. Aytaylik,/fo) funksiya
[a;b] kesmada aniglangan va uzluksiz bo‘Isin.

10.36-teorema. Agarf(x) funksiya [a;b] da uzluksiz, x=<p(t) funksiya [a;/J]
kemada uzluksiz differensiallanuvchi, x=<pft) funksiya giymatlari to'plami [a;b]

kesmadan iborat hamda (pfa)=a, (pfp)=b boMsa, u holda

b p
| IXx)dx = J f(<p(t))p\t)dt 3)

tenglik o‘rinli bo'ladi.

Isbot. 0 ffx) funksiya [a;b] da uzluksiz boMgani uchun shu kesmada u
boshlangMch funksiya Ffx) ga ega. Shartga ko'ra (pfa)=a, <pfP)=b boMganligi
sababli Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

1 1(x)dx = F (b)-F (a) = F(<p(3)) - F(<p(@)) = S dF(<p(t) =

" a

P P
=\F\<p(t))(p\t)dt = | f((p{t))(p\t)dt.
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Shuni ta’kidlash kerakki, aniq integralni o'zgaruvchilami almashtirish usuli

bilan hisoblaganda integral ostidagi ifoda bilan bir gatorda integrallash chegaralari
ham o‘zgaradi. ¢

i

JVT-x"'dx hisoblang.

0

10.37-misol

Yechish. Bu integralda x=sint almashtirishni bajaramiz. U holda x=sint
. - i oA -
funksiya yuqoridagi teoremadagi barcha shartlami [0;—] kesmada ganoatlantiradi

va dx=costdt, a=0 da a=0, 6=1 da/?=n/2. Demak, (3) formulaga ko'ra

£

X fa

jyjl-x2dx=| VI-sin2/ costdt=jcos2tdt=|j — —coslt p =
0 0 0 on22
af2
=A/ +Lstn It)
2 4

r dx
10.38-misol. ,g:<r ni hisoblang.
01+\

Yechish. x=f deb o'zgaruvchini almashtiramiz, u holda dx=2tdt va a=0 da

t/=yfa =0, b=9 da tf=\fb =3 bo'ladi. (3) formulaga ko'ra

r dx_HIr_ =2fli_1_'b
&+ o yifr of 1+(/

COS X
10.39-misol. — 7- dx ni hisoblang.

®/6sm *

Yechish. sinx=t deb almashtirish bajaramiz. U holda cosxdx=dt,

tj-sin{n/6)=\/2, t2=sin(n/3)= ¥3 /2 bo'ladi. (3) formulaga asosan
*3

/ B2
LSS k= £tz =L" =i'l16.iR =5
JI6sm5x 12 4l 12 4{ 9)

Mashq va masalalar

Nuyton-Leybnits formulasidan foydalanib, aniq integralni hisoblang (1-8):
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\O0-1.fi(2x + sln2x)dx 10-2. f* z2x -Sxdx.

10-S-irigdx. 10-6.1,"jgdz

A A 1°'8-Ji V4x-2 dx

Trigonometrik funksiyalaming integrallarini hisoblang (9-14):
M

10-10. D
J- "sin2x-sin*x

/
10-9,¢ @cosSx --GOsX )) dx.

10-11. jn tg2x dx. 10-12. #f — %
7 - l-coséx
10-13. /j*-~d x. 10-14./®cos3<pdp.
n

Ratsional kasrlami integrallang (15-18):

r3p d
10-15"Rfs. T0-16. )| g,

10-17./si" d x 10-18.),3-_ - .
32 J1 x246x+10

0 ‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib hisoblang (19-22):

H0-19 10-20./1
0 ez+l J-1v5-4x
10-21. C6-%=. 10-22,/7 d*
x*%x- N S RV

Bo'‘laklab integrallash usulidan foydalanib hisoblang (23-26):

10-23. f°t xe-xdx. 10-24. /21n(*2 + 4)dx.

0257~ d x. 10-26. /4, 9 *2 In(ar + 2)d*.

10-27. f(x) funksiya [a;b] da uzluksiz boMsin. U holda bu funksiya har
ganday [x, b] ¢ [a, b],a < x < b kesmada integrallanuvchi va uning integrali x ga
bog lig boMadi: F(x) = fx f(t)dt. Bu quyi chegarasi o‘zgaruvchi boMgan aniq
integral deyiladi. F'(x) ni toping.

lim (— + — H-—h
n->00 Vn+l n+2

10-28. (i-dx = In 2 integraldan foydalanib,
X

nen) = N2 tenglikni isbotlang.
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1029 Jotb dx integraldAn foydalanib, \m n + -t
= ~ tenglikni isbotlang.
10-30. [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan har ganday f(x) funksiya uchun
ushbu  f{x)dx = /j7f(a + b —x)dx tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
10-31. [a, b] kesmada uzluksiz bo'lgan har ganday f(x) funksiya uchun
ushbu /pf(x)dx = (b —a)J 1/(a + (b —a)x)dx tenglik o'rinli ekanligini

isbotlang.

10-32. Aytaylik f(x) funksiya [, J] kesmada uzluksiz bo'lsin. a) agar /(x)
funksiya toq bo'lsa, u holda JNf(x)dx = 0; b) agar /(x) funksiyajuft bo'lsa, u

holda  f(x)dx = 2 j~f(x)dx ekanligini isbotlang.
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X1 BOB. XOSMAS INTEGRALLAR

[a.1] oraligda berilgan/~ funksiyaning aniq integrali tushunchasini Kiritib
batafsil o‘rgandik. Shuni ta’'kidlab o‘tish kerakki, integrating bayonida oraligning
chekliligi vaf(x) ning chegaralanganligi bevosita ishtirok etdi.

Endi awalgi integral tushunchasini ma’'lum ma'nolarda umumlashtirish
imkoniyati bormikan degan savol tug'uladi. Albatta, umumlashtirish shunday
boMishi kerakki, natijada Riman integralining asosiy xossalari o‘z kuchini saqlab
golsin. Ba’'zi hollarda aniq integral tushunchasini cheksiz oraligda aniglangan
funksiya yoki chegaralanmagan funksiya uchun umumlashtirishgato‘g‘ri keladi. Biz
hozir ana shunday umumlashgan (yoki xosmas) integrallami Kkiritamiz va

oMganamiz.

1-8. Integrallash sohasi chegaralanmagan xosmas integral

ffx) funksiya [a;+oc) cheksiz oraligda aniglangan boMib, uning har ganday

[a; t] chekli gismida integrallanuvchi boMsin, ya'ni ixtiyoriy t (t > a) uchun ushbu
fa f(x)dx integral mavjud boMsin. Bu integral berilgan /(*) funksiya uchun faqat
t E [a, +00) olzgaruvchining funksiyasi boMadi: F(t) = J*f(x)dx.

11.1-ta’rif F(t) = f*f(x)dx funksiyaning t -> +00 dagi holatiga f(x)
funksiyaning [a;+00) oraliqgdagi xosmas integrali deyiladi va u \*°° f(x)dx kabi
belgilanadi.

11.2-ta’rif. Agar t -» +00 da F(t) = jAf(X)dx funksiyaning chekli limiti
mavjud boMsa, /@ f(x)dXx xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya
esa cheksiz [a; + 00) oraligda integrallanuvchifunksiya deb ataladi.

Agart -» +00 da F(t) = faf(x)dx funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud

boMmasa, u holda f*™ f(x)d x xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.
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Chekli yoki cheksiz limit xosmas integralning giymati deyiladi
fa f(x)dx = NMirm*f~Af(x)dx kabi yoziladi.
, .. 7dX . . . . .
11.3-misol. 1 ,°tE R, integralni yaginlashishga tekshiring.
Yechish. Agara”l bo'‘lsa, u holda
'tix . rcix
f~"= limf— =lim — = [im-—- (lur-1),
I X X * f-u.»! —a
Demak,
fdx | —, Var>1
1~=r1~a
1* I(oo, Var <1.
Agara=Il bo'lsa, u holda
dx .. rtfr
f— = Ilrm f— = llm In|x\f = limIn/=oc
‘]ﬂ_ X t-xx Jiﬁ |-+eab n n<o
40 1
Demak, | — integral a>1 da yaginlashuvchi, a<| da uzoglashuvchi ekan
i
1o
11.4-misol. | e'~dx, a>0 ni hisoblang.
0
Yechish. | e~adx = lim Je~aajx— lim — F=lim + o
|++a]JO t—woo  /j 10 f»foo4 a a
orefy a
o
11.5-misol. | cosxdx ni yaginlashishga tekshiring.
0

Yechish. Bu xosmas integral uzoglashuvchi bo'ladi, chunki ~->+00 da

F(t) =j'cosxdx = sint
0

funksiya limitga ega emas.
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Funksiyaning 1-00,B\ oralig bo‘yicha xosmas integrali ham yuqoridagi kabi

ta’riflanadi.

dx
11.6-misol. ?j— j. ni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. f— = -— - = |im arcty xl’- lim (arctg0—arctgr) = —
’“’%1+X2 fo— 9 ( *g an 2

0
Demak, integral yaginlashuvchi va J ----- =—

Aytaylik,/fx) funksiya (-00;+¢) da uzluksiz boism. U holda biror ce (-00;400)

+W c
uchun JJ{x)dx va J'/(x)dr integrallar yig‘indisi bu funksiyaning ikkala
c -

integrallash chegaralan ham cheksiz bo‘lgan xosmas integrali deyiladi va

+D

quyidagicha yoziladi: ] f(x)dx Demak,

+00

J/(x)dx= )/ (X)c&+j f(x)dx

M » c

va ta’rif bo‘yicha

I f(x)dx=hm jf(x)dx +limjf(x)dx (©)
~0 r c

deb gabul gilamiz.
on

Agar (3) dagi ikkala limit ham mavjud va chekli boisa, J /(x)dx integral

-0

yaginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.
] 7 dx | . . . .
11.9-misol. J integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. (3) formulada c=0 deb olamiz. U holda

7o F T LT L b dx
-9 ~ ' T+ — 7 _ —_—— 7+ —
Ef x| LIx- B T+x’ 1+X m 3
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= lim arctgxi + lim arclgxpoz lim (arcfgO - arclgr) + lim (arctgt - arctgO) =
T t~++00 r-+<i0 /-* 400

- —:I:(I'I —i7l—K.
2 2

@D

Geometrik nuqtai nazardan yaginlashuvchi J f (X)dx xosmas integral

y=f(x)>0 egri chiziq, x=a, j/=0 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan va Ox o‘gi

yo‘nalishida cheksiz cho‘zilgan figuraning chekli S yuzaga ega ekanligini anglatadi
b ©

(64-rasm). Shunga o‘xshash, Jf{x)dx va "f(xX)dx yaqginlashuvchi xosmas

integrallarga ham geometrik talgin berish mumkin.

64-rasm

2-8 Xosmas integrating xossalari

Yugorida kiritilgan xosmas integrallar aniq integrallarga o'xshash xossalarga

ega:
11.10-xossa. Agar 430/ (Xjdx xosmas integral yaginlashuvchi va /r-o'zgarmas
a
+® -+ +®D
son boisa, J kj (X)dx ham yaginlashuvchi va J kf' (x)dx =k J / (x)dx tenglik o‘rinli
bo*ladi.

Isbot (11-1-masala).
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11.11-xossa. Agar fa f(x)dx va /J* cp(X)dx yaginlashuvchi bo'lsa, u
holda /a+ (/(x) £(p(X))dx vyaginlashuvchi va /a+°(A*) = <P(*))dx =
fa f(x)dx =+ f*°° <p(X)dx tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot (11-1-masala).

11.12-xossa Agar fa f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsa, u
holda ixtiyoriy b > a uchun fb  f(x)dx integrali ham yaginlashuvchi bo'ladi va a
fa f(x)dx = f(x)dx +fb <f(x)dx o'rinli bo'ladi.

Isbot (11-Imasala).

11.13-x0ssa. Agar X E [a; +00) uchun f(x) > 0 va bu funksiyaning xosmas
integrali yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda /@ f(x)dx > 0 bo'ladi.

Isbot (11-1-masala).

11.14-xossa. Aytaylik f(x) va <p(X) funksiyalar [a; +00) da aniglangan,

uzluksiz va 0 < f(x) < cp(xX) shartni ganoatlantirsin. U holda

a) agar Jat¥ (p(x)dx yaginlashuvchi bo'lsa, /a+ f(x)dx ham yaginlashuvchi
bo'ladi;

b) agar f*°° f(x)dx uzoglashuvchi bo'lsa, Ja+*° cp(x)dx ham uzoglashuvchi
bo'ladi.

Isbot 0 Aniq integral xossalariga ko'ra ixtiyoriy t > a uchun f*f(x)dx <
f*<p(x)dx o'rinli.

Agar f*°°(p(x)dx yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda F(t) = fAf(x)dx <
facp(x)dx < f*°° <p(x)dx < +00 munosabatlar o'rinli bo'ladi. Demak, F(t)
funksiya yuqoridan chegaralangan. Shuningdek, f(x) > 0 bo'lgani uchun F(t)

funksiya o suvchi bo'ladi. Bulardan ~lim F(t) chekli limitning mavjudligi, ya’ni

fa fM dx yaginlashuvchiligi kelib chigadi.
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Aksincha, /o+ f{x)dx uzoglashuvchi boMsin. f(x) > 0 shartdan F(t) =
JAMf(x)dx funksiyaning t “m+00 da +00 intilishi kelib chigadi. f*f(x)dx<
fa<p(x)dx tengsizlikdan f*<p(x)dx = G(t) funksiyaning ham t -» +00 da +00
intilishi, ya’ni f* (p(x)dx uzoglashuvchiligi kelib chigadi.

11.15-misol. -jO==integralni yaqginlashishga tekshiring.

Yechish. 11.14-xossadan foydalanamiz. Berilgan integralni f~°°” integral
bilan solishtiramiz, bu integral a > 1 da yaginlashuvchi (11.3-misol). [l;+00) da

_7::+__I —\~},‘;f = §Q bo‘lganligi sababli, J +’ “integrating yaginlashishidan berilgan

J*ee integralning yaginlashishi kelib chigadi.

3-8 Absolyut yaginlashuvchi integrallar

Quyida xosmas integral yaginlashuvchi boMishining zaruriy va yetarli shartini
isbotsiz keltiramiz [2, 210-b.].

11.16-teorema (Koshi teoremasi). Quyidagi Ja+ f(Xx)dx xosmas integral
yaginlashuvchi boMishi uchun ixtiyoriy £ > 0 son olinganda ham, shunday tO (t0 >
a) soni topilib, t' > t0/1" > t0 boMgan ixtiyoriy t', t" lar uchun /(X)dx]| < e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Ushbu teoremadan xosmas integrallaming yaginlashuvchiligini aniglashda

foydalanish qiyin, ammo bu teorema muhim nazariy ahamiyatga ega va undan

quyidagi teoremani isbot gilishda foydalanamiz.

11.17-teorema. Agar f* mM\F(})\dX xosmas integral yaginlashuvchi boMsa, u

holda J*°° fix") dx xosmas integral ham yaginlashuvchi boMadi.

+00

Isbot. 0 Shartga ko‘ra J WX)\dx yaginlashuvchi integral. 11.16-teoremaga
a

asosan, ixtiyoriy e>0 son olinganda ham, shunday to (to>a) soni topiladiki,
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> 10, t"> t0(t">1t) bo'lganda "\f(X)\dx<s tengsizlik bajariladi. Ammo
t

r f
NFOQAXNN\FX)\dx.
r (

Demak, ixtiyoriy e>0 son olinganda ham, shunday tO (to>a) soni topiladiki,

t’> ta t”’> tOboMganda

r

\f(x)dx <€

boMadi. 11.16-teoremaga asosan \f(X)dx integrating yaginlashuvchiligi kelib
a
chigadi. &

0
11.18-ta’'rif. Agar j If(x) WX xosmas integral yaginlashuvchi boMsa, u holda

a
—+0

j f(x)dx absolyut yaginlashuvchi xosmas integral deyiladi, f(x) funksiya esa

a

[a;-b») oraligda absolyut integrallanuvchifunksiya deb ataladi.

—+0 +<
11.19-ta’rif.  Agar jf(x)dx yaginlashuvchi  boMib, 11/(x)]dx

uzoglashuvchi bo'lsa, u holda j f(x)dx xosmas integral shartli yaqinlashuvchi
a
deyiladi.

11.20-misol. J — Y~dX integralni yaginlashishga tekshiring.
i X

m»lgin ™ | Ige I J
Yechish. Awal f— —dx integralni tekshiramiz. (I;+00) da InX <— va
N\ X X2 x

7 1 wle |
1| jix yaginlashuvchi boMganligi sababli, 11.14-xossaga ko'ra [IS‘\r(lkx dx
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integral yaginlashuvchi boMadi. Demak, [— </r integral absolyut yaginlashuvchi
1n

boMadi.

b
Yugondagi xossalami J / (X)dx integral uchun ham bayon gilish mumkin.
-n

4-8. Xosmas integrallarni hisoblash

Endi xosmas integrallarni hisoblash bilan shug‘ullanamiz.
a) Nyuton - Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a;+oc) da

uzluksiz boMsin. Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton -Leybnits formulasidan

j / (x)dx=|l:u&jf(x)dx = )%F(r) - F(a))

kelib chigadi, va bundaF(x) funksiyaf(x) ning boshlangMch funksiyasi boMadi. Agar
/->+co da F(t) ning limiti chekli boMsa, bu limitni F(t) ning +00 dagi giymati deb
gabul gilishimiz mumkin, ya'ni

li im F(t)=F(+ao).

Bundan esa,f(x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi
o‘rinli boMishi kelib chigadi:
—x

j /1 (dx=F(+m) -F(@)=F(x)
a

b) BoMaklab integrallash. Aytaylik, u(x) va v(xX) har biri [a;+00 ) da uzluksiz
u’X va V'(X) hosilalarga ega boMsin. Agar [v(X)du(X) xosmas integral
a

yaginlashuvchi hamda

i U(t) = wi-fo0), Jim () = v*+o0)

limitlar chekli boMsa, u holda (1 (X)dv(X) ham yaginlashuvchi boMadi va
a
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o 40
MYV =UCIVEY) | - J v (Ydu().

©
11.21-misol J xe~>dx xosmas integralni hisoblang.
0

Yechish. Bo'laklab integrallash usulidan foydalanamiz. U holda
uXx)=x, dv(x)=e—dx, du(x)=dx, vi)=——ex UMY\ = Ilim (=eP=- lim
-0 X—b+<» X—MQO

— =0, JI) v(x)du{x) = J;‘) (~e~x)dx=fl_|ﬂ1me rL -0-1=1 boMadi va demak,

c/X
e

1 xe=*dx =0—(-1)=1.
n

¢) 0 ‘zgaruvchini almashtirish. Aytaylik, f(x) funksiya [a;-+00) da berilgan
boMsin. Quyidagi j / (X)dx integralda x=<p(t) almashtirish kiritamiz. Bunda
a

(1) ) funksiya [a;+00) da berilgan va uzluksiz ’(t) hosilaga ega;
(2) (p(t) funksiya [a;+00) da gatMy o'suvchi;
(3) <p@=a, <p(+00)=>im<p(t) =X bo'lsin.

U holda | flg>(t)<pXt)dt yaqginlashuvchi bo'lishidan  J f(x)dx
a a

yagqinlashuvchiligi hamda

+or. +

J 1{x)dx= | f((p®)(P'(Hdt

a a

tenglik o'rinli bo'lishi kelib chigadi.
Mashqg va masalalar

11-1 20-23 -xossalami isbotlang.
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112 Agar /a+ fix)dx va /a¥° <p(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda
/2 Cf(*) i <p(X))dx uzoglashuvchi bo‘ladimi? Ko‘rsatma.[l;+00) oraliqda
fix) = <p(X) = —"mfunksiyalami garang.

11-3 Agar fa *°/ (x)dx yaginlashuvchi, Ja+* <pix)dx uzoglashuvchi bo‘lsa,
u holda /a+ (fix) =+ (pix))dx yaginlashuvchi bo‘ladimi?

11-4. fix) funksiyaning (- 00; b] oraligdagi xosmas integraliga ta’rif bering.

Xosmas integrating giymatini toping yoki uning uzoglashuvchi ekanligini

ko'rsating (5-14).

11-5]) G¥’ e -’ dx. 11-6. {J*xe~*"dx.
+® dx 8 ;+oo dx
I K
= |rA -
I1-11./0 *2xsinxdx. 11-12./°" exdX.
11-13 J-lﬂ}'£+6§(+12 11-14 JB—!—“Z e~"dx.

Xosmas integralni yaginlashishga tekshiring (15-22):

11-16C ~ d X

11-17 /r5+0° e~4xcos2x dx. 11-18 f+" |n’\292x .

>1-20 f'- ~d x .

i21jrhm, -d x 1122, oo =

X+COSZX

5-8 Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
Aniqg integral mavjudligining zaruriy sharti integral ostidagi funksiyaning
chegaralanganligi edi.
End\f(X) funksiya [a;b] da chegaralanmagan bo‘lsin. Anigrog'‘i, ixtiyoriy £-0,

(e<b-a) uchunf(x) funksiya [ab-s\ da chegaralangan va integrallanuvchi bo‘lib, b
2



nugtaning atrofidagina chegaralanmagan boMsin. Bu holda b nugtaffx) funksiyaning

maxsus nugtasi deb ataladi.

Demak, ixtiyoriy t (a<t<b) uchun Jf (X)dx integral mavjud bo‘lib, u fagat t
a

o'zgaruvchining funksiyasi boiadi:
t
|/ (Qdx =F(t), a<t<b.

a

11,22-ta’rif. F(t) funksiyaning t->b-0 dagi limit holatiga chegaralanmagan

b
f(x) funksiyaning [a;b) oraligdagi xosmas integrali deyiladi va u J/ (X)dx kabi
d

belgilanadi.
Agar t->b-QfaF(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lib, u chekli boMsa, xosmas
integral yaginlashuvchi deyiladi, ffx) funksiya esa [a;b) da integrallanuvchi funksiya

deb ataladi.

b
Agar t—>b-0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz boMsa, Jf (X)dx xosmas
a

integral uzoglashuvchi deyiladi. Yuqgorida limit mavjud boMmagan holda ham biz

xosmas integralni uzoglashuvchi deymiz.

Demak,

b t

|/ (Qdx = lim F(t)= lim J/ (X)dx
a a

Xuddi yuqoridagidek, a nugtaf(x) ning maxsus nuqgtasi boMganda {a;b] oraliq
bo‘yicha xosmas integral ta’riflanadi.

f(x) funksiya (a;b] oraligda berilgan boMib, a nugta shu funksiyaning maxsus
nugtasi boMsin. Bu funksiya (a;b] ning istalgan [/;ib] (a<t<b) gismida
integrallanuvchi, ya’ni ushbu

b

\Ff(x)dx =F(t)
t

integral mavjud boMsin.



11.23-ta’rif. F(t) funksiyaning t->a+0 dagi limit holatiga chegaralanmagan

b

f(x) funksiyaning (a;b] oraliqdagi xosmas integrali deb ataladi va u J/ (X)dx kabi
a

belgilanadi.

*

Agar t— a+0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo'lsa, jf(x)dx

a

xosmas integral yaqinlashuvchi,/* esa (a;b]da integrallanuvchi funksiya deyiladi.

b

Agar t—=a 0 da F(t) ning limiti cheksiz bo'lsa, u holda Jf(x)dx xosmas integral
a

uzoglashuvchi deyiladi. Yuqgoridagi limit mavjud bo'lmagan holda ham biz
integralni uzoglashuvchi deymiz.

Demak,

b b
J|/ (dx =fﬂmo F(t)= /gglm Jt[/ (x)ax.

Agar f(x) funksiya [a;b] kesmaning biror ichki ¢ nugtasida lim/(x) =
FK

bo'lsa, u holda aniqg integralning additivlik xossasiga o'xshash integralni ikkita

integrating yig'indisi ko'rinishda ifodalaymiz:

b c b c b
J/ ()dx =Jf(x)dx +Jf(x)dx = lim J/ (X)dx+ lim J / (X)dx.
a a Cc a r

Agar tenglikning o'ng tomonidagi limitlar mavjud bo'lsa, u holda xosmas
integral yaginlashuvchi deyiladi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

Geometrik nugtai nazardan chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
y=f(X) egri chizig, y=0, Xx=a, x=b to'g'n chiziglar bilan chegaralangan va x->b-0 da
(x-Hr+0, x-Kk=£0) Oy o'gi yo'nalishida cheksiz cho'zilgan figuraning chekli yuzga

ega ekanligini anglatadi (65-rasm).



C+G

65—+tasm
1A
11.24-misol [-7= ni yaqginlashishga tekshiring.
0'Jx

Yechish. Bunda x=0 nugta integral ostidagi funksiyaning maxsus nugtasidir.
Bu holda ta’rif bo'yicha

\—J— lim ){== lim 2\f>(\—|m3(2—2\ft)=2.

t--+0+uJ f-l0+0

Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va uning giymati 2 ga teng.
1

11.25-misol | — - integralni yaginlashishga tekshiring.
Ovi1_x

Yechish. Bunda je= 1 nuqgta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasidir.

Bu holda

0= = lim 1 = Jim(=2-71"xbl lim (-2sfTN +2) =2,

f— =
JO X rna (*) X '-»k

Demak, bu integral ham yaginlashuvchi.

1

11.26-misol f— integralni yaginlashishga tekshiring.
’0 X

Yechish. Ta'rifga ko‘ra

é)_r = 55&4& = (Liglom”f'lF Jiggint = n/) = +oo,

ya’ni bu xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
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11,27-misol. j—— ~,ae Z,a<b integralni yaginlashishga tekshiring.
a\p—X)

Yechish. Ikki holni garaymiz. 1-hol. oc*l bo'lsin. U holda

— 77 = ¢ift {——-7 == 1lim f ——| -
&i(b -X) ‘Alil _x f im f(b-X~ad(b -x) |m -
Ub-a)y-*
I[oo, ar>l.

2-hol. a=1 bo'lsin. U holda

dx ] ax ] )
[ = lim 1l -7—— =- lim In}/i=x||' =- lim(In]6-f]-In]/>-a]) = +oo.

t e
Demak, J——— integral a<l| bo'lganda yaginlashuvchi, a>l da

uzoglashuvchi bo'lar ekan.

6-8. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining xossalari

Quyida maxsus nugtasi b bo'lgan f(x) funksiyaning [a;b) oralig bo'yicha

a
olingan Jf(x)dx xosmas integralining xossalarini keltiramiz. Bu xossalami maxsus

nugtasi a bo'lgan funksiyaning {a;b] oraliq bo'yicha olingan xosmas integrallari
uchun ham bayon qgilish mumkin.

11.28-xo0ssa.  Agar funksiyaning [a;b) dagi xosmas integrali
yaginlashuvchi bo'lsa, bu funksiyaning [c;b), (a<c<b) oralig bo'yicha integrali ham

yagqinlashuvchi bo'ladi. Bunda

b c b
I/ ()dx=J/ (dx +J/ (X)dx

a a c

tenglik o'rinli bo'ladi.
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11.29-xossa. Agar J/ (X)dx va Jkp(X)dx mtegrallar yaginlashuvchi boMsa, u
holda ixtiyoriy a, p sonlar uchun

b
Ja f(x) =P<p(x))dx

a

integral ham yaginlashuvchi bo‘lib,

b b b
J(afix) £P<p(x))dx =aJ f(x)dx £/?] p{X)dx
q a a
tenglik o'rinli bo'ladi.
b
11.30-xossa. Agar J/ (X)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lib, [a;b) daf(x)>0

a

b
bollsa, u holda J/ (jodx>0 boMadi.

a

b b
11.31-xossa. Agar | / (X)dx va j<p(X)dx integrallar yaginlashuvchi bo'lib,
a a
b b
[a;b) daf(x) << boMsa, u holda J/ (X)dx < j<p (X)dx bo'ladi.
a a

1132-xossa. f(X) va ¥ funksiyalar [a;b) da uzluksiz boMib, b esa ulaming

maxsus nuqtasi va 0 <f(X)<<p(x), xe [a:b) bo'lsin. U holda

* b

a) jp (xjdx yaginlashuvchi bo'lsa, j f (xjdx ham yaginlashuvchi boMadi;
a a
b b

b) J/(xjdx uzoglashuvchi bo'lsa, jV (xjdx ham uzoglashuvchi bo'ladi.

Misol tarigasida 11.30-xossaning isbotini keltiramiz. Qolgan xossalar
bevosita xosmas integral va uning yaginlashuvchiligi ta’riflaridan kelib chigadi.

Isbot 0 Aniq integrating xossalariga asosanf(x)20 bo'lsa, ixtiyoriy te [a,b)

t

uchun Jf (Xjdx > 0 bo'ladi. Bundan
a
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J/ (dx= lim j/ (X)dx<0
a a

ekanligi kelib chigadi. &

7-8. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini hisoblash

Endi chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralini hisoblash bilan
shug*ulanamiz.

a) Nyuton-Leybnits formulasi

Faraz qilaylik,/” funksiya [a;b) da uzluksiz boMsin. Ma’lumki, bu holda shu
oraligda uning boshlangMch funksiyasi F(X) mavjud boMadi.

Agar x—>b-0 da F(x) ning chekli limiti mavjud boMsa, bu limimi Ffx) ning b

nugtadagi giymati deb gabul gilamiz, ya’ni mF(X):Ffb).

Xosmas integral ta'rifi hamda aniq integrallar uchun Nyuton-Leybnits

formulasidan foydalanib,

b t
37 (dx= lim j / fx)dx= lim (F(t)-F(a)) =F(b)-F(a) =F(x) [*

ni topamiz. Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida,/” funksiyaning xosmas integrali

uchun Nyuton -Leybnits formulasi o‘rinli boMishini ko‘rsatadi:

b
J7 ()dx -F(b)-F(a).

a
b) BoMaklab integrallash
u(x) va v(X) funksiyalaming har biri [a;b) da uzluksiz n'(x) va v '(x) hosilalarga

ega, b nugta esa v(X)u '(X) hamda u(x)v’(x) funksiyalaming maxsus nuqtasi boMsin.
b

Agar J v (X)du(x) xosmas integral yaginlashuvchi hamda ushbu tli/(p,ou v(t)

a

b
limit chekli boMsa, u holda J 1 (X)dv(X) xosmas integral ham yaginlashuvchi boMib,



Jm V() =(UEIV(X)) W= J v ()du(x)

a a

tenglik o'rinli bo'ladi. Bunda u(b)v(b)= tHbrgo«(040—

¢) 0 ‘zgaruvchini almashtirish
f(x) funksiya [a;b) da berilgan bo'lib, b uning maxsus nuqtasi bo'lsin.

b
|/ (X)dx xosmas integralni garaylik. Ushbu integralda x=<p(tj almashtirish
a

bajaramiz, bunda (p(t) funksiya [a;/?) oraliqda uzluksiz ¢ (t) > O hosilaga ega hamda

p
<p@=a, lim = Bu holda agar "f (@{)<p{t)dt xosmas integral

a

b
yaginlashuvchi bo'lsa, J/ (xjdx xosmas integral ham yaginlashuvchi bo'ladi va

a
b P
N\ F (dx =N\H<p{D))(p(H)d

t~rglik o'rinli bo'ladi.

Yugorida biz maxsus nuqtasi b bo'lganyfol funksiyaning [a:b) oraliq bo'yicha
olingan xosmas integralini hisoblash usullarini ko'rib o'tdik. Bu usullami maxsus
nugtasi a bo'lgan funksiyaning (a;b] oralig bo'yicha olingan xosmas integralini

hisoblashda ham go'llash mumkin.

| .
11.33-misol. 1= | ————— 7= ni hisoblang.
H0o +"

Yechish. Ushbu integralda x = <p(t) = t 7 almashtirishni bajaramiz. Ravshanki,
ip(t) funksiya (0; 1] oraligda ¢~(t)-2t>0 uzluksiz hosilaga ega hamda <p(0)=0,
N =\Demak,



Chegarasi cheksiz bo'lgan xosmas integraldagi kabi chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali uchun ham absolyut yaginlashish tushunchasini

Kiritish mumkin.

(a;b] da aniglangan va a nugta maxsus nuqtasi boMgan f(x) funksiya uchun

I NINdX yaginlashuvchi bo'lsa, P / (X)dx absolyut yaginlashuvchi xosmas integral

a a

deyiladi,/(x) funksiya esa (a;b] da absolyut integrallanuvchi funksiya deb ataladi.

Mashq va masalalar
Xosmas integrating giymatini toping yoki uning uzoglashuvchi ekanligini
ko'rsating (23-26):
n 24'/.3vfe-
"-"mEigSiv 11-26.54y 112~
Xosmas integralni yaginlashishga tekshiring (27-30):

"e27f N d X 11-28. £ £ § * .



XI11 BOB. ANIQ INTEGRALLARNING TATBIQLARI

I1-8. Yuzani hisoblash formulalalari

Faraz qgilaylik, x=a, x=b, y=0 to‘g‘ri chiziglar va y=f(x) nomanfiy uzluksiz
funksiya grafigi bilan chegaralangan D tekis figura berilgan bo'lsin. Biz shu
figuraning yuzini hisoblaymiz. Buning uchun [a;b] kesmaning biror r,, boMinishini
olamiz: a=x0<xi<...<xrrh.

f(x) ning kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari mos ravishda
ntk va Mk boMsin. Har bir [**/**] ga mos, asosi shu kesmadan iborat boMgan,
balandliklari esay=mk vay=MkboMgan ikkitadan to‘g‘ri to'rtburchaklar yasaymiz
(66-rasm).

Barcha to‘rtburchaklaming kichiklaridan (balandliklari nik) iborat boMgan
ko'pburchak D figuraga ichki chizilgan ko'pburchak boMib, katta to'rtburchaklardan

iborat ko'pburchak tashqgi chizilgan boMadi. Ulaming yuzlari mos ravishda

66-rasm
a=S.mMk =£(IN <=Y M*Axt =
S| *
boMadi. Shartga ko‘ra/fx) funksiya uzluksiz, bundan uning integrallanuvchi ekanligi
kelib chigadi. Demak,
super = HTE(rs) = limiSX0O =infa' (4 =maxAxt),
ya’'ni D figura (egri chizigli trapetsiya) kvadratlanuvchi va uning yuzi
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0
S=jf(x)dx

boMadi.
Agar yugoridagi D figura quyidan y=0 to'g'ri chizig o'miga
y =p) (p()<f (x), XENSNON chiziq bilan

chegaralangan bo'lib, (P{X) funksiya uzluksiz

bo'lsa, u holda
(0]

S =\ (f()-(p(x))dx
bo'ladi.

12.1-misol. y-x2va x=y1lchiziglar bilan chegaralanagan 67-rasm
figuraning yuzini toping.

Yechish. Berilgan figura yuqoridan y = *JX, 0< jc < 1chiziq bilan, quyidan
esay”, 0< X<1chiziq bilan chegaralangan (67-rasm). Shuning uchun

! 2xI
S =j(>fx - x2dx = —-x31- 2 i
0 3 03 3

-
“ g

Egri chizigli trapetsiyadagi egri chiziq parametik usulda

(x= <p(1), ) )
{ (a<,t<,/3) berilgan bo'lsin, bunda <p(a)=a, <p{ft)=b, [a\P]

kesmada if/ (t) uzluksiz, op(t) esa monoton va uzluksiz <p'(t) hosilaga ega deb faraz

gilamiz. O'zgaruvchini almashtirish qoidasiga asosan quyidagiga ega bo'lamiz:

s= rf(x)dx :?y(t)qf{t)dt (1)
= acost

1x ,
12.2-misol | (0~24) ellipsning yuzini hisoblang.

Yechish. Awal ellipsning chorak gismining yuzini topamiz:
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—="bsint(-asint)dt = abj sin:tdt=— j 1- cos2 = — ff j2=——
4 n 0 20 2\

2
Demak, S=nab.
) ) fx=a(t-sint), L . .
12.3-misol. Ox o‘gi va { 0<t<2x sikloidaning bir arkasi
y =fl(I-cos?),

bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang.

Yechish. (1) formulaga ko‘ra

5=]a(l-cos/)a(l-cos/)£// =all(l-cos/)2> =
o) 0
=a2(J dt- 2J costdt +j co82iW) =aA(/-28T1/)|o* +
0 0 0
1 | ] 2n i
+—| (@ +cos2t)dt) =aA2n +-(/ +-sin2t) 0 )=3na.

2-8. Qutb koordinatalar sistemasida figuraning yuzini hisoblash

Qutb koordinatalar sistemasida tenglamasi r = r(<p) boMgan | egri chizig,
(p=a va <p=P nurlar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblash talab qgilinsin.

Bu figurani to‘g‘ri figura, ya’ni boshi O nuqtada boMgan <p=g>* nur
@<(p*<P) r=r((p) chizigni ko'pi bilan bitta nugtada kesib oMadi deb faraz
gilamiz. Shuningdek, f =f{<p) funksiyani [a,/?] da uzluksiz deb qaraymiz.

Egri chizigli OAB sektoming yuzini hisoblash uchun integral yigMndi tuzish,
keyin esa limitga oMishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.

1 [«,/?] ni n ta qism kesmalarga boMamiz va
a =% <<px<..<g>n=/3, Apk=pk—-<pkl, k="\n belgilash kiritamiz. U holda

OAB egri chizigli sektor n ta egri chizigli gism sektorlarga ajraladi.



2. Har bir gkXgK], K=\ gism kesmadan ixtiyoriy ravishda 6k nugtani
tanlab olamiz va r{(p) funksiyaning shu nuqtalardagi giymatlarini hisoblaymiz:

rk=r{6K\k =\n

3. Har bir KA(Pk\gism kesmada r = r(<p) funksiyani o‘zgarmas va giymati
rk=r{6k) ga teng deb garaymiz. Bu holda egri chizigli gism sektomi radiusi

rk = r (@K> markaziy burchagi A<pk bo'lgan doiraviy sektor bilan almashtiramiz (68—

rasm).

68-rasm

Bunday doiraviy sektor yuza ASk = — 20k)A<pk formula bilan hisoblanadi.

Egri chizigli OAB sektoming S yuzini tagriban n ta doiraviy gism sektorlardan

tuzilgan figura yuziga teng deb garash mumkin:

(1) tagribiy tenglik [({kv(@<\kesmalar ganchalik kichik boMsa, shunchalik

anig boMadi. (1) ning o'ng tomoni ~—{(p) uzluksiz funksiya uchun integral yigMndi
boMadi.
4. OAB egri chizigli sektoming yuzi S deb integral yigMndining

n -"Odagi limit giymatini gabul gilamiz:



Shunday qilib, egri chizigli sektoming yuzi quyidagi formula bilan hisoblanar
ekan.

s = Xr-p)

12.4-misol. r = fl(1 +C0S(3)
kardioida bilan chegaralangan figuraning
yuzini hisoblang (69-rasm).

Yechish. Kardioida qutb o‘giga
nisbatan simmetrik, demak uning yuzi
ABO egri chizigli sektor yuzining
ikkilanganligiga teng boiadi. ABO egri
chizigli sektor A= 6f(l+C0S") chiziq,
®=0,(p = 7T nurlar bilan chegarlangan.

(2) formulaga ko‘ra
S=2 JvH(p=al)(l+cost)ld(p~ai{\+2cosy>+ *+C ~ " )d(p=

:ﬂ’(g—cm Bsix\(p + —15in2’<p§ = Zénaz

12.5-misol. r —a"jcosZp lemmskata bilan chegaralangan figuraning yuzini
toping.

Yechish. ylJoos2p funksiya

[G:27] ning fagatgina - i-

—4 —4% gismlarida aniglangan

(70-rasm). Bu figura qutb boshi va qutb

0‘giga nisbatan simmetrik. Shuning uchun
3B



n
S—4—|5a~ooslq)dq)= 2a' 1sin2(p~4:az
0

Mashq va masalalar
Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figura yuzini hisoblang:
121y = sinx,y = 2sinx,Xx = 0,x = Zn.
12-2y = X2y =,y = 0,x= 0,x = 3
P3y2 - 2x +1y—x - 1
P4y = -"x2+3X +6 Yy -\ - x + 1

25y =X2y = 2Y = X
126y = x3 —3x,y = X

12-7y = x2 - 2x + 3,y = 3x - 1
12-8'y = arcsinx, toc = 2y.
129 xy = 8y = 8x3y = 27.
12-10.y2 = (4 - x)3, x = 0.
12-11. (y - X)2 = x3, x = 1
12-12. fx=2 +3c_ost . éf acgst
(y = 3+2sint. = bsint
_ = — ot * =
12-14. fy):(3t352t§' 12 115&(,= eo M I(x>1).
12-16. kx =CS tb EO:ZTr}
y = sirrt,
A x=t—sin¥ e .. . . i .
12-17. £~ _ ~_ cgst sikloidaning bmnchi arkasi va y = - to‘g‘ri chiziq bilan.

0 < x < Zm).

12-18. r

5 cos<p. 12-19. r = V3sin<p.

12-20. r 3(1 + sincp). 12-21.r = 2jsin 2.
12-22. r = acos2cp,a > 0 atirgulning bir yopirog‘i bilan.
12-23. r = 2a(l -cos<p),a > O kardioida bilan.

12-24. r = 2 4-cos<p Paskal chig‘onog‘i bilan.
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3-8. Fazoviy jism hajmini hisoblash

3.1. Ko'ndalang kesimi ma’lurn boMgan jism hajmini hisoblash.

Aytaylik, yopiq sirt bilan chegaralangan T jism berilgan bo'lib, uning biror
to'g'ri chizigga, masalan, abssissalar o'qi Ox ga, perpendikulyar tekislik bilan
ixtiyoriy kesiminingyuzi ma’lum bo'lsin. Bunday kesim ko ndalang kesim deyiladi.
Ko'ndalang kesim uning Ox o'q bilan kesishish nuqtasining abssissasi X bilan
aniglanadi.

Umuman olganda, X 0'zgarishi bilan ko'ndalang kesim yuzi S o'zgaradi, ya’'ni
x 0'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi. Uni S(X) bilan belgilaymiz. S(X) funksiyani
[a,6] kesmada uzluksiz deb garaymiz, bu yerda a va b berilgan T jismning cheti

(chegaraviy) kesimlari abssissalari (71-rasm).

71-rasm
T jismning V hajmini hisoblash uchun integral yig'indini tuzish va limitga
o'tishdan iborat algoritmdan foydalanamiz.

1 [ab] kesmani a =x0<x1<...< <xr=Db nugtalar yordamida n ta gism
kesmalarga ajratamiz. Axk=xk-xM, A=maxAxk, k=I,n belgilashlar kiritamiz.
Bo'lish nugtalari xk orgali Ox o'gga perpendikulyar tekisliklar o'tkazamiz.
X=xk K=1/i tekisliklar oilasi Tjismni har biriningqalinligi Axk, k="\nbo'lgan
gatlamlarga ajratadi (72-rasm).
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2. Har bir [x*_,x[ K="\ gism kesmadan ixtiyoriy ravishda nugta
tanlab olamiz va S(X) funksiyaning shu nugtadagi S(%k) giymatini hisoblaymiz.
3. Har bir [X61,xK] gism kesmada S=S(x) funksiya o zgarmas va giymati

S(gK) ga teng deb faraz gilamiz. U holda Tjismning har bir gatlamida asosi S(£K)
va yasovchisi Ox o‘gqga paralel to‘g‘ri silindmi garash mumkin. Bu gism to‘g‘ri

silindming balandligi Axt, hajmi AVk=S (£K)Ax* formula bilan hisoblanadi.

72-rasm
T jismning hajmi Vtagriban n ta pog‘onali gism silindrlardan tashkil topgan

figura hajmiga teng boMadi:

V*+AVK= £5 tit)AxK.
= =

Ravshanki, fa = 1%% Ac ganchalik kichik boMsa, tagribiy tenglik shunchalik

anig boMadi.

I1zlanayotgan hajmning giymati deb

V =Ilim]£S(£t)Axt ni gabul gilamiz.
AD*
Limit ostidagi ifoda [a,b] kesmada uzluksiz boMgan S(X) funksiyaning integral

yigMndisi boMganligi sababli



Shunday gilib, x-a va X-b tekisliklar orasida joylashgan jism hajmi, agar Ox

o‘qga perpendikulyar kesim yuzi ma’lum S=iS'(j), xe [ab] funksiya boMsa,

b

(€
formula bilan aniglanadi.
12.6-misol. X2 Y222, ellipsoid bilan chegaralangan jism haimini
am b ¢
hisoblang.

Yechish. Agar ellipsoidni x=h tekislik bilan kesib oMsak, kesimda

— =1 ellips hosil boMadi. Bu ellipsning yanm o‘glari

a— a

boMadi. (1) formulaga ko‘ra izlanayotgan hajm

Xususan, a-b—e— bo‘lganda radiusi r ga teng shar hosil bo‘ladi va uning

3.2 Aylanma jism hajmini hisoblash. Ox o‘q atrofida aABb egri chiziqgli
trapetsiyani aylantirishdan hosil boMgan jismni garaymiz. Bunda aABb trapetsiyani
Y~KX egn chizig, Ox o‘gi, Xx=a va X=b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan deb
garaymiz (73-rasm). Agar bujismga Ox o‘gqa perpedikulyar tekisliklar bilan kesib
o‘tsak, kesimda radiusi y=f(x) ning moduliga teng boMgan doiralar hosil boMadi.

Demak, bu holda ko‘ndalang kesim yuzi
S(X)=xy2=x(f(x)f boMadi.
Aylanma jism hajmini hisoblash uchun (1) dan foydalanamiz:

Agar jism cCDd trapetsiyani Oy o‘gi atrofida aylantirishdan hosil boMgan

boMsa (74-rasm), nholda uning hajmi quyidagi formula bilan hisoblanadi:
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d d
V=n xady =n(p{y))Iciy, bu yerda X-<p{y\ yE \cd] CD chiziq

C C
tenglamasi.
V ="\yHdx=x\ (f(x)fdx ()
a a

12.7-misol. iL+ 'l‘):r—l ellipsni Ox 0'q atrofida aylantinshdan hosil bo'lgan
a

jism hajmini hisoblang.

Yechish. (2) formulaga ko'ra

12.8-misol. x=a(t-sint), y=d(1-c0s/), 0<>t<2x sikloida arkasini Ox

o‘qgi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan figura hajmini toping.
Yechish. (2) formuladan foydalanamiz. Bunda 0<x<2na bo'ladi. Demak,

Ixa
V=nf yax. Bu integralda o'zgaruvchilami almashtiramiz. X=a{t—Sin/),
0

y = @0\—CO0s/) deb olamiz, u holda dx=a\—dXBt)dt bo'ladi. Agar x/=0 bo'lsa,
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4 -0, J2-2qaa bo'lsa, /2-2/r bo'ladi. Bulami e’tiborga olib, quyidagini hosil
gilamiz:

V-nlyax=~]al-cosO:a(l-cos/)?
] 0

=na3j (L-cost)™dt=na"') (I-3cosf +3cos2f-cos3fc/r
0 0

na3(r-3sin0|» +3Jﬁ_ ?;stht -J (1-sin2/)</(sinf))
0]

4-8. Egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash

4.1. To'g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida yassi yoy uzunligini
hisoblash. Aytaylik, y=f(x) funksiya [ab] kesmada aniglangan, uzluksiz va / shu
funksiya grafigi bo'lsin. (75-rasm). Yassi / egri chizigning uzunligini topish talab
gilinsin. Yassi / egri chizigning uzunligini s bilan belgilaymiz.

Awal AB yoyini uzunligi
deganda nimani tushunishni
aniglab olamiz. Buning uchun
[la.b] kesmani ixtiyoriy ravishda
a=xo<X]< ...<x,,=b nugtalar
yordamida n-ta  bo'lakka

bo'lamiz.
—Xk Xk-V K—\T
belgilash kiritamiz. Har bir i=1n 75-rasm

nugtadan Oy o'gga / chiziq bilan kesishganga qadar parallel to'g'ri chiziglar

o'tkazamiz. Bu holda AB yoy n ta bo'lakka bo'linadi. / chizigning go'shni bo'linish



nugtalarini kesma (vatar) bilan tutashtiramiz va ANiN2. -N,..iB siniq chizig hosil
gilamiz. Shu siniq chizigning uzunligini /, bilan belgilaymiz.

Demak,

5= NKIHNAUN+.. +N,, bXE MK,

bu yerda Alk- Nk {\k yoyga tiralgan vatar uzunligi.
Siniq chizigning uzunligi AB yoy uzunligining tagribiy giymati bo‘ladi
(/ * 1,,) Ravshanki, agar [a,6] kesmaning boiinish nugtalari soni n ni (gism kesma

uzunliklari eng kattasining uzunligi nolga intiladigan gilsak) ortirsak, u holda siniq
chizigning uzunligi AB yoy uzunligiga intiladi deb gabul gilish tabbiiydir.

Agar A= r'nai<Ax —=>-0 da /, chekli limitga ega bo'lsa, u holda bu limit /
k¢*]

yoyning uzunligi deyiladi, egri chizig bu holda to'g rilanuvchi deb ataladi:

Agar chekli limit mavjud boMmasa, yoy uzunligi mavjud emas, chiziq esa
to 'g'rilanmaydigan deyiladi.

Endi, agarf(x) funksiya [a.b] kesmada uzluksiz hosilaga ega boMsa, u holda /
- to*g‘rilanuvchi ekanligini ko‘rsatamiz va uning uzunligini hisoblash formulasini
keltirib chigaramiz.

NKONK vatar uzunligini hisoblaymiz. Nk—(pk-yk-). LUxbyk) bo‘lganligi

sababli

Lagranj teoremasiga ko‘ra

Sis(x" xt).
A*k

Demak,
Alk=yIN\+ (1N £K))2AxK.
Olingan natijani (1) ga gqo‘yamiz.
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* = L VIH(/44% )2t )

(2) formulaning o ‘ng tomonida J | +(/*(x))2 funksiyaning [a,b] dagi integra
yigMndisi yozilgan. Bu funksiya uzluksiz boMganligi sababli integral yigMndinmg
limiti mavjud va shu limit yjl +( f (x))2 funksiyaning [a,b] dagi aniq integraliga

teng boMadi.
5:fcséq> +(/10 ) 2*xKk= qu +{f(x))2x.

Shunday gilib, agarf(x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz hosilaga ega boMsa,
u holda AB yoy to'gMrlanuvchi va uning uzunligi s quyidagi formula bilan

hisoblanadi:
(3
a
12.9-misol. x2+y “= R 2aylana uzunligini hisoblang.
Yechish. Awal aylananing | chorakdagi gismi uzunligini topamiz.

Aylananing bu yoyi tenglamasi y = sS/R2-x2, 0<X<R boMadi.

Bundany =— . X Demak (3) formulaga ko‘ra
yJR2-x2

1 sl 7 |$ R ix e Frarcsi
= —+ J— = = /7 J—
4 }J\D, R2_X%dx i X arcsin R

Shunday qilib, aylana uzunligi s=2kR ga teng.

4.2. Parametrik ko‘rinishda berilgan yoy uzunligini hisoblash.

Egri chizig tenglamasi parametnk ko'rinishda berilgan boMsin:

x=X(t), y =y(t), te bu yerda x(t), y(t) - uzluksiz hosilaga ega va
da*’(0*0.

(3) formuladan foydalanish uchun awal o‘zgaruvchini almashtiramiz.

x=X(t), dx=x(t)dt, ¥Yx=¥/,L, .n holda
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r >y

- 1+ Yyt

NA
yoki
f,
s=\yIW )2+(J(t)) Alt. )
h
=a(t-s\nt), .
12.10-misol EX a(t-s\no O<t<2n sikloida arkasi uzunligini
[y=a(l-cosf)
hisoblang.

In ' In '

Yechish s=J] ~aZl-cast)2+a2sin2tdt =aJ "2(\.-cost)dt =
D

" le
—a%},)4sin2£dt: 2a2f’sinldt:—4acost— = 8«.
Mn 2 J 2 2

4.3. Qutb koordinatalar sistemasida yoy uzunligi Egri chiziq qutb

koordinatalar sistemasida r = r(<p),
va /($>) lami [«,/?] da uzluksiz deb faraz gilamiz.
ko'rinishda yozamiz:
Xvay dan (p bo'yicha hosilalami hisoblaymiz:
=// cos™-/'sin<M| |

=>(N)2+(X>)2=",2+(')2
Yp=r'sin® +roos<"|I > (2r 0zt (D)

W2 [Rp

12.11-misol. /'=fl(l +C00&) kardioida uzunligini hisoblang.

Demak,
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Yechish. Burchak 0 dan n gacha o'zgarganda izlanayotgan yoyning yarimini
hosil gilamiz. (5) dan foydalanamiz: r' = —asincp, r2+(r')2= a2(1+

coscp) 2+ a2sin2@ = 2a2(l + cos<p) = 4a2cos2j.

n n
s=2_ >J2+ ([r)2d(p = 4a | cos” dgp = 8asin-\. = 8a.
J J/ 2 2
0 0
4.4. Yoy differensiali Yoy uzunligi s= + formulasida

a
integrallashning quyi chegarasi o'zgarmas, yuqori chegarasi esa o'zgaruvchi deb
faraz qilaylik. Yugon chegarani X bilan integrallash o'zgaruvchisini t bilan

belgilaylik. Bu holda yoy uzunligi yuqgori chegaraning funksiyasi bo‘ladi:
*{*)=Ne +if

a

Yuqgori chegarasi o'zgaruvchi boMgan aniq integrating hosilasi haqidagi
teoremaga ko‘ra s(X) funksiya differensiallanuvchi, uning hosilasi quyidagi formula
bilan aniglanadi:

f(x) =1+ (/(x))2.

Bundan yoy differensiali uchun quyidagi formulani hosil gilamiz:

ds=s\X)dx=¢ +(f(x)fdx.

Demak, yoy differensiali yordamida yoy uzunligini hisoblash uchun ushbu

b
s=Jds formulani hosil qilishimiz mumkin.

a

i
Agar y :ij—di ekanligini e’tiborga olsak,

)X = <Jdb2+dy21
ya'ni
ds2=dx2+dy2

(Pifagor teoremasining analogi) hosil boMadi.
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5-8. Aylanma sirt yuzini hisoblash

Aytaylik, /(*) funksiya [EN\D\ kesmada aniglangan, nomanfiy, va uzluksiz
hosilaga ega bo‘lsin. Uning grafigi bo'lgan AB egri chizigni Ox o'qi atrofida
aylantirish natijasida aylanma sirt hosil bo'ladi (76-rasm). Shu sirtning yuzini aniq
integral yordamida aniglaymiz. Buning uchun NNo\ning biror bo'linishini olamiz:

a=j0<jc <...<Xbl <xXk<..<xn=b.

Bo'linish nugtalandan Oy o'qqga paralel to'g'ri chiziglarni o'tkazib, ulami AB
yoygacha davom ettiramiz. Buning natijasida AB yoy ham NKXkj(xk)) nugtalar
yordamida n ta bo'lakka bo'linadi. Endi A=No, Ni, ...,,Nn=B nuqtalami ketma-ket

tutashtinb, siniq egri chiziq hosil gilamiz.

AB yoyni Ox o'gi atrofida aylantirish natijasida hosil bo'ladigan aylanma
sirtning yuzi deb siniq chizigni Ox o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'ladigan sirt
yuzining Nk—=INK vatarlar eng kattasining uzunligi nolga intilgandagi limitini gabul
gilamiz.

Ma'lumki,

A2 =< - )2+ (F(X k)= F{x k)2
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vatar uzunligi nolga intilganda —>0 va aksincha. Shuning uchun kelgusida
limitni
A= rrh1axAx —»0
lih ,n *
uchun ko rib o tamiz. Nk-iNkvatami Ox o‘gi atrofida aylantirganda kesik konus sirti

hosil boMadi va uning yuzi

Shu tarzda hosil gilingan yuzlaming n tasini go'shsak, siniq chiziq yordamida

hosil gilingan sirt yuzi P,, kelib chigadi:
p~=2*Z far>-)+f (X)blk 4 = k 11 |
Uni boshgacha ko'rinishda yozish mumkin:

p.=2 n + 2 , J 4),
Bl = 2

bunda /¥ mos ravishda A*.; va Af* nugtalar orasidagi yoy uzunligi.

Ma’lumki, A*,.—0 da As* —0 Shuningdek, —™>* ~ A~ ~ boMinma
2

/C*m) va f{xKk) lar orasidagi son bo'lib, f(x) funksiya uzluksiz boMganidan,

shunday %xe mayjudki,

boMadi. M =max/(x) deb belgilaylik. A-»0 da P,, ning tarkibidagi ikkinchi
go'shiluvchi

-Uk)=2x+ A4t)(Ast -AlK) z

*=> z t=1

£2nM M{bsk- bl =2am ['"b3K-Y\NALK 10,
o2 ] (JA =] = I
chunki

JImE4/, = £> ,=£
=l *=1
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(yugoridagi shartlarda/I£ yoyning to'g'rilanuvchiligi nazarda tutilgan).
Demak,

- r
lim/J,=2nlimj] =2nJf(x)ds
AfO e

bo'ladi, ya’ni aylanma sirtning yuzi

b b
S=2a]f(x)ds =2nj /{x)d +F{x)2Ax

formula bilan ifodalanadi.

Agar to‘g‘rilanuvchi yoy tenglamasi N~ (fif</</?) parametrik

ko‘rinishda berilgan bo'lib, (p{t) wva ~(0 lar uzluksiz hosilalarga ega boMsa, u

holda sirtning yuzi
p -
S = 2nj yr®yl<fit)2+</(t) it
boMadi. Shunga o'xshash, agar egri chiziq
r-f{d\ a<0<p

tenglama bilan berilgan boMib, f(0) uzluksiz funksiya bo'lsa,

formulani keltirib chigaramiz.
12.12-misol Radiusi R bo'lgan sfera sirtimng yuzini toping.
Yechish | usul. Aylana tenglamasi parametrik ko'rinishda quyidagicha
yoziladi:
[ Xx= Rcost,
\y=Rsint, 0<t"2it

chorak aylanani Ox o'qgi atrofida aylantirish natijasida yarim sfera hosil bo'ladi. Bu

holda 0<t< ? bo'ladi, shuninguchun
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Demak, S=4ftR2

M usul. Qutb koordinatalar sistemasida aylana tenglamasi r=R, 0<B<2n.
Shuning uchun
_ £

S C r~ 2
—=2>1j RsinejR2+0A0 = 2nR2Jsin6WO0 = 27rR2, S =4nR2
0 0

Mashq va masalalar

12-25. R radiusli shar hajmini toping.

12-26. Asosining radiusi R va balandligi H boMgan konus hajmini toping.

12-27.2 = x2parabolik silindarva y = 0,y = 6,z = 1 tekisliklar bilan
chegaralangan jism hajmini toping.

12-28. z = 1 — y2parabolik silindarvay = 0,z = 0,x = O,x = 12
tekisliklar bilan chegaralangan jism hajmini toping.

12-29. z = X2 + y2paraboloid vaz = 4 tekislik bilan chegaralangan
jism hajmini toping.

12-30. X2 + y2+ 422 < 4 ellipsoid hajmini toping.

12-31. x2+y2 +z2= 25 shamingy = lvay = 4 tekisliklar bilan kesib
olingan gatlamining hajmini toping.

12-32. x2 — z2= 1bir pallali giperboloidvaz = 0,z = 3
tekisliklar bilan chegaralangan jism hajmini toping.

Aylanmajism hajmini hisoblang:

12-33. y = x3x = 0,y = 8 figurani Ox o‘qi atrofida.

12-#Ay = Y = 0,x = 0,x = 1figurani Ox o‘gi atrofida.

12-35.y2 = (x + 1)3, x = O figurani Oy o‘qi atrofida.

12-36.y2 = 16— x,x = O figurani Oy o‘qi atrofida.



12-37.y = Vxe*,x = 0,x = In 2 figurani Ox o4 atrofida.

12-38. y

2sinx, 0 < x < n figurani Ox o'qgi atrofida.

12-39. y2

4x,y2 = x3figurani Ox o'gi atrofida.
12-40.y2 = 6x,y = yJZx2 figurani Ox o'qi atrofida.
Yoy uzunligini hisoblang:

12-41. y = — X2 4~ 2x uchidan abssissasi x = 2 bo'lgan nugtagacha.
12-42. y2 = X° abssissasi x = 6 bo'lgan nugtagacha.
1243.y = Inx,x = V8danx = VT5 gacha.
12-44.y = "x2—Ax +y ,0x 0'gi bilan ajratilgan gismi.
12-45. *x = yr, 0(0; 0) nugtadan A(2//3; 3) nugtagacha.

Q/ X XN\ : ; : LY
1246y = - + e «J abssissalarl 0 va a bo'lgan nugtalari orasidagi

bo'lagi

X=t—sint, . .
.2-48. {y = 1—_cost, (bir arkasi).

12-53 r = yflsintp.
3,5(1 —cosQ)).

X
iy
1

1255 r =-<»=- dan " gacha.
® 4 3

N
3
1

S(p,r = 107 aylana ichidagi gismi.

6(1 +sin<p), P€ I O
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12-58. 1 = /2e\0 < P<

Aylanma sirt yuzini hisoblang:

12-59. y2 = 2x,x e [0; 4] parabola yoyi Ox o‘qi atrofida.
12-60. y = sinx, 0 < x < T sinusoida yoyi Ox o'qi atrofida.

12-61. = 1ellips Ox olqi atrofida.

12-62. “? +]w = 1 ellips °Y ° ‘¢ atrofida.
12-63. r = 4sin<p aylana qutb o‘qi atrofida.
12-64. r = 2cos<Pp aylana qutb o‘qi atrofida.

6-8. Aniq integralning fizik masalalarni yechishga tatbiqi

6.1. 0 ‘zgaruvchan kuch ishini hisoblash.Aytaylik, moddiy nugta biror
o‘zgaruvchan f kuch ta’sirida to‘g‘ri chizigli harakat gilsin. Bu nugtaning
ko‘chishini s vektor orgali belgilaymiz va kuchning yo‘nalishi ko‘chish yo*nalishi
bilan bir xil boMsin deb faraz gilamiz. |.P] va |s Jorgali f va s vektorlaming
uzunligini belgilaymiz.

Agar f o‘zgarmas bo‘lsa, u holda mexanikadan ma lumki, bajarilgan ish

A= [fl- A ga teng boMadi.

Endi f yo nalishni saglagan holda modul bo‘yicha o‘zgaruvchan boMgan
holni garaymiz. Shu kuch bajargan ishni hisoblaymiz. Ox o‘qgi deb moddiy nugta
harakatlanayotgan to‘g‘ri chizigni qgabul qilamiz. Aytaylik, yo‘nalishning
boshlangMch va oxirgi nugtalari abssissalari mos ravishda a va b(a<b) boMsin. [ab]
kesmaning har bir nugtasida kuch moduli ma’lum giymat gabul giladi va x ning
funksiyasi, ya'ni F =F(X) boMadi.

F(x) funksiyani uzluksiz deb hisoblaymiz. 0 ‘zgaruvchan kuch bajargan ishini
hisoblash uchun integral yigMndini tuzish va limitga o‘tishga asoslangan

algoritmdan foydalanamiz.



1 [aA] kesmani xk, k=I,n nugtalar yordamida n ta bo'lakka bo'lamiz:
a=X(0)<x]<..<x” <xn=b. Axk=xk-xn, k=1n belgilash kiritamiz, u Jl-inchi

gism kesma uzunligiga teng. Ma’lumki, butun yo'ldagi ishni A bilan, [**_,,xj gism

kesmada bajarilgan ishni Ak bilan belgilab, quyidagiga ega bo'lamiz: A=",/1
k1

Agar ni yetarlicha kichik qilib olsak, u holda har bir bunday

kesmada |F }-const deb garash mumkin.

2. Har bir 1 gism kesmadan ixtiyoriy gknugtani tanlab olamiz va F(x)
funksiyaning shu nugtadagi giymatini hisoblaymiz.

3. Har bir gism kesmada kuchning moduli o'zgarmas giymatga ega va F(X)

funksiyaning nuqtadagi qiymatiga teng deb faraz gilamiz: |#j= F(gk) Bu holda
kuchning [©* ] kesmadagi ishi AAI = = F(gt)Axt bo'ladi.

0 ‘zgaruvchan kuchning butun yo'ldagi ([</3] da) ishi uchun
A*t.A = £2(&)**,,
*=1 t=1
munosabat o'rinli bo'ladi.

4. X =maxAx, —+0 dagi A, ning limiti mavjud bo'ladi (chunki F(x) farazga

ko'ra uzluksiz) va o'zgaruvchan kuchning a nugtadan b nugtagacha bo'lgan to'g'ri
chizigli yo'ldagi ishini ifodalaydi:
n b
A=fe Sl Mx* = j E(X)dx @)
= a

12.13-niisol Agar prujinani 0,05 m ga cho'zish uchun 2 H kuch sarf gilinsa,
u holda bu prujinani 0,1 m ga cho'zish uchun bajariladigan ishni hisoblang.
Yechish. Guk gonuniga ko'ra prujinani cho'zuvchi (siquvchi) kuch moduli

[r | shu cho'zishga (sigishga) proporsional bo'ladi, ya'ni || =>kx bu yerda x-

cho'zilish (siqilish) kattaligi. Shartga ko'ra 2=k-0,05, bundan k=40. ()]

formulaga ko'ra
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01
A= [40xdx = ZOXZI')' =0,2) .

b

6.2. 0 ‘zgaruvchan quwatli elektrodvigatel ishini hisoblash. Endi ishni
topishga doir boshgqa masalani garaymiz. Dvigatelning A/ =[a,6] vaqt oralig‘ida
bajargan ishini hisoblaymiz, bunda uning tvaqtdagi quwati ma’lum va N(t) ga teng
garaymiz.

Yugoridagi algoritmdan foydalanamiz:

1 [,b] kesmani n ta bo‘lakka ajratamiz: [t-i, ], K=\ Atk =tk - tk v

2. Har bir [tki, t#] gism kesmadan ixtiyoriy Tk nugtani tanlaymiz.

3. Har bir gism kesmada quwatni o‘zgarmas va N {zk) ga teng deb garaymiz.

U holda

n
/)»N =£nr(

N(t) funksiyani uzluksiz deb garaymiz va A= rr[1a*>)(Atk—>0 da limitga o‘tamiz.
<<

Natijada

2
formulaga ega boMamiz.
. 2 . . . .
12.14-misol. [O,—K ] vaqt oralig‘ida o'zgaruvchi tok bajargan ish va o‘ rtacha
@

quwatini hisoblang.

Bunda tok kuchi / =/0sinat formula bilan aniglanadi (lo- tokning maksimal
giymati, (O -doiraviy chastota, /-vaqt, zanjir garshiligi R-ga teng)

Yechish. Ma’lumki, o‘zgarmas tok kuchining quwati N=IR formula bilan

aniglanadi. (2) formulaga ko‘ra

. 1- cos 2 |
A~IOR j sin2Dtdt= 1R j 25952y = ICRIt

0 (0]

(eo]
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0 ‘zgaruvchan tokning o‘rtacha quwati esaWgla=--——= — g@a teng

2Ttloi 2
boMadi.
6.3. Statik momentlarni, inersiya momentlarini va og‘irlik markazi
koordinatalarini hisoblash
6.3.1. Umumiy ma’lumotlar Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar

sistemasi berilgan bo‘Isin.
12.15-ta’rif. m massali A(X,y) moddiy nugtaning Ox o‘gga (Oy) nisbatan
statik momenti deb son jihatdan nugta massasini nugtadan Ox o‘giga boMgan masofa
ko‘paytmasiga teng boMgan kattalikka aytiladi:
Mx=my (Mv=mx).
12.16-ta’rif. m massali A(X,y) moddiy nugtaning Ox (Oy o‘g, O nuqta) ga
nisbatan inersiya momenti deb shu nugta massasini Ox (Oy, O nuqta) gacha boMgan

masofa kvadrati ko'paytmasiga teng boMgan kattalikka aytiladi:
Ix=my2, / =nvc2 /,,=m(x2+yl)

Agar mp mz,...mnmassali /1,(*1»Y0 AAx2y2),..., \(X,,,yH moddiy nugtalar
sistemasi berilgan boMsa, u holda statik momentlar
= M r=Y jmkxk 0)
fe=1 it=I
inersiya momentlari
Ix=x= T 1,=+ T7/1 \10=Ix+ly=Y JX2+yK)mk
<=1 *=1 k=1
formulalar bilan hisoblanadi.
12.17-ta’rif Moddiy nugtalar sistemasining og irlik markazi deb quyidagi
n
xossaga ega boMgan nuqtaga aytiladi: agar bu nugtaga sistema massasi M ='Y mk
k=1
go‘yilsa, u holda uning ixtiyoriy o‘qga nisbatan statik momenti sistemaning shu
0‘gqga nisbatan statik momentiga teng boMadi.

OgMrlik markazi koordinatalarini S(X,y) deb belgilasak, u holda ta'rifga ko‘ra
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Mx=X mkyk=/4y, N/3=X />n =Mr
=

hosil qilamiz. Shunday qilib, moddiy nuqgtalar sistemasining ogMrlik markazi
koordinatalari
M —H, I " n
*ETT=((QVORY B =TT = g o
formula bilan hisoblanadi.
6.3.2. Tekis yoyning ogMrlik markazi. To‘g‘rilanadigan AB yoy bo‘ylab
p -1 zichlik bilan biror modda joylashgan boMib, bu yoyning parametrik
tenglamalari
Dx = x(0),
1y =y(l), 0<1i<,L
boisin (parametr sifatida / -yoy uzunligi olingan), bunda L —butun yoy uzunligi x(l),
y(I) lar [GL\.da uzluksiz funksiyalar.
[O;L] ning biror bo‘linishini olamiz.
O=lcxli< ... <l,,=L.
Natijada AS yoy Pk-iPk gismlarga boMinadi, bunda
PEPIOXICYI), Xkx(IK), yisyOK)
Pk-iPk yoyga joylashgan massa Amk=W k. Shu massani Pk nugtaga

markazlashtiramiz. U holda sistema og‘irlik markazining koordinatalari tagriban

2>,

boMadi. x(I) va y(l) funksiyalar uzluksiz boMgani uchun yuqoridagi integral

yigMndilaming A(l) = maxA/, =0 dagi limiti mavjud boMagj va ta’rifga ko‘ra
ogMrlik markazning kooradinatalari shu limitlarga teng deb gabul gilinadi:

*=i\x(dl, y=j\y{hdl.

Lo 0
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AB yoy tenglamasi y -/(*), Cl<x<b ko'rinishda berilgan boMsin. U holda

X=jIxIN +H(x) X, y=\fx)y]\ +f(x)2dx

a a
boMadi.

12.18-teorema (Guldmning birinchi teoremasi). AB tekis yoyni shu tekislikda
yotgan yoy bilan kesishmaydigan biror o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘ladigan
sirtning yuzi shu yoyning uzunligi bilan uning ogMrlik markazi chizgan aylana
uzunligining ko‘paytmasiga teng.

Isbot. 0 AB yoy tenglamasi ¥Y=/(*), a<X<b ko‘rinishda boMsa, u holda

X=ZjexyI\+f(x )X, y=y|/(x)7] +f(xfdx

a a
Bu tengliklaming ikkinchisini 2kL ga ko‘paytirsak,

b -
2nyL =20 f(X)yjl +f(x) "%k

a
hosil boMadi. Ushbu tenglikning o‘ng tomoni AB yoy Ox o‘qi atrofida aylanishidan
hosil boMgan sirtning yuzi boMib, chap tomoni yoy uzunligi bilan uning og‘irlik
markazi chizgan aylana uzunligining ko‘paytmasidir. &

12.19-misol. y =yjR2-x2, -R<x<R yanm aylananing og‘irlik markazi

koordinatalarini topish talab qgilinsin.

Yechish.
y-— X Ny 2- — y -— fyI\+yldx=— [Rdx=—,
y v Yy TFT7 *rL A

xw;fAlTanﬁJl =0

chunki integral ostidagi funksiya tog. Demak, yarim aylananing og‘irlik markazi

0;2—R nugtada joylashgan.
ft )
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6.3.3. Tekis figuraning ogMrlik markazi. y = fix),y = <p{x),f(x) <
<Pp{X) uzluksiz egn chiziglar vax-a. x=b, a<b to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan
G tekis figura bo'ylab zichligi o‘zgarmas p =[ bo‘lgan biror modda joylashgan
bo'lsin. [ab] kesmani
a=x0<xi<... <X,,.i<x,,=b
nugtalar yordamida n ta bo‘lakka bo‘lib, G figuraga n ta to‘g‘n to‘rtburchak
chizamiz. Bu to'rtburchakningbalandligi (M) - f(x k) ga, asosi esa bXK=xK-Xbl
ga teng (k= 1,2...,ni). Bu holda har bir to‘rtburchakka joylashgan modda massasi
"h=P (<P (XK) - f(x K))Axk
bo'ladi (bunda p = 1 -jismning zichligi). To'rtburchak diagonalari kesishgan

nugtaning, ya’ni og'irlik markazining koordinatalari quyidagicha yoziladi:

75—t - )+ (**)
2 e 1- j

U holda n ta to'rtburchakdan iborat bo'lgan figuraning og‘irlik markazi
koordinatalari quyidagicha yoziladi:

Ex* Tk 2 fm~ J\/(X"}))Axk

e i NV

Z, ()=l

=
A 1n
Z ykemk r X (" t)+/(**))blxK) - f{xk))
T .
Y .mk —/(**))a**
L i )-/(**))a

Bulardan A= maxAxt -»0 da lim£ =£, lim/7=7 bo'lib, M{£,T]) nugta
1A A—O 0
G figuraning og'irlik miarkazi bo'ladi. Shuningdek,
1. .r
n b

fesS )-f(x k))tek:J((p{x)—f(x))dx =5,

4—_1 *
bunda S berilgan G figuraning yuzidir. Endi

X ( YA Y=/ (N =Z M b >/ (*F* -
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in
— /(x*)) Ox*2 ekanligini e’tiborga olsak,
n b
lim~jet(™Nack) - F(xK)AXK= ] x(<p(x)~T(x))dx boMadi va
N> *1 a

lim A (M (xt)-/(X,t))Axt2=0, chunki A->0 da
*

S (P ~/bl ) A X K2< JE(1<pC) | + NN < NANT Ax* = #A(6 - a) —>0
i=1 t-1 t=1

(bunda N =sup(J#>(xt)|+1/ (xjl)) Demak, A-+0da

T [ [ - S— _
N{p)—f(x))dx 2j () - f(x))dx

Agar G figura egri chizigli trapetsiya boMsa (y = <p(X), f(x) = 0), u holda

%=""\xydx, f=j"\y2x

a

b
boMadi. Bunda S = J<p(X)cEt- egri chizigli trapetsiyaning yuzi. Bu holda

a

I b b b

= s ;f)’y 2ix tenglikdan 2rjS= }‘q?{x)dx yoki 24\S = ng\@(x)dx boMib,

quyidagi teorema o'rinli bo'ladi:
12.20-teorema (Guldinning ikkinchi teoremasi). Tekis figurani o'zi bilan

kesishmaydigan o'g atrofida aylantirish natijasida hosil bo'ladigan figuraning hajmi

b
(n"gr(x)dx) shu figuraning yuzi S va uning og'irlik markazi chizgan aylananing
a

uzunligi ko'paytmasiga teng.
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Mashq va masalalar

2 yl
12-65. "7+~r=1 (¥~ 0) yarim ellipsning Ox o'giga nisbatan statik

momentini toping.
12-66. x2+y2=r2 (y >0) yarim aylananing og'irlik markazi

koordinatalarini toping.

2 2 2

12-67. x3 +y3 = a3 astroida yoyining birinchi kvadrat bo'lagining og'irlik
markazi koordinatalarini toping.

12-68. y = ch” zanjir chizigning absissalari xx= —a va X2 = a bo'lgan
nugtalari orasidagi yoyi og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-69. x = a(t —sint),y = a(1—cost) sikloida (t =0 dan t = 2n)
yoyining og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-70. y = cosx kosinusoida va absissa o0'gi bilan

chegarlangan figuraning og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-71. x2+y2=r2(y > 0) vyarim doiraning og'irlik markazi
koordinatalarini toping.

12-72. ~ = 1 ellips bilan chegaralangan figuraning birinchi kvadratdagi
boiagining og'irlik markazi koordinatalarini toping.

12-73. x = a(t —sint),y = a(l —cost) (t = 0 dan t = 2;rgacha) sikloida
va absissa 0'gi bilan chegaralangan figuraning og'irlik markazi koordinatalarini
toping.

12-74. Tomoni a bo'lgan muntazam oltiburchak o'zining biror tomoni
atrofida aylatirilgan. Guldin teoremasi yordamida: a) hosil bo'lgan jism hajmini
toping; b)jism sirti yuzini toping.

12-75. x = a(t —sint),y = a(l —cost) sikloidaning birinchi arkasi va
absissa bilan chegarlangan figura ordinata o'qi atrofida aylantirilgan. Hosil bo'lgan

jism hajmini va sirt yuzini toping.
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Uova. Matematik analizning rivojlanish tarixi hagida

XVII asrga kelib tabiiy fanlaming, shuningdek, sanoat, ishlab chigarishning
rivojlanishi harakatni, turli o'zgaruvchi jarayonlami va o‘zgaruvchi migdorlar
orasidagi bogManishlami tadgiq etishga sabab boMdi. Matematikaning metodlari
tabiat fanlariga jadal kirib bordi. Jumladan 1609-19 -yillarda Kepler tomonidan
sayyoralar harakati qonunining kashf etilishi va uning matematik formulalarda
berilishi, 1632-38 -vyillarda Galiley tomonidan jismning erkin tushish gonunining
matematik ifodalanishi, 1686 - yilda Nyuton tomonidan butun olam tortilishi
gonunining kashf etilishi va matematik ifodasining berilishi va boshga ko‘plab
faktlar tabiat gonunlarini matematika tilida bayon etishga olib keldi.

O'zgaruvchi migdorlar va ular orasidagi bog‘lanishlaming umumiy
xossalarining aksi sifatida  matematikada o‘zgaruvchi miqdor va funksiya
tushunchalari vujudga keldi va bu matematika predmetining tubdan kengayishiga,
natijada matematika rivojining yangi bosqichi - o‘zgaruvchi miqdorlar
matematikasiga - olib keldi. Bu davmi analizning vujudga kelishi va rivojlanishi
davri deb tan flash mumkin.

0 ‘zgaruvchi miqgdorlar matematikasining vujudga kelishida birinchi va
muhim gadam 1637 yilda Dekartning “Metod hagida mulohazalar” asarining nashr
etilishi bo‘ldi. Dekart o‘z asarida Viyet tomonidan taklif etilgan matematik
simvolikani mukkammallashtirgan holda quyidagi ikki g‘oyani ilgari suradi:
tenglamalardagi noma’lumlami  o‘zgaruvchilar deb qarash; tekislikda
koordinatalami kiritish. Bu g*‘oyalaming geometnya va algebra bilan uyg*‘unlashuvi
natijasida sof geometrik masalalami algebra metodlari bilan tatdqiq etish imkoniyati
yaratildi, matematikaning yangi bir tarmog‘i — analitik geometriya vujudga keldi.

XVII asming so'ngiga kelib matematikada muhim masalalar sinflarining
(masalan nostandart figuralaming yuzlari va hajmlarini hisoblash, egri chiziglarga
urinma o ‘tkazish masalalari) hal etish bo'yicha bilimlar to‘plangan edi, shuningdek
turli xususiy hollar uchun yechish metodlari vujudga keldi. Bu masalalar notekis
mexanik harakatlami tavsiflash, xususan uning oniy xarakteristikalarini (vagtning
ixtiyoriy momentdagi tezlik, tezlanish), shunindek, o‘zgaruvchan tezlik bilan sodir
boMadigan harakatda bosib o‘tilgan yo‘Ini topish masalalari bilan jips bogMigligi
ma’lum boMib goldi. Bu turli tabiatli (geometrik va fizik) masalalami bo‘g*‘lanishni
aniglashda umumiy til —sonlar va ular orasidagi bogManishlar (sonli funksiyalar) -
shakllantirishga imkon berdi.

Bu vaziyatlaming (holatlar) barchasi ikki olim Isaak Nyuton va Gotfrid
Leybnitsga bir biriga bogMig boMmagan holda ko‘rsatilgan masalalami yechish
uchun matematik apparat yaratishga olib keldi. Bu olimlar o‘z asarlarida o‘zidan
oldingi olimlaming, Arximeddan boshlab Bonaventura Kavaleri, Blez Paskal,
Djeyms Gregori, Isaak Barrou kabi zamondoshlarining ba’zi natijalarini jamladi va
umumlashtirdi. Shu apparat matematik analizning -turli xil dinamik jarayonlami,
ya’ni o‘zgaruvchilaming bogManisharini, matematiklar funksional bogManishlar
yoki funksiya deb nomlaydigan, o‘zgaruvchi matematikaning yangi boMimi asosini
tashkil etdi.
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Funksiya tushunchasini XVIII asrda L.Eyler Kkiritdi. XVIII davomida
differensial va integral hisob bilan bir gatorda anahzning boshga bo'limlari ham
vujudga keldi: gatorlar nazariyasi, differensial tenglamalar nazariyasi, analizni
geometriyaga tatbigi, keyinchalik differensial geometriya. Bu nazariyalaming
barchasi mexanika, fizika, texnikanmg rivoji bilan bog‘liq edi. Analizning yirik
natijalari mexanika, umuman fizika fanida qo‘yilgan masalalami yechish bilan
bog‘lig. Nyutondan boshlab D.Bemulli (1700-1782), L.Eyler (1707-1783),
J.Lagranj (1736-1813) A.Puankare (1854-1912), M.V.Ostrogradskiy (1801-1861),
A.Lyapunov (1867-1918) va boshqga matematiklar ham o‘z asarlarida analizda yangi
yo'llami yaratishda shu davrdagi tabiatshunoslikning muhim, dolzarb masalalaridan
kelib chiggan.

Shunday yo'sinda Eyler va Lagranj analizning mexanika bilan bevosita
bog'lig boigan bo‘limi-vanatsion hisobni yaratadi, XIX-asming so'ngidaPuankare
va Lyapunov yana mexanika masalalaridan kelib chiqggan holda differensial
tenglamalaming sifat nazariyasini yaratadi.

XIX-asrda analiz yangi bir tarmoq - kompleks o‘zgaruvchinmg funksiyalari
nazariyasi - bilan boyidi. Bu nazariyaning kurtaklari L.Eyler va bir gator
matematiklaming ishlarida wvujudga keldi. XIX-asming o'rtalarida fransuz
matematigi O.Koshi (1789-1857) mehnatlari tufayli qgathiy nazariya kabi
shakllantirildi.

Analiz matematikaning markazi va uning bosh gismi sifatida tez rivojlanish
bilan bir gatorda u matematikaning eski sohalariga-algebra, geometriya, hatto sonlar
nazariyasiga ham kirib bordi.

Analizning rivojlanishi jarayonida terang va giyin masalalarga garab bordi va
hajmi ham ortib bordi. Nazariya hajmning ortib borishi uni yana ham yaxshiroq
asoslashni, tizimlashtirishni va asosini tangidiy tahlil gilish zarurati hosil bo'ldi.

Bernard Bolsano 1816 yilda uzluksizlikning zamonaviy ta’rifini
shakllantirgandan  so‘ng  hagigiy = o‘zgaruvchining  funksiyalari  analizi
matematikaning alohida bo'limi alomatlariga ega bo'la boshladi. Ammo Bolsano
asarlari shu davrda keng ma’lum emasdi.

1821- yildan boshlab Ogyusten Koshi cheksiz kichiklar tushunchasi orqgali
matematik analizning gat’iy mantigiy asosini shakllantirib boshladi. Koshiga
fundamental ketma-ketlik tushunchasi va kompleks o‘zgaruvchining funksiyasi
asoslari taallugli. Shu va Karl Veyershtrassga o'xshash boshga matematiklaming
Xissalari evaziga limit, uzluksizlik kabi tushunchalami ta’riflash, asosiy
teoremalami isbotlash uchun yepsilon—-delta tili rivojlantirildi.

XIX asrda Berngard Riman integrallash nazariyasini rivojlantirdi. Shu davrda
matematiklar haqiqiy sonlar uzluksizligini taxmin qilinar edilar. Bu 0'z navbatida
hagigiy sonlar nazariyasini yaratishga sabab bo'ldi. Rixard Dedekind ratsional
sonlar to'plamida kesim tushunchasi orgali irratsional songa ta’rif berdi, shu asosda
u ratsional sonlardagi «teshiklami» to'ldirdi, hagigiy sonlar kontinuumini asoslandi.
Deyarli shu davrda Riman ma’nosida integrallash nazariyasini aniglashtirishga
bo'lgan unnishlar haqiqiy funksiyalaming uzilishlarini tadqiq etishga olib keldi.
Natijada matematik mahluglar vujudga kela boshladi: hech yerda uzluksiz
bo'Imagan Dirixle funksiyasi; uzluksiz, lekin hech yerda hosilaga ega bo'lmagan
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Veyershtrass funksiyasi; tekislikni butunlay to‘ldiruvchi Peano chiziglan. Bunday
funksiyalar bilan bog‘lig muammolami yechish jarayonida Kamil Jordan o'zining
o'lchovlar nazariyasini, Georg Kantor esa to‘plamlaming intuitiv nazariyasini
yaratdi. XX asming boshlariga kelib matematik analiz to'plamlar nazariyasi bilan
formallashtirildi. Anri Lebeg o‘lchov muammosini hal etdi, David Gilbert esa
Gilbert fazolarini kiritdi. Normalangan vektor fazo g‘oyasi paydo bo'ldi va 1920
yillarda Stefan Banax funksional analizga asos soldi.

Agar Klassik analiz o'zgaruvchi sifatida sonni, ya’'ni hagiqiy sonlar (kompleks
sonlar) to'plami elementini hisoblasa, funksional analizda esa funksiyaning o‘zi
o'zgaruvchi sifatida garaladi. Hozirgi zamon ta’rifida funksional analiz elementlari
orasida yaginlik tushunchasini (topologik fazolar) yoki masofa tushunchasini
(metrik fazolar) kiritish mumkin bo'lgan ixtiyoriy matematik ob’ektlar fazosiga
analiz nazariyasini tatbiq etishdan iborat.

Matematik analiz fani bugungi kunda ham rivojlanib borayotgan matematika
bo'limlaridan hisoblanadi. Uning tarmoglari bugungi kunda aJohida fan sifatida
shakllandi. Ularga quyidagilami kiritish mumkin: haqigiy o'zgaruvchining
funksiyalari nazariyasi, kompleks o'zgaruvchining funksiyalari nazariyasi,
differensial tenglamalar, funksional analiz, topologiya, differensial geometriya va
boshg.

Respublikamizda zamonaviy matematikaning rivoji V.l.Romanovskiy,
T.N.Qori- Niyoziy, S.H.Sirojiddinov, T.Sarimsoqov kabi olimlar bilan bog'lig.

O'zbekistonda matematik analizning barcha bo'limlari bo'yicha ilmiy
tadgigotlar olib borilmogda. Masalan, akademik Sh.A.Ayupov boshchiligida
funksional analizning zamonaviy muammolari (operatorlar algebrasi, topologik
fazolar), akademik A.Sa’dullayev boshchiligida kompleks analizning, akademik
M.Saloxiddinov  rahbarligida xususiy hosilali  differensial tenglamalar
nazariyasining dolzarb muammolari tadqiq etilmogda. Ular tomonidan olingan
natijalar xorijiy xamkasblarida katta gizigish uyg'otmogda va nufuzli xorijiy
jumallarda chop etilmoqda.
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