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SO'Z BOSHI

Ehtimolliklar nazatiyasi zamonaviy mnatematika fanining
asosiy yo‘nalishlaridan biri bo‘lib u universitetlar, pedagogika va
texnika oliy o‘quv yurtlarida matematika bo‘yicha o'qitiladigan
asosty kurslar qatoriga kiradi.

Ushbu darslik “Ehtimolliklar nazariyasi va matematik
statistika” kursining respublikamiz universitetlari va pedagogika
nstitutlari uchun matematika, tatbigly matematika, informatika
mutaxassisliklari bo‘yicha qabul qilingan o‘quv dasturlari asosida
yozilgan. Kitobda hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasining asosiy
boblari aksiomatik (formal) usulda kirttilgan “chtimolliklar fazos:”
tushunchasi hamda o*lchovlar nazanyasi, Lebegning abstrakt
integral nazariyalariga tayangan holda, matematik gat’iylk bilan
bayon etilgan.

Darslikni yozishda muallifning Mirzo Ulug'bek nomidagi
O‘zbekiston Milhy universiteida, M.V.Lomonosov nomidagi
Moskva Davlat universitetining Toshkent filialida, Nizomiy
nomidagi Toshkent Davlat Pedagogika universitetida ko‘p yillar
davomida o‘qigan ma’ruzalar matnlaridan foydalanildi.

Qo‘lyozma bilan tanishib, o°zlarining foydali maslahatlarini
bergan  fizika-matematika  fanlari  doktori,  professorlar
R.N.G"anixo*jayev va Y.M.Xusanboyevlarga hamda darslikni tugal
shaklga keltirishda yordam bergan katta ilmiy xodim, fizika-
matematika fanlari nomzodi J.B.Azimovga, tadgigotchilar
F.N.Sadriddinov, 1I.Sheraliyevlarga chuqur minnatdorchilik izhor
¢tamz,

Sh.Q.Fermanov
“" O‘zbekiston Fanlar Akademiyasi akademigi.
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KIRISH

1. Tasodifiylik. Ehtimolliklar nazariyasi yuzaga kelishidan oldin
fanlar, asosan, ma’lum shartlar kompleksi bajarilganda albatta ro‘y
beradigan hodisa va tajribalami o‘rgangan. Masalan, moddiy nuqta
ogiirlik kuchi ta’sirida bo‘lib, uning biror momentdagi vaziyati va
tezligi (boshlang‘ich shartlar) ma’lum bo‘lsa, nuqtaning bu vaqtdan
keyingi harakati mos differentsial tenglama orgali bir qiymatli
aniglanadi. Lekin bunday mexanik model har qanday harakat
jarayonini qoniqarli ravishda ifoda eta olmaydi. Masalan, miltigdan
otilgan o'qning traektoriyasini bir gqiymatli tarzda aniglash mumkin
emas, chunki har bir otish uchun boshlang'ich tezlik o‘zgarmas
bo‘lmasdan, qandaydir tasodifty xususiyatlarga bog‘liq bo‘lib goladi
(Masalan, merganning ruhiy va jismoniy holati, uning ko‘rish
gobilyati darajasi, 0°q otish tajribasiga ta’sir etadi).

Agar boshlang‘ich tezlikning o*zgarishi katta bo*lmasa (masalan,
mos differentsial tenglamani sonh infegrallash xatoligidan kichik
bo‘isa), deterministik mexanik modeldan foydalanish mumkin va bu
modelda harakat boshlang'ich shartlar orqali bir giymatli aniqlanadi.

Ma'lum shartlar asosida o‘tkazilgan tajribalaming natijalarini bir
qiymathi aniglash mumkin bo‘lmaydigan holatlar juda ko‘p uchraydi.
Tanga tashlash tajribasi bu holatlar uchun birinchi misol bo‘lishi
mumkin. Haqigatan ham tanga tashlanganda uning gerb (G)li tomoni
bilan yoki ragam (R) yozilgan tomoni bilan tushishini oldindan aytib
bo‘lmaydi. Biror aniq miqdorni bir necha marta bir xil sharoitda
“0'lchash” natijalari ham turlicha bo‘ladi. Alohida har biri tajriba
natijasiga ta'sir etmaydigan, ko'p sondagi har xil sabablar tajnbaning
natijalarini oldindan aytib berish (bir giymatli aniglash) mumkin
bo‘lmaslik holatini yuzaga keltiradi va bunday tajribalaming natijalari
tasodifiy (aniq bo*lmagan) deb hisoblanadi.

Ehtimolliklar nazariyasi ro‘'y benshi yoki ro‘y bermasligida
ozmi ko'pmi gandaydir noantqlik holatlarini hisobga olishga to'g'ri
keladigan hodisalaming modellarini o‘rganadi (lekin hodisalaming
o‘zini emas, chunki ehtimolliklar nazariyasi matematik fanlar
turkumiga kiradi). Boshgacha qilib aytganda, ehtimolliklar nazariyasi
natijalarini oldindan anig qilib aytib berish mumkin bo'lmagan
tajribalaming modellarini o‘rganadi. Tanga tashlash, ertangi yoki
keyingi kunlarda ro'y beradigan ob-havo, biror bir asbobning



to*xtovsiz ishlashi, texnik nazoratda yarogsiz buyumlarming gismlari,
elektrik  signalni  uzatishdagi “xalaqgitlar” - bular hammasi
ehtimolliklar nazariyasining qo‘llanish sohalarini tashkil qiladi.

2. Ehtimollik va chastota. Kundalik hayotda “ehtimollik”,
“hodisa” so‘zlari ko‘p ishiatiladi. Intuitiv darajada biror hodisaning
ehtimolligi, bu hodisaning ro'y berish imkoniyatlani haqgida ob’yektiv
xarakteristika bo’lib hisoblanadi. Agar biror hodisa 4 ni kuzatish
bo“yicha bir xil sharoitda » marta tajriba o*tkazilgan bo'lsa va ulardan
n(4) tajribada 4 hodisa kuzatilgan bo‘lsa,

m“{ei)=1[ﬂﬁ

nisbat, 4 ning ro'y berish chastotasi deb ataladi. Ehtimolliklar
nazariyasining asosiy teoremalaridan biri “katta sonlar qonuni” tasdiq
ctadiki, » o'stb borgan sari » () chastota btror P(.} songa yaqinlashib
boradi (o< P<1). Shunday qilib har qanday hodisani qandaydir » son
bilan boglash mumkinki, by hodisaning chastotasi »—» = da, shu p
songa yaqiniashadi, va P ni 4 hoedisaning ro‘y berish ehtimolligi, deb
gabul qilinadi.

Demak, bizning ongimizda “ehtimoflik™ tushunchasi  biror
hodisaning bir xil tajribalar o‘tkaziiganda ko‘p yoki oz marta ro‘y
berishi bilan bog‘liq. Masalan, ko'p marta foydalanadigan klassik
misol-tanga tashlash tajribasini ko‘raylik. Agar tanga n marta
tashlansa va unda tanga “gerb™ (G) tomoni bilan »,, marta tushsa,

g
m” T ——

H
rqiqdor n marta o‘tkazilgan tajribalaming G tomoni bilan tushgan
qismini (chastotasini ) ifoda qiladi. Agar har bir tajriba (tanga
tashlash) qolgan tajribalarga bog'liq bo‘lmasa, intuitiv ravishda

{tajriba buni tasdiglaydi) m, migdor kata n lar uchun % ga yaqin
bo‘ladi, deb tushunish mumkin, ya’ni

m, — %, "3 (*)
Mmunosabat  o'rinli bo‘ladi va tanganing G tomoni bilan tushish
“ehtimolligini” % ga teng deb hisoblash mumkin. Lekin amaldagi

Matematik analiz  chegarasida («) munosabatni gat’iy ravishda
asoslab  bo‘lmaydi. Birinchidan tajribalarning  bog‘ligsiziik



tushunchasi gat’iy ravishda kirtilishi kerak ho‘ladi, ikkinchidan esa
m, biror aniq sonnt ifoda etmaydi, u “tasodifiy” migdor bo'lib,
o‘tkazilgan har xil tajribalarda turli giymatlarni gabul etadi.

Qayd etilgan giyinchiliklami bartaraf etish uchun “tasodifiy
hodisalarming” qat’iy aksiomatik medellarini tuzish kerak bo‘ladiki,
ular yordamida hodisalaming ehtimolliklarini hisoblash qoidalari,
tajribalaming bog'ligsizligini ifoda etadigan tushuncha, tasodifty
miqgdorlarni yaqinligi haqidagi tushunchalarni kiritish imkoniyati
yuzaga kelishi taqazo etiladi.

3. Matematik model. Ehtimolliklar nazariyasi matematik fan
sifatida bevosita biror jarayonning o‘zini  o‘rganish bilan
shug‘ullanmaydi, u shu jarayonning matematik modeli bilan ish
ko‘radi. Matematik modellarda o‘rgantlayotgan jarayonning asosiy
xususiyatlari to‘g'ri aks etilgan bo‘lib, ularda shu jarayonning muhim
hisoblangan tomonlariga e*tibor qilish talab etiladi. Masalan, unchalik
muhim bo‘lmagan parametrlami hisobga olishga harakat gilinsa, bu
jarayonning matematik modelini rourakkablashishiga olib keladi va
natijada jarayonni o‘rganish giyinlashadi. Muhim botlgan
parametrlarni hisobga olmaslik esa, noto‘g‘'ri xulesalarga olib kelishi
mumkin. Matematik model qanchalik to'g'ri tanlangan bo‘lishini,
uning asosida chiganlgan nazarty xulosalarnt, otkazilgan tajriba
natijalariga mos kelishj bilan tagqoslanadi,

Ehtimolliklar nazariyasida chtimollik tasodifiy hodisalarning
funksiyasi sifatida qaraladi. Matematik analiz kurslarida funksiyalarni
o‘rganishdan cldin, bu funksivalar aniglangan soha haqiqiy sonlar
to‘plami yaxshi analiz qilinadi. Xuddi shuningdek, ehtimollik
hodisalaming funksiyasi bo‘lgani uchun kitobning I va 1 - boblarida
hodisalar haqidagi intuitiv tushunchalar aniqglashtirilib, so‘ng
ehtimollik tushunchasi kiritiladi.

Mashhur matematik A N.Kolmogorov tomonidan ishlab
chiqilgan ehtimolliklar nazariyasining aksiomatik fan ekanligi
to'g risidagi kontsepsiyasi uni matematik fanlar qatoriga qo*shdi. Bu
fanning aksioma va teoremalari abstrakt ko‘rinishda tasodifiy
hodisalarga xos bo*lgan qonuniyatlami o‘rganadi.



1 BOB. DISKRET EHTIMOLLIKLAR FAZOSI

1 bobni o‘qib chigish natijasida:
. Ehtimolliklar nazarivasining hozirgi zamon matematik farlar
tizimidagi o 'ni va ahamiyati.

. Elementar hodisalar 10 ‘plami diskret bo ‘Iganda, ehtimollik
tushunchasi Jonstruktiv ravishda kiritilishi mumkinligiga, hodisalar
ustidagi algebraik amallar.

. Ehtimoilikning klassik ta’rift.

. Ehtimolliklar nazariyasidagi Bernulli sxemasi

hagida tasavvurlarga ega ho‘linadi;

- Ehtimollikiar tagsimoti ta Fifini.

. Elementar hodisalar ehtimolliklarini.

- Hodisalar uchun “jkkilik " prinsipini.

. Klassik sxemaning {a rifini.

- Bernulli sxemasidagi binomial tagsimomi

bilish va amalda qo‘liay olish,

. Tasodifiy hodisalar Yig indilari uchun isbotlangan formulani go ‘Hab
masalalar yechishni,

- Klassik ta'rif asosida masalalar va misollar yechishni,

- Hodisalarning ehtimolliklarini hisoblashda kombinatorika
Elementlaridan foydalanishni

o‘rganib olish mumkin.

§ 1.1, Elementar hodisalar fazosi

_Eslatib o‘tamiz, natijalarini oldindan aytib bo‘imaydigan tajribalarni,
tasodifiy natijalarga eg@ bo'lgan stoxastik tajribalar deb ataladi. Bu
ta]rlbalaml matematik ma’noda tasarruf etish uchun bizga elementar
hodisalar fgzosi tushunchasi zarur bo'ladi. Bu fazo sifatida o‘rganilayotgan
‘ajnbalamlvpir-birini istisno qiladigan natijalar to‘plami €2 tushuniladi.
Shunday‘c!lhb ( to*plamning elementlari elementar hodisa hisoblanib,
u;lga ta'rif b?ﬁlmaydi, uni faqat tushuntiriladi. Yuzaki qaraganda
clementar hodisalar fazosi — bu  tajribaning “mayda” (elementar),
hl())zr_ch?lanmayc!igan", birgalikda ro'y bermaydigan natijalaridir. Elementar
ya‘ri?a ar fazosi € -¢lementar hodisalar (natijalar) @ laming to*plami,

Q={w:w-elementar hodisa} .
Q to*plamning elementlari sonini shartli ravishda |0 deb belgilaymiz.



Misollar 1. Tanga tashlash. Bu tajriba uchun 2 ta elementar hodisa
mavjud, ya'ni Q={m, e}, @ -tangani “gerb” (G} tomoni bilan,
@, —tangani “ragam” (R) tomoni bilan tushish hodisalari, |0]=2.

2.Kubik tashlash, ya’ni tomonlari {1,2,...,6)ragamlar bilan

belgilangan kubni tashlash,

Bu holda Q={m,0,,.,0},)0|=6, o -kubni i ragami yozilgan
tomoni bilan tushish hodisasi,

3. Fangani 2 marta tashlash. Bu holda

0 ={oy,0,,05.0,)={GG,GR.RG,RR},

GG - har ikki holda ham tanga “G™ tomoni bilan,
GR - birinch! tashlashda “G™, ikkinchisida “R™ tomonlari bilan,
RG - birinchi tashlashda “R”, ikkinchi tashlashda “G” tomoni bilan,
RR - har ikki holda ham “R” tomoni bilan tushish hodisalari,

Bu yerda [Q=4, GR va RG lamni har xil elementar hodisalar, deb

tushunish kerak. Eslatib o*tamizki, tangani 2 marta tashlash tajribasi yoki 2
ta tangani birdaniga tashlash tajnbasi bilan teng kuchli, chunki bu tajribalar
uchun elementar hodisalar to*plami bir xil bolad:.

4. Tajribalar ketma-ketligi.

Faraz qilaylik, » marta o‘tkazilgan tajribalarning har birida biror
hodisaning ro‘y berish yoki ro‘y bermasligi kuzatilsin. Agar hodisa o'y
bersa, uni “yutuq” deb, ro‘y bermasa “yutqiziq”, deb hisoblaymiz.
Masalan, tanga ko'p marta tashlanganda, uni “G" tomoni bilan tushishi
“yutug”, “R" tomoni bitan tushishi “yutqiziq”, tayyor mahsulotni sifatini
tekshirishda “yarogli” buyumlarni uchratishni “yutug”, deb hisoblash
mumkin. Agar shartli ravishda “yutugni” 1, *yutqizigni” 0 deb hisoblasak,
n marta o‘tkazilgan tajribaning clementar hodisalari uzunligi n ga teng
bo‘lgan va elementlari 1 yoki 0 dan iborat ketma-ketlikni tashkil qiladi,
ya’'ni bu tajriba uchun

0 ={w;w=(04.w:.._.‘w"],cq- =1 yuki 0}
Masalan, @=1001 yozuv, n=4 va birinchi hamda to'rtinchi tajribalar
“yutugli” bo'lganini ko‘rsatadi. Bu elementar hodisalar to‘plami uchun

=27
va har bir elementar hodisani n-xonali sonni ikkilik sanoq sistemasida
yozuvl, deb tushunish mumkin {0 ni hisobga algan holda).
Keltirilgan misollarda elementar hodisalar chekli to‘plamni tashkil
qiladi.
5. *Xizmat ko‘rsatish tizimiga” tushgan buyurtmalar. Eng avvalo
qayd gilib o'tish joizki, “tizim” va “buyurtma” so‘zlarini keng ma'noda



(ushunish kerak. Misol sifatida abonentlarni telefon stansiyasiga ulanishi,
xaridorlami  biror savdo tashkilotiga murojaati, elektron hisoblash
mashinasi ayrim bloki orgali informatsion signallarni o°tishi, maxsus
hiscblagichlar yordamida kosmik nurlarmi gayd etilishi kabi vogealarni
keltirish mumkin. Agar fagat ma’lum bir vaqt davomida tushadigan
“buyurtmalar” bilan gizigadigan bo‘lsak, u holda elcmentar hodisalar
fazosi
Q= {o,0y...,0,...)

va buyerda o~ ta “buyurtma” paydo be*lishiga mos keladigan elementar
hodisa. Bu tajriba uchun | =« va Q- sanoqli to*plam.

6.Kutish vaqti. Yo'lovchi ixtiyoriy vagtda metro stansiyasiga kirishi
mumkin. Poyezdlar qamovi oralig'ini vaqt birligi sifatida qabul gilsak,
elementar hodisa sifatida ixtiyoriy « <[0,1]sonni olish mutnkin.

Bu misolda ©=[0.1}-sanogsiz to‘plam va |Q|==.

7. Kuzatish xatesi. Agar tajribamiz biror miqdomi kuzatishdan
{o‘Ichashdan) iborat bo‘lsa, ba’zi sabablarga ko‘ra xatoliklar yuzaga
keladi. Bu xatoliklar musbat voki manfiy sonlarda ifodalamshi mumkin va
o sifatida barcha haqigiy sonlar to‘plami R =(~w,=)olinishi magsadga
muvofig bo‘ladi.

Albatta, tajribalar uchun keltirilgan elementar hodisalar fazolaridan
ko'ra ancha murakkab bo'lganlarini ham keltirish mumkin. Masalan,
ma’lum vaqt davomida elektr toki miqdorining o‘zgarishini kuzatish,
kasallarning elekiro-kardiogrammalarini olish jarayonlari uchun elementar
hodisa sifatida funksiyalar yuzaga keladi va € sifatida ma’lum bir
funksional fazolarni gabul qilishga to*g'ti keladi. Dengiz yoki daryoda
to’lginlanish vogealarini o‘rganish jarayonida elementar hodisalar sifatida
gandaydir geometrik sinlar paydo bo*ladi va hokazo.

' 8. Tangani cheksiz marta tashlash. Bu holda elementar hodisa
{natija) sifatida ¢lementlari O va 1 dan iborat

o={o.0....0, ) a =10
ketma-ketlikni tushunish mumkin. Bu holda elementar hodisalar fazosi Q
sanogli to'plam bo'lmaydi. Haqiqatan ham [o,1] oraligda har qanday sonni

& wds..@,... = I —2
N .
nll"

ikkilik sanoq sistemasida yozish mumkin.
Demak,

Q={w;, @={0.0....0,..}}
o p!_am {0.1] oraligdagi haqiqiy sonlar to*plamiga ekvivalent bo‘ladi.
Keltirilgan elementar hodisalar to°plami wniversal xususiyatga ega, chunki



u tangani chekli marta tashlash tajribalari uchun yarogli bo‘ladi. Masalan,
tangani 1 marta tashlash tajribasida @ ketma-ketlikning fagat birinchi
elementi @, ga e'tibor beriladi, xclos, ikki marta tashlashda ey va
elementlarga va umuman » marta tanga tashlanganda (@y.1,...,m,)
elementlargagina ¢’tibor qilinadi.

Ixtiyoriy ko‘rinishdagi € to'plamlar uchun tajribalar modellarini
qurish ancha murakkab kechadi, lekin elementar hodisalar fazosi
(to‘plami) 0 diskret bo‘lgan holda esa yuzaga kelgan qiyinchiliklar oson
bartaraf etiladi. Shuming uchun ham tasodifiy tajribalarni eclementar
hodisalar fazosi  diskret bo‘lgan holdan boshlaymiz.

§ 1.2. Diskret elementar hodisalar fazosida
ehtimolliklar taqsimoti

1.1. Elementar hodisalar ehtimelliklari.
Elementar hodisalar fazosi

Q={ay,an,...,0,,..}
diskret to‘plamdan iborat bo‘lsin.

Tarif 1. Q da aniglangan p(w) funksiya shu to‘plamda
ehtimolliklar tagsimotini beradi deyiladi, agar p(+) funksiya quyidagi
shartlarni ganoatlantirsa:

Iy Hamma e lar uchun plao)>0;

2} ¥ p(w)=1 (Bu yerda va boshqa joylarda ham 3, —belgt Q ning

wefl well
hamma elementlari bo*yicha olingan yig‘indini bildiradi).

2) munosabatdagi yig'indi ma’noga ega, chunki unda ko‘pi bilan
sanoqli sondagi qo*shiluvchilar bor.  diskret to‘plam ekanligidan p{s)
funksiyaning qiymatlari

P> Pas--s Py
ketma-ketlik tashkil etadi va
p(mﬂ:pk, k=12,
sonlar e¢lementar hodisalaming ehtimolliklari deyiladi va
2) munosabatga ko‘ra

0
Xy =1,
£

Elementar hodisalar ehtimolliklarini konkret hollarda qanday tanlash
masalasiga ko‘p marta murojaat etamiz. Masalan, tanga tashlash tajribasi

Q={w,w}={G,R} uchun p{G)=p(R) =%, kub tashiash tajribasi

10



O ={ay,...a} ={1,...6}
uchun p(w*)=pk=-é, (k=1,....6) deb qabul gilish magsadga muvofiq

bo‘ladi. Paragraf [ da 5) misoldagi “tizimga” tushigan “buyurtmaiar” bitan
pog'lig bo'lgan tajriba uchun
Q:{&)U.ﬂ)h...,&)ny“} va

/1*
P =}T€"‘Jf =0.L... 4>0.(+)

Elementar hodisalarning ehtimolliklari p, lar uchue 1} va 2) munosabatiar
o‘rinli va (*)-Puasson fagsimoti deb ataladi va bu tagsimot ehtimolliklar
pazariyasida muhim rol oynaydi.

1. 2. Hodisalar va uiarning ehtimollikiari,

Ta'rif 2. Elementar hodisafar to*plamining ixtivorly gismi AcQ
hodisa deb ataladi.

Masalan, kub tashlash tajribasi uchun Q2 ={a,..,a}, &, kubni &
ragam yozilgan tomoni bilan tushishi A ={e),o,, o} -kubni juft ragam
yozilgan tomoni bitan tushish hodisasi.

Bodisalar ustida amallar

. 4 hodisaga qarama-qarshi bo‘lgan hodisa 4=0Q\4, yani A4 ga
kirmaydigan elementar hodisalar to*plami,
2. 4 va B hodisalaming ko‘paytmasi A~ B8-ham A ga, ham B ga
kiradigan elemetitar hodisalar to‘plany.
3.4 va B hodisalamning yig'indisi 4w B— A yoki B ga tegishli bo‘lgan
elementar hodisalar to‘plami.

Eslatib o‘tamizki, bo'sh to'plam @- har qanday to‘plamga gism
bo'ladi va bu hodisa uchun

D=0, AND =0, AvD=A, AnA=0,

munosabatlar o‘rinki bo*ladi,

Lemma, (Ikkilik priusipi) Har ganday A va B hodisalar uchun

ngﬁﬁ, ANB=AURB
‘ Isbot. Ixtiyoriy elementar hodisa w ning AU B to‘plamga tegishli

bo* lishidan, uning A ga ham B ga ham tegishli bo‘Imasligi, ya’ni uni 4 ga
ham, & ga ham tegishli bolishi kelib chigadi (weAnB). Xuddi
shupingdek ®we A~B munosabatdan esa we 4UB ekanligiga ishonch
hosil gilamiz. Demak, lemma isbotlandi. Ikilik prinsipi lemimadagi har
ikki tenglikda U va A amallaring o‘vinlarini almashtirish mumkinligini




bildiradi. Lemmada keltirilgan tenglik cheksiz sondagi hodisalar uchun
harm o'rinli. Agar
A]. ¥ Az,...An yeaa

hodisalar ketma-ketligi bo‘lsa,
U4-0%. A4-=02

m=] n=|
Ta’rif 3. Elementar hodisalar to‘plami Q da ehtimelliklar
ragsimotini beradigan pte) funksiya aniqtangan bo'lsin. ixtivorty A
hodisaning ehtimolligi P(A4)deb,

P(Ay= Y p(w) ey

wed
tengiik bilan aniglanadigan songa aytiladi.

Keltirilgan ta’rifdan P(Z5)=0, P(£2) =1 tengliklami olamiz. Umuman
aytganda, Q to‘plam tajriba natijasida kamida bittasi ro'y beradigan
elementar hodisalar (@ lar) to*plami va uni ro'y berishi mugarrar bo‘lgan
hodisa deb, aksincha bo‘sh to*plam (&) bo‘lsa, ro‘y bermaydigan hodisa
deb tushuniladi. Hodisa A to‘plamga kiruvchi hamma elementar
hodisalardan, hech bo‘lmaganda birortasi ro'y bersa, A hodisa ro'y berdi
deb tushuniladi. Aytib o‘tilgan ma’noda A hodisaning ehtimolligi, (1)
tenglik bilan aniglanadigan to‘plam funksiyasi P(4) hisoblanadi va u
ehtimollik o*Ichovi deb ham ataladi. Masalan, kub tashlash tajribasida

) 1
plan)=...= plag) =

A={wy,0,,0,} — kubni juft ragam yozilgan tomoni bilan tushish hodisasi
bo*lsa,
P(A)= (@) + pl@y) + pl@g) =5+ + 1=
6 6 6 2
Ehtimollik P(+) ning ta'rifidan ko'rinadiki, P([w])=p(e) (bu yerda
[m]—bitta clementar hodisadan iborat bo‘lgan hodisa). Agar F bilan
hamma hodisalar sinfini belgilasak, ya’ni
F={4; Ac 1} bo'lsa,
(€L, F)-juftlik o'lchovl fazo deyiladi. Endi F da (1) formula bilan
aniglanadigan P(-) ehtimollikni hisobga olib, (Q,F,P) uchlikni hosil
gilamiz va uni ehtimollikiar fazosi deb ataymiz.
Endi (1) formula bilan aniglangan P(-) chtimollikning ba'zi
xossalarini ko‘raylik.
1) Agar A< B bo‘lsa (bu holda A hodisa 8 hedisani ergashtiradi deyiladi,
chunki A hodisa ro'y bersa, B hodisa albatta ro'y beradi),



P(A)< P(B).

Bu munosabatni isboti hagida fikr yuritishni o‘quvchiga havola etamiz.

A hodisa uchuts
2) Har qanday isa ucl PAY< P =1,

1 munesabatning isboti
® DcAcQ

ekanligidan va 1) xossadarl kelib chigadi.

3) Har qanday clementar hodisa & uchun
P[] = pleo), [w]~bitta @ elementar hodisadan iborat bo'lgan

tasodifiy hodisa.
4) Ixtivoriy A va B hodisalar uchun
P(AU B) = P(A)*+ P(B) - P(4~ B) munosabat o'rinli.

Bu tenglikdan
P(Aw BYS P(A) + P(B)

ekanligini olamiz.

Ishot. Ehtimollikning (1) formula orqali ifodasidan va 3 p(w)
wad

qatorning absolynt yagintashishidan foydalanib,
PAUBR)= ¥ pl@)= ZAp(w)*r Zsp(ml— L plo)=

aedu B we are A B
= P(4)+ P(B)- P(ANB)

tenglikmt yoza olamiz.,

Xususty holda 4~ 8=2 (ya'ni A va B hodisalar bir vagtda ro‘y
bermasa)

PlABYy=PlAY+P(B).
Keltirilgan ~ P(+) ehtimollikning additivlik xossasi sanogli sondagi
kesishmaydigan
Ay Ayyes Ay

hodisalar  ketma-ketligi uchun  ham  o'nnli  bo'ladi:  agar
A4, =B (i*))bo'lsa
(U 4)= T P(4).

=1
5) Har qanday A hodisa uchun
P(A)=1-P(4).
Hagigatan ham, har qanday A hodisa uchun
Aud=0
va keltirilgan xossa p(«) nIng additivligidan kelib chigadi.

FTI
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§ 1.3. Hodisalar yig‘indisining ehtimolligi

Ixtiyoriy diskret ehtimolliklar fazosi (Q2, 7, P} ni ko‘ramiz.
Teorema. A, 4,,..,4, hodisalar yig'indisi uchun quyidagi tenglik
o‘rinli: o
P 4)=E PUAI- E P4, A4 )+
&=l k=l icf

+ L PANAG) - +=DTPA4 N A
1< ok

Isbot. »=2 holda
P(AuB)= §BP{0J)= ZAP(&'H Egp(w)— z pw)=

wedrd
=P(A)+ P(B)- P(AnB)
Demak, bu holda teorema o‘rinli. Endi faraz qilamizki, (»-1) ta hodisalar
n=1
Ajs Ay 4, vchun teoremadagi formula o'rinli bo'lsin, Agar B=1] 4,
k=1
deb belgilasak,
P(U) 4)=P(BNA,)=P(By+ P(4,) - P(BA,)

k=l
tenglikka ega bo‘lamiz, Oxirgi formulada
n-l n=1
PBY=P(J A4), P(BAA)=P(l)A nA4,)
=1 ki
o‘rinli ekanligini hisobga olib, teoremadagi formulaning o‘rinli ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.

Endi keltirilgan formula yordamida quyidagi masalani yechaylik,
Qandaydir tartibda joylashgan » ta element berilgan bo'lsin. Tasodifiy
ravishda bu elementlar ustida o‘rin almashtirishlar bajarilgan bo‘lsin.

Bu tajriba uchun
Q= {ca; 0 =(0, 0, ..o )}
va

12 .. s . -
(. . "]—uctlyony o‘rin almashtirish.
hiyg.. iy

Bu hoida
lQl=n!
va ixtiyoriy @ o'nin almashtirish uchun
p(w)=L,
n
Hech bo‘lmaganda 1 elementning o‘z o‘rnida bo‘lishlik ehtimolligini
topaylik. Bu masalaga quyidagicha tushuntirish berish mumkin, » ta
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konvert tasodifiy ravishda adreslar bilan to’ldirilgan. Hech bo’imaganda |
konvertga yozilgan adres to*g‘ri bo'lishi ehtimolligi topilsin.

Hamma o°rin almashtitishlar soni  n!. 4, hodisa sifatida k-nchi
clementning o'z o‘mida  bolishini  tushunsak, bu hodisa (n-1)!
imkoniyatiarga ega boladi (ya'ni , (n—1)! ciementar hodisalardan iborat
bo‘ladi}. Demak,

-y
P4 }= S ) )
L

O‘z navbatida 4, N4, hodisa k-nchi va j-nchi elementlami o'z

joylarida bo‘lishini ifoda etadi. Shuning uchun ham

PA N A= {(n-23 P{A ML An}:[_"_'%l_ﬂf L,’:T

) PRy

vighindi ) 4, hodisa, hech bo‘lmaganda 1 ta element o'z o‘rnida
=i
bo*fishini bildiradi. Teoremadagi isbotlangan formula bo'yicha

P 4=t o2 =Dl s =
#4 n! n! nl

"=
ey g L L DT

n! 2t 5t " nl
:14(l—l+-l__l+“’+(_'l] ],

gavs ichidagi ifoda ¢ 'ni  qatorga yoyganda birinchi {n+1) ta hadini
bildiradi. Shuning uchun ham

lim P} A4)=1-¢7.

L
Yechimi keltirilgan masala ehtimolliklar nazariyasida “to'g'ri kelin
taniash” nomi bilan ma’fum va unga har xil izohlar berish mumkin.

§ 1.4, Klassik sxema

Aytaylik, biror tajribaning natijalari » ta elementar hodisadan iborat
bo'lsin, ya'ni
Q={oy,09,..,0,}.
2 to*plamda

[

ple)=play)=...= p(w,)=



ehtimolliklar tagsimotini ko‘ramiz, Bu holda har bir elementar hodisaning
ro'y berishi teng imkoniyatli deb hisoblanadi va ixtivoriy A hodisaning
ehtimolligi { A < &) uchun

PA= T plo)=r 1= (1)

tenglikni olamiz (n(A) - 4 hodisani tashkil etuvchi elementar hodisalar
soni)

Masalan, yon yoqlarida {1,2,..,6} sonlar yozilgan simmetrik kubni
tashlash tajribasida

n(A4)
"

|
oY= p(2)=..= p(6)= r
Agarda A={2,4,6} (kubni juft raqam bilan tushish) hodisasi bo’lsa, uning
uchun P{4) =l+l+ 1.1 bo‘ladi.
6 6 ¢ 2
Sodda simmetrik tangani tashlash tajribasida esa (Q={G,R})
P(G)= P(R) =%,
Simmetrik tangani, to G bitinchi marta paydo bo‘lishigacha tashlash
tajribasi uchun Q={oy,m,,..m,,.} sanoqli to‘plam bo‘ladi va bu
holda &, = RR...RG .
Elementar hodisalarning ehtimolliklari

) =P(G)=%, p(ﬁh)=P(RG)=;—2,

plan)= P(RRG)=%,...,p(w”) zzl—n,...

bo'lib, %2""=1 ekanligidan p(} funksiva £ to‘plamda aniglangan

n=]
ehtimolliklar tagsimotini beradi. Masalan, tajriba juft marta o’tkazilganda,
tugallanish hodisasi
A={my,w,....} ={RG,RRRG,..}
bo’lib, ehtimolligi
P4)=F 27" =
n=l 4
Tajriba toq marta o’tkazilganda, tugallanish hodisasi
B={o, 0.}

e
L) | -

uchun esa
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P(By=3 2@V 2T 5;-

=1 n=1

Keltirilgan hisoblashlar intuitiv ma’nodagi tasavvurga asoslangan

(tajribaning toq yoki juft marta o*tkazilganda tgallanishi) P(A)= P(B) =é

chtimotlikiami (gipotezani) rad etadi.
yYugoridagi (1) formula bilan aniglangan ehtimollik  p()
hodisalarning klassik ma’nodagi ehtimolligi, deb ataladi va unga asos

bo'lgan p(.)=l fonksiya uchun tekis diskret tagsimot fermini ham
L)

ishlatiladi. Umuman, keltiriigan ehtimollikga asoslangan modellar kiassik
sxemalar deb yuritiladi.

Endi klassik sxemalarga misollar keltiramiz. Aytaylik, {a,0;,...4,}
to'plam berilgan be'lsin. Bu to‘plamni bosh to'plam deb gabul gilinadi.
Bosh to‘plamdan olingan #-hajmdagi tanlanma deb tartiblangan
{"jﬂ‘“j;"""’n} ketma-ketlik tmshuniladi  (to'plam  tartiblangan  deb

hisoblanadi agar uning elementlari nomertlangan bo‘lsa). Bu tanlanmani
quyidagicha tashkil etish mumkin: birinchi element 4, ni hamma bosh

to‘plamdan olamiz, keyiagi «; elemeatni, a, element kirmagan bosh

to‘plamdan, «, elementni esa a;, va a, elementlar kirmagan bosh

to‘plamdan  olamiz  va  hokazo. Hosil qilingan tanlanmalar

qaytariimaydigan tantanmafar deb ataladi. Bu xildagi {a;.a,...a;}

k-hajmdagi  taplanmelar somi, » fa clementiami &t joviarga
o‘rinlashtirishiar soniga teng bo'ladi:
My =a(n—i). (n~k+1).
Hagigatdan ham, keltirilgan tanlanmani hosil qilishda birinchi joyda bosh
to‘plamning xohlagan (ixtiyoriy) » (a elementi, ikkinchi joyda ixtiyoriy
r-1 ta elementi gatnashishi mumkin va hokazo. Qat'iyrog bo‘lgan isbotni
esa induksiya orqali amalga oshirish mumkin.
Endi gaytariimaydigan sxema bo‘yicha olingan tanlanmalar

Q= {m; w ==(a}- RN ) },.l'c Sn}
to'plamida har bir tanlanmaga

Plo)=-t

. o M)
ehtnqolhkm beradigan “tekis tagsimotni” kiritamiz. Bunda har bir
tasodifiy tanfanma deb ataladi va ular klassik sxemani tashkil etadi.
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Masalan, birinchi va ikkinchi elementlari fiksirlangan (a = a9, =a2)

tanlanmalar paydo bo‘lishi hodisasining ehtimolligini  hisoblaylik.
Keltirilgan talab bo‘yicha tanlanmaning k-2 joyini bosh to*plamning
golgan n-2 elementlari egallashi mumkin, ya’'ni birinchi 2 ta joyda & va
a, elementlar gatnashadigan tanlanmalar soni (n—Z)(k_z} ga teng bo‘ladi.

Demak o'rganilayctgan hodisaning ehtimolligi
(-2 _ (n=2)(n-3)(n—k+1) 1

(n)k n(n—l)(n~2}...(n—k+l) ﬂ(ﬂ—l)-

Qaytarilmaydigan tanlanmalar sxemasini quyidagicha oson
tushuntirish mumkin. Aytaylik, gopda 1,2,..., n tartib ragamlari bilan
belgilangan n ta shar bor. Qopdan ixtiyoriy ravishda shar olamiz va uning
ragamini gayd etamiz va olingan sharmi gopga qaytarmasdan ikkinchi
sharni olamiz va bu jarayonni k marta ketma-ket davom ettiramiz.

Lekin tanlanmalarni  boshgacha qilib ham tashkil etish mumkin.
Qopdan olingan shaming ragami qayd etiladi va u gopga gaytariladi, yana
qopdan shar olinadi va uning raqami qayd etiladi va hokazo. Shu usul bilan
hosil gilingan tanlanmalar qaytariladigan sxema bo‘yicha clingan deb
hisoblanadi. Bu holda tanlanmalar to*plami

Q= {m; w =(aji N TR ) LEk= 1,2,.‘.}

¢lementlari  soni n(Q)=n* bo‘ladi. Keltirilgan tanlanmalar hajmi & <n
yoki k>n bo‘lishi mumkin. Endi qaytariladigan sxemada ixtiyoriy
tanlanma uchun
1
p(w}—nk
deb hisoblasak, biz yana klassik sxemani hosil gilamiz.

Masalan, gaytariladigan sxemada % <» uchun hamma elementlari
turli xil bo‘lgan tanlanmalar paydo bo‘lish ehtimolligini hiseblaylik.
Elementlari takrorlanmaydigan tanlanmalar soni, qaytariimaydigan
sxemadagi tanlanmalar soni (7), ga teng va hisoblanayotgan ehtimollik

O g4 teng bo'ladi.
i1

Endi {al,az,‘.,,a"}bosh to‘plamdan qaytarilmaydigan sxema
ba'yicha olingan tanlanmalarga qaytamiz. Bizni hajmi & < », fagat tarkibi
bilan farq qiladigan tanlanmalar gizigtiradi. Bu sxemadagi hajmi k bo‘lgan
va tarkibi bir xil, fagat elementlarmning gartibi bilan farq qiladigan
tanlanmalar soni &!. Shuning uchun ham tarkibi bilan farqli bo‘ladigan
tanlanmalar soni
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Q’_}if_=cf =_,_"_!__, k<
k! El'(n- k)

Demak, bunda yangi tanlanmani paydo bo‘lishi ehtimolligi
k! i :

(), - Ef
va biz yana Klassik ehtimollik sxemasini olamiz (umuman k <0, k>n
bo'lganda CF =0 deb olinadi).

Klassik sxema uchun juda muhim hisoblanadigan quyidagi misoini
ko'raylik. Aytaylik, qopda » ta shar bo‘lib, ulardan », tasi qora, n—n, tasi
og bo'lsin. Hajmi & ga teng va gaytarilmaydigan sxema bo'yicha tanlanma
olingan bo'lsin. Bu tanlanmada £, ta gqora shar bo‘lishi ehtimolligini
topaylik. Yuqorida e’tirof etilganidek, tarkibi bilan farq qiladigan
tanlanmalar soni C*. Hamma », ta qota sharlardan &, tasi C;‘ usul bilan
tanlanishi mumkin. Qolgan -k 1a oq sharlar hamma »-n oq
sharlardan ;"% wsul bilan olinadi. Bunda har qanday qora sharlar
uyushmasi, golgan oq sharlar uyushmasi bilan birgalikda ro‘y beradi.
Shuning uchun ham hafmi & ga teng bo'lib, tarkibi bitan farq qiladigan va
k, ta qora shamni o'z ichiga oluvchi tanlanmalar soni C::Cf_':;;l. Demak,
bizni gizigtirayotgan ehtimollik

L Ci‘—&]
Pnl_n(k,,k)=——"1—-;i'—’-"-,ksn.
,, _
Ko'rish giyin emaski, {F, ,(0,k), B, ,(LK),....P,, ,(k,k),} sonlar ehtimolliklar
tagsimotini tashkil giladt, ya'ni

3 B, (k) =1

1

va bu tenglikdan har ganday 0 < # <r uchun o‘rinli bo‘lgan
d choih o ok
iclz=‘0 Bt
kombinatorik ayniyatni olamiz.
Ehtimolliklar tagsimoti

(P atki k), 05k <k)

gipergeometrik tagsimot deb aytiladi va u ehtimolliklar nazariyasining
klassik sxemalarida, tadbigiy statistks masalalarida ko'p uchraydi.
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Masalan, tayyor mahsulotlar partivasini statistik nazorat gilish nazariyasi
shu tagsimotga asoslanadi.

Misol. O‘tgan asming 90 . yillarida “Sportloto”™ deb ataladigan
lotereya turi keng tarqalgan edi. Lotereya qatnashchisi 49 ta nomli sport
turidan (ular ragamlar bilan yozilgan bo'lar edi) 6 tasini belgilaydi. Yuiuq
esa, lotereya o'yini paytida ko‘pchilikning ko‘z oldida maxsus mexanik
qurilma orgali o‘tkaziladigan tasodifiy va hajmi 6 ga teng bo‘lgan
tanlanmadan o‘yinchi nechtasini topganiga qarab belgilanadi. Lotereya
gatnashchisining  (o*yinchining) hamma 6 ta nomm to'g'n topishi
{maksimal yutug), 5 tasini, 4 tasini va hakozo nomlarini to*g‘ri topishi
ehtimolligini hisoblaylik.

Korish qiyin emaski, keltirilgan lotereya o°yini gipergeometrik
tagsimot sxemasi orqali ifodalanadi. Bunda bosh to‘plam 49 ta (spon
turlar1 nomi) elementdan iborat, lotereya egalariga 6 ta “og” shar ajratilgan,
Shuning uchun ham tasodifan belgilangan 6 ia elementdan %, tasi “oq ™
bo‘lish (bilet egast belgilaganlari bilan ustma-ust tushish} hodisasining
chtimolligi £ 44(%,,6) ga teng bo'ladi. Masalan, maksimal yutuq ehtimoliligi

By 45(6,6)=(Coy ) 27,2107,
Keltirilgan misoldan ko‘rinadiki, “Sportloto” lotereyasida ham qeolgan
lotereya turlaridagi kabi, katta yutuq chiqishi ehtimolligi juda ham kam.

Gipergeometrik  tagsimot  {uning nomi  analizdagi maxsus
gipergeometrik funksiyalarga mos keladi) misolida ehtimolliklar nazariyasi
va matematik statistika o‘rganiladigan masalalarning mohiyatini
tushuntirish mumkin. Bosh to‘plamning tarkibini bilgan holda, biz
gipergeometrik taqsimot yordamida tanlanmaning tarkibini o‘rganishimiz
mumkin. Bu ehtimolliklar nazariyast uchun xos masala hisoblanadi. Lekin
ko'p hollarda teskari masalalarni yechishga, ya'ni tanlanmaning tarkibi
bo'yicha bosh to‘plamning tarkibini aniqlashga to*g‘ti keladi. Keltirilgan
teskari masalalarga o'xshash bo‘lgan muammolar matematik statistikaning
asosini tashkil etadi.

§ 1.5. Bernulli sxemasi

Oz o‘zidan tushunarliki, of‘tkazilayotgan tajribaning natijalari
(elementar hodisalar) eng kamida 2 ta bo'lishi kerak. Tajriba bilan bog'liq
elementar hodisalar sont 2 ga teng bo‘lgan holni Bernulli sxemasi deb
atashadi. Bu sxema 1uchun har bir tajriba natijasida biror A hodisaning ro'y
berishi yoki ro‘y bermasligi kuzatiladi, deb tshunish mumkin. Agar A

20



hodisa ro°y bersa, shartli ravishda “yutuq”, ro'y bermasa “yutgiziq” deb
pisoblab, “yutug” ga I ni, “yutqiziq” ga 0 mos qo‘ygan bo'laylik. Bu holda
bosh to'plam 2 ta {0,1} elementlardan iborat deb, undan qaytariladigan
sxema boyicha hajmi n ga teng bo‘lgan tanlanma olsak, bu tanlanmalar
soni 2" wa teng bo'ladi, Endi p ni {0,1] oraligidagi ixtiyoriy son deb
hisoblaly, hamma tanlanmalar

Q={w:0=(0,0,..0,),0,=1 yoki 0}
to'plamida pf{e) funksiyani quyidagicha aniglaymiz: agar @ tanlanmada
k(o) ta 1 bo'lsa,

p(ﬂ)) = pklm](l _ p}n=ktw} i

Aniqlangan p(a) funksiya ehtimoilik tagsimotini berishi uchun

Py = 2 plw)=I
wel}

ekanligini isbot etish kerak bo‘ladi.

Oson tushunish mumkinki, k ta 1 tami n joyga ¢ usul bilan
joylashtirish mumkin. Demak, k ta elementlari 1 ga teng bo‘lgan
tantanmalar soni ham C) ga teng, ya'ni

P@)= 3 ply= 3 Cop*(1-p)™ =[p+(-p =t.

Bu yerda Nyuton binomi formulasidan foydalamildi va bic vaqtning o‘zida
tanlanmada k ta 1 lar borligi ehtimolligi
B (ky=Chp*(1-p) ™ k=01, .n
topildi. Ehtimolliklar tagsimoti
{BD. B, . 5 ()
binomial tagsimot deb ataladi va uni quyidagicha tushunish mumkin. Har
bir tajriba natijasida 2 ta elementar hodisalar ro‘y berishi mumkin:

1 ("yutuq™) yoki 0 (“yutqiziq”). Agar ketma-ket n marta tajriba
o'tkaziisa, P (k) bu tajribalarda “yutug” (1) k marta ro‘y berishlik
ehtimolligiga ega bo‘ladi.

Keltirilgan  tajribalar  ketma-ketligi  ( p(w)= p*®)(1— py—*?
(k@) tanlanma o dagi 1 lar soni) elementar ehtimolliklarni hisahga olgan
hoida) Bernulli sxemasi deyiladi.

Tekshirib ko‘rish giyin emaski, w tanlanmada 1 ning fiksirlangan

s-nehi joyda bo‘lish ehtimolligi p ga teng. Hagiqatan ham, o tanlanmadan
s-nchi elementni tushirib goldirib,

w'= (m;m'lw:l—l ] w: * ms)
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tanlanmani hosil gilamiz. Bu ' bosh to‘plam {0,1} dan gaytariladigan
sxema bo'yicha » —1 hajmdagi tanlanma bo'ladi. Demak,
Plw,=)= % p)= E pr(@)=p Z ple)=p.

{wie =}
Aytib o'tilgan fikrlarni takrorlab, l ning @ tanlanmada fiksirlangan &
joylarda bo‘lish ehtimolligi p* ga teng ekanligiga ishonch hosil gilamiz,
Endi P,(%) ehtimellikning & ning har xil qiymatlarida qanday

o*zgarishini o'rganaylik. Buning uchun quyidagi nisbatni qaraymiz;

Py CiR-p)F
P(k-1) N C:~1pk~l(l _ P)n—k+l -
__P ‘n—k+1= P [n_+l_1] I

1-p &k 1-

Demak, R, (k} nisbat kning o‘sishi bilan monoton ravishda hmmyalh va
bir vaqida :

R, (%)=

Rz, — <p bo'lganda,
n+l

R, (k) <], L> p bo‘lganda.
n+l

Bu munosabatlar £,(%) ehtimollikning %4 o‘zgarishi bilan oldin o*sishini
(k«<[(n+1)p] qiymatlarda), keyin esa kamayishini (k>[(n+1)p]
qiymatlarda) ko*rsatadi (bu yerda [x] sifatida x ning butun gismi olingan).
Keltirilganlardan kelib chigadiki,

oggnﬂ.(kk Fatko). ko =[(n+1)pl.

k
Endi @,t5)= 3 A.(/) ehtimollikni o‘rganaylik. Bu yig‘indi Bemnulli
=0
sxemasida “yutuglar” soni & dan ko‘p bo‘lmaslik ehtimolligini ifodalaydi.
Agar k < k; bo'lsa,

! 1
Q"(k}_g’(k)[HR,,{kfR,,(k)R,,(k—lf”Js L

<BH) Ri®) _ p o int1=K)p
- R(E)-1 ™ (m+l)p-k

Keltirilgan baho 4# va » laming katta qiymatlarida, — nisbat esa ldan
np

fargli bo*lgan hollarda ancha aniq bo*ladi.
Bu holda
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1 . ! +
R, (k) R,(k)R,(k-1)

1+

yigrindi geometrik progressiya vig'indisi 3 R’(k) dan kam farg giladi va
=0 .
quyidagi taxminiy tenglik o‘rinli bo*ladi:

oW~ AT M
(n+p-k
Masalan, #=30, p=0,7 , &=16, bo‘lsa, np =21, £,{k)~0,023 bo‘ladt. Bu
holda
(n+1—k)p=15__!£7_
n+Dp-k 5,7
Pemak, (1) ifodaning o'ng tomoni  $,023-1,84 % 0,042.
Ehtimollik ¢,(k) ning haqigiy giymati esa n=30,p=0,7;4 =16 bo‘iganda
0,040 ga teng {verguldan keyin uch xonalik aniglik bilan).

Endi # ta clementdan tborat bo'lgan bosh to‘plamdan
qaytarilmaydigan sxema bo‘yicha olingan tanlanmaga gaytamiz. Agar bosh
to‘plamning », ta clementga bitta ko'rinishda, qolgan n,=n~n fta
elementi ikkinchi ko‘rinishda bo‘lsa, biz gipergeometrik tagsimotga ega
bo'lamiz;

=1,84.

10k
R,l_”{k,,k)z—ﬂaf:l, 0<k <k
n

Teorema. Agar » va n, sonlar cheksizlikka intilib, !';L._; p(0spsi)
n
bo'lsa,
B, ,(kik) > Plk)=CP ph (1-p) ™

limit munosabat o rmh bo‘ladi.
Isbot: Haqiqatan ham &, =k — k;, 5, = n -, deb olsak, n>w da

P (klk)_k!(n—k)!_ m! ol
AT RN~k ks (mp —ka)l

’i[”lh[J[[’J_ﬁ%J (f’l__kl_‘!)
_ K s ol o n)J\n m
kg n[l_ 1_)“{]_5-?

n\ n n

x.ﬂ_?{f_?___l_][ﬂ?; ky _'1] - C"‘kal (]
n

n\mn n n

X
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Shunday qilib # ning katta giymatlanda, isbotlangan teoremaga asosan
P, .(k.k) tagsimot F (k) ga yaqin bo‘ladi. Shuning uchun ham Bernulli

sxemasini, haymi katta bo'lgan bosh to‘plamdan gaytarilmaydigan sxema
bo‘yvicha olingan tanlanma tagsimoti deb tushunish mumkin (ya’ni bu
holda qaytariladigan va qaytarilmaydigan sxemalar bir-biriga yaqin
bo‘ladi).
Bernulli  sxemasini tabiiy ravishda quyidagicha umumlashtirish
mumkin.
Polinomial sxema. Aytaylik, har bir tajriba natijasida £,.E,,....E,
hodisalardan bittasi ro*y bersin va musbat p,, p,,..., p, sonlar
ptpyttp =l
tenglikni ganoatlantirsin.
Agar tajriba n marta takrorlashdan iborat bo‘lsa,
Q=i w={(w.0,..0,) & - E,..E, hodisalardan  bittasiga teng}
elementar hodisalar to‘plami bo'ladh.
Fiksirlangan ¢« uchun £, hodisaning » ta tajribada ro‘y berishlar
sonini &,{w) deb olsak,
kloy+ ..+ k(@) =n
tenglik o'nnli bo*lad.
Har ganday elementar hodisa @ uchun

k. &
plwy=p*.pl

ehtimolliklar tagsimotini beradigan funksiyani aniglaymiz.
Agar m = (m,...,m,} vektor koordinatalari manfiy bo'magan va
m+my o Am =0
tenglikni qanoatlantirsa, B, —hodisa » ta tajribada E, hodisa m, marta,
va hokazo E_ hodisa m, marta ro‘y berishligini bildirsin.
U holda
P(B,)= X p(@)=

{eky{e)=rmy ...y ()=, }

= I pey=prpt.p® L l=s———p
joraes,,} (s em,=n} L

n!

™,
NP3 ps.

Oxirgi formuladagi koeffitsiyent

'
— % » tatajribani s ta guruhlarga
mt.m!

shunday bo‘lishlar soniki, birinchi guruh m, ta tajribadan iborat bo'lib (va

ulaming hammasida E, hodisa ro'y bersin), ikkinchi gruppa m, ta
tajribalardan iborat bo'lib, ularning hammasida £; hodisa ro‘y beradi va
hokazo.
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Quyidagi formula
{

P (my.am) = Py ep (%)

Lot
m !

va my+..+m, =n shartda aniglanadigan sonlar ehtimolliklar tagsimotini

tasbkil etadi. Hagigatan ham umumiashgan binom formulasiga asosan
7!

Z F:!(miv"‘ims):: p;”‘"'})tm‘ =[PI +"‘+p.f 3 =l’

s g =t !m:n&t.,#m;n}m;‘..-m‘!

Keltirilgan (*} formula bilan aniqlangan ehtimolliklar tagsimotiga
polinomial tagsimot deb ataladi. Masalan, ikkita shaxmatchi ishtirokidagi
n partiyadan iborat bo’igan matchming modeli polinomiai tagsimot orqali
oson tfeda enladi: birinchi shaxmatchi har partiyada, oldingl partivalar
natijalariga bog'liq bo'lmagan holda p ehtimollik bilan yutadi (£ -
hodisa), ¢ ehtimollik bilan yutqazadi (£,- hodisa), |- p-¢ ehtimollik
bilan durrang o“ynaydi{ £;- hodisa). Bu holda, » partivada birinchi
shaxmatchi i marta yutishi, j marta yutqizishi (i + j < n) ehtimolligi

Lo n! PP oaneie]
p{n,u)—-—-—-——fﬂﬂ(n_iuwpq (-p-g)
formuia bilan aniglanadi.

Yugqoridagi (*) formuladan s=2 bo‘lganda binomial tagsimoini

olamiz: buholda m =k, my=n—-k, p=p, pr=l-pva

a! 3 n—k £ & n~&
- = 1-
Wi ¥ i-p) wd (1- 1)

Pihn—k)=

Misol va masalalar

1. Quyidagi ayniyatlami ishotlang:
AB+C ={A+CYB+C);
(4+B)-B=4-~AB=AB=A4-B;
(A+B)[4+B)=4
AAB=(A+R)~ AB
2. Agar 4 8 bo'lsa, u hoida B4 ekanligini ko'rsating,
3. Agar 4,3,C lar biror tajribada ro‘y beradigan uchta hodisalar bo‘lsa,
quyidagi hodisalami 4.8.C hodisalar afgebrasi orqali ifodalang.
E ={4,8.C uchia hodisalardan rosa bittasi ro'y beradiy:
F=¢4,B,C uchta hodisalardan hech bo‘lmaganda bittasi ro'y beradi});
G ={4,8,C uchta hodisalardan birortasi ham ro‘y bermaydi}.
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4. Tavakkaliga besh xonali son tanlanmogda. Quyidagi hedisalar
ehtimolliklarini toping:
A={son o‘ngdan chapga va chapdan o‘ngga bir xilda o*qiladi
(masalan,13531)}
B=15 gakarrali bo'ladi)
€ ={son fagat toq raqamlardan iborat bo*ladi}

Javob: P(4)=0,01. P(B)=0.2, P{C]=%

5. 52 talik gartalar to‘plamidan tavakkaliga 4 tasi tanlandi. Quyidagi
hedisalar ehtimolligini toping.
4 ={tanlangan qartalaming barchasi “g‘ishtin™"}
8 ={kamida bitta tuz bor}.
Javob: P(4)=0,264.107%, P(R)=0,2813

6. Beshta kartochkaga 1 dan 5 gacha ragamlar vozilgan. Tajriba uchta
kartpehkani ketma-ket olib, ulami olinish tartibida chapdan o‘ngga
qo‘yishdan iborat. Quyidagi hodisalar ehtimolliklarini toping;

A={123 soni hosil bo‘ladi},

B ={3 raqami qatnashmagan son hosil bo‘ladi},

¢ ={ketma-ket kelgan ragamlardan tuzilgan son hosil bo‘ladi},
D = {juft son hosil bo‘ladi;.

Javob: P(4)-—i P(B)=2:  P(C)=5oi P(D)=2

7. Telefon kitobchasidan tavakkaliga bitta ragam tanlandi. Telefon
ragami 7 xonalik sondan iborat va barcha gatnashgan ragamlaming
kombinatsiyalari teng imkoniyatli bo‘lsa, quyidagi hodisalar
chtimolligini toping: . L

A ={so‘nggi to'rtta raqami bir xil},
B = {barcha raqamlar turlicha),
¢ ={nomerda uchta 5, ikkita | va ikkita 2 raqami bor}.
Javob: p{4)=0.001, P(B)=0,0605. P{C)=2110"

8. (Kavaler de Mere masalasi). Uchta o'yin kubigi tashlanadi. Quyidagi
hodisalardan qaysinisining ehtimolligi ko'prog:
A={tushgan raqamlar vig*indisi 11 ga teng};
B={tushgan ragamlar yig‘indisi 12 ga teng}?
27 25

Javob: P(A)=m)P(B)=m
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9. Sonlar to‘plami E={1,23...n} dan uchta son ajratilmogda. Ikkinchi
son birinchi va uchinchi sonlar orasiga tushish ehtimolligini
quyidagi hollarda hisoblang:

A} sonlar qaytarilmaydigan taniash bilan ajratiladi,
B) sonlar gaytariladigan tanlash bilan ajratiladi,

Javob: A} %, B) W

10.Mergan uchun bitla tajribada nishon markaziga o'q tekkizish
ehtimollig ‘_1‘ ga teng. Mergan nishonga 5 ta o'q uzdi. Quyidagi

hedisalar ehtimolligini toping:
A={bitia o°q nishon markaziga tegdi},
B={ rosa ikkita o'q nishon markaziga tegdi },
C={hech bo‘lmaganda bitta o*q nishon markaziga tegdi },
D={ uchtadan kam bo‘Imagan o°q nishon markaziga tegdi }.
Javob:
P(A)~0,3955, P(B}=0,2637.  P(C}=0.7627. P(D)~0,1035.
I1.Bemulli sxemasi bo‘yicha ketma-ket tajribalar otkazilmoqda. Ritta
tajribada vutuq bo'lish ehtimolligi pga teng. Quyidagi hodisa
chtimolligini toping:
A={»1a tajribada barcha & sondagi “yutug” ketma-ket ro‘y beradi}.
Javob: P{A)=(n- k+l)pkq"_k.
12.1dishda 8 ta oq. 5 ta qizil va 2 ta qora sharlar bor. Qaytariladigan
taniash bo‘yicha bittadan shar besh marta tanlandi. Quyidagi
hodisalar ehtimolligini toping:
A={31a 0q, 1 ta gizil va | ta gora shar olindi},
B=1{ rosa 3 ta shar olindi },
C={3ta 0q. ] ta qizil va | 1a qora shar olindi, oq sharlar
ketma-ket olindi }.
Javob: P(A)=0,1348, P(B)=0,3304, P(C}=0,0404
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II BOB. IXTIYORIY ELEMENTAR HODISALAR FAZOSI

II bobni 0°qib chigish natijasida:

- Tasodifiy hadisalarning algebra va o - algebralari.
Tasadifiy hodisalarning ehtimollikiari.
Geometrik ehtimolliklar.

- Shartli ehtimoilikiar tushunchasi.

- Hodisalar bog ‘ligsizligi.

- To'la ehtimoliik va Bayes formulalari
haqida tasavvurlarga ega bo’linadi:

- Hodisalarning aksiomatik ta rifing.

- Ehtimollikning aksiomatik ta’rifini.

- Geometrik ehtimolliklar ta 'rifini.

- Shartli ehtimollik rushunchasini.

- Hodisalar bog ‘ligsizligini ta 'rifini.
To la ehtimolliklar va Bayes formulasini
bitish va amalda go ‘Hay olish;

- Tasodifiy hodisalar sistemasining strukturasini,

- Ehtimollikni aksiomatik ta rifidan kelib chigadigan xulosalarni.
Misol va masalalarni yechishda geometrik ehtimolliklardan
Jovdalanishni.
- Hodisalarning bog ‘ligsizlik tushunchasi muhim ekanligini,
To ‘la eltimollik va Bayes formulalarini amalda qo 'Hashni
o*rganib olish mumkin,

§ 2.1. Ehtimolliklar nazariyasi aksiomalari

Biz o'tgan bobda natijalari (elementar hodisalari) diskret to‘plamni
tashkil etuvchi tasodifiy tajobalarming matematik modelini o‘rgandik.

Bunda
Q = {a)l!"‘tm"!"'}

diskret to‘plamning ixtiyoriy qismini hodisalar deb gabul qilib, A{4c Q)
hodisaning ehtimolligi P(4) ni funksiya sifatida quyidagi shartlarni

qanoatlantirishini ko‘rgan edik:
1. P(4)20
2. P(Y)=1
3. Bir vaqtda ro'y bermaydigan 4. 4,,...4,,... (4 M 4;=D,i# j)
hodisalar uchun P(UJ4,)= ZP{AJ) .
P J
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Lekin yuqorida ko‘rsatib o‘tilganidek {I-bob §1, 6, 7, 8 misollar),
tasodifiy tajribalarning natijalani (elementar hodisalar) to'plami sanogsiz
bo'lishi mumkin. Masalan, [#,7,} oraligga nuqta tashlash (aytaylik, biror
shaxsning tana haroratini o‘lchash)} tajribast uchun kontinium elementar
hodisalar to'plami bilan ish ko'rishga 10°g'ri keladi. Tangani cheksiz mana
tashiash tajribasi elementar hodisalar fazosi Q=[0,1) bo'lgan holga mos
keladi va bizni qiziqtirgan masala “[0,1] oraliqdan tasodifiy ravishda nuqta
tanlash™ bilan bog'liq ehtimolliklarni o‘rganishga keltiiladi. ©2 diskret
to'plam bo'igan holda, ixtiyoriy 4 hodisaning (A <2} ehtimolligini

Pld)= L plw) ")

ameA
formula bilan aniglagan edik. Bu yerda p() Q da ehtimoliik tagsimotini
beruvehi funksiya va plew) elementar hodisa w ning ehtimolligi deb gabul
gilinadi. Lekin Q=[0,}] bo‘iganda, P(4) ni aniqlaydigan (*} formulaning
o'ng tomonidagi vig'indining ma'nosi yo'q, ikkinchidan esa, agar F(d)
deb gabul qgilinsa, har bir elementar hodisa uchun (we[0,1]) uning
ehtimolligi p(w)=0 deb gabu! qilishga to*g’ri keladi. Hagiqatan ham,

[w]=Ntw- Lol
n n

tenglik yuqoridagi fikmi isbotlaydi.

Lekin, birinchidan har qanday elementar hodisa & ning ehtimolligi
plw)=0 deb olib, ma’noga ega bo'lgan birorta fikimi isbotlash mumkin
emas, ikkinchidan esa biz qaysi bir elementar hodisani gandaydir
ehtimoifik bilan ro‘y berishi bilan qizigmaymiz, aksincha, ushbu tajriba
bilan bog‘liq bo‘lgan hodisalarni ro‘'y berishi (elementar hodisalami
gandaydir to'plamga tegishli bo*lishligi) muhim hisoblanadi. Qo'shimcha
qilib qayd etamizki, p(w)=0 (we[0,1]) deb olinsa, tasodifiy ravishda
tanlangan nuqta, masalan m%,oraliqda bo'lishligi ehtimolligini hisoblab

bo'lmaydi, lekin bu ehtimollik intuitiv ravishda ! ga teng bo‘lishi
2

tushunarli fikr bo‘ladi.

Eslatib o‘tilganlardan kelib chigadiki, elementar hodisalar to*plami
sanoqsiz bo‘lgan holda, elementar hodisalarga ayrim ehtimolliklami yozib
o'tirmasdan  to‘g'ridan to'g'ri, bevosita hodisalar uchun ehtimolliklar
belgilash maqsadga muvofig bo‘ladi. Demak, O to‘plam sanogsiz
bo‘[ganda, o'tkazilayotgan tajribaning clementar hodisalari (natijalari) dan
tashkil topgan 2 ning to‘plam ostilari sinfini ajratib olish kerak bo‘ladi



(albatta, hamma to‘plam ostilari emas} va bu sinfdagi hodisalar uchun
ehtimollik tushunchasi kiritiladi.

I-bobdagi mulohazalar ko‘rsatadiki, ehtimollik tushunchasi
kiritiladigan © ning to‘plam ostilari sistemasi (sinfi), to‘plam ma’nosidagi
yig'indi, ko‘paytirish, to'ldirish amallariga nisbatan yopiq bo‘lishi kerak.
Shu munosabat bilan quyida keltirilgan ta’riflarni muhim, deb hisoblash
mumkin:

Ta’rif 1. Q-ixtiyoriy @ elementlar to'plami bo‘lsin. Q ning to“plami
ostilaridan tuzilgan sistema

T ={A4AcQ)}

algebra deyiladi, agarda

a) Qe

b) A, Bel bo'lsa, AVBeT, AnBe],

¢y AcT, bo'lsa, A3,
Bunda ko‘rish mumkinki 5) shatda 40U B yoki A~ B ning biroriasioi 7,
ga kidshini talab qilish yetarli, chunki ikkilik prinsipiga asosan

AUB=4ANB, ANB=AUR

tengliklar o‘rinli bo*ladi.

Tarif 2. J,-Q ning to'plam ostilaridan tuzilgan algebra bo'lsin.
To‘plamlar funksiyast P{4), Ae3, chekli additiv ehtimollik o*ichovi
deyiladi, agar o‘zaro kcsmhmaydlgan A va 7 to'plamlar (4n8=8)
uchun \

P4V B)= P(A)+ P(B)

tenglik o*rinli bo‘lib, P(£2) =1bo'lsa.
Keltirilgan toplamlar funksiyasi chekli additiv ehtimallik deb ataladi.

Tarif 3. (Q,9.P) obyektlar majmuasi umumiy ma'nodagi
ehtimollik fazosi (modeli} deb ataladi va bu verda :
a) Q- w elementlar to“plami,
b} 3 - © w'plamning to'plam ostilaridan tuzilgan algebra,
¢} P- 7 daaniglangan chekli additiv ehtimollik.
Lekin, ko'p hollarda tasodifiy tajribalaming matematik modellarini
tuzishda, keltirilgan ehtimollik fazosi (€2, 7F,P) juda umumiy xususiyatli
bo‘lgani uchun muayyan xulosalar chigarishga imkeonivat bermaydi.
Shuning uchun ham, © ning 1o'plam ostitari sistemasiga (sinfiga), ularda
aniqlangan ehtimolliklarga ham go‘shimcha shartlar kiritishga to'g'n
keladi.

Ixtiyoriy stoxastik tajobani ko'‘raylik. Aytaylik, bu tajribaning
natijalari (elementar hodisalar) to‘plami Q bo‘lsin. Bu © to‘plamning
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to*plam ostilaridan tuzilgan sistema J o . algebra tashkil qilad: deyiladi,
agar quyidagi shartlar bajarilsa:
A4) Qe g9 B
A) Agar AeJ bo'lsa, A=Q\de?
A) Agar A, A0 Ay hodisalar ketma-ketligi bo‘lib,
A ed, n=12.
munosabatlardan
U A,
n=1
tegishlilik munosabatlarni kelib chigsa.
Yugorida keltirilgan ikkilik prinsipiga asoslanib, 4; shartda | )~ yoki
() amallardan birortasini qoldirish yetarli bo‘ladi, chunki

i Da

4,e3F

1

U4=04. N4l
munosabatlar o'rinli.

7~ - algebraning elementlarini tasodifiy hodisalar (yoki hodisalar)
deyiladi va hodisalar sistemasi 7 da aniqlangan #(-) funksiya ehtimollik
deb ataladi, agar uning uchun quyidagi shartlar bajarilsa:
£) Har qanday 4< 7 uchun P({4)z0;
B) P(Q)=1
F) Agar {4, >} hodisalar ketma-ketligi uchun

A4, =@(i # /)

munosabatlar o‘rinli bo‘lsa,

p{[j,:“}ip{,;,)‘

Keltirilgan ~ 4,,4,,4,,F,#.P, tasdiglar majmuasi hozirgi zamon
ehtimolliklar nazarivasi aksiomalar sistemasini tashkil giladi. Bu
aksiomalar A.N.Kolmogorov tomonidan taklif etilgan bo‘lib, ular
chtimolliklar nazariyasini matematik fan sifatida shakllanishida juda
muhim  hisoblanadilar,  Demak, A.N.Kolmogorov  aksiomalan
sistemasining birinchi uchtasida (4.,4,,4,) hodisalar o -algebrasi 7 va
golgan uchtasida (R, £, A, ) hodisalaming ehtimolliklari tayin etiladi. Hosil
gilingan uchlik (£2,22)-ehtimollik fazosi deb ataladi. Tajribalar uchun
ehtimollik modeli tuziigan deb hisoblanadi, agar uning elementar hodisatar
fazosi q, shu tajriba bilan bog'liq hodisalar o -algebrasi 7 ko‘rsatilib,
unda P() ehtimollik funksiyasi aniqlangan bo‘lsa.
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§ 2.2. Ehtimollik xossalari

Endi P, P,, P, aksiomalar orgali kiritilgan va 4, A4,, 4; aksiomalar
bilan ta’riflangan hodisalar o - algebrasi 7 da aniqlangan ehtimollik P{-}
funksiyaning xossalarini ko‘raylik.

1. P(@)=0. Bu @uQ=0 tenglamadan va P,, P, aksiomalardan
kelib chiqadi.

2. Har qanday hodisa 4 uchun (4< )

P(4)=1-P(4).

Bu tenglik 4uwA=Q, AnA=D ekanligidan va P,, P, aksiomalardan
kelib chiqadi.

3. Agar A c B bo‘lsa,

P(B\A)=P(B)- P(4), P(4)< P(B).
chunki bu holda,
B=AU(B\A), An(B\A)=0
4. Har ganday A hodisa uchun (4 e F)
0sP{A)<I,

chunki har qanday A4 hodisa uchun @< 4 < munosabat o‘rinli. Endl 4)
Xossa P. P, aksiomalardan va 3- xossadan kelib chiqadi.

5. Ixtiyoriy 4 va B hodisalar uchun

P(4UB)=P(A)+ P(B)-P(4AnB), ABeT

tenglik o‘rinli. Hagigatan ham, 4w B=4 U[B\ (AN B) ] tengllk o‘rinli va
bu xo0ssa P, aksioma va 3- xossadan kelib chigadi. :

6. Olding) 5- xossadan va B aksiomadan

P(AUB)<P(4)+ P(B), A.Bec3

Munaosabat o‘rinli ekanligiga ishonch hosil gilamiz.

7. Ixtiyoriy A4, 4,,..., 4, hodisalar majmuasi uchun

P[kL-le,-r] =k)£,lP(Ak)—£_P(A,. A A}.] +

+ 3 Pgyndnd) - (-1)7 P40 4,)

k=i f
Bu formula oldin £ diskret to‘plam bo‘lgan hel uchun isbotlangan va
foydalanilgan edi. Bu yerda ham induksiya metodidan va 5) xossadan
foydalanish mumkin.
Quyida keltirilgan teorema P, P,, P, aksiomalar orgali ta’riflangan
P(-} chtimollikning asosiy xossalaridan hisoblanadi. Oldin hodisalar
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xetma-ketligi uchun limit tushunchasini eslatib o‘tamiz. Agar hodisalar

ketma — ketligi
Ay Ay s A (%)

«ptsuvehi’” bo'lsa, ya'ni bar ganday n uchun 4, c 4,,; munosabat o‘nink
ho'lsa,
limd, = 4,
n=}
deb qabul gilinadi. Demak, A, aksiomags asosan lim4, € 7 bo'lib, bu

hodisa A, hodisalardan eng kamida bittasi ro"y berganda, ro‘y beradigan
hodisa bo*ladi.

Agar (*) hodisalar ketma-ketligi “kamayuvchi” bo‘lsa, ya'ni
A, 2 A,,, munosabat o’rinli bo'lsa,
limd, = ~ A, e?
=]
deb hisoblanadi (lim4, hodisa sifatida barcha 4, lar ro'y bergan holda

ro'y beradi).
Teorema. Hodisalar o-algebrasi 7 da #()-chekli additiv bo*lgan

ehtirmollik o*lchovi aniglangan bo*lsin. Bu holds, quyidagi to‘rita shartlar
teng kuchii:
1) P()-sanogli additiv, va'ni
AeF, n=12., ANA =D iz
ketma-ketligi uchun

P@A,}EIP(A,),

2) agar {4, »21} hodisalar ketma-]a:elli;iI kamayuvchi bo‘lmasa {4 ¢ 4,..),
P(!imA,}:P(OA):!QiEP(A,},
3)agar {4,,#21} hodisalar ketma-ket.i-ljgi o*suvchi bo'lmasa (4, 2 4,,),
P(IimA..)=P[ﬁ¢)=g-’;-;P(A.).
4) agar p(.) @ da uzluksiz bo'lsa, yﬂﬂ:ini
424 QA. =@

munosabatlar bajarilsa,
lim P(4,)= P()=0.

Isbot, Isbotni quyidagi
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N=2=)=4=1
mantiqiy sxemada o‘tkaziladi.
1}=2). Hodisalar ketma-ketligi {4,.223 kamayuvchi bo‘imasin.
4,=2 deb hisoblab,
B: = Ai*-l \ )ts € g
hodisalarni kiritamiz. Bu holda,
4,=J8
va P() chekli additiv bo*lgani uchun

P(4)=3.P(8)
Bevosita tekshirib ko‘ramizki,

U4, -Us,
n=l waxl

tenglik o‘rinli bo‘lib, 5, lar bir vaqtda ro‘y bermaydigan hodisalar bo*ladi.
Demak, 1) ga asosan

P{;imA,}=P(QA,]=P@s")=

=3 P(B)=tm P(8)=tmP(4).
Shunday qilib 1 = 2) implikatsiya o'rinli. -
2)=3). Hodisdlar ketma-ketligi {4,721} o'suvchi bo‘lmasin.
{4, 24,.,). Buholda, g
{4.n21]
hodisalar ketma-ketligi kamayuvchi bo‘lmaydi {4, g]m) va 2) ga asosan
quyidagi tengliklarni yoza olamiz:

P(lim A,}:P[ﬁa_]:z_;’[ﬁ:}

LB =y

=1-P[I:JZJ=[~£LIEP(Z)=1&£P(A,).
3= 4}. Quyidagi

P(@)=P{Q)=1-P(0)=0.
tenglikga  asoslanib, o'suvchi bo‘lmagan wva ﬁA, =£1  tenglikni

qanoatlantiradigan har qanday {4,.»>1} hodisalar ketma-ketligi uchun, 3)
ga ko'ra
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P(GA]=U=}1§P(&]

tenglikni yozish mumkin.
Endi 4= 1) munosabatni isbotlaymiz.
Agar {4,»21} bir vaqtda ro‘y bermaydigan hodisalar ketma-ketligi
bo'lsa, (AJ."\A, =(3,l'==j),
.=l 4

hodisalar ketma-ketligi
Ca.cC, [)C.=@

munosabatlami qanoatlantiradi. {-) ning chekli additiv ekanligidan

AU )0 )+ plen=Z e mica)

tengliklar o'rinli bo‘ladi.
4) xossaga asosan
lim P(C,)=0.

va demak,
A(0a)-mEria)-Zria

teorema isbot etildi.

Teoremadagi 2) va 3) xossalarni quyidagicha ifoda etish mumkin;
agar {4,.n2>1} hodisalarning monoton ketma-ketligi bo‘lsa,

P(lim4,)=lim P(4,).

Oxirgi tenglikni esa, ~() ehtimollik funksiyasining uzluksizligi deb
tushunish mumkin. Demak, isbot etilgan teoremaga asosan P()
funksiyaning sanoqli additivligi (£ aksioma), bu funksiyaning uzluksizlik
xossasiga teng kuchli bo‘lar ekan.

Keltirilgan teoremaga qo‘shimcha qilib, har ganday chekli yoki
sanoqli sondagi {4,} hodisalar ketma-ketligi uchun

AU szria, *)
P(ﬂA")zl—EP(l) **)
tengsizliklar o‘rinli ekanligini isbotlaymiz. '

Birinchi (*) tengsizlikni isbot etish uchun quyidagi hodisalami
kiritamiz:
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B=4, B,=4N4,., B =A0.nA N4,
Ka'rish giyin emaski,
Ua.=Us,
tenglik o‘rinli va 8, hodisalar bir vaqtda ro‘y bermaydi (kesishmaydi).
Bulardan tashqan 8, — 4, munosabat bajariladi.
Demak,

P[U4)=P[UB,J=ZP(B"}SZP(A,)-
Ikinchi (») tengsizlik '
P[ﬂAn]=1—P(ﬂ_A:]=l—P[UI)2I—ZP(Z)
munosabatlardan kelil; chigadi. ’ | )
Bu yerda (») tengsizlikda isbotlangan

P(UI] <Y r(4)
bahodan foydalanildi.

§ 2.3. Geometrik ehtimolliklar

Faraz gilaylik, O tekislikdagi chekli ynzaga (m(Q2) <) ega bo'lgan
soha bo‘lsin. Bunda Q sohani elementar hodisalar fazosi sifatida qabul
qilamiz (Masalan, Q ga.mos kelgan tajriba sifatida “nuqta” ni € sohaga
tashlash deb tushunish mumkin). Tasodifty hodisa deganda, 2 ning yuzaga
ega bo‘lgan qismini tushunamiz. Agar  ning A gism to‘plami m(A4)
yuzaga ega bo'lsa, bu A hodisaning ehtimolligi sifatida

_M *
P(A)= D) * |
nisbatni  olish mumkin. Keltirilgan (*) tenglik bilan aniglanadigan
ehtimolliklar, geometrik ehtimolliklar deyiladi.
Misol 1. Uzunligi / ga teng bo‘lgan sterjen ixtiyoriy x nugtada

sindiriladi. Hosil bo*lgan 2 ta kesmadan kichkinasining uzunligi % dan

kichik bolishi ehtimolligi topilsin. Bu masalz uchun elementar hodisalar
to‘plami sifatida Q={x; 0<x </} =[0./], hodisalar sistemasi uchun esa

F={4;Acl0]], 4 to‘plamning uzunligi /(4) mavjud} to'plamlami olish
mumkin. Bizni gizigtirayotgan hodisa
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B:{x;ﬂixi%}u{x: ?sxﬁi}

to;plamdan iborat va .’{B}:%{-_;__._i_‘] Aytlb D'Iilganlami qu idagi shal
arqali oson tushunish mumkin;
e e L s g LY
0 4 27 7
3 3
Demak, bizni gizigtirayotgan ehtimollik
2
!
A 2
(B)= 3 2
iy 13

Misol 2. Uchrashuv haqidagi masala.

Faraz gilaylik, ikkita shaxs A va B lar [0,7] vaqt oralig'ida
uchrashishga qaror qilishdi. Uchrashuvga birinchi bo'hb kelgan shaxs,
ikkinchisini 1 birlik vaqt davemida kutadi, agar u kelmasa birinchi shaxs
qaytib ketadi.

Agar birinchi shaxsning uchrashuvga kefgan vaqtini « deb, ikkinchi
shaxsning kelgan vaqgtini y desak, o'rganilayotgan tajriba uchun elementar
hodisalar fazesi sifatida

Q={(xp)08sxsT,0<p<T}=[0,T]x[0,T),

tomonlari T bo‘lgan kvadramni olamiz. Endi “uchrashuv” ro'y berishi
hodisastning efitimolligini topaylik. Uchrashuv ro'y berish hodisasini ¢
deb beigilasak
Cz{(x,y); fe-y<t, 0<x<T, OSygT} va
m(Cy=T? (T - 1)

2_ g 2
P(C)=I——~(—;'i——1=l—[l—%) .

" Aytib o'tiigantar quyidagi shakida
oson va tushunarli namoyish etiladi:

Masalan, T =1 spat, r=§ soat(=20

bo*ladi. Demak,

minut) bo'lsa

P(C}tl»(l—%):

ol
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tabiivki inchhna miqdor bo'lsa, uchrashuv ehtlmolhgl 0 ga yagin son
bo‘ladi.

§ 2.4. Shartli ehtimoMiklar va hodisalarning bog‘ligsizligi

Ko'p hellarda tasodifiy hodisalaming ro‘y berish ehtimolligini
boshqa bir ehtimolligi musbat bo*lgan hodisaning ro*y berganligi ma'lum
bo‘lganligi sharti bilan o‘rganishga to‘g'ti keladi. Bu shartli chtimollik
tushunchasini kiritishni tagozo qiladi. Aniq va qat’iy ta’riflarga o‘tishdan
oldin, aytib o‘tilgan vaziyatni oydinlashtiruvchi misollar keltiramiz.

Aytaylik, tajriba simmetrik tangani 3 marta tashlashdan iborat
bo‘lsin. Bu elementar hodisalar to‘plami

Q={CGGG,GGR....RRG.RRR}, (=38
be‘ladi. A-hodisa, G -ning bir marta tushish hodisasi bo‘lsin, ya’'ni
A={GRR,RGR.RR(G}.

Ehtimollikning klassik ta’rifiga asosan P(A):% Faraz qilaylik,

qo‘shimcha ravishda tajribaning natijasi haqida
B = {G lar tushish soni toq}
hodisaning ro‘y berganligi ma'lum bo‘lsin. B hodisa to‘g‘risidagi
ma'lumotga ega ba'linsa, A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi nimaga teng
bo‘ladi degan savol 0°z-0'zidan yuzaga keladi. Bu yerda
v B={GGG.GRR.RGR,RRG},
A={GRR RGR,RRG}C B
bo*lib, klassik sxema doirasida bu yangi ehtimollik, 3/ 4 ga teng deb gabul
qilish tabiiy bo‘ladi. Bu yangi ehtimollik ya'ni A hodisaning, B hodisa
ro'y berganligi sharti bilan ehtimolligi P(A/B) deb belgilanadi. Yana
bitta misol keltiramiz: tajriba simmetrik o‘yin kubigini 2 marta tashlashdan
iborat bo'lsin. Bu tajribada -
B= { (1.7} t+]<4},
A= {(L1),(1,2},(1,3).(1,4),{1.5),(1.6}}
hodisalami ko‘raylik (B hodisa tushgan ochkolar yig'indisi 4 dan kichik
bo‘lish, A hodisa birinchi tashlanganda | tushish hodisasi). Hamma
elementar hodisalar to‘plami

Q:{(:‘.j). i=18, ;‘:R}
36 ta elementdan iborat, undagi hodisa

B= {(l,l],(l,Z),(2,])}.
Demalk,
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6 1 3 1

= — =, PB—.:-—-:——-’

P(4) B 6 B) 36 12
21
P(AnB):gg=]—8.

Agar B hodisa ro'y bergan bo‘lsa, faqat (1,1} va (1,2) elemetitar hodisa
so'yobga chiqqandagina A hoedisa roy beradi. Demak, shartli ebtimollik
plaspy= 2 FPIACE) 2
8 P(B)] 3

deb gabul gilish to*g’n boladi.

Umuman n ta elementar hodisalardan thorat klassik sxema berilgan
bo'lib, A hodisa m, B hodisa {, ANFA hodisa esa, r elementar
hodisalardan tashkil topgan ho'lsin. Bu holda,

P(B}:{;. P(AﬁB):i.

Agar B hodisa ro‘y bergan bo‘Isa, { ta elementar hodisadan bitiasi
ro‘y bergan bo‘ladi va A hodisa AN B ni tashkil gilgan » ta elementar
hodisalardan bittasi ro'y bergandagina ro'vobga chiqadi. Shuning uchun
ham keltinigan misollar kabi

P{ANB)
P(B)

P(A/B]:-}Z:

ERE I

deb gabul qgilish tabiiy hisoblanadi.

Ta’rif 1. Ehtimollikiar fazosi (2.7, P) da A va B hodisalar berilgan
va P{B)> 0 bo'lsin. A hodisaning B hodisaning ro'y bergandagi shartli
ehtimolligi deb

_ P(ANB)
nisbatga aytiladi.

Aytish mumbkinki, P{A/B)ni A hodisaning B hodisaga nisbatan
shartli ehtimolligi deb o‘qgish, tushunmovchiliklarga olib kelmaydi.

Keltirilgan 1a’rifdan va ehtimollik P¢) ning xossalaridan shartli
ehtimollik P(/B) quyidagi xossalarga ega bo'fadi:

WE(A/B)>0. 2P(Q/B)=1 3)P(B/B)=1
4) Agar {4,,n>1} hodisalar ketmaketligi jufima-juft bir vaqtda ro‘y

bermaydigan (A,- NA; =2 i= j} hodisalardan iborat bo‘lsa,

P[EIIA,/B =i'i]P(AN/B)
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2) va4) xossalami isbotlaymiz. Haqiqatan ham,
PInB) _P{B) _

POIEI="pm ~pmy ="
rllysoe
[UA"/B, P
Pluing) TPANB)  py o p
P(B) BB TP
:gP(An/B).

Aytaylik,
f={ang4e3}, ,
ya'ni Fp hodisalar ko‘paytmasi ANB  ko'rinishdagi - hodisalar
o — algebrasi bo‘lsin, ' o
Teorema 1. Agar P{4) >0, P(B)> 0 bo'lsa,

P(ANB) = P(B)P(A/B)= P(A)P(B/A). )
Keltirilgan (1) formula kodisalarni ko‘paytivish formulasi deb yuritiladi,
(1) formulani umumiylashtirish oson. Aytaylik, 4,..., 4, uchun

PANA4N..NA_)>0
bo'lsin. Quryidagi :
n--2
ﬂA.CﬂA,c CHNACAH

=1 i=]

munosabat o*rinli ekanhgldan
P[ﬁ}AJ >0

Aytib o‘tilganlarga asos;_nl,
P[An ?'_]IA,-], k=230

i=1

=1}2,..,n-1,

shartli ehtimolliklarni mavjud bo*lishligini olamiz.
Endi matematik induksiya orqali quyidagi

P rj&]=P[A.)P{.A:/A,)P(A;mrmz)---
P4, JANANNA ) 2



tenglikning to‘g’ri ekanligiga ishonch hosil qilamiz. (2} formula (1) ning
ymumiashgan varianti bo*lib, u ko'p qo‘llanishlarga ega bo'ladi.

Ta’rif 2. A va B hodisalar bog'ligsiz deb ataladi, agar

P(A-By= P(AnB)= P(A)- P(B}
tenglik o'rinli bo‘lsa.
Bog'ligsiz hodisalaming quyidagi xossalarini keltiramiz.
1. Agar P(B)> 0 bo'lsa, A va B larni bog‘ligsizligi
P(4/B)= P(A)
tenglikka teng kuchli bo*ladi.
2. Agar A va B bog‘ligsiz bo‘lsa, A va B ham bog'ligsiz bo‘ladi.
Hagiqatan ham,
P(A-B)= P(B\ AB)= P(B)- P(AB) = P(B}- P(A)-P(B) =
P(B)(1- P(4))= P(B)- P(4)
Oxirgidan A va B bog'ligsiz bolsa,
AvaB,AvaB, A vaB
hodisalar bog'ligsiz ekanligi kelib ch:qad1

Faraz qilayhlk A va B,, A va B, hodisalar bog 11q51z bo*lib,
BNnB,=¢. Bu holda, A va B UB, hodisalar bog'ligsiz bo‘ladi.
Haqiqatan ham,

F(A{B,UB,))=P(AB|UAB,)= P(AB)+ P(AB;)=
= P(A)P(B)+ P(A) P(By) = P(A)(P(B)) + P(B,)) =
=P[A)P(BUB,)

Bu verda B, n B, =& sharti muhim, oxirgi tenglikda uni tushirib
goldirish mumkin emas.

Misol 1. Tajriba simmetrik tangam 2 marta tashlashdan iborat,
A-birinchi tashlashda tangani ¢ tomoni bilan, B-ikkinchi tashlashda
tangani R tomoni tushish hodisalar, Demak,

P{A)=P(B}=1/2
1 11
P(AB)= a=25" P{A)P(B}

Shunday qilib, A va B hodisalar bog‘ligsiz.

Misol 2. Kvadrat 0,1 =[0,1]x[0,1] da tekis tagsimotmi ko‘ramiz.
A tasodifan nuqtani kvadratga tashlanganda, uni absissasi ¢ dan o‘ng
tomonda bo‘lgan sohaga B esa, ordinatasi 4 dan yuqori bo‘lgan sohalarga
tushish hedisalar boisin.

l-rasmda bu 2 ta soha shtrixlangan, AB hodisa esa kataklar bilan
shtrixlangan. Demak, bu holda
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P(A)=1-a, P(B)=1-b

P(AB)=(1—-a)(1-b)= P(A)-P(B)},
ya’ni A va B hodisalar bog‘ligsiz. Lekin B
hodisa rasmdagidan boshgacharoq sohaga mos
kelsa, masalan, tasodifiy nugtaning FC D

s uchburchakka tushish hodisasi bo‘lsa, A va B
(l-rasm) ' hodisalar bog*ligsiz bo‘Imaydi.

Endi chekli sondagi hodisalar majmuasi
uchun bog‘ligsizlik tushunchasint kiritaylik.

Ta'rif 3. B, B,,..., B, hodisalar birgalikda bog‘ligsiz deyiladi, agar
harganday | <4 <4 < ... <1, <n, r=2.3...,n uchun

A7

tengliklar bajanlsa.

Hodisalaming juftma-juft bogligsiz bo‘lishi, ularni birgalikda
bog'ligsiz bo‘lishi uchun yetarli bo‘lmaydi. Buni quyidagi misol
tasdiglaydi.

Misol 3. (Bernshteyn). Tajriba, uch tomoni mos ravishda qizil, sariq
va yashil ranglarga bo‘yalgan, to‘rtincht tomoni esa bu ranglaming
hammasiga bo‘yalgan tetraedr tashlashdan iborat. Tetraedmi qizil rang
bilan bo*yalgan tomoni bilan tushish hodisasini Q, satig rangga bo*yalgan
tomoni bilan tushish hodisasini S, yashil rangga bo*yalgan tomoni bilan
tushishini Y hodisasi desak, har bir rang 2 1a tomonga kiritilganidan

PO =P(S)=B(Y)=1/2
ehtimolliklarni olamiz va shu sababga ko‘ra

P(QS)=P(QY) =P(SY).-= P % %

=P(Q) -P(S)=P(Q)-P(¥)= 1’(5) PCY),
ya'm Q,8,Y hodisalarjuﬁma—juﬂ bog'ligsiz bo*ladi, lekin
I

P(QSY).- - rP(Q) P(S)- P(Y)ﬂ
Demak, Q,8,Y hodisalar blrgahkda hop’ligsiz emas,

§ 2.5, To'la ehtimollik va Bayes formulalari

Ehtimolliklar fazosi {§1. 7. P} berilgan bo*lsin. o
Ta'rif. Tasodifly hodisalar ketma-ketligi H,, H,,..., H, hodisalarning
to'la gurahini tashkil giladi deyiladi, agar:
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I)H,-ﬂHj=@(z'=:j)
2) Hyu...u H, = shartlar bajarilsa,

Teorema L. Agar H,..... H, hodisalaming to‘la guruhini tashkil qilib,
P(H;)> 0, i =1n bo'lsa, ixtiyoriy tasodifiy hodisa A uchun {4 € J)

P(A)=§P(HJP(A/H=-) (1)

tenglik o'rinli bo'ladi.
Keltirilgan (1) tenglik to‘la ehtimollik formuiasi deb ataladi va bu nom
ta’rifda berilgan hodisalaming to‘la guruhi xususiyatlari bilan bog'lig
(PO = P(H)+..+ PH,)=1}.
Isbot. H,,...,H, hodisalaring tola guruhi bo*lgani uchun

A=ANQ= L“J(H,-mA)
1=]
tenglikni yozamiz va H,NA hodisalar juftma-juft bir vaqtda ro‘y
bermasligini qayd qilib o‘tamiz. Shuning uchun ham
P(4)= 3 P(H.nA)= - P(H,)P(A/H).
i=] =1

Isbot ctilgan (1) formula hodisalaming to‘la guruhi sanoqli sondagi
hodisalardan iborat bolgan hol uchun ham o‘rinli.

Endi, to‘la ehtimollik formulasi tatbigi yordamida yechiladigan
masalalarga o“tamiz.

Misol 1. Imtihon uchun tayyorlangan & biletlardan n tasi “baxthi”
(bu biletdagi savollarga javoblar oson va ma’lum). Kimning “baxtli” bilet
olish ehtimolligi kattaroq: “birinchi bo'lib” kirgan talabaningmi, yoki
“ikkinchi bo'lib™ kirgannimi?

“Birinchi bo'lib™ kirgan talabaning ‘baxtli” bilet clish ehtimolligi
%. “ikkinchi bo'lib™ kirgan talabaga “baxtli” bilet tushish hodisasint A

deylik. “Birinchi” talabaga nisbatan 2 taxmin (gipoteza) mavjud: F, — u
“baxtli” bilet oldi, H, —u “baxtli” bilet olmadi. Bu &, va H, hodisalar
to'la guruh tashkil giladi va

P(H)=—,

()=
To‘la ehtimollik formulasi bo‘yicha
P(A)= P(H)P{A/H,)+ P(H,)P(A] H,) =

n n-1 N-nan n n

SN NI N NN

N-n

. P(H2)= N
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Demak, “ikkinchi” talabaning “baxtli” bilet olish ehtimolligi ham % ga

teng ekan.
Endi, quyidagi teoremnani isbotlaymiz.
Teorema 2. H,..., H, hodisalaming to‘la guruhml tashkll qilib,

P(H;)>0,i=1n bo'lsin.
U holda, P(A) > 0 bo‘lgan har qanday hodisa 4 uchun
P(H,/4) = ) PATE)
?P(Hk)P(A/Hk)
=l

Bu (2) tenglikdagi formulalar Bayes formulalari deb ataladi va ulami
konkret masalalarda qo‘llanish sxemasi quyidagicha amalga oshiriladi.
Faraz gilamizki, 4 hodisa turli xil shart-sharoitlarda ro‘y berishi mumkin
va ular to‘g'risida n ta H,H,,..H, gipotezalar gabul gilamiz. Bu
gipotezalar hodisalarning to‘la guruhini tashkil giladi va A hodisa ulardan
biri bilan birgalikda ra‘y beradi. Gipotezalar tagsimoti
P(H),-... P(H,)

aprior (tajriba o‘tkazilgunga qadar) ehtimolliktar deyiladi.

Faraz qilamizki, tajribada A hodisaning ro'y bergani kuzatiladi. Bu
vaziyat aprior ehtimolliklar P{H;) larmi P(H,/A) shartli ehtimolliklar
bilan tagqgoslashni talab .etadi. Bayes formulasi aposterior (tajribadan
so'ng) ehtimolliklar deb ataluvchi P{H;/ A} lar uchun P(H,), P(A/H,)
ehtimolliklar orqali ifodalar beradi. Keltirilgan teorema 2 ning isbati oson
va u quyidagidan iborat:

P(H/A)=

(2)

P(H,nA) _ P(H)P{A/H) i
PU) ST p(H)P(A/H,)
o
Bu yerda biz to‘la ehtimollik formulasidan foydalandik.
Endi, (2) formula orqali yechiladigan misollar keltiramiz.
Misol 2. Idishda » ta shar bor. Ularga nisabatan (n + 1) ta
HO)Hh rH
taxminlar gabul gilish mumkin. ( H, -idishdagi oq sharlar soni 7 ta ). FaIaz
gilamizki, bu taxminlar bir xi! imkoniyatli, ya’ni
P(Hy) = P(Ry) = . = P(Hy) = ——

Aytaylik, A deb idishdan tavakkal qilib olingan shar oq bo‘lish hodisasi
bo'lsin. A hodisa ro‘yobga chiqganda idishda i ta oq shar borligi
ehtimolligi P{H, / A) hisoblansin.




Tushunarliki, '
PAJH)=2, i=0l..n
n

Bayes formulasi bo*yicha

Demak, P(Hy/A).P{H,/A),...P{H, /A) aposterior ehtimolliklardan eng

kattasi A, taxminga mos kelar ekan.

Misol 3. Buyum 2 ta korxonada ishlab chiqariladi. Ma'lumki,
birinchi korxonaning ishlab chigarish quvvati ikkinchi korxonaning ishlab
chigarish quvvatidan »n marta katta, Yarogsiz buyumlarning umumiy
mahsulotga nisbati birinchi korxona uchun F,, ikkinchi korxona uchun esa
P . Bu ikki korxona umumiy mahsulotidan tavakkaliga olingan buyum
yarogsiz  bo'lib  chigdi. Yarogsiz buyumni birinchi  korxonadan
chigarilganligining ehtimofligi topilsin,

Yechish. Olingan buyumning birinchi korxonada tayyorlanganligi
hodisasini H,, bu buyumni ikkinchi korxonada tayyorlanganligi hodisasini
H, bilan belgilaylik. Bu holda,

P(Hlj=£'i- P(”z)*#—
Tavakkaliga ofingan buyumni yaroqsiz bo‘lish hodisasini A deb
belgilaylik. Masalaning shartlari bo*yicha

P{A/Hy) =R, PlA/H)=P
Baves formulasiga asosan,
P{H)P(A/H)

PO A= Sy Py )+ P U PRI
n
I S
n 1 nF + P,
a1 +n+] i s

Xuddi shunga o‘xshash yarogsiz buyumni ikkinchi korxonada ishlab
chiqariigantigi ehtimolligi

Py 4)= s

ekanligini topaniz.

Hisoblab topilgan P(H,/4)} va P{H;/A) ehtimolliklami H, va H,
taxminlar A hodisa ro‘y berib o‘tgandan keyingi aposterior ehtimolliklari
deb ataladi.
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Misol va masailalar

1. Ehtimollik ta’rifidan kelib chigadigan quyidagi natijalami
isbotlang:

A) P(4+B)sP(4)+P(B)

B) P{4RV s P(A)s P{4+ R)

2. Tajribada kuzatilayotgan A4 va B hodisalar uchun

P{A8B)=P{A4)+P(B)-2P{AB)=P{4+B)-P(48)
ekanligini ko‘rsating

3. Tajribada kuzatilayotgan 4,8 va ¢ uchta hodisalar uchun
quyidagi qo*shish teoremasi o*rinli ekanligini ko‘rsating:

P{4+B+C)=P(A)+P{B)+P{C)~P{AB}~P(BC)- P{AC)+P(4BC)

4, Uchlari (0,0), (L), (1.1) va (0,1) da bo'lgan kvadratdan
tavakkaliga M(x.»} nugta tanlanmogda. Quyidagi hodisalar
ehtimolligini toping:

A={(x.y)\x2+y2$a2, a>0}
Bs{(x,y)\xyca, a>0}
C={{x,y)\max(x,y}< a, a>0}
D={{x.y)min(x,y)<a DSasl}

Javob:
A
ra s fcaxgl
P(A)= da’—]+a’(%-amcosl], 1<ax?
2 a
1, Jica
P(8)= a{l-ina), 0<as)
1, l<a
2
P(C)={a' Dca=l
L, l<a
P(D)=af2-a)

5. Agar p va g lar - oraligdagi sonlar bo‘lsa, x'+px+g=0
tenglama haqiqiy ildizga ega bo*lishi ehtimolligini toping.
' Javob: g
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6. Uzunligi ! ga teng kesmadan tavakkaliga ikkita nuqta tanlandi,
Hosil bo‘lgan uchta kesma yordamida uchburchak yasash mumkin
bo‘lish ehtimolligini toping.

Javob: 1
4

7. Radiuslari R>r bo‘lgan ikkita konsentrik aylanalar berilgan.
Katta aylanadan tavakkaliga 4 va B nuqtalar tanlanadi. Hosil
bo‘lgan AB kesma kichik aylanani kesmaslik ehtimolini toping,

2 r
Javob: —arccos—
T R

8. Qilada ikkita farzand bor. O‘gil va qiz bolalar tug‘ilishi
bog'ligsiz va teng imkoniyatli bo'lsin. Agar oilada og‘il farzand
borligi ma’lum bo‘lsa, ikkala farzand ham o‘g‘il bola bo'lish
ehtimolini toping.

Javob: 1
3

9. Uchta oyin kubigi tashlandi. Quyidagi hodisalar kuzatiimoqda:
A={Turli ragamlar tushadi}
B={hech bo*lmaganda bitta kubikda 6™ ragami tushadi}.
P(B/A) va P(A/B) ehtimolliklarni hisoblang.

Javob: P(B/ A)=0,5, P(AHB):@

10.Idishda 12 ta qizil, 8 ta yashil va 10 ta sariq sharlar bot.

Tavakkaliga ikkita shar olindi. Agar sarig shar olinmagan bo‘lsa,
turli rangdagi sharlar olingan bo‘lish ehtimolini toping.

48

Javob: —

95"

1i. 4 va 8 hodisalar biror tajribada kuzatilayotgan bo‘lib,

P(B)=0,4,P(4/B)=03 va P(4/B)=0,2 bo'lsin. Quyidagi

ehtimollikiarni hisoblang:
P(4), P(4-B), P{4+B), P(AsB).

Javob: P(4)=0,24, P(4B)=0,48 P{4+B)=088, P(4aB}=04.

12.Statistik ma’lumotlar bo‘vicha matematika fakultet: talabalarining

60 foizi sport bilan shug‘ullanadi, 40 foizi ilmiy ish bilan faol

shugtullanadi va 20 foizi ham sport ham ilmiy ish bilan

shug‘ullanadi. Fakultet ro‘yxatlaridan tavakkaliga bitta talaba

tanfangan. Quyidagi  hodisalarning  ehtimolligini  toping:

A={tanlangan talaba qayd etlgan mashg ulotlarning kamida
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N

bittasi bilan shug‘ullanadi}; B={tanlangan talaba fagat sport bilan
shug‘ullanadi}; C={tanlangan talaba fagat bitta mashg‘ulot bilan
shug‘ullanadi}.
Javob: P{4)=08; P(B)=0,4: P(C)=0,6.
13.Akbar va Botir navbat bilan tanga tashlaydi. Kimga birinchi
“perh” tushsa, o‘sha odam yutadi. Akbar birinchi bo‘lib tashlaydi.
Agar tangani yetarlicha ko'p marta tashlash mumkin bo'lsa, har
birining yutish ehtimolliklarini toping.
i

2
Javeb: p == ==
B 3 Py 3

14 Hakamlar hay’ati 3 ta hakamdan iborat. Birinchi va ikkinchi
hakam bir biridan bog‘ligsiz ravishda p ehtimoliik bilan to*g‘ri
garor qabul qiladi, uchinchi hakam esa garor chiqarish uchun
tanga tashlaydi. Yakuniy xulosa ko*pchilik ovoz bilan chiqariladi.
Hakamlar hayati to‘g*ri qaror chiqarish ehtimolligini toping.

Javob: p

15.Spertchilar guruhida 20 ta chang'ichi, 6 ta velosipedchi va 4 ta
yuguruvchi bor. Saralash normasini bajarish ehtimolligi
chang‘ichi uchun 0.9, velosipedchi uchun 0.8, yuguruvchi uchun
0.75. Tavakkaliga ajratilgan sportchining normani bajara olish
ehtimolligini toping.

: Javob: 0.86.

16.Idishda 15 ta yangi va 5 ta ishlatilgan tennis koptoklari bor. O'yin
uchun tavakkaliga 2 ta koptok olindi va o‘yindan so‘ng yana
idishga qaytarildi. Ikkinchi o‘yin uchun yana ikkita koptok
tanlandi. IHdkinchi o'yvin  vangi koptoklar bilan o°ynalish
ehtimolligini toping.
Javob: 0,445
17 Shaxmat taxtasiga oq va qora rangli ikkita “fil” go‘yiladi. Bu
figuralar bir-biriga xavf tug‘dirish ehtimolligini toping.

Javob: 3

36

18.Talaba 25 ta imtihon biletidan 10 tasini biladi, Qaysi holda

talabaning biladigan bilet otish imkoniyati ko*prog: birinchi bo‘lib
bilet olsami yoki ikkinchi bo‘lib bilet olsami?

Javob: imkoniyatlar teng.



19. Agar barcha mahsulotning 4% i sifatsiz, sifatli mahsulotning 75%
i birinchi nav talabiga javob berishi ma’lum bo‘lsa, tasodifan
olingan mahsulotning birinchi navli bo‘lish ehtimolligini toping.

Javob: 0,72.

20.1chida ikkita shar bor idishga bitta oq shar qo'shildi. Yaxshilab

aralashtiilgach bitta shar tanlandi. Agar tanlangan shar oq ekaniigi

ma'lum bo‘lsa, idishda oq shar qolgan bo'lish ehtimolligini
toping.

2

Javob: =;

3
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III BOB. TASODIFIY MIQDORLAR YA TAQSIMOT
FUNKSIYALARI

III bobni o‘qib chigish natijasida:
- Tasodifiy migdor va tagsimof funksiyalar.,
Tagsimo! funksivalarining turlari.
Tasodifiv vektoriar va wiarning tagsimotiari.
Turli tipdagi tasodifiy vektoriar.
Tasodifiy migdoriar bog ligsizligi.
- Entimolliklar nazariyasida foydalanadigan integrallar
haqida tasavvurlarga ega bo'linadi;
- Tasodifiv migdoriar ehtimoliikiar fazosidagi o ‘Ichovii funksivalar
bo ‘lishini.
- Tagsimot funksiyalari ma 'lum xossalarga ega bo lishini.
- Mavjudlik teoremasi o ‘rinli bo lishini.
- Ehtimoifikiar nazarivasida Lebeg, Stiltes, Riman integrallaridan
Jovdalanishni
bilish va amalda qo‘llay olish;
- Tagsimotlarning zichlik funksivalarini.
- Diskret tipdagi tagsimotiarni.
- Ko'p o'lchovli absolyut uzhiksiz tagsimatlarni,
- Lebeg, Siiltes, Riman integrallavining xossalavini
o‘rganib olish mumkin.
A

§ 3.1. Ta'rif va misollar

(2.3, P)- biror ehtimollik fazosi berilgan ho*lsin.

Ta'rif 1. £ tasodifiy migdor deb & to‘plamni haqiqiy sonlar
to‘plami R ga akslantiravchi o'lchovli £ =£(w)funksiyaga aytiladi, ya’ni
ixtiyoriy =~ Borel to‘plami BeB{R) ning aksi  (proobrazi)
&(B)={w:£(w)e B} o-algebra 7 ga tegishli 10°plamdir.

Bunday hollarda ¢ funksiya {Q,9) ni (R,B(R)} ga o‘lchovli
akslantiradi deyiladi.

Masalan, tanga tashlashda Q ikki nuqtadan iborat: gerb va ragam.
Agar tanganing gerb tomoniga 1 va ragam tomoniga 0 qiymatni mos
qo‘ysak, quyidagi jadval ko‘rinishda berilgan tasodifiy migdorni olamiz:

@ G R
s 1 0




O'yin kubigi tashlaganda ustki yog‘ida tushadigan ochkolar SOBI it

tasodifiy mi dorga misol bo‘ladi va uni
1 2 |

ko‘rinishda ifodalash mumkin. |
{(x’y] wl 4yt } to'plam  o‘Ichovhi bo'lgani  uchun

ishda tashlangan nuqtadan

o*ladi.

[osxsl;Osysl] kvadratga tasodifiy rav
coordinatalar boshigacha bo*lgan masofa ham tasodifiy migdor o'k o
Yugorida ta'kidlanganidek, tasodifiy migder tarifidan to"g'ri chiziq
R da amiglangan Borel to‘plamlarining o -algebrasi B(R) den olingan
ixtiyoriy B to'plam uchun
£ (B)={w:¢(w)eBled
munosabat o‘dnli. Demak, (R,B(R)) o‘ichovli fazoda F;
ehtimollik aniqlangan ekan. . o
Ta'rif 2. P,(B) ehtimollik & tasodifiy miqdormng tagsimoti deb
ataladi. i .
Demak, & tasodifiy migdor abstrakt ehtimollik fazost (3P ) n.l R
dagt (R,B(R),F;) ehtimollik fazosiga akslantiradi deb tushunish mumkin.
Agar B=(-w,x) deb olsak, hagiqiy sonlar o'qida amqlangan
Fy(x}=P(&<x) funksiyani hosil gilamiz. Bu funksiyaga ¢ tasodifiy
migdorning tagsimot funksiyasi deyiladi. .
Quyida tagsimot funksiyasi tasodifty miqdornin

aniglashiga va tasodifiy migdormi tavsiflashda keng
bo‘lamiz.

Tushunmovehiliklar kelib chigmaydig
yozuv o‘miga oddiy belgi F(x) ishlatamiz.

¢ tasodifiy miqdor Q to*plamni
akslantirgani sababli P(|g|< =)= P{{w; &(@)= R})=P(£2)
bo‘ladi. Ayrim hollarda bunday tasodifiy miqdorlar bilan oo quma;lar
qabul giluvchi tasodifiy miqdoriami bam ko'rib o‘tish qulay- Bunday
tasodifty miqdorlar Q to‘plamni R {400} ga o*lchovti akstantiradi. ,

P(|¢|=»)>0 shartni qanoatlantiruvehi &(@) tasodifty m'qdor‘a"f‘
xosmas tasodifiy miqdoriar deb ataymiz. Shunday tasodiiy miqdorlar hosil
bo‘igan vaziyatni alohida ta’kidlaymiz. _

(B)=P(5eB)

g tagsimotini to‘la
qo-llanishiga amin

an joylarda keyinchalik F; (x)

R hagiqly sonlar 0°qiga
=1 tenglik o‘rinli
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Misol 1. Tajribalar soni » va ehtimollik parametri p bo‘lgan
Bemulli sxemasini ko‘raylik ($1.5). Ma'lumki, bu vaziyatda Q elementar
hodisalar fazosi 0 va 1 lardan iborat » uzunlikdagi barcha mumkin
bo‘lgan ketma-ketliklardan iborat. 7 o -algebra sifatida  ning barcha

gism to‘plamlari sistemasini olamiz. Q to‘plamda tasodifiy rnigdomi
quyidagicha amiqlaymiz: 0 va 1 lardan iborat har bir ketma-ketlikka shu
ketma-ketlikdagi birlar sonini mos qo‘ysak, tasedifiy migdomi aniqlagan
bo‘lamiz va tasodifiy migdor £(e) uchun

B (K)=P(&(w)=k)=Ctp*(1- p)", £=01,.n.
Demak, bu tasodifiy miqdoming tagsimot funksiyasi

F(x)= £ B,(H).

bunda yig“indi barcha xdan kichik butun & lar bo“yicha amalga oshiriladi.
Agar x <0 bo'lsa, F{x)=0 va x>n bo‘lsa, F(x)=1 boladi.

Misol 2. Hagigiy sonlar o‘gidan olingan [a,b] kesmaga tasodifty
ravishda nugta tashlanmogda. Bunda nuqtaning [#,6] kesmaning biror
qismiga (kesmaga tegishli biror to‘plamga) tushish ehtimoli shu
to‘plamning Lebeg olchoviga proporsional deb gabul qilingan. Bunda Q
[a,5] kesmadan iborat va ¢ & —algebra [a,5]dan olingan Borel to‘plamlar
sinfidan iboratdir. Tasodifty migdorlarni quyidagicha aniqlaymiz:

' é(o)=w, me[a,b],
ya'ni tasodifty migdor [a4,5] kesmaga tashiangan nuqta tushgan songa teng.
Bunday aniglangan tasodifiy migder o'lchovli funksivadir. Agar x<a
bolsa, F(x)=P(E<x)=0. Agar xcf[ab] bo'lsa, {£<x} hodisa
nugtaning [a,x) intervalga tushganini anglatadi. Ushbu intervalga tushish
ehtimoli interval uzunligiga proporsional, demak,
x-4a
F(x)=P(§<x)=b_a.
Agar x>b bo‘lsa, F(x)=1 bo‘lishi tushunarli. Natijada quyidagini hosil
gilamiz:

0, X<,
F(x)={"%, a<x<b,

b-a

1, x>b

Bu funksiyani [a,6] intervalda aniqlangan tekis tagsimot funksiyasi
deyiladi.



Misol 3. Normal taqsimot. Ehtimoliklar nazariyasida normal
raqsimot juda muhim rol ¢‘ynaydi. Parametrlari @ va o2 bo‘lgan normal
taqsimot deb )

(u-a)
1 x5
Flx)=
)= ore 1°
taqsimot funksiyasiga aytiladi. Bu funksiya uchun
1 {x—a}-{

du, acR,0°>0,

z—d

tenglik o'rinli bo'ladi. Buni ko'rsatish uchun oxirgi integralda »- -

almashtirishni bajarsak, analiz kursidan ma’lum Puasson integraliga

kelamiz:
1
U

“j)eh {dur:\fZ_.

Normal tagsimot ko‘p hollarda Gauss tagsimoti deb ham ataladi,
Keyingi paragrafda (R,B} aniglangan Lebeg o‘Ichovi u(B) uchun

£ (B)=r—n(B[2.5])

munosabat o‘rinli ckanligini ko‘ramiz. Keltirilgan misollardagi taqsimot
funksiyalarining sxematik grafiklari quyidagi rasmlarda berilgan,

Misol 1. Misol 2.
§ 3.2, Tascedifiy migdorlar orqali aniglanadigan hedisalar

Tasodifty migdor &{w) biror ehtimollik fazosi (Q2,9,P) da

atiqlangan bo'lsin. U holda,
£(w)
Q — R(~oo,00)
va har ganday x=R uchun
&

£



{@:é(@)ex}=g"{{—ox))cT.

Teorema. (2,7, P) ehtimollik fazosi bo‘lib, undz & =¢(w) tasodifiy
migdor aniqlangan bo‘lsin. Agar B to‘g'ni chizigdagi (B < R)ixtiyoriy
Borel to‘plami bo‘lsa,

& (B)={o:t(w)< B}
tasodifiy hodisa bo‘ladi, ya'ni £7'(B}e 3.

Isbot. Ishonch hosil qilish mumkinki, to‘plamlardan ularning
proobrazlariga “o‘tish amali” (ya'ni 8c R dan &£7'(B)c Q2 to‘plamlariga
o‘tish) to‘plamlar ustidagi U1 va “-” amallarini saqlaydi. Demak,
quyidagi tengliklar o‘rinli:

«:“[UB,,]=U§“(B,.)
¢! [na.,]=n¢"(s,. )y )
§HB)=¢7'(®)
Lemma. Tasodifty miqdor (Q. 7, P)ehtimollik fazosida aniglangan
bo*lsin. U holda, Q ning quyidagi gism to‘plamlari
{m'. {(m]&x], {m;{{w}Sx},
fai; & (w9 > x}, lmaséfw)<b),
{wla<é(w)<b),  {an{w)=x}
tasodifiy hodisalar bo‘ladi, ya’'ni bu to‘plamlarning har bird
7 o -algebraga tegishli bo‘ladi.

Isbot. Bevosita quytdagi tengliklar o‘rinli ekanligiga ishonch hosil

qilish mumkin;
{w; E(w) 2.:} = Q\{m; Elw)< x],
o s(w)sx}= ﬁ @ g(w)<x+£},

n=t
{w; E(w)> 2} =00 w; E(@) £ x).
lr; asE(w) <b}={o; E{@) < b}\|o; E(w) <a},
{m; u<§{m)<b}={m; §{m)<b}\{ﬂ); §[m}$a},
b E{w)=x} ={0; £{0) 3 2}V |w: &{w) <a).
Funksiya £=£{w) ni o'lchovli funksiya ekanligidan har qanday x<R
uchun {w; &{w)<x} e 7. Demak, keltirilgan tengliklardan va o - algebra
xossasidan lemmaning isboti kelib chigadi.
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Quyidagi B to*plamlar sistemasi
K= {B,B =R (B)e 3}
yuqorida keltirilgan tengliklarga ko‘ra, o —algebra tashkil elishix_li ‘eslatil?
oftamiz. Oz navbatida, isbotlangan lemmaga asosan [a,b) ko‘rinishdagi
yarim intervallar K sistemaga tegishli boladi {{a.p)eK). Bore!

o -algebrasi B mtervallar sistemasmni o'z ichiga oluvchi minimal
o —algebra bo‘lgani uchun Bc K. Demak, teorema har qanday Borel
to‘plami B uchun otinli ekan.

§ 3.3. Taqsimot funksiyalarning xossalari

Tasodifty migdor ¢ ning tagsimot funksiyasi
F,(x)=P{£" (=,x))= P(§ <x)
quyidagi xossalarga ega bo‘ladi:
F1. Har qanday xe R uchun 0<F {x)<1.
F12. Har ganday x, <x, lar uchun F,(x)< £, (x,).
F3. F,(x} chapdan uzluksiz, ya'ni
b ()= fim F, (1) =, (5.
Fa. x[in;ﬂ{x]:@{—m):ﬂ,
Jim £, ()= £, () =1,
FlI xossaning isboti tagsimot funksivasining ta'rifidan, F2 xossa
ehtimollikning monotonlik xossasidan kelib chiqadi: agar x, < x, bo‘lsa,
lo:f{w)<x}c{o:é(w)sx,]. :
F3 xossani isbotlash uchun
d,=[w:Ela)<x,), d={o:i{0)<x,}
hodisalami ko‘ramiz. Bu yerda {x_. n>1} monoton o‘suvchi va s>« da
x,sx, x, 2z, (x —x,-0).
Oxirgidan
A CA., L‘JA‘=A=Iim.4, .
munosabatlar o‘rinli bo‘lganligi kelib chiqadi. Demak, P{-) ehtimollikning
uzluksizlik xossasiga ko‘ra,
lim F(4,) = P(4)
tenglikni olamiz. Endi
P(A)=P(E<x]=F(x)
P(A)=P(¢ < x)=F.(x)

35 ¢



tengliklarni hisobga olib, F3 xossaning ofrinli bo‘lishiga ishonch hosil
gilamiz,

F4 dagi birinchi tenglikni olish uchun monoton kamayuvchi va
¥, - - {n—>w} ketma-ketlik orgali

B,:{co:i{m]c};}
o‘suvchi bo‘lmagan (8, < 8,) hodisalar ketma-ketligini tahlil gilamiz. Bu
ketma-ketlik uchun

iim B, =B=fg]3,, =
va ehtimollikning uzluksizlik xossasidan

lim P(B,) = P(B)=0
kelib chigadi.
Oxirgi tenglikni esa,

I (1) = £ (~)=0
ko‘rinishda yozish mumkin, F4 dagi ikkinchi tenglik shunga o'xshash
ravishda isbotlanadi. Bu holda ¥, ketma-ketlikni monoton kamaymaydigan
{o'suvchi) va ¥, — +oo sharini bajaradigan qilib tanlash yetasli bo‘ladi. F4
xossadan tagsimot funksiyasi F,(x) ni to'la variatsiyasi
For Flx)=F (=)= F(-=)=]

ekanligi kelib chigadi,

Tagsimot funksiyaning keltirilgan xossalariga asoslanib, tasodifiy
migder va uning tagsimati hagida mukammal va umumiy tasavvurga ega
bo'lish mumkin. Bunda quyida keltirilgan wmulohazalar muhim rol
o' ynaydi.

Ta’rif. R da aniglangan F{x) fanksiya Fi-F4 xossalami
qanoatlantirsa, uni tagsimot funksiyasi deyiladi.

Teorema. Agar F(x) tagsimot funksiya bo'lsa, u holda (0, 7.7}
ehtimollik fazosi mavjud bo®lib, unda ¢ = £(e) tasodifiy migdomi aniqglash
mumkin, uning tagsimot funksiyasi

F(s)=P{E<x)=F[x}
bo*ladi.

Keltirilgan teoremani mavjudlik teoremasi deb tushunish tabiiy,
chunki unda berilgan F(x} tagsimot funksiyasiga ega bo‘lgan tasodifiy
migdoming mavjudligl ta'min etiladi (aslida esa bunday tasodifiy
miqdoriar cheksiz ko'p bo'ladi).

Isbot. Talab qilingan ehtimollik fazosi (0,5.P) ni keitiramiz.
Elementar hodisalar fazosi sifatida (=R =(-w,+x), F=EB-to'g'ri chiziq &
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da Borel to‘plamlari o - algebrasi deb qabul qilamiz, Ravshanki, [4,5)
interval yoki chekli sondagi  bunday intervallarning yig'indisi
ko'rinishidagi to‘plamlar sistemast 3 algebra tashkil qiladi va 3 sistema
yuzaga keltirgan o - algebra
o(%)=5.

Ta’kidlab o‘tamizki, xususan o=—ow, 6=+w bo‘lishi mumkin. 7 sistemada
perilgan tagsimot funksiyasi F(x) orgali to‘plamlar funksiyasi P(}ni
quyidagicha aniqlaymiz:

Agar dAeF, bo'lsa,

A=U[aj,!}l.}, n=l

ko‘rinishida bo‘ladi {bu yerda [a,s) intervallami o‘zaro kesishmaydigan
deb hisoblash mumkin) va P{) funksiyani
P~ E[F(k)-Fla)]

tenglik bilan aniglaymiz. Bundan ko‘rinadiki, P{4)-to‘plamlarda
aniglangan chekli additiv funksiya va p(0)=1 bo‘ladi. Oxirgi jumlada F{,)
funksiyaning tagsimot funksiyasi ekanligidan foydalanildi.

Endi pP() funksiyaning 3 da sanogli additiv (o - additiv) bo‘lishini
ishotlaymiz. Buning uchun uning uzluksiz bo‘lishini ko‘rsatish vetarli

bo‘ladi. O‘z navbatida har ganday monoton kamayuvchi ketma-ketlik
{d,, nz1} (4, €3 har qanday nz1 bo‘lganda 4, < 4,) uchun
lm2(4)=P(4).  4=()4,
tenglik o‘rinli ekanligini tekshirish vetarli bo‘ladi.
Umumiylikni cheklamagan holda

A=A, =[a.b)

deb hisoblash mumkin. Har qanday »>1 uchun 4c .4, ekanligidan, 4
to'plam shunday [4,.b,) intervalni o‘z ichiga oladiki, bu interval uchun
o, <a, b, 2b tengsizliklar bajariladi va uni 4, dagi 4 ni o'z ichiga oladigan
maksimal interval deb qabul qilish mumkin, Aytilganiardan kelib
chigadiki, qandaydir »z1 dan boshlab

A4, =la,.8,)=(a,.5).
Demak,
limP(4,)=lim[ F(8)-F(a,)]=F(b)-F{a)=P(4).

H3w
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Oxirgi tenglik 7 da aniglangan p() funksiyaning sanogli additiv
ekanligini isbotlaydi. Endi ma’lum Karateodori tecremasiga asoslanib
(M. H.I'uxman, A.B.Ckopoxon, M.W.fnpenko. Teopus seposTHOCTEH N
MaTemaTHaeckan cratucTuka, ', 3. §3) ehtimollik funksiyasi p{) ni 3 -
algebradan uni u yuzaga keltirgan o -algebra o(3) ga yagonalik shartini
bajargan holda davom ettiish mumkin. Yuqorida keltirilgan
o{3)=8-(to'g'ri chiziqdagi Borel to‘plamlari sistemasi (o - algebrasi)}
munosabatni e’tiborga olib (2,9.P) (=R F=5./P), ehtimollik fazosini
tuzamiz va unda ¢é{e) =« koordinat funksiyasini aniglaymiz.

Bu holda,

P({w: & (m) < x}) = P(—co,x) = F(x)

Demak, &(w)=w- tasodifiy miqdor berilgan tagsimot funksivasi ¥ ga ega
bo'ladi.

Agar tagsimot funksiyasini

F{x)=P({<x)

tenglik bilan  ta’riflasak, F(x) o‘ng tomondan uzluksiz bo‘lishiga
{F{x+0}=F(x)) ishonch hosil gilish mumkin. Umuman aytganda, tagsimot
funksiyasi qabul gilingan ta’rifga nisbatan o‘ng tomondan uzluksiz bolishi
shart emas, chunki uzluksizlik aksiomasiga asosan

Fx+0)= F(x) —hm[ ( ) F(x)}

:Emp[xgmf]zp[g{gE[X,H%]}]:

:P(gzx}zF(x+0:]—F(x—0)

Oxirgi tengliklardan kelib chiqadiki, tagsimot funksiyasi #(x) ning x
nugiada uzluksiz bo‘lishi uchun, P(£=x}=0 bo'lishi yetarli va zaruriy
shart.

Keltirilgan munosabatlardan

Plas&<b)=P.([a,b])=F(b+0)- F(a)
ekanligi kelib chigadi,

Misol I, Quyidagi tenglik bilan aniqlangan funksiya

X !""‘“}

je @ gy geR, o>0

®, ()= ]

tagsimot funksiyasining F1-F4  shartlarini qanoatlantiradi va u
ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistikada markaziy rottardan birini
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o*ynaydi. Demak, qandaydir ehtimollix fazosi (Q,7,P) da aniglangan
¢ =¢£{w) tasodifiy miqdor mavjud bo‘fadiki,

P& <x) =0, (x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi (yuqorida keltirilgan maviudlik teoremasiga asosan)
va bu tasodifiy miqdor parametrlari (4,0°) bo‘Igan normal tagsimlangan

tasodifiy miqdor deb ataladi.
Misol 2. Quyidagi tenglik b1Ian aniqlangan funksiya

w (x)= Z_e™, A>D
1( ) {kz.t«;:} K

tagsimot funksiyasining hamma F1-F4 shartlarini qancatlantiradi. Unga
mos kelgan {asodifiy migdor ¢ qiymatlari

{0,1,2,.}
to‘plamni tashkil qiladi va bu qiymatlar =, (x} funksiyasining uzilish
nugqtalan bo‘ladi.

Demak,
AN
P(& =k):xl[k+0]=:ri[k)=;!-e Y, k=012,

tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu tasodifiy migdor, parametri 2>0 bo‘lgan
Puasson tagsimotiga €ga deb ham yuritiladi.

§ 3.4. Tagsimotlarning zichlik funksiyalari

Faraz qilaylik, ¢ tasodifiy migdor bo‘lib, uning tagsimot funksiyasi
P(g < x) =F (x]
bo‘lsin. ¢ tasodifiy miqdor uzluksiz taqsimot funksiyasiga ega deyiladi,
agar integrallanuvchi p{x) funksiya mavjud bo‘lib

F(x)= ].p(u)du, xeR (1}

tenglik o‘rinli bo‘lsa. Funksiya p(») tasodifiy migdor £ tagsimotining
zichlik funksiyasi deyiladi.
Matematik analiz kursidan ma'lumki, (1) tenglikdagi p{-) funksiva
uzluksiz bo‘lsa, F(x) funksiya differensiallanuychi bo*lib
F'{x)=plx)
tenglik bajariladi. Bunday funksiyaning sxematik grafigi quyidagi rasmda
keltirilgan.
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Y

Taqsimot funksiyasi £(x) kamaymaydigan bo'lgani uchun F'(x)z0.
Demalk, p(x)-manfiy bo‘lmagan funksiya va (1) tenglikdan ko‘rinadiki,
F'(x}= p(x) tenglik deyarli hamma x lar uchun o‘rinli bo‘ladi.

Agar ¢ tasodifiy migder p(x) zichlik funksiyasiga ega bo*lsa,

Plazg<b)= Ip[u)du )
Hagigatan ham,
Plas&<b)=P(&<b)-P(£ <a)=F(b)-F(a)
Bundan va (1) tenglikdan (2) tenglikni olamiz {tasodifiy migdor £ ning
qiymatlari [o,6) kesmaga tushish ¢htimolligi rasmdagi shtrixlangan yuzaga
teng). Oz navbatida (2) tenglikdan p{-) funksiya uzluksiz bo‘lgan holda,

P(xs§ <x+Ax)= p(x)ax+o(Arx} (3)
Oxirgidan esa, ~
p(x)= ETG (xéf;x+Ax)=£%F(x+&::—F(x)=F( )

va bu tenglik p{) ni tagsimotning zichlik funksiyasi deb atashga asos
bo‘ladi. (1) tenglikdan va #(+=)=1 ekanligidan

[ ol =1, 4)

Aytib o‘tilganlardan  xulosa gilish mumkinki, tagsimotning zichlik
funksiyasi bu-(1) va {4) tengliklarm ganoatlantiruvchi manfiy bo‘lmagan
p(x) funksiya va aksincha, har bir zichlik funksiya (4) tenglikni
ganoatlantiradi. Umuman, (1) tenglik ko'rninishidagi hamma F(x)

funksiyalarni absolyut uzluksiz tagsimot funksiyalari deyiladi. Bu tagsimot
funksivalar (4) shartni qanoatlantiruvchi zichlik funksiyalari orqali  bir
giymatli aniglanadi. Izohlab o‘tamizki, (4) shart o‘miga undan ancha
umumiy bo‘lgan munosabatlarga o‘tish mumkin. Masalan,

p(x)z0 bo'lib, p(u)e L {—m,x) bo‘lsa, ya'ni



?p(x)dx =cem

shart bajatilsa, ﬁ(x):f-(ci)- funksiya (4) shartni ganoatlantiradigan zichlik
funksiya bo‘ladi.

Esfatib o‘tish mumkinki, agar zichlik funksiyasi p(} (4) shartni
ganoatlantirsa, (1) tenglik bo‘yicha aniglangan F{x) funksiya F1-F4
xossalaming hammasini qanoatlantiradi va oldingi paragrafdagi maviudlik
{eoremasiga asosan tagsimot funksiyasi F{x) bo‘lgan tasodifiy migdor
mavjud bo'ladi.

Misel 1. Parametrlari (a.c”} bo‘lgan normal tagsimot N{a.o')
quyidagi zichiik funksiyasi orqali aniqlanadi:

(x-af

1 -
p{x)= p(x.a,0)= JZ_.;cre i

Birinchi navbatda p(x) funksiyani tagsimotning zichlik funksiyasi
bo‘lishini tekshirish kerak bo‘ladi, ya'ni (4} tenglikka asosan

1 = _(.‘_‘i
je 2" gy =1
e 5

bo“lishiga ishonch hosil gilish kerak boladi.
Hagqigatan ham, oxirgi integralda
x—a
&

=

almashtirishm bajarsak,

1 ~ 112
e Tdu=1
323' _:[
ba‘ladi. Analiz kursidan ma’lumki {Puasson integrali),
Je"z’:du =V2r

demak, p(x,q,0} zichlik funksiyasi bo*ladi.

Bevosila
i 7 el .
¢ Lix)= e 2 du
il (x) 2?10'_{

funksiyaning F1-F4 sharilarini bajarishini ko‘rish mumkin. Zichlik
funksiyasi p() sxematik grafigi quyidagi rasmda keltirilgan
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- a a+o X

Misol 2. (2.5) oraliqda tekis tagsimot deb, quyidagi Zichlik funksiyasi

p(x)={b_i;’ xefah]
] x Ela,b]
orgali aniglangan tagsimotga aytiladi.

Quyidagi rasmlarda {a6] oraliqdagi tekis tagsimotning zichlik va
tagsimot funksiyalarining grafiklari keltirilgan

vy

L
b-2
a ]F 5

Misol 3. Quyidagi zichlik funksiyasi orqali aniglangan tagsimotni
ko‘ramiz:

au]é} %

-

0, agar x50
P(x)=P(-’5,}~s9]= Aq -Ax

~1
._.-.._xq e

T(e)
va bu yerda 7(-)- Eyler funksiyasi

, agar x>0

{g)= jx""‘e“ldx, A.g>0.
1\

Keltirilgan zichlik funksiyasi p(x.A.q) ga ega bo‘lgan tagsimot-Gamma
tagsimot deb ataladi, Xususiy holda g=1 bo‘lsa, I"-tagsimot funksiya
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x=0
ko‘rsatkichli taqsimot deb ataladi va u texnikaga ord masalalarda ko P
uchraydl

F(x) IP(“}‘*" { e, x>0,

§ 3.5. Diskret tipdagi tasodifiy migdorlar

Ixtiyoriy (0,2.P7) chtimollar fazosida £(w) tasodifly miqdor
aniqlangan bo'lsin. Bu tasodifty miqdomi diskret tipdagi tasodifiy miqdor
deyiladi, agar uning giymatlari diskret to‘plamni tashkil gilsa (eslatib
o*tamizki, chekli yoki sanoqli elementlarga ega bo‘lgan to*plamlar diskret
to‘plamlar deb ataladi).

Teorema. Q da aniglangan &(e) funksiya chekli yoki sanogli
sondagi

[, O
qiymatlarni qabul gilsin, Bu funksiya 7 ga nisbatan o‘lchovli bo'lishi
uchun » ning barcha giymatlarida
{w‘.&(rx})=a_}eﬂ n
munosabatning bajarilishi yetarh va zaruriy shart bo'ladi.
Isbot. Haqgiqatan ham, (@) funksiya uchun (1) munosabatlar o‘rinli

bo‘lsa, bu funksiva F ga nisbatan o‘lchovli bo‘ladi, chunki har qanday
haqigiy son x uchun
fo:t0)<e)= | for(o)=ated.
Aksincha, ¢{w) o'lchovii funksiva go‘ 1sa, har ganday hagigiy son « uchun
{m:é(m)=a}=ﬁ{ ﬁ(m)e[a—ﬁ a+ ]}5

munesabat o'tinli bo'ladi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi xulosaga kelish mumkin. Agar
¢{w)- diskret tipdagi tasodifiy miqdor bo‘lib, uning qiymatlari 4,a.,...a,,
ketma-ketlikni tashkil etsa, har ganday » uchun

pn=P({w:§(mj=an” (2}
chtimolliklar aniglangan bo'ladt. Ehtimollik tagsimotini tashkil giladigan
{p,,n>1} ketma-ketlik ¢(w) tasodifiy migdoming tagsimoti deb ataladi,
chunki & ning taqsimot funksiyasi
F(x)= % p

{m e, <x|

tenglik bilan to‘la aniglanadi.
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Aytilganlardan diskret tipdagi tasodifiy miqdoming taqsimay;.:
quyidagi jadval ko‘rinishida yozish mumkin: g
T

&(w) giymatian I a, .. Yo,
Ehtimolliklar J RN P,

Qayd qilib o'tamizki, p, 20, 3.p, =1.

Endi, diskret tipdagi diggatga sazovor bo‘igan tasodifiy miqdorlargy
misol keltiraniz.

Geometrik tagsimot. Faraz gilamizki, natijalari biror hodisanig
ro'y berish yoki ro‘'y bermasligidan iborat bolgan bog'ligsiz tajribalar
o'tkazilayotgan bo'lsin.

Kuzatilayotgan hodisa ro'y berish natjjasini “yutug™ yoki 1 deb, ro'y
bermaslik natifasini “yutqiziq” yoki 0 deb hisoblaymiz. Aytaylik, tajribalay
birinchi marta “yutug” {1} natyja ro‘y bernishiga qadar davom eftirilsin vy
birinchi marta 1 ning ro'y berishiga qadar o‘tkazilgan tajribalar soni ¢
bo‘lsin. Bu tasodifiy migdoming tagsimotini topaylik. Har bir tajribada 1
ni paydo bo‘lish ehtimoiligi p, 0 ni paydo bo'lish ehtimolligi y=t-p
bo‘lsin. Elementar hodisalar fazosi 0 sifatida quyidagi

n={1,01,001,.,.,gg;gl....}

sanoghi to‘plamni olish mumkin. Tajribalar o‘zaro bog‘ligsiz deb
hisoblangani uchun
k P[M..uu]:q'-'-p.

n-1

Shunday qilib,
Pleto)=n)=a"p.  n-l2.. 3
va
e

(3) dagi ehtimoliiklar geometrik tagsimot deb aytiladi.

Agar tasodifiy migdor & geometrik taqsimotga ega bo‘lsa, ha
qanday »z1 uchun

P(E=nvmi&2n)=P(& = m) G

tenglik o'rinti bo‘lads.

Haqigatan ham,

PlE=n+m, ;2»)=P[§=n+m)=q‘““"‘pzq.-l_P
PE2n) PEEn] S,

FEL

P(f=n+t+mi&zn)=



Keltirilgan (4) formulani quyidagicha sharhlab o‘tish mumkin,
orqali aloga sxemasini ko‘raylik. Faraz gilamizki, bu aloqalar
putun sonlarda ifoda etiladigan minutlarda o'lchansin. Har
minutning boshida p ehtimollik bilan alogani to‘xtatish haqida qaror
qilinsin va 1-p chtimollik bilan aloga davom ettirilsin. Bu holda, telefon
orqali gilingan aloga uzunligi tasodifiy migdor bo‘lib, u geometrik
raqsimotga €ga bo'ladi. Keltirilgan sxemada (4) tenglik telefon aloqasi
,-1-minutda to‘xtatilgan bo‘lmasa, uning yana n+m minut davom etishi
shartli ehtimolligi, zloganing m minut davom etishi shartsiz ehtimolligiga
teng bo‘ladi. Telefon orgali aloganing (4) tenglik bilan aniglanadigan
xossasi aloganing qancha davom etishi shu minutga gadar o‘tgan alega
wzunligiga bog'liq bo'lmaydi. Izohlab o'tilgan xossani “oldingi o‘tgan
jarayonning” kelgusidagi “jarayonga” ta’siri bo‘lmaslik xossasi deb
tushuntirish mumkin, yoki qisqaroq gilib aytganda, (4) tenglik “o‘tgan
vogealarning™ kelgusidagi “voqealarga” ta’siri bo‘lmasligini anglatadi. O‘z
navbatida, oxirgi jumlani shartli ravishda “kelgusiga ta’sir yo'qlik” xossasi
deb ham atash mumkin.

Quyidagi qiziq va foydali fakini qayd gilib o‘tamiz. Hamma diskret
tagsimotlardan faqat geometrik tagsimot “kelgusiga ta'sir yo'qlik”
xossasiga ega bo‘ladi, ya’ni bu tagsimot (4) tenglik bilan to*la tavsiflanadi.

Hagiqatan ham aytaylik, {p,.n>1} qiymatlari {1,2...] to*plamni tashkil
etadigan biror tasodifiy migdoming tagsimoti bo‘lsin va bu taqsimot (4)
tenglikni qanoatlantirsin, Bu holda (4) tenglikni »>2, m21 bo‘lganda,

Bua - p, (5)

2 b
k=

Telefon
uzunhig!

ko'rinishda yozish mumkin.
Agar (5} da n-2 bo‘lsa,
Bt = P 'gh =p.(1-p)
oxirgi rekkurent munosabatdan

_ po=(1-2)"p
tenglikni olamiz, ya’ni {p_: m>1} geometrik tagsimot bo*ladi.

§ 3.6. Tasodifiy vektorlar va ularning tagsimotlari

Matematikada o -o‘Ichovli Evklid fazosi RY deb, aniq bir bazisga
asoslangan 7 -o*Ichovli chizigli fazo tushuniladi. Bu fazoning nugtalari
“¥a.b  kabi nugtalar bilan belgilanib, ular tanlangan bazisdagi
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koordinatalar  orgali  ifodalanadi. Masalan, x =[x, Xy ),
a=(a,ay,.,a;) va bokazo. Fiksirlangan bazisda R¢ ni “yarim
tartiblangan” fazo deb qarash mumkin: a<b, agar a, <bh, bo'lsa,
k=12,.4d, agar a, <b k=1,2,...d, bo'lsa a<b.

RY fazodagi nuqtalar to‘plami

[2,b)={xrasx<b}= {(x!,...,xd),al Sxy<b,.0y8x, <bd}
intervallar deb ataladi. Xuddi shunga o‘xshash [a,5]([a,b]-{a,5) ning
yopig')), (a,6) ((a.b)-[a,b)intervallarning ichki nuqtalari) intervallarni
ta'riflash murnkin.

Endi qandaydir ehtimollik fazosi {©,7,P) berilgan bo'lsin. Evklid
fazosi R da qiymatlar qabul giladigan tasodifiy vektor & deb (§,...,&,)-
tasodifiy miqdotlar ketma-ketligiga aytiladi. Bu yerda
&, i=12,..d, ($,9,P) da aniglangan haqiqiy tasodifiy miqdorlar &
tasodifiy wvektorning i-koordinatasi deb ataladi, tasodifty miqdor
&=fi(@)-F  oflchovli  hagiqiy funksiya  bo‘lgani  uchun
£=£(w)=(f{®)n fy{(w)}), ya'ni tasodifiy vektor (QJ,P) da
aniglangan, R° da giymatlar qabul giluvchi F-o‘lchovli vektor funksiya
bo'ladi va bu funksiva Q ni Rd ga akslantiradi. RY dagi lxt.lyony to‘plam
B uchun (Bc R") 5\

£ (B)={wf(w)eBlc
B to*plamning aksi (proobrazi) deb ataladi.

Yugorida aytib otilgan & =&(e)tasodifiy vektorning F-o'lchovli
funksiya bo'lishi, har qanday & -o‘lchamli Borel to‘plami B uchun
(p=r)

& (B)eF
ekanligini bildiradi. (¢7'(B) Evklid fazosi R dagi hamma Borel
to‘plamlari sistemasi B? ni F ga akslantiradi}). Demak 4 -o‘lchovli Borel
to‘plamlarida
F(B)=P(¢7'(8))
o‘Ichov aniglangan bo‘ladi. Bu o‘lchovning ehtimollik o‘lchovi bo‘lishini
isbot etaylik. Haqiqatan ham RY dagi o‘zaro kesishmaydigan Borel

to‘plami ketma-ketligi
BBy Bren.
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uchun . .
F[U Bn]= x F(Bn)
=] n=l
ckanligi quyidagi tengliklardan kelib chiqadi:
T A

Bulardan tashqari F(R?)=P(57'(R?}}=P(Q)-1.
Ehimollik o'lchovi F(-) tasodifiy vektorning tagsimoti deb ataladi.

Aytib o‘tilganlardan & =& (m) tasodifiy vektor (Q, _7,P) ehtimollik
fazosini R? aniglangan (R“',Bd,F) ehtimollik fazosiga akslantiradi deb

tushunish mumkin.
Tasodifiy vektoming tagsimoti bu vektor hagida to‘la axborot beradi,

chunki bu echtimoliik orqali £ bilan bog'liq bo‘lgan hodisalarning
ehtimolliklarini ifoda etish mumkin. Shuning uchun ham uni berilish
usullarini topish muhim hisoblanadi. Umumiy holda bu tagsimotni
tasodifiy vektorning tagsimot funksiyasi orgali aniglash mumkin.

Ta’rif: Tasodifiy vektor & ning tagsimot funksiyasi deb,

F(x)= P(é < X8y <Xpeenly <Xp)

funksiyaga aytiladi.

Tagsimot funksiyasining quyidagi asosiy xossalanni keltiramiz:
l.o<F (J:) <l
2. Agar x....,x; koordinatalaridan biri x;, — - bo'lsa, mF{x)=0;

3. Agar x; -+, x, —» o0, x,; —» +0 bo‘lsa, lim F(x)=1, (mjnxJE ->+co);
&
4. F(x)funksiya chapdan uziuksiz. Eslatit o‘tamizid, F(x) (xeRd)

funksiya chapdan uzluksiz deb ataladi, agar A nugtalar ketma-ketligi
< %, r=12,., va lim Ay bo‘lsa, limF(x("))= F{xj)

Tagsimot funksiyaning keltirilgan xossalarining isboti bir o‘lchovli
(d =1)tagsimot funksiyasi bo*lgan holdan farq etmaydi va shuning uchun

bu hagda to*xtab o‘tirmaymiz.
Endi £ tasodifiy vektorning tagsimot funksiyasi F(x) bu vektorning

tagsimoti F(B)=P[£e B} ni to'la bir giymatli ravishda aniglanishini
ko'rsatib  o‘taylik. Birinchi navbatda bu funksiva yordamida
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{:t(w)elad)}. a<h, abeR’  hodisalaming  ehtimolliklarini
hisoblash mumkinligini ko‘raylik.

R? da aniglangan ixtiyoriy g{x)=g{x,..x,;} funksiya uchun
chekli-ayirma operatori A} ni quyidagi formula bilan kiritamiz:

A;g(x) = g (XX Xy X e xd) - g(xl,...,x‘-,‘.,,xd), i=42,..d
Agar A}, operator bir argumentli funksiyaga qo‘llanilsa, A} o*miga A, deb
yozamiz.

O‘z-o'zidan ravshanki, agar A ixtiyony hodisa, n esa tasodifiy
migdor bo'lib, f(-)funksiya f(x)=P(4N{n<x}}=P(4n<x) tenglik
bilan aniglansa

PlAixsn<x+i)=4,1(x)
formula o*rinli bo‘ladi, Oxirgidan induksiya orqali (/= {A,...ky))
P& e[a.a+h))=A} A} A% F(a) (1)
tenglikni olamiz.
Masalan, & =2 bo‘lgan holda (tekislikda)

P(ce[ab))=a} . [Flat:)- F(ana)]=

=F (&b, ) Flayby) - Flaja;) + F{a,a,)
formula (1) dan kelib chiqadiki, tagsimot funksiyasi F(x) ehtimollik
F(B)ni B-to'plam 4 - intervallar ko‘rinishda bo‘lgan holda, bir qiymath
aniqlaydi. Umuniy o lchovlar nazariyasida ixtiyoriy Borel to*plami uchun
F{B)=inf{§F([ak,bk]]) ekanligi isbot etilgan (bu yerda inf B to‘plam

qoplovchi [a, .8, ), k=12,.. intervallar sistemasi bo'yicha olinadi, ya’ni
Bglij[ak,bk)} Demak, tagsimot funksiyasi F({x), F(B) tagsimotni bir
giymath aniglaydi,

Tasodifiy  vektor &£=¢&(@) ning  tagsimot  funksiyasi
F(x)= F(x,...x;) bo'lsin va & vektorning “gisqartirilgan™ varjanti

q=(é]v"s‘:_;)s s<d

vektorni ko'raylik. Bu vektoming taqsimot funksiyasi F(x) orqali
quydagicha ifodalanadi:
Fy (%X ) = P& < Xy <X, )= P& <Xy 1y < X0, <400, 8y <400} =

= Fy (%50, ,400,..., 400).
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Demak, & va 1 vektorlar R da bir xil tagsimot funksiyasiga ega
ho'ladi (s<d).

§ 3.7. Ko‘p o‘lchovli absolut uzluksiz va diskret tagsimotiar

1.  Absclyut uzluksiz tagsimotlar. Tasodifty vektor &=£&{w) absolyut
uzluksiz tagsimotga ega deyiladi, agar uning tagsimoti
F.(B)=F(8)= gp(x)dxz RLIB (x)p(x)dx

ko‘ninishda bo‘lsa. Bu yerda tenglikning o'ng tomonidag! integral Lebeg
yoki Riman manosida tusbuniladi, /;(x) esa Borel to'plami B ning

xarakteristik funksiyasi, va'ni

y (x)== {1, agar xe B
0, ggar x€ 8,
Keltirilgan integralning yoyib yozilgan varianti
gp(x)dx:]r"-jp(xl"-'xd)drl"'dvd (1

va uning ehtimollik tagsimoti bo*lishi uchun p(x,,..x,) funksiys quyidagi
shartlarni qanoatiantirishi kerak:
1. p{x)=0 har qanday x =(x,..x, }e RY.
2. Lp{x)dx: oo T (3 xg Yoy o, =1
R - ]
Evklid fazosi R”da aniglangan 1 va 2 shartlami qanoatlantiradigan p(x)
tasodifiy vektor ¢ ning tagsimotini zichlik funksiyasi deb ataladi. Bu
funksiyaning (1) tenglik orqali ta’rifini ekvivalent ravishda
& Xq
Fe(ounxg )= Jo [ Pty Yolay. i (2)

- =

sharti bilan almashtirish mumkin.
Haqiqatan ham, agar (2) o*rinli bo*Isa, sanoqli additiv bo*igan
Q(B)= [ p(x)ar
B

o‘lchovni aniqlash mumkin, Kitobning oxirida keltirilgan ilovadagi
integralning xossasiga asosan har ganday Borel to‘plami 8 uchun
PAB)=F,(B)= [dF, = [p(x)d=0(B)
B 2
tengliklar o'rinli bo'ladi.
'z navbatida (2) dan kelib chiqadiki,



Oxirgi tenglik p(x,...,x;) funksiya F;(-) tagsimotning zichlik funksiyasi
deb atalishim oydinlashtiradi.

Aytaylik, &, s-o‘lchovli R* dagi Borel to‘plami (s<4}),2c %7 da

B={x=(x,,...x,,x5+|,...,xd),(x,,...x,)EBd

d-o‘lchovli Borel to‘plami bo‘lsin. To‘plam 8 ni, asosi
B (Blcxs)to‘plamda bo‘lgan silindrik to‘plam deb ataladi, Agar
n={4,-.£) “qisqaririigan” tasodifiy vektor bo‘lsa, £=(%....&;)
tasodifiy vektor uchun

{w:n{0)e B }={w: &(w)eB).
Demak, & tasodifiy vektorning tagsimoti p(x....x,) zichlik funksiyasiga
ega bo'lsa,

Fn(Bl):P(nEB]):P(feB)=

= sléf [ § o e X X e X Yy e i
] - -0

tenglik o‘rinli bo‘ladi va

Py (xppn® )= [ P[xls---sxssxm ..... xd)dxnl""b‘d (3)
deb olsak, ot
Fo(B)= [y (o, b,
be'ladi. Demak, & tasodifiy vektor tagsimoti zichlik funksiyasiga ega
bo‘lsa, qisqartirilgan  7=(¢,....£, ) tasodifiy vektorning tagsimoti absolut
uzluksiz bo‘lib, uming zichlik funksiyasi p,?[xl,...,xs) (3) formula bilan
hisoblanar ekan.

Endi aytib o'tilganlarga misol sifatida ehtimolliklar nazariyasi va
matematik statistikada muhim rol o'ynaydigan ko'p o‘lchovii nommal
tagsimotni  ko‘raylik. Faraz qilaylik @=(a,...a;) 4 -0‘lchovli senli
vektor,

P
¢i=(¢y) s hi=l2u.d

musbat aniglangan simmetrik matritsa bo‘lsin. Berilgan ¢? matritsaga

teskan bo‘lgan matritsani A=[a,j)d, deb belgilaymiz, ya'ni ¢*=4".
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Tasodifly vektor &= (&1, Yparametriari [a,gz) bo‘lgan normal
ragsimotga ega deymiz, agar uning tadsimoti

p(x}=p(a,x.cz)=%exp{ﬂé(x-a)ﬁ(x—a)r} (4)

zichlik funksiyaga ega bo‘lsa. Bu yerda |4]- 4 matritsaning determinanti
va T belgi ¢sa matritsa uchun transponirlash amali, ya’ni
d
xdxT = 3 QXX
INEL]
Berilgan p(x) funksiya zichlik funksiyasi bo'lishiga

e L ey Yt
oo -3 e=a)a(-af | ol

tenglikdan (ko'p o‘lchovli Puasson integrali} ishonch hosil gilamiz.
Demak, bitta sonli vektor @ va musbat aniglangan simmetrik matritsa ¢
dan 1borat (a,Q’ 2] jufthik, (4) formula orgali & -o*ichovli normal tagsimotni

aniglar ekan.
§ 3.8. Diskret tipdagi tasodifiy vektorlar

Ehtimolliklar fazosi (,7,P) da aniqlangan ¢ =¢{w} 4 -o‘lchovii

tasodifiy vektor diskret tipga tegishli deb hisoblanadi, agar uning
qiymatlari chekli yoki sanogli to'plamni tashkil gilsa:

QA R, A={a.m...a,.}.

& = (a“,ﬂ'u,...,ﬂ[d),...,a" =(a,,l,...,a,,d ),
Quyidagi ehtimoltliklar
n=p(§=a), pr=p(§=a),... p,=0(E=a,)
&=(4,..&) tasodifiy vektorning tagsimoti deyiladi (vektorlaming
tenglig ularning mos koordinatalari teng deb tushuniladi).
Diskret tipdagi tasodifiy vektorning tagsimot funksiyasi
Fy(x)=Fspts)= L by

{na, <z
yig'indi ko‘rinishda bo‘ladi va {a,<x] tengsizlik {a, <x...q., <x;}
tengsizliklar sistemasini tashkil giladi. Aytib o‘tilganlardan kelib chiqadiki,
diskret tipdagi tasodifiy miqdorlami o‘rganishni uning tagsimot funksiyasi
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F;(x) orqali olib borishdan ko'ra, bevosita {p,,n21} ehtimolliklar orqali

bajarish qulay hisoblanadi. Endi nazariy va amaliy jihatdan muhim
diskret tagsimotlardan biri-polinomial tagsimotni ko‘raylik. Vektor P ning
koordinatalari

4
P=(plv""pd)‘ pj 201 'EI p_;‘ =1
j=

munosabatlar bilan aniqlangan bo‘lsin. Bu vektomi tajriba natijasida ro‘y
berishi mumkin bo'lgan  4,,...4; hodisalaming echtimolliklari  deb

tushunish mumkin. [A,-ﬂAj =, i#J, LUJ 4 =Q} Butun giymatli
4=l
tasodifiy vektor v =(¥,,..,v, } polinomial tagsimotga ega deymiz, agar

d
ke =(k kg g ) X k; =
f=
bo‘lganda, ehtimollik
Plv=k)=

Al on ok
PN )
formula orgali aniqlansa. Keltirilgan ta’rif korrektli, chunki
T Plv=k)=(pt..tpy) =1
[t;ik}--n}
=l

va (5) ehtimollik (p, +..+'p;)" polinomni p,,..,p, laming darajalari
bo'yicha yoyilmasining *“k —” hadiga teng,

Tasodifiy vektor v ning koordinatalari v, larga » ta o‘tkazilgan

4
bog‘ligsiz tajribada 4, hodisaning 1oy berishlar soni degan ma’'no berish
mumkin (bu yerda p,; :P[Aj)). Agar d=2 bo‘lsa, p=(a,l-a) a biror

A hodisaning ro'y berish, 1-a ro‘y bermaslik ehtimolliklari bo‘ladi va
tajribalarming polinimial sxemasi Bermnulli sxemasiga aylanadi. Bu holda,
(5} tagsimot

at r n—k P n—k
Pv=k)=—T" __ p¥(1- ~Crp(1-
(v=£) e (1-p) wp {1-p)
binomial tagsimotni ifoda etadi.
Polinomial tagsimot  bogligsiz tajribalar  ketma-ketligida

A, A, (522} hodisalaming har biri necha marta ro'y berganini ifoda
etuvchi tasodifiy vektorning taqsimoti bo‘ladi. Hagiqatan ham, 4;

hodisaning » ta tajribada ro'y berishlar sonini S!:) desak,
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e s =5, 7)
tasodifiy vektorning tagsimoti
d
P(S,=k),  k=(kn..hs), Sk;=n
=1

(5) formula bilan aniglanadi.
§ 3.9. Tasodifiy migdorlar va hodisalar sistemalarining bog‘ligsizligi

1. Tasodifiv miqdoriarning bog‘liqsizligi.

Ta’rif 1. Tasodifiy migdorlar £,&,,...,&, bog'ligsiz deyiladi, agar
P(§€B,...§eB)=FPeB).-Pl§chB,) (1)
tenglik to'g'ri chiziqdagi (R) har ganday Borel to'plamlari B,,..,B,

uchun bajarilsa.

Tenglik ([} ming chap tomonidagi ehtimollik

P(§€B, .5 €B)
£.e-nE, tasodifiy migdorlaming birgalikdagi taqsimoti deyiladi. Demak,
ta'rifdan kelib chigadiki, £&,...,€, tasodifiy migdoriar bog‘ligsiz deyiladi,
agar ulaming birgalikdagi tagsimoti har bir tasodifiy migdor
tagsimatlarining ko' paytmasiga teng bo'lsa.

Tasodifiy miqdorlar  ketma-ketliklari  uchun  bog'ligsizlik
tushunchasini kiritish mumkin. Ehtimotlik fazost ({2, 7, P} da aniglangan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {¢,,n > 1} bog'ligsiz deyiladi, agar har
ganday chekii = >=1 uchun (1) tenglik bajarilsa. Demak, tasodifiy
miqdotlar ketma-ketligining bog'ligsizligi, shu ketma-ketlikdagi chekli
sondagi tasodifiy migdoriaming bog'ligsiz bo*lishint bildirads.

Tasodifiy migdorlarning bog‘ligsizligini  o'rganishda quyidagi
teorema ahamiyatli bo*ladi.

Teorema 1. Tasodifiy migdorlar £,...,§, bog'hqgsiz bo'ladi shu
holda va faqat shu holdaki, agar

F{,.....ﬁ,. (‘1"1!---'55:1) = F&. (Il)"“'F{" (xn)
tenglik bajarilsa.

Bu teoremaning isboti shu paragrafda keyinroq keltiriladi,

Agar £ =(§,...,£,) tasodifiy vektoring tagsimoti absolut uzluksiz
bo‘lsa, uning komponentlari bog'ligsiz tasodifiy migdorlar bo‘lishi belgisi
quyidagi teoremada keltiriladi.
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Teorema 2, Tasodifiy migdortar §&,...,¢,-laming mos zichlik
funksiyalari f(2).... £, cz> mavjud bo'lsin. Bu holda, §,....,§, tasodifiy
migdorlaming bog*ligsiz bo‘lishi uchun ¢ = (§,....&,) vektoming

flrnm)= A& f()
tenglikni ganoatlantinavehi zichlik funksiyasi mavjud bo‘lishi yetarli va
zaruriy shart.

Bu teoremadan kelib chiqadiki, £ vektoming zichlik funksiyasi,
uning komponentlari zichlik funksiyalarining ko'payimasiga teng bo‘lsa,
£.....5, twwsodifty migdorlar bog'ligsiz bo'lar ekan. Masalan, nomal
tagsimlangan § =(§,....£,) tasodifiy vektorning komponentiari bogligsiz
tasodifiy miqdorlar bo‘lishi uchun A va o¢° matritsalar diagonal
ko‘rinishida, ya'ni

a; =0, 0,=0,i=j
tengliklar bajanlishi yetarh va zaruriy shartlar bo‘ladi. :
Teoremaning isboti. Agar & tasodifiy miqdoming taqmmot

funksiyasi
F(z,)= f-ﬁ(%)du,

bo'lib, §&,...,&, lar bog'ligsiz bo‘lsa, bu tasodifiy migdorlaming
birgalikdagi tagsimot funksiyasi
Feoot, (FpreerrZg ) = 53 () v By (2a) =

= _jl A (‘u[}iu] :r f(un)dun = _} ?Jﬁ (ul)'“f(unﬁu]‘"du"

Demak,

fgj,..,g,, (-’Ch---,f»n) = f{, (%) N fg, (“n)
Agar aksincha,

Fy..¢ (@ ff. FAURE P

—m ~x
bo‘lsa,
F{I IIIII 5 (:E[, ,:t,,) FEI (3] F& (In}
tenglik o*rinli bo*ladi.
Endi tasodifiy migdorlar diskret bo*lgan holni ko*raylik. Tasodifiy

vektor

6 = (Ele”'rgn)
kompenentlari butun qiymatlar qabul qiladi deb faraz qilaylik. U holda bu
tasodifiy migdorlar bag‘ligsiz bo*lishi uchun
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Pl =k, ba=k}=Pl§=h) .. P& =k}
tenglikni hamma %,...& lar uchun bajarilishi yetarli va zarurly shart
bo‘ladi.

Bu fikmi isboti giyinchiliklarga duch kelmaydi va uni o'quvchiga
havola qilish mumkin.

Bog'ligsizlik tushunchasi ehtimolliklar nazariyasi uchun juda muhim
hisoblanib, undan doim foydalanishga to‘g'ri keladi. Faraz gilaylik, biz
gandaydir jarayonning stoxastik modelini tuzmogchi bo'laylik. Buning
uchun shu jarayonga mos ehtimollik fazosini tuzib, unda aniglangan
tasodifiy migdorlar majmuasi bilan ish ko‘rishga to‘g'ri keladi. Lekin
tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz yoki bog‘lig bo‘lishini tekshirishni qanday
amalga oshirish masalasi murakkabligicha qolaveradi.

2. Hodisalar sistemasining bog‘ligsizligi,

Tasodifty miqdorlaming bog‘ligsizligi, hodisalarning & — algebralari
bog'ligsizligi tushunchasi bilan chambarchas bog*langan.

Ehtimollik fazosi (£, 7,P) da 7, va J, hodisalar sistemasi berilgan

bolsin. (% € 7, % C :?).
Ta’vif 2. J, va J, hodisalar sistemasi bog‘ligsiz deyiladi, agar har
qanday 4 € J, va 4, € 7, hodisalar uchun
P4 - 4)=Pl4) P(4)
tenglik o*rinli bo‘Isa.

Quyidag ta’'nifda hodisalar sistemasi ketma-kethigining bog hgsizhik
tushunchasi keltiriladi.

Ta’rif 3. Hodisalar sistemasi ketma-ketligi {f?",n 21} bog‘ligsiz

deyiladi, agar butun sonlarning har qanday n,,...,n, majmuasi uchun
(FocFaz 1]

P

I3 k —
N4, [=TI7(4,) 4, €3, i=T
-

tenglik bajarilsa.

Masalan, bog‘ligsiz tajribalar ketma-ketligida turli xil tajribalarga
mos keluvchi hodisalar o —algebralari beg'ligsiz bo‘ladi. Ta'rifdan
ko‘rinadiki, hodisalar algebrasi ketma-ketligining bog‘ligsizligi, shu
ketma-ketlikning chekli sondagi hodisalar majmualarining bog'ligsizlig
bilan aniglanadi,
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Ma'lumki, hodisalarning har qanday o — algebrasi 3, i,
hodisalarning gandaydir algebrasi 7, yuzaga keltirgan deb tushunish

mumkin vabu 7, =« (?WJ ko‘rinishda yoziladi.

Shu munosabai bilan quyidagi teoremani keltiramiz.
Teorema 3. Agar hodisalar algebralari 3, va 7,, bopligsiz bo'lsa,

ular yuzaga keltirgan o — algebralar cr(j,a) va nr(f?;ﬂ] ham bogligsiz
bo*ladi.

3. Kiritilgan tushunchalar orasidagi munosabatlar.

Ehtimollik fazosi (2,7, P) da &=£cw) tasodifiy migdor yoki
tasedifly vektor aniglangan bo'lsin.

Ta’rif 4. 7 dagi hodisalarning o —algebrasi

I ={A4 A=¢"(B) = {w: &w) € B}, B - Borel to*plami}
¢ tasodifiy migdor yuzaga keltirgan ¢ —algebra deb ataladi va J, = o(§)
deb belgilanadi.

J. hodisalar sisiemasi o - algebra tashkil qilishini bevosita ko*rish
mumkin. Haqgigatan ham, A to‘plamlar ustida bajarilgan amallarga,
B = £{A) Borel to*plamiari ustida bajarilgan amaliar mos keladi.

Masalan, to‘g'ni chiziqdagt (R, B.P) ehtimollik fazosini ko‘raylik.
(2= R, 7 = A —to'g‘richiziqdagi Borel to'plamlari o —algebrasi), Agar

0 w0
E=Lw) = L w>0

bo'lsa, F = o{£) = {R,&,{w < 0},{w > 0}} bo'lib, £ tasodifiy migdor B
dan keltirilgan 4 ta to‘plamdan boshqa to‘plam “ajratolmaydi™. Lekin
£ o —algebra o(£) dan “boyroq” bo‘lgan har ganday o —algebra
B, ga nisbatan  o'lchovli bo'ladi (o(£)c B, CB). Agar
£=f(w=[w] (w ning bumn gismi) bo‘lsa, 3 =a(£) o —algebra,
{w: k_<_w<k+l,k=...—l,0,1,...} ko'rinishdagi hodisalardan  iborat

bo'ladi. Yana izohlab o‘tamizki, £(w)= @) bo'lib, ¢y monoton
funksiya va @i-oo)=—-no, @lx)=oc bo'lsa, o{f)=PF boladi
Keltirilgan fikrlarni taqqoslagan holda, quyidagi qizigarii bo'lgan fakini
eslatib o‘tamiz: (2, 7, P} ehtimollik fazosida & va » tasodifiy miqdorlar
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aniglangan bo‘lsin. Agar ¢ tasodifiy miqdor o (1)} — o —algebraga nisbatan
o‘'lchovli bo‘lsa bu tasodifiy miqdorlar orasida funksional bog'liqlik
mavjud bo‘ladi, ya’ni shunday Borel funksiyasi g¢» mavjud bo'lib,
¢ = g(n) bo‘ladi.

Endi tasedifiy miqdorlar va hodisalaming ¢ —algebrasi orasidagi
bog'ligsizlikga oid munosabatga otaylik: tasodifiy migdorlar §,....€,
bog'ligsiz bo‘ladi shu holda va fagat shu holdaki, agar (& },....0(&,)
& —algebralar bog'ligsiz bo'lsa. Bu bog‘ligsizlik ta’rifidan kelib chiqadi.

Endi teorema | ning isbotini keltirish mumkin. Birinchi navbatda {-,-)
ko‘rinishdagi intervallarning chekli sondagi yig‘indilari (bu intervallaming
chegaralari cheksiz uzoglashgan nugqtalarda bo‘lishi mumkin) sistemasi 3
algebra tashkil gilishini va o {5) = B bo‘lishini eslatib o‘tamiz.

Teorema 1 ning isboti. Bog‘ligqsizlikning (1) tenglik orqali berilgan
ta'rifidan

B, =(—o0,y},.... B, = [~00,2,,}
bo‘lganida,
Fee, e, (2 2y) = £y (31) oy (In) (2
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, teorema 1 ning isboti uchun (2) tenglik
bajarilganda,
o (6)m0 ()
o —algebralar bog‘ligsiz bo'lishini ko‘rsatish vyetarli bo‘ladi. Soddalik
uchun n =2 deb, hisoblab A va A lar orqali mos ravishda |z, z,} va -
[w,v:} yarim intervallamni belgilaymiz. Bu holda quyidagi tengliklami
yozish mumkin.

P(fl €EAGE A) = P§ €lmz:). 6 €)=
= F(20,) = F(2,92) — F(z3,) + F(z1,%) =
= (Fg. {z2)- K, (Il))(Fs; (1) - F, (yl]) =P{§ed) Pl en)
Demak, &;,i=1,...,n va A;, j=1..,m ikkita kesishmaydigan intervallar
sistemasi bo‘lsa,

Plge CJIA,-, &€ ﬁlnj]z TP(eca bed)=
i= j= ij

:Zp{s.eAf}-P(ezeAf)ﬂ&GQ&*‘]‘P{“QA"] ®

tengliklarm yozish mumkin.
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Agar
9= [A: A= Hepbd, n= x,z,...}
i=1
deb oisak, 3 sistema algebra tashkil qiladt.

0O'z navbatida {w; £ E A} =¢'(4) hodisalar ham A€
bo‘lganda, algebra tashkil qiladi va uni a(¢) deb belgilaymiz. 1sbotlangan
tenglik (3) dan kelib chiqadiki «(£,) va ¢(&;) algebralar bog'liqsiz bo*ladi.
Yuqonida biz ikkita & - algebralar bog'ligsiz bo‘lishligt uchun, ularming
yuzaga keltiruvchi algebralar bog'ligsiz bo'lishligi yetarli va zaruriy
shartlar ekanligini aytib o‘tgan edik. Bundan esa o(§)=c{a(g)) va
(&)= af(a(ﬁz )) o —algebralar bog"ligsiz bo‘lishligi kelib chigadi.

Quyidagi fakini teorema ko‘rinishida keltiramiz.

Teorema 4. Tasodifiy migdorlar £ va & bog'ligsiz bo‘lib, ¢ va
w,-Borel funksiyalari bo'lsin, u holda n, = ¢ (&), m = w2 {&) bog'ligsiz
tasodifiy migdorlar bo*ladi.

Isbhot. Quyidagi

P(‘P](E]) €8, plt)e Bz) = P('Pl (&) € B1J‘P[‘P2[§2) € Bz} )
tenglikni isbot etish talab gilinadi.

Ko'rilayotgan , () funksiyalar o*lchovli ekanligidan

{-"-”‘: @ (&) € Ba} =¢ (B)= B
to‘plamiar yana Borel to'plamlari bo‘lib golaveradi.

Shuning uchun ham

{w; (&) € B,-} = {w DE W € B:}
va (4) multiplikativ tenglik ¢ tasodifiy miqdorlarning bog‘ligsizligidan
kelib chigadi.
Bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {¢,,n >1} berilgan
bo*lsin va unda

S ORE VO IR S k<m<oo
qism  ketma-ketlikni  ko‘rayhik. {m=x bo'lsa, g &), Tasodifiy
miqdorlar
€ i pyr b Yuzaga keltirgan
a(&b&ﬁ—l!"w&m)

o —algebra deb,



=k
hodisalar sistemasi yuzaga keltirgan o — algebra tushuniladi.
Teorema 5. Har qanday £>1 uchun o{¢,,,) o —algebra,
o (&€& ) o — algebraga bog'lig bo‘lmaydi.

Isbot. Quyidagi
B=NA #Acolg) i=Ta
i=]
hodisalar sistemasi yuzaga kellirgan o —algebra #{B) ni ko'ramiz.
Teoremani ishotlash uchun o(B) va o(£, ;) o —algebralar bog'ligsiz
bo‘lishini ko*rsatish yetarli bo‘ladi.
Agar A€e(E,,,) bo'lsa, o —algebralar
7(6),0(6), 0 (&) 7 (Eers)
bog'ligsiz ekanligidan
P(AB) = P(A4)- P(4) ... P(4,) = P(4)-P(B)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Xuddi shuningdek,

A(04) 4= r{G ) v

munosabatning to'g‘ri ekanligiga ishonch hosil gilamiz {yig‘indi {J4; ni
o‘zaro kesishmaydigan o(B) ning elementlari yig‘indisi ko‘rinishida
yozish yetarli}. Shunday qilib, o (B} & —algebra o (£, }ga bog'liq emas,

demak, o(£,5,,....&,) o —algebra o (€, .. ) danbogligsiz bo'ladi.
Tushunish giyin emaski, keltirifgan xulosalarni £,%;,... tasodifly

vektorlarga nisbatan takrerlash mumkin va ularning bog*ligsizligini
P{§ € B,...6,€B,)=[[P(& € B)
=1

tengliklar bitan aniqlaymiz. Bu yerda B,-ko‘p o‘lchovli Borel to*plamlari.

§ 3.10. Ehtimolliklar nazariyasida foydalaniladigan integrallar

1. O’Ichov bo‘vicha abstrakt Lebeg integrali.

Yuqorida biz Kolmogorov aksiomalari orqali ehtimollik fazosi
tushunchasini kiritgan edik. Bu tushuncha har qanday stoxastik tajriba
uchun matematik model bo*lishini (eslatib o‘tamizki, stoxastik tajriba — bu
natijalarini oldindan aytib berish mumkin bo‘lmagan tajriba} ko'rgan edik.
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Ehtimollik fazosi berilgan deb ayta olish uchun, chegaralangan va sanogti
additivlik xossasiga ega bo‘lgan o°lchov berilganligi vetarli bo'ladi. Bu esa
(€. 7,P), ehtimollik fazosida aniglangan har ganday ¢(e) tasodifiy migdor
va to‘g'ri chiziq & da aniglangan g{-) Borel funksiyasi uchun # o‘lchov
bo‘yicha

Ig(.f[o)]]P(dm) ()

Lebeg abstrakt integralini kiritish imkonini beradi. (Eslatib o*tamizki r da
aniglangan g(x) funksiyani Borel funksiyasi deyiladi, agar {x g{x)<r!
to*plam har ganday r haqiqiy son uchun Borel to‘plami bo‘lsa).

Lebeg integrali (1} ning ta'rifl, uning xossalari o‘quvchiga ma’lum
deb hisoblanadi. Yetarli tayyorgarlikka ega bo‘lmagan o‘quvchilar uchun
kitobning oxirgi qisrmda keltinlgan ilova bilan tanishib chigishni tavsiya
eltamiz (u vyerda (1) integralga tegishli bo‘lgan barcha ma’lumotlar
keltirilgan). Ammo uzluksiz yoki diskret tipdagi tasodifiy miqdorlami
o‘rganish bilan chegaralanib qoladigan o°quvchi uchun eslatib o-tilgan
ilova bilan tanishish zaruriyati ynzaga kelmaydi, chunki bunday tasodifry
miqgdorlar uchun (1) integral to‘g'ri chizigdagi oddiy Riman integraliga
yoki chekli yig‘indi, sonli gatorlarmng yig‘indisiga aylanadi. Ehtimolliklar
nazariyasida quyida aniglangan Stiltes integrali ham muhim rol o‘ynaydi.
Bu integral mohiyatini tushunish uchun uni quyidagicha izohlab o‘tamiz:
ma’lumki har qanday tasodifiy migdor &(w) & da

P(B)=P(S"(B))=P(5cB), BeB(R)
tenglik bilan aniglanadigan () o‘lchovni yuzaga keltiradi. Xususan
PA(lx.y))=P(x=g<y)=F(y)-F.(1).
Ehtimollik o'lchovi P {-)berilgan & =¢(w) tasodifiy migdorming tagsimoti
deb ataladi va bu o*lchov orqali (1) integralni
[&{& (@) P(dw)= [a(x)P{dr)
ko‘rimishida yozish mumkin. Bu tenglikni (1) da x=(w) almashtirish
orqali olingan deb tushunish mumkin va uning o‘ng temonidagi integralni
F.(x) tagsimot funksiyasi orqali

Ts(x)ar, () 2)

ko‘rinishda yozamiz (Bunda tagsimot funksiya tasodifiy migqdomning
tagsimotini bir qiymatli ravishda aniqlash hisobga olinadi).

Keltirilgan ko‘rinishda aniglangan (2) integral g(x) funksiyaning
F,{x) tagsimot bo‘yicha Stiltes integrali deb ataladi.
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2. Stiltes integrali. Endi (2} integralning konstruktiv tusdagi ta’rifini
keltiramiz. Agar g(x) uzluksiz funksiya bo‘lsa, (2) integraini odatdagidek

integral yig‘indilarining limiti ko*rinishida anigiash mumkin: chekl{ oralig
(a.6) Wi X.%,...x, bo'linish nugtalan orgali
[a,b)“"‘U[xu-"gn)‘ x=d, xy=b
k=tt
ko'rinishda yozib : ) _
{2(x)dF(x)= ng}-ﬂzg(ﬁ)[F(m%F(ﬂ]‘ (3)
bu tenglikni g(xj uzluksiz funksiyaning tagsimot funksiyasi F(x) bo‘yicha
Stiltes integrali deb e’lon qilish mumkin (agar (3) tenglikda takroriy
limitlar mavjud bo‘lsa), Bu yerda x €4, =[x.x.) va bo'linish nugtalan
X%, (har ganday & uchun unga mos ravishda bu nugtalar turlicha)
shunday xossaga egaki,
cmg{xm -x,)3—0, N—3om
Qayd qilib o'tish kerakki, (3) tenglikda takrony limitlarning qiymati [a4.h)
oraligni bo‘lish usuliga bog‘lig bo'lmaydi. demak, (3) tenghk bilan

aniglangan Stiltes integralini ta’rifi korrektlik xususiyatiga ega bo‘ladi,
Kitobning oxinda keltirilgan Lebeg integralining ta’rifiga asosan

J(s)a (5)= fet)P (o) -

=lim lim Ig,, (x)#, {ax ()]

b—e» -

va bu yerda g.(x)-berilgan g{x) funksuyaga monoton vaginlashadigan
oddiy funksiyalar (ya'ni chekli sondagi qiymatlar gabul giluvchij ketma-
ketligi. Eslatib o‘tamizki, (4) tenglikdagi integralning qiymati g, (x}
funksiyaning ko‘rinishiga bog‘lig bo‘lmaydi.

Keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki, (3) va (4} tenglikdagi integrallar
chekli (4,5 oraliqda ustma-ust tushishini isbotlash yetarli boladi, ya'ni

hng( X )LF () - F %)) = Jg("}dp(x)—
<tim [e, (1), () (5)
Hagqiqatan ham, har qanday uzluksiz funksiya g(x) uchun Lebeg integrali
fe(x)er ()= Je(x) ()
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mavjud ekanligidan uning ta'rifidagi g, (x) funksiya sifatida ikkita sodds
funksiyalar ketma-ketliklari ¢, va g lami olish mumkinki, bu funksivaiar
4, larda o*zgarmas bo‘lib, bu oraliglarda

g {x)=supg(x). g"(x)=infz(x)
tengliklar bilan aniglanadi. (3) tenglikdagi g, va g, funksiyalar orqali
aniglangan ikkita ketma-ketlik turli tomondan (chapdan va o*ngdan) bitta
umumiy limitga intiladi va bu limitning qiymati

Ta (o) ()

Lebeg integraliga teng bo*ladi. Lekin a, larga tegishli bolgan har qanday
%, lar uchun (x, ea,}

g lx)seln)<g’(%)-
Demak, (3) tenghkdagl integral ylg *indi uchun

J’g,,, x}dF{x)czg(x‘)[F(x* -F( x,]]‘i

< IgN(x)dF {x)

tengsizliklar o‘rinli bo‘'ladi va ular (5) tenglikni to* g‘n ehmhgun
isbotlaydi.
Umumiy holda integral

[&(x)aF (x)
maviud deb hisoblanadi, agar ‘j]g(x))pF{xym bo‘lsa, Stiltes integralining

ta'rifidan oson ko‘rinadiki, zinapoyasimon (diskret tagsimot) funksiyalari
uchun

Je00ar(x)= Tala){Fx+0)-F(5))=

=gg(x,‘)z°(§=x,}

va bu yerda x.x,..- F(x} uzilish yoki sakrash nuqtalari. Agar F{x)
tagsimot

,[p(u)du

ko'rinishida bo‘lsa, p(x) va g(v} funksiyalar Riman ma’nosida
integrallanuvchi bo*lsa, Stiites integrali
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11 i . -
[s(x)ar(x)= [} p()t

ya'ni Stiltes integrali oddiy Riman integraliga aylanadi.

vana bir marta qayd qilib o‘tamizki, Stiltes va Lebeg integrallari
bilan yaxshi tanish bo‘lmagan o°quvchi integralning oxirgi 2 ta
interpretatsiyasini hisobga olgan holda, kitobni o'qishni davom ettirishi
mumkin, chunki amaliyctda va nazariyada ko‘p uchraydigan tagsimotlar
yo diskret, yoki uzluksiz tipda bo‘ladilar.

Endi (3). (4) tengliklar bilan aniglangan Stiltes integralining boshqa
xossalarini ko‘raylik. Agar g(x) funksiya chekli variatsiyaga ega bo‘lsa,

[P = F(5)-£(a),
]ng = ]ng +]'ng,

T[(g. +g,)dF = ]‘g.dF+ TgedF,

J-cng=c]ng(x), c—const .

-

b ]
[edF = &F[. - [Fde

Misol va masalalar

1. Qutida bir xil o*ichamli 7 ta shar bo“lib, 4 tasi oq, golganlari esa qora
rangda. Qutidan tavakkaliga 3 ta shar clinadi. & diskret tasodifiy
migdor - olingan oq sharlar soni bo‘lsa, & diskret tasodifiy
migdoming taqsimot gonunini toping.

Javob: £: 0 | 2 3
112 18 4
3% 35 35 35
2. ¢ diskret tasodifiy migdoming tagsimot qonuni berilgan:

. T 3
4

I3 4 2
) P 02 07 0t
n=siné tasodifiy migdoming taqsimot qonunini toping.



3, Avtobuslar 5 minut oraliq bilan qatnaydilar. Bekatda aviobus kutish
vaqti ¢ tekis tagsimlangan deb, F(x) tagsimot funksiyasini toping,
Kutish vagti 3 minutdan ortiq bo'lish ehtimolligini toping.

- : 0, agar x =<0,
Javob: F(x}=40,2x ,agar 0<x <5,
1 , agar x>5
P(£>3)=0,4.

4. O'yin kubigi ikki marta tashlanmogda. Tasodifiy migdorlar: X — «6x
raqamlar soni, ¥ - juft raqamlar soni bo'lsin.

A) (X,7) asodifiy vektorning taqsimet qonunini toping.
B) X va ¥ tasodifiy migdorlar bog*liq yoki bog‘ligsiz
ekanligini aniglang.

C) Har bir tasodifiy migdor tagsimot gonunlarini toping.
D) PlX 27} ehtimollikni hisoblang.

Javob: A)

~ 0 I 2 | Px=x)
1 1 i 25
0 2 3 3 35
1 1 10
109 p 5 3%
1 1
2 0 0 26 -

1 1 1
P(Y:-VJ) Z '5 Z l

B) X va ¥ bogliq; D) P(X>¥) :%;
5. Tasodifty vektor (X,¥} ning zichlik funksiyasi quyidagicha:

clx+y),agar 0<x<1,0<y<1.

f(x. ) - ( ) g
0, gelgan hollarda

A) O'zgarmas son cni va P{X +Y <1} hisoblang.

B) X va v tasodifiy migdorlar bog‘lig yoki bog‘ligsiz ekanligini

aniglang. '

C) X tasodifiy migdor tagsimot funksiyasini toping.

Javob: A)e=l, P{X+7<l} =%;



0, ggar 0cxvax>l,
B) fylx)=1

1
- <
+2,agar0<x,l R
Xvay
bog'liq.
0, agarx <0

C) Fx_(x)z -;—x[x+1),agar 0<x«l

_ i, ,ogar x> 1
6. Agar X tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi F,(x) bo‘lsa,
quyidagi tasodifiy miqdorlar tagsimot funksiyalarini toping:
Y=9x"-4, Z=x-l|, F=e™
0, y<-4,

Javob: F,(y)= F [ﬂ]_};‘[ Jﬂ_y} —d<p
¥ 3 X 3 ' )

F 0, <0,
2(2)= F(i+z)~-F(1-2), O<z
0, v,
1.1
FV(V)= l—Fx(Eln;}, D<v<l,
L, l<v



IV BOB. TASODIFIY MIQDORILARNING SONLI
XARAKTERISTIKALARI

IV bobni o'gib chigish natijasidn:
- Tasodifly migdoviarning sonli xarakteristikalari.
- Shartli matematik kutilmalar.
- Tasodifiv migdoriar funksivalarining matematik kutilmasi.
- Tasodifiy migdorlar dispersiyasi.
- Korrelatsiya koeffisiventi va yuqori tartibli momentlar.
- Momenilar uchun tengsiziiklar
haqida tasavvurlarga ega bo‘linadi;
- Tasodifty migdorlarni sonli xarakteristikalarining ta riflarini.
- Shartli matemarik kutilmalar uchun to'la ebrimollik formulasini,
- Bog ligsiz tasodifiy miqdorlar yig 'indisi dispersivasining
xossalarini.
- Korrelatsiya koeffitsiventi tasodifty migdoriarning bog ‘lighk tavsifi
ekanligini
bilish va amalda qo‘llay olishi;
- Maiematik kutilma va dispersivaga oid misol va masaialar yechishni.
- Momentlar uchun Koshi— Shvarts tipidagi tengsizliklarni o ‘rindi
bo lishini,
- Tasodifiy migdorlar uchun korrelatsiva koeffitsiventini hisoblashni.
- Tasodifiy vig 'indilar uchun Vald avnivatini isbotlarini
o‘rganib olish mumkin.

§ 4.1. Matematik kutilma

Ta’rif: Ehtimollik fazosi (Q, :J,P] da aniglangan ¢ = £ (> tasodifiy

miqdoming matematik kutilmasi deb,
Ft = f&(w)P(dw)
2
songa aytiladt. Demak, Ef ehtimollik fazosi (Q,_‘?‘_P] da aniglangan

£=£«w) o'lchovli funksiyaning Lebeg integrali bo'lar ekan. (Lebeg
integrali bitan tanish bo‘lmagan o*‘quvchi kitobning ilovasida bayon etilgan
material bilan tanishib chigishi mumkin). E£ ni tasodifiy migdor £ ning
. o'rta qiymati deb ham aytiladi va uning uchun
E¢= (2R (dr)= [ adF

R

—



tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda F, ¢)-tasodifty migdoming tagsimoti,
B2 -tagsimot funksiyasi,

Keldrilgan ta’rifdan ko‘rinadiki £ mavijud bo’ladi, agar
Elf| < cobo’lsa va uning mavjud bo‘fishi yoki bo‘lmasiigi tagsimot
squmi” {—Fx) ning cheksizda (r ning katta qiymatlarida)
kichikligining fartibiga bog‘liq. Masalan, z ning katta qiymatlarida
1- Feem > ! bo‘lsa, Ef mavjud bo‘lmaydi.

xr

Aytib o‘tilgan ilovadan ma'lumki, agar F; ()= F(z) tagsimot
diskret tipda bo'lsa, (ya’ni F(x) “zinopayasimon” funksiya bo‘lsa, (1) dagi
Stiltes integrali yigindiga aylanadi va

B¢ =3 a,P({=a,).
n

Agar Fr) zichlik funksiva p(x) ga ega bolsa (va'ni Fx) uzluksiz
tipdagi tagsimot funksiyasi bo‘lsa),
. o

Ef = f p(xrde.

Demak, E£ to'g'n chizigdagi birlik massa tagsitmott F(r) ning “og'irlik
markazining” koordinatasi bo')ar ekan (Oxirgi jumlada matematik kutilma
E¢ ning mexanik talgini keltirilgan). Bundan tashgani E¢ ni Fo)
tagsimotning “markazi” deb ham ataladi, chunki z = E£ nugtaning chap
va o'ng tomonlarida £ tasodifiy migdorning giymatlari joylashgan bo*ladi.

Agar g(z) to‘g'ri chizig R da aniglangan Borel funksiyasi bo‘lsa,
7 = g{£) tasodifiy miqdor bo‘lib, uning uchun

Egle)= [ g(¢wn)Pdw)= fgr(:c)ng(z)= | wdFygy .
Q o Lo

Ouirgi tenglik (1) formuladan kelib chigadi.

Endi matematik kutilmaning xossalarini keltiramiz, ular asosan
integraining quyidagi xossalari bilan bir xil bo*iadi.
El. Agar ¢ va & lar o'zgarmas sonlar bo'lsa,

E{a +bf) =a+bEE

E2. B{§ + &) = E& + Ef;, agar Ef va E£, mavjud bo'lsa.
E3. Agar a < £ <b bo'lsa, a < E£ < b |EE| < El¢| tengsizlik har doim
o‘rinli.
E4. Agar £ = 0 bo'lib, E£ = 0 bolsa, P{¢ = 0} = 1. Haqgiqatan ham,
Chebishev tengsizligiga asosan
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P({25)§§-§=0, e>0.
g€
E5. A hodisaning ehtimolligini matematik kutilma orgali
P{A) = EI{A)
tenglik bilan ifoda etish mumkin. Bu yerda I{A4) — A hodisaning indikatori
(I(A) =1 agar w € A, I{A) = 0 aks holda). '
Endi bir nechta misollar keltiramiz. :
Misol 1. Bernulli sxemast bilan bog‘liq matematik kutilmalar. Agar
£ Bemulli taqsimotiga ega bo‘lsa, ya’ni
l, p cehtimollikbilan,
&= 0, ¢ =1— p ehtimollik bilan
bo‘lsa, u holda
FE=0-Pe=0)+1-P{t=1)=p
Endi Bernulli sxemasida to birinchi marta “yutug” (1) ro‘y berguncha
o‘tkaziladigan tajribalar ketma-ketligini ko‘ramiz. Boshqacha aytganda £
bilan bir xil tagsimlangan £,£,,..., bog‘ligsiz tasodifly miqdorlar ketma-
ketligim
n=minfk>1 & =1}
momentga gadar o'rganamiz. Bu tasodifiy migdor » ning tagsimoti
Pin=k)=¢""p, k21
boladi. Demak, n — geometrik tagsimotga ega bo“lar ekan va uning uchun
Xy ke 1
En:quk 'p= » __ 1
k=l (t—q »p
Agar 5, =3 &bo‘lsa, ES, =np. Endi N >1 bo‘lganda, quyidagi
E=I
tasodifiy migdorni aniglaymiz:

n:min{kzl, S,t=N}

va bu tasodifiy miqdor {8,n>1} ketma-ketlikni, N “to'siqqa” yetgan

vaqgti bo‘ladi. Uning tagsimoti
P(n=k)=P(S,, =N -1)p.
Bu yerda P{S, = m}ehtimollik binomial tagsimotni tashkil etgani sababli,

50 . N o :
Ey=p3 kCip" 'Y = B S Rk —1)..(k— N +1¢"¥,
k=N (N - l) k=N :
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by tenglikdagi yig'indi
1

=%z =—
pizy= E e
funksiyaning = = ¢ nuqtadags N —tartibli hosilasiga teng, ya'ni

Nt
Evk(.uu (e =N+ gt = e
Demak,
En=-1r£
B

Misal 2. Tasodifiy miqdor £ parametriari (a,o'z) bo‘lgan normsl
tagsimotga ega bo‘lsin. Bu holda,

20 20 (:t-vu)z
Be= fmpa_az @ = fxﬁe 7 o=

r—m? tr— —a)?

—Wf(x—-a)e 20° dt+—-7=fe 207 du =

#2

oo —
= le_ fxelﬂld:c+a=a
TN ET
—ag

Shunday qilib, parametrlaci (a,crz) bo‘lgan normal tagsimotga ega bo*lgan

tasodifly migdorning matematik kutitmasi E£ = o ekan,

Misol 3. Agar £ tasodifiy migdor parametyi A bo‘lgan Puasson
tagsimotiga ega bo'lsa, uning o‘rta qiymati (matematik kutilmasi) Fg = A
bo‘ladi. Hagigatan ham,

b Xz )\k
Fe=Y kP(E=k)=) ke
k=0 =0
E—1)!

Misal 4. Agar £ tasodtﬁy migdor [0,1]oraligda tekis taqsimiangan

bo‘lsa, '

h,\—* =1

H
Eg:fm:'?

Yugorida keltirilgan matematik kutilmaning El hossasiga asosan [o,b] da
tekis tagsimlangan ¢ tasodifiy migdoming o'rta giymati
b—a_a+b

Bf=atl_8_81+0
E=at— 2
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Misol 5. Tasodifiy migdor £ zichlik funksiyasi

bo'lgan Koshi taqsnmohga ega ho‘lsm Bu holda
lz]
lzl pland =L iz =+
f 2| plzrdr f | I oo,

Demak, bu tasodlfiy miqdomning matemank kutilmasi mavjud bo‘lmas
ckan,

§4.2. Shartli tagsimot funksiyalari va shartli matematik kutilmalar

(ﬂ,?,P] chtimollik fazosi, B hodisa uchun (B € J) uning
ehtimolligi P(B)}>0 bo‘lsinn Bu chtimollik fazosidan yangi
(2,7, Py ) ehtimoliik fazosiga o‘tamiz va undan har ganday A€ 9 hodisa

uchun uning ehtimolligini
P(AB)
Pp{Ay=P(A/B)=

tenglik bilan aniglaymiz. Oson ko'rinadiki, Pp ehtimolik F. B, P

aksiomalarni ganoatlantisadi, (Q, g, P} fazoda aniglangan tasodifiy migdor
£ (Q. 2, PB) da ham tasodifiy migdor bo'ladi.
Ta'rif 1. Tasedifiy migdor £ ning [ﬂ, 3, PB) dagi matematik

kutilmasi uning B hodisaga nisbatan shartli matematik kutilmasi deb
atalib, E(¢ / B} ko‘rinishda belgilanadi.
Demak,
E(¢/B)= f &) Py(dw).

va P, ehtimollik ta'rifiga ko‘ra,
E(¢/B) f&(w}PB{dw)— —fsmpg{wms)-—qu(mpg (du)

Oxirgi mtcgralm E¢ dan fargi shundalu, unda mtcgrallash faqat BC
to‘plam bo‘yicha bo'ladi, xolos va uni

= [€wrP(dw).
]
deb belgilasak,



£(es

E(¢/B)= 5

tenglikni olamiz.
Oson ko*rish mumkinki, funksiya :
F(z/B)=Pg(¢ <3)=P{t <z/B)
£ tasodifiy miqdorning (Q, 3, PB) fazodagi tagsimot funksiyasi bo‘ladi.
Ta'rif 2. F(z/B) funksiyasi £ tasodifiy migdoming B hodisaga
nisbatan shartli tagsimot funksiyasi deyiladi.
Ixtiyorly qism o —algebra 3, (S"l C 3) 8 hodisadan bog'ligsiz
deyiladi, agar har ganday hodisa A, € 3 uchun
P(4B)=P(4) P(B)
tenglik bajarilsa. Xususan tasodifiy miqdor £ yuzaga keltirgan o-algebra
o (€} hodisa B ga bog‘liq bo'lmasa, uni B hodisadan bog‘ligsiz deyiladi.
Agar ¢ tasodifiy miqdor B hodisaga bog'liq bo‘lmasa,
Py (A) = P(4)
tenghik har qanday A € o (£) hodisa uchun bajariladi. Demak, bu holda
F(z/B)=Fw=P(f<3), E(¢/B)=E

E{¢B) = P(B)E¢
tengliklar o‘rinti bo*ladi.
Agar {Bﬂ,n P l} ketma-ketlik hodisalaming to‘la guruhini tashkil

qilsa,
E¢= [edP =3 [¢aP = L E(¢/B,)P(B,)
1) ” B n

tenglik o‘rinli bo'ladi va uni matematik kutilmalar uchun to‘la ehtimollik
formulasi deyiladi.

Misol. Faraz gilaylik, biror bir mexanizmning xizmat gilish muddati
Fy tagsimot funksiyasiga ega bo‘lgan £ tasodifiy miqdor bo‘lsin,
Mexanizmning « vaqt davomida ishlab turgani ma’lum bo*lsa, uning yana
qolgan vaqt davomida xizmat qilish ehtimolligi tagsimoti topilsin, Bu
tagsimotning matematik kutilmasi nimaga teng?

O'z o*zidan ma’lumki qo‘yilgan masalaning yechimi

Pl{-az2z/§2a), E({-a/{>a)

ifodalarmni topishdan iborat bo*ladi va bunda
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Pww=P(£/a)>0

deb hisoblanadi.
Yugorida keltirilgan formulalarga asosan,
Pir—a)
PlE—a> = = —
(E azz/¢2a) P

E({—afﬁzajzﬁfzd}?(xﬁ—a)
]

Quyidagi holatni qayd qilib o'tish gizigarli. Ko'p tatbigiy masalalarda,

aynigsa bir nechta ishonchli detallardan tashkil topgan murakkab

mexanizmlarning ishida £ tasodifiy miqdoming tagsimoti
Poy=1-Fx=Plf>x)= e >0

ko‘rsatkichli tagsimot deb hisoblash mumkin bo‘ladi  (Bunday
mexanizmlar uchun elektron hisoblash qurilmalari misol bo‘la oladi).
Lekin, ko'rsatkichli tagsimot uchun mexanizmning golgan vaqt davomida
ham xizmat gilish ehtimolligi
P(:ﬂ+a) e—jn(:r-Hl)
Pl-azz/E2a)= e~ o
=™ =P (1)
vangi {ishlamagan) mexanizmning xizmat qilish muddati tagsimoti bilan
bir xil bo‘ladi. Ko‘rsatkichii tagsimotning oxirgi jumlasida keltirilgan
xossasi xizmat muddati mexanizmning kelgusidagi ishiga ta’sir etmasligini
bildiradi va uni

Plz+a)=FPu)- P (2)
funksional tenglama ko‘rinishida ifoda etish mumkin. O‘z navbatida, (2)
funksional munosabat fagat va fagat (1) ko‘rsatkichli tagqsimot uchun
bajariladi, xclos.

§ 4.3. Tasodifiy migdorlar funksiyalarining matematik kutilmalari

Biror ehtimollik fazosi (©,7,P) da aniqlangan tasodifiy migdor &
ning tagsimot funksiyasi F{x), g(x) esa, R da aniqlangan Borel
funksiyasi (ya'ni har qanday Borel to‘plami uchun g™'(B)={x:g(x)< 8}
yana Borel to‘plami) bo‘lsa, g{£) tasodifiy migdor bo‘ladi. Quyidagi
mulohazalardan matematik kutilma E£g(£) ni hisoblash uchun, g(&) ni
tagsimot funksiyasini topish shart bo‘lmasdan, uni bevosita g(-) funksiya
va F(x) orqali ifoda etish mumkinligi kelib chiqadi. Hagigatan ham,
Stiltes integrali va matematik kutilmaning ta’riflaridan va ularning
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xossalaridan foydalanib, quyidagi teoremaning o'rinli bo‘lishiga ishonch
hosil gilish mumkin,

Tearema 1. Tasodifty miqdor £ ning tagsimot funksiyasi F{x),g{x}
esa, uzluksiz yoki chekli sondagi birinchi turdagi uzilish nuqtalarga ega
bo'lgan funksiya bo'lsin.

Agar

i[g(x)kiF(x)Qoo
bo'lsa, '
£&(8)= | slx)ar (2). 1)

Formula (1) i quyidagi xususiy hollarda ko‘ramiz.
1) Agar tasodifiy miqdor £ diskret bo‘lib, uning tagsimoti

P(=a)=p, k=12.., P =l
bo'lsa,
Eg(8)=Ze(a)n (2)
agar
%!3(‘& fou <o

(2) formulaning o‘rinii ckanligiga ishonch hosil gilish uchun ¢ diskret
bo‘lgan holda, g(£) ham diskret tasodifty miqdor bo'lishiga e’tibor berish
yetarli bo‘ladi.
2) Agar tasodifiy miqdor £ ning tagsimotini zichlik funksiyasi p(x) va
Borel funksiyasi g{-) uchun '
i ‘g(-t}‘p(x)dx <

bo‘lsa,

Eg{g)= | g(x)p(x)dx. (3)

Keltirilgan (2), (3} formulalarga oid misoltarni ko*ramiz.
Misol 1. Agar ¢ tasedifiy migdor Puassen tagsimotiga ega bo'lsa,

E—1 hisoblansin.
1+&

Yechish. Formula (2) dan foydalansak, [ glx)= —I—J

l+x
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=_A._r=[_?'-!___-
Misol 2. Tasodifty migdor & [0,1] oraligda tekis tagsimlangan
bo‘isa, (3) formula bo'yicha
[ i
Esin? # = [sin? mxdy =1 j{1—cos 2 x)dx =
0 25
Bu holda, g(x)=sin® rx.
Misol 3. Tasodifiy migdor £ Koshi tagsimetiga ega bo‘lsin. Bu
holda, uning taqsimoti zichlik funksiyasi

Bt | et

Emin(|],1) hisoblansin,
Yuqondagi (3) formula bo‘yicha

Eminl£],1) =~ Imm(|rl )

2(1 x © dx 1
:-—[I dx + [——1]=E+-’;ln2

Tgl #xt 11+ x
Bu yerda ~
“i dc =
l+x2 4
ekanligi hisobga olindi.

2. Umumlashgan Chebishev tengsizligi. Yuqoridagi teorema 1 ning
tatbigi sifatida quyidagi teoremani keltiramiz.

Teorema 2. Funksiya g(x)-manfiy bo‘lmagan va kamaymaydigan
bo‘lsin. Bu holda, har qanday ¢ >0 uchun
Eg (s

gle)
Agar F(x)=P(£<x) bo‘lsa, yuqoridagi (1) formulaga asosan

Eg(&)= (x)dF x)2z ]g[x dr{x)=

P(E>e)s —==

zg(s)cde[r] =g{e}P(&>¢).

Oxirgi tengsizliklardan teorema 2 ning isbotini olamiz, Xususan, ¢ manfiy
bo‘lmagan tasedifiy migdor bo‘lsa, g(x)=x deb olib,
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E
P(ﬁ: >£)£?

Chebishev tengsizligiga ega bo*lamiz.
Tasodifiy vektorlar funksiyalarining matematik kutilmasi. (2,9,P)
ehtimollik fazosida
E(0)=(5(0)....5 (@)
tasodifiy vektor aniglangan bo‘lsin. Agar R* ni R ga akslantiradigan
g(x)=g(x.xt)
Borel funksivasi berilgan bo‘lsa,
g(x)=g(5(®)..& (@)
tasodifiy migdor bo'lib, uning matematik kutilmasi

Eg(§)=‘{g(§, (w],...,ék(w))P(dw)‘ @)

Bu (4) integralni R* dagi & tasodifiy vektorning tagsimoti F () bo'yicha
(Lebeg integrali ma'nosida)
Eg(5)= [s(x)R(dr).  x=(mmnm)e R, (5)
R

ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar &£ vektorning komponentlari
él(a’)""sgk(w) .
bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar bo‘lsa, (5) integralni muayyan ravishda
hisoblash imkomiyatlari yuzaga keladi, Qulaylik uchun k=2 holni
ko‘ramiz. Agar to*plam
B=B =8, = {(xl,xz),xl B, e Bz} =R?
bo‘lsa (bu yerda B, va B, lar R dagi o‘lchovli to'plamlar),
P (B)=P(scB)=P({ 8,5 B)=P(5cB)P(5eB) (6)
tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu holda, R? dagi tagsimot
P;(dxl’dxz)=":’€1§z (d‘l'd“z)= P(§1 edx, &y Ed‘a)
R dagi
R:] (d"l]:P(gldei]s Ff:; (d‘:z):P(ézEd-“z)
taqsimotlarni to‘g‘ri ko'paytmasi deb ataladi. Biz bilamizki, (6) formula
(RZ,Bz] (B*-ikki o‘lchovli Borel to‘plamlari o -algebrasi) fazodagi
¢£=(&.&) tasodifiy vektorning tagsimetini & va ¢, tasodifiy
migdorlarming (R.B) dagi tagsimotlari orqali bir qiymatli aniqlaydi.
Aytilganlardan 7, . tagsimot bo'yicha integral
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}:g(xlsxz)%.ez (day, ey ) (7
Py

P, va P tagsimotlar bo‘yicha olingan integrallar orqali ifoda etilishi
muimkinligi kelib chiqadi. Haqigatan ham, quyidagi Fubini iecoremas
o'rinli.
Teorema 3, (Takroriy integrallash hagidagi Fubini teoremasi).
Borel funksiyasi g(x,»), & va &, bog'ligsiz tasodifiy migdorlar
uchun
Eg(€1v§2)=RLg('tl’x2)E;]§1 (v, dx, )=

<[ et ) )@

Bu tenglikda integral va indekslaming o‘rinlarini almashtirish mumkin.

Izoh. Funksiya g(x;,x,) o‘lchovli bo*lishidan, (8) tenglikdagi
integral ostidagi o
gg(xl*xZJP'fg (dx,) .
funksiyanmng o' kchovit bo‘lishi ketib chigadi. .

Natija 1. Funksiya g(x.%;)=g(x) g2(x;) bo‘lsin. Bu holda,
quyidagi ikkita shartlardan:
) J;gl(xi)gz(xz)P;.gl (dx.dx; ) mavjud;

R

2 [g:{x)B (dx,). 21,2, mavjud;
R
birortasi bajarilsa,
sz &1(%) 22 (%;) By, (b edry ) =
- [n (B )[R ()R (). ©)

Oxirgi (9) tenglikni soddaroq
E(g(é)e, (&:))=Egi(&)) Eg, (&)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Natija 2. Agarg(x,x,)=13(x,%,) (B to‘plamning indikatori) bo‘lsa,

P.;.(B)=P((&.5,)e B)= }{P((xl,éz)e B)F, (dx;). (10)
Bu yerda {{x.£,)e B} hodisaning ehtimolliligini P{%, €8, }=#,(8,)
ko*rinshida yozish mumkin,

Yuqoridagi

B, = {.xz {xx)e B}
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jo‘plam B to‘plamning x, nuqtadagi “kesimi” deb ataladi.
Agar (10) da
B ={(.t|..t1); X+ x’.x}
deb olsak, -
P((‘sl,‘fz)e B)= P&+ &, <x)=F¢,+:= {x}=

=R[P(-‘1+§z <I)P§J ()= Ing (J*Il)ng]("l] (1
tenglikni olamiz. Agar oxirgi ([ 1) tengiikda

Fp (%)= Rlx}=P(§ <x). Fy {x)=F(x)=P(§ <x)
deb hisoblasak, & va &, bog'ligsiz tasodifiy migdoming yig'indisi & +&,
ning taqsimot funksiyasi uchun

Feog, (x)= § B(x-u)dF(u)= | F(x-u)dF{u)
formulani olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral £ va £
taqsimotlarning kompozitsiyas: deyilib,
Frey=6rR= | RG-u)dR()  (12)

ko‘rinishda belgilanadi.

Hamma tagsimotlar fazosi {*) kompozitsiya amaliga nisbatan
ma’lum ko'rinishdagi algebraik strukturani tashkil qiladi, lekin bu holat
tagsimotlaming xususiyatlarini o‘rganishga yordam bermaydi.

Taqsimotlar kompozitsiyasi (12} formuladagi tagsimotlardan
birortasi zichlik funksiyaga ega bo‘lsa, ularning kompozitsiyasi F*F;
zichlik funksiyasiga ega bo‘ladi. Hagiqatan ham, masaian,

F(x)= [ pa{u)du
ko‘rinishda bo‘lsa,

Foup()=F*F= i (1) ] oy —u)dy =

=1 Tarm(r-a
Demak,lc, +&, yvigindining tagsimoti
| p(x)= | pa(x~u)db{x) _
zichlik funksiyasipa ega bo'lar ekan. Agar £ tasodifiy miqdoming
tagsimoti ham uzluksiz tipda bo'lib p, (x) zichlik funksiyasiga ega bo‘lsa,
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Py (x)= [ po{x—u)p(u)du=pr* py
yig'indi &, + &, tagsimotining zichlik funksiyasi bo*ladi.
Misol 4. Bog'ligsiz £,,&, tasodifiy migdorlar [0,1] oraliqda tekis
tagsimlangan bo‘lsin, ya’ni ular umumiy

p(x)={1. xe[0,1]

0, x&[0,1]
zichlik funksiyasiga ega bo‘ladilar. Bu holda,
0, xef[0,2]
|
P, (x)=[plx-u)du=4x, xe[0,]]
¢ 2-x, xefi,2)

Zichlik funksiyasi p; .. (x) oxirgi formula bilan aniqlanadiéan tagsimot,
“uchburchak” tagsimot deb ataladi. :

§ 4.4, Tasodifiy miqdorlar ko‘paytmasining
matematik kutilmasi va bog‘ligsizlik

Teorema 1. Tasodifiy miqdoriar §,n bog'ligsiz, g(z,y) Borel
funksiyasi bo'lsin. Agar Eg(£,%) chekli bo'lsa,

Eg(&.n) = E[Bg(z,n)/:_¢|- (1)
Agar g{z,%) = g, (29, (y) bo'lib, Eg,(&) va Eg, () mavjud bo'lsa,
Eg(&,n) = Eg\(£)- Eg;(n) 2

1zoh. Teoremadagi (1) tenglikning o‘ng tomonidagi ifodani hech
ganday shartli matematik kutilma emasligini nazarda tutish kerak. Aslida
esa

Eg(z,n) =G>
bo‘lib, {1) tenglikning o‘ng tomoni EG(£)ga teng deb tushinish to'g'ri
be'ladi.

Isbot. Keltirilgan izohdan kelib chiqadiki, teoremaning birinchi
gismi yuqoridagi Fubini teoremasining matematik kutilmalar terminidagi
yozuvi, xolos. Teorema 1 ning ikkinchi qismi esa, oldingi paragrafdagi
natija 1 dan iborat ((9) tenglikka garalsin).

Agar B={y =y} hodisaning ehtimolligi P(B)>0 bo‘lsa, (I}
tenglikning  isboti  matematik  kutilmalar uchun to‘la  ehtimollik
formulasidan kelib chigadi. Hagiqatan ham,
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A Elg(e,m); g =
z E[Q(E,n)/n=y]=-—lgi;(qt-—%)—ﬂ=

_EBiEn =y _ B9&Y) gy _

=" Fo=y ~ Py =Eg(¢,y).
Oxirgi tenglikni to‘g'riligida ¢(£,y) va Iy, tasodifty miqdorlaming
bog*ligsiz bo'lishligidan foydalanildi

Bg(&9) ey = Egl&y) Pln =19}
Teoremadagi (2) teaglikni umumiylikni chegaralamagan holda,
EE€-n = B¢ En (3)

ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgidan (2) ni olish uchun £ sifatida g, (§)
ni,  sifatida g, (n) ni qabu! gilish yetarli, chunki £ va % lar qatorida g, (&)
va g; (1) lar ham bog'ligsiz bo'ladi.

Yugondagi (2) va (3) tengliklardagi fikrlarga teskari bo'lgan fikrlar,
umuman aytganda, to°g'n emas. Shunday £ va p tasodifiy migdorlarm
topish mumkinki, ular uchun

EE.-n=FE£ - En
tenglik to'g'ni, lekin £ va n lar o*zaro bog'ligsiz bo‘lmaydi.

Misol. £, va &, bog'ligsiz tasodifly miqdoriar bo'lib, E§ = E¢, =0
bo'lsin. Agar n = £¢, deb olsak, albatta, § va # lar bog'liq tasedifiy
migdorlar bo‘ladi. Lekin

Btm = E§'6, = B’ - Eg = 0= E§ - En,.

§ 4.5. Kelajakka bog‘liq bo‘Imagan tasodifiy migdoriar
matematik kntilmasi

Ehtimollik fazost (2,7, P) da {fm n> 1} tasodifly miqdorlar ketma-

ketligi va butun manfiy bo‘lmagan tasodifiy migdor v aniglangan bo‘lsin.
Tasodifiy migdorlar
Ek""‘! R k S ft

yuzaga keltirgan o — algebrani ¢ (£,,...,£,) = 3., deb belgilaylik.

Ta’rif. Tasodifiy migdor v kelajakka bog‘liq emas deyiladi, agar
{# < n} hodisa F, ,, ., ~ o —algebraga bog'liq bo*Imasa.

Tasodifiy migdor » Markov yoki to‘xtash momenti deyiladi, agar
{v<€n} e, bo'lsa. Boshqacha aytganda, bu holda §,....¢, laming
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qiymatlari {v<n} hodisalar ro‘y berganlipi yoki bermaganligin;
amiqlaydi. Keltirilgan Markov yoki to‘xtash momenti » uchun {r < »n}
yoki {v> n} hodisalar J,, — o —algebradan bog‘ligsiz bo‘ladi. Demak,

Markov momenti {£,,n >1} bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
uchun kelajakga bog‘lig bo'Imagan tasodifiy miqdor bo*ladi.

Misol 1. {¢,,n > 1} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi, v qiymati ¥
2a teng yoki undan katta bo‘lgan birinchi tasodifiy miqdoming nomen
bo‘lIsin, ya'mi

v=inf{k:&§ > N}.
Agar {¢,,n>1} bog'ligsiz tasodifty migdorlar ketma-ketligi bo'lsa, v
kelajakka bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy migdor be'ladi.

Haqigatan ham, {y <n} = L"J {¢, > N}e 3, hodisa uchun o‘z-
k=]

o‘zidan ravshanki, @ tasodifiy migdor &.&;,... ketma-ketlikka bog'li
bo‘lmasa (ya'ni o(wy va 3, o —algebralar bog'liqsiz), bu tasodifiy
miqdor kelajakka bog‘liq bo*lmaydi.

“To‘xtash momenti” tushunchasi ko‘p amaliy masalalaming
mohivati bilan bog‘liq bo‘ladi. Masalan, tayyor mahsuloting statistik
nazorati quyidagi sxema bo‘yicha o'tkaziladi: & tasodifiy migdor & -
partiyadagi “nosoz” (brak} buyumlar soni bo‘lsin. Statistik nazorat
bo‘yicha hamma mahsulot “nosoz” deb hisoblanadi, agar biror n uchun

yigtindi §, = 3_ & ning qiymati e + ba dan katta bo‘lsa. Agar v aytilgan
k=l
hodisaning ro'y bergan partiya nomeri bo‘lsa, ya'ni
v = min{n; S, 2a+bn}

bu tasodifiy miqdor nazorat jarayonining “to‘xtash momenti” bo*ladi.

Agar v butun giymatli, §,,&,,... tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
bo‘lsa,

Sv = E] +"'+Etr

tasodifiy sondagi tasodifiy migdorlar yig‘indisi bo‘ladi. Uni “qisqa qilib™
tasodifiy vig'indi deb ataymiz,

Teorema (Kolmogorov — Proxorov). Butun gqiymatli manfiy
bo‘lmagan tasedifiy migdor » ketma-ketlik {£,,» =1} ga nisbatan
kelajakka bog‘lig bo*lmagan tasodifiy migdor bo‘lsin. Agar

EP{ka)E]ﬁkkoo {1}
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bO‘lsav - .
ES, =S P(v2 k)EE,. )
k=1

Agar & 2 0 bo‘lsa, (1) shart ortigcha bo*ladi.
Ishot. To‘la ehtimollik formulasi bo‘yicha

= o
ESU = EE(S,_; t.l:ﬂ)_—- :E(Sn;vzn):
n=l n=l1

=§§:E{£k,v=n]=§ﬂ'(ﬁk,v2k) (3)

n=lk=1
oxirgi tenglikda vig'indilar tartibini  almashtirish ~mumkinligini
tushuntirishdan oldin (3) tenglikdan teoremaning isboti kelib chigishini
ko‘rsatamiz. Hodisa

{vzk}={v>k-1}
a — algebra J,  dan bog‘ligsiz bo‘igani sababli, u o —algebra o (&) ga
ham bog'liq bo'lmaydi (chunki o (£, } < 3, . ). Shunga asosan,

E(& v 2 k)= Plv>k)EE,
bo‘lib, bu tenglik teoremani isbotlaydi. Yugoridagi (3) tenglikda
yig'indilar tartibini almashtinish mumkin, chunki undagi gator absolut
yaqinlashadi.
Hagiqgatan ham, teoremaning shartiga asosan,

gég(lfkli v = ﬂ} = EEGQI;U > k)=

=§P(vzk)31@1<co-

Agar & >0 bo‘lsa, oxirgi qatordagi hamma qo‘shiluvchilar manfiy
bo*lmasdan, unda yig*indilar tartibini almashtirish doim mumkin bo*ladi.

Natija (Vald ayniyati}. Agar &.4,,... tasodifty miqdorlar bog'ligsiz
va bir xil tagsimlangan, v tasodifiy migdor kelajakka bog‘liq bo‘lmagan
bethib, Br < oc bo'lsa,

£S5 = F¢ - B, (4)
Hagigatan ham,
X o X x
S Pz =53 Pv=k = S kP(o=k)= £y
n=| k=li=n k=1

va (4) tenglik (2) dan kelib chigadi.
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§ 4.6, Tasodifiy miqdorlar dispersiyasi

Tasodifty miqdorlaming sonli xarakteristikalaridan biri dispersiya
tushunchasini keltiramiz.
Ta’rif. Tasodifly miqdor £ ning dispersiyasi deb
D¢ = B(£— E¢)*
songa aytiladi.
Bu xarateristika tascdifiy miqdorning giymatlari matematik kutilma
E¢ atrofida “tarqogligim”™ yoki “quyuqligini” ifoda etadi. Mexanika
nuqgtayi nazaridan, dispersiya birlik massaning to'g'ti chiziqdagi
tagsimotini inersiya momentiga teng bo‘ladi. Matematikada esa dispersiya
tasodifiy migdor funksiyasi
g(€) = (£ - E¢Y’
ning matematik kutilmasi.
Bevosita hisoblab,

Dé = Bg? - 2B¢- E¢ + (E€)' = B€* - (E¢)’ T

formulani olamiz.

Dispersiyani

Dé¢ =minE(¢—a)
tenglik bilan ham aniqlash mumkin. Hagiqatan ham,
Dt = BE + min(e® - 20E¢) = B (B},
chunki o
min(¢” — 20E€)

a = Et bo‘lganda enshiladi. Oxirgidan ko‘rinadiki, 2 = E£ son tasodifiy
migdor £ uchun o‘fla kvadratik ma'noda eng yaxshi “baho” (taqribiy
qiymat) bo‘ladi.

Misol 1. Tasodifiy miqdor £ ning tagsimoti parametrlari (a‘oz]
bo*lgan normal zichlik funksiyaga ega bo'lsin, va’ni

Pf<)= f @, g2 (W du,
_x—a? }

1
1Z) = ——
Yoo? ¥ N 2me epr 20°
Yuqorida biz E£ = ¢ ekanligini ko‘rgan edik. Bu tagsimot uchun

D = r 2L a-af2ety ot % 20112y
E—f(x—a)Tz—;;e = 2“_:!;!}.8 U

—C
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Oxirgi tenglik  u= %ﬁ almashtirish  orgali olinadi. Bo‘laklab

integrallashni bajarib
o 1 ox .
=— ¥ /2 d ~e 2y, ot
D¢= T—_-{ue ]_W+E‘£e du=o
tenglikni olamiz.  Demak, normal tagsimotning ikkinchi parametri
0-2 B D& ekan.
Misol 2. Tasedifiy migdor £ parametri A >0 bo‘lgan Puasson

tagsimotiga ega bo'lsin, ya’ni
k
Ple=k)= ’\ “*, k=0,2,..

Oldin biz E¢ = X ekanligini lopgan edlk Dernak
D¢ = B¢ — (B¢ = E kz —e” =

e ‘l o &k Ak SA 2242 2
sz +k_0 o “AT = A-XE =N
Shunday gilib, Puasson tagsimotiga ega bo*lgan tasodifiy migqdor £ uchun
Ef=DE =\,

ya’'ni matematik kutilma va dispersiya teng bo'lar ekan. Oxirgi jumlada
keltirilgan xossa Puasson tagsimotini tavsiflaydi, hamma diskret
tagsimotlar sinfida fagatgina Puasson tagsimoti uchun Ff = D¢ tenglik
bajariladi.

Misol 3. Agar £ tasodifiy migdor [0,1] oraliqda tekis tagsimlangan
bo'lsa, uning zichlik funksiyasi

1 <<l
> = -
PEO= 0 220

bo*ladi va
1 1
- _ I S O P
Eg_fxda:_;j, Et —_(["::dz_

Q
Demak, {1} formula bo‘yicha
1 (1Y 1
DE=o—|=| =—.
¢ [2] 12 '
b. Misel 4. Agar ¢ tasodifiy mlqdor Bernulli mqmmotlga cga bo‘lsa,

ya'ni
1 P
&= o, i-p



Buholda, E€=1-p+0-(l—p)=p, & =¢
E¢ =Et=>p
tenglikiar to*g ri bo'lib, (1) formuladan
D¢=p-p* =p(1-p)
ekanligini olamiz.
Endi dispersivaning muhim bo‘lgan xossalarini keltiramiz.
D1. DE >0, D¢ =0 fagat va fagat P(£ = c¢)=1 bo'lgen holda, bu yerda
¢ = const (w dan bog'lig emas).
Birinchi keltirilgan xossa isbot talab etmaydi, chunki
Dg = E( - E¢Y 2 0.
Agar P(£=¢) =1 bo'lsa,
(B$) = B¢ = 2.
Demak,
DE=ct -t =0.
Agar D¢ = E(£ - E€) = 0 bo'lsa,
(-~ E¢Y >0, PE-EE=0)=1
yoki P(£ = E€) =1 (matematik kutilmaning E4 xossasiga qaralsin).
D2, Agar ¢ va b o'zgarmas bo'lsa,
Dle+6g) = b2DE,
Bu xossa Df ta’rifidan kelib ¢hiqadi.
D3. Agar § va g tasodiﬁy miqdorlar bog‘liqsiz bo‘lsa,
D(E+n)=DE+ Dy,
Hagigatan ham,
D{e~+m)=E(g+n)' - (Ef+ En) =
= Et" +2E¢- En+ En’ ~(E¢)* ~(En)* - 2E¢-En =
= E&2 — (B + En? — (En)" = DE+ Dy,
Keltirilgan hisoblashlardan ko‘rinadiki, dispersiyaning additivitk xossasi
{D3) fagat va fagat £ va 5 lar bog'ligsiz bo‘lgan holda baarilib
qolmasdan, umumiyroq
E{{-9)= E¢- En
tenglik bajariladigan hollarda ham o*rinli bo‘lar ekan,
Misol 5. Tasodifiy miqdor v >0 butun qivmatli bo‘lib, bir xil
tagsimlangan va bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {¢,.n >1}
dan bog'ligsiz va Ev, Ef, =a matematik kutilmalar mavjud bo‘lsin,
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S = gl + ..+ 'fw
tasodifiy yig'indining dispersiyasi DS, topilsin.
Yechish. Biz yuqorida isbotlagan Vald ayniyatiga asosan
ES, =aky,
To'la ehtimollik formulasiga ko‘ra

DS, = E(S, - BS,) = L B|(5, - ES,), v = ﬁ] =

=Y. Pw=mE(S, - ES,) =

e

Y. Puw= "3lE{Su —an)’ +(an— aEv)zl =
=Y Ptv=nnD§ +a’E(v— Bv) =

= Dt Ev+ a*Du.
Keltinlgan tenglikni
E(S, —va) = Bv- D¢
munosabat bilan teng kuchli ekanligini ko‘rish qiyin emas. -

§ 4.7. Korrelatsiva koeffitsiventi va yuqori tartibi momentlar

Ixtiyorty £ va 5 tasodifiy miqdortlar orasida £ = g{n) funksional
(deterministik} bog‘langanligi, funksional bo‘lmagan bog'liglik, yoki ular
bog‘ligsiz bo‘lishi mumkin. Quyida aniglangan ikkita tasodifiy migdorlar
orasidagi korrelatsiya koeffitsiyenti yordamida bu tasodifiy miqdorlar
oragidagi bog'liglik darajasi o*rganiladi.

Ushbu paragraf davomida o‘rganilayotgan tasodifiy miqdorlar uchun
nolga teng bo'lmagan dispersiyalar mavjudligi talab etiladi.

Agar £ tasodifily miqder uchun E£ = 0. D£ =1 bo*lsa, uni standar

deb hisoblaymiz. Ixtiyoriy tasodifiy migdori chiziqli almashtirish
yordamida standart variantga keltirish mumkin. Hagigatan ham, ixtiyoriy £
uchun
£ = £ - E¢

tasodifiy migdor standart variant bo‘ladi.

Ta’rif. Tasodifiy migdorlar £ va n orasidagi korrelatsiya
koeffitsiyenti deb

ﬂ(fﬂ?) =E¢ 7,
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sonni aytamiz,

Quyida korrelatsiya koeffitsiyenti p(£, ) ning xossalari keltirilad:.
1. Korrelatsiya koeffitsiyentt |o(£,7)] < 1.

Hagigatan ham,

0< D& t0)=E(L ) =2£2p(&n).
Bu tenglikdan esa, (£, 7)| < 1 tengsizlik o*rinli ekanligi kelib chiqadi.
2. Agar ¢ va n tasodifiy miqdoriar bog'ligsiz bo'lsa, p(£,5) = 0.

Bu munosabat £ va n tasodifty migdoriar bog'higsizligidan £, va #,
lamning ham bog‘ligsiz bo'lishidan kelib chigadi.

Keltirilgan jumlaga teskari bo‘lgan fikr to‘g'ni emas, ya'ni
p{&n}=0 bo'lsa, £ va »-larni bog‘ligsiz bo’lishi shart emas. Bunga
oldin misol keltiriigan edi (Shunday bog‘liq £ va » tasodifiy miqdotlar
mavjudki, ular uchun Ef=FEn=0 va Ef.n=0) Lekin shunday
tasodifiy miqdorlar jufti £ va g mavjudki, ulaming bog'ligsizligi
pl&n) =0 tenglikka ekvivalent bo‘'ladi. Bunga quyidagi Bemulli
tagsimotiga ega bo‘lgan tasodifiy migdorlar misol bo‘ladi. Aytaylik,

1, q
B R

bo‘lsin. Bu tasodifiy miadorlar uchun -
BE=p, DE=p(l-p), En=4q Dy=q{l—q)
Demak, £ va x lar orasidagi korrelatsiya koeffitsiyenti
Eif - -
plEm) = (€-pl{n-4q)

Jral-p)-q
Agar p(&,n) = 0 bo'lsa,

E¢n=Pll=ln=l=pg=PlE=1)-Pln=1),
PE=la=0=P(§=1-Ple=tn=1=p—pg=
=p(l-g)=P=1) Pln=0),
P=0n=0)=Pln=1)-Pli=1n=1)=
=g¢-pg=(l-plg=P(=0)-P{p=1),
PlE=05=0)=P(E=0)-Plt=0,9=1)=
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=(1-p)-{1-p)a=(-p){1-q)=P(£=0)-P{n=0).
Keltirilgan tengliklardan £ va 5 tasodifiy migdorlaming bog'ligsizligi

kelib chigadi.
3. Agar |p(§,n)| =1 bo‘lsa, bu tasodifiy migdorlar chizigli bogliq,

ya'ni shunday a va b = 0 sonlar topiladiki,

Plp=a+b)=1 (™)
Isbot. Faraz gilaylik |o(€&.7)| =1 bo‘lsin. Agar p(£,n) =1 bo'lsa,
D —-n)=2(1-p(em)=0 L

yugorida keltirilgan disspersiyaning D1 xossasiga asosan (1) tenglik
P(& —n, = ¢) =1, c— o‘zgarmas son bo*lgan holdagina bajariladi, xolos.
Agar p(&n) = —1 bo'lsa,
D& +n)=1+p(&n) =0 )
va oldingidek (2} tenglik
Pl +n,=¢)=]
bo‘lgan holdagina bajariladi, xolos.

Agar p>0 bo'lsa, & va 7 tasodifiv migdorlar musbat
korrelatsiyalangan, p < 0 bo‘lsa, manfiy korrelatsiyalangan deyiladi.

Izoh. Oson ko‘rish mumkinki, agar £ va 5 tasodifiy migdorlar
chizigh bog'liq bo‘lsa, ular orasidagi korrelatsiya koeffitsyienti |p (&, -r])| =1
bo‘ladi. Haqigatan ham, (*) tenglik bajarilsa, a =F¢ va = /D¢
belgilashlami kiritib,

1, >0
p(E’”J:E{ﬁa‘a-}.bﬁblﬁa baf:sigrlb:{_h oo
tenglikni hosil gilamiz.

Aytib otilgandan quyidagi xulosaga kelamiz: tasodifiy miqdotlar
orasida chizigli bog'liglik mavjud bo‘lishi uchun, ular orasidagi
korrelatsiva koeffitsiyenti +1 ga yoki -1 ga teng bo'lishi yetarli va zaruriy
shart ekan.

Misol. Signal uzatadigan qurilmani ko‘ramiz. Tasodifiy miqdor ¢
uzatiladigan signal miqdori bo‘lsin. Har xil to‘sqinchiliklar eqibatida
n=af +A signal gabul gilinadi. (bu yerda o — signal kuchaytirish
koeffitsienti, A— “shovgin” migdori). Tasodifiy migdorlar £ va A
bog'ligsiz va

a=Ef DE=1, EA=0 DA =g’
deb hisoblansin. Bu miqdorlar orasidagi korrelatsiya koeffitsiyenti
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(e + A -aa)| _ o
\/az +or2 Jag + 02 '
Agar o kuchaytirgich « ga nisbatan katta son bo‘lsa, koeffisiyent pf.)
nolga yaqin bo‘ladi va n devarli £ ga bog'liq bo‘lmaydi. Agar o
kuchaytirgich o ga nisbatan kichik son bo‘lsa, koeffitsient g{,-}) 1 ga
yaqin son bo‘lib, qabul qilingan signal » bo'yicha, ¢ ni tiklash mumkin.
Endi tasodifiy miqdorlarning matematik kutilma va dispersivadan

boshga sonli xarakteristikalarini ko‘ramiz. Bunday xarakteristikalar
sifatida yuqori tartibli momentlami ko‘rish mumkin.

Ta’rif. Tasodifiy migdor ¢ ning & —tartibli momenti deb, E¢*
songa aytiladi. Tasodifiy migqdorning % —tartibli markazlashgan momenti
deb

pl&n)=EE, -n, =E|(£{—a)

o, = B¢ - Eg)* f{:r—Ef) dFy (2
songa aytiladi. Masalan, ikkinchi  tartibli markazlashgan moment
dispersiva bo‘ladi.

Misol 1. Faraz gilaylik ¢ tasodifiy miqdor parametrlari ¢ va o°
bo‘lgan normal taqsimotga ega bo‘lsin. Bu holda, taqsimotning zichlik
funksiyasi
_1tz—a¥

27

(r)y= e
b J2ing

Oldin biz ¢ = a, D¢ = o” ekanligini ko‘rgan edik.
Tasodifiy migdor & ning yuqori tartibli markazlashgan momentlarini
topaylik,
Ta’'rif bo'ycha, : _
1 (x—a)
E(¢—af = ‘/_ f(a:—a,)kexp| 3 ]dx

o

Oxirgl integralda u =

% almashtirish bajarilsa

E{¢— J_ f -2y

tenglikni olamiz.
Agar k = 25 1 — toq son bo‘lsa,

Efe—a) = 20> ?uz"e_“lf du
V27
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2
Bu yerda Ei_ =t almashtirish bajarsak,

0% R g
Blt—ay =22 [ 2igs =
(- =2 T
5 25
. =2;E F[s+%}:1-3-...-(23—1)§28-——(23—1)!!02"_.

ag
Buyerda T'a) = f 2° "¢ *dz —Eylerning r-funksiyasi.
0

Masalan,
E(¢-aY =DE=0o?
E(£ —a)* =307 vahokazo.
Misel 2. Tasodifiy migdor ¢ parametri X ga temg bo‘lgan
ko‘rsatkichli tagsimotga ega bo'lsin. Bu holda taqsimot funksiyasi
0, r<0
Faay=P{f<z)=

—e™ 250

va zichlik funksiyasi

Pz = he™F, >0,
Bu tasodifiy miqdorning yuqori tartibli momentlarini hisoblaylik.

Ta'rif bo'yicha,
) o0
Bt = [&*he mdr = A [ 2t Ndz =
0 0
15 b C{k+1) k!
=—xfue du = —
A { Xk zF
rnasalan, Ef=— E¢ = 2 — va shuning uchun ham
1
D& E§ - (E‘E) ,\2

Ushbu paragrafni tasodifiy vektorlaming sonli xarakteristikalariga izeh
berish bilan tugatamiz.
Agar £ =(§),....& ) tasodifiy vektor berilgan bo'lsa,

E¢ =(Eg,...,Eg) = (my,....m;)
sonli vektorni £ tasodifiy vektorning matematik kutilmalari vektori deb
ataymiz, Umuman ikkita tasodifiy miqdorlar ¢ va 5 larping kovariatsiyasi
deb,

cov(§,n) = E(§ - B¢)(n - En)
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songa aytiladi. Tushunariiki, bu tasodifiy miqdorlar orasidagi korrelatsiya
koefTitsiyenti
) = cov (£,1)
o) = 15g. yor
Quyidagi & x & tartibli kvadrat matritsa ¢ = [cu-]k, o = cov(§,¢;)
¢ tasodifiy vektorning kovariatsion matritsasi deb ataladi. Bu maitritsa
manfiy aniglanmagan kvadratik matritsa bo'lib, tasodifiy vektorlar uchun
dispersiya rolini o*ynaydi.
Agar £ = (§.....£,) tasodifiy vektor berilgan bo‘lsa,
M, ., =Egh. &*
ifoda £ ning s, +... + s, tartibli aralash momenti deb ataladi. Masalan,
Ef=..=Ef =0
bo'lganda, hamma 2-tartibi momentlar kovanatsion matritsani tashkil
qiladi.
Agar
Bl = (5t + .+ &) <o
bo‘lsa, s, + ...+ s < ¢ tartibli hamma aralash moraentlar maviud bo‘ladi.
Tasodifty vektor ¢ ning komponentalari bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlardan
iborat bo‘lganda,
M, o =E§" EG EG™
tenglik o‘rinli bo*ladi.

§ 4.8. Momentiar uchun tengsizliklay
Teorema 1. (Koshi — Shvars tengsizligi). Agar £ va 5 lar ixtiyoriy
tasodifiy migdorlar bo'lsa,

1
Blel-nl < |E€ - B2
Isbot. Quyidagi elementar tengsizlikdan foydalanamiz:
2a-b| < a® +b*

bu verda
al = iz— B = i
Eg? Eq?
deb olsak,
¢ <
I Eel. p? ]'2



Endi oxirgi tengsizlikda har ikki tomondan matematik kutilma olinsa,
corema isbot bo‘ladi. Koshi-Shvars tengsizligi ancha umumiy bo‘lgan
tengsizliklarning xususiy holi bo‘ladi.

Teorema 2 (Gyolder tengsizligi). Agar r > 1, 1 + L bo'lsa,
r L
! o
Elg < [EET ] [EW M

1 1 1
[E@E+a)] <[EEl} +[EEl) @
Bu yerdagi ikkinchi munosabatni Minkovskiy tengsizligi deb ataladi.
Isbot. Quyidagi rasmda keltirilgan OBA egri chizigning tenglamasi
y= Ir—l }’Ok.i T = ys—l
Bu egri chizigda B = (b"',b] va A= [a,af—' ) nuqtalami tanlaymiz va

bunda b < ¢"~' deb hisoblaymiz.

% . /',-= o
y . A

{a.b)

0 [a.0}) X

Yuqoridagi shaklda § va T yuzalar mos ravishda

. ]d:c——

S =

cL--,a

T= fy’_]dy = ;b"
0

bo‘ladi va 0*z-0‘zidan ravshanki, b < S+ T,
Demak,
ab < — + L
™ 5
tengsizlik o‘rinli ekan.
Bu tengsizlikda
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gl .

(Elef ) (')

tengsizlikni hosil gilarmz va undan (1) (Gyolder) tengsizligi kelib chlqadl
Minkovskiy tengsizligini (2) isbotlash uchun

1§+ i < lél+ Il
tengsizlikdan foydalanib, quyidagi bahoni yozamiz:
Ble+n < Blellé+nf 7 + Elnlle + ™
Bu tengsizlikni o‘ng tomondagi qo‘shiluvchilarga ishotlangan Gyolder
tengsizligini go‘llab,

+o=1

a=

| —
] —

Elt+af <|(E Y + (B

ol

munosabatni hosil gilamiz.

Endi,
1

(r—1)s=r, -—=1--
& T

ekanligini hisobga olsak, oxirida (2} tengsizlikni isbotlagan bo‘lamiz.

O‘z-o*zidan ravshanki, r=s5=2 bo‘lganda Gyolder tengsizligi
Koshi-Shvars tengsizligiga aylanadi.

Faraz gilaylik, g¢zito’g'ri chiziqda aniglangan qabariq funksiya
bo‘lsin. Eslatib o‘tamizki, g() funksiya gabariq deyiladi, agar har ganday
7,23 € R uchun .

g[xl ;wz] SL(Q{ 1)+ g2}

(3]

tengsizlik bajarilsa.

Analiz kursidan ma'lumki, ikki karra differensiallanuvchi g(x)
funksiya qabarig bo*lishi uchun, ¢ (z3 > 0 bo‘lishi yetarli va zaruriy shart.

Teorema 3. Agar E{ mavjud bo'lib, g¢x>- qabariq funksiya bo‘lsa,

9(BE) < Eg(8). 3)

Bu (3) tengsizlikni Yensen tengsizligi deb ataladi.

Isbot. Analiz kursidan ma’lumki, hamma z lar uchun

9@ = glza) + Kz ) (7 — 70) (4)

tengsizlik o'rinli va bu yerda k{z,) gandaydir son bo‘ladi.

Endi (4) tengsizlkda z=£&w), ry=Fw deb olsak,
g(&) > g{EE) + c(€ — EE), c—o‘zgarmas son, tengsizlikni hosil
qilamiz.
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Oxirida ikki tomondan matematik kutilma olsak, Eg(¢)> g(E&)Yensen

tengsizligini olamiz.
Kususiy hotda g(x) =" bo‘isa, )
(E€) < ES
gtzy = Iz)" bo'lsa, |EL < E[g]" va hokazo.
Natija (Lyapunov tengsiz]igli). Agar 0 < s <t bo'lsa,
1 -
(Efe o < () (5)
¢ £] s
Isbot. Funksiya g®@= #r=s2hn= |¢f  bo'lsin. Yensen
tengsizligiga asosan, t
t -
(i) < Bl e = EH

Bundan esa Lyapunov ten gsizligl (5) kelib chigadi.

Teorema 4. Agar £ 2 0 ( ehtimollikfbilan) bo‘lsa,
PlEze) S~
har ganday ¢ > 0 uchun.
Isbot. Hagigatan ham,
Ee= [edPze ap = eE(1g 2 )= cE(€ > ¢)
1 l.-..;; ENZE

Agar g(z) monoton o‘suvchi bo'lsa,
(ae= e} ={got8) 2 gt}

va teorema 5 ni qo‘llab, £0(6)
g

gler

plezel s

tengsizlikni olamiz. . i .

Nafija (Chebishev tengsizligh) Har qanday tasodifiy migdor £

uchun ¢

D

Ple-EEze)S 2 ()

(6) tengsizlikni isbotlash uchun 7 = (€ Ef )2 tasodifiy migdorga nisbatan
teorema 5 ni golash yetarll bo*ladi.

Misol va masalalar

1. Tasodifiy miqdor X faqat musbat butun giymatlar gabul giladi. Bu

tasodifiy miqdor uchun EX = :?:1P(X > k) ekanligini isbotlang.
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. Idishda N ta shar bo'lib, ulardan M tasi oq. Tavakkaliga n ta shar
olindi. ¢ tasodifiy migdor olingan sharlar ichidagi oq sharlar soni

bo‘lsa, uning matematik kutilmasi E¢ = % .n ekanligini isbotlang,

. Avtobuslar 5 minut oraliq bilan qatnaydilar. Bekatda avtobus kutish
vaqti & tekis tagqsimlangan deb, kutish vaqtining matematik
kutilmasi va dispersiyasini hisoblang.

Javob: E&= —;», DE = 2,

12°

. Partiyadagi 100 ta mahsulotning 10 tasi nosoz. Tekshirish uchun
partiyadan 5 ta mahsulot tasodifiy rtavishda tantab olinadi.
Tanlanmadagi nosoz mahsulotlar sonining matematik kutilmasini
toping.
Javob: ££=0,5.
. Tagsimot funksiyasi  F(x)=1-&*" (x>0) bilan berilgan
ko‘rsatkichli tagsimotga ega £ tasodifiy miqgdoming dispersiyasini
toping.
Javob: pe=100.
. & tasodifiy migdor [0:1] kesmada s(x) =32 zichlik funksiyasi bilan
bertlgan, bt kesmadan tashqarida f(x)= 0. Matematik kutiimasint
toping.
. Javob: E2=0,7s.

. Normal tagsimotga ega jamlanmada (5 % qiymatlar {2 dan kichik va
40% gqiymatlar 16,2 dan katta. Ushbu tagsimotning matematik
kutilmasi va o*rtacha kvadratik chetianishini toping.
Javob: 15,39, 326,
. X tasodifty miqdor N(l,c) tagsimot qonuni bo'yicha tagsimlangan,
Agar P{X <2}=0,99 ckanligi ma’lum bo‘lsa, EX* va P{X’>2}
larni hisoblang.
Javob: £x? 11842, PIX?>2)~0,8328.
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¥ BOB. BERNULLI TASODIFIY MIQDORLARI
KETMA-KETLIGI
(Natijalari ikkita elementar hodisalardan iborat bo‘lgan bog-ligsiz
tajribalar ketma-ketligi)

V bobni 0'qib chigish natijasida:
- Bernulli tasodifly migdoriar ketma-ketligi.
- Tasodifiy migdoriar ketma-ketligi uchun katta sonlar qonuni.
markaziy limit tearema o'rinfi bo 'lishi.
- Lokal va integrad (Muave ~ Laplas) teoremalari.
- Binomial tagsimotni Puasson tagsimoti bilan approksimatsiyalash
haqida tasavvurlarga ega bo‘linadi;
- Bernulli tasodifiv migdoriari ketma-ketligi uchun katta sonlar gonuni
o ‘rinli bo ‘lishini.
- Muavr — Laplas teoremalari yordamida binomial tagsimotni
o ‘rganishni.
- Puasson teoremasi isbotida “bitta ehtimollik fazosi” metodini
bilish va amalda go‘llay olish;
= Muavr-Laplas teoremasini go ‘llab, binomial tagsimotga tegishli
masalalarni yechishni,
= Puasson teoremasi tadbiglarini.
- Binomial tagsimot uchun limit tagsimotlar sinfini
o‘rganib alish mumkin.

Har bir tajriba natijasida biror A hodisaning ro'y berish yoki ro‘y
bermashigi kuzatiladigan wva har bir tajribaning natijasi golgan
tajribalaming natijalariga bog'liq bo‘lmaydigan tajribalar ketma-ketligi
ehtimolliklar nazariyasida Bemulli sxemasi deb ataladi. Agar A4
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi P{4)=p tajribalar tartibiga bog‘liq
bo‘lmasa, ya'ni tajrbadan-tajribagacha o‘zgarmas bo‘lib qolaversa, mos
Bernulli sxemasi bir jinsli deb hisoblanadi, aks holda bu hodisaning ro‘y
berish ehtimolligi tajriba tartibiga bog‘liq bo*lsa, mos tajribalar sxemasi bir
jinslhi bo‘lmagan deb hisoblanadi. Demak, bir jinsli bo‘lmagan Bernulli
sxemasi uchun 1-nchi tajribada 4 hodisa ro‘y berish ehtimoli P{4)= p,
(ya’ni ro'y bermaslik ehiimoli 1- p;}, 2-tajribada 4 hodisa ro‘y berish
ehtimoli p,, umuman »-tajribada P(4}=p, deb hisoblanadi. Ko‘p
hollarda bir jinsli bo*lmagan Bernulli sxemasi Puasson sxemasi nomi bilan
ham yuritiladi.

Masalan, tanga tashlash tajribalar ketma-kethigi bir jinsli Bernulli
sxemasini tashkil etadi va bu holda
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P(4)=P(G)=P(4)= P(R)=%.

Agar tashlanadigan tanga simmetrik bo‘lmasa, {0 < p <1)
P(4)=P(G)=p P(A)=P(R)=1-p+3.
Bir jinsli bo‘lmagan Bernulli (Puasson) sxemasi
(2rl=p). (P2l=p2 )l Pl = 20 ).
Juftlik ehtimolliklar orgali aniglanadi.

Umuman ehtimolliklar nazariyasida biror ehtimollik fazosi (€2, 5, P)
da aniglangan tasodifiy migdor ¢ fagat 2 ta o va b giymatlarni gabul
qilsa, {a = 5) bu migdor Bemulli tasodifiy migdori deb ataladi. Xususan,
tasodifly miqdor £ faqat bitta (a =5 =const) qiymat qabul gilsa,

P(& =a)=P(& =const) =1
bo'lib, boshgqa ehtimolliklar yuzaga kelmaydi. Shuning uchun ham
tasodifiy miqdorlar analizi Bernulli tasedifiy miqdorlarini o‘rganishdan
boshlanadi.

Keltiriigan, Bemulli sxemasi deb atalgan bog‘ligsiz tajribalar ketma-
ketligi quyidagi Bernulli tasodifiy miqdorlar ketma — ketligi

-SR-S
orqali ifoda etilishi muhim rol o'ynaydi. Bu yerda &, =1, agar «-tajribada
4 hodisa ro'y bersa,* £, =0 agar -tajribada 4 hodisa ro‘y bermasa.
Demak, bu tasodifiy migdorlar bog ligsiz bo‘lib,
_[Lehuimolligi p = P(4)
= {0, ehtimolligi 1- p = P(A)
va'ni,
P& =N)=p, P{&=0)}=1-p.
Shunday gilib,
S, =& +.t¢,
bo‘lsa, §, tasodifiy miqdor »-ta bog'ligsiz tajribada A hodisaning ro‘y
berishlar sonini ifodalaydi va
P(S,=k)=Cip*-py™*, k=021,
ehtimolliklar  binomial tagsimotni tashkil qiladi. Qo‘shimcha ravishda
ta’kidlab o*tamizki,
Efy=p. D& =pl-p)=pg
ES =np, DS, =D&+ + DL =npq.
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§ 5.1. Katta sonlar gonuni

Quyidagi teorema Bemnulli sxemasi uchun katta sonlar qonuni nomi
bilan ehtimoliikiar nazariyasining iik {imit teoremaiaridan hisobianadi.
Teorema 1. Har qanday ¢ > 0 uchun

lim P( 5 b4 EJ =0
H—3 "
Bu munosabat katta sonlar qonuni haqidagi teoremaning ixtiyoriy bir xil
tagsimlangan bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun o'rinli
bo‘lishidan kelib chigadi.
Teorema 2, (Bemulli sxemasi uchun kuchaytirilgan katta sonlar
gonuni) Har gqanday & > (¢ uchun

- P

P sup plze |20, now.

kzn

Isbot. Birinchi navbatda, ehtimollik P() ostidagi ifodaning hodisa
ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Hagigatan ham, har qganday ¢ > 0 uchun

{a); supM 25}:
kzn &

_G{ 25}&3
k=n

-p
Chebishev tengsizligiga asosan,

a4

E(S; —kp)~ kp)* _

k‘l"'

— P

Sk( )

P| sup Se
kizn

pl2E

0

18
<3P

F.E;n [ s -7
Oxirgi yig'indidagi gavsni ochib quyidagi munosabatni olamiz:

4
A R P
= i= i< f

=k(pg*+qp*)+ 3k(k - 1)(pa) <k +k(k-1)=&* (2)
Bu yerda

>£J< 2 —

k=n

x(1- x)s—

EIS £

elementar tengsizlikdan foydalanildi. Endi (l] va (2) munosabatlardan
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S
(i
teorema 2 isbot etildi.

1zoh: (1) tengsizlikni o°rinli bo‘lishligida biz Chebishev tengsizligini
to‘rtinchi momenti bilan birga go*lladik. Agar bu munosabatda Chebishev
tengsizligini ikkinchi tartibdagi moment orgali qo‘llasak, teoremani
isbotini beradigan (3) bahoni ololmagan bo‘lar edik.

Natija 1. Agar f(x)-[0,1] oraligda aniglangan uzluksiz funksiya

as)ss*‘ Tk250, now (3

k=n

P

bo‘lsa,
sup Ef[ﬁJ—f{p)|—>0, now, (4)
B<p=l n
Haqiqatdan ham, isbotlangan teoremaga asosan
Ef(%)—f p)SEUI ~SA - 53]+

+E[’f{s >s)s,sup1f{p+x) S+ ot)

Bu yerda tasodifiy rquor ¢ uchun uning “toraytirilgan™ o‘rta
giymati (Ac . 4€5)
E(&4)= jédP:E&fI,,:I{&l,,dP
4

ishlatildi va har qanday A< 7, uchun E& ¢ E(&; 4)+ E(£;4) tengsizlikdan

foydalaniidi,

Endi isbot etilgan natijaning analiz kursidagi uzluksiz funksiyalarni
polinomlar bilan yaqinlashtirish masalasidagi tatbigiga o'tamiz.

Natija 2. Agar f{x) funksiya [0,1]oraliqda uzluksiz bo‘lsa, n — o
da

sup |5 f[ ] it (1) = f(x)| > 0.

0 xs] =0

Keltirilgan natija isbot etilgan {(4) limit munosabating boshqga
yozuvi, xolos. Hagigatdan ham, S, binomial taqsimotga ega ekanligidan

B3 £ (S ps=0= £ (Sl 0o

Bu natija uzluksiz funksiyalami polinomlar bilan yaqinlashtirish
mumkinligi haqidagi Veyershtras teoremasining sodda isbotini beradi va
unda aniq ko‘rinishdagi
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ne (e
Bemshteyn polinomlari foydalaniladi,

§ 5.2. Lokal limit teorema

Yugorida biz Bernulli sxemasida » ta tajribada biror hodisaning &

marta (k <») ro‘y berish ehtimolligi
P(S, =K)=Cip'(1-p)™. k=8 8<p<i’
binomial tagsimot orqali ifoda qilinganini ko‘rgan edik. Lekin sodda
" n!
= Rni)

formuladan kelib chiqadiki, » va & larmning katta giymatlarida binomial
taqsimot bo'yicha hisoblash ishlati katta qiyinchiliklarga duch keladi. Shu
munosabat bilan pP(s, =k) chtimolliklar uchun » >« da asimptotik
formulalar topish =zaruriyati yuzaga keladi. Umuman, ehtimolliklar
nazariyasida ayrim P(5,=4) ko‘rinishdagi ehtimolliklar uchun quiay
asimptotik formulalar topish masalalari lokal limit teoremalari nomi bilan
o'rganiladi.

Kelgusida a, ~», belgi, berilgan {a.} va {5,} ketma-ketliklar uchun

a
E*'——)l, n—»w

ekanligini anglatadi ( bu holda {4} va {5} lar ekvivalent ketma-ketlikiar
deb hisoblanadi). Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
H{x)=xn* 4 (1-x)in =%
(x) xnp+[ x)n]_p, P
Teoremal. t 5« va n-k > da

P(Sﬂ:k)=P(%=p'J-

*

EE

(1)

expl-nH(p’ 2
et ) @
Ishot. Analiz kursidan yaxshi ma’lum bo‘lgan
ml—f27mn"e™”, "0
Striing formulasidan foydalanamiz. Bu holda

P(s, =k)=Cp* (1-p)" ~

n n"

4
2k(n-k) k*(n-k)
n-k

e T k- )=
2znp*(1-p*) " ¢

s s [I_P}Hl =

19



=m-exp{—n[p' g +(1- 2" )in(1= ")~ p'ln p— (1 7 Jin( _p}]} i
T )

Teorema 1 isbot bo‘ldi va undan quyida biz qizigarli xulosalar
chigarishda foydalanamiz.
(1) formulada aniglangan #H{x) funksiya (0.1} oraligda hamma

tartibli hosilalarga ega va bevosita quyidagi formulalami yozish mumkin:
1

TR PSR ok (x)=Ls L
H(x)=loo-li—,  H(x)= i
¥a wnuman
Hm{x)=(_'r(k_2)!+(k_z]! k22. (3)

xl-\ (I— x)&—l '
Agat p':E ning p ga vyaqin giymatlarida, ya’ni p -p—0
H
(k2w n>x) da

H(p'} =1[l+—l—](,ﬂ' ~p) +of[p" —p|"] (4)

20p 1-p
tenglikni olamiz. Bu tenglikda Teylor formulasidan va
H{p)=H'(p)=0
ckanligidan foydalanildi.
Teoremadagi (2) va (3), (4) tengliklardan foydalanib,
'~ p. n(p" - p) - 0 munosabatlar o‘rinli bo*lgan holda (g=1-p) '

1 H .{ [} 2
P(S, =k)~ exps— -
( L] ) JZJTHPQ KP{ qu'\P P) }

asimptotik formulani hosil qilamiz va undan

1 1
A:m, q;(x)=ﬁe

belgilashlardan foydalanib, quyidagi natijani olamiz.

2
Natija 1. Agar u:n(p' —p]=k—np=o(n3] bo‘lsa,

X2

2

P(S, =k)=P(S,—-np=u)~p(ud) A.
Ko'p ishlatiladigan belgilashlarga asosan
a[x):o(b(x)], a(x):O(b(x)), X x
munosabatlar mos ravishda
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. a(x} . a(x)
b(x}>0, lim =0, limsu <m
( } =%, b(.t) x_nupb(x
ekanligini anglatadi. Keltirilgan natijalardan
_(k-mp)’

1
JnpgP(S, = k)~ ——e 2
H (,’ ] zﬁe

asimptotik formulani hosil gilamiz va u Muavr-Laplas lokal limit
teoremasi nomi bilan ehtimolliklar nazarivasining asosiy teoremalaridan
hisoblanadi.

Misol. Tog sondagi # =2m +] hayat a’zolaridan har biri boshqalarga
bog'lig bo‘Imagan helda p =0,7ehtimollik bilan to'g'n qaror qabul giladi.
Ko'pchilik ovoz bilan gabul gilinadigan to‘g'ri garoming 0,99 dan kam
bo‘lmagan ehtimollik bilan qabul qilinishi uchun hayat a’zolariung
minimal soni gancha bo'lishi kerak?

Yechish. Tasodifiy miqdor £, =1 bo‘ladi, agar hayatning £ —a’zosi
to‘g'ri garor qabul qilsa, aks holda £, =0 deb hisoblanadi. Agar
S, =&, +...+ &, bo'lsa, biz o°rganayotgan masalaning vechimi

P(S,<m}<0,01

tengsizlikni ganoatlantruvehi » larning toq sondagi qiymatlari qiziqtiradi,
Tushunarliki, qo‘yilgan masalaning yechimi n ning katta giymatlarida aniq
bo‘ladi. Yugonda biz Binomial tagsimotning xossalarini o‘rganishda

{n+1-m)p e P _

(n+l)p—mP(S"_m) 2p—1P(S" =)
taqribiy tenglikni keltirgan edik.
Biz o'rganayotgan masala uchun

‘el o 1 - fpl-2
p =3 H(ZJ_ 2ln4p(l p), H(z)ln .

Teorema 1 ga asosan

SR A
£_ |2 exp{ [;]4.';;{')} JE;IT___S( ap(i-p)) =

2p—| 2 2p-Wrn

=0,915 0,84}2
;ﬂ( )
Oxirgi munosabatming o‘ng tomonidagi
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1 n
a(n) 0,915$(0,84)2
ifoda monoton kamayuvchi funksiya bo‘ladi. Endi a(2}=0,01 tenglamani
yechib, masalaning yechimi bo‘lgan #=33 qiymatini olamiz. Agar
Binomial tagsimotni aniq ko‘rinishi bo‘lgan formuladan foydalansak ham,
n=33 javobni olgan bo'lar edik. Bu esa, teorema 1 dagi tagribiy formula
yuqori darajada aniq bo*lishini ko‘rsatadi,

Polinimial taqsimot uchun asimptotik formulalar  Bernulli
sxemasidagi binomial tagsimot uchun isbotlangan lokal teoremalamning
umumlashtirilgan varianti bo*ladi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
p‘=£, H(x]=£x}- lni, x=(x1,...,xd)

L P fi
Stirling formulasidan kelib chigadigan

nl~f2rne™" - n", n—w

asimptotik munosabatdan foydalanib, quyidapi teoremani isbot etish
mumkin.

Teorema. Agar d ta k;,..k; o‘zgaruvchilardan har biri ¢ yoki
cheksizga intilsa,

2

P(S, =k)- (Ema){]-z) 17| eorfonils)

;-.I
pJ.--D
va bu verda &, — k,...,k; o'zgaruvchilardan nolga teng bo‘imaganlari soni.

§ 5.). Muavr-Laplas teoremasi va uning aniq varianti

Q‘zaro bog'ligsiz Bernulli tasodifiy miqdorlarining yig'indisi

S, =& +..+E,

tagsimotini ¢o'rganishni davom ettiramiz. Bu yerda

P& =1)=.=P(E,=1)}=p

P(fl =0 :...=P(§n =0):q =l-p
Agar

'S_‘n _ 5, —np
Gﬂpﬁ'

deb olsak,
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Pla<S, <b)= p3 P(S,-nmp=2z) ()
( ) n@dz(b npg
tenglikka ega bo‘lamiz (a < & lar fiksirlangan sonlar).
Oldingi paragraflarda keltirilgan

x*

&—np i -3
Ly = . x)= e ?
k Tsﬂpq o(x) TZH
1
A2y =A=Z 40" Zm = Nl
belgilashlarni hisobga olgan holda, (1) tenglikda P(S, ~np=z} o‘miga

Ap(z8)=p(zA, }A,, ifodani qo‘ysak,
_ 3
Pla<§, <b}= ¥ p{za)= [o(x)dx
(@<, <t)e T, _ofen)=]

af g <zabtepy
integral yig‘indini hosil qilamiz. Demak, oxirgi taqribiy tenglikdan esa,

r}i_r::aP(a~.<§R<b)=i‘){qci[x):;{.wc='£D[b]—(1)(a] | (2)

munosabat o‘rinli bo‘lishligi kelib chigadi, bu verda
2

1 ox Y

d)(x)— \[2_11'_4: o .

Bu (2) tenglik Muavr-Laplasning integral limit teoremasi deb ataladi
{umuman chttimollar nazanyasida tagsimot funksiyalar uchun isbotlangan
limit teoremalarni “integral limit teoremalar™ deb hisoblashadi).

Quyida biz binomial tagsimot uchun oldingi paragrafda keltirilgan
lokal limit teoremalardan foydalanib, (2) limit munosabaini
aniqlashtirilgan variantini isbot etamiz {(eslatib o‘tamizki, lokal limit
teorema deb, ayrim P(S,=4) ehtimollikiar uchun isbotlangan limit

munosabatlar aytiladi).
Quyidagi belgifashiami kiritamiz;
a= A-np b B—np
npqg Jnpa

bu yerda 4 va A lar butun sonlar.

k] 2
¢ +3ca+_62_

Teorema L. b>a, c=max(ja|,|t}) va p=
bo‘lsin. Agar .
A= ! sl, . psl bo‘lsa, u holda

;Enpq 2 2
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P(45S8,<B)=Pla<§, <b)= J'};o(u).aru(l +8AcH1+28,2)  (3)

vabuyerda |6]<1, i=12.

Bu teorema ko‘rsatadiki (3) ning chap tomoni « va blar katia
bo‘iganda ham, ©(k)-d{a)ga ckvivalent bo‘lishi mumkin. Keltirilgan
shartlar bajarilganda ©(5)-®(a) ayirma 0ga yaginlashishi mumkin va (2}
limit munosabatdagi nisbiy xatolikni o‘rganish qulay bo'ladi.

Isbot: Fng avvalo izohlab o‘tamizki,

[z|=|k~np|<c\[;£ tengsizlik bajarilganda oldingi paragrafdagi
teoremani shartlari bajariladi. Hagigatan ham,

o - e %min(p,q)
tengsizlikni o‘rinki bo*lishi uchun
npg 1

ko< =

tengsizlik bajarilishi yetarli bo‘ladi va oxirgi tengsizlik 2—1— bo'lganda
bajariladi, lekin p s%ekanligidan

2

tengsizliklarni olamiz. .
Shunday qilib, :
ajiapg <z < bm
tengsizlikni qancaflantiruvchi har qanday kuchun oldingi paragrafdagi
teoremadan foydalanib, quyidagi tenglikni yoza olamiz:
P(4sS,<B)= ¥ _ P(S,=k)=
a@awbﬁ

b))

| L1
<(e-1) <z tengsizlik
o‘rinli bolgani uchun (4) formuladagi qoldiq had (bunda zA=c)

2
exp{ﬂ(-c;—b+cﬁ +%}—1
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3 2
<28 fiﬂ‘-+m+-a—— =20p.
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I)enﬂaks '
p{4sS,<B)= I p(z8)a(1+26,0) {5)
aszi<h

va oldingilardek |6|<1.
Endi (5} tenghkning o‘ng tomonidagi yig‘indini o‘rganamiz. Har
ganday differensiallanuvchi ¢(x) funksiya uchun
Ag x)— j ofu)du
2

Lekin pfx)= U%r'e__z bo'iganda,

S—— max )qa u)) {6)

2 xsusx+a

¢'{x)=—xp(x)
va p{u) ning [x,x+A), |x<c oraliqdagi eng katta giymati, shu oraliqgdagi
2
eng kichik giymatidan exp{ca+£-} ko'paytuvchiga farq giladi, xolos.

Shuning uchun ham |x|<c bo‘lganda (6) tensizlikka ko‘ra,

1 4l A’
S%ea3+ 2 min q:(u)S—A—CeCM 2 ﬁf @lu)du.

XSuSK+A

ao(x)- 1 p(u)du

L A
Endi C&+&_<]+l ec‘-2 <2
2 2 8%

tengsizliklarni hisobga olib,
x+4
o(x)s | @(u)du(l+8ac), 6l <1

munosabat o‘rinh  ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Oxirgi va (5)
formulalardan teoremaning isbati kelib chigadi.

§ 5.4, Binomial tagsimotni Puasson tagsimoti bilan
approksimatsivalash haqidagi teoremalar

Biz vuqorida npg yetarli darajada katta bo'lganda, Muavr-Laplas
teoremasi binormal tagsimol uchun yaxshi approksimaisiva fermulalan
mavjudligini tasdiq etishini ko‘rgan cdik. Agar p va g lar fiksirlangan
musbat sonlar bo‘lsa, npg son n bilan bir vaqtda kattaiashib boraveradi.
Lekin, masalan p=0,001, n = 1000 va mp=1 be‘lganda, nima qilish

kerak degan savol o'z-o'zidan yuzaga keladi. Bu holda n vetarli katta
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bo‘lgani bilan Muavi-Laplas teoremasini qo‘llash hech ganday ma’noga
ega bo‘lmaydi. Bunday hollarda binomial tagqsimot

P(S,=k)=Cip'¢" 5 0<k<n
uchun Puasson tagsimoti m, yaxshi approksimatsiya formulasi bo‘lar ckan.
Eslatib o‘tamizki, Puasson tagsimoti

&
At
my [B)= E Ff Ar A =D
bekel ™

Teorema 1. Har ganday B to‘plam uchun
2
IP($, € B) - (B) < "? A=np

Bu teoremani P{S, = k) uchun keltirilgan formuladan foydalanib,
lokal limit teorema sifatida isbot etish mumkin. Lekin, teoremaning
ishotini ehtimolliklar nazariyasida ko‘p qo'llaniladigan “bitta ehtimollik
fazosi metodi™ bilan keltiramiz. Bu metodning asosiy g‘oyasini tushunish
qivin emas; 5, tasodifiy migdor aniglangan ehtimollik fazosi (52 7, P} da,
shunday S, tasodifiy migdorlar aniqlaymizki, ular S, ga mumkin gadar
yaqgin bo‘lib, S, Puasson tagsimotiga ega bo‘ladi.

Keltirilgan “bitta ehtimollik fazosi metoedi” qo‘shimcha giyinchiliklar
yuzaga kelmagan holda, har xil tagsimlangan tasodifiy miqderlar uchun
umumlashtirilishi mumkin. Bu holatdan foydalanib, har xil tagsimlangan
Bernulli tasodifiy migdorlari uchun umumlashgan teoremani keltiramiz va
undan teorema 1 xususiy hol sifatida kelib chiqadi.

Shunday qilib, faraz qilamizki &, ....§, Bernulli tasodifiy miqdorlari

%=1, 1-p;
o‘zaro bog'ligsiz va §,=§ +...+&, bo'lsin. Quyidagi teorema

P(8, =k) ehtimollikni, p, lar kichik, » = i:pj yig'indi, esa “l bilan
j=1
taqqoslanadigan™ migdor bo‘lgan holda, baholaydi.
Teorema 2. Har ganday B to‘plam uchun
IP(S: € B)-my(BY <Y p; .
1=l
Teoremaning isbotiga o‘tishdan oldin, Puasson tagsimotining muhim
bo'lgan xossasini keltiramiz.
Lemma. Musbat va butun qiymatl: bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar #
va n; mos ravishda =, va , Puasson taqsimotiga ega bolsalar, w + 7,

yig'ndi my . tagsimotga ega bo'ladi.
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Isbot. Hagigatan ham, to'1a ehtimollik formulasiga asosan,
&
Plpy+m=k)=2 Pim=j)P(m=Fk-j)=

3=0
k2 k-7 3 .. ,
=3 e e = Y S =
=0 J —Jr : =0
k
At d) e
k! )

Tearema 2 ning isboti. ¥ =[0,1} oraligda aniglangan bog‘liqsiz
w,--owy, tasodifiy miqdoriar, shu oraliqda tekis taqsimoiga ega bo'lsin,
ya'ni har bir w; ni {0,]] oraligda aniqlangan koordinat funksiya
{€{wy)} = w;) deb tushunish mumkin. Demak, w = (iy,..., &y, ) vektomi

" =[0,1]x...x[0,1] = [0,1]"
n o‘lchovli kubda aniglangan va unda tekis taqsimlangan deb qabul gilish
mumkin.

Endi 9" da ¢; va ¢, tasodifiy migdorlami quyidagicha aniglaymiz:

0, w; <1=py

Ej(w):{l w. >1—p,

r W= i
bo'lsa,

0, w,<e ™,
g W= {k S :
Zhw; € {ﬂk—liﬂk)

bo‘lsa,

= Ee_"f@‘i k=012,
— m!’ b

Keltirilgan va konstruktiv ravishda aniglangan tasodifiy migdor £, (w) lar
bog‘ligsiz va har biri Bernulli tagsimotiga ega, 5; cw tasodifiy migdorlar
ham bog'ligsiz {chunki w; lar bog'ligsiz) va ulardan har biri T, Puasson
tagsimotiga ega bo'ladi. Qayd qilib o'tamizki, 1-p; < e ™ bo‘lgani
uchut, & < = £ () agar
w, €1 —pj,e_p"]u[evp" +pe 7
bo‘lsa. Demak,
P(EJ = 'f;] = (C.—pj -1+ P,) + (1 _ B_Rf - P_,-e'pj] =

=p{t-c )<y
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Endi 5, =>¢ ; deb belgilasak, lemmaga asosan bu yig‘indi =, Puasson
=l

taqsimotiga ega bo'ladi. Oxirgi tengsizlikdan

Ul =¢)

;
< i‘P(ﬁj = fj‘] < i?f
=l i=l

Quyidagi tenglikni yoza olamiz: .
P(S,cB)=P(8,€B, 5, =5,)+P(5,€B,5,=5)=

= P(S € B)-P(S,€B,8, =8} +P(S,€85,=5)
va bundan

P(s, =8)<P <

|P(5, € B)-P(s, € B) <
S’P(s; €B, 5, =5,)-P(5, €88, =S5,)

1 T

7=l

<

Teorema 2 isbot bo*ldi.

Izoh. Yig'indi 5, va S, larni boshqa (teorema 2 ning isbotidagisidan
farqli) bitta ehtimollik fazosida aniglash mumkin va undan P(S, € B}
tagsimot uchun Puasson approksimatsiyasi yanada anigroq bo‘ladi,

Hagiqatan ham, bog'ligsiz tasodifiy migdor .E; tw) lar parametrlari

= —ln(l -5)2 7,
bo'[gan Puasson tagsimeotiga ega bo'lsin. Bu holda,
Pl =0)=e" =1-p. j=12..n,
va £ (w) = min (1,_ E;(m) deb olsak, bu tasodifiy miqdor parametni p;
bo‘lgan Bermulli tagsimotiga ega bo‘ladi. Oxirgi jumladan esa,

[0t =5 )] Er(g 23)-
j=1

J=l

M

= (1 —e T - rje_’})
F

ekanligini olamiz.
Endi r = —In{l — p) bo‘lganda,
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1_8_,-_m—r=p+(]—p)ln(1—fp)sp+(l_p)

2
D
—p-E2|<
7).
2
Sp—(l+p)

tengsizlik o‘rinli bo‘lishini eslatlb o'tamiz. Demak, keltirilgan Puasson
approksimatsiya uchun :

(S :S) Ep}(l+p3)

va Az-Zln( pJ) deb olsak
i=l
takrorlab

,\>sz , yuqotidagi mulohazalarni

J_

|P(S, € B)— =, (B) < ij(1+p,)

bahoni olamiz.

Keltirilgan baho (“ozgina siljigan parametr” bilan) tecrema 2 dagi
bahodan yaxshirog va keyingi ehtimollik fazosida £, < ¢ 5 8, < S bo'lih,
P(S, 2 k) < P(8, 2 k) = 7, ([k,00)).

Yana ¢ tasodifiy miqdorlar bir xil tagsimlangan holga gqaytamiz.
Isbotlangan teorema 2 dan Muavr — Laplas tipidagi lokal teoremalarni olish
uchun bu masalani boshgacharog qo‘vishga to'g'ri keladi. Hagigatan ham,
np miqdor n katta bo‘lganda chegaralangan bo'lishi uchun p = P(g =1)
ehtimollik nolga intilish zarur bo‘ladi. Demak, np ~ A muncsabatga
(0 < A< o0} fiksirlangan bitta tasodifly migdorlar

§1:625-
ketma-ketligini o°rganish bilan erishib bo*lmaydi.

Shuning uchun quyidagi tasodifiy migdorlaming seriyalari ketrna-
ketligini o‘rganishga to‘g'ri keladi;

3N

£,

&n]‘EnZ""!‘Enn
bu yerda birinchi indeks seriya nomerini, ikkinchisi esa seriyadagi
tasodifiy miqdor nomerini anglatadi. Keltirilgan jadval tasodifiy
miqdorlaming seriya sxemasi deb atalib, u *“uchburchak™ ko‘rinishida
bo‘ladi (n —seriva n ta tasodifiy migdorlardan iborat).
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Faraz gilaylik, n —seriyami tashkil etuvchi £, tasedifiy migdorlar
bog'ligsiz bo‘lib Bernulli tagsimotiga ega bo'lsin:
Lo

= k=]2,_.
€ﬂk 0‘ ]_Pn 1oy Th

va 8, = £, + ..+ &, deb beigilaylik.
Puasson teoremasi. Agar n — oo da np, — A > 0 bo'lsa,
P(8, = K) = 7, ({K)). D
Bu teorema yuqoridagi teorema 1 ning natijasi bo‘lib, bu holda B = {k}
to‘plam bitta manfiy bo‘lmagan butun sondan iborat va
LA

m ({kh) = e

- Keltirilgan teoremaning isbotini bevosua

P(S,=k)=Cipigy ™", 0<k<n
formulasidan olish ham mumkin:
P(§,=0)=q) = e I0-rn) o=t
P(S,=k+1) n—k p A
P(S, =) k+1 1-p, k+1
Demak, » — oc da

P(s, =k+l]~}€~'\—P(S = k).

Bu rekkurent limit munosabaini & ga nisbatan takrorlab,
A
P(S, -k}~-—P(s = 0)~ e >
(1) asimptotik formulaning leOtlm olamiz.
Teorerna 2 dan &, tasodifiy migdorlar bir xil tagsimlangan bo‘lmasa
ham, ular 0 va | dan fargli qiymatiari gabul gilgan umumiy helda ham,
Puasson teoremasining analoglarini keltirib chiqarish mumkin.

Natija. Bog'ligsiz £,,&,1,---,&n tasodifiy miqdorlar ehfimolliklar

tagsimoti
= P&y =1)
quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

mf‘xpnj_’os an_;_*‘x>0
1 j=1
P&y = 0) = L= py; +o(pyy)
u holda (1) asimptotik formula o'rinli.
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Bu natijaning isbotida teorema 2 dan va
PIU{&,,J- 0.6, =1} £ To(s,) = olt) @
3 j=1

=1
munosabatdan foydalaniladi. Bu yerdagi (2) tengsizlik £,; tasodifiy
migdorlar 1 ga yaqin ehtimolliklar bilan faqat 0 va 1 giymatlami qabul
gilishini ko‘rsatadi.
Keltirilgan natijalar qatorida teorema 1 va 2 lardagi kabi (har qanday
B to‘plam uchun)

lim P(8, € B)=m, (B) (3)

ko‘rinishdagi limit teoremalami isbotlash mumkin. Agar np® — ¢ bo‘lsa,
teorema 1 shartlarida {3) limit munosabat np — oo bo‘lgan holda ham
o‘rinli bo‘lishi mumkin. Bir vagtning o‘zida np — oo bo‘lgan holda S,
yigiindi tagsimotini Mvavr-Laplas teoremasiga asosan normal tagsimot
bilan ham approksimatsiyalash mumkin, chunki bu holda p<g¢ deb
hisoblasak
npyg > %np — 00
Demak, shunday ketma-ketliklar
pe{p: np — 00, n;z:2 -40}

mavjudki, ular uchun normal va Puasson approksimatsiyalari bir vaqtda
o'rinli bo*ladi.

Teorema 2 dan xulosa qilish mumkinki, Puasson tecremasidagi
yaginlashish tezligi »~' migdor bilan aniglanadi va

2
P(S, =0)—m = "R A ;\—e')‘
i

munosabat o‘rinli ekanligidan bu bahoni yaxshilab bo‘lmaydi.

Endi Puasson teoremasidagi (1) asimptotik munosabat % va X
laming quyidagi

k=o(n??),  A=ofn??), (k-N=o(v®) (¥

giymatlarida ham saglanib qolishini ko‘raylik.

Hagiqatan ham,
P(S, =)= ChpF(1—pyt = 20= 1)..}.‘:(:: SLEDY B
&
= S et =g

Demak, &£ va X lami keltirilgan qiymatlarida
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e(nk)y=1In

N I (LU,

ckantigini isbotlash kerak be‘ladi. Biz (4) dagi qoldiq hadining kamayish
tartibi bahosini ham keltiramiz va quyidagi tenghk to‘g'ri ekanligini
isbotlaymiz:

T 343
e(n k)= EZEZAN | | K +2 (5)
2n 7
va undan foydalanib,
k—(k—-2A k3+)\3
P(S, =k) =1+ (M 1o m {{k})

tenglikni hosil qilib, £ va A laming o'sish tartlbi (*) munosabatlami
qanoatlantirganda Puasson teoremasining isbotini olamiz.
Endi (5) munosabatni isbotlaymiz. Agar o — 0 da

2
_ o 3
111(1—(1)—*—0“74'0((1 )
ekanligini hisobga olsak (4) va (5) limit munosabatlar quyidagi

tengliklardan kelib chiqadi
S S Bl_kk-1n  [F
Inf1-2 I o|% o=
?‘:} n[ En [n ] an * n?

fl

{n— k)n(l —p)‘+np = (n—k)[—p—%+0(p3)

/\3
n ]
Aytib o‘tilganlardan xulosa qilsak, binomial tagsimotning asimptotik

analizida normal tagsimot (Muavr-Laplas teoremasiy va Puasson
tagsimotlari muhim ahamiyatga ega bo'lar ekan.

2
Zn n

§ 5.5, Bernulli sxemasi uchun ba’zi muhim teoremalar

Bernulli sxemasida yuzaga keladigan binomial taqsimotning
asimptotik xossasini o‘rganishda
H{x)= x]ni+(l - x)In 1=x
p 1-p
funksivaning roli muhim ekanligini oldingi paragraflarda ko‘rib o‘tgan
edik.
Oldingi paragraflardagi kabi
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P(5,=k)=P(& +& +..+ &, =k)=Clpig™™,
&,rby LAt esa, 0'zaro bog'ligsiz bir xil tagsimlangan Bernulli tasodifiy
migdorlari, ya'ni
Pl =N)=p. P(§=0)=g=1-p.
Quyidagi teoremada keltirilgan tengsizliklar binomial tagsimot
parametrlarining har qanday qiymatlarida o‘rinli bo‘ladi (demak, nva
plaming ixtiyoriy qiymatlarida).
Teorema. Har qanday z uchun

P(s, —npzz)Sexp{—nH[p +£J},
K

P(S, -np ﬁ—z)gexp{—nH(p—i)}. : n
H
Isbot: Agar tasodifiy migdor £ > 0bo‘lsa, '
P(&zx)= P(e‘l‘: ze'u)Se_hEe”, A>0
tengsizlik o'rinli bo‘ladi va unda & =S, deb qabul qilib,
P(S, 2 np+z)se P el ggtSy )

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Tasodifty miqdorlar &,,....£, bog*ligsiz ekanligini hisobga olib,

et = ﬁ e
k=1
tenglikdan quyidagilarni yoza olamiz.

Ee™ =£[I Ee?% = (pe‘l + q)" = [l-l-p(e" —1)]” .

demak, (2) ga asosan
—i(pra)]’ z
P(S,> np+z)$|:1+p(e?’1 —l)e (e ]] ,oa==.
Qxirgi tengsizlikdagi kvadrat qavs ostida mrgan ifoda
(1) = gl (erall
funksiyaga teng va y{1)
e-i(pd-l:l}‘ p(ei _l)e—lfp-ﬂx]

qavariq funksiyalarning yig'indisi sifatida A ning qavariq funksiyasi
bo‘ladi. Bu funksiyaning eng kichik (minimum) giymatini beradigan
A = A{) nuqta

_{p-l-a){l‘l»p(ej‘ —1))+ pe‘l =0
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tenglamani qanoatlantirad.
Aytilganlardan kelib chigadiki

e.l.(a] - (P + a)‘i'

plg-a)
pra
May _ 1\ -Happea)]_ g | Pla-@){ _
[]+P(e l)e } q—al:(p+a)q}
_ pPre gt e e {* M P fo—a mﬂ}z
(p+a)p+ﬂ(q__a)q—ﬂ € p (p a)n p (q ) q

=exp{-H(p+a)}.
Tengsizlik (1) ning birinchisi isbot bo*ldi, ikkinchisi esa birinchisidan kelib
chigadi (agar biz uni yuzaga kelishi mumkin bo‘lgan nollar soni uchun
tengsizlik deb qarasak).
Bevosita

Hp)=H{p)=0, H()=1rmy

tengliklarga ega bo‘lamiz. Funksiya [0,1] oraliqdagi minimum qiymati
x= -12- nugtada bo‘lishligini e’tiborga olsak,
H(x)=4
Demak, pning har ganday giymatida
\ 2
H(p+a_]24-%~=2a2 )
Oxirgi (3) tengsizlikdan (1) tengsizlikdagi x har bir ehtimollik
exp{—2zzfn}
dan katta bo‘lmasligiga ishonch hostl gilamiz.
Isbotlangan (1) tengsizliklami yuqorida keltirigan Muavr-Laplas
ieoremasi bilan taqqosiash nchun birinchi tengsizhikni
(S, . N
P(—"zp ]Sexp{-nh’{p ) =2
o "
ko'rinishda yozamiz. Bevosita tekshirib ko*rish mumkinki, z:o(ﬂm}
bo'lganda

2 .
-nH(p+—z~J=- z + o), =W, et
n 2npg '
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Bu munosabat (3) tengsizlikni hisobga olgan holda, teoremadagi (1)
tengsiztiklar Muavr-Laplas teoremasiga yaqin asimptotik munosabatlar
ekanligini bildiradi.

Misol va masalalar

1. Fakul'tetda 500 ta talaba bor. Talabalardan k—tasi uchua 1 sentabr
tug‘ilgan kuni bo“lishi ehtimolini toping. Bu ehtimollikni £ =0.1,2,3
bo*lgan hollarda hisoblang.

Javaob: p, =0,2541; p ~0,3481; p, =0,2385 p, =0,1089;

2. Aloga tarmog'iga 1 minutda o‘rta hisobda 120 ta chaqiruv kelib
tushadi. Quyidagi hodisalar ehtimolligini toping:
A=1{2 sekund davomida birorta ham chaqiruv bo*lmaydi}.
B={2 sekund davomida 2 ta dan kam chaqiruv bo‘ladi}.
Javob: P(4)=0,135, P(B}=~0677

3. 500 betdan iborat qo‘lyozmada 1300 ta xatolik mavjud. Bir betda
uchraydigan xatolikning eng ehtimoliy somi va bu sonning
ehtimolligini toping.

Javob: 2 ta, p=0,251.
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VI BOB. TASODIF1Y MIQDORLAR VA TAQSIMOTLAR
KETMA-KETLIGINING YAQINLASHISH TURLARI

VI bobuni o'qib chigish natijasida:
- Tuasodifiy migdoriar ketma-ketligining ehtimoliik, I ehtimollik bilem,
(v)-tartibdagi o ‘rta ma ‘noda vaginfashish turlari.
- Tagsimotlarning sust yaginlashishi va uni metrizatsivaiash
masalalari
hagida tasavvurlarga ega bo‘linadi;
- Tasodifiy migdoriar ketma-ketligi vaginlashish turlarini
taggosiashni.
- Tagsimotlar fazosi ayrim olingan vagintashish wrlariga nisbatan
kompakt 1o ‘plam b lishini.
- Ehtimoliikiar nazariyasida sust yaginlashishning ko ‘prog
go Hanishini
bilish va amalda qo‘llay olish;
- Ehtimollik va | ehtimallik bo ‘vicha vaginlashish turiari katta sonlar
gonuniga tatbiglarini.
~  Sust vaqinfashishni markaziy limit teorema bitan bog ‘liq ekaniigini.
- Sust yaginlashishda tagsimotni aniglovehi funksivalar sinflarini
topishmi
o‘rganib olish mumkin.

§ 6.1. Tasodifiy miqdorlar yaqinlashuvi

Ehtimolliklar fazost (2.7, P) da {£,,»21} tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi va tasedifiy miqdor ¢ aniglangan bo'lsin.

Ta’rif 1. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi l£,. 21} ehtimollik
bo'yicha £ ga intiladi deyiladi, agar har ganday = >0 uchun

Ple, ~£> )0, nooo.
Ehtimollik bo'yicha yaqinlashish
E—L3E now

ko*rinishida belgilanadi.

Keltirilgan ta’rifda {£,, nz 1} ketma-ketlik va tasodifiy miqdor £ larni
bitta ehtimollik fazosida aniqlangan bo'lishi talab qilinadi.

Ta'rif 2. Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi {¢,.»>1} tasodifiy
migdor ¢ ga bir ehtimollik bilan yaqinlashadi deyiladi, agar &, (e) - &{w)
vaginlashish n— o da @<Q bo'lgan deyarli hamma nuqtalarida ofrinli

136



bo'lib, yaqinlashish buziladigan nuqtalar to'plami ¥ c 0 uchun P{¥)=0
‘Isa.
bo Bu yerda ham &, ¢ dagi kabi, tasodifiy migdoriar ketma-ketligi
va limit tasodifiyv migdor bitta ehtimollik fazosida anmiglangan deb
hisoblanadi.
Agar {£n21} tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bo*lsa,
4 =1, ketma-ketlik £ ga yaqinlashadi; =
= {im &, = £} fo: £, {w)> (o)

hodisani ko'ramiz. Haqgiqatan ham, 4= hodisa ekanligiga ishonch hosil
gilish uchun uni

A =ﬁUﬁ{m:[§,,(m)—§(w]s-:j}

k=l N_1nzN

ko‘rinishda yozish mumkinligini eslatib o‘tish yetarli bo‘ladi: bu yerda
x [
sl 1
=N

hodisa ¢, | s% tengsizlik hamma # 2 N uchun bajarilishini

B, = U ANJ;
J\r=1

hodisa shunday N natural son mavjud bo'lib, |&, - £] g% tengsizlik n2 N
bo‘1ganda bajarilishini,
N &
k=1 .
hodisa esa hamma & natural son uchun, shunday N >[I mavjud bo'lib,
nzN bo'lganda, lﬁ,,—é]ii tengsizlik bajarilishini, ya'ni lim& =&
ba‘lishini ko*rsatadi.
Aytib o‘tilganlarga asoslanib, | ehtimollik bilan yaqiniashishni
quyidagicha ta’riflash mumkin. :
Ta'rif 2'. Agar
) rd 0w «@ ]
P(A)=P(lim&, =;)=p[n Un {]g,,-g,sﬂ]:l
k=l Nzin=N
bo'lsa, tasodifiy migdorlar ketma-ketligi {£,, n21} tasodifiy migdor £ ga
1 ehtimollik bilan yaqinlashadi deyiladi va uni
P(£, —»&)=1 yoki P{lim&, =£&) =1
ko‘rinishida belgilanadi.
Quyidagi uncha murakkab bo'lmagan mulohazalar 1 ehtimollik
bilan yaqginlashish mohtyatini ovdinlashtiradi.
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Agar

i)

bo‘lsa, hamma # lar uchun P(B,})=1 va aksmcha bamma & lar uchun

P{B;)=1 bo‘lsa,
P[HB,,]=1
k=l

Demak, 1 ehtimollik bilan £, — & bo'lishi uchun,

o8l

tenglik bajarilishi yetarh va zaruny bo'lar ekan. Yuqoridagt
°° 1
A = ~&flg—
Nk nDN{lén 5( k}

hodisalar  ketma-ketligi monoton kamayuvchi (4, ¢ 4y,) bo‘lgani
uchun, ehtimollikning uzluksizlik xosgasiga agosan (1) bajarilishi uchun

lim P(dy )= lim P[ {|¢ -&|< }]
munosabatning hamma £ lar uchun o‘rinli bo‘lishi yetarli va zaruriy shart
bo‘ladi.
Oxirgi munosabatda % ni ixtiyorty £ >0 bilan almashtirish mumkin.
Demak, quyidagi teorema o'rinli ekan.
Teorema 1. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {£,,n>1} tasodifiy
migdor & ga | ehtimollik bilan yaginlashishi uchun

im P A =&= =1
fm{ B f-sl<)
munosabatning (har ganday £ >0 bo‘lganda) bajarilishi yetarli va zaruriy

shart bo‘ladi.
Izoh. Quyidagi tengsizlik

2. ¢1<£)>P[ Nt ¢|<s}]
o‘rinli ekanligidan £, ni | ehtimoilik b1lan & ga intilishidan, uni & ga
ehtimollik bo‘yicha, yaginlashuvi kelib chiqadi, chunki bu holda,
Plg,-&>€)=1-P(i5, & <) >0, now
Natija 1. Teorema | ning sharti har ganday ¢ >0 uchun

tm 7§l -]>2} -0 W
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tenglik bajarilishiga teng kuchli bo‘ladi.

Endi quyidagi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini kiritamiz.

& =suplé; — &
kxn

Bu holda teorema 1 ni guyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

Teorema 2. Ketma-ketlik {£,,»>1} 1 ehtimollik bilan £ ga intilishi
uchun

& LN

munosabatlar bajarilishi yetarli va zaruriy shart bo*ladi.

Hagqigatan ham,

(¢a>el= U o ~£l> 5} 2

tenglik o‘rinlé bo'lib, teorema 2 ning isboti (1) va (2) munosabatlardan
kelib chigadi.

Yugqorida biz (é,, -—-P—a»§) limit munosabatdan P{lim&, =&)=1
tenglik kelib chiqmasligini ko‘rgan edik. Lekin ehtimollik

P(, 4> <)

nolga ma’lum tezlik bilan intilsa, {£,,n21} ketma-ketlikni & ga |1
ehtimollik bilan yaginlashuvi mumkin bo*ladi,

Teorema 3. Agar har ganday & > 0 uchun

§1P(I€H-§|>8)<°° : )]

bo‘lsa, P(lim¢&, =¢)=1.

Bu teoremaning isboti

A 0 fka-t1>}J< 5 P(-dloe)

ekanligidan va (1) tenglikdan kelib chigadi. Lekin (3) munosabatdan
P(|&,-¢|>€) ehtimollikni nolga qanday tezlik bilan intilishi to*g‘risida
biror xulosaga kelib bo‘lmaydi. O‘quvchi {&,,n21} ketma-ketlikning £ ga
1 ehtimollik yaginlashuvi o‘rinli bo‘ladigan, lekin £(|&, - &> ¢) ehtimollik
0 ga xohlagancha sust intiladigan ketma-ketliklarga misollar topishi
mumkin.

Keltirilgan teorema 3 dan quyidagi natijani olamiz.

Natija 2. Agar £, — ¢ bo'lsa, shunday {gﬂ*,kzl] qism ketma-
ketlik mavjud bo‘ladiki, uning uchun

P(limg, =&)=1.
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Bu natijaning isboti ham oson, chunki », sifatida shunday indekslarni olisy,
mumkinki, ular uchun

1
P(|§,,—§|:»s]sF

tengsizlik bajariladi.

Teorema 3 dagi (3) shart munosabati bilan ehtimolliklar nazariyasida
1 ehtimollik bilan tavsiflanadigan xossalami o‘rganishda asosiy mezon
bo‘ladigan quyidagi Borel-Kantelli lemmasini keltiramiz.

Aytaylik,

A, Ay A, ...
hodisalar ketma-ketligi bo‘lsin. Bu ketma-ketlikdagi hodisalardan cheksiz
ko*p ro‘y berish hodisasi
limsup 4, = limA, ={ A4, cheksiz ko' p n uchun}.
Borel — Kantelli lemmasi. Quyidagi munosabatlar o*rinli:

A) Agar EP{A") <w bo'lsa, P(4,,chk)=0.
=l

B) Agar E P(4,)=® va A, ..., hodisalar bog'ligsiz bo'lsa,
=l

P{4,,chik)=1
Isbot.
A) Ta’rif bo‘yicha,

-4 4

oxirgl ehtimoliikning uzhuksizhk 1ossasiga asosan,

P(A,,,ch.k)=P(ﬁ 0 A,]: Em P[ 0 A*)s
HE k=x

r=lk=n

< lim 3. P(4;).
R e
Oxirgidan A) xulosa kelib chigadi.
B) Agar 4, 4,,..., hodisalar bog'ligsiz bo‘lsa, 4, 42,... hodisalar ham

bog’ligsiz be‘ladi. Bu holda har ganday ¥ = r uchun

N — Ll —_

P( N A¢)= T P(4)

k=n k=n

va bu tenglikdan

p[ﬁzk} i P(:) @
k= k=n
to‘g‘ri ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin emas.
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Bu yerda
log(l-x)<-x, 0<x <l
elementar tengsizlikdan foydalansak,

logkfj"(l—P(A,,)):Jeglcg[l—P(Ak)]s

<-3 P(A)=—»
k=n

P[ﬁ};]ﬂ:

k=n

Demak, har ganday » uchun

va P(A,.chk)=1.

lemma isbotlandi. _ o
Natija 3. Agar 4; ={@:[¢,(©)-£(w) <=} bo'lsa, (3) shart bajarilgan

holda har qanday z > 0 uchun

EP(A:)::«J, £>0

n=l

qator yaqinlashadi.

Demak, Borel-Kantelli lemmasi bo'yicha

P(4°)=P(iimds )=0, £>0.
Demak, quyidagi mantiqiy implikatsivalar o‘rinli;
iP[]g, ~f|ze)cw, &30
= ;(IA“)=0, >0 P{E, 4 £)=0.
Natija 4. Musbat sonlar ketma-ketligi , | 0. n >« Agar

i_;P(i.:,-glzg,)m

bo‘lsa, P&, - £)=1.

Hagigatan ham,

4,={¢,-¢|2e,)

bo‘lsin. Borel-Kantelli lemmasi bo‘yicha, P{4, cak)=0. O‘z navbatida
oxirgi tenglikka asosan deyarli har bir elementar hodisa w<f2 uchun
N=N(e) natural son mavjud bo'ladiki, »2N(e) bo‘lganda | ~¢|<s,.
Lekin &, { ¢, buning oqibatida ¢ (@) — £ (@) deyarli hamma o 2 uchun.

Ta’rif 3. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {&,r#21} tasodifiy
miqdor £ ga r-tartibli o'rta ma’noda yaginlashadi deyiladi, agar

Elt -& —u, "n—yw
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bo'lsa. Bunday yaqinlashish

E i now
ko‘rinishda belgilanadi. '
Chebishev tengsiziigiga binoan,
E _£’
Pl -gl>e)s Zod

Demak, - tanibli o‘rta ma’noda yaginlashishdan ehtimollik bo‘yicha
yaginlashish kelib chigar ekan ({5, —s¢)= (¢, —2¢)). Lekin, ehtimollik
bo'yicha yaqginlashishdan o*rta ma’noda yaginlashish kelib chigmaydi.
Misol 1. {0, 3, P) ehtimollik fazosida
Q=[0,1], F=B[0,1], P-Lebeg o'lchovi,
berilgan bo‘lsin. Bu fazoda

l
", Gcme—

& (o)= .

0, o —
"

tasodifiy migdorlar ketma-ketligini aniglaylik. Bu {£ , n>1] ketma-ketlik 1
ehtimollik bilan (demak, ehtimollik bo‘yicha) nolga intiledi. Ammo

E'@_T:i-—»m Ry .
fl

Misol 2. r —tartibli o°rta ma’noda yaginlashishidan 1 ehtimollik bilan
yaqinlashish kelib chigmaydi, ya’ni
e g ) (g i),
Hagigatan ham {c.r>1}- bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma—ketligi
po‘lib,
P =1)=p. P(s.=0}=1-p,.
Bu holda,

[;,——)"’ ﬂ}aip”—bﬂ}, ">,
(&.—0) = {p, =0}, nw,
(P(t, —0)= 1) [an“”]
Xususan, p, =— bo Isa, £ —tls0, Jekin | ehtimollik bilan &, » £

Quyidagi teorernada qanday shant bajarilganda, 1 ¢htimollik bilan
yaqginlashishdan l-tartibli o'la ma’noda (£, —1s¢) kelib  chigishi
o'‘rganiladi. .

142



Teorema 3. (&, »21]~ manfiy bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi bo'lib,
P&, = &)= EE + EE<mw,
bo'lsin. Bu holda, Eiéﬂ—.ﬂ—)ﬁ, n—ran.
I[sbot. Keltirilgan shartlar bajarilgan yetarli katta » lar uchun ££ <o
bo‘ladi. Shuning uchun ham
E|S,-&|=El 8| = E(§ &, ) e, + :
+E(8,-8)1, o =2E(E=&, ) e +E(&,-E) )
Lekin ,
0< (5—4’,)!!&” <&
Oxirgidan va P(&, —¢&)=1 ekanligidan
’ tim(£ -2, )4;,.,, =0 (6)
(kitobning ilovasiga qarang).
Endi teorema 3 ning isboti (5} va (6) munosabatlardan kelib chiqadi.
Izoh. Biz foydalangan (6) temglik P(¢ —¢)=1 sharmi, ehtimollik
bo‘yicha yaginlashish (¢, —e—~¢) bilan almashtirsak ham o‘rinli bo‘lib
golaveradi.

§ 6.2. Taqsimotlar yaqinlashishi

Oldingi paragrafda biz bitta (0,7 ) chtimollik fazosida aniqlangan
tasodifiy miqdorlar yaqginligining uch xil turini o‘rgandik (1 ehtimallik
bilan, ehtimollik bo'yicha va (r}-tartibdagi o°rta ma'noda). Lekin tasodifiy
miqdorlar har xil ehtimollik fazosida aniqlangan {yoki, umuman ulami
qayerda aniglanganligi ma’lum, bo*lmasa). taqsimotiari esa “o°xshash”
bo'lsa, bu tasodifiy miqdorlar “yaqinligini™ qanday tushunish kerak degan
savol o‘z-o‘zidan yuzaga keladi (bu yerda binomial tagsimot uchun
Muavr-Laplas, Puasson teoremalarini eslatib o‘tish juda o‘rinli bo'ladi).
Aytib o‘tilgan vaziyatda tasodifiy migdorlar yaqinligini ulaming
tagsimotlari yaqinligi xususiyatiari orqali ifoda etish muhim hisoblanadi.
Agar tagsimotlar yaqinligining qulay xususiyatlarini topolsak, kerakli
bo‘lgan, lekin hisoblanishi murakkab bo‘lgan tagsimotlarni sodda
tagsimotlar orqali “‘approksimatsiyalash™ imkonivatiga ega bo‘lamiz.
Keltirilgan fikrlar hozirgi zamon e¢htimolliklar nazariyasining “limit
teoremalar” deb ataluvchi bo*limiga asos bo‘lib xizmat giladi.

Shunday qilib, ganday tagsimeotlami “yaqin™ deb hisoblash kerak
degan savol alohida e’tiborga molik masalaga aylanadi. Bu holda, albatta,
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taqsimot funksiyalar ketma-ketligi {#,(x). n21} anig bir tagsimot funksiyasj
F(x) ga intiladi degan jumlaga aniglik kiritish zarur bo‘ladi. Masalan,
birinchi gqarashda ¢, =¢—% va ¢ tasodifiy miqdorlarni tagsimotlar
yaginlashadi degan xulosa tabiiy ko‘rinadi, chunki
supf, (@) (0] - L.
Lekin, bu holda
supl, ()~ £12)
migdorni nolga yaginligini talab etish to*g'ri bo‘lmaydi, chunki bu shartni
F ()= Ple, <)=L, A= Plg <)

taqsimot funksiyalari, agar F(x) funksiya birorta nugtada uzilishga epa
bo‘lsa, ganeatlantirmaydi.

Quyida biz £, ni  Fga vaginligini, ularga mos kelgan tasodifiy
migdorlaming ehtimollik bo‘yicha yaqin bo*lgan holda yuzaga keladigan
vaziyatlamni hisobga oladigan qilib aniglaymiz.

Ta’rif 1. Taqgsimot funksiyalari ketma-ketligi {F,(x)}n21} taqsimot
funksiyasi F(x) ga sust yaginlashadi deyiladi, agar har qanday uzluksiz va
chegaralangan f(x) funksiva uchun

[ (W7, ()= [(aaF () M)
yaqinlashish o‘rinli bo*lsa.

Sust yaqinlashish 7, = F ko‘rinishda belgilanadi.

Agar P,(B) va P(B) (B-Borel to‘plamlari) tagsimot funksiyalari
F,(x)va F(x) larga mos keluvchi ehtimollik tagsimotlari bo‘lsa, £ tagsimot
P tagsimotga sust vaqinlashadi deymiz va uni P =P ko'rinishda
belgilaymiz.

Bu holda {1) ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

[FEIR e} [ radpla),
voki
Ef(L) - EfE), now,
oxirgida P&, e B)= P(B), P(t<B)=P(B) B-Borelto‘plami.

Sust yaginlashishning boshqga varianti quyidagi teoremadm kel.lb
chigadi.
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Teorema. Sust yaginlashish F, =7 o‘rinli bo‘ladi, shu holda va
faqat shu holdaki, gachon F,(x)— F{x} yaqinlashish F(x) ning har bir
uzluksiz nugtasi x uchun o‘rinli bo‘lsa.

Isbot. Avtaylik, (1) muncsabat o*rinli bo*lsin.

Har qanday ¢ >0 uchun uzfuksiz bo‘Igan

l,agar u<x
S Au)=1 chizigliagar u < x +&
0, agar u>x + ¢ bo'lsa

funksiyani ko‘ramijz. Bu holda,
Fs)= [k, (a)S 7, (kA )
yugoridagi (1) munosabatga ::;osan -
ten sup £, (x}< ]‘fs(u}dF(u) € Flx+g).

Agar xeC(F) (F{x) ning uzluksiz nuqtalari to‘plami) bo‘lsa, ¢ ixtiyoriy
musbat bo‘lgani uchun

tim sup F, (x)< F(x).
Xuddi shu fikrlami £, (&)= 7,(« + &} funksiyaga nisbatan takrorlab,

lim inf £, (x)x F(x)
tenigsizlikni hosil qilamniz.

Endi teskari teorema o'rinli bo‘lsin, ya'ni har bir x=c(F) vchun
F,ix}— F(x). Aytaylik, M e c{F) N e cC(F) shunday bo'Isinki, ular uchun
Fl-M)<zss 1-Fl¥}<cels
tengsizliklar bajarilsin. Bu holda, yetarli katta » lar uchun
Fi-M)<erd, 1-F(N)<se/a.

Demak, agar umumiylikni chegaralamasdan [y{x)<i deb hisoblasak,

[l [t ef<era 3)

Jrtckrin)- Jtebrtef<er2,

Endi yarim interval (-um,¥1da zinapoyasimon £.(x) funksiyani quyidagicha
tanlaymiz : F(x) ning uzluksizlik nugtalari 7,(x} uchun uzilish nugtalan
bo'lib,

]f(x]—f,(x]c% bo‘ladi. Yarim interval, (-a,~N] dan tashqarida . (x)=0.
Masalan,
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f.(t]=gf(t;}5,(x}, Xy =Mty = N

va
x, e C{F) bo'lib,
\, agar xe{x;_4,%;
51-(,{): ag I_( F-1 _;]
0, agarx € (xH ,xj-]
Bu holda,

s,
Tekre)- Jrtehrte) <. @

Aytib o'tilganlar bilan bir vageda

JECIES i AR
- :[fs (x)dF(x) n>w

limsup ?de < g+ limsup x'[de 2 + deF 5

litn inf j‘ fdF, 2 liminf [ f.dF, 2 g’de 2 (6)

Musbat son ¢ ixtivorty bo lgam uchun yaqmlashlshnmg (1) ko‘rinishdagi
varianti (5) va {6} munocsabatlardan kelib chigadi.

Izoh 1. Isbotlangan teoremaga asoslanib, tagsimotiaming sust
yaginlashishini (1) ko‘rinishga teng kuchli variantda quyidagicha ta’riflash
mumkin: F£,(x) tagsimot funksiva F(x) ga sust yaqinlashadi, agar
F,(x)» F(x) har ganday xeC(F) o'rinli bo‘lsa. Lekin (1) variant ko'p
ustunliklarga ega. Masalan, u cheksiz o'lchovl fazolardagi ehtimolliklar
tagstmottari uchun yaroqli bo*ladi.

[zoh 2. Teoremaning isbotida ke‘p bo'lmagan sodda ofzgartinshlar
qilib, sust yaqintashishning (1) ko‘rinishiga teng kuchli bo‘lgan quyidagi
ta'rifini keltinsh mumkin: 7, = F deyiladi, agar ayirmalar ketma-ketligi
uchun

F )= F )= Fy)- Flx)
hamma y,x e C(F) uchun bajarilsa.
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Izoh 3. Agar F(x) uzluksiz tipdagi tagsimot funksiyasi bo‘lsa,

Fo>F yaqiniashish
sup|F_(x]—F[_tH -0, ns@
tekis yaqinlashishga teng kuchli bo‘ladi.

Bu jumlaning isboti £, (x)-F(x) yagqinlashishni F(x} uzluksiz
bo‘lgani sababli to'gri chizigning har qanday chekli gqismida tekis
bo‘lishidan kelib chigadi.

[zoh 4. Agar F, va F taqsimotlar diskret bo*lib, umumiy x,x,...x,,..
nuqtalarda sakrashga ega bo'lsa, F, = F

Flx +0)-F{x) = F(x, +0)-F(x,)
yaginlashuvga teng kuchli bo‘ladi. Oxirgida «,,x,.....x,,.. qiymatlarga mos
kelgan ehtimolliklar yaginlashuvi yozilgan,

Ehtimolliklar tagsimoti ketma-ketligi {£,»2>1} berilgan bo'lsin va
unga mos tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

ITT AN
shundayki, ular uchun
P(B)=P(Z, = B), n=12,. 8-Borel to‘plami.
Umumiy holda bu tasodifiy miqdorlarni bitta ehtimollik fazosida
aniqlanishi shart emas.

Tarif. Agar P =p P(£c8)=P(8) bo'lsa, {£,.n21 tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi ¢ ga sust yaqinlashadi deymiz va uni

G4
deb belgilaymiz,

Ko'p hollarda tasodifiy miqdordar  ketma-ketligini  sust
yaqinlashishini tagsimot bo*yicha yaqinlashish deb ataladi.

Tushunarliki, & —£>¢ bo‘lsa, &, —»¢. Lekin (——) dan (—)
kelib chigmaydi. Bu holami quyidagi teorema oydinlashtiradi.

Teorema. Agar & ——¢ (F,= F) bo'lsa, bitta ehtimollik fazosida
¢, va £ tasodifiy migdorlami shunday aniglash mumkinki,

P(g, <x)=P(E, <x}=F, (x)
P(&'<x)=P(e<x)=F(x) ..
bo‘lib,
P&, =& )=1
ya’ni £ tasodifiy miqdorlar £ ga 1 ehtimollik bilan yagintashadi.
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§ 6.3. Sust yaqginlashish belgilari

Oldingi paragrafda tasodifiy miqdorlar ketma-ketligining sust
yaqginlashishi mezonlari keltirilgan edi. Lekin ulardan aniq hollarda
foydalanish davomida qo‘shimcha noqulayliklar yuzaga keladi. Masalan,
¢, ——¢ ekanligini isbotlash uchun

Bf(6 )~ Ef (¢},  m—w
limit munosabatlami hamma uzluksiz va chegaralangan £ funksivalar
sinfi uchun tekshirishga to'g'ri keladi. Amaliyot muqtayi nazaridan, agar
biz bu funksiyalar sinfini sust yaqinlashishini ta’min etadigan qilib
toraytirolsak, seziiarii muvaffaqivatga erishgan bo‘lar edik. Shu magsadda
ba’zi yangi tushunchalar kiritish zaruriyati yuzaga keladi,

Birinchi navbatda ¥ = {#} hamma tagsimot funksiyalari sinfini {G}
funksiyalar sinfigacha, VarF = Fi{+oa}— F(—o0) =1 shartni
Gi—oo 20, Gy <1 talablari  bilan  almashtirish  yoli  bilan
kengaytirishga to‘g'ni keladi. {G} sinfdagi funksivalarni umumlashgan
tagsimot funksiyalari deb tushunish mumkin. Ularni musbat chtimollik
bilan cheksiz giymatlarni gabul giladigan xos bo‘lmagan tasodifiy miqdor
¢ ning tagsimot funksiyasi deb qabul qilish mumkin, ya'ni

G- = Pf=—-2), 1-Gioar = P(£ = oc}
deb hisoblash mumkin.

Oldingilardagi  kabi, G, =G, G, e{G}, GelG} yozuv,
G, (x) — G () har ganday z € € (f7) uchun degan munosabatni belgilaydi,

Teorema 1. (Xelli). {&} sinf = yaqinlashishga nisbatan kompakt,
ya'ni har qanday {G,,n>1}, G, € {G} ketma-ketlikdan yaginlashadigan
{C,, } qism ketma-ketlik ajratish mumkinki, G, = G € {G}.

Natija 1. {G,} da ajratilgan hamma {c, } qism ketma-ketliklar
uwchun G, = G € {G} bo'lsa, G, = G e {G}.

Hamma tasodifiy funksiyalari sinfi 7 ni kengaytirish zaruriyatini
asosiy sabablaridan biri, 7 ={F} kompakt bo‘lmaydi, ya’'ni F, =G
yaginlashish (F, € 7) G ni tagsimot funksiyasi bo*lishini ta’min etmaydi.
Masalan, {F,.n > 1} ketma-ketlikda



1_ . .
yo'lsa, F, = G(m)zieﬂ va mos xo0s bo‘lmagan tasodifiy miqdor ¢

uchun P{§ = +oo) = %

Ammo kengaytirilgan sinfda {G} bilan ham ish ko'rish ba’zi
nogulayiiklar bilan bog‘liq. Birinchi navbatda G, = G, G — ning barcha
nzluksizlik nugtalarida va

ffdG - ffarc n— 00

hamma uzluksiz va chegaralangan f ¢ funksiyalar uchun degan jumlalar
{6} sinfda teng kuchii emas (bunga ishonish uchun (1) misolda /=1

holni ko‘rish yetarli). Ikkinchidan esa [ fdG imtegrallar {G} da
G - funksiyani bir giymatli aniglamaydi. Aytib o'tilgan noqulayliklarni
bartaraf etish uchun quyidagi tushunchalarni kiritamiz.

Ta’rif 1. {Pn, n> I} tagsimotlar ketma-ketligi (yoki tagsimot
funksiyalar ketma-ketligi {Fn, n > l}) zich deyiladi, agar ¢ >0 uchun
shunday N = N (&) mavjud bo‘lib

inf P, ([~N, NP >1-¢ 2)
munosabatlar o‘rinli bg‘lsa.

Ta’rif 2, Uzluksiz va chegaralangan f¢> funksivalar sinfi &
tagsimotni aniglaydi deymiz, agar

ffcmpm ff(.c)dG(.w Fe3 6el{d)

tengliklar har qanday fes uchun bajarilishidan F = G tenglik kelib
chigsa.

Teorema 2. T tagsimotni amglaydigan sinf bo‘lsin. U holda
£ = F Fed tagsimot funksiyasini mavjud bo‘lishi uchun quyidagi

shartlar hajarilishi yetarli va zanur:
1) {F,,n > 1} ketma-ketiik zich,

2) im [ fdF, hamma f €% lar uchun maviud.
—aD .

Tzoh. (2) zichlik xossa {F,,» > 1} ketmna-ketlik uchun
inf(F(N)—-F(-N})>1-¢, >0 N2N©
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ko‘rinishda bo‘ladi.

Teoremaning ishoti. Keltirilgan shartlaming zarurligi  oson
tekshiriladi.

Yetarlilik. Teorema 1 ga asosan {n, }qism ketma-ketlik mavjudki,
uning uchun F, = F € {G}. Lekin tecremaning shartiga asosan [1) shart]
F €7, Haqgiqatan ham, = > N nuqta F uchun uzluksizlik nugtasi bolsa,
ta’'rf 1 ga asosan

Fay=limkE @21-¢.

Xuddi shunga o‘xshash z < —Nlar uchun F) < &, musbat ¢ >0

ixtivoriy bo*lgani uchun

Fl-om =0, F{+z)=1
End: ixtiyoriy yaginlashuvchi qism ketma-kethik F, = G €3 bo'lsin. U
holda mlyony chegaralangan va uziuksiz f{-) nchun

lim f fdF,, f fdF, lim f fdF, f fde : (3)
Lekin (2) shart bo* y1cha. '
f JdF = j fdG {4)

Demak, (3) va {4) lardan teorcma l ning natijasiga asosan F=¢.
Teorema 2 isbot bo*ldi.

Agar muayyan tagsimot funksiyasi Fga yaqinlashish talab etilsa,
teorema 2 dagi “zichlik™ shartini tushurib geldirish murmkin.

Natija 2.3 taqsimot aniglaydigan sinf bo‘lib,

fde -~ fde Fe3d (8

har ganday f 2 ¥ uchun bajanlsln.
Quyidagi shartlardan birortasi o‘rinli bo‘lsin:
D{Epn = 1} ketma - kettik “zich”,
2)F € {G})
Hf=1eg
uholda FeFva F, = F,

Isbot. Nattjaning 1) shart bajarilgandagi isboti teorerna 2 dan kelib
chigadi. 3) shart va 5) yaginlachish 2) shartni bajarilishiga olib keladi.
Agar 2) shart bajarilsa, (3), (4) munosabatlardagi Fe€3J va G=F
tenglikni olamiz.
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Ko‘p hollarda, 1) — 3) shartlardan birortasi albatta bajariladi, shuning
uchun ham asosiy masala bo‘lib, (5) yaqinlashishni 3 sinfida tekshirish

pladi.
9 Endi tagsimotni aniqlaydigan X funksiyalar sinfi & ga misollar

keltiramiz,
Misol 1. S, quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lgan funksiyalar sinfi
bo*lsin: '
L z<a

)=
Joe ¢ O.r>a+¢

oraliq [e,a+¢] da esa jf,. funksiya chizigli va uzluksiz. ;- ikki
parametrli (e va £) funksiyalar sinfi.
Endi &, tagsimotni aniglashini isbot qilamiz. Faraz qilaylik,

f fdF = f fdG hamma f € ¥ uchun bajarilgan bo‘lsin.

Bu holda,
Fag [ fdF= [ £ dG<Gla+e

-y -
va
Gary< Fla+e), e>0

Agar q sifatida F va ¢ larming, uzluksiz nuqtasi deb olsak,
Fay=Gwy, F=G.
Misol 2. G, sifatida uzluksiz va chegaralangan ﬁmkslyalammg
shunday sinfini olamizki, har qanday
F &S (yoki Sp —Sp ning yopig'i)

uchun {, ), n > 1} ketma-ketlik mavjud bo'lib,

fes, sup|f,, (] £ M < o0,

l1m L@ = fa, ze R

Faraz qilaylik,
J faF = [ 4G hamma f € 9, uchun.

—as — 0

Integralning xossasn bo* yn:ha
es] v}
limf);dF: fde, lim [ fdG = [ fdG, feg,.
Demak,
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T{dﬁ': T G, feQ,.

vamisol 1 gako'ra, F =G ya’ni ; sinf tagsimotni aniglaydi.

Quyidagi teorema tagsimotlarning sust vyaginlashuvini korrektli
ekanligini ko‘rsatadi.

Teorema 3. Tagsimotlar {F,,n >1} ketma-ketligining sust limiti
mavjud bo‘lsa u yagona bo'ladi.

Isbot. Agar {P,,_,n > l} tagsimotlar ketma-ketligining sust limiti P!

va P" bo'lsa,
ff(x)P'(dx):fft:c)P"(d:r) &)
R '

tenglik hamma uzluksiz va chegaralangan f¢az) funksiya uchun bajariladi.
Shuning uchun ham teorema 3 ning isboti quyidagi lemmadan kelib
chigadi.

Lemma. Agar ' va P"-ikkita ehtimollik o‘khovlari R dagi Borel
to'plamlari ¢ —algebrasida aniglangan bo‘lib, (6) tenglik hamma wzluksiz
va chegaralangan funksivalar uchun bajariisa, hamma Borel to‘plamlari
uchun

PY{A) = P"{A)
tenglik o*rinli boladi.

Isbot. Yugoridagi (6) tenglik o‘rinli bo'ladigan hamma o'lchovli
funksiyalar sinfini & deb belgilaylik. U holda :

1) K — chizigli, ya'ni f (z) va f () € K bo‘lsa,
ol @+ eahHix e K.
2) K —yopiq, muqtada va chegaralanpanlik yaginlashuviga nisbatan, ya'ni
[ EK, |j§,l(z)|< e, ¥m(n € R),
hm f (x) = f()
bo'lsa, f,(m € R (bu xossa ilovadagi integralning xossasidan kelib
chiqadi),
3) Hamma uzluksiz, chegaralangan (£ da aniglangan) funksivalar sinfini
CB(R) desak,
CB(RYCK.
Bu 1), 2), 3) hollarga ega bo‘lgan funksiyalarning minimal sinfi & (K}~
hamma Borel funksiyalari sinfidan iborat bo'ladi.

Demak, K hamma Borel funksiyalarini o'z ichiga oladi. Oxirgidan
(6) da fw =1, — BOREL to‘plami A ning indikatori deb olsak,
hamma Borel to‘plamlani A lar uchun
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P{A)= P(4)
tenglikni olamiz. _
Isbotlangan lemmadan f JdP integrallar ehtimollik o‘lchovi P{4) ni
&

bir giymatli aniglaydi degan muhim xulosaga kelamiz.
Misol va masalalar

1. Agar & - & va shu vaqtda & —nbo‘lsa, u holda & va 5 lar
ekvivalent ekanligini {P(& #17)=0) ko‘rsating,

2. Agar & —pn;, 7, :m va tasodifiy miqdorlar £ va » ekvivalent bo'lsa,
ixtiyorly £ >0 uchun n —»« da

P, —n,

ze}—0
ekanligini ka‘rsating. o
3. Agar (£, ~£) -0 bo'lsa, u holda ¢2 >* ekanligini ko‘rsating,
o
4, Agar £ —¢ (c-o'zgarmas son} bo‘lsa, u holda ehtimol bo‘yicha

yaginlashish ham o'rinli, va'ni £, :w: & Se ekanligini ko‘rsating.
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VII BOB. XARAKTERISTIK FUNKSIYALAR

VII bobni o'qib chigish natijasida:
- Xarakteristik funksivalar tagsimotni bir qiymatli aniglashi.
- Xarakieristik funksiyaning asosiy xossalari.
- Teskari almashtirish formulalari.
- Xarakteristik funksiyalarmi ehtimolliklar nazariyasining limit
teoremaliarida go ‘llanishi.
Ko 'p o’lchovli xarakteristik funksiyalar
haqlda tasavvurlarga ega bo‘linadi;
- Xaralteristik funksivalar ehtimolliklar nazarivasida analitik
metodlar asoslari bo lishini.
- Teskari almashtivish formulalarini muayyan masalalarga tatbiq etish
mumkinligini.
- Xavakteristik funksivalar yordamida tagsimotning turlarini aniglash
muymkinligini
bilish va amalda qo‘llay olishi;
- Xarakieristik funksivalar orgali tasodifty migdorning sonli
xarakteristikalarini topishni.
- Xarakteristik funksiyalarni limit iagsimotlar sinfini topishdagi rolini
o‘rganib olish mumkin.

Xarakteristik  funksiyalar chtimolliklar nazariyasining analitik
metodiaridan eng asosiylanidan biri bo*fib, klassik va kompleks anajizning
hozirgi zamon tasodifiy migdorlarmi ge'shish nazariyasida qo‘Hanish
imkoniyatini  yaratib beradi. Xarakteristik funksivalar matematik
statistkada ham muhim rol o'ynaydi. Xarakteristik funksiyalarga
asoslangan  analitik metodning unumli  go‘llanishining mnegizida
xarakteristik  funksiyalar taqsimot funksiyalari kabi, ehtimollik
tagsimotlarini bir qiymatli aniqlashi yotadi.

§ 7.1. Xarakteristik funksiyalar ta’rifi va asosiy xossalari

Eng avvalo, haqiqiy qiymatli tasodifiy migdorlar qatorida kompleks
giymatli tasodifiy miqdorlarni ham o‘rganish mumkin, Bunday tasodifiy
miqdorlar

5(‘”) =& {a') +ig (m)
ko‘rinishda bo‘lib, ular haqiqiy giymatli ¢ va &, tasodifiy miqderlardan
tashkil topadi. Bu tasodifiy miqdorlarmi o‘rta qiymati (matematik
kutilmasi) deb
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EE(w) = E& (@)+iEE,(w)
formulani gabul qilish tabiiy bo'ladi. Demak, kompleks giymatli tasodifiy
miqdorlami o'rganish, (&.&,)~tasodifiy vektomi o‘rganishdan iborat

bo‘ladi. Masalan, &=¢ +&, va n =1, + i, tasodifiy migdorlamni bog'ligsizligi
o{&.&) ¥2 a(n.m) o-algebralamni bog'ligsiz bo'lishini anglatadi. Bunday
tasodifiy migdorlar uchun
Eg-n=LL B

tenglik o‘rinli bo‘lishini hech qiyinchiliksiz tekshinb ko‘rish mumkin,

Ta’rif 1. Haqiqiy qiymatii tasodifiy miqdor ¢ ning xarakteristik
funksiyasi deb

fli)=E = Ie'“d}'; [x). teRr

kormpleks giyvmatli funksjyaga aytiladi.

Agar tagsimot funksiyasi £, (x) uzluksiz tipda bo‘lib, p,(x) zichlik
funksiyaga ega bo'lsa,

FAGE je’”‘pg (x)dx

bo‘lib, £ (1) zichlik funksiyasi p,(x) ning Furye almashtirishidan iborat
bo‘ladi. Umumiy holda esa 7, (1) taqsimot funksiyasi £,{x) ning Furye-
Stiltes almashtirishi bo‘ladi. Xaraktenistik funksiya £,(:) har qanday
tasodifiy migdor ¢ uchun mavjud bo*iadi. Bu esa,

AOE

ekanligidan kelib chigadi.
Endi xarakteristik funksiyalaming asosiy xossalarini keltiramiz.
1. Har ganday tasodifiy migdor £ uchun
L(@)=1va | ()<L rer
Bu xossa isbot talab etmaydi.
2. Har qanday tasodifiy miqdor &£ uchun

fﬂd(a‘}=e"‘")'; (a!‘) .

[e=dr, (x)ls ]1-&5 (x)=1

—

Hagiqatan ham,
Fus (1) = B =g £ =, (at). :
3. Agar £,..,¢ -bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar bo'lsa, 5, =& +..+&
vig‘indining xarakteristik funksiyasi
S ()= £ 00)- S ()
Bu tenglik matematik kutilmaning bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar
ko‘paytmasi uchun o‘rinli bo‘lgan xossasidan kelib chigadi.
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Haqiqatan ham,
S (1) = Ee™ = Ee* ™ = Ee"  Ee" = f, (1)...5, (1}.

Demak, £, +F, - tagsimot funksiyalarni kompoatsiyasiga f, (¢): fﬁ {v)
ko‘paytma mos keladi.

Agar

R Fy= [ R (x-u)dFy ()
ckanligini hisobga olsak, bog'ligsiz tasodifiy miqdorlami yig‘indisining
taqsimotini o‘rganishdagi murakkab bo‘lgan (*) - kompozitsiya
operatsiyasi xarakteristik funksiyalar uchun oddiy arifmetik ko’paytirsh
amali bilan akmashtirish mumkin ekan.
4. Xarakteristik {unksiya f{¢) to'g'ri chizigning har ganday chekli
gismida tekis uzluksiz. Hagigatan ham,
F(+h)= 1 (1) =|E(e" ™ - )| < Bl -1

Endi har qanday haqiqiy « uchun o‘rinli bo‘lgan

el

tengsizlikdan foydalanib, quyldagml yozish mumkin:
|£¢t+h)=7(r)|< ”e ~1|dF (x)< J‘|hx|dF(x)+

e 1=

<l

+ [ 2.dF(x )sN-|h{+2(|—F(N)+F(—N)).

Oxirgi tengsizlikda oldin ¥ ni yetarli katta qilib tanlab, so‘ng 4 ni nolga
intiltirib, keltirilgan xossaning isbotini olamiz.

Xarakteristik funksiyaning navbatdagi xossasini keltirishdan avval
quyidagilarni izohlab oftamiz: Ma’lnmki, tasodifly miqdor ¢ ning
momentlari mavjud bo‘lishi, unga mos keluvchi tagsimot funksiyasi £
ning += da nolga intilishi tartibiga bog‘liq bo*ladi. Quyidagi xarakteristik
funksivaning xossasidan kelib  chiqadiki, tasodifiv  migdorlamni
momentalarini mavjud bo‘lishi, ulaming xarakteristik funksiyalarini nol
atrofidagi asimpiotikasiga bog‘lig bo*lar ekan.

5. Agar Eiff <=, k21 bo'lsa, £ (:) k-tartibli uzluksiz hosilaga ega
bolib,
N (0)=2Eg, kxl
tenglik o*rinli bo'ladi.
Isbot. Quyidagi tengsizlik
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' uj‘(.*.::)e'"‘"d}?(,tf}, 4 }Ixde[x) =E[5jzm
o'rinli ekanligidan integral -
j‘(a"x)e"”dex]
¢ ga nisbatan tekis yaqinlashadi. Demak, integral ostida differensiatlash
murnkinligidan
(=i [xe"dF(z), f{0)=iE¢
tenglikni yoza olamiz. Keyingi mulohazalar induksiya orqali olib boriladi,
Agar s <k uchun
f{sl (‘) =5 Ixjer'kd};-(x)
bo'lsa,
f(m) (I") =i Jx’“e"”dF(x)
tenglikning o‘ng tomonidagi integral tekis yaginlashuvechi bo‘lgani uchun
to‘g ri bo‘ladi. Demak,
f" ) {ﬁ) PE gm

Isbot etilgan xossadan, Ezl' <o bo‘lganda, re0 mqtamng atrofida
Teylor formulasi

f[r):l-!-gi%.ﬁ" +o{r'), {40
o'rinii ekanligini olamiz.
Kelirilgan xossaga teskan bo‘lgan, /*'(0) mavjud bo‘lsa, £, k21
mavjud bo*ladi degan jumla gisman o‘rinli: agar r**(9) mavjud bo'lsa,
EE[* <o,  f#'(0)=(-1) EE*, k21
Bu xossani k=1 bo‘lgan holda isbotlaymiz (keyin esa induksiyadan
foydalanish mumkin). Quyidagi tenglikni yozish mumkin:

2/(0)-F(2h)-f{-20) _{e% ™Y
Al - E( 2h ] B

"3
SES“;TJM,
Bu tenglikda # nolga intilganda limitga o'tib,
()= hm[ﬂ{o)-fﬁ’:)-f(-z")]:
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—lim Esin® hE 2 Elim sin’ h& =E£
LB h h
munosabatni hogil gilamiz. Bu yerda
smhzhé e B0

ekanligidan va Fatu lemmasidan foydalanildi.

6. Agar ;{r) kompleks son f(r) ga qo‘shma bo‘lsa,

fi(1)= Ee" = Ee® —Ee™.

Oxirgidan xulosa qilish mumkinki, agar £ tasodifiy miqdor simmetrik
bo‘lsa (ya'ni -£ bilan bir xil tagsimlangan bo‘lsa), uning xarakteristik
funksiyasi haqigiy qiymatli bo‘ladi.

Xarakteristik funksiyaning keltirilgan xossalaridan foydalanib, ba'zi
konkret funksiyalar tagsimotning (yoki biror tasodifiy mmgdoming)

xarakteristik funksivasi bo'ladimi degan savolga javob berish mumkin.
Masalan, o'guvchiga

(1 +I)-l, 1+, sint, cost, ™
elementar funksiyalardan qaysi bin xaraktenstik funksiya bo‘lishini yoki
ho‘Imasligini tekshirib ko rishni taklif etamiz.

Lekin umumiy holda go‘yilgan savol juda murakkab hisoblanadi.
Quyida biz ma’lum natijalardan birint keltiramiz.

Teorema (Boxner — Xinchin). Uzluksiz va f(0)=1 shartni
ganoatlantiruvchi £{7) fanksiya biror tagsimotning xarakteristik funksiyasi
bao*lishi uchun, uning manfiy bo‘lmagan aniglangan bo‘lishi, ya’ni hamma
1,...t, hagiqiy va 1....4, kompleks sonlar uchun (i -kompleks 4 sonning
qo‘shmasi)

Z £l -2 )42, 20
k.=l
tengsizlik bajarilishi yetarli va zaruriy shartdir.

Qayd qilib o‘tamizki, keltirilgan shartning zamrlyhg1 oson ko‘rinadi.

Haqigatan ham, /(r)=Ee™ bo‘lsa,

3 f(t-1)42, EZe"’* A=

¥, j=1

=F£ Z{H.,{e'-”‘é
k=1

158



§ 7.2. Ba'zi tagsimotlarning xarakteristik funksiyalari

Bu paragrafda ehtimolliklar nazariyasida ko'p uchraydigan
taqsimotlaming xarakteristik funkstyalanini hiscblab topamiz.

1. “Birlik” tagsimot. Eslatib o‘tamiz, £ tasedifiy migdor “birlik”
taqsimotga ega deylladi, agar uning giymatlari bitta o‘zgarmas sondan
iborat bo‘lsa, ya'ni P(£ = a} = 1. Bu holda,

fE [t) = Eext{ — emt .
2. Bernulli tagsimoti. Tasodifiy migdor
1, ehtimelligi p
£= 0, ehtimolligi 1-p
bo'lsin.
Bu helda,
fi®)=Ee® =¢* - p+e*®(1-p)=pe* +1-p
3. Binomial tagsimot. Tasodifiy migdor £ giymatlan
m=01..n

bo‘lib,

PlE=m)=Cp"(1-p)" ", m=0]1...,n.

Bu tasodifiy migdor
6 = 51 +...+ &n

va bu yerda £ lar Bernulli tagsimotiga ega va o‘zaro bog'ligsiz bo'lgan
tasodifiy migdorlar. Demak, xarakteristik funksiyaning xossasiga asosan

fo(t) = Bett = Be™St-th) — peith | pette —

= (pet’t +1- p]ﬂ-
4. Puasson tagsimoti, Tasodifiy migdor £ aing giyvmatlani
k=0,12,...
bo‘lib,
Xl'
P(g:k):Fe“*, A>0 k=012...
Bu holda,

= o k
) =Ee® = Y etpPe=k)= L% A
- k=0 =0 k! .

o i (e )k

k=0 k!
5, Geometrik tagsimot, Bu hoida,

_ e_/\ ] ekﬁ _ e-\(e“—!)
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- P(E=n)=pg"", n=12.. ¢g=1-p

#

. ; = e _n— it e A €
-&(t):Eed:f:Eetpqa lzpeﬁz(qeﬁ) = F =
n=1 f=1 l_qe

. 6. Normal tagsimot, Uzluksiz tipdagi tasodifiy miqdor £ normal
(voki Gauss) tagsimotga ega deyiladi, agar £ tagsimotning zichlik
funksivasi quyidagicha bo‘lsa,

1 (& —a)?
p{x,a,o)=maexp mar=at —0 L L0,

(a,0%) —parametr, ae R, o> 0.
Oldin parametri (0,1) bo*lgan standart normal taqsmotnmg

f(t) = Ee™ = f(t) = J— f (1)

xarakteristik funksiyasini hisoblaylik.
(1}tenglikni differensiailab (c bo‘yicha),

t)= ze 3 dz
IROES J_ f
tenglikni hosil qilamiz va unda bo* laklab integrallashni amalga oshlrsak,

[s) 2
tr—2
2

fiy = -—J;—_;-r— [——ei -

munosabatni olamiz. Demak, standart normal tagsimotning xarakieristik
funksiyasi

X T
+it [e 2dr|=—tf(2)

o+ =0 2)
differensial tenglamani f(0) = 1 boshlang*ich shart bilan qanoatlantirar
ekan. Bu tenglamani yechib,

1

flty=¢ 2 (3)
tenglikni olamiz.

Endi parametri (a,07) bo‘lgan normal tagsimotning xarakteristik
funksiyasini topaylik. Agar £ deb, xarakteristik funksiyasi (3) bo‘lgan
standart normal qonun bilan iagsimlangan tasedifiy miqdomi belgilasak,
parametri (a,az) bo‘lgan normal tagsimotga ega bo‘lgan tasodifiy migdor
Eni
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E=o0f +a
ko rinishda yozish mumkin. Demak,

a2?

. g —
f{ (t) = fo{c +a (t) = f{c (tU‘J =€ 2
formula o‘rinli bo‘ladi.
7. [a,b] oraliqdagi tekis tagsimot. Bu holda tagsimot uzluksiz tipda

wo‘lib, uning zichlik funksiyasi
]

T €leb],
pip=1{b—n
0, z€la,b].
Mos xarakteristik funksiya
o ;¢ e G _ ita
= [ et = dr=""S5_
Al _{Oe p(ode b—a‘{e g it(b—a)
Ba’zi xususiy hollarni eslatib o*tamiz:
DNa=-i bt=1bo'lsa
it —il -
e —¢ sinft
=" =
e 2itl it
2 a=0 b6=1L bo'lsa
x'tL
-1
t =
f() il
8. I' —taqsimot, Bu holda zichlik funksiyasi
a—1
Po (£) = i g, x>0,

Tt
Bu zichlik funksiyasiga mos kelgan xarakteristik funksiyani f (¢) deb
belgilaylik. Oldin quyidagi faktni tasdiglab o‘tamiz; oson ko‘rinadiki,
Paye (@  zichlik  funksiva, p, () va pgiz> funksiyalaming
kompozitsivasidan iborat. Demak,

it

Pois (@) =fp_d{zuu)pa (wdu = fu“ Le — ' du

€
5 Leay-T{G}
a:+.9-1 -—z
-1 1— 3—]01 .
" T T(6) f vy Ty
Oxirgi integral Eylerning B{a,ﬁ} mtegrah nomi bilan ma’lum va u
I’ — funksiya bilan
[ -D{3)

Blenfy= T{a+f)
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munosabatda bo‘ladi. Demak,
o+3-1

a = —— % 220
Po+a [‘(a+,6) b

tenglik o‘rinli bo‘ladi,
'z navbatida
Pasg = Pa " P -
ekanligini olamiz. Oldin @ =1 bo‘lgan holda,

Aty = [eparde
0
integralni hisoblaymiz. Bo‘laklab integrallash orqali
— _ itt—x o items g . ’
) =—¢ [’:Ht{e dr =1+ ith ()

tenglikni hosil qilamiz va undan
1 )
hiy= = | )
bo‘lishini topamiz. : :

Har ganday n > | uchun (4) va (5) lardan
Ju () =

tenglikni olamiz va ularga asoslamb,

FLt); =_'fl {f)] A (ﬂ)z(l—“)-uﬂ,

n

1
(1-it)"

n
m

frg(fl=‘f1(t} =(1—aty ™"
tengliklarni yoza olamiz. Demak, har ganday ratsional & uchun
L) =(1—ay" (6
o‘rinli bo‘ladi. Zichlik funksiya p,(x) parametr & ga nisbatan ham

uzluksiz funksiya boigani uchun
Bo (D)= pPyiDd, @, —a

va demak,

Jo, (B) = o (2).
Shunday qilib (6) formula hamma a > 0 uchun o‘rinli bo*lishiga ishonch
hosil qilamiz. Agar o kasr son bo'lsa, ko'p qiymatli {(6) funksiyadan
£, (0) =1 shartni qanoatlantiruvchi bir gtymatli “shox™ ajratib olinadi.
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§ 7.3, Xarakteristik funksiyalar va har xil tipdagi taqsimotlar

Furye almashtirishlari hagidagi Lebeg teoremasini eslaymiz. Agar
p(x) funksiya uchun T’lp[r”dmw bo‘lsa,

7(0)= ] e plx)ar

p{x) ning Furye almashtirishi
lim f(t)=0.
Xususan, p(x)=pg(x)e L1(—oo oo) bo‘lgani uchun
L]0, > =

Bu Furye almashtinishi haqidagi Lebeg teoremasining natijasidir. Agar
£;(¢) nolga yuqori tartibda intilsa, bu F(x) tagsimotning “ko‘proq silliq”
bo'lishini  anglatadi. Masalan, zichlik funksiyasi p(x} kmarta
differensiallanuvchi bo‘lib, integral '

?p?](x]aft(oo
mavjud bo‘lsa, bo*laklab integrallashlar natijasida
= i 1= ; ] x
felr)= 1" py (x)ar=— Ie"‘pi”{x)dx=---=——)-~f e ) (x)e

tenglik o'rinli bo‘ladi va

|f¢ (r)| = O{ﬁ} || ==

rmunosabatga ega bo‘lamiz.
Endi, tasodifiy migdor & diskret tipda bo'lsin. Bu holda, & ning
qiymatlari
I D I8
ketma-ketlikni tashkil etsa,
f(1) =6 = £ e (g =ay)
tenglik o'rinli bo‘ladi.

Quyida biz diskret tasediftiy mqdorlar sinfida *‘panjarasimon”
tagsimaotlarga ega bo‘lgan tasodifiy migdorlar gism sinfini kiritamiz.
Ularni o‘rganishda xarakteristik funksiyalar muhim rol o*ynaydi.

Ta’rif. Tasodifiy miqdor £ “panjarasimon” tagsimotga ega deyiladi,
agar ¢ va k>0 sonlar mavjud bo'lib,
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S P(£=a+kh)=1
fr=—oc:
tenglik bajarilsa.

Demak, & tasodifiy migdor ‘panjarasmon“ tagsimotga ega bo‘lsa,

uning giymatlari

a+kh, £=..,-1,01..
ko'rinishdagi arifmetik progressiya tashkil etar ekan. Bu yerda % musbat
son “panjaraning qadami” deb ataladi va bunga sabab tasodifiy
migdoming go‘shni giymatlari bir-bitidan %>0 masofada joylashgani
bo'ladi.

Masalan, har qanday ikki giymatli tasodifiy miqdor &
“panjarasimon” tagsimotga ega bo‘ladi. Hagigatan ham

a,ehtimolligi p>0
{az «ehtimolligi g=1-p
bo‘lib, a, > a; deb hisoblasak, bu tasodifty migdorlar qiymatlarini =
+{a;~a)k=a+kh, h=a,-a, k=0,
ko*rinishda yozish mumkin,

Tasodifiy migdoming ‘“'panjarisimon” tagsimotga ega bo‘lishini
xarakieristik funksiya terminida ifoda etish mumkin.

Teorema 1. Tasodifiy miqdor & “panjarasimon™ taqsimotga ega
bo‘lish uchun, uning xarakteristik funksiyasini absolut qiymati biror 7, 20
nugiada 1 ga teng bo'lishi yvetarh va zarurly shart bo'ladi.

Isbat. Hagigatan ham, agar & tasodifiy migdor “panjarasimon’
tagsimotga ega bo'lib,

pr=P{E=a+kh), k=_.,-10,..
bo‘lsa, uning xarakteristik ﬁunksiyasi
ff(!)_ z e r.r{d+kh ( 5’5'. Pke ]

“‘—ﬂ')

E
s =

Kompleks sohada darajali funksiya €° davriy ekanligidan
e =1, k=,-1,0,,..
tenglikka ega bo'lamz. Demak,

I l'azx- = Pnk fa;—"f
2N LI
fé[hj i:vd—wpk

Ya’ni

S (%—:Ejl =1 bo'lib, biz teoremaning zaruriylik qismini isbot etgan

bo‘lamiz,



Endi faraz qilaylik, biror #, # 0 nuqtada |f§ fo) |=] bo‘lsin. Bu holda

¢ albatia “panjarasimon” tagsimotga ega bo lishiga |shonch hosil qilamiz,
Hagiqatan ham, & biror haqiqiy son bo‘lganda,
fe () ="
tenglik o‘rinli bo'ladi. Demak,
1= fr_o(ty)=Ecosty(& —a)+iEsinfy(E—a);
yoki
E(1-costy(£ -a))=0
Oxirgi tenglikdan va matematik kutilmaning £4 xossasiga asosan
costy (& —a)=1.
Demak, 1 ehtimollik bilan
LhiE-a)=2xk, k=.,-10L,..
yoki
feg+Zh=aehk, h=2X,
Io A
Teorema | isbot boldi.

Soddaroq qilib aytganda, 4 musbat sonni tagsimotning qadami deb
atash qulay va to‘g‘ri bo‘ladi. Uni maksima} gadam deyiladi, agar hech
ganday a va # >h uchun tasodifiy miqdor £ ning qiymatlanini a+&h
ko‘rinishda yozish mumkin bo*lmasa. Masalan, ¢ faqat toq sonlami qabul
qgilsa (ya’ni uning qiymatlar to‘plami toq sonlardan iborat bo‘lsa), bu
giymatlami a=0,h =1 bo‘lganda, a + & ko‘rinishda yozish mumlkin. Lekin
=1 qadam maksimal bo‘la olmaydi, chunki £ ning barcha qiymatlarini
a=1, i =2 deb hisoblab, a + &4 ko‘rinishda yozish mumkin.

Qadam /ning maksimal bo'lish sharti quyidagi teoremada keltiriladi.

Tearema 2. Taqsimot qadami 4 maksimal be‘ladi, shu holdaki, agar

tagsimot xarakteristik funksiyasining moduli l](]rlc%r bo'lganda, 1 dan

kichik va f:{z:]:l bo'lsa.
Ishot. Hagiqatan ham, agar Ocr0<%:£ bo‘lganda, |j:§(r0)[=l
bo‘lsa, teorema | ning isbotida korsatilganidek 2—H-taqsim0t qadami
fy

bo‘ladi, lekin
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h< e
b
bo‘lgani uchun, A maksimal gadam bo‘la clmaydi.
Keltiriigan teoremalardan ¢ tasodifiy miqdor “panjarasimon”
tagsimotga ega bo‘lsa, uning xarakteristik funksiyasi uchun,

msunl (0} (2]

munosabat o*rinli bo*ladi.
Paragrafning boshida tagsimot uzluksiz tipda bo'lsa,

Jim | (0] =0

o‘rinli bo'lishini Lebeg teoremasi ta’min etishini eslatib o‘tgan edik.
Agar

=1

limsuplfi (r)‘ =a<!

|F[-—>as
bo‘lsa, bu sharini gqanoatlantiradigan cheksiz ko‘p singular tipdagi
tagsimotlar mavjud bo‘lar ekan, (Mlykau E. XapaktepHcTHUCCKHE
$yuxunu. M. Hayxa. 1977).

§ 7.4. Teskari almashtirish formulalari

Shunday qilib. har ganday tasodifiy miqdor uchun unga mos
keluvchi xarakteristik funksiya mavjud ekan. Endi, aksincha, xarakteristik
funksiva  tasedifiy migdoming tagsimotini bir aiymatli aniglashi
masalasini ko‘raylik. Buning uchun esa, o‘z navbatida

g={e" tenr}

funksiyalar sinfi taqsimetni aniqlashi, ya'ni tasodifty miqdor £ ning
xarakteristik ~ funksiyasi £ (f), bu tasodifiy miqdor taqsimoti

P.(B)= P(¢ ¢ B) (B —Botel to‘plami) ehtimollik o‘kchovini bir giymatli
aniglashini isbot etish yetarli bo*ladi. Bunda

ft)= [P, (dz)= [ “dF; @)
R -
formulaga e’tibor gilsak, f () orqalt F ¢x> ni bir qiymatli aniglash
mumkinligi qo‘yilgan masalani yechimi bo‘ladi.
Teorema 1 (Teskari almashtirish formulasi). Agar F(x)-tasodifiy
migdor £ ning tagsimot funksiyasi, f(t) esa £ ning xarakteristik
funksiyasi bo'lsa, F(z) ning har qanday uzluksiz x va y nugtalari uchun
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o0 8 iz - _ig?
Fy)- Fm——hn;, {c ————f(t) fa gy ()

tengl]k o'rinli.
f{ ) € L, (—oo,00) bo'lsa,
1 R _ gy '
F -F = — —_ Tt
W-rao=g [ g @
formula o'rinli bo‘ladi.

Isbot. Agar fi” € L, (—oo,00) bo'lsa, (1) formulada integral ostida

limitga o'tish mumkin va biz (2) formulani olamiz.

Oldin F¢z) ni absolut uzluksiz deb hisoblab, uning zichlik
funksiyasini pcr) deb belgilaymiz, f(¢#) xarakteristik funksivani esa
cheksizlikda integrallanuvchi (|f(t)| € L;{~oc0,00)) deb faraz gilamiz. Bu
holda, Furye teskari almashtirish formulasi bo'yicha,

_ L7 e
pfx)—zﬂ:{;e f(&)dt
formulani olamiz. Bu yerda (3) formuladan foydalanib,

¥ 20 .
Fly)— Fa) = fp(u)du-—f[ﬁ;f '“"*f(;}dc}m:

I

:—_ f f e‘““du]f{t)dt-—— f f(t]

(2) formulani to‘g‘ri ekanligiga ishonch hos:l gilamiz, Bu yerda
integrallash tartibini almashtirish mumkinligi

1 an
: (< — 1)|dt
Sup p —Z?T_‘{;jf( )|dt < 0o

-G

tengsizlikdan kelib chigadi.

Endi, f(¢) ixtiyorly tagsimot funksiyasi F(z) ga ega bo‘lgan
tasodifiy migdor £ mng xarakieristik funksiyasi bo'lsin. Bu tasodifiy
migdor aniqlangan ehtimollik fazosi (2,5, P) da £ ga bog'lig bo‘lmagan
va parametri (O.Zurz] normal tagsimotga ega ba‘lgan 5 tasodifiy miqdorni
ko‘ramiz, Ma’lumki, 7 ning xarakteristik funksiyasi

L= el
Demak, £ + 7 ning xarakterisiik funksiyasi
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fean = f 0y @) = F (e € I (~o0,00).
Shuning uchun ham (2) formula bo‘yicha,

—iT e—

Foyp (W)= Frpn @2 = — f fe ol at ey
Chebishev tengsizligini qo‘llab,
2
P(|n|>e)32i2—au, c—0

£
munosabatni,

esa sust ma’noda
Fegn=>Fg=F, 00

ekanligi kelib chigadi.
Demak, = va y lar F () funksiyaning uzluksizlik nuqtalari bo‘lsa,
F(y)-F@ = lm [Fm = Fpypt®)|.

Bu tenglik (4) bilan birgalikda teoremamng to*g*n ekanligini isbotlaydi.

Teoremaning isbetida ishlatilgan usul (ya™ni £ tasodifiy migdordan
£ +% ga o°tish) ancha universal xususiyatga ega bo‘lib, uni tagsimotlami
“gilliglashtirish™ metedi deyiladi.

Bu metod (2) teskari almashtirish formulasini go‘ltanilishi bilan
bog*lig qivinchiliklarni bartaraf etishda juda go°l keladi.

Natija. Tasodifiy miqdorning xarakteristik funksiyasi, uning
tagsimot funksivasini bir' qiymath aniglaydi.

Bu natija teoremadagi teskari almashtirish formulasidan (1)} va
F(y)— Fiz) ayirmalar F(x) ni bir giymatli aniglashidan kelib chigadi.

Natijaning xulosasini quyidagicha aniglashtirish mumkin: Har
qanday xarakteristik funksiya f (t) ga yagena tagsimot funksiyasi F, (z)
mos keladi,

Isbot. Hagigatan ham, (1} formula bo‘yicha F; (z,}— F; (%) ayirma
1, va z, nugtalar F; (> ning uzluksizlik nuqtalari bo‘lganda, xarakteristik
funksiya f; (t) orqali bir giymatli aniqlanadi. Ayirma F;(z,) - F; (2;) da g
ni F; ¢ uzluksiz nugtalari orqali —oc ga intiltirib, 7 () ni z; uzluksizlik
nuqtalarida bir giymatli aniqlaymiz. Lekin har ganday r nuqta uchun

Fory = lfﬂf:f (25)

ekanligidan (bu yerda limit 7, () ning uzluksiziik nuqtalari z, lar orqali
olinadi), F,(x) xarakteristik funksiya f(f) orqali bir qiymatli
aniglanishiga ishonch hosil qilamiz.
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1zoh. Tasodifiy migdor £ ga bogligsiz ho‘lgan n “silliglashtiruvchi”
tasodifiy migdoming tagsimotini tanfashda “ixtiyoriylik™ borligint hisohga
olib, (1) teskari almashtirish formulasiga teng kuchli bo‘lgan boshqa
ko‘rinishdagi formulalarga o‘tish mumkin. Lekin, bu formulalaming
mohiyati yagona ba'lib, u tagsimot funksiyalari xarakteristik funksiyalar
orgali bir giymatli aniqlanishini tasdiq etadi.

Masalan, £ 1,m, tasodifiy migdorlar bog©ligsiz bo“lib, mos ravishda
F (o), 1y tasodifly miqdor (-ii) oraliqdagi tekis tagsimotga, 7, e¢sa

parametrlari (0,1) bo‘lgan standart tagsimotga ega bo'lsalar &+ by + oy
yig'indi
ety T2 €y (—o0.00)
xarakteristik furksiyaga ega bo ladi va by holda (1) teskari almashtirish
formulasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin.
Teorema 2. Agar w +1 va x—{ nugqtalar F; () ning uzluksiz
nugtalar bo‘lsa,
2 1

sinlt e_ 3 &

SR
Flz+1)—F(z E)_Lw_fm £

formula o‘rinli bo‘ladi.

“Panjarasimont” tagsimotlar uchun teskari almashtirish formulasi
soddalashadi. Masalan, tasodifiy migdor £ butun sonli giymatlar qabul
qilib, uning taqsimoti

P{£ = J') = pj? f e T 1,0,1,---
bo‘lsin. Bu holda, £ ning xarakteristik funksiyasi
= 5 gt
k==—ne
tenglik bilan aniglanadi.

Bu tenglikni har ikki tomonini 7™ ga ko‘paytirib, so‘ng [-=,7]
oraliqda hadma-had integrallab (bu muimnkin, chunki
P = 1. T pe=1)» quyidagi formulani olamiz:

t

int

P, %f ity dt, (5)
Bu verda biz
T 2w, E=n
Hh—nM,, :
‘_[E ot = 0, k=mn
tenglikni hisobga oldik.

169 t



(5) tenglik ko‘rsatadiki, butun qiymatli tasodifiy miqdoming
tagsimoti [—m,m] oraligda berilgan xarakteristik funksiya bilan to'la
aniqlanadi.

Bu tenglikdagi {p,} tagsimot Furye qatori koeffisiyentlarini
belgilaydi va unga sodda qilib, guyidagicha geometrik ma'no bernish
mumbkin:

h=e®  k=..-L01..
funksiyalar, kompleks giymatli va kvadrati bilan integrallanuvchi
funksiyalar Gilbert fazosi L, (—=,7) da ortonormallashtirilgan bazis tashkil
qiladi. Skalyar ko‘paytma esa,
(1.9)=5- [ fiorgeon

formula bilan aniqlanadi (g- ﬁmksi_ya g ga kompleks qo‘shma bo’lgan
funksiya). Agar

fe=Y_hPE=k)
bo‘lsa,

k= Xh{fok)

tenglikdan

T

P(€=k)=(fuk) = ﬁ I

-7

formulani olamiz.

§ 7.5. Xarakteristik funksiyalar sinfi va tagsimot funksiyalar sinfi
arasidagi uzluksiz moslik hagidagi teorema

Yugorida isbottangan teskari almashtirish formulasidan ko‘rinadiki,
xarakteristik va tagsimot funksiyalari sinfi orasida o'zaro bir giymatli
moslik mavjud. Ushbu paragarafda bu o‘zaro bir qiymatli moslik uzluksiz
bo'lishi ham isbotlanadi,

Eslatib o‘tamizki, agar F,(x}-tasodifiy migdor &, ning tagsimot
funksiyasi, #{x) esa & tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi bo‘lib,
F,=F bo'lsa, {£,.n>1] tasodifty miqdorlar ketma-ketligi £ ga tagsimot

d
bo‘yicha yaqinlashadi deyilib, bu munosabat ¢&,—¢  ko‘rinishda
belgilanadi.
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Agar
PE=x)=P(=x)=0,
ya'ni x va x;tagsimot funksiya F(x) ning uzluksizlik nuqtalan bo'lsa,

taqsimot bo'yicha yaqinlashish &, —>§ dan
P(xy <&, €x ) Pl <€<sn), nswo
kelib chigadi.

d

Quyidagi misol ko rsatadiki, £, —& dan har bir nuqtada
F(x)>F(x), how

yaginlashish kelib chigmaydi. Hagigatan ham,

P(§n=ij=l, P(£=0)=1

bo‘lsa, é,,vié , lekin har bir nuqtada F, (x)—>F;(x} emas, chunki
F, (0)=0 vaF,(0)=1.

Xaraktenistik funksiyalarning foydali va juda ahamiyatli xossalaridan
biri quyidagi ikkita teoremada keltiriladi.

Aytaylik, F,(x) vaFimtagsimot funksiyalari, f (t) va f(t) esa
ularga mos keluvchi xarakteristik funksiyalar bo‘lsin.

Teorema L, {To'g'ri limit teotema) Agar F, (x) = F(x) bo'lsa, har
bir ¢ nuqtada f, (t}) — f{!).

Teorema 2. (Teskari limit teorema) Agar f,(¢) har bir ¢ nugiada
gandaydir f({t) funksiyaga yaqinlashib, j(¢t} ¢ =0 nuqtada uzluksiz
bo'lsa, F,= F bo'lib, f(t) funksiya F¢z) tagsimot funksiyaning
xarakteristik funksiyasi bo‘ladi,

Keltirilgan  teoremalarming  isbotida quyidagi  lemmalardan
foydalanamiz.

Lemma 1. Agar to'g'ni chizigda “zich” bo'lgan D to‘plam
nuqtalarida F, (z) — Fiz) bo'lsa, F, = F.

Isbot. Aytaylik, ¢ — F ¢ funksivaning uzluksiz nuqtasi bo'lsin. D
to‘plamda z' vaz" nuqtalar mavjud bo‘ladiki, vlar uchun =' <z < 2"
bo'fadi. Oxirgidan

F(z) <@ < F (")
tengsizlikga ega bo*lamiz, Demak,
Fle)=lim F, ("< llmmfF () < limsup F, (@) € llm E (" =F(@z" (1)

N =0

munosabat o*rinli. Lekm FzY)<F@m < F(z") va F(z")-F(z)
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ayirma yuqoridagi D to‘plamning xossasiga asosan xohlagancha kichik
bo‘lishi mumkin. Bundan esa, (1) munosabatga asosan
lim E, <y = Fdn.

Lemma 2 (Xelli teoremasi). Har ganday {anz 1} tagsimot
funksiyalar ketma-ketligidan sust yaginlashadigan qism ketma-ketliklar

ajratib olish mumkin.
Isbot. Aytavlik,

D= {J:l,:tz,...,zﬂ_‘.,.} ChR
“zich" bo‘lgan sanogli to‘plam bo‘lsin. Chegaralangan ketma-ketlik
F, (5} {0 < F,(z;) < 1) yaqinlashuvchi gism ketma-ketlik {F, (z)} ni o'z
ichiga oladi. lim F,
0< B, {z;) <1 ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi £, (z,) — F{z;) qism
ketma-ketlikni ajratib olamiz va hokazo. Dioganal usuli bilan F,, (2) gism
ketma-ketlik har qanday z, € D uchun lim F, () = F(z,) bo’ladi.

(r,) = F(z;) deb belgilaylik. Endi chegaralangan

Demak, lemma 1 ga asosan F,, (z) = Fr).

1zoh. Isbotlangan lemmadagi F(x funksiya taqstmot funksiyasi
bo‘lishi shart emas. Masalan,

0 z<n
F@= I, z2n

bo‘lsa, F,(z)= F(z)=0.
Lemma 3. Agar tagsimot funksiyalar ketma-ketligi F, = F bo'lib,
var F = F{oo) - F(—o00) = | bo'lsa,

(=]

3
lim [ gdF, = [ gadf @. 2)
o Y U

Bu yerda g¢)- uzluksiz va chegaralangan funksiya (g€ CB(R})). Bu
lemmaning isboti  yuqoridagi “tagsimotlaming sust yaqinlashishi”
paragrafida keltirilgan va u Xellining ikkinchi teoremasi deb ataladi.
Teorema 1 ning isboti. Lemma 3 ga asosan, F, = F dan {(2)
tenglikka qarang)
=

L= [ ¥R, - [ &%dF = f(1). (3)
Xarakteristik funksiya har qanday chekli oraliqda tekis uzluksiz be‘lgani

uchun (3). yaqinlashish to*g'ri chizigning chekli gismida tekis bo‘lishi
kelib chigadi.
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Teorcma 2 ning isboti. Lemma 2 ga asosan {F,} ketma-ketlikdan
gism ketma-ketlik
F. @ =F @
ajratib olish mumkin. Endi £ (z) taqsimot funksiya bo‘lishini isbotlaymiz,
ya'ni F'tom =1 F'(—c0) =0 ekanligini ko‘rsatamiz. '
Lemma 4. Tasodifiy miqdor £ ning xarakteristik funksiyasi f (f)
bo‘lsa,

1 T roa

-T

Pllgs N2t r , N>0,7>0 - (4)
L _
Nr

tengsizlik o'ninli bo'ladi.
Xususan, TN = 2 bo‘lsa,

Pl < N)> 20 1 B

f f(t)dt
Keltirilgan (4) tengsizlikni 1sbotlayhk. Har qanday N, = > 0 uchun

gintf
p (e * o)

E <

1 T
E;_frftt)dt =

U
— [ Be'tdt| =
Z'r:[

1 T
— E [ e%dt| =
2r _f

L 1
< Elygeny + = Bl = PI6 S N) + (L= P(ig < V)

Bu tengsizliklardan (4) munosabat kelib chigadi.
Teoremaning sharti bo'vicha f{¢} funksiya ¢ = 0da uzlukmz va

shuning uchun ham 7, > 0 mavjud bo‘lib, ¢ < r < 7, bo'lganda,
-1 T
o [rwe

Har bir ¢ nuqtada f, (£} — f(¢) ekanligidan, shunday n, topiladiki, = > n,
bo'iganda,

zl-%, e>0,

ET

f);(t}dt—ff(t)dt

Demak, n, < n laruchun

1 T
;_jjﬂ (£)dt

>1-%
2
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va (S)Ieng::x[zlgnkldznz]zp [E]—F’ [_E}>2[1—E]_1=1_£
=7 nlr " B 2 ‘

r

o} ol e

Oxirgi tengsizlikdan r ixtiyoriy kichik musbat son bo‘lgani uchun,
Fli4e)=1.  F(-o0y=0
tengliklamni hosil gilamiz.
Endi F, = F ekanligini isbotlaymiz. Faraz qilaylik, F, % F bo‘lsin.
Bu holda ikkita gism {r'} va{n"} ketma-ketliklar mavjud bo‘ladiki, ular
uchun

ya’'ni

F.=>F, En=>F
munosabat ¢‘rinli bo‘lar edi. Lekin f, — f (tcoremaning shartiga asosan),
demak,
Foy= [ e®F @= [ dF " m=§"(t)=
—00 o —00
= [ e“dF @y = f(1).
Onxirgi tengliklar £ - £ limit munosabatga zid. Teorema 2 isbot etildi.

Quyidagi teoremada tagsimot funksiyalari va xarakteristik
funkstyalar orasidagi uzluksiz moslik hagidagi masalaga to‘la aniglik
kiritiladi,

Teorema 3. Xarakteristik funksiyalar ketma-ketligi

L= [ e“dF, @
uchun har bir nugtada 7, (¢) — f(t) bo‘lsin. Bu holda quyidagi shartlar
teng kuchli:
a) f(t) xarakteristik funksiya,

b) s(t) funksiva # = 0 nuqtada vzluksiz,
c¢) tagsimot funksiyalar ketma-ketligi {Fn,n = 1} “zich™.

Shunday qilib, agar biz f, (¢) — f(t} munosabat o'rinli ekanligini
ko‘rsatsak va keltirilgan uchta a), b), ¢) shartlardan birortasi bajarilsa,
tagsimot funksiyasi £ mavjud be'lib, F, = F sust yaqinlashish bajariladi.

Teorema 3 ning isboti. Quyidagi implikatsiya sxemasi
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a) ¢

4

8.7 .
bo‘yicha o‘tkaziladi. Haqiqatan ham, a) va c)larning teng kuchliligi
oldingi paragraflarda isbot etilgan, 2) = b) munosabat esa xarakteristik
funksivalar xossasiga asosan 0'z-0‘zidan ravshan. Demak, b) dan ¢)kelib
chigishini ko‘rsatish qoldi, xolos. Oxirgi uchun esa, boshqa masalalar
uchun ham muhim bo‘lgan quyidagi tengsizlikni isbotlaymiz.

Lemma 5. Agar f(i) tasodifiy miador £ ning xarakteristik

funksiyasi bo'lsa, har ganday « > 0 uchun

2 17
Plla> 24 S s
Isbot. Tengsizlikning o‘ng tomoni

i} T [l -—e‘ﬁ"}iF(I)dt

—h =
ifodaga teng (F - ¢ ning tagsimot funksiyasi). Bu yerda integrailash
tartibini almashtirib va
e—-ilz
iT

}[1—e““]dt= t+
tcnglikni hisob_g’; olsak,

«—f[lhf(t Jdt = 2[[1-3‘“”}15’@»2 f [1-
I I)

1
>2 l———}iF(x) > aF
I::;[it[ fuzl f

i)
)=
72

]

_ 2u[1 B sinu:c]

Ur
—&

sin m‘}ﬁ,(m >

lemmani isbot etadigan tengsizliklar ketma-ketligimi hosil gilamiz.
Xususan ulardan lemmadagi tengsizlikning o‘ng tomonidagi ifoda musbat
son ekanligini ham ko‘rdik.

Endi b) shart bajarilgan bo*Isin. Lemmaga asosan

. 1 17

1 dF (o) < i — 1= £ ()]dt =— } 1~ f(L)]dt.

lerLs::p fz T 1nm-.s£pu‘_{[ L) u-_’;i (1)
Il‘1>u

tengsiziikni yoza olamiz va f{¢) funksiyaning { = 0 nuqtada uzluksiz

ekanligidan

I T
;;‘;[l—f[!}]dt
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o'rta qiymatni (musbat » ni yetarli katta qilib tanlash hisobiga)
xohlagancha kichik qilish mumkinligini olamiz. Bu esa  e)shan
bajarilganini bildiradi.

§ 7.6. Xarakteristik funksiyalarni Puasson teoremasiga tatbiqi

Bogligsiz va butun giymatli tasodifiy migdorlar
§.&v b
ketma-ketligi uchun
P[&L‘:l):pks P(§=0)=1‘Pk:'kr Sn=zgk
k=1
bo‘lsin.
Teorema. Quyidagi munosabat o' rinli:

|P(S, =k} =m () < oo +23 g,
k=1 k=1
Bu yerda

k
‘,’T‘\{k)-—A—- 2 k=0L.. A= Zpk

Shunday qilib, bog‘ligsiz butun qiymatli tasodifiy mlqdorlar sényalan
€nls£n2: ’sqm n = 1 2

berilgan bo'lib,
Sﬂ .= Z gn.k’ P(&n&: = 1) = Pk

k=l *
P(&MZQ)zl*}]nx:qn&: A:Zpﬂk!
k=1
bo'lsa, P(S§, = k) — =, (k) ayirmani nolga intilishi uchun,

L n
Z‘?uk — 0, Epjk — 0, n— oo (1)
k=i k=1

shartlari bajarilishi yetarli bo'ladi.
Izoh. Tengsizlik

Z Ph <A TOAX Py
k=1

¢'rinli ekanligidan, keltirilgan (1) shartlamx bajarilishi uchun,

ax 0, A<=
{3 Py = Ag = const

bo‘lishi yetarli bo‘ladi.
Lemma. Agar kompieks § uchun, Re# < 0 bo‘lsa,
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e ~q <)), |e?—1-g <L

!

2"
_8 1
o]t

Ishot, Keltirilgan tengsizliklar quyidagi munosabatlardan  kelib
chiqadi (Ularda ¢ = #u almashtirishdan va Res <0 bo‘iganda, [¢/| <!

be'‘lishi faktidan foydalaniladi)

le"" - Il = "B{etdt =
0

le? —1-8)=|[ (e —1}&:Hﬂ (¢** —1)aul <

ﬁ}‘e"""du

L]

<idl,

c“--ﬁte

No

fudu ===,
2
Oxirgi tengsizlik

S_q_g- 2
e],{iz

d
fe' —1-t)de
0
munosabatdan foydalanib, oldingilanga o*xshash ravishda isbotlanadi,
Teoremaning isboti, Quyidagi tenglikka egamiz:
R6) = Ee™ =1+ (e —1)+ g, (3, () —1)

bu yerda 4 (t) gandaydir butun giymatli tasodifiy miqdoming
xarakteristik funksivasi, tasodifiy miqdorlar £, larni bog'ligsiz ekanligidan

5,0 = B = T f0)
k=)
Agar £, parametri A bo‘lgan Puasson taqsimotiga ega bo‘lsa,
fo (1) = Be* = H 30

va bu yerda v, (t) = ep*(e _l).
Demak, f; (1) va f (1) xarakteristik funksiyalar ayirmasi

= £ ] = ([T A0~ [Tve 0 < 3 [h— -
k=1 k=1 k=1
Lemmada keltirilgan tengsizliklar bo*yicha

g2
b (81— pefe = 1] Sﬂf;—_][—

]




2
P2 _ 2y, 2 sin® ¢ t
=& (sin” ¢ +(1 cost)’) = p l > + 2sin* 2] @

% n n s 2
Sl -l <2fa s E a2 vt
k=1 k= k=1 2 2
Endi P(S, = k)uchun teskari almashtirish formulasidan foydalansak,
1 %
(s, =0 -mi =5, ]l 0~ Lol <

sm t gt
2s =
y T 2”‘1

3 L3
= ZZ 4+ EP}E:
k=I k=1

*flzzfi‘x +2Pk

k=l

chunki
t 3
_— tdt = —, -
fSID fSll'l 2 = 4
teorema isbot bo' ldl.

Agar (2) da |¢*-1<2 tengsizlikdan foydalansak, yuqoridagi

hisoblashlar soddalashadi, chunki oxirgi ikki integralni hisoblash zaruriyati
bo‘lmaydi. Lekin biz bunda ancha qo‘pol bo‘lgan

zm-mfzi%+i¢}
k=1 k=I k=]

|P(5, = k)—ﬂ(k)'ﬁz{i?k"'ipf]

k=1 k=]
baholami olgan bo'lar edik.

§ 7.7. Kofp o‘lchovli xarakteristik funksiyalar

Quyidagi belgilashlar to*g‘'risida kelishib olamiz. 2" dagi algebraik
operatsivalarda o € R sonli vektor deb

vektor-ustun, o' = (ay....a,) esa vektor —satr tushuniladi. Agar a,be R"
bo‘lsa, bu vekforlaming skalyar ko'paytmasi deb
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(“»b) = i - b
i=1
yig'indini aytiladi. Demak, {a.b)= a-b.
Agar aeR",T= qu]l —nxn tartibli matritsa bo‘lsa,

{TG’,Q) :g“TQ‘ = . i at.a;

i
ij=l
Ta'rif 1. (R".B(R”])-o‘lchovli fazoda F=F{x}-n o'lchovli

tagsimot funksiyasi berilgan bo‘lsin (.x:(.rl,‘..,x")). Uning xarakteristik
funksiyasi deb
F(0)= [ {x), e R,
RH

funksiyaga aytiladi,

Ta'rif 2. Agar &=(&,..&,)-(01,3,P) echtimollik fazosida
amqlangan, R” da qiymat gabul qiladigan tasedifiy vektor bo'lsa, uning
xarakteristik funksivasi deb,

felr)= J'ei{"x)ng (x), e R”,
P

funksiyaga aytiladi. Bu yerda F=F;(x)-tasodifiy &=(&...&,)
vektorning tagsimot funksiyasi, x =(x,...x, ).
Agar F(x) zichlik funksiyasi p{x) ga ega bo'lsa,

f{}= [ﬂei("'t)p(x}dx,

Demak, bu holda xarakteristik funksiya f(¢) zichlik funksiyasi p{x)} ning
Furye almashtirishi bo‘lar ekan. Keltirilgan ta’riflardan & tasodifiy
vektorning xarakteristik funksiyasi
£ ()= B e r

tenglik bilan aniglanishi kelib chigad:.

Ko‘p o'lchovli xaraktenistik funksiyalarning xossalari n=1 bo‘lgan
holdagi tasodifiy migdor xarakteristik funksiyaning xossalari bilan ustma-
ust fushadi, Lekin, tasodifiy vektoming momentlarini xarakteristik

funksivalar orqali ifoda etish aytib o‘tilgan fikrdan mustasno bo'lishi
mumkin.

Xarakteristik funksiya va taqsimotning momentlari
Qiymatlari R" da bo‘lgan tasodifiy vektor &=(&,...&,}ning
|k| = & +...+ &, tartibli aralash momenti deb,
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My, 4, = EE( & £
formula bilan aniqlanadigan songa aytiladi. Bu yerda &, 20 bo‘lgan butun
son, i =1,2,....sa. Qayd qilib o*tish mumkinki, agar
Egf <», k=L..n
bo‘lsa,

ham, o‘rta arifmetik va o‘ria geometrik miqdolar orasidagi munosabat
bo‘yicha,

nml—n@WM<z|MW

lk
va bundan
[&]
i1l s Lkt < S (el ) <o
Tagsimotning momentlarini xarakteristik funksiyaning hosilalari orqgali
ifoda etish mumkin. Xarakteristik funksiya £(r) ning “aralash™ hosilalari

& r(0) i "

— s = E(i&))" (i, )" -exp(i(t. !

51{(1.‘.5!,':(" (fgl) (‘gn) exp(f( ':)) ( )
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu formula (1) dan ¢ =(0....,0} deb olsak,

14l
iy o)
M., =(0) or.. o' )

tenglikni hosil gilamsz,

Quyidagi teorema ko‘p oflchovli xarakteristik funksiyalarni tasodifiy
migdorlari bog'ligsizligi mshunchasiga alogador ekanligini ko*rsatadi.

Teorema 1. Tasodifiy vektor &={(¢,...,£,) ning komponentalari
&pyeat, bogiligsiz tasodifiy migdorlar bo'lishi uchun, bu vektoming
xarakteristik funksivasi

felty= sy (a) £ (1), t=(as)
tenglikni ganoatlantirishi yetarli va zaruriy shart.

Ishot. Keltirilgan tenglikning yetarli bo‘lishini isbotlash uchun
&=(§...&,) vektoming tagsimot funksiyasini  F=F(x...x,),
& (1sk<n) tasodifiy migdoming tagsimotini esa £, (x) deb belgilaymiz.
Aytaylik,

GZG(xl,...,xn)=Fi(.r} )...F,,(.rn)
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bo*lsin. Bu holda, Fubini teoremasi bo*yicha har qanday (y,...7,) € R”
uchun
[ G ) ] €V () = B < 5
r"
- je'("‘f' ) G (2000 %)
Rﬂ
Demak, gisqaroq yozuvda
] S x]dG(x) j' et x)dF(x]
R"
Endi L= {e‘(“’, x€ R"} funksiyalar smﬁ tagsimoti amiqlaydigan sinf
bo‘lgani uchun G=F, ya'ni
F(":l*‘“’xn) = Fi (xl )Fﬂ (xn) :
Oxirgi tenglik &,,....¢, tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz ekanligini anglatadi.
Teoremadagi zaruriylik quyidagidan bevosita kelib chiqadi: agar
Elyenly tasodifiy migdorlar bog'ligsiz bo'lsa,
et ,".,e"ngl
migdorlar ham bog‘ligsiz bo‘ladi.
Ko‘p o'lchovli normal tagsimot.
Komponentalari bog*ligsiz va parametrlari

(af.0f), >0, k=12..n
botigan normal tagsimot bilan tagsimlangan
£ :(é:lw-aén]
tasodifiy vektorni ko‘raylik. Eslatib o‘tamizki, parametrlari (a,0?) bo‘lgan
normal tagsimotning zichlik funksiyasi

! _{x-a)
P(I]* 32::0 exp{ 26° }
bo'lib, uning xarakteristik funksiyasi

£(y=e"

Shuning uchun ham & vektor tagsimotining znchlik funksiyasi

2
1 x—a

P("lv‘-'xn)=ﬂm——ex -—[ ak)
A

52‘2
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— ol 4o (- ) (5= )}

= % a
(2z)2 1],
k=l
va bu yerda a®=(af...a}), O'- diagonal wmairitsa bo'lib, diagonalda
o element turadi. Masalan # = 2 holda
1
—5. 0
D= g
1
0, —
o2

Bu tagsimotning xarakteristik funksiyasi
" n 2,2
f()=E CXP{f % 18 } =11 cxp{iaffk - m} = exp{" (""J)‘l(Df,t)},
k=l k=l 2 2

bu yerda D - D' ga teskari bo*lgan matritsa bo'lib,

D~[6s.02) . Gu=0,i%k, 8 =1.

R” da ixtiyoriy chiziqli almashtirish 4 ni ko‘raylik (4 bu chiziqgli
almashtirishga mos kelgan matritsani belgilaydi) va
n=Ag
bo'lsin, Xarakteristik funksiya
* . *® 1 - L)
IAOESF (A r):exp{I[a,A r)hi(Da 1A :)}
yoki
. 1 .
fn(r)zcxp{:(a,()—g(ﬁl,a‘]}. (3)
Bu verda * - transpozitsiya belgisi, B
a= Aa*, B=ADA".

E’tibor qilamizki, B —simmetrik va manfiy aniglanmagan matritsa:

B ={4D4’) =(A') D'A" = 4DA",

(B't.t)={4DA"1)=(Dv,v) 20,

Ta'rif. Xarakteristik fonksiyasi (3) tenglik bilan aniglanadigan
#n—0'Ichovli tagsimot normal (yoki Gauss) tagsimot deb ataladi.

Yugorida keltinlgan fikrlar normal tagsimotning mavjudligini
isbotlab, bu ta'rifning ma'noga ega ekanligini tasdiglaydi.
Agar det 8 >0 bo‘lsa, normal taqsimotning zichlik funksiyasi (x € ")
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1 | [
(o) -————exp{ -3 (s-a)v—a)}. (4)
(27)2 ydet B
Demak, ixtiyoriy vektor a va simmetrik, musbat aniqlangan matritsa B dan
iborat (a,B) juftlik (3) voki (4) tengliklar orgali mos normal tagsimotni
aniqlaydi. Bu (a,B) juftik »—o‘Ichovli normal tagsimotning parametri deb
ataladi.
Endi, u—0o'lchovli normal tagsimotni aniglaydigan
(. B) parametming nazarly chtimollik ma’nosini ko‘raylik. Buning uchun
(3) tenglikdagi xarakteristik funksiya f,(¢)= /() ning birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarini hisoblaymiz va natijada quyidagi formulalarga ega
bo*lamiz:
ans() 1 &
o, fa

dnfle) 1 & 1 ¥y

oo, f onar, fT or or,

Demak,
alﬂ—f(fl :J._i =IC
afk =il f r't =0 !
Fmf 1 S 1 ¥ o
= —] @ ———a— — = -+
ana, T I I

belgilashlardan foydalansak,
= Em. o, = Emn,
tengliklami  hosil gilamiz (eslatib o‘tamiz 7 =(r,....m; ) -xarakteristik
funksiyasi {3) bilan aniqlanadigan tasodifiy vektor), Oxirgilardan
I/, (¢)=In f(f]=£(a,:)—%(8r,x)
ekanligini hisobga olsak,
ay = Eny, by = E(m — o )0, — ¢, ) = ¢ — i, (5)
tengliklar kelib chigadi.

Endi, (3)-(5) lardan shunday xulosaga kelish mumkin:
a=(a,...,a,)-vektor, n tasodifiy vektorning komponentalarining o‘rta
qiymatidan tashkil topgan vektor (7 ning o‘rta giymati), & matritsaning
elementiari b, lar esa, # vektorning komponentalarini ikkinchi tartibli

markazlashtinligan momentlariga teng bo'ladi. B -matritsa 1 vektorning
korrelatsion matritsasi deb ataladi.
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Vektor ¢ ning komponentalari £ va ¢ tasodifiy migdorlar
orasidagi korrelatsiyalar koeffitsiyentini p,,,&, ning dispersiyasini o, deb
belgilasak,

by = ppoy -0,
tenglik o'rinli bo‘ladi. Misol sifatida ikki o*lchovli normal tagsimotning
zichlik funksiyasini keltiramiz (bu funksiyaning argumentlari x, va x,
o‘miga xva ylarni ishlatamiz). Bu holda,

detB=hby -0 =ofo3{1-0").  p=ma

l
playy-———x
2nayog4fl- p2

coxploL_(Lxma)’ _ZP{x-al)(y-az)Jysz}z ‘ ©
Z(I—pz] of aye; o3

Oxirgi (6) formuladan ko‘rinadiki, normal tagsimotga ega bo‘lgan

£=(&.& ) vektoming komponentalari & va &, lar bog‘ligsiz tasodifiy

migdorlar bo*lishi uchun, ular orasidagi korrelatsiya koeffitsiventi

p=pp=0

ekanligi vetarli va zaruriy shartdir. Hagiqatan ham, p =0 bo'lsa,

1 1x-a)’| | {y-ar)
P{x,)’)=v;2—x-ot ﬂp{—i afl }‘Jz_rrog exp{—; 0%2 }:
= pi[oa,01) pa{y.az,02),

(x-a)’ }

1
j ) (x'al'alj=ma exp{ ol
1 1

U-%f}

1
pr{xay,02)= Diro cxp{ o2
2 2

Dcmak! p(xly'al’ag)= p§| (x)'ng (y)'

Misol va masalalar
1. Quyidagi haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalarning qaysilari
xarakteristik funksiva bo‘la olmaydi:
A= Alheqiz Alh=sinb flr)=oosbt f{0)=1~i
Javob: f(1). £{r). £,(7)



. Tasodifiy miqdor quyidagi tagsimot qonuniga ega:
X 2 0 2 :

po L 11
4 2 4
Xarakteristik funksiyasini toping va uning yordamida dispersiyasini
hisoblang.

Javob: f(t)=cos’s, DX =2.

. X tasodifiy miqdor p>0 parametrli geometrik tagsimot qonuniga
ega. Bu tasodifiy migdorning xarakteristik funksiyasini toping.
Javob: 7ir)= pe”

A
.
ell

1-g

. X va v tasodifiy miqdorlar bog'ligsiz bir xil tagsimlangan,

xarakteristik funksiyalari f{:) ga teng tasodifiy miqdorlar bo'lsin,

Agar 7 =X -y bo‘lsa, Z ning xarakteristik funksiyasini toping.
Javob: £, (0 =|fF (1) -

. Uzluksiz tipdagi tasodifiy migdor ¢ ning tagsimot funksiyasi F(x)
bo'lsin. y=F() tasodifiy migdoring xarakieristik funksiyasini
toping va uning qaysi tagsimot qonumga mos kelishini aniglang.

Javob: 71, ()= %11; tekis taqsimot qonuniga mos keladi.
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VIII BOB. BOG'LIQSIZ TASODIFIY MIQDORLAR
KETMA-KETLIGI. LIMIT TEOREMALAR

VIII bobni o'qib chigish natijasida:
- Kuchaytirilgan kanta sonlar qonuni gachon o 'rinli bo lishini,
- Bir xil tagsimlangan bog 'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
uchun markaziy limit tearema o ‘rinli bo lishi shartlari,
- Qoldig o - algebra hodisalari uchun "0 yoki 17 gonuni.
- Markaziy limit teorema o 'vinli bo ‘lishi uchun yetarli va zaruriy
shartiar
hagida tasavvarlarga ega bo‘linadi;
- Bog ligsiz tasodifiy migdoriar ketma-ketligi uchun katta sonlar
gonuni o ‘vinli bo lishida (D) va (L) shartiar kerak bo ‘lishini.
- Markaziy limit reoremada go ‘shiluvchilarning cheksiz kichik
bo ‘lishini zaruriyligini
bilish va amalda qo‘llay olishi;
- Lindeberg shavtini markaziy limit teorema uchun yetarli bo ‘lishini,
- Zaruriylik hagidagi Feller teoremasini o ‘rinli bo 'lish shartlarini.
- Ruchaytivilgan katta sonlar gonuni o 'rinfi bo lishi uchun yerarli
shartlarni topishni
o‘rganib olish mumkin.

Oldingi boblarda vozilganlarga asoslanib aytish mumkinki,
chtimolliklar nazariyasining ko‘p masalalarida tasodifiy migdotlar
yig'indisining tagsimotini o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Masalan, binomial
tagsimotni Normal yoki Puassont tagsimoti bilan aproksimatsiyasi bilan
bog'liq bo'lgan Muavr — Laplas, Puasson teoremalari bunga misol bo‘la
oladi.

§ 8.1, Kafta sonlar qonuni

Bu bobda, asosan, o'zaro bog‘ligsiz bo'lgan
5]!52»'“?‘%""
tasodifiv migdorlar ketma-ketligi o‘rganiladi. Bog*ligsizlik sharti tasodifiy
miqdorlami bitta umumiy ehtimollik fazosi (€,3,P) da aniqlangan
bo‘lishini tagozo giladi.
Ta’rif: Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {£,.n>1} uchun
EEZ,{n21} mavjud bolsin. Ayirma
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L3e-18m 50 now

il Rk=l
ehtimollik bo‘vicha nolga intilishini ta’kidlaydigan hamma teoremalar,
kaitta sonlar qonuni deb ataladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, katta sonlar qonuni mohiyati va ma'nosi
nuqtayl nazaridan, tasodifiy migdorlar uchun ularning “vagt bo‘yicha”
o‘rta qiymatlari “fazoviy” o‘ria giymatlar bilan yaqinligini bildiruvchi
ergodik teoremalar bo‘lar ekan. Amally nuqtayl nazardan, ehtimolliklar
nugtayi nazaridan tatbiglarini (tatbiq etish mumkinligini) katta sonlar
gonuni orqali tushuntirish mumkin. Hagigatan ham, katta sonlar qonuni

limit holatda (katta slar uchun) lfék tasodifly migdorni l}i EE,
R k=1 =1

konkret son bilan almashtirish mumkinligini tasdiqlaydi, demak katta lar
uchun “tasodifiylik”™ yogola borib, gandaydir “statistik turg‘unlik™ yuzaga
kela boshlaydi. Qo‘polroq qilib aytganda, katta senlar qomuni o‘rinli
bo‘imasa, “tascdifivlik™ saqlanib golaveradi va bu holda katta ishonchiilik
bilan muayyan xulosalarga kelib bo‘imaydi.

Chebishev teoremasi. Bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

Siedzsadpen (1)
uchun E£ =a, DE, 5 e <« munosabat bajarilsin, Bu holda
" I
2385, pow,(2)
Hg=)

va'ni (1} ketma-ketlik uchun katta soniar gonund o dodi bo' tadtl,
Ishot. Aslida teoremaning xulosasidan “kuchli” bo‘lgan
n 2
E[lzg—aj -0, f— 0
Ri=l
jumlani isbotlayiniz. Oz navbatida oxirg! uchun

D[lié’n]—-po, 1 — 00,

nit :
ekanligini isbotlash yetarli bo'ladi. Tasodifiy migdor & lar bog'ligsiz
bo‘lgani uchun

1r 1 & 1 c
D —Eﬁk =—IZD§,‘,§.‘—2'HC‘:——)0‘
ni=i k=i L3 M

Izoh. Katta sonlar gonuni (2) o‘rinli bo‘lishi uchun

lim l, T D&, =0 (3)
o0 7" k=]
sharti bajarilishi yetarli bo‘ladi.
Hagqiqatan ham,
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_< : _ 2
xn_kEIng, yn_n

deb olsak limitlar haqidagi Shtols teoremasiga asosan,

. - . DE, D
lm — 2 ‘Z DE = lim 22 = tim Insl _ fim o =9,
o p° g oy, HdmP, — . A n (PI _ I) n—boo Zn 1

Bu fikrlardan kelib chigadiki, {2) katta sonlar qonuni o‘rinli bo‘lishi uchun,
DE, <c sharti o‘'miga

D&, g

lim —2 =
n—m A

shartt bajarilishi yetarli bo*ladi.
Natija, Tasodifiy migdorlar ketma-ketligi (1) uchun
E{, =a, D <c, r=12,..
shartlar bajarilsin. Bu holda, har qanday £ >0 uchun

lim P[M—a >£)=0‘
n—o n
Haqigatan ham, Chebishev tengsizligi bo'yicha
1 "
z 5&) ”
P[M—a >s]s [’”‘;' — 1§ Dz, -0, ixtiyoriy
" £ HE k=1

>0, n—w
Bu natija noma'lum miqdorlami bir necha marta o°lchab, so‘ng biror
xulosaga kelishga asoslangan “o‘rta arifmetik”™ prinsipi to'g'ri ekanligini
isbot etadi, Masalan, #migdor noma’lum planetaning diametri bo‘lsin. Bir
xil sharoitda kuzatuvchi o‘lchov ishlarini bajarib &.,&,,....&, natijalarni
oladi va o uchun tagribiy qiymat sifatida kuzatilgan natijalamming o‘rta
arifmetigi
it tSy
H

migdomni gabul qiladi. Agar kuzatuvchilarda sistematik xatolar
qaytarilmasa, ya’ni E§, =a bo‘lsa, yuqoridagi natija bo‘yicha

& +..+E,

n

Aytib o‘tilganlardan tabiiy ravishda tasodifiy miqdorlarni dispersiyalari
mavjud bo‘lmasa ham , Katta sonlar gonuni bajariladimi degan savol
yuzaga keladi. Bu haqda quyidagi Xinchin teoremasi o‘nnli bo‘ladi,

P
—a—=0, 7=,



Teorema (Xinchin). Aytaylik, {&,.n21}-bog'ligsiz va bir xil
taqsimlangan tasodifty migdorlar ketma-ketligi bo'lib, E§, =a maviud
bo'isin. Bu holda,

: P
Sy _Gtethn?
L n

Ishot. Oldin quyidagi lemmadagi faktni qayd qilib o*tamiz.

Lemma. Tasodifiy miqderlar ketma-ketligi {&,.n21} uchun fimit
tasodifty migdor £ o‘zgarmas bo'lsa, ehtimolilik bo'yicha yaginfashish

d
[;-’n ic] va sust yaginlashish [.jn ac] teng kuchli bo*ladi.

"= m,

Lemmada keitiriigan jumlani quyidagi implikatsiya diagrammasi
ko‘rinishida yozish mumkin:

{g,, ic} o [(:" ic}. (4)

0, x&c

Agar
A AE <) Bl Ple<n)-
deb olsak, E, {x) ning uzluksizlik nugtalari to*plami
C[E{,)z[—u:,c)U[c,w).

Endi, har ganday £ >0 uchun

P&, —c>&)=1-P(§, ~ds&)=1-Plc~£<&, <c+e)=

=1-F(c+e}+ F(c—¢) (5}
tenglik o‘rinli ekanligidan va

c—-eeC(E), c+eeClE)

munosabatlami hisobga olib (5) dan (4} diagramma to‘g‘ni bo‘lishiga

ishonech hosit gilamiz.
Lemmadan har qanday £ >0 uchun
L]

s

[, x>¢

- — o

::-s]-—r(]. ]
H

v
Fn(x)=P(-Sﬂ-<x}=» E,(x), n—»w
n

munosabatlar teng kuchhi bo'lishi kelib chigadi.
Oxirgd sust yaginlashish (F,=E,} o'z navbatida, uzluksizlik
teoremasiga asosan xarakieristik funksiyalar ketma-ketligi uchun
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f5, ()=, now (6)
limit munosabatning har qanday : nuqtada bajarifishi bilan teng kuchij

bo‘ladi.
Endi, ¢ tasodifiy miqgdoming xarakteristik funksiyasini f(s} deb

belgilasak,
oG]

tenglikka ega bo'lamiz. Xarakteristik funksiya f(r) qandaydir §>¢
uchun, |1 <5 bo‘lganda

1
(f(f) - l[ < E
tengsizlikni ganoatlantiradi. Demak, [f] <& bo‘lganda
)=t f(r)
funksiyani aniglash mumkin (bu yerda logarifinning bosh qiymati nazarda
tutiladi). Matematik kutilma ££, = 4 mavjud bo'Igani uchun
7(9)
Shunday qilib, ¢ning fiksirlangan har ganday qiymatida, yetarli katta nlar
uchun ![i

T

=ia.

) funksiya aniglangan va

f{.. (t)= em{[ :’]

Endi {{0)=0 ekanligini hisobga olib, quyidagi asimptotik munosabatni

yoza olamiz:
o) 1(-‘ JHI(D)
E " = axp _n_t__

n

Demalk, oxirgidan (6) mumosabatning to'g'ri ekanligi kelib chigadi,
Bernulli teoremasi. Yuqorida keltirilgan katta sonlar hagidagi

Chebishev teoremasining yana bir xususiy holint ko‘ramiz. (‘zaro

bogligsiz va har bir tapribaning natijast 2 ta elementar hodisadan iborat

tajribalar ketma-ketligini ko‘raylik (Bemulli sxemasi). Bu ikkita elementar

hodisalarni , Yutuq (s ) va Yulqizig (¥« ) deb hisoblab quyidagi {&,,n21}

cth—y el 1O = gt



tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini kiritaylik: agar »-tajribada v« ro'y
bergan bo'lsa, £, =1, Yy (yutqiziq) ro‘y bersa £, =0 deb hisoblaymiz. Har
bir tajribada ¥ ro‘yobga chiqish ehtimolligi P(Yu)=p, chigmaslik
ehtimolligi P(¥«)=1- p deb olsak, o‘zaro bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
é]'élr'"!in!'"
hosil boiib, unda
_ |1, entimolligi  p,
S _{0, ehtimoiligi  1-p.
Bu holda,

1
E,=p DL =pll-p)<y
bo‘lib Chebishev teoremasining shartlari bajariladi. Tasodifiy migdor

birinchi » tajribada vutugning ro'y berish chastotasini (necha marta
takrorlanishini) ifoda etadi. Chebishev teoremasiga asosan har ganday
£ >0 uchun :

P(lv, - pl>£) >0, n—>w (7)

P
ya'ni u,—p munosabat bajariladi. Bu (7} munosabat Bernulli teoremasi
deb atalib, kiritilgan p ehtimollikni statistik-intyitiv tassavurlarga mos
kelishini isbotlaydi.

§ 8.2, Bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar seriyasi uchun
katta sonlar qonuni

Endi katta sonlar qonuni ixtiyoriy bog‘ligsiz va har xil tagsimlangan
tasodifiy migdorlar uchun o‘rinli bo‘lishi shartlarini topishga harakat
gilamiz. Bunda ancha umumiy bo‘lgan masalani, katta sonlar gonuni
bog‘ligsiz va har xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlardan tashkil topgan
seriyalar sxemasi uchun o'ninli bo'lishi shartlarini o‘rganamiz.

Bog‘ligsiz tasodifiy miqdoriar

EebugrenEme m=12,... (n
ixtiyoriy seriyalari berilgan bo*lsin (£, tasodifiy migdorlar tagsimoti n ga
bog‘liq bo‘lishi mumkin), Agar



deb belgilasak, (1) seriyalar ketma-ketligi uchun katta sonlar qonuni o*rinli
bo‘ladi deganda

5, ;0 n — 0o

ko*rinishdagi hamma teoremalarni tushunish mumkin, chunki umumlyllkm
chegaralamasdan

Bty =0, k=12,.. ' 2)
deb hisoblash mumkin.
Kelgusida quyidagi shart: n — oo da
D, = 3 Ermin x| nel) 0 (D)
k=1

muhim rol o‘ynaydi.
Teorema 1. Agar (2), (D) shartlar bajarilsa, (1) seriyalar ketma-
ketligi uchun katta sonlar qonuni o‘rinki bo‘ladi, ya'ni

Sp—E—0, n—oo

Izoh 1. Teorema | ni boshqacha teng kuchli variantda quyidagicha
yozish mumkin:
P{S, <z}= Eyr), n—o0
bu yerda
0 =0

E, =
0 =Y 150

Izoh 2. Yugoridagi bog'ligsiz va bir xi! tagsimlangan tasodifiy
migdorlar uchun katta sonlar gonuni o‘rinli bo'lishi hagidagi Xinchin
teoremasi teorema 1 ning xususiy holi bo'ladi. Bu fikmi isbotini
Bt =0, Ejg <c<oo, 1<s<2, shartlami gqancatlantiruvchi tasodifiy

migdor & misolida ko‘raylik. Faraz qilaylik b<n) = om) o'suvchi ketma-
ketlik uchun

1/
n &
= 1 R S
! bin) o) u bn)
bo°lsin. Bu holda,
B, <ne /b my=o(1), n— oo,

1 +.o+ F
Sr.l:ZL:gnk:{l b(n)‘fn 0

munosabat bajariladi.
Endi, (D) shartga e’tiborimizni qaratamiz,
'z - o*zidan ravshanki, bu sharini quyidagicha yozish mumkin:

D, = ;ZLI E[I‘fnkli ]Enk] > ]J + ki_] E(l‘fnkll ; I‘En.kl < I) -0
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Agar n— co da
M=% Elty|<c< )
k=1

bo‘lsa, (D) shartni bajarilishi uchun
L= E(jeul: [l > £) = 0, e>0 (L)
=

munosabatni o'rinli bo'lishi yetarli va zarurly bo‘ladi. Haqiqatan ham,
e <1, g = min(z1,z°) deb hisoblab,

D, = gg(&k)a—* gE[Q(&k);lﬁM > )+

30 Bl I € ) < L@ + <) Eflal ol € ) S Ly @+ 2L, 0) (4)
k=1 k=1

tengsizliklarni yoza olamiz.
Endi, L, (0)=M<c va £>0 ixtivoriy ekanligidan, oxirgi (4)
tengsizliklardan

D, =0 n—oo0 .

munosabatni olamiz.
Aksincha (bu yerda (3) shart bajarilishi talab enlmayd:) e<l1
bo‘lganda
Ly ) < 3 E{lgulilén] > 1)+

k=1
41 zg(mg o<l <t s 2~ 0 5

keltirilgan (D) va (L) shartla:dan har biri  E|¢,| ni tekis cheksiz kichik
miqdor bo'lishini, ya'ni

l%a%:imfdf—tﬁ n— 50 (6)

munosabat bajarilishini ta’min etadi.
Hagiqatan ham (L) dan, shunday yetarli darajada kamayadigan
¢, — 0 ketma-ketlik olish mumkin bo'lib,
L {g,)>0 n—oo.
Shuning uchun ham,

]gaglm{,,kl < gngfl[s + E([&u)slénl > 5)] <

<e, TL(g,} =0, n—> o0, T .
Tasodifiy miqdorlar {£,} lar cheksiz kichik migdorlar deyiladi, agar
har ganday ¢ > 0 uchun

193



lim max P{j¢,]|>€)=0 ($)

n—osl<ksn
Oxirgi (8) tenglikda keltirilgan munosabatni &, tasodifiy
miqdorlarni ehtimollik bo*yicha tekis nolga intilishi xossasi deb tushunish
mumkin va bu xossa {(6) dan kelib chigadi. Haqgiqatan ham, Chebishev
tengsizligi bo'yicha n — oo da

bo‘ladi.
Bu xossa (L) bajariladigan holda ham o*rinli:

P[max [l > 5] = P(l}J{[Eﬂk[ > e}] <

1£ksn
1
<Y P(ul>e)s-F E(lfw:j;]&;m] > 5) =
kon € k<n
= ——'T—Ln ) —_ D.
3

Teorema 1 ning isboti. Bu teoremaning “to‘g'ri ehtimollik™
metodidan foydatanb isbot etish ham mumkin edi. Lekin, biz xaraktenstik
funksiyalar metodini qo‘llaymiz va bunda bu metodning mohiyati va
imkoniyatlarini namoyish etishga harakat gilinadi. Quyidagi belgilashlarni
Kiritamiz;

fnk (t}: Ee“{’*, aﬂk (t)zAk{!}:fnk (t)_]
Yugqorida keltirilgan izoh 1 ga asoslanib

fsﬂ {t) = Ee“s" = ]_ﬂ_I j;h{‘ (t) — ], n— O}
k=1

yaqinlashish har qanday ¢ uchun o‘rinli bo‘lishini tekshirib ko‘rish yetarli
bo'ladi.

Lemma 1. Agar Jo;| < 1, Bl <1, k=1,..,n bo'lsa,
IER 1 £ 3 T
k=1 k=l k=1 L.
Isbot. Quyidagi
A =Tle, B,=]lk
k=1 k=1

belgilashlami qo‘llab va [4,| <1, |B,| <1 tengsizliklar o‘rinli bo‘lishini

* hiscbga olsak,

[An - Bn’ = IAn—laﬂ. - Bn—lbnl = I(An—l - Bn—l)a“n +(an - bn)Bn.—ll <
= ]An—-l - n—1| +'ar¢ - nt'
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Bu oxirgi tengsizliklarni » marta qo‘llasak, lemmaning isbotini olamiz.
Isbotlangan lemmada

o = faft), bo=1 k=12...,n
deb tanlasak,

I (-1 = m,;(z) H'

tengsizlikni yoza olamiz.
Endi, E¢, =0 eckanligidan foydalanib (8) tengsizlikni o'ng
tomonini quyidagicha yozamiz:

S 0] = Sfe(ere 1) -

< 3[A () )

n

= p(er -1 it ) o)
Har qanday haqgiqiy o uchun o‘rinli bo'lgan
2
|e —liélafl, ‘e —l—éalg%

tengsizliklardan va
g(x) = min (Izl,zz), h{t)= max(|t|,t2)
belgilashlardan foydalansak,
2,2
e —1- it.z] < min[zim,z—;ﬁ—] < 2g(tr) < 2R{t) gx)
munosabatni olamiz.
Yuqoridagi (8), (9) munosabatlarda oxirgi tengsizlikni go‘llab,
Ifs, (=11 <2k ()3 Eg{éy)=20(} D, — 0.
k=1

bo‘lishiga ishonch hosi! qilamiz. Teorema 1 isbotlandi.

Quyidagi teoremada katta sonlar gonunining kuchaytirilgan varianti
keltiriladi.

Teorema 2. Agar (2) va (D) shartlar bajarilsa

E|S,| =0 (yoki §, —1—0)

Keltirilgan teoremadan {S,., nx l} ketma-ketlik  tekis
integrallanuvchi bo*lishligi kelib chigadi va undan teorema 1 ning isbotini
olamiz. Haqiqatan ham, Chebishev tengsizligiga asosan,

POS,,|>E)$%—P0, n— 0o.
£
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Teorema 2 ning isboti. Bu teoremaning isbotida “to*g*ri ehtimollik™
metodidan (xarakteristik funksiyalamni ishlatmasdan) foydalanamiz. Oldin
“tasodifiy migdorlarni kesish™ usulini qo‘llaymiz. Quyidagi “qirqilgan”
tasodifiy migdorlami Kiritamiz:

"fﬂb agar [€| <1,

- 0,  agar [&u]> 1, bo'lsa,
£ = & — - Bu holda, b = §nk + €
SII _anl:- S _Eink'r Snzs;l+s:l
k=1

A

Koshi- Shvars tengsizligiga asosan (

s | o5 BT+
RAES [iﬂf:m]/ +2iIEI£;k\s
< S 5{eaf 425 5l -

’ZE & luel <1) ;1+2:§E(|Enk; )< JD, +2D, — 0.

Teorema 2 ishot etildi.

Izoh 3. Teoremaning isbetidan ko'rinadiki, agar £, lami
bog‘ligsizlik shartini, £, tasodifiy migdortami kormefatsiyalangan
bo'lmaslik sharti bilan almashtisak ham teoremaning xulosasi to‘g'r
bo‘lib golaveradi.

Endi {gk, k> 1} fiksirlangan (n ga bog'liq bo'lmagan). Tasodifiy
migdorlar ketma-ketligi,

n
S =24 o, = Eg,
k=l
bo‘lsa, bu helda katta sonlar qonunini o‘rganish

2 5, _Zﬁk

_S%—e -
{!IJC b(ﬂ) ? “ Zgn.l b( )

tasodifiy migdoriar ketma-ketligini o rganlshga olib kelinadi. Bu yerda
{4} (1) shartni qanoatlantiradi, 5¢n}—cheksiz o‘suvchi sonli ketma-
ketlik. Ko*p hollarda



by =3 EJ&,|
A=l
deb gabul qilinadi.
Umumiylikni chegaralamasdan a; = 0 deb hisoblaymiz. Teorema 2
dan quyidagi natijalar kelib chigadi.
Natija 1. Agar n — oc da

D, = -l—i:Emin |§k|,_§§.4 o,
b(n) i bn)
yoki

Lﬁ(s)=;iE[]§k];]§k]>b(n))—»0, B PR
b(n);_-:] )

shartiari bajarilsa,
P

S ———0.

Natija 2. Oldingi paragrafdagi Xinchin teoremasining sharti

bajarilsa, E’L—L»a.
n

Ishot. Agar {£} bir xil tagsimlangan, E|¢,| < oo bo‘lsa, by =n

bo*lganda, L, () — 0, chunki
E{lgd;l&;! >€ﬂ)—* 0, mn— 00,

Natija 2 isbot bo'ldi.

Izoh 4. Yuqoridagi (2) va (M) shartlar bajarilganda 5, (3™ — 6}
va (L)(L,(e) — 0) shartlaridan birortasi ham katta sonlar gonuni
(S,L——Pm»()) uchun zaruriy bo‘la olmaydi. Bunga ishonish uchun
quyidagi misolni ko‘ramiz: Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
1

1
nz

—n, ehtimolligi

Lo =10, ehtimolligi l-iz,
n

n, ehtimolligi Lz
n

Bu holda, katta sonlar gonuni §, —=— 0 o‘rinli, Hagigatan ham,

P(8,=0)< P[I:I & = 0} 53—. 0.
k=I n
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2
Elfnll:;qo Ml :Zk:Elguk|=2‘

bular bilan bir qatorda
gﬁ E{allen] 21} =240

va D, hamda (L) shartlari bajarilmaydi. _
Lekin, quyidagi shartlar bajarilsa, (D)) zaruriy bo‘ladi.
((5, —2—0) uchun):
£ﬂk 2 ke g 2 0'- (*}
m?.xenk—*ﬁ, Es‘nk £f‘ < O3
k

Bu faktni isbotlashdan cldin quyidagi foydali lemmani keltiramiz,
Lemma 2. Quyidagl munosabatlar o'rinli:

Z'ank“)lsmM]' Ank (t)zj;ik (£r—1.
E

Agar (S) sharti bajarilsa, har ganday ¢ uchun
ml:‘31.1|:|‘$,u.t [i)l —0, n— oo

Agar tasodifiy migdor £ quyidan chegaralangan (& Z—ce> 0) va
E¢=0bo'lsa, E[¢| < 2¢.
Isbot. Hagiqatan ham,
|2 (8 < B — 1| <WE (£,

;‘Ank (0 = 1t{- M,

8 0 < E{e — 1 Jeud )+
+B{je" il > €) <t + 2P (i) > €)
munosabat o'rinli, ¢ ~ixtiyoriy musbat son bo‘lganidan, (§) shartidan
foydalanib lemmaning ikkinchi jumlasi to‘g'ri ekanligiga ishonch hosil
qilamiz.
Uchinchi jumlani isbotlash uchun ¢ tasodifly migdorning
£f = max(0,£) > 0,
£ = max(0,-£} >0
musbat va manfiy gismlarini ko‘ramiz. Bu: holda,
§=¢'-¢, E{=E§ -B{ =0,
El|<E(€T +¢ )=2E( < 2.
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Lemma 2 isbot bo'ldi va uning oxirgi jumilasidan (S) shartlardan (2) va
mf.xE|£,,_kl =0, n—oo
munosabatlar kelib chigishini ko*rsatadi.

Teorema 3. Tasodifiy migdorlar £, lar uchun E£,; = 0 bo'lib, (¥)
shartni ganoatlantirsin. Bu holda, {D,] (yoki (M)} katta sonlar qonuni
bajarilishi uchun zaruriy bo‘ladi.

Isbot. Agar katta sonlar qonuni (Sn —“’—»0) o‘rinli bo‘lsa, lemma 2

dan
Yaum
llm fs {thy= lim e* =1
Demak,
Y A= ZE[ Uk 1 —itly )
k=l
Bulardan tashqari

Z"IE(Ie“‘f"* —l—its.,kl;|£n*ls s,.k) <

k=1

Oxirgi va undan oldmgl munosabatlardan katta sonlar qonuni bajarilgan
holda {(*) ni hisobga ohb)

3 Bk = 1= ity £y > ) — 0.

k=1
Endi,

1

x(Z) = —
T
funksiyani ko‘ramiz. Bu funksiya uchun
lx(x) <1, Iin:(l)a(r) =1.
T—

Demak, = > ¢ > ¢ bo‘lganda, shundek é¢e) > 0 topiladiki,
Re(l—aim) 2o,
Oxirgidan (Imr kompleks sonning mavhum gismi).
Im(l+ik—e“)> 6t5)z,  z>e>0,
ya'ni

<@Im[l+sz—e )



Bulaming hammasidan
L= EEU&"HJ&&[ >¢)= ‘;E(ﬁnk; §nt > 5)

1 . & ;
<— ImY E(l44, —e; £ >e )10,
= e g ( + iy —€ L Enj:)
Shunday qilib, (1) sharti bajarilib, (2) bilan birgalikda (D, shartini

bajaritishiga olib keladi.

§ 8.3. Bog'‘ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy migdortar
ketma-ketligi uchun markaziy limit teorema

Tasodifiy migdorlar
é!:&:'"?&n'" (l)
o'zaro bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan,
Sra = ’f] +'“+£n
bo‘lsin. Oldingi paragrafda (1) ketma-ketlik uchun katta sonlar gonuni
o‘rinli bo‘lishi uchun, qo‘shiluvchilarning o*rta giymati £¢, = 2 mavjud
bo‘lishi yetarhi ckanligi isbotlangan edi. Lekin, (1) ketma-ketlik uchun
markaziy limit teorema o‘rinli bo‘lishi uchun gqo‘shiluvchi tasedifiy -
migdorlaming dispersiyasi D, = ¢* mavjud bo*lishligi talab etiladi.
Endi markazlashtirilgan va normallashtirilgan
5, = S, _E5, _5,—na
' JDS, oJn
yig'indining tagsimot funksiyasini F,(z), parametrlari (0,1) bo‘lgan
standart normal tagsimot funksiyasini ®(x) deb belgilaylik, ya’ni

&y = ~ 12 gy

l T
W

Teorema (Levi). Agar 0 < ¢° < oo bo'lsa,
sup|F, ()~ @) = 0, 1 - oo,
va'ni (1) ketma-ketlik uchun markaziy limit teorema o‘rinli bo‘ladi.
Bu holda {gng n > l} ketma-ketlik asimptotik normal tagsimotga ega
deyitadi,
Agar standart normal tagsimotga ega bo‘lgan tasodifty miqdor £, deb

beigilansa, keltirilgan teoremaning xulosasini
301 —d"“{‘-ct F;' = ‘D, n-— oo
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ko'rinishda yozish mumkin (bu yerda teoremadagi tekis yaqinlashish, sust
yaqinlashish va @¢z) funksiyaning uzluksiz ekanligi natijasi bo‘lishi
hisobga olinadi). Bundan tashqari

5. >0, Efn=E =1
ekanligidan, {'s‘2 n> 1} ketma-ketlikning tekis integrallanuvchi bo‘lishi
kelib chigadi. Demak, bu holda
Eg(8.) — Eg(&.), Yge CB(R)
sust yaqinlashish bilan bir vaqida [g@)| < 0[1 + zzj shartni
qanoatlantiruvchi uzluksiz g(> uchun (g € C(R))
Eg(Sa) - Eg(g), n— oo

bo‘lishligi kelib chigadi.
Teoremaning isboti. Umumivlikni chegaralamasdan a =0 deb
hisoblash ~ mumkin, chunki aks  Tholda (1) ketma-ketlikni

{6 =& ~a n>1] ketmakedik bitan almashtirish mumkin va by holda
{S"m n > 1} ketma-ketlik o‘zgarmasdan qolaveradi.
Demak, teoremaning isbotlash uchun xarakteristik funksiva
b (0= B 2
bo‘lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.
Hagigatan ham (e = 0 bo‘igan holda)
t :
= f"— t) = Ee™
r0=r=) o=,

va B¢,” mavjud bo*lgani uchun, [f"(¢)] mavjud.
Aytib o‘tilganlami hisobga olib, Teylor formulasini qo‘llasak,

2
£ ()= FO)+ £1(0)t +7"(0)- = +a[t )=1-

formulani olamiz.
Demak, n — oo da

w2+o[t )

o? t Y i)
lnj;,(ﬁ)—nlnl——z—-[m] +o(;]

Z 2 z 2

t : t f
ERCHRVIDN I8 | PG SRRV I

2" [n” 7 Tel=—3

=1

teorema isbot etildi.
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§ 8.4. Lindeberg-Feller teoremasi

QOldingilardek bog’ligsiz tasodifiy migdorlar senyalari
ﬁni’ERZ?"‘rggk; k= l,2,...
va ularning

Sn. = ‘::Enk

k=1 :
yigindilarini ko‘raylik. Qo shiluvchi tasodifiy miqdorlar dispersiyalari
mavjud deb hisoblab (a:k =DE, < oo), umumiylikni chegaralamagan
holda,

Et, =0, 3 0% =DS, =1 )]
k=1

shartlari bajarilishini talab qilamiz.
Kelgusidagi mulohazalarda quyidagi shartlar muhim rol o*ynaydi:
§ > 2, n — oo bo'lganda,

Dy = zgmm(g,,k,m }—o. ™)

Agar (1) shart bajanlsa, (D) shartning bajarilishi uchun, quyidagi
Lindeberg sharti

L e = Z E(|£,,,,| |l > 5) = 0, (L)
bajarilishi yetarli va zanmy bo‘ladi. '
Hagigatan ham,
o (@Y= min(xz,lzl"), §> 2,
deb olsak,

DyY = ;Egz () < iE(ﬁk? el > E] +

3B lf,,kl <)<

< LP )+ 7L, (0) = I () + &5
Onxirgi munosabatda ¢ ixtivoriy musbat son bo‘lgam uchun, I[Py —0va
DP -0, n>m,
Aksincha, ¢ <1 bo‘lganda (bu yerda (1) shartning bajarilishi shart
emas)

n

LV e < E (&M; |£,,k|>l)+



(1)

by
_2 Es[lgn.d £ <‘|‘Enk1{ ) —2 —10.
(D) shartga umumiyroq ko‘rinish berish mumkin:
2 Eghh () — O,

k=
vabu yerda h¢zy quyidagi xossalarm qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya:

he)>0, him 1, >0 bo‘lganda,

h{z) — 0, z — 0 bo‘lganda,
hiz)y —c<os, z-— oo bo‘lganda.

Lindeberg (L) shartida
h(I) = ‘rfs,oo] (x)

va F (@) = P{£, < &) bo'lsa, uni quyidagicha yozish mumkin:

ki3
e=Y [ Lm0
E=liges
Oson ko‘rish mumkinki, har ganday € > ¢ uchun
max D, = max Ji} = £+ erm &)
& k

demak n — oc da

max 0k, — 0. )
Chebishev tengsizligi be*yicha
max a!?sk
max P ([Gne| 2 €) € "52 . 3

O‘z navbatida (2) va (3) lardan {£,;,1<k <} tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi tekis cheksiz kichiklik shartini ganoatlantirishi kelib chigadi:

mf\xP(|£“k[ > e] — 0. (S)

Shuning uchun ham (1) shart chegarasida (dispersiyalar mavjud bo'lgan
holda) {£,} ketma-ketlikni cheksiz kichiklik sharti sifatida (2) shartni
tushunsa bo‘ladi.

Agar fiksirlangan (= ga bog'liq bo‘lmagan) {¢) tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo‘lib,

S‘==E§ks E'Ek‘ ngzglg
k=1

bo‘lsa, markazlashtirilgan va normallashtirilgan yig'indilami
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5, — i ag "
Foz it BI= 3
n k=1
o‘rganishga to‘g‘ri keladi, lekin bunda ham sxemalar seriyasining xususiy
hoh
_&—o
" B,

bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Bunday {¢,} ketma-ketlik uchun (D) va
(L} shartlar quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

D=éiEmin[(£k—ak .l'& ak‘] .

m k=1 Bsz

D:zm(f)" 2ZE((&‘—D‘1& 4 |€k—ak'>EBnJ—“0

nk

E=12,..

Teorema 1. (Lindeberg markaziy limit teoremasi)
Agar {€,, 1<k <n} bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi

(1), (D) shartlarni qanoatlantirsa,
sup!P(S,, <:.,-")—Gli'(x)l—r!i}1 n—o0. {CLD)

Isbot, Uzluksiz moslik teoremasiga asosan
fo 0= T A~ <7 (0= B
bo“lishini ko‘rsatish yel’arlik;:a‘ladi. Hagigatan ham,
‘f:?“ ) - e-t332| = J|:l_"[ fu )~ [T /2| <
=1 k=1

<3

k=1

for t)—1+4"i]+z

2
: .o a

e —1—do +—
2

mm*ﬁ%ﬂs

2
<Z: e j2 _ tank_

k=l

@)
Endi,

3
< min[az,%m = gy ()
bahodan foydalansak, (4) dagi birinchi yig“indi
‘i E[e*“ﬂ* L~ itf,, +° iﬂ*“<

k=l




< éﬂgz (It6e]) < h(t)g Eg, (It <
< h(t}Dém — 0
bu yerda A(t) = max (¢’ ).

Agar elementar tengsizlik
7

e —1+8< 2, g20
ishiatilsa, (4) dagi ikkinchi yig‘indi

22
ie_'z":*“—l—l-tar* P
i=l
t n 1t "
— 3o £ —maxol =0, n— oo
8 =l 8 &

Teorema 1 isbotlandi.

Natija 1. Agar E{, =0, DS, —o” >0 bo'lib, (D) yoki (L)
shartlardan birortasi bajarilsa
P(S, <x)-¢, (.1:)‘ —0, n— o0

Bu verda “I’n.az (z) — parametrlari [0,02) bo‘lgan normmal taqsimot,
ya'ni @, ()= ¢'E]

Izoh 1. Teorema 1 dan vugoridagi, {£.} bir xil tagsimlangan va
bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar uchun

S 6 -TE, Y& —ni
k=t — k=l

afn avn
yig‘indining asimptotik normal tagsimotga ega ekanligi hagidagi Lewvi
teoremasi  kelib chigadi. Buning uchun B;f = ot (oz—gk ning

dispersivasi bo‘lgan holda, Lindeberg sharti (L) ni bajarilishini ko‘rsatish
yetarli bo‘ladi. Hagiqatan ham har qa.nday & > 0 uchun
Ley= E‘( ¥ ilg —a| > EJJ_]

1
=— f @—arXdF -0, n— oo
o [FisN3- 00

Buyerda o = BY;, F(x) = P{§ < z).
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Izoh 2. Markaziy limit teoremani o'rinli ekinligini ta’min etadigan
Lindeberg sharti (L} ni tekshirib chigish ancha giyin bo‘ladi. Quyida (L)
dan kuchliroq, lekin

tekshirish oson bo*lgan shartlardan birini keltiramiz.
Agar {ﬁnk, 1<k« n} seriyalar ketma-ketligi berilgan be‘lsa,
£ =3 Bl
k=1

miqdomi “s —tartibli Lyapunov kasri” deb ataladi. Bu nom fiksirlangan
{&} tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun

5
[l

s> 2

Euk = G-a) ak)s Bi =Y D&
Bﬂ k=1
bo‘lib (£, lar n ga bog'liq emas),
2 Ele - af
[ k=
n BS

n

kasr ko‘tinishda bo‘lishidan olingan.

Agar & lar bir xil tagsimlangan va
a =a, Df = af —d’, u= Elg —ar <0
bo'lsa,

5 _ H
L(n —W—’O, n—Q0a,

Umumiy holda
50, s>2

munosabatni Lyapunov sharti deb ataladi.

Lyapunov shartidan Lindeberg sharti (L) (to'grirog'i unga teng
kuchli bo‘lgan (D)) kelib chiqishi har ganday 2 <s <3 uchun

G, (T} = min (zz,1x|") < leF,

tengsiziik to‘g'ri ekanligidan va D! < I bo‘lishidan o'z — o‘zidan
ko‘rinadi.

Oxirgi tengsizlik DY < L. quyidagi teoremani isbotlaydi.

Teorema 2. (Lyapunovning markaziy limit teoremasi).

Agar {£,4,1 <k < n} bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi (1)
va L — 0, s > 2 shartini qanoatlantirsa,

sup|P(S, <2)-®@)| -0, n—oo.
E
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Izoh 3. Teng kuchli bo*igan (D) va (L) shartlardan birortasi markaziy
Jimit teoremasining o‘rinli bo'fishi uchun zaruriy shart bo'lolmaydi.
Buning isboti uchun quyidagi misolni ko‘rish yetarli: £, standart normal

taqsimotga ega, ya’'ni
L I
Plg, <z)=®x = P _{De de,

€2 = &uy = -.. = &,y = 0 bo‘lsin. Bu holda, (1} o*rinli bo‘lib,
P8, <z)=%w.
Lekin
D =~ f min [mz,lml-g] dd ) 4 0.
Biroq, markaziy limit teoremasining o‘rinli bo‘lishi qgatorida, ¢, lar tekis
cheksiz miqdorlik shartini ganoatlantirsa, (D)), (L) shartlar zaruriy bo'ladi.
Teorema 3. (Lindeberg — Feller). Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

{6,.,;;; 1<k n} {1) shartni ganoatlantirsin, bu holda,
(DY& (CLT) = (L).
Isbot. Oldingidek A, (f) = £, {t) — 1 deb belgilaylik.

Lemma 1. Faraz gilayhk, (1) va (8) shartlar bajarilsin. Bu holda,
n— oo da

82
max A, ()] — 0. ?lﬁﬂ <<

Ishot. Agar £ tasodifiy migdor f (¢} xarakteristik funksiyaga ega
bo'lib
if'0)=Ef=0, —f"0)=0'<x
munosabatlar bajarilsa, har qanday ¢ uchun

2,2
ael=irm-1s -

Ragigatan ham,
FO-1=| ] (e - P =
= ? (e‘" -1 —z’t:c)dF(x) <
Er z 2

t 2 _ﬂU
s?_{’x de:c)_T.
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Endi, lemma 1 ning isboti (1) dan kelib chigadi.
Lemma 2. Agar (1) va (8) shartlar bajarilsa,
f, @ = f{), n-oo
yaqinlashish o'rinki bo’lishi uchun
YA - lnf(t), n-o
k=1
munosabatning bajarilishi yetarli va zaruriy shart.
Isbot. Qayd qilib o‘tamizki,
Re A () = Re(fu ()~ 1)< 0
Ieams)l — Redult) ¢ 7
Demak,

T O8] <

eBa® 1AL (c}| <

() - oz a,,ku)l

&

S

1 ilﬁﬂsr @f sgmf_mlz_\,,,c (0 318 (8],
k=1

Bu oxirgi tengs:zhkdan va lemma 1 ga asosan, agar
fs, (&) — f(2) bo'lsa,

()= 200 = Z":

> an®
el — f{1)
va aksincha. Lamma 2 isbot bo*idi.
Tostema 3 vieg thoad. Caltdlpan dhactiaming, yoosth danlisg
yuqoridagi Lindeberg teoremasida isbot etildi. Zaruriylikni isbotlash uchun
lemma 2 dan foydalanamiz. Agar

L, 8)— et aoo
bo‘lsa, bu lemmaga asosan

7t 2
2D () — ln(e_‘zn) = —t—.
k=i 2

Bu munesabaini ¢ = 1 bo‘lgan holda, quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

R = }:E{ I +‘f“’~ (1)

Eadi,
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e —1-iz
a@)=——>——, €R
b

funksiyani ko‘ramiz. Bu funksiva uchun
l 1
< - li =—.
loeiz) < 5 zl_rga(r) 3
Demak, r =0, bo‘lganda, |o ()| < % tengsizlik, qat'iy bo‘lib, har ganday
T > 0 uchun & = é¢7) topiladiki,
Re

1
U(I)‘i‘E‘ = é(1)

yoki
X 2

¥ € ——Rele® —1-iz+ 1

&7y 2

Bu tengsizlikni va har ganday ¢ > 0 uchun

(6 ul> ) < g ReB[es -1 g+ S
bo'lishini hisobga olib, (1) dan
m - 2, 1
%’<£3=EE(§.J¢: el > e < =R =0, n—oo

munosabat kelib chigishiga ishonch hosil gilamiz.
Teorema isbot bo*ldi.

§ 8.5. Kuchaytirilgan katta sonlar gonuni

O*zaro bog'ligsiz chekli matematik kutilmalarga ega boigan
‘f[?gz """ gn)"'
tasodifiy migdorlar ketma-ketligini ko‘ramiz, Bu tasodifiy migdoriar orta
arifmetik giymatlari va mos matematik kutilmalar o'rta arifimetik
qiymatlari orasidagi farq (ayirmasi)
—Z & — - E EG ———

k=1
ko‘rinishdagi hamma teoremalar kuchaytirilgan katta sonlar gonuni deb
ataladi. Hozirgacha bu ayirmaning ehtimollik bo‘yicha nolga intilishi
haqidagi teoremalar katta sonlar qonuni deb atalib kelinar edi. Bunday
teotemalami isbot etishda, asosan Chebishev tengsizligi qo'llanishini
yugorida namoyish etdik. Kuchaytirilgan variantdagi katta sonlar qonunini
o'rganishda quyida keltirilgan Kolmogorov tengsizligi muhim rol
o'ynaydi, u Chebishev tengsizligini umumiylashtiradi va aniglashtiradi.
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Teorema 1. (Kolmogorov tengsizligi). Tasodifiy miqdorlar §,..£,
o‘zare bog'ligsiz bo‘lib, ular uchun £¢, va DE, lar chekl: bo'lsin. U holda,

P max|3k—ESk|2£]5D§“. (1)

1<ksn

buyerda S, = § +...+ &,
Isbot. Kelgusida Ff, =0 deb hiscblaymiz, aks holda £, lardan
£, — E£, miqdorlarga o‘tish kerak bo‘lar edi.
Quyidagi to‘xtash momenti bo'lgan
v = min {k; 8| > s}
tasedifiy miqdorni ko'ramiz. Agar

max I9,| < €

bo'lsa, v = n +1 deb hisoblaymiz.
Oson ko‘rinadiki,

51280
kel
va bu
2 e ol
ESﬂ 2 Z:ESRI{'IJ=k} =
k=]

7 2
= ;}E[g, ot b T & ot ] Loy 2
> kZE(g, ot &) Ty +
)
+2:£:‘E(§, +..,+.§,,)!{“_ﬂ{§m+,..+§n)
Tasodifiy miqdor Z;,_,, faqat &,....§, larga bog‘lig bo'lib, §,,..-.¢,
larga bog'liq emasligidan : '
E(‘§| '*u-"'é:)f[m; (gm +o+E )=

=E(§1+~-+¢k)1¢.=u‘E('stn"'m*":u):u-
Hodisa {v=k) ni tashkil giluvchi elementar hodisalar uchun (ya’ni

wel{v{w)=k})
§zxg, P[vén}-—*P[gaghSJZe)
munosabatlar o‘rinli ekanligidan '
] - 2 I
ES* 2§ESJM} >e P(%.SJZS]

Demak, (1) tengsizlik isbot etildi.
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Endi ixtiyoriy bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi uchun
kuchaytirilgan katta sonlar qonunini keltiramiz.
Teorema 2. Tasodifiy migderlar &,£,..., bog'ligsiz, £&, =0, DE =&}

va
= o.l
—ﬂ—;'dao
bo‘lsin. U holda, # s da
gl +"’+gq Lo, 0 (2)

"
Isbot, Agar 5 =& +..+& deb olsak, ehtimollik va 1 ehtimollik bilan
yaqinlashishlar orasidagi munosabatdan, (2} yaginlashish

S,

Pl sup|2e

[SSE %

limit munosabatga teng kuchli bo*ladi.
Endi,

26]—>0, Hee, £50 3

k|

N
> E

A, ={2IP£§1' k

hodisalarni koraylik. Bu holda (3) munosabat

g e

bo*lishiga teng kuchli.
Kolmogorev tengsizligiga asosan ((1) tengsizlik),
P(4,)< P max [s,|>62+)s

DS,
SP(maJ&fS,hZ“"sJSl#‘ >
Led <2’

2.
Demak,
x . &
Y P44y 2_3220': <
A=l e=l =l
= t xn a0 2
< 45'222'”2203 < 45'220: Z 2¥ e Ba'zzga'- <,
et = LR T el H
Bu yerda

SoH eyt
=4
ekanligidan foydalanildi. Endi ZD“P[A,‘] gatorni yaqinlashuvchi ekanligidan

P(QA‘]S*Z‘:;P{A*)—)O, Hw,
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Oxirgidan va (3) va {4) munosabatlardan teorema 3 ning isboti kelib
chigadi.

Bopg'ligsiz va bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar uchun,
kuchaytirilgan katta sonlar qonunt o'rinli bo'lishint ta’min etadigan yetarli
va zaruriy shartlarni keltirish mumkin.

Teorema 2. (Kelmogorovning kuchaytirilgan katta sonlar qonuni).
Tasodifiy migdorlar ketma-keiligi £,..£,... bog‘ligsiz va bir xil
tagsimlangan migdorlardan iborat bo‘lsin. Bu holda

+...+
él én 1.ehr a. H=m

L
limit munosabat o‘tinli bo‘lishi uchun £f =a chekli matematik
kutilmaning mavjud bo*lishi yetarli va zaruriy shartdir.

[shot. Keltirilgan shartning vetarli ekanligini isbotlash uchun
ehtimolliklar nazarivasida ko'p go‘llaniladigan “kesilgan tascdifiy
migdorlami kintish™ metodidan foydalanamiz.

Quyidagi “kesilgan™ tasodifiy migdorlami kiritamiz:
= {ép agar [5,]< n,

F =
- 0, agar |§‘|>n bo'lsa.

Bu £.¢,.. tasodifiy migdorlar bog'ligsiz bo‘ladi, chunki & tasodifiy
miqdor £ ning funksiyast. Oldingilarga mos ravishda

S, =5 +.4g,
deb olsak,

s,—m=s,—s‘,+s,—as,+[5_&,_a] (5)
M " " M

tenglikka asosan, teoremani isbotlash uchun oxirgi (5) tenglikdagi uchta
hadning 1 ehtimollik bilan nolga intilishini ko*rsatish yetarli bo‘ladi. (5)
dagi uchinchi had *“tasodifiy migdor™ bo*lmasdan

%—a:—i;Eﬁ*lﬁk“\
‘ —i-n-E&llm ) =
Endi,
A ={t.+E)
hodisalami ko‘ramiz va
3P(4)

qatorning yaginlashuvchi bo‘lishini o‘rganamiz, Buning uchun quyidagi
lemmani isbotlaymiz.
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Lemma. Tasodifiy migdor ¢ ning matematik kutilmasi mavjud
bo‘lishi uchun
Z_P(|§1>ﬂ)
qatoming yaginlashishi yetarli va zaruriy shart,
Isbot. Lebegning abstrakt integrali xossasidan, agar £ mavjud
bo‘lsa, £)&] ham chekli bo‘ladi va aksincha. Uning uchun quyidagi
tengliklarni yozish mumkin:

3 (n=1)P(n~1<le] sn)s E|£] <F nP(n-1<[g] )
Bevosita tekshirib ko*‘rish mumkinki,
in}’[n— L<|é]<n) =iiP(m<|§|s m+ly=

) 4=

= P{}¢| >0)+§PU§| >n)$ 1+ gP“{') n],

Z[n-l}P[ﬂ-I <J§]s n)=

xgnP(n— L<|g|<n)-P(E> G}=§P(1§| >n).
Bu munosabatiardan
;H]g[ > n) S Elé|< l+§P[]§| >n)

lemmani isbot etadigan tengsizlikni olamiz.
Teorema 2 ni isbotini davem ettiramiz.
Ko‘rilayotgan .4, hodisalar uchun

3 P(4)= 2 P(&)>n)= 3 P{i]>n)
va oxirgi qator £ mavjud bo‘lgani uchun isbotlangan lemmaga asosan
yaqinlashadi. Demak, Borel-Kantelli lemmasiga asosan 4, ={¢ =¢,}
hodisalar fagat » ning chekli sondagi giymatlari uchun o‘rinli bo‘ladi
xolos, ya'ni (5) da

5 -5, L ., n—yw,

Bu yerda

ekanligidan ham foydalanildi.“
Endi, n 5 da
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Su-ESn | ehr. 0, (6)

n
bo'lishini ishbotlaymiz. 'z navbatida (6) ni 1sbotlash uchun teorema | ga
ko‘ra
5D,
n=l 7

qator yaqmlashuvchl bo‘lishimi ko'rsatish yetarhi, Qu}'ldagl tengsizlik
o‘rinli ekanligini qayd gilamiz:

DE, <EZ, <3 K P(k-1<|£|<k)
4=l

Demak, _
g-‘i—;sgif—zp(:{ 1<jg|<k)=
=3 K P(k- lclﬁ,fSk)E
0'z-0*zidan ravshanki, -

Bulami hisobga elib, quyldagl tengmzhklarm yoza olamiz:
320yl L RSP

a-] ” k=|
sZ(fc +)P(k-1<igls k)
£2+£(k—I]P(k—]4]{,|Sk}£2+£|§,|<no.

Teorema 2 da £j& ning mavjud bo*lishi kuchaytirilgan katta sonlar qonunt
o‘rinli bo’lishi uchun yetarli ekanligi isbot bo‘ldi.
Zaruriylik. Agar limit munosabat

bajarilsa,

n
Demak, | ehtimollik bilan

{w‘i']}

hodisalardan faqat chekli sondagilari ro‘y beradi, xolos. Bu esa, oz
navbatida, Borel-Kantellj lemmasiga asosan
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;P(l.:J)n]:.Z_IP[Ml)n){w
qatorning yaqinlashishini ta’min etadi.
Demak, shu paragrafdagt lemmaga ko‘ra, E& cheklt bo‘ladi
Teorema 2 to‘la isbot etildi.
Natija 2. (Borel teoremasi). Bemulli sxemasida “yutuqlar” soni S,
uchun fagat katta sonlar qonuni

ﬂ—*’—)p.
/]

o‘rinli bo'lib qolmasdan, balki kuchaytirilgan katta sonlar gonuni

5
ey,
n

ham bajanladi.
Bu natija teorema 2 dan kelib chigadi. Bu holda,
S, =&+ tE,
bo‘lib, bu yerda &, ...z, lar bog‘ligsiz va umumiy Bemulli tagsimotiga ega
bo‘lgan tasodifiy migdorlar, ya’ni
P{&=1)=p, P(&=0)=1-p.
Bu holda, E£ = p.

§ 8.6. Kolmogorovning “0 yoki 1” qonuni

Qandaydir ehtimollik fazosi {2, 7. P) da
"‘]""!Avu"' (411 G?}
hodisalar ketma-ketligi aniglangan bo‘lsin.

Ehtimolliklar nazariyasida ko'p hollarda (masalan, tasodifty
miqdorlar ketma-ketligi uchun kuchaytirilgan katta sonlar qonunini
o‘rganishda), hodisalar ketma-ketligi {4,,n >1} bilan bog'hq bo‘lgan,
quyidagi ikkita

A" = lunw € A, n ning cheksiz ko'p giymatlarida},
A, ={w, we 4, n ning chekli giymatlaridan tashqari, qolgan hamma
qiymatlarida}
hodisalaming ehtimolliklarini o'rganishga to‘g*ri keladi.
Bu hodisalar mos ravishda {4,,n > 1} hodisalar ketma-ketligining

yugori va
quyi limitlan deb ataladi va ulami

A" =limsupA,, A, =Iliminf4,

n—o 00
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ko'rinishda belgilanadi.

Ko'rish qiyin emaski,
A= U4, A=UNA4,
n=lm=n n=lm=x

tengliklar o'rinli bo*ladi va shuning uchun ham A° va A, lar 3 ga tegishli
bo‘lib, ulami tasodifiy hodisalar deb hisoblash mumkin. Agar
A=4,=4
bo'lsa, A ni A, lar limiti, ya’ni
lim A, =4

deb atalib, {A,” n> l} hodisalar ketma-ketligi vaqinlashadi deb
hisoblanadi. Agar i a hodisalar  indikatorlarini  kiritsak, quyidagi
munosabatiarni o'rinli bo*lishini ko*rish giyin bo‘lmaydi:

I+ =limsupl, A= limsup 4,

=00 o—
IA. =liminf}'4" < A, :llmlann,
n—00 R
I,=lim I, & A= fm 4,.
Fli e el

Eslatib o‘tamizki, monoton hodisalar ketma-ketligi doim yaginiashuvchi
bo*ladi.
Agar A CA C..C A, C..bo'lsa,
ATA =A =\JA,

a=l

agar 4, 2 A4 2..2A4 2. bo'lsa
414 =4,=(14,.
Ehtimellikning uzluksizlik xossasi (& — ad;i=tlivlik) bo‘yicha bu ikki holda
P41 P[Q{An L P(A)L P[fj]A,,], " oo

Ko*p marta eslatib o‘tilgan Borel-Kantelli lemmasi
A" =lm sup A,

hodisaning ehtimolligi nol yoki bir bo‘lishi shartlarini belgilaydi va undan
quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar 4, 4,..... A,,... hodisalar bog'ligsiz bo‘lib,

3 P(A,} qator yaqginlashsa, P(A*) =0,
1

fi=
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iP (A, ) qator uzoglashsa, P(A") =1.

n=1

Bu natijaning xulosasini Kolmogorovning “0 yoki 1" qonuni ancha
umumlashtiradi.

Ehtimollik fazosi (©2, 7 P} da

SIS A
Bog'ligsiz bo‘lgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi aniglangan bo‘lsin
{(ya’ni har ganday N uchun §.£;,..¢y tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz}. Biz
oldin
A= {w; (£ (W), nn & ) € B},
ko‘rinishda bo‘lgan hodisalardan tashkil topgan o (¢,,...,£,)- « —algebrani
kiritgan edik (bu yerda B to‘plam RE"dagi borel to‘plami) va uni
£,&,....£, tasodifiy migdorlar yuzaga keltirgan o —algebra deb atagan
edik. Xuddi shunga o‘xshash
J[En) < O—(Em 5u+l) ..C_
hodisalar & — algebralarini aniglash mumkin. Ko‘rish giyin emaski, hamma
a (gn))a(gn?5n+l)s"'
g — algebralar yig“indisi
a(£,) VU0 (6,8 )V.. = Fe e

hodisalar algebrasini tashkil giladi. Bu 3} ( = algebra yuzaga keltirgan
& — algebralar

a['gmgnﬂ’"'] = U[f%.-fnnw-)’ R=12..
kamayuvchi (to‘plamlar ma’nosida) bo‘lgan & —algebralar ketma-ketligini
tashkil giladi.
Bu ¢ — algebralarning ko'paytmasi

=]

jc-o = n 0{‘5;. s£n+l"”)

n=1
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {¢,,» >1} ning qoldiq & —algebrasi
deyiladi va A cF, hodisalar — goldiq hodisalar deb ataladi. Bu nom
bunday hodisalarni har qanday chekli sondagi §.¢,.....§, tasodifiy
miqdorlardan bog‘ligsiz bo'lib, ¢ ¢&,....,&,,... ketma-ketlikning “cheksiz
uzogdagi” giymatlart orqali aniglanishimi anglatadi.

Malumki, El qator uzoqlashadi, lekin Eﬂ qator
n=l n=1 M

vaqinlashadi, Agar
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&s&:&--ﬂem-"
bogiligsiz  va bir xil Bemulli tagsimotiga ega bo'lgan

P& =+1=P(§ =-1) =% tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo'lsa,

i—fﬁ gator yaqinlashadimi yoki uzoglashadimi degan savolni qo‘yamiz.
n=1 1

Boshqacha aytganda, umumiy hadi j:l bo‘lgan, + va — belgilar esa
T

tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi &....§, lar orqali tagsimlangan qator
yaginlashadimi yoki yo‘qmi? Bu savolga javob berish uchun

A= {w i% yaqiniashadi }
r=]

hodisani va uning ehtimolligi P(A) ni ko‘ramiz. Oson ishonish
mumkinki,

o]

A€ jm = n U(‘El?ﬁﬂﬂ""]

n=]
ya'ni, bu hodisa {£,,n > 1} ga nisbatan qoldiq hodisa bo‘ladi.
Quyidagi teoremadan kelib chiqadigan ajoyib fakt shundan iboratki,
qoldiq hodisalarning ehtimolligi 0 yoki | ga teng bo‘lar ekan.

Xususan, i% qator % ehtimollik bilan yaginlashadi degan
n=|
jumla ma’nosiz bo‘lib, tasodifiy migdorlardan tuzilgan gator 1 ehtimotlik
bilan yaqiniashishi yoki uzoglashishi ro‘y berar ekan.

Teorema. (Kolmogorovning “0 yoki 1* qonuni).

Agar  &.§,.....L,,...-bog‘liqsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi
bo‘lsa, har ganday qoldiq hodisa A ¢ I ehtimolligi P{A) 0 yoki | ga
teng bo‘ladi.

Ishot. Agar A € 3, bo'lsa, har qanday n uchun A€o{£,.&,,,..- ).
Lekin a(§.....&,_1) va a{&,,&uy1---) o —algebralar bog ligsiz ekanligidan

P{A-B)= P(A)-P(B)
har qanday B € o(§,...,£,_() va n > 2 bo'lganda keltirilgan tenglik o‘rinli.
Demak, A har ganday B € o(&.&,...) hodisaga bog'liq bo‘Imaydi, chunki
F,_ Co{,%,...). Oxirgidan A hodisaning o‘z-0‘ziga bog‘liq emasligi
kelib chiqadi, ya'ni

P(AAd)= P{A)= P}{A)
botlib, P(A) =0 yoki P{A)=1 bo‘ladi.
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Natija. Agar £.&,....4,.... bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar bo‘lsa,
{€&,.n =1} ketma-ketlik I ehtimollik bilan yaqinlashadi yoki 1 ehtimollik
bilan uzoqglashad:.

Bu xulosani S, = ¢ +...+ £, ketma-ketlikga qo‘llab, i{" gator 1

r=]
ehtimollik bilan yaqginlashadi yoki 1 ehtimollik bilan uzoglashadi degan
fikrga kelamiz.

Misol va masalalar

1. £ tasodifiy miqdor ushbu E£ =1, D& =0,04 xaraktenstikalarga
ega. A={05<E<15},B={0,75<£ <135}, C={&<2}
hodisalar ehtimolligint quyidan baholang,

Javob: P(4)=0,84; P(B)>0,36, P(C)>0,96.

2. &.,&,,.. bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bolib,

£ Jn,0 va —-/n giymatlarni mos ravishda L,]—LL

2a n 2n

ehtimolliklar bilan gabul qiladi. Bu ketma-ketlik uchun katta
sonlar qonuni bajariladimi?

Javob; bajariladi.

3. &.&,... bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo'lib,
RN
wm A2
ehtimolliklar bilan gabul giladi. Bu ketma-ketlik uchun katta
sonlar qonunini qo‘llash mumkinmi?

& -n,0 va n giymatlami mos ravishda

Javob: ha.

4. £.£,,... bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib,
& —-n0n qiymatlami mos ravishda %,%,% ehtimolliklar
bilan qabul giladi. Bu ketma-ketlik uchun katta sonlar qonunini
go‘llash mumkinmi?

Javob: yo'q.

5. ¢.&,,.. matematik kutilmalari O va dispersivalari chekli
bo*lgan bog'ligsiz va bir xil tagsimlangan tasedifiy miqdorlar

L



ketma-ketligi bo‘lsin, 5, =& +..+&,. Agar Iim.P( LN 1]:1
e \Jn )3
bo‘lsa, D&, ni toping.

Javob: DE, = l ; buyerda x soni <l-"(x)=E tenglamaning
NS 3
yechimi.
. &,¢,,... bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lsin,
g,=&+..+£5,. Agar £ tasodifiy miqdor [a,-1,a,+11

oraligda tekis tagsimlangan bo'lib, a,a,,.. haqiqiy sonlar
ketma-ketligi wuchun > g =A<® bo‘lsa, u holda
lim P[O<%<l] ni toping. |

Javob: db(ﬁ)ré

. & tasodifiy migdor 2 parametrli Puasson tagsimot qonunt

bilan tagsimlangan  lim P[é A x) ni toping.

N

Javob: (0,1} parametrli normal taqsimot
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QO*SHIMCHA BOB. MARKOV ZANJIRLARI

1.Ta’rif va misoliar
Biz yuqorida unatijalari  ikkita clementar hodisadan thorat
{1 -“yutuq”, 0-"yutqiziq”} bo‘lgan tajribalar ketma-ketligini (Bemulli
sxemasi) o‘rgangan edik. Agar l-tajribaning natijasini w, 2-tajribaning
natijasini w,, va hokazo. n — tajribaning natijasini w, deb belgilasak, bu
tajribalar ketma-ketligining elementar hodisalar to*plami
1= {w; W= (w],wl,,..,wﬂ)}

bo*lib, bu yerda w; 1 yoki 0 ga teng bo‘ladi. Agar w elementar hodisa
uchun
Yu 13w

pawy = pi=l g = 0<p<l g=1l-p
deb gabul gilsak, bu » ta tajribalar bog‘ligsiz tajribalar ketma-ketligi
bo‘lishini va p(w) funksiva ehtimolliklar tagsimotini berishini ko‘rgan
edik. Demak,{w, = 6,.ow, =8, 1S4 <t <. <i <my 7 =120n)
bog'ligsiz hodisalar sistemasi bo*ladi.

Biz quyida, Markov zanjirlari orqali bog‘liq bo‘ladigan bog‘liqlik
tushunchasini kiritamiz. Bunda w, qanday giymat gabul gilishi (hodisasi),
Wy,...,w,_, larga bog'liq bo‘imasdan faqgat undan oldingi w, , ga bog'liq
bo‘ladi, xolos, va bu holat kiritilgan sxemani “zanjir’ deb atalashini
izohlaydi. Awtib o‘tilganlami tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi orqali
tushuntirish qulay va matematika nuqtayi nazaridan gat’iylik saglanadi.

Avytaylik, tajriba natijasida

E,E,..E, s>2
elementar hodisalardan bittasi ro'y bersin. Agar ekspirement bu tajribani
n marta takrorlashdan iborat bo‘lsa, elementar hodisalar to‘plami
= {w; w= (w],wz,.,,,w,,)}
s" ta elementar w hodisalardan tashkil topadi va bu yerda o, lar E, lardan
biriga teng bo'ladi. Endi {1,2,...,s} to°plamdan giymatlar gabul qiladigan
U TRCIERATRY MPRP (l)
tasedifiy miqdorlar ketma-ketligini kiritamiz:

P(IO = t] = Py 1= 1‘2.,...,3' zpﬁ = l}
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va z; tasodifiy miqdor ¢ ga teng bo°ladi, agar k& —nchi tajribada E,
¢lementar hodisa ro'y bersa, ya'ni z, miqdor & —nchi tajribada ro‘y bergan
elementar hodisaning tariib ragamiga teng bo*ladi.

Aytilgan ma’'noda

{w; T (W)= z‘}. k=12,...n

hodisani qiymatlari (E,,...,E,) to‘plamdan iborat bo‘lgan gandaydir fizik
sistema k —nchi momentda E, holatda bo‘lishini anglatadi deb tushunish
mumkin va shu ma’noda z, sistemaning boshlang‘ich (0-nchi) holatiga
mos keladi.

Ta’rif. Tasodifiy migdorlar  ketmna-ketligi (1), holatlari
5 ={1.2,...,s} bo'lgan Markov zanjiri deb ataladi, agar quyidagi shartlar
bajarilsa;

DY Py =i)=1 k=012,
=]

2) harganday 0<tj <t <. <, <m<n (r=42.) ijeS larva §
ning har ganday B,,.... 8, to*plam ostilari uchun
P(In = j/I‘l €8, .1 €B,1, = i) =Pz, =j/z,=1). {(2)
Keltirilgan (2} tenglik (1) ketma-ketlik uchun Markov xossasi deb ataladi
va o‘rganilayotgan sistemaning berilgan m momentdagi holati fiksirlangan
bo‘lsa, kelgusida (»>m) sistemaning holatlari o‘zgarishi uning
“o‘tmishdagi” ({,I €B,..§ € B,,] holatlariga bog'liq emasligini bildiradi.
Markov xossasi gisqa qilib aytganda, sistemaning “kelajagi®, “hozirgi™
holati fiksirlangan bo'lsa, uning “o‘tmishiga” bog'liq bo'lmasligini
anglatadi. Bu yverda ham oldin eslatib o‘tilganidek,
{w;z“ () = i}, tesS n=901..

hodisa sistemaning n —momentda ¢ halat bo*lishini belgilaydi.

Markov zanjirt bir jinsli deyiladi, agar har qanday i, ; € $ lar uchun

P('Tfli"] :szn zg)"‘: p:’j! n=0‘1f2v"‘ (3)

chtimolliklar n ga bog'lig bo*lmasa.

Bu (3) tenglikdagi p,; lar o'tish ehtimolliklari va ular tashkil qilgan
mattitsa

Pu - P,

Py e Pa
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o‘tish ehtimolliklar matritsasi deb ataladi. Bu matritsaning elementlari
quyidagi shartni ganoatlantiradi:

8
pij 2 02 va = ll 1 = l!"'v3° (4)
=1

Elementlari (4) tengliklami qanocatlantiradigan har qanday F =[p‘-j]

1
matritsa ehtimolliklar nazarivasida stoxastik matnitsalar deb ataladi,

Endi, o'tish ehtimolliklari matritsasi P va boshlang‘ich ehtimolliklar
deb ataluvchi x, tasodifiy migdorning tagsimoti

= (plu---aps)
(1) tasodifiy migdorlar ketma-ketligini to'la aniqlashini isbotlaymiz.
Buning uchun (&,.§,....£,) tasodifly vektorning taqsimotini P va p
laming elementlari orqali ifoda etish mumkinligini ko‘rsatish yetarli
bo‘ladi. Hagigatan ham, shartli ehtimolliklar formulasiga asosan
P(Iﬂ =0T =0Ty = b T = by T, = ]‘n] =
=Pz =1%) P(n) =4 /3 =) %
XP(% =4 /% =i = ‘l)x
. ---XP[Inan/fo:“bszlzfiwaxn—l “_‘in—l)'
Bu yerda (2) tenglik bilan berilgan Markov xossasiga asosan (i € S)
Pl =i /% =19 =thTiq = %) = g
Ployy =i /5y =%4) k=12... - (5)
Markov zanjirining bir jinslilik xossasi (3) dan foydalanib, (5) tenglikning
o‘ng tomonidagi ehtimollik p, . ga teng ekanligini olamiz. Bularni va
p— boshlang'ich tagsimotning elementini hisobga olib, zy,z,....2,
tasodifiy miqdorlarning birlashgan tagsimoti uchun quyidagi formulani
olamiz:
P(Tg =ty = f1yrees Ty = &) = Dy Byi " By " B, (6)

O'z-o'zidan ko‘rinadiki, (5) tenglik (2) ning xususiy holi va undan (6)
tenglikni keltirib chigardik, Aksincha, (6) tenglikdan (2) (Matkov xossasi)

ham kelib chigadi. Demak, (2)- Markov xossasi (6) tenglikka teng kuchli
bo'lar ekan. Ya'ni (6) formuladan kelib chigadiki, w = {w),wy,...,w, ) € 02
elementar hodisaga

PUW) =Dy Py Pyiy - Py, W ES

chtimollik yozilsa,
xo,ﬂl,...‘ LR



tasodifiy migdorlar ketma-ketligi Markov sxemasi bilan bog‘liq bo‘lgan
tajribalar ketma-ketligini ifoda etadi.
Bir jinsli Markov zanjirlan uchun

Pla, = j/o.=i)=Pla =j/ny=i), 1j€8, (7

o‘rinli ekanligiga ishonish qiyin emas (bunda ham (6) formuladan
foydalanish yetarli bo*ladi}.

(7) tenglikdagi ehtimollik » ga bog‘lig bo*lmagani uchun

P(xrﬂ- = j/'rl' = f] = ‘F:J {t)' (8)

Bu £, (). i.j£ S, ehtimolliklarni ¢ qadamda i holatdan j holatga o‘tish
ehtimolliklari deviladi (¢ = 0,1, 2,...).

Endi, bir necha misollar keltiramiz.

Misol 1. [0.n] oraliqdagi butun sonlarga mos keluvchi nuqtalar
bo‘yicha “daydib™ yurgan zarrachaning harakatini ko‘raylik va “daydish”
quyidapi sxema bo‘yicha roy bersin:

i
O ?V\ Ol
} t + ! ¥ T t T o
0 k n

-1 &k ksl

ya'mi “zarracha” 0 va n oraligidagi ixtivoriy ¥ nugtadan “daydishini”
boshlab, bir qadamda p ehtimollik bilan o'ngga, 1 — p ehtimollik bilan esa
chapga siljiydi (0 < p < 1}. Zarracha chekka nuqtaiar 0 va n larga tushishi
bilan ulardan qaytib chigmaydi. Bu “daydish™ holatlar to‘plami
S={01...k-Lkk+1.. n}
bilan Markov zanjirini tashkil giladi va uning uchun boshlang‘ich tagsimot
=0 i=kp =1
ya'ni p ={0,0,...,0,1,0,...,0} (k- joyda 1}
O'tish ehtimolliklar esa,
P =0 ({({=0L.,n-1), py=0 ({=L..,n),

oo =k Pap =1 Py =p Pu=l-p=¢ (=L.,n-1).
Bu ehtimolliklar quyidagi o*tish matritsasini tashkil giladi:
1 00 .. ¢ O
g & p ... ¢ 0
P = -
0 .. g 0 p
00 0 0
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Misol 2. Stoxastik matritsasi

LI
3 3 3
P'—:D-L-L
12
o L L
? 2

va boshlang'ich tagsimoti
P= (ﬁ’erpj} = (l=0| 0)
bilan aniqlangan Markov zanjirini ko*raylik.
Bu holda,
§=1{1,2,3)

va 2, 3-holatlarni 1-holatga o'tishi mumkin bo'lmagani uchun
P(Iu = l) = P(ID = 1‘ o = 11"'!3:‘1 =1) =
= P(In = l)‘P(I| = ]}II{' = l)P(xn = lfzu_hl = 1) = 3-!!,.
Agar “zanjirning” doim 1-nchi holatda qolishi hodisasini A deb belgilasak,
uni

A= (V{z =1)

=l
ko‘rinishda yozish mumkin va {z, =1} kamayuvchi hodisalar ketrea-
ketligi bo'lishidan ehtimollikning uzluksizlik xossasiga asosan,
P{A)= lim Pz, =1)= lim 3™ =0
H— X

bo‘lads.
Misol 3. O‘tish matritsasi
0 1
= e
va boshlangich tagsimoti p = (. py ) = (1,0} bo‘lgan Markov zanjirini

ko‘raylik.
Agar n =0 boshlang‘ich momentda sistema 1 holatda bo'lsa, toq
tartib raqamli momentlarda sistema 2 holatda, juft tartib raqamii

momentlarda esa 1 holatda bo*ladi. Shuning uchun ham

i o
PJ:(_C)=————1F(2_]) , Pn(t):—“——'l-l-g I

2. O¢tish ehtimolliklari uchun tenglamalar. Statsionar taqsimot
Eslatib otamizki, ¢ gadamda o‘tish ehtimolliklari

Py(t)= Playy, = i/ 7 = i) = Pl, = j/ 20 = i)
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har ganday ¢ty = 0,1,2,..., 4,7 € S.
Teorema 1. Har ganday m va » lar uchun

Rj(m—l-n)=kzlﬁ-k(n)P,=d(m), Lie S (1)

Ishot. Oftish ehtimolliklari uchun to‘la ehtimolliklar formulasini

qo‘llab quyidagi tenglikni olamiz:
Rj(m-"-n) = P(zm+ﬂ = j/‘rﬂ = i‘) =
:EP(It:=k/$0=i)'P(Im+n=j/$0=iﬂ :‘cn:k)‘ (2)
k=1
Markov xossasiga asoslanib,
P(Emﬂ% :j/IOZi, Tn =k):P('Tm+n IJ/I"n :k):
=Pz, =Jj/2 =k)= B (m

tenglikni hosil gilamiz. Teorema | ning isboti oxirgi va (2) tengliklardan
kelib chigadi.

Isbotlangan (1) tenglikni o‘tish ehtimolliklari Kolmogorov-Chepmen
tenglamalari deb ataladi.

Agar

Pimy = (B o), = [Py cm)]
deb olsak, Kolmogorov-Chepmen tenglamalarini har ganday m va »
uchun :
P(m+n)=Pn)-P@m 3}

matritsalar ko‘rinishida yozish mumkin.

Endi E,(1) = p;; ekanligini hisobga olsak,
Demak, (3) tenglikka ko'ra

Pmy=[P()[' =P @

ya'ni n qadamda o‘tish ehtimolliklari _
Markov zanjirini aniglaydigan stoxastik matritsa 7 ning elementlari p; lar

orgali topilishi mumkin bo'lar ekan. Bunda (3) va (4) formulalar alohida
ahamiyat kasb etadi.

Aytib o'tilganlardan kelib chiqadiki, Markov zanjirini tashkil
qiladigan {'«t,,,_,n = 0} tasodifiy miqdorlar ketma-ketligini o‘rganishda

manfiy bo‘lmagan matritsalar nazariyasi muhim rol o‘ynar ekan. Bu fikmi
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Markov zanjirlari uchun muhim bo‘lgan quyidagi tushunchalar misolida
namoyish gilamiz.

Markov zanjirining ¢ holati ahamiyatga molik bo‘lmagan holat
deyiladi, agar shunday j holat va # musbat butun son mavjud bo‘lib,
P;(t;) > 0 va har qanday ¢ uchun P, (t) =0 munosabatlar o°rinli bo'lsa.
Aks holda i holat ahamiyatga molik bo*lgan holat deyiladi. Demak, i
ahamiyatga molik bo‘lmagan holat bo‘lsa, undan biror j holatga o‘tish
mumkin, lekin bu j holatdan ¢ ga gaytish mumkin bo‘lmaydi. Masalan,
oldingi punktdagi misel 2 da holatlar to'plami (1,2,3) va o'tish
ehfimoliikian mairitsasi

1 1
3 3 3
P:U-l—-L
22
EENNE

2 2

bo‘lgan Markov zanjiri ko‘rilgan edi. Bu misolda birinchi holat 1
ahamiyatga molik bo‘lmagan, aksincha (2,3) lar ahamivatga molik bo*lgan

holatlar bo‘ladi. Hagiqatan ham, | dan 2 va 3 holatlarga mos ravishda I} va

15 ehtimolliklar bilan bir qadamda oftish mumbkin, lekin vlardan | holatga

qaytish mumkin emas. Ko'rilayotgan zanjir gandaydir gadamda (2,3)
holatlarga tushganidan so‘ng, u bu holatlarda doim golib ketadi.

Bu hodisani o‘rganilayctgan zanjir uchun uning { helatda doim qola
olmasligi (A hodisaning ehtimolligi 0 ekanligi) va o‘tish ehtimolliklari
matritsasi P da pastki o'ng burchakda

qism stoxastik matritsa borligi tasdiq etadi.

Umumiy holda Markov =zanjiri ahamiyatga molik bo‘lmagan
holatlarda doim qolmasdan, qandaydir chekli qadamda zanjir ahamiyatga
molik holatlarga o'tadi. Bu eslatib o'tilgan misol 2 da namoyish etilgan
edi.

Markov zanjinri {J: n> 0} uchun yechilishi kerak bo‘lgan asosiy

T

masalalardan biri, =z, tasodifiy migdorning ixtivoriy n momentdagi
tagsimotini topish hisoblanadi. To'la ehiimollik formulasini qo‘ilab,
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Pz, =35)=3 Pz =1}P(x, = j/zp =8} = X p,B,(m (5}
i=1 i=1

tenglikni olamiz.

Ba’zi hollarda P(z, = j} tagsimot » ga bog‘liq bo'lmasligi
mumkin, ya'ni

T B Ty

tasodifiy migdorlar bir xil tagsimlangan bo‘lishi mumkin. Shu munosabat
bilan statsionar taqsimot tushunchasini kiritamiz.

Quyidagi shartlami ganoatlantiradigan

7={a. 9]
sonli vektor statsionar ehtimollik tagsimoti deyiladi, agar
5
DNg, =0 k=1L..,s Eqk=lv
k=
£l
D upy =0 J=L2..s (6)
k=1

Bu yerda p, Markov zanjirini aniqlaydigan o'tish ehtimolliklari.
Agar Markov zanjirida boshiang‘ich tagsimot
P($D=j):pj=QJt J=L2,..,s
bo'1sa. but holda har qanday n > @ uchun
Plz,=j)=4g; Jj=L2..5. N
Haqigatan ham, Kolmogorev-Chepmen tenglamasini go‘llab, (5) va (6)
formulalardan

P(z, =j)= Zi%QkPh(n):kZi-,;lei_%pkfﬂj(n_l)]=

5

=é E kpb;] s'j{n_l) = iqe‘ej(n‘
Zi: a.py; =

tengliklamni olamiz.
Agar (7) tenglik bajarilsa, {z,,n >0} tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi statsionar Markov zanjiri deb ataladi.

3. O*tish ehtimolliklari uchun limit teorema
O*tish ehtimolliklari matritsasi

P= {pff)|
bo‘igan Markov zanjin
P | %))
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perilgan bo‘lsin.
Markov zanjiri (1) ergodik xossaga epa deymiz, agar quyidagi
(imitiar

. iny -
im p, " =m,, y=12..5
=T

mavjud bo‘libgina qolmasdan, boshlang‘ich holat i ga bog‘lig bo‘lmagan
holda limit giymatlar {m,....7,) ehtimollik tagsimotini tashqil gilsa, ya’ni

7; > 0, i%frj——-l. (2}
pan

Bu (2) tagsimot — ergodik taqsimot deb ataladi.
Quytdagt teorema ergodik Markov zanjirlari yetarli darajada katta
sinfii tashkil etishini ifoda etadi.
Teoremsa (Ergedik teorema). Tasodifly miqdorlar ketma-ketligi (1)
holatlar to‘plami
S =1{.2..,s}

va o‘tish eltimnolliklart matritsasi P bo'lgan Markov zanjini bo'lsin.
A) Agar gandaydir n, uchun

min p, ™' > 0 @)
f,j

bo‘lsa, shunday m.....x, sonlar topiladiki, wlar uchun {2} munocsabatlar
o‘rinki bo'lib, har bir 7 € § va har ganday 7 € § uchun
pil =My 0o, )
B} Aksincha, agar (2) va {(4) munosabatlami ganoatlantinivehi
..., 7, sonlar mavijud bo‘isa, (3) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

C) (2) va (4) shartlarni ganoatlantiruvchi (ny,..., 7, } sonlar
=3 WPy j=1...s (%)
k=1

tenglamatar sistemasini yechimi ba*lad:.
Isbot. A) Quyidagt belgilashlami kiritamiz:
ﬂl}m Ulll'l ;U:_:”- ﬁ{;m maxp:;"

Kolmogorov — Chepmen tenglamasx bo yicha
{?L+1} - z Pud m) (6)

tenglik o*rinli bo‘lgani uchun

m&"*” = mm 27 = min z Pib

LI

ini

>
g =
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min Z Py Tm pyy =m
’ okl <

Demak, m{” < m&"m va shuningdek M > Mg“"‘”_

Shuning uchun ham (4) limit munosabatni isbot etish uchun

MP —m{ =0, n—o0, j=L.,3
ekanligini ko‘rsatish yetarli bo'ladi.
Agar

€ = min pg"’)
L

deb olsak, quyidagi tenglikni yoza olamiz:
pgmﬂ] Z pgt»)pgn Z [ PE;;M sp&":’) P+

+EE p;szgn — ] [p {ro fpnmlptn) +€p;2n)
tekin
pu™ —eplpet > 0
va shuning uchun ham
pg‘(l'i"n] > m}naz[pgzn) _ EPE& ag)

+ ep(z"

=m"(l-¢e)+ Epun].

Demak,
(""*“} 2w’ {(1-e) +ep IZ“J.

Xuddi shunga o‘xshash

M}"“w} <M (1-¢)+ ep{m
tengsizlikni olamiz.

Oxirgi tengsizliklami birlashtirtb,
ﬂfﬁno +n} . mgﬂo+n] < (M;nl _ (m)( &')
tengsizlikni hostl gilamiz.
Demak, ¥ — oo da
M et < (M ) (1- ) Lo

Shunday qilib, qandaydir n} qism ketma-ketlik ho‘yicha

M‘i_n;i} _ (ﬂJ} —_ 0 na — 00,

Lekin M{® —m™ ayirma n bo yicha monoton bo‘lgani uchun
: MY —m® 0 n—o.
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Agar

H tnl
. = lim m;
IT oy

deb qabul gilsak, yuqoridagi tengsizliklarga asosan n > n, bo‘lganda
i =
PP

n

ya'ni p|;
Tushunarliki, m” > mg""} >e>0van >0,
B) (3) shart (4) dan bevosita kelib chiqadi, chunki holatlar soni chekli va
;> 0.
C) (5) tenglamalar sistemasi (4) va (6) munosabatlardan kelib chigadi.
Teorerna isbot etildi.
Endi, (m),...,%,) statsionar taqsimot yagona ekanligini isbot etaylik.
Agar {p,...,p,) boshga statsionar taqsimot bo'lsa,

" limit qiymatlar 7; larga geometrik tezlik bilan yaqinlashadi.

£re)

P = EP;‘PL;;‘ == EP&P@
k 5
tengliklar o‘rinli bo‘ladi va p};’ — n; ekanligidan
pjzzpkﬂJ?:”js j=l,“.,3.
P

Izohlab o*tamizki, statsionar tagsimot ergodik bo‘lmagan Markov zanjirlari
uchun ham mavjud bo‘lishi murnkin. Masalan,

0 1
P=1
10 N
P -—-1 ol

0 1|
{n}
;= quﬁj- j=12
)

bo*lsa,
PZH —

Demak, lim p;’ mavjud emas, lekin
s

tenglamalar sistemasi
4 =, =4
tenglamalarga aylanib, ulaming ¢ +4¢, =1 shartni qanoatiantiruvchi

yagona yechimi [%,%] juftlikdan iborat bo‘ladi.
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Misol. Holatlari 0 va 1 bo'lgan bir jinsli Markov zanjirini ko*raylik,
Uning o‘tish ehtimolliklari

Foo B
P=
{Pm Pu]
bo‘lsin. Hisobilab ko‘rish mumkinki,
Paa + PaiPie par (2o + 2u)

PZ

molpw + 1) Pt + Popio
va induksiya bo“yicha |pyx + py, - I| < 1 bo*lganda,

. 1 1-p, 1= Poo
P T e
2—pp—pn |1~ P 1= poo
+(pm+p“—lJ" 1 — pgo —(1- Poo)
2—po — M “[I_Pu) I-m

Bu tenglikdan P matritsaning elementlari |py 4+ pyy — 1 <1 shartni
qanoatlantirsa (xususan, hamma o‘tish ehtimollikiari p, musbat bo*lsa),

-y 1 — pag
Pr&_,._,__}___. . M- 00 (T)
2= Py — Pyl l— poo
Demak, lim P = —1=P1_ e 17Pw
n—oe 2= P — M n—20 2— e — P
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ILOVA
§ 1. Ehtimollik o*lchovi bo‘yicha Lebeg abstrakt integrali

Ehtimolliklar fazosi (€2, 7, P)da o‘Ichovli funksiya (tasodifty miqdor)

£(w) aniglangan bolsin. Bu funksiya uchun Lebeg abstrakt integrali
A{(w)P(dm):!{gdP =E¥

tushunchasini  kirtamiz. Bu ehtimolliklar nazariyasida tasodifiy

miqdorlarning sonli tavsiflarini aniqlashda asos bo‘lib xizmat qiladi va bu

integral & = &(w) tasodifiy miqdoming o*rta qiymati (matematik kutilmasi)

deb ataladi. £¢ integralni quyidagi bosqgichlarda kiritamiz.

1. Sodda funksiyaning integrali.

O*ichovli funksiya (tasodifiy migdor) ¢ =¢(@) sodda deyiladi, agar
uning qiymatlari te‘plami chekli bo'lsa. Ixtivoriy 4e7 hodisaning
indikatori deb

l, agar we A
fale) ={0, agar 0 € A
sodda funksiyaga awvtiladi. E’tibor qilib o‘tarmzki 4 = Q to‘plam o‘lchovli
bo‘lishi uchun (4 € 7) uning indikatori 7,{w) o*lchovli funksiya bo‘lishi
yetarli va zaruriy shart. Bu munosabat quyidagi tenglikdan kelib chiqadi;
&, agar x <0
jod (@) <x}=1{ 4, agar 0<x <1
8, qgar x =1 ho'lsa.
Qiymatlari a,, a,, ...a, bo‘lgan sodda funksiya & = £(@)ni

f(0)= £l () o
ko‘rinishda yozish mumkin va bu yerda
A ={a}k;<§(m)=ak}, k=12,..n

A4, to'plamlar o'zaro kesishmaydi va L’jA,(=n. Demak, 4, 4,,....4,
k=]

hodisalarning to‘la guruhint tashkil giladi. Bu verda (1) tenglik bilan
aniglangan £ funksiyaning o'lchovli bo‘lishi uchun 4, € 7 munosabatlar
har ganday & =1,2,....,# uchun o‘rinli ekanligi vetarli va zaruriy bo‘ladi.

Sodda funksiya & =£(w) ning integrali (sodda tasodifiy migdoming
o‘rta qivmati) deb quyidagi yig'indiga aytiladi:
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édP Ié(m kZlﬂk (A )=EL.

Sodda, o'lchovli ¢ =&({w)funksiyaning 4 to‘plam bo'yicha integrali
deb (de F) {5dP= [E(o) (0)P(dw)=ELl,
A 0

songa aytiladi.

Keltirilgan integrallaming korrekt ekanligini (va'ni (1) tenglikdagi
Ay Ay n A, to'plamlar har xil bo'lishi mumkinligi) bevosita tekshirib
ko ‘vish murmkia.

2. Manfiy bo‘lmagan funksiyalarning integrali.

Ehtimolliklar fazosi {Q, 7, P)da aniglangan £(w) funksiya elementar

hodisalar fo'plami © ni yarim to‘g'ri chiziq R" =[0,%0} ga akslantirsin,
ya'ni &£{w)20.
Lemma 1. Agar £{w}2G bo‘lsa, a‘ichovli bo‘lgan sodda funksiyalar
ketma-ketligi {&,, n>1} mavjud bo‘lib, n - = da
£ (@)<é(w), (@) >¢(0)
ya‘ni &, T & munosabat o'rinli.
Isbot: R* dagi [0n]oraligmi »-2"ta teng “mayda™ bo‘laklarga
bo‘lamiz. Agar
Q=x,, Xjsous X, p =1
“bo‘lish nuqtalari” bo'lsa, x, - x,, _51;1—
Quyidagi & - to‘plamlami ko*ramiz:
={w; x <&(w)< xm}, i=1,2,...m2"% -1,
Ay ={0S§(w)<x]}U}.§{w)2n}A
Agar
n2"-1
Sy (m) = Ea x4, (@}
deb olsak, £ (@) sodda, o‘lchovli bo'lib, £ (w)<£{w) va bulardan
tashqari  har  qanday weQ uchun  #>£(w)  bo‘lganda,

Osg(w)—é,,(w)sziu o‘rinli.
Lemma 2. Sodda funksiyalar ketma-ketliklari {£,}, {1, } lar uchun
T&20,7,Tn20
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munosabatlar bajarilsa, lim {£,dP= lim [n,dP

H—i.‘ﬂs) A= 0

Isbot, Qldin har qanday m uchun j.:,,,dPs lim. jr;,,dP tengs,lzlllc

o‘rinli ekanligini ko‘raylik.
Funksiva £ sodda bo*lgani uchun

PlE, 2Cy) =1, Cy —const,
Bundan va & =£1, + &1 tenglikdan foydalanib, har ganday »,& >0 uchun

Em—Tp < Cmf{.;_ zip, +2} te
tengsizlik to‘g'n ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
Oxirgidan esa,

EE, sCPE 20, +€)+e+En,.
Bu tengsizlikning o'ng tomonidagi ehtimollik
PE 2, +e}<PEzn, +£)—>0,n—> o,
chunki 7, deyarli hamma s« uchun &{w) ga yaginlashadi (demak,
P, -&|2 £) = 0, n > = ). O’z navbatida oxirgi ikkita tengsizlikdan
Ef, <+ Iim Etty s

ya'ni ¢ >0 ixtiyoriy bo‘lgani uchun
lim EE, < ]lm En,.

Keltinigan fikifashda {£,}va {n,} ketma-kelhklami o*rinfarini almashtirib,
lim En, £ lim £&,
R=}1 H=h0o0
tengsizlikni olamiz. Lemma 2 isbotlandi.
Endt, lenmma | va 2 larga asoslanib, quyidagi ta'rifim keltiramiz;
Ta’rif. Manfiy bo*lmagan £(w) funksiyaning integrali deb
jgdP ES = lim j'é,‘,dP- lim £¢, (B

songa aytiladi, Bu yerda {{,’,,} 'g'ga intiladigan o‘Ichovli sodda funksiyalar
ketma-kethg [aj,, TEn —)m)‘ Integral [£d4P mavjud bo‘lad), (£ =£(w)
Q

funksiya integrallanuvch: bo'ladi) agar
lim j&,dP

AT
sonli ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa.
3. Ixtiyoriy o‘Ichovli funksivaning integrali.
Ehtimolliklar fazosi (2 7.P) da aniglangan ixtiyorly ¢&=&(m)
funksiyaning (har xil ishorali giymatlarga ega bo‘lgan} integralini aniglash
uchun uni
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§=¢" ¢, & =max(0,2£)>0

ko‘rinishda yozamiz. Bu funksiyaning integrali deb

E§=EL" —EE”
songa aytamiz. Agar ££* integrallardan birortasi mavjud bo'lsa, & = &(w)
integrallanuvchi deyiladi. Aks holda, E& aniglanmagan hisoblanadi.
Quyidagi

lej=¢"+&7,
tenglikdan ko‘rinadiki, E}¢) mavjud bo‘igan holda va fagat shu holda E¢
mavjud bo'lad:. Agar E£ mavjud bo‘lsa, ixtiyoriy to‘plam bo‘yicha
olingan

EW.d)= [EdP=EEly AcF,
integral ham mavjud bo*ladi. ’
Lemma 3. Agar £¢ mavjud va A, e 7-hodisalar ketma-ketligi

bo'lib, P(A,)-> 0 munosabat ¢°rinli bo‘lsa,

E(ﬁ,A,,)—)O.

Isbot. Sodda funksiyalar ketma-ketligi |&,|T[¢| shartni
qanoatlantirsin va B, = {|&|< m} hodisani ko‘raylik. Bu holda,
Efe|2 lim £ 1y, = lim |, |15, = EE.
chunki |£,|7; Tl Demak,
Ele|= lim E|g|75, = tim E(lg]i2] < m).
yoki boshqacha gilib ayiganda, har qanday £>0 uchun, shunday m{e)
mavijud bo‘ladiki, m 2 m(c) bo‘lganda,
Ele|- (el ¢l <)<

tengsizlik bajariladi, Shu sababdan ham shunday rm lar uchun

E{|g) 4, ) =E{|g]; {{g) < m} 4,)+ EfEk: {l€]> m} 4,) < mP{4,) + 2.
Demak, P!i_>_1'|a1cE(|§|;,«l,,)s.&:.

4. Integral xossalari.
L. Apar 4, € 7 to'plamlar (hodisalar) kesishmasa va () 4, = bo‘lsa,

J$dP =3 j¢dP. 3
Q " 4,
Tenglik (3) ni £(w)>0 bo'lgan hol uchun isbotlash yetarli. (1) tenglik

ko 'rinishidagi sodda funksiyalar uchun
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i{;dP:?a&P(g:a*):E%a*P[g =a|t;An)‘

Umumiy holda (2) tenglikni hisobga olib,
jf;‘a’P- lim [EdP=timT jEdP =Y lim [&dP —E _{ﬁa’P

now g oo g & um

ega bo’ lamlz. Bu yerda limitga o'tish va yig‘indining tartlblm almashtirish
mumkin, chunki lemma 3 gako‘'ra N - wda

> fEap= E(é,, U 4 ]«_:E[g U 4, )_m,
j=H 4, f=N
2. [(£+n)dP= [EdP+ [ndP.

a Q Q

Sodda funksiyalar uchun keltirilgan tenglik to'p'ri ekanligi integralning
ta'nfidan kelib chigadi.
Umumiy holda (¢* va 5* lar oldingidek ta'riflanadi).

J(¢ +n)dP= |£*dP+ [n"dP - (5™ +n7 )dP=

Y] 4] 0 9]

= [EYdP -~ (& dP+ [n*dP— {n dP=[EdP + [ndP
5} £2 3 02 Q Q

3. Agar gixtiyoriy o'zgarmas son bo‘lsa,
(akdP =a [EdP
n Q
4, Agar £(w)<n(w) bo‘lsa, [EdP< [ndP.
0 Q

Keltirilgan 3 va 4 xossalaming ishoti 0‘z-0°zidan ravshan, Keltiriigan
} -4 xossalari

EE = [&dP

2
ckanligini hisobga olgan holda, ulami o‘rta qiymat ko‘rinishida keltirish

qulay,
V. Agar 4. A,.., A,.... hodisalarming to'la guruhini tashkil qilsa

(A,-ﬂAJ- =, i#j, U4, :Q}, bu holda £4 =ZE(§;AJ-)
J i

2, E(£+n)=E§+En
3, E¢ < En, apar & <n bo'lsa,
4. Eab =aEs.
Endi, integral £ ning I'- 4" xossalaridan kelib chigadigan boshga

" xossalarini keltiramiz,

5. |Bel< £l
b Agar q £ESc, bo'lsa, qSEE<q

237 ¢



7. Agar £20 va E£=0 bo‘lsa, P{(&=0)=
Hagigatan ham, Chebishev tengsizligiga asosan har qanday

£>0uchun P(£ 23)S§£=0‘
£

8. Agar P(E=n)=1 va E¢ mavjud bo'lsa, E£ = En.
Hagigatan ham,
&n = ﬂgﬁﬂn:ln!ﬂ n)= ’}i_r’r;E{g;m <n)=EL.

§ 2. Integralning boshqa muhim xossalari

1. Yaqinlashish teoremalari.

Ma'lumki, ehtimolliklar nazarivasida tasodifiy migdorlar ketma-
ketligining to'rt xil yaqiniashish ko‘rinishlaridan foydalaniladi. Agar
{;n,nzl} biror tasodifiy miador & ga gandaydir ma'noda yaqinlashsa,
sonli ketma-ketlik {£Z,.n21} ning limit tasodifiy miqdor £ ning o'rta
qiymati E£ ga intilishini o‘rganish muhim masala hisoblanadi. Bu
masalani yechishda {Z,,n21} 1asodifiy miqdorlar ketma-ketligining
quytdagi ta’rifda keltirilgan xossasi muhim rol o*ynaydi.

Ta’rif: Kemma-ketlik {£,,n21} tekis integrallanuvchi deyiladi, agar

swpE(E [5|&,]> ¥) >0, Noo

Teorema 1. Agar {£, n>1} ketmaketlik tekis integrallanuvchi
bo‘lsa,
supEjE,| < c <o, i)

Ishot. N sonni shunday tanlab olamizki,
sup E(JE,i1S,) > N)<1

tengsizlik bajariisin. Bu holda,
sup E|g,| = supt (g el < M)+ £(16. i,

Lekin (l) munosabatdan {&,m21} ketma-ketlikning tekis mtegra[lanuvchx
bo'lishi kelib chigmaydi.
Haqiqatan ham, quyidagi

f<N+l=c<m,

Pl =n)=>, P(5=0)=1-

taqsimotlarga ega bo‘lgan tasodifiy migdorlar uchun
Ef|=1,
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Lekin, bu tasodifiy migdorlar tekis integrallanuvehi bo‘lgan ketma-ketlik
tashkil etmaydi.
Teorema 2. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {E£,.nz1} tekis

P

integrallanuvchi bo‘lib, £, —¢ boe‘lsin. Bu holda, £& mavjud bo‘lib,
E|§,,—§|—}0, n—w

fimit munosabat o‘rinli bo*ladi va aksincha,

£,5E  Elf|<x, Ef, -0
munosabat o‘rinli bo‘lsa, {£,,n>1} ketma-ketlik tekis integrallanuvchi
bo‘ladi.

Isbot. Eng avval ££ ning mavjud ekanligini isbot etamiz. Yuqorida
biz E£ integralning quyidagi xossasini keltirgan edik: agar P(4,)—>0
bo'lsa,

E(&:4,}>0, n— 0. (2)
Shu boisdan ham har ganday ¥ va ¢ lar uchun
Emin([¢|.N)= lim E[ min(|Z.N g, - €] < & ]+ lim E[ min(jg). ¥ )lg, ~£]><]

Lekin ?,’,,ié munosabat o‘rinliligidan

Emin{j¢|, N) = lim E[min(Jg], N };|¢, - &| <& ]< lim Emin(|,]+£,N)<c+e.
Demak, Ej¢|<c

Endi, , =|£, - | deb olaylik. Bu holda,

N, f}O, n— 0
va 1, &, lar bilan bir qatorda tekis integrallanuvchi bo‘ladi.
Har qanday ¥ va ¢ uchun
En, = E(n,,n, $€)+ E(n,36 <, SN)+E(myn, > N) 3)
tenglikni yoza olamiz. Demak, (2) dan :

En, <e+NP(n,>¢)+E(n,.n,>N). : (4)
Endi, ¥ shunday tanlaymizki
supE(#,; 1, > N)se.
"

Bu holda, shunday ¥ uchun (4) da yugqoti limitga o‘tib,
tim sup £n, < 2¢,

3

musbat £ son ixtiyorly bo‘lgani uchun oxirgidan
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En,—0, now
limit munosabatni clamiz.
Endi teoremani ikkinchi gismini isbot etamiz (ya'ni {£,,n21} ketma-
ketlikni tekis integrallanuvchi  bo'lishind). Quyidagi tengsizliklarni
yozZamiz;

E([glJenl> M) < E(l6, — &L 18> M)+ E(6] [0 > 7)<
<ElE, ~&|+ E(lehlé| > M) < El6, — &l + E(ELJe, - €[> 1)+ E(el.le[> ¥ -1) - (5)

Oxirgi (5) tenglikdagi birincht qo*shiluvchi

E|E, —£| >0, n—>w
teoremaning sharti ho‘yicha, ikkinchi qo‘shiluvchi (2) munosabatga ko'‘ra
(bunda A, hodisa sifatida {|§m—§|>l} hodisani olish kerak bo‘ladi va
teoremaning shartiga ko‘ra P&, -&|>1}=P(4,) >0} nolga intiladi,
uchinchi qo‘shiluvchi esa » ga bog'lig emas va uni & i tanlash bilan
xohlagancha kichik qilish mumkin. Demak, (5) tengsizlikni o‘ng tomoni

yetarhi katta » lar uchun xohlaganimizgacha kichik bo‘ladi.
Endi

Fl

&> N)=max E(lg 5, > ¥)< £ B(E > ¥)

tengsizlikdan foydalanib, har ganday ¢ >0 uchun ¥ ni yetarli katta gilib
tanlash hisobiga

sup E(|&,:
Hsmg

nmga:;&E(}.ﬁ"];lgn]*;v N)<ng-e.

Demak, oxirgi va (5) tengsizlikni hisobga olib, har qanday chekli =,
uchun

supB (5,16 > V) =max Bl > ¥) + s E(, e > V)

tengsizlik to‘g'ri ekanligidan teoremaning isbotini olamiz.

Quyidagi ko‘p marta qo‘llaniladigan yaqginlashish haqidagi
teoremalami isbotsiz keltiramiz.

Teorema 3 {Chegaralanib yaginlashish hagidagi teorema).

Agar &, ié, |£.|<n. En <o shartlar bajarilsa, ££ mavjud bo‘lib
EE, > EL, now
limit munosabat o‘rinli bo*ladi.
Teorema 4 (Monoton yaginlashish hagidagi teorema)
Agar 0s¢, TE bo'lsa, EE= Lim .
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Quyidagi teorema integral ostida limitga o*tish mumkinligini ta’min etadi.
Teorema 5. (Fatu-Lebeg). Tasodifty migdorlar 7 va ¢
integrallanuvchi bolsin (ya’ni En <, E <= }. Agar & <n bo‘lsa,
limsup {&,dP < [limsupé, oP,

n—m {1 {1 n—ex
Agar £, 2¢ bo‘lsa,
fiminf [&dP> [liminf £,4P.

A=—ron ] [¢] e
Agar &, T£, £ 2¢ bo'lsa,
lim [£dP~ [&dP.
Mt 0
Oxirgi shartni P(&, = &}=1, ¢ <&, <y munosabatlar bilan almashtirish
mumkin.

§ 3. To‘g'ri chizigdagi ehtimollik taqsimoti orqali aniqlangan integral

To*g'ri chiziq R da aniglangan Borel funksiyasi g(x)ni ko‘raylik. Bu
jumla quyidagi ma'noga ega: B-fo'g'ri chizigdagi Borel to‘plamlar
o -algebrasi bolsa, ixtiyoriy borel to*plami B ning aksi

gl B)= {x;g(x) € B} cB.

O’Ichovli funksiya xossasiga asosan, agar &(w) tasodifiy migdor bo‘lsa, u
holda '
n=g(¢(e))

funksiya ham tasodifiy migdor bo®ladi.
Oldin biz har qanday tasodifiy migdor &{w)
(R.B.7,)

ehtimollik fazosini yuzaga keltirishini eslatib o'tgan edik va bu verdagi

Py (B)= (&7 (B))=P({w:£(w) < B))
ehtimollik o'lchovi £=¢{w) tasodifiy miqdoming taqsimoti bo'ladi.
Demak, R da aniglangan funksiyalarning Pg() o‘lchovi bo“yicha olingan
integrallari hagida so‘z yuntish mumkin.

Teorema 7. Agar En mavjud bo‘lsa,

Eﬂ=({frdP= ig(r)x"g(c&)=£gdﬁg-
Isbot. Oldin g(x)=1z(x) (B to‘plamming indikatori} bo‘lgan holni
ko‘raylik. Bu holda,
n= 3('“‘)) = I{w;{,‘(x}ss} (m)
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va En= P({m;é(x) € B})= P(¢& e B). Shuning uchun ham
A’g(x)f’;(dr)=£13(x)%(dr}=}2(3)=f’(g§eB):Eq.

Integralning xossalaridan foydalanib, teoremani g(-) —sodda funksiyalar
uchun o‘rinligiga ishonch hosil gilamiz. Endi. g(-)>0 bo‘lgan holga
o'tamiz. Agas g(¢)}/5{&) =n{w}/ ., (o) funksiya chegaralangan bo‘sa,

;g(x)%(dx)ﬂ(méel?)

tenglikka ega bo*lamiz. Shuning uchun ham
I }gd% =E{mm<n).
fz<n
Oxirgi tenglikda » bo‘yicha limitga o‘tib teoremaning isbotini olamiz.
Umumiy holda, ya’ni funksiya g{-) manfiy va musbat giymatlar gabul
gilgan holda, go‘shimcha qiyinchiliklar yuzaga kelmaydi.
Agar
F{x)=P(&E<x)= P(é“'(—w.x))

& tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi bo‘isa,

[g(x)F; (dx} (5
R

integral bilan bir vagtda
| g()dF (x) {6)

integralni ham ko*rish mumkin. Stiltes integrali (6) va (5) integral uzluksiz
bo'lgan gix) funksiyalar uchun teng bo‘ladi. Agar F(x) uzluksiz tipdagi
tagsimot funksiyasi bo‘lsa, ya'ni

F(xy= | flu)du
ko'rinishda bo'lsa, {5) va (6) integrallar oddiy Riman integrali
§ gta)f ()

bilan ustma-ust fushadi.

242



Ehtimolliklar nazariyasining matematik fan sifatida
yuzaga kelishi tarixidan lavhalar

Ehtimolliklar nazariyasi fan sifatida shakllanishini bu sohaning yirik
mutaxassislari, akademiklar A N.Kolmogorov, B.V.Gnedenko,
v.V.Proxorov, S.X.Sirojiddinov, AN.Shiryaevlar, asosan, quyidagi
bosqichlarga bo*ladilar:

1. Qadimgi dave (ehtimolliklar nazariyasi yuzaga kelishigacha o‘tgan
davr).
Birinchi bosqich {XVII-XVIH asr boshi).
. Tkkinchi bosqich (XVIII-XIX asr boshi).
. Uchinchi bosqich (XIX asming ikkinchi yarmi).
. Tortinchi bosqich (XX asming boshi va o‘rtasi).

M«hm!‘d

Qadimgi davr

Tasodifivlik to‘g‘risidagi birinchi tasavvurlar (kishi taqdiriga oid
munosabatlar, faslning issiq yoki sovuq kelishi, janjalli masalalar
natijalarining oldindan ayta bilish, sayyoralar harakatlarining holatlari —
munajjimlik va boshgaiar) uzoq asrlar boshiga borib tagaladi. Bu
tasavvurlar ilmiy jihatdan asoslanganligiga o‘tgan davrda inson aqii
tomonidan inkor etib bo‘lmaydigan holatlarga tegishli bo‘lib, ularga oxitgi
bir necha asrlar davomidagina ilmiy ma’no berildi, xolos.

Birinchi tasodifiyliklar asboblari — qimer o‘yinlan oshiglari hagida
ko'pgina arxeologik ma’lumotlar mavjud. Ularga moslanib, bu oshiglar
gadimgi Misrning birinchi sulolasi davrida (eramizdan 3500 vil ilgari),
gadimgi Yunon va Rim imperiyalarida gimor o‘yinlari uchun asbob bo‘lib,
xizmat qilganini aytib o‘tish mumkin. Masalan, Rim imperatorlari Avgust
(63 il eramizga gadar —14 yil yangi era) va Klavdiy (10 yil eramizga
qadar — 54 vyil yangi era) “oshiq” o'yinining eng ashaddiy muxlislari
bo‘lgan.

Qimer o‘yvinlaridan tashgari, foydali va ziyonli imkoniyatlar bilan
bog'liq bo‘lgan tasodifiyotlar, savdo-sotiq, sug‘urta (cTpaxosaHue)
sohalarida qadimgi davrlarda yuzaga kelgan.

Masalan, qadimgi Bobil {Vavilon) davlatchiligiga oid yozuvlarda
eramizdan 4-3 ming yil oldin sug‘urta uchun kontrakt (kelishuv) asosiy
hujjat bo*lib hisoblangan. Bu yozuvlarning ko'pchiligi dengiz orqali yuk
tashish meoslamalariga tegishli bo‘lgan. Sug'urtaning kontrakt shakllari
finikiylar orqali yunonlarga, rimliklarga, hindularga o*tgan.

Ular qadimgi Rim imperiyasi davlat va madaniyat kodekslarida,
Vizantiya imperiyasi qonunlarida o‘z akslarini topgan. Masalan, Rim
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imperiyasi davrida Yuriy Ulpian (eramizdan 220 yil oldin) kishi hayoti
sug'urtasiga oid xatolarni o‘rganib, birinchi marta “o‘lim jadvalini” tuzgan.

Italiva shahar-respublikalari (Rim, Venetsiva, Genuya, Piza,
Florensiya} gullab yashnagan davrda sug'urta faoliyati bilan bog'liq
statistik ma’lumotlarni yig'ish va o‘rganish zaruniyati yuzaga kelgan.
Tarixiy ma’lumotlardan ma’lumki, kishi hayoti sug*urtasi hagidagi kuni
aniq belgilangan kontrakt 1347 vyilda Genuyada manfaatdor shaxslar
tomonidan tuzilgan.

G'arbiy Yevropa “Uyg‘onish™ davrida {(XIV asr oxiri — XVII asr
boshi) aytib o‘tilgan shahar-respublikalar ijtimoiy va madaniy hayotda ro‘y
bergan ulkan islohotlarda muhim rol o‘ynadilar. Xususan, shu davrda
falsafiy ilmlarda “ehtimollik” tushunchasi shakllana boshlagandi. Bu
jarayonda italyan matematiklari Luki Pacholi {1445-1517), Ch.Kalkanini
(1475 -1541), N.Tartali (1500-1557) va boshqalarning faolivati sezilarli iz
goldirdi.

Qimor o'yinlarida re'y berishi mumkin bo‘lgan imkoniyatlari
matematik nuqtayi nazardan tahlil qilish bilan birinchilar  qatorida
shug'uliangan mashhur ixtirochi Dj. Kardano (1501-1376) bo‘lgan.
Ma’'lumki, uning texnika sohasida “Kardan val™ ni ixtiro qilishi va
matematikada esa uchinchi darajali tenglamalarni yechish uchun topgan
“Kardano formulalari™, um fan tarixida o‘chmas iz goldirganini bildiradi.
Dj. Kardano vafotidan keyin bosilgan “Qimor o‘yinlari hagidagi kitob”
nomli asari bu o‘yinning ishgibozlari uchun ajoyib qo‘llanma bo‘lib
xizmat qilgan. Bu asrlarda kombinatorika g*oyalaridan foydalanilgan va
bemalol aytish mumkinki, u ehtimollikning hozirgi zamonda ishlatiladigan
“klassik™ ta'rifiga juda yaqin bo*lgan.

1. Birinchi bosgich (XV11 asr — XVIII asr boshi).

Juda ko'pchilik maternatiklar fikricha (xususan mashhur fransuz
matematigi P.Laplas), hozirgi zamon “chtimolliklar nazariyasi ning
yuzaga kelishi XVII asrda yashab ijod qilgan tanigli fransuz matematikiari
B.Paskal (1623-1662} va P.Ferma (1601-1665) orasida olib borilgan
“chtimolliklar hisebi™ nomi bilan mashhur bo'lgan yozilmalardan
boshlanadi. Bu yozilmalar esa o‘sha davrda taniqli shaxs Anton Gotvaud
{kavaler de Mere, yozuvchi, targ‘ibotchi, 1607-1684) tomonidan
B.Paskalga qo“yilgan ba’'zi savollarga asoslangan. Xususan, bu savollardan
birida ma’lum biror sabab bilan qimor o*yini to*xtatilsa, yutuglarni ganday
tagsim etish kerakligi masalasi qo‘yiladi. Oxirgi jumlaga quyidagicha
aniglik kiritish mumkin. Aytaylik, 4 va B o'yinchilar kelishib olishdiki,
kim birinchi bo'lib 5 ta partiyada g'olib bo‘lsa, unga o‘yinning hamma
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ganak (tikiigan pul} beriladi. Masalan, 1984-yilda shaxmat bo‘vicha jahon
chempionligi uchun o‘tkazilgan Karpov-Kasparov matchida kim birinchi
bo‘lib 6 ta partiyani yutsa, chempion deb e’lon qilinishiga kelishib olingan.
Bunda, durrang natijalar  hisobga olinmaydi va partiyalar soni
chegaralanmaydi.

Faraz qilayltk, o‘yin ba'z sababalarga ko‘ra majburiy ravishda, 4
o'vinchi 4 ta yutugqa, B o‘yinchi esa 3 ta yutugga ega bo‘lgan holda
to'xtatildi. (Eslatib o‘tilgan Karpov-Kasparov maichida 48 partiyadan
so'ng Karpov 5 ta, Kasparov 3 ta yutugqa ega bo‘lgan holatda Jahon
Shaxmat Federatsiyasi tomonidan to‘xtatilgan). Toxtatilgan o‘yinda
umumiy ganakni ganday nisbatda bolinishi kerakligi haqidagi savol bitan
kavaler de Mere matematik B. Paskalga murojaat gilgani ‘“‘tabiiy”
variantlardan biri sifatida 2:1 nisbati qabul gilinishi mumkin. Hagigatan
ham, o'yin davom eftirilsa qolgan partiyalarda 4 o'yinchi 1 mana yutishi
yetarli bo'ladi, B o‘yinchi esa 2 marta yutishi kerak bo‘ladi. Bundan 2:1
nisbatga kelamiz, ya’ni 4 o'yinchi umumiy yutugning 2/3 gismini, B ¢sa
1/3 qismini olishi kerak.

Lekin yutilgan partiyalar sonini hisobga olgan holda, 4:3 nisbat ham
“tabiiy” deb hisoblanishi mumkin. Eslatib o‘tilgan vozishmalarda B.Paskal
va P. Ferma keltirilgan har ikki nisbat ham noto'g’ri bo‘lganligini, aslida
3:1 nisbat haqqoniy ekanligini isbotlab berilgan.

Kavaler de Merening savollariga bog'liq bo*lgan ikkinchi bir masala
quyidagicha go®yiladi: olti girrali oyin kubigini 4 marta tashlaganda hech
bo'lmaganda 1 ta & ragam tushishini yoki 2 o'yin kubigini 24 marta
tashlaganda (6,6} juftlikmi hech bo'lmaganda | marta yuzaga kelishi
haqiqatga yaqinmi?

Bu savolga ham Paskal va Ferma to'g'ri javob topishgan. Birinchi
kombinatsiya ikkinchisiga nisbatan hagiqatga vaqin, chunki birinchi
kombinatsiya yuzaga kelish ehtimolligi

4
|_[§) =0,516,
6

ikkinchi kombinatsiya uchun esa, ehtimollik
]—(EJ‘A:O_“Q[
36
keltirilgan javoblarni olishda Paskal va Ferma qo‘yilgan masalalami
kombinatorikaga oid mulohazalar bilan vechishgan va bunda binomial
koeffitsiyentlardan tashkil topgan “Paskal uchburchagi” c*zining amaliy
tadbiqini topgan.
1657-yilda fanning ko'p sohalarida mashhur olim bo'lgan
X.Gyuygensning (1629-1695) “Qimor o'yinlaridagi hisoblar hagida”
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kitobi bosmadan chiggan va u “ehtimollik hisebi” bo‘yicha birinchi
manbaa bo'lib xizmat gilgan. Bu kitcbda ehtimollik tushunchasining
fundamental ta’rifi va ehtimolliklarni hisoblash prinsiplari. ehtimolliklarmi
go‘shish va ko‘paytirish formulalari keltirilgan, X.Gyuygensning kitobi
uzoq vaqt davomida “Elementar ehtimoiliklar nazariyasi” bo'yicha asosiy
qo‘llanma bo‘lgan,

Eslatib o‘tilgan daveda “chtimolliklar nazariyasi”ning fan sifatida
shakllanishida ensiklopedik olim Yakob Bernullining (1654-1705) roli
juda shamivath bo‘lgan, U tomonidan hozirgi zamon “ehtimolliklar
nazarivasi” ning klassik ta’cifi kintilgan. Tabiatni matematik metodlar
bilan o‘rganishda juda ham muhim va Ya.Bermulli nomi bilan bog*langan
“Katta sonlar qonuni” chtimolliklar nazariyasining amaliyotdagi
qo‘llanmalari asosida yotadi. Bu qonun ehtimolliklar nazariyasining
birinchi limit teoremalaridan hisoblanib, u Ya.Bernulli vafotidan so*ng
1713-yilda “Farazlar san’ati” kitobida (jivam N.Bernulli qatnashuvida)
chop etilgan. Buyuk rus matematiklaridan A.A Markovning (1856-1921)
e'tirof etishicha Ya.Bemulli o*zining 1704yil 20aprelda mashhur olim
G.Leybnitsga (1646-1716) yozgan xatida “katta sonlar haqidagi teorema”
unga ancha oldin ma’lum bo‘lganligini eslatib o‘tadi (giziqligi shundaki,
“katta sonlar qonuni” ilmiy termin sifatida 1835-yilda Puasson tomonidan
keltirilgan).

Mashhur  Bernullilar  sulolasidan  bo‘lgan  Daniil  Bernulli
(1667-1748) chtimolliklar nazariyasida “Peterburg paradoksi” deb
ataluvchi muammoni hal gilgani bilan o'z nomini abadiylashtirgan (u ko‘p
yillar davomida Sankt-Peterburg shahrida yashab ijod gilgany. Bu
paradoksni hal qtlish jarayonida tasodifiy sonlaming asosiy sonli
xarakteristikasi sifatida “ahlogiy kutilma™ tushunchasidan foydalangan.
Qayd qilib ¢'tish zarurki, *Peterburg paradoksi™ hozirgi zamon “Moliva va
sug'urta  matematikasining”  birinchi  fundamental  modellaridan
hisoblanadi.

Ehtimolliklar  nazariyasining  yuzaga kelishining ilk  davri
tabiatshunoslikni “matematikalashtirish™ jarayoniga mos keladi. Aynan shu
davrda matematikada uzluksizlik, cheksiz katta va kichik miqdorlar
konsepsiyalari shakllana boshladi. Shu davrga kelib I.Nyuton (1642-1727)
va G.Leybnits bu konsepsiyalarga asoslangan holda, differensial va
integral hisobni yaratdilar. Ma'lumki, o‘rganilayoigan dinamik sistemaning
hozirgi holatga nisbatan kelgusidagi evolyutsiyasi differensial tenglamalar
orgalt o'rganmiladi. Lekin deterministk xarakterga ega bo'lmagan
sistemalarni o‘rganish uchun differensial tenglamalar nazariyasi yetarli
bo‘lmaydi. Tabiatshunoslikda echtimoliiklar nazariyasi nodeterministik
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sistemalarni o‘rganishda juda ham muhim bo‘lib, uning go‘ilanishlari
tajribalarni cheksiz marta takrorlash imkoniyatlari (tasodifiy migdorlar
ketma-ketligiga o‘tish) bilan bog'liq bo*ladi.

2. Tkkinchi bosgich (X V111 asr-XIX asr boshi).

Bu davrda chtimolliklar nazariyasini mustagil fan sifatida
rivojlantirish P.R. Monmor (1678-1719), A.Muavr (1667 - 1754), T.Bayes
(1702-1761), P.S.Laplas ((1749-1827), K.Gauss (1777 -1855), S.Puasson
(1741 -1840) kabi mashhur matematiklarning 1jodida namoyon bo‘ldi.

Yuqorida keltirilgan (1-punktda) farglardan kelib chigadiki, birinchi
bosqich asosan falsafiy xususiyatga ega bo‘lib, ehtimollikiar
nazariyasining predmeti va metodlari shakllanmagan edi. Ikkinchi bosqich
davomida bu fan muayyan matematika sifatida o‘zining analitik
metodlarini yaratib, uni matematik analiz elementlari bilan boyitib bordi.
Bu bosgichda ehtimollik tushunchas: asosida amaliy sohalarda hisoblash
usullarini rivojlantirish zarurivati yuzaga keladi.

Aynan shu davrda ehtimolliklar nazarivasi “qimor o“yinlar?” kabi tor
soha doirasidan chiqib, astronomik kuzatishlar, harbiy schada (“O'q otish
nazariyasi”} va tajriba o‘tkazishlar bilan bog‘'liq bo‘lgan boshqa amaliy
yo'nalishlarda tadqiq etila boshladi. Masalan, ehtimollik—statistik metodlar
asosida “xatoliklar nazariyasi” yuzaga keldi.

Yuqorida nomlari keltirtlgan tanigh matematiklardan Monmor va
Muavrlar ijodlarida Ya.Bernullining “ehtimolliklarm hisoblash™ traktati
chugur iz qoldirgan. Monmoming “Tasodifiy o‘yinlaming analizi
tajribalari™ (1708 y.) kitobida turli o'yinlar uchun ro'y berish mumkin
bo®lgan imkoniyatlamni hisoblash metodlari takomillaghtirilgan.

A.Muavr o‘zining ikki kitobida (“Hodisalar doktrinasi™, 1718-y.,

“Analitik metodlar”, 1730-y.) ehtimollik nazariyasi uchun muhim bo‘lgan
“hodisalarning bog'ligsizligi”, “matematik kutilma”, “shartli ehtimolliklar”
tushunchalarini chuqur tahlil etgan. Lekin, A.Muavr matematikada
binomial tagqsimot uchun normal approksimatsiya mavjud ekanligini
isbotlagan teoremasi bilan mashhurdir. Bu teorema hagida quyida
to'xtalamiz.

Hech shubhasiz aytish mumkinki, ehtimolliklar nazariyasi taraqqgiyoti
uchun mazkur bosgichda P.Laplas monumental shaxs hisoblanadi. Uning
1812yilda chop etilgan “Analitik chtimollik nazariyasi™ kitobi XIX asr
davomida ehtimolliklar nazariyasi bo‘yicha asosiy darslik bo‘lgan. U
bundan tashqari ehtimollik tushunchasining falsafiy asoslariga, bevosita
ehtimolliklarni  hisoblashga, ehtimolliklar nazariyasimi astronomiyada,
mexanika va matematik analiz masalalarida tadbiglariga oid bir nechta
asarlar yozgan. P.Laplas binomial tagsimotni normal qonun orqali
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yaqinlashtirish {approksimatsiyalash) haqidagi yugqorida eslatib o‘tiigan
AMuavr teoremasini umumlashtirib golmasdan, uning yangi analitik
isbotini topdi. Bu tecrema Muavr-Laplas nomi bilan atalib, XIX asr
matemnatikasida sharafli mavgelarga ega  bo‘ldi.  Muavr-Laplas
teoremasining nazariy va amaliy ahamiyatini oydinrog yoritish magsadida
uning hozirgi zamen ehtimolliklar nazariyasidagi ifodasini keltiramiz.

Ofzaro bog‘ligsiz va bir xil Bermulli qonuni bilan tagsimlangan

ELyaeindpen.
tasodifiy migdorlar ketma-ketligini ko‘ramiz, ya'ni har ganday f uchun
1 p chtimoilik bilan,
;_{ = D I n . . j =1,2!"'
— p ehtimollik bilan,
bo‘lsin. Agar
SN=§1+"'+§H

deb belgilasak, P(S, =k} ehtimollik quyidagi ma’noga ega. Aytaylik,
Bernulli sxemasida » ta takrony tajribalar o‘tkazilib, har bir tajribada biror
A hodisaning ra‘y berish yoki bermasligi kuzatilsin. Bu holda # ta tajribada
(kuzatishda) 4 hodisaning £ marta ro‘y berish ehtimolligi

P(S, =ky=Cip*(l-p)y™, k=01, ... (1

Bu formulada p=P{A) - har bir tajribada 4 hodisaning ro‘y berish,
g =1- p—ro‘y bermaslik ehtimolliklaridir.

Agar biz p=P(4) ehtimollik berilgan deb hisoblasak, P(S,=4)
ehtimolliklarni topish ehtimolliklar nazariyasining masalasi bo‘lads. Agar p
ehtimollik noma’lum bo‘lsa, umt 4 hodisa ustidan kuzatishlar (tajribalar)
o‘tkazish orqali aniglashga to‘g'ri keladi, ya'ni oldingi masalaga nisbatan
teskari bo‘lgan masala yuzaga keladi. Aytilgan ma'nodagi teskari
masalalar matematik statistikaning asosiy predmeti bo‘ladi. O‘z-o‘zidan
tushunarliki Sy miqdor A hodisaning # ta tajribada qanchalik ko‘p ro‘y

1
berishlarini tavsiflaydi va uni A hodisaning chastotasi deyiladi.

Ya.Bernulli tomonidan isbotlangan va ehtimolliklar nazariyasining
katta sonlar qonuni deb ataluvchi limit teorema quyidagidan iborat.

1-teorema. Har qanday £ >0 uchun » - da

P(i—pzs}—w. o {2
n :

Bu teoremaning ma’nosi yetarli darajadagi katta # lar uchun Sy P
1
bo‘ladi degan xulosadan iboerat,
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Muavr-Laplas teoremasi (2) limit munosabatdagi ehtimollikni
baholash imkoniyatini beradi va u quyidagicha ifodalanadi.
2-teorema. Har qanday a<b haqiqiy sonlar uchun

. S, —np |

lggp[ac o ijzﬁje *du. €))
Bu tenglamaning simmetrik hol uchun {(p=g=1/2) AMuavr va

ixtiyoriy 0< p <1 uchun P.Laplas isbotlagan. (3) limit munosabatning o‘ng

tomonini ®(b)-®(a) ko‘rinishda yozish mumkin va bunda @(-) standart

normal tagsimot funksiyasi bo‘lib,

&{x) =ﬁ ]e_ “du, 4)

Muavr-Laplas teoremasining tadbiqi sifatida quyidagi miselni
ko'rish mumkin.

Rasmiy statistik ma’lumotlarga ko’ra o‘g'il bola tug‘ilish ehtimolligi
o‘zgarmas p=0,512 ga teng. Aytaylik, 10" bola tug'ildi. Shu tug‘ilgan
bolalardan o'g'il bolalar soni qiz bolalar sonidan 200 ta ko'p bo‘lish
ehtimelligi topilsin.

Qo‘yilgan masala bog‘ligsiz tajribalar Bemulli sxemasi doirasida
quyidagicha yechiladi. Faraz qilaylik mumkin 10" bog‘ligsiz tajnbalar
ketma-ketligi bor (#=10%) va undagi har bir tajribaning natijasi o‘g‘il yoki
qiz bola tug“ilishidan iborat bo‘ladi. Bog*ligsiz tasodifiy mlqdorlar &, larni

quyidagicha keltiramiz: £, =1, agar j-tug‘ilgan bola o‘g‘il bo'lsa, & =0,
agar u giz bola bo‘lsa. U holda,

!

1ot

S,=Y¢E

=
migdor ro‘yxatdan o*tgan o‘g ‘il bolalar sonini belgilaydi. Bu holda,
npg =0,25-10°.
Topilishi kerak bo*lgan ehtimollik 2-teoremaga asosan

-np 5100 5120]_

:/ DG V2500
20
=1- (b(—%j 1« &(~0,4)=0,66.

Eslatib o‘tamizki, ®(x) funksiyaning sonli giymatlari jadvali
ehtimolliklar nazany351 va matematik stanstlka_ bof y]cha yoz]lgan deyarh
hamma qo‘llanmalarda keltiriladi.

Agar

P(S,25100}=1-P(S, <5100)=]1-p {
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nt
C:_k!(n—k)!

formulani hisobga olsak, topilgan ehtimollikni (1) formula orgali hisoblash
deyarli mumkin emasligtga ishonch hosil gijamiz. Hagigatan ham,

(]04)!  _n-k
PSS =25100)= —
(8, ) uéw.r(m*_k)m”
tenglik ofrinli bo‘lib, yig'indi ostidagi qo‘shiluvchilarni deyarfi hisoblab
bo'lmaydi.

Alohida qayd qilib o‘tish kerak bo‘ladiki, Muavr-Laplas teoremasi
(1) formuladagi binomal tagsimot parametrlari » va p lar, np— o
munosabatda bo‘lganda (xususan, p fiksirlangan holda) samarali natijalar
beradi. Agar p=p(n) bo'lib va » >wda np— 4 (0<A <) asimptotik
munosabat bajarilsa, Muavr-Laplas teoremasi o*rniga Puasson teoremasini
ishlatishga to‘g‘ri keladi,

Muavr-Laplas  tecremasidan  tasodifiy —migdorlarmi  qo“shish
nazariyasi boshlandi degan fikrmi oldinga sursak, hech ham xato gilmagan
bo‘lamiz. Uning umumlashgan variantlari “ehtimolliklar nazariyasining
markaziy limit teoremalan” nomi bilan hozirgi zamon matematikasining
fundamental va amaliy jihatdan juda muhim yo‘nalishini tashkil giladi
(termin mashhur matematik D.Poya (1887-1985) tomonidan taklif
gilingan).

Shu davr davomida Bernulli tomonidan ilgari surilgan va
“chtimollikning klassik ta’rifini” asoslaydigan “teng imkonityatlilik”
prinsipidan chetlanish goyalari ham yuzaga keldi. Buning natijasida
klassik sxemalarga mos kelmaydigan “noklassik tagsimotlar” mavjud
bo'lishi va ular nazariya va amaliyotda muhim rol o*ynashi kashf etildi.
Masalan, (4) formula bilan aniqlanadigan normal taqsimot, Puasson
tagsimotlari shular jumlasidandir (eslatib o‘tamizki butun va manfiy
bo'lmagan qiymatlar gabul giladigan tasodifiy migdor Puasson tagsimotiga
ega deyiladi, agar

k

P(e=k)= %e‘*, A>0, k=0,

bo‘lsa. Tushunarliki, ehtimoilikning kiassik ta’rifi darajasida bu tagsimotmni
aniglab bo‘lmaydi).

“Noklassik  tagqsimotlar™ni  boshga misoli sifatida  “geometrik
ehtimolliklarni” keltirish mumkin. Bu ehtimolliklar birinchi bor mashhur
naturalist 1.Nyutonda uchraydi (1665-y.). Bu ehtimolliklar Byuffonning
“ignalami tasodifiy tashlash” nomi bilan mashhur masalasida uchraydi.
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Teng imkonivatli bo‘lmagan taqsimotlar t763-yilda topilgan Bayes
formulasi va unga bog‘liq bo‘lgan “to‘la ehtimollik™ formulalarini asosimi
tashkil qiladi va ular “klassik sxemaning” juda tor ekanligini isbotlaydi, Bu
formulalar kelgusida matematik statistika masalalarida vangi yo‘nalish -
Bayes metodlarini yuzaga keltirdt.

Lekin aytib o‘tilgan taragqiyotlar (shu davrda erishilgan) ehtimollik
nazariyasini mustaqil fan darajasiga ko‘tara olmadilar, chunki bu davrda
ushbu fan nazariyasi uchun umumiy (abstrakt) konstruksiyalar yo'q edi.
lkkinchidan esa, shu davrda qo'llanilgan metodlar gimor ¢'yinlar, xatolik
nazariyasi, sedda sug*urta, demografiyaning muayyan masalalarini yechish
doirasida chegaralanib qolgan edi.

3. Uchinchi bosgich { XIX asming ikkinchi yarmi)

X1X asr ikkinchi yarmidan boshlab Sankt-Peterburg ehtimollikiar
nazariyasining umumiy muammolari bo‘'yicha olib borilayotgan ilmiy
tadqiqotlaming markaziga aylandi. P.L.Chebishev (1821-1894),
A A Markov (1856-1921), AM.Lyapuncev (1857-1918) va boshga rus
matematiklari ehtimolliklar nazarivasini mustaqil matetnatika fani sifatida
rivojlanishiga katta hissa go‘shdilar. Aynan shu olimlaming tadgiqotlari
natijasida ehtimoliklar nazarivasi “kiassik sxema™ dairasidan chiqds,
Masalan, P.L.Chebishev tasodifiy miqdorlar, matematik kutiima
tushunchalarini juda erkin his qilganini sezish giyin emas.

Bu davrgacha kashi qilingan katta sonlar qonuni, Muavr-Laplas
teoremasi fagat 2 ta qiymat qabul giladigan tasodifiy migdoriar ketma-
ketligiga tegishli edi, xolos (Bernulli sxemasi). P.L.Chebishev bu
teoremalarning tadbiq doiralarini kengaytirdi. Masalan, u katta sonlar
gonunini biror 0'zgarmas son bilan tekis chegaralangan bog'ligsiz tasodifiy
miqdoriar ketma-ketligi uchun o'rinli ekanligint isbot etdi. Uning shogirdi
A A Markov by tadgigotni davom ettirib, kaita sonmlar gonuni o‘rinli
bo‘lishi uchun kerak bo‘ladigan yetarli va zaruriy shartlamni topdi. Bu
tadgiqotlar davomida matematikaning boshga sohalarida ham muhim
ahamiystga ega bo‘lgan Chebishev, Chebishev-Markov tengsizlikiari isbot
etildi.

Katta sonlar qonumidan so'ng P.L.Chebishev yugonida keltirilgan
Muavr-Laplas teoremasining umumiy ko‘rinishi — markazly Jlimit
teoremaning juda keng tasodifiy migdorlar ketma-kettikian sinfi uchun
o‘rinli bo‘lish muammelari bilan shug‘ullandi. Bu tadgiqotlarda
P1.Chebishev markaziy limit teoremasining o‘rinli bo‘lishida ko'p
go‘Haniladigan “momentiar metodini  ishlab chigdi. Bu metod
A.A Markovning ishiaridan takomillashtirildi,
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Ma'lumki, “momentlar metodini qo‘llanilishi, qo‘shiluvchi
bog'ligsiz tasodifiy miqdorlar uchun hamma tartibdagi momentlar mavjud
bo'lishligini tagozo qiladi. P.L.Chebishevning shogirdlaridan biri A.M.
Lyapunov 0°zi asos solgan analitik metod — xarakteristik funksiyalar
metadini  qo‘llab, markaziy limit teorema o'rinli bo‘lishi uchun
qo'shiluvcht  bog'ligsiz  tasodifiy migdorlarning atigi 2+8 (§>0)
tartibdagi momentlari mavjudligi yetarli ekanligini isbotladi. Eslatib
otamnizki, A.M.Lyapunov ehtimolliklar nazariyasidan tashqari matematika
va mexanikaning boshqa sohalarida ham juda sermahsul ish qilgan.
Masalan, v hozirgi zamon fanidagt “mrg‘unlik pazariyasiga” asos solganini
eslatib o'tish yetarli bo'ladi.

Bu davr oxirida A.A Markov tomenidan bog'ligsiz bo*lmagan, ya’ni
bog'ligh bo‘lgan tasodifiy migdorlar sxemasini kiritilgan: va o‘rganilgani
ehtimolliklar nazariyasida butunlay yangi konsepsiyasini yuzaga keltirdi.
Bu sxema “Markov prinsipi™ deb ataladigan qoidaga bo‘ysunib, tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi ifoda etadigan fizik sistemaning “kelgusidagi”
evolutsivasi faqat uning hozirgi holatiga bog‘liq bo‘lishini taqozo qiladi.
Pirovardida bu sxema tasodifiy miqdorlaming “Markov zanjirlari”™ nomini
oldi va Markovning o°z1 ikki giymath “zanjirlar”™ uchun ergodik teorema
(katta sonlar gonunining qat’iy shakli) va markaziy limit teoremasi
(Muavr-Laplas teoremasining umumiashgani) o'rinli ekanligini isbotladi.
A A Markovning bu ishlari hozirgi zamon ehtimolliklar naziriyasining
“Markov tasodifiy jarayonlari” yo“nalishiga asos bo'ldi.

Umuiman, xulosa qilib  aytish  mumkinki, P.L.Chebishev,
A.A Markov A.M.Lyvapunovlarning yugorida qisgacha izohlangan ishlar
{"Peterburg maktabi”) c¢htimollik nazariyasining keyingi davrlardagi
rivojlanishiga mustahkam poydevor bo‘lib xizmat gildi.

XIX asming ikkinchi yarmida g'arbiy Yevropada ham ehtimolliklar
nazanyasrga qtziqish keskin yuksaldi. Bu gizigishning asosiy sabablari, bu
nazariyaning sof matematika tushunchalari orqali, statistik fizika va
endigina ro'yobga chigayotgan matematik statistika masalalari bilan uzviy
ravishda bog'ligligi bor eckanligida bo*ldi. Shu davrda ko'pchilik
matematiklarga ehtimolliklar nazariyasi mustaqil fan sifatida rivojlanish
uchun uni “klassik asoslardan™ (ya'ni elementar hodisalar soni chekli va
ularning teng imkoniyatligi) qutulishi kerakligi tushunarli bo*Idi.

Ayni shu davrda sof matematikaning o‘zida ham “ehtimollik”
tushunchasi bilan bog'lig bo'lgan ulkan o‘zgarishlar ro‘y berdi. Masalan,
chtimolliklar nazariyasidan juda virog bo'lgan sonlar nazariyasida
ehtimolliklar tagsimetlari bilan bog‘liq metodlami go'llash orqali giyin
masalalar hal gqilindi. 1880 vyilda mashhur matematik A.Puankare
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(1854-1912) “Uch jism harakali” hagidag: qgiyin mexanik masalalamu
yechishda tasodifiy xususiyatda bo'lgan dinamik sistemalaming
“qaytalanish™ xossalaridan foydalandi. Shu davrda “tasodifiy tanlash™ kabi,
tushunchalarga murojaat ko'payib bordi. Masalan. A Puankare 1886yiida
chop etgan “Ehtimollikiar nazariyasi” kitobida “{0.1] oraliqdan tasodifiy
ravishda tanlangan nuqtaning ratsional songa mos kelishligi ganday
ehtimollik bilan ro'y beradi” kabi masalalarga ko*p to'xtalgan. 1888-yilda
astronom X.Gyulden (1841-1896) iomonidan yozilgan magolada,
A.Puanksre qo‘ygan bu masala, sayyoralar harakatlanning “turg‘unlik
bo’lishi yoki bo'lmasligi” bilan bog'liq ekanligi ko'rsatib o*tilgan.

“Ehtimoliklar taqsimoti” tushunchalari va wlar bhilan bog'liq
metodlar XIX asming ikkinchi yarmida klassik fizikada va statistik
mexanikada keng go'llanila boshladi. Masalan, zarrachalarning molekular
harakati uchun “Maksvell tagsimoti” (J.Maksvell (1831-1879) mashhur
inghz fizigi}, L.Belsman (1844-1906) tomonidan “o‘zgaruvchi o'rta
giymatlar™ va “ergodik” prinsiplarini kashf etilganini eslatib o'tish yetarli
bo'ladi. Ehtimolliklar nazarivasi va uning metodlarini shu davrdagi
rivojlanishiga 1827-yilda “Braun harakati” (R.Braun (1773-1858) ingliz
botamgi) nomi bilan atalgan tasodifiy jarayonlami ochilganligi sezilarli
ravishda ta'sir etd). Bu “harakat™ming matematik asoslari keyinrog
mashhur  fizik  A.Eynshteyn (1879-1955) va uning shogirdi
M.Smoluxovskiy ishlarida keltirildi. Braun jarayonlari (“harakatlari™)
A Bekkeren (1852-]1908) tomenidan  kashf etilgap  jismlaming
radioaktivlik xossalarini o'rganishda muhim rol o‘ynadi. 1900 yilda esa,
L.Bashaig (1870-1946) “aksivalarning givmatini” matematik usul bilan
aniqlashda “Braun jarayonlari” dan foydalandi (eslatib o'tish mumkinki,
hozirgi zamon moliya matematikasiga L.Bashalening shu ishlari asos
bo*Idi).

Aytib o'tilganlardan kelib chigadiki, yuqorida keltirilgan va muhim
amaliy ahamiyatga ega bo‘lgan tasodifiy jarayonlarning mchivatini
“klassik™ konsepsiyaga asoslangan ehtimolliklar nazariyasi orqali
tushuntirib berish mumkin bo‘lmaydigan vaziyat yuzaga keldi. Aynan shu
davr oxirida sof matematikada to'plamlar nazariyasini va u bilan bog'lig
ravishda “o"ichamiar nazariyasi” shakl topa boshladi. Bu yangi nazariyalar
yugorida keltirilgan va ehtimolliklar nazarivasini “boshi berk™ ko‘chaga
olib kirgan vaziyatim bartaraf ctishda muhim omil bo'lib xizmat gildi.
Bunda mashhur fransuz matematigi E.Borel (1871-1956) tomomdan
“o‘Ichovli to*plamlar”, “10*plamlaming o‘lchovi” tushunchalari kiritilishi
muhim ahamiyat kasb etdi. To'plamlarning “Borel o'lchoviari”
matematikada muhim bo*lgan uzunlik, yuza, hajm tushunchalarini beqivos
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umumlashtiradi. E.Borelning bu ishlarida tajribalaming elementar natijalari
Ixtiyoriy to'plam tashkil etishini hisobga olgan holda, bu tajribaning
matematik modelini qurish mumkinligiga asos solindi. Xususan, by
modellar berilgan tajnbaning cheksiz marta davom ettirish mumkinlig
hollari uchun ham mos keladi. Matematik nuqtayi nazardan oxirgi
xulosada to'plamlar ustida sanogli sondagi birlashtirish (qo‘shish) va
vmumlashtirish (ko*paytirish), pirovardida esa, limitga o‘tish amallarini
bajarish kerakligi e’tirof etiladi. Aytilganlardan tushunarliki, E Borelning
ishlarida ehtimolliklar nazariyasi uchun butunlay yangi konseptual—falsafiy
asos solindi. Ayni paytda bular XIX asming oxirlarida isbotlangan
“kuchaytirilgan katta sonlar qonuni” haqidagi teoremada namoyen bo‘ldi.
Bu teorema ma'lum xossani ganoatlantiradigan hagqiqiy sonlar *ko‘pligi
yoki ozligi” haqida tasavvur hosil gilish imkonini beradi va uni
quyidagicha izohlash mumkin:
Aytaylik, haqigiy son @ €[0,1] bo‘lib,
w=000,.a,..
bu sonning ikkilik sanoq sistemasidagi yoyiimasi bo‘lsin. Ya’ni har ganday
nuchun ¢, =0 yoki l. Agar v (w) deb birinchi 0,0, qismida | ning
takrorlanishi chastotasini belgilasak, u holda
{w:v#(ru)a%}, e ]
to'plamning “Borel o‘lchovi” 1 ga teng bo‘ladi yoki aksincha, bu xossani
ganoatlantirmaydigan o lar to‘plami uchun bu “o‘lchov” 0 ga teng bo*ladi.
Bu teorema hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasida “Borelning
kuchaytiriigan sonlar gonuni™ nomi biian atalib yuqorida keltirilgan
Bermullining katta sonlar qonunini  tubdan kuchaytirdi. Hagigatan ham,
Bemulli teoremasi har qanday £ > ¢ uchun

EI._YE P{{m : \v"(w)— %‘ z s})=0 _

ekanligini e tirof etsa, Borel teoremasi esa,
limP[{m:sup|vw(m)—112f2£}]=0
ekanligini tasdiqlaydi.

Mashhur fransuz matematigi A.Lebeg (1875-1941) yuqorida
izohlangan E.Borelning ishlarini davom ettirib, hagiqiy funksiyalar
nazariyasida o‘lchovli fazolar tushunchasini kiritib, ularda yang: integral
hisobini ixtiro gildi.

Xulosa qilib aytish mumkinki, Borelning o'lchovlar nazariyasi va
Lebegning abstrakt integral mazariyasi kelgusida ehtimollik tushunchasi
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bilan bog‘lig bo'lgan matematik modellami o'rganishda konseptual baza
bo‘lib xizmat gildi.
4. To‘rtinchi bosgich {XX asming boshi va o‘rtasi)

XIX asr oxiriga kelib ehtimolliklar nazariyasining sof matematika
bilan munosabatlari aniq tus oldi. Bu esa echtimolliklar nazariyasini
mustaqil matematik fan  sifatida  aksiomatik asosda gayta qutish
muammelarini yuzaga keltirdi. Bu muammolar mashhur nemis matematigi
D.Gilbert (1862 -1943) 1500-yil 8-avgust kuni matematklanning Parijda
o‘tgan Il jahon kongressida gilgan ma’ruzasida o‘z aksini topdi. Qizig'i
shundaki, bu olamshumul ma'ruzada D.Gilbert ehtimollik nazariyasini
fizika fanlar gatoriga go'yib, uni sof matematik nuqtayi nazardan asoslash
zarurligini uqtirib o‘tdi.

Ehtimolliklar nazariyasini matematik fan sifatida shakllanishining
to‘riinchi bosgichi — uni mantiq asosida mustaqi! fan ko‘rinishini olish
davri hiseblanadi.

D.Gilbert ma'ruzadan ko*p vagt o*tmasdan ehtimolliklar nazariyasini
to*plamlar nazariyasi va o‘lchovlar nazariyasi asosida
“matematikalashtinsh™ harakatlari boshlandi. Lekin bu harakatlaming
ko*pchiligini muvaffaqiyatli deb bo‘lmaydi,

XX asrning o‘rtalariga kelib, anig’i 1933yilda mashhur matematik
AN.Kolmogorov (1903-1987) tomomdan taklif qilingan askiomalar
sistemasi hozirgi zamon ehtimolliklar nazariyasining asosini tashkil
etganlipini €’tirof etildi. A.N.Kolmogorov taklif gilgan konsepsiva sodda
va bir vaqtning o‘zida mukammal xarakterga ega. U

(Q.5.P)
ehtimollik fazosi tushunchasiga asoslanadi. Bu verda Q — ixtiyoriy to‘plam
bo'lib, uning elementlan « lar {w <)) elementar hodisalar sifatida gabul
qilinadi. § esa, Q bilan bog'liq bodisalar o-algebrasi. §-sistema o -
algebra tashkil qilish shartlari (aksiomalari) va (Q.§) o‘lchovli fazoda
P(-} ehtimollik o‘lchovi bo‘lish shartlari (aksiomalari) birgalikda
Kolmegorov aksiomalar sistemasim tashkil giladi. Natijalami oldindan
aytish mumkin bo‘lmagan tajribalar uchun ehtimollik fazosi (£,3,P)

matematik asos be'lib xizmat gilad: {(ushbu kitobning 1.4-§ ga garang).

Ofzhekistonda ehtimolliklar nazariyasi va matematik
statistika Fani
Yuqerida keltirilgan ehtimolliklar nazariyasining shakllanishi va
rivojlanishi  to‘rtinchi davrida (XX arsning 30-yillaridan boshlab)
O'zbekistonda ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistika sohasida
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butun dunyoga tanilgan ilmiy maktab yaratildi. Bu maktabning asoschilari,
shu schaning yirikk namoyondalari akademiklar Vsevolod Ivanovich
Romanovskiy {1879-1954), Toshmuhammad Ahevich Sarimsogov
(1915-1995), Sa’di Hasanovich Sirojiddinov (1920-1988) edilar. Quyida
biz bu buyuk allomalar faoliyati haqida qisqa bo'lsa ham ma'lumotlar
berishga harakat gilamiz.

V.LRomanovskiy 1879-yil S5-dekabrida Qozog'istonning Verniy
(hozirgi Olma-ota) shahrida tug'ildi. Uning yoshlik vyillaridayoq
Romanovskiylar oilasi Toshkentga ko'chib kelgan edi. U o‘rta maktabm
{anigrog'i o‘sha paytdagi real bilim yurtini) bitirgandan so‘ng Sankt-
Peterburg Universitetining fizika-matematika fakultetiga o*gishga kiradi.
Universitetda unga mashhur rus matematigi Andrey Andreyvich Markov
(1836-1921) ustozlik gilgan. 1904yilda V.[.Romanovskiy universitetmi
a’lo baholar bilan bitirgandan so‘ng, uni professorlik lavozimiga
tayyorlash  uchun  magistraturaga gabul qlingan  {A.A.Markov
rahbarligida). V.I.Romanovskiyning ilmiy va pedagogik faoliyati Sankt-
Peterburg  Universitetida  privait-dotsentlik  lavozimidan boshlangan.
{1906y). Keyinchalik u Varshavadagi rus Universitetida, Rostovning Don
Universitetida ishlagandan so‘ng, 1917yili Toshkentga gayiib keladi va
mahalliy gimnaziyalarda matematika va fizikadan dars beradi. 1918-yilda
Toshkentda bir guruh o'zbek ziyolilarining tashabbusi bilan hozirgi Mirzo
Ulug'bek nomidagi O*zbekiston Milliy universiteti ochildi va tez orada
V.L.Romanovskiy bu o'quv maskanida faoliyat ko‘rsata boshladi.

V.I.Romanovskiy ko'p girrali elim bo'lgan. Masalan, uning birinchi
dissertatsiyasi mexanikada ko'p uchraydigan differensial tenglamalami
integrallash masalalariga bag‘ishlangan. Lekin, u uchun ehtimolliklar
nazariyasi va matematik statistika asosiy mutaxassislik bo‘lgan desak, xato
qilmaymiz. U o'zining ustozi A.A.Markov tomonidan kirtilgan “asodifiy
migderlarni zanjir argomit™ bog'liq bo‘hishhigi tushunchasini urnumlashtirdi
va aniglashtirdi. V.I.Romanovskiy XX asr boshida R.Frobuonis tomonidan
yaratilgan manfiy bo‘lmagan matritsalar nazariyasini kengaytirib, uni
Markov zanjirlariga tatbiq etdi. Bu ishlar hozirgi zamon ehtimolliklar
nazariyasida “Romanovskiyning matritsa metodlari” nomi bilan o'z
mavqeyiga ega bo‘ldi.

V.L.Romanovskiy hagli ravishda “Matematik statistika™ mustaqil
matematik fan sifatida shakllanishiga asos solgan olimlardan biri
hiseblanadi. Bu fikrning isbotini bu sohada birinchi bo*lib rus tilida 1938
yilda Moskvada chop etilgan “MaremaThueckas craTHeTHka™ kitobi
(monografiya, 803 bet) V.I.Romanovskiy tomonidan yozilganligida ham
ko‘rish mumkin. Ayniqgsa bu kitob matematik statistika “soxta fan™ deb
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hisoblanib, quvg'in ostiga olingan paytda chop etilganini hisobga ofsak, bu
olimning g‘oyaviy jihatdan mustahkam mavqeyini tanlaganligini inker ctib
bo‘lmaydi. Aytib o°tilganlar qatorida “Markov zanmjirlari™ bo'yicha
yozilgan birinchi monografik asar ham V.I. Romanovskiy qalamiga tegishli
ekanligini eslatib o‘tish kerak bo‘ladi. (Jlucxperusie uenu Mapkosa.
Mockea 1949, 507-bet),

V.LRomanovskiy matematik statistika metodlarini bevosita ishlab
chigarishda (texnikada, qishlog xo‘jaligida)} qo‘llash masalalariga juda
e'tibor gilgan va bu schadagi ishlarmmi tartibga keltinb, 1947yilda
«[IpuMeHcHHS MaTeMaTHUeckOH CTATHCTHKM B OmEITHOM fenen  deb
atalgan kitob-tavsivanomani yozgan,

V.LRomanovskiy sermahsul ijodiy shaxs bo'lishi bilan bir gatorda,
mashhur pedagog ham bo'lgan. U ko'p yillar davermida talabalar nchim
matematika va mexanikaning turli sohalari bo‘yicha ma’ruzalar o*qigan,
aspirant va yosh olimlarning ilmiy ishlariga rahbarlik qilgan. Mashhur
akademik olimlar T N.Qori-Niyoziy, T.A.Sarimsoqov, 5.X.Sirojiddinovlar
bu buyuk olimning shogirdlari bo*lganlar.

Akademik Toshmuhammad Aliyevich Sanimsegqov 1915-yii 7-
sentabnida Andion viloyatining Shahrixon shahrida tug‘ilgan, Bolalik va
o'smirlik yillari Qo'qon shahrida o‘tgan. T.A.Sarimscqovning ilmiy
faoliyati O‘ma Osiyo Daviat universitetida (hozirgi Mirzo Ulug'bek
aomidagt O‘zhekiston Milliy Universiteti} boshlangan. Dastlabki davrlarda
u ehtimolliklar nazariyasini matematik analiz masalaladdagi tatbiglari
bilan shug‘ullangan. Masalan, analizda ko'p uchraydigan maxsus
ko'‘phadlamning  sdizlarini  “tarqog  yolki  zich” tagsimlanish  hollaci
T.A.Sarimsoqov tomonidan mukammal o‘rganilgan. Keyingi navbatlarda
esa ustozi V.[.Romanovskiyning Markov zanjirlanni matritsa usuli bilan
o‘rganish metodlarini kengaytirib umumlashvirishni va uiami hofatlari
cheksiz {sanogli yoki kontinium) to“plamni tashkil qilgan tasodifiy Markov
jarayonlarini o‘rganishga tatbiglari hagidagi muammolar T.A.Sarimsoqov
uchun asosiy ilmiy mavzu bo‘lgan. Holatlan uzluksiz to*plam ({a,h) craliq)
bo*lgan Markov zanjirlari uchun ehtimolliklar nazariyasining asosiy limit
teoremalari — markaziy limit teorema va takroriy logarifm qonunlari
o'rinli bo‘lgan muammolari T.A.Sarimsoqov tomonidan ilk bor
o‘rganilgan, Bu muammolarmi yechish jarayonida XX asming birinchi
yarmida L.Fredgolm yaratgan integral tenglamalar nazariyasini ehtimollik
nazariyasi uchun o‘ziga xos ko‘rinishda talgin etish mumkinligi isbotlandi.
Pirovardida esa bu ilmiy tadgiqotlar holatlari kontinium to*plamlar bo*lgan
Markov jarayonlarini o‘rganish uchun “integral tenglamalar metodi™ni
yuzaga keltirishga olib  keldi. Aytib o‘tilgan ilmiy natijalar
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T.A.Sarimsogovning 1954yilda Moskvada chop etilgan “OcHosrt Teopusn
MapxoBckux npoueccoR” monografiyasida gayd etildi. Bu monografiya va
muallifning  tanigli ilmiy jurnallardagi qator materiallai Markov
jarayonlarini o‘tganish va ularning tatbiq etish sohalarida yangi istigbolli
yo‘nalishlar ochilishiga olib keldi,

O‘tgan asming O60-yillaridan boshlab T.A.Sarimsogov rahbarligida
Toshkentda abstrakt fazolarda ehtimolliklar tagsimoti tushunchalari bilan
bog'liq bo‘lgan vangi matematik obyektiarni o‘rganish ishiari boshlandi.
Bu yo'nalishda hozirgi zamon funksional analizi uchun muhim bo‘lgan
“topologik varim maydonlar” nazariyasi yaratildi. Bu yangi obyektlar
uchun o'ziga xos yaqinlashish tushunchalari va ularga mos keladigan
integrallash amallari kiritildi. Oldingi ehtimolliklar nazariyasidan farqli
ravishda bu ehtimolliklar fazolarida elementar hodisa, tasodifiy migdor
kabi so‘zlarga anig ma’no beradigan fizik tushunchalar topish imkonivati
yvuzaga keldi. Nazany fizikaning muayyan masalalarida uchraydigan
jarayonlarning Gilbert fazolari uchun “kvant chtimolliklar” matematik
modellari mukammal o'rganildi. Eslatib o‘tilgan tadgiqotlar asosida 1985-
yilda T A Sarimsoqovning fundamental “BeefieHne B KBAHTORYIO TCOPHIO
sepostHocTeil” (Toshkent, “Fan”, 337-b) monografivasi yaratildi,

O'zbekistonda “Ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistika™
maktabining  yuzaga  kelishida  akademik  Sa'di Hasanovich
Sirojiddinovning faoliyati beqivos hisoblanadi. S.X Sirojiddinov 1920-yil
10-may kuni Qo*qon shahrida tug‘ilgan. 1942-yilda Orta Osiyo Davlat
universiteti  (hozirgi Mirzo Ulug'bek nomidagi O‘zbekiston Milliy
Universiteti) a’lo baholar bilan bitirgandan so‘ng, 1945-yilgacha harbiy
injener-sinoptik  vazifasida ishlagan. 1%47-yilda V.L.Romanovskiy
rahbarligida “Ermitaing ko'p o'lchovli pelinomlan™ mavzusida kandidatlik
dissertatsiyasini himoya qilgan. Bu dissertatsiyada Ermit ko‘phadlarining
matemtik siatistikadagi tatbiqlariga bog‘liq masalalar yechilgan. 1948-
vilda Toshkentda akademiklar A A Kolmogorov, V.I1.Romanovskiylaraing
tashabbusi bilan ehtimolliklar nazariyasi va matematik statistika bo‘yicha
xalgaro anjuman o'tkazilgan. Bu anjuman paytida vyosh olim
8. X.Sirgjiddinov mashhur matematik AN Kolmogorov digqatiga sazovor
ilmiy ma’ruza qilgan. Anjuman oxirida A.N.Kolmogorov unga
doktorantura bo'yicha ilmiy rahbar bo*lishga rozilik bergan. Shunday gilib,
8. X.Sirgjiddinoy  1949-1952-yillar davomida Moskvadagi matematika
bo‘yicha dunyoga mashhur ilmiy markaz - V.A.Steklov nomidagi
Matematika Institutida akademik A.N.Kelmoegorov rahbarligida doktorant
bo‘lgan. 1953yilda shu institutning llmiy Kengashida “Bir jinsli Markov
zanjirlari uchun limit teoremalar” mavzusidagi doktorlik dissertatsiyasini
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himoya qilgan. Bu himoyaning juda muvaffaqqiyatli o‘tganini mazkur
dissenatsiva bo'vicha akademiklar Yu.V.Linnik, B.V.Guedenko, M.V,
Smirnovlar opponentlik vazifasini bajarganliklarida ham ko‘rish mumkin.
Hagigatdan ham bu dissertatsivada birinchi bo‘lib bog‘ligsiz tasodifly
miqdorlar uchun markaziy limit teoremasidagi qoldiq hadning neclga
intilishi tartibi birjinsli Markov zanjirlari uchun ham bir xil bolishligi ishot
etilgan.

Bundan tashqari oddiy Markov zanjirlari A N.Kelmogorov
tomonidan isbotlangan ko‘p o‘ichovli lokal teoremaning qoldiq hadining
asimptotik  yoyilmast topildi. Bu natijalami  olish jarayonida
5. X.Sirojiddinov stoxastik matritsalarni spektral nazariyasini kashf etdi va
un! analitik metod-xarakteristik funksivalar metodi bilan moslashtirdi.

1953 -1957-yillar davomida $.X Siroilddinov ustozi
AN Kolmogorovning tavsiyasi bilan Moskva Daviat universitetida
professorlik lavozimida ishladi. Bu davrda u tayyor sanoat mahsulol
sifatini statistik usullar bilan nazorat qilish, diskret tagsimotlarning o‘rta
giymatlan uchun «siljimaydigan» statistik baholar topish masalalari bilan
shug*ullandi. Aynigsa, vzluksiz (vaqt be‘yicha) Markov zanjirlari sxemasi
bo‘yicha bog'liq bo‘lgan miqderlar yig'indilanning tagsimotlan absolut
uzluksiz komponentaga ega bo‘lishi haqidagi 8.X.Sirojiddinov tomonidan
isbotlangan teorema mutaxassisiarda katta giziqish uyg‘otdi. (Bu teorema
1958yil Edenburg shahrida bo‘lib otgan matematiklaming xalgaro
kongressida 8.X Sirojiddinovning ma’ruzasida keltirilgan). Moskva Davlat
universitetida 1shlagan paytlarida S.X.Sirojiddinov ehtimolliklar nazariyasi
va matematik statistika bo'vicha yosh mutaxassislar tayyorlashga juda
katta e’tibor bergan. O°zZlarining ilmiy ishlari bilan shubrat gozongan
professorlar  S.A Ayvazvan, M.L.Meshalkinlar uning shogirdlari
bo'lganiar.

S.X.Sirojiddinovning Toshkentga qaytib kelgandan keyingi ilmiy va
jamoatchilik  fachiyati O'zbekiston Fanlar Akademivas Matematika
instituti, Toshkent Davlat universiteti (hozirgli Mirze Ulug‘bek nomidagi
O'zbekiston Milliy Universiteti) bilan bog'liqdir. Shaxsan uning
tashabbusi bilan O‘zbekistonda ehtimollik nazariyasi va matematik
statistikaning eng zamonaviy yo'nalishlars bo‘yicha iimiy tadqiqot ishlan
boshlandi. Bular gatorida birinchi navbatda o‘zare bog‘ligsiz tasodifly
migdorlarnl  qo‘shish  nazarivasi, tasodifty jarayonlar {xususan,
tarmoglanuvchi jarayonlar, ommaviy xizmat ko‘rsatish sxemalari,
slatsionar jarayonlarning ekstremal masalalari), statistik baholaming
asimptotik xossalari kabi yo'nalishlarni sanab o*tish lozim.
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Akademik $.X Sirojiddinov O‘zbekistonda ehtimolliklar nazariyasi
va matematik statistika bo‘yicha yetuk mutaxassiglar tayyorlash sohasida
ham jonbozlik ko‘rsatgan. Uning bevosita rahbarligida 60 tadan ko'p
nomzodlik, 10 tadan ko'p doktorlik dissertatsiyalari himoya qilingan.
Bulardan tashqari ehtimollikiar nazariyasi va matematik statistika bo‘yicha
mutaxassislarning Xalqaro Bernulli jamivatining [-kongressi Toshkentda
(1986-y.) o'tkazilganligi va bu anjumanda S.X.Sirojiddinov tashkiliy
go‘mita raisi bo‘lganligi olimlar xotirasida o*chmas bo‘lib qoladi.
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Tlovalar

I-jadval
2
1 -i . . . B
x)= e I funksiyaning gi tlari
p(x) on yaning giyma
X U] 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0003989 | 3989 | 3989 3028 | 3086 | 3984 | 3982 | 3980 3977 | 3973
0,) 3970 | 39651 39611 3956 | 3951 3945 3939 3932 | 3925 | 3918
0,2 3010 | 3902 | 3894 | 3BRS | 3876 | 3867 | 3856 | 3847 | 3836 | 3825
03 38014 | IR0Z | 3790 | A77R | 3765 | 3752 | 3739 | 3726 | 3712 | 3696
0.4 3683 | 3668 | 3653 | 3637 | 3621 | 3604 | 3580 | 3572 | 3555 | 3538
0,51 3521 | 3503 | 3485 | 3467 | 3448 | 3429 | 3410 | 3391 | 3372 | 3352
0,5 3332 3312 3292 3271 | 3250 | 3230 | 3209 | 3189 | 3166 3144
0.7 3123 | 3101 | 3079 | 2056 | 3034 | 3011 | 2989 | 2066 | 2943 | 2020
0,8 2897 | 1874 | 2850 | 2827 | 2803 | 2780 | 2756 2732 | 2709 | 2685
0,9 2660 2631 | 2613 | 2589 | 2565 | 2541 | 2516 2492 | 2466 | 2444
1,0 24200 | 2396 | 2372 2347 | 2323 | 2299 | 2275 2251 | 2227| 2203
1.1 2179 2155 | 2131 | 2107 ) 2083 | 2059 | 20560 2012 | 1989 | 1965
1,2 1942 | 1919 | 1895 | 1872 1849 | 1826 | 1804 { 1781 | 1758 | 1736
1,3 1714 | 1691 | 1669 1647 1624 | 1604 | 1582 | 1561 | 1539 | 1518
1,4 1497 ] 1476 | 1466 | 1435 1415) 1394 | 1374 | 1354 | 1334 ] 1315
1.5 1295 | 1276 | 1257 1238 12119 1200 | 1182 ] L136 | 1145|1127
1.6 1109 | 1092 | 1074 | 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | 0989 | 0973 | 0957
L7 0940 0925 | 0909 | 0895 | 0878 | 0863 | 0848 | 0833 | 0818 | 0R(4
1,8 0700 0775 | 0761 | 0748 0734 | 0721 | 0707 | 0694 | D681 | 0669
1,9 0656 | 0644 | 0632 | 0620 | Q0608 | 0596 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551
2.0 0540 | 0529 | 0519 | 0508 | 0498 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 | (449
2,1 0440 | 04301 0422 | 0413 ) 0404 | 0396 | 0387 | 0379 | 037t | 0363
2,2 0355 | 0347 0339 | 0332 0325 | 0317 0310 | 0306 | 0297} 0290
13 Q289 ) 0277 0270 | 0264 5 Q258 ) Q2521 0246 | 0241 | Q2351 0229
241 0224 | 0219 0213 | 0208 | 0203 | 0198 | 0194 | 0189 | 0184 | 0180
2.5 0175 | 0170 | 0167 | 0163 | 0158 | 0154 | D151 0147 | 0143 | 0139
261 0136 0132 0129 | D126 | 0122 | 0119 D116 OIE3 | 0110 0107
27| 0104 | 0101 | 0099 | 0096 | 0093 | 0021 | 0088 | (086G | 0084 | 0081
2,8 | 0079 | 0077 Q075 | 0073 | 0071 | 0069 | 0067 | 0065 | 0063 | 6]
29| 0060 | 0058 | 0056 | 0055 | 0053 | 0051 | 0050 | 0048 | 0047 | 0046
30 0044 | 0043 | 0042 | 0040 | 0039 | 0038 | 0037 | 0036 | 0035 | D034
3.1 0033 | 0032 | 0031 | 0030 | 0029 | 0028 | 0027 | 0026 | 0025 | Q25
327 G024 00235 06227 G022 | 0021 ) 0020 D020 | 001D ODIR | ODIR
33 Q017 | 0017 | 0016 | OD16 | 0015 | 0015 | 0014 | Q04 | Q013 | 0013
340 012 0012 GGL2 | ODIL| 0011 G010 | 0010 | 0010 | D009 | D002
3.5 009 | G008 | D008 | O00E | 0008 | G007 { 0007 | 0DOT | 007 | QD06
3.6 0006 | D006 | 0006 { 0006 | 0006 | 0005 0005 | 0005 | ODDS | D04
[3,7] 0004 | 0604 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 | 0603 | 0003 | 0003 | 2003
3.8 G003 | 0003 | D0G3 | 0B03 | 0003 | 0002 | 0002 | D002 | 0002 | 6002
3,910 00021 G002 | D002 | 0002 | Q02| G002 | 0002 | D002 | 0001 ;| Gixrl
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Dy (1)= :{% je % a funksiyaning qiymatlari

2- judval

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 | 000000 [ 00399 | 00798 | 01197 [ 01595 | 01994 | 02392 | 02790 [ 03188 | 035R6
0.0] 03983 [ 04380 | 04776 | 05172 | 05567 [ 05962 | 06356 | (6749 | 07142 | 07535
0.2 07926 08317 | 08706 | 09095 | 09483 | 05871 | 10257 | 10642 [ 11026 | 11409
031 1791l 12172 | 125521 12930 | 13307 [ 13683 | 14058 | 14431 | 14B03 | 15173
04 155421 15910 ] 16276 | 16640 [ 17003 [ 17364 | 17724 | 18082 { 18439 | 18793
0,5 191461 19497 | 19847 | 20194 | 20540 | 20884 [ 21226 | 21566 | 21904 | 22240
0,6 22575 22907 | 23237 | 23565 | 23891 | 24215 | 24537 | 24857 [ 25175 | 254%0
0,7| 25804 [ 26115 | 26424 | 26730 | 27035 | 27337 | 27637 | 27935 | 28230 [ 28524
08| 28814 | 29103 | 29389 | 29673 | 29955 | 30234 | 30511 | 30785 | 31057 31327
0,9 3159471 31859 | 32121 | 32381 | 32639 | 32894 [ 33147 | 33398 [ 33646 | 33891
1,0 [ 34134 [ 34375 [ 34164 | 34850 [ 35083 | 35134 [ 35543 [ 35769 | 35993 | 36214
11| 36433 | 36650 | 36864 | 37076 | 37286 | 37493 | 37698 | 37000 | 38100 38298
1,2 38493 | 38686 | 38877 | 39065 | 39251 | 39435 | 39617 | 39796 | 39973 | 40147
1,3 | 40320 | 40490 | 490658 | 40824 | 40988 [ 41149 | 41309 [ 41416 | 41621 ] 1774
T4 [ 41924 | 42073 | 42220 | 42364 | 42507 | 42647 [ 42786 | 42927 | 43056 | 43189
1,5] 43319 | 43448 | 43574 | 43690 [ 43227 | 43043 | 44062 | 44179 | 44295 | 44408
1,6 | 44520 | 44630 | 44738 | 44845 | 44050 | 45053 | 45154 | 45234 | 45352 | 45449
1,7 45543 | 43637 | 45728 | 43818 | 45907 | 45994 | 46080 | 46164 | 46246 | 46327
1,8 | 46407 | 46485 | 46562 [ 46638 | 46712 | 46784 | 46856 | 46926 | 46995 | 47062
1.9 ATI2B | 47193 | 47257 | 47320 | 47381 | 47441 | 47500 | 47558 | 47615 | 47670
20] 47725 | 47778 | 47831 | 47882 | 47932 | 47082 | 48030 | 48077 | 48124 | 48169
2,1 | 48214 | 48257 | 48300 | 48341 | 48382 | 48422 | 48461 | 48500 | 48537 | 48374
22| 48610 [ 48645 | 48679 | 48713 | 48745 | 48778 [ 48809 | 48840 [ 48870 | 48899
23] 48028 | 48956 | 48983 | 49010 | 49036 [ 49061 | 49086 | 49111 ] 49134 | 49158
241 491307 49202 | 49224 | 49245 | 49266 | 49236 [ 49305 | 49324 | 49343 | 49361
251 49379 | 49396 | 49412 1 49430 [ 49446 | 45461 | 49477 [ 49492 [ 49506 [ 49520
2.6 | 49534 | 49547 | 49560 | 49573 | 49385 | 49508 | 49600 | 49621 | 49632 | 49643
2,7 | 49653 | 49664 | 49671 1 49683 {49693 [ 49703 49710 [ 49720 | 49728 | 49736
2R 49744 | 49752 | 4976l | 49767 | 49774 | 49781 | A97RR | 49795 | 49801 | 49807
29| 49813 | 40819 | 49825 | 49831 | 49836 | 49841 | 49846 | 49851 [ 49856 | 49861
3.0 49865 [ 49869 | 49874 | 49878 | 49882 | 49886 | 49RS0 | 45893 | 49896 | 49900
30 49903 [ 49906 | 49910 | 49913 [ 49915 | 49918 | 49921 | 29924 | 49926 | 49929
32| 49931 [ 49934 | 49936 | 49938 | 49940 | 49942 [ 49944 | 49946 | 49948 | 49950
3.3 | 49952 [ 49053 | 40955 | 19057 | 49938 | 19960 | 4996] | 10962 | 49964 | 49965
3.4 | 49966 [ 49968 | 49969 | 49970 | 45071 | 49972 | 49973 | 49974 | 49975 | 43976
35| 49977 [49978 | 49978 | 49979 [ 49980 | 49981 | 49981 | 49982 | 49983 | 49983
3,6 | 49984 [ 49985 | 49985 | 49986 [ 490%6 | 49987 [ 49987 | 49988 [ 49988 | 49989
3.7 49989 | 49990 | 49990 | 4999G | 49991 | 49991 | 49992 | 499927 | 49992 | 49092
38| 49993 | 49993 | 49993 | 49994 | 40994 | 49954 | 49994 | 49995 | 49995 | 49995
39| 49995 | 49995 | 49996 | 49996 | 45996 | 49996 | 45995 | 49996 | 49997 | 49997
4,0 ] 49997 [ 49997 | 49997 | 49997 [ 49997 | 49997 | 40998 | 49998 | 49998 | 4999%

= 41 42 43 4.4 45

Dfx)= 0499579 0499986 049990t 0499995  0,499997

x= 4,6 47 438 49 50

®{x)= 0499998 04999087 04999092 04090995 04399957
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*

P(A) =%e“ ning giymatlari (Puasson tagsimoti)

3-jadval.

] 01 ] 02 | 03 ] 04 | 05 | 05 | 071 l 08 | 09 | 1,0
H
0__ 10,9048 [ 0,8187] 0,7408 | 0.,6703 | 0,6065 | 0,5488 0,4955_]_0,44_93_1 0.3066 | 0,3678
1 0905 | 1637 2222 2681 3033| 3293 3476] 3505] 3659 3679
(2 ([ 0045 Ol6d| 0333{ 03361 0758 OSR8| 1217, 1438( 1647 1839
3 0002 ] 00111 0033 0072 0126] 0198| 0284 0283 0494| 0613
4 0000 0001] 0003 | 0007] 0016] 0030| 0050] 0077] 0ill] 0153
5 0000 | 000D| 0000 0001 0002 0004 ODO7| 6012} 0020 0031
i ] ] 3 4 5 | 6 [ 7 8 9 0
0 0.3679 | 0,1353 | 0,0498 | 0.0083 | 0.0067 ) 0,0025 | 0,0009 | 0,0003 | 0,000] | 0,0000
1 3679 2707| 1494| 0733 0337' nmi 0664 | 0037] 011 0004
2 1839 2707] 22400 [465] G842 04d46| 0223 | 0107| 0050 G023
3 0613] 1805| 2240] 1954 1404 ] 0892] 0521 0286] 0150] 0076 ]
4 0153 | ©090Z| 1660| 1954 | §755| 1339] 0912| 0573| 0337| 0189
5 0031| 0361 1008] 1S63| 1755| 1606] 1277| 0916| 0607 | 6378
6 0005 | 0120 G504] [042| (462 1606{ 149(| 122 | OBL1| 063
7 00011 0034] 0216] 0595 104d4] 1377| 1490) 1396] 1171 0901
3 0000| 0009 0081| 0298 | 0653| 1033| 1304| 1396| 1313 1126
9 0000 0002 ©027| 0132| 0363| 0688| I10i4| 1241 1318] 1251
16 0000 | 0000| 0008 | 006Z| 0161| 0413 WWWW
1 0600 | 0000 00007 0019|0082 | 0077] @s2] 0722] 09%0) 1137
12 000 | 0000 000 | 0006 0034| OL13] 0264] 0481 0728| 0946
3 G000 0000 tmooT 0G0z 0013 DOSZ| D81 0296) 05041 0729
14 0000 | 0000 [ 0000 000L{ 0005 [ 0022| 007(| Ol69| 0324 0521

263




FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR

. boporkoe A. A, Teopus sepoarhocteii. M., YPCC. 1999,

2. 'Heaenko b. B. Kypc Teopuv seposrnocteit M., YPCC. 2003,

. 3y6xop A. M. Cepocthmiop b. A. Hneraxos B. I1. Coophuuk 3aaaqy
o TepHH peposTHOCTEH M., “Hayka”™. 1989,

. Yucrakos B. T1. Kypc teopun sepostvecteii M., “Hayka™. 2003

5. Linpses A. H. Bepoatnocts — 1, 2. MIJHMO. 2004,



MUNDARIJA

So‘z BOSHI. iiiiiiesnenintiiis ittt as sttt s a b b et aabaaaa e
4 BOB DISKRET EHTIMOLLIKLAR FAZOSI ............................

§ 1. L.Elementar hodisalar fazosi...................cocii

§ 1.2.Diskret elementar hodisalar fazosida ehtimellikiar tagsimoti......... ......... 10
§ 1.3 Hodisalar yig*indisining ehtimolligi................... .. 14
§LAKIassiksxema ... 15
§ 1.5 Bernulli SXemasio......vv oo irr s e e anre s 20
I1 BOB. IXTIVORIY ELEMENTAR HODISALAR FAZOSL............ovvv0ee. 28
§ 2.1 Ehtimolliklar nazariyasi aksiomalari...................... e, 28
§22Enumolltk xossalan. ..o, 32
§ 2.3.Geometrik ehtimolliKIAT. .....oooiiiiieie e eeee e 36
§ 2.4.Sharlli ehtimolliklar va hodisalaming bog*ligsizligi................ooveeieieenn. 38
§ 2.5.To'la ehtitmollik va Bayes formulalari........ccooovinviniiniiiininennnnns 42
III BOB.TASODIFIY MIQDORLAR YA TAQSIMOT FUNKSIYALARI 50
§3.1.Ta'rifvamisollar... ... 50
§ 3.2.Tasoedifiy miqdorlar orgali aniqlanadigan hodisalar....................... 33
§ 3.3. Tagsimol funksiyalarning x0s5alari...........oooveevveerinerninniininenn oo 55
§ 3.4 Tagsimotiarning zichlik fimkseyalari. ... 59
§ 3.5 Diskret tipdagi tasodifiy miqdorlar............oooo 63
§ 3.6.Tasodifly vektorlar va ulaming taqsimotlari............coocevineiriiinninnnenn, 65
§ 3.7.Ko*p o'lchovli absolyut uzluksiz va diskret tagsimotlar......................... 69
§ 3.8.Diskrot cipdagi tasodifiy vektorlar.. ... 7l
§ 3.6.Tasodifiy migdorlar va hodisalar sistemalarining bog‘ligsizligi................ 73
§3.10. Eitimolliklar nazariyasida fovdalaniladigan integrallar.................. 79
IV ROB. TASGDIF1Y MIQDORLARNING SONLI
XARAKTERISTIKALARL....covvvirreccvvvanisssre s ressnnnrsssssssenesssrnnnns s e 86
41 Matematik katilma. ..l 86
§ 4.2.Shartli tagsimot funksiyalari va shartli matematik kutilmalar........... 90
§ 4.3.Tasodifiy migdorlar funksiyalarining matematik kutilmalari........... 92
§ 4.4. Tasodifiy migdorlar ko paytmasining matematik kutilmasi va

bog ligsizlik.....oooviie 08
§ 4.5 Kelajakka bog‘liq bo‘Imagan tasodlﬁy mlqdorlar

matematik kutilmasi. .. . e 99
§ 4.6.Tasodifiy migdorlar dlsperswm . 102

265



§ 4.7 Korrelatsiya koeftitsiyenti va yuqori tartibli momentlar.......__............... 105

§ 4.8 Momentlar uchun tengsizliklar.............ovvvrveiiiinii e 110
V¥V BOB. BERNULLI TASODMFIY MIQDORLARI KETMA-KETLIGE....... 115
§ 5.1 Katta sonlar QONMUNMI.........ooveiivnccrermmrcerir s enesanss s en s anenn 117
§ 5.2 Lokal limit tBOEINA. . ....oii ettt 119
§ 5.3 Muavr-Laplas teoremasi va uning aniq varianti................ccoceeveinnn 122

§ 5.4 Binomial tagsimotni Puasson tagsimoti bilan
approksimatsiyalash hagidagi teoremalar......................a 125
§ 5.5 Bernulli sxemasi uchun ba'zi muhim teoremalar................cccocovvenieeee. 132

VI BOB. TASODIFIY MIQDORLAR VA TAQSIMOTLAR
KETMA-KETLIGINING YAQINLASHISH TURLARL..........ccoovvuneeneeres. 136

§ 6.1 Tasodifty migdorlar yaqinlashuvi......__..._.............n 136
§ 6.2 Tagsimotlar yaqinlashishi.............o. i, 143
§ 6.3.Sust yaginlashish belgtlari.......coooveev i e 148
VII BOB. XARAKTERISTIK FUNKSIYALAR......cccitiiiiiieriiinenreneruannca 154
§ 7.1 Xarakteristik Funksiyalar ta’rifi va asosiy xossalari........................... 154
§ 7.2.Ba’zi tagsimotlarning xarakteristik fanksivalari ... 159
§ 7.3 Xarakteristik funksivalar va har xil tipdagi tagsimotlar...............coeeeren.. 163
§ 7.4. Teskari almashtirish formulalari....c.ccoooe oo e 166
§ 7.5 Xarakiteristik funksiyalar sinfi va tagsimet funksiyalar sinfi orasidagi

uzluksiz moslik hagidagi teorema. .. ... .c.coiivoiivaiucinniine e 17¢
§ 7.6 Xarakieristik funksiyalarni Puasson teoremasiga tatbiqi......................... 176
§ 7.7.Ko’p o'Ichovli xarakteristik funksiyalar,,.................... 178
V11 BOB. BOG'LIQSIZ TASODIFIY MIQDORLAR KETMA-KETLIGL
LIMIT TEQREMALAR, .. ..ivviimeens it rians e ssinsssin e sassssnsnnessasasrsns e 186
§ B.1.Katia s0n]ar QOOUNI. ..ot et e e 186
§ 8.2 Bog‘liqsiz tasodifiy miqdorlar seriyasi uchun

Katta SOMIAL QOMUDIL .. vvvvvre et virireerirrrrr i s rasssansarerssssiierrnsssssn 41
§ 8.3.Bogligsiz va bir xil tagsimlangan tasedifiy migdorlar

ketma-ketligi uchun markaziy limit teorema...............ccoiiviiinceans 200
& B.4.Lindeberg-Feller teoremasi...........cooivvirnieeinvener e ceenaeien s earsans 202
§ B.5.Kuchaytiritgan katta sonlar qonuni..............cooooviiiiiicii e 209
§ B.6.Kolmoporovaing “0 yoki 1" qonumi.................coo e 215

QO‘SHIMCHA BOB. MARKOV ZANJIRLARL............coo e 22

Ta'rif va DUSOUAL...cuvii e 221

Otish ehtimolliklari uchun tenglamalar

SHAtSIONAT tAGSIMOL. . ceoeniicerrn e e vrmr s e ssi e b 225

O*tish ehtimodliktark uchun Limit teorema. ..., 228
TLOVA. ..ot it e e st esmmeessaa s g0 ussss s s s amsanrnens 233



§ 1. Ehtimollik o*lchovi bo*yicha Lebeg abstrakt integrali........ocovevvvevven.onn.. 233

§2. Integralning boshqga muhim Xossalari.................cciociiiiinnrsrrreonneen 238
§ 3. To'g'rt chizigdag ehtimotiik taqsimoti orgali aniglangan integral.............. 241
Ehtimolliklar nazariyasining matematik fan sifatida yuzaga kelish tarixidan lavhalar 243
O'zhekistonda ehtimolliklar nazariyast va matematik statistika fani............ 255
flovalar 261

Foydalanilgan adabiyotlar 264




Shokir Qosimovich Formanov

EHTIMOLLIKLAR NAZARIYASI
{Darshik)

Muharrirlar: IS . Akmalova, 5.58h.Qurbonov
Musahhih: D.Tolipov

Bosishga ruxsat etildi 09.04 2014 Bichimi 60x84 1/16
Mashriyol bosma tabag*i 15,2
Sharh bosma tabag'i 28,1
Bahosi shartnoma asosida. Adadi 500 nusxa.
Buyurtima Nel23

“Universitet” nashriyoti. Toshkent-100174.
Talabalar shaharchasi. Mirzo Ulug*bek nomidagi
0'zMU ma’'muriy binosi.

“Ko* hi-Mur” masulivati cheklangan jamiyat,
Toshkent, Bunyodkor shohko'chasi, 44



