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ПРЕДИСЛОВИЕ К РУССКОМУ ИЗДАНИЮ

Идеи топологии ведут начало от работ выдающихся матема
тиков XIX века: Н. И. Лобачевского, Римана, Пуанкаре, Фреше, 
Кантора, Гильберта и Брауэра.

Оформление общей топологии в самостоятельную область 
математики связано с выходом в 1914 г. книги Ф. Хаусдорфа 
«Теория множеств».

Важными вехами в истории общей топологии стали выход 
(в 1929 г.) «Мемуара о компактных топологических простран
ствах» П. С. Александрова и П. С. Урысона, монографии «Topo
logies К. Куратовского (1933 г.) и знаменитой монографии 
«Topologie I» П. С. Александрова и X. Хопфа (1935 г.). На этих 
книгах, как и на книге Хаусдорфа, воспитывались поколения 
топологов во всем мире.

Прошедшие 70 лет развития общей топологии — весьма не
большой срок с точки зрения истории науки — были годами ее 
молодости. Это был период активного роста общей топологии, 
становления ее направлений, формирования основных принци
пов и методов, кристаллизации центральных понятий, создания 
архитектуры общей топологии и укрепления ее взаимосвязей 
с другими разделами математики, в первую очередь с анали
зом (в том числе функциональным), геометрией, математиче
ской логикой и алгеброй. Довоенный период развития общей 
топологии ознаменован построением П. С. Александровым и 
П. С. Урысоном основ теории компактных пространств, фунда
ментальной теоремой А. Н. Тихонова о компактности произве
дения компактных пространств, построением стоун-чеховского 
расширения и теорией компактных расширений, развитой 
П. С. Александровым, А. Н. Тихоновым, Э. Чехом, М. X. Стоу
ном и Г. Волмэном.

В то же время были установлены основные факты теории 
размерности пространств со счетной базой (П. С. Урысон, В. Гу
ревич, К. Менгер, JI. А. Тумаркин, Н. Б. Веденисов1)).

’) Н. Б. Веденисов, доцент Московского университета, в 1941 г. вступил
добровольцем в народное ополчение и погиб в ноябре 1941 г. в боях под 
Ельней.
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Начало послевоенного периода развития общей топологии от- 
мечено доказательством в 1948 г. А. X. Стоуном одной из наи
более ярких и важных теорем общей топологии: теоремы о па- 
ракомпактности произвольного метрического пространства. На 
ее основе в 1950—1951 гг. был получен общий метризационный 
критерий Бинга — Нагаты — Смирнова.

Л. В. Келдыш получила глубокие теоремы об отображениях 
и размерности множеств в евклидовых пространствах, возгла
вив советскую школу геометрической топологии.

Стремление распространить методы, свойственные теории 
метрических пространств, за пределы этого класса привело к по
строению А. Вейлем теории равномерных пространств, в сферу 
действия которой попадают все тихоновские пространства. 
В связи с понятиями паракомпактности и равномерного про
странства центральное значение приобрели понятие локальной 
конечности и отношение звездной вписанности.

К этому моменту стало ясно, что естественная сфера дей
ствия принципов и концепций общей топологии выходит далеко 
за пределы класса пространств со счетной базой или класса 
метрических пространств. Первый итог развития общей тополо
гии, не ограниченный рамками пространств со счетной базой, 
был подведен в книге Дж. Л.  Келли «Общая топология», вышед
шей на английском языке в 1955 г. и изданной в русском пере
воде в 1968 г.

Главный объект исследования в общей топологии — понятие 
непрерывности (моделируемое посредством понятий топологиче
ского пространства и непрерывного отображения). Вопросы, 
связанные с непрерывностью, занимают центральное место во 
многих разделах математики. В каждом из них они выступают 
в своем облачении, на своем уровне общности, определяемом 
спецификой этого раздела. Компактно-открытая топология и 
топология поточечной сходимости функциональных пространств, 
слабые топологии банаховых пространств, пространства мер, то
пологические границы функциональных алгебр — появление этих 
топологических объектов (заметим — не «внутри» самой общей 
топологии) потребовало построения теории топологических про
странств за пределами пространств с первой аксиомой счет- 
ности. Возникновение в связи с потребностями алгебраической 
геометрии топологий Зарисского показало, что общая тополо
гия не может априори ограничиваться рассмотрением хаусдор- 
фовых пространств.

В настоящее время общая топология достигла того наиболее 
естественного уровня общности, который позволяет излагать то
пологические принципы, концепции и конструкции с наибольшей 
прозрачностью и одновременно обеспечить им максимально ши
рокую приложимость в других разделах математики.
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С начала 50-х гг. стал наблюдаться быстрый рост активности 
исследований в общей топологии буквально по всему ее фронту. 
Возникло много новых, тесно связанных между собой вопросов, 
направленных на более глубокое изучение паракомпактности и 
близких к ней свойств; это в свою очередь вывело на передний 
план метод покрытий и родственный ему метод специальных 
баз. В результате в новом свете предстала метризационная про
блематика, совершенно по-новому зазвучала классическая тема 
моровских пространств, были сделаны заметные продвижения 
в теории размерности.

Весьма активно шел процесс построения новых топологиче
ских инвариантов; особенно большую роль стали играть карди
нальные топологические инварианты, что объясняется внутрен
ней идейной близостью общей топологии и теории множеств. 
Последнее стимулировало глубокое проникновение в теорию то
пологических пространств методов математической логики и 
применение принципов, подобных аксиоме Мартина (см. в связи 
с этим недавно вышедшую монографию X. Фремлина «Conse
quences of M artin’s Axiom»). В 60-е и 70-е годы исследование 
кардинальных инвариантов (а сюда попадают такие классиче
ские вопросы, как проблема Суслина) сложилось в один из 
центральных разделов общей топологии.

Новые краски обрела теория компактных пространств, в ча
стности, в связи с исследованием пространств функций и бана
ховых пространств со слабой топологией (компакты Эберлейна, 
компакты Корсона).

Л.  С. Понтрягин еще в 30-е годы обратил внимание на кон
струкцию 2-произведения и применил вполне упорядоченные 
(трансфинитные) спектры из компактов.

Систематически была развита теория диадических компак
тов— непрерывных образов обобщенных канторовых дисконти
нуумов. Значение этой разновидности компактов связано, в ча
стности, с тем, что к ней относятся все компактные группы. 
Стержневое положение в теории диадических компактов зани
мают кардинальные инварианты.

Активное движение топологических концепций внутри и вне 
общей топологии остро поставило задачу укрепления единства 
теории топологических пространств. Именно в последние 30 лет 
основную объединяющую роль в общей топологии (наряду с ме
тодом кардинальных инвариантов) стал играть метод взаимной 
классификации пространств и отображений (и входящий в него 
как часть метод обратных спектров).

На языке отображений удалось точно выразить соотношение 
между классом метрических пространств и многими более широ
кими классами пространств: с первой аксиомой счетности, сек
венциальных пространств, пространств Фреше — Урысона,
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пространств с равномерной базой, моровских пространств. Отме
тим особо работу Г. С. Чогошвили об обобщенной сходимости. 
Были доказаны фундаментальные теоремы о сохранении топо
логических инвариантов при отображениях (например, параком
пактности при замкнутых отображениях и метризуемости при со
вершенных отображениях). Метод обратных спектров был раз* 
вит как в аналитическом, так и в синтетическом направлении. 
Это позволило получить глубокие общие теоремы (в частности» 
примыкающие к теории диадических компактов), а также по
строить тонкие примеры, относящиеся к теории кардинальных 
инвариантов компактов и теории размерности компактов.

Более глубокое понимание компактности было достигнуто 
посредством изучения ее важнейших граней — счетной компакт
ности и псевдокомпактности (ограниченности всех непрерывных 
вещественных функций). Хотя различить эти понятия нелегко — 
для нормальных пространств счетная компактность равносильна 
псевдокомпактности, — эти понятия, как выяснилось, разделяет 
пропасть: если счетная компактность наследуется замкнутыми 
подпространствами, то каждое тихоновское пространство вкла
дывается в качестве замкнутого подпространства в псевдоком- 
пактное пространство. Всестороннему изучению были подверг
нуты нормальность и свойство Линделёфа, в частности, был 
построен пример нормального не счетно паракомпактного про
странства. Много тонких исследований было посвящено свой
ствам типа полноты: полноте по Чеху, полноте по Хьюитту, пол
ноте по Дьедонне и др. Были введены и продемонстрировали 
свое важное значение — для создания единой классификации 
топологических пространств — новые классы пространств и ото
бражений: перистые, кружевные пространства, линделефовы 
Е-пространства, псевдооткрытые, бифакторные отображения.

Во всех этих многообразных направлениях были получены 
яркие результаты; технический уровень ведущих исследований 
в общей топологии и их интенсивность значительно выросли. 
Надо заметить, что это не сопровождалось ростом разобщен
ности общей топологии и потерей естественности в постановках 
задач. Напротив, глубокий результат из одной области проли
вал, как правило, новый свет на другие разделы.

Сейчас ежегодно в мире выходит очень много книг, посвя
щенных той или иной области топологии. Это главным образом 
учебники и монографии по отдельным вопросам алгебраической* 
геометрической и дифференциальной топологии. Монографий же, 
претендующих на охват всей общей топологии, совсем мало.

Такой монографией стала книга Р. Энгелькинга «Общая то
пология», вышедшая в 1977 г. Перед ее автором стояла ело ж* 
нейшая многоплановая задача. Во-первых,— такого отбора ма
териала, который бы полно отразил основные достижения и ны
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нешнее состояние во всех главных разделах общей топологии. 
Во-вторых, — такой организации этого материала, которая бы 
продемонстрировала единство общей топологии на данном этапе 
ее развития и определила бы главные дальнейшие ее задачи. 
Книга должна была стать основным средством подготовки спе
циалистов— общих топологов и одновременно быть доступной 
и полезной широким кругам математиков, использующих топо
логические концепции. На наш взгляд, Р. Энгелькингу удалось 
блестяще справиться с этими задачами.

Нет нужды говорить здесь подробно о содержании книги: 
об этом хорошо сказал сам автор в своем предисловии и во 
введениях к отдельным главам. Однако уместно посвятить не
сколько слов тому, как автору удалось достичь широкого охвата 
материала при сравнительно небольшом объеме и не потерять 
в своем изложении единства и гармонии. Одно из средств — это 
тщательный отбор материала, основанный на широком личном 
опыте автора творческой работы в общей топологии и на 
тесных связях автора со специалистами по общей то» 
пологии из многих стран. Второе средство — это много
плановая архитектура книги. Об этом следует сказать не* 
сколько слов отдельно.

Во всех главах в основном тексте тщательно соблюден ба
ланс между общими утверждениями (теоремами) и примерами. 
Каждый параграф дополнен упражнениями, тесно связанными 
с текстом и активно развивающими его во множестве направ
лений; более трудные упражнения сопровождаются указа
ниями; в целом они выбраны так, что самостоятельная работа 
над упражнениями не должна вызывать затруднений у чита
теля. Это позволяет охватить множество новых понятий и при
меров.

Каждая глава заканчивается параграфом со скромным на
званием «задачи». Роль этих параграфов, незаметных при чте
нии оглавления, чрезвычайно велика. Каждый из них на самом 
деле является маленькой главой, в которой излагается множе
ство продвинутых тем, тонких теорем и примеров в стиле, отлич
ном от стиля основного текста книги. Овладение материалом 
этой части книги потребует от читателя творческой работы. Мно
гие темы задач переходят от одной главы к другой: прослежи
вается, как в различных главах освещается эта тема. Этим в 
немалой степени обеспечивается единство книги: темы задач, 
повторяясь, как бы «сшивают» главы воедино. В то же время, 
если взять какую-нибудь из этих тем отдельно и проследить ее 
движение сквозь книгу, мы увидим, что получится, в сущности, 
самостоятельная глава, изложенная хотя и конспективно, но 
доступно для читателя, творчески овладевшего основным тек
стом. Таких «скрытых» глав в книге очень много, и вес их не
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меньше веса основных глав. Назовем некоторые из них: линейно 
упорядоченные пространства, борелевские множества, карди
нальные функции, многозначные отображения, декартовы произ
ведения и 2 -произведения, обратные спектры, пространства 
замкнутых множеств, диадические компакты, пространства ото
бражений.

Последняя важная особенность книги Р. Энгелькинга, кото
рую хотелось бы здесь отметить, — систематический историко
библиографический комментарий. Хотя в основном комментарий 
весьма лаконичен, читатель получает представление о том, ка
кую роль в развитии общей топологии сыграли те или иные ма
тематические школы, математические центры и отдельные вы
дающиеся математики.

В книге и комментариях отразилась ведущая роль, которую 
играла в формировании топологии на протяжении всего 70-лет
него периода ее развития московская топологическая школа 
П. С. Александрова. Работы П. С. Александрова и П. С. Уры- 
сона о компактности и метризации, теоремы А. Н. Тихонова
о компактности произведений и о погружении в тихоновские 
кубы, вклад П. С. Александрова в теорию компактных расши
рений, труды П. С. Урысона по теории размерности, работы со
ветских математиков послевоенного периода: Ю. М. Смирнова,
A. В. Архангельского, Б. А. Пасынкова, В. И. Пономарёва,
B. В. Федорчука, В. В. Филиппова, М. М. Чобана, Е. В. Ще- 
пина органически влились в книгу Энгелькинга, определив су
щественную часть ее содержания.

По заслугам отражен выдающийся вклад в общую тополо
гию польской топологической школы — К. Куратовского, В. Сер- 
пинского, В. Кнастера, С. Мазуркевича, 3. Янишевского и более 
молодых топологов: Энгелькинга, Хабера, Пшимусинского, Поля 
и др. Особенно значителен этот вклад в теорию континуумов, 
теорию размерности, дескриптивную теорию множеств, теорию 
многозначных отображений. Следует еще раз подчеркнуть тра
дицию тесных связей между топологами польской и московской 
школ, их огромное взаимное влияние.

В связи с изданием настоящего перевода нелишне напом
нить, как высоко ценил П. С. Александров вклад польской топо
логической школы и конкретно монографию Р. Энгелькинга. Он 
всегда подчеркивал, что для написания хорошей монографии 
необходимы три ингредиента: чтобы автор был крупным ученым, 
внесшим весомый вклад в развитие соответствующей области, 
обладал хорошим вкусом и был исключительно добросовестен 
и аккуратен. П. С. Александров с самого появления первого из
дания монографии Энгелькинга считал необходимым перевести 
ее на русский язык. По техническим причинам реализация этого 
проекта задержалась на долгие годы и воспринимается сейчас
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как исполнение одного из пунктов завещания Павла Сергеевича 
Александрова.

Продолжением традиций советско-польского содружества и 
сотрудничества в области топологии явилась работа над пере
водом этой книги. Благодаря любезности проф. Р. Энгелькинга 
переводчики имели в своем распоряжении исправленный и до
полненный текст второго издания книги, которое готовится к вы
ходу в Польше в 1987 г.; с него и сделан настоящий перевод.

В книге отражен вклад в развитие общей топологии амери
канских математиков: Э. Майкла, М. Стоуна, А. Стоуна, 
Э. Хьюитта, упомянуты яркие результаты М. Э. Рудин, П. Ни- 
коша, X. Викке, Дж. Уорелла, В. Флейснера, Ф. Толла, В. Ком
форта и др.

Читатель получает представление о вкладе в общую топо
логию японской группы: Мориты, Нагаты, Нагами, Окуя- 
мы и др.

Наконец, отражены значительные достижения в общей топо
логии на всех этапах ее развития ученых социалистических 
стран: Э. Чеха, М. Катетова, Б. Поспишила, 3. Фролика, И. Юха- 
са и др.

Не следует, однако, ожидать, что в учебнике по общей то
пологии сколько-нибудь полно могут быть рассмотрены все ее 
вопросы, включая применения. Например, в книге не нашло от
ражения современное состояние дескриптивной теории множеств 
в общих пространствах, ибо этот материал требует отдельной 
книги. Не рассматривается метод обобщенных метрик, развитый 
в конце 50-х и начале 60-х гг. М. Я. Антоновским, В. Г, Бол
тянским и Т. А. Сарымсаковым. Этот метод позволил доказать 
единообразным путем с помощью метризации над топологиче
скими полуполями многие теоремы теории равномерных про
странств и пространств близости, а также получить максималь
ное обобщение теорем об открытом отображении и замкнутом 
графике и целый ряд результатов в теории топологических ре
шеток и т. п. Однако книга Энгелькинга обеспечивает очень хо
рошую основу для приложений современной общей топологии 
в различных частях математики. Она подходит вплотную к та
ким приложениям в разделах, посвященных пространствам ото
бражений с различными топологиями, пространствам макси
мальных идеалов функциональных алгебр, топологическим груп
пам и группам гомеоморфизмов, многозначным отображениям, 
равномерным пространствам.

Сам спектр приложений, к которым готовит книга Энгель
кинга, за последние 30 лет необозримо расширился. Здесь мы 
ограничимся только самым кратким обзором некоторых из этих 
приложений. В математической логике топологические кон
струкции широко применяются при построении моделей, при
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решении вопросов о независимости и непротиворечивости. Важ
ную роль играет здесь счетность числа Суслина тихоновских 
кубов.

Хорошо известны приложения теоремы Шаудера о неподвиж
ной точке, являющейся обобщением классической теоремы 
Брауэра и в свою очередь обобщенной А. Н. Тихоновым; тео
ремы Банаха о сжимающих отображениях и всевозможные ее 
обобщения; приложения метода Лере — Шаудера. Их даль
нейшее развитие в работах Смейла, Атьи, Браудера позво
лило перенести упомянутые результаты на поля операторов; 
в их конструкции центральное место принадлежит ком
пактности.

Новое большое направление — теория корректных задач по 
Тихонову, существенно обобщающая и развивающая понятия 
корректности по Адамару.

С компактностью связано замечательное направление — тео
ремы вложения Соболева — Никольского — Шварца. Понятие 
локальной компактности весьма плодотворно проявляет себя в 
объектах, наделенных одновременно топологией и алгебраиче
скими операциями, таких, как топологические группы, кольца, 
решетки, булевы алгебры и т. п. Это понятие сыграло значи
тельную роль в становлении большого направления в современ
ной математике — абстрактного гармонического анализа, важ
ного не только своей внутренней красотой, но и новыми прило
жениями в функциональном анализе, математической физике, 
теории дифференциальных уравнений. В создании этого на
правления большую роль сыграли работы советских матема
тиков: Л. С. Понтрягина, А. И. Мальцева, И. М. Гельфанда, 
М. Г. Крейна, М. А. Наймарка и зарубежных: А. Вейля, 
Э. Хьюитта и др.

Весьма важную роль в приложениях в настоящее время на
чали играть специальные примеры из общей топологии: канто- 
рово совершенное множество, прямая Александрова, ковер Сер- 
пинского, пример Кнастера, возникшие ранее из чисто внутрен
них, логических потребностей топологии. Они легли в основу 
новых методов распознавания образов и теории динамических 
систем.

Отметим далее, что аппарат теории метрических и псевдо- 
метрических пространств нашел приложение в работах по при
кладной статистике и распознаванию образов. Для таких прило
жений оказались полезными метрики Колмогорова, фон Мизеса, 
Байеса и т. п. Специальные метрики в функциональных про
странствах позволили Ю. В. Прохорову (1956 г.) по-новому по
дойти к получению предельных теорем теории вероятностей. 
Подход Ю. В. Прохорова интенсивно развивался как у нас в 
стране, так и за рубежом.
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Мы коснулись лишь небольшого числа примеров использова
ния концепций общей топологии. В заключение еще раз хоте
лось бы подчеркнуть, что данная книга будет интересна широ
кому кругу математиков — начиная со студентов и кончая спе
циалистами. Переводчики благодарят автора — профессора Эн
гелькинга за внимание к русскому изданию, а также редактора
Н. И. Плутникову за большую работу, которую ей пришлось вы
полнить в связи с многочисленными изменениями в процессе под
готовки рукописи к изданию.

М. Я. Антоновский 
А. В. Архангельский



Памяти
профессора Казимира Куратовского

ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга содержит достаточно полное и современное изло
жение общей топологии. Она адресована в первую очередь стар
шекурсникам и аспирантам, но может быть полезной для ссы
лок и математикам более высокого уровня.

Глава 1 содержит основные определения и результаты, отно
сящиеся к общим топологическим пространствам и непрерывным 
отображениям. Глава 2 посвящена операциям на топологических 
пространствах, т. е. стандартным методам получения новых про
странств из старых. В следующих трех главах изучаются клас
сы компактных, метризуемых и паракомпактных пространств, а 
также некоторые отношения между классами пространств. Гла
ва 6 содержит обсуждение связности. Глава 7 представляет со
бой сжатый курс теории размерности в общих топологических 
пространствах. Последняя глава посвящена равномерным про
странствам и пространствам близости.

Первые пять параграфов гл. 1 вместе с § 2.1 и 2.3 образуют 
введение в нашу книгу. Ознакомившись с этим материалом, 
читатель сможет продолжить чтение в соответствии со своими 
интересами или нуждами. Если же читатель мало знаком с дан
ным предметом, мы советуем ему изучить § 4.1—4.3; сравни
тельно легкие, они помогут выработать топологическую интуи
цию.

Расположение материала следует предыдущей книге автора 
«Outline of general topology», изданной в 1968 г. Однако дан
ная книга написана заново и значительно более подробно. Около 
40 % текста посвящено недавним достижениям общей тополо
гии, которые не обсуждались в предыдущей книге.

Каждый параграф оканчивается историческими и библиогра
фическими замечаниями. Затем следуют упражнения, которые 
прежде всего предназначены для проверки понимания и усвое
ния материала читателем. Упражнения, которые начинаются 
словами «проверьте», «установите», «заметьте» или «убедитесь», 
обычно достаточно легкие. Упражнения, начинающиеся словами 
«покажите» или «приведите пример», несколько более трудные, 
а те, которые начинаются словами «докажите», могут быть очень 
трудными.
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Последний параграф каждой главы посвящен задачам, яв
ляющимся органической частью данной книги. Они часто снаб
жены подробными указаниями, в которых фактически содер
жится набросок доказательства. Задачи можно и просто про
читывать, не решая. Несколько серий задач обсуждается на 
протяжении многих глав. Они касаются, например, линейно 
упорядоченных пространств, кардинальных функций, прост
ранств замкнутых подмножеств, полунепрерывных функций 
и многозначных отображений.

Приведенные в конце книги подробные указатели, таблица 
взаимосвязей между различными классами пространств и таб
лицы сохранения топологических свойств при операциях и ото
бражениях позволяют читателю лучше ориентироваться в ма
териале.

Знаком I  отмечен конец доказательства или примера. Если 
этот знак появляется сразу после утверждения теоремы, пред
ложения или следствия, это подразумевает, что утверждение 
очевидно.

Числа в квадратных скобках после фамилий отсылают чита
теля к библиографии в конце книги. Работы каждого автора 
пронумерованы независимо, число означает год публикации.

Мне приятно выразить свою признательность ряду коллег. 
Многим я обязан за помощь при написании предыдущей книги: 
помогали и вдохновляли меня профессора А. Бялыницкий-Би- 
руля, Е. Бровкин, М. Карлович, А. Лелек, К. Морен, Я. Мыцель- 
ский, Ч. Рылль-Нардзевский, Р. Сикорский и М. Старк. Содер
жание данной книги обсуждалось в 1968— 1973 гг. со студен
тами, посещавшими мои лекции и семинары в Варшавском уни
верситете. Их замечания позволили сделать ряд упрощений в 
доказательствах и указаниях. Я благодарен К  Альстеру, Я. Ха
беру, Я. Каневскому, П. Минцу, К. Новинскому, Я. Пшитыц- 
кому, Э. Поль, 3. Слодковскому и К. Войтковской.

Особенно я обязан двум моим студентам, первым читателям 
книги: Р. Полю и Т. Пшимусинскому. Их содержательные за
мечания и предложения привели ко многим важным улучшениям 
книги.

Когда готовилось английское издание книги, во время моего 
пребывания в университете Питтсбурга, мне помогали профес
сора Д. Латцер и Э. Майкл, которые поправили мой английский 
язык и внесли дальнейшие усовершенствования.

Разрешите мне также упомянуть помощь незнакомых читате
лей предыдущей книги, которые любезно указали на некоторые 
ошибки и неточности в ней.

Варшава, июнь 1976 г.
Рышард Энгелькинг
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* *
*

Русское издание несколько отличается от английского ори
гинала: исправлен ряд ошибок, неточностей и опечаток, упро
щены некоторые доказательства, добавлено несколько упраж
нений и задач и включена информация о наиболее важных не
давних результатах, связанных с содержанием этой книги.

Я весьма обязан профессорам А. Чассару, Э. ван Дауэну, 
М. А. Морису и доктору А. Мысьору, которые внимательно про
читали английское издание и оказали мне большую помощь, 
любезно прислав свои замечания и списки замеченных ими опе
чаток.

Варшава, март 1984 г.
Р. э.



ВВЕДЕНИЕ
Все, что требуется для понимания этой книги, — знание ос

новных фактов теории множеств и некоторых свойств веще
ственных чисел. Цель данного введения — перечислить эти фак
ты и свойства и познакомить читателя с нашей терминологией 
и обозначениями. Никаких доказательств в этом введении дано 
не будет, за исключением доказательства эквивалентности ак
сиомы выбора двум принципам максимума и теореме Цермело. 
Это введение ни в коей мере не заменяет курса теории множеств.

1.1. АЛГЕБРА МНОЖЕСТВ. ФУНКЦИИ
Объединение, пересечение и разность множеств Л и б  обо

значаются соответственно А[}В,  А( ]В  и Л \В ;  объединение
к

А\ [ }А2[} . . .  UAk обозначается также через U А £, а пересече-
г = 1k

ние Ai П А 2 П . . .  Г) Ak — через f | A t. Пустое множество обозна-
чается символом 0 .  На протяжении всей книги мы свободно 
(т. е. не оговаривая этого) пользуемся всеми правилами вычис
лений с множествами и, в частности, широко применяем за
коны де Моргана

(В U С) =  (Л \В )  П { А \ С ) ,
А \ ( В ( \ С )  =  ( А \ В ) [ } ( А \ С ) .

Мы пишем х е Д  когда х является элементом множества Л, 
и х^=А,  когда х не принадлежит множеству Л. Обозначения 
А а  В или В zd А означают, что Л содержится в В, т. е. каж
дый элемент множества Л принадлежит множеству В. Когда 
Л с= В, мы говорим, что Л есть подмножество множества В; если 
Л с В  и Л Ф  В, то мы называем Л собственным подмножеством 
множества В.

Множество всех тех элементов множества X , которые удов
летворяют условию ф(х)> обозначается через

{ х е Х :  <р(*)} или {х: ф(х)};
второе обозначение используется тогда, когда из контекста ясно, 
какое множество X  мы рассматриваем.

Множество, состоящее из конечного числа элементов х и х ^  .. • 
. . . ,  Xk, обозначается через {хи . * 4 *  Иногда мы не делаем 
различия между множеством {х} и элементом х.

2 Зак. 697



18 ВВЕДЕНИЕ

Упорядоченная пара (х,у)  есть множество {{*}, {х,у}}.  Две 
упорядоченные пары (х\, у{) и (х2, у2) равны в том и только 
том случае, если х\ =  Х2, у\ — Уг-

Декартово произведение (или просто произведение) X X  У 
двух множеств X  и У есть множество упорядоченных пар {х,у),  
где х  е  X, у е  У. Конечное произведение определяется по ин
дукции формулой

X i X X a X  ••• XXk = (X i  х  .. .  X X ^ ) X X k.
Всякое подмножество произведения X X  У есть некоторое 

отношение; множество X  есть область определения этого отно
шения, а множество У — его область значений. Отношение f  с  
с Х Х У  называется функцией из X  в У или отображением мно
жества X  в множество У, если для каждого х  е  X  существует 
такой у е  У, что {х, y ) ^  f, и если этот у однозначно определен 
элементом х, т. е. из (х, у) е  / и (х, у') е  f следует, что у  =  у

Если f — функция из 'множества X  в множество У и х & Х , 
то единственное у, удовлетворяющее условию ( x , y ) ^ f ,  обозна
чается через f(x);  оно называется значением функции f в точке 
х. Образ множества A cr X  при отображении f  есть множество

/(Л) =  { у е  У: у =  f (х) для некоторого х ^ А } ;  
прообраз множества В с  У при отображении f есть множество 

/->(Я) =  {*е=Х: f(*)<=B}.
Прообразы одноточечных множеств при отображении f  назы
ваются прообразами точек при отображении f.

Элементарные формулы алгебры множеств, относящиеся к 
образам и прообразам множеств, часто используются в этой кни
ге; к числу важнейших из них принадлежат следующие две 
формулы:

f f - ' (B)  =  B ( ] f ( X ) a B  и t ' ( f ( A ) ) ^ A .
Если f — функция из X  в У, a g — функция из У в Z, то ра
венство (gf) (х) =  g( f (x) )  определяет функцию gf  из X  в Z, 
композицию функций f u g .  Легко видеть, что (gf)~1(B)==
— f~l (g -1 ( В ) ) для любого В cz Z.

Отображение f множества X  в множество У называется 
инъективным, если для любой пары точек х\, хъ е  X

из f(xi) =  f (x2) следует, что х\ =  х^.
Если отображение f множества X  в множество У удовлетво

ряет условию f(X) =  У, говорят, что / отображает множество X  
на множество У, или что f есть отображение «на». Для инъек
тивного отображения множества X  на У существует обратное 
отображение f - 1, являющееся инъективным отображением мно
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жества У на Х {)\ обратное отображение / - 1 определяется соот
ношением

f - l (y) =  x в том и только том случае, когда f(x) =  y.
Тождественное отображение множества X на себя обозначается 
через id*; оно определяется формулой id*(x) =  x для любого 
х<=Х.

Произвольная функция, определенная на множестве всех 
положительных целых чисел, называется последовательностью; 
значение последовательности в точке п обычно обозначается 
через х Пу а сама последовательность — через х и хг, . . .  или 
(х\ , х2, ...)* Множество, состоящее из всех элементов последо
вательности xi, хъ . . . ,  обозначается {яь *2, .. }• Последователь
ность множеств Аи  Л2, . . .  называется возрастающей, если A i d  
с г Л /+ 1 для i = l f 2 , . . . ,  и убывающей, если Л,*+1 сгЛ/ для 
* =  1,2, . . .  .

Множества, элементы которых суть множества, называются 
семействами или классами множеств, а их элементы называются 
членами или элементами семейства; семейства семейств мно
жеств называются системами или совокупностями. В этой книге 
рассматриваются как индексированные, так и неиндексирован- 
ные семейства множеств. Индексированное семейство {Л5Ь в $ 
есть, строго говоря, функция, приписывающая каждому s g S  
множество Л5, а неиндексированное семейство есть просто неко
торое множество множеств. Каждое неиндексированное семей
ство можно рассматривать как индексированное: достаточно 
взять каждый член семейства в качестве его собственного ин
декса, т. е. считать, что $& — {А}а<_Лл В этом смысле все опре
деленные в тексте для индексированных семейств понятия (на
пример, локальная конечность или точечная конечность) отно
сятся и к неиндексированным семействам.

Объединение и пересечение семейства множеств {Л5}5е5 обо
значаются соответственно (J As и П As'> в случае последова-

seS seS
оо СО

тельности множеств мы употребляем символы |J  и f) Ait
i=l 1

а в случае неиндексироваиного семейства si- пишем и [\s£. 
Объединение и пересечение всех множеств, удовлетворяющих 
условию ф(Л), обозначаются соответственно

ЩД: ф (Л)> и Л{Л: ф (Л)}.
Декартово произведение (или просто произведение) семей

ства множеств {/4s}ssS, т. е. множество всех функций f из 5  в

*) Инъективное отображение одного множества на другое называют так
же взаимно однозначным отображением. — Прим. перев.

2 *
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У Ast таких, что f ( s ) ^ A s для любого s e S ,  обозначается
seS оо
XI As или Ц  At в случае последовательности множеств
sgS ( = 1

А \у Аг, . . .  . Для /  е= П  As точка f ( s ) ^ A s называется s-й коор-
s ^  S ^

динатой /. Элемент произведения п As, s-я координата кото-s<=S
рого есть точка xs е  A s, будет обозначаться в дальнейшем сим
волом {xs}. В частности, последовательность х\, х2, . . .  элемен-

со
тов множества А, являющаяся элементом П  А г, где At =  А для

i=i
i =  1 ,2 .........будет часто обозначаться через {*,}.

Заметим, что произведение п  Х^, где 5  {1,2, •. •,
.s ' s

является в точности тем же самым множеством, что и произве
дение Х г Х Х 2Х  • • • X Xk', тем не менее между элементами этих 
двух множеств существует очевидное взаимно однозначное соот
ветствие, и мы будем рассматривать их как одно и то же множе
ство, элементы которого обозначаются (х\ ,х2.........xk).

Отношение Е на множестве X,  т. е. подмножество произведе
ния X X X ,  называется отношением эквивалентности на X, если 
оно обладает следующими свойствами (мы пишем хЕу вместо 
(х, у) (=Е):
(Е1) Для  любого х е  X имеем хЕх.
(Е2) Если хЕу, то уЕх.
(ЕЗ) Если хЕу и yEz, то xEz.

Всякое отношение эквивалентности Е на множестве X  опре
деляет разбиение X  на непересекающиеся множества (классы 
эквивалентности отношения £ ) ; два элемента множества X 
находятся в одном классе эквивалентности в том и только том 
случае, когда они связаны отношением Е. Таким образом,

X  =  U А* и A s П AS’ =  0 ,  если s ф  s';
s e S

кроме того,
х, у  е  A s для некоторого s g S b  том и только том случае, если

хЕу.
Класс эквивалентности, содерж ащ ий элемент х, обозначается 
[х].

Обратно, всякое разбиение множества X  на непересекаю
щиеся множества (4 s}seeS задает некоторое отношение эквива
лентности Е на X, определенное условием

хЕу  тогда и только тогда, когда х, г/ е  Л5 для некоторого s.
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1.2. КАРДИНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА
Множества X  и У называются равномощными, если суще

ствует взаимно однозначное отображение множества X  на У. 
Каждому множеству X  приписывается некоторое кардинальное 
число (кардинал); оно называется мощностью множества X  и 
обозначается ]Х |; равенство |Х | =  |У | имеет место в том и 
только том случае, если X  и У равномощны. Для конечного 
множества X  мощность X  равна числу его элементов. Карди
нальное число, приписываемое множеству всех положительных 
целых чисел, обозначается символом К0 (алеф-нуль), а карди
нальное число, приписываемое множеству всех вещественных 
чисел, обозначается с (континуум). Множество называется счет
ным, если оно либо конечно, либо имеет мощность 6*0.

Для кардинальных чисел определены операции сложения и 
умножения. Сумма кардиналов т и п  равна мощности множе
ства X  U У, где |X | =  m, \Y \ =  n n X f l Y  =  0 .  Произведение кар
диналов ш и П— это мощность множества X X  Y, где |Xj =  m и 
|У | =  п. Сумма кардиналов ш и п  обозначается ш +  п, произве
дение ш и п  обозначается m-п или пт. Для каждого карди
нала т  число 2 т , обозначаемое также ехрю, определено как 
мощность семейства всех подмножеств какого-нибудь множества 
X, удовлетворяющего условию |Х | =  т. Доказано, что 2в° =  с. 
Более общо, мы определим itm как мощность множества всех 
функций из X  в У, где |А ' |= т ,  |У | =  п. Можно доказать, что

пга,+Ш2 =  nmi nm!. ( п ^ Г  =  пГп2т , (пт,)т2 =  пт,га2.

Пусть m и п — кардиналы и |Х | =  т, |У | =  п. Мы говорим, 
что т  не превосходит п или что п не меньше т , и пишем т  ^  П- 
или п ^  ш, если существует инъективное отображение X  в У. 
Важным фактом о неравенствах между кардиналами является 
следующая теорема Кантора — Бернштейна-.

если m s^n  и п ^ ю ,  то т  =  п.

Можно доказать также, что |/(Х ) | ^ |Х |  для любого отобра
жения f, заданного на X. Отсюда, в частности, следует, что се
мейство всех подмножеств мощности произвольного множе
ства мощности п ^  ш имеет мощность ^  nm.

Сумма двух кардинальных чисел, хотя бы одно из которых 
бесконечно, равна не меньшему из них. Подобное утверждение 
имеет место и для произведения любых двух кардинальных чи
сел, отличных от нуля. В частности,

nt +  rn =  m m — at для n t>  к 0.
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Если и т.фп, мы говорим, что ш меньше а или что
п больше ш, и пишем m <  л или п >  ю. Можно доказать, что

tn <  2т для любого кардинального числа ж;
в частности, К0 <  с.

Наименьшая (точная) верхняя грань произвольного множе
ства {nts}s e S  кардиналов определяется как  наименьший карди
нал ш, такой, что ю ^  nts при всех s g S ,  и обозначается su p m s;

s e S
можно показать, что такое число всегда существует.

1.3. УПОРЯДОЧЕНИЯ. ПОРЯДКОВЫЕ ЧИСЛА
Пусть X  — некоторое множество и ■< — некоторое отношение 

на X. Будем говорить, что <  линейно упорядочивает множество 
X или что <  есть линейный порядок на X, если отношение <  
обладает следующими свойствами:
(LO1) Если х  <  у и у <  г, то х <; z.
(L02) Если х  <с у, то отношение у <  х не имеет места.
(L03) Если х ф  у, то либо х  <  у, либо у <  х.

Множество X  вместе с некоторым линейным порядком на 
X  называется линейно упорядоченным множеством.

Будем говорить, что элемент х0 линейно упорядоченного мно
жества X  является наименьшим элементом множества X, если 
Xq <  х для любого х е Х \{ л :о } . Аналогично определяется наи
больший элемент линейно упорядоченного множества. Так как 
каждое подмножество линейно упорядоченного множества само 
линейно упорядочено, то наибольший и наименьший элементы 
подмножества линейно упорядоченного множества определены 
корректно. Очевидно, что они не обязательно существуют.

Всякая пара {D , Е) подмножеств множества X, линейно 
упорядоченного отношением < ,  такая, что D\ JE =  X, О ф ■ 
Ф 0 Ф Е  и

из x ^ D  и у ^ Е  следует, что х  <  у,
называется сечением множества X. Множество D называется 
нижним классом, а множество Е — верхним классом сечения; 
ясно, что эти классы не пересекаются. Для каждого сечения 
всякого линейно упорядоченного множества выполнено в точ
ности одно из следующих четырех условий:

(1) Существует наибольший элемент в нижнем классе и наи
меньший элемент в верхнем классе.

(2) Существует наибольший элемент в нижнем классе, но не 
существует наименьшего элемента в верхнем классе.

(3) Не существует наибольшего элемента в нижнем классе, 
но существует наименьший элемент в верхнем классе.
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(4) Не существует наибольшего элемента в нижнем классе 
и не существует наименьшего элемента в верхнем классе.

Мы называем сечение скачком, если выполнено условие (1), 
и щелью , если выполнено условие (4).

Линейно упорядоченное множество X  называется плотно 
упорядоченным, если никакое сечение множества X не является 
скачком; если, кроме того, никакое сечение множества X  не 
является щелью, то X называется непрерывно упорядоченным. 
Множество X  плотно упорядочено в том и только том случае, 
когда для любых двух элементов х , у е  X, таких, что х <  у, 
существует элемент г, такой, что х <  г <  у. Множество непре
рывно упорядочено в том и только том случае, если кроме при
веденного условия для каждого непустого подмножества Х 0 cz X 
множество

{ х е Х :  а <. х для каждого а е  Х0\  {х}}

либо пусто, либо имеет наименьший элемент.
Линейный порядок <  на множестве X  называется вполне 

упорядочением, а множество X  вместе с порядком <  называется 
вполне упорядоченным, если порядок <  обладает следующим 
дополнительным свойством:
(WO) Каждое непустое подмножество множества X имеет наи

меньший элемент.
Можно доказать, что каждое множество кардинальных чисел 

вполне упорядочено отношением < ,  введенным в предыдущем 
параграфе.

Пусть множество X  линейно упорядочено отношением < ,  а 
множество У линейно упорядочено отношением Будем гово
рить, что отображение f множества X  в множество У сохраняет 
порядок, если f(x)  < '  f(y)  для всякой пары ху у е  X, такой, что 
х <  у. Если существует сохраняющее порядок отображение ли
нейно упорядоченного множества X  на линейно упорядоченное 
множество У, то X и У называются подобными.

Каждое линейно упорядоченное множество X  подобно под
множеству множества всех сечений множества Х у удовлетворяю
щему условиям (1), (2) или (4) и линейно упорядоченному по 
следующему правилу:

(Du Ei) с  (D& Е2) в  том и только том случае, 
если £>i с  D2 и  й \ Ф  D%.

Указанное подмножество не имеет щелей, и если X  плотно упо
рядочено, то оно непрерывно упорядочено.

Каждому вполне упорядоченному множеству X  приписывает
ся некоторое порядковое число, или ординал, а; оно называется 
порядковым типом множества Х\ порядковые типы вполне
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упорядоченных множеств X  и У одинаковы в том и только том 
случае, когда X и У подобны.

Каждое сохраняющее порядок отображение инъективно, по
этому если X  и У подобны, то \ X \ - \ Y \ .  Следовательно, каж
дому ординалу а  соответствует некоторый кардинал — мощность 
вполне упорядоченного множества типа а; этот кардинал назы
вается мощностью ординала а  и обозначается | а | .  Если 
|а |  ^  Ко, то ординал а  называют счетным.

Пусть а  и р — ординалы, являющиеся порядковыми типами 
соответственно множеств X  и Y. Будем говорить, что а меньше 
р или что р больше а, и писать а  <  р или р >  а, если суще
ствует такое у о е  У, что множества X  и {у ^  Y: у <  уо} по
добны. Можно доказать, что каждое множество ординалов 
вполне упорядочено этим отношением < .  Всякое вполне упоря
доченное множество типа а  подобно множеству всех ординалов, 
меньших а, линейно упорядоченному отношением < .

Ординал X называется предельным, если не существует по
рядкового числа, непосредственно предшествующего X, т. е. если 
для каждого g <  X существует ординал а, такой, что £ <  а  <  X.

Если ординал |  непосредственно предшествует а, то говорят, 
что |  является предшественником а, и пишут а  =  |  +  1; а  на
зывают наследником ординала У каждого ординала имеется 
наследник; для любого ординала а  и любого целого я ^  О опре
делим по индукции а  +  я, положив а  +  0 =  а  и а  +  п =  
=  [а + ( я — 1)] +  1 для я 1. Оказывается, любой ординал мо
жет быть единственным образом представлен в виде X +  п> гДе 
А — некоторый предельный ординал, а п — неотрицательное це
лое число. Ординал X +  п четный (нечетный) , если п четно (не
четно) .

Если множество всех ординалов, меньших предельного орди
нала X, содержит подмножество А типа а, такое, что для каж
дого |  <  X существует удовлетворяющее неравенству 
6 С  £' <  А,, то говорят, что ординал а  конфинален X.

Бесконечный ординал А, (т. е. порядковый тип некоторого 
бесконечного вполне упорядоченного множества) называется 
начальным (или инициальным) ординалом, если А, — наимень
ший среди всех ординалов а, таких, что |а |  =  |А,|, т. е. если 
|£ |< |А |  для любого £ <  X. Инициальный ординал X называет
ся регулярным , если не существует а <  Я, конфинального А.

Для каждого кардинала ш существует начальный ординал Ху 
такой, что |Я| =  ш, и этот X единствен (см. теорему Цермело 
в следующем параграфе). Кардинал щ называется регулярным , 
если отвечающий ему начальный ординал X, такой, что |Л,| =  Е, 
регулярен. Начальный ординал мощности обозначается че
рез (£><,; это порядковый тип множества всех положительных 
целых чисел с естественным порядком.
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Наименьший ординал, мощность которого больше Ко, т. е. 
наименьший несчетный ординал, обозначается через <оь а его 
мощность — через Кь Равенство 2К° =  К i называется гипотезой 
континуума; гипотеза континуума независима от аксиом теории 
множеств. Для каждой последовательности oti, аг, . . .  ордина
лов, меньших (оь существует такой ординал а  <  ©ь что а< <  а  
для i =  1, 2, . . .  . Наименьший ординал мощности, большей К ь 
обозначается через сог, а его мощность — через К2. Более общим 
образом, каждому ординалу а  соответствуют кардинал Ка и 
ординал Фа, являющийся начальным ординалом мощности Ка. 
Можно доказать, что каждый кардинал равен Ка для некото
рого а.

Пусть а  — некоторый ординал, а X — какое-нибудь множе
ство; под трансфинитной последовательностью типа а  со зна
чениями в X понимают любое отображение / множества W ( a ) f 
состоящего из всех ординалов, меньших а , в множество X. Эле
мент множества Х % поставленный в соответствие ординалу 
£ <  а, обозначается а не /(£), а сама трансфинитная после
довательность обозначается хо, х и . . . ,  . . . ,  £ <  а. Трансфи
нитная последовательность Л0, Ль . . . ,  Л6, . . . ,  |  <  а, множеств 
называется возрастающей, если Л |'с : Л |при |  <  а, и убы
вающей, если А \ с: Л^ при g' <  £ <  а.

Для определения трансфинитных последовательностей обыч
но применяется

Теорема об определениях по трансфинитной индукции. Пусть 
даны произвольное множество Z и некоторый ординал а. Пусть 
G — множество всех трансфинитных последовательностей типов, 
меньших а, со значениями в множестве Z. Д ля каждой функ
ции h из G в Z существует тогда в точности одна трансфинитная 
последовательность f типа а, такая, что

f( l )  =  h( f \ W{Q)  при всех % <  а,

где / |  W ( |) — трансфинитная последовательность типа | ,  полу
ченная сужением функции f на множество № (|) всех ординалов,
меньших

Теорему об определениях по трансфинитной индукции часто 
применяют в случае, когда Z есть семейство всех подмножеств 
множества X . Функция h определяется при этом обычно тремя 
различными формулами. Первая формула дает значения h на 
последовательности g  типа 0 (где 0 — порядковый тип пустого 
множества), являющейся пустой последовательностью, т. е. зна
чение А (0). Вторая формула дает значение h{g) на всех после
довательностях g  типа £ + 1 ,  и, наконец, третья формула дает 
значение h(g)  на всех последовательностях g y порядковый тип
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которых является предельным ординалом. Например, первая 
формула может быть такой:

h ( 0 )  =  A,
вторая может иметь вид

f i ( g ) = F ( g ( t ) ) ,  

а третьей может быть формула

Л(*) =  е ( У ^ ( 6 ) )  или Л(г) =  с Ц Ы ю ) ,

где F и G — данные функции и А — некоторое множество. Тогда 
последовательность Л0, А и А . . . ,  £ <  а, которая суще
ствует в силу теоремы об определениях по трансфинитной ин
дукции, удовлетворяет следующим условиям:

Ао =  A, Ai+\ — F(Ai),

или * =СЦ И -
Следовательно, для того чтобы определить трансфинитную по
следовательность А 0, Аи  . . . ,  Л5, . . . ,  I <  а, достаточно опре
делить Л0 и описать, как Л5+1 зависит от Л6 и как Л*, зависит 
либо от U Л|, либо от f | Л|

К*.
Пусть множество X  вполне упорядочено отношением < ;  

тогда всякое подмножество Л с  X,  при каждом х0 е  X  удовлет
воряющее условию

если {х е  X: х  <  *о}с: Л, то х0е Л ,

совпадает с множеством X. Этот факт служит основой для ин
дуктивных доказательств. Мы будем применять его как в слу
чае, когда X  — множество натуральных чисел (доказательства 
по математической индукции), так и в случае, когда X  — мно
жество всех ординалов, меньших данного ординала а  (дока
зательства по трансфинитной индукции).

Пусть X  — некоторое множество и ^  — некоторое отношение 
на нем. Мы говорим, что <  упорядочивает X, или что <  яв
ляется упорядочением (порядком) на X, если отношение ^  об
ладает следующими свойствами:
(OR1) Если х ^  у и у  ^  г, то х  ^  г.
(OR2) Д ля каждого J t e l  имеем х ^  х.
(OR3) Если х у и у  ^  х, то х  =  у.

Множество X  вместе с некоторым порядком <  на X назы
вается упорядоченным множеством. Два элемента х  и у упоря
доченного множества X  могут быть несравнимыми, т. е. может
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случиться, что не имеет места ни одно из неравенств х ^ у ,  
у ^ х .

Всякое семейство множеств упорядочено отношением вклю
чения с:.

Если X  линейно упорядочено отношением < ,  то, полагая для 
любых х, у  е  X

х  ^  у в том и только том случае, когда х  <  у  или х =  у,

мы получаем некоторый порядок на X. Следовательно, каждое 
линейно упорядоченное множество можно рассматривать как 
некоторое упорядоченное множество. Если для каждой пары 
х, у  элементов подмножества А упорядоченного множества X 
имеет место одно из соотношений х  ^  у  или у ^  х, то, полагая

х С  у в том и только том случае, когда х  ^  у  и х Ф  у,

мы получаем некоторый линейный порядок на А. Говорят, что 
А есть линейно упорядоченное подмножество множества X, упо
рядоченного отношением

Элемент и некоторого упорядоченного множества X  назы
вается наименьшей (точной) верхней гранью подмножества 
А а  X, если х  ^  и при всех х е А  и если всякий элемент » б Л ,  
такой, что ж ^  у при всех х ^ А ,  удовлетворяет неравенству 
и ^  v. Наибольшая (точная) нижняя грань подмножества 
A cr X  определяется аналогичным образом. Зметим, что наи
меньшая верхняя грань множества X, если она существует, яв
ляется наибольшим элементом множества X, а наибольшая 
нижняя грань множества X, если она существует, является наи
меньшим элементом множества X.

Пусть X  — произвольное множество и ^  — отношение на X. 
Мы говорим, что ^  направляет множество X  или что X на
правлено отношением если отношение ^  обладает следую
щими свойствами:
(D1) Если х  ss: у и у  ^  z, то х  ^  г.
(D2) Д ля  всякого х ^ Х  имеем х ^ х .
(D3) Д ля  любых х, у  е  X существует такой элемент z<= X, что

X  ^  2 U у  ^  2.
Подмножество Л множества X, направленного отношением 

конфинально в X, если для каждого х е  X  существует такое 
а е Л ,  что х ^ . а .  Конфинальные подмножества линейно упоря
доченных и упорядоченных множеств определяются аналогично.

Пусть множества X  и У упорядочены (направлены) отноше
ниями ^  и соответственно; функция f из множества X  в У 
называется неубывающей, если f ( x ) ^ '  f (y)  для каждой пары 
х, у элементов X,  таких, что х  ^  у. Невозрастающие функции 
определяются аналогично.
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1.4. АКСИОМА ВЫБОРА
Аксиома выбора часто используется в этой книге, хотя факт 

ее применения обычно не отмечается. Однако иногда удобнее 
пользоваться аксиомой выбора не в ее первоначальном виде, 
а в одной из альтернативных форм, которые являются важными 
теоремами теории множеств. Ниже мы сформулируем теорему 
Цермело о вполне упорядочиваемости и два принципа макси
мума, являющиеся альтернативными формами аксиомы выбора, 
и докажем равносильность всех четырех утверждений. Прежде 
всего дадим два необходимых определения.

Элемент х0 упорядоченного множества X называется макси
мальным элементом множества Х у если из следует, 
что хо — х. Пусть дано множество X и свойство которым мо
гут обладать подмножества множества X . Говорят, что есть 
свойство конечного характера, если пустое множество обладает 
этим свойством, а множество A c z X  обладает свойством 5е* в том 
я только том случае, когда им обладает каждое конечное под
множество А.

Аксиома выбора. Для  всякого семейства {Xs}s^ s непустых 
множеств существует функция f из S в U Xs, такая, что 
f(s) е  Xs при всех s e S .

Теорема Цермело о вполне упорядочиваемости. На каждом 
множестве X существует отношение < ,  которое вполне упорядо
чивает X.

Лемма Тейхмюллера — Тьюки. Пусть задано множество X и 
некоторое свойство его подмножеств. Если 9* есть свойство 
конечного характера, то каждое множество A cz X, обладающее 
свойством &, содержится в множестве В а  X, которое обладает 
свойством и является максимальным элементом в упорядо
ченном по включению семействе всех подмножеств множества 
X, обладающих свойством ZP.

Лемма Куратовского — Цорна. Если для каждого линейно 
упорядоченного подмножества А множества X, упорядоченного 
отношением существует такой элемент х0^ Х ,  что х ^ . х 0 
при всех х ^ А ,  то в X  существует максимальный элемент.

Теорема Цермело следует из аксиомы выбора.
Пусть f — функция, приписывающая каждому непустому 

подмножеству А множества X  некоторый элемент / ( Л ) е Л .  
Предположим, кроме того, что f ( 0 ) = x ^  X. Обозначим через 
Ж  семейство всех вполне упорядочивающих отношений на под
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множествах множества X,  и пусть а  — наименьший ординал, 
больший всех порядковых типов подмножеств множества X, упо
рядоченных элементами семейства Ж.

В силу теоремы об определениях по трансфинитной индукции
существует трансфинитная последовательность .Го, х \ .........х*, . . .

g <  а,  такая, что
Хь =  / ( X \{ x Y: у <  £}) для каждого |  <  а.

Если х 6 ф  х, то х% е  Х \  {%: у <  £} и ф  ху при у <  
Следовательно, если бы для всех |  <С а  было ф  х, то суще
ствовала бы трансфинитная последовательность типа а, все 
члены которой различны и принадлежат множеству X. Но это 
невозможно в силу определения а. Поэтому существует наи
меньший ординал |,  такой, что х$ =  х. Тогда X =  {^Y: у <  £}, 
т. е. все элементы множества X расположены в трансфинитную
последовательность хо, х\ .........xY, . . . ,  v <  | ,  и ху Фх^ ,  при
V ф  у'. Это и означает, что X  можно вполне упорядочить. 1

Лемма Тейхмюллера — Тьюки вытекает из теоремы Цермело.
Пусть даны множество X, некоторое свойство (его под

множеств) конечного характера и множество А а Х ,  обладаю
щее свойством 9 В силу теоремы Цермело множество Х \Л  мо
жет быть вполне упорядочено. Так как каждое вполне упорядо
ченное множество подобно множеству всех ординалов, меньших 
некоторого ординала ос, то все элементы множества Х \Л  можно 
расположить в трансфинитную последовательность типа ос:

Хо, Х\, . . . ,  д ,̂ . . . ,   ̂ <  ос.
В силу теоремы об определениях по трансфинитной индук

ции, в доказательстве которой не используется аксиома выбора, 
существует трансфинитная последовательность А0, А и . . . ,  А%,
. . . ,  |  <  ос +  1, такая, что

Ао = А ,

{
и  Лс и {*?}, если U Л; (J {xj} обладает свойством 0*, 
С<£ Е<1

У м в противном случае,

когда |  <  ос, и
Ла= U Л|.6<а

Легко видеть, что все элементы этой последовательности об
ладают свойством &  и что В — Аа А 0 — А является макси
мальным подмножеством множества X,  обладающим свойством 
3>. I
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Лемма Куратовского — Цорна следует из леммы Тейхмюл- 
лера — Тьюки.

Свойство «быть линейно упорядоченным подмножеством мно
жества X, упорядоченного отношением О ,  является свойством 
конечного характера. В силу леммы Тейхмюллера — Тьюки, поло
жив А =  0 ,  можно заключить, что существует максимальное ли
нейно упорядоченное подмножество В множества X, упорядо
ченного отношением Выберем х о ^  X таким образом, чтобы 
х  ^  Хо для каждого д :е В . Элемент х0 является максимальным 
элементом множества X. В самом деле, для каждого х ^ Х ,  та
кого, что хо ^  х, имеем х0 =  х, так как в противном случае 
В у {,х} было бы линейно упорядоченным подмножеством мно
жества X,  большим В. ■

Аксиома выбора следует из леммы Куратовского — Цорна.
Пусть е  s — семейство непустых множеств. Обозначим 

через SB множество всех пар (Г ,/) , где Г с 5  и f  — функция из 
Т в U Х„ такая, что f ( s ) ^ X s для любого s ^ T .  Упорядочим

s e S
множество SB, полагая:

(7\> /2) в том и только том случае, когда
Tt czT2 и f2(s) =  fi(s) для s g T , .

Легко видеть, что для каждого линейно упорядоченного подмно
жества зФ =  {{Tw, f w)}w е  w множества SB формулы

Tq— U Tw и fo(s) =  fw(s) для s<=Tw
W

определяют элемент (T0, f 0) множества SB и (Tw, f w) ^ (To , f o )  
для каждого w е  W. По лемме Куратовского — Цорна в SB су
ществует максимальный элемент (7’, / ) ;  мы покажем, что T — S,  
и тем завершим доказательство. В самом деле, допустим, что 
существует s0 е  SXT; выберем х0 е  Xs, и положим

T' =  T\){s0}, f ( s )  =  f{s) для s g T  и f ' (s0) — x0.
Тем самым определена пара Я?, такая, что ( Г , / ) ^

и (Т, })Ф(Т' ,  / ') ;  мы пришли к противоречию. I

1.5. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ЧИСЛА
В этой книге мы пользуемся свойствами арифметических 

операций на множестве вещественных чисел, свойствами отноше
ния <  линейного упорядочения множества вещественных чи
сел и свойствами функции абсолютного значения. Мы также 
предполагаем у читателя знакомство с понятием предела после
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довательности вещественных чисел, обозначаемого lim, и поня
тием непрерывной функции. Используется также тот факт, что 
каждое ограниченное сверху непустое множество вещественных 
чисел имеет наименьшую верхнюю грань, т. е. непрерывность 
множества вещественных чисел. Наименьшая верхняя грань мно
жества обозначается через sup, а наибольшая нижняя грань — 
через inf (в том случае, когда множества конечны, используются 
символы шах и min соответственно). При описании некоторых 
примеров топологических пространств используются тригономет
рические функции, а также координатные системы на плоскости.

Открытые интервалы с концами а и Ь, где а < . Ь ,  обозна
чаются через (а , Ь ), замкнутые интервалы (отрезки) с концами 
а и b — через [а, 6]; полуоткрытые интервалы обозначаются 
через (а, Ь] и [а, Ь) . Множество всех вещественных чисел обо
значается через R,  а множество всех натуральных чисел — через 
N. Замкнутый единичный отрезок [0, 1] обозначается через I.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Исчерпывающий курс теории множеств представляет собой 
замечательная книга Куратовского и Мостовского [1968]. 
Утверждение о том, что некоторое топологическое высказывание 
независимо от аксиом теории множеств, которое делается здесь в 
ряде случаев, относится к системе аксиом, приведенной в этой 
книге. Наше изложение общей топологии базируется на наив
ной теории множеств, однако легко может быть перестроено на 
основе указанной системы аксиом.

Лемма Тейхмюллера — Тьюки была доказана Тейхмюллером 
[1939] и Тьюки [1940], лемма Куратовского-Цорна доказана 
Куратовским [1922] и Цорном [1935].



Глава 1

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

В этой главе мы вводим основные понятия общей топологии.
В § 1.1 определяется понятие топологического пространства, 

вводятся открытые множества, окрестности, базы, предбазы и 
базы в точке. Мы определяем также вес и характер топологи
ческого пространства и формулируем аксиомы счетности. Далее 
мы вводим замкнутые множества и рассматриваем операторы 
замыкания и взятия внутренности. В конце параграфа появляет
ся понятие локально конечного семейства множеств.

Параграф 1.2 посвящен различным методам построения то
пологии в множестве.

Параграф 1.3 является прямым продолжением § 1.1. Мы 
рассматриваем операторы взятия границы и производного мно
жества и вводим следующие важные классы множеств в топо
логических пространствах: всюду плотные множества, коплот- 
ные множества, нигде не плотные множества и борелевские 
множества (в частности, F„- и £?в-множества).

В § 1.4 вводится понятие непрерывного отображения, кото
рое при изучении топологических пространств оказывается не 
менее важным, чем само понятие топологического пространства. 
Мы рассматриваем также замкнутые отображения, открытые 
отображения и гомеоморфизмы; последний класс отображений 
приводит к понятию гомеоморфности пространств. Далее мы рас
сматриваем инварианты и обратные инварианты одного класса 
отображений и в заключение приводим некоторые замечания 
о предмете общей топологии.

В § 1.5 обсуждаются аксиомы отделимости, т. е. ограниче
ния различного типа, касающиеся отделимости точек и замкну
тых множеств в топологических пространствах. В этом парагра
фе мы доказываем лемму Урысона — одну из самых важных 
теорем общей топологии.

Последний параграф посвящен направленностям и фильтрам, 
которые приводят к двум различным способам описания сходи
мости в общих топологических пространствах. Мы изучаем так
же два класса топологических пространств, в которых для опи
сания сходимости и топологии достаточно последовательностей.



U . ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 33

1.1. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА. 
ОТКРЫТЫЕ И ЗАМКНУТЫЕ МНОЖЕСТВА. БАЗЫ. 

ЗАМЫКАНИЕ И ВНУТРЕННОСТЬ МНОЖЕСТВА
Топологическое пространство — это пара (X , 0 ) ,  состоящая 

из множества X  и некоторого семейства О  подмножеств множе
ства X , удовлетворяющего следующим условиям:
(01 ) 0 ^ 0  и Х ^ О .
(02) Если ( /iG < ?  и и 2^ ( У,  то U\0
(03 ) Если ^ Ф^ О у Т о  ^  О .

Множество X в этом случае называется пространством, его 
элементы называются точками пространства; подмножества X , 
принадлежащие семейству О у называются открытыми в про
странстве Х\ семейство О открытых подмножеств пространства 
X называется также топологией на X . Свойства (01) — (03) се
мейства открытых множеств можно переформулировать следую
щим образом:
(О К) Пустое множество и все пространство суть открытые 

множества.
(02 ') Пересечение двух открытых множеств есть открытое 

множество.
(03 ') Объединение любого семейства открытых множеств есть 

открытое множество.
Из (02) непосредственно следует, что пересечение любого 

конечного семейства открытых множеств есть открытое множе
ство.

Если для некоторого х е  X  и некоторого открытого множе
ства U а  X  мы имеем х ^  U> то U называется окрестностью точ
ки х . Множество V а  X  открыто в том и только том случае, если 
для каждой точки j c g F  существует ее окрестность Ux, содер
жащаяся в V. Действительно, если V — открытое множество, то 
положим Ux =  V для каждого х е У ,  Если выполнено это усло
вие, то V =  U Ux открыто в силу (03).

х  е  V
Семейство & а  О называется базой топологического про

странства ( Х , 0 ) ,  если каждое непустое открытое подмножество 
пространства X можно представить в виде объединения некото
рого подсемейства семейства Легко показать, что семейство 
& подмножеств X  есть база топологического пространства 
(Х,С)  в том и только том случае, когда для любой точки 
х ^ Х  и каждой окрестности V этой точки существует такое 
U е  38, что х  е  U cz V. Очевидно, что топологическое простран
ство может иметь много баз. Всякая база обладает следующими 
свойствами:
(В1) Для  любых U\, U2 ^  38 и любой точки суще

ствует элемент U е  такой, что x < = U a U \ [ \ U 2-
3 Зак. 697
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(В2) Д ля  любого J t e X  существует элемент U ^З В , такой, что 
лее U.

В самом деле, первое свойство вытекает из того, что U1 OU2 — 
открытое множество, а второе есть следствие того, что X  — от
крытое множество.

Множество всех кардинальных чисел вида \38\, где 38— база 
топологического пространства (Х, С) ,  имеет наименьший эле
мент (так как всякое множество кардинальных чисел вполне 
упорядочено отношением < ) .  Это наименьшее кардинальное 
число называется весом топологического пространства ( Х , 0 )  
и обозначается через w ((х , а )).

Семейство называется предбазой топологического про
странства (Х,С) ,  если семейство всех конечных пересечений 
U\ П U* П • • • П Uk, где Ui  е  &  для г =  1, 2, . . . ,  k, является ба
зой пространства ( Х , 0 ) .

Семейство 38(х) окрестностей точки х  называется базой то
пологического пространства ( Х , 0 )  в точке х, если для любой 
окрестности V точки х  существует такой элемент U е  3S (х) , что 
х  е  U а  V. Легко показать, что если $  — база пространства 
(Х, С) ,  то семейство 38 (х), состоящее из всех элементов 38, со
держащих точку х, есть база пространства (Х,<У) в точке х. 
С другой стороны, если для каждой точки х ^ Х  задана база 
38 (х) пространства (Х,<У) в точке х, то объединение 38 =  U 38 (х)

хеХ
есть база пространства (Х , 0 ).

Характер точки х в топологическом пространстве (X , О) есть 
наименьшее кардинальное число вида \ЗВ(х)\, где 38 (х) — база 
(Х,С?) в точке х; это кардинальное число обозначается 
%(х, (Х,<У)). Характер топологического пространства (Х,С)  
есть точная верхняя грань всех кардинальных чисел %(х, ( Х , 0 ) )  
для это кардинальное число обозначается %((Х\ &)) .

Если х ( ( - ^ * ^ ) ) ^  то говорят, что пространство ( Х , 0 )  
удовлетворяет первой аксиоме счетностщ это означает, что в 
каждой точке х ^ Х  существует счетная база. Если w((X,C?))z£Z 
^  К0, то говорят, что пространство (X, О)  удовлетворяет второй 
аксиоме счетности; это означает, что (X, О ) имеет счетную базу.

Пусть (Х,С)  — топологическое пространство и для каждого 
х е Х  задана база 98(х) пространства (X,С) .  Семейство 
{38(х)}хевХ называется системой окрестностей топологического 
пространства (X, (?). Мы покажем, что всякая система окрестно
стей {38(х)}х(вХ обладает следующими свойствами:
(ВР1) Д ля  всякого х е Х  имеем 38(х)ф  0  и для всякого 

U е 38(х) имеем * ё ( / .
(ВР2) Если x ^ U e & ( y ) ,  то существует такое V ^ 3 8 ( x ) ,  что 

Vc z  U.
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(ВРЗ) Д ля  любых Uu U2^33(x)  существует такое U е  ЗВ(х), 
что U сг Ui П 0 2.

Свойство (BP 1) следует непосредственно из определения 
базы в точке х. Свойства (ВР2) и (ВРЗ) также следуют из 
этого определения, так как U ^ 3 $ (у),  a U\ f) Ua — открытые 
множества, содержащие х.

Пусть (Х,<У)— топологическое пространство; множество 
F cz X  называется замкнутым в этом пространстве, если его до
полнение X \ F  — открытое множество. Используя законы де 
Моргана и свойства (0 1 )— (03) открытых множеств, мы при
ходим к выводу, что семейство Ф замкнутых множеств обладает 
следующими свойствами, двойственными к свойствам (01) —
(03):
(С1)
(С2) Если F i & W  и е <ё ,  то F\ U F2 е  ЧИ.
(СЗ) Если st-a '& jTO  ^

Эти свойства можно переформулировать следующим обра
зом:
(С1') Все пространство и пустое множество суть замкнутые 

множества.
(С2') Объединение двух замкнутых множеств есть замкнутое 

множество.
(СЗ') Пересечение любого семейства замкнутых множеств есть 

замкнутое множество.
Докажем, например, (СЗ). Пусть { fs}s e S -  семейство замк

нутых множеств. По определению, дополнение US = X \ F S есть 
открытое множество для любого s e S .  Так как

П П ( X \ U S) =  X \  U и .
s e S  s e S  s e S

и так как объединение (J Us открыто в силу (03 ), то пересе-ssS
чение Г] Fs замкнуто.

s e S
Множества, которые являются одновременно и открытыми, и 

замкнутыми, называются открыто-замкнутыми.
Пусть А с : Х \  обозначим через Я?а семейство всех замкну

тых множеств, содержащих А. В силу (С1) имеем <&а Ф 0 ,  а из 
(СЗ) следует, что пересечение Я =  [)‘ё>А замкнуто. Легко видеть, 
что Л есть наименьшее замкнутое множество, содержащее А; 
это множество называется замыканием А. Очевидно, что мно
жество замкнуто в том и только том случае, если оно совпа
дает со своим замыканием.

Для любых подмножеств А, В  пространства X  имеем
(1) если A c z B ,  то AczB.

з*



В cajrtOM деле, из включения Л с = 5  следует, что Wb Cz Wa, 
откуда А а  В.

Докажем теперь следующее предложение.
1.1.1. Предложение. Д л я  любого A c z X  следующие условия 
равносильны-.

(i) точка х принадлежит А;
(и) для всякой базы 3$(х) в точке х и любого U e & ( x )  

имеем U (]А Ф  0 ;
(iii) существует база 3&(х) в точке х, такая, что U { ] А Ф 0  

для каждого U ^ ЗВ(х ) .
Доказательство. Для доказательства импликации (i)=*-(ii) 

допустим противное, т. е. что для базы 3&(х) в точке х суще
ствует такое U^&H(x) ,  что U [ \ A = 0 .  Тогда A c X \ U  и 
X \ U  Следовательно, A c : X \ U  и хф .А , т. е. (i) не имеет
места.

Импликация (ii)=>-(iii) очевидна. Остается показать, что
(iii)=»-(i). Допустим, что (i) не имеет места, т. е. х ф А .  Тогда 
существует замкнутое множество F еЧРд, такое, что xe£F.  Для 
открытого множества V =  X \ F  имеем
(2) хе=У  и V [ \ A = 0 .

Далее, для любой базы &$(х) в х существует такое U ^ 3 S ( x ) ,  
что х е  U с  V, и из (2) следует, что Uf \ A  — 0 ,  т. е. (iii) не 
имеет места. I
1.1.2. Следствие. Если U — открытое множество и U {] А =  0 ,  то 
и U(]A =  0 .

В частности, если U и V — непересекающиеся открытые мно
жества, то U flV  =  0  — Of \V.

Доказательство. Допустим, что существует х  е  U |") А, и возь
мем в качестве базы ЗВ(х) в точке х семейство всех окрестно
стей точки х. Из предложения 1.1.1 следует, что и ( ] А Ф 0 ,  а 
это противоречит нашему предположению. Таким образом, 
U ( ] A = 0 .  I

Наиболее важные свойства оператора замыкания перечис
лены в следующей теореме.
1.1.3. Теорема. Оператор замыкания обладает следующими свой

ствами:
(С01) 0  =  0 .
(С02) A cz А.

(СОЗ) /П Г в  =  а  U В.

(С04) (1) =  Л.
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Доказательство. Свойства (С01) и (С02) следуют непосред
ственно из определений, а свойство (С04) вытекает из того, что
Л — замкнутое множество. ____  ____

Изг (1) следует, что Ас=А\ }В  и B c z A \ } B .  Значит,
(3) л и я с Т ц в .

В силу (С 02), A c z A ,  В cz Б, и потому A (J В cz A U Б. По
следнее множество как объединение двух замкнутых множеств 
замкнуто; отсюда по определению замыкания получаем
(4) A U В с  Л U Б.

Формулы (3) и (4) устанавливают равенство (СОЗ). I  
Внутренность множества А а Х  есть объединение всех от

крытых множеств, содержащихся в А, или, что эквивалентно, 
наибольшее открытое множество, содержащееся в А. Это множе
ство обозначается IntA . Очевидно, что множество открыто тогда 
и только тогда, когда оно совпадает со своей внутренностью.

Следующее предложение является непосредственным след
ствием определения внутренности.
1.1.4. Предложение. Точка х принадлежит 1пЫ тогда и только 
тогда, когда существует такая ее окрестность U, что Ucz A .  I

Как показывает следующая теорема, оператор взятия внут
ренности тесно связан с оператором замыкания.
1.1.5. Теорема. Д ля  каждого A c z X  имеем

Int/4 = Х \ Х \ А .
Доказательство. Из (С02) вытекает включение Х \ А  cz 

с = Х \Л ; таким образом,
X \ X \ A c z  Х \  (Х \Л )  =  Л.

Так как множество Х \ Д \ Л  открыто, то
(5) Х \ Х \ A c z l n t A .
Для любого открытого множества U, содержащегося в Л, имеем 

Х \ А  cz X \ U  =  X \U -, 
используя (1), получаем

X \ A c z X \ U ,  или U c z X \ X \ A .
В частности,

М Л с А А Л .

Последнее включение вместе с (5) и устанавливает наше утвер
ждение. I
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Свойства оператора взятия внутренности двойственны свой
ствам (COl) — (С04) и перечислены в следующей теореме, ко
торая вытекает из утверждений 1.1.3, 1.1.5 и законов де Мор
гана,

1.1.6. Теорема. Оператор Int обладает следующими свойствами\
(101) IntX  =  Х.
(102) Int Л с  Л.
(103) Int (Л П Я )— Int Л П Int В.
(104) Int (Int Л) =  Int А. ■

1.1.7. Пример. Пусть X  — произвольное множество и О — 
семейство всех его подмножеств. Очевидно, что (Х,<У) — топо
логическое пространство. Каждое множество Л cz X  открыто
замкнуто. Всякое множество, содержащее точку х, является ее 
окрестностью. Семейство всех одноточечных подмножеств мно
жества X  образует базу пространства (Х,С) .  Эта база имеет 
минимальную мощность. Поэтому вес (X, О)  равен мощности 
множества X.  Для любой точки х ^ Х  семейство, состоящее из 
единственного множества {х}, есть база пространства (Х,С)  
в точке х. Это показывает, что (Х,<У) удовлетворяет первой ак
сиоме счетности. Каждое множество Л cz X  совпадает со своим 
замыканием и со своей внутренностью.

Такое топологическое пространство называется дискретным 
пространством, а О  называется дискретной топологией. I

1.1.8. Пример. Пусть X  — произвольное бесконечное множество, 
хо — некоторая точка в X  и О  — семейство, состоящее из всех 
подмножеств множества X, не содержащих хо, и всех подмно
жеств множества X, имеющих конечное дополнение. Легко уста
новить, что (Х ,С ) — топологическое пространство. Все одното
чечные подмножества X, за исключением множества {х0}, от
крыто-замкнуты; множество {*„} замкнуто, но не открыто. Се
мейство, состоящее из всех одноточечных множеств {х}, х ф х о, 
и из всех множеств вида X \ F ,  где F — конечное множество, об
разуют базу пространства (Х ,С ). Эта база имеет наименьшую 
мощность. Поэтому вес пространства (X, О) равен мощности 
множества X. Семейство, состоящее из всех одноточечных мно
жеств {х}, х ф х о, и из всех множеств вида Х \{ х } , есть пред- 
база пространства (X, О ) . Для каждого A cz X  имеем

Л, если Л конечно,
Л U {*о}, если Л бесконечно;
Л, если X \  А конечно,
Л \ { х 0}, если Х \ А  бесконечно.
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Отсюда вытекает, что любые два бесконечных замкнутых 
подмножества множества X  имеют непустое пересечение.!

Топологические пространства, построенные в следующих двух 
примерах, имеют особенно важное значение в общей топологии.

1.1.9. Пример. Пусть R — множество вещественных чисел и 0 — 
семейство, состоящее из всех множеств U cz R,  обладающих тем 
свойством, что для любого х е  U существует такое 8 >  0, что 
(х — е, х  -(- е) cz U. Очевидно, что семейство 0  обладает свой
ствами (0 1 )— (03). Из определения предела последовательно
сти следует, что множество A cz R замкнуто тогда и только 
тогда, когда вместе со всякой сходящейся последовательностью 
оно содержит также ее предел. Семейство всех открытых интер
валов с рациональными концами образует базу пространства 
(R, 0 ) .  Это база минимальной мощности; поэтому (R , 0 ) удов
летворяет второй аксиоме счетности и тем более первой.

Топология 0  называется естественной топологией веществен
ной прямой. 9

1.1.10. Пример. Пусть /  =  [0,1] — замкнутый единичный интер
вал и 0  — семейство всех множеств вида /  f) U, где U (Z.R от
крыто относительно естественной топологии прямой R. Очевидно, 
что (1,0)  — топологическое пространство. Семейство всех ин
тервалов вида (г\,г2), [0, т2) или (ги 1], где т\, г2— рациональ
ные числа и 0 <  гх <. г2 <  1, является базой пространства 
(I ,0 ) .  Все интервалы последних двух типов образуют предбазу. 
Пространство (1,0)  удовлетворяет и первой, и второй аксио
мам счетности. Множество A c z l  замкнуто в /  тогда и только 
тогда, когда А замкнуто в R.

Топология 0  называется естественной топологией замкнутого 
интервала I. I

Из приведенных выше примеров следует, что для заданного 
множества X  семейство 0  можно выбрать многими различными 
способами, так чтобы (X, 0 )  было топологическим простран
ством. Если 0 \  и 02  — две топологии на А" и 0 2c z 0 u  то гово
рят, что топология 0 \  сильнее (тоньше) топологии 0 2 или что 
топология 0 2 слабее (грубее) 0 \ .  Дискретная топология на X 
самая сильная. Слабейшая топология на X  состоит только из 0  
и Х\ она называется антидискретной топологией на X. Множе
ство, снабженное такой топологией, называется антидискретным 
пространством. Очевидно, что семейство всех топологий на мно
жестве X  упорядочено отношением включения.

Пусть X  — произвольное бесконечное множество, хо и х'0 — 
две различные точки в X, 0  — топология, определенная в 1.1.8, 
и 0 '  — топология, определенная подобным же образом для
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точки х'д. Легко показать, что топологии О  и С  несравнимы; 
никакая из них не тоньше другой.

В дальнейшем мы будем обычно рассматривать в ходе от
дельного рассуждения одну фиксированную топологию О  на 
множестве X  и для упрощения обозначений будем пользоваться 
символом X  вместо (X, <У). Соответственно мы будем писать 
w(X) ,  %(х,Х) и xW *  Эти обозначения не вполне точны, однако 
из контекста будет всегда ясно, какая топология на X  имеется 
в виду. Часто мы будем говорить просто «пространство» вместо 
«топологическое пространство».

Из свойства (СОЗ) оператора замыкания следует, что замы
кание конечного объединения множеств совпадает с объедине
нием замыканий этих множеств, т. е. оператор замыкания ко
нечно аддитивен. Как показывают простые примеры, этот опе
ратор не является счетно аддитивным (ср. с упр. 1.1.В). Опре
делим теперь важный класс семейств множеств, для которых 
оператор замыкания аддитивен.

Семейство подмножеств топологического простран
ства X  называется локально конечным, если для каждой точки 
j c e l  существует такая окрестность U, что множество { s e S :  
U П As Ф  0 }  конечно. Если любая точка х  е  X  имеет окрест
ность, которая пересекается не более чем с одним множеством 
данного семейства, то мы называем это семейство дискретным. 
Очевидно, что любое дискретное семейство, так же как и любое 
конечное семейство, локально конечно.
1.1.11. Теорема. Д ля каждого локально конечного семейства 
Ш . тЯ имеет место равенство и  и  А..

s e S  _____s s S

Доказательство. Включение As с : (J As для любого s e S
s e S  ________

следует из (1); значит, имеет место и включение U Л5с: (J А„.
s e S  s e S

Чтобы доказать обратное включение, заметим, что, в силу ло
кальной конечности семейства lAs}eeS , для любой точки
х  е  (J As существует такая окрестность U, что множество

s e S
So =  ( s e S :  и?[А8 ф 0 }  конечно. Из 1.1.1 вытекает, что х ф



1.1.12. Следствие. Пусть 2F — локально конечное семейство и 
F =  Ц&-. Если все элементы суть замкнутые множества, то и 
F — замкнутое множество. Если все элементы ЗГ открыто-замк
нуты, то F также открыто-замкнуто. I
1.1.13. Теорема. Пусть {As}s e S  — локально конечное (дискрет
ное) семейство; тогда семейство {As}s ̂  s также локально конечно 
(дискретно)1). I

В заключение этого параграфа мы приведем две теоремы 
о семействах открытых множеств в пространстве веса щ. Обе эти 
теоремы будут применяться в дальнейшем в этой книге.

1.1.14. Теорема. Пусть да (X) ̂  nt; тогда для любого семей- 
crea{Us}se S  открытых подмножеств X существует такое множе
ство So cz 5, что |So| ю и U Us — U Us.

s е  So s e S
Доказательство. Выберем базу 38 пространства X, удовлет

воряющую условию \38\ ^  т , и обозначим через Зво семейство 
всех U ^ 3 8 ,  таких, что существует s e S ,  для которого U cz Us. 
Всякому U ^ 3 8 о поставим в соответствие s ( U ) ^ S  так, чтобы 
выполнялось включение 
(6) U cz U,m .

Таким образом определена функция s из ЗЗо в S. Покажем, что 
множество So =  s(3B0)cz S  удовлетворяет условию теоремы. 
Прежде всего |So| =  |s (^o ) | ^ | ^ о | ^ | В ы б е р е м  точку 
л е  (J Us- Существуют такое s e S ,  что х е  Us, и такое U е 33,

s g S
что j c s  U cz Us. Ясно, что U & 380 и s ( U ) ^ S o -  Из включения
(6) вытекает, что

X€=U czUs(U)<=z U u s.

Следовательно, (J Us cz [J Us. Обратное включение оче-
s e S  S<= S0

видно. ■

1.1.15. Теорема. Пусть w (X) ^  m; тогда для любой базы 38 про
странства X  найдется такая база <38о, что | $ о | ^ т  и gS0cz38.

Доказательство. Пусть сначала ш ^  tto; выберем такую базу 
=  {Wt}te. T пространства X, что [ r j ^ r a .  Пусть ^  =  {£/s}s s S ;
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’) Способ, которым используются скобки, позволяет нам делать одно
временно два параллельных утверждения. Читая первое утверждение, не 
следует принимать во внимание слова, стоящие в скобках. Читая второе 
утверждение, следует опустить слова, стоящие непосредственно перед скоб
ками.
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ПОЛОЖИМ

S{t) =  { s e S :  U s d W t }, t e T .

Так как 3$ — база пространства X , то [j Us — Wt. В силу
s s S ( f )

1.1.14, существует множество S o(f)c=  S( t ) ,  такое, что
(7)
(8)

I S o W K » ,

Положим SHq — {Us}ssSl{t)r ttsT- Так как 1^1^® » из (?) и из 
равенства т 2 = т  следует, что \ЗВа\ ^  ш. Покажем теперь, что ЗВ0 
есть база. Возьмем произвольную точку х е Х  и ее окрестность 
V. Так как З&х является базой, то существует такое t ^ T ,  что 
x e  Wt cz V. В силу (8), найдется такое s ^ S o ( t ) ,  что

Очевидно, что Us ^3So, а это и означает, что — база про
странства X.

В случае конечного ш следует показать, что если $ \  — база 
и 13$i j =  w(X)  ^  m, то 3h а  Л\  этот шаг предоставляется чита
телю в качестве упражнения. 1
1.1.16. Замечание. Заметим, что в доказательстве теоремы 
1.1.14 мы не использовали тот факт, что члены семейства <% — 
открытые множества. Все, чем мы воспользовались, — это то, 
что | Л | ^ т  и что для каждой точки J t e l  и ее окрестности V 
существует такое U е ч т о  x ^ U  cz V (ср. с понятием сети, 
введенным в § 3.1, и теоремой 3.8.12).

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Возникновение общей топологии есть следствие перестройки 
оснований математического анализа, происходившей в течение 
XIX столетия. Попытки освободить анализ от наивной геомет
рической интуиции и соображений механики, к которым обра
щались создатели анализа И. Ньютон (1642—1727) и Г. Лейб
ниц (1646—1716), привели к точному определению предела 
(Ж. Даламбер (1717—1783) и О. Л. Коши (1784—1857)), к 
формулировке признаков сходимости бесконечных рядов 
(К  Ф. Гаусс (1777—1855)) и к прояснению понятия непрерыв
ной функции (Б. Больцано (1781—1848) и Коши). Необходи
мость постановки анализа на прочный фундамент стала осоз
нана всеми после открытия ряда патологических явлений при 
изучении сходимости тригонометрических рядов (Н. Г. Абель 
(1802— 1829), П. Г. Лежен Дирихле (1805—1859), П. Дюбуа-

x ( =Us<=Wt czV.
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Реймон (1831— 1889)) и построения первых примеров нигде не 
дифференцируемых непрерывных функций (Больцано, Б. Риман 
(1826— 1866) и К. Вейерштрасс (1815— 1897) соответственно 
в 1830, 1854 и 1861 гг.). Последние примеры разрушили обще
принятые представления и привели к пересмотру понятия чис
ла и к возникновению строгих теорий вещественных чисел. Наи
более важными из них были: теория, предложенная независимо 
Ш. Мерэ (1835—1911) и Г. Кантором (1845—1918), в которой 
вещественные числа были определены как классы эквивалент
ности последовательностей Коши рациональных чисел, и теория, 
предложенная Р. Дедекиндом (1831—1916), в которой веще
ственные числа были определены как сечения в множестве ра
циональных чисел. Обе теории давали описание топологической 
структуры вещественной прямой.

Общая топология обязана своим возникновением серии ра
бот Кантора, опубликованных в 1879—1884 гг. Обсуждая про
блемы единственности тригонометрических рядов, Кантор сосре
доточился на изучении множеств «исключительных точек», в ко
торых можно было опустить некоторые условия теорем, не на
рушая их заключений. Впоследствии он посвятил себя исклю
чительно исследованию множеств, создав, таким образом, одно
временно теорию множеств и общую топологию. Кантор опре
делил и изучил несколько фундаментальных понятий топологии 
в рамках подмножеств евклидовых пространств. В дальнейшем 
ряд важных понятий, также относящихся к подмножествам 
евклидовых пространств, были введены в период 1893—1905 гг. 
К. Жорданом (1838—1922), А. Пуанкаре (1854—1912), Э. Бо- 
релем (1871—1956), Р. Бэром (1874— 1932) и А. Лебегом 
(1875—1941).

Решительным шагом вперед стал переход от евклидовых про
странств к абстрактным пространствам. Здесь первопроходцем 
был Риман. В 1854 г. он ввел и изучил понятие двумерного мно
гообразия и указал на возможность изучения многообразий бо
лее высоких размерностей, так же как и пространств функций. 
Примерно около 1900 г., когда фундаментальные топологические 
понятия уже были введены, появилось несколько работ, в кото
рых некоторые специальные множества наделялись естествен
ными для их структур топологиями. Среди них: множество кри
вых (Дж. Асколи (1843—1896)), множество функций (К. Ар це
ла (1847—1912), В. Вольтерра (1860—1940), Д. Гильберт 
(1862—1943), И. Фредгольм (1866—1927)) и множество прямых 
и плоскостей трехмерного пространства (Борель). Таким обра
зом была подготовлена почва для аксиоматического подхода к 
понятию предела и, более общо, к понятию близости точки и 
множества.
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Происхождение общей топологии, которое мы здесь подыто
жили весьма кратко, исчерпывающим образом изложено в книге 
Мангейма [1964]. История первых лет общей топологии тща
тельно описана у Розенталя и Зоретти [1924] и у Титце и Вьето- 
риса [1930]. Богатую историческую информацию можно найти 
также в двухтомнике К. Куратовского [1966] и [1968].

Абстрактные пространства с топологической структурой впер
вые были введены Фреше [1906] и Риссом [1907], [1908]. Фреше 
определил свои пространства в терминах сходящихся последо
вательностей (см. задачу 1.7.18), а Рисс — в терминах точек на
копления. Серьезным недостатком подхода Фреше было огра
ничение счетными последовательностями, что приводило к слиш
ком узкому классу пространств. Тем не менее была разработана 
теория, основанная на определениях Фреше (см. его книгу 
[1926]). С другой стороны, определение Рисса было слишком 
общим (оператор замыкания определялся присоединением к 
множеству всех его точек накопления и не удовлетворял усло
вию (С 04)) и слишком сложным. Теория, основанная на этом 
определении пространства, за исключением сделанного Риссом 
беглого наброска, не получила дальнейшего развития. Первое 
удовлетворительное определение топологического пространства 
принадлежит Хаусдорфу [1914]. Он определил топологическое 
пространство как абстрактное множество, снабженное системой 
окрестностей, удовлетворяющей условиям (ВР1) — (ВРЗ) и ус
ловию (ВР4) § 1.5. Хаусдорф развил идею, появившуюся в ра
ботах Гильберта [1902] и Г. Вейля [1913], которые дали аксио
матическое описание в терминах окрестностей плоскости (Гиль
берт) и римановой поверхности (Г. Вейль). Вклад Хаусдорфа 
состоял в том, что он придал необходимую общность понятиям, 
введенным предшественниками, и развил систематическую и ис
черпывающую теорию. Книгу Хаусдорфа [1914] стоит просмот
реть хотя бы для того, чтобы убедиться, насколько прозрачно, 
точно и изящно она написана, что позволяет с удовольствием 
читать ее и через 70 лет после выхода. Другая система аксиом 
была предложена Р. Мором. В своей книге [1932] (исправлен
ное издание [1962]) он приводит аксиоматическое описание 
плоскости и подробно обсуждает абстрактные пространства, опи
сываемые частичными множествами аксиом; первоначальный 
вариант этого подхода можно найти в его статье [1916].

Определение топологического пространства, данное здесь и 
принятое теперь повсеместно, было впервые сформулировано 
Куратовским [1922] в терминах оператора замыкания, удовлет
воряющего условиям (COl) — (С04). Понятия открытого и зам
кнутого множеств, а также замыкания и внутренности были 
введены и изучены Кантором в классе подмножеств евклидовых 
пространств. Хаусдорф обобщил их на абстрактные простран



1.1. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 45

ства в своей работе [1914], где изложены также обе аксиомы 
счетности. Понятие локально конечного семейства было введено 
П. С. Александровым [1924].

УПРАЖНЕНИЯ

1.1 .А. Проверьте, что для любых подмножеств Л и В тополо
гического пространства имеют место включения

А ( ]В  с; Л Л -8 и А \  В с  А \ В .

Заметим, что включения нельзя заменить на равенства.
1.1.В. Покажите, что для любой последовательности А\, А2, . ■. 

подмножеств топологического пространства имеет место равен
ство

U A t — и  Л«и П U A i+j.»=i г=1 г= 1 /=о

Покажите на примере, что это равенство перестанет быть вер
ным, если опустить второе слагаемое в правой части.

1.1.С (Куратовский [1922а]). Подмножество U топологиче
ского пространства, удовлетворяющее условию U —  Int О, на
зывается каноническим открытым множеством.

(a) Проверьте, что внутренность замкнутого множества есть 
каноническое открытое множество.

(b) Покажите, что пересечение двух канонических открытых 
множеств есть каноническое открытое множество. Заметим, что 
объединение двух канонических открытых множеств может не 
быть каноническим открытым множеством.

(c) Проверьте, что для канонических открытых множеств U 
и V включение U с= V имеет место в том и только том случае, 
если V сzV.

(d) Докажите, что для любого семейства {Us}s sS  канониче
ских открытых множеств в топологическом пространстве X  мно
жество Int f  (J UА  есть наименьшая верхняя грань, а множе-

\seS /
ство Int (  П £/Л есть наибольшая нижняя грань семейства

\ s e S  /
{C/s}seS в семействе всех канонических открытых множеств в X, 
упорядоченном по включению.

(e) Подмножество А топологического пространства, удовлет
воряющее условию А —  Int А , называется каноническим замкну
тым множеством. Покажите, что А есть замкнутое множество 
в том и только том случае, если его дополнение есть канониче
ское открытое множество.
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Сформулируйте и докажите свойства канонических замкнутых 
множеств, двойственные свойствам канонических открытых мно
жеств, установленным в (а) — (d).

1.1.D. Покажите, что для любого семейства топологий 
на множестве X  существует топология на X, являющая

ся наименьшей верхней гранью (т- е- грубейшей топо
логией в семействе всех топологий, более тонких, чем любая 
Os),  а также что существует топология на X, которая является 
наибольшей нижней гранью {£?s}seS (т. е. тончайшей топологией 
в семействе всех топологий, которые грубее, чем каждая 0 S).

1.2. МЕТОДЫ ВВЕДЕНИЯ ТОПОЛОГИИ

Пусть X  — произвольное множество; под введением тополо
гии на X  мы понимаем выбор семейства О  подмножеств X, 
удовлетворяющих условиям (01) — (03), т. е. такого семейства 
О, что пара (X, О) есть топологическое пространство. Часто бы
вает удобнее давать косвенное описание семейства открытых 
множеств. Мы приведем несколько методов введения топологий, 
которые заключаются в том, что определяется база, или система 
окрестностей, или семейство замкнутых множеств, или оператор 
замыкания, или, наконец, оператор взятия внутренности.
1.2.1. Предложение. Пусть даны множество X и семейство 38 
его подмножеств, удовлетворяющее условиям (B l)— (В2). Пусть
О — семейство всех подмножеств множества X, являющихся 
объединениями, подсемейств семейства 38, т. е.

U е  0  тогда и только тогда, когда U — \J38o, где 3§0 — под
семейство семейства

Семейство 0  удовлетворяет условиям  (01) — (03 ). Семейство $8 
является базой топологического пространства ( Х , 0 ) .

Топология 0  называется топологией, порожденной базой 38.

Доказательство. Условие (01) выполнено, так как 0  =  [}38о 
при 38о =  0  и, в силу (В2), X — [)380 при 38а — 38. Пусть 
U1, t/2 e < ? ; тогда Ut —  IJ Us и U2=  U Uu где Us, Ut ^ 38 ,

s e S  < <= T
s e  S и t s T .  Так как

Uif[U2 =  U us л ut,
s<=S. f e T

то для доказательства выполнения условия (02) достаточно 
показать, что Us П Ut есть объединение некоторого подсемей
ства из 38.
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В силу (В1), для каждого x ^ U s f \Ut  существует такое 
U (х ) ^38 ,  что л е  U(x)cz Us П Ut, а это влечет за собой соот
ношения

Us ()Ut =  U&0, где &0 — { U ( x ) : x ^ U s (\Ut}.

Условие (03) выполнено по определению семейства С.
Очевидно, что 38 является базой пространства (X,О) .  S

1.2.2. Пример. Пусть К  — множество всех вещественных чисел, а 
38 — семейство всех интервалов [х, г ) , где х, г е  К, х <  г п г — 
рациональное число. Легко проверить, что семейство 38 обладает 
свойствами (B l) — (В2).

Элементы семейства 38 суть открыто-замкнутые множества 
относительно топологии, порожденной базой 38. Ясно, что 
\38\ =  t. Покажем, что w(K) =  t. Пусть 91 — семейство открытых 
подмножеств в К, такое, что |^й| С  с. Существует точка х о е  К, 
которая не является точной нижней гранью никакого элемента 
семейства 91. Открытое множество [х0, х0 +  1) нельзя предста
вить в виде объединения подсемейства семейства 91, и, следова
тельно, 91 не является базой для К.

Пространство К называется прямой Зоргенфрея. I

1.2.3. Предложение. Пусть даны множество X и совокупность 
{&(*)}Х^ х  семейств его подмножеств, обладающих свойствами 
(ВР1) — (ВРЗ). Пусть О — семейство всех подмножеств X, яв
ляющихся объединениями подсемейств семейства М 38 (х). Тогда

х<= X
семейство О  удовлетворяет условиям  (0 1 )— (03). Совокупность 
{38(х)}Х̂ х есть система окрестностей топологического простран
ства (Х,С) .

Такая топология О  называется топологией, порожденной си
стемой окрестностей {98 I

1.2.4. Пример. Пусть L — подмножество плоскости, определен
ное условием у  ^  0, т. е. замкнутая верхняя полуплоскость. Обо
значим через L\ прямую у =  0 и положим L2 =  L \ L i .  Для каж
дого x e L i  и г >  0 пусть U(x , r )— множество всех точек из L, 
лежащих внутри круга радиуса г, касающегося L\ в точке х.
Пусть далее Ui{x)= U(x,  l/i)U{*}, t =  1, 2..........Для каждого
л е 1 2 и г > 0  пусть U(x,r)  — множество всех точек из L, ле
жащих внутри круга радиуса г с центром в точке х, и пусть 
Ui ( x ) =  U( x , l / i ) ,  i =  1, 2, . . .  . Легко проверить, что совокуп
ность {9В (x)}x<_L, где 98(x) =  {Ui {x)}'^=,, обладает свойствами 
(ВР1) — (ВРЗ).
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Множество L\ замкнуто относительно топологии, порожден
ной системой окрестностей {$  {х)}х е  х .

Пространство L называется плоскостью Немыцкого. 9

1.2.5. Предложение. Пусть даны множество X и семейство W его 
подмножеств, обладающее свойствами (С1) — (СЗ). Семейство

0 = { X \ F : f e ^ }

удовлетворяет условиям  (01) — (03). Семейство Ч? есть семей
ство всех замкнутых множеств топологического пространства 
( Х , 0 ) .

Такая топология О называется топологией, порожденной се
мейством замкнутых множеств г&. 9

1.2.6. Пример. Пусть X  — произвольное бесконечное множество 
и ^  — семейство, состоящее из всех конечных подмножеств мно
жества X  и самого X. Легко показать, что семейство обладает 
свойствами (С1) — (СЗ).

Открытые множества в X  относительно топологии, порожден
ной семейством *8 замкнутых множеств, суть все дополнения к 
конечным множествам и пустое множество. Любые два непу
стых открытых множества в X  имеют непустое пересечение. I

1.2.7. Предложение. Пусть даны множество X и некоторый опе
ратор, приписывающий каждому множеству А с Х  множество 
A c z X  так, что выполнены условия (С01) — (С04). Семейство

0  =  { Х \ А :  А =  А}

удовлетворяет условиям  (01) — (03). Д ля каждого А а  X мно
жество А является замыканием множества А в топологическом 
пространстве ( Х , 0 ) .

Такая топология О называется топологией, порожденной опе
ратором замыкания -  .

Доказательство. Чтобы доказать первую часть предложения, 
достаточно показать, что семейство 4?— {А: А = А }  обладает 
свойствами (С1) — (СЗ). Так как A c z X  для любого A c z X ,  то, 
в частности, X cz X,  и потому, учитывая (С 02), получаем Х =  Х. 
В силу (С 01), имеем 0  =  0 .  Таким образом, семейство “S’ об
ладает свойством (С1). Выберем Fь F2 ^ 4 ? ,  т. е. Fi =  F1 и 
F2 =  F2. В силу (СОЗ),

Fi U F2 — Fi (J Рг =  F\ U F»,

и потому F\ U F2 е  SP. Таким образом, семейство обладает 
свойством (С2).
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Заметим, что (СОЗ) обеспечивает монотонность оператора 
замыкания:

если А с  В, то А а  В.

В самом деле, если Л с  В, то Л (J В =  В и A\J В =  А{} В — В. 
Последнее равенство означает, что Л с  В.

Рассмотрим теперь семейство {F Jsses элементов т. е.
пусть FS =  FS, s ^ S .  Так как f) Fs czFs, то в силу (1),______ S £= S______
п > .  с: FS= F S, а отсюда следует, что f] с  П ^  Последнее

$ е  S j s e S  s e_S______

включение вместе с (С02) показывает, что f| Fs — ПseS s<=S
Таким образом, семейство обладает свойством (СЗ).

Пусть символ А обозначает замыкание множества А в то
пологическом пространстве ( Х , 0 ) .  Мы должны показать, что 
А =  А для каждого A c z X .  В силу (С 0 4 ), для каждого A c z X  
имеем Л е ? ,  следовательно, AczA.  Далее, для любого замкну
того подмножества F c .J ( ,  содержащего А, т. е. такого, что 
F =  F и А с  F, имеем A c z F  =  F в силу (1). Следовательно, 
A c z A  =  (]{F:F =  F и A c z F } ,  что и доказывает равенство 
А =  А. В
1.2.8. Пример. Пусть X  — произвольное множество, содержащее 
более одной точки, и пусть хй — некоторая точка_в X. Положим 
Я =  Ли{*о} Для каждого непустого A c z X  и 0  =  0 .  Опреде
ленный таким образом оператор замыкания удовлетворяет усло
виям (C O l)— (С 04). Множество {*о}— единственное одноточеч
ное множество в X,  замкнутое относительно топологии, порож
денной этим оператором замыкания. Другие одноточечные мно
жества открыты, но не замкнуты. I
1.2.9. Предложение. Пусть даны множество X  и некоторый опе
ратор, ставящий в соответствие каждому множеству A c z X  мно
жество Int A cz X таким образом, что выполнены условия 
(101) — (104). Семейство

(У =  {А: А =  Int А}

удовлетворяет условиям  (0 1 )— (03). Д ля  любого A c z X  мно
жество Int Л является внутренностью А в топологическом про
странстве ( Х , 0 ) .

Такая топология О  называется топологией, порожденной опе
ратором взятия внутренности Int. 1
1.2.10. Пример. Пусть X  — произвольное множество, содержащее 
более одной точки, и пусть X0 cz X — такое подмножество, что

4 Зак. 697
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|Х \Х 0|> -1 .  Положим Int Л =  Л f) Хо для любого собственного 
подмножества А а Х  и Int ЛГ =  Х. Определенный таким образом 
оператор взятия внутренности удовлетворяет условиям (101)—
(104). Все подмножества множества Х0 и все пространство — 
единственные подмножества пространства X, которые открыты 
относительно топологии, порожденной этим оператором. Если 
Хо — пустое множество, то X  является антидискретным про
странством.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Разнообразные методы порождения топологий были впервые 
систематически описаны Хаусдорфом [1927]. Прямая Зоргенф- 
рея фактически появилась в работе Александрова и Урысона 
[1929], но только после появления работы Зоргенфрея [1947] 
она стала «универсальным контрпримером» в общей топологии 
(см. примеры 2.3.12, 3.8.15 и 5.1.31). Плоскость Немыцкого была 
определена (со ссылкой на Немыцкого) Александровым и Хоп- 
фом [1935]. Она представляет собой другой «универсальный 
контрпример» (см. примеры 1.5.9 и упр. 5.2.С(Ь) и 5.3.В(а)). 
Модификации прямой Зоргенфрея и плоскости Немыцкого до 
сих пор поставляют важные и интересные примеры (см. 
упр. 3.1. I и 5.4. В).

УПРАЖНЕНИЯ

1.2.А. Сформулируйте и докажите предложение, аналогичное 
предложениям этого параграфа, о топологии, порожденной пред- 
базой.

1.2.В. Пусть X  — произвольное множество и 9В\, — две со
вокупности семейств его подмножеств, удовлетворяющие усло
виям (B l) — (В2). Покажите, что топологии, порожденные ба
зами М\ и 3S2, совпадают в том и только том случае, если для 
любого х е Х  я любого U е  содержащего х, существует та
кое V е  Зв2, что х е  V сг U, а для любого V е  3&2, содержащего 
х, существует такое U е  38и что х  е  U cz V.

Сформулируйте и докажите аналогичное утверждение для 
топологий, порожденных системами окрестностей.

1.2.С. Проверьте, что для топологического пространства 
( Х , 0 )  и его базы (системы окрестностей, семейства всех замк
нутых множеств, оператора замыкания, оператора взятия внут
ренности) топология, порожденная в X  этой базой (системой 
окрестностей, и т. д.), совпадает с исходной топологией про
странства X.
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1.3. ГРАНИЦА МНОЖЕСТВА, 
ПРОИЗВОДНОЕ МНОЖЕСТВО.

ПЛОТНЫЕ И НИГДЕ НЕ ПЛОТНЫЕ МНОЖЕСТВА.
БОРЕЛЕВСКИЕ МНОЖЕСТВА

В § 1.1 были определены два оператора на семействе всех 
подмножеств топологического пространства: оператор замыка
ния и оператор взятия внутренности. Были также определены и 
изучены два семейства подмножеств топологического простран
ства: открытые множества и замкнутые множества. Этот пара
граф является продолжением § 1.1. Мы определим и изучим 
еще два оператора и ряд новых семейств подмножеств в топо
логических пространствах.

Для любого подмножества А топологического пространства 
X определим границу множества А как множество

Fr А = Л П ( Х \ А )  =  А \ Ш  А.

Из предложения 1.1.1 следует

1.3.1. Предложение. Точка х принадлежит границе F t А в том 
и только том случае, если для каждого элемента некоторой 
{или, что эквивалентно, любой) базы 9§(х) в точке х мы имеем 
U [\ А Ф  0  Ф  U \A .  I

Наиболее важные свойства граничного оператора перечис
лены в следующей теореме.

1.3.2. Теорема. Граничный оператор обладает следующими свой
ствами:

(i) Ш А  =  А \ F t A; (v) F r ( X \ A )  =  FrA\
(ii) А =  A U Fr A; (vi) X = ln t A U Fr A U Int (X \  А)\
(Iii) Fr (Л U #) с: Fr Л (J Fr В; (vii) Р г Л с Р г Л ;  
(iv) Fr (Л Л В) с: Fr Л U p r в > (viii) Fr Int Л с  Fr Л;

(ix) Л открыто тогда и только тогда, когда Fr Л = Л \ Л ;
(x) Л замкнуто тогда и только тогда, когда Fr Л = Л \ 1 п Ы ;

(xi) Л открыто-замкнуто тогда и только тогда, когда 
Fr Л = 0 .

Доказательство. Свойства (i) — (xi) проверяются простыми 
вычислениями. В качестве образца докажем соотношения (i) 
и (iii):

Л \  Fr Л —- Л \  [Л П Х А Л ] =  (Л \  Л) U (Л \  Г \ Л )  =  
=  Л \ Х А Л  =  ЛЛ Int Л =  Int Л;

4*
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¥г(А[)В)  =  А Ц В П ( Х \ ( А ( ) В ) )  =  ( А \ ) В ) П ( Х \ А ) П ( Х \ В ) с 1  
с ( А и В ) П Г ^ П ^ ^ ^ ( А П Т ^ ) и ( В ( \ ] Г ^ )  =
=  FrA[ ) FrB.  |

Точка х топологического пространства X называется точкой 
накопления (предельной точкой) множества Л c l ,  если х е  
е Л \ { 4 .  Множество точек накопления множества А называет
ся производным множеством множества А и обозначается Ad.

1.3.3. Предложение. Точка х принадлежит Ad в том и только 
том случае, если каждый элемент U некоторой (или, что экви
валентно, любой) базы 3$(х) в точке х содержит хотя бы одну 
точку множества Л, отличную от х .

Доказательство. Допустим, что х — точка накопления множе
ства А. По определению, x g A \ { x } .  Следовательно, для каж
дого U ^ $ ( x )  пересечение £ / П Й \ М )  непусто, т. е. U содер
жит точку множества Л, отличную от х.

Если каждый элемент U некоторой базы $ ( х )  в точке х со
держит некоторую точку множества Л, отличную от х 7 т. е. 
i / Л {*})¥= 0  для каждого то х е Л \ { х ]  в силу
1.1.1, а это и означает, что х е Л а. I

Точки множества Л \ Л а называются изолированными точ
ками множества Л. Точка х является изолированной точкой про
странства X  в том и только том случае, если одноточечное 
множество {х} открыто. В самом деле, множество {*} открыто 
тогда и только тогда, когда {х} =  Х \ Х \ { х } ,  т. е. когда

Доказательство следующей теоремы предоставляется чита
телю.

1.3.4. Теорема. Производное множество обладает следующими 
свойствами:

(i) A — A U Ла;
(И) если A c z B ,  то А й cz Bd; 

(Ш) G4UB;d = 4 dUBd;
(iv) U A ds =  ( U A s Y . I

s e S  V s e S  /
Введем теперь несколько новых семейств множеств в тополо

гических пространствах.
Множество Л cz X называется всюду плотным в X , если 

Л =  Х.
Множество A cz X называется коплотным в X , если Х \ А  

всюду плотно.



Множество А с Х  называется нигде не плотным в X, если А 
коплотно.

Множество A c z X  называется плотным в себе, если A cz A d.
1.3.5. Предложение. Множество А всюду плотно в X тогда и 
только тогда, когда любое непустое открытое подмножество в X  
содержит точки множества А.

Множество А коплотно в X тогда и только тогда, когда лю
бое непустое открытое множество в X содержит точки дополне
ния множества А.

Множество А нигде не плотно в X тогда и только тогда, 
когда любое непустое открытое множество в X содержит непу
стое открытое подмножество, не пересекающееся с множе
ством А. I

Следующие две теоремы будут часто применяться в дальней
шем.
1.3.6. Теорема. Если А всюду плотно в X, то для любого откры
того U с  X

О =  U (]А.
Доказательство. Для любой точки х  е  U и любой ее окре

стности W пересечение W Л U открыто и непусто. В силу 1.3.5, 
W Г) U П А ф  0 ;  тогда из 1.1.1 следует, что х е  U Л А. Таким об
разом, имеет место включение O c z U f \ A .  Обратное включение 
очевидно. 1

Плотность пространства X определяется как наименьшее кар
динальное число вида |Л |,  где Л — всюду плотное подмноже
ство пространства X. Это кардинальное число обозначается 
d(X).  Если d ( X ) ^ t i 0, то говорят, что пространство X сепара
бельно.
1.3.7. Теорема. Д ля  каждого топологического пространства X 
имеет место неравенство d(X)  ^  w(X).

Доказательство. Пусть М = {U S}S^ S — база пространства 
X, состоящая из непустых множеств и такая, что |S | =  m =  
=  w (X) . Для каждого s e S  выберем некоторую точку as е  Us. 
Покажем, что множество Л = { а 5: s e S }  всюду плотно в X. 
В самом деле, каждое непустое открытое подмножество про
странства X  содержит некоторое Us е  3&\ следовательно, оно со
держит точку as е  Л. Так как | Л | ^  |S | = m , то d { X te>(X). I
1.3.8. Следствие. Каждое пространство, удовлетворяющее второй 
аксиоме счетности, сепарабельно. ■
1.3.9. Примеры. В дискретном пространстве граница и производ
ное множество любого множества пусты и единственным всюду 
плотным множеством является само пространство. Множество
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всех рациональных чисел, так же как и множество иррациональ
ных чисел, оба всюду плотны и коплотны на вещественной пря
мой и на прямой Зоргенфрея. Множество L2 всюду плотно на 
плоскости Немыцкого L, множество L\ нигде не плотно в L. Про
изводное множество множества L\ пусто, а множество L2 плотно 
в себе. Точка х0— единственная точка накопления пространства 
X  из примера 1.1.8, другие его точки изолированы. Вещественная 
прямая R, интервал /, прямая Зоргенфрея К и плоскость Не
мыцкого L все сепарабельны. Дискретное пространство сепара
бельно лишь в случае, когда |Х | ^  К0. 1

Как мы знаем, пересечение счетного множества открытых мно
жеств не обязательно открыто, так же как и объединение счет
ного множества замкнутых множеств не обязательно замкнуто. 
Все подмножества топологического пространства X, которые мо
гут быть получены из открытых, а также из замкнутых подмно
жеств пространства X  с помощью взятия счетных объединений, 
пересечений и дополнения, особенно регулярны с топологической 
точки зрения, и семейство таких подмножеств заслуживает изу
чения. Под семейством борелевских множеств в топологическом 
пространстве X  мы понимаем наименьшее семейство 9* подмно
жеств пространства X, удовлетворяющее следующим условиям: 
(BS1) семейство 9> содержит все открытые подмножества про

странства X;
(BS2) если А ^ 9 >, то Х \Л  е !?;

оо

(BS3) Если Ai е  9> для i =  1, 2.........то (J Лг е  9>.
i = 1

Существование наименьшего семейства 9*, удовлетворяющего 
сформулированным условиям, следует из того простого сообра
жения, что семейство всех подмножеств пространства X  удов
летворяет условиям (BS1) — (BS3) и что для любой совокуп
ности семейств, удовлетворяющих (BS1) — (BS3), общая часть 
всех семейств в данной совокупности есть семейство, удовлетво
ряющее указанным условиям. Следовательно, семейство боре
левских множеств в X  можно было бы определить как общую 
часть всех семейств 9>, удовлетворяющих условиям (BS1) — 
(BS3). Заметим, что в определении борелевских множеств усло
вие (BS1) может быть заменено условием
(BS1') семейство 91 содержит все замкнутые подмножества про

странства X, 
а условие (BS3) может быть заменено условием

оо

(BS3') если Ai е  9 ,  i =  1, 2, . . . ,  то f | A t е  9 .
i = 1

В самом деле, объединение условий (BST) и (BS2) эквива
лентно объединению условий (BS1) и (BS2), а объединение
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условий (BS2) и (ВS3') эквивалентно объединению условий 
(BS2) и (BS3).

Возникает вопрос, существуют ли подмножества простран
ства X, не являющиеся борелевскими множествами. Очевидно, 
что ответ зависит от пространства X. Так, например, все под
множества дискретного пространства суть борелевские множе
ства. Однако, вообще говоря, в топологических пространствах 
существуют множества, не являющиеся борелевскими (см. 
упр. 1.3.G).

Теория борелевских множеств является хорошо разработан
ной частью общей топологии, но, чтобы получить интересные 
и глубокие результаты о борелевских множествах, следует огра
ничить класс рассматриваемых пространств (см. задачи 1.7.5,
4.5.7, 4.5.8 и 7.4.22).

Самые привычные борелевские множества кроме открытых и 
замкнутых множеств суть счетные объединения замкнутых мно
жеств и счетные пересечения открытых множеств. Первые на
зываются Fa-множествами, а вторые G^-множествами. Очевидно, 
что дополнение /Vмножества является Gj-множеством, и наобо
рот. Пересечение двух /Vмножеств есть опять /Vмножество.

со оо

В самом деле, если Е =  (J Et и /7 — (J Fj, где £,• и Fj — замкну-
i =  i / = 1

оо
тые множества, то Е П F =  [ j (Et (]F,), так что Е  П F есть Fа-

«. У-1
множество. Подобным же образом объединение двух (?4-мно- 
жеств есть б б-множество. Очевидно, что счетное объединение 
(пересечение) F„-множеств (б а-множеств) есть /•'„-множество 
(Gj-множество). Множество всех рациональных чисел является 
Fa-множеством на вещественной прямой R.  Тот факт, что оно 
не является Gj-множеством, не столь очевиден (см. упр. 3.9.В).

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Понятия границы множества, производного множества, всюду 
плотного и нигде не плотного множества были введены Канто
ром, который установил также основные свойства этих объектов. 
Сепарабельные пространства были введены Фреше [1906]. Оп
ределение борелевских множеств впервые было дано Борелем 
для подмножеств вещественной прямой. Теория борелевских 
множеств была заложена Лебегом [1905] (для евклидовых про
странств) и Хаусдорфом [1914] (для метрических пространств).

УПРАЖНЕНИЯ

1.3.А. Проверьте, что если множества А и В удовлетворяют 
условию А Л В = 0 = Л П В ,  то F r(4  U B) =  Fr A U Fr В.
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1.3.В. Пустъ{А3}31_3 — локально конечное семейство подмно
жеств топологического пространства X.

(a) Покажите, что Fr (  [J АЛ  с ; (J FvAs.VseS / seS
(b) Проверьте, что если все элементы семейства {Л8}5е3 

нигде не плотны, то и объединение (J нигде не плотно в X.
S 6Е 5

1.3.С. Для каждого положительного целого п множество Л(га>, 
п-е производное множество подмножества А топологического 
пространства X, определяется по индукции формулами

Л<‘) =  ЛЙ, Л<«> =(Л<л- 1>)с1.

(a) Приведите пример множества вещественных чисел, имею
щего три различных последовательных производных множества.

(b) Приведите пример множества вещественных чисел, кото
рое имеет бесконечно много отличных друг от друга производ
ных множеств.

1.3.D. (а) Обобщите 1.3.6, доказав, что для каждого откры
того множества U топологического пространства X  и любого 
A c z X

U ( ] i = U f \ A .

Указание. Примените второе включение из упр. 1.1.А и ра
венство и  =  х \ х \  и.

(Ь) Докажите, что для каждого замкнутого множества F то
пологического пространства X  и любого A c z X  имеет место ра
венство

lnt (F [ ) l n t A ) = l n t ( F [ ) A ) .

1.3.Е. Проверьте, что объединение коплотного множества и 
нигде не плотного множества является коплотным множеством. 
Заметим, что объединение двух коплотных множеств не обяза
тельно коплотно.

1.3.F. Покажите, что любое открытое подмножество плотного 
в себе пространства плотно в себе.

1.3.G. Заметим, что открытые подмножества вещественной 
прямой суть Fa-множества. Покажите, что семейство всех боре
левских множеств вещественной прямой может быть представ
лено как объединение U !Га, где — семейство всех замк-а<©»
нутых множеств, состоит из всех счетных объединений мно
жеств вида (J I, когда а  — нечетный ординал, и из всех

£ < а
счетных пересечений множеств вида (J когда а  — четный

£<а
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ординал. Заметим, что все семейства имеют мощность с; вы
ведите отсюда, что на вещественной прямой существуют множе
ства, не являющиеся борелевскими.

1.4. НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ. 
ЗАМКНУТЫЕ И ОТКРЫТЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ.

ГОМЕОМОРФ ИЗМЫ

Пусть { Х, 0 )  и (У,О') — два топологических пространства; 
отображение { из X в У называется непрерывным, если f~l (U) е  
е  О  для любого U е  О', т. е. если прообраз любого открытого 
подмножества пространства У является открытым подмноже
ством пространства X. Тот факт, что / — непрерывное отобра
жение пространства X в У, будет часто записываться в виде 
f: Х -+  У.

Наше определение непрерывного отображения опирается на 
понятие открытого множества. В дальнейшем мы будем часто 
пользоваться методами введения топологий, описанными в § 1.2, 
поэтому удобно иметь критерии непрерывности отображений,^ 
сформулированные в соответствующих понятиях и терминах. 
Критерии такого рода перечислены в следующем предложении.

1.4.1. Предложение. Пусть X и У — топологические пространства 
и / — отображение X  в У. Следующие условия эквивалентны:

(i) Отображение f  непрерывно.
(и) Прообраз любого элемента предбазы в У открыт в X.

(п ) Прообраз любого элемента базы 3$ в Y открыт в X.
(iii) Существуют системы окрестностей {38 (*)}*«=* в X  и

в такие, что для каждого х е Х  и каждого 
F e i y ( f ( x ) )  найдется U ^ 3 § ( x ) ,  удовлетворяющее 
включению f ( U ) c  V.

(iv) Прообраз любого замкнутого подмножества простран
ства У замкнут в X.

(v) Д ля  любого A c z X  имеем f(A)cz f (A).
(v7) Для  любого В с  У имеем / - 1 (В) с : f~l (В).
(vi) Д ля любого В c z Y  имеем f~l (Int В ) с  Int f~l (В).
Доказательство. Импликация (i)=>(ii) очевидна.
Докажем, что (ii) =ф- ( ii ') . Пусть & — предбаза пространства

У, такая, что /-1(У) открыто в X  для любого К е ^ 1. Выберем 
базу 36 пространства У, состоящую из всех конечных пересече
ний Vi П УгП П Vk элементов предбазы &. Так как

f - 4 V i ( \ V a n . . .  П V'a) =  f—1 ( F i )  Л /- 1 ( У г) Л  . . .  П f ~ 4 V k ) ,
то прообразы всех элементов семейства ЗВ открыты в X.
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Теперь покажем, что (ii')*^-(iii). Для любого V ^  
существует такое W ^ 3 8 ,  что / ( x ) e  W cz V. Так как / - 1 (№) от
крыто в X  и лее f - ' (W) ,  то существует U удовлетворяю
щее условию U c z f ~ l {W).  Тогда f (U) cz ff~l (№) с : W cz V.

Докажем импликацию (iii) => (iv). Пусть B =  B — замкнутое 
подмножество в У. Так как f~l (B) =  X \ f ~ l ( Y \ B ) ,  то достаточ
но показать, что прообраз множества У \ В  открыт в X. Для 
этого покажем, что каждая точка x ^ f ~ l ( Y \ B )  имеет окре
стность U, содержащуюся в f~1( Y \ B ) .  Для любого 
^ ^ ( У Х В )  имеем f(x)  е  Y \ B .  Следовательно, существует та
кое F е  (/(* )), что V cz Y \ B .  В силу (iii), найдется i / e  
^ ЗВ( х ) ,  удовлетворяющее включению f (U)cz V. Очевидно, что

х <= U cz f - ' f iU)  cz f - 1 (F) с  / - 1 ( Y \ B ) .
Для доказательства (iv)=*-(v) заметим, что f~l (f(A))  яв

ляется замкнутым множеством, содержащим А,  и, следователь
но, Л cz /_1(f(A )), откуда в свою очередь получаем

f(X) cz ff~l ( /(Л )) czJ(A) .
Для доказательства импликации (v)=*-(v') применим усло

вие (v) к равенству Л =  f - l (B); получим включение
/(Р (Ж Г )с:7 Р Ч В )с :5 ,

откуда f - 1 (В) cz f - 1 (Б) .
Для доказательства того, что (v ')=>(vi), применим условие 

(v') к множеству У \В ; получим включение f~l ( Y \ B ) c z  
cz f~l ( Y \ B ) ,  из которого следует, что

Г 1 (Int В) =  Г 1 (У \  У \ В )  =  Х \ Г 1 (У \В )  c z X \  (У \ В )  =  

=  X  \  Х \ Г ‘ (В) =  Int Г 1 (В).

Чтобы завершить доказательство, остается показать, что
(vi)=>(i). Для каждого открытого множества U cz У имеем 
U —  Int U. Из (vi) получаем, что f~l (U)cz Int f~l (U).  Таким 
образом, f~l (U) =  Int f~l (U) , т. e. f~l {U) открыто в X. I

Характеристика непрерывности, данная в (iii), позволяет 
нам определить непрерывность в точке. Будем говорить, что 
отображение из X  в У непрерывно в точке х е Х ,  если для вся
кой окрестности V cz У точки f(x)  существует такая окрестность 
U c z X  точки х, что f {U)cz V. Очевидно, что отображение f из X 
в У непрерывно в том и только том случае, если оно непрерывно 
в каждой точке пространства X.

Заметим в связи с доказанным выше предложением, что если 
f : X-+-Y, то для любого /^-множества (G j-множества) B c z Y
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его прообраз f~l {B) является Fa-множеством (Ge-множеством) 
в X.

Используя равенство (gf)~1(U) =  легко прове
рить, что если j — непрерывное отображение X  в У, a g  — непре
рывное отображение У в Z, то композиция gf  — непрерывное 
отображение X  в Z.
1.4.2. Пример. Если X  — дискретное пространство, то каждое 
его отображение в любое топологическое пространство У непре
рывно. Аналогично, всякое отображение любого топологического 
пространства X  в любое антидискретное пространство У непре
рывно. I

1.4.3. Пример. Если на множестве X определены две топологии 
0 \  и C i, то тождественное отображение / — id* — непрерывное 
отображение пространства (X, 0 Х) в пространство (X, 0 2) в том 
и только том случае, когда топология б \  тоньше топологии С?2- 1

Пусть X  — топологическое пространство, R — вещественная 
прямая с естественной топологией и I  — замкнутый единичный 
интервал с естественной топологией. Из эквивалентности усло
вий (i) и (iii) в 1.4.1 следует, что отображение / из X  в R  или I  
непрерывно в том и только том случае, если для каждой точки 
х е  X  и любого е >  О существует такая окрестность U точки 
х, что |/ (х )— / ( * ') ! <  8 для любой точки х ' <= U. В частности, 
отображение / из R в R непрерывно, если для любой точки 
x ^ R  и любого 8 > .  О существует такое б >  О, что |/(jc) —
— Для любого х', для которого \х  — х \ <  б. Непре
рывное отображение в R  или в /  будем называть непрерывной 
функцией. Эта терминология согласована с терминологией ве
щественного анализа.

Легко показать, что для любого f: X ^ - R  функция | / | ,  где 
1/1 (*) =  | / M  I» непрерывна. В самом деле, |f | есть композиция 
функции f и функции абсолютного значения, которые обе непре
рывны. Подобным же образом легко установить, что для 
f, g: X - + R  непрерывны функции

(/ ±  g ) (х) =  f ( x ) ± g  (х), {f ■ g) (х) =  f ( x ) - g  (х ),
[min (f , g)] (x) =  min (/ (*), g  (*)), [max (/, g)] (x) =  max (/ (x), g {x)).

Если функция f: X-+-R не обращается в нуль ни в какой точке 
пространства X, то функция l / f ,  где (1 / f ) ( x ) = \ / f ( x ) ,  непре
рывна. Подобные же утверждения имеют место для функций 
f: X - + I  при соответствующих ограничениях.

1.4.4. Пример. Пусть К  — прямая Зоргенфрея, определенная 
в 1.2.2, и [х, г) — некоторый элемент базы 98 этого пространства.
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Так как множество [х, г) открыто-замкнуто в X, то формула

определяет непрерывную функцию f: K-+I.  Я

1.4.5. Пример. Пусть L — плоскость Немыцкого, определенная 
в 1.2.4, и Ui{x) — произвольный элемент базы J?(x) в точке 
х e L .  Для каждой точки у е  Ui(x ) \ {x}  обозначим через у' 
точку, в которой луч, выходящий из х и проходящий через у, 
пересекает окружность, ограничивающую Ui(x). Легко пока
зать, что формула

где \ab\ обозначает длину сегмента, соединяющего точки а и Ь, 
определяет непрерывную функцию f: L-+I.  I
1.4.6. Пример. Пусть X  — пространство, определенное в 1.1.8. 
Покажем, что для любого f: X ^ - R  существует счетное множе
ство Х0 с= X, не содержащее х0 и такое, что f ( x ) =  f(xQ) для каж
дой точки х е  Х \ Х 0.

Множество Xi =  X \ f ~ '  ((f(xо)— 1/i, /(x0) + l / i ) )  замкнуто и 
не содержит хо. Таким образом, это конечное множество. Легко

буемыми свойствами. 1
Пусть X — топологическое пространство и {/,•}— последова

тельность функций из X  в R или I. Говорят, что последователь
ность {fi} равномерно сходится к вещественной функции f, если 
для любого е >  0 существует такое k, что |/(х) — fi(x) | <  е при 
каждом х ^ Х  и любом i ^  k\ мы выразим это в символах так: 
f =  lim fi.

1.4.7. Теорема. Если последовательность {/,} непрерывных функ
ций из X в R или I  равномерно сходится к вещественной функ
ции f, то f — непрерывная функция из X в R. Если все fi — 
функции в I, то f: Х-+-1.

Доказательство. Покажем, что для любой точки и лю
бого е >  0 существует такая окрестность U точки х0, что |f(*o) —
— f (x') I <  е ПРИ всех х' е  U.

Выберем целое число k так, что
(О  l f ( * ) — f i ( x ) I <  е/З при всех и е Х  и i ^ k .

0 при х^Су  < г,
1 в противном случае,

0 при У =  Х ,

1 при y ^ L \ U t (х), 
\ХУ\!\ХУ'\ при ye=Ui(x) \ {x} ,

оо
устанавливается, что множество Х0— U Xi обладает всеми тре-



Так как функция fk непрерывна, то существует такая окре
стность U точки Хо, что
(2) IM*o)— fk(x') | <  е/3 при всех x ' ^ U .

Покажем, что окрестность U обладает требуемыми свой
ствами. Пусть х' е  U. В силу (1) и (2),
I /  (Хо) -  f  (х') К 1 / Ы -  h  (Хо)\ +  \ fk (Хо) -  h  (х') I +

+ 1 fk (х') -  f  ( X r) | <  е/з +  е/3 +  е/3 =  е.
Очевидно, что если f i(X)czI,  i =  1, 2, . . . ,  то f: Х->1. Я

Опишем теперь метод введения топологий с помощью непре
рывных отображений.
1.4.8. Предложение. Пусть даны множество X, семейство {Ks}5SiS 
топологических пространств и семейство отображений {/s}seS , 
где fs — отображение X в Ys. В классе всех топологий на X, от
носительно которых все функции fs непрерывны, существует гру
бейшая топология. Это топология О , порожденная базой, со
стоящей из всех множеств вида

П f7t (ы  /-1 ‘
где si, s2, s t e S  и Vi — произвольное открытое подмноже
ство пространства YS(, i =  1, 2 , . . . ,  k.

Такая топология О называется топологией, порожденной се
мейством отображений {/s}ssS .

Доказательство. Семейство 3$, состоящее из всех подмно- k
жеств вида f | fI^(Vi),  обладает свойствами (Bl) — (В2), и все i=i ‘
fs — непрерывные отображения относительно топологии О, по
рожденной (в силу предложения 1.2.1) базой !%. С другой сто
роны, легко показать, что если все fs непрерывны относительно 
некоторой топологии О' на X, то ЛИ cr О'. Отсюда следует вклю
чение О а  О’, означающее, что топология О грубее O'. I
1.4.9. Предложение. Отображение f топологического простран
ства X в топологическое пространство Y, топология которого 
порождена семейством отображений {fs}s<=s> где fs — отображе
ние Y в У«, непрерывно в том и только том случае, если компози
ция fsf непрерывна для каждого s e S .

Доказательство. Если /: X-*-Y,  то fsf непрерывна как компо
зиция двух непрерывных отображений. Пусть fsf : X - + Y s для 
каждого s g 5 ;  обозначим через & предбазу пространства У, со
стоящую из всех множеств вида /Г 1 (Vs), где V* открыто в Ys.
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В силу 1.4.1, достаточно показать, что прообразы элементов 
при отображении f суть открытые множества в X . Но это сле
дует из равенства

r lf l l ( v s ) = ( f s f ) ~ ' ( v s). I

Если существует непрерывное отображение / пространства X 
в пространство У, т. е. отображение f: Х-+- У, такое, что f ( X ) =  У, 
то мы говорим, что X может быть отображено на У или что У 
есть непрерывный образ пространства X.

1.4.10. Теорема. Пусть У — непрерывный образ пространства X; 
тогда d ( Y ) ^  d(X).

Доказательство. Пусть А — всюду плотное подмножество в 
X, такое, что |/4| =  d(Jf). В силу эквивалентности условий (i) и 
(v) в 1.4.1, для отображения /: X - у У пространства X на про
странство У имеем У =  f(X) =  f ( A ) a  f(A).  Таким образом, мно
жество f(A) плотно в У. Так как I f(A)  I <;\А I =  d(X),  то d(Y) ^  
^ d ( X ) .  I

1.4.11. Следствие. Непрерывный образ сепарабельного простран
ства сепарабелен. Я

Обратимся теперь к изучению двух важных классов непре
рывных отображений: замкнутых и открытых отображений. Не
прерывное отображение f: X-*-Y  называется замкнутым (от
крытым) отображением, если для каждого замкнутого (откры
того) множества A c z X  образ f(A) замкнут (открыт) в У. Ото
бражения, которые одновременно замкнуты и открыты, назы
ваются открыто-замкнутыми отображениями.

Очевидно, что композиция двух замкнутых (открытых) ото
бражений является замкнутым (открытым) отображением.

1.4.12. Теорема. Непрерывное отображение f : Х-»-У замкнуто 
(открыто) тогда и только тогда, когда для каждого В cz У и 
каждого открытого (замкнутого) множества А а Х ,  содержа
щего f~l (B), существует открытое (замкнутое) множество С czY,  
содержащее В и такое, что f - ' (C)czA.

Доказательство. Мы рассмотрим случай замкнутого /; рас
суждения для случая открытого отображения аналогичны.

Пусть /: X-*-Y  замкнуто, 5  с  У и А — открытое подмноже
ство X, содержащее f - 1 (В). Множество С =  У \ / (Х \Л )  открыто 
в У и содержит В. Кроме того,

f - i ( Q  =  f- ' (  Y \ f ( X \ A )  ) =  X \ f ~ ' f  ( Х \ А ) с  Х \  ( Х \ А ) =  А.

Пусть f удовлетворяет указанным выше условиям; выберем зам
кнутое множество FczX.  Множество А =  X \ F  открыто, и для
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В =  Y \ f { F )  имеем
f - 1 (В) =  X \ f ~ lf(F) cz X \ F  =  А.

Таким образом, существует открытое подмножество CczY,  та
кое, что Y \ f ( F ) c C  и f~l (C)czA,  т. е. f~l (C)f\F =  0 .  Послед
нее равенство означает, что Cf[f(F) =  0 ,  т. е. С с  Y \ f ( F ) .  Сле
довательно, f(F) =  Y \C ,  т. е. множество f(F) замкнуто. 1 

В случае замкнутых отображений условие в 1.4.12 может 
быть заменено следующим более простым условием.

1.4.13. Теорема. Непрерывное отображение /: X- +Y замкнуто 
в том и только том случае, если для каждой точки у е  Y и каж
дого открытого множества U cr X, содержащего f~l (у), в Y су
ществует такая окрестность V точки у, что f~l (V)cz U.

Доказательство. В силу 1.4.12, достаточно показать, что если 
/ удовлетворяет сформулированным выше условиям, то / зам
кнуто. Пусть В с= Y — некоторое множество и А с  X  — открытое 
множество, такое, что f~1(B)<z:A. Для каждого у е В  выберем 
такую окрестность Vy с: Y точки у, что f~l (Vy) а  А. Открытое 
множество С =  (J V» удовлетворяет включению В с: С и

у ей
/ - ’(C Jd A ; следовательно, f замкнуто в силу 1.4.12. I
1.4.14. Теорема. Непрерывное отображение f: X - + Y  открыто в 
том и только том случае, если существует такая база 38 про
странства X, что f(U) открыто в Y для любого I
1.4.15. Примеры. Отображение г: R-*-I, определенное формулой

замкнуто, но не открыто.
Отображение f : L-*-R, сопоставляющее точке (х, у) пло

скости Немыцкого ее абсциссу x ^ R ,  открыто, но не замкнуто.
Отображение g: K-*-D прямой Зоргенфрея в двухточечное 

пространство D ={0, 1}, определенное формулой

открыто-замкнуто. I
1.4.16. Теорема. Д ля любого открытого отображения f : X - ^ Y  и 
любой точки i e X  имеем %(f(x), Y) ^  %(х, X ) . Если, кроме того,

' 0 при л:^0, 
г (х) — \  х при O ^ x ^ l ,  

„ 1 при х ^  1,

0 при х <  0 ,
1 при х ^ О ,

f ( X ) = Y , T o w ( Y ) ^ w ( X )  U X{ Y ) ^ X(X).
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Доказательство. Отображение f переводит базу в точке х 
в базу в точке f(x) и базу пространства X в базу пространства

В отличие от приведенного результата, при замкнутых ото
бражениях вес и характер могут повышаться (см. теорему

1.4.17. Пример. Пусть X =  R — вещественная прямая и У =  
=  ( R \ N) \ j { y0}, где N — множество положительных целых чисел 
и уоф-R. Каждой точке я е Х  поставим в соответствие точку

Рассмотрим на У топологию, порожденную семейством замкну
тых множеств ? = { Л с  У: /- 1(Л) замкнуто в X}. Легко пока
зать, что f: X У замкнуто и окрестности точки у0 в У имеют 
вид (U\N)[){yo}i где U открыто в X и содержит множество N.

Пусть {Ui\N)\J{y0}, {U2\ N ) \ j { y 0}, . . .  — произвольная по
следовательность окрестностей точки у 0. Для каждого t =  1, 
2, . . .  выберем такую точку Xi е  U i\N ,  что хг,- >  г. Множество 
U =  X \ { x i , X 2, ...} открыто в X  и содержит множество N. Та
ким образом, V =  (U \ N )  U {г/о} является окрестностью точки уо. 
Так как ни один элемент нашей последовательности не содер
жится в V, то пространство У не имеет счетной базы в у 0. Та
ким образом, и гг>(У)>Ко, тогда как ш(Х) =

Отображение /: X У стягивает замкнутое подмножество 
N с Х  в точку. Подобным же образом можно получить много 
других интересных примеров. Это частный случай операции пе
рехода к факторпространству, которую мы рассмотрим в § 2.4. В 

Непрерывное отображение f : Х->- У называется гомеоморфиз
мом, если / взаимно однозначно отображает X на У и обратное 
отображение f~l из У в X непрерывно. Два топологических про
странства X и У называются гомеоморфными, если существует 
гомеоморфизм пространства X на пространство У.

Для любого пространства X  тождественное отображение 
id*: Х-*-Х является гомеоморфизмом. Легко показать, что если 
f — гомеоморфизм, то обратное отображение f - 1 также гомеомор
физм. Композиция fg  двух гомеоморфизмов f a g  является го
меоморфизмом. Таким образом, отношение «X и У гомео- 
морфны» есть отношение эквивалентности.
1.4.18. Предложение. Пусть f — взаимно однозначное отображе
ние топологического пространства X на топологическое про
странство У. Следующие условия равносильны:

(i) f — гомеоморфизм.

f(X).  В

3.7.19).

х, если x ^ X \ N ,  
Уо,  если х ^  N.

=  Х(Х) =  К0-
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(ii) f замкнуто.
(iii) f открыто.
(iv) Множество f(A) замкнуто в У тогда и только тогда, 

когда А замкнуто в X.
(iv') Множество замкнуто в X тогда и только тогда,

когда В замкнуто в У.
(v) Множество f(A) открыто в У тогда и только тогда, 

когда А открыто в X.
(v') Множество f~l (B) открыто в X тогда и только тогда, 

когда В открыто в Y.
Доказательство. Равносильность (i) и (ii), а также (i) и

(iii) следует из того, что (f~l)~l (A) =  f(A) для любого Acz X.  
Равносильность (ii) и (iv), а также (iii) и (v) следует из ра
венства A ==f~lf(A).  Из равносительности (i) и (iv), а также (i) 
и (v) вытекает, что как (iv'), так и (v') равносильны тому, что 
f~l — гомеоморфизм, а это равносильно (i). 1

1.4.19. Примеры. Пусть X — множество вещественных чисел, на
деленное одной из следующих топологий: (а) дискретной топо
логией; (Ь) естественной топологией; (с) топологией, определен
ной в 1.1.8 , с лсо =  0 ; (d) топологией прямой Зоргенфрея; (е) 
топологией, определенной в 1.2.6 ; (f) топологией, определенной 
в 1.2.8, с лг0 =  0; (g) антидискретной топологией. Для каждого 
вещественного числа а >  0 отображение fa: Х-*-Х,  определенное 
формулой fa (х) — ах, есть гомеоморфизм. При о <  0 отображе
ние fa не является непрерывным относительно топологии (d), 
но является гомеоморфизмом относительно других рассмотрен
ных здесь топологий. I

Пусть Ж — класс непрерывных отображений, а 9* — некото
рое свойство топологических пространств. Будем говорить, что 
& — инвариант класса Ж  или что & сохраняется в сторону об
раза при отображениях из Ж, если свойство 3* сохраняется ото
бражениями из Ж, т. е. если для каждого f  е  Ж, где f: X ->• У и 
f ( X ) = Y ,  пространство У обладает свойством Ф, при условии, 
что им обладало пространство X. Используя эту терминологию, 
можно переформулировать теорему 1.4.10, сказав, что свойство 
«плотность является инвариантом непрерывных отображе
ний. Подобным же образом можно переформулировать тео
рему 1.4.16, сказав, что свойства «вес и «характер 
суть инварианты открытых отображений.

Будем говорить, что свойство 9* есть обратный инвариант 
класса Ж  непрерывных отображений или что свойство & сохра
няется в сторону прообраза отображениями из Ж , если для 
каждого f е  Ж , где /: X-*-Y  и f(X) =  У, пространство X  обла
дает свойством 9*, при условии, что им обладает пространство У. 
Отметим, что свойство S? есть обратный инвариант класса Ж

5 Зак. 697
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тогда и только тогда, когда свойство не-^Р (т. е. отрицание 9>) 
есть инвариант класса Ж. Таким образом, понятие обратного 
инварианта сводится к понятию инварианта. Оно введено для 
упрощения ряда утверждений. Очевидно, что если Ж\ с: то 
всякий инвариант (обратный инвариант) класса Мч является 
инвариантом (обратным инвариантом) класса

Инварианты гомеоморфизмов являются особенно важными. 
Они называются топологическими свойствами. Так как обратное 
отображение к гомеоморфизму также является гомеоморфизмом, 
то понятия инварианта и обратного инварианта в классе гомео
морфизмов совпадают. Таким образом, топологическое простран
ство X  обладает свойством 9* в том и только том случае, когда 
этим свойством обладает любое гомеоморфное X  пространство. 
Так как гомеоморфизм /: X- +Y  устанавливает взаимно одно
значное соответствие между точками и открытыми множествами 
обоих пространств, то каждое свойство, определенное в терми
нах открытых множеств и в терминах теории множеств, являет
ся топологическим свойством.

Предмет топологии — изучение топологических свойств. 
Когда мы рассматриваем отдельное пространство Х у мы пытаем
ся определить, какими топологическими свойствами оно обла
дает. При построении какой-нибудь общей теории обычно изу
чается некоторое конкретное топологическое свойство 9> и его 
взаимосвязи с другими топологическими свойствами; мы пы
таемся определить, какие операции над топологическими про
странствами не изменяют 9* и каковы классы отображений, от
носительно которых 9  инвариантно. Таким образом, с тополо
гической точки зрения два гомеоморфных пространства можно 
рассматривать как один объект.

Мы уже определили несколько топологических свойств; наи
более важными среди них являются следующие: «вес ^ т » ,  
«характер и «плотность ^щ».

Любое свойство 9* определяет класс всех пространств, обла
дающих этим свойством. Если 9> — топологическое свойство, то 
определенный им класс топологически инвариантен, т. е. вместе 
с некоторым пространством X , обладающим свойством 9>, он 
содержит все пространства, гомеоморфные X. Топологические 
свойства, перечисленные в конце предыдущего абзаца, опре
деляют (для щ =  Ко) соответственно класс пространств со вто
рой аксиомой счетности, с первой аксиомой счетности и сепара
бельных. Все эти классы топологически инвариантны. В даль
нейшем мы определим значительное число топологических 
свойств, т. е. топологически инвариантных классов топологиче
ских пространств. Вводя новый класс пространств, мы обычно 
не останавливаемся на его топологической инвариантности. Это 
следует, однако, из самого определения, в котором участвуют
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лишь теоретико-множественные понятия и понятия, сводимые 
к понятию открытого множества. Классы топологических про
странств, не являющиеся топологически инвариантными, не бу
дут рассматриваться здесь. Подобным же образом мы будем 
рассматривать лишь классы топологически инвариантных ото
бражений, т. е. таких отображений, композиция которых с го
меоморфизмами (с обеих сторон) не выводит из рассматривае
мого класса.
1.4.20. Примеры. Пусть X и У — два множества одной и той же 
мощности. Рассмотрим в обоих дискретную топологию. Оче
видно, что каждое взаимно однозначное отображение X на У яв
ляется гомеоморфизмом. С другой стороны, если дискретные про
странства X и У имеют различную мощность, они не могут быть 
гомеоморфными. Таким образом, дискретное пространство не за
висит (с точностью до гомеоморфизма) от природы точек мно
жества X, а зависит только от мощности пространства X. Ди
скретное пространство мощности ш будем обозначать через 
D(m).

То же самое имеет место для бесконечных множеств X и У 
с топологией, определенной в 1.1.8. Однако здесь в случае, когда 
оба множества имеют одну и ту же мощность, для того чтобы 
получить гомеоморфизм, нужно взять такие взаимно однознач
ные отображения X на У, которые переводят хо в у0 — точку на
копления пространства У. Пространство, полученное, как в 1.1.8, 
из множества мощности m ^  Ко» будем обозначать через A (m). 1

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ
Непрерывные отображения и гомеоморфизмы абстрактных 

пространств впервые рассмотрел Фреше [1910]. В более узком 
смысле понятие гомеоморфизма было введено ранее Пуанкаре. 
Первое систематическое и исчерпывающее изложение этого пред
мета дал Хаусдорф [1914]. Топологии, порожденные семей
ствами отображений, были рассмотрены Бурбаки [1951]. Поня
тие замкнутого отображения введено Гуревичем [1926] и Алек
сандровым [1927], понятие открытого отображения плоскости 
в себя — Г. Вейлем [1913] и Стойловым [1928] (последний пред
полагал, что прообразы точек при этих отображениях не содер
жат нетривиальных континуумов). Открытые отображения топо
логических пространств были определены Ароншайном [1931] 
(см. также Серпинский [1930]).

УПРАЖНЕНИЯ
1.4.А. Покажите, что топология прямой Зоргенфрея порож

дается семейством отображений в двухточечное дискретное про
странство.

5*
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1.4.В. Установите, что прямую Зоргенфрея можно отобразить 
на Z)(Nо), но нельзя отобразить на />(с).

1.4.С. Проверьте, что /: X - > У есть замкнутое отображение 
в том и только том случае, если f(A) =  f(A) для каждого А а  X, 
и что f — открытое отображение в том и только том случае, если 
/(Inti4)cz Intf(v4) для любого AczX.  Приведите пример, по
казывающий, что в этой характеристике открытых отображений 
включение нельзя заменить на равенство.

Покажите, что /: У является открытым отображением 
в том и только том случае, если f~1(B) =  или, что экви
валентно, l n t f - l (B)— f~1(lntB)  для каждого В cz У.

1.4.D. Установите следующие утверждения.
(a) Образ канонического замкнутого множества при откры

то-замкнутом отображении есть каноническое замкнутое множе
ство.

(b) Образ канонического открытого множества при открыто
замкнутом отображении не является, вообще говоря, канони
ческим открытым множеством.

(c) Образ канонического замкнутого множества при замкну
том (открытом) отображении не является, вообще говоря, кано
ническим замкнутым множеством.

(d) Прообраз канонического замкнутого (открытого) мно
жества при открытом отображении есть каноническое замкну
тое (открытое) множество.

(e) Прообраз канонического замкнутого (открытого) множе
ства при замкнутом отображении не является, вообще говоря, 
каноническим замкнутым (открытым) множеством.

1.4.Е. Покажите, что прямая Зоргенфрея и плоскость Не
мыцкого не гомеоморфны.

Указания. Примените 1.4.4.
1.4.F.(a) Докажите, что если бесконечное пространство У 

является непрерывным образом пространства Л (т) при замкну
том отображении, то существует такое кардинальное число 
n ^  т, что У =  А (а).

(Ь) Покажите, что отображение f : Л(т)-»-У пространства 
Л(т) на некоторое топологическое пространство У замкнуто 
тогда и только тогда, когда для любой пары у\, у2 различных 
точек У существуют открытые множества Ui, U2 cz У, такие, что 
у\ е  U1, у2^  U2 и U\ П U2 =  0 ,  т. е. У — хаусдорфово простран
ство (см. следующий параграф).

1.4.G. Установите, что для любого непрерывного отображе
ния f: Х->- Y прообразы борелевских множеств из У являются 
борелевскими множествами в X.
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1.5. АКСИОМЫ ОТДЕЛИМОСТИ
Определение топологического пространства является весьма 

общим, поэтому невозможно доказать много интересных теорем 
обо всех топологических пространствах сразу. В этой книге изу
чаются различные классы топологических пространств, от весь
ма общих к более и более специальным. Очевидно, что чем 
уже рассматриваемый класс, тем больше теорем имеет место 
об этом классе.

Ограничения, которые мы налагаем на топологические про
странства, имеют разнообразный характер. Мы уже обсуждали 
аксиомы счетности, ограничивающие мощность баз. В этом па
раграфе мы изучим аксиомы отделимости, касающиеся разделе
ния точек и замкнутых множеств в топологических простран
ствах.

Топологическое пространство X называется Т^-пространством, 
если для каждой пары различных точек хи х2^ Х  существует 
открытое множество, содержащее ровно одну из этих точек. 
Примерами топологических пространств, не являющихся Го-про- 
странствами, служат антидискретное пространство и простран
ство, описанное в 1.2.10. Все другие определенные выше про
странства суть Го-пространства.
1.5.1. Теорема. Пусть X есть То-пространство; тогда |Х|
^  exp w (X) .

Доказательство. Пусть & — такая база пространства X, что 
\$ \  =  ш(Х), и для любого х ^ Х  пусть 9§(x) =  {U х е  U}. 
Из определения То-пространства следует, что ЗВ(х)ф&&(у) при 
х ф у .  Так как число всех различных семейств !%(х) не превос
ходит ехр|Щ , то |Х | ^  ехр ш(Х). 1

Топологическое пространство X  называется Тi-пространством, 
если для каждой пары различных точек xi, х2^ Х  существует 
открытое множество U cz X, такое, что х\ е У  и х%ф.и. Заме
тим, что существует также открытое множество V cz X, такое, 
что X2 е  V и х\ ф  V\ достаточно рассмотреть пару хг, х\. В этом 
заключено отличие от 70-простраиства, в котором для любой 
пары несовпадающих точек хи х2 может существовать либо 
только открытое множество U, такое, что х\ е  U, х%ф U, либо 
только открытое множество V, такое, что х2 е  V, xi ф  V.

Очевидно, что всякое ^-пространство является Г0-простран- 
ством. Пространство, описанное в примере 1.2.8, является 70- 
пространством, но не является ^-пространством. Все другие 
определенные выше пространства, за исключением описанного 
в примере 1.2.10, суть ^-пространства.

Отметим, что X  является ^-пространством в том и только 
том случае, если каждая точка jc e X  является пересечением 
всех своих окрестностей. Отсюда, в частности, следует, что каж
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дое одноточечное подмножество ^-пространства с первой аксио
мой счетности является б в-множеством.

Оказывается, что X является ^-пространством тогда и толь
ко тогда, когда для каждого множество {х} замкнуто. 
В самом деле, пусть X есть 7>пространство; тогда для любого 
х е  X имеем

{ x } = f |{X \ U:  x<£Ue=C),
где О — топология в множестве X. Следовательно, множество 
{х} замкнуто по (СЗ). С другой стороны, пусть для каждого 
х е Х  множество {х} замкнуто; тогда X есть 7Упространство. 
Действительно, для каждой пары несовпадающих точек xi,x2e X  
открытое множество t/ =  X \{ x 2} содержит х\, но не содержит 
Х2.

Топологическое пространство X называется Т2-пространством 
или хаусдорфовьш пространством, если для каждой пары раз
личных точек х\, X2 ^  X существуют открытые множества U\, U2, 
такие, что х\ е  U\, х2 е  U2 и (Д П U2 =  0 -

Очевидно, что каждое Т2-пространство является Г^простран- 
ством. Пространство, описанное в примере 1.2.6, является ^-про
странством, не будучи Гг-пространством. Все пространства, опре
деленные в § 1.1, а также прямая Зоргенфрея и плоскость 
Немыцкого являются хаусдорфовыми пространствами.

Заметим, что X есть / 2-пространство в том и только том слу
чае, если каждая точка х ^ Х  есть пересечение замыканий всех 
своих окрестностей.

Читатель легко докажет следующее утверждение.
1.5.2. Предложение. Пусть даны множество X и совокупность 
{&(х)}Х(=х семейств его подмножеств, обладающая свойствами 
(ВР1) — (ВРЗ). Кроме того, пусть совокупность (х)}хеХ обла
дает свойством
(ВР4) Для каждой пары несовпадающих точек х, у е  X суще

ствуют открытые множества U ^ $ [ x )  и V e ^ l a ) .  та
кие, что U П V =  0 .

Тогда пространство X, наделенное топологией, порожденной со
вокупностью {х)}хеХ , хаусдорфово.

1.5.3. Теорема. Пусть X — хаусдорфово пространство-, тогда 
|Х |^ е х р е х р d(X) и |Х |<  [О Д  ]*<*>.

Доказательство. Пусть А — всюду плотное подмножество про
странства X, такое, что |Л | =  с((Х), и пусть (х)}хеХ — неко
торая система окрестностей пространства X.

Для доказательства первого неравенства сопоставим каж
дому х ^ Х  семейство «я£(х) =  {£/ПЛ: U ^ & ( x ) }  подмножеств 
множества Л. Из равенства Uf\A =  0  следует, что пересечение
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замыканий всех элементов семейства st{x)  равно {х}. Следова
тельно, зФ (дс) ф  s4- (у) при х ф у .  Так как число всех различных 
семейств (лс) не превосходит ехр ехр | А | , то | X | ^  exp exp d(X).

Предположим теперь, что \9&(х) | ^  x W  (гДе 
для каждого и обозначим через семейство всех под
множеств множества А, мощность которых не больше /(X ).О че
видно, что \ s 4 - o \ |^(Х) |*w . Для каждого U^3S{x)  выберем 
точку a { x , U ) ^ U [ \ A  и рассмотрим множество A(x) =  {a(x,U): 
U е  ЗВ(х)}^ S&0- Для доказательства второго неравенства сопо
ставим каждой точке х ^ Х  семейство j&o(x) =  {U{)А(х):  
U е  &(x)}cz s t 0. Очевидно, что \s&o(x) | %(Х). Так как х е  
е  U П А ( а:) с= О для каждого U ^3&(х),  то пересечение замыка
ний всех элементов J&o(x) равно {х}. Следовательно, &о(х)ф  
Ф  s&o(y) при х Ф у .  Так как число всех различных семейств 
s&o(x) не превосходит |j£ 0|xW> т°

|X |< [ [ d  (X)]х (Х)Г W =  [d (Х)]х (Х).
Когда x (J )  конечно, пространство X дискретное и второе 

неравенство теоремы очевидно. 1
В дальнейшем мы будем часто пользоваться следующей тео

ремой.
1.5.4. Теорема. Пусть f, g — непрерывные отображения некото
рого пространства X в хаусдорфово пространство У. Тогда мно
жество

{*е=Х: /(*) =  £(*)}
замкнуто в пространстве X.

Доказательство. Мы покажем, что множество А = {х  <= X: 
Цх )Фв( х ) }  открыто в пространстве X. Для каждого х е Д  
имеем f(x)фg(x)■,  следовательно, в У существуют открытые 
множества Ui и U2, такие,что / ( * ) е  U\, g(x)(= U2n t/i П U2 =  0 .  
Множество f- 1(£A)fl <?- 1(^ 2) есть окрестность точки х, содер
жащаяся в А. I

Топологическое пространство X  называется Т3-пространством 
или регулярным пространством ‘), если X есть Гг пространство 
и для любого j t e X  и каждого замкнутого множества F а  X, 
такого, что x ^ F ,  существуют открытые множества U\, U2, та
кие, что

x ^ U  и F a U 2 и U i f \ U 2 =  0 .

1.5.5. Предложение. Тг пространство X регулярно тогда и только 
тогда, когда для каждой точки х е Х  и любой ее окрестности V

•) Следует предупредить читателей, что некоторые авторы не включают 
в определение регулярных, вполне регулярных и нормальных пространств ус
ловие, что X есть Гг пространство.



из некоторой фиксированной предбазы & существует окрестность 
U точки х, такая, что О cz V.

Доказательство. Пусть X  — регулярное пространство и & — 
предбаза пространства X. Выберем некоторую точку х ^ Х  и ее 
окрестность По определению регулярного пространства
существуют открытые множества U\, U2, такие, что

x<=Uu X \ V ^ U 2 и £ЛП£/2 =  0 .
Тогда Ui cz X \ U 2 cz V, откуда в свою очередь получаем, что 
131 а  V, так как X \ U 2 замкнуто.

Пусть теперь выполнено условие теоремы. Выберем j t e X  в
замкнутое множество F так, что х ф  F. По определению пред-k
базы существуют такие Vi, V2, . . . ,  Vk е  &, что х е  Г) Vi а Х  \

i - 1
\  F. Для каждого i — 1, 2, . . . ,  k выберем открестность Wt

точки xk таким образом, что Wt cz Vi. Открытые множестваk k
£/1=  П Wi и U2 =  X \  П Wi не пересекаются, J t e  U\ и

i=l «—I
к к

F c X \ П V ,c = X \ П Wt =  U2. I  
<-1 i = 1

1.5.6. Теорема. Пусть X — регулярное пространство-, тогда 
w(X)  ^  ехр d(X).

Доказательство. Пусть — семейство всех непустых
открытых подмножеств пространства X. Так как X регулярно, 
то семейство {Int£/s}seS является базой. Выберем плотное 
множество Ac zX ,  такое, что |Л | =  ^(Х), и пусть Vs =  A fl^ s  
для любого s s S .  Для доказательства теоремы достаточно за
метить, что, в силу теоремы 1.3.6,

Ks =  Vs' влечет за собой Us — Us> для s, s 'e S ,

ибо из этого вытекает, что число всех различных множеств 
Int Os не превосходит ехр j А | . I

Ясно, что всякое регулярное пространство X является хаус- 
дорфовым. Именно для справедливости этого утверждения мы 
предположили (кроме возможности отделять точки от замкну
тых множеств), что X  является ^-пространством. Антидискрет- 
ное пространство обладает требуемым свойством отделимости, 
однако не является 7Упространством. Все описанные выше хаус- 
дорфовы пространства регулярны. Приведем теперь пример не
регулярного хаусдорфова пространства.
1.5.7. Пример. Пусть X  — множество вещественных чисел и 
Z а Х  — множество обратных для всех целых чисел, отличных

72  ГЛ. 1. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА



от нуля. Для каждого х ^ Х  положим Ui(x) =  ( x — 1 //, х  +  1/0 и

( {Ut (x)}°° , если х фО,
В(х) =  {

I {t/( (х) \  Z}°?=xt если х =  0.

Легко показать, что совокупность {&(x)}Xf_x обладает свой
ствами (ВР1) — (ВР4). Следовательно, пространство X, наделен
ное топологией, порожденной системой окрестностей {&(х)}хеХ, 
является хаусдорфовым. Множество Z замкнуто в X и 0 &Z.  
Кроме того, для любых открытых множеств U\, U2, таких, что 
0 g ( / |  и Z c z U 2, имеем и \ [ \ и 2ф 0 .  Следовательно, X не яв
ляется регулярным. |

Еще более узкий класс пространств представляют собой ти
хоновские пространства. Топологическое пространство X назы
вается Г3 ± -пространством, или тихоновским пространством, или
вполне регулярным пространством, если X  есть ^-пространство 
и для любого и любого замкнутого множества FczX,
такого, что х ф -F, существует непрерывная функция /: Х-*-1, 
такая, что

f(x) =  0 и / (у) — 1 для j e F .

Так как для открытых множеств V\ = f ~ I([0, 1/2)) н 1/г =  
=  /—1 ((1 / 2,1 ]) имеют место соотношения

х<=ии F<=U2 и Ut flf/ 2 =  0 ,

то каждое тихоновское пространство является регулярным про
странством.

В определении Т i -пространств, кроме теоретико-множе-
37

ственных понятий и понятий, сводимых к понятию открытого 
множества, употребленных при определении 7>пространств 
с i ^  3, использовано понятие непрерывной вещественной функ
ции. Следовательно, топологическая инвариантность класса
Т, j_- пространств нуждается в доказательстве, тогда как для

2
^-пространств с i < 3  она является прямым следствием способа 
их определения. Однако для доказательства достаточно заме
тить, что композиция fh гомеоморфизма h и непрерывной функ
ции / в /  есть непрерывная функция.

1.5.8. Предложение. Т^-пространство X является тихоновским 
пространством в том и только том случае, если для каждой точ
ки х ^ Х  и любой ее окрестности V из фиксированной предбазы 
& существует непрерывная функция f : X-+I ,  такая, что f(x) =  0 
и } ( у ) =  1 для у <= X \ V .
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Доказательство. Необходимость этого условия следует из 
того, что Х \  V замкнуто и не содержит х.

Для доказательства достаточности выберем х ^ Х  и замкну
тое множество F такими, что х ф -F. По определению предбазы 
существуют Vi, . . . ,  Vk s  удовлетворяющие условию х е  

k
е  Г) Vi с  Х \  F. Выберем функции /,•: X-*-I, i — 1, 2, . . . ,  k, та- 

i-i
ким образом, что /,-(*) =  0 и f i ( y )=  1 при y e  A V ,-. Легко по
казать, что для / =  max(fi,/^, . . . ,  f*) имеют место равенства 
f(x) =  0 и f ( y ) =  1 при t/<=F. S

В примерах 1.4.4 и 1.4.5 мы показали, что прямая Зоргенф
рея и плоскость Немыцкого являются тихоновскими простран
ствами. Очевидно, что все пространства, определенные в § 1.1, 
также являются тихоновскими пространствами.

Примеры регулярных пространств, не являющихся тихонов
скими пространствами, сложнее рассмотренных до сих пор при
меров. Они не могут быть построены непосредственно; чтобы 
получить их, нужно знать некоторые методы построения более 
сложных пространств из более простых. Такой пример будет 
приведен в следующей главе (см. пример 2.4.21 и замечания к 
§ 2.4). Отметим, что существуют даже такие регулярные про
странства, на которых каждая непрерывная вещественная функ
ция постоянна. Однако такие пространства весьма сложны (см. 
задачу 2.7.17).

Топологическое пространство X  называется Т^-пространством 
или нормальным пространством, если X является Т\-простран
ством и для каждой пары непересекающихся замкнутых мно
жеств A, B cz X  существуют открытые множества U, V, такие, 
что

(1) Л<=£/, В с  V и U[)V =  0 .

Очевидно, что каждое ^-пространство есть 73-пространство. 
Из приведенной ниже теоремы 1.5.10 следует, что каждое 7’4-про- 
странство также есть Т3 j. - пространство, но этот факт отнюдь
не очевиден. Приведем теперь пример тихоновского простран
ства, не являющегося нормальным. Оказывается, таким про
странством является плоскость Немыцкого.
1.5.9. Пример. Мы должны показать, что плоскость Немыцкого 
L не является нормальным пространством. Мы уже отмечали, 
что производное множество L\CzL  пусто. Из 1.3.4 следует, что 
Ad =  0  для любого А cz L\ и что любое такое А замкнуто в L. 
Пусть С состоит из всех точек Ь2, обе координаты которых ра
циональны. Ясно, что С — всюду плотное подмножество в L.



Допустим, что L — нормальное пространство; тогда для каж
дого Ac zL i  существуют открытые множества Ua, Va c z  L, такие, 
что

A cz Ua , L i \ A  с: VA и UA f\VA =  0 .
Каждому A d  Li поставим в соответствие множество СА =  
=  С П Ua- М ы  покажем, что СА Ф  Св при А ф  В, и придем к про
тиворечию, так как L\ содержит 2е различных подмножеств, в 
то время как С содержит только с различных подмножеств. 
Пусть A, B d L i ,  А ф В \  без уменьшения общности можно счи
тать, что Л \В  ф  0 .  Так_как 0  ^  А \ В  cz  ПА П Vb  и О в П У в = 0 ,  
то, в силу 1Л.2, Па ф и  в.  Из последнего соотношения и 1.3.6 
следует, что Са ф  Св  и потому Са ф  Св. I

Сделанное выше замечание о том, почему в определении ре
гулярности пространства X требуется, чтобы оно было ^-про
странством, относится и к определению тихоновских и нормаль
ных пространств. Иллюстрацией служит антидискретное про
странство.

Следующая теорема является одной из фундаментальных. 
По историческим причинам она называется леммой Урысона.
1.5.10. Теорема (лемма Урысона). Для каждой пары А, В непе- 
ресекающихся замкнутых множеств нормального пространства 
X существует непрерывная функция f : Х-*-1, такая, что

/ (х) =  0 при х е Л  и f { x ) =  1 при х ^ В .
Доказательство. Для каждого рационального числа г е  

е [ 0, 1] определим открытое множество VVcrX, удовлетворяю
щее условиям
(2) Vr^Vr ' ,  если г < г ' ;
(3)  Л с У  о, В c X W t .

Множества Vr определяются индуктивно. Расположим все 
рациональные числа интервала (0 , 1) в некоторую бесконечную 
последовательность гз, г*......... и пусть гх =  0, r2 =  1. Положим

V0 =  U и V i = X \ B ,  
где U вместе с открытым V удовлетворяют (1). Очевидно, что 

Л cz V o d X W  =  X \ F c :  Vi, следовательно, VocrFi. 
Условие (3), так же как и условие 
(2fe) Vr[ cz Vrj, если rt <  г, и i, j <  k,

выполнено для k =  2.
Допустим, что множества Vr{ уже определены для i ^  

^ п ( п ^ 2 )  и выполнено (2Л). Обозначим через п  и rm соот
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ветственно те из чисел ги г2, гп, которые ближе всего к rn+i 
слева и справа. Так как п  <  гт, то из (2„) вытекает, что 
Vr[ cz VГт- Из нормальности пространства X мы делаем вывод о 
существовании открытых множеств U, V, таких, что

Отсюда следует, что U cz X  \  V cr VTm, а это в свою очередь 
дает U c z X \ V  =  X \  V cz VTm• Положив Vfn+l =  U, мы полу
чим множества Vri, УГ2, Vrn+l, удовлетворяющие условию 
(2„+1). Полученная таким образом последовательность Vro V r„. • 
удовлетворяет условиям (2) и (3).

Функцию f  из X в /  определим формулой

В силу (3), имеем /(Л)сз{0} и f(B)cz{l}. Остается доказать, 
что f непрерывна. Для этого в силу 1.4.1 достаточно показать, 
что прообразы интервалов [0, а) и (b, 1], где а ^  1 и 6 ^ 0, — 
открытые множества.

Неравенство f(x)<Za  имеет место в том и только том слу
чае, если существует такое г <  а, что х е  Vr; следовательно, 
множество /- 1([0>a )) =  U{Vr: г <Z а) открыто. Неравенство 
f(x) >  b имеет место в том и только том случае, если суще
ствует такое г ' > Ъ ,  что х ф У г,. Но, в силу (2), это означает, 
что существует такое г >  Ь, что х ф  Vr. Следовательно, мно
жество

также открыто. I

1.5.11. Следствие. Подмножество А нормального пространства X 
является замкнутым G^-множеством в том и только том слу
чае, если существует непрерывная функция f : X-+-I, такая, что

Доказательство. Одноточечное множество {0}cz7 является 
замкнутым б в-множеством. Поэтому прообраз /—1 (0) при любом 
непрерывном отображении f: Х->1 является замкнутым G 6-mho- 
жеством.

Пусть теперь А — замкнутое -множество в нормальном 
пространстве X. Дополнение множества А есть /^-множество,

Vr[ cz U, X \ V r m^ V  и U П ^ = 0 .

i n f { r : ^ e F r} для x ^ V u
1 для x e X X F i .

f-4 (b,l] )  =  [ } { X \ V r: r > 6} =  X \ n { F r: г >  b}

оо

т. е. X \  А =  (J Fi, где Ft =  Fi, i =  1, 2 ......... По лемме Урысона
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для каждого t = l ,  2, . . .  существует непрерывная функция 
ft: Х-*-1, такая, что

fi (х ) =  0 для х е  А и /, (я) =  1 для х е  Fi.
оо

Из 1.4.7 вытекает, что формула f  (х) =  V  - у  ft (х) определяет
«-1 2

непрерывную функцию f: Х-*-1. Для х ^ А  с очевидностью 
/(jt) =  0. Если хф .А , то существует такое i, что х е  Fi, и по
тому / (х) :> -i- ft (х) =  -— >  0. Следовательно, А — / - 1 (0). I

2 2
Перейдя к дополнениям, можно переформулировать 1.5.11 

следующим образом.

1.5.12. Следствие. Подмножество А нормального пространства X 
есть открытое Fa-множество в том и только том случае, когда 
существует непрерывная функция f: Х-*-1, такая, что А =
= = ^ ( ( 0 , 1]). I

Два подмножества А и В топологического пространства X  
называются вполне отделимыми, если существует непрерывная 
функция /: X-+I,  такая, что f(x) =  0 при х е л  и f ( x ) = l  при 
л е В .  В этом случае говорят, что / разделяет множества А и
В. Лемма Урысона утверждает, что в нормальном простран
стве два непересекающихся замкнутых множества вполне отде
лимы. Легко показать, что если любые два непересекающихся 
замкнутых множества в 7Упространстве вполне отделимы, то 
пространство нормально.

Подмножество А топологического пространства X называет
ся функционально замкнутым1), если A = f ~ l (0) для некото
рого /: Х-*-1. Очевидно, что всякое функционально замкнутое 
подмножество пространства X  замкнуто в X. Пусть f, g : Х-*-1\ 
определим hi, Л2: Х^*-1 формулами

hi(x) =  f(x)- g(x) и h2(x) =  j ( f  (x)-\-g(x)).
Тогда

f h l (0) =  r ' ( 0 ) U g ~ ' { 0 )  и А2_1( 0 ) = Г 1(0)П5- , (0).

Отсюда следует, что объединение и пересечение двух (и конеч
ного числа) функционально замкнутых множеств — функцио
нально замкнутые множества. Счетное пересечение функцио
нально замкнутых множеств вновь является функционально

') Принятые здесь термины «функционально замкнутое множество» и 
«функционально открытое множество» кажутся нам более подходящими, чем 
обычно употребляемые термины «нуль-множество» и «конуль-множество».
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замкнутым множеством. В самом деле, П /^ (0 )  =  / *(0) дляt=i
оо

функции /: X-+I,  определенной формулой / (*) =  W-
t=i 2

Дополнение к функционально замкнутому подмножеству в 
пространстве X называется функционально открытым. Очевидно, 
что всякое функционально открытое подмножество пространства 
X открыто в X. Счетное объединение и конечное пересечение 
функционально открытых множеств — функционально открытые 
множества. Легко показать, что ^-пространство X  вполне регу
лярно в том и только том случае, если семейство всех функцио
нально открытых множеств образует базу в пространстве X. От
крыто-замкнутые множества одновременно функционально от
крыты и функционально замкнуты. Прообраз при непрерывном 
отображении функционально замкнутого (открытого) множества 
есть функционально замкнутое (открытое) множество. Следствия
1.5.11 и 1.5.12 утверждают, что в нормальных пространствах 
функционально замкнутые (открытые) множества совпадают с 
замкнутыми Gj-множествами (открытыми /^-множествами).
1.5.13. Теорема. Любые два непересекающихся функционально 
замкнутых множества А и В в произвольном топологическом 
пространстве X вполне отделимы. Более того, существует непре
рывное отображение /: Х-*-1, такое, что А =  1 (0), В =  f~l (l).

Доказательство. Пусть g, h: X -+ I  удовлетворяют соотноше
ниям

А =  g~l (0) и В =  /Н  (0).

Так как А П В =  0 ,  то формула f(x) =  g(x ) /  (g{x) -{-h(x)) опре
деляет непрерывное отображение f: Х-*-1. Легко показать, что 
А =  / - 1 (0) и B =  f~l (l).  I

Очевидно, что все дискретные пространства D (ш) нормальны. 
Легко установить, что все пространства А (ш) также нормальны. 
Приведенная ниже теорема 1.5.15 показывает, что прямая ли
ния R и интервал I также нормальны. В примере 1.5.17 будет 
показано, что прямая Зоргенфрея нормальна.
1.5.14. Лемма. Пусть X есть Т^-пространство, и пусть для лю
бого замкнутого множества F cz X и любого открытого W czX,  
содержащего F, существует последовательность W\, W2, . . .  от-

оо

крытых подмножеств пространства X, такая, что F с  (J Wt и
£ = 1

Wicz W для 1 =  1, 2, . . .  . Тогда пространство X нормально.
Доказательство. Пусть Л и Б — непересекающиеся замкну

тые подмножества пространства X. Полагая F =  А и W — Х \ В ,



мы получим последовательность W\, ^ 2, • • • открытых подмно
жеств пространства X , такую, что

оо

(4) A c z  \}  Wi и B ( ] W t = 0 ,  t =  l , 2 ..........
1-1

Полагая F =  B и № =  -Х\Л, мы получим последовательность 
Vi, V2, . . .  открытых подмножеств пространства X, такую, что

оо

(5) S c r l J V ,  и A [}V( = 0 ,  / = 1 , 2 .........
г-i

Положим
(6) С, =  Г г\  U V, и Ht =  Vi \  U W,.

i < i  i < i

Множества Gi и Я г- открыты; более того, из (4) и (5) следует, 
что

оо оо

A c z U = [ \  Gt и B c z V  = [ }  Hi.
i=1 i=l

Для завершения доказательства остается показать, что от
крытые множества U и V не пересекаются. Так как из (6) сле
дует, что Gi ( )Vj  =  0  для /' ^  i, то Gi ( \ H/  — 0  для /' ^  i. По
добным же образом Я,- Л Wt =  0  для i ^  /  и Gt ( ]Hj  =  0  для 
t ^ / .  Следовательно, Gi(]H/ =  0  для i, } =  1, 2, и потому 
Uf[V =  0 .  1

Легко убедиться, что условия предыдущей леммы не только 
достаточны, но и необходимы для нормальности ^-простран
ства X.
1.5.15. Теорема. Любое регулярное пространство, удовлетворяю
щее второй аксиоме счетности, нормально.

Доказательство. Каждое регулярное пространство X со счет
ной базой 3& удовлетворяет условиям леммы 1.5.14, так как для 
любого х е  F существует такое Ux е  &$, что х е  Ux cz Ох cz W, 
семейство всех Ux счетно и f  с  [] Ux. |x e f
1.5.16. Теорема. Каждое счетное регулярное пространство нор
мально.

Доказательство. Каждое счетное регулярное пространство 
удовлетворяет условиям леммы 1.5.14, так как для всякой точ
ки x ^ F  существует открытое множество Ux, такое, что 
е  Ux cz Dx a W .  Семейство всех Ux счетно и f  с  U Ux. |

В связи с теоремой 1.5.16 отметим, что существуют счетные 
регулярные пространства, не удовлетворяющие первой и тем бо

1.5. АКСИОМЫ ОТДЕЛИМОСТИ 7 9
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лее второй аксиоме счетности (см. примеры 1.6.19, 1.6.20 и 
2.3.37).

1.5.17. Пример. Покажем, что прямая Зоргенфрея К является 
нормальным пространством (см. пример 3.8.14). Пусть А, В — 
непересекающиеся замкнутые подмножества прямой К.

Для каждого а е Л  возьмем интервал [а ,х (а )) , не пересе- 
тсающийся с. В, а для каждого Ь е  В — интервал [Ь,х{Ь)),  не
пересекающийся с А. Полагая U =  (J Iя. * (а)) и V — (J

a  «= А Ъ & В
х{Ь)), мы получим открытые множества, такие, что A c z U  и 
В cz V. Для каждого а е Л  и & е В  имеем [а, х(а))П[&. х{Ь)) =  
=  0 , так как иначе выполнялись бы включения b e [ a ,  х(а))  
или n e [ J , x(b)) (в зависимости от того, какое из неравенств 
имеет место: а <С Ъ или Ъ <  а). Следовательно, U П V — 0 .  I  

Отметим, что, применяя законы де Моргана, легко показать, 
что Тi-пространство X нормально в том и только том случае, 
если для любой пары открытых множеств U, V с: X, таких, что 
Х =  [/U V, существует пара замкнутых множеств Л, В с.Х,  та
ких, что A c .  U, B c z V  и X =  А\}В.  Для усиления этого резуль
тата введем несколько простых понятий.

Семейство {Л5}ве5  подмножеств множества X  называется
покрытием, множества X, если (J =  X. Если X  — топологи-

seS
ческое пространство и все множества As открыты (замкнуты), 
то мы называем покрытие {As}seS открытым (замкнутым). Се
мейство M s}ssS  подмножеств множества X называется точечно 
конечным (точечно счетным), если для каждого х ^ Х  множе
ство { s e S :  x e A s) конечно (счетно). Очевидно, что всякое 
локально конечное покрытие является точечно конечным. С дру
гой стороны, открытое покрытие интервала /, состоящее из са
мого /  и всех интервалов ( l / ( t  +  1), 1/г), г =  1, 2, . . . ,  точечно 
конечно, но не является локально конечным.

1.5.18. Теорема. Пусть X — нормальное пространство, и пусть
— его точечно конечное открытое покрытие. Тогда су

ществует открытое покрытие {Vs}S(=s пространства X, такое, что 
Vs с: Us для каждого s e S .

Доказательство. Пусть 5? — семейство всех функций G: S 
(где О  — топология пространства X), удовлетворяющих следую
щим условиям:

(7) G { s ) = U s или G { s ) c z U s,
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Упорядочим семейство положив по определению G\ ^  G2, 
если G2(s) =  G\ (s) для каждого s e S ,  такого, что Gi(s)¥=Us. 
Мы покажем, что для всякого линейно упорядоченного подсе
мейства !?ос: §  формула G0(s) =  П G(s), s e S ,  определяет

о

элемент семейства Условие (7) выполняется очевидным обра
зом. Проверим условие (8). Пусть х ^ Х ;  так как {Us}s^ s то
чечно конечно, существует конечное множество S0 ={si, s2, .. .  
. . . ,  sk}c:S ,  такое, что x ^ U Sl, i =  1, 2, . . . ,  k и x ^ U s для 
s  e  5\So. Если G0 (st) =  Us . для некоторого s, e  So, t o  

* e ( ? 0(S j)c  U G0(s). Следовательно, можно считать, что для
seS

i = l ,  2, . . . ,  k найдется такое G i ^ $ ? 0, что Gt (s{) Ф  USi. Так 
как семейство %  линейно упорядочено, существует такое j ^  k, 
что Gi ^  Gj, i =  1, 2, . . . ,  k. Применяя (8) к G/, мы видим, что 
х е  G j( s i ) =  Go(si) для некоторого si е  So.

По лемме Куратовского — Цорна в & существует максималь
ный элемент G. Для завершения доказательства достаточно по
казать, что G(s)cz  Us для каждого s e S .

Допустим, что G (s0) П (X \  USo) ф  0 .  Множество А  =  
=  X \  U { G (s ) :se S  \  {s0}} cz G (s0) замкнуто. В силу нормаль
ности пространства X существует открытое множество V, такое, 
что А  с  V  с  V cz G (so). Из (7) следует, что G (s0) =  Us<>, поэтому 
формула

( V при s =  s0,
0 S ' 1 G (s) при s=£s0, 

определяет такую функцию Go^JF, что G ^ G 0 и G ф  Go. Это 
противоречит максимальности элемента G и показывает, что 
G(5) с: для любого s e S .  1

Топологическое пространство X называется совершенно нор
мальным, если — нормальное пространство и каждое замкну
тое в нем множество является 6 б-множеством. Очевидно, что 
нормальное пространство X совершенно нормально тогда и 
только тогда, когда каждое его открытое подмножество есть 
Fo-множество.

Класс совершенно нормальных пространств существенно уже 
класса нормальных пространств: для ш >  К0 пространство Л (at) 
не является совершенно нормальным. В самом деле, любое /V  
множество в Л(ш), не содержащее единственную точку накоп
ления хо пространства А (т ), счетно. Отсюда следует, что от
крытое множество Л (ш )\{хо} не является /^-множеством. От
метим, что каждое нормальное пространство X со счетной базой 
Ш совершенно нормально. Действительно, для любой точки х 
открытого множества U cz X существует такое Ux ^  что

б  Зак. 697
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jc e  Ux а  0х<= U. Таким образом, U =  JJ Ux> где объединение* е= £/
счетно, ибо все множества Ux принадлежат

Очевидно, что все дискретные пространства и все счетные 
нормальные пространства совершенно нормальны. Прямая Зор
генфрея тоже совершенно нормальна. В самом деле, если для 
каждой точки х открытого множества U cz К взять объединение 
U(x) всех содержащих ее открытых интервалов, лежащих в Uf 
то для х, х* е  U будет либо U( x ) = U (х' ) , либо U(x)( \U(х ') =  0 .  
Поскольку каждое U(x) содержит рациональное число, множе
ство различных U(x) счетно, а их объединение U0 является 
Fa-множеством в К. Легко проверить, что множество U \U q 
счетно, а следовательно, U есть F0-множество в К .

Так как вещественная прямая R совершенно нормальна, то 
функционально замкнутые (открытые) подмножества простран
ства X могут быть охарактеризованы как прообразы замкнутых 
(открытых) подмножеств прямой R при непрерывных отображе
ниях X в R.

Отметим далее, что существуют и такие нормальные про
странства, в которых все одноточечные подмножества суть 
G^-множества (и даже нормальные пространства с первой ак
сиомой счетности), но при этом пространства не являются со
вершенно нормальными (см. пример 3.1.26).

1.5.19. Теорема Веденисова. Пусть X есть Т^пространство; 
тогда следующие утверждения равносильны:

(i) Пространство X совершенно нормально.
(ii) Открытые подмножества пространства X функциональ

но открыты.
(iii) Замкнутые подмножества пространства X функциональ

но замкнуты.
(iv) Д ля каждой пары непересекающихся замкнутых мно

жеств А , B c z X  существует непрерывная функция
/: Х-*1, такая, что f~l (0) =  Л и =

Доказательство. Импликация (i)=^(ii) вытекает из 1.5.12, 
импликация (iii)=^(iv)— из 1.5.13. Импликации (ii)=^(iii) и
(iv)=^(i) очевидны. 1

Перейдем теперь к обсуждению инвариантности аксиом отде
лимости при различных отображениях. Начнем с простого на
блюдения: так как каждое пространство является непрерывным 
образом некоторого дискретного пространства, то никакая из 
аксиом отделимости не инвариантна при непрерывных отображе
ниях. Для замкнутых отображений ситуация улучшается.
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1.5.20. Теорема. Классы Тх- и Т^-пространств и класс совершенно 
нормальных пространств инвариантны относительно замкнутых 
отображений.

Доказательство. Инвариантность ^-пространств следует из 
того, что 7Упространства характеризуются как пространства, в 
которых одноточечные подмножества замкнуты.

Пусть теперь /: X - ^ Y  — замкнутое отображение нормаль
ного пространства X на некоторое пространство У. Как известно, 
У есть 7Упространство. Для каждой пары открытых множеств 
U, V с  У, таких, что У U V =  У, множества f~l (U) и f~l (V) от
крыты в X и покрывают пространство X . В силу нормальности 
Ху существуют замкнутые множества Л0, BqczX , такие, что 
A0c : f - l (U)y B0czf~l (V) и А0[)Во =  Х. Множества Л =  /(Л0) 
и В — /(В0) замкнуты в У. Более того,

A c z f f ~ ' ( U ) = U y Bcz f f~ l ( V )=  V и Л1|Я =  /(Х )= У .
Следовательно, У — нормальное пространство.

Если /: Х->У — замкнутое отображение совершенно нор
мального пространства X на пространство У, то У нормально и

со

для любого открытого множества U с= У мы имеем (£/) =  (J F*, 
где Fi замкнуты в X. Следовательно,

и  =  f r 1 (U) =  f  ( О  f i )  =  U f (Fi)

является /^-множеством в У, т. е. У совершенно нормально. 1 
Оказывается, аксиомы Гь Г4 и свойство совершенной нор

мальности— единственные аксиомы отделимости, инвариантные 
при замкнутых отображениях. Чтобы получить замкнутое ото
бражение Го j." пространства на пространство, не удовлетворяю- 

2
щее аксиоме Т2, мы должны взять любое не нормальное тихо
новское пространство X, выделить в нем пару непересекающих 
замкнутых множеств А, В ci X, которые не разделяются непе- 
ресекающимися открытыми множествами, и отождествить мно
жество А с некоторой точкой «а», а множество В с некоторой 
точкой «&», как описано в примере 1.4.17 (ср. с примером 2.4.12). 
Замкнутое отображение Го-пространств а на двухточечное анти- 
дискретное пространство построено ниже.
1.5.21. Пример. Пусть X — множество всех целых чисел с топо
логией, состоящей из множеств ( х е Х :  х ^ п }  для п — 0 , ± 1,
± 2 ......... Очевидно, что X есть Г0-пространство. Пусть У =
=  {0, 1} с антидискретной топологией, и пусть / (л:) =  0, если х 
четно, и f ( x ) = l ,  если х нечетно. Легко видеть, что f — открыто
замкнутое отображение X на У. Я

6*
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Последний пример показывает, что класс Го-пространств не 
инвариантен при открытых отображениях. Оказывается, что ни
какая из аксиом отделимости не инвариантна при открытых 
отображениях.

1.5.22. Пример. Отобразим вещественную прямую R — X на 
двухточечное антидискретное пространство У =  {0,1}, поставив 
в соответствие 0 всем рациональным числам и 1 всем иррацио
нальным числам. Легко показать, что это открытое отображение 
(ср. с замечанием к упр. 4 .2.D(b)). I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Го-пространства введены Колмогоровым (как указано у Алек
сандрова и Хопфа [1935]), ^-пространства — Риссом [1907], а 
7Упространства — Хаусдорфом [1914]. Регулярные простран
ства определены Вьеторисом [1921]; свойство Гзу2 сформули
ровано Урысоном [1925], а класс Гзу2 -пространств изучен Ти
хоновым [1930]. Класс нормальных пространств определен Тит- 
це [1923] и Александровым и Урысоном [1924]; свойство нор
мальности появилось ранее у Вьеториса [1921]. Свойство совер
шенной нормальности появилось в работе Урысона [1925] и 
было изучено Александровым и Урысоном [1929] в классе ком
пактных пространств; совершенно нормальные пространства оп
ределены Чехом [1932].

Определение Гзу2 -пространств существенно отличается от 
определений других классов пространств, изученных в этом па
раграфе. Это внешнее определение, в котором мы предполагаем 
существование некоторых внешних объектов относительно рас
сматриваемого пространства (здесь мы имеем в виду существо
вание интервала I), в противоположность внутренним опреде
лениям, в которых используются только внутренние объекты 
относительно рассматриваемых пространств. В дальнейшем не
сколько классов пространств будут введены посредством внеш
них определений, так как иногда такие определения проще и 
естественнее. Однако мы дадим, следуя установившейся в топо
логии традиции, и внутреннюю характеристику этих классов 
(которые с очевидностью также могут служить определениями). 
Так, внутренняя характеристика Гзу2 -пространств дается в 
упр. 1.5.G; читатель заметит, насколько такое определение слож
нее и менее естественно, чем внешнее.

Доказательство ненормальности плоскости Немыцкого, дан
ное в 1.5.9, взято у Джоунса [1937]; доказано больше: никакое 
сепарабельное вространство, содержащее множество мощности с 
с пустым производным множеством, не является нормальным
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(другое доказательство этого факта дается в 2.1.10). Последнее 
замечание широко используется при доказательствах ненормаль
ности (см. пример 2.3.12, упр. 3.1.Н(а) и задачу 2.7.20(f)).

Лемма Урысона установлена Урысоном [1925]; модификации 
его рассуждений иногда используются для построения непрерыв
ных вещественных функций (см. упр. 1.5.G и задачу 2.7.2(c)). 
Работа Урысона содержит также теорему 1.5.16. Теорема 1.5.15 
была доказана Тихоновым [1925]; доказательство леммы 1.5.14 
есть также одно из стандартных топологических рассуждений 
(ср. с доказательством леммы 7.2.5). Теорема 1.5.18 принадле
жит Лефшецу [1942]. Условия совершенной нормальности в тео
реме 1.5.19 даны Веденисовым [1936] и [1940]. Хаусдорф [1935] 
первым заметил, что нормальность есть инвариант замкнутых 
отображений.

УПРАЖНЕНИЯ

1.5.А. Докажите, что X есть Т0-пространство в том и только 
том случае, если {х}ф{у}  для любой пары несовпадающих 
точек х, y e l .

1.5.В. Заметим, что конечное ^^пространство дискретно. По
кажите, что в ^-пространствах производное множество обла
дает следующими свойствами:

(АаУ cz Ad, (Лё) =  Ad =  04)d; Ad= 0 , если А конечно.

Приведите примеры, показывающие, что для То-пространств эти 
утверждения не имеют места.

1.5.С. Непрерывное отображение f: Х-+Х  называется ретрак
цией пространства X , если ff =  f; множество всех значений 
ретракции пространства X называется ретрактом простран
ства X.

Покажите, что всякий ретракт хаусдорфова пространства 
замкнут.

1.5.D.(a) Заметим, что в определениях регулярного и вполне 
регулярного пространств мы могли бы предположить, что ис
ходные пространства суть Го-пространства, а не Гг пространства. 
Покажите, что в определении нормальных пространств такое из
менение невозможно.

(Ь) Покажите, что в 1.5.1 предположение, что X есть Г0-про- 
странство, нельзя опустить, а в 1.5.3 предположение, что X — 
хаусдорфово пространство, нельзя заменить предположением, 
что X есть ?!-пространство.
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(с) Докажите, что в 1.5.6 предположение о регулярности X 
нельзя заменить предположением, что X — хаусдорфово про
странство.

Указание. Пусть U(z, г) — множество всех точек плоскости 
внутри круга радиуса г с центром в точке г. Введите топологию 
на плоскости, взяв в качестве базы семейство, состоящее из всех 
множеств вида U ( z , r ) \ A ,  где А — множество, пересекающее 
каждую прямую, параллельную оси х, в конечном числе точек.

Можно также воспользоваться тем фактом, что существуют 
сепарабельные хаусдорфовы пространства мощности 2е (ср. 
с теоремой 2.3Л5 или следствием 3.6.11), и применить указание 
к упр. 3.1.F(d).

1.5.Е. (а) Покажите, что топология /^-пространства X  порож
дается семейством отображений в вещественную прямую тогда и 
только тогда, когда X — вполне регулярное пространство.

(Ь) Докажите, что если на множестве X определены две то
пологии Ои О2 и оба пространства (X, 0 {) и (X, 0%) суть /V/, - 
пространства, то 0 \ — 0 2 в том и только том случае, когда се
мейство всех вещественных функций на X , непрерывных отно
сительно 0 i t совпадает с семейством всех вещественных функ
ций на X , непрерывных в топологии 0 2.

1.5.F. Покажите, что для любого конечного семейства 
попарно непересекающихся замкнутых множеств нормального 
пространства X существует семейство открытых подмно
жеств пространства X , таких, что Fi<^Ui для £ =  1, 2, . . . ,  k и 
U i f | Uj — 0  при 1Ф j (ср. с теоремой 2.1.14 и упр. 2.1 .G). Уста
новите, что если все F, конечны, то достаточно предположить, 
что X — хаусдорфово пространство.

1.5.G (Фринк О. [1964],Зайцев [1967]). Докажите,что ^-про
странство X вполне регулярно тогда и только тогда, когда в нем 
существует база удовлетворяющая следующим условиям:

(1) Для любого х X и любого U содержащего х , су
ществует такое V g J ,  ч т о  x ^ V  и U [}V =  Х.

(2) Для любой пары U, V е  38, удовлетворяющей условию 
U у V =  X, существуют такие U V' е  М, что X \ V  cz Uf, X \ U  a  
сz V f и Uf f| V' =  0 .

Указание. Модифицируйте доказательство леммы Урысона.
1.5.Н.(а) Докажите, что любое замкнутое подмножество пло

скости Немыцкого является Об-множеством (пространства, об
ладающие этим свойством, называются совершенными простран
ствами) .

(Ь) (Смирнов [1948]). Покажите, что /^-пространство X 
нормально в том и только том случае, если выполнены следую
щие условия:
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(1) Любое замкнутое G^-множество в X функционально 
замкнуто.

(2) Для любого замкнутого F c z X  и любого открытого 
GczX,  содержащего F, в X существует замкнутое G(.-множество 
М, такое, что F с  М cz G.

(с) Установите, что никакое из условий (Ь) по отдельности 
не обеспечивает нормальности пространства X.

1.5.1. Установите, что если (X, Oi) есть ^-пространство 
с i ^ 2  и О 2 — топология в X, более тонкая, чем 0 \,  то ( Х , 02) 
также является ^-пространством. Покажите, что при / ^  3 это 
неверно.

1.5.J.(a) Установите, что счетные объединения функциональ
но замкнутых множеств, вообще говоря, не являются функцио
нально замкнутыми.

(b) Покажите, что объединения локально конечных семейств 
функционально замкнутых множеств, вообще говоря, не являют
ся функционально замкнутыми. Заметим, что в совершенно нор
мальных пространствах объединение любого локально конеч
ного семейства функционально замкнутых множеств является 
функционально замкнутым.

(c) Установите, что объединение семейства функционально 
открытых множеств, вообще говоря, не является функционально 
открытым.

(d) Заметьте, что объединение локально конечного семейства 
функционально открытых множеств функционально открыто.

1.5.К. Покажите, что 7\-пространство X совершенно нор
мально в том и только том случае, если для каждого открытого 
множества W с= X существует последовательность Wi, W2, ■ ■ -

00 -
открытых подмножеств пространства X, такая, что W =  (J Wt

t=i
и Wi cz W для i =  l , 2 .........

1.5.L.(a) (Пономарёв [1959], Фролик [1961]). Докажите, что 
если f: X - +Y  — открыто-замкнутое отображение пространства 
X на У, то для любого g\ X ^ - R ,  ограниченного на всех прооб
разах точек при /, формулы g* (у) =  sup{g(*): x ^ f ~ l (y)} и 
g»(y)=  inf{&(*); x ^ f ~ l (y)} определяют непрерывные функции 
g*, g«: У -> R (ср. с задачей 1.7.16).

(b) (Хабер [1972]). Покажите, что регулярность и полная 
регулярность инвариантны относительно открыто-замкнутых 
отображений.

Указание. В случае вполне регулярных пространств приме
ните (а).

Замечание. Класс хаусдорфовых пространств не инвариан
тен при открыто-замкнутых отображениях (ср. с примером Аль- 
стера, который приводится у Хабера [1972], где на с. 204 в стро»
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ке 7 снизу, а также на с. 205 в строках 3 и 5 сверху следует 
читать R вместо Q).

1.5.М. Приведите пример открытого отображения нормаль
ного пространства на Гр пространство, не являющееся 7Vnpo- 
странством.

1.6. СХОДИМОСТЬ 
В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ: 

НАПРАВЛЕННОСТИ И ФИЛЬТРЫ. 
СЕКВЕНЦИАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

И ПРОСТРАНСТВА ФРЕШЕ
Под направленностью в топологическом пространстве X мы 

понимаем произвольную функцию, заданную на непустом на
правленном множестве, со значениями в пространстве X. На
правленности обозначаются символом 5 = {х а, а е  2}, где ха — 
точка в X, соответствующая элементу a e S .  Отношение, на
правляющее 2 , обозначается через и для ои ст2е  2  мы часто 
пишем oi ^  <та вместо а2 ^  aj.

Точка х называется пределом направленности S  ={*„, а е  2 }, 
если для каждой окрестности U точки х существует такое <Joe2, 
что ха ^  U для любого а ^  Оо- В этом случае говорят, что на
правленность 5 сходится к х. Направленность может сходиться, 
вообще говоря, ко многим точкам. Множество всех пределов на
правленности S = { x g ,  a e S }  обозначается lim S или lim ха. Когда

oeS
направленность S = {х а, и е 2 } имеет ровно один предел х, пи
шут х =  lim S — lim ха.

0GS
Точка х называется предельной точкой направленности S =  

=  {*о, о е 2 }, если для каждой окрестности U точки х и каж
дого сг0 е  2  существует такое а ^  а0, что ха е  U.

Говорят, что направленность S ' =  {.v> f f 'e S '}  тоньше, чем 
направленность 5={дс0, < х е 2 }, если существует отображение 
<р: 2 '-> -2 , обладающее следующими свойствами:
(FN 1) Для любого a0e S  найдется такое а' е  2 ', что <p(o') ^  о 

При
(FN 2) хф (o') =  ха' для а' <= 2'.

Легко показать, что каждая неубывающая функция <р из 2 ' 
в 2 , такая, что ф(2 ') конфинальна в 2 , обладает свойством 
(FN1).
1.6.1. Предложение. Если х — предельная точка направленности 
S ', более тонкой, чем S, то х — предельная точка направлен
ности S. Если х — предел направленности S, то х — также пре
дел любой направленности S', более тонкой, чем S. Если х —
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предельная тонка направленности S, то х — предел некоторой 
направленности S', более тонкой, чем S.

Доказательство. Пусть х — предельная точка направленности 
5 / =  {л:о') о 'е И '} , более тонкой, чем S = { ^ ( a e l l } ,  и пусть 
ф — функция из 2 ' в 2, обладающая свойствами (FN1) и 
(FN2) . Пусть, далее, U — произвольная окрестность точки х и 
(То е  2. По условию найдется такое 2 , что ф ( а ') ^  а0 при 
а '^ а б .  По определению предельной точки существует такое 

что ха„ ^  U. Таким образом, х^{0„} =  xa„ ^ U  и 
т. е. х — предельная точка направленности 5.

Предположим теперь, что х — предел направленности S =  
=  {x0,(JG  2}. Пусть направленность S, =  {x<j'J а ' ^ 2 '}  тоньше, 
чем 5, и пусть функция ф из 2 ' в 2 обладает свойствами (FN1) 
и (FN2). Пусть, далее, U — произвольная окрестность точки х. 
Существуют такое сго^2, что xa ^ U  для каждого а ^  (То, и 
такое о ' е ? ,  что ф ( а ') ^ а 0 при Очевидно, что при

мы имеем x 0, ^ U ,  т. е. х является пределом направлен
ности S'.

Пусть х — предельная точка направленности S ={л:0, a ^ 2 } .  
Рассмотрим множество 2 ', состоящее из всех упорядоченных пар 
(а, [/), где о е 2 , ( /  — окрестность точки х и ха^  U. Положим по 
определению (о\, £ Л )^ (а 2, U2), если ^  а2 и t/ 2 ci U\. Легко 
показать, что 2 ' направлено отношением Направленность 
xSf =  {o', а '  е  2'}, где х0' =  для а ' =  (a, J7), тоньше, чем 2, 
так как функция ф, определенная равенством ф((а, U))— a, яв
ляется неубывающим отображением 2 ' в 2 . Для каждой окре
стности U точки х существует такое о е  2, что ха е  {/. Так как 
для а ' ^  (а, 17) е  2 '  мы имеем х0' ^  U, то * — предел направлен
ности 5'. 1

1.6.2. Пример. Пусть 2 — множество всех отрицательных рацио
нальных чисел, направленное отношением и пусть хг =  г для 
любого г е  2. Очевидно, что S =  {хг, г е  2 }— направленность 
на вещественной прямой R , сходящаяся к 0. Заметим, что 0 —* 
единственный предел направленности S и что множество, состоя
щее из всех элементов 2 и предела направленности S, не замк
нуто в R. Пусть 2 ' — множество всех положительных целых 
чисел, направленное отношением и пусть ф(/г) =  — 1 / n e S  
для п е  2 '. Функция ф не убывает, а множество ф(2') конфи- 
нально в 2. Направленность S ' = {х п, п е  2'}, где хп =  —1/л, 
тоньше, чем направленность S. В силу 1.6.1, направленность S ' 
сходится к 0 . 1

1.6.3. Предложение. Точка х принадлежит А тогда и только тогда, 
когда существует направленность, состоящая из элементов А и 
сходящаяся к х.
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Доказательство. Из существования такой направленности 
очевидным образом следует включение j c g !  Пусть теперь 
i g I .  Обозначим через °U множество всех окрестностей точки 
jc, направленное по включению г>, т. е. V\ ^  {Уг, если U\ U2. 
Легко показать, что х е  lim xv, где хи — произвольная точка

U e.°U
множества A f] U. 1

1.6.4. Следствие. Множество А замкнуто тогда и только тогда, 
когда вместе со всякой направленностью оно содержит все ее 
пределы. I

1.6.5. Следствие. Точка х принадлежит множеству Ad в том и 
только том случае, если существует направленность S = { х 0, сге 
^  2 }, сходящаяся к х и такая, что ха^ А  и х0Ф х  для каждого 
o g S .  1

Направленности обладают многими свойствами, аналогич
ными свойствам последовательностей. Именно по этой причине 
направленности часто оказываются удобным средством для изу
чения общих топологических пространств. Читатель наверняка 
заметил, что мы уже установили для направленностей аналоги 
основных свойств последовательностей. В них роль подпоследо
вательностей играют более тонкие направленности. Многие то
пологические понятия можно охарактеризовать в терминах на
правленностей. Кроме того, можно вводить топологию на мно
жестве, задавая класс сходящихся направленностей (см. задачу 
1.7.21). Покажем теперь, как при помощи направленностей оха
рактеризовать непрерывные отображения и хаусдорфовы про
странства.

1.6.6. Предложение. Отображение f топологического простран
ства X в топологическое пространство Y непрерывно в том и 
только том случае, когда

/(lim  ха) a  lim f (xa)
а е 2 a е  2

для любой направленности {х0, ст <= 2 } в пространстве X.
Доказательство. Пусть f: X - + Y  и x e  lim ха. Выберем про-

a e  2
извольную окрестность V точки f (х). В силу 1.4.1, суще
ствует такая окрестность U точки х, что f (U)czV.  Так как 
х е  lim ха, то найдется такое о0 е  Б, что ха е  U для любых
о ^  <То. Отсюда следует, что f (xa V при а ^  сто. Таким обра
зом, f  (х) е  lim f  (ха), откуда вытекает включение

f ( l im ^ )  с: lim /(*„).
O S  1 (J€ S
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Обратно, пусть отображение f удовлетворяет условиям на
шего предложения. Чтобы доказать, что f непрерывно, доста
точно (опять в силу 1.4.1) показать, что f (A)czf(A)  для лю
бого AczX.  Но это вытекает из предложения 1.6.3. 1

1.6.7. Предложение. Топологическое пространство X хаусдорфово 
в том и только том случае, если любая направленность в X  
имеет не более одного предела.

Доказательство. Пусть X — хаусдорфово пространство. Пусть, 
далее, S = { % a e S } — направленность в X и хи x2e l im x a.

o e S
Выберем произвольные окрестности U\, U2 соответственно точек 
x h х2. Для i = l ,  2 существуют такие а; е  2 , что ха<= Ut для 
любого о at. Так как 2  направлено, то Ux f\U2¥=0.  Отсюда 
следует, что х\ =  х2, т. е. S имеет не более одного предела.

Обратно, пусть X не является хаусдорфовым пространством. 
Это означает, что найдутся две такие точки *1, х2, х\ ф х 2, что 
любая окрестность Ui точки х\ пересекается с любой окрест
ностью U2 точки х2: Ui[\U2^ 0 .  Множество 2, состоящее из 
всех пересечений U\{\U2, направлено по включению =>. Легко 
показать, что х1г х2^ и т х 0, где ха — произвольная точка эле-

oeS
мента а =  U\ f| Uz- 1

Сходимость в общих топологических пространствах может 
быть описана также при помощи фильтров. При изложении тео
рии фильтров мы ограничимся формулировкой основных опреде
лений и аналогов предложений, приведенных выше для направ
ленностей. Кроме того, мы кратко покажем, как установить эк
вивалентность двух этих способов описания сходимости в топо
логических пространствах.

Пусть 9 t— семейство множеств, которое вместе с любыми 
множествами А и В содержит их пересечение A f| В. Под фильт
ром в 91 мы понимаем непустое подсемейство 2Г с: (Л, удовлет
воряющее следующим условиям:
(F1) 0(£ЗГ.
(F2) Если А\, А2 < = ^ , то А\ f \A2 e i F .
(F3) Если А<=0~ и А а  А\ е  91, то А\ е

Фильтр в 9L есть максимальный фильтр, или ультрафильтр, 
в St, если для любого фильтра SF' в 91, содержащего £Г, мы 
имеем =  5F.

База фильтра в М есть непустое семейство % cz 91, такое, что 
0  0 9  и
(FB) если А ь А2 е  то существует такое Аь ^*3, что A3cz 

с= Ai П А2.
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Легко видеть, что для любой базы фильтра ^  в 01 семейство 
&& =  { А ^ Я :  существует такое В ^  что В с Л }

есть фильтр в 31.
Под фильтром (базой фильтра) в топологическом простран

стве X мы понимаем фильтр (базу фильтра) в семействе всех 
подмножеств пространства X. В этом параграфе мы будем рас
сматривать только фильтры и базы фильтров в топологических 
пространствах; мы будем называть их просто фильтрами и ба
зами фильтров.

Точка х называется пределом фильтра если каждая ее 
окрестность есть элемент В этом случае говорят, что фильтр 
ИГ сходится к точке х , и пишут х ^  lim^F. Точка х называется 
пределом базы фильтра если В этом случае го
ворят, что база фильтра & сходится к х, и пишут х ^  lim Оче
видно, что x e l i m ^  в том и только том случае, если любая 
окрестность точки х содержит элемент

Точка х называется предельной точкой фильтра вГ (базы 
фильтра ^ ) ,  если она принадлежит замыканию каждого эле
мента из SF (из ^ ) . Очевидно, что х — предельная точка фильтра 
$Г (базы фильтра ^ )  в том и только том случае, если любая ее 
окрестность пересекает все элементы из (из $ ). Отсюда, в 
частности, следует, что каждая предельная точка некоторого 
ультрафильтра есть предел этого ультрафильтра.

Говорят, что фильтр SFf тоньше, чем фильтр £Г, если 
У  =>9~.
1.6.8. Предложение. Пусть фильтр 2Г1 тоньше, чем фильтр 
Тогда каждая предельная точка фильтра является предель
ной точкой фильтра а каждый предел фильтра является 
пределом фильтра Если х — предельная точка фильтра
то х есть предел некоторого фильтра более тонкого, чем Я
1.6.9. Предложение. Точка х принадлежит А в том и только том 
случае, если существует база фильтра, состоящая из подмно
жеств А и сходящаяся к точке х . В
1.6.10.Предложение. Отображение f топологического простран
ства X в топологическое пространство Y непрерывно в том и 
только том случае, если для каждой базы фильтра % в про
странстве X и базы фильтра /(^ ) =  {/04): А ^ Щ  в простран- 
стве Умы имеем f ( l i m 9 ) c \ i m f ( 9 ) .  I

1.6.11. Предложение. Топологическое пространство X хаусдор
фово в том и только том случае, когда любой фильтр в X имеет 
не более одного предела. I

Установим теперь взаимно однозначное соответствие между 
направленностями и фильтрами в топологическом пространстве.
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1.6.12. Теорема. Пусть S = { х 0, v g S ) — направленность в топо
логическом пространстве X. Семейство ^F(S), состоящее из всех 
множеств Acz.X , удовлетворяющих условию: существует такое 
O o eZ , что при а ^  о0, является фильтром в простран
стве X. При этом

Пт£Г(5) — lim 5.

Если направленность S ' тоньше, чем S, то фильтр &~(S') тоньше, 
чем &~{S). 1

1.6.13. Теорема. Пусть — фильтр в топологическом простран
стве X. Обозначим через 2  множество всех пар (х , А ), где

ЗГ, и положим (х\, ^ i ) ^ ( jc 2, А2), если A2a A i .  Множе
ство 2  направлено отношением и для направленности 
S(^") =  {jc0, о е  2 }, где ха =  х для а = ( л ,А ) е Е ,  мы имеем

=  и
lim5(^")=lim^-. I

Выше мы уже отмечали, что понятие направленности — это 
модификация понятия последовательности, приспособленная для 
изучения проблем сходимости в общих топологических простран
ствах. Необходимость модифицировать понятие последователь
ности возникла потому, что существуют топологические про
странства, топология которых не может быть полностью описана 
б терминах последовательностей, в противоположность, напри
мер, вещественной прямой, где замкнутые множества можно 
охарактеризовать как множества, которые вместе со всякой схо
дящейся последовательностью содержат ее предел. Возникает 
вопрос, в каких топологических пространствах для описания то
пологии достаточно последовательностей. Вопрос поставлен не 
совсем точно, и мы увидим, что на него можно ответить двумя 
различными способами — мы определим два класса пространств, 
естественных в этом контексте. Оба этих класса более широкие, 
чем пространства с первой аксиомой счетности.

Для начала сделаем несколько простых наблюдений. После
довательность {я,} в топологическом пространстве X очевидным 
образом является направленностью, определенной на множестве 
N положительных целых чисел, направленном отношением 
Таким образом, для последовательностей определены понятия 
предела и предельной точки, и мы знаем, когда последователь
ность сходится к точке. Множество всех пределов последова
тельности {я,} обозначается lim Xj, и, когда последовательность 
имеет ровно один предел х, мы пишем х =  lim xi. Каждая под
последовательность {л;*,.} последовательности {х,} есть направ
ленность, более тонкая, чем {я,-}. Действительно, функция <р, 
определенная равенством <p(i) =  £,-, не убывает, а множество
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y(N)  конфинально множеству N. Из предложения 1.6.1 следует, 
что для каждой подпоследовательности последовательности 
{хг} если х е  lim хи т о х е  l imxk.t и что любая предельная точ
ка для является предельной точкой для {х;}.

Теперь определим два класса пространств, о которых мы 
упомянули выше. Топологическое пространство X называется 
секвенциальным пространством, если множество A c z X  замкнуто 
тогда и только тогда, когда вместе со всякой последователь
ностью оно содержит все ее пределы. Топологическое простран
ство X называется пространством Фреше — Урысона, если для 
любого A c z X  и любого j c e l  существует последовательность 
Х\, *2, * * * точек множества А, сходящаяся к х .
1.6.14. Теорема. Каждое пространство с первой аксиомой счет
ности есть пространство Фреше — Урысона, а каждое простран
ство Фреше — Урысона есть секвенциальное пространство.

Доказательство. Пусть пространство X имеет счетную базу 
в точке х, и пусть x e l .  Выберем для каждого / = 1 ,  

2, . . .  точку Xi е  А{\ U\ П И%[\ П Ut. Мы получим последова
тельность {х*} точек множества А, сходящуюся к х. Следова
тельно, каждое пространство с первой аксиомой счетности яв
ляется пространством Фреше — Урысона. Вторая часть теоремы 
очевидна.
1.6.15. Предложение. Отображение f секвенциального простран
ства X в топологическое пространство У непрерывно тогда и 
только тогда, когда /(limx,-)c= lim f (х{) для любой последова
тельности {х*} в пространстве X.

Доказательство. Необходимость условия следует из предло
жения 1.6.6.

Мы покажем, что если / удовлетворяет условию теоремы, то 
/ непрерывно. Пусть В — произвольное замкнутое подмножество 
в У. Выберем некоторую последовательность х* точек множества 
f~l (B) и точку x ^ l i m x i .  Имеем f (х )е  lim /(х,-) cz В. Следова
тельно, х е  / - 1 (В) и f~l (B) замкнуто. Я
1.6.16. Предложение. Если любая последовательность в тополо
гическом пространстве X имеет не более одного предела, то X 
есть Тх-пространство. Если, кроме того, для X выполнена пер
вая аксиома счетности, то X — хаусдорфово пространство.

Доказательство. Если у е { х } , то любая окрестность точки у 
содержит точку х и j / g  lim хг, где хг =  х для / =  1,2, . . .  . Так 
как и х е  lim хи а каждая последовательность имеет не более 
одного предела, то у =  х, и потому {х} — замкнутое множество. 
Доказательство второй части предложения аналогично доказа
тельству второй части 1.6.7. Я
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Из 1.6.16 и 1.6.7 получаем следующее утверждение.
1.6.17. Предложение. Пространство X с первой аксиомой счет- 
ности хаусдорфово тогда и только тогда, когда любая последо
вательность в нем имеет не более одного предела . 1
1.6.18. Пример. Пространство У, определенное в примере 1.4.17, 
представляет собой пространство Фреше — Урысона, не удов
летворяющее первой аксиоме счетности. В самом деле, если 
у е  А для некоторого A d  У и у ф  у0 или у =  у0 и у0 е  Л, то су
ществует последовательность у\, у 2> . . .  точек множества Л ,схо
дящаяся к у . Допустим, что у е  Л \Л  и у =  уо. Отметим, что 
существует целое положительное k , такое, что Л содержит по
следовательность {г/*}, сходящуюся к £ в R.  Противное означало 
бы, что любое положительное целое i имеет окрестность Ui  с= R ,

не пересекающуюся с Л. Отсюда следовало бы, что [ ( .  О £/<) \

\  w j U {*/о} — окрестность точки уо в У, которая не пересекается
с А, что противоречит предположению у о е  А. Из определения 
топологии в У вытекает, что последовательность {yi}, сходя
щаяся к k ^  N в R, сходится к у0 в У. I

1.6.19. Пример. Определим теперь секвенциальное простран
ство, не являющееся пространством Фреше — Урысона. Пусть

оо оо

* = { 0}U (J-X»» где -ЛС» =  {1/г}U (J Легко показать,
f-l / = i2 

что Xi  П Xk  =  0  при i ф  k. Топология на X  порождается сле
дующей системой окрестностей. Все точки l / t + 1 /У— изолиро
ванные точки пространства X,  т. е. 3&(х) =  {{х}}  для любой точ
ки х  такого вида. Для точек х  вида l / i  возьмем в качестве

k
&(х) семейство всех множеств Xt \  (J { 7 " +  "^} Для k =  i2,

/=■<’
i* +  1......... Наконец, в качестве элементов семейства $ ( 0) возь
мем все множества, получаемые из X  выбрасыванием конечного 
числа членов Х-, и конечного числа точек вида {1/ i  +  1//} во всех 
оставшихся Xi.  Легко показать, что совокупность 0 ( х ) } х е Х  
обладает свойствами (ВР1) — (ВР4), и, значит, X — хаусдорфово 
пространство. Так как все элементы И &{х) являются от-

х<=Х
крыто-замкнутыми множествами пространства X,  то X  регуляр
но, а из 1.5.16 вытекает, что X  совершенно нормально.

Легко заметить, что точка 0 принадлежит замыканию множе
ства -Х \{0 , 1, 1/ 2, ...}, но в этом множестве нет последователь
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ности, сходящейся к нулю; таким образом, X  не является про
странством Фреше — Урысона. Заметим еще, что X  — счетное 
пространство, не удовлетворяющее первой аксиоме счетности.

Покажем теперь, что X  — секвенциальное пространство, т. е. 
что каждое множество A c z X ,  которое вместе со всякой сходя
щейся последовательностью содержит ее предел, замкнуто в X . 
Пусть Е с л и  х ф  0, то 3§(х)  — счетная база в х и А содер
жит последовательность, сходящуюся к х (ср. с доказательством 
1.6.14). Теперь рассмотрим случай х =  0. Пусть O g I M .  Суще
ствует подпоследовательность хи х%у . . .  последовательности 
1, 1/2, 1/3, . . . ,  такая, что каждая окрестность любой точки Xi 
пересекает Л, так как в противном случае можно было бы дока
зать, что существует окрестность нуля, не пересекающаяся с Л. 
Отсюда следует, что Л содержит все элементы последователь
ности х \, х2, . - ., и так как эта последовательность сходится к 
нулю, то 0 ^  Л вопреки предположению. I

1.6.20. Пример. Модифицируя пространство X  предыдущего при
мера, определим счетное совершенно нормальное пространство, 
не являющееся секвенциальным. Достаточно рассмотреть У — 
=  Х \{ 1 ,1 /2 ,  1/3, . . .}  и взять в качестве открытых множеств 
все пересечения Y П где U открыто в X.  Легко показать, что 
сходящиеся последовательности в У суть «почти константы». Та
ким образом, множество У \{ 0 }  вместе с любой сходящейся по
следовательностью содержит и ее предел. Так как У \{ 0 }  не 
замкнуто, то У не является секвенциальным пространством. 
Чтобы убедиться, что У совершенно нормально, можно рассуж
дать так же, как в 1.6.19. Я

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Направленности введены Мором и Смитом [1922]. Сходи
мость в общих топологических пространствах была описана в 
терминах направленностей Биркгофом [1937], однако его теория 
была сложной и недостаточно общей, так как он пользовался 
неподходящим аналогом понятия подпоследовательности. Поня
тие более тонкой направленности определено в книге Мора 
[1939]. Описание сходимости в общих топологических простран
ствах в терминах направленностей дано Келли [1950]. Исполь
зование фильтров при описании сходимости встречается у Кар- 
тана [1937] и [1937а]; дальнейшее развитие оно получило в ра
ботах Бурбаки [1940] (сами фильтры впервые появились у Рис- 
са [1908]). На эквивалентность двух этих теорий указали Бартл 
[1955], а также Брунс и Шмидт [1955]. Секвенциальные про
странства и пространства Фреше — Урысона были широко из
вестны почти со времени зарождения общей топологии, но впер-
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вые подверглись серьезному исследованию в работах Франклина 
[1965] и [1967]. Пример 6.1.19 заимствован у Франклина [1965]. 
Пример 6.1.20 построен Аренсом [1950]. Первый пример нор
мального счетного пространства, не имеющего счетной базы 
в одной из своих точек, дан Урысоном [1925]. Нормальное счет
ное пространство, не имеющее счетной базы ни в одной из своих 
точек, построено Новаком [1937] (пример такого пространства 
см. в 2.3.37 или упр. 2.3.Е).

УПРАЖНЕНИЯ

1.6.А. Покажите, что точка х  есть предельная точка направлен
ности S = { х а, с е !!} в том и только том случае, если х  е  
е= П {ха : о ^ в 0}.о,е2

1.6.В. Пусть S — направленное множество, £ е  S,^l — тополо
гическое пространство и а е  2$} — направленность в 
пространстве X, и пусть Jct e l i m S 6. Далее, пусть /0, : 2 ->  
-* И 2 |. Покажите, что, полагая по определению ( |0, fo) ^
< (S i ,/ i )  тогда и только тогда, когда g0 <  £i и /о ( £ Х  MS) для 
любого | е  S, мы превратим произведение 2  =  2 X  П  2j в на- 
правленное множество, и если х <= lim jcj, t o x g  lim xa, где xa —

|  S  S o e l
=  х\%  для or =  (|, / ) e J .

1.6.С. Установите, что для любой направленности S =  
=  {4 С ё 2 }, где 12 1 ^  Но, существует последовательность 
{*,•}, более тонкая, чем S.

1.6.D. Докажите, что в пространстве Фреше — Урысона X для 
любой предельной точки х  последовательности {*,•} в {**} най
дется подпоследовательность, сходящаяся к х.  Покажите, что тре
бование, чтобы X  было пространством Фреше — Урысона, нельзя 
заменить предположением секвенциальности пространства X.

1.6.Е. Приведите пример нехаусдорфова пространства Фре
ше— Урысона, в котором каждая последовательность имеет не 
более одного предела.

Указание. Добавьте точку к пространству, описанному в
1.6.18.

1.6.F. Покажите, что секвенциальное пространство X есть 
пространство Фреше — Урысона в том и только том случае, если 
оператор секвенциального замыкания, который каждому мно
жеству A c z X  ставит в соответствие множество всех пределов 
содержащихся в нем последовательностей, обладает свойствами 
(COl)— (С04). Покажите, что предположение о секвенциаль
ности пространства X  нельзя опустить.

7 Зак. 697
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1.7. ЗАДАЧИ

Замыкание и дополнение дают только 14 различных 
множеств

1.7.1 (Куратовский [1922а]). Докажите, что, чередуя опера
торы замыкания и взятия дополнения к множеству А в тополо
гическом пространстве X , можно получить не более 14 различ
ных множеств.

Указание. Докажите сначала, что Д - '- '- '-  =  Д -'-  где А~ =  А 
и А' =  Х \ А .

Левая и правая топологии на упорядоченном множестве
1.7.2. Пусть X — множество, упорядоченное отношением 

положим L(x) — {у ^  X: у ^ х }  для любого элемента х е !  
Левая топология, индуцированная на X упорядочением есть 
топология на X, порожденная системой окрестностей {{L{x)}}x^x.

(a) Покажите, что пересечение любого семейства открытых 
множеств в X в этой топологии есть открытое множество.

(b) Установите, что X есть Г0-пространство.
(c) Охарактеризуйте точки х е Х ,  для которых множество 

{х} замкнуто, открыто и открыто-замкнуто.
(d) Опишите замыкание {х}.
(e) Определите аналогичным образом правую топологию на 

X , индуцированную упорядочением
1.7.3. Пусть X — такое Г0-пространство, что пересечение лю

бого семейства открытых в X множеств есть открытое множе
ство. Докажите, что в X существует такое упорядочение что 
исходная топология на X совпадает с левой топологией, индуци
рованной отношением

Линейно упорядоченные пространства I (см. задачи 2.7.5, 
3.12.3, 3.12.4, 3.12.12(f), 5.5.22, 6.3.2 и 8.5.13(j))

1.7.4. Пусть X — множество, линейно упорядоченное отноше
нием <  и содержащее хотя бы два элемента. Для а, 
удовлетворяющих отношению а <  6, положим

(а, Ъ) = {х  е  X: а <  х <  Ь}у 
(-«-, а) =  {х<= X: х <  а}, (а,-+) =  {х е  X: а <  я};

такие множества будем называть интервалами в X.
(а) Установите, что семейство $  всех интервалов в ли

нейно упорядоченном множестве X обладает свойствами (В1) — 
(В2). Топология, индуцированная на X линейным упорядоче
нием < ,  есть топология, порожденная на X базой 98. Линейно



упорядоченное пространство — это пространство, топология ко
торого индуцирована некоторым линейным упорядочением. По
кажите, что всякое линейно упорядоченное пространство есть 
^-пространство.

(b) Покажите, что для всякого дискретного семейства 
и*.)}. sS одноточечных подмножеств линейно упорядоченного 
пространства X существует семейство {Us}s<=s попарно непере
секающихся открытых подмножеств пространства X, такое, что 
xs е  Us, s е  S.

(c) (Мансфилд [1957а]). Докажите, что для каждого ди
скретного семейства {Fs}$e=s замкнутых подмножеств линейно 
упорядоченного пространства X существует семейство {Us}seS  
попарно непересекающихся открытых подмножеств пространства 
X, такое, что Fs cz Us для s e S .

Указание (Стин [1970]). Покажите, что открытые множества
W s =  U ( (х, у ) : х, у  е= Fs и (х, y) f]  | J / v = 0 )

I  s'¥*s )

образуют дискретное семейство и что Fs Л (J =  0 . Пока-
s' + s

жите, что семейство всех одноточечных подмножеств объедине
ния (J (F s \  Ws) дискретно, и примените (Ь).

(d) (Биркгоф [1940]). Докажите, что каждое линейно упо
рядоченное пространство нормально.

Указание. Примените (с).
(e) (Мейер [1969]). Покажите, что каждое линейно упоря

доченное секвенциальное пространство удовлетворяет первой ак
сиоме счетности.

Борелевские множества I (см. задачи 4.5.7, 4.5.8 и 7.4.22)

1.7.5. (а) Установите, что в совершенном пространстве X (ср. 
с упр. 1.5. Н (а)) семейство борелевских множеств может быть 
определено как наименьшее семейство & подмножеств простран
ства X, удовлетворяющее условиям (BS1), (BS3) и (BS3') или 
условиям (B Sl'), (BS3) и (BS3'). Выведите из этого факта, 
что семейство борелевских множеств в совершенном простран
стве X может быть представлено как объединение U #"в

а<к>1
("объединение (J где семейство (семейство 5̂ о) состоит
V. e<(Bi /  ’
из всех замкнутых (открытых) множеств, семейство @~а (семей
ство 9а) состоит из всех счетных объединений (пересечений)
множеств из [J STi (из (J для нечетных ординалов а и из 

\ < а  V \ < а  )
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всех счетных пересечений (объединений) множеств из (J I
1<а

^из (J для четных ординалов а. Установите, что семейства
а и %?а замкнуты относительно конечных объединений и пересе

чений, что при р <  а  и что А тогда и 
только тогда, когда Х \Л  е  $ а- Докажите, что семейство £Fa (се
мейство &а) замкнуто относительно счетных объединений, если а  
нечетно (четно) (элементы этого семейства называются множе
ствами аддитивного класса а  в X), и замкнуто относительно 
счетных пересечений, если а  четно (нечетно) (элементы этого 
семейства называются множествами мультипликативного класса 
а в X). Элементы семейства \ (семейства 9\) суть /70-множе- 
ства (<Зв-множества). Элементы семейств ЗГ2, ST%, . . .  называют
ся F^-множествами, Fа6а-множествами и т. д., а элементы се
мейств 9 2, *3%, . . .  называются G ̂ -множествами, G^-множе
ствами и т. д. Покажите, что если /: X->-Y — непрерывное ото
бражение совершенного пространства X в совершенное простран
ство Y, то прообраз любого множества аддитивного или муль
типликативного класса а  в У есть множество того же класса 
в X.

(Ь) (Лебег [1905]). Отображение f совершенного простран
ства X в совершенное пространство У называется измеримым 
класса а, если прообраз любого замкнутого подмножества в У 
есть множество мультипликативного класса а в X.

Покажите, что отображение f измеримо класса а тогда и 
только тогда, когда прообраз любого открытого множества в У 
есть множество аддитивного класса а в X, а если У удовлетво
ряет второй аксиоме счетности, то тогда и только тогда, когда 
прообразы элементов фиксированной счетной базы пространства 
У суть множества аддитивного класса а в пространстве X. Уста
новите, что если X, У и Z — совершенные пространства, / — из
меримое отображение класса а  из X в У и g: Y ^ Z — непре
рывное отображение, то композиция gf измерима класса а.

Нормально расположенные множества I (см. задачи 2.7.3 
и 3.12.24)

1.7.6 (Смирнов [1951с]). Мы говорим, что множество А нор
мально расположено в пространстве X, если для любого откры
того U сг X, содержащего А, в X существует некоторое Fa-мно
жество Н, такое, что A cz Н с  U.

(a) Покажите, что если X  — нормальное пространство, то 
в определении нормально расположенного множества можно 
считать, что Н — открытое Fa-множество.

(b) Установите, что пространство X совершенно тогда и 
только тогда, когда все его подмножества нормально располо
жены в нем.
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Пространства Урысона и семирегулярные пространства I (см. 
задачи 2.7.6 и 6.3.17)

1.7.7 (Урысон [1925]). Топологическое пространство X назы
вается пространством Урысона, если для любой пары точек Хи 
х2& Х ,  Х\ Ф  х2, существуют открытые множества Uи U2, такие, 
что xi е  Uu х% е  U2 и Oi П 0 2 =  0 .

Установите, что каждое регулярное пространство есть про
странство Урысона и что каждое пространство Урысона есть 
хаусдорфово пространство. Приведите пример хаусдорфова про
странства, не являющегося пространством Урысона, и пример 
пространства Урысона, не являющегося регулярным.

1.7.8. (а) (Стоун М. [1937]). Топологическое пространство X 
называется семирегулярным пространством, если X есть ^-про
странство, а семейство всех канонических открытых множеств 
есть база пространства X.

Покажите, что каждое регулярное пространство семирегуляр
но. Приведите пример хаусдорфова пространства, не являюще
гося семирегулярным, и пример семирегулярного пространства 
Урысона, не являющегося регулярным. Заметим, что существуют 
^-пространства, в которых канонические открытые множества 
образуют базу, но которые не являются 7Упространствами.

(b) (Стоун М. [1937], Катетов [1947]). Пусть (Х,0)  — хаус
дорфово пространство. Постройте на X топологию О' а  О, по
рожденную базой, состоящей из всех канонических множеств 
пространства (X, О),  и покажите, что пространство (X, С') се
мирегулярно и имеет те же канонические открытые множества, 
что и пространство (Х,<У).

(c) (Урысон [1925]). Приведите пример пространства Уры
сона, не являющегося семирегулярным, и пример семирегуляр
ного пространства, не являющегося пространством Урысона.

(d) Приведите пример счетного пространства Урысона X, та
кого, что ни в какой его точке х ^ Х  не существует базы, со
стоящей из канонических открытых множеств (ср. с задачей 
6.3.17).

Указание. Постройте соответствующую топологию на под
множестве плоскости, состоящем из всех точек, обе координаты 
которых рациональны.

(e) Приведите пример счетного семирегулярного простран
ства Урысона X, такого, что любая его точка х е А  имеет окре
стность, которая не содержит замыкания никакой окрестности 
точки х.

Указание. Примените указание к части (d).

1.7.9. (а) Покажите, что ни свойство быть пространством Уры-
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сона, ни семирегулярность не инвариантны при замкнутых ото
бражениях с конечными прообразами точек.

(Ь) Покажите, что семирегулярность не инвариантна при от
крыто-замкнутых отображениях.

Замечание. Как показывает пример, упомянутый в замечании 
к упр. 1.5.L (Ь), свойство быть пространством Урысона не инва
риантно при открыто-замкнутых отображениях.

Теорема Кантора — Бендиксона
1.7.10. Покажите, что если каждый элемент семейства под

множеств пространства X плотен в себе, то и объединение [ 
плотно в себе. Покажите, что если A c z X  плотно в себе, то и 
замыкание А плотно в себе. Выведите отсюда, что любое топо
логическое пространство может быть представлено как объеди
нение двух непересекающихся множеств, одно из которых плот
но в себе и замкнуто (такие множества называются совершен
ными множествами) , а второе не содержит непустого плотного 
в себе подмножества (такие множества называются разрежен
ными множествами).

Замечание. Не следует путать это понятие совершенного 
множества с понятием совершенного пространства, определен
ным в упр. 1.5 Н (а).

1.7.11 (Хаусдорф [1914]; для подпространств евклидовых про
странств— Линделёф [1903]). Точка х топологического про
странства X называется точкой конденсации множества A c z X y 
если любая ее окрестность содержит несчетное множество то
чек множества А. Множество всех точек конденсации множе
ства А обозначается Л°.

Установите, что
Л°с=Л<*, Л° =  Л° и (Л и £)° =  лэ и в°.

Покажите, что если Л — подмножество некоторого пространства 
со второй аксиомой счетности, то Л \Л °  счетно и (Л °)°= Л 0.

Выведите из предыдущего, что любое пространство со второй 
аксиомой счетности может быть представлено как объединение 
двух непересекающихся множеств, одно из которых совершенно, 
а второе счетно (это и есть теорема Кантора — Бендиксона) .

Замечание. Кантор и Бендиксон доказали этот факт незави
симо в 1883 г. для подмножеств вещественной прямой.

Кардинальные функции I (см. задачи 2.7.9—2.7.11, ЗЛ2.4, 
3.12.7—ЗЛ2.11, 3.12.12(j) и 8.5Л7)
1.7Л2. Кардинальная функция — это функция /, приписываю
щая каждому топологическому пространству X некоторое кар
динальное число f(X) таким образом, что для любой пары го- 
меоморфных пространств X и У имеет место равенство f(X) =
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=  /(У). Наименьшее кардинальное число m ^  Ко, такое, что 
любое семейство попарно непересекающихся непустых открытых 
подмножеств пространства X имеет мощность называется
числом Суслика или клеточностью пространства X и обозначает
ся с(Х). Если c(X )=K o, то говорят, что пространство X обла
дает свойством Суслина.

Наименьшее кардинальное число m ^  К0, такое, что каждое 
подмножество пространства X , состоящее только из изолирован
ных точек, имеет мощность s^m, обозначается hc(X). Объясне
ние символа hc(X) и название этой кардинальной функции см. 
в задаче 2.7.9(b) (некоторые авторы пользуются символом s(X) 
и называют это спредом (spread) пространства X).

Наименьшее кардинальное число m ^  Ко, такое, что каждое 
замкнутое подмножество пространства X , состоящее только из 
изолированных точек, имеет мощность ^ т ,  называется экстентом 
(extent) пространства X и обозначается е(Х).

В целях упрощения во всех задачах о кардинальных функ
циях определенные в основном тексте книги кардинальные функ
ции (до сих пор встречались вес, характер и плотность) будут 
переопределены в предположении только бесконечных значе
ний: новое значение f(X) мы полагаем равным К0, если старое 
значение было конечным, и равным старому значению, если это 
было некоторое бесконечное кардинальное число. (Иногда топо
логи говорят, что «в общей топологии нет конечных кардиналь
ных чисел».)

(а) Докажите, что следующая диаграмма содержит все не
равенства, которые имеют место между входящими в нее кар
динальными функциями; стрелка из f в g означает, что g (X) ^  
^  f(X) для всякого топологического пространства X:
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Докажите, что если У— непрерывный образ пространства X, 
то с(У)=£  ̂с(Х) и Л с(У )^ hc(X)\  если, кроме того, X есть ^-про
странство, то и е (У) ^  е(Х).

Замечание. Кардинальным функциям посвящены книги Юха- 
са [1971] и [1980].

1.7.13 (Архангельский и Пономарёв [1968], Архангельский 
[1970]). Теснота точки х в топологическом пространстве X есть 
наименьшее кардинальное число щ ^  6t0 со следующим свой- 
ством: если х ^ С ,  то существует такое С0 с С ,  что |С0|^ ю  и 
х е С 0, Это кардинальное число обозначается t (x,X).  Теснота 
топологического пространства X есть точная верхняя грань всех 
чисел t(x, X)  для х ^ Х .  Это кардинальное число обозначается 
t(X).

(a) Покажите, что для любого топологического пространства 
X и любой точки л е Х  имеют место неравенства i(x, Х ) ^

X) и Приведите пример совершенно нор
мального пространства X, для которого ^(Х)<%(Х).

(b) Докажите, что для любого топологического простран
ства X теснота t(X) равна наименьшему кардинальному числу 
ш ^  N0, такому, что для любого С а Х ,  не явлющегося замкну
тым, существует такое С0 с=С, что |С0| ^ т  и Со\С=^=0 .

Указание. Покажите, что t (X) ш в том и только том слу
чае, если для каждого C c z X  мы имеем С =  [С]то, где [С]т =
=  У {М: М с  С и |М |< т } -

(c) Покажите, что для каждого секвенциального простран
ства X мы имеем /(Х )=  Ко-

Замечание. Пространства счетной тесноты были введены 
Р. К. Мором и Мрувкой [1964]; они появились также у Корсона 
[1961].

Полунепрерывные функции I (см. задачи 2.7.4, 3.12.22 (g) 
и 5.5.20)

1.7.14. Вещественная функция /, определенная на топологи
ческом пространстве X, полунепрерывна снизу (сверху), если 
для любого и любого вещественного числа г, удовлетво
ряющего неравенству f ( x ) >  г (неравенству f(x) <  г), суще
ствует такая окрестность U cz X точки х, что f(x ) >  г (f(x') <. г) 
для любого х'  е  U.

(а) Докажите, что функция f полунепрерывна снизу (сверху) 
в том и только том случае, если для любого вещественного 
числа г множество {*: f ( x ) ^ r }  (множество {*: f ( x ) ^ r } )  
замкнуто. Покажите, что функция одновременно полунепре
рывна снизу и сверху в том и только том случае, если она не
прерывна. Покажите, что если f н g полунепрерывны снизу
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(сверху), то m in(/,g),  т а x(f ,g)  и f +  g  полунепрерывны снизу 
(сверху), а также f-g, при условии что f ( x ) ^ 0  и g ( x ) ^  0 для 
л е !  Покажите, что функция —f полунепрерывна снизу (свер
ху) в том и только том случае, если f полунепрерывна сверху 
(снизу). Докажите, что для любого семейства {fs}seS  полуне
прерывных снизу (сверху) функций, обладающего тем свой
ством, что (fs(*): ограничено сверху (снизу) для лю
бой точки х ^ Х ,  функция sup fs ( функция inf fs\ , определен-

5G 5  V s e S  /
ная формулой [ sup fs] (я) =  sup fs (x) (формулой [ inf f J  (x) =

s e S  s e S  s e S
=  inf fs (x)), полунепрерывна снизу (сверху). Приведите при-

seS
мер последовательности {fi} непрерывных функций из /  в себя, 
такой, что inf fi не полунепрерывна снизу, a sup fi не полунепре
рывна сверху.

(Ь) (Форт [1955]). Докажите, что для каждой полунепре
рывной снизу или сверху функции f, определенной на топологи
ческом пространстве X, существует множество G czX,  которое 
может быть представлено как пересечение счетного множества 
всюду плотных открытых подмножеств пространства X, такое, 
что f непрерывна в каждой точке G.

Указание. В случае полунепрерывной ^низу функции / поло
жите Аг =  {х: f(x) >  г) и Gr =  ArU { Х \ А Г} для любого рацио
нального числа г. Пусть G — пересечение всех Gr.

Замечание. Для функций, определенных на вещественной 
прямой, понятие полунепрерывности ввел Бэр в 1899 г., и он 
же установил (а) и (Ь) в этом частном случае.

1.7.15.(а) (Бурбаки [1948]). Докажите, что ^-пространство 
X вполне регулярно в том и только том случае, если для каж
дой полунепрерывной снизу (сверху) функции f на X, такой, 
что f(x) ^  g(x) (f(x) ^  £(*)) для некоторой непрерывной функ
ции g: X->-R и любого х ^  Х, существует семейство непрерыв
ных функций {fs}seS , такое, что / =  supfs ( / =  inf fs).

sgS se5
(b) (Тонг [1952] (заявлено в [1948]), Катетов [1951а] (ис

правлено в [1953]); для паракомпактных пространств Дьёдонне 
[1944]; для метрических пространств Хан [1917]). Докажите, 
что Трпространство X нормально в том и только том случае, 
когда для любой пары f, g вещественных функций на X, такой, 
что / полунепрерывна сверху, g  полунепрерывна снизу и f (x) ^  
^ g ( x )  для любого х е Х ,  существует непрерывная функция 
A: X-*-R, такая, что f ( x ) ^ h ( x ) ^ g ( x )  для любого х ^ Х .

Указание (Тонг [1952]; ср. с задачей 2.7.2 (с)). Для начала 
покажите, что если fi, gr. X-+I  непрерывны для t =  1, 2, . . .  и 
fo= inf/i, go =  supgi удовлетворяют неравенству f o ( x ) ^ g o ( x )
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при каждом x g I . t o  существует непрерывная функция h:X-*-I,  
удовлетворяющая неравенству f o ( x ) ^  h(x)^;  g0(x) для любого 
х ^ Х .  С этой целью предположите (без ограничения общности), 
ЧТО fi+l(x) ^  fi(x) и gi+l(x)^s gi(x) для любого х ^ Х ,  поло
жите ki =  max [min(fy, £/)], lt =  max (fei-i, /;) и покажите, что 

/ ̂  i
sup ki =  inf li.

Возвращаясь к общему случаю, покажите, что достаточно 
рассмотреть функции f, g со значениями в (0, 1). Затем для каж
дой пары положительных целых чисел /, /, j <  i положите

Al. i =  {x: g (х) <  ///} и Bj,i =  {х: f (х) >  j/i +  1/2i},

выберите непрерывные функции / / , равные j/i  +  1/2i на Л/ , 1 
на Bj , ,• и такие, что f,-, /(*);>  // /  -(- l/2 i для каждого л- <= X. Уста
новите, что для функции fi =  min f, j и x s  X имеет место либо

l < i
неравенство f>(x)< g{x),  либо \fi(x)— g ( x ) | < 3 / 2 i H  f i(x)^z  
^ t f ( x ) .  Покажите, что функция /о — inff,- удовлетворяет усло
виям f ( x ) z ^ f o ( x ) ^ g ( x )  для любого л е Х .  Применяя этот ре
зультат к функциям —g и —fo, найдите go =  sup gn, удовлет
воряющую условиям fo(x) ^  go(х) ^  g(x) для любого х ^ Х ,  
и примените первую часть указания.

(с) (Тонг [1952]; для метрических пространств Хан [1917]; 
для вещественной прямой Бэр [1904]). Докажите, что ^-про
странство X совершенно нормально в том и только том случае, 
если для каждой полунепрерывной снизу (сверху) функции f, 
определенной на X, существует последовательность {f,} непре
рывных вещественных функций на X, такая, что /, (*) ^  fie-i (x)
(fi(x)^z fi+i(x)) для t' =  l, 2........ х & Х ,  и что f (x) =  lim fi(x)
при каждом х ^ Х .

Указание (Тонг [1952]). Докажите, что пространство X, об
ладающее указанными выше свойствами, удовлетворяет усло
вию (iii) из 1.5.19. При построении последовательности {f,} для 
полунепрерывной снизу функции f рассмотрите сначала случай, 
когда f принимает только конечное число значений. Затем, пред
полагая, что 0 < / ( * ) <  1, для любой пары целых чисел /, i, 
0 ^  j <  i, постройте

Ci, i={x:  j / i < f ( x ) ^ ( j + l ) / i }

и для каждого i =  1, 2, . . .  возьмите полунепрерывную снизу 
функцию gi, равную j /i  на Си Покажите, что g i { x ) ^  f(x) для 
j t e l  Выберите для любого i последовательность непре»
рывных функций, такую, что ёГ̂ (лг) <  g£+1 (*), нт  g *h (х) =  g t (х) и 
ё{(х) ^ 0  для любого х ^ Х .  Занумеруйте все функции g*k
в последовательность Ль Й2........ положите k t =  max h, и k(x) =

K i
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=  Покажите, что й(х) > 0  при х е Х  и что функции
<-i 2‘

fi =  max(k,ki)  обладают требуемыми свойствами и принимают 
только положительные значения.

1.7.16 (Исивата [1967]; ср. с упр. 1.5.L (а)). Докажите, что 
если f : X->-Y — открытое (замкнутое) отображение X на У, то 
для каждого g : X-+-R, ограниченного на всех прообразах точек 
при отображении f, формулы g*(y)= sup{g(x): x ^ f ~ l (y)} и 
g*{y)=  inf{g(x): j : g ^ ' ( j ) }  определяют соответственно полу
непрерывную снизу и сверху (сверху и снизу) функцию на У.

Многозначные отображения I (см. задачи 2.7.21 и 3.12.27)
1.7.17 (Куратовский [1932] и [1963]). Отображение F, со

поставляющее каждой точке у топологического пространства У 
замкнутое подмножество F(y) топологического пространства X, 
полунепрерывно снизу (сверху), если для любого открытого мно
жества U с= X множество {у: F ( y ) { ] U ^ 0 }  (множество {у: 
F ( y ) c  U}) открыто в У.

(a) Заметим, что F полунепрерывно снизу (сверху) в том 
и только том случае, если для каждого замкнутого множества 
К с Х  множество {у: F ( y ) c K }  (множество {у: F(y)[\K¥=0})  
замкнуто в У. Установите, что отображение f топологического 
пространства У в 7Упространство X непрерывно в том и только 
том случае, если многозначное отображение F(y) =  {f(y)} полу
непрерывно снизу или, что эквивалентно, сверху. Докажите, что 
отображение f: X-+-Y на 7Yпространство У замкнуто (открыто) 
в том и только том случае, когда многозначное отображение 
F(y) — f - l (y) полунепрерывно сверху (снизу). Установите, что 
вещественная функция f, определенная на топологическом про
странстве У, полунепрерывна снизу (сверху) (см. 1.7.14) в том 
и только том случае, если многозначное отображение F, при
писывающее точке у е У  замкнутое множество F(y) =  { r ^ R :  
r ^  f (y)}(=- R, полунепрерывно снизу (сверху).

(b) Покажите, что для любого семейства {FjJses полунепре
рывных снизу многозначных отображений многозначное отобра
жение F =  U Fs, определенное формулой F (у )=  U Fs (у), по-

s e 5  s g S

лунепрерывно снизу. Установите, что если F\, F2— два полуне
прерывных сверху многозначных отображения, то их объедине
ние F =  F\ U F<2у определенное формулой F (у) =  F\ (у) U F2 (у ) , 
полунепрерывно сверху. Покажите, что для полунепрерывных 
снизу отображений аналогичное утверждение, вообще говоря, не 
имеет места.

00
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(с) Докажите, что если Fi, F2— два полунепрерывных сверху 
многозначных отображения пространства У в семейство замкну
тых подмножеств нормального пространства X, то их пересече
ние F =  Fi f[F2, определенное формулой F(y) =  Fi (y)f\ F2(y), 
полунепрерывно сверху. Покажите, что аналогичное утвержде
ние для счетных пересечений, вообще говоря, не имеет места, 
так же как и соответствующее утверждение для полунепрерыв
ных снизу отображений.

Указание. Заметим, что {у: F(y)cz U}=\J[{y: F\(y)cz Ui}(] 
П{у: F2(y)cz £/2}]> где объединение берется по всем парам U\, U2 
открытых подмножеств пространства X, таким, что Uif[ U2 =  U.

Топологии, описываемые последовательностями
1.7.18 (Фреше [1906] и [1918], Урысон [1926а]). 9?*-поо- 

странство — это пара (АД), где X — некоторое множество, а 
X — некоторая функция (называемая оператором предела), при
писывающая некоторым последовательностям точек простран
ства X элемент пространства X  (называемый пределом последо
вательности) таким образом, что выполнены следующие условия 
(мы пишем %Xi вместо Я ({л:»}) и говорим, что л:, сходится к х, 
если Яди =  я ) :
(L1) Если xi =  х для t ' = l , 2 ........ то Kxt =  х.
(L2) Если %xt =  х, то Kxk{ — х для любой подпоследователь

ности {xkt} последовательности {х;}.
(L3) Если последовательность {л:.} не сходится к х, то она со

держит подпоследовательность никакая подпоследо
вательность которой не сходится к х.

(a) В ^-пространстве определяют оператор замыкания, по
лагая ж е А  в том и только том случае, если А содержит после
довательность, сходящуюся к х. Установите, что такой оператор 
замыкания обладает свойствами (С01) — (СОЗ), но, вообще го
воря, не обладает свойством (С04).

(b) Покажите, что оператор замыкания, определенный в (а), 
обладает свойством (С04) тогда и только тогда, когда выпол
нено следующее условие:
(L4) Если %xi=x и hxSp =  x t для i =  1, 2........ то существуют

такие последовательности положительных целых чисел 
i\, i2, . . . и  ju /2, . . . .  что Хх^к) =  х.

^-пространство X, удовлетворяющее условию (L4), назы
вается 9^-пространством. Топология, порожденная на X опера
тором замыкания, определенным в (а), называется топологией 
Фреше, индуцированной оператором предела. Установите, что 
любое ^-пространство с топологией Фреше является Грпро- 
странством.
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(с) Докажите, что для последовательности xi, х% . . .  точек 
^•-пространства с топологией Фреше х =  lim xi тогда и только 
тогда, когда %xi — х, т. е. что сходимость апостериори эквива
лентна сходимости априори.

1.7.19 (Кисынский [I960]). Покажите, что в любом ^ - п р о 
странстве можно ввести топологию, взяв в качестве семейства 
замкнутых множеств все множества, содержащие вместе со вся
кой сходящейся последовательностью ее предел. Эта топология 
называется секвенциальной топологией, индуцированной опера
тором предела X. Установите, что любое ^ ‘-пространство с сек
венциальной топологией является 7V пространством. Покажите, 
что в любом ^-пространстве секвенциальная топология и топо
логия Фреше совпадают. Докажите, что для последовательности 
х\, х2, . . .  точек некоторого ^-пространства с секвенциальной 
топологией х =  lim xt тогда и только тогда, когда %xi =  х, т. е. 
что сходимость апостериори эквивалентна сходимости априори.

1.7.20. Докажите, что в топологическом пространстве X опе
ратор предела %, — такой, что (X, К) есть ^-пространство 
(.^•-пространство) и топология Фреше (секвенциальная тополо
гия), индуцированная Я, совпадает с исходной топологией про
странства X, — может быть определен тогда и только тогда, когда 
X — пространство Фреше — Урысона (секвенциальное простран
ство), в котором любая последовательность имеет не более од
ного предела.

1.7.21 (Келли [1950]). Сформулируйте и докажите для на
правленностей аналоги условий (LI)— (L3) в 1.7.18. Опреде
лите оператор замыкания в множестве X, где классы сходя
щихся направленностей и их пределы выделены таким образом, 
что выполняются аналоги указанных условий, а также условие 
повторных пределов из упр. 1.6.В. Докажите, что всякая тополо
гия порождается некоторым классом сходящихся направленно
стей, т. е. может быть получена описанным выше способом.



Глава 2

О П Е РА Ц И И  НА ТО П О Л О ГИ Ч ЕС К И Х  
П РО С ТРА Н С ТВ А Х

В этой главе изучаются операции на топологических про
странствах, т. е. методы построения новых топологических про
странств из заданных. Шесть параграфов главы соответствуют 
шести исследуемым операциям. Из теорем об универсальности 
тихоновского куба для всех 7V/a -пространств и александров
ского куба для всех Г0-пространств, которые будут доказаны 
в § 2.3, видно, что все пространства названных классов могут 
быть получены из очень простых пространств применением толь
ко двух операций. Данная глава является в некотором смысле 
сердцевиной всей книги: в последующих главах, определяя раз
личные классы пространств, мы всегда будем испытывать их по
ведение под действием описанных здесь операций.

Параграф 2.1 посвящен подпространствам. Определив поня
тие подпространства, мы изучаем сужения и продолжения непре
рывных отображений и функций; самым важным результатом в 
этом направлении является теорема Титце — Урысона. Далее 
обсуждается понятие наследственного топологического свой
ства. В заключение приводятся некоторые замечания о комби
нациях отображений.

В § 2.2 рассмотрена операция суммы топологических про
странств и аддитивность топологических свойств.

Самый длинный в этой главе § 2.3 посвящен произведениям 
топологических пространств. Определив на произведениях тихо
новскую топологию и доказав несколько элементарных утвер
ждений, мы обсуждаем мультипликативность топологических 
свойств. Затем мы переходим к изучению вложений пространств 
в произведения и доказываем две теоремы об упомянутых выше 
универсальных пространствах. Заключительная часть параграфа 
посвящена произведениям и диагональным произведениям ото
бражений.

Факторпространства и факторные отображения обсуждаются 
в § 2.4.

В § 2.5 изучаются обратные спектры пространств, их пре
дельные пространства и отображения.
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Последний параграф посвящен пространствам отображений. 
Вводятся топология равномерной сходимости на множестве не
прерывных вещественных функций и топология поточечной схо
димости на множестве непрерывных отображений. Параграф за
вершается обсуждением приемлемых топологий на простран
ствах отображений. Та же тема рассматривается далее в § 3.4, 
где определяется другая топология на пространствах отображе
ний и доказываются более глубокие результаты.

2.1. ПОДПРОСТРАНСТВА
Предположим, что заданы некоторое топологическое про

странство X и множество М а Х .  Легко видеть, что семейство О 
всех множеств вида М f| V, где U открыто в X, удовлетворяет 
условиям (01) — (03). Действительно, условие (01) выполнено, 
так как 0  — М $ \ 0  п М =  М[\Х,  а из равенств

(М П £/,) П (М П U2) =  М (1 (t/i П U2),
U (Mnf/s)=Mn U и,
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следует, что выполнены также и условия (02), (03).
Взяв семейство {М f] U: U открыто в X} в качестве семей

ства открытых множеств в М, мы определяем на М топологию. 
Множество М с этой топологией называется подпространством 
пространства X, а сама топология называется индуцированной 
топологией или топологией подпространства.
2.1.1. Предложение. Пусть X — топологическое пространство 
и М — его подпространство. Множество А а М  замкнуто в М 
тогда и только тогда, когда А — М |"| F, где F замкнуто в X. За-_ 
мыкание Л множества А а М  в пространстве М и замыкание А 
множества А в пространстве X связаны равенством Л =  A f) М.

Доказательство. Если А =  М f) F, где F — F а  X, то Af\A  =  
=  М П ( X \ F )  и А замкнуто в М как дополнение к открытому 
множеству. Обратно, если А — замкнутое подмножество М, то 

=  М П U, где U открыто в X. Значит,
А = М \  ( М \ А )  =  М \  (Mf}U) =  M f \ ( X \ U )

и А =  М П F, где F =  X \ U  замкнуто в X.
По определению оператора замыкания Л равно пересечению 

всех замкнутых подмножеств пространства М, содержащих Л, 
т. е. всех множеств вида М f] F, где F — F и Л с  F. Отсюда по
лучаем равенство А =  М П A. I
2.1.2. Предложение. Пусть М — подпространство пространства X 
и L a  М\ две определенные на L топологии — топология подпро
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странства пространства М и топология подпространства про
странства X  — совпадают. I

Подпространство М пространства X называется его замкну
тым подпространством, если множество М замкнуто в X. Если 
М — замкнутое подпространство пространства X, то множество 
A czM  замкнуто в М тогда_и только тогда, когда оно замкнуто 
в X, и, следовательно, Л =  А  для каждого А а  М. Открытые под
пространства и всюду плотные подпространства определяются 
аналогично. Ясно, что если М — открытое (всюду плотное) под
пространство пространства X, то множество Д с М  открыто 
(всюду плотно) в М тогда и только тогда, когда оно открыто 
(всюду плотно) в X. В дальнейшем слова «подпространство» и 
«подмножество» употребляются взаимозаменяемым образом. На
пример, мы будем писать «сепарабельное подмножество», «ком
пактное подмножество» и т. д., понимая под этим подмноже
ство, которое наделено топологией подпространства и является 
в этой топологии сепарабельным, компактным и т. д.

Для каждого топологического пространства X и каждого его 
подпространства М формула 1м(х) =  х определяет отображение 
М в X. Так как г̂ 1 (U) =  М f| U, это отображение непрерывно. 
Отображение 1м'- М->Х  называется вложением подпространства 
М в пространство X. Легко проверить, что топология подпро
странства совпадает с топологией, порожденной отображением

множества М в топологическое пространство X. Вложение ш 
замкнуто (открыто) в том и только том случае, если подпро
странство М замкнуто (открыто).

Для каждого отображения /: X- + Y  и каждого подпростран
ства М пространства X композиция fm является непрерывным 
отображением пространства М в пространство Y. Это отображе
ние называется сужением отображения f на M c z X  и обозна
чается f\M.  Так как композиция замкнутых (открытых) отобра
жений является замкнутым (открытым) отображением, то су
жение замкнутого (открытого) отображения на замкнутое (от
крытое) множество М cz X замкнуто (открыто).

2.1.3. Предложение. Если композиция gf непрерывных отобра
жений f : Х-»-У и g: Y —+Z является замкнутым (открытым) 
отображением, то сужение g\ f (X):  f (X)->Z замкнуто (открыто).

Доказательство. Любое замкнутое (открытое) подмножество 
пространства f(X) имеет вид А Л f(X),  где А замкнуто (открыто) 
в Y. Так как прообраз f~l (A) замкнут (открыт) в X и gf — 
замкнутое (открытое) отображение, то множество

[g\ f (X ) ] (Anf(X ) )  =  g(Ar)f (X) ) =  gf(f-'(A))

замкнуто (открыто) в Z. I
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Легко показать, что gf  может быть замкнутым (открытым) 
отображением и тогда, когда ни g ,  ни f не замкнуто (не от
крыто) .

Сужение отображения f : X-*-Y на М а Х  и f(M)cz Y опре
деляется как отображение подпространства М в множество 
f(M),  которое произвольной точке * е М  ставит в соответствие 
точку f(x) подпространства f(M)cz Y. Это сужение обозначается 
черезf \M;  очевидно, f \ M  непрерывно. Отображения f \M и f \ M  
различаются областями значений: f\M: М-*- Y и f\M: М-»-/(М); 
в частности, /|Х : X-+f (X) .  Легко видеть, что если / и М 
замкнуты (открыты), то f | М также замкнуто (открыто).

Третьей разновидностью сужения является сужение отобра
жения f: X - +Y  на L a Y ,  определяемое как отображение под
пространства f~l (L)czX  в пространство L a  Y, сопоставляющее 
точку f ( x ) ^ L  точке x ^ f - ' ( L ) .  Это сужение обозначается fL\ 
очевидно, что /i непрерывно, f c  f~l (L)-+L.

Читатель легко проверит следующие простые формулы, отно
сящиеся к образам и прообразам при сужениях:

</ | М) (А) =  / (А), А а М ; (f | М)“‘ (В) =  М Л Г '  (В), В а  У; 

(f\M)(A) =  f(A), А а М ; ( / |М Г ‘(в) =  М ( ]Г \ В ) ,  Baf (M)- ,  

fb (Л) =  / (Л), A a f ~ l (L); fZl (В) =  f~l (В), BczL.

2.1.4. Предложение. Если f: X-*-Y  — замкнутое (открытое) ото
бражение, то для каждого подпространства L с= У сужение 
[l: 1 (Z,)—>-L замкнуто (открыто).

Доказательство. Для А а Х  имеем

h (А п / - 1 (L)) =  f (А П Г  (L)) =  f (А)П L,

и наше утверждение вытекает из определения топологий на под
пространствах f-*1 (L) и L. В

Отображение /: Х->-У называется гомеоморфным вложе
нием, если оно является композицией гомеоморфизма и вложе
ния, т. е. если существуют подпространство L пространства Y 
и гомеоморфизм f X - * - L ,  такие, что f — Uf'. Ясно, что тогда 
L =  f(X) и f'  =  f\ X. Если для пространства X существует го- 
меоморфное вложение f : X - * Y  в пространство У, то мы гово
рим, что X вложимо в У.

Из предложения 2.1.2 следует, что композиция гомеоморф- 
ных вложений и сужения гомеоморфных вложений являются го- 
меоморфными вложениями. Легко видеть, что гомеоморфное 
вложение f: Х->- У замкнуто (открыто) в том и только том слу
чае, если f(X) замкнуто (открыто) в У.

8 Зак. 697
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2.1.5. Примеры. Интервал /, наделенный естественной тополо
гией, является замкнутым подпространством вещественной пря
мой R , взятой с естественной топологией. Естественная тополо
гия любого интервала прямой R является индуцированной топо
логией. В дальнейшем под вещественной прямой или интерва
лом мы всегда будем понимать эти множества, наделенные есте
ственной топологией. Легко проверить, что любые два замкну
тых интервала, содержащих более одной точки, гомеоморфны. 
То же самое имеет место для любых двух открытых и для лю
бых двух полуоткрытых интервалов.

Дискретное пространство мощности с вложимо в плоскость 
Немыцкого L: оно гомеоморфно замкнутому подпространству L\ 
пространства L. Дискретное пространство мощности К0 вложимо 
(тоже в качестве замкнутого подпространства) в вещественную 
прямую: оно гомеоморфно множеству N всех натуральных чи
сел с индуцированной топологией. В дальнейшем мы будем ча
сто предполагать, что D(&0) = N .  Вещественная прямая вло- 
жима в отрезок /  —[—1, 1]: она гомеоморфна интервалу (—1, 1), 
причем гомеоморфное вложение г. R /  может быть определено 
формулой i(*) =  x / ( l  +  \ х \ ). I

Мы называем топологическое свойство 3> наследственным 
(наследственным по отношению к замкнутым подмножествам, 
открытым подмножествам и т. д.), если 3* присуще каждому 
подпространству (каждому замкнутому подпространству, каж
дому открытому подпространству и т. д.) любого пространства 
X , обладающего свойством 3*. Примерами наследственных 
свойств являются «вес ^щ » или «характер sglm» и, в частности, 
выполнение второй или первой аксиомы счетности. Как пока
зано в 2.1.5, сепарабельность не является наследственным свой
ством; однако легко проверить, что сепарабельность наследуется 
открытыми подмножествами. Если само свойство 3* не является 
наследственным, но каждое подпространство некоторого про
странства X обладает свойством 3>, то мы говорим, что X на
следственно обладает свойством 3*. В этом смысле будут упот
ребляться в дальнейшем такие термины, как «наследственно се
парабельное пространство» и «наследственно нормальное про
странство».

2.1.6. Теорема. Любое подпространство Тi-пространства яв
ляется Т^пространством, Нормальность наследуется
замкнутыми подмножествами. Совершенная нормальность яв
ляется наследственным свойством.

Доказательство. В случае 7Vпространств наша теорема сле
дует непосредственно из 2.1.1. Тот факт, что совершенная нор
мальность является наследственным свойством, вытекает из
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2.1.1 и равносильности условий (i) и (iii) в 1.5.19. Доказатель
ства остальных пяти случаев подобны друг другу. В качестве 
примера мы докажем, что подпространство М  регулярного про
странства X является регулярным.

Как известно, М является ^-пространством. Выберем не
которую точку х ^ М  и замкнутое множество A c z M ,  такое, что 
х ф А .  В силу 2.1.1, А = М [ \ А У так что х ^ А .  Тогда суще
ствуют открытые в X  множества U V \ ,  такие, что х <= Uu  
A c z V i  и U\ П V\ =  0 .  Полагая U —  U \ [ \ M  и V =  V \ [ \ M 9 полу
чаем открытые подмножества подпространства М 9 такие, что 

t/, Л с  К и U f [ V  — 0 .  Следовательно, пространство М  ре
гулярно. I

Как показывает приведенный ниже пример 2.3.36, нормаль
ность не является наследственным свойством (ср. с упр.2.1.Е(Ь)).

Из предыдущей теоремы следует, что каждое совершенно 
нормальное пространство наследственно нормально. Обратное 
утверждение не имеет места: пространство А(ш)  не является 
совершенно нормальным для m >  Ко, однако оно наследствен
но нормально, ибо все его подпространства имеют вид А (п) или 
£>(п) с Заметим также, что из 2.1.4 и 1.5.20 следует, что
класс наследственно нормальных пространств инвариантен при 
замкнутых отображениях.

Приведем теперь две характеристики наследственно нормаль
ных пространств. Сначала введем понятие отделенных мно
жеств. Два множества Л и В топологического пространства X 
отделены, если А [ \ В  =  0  и А[ \ В  — 0 . Два непересекающихся 
множества отделены в том и только том случае, если ни одно 
из них не содержит точек накопления другого. В частности, лю
бые два непересекающихся замкнутых множества отделены. 
Всякие два непересекающихся открытых множества также отде
лены. Если Л, В c z X  отделены и А\  с=Л, В\  сz B ,  то множества 
Ль В\  также отделены.

2.1.7. Теорема. Дл я  любого Тх-Пространства X следующ ие усло
вия равносильны :

(i) Пространство X наследственно нормально .
(ii) Каждое открытое подпространство пространства X нор

м ально .
(iii) Д л я  каждой пары отделенных множеств А, В сиХ су

ществуют открытые множества U4 V cz X, такие, что A cz U% 
B c z V  u U [ \ V  =  0 .

Доказательство. Импликация (i)=^(ii) очевидна. Покажем 
теперь, что (ii)=^(iii)^ Пусть множества A, B c z X  отделены. По
ложим М — Х \  (A  fj B)cz X. Очевидно, что Л, В е к  Замыка
ния множеств Л и В в М не пересекаются. Следовательно, в 
силу нормальности М, существуют открытые в М  множества U ,

8*
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V такие, что A czU, В cz V и U [)V — 0 .  Так как М — открытое 
подпространство пространства X, то множества II и V открыты 
в X.

Для завершения доказательства осталось показать, что
(iii) =ф-(i). Пусть М — произвольное подпространство простран
ства X и A, B c z M  — пара непересекающихся замкнутых под
множеств в М. Очевидно, что А и В отделены в X; следователь
но, существуют открытые множества V, V а  X, такие, что 
A a  I), B c z V  и U f ] V = 0 .  Пересечения Mf)U  и M( \V  открыты 
в М, не пересекаются и содержат соответственно А и В. |

Условие (iii) предыдущей теоремы показывает, что наслед
ственная нормальность может быть поставлена в ряд аксиом 
отделимости; наследственно нормальные пространства иногда 
называют Ть-пространствами, а элементы более узкого класса 
совершенно нормальных пространств называют Тв-простран- 
ствами.

Пусть для отображения f : М ->-У, определенного на подпро
странстве М пространства X, существует отображение F: X-+Y,  
такое, что F\M = f. Тогда говорят, что f непрерывно продол
жается, или, короче, продолжается на пространство Х\ отобра
жение F называется продолжением отображения f  на X. Не вся
кое непрерывное отображение, определенное на некотором под
пространстве, имеет непрерывное продолжение на все простран
ство. Существование непрерывного продолжения скорее исклю
чение, чем правило. Теоремы, дающие достаточные условия про
должимости непрерывных отображений или непрерывных веще
ственных функций, принадлежат к наиболее важным теоремам 
топологии и обычно достаточно трудны. Заметим, что лемма 
Урысона может быть переформулирована как теорема такого 
типа. В самом деле, лемма Урысона утверждает, что если ка- 
кое-либо подпространство М нормального пространства X мо
жет быть представлено как объединение двух непересекаю
щихся подмножеств А, В, замкнутых в X, то функция /: Л !-* /, 
определенная формулой

. ( 0 при х €= А, 
fW  =  b  при х ^ В ,

непрерывно продолжается на X.
Оказывается, имеет место значительно более общее утвер

ждение:

2.1.8. Теорема Титце — Урысона. Каждая непрерывнаяфункция, 
заданная на замкнутом подпространстве некоторого нормаль
ного пространства X, со значениями в I или R непрерывно про
должается на X.
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Доказательство. Прежде всего докажем нашу теорему для 
функций из X  в /. Для упрощения обозначений рассмотрим 
случай f : где /  — интервал [—1, 1], гомеоморфный I.

Начнем с замечания, что для любого /о: M-+-R, удовлетво
ряющего условию | /о (х) | ^  с при всех х  е  М, существует та
кое g : X-*■ R, что
(1) lg (*) l<c /3  при х ^ Х ,
(2) | /о (х) — g (х) | ^ 2 с /3  при х ^ М .

В самом деле, множества Л = |:- 1([—с, —с/3]) и В = 
— /q1 ([с/3. с1) не пересекаются и замкнуты в М\  значит, они зам
кнуты в X, и, в силу леммы Урысона, существует такая функ
ция k : X-+I ,  что £(Л)с={0} и k ( B ) a { \ ) .  Легко проверить,
что, полагая g(x)  = - |- с  (&(*)— мы получим g: X -*-/?,
удовлетворяющее (1) и (2).

Определим теперь по индукции последовательность gi, g2, 
непрерывных отображений X  в R, такую, что

(3) \gt ( * ) 1 < 4 - ( т У  1 при х с = Х ,

(4) f W - Z  § I W 
/=1

при х е  М.

Чтобы получить gi, мы применим сделанное выше замечание 
к функции fo = ijf и с — 1, где ij — вложение /  в R. Допустим, 
чт0 ёи ёь  ■ • •» ё ‘ Уже построены. Применяя то же самое заме

чание к f0 =  ijf £ /) |^ и  с = (2/3)‘, мы получим функцию 
gi+i, удовлетворяющую (3) и (4) с i+1 вместо i.

со
Из (3) и 1.4.7 следует, что формула F (х) =  £  gi(x) опреде-

i — 1
ляет непрерывную функцию F: X-+J,  и, согласно (4), F (х) — 
=f(x)  для всех х ^ М .  Таким образом, F есть продолжение 
f на X.

Теперь рассмотрим функцию /: X^>-R. В силу уже доказан
ной части теоремы, функция if: где i: R^~J  — гомео- 
морфное вложение, определенное в 2.1.5, продолжается на X 
функции F i: X-*-J. Очевидно, что множество L = F~i ({—1, 1})
есть замкнутое подмножество в X, не пересекающееся с множе
ством М. Следовательно, существует непрерывное отображение 
k : Х->-1, такое, что k ( L ) a  {0} и k ( M ) a  {1}. Легко видеть, что 
отображение F%\ X-+J,  определенное формулой F2(x) =Fi(x)  • 
•k(x),  также является продолжением отображения if на X и что
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F2( X) cz  i (R) .  Функция F : X - > R ,  определенная соотношением 
F (х) — i~xF2 {x) y является искомым продолжением f на X.  I

Отметим, что свойство продолжимости, установленное теоре
мой Титце — Урысона, характеризует нормальные пространства 
в классе ^^пространств. В самом деле, если некоторое ^-про
странство X не является нормальным, то оно содержит два не
пересекающихся замкнутых подмножества Л, В, которые не мо
гут быть отделены открытыми множествами, и потому функцию 
/: А\ }  В —> /, определенную соотношениями f(x) =  0 при х ^ А  
и f ( x ) = l  при х е й ,  нельзя непрерывно продолжить на X .

Докажем еще одну теорему о продолжении отображений.

2.1.9. Теорема. Если непрерывное отображение f всю ду плот
ного подмножества А некоторого топологического пространства 
X в хаусдорфово пространство Y непрерывно продолжается на 
X, то продолжение однозначно определено отображением f.

Доказательство. Пусть F\\ X ~ ^ Y  и F%: X ~ * Y  — различные 
продолжения отображения f. В силу 1.5.4, множество

В = { х ^ Х :  F i ( x ) = F 2(x)}  

замкнуто. Так как Л с  В, то X =  A cz В, и потому В =  X.  I

2.1.10. Пример. Применим теперь две последние теоремы, чтобы 
получить простое доказательство того, что плоскость Немыц
кого не является нормальной (ср. с примером 1.5.9). Как мы 
уже знаем, плоскость Немыцкого L содержит замкнутое под
пространство Li, гомеоморфное .О(с), и счетное всюду плотное 
подмножество С. Из 2Л.9 вытекает, что каждая непрерывная 
функция из L в R определяется своим сужением на множество
С. Таким образом, на L существует только ск° =  с непрерывных 
вещественных функций. Если же пространство L было бы нор
мальным, то каждая из 2е непрерывных вещественных функ
ций, определенных на Lj, могла бы быть продолжена на L, что 
невозможно, ибо 2е >  с. Следовательно, пространство L не яв
ляется нормальным.

Приведенное только что доказательство, так же как и пред
ставленное в примере 1.5.9, показывает, что никакое простран
ство X , удовлетворяющее условию d ( X ) = K 0 и содержащее 
D(c) в качестве замкнутого подмножества, не является нормаль
ным. I

Иногда для определения отображения f: X -+ -Y  удобно стя
нуть пространство X в некоторое подпространство, а затем раз
дельно определить f (например, различными формулами) на 
каждом из этих подпространств (ср. с примерами 1.4.4 и 1.4.5). 
Мы приведем теперь два предложения, дающие условия непре
рывности отображения, определенного таким образом.



Пусть X  — топологическое пространство, — некото
рое его покрытие и {fs}s <=s семейство отображений fs: Л5-^У. 
Будем говорить, что отображения fs согласованы , если для лю
бых S \t 52 ^  5

i As! П fs 2 | f) Asf
Полагая

/С*) =  Ы *) для x ^ A s,
мы определим отображение f: X - + Y ,  которое назовем комбина
цией отображений {fs} s &s  и обозначим символом V fs или

/iVf2V . . .  V/*, если S =  {1,2, . . . ,  k).

2.1.11. Предложение. £сли {t/5}s e s — открытое покрытие топо
логического пространства X и {/s}5sS , где fs: Us Y, есть семей
ство согласованных непрерывных отображений, то комбинация 
f =  V fs есть непрерывное отображение X в Y.SES

Доказательство. Для каждого открытого подмножества 
U c z Y  имеем

/■*(*/)= U K'(U).seS
Множество f s l (U) открыто в Us и, следовательно, в X. Отсюда 
вытекает, что прообраз f~l (U) открыт в X. I
2.1.12. Следствие. Отображение f топологического пространства 
X в топологическое пространство Y непрерывно тогда и только 
тогда, когда каждая точка х е Х  обладает такой окрестностью 
Ux, что / | Ux непрерывно. 1
2.1.13. Предложение. Пусть {Fs}s ^ s — локально конечное зам
кнутое покрытие пространства X и {/s}seS , где fs: Fs ->- У, есть 
семейство согласованных непрерывных отображений. Тогда ком
бинация f — V fs есть непрерывное отображение X в Y.

SS S
Доказательство. Для каждого замкнутого подмножества 

F c zY  имеем
f ~ l (F) =  U f 7 l (F).seS

Множество f7 l (F) замкнуто в Fs и, следовательно, в X.  Так 
как семейство {fi"1 (f)}seS локально конечно, то, в силу 1.1.12, 
f - 1 (F) замкнуто в X. I
2.1.14. Теорема. Пусть {Ft}T~\ — счетное дискретное семейство 
замкнутых подмножеств нормального пространства X. Тогда су
ществует семейство {Ui}°°=[ открытых подмножеств пространства

2.1. ПОДПРОСТРАНСТВА \\Q
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X , такое, что Ft с= t/f для i =  1, 2, . . .  м (7,- П 7̂/ =  0  для t ^  /.
оо

Доказательство. Объединение М =  U есть замкнутое под-
г= 1

пространство в X. Для каждого i положим f i { x ) = i  при любом 
х е  Fi\ получим семейство {fi}7- 1 согласованных отображений 
fc- Fi-*~R. Таким образом, их комбинация { есть непрерывное 
отображение. По теореме Титце — Урысона f продолжается до 
отображения F : X ^ R .  Легко установить, что множества £/,■ =  
=  F~l ( ( i — 1/3, i + 1 /3 ) )  обладают требуемыми свойствами. I

Мы завершим этот параграф предложением, в котором дают
ся условия, при которых комбинация отображений замкнута или 
открыта.
2.1.15. Предложение. Пусть X  — топологическое пространство, 
{Л5}зе5 — его покрытие и { f s}s s S  — семейство согласованных 
отображений fs: Л* У, такое, что комбинация f =  V fs: X - + Y

s <= S
непрерывна. Если все отображения fs открыты (замкнуты и се- 
мейство {fs (А3Ц3(_3 локально конечно), то комбинация f от
крыта (замкнута).

Доказательство. Достаточно применить равенство
f(A) =  f ( A  Л U А Л =  (J Ш ( \ А . ) .  I

V / s e S

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Систематическое изучение подпространств было начато 
в книге Хаусдорфа [1914]. Теорема 2.1.7, замечание о том, что 
совершенно нормальные пространства наследственно нор
мальны, и теорема Титце—Урысона появились в работе Уры
сона [1925]. Частные случаи указанной теоремы получены Ле
бегом [1907] (для плоскости) и Титце [1915] (для метрических 
пространств). Рассуждения, приведенные в 2.1.10, заимствованы 
у Катетова [1950]. Теорема 2.1.14 есть частный случай одного 
результата Куратовского [1935].

УПРАЖНЕНИЯ

2.1.А. Проверьте, что внутренность и граница произвольного 
множества А в подпространстве М топологического простран
ства X равны соответственно

М \Л 1 \Л  и М Л ^Л ^Х Л ,
где черта сверху обозначает оператор замыкания в X. На ос
нове этих соотношений выведите, что для любого множества 
В с= X граница в М пересечения М Л В содержится в пересече-
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нии М с границей В в Х-, отметим, что для внутренностей это не 
имеет места.

2.1.В.(а) Проверьте, что если подпространство M c z X  яв
ляется Fa-множеством (Ge-множеством) в X, то множество 
A c z M  есть i v  множество (б в-множество) в М тогда и только 
тогда, когда оно является .Fj-множеством (Ов-множеством) 
в X.

(b) Докажите, что если подпространство M c z X  есть кано
ническое открытое (замкнутое) множество, то множество A c z M  
есть каноническое открытое (замкнутое) множество в М тогда 
и только тогда, когда оно является каноническим открытым 
(замкнутым) множеством в X.

(c) Докажите, что если подпространство М d  X является 
функционально открытым подмножеством пространства X, то 
множество А cz М функционально открыто в М тогда и только 
тогда, когда оно функционально открыто в X. Приведите пример 
функционально замкнутого множества М в тихоновском про
странстве X, такого, что существует функционально замкнутое 
множество в подпространстве М, не являющееся функционально 
замкнутым в X.

2.1.С.(а) Докажите, что если М — всюду плотное подпро
странство регулярного пространства X, то %(х, Х) =  %(х, М)  для 
любого х е М . Покажите, что предположение регулярности не 
может быть ослаблено до предположения, что X — хаусдорфово 
пространство.

(b) Семейство 38(A) открытых подмножеств пространства X 
называется базой множества A c z X  в пространстве X, если все 
элементы семейства $&(А) содержат А и для любого открытого 
множества V, содержащего А, существует множество U ^  &(А) ,  
такое, что A c z  U czV.  Характером множества А в топологиче
ском пространстве X называется наименьшее кардинальное 
число вида \3}(А) \ ,  где !%(А) — база множества А в X; это 
кардинальное число обозначается /(Л , X ).

Докажите, что если М — всюду плотное подпространство про
странства X и A c z M  обладает тем свойством, что для всякого 
замкнутого множества В с .  X, не пересекающегося с Л, суще
ствуют открытые множества U, V cz X, такие, что AczzU,  В czzV 
и U (]V  =  0 ,  то %(А, Х) =  i ( A ,  М)  (ср. с теоремой 3.1.6).

Выведите из предыдущего, что если М — всюду плотное под
пространство нормального пространства X, то %(F,X) — %(F,M)  
для всякого замкнутого подмножества F пространства X, содер
жащегося в М.

(c) Покажите, что если М — замкнутое подпространство про
странства X, то %(А Г) М, M )s^ х(Л, X) для любого A c z X .  Про
верьте, что предположение о замкнутости М  не может быть опу
щено.
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(d) Покажите, что если /: X-*- У-> замкнутое отображение, 
то %(f~l (В) у X) %(В, У) для каждого B c z Y ;  если f: Х -> У — 
замкнутое отображение X на У, то х (/-1 (Я), ^ ) =  х(^> *0 Для 
каждого В с  У, и если /: Х - > У  — открытое отображение, то 

У )^  Для каждого Л с=Х.
2.1.D. Проверьте, что подпространством топологического про

странства X является ретрактом пространства X в том и только 
том случае, когда каждое непрерывное отображение, определен
ное на М,  продолжается на все X, или, эквивалентным образом, 
в том и только том случае, когда существует отображение 
г: X —>-Му такое, что r \ M  =  id**.

2.1.Е.(а) (Урысон [1925]). Докажите, что нормальность яв
ляется наследственным свойством по отношению к F0-u ноже- 
ствам.

Указание. Примените лемму 1.5Л4.
(Ь) Докажите, что присоединением к плоскости Немыцкого 

К  одной точки можно получить нормальное пространство, для 
которого К  является подпространством.

2A.F. Установите, что если х\, *2, .*■ — последовательность 
точек в Т2-пространстве X и xq— предел этой последователь
ности, то подпространство М = { х 0у х\, х2, .. .}с: X либо дискретно 
и конечно, либо гомеоморфно пространству Л (К 0). Покажите, 
что предположение о том, что X есть 7Упространство, нельзя 
заменить предположением о том, что X есть 7'гпространство.

2.1.G. Покажите, что для любого счетного дискретного се
мейства конечных подмножеств регулярного простран
ства X существует такое семейство открытых подмно
жеств пространства X, что Ft cz Ut для / = 1 , 2 ,  . . .  и Ui f| Uj =  0  
для i Ф  /.

2.1.H. (а) Установите, что произвольное подпространство сек
венциального пространства не обязано быть секвенциальным 
пространством (ср. с примерами 1.6Л9 и 1.6.20), однако замкну
тое подпространство или открытое подпространство являются 
секвенциальными пространствами (ср. с упр. 2.4.G (Ь)).

(Ь) Проверьте, что любое подпространство пространства 
Фреше — Урысона является пространством Фреше — Урысона,

2.1.1. Докажите, что прямая Зоргенфрея наследственно се
парабельна.

2.1.J. Покажите, что предложение 2.1.13 и стоящая в скоб
ках часть предложения 2.1 Л5 не имеют места без предположе
ния о том, что рассматриваемые семейства множеств локально 
конечны.
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2.2. СУММЫ
Пусть задано семейство {-X's}ssS попарно непересекающихся 

топологических пространств, т. е. X S{]XS' =  0  для s= £ s'. Рас
смотрим множество X =  У Xs и семейство О  всех множеств

S S
U czX,  таких, что U f) Xs открыто в Xs для каждого s (= S. 
Легко видеть, что семейство О  удовлетворяет условиям (01) —
(03) и потому определяет некоторую топологию на множестве 
X. Множество X с этой топологией называется суммой про
ст ранет в {Xs} s и обозначается ф  Xs или Xi ф Х2© ■ • • © Хк,

SG 5
если S =  {1, 2, k).

2.2.1. Предложение. Множество А с  ф  Xs замкнуто в том и
SG5

только том случае, если пересечение A ( ] X S замкнуто в X s для  
каждого s g S.

Доказательство. Множество А замкнуто в том и только том 
случае, если его дополнение 0  XS\ A  открыто. Следовательно,

sgS
наше утверждение вытекает из равенства

( 0 s XS\ A ) f U *  =  X s \ ( A  n XJ .  |

2.2.2. Следствие. Каждое множество X s открыто-замкнуто в 
ф  X,. IseS

Очевидно, что каждое Xs является подпространством суммы 
ф  вложение Xs в 0  I s обозначается is.
S S 5 €= S

2.2.3. Предложение. Если {Xs}s ^ s — семейство попарно непере
секающихся топологических пространств и A s — подпростран
ство Xs для каждого s e S ,  то две топологии, определенные на 
множестве (J A s, а именно топология суммы подпространств

seS
{4}seS и топология подпространства суммы ф  Xs, совпадают.

s s 5
2.2.4. Предложение. Если топологическое пространство X может 
быть представлено как объединение семейства {Xs}seS попарно
непересекающихся открытых подмножеств, то X  =  ф  Xs.

Доказательство. Множества X и ф  Xs совпадают, поэтому
s s  S

достаточно показать, что совпадают также их семейства откры
тых множеств. Если U открыто в X, то пересечение U (]XS от
крыто в Xs для каждого s e 5 ,  следовательно, U открыто в



0  Xs. Обратно, если U открыто в ®  Xs, то для каждого
s g S s e S
s e S  пересечение U П%s открыто в Xs, а потому и в X. Следо
вательно, U =  [J (U П Xs) открыто в X. |

s e S
2.2.5. Следствие. Пусть (A's}s е s — семейство попарно непересе
кающихся топологических пространств. Если S =  (J St> где St П

t £  T

f \ S t ' =  0  для t ^ t ' ,  то ф  Xs =  ®  (  ®  Х<Л, Т. е. сумма про-
s e S  / е Г  V s e S ^  /

странств ассоциативна. I
2.2.6. Предложение. Отображение f суммы 0  в топологиче-

s s 5
ское пространство Y непрерывно тогда и только тогда, когда 
композиция fis непрерывна для каждого s e S .

Доказательство. Если /: ф  Xs —>Y,  то каждое fis непре-
рывно как композиция двух непрерывных отображений. Об
ратно, если для отображения f суммы ф  Xs в пространство Y

s <= S
каждое fis непрерывно, то / =  V fis непрерывно в силу предке s
ложения 2.1.11. I

Сумму ф  Xs можно также определить для семейства топо-
seS

логических пространств {Xs}seS, не являющихся попарно непе- 
ресекающимися. Для этого возьмем семейство {A'}seES попарно 
непересекающихся пространств, такое, что X's гомеоморфно Х3 
для всех s e S ,  и положим ®  Х5=  ®  Х*- Например, можно

s e S  s e S
взять X' =  As X{s} с топологией, порожденной отображением 
ps: X'S-> X S, где ps (x, s) =  x. Читатель легко установит, что полу
ченные таким путем пространства ф  X' все гомеоморфны ме-

s e S
жду собой. В дальнейшем мы будем предполагать, что любое 
семейство пространств имеет сумму (определенную с точностью 
до гомеоморфизма), но в доказательствах будем молчаливо счи
тать, что обсуждаемое семейство состоит из попарно непересе
кающихся пространств.

Будем говорить, что топологическое свойство 3  аддитивно 
(щ-аддитивно, конечно аддитивно), если для любого семейства 
{J?s}seS  (такого, что | 5 | ^ ш ,  | 5 | < К 0) пространств, обладаю
щих свойством сумма ф  Xs также обладает свойствомseS
2.2.7. Теорема. Лю бая сумма Ti-пространств есть Т(-пространство 
для i ^  6.
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Доказательство. В случае ^-пространств наша теорема сле
дует непосредственно из 2.2.1. Доказательства всех остальных 
случаев подобны друг другу. В качестве примера покажем, что 
нормальность аддитивна. Пусть {Хя} e g— семейство нормаль
ных пространств и А, В  — два непересекающихся замкнутых 
подмножества суммы ф  X s. В силу предложения 2.2.1, пересе-
чения А П X s и В  f) X s замкнуты в Х8 для каждого s e S .  
Из нормальности Ха следует, что существуют такие множества 
Us, Va, открытые в X s, что

А П X s c= U s, В  П X s cr V s и U ,  П Vs =  0 .

Очевидно, что
A a U  — U Us, В c V  =  [J Vs и U ( ] V = 0 ‘,

seS
так как U  и V открыты в ф  X s, то сумма ф  X s, будучи

s e 5  s e S
^-пространством, является нормальным пространством. I

Легко видеть, что свойства «вес и «плотность
оба ш-аддитивны при К0, однако не являются аддитивными 
свойствами. Свойство «характер аддитивно.
2.2.8. Примеры. Дискретное пространство £>(т) есть сумма 
одноточечных пространств.

Для любой точки х прямой Зоргенфрея К  и любой окрестно
сти U  точки х прямая Зоргенфрея может быть представлена как 
сумма Х\ (В Х 2, где x e X i c t / .  В самом деле, в качестве Xi 
можно выбрать интервал [х, г),  содержащийся в U, а в каче
стве Х2— его дополнение К \ Х \ .  Так как Х\  открыто-замкнуто 
в К,  то равенство K  =  X i ( B X 2 следует из предложения 2.2.4.

Вещественную прямую R нельзя представить как сумму 
X, ф Х2 непустых множеств Xi, Х2 cz R. Допустим противное, 
т. е. что R = X i  ф Х 2 и Х \ ф 0 ф Х 2. Выберем точки x i ^ X i  и 
х2 ^ Х 2; не умаляя общности, можно считать, что x i < z x 2. Мно
жество X ^ l^ i,-^ ]  ограничено; пусть х0 — его наименьшая верх
няя грань. Так как Xi замкнуто, то jc0e ^ i ,  откуда х0 <  х2. Так 
как Хх открыто, то существует такое е >  О, что (*о — е, х0 
+  e)c;Xi, и мы имеем Xi П(л:о, х2) Ф  0  вопреки определению 
наименьшей верхней грани. 1

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Суммы топологических пространств впервые появились в ра
боте Титце [1923]. Теоремы относительно этой операции обычно 
весьма просты и принадлежат топологическому фольклору. Тем 
не менее применение операции суммы иногда упрощает доказа
тельства и описание примеров.
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УПРАЖНЕНИЯ

2.2.А. Покажите, что никакой непрерывный образ веществен
ной прямой не может быть представлен как сумма Х\ Ф Х2 
с Xi ф  0  ф  Х2. Как усилить это утверждение?

2.2.В. Покажите, что свойство быть дискретным простран
ством есть аддитивное свойство.

2.2.С. Для X — ф Xs выразите w(X) ,  d(X) ,  %(Х) и %(х,Х)

через w( Xs), d(Xs) ,%(Xs) , x ( x , X s) и |5 |.
2.2.D. (Куратовский [1921]). Пусть Х 0, Х\, . . .  — подпро

странства прямой R, определенные следующим образом:
Z o= [0 , 1) и X t =  {i , i  + 1), 1 =  1,2.........

=  Х0 Ф Y\ не гомеоморфны, однако каждое из них можно ото
бразить на другое непрерывно и взаимно однозначно.

Указание. При доказательстве того, что Yi и У2 не гомео
морфны, воспользуйтесь упр. 2.2.А.

2.2.Е.(а) Пусть заданы два семейства {-^Jsss и №*}s a s п0' 
парно непересекающихся топологических пространств и семей
ство отображений {fs}seS , где fs: Xs -*-Ys. Полагая f ( x ) = f s (x)
для х е  Xs, определим отображение f суммы ф  Xs в сумму

ф г „  которое назовем суммой отображений s  s и обозначим

Проверьте, что / непрерывно и что f замкнуто (открыто, яв
ляется гомеоморфным вложением) в том и только том случае, 
если все отображения fs замкнуты (открыты, являются гомео- 
морфными вложениями).

(Ь) Пусть заданы семейство попарно непересекаю
щихся топологических пространств и семейство отображений 
{fs}ssS , где fs: Xs — У. Сформулируйте условия, при которых
комбинация ф ^ ^ —>Y является замкнутым или откры
тым отображением (ср. с предложением 2.1.15).

2.2.F. Покажите, что пространство X гомеоморфно сумме 
ф  Xs в том и только том случае, если существует семейство

отображений {is}je S , где is: Xs ->■ X, удовлетворяющее следую
щим условиям:

(1) для всякого пространства У и пары f, g  непрерывных 
отображений X в У если fis =  g is при любом s e S ,  то f =  g;

Докажите, что пространства

seS
ф  fs или f i ® f 2®  . . .  Ф fk, если 5 = {1,2 , . . . ,  k}.

s  е  5
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(2) для всякого пространства Y и семейства отображений 
ih ) s ^s> где fs: Xs У, существует такое отображение f: X -*■ У, 
что fis — fs при любом s e S .

2.3. ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Пусть {Xs}seS — семейство топологических пространств. Рас
смотрим (декартово) произведение X =  Ц  Xs множеств {Xs}saS

s s  5
и семейство отображений {ps}sesS, где ps соотносит точке 
х =  {х$}е=  П х ,  ее 5-ю координату xs ^  Xs. Множество

 ̂ s e S

X  — XI Xs с топологией, порожденной семейством отображений
s e S

{ps}ssS, называется (декартовым) произведением пространств 
{Xs}S(_s, а сама топология называется тихоновской топологией 
на И х  s) отображения ps: XI XS^ X S называются проекциями.

s<= S s e S
Для любого семейства {Xs}s ^ s топологических пространств 
символом n * s мы будем далее обозначать не множество —

s e S
декартово произведение множеств {Xs}s(= sy а топологическое 
пространство, снабженное тихоновской топологией. Произведе
ние конечного семейства пространств № } f=1 обозначается также 
через J* X  *2 X  ••• X^jfe. Если Xs — X для любого s ^ . S ,  то 
произведение U x s обозначают также через Х ш, где m =  | S | .

s e S
Легко проверить, что пространство Х т не зависит (с точностью 
до гомеоморфизма) от множества S, а зависит только от его 
мощности ш. Произведение Хт называется ш-й степенью про
странства X; произведение Х \ Х  называют также квадратом 
пространства X.

2.3.1. Предложение. Семейство всех множеств П  где Ws ~
s e S

открытое подмножество пространства Xs и №8 Ф Х 3 только для  
конечного множества s g S ,  образует базу произведения п х . .

s S
Более того, если для каждого s e S  фиксирована некоторая 
база 3&s пространства Xs, то подсемейство, состоящее из тех п Ws, в которых Ws е  &S при Ws Ф  Xs, также образует базу.
seS

Доказательство. В силу 1.4.8, семейство всех множеств вида
k

А  л / ( Г , ) ,  где si, S2, и Wi открыто в Xst, является



базой пространства п * . .  Следовательно, для доказательства
5 6 S

первой части предложения достаточно заметить, что 
p ; : (W Sa) =  J I W s, где r s =  Xs при

И что

( . й г 0 п( Д * 0 - . Ш г -""Э-
Вторая часть есть непосредственное следствие первой части и 
определения базы. 1

База пространства XI Xs> описанная в первой части приве-seS
денного выше предложения, называется канонической базой 
произведения.

Очевидно, что семейство всех множеств П  Ws, где Ws —
i e S

открытое подмножество пространства Х* и Ws ф  Xs только для 
одного s e S ,  является предбазой произведения П * ,

s e S
2.3.2. Предложение. Если {Xs}seS — семейство топологических 
пространств и As — подпространство пространства Xs, s e S ,  то 
две топологии, определенные на множестве А =  XI А& а имен-

s e S
но топология произведения подпространств {As}Sf- s и топология 
подпространства произведения J I  Xs> совпадают.

sgS
Доказательство. Можно считать, что А %Ф 0  для каждого 

s e S .  Так как сужения ps \ A: A - + A s проекций ps непрерывны, 
то топология подпространства на А тоньше, чем топология про
изведения (в силу определения последнего). Любое открытое 
множество подпространства А есть пересечение А с объедине
нием семейства элементов канонической базы пространства
XI Xs, т е. объединение пересечений А с элементами этого се-

Se S
мейства. Так как каждое такое пересечение есть элемент кано
нической базы для IX As, то топология произведения на А

s e S
тоньше, чем топология подпространства. I
2.3.3. Предложение. Для каждого семейства множеств
где A s c X s, в произведении Ц Xs имеет место соотношение

s s S

(1) П л - П л .
s e S  s e S

Доказательство. Из 1.1.1 следует, что х е  в том в
s e S
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только том случае, если для каждого элемента П  Ws канони- 

ческой базы пространства п Х$, содержащего х, мы имеем

П  w ,[ \  П  Х =  П  Фа[\АаФ 0 ,
s e S  s e 5  5 6 5

т. е. если для каждого s e S n  любой окрестности IP's s-й коорди
наты точки х  мы имеем Ws f] Л  Ф  0 -  Последнее условие выпол
няется тогда и только тогда, когда х е  Д  Аа. |

2.3.4. Следствие. Множество Ц  Ал, где 0  ф А 3с! Xs, замкнуто
s & S

в произведении Ц  Х3 тогда и только тогда, когда A s замкнуто
s e S

в Xs для каждого s е  S.
Доказательство. Из предложения следует, что если все А3 

замкнуты, то П  А .  также замкнуто. Обратно, если Ц  Л5 за-
s е  S _______  __  s e S

мкнуто, ТО П  П и так как множества As не
s e S ___ s e S  s e S

пусты, то As =  A s для каждого s e  S. I
2.3.5. Следствие. Множество Ц  As, где А3 с Х а ф  0 ,  всюду

s e S

плотно в произведении J J  Xs в том и только том случае, если
s e S

As всюду плотно в Xs для каждого s е  S. I
Отметим, что так как не каждое подмножество простран

ства Ц  Xs допускает представление в виде Ц  As, то Тихонов-
S e S  s e S

ская топология на произведении Ц  Xs не может быть задана
s ^ S

оператором замыкания, определенным формулой (1).
Из предложения 1.4.9 непосредственно вытекает

2.3.6. Предложение. Отображение f топологического про
странства X в произведение Ц  Ys непрерывно тогда и только

seS
тогда, когда композиция psf непрерывна для каждого s e S ,  I
2.3.7. Предложение. Пусть {JTs}ssS  — семейство топологических 
пространств. Если S =  (J St, где St f] St' — 0  для t ф  V, то

t g T

пространства П х , «  П  ( п  ХЛ гомеоморфны, т. е. декар*
s e S  t & T \ s e S f  )

тово произведение ассоциативно.
Доказательство. Поставим в соответствие точке * =  {xs} e  

® П  Х3 точку f (х) =  {xt} е= п Г П  , где xt =  {*s} <=
s e S  /
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^  II Xs. Определенное таким способом отображение f взаим-
5eS^

но однозначно отображает пространство Ц  Xs на XI (  П  ХЛ .
s g  S  f e T V s e S j  /

Применяя 2.3.6, легко убедиться, что отображения f и f-1 не
прерывны. ■

Отметим, что из последнего предложения следует, что про
странства (Хт) и Хт гомеоморфны для любого пространства 
X  и любого кардинального числа щ ^  К0.
2.3.8. Предложение. Пусть {Xs}s eS  — семейство топологических 
пространств и ф — взаимно однозначное отображение S на себя. 
Тогда пространства -Хф<*) гомеоморфны, т. е. де-

s e S  s e 5
картово произведение коммутативно. I
2.3.9. Примеры. Пусть п — положительное целое число; про
странство Rn— произведение п экземпляров вещественной пря
мой— называется евклидовым п-мерным пространством. Про
странство 1п — произведение п экземпляров замкнутого единич
ного отрезка — называется единичным п-мерным кубом. Если 
m >  п, то подпространство пространства R m, состоящее из всех 
точек, у которых последние m — п координат равны нулю, го- 
меоморфно пространству R n, т. е. R n вложимо в R m при т >  п. 
Подпространство пространства Rn+l, состоящее из всех точек 
(* ь х2, . . . ,  хп+х), таких, что х\ +  +  • ■ • +  xn+i =  1* называет
ся единичной п-мерной сферой и обозначается S". Заменяя знак 
равенства на ^  в определении (п — 1)-мерной сферы, мы по
лучим подмножество пространства Rn, которое называется еди
ничным п-мерным шаром и обозначается Вп. Одномерная сфера 
S 1 — это окружность, а произведение S1 X 5 1 — тор. I

Для каждого непустого множества Ц  Ws с  Ц  Xs имеем
 ̂ s e S  s e S

Ps. ( П  W'i'l =  так что проекции ps: П  XS->XS — откры-
V s e S  /  s e S

тые отображения. Приводимый ниже пример показывает, что, 
вообще говоря, проекции не являются замкнутыми отображе
ниями (ср. с теоремой 3.1.16).
2.3.10. Пример. Проекция р: R2-*~R плоскости R2 на ось х не 
замкнута. В самом деле, множество F =  { ( x , y ) e R 2: х у — 1} 
замкнуто в R2, а его образ p(F) =  R \ { 0} не замкнут в R. Ш

Пусть заданы два семейства {Xj}saS и {I'sJses топологиче
ских пространств и семейство отображений {f„}is S , где fs: 
Xs -> ys. В силу предложения 2.3.6, отображение, переводящее 
точку х =  {xs} е  XI Xs в точку {fs (xs)} е  П  Fs, непрерывно.

s g S  s g S



Оно называется декартовым произведением отображений 
{fs} s и обозначается U f s  или f i X f i X  . . .  Xf k ,  если

s s S
S  =={1,2........ k}.  Отметим, что для декартова произведения
f  =  Ц  fs имеют место соотношения

s e S

/ ( П  АЛ  =  П  fs(As) и Г ‘ ( П  Bs)  =  П ЛГ1 (Bs),
V s e S  / s s S  V s e S  / s e S

где /si Xs Ys> cz Xs и с  3̂$.
Пусть заданы топологическое пространство X, семейство 

{ys}JeS топологических пространств и семейство отображений 
{fs}s(ss, где fs: В силу предложения 2.3.6, отображение,
переводящее точку х ^ Х  в точку { Ш ) е  П  Ys, непрерывно.

seS
Это отображение называется диагональю отображений {/s}seS 
(или диагональным отображением) и обозначается A fs или

seS
fi A  f2 А  . . .  A  fk, если S = {1 ,2 , . . . ,  k}. Отметим, что для диа
гонали f =  A fs имеют место соотношенияseS

f {A)cz  T i  fs(A) и / ~ Ч П 5 Л =  П К ' Ш ,
s g S V s e S  / s e S

где fs: X-*- Ys, A с  X и Bs cz Y&
Отметим также, что диагональ A fs есть композиция диа-

s g S
гоиали I =  A idxs: Х->- П Xs, где Xs — X  для s s S ,  и произ

ведения m s: П Ys. Образ Д =  г(Х) с Х ш=  П  Xs,
s s S  s e S  s e S  s e S

где m =  | S |, называется диагональю произведения Xm. Из 1.5.4 
следует, что если X  — хаусдорфово пространство, то диагональ
Д =  П (*  е  П  Xs: Ps' (х) =  Ps" (*)) замкнута в Х т.

s',  I s e S  )
Мы говорим, что некоторое топологическое свойство 9* муль

типликативно (т-мультипликативно, конечно мультипликатив
но),  если для любого семейства {Aj}S(_s (такого, что ]S |^ r a ,
| S | <  К0) пространств со свойством &  их произведение П  х .

s e S
также обладает свойством Э>.

2.3.11. Теорема. Произведение Тt-пространств всегда есть Т{-про
странство при Если произведение Ц  Xs есть непустое

Т{-пространство, то все Xs также являются Т{-пространствами 
при i 6.
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Доказательство. Для Т\-пространств теорема непосредствен
но следует из 2.3.4. Доказательства мультипликативности ^-про
странств в случае i =  0, 2, 3 и 3 ^ - подобны друг другу, В ка
честве примера докажем, что произведение тихоновских про
странств {Xs}s ̂  s есть тихоновское пространство. В силу пред
ложения 1.5.8, достаточно показать, что для каждой точки 
* — {*Л е П ^ и  каждой ее окрестности V вида где

— некоторое открытое подмножество пространства Xs„ 
существует непрерывная функция /: U  Х3—►/, такая, что f(x) =

seS
= 0  и f ( y ) =  1 для у  е  XI XS\ V .  Легко установить, что компо-

seS
зиция foPst, где f0: XSa- > I  удовлетворяет условиям /0 (xSa) =  0 и 
fo(XSll\W so) с= {1}, обладает требуемыми свойствами.

Рассмотрим теперь произведение Ц  Xs непустых пространств
{A's}seS . Выберем по точке для каждого s e S  и поло
жим по определению X*So =  Ц  As, где As =  {л:*} при s=£sn иseS '  ’
ASa =  XSa. Очевидно, что сужение 4 0 =  pSo | Х*0 -> XSa есть гомео
морфизм, и поэтому X sв вложимо в произведение Ц  Х3. Более

s e S
того, если произведение Ц  Xs есть 7>пространство, 1, то

3 S  S -Г-ж-
x's, — его замкнутое подпространство и XSt вложимо в Ц  Xs

s e S
как замкнутое подпространство. В силу теоремы 2.1.6, отсюда 
следует, что если П  Xs — непустое 7>пространство, то все Х3

s (= S
являются Г,-пространствами. В

Теперь мы приведем примеры, показывающие, что нормаль
ность, наследственная нормальность и совершенная нормаль
ность не являются конечно мультипликативными.

2.3.12. Пример. В примере 1.5.17 мы доказали, что прямая Зор
генфрея К  является нормальным пространством. Затем мы об
наружили, что К  совершенно нормально, а значит, и наслед
ственно нормально. Оказывается, декартов квадрат К Х К  не 
является нормальным пространством. В самом деле, К Х . К  со
держит замкнутое подмножество, гомеоморфное пространству 
£)(с), а именно множество { (х, у) :  у  — —х),  и счетное всюду 
плотное подмножество — множество, состоящее из всех точек 
К Х К ,  обе координаты которых — рациональные числа. Рассуж
дая так же, как в примере 1.5.9 или 2.1.10, мы заключаем, что 
/f X  К  не является нормальным.
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Заметим, что существуют совершенно нормальные простран
ства, квадрат которых — нормальное, но не наследственно нор
мальное пространство (см. упр. ЗЛО.С(с)). В примере 2.3.36, ко
торый мы приведем ниже, определяются два наследственно нор
мальных пространства с нормальным, но не наследственно нор
мальным произведением. Дальнейшая информация о нормаль
ности произведений содержится в задачах 2.7.15 и 2.7.16. Спе
циального упоминания заслуживает тот факт, что N*1 не яв
ляется нормальным (см. упр. 3.1.Н(а)). I
2.3.13. Теорема. Если w ( Xs) jg: m ^  К0 для каждого s e S  и 
| S | ^  т, то w (  Ц  ХЛ <  nt.

V s e S  /
Подобным же образом, если для каждого

s e S  и |S|=^m, то х f Ц  ХЛ<га.
V s e S  /

Доказательство. Первая часть следует из предложения 2.3.1, 
где в качестве $ s можно взять любую базу пространства Xs, та
кую, что | Ms | ^  ю.

Доказательство второй части предоставляется читателю. 8
2.3.14. Следствие. Первая и вторая аксиомы счетности являются 
Ко-мультипликативными свойствами. I
2.3.15. Теорема Хьюитта — Марчевского — Пондицери. Если 
d( Xs) ^  m N0 для каждого s e S  и 15 1 2т , то d   ̂П  .Х^ <1
^  т.

Доказательство. Предположим, что пространства Xs непусты 
и что |S |  =  2m. Пусть A s — всюду плотное подпространство про
странства Xs, такое, что В силу 2.3.5, достаточно дока
зать, что произведение Ц содержит всюду плотное подмно-

жество мощности Так как декартово произведение f — XI /s>
s g S

где fs — произвольное отображение дискретного пространства 
Z)(m) на A s, является непрерывным отображением пространства 
D  (nt)]2"1 на П  А„ то, в силу теоремы 1.4.10, доказательство

s g S
сводится к проверке того, что d  ([D (nt)]2®) nt.

Обозначим через Т щ-ю степень двухточечного дискретного 
пространства; тогда |7’ | = 2 т и w ( T ) ^ m .  Пусть & — база про
странства Т, такая, что и пусть 3 ~— совокупность всех 
конечных семейств {U\, и  2, . . . ,  Uk} попарно непересекающихся 
элементов базы 38. Очевидно, что \3~\ ^  т.

В произведении [Z) (wt)]2"1 =  Ц  Yt, где Yt =  D(m)  для лю-
t s  7

бого выберем множество Л, состоящее из всех функций



f ИЗ Т в й(я), таких, что существует семейство (l/i,  U2,
. . . ,  Uk}^& ~  со свойством: f постоянна на каждом множестве 
Ui и на множестве T \ ( U i ( j  U2[) . . .  U^*)- Так как 
то и |Л |^ ш .

Мы покажем, что множество А всюду плотно в [Z)(m)]2 » 
т. е. для каждого непустого открытого множества V cz XI Yt

tmT
пересечение A f| V непусто. Выберем точки t\, h ........ tk ^  Т,
и ф  tj при I ф  /, и точки у и у 2........ y k е  D (т ) , такие, что
к

('t/г) сг V. Так как Т — хаусдорфово пространство, то суще
ствует такое семейство {Ult U2........ Uk}^ & ~ , что для
i =  1,2, . . . ,  k. Функция / из Т в D(m),  определенная формулой

f ( t ) =  Г У1 при t ^ U { ,  / = 1 , 2 .......... k,
U i  при t< = T \( U x\]U2\] . . .  Ut/jk),

принадлежит обоим множествам А и V, т. е. А Л У Ф  0 .  1
2.3.16. Следствие. Сепарабельность является с-мультипликатив
ным свойством. I
2.3.17. Теорема. Если d { Xs) ^  их ^  К0 для каждого s e S ,  то лю
бое семейство попарно непересекающихся непустых открытых 
подмножеств произведения п Xs имеет мощность

seS
Доказательство. Пусть {£//}*<= г “  семейство попарно непере

секающихся непустых открытых подмножеств пространства 
П * ,  Без ограничения общности можно считать, что {t/*}*
seS ^

состоит из элементов канонической базы пространства XI Xs,
s e S

т. е. для каждого существуют конечное множество S t c z S
и семейство где W\ — открытое подмножество про
странства .Xs, причем Wts = X s при s ф  St, такие, что Ut —

s e S
Выберем теперь произвольное подмножество T0 czT,  удовлет

воряющее соотношению | Го | ^  2™. Множество 50 =  U так-<еГ»
же имеет мощность ^ 2 т . Поэтому, в силу теоремы Хьюитта — 
Марчевского — Пондицери, произведение п Xs содержит всюду

seSo
плотное подмножество А мощности ^ т .  Далее, семейство 
/  П  состоит из непустых открытых подмножеств про-
I s e S .

странства Ц  Xs. Так как Ut =  П  П  для каждого
s e S o  smSft  i e 5 \ 5 o
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t  е  То, то элементы семейства { Ц  ИР Л попарно не Пере
д е л  SteT,

секаются, а так как каждый элемент этого семейства содержит 
некоторый элемент множества А, то ( Г о ] | Л | ^ щ .  Таким об
разом, мы доказали, что каждое множество Т0 cz Т, такое, что 
|7’0| ^ 2 т, удовлетворяет соотношению | Го| ^  т. Отсюда в свою 
очередь следует, что | Т | ^  ш. I
2.3.18. Следствие. В произведении сепарабельных пространств 
любое семейство попарно непересекающихся непустых откры
тых множеств счетно. 1

Заметим, что (в противоположность условиям теоремы 2.3.17) 
ограничение числа сомножителей в теореме Хьюитта — Марчев- 
ского — Пондицери существенно (см. первую часть теоремы 
1.5.3 и упр. 2.3.G).

Рассмотрим теперь вложения топологических пространств в 
декартовы произведения. Начнем с двух определений и важной 
технической теоремы, называемой теоремой о диагональном 
отображении. Пусть X  — топологическое пространство, {ys}ssS — 
семейство топологических пространств и =  {/s}*«=s— семей
ство отображений fs: X-*-Ys. Говорят, что семейство разде
ляет точки, если для каждой пары различных точек х, t / e X  
существует такое отображение что fs (х) Ф  fs ( у ) . Если
для каждой точки л е !  и каждого замкнутого множества 
F cz X, не содержащего х, существует такое отображение fs е  ST, 
что fs(x)<£fs(F),  то говорят, что семейство 3" разделяет точки и 
замкнутые множества. Заметим, что если X есть 7'0-простран- 
ство, то каждое семейство SF, разделяющее точки и замкнутые 
множества, разделяет и точки. В самом деле, если х ф у ,  то су
ществует открытое множество U, содержащее ровно одну из этих 
точек. Обозначим через z ту из двух точек х, у, которая не 
принадлежит замкнутому множеству F =  X \ U .  Тогда fs (z)<£ 
^ f s ( F )  для некоторого fs ^  а это и означает, что fs ( х ) ф
ф ) Л у ) -

2.3.19. Лемма. Если отображение f: Х-*-У взаимно однозначно 
и одноэлементное семейство {f} разделяет точки и замкнутые 
множества, то f — гомеоморфное вложение.

Доказательство. Достаточно показать, что для каждого зам
кнутого множества F c z X  имеет место соотношение

<2) f(F) =  f ( m W T

Если у — f ( x ) G  f ( X ) \ f ( F ) ,  то х ф Е  и y  =  f (x)$kf (F) .  Следо
вательно, правая часть соотношения (2) содержится в его левой 
части. Обратное включение очевидно. 1
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2.3.20. Теорема о диагональном отображении. Если семейство
=  C)/s: X - > Y S, разделяет точки, то диагональ} — A  fs:sesS

У5 есть инъективное отображение. Если, сверх того,
s e S

семейство SF разделяет точки и замкнутые множества, то f — 
гомеоморфное вложение.

В частности, если существует такое s e 5 ,  что fs — гомео
морфное вложение, то f — гомеоморфное вложение.

Доказательство. Если семейство ST разделяет точки, то для 
каждой пары различных точек х, у  е  X  существует такое fs е  ЗГ, 
что fs(x)¥=fs {y).  Таким образом, f (x)¥=f(y) ,  а это и означает, 
что f — инъективное отображение.

Если семейство разделяет точки и замкнутые множества, 
то семейство {/} также обладает этим свойством, ибо если 
f(x) ^  f (F) для некоторого F =  F а  X,  то fs (x) =  psf ( x ) ^  
е  ps (f (F)) cz psf(F) =  fs (F) для каждого s e S .  Для завершения 
доказательства остается применить лемму 2.3.19. I
2.3.21. Следствие. Если Xs — X для каждого s e S ,  то диагональ 
i — Д  idx : X -*■ П  Х3 есть гомеоморфное вложение.

s s S  s  s e S
Следовательно, диагональ А произведения Х т гомеоморфна про
странству X. I

Под графиком отображения f пространства X в У понимают 
подмножество произведения X X У, определенное формулой

G(f) =  { ( x , y ) e X X Y :  y  =  f (x)} .

2.3.22. Следствие. Для каждого непрерывного отображения 
f: X-*- У график G (/) есть образ пространства X при гомеоморф- 
ном вложении id* A f: Х - + X X  Y. Сужение p\G( f )  проекции 
р: Х Х У ^ - Х  есть гомеоморфизм. Если У — хаусдорфово про
странство, то G(f) — замкнутое подмножество пространства
X X  У-

Доказательство. Первая часть следствия очевидна. Вторая 
часть вытекает из того, что сужение p|G (f) есть обратное ото
бражение к гомеоморфизму (id* А  /) | Х. Третья часть вытекает 
из равенства G(f) =  ( f X ^ y ) - 1(A), где Д — диагональ простран
ства У Х У ,  и замкнутости А в пространстве У X  Y. 1

Мы говорим, что пространство X  является универсальным 
для всех пространств, обладающих данным топологическим свой
ством если X  обладает свойством &  и каждое пространство, 
обладающее этим свойством, вложимо в X.

Подчеркнем тот факт, что теоремы существования универ
сальных пространств весьма интересны и полезны. В самом 
деле, они позволяют свести изучение класса пространств со свой-



ством &  к изучению подпространств некоторого фиксированного 
топологического пространства (ср., однако, с упр. 2.3.1). Это есть 
следствие того, что (как объяснялось в конце § 1.4) мы не раз
личаем гомеоморфные между собой пространства.

Тихоновский куб веса m ^  К0 есть пространство / ”, т. е. про
изведение И  Is, где /« =  /  для каждого s e S  и |5| =  ю. Ти-

seS
хоновский куб 1*0 называется гильбертовым кубом. Отметим, 
что если it ̂  ш, то куб /" вложим в / щ.

2.3.23. Теорема. Тихоновский куб / “ является универсальным для 
всех тихоновских пространств веса m ^  Ко.

Доказательство. В § 1.5 мы установили, что замкнутый еди
ничный интервал /  является тихоновским пространством; следо
вательно, в силу теоремы 2.3.11, куб / га также является тихонов
ским пространством. Из теоремы 2.3.13 следует, что а ;(/т)^ 1 # .

Теперь покажем, что каждое тихоновское пространство X 
веса m вложимо в / т . Так как дискретное пространство D (ю) яв
ляется тихоновским пространством веса т, то из этого следует, 
в частности, что w  (/" ') ^  то, и это завершает доказательство 
равенства да(/га) =  ut.

Так как X — тихоновское пространство, то семейство всех

Функционально открытых множеств является базой пространства 
. Из теоремы 1.1.15 вытекает, что существует такая база 
{Us} s e S  пространства X,  состоящая из функционально открытых 

множеств, что jS | =  т. Для каждого s g 5  рассмотрим непре
рывное отображение /: X-+-I,  такое, что Us — f s l ((0, 1]). Семей
ство F — {fs}seES разделяет точки и замкнутые множества. Так 
как X есть Г0-пространство, то из теоремы о диагональном ото
бражении вытекает, что диагональ Д  fs есть гомеоморфное вло-

seS
жение пространства X  в / т .

Начиная с этого места мы будем обозначать двухточечное 
дискретное пространство D ( 2) просто через D и будем отождеств
лять его с подпространством {0,1} вещественной прямой.

Канторов куб веса m ^  К0— это пространство D m, т. е. про
изведение XI Ds, где Ds =  D для каждого s е  S и | S | =  т. Кан-

seS
торов куб D*0 называется канторовым множеством. Из приведен
ной ниже теоремы 2.3.24 следует, что вес пространства D m ра
вен щ. В § 6.2 мы покажем, что канторов куб Dm также является 
универсальным пространством для всех нульмерных пространств 
веса m ^  К0 (см- теорему 6.2.16).
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2.3.24. Теорема. Для каждого m ^  И0 и каждого j e f l *  имеет

Доказательство. Допустим, чтох(*> Dm) ^ t t <  ш. Обозначим 
через ЗВ(х) базу пространства Dm в точке х, такую, что 
\0&(х)\ ^  п. Так как Dm плотно в себе, то п ^  К0. Для каждого 
£ / e J <(х) будем рассматривать содержащуюся в нем окрест
ность (точки х) вида Ц  Ws, где Ws ф  Ds лишь для s, принад-

seS
лежащих некоторому конечному подмножеству S ( U ) c z S .  Полу
ченное таким путем семейство 3$о(х) также является базой в
точке х и имеет мощность ^ п . Множество 50=  U S(U)

имеет мощность п-К0 =  п <  ю, поэтому существует некото
рое so е  S \S o . Очевидно, что окрестность p^'ps (x) точки х не 
содержит элементов семейства $to(x), а это означает, что 3fo(x) 
не является базой в точке х. В

2.3.25. Следствие. Для каждого и каждого х е  / т имеет
место равенство % {х, / га) =  т . В

Оказывается, существует универсальное пространство и для 
всех Го-пространств веса m ^  Ко. Пусть F — топологическое про
странство, определенное в примере 1.2.8, где Х =  {0, 1} и хо =  1, 
т. е. ^  =  {0,1} с топологией, состоящей из пустого множества, 
множества {0} и всего пространства. Очевидно, что F является 
Т о-простр анством.

Александровский куб веса ш ^  Ко — это пространство Fm> 
т. е. произведение Ц  Fs, где Fs =  F для каждого s e S  и

s e S
|S | =  m.

Пусть U — произвольное открытое подмножество Г0-простран- 
ства X ; определим непрерывное отображение /: X-*-F,  положив

Применяя теорему о диагональном отображении, легко доказать 
следующую теорему.

2.3.26. Теорема. Александровский куб Fm универсален для всех 
Т0-пространств веса ш ^  К0. В

Следующие четыре предложения описывают взаимосвязи 
между замкнутостью и открытостью отображений {fs}ses» их
произведений JI fs и их диагонали Д  fs.

место равенство %{х, Dm) =  m,



2.3.27. Предложение. Пусть произведение f =  п fs, где fs:
s e S

X s -*-Ys и Xs ф 0 ,  s e S ,  замкнуто. Тогда все отображения fs 
замкнуты.

Доказательство. Возьмем s0e S  и непустое замкнутое мно
жество F с  XSo. Множество (F) замкнуто в Д  Xs, поэтому

замкнут и его образ при отображении f  в п ys. Так как

f ( P * ( F)) =  П 4 -  где Л5# =  /5о(Л и As =  fs (Xs) при s=^s0, то
5 S  S

из 2.3.4 следует, что f s,(F) замкнуто в Y So. |
2.3.28. Пример. Пусть fi =  id«— тождественное отображение 
вещественной прямой на себя и fz — отображение той же пря
мой в одноточечное дискретное пространство {0}. Оба отобра
жения замкнуты, однако их декартово произведение fi X  fz- 
-*/?Х{0} не является замкнутым (ср. с примером 2.3.10). Ш

2.3.29. Предложение. Декартово произведение f — Ц  fs, где
s e S

fs: Xs -*-Ys и Xs Ф  0  для s e S ,  открыто в том и только том слу
чае, если все отображения fs открыты и существует конечное 
множество Sо cz S, такое, что fs (Xs) =  Ys для s е  S \S o .

Доказательство. Из 1.4.14 и равенства / (  XI №s 1 =  П  fs ( w s)
V s e S  /  s e S

следует, что если отображения fs удовлетворяют указанным в 
предложении условиям, то отображение f открыто.

Обратно, пусть f — открытое отображение. Возьмем s o e 5  и 
непустое открытое множество U с  X , . Множество U X  п

*  ! e s \ { s . )
непусто и открыто в Ц  Xs. поэтому множество psJ  ( U X

s e S  Ч
х  П  ХЛ =  fSo (U) открыто в Ys„ ибо проекция pso — открытое

5SS\{S0} /
отображение. Отсюда следует, что отображение /*„ открыто. Так 
как Г 1х3Ф0, то f ( T l x s)  =  T l  fs (Xs) — непустое открытое

s e S  V s s S  / s e  S
подмножество пространства П  Ya. Поэтому оно содержит

s e S
множество вида П  TFS, где ф  Ys только для s, принадле-

56S
жащих конечному множеству So с= 5. Тогда для s e S \ S o  мы 
имеем fs (Xs) =  Ys. 1
2.3.30. Предложение. Пусть отображения fu f2, . . . ,  fk, где 
fr. X-*-Yi,  замкнуты, и пусть Yi есть Ti-пространство, а Уг, Уз, ■ • ■ 
. . . ,  У* суть Т^-пространства-, тогда диагональ / =  /1 Д  /2 Л  . . .  
. . .  Д  fk замкнута.
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Доказательство. Достаточно показать, что если /,•: X-*-Yi 
замкнуто для t =  1, 2, где У1 есть Т г  пространство, а У2 есть 
Г2-пространство, то f =  /1 А  }2 замкнуто. Возьмем замкнутое 
множество А а Х  и точку (г/1,г/2) е  У1Х Y2\ f ( A ) .  Так как А П 
П/Т‘ Ы Г ^ 2- 1Ы =  0 ,  то

/2-1 (г/г) <= Х \Л  П /Г' (J/i).
В силу 1.4.13 и регулярности У2, существует окрестность V2 с: У2 
точки г/г, удовлетворяющая включению

Поэтому _
/г1 Ы  с: Х \ А  п /г-1 (У2),

откуда, опять в силу 1.4.13, следует существование такой окре
стности V\ CzY\  точки ух, что

fГ1 (Ft) с  Х \ А  п К 1 (F 2), Т. е. А П fГ1 (Vi) П f2_1 (Fs) =  0 .
Последнее равенство показывает, что окрестность X  V2 точки 
(г/i, г/2) не пересекается с ДЛ), откуда и следует замкнутость 
отображения f. 1
2.3.31. Примеры. Для г =  1, 2 пусть /,■— проекция плоскости R2 
на i-ю ось. Ни fi, ни f2 не являются замкнутыми отображениями 
(см. пример 2.3.10), однако диагональ fi А /2 есть тождествен
ное отображение плоскости R2 на себя и потому замкнута. Та
ким образом, замкнутость диагонали f\ A f2 не означает замкну
тости fi и f2.

Покажем теперь, что предложение 2.3.30 нельзя обобщить на 
бесконечное множество отображений. Пусть X — N  и У,- =  D =  
=  {0,1}, i =  1, 2......... Отображения ft: X-*- Yt определим, поло
жив

м - f i  "ри i f ;I. 0 при ] > t .
оо

Эти отображения замкнуты, однако диагональ/ =  Д  f t:
i*= 1

не замкнута. В самом деле, множество f(N)  содержит все точки 
вида (0,0, . . . ,  0,1,1, .. .) ,  но не содержит точку (0,0, . . .) ,  сле
довательно, f(N)  не является замкнутым множеством простран
ства D*0. Другие примеры, связанные с предложением 2.3.30, 
приведены в упр. 2.3.J. I
2.3.32. Предложение. Если диагональ f — Д  fs, fs: X  -> Ys, от-

s
крыта, то и все отображения fs открыты.

Доказательство. Утверждение следует из равенства fs =  psf 
и открытости проекций ps. ■
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2.3.33. Пример. Пусть /1 =  fs =  id*: R - + R .  Образ R при диаго
нальном отображении f =  fi A  f2 не открыт в R2. Таким образом, 
диагональ двух открытых отображений, вообще говоря, не яв
ляется открытым отображением. В этом примере сужение 
f\]R: R - + f ( R )  есть гомеоморфизм и тем самым открытое ото
бражение. Читателю предоставляется найти два открытых ото
бражения fi и /г интервала /  в себя, таких, что сужение / | /  диа
гонали f =  fi Д  /г не является открытым. I

Из предложения 2.3.2 вытекает, что декартово произведение 
гомеоморфных вложений есть гомеоморфное вложение. Легко 
проверить, что если декартово произведение Ц  fs, где fs\

s e S
Xs ~*- Ys и Xs ф  0  для каждого s е  S, есть гомеоморфное вложе
ние, то все fs — гомеоморфные вложения. Теорема 2.3.20 дает до
статочное условие для того, чтобы диагональ была гомеоморф- 
ным вложением. Несколько более изощренное необходимое и до
статочное условие содержится в упр. 2.3.D.
2.3.34. Предложение. Направленность Т =  {л:0, я е Е }  в произве
дении п Xs сходится к точке х е  п Х3 в ТОМ и ТОЛЬКО том

s <= S s e S
случае, если направленность Ts — {ps(xa), а е 2 }  сходится к 
P s ( x )  для каждого s e S .

Доказательство. Если х е  lim Г, то, в силу предложения
1.6.6, ps (x)<= lim Ts для каждого s e S .

Обратно, предположим, что для х  е  П  Xs мы имеем
seS

ps(* )e lim ^ s  при каждом s e S .  Для каждой окрестности U 
точки х существуют такие элементы si, s% . . . ,  s* е  S и откры
тые множества U i C X s ., t = l ,  2, . . .  , k, что

*е р;' (Р,) п р;1 (»,) п • ■ • п (vt) <= и.
По предположению существуют такие а\, а% . . . ,  f f je H , что 
pSj(x0)c :[ / j  для любого а  ^  о,- и г =  1, 2, . . . ,  k. Так как мно
жество S направлено, то существует такое Оо s  2, что а,- <  Оо, 
i = l , 2 ........ k\ для каждого а  ^  а0 имеем

** е  Р7' (ui) п р;21 (и2)п---п р- 1 (иЛ) с  и,
и, таким образом, х е  lim Т. Ш

Следующее предложение является переложением предыду
щего на язык фильтров.
2.3.35. Предложение. Если ST — фильтр в произведении Ц  Xs,

se5
то для каждого s e S  семейство ЗГs ={ps ( F) :  есть
фильтр в Xs. Фильтр 2Г сходится к точке х  е  XI Xs в том и

s e S
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только том случае, если фильтр STs сходится к ps (х) для каж
дого s е  S. I

Мы завершим этот параграф двумя важными примерами, 
в построении которых решающую роль играют декартовы произ
ведения.
2.3.36. Пример. Покажем, что нормальность не является наслед
ственным свойством (ср. с упр. 2.1.Е(Ь)). Пусть Х =  Л(щ) и 
У =  Л(п), где K o O n C t t  (см. пример 1.4.20). Пусть, далее, хо 
и уо — точки накопления соответственно пространств X и У. Про
изведение X X  У есть нормальное пространство. Это вытекает из 
того, что для любой пары непересекающихся замкнутых под
множеств пространства X X  У существует открыто-замкнутое 
множество V X W cz X X  У> содержащее точку (л:о, Уо) и не пе
ресекающееся по крайней мере с одним из замкнутых множеств, 
и из нормальности подпространства Х Х У \ ( ^ Х ^ ) ,  которая 
в свою очередь вытекает из 2.2.4 и 2.2.7. Заметим, что нормаль
ность пространства X X  У следует также из теорем 3.1.9 и 3.2.4, 
приведенных ниже (ср. с примером 3.2.7).

Пусть Z =  X X  У\{(*о , «/о)}. Покажем, что для каждого не
прерывного отображения /: Z - + R  существуют такое веществен
ное число г е  R и такие множества Х0с Х \{ л г 0}, Уо с: У \  {£/о}» 
что |Х0| ^ К 0, |У0| ^ т и
(4) fix,  у) =  г для (х, у) е  Z \ Z 0, где Z0 = (Х 0Х Ш ( * Х  Уо). 
Для х е А ^ о }  положим по определению
(5) У0(х) =  {у: f(x,  у Ш ( х ,  */0)} и  У0=  И Y0(x) с  У \ { у 0).

х*=Х\ {х„)

Из свойства подмножества {лг}Х У, установленного в примере
1.4.6, следует, что |У0(х)|< ! К0, и, таким образом, |У о |^ш . 

Выберем теперь произвольное у  е  У\{Уо1){*/о}} и определим
(6) Х0={*: { ( х , у ) ф  f ix0, y ) } c z X \ { x 0}.

Снова в силу 1.4.6 получаем |Х о |^К о . Пусть теперь 
r =  f(x0, y ) .  Для любой точки ix, у) е  Z \Z o, такой, что х ф х о ,  
имеем, в силу (5) и (6),

fix, У) =  fix,  Уо) =  fix,  у) =  f ix  о, у) == г.
Из того, что множество (Z \Z 0)\[{*o}X (y\{f/o})] всюду плотно 
в пространстве Z \ Z 0, следует, что если (лг0, у) е  Z \Z o, то 
fixo, у) — г. Таким образом, доказательство соотношения (4) за
кончено.

Фактически мы доказали, что подпространство Z c  X X  У не 
является нормальным. В самом деле, множества А = (Х \{лг0})Х 
Х Ы  и В = { х о } Х ( У \ { У о } )  не пересекаются и замкнуты в Z. 
Так как для каждого множества Zo, определенного в (4), мы



имеем ,A\Zo ф  0  ф  B \ Z Q, то из (4) же следует, что не су
ществует непрерывной вещественной функции на Z, равной нулю 
на А и единице на В. 9

Этот пример является шагом на пути построения регуляр
ного пространства, не являющегося вполне регулярным (см. при
мер 2.4.21). Тот факт, что Z не является нормальным, можна 
установить непосредственно, показав, что множества А и В 
нельзя отделить непересекающимися открытыми множествами. 
Это же рассуждение можно провести при более общем предполо
жении &о ^  ю <  п; читателю рекомендуется восполнить детали.
2.3.37. Пример. В § 1.6 мы описали два счетных пространства, не 
удовлетворяющих первой аксиоме счетности. Каждое из них 
имело характер во всех точках, кроме одной (ср.
с упр. 2.3.Е).

Из 2.3.16 следует, что канторов куб где Ds =  D
s^S

для любого s s S  и 15 1 =  с, содержит всюду плотное счетное 
подпространство X. Мы докажем, что х(*,Х)5> Ко для каждого 
х е !  (отметим, что из теоремы 2.3.34 и упр. 2.1.С (а) полу
чается даже больше, а именно что %(х, Х) =  с). Для этого до
статочно показать, что для каждой последовательности U\, U2, . . .  
окрестностей точки х е  X существует такая окрестность U c z X  
точки х, что
(7) U i \ U  ф  0  для i =  l , 2 , . . . .
Для каждого * = 1 ,  2, . . .  существуют конечное множество 
S i Cz S  и семейство непустых подмножеств пространства
D, такие, что W ls =  D для s ^ S \ S <  и
(8) x n l [ w l < = u r

s e S

оо

Выберем некоторое s( e S \  (J S, и рассмотрим окрестность
i=i

U =  X П (х) точки х. Множество (Dc\ p ~ lpSa(*)) f) П  W's не-
s е  S

пусто и открыто в Dc для 1 = 1 , 2..........поэтому, в силу всюду
плотности X  в Dc, имеем CX\t/)fl П  №13ф 0 ,  что вместе с (8)seS
дает соотношение (7).

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

По сравнению с другими операциями на топологических про
странствах операция произведения приводит к наиболее интерес
ным теоремам, примерам и задачам. Декартово произведение
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(конечного числа многообразий) появилось впервые в работе 
Штейница [1908]. Фреше [1910] первым рассматривал (конеч
ное) декартово произведение абстрактных пространств. Конеч
ные и счетные произведения метрических пространств принад
лежат к топологическому фольклору 20-х годов. Произведение 
произвольного множества топологических пространств было оп
ределено Тихоновым [1930]. Теорему 2.3.15 доказали Пондицери 
[1944], Хьюитт [1946], а также (для т =  К0) Марчевский [1947]. 
Следствие 2.3.18 было установлено Марчевским [1947] (при бо
лее сильных предположениях: для пространств со второй аксио
мой счетности [1941]). Теорема 2.3.17 есть следствие более силь
ного результата Шанина, сформулированного здесь в задаче 
2.7.11 (Ь). Теорема 2.3.23 была доказана Тихоновым [1930], а 
теорема 2.3.26 — Александровым [1936]; связанные с ними ре
зультаты имеются в упр. 2.3.1 и задачах 2.7.7, 2.7.8 и 2.7.18 (Ь). 
Пример 2.3.12 был построен Зоргенфреем [1947].

УПРАЖНЕНИЯ

2.3.А. Покажите, что для любых двух семейств{Xf}se:Sи 
топологических пространств пространства Х ( ©  У*)

и ©  (XSX  Y t) гомеоморфны. Обобщите этот результат на
s e S ,  t e T

произвольную совокупность семейств топологических про
странств.

2.3.В. (а) Проверьте, что для любых Д с Х  и 5 с У  в про
изведении X  X  У справедливы соотношения
I n t^ X - B ) = I n U X I n tB ,  F r (4 X B ) =  ( IX F rB )U (F r4 X 5 ) .

(b) Докажите, что если A s есть ,Р0-множество (Gj-множе- 
ство) в Xs для любогс s e S  и |S | <  ( | S | ^  К0), то Ц  As

s e S
есть Fo-множество (О6-множество) в произведении За-

s е  S
метим, что в обоих случаях предположение о мощности S су
щественно.

(c) Докажите, что если Л ,— каноническое открытое (замкну
тое) множество в X lt i =  1, 2, . . . ,  k, то A i X A 2 X  ••• Х ^* .— 
каноническое открытое (замкнутое) множество в произведении 
X iX X 2X ••• X  Xk. Заметим, что предположение о конечности 
произведения существенно.

2.3.С. (а) Покажите, что X  — хаусдорфово пространство в 
том и только том случае, если диагональ Д произведения X X X  
замкнута в X X  X  (ср. с упр. 2.4.С (с)).

Проверьте, что диагональ Д произведения X X X  открыта в



X X X  тогда и только тогда, когда пространство X  дискретно 
(ср. с упр. 2.4.С (Ь)).

(Ь) Приведите пример разрывной функции f прямой R в себя, 
такой, что график G(f ) — замкнутое подпространство плоскости 
R2 (ср. со следствием 2.3.22 и упр. 3.1.D).

2.3.D. Докажите, что диагональ f =  Л  fs, где fs: X -*■ Ys,
s&S

является гомеоморфным вложением в том и только том случае, 
если семейство {fs}S6=s разделяет точки, а семейство {/г}Г е ^ , 
где 0~ — семейство всех конечных подмножеств множества S и 
f T — Л  fs, разделяет точки и замкнутые множества.1ST

2.3.Е. Пусть X — счетное пространство, не имеющее счетной 
базы в точке х0. Покажите, что подпространство пространства 
Х*°> состоящее из всех точек { * , } ,  таких, что Xi —  x:0 для каж
дого i, большего некоторого целого /, является счетным и не 
имеет счетной базы ни в одной из своих точек.

2.3.F. (а) Докажите, что вес бесконечного произведения
х = П х „  где w(Xs) >  1, равен большему из двух кардиналь-

s & S
ных чисел |S | и sup{a>(Xs)}.

5е5
(Ь) Докажите, что для точки x = { x s) бесконечного произ

ведения Х =  Ц  Xs, где Xs есть ^-пространство и |XS| >  1, ха-
рактер зс(*>-Ю равен большему из двух кардинальных чисел |S | 
и sup {% (xs, Xs)}.

s e S
2.3.G. (Пондицерн [1944], Марчевский [1947]). Докажите, 

что произведение X  =  П  Xs, где Xs является ТУ пространством
s e S

и |XS| >  1, не сепарабельно, если |S | >  с.
2.3.Н. Покажите, что пространство X гомеоморфно произве

дению XI Xs в том и только том случае, если существует семей-
s e S

ство отображений {ps}s а  s, где ps: X - * X S, удовлетворяющее сле
дующим условиям:

(1) Для любого пространства Y и пары f, g: Y - у Х непре
рывных отображений если psf — psg  для каждого s e S ,  то 
f =  g ‘

(2) Д ля любого пространства Y и любого семейства отобра
жений {fs}slsS, где fs: Y-*-Xs, существует такое отображение 
f : У->Х, что psf =  fs для каждого s s S .

2.3.1. Пусть Е — топологическое пространство, определенное 
в примере 1.2.10, где X ={0,1,2} и Хо={0}, т. е. пусть Е — 
=  {0,1,2} с топологией, состоящей из пустого множества, мно
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жества 0 и всего пространства. Покажите, что пространство Ет 
универсально для всех топологических пространств веса ш ^  Ко-

2.3.J. (а) Пусть X — тихоновское пространство, не являю
щееся нормальным, и пусть А, В — два непересекающихся 
замкнутых подмножества пространства X, которые нельзя отде
лить непересекающимися открытыми множествами. Обозначим 
через и Х2 пространства, полученные из X отождествлением 
соответственно Л и В в точку (см. примеры 1.4.17и 2.4.12). Пусть 
fi — естественное отображение X на Xi, i =  1,2. Установите, что 
Х { и Х2 суть Г2-пространства и что fi и /2— замкнутые отобра
жения, но диагональ fi Д  f2 не является замкнутой. Убедитесь, 
что даже для k =  2 предположение о регулярности в предложе
нии 2.3.30 нельзя ослабить до предположения о том, что У2, Уз, . . .  
. . . ,  У к — хаусдорфовы пространства.

(b) Пусть Y \ =  F ={0,1} с топологией, состоящей из пу
стого множества, множества {0} и всего пространства, и пусть 
У2 =  ^(«0) с единственной точкой накопления уо. Положим 
X — Yi X  1Y\{(0, уо)} и fi =  pi\X: Х-> У*, где р, — проекция 
пространства Kj X  У2 на Yi, i =  1, 2. Проверьте, что оба отобра
жения f\ и f2 замкнуты, однако диагональ fi Д  f2 не замкнута. 
Установите, что условие в предложении 2.3.30 о том, что Уi 
есть 7Упространство, нельзя ослабить до условия, что У1 есть 
7V пространство.

(c) Видоизменяя пример из (а), определите замкнутые ото
бражения /1 и /2 тихоновского пространства X соответственно 
в хаусдорфовы пространства Y\ и У2 таким образом, чтобы су
жение f |X : X-*~f(X) диагонали f =  fxA f 2 не было замкнутым. 
Аналогично видоизмените (Ь) и вторую часть 2.3.31.

2.3.К (Франклин [1965] и [1967]). (а) Установите, что про
изведение XXX, где X есть пространство Фреше — Урысона из 
упр. 1.6.Е, не является секвенциальным пространством (ср. 
с упр. 2.4.G (с) и 3.10.1 (Ь)).

Указание. Примените упражнение 2.3.С (а).
(Ь) Проверьте, что произведение X X  У, где X =  /  и У есть 

пространство Фреше — Урысона из примера 1.6.18, не является 
пространством Фреше — Урысона (из упр. 3.10.1 (Ь) следует, 
что это произведение является секвенциальным пространством).

2.3.L. (а) Покажите, что если некоторое топологическое свой
ство &  наследственно по отношению к открытым и замкнутым 
множествам и счетно мультипликативно, то в классе хаусдор- 
фовых пространств свойство &  наследуется б в-множествами.

(Ь) (Ван дер Слот [1966]). Покажите, что если некоторое 
топологическое свойство &  наследственно по отношению к замк
нутым и открытым множествам и мультипликативно, то, когда 
замкнутый интервал I обладает свойством им обладают и все 
тихоновские пространства.
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2.4. ФАКТОРПРОСТРАНСТВА 
И ФАКТОРНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Пусть X — топологическое пространство и Е — некоторое от
ношение эквивалентности на множестве X. Обозначим через 
Х /Е  множество всех классов эквивалентности отношения Е, а 
через q — отображение множества X на X/Е,  ставящее в соот
ветствие каждой точке ее класс эквивалентности [х]е  
е ! / £ .  В поисках хорошей топологии на Х/ Е  резонно потре
бовать, чтобы отображение q было непрерывным. В классе всех 
топологий на Х/Е,  относительно которых q непрерывно, суще
ствует самая тонкая: это семейство всех множеств U, таких, что 
q~l {U) открыто в X. Эта топология называется фактортополо- 
гией, множество Х/Е,  снабженное этой топологией, называется 
факторпространством, a q: Х - + Х / Е  — естественным факторным 
отображением или, коротко, естественным отображением.
2.4.1. Предложение. Множество F в факторпрост ранет ее Х /Е  
замкнуто тогда и только тогда, когда q~l (F) — замкнутое под
множество пространства X.

Доказательство. Предложение следует из равенства 
q - ' ( X / E \ F )  =  X \ q ~ ' ( F ) .  I

2.4.2. Предложение. Отображение f факторпространства Х /Е  в 
топологическое пространство У непрерывно тогда и только тогда, 
когда непрерывна композиция fq.

Доказательство. Пусть f непрерывно; тогда fq также непре
рывно. Обратно, пусть fq непрерывно; тогда для каждого от
крытого множества U с= У множество (fq)~l { U ) =  q~lf~l (U) от
крыто в X,  а это означает, что / - '( U) открыто в Х/Е.  I

Пусть X и У — топологические пространства и f — непрерыв
ное отображение X  на У. Рассмотрим отношение эквивалентности 
E(f)  на множестве X, определенное разложением {f-1 (у)} вУ 
пространства X на прообразы одноточечных подмножеств У при 
отображении f. Отображение f: X-+-Y  можно представить как 
композицию fq, где q: X-*-X/E(f)  — естественное отображение, 
a f — отображение факторпространства X/E(f )  на У, заданное 
формулой f(f~1(y))  =  у. Отображение f непрерывно в силу
2.4.2. Следующая диаграмма наглядно иллюстрирует сказанное:

f
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Очевидно, что J — взаимно однозначное непрерывное отображе
ние пространства X/E(f )  на У, но, вообще говоря, не гомеомор
физм. В самом деле, если f — взаимно однозначное отображение 
дискретного пространства X — D ( с) на интервал У =  /, то фак- 
торпространство X/E(f )  также дискретно, поэтому f не является 
гомеоморфизмом. Теперь попытаемся изучить класс всех таких 
отображений /, что f — гомеоморфизм. Оказывается, эти отобра
жения порождают совместное обобщение замкнутых и открытых 
отображений (среди отображений «на»).

Непрерывное отображение f: X-*~Y пространства X  на У на
зывается факторным отображением (или факторотображением) , 
если оно есть композиция естественного отображения и некото
рого гомеоморфизма, т. е. если существуют такое отношение 
эквивалентности Е на множестве X и такой гомеоморфизм

X/E-+-Y,  что f — f'q, где q: Х - + Х / Е  — естественное отобра
жение.

2.4.3. Предложение. Д ля отображения f топологического про
странства X на топологическое пространство У следующие усло
вия равносильны:

(i) Отображение f есть факторотображение.
(и) Множество f~l (U) открыто в X тогда и только тогда, 

когда U открыто в У.
(iii) Множество f~l (F) замкнуто в X тогда и только тогда, 

когда F замкнуто в У.
(iv) Отображение j : Х /Е  (/)-> У есть гомеоморфизм.
Доказательство. Пусть f — факторотображение, т. е. f =  f'q,

где f': X / E - + Y  — гомеоморфизм, a q: Х-+-Х/Е — естественное 
отображение. По определению фактортопологии множество 
f~1(U) =  q~l (f')~1(U) открыто в X  тогда и только тогда, когда 
(f')~l (U) открыто в Х/Е;  так как f' — гомеоморфизм, то послед
нее утверждение имеет место тогда и только тогда, когда U от
крыто в У. Итак, мы доказали, что (i)=>-(ii).

Импликация (ii)=^(iii) следует непосредственно из равенства 
f-' (F) =  X \ f ~ l (Y \ F ) .

Пусть теперь / удовлетворяет условию (iii). Так как отобра
жение f : X/E(f)->- Y взаимно однозначно, то для доказательства 
(iv) достаточно показать (см. предложение 1.4.18), что для 
каждого замкнутого F<=X/E( f )  множество J(F) замкнуто в У. 
Но f~lJ ( F ) =  q - 1J~lf ( F ) =  c r l (F) замкнуто в X, поэтому множе
ство J(F) замкнуто в У в силу (iii).

Импликация (iv)=>-(i) очевидна. I
2.4.4. Следствие. Композиция двух факторотображений есть фак
торотображение. I
2.4.5. Следствие. Пусть композиция gf непрерывных отображений
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f: X - + Y  и g: Y - + Z  есть факторотображение; тогда g: Y-+-Z 
есть факторотображение.

Доказательство. Очевидно, что g ( Y ) = Z ,  ибо (gf) (X)  =  Z. 
Если прообраз g- ' i U)  множества V cz Z открыт в У, то 
f~l (g~l (U))  =  ( g f ) - 1(U) открыто в X, и тогда U открыто в Z, 
так как gf  — факторотображение. V

Легко проверить, что если композиция gf  есть факторное 
отображение, то отображение } (даже если оно есть отображе
ние «на») не обязательно является факторным.

2.4.6. Следствие. Если для непрерывного отображения f: X - + Y  
существует такое множество A c z X ,  что f ( A ) = Y  и сужение 
f\A  есть факторотображение, то и f — факторотображение.

Доказательство. Это вытекает из 2.4.5 и равенства f\A  =
=  f t A -  ■

2.4.7. Следствие. Любое взаимно однозначное факторотображе
ние есть гомеоморфизм. В

2.4.8. Следствие. Замкнутые отображения «на» и открытые ото
бражения т а» суть факторотображения.

Доказательство. Если f: X - + Y  — отображение «на», то 
/ / -1 (В) =  В для любого B c z Y .  В

В связи с последним следствием встает вопрос, каким обра
зом охарактеризовать те отношения эквивалентности, для кото
рых естественное факторотображение замкнуто или открыто. На 
этот вопрос отвечает следующее предложение.

2.4.9. Предложение. Пусть Е — некоторое отношение эквивалент
ности на топологическом пространстве X; тогда следующие усло
вия равносильны:

(i) Естественное отображение q: Х - ^ Х / Е  замкнуто (от
крыто).

(ii) Для любого замкнутого (открытого) множества A c z X  
объединение всех пересекающихся с ним классов экви
валентности замкнуто (открыто) в X.

(iii) Для любого открытого (замкнутого) множества A c z X  
объединение всех содержащихся в нем классов эквива
лентности открыто (замкнуто) в X.

Доказательство. Равносильность (i) и (ii) следует из пред
ложения 2.4.1 и определения фактортопологии. Равносильность
(ii) и (iii) есть непосредственное следствие законов де Мор
гана. В

2.4.10. Следствие. Факторотображение f: X - + Y  замкнуто (от
крыто)I в том и только том случае, если множество f~1f ( A ) c z X  
замкнуто (открыто) для любого замкнутого (открытого) Л с Х 1
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Отношение эквивалентности Е на пространстве X называется 
замкнутым (открытым), если замкнуто (открыто) естественное 
отображение q : Х - * Х / Е .  Условия (ii) и (iii) предложения 
2.4.9 дают внутреннюю характеристику замкнутых и открытых 
отношений эквивалентности. Из условия (ii) следует, что клас
сы эквивалентности замкнутого отношения эквивалентности на 
^-пространстве суть замкнутые множества.

Как известно, существует взаимно однозначное соответствие 
между отношениями эквивалентности на некотором множестве 
и разбиениями этого множества на непересекающиеся подмно
жества. Иногда удобнее сразу пользоваться разбиениями, а не 
отношениями эквивалентности. Разбиения, соответствующие 
замкнутым (открытым) отношениям эквивалентности, называют
ся полунепрерывными сверху (снизу) (о происхождении этой 
терминологии см. задачу 1.7.17 (а)). В этом контексте также 
часто используется слово «отождествление» (главным образом 
в связи с полунепрерывными сверху разбиениями): говорят, что 
факторпространство Х / Е у где Е  — отношение эквивалентности, 
соответствующее разбиению <?Г, получается отождествлением 
каждого элемента & в некоторую точку.

2.4.11. Пример. Пусть отображение /: R ^ S 1 определено равен
ством / (х) =  (cos 2пху $\п2лх). Очевидно, что для я, у  е  R мы 
имеем xE(f )y  в том и только том случае, когда разность 
х — у  есть целое число. При отображении f вещественная 
прямая наматывается на единичную окружность таким обра
зом, что каждый интервал (х , у] длины 1 обходит всю окруж
ность ровно один раз (т. е. на этом интервале отображение 
взаимно однозначно). Очевидно, что f переводит открытые ин
тервалы (я, у), у  — х <  1, на открытые дуги окружности S1, и, 
следовательно, f есть открытое и тем более факторное отобра
жение. Отсюда следует, что факторпространство R/E(f )  гомео- 
морфно S1. Читателю предоставляется убедиться, что f не 
замкнуто.

Сужение g  =  f \ I : Z -^ 5 1, как легко проверить, есть замкну
тое (но не открытое) отображение. В частности, g  — фактор- 
отображение и факторпространство I /E(g)  гомеоморфно 5 1. Раз
биение замкнутого интервала /, соответствующее E ( g ), состоит 
из всех одноточечных множеств х9 0 <  х <  1, и множества (0,1}. 
Таким образом, факторпространство S 1 получается отождествле
нием обоих кондов I в точку. Читатель может легко проверить, 
что декартово произведение g X g :  I2- * S l y ( S l также является 
факторотображением, и определить, какие отождествления в 
квадрате необходимо сделать, чтобы получить тор. I

Используя язык факторпространств, мы дадим теперь точное 
описание операции отождествления замкнутых множеств в точ
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ки, которая была применена выше при построении нескольких 
примеров (см. пример 1.4.17, замечание, предшествующее при
меру 1.5.21, и упр. 2.3.J (а)).

2.4.12. Пример. Пусть X — некоторое топологическое простран
ство, и пусть Ль Л2........ Л* — последовательность попарно не
пересекающихся замкнутых подмножеств пространства X. Обо
значим через Е отношение эквивалентности на X, соответствую
щее разбиению X на множества А\,  Л2, . . . ,  Л* и одноточечные 
множества {*}, где х е Х \  (Л1 иЛ2и ••• IМ*). Для каждого 
замкнутого множества A c z X  объединение всех классов эквива
лентности, пересекающихся с Л, равно объединению Л и тех из 
Ai, для которых Л;Г|Л Ф 0 .  Это объединение есть замкнутое 
множество, и естественное отображение q: Х - + Х / Е  замкнуто 
в силу 2.4.9. Факторпространство Х/ Е  получается из X отож
дествлением каждого из множеств Л(- в точку q(Ai).  Легко пока
зать, что множества Х \ ( Л 1и ••• иЛ*) и Х /£\{<7(Л1), 
q( A2),  . . . ,  q( Ak)}  гомеоморфны (см. предложение 2.1.4). Про
странство, полученное отождествлением в точку только одного 
замкнутого подмножества A c z X ,  обозначается Х/А.  Ш

Рассмотрим теперь важный частный случай построения фак
торпространства— так называемое присоединенное простран
ство. Пусть X и У — два непересекающихся топологических про
странства и f: М -*• У — непрерывное отображение, определен
ное на замкнутом подмножестве М пространства X. Обозначим 
через Е отношение эквивалентности на сумме X  Ф У, соответ
ствующее разбиению пространства X  Ф У на одноточечные мно
жества {*}, х & Х \ М ,  и множества вида (у),  где г /е  У 
(если г /е У \Д М ) , то последнее множество есть одноточечное 
множество {«/}). Факторпространство (X Ф У)/Е называется при
соединенным пространством, определенным пространствами X, 
У и отображением /, и обозначается X  (J/ У. Легко видеть, что 
если У — одноточечное пространство, то Хи?У гомеоморфно 
пространству Х/М.

Пусть ix: Х-»-ХФ У и iV: У-»-ХФУ— вложения X  и У в 
пространство ХФУ, и пусть q: X Ф У — X Uf У — естественное 
отображение. Композиции

j  — qix'. X -^X U /У и k — qiy: У— -У Uf У

непрерывны и множество С с Х ^ У  открыто (замкнуто) в том 
и только том случае, если j~l (C) и kr x (С) открыты (замкнуты) 
соответственно в X и У. Легко проверить, что

(1) j -4t (B)  =  f - ' (B)  и кг ЩВ)  =  В для B c z  У,
(2) i~lj (A)  =  A\Jf-~1f ( Af l M)  и £-'/(Л) =  /(ЛПМ) для Л с !



152 ГЛ. 2. ОПЕРАЦИИ НА ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

Из формул (1) следует, что k : Y->-X Uf Y есть замкнутое отобра
жение. Так как k инъективно, оно является гомеоморфным вло
жением. Образ k(Y)  замкнут в Х ^ У . Аналогично, из формул
(2) вытекает, что /jX \A l — открытое отображение. Так как 
j \ X \ M  инъективно, оно является гомеоморфным вложением, а 
образ j ( X \ M )  есть открытое множество в X\jf  Y и является до
полнением множества k(Y) .  Из формул (2) также следует, что 
/  — замкнутое отображение в том и только том случае, если 
замкнуто отображение f. Поэтому факторотображение q : 
X  Ф У -*■ X  (Jf Y замкнуто тогда и только тогда, когда замкнуто 
отображение /.

Если, кроме того, f ( M) — Y, то / (X) =  X Uf а так как 
замкнутость f влечет за собой замкнутость /, то имеет место сле
дующая теорема.

2.4.13. Теорема. Пусть М — замкнутое подпространство про
странства X и & — полунепрерывное сверху разбиение множе
ства М; тогда разбиение пространства X на элементы Ш и од
ноточечные множества {*}, х е  Х \ М ,  полунепрерывно сверху. I

Операция образования факторпространства сохраняет мало 
топологических свойств по сравнению с операциями, изученными 
в § 2.1—2.3. Очевидно, что сохраняются в точности те топологи
ческие свойства, которые инвариантны при факторотображе- 
ниях. Так как и замкнутые, и открытые отображения «на» фак
торные, то инварианты факторотображений являются инвариан
тами замкнутых и открытых отображений. Следовательно, среди 
топологических свойств, инвариантность которых обсуждалась 
в § 1.4 и 1.5, только свойство «плотность ^ш » могло бы со
храняться факторными отображениями. Как мы знаем (теорема 
1.4.10), это свойство сохраняется даже всеми непрерывными 
отображениями. Чтобы получить факторпространство Х /Е  с хо
рошими топологическими свойствами, обычно налагают дополни
тельные условия на классы эквивалентности отношения Е или 
на их взаимосвязи. Такие условия могут быть выражены в виде 
дополнительных свойств естественного отображения, соответ
ствующего Е. Например, как легко видеть, факторпространство 
Х /Е  является Т\-пространством в том и только том случае, когда 
классы эквивалентности замкнуты в X, а из теоремы 1.5.20 сле
дует, что если X нормально и отношение эквивалентности Е на 
X  замкнуто, то и факторпространство Х /Е  нормально.

2.4.14. Предложение. Факторпространство некоторого фактор- 
пространства пространства X является факторпространством 
пространства X.

Точнее, если Е — отношение эквивалентности на простран
стве X, а Е' — отношение эквивалентности на факторпростран-
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стве Х/Е,  то отображение q'q: Х /Е  (q'q)-+(X/E) /Е ', где 
q: Х - + Х / Е  и q': Х / Е - + ( Х / Е ) / Е '  — естественные факторотобра- 
жения, является гомеоморфизмом.

Доказательство. В силу 2.4.4, композиция q'q есть фактор- 
отображение. Следовательно, q'q — гомеоморфизм в силу равно
сильности условий (i) и (iv) в предложении 2.4.3. Я

Пусть X — некоторое топологическое пространство и Е — от
ношение эквивалентности на X. Тогда на любом подпростран
стве А пространства X определено отношение эквивалентности 
Е \А  =  (Л Х-<4)П£ — сужение Е на А, причем Е | A = E ( q \ А), 
где q: Х - + Х / Е  — естественное отображение. Возникает вопрос, 
будет ли отображение q\ A:  AI(E\ A) -+q(A)c :X/E  гомеоморфиз
мом. Очевидно, что этот вопрос равносилен такому: будет ли 
суж ение/| Л: A - * f  (А) факторного отображения / факторным 
отображением. Как показано в примерах 2.4.16 и 2.4.17 ниже, 
ответ, вообще говоря, отрицателен. Заметим, однако, что из 
предложения 2.4.3 немедленно получается следующий положи
тельный результат (ср. с упр. 2.4.F).
2.4.15. Предложение. Если f : X - ^ Y  — факторотображение, то 
для любого открытого или замкнутого множества B a Y  сужение 
fв : f~1(B)-*-B есть факторотображение.

Другими словами, если Е — некоторое отношение эквивалент
ности на пространстве X, то для любого открытого или замкну
того множества A czX,  удовлетворяющего условию q~xq(A) =  A,  
где q\ Х->-Х/Е — естественное отображение, отображение q \ A:  
А/ ( Е\ А) - * - q(A)cz  Х/ Е  есть гомеоморфизм. В
2.4.16. Пример. Пусть g: I - + S 1 — факторотображение, опреде
ленное в 2.4.11. Сужение £ |Л : Л-»-£(Л) =  5 1 на открытое под
множество Л =  (0, 1] с: /  взаимно однозначно, но не является 
гомеоморфизмом, следовательно, £ |Л  не является факторото- 
бражением. Более того, комбинацияh =  ids'V( g |Л): 5 1® Л -> 5 1 
есть факторотображение в силу следствия 2.4.6, ибо А | S1 =  ids», 
однако сужение А|Л =  ^ |Л  на открыто-замкнутое подмноже
ство Л с  5 1 ® Л факторотображением не является. I

2.4.17. Пример. Пусть Х = ( о ,  у ]  U { 1, 1 +  у ,  1 + у .  . . . }
с топологией, индуцированной из R,  и пусть Е — отношение 
эквивалентности на X, определенное следующим образом: хЕу  
в том и только том случае, когда | х — г/ J =  1 или х =  у. Легко
заметить, что множество Л =  {1} U [(о, у ]  \  { у ,
имеет вид q~l (B) для В =  q ( A) c z X / E ,  а сужение qB: A-*-q(A)  
взаимно однозначно. Так как 1 — изолированная точка в Л, а



?в(1) не изолирована в q(A) ,  то сужение qB не является гомео
морфизмом, а потому не является и факторотображением.

Читатель легко установит, что если ограничиться соответ
ствующим счетным подпространством пространства X, то можно 
получить в качестве факторпространства пространство примера 
1.6.19 (ср. с упр. 2.4.G(a)). I
2.4.18. Предложение. Пусть X  — топологическое пространство, 
{As}seS — некоторое его покрытие и {fs}s s S  — семейство со
гласованных отображений fs: As -> У, такое, что комбинация 
f =  V fs'- X ->-У непрерывна. Если существует такое множество

s e S
So cz S, что сужения fs | /4S: As -> fs (Л5) суть факторотображения 
для s е  So и {fs(As)}s e S о является либо открытым покрытием 
пространства У, либо его локально конечным замкнутым по
крытием, то комбинация f есть факторотображение.

Доказательство. Пусть {/ДЛ5)}5ез5о — открытое покрытие про
странства У, и пусть прообраз f~ l (U) множества U cz У от
крыт в X. Так как множество j4s n f -1(^) =  (feMs)-1(^flfsM*)) 
открыто в Л5, то для каждого « е 5 0 множество U (]fs (Л5) 
открыто в fs (As), а потому и в У. Следовательно, объединение 

1J U П fs (Aa) =  U П U fs(As) =  U [ \ Y  — U открыто в У. Подоб-seSo seSfl
ным же образом доказывается, что если {fs (A,)}ssSo — локаль
но конечное замкнутое покрытие пространства У, то из замкну
тости f~l (F) в X следует замкнутость F в У. В обоих случаях 
утверждение о том, что / — факторотображение, следует из пред
ложения 2.4.3. I

Пусть теперь — семейство топологических про
странств и E s — отношение эквивалентности на X s для каждого 
s e S .  Определим отношение эквивалентности Е на произведе
нии полагая {*s}£{#s} в том и только том случае, когда

s e S
x sE sy s для каждого s e 5 .  Отношение Е называется (декарто
вым) произведением отношений {£s} s и обозначается XI Es

SES
или Е\ X Е2X  ••• Х £*, если S =  {1,2, . . . ,  k}. Легко видеть, 
что П  <7,У где qs: X s - + X S/ E S— естественное ото-

s e S  V s e 5  /  _______

бражение. Возникает вопрос, является ли отображение п я*• 

П  x j П  е .- +  П  (Xs/Es) гомеоморфизмом. Очевидно, что
s e S  ' s ^ S  s e S
этот вопрос равносилен такому: является ли декартово произве- 
дение факторотображений факторотображением. Как показано 
в примере 2.4.20 ниже, ответ, вообще говоря, отрицателен даже
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в случае двух факторотображений, одно из которых тожде
ственно, а другое замкнуто (ср. с теоремой 3.3.17 и задачей 
3.12.14 (Ь)). Отметим, что для открытых отношений эквивалент
ности имеет место следующий положительный результат, выте
кающий из предложения 2.3.29.

2.4.19. Предложение. Для каждого s e S  пусть Es — открытое 
отношение эквивалентности на пространстве Xs, a qs: Xs ->- Xs/E, —
естественное отображение; тогда отображение п qs - 

п X s /n ^ s -* -  П (X j E s)ecTb гомеоморфизм. ■
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s s S

2.4.20. Пример. Пусть Xj =  Yx — R \  |  у ,  у> наделены
топологией как подпространства R, и пусть fx =  id*,:
Пусть Y2 — факторпространство, полученное из Х2 — R отож
дествлением множества положительных целых чисел в точку 
(ср. с примерами 1.4.17 и 2.4.12), и пусть f2: Х2-*- Y2 — етествен- 
ное отображение; как известно, отображение f2 замкнуто. Мы по
кажем, что декартово произведение f =  fx X  /2'- Х х X  Х2-> У1ХУ2 
не является факторотображением.

Множество Ftj =  { х е  Х  ̂ 4- — х ^ 4-j X j / — у}  dX iX X 2 

замкнуто для i, / =  2, 3, . . .  и семейство {^г/}~/=2 локально ко-
оо

нечно. Поэтому объединение F =  U Fu замкнуто в Xi X  Х2.
------  i, 1=2

Так как (0, f2(1)) с= f ( F ) \ f ( F ) ,  то множество f(F)  не замкнуто 
в У1Х У 2. Из очевидного равенства F =  f~lf{F) следует, что f 
не является факторотображением. I

Опишем теперь регулярное пространство, не являющееся 
вполне регулярным, используя операцию образования фактор- 
пространств.

2.4.21. Пример. Пусть Z — пространство, определенное в примере 
2.3.36; положим Z,- =  Z X  {0 Для каждого положительного це-

оо

лого i, и пусть Z* =  ф  Z t. Выберем некоторую точку г ф -Z* и
1

введем топологию на множестве T* =  Z*\J {z} при помощи си
стемы окрестностей (х)}Х(=т*, где 9$(х) для любого jceZ *
есть семейство всех открытых подмножеств множества Z*, со-

t
держащих х, и 3S(z) =  {С/г(г)}" ,, где Ut (z) =  T * \  |J Zt . Чита
тель легко проверит, что Т* — вполне регулярное пространство, 
a Z* — его подпространство.



Определим отношение эквивалентности Е на Т*, полагая t\E t2 
в том и только том случае, когда ti =  t2 или выполнено одно из 
следующих условий:
(3) {/,, i2) =  {(^, Уо, i), (х, Уо, i +  1)} для х е ! \ { л г 0}

и нечетного i,

4) fa, t2} =  {(*о> у, i), (*о> У> i +  1)} Для у е К \  {г/0}
и четного I.

Следовательно, факторпространство Т =  Т*/Е получается 
отождествлением соответствующих точек в А Х М  и А X {* +  1} 
для каждого нечетного i и отождествлением соответствующих 
точек в BX{t} и 5 X { t + l }  Для каждого четного L Заметим, 
что полные прообразы точек при естественном отображении 
q: Т *-+Т  суть одноточечные и двухточечные множества.

Пространство Т и служит искомым примером. Так как клас
сы эквивалентности отношения Е замкнуты, Т есть ^-простран
ство. Проверка регулярности Т предоставляется читателю (до
статочно заметить, что q замкнуто, и применить теорему 3.7.20). 
Мы докажем, что Т не является вполне регулярным простран
ством. Для этого достаточно показать, что для точки t =  q(z) ,  
не содержащего ее замкнутого множества F — <?(ЛХ{1}) и 
каждого непрерывного отображения f: Т->1, такого, что f(F )=  {1}, 
мы имеем f ( t ) =  1. Рассмотрим функцию ft — f(q\Zt): Z i - * I ,  
i =  1 ,2 ......... В силу свойства Z, установленного в 2.3.36, суще
ствуют такое вещественное число г,- и такие множества Хо, <• сг 
с : Х \{ х 0}, У0, ,• сг У \ Ш , что |Х0, г| <  Х0, | У0, «| m и

fi (х, у, i) =  гt для (х, у) е  Z \ Z 0, i,

где Zo, i =  (Х0, t X  У) U (X X Уо, г).

Полагая Х'0 =  Д  * 0. t. Г0 =  Д  П, I й z o ~ ( К X  У) U ( J  XУ0*), 

получаем
(5) А \ г * 0 Ф  0 Ф В \ г ; ,

(6) fi(x,  у,  i) — r i для (х, y ) ^ Z \ Z *  и 1 = 1 ,  2........

В результате выполненных отождествлений имеем
ft (х, Уо, i) == ft+i (*, уо, i +  1) для х<=Х \  {х0} и любого нечетного
f t (xо, у,  i) =  f i+1 (*0, У, i  +  1) Для z/ е У  \  (г/о) и любого четного i,

а это вместе с соотношениями (5) и (6) означает, что r ,+1 =г< 
для t =  l , 2 ......... Так как f i(A X{l}) =  f(F) =  {l}, то п =  1 для
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i =  l, 2, . . .  . Замыкание множества М — {q(x,  у, i): (х , у ) ы  
e Z \ Z j , i  =  l, 2, ...} содержит точку t, и так как }(М)  =  {1}, 
то f ( t ) =  1. 1

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Факторпространства впервые появились в работе Р. Л. Мора 
[1925] и Александрова [1927] (объявлено в [1925]). Оба автора 
изучали частный случай, когда факторпространство порождает
ся полунепрерывным сверху разбиением (Мор изучал только 
разбиения плоскости на континуумы). Понятие факторпростран
ства в полной общности, так же как и понятие факторотобра- 
жения введены Бэром и Леви [1932] и впервые систематически 
изучены в книгах Бурбаки [1940] и [1951]. Присоединенное про
странство введено Борсуком [1935] (для компактных метриче
ских пространств). Пример 2.4.21 (и вспомогательный пример 
2.3.36) получен как комбинация примеров Тихонова [1930] и Но
вака [1948]. Простой пример регулярного пространства, не яв
ляющегося вполне регулярным, построен недавно Мысьором 
[1981а].

УПРАЖНЕНИЯ

2.4.А. (М. Стоун [1936]). Пусть X  — произвольное топологи- 
ческое пространство; положим хЕ0у  в том и только том случае, 
если {х} =  {у}.  Покажите, что Е0 — отношение эквивалентности 
на X  и что Х/ Е0 есть Го-пространство. Покажите, кроме того, 
что если для некоторого отношения эквивалентности Е на X 
факторпространство Х/ Е  есть Г0-пространство, то E0 czE.

Указание. Множество {я} есть объединение классов эквива
лентности отношения Ео.

2.4.В. Пусть Е — отношение эквивалентности на пространстве 
X, Е' — отношение эквивалентности на пространстве У и отобра
жение f: X -*-Y  таково, что хЕу влечет за собой f(x)E'f(y) .  Оп
ределим отображение f*: X/E-*-Y/E'  равенством f*q =  q'f, где 
q: Х - + Х / Е  и q': Y - + Y / E '  — естественные отображения. Дока
жите, что если f — факторотображение, то {* тоже фактор- 
отображение, а если оба отображения f и q' замкнуты (откры
ты), то f* тоже замкнуто (открыто).

Заметим, что если заданы замкнутые подмножества А с  X и 
B c z  Y и такое отображение /: X-*- У, что f ( A ) a B ,  то /*: Х/А-*- 
-*• Y/В  замкнуто, когда f замкнуто.

2.4.С. (а) Приведите пример замкнутого (открытого) отно
шения эквивалентности Е на каком-либо пространстве X, та
кого, что множество Е не является замкнутым (открытым) в
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произведении X X X .  Приведите пример отношения эквивалент
ности Е на пространстве X,  такого, что Е не является замкну
тым отношением эквивалентности, однако множество Е замкнуто 
в произведении X X X .

(b) Покажите, что если Е — некоторое отношение эквива
лентности на пространстве X и множество Е открыто в произ
ведении X X то факторпространство Х/ Е  дискретно и £ — 
открытое отношение.

(c) Пусть Е — отношение эквивалентности на топологическом 
пространстве X.  Покажите, что если факторпространство Х/ Е  
хаусдорфово, то Е — замкнутое подмножество произведения 
X X X .  Пусть Е — замкнутое подмножество произведения X X X ,  
а отношение Е открыто; проверьте, что тогда Х / Е  — хаусдор
фово пространство.

2.4.D. (а) Пусть {Xs}seS и {ys}seS — два семейства тополо
гических пространств, таких, что Xs [ \Ys = 0  для s e S ,  и пусть 
{/s}seS — семейство отображений fs: Ms -*■ Ys, где M s — некото
рое замкнутое подпространство пространства Xs. Установите, что 
присоединенное пространство  ̂ф  , Х*) U(s® г . ) ( е / . )  гомео

морфно сумме ф  (XeUf,^)*

(b) Для / =  1 и 2 определите такие непересекающиеся топо
логические пространства Xi, Yi и такое отображение fi: Mi-*-  Yi, 
где Mi — замкнутое подпространство пространства Xi, что при
соединенное пространство X Х 2) U(fl х f2> X  Y2) не гомео
морфно произведению (Xi Ufl У1) X  (Х2 О^Уг)-

Указание. См. пример 2.4.20.
2.4.Е. (а) Установите, что сумма ф  fs является фактор-

s <= S
отображением в том и только том случае, когда отображения 
fs факторные.

(b) Приведите пример двух открытых отображений f \ :X-*-Yi  
И f2: X -*-Y s, таких, что сужение / |Х: X-*-f (X)  диагонали f — 
=  fi A f2 не является факторным.

Указание. Возьмите X — [0,1).
(c) Покажите, что для каждой ретракции /: Х-*-Х  сужение 

f \ X : X - * - f ( X)  есть факторотображение.
2.4.F (Макдугл [1958] и [1959], Архангельский [1963], Динь 

Ньё Тонг [1963], Филиппов [1969а]). Непрерывное отображение 
f: X-*~Y называется наследственно факторным, если для каж
дого В с У  сужение /в: f~l ( В) - + В  есть факторотображение.

(а) Докажите, что отображение /: X-*-Y  наследственно фак
торное в том и только том случае, если множество f(f~1(B) )cz  У 
замкнуто для каждого В cz У, или, что равносильно, в том и
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только том случае, если для каждого у е У  и каждого открытого 
U а  X, содержащего f~l (у) , мы имеем у  е  Int f ( U) .

(b) Проверьте, что композиция двух наследственно фактор
ных отображений является наследственно факторным отображе
нием, что сумма наследственно факторных отображений есть на
следственно факторное отображение и что предложение 2.4.18 
имеет место также для наследственно факторных отображений.

(c) Покажите, что любое факторотображение /: X-*-Y на 
пространство Фреше — Урысона, в котором каждая последова
тельность имеет не более одного предела (в частности, на 7V 
пространство Фреше — Урысона), является наследственно фак
торным.

(d) Применяя (с) к соответствующим примерам фактор- 
отображений, покажите, что сужения наследственно факторных 
отображений на открыто-замкнутые подмножества области опре
деления, декартовы произведения двух наследственно фактор
ных отображений и сужения диагоналей (см. упр. 2.4.Е (Ь)) 
двух наследственно факторных отображений, вообще говоря, не 
являются факторотображениями.

2.4.G (Архангельский [1963а],Франклин [1965] и [1967]). (а) 
Покажите, что образ секвенциального пространства при фактор- 
отображении есть секвенциальное пространство и что образ про
странства Фреше — Урысона при наследственно факторном 
отображении есть пространство Фреше — Урысона.

Покажите, что образ секвенциального пространства при не
прерывном отображении не обязан быть секвенциальным про
странством, а образ пространства Фреше — Урысона при фак- 
торотображении, вообще говоря, не является пространством 
Фреше — Урысона.

(Ь) Пусть X  — секвенциальное пространство и — семей
ство всех таких последовательностей Хо, x lt х2, . . .  точек про
странства X, что хо е  lim Xi. Для каждого c =  { x i } e &  положим 
Хс = { с} Х (0 ,1, 1/2,1/3, ...}, где {с}— одноточечное дискретное 
пространство и {0,1,1/2, 1/3, ...} наделено топологией подпро
странства из R. Определим fc: Хс-*-Х формулами

fc( (c ,0) )  =  xo и fc ((c, l/t>) =  Xi.

Покажите, что комбинация fx =  V /у. ®  Xt ->X есть фак-
сеК С6?

торотображение и что секвенциальные пространства можно оха
рактеризовать как образы пространств, удовлетворяющих пер
вой аксиоме счетности, при факторотображениях (ср. с упр.
4.2.D (с)). Установите, что подпространство М секвенциального 
пространства X  является секвенциальным в том и только том 
случае, если сужение (?х)м'- есть факторотображе
ние. Выведите отсюда, что пространство X  наследственно сек



венциально тогда и только тогда, когда оно является простран
ством Фреше — Урысона (ср. с задачей 3.12.15). Покажите, что 
пространства Фреше — Урысона можно охарактеризовать как 
образы пространств, удовлетворяющих первой аксиоме счет- 
ности, при наследственно факторных отображениях (ср. 
с упр. 4.2.D (с)).

(с) Покажите, используя пример 2.4.20, что произведение 
нормального пространства со второй аксиомой счетности и нор
мального пространства Фреше — Урысона не обязано быть сек
венциальным пространством (ср. с упр. 2.3.К (а) и примером 
3.3.29).

2.5. ПРЕДЕЛЫ ОБРАТНЫХ СПЕКТРОВ
Пусть 2 — направленное множество, и пусть каждому а е  2  

поставлено в соответствие топологическое пространство Ха. 
Пусть, далее, для любых о, р е  2, таких, что р ^  а, определено 
непрерывное отображение я®: Х „ ^ - Хр. Пусть, кроме того, 
пхл1 ~ п° для любых or, р, t e S ,  таких, что т ^  р ^  о, и 
я® =  idx для каждого а е  2. В этом случае говорят, что се
мейство S =  |Х0, я®, 2} есть обратный спектр пространств Ха\ 
отображения я® называются связующими отображениями об
ратного спектра S.

Обратный спектр 5 =  {Х4, я ', Щ, где N  — множество всех 
положительных целых чисел с естественным порядком, назы
вается обратной последовательностью и обозначается через 
{*„ «;}.

Пусть S =  Щ — обратный спектр; элемент {*0} про
изведения Л х а называется нитью обратного спектра S, если

(JE S
пр(хо ) ~ х{> для Л1°бых а . р е Б ,  удовлетворяющих неравенству 
р ^  а. Подпространство пространства Ц  Х а, состоящее из всех

a s  2
нитей спектра S, называется пределом обратного спектра 
S =  {Ха, я®, 2) и обозначается через lim S или lim {Ха, я®, 2].

2.5.1. Предложение. Предел обратного спектра S — |Ха, я®, 2} 
хаусдорфовых пространств Х 0 есть замкнутое подпространство 
произведения XI Ха.аеХ

Доказательство. Для любых р, т е  2, таких, что % ^  р, по
ложим

Мох =  { х =  Ы  е  оП  х а: ЯР(*р) =
Так как, в силу теоремы 1.5.4, множества М рх замкнуты в про
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изведении Ц  Ха, то множество lim S =  f| Мрт также зам-
a e S  t < p

кнуто в произведении П  Х0. Iае2
Из теорем 2.1.6 и 2.3.11 следует

2.5.2. Теорема. Предел обратного спектра Тi-пространств есть
Тi-пространство, если i ^  3 . |

Из примера 2.5.3 и упр. 3.1.Н(а) (или задачи 2.7.16(a)) выте
кает, что предел обратного спектра совершенно нормальных 
пространств не обязан быть нормальным. Однако предел обрат
ной последовательности совершенно нормальных пространств 
является совершенно нормальным (см. задачу 2.7.15(b)). Это 
последнее заключение неверно для нормальных или наслед
ственно нормальных пространств (см. замечание к задаче 2.7.15).
2.5.3. Пример. Пусть {Xs}seS — семейство топологических про
странств, причем | S | ^ K o .  Заметим, что семейство 2 всех ко
нечных подмножеств множества S направлено по включению, 
т. е. направлено отношением определенным так: р ^ о в  том 
и только том случае, когда р сг сг. Пусть Ха =  П  Xs для каж-
дого ( г е 2 .  Для любы* о, p e l ,  таких, что р ^  сг, определено 
непрерывное отображение я®: Ха -*■ Хр — сужение элементов 
пространства Ха на подмножество р с о .  Легко установить, что 
S =  {Ха, я®, 2} — обратный спектр топологических пространств.

Для любого s g S  п о л о ж и м  os = { s } e S .  Легко проверить, 
что, поставив в соответствие каждой точке {*„} е  lim S точку
\ха \ е  П  Х„ мы определим гомеоморфизм пространства limS
'  * ’  s e S  <—

на произведение Ц  X s. Следовательно, применяя операцию пре-
5ES

дела обратного спектра, можно выразить бесконечные произве
дения в терминах конечных произведений. В
2.5.4. Пример. Пусть 2 — семейство подпространств топологи
ческого пространства X, направленное по включению гэ, т. е. 
обладает тем свойством, что для любых L\, L2 е  2 существует 
такое М е  2, что М cz L\ П L2. Для любых М, L e  2, таких, что 
M c i L ,  пусть я^: M ^ - L  — вложение М в L. Легко установить, 
что S =  {Af, я£*, 2 } — обратный спектр (где пространство, соот
ветствующее М е  2, есть само М)  и что lim S гомеоморфен
подпространству |")2 пространства X. В частности, каждое под
пространство А 7Упространства X можно представить как пре
дел обратного спектра открытых подпространств пространства X. 
В самом деле, А =  Г)2, где 2 — направленное семейство всех от

11 Зак. 697



крытых подмножеств пространства X , которые содержат множе
ство А и имеют дополнение, состоящее из конечного числа то 
чек. 1

Пусть S =  {Х0, я£, 2} — обратный спектр топологических 
пространств, и пусть Х =  l imS.  Для каждого определим
отображение п0 — Ро\Х: Х - + Х Су где ра: П  Х0 - > Х а — проек-
ция. Отображение л 0 называется проекцией предела обратного 
спектра S на Х 0. Очевидно, что для любых а, р е 2 ,  таких, что 
р ^  а, проекции я0 и яр удовлетворяют равенству яр =  я£яа.

2.5.5. Предложение. Семейство всех множеств n ~ l (Ooy  где UG — 
открытое подмножество пространства Х 0 и а пробегает подмно
жество 2 ', конфинальное множеству 2 , есть база предела об
ратного спектра S — я£, 2}.

Более того, если для каждого а е Е  база $ 0 пространства 
Ха фиксирована, то подсемейство, состоящее из тех я™1 (£/ 
для которых Uа е  также образует базу.

Доказательство. Обозначим через семейство, описанное 
в первой части предложения, и пусть Х =  HmS.TaK как проек
ции п0 непрерывны, то все элементы семейства $  открыты в про
странстве X. Поэтому остается показать, что каждое непустое 
открытое множество U cz X может быть представлено как объ
единение подсемейства семейства Очевидно, достаточно по
казать, что для каждого х — {ха} е  U существуют такое o g S '  
и такое открытое подмножество UG cz X0l что х е  я * 1 (7Уа) cz U .

По определению индуцированной топологии, существует от
крытое множество V cz Ц  Х а, такое, что U — X f \ V ,  и, в силу

предложения 2.3.1, найдутся сгь <тг, . . . ,  а* е  2 и открытые в
Х„2, . . . ,  Xak соответственно множества U j, U2, . . . ,  Uk, 

для которых
(1) р-1 (У ,)П р ;' (1/2)П . . .  Пр (£/,) =  V.

Так как множество 2 направлено, а 2 ' конфинально 2, то
существует такое а е  2 ', что а,- ^  сг для t =  1, 2, . . . ,  k. Все

ft
множества (^ ,) и их пересечение Ug =  П (яа.) ' (^*) от‘
крыты в Ха. Далее, так как я ^  (х0) =  ха , то
(2) Uа.

Очевидно, что имеет место соотношение
(3) % '  (Ч ,)"  (У ,)= (V,)= х п (и,у,
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используя (2), (3) и (1), мы получаем включение

* е  «;■ («/.) -  *-■ (Д (я ;,)" ' ( £ ' , ) ) = Д  ( « У "  ( Р д =

= *л П p-}(ut)cX (\v  = u,t = l *
которое завершает доказательство того факта, что $  — база про
странства X .

Вторая часть данного предложения есть непосредственное 
следствие первой части и определения базы. 9

2.5.6. Предложение. Для  каждого подпространства А предела X  
обратного спектра S — { Х0, я£, семейство 5 л= { Л а, Щ, где 
А а — л а (А) и п а9 (х) =  (х) для х ^ А 0, является обратным спек
тром и lim S A =  A cz X .

Доказательство. Так как я р (я) =  (л:) для х ^ А  и р ^  о, 
имеют место соотношения

ftp Йа) =  ЙР (Л<ДЛ)) С  йрЯа(Л) =  Яр(Л) =  
которые доказывают, что Sa есть обратный спектр.

Очевидно, что l i r n S^ c X.  Из предложений 2.3.2 и 2.1.2 
следует, что lim есть подпространство пространства X; более
того, оно является замкнутым подпространством пространства X. 
В самом деле, для каждого x =  { ^ „ } e l \ l i m существует
такое u (x )e S , что х ^ м ^  Ха(х) \  А 0(Х). Таким образом, 
я ”^  (ХаМ \  А а{х)) является окрестностью точки х, не пересе
кающейся с lim SA. Из очевидного включения А с= lim еле- _  <— <— 
дует, что A cz lim

Выберем теперь любую точку х =  {ха} е  lim SA. В силу пред
ложения 2.5.5, семейство всех множеств я ”1^ ^ ) ,  где Ua — ок
рестность точки ха в пространстве Ха, есть база пространства X 
в точке х. Для каждого элемента я ~ 1 (Ua) этой базы имеем 
Хо^АоО Ua и, таким образом, Л0П и а Ф  0 ,  или, что равносиль
но, Л Л я - 1^ )  Ф  0 .  Отсюда следует, что х е Л ,  т. е. limS^ с:

2.5.7. Следствие. Всякое замкнутое подпространство А предела 
X обратного спектра S  =  я®, 2} есть предел обратного
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спектра S A — { A a, 2} замкнутых подпространств Ла про
странств ХФ 1

Из 2.5.1, 2.5.3 и 2.5.7 получается

2.5.8. Теорема. Пусть 9* — топологическое свойство, наследуемое 
замкнутыми подмножествами и конечно мультипликативное. 
Топологическое пространство X гомеоморфно пределу обратного 
спектра Т2-прост ранете, обладающ их свойством {р, в том и толь
ко том случае, если X гомеоморфно замкнутому подпространству 
произведения Т2-пространете, обладающ их свойством Я

Пусть даны два обратных спектра S — { XG, л£, Щ и S ' — 
=  {Y0„ 2'}. Отображение обратного спектра S  в обратный 
спектр S ' есть семейство {ср, состоящее из неубывающей 
функции ф: 2 '-> -2 , такой, что множество tp(2') конфинально 2 , 
и непрерывных отображений / а,: X  Yo„ определенных для 
всех а' е  2 ' и таких, что

(4) K'fo’ =  fP-nl \py
т. е. таких, что диаграмма

fa'
Xq> (o')  ̂Y о' 

яфк> I
ф(р )| f , | р 

(рО v ^р '

коммутативна для любых а', р' е  2 ', удовлетворяющих неравен
ству р' ^  а'.

Любое отображение обратного спектра S  в обратный спектр 
S' индуцирует непрерывное отображение предела lim S в lim S  .
Чтобы убедиться в этом, рассмотрим отображение {qp, fa об
ратного спектра S =  { J a, 2} в S ' =  {Fp„ я£, 2'}. Для нити 
я =  =  l imS и каждого а ' е 2 ; положим

У a' f  o'

полученная таким образом точка { у Л  е  п У , есть нить, т. е.
* } о'е=2'

у а,} е  У =  lim S '. Действительно, для любых a', р' е  S', р' ^  а', 
имеем, в силу (4) и (5),

К  (У с )  =  </о' (*ф(ао) = К(оо) = f *  ( W  = V
Поставим в соответствие точке л =  {*<,} е  X точку г/ — |г/а,} е  У. 
Тем самым мы определим отображение /: X-*~Y. Покажем, что
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/ непрерывно. В силу предложения 2.5.5, достаточно показать, 
что прообразы при отображении f всех множеств я-,1 (£/0,), где 
U0, — открытое подмножество пространства Уа„ открыты в про
странстве X. Из (5) следует, что для х =  { х „ } ^ Х  имеют место 
равенства

значит, прообраз (Ua,) =  я “ ‘̂ (Ua,) открыт, ибо f0, и
я (0,) непрерывны. Отображение f: Х-*~ У называется предель
ным отображением, индуцированным семейством {ф, /о,|, и обо
значается через lim {<р, /0,},

2.5.9. Лемма. Пусть {<p, fa'} — отображение обратного спектра 
S =  |Ха, я®, 2} в обратный спектр S' =  |К0„ 2'}. Если все 
отображения /у  инъективны, то предельное отображение f =  
=  lim {ф, fa'} также инъективно. Если, более того, все —
отображения «на», то f также есть отображение т а».

Доказательство. Пусть х =  {ха} и z — {za}— две различные 
точки пространства lim S. Выберем элемент Со е  2, такой, что
*о» Ф  20о, и элемент а' е  2 ', удовлетворяющий неравенству 
0О ф(сг')- Ясно, что хч,(а') ф  z V{o'). Так как отображение /0, 
инъективно, то /а, (лгф(в0) Ф  fa, (гф Таким образом, /(х ) Ф Ц г ).

Предположим теперь, что fa> для каждого а ' е  2 ' является 
взаимно однозначным отображением пространства Хф(0') на про
странство JV. Выберем точку у  =  {уа’} е  lim S'. Из соотношения
(4) следует, что равенство ф (о ')= ф (р ')  влечет за собой равен
ство (г/0,) =  f~,1 (у#) .  Таким образом, для каждого элемента 
ф (а ') е ф (2 ')  точка

вполне определена. Для каждого j e H  выберем такой элемент 
( / е 2 ' ,  что а  ф (а'), и положим

Легко показать, что ха не зависит от выбора а', что * =  {ха} — 
нить спектра S и f(x) =  у. К
2.5.10. Предложение. Пусть {ф, fg'} —отображение обратного 
спектра S — {Х0, я®, 2} в обратный спектр S ' =  {Уа„ я£, 2'}. 
Если все отображения fa> — гомеоморфизмы, то предельное ото
бражение f =  lim {ф, /„-} также является гомеоморфизмом.

(6) Яа'/ М  =  /а' К(а')) =  (ХУ’

^ = я: м (2» м ) е 1 «'
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Доказательство. В силу леммы и предложения 2.5.5, доста
точно показать, что для каждого o ' e r  и любого откры
того UaXyio ' )  образ при отображении f множества (U) 
открыт в Urn S'.  Из соотношения (6) вытекает, что для A cz Ya'

мы имеем \ l{ar)f~} (А) — (Л). Положим А =  fa, (£/); так как
/„- — взаимно однозначное отображение пространства X ^ w  
на Ya>, то мы получаем

W ) = \  V ) = («о-
Поэтому множество

K U  <£/> - f r  К  и- m = <у >
открыто в пространстве lim S'. |

2.5.11. Следствие. Пусть S =  {Xa, п°,'Ц  — обратный спектр и 
2 ' — подмножество, конфинальное 2. Отображение, состоящее 
в сужении всех нитей из Х =  lim S на 2 ', есть гомеоморфизм
пространства X на пространство X' =  lim S', где S ' — {Х^,
2'}. |  * "
2.5.12. Следствие. Пусть S — \ Ха, п ° , Щ — обратный спектр. 
Пусть, далее, в направленном множестве 2 имеется такой эле
мент сто, что а ^  сто для каждого и е  2. Тогда предел обратного 
спектра S гомеоморфен пространству Х аа- I

Из следствия 2.5.11 вытекает, что, рассматривая отображе
ние {ф, fa,J обратного спектра S =  {Ха, я®, 2} в обратный спектр 
S'  =  {Уд/> я°', 2'}, можно всегда считать, что ф ( 2 ' ) = 2 .  В са
мом деле, когда мы отождествляем предел обратного спектра S 
и предел обратного спектра S" — {Ха, л;®, ф(2')}, как описано 
в 2.5.11, то предельные отображения пространства l imS в про
странство lim S'  и пространства lim S" в пространство lim S'  
совпадают.

Легко установить, что каждое счетное направленное множе
ство содержит конфинальное подмножество, линейно упорядо
ченное отношением ^  и подобное множеству N  всех положи
тельных целых чисел. Поэтому из 2.5.11 вытекает, что вместо 
обратного спектра {Ха, я°, 2} с | 2 | = К 0 можно рассматривать 
обратную последовательность. Рассматривая отображение {ф, fi} 
обратной последовательности в обратную последовательность, 
можно считать, что ф =  idy.

Приступим теперь к доказательству двух теорем, показы
вающих, что предельные отображения можно выразить в терми



нах декартовых произведений, а проекции обратных спектров — 
в терминах предельных отображений. Эти теоремы найдут при
менение в дальнейшем при доказательстве принадлежности пре
дельных отображений и проекций некоторым классам отобра
жений (см. следствие 3.2.15, теоремы 3.7.11, 3.7.12 и задачу 
6.3.16 (а)).

2.5.13. Теорема. Д ля любого отображения {ф, /у} обратного 
спектра S  =  {Ха, 2} в обратный спектр S ' =  {Ya,y я£', 2'} су
ществует гомеоморфное вложение h: lim S —̂ XI где

<— а ' е 2 '
Za, =  Xv(ar такое, что Иш{ф, /а,} =   ̂ f0,) h. Если все про- 

странства хаусдорфовы , то h (lim S) является замкнутым

подпространством произведения Ц  Zy.
а ' е Х '

Доказательство. Для каждого а е ф ( 2 ' )  диагональное ото
бражение /а =  Л  id* : Х0 —► XI является гомео- 

о 'е г ’ (о) ° а'егф'Ча) 
морфным вложением, и если пространство Х0 хаусдорфово, то 
/0 (Ха) замкнуто. Композиция h описанного в 2.5.11 гомеомор
физма l imS на lim S", где S" =  {Jfa, л£, ф (2 ')|, и сужения

(  П  г<Л I lim S": lim S" —► Ц  Za' также является гомеомор-
\ а е ф ( 2 ' )  /  — <— а ' е У
фным вложением, и если все Xф(ао хаусдорфовы, то A(l imS) — 

замкнутое подпространство пространства XI Равенство
о ' е Х ' .

Нш {ф, /у} =  ( п /аЛ h очевидно. |
<— \а' б ! ' )

2.5.14. Теорема. Для каждого обратного спектра S =  {Xp, я£, 2} 
и любого ЯцЕ^ существуют обратный спектр S ' =  {У л£', E'j 
(в котором Уа' =  Хао при любом а' ен S'), гомеоморфизм 
h : lim S' -> Х0а и отображение {ф, fa,} спектра S в S', где fa, —
связующие отображения спектра S, такие, что лаа — h lim {ф, /а,|.

Доказательство. Определим обратный спектр S '= { y o„ я®,', Е'}, 
полагая 2 ' =  {a/ e E :  <т0^(г '} , Уа, — Х0о для ( / e S '  и =  
для любых а', р 'е 2 ' ,  таких, что р '^ а ' .  Предел спектра S ' 
совпадает с диагональю Д произведения П  Ус' =  Х1, где

ог е  2'
т  =  |Е '|. Обозначим через h гомеоморфизм А на Ха» обратный 
гомеоморфизму  ̂ Д  i d Z ^ J  Х0а: Хао->-А. Семейство {ф, f^J, где
ф(а') =  а/ и fa, =  n°[ при a 'e S ' ,  есть отображение обратного
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спектра S в обратный спектр S'. Соотношение л0о — h lim {<p, fa,} 
очевидно. I  ■‘~

Мы закончим этот параграф рассмотрением двух важных 
частных случаев отображений обратных спектров.

Пусть X — топологическое пространство и 2 — непустое на
правленное множество. Обратный спектр S (X , 2) =  {Ха, л£, 2}, 
в котором Ха =  Х для a e Z  и n“ ==idx для любых a, p e l  
удовлетворяющих неравенству р ^  а, называется постоянным 
обратным спектром пространства X над множеством индексов 2. 
Ясно, что отображение h: X  - » lim S (X, 2), относящее точке х е  X
нить {*<,} с х„ =  х для a s  2, является гомеоморфизмом про
странства X на пространство lim S (X, 2), совпадающее с диа
гональю произведения Ц  Ха — Хп, где 12 j =  nt.

ogS
Если заданы обратный спектр S == {XG, л®, 2} с 2 ф  0 ,  топо

логическое пространство X и семейство {/:a}asS  отображений 
fa'- Х - + Х а, такие, что n°fa =  /р, когда о, р е  2  и р ^  о, то се
мейство {ids, fa} является отображением постоянного обратного 
спектра S(X,  2) в обратный спектр S. Тем самым определено 
предельное отображение / =  lim{ids , fa} из lim S( X,  2) в lim S
Композиция fh: X ->  lim S, где h — определенный выше гоме
оморфизм пространства X на lim S (X, 2), называется предель
ным отображением, индуцированным семейством {/a}aeS » и обо 
значается через lim /0.

Аналогично, если заданы обратный спектр S =  {Xa, я£, 2} 
с 2  Ф  0 ,  топологическое пространство X и семейство {/а}аеа 
таких отображений fa: Ха-+Х,  что/<тЯр =  fa Для любых о . р е Е ,  
удовлетворяющих неравенству р ^  о, то семейство {ids , fa} яв
ляется отображением обратного спектра S в постоянный обрат
ный спектр S(X,  2 ), так что определено предельное отображение 
/  — lim {ids , faj  пространства lim S в lim S (X, 2). Композиция
h~xf: HmS-»-X, где h — определенный выше гомеоморфизм X 
на lim S(X, 2), называется предельным отображением, индуци
рованным семейством отображений {/0}aeS , и обозначается че
рез Н т /0.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Понятие предела обратной последовательности появилось в 
несколько другой форме в работе П. С. Александрова [1929];
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настоящее определение впервые появилось у Лефшеца [1931]. 
Отображения обратных последовательностей и индуцированные 
ими предельные отображения впервые изучались Фрейденталем 
в работе [1937]. Стинрод [1936] рассматривал частный случай 
обратных спектров, у которых 2 — множество ординалов, на
правленное по своему естественному порядку; в полной общно
сти обратные спектры введены Лефшецом в [1942]. Всесторон
нее обсуждение обратных спектров было дано Эйленбергом и 
Стинродом в их книге [1952]; после выхода этой книги обрат
ные спектры начали широко изучаться и применяться. Отме
тим, что понятия обратного спектра и его предела можно ввести 
без учета топологии пространств Х а. Эти понятия изучаются 
также в алгебре и анализе.

УПРАЖНЕНИЯ

2.5.А.(а) Покажите, что если все связующие отображения 
в обратной последовательности S =  {Хг, я'} непустых про
странств являются отображениями «на», то lim S Ф  0 .

(b) (Уотерхаус [1972]). Пусть S — произвольное несчетное 
множество и 2 — семейство всех конечных подмножеств множе
ства S, направленное по включению. Рассмотрите обратный 
спектр S =  {Xa, я®, 2], где Х а — дискретное пространство, со
стоящее из всех вложений множества a a  S в N, и я^ (/) =  f | р 
для f е  Ха и а, р е  2, таких, что р ^  а. Заметьте, что все свя
зующие отображения обратного спектра S являются отображе
ниями «на» и тем не менее limS =  0  (ср. с упр. 3.1.К (Ь) и
теоремой 3.2.13).

Замечание. Первый пример обратного спектра, обладающего 
аналогичными свойствами, появился у Хенкина [1950].

(c) Приведите пример обратной последовательности 
S =  {Х̂ , я'} непустых пространств, в которой все связующие 
отображения инъективны и lim S =  0 .
2.5.В.(а) Покажите, что если в обратной последовательности 
5  =  я]} все связующие отображения являются отображе
ниями «на», то и все проекции — отображения «на». Заметим, 
что для произвольных обратных спектров этот факт, вообще 
говоря, не имеет места (см. упр. 2.5.А (Ь)).

(Ь) Покажите, что если в обратном спектре S =  {X0, я°, 2} 
все связующие отображения инъективны, то и все проекции 
также инъективны. Проверьте, что если, кроме того, все свя
зующие отображения являются отображениями «на», то все 
проекции также являются отображениями «на».



2.5.С. Приведите пример таких обратных последовательно
стей S =  [Х Р я*} и S' =  {Уг, я ‘} и отображения {id*, /;} из S 
в S', что все отображения я?, iij и являются отображениями 
«на», а предельное отображение lim {id^, / г} не является.

2.5.D. (а) Проверьте, что если для каждого s e S  задан 
обратный спектр S(s) =  {A'(s)a, я (s)“ S} и X (s)a П X (s')a — 0  
при s ф  s' и <ге 2, то семейство Ф  S (5) =  ( ®  X (s)0,

s e S
ф  n(s)°, 2]. является обратным спектром и lim (  ф  SCsA =

s < = S p J * — Vs е= S /
=  ф  lim S (s).

s e S * -
(b) Проверьте, что если для каждого s e S  задан обратный 

спектр S (s) =  {J (s)0, n(s)p, 2}, то семейство Ц  S(s) =

=  (  П  х  (s)„, П ;rt(s)° 2 )  является обратным спектром и про- 
I seS  s sS р J

странство lim (  JJ  S(s)^ гомеоморфно пространству Ц  l imS(s) .
<— \5eS /  se5  <—

2.5.Е. (а) Заметьте, что предел обратной последовательности 
пространств с первой (второй) аксиомой счетности есть про
странство с первой (второй) аксиомой счетности, но предел 
обратного спектра пространств со второй аксиомой счетности не 
обязательно является пространством с первой аксиомой счет
ности.

(Ь) Покажите, что предел обратной последовательности се
парабельных пространств не обязательно является сепарабель
ным пространством.

Указание. Примените пример 2.5.4 к плоскости Немыцкого. 
Замечание. Предел обратной последовательности пространств 

Фреше — Урысона не обязан быть секвенциальным простран
ством (см. упр. З.З.Е(Ь)).

2.5.F. Покажите, что пространство X  гомеоморфно пределу 
обратного спектра |Х а, 2} тогда и только тогда, когда су
ществует семейство { ^ } a e 2  отображений па: Х - + Х а со следую
щими свойствами:

(1) Для  любых  а, р ^  2 , таких, что р ^  а, имеем
(2) Д ля произвольного пространства Y и любых двух  не

прерывных отображений /, g  пространства Y в X из того, что 
яа/ =  n0g  для каждого а ^  2 , следует равенство f = g .

(3) Д ля каждого Y и семейства {/а}ае 2 отображений /0: 
У -> Х а, таких, что =  / р, где  о, р е 2  « р ^ а ,  найдется та
кое отображение f : Y - * X ,  что n0f =  fа при каждом o g S .
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2.6. ПРОСТРАНСТВА ОТОБРАЖЕНИЙ I: 
ТОПОЛОГИЯ РАВНОМЕРНОЙ СХОДИМОСТИ 

НА Rx И ТОПОЛОГИЯ ПОТОЧЕЧНОЙ 
СХОДИМОСТИ

Последняя из операций, обсуждаемых в настоящей главе,— 
операция образования пространств отображений. Каждой паре 
A', У топологических пространств отвечает множество Yx всех 
непрерывных отображений из X в У; мы постараемся ввести на 
нем естественную топологию. Оказывается, в отличие от рас
смотренных выше операций, множество Yx имеет несколько до
вольно естественных топологий. Мы начнем с определения то
пологии на множестве Rx всех вещественных функций на про
странстве X. После этого мы введем топологию на Yx для про
извольных X и У. Параграф завершается обсуждением условий, 
которым должна удовлетворять «приемлемая топология» на Yx. 
Еще одна топология на пространстве отображений, удовлетво
ряющая этим условиям для достаточно широкого класса про
странств, будет введена и изучена в § 3.4, после того как в на
шем распоряжении будет понятие компактности.

Для A c z R x и / е  Rx определим А следующим образом:
(1) / е л  тогда и только тогда, когда / =  lim fi,

где /<<=Л, 1 =  1, 2, . . .  .

Равенство f =  lim /,■ означает, как определено в § 1.4, что по
следовательность {/,} равномерно сходится к f.

2.6.1. Предложение. Оператор замыкания, определенный в Rx 
формулой (1), удовлетворяет условиям (COl) — (С04).

Доказательство. Условие (С01) с очевидностью выполнено.
Поскольку lim fi =  f для fi =  f при / = 1 , 2 ........ условие (С02)
также выполняется.

Из (1) немедленно следует, что
(2) если А а  В, то А с= 5; 

следовательно, для установления (СОЗ) достаточно показать, что
(3) ЩЪаАЦВ.

Возьмем f е  Л U В и такую последовательность {/,} функ
ций, принадлежащих Л U В, что f =  lim fi. В одном из множеств 
Л или В, скажем в Л, имеется подпоследовательность {fki} по
следовательности {/,}; по определению равномерной сходимости 
/  =  lim fk т. е. / е  Л, так что (3) выполнено.
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Поскольку из (2) следует включение Л cz (Д), для доказа
тельства (С04) достаточно показать, что
(4) (I)cz А.

Возьмем / е  (А) и такую последовательность {/,} функций 
из А, что f =  lim fi. Для каждого положительного целого k су
ществует такое i (k), что
(5) | f (х) — fi(ft)(х) l/2ft для j g !

Поскольку f i{k)^ A ,  имеем / i(ft) =  limg*, где g f ^ A  для 
/ =  1, 2, и существует положительное целое j (k) ,  такое, что
(6) | / <(*)М —£/(*>(*) | <  У2* Для х ( = Х .

Функция 8 k =  g kj{k) принадлежит А при k =  l, 2, . . .  ; по- 
скольку из (5) и (6) следует равенство f =  \ \ m g k) имеем 
/ е Л ,  что завершает доказательство соотношения (4). I

Топология, порожденная (в соответствии с предложением 
1.2.7) на R x с помощью оператора замыкания, определенного 
формулой (1),  называется топологией равномерной сходимости 
на R x. Читатель может легко проверить, что для любого / е  R x 
семейство { U i ( f ) } ^ lt где

Ui{f )  — {g е  R x : существует такое а <  1/i, 
что \ f ( x ) —  g(x)  | <  а при j c g I } ,

является базой в точке / пространства R x с топологией равно
мерной сходимости.

Мы не намерены изучать сейчас топологию равномерной схо
димости; ее природа будет прояснена в § 4.2 и 8.2. Отметим, 
однако, что топология равномерной сходимости на R x индуци
рует на Iх топологию подпространства и из теоремы 1.4.7 выте
кает

2.6.2. Предложение. Для  каждого топологического пространства 
X множество Iх замкнуто в пространстве R x с топологией рав
номерной сходимости. I

Пусть X  и У— произвольные топологические пространства. 
Для А с  X  и В с  У положим
(7) M ( A yB ) ^ { f ^ Y x: f ( A ) c z B } .

Обозначим чер^з !F семейство всех конечных подмножеств мно
жества X,  и пусть О  — топология на У. Семейство 38 всех мно- 

k
жеств вида f) М (Аи U *), где A t е  Т  и Ui е  О  при i =  1 , 2 , . . .

i =  i
. . . ,  k , порождает (согласно предложению 1.2.1) топологию на



Yx> называемую топологией поточечной сходимости. Семейство 
3$ является базой пространства Yx с топологией поточечной схо
димости.
2.6.3. Предложение. Топология поточечной сходимости на Yx 
совпадает с топологией подпространства произведения п г х

х е  X
где Yx — Y для каждого j c g !

Доказательство. Каждое открытое подмножество простран
ства Yx с топологией подпространства произведения XI У*

JceX
является объединением множеств вида
(8) У* Л р-' (У,) п />-' (Уг) п .. ■ п р-,1 (У.).
где i / е Х и  Ui е  О  для t =  1,2, . . . ,  k. Но

9 )  Yx [\p-x '{U) =  M{{x} ,  U).

Таким образом, все множества вида (8) и все множества, от
крытые относительно топологии подпространства декартова про
изведения, суть открытые множества в топологии поточечной 
сходимости.

Обратно, из (9) вытекает, что для А = { х и х2, . . . ,  Хм}^&~ 
и f / s  С  имеем

М (A, U) =  YX [\ (U) П р - 1 (U) П . . .  П P~l (U).

Таким образом, все множества, открытые в топологии поточеч
ной сходимости, открыты в топологии подпространства декар
това произведения. I

Из последнего предложения и теорем 2.1.6, 2.3.11 следует 
(см. пример 2.6.7)

2.6.4. Теорема. Если У есть Тi-пространство, то пространство Ух 
с топологией поточечной сходимости также есть Тt-пространство
для / <  3 • I

Из предложений 2.6.3 и 2.3.34 получаем

2.6.5. Предложение. Направленность {/0. о е  2} в пространстве 
Yx с топологией поточечной сходимости сходится к элементу 
f ^ Y x в том и только том случае, если направленность {/0(*)> 
о е  2} сходится к f(x) для каждой точки x e l  I

Топология поточечной сходимости на Yx может быть также 
определена как топология подпространства произведения или 
так топология, порожденная семейством отображений. Приня
тое нами определение — хотя оно и выглядит неоправданно 
сложным — выбрано потому, что оно аналогично определению
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компактно-открытой топологии на Yxy где вместо семейства 
конечных подмножеств множества X взято семейство 2£{Х)  
всех компактов пространства X  (ср. § 3.4).
2.6.6. Предложение. Д ля  каждого топологического пространства 
X топология равномерной сходимости на R x сильнее топологии 
поточечной сходимости.

Доказательство. Эквивалентность условий (i) и (v) пред
ложения 1.4.1 показывает, что достаточно доказать следующее: 
если f е  R x принадлежит замыканию множества A с= R x в топо
логии равномерной сходимости, то f принадлежит замыканию
множества А в топологии поточечной сходимости. Пусть U — 

k
=  /?ХЛ П Р* 1 ШЛ — окрбетиостьзлсмситз/ в топологии поточеч- 

/_1 x i 4 11
ной сходимости. Так как множества Ui открыты в R, найдется 
такое е >  0, что (f(xt)— е, f(xi) +  е)cz Ui для i =  1, 2, k. 
Далее, так как f =  lim //, где f j ^ A  для / =  1, 2, . . . ,  то суще
ствует такое /, что | f (лс)— /V(*) | <e  Для каждого j : e l  В ча
стности f j (Xi )^Ui ,  i — 1, 2, . . . ,  k, а это означает, что 
U Л А Ф  0 .  1

Отметим, что определенные выше топологии на Rx и У* не 
зависят от топологии пространства X , хотя множества R x и Yx 
зависят от топологии пространства X.
2.6.7. Пример. Выберем Y =  К, X =  D. Из предложения 2.6.3 
и примера 2.3.12 следует, что пространство Yx с топологией 
поточечной сходимости, вообще говоря, не является нормальным 
пространством даже для совершенно нормального простран
ства У. I
2.6.8. Пример. На множестве RN топология равномерной сходи
мости отличается от топологии поточечной сходимости. В самом 
деле, легко проверить, что функция f0 е  RN, определенная усло
вием fo (л:) =  0 для x ^ N ,  принадлежит замыканию множества 
А = { /  е  RN: f(N)cz{0,  1} и | / - 1 (0) | <  Ко} cz RN в топологии по
точечной сходимости, однако /0 не принадлежит замыканию мно
жества А в топологии равномерной сходимости. 9

Пусть У — топологическое пространство и {р}— одноточечное 
пространство. Каждой точке у  е  У поставим в соответствие эле
мент У{р>, где [ir (у) ] (р) =  у. Тем самым определено 
взаимно однозначное отображение пространства У на простран
ство Y<p). Отображение tV: У-»-У*й является гомеоморфизмом 
относительно топологии поточечной сходимости на У^, а при 
Y — R также относительно топологии равномерной сходимости 
на

Из предложений 2.1.11 н 2.2.6 следует, что если Хв Ф 0  для 
s е  S, то комбинация V есть взаимно однозначное отображение
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произведения на пространство y \ seS /. Подобным
s s  S

же образом из предложения 2.3.6 вытекает, что диагональ Д 
взаимно однозначно отображает произведение п г а  на про-

seS
странство ( Д  Читатель может легко доказать следую
щие два предложения.
2.6.9. Предложение. Пусть {Xs}s^ s — семейство непустых топо
логических пространств и У — топологическое пространство. Ком-

тт  / х \ (  ®  xs) бинация V: Ц (У  s j_-*y\ ses  / есть гомеоморфизм относи-
s g S

тельно топологии поточечной сходимости в пространствах ото
бражений. 1
2.6.10. Предложение. Пусть X — топологическое пространство и 

s — семейство топологических пространств. Диагональ

А  : П  У*1* есть гомеоморфизм относительно то-
s e S  \ s e 5 /

пологии поточечной сходимости в пространствах отображений. 1 
Легко установить, что для У =  R аналог предложения 2.6.9 

в случае топологии равномерной сходимости имеет место в том 
и только том случае, если семейство {Xs}s ^ s конечно (ср. с при
мером 2.6.8).

Заметим, что любые отображения g : Y ^ Z  и h: Т - + Х  по
рождают отображения Ф^: Yx ^ - Z x и У*->УГ, определен
ные формулами
(Ю) Ф8 (f) =  gf  для / е У *  и

xYh (/) =  fh для f е  Yx.
Так как
(11) Ф ; 1(М(А,  В)) =  М( А,  g~ l (B)) и

W 1 (Af (Л, B)) =  M(h(A),  В),
то оба отображения (Dg и Wh непрерывны относительно топо
логии поточечной сходимости в функциональных пространствах. 
Легко установить, что для каждого h : Т - * Х  отображение 

R X^ R T также непрерывно относительно топологии равно
мерной сходимости на R x и R T. С другой стороны, отображение 

пространства R x в себя необязательно непрерывно даже для 
гомеоморфизма g: R ^ * R  (см. пример 4.2.14). Это показывает, 
что соотношение между естественной топологией на R и тополо
гией равномерной сходимости на R x не вполне удовлетвори
тельно. Мы покажем в дальнейшем, что топология равномер
ной сходимости на R x ассоциирована с конкретной метрикой на
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R или, точнее, с конкретной равномерной структурой на R, а не 
с топологией на R  (см. теорему 4.2.19 и упр. 4.2.А (с) и 8Л.А (а )).

Если i: Y - * Z — гомеоморфное вложение, то Ф*: Yx-+Zx 
также есть гомеоморфное вложение относительно топологии по
точечной сходимости на пространствах отображений. Если 
i: Т ^ Х  — вложение, то Yx->-YT есть сужение. Вообще го
воря, отображение xP i не является ни инъективным, ни отобра
жением «на», так как некоторые элементы пространства YT мо
гут не допускать продолжения на все пространство X. С другой 
стороны, если h: Т-+-Х есть отображение «на», то, как легко 
понять, Фь: Yx YT есть гомеоморфное вложение относительно 
топологии поточечной сходимости, а когда Y =  R — относительно 
топологии равномерной сходимости.

Отображения и Wn связаны с операцией 2 композиции 
отображений. В действительности из формул (10) непосред
ственно вытекает, что

ФАП =  2 (8 ,П  и
Возникает вопрос, можно ли определить топологию на про

странствах отображений Z Yy Yx и Zx таким образом, чтобы Б 
было непрерывным отображением произведения Z Y X  Ух в Zx. 
Оказывается, при естественных дополнительных предположениях 
(исключающих, например, дискретную топологию) для того, 
чтобы определить такую топологию, нужно сузить класс рас
сматриваемых пространств (см. теорему 3.4.2 и упр. 3.4.А).

Отображение Q пространства Yx X  X  в пространство У, оп
ределенное формулой fi(f, х) =  f(x), называется отображением 
вычисления для пространства Yx. Оно также связано с опера
цией 2. А именно, Q есть композиция отображений

(12) Yx X  X  Yx X  YM —  У, т. е.
Q =  iy lZ (idyjr X  *'*).

Легко видеть, что формула
(13) {[Л  (f)](z )}(x ) =  f(z,x),
где f — отображение пространства Z X -Х в У, определяет 
взаимно однозначное соответствие Л между множеством всех 
(необязательно непрерывных) отображений пространства Z X X  
в У и множеством всех отображений пространства Z в множе
ство всех отображений пространства X  в У. Это соответствие 
называется экспоненциальным отображением. Естественно изу
чать поведение Л и Л-1 на множествах непрерывных отображе
ний y(zx.x> и (Yx)z; последнее множество определенно корректно, 
если на Yx задана топология.
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Прежде всего встает вопрос, принадлежит ли Л(/) множе
ству ( Yx) zt если f^ Y ^ ZxXh это так, если топология на Yx не 
слишком сильная. Другой естественный вопрос: принадлежит 
ли Л” 1̂ )  пространству F<zxX), если g ^ ( Y x) z; это так, если 
топология на Yx не слишком слабая. Наконец, можно спросить, 
когда экспоненциальное отображение непрерывно и при каких 
условиях оно является гомеоморфизмом.

Топологию на Yx называют собственной, если для каждого 
пространства Z и любого f ^ Y zxx  отображение Л (f) принад
лежит пространству ( Yx) z. Аналогично топологию на Yx назы
вают допустимой, если для каждого пространства Z и любого 
g ^ ( Y x) z отображение A_1(g) принадлежит пространству 
y(zxx) Топология на Yx, которая одновременно собственная и 
допустимая, называется приемлемой.
2.6.11. Предложение. Топология на Yx допустима в том и только 
том случае, если отображение вычисления для пространства Yx 
непрерывно, т. е. если непрерывно отображение Й: YXY^X-*~Y.

Доказательство. Если топология на Yx допустима, то для 
Z — Yx и g =  idy* отображение Л-1 (g) : У* X  У непре
рывно. Так как
(14) { [Л (Q)] (f)}(x) — Q(f, х) =  f (х), т. е. A(Q) =  idyx,

отсюда следует, что £2 =  A-1 (g ), поэтому й непрерывно.
Обратно, если отображение вычисления для пространства Yx 

непрерывно, то для каждого пространства Z и любого элемента 
g & (Y x) z отображение A~l (g) непрерывно, так как A~l (g) =  
=  Q (g X id x ): Z X ^ ^ -У. В самом деле, для любых (г ,* )е  
g Z X ^  м ы  имеем

{ [Л (Q (g X  id*))] (г)} (х) =  [Q (g X  id*)] (z, х) =
=  S ((g (z), x)) =  [g (z)] (*)»

так что A (Q (g X id * )) =  & и A-^g) =  Q (g X  id*). ■
2.6.12. Предложение. Для каждой пары топологических про
странств X, Y и любых двух топологий О, О ' на пространстве 
Yx имеют место следующие утверждения.

(i) Если топология О собственная и О ' cz О, то топология 
С  также собственная.

(ii) Если топология О допустимая и О cz O ', то топология 
О ' также допустима.

(iii) Если топология О собственная, а топология О ' допусти
мая, то О cz О '.

(iv) На Yx существует не более одной приемлемой тополо
гии.

12 Зак. 697
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Доказательство. Оба утверждения (i) и (ii) следуют не
посредственно из определений собственной и допустимой топо
логий, a (iv) вытекает из (iii). Для доказательства (iii) выбе
рем собственную топологию О  и допустимую топологию О ' на 
Yx и обозначим пространство (Yx,0 )  через У*, а простран
ство (К*, 0 ')  через У*.

Определения допустимой и собственной топологий приводят 
к следующим включениям:

Из предложения 2.3.6 следует, что топология поточечной 
сходимости является собственной. В самом деле, A  (f) непре
рывно в том и только том случае, если рхК  (/) непрерывно 
для любой точки х о ^ Х . Из соотношения (13) вытекает, что
[Р*А (/)](*) =  / (* ’ *о)- Поэтому если f е= У<*х*>, то А  (/)«=( У*)2.
С другой стороны, топология поточечной сходимости, вообще 
говоря, не является допустимой. В самом деле, для этой тополо
гии факт принадлежности g множеству (YK) Z означает, что для 
всех 20e Z  и х0^ Х  отображения [g(2o)](x) и [g (z ) j (* 0) не
прерывны, в то время как факт принадлежности A” 1 (g) множе
ству Y(z х х) означает, что отображение g непрерывно по обеим 
координатам.

Из предложения 2.6.11 непосредственно вытекает, что то
пология равномерной сходимости допустима. С другой стороны, 
топология равномерной сходимости, вообще говоря, не является 
собственной. Читателю предоставляется определить функцию 
/: Я  X  R-*~ R, такую, что A  (f) не принадлежит пространству 
(.R R) R, где R R наделено топологией равномерной сходимости.

Отметим, что предложение 2.6.6 есть непосредственное след
ствие части (iii) предложения 2.6.12 и фактов, установленных 
в последних двух абзацах.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Топология равномерной сходимости берет свое начало из 
классического понятия равномерно сходящейся последователь
ности функций, а топология поточечной сходимости — из понятия 
сходящейся последовательности функций. Допустимые тополо
гии впервые рассматривал Аренс в [1946]; они были опреде
лены через непрерывность отображения вычисления. Аренс и 
Дугунджи [1951] определили собственные топологии и доказали 
предложения 2.6.11 и 2.6.12.

и

из которых вытекает, что idyX =  A A “ 1(idyx )e ( r ^ ) (1'«), т. е.
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УПРАЖНЕНИЯ

2.6.А. Покажите, что множества M ({x } ,U ) ,  где х ^ Х  и U 
принадлежит фиксированной предбазе пространства У, обра
зуют предбазу пространства У* с топологией поточечной схо
димости.

2.6.В. Проверьте, что для любых двух семейств {Xs}S(_s и 
{y s} „топологических пространств произведениеЦ: X I

( П * . )  Ses
Ч П  У.) seES есть гомеоморфное вложение относи
тельно топологии поточечной сходимости в пространствах ото
бражений.

2.6.С (Аренс и Дугунджи [1951]). Говорят, что направлен
ность { f a , и е Н )  в пространстве У* непрерывно сходится к ото
бражению f  е  Yx, если для каждой направленности {х0', о' е  2 '} 
в пространстве X  и любого lim ха> направленность {fa (xa')t

0's  S'
(сг, o') е  2 X  2'} в пространстве У сходится к точке f(x); 
здесь множество S X  2 ' направлено по следующему правилу: 
(а,, а ') тогда и только тогда, когда а ,^сг2 и

(a) Покажите, что топология на пространстве Yx собствен
ная в том и только том случае, если для каждой направлен
ности { fg ,  и е Е }  в Yx из непрерывной сходимости направлен
ности { fa ,  о е= 2 } к отображению / е  Yx следует, что f  е  lim f aas S
относительно этой топологии.

(b) Покажите, что топология на пространстве Yx допустима 
в том и только том случае, если для каждой направленности 
{fa, 0 ^ 2 }  в Ух и л ю б о г о lim fa относительно этой тополо-oeS
гии направленность {fa, a e S }  непрерывно сходится к f.

2.6.D. (а) Покажите, что операция композиции 2, вообще 
говоря, не является непрерывной относительно топологии по
точечной сходимости.

(b ) Проверьте, что операция композиции 2, вообще говоря, 
не является непрерывной относительно топологии равномерной 
сходимости.

(c) Докажите, что если топологии на Z Y и Yx допустимы, 
а топология на Zx собственная, то операция композиции 2 есть 
непрерывное отображение пространства Z YX Y X в пространство 
Z*.

Указание. Выразите 2 в терминах отображений Q и А.
2.6.Е (Фокс [1945]). Докажите, что не существует приемле

мой топологии на пространстве RQ, где Q — пространство ра
циональных чисел (ср. с теоремой 3.4.3 и упр. 3.4.А).

12*
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Указание. Покажите, что если топология на R Q собственная, 
то Ш М {0 ,  (0, 1)) =  0  для каждого открытого подмножества 
U cz Q. Для этого покажите, что V содержит D (H 0) как замкну
тое подпространство, и при помощи теоремы Титце — Урысона 
определите для любого f е  М (О, (0,1)) функцию F: [0, 1 ] X  
X Q -+ R , такую, что F(0 ,x ) =  f(x) для x e Q  и [A (F )]  (г )ф  
<£М(0, (0, 1)) для 2 > 0 .

2.6.F. Докажите, что для любых топологических пространств 
X, Y, Z экспоненциальное отображение Л: y<zx *)->.(У,*)-г есть 
гомеоморфное вложение относительно топологии поточечной 
сходимости на пространствах отображений.

Указание. Используйте упр. 2.6.А.
2.6.G. Покажите, что сложение и вычитание функций есть 

непрерывное отображение произведения R x X  R x в R x как от
носительно топологии равномерной сходимости, так и относи
тельно топологии поточечной сходимости на R x. Проверьте, что 
умножение функций есть непрерывное отображение произведе
ния R x X ,R X в R x относительно топологии поточечной сходи
мости. Покажите, что умножение функций на вещественные 
числа не является непрерывным отображением R x X  R  в R x от
носительно топологии равномерной сходимости.

2.7. ЗАДАЧИ

Локально замкнутые множества
2.7.1 (Куратовский и Серпинский [1921а]). Подмножество А 

топологического пространства X  называется локально замкну
тым, если каждая точка x g A  имеет такую окрестность U в 
пространстве X, что пересечение А П U замкнуто в подпростран
стве U cz X.

Покажите, что для подмножества А топологического про
странства X  следующие условия равносильны:

(1) Множество А локально замкнуто.
(2) Разность Л \Л  замкнута.
(3) Множество А есть разность двух замкнутых множеств.

Отделенные F „-множества в нормальных пространствах
2.7.2. (а) (Урысон [1925]). Докажите, что для каждой пары 

А, В  отделенных /v-множеств в нормальном пространстве X  су
ществуют открытые множества U, V cz X, такие, что Acz U, 
В  а  V и U f\V =  0 .

оо оо

Указание. Пусть A — [j A t и В  — U В 1г где A t и B t — зам-<=i i=i



кнутые множества. Определите по индукции две последователь
ности U 1, U2, ... и Vu V2, ... открытых подмножеств простран
ства Х у такие, что

Ui-i [}Ai a  Ui и Ui[\(B\)Vi-x) =  0 ,
а также

Vi-x и Vi П (Л U Ui) = 0,
где Uq= V о = 0.

(b) (Урысон [1925]). Выведите из (а), что нормальность на
следуется /^-множествами (ср. с упр. 2.1 .Е).

(c) (Бонан [1970]). Примените (а) для решения задачи 
1.7.15 (Ь).

Указание (Катетов [1951а]). Модифицируя доказательство 
леммы Урысона, определите для каждого рационального числа 
г открытое множество W с: Х у такое, что

( (— °°> г ) ) с= Vr CZ Vr CZ f-1 ( ( — 00, г ] ) 

h F , c  Vr', где г < г'.

Нормально расположенные множества II (см. задачи 1.7.6 
и 3.12.24)

2.7.3. (Смирнов [1951с]). Докажите следующие свойства нор
мально расположенных множеств.

(a) Если Ai — нормально расположенное множество в про-
оо

странстве X ,  i  =  1, 2, . . . ,  то объединение ( J  A t нормально рас-i = 1
положено в пространстве X.

(b) Если А — нормально расположенное множество в про
странстве X  и В  — множество типа F 0 в подпространстве А у то 
В  нормально расположено в X .

(c) Если А — нормально расположенное множество в про
странстве X t а В  — нормально расположенное множество в под
пространстве А, то В  нормально расположено в X .

(d) Если X  — нормальное пространство, то каждое его нор
мально расположенное подмножество с топологией подпростран
ства является нормальным пространством.

Полунепрерывные функции II (см. задачи 1.7.14— 1.7Л6, 
3.12.22(g) и 5.5.20)

2.7.4. (а) (Хаусдорф [1919]). Покажите, что теорема Тит- 
це — Урысона легко следует из характеристики нормальности, 
данной в задаче 1.7.15(b).
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(b) (Тонг [1952]; для метрических пространств — Титце 
[1915]). Докажите, что ^-пространство X  нормально тогда и 
только тогда, когда для каждого замкнутого подмножества 
A c z X  и каждой вещественной функции k> определенной и огра
ниченной снизу на X  и непрерывной во всех точках множества 
Л, существует непрерывная функция h: X ^ ~ R y такая, что 
h j А =  k | Л и h {x )^  k(x) для каждого х ^  X.

Указание. Покажите, что функция gy определенная форму
лой g(x) — sup( inf k(z))>r&e sup берется по всем окрестностям

и  z<=U
U точки х, полунепрерывна снизу. Далее примените характе
ристику нормальности, данную в задаче 1.7.15(b).

(c) (Тонг [1952]; для метрических пространств — Титце 
[1915]). Докажите, что ^-пространство X  является совершенно 
нормальным в том и только том случае, если для каждого 
замкнутого множества A cz X  м любой полунепрерывной снизу 
(сверху) функции /, определенной на X  и такой, что f\A непре
рывна, существует последовательность {/;} непрерывных функ
ций на Х у такая, что f(x) =  lim Д(х) для каждого х ^ Х ,  f i\А =
=  /|Л, i = l , 2 .......  и fi(x)*£fi+i(x) (и f i (x )^  fi+x(х)) для
/ =  1,2, . . . и х е !

Указание. Примените части (с) и (Ь) задачи 1.7.15.
Линейно упорядоченные множества II (см. задачи 1.7.4, 

ЗЛ2.Э, ЗЛ2.4, 3.12.12(f), 5.5.22, 6.3.2 и 8.5Л30))
2.7.5. (а) Пусть X  — пространство с топологией, индуцирован

ной линейным порядком < . Установите, что для любого под
множества М а Х ,  содержащего не менее двух элементов, топо
логия на М  как на подпространстве пространства X  сильнее, чем 
топология, индуцированная на М сужением линейного порядка
<  на М. Приведите пример открыто-замкнутого подмножества 
М  линейно упорядоченного пространства X , такой, что две ука
занные топологии на М  различны. Проверьте, что если М  всюду 
плотно в X  в смысле порядка (т. е. для каждых х, у ^ Х ,  таких, 
что х <  у у существует г е М ,  такое, что х <  г <  у ) , то две то
пологии на М  совпадают. Покажите, что это заключение, вообще 
говоря, не имеет места, если предполагать только, что М  топо
логически всюду плотно в X , т. е. что М =  Х.

(Ь) Подмножество С линейно упорядоченного множества X  
выпукло, если (х, y )czC  для любых х, у е  С.

Установите, что если семейство состоит из выпуклых под
множеств пространства X  и f)<ё’ Ф 0 ,  то \J$ — выпуклое множе
ство. Покажите, что каждое подмножество M cz X  может быть 
представлено как объединение попарно непересекающихся мак
симальных выпуклых множеств, т. е. выпуклых множеств, кото
рые не могут быть расширены до выпуклых подмножеств про
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странства X, содержащихся в М . Эти множества называются 
выпуклыми компонентами подмножества М. Проверьте, что в 
каждом выпуклом подмножестве С пространства X , содержа
щем хотя бы два элемента, топология подпространства про
странства X  и топология, индуцированная сужением линейного 
порядка из пространства X  на С, совпадают. Покажите, что вы
пуклые компоненты открытого подмножества М а  X  открыты 
в пространстве X.

(с) (Бурбаки [1948]). Докажите, что каждое линейно упо
рядоченное пространство наследственно нормально.

Указание. Примените (Ь) и задачу 1.7.4(d).

Пространства Урысона и семирегулярные пространства II
(см. задачи 1.7.7— 1.7.9 и 6.3.17)

2.7.6. (а) Установите, что свойство быть пространством Уры
сона наследственное и мультипликативное.

(Ь) Покажите, что семирегулярность мультипликативна и 
наследуется открытыми подмножествами и всюду плотными под
множествами.

Вложение в произведения
2.7.7 (Шанин [1944], Мрувка [1956]). Покажите, что для 

Го-пространства X  и топологического пространства У следующие 
условия равносильны:

(1) Пространство X вложимо в некоторую степень простран
ства У.

(2) Семейство всех множеств вида где f: X -^ Y  не
прерывно и U — открытое подмножество пространства У, обра
зует предбазу пространства X .

(3) Топологию пространства X можно задать с помощью се
мейства отображений в пространство У.

(4) Для любого х ^ Х  и любого замкнутого подмножества 
F а  X, такого, что xz£F, существует непрерывное отображение 
f пространства X в конечную степень пространства У, такое, 
что f (x )& T (F ).

2.7.8 (Мрувка [1956]). (а) Докажите, что не существует та
кого 7Упространства У, что каждое Тг пространство вложимо 
в некоторую степень пространства У (ср. с задачей 2.7.18(b)).

Указание. Примените задачу 2.7.7.
(Ь) Для каждого щ ^  К 0 обозначим через L(m) простран

ство, определенное в примере 1.2.6, где |Х| — ш. Покажите, что 
каждое ^^пространство X, такое, что ]Х \ ^  m ^  и w {X ) ^  щ, 
вложимо в m-ю степень L(m).
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Кардинальные функции II (см. задачи 1.7.12, 1.7.13, 3.12.4, 
3.12.7—3.12.11, 3.12.12(j) и 8.5.17)

2.7.9. Для кардинальной функции f мы обозначим через hf 
кардинальную функцию, значение которой на пространстве X  
равно sup f {M )t где sup берется по всем подпространствам М  
пространства X . Функция hf называется наследственной f — 
в этом смысле употребляются такие термины, как наследствен
ная всюду плотность, наследственное число Суслина и т. п.

(a) Проверьте, что

h w (X )= w (X )9 hx(X) =  x(X) и ht(X) =  t(X ).
(b) Проверьте, что функция he, определенная в задаче 1.7.12, 

есть наследственное число Суслина и что hc(X) =  he(X) для 
каждого топологического пространства X.

(c) Покажите, что h d (X )^ t (X )  для каждого топологиче
ского пространства X , и приведите пример пространства X , для 
которого hd(Х )>  d(X) и hd(X) >  t (X ) .

(d) Установите, что если А — всюду плотное подпространство 
пространства X , то с(А) =  с(Х ), но, вообще говоря, неравенство 
d (A )^  d (X) не имеет места.

(e) (Смирнов [1951 d ]; для К 0— Серпинский [1921а]). До
кажите, что топологическое пространство X  удовлетворяет усло
вию hd (X )^ . К а в том и только том случае, если для каждой 
возрастающей трансфинитной последовательности Fq cz  F\ cz 
с  F 2 c z  ... czF i cz . . . ,  | <  o>a+i, замкнутых подмножеств про
странства X  существует такое £0 <  что F i =  F i0 для каж
дого g ^  1о (ср. с задачей 3.12.7(b)).

(f) (Серпинский [1921а]). Приведите пример хаусдорфова 
пространства X, такого, что hd(X) >  h c {X )=  К 0.

Указание. Возьмите прямую R с топологией, порожденной 
базой, состоящей из всех множеств вида (а, Ь )\ А ,  где 
И |<  Ко.

Замечание. Тодорчевич [1984] описал вполне регулярное 
пространство X , удовлетворяющее неравенствам h d (X )>  
> h c (X ) > & 0. В рамках наивной теории множеств неизвестно 
ни одного примера регулярного пространства X , такого, что 
hd(X) >  h c (X )=  К 0. Существование такого пространства свя
зано с проблемой Суслина — вопросом, поставленным М. Сусли- 
ным в 1920 г.: существует ли линейно упорядоченное простран
ство X , такое, что с (Х )= И 0 и d (X )> K 0 (пространство Сус
лина). В самом деле, можно доказать, что для любого про
странства Суслина X  выполняется неравенство hd(X) >  hc(X) =  
=  К 0 (см. задачу 3.12.4(e)). Как показано йехом в [1967] и 
Тенненбаумом в [1968], существование пространства Суслина 
не противоречит аксиомам теории множеств и не зависит от них
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(история проблемы Суслина и ее связи подробно изучены Ку- 
репой в [1968] и М. Рудин в [1969]).

Наследственно нормальное пространство X, такое, что 
hd {X )~> hc{X )= ^о, было построено Хайналом и Юхасом 
[1974] в предположении континуум-гипотезы. Намного более 
простая конструкция была описана Ван Дауэном, Толлом и 
Вейсом в [1977] (ср. с замечанием к задаче 3.12.7(c)).

(g) (Зенор [1980]). Покажите, что если семейство
топологических пространств удовлетворяет условию hd  ̂ XI 

^  тдля каждого конечного So с= 5 и |S| ^  т, то/гс  ̂Ц

2.7.10.(а) Приведите пример совершенно нормального про
странства X, такого, что hd(X) =  hc(X) =  е (Х )=  ti0 и 
hd (X X  X) =  he {X  X  X) =  е (X  X  X) =  с.

Указание. См. упр. 2.1.1.
(b) (Курепа [1950]). Пусть X  — пространство Суслина. До

кажите, что с(1 Х 1 )>  К 0.
Указание. Для каждого а <  ©i определите по трансфинит

ной индукции, как показано ниже, замкнутое сепарабельное 
подпространство Fa сг X  и обозначьте через °Ua семейство всех 
выпуклых компонент подпространства X \ F a• Пусть F0 =  0 ;
для предельного числа а положим Fa — U F* и для а =  (5 +  1Э<а р
положим Fa =  F$ U -̂р> где -Ар состоит из тех U ^.41 р, для ко
торых существует такая точка x(U ), что t/\ {х (U) } =  U' U V", 
где U', U" — непустые непересекающиеся открытые в простран
стве X  множества. Затем покажите, что для каждого а суще
ствует такое что x(Ua) определено, и рассмотрите се
мейство W 'X U " )\  а  ^  а /о < о > ,

Замечание. Как вытекает из (Ь) и замечания к предыдущей 
задаче, нельзя доказать, что свойство Суслина конечно муль
типликативно. Оказывается, конечная мультипликативность 
свойства Суслина не зависит от аксиом теории множеств (см. 
Архангельский [1971] или Юхас [1971] ).

(c) (Шанин [1948] (объявлено в [1946])). Покажите, что 
для каждого семейства {S/}<<=r конечных множеств, где |Г| =  
=  m >  К 0 — регулярный кардинал, существуют такое множе
ство ToczT мощности m и такое множество 2, что S/f|Si' =  Z 
для любой пары t, V различных элементов множества Го.

Указание (Юхас [1971]). Можно считать, что |S(| =  л <  Ко. 
Примените индукцию относительно п. Рассмотрите максималь
ное подмножество Тх<=.Т, такое, что S t Л St'=  0  для любых пар 
t, V различных элементов множества Т\.



(d) Докажите, что произведение Ц  Xs обладает свойством
sg S

Суслина в том и только том случае, если для каждого конечного 
So cz S произведение Ц  Xs обладает свойством Суслина.seS®

Указание. Примените (с) для m =  Ni.
Замечание. Курепа доказал в [1962], что если c (X s)sg;m. для 

каждого s e S ,  то с  ̂XI X ŝ  2т ; доказательство этого факта 
можно также найти у Юхаса [1971].

2.7.11 (Шанин [1948] (объявлено в [1946а]). Говорят, что 
кардинал m >  К 0 есть калибр пространства X, если каждое се
мейство мощности ш, состоящее из непустых открытых подмно
жеств пространства X, содержит подсемейство мощности m с не
пустым пересечением. Наименьший кардинал ш ^  К 0, такой, что 
каждое семейство мощности >щ, состоящее из непустых откры
тых подмножеств пространства X, содержит подсемейство мощ
ности >ш с непустым пересечением, называется числом Шанина 
пространства X и обозначается через s(X). Очевидно, что 
s (X )—наименьший кардинал ш ^  К0 с тем свойством, что сле
дующий за ним кардинал есть калибр пространства X.

(a) Покажите, что c ( X ) ^ s ( X ) ^  d(X ), и приведите примеры 
хаусдорфовых пространств X и У, таких, что s ( X ) >  hc(X) и 
d (Y )> s (Y ) .

(b) Докажите, что если регулярный кардинал является ка
либром пространства Xs для любого s e S ,  то этот кардинал
также является калибром произведения Ц  X s. Выведите от-

s e S
сюда, что если s (Xs) =  m для каждого s e S, то s ( П / 5) = и .

Указание. Сначала рассмотрите конечные произведения, а 
затем используйте задачу 2.7.10(c).

(c) Приведите примеры вполне регулярных пространств X 
и У, таких, что s(X) >  с(Х ) и d(Y) >  £(У).

Замечание. Существование нормальных пространств, удов
летворяющих указанным выше неравенствам, следует из задачи
2.7.14 и теорем 2.3.17 и 3.1.9.

Функции на произведениях
2.7.12. (а) (Росс и Стоун [1964]). Пусть {X s}seS — семей

ство сепарабельных пространств. Покажите, что замыкание от
крытого множества U cz Ц  Xs (являющееся каноническим5GS
замкнутым множеством; ср. с упр. 1.1 .С (е )) зависит лишь от 
счетного множества координат, т. е. существует счетное мно
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жество So cz S, такое, что если
{xs}f= U , {ys}<  ̂ П  Xs и ys =  xs для s g S„, to {ys} <= U.

sg S
Указание. Рассмотрите максимальное семейство непересе

кающихся элементов канонической базы пространства I I  Xs,
содержащихся в U, и примените 2.3.18.

(b) (Бокштейн [1948], Росс и Стоун [1964]). Используя (а), 
покажите, что для каждой пары непустых непересекающихся 
открытых множеств U, V cz Ц  Xs, где Xs — сепарабельное

s e S
пространство, существует счетное множество So сг S, такое, что 
проекции U и V на Ц  Xs не пересекаются. Проверьте, что

s e S  О
если все Xs удовлетворяют второй аксиоме счетности, то су
ществуют открытые множества U\, Vi <=: X I являющиеся
счетными объединениями элементов канонической базы про
странства П  Xs и такие, чтоseS

U с  Uu V cz Vi и U i(\ V i= 0 .

(c) (Мазур [1952], Корсон [1959], Корсон и Исбелл [1960], 
Росс и Стоун [1964]). Пусть Ufs}sss — семейство топологиче
ских пространств. Говорят, что непрерывное отображение 
f: А -> У подпространства А произведения Ц  Xs в пространство

s e S

Y зависит от счетного множества координат, если существует 
счетное множество 50 с: S, такое, что f(x) — f(y ) для каждой 
пары х =  {xs}, у =  {ys}, удовлетворяющей условию xs =  ys для 
5GSo.

Пусть {X s}S€e5 — семейство сепарабельных пространств и Y — 
хаусдорфово пространство со второй аксиомой счетности. До
кажите, что каждое непрерывное отображение f: П  XS->Y

s e S
зависит от счетного множества координат и существуют счет
ное множество So с: 5 и непрерывное отображение f0: Ц  XS->Y,

такие, что f совпадает с композицией f0ps проекции ps : Ц  Хя—*0 0 seS
">■ П  Xs и отображения fo (ср. с упр. 3.2.Н и 4.1.G и зада-

s  eSo
чей 2.7.13)

Замечание. Дальнейшие сведения о функциях на произве
дениях можно найти в работах: Энгелькинг [1966] и Нобл и 
Ульмер [1972].
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2-произведения I (см. упр. 3.10. D и задачи 3.12.23 и 4.5.12)
2.7.13 (Корсон [1959]; ссылка на Э. М. Глисона в книге 

Исбелла [1964]). Пусть {Xs}s<=s “  семейство топологических
пространств, и пусть а =  {as} — точка произведения П  Xs,

s e S

Через 2 (a) обозначим подпространство произведения П  хв,seS
состоящее из всех таких точек {xs}> что х5ф а 5 только для 
счетного множества s е  S. Все подпространства пространства
IX  Xs вида 2 (a) для а е  П  называются 2-произведениями

s e S
пространств {Xs}seS.

(a) Пусть {X JS е s — семейство сепарабельных топологиче
ских пространств и У— хаусдорфово пространство, одноточеч
ные подмножества которого суть б й-множества. Докажите, что
для каждого я ̂ * П  Xs и каждого непрерывного отображенияs e S
/: 2(а)->У существуют счетное множество 50c S  и непрерыв
ное отображение/о: П  XS->Y, такие, что f совпадает с компо-
зицией f0 (ps I2 (а)) сужения проекции ps : П  Xs-̂- П  Xs на

4 •1 7 s e S  s e S u
2 (a ) и отображения fa- Покажите, что, в частности, f зависит от 
счетного множества координат.

Указание. Прежде всего покажите, что для каждого х =  
=  {xs} e 2 ( a )  существует счетное множество S(x)cnS, такое, 
что если х' =  е  2 (а) и х' =  хя д л я з^ З (х ),то / (х ') =  [(х ). 
Затем определите по индукции счетные подмножества 2i, 22, ... 
множества 2 (a), где 2 ] =  {а }, и счетные подмножества Si,
S 2, ... множества 5, такие, что s ,=  U U s(x ) и проекции

/ = 1

множеств 2«+1 на пространства П  Xs всюду плотны в про-
5 *= Sl

оо
странствах П Ха. Затем рассмотрите множество Sp =  N S t.sesSi i

(b) Выведите из сказанного выше, что при предположениях 
задачи (а) каждое непрерывное отображение f: 2 (а)->-У не
прерывно продолжается на все пространство П  Xs.

S £Е 5
(c) Покажите, что (а) остается верным, если 2 (a) заменить 

любым открытым подмножеством пространства П  Xs, т. е.
s е  5

что в предположениях задачи (а) для каждого открытого мно
жества U cz XI Xs и каждого непрерывного отображения

s e 5
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/:£/-»- У существуют счетное множество So cz S  и непрерывное 
отображение/0: pSt(U)-+Y, такие, что / =  /0(pSo|£/).Покажите, 
что этот результат дает решение задачи 2.7.12(b).

2.7.14 (Комбаров и Малыхин [1973]). Пусть {^ sh es— се‘ 
мейство топологических пространств со следующим свойством: 
для каждого счетного множества So cz 5 произведение П  Xs
нормально и наследственно сепарабельно. Докажите, что тогда 
любое 2-произведение пространств {As}s<=s нормально (ср. с 
задачей 2.7.9(g)).

Указание. Рассмотрите 2-произведение 2 (a ), где a =  {as} s  
е  П  %s- Для любого х =  {xs} ^  2 (a ) положите S(x) =

s e S

=  {s e S :  Xs¥=as} и S (M )~  [J S (x) для любого M cz'Z (a ).JteM
Для пары А, В  непересекающихся замкнутых подмножеств про
странства 2 (a) выберите s0e S  и определите по индукции воз
растающую последовательность S id S 2cz • •., где Si =  {so}, 
А\ cz А2 cz ... и S i cz В 2 cz ..., счетных подмножеств множеств 
5, А и В  соответственно, таких, что для t =  1, 2, ...
Ps, W )c p s. (Л,), ps_ (В) cz pSj (В .) и 5 (Л г)и 5 (5 . )с 5 /+1.

оо оо оо

Установите, что для 50=  U S t, Л0=  U и В0 — U &i имеютi=l i=1 i=l
место включения

Ps. №  <= PsMo) и pSo (В) cz р$а (В0)

и что PsAAo) П PSt (Во) =  0-
Декартовы произведения и нормальность

2.7.15.(а) (Катетов [1948]). Пусть произведение X X  У на
следственно нормально. Покажите, что либо все счетные под
множества пространства X  замкнуты, либо пространство У со
вершенно нормально.

Указание. Допустим, что существуют счетное подмножество 
M czX, такое, что Д?\М Ф  0 , и замкнутое подмножество F  cz У, 
не являющееся <Зв-множеством. Выберите xe/HNjW и рас
смотрите подмножества A — M X F  и В  =  {х} X (Y \ F ) с~ X X Y .

(b) (Кук и Фицпатрик [1968]). Докажите, что предел об
ратной последовательности совершенно нормальных пространств 
совершенно нормален.

Указание. Примените условие (iii) теоремы 1.5.19.
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(c) (Катетов [1948]). Покажите, что счетное произведение
оо

XI Xi совершенно нормально в том и только том случае, когда <=1
все конечные произведения Х\ X  Х 2 X  • • • X  Xi совершенно нор
мальны.

(d) (Катетов [1948]). Докажите, что счетное произведение
оо

XI Хь  где \X i\^ 2  для i =  1, 2, . . . ,  совершенно нормально в
том и только том случае, если оно наследственно нормально. 

Замечание. Как отметил Майкл [1971], существует не нор-
оо

мальное произведение XI Х {, такое, что все конечные произве-1
дения Х\ X  Х% X  ... X  Xi наследственно нормальны (в действи
тельности наследственно паракомпактны). В самом деле, доста
точно взять пространство X  из примера 5.1.32 в качестве Xj и 
счетное дискретное пространство N в качестве пространства 
Xi, i>  1 (см. пример 5.1.32 и упр. 4.3.G).

2.7.16.(а) (А. Стоун [1948]). Докажите, что декартово про
изведение N*1 не является нормальным (ср. с упр. 3.1.Н (а )).

Указание. Пусть N*' — U X S, где Xs =  N и |5| =  Для 
z '= l и 2 рассмотрите множество Лг с  XI Xs, состоящее из

s 5
всех таких {х5}, что для каждого / ф  i равенство xs =  } имеет 
место не более чем для одного s e S .  Проверьте, что А\ и Лг 
замкнуты и не пересекаются, и покажите (применяя задачу 
2.7.12(b) или 2.7.13(c)), что А\ и А2 не могут быть отделены 
непересекающимися открытыми множествами.

(Ь) (Поспишил [1937а]). Покажите, что никакое декартово 
произведение несчетного множества пространств, каждое из 
которых имеет мощность >  1, не является наследственно нор
мальным.

Указание. Примените либо (а), либо 2.7.15(a).
Регулярное пространство X , на котором каждая непрерыв

ная вещественная функция постоянна

2.7.17 (Херрлих [1965а]). (а) Определите регулярное про
странство Я , содержащее точки t и t\ удовлетворяющее усло
вию f(t) =  f ( f )  для каждой непрерывной функции f : H-^R. 

Указание. Измените конструкцию примера 2.4.21, взяв сум-
ОО 00

му 0 2 | ®  ф  Z _t и добавив две точки.
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(b) Для каждого регулярного пространства S определите 
регулярное пространство H (S ), содержащее S как замкнутое 
подпространство и обладающее тем свойством, что каждая не
прерывная функция f: H (S )- *R  постоянна на S.

Указание. Рассмотрите произведение 7 =  S X #  с тополо
гией, порожденной окрестностями следующего вида: для точки 
(s, /г), к ф  t, в качестве окрестностей взяты все множества 
{s} X  Vy где V пробегает множество окрестностей точки h в про
странстве Я, таких, что / ф. V, а для точки (s, t )— все множества
вида U ({s '} X  Vs'), где U — окрестность точки s в простран-

s ' e t /
стве S, a Vs' — окрестность точки t в пространстве Я. Отожде
ствите замкнутое подмножество S X  {¥} пространства Y в 
точку.

(c) Определите регулярное пространство X, такое, что \Х\ >  
>  1 и каждая непрерывная функция /: X-+-R постоянна.

Указание. Возьмите Х0 =  {0} и Xi+\ =  H(Xi) для i — 1, 2,
оо

и рассмотрите объединение Х =  (J X t.Ы1
Замечание. Пространства с подобными свойствами были ра

нее определены Хьюиттом [1946] и Новаком [1948], однако их 
конструкции более сложны.

2.7.18 (Херрлих [1965а] ). (а) Для каждого ^-пространства 
У определите регулярное пространство X, такое, что |Ar|>  1 и 
каждая непрерывная функция /: Х-^У постоянна.

Указание. Поступайте так, как предложено в указаниях к 
предшествующей задаче; начните с соответствующего изменения 
пространства Z из примера 2.3.36.

(Ь) Выведите из (а), что не существует ^-пространства У 
с тем свойством, что каждое регулярное пространство вложимо 
в некоторую степень пространства У.

Замечание. Часть (Ь) была получена независимо Рамером 
в [1965].

Обратные спектры I (см. задачи 3.12.13 и 6.3.16)

2.7.19. (а) (Джентри [1969], Э. Поль [1973]). Приведите 
пример обратных последовательностейS — {Х г, nj} и S '= {y ;, itj} 
подпространств вещественной прямой и отображения {icU, f,} из 
S  в S', где я?, я* и ft — открыто-замкнутые отображения «на», 
такие, что lim {id^, f {] есть отображение «на», не являющееся 
факторным.

(Ь) (Локуциевский [1954]). Докажите, что если все свя
зующие отображения я j обратной последовательности {Х г, я]}
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открыты и являются отображениями «на», то проекции я; от
крыты.

Замечание. Последнее заключение не имеет места для про
извольных обратных спектров (см. Э. Поль [1973]).

(c) Приведите пример обратной последовательности^. я?}, 
где все связующие отображения я* открыты, в то время как 
проекции щ не являются открытыми.

(d) (Зенор [1969] ). Докажите, что если все связующие ото
бражения я } обратной последовательности {Х г, я|] замкнуты, 
то проекции я; также замкнуты.

Замечание. Последнее заключение, вообще говоря, не имеет 
места для произвольных обратных спектров (см. Э. Поль
[1973]).

(e) (Э. Поль [1973] ). Докажите, что если все связующие 
отображения я* обратной последовательности f Xj. я}} наслед
ственно факторны, то проекции я* также наследственно фак
торны.

Замечание. Это утверждение несправедливо для произволь
ных обратных спектров даже в случае, когда проекции я,,— 
отображения «на». Если же только предположить, что все свя
зующие отображения обратной последовательности {Х ;, я ‘| фак
торные, то проекции я,, вообще говоря, не являются фактор
ными (см. Э. Поль [1973]).

Пространства замкнутых подмножеств I (см. задачи 3.12.26,
4.5.22, 6.3.22 и 8.5.16)

2.7.20. (а) (Вьеторис [1922]). Для любого топологического 
пространства X обозначим через 2х семейство всех его непустых 
замкнутых подмножеств. Проверьте, что семейство &  всех мно
жеств вида
r (t/ „  U2....... Uk)=

=  [в«= 2*: В  с  Д  Ut и В^\и1ф  0 , i=  1, 2....... fcj,
где U1, U2, ..., Uк — последовательность открытых подмножеств 
пространства X, удовлетворяет условиям (В1) и (В2). Таким 
образом, это семейство 9& порождает топологию на множестве 
2х; эта топология называется топологией Вьеториса. Множество 
2х с топологией Вьеториса называется экспоненциальным про
странством пространства X.

(Ь) (Майкл [1951]). Пусть Ji(X), i =  1, 2, .. ., есть подпро
странство пространства 2х, состоящее из всех множеств мощ-оо
ности ^  i, и пусть / (X) =  [J J t (X). Пусть X  есть Грпростран-
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ство; поставим в соответствие элементу (х\, х2, . . . ,  хи)<^Х* 
точку {хи х2, . . . ,  хi } ^ J i ( X ) .  Проверьте, что тем самым опре
делено непрерывное отображение jr. X 1 -*■ Ji(X )cz  2х.

Заметьте, что для ^-пространства X  пространство J\ (X ) го
меоморфно пространству X. Покажите, что если X  есть 7Упро- 
странство, то все множества h (X )  замкнуты в пространстве 2х, 
а если X  есть ^-пространство и Л (Х )  замкнуто в пространстве 
2х, то X  есть Г2-пространство.

Установите, что если X  есть ^-пространство, то J (X) всюду 
плотно в 2х, и покажите, что d(2x) =  d {X ) для каждого беско
нечного 7>пространства X. Заметьте, что если X  есть ^-про
странство, то 2х плотно в себе тогда и только тогда, когда про
странство X  плотно в себе.

(c) Покажите, что если X  есть Гг-пространство, то отобра
жение jr. X l ^ J i ( X )  замкнуто для 1 =  1, 2, ... . Отметьте, что, 
вообще говоря, отображения ji не являются открытыми.

(d) (Майкл [1951] ). Проверьте, что отображение F, ставя
щее в соответствие каждой точке у топологического простран
ства У непустое замкнутое подмножество F(y) топологического 
пространства X, есть непрерывное отображение пространства У 
в экспоненциальное пространство 2х в том и только том случае, 
если F  полунепрерывно и сверху, и снизу (см. задачу 1.7.17).

(e) (Майкл [1951]). Покажите, что 2х всегда является 
^-пространством и если X  есть 7Упространство, то и 2х есть 
^-пространство, но не наоборот. Докажите, что для 7г про- 
странстваХ экспоненциальное пространство 2х хаусдорфово (ре
гулярно, или, что равносильно, вполне регулярно) в том и 
только том случае, если X  — регулярное (нормальное) про
странство (ср. с замечанием к задаче 3.12.26(a)).

(f) (Иванова [1955] ). Докажите, что экспоненциальное про
странство 2N не является нормальным.

Указание (Кислинг [1970] ). Разложите N в объединение 
N\{jN2\ где N\f]N2 =  0  и \N\ \ — |N2\ =  Для /==1, 2 вы
берите взаимно однозначное отображение fi множества N на Ni 
и проверьте, что {fi (A )U f2(N \ A ):  A a N }  — замкнутое подпро
странство пространства 2*, гомеоморфное пространству £(с).

Многозначные отображения I I (см. задачи 1.7.17 и 3.12.27)
2.7.21 (Куратовский [1963]). Докажите, что Ti-пространство 

X  нормально в том и только том случае, если, сопоставляя каж
дой паре (Л, В)<= 2х X  2х пересечение А П В  <= X, мы определяем 
полунепрерывное сверху многозначное отображение (на 2х рас
сматривается топология Вьеториса).

13 Зак. 697



Глава 3

КОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Компактные пространства, изучение которых является глав
ной целью этой главы, составляют один из наиболее важных 
классов топологических пространств. Они определяются как 
пространства, каждое покрытие которых открытыми множе
ствами содержит конечное подпокрытие. Класс компактных про
странств содержит все ограниченные замкнутые подмножества 
евклидовых пространств, и оказывается, что многие хорошо из
вестные свойства таких подмножеств в действительности явля
ются свойствами всех компактных пространств. В § 3.10 изу
чаются три класса пространств, тесно связанные с классом 
компактных пространств. Эти классы совпадают с классом ком
пактных пространств, когда мы ограничиваемся подпростран
ствами евклидовых пространств, однако в общем случае они 
ведут себя не так хорошо, как класс компактных пространств. 
Исследование этих классов, а также класса линделёфовых 
пространств и класса вещественно полных пространств позво
ляет глубже понять роль и место компактности в общей то
пологии.

В § 3.1 дается определение компактных пространств, дока
зывается несколько простых теорем о компактности и приво
дятся некоторые примеры. В этом же параграфе вводится 
понятие сети; оно оказывается хорошим средством для доказа
тельства теорем о весе компактных пространств.

Параграф 3.2 посвящен изучению поведения компактных 
пространств при различных операциях, определенных в преды
дущей главе. В этом параграфе доказываются теорема Тихо
нова, утверждающая, что произведение компактных пространств 
является компактным пространством (один из самых полезных 
результатов общей топологии), и теорема Стоуна — Вейер- 
штрасса.

В § 3.3 обсуждаются локально компактные хаусдорфовы 
пространства и их факторпространства — так называемые k-npo- 
странства.

Компактно-открытая топология на пространствах функций, 
которой мы уже коснулись в § 2.6, обсуждается в § 3.4. В по
следней части этого параграфа рассматриваются теоремы типа
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теоремы Асколи, дающие необходимые и достаточные условия 
компактности множеств в пространствах функций.

Параграф 3.5 посвящен компактификациям. В семействе 
Ф (Х )  всех компактификаций тихоновского пространства X  
определяется порядок; доказывается, что относительно этого 
порядка в ^ (Х )  есть все точные верхние грани. Оказывается, 
существование точных нижних граней в ^ (Х )  равносильно ло
кальной компактности пространства X.

В § 3.6 изучается расширение Стоуна — Чеха $Х простран
ства X  — наибольший элемент семейства X ), а также расши
рение Волмэна соХ — аналог расширения $Х, определенный для 
всех 7>пространств.

Совершенные отображения определяются и изучаются в §3.7. 
Мы показываем, что этот важный класс отображений хорошо 
ведет себя относительно операций над отображениями и что 
многие топологические свойства сохраняются такими отображе
ниями в сторону образа и в сторону прообраза.

Последние четыре параграфа имеют несколько более спе
циальный характер. Параграф 3.8 посвящен линделёфовым 
пространствам. В § 3.9 изучаются пространства, полные по 
Чеху. Среди прочих вещей мы показываем, что для таких про
странств и, в частности, для локально компактных хаусдорфо- 
вых пространств имеет место теорема Бэра о категории. В § 3.10 
рассматриваются три класса пространств, связанные с классом 
компактных пространств, а именно: счетно компактные, псевдо- 
компактные и секвенциально компактные пространства. Мы при
водим несколько примеров (в которых участвует расширение 
Стоуна — Чеха), чтобы продемонстрировать, что ни один из 
этих трех классов не ведет себя по отношению к операциям так 
же хорошо, как класс компактных пространств. В частности, 
произведение двух счетно компактных (псевдокомпактных) про
странств не обязательно счетно компактно (псевдокомпактно). 
Вещественно полные пространства, которые имеют некоторые 
применения в функциональном анализе, изучаются в § 3.11.

3.1. КО М П АКТН Ы Е ПРОСТРАНСТВА
Напомним, что покрытием множества X  называется такое 

семейство его подмножеств, что U As — X. В случаеseS
когда X  — топологическое пространство, это покрытие назы
вается открытым (замкнутым) покрытием пространства X , если 
все множества As открыты (замкнуты). Мы говорим, что покры
тие $  =  {B t }t(=T является измельчением другого покрытия

— {A s} s<=s того же множества Х у если для каждого t<=T су
ществует такое s ( t ) ^ S t что B tcz A S(t). В этом случае мы гово

13*



рим также, что Я  вписано в Покрытие ^ / =  { ^ } seS, мно
жества X  является подпокрытием покрытия ^  =  {Л5}5еЕ5 мно* 
жества X , если S ' сг S и Л ' =  As для всех s ^ S ' .  В частности, 
каждое подпокрытие является измельчением.

Топологическое пространство X  называется компактным, если 
каждое его открытое покрытие содержит конечное подпокрытие,
т. е. если для каждого открытого покрытия {^s}se5 простран
ства X  существует конечное множество {s i, s2, s^ }c :S , та
кое, ЧТО X  =  Usx U •••

Семейство ST — {F s}S€bS множеств называется центрирован
ным, если SF Ф 0  и F S l fl • • * ф  0  для каждой конечной 
системы si, . . . ,  $k^ S.

3.1.1. Теорема. Пространство X компактно в том и только том 
случае, если каждое центрированное семейство замкнутых мно
жеств в X  имеет непустое пересечение.

Доказательство. Пусть X  — компактное пространство и 
{F s} ssS — семейство замкнутых в X  множеств, такое, что П FsseS
пусто. Рассмотрим открытые множества US =  X \ F S. Так как

U us=  U ( X \ F S) = X \  П Fa =  x,
s e S  s e S  s ^ S

семейство {Us}s<= s является открытым покрытием пространства 
X. Но пространство X компактно. Значит, покрытие {(/s}sgS со
держит конечное подпокрытие Usk}- Следовательно, 

k k k 

х =  Q U ; =  U ( X \ F*i) =  X \  П Pst,
г=1 1 i = l  4 i = l  1

k

откуда вытекает, что f] F s. =  0 . Таким образом, если семей-
1

ство { f j } seS замкнутых в X  множеств центрировано, то
П Р'Ф0.

SE S

Доказательство компактности пространства, в котором все 
центрированные семейства замкнутых множеств имеют непустое 
пересечение, предоставляется читателю. I

Следующая теорема является следствием теоремы 3.1.1.

3.1.2. Теорема. Каждое замкнутое подпространство компактного 
пространства компактно. I

Мы докажем теперь несколько теорем о компактных подпро
странствах произвольных топологических пространств.
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Из определения топологии подпространства немедленно сле
дует
3.1.3. Теорема. Если подпространство А топологического про
странства X компактно, то для любого семейства w , * s
открытых в X  множеств, такого, что А сг [J USi найдется ко-

s e S

нечное множество {su s2, . . . ,  s*} сг 5, для которого А с:
к

<= и £/v  It = l 1
3.1.4. Следствие. Пусть {F\, F 2, . F  k} ~  семейство замкнутыхk
подмножеств пространства X. Подпространство F  =  (J F t про-г=1
странства X  компактно в том и только том случае, если все 
подпространства Fi компактны. 8
3.1.5. Следствие. Пусть U — открытое множество в топологиче
ском пространстве X . Если семейство { ^ } 5б5 замкнутых под
множеств пространства X содержит по крайней мере одно ком
пактное множество (в частности, если X  компактно) и если 
Р) F s cz U, то существует конечное множество {$ь $2, . •., cz

S k
cr 5, такое, что П/^.сгС/.

Доказательство. Пусть множество компактно. Заменив 
пространство X  его подпространством F s0, множество С/ множе
ством t/ fl/ч  и семейство семейством {F SoПZ7 е s* мы 
сведем нашу задачу к случаю компактного пространства. Зна
чит, можно предположить, что пространство X  компактно. При
менив теорему 3.1.3 к множествам A = X \ U  и Us — X \ F S, мы 
получим конечное множество {$ь . . . ,  5 * }с :5  с нужным свой
ством. I

3.1.6. Теорема. Если А — компактное подпространство регуляр
ного пространства X , то для каждого замкнутого множества 
В  с: Х \ А  найдутся открытые множества U, V cz X , такие, что 
Л с [/ , B c z V  и U П V =  0 .

£слм, кроме того, S  является компактным подпространством 
пространства X, то достаточно предполагать X  хаусдорфовым 
пространством.

Доказательство. Так как пространство X  регулярно, то для 
каждого х ^ Х  найдутся открытые множества Ux, F* cz X, та
кие, что
(1) xezUx, B a V x и Ux[]Vx =  0 .
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Ясно, что Л с  (J Ux; поэтому, в силу 3.1.3, существует конеч-
х ^  А

k

ное множество {хи х2у xk}c z A , такое, что Л с= (J £/*..
k  l ~k

Легко проверяется, что множества U = [J Ux. и V =  [} VXf
i= \  1 t=l *

обладают нужными свойствами.
Заметим, что, когда множество В одноточечно, в доказатель

стве первой части теоремы используется только хаусдорфовость 
пространства X . Если В  является компактным подпространством 
пространства X , то для каждого х ^ А  мы получаем открытые 
множества UXy У* с: X, удовлетворяющие условию (1), приме
нив предшествующее замечание к компактному подпространству 
В  и одноточечному множеству {х}, I
3.1.7. Теорема. Если А — компактное подпространство Тихонов- 
ского пространства X , то для каждого замкнутого множества 
В  а  Х \ А  найдется непрерывная функция f: X —>-/, такая, что 
f(x) =  0 при всех х б Л  и f(x) — 1 при всех ^ е В .

Доказательство. Для каждого х е Л  существует функция 
fx: Х->/, такая, 4ro fx(x) =  0 n fx(B )c z { l } .  Так как Л с  
с  JJ / ;‘ ([0, 1/2)), то, в силу 3.13, найдется конечное множество

х ^  А
k

{xi,x2, X k }c iA , такое, что А с= [J /“ ’ ([О, 1/2)). Функция
( =  1 i

g : X-»-/, определенная следующим образом:
g (х) =  min (fXi (х), fXa(x), fXk(x))>

удовлетворяет включениям
Ле=я-Ч[ 0, 1/2)) и g (B )  с {1 } .

Легко проверяется, что функция f: Х->-/, определенная форму
лой f(x) — 2 max (g (x ) — у ,  0̂  , обладает нужными свой
ствами. I
3.1.8. Теорема. Каждое компактное подпространство хаусдор- 
фова пространства X является замкнутым в X  множеством.

Доказательство. Пусть Л — компактное подпространство про
странства X. В силу второй части утверждения 3.1.6, для каж
дого х е  Х \ А  найдется открытое множество V <z: X, такое, что 
х е  V и Л f\V =  0 .  Значит, множество Х \ А  открыто в X. I  

Из второй части утверждения 3.1.6, взятой вместе с 3.1.2, 
следует
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3.1.9. Теорема. Каждое компактное хаусдорфово пространство 
нормально. 1

В следующих трех теоремах рассматриваются свойства не
прерывных отображений компактных пространств.
3.1.10. Теорема. Если компактное пространство X непрерывно 
отображается на пространство У, то У — компактное простран
ство.

Иными словами, непрерывный образ компактного простран
ства компактен.

Доказательство. Пусть {^s}s e $ “  открытое покрытие про
странства У. Семейство {f~ l (Us)}S€=s является открытым по
крытием пространства X. Значит, существует конечное множе
ство {sь 52, . . . ,  5*} сг  5, такое, что

r l {USl) u r l (Us2){) .. . u r l (uSk)=x, 
а отсюда следует, что US{ U L\USk =  Y. I
3.1.11. Следствие. Если f: А'->У — непрерывное отображение 
компактного пространства X  в хаусдорфово пространство У, то 
f (A )= f (A )  для каждого AczX . ____

Доказательство. Так как / непрерывно, f (A )a f (A )  в силу 
предложения 1.4.1. Обратное включение вытекает из определе
ния замыкания и из теорем 3.1.2, 3.1.10 и 3.1.8. I  

Из последнего утверждения сразу следует
3.1.12. Теорема. Каждое непрерывное отображение компактного 
пространства в хаусдорфово пространство замкнуто. S

Из 3.1.12 и 1.4.18 мы получаем следующую важную теорему 
(см. задачу 3.12.5(e)):
3.1.13. Теорема. Каждое непрерывное взаимно однозначное ото
бражение компактного пространства на хаусдорфово простран
ство является гомеоморфизмом. Я
3.1.14. Следствие. Пусть 0 \ и 02— две топологии на множестве 
X , и пусть 0\ тоньше, чем 02- Тогда если пространство (X, 0\) 
компактно, а (X , 0 2) является хаусдорфовым пространством, то

Иными словами, среди всех хаусдорфовых топологий ком
пактные топологии являются минимальными.

Доказательство. Тождественное отображение множества X  
на себя является взаимно однозначным непрерывным отображе
нием пространства (X, 0\) на пространство (X, 0 2). По тео
реме 3.1.13, это отображение является гомеоморфизмом. 1

Теперь мы дадим интересную характеристику компактных 
пространств в терминах декартовых произведений.
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3.1.15. Лемма. Если А — компактное подпространство простран
ства X и у — точка пространства У, то для каждого открытого 
множества W cz X X Y , содержащего Л X  {у}, существуют от
крытые множества U сг X и У сг Y, такие, что А X  {у} <= 
cz U X  V <= W.

Доказательство. Для каждого точка (х, у) имеет
окрестность вида Ux X  Ух, содержащуюся в W. Очевидно, 
А Х  {у} сг \ ] и хX  vxt так что по теореме 3.1.3 существует

х е  А
конечное множество {хи х2, .. . ,  х&) с: А, для которого Л X  {y}cz k k
<= U Ux, X  Vxr Легко проверяется, что множества f/=  (J UX)i = i г г  t«i *k
и V — П VX£ обладают нужными свойствами. S

3.1.16. Теорема Куратовского. Для произвольного пространства 
X следующие условия равносильны:

(i) Пространство X  компактно.
(ii) Для каждого топологического пространства У проекти

рование р: X y ^ Y ^ Y  является замкнутым отображением.
(iii) Для каждого нормального пространства Y отображе

ние р: X  X  Y У замкнуто.
Доказательство. Пусть X — компактное пространство и 77 =  

=  F c I X y .  Возьмем точку r/^ p (F ). Так как J X { # } c r  
c z (X X  y ) \ F ,  из леммы 3.1.15 вытекает, что у точки у есть та
кая окрестность V, что ( X X  V)f}F — 0. Имеем тогда p (F ) ( ]V —
— 0 , значит, p(F) является замкнутым в У множеством. Импли
кация (i)=^(ii) доказана.

Импликация (ii)=>(iii) очевидна; докажем, что (iii)=^(i). 
Пусть пространство X  обладает свойством (iii). Предположим, 
что нашлось центрированное семейство { f s} je S  замкнутых мно
жеств в X, такое, что П F s= 0 .  Возьмем точку у о ^ Х  и наseS
множестве У =  X  U {</0} рассмотрим топологию, состоящую из
всех подмножеств множества X  и всех множеств вида
{г/о} U (Fsx П П • • ■ Л Fsk) U К, где sb s2, . . . ,  sk^  S и K<=X.

Из f| Fs=  0  следует, что У является f i-пространством.
S G S

Так как каждое подмножество пространства У, не содержащее 
Уо, открыто, пространство У нормально.

Так как X  обладает свойством (iii), проекция p(F) мно
жества F =  {{х, х): является замкнутым в У 
множеством. Из включения Xczp (F )  следует, что yo^ p (F ) ,  
так как y0^ X = Y .  Значит, существует точка х0 е  X, для ко
торой (лго, уо) е  F. Для каждой окрестности U с: X  точки Хо и
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каждого s g S  имеем тогда [t/X({«/o} U^s)]n { (* ,  л;): х ^ Х }  Ф  
#  0 , т. е. U П Fs Ф  0 . Значит, Хо е  Fs при всех х е 5 ,и , следо
вательно, П Р э Ф  0  — противоречие. ■

seS

3.1.17. Замечание. Небольшое изменение в проведенном рас
суждении (см. задачу 3.12.14(a)) дает компактное простран
ство У, такое, что ш (У )^  ш (Х). Следовательно, чтобы доказать, 
что пространство X  компактно, достаточно показать, что проек
тирование/?: X X  Y-+Y замкнуто для каждого компактного про
странства У, для которого ш (У )^  W {X).

Определим теперь понятие сети и связанное с ним понятие 
сетевого веса. Оба понятия определяются для любых топологи
ческих пространств, но особенно полезными они оказываются 
при изучении классов пространств, более или менее тесно свя
занных с классом компактных пространств.

Семейство J f  ~ { M s}seBS подмножеств топологического про
странства X  называется сетью пространства X  (или сетью в X ), 
если для каждой точки х е !  и каждой окрестности U точки х 
найдется такое s е  S, что х е  M s a  U. Ясно, что каждая база 
пространства X  является сетью этого пространства, причем 
сетью особого сорта: ее элементы — открытые множества. Се
мейство всех одноточечных подмножеств пространства является 
другим примером сети. Сетевой вес пространства X  определяется 
как наименьший кардинал вида \Jf\> где J f — сеть простран
ства X. Этот кардинал обозначается через nw(X). Ясно, что для 
каждого топологического пространства X  выполняются соотно
шения nw (X) ^  w (X ) и nw (X) ^  | X  |.

Заметим, что если в X  есть сеть мощности ^  at, то в X  есть 
и всюду плотное множество мощности ^  m (см. доказательство 
теоремы 1.3.7), так что для каждого топологического простран
ства X имеем: d (X )^  nw(X).

Противоположное неравенство, вообще говоря, не верно: рас
суждая так же, как в примере 1.2.2, легко показать, что nw (K ) =  
=  с для прямой Зоргенфрея К . Таким образом, n w (K )>  d (K ) =  
~  К 0. Если X  является Г 0-пространством, то |Х| ^  ехр пхю(Х). 
Это можно доказать точно так же, как более слабое неравен
ство из 1.5.1.
3.1.18. Лемма. Для каждого хаусдорфова пространства X суще
ствует непрерывное взаимно однозначное отображение этого 
пространства на хаусдорфово пространство У, такое, что ш (У )^
<  nw(X).

Доказательство. Пусть дгга(Х)— т, и пусть J f — сеть прост
ранства X, для которой \Jf\ — m, Легко проверить, что если 
m <  К 0, то X является дискретным пространством мощности ш, 
w (X ) =  ш, и можно взять Y — X,
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Предположим, что ш ^  К 0. Обозначим через О\ топологию 
пространства X. Рассмотрим те пары (М и М 2) элементов се
мейства JF, для которых существуют непересекающиеся откры
тые множества U\9 U2^ 0 1, содержащие М\ и М 2 соответствен
но. Для каждой такой пары (Afb М 2) фиксируем некоторые 
t/i, U 2, обладающие названными свойствами. Семейство всех 
отобранных таким образом элементов топологии О\ обозначим 
через Я 0- Семейство $  всех конечных пересечений элементов се
мейства обладает свойствами ( B l ) — (В2).

Из определения сети и того факта, что (X, О i) является 
хаусдорфовым пространством, вытекает, что множество X, на
деленное топологией О2, порожденной базой является хаус
дорфовым пространством — мы обозначаем это пространство че
рез У. Так как \3$\^т9 имеем w(Y)^Z nw(X). Из включения 
0 2а 0 \  следует, что тождественное отображение множества X 
на себя является взаимно однозначным непрерывным отображе
нием пространства X на пространство Y. I

Предыдущая лемма и теорема 3.1.13 дают такой результат:
3.1.19. Теорема. Для каждого компактного хаусдорфова про- 
странства X имеем n w (X )= w (X ).  I

3.1.20. Следствие. Если компактное хаусдорфово пространство 
X обладает таким покрытием {A s}s<=s> что ш ^  при 
всех s e S  и \S\ ^  ш, то w (X )^  m.

Доказательство. Семейство U $s> где $ s есть база мощ-seS
ности ^  ш подпространства A Sy является сетью пространства X, 
и мощность этого семейства не превосходит m. 1

Заметим, что в приведенном выше следствии достаточно 
предполагать, что nw(As ш.

Из теоремы 3.1.19 вытекают две другие важные теоремы.
3.1.21. Теорема. Для каждого компактного хаусдорфова прост
ранства X имеем г^(Х)^|Х|. В
3.1.22. Теорема. Если компактное хаусдорфово пространство Y 
является непрерывным образом пространства X, то w (Y
^  w (X ).

Доказательство. Из условия (iii) теоремы 1.4.1 следует, что 
если f отображает X на У, то семейство {{(U ): V где $  —
база пространства X, является сетью пространства У. 1

Ясно, что в условиях приведенной выше теоремы выполня
ется более сильное неравенство w (Y )^ . nw(X).

Так как существуют счетные пространства без счетной базы 
(см. примеры 1.6.19, 1.6.20 или 2.3.37), предположение о ком
пактности в теоремах 3.1.19 и 3.1.21 опустить нельзя. Рас



сматривая любое отображение пространства N  на счетное про
странство без счетной базы, мы видим, что предположение о 
компактности нельзя опустить и в теореме 3.1.22. Оказывается, 
однако, что во всех этих трех теоремах компактность можно 
заменить более слабыми предположениями (см. теоремы 3.3.5,
3.7.19 и упр. 3.9.Е ).

Следующая теорема характеризует компактность в терминах 
направленностей.
3.1.23. Теорема. Пространство X компактно в том и только том 
случае, если каждая направленность в X  имеет предельную 
точки.

Доказательство. Пусть X  — компактное пространство и S =  
=  {ха, ст ^ 2 } — направленность в X. Семейство {F 0}0^ ^  где
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F a =  {x6': а<сг'}, 
состоит из замкнутых множеств и центрировано, так как 
F 0iczFo2 при a2 ^  0 j. По теореме 3.1.1 существует х е  (") F a.aeS
Точка х является предельной точкой направленности S. Дей
ствительно, если бы х не было предельной точкой для S, то 
нашлись бы окрестность U точки х и ао ^ 2 , такие, что

и п {Хо*: <г0<сг'} =  0>
и было бы х ф F Gd.

Пусть теперь X  — любое пространство, в котором каждая 
направленность имеет предельную точку. Рассмотрим любое 
центрированное семейство SF замкнутых в X  множеств. Обо
значим через 2 множество, состоящее из всех конечных подсе
мейств {F и F 2, . . . ,  Fk} семейства и для а =  {Fi, F2, •. •, F k}, 
о ' — {F[, F ' , . . . ,  F,} e  2 положим a ^  a', если F x f| F 2 П * • • П 
fl F k zd F [[\ F f2 П ••• f]/> Множество 2 направлено отношением 

Выбрав для каждого a = { F b F 2, • точку xa в 
пересечении F i f ]F 2f] ... П Fk, получаем направленность S =  
=  {xv, a ^  2} в X. Для завершения доказательства достаточно 
показать, что если х является предельной точкой для S, то х 
принадлежит всем членам семейства SF.

Пусть Fo — любой член семейства 5F. Для каждой окрест
ности U  точки .г найдется а =  {F 1, F2, • •., Fk} ^  во — F0, та
кое, что Ха е  U . Так как ха е  F\ П F 2 П • • • П F k cz F 0, имеем 
Fo П U ф  0 , откуда следует, что х е  F0, так как множество F 0 
замкнуто. В

Относящийся к фильтрам аналог доказанной выше теоремы 
звучит так:



3.1.24. Теорема. Пространство X компактно в том и только том 
случае, если каждый фильтр в X имеет предельную точку. I

3.1.25. Примеры. Дискретное пространство D(m) компактно в 
том и только том случае, если ш конечно.

Вещественная прямая и прямая Зоргенфрея не компактны: 
открытое покрытие {(— i, 0}Г=* не содержит конечного подпо
крытия.

Покажем теперь, что пространство Л (т ), определенное в
1.4.20, компактно для каждого m ^  К 0. Пусть U M S(=s — откры
тое покрытие пространства А(ш). Найдется такое s0^ S ,  что 
единственная точка накопления х0 множества Л (т )  принадле
жит USq- По определению топологии пространства Л (т )  мно
жество A (m )\ U So конечно. Пусть A (m) \  USq =  {хь х2, . xfe} 
и X i^ U s .  при i = l ,  2, . . . ,  k. Ясно, что конечное
подпокрытие покрытия {£/s}s е s.

Докажем, что каждый замкнутый интервал / = [а ,  6]с=/? 
является компактным пространством. Возьмем любое открытое 
покрытие {Us}S(=s пространства /. Пусть Л — множество всех 
х е  /, таких, что отрезок [а, х] содержится в объединении ко
нечного числа членов семейства {^s}5eEiS* Достаточно показать, 
что множество / \Л  пусто.

Предположим, что / \ Л  Ф  0 , и обозначим через Хо точную 
нижнюю грань множества /\Л . Ясно, что х0 е  /\Л . Суще
ствует s0e S ,  для которого x0e t / Jo. Легко видеть, что а <С х0; 
поэтому для некоторого у ^ [а ,  хо) выполняется включение 
(у, хо] с= USo- По определению хо имеем у ^ А .  Значит, [а, y]cz 

k
<= U u .t для некоторых s\, s2, ... ,  sk е  S. Следовательно,i = 1 k
[a, x0] c: (J Us. — мы получили противоречие, i

г = 0

3.1.26. Пример. Рассмотрим на плоскости R 2 две концентричные 
окружности Ci =  { (х, y )(= R 2: х2 +  у2 =  i}, где / =  1, 2, и их 
объединение X  =  С\ U С2. Отображение проектирования окруж
ности Ci на окружность С% из точки (0, 0) будет обозначаться 
через р. На множестве X  будет определена топология с помощью 
системы окрестностей {$ (z )}z^x' А именно, положим <M(z) — 
=  {U j(z )}°11 при 2 g C i  и $ ( z) =  { {г } }  при г С2, где Uj =
— Vt U p (V f\ {z } ) и Vf является дугой длины 1// окружности 
С\ с серединой в точке г. Легко проверяется, что семейство

обладает свойствами (ВР1 )— (ВР4). Значит, по 
предложению 1.5.2, множество X  вместе с топологией, порожден
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ной семейством {$ {z )}z^ x> является хаусдорфовым простран
ством.

Пространство X  называется двойной окружностью Алексан
дрова.

Подпространство С2 cz X  является дискретным простран
ством мощности с; оно открыто и всюду, плотно в X. Подпро
странство Ci сг X  является окружностью S 1 единичного радиуса 
с обычной топологией. Оно компактно, так как S 1 является не
прерывным образом компактного пространства /.

Покажем теперь, что пространство X  компактно. Пусть 
{£А}5(=5— какое-нибудь открытое покрытие пространства X. Не 
теряя общности, можно предполагать, что множества Us явля
ются членами определенной выше системы окрестностей. Так 
как подпространство С\ компактно, найдется конечное множе
ство {si, 52, .. . , 5&} CZ S, ДЛЯ которого
(2) Ci с: Usx U £Л2 U . . .  U Ush.

Если мы отбросим те из стоящих справа в этом соотношении 
множеств, которые одноточечны, включение будет по-прежнему 
выполняться. Значит, можно считать, что US{ =  U\t (г*), где 
zt е  Ci при £ =  1,2, ..., k. Таким образом,

Х \ {р ( г 1), р(г2\ р (гк)} cz USl U Us2 U . . .  U Usk.

При i =  1,2, .. . ,  k выберем так, чтобы было p (2 .) e  Us'.
Ясно, что семейство Ш  является конечным подпо-
крытием, выбранным из семейства {U s} s<=s> и это доказывает, 
что X  компактно.

Легко проверяется, что С2 не является fo-множеством в Х\ 
следовательно, пространство X  не совершенно нормально. С дру
гой стороны, нетрудно установить, что X — наследственно нор
мальное пространство. Пространство X  удовлетворяет первой 
аксиоме счетности, но не удовлетворяет второй аксиоме счет
ности— оно даже не сепарабельно.

Легко строится непрерывное отображение пространства X  на 
пространство А (с): достаточно как-нибудь взаимно однозначно 
отобразить множество С2 на множество всех изолированных то
чек пространства А (с), а всю окружность Ci отобразить в точку 
накопления пространства А (с). Это показывает, что аналогичное 
теореме 3.1.22 утверждение, относящееся к характеру, не 
верно. I
3.1.27. Пример. Пусть № — м н ож ество всех ординалов, меньших 
(или равных) первого несчетного ординала а>ь Множество W 
вполне упорядочено естественным упорядочением < . Рассмот
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рим топологию на W , порожденную базой Ш, состоящей из всех 
интервалов вида (у, х] =  { z e f :  у <  г ^  х}, где у <  х ^  coi, и 
одноточечного множества {0}, где 0 — порядковый тип пустого 
множества. Легко видеть, что W является хаусдорфовым про
странством.

Докажем, что пространство W компактно. Пусть {Us}s€= s — 
открытое покрытие пространства W и А — множество всех 
x E f ,  таких, что отрезок [0, л:] содержится в объединении ко
нечного числа членов семейства {Us}S(=s' Достаточно показать, 
что множество W \ A  пусто.

Предположим, что W \ A  Ф  0 , и обозначим через хо наимень
ший элемент множества № \Л . Существует S o e S , такое, что 
xQ е  t/v  Как легко видеть, 0 <  х0. Значит, найдется у е  [0, хо)*
для которого (у, хо] е  US(t- По определению х0 имеем у ^ А .k
Следовательно, [0, у\ cz (J Us{ для некоторых Si, s2, ..., s^ e S .

k
Заключаем отсюда, что {0, х0] с= (J USf — получили противо-t= о 1
речие.

Рассмотрим теперь подпространство WQ — B7\{o>i} простран
ства W. Пространство Wо нормально. Более того, каковы бы ни 
были непересекающиеся замкнутые подмножества Л, В  про
странства W0, их замыкания А и В  в пространстве W не пересе
каются. Это следует из того, что самое большее одно из мно
жеств А и В  может быть конфинально W0. Действительно, если 
бы Л и В оба были конфинальны Wo, мы могли бы определить 
по индукции две последовательности ах, а% ... и bь Ь2, счет
ных ординалов, удовлетворяющих условиям

at <  bi <  cti+\ и аг-еЛ , bi €= В  при i=  1, 2, ... .
Так как никакое счетное множество не конфинально W0, мно
жество С всех элементов множества Wo, больших чем каждое щ 
и каждое bi, было бы не пусто, — а это невозможно, так как 
наименьший элемент множества С тогда принадлежал бы А[\В, 
что легко проверяется.

Из сказанного выше можно вывести (см. теорему 3.2.1 или 
следствие 3.6.4), что каждая непрерывная функция f: W o ^ I  
продолжается на W. Оказывается, можно утверждать нечто боль
шее: для каждой непрерывной функции /: W0-+I найдется орди
нал л;0 <  со*, такой, что f{x) — f(x0) при всех х ^ х 0) — т. е. /, 
начиная с некоторого члена, является константой.

Достаточно показать, что для каждого целого положитель
ного числа i найдется Xi е  Wo, такое, что \f(x) — f(x i)\< il/ i 
при всех х ^  Xi. Действительно, легко проверить, что любое х0, 
большее чем все х/, будет обладать требуемым свойством.
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Предположим, что для некоторого i и каждого х е  WQ можно 
найти x ' ^ W qj такое, что | f(x ) — 1 /i и х '^  х. Это по
зволяет нам определить по индукции две последовательности 
а и • • • и b 1, Ь2у ... счетных ординалов, удовлетворяющих 
условиям

а/ <  bj <  a/+i и — /(ft/) 1А ПРИ / = 1 , 2 , . . . .
Оказывается, однако, что существование таких последователь
ностей входит в противоречие с непрерывностью f. В самом деле, 
пусть с — наименьший ординал, больший, чем все а* и все b 
Имеем с е  \F0, и, как легко проверяется, каждая окрестность 
элемента с содержит почти все члены обеих последователь
ностей. Так как множество — 1/2i, f(c )+  1/20) содер
жит самое большее одну из точек <2/, Ь}- при каждом /= 1 ,2 , 
это множество не является окрестностью точки с.

Множество F  всех счетных предельных ординалов замкнуто 
в Wq. Так как не существует непрерывной функции f: Wq-+I, 
такой, что F  =  f~l (0), из теоремы Веденисова следует, что про
странство Wo не совершенно нормально. Значит, и пространство 
W  не совершенно нормально. С другой стороны, можно пока
зать (см. задачи 3.12.3(c) и 2.7.5(c)), что W является наслед
ственно нормальным пространством. Пространство Wo удовле
творяет первой аксиоме счетности; пространство W не имеет 
счетной базы в точке со* — в действительности W даже не яв
ляется секвенциальным пространством.

Как читатель несомненно заметил, топологии, рассмотрен
ные на W и на W0f так же как и естественные топологии на R 
и /, тесно связаны с естественными линейными упорядочениями, 
определенными на этих множествах. Подобным образом можно 
определить некоторую топологию на каждом линейно упорядо
ченном множестве. Топологические пространства, так получен
ные, образуют интересный класс линейно упорядоченных про
странств (см. задачи 1.7.4, 2.7.5, 3.12.3, 3.12.4, 3.12.12(f), 5.5.22, 
6.3.2 и 8.5.13(j)). 1
3.1.28. Пример. Мы покажем сейчас, что канторово множество 
D гомеоморфно некоторому подпространству вещественной 
прямой. Рассмотрим множество С всех вещественных чисел сег
мента /, в троичном разложении которых не встречается 1, т. е. 
множество всех чисел вида

Любой элемент х множества С представйм в виде (3) един
ственным образом. Значит, полагая f (x )= {x i } t мы получаем 
взаимно однозначное отображение f множества С на простран-

оо

(3) где хi е  {0, 1} при i — 1 , 2 , . . . .
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ство D Из 2.3.6 следует, что f непрерывно относительно топо
логии подпространства пространства R на С. По теореме 3.1.13, 
чтобы установить, что f является гомеоморфизмом, достаточно 
показать, что пространство С компактно. Последнее следует, од-оо
нако, из равенства С =  [~] F it где Fi — подмножество отрезка /,г=1
состоящее из всех чисел, в троичном разложении которых в /-м 
разряде (при всех / ^ / )  стоит не единица. Действительно, все 
множества Ft замкнуты. Легко видеть, что множество Л  полу
чается из / удалением «среднего» интервала (1/3, 2/3), мно
жество F 2 получается из F i удалением «средних» интервалов 
(1/9, 2/9) и (7/9, 8/9) из двух сегментов, составляющих F ь 
и т. д.

Из сказанного выше следует, что канторово множество 
компактно. В следующем параграфе мы покажем, что канторов 
куб Dm компактен при каждом т  ^  К 0 (см. теорему 3.2.4). 1 

В заключение параграфа приведем важную теорему, из ко
торой следует, в частности, что мощность каждого компакта1) 
с первой аксиомой счетности не превосходит с (см. задачи 
3.12.11(d) и 3.12.10(a)).
3.1.29. Теорема. Для каждого бесконечного компакта X  имеем 
\Х\^ехрХ(Х).

Доказательство. Пусть X  — бесконечный компакт и % (Х )= щ . 
Ясно, что т  ^  К 0. Для каждого х е !  возьмем базу $ (х )  про
странства X  в точке х, такую, что \$(х) | ^  ш.

Пусть т — наименьший начальный ординал мощности, боль
шей чем щ; этот ординал т регулярен. По трансфинитной индук
ции будет определена трансфинитная последовательность F 0t 
F\t . . . ,  F a, а С  т, замкнутых подмножеств пространства
X , такая, что для каждого а <  т

(4) |/7a i< 2 m, F pc F a при р < а
и
(5) для каждого конечного подсемейства °U семейства

U |^ (x ): если

Х \ \ )< Ы Ф 0 ,  то F a \ U ^ ^ 0 .

Предположим, что ао =  0 или что а0 >  0 и множества F a, 
удовлетворяющие условиям (4) и (5), определены для всех

1) Компактами мы именуем компактные хаусдорфовы пространства.—
Прим. перев.
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Я  =  х е  U М *
I а < а 0 J

В  =  {°U  cz \<U\ конечно и Х \ [ }  < и ф 0 }.

Ясно, что | J ? | ^ 2 m и | J8 |^ 2 m. Обозначим через В  множе
ство, которое получается, если для каждого ° U ^ B  выбрать 
точку из дополнения к U ^ . Очевидно, | В  | ^  2т . В силу второго 
неравенства теоремы 1.5.3, мощность множества F a<} =  B  U |J F a

a < a 0
не превосходит 2Ш, так что условия (4) и (5) при а  =  а0 вы
полняются.

Для завершения доказательства достаточно показать, что 
объединение F =  U /^совпадает с X. Так как ординал т ре-

а < т
гулярен, из второй части условия (4) следует, что для каждого 
множества A cz F  мощности,__не большей чем ш, найдется a <  т, 
такое, что Л с: Fa. Значит, Л с  с  F, а отсюда и из % (Х )= ш  
следует, что множество F  замкнуто в X. В частности, простран
ство F  компактно.

Предположим теперь, что существует точка у ^  X \ F t и для 
каждого x e F  выберем 1)х^  к (х ) ,  для которого y ^ U x. Най
дется конечное подсемейство °11 семейства {Ux}X(=F, такое, что 
F cz U Ш, и найдется ординал а <  т, для которого °U сг 
U (# (*): [J М .  Значит,X\\}<U Ф  0 , а /У\1Ж = 0, что ̂ 3<а >
противоречит (5). Я

3.1.30. Следствие. Если компакт удовлетворяет первой аксиоме 
счетности, то его мощность не превосходит с. 1

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Зарождение понятия компактности связано с теоремой Бо- 
реля (доказанной в 1894 г.), утверждающей, что каждое счетное 
открытое покрытие замкнутого интервала содержит бесконечное 
подпокрытие этого интервала, и с наблюдением Лебега, что это 
остается верным и для любого открытого покрытия замкнутого 
интервала (в [1903] Борель распространил этот результат 
(в формулировке Лебега) на все замкнутые ограниченные под
множества конечномерных евклидовых пространств). Когда об
щая топология была еще в пеленках, за основу при определении 
новых классов пространств часто принимали различные свой
ства отрезка I  или вещественной прямой R: брали класс всех 
пространств, обладающих таким свойством. По этой схеме были

а <  а 0. Положим

14 Зак . 697
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определены классы сепарабельных, компактных, полных и связ
ных пространств. Сначала этим методом выделяли классы ме
трических пространств, затем определения были распространены 
на топологические пространства. Иногда свойства, равносильные 
в классе метрических пространств, после распространения на 
топологические пространства приводили к разным классам про
странств (см., например, теорему 4.1.15), и не сразу было ясно, 
какой из этих классов являлся правильным обобщением. Так 
произошло с компактностью: некоторое время были сомнения, 
является ли правильным расширением класса компактных ме
трических пространств класс компактных пространств, класс 
счетно компактных пространств или класс секвенциально ком
пактных пространств (см. § ЗЛО). Сейчас совершенно ясно, что 
таким классом является класс компактных хаусдорфовых про
странств (компактов). Этот класс хорошо себя ведет по отноше
нию к операциям над топологическими пространствами, наибо
лее часто встречается в приложениях и приводит к самым инте
ресным задачам.

Понятие (регулярного) компактного пространства было вве
дено Вьеторисом в [1921]. Данное им определение сходно с усло
вием, которое фигурирует в теореме ЗЛ.23. В той работе Вьето- 
рис доказал теоремы 3.1.1, 3.1.8 и 3.1.9. Понятие компактного 
хаусдорфова пространства (аналогично определенное) появи
лось ранее в работе Янишевского [1912]; в этой работе, однако, 
нет результатов об этом классе пространств. (Рисс утверждает 
в [1908], что каждое центрированное семейство ограниченных 
замкнутых подмножеств евклидова пространства имеет непустое 
пересечение.) Эквивалентность некоторых топологических 
свойств условию Бореля — Лебега, определяющему компактные 
пространства, была доказана Куратовским и Серпинским в 
[1921] и Саксом в [1921], но они не рассматривали класс ком
пактных пространств. Данное здесь определение компактности 
было сформулировано П. С. Александровым и П. С. Урысоном 
в [1923]. Они определили класс компактных хаусдорфовых 
пространств совершенно независимо от Вьеториса и осуществили 
глубокий анализ понятия компактности в важной работе [1929] 
(основные определения и результаты были объявлены в [1923] 
и [1924]). В частности, их работа содержит теоремы ЗЛ.1, 3.1.2,
3.1.3, 3.1.8 и 3.1.9. Теоремы 3.1Л0, 3.1.12 и 3.1.13 были доказаны 
П. С. Александровым в [1927] (объявлены в [1925] ).

Теоремы ЗЛ.6 и 3.1.7 свидетельствуют о достаточно общей, но 
несколько туманной закономерности, обычно выражаемой фра
зой: «компактные множества ведут себя как точки» (см. тео
ремы 3.2.10 и 3.3.2). Куратовский доказал в [1931], что в классе 
метрических пространств проекции параллельно компактному 
пространству являются замкнутыми отображениями. Это
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утверждение было распространено на топологические простран
ства Бурбаки [1940], а Мрувка заметил в [1959], что данное 
свойство характеризует компактные пространства.

Сети были введены Архангельским в [1959], где теорема
3.1.9 была установлена; наше доказательство этой теоремы осно
вано на работе Голштынского [1966а]. Теорема 3.1.21 легко 
следует из ранних результатов П. С. Александрова (см. 
упр. 3.1.F (a )) .  Теорема 3.1.22 была доказана П. С. Алексан
дровым в [1939]. Двойная окружность Александрова была опре
делена в работе Александрова и Урысона [1929]. Теорема 3.1.29 
была доказана Архангельским в [1969а]; она решает известную 
проблему общей топологии, которой занимались около 50 лет. 
Наше доказательство взято из работы Р. Поля [1974] (оно тесно 
связано с доказательством, данным Пономаревым в [1971] ); 
аналогичное доказательство содержится в работе Шапировского
[1974]; оглядываясь сейчас назад, мы видим, что идея доказа
тельств Поля и Шапировского содержалась в оригинальном рас
суждении Архангельского.

Кроме многих важных теорем глава 3 содержит ряд при
меров, имеющих основополагающее значение для общей тополо
гии. Не все они рассматриваются в основном тексте книги. При
меры, намеченные в упр. 3.1.1, 3.2.Е, 3.6.1(a) и 3.10.С, а также 
примеры в задачах 3.12.18 и 3.12.19 заслуживают особого вни
мания читателя.

УПРАЖНЕНИЯ

3.1.А. Покажите на примерах, что теоремы 3.1.8, 3.1.9, 3.1.12,
3.1.13, 3.1.19, 3.1.21 и 3.1.22 перестают быть верными, если в 
них вместо компактных хаусдорфовых пространств говорить о 
компактных Грпространствах.

3.1.В. Докажите, что каждое компактное подпространство 
прямой Зоргенфрея счетно.

Указание. Примените теорему 3.1.13,
3.1.С. Непрерывное отображение f: Х~> Y пространства X  на 

пространство Y называется неприводимым, если f(A)=£Y  для 
каждого собственного замкнутого подмножества А простран
ства X.

(a) Покажите, что для каждого непрерывного отображения 
/: X-+Y  пространства X  на пространство Y с компактными про
образами точек существует замкнутое подпространство Х 0 с: X, 
такое, что f(X o )= Y  и отображение f\X0: X q-^Y  неприводимо 
(см. задачу 5.5.12).

Указание. Примените лемму Куратовского — Цорна.
(b ) Проверьте, что каждое неприводимое открытое отобра

жение хаусдорфова пространства является гомеоморфизмом, и 
заметьте, что это не верно для отображений 7Упространств.

14*
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(с) Заметьте, что если множество всех одноточечных прооб
разов при непрерывном отображении f: X->Y  пространства X  
на пространство Y всюду плотно в X, то / неприводимо. Приве
дите пример неприводимого отображения f: Х->У компакта X  
на компакт У, при котором нет одноточечных прообразов 
точек.

3.1.D. Покажите с помощью теоремы Куратовского, что ото
бражение f пространства X  на компакт У непрерывно в том и 
только том случае, если график отображения / является замкну
тым в X X  У множеством (см. упр. 2.3.С(Ь)).

3.1.Е (Архангельский [1965], Чобан [1967]). (а) Докажите, 
что если подмножества А\ и А2 пространства X  таковы, что 
А\ <= Л2 и для каждого замкнутого в А2 множества F cz А2\ А Х 
существуют непересекающиеся открытые множества в X, содер
жащие соответственно А\ и F, то %(А\, Х ) ^ % ( А ь А2)% (А2у X )  
(см. теорему 3.1.6 и упр. 3.8.В).

Выведите отсюда, что для компактных подмножеств F i и F 2 
хаусдорфова пространства X, таких, что F\ a  F2t всегда 
% ( F u X ) ^ % ( F u F2) %(F2iX).

Указание. Пусть ш =  %{А\, А2)%(А2у X )  и {^ s }s e sr 
{ W t} t(EET— базы множества А 2 в X  и множества А\ в А 2 соответ
ственно, причем |S| ^  m и |7|^га. Для каждого t ^ T  возь
мите непересекающиеся открытые множества Gt} H t cz X, такие, 
что A \ d  Gt и A2W t  cz Ht, и проверьте, что множества Ut,s =  
=  Gt П Ws составляют базу множества А\ в X.

(Ь) Хаусдорфово пространство X  называется пространством 
точечно счетного типа, если для каждой точки jc g X  найдется 
компактное множество F (x )czX , такое, что x ^ F ( x )  и 
5 c (F (* ),X )< K 0.

Заметьте, что компакты и хаусдорфовы пространства с пер
вой аксиомой счетности являются пространствами точечно счет
ного типа. Докажите, что замкнутые подпространства и Gs-под
пространства пространства точечно счетного типа являются про
странствами точечно счетного типа. Приведите пример нормаль
ного пространства, не являющегося пространством точечно счет
ного типа; обратите внимание на то, что свойство быть простран
ством точечно счетного типа не является наследственным (мож
но применить теорему 3.2.4).

3.1.F. (а) (П. С. Александров [1924а]). Псевдохарактер 
^-пространства X  в точке х определяется как наименьший кар
динал вида \°и\, где Ш — семейство открытых в X  множеств, 
такое, что П Ш =  {х}; этот кардинал обозначается через ij>(x, X ). 
Псевдохарактер Ti-пространства X определяется как супремум 
всех кардиналов ^(х, X ), где х е Х ;  обозначается этот кардинал 
через ^ (Х ).
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Заметьте, что i|)(x, X) и гр(A)s^;/ (А ) для каждого
Ti-пространства X  и любого х е !  Докажите, что если X — ком
пакт, то гр(х, Х )= х (х , X)  для всех х е  А и if (A )= % (A ).

Убедитесь, что отсюда следует теорема 3.1.21. Покажите, что 
гр (А )^  ехр d(X) для каждого хаусдорфова пространства X (см. 
теорему 1.5.6).

(b) Для любого хаусдорфова пространства X  обозначим че
рез h(X) наименьший кардинал ш, такой, что, какова бы ни была 
точка x e l ,  найдется компакт F (x )c i А' со свойствами: х е  F(x)  
и %(F(x), А ) ^ т .  Таким образом, хаусдорфово пространство X  
является пространством точечно счетного типа (см.упр.ЗЛ.Е(Ь)) 
в том и только том случае, если h (X )^ . К 0.

Докажите, что х (^ )= 'Ф  Для каждого хаусдорфова
пространства А.

(c) Заметьте, что если хаусдорфово пространство X  допу
скает открытое отображение на хаусдорфово пространство К, то 
h (Y )^Zh (А), и что для замкнутых отображений это не обяза
тельно так (см. упр. 3.7.F(b)).

(d) Покажите, что | А| ^  exp[d(A) г|э (А )], если пространство 
А регулярно. Проверьте, что здесь не достаточно требовать хаус
дорфовости вместо регулярности.

Указание. Имея в виду, что d (/с) =  к 0, определите хаусдор- 
фово пространство А мощности 2е, со счетным всюду плотным 
множеством А изолированных в А точек, такое, что подпростран
ство А \ Л  дискретно.

3.1.G. Пусть А — компакт, А, =  АХ{* }> где i== 1, 2, и 
Д (А )= А !и А 2. В обобщение примера 3.1.26 определите на 
А (А ) топологию компактного хаусдорфова пространства таким 
образом, чтобы Х х было гомеоморфно А, а А2 было дискретным 
подпространством. Проверьте, что для каждого множества 
М ег А подпространство Х\\}М2 пространства А (А), где М 2 =  
=  М Х  {2 }czA 2, компактно и что при дополнительном предпо
ложении, что М  всюду плотно в А, а А плотно в себе, множество 
М 2 всюду плотно в Ai U М 2.

3.1.Н. (а) (Энгелькинг [1968]). Докажите, что дискретное 
пространство D (с) вложимо в качестве замкнутого подпростран
ства в [D (k 0)]c. Выведите отсюда, что декартово произведение 
[D (K 0)]C не нормально (см. задачу 2.7.16(a)).

Указание. Пусть Ai — отрезок / с естественной топологией, и 
пусть А2 — тот же отрезок с дискретной топологией. Для каж' 
дого t е  / определим отображение ft множества I  в дискрет
ное пространство Z )(K0) =  N ®  {0}, положив ft (t) — 0 и ft (х) =
при — 1 г  < | х — 11 ^  -г- • Проверьте, что f — A  ft является1 “Г 1 I t<=l
гомеоморфным вложением пространства А2 в пространство
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Y =  [О ( К 0)]с, и заметьте, что если у — {yt} ф  /(/) и yt =  0 для 
некоторого t е  /, то у точки у в пространстве Y есть окрестность, 
не пересекающаяся с /(/). Покажите, что если у =  { y t }^ f ( I ) ,  
то yt =  0 для некоторого t е  /; для этого рассмотрите семейство
{/_1 (U )}u&# замкнутых подмножеств пространства X it где — 
некоторая база в точке у е У .

(Ь) (Юхас [1969] ). Пользуясь тем, что существует компакт 
X , для которого |Х | =  2ш и x(*> А )= ш  при всех х е Х  (см. 
теоремы 2.3.24 и 3.2.4), покажите, что, каково бы ни было 
ш ^  К 0, дискретное пространство D (2т) можно вложить в ка
честве замкнутого подпространства в [D(m)]2Tn.

Указание. Для каждого t ^ X  возьмем базу в
точке t, где S — некоторое вполне упорядоченное множество 
мощности иг, такое, что 0 ф  5, и определим отображение ft мно- 
жества X  в дискретное пространство D ( m ) = S 0  {0}, положив 
/*(0 =  0 и (при хф 1 ) ft(x) =  s, где s — наименьший элемент в 
S, такой, что х ф  Us(t). Следуйте теперь указанию из (а).

3.1.1 (Александров и Немыцкий [1938], Маколей [1956]). 
Зададим топологию на плоскости, оставив неизменными окрест
ности всех точек (х, у), для которых у Ф 0 ,  и приняв за базу 
в точке (х, 0) семейство {{(*, 0)} (J U t (*)}Г=1’ где Ut(x)— мно
жество всех точек, лежащих внутри круга радиуса l/ i с центром 
в (х, 0), но вне двух кругов радиуса г, касающихся оси х в 
точке (х, 0).

Покажите, что полученное таким образом пространство X  со
вершенно нормально и что на множествах Х\ =  {(х, 0): x g ] ? }  
и Х 2 =  Х\Х \  топология, порожденная топологией пространства 
X, совпадает с топологией, порожденной обычной топологией 
плоскости R2. Проверьте, что d (X )=  yv(X ) =  n w (X )=  К 0 и что 
w ( X ) =  с.

3.1.J. (а) Заметьте, что если М  — подпространство простран
ства X, то nw(M)^Z nw(X).

(b) Докажите, что сетевой вес бесконечного декартова про
изведения X  = Д 1  Xs, где nw(Xs) >  1, равняется наибольшему 
из кардиналов |5| и sup {nw (Xs)}.

s e S

3.1.К. (а) Применив теорему о диагональном отображении 
и пример 3.1.28, докажите, что для каждого счетного ординала 
ос подпространство Ya =  {7: у ^  а} пространства W, определен
ного в 3.1.27, вложимо в вещественную прямую.

Заметьте, что подпространство Wо пространства W не вло
жимо в вещественную прямую.

(Ь) (Хигман и Стоун [1954], Исбелл [1964]). Пусть Уа, 
а е  Wo, — пространства, определенные в (а); рассмотрим обрат
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ный спектр S — {Xa, WQ}, где Ха — дискретное пространство, 
состоящее из всех гомеоморфных вложений пространства Уа в 
вещественную прямую, и я “ (/) =  /|Ур при f е  Х а и а, р е  
где Р ^  а. Все отображения являются отображениями «на», 
и тем не менее Hm S =  0  (см. упр. 2.5.А(Ь) и теорему 3.2.13).

3.2. О П ЕРАЦ И И  НАД КОМ ПАКТАМ И
Обсудим сначала задачи, связанные с переходом к подпро

странству. Отметим прежде всего, что компактность в классе 
хаусдорфовых пространств наследуется при переходе к замкну
тым и только таким подпространствам (см. теоремы 3.1.2 и 3.1.8).

Следующая теорема дает критерий того, что отображение в 
компакт можно продолжить.
3.2.1. Теорема. Пусть А — всюду плотное подпространство топо
логического пространства X и f — непрерывное отображение 
пространства А в компакт У. Отображение f можно непрерывно 
продолжить на X  в том и только том случае, если для каждой 
пары Ви В2 непересекающихся замкнутых в У множеств замы
кания их прообразов f~l (B\) и f~1(B 2) в пространстве X не пе
ресекаются.

Доказательство^ Пусть F : X ^ Y — продолжение отображе
ния /. Если Bi =  Bi<^Y при i =  1,2 и Bi П В 2 =  0, то

F - '(B i) =  F - ' ( B i ) при г = 1 , 2  и F - '(B l) ( )F - '(B 2) =  0 , 
так что

P J B 7) П р № )с  F-1 (ВО n F-1 (В2) =  0.
Значит, условие теоремы необходимо для того, чтобы f можно 
было продолжить.

Покажем теперь, что это условие также и достаточно. Для 
каждого х е Х  обозначим через $ (х )  семейство всех окрестно- 
стей точки х в пространстве X  и рассмотрим семейство &'(х) =  
=  {f (А Г) ^0}у <=.#<*) замкнутых множеств в У.

Так как при U u . . . ,  U k ^ $ ( x )
(1) f {A {\Ux{]U2{] . . .  n U 'd c H A n U d f )  . . .

семейство SF (х) центрировано. По теореме 3.1.1, пересечение 
/̂ (л;) =  П &~(х) не пусто для каждой точки х е  X.

Докажем, что множество F(x)  состоит ровно из одной точки; 
отсюда будет следовать, в частности, что F(x) =  {f(x)} для всех 
х е А .  Пусть y\t y2^ F ( x )  и у \ ф у 2- Найдутся ̂ окрестности V\ 
и V2 точек г/i и у2 соответственно, такие, что V\ П ^2 =  0- По
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условию теоремы тогда f~l (V2) =  0 , так что

X = W l [)W i , где Wi =  X \ T T {yd при / = 1, 2. 
Тогда x ^ W io для /о= 1 или для /0 — 2. Так как V^ П 
n f ( A \ r ' ( V O )  =  0  и множество Vi0 открыто, имеем

V t , ( ) f { A \ r l (Vit) ) = 0 ,
откуда следует, что

«>. * f ( A \ f - '  (V ,.]) =  ! (Л П 1>/,.) е  Т  <*),
и мы получили противоречие.

Поставив в соответствие точке х е Х  точку F(x),  мы опре
делим отображение F  пространства X  в пространство У, являю
щееся продолжением отображения f. Остается показать, что F  
непрерывно. Покажем, что F  удовлетворяет условию (iii) пред
ложения 1.4.1.

Пусть V — окрестность точки F(x) в пространстве У. Так как 
{F (x ) }=  f| f (A f ]U )czV ,  из 3.1.5 следует, что существует

U е  к  (х)

конечное семейство {U u U2t U;z) czЯ(х ) ,  такое, что
(2) f (A { ]U i )n f (A [\U2){ ]  ... [ ) f (A [ )U kj c  V.
Ясно, что U\ П ^2 П . ■. П Uk =  U ^ЗВ(х),  и, в силу (1) и (2), 
имеем F(x' ) е  f(A П U) cz V для каждого x ' ^ U ,  т. е. F(U)cz  
сг V. 3

Следующая теорема является следствием теоремы 3.2.1.
3.2.2. Теорема. Каждый компакт веса в ^  К 0 является непре
рывным образом замкнутого подпространства канторова куба 
Dm.

Доказательство. Пусть У — компакт веса ш. Из теоремы 2.3.26 
следует, что У гомеоморфно подпространству александровского 
куба /гт.Для простоты предположим, что У cz F™. Пространства 
F m и Dm состоят из одного и того же множества точек, и каж
дый элемент канонической базы $  пространства F m является 
открыто-замкнутым множеством в Dm, так что тождественное 
отображение h пространства D m на пространство F m непре
рывно.

Покажем, что предположения теоремы 3.2.1 будут выполне
ны, если положить A — h~x{Y), X  =  A<z:Dm и f =  h\A: А ->■ У.

Пусть Ви В 2 — любая пара непересекающихся замкнутых 
множеств в У. Существуют замкнутые множества К\ и К 2 в F m, 
такие, что В* =  У П Ki при i =  1, 2. Так как В { [\В2 =  0 , имеем
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YczFm M tfjfl/Q . Так как последнее множество открыто, для 
каждого х е  У найдется Ux е  Jf, такое, что x e f/ jec rF m\(/iCin 
П/С2).

По теореме 3.1.3, найдется конечное множество {xi, ..., Xk}cz 
cz Y, такое, что

Y с: U Xi\j U х% U . . .

Объединение U =  UX[ U Ux2 U • • • (J Uхк является открыто
замкнутым множеством в Dm, содержащим А. Значит,

X = A cz U cz Dm \ (Ki П К2).
Так как f~l (Bi) =  А Г) Ki cz A f| Ki при i — 1, 2, имеем

Г ‘ (Bi) П Г '  (В2) cz А П Kv П К2 cz [Dm \ (Кх П /С2)] Л Кх П К2 =  0

и, по теореме 3.2.1, существует продолжение F: X-+Y  отобра- 
жения /. Так как f ( A ) = Y , пространство У является непрерыв
ным образом замкнутого подпространства X  пространства Dm. 1 

Единственная наша теорема, относящаяся к операции сум
мы, такова:

3.2.3. Теорема. Сумма ф  ХЗУ где Х 5ф 0  при s еЕ S, является
компактом (компактным пространством) в том и только том 
случае, если все пространства X s являются компактами (соот
ветственно компактны) и множество S конечно.

Доказательство, Если сумма X. =  ф  X s является компакт -
5 е 5

ным пространством, то все пространства Xs компактны как 
замкнутые подпространства пространства Х у и множество S 
конечно, так как иначе открытое покрытие {X s}sgS не содер
жало бы конечного подпокрытия.

Обратно, если {X i }^ x — конечное семейство компактов
(компактных пространств), то сумма X  — Х хФ  Х 2®  . ®  Х& 
является компактом (компактным пространством) в силу тео
ремы 2.2.7 и следствия 3.1.4. I

Рассмотрим теперь операцию (декартова) произведения. Сле
дующая теорема является основной в этом отношении и одной 
из главных теорем общей топологии.
3.2.4. Теорема Тихонова. Произведение п Xs, где Xs^=0 приseS
s s 5 ,  является компактом (компактным пространством) в том 
и только том случае, если компактами (соответственно компакт
ными пространствами) являются все пространства Xs.



Доказательство. Пусть произведение X =  П  Xs является5 eS
непустым компактом. Тогда все X s — хаусдорфовы пространства 
(по теореме 2.3.11) и все Xs являются компактными простран
ствами в силу теоремы 3.1.10, так как проекция ps: X-+Xs яв
ляется непрерывным отображением пространства X на про
странство Xs.

Рассмотрим теперь произвольное семейство {Xs}s^ s компак
тов. По теореме 2.3.11, произведение X — XI Xs является хаус-5 е5
дорфовым пространством. Возьмем любое центрированное се
мейство замкнутых множеств в X. Так как центрированность 
является свойством конечного типа, из леммы Тейхмюллера — 
Тьюки (см. введение) вытекает, что семейство о содержится 
в некотором максимальном центрированном семействе мно
жеств в X.

Чтобы доказать, что П^о Ф  0> достаточно найти точку 
х ^ Х у для которой
(3) х е л  при всех А ^  Sr .

Из максимальности получаем
(4) если А и А2, . . . ,  A k ^  то А\f| . . .  f[Ak ^  8Г, 
и
(5) если AoCzX и А о[ ] А Ф 0  для каждого i e f ,

то Ао ^

Так как S '  центрировано, семейство@~s =  {Ps(A )}A(_gr также 
обладает этим свойством при всех s ^  S. Значит, для каждого 
s существует точка

XsS= П ps( A ) a X s.
A G  о?'

Пусть Ws — любая окрестность точки xs в X s. Из выписанной 
выше формулы следует, что Ws П Ps(A ) Ф  0  для всех т. е.

П А ф  0  для каждого
На основании (5) заключаем, что p~l (W s}^ S T ,  а из (4) сле
дует, что все члены канонической базы пространства X, которые 
содержат точку х =  {*s}, принадлежат семейству ST. Так как У  
центрировано, каждое А е; 2Г пересекает все члены канониче
ской базы пространства X, содержащие точку х, а это дает 
нам (3). I

Заметим, что компактность конечного произведения ком
пактов можно доказать непосредственно и проще; она выте
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кает также из теоремы Куратовского, так как для каждого 
пространства У проекция р: Х\ X  Xz X  ... X  Хм X  У -*■ У яв
ляется замкнутым отображением как композиция замкнутых 
отображений

рх' хххх2х ... х*йху^*2х*зх х**ху>
Р%: Х2Х Х ъ Х  Х Х , Х У ^ ^ з Х Х 4Х  . . .  Х Х к Х У ,
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pk: Х ,Х У -> У .
Теорема Тихонова вместе с теоремой 2.3.23 дает следующие 

две теоремы.
3.2.5. Теорема. Тихоновский куб 1т является универсальным 
(по вложению) пространством для всех компактов веса ш^  
^  Ко ■
3.2.6. Теорема. Пространство X является тихоновским в том и 
только том случае, если его можно вложить в некоторый ком
пакт. 1
3.2.7. Пример. Из теоремы Тихонова и теоремы 3.1.9 следует, 
что рассмотренное в примере 2.3.36 произведение X X  У яв
ляется нормальным пространством. Однако с помощью теоремы 
Тихонова легко получить другой пример не нормального под
пространства нормального пространства: по теореме 2.3.23, ти
хоновский куб I е содержит подпространство, гомеоморфное 
плоскости Немыцкого. В

Подмножество А я-мерного евклидова пространства Rn на
зывается ограниченным, если существует такой отрезок J  =
— [a, b]czR, что A cz J n a  Rn. Вещественная функция /, опре
деленная на топологическом пространстве X , называется огра
ниченной, если образ f(X) является ограниченным множеством 
в R .

Теорема Тихонова позволяет охарактеризовать компактные 
подмножества евклидова пространства.
3.2.8. Теорема. Подпространство А п-мерного евклидова про
странства Rn является компактом в том и только том случаеу 
если множество А замкнуто и ограничено.

Доказательство. Пусть А — компактное подпространство про
странства Rn. Из теоремы 3.1.8 следует, что множество А замк-

оо

нуто. Так как А cz (J К и  где Ki =  (—i, i ) , чК1 а  К "  при i <  /,i = 1
найдется такое to, что A cz /(,•„, а это означает, что А ограничено.

Обратно, так как для каждого I  =  [а, Ъ] пространство /Л 
является, по теореме Тихонова, компактом, каждое замкнутое
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ограниченное подпространство пространства R n есть компакт 
в силу теоремы 3.1.2. 1
3.2.9. Следствие. Каждая непрерывная вещественная функция 
на компактном пространстве ограничена и достигает своих наш 
большего и наименьшего значений. Я

Докажем еще одну теорему, относящуюся к произведениям.
3.2.10. Теорема Уоллеса. Пусть As — компактное подпростран
ство топологического пространства Xs при s <= S и W  — открытое 
множество в произведении П  Xs> содержащее множество
-ш—г seS
п  As. Найдутся открытые множества Us cz X s, такие, что 
s _
Us Ф  X s лишь для конечного числа s е  S

Доказательство. Рассмотрим сначала случай произведения 
двух пространств, т. е. предположим, что S =  {1, 2}. Из леммы
3.1.15 следует, что для каждого у ^ А 2 найдутся открытые мно
жества U\ (у) cz Х\ и U2(y)<=X2y такие, что А { X  {у} cz U\ (# )Х  
X  U2(y)cz W. Так как пространство А2 компактно, существует
конечное множество {уь #2, * •, У к } ^ А 2> для которого A2cz k k
cz [J U2 {уд- Легко проверяется, что множества U x =  П Ui(yt) и 

г- i  / - 1k
U2 — U и2(У{) обладают всеми нужными свойствами, 

j - i
Предположим теперь, что теорема выполняется для произ

ведения k — 1 пространств для некоторого k ^  3, и рассмотрим 
открытое подмножество W произведения Х 1Х-Х2Х  ••• ХХь , 
содержащее множество А \ Х А 2Х  ... X A k. Так как произве
дение А2Х А 3Х  ... Y,Ak компактно, то, в силу частного слу
чая теоремы, доказанного выше, существуют открытые множе
ства U i czXl и U'2czX2X X 3X  ■■■ X X k’ такие, что

А , Х ( А 2Х А 3Х  ••• X Ak} <z:Ul X U '2czW  cz
czXi X (X 2 X X 3X  ••• X**).

По индуктивному предположению, найдутся открытые множе
ства U2 cz Х2, U3 cz Х3, ..., UkCz Xk, для которых

А2Х А 3Х  ••• X A kc U 2X U 3X  . . .  X U kc U '2.
Легко видеть, что множества U\, U2, ..., Uk обладают всеми 

нужными свойствами; таким образом, теорема установлена для 
конечных произведений.

Рассмотрим, наконец, произвольное произведение и множе
ство А =  X I cz W сг П  Xs. Для каждого й е Д  возьмем ка-

s e S  S ^ S



кой-нибудь элемент канонической базы произведения Ц  Xs,
s g S

содержащий а и содержащийся в W. По теореме Тихонова, А 
содержится в объединении конечного семейства таких множеств:

А а  П  W i U П  O'! U • • • U J l w i c z W .
s e S s g S s e 5

Найдется конечное множество So =  {s*, s2i . . . ,  5/}, такое, 
что W ls =  X s при s e  5 \ 5 0 и г =  1, . . . ,  k. Положим

иг, =  U U w L  w 2=  П  Xs и A2=  n  a s.
i =  l s e S 0 s e S \ S 0 s e 5 \ S 0

Имеем
(AS{ X As2 X . . .  X A Sl) X A 2^ W l X W 2cz W t

и, так как наша теорема для конечных произведений доказана, 
существуют открытые множества USl cz XS{, Us2<^Xs2> . 
czXsr  такие, что

Л ^ Х Л ^ Х  . . .  X A S1̂ U S{X U S 2X  . . .  X U s ^ W u

Положим Us — X s при всех seSXSo; открытые множества 
UsCiXs  определены теперь для всех s e S. Легко проверить, 
что эти множества искомые. I

В связи с операцией перехода к факторпространству имеет 
место следующая простая теорема.
3.2.11. Теорема П. С. Александрова. Для каждого замкнутого 
отношения эквивалентности Е  на компакте X  существуют ровно 
одно (с точностью до гомеоморфизма) хаусдорфово простран
ство У и непрерывное отображение f: X ^ Y  пространства X  на 
У, такие, что E  — E ( f ) t а именно: факторпространство Х/Е и 
естественное факторное отображение ф: Х~^Х/Е\ более того, У 
при этом является компактом.

Обратно, для каждого непрерывного отображения компакта 
X  на хаусдорфово пространство У отношение эквивалентности 
E ( f )  замкнуто.

Доказательство. Если Е  — замкнутое отношение эквивалент
ности на компакте Х\ то естественное отображение q: Х ^ Х / Е  
замкнуто; поэтому, в силу теорем 3.1.9 и 1.5.20, факторпростран
ство Х/Е  нормально. Более того, по теореме 3.1.10, простран
ство Х/Е  является компактом.

Если У — хаусдорфово пространство и существует отображе
ние f: X-+Y  пространства X  на пространство У, такое, что Е  =  
=  £'(/), то отображение f замкнуто и f: X / E ^ Y  является го
меоморфизмом в силу 2.4.3 и 2.4.8. Ясно, что если отождествить
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Х/Е  с У посредством гомеоморфизма /, то отображение f совпа
дает с естественным отображением q: X ^ X j E .

Вторая часть теоремы является переформулировкой теоремы
3.1.12. I
3.2.12. Примеры. Покажем, что предположение о компактности 
существенно в первой части приведенной выше теоремы. Пусть 
X  =  D (с) и fi: X - * I, f2: Х —̂ / ® {2 }— произвольные взаимно 
однозначные отображения «на». Ясно, что E(f\) — E ( f2) — отно
шение тождества на X ; таким образом, одно и то же замкнутое 
отношение эквивалентности на X  определяется отображениями 
пространства X  на различные компакты.

Нельзя опустить и предположение, что пространство Y хаус
дорфово. Действительно, пусть Х  =  1 и У — отрезок / с тополо
гией, описанной в примере 1.2.6. Непрерывное отображение 
f: X ^ Y ,  определенное правилом f(x) =  x4 порождает то же 
замкнутое отношение эквивалентности, что и тождественное 
отображение id*: Х->Х, а именно отношение тождества, хотя
X  и У при этом не гомеоморфны. ■

Перейдем теперь к обсуждению обратных спектров из ком
пактов.
3.2.13. Теорема. Предел обратного спектра S ~ { X a, 2} не
пустых компактов является непустым компактом.

Доказательство. Для каждого р ^  2 положим

Zp={{*o}e aI l A : Я?(*р) =  *т При т < р } -

Возьмем точку гр е  Хр Ф  0, положим гх =  (zp) при т ^  р 
и выберем произвольно z„ е  Ха для всех остальных t re S .

Ясно, что z =  {г,,} е  Zp, так что Zp Ф  0. Из теоремы 1.5.4 
следует, что множество Zp замкнуто в Ц  Ха- Так как ZPi a Z Ргog2
при Р2 ^  Pi и множество 2 направлено, семейство {Z p}p(=s 
замкнутых подмножеств произведения П  Ха центрировано.оеХ
По теореме Тихонова П ^  0 , что вместе с очевидным copes
отношением lim S — [) Z Q завершает доказательство. 1

3.2.14. Теорема. Пусть {ср, — отображение обратного спектра 
S  =  {X a, 2} компактов в обратный спектр Я ' =  {УСТ„  пр, 2 '} 
Тi-пространств. Если все отображения являются отображе
ниями «на», то предельное отображение f =  lim (ф, тоже 
является отображением «на».
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Доказательство. В силу следствия 2.5.11, можно предполо
жить, что ср (2 ')= Е . Рассмотрим вспомогательный обратный 
спектр Я " =  {ЛГф(аГ я|р(<рг S '}, где каждое пространство Ха 
встречается |ф_1(а)1 раз и где связующие отображения те же, 
что и в S. Далее, рассмотрим отображение {id2„ fa обратного 
спектра S " в обратный спектр S'h обозначим через f' предельное 
отображение lim {ids„ f0,}.

Пусть у =  {у0̂  — любая точка из lim S '. Для каждого о' е  S '
множество Za' =  fo'1 (Уа*) замкнуто в и, следовательно,
является компактом. Для произвольных a', р 'е  S', таких, что 

имеем

- д а  (z.o -= (».-) <= м =?;■’ м = v
Таким образом, S '"  =  {Z „„ I '} ,  где Я ;(Я М  =  Я » ’)’М
при J c e Z as есть обратный спектр из непустых компактов. По 
теореме 3.2.13, существует точка xf =  {х0'} е  lim S ' " ;  очевидно,
f'(x') =  y.

Рассмотрим теперь отображение (ф, idjr обратного спек
тра S в обратный спектр S". Из предложения 2.5.10 следует, чго 
предельное отображение f" =  lim {ср, является гомеомор
физмом, так что существует точка х е  lim S, для которой
/"(х) =  х'. Так как / =  f'f" (что легко проверить), то f(x) =  у. I  

Из теорем 3.2.14 и 2.5.14 вытекает
3.2.15. Следствие. Если в обратном спектре S  =  {-Х0, я°, 2} ком
пактов все связующие отображенияя£ являются отображениями 
т а » , то и проекции па: 11m S —>Ха также являются отображе
ниями «на». I

В от еще два следствия, относящиеся к двум частным случаям 
отображений обратных спектров, обсуждавшимся в конце § 2.5.
3.2.16. Следствие. Если S =  {X 0, л”, где Б Ф 0 ,  есть обрат
ный спектр Тi-пространств, X  — компакт и {fa}a <= j, где fa: X -> 
-*-Хо, — семейство отображений «на», такое, что n °fg =  f для 
всех <т, р е Е , удовлетворяющих условию р =£̂ а, то предельное 
отображение lim fa также является отображением «на». I

3.2.17. Следствие. Если S =  {X a, я", Е}, где S ф  0 , — обратный 
спектр компактов, X есть Тi-пространство u {fa}aeES. где fg: X g-*~ 
-*Х, — семейство отображений та » , такое, что fpn° =  fa для
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всех сг, р ^ 2 ,  удовлетворяющих условию р ^  а, то предельное 
отображение lim }0тоже является отображением «на». Я

Завершает этот параграф важная теорема о пространстве 
всех непрерывных вещественных функций на компакте. Общие 
функциональные пространства будут обсуждены в § 3.4.

Семейство Р  czRx непрерывных вещественных функций на 
топологическом пространстве X  является кольцом функций, если 
для всех /, g ^ P  функции / +  g, f — g и f-g тоже принадле
жат Р.

Как показано в § 1.4, пространство R x является кольцом 
функций, содержащим все константы и замкнутым относительно 
равномерной сходимости. Более того, если X  — тихоновское про
странство, то семейство R x разделяет точки, т. е. для любой 
пары различных точек х, у е !  существует функция /е R x, та
кая, что f(x)¥=f{y). Для компактов верно и обратное: каждое 
кольцо непрерывных вещественных функций на компакте Х у 
удовлетворяющее указанным выше условиям, совпадает со всем 
R x. Доказательству этой теоремы будут предпосланы три лем
мы. Вторая из них является частным случаем хорошо известной 
теоремы из курса анализа; она включена для полноты. Первая 
лемма нужна только для доказательства второй.

3.2.18. Лемма (теорема Дини). Пусть X — компакт и {fi} — по
следовательность непрерывных вещественных функций на X , та
кая , что f i (x )^ f i+\(х) для всех х ^ Х  и i — 1, 2, . . .  . Если 
существует функция f ^ R x, для которой f (х) =  lim fi(x) при 
каждом х ^ Х ,  то f =  lim т. е. последовательность {fi} схо
дится к f равномерно.

Доказательство. Пусть е — произвольное положительное 
число. Множества F t — {х: f(x) — f i ( x ) ^ s }  замкнуты и обра
зуют убывающую последовательность . Так какооП Fi — 0 , семейство {Fi}°°=l не может быть центрированным.
Значит, найдется to, для которого F t0=  0 ,  а это доказывает 
лемму. Я
3.2.19. Лемма. Существует последовательность {wi} полиномов, 
равномерно сходящаяся к функции л/t на отрезке I.

Доказательство. Последовательность {ш,} определяется ре
куррентными формулами

(6) ш,(0  =  0 и wi+l(t) =  w.(t) + ^ ( t  — w\{t)) при t = l , 2, . . .  . 

Докажем по индукции, что
(7) wl (t)^.'\/t при / е /  и { =  1 ,2 , . . . .
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Последнее_ неравенство верно при t = l.  Предположим, что 
W {(t)^ '\/t ■ Так как

УГ —a)l+1(0 =  V* — wi(t )~  \ ( t  — ®?(0) =  

=  (У* — — y(V^" + йУг(О)]-

из индуктивного предположения и неравенства t ^  1 следует, 
что

■у/Т —  w M { t ) ^ { ' \ / 7  —  ® i ( 0 ) ( l  — -^2 V ^ )  > 0 .

чем доказательство (7) завершено.
Из (6) и (7) вытекает, что ® ;(/ )^  a>i+i (i) при / е /  и i =  

=  1, 2, ... . Вместе с (7) это показывает, что при каждом / е /  
существует предел f(t) последовательности {до,-(/ )}._

Переход к пределу в (6) дает равенство — при всех 
t е  1. Из предшествующей леммы следует, что f =  lim Wi. I
3.2.20. Лемма. Пусть Р  — некоторое кольцо непрерывных огра
ниченных вещественных функций на топологическом простран
стве X. Если кольцо Р  содержит все постоянные функции и 
замкнуто относительно равномерной сходимости, то для всех 
f,g  е  Р функции max (f, g) и min (f, g) тоже принадлежат P.

Доказательство. Так как
min(f,g) =  ̂ ( f  + g — \f—g\) и max(f,g) =  y (/ + g - H f— g|),

достаточно показать, что если / е Р ,  то |/ |е Р .  Возьмем любое 
f e P  и положительное число с, такое, что \ f {x ) \^ c  при всех
х g  X. Достаточно доказать, что I / 1 ^  Р; поэтому можно пред- 
положить, что \f{x) | ^  1 при всех х е  X. По предыдущей лемме, 
функция | / | =  У~Р является пределом равномерно сходящейся 
последовательности функций, принадлежащих Р , а именно по
следовательности {//}, где fi(x) =  w i [ ( f (x ) )2]. I

3.2.21. Теорема Стоуна — Вейерштрасса. Если кольцо Р непре
рывных вещественных функций на компакте X содержит все по
стоянные функции, разделяет точки и замкнуто относительно 
равномерной сходимости (т. е. замкнуто в пространстве R x, на- 
деленном топологией равномерной сходимости, то Р  совпадает 
с кольцом всех непрерывных вещественных функций на X .

Доказательство. Достаточно доказать, что для каждого 
f ^ R x и любого е > 0  найдется /е ^  Р, такое, что |f(x) —
— fе(*) | <  е при всех х е !

15 Зак. 697
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Для каждой пары различных точек а, й е Х  существует 
функция f t e i5, такая, что h.(a)=£h{b). Функция g, определен
ная формулой g(x )~ (h (x ) — h(a )) {h (b )— А (а))- ', принадле
жит Р  и обладает тем свойством, что g (a) =  0 и g (6)=  1. Для 
функции fa.b^P, определенной формулой fa, b(x)=(f(b )—
— / (a ))g (* )+ / (a ). имеем

fa, ь (а )=  f(a) и fa, ь{Ь )=  f {b).
Множества
Ua.b =  {x- fa.b(x) < /(*) + e} и V a, b =  {x: fa, b{x )> f (x) — e}
являются соответственно окрестностями точек а и b. Зафикси
руем точку Ь и возьмем конечное подпокрытие {£/а., &}*=1 откры
того покрытия {Ua< ь)а(=х пространства X. В силу леммы 3.2.20, 
функция fb =  rain {fai, ь, fai,b....... fak.b} принадлежит P\ оче
видно, fb(x)< f(x)+  8 при Х (= х  И fb(x) >  f(x) — 8 при лее

П Vat, b.1 = 1 1
Множество Vь является окрестностью точки b. Возьмем ко

нечное подпокрытие {Vb^1.^ открытого покрытия {Vb}beX ПР°*
странства X. В силу леммы 3.2.20 функция /8 =  шах {/&1, . . . ,  f b̂
принадлежит Р, и ясно, что | М * )— f ( x ) \ < e  для каждого 
х ^ Х .  ■

Важность теоремы Стоуна — Вейерштрасса в том, что она 
дает метод равномерной аппроксимации всех непрерывных ве
щественных функций, определенных на каком-либо компакте J ,  
специальными классами функций. Действительно, каждая не
прерывная вещественная функция на X  может быть сколь 
угодно хорошо аппроксимирована полиномами (от нескольких 
переменных) от элементов произвольного фиксированного се
мейства непрерывных функций, разделяющего точки. Так как 
для каждого отрезка J  cz R  семейство {/}, состоящее из функ
ции f: J ^ R ,  заданной правилом f(x) — x, разделяет точки, тео
рема 3.2.21 влечет за собой классическую теорему Вейерштрасса, 
которая утверждает, что каждая непрерывная вещественная 
функция на !  является пределом равномерно сходящейся после
довательности полиномов.

3.2.22. Пример. Покажем, что предположение о компактности 
в теореме 3.2.21 существенно. Действительно, кольцо Р, являю
щееся замыканием по отношению к топологии равномерной схо
димости в пространстве R R множества всех непрерывных ото
бражений пространства R  в себя, постоянных вне какого-нибудь 
интервала, удовлетворяет всем предположениям теоремы Стоу
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на — Вейерштрасса, но не совпадает со всем R R, так как оно не 
содержит функцию sinx — это легко проверить. Можно доказать, 
что если вполне регулярное пространство X  удовлетворяет тео
реме Стоуна — Вейерштрасса, то X  является компактом (см. 
упр. 3.2.К). I

Читатель легко проверит, что для не хаусдорфовых ком
пактных пространств аналоги теорем 3.2.1, 3.2.2, 3.2.11, 3.2.13,
3.2.14 и 3.2.21 не верны.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Теорема 3.2.1 была доказана Таймановым в [1952] и, в виде 
двойственного утверждения (см. упр. 3.2.А(а)), Эйленбергом и 
Стинродом в [1952]. Теорема 3.2.2 доказана П. С. Алексан
дровым в [1936]. Тихонов доказал теоремы 3.2.5 и 3.2.6 в [1930]. 
В частности, он показал, что все кубы /ш компактны, откуда 
легко следует, что теорема 3.2.4 верна, но сама эта теорема была 
впервые сформулирована в работе Тихонова [1935а]. Данное 
нами доказательство теоремы Тихонова следует Шевалле и 
н О. Фринку [1941]. Конечный случай теоремы Уоллеса по
явился в работах Готшелка и Хедлунда [1955] и Келли [1955], 
где отмечается, что результат принадлежит Уоллесу; теорема 
в полной общности была доказана Фроликом в [1960] и Лином 
в [1960]. Теорема П. С. Александрова была объявлена в [1925] 
и доказана в [1927]. Теорема 3.2.13 по существу доказана Стин
родом в [1936]. Следствие 3.2.15 можно найти в работе Эйлен- 
берга и Стинрода [1952]. Лемма 3.2.18 установлена У. Дини 
в 1878 г. для функций, определенных на отрезке. Теорема Стоу
на— Вейерштрасса, обобщающая классический результат 
Вейерштрасса, полученный в 1885 г. (он сформулирован перед 
примером 3.2.22), доказана М. Стоуном в [1937]. Простое ее 
доказательство, приведенное нами, и интересное обсуждение 
предмета можно найти в статье М. Стоуна [1947].

УПРАЖНЕНИЯ

З.2.А. (а) (Эйленберг и Стинрод [1952]). Пусть А — всюду 
плотное подпространство топологического пространства X  и f — 
непрерывное отображение пространства А в компакт У. Дока
жите, что отображение f можно продолжить до непрерывного 
отображения всего X  в том и только том случае, если для каж
дого открытого покрытия пространства У существует от
крытое покрытие пространства X , такое, что открытое 
покрытие {U i[\A}\=x подпространства А вписано в покрытие

15*
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(Ь) (Бурбаки и Дьедонне [1939]). Пусть А — всюду плот
ное подпространство топологического пространства X  и f — не
прерывное отображение пространства А в регулярное простран
ство Y. Докажите, что f можно продолжить до непрерывного 
отображения всего X  в том и только том случае, если f непре
рывно продолжается на A U {х} для каждого х е  Х \Л . За
метьте, что предположение о регулярности Y нельзя ослабить до 
предположения, что пространство У хаусдорфово.

3.2.В. Покажите, что формула

где x = {x i), определяет непрерывное отображение канторова 
множеств a Ds° на отрезок /. Докажите с помощью этого факта 
теорему 3.2.2. Проверьте, что существует счетное множество 
A cz I, такое, что | f-1 (у) | =  2 для каждого у е  А и | f~l (у) | =  1 
для у <= 1\А.

3.2.С. Сегмент в Rn с концами х, y ^ R n есть множество всех 
точек вида (1— t)x-\-ty, где O ^ ^ ^ l ,  а сложение точек и 
умножение точки на число определяются так же, как в начале 
приложения к § 7.3. Луч в Rn с началом в точке х е  Rn, проходя
щий через точку у е  Rn, отличную от х, есть множество всех 
точек вида (1 — t)x + ty, где t >  0. Подмножество А множества 
Rn называется выпуклым, если для каждой пары х, у точек 
множества А сегмент с концами в х, у содержится в А.

Покажите, что каждый выпуклый компакт A cz Rn, такой, что 
\п\Аф 0,  гомеоморфен единичному я-шару В п, а его граница 
Fr.4 гомеоморфна (п — 1 )-сфере S"-1. В частности, гомео
морфны пространства /" и В п, так же как и пространства 
Fr I n a  R n и Sn_1, при п =  1,2........

Указание. Зафиксируйте точку х ^ Ь it Л и докажите, что 
каждый луч с началом в точке х пересекает РгЛ в точности 
в одной точке.

3.2.D. Заметьте, что теорема Тихонова вытекает из теоремы 
Куратовского и теоремы Уоллеса.

3.2.Е. (Келли [1955]). Докажите, что подпространство X  ти
хоновского куба I е =  П  1и где h =  l  для каждого f е  /, кото-

t es l

рое состоит из всех неубывающих отображений отрезка / в /, 
обладает следующими свойствами:

(a) X  — компакт.
(b) Пространство X содержит подпространство, гомеоморф

ное дискретному пространству D (с), и подпространство, гомео
морфное прямой Зоргенфрея К.

(c) Пространство X  не наследственно нормально.



Указание. Проверьте, что X2 можно вложить в X.
(d) Пространство X  удовлетворяет первой аксиоме счет

ности.
Указание. Множество точек разрыва произвольной функции, 

входящей в X, счетно.
(e) Пространство X  сепарабельно.
Указание. См. доказательство теоремы Хьюитта — Марчев- 

ского — Пондицери.
Пространство X  называется пространством Хелли.
3.2.F (Архангельский [1965]). Покажите, что произведение

XI Xs, где Х5ф 0  при s e 5 , является пространством точечно
&&S
счетного типа в том и только том случае, если все Xs являются 
пространствами точечно счетного типа и существует счетное 
множество So сz S, такое, что Xs является компактом для всех 
s e S \ S 0 (см. упр. 3.1.Е(Ь)).

3.2.G. Покажите, что если X  — компакт, то отношение экви
валентности Е  на X  замкнуто в том и только том случае, если 
множество Е  замкнуто в произведении X  X  X.

3.2.Н. (а) (Мибу [1944] ). Докажите с помощью теоремы 
Стоуна — Вейерштрасса, что каждая непрерывная вещественная 
функция/: IX Xs ->R, определенная на произведении компак-
тов, зависит лишь от счетного числа координат (см. определение 
в задаче 2.7.12(c)).

(b) Покажите, что существует непрерывная вещественная 
функция (в действительности непрерывная функция, принимаю
щая лишь значения 0 и 1) на произведении Х — Т Х  Ц  Dt, где

t €Е Т
T =  D{t) и Dt — D при всех f е  Г, которая зависит от несчет
ного множества координат.

Указание. Рассмотрите разбиение пространства X  на непере- 
секающиеся открыто-замкнутые множества At,i=  {х:е Х :  
p(x) — t и pt(x) =  i}, где / е Г , ie D , р — проекция простран
ства X  на Т и pt — проекция пространства X  на Dt.

(c) (Келлерер [1968]). Докажите, что если Xs для каждого 
s e S  — хаусдорфово пространство, в котором есть всюду плот
ное подпространство, являющееся объединением счетного се
мейства компактов (в частности, если каждое Xs сепарабельно),
то любая непрерывная вещественная функция f: П  XS->R

s s S

зависит лишь от счетного числа координат (см. задачу 2.7.12(c) 
и упр. 4.1.G).

Указание. Пусть Xs, i, Xs, 2, .. . — возрастающая последова-
оо

тельность компактов в Xs, такая, что объединение U XSl t всюдуi = l
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плотно в Xs. Рассмотрите произведения X t =  п Xs, jH заметьте,
s e Sоо

что объединение (J X t всюду плотно в XI Xs.
i = 1 s e S

(d) Докажите аналоги утверждений (а) и (с) для непрерыв
ных отображений декартовых произведений в тихоновские про
странства веса т.

3.2.1. (а) Покажите, что для любого тихоновского простран
ства X  и произвольного кардинала ю ^  Но каждое из следую
щих условий вытекает из предыдущего и что если X  — компакт, 
то все эти условия равносильны:

(1) Пространство Rx с топологией равномерной сходимости 
содержит всюду плотное подмножество мощности <  ю.

(2) Пространство X  имеет базу мощности ^  т.
(3) В множестве Rx есть подмножество мощности т, раз

деляющее точки.
Примените этот результат для доказательства теоремы 3.1.21 

и — при дополнительном предположении, что X  компактно,— 
для доказательства теоремы 3.1.22.

Проверьте, что ни условия (1) и (2), ни условия (2) и (3) 
не равносильны.

Указание. Доказывая теорему 3.1.22, заметьте, что если су
ществует непрерывное отображение пространства X  на про
странство Y, то R Y можно (гомеоморфно) вложить в R x, и про
верьте, что если d(Rx) ^  ш, то и w(Rx) ^  ш.

(Ь) Докажите, что условие (3) в (а) равносильно такому:
(4) Пространство Rx с топологией поточечной сходимости 

содержит всюду плотное множество мощности s j ю.
Выведите отсюда, что d (R2"') ^  Ht (сравните этот результат 

с теоремой Хьюитта — Марчевского — Пондицери).
3.2.J  (М. Стоун [1947]). (а) Покажите, что каждая непре

рывная вещественная функция, определенная на компактном 
подпространстве М тихоновского пространства X, непрерывно 
продолжается на X.

Указание. Вложите X  в тихоновский куб и примените тео
рему Титце — Урысона.

(Ь) Заметьте, что утверждение (а) вытекает из теоремы 
Стоуна — Вейерштрасса без помощи теоремы Титце — Урысона 
(см. упр. 3.6.С).

3.2.К (Хьюитт [1947]). Заметьте, что если вполне регулярное 
пространство X  удовлетворяет теореме Стоуна — Вейерштрасса, 
то X  — компакт.

Указание. Вложите X  в тихоновский куб.
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3.3. ЛОКАЛЬНО КОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
И ^-ПРОСТРАНСТВА

Топологическое пространство X  называется локально ком
пактным, если для каждого х ^ Х  существует окрестность U 
точки х, такая, что О является компактным подпространством 
пространства X.
3.3.1. Теорема. Каждое локально компактное хаусдорфово про
странство является тихоновским пространством.

Доказательство. Пусть х — точка локально компактного хаус
дорфова пространства X и F — замкнутое в X  множество, такое, 
что x ^ F .  Возьмем окрестность U точки х, для которой U яв
ляется компактом. Множество F0 =  (U \U )[)(O  [) F) — замкну
тое подмножество пространства О. Так как x ^ U \ F 0, существует 
непрерывная функция f\: такая, что fi(x) — 0 и fi(Fo)cz
cz {1}. Так как U f\(X \U ) =  U \U czFo , комбинация f функции 
fi и постоянной функции /г: Х \ £/-»-/, определенной правилом 
/г(*/)=1 Для всех y ^ .X \ U , является непрерывной функцией 
в силу 2.1.13. Легко видеть, что f(x) — 0 и f(F)cz {1}. 1
3.3.2. Теорема. Для каждого компактного подпространства А 
локально компактного хаусдорфова пространства X  и казюдого 
открытого множества V cz X, содержащего А, найдется откры
тое множество U cz X, такое, что AczUcz-tJczVuD  — компакт.

Доказательство. Для каждого х е Д  возьмем окрестность Vx 
точки х, такую, что Vx cz. V, и окрестность Wx точки х, для ко
торой Wx является компактом. Множество их, где Ux =  Vx П 
компактно, так как оно замкнуто в компактном пространстве 
Wx. В силу теоремы 3.1.3, найдется конечное множество 
{хи X2, ..., xk} с~А, такое, что A czU =  UXl (J UXi\J . . .  U Uxk.
Множество U — UXl{)UX2 U . . .  \}UXk — компакт в силу теоремы
3.1.4, и очевидно, что U cz VXi U V^ l) .. . U VXk c F .  I

Из теорем 3.3.1, 3.1.7 и 3.1.2 получаем
3.3.3. Следствие. Для каждого компактного подпространства А 
локально компактного хаусдорфова пространства X  и каждого 
открытого множества V, содержащего А, существует непрерыв
ная функция f: Х-*-1, такая, что f(x) — 0 при х ^ А ,  f (x )= l  
при x e A V  и множество f~l ([ О, а ] ) является компактом для 
каждого а <  1. Н

Следующая теорема дает оценку характерам точек в локаль
но компактном хаусдорфовом пространстве (см. упр. 3.1.F(a)).
3.3.4. Теорема. Характер произвольной точки х в локально ком
пактном хаусдорфовом пространстве X  равен наименьшему кар



диналу вида \<М\, где %1 — семейство открытых множеств в X, 
такое, что Г\°U =  {х }.

Доказательство. Пусть {* } =  П ŝ> где Vs открыто в X и
s e S

|S | <  m. Достаточно показать, что %(х, J )^ m . Можно предпо
ложить, что ш ̂  Хо, так как если ш конечно, то х — изолирован
ная точка в X  и %{х, Х )=  1 ^  ш. Из теоремы 3.3.2 следует, что 
{*} =  f) Us, где Us — окрестность точки х, такая, что Os ком-seS
пактно. В силу 3.1.5, для каждой окрестности U точки х най
дется конечное множество {si, «2, • ■ •. s*} c i S, такое, что
£ / .,П ^ Л  ••• t/Sint/s2fl ••• П UskczU. Значит, все ко
нечные пересечения элементов семейства {Us}ssS образуют
базу в точке х. Так как мощность семейства всех таких пересе
чений не превосходит ш, имеем %(х, Х ) ^  m. I

Оказывается, теорему 3.1.19, как и ее следствия, можно 
распространить на локально компактные хаусдорфовы простран
ства (см. упр. 3.9.Е).
3.3.5. Теорема. Для каждого локально компактного хаусдорфова 
пространства X имеем nw (X )=  w(X).

Доказательство. Достаточно показать, что w (X )^  nw(X). 
Очевидно, можно предположить, что nw (X )=  m ^ H 0. Пусть 
J f  — сеть в X, для которой \/С\ =  №. Из определения локальной 
компактности следует, что семейство {iVfsj seS, состоящее из всех 
членов семейства Jf , замыкание которых компактно, покрывает 
X. В силу 3.3.2, для каждого s e S  найдется открытое множество 
UsczX, такое, что Ms czUs п Us — компакт. Так как nw(Us 
^nw(X)=*m, из теоремы 3.1.19 следует, что w(Us) ^  ю, т. е. 
подпространство Us пространства X  обладает базой &s мощ
ности г^т. Легко видеть, что объединение U &s является ба-

S E S
зой мощности пространства X. Значит, w (X )^ . m. I

Заметим, что последняя теорема немедленно следует из тео
ремы 3.1.19 и теоремы 3.5.11, которая будет доказана далее.
3.3.6. Следствие. Для каждого локально компактного хаусдор
фова пространства X  имеем ш (^Г)^|Х|. I
3.3.7. Следствие. Если локально компактное хаусдорфово про
странство Y является непрерывным образом пространства X, то 
ю (У )<  w(X). I
3.3.8. Теорема. Если X  — локально компактное хаусдорфово про
странство, то каждое подпространство пространства X, пред
ставимое в виде F  П У, где F  замкнуто в X, а V открыто в X, 
тоже локально компактно.
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Доказательство. Достаточно показать, что локальная ком
пактность хаусдорфова пространства наследуется как замкну
тыми подпространствами, так и открытыми подпространствами, 
поскольку F  П V является открытым подпространством замкну
того подпространства F  пространства X.

Пусть F  — замкнутое подпространство локально компактного 
пространства X. Для каждого х е  F  найдется окрестность U 
точки х в пространстве X, такая, что О компактно. Пересечение 
Ff\U  — окрестность точки х в пространстве F , и замыкание 
F ( ]U ( ] F  =  Ff\U  этой окрестности в F  компактно как замкну
тое подпространство компактного пространства О 1).

Тот факт, что локальная компактность хаусдорфова про
странства наследуется открытыми подпространствами, следует 
сразу из теоремы 3.3.2, примененной к одноточечному множе
ству А. I

3.3.9. Теорема. Локально компактное подпространство М хаус
дорфова пространства X  является открытым множеством в за
мыкании М множества М в пространстве Х\ следовательно, М 
можно представить в виде F  fi V, где F  замкнуто в X, а V от
крыто в X.

Доказательство. Достаточно показать, что всюду плотное 
локально компактное подпространство М хаусдорфова простран
ства X  открыто в X.

Каждая точка х ^ М  обладает окрестностью U в подпро
странстве М, такой, что множество д(\М  компактно и, значит, 
замкнуто в X. Так как V с: V (]М, имеем О с  О(]М с: М. Пусть 
W — открытое множество в X, для которого U — М  П №. В силу 
теоремы 1.3.6,

W =  M j\W = O czM ,

откуда следует, что каждая точка х(=М  обладает окрестностью 
W7 в пространстве X, содержащейся в подпространстве М. Зна
чит, М открыто в X. I

Последние две теоремы дают

3.3.10. Следствие. Подпространство М локально компактного 
хаусдорфова пространства X локально компактно в том и только 
том случае, если его можно представить в виде F  П V, где F  
замкнуто в X, а V открыто в X. 1

Из 3.3.10, 3.3.1 и 3.2.6 получаем

') Предположение, что X — хаусдорфово пространство, в этой части рас
суждения не использовалось. — Прим. перев.
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3.3.11. Следствие. Хаусдорфово пространство локально ком
пактно в том и только том случае, если оно гомеоморфно откры
тому подпространству некоторого компакта. ■

3.3.12. Теорема. Сумма ©  Xs является локально компактным
se 5

(хаусдорфовым) пространством в том и только том случае, если  
все пространства Xs локально компактны (и хаусдорфовы). 

Доказательство. Если сумма ©  Xs локально компактна, то
seS

и все Xs локально компактны (см. следствие 2.2.2 и доказатель
ство теоремы 3.3.8).

Обратно, пусть все Xs локально компактны. Тогда для каж
дого х е  X =  ф  Xs найдется «о ^  S, такое, что х е  XSo, и най-

seS
дется окрестность U точки х в XSq, замыкание которой в Xs* 
компактно. Ясно, что U является окрестностью точки х  в X и 
что замыкание множества U в X, совпадающее с замыканием 
множества U в XSq> компактно. |

3.3.13. Теорема. Декартово произведение П 4  где Х$Ф 0
s e S

при 5 ^ 5 ,  локально компактно в том и только том случае, если 
все пространства Xs локально компактны и существует конеч
ное множество So S, такое, что Xs компактны при всех s е  
€=: 5 \ S 0.

Доказательство. В силу теоремы Тихонова и предложения
2.3.7, достаточность этого условия будет установлена, если мы 
покажем, что произведение любого конечного числа локально 
компактных пространств локально компактно. Возьмем точку 
х — (хи Хй) е  Xi X  Х 2 X  . . .  X A Y  В силу локальной
компактности Xi, при i — 1_, 2, . . . ,  k найдется окрестность Vi 
точки Xi в Xi, такая, что Vi компактно. Множество V =  V\ X
X  V2 X  . .  • X  Vk является окрестностью точки х в Х\ X  Х2 X  . . .  
. . .  X  Xk и V компактно в силу 2.3.3 и теоремы Тихонова.

Обратно, предположим, что п Xs — непустое локально ком-
se S

пактное пространство. Возьмем S j e S  и точку и пока
жем, что у точки х есть окрестность W с  Xs,, для которой W 
является компактным подпространством пространства Xs<>- Пусть 
xs — любая точка пространства Xs при s ^ s o  и xSo — x. Точка 
fas} е  П  Xs обладает окрестностью U, замыкание которой О

s ^  S ^
компактно. Ясно, что существует член XI Ws канонической

se S
базы пространства П * „  такой, что { x s} е  П  Ws cz U и Ws =

s e S  s e= S

=  Xs при s e S \ S 0, где |50| <  No- В силу теоремы 3.1.2, произ
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ведение п w , =  п Ws <z:U компактно. Следовательно, W =
s e S  5 Е 5

=  cz Xs0 — окрестность точки х, замыкание которой ком
пактно, и Xs компактно при s е  5\ 5о . 1

Из последней теоремы и примера 2.5.3 следует, что предел 
счетного обратного спектра локально компактных хаусдорфовых 
пространств может не быть локально компактным простран
ством.
3.3.14. Примеры. Каждое дискретное пространство локально 
компактно. Вещественная прямая локально компактна так как 
она гомеоморфна открытому подпространству (— 1, 1) компакта 
[— 1, 1]. Из последней теоремы следует, что «-мерное евклидово 

пространство Rn тоже локально компактно. Локально компактно 
и пространство Wo всех счетных ординалов.

Пространство Z, определенное в примере 2.3.36, локально 
компактно как открытое подпространство компакта У; оно 
является примером не нормального локально компактного хаус
дорфова пространства. Я

3.3.15. Теорема. Если f: Х-> У — открытое отображение локально 
компактного пространства X на хаусдорфово пространство У, то
У — локально компактное пространство.

Доказательство. Пусть у — любая точка из К. Возьмем про
извольную точку х <= /-1 (у) и окрестность U точки х в X, для 
которой О — компактное подпространство пространства X. 
Образ /(£/) является окрестностью точки у в У. Множество f(V) 
компактно и, значит, замкнуто в У; следовательно, f ( U ) a f ( U )  
и f (U)— компакт. 1

С другой стороны, локальная компактность не сохраняется 
замкнутыми отображениями:

3.3.16. Пример. В примере 1.4.17 мы определили замкнутое ото
бражение /: X-*- У вещественной прямой R = X  на факторпро
странство R/N  =  У, полученное отождествлением множества N 
положительных целых чисел в точку у0 е  У. Было отмечено, что 
пространство У не имеет счетной базы в точке уо; в силу след
ствия 3.3.7, это означает, что пространство У не локально ком
пактно.

Другой пример можно получить, отождествив в точку зам
кнутое подмножество А локально компактного пространства Z, 
описанного в примере 2.3.36; факторпространство ZfA не регу
лярно— значит, оно и не локально компактно. 1

Как показано в примере 2.4.20, декартово произведение фак
торного отображения и тождественного отображения не обязано 
быть факторным отображением. Однако для тождественных
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отображений локально компактных пространств имеет место 
следующее утверждение (см. задачу 3 .1 2 .1 4 (b )):

3.3.17. Теорема Уайтхеда. Для каждого локально компактного 
хаусдорфова пространства X и произвольного факторного ото
бражения g : У декартово произведение f — idx X  g : X X  У -*  
- > 1 X 2  является факторным отображением.

Доказательство. Предположим, что прообраз /_1( ^ ) с Х Х У  
множества W с= X  X  Z открыт, и возьмем произвольную точку 
(хо, 20) е  W. Выберем точку y o e g T 1^ )  и возьмем окрестность 
U точки х 0, для которой О компактно и О Х  {уо} Для
каждого # ^  У имеем

(1 )  C / X r t ^ c r f - 1^ ) ,  если О Х  {*/}<= f - iO H ;

поэтому выполняется включение U X  g~l (zo)<^ Множе
ство V — { z ^ Z :  D X g ~ l ( z ) c i f - l ( W ) }  удовлетворяет условию 
(хо,  zq) е  U X  V с= ТС?; значит, достаточно показать, что F  откры
то в Z. Так как отображение g* факторно, это сводится к дока
зательству открытости в У множества

g - ' ( V ) = { y < = Y :  U X g ~ lg ( y ) < = t - 4 W } -

Из (1 ) следует, что g~l ( V ) = { y & Y :  ( J X f e J c ^ f l F ) } ,  а 
по теореме Куратовского последнее множество открыто, так как 
оно является дополнением проекции замкнутого множества 
(£ 7 Х  Y ) \ f ~ l (W)  при проектировании р: t/ Х У - ^ У  параллельно 
компактному сомножителю U. 1

Вторая половина этого параграфа посвящена изучению 
^-пространств; класс этих пространств тесно связан с классом 
локально компактных хаусдорфовых пространств. Топологиче
ское пространство X  называется k-пространством, если оно хаус
дорфово и представимо в виде образа некоторого локально ком
пактного хаусдорфова пространства при факторном отображе
нии. Иными словами, ^-пространства — это хаусдорфовы про
странства, являющиеся факторпространствами локально ком
пактных хаусдорфовых пространств. Ясно, что каждое локально 
компактное хаусдорфово пространство есть ^-пространство.

3.3.18. Теорема. Хаусдорфово пространство X является k-про
странством в том и только том случае, если в X замкнуто каж
дое множество A c z X , пересекающееся со всяким компактным 
подпространством Z пространства X по замкнутому в Z мно
жеству.

Доказательство. Пусть X  есть ^-пространство и f: Y - + X  — 
факторное отображение локально компактного хаусдорфова 
пространства У на X. Предположим, что пересечение множества 
Л сг X  с каждым компактным подпространством Z пространства
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X замкнуто в Z. Возьмем любую точку y e f ~ l (A) и произволь
ную окрестность U cz У точки у, такую, что О компактно. Мно
жество f~l ( A ( \ f ( 0 ) ) c : f - 1(A) замкнуто в У и содержит множе- 
ство f-1 {А )Л £7; значит, у ^ f ~ l (А). Отсюда следует, что f~l (А)— 
*=М(А) ,  и так как отображение f факторно, мы заключаем, что 
Л = А .

Рассмотрим теперь произвольное хаусдорфово пространство
X и обозначим через 3Z(X) семейство всех непустых компакт
ных подпространств пространства X. Пространство Х =  ®  Z

Z s  %(Х)
локально компактно и хаусдорфово, а отображение / =  V iz

z<= 2Ш
Х-+Х,  где iz — тождественное вложение подпространства 
Z в пространство X, непрерывно в силу 2.1.11. Легко видеть, что 
если в X замкнуто каждое множество AczX,  пересечение А П Z 
которого с Z замкнуто в Z для всех Z ^2Z(X) ,  то отображение 
f факторно. I

Заметим, что в приведенной выше теореме можно с тем же 
успехом предполагать, что все пересечения Af]Z  компактны или 
что все они замкнуты в X.

3.3.19. Следствие. Хаусдорфово пространство X является k-npo- 
странством в том и только том случае, если в X открыто каждое 
множество AczX,  пересечение которого со всяким компактным 
подпространством Z пространства X открыто в Z. I

3.3.20. Теорема. Каж дое секвенциальное хаусдорфово простран
ство— и, в частности, каждое хаусдорфово пространство с пер
вой аксиомой счетности — является k-пространством.

Доказательство. Предположим, что подмножество А секвен
циального пространства X не замкнуто. Существуют последова
тельность хи Хг, . . .  точек множества А и точка xoelim x,-, та
кие, что х о ^ А.  Если X является к тому же хаусдорфовым про
странством, то, как легко проверить, подпространство Z =  
=  {хо, х\, Х2, . . . }  пространства X гомеоморфно пространству 
■Д(Йо); при этом хо — единственная предельная точка для Z. 
Отсюда следует, что пересечение множества А с компактным 
подпространством Z пространства X не замкнуто. I

3.3.21. Теорема. Отображение f k-пространства X в топологиче
ское пространство У непрерывно в том и только том случае, 
если для каждого компактного подпространства Z c z X  сужение
f\Z: Z -*-Y  является непрерывным отображением.

Доказательство. Достаточно показать, что из непрерывности 
всех таких сужений f\Z следует непрерывность f. Возьмем лю
бое замкнутое множество A a Y .  Для каждого компактного
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Z c z X  множество f - ^ A ^ Z  =  (f\Z)~1 (А) замкнуто, откуда сле
дует, что f~l (Л) замкнуто. Следовательно, f  непрерывно. I

3.3.22. Теорема. Непрерывное отображение f: X-*-Y топологи
ческого пространства X в k-пространство Y замкнуто (открыто, 
факторно) в том и только том случае, если для каждого ком
пактного подпространства Z c z Y  сужение fz:  /-| (Z)->-Z является 
замкнутым (открытым, факторным) отображением.

Доказательство. В силу предложений 2.1.4 и 2.4.15, доста
точно показать, что если все такие сужения fz замкнуты, от
крыты или факторны, то таким же будет и отображение f.

Предположим сначала, что сужение fz: f ~ l ( Z ) - + Z  замкнуто 
(открыто) для каждого компактного подпространства Z cz У, и 
рассмотрим произвольное замкнутое (открытое) множество 
A cz X. Равенства

f (A)QZ =  f (A{]f~l ( Z ) ) = f z ( A [ ] f - 1 (Z ))
и тот факт, что fz замкнуто (открыто), показывают, что мно
жество f{A)f\Z замкнуто (открыто) в Z для каждого компакт
ного подпространства Z<z:Y. Так как У есть ^-пространство, 
заключаем, что f (A)  замкнуто (открыто), а это означает, что 
отображение f  замкнуто (открыто).

Предположим теперь, что сужение fz:  /- l (Z )->Z  является 
факторным отображением для каждого компактного подпро
странства Z с  У, и рассмотрим любое множество В czY,  такое, 
что f-1 (В ) замкнуто в X. Множество 1 (^ П Z) =  f  1 (В ) Г) f 1 (Z) 
замкнуто в f~1 (Z); значит, пересечение BQZ  замкнуто в Z для 
каждого компактного подпространства ZczY.  Так как У явля
ется k-пространством, множество В замкнуто в У, а это показы
вает, что отображение f факторно. I

Из определения ^-пространства получаем сразу следующий 
результат:

3.3.23. Теорема. Если f: X-*~Y— факторное отображение k-npo- 
странства X на хаусдорфово пространство У, то У является 
k -пространством. 1

3.3.24. Примеры. Отметим, что существуют не регулярные А-про- 
странства; одно из таких пространств определено во втором 
примере из 3.3.16.

Существуют также совершенно нормальные пространства, не 
являющиеся ^-пространствами: таково пространство У, опреде
ленное в примере 1.6.20. Чтобы доказать, что У не является 
^-пространством, достаточно показать, что все компактные под
пространства пространства У конечны, так как множество 
У \ {0 ) не замкнуто в У, но пересекается по замкнутому мно
жеству с каждым конечным подмножеством пространства У.
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Предположим, что Z — бесконечное компактное подпространство
пространства У. Так как каждое из пересеченийZ Л ^
конечно, найдется последовательность х\, Х2, . . .  точек мно
жества Z, сходящаяся к 0 относительно естественной топологии 
вещественной прямой. Множество {хь jc2, . . . }  с :  Z, наделенное 
топологией подпространства пространства У, гомеоморфно ди
скретному пространству D(tbо) и замкнуто в У, а это противоре
чит предположению, что Z компактно.

Данное пространство У — непрерывный образ пространства 
D(i&о), являющегося ^-пространством. Значит, непрерывный 
образ ^-пространства не обязан быть ^-пространством, даже 
если он совершенно нормален.

Заметим, что пространство У является подпространством сек
венциального пространства (а именно пространства X, описан
ного в примере 1.6.19). Таким образом, как показывает теорема
3.3.20, свойство быть ^-пространством не наследственно (см. 
задачу 3.12.15). I

Из 3.3.8 и 2.4.15, однако, следует

3.3.25. Теорема. Свойство быть k-пространством наследуется как 
замкнутыми, так и открытыми подпространствами. 1

Из теоремы 3.3.18 вытекает

3.3.26. Теорема. Сумма ф  Xs является k-пространством в том
s e S

и только том случае, если все Xs суть k -пространства. I  
Теорема Уайтхеда влечет за собой такой результат:

3.3.27. Теорема. Декартово произведение X X  У локально ком
пактного хаусдорфова пространства X и k-пространства У яв
ляется k-пространством. I

Из теоремы 3.3.23 следует, что если непустое произведение
X I Х3 является ^-пространством, то ^-пространствами явля-

S е  5

ются и все Xs.
Докажем теперь теорему о декартовых произведениях, из 

которой будет вытекать важный факт: свойство быть /г-простран
ством не мультипликативно.

3.3.28. Теорема. Если /»•: Xi — У,- — факторные отображения при 
i = l ,  2 и как Х\, так и У1Х У 2 являются k-пространствами, то 
декартово произведение f =  /1 X  /2: - î X  Х2-*- Yi X  У2 является 
факторным отображением.

Доказательство. Покажем сначала, что если X X  Т есть 
^-пространство, то, каково бы ни было факторное отображение 
g: Y^*-T, декартово произведение A =  idxX|f: X 'X Y -+ X X .T  
является факторным отображением. Для этого рассмотрим ком



240 ГЛ. 3. КОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

пактные подпространства Z\ cz X и Zi.cz Т, их произведение 
Z — Z1X Z 2 и сужение h i : h~l (Z)-+Z. Из равенства h r l (Z )=  
=  Z , X g - ‘ (Z2) следует, что hz — \AZi X g Zl- Значит, hz — фак
торное отображение по теореме Уайтхеда. Так как каждое ком
пактное подпространство произведения Х Х Т  содержится в 
произведении его проекций в X и Т, т. е. в компактном множе
стве вида Z] X  Z2, из теоремы 3.3.22 следует, что отображение h 
факторно.

Рассмотрим теперь частный случай этой теоремы, а именно 
случай локально компактного хаусдорфова пространства Хи 
Так как, в силу 3.3.27, произведение Xi X  У2 является ^-про
странством, из установленного в предшествующем абзаце факта 
следует, что отображения

idXiX f 2: Xl X X i - ^Xl X Y 2 и f jX i d * :  Xl X Y 2^ Y l X Y 2

являются факторными. Следовательно, и отображение / как 
композиция этих отображений тоже является факторным.

Наконец, рассмотрим случай произвольного ^-пространства 
Хи Существуют локально компактное хаусдорфово пространство 
X' и факторное отображение f' :  X'-^Xi пространства X' на про
странство Xi. Согласно частному случаю доказываемой теоремы, 
уже установленному выше, декартово произведение ( j i f ' ) X f 2'- 
X ' X X 2 ^*-Y\XY2 является факторным отображением. Так как 
( f j ' )  X f 2 =  ( f  1 X  f 2)  (Г  X  id*,), то декартово произведение f =
=  /1X  /2 является факторным отображением в силу 2.4.5. I

3.3.29. Пример. В 2.4.20 мы рассмотрели подпространство Х\ — 
=  Yi =  R \ { l / 2 ,  1/3, . . . }  вещественной прямой и факторпро
странство У2, полученное из Х2 =  R отождествлением множе
ства всех положительных целых чисел в точку. Оба пространства 
Yi и У2 являются ^-пространствами, и тем не менее их произве
дение Y1 X Y 2 ^-пространством не является. Действительно, как 
показано в 2.4.5, декартово произведение f — f i X  f2, где /, =  idXi 
и f 2 — естественное факторное отображение, не является фактор
ным отображением. Значит, из последней теоремы следует, что
У1 X  Y2 не может быть ^-пространством. 1

Мы завершаем этот параграф конструкцией, которая ведет 
от произвольного хаусдорфова пространства к некоторому 6-про
странству, состоящему из того же множества точек. Пусть X — 
любое хаусдорфово пространство. Легко проверяется, что се
мейство Ч? всех подмножеств пространства X, пересекающихся 
с каждым компактным подпространством пространства X по 
замкнутому подпространству, обладает свойствами (С 1)— (СЗ). 
Множество X вместе с топологией, порожденной семейством ^  
замкнутых подмножеств, будет обозначаться через kX. Ясно,
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что подмножество пространства kX открыто в том и только том 
случае, если его пересечение с каждым компактным подпро
странством Z пространства X открыто в Z. Топология простран
ства kX сильнее топологии пространства Х\ значит, простран
ство kX хаусдорфово и формула %х(х) =  х определяет непрерыв
ное отображение хх: kX-+X.  Из теоремы 3.1.10 вытекает, что 
если Z — компактное подпространство пространства kX, то Z 
является также компактным подпространством пространства X. 
С другой стороны, если Z — компактное подпространство про
странства X, то обе топологии на Z — а именно индуцированная 
топологией пространства X и индуцированная топологией про
странства kX — совпадают; значит, Z в этом случае является 
компактным подпространством и пространства kX. Таким обра
зом, пространства kX и X обладают одними и теми же компакт
ными подпространствами, причем эти подпространства несут 
одну и ту же топологию. Следовательно, kX является &-про- 
странством и, в силу теоремы 3.3.21, имеет место такой факт. 
По произвольному непрерывному отображению /: X-+Y  хаус
дорфовых пространств X и У определим отображение kf : kX-+

kYt поставив в соответствие точке x ^ k X  точку f { x ) ^k Y .  
Отображение kf  непрерывно; ясно, что для kf  выполняется ра
венство fax =  Kykf.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Понятие локально компактного хаусдорфова пространства 
было введено П. С. Александровым в [1923]; в этой работе 
были объявлены теорема 3.3.4 и следствие 3.3.11 (доказатель
ства были даны в [1924b] ). Теорема 3.3.17 была доказана Уайт
хедом в [1948]. Класс ^-пространств был введен в статье Гэйла 
[1950] (где это понятие приписывается Гуревичу). Характери
стика ^-пространств, установленная в теореме 3.3.18, в статье 
Гэйла принята за определение, и затем доказано, что локально 
компактные хаусдорфовы пространства и пространства с первой 
аксиомой счетности являются ^-пространствами. Статья Д. Коэ
на [1954] содержит теорему 3.3.27, построение kX и вторую по
ловину доказательства теоремы 3.3.18. Келли доказал в [1955] 
теоремы 3.3.21 и 3.3.23. Теорема 3.3.25 была доказана в статье 
Архангельского [1965] (объявлена в [1963]), а теорема 3.3.28 
получена Майклом в [1968а]. Первый пример двух &-про- 
странств, произведение которых не является ^-пространством, 
был приведен Даукером в [1952].

УПРАЖНЕНИЯ

З.З.А. Докажите, что каждое пространство X, представимое 
в виде объединения локально конечного семейства локально

16 Зак. 697
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компактных замкнутых хаусдорфовых подпространств, само ло
кально компактно (и хаусдорфово) (см. теорему 3.7 .22).

3.3.В. (а )  Проверьте, что каждое хаусдорфово пространство, 
которое можно представить в виде объединения некоторого се
мейства локально компактных открытых подпространств, само 
локально компактно.

(Ь) Приведите пример /^-пространства, представимого в 
виде объединения двух открытых компактных хаусдорфовых 
подпространств, но не являющегося 7Упространством.

3.3.С. Определите подпространство вещественной прямой, яв
ляющееся объединением двух локально компактных подпро
странств, которое тем не менее не локально компактно.

3 .3 .D (Пархоменко [1 9 4 1 ]) . Покажите, что каждое локально 
компактное хаусдорфово пространство можно взаимно одно
значно и непрерывно отобразить на некоторое компактное хаус
дорфово пространство.

Указание. Примените следствие 3.3.11 и теорему 3.2.11.
3.3.Е . (а ) (Келли [1 9 5 5 ]) . Проверьте, что декартово произ

ведение NKl не является ^-пространством.
Указание. Рассмотрите в N**1 подмножество, состоящее из 

всех точек х, таких, что для некоторого i >  1 самое большее i 
координат точки х равны 1, а остальные координаты равны L

(Ь) Покажите, что предел обратного спектра пространств 
Фреше — Урысона не обязан быть /^-пространством.

Указание. Представьте пространство Y\ из примера 3.3.29 в 
виде предела обратного спектра локально компактных хаусдор
фовых пространств и примените теорему 3.3.17 и упр. 2 .5 .D (b ).

3 .3 .F. Докажите теорему 3.3.27, применив характеристику 
^-пространств, данную в теореме 3.3.18.

3.3.G (Архангельский [1965] ). Приведите пример £-про- 
странства X , подмножества A c z X  и точки таких, что 
x ^ A ( ] Z y каково бы ни было компактное подпространство 
Z c X

Указание. Существует даже секвенциальное пространство с 
этим свойством.

3.3. Н (Архангельский [1965] ). Покажите, что для каждого 
хаусдорфова пространства существует ровно одно &-простран- 
ство, обладающее тем же множеством точек и теми же самыми 
компактными подпространствами.

3.3.1 (Архангельский [1 9 6 5 ]). (а )  Заметьте, что каждое ло
кально компактное хаусдорфово пространство является про
странством точечно счетного типа.

(Ь) Докажите, что каждое пространство точечно счетного 
типа является /^-пространством.

Указание. Видоизмените доказательство теоремы 3.9.5.
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(с ) Приведите пример ^-пространства, не являющегося про
странством точечно счетного типа.

3.4. П РО СТРАН СТВА О ТОБРАЖ ЕНИ Й И:
к о м п а к т н о -о т к р ы т а я  ТОПОЛОГИЯ

В § 2.6 мы определили топологию поточечной сходимости на
множестве Yx всех непрерывных отображений пространства X
в пространство Y как топологию, порожденную базой, состоящейk
из всех множеств вида П М (А(> С//), где At — конечное множе-

г—I
ство в X и £/( — открытое в У множество при i =  1, 2, . . . ,  k и 
где при любых А а Х  и В с  У

Д!(Л, В)  =  {/<= У*: f ( A ) c z B } .

Компактно-открытая топология на Yx — это топология, по
рожденная базой, состоящей из всех множеств вида

П М (С„ £/,), где Ct —  компактное множество в X и Ui — от- 
t=i
крытое множество в У при i =  1, 2, . . . ,  k.

Как и в случае обеих топологий, о которых шла речь в § 2.6, 
каково бы ни было топологическое пространство У и одноточеч
ное пространство {р }, поставив в соответствие точке y ^ Y  эле
мент iy(y) пространства У{р}, где [iv{y)] ( р ) =  у, мы получаем 
гомеоморфизм пространства У на пространство У<р* с компакт
но-открытой топологией.

Формулы (11)  из § 2.6 позволяют заключить, что

(1) Ф^: YX- > Z X непрерывно для каждого непрерывного ото
бражения g : У — ,

и
(2) 4V. YX~>YT непрерывно, каково бы ни было непрерывное 

отображение А: Т ^ Х  в топологическое пространство X ,

где Фg(f) — gf  при f ^ Y x, Wh(f) =  fh при / е  У*, и рассматри
ваемые пространства отображений несут компактно-открытую 
топологию.

Читатель легко проверит, что для каждого гомеоморфного 
вложения /: У - ^ Z  и отображения h: Т - + Х  в топологическое 
пространство X, такого, что для каждого компактного С <zzX 
найдется компактное С 'с :  Г, удовлетворяющее равенству 
h ( C ' ) — C (см. задачу 5.5.11 и теорему 3 .7 .2 ), — в частности, для 
каждого непрерывного отображения h\ Т - > Х  компактного про

16*
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странства Т на топологическое пространство X , — отображения 
Ф/-: YX^ Z X и У*-*-У7 являются гомеоморфными вложе
ниями.

Заметим, что на Rx компактно-открытая топология обычно 
отличается от топологии равномерной сходимости (см. теоремы
4.2.17 и 4.2.19); действительно, это следует из примера 2.6.8, так 
как на RN компактно-открытая топология совпадает с топо
логией поточечной сходимости. Компактно-открытая топология 
обычно отличается и от топологии поточечной сходимости. Чи
татель легко проверит, что множество I1 служит тому примером.

3.4.1. Теорема. Для каоюдой пары X , У топологических про
странств компактно-открытая топология на Yx является соб
ственной.

Доказательство. Пусть Z —  произвольное топологическое про
странство и f — отображение из У(2ХХ). Возьмем множество 
М (С , U ) a Y x, где С — компактное подмножество в X и U — 
открытое множество в У. В силу равенства (13) § 2.6,

[А (/)]-' (Л1 (С, £/)) =  {z<=Z: { [A(f ) ](z)}(x)^U при x<=C} =
=  { z g Z : f ( z , x ) ^ U  при i e C }  =
=  {ze=Z: f ( { z } X C ) ^ U } = =
=  { z e Z :  {z} X  С c= /_1 (£/)}•

Из леммы 3.1.15 вытекает, что последнее множество открыто. 
Так как множества М (С , U) составляют предбазу топологии 
пространства Yx, это означает, что Л ( f ) ^ ( Y x) z. I

Из последней теоремы, части (iii) предложения 2.6.12 и пред
последнего абзаца § 2.6 следует, что на Rx компактно-открытая 
топология слабее топологии равномерной сходимости. Так как 
одноточечные множества компактны и для каждого конечного
А — {хи * 2, ■ хь) имеет место соотношение M( A , U )  =  k
=  [} М ( { х (}, U), компактно-открытая топология сильнее, чем

i = 1
топология поточечной сходимости.

3.4.2. Теорема. Для каждой пары X , Z топологических про
странств и произвольного локально компактного хаусдорфова 
пространства У композиция 2 : ZyX  Yx - + Z x является непрерыв
ным отображением по отношению к компактно-открытой тополо
гии на пространствах отображений.

Доказательство. Мы покажем, что если множество С cz X 
компактно, а множество U сг Z открыто, то прообраз 

(С, U ))  открыт. Для каждой пары (g , f ) e 2 - I (Af(C, U )) 
имеем g f ( C ) a  U, т. e. f (C)cz g~l (£/). Так как пространство У 
локально компактно и хаусдорфово, из теоремы 3.3.2 следует,
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что существует открытое множество W cz У, для которого f(C)c= 
d W c z W c i  g~l (U) и W компактно. Легко проверяется, что

значит, множество 2*-1(Af(C, J7)) открыто. 1

3.4.3. Теорема. Если X — локально компактное хаусдорфово про
странство, то для каждого топологического пространства У 
компактно-открытая топология на Yx является приемлемой.

Доказательство. Из теоремы 3.4.2, формулы (12) § 2.6 и 
предложения 2.6.11 следует, что компактно-открытая топология 
на Yx является допустимой. Значит, достаточно применить тео-

казывается, предположение о локальной компактности про
странства X нельзя заменить. Действительно, можно доказать 
(см. упр. 3.4.А), что если для вполне регулярного пространства 
X на множестве Rx существует приемлемая топология, то про
странство X локально компактно.

Читатель легко докажет следующие аналоги предложений
2.6.9 и 2.6.10:

3.4.4. Предложение. Для каждого семейства {Xs}s ^ s непустых
топологических пространств и любого топологического простран-

тт  / х \ ®  * 0  ства У комбинация отображений V: Ц  (У s)-> y v seS / Явля-
s ^  S

ется гомеоморфизмом по отношению к компактно-открытой то
пологии на пространствах отображений. 1

3.4.5. Предложение. Для любого топологического пространства 
X и произвольного семейства топологических про
странств диагональное отображение А : П ( t f ) -

является гомеоморфизмом относительно компактно-открытой то
пологии на пространствах отображений. I

Рассмотрим теперь сужение экспоненциального отображения 
Л на множество Y(Z х х\ Для простоты это сужение тоже будет 
обозначаться через Л и называться экспоненциальным отобра
жением.
3.4.6. Лемма. Пусть X — хаусдорфово пространство. Тогда для 
любого топологического пространства У и любой предбазы 99 
пространства У множества М ( С , J7), где С — компактное мно
жество в X и U ^  составляют предбазу пространства Yx в 
компактно-открытой топологии.

Доказательство. Достаточно доказать, что для каждого ком
пактного множества С cz X, каждого открытого множества 
U cz У и произвольного f ^ M ( C ,  U)  найдутся компактные мно-

(£, f )€=M(W, U)XM(C,  W ) c Z- ' ( M( C,  с/));

3.4.1. I



жества С и С2, . . . ,  Ck в X и элементы U\, U\, . . . ,  Un{, U\, Ut, ... 
. . . ,  и\к семейства такие, что

к ni
(3) f t = W =  П П М ( с „  Uf i c z Mi C,  U).

i = 1 / = 1

По определению предбазы, для каждого х е  С найдутся мно
жества U\> удовлетворяющие условиям

(4) х е П  Г ' Ш  и П £/?<=£/.
/=1

Из теоремы 3.1.3 следует, что найдется конечное множество
k ni

{xu х2, . . . ,  xk} с :  С,такое, что С с= [J П /"* (Щ)* гДе Ul — U3!*
i=\ / =1 1 1

и п. =  пх,- По теореме 1.5.18, существует замкнутое покры
тие { С ^ =1 пространства С, для которого

п£

(5) Q c f l r 1^ / )  при * = 1 , 2 ,  ft
/=1

(это можно доказать и непосредственно, воспользовавшись ре
гулярностью и компактностью С ). Ясно, что множества С* ком
пактны, а из (5 ) следует, что отображение f принадлежит мно
жеству W, определенному в (3 ) . Остается доказать, что W cz 
a N l ( C , U).  Возьмем любое g ^ W  и любую точку х ^ С .  Най-

дется для которого тогда g ( x ) ^  ОтсюДа

и из второй части соотношения (4 ) следует, что g ( x ) ^ U ;  зна
чит, g e M ( C ,  U).  I

3.4.7. Теорема. Для каждой пары X , Z хаусдорфовых про
странств и произвольного топологического пространства Y экспо-у  yv / 2
ненциальное отображение A: Y -Ц У  ) является гомео
морфным вложением по отношению к компактно-открытой топо
логии на пространствах отображений.

Доказательство. Если С cz X, U cz Y и С' czZ,  то очевидно,
что
(6) Л” 1 [М (С', Af(C, £/))] =  Л 4 (С 'Х С ,  £/).

Следовательно, последняя лемма влечет за собой непрерывность 
Л. Так как отображение Л взаимно однозначно, остается до
казать, что для каждого открытого множества W c z Y {zxX) его
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образ А (II7) открыт в подпространстве A (Y<z х * ’) пространства 
(Ух) 2. Из равенства (6) вытекает, что

Л (М (С' X  С, U)) =  Л {Y(z ХЛ|)ПМ  (С', М (С, U)).

Следовательно, в силу взаимной однозначности отображения А, 
достаточно показать, что множества
(7) М (С' X  С, U), где С czX  и С' cz Z компактны 

и UczY  открыто,

составляют предбазу пространства yiZXX).
Возьмем компактное подмножество С" пространства Zy^X,  

открытое множество U в Y и отображение f ^ M ( C " ,  11). Так 
как С" компактно, найдутся открытые множества Vi, V2, . . .  
. . . ,  Vk cz X и V', V', . . . ,  V'k cz Z, для которых

(8) С" c [ | ( f ; x  Vi) cz Г 1 (£/).
1 = 1

Найдем, как в доказательстве леммы 3.4.6, покрытие 
пространства С", состоящее из компактных множеств, таких, 
что
(9) Ci c z V ' X V i при * = 1 , 2 , . . . ,  А.

k
Из формул (8) и (9) следует, что f  е  f) М (р' (Сг-) X  Р (Ct), U) cz

с zM(C",  U)t где р': Z X X - + Z  и р: Z X X ^ X — проекции. Так 
как Z и X — хаусдорфовы пространства, множества p'(Ci)  и 
p(Ci)  компактны; тем самым доказано, что множества (7 ) обра-

iZ V  Х\
зуют предбазу пространства У . |

Из теорем 3.4.3 и 3.4.7 вытекает

3.4.8. Теорема. Каковы бы ни были топологическое пространство 
У, хаусдорфово пространство Z и локально компактное хаусдор
фово пространство Xt экспоненциальное отображение A: Yizxx)-> 
M y xY  является гомеоморфизмом относительно компактно
открытой топологии на пространствах отображений. I

3.4.9. Теорема. Если Zy(.X есть k-прост ранет во, то для любого
топологического пространства Y экспоненциальное отображение

(Z X  X) /  x\zЛ : У -> (У  ) является гомеоморфизмом относительно ком
пактно-открытой топологии на пространствах отображений.

Доказательство. В силу теоремы 3.4.7, достаточно показать, 
что если Z X X  является ^-пространством, то для каждого g е  

Yx) z отображение A_1(g) пространства Z X X  в простран
ство У непрерывно. Как следует из теоремы 3.3.21, достаточно
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доказать, что сужение A“ ! (g)| C : C-+-Y  непрерывно, каково бы 
ни было компактное подмножество С пространства Z X  X. Верно 
даже большее: сужение отображения А” 1^ )  на более широкое 
множество Z ' X X 0, где Х0 — проекция множества С в простран
ство X, непрерывно. Действительно, так как Х0 компактно, из 
теоремы 3.4.3 мы заключаем, что экспоненциальное отображение 
Л 0: YizxXo)^ ( Y ^ ) z является отображением «на»; очевидно, что 

A - l (g)\(ZXX0) =  A o l (go),
где g0 <= (у**)2 определено формулой [go(z)] ( x ) =  [g(z)] (х) 
при ж е  Хо. I

3.4.10. Следствие. Если X и Z — хаусдорфовы, пространства с 
первой аксиомой счетности, то для каждого топологического про
странства У экспоненциальное отображение Л: y(zxjc)_> (y *)z 
является гомеоморфизмом по отношению к компактно-открытой 
топологии на пространствах отображений. I

Покажем теперь, как представить пространство отображений 
произвольного ^-пространства X в топологическое пространство 
У в виде предела обратного спектра пространств отображений 
Ус, где С — компактное подпространство пространства X.

Пусть 3£(Х)— семейство всех непустых компактных подмно
жеств хаусдорфова пространства X. Семейство 2£(Х)  упорядо
чено отношением определенным так:

Сг ^  Ci в том и только том случае, если Сг с : С\.
Более того, семейство ЗС(Х) направлено отношением так 

как объединение двух компактных множеств снова является 
компактным множеством. Для любых Сi, C2e i £ ( X ) ,  таких, что 
Сг ^  Ci, и для произвольного топологического пространства У 
определено непрерывное отображение УС,->У С!, а именно 

где г: Сг-> Ci — тождественное вложение. Ясно, что 
ncl(f) =  f\C2 ПРИ всех
3.4.11. Теорема. Если X есть k -пространство, то для всех топо
логических пространств У пространство Yx с компактно-открытой 
топологией (с топологией поточечной сходимости) гомеоморфно 
пределу обратного спектра S (X) =  {Ус, л£', % (X)} пространств 
Ус с компактно-открытой топологией (с топологией поточечной 
сходимости).

Доказательство. Для всех f — {fc} е  lim S (X) отображения<■
{fc} CeZ(X) согласованы, и из теоремы 3.1.21 следует, что ото
бражение F(f)  =  V f c ‘. X —► У непрерывно, т. е. F ( f ) ^ Y x.

C e Z ( X )
Ясно, что F  взаимно однозначно отображает lim S(X ) на Yx.
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Так как для всех / =  {fc}, всех С е  Z  (X) и любого А а  С 
F( f ) ^ M( A,  U) в том и только том случае, если f c ^ M ( A ,  U)f

то, по предложению 2.5.5, F  — гомеоморфизм. I
Теперь мы обсудим, как топологические свойства простран

ства Ух с компактно-открытой топологией зависят от свойств 
X и У. Начнем с аксиом отделимости. Так как компактно-откры
тая топология сильнее, чем топология поточечной сходимости, 
из теоремы 2.6.4 немедленно следует, что если У является 
7>пространством, то Yx с компактно-открытой топологией тоже 
является ^-пространством при i ^  2. Покажем, что то же самое
имеет место при i =  3 и З у .

3.4.12. Лемма. Каковы бы ни были топологические пространства 
Ху У, подмножество А пространства X и замкнутое подмножество 
В пространства У, множество М(А , В) замкнуто в пространстве 
Yx с топологией поточечной сходимости и тем более в простран
стве Yx с компактно-открытой топологией.

Доказательство. Ясно, что

М(А, В ) =  П М{{х},  В),хеЛ

и так как множество М({х),  В ) =  У*\Л1({х}, У \ £ )  замкнуто 
при всех х ^ А ,  множество М(АУ В)  замкнуто. I

3.4.13. Теорема. Если У — регулярное пространство, то простран
ство Yx с компактно-открытой топологией тоже регулярно.

Доказательство. В силу предложения 1.5.5, достаточно по
казать, что для каждого f ^ Y x и каждой окрестности М(С , U) 
точки /, где С — компактное множество в X и U — открытое 
множество в У, найдется открытое множество V cz У, такое, что

(10) / eA f(C , V)c=Af(C, V)czM(C,  U).

Из теорем 3.1.10 и 3.1.6 следует, что существует открытое 
множество V cz У, удовлетворяющее условию

(11) f (C)cz  У с  F c  U.

В силу последней леммы, множество М(С, V) замкнуто; по* 
этому М{С,  y)czA f(C , F), и (10) следует из (11). I

3.4.14. Лемма. Пусть X — топологическое пространство и С — 
компактное подпространство в X. Приписывая каждому f ^ I x 
число E( f ) — sup fix), мы получаем функцию Е: Iх непре-

JceC
рывную относительно компактно-открытой топологии на Iх.
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Доказательство. Покажем, что, каков бы ни был открытый 
интервал (a, b ) a R y прообраз ЕН(/П(а> Ь)) открыт в Iх. След
ствие 3.2.9 показывает, что sup f ( x ) < b  в том и только том

jс е С
случае, если f (x)<Zb  при всех х е С .  Значит, для А =  { х ^ 1 :  
х ^  а) и В =  {х g  /: х <  Ь} имеем

Е - ! (/П(а, 6 ))  =  (F \ M (C , Л))ПМ (С, 5 ) .
Отсюда и из леммы 3.4.12 следует, что множество Н- 1 (/П Ь)) 
открыто в I х. 9
3.4.15. Теорема. Если У тихоновское пространство, го простран
ство Yx с компактно-открытой топологией тоже является тихо
новским пространством.

Доказательство. В силу предложения 1.5.8, достаточно пока
зать, что для каждого / ^  У* и произвольной окрестности 
М ( С , U) функции /, где С — компактное множество в X и — 
открытое множество в У, найдется непрерывная функция 
G: Yx -+-I, такая, что G(/) =  0 и G (/i)= 1 при А е  У*\Л1(С, £/).

В силу теорем 3.1.10 и 3.1.7, существует функция g : Y->I,  
для которой g(/ (C ))с : {0} и g ( y ) = l  при y ^ Y \ U .  Положим 
G(h) =  sup gh(x)  при всех h <= У*. Так как G ЕФ^, последняя

х е С
лемма показывает, что G является непрерывным отображением 
пространства Yx в I. Ясно, что G{f) =  0; если h§£M(C,  U), то 
найдется точка x g C ,  для которой h(x) е  Y\U. Тогда gh(x) =  
=  1, откуда следует, что G(h)— 1. Ш

Как легко видеть, если пространство X дискретно, то про
странство Yx с компактно-открытой топологией гомеоморфно 
декартову произведению X I Yх, где Ух =  У при всех х ^  X
Так как существует совершенно нормальное пространство, ква
драт которого не нормален (см. упр. 2.3.12), то пространство 
Yx с компактно-открытой топологией не обязано быть нормаль
ным, даже если У — совершенно нормальное пространство, а 
X — дискретное двухточечное пространство.
3.4.16. Теорема. Если вес пространств X и У не превосходит 
ш ^  Ко и X локально компактно и хаусдорфово, то вес про
странства Yx с компактно-открытой топологией не превосхо
дит т.

Доказательство. Пусть $  — база пространства X, такая, что 
\Щ ^  ш, конечные объединения элементов семейства $  при
надлежат $  п V компактно для каждого Пусть 2D — база 
пространства У, содержащая все конечные объединения своих 
элементов и такая, что Мощность семейства & всех 
множеств М (Р, W), где V е  Я  и W е  2>, не превосходит ш. Зна
чит, для завершения доказательства достаточно показать, что
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& — предбаза пространства Yx. Действительно, если / ^ У х, 
С — компактное множество в X и U — открытое множество в У, 
для которых /*“ ЛГ(С, £/), то найдется V ^  удовлетворяющее 
условию C c F c F c / " ^ ) ,  и найдется W е  3), такое, что 
f ( V ) d  W cz U. Следовательно, W)czM(C,  U) и
M(V, W )e=£ .  I

Можно доказать (см. упр. 3.4.Е), что если пространство Rx 
с компактно-открытой топологией удовлетворяет первой аксиоме 
счетности и X — тихоновское пространство с первой аксиомой 
счетности, то X локально компактно. Аналогично можно дока
зать (см. упр. 5.1.Н), что если пространство Rx с компактно
открытой топологией удовлетворяет первой аксиоме счетности 
и X — метризуемое пространство, то пространство X локально 
компактно и обладает счетной базой.

В заключение этого параграфа приведем две характеристики 
компактных подпространств пространств отображений с ком
пактно-открытой топологией. В этих характеристиках приме
няется понятие однообразной непрерывности семейства отобра
жений. Как читатель увидит в гл. 8, это понятие является топо
логическим аналогом понятия равностепенной непрерывности 
семейства отображений. Мы говорим, что семейство F отобра
жений пространства X в пространство У однообразно непре
рывно, если, каковы бы ни были х е Х ,  у е  У и окрестность V 
точки у , найдутся окрестность U точки х и окрестность W точки 
у, такие, что Q[ (F f| М ( {х}, W) ) Х  Ф] с : V, т. е. условия f ^ F  и 
f ( x ) e  W влекут за собой включение f(U)cz V. Из этого опреде
ления прямо следует, что если семейство F отображений про
странства X в пространство У однообразно непрерывно, то все 
отображения из F  непрерывны, т. е. F cz Yx.

3.4.17. Лемма. Если У— регулярное пространство, то для каж
дого однообразно непрерывного семейства отображений F cz Yx 
замыкание F множества F в произведении П  Yx, где Yx =  У

при всех х ^ Х ,  является однообразно непрерывным семейством 
отображений и, в частности, F  cz Yx.

Доказательство. Возьмем произвольно точку Хо е  X и точку 
Уо У. Каждой окрестности V точки уо сопоставим окрестность 
V7 этой точки, такую, что V'  с : У. Так как семейство F однооб
разно непрерывно, для каждого V найдутся окрестность Uv 
точки Хо и окрестность Wv точки уо, удовлетворяющие условию 
Q [(FdA f ({х0}, Wv))Y,Uv] cz Vf. Отсюда следует, что
F  сг F (х0, у0, V) =  ( f е= П  Ух' если f (х0) <= Wv, то f (Uv) <= V' )  =

I * е X )
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Последнее множество замкнуто; следовательно, f c f ( j со, уоУ V). 
Значит, множество F содержится в пересечении всех множеств 
F {x , у, V), где x e l ,  y ^ Y  и V— произвольная окрестность 
точки у, а отсюда вытекает, что семейство отображений F  одно
образно непрерывно. 1

3.4.18. Лемма. Если F ez  Yx — однообразно непрерывное семей
ство отображений, то сужение £21F X  X отображения вычисления 
является непрерывным отображением по отношению к топологии 
поточечной сходимости на F .

Доказательство. Для f ^ F ,  j c e I ,  y = f ( x )  и произвольной 
окрестности V точки у найдутся окрестность U точки х и окрест
ность W точки у , такие, что Q [(F n ^ f({^ }, 1^))Х  U]c^ V. Доста
точно теперь заметить, что множество (Т7 П ( {л:}, U ^))X ^  яв
ляется окрестностью точки (/, х) в пространстве F X X .  1

3.4.19. Лемма. Пусть Y — регулярное пространство, X — произ
вольное топологическое пространство и Yx — пространство всех 
непрерывных отображений пространства X в пространство Y 
с топологией поточечной сходимости. Если множество F a  Yx 
компактно и сужение Q | F  X  X отображения вычисления непре
рывно, то F — однообразно непрерывное семейство отображений.

Доказательство. Пусть x e l ,  у е  У и V— произвольная 
окрестность точки у. Так как пространство У регулярно, найдется 
окрестность W точки у , для которой W_cz V. Из леммы 3.4.12 
следует, что множество F q =  Ff|M({.x;}, W) компактно. Так как 
Q ( F o X { x } ) c V ,  то F o X  {x} cz (Q\FXX)-HV)  и, по лемме
3.1.15, найдется окрестность U точки х, такая, что Q(F0yCU)cz 
czV. Очевидно, £2[(,РПМ(М> IF ))X  Щ сг Q (FoX  &)', значит, 
семейство F  однообразно непрерывно. 1
3.4.20. Теорема Асколи. Пусть X есть k-пространство, а У — ре
гулярное пространство. Тогда замкнутое подмножество F про- 
странства Yx с компактно-открытой топологией является ком
пактом в том и только том случае, если F — однообразно непре
рывное семейство отображений и замыкание множества 
Й (F X  М ) — if (х) : / е  F} cz У компактно при всех х е !

Доказательство. Предположим, что F<=YX — однообразно 
непрерывное семейство отображений и что множество Fx— 
=  Q (F X  {*})<= У компактно при всех х е !  Декартово произ
ведение XI F х компактно; значит, замыкание F множества F

х ^  К
в произведении Ц  Yx, где Yx — Y при всех х е Х ,  является

компактом. По лемме 3.4.17, F c z Y x — однообразно непрерыв
ное семейство отображений, и из леммы 3.4.18 следует, что су
жение Qq =  Q\FXX  непрерывно, т. е. что Q0^ Y F х х. В силу
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теоремы 3.4.1, Л (Qq) ^  0лХ)|?» где Yx взято с компактно-открытой 
топологией. Так как [Л (й0)1 Ш = /  при всех / e F ,  из теоремы 
3.1.13 вытекает, что на F компактно-открытая топология совпа
дает с топологией поточечной сходимости. Значит, F — F  и мно
жество F  — компакт.

Обратно, предположим, что F  — компактное подмножество 
в Ух- В силу леммы 3.4.19, достаточно показать, что сужение 
Q |FX Я  отображения вычисления непрерывно, так как ком
пактность множеств Q (F X  {*} ) следует немедленно из ком
пактности F  и непрерывности отображения Q | F X X  Так как, 
в силу теоремы 3.3.27, пространство F X . X  является ^-простран
ством, достаточно для каждого компактного пространства CczX 
проверить непрерывность сужения Q o ^ f i l^ X C . По теореме
3.4.3, отображение вычисления Qс: Yc X  С -*• Y непрерывно, а 
это влечет за собой непрерывность отображения Q0, так как 
Qo =  йс [ (Ч*1, | Z7) X  idc], где i: С-*-Х  — тождественное вложение 
подпространства С в X. I

Следующая теорема — разновидность теоремы Асколи. В ее 
формулировке через F\Z при Yx и Zcz X обозначено семей
ство сужений {f\Z: f ^ F }  cz Yz.

3.4.21. Теорема. Пусть X есть k-пространство, a Y — регулярное 
пространство. Тогда замкнутое подмножество F пространства 
Yx с компактно-открытой топологией является компактом в том 
и только том случае, если F\Z — однообразно непрерывное се
мейство отображений для всякого компактного подпростран
ства Z с :  X и замыкание множества Й (F X  {* })  =  {/ (х ): / <= Т7} с : 
с  Y компактно при всех

Доказательство. В силу теоремы Асколи, достаточно пока
зать, что из условий теоремы вытекает компактность множества 
F. Последнее, однако, является следствием утверждений 2.5.7,
3.4.17, 3.4.20, 3.4.11 и 3.2.13. I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Компактно-открытая топология была определена Фоксом в 
{1945]. Фокс доказал теоремы 3.4.1 и 3.4.3 и показал, что экспо
ненциальное отображение Л в следствии 3.4.10 является взаим
но однозначным отображением «на». Тот факт, что А — гомео
морфизм, был доказан Джексоном в [1952а]. Работа Джексона 
содержит также лемму 3.4.6 и теоремы 3.4.7 и 3.4.8. Теорема
3.4.9 доказана Моритой в [1956а]. Теоремы 3.4.13, 3.4.15 и 3.4.16 
доказаны Аренсом в [1946]. Понятие однообразно непрерыв
ного семейства отображений было введено Келли и Морсом 
(см. Келли [1955]). Они доказали также теоремы 3.4.21 и
3.4.20, причем последнюю при более ограничительном предполо
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жении, что пространство X локально компактно и хаусдорфово; 
обобщение на случай ^-пространств было получено Бэгли и 
Янгом в [1966]. Различные варианты теоремы Асколи (обоб
щающие классический результат Асколи, полученный в 1883 г.) 
часто применяются в анализе — главным образом в доказатель
ствах теорем существования (например, в доказательстве су
ществования решения дифференциального уравнения у'=и(х, у) 
при единственном предположении, что функция и(х , у) непре
рывна).

УПРАЖНЕНИЯ

3.4.А (Фокс [1945], Аренс [1946]). Докажите, что если X — 
вполне регулярное пространство и на Rx существует приемлемая 
топология, то пространство X локально компактно (см. 
упр. 2.6.Е).

Указание. Определим /: X ^ R ,  положив f{x) — 0 при всех 
х е !  Для произвольной точки возьмите любую ее
окрестность V и окрестность ^функции /, такие, что Q(Wy(V)<zz 
а ( — 1, 1), и покажите, что V компактно. С этой целью для 
произвольного семейства {Vs}se 5  открытых множеств в X, по
крывающего Р, рассмотрите топологию на Rx, порожденную ба-k
зой, состоящей из всех множеств вида П-М(/4,-, Ui), где А,-

г=1
замкнуто и содержится либо в некотором Vs, либо в X\V, а 
Ui — открытое множество в R при i =  1 ,2 , . . . ,  k.

3.4.В. Проверьте, что для произвольного семейства {Zs}i s S
хаусдорфовых пространств и произвольного семейства 

топологических пространств декартово произведение X I :

является гомеоморфным вложе-
s е  S V s e S  )
нием по отношению к компактно-открытой топологии на про
странствах отображений.

3.4.С. (а) Покажите, чго если X — компакт, а У— хаусдор
фово пространство, то множество всех непрерывных отображе
ний пространства X на пространство У замкнуто в пространстве 
Yx с компактно-открытой топологией. Проверьте, что предполо
жение о компактности пространства X нельзя опустить.

(Ь) Пусть X — компакт и Н — подпространство пространства 
Xх, состоящее из всех гомеоморфизмов пространства X на себя. 
Покажите, что, поставив в соответствие всякому h ^ H  обрат
ный к нему гомеоморфизм А-1 е  Я, мы получим гомеоморфизм 
пространства Н на себя (см. теорему 3.4.2 и пример 8.1.17). 
Проверьте, что предположение о компактности X существенно*
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3.4.D (А. Стоун [1963] ). Проверьте, что пространство всех 
непрерывных отображений отрезка I в тихоновский куб /с с 
компактно-открытой топологией не нормально (см. упр. 3.8.D).

Указание. Заметьте, что пространство / 1 содержит D (K 0) в 
качестве замкнутого подпространства, затем примените предло
жение 3.4.5 и упр. ЗЛ.Н(а).

3.4.Е (Аренс [1946]). Хаусдорфово пространство X называ
ется хемикомпактным, если в семействе всех компактных под
пространств пространства X, упорядоченном отношением с=, су
ществует счетное конфинальное подсемейство.

(a) Докажите, что каждое хемикомпактное пространство с 
первой аксиомой счетности локально компактно.

(b ) Приведите пример счетного хемикомпактного простран
ства, не являющегося ^-пространством.

(c) Покажите, что в классе пространств со счетной базой 
хемикомпактность равносильна локальной компактности.

(d) Докажите, что если пространство Rx с компактно-откры- 
той топологией удовлетворяет первой аксиоме счетности, а X 
является тихоновским пространством, то пространство X хеми- 
компактно.

3.4.F. Заметьте, что если X — тихоновское пространство, а 
У содержит подпространство, гомеоморфное /?, то пространство 
Yx с компактно-открытой топологией компактно тогда и только 
тогда, когда У компактно, а X дискретно.

3.4.G. (а) (Майкл [1961]). Покажите, что nw(Yx) sg: 
^ ш (Х )^ (У ) по отношению к компактно-открытой топологии и 
по отношению к топологии поточечной сходимости на Yx. Вы
ведите отсюда, что если X и У — пространства со счетной базой, 
то пространство Yx наследственно сепарабельно как по отноше
нию к компактно-открытой топологии, так и по отношению к то
пологии поточечной сходимости1).

Указание. Пусть $  и £) — базы мощности ^  w(X)w(Y)  про
странств X и У соответственно. Рассмотрите топологию на У*,

порожденную базой, состоящей из множеств fl M(Ui9 F*), где
i=1

Ui М и V i ^ S )  при 1 =  1, 2, k\ примените теорему 3.4.1 
и предложение 2.6.11.

(Ь) (Уорнер [1958]). Докажите, что если X — тихоновское 
пространство, то пространство Rx с компактно-открытой тополо
гией содержит всюду плотное подпространство мощности 
^  щ ^  Ко в том и только том случае, если существует взаимно 
Однозначное непрерывное отображение пространства X на тихо
новское пространство веса ^  т.

1) В работе Майкла [1961] нет понятия сети и сетевого веса. В ней до
казывается именно последнее утверждение. — Прим. перев.
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Указание. Выведите из упр. 3 .2 .J(a), что если h : X - ^ Z — 
взаимно однозначное непрерывное отображение пространства X 
на пространство Z, то Y/i отображает Rz на всюду плотное в 
Rx множество, и примените (а).

(с) Покажите, что, каковы бы ни были тихоновское про
странство X и кардинал ш ^  К0, следующие условия равно
сильны:

( 1 ) 5  пространстве Rx с компактно-открытой топологией 
есть всюду плотное множество мощности ^  т.

(2) В пространстве Rx с топологией поточечной сходимости 
есть всюду плотное множество мощности ^  т.

Указание. См. упр. 3.2.1.
3.4.Н (Кол [1969] ). Назовем семейство F отображений про

странства X в пространство У равномерно регулярным, если, 
каково бы ни было открытое покрытие Т  пространства У, най
дется открытое покрытие Ш пространства X, которое вписано в 
каждое покрытие вида {f~l (V) : K e F } ,  где / e F .

Докажите, что если X есть ft-пространство, а У — регулярное 
пространство, то замкнутое в пространстве Vх с компактно-от
крытой топологией множество F  компактно в том и только том 
случае, если F — равномерно регулярное семейство отображений 
и замыкание множества Q(F X  {*} ) =  {f(x) : f ^ F } a Y  ком
пактно для каждого х е !

Указание. Покажите, что если замыкание множества {f(x):  
f <= F} компактно при всех x e l ,  то семейство F  равномерно 
регулярно в том и только том случае, если оно однообразно не
прерывно.

3.4.1. Покажите, что сложение, вычитание и умножение функ
ций являются непрерывными отображениями произведения 
Rx X  Rx в Rx и что умножение на вещественные числа является 
непрерывным отображением пространства RXX R  в Rx по отно
шению к компактно-открытой топологии на Rx.

3.5. КОМПАКТИФИКАЦИИ

Пара (У, с), где У— компакт, а с: X-+-Y— гомеоморфное 
вложение пространства X в У, такое, что c ( X ) = Y ,  называется 
компактификацией пространства X (или компактным хаусдор- 
фовым расширением пространства X). Если некоторое простран
ство X вложимо в компакт У, т. е. существует гомеоморфизм 
/: Х-^М  на подпространство M =  f(X ) пространства У, то 
ясно, что пара (f (X ), if), где i — тождественное вложение про
странства М в М, является компактификацией пространства X. 
Следовательно, каждое пространство, вложимое в компакт, об
ладает компактификацией. Этот факт вместе с теоремами 3.2.6, 
3.2.5 и 2.3.23 влечет за собой следующие две теоремы:
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3.5.1. Теорема. Пространство X обладает компактификацией в 
том и только том случае, если оно тихоновское. I

3.5.2. Теорема. Каж дое тихоновское пространство X имеет та
кую компактификацию (К, с), что w(X) =  w(Y).  I

В дальнейшем под компактификацией пространства X мы 
донимаем не только пару (У, с), но и любой компакт У, в кото
рый X можно вложить в качестве всюду плотного подпростран
ства. Компактификации пространства X обычно обозначаются 
через сХ, аХ, уХ и т. д., где с, Ci и у символизируют гомеоморф- 
ные вложения пространства X в соответствующие компактифи
кации. Таким образом, когда компактификация будет рассма
триваться как пространство, будет каждый раз известно, какое 
гомеоморфное вложение используется: для компактификации
сХ пространства X имеем ____

с: Х-*-сХ,  с|А*: X - *  с (X) — гомеоморфизм и с(Х) =  сХ.
Назовем компактификации с\Х и с2Х пространства X экви

валентными, если существует гомеоморфизм f: С\Х —*■ с2Х, такой, 
что диаграмма

коммутативна, т. е. fci(x) — с2(х) при всех х е Х .  Таким обра
зом, две компактификации пространства X эквивалентны, если 
они гомеоморфны и пространство X вложено в них одинаковым 
образом. Легко проверяется, что эквивалентность компактифи- 
каций является отношением эквивалентности.

В дальнейшем мы будем часто отождествлять эквивалентные 
компактификации; любой класс эквивалентности компактифика- 
ций будет рассматриваться как одна компактификация и будет 
обозначаться символом сХ, где сХ — произвольная компактифи
кация этого класса.

Если сХ — компактификация компакта X, то с (Х )= с Х  и 
с — гомеоморфизм. Значит, для любых двух компактификаций 
с{Х и с2Х компакта X отображение f  — С2СГ1; схХ - * с 2Х явля
ется гомеоморфизмом и f c i ( x ) =  с2(х) при всех *<=Х , т. е. 
любые две компактификация произвольного компакта эквива
лентны. В частности, каждая компактификация компакта X 
эквивалентна компактификации (X, id*), которую мы отожде
ствляем с самим пространством X.

Теоремы 1.5.3 и 1.5.6 приводят к следующему результату:
3.5.3. Теорема. Д ля  каждой компактификации У пространства X  
имеем-. [У|^ехр ехр d(X)  и ay(y)^ exp rf(X ). I

f

Х —г + Хidx

17 Зак. 697
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Из последней теоремы и теоремы 3.2.5 вытекает, что все ком- 
пактификации пространства X (с точностью до эквивалентности) 
являются подпространствами тихоновского куба /ехPd<*). Это 
позволяет для любого пространства X рассмотреть семейство 

X ) всех его компактификаций. Строго говоря, X ) является 
семейством классов эквивалентных компактификаций простран
ства Ху являющихся подпространствами тихоновского куба
J Q X р 4 ( Х ) л

Определим теперь упорядочение на семействе W(X).  Поло
жим с2Х ^  с\Х, если существует непрерывное отображение 
/: с\Х-+с2Х, такое, что fc\ =  c2. Таким образом, неравенство 
с2Х ^  схХ означает, что с\Х можно отобразить на с2Х таким об
разом, что каждая точка пространства X, рассматриваемого как 
подпространство каждого из пространств с\Ху с2Х, перейдет в 
себя. Как легко видеть, если С\Х ^  с2Х и с2Х ^  сгХ, то С\Х ^  
^  СзХ Значит, чтобы показать, что ^  является упорядочением 
на семействе X ), достаточно доказать следующую теорему.

3.5.4. Теорема. Компактификации С\Х и с2Х пространства X 
эквивалентны в том и только том случае, если с\Х ^  с2Х и 
с2Х ^  с\Х.

Доказательство. Ясно, что если с\Х и с2Х эквивалентны, то 
схХ ^  с2Х и с2Х ^  С\Х.

Предположим теперь, что С\Х ^  с2Х и с2Х ^  с\Х. Пусть 
fu С\Х-*С2Х и f 2: c2X-*CiX  удовлетворяют условиям: f\Ci =  с2 
и f2c2 =  c\. В силу теоремы 3.1.13, чтобы доказать, что f\ явля
ется гомеоморфизмом, откуда будет следовать, что С\Х и с2Х 
эквивалентны, достаточно показать, что

(1) f2f\ (х) = х  при всех х е  с {Х.

Композиция f2f\: С\Х-+-С\Х удовлетворяет равенству f2f\Ci =  C\; 
поэтому f2fi(x) — x при всех х ^  c\(X)d С\Х. Это означает, что 
сужение отображения f2fi на всюду плотное подпространство 
Ci(X) пространства С\Х совпадает с сужением тождественного 
отображения idClx на сх (Х ,̂ соотношение (1) вытекает теперь из 
теоремы 2.1.9. I

Другое необходимое и достаточное условие эквивалентности 
двух компактификаций содержит следующая теорема.

3.5.5. Теорема. Компактификации С\Х и с2Х пространства X 
эквивалентны в том и только том случае, если для любых замк
нутых в X множеств А и В выполняется условие:

(2 )  ci (Л)П C i( B ) = 0  тогда и только тогда, когда
с2(А){\с2( В ) = 0 .
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Доказательство. Ясно, что если ciX и с2Х эквивалентны, то 
условие (2) выполняется для каждой пары А, В замкнутых в X 
множеств.

Пусть теперь компактификации CiX и с2Х таковы, что усло
вие (2) выполняется для каждой пары замкнутых множеств в X. 
В силу теоремы 3.2.1, отображения

C\h2: с2(Х)-*-с\Х и c2h\\ ci(X)->- с2Х,

где hr. Ci(X)-*-X — обратные отображения к гомеоморфизмам 
с, |Х при t =  1 ,2 , продолжаются до отображений

С2\ с2Х — С\Х и Cj! С\Х— с2Х.

Так как, очевидно, С2с2 — с\ и С\С\ — с2, из теоремы 3.5.4 выте
кает эквивалентность С\Х и с2Х. I

Пусть сХ — произвольная компактификация пространства X. 
Множество сХ \с(Х ), т. е. множество всех точек, которыми сХ 
отличается от с (^ ), называется наростом компактификации сХ. 
Главное свойство наростов устанавливается ниже в теореме
3.5.7. В доказательстве этой теоремы применяется следующая 
лемма.

3.5.6. Лемма. Пусть А — всюду плотное подпространство хаус
дорфова пространства X и f: X-*~Y — отображение пространства 
X в произвольное пространство Y. Если /|Л: A^- f (A)cz  Y — 
гомеоморфизм, то f (X\A)f l f (A)  — 0 .

Доказательство. Пусть существует точка х б А \ Л , для ко
торой f ( x /(Л). Не теряя общности, можно предположить, что 
Х =  А[]{х}  и Y =  f(A).  Пусть f(x) =  f(y),  где j/ е Л , и пусть 
U, VczX  — непересекающиеся окрестности точек х, у соответ
ственно. Множество /(Л \ У) =  (/| Л)(Л \ F) замкнуто в У =  
=  /(Л), поэтому множество /-1/(Л\У) =  Л \ У  замкнуто в X. 
Так как х ф -V, это доказывает замкнутость множества А в X, 
и мы получили противоречие. I

3.5.7. Теорема. Если С\Х и с2Х — компактификации пространства 
X и отображение f: CiX -*■ с2Х удовлетворяет условию fci — с2, то

f ( Cl( X ) ) = C2(X) и f( c 1X \ c1( X ) ) = c 2X \ c2(X).

Доказательство. Первое из равенств следует из условия 
fc\ =  с2- Второе равенство вытекает из первого равенства, по
следней леммы и того, что f ( c i X) =  с2Х. Я

Оказывается, некоторые классы тихоновских пространств 
можно охарактеризовать свойствами наростов компактифика- 
Ций. Мы покажем, как охарактеризовать таким образом локаль
но компактные хаусдорфовы пространства. Другой важный 
класс пространств, допускающих такую характеристику, класс

17*
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полных по Чеху пространств, будет рассмотрен в § 3.9 (см. так
же упр. 3.5.G, теорему 3.11.10, задачи 3.12.24, 3.12.25 и 8.5.13(b)).

3.5.8. Теорема. Для каждого тихоновского пространства X сле
дующие условия равносильны:

(i) Пространство X локально компактно.
(ii) Для каждой компактификации сХ пространства X на

рост сХ \с(Х ) замкнут в сХ.
(iii) Существует компактификация сХ пространства X, для 

которой нарост сХ\с(Х ) замкнут в сХ.
Доказательство. Импликации (ii)=>-(iii) и (iii)=>-(i) оче

видны; импликация (i)=>-(ii) вытекает из теоремы 3.3.9. 1  
В следующей теореме устанавливается важное свойство се

мейства & (X ) всех компактификаций произвольного простран
ства X.

3.5.9. Теорема. Каждое непустое подсемейство WqCz W {X) обла
дает точной верхней гранью в Ч? (X ) по отношению к упорядо
чению .

Доказательство. Пусть 'й’о =  (СД}« s  s- Рассмотрим декарто
во произведение П  csX и отображение cs — A  cs: X -*■ IЬ д ,

s e S  s e S  s e S
которое по теореме о диагональном отображении является го
меоморфным вложением. Покажем, чтос5Х =  с5Х с : XX csX яв-

s ge S
ляется наименьшей верхней гранью семейства Wo.

Так как проекция ps■ IX csX СД  удовлетворяет условию
seS

pscs =  cSj имеем csX ^  csX при всех s e S .  Пусть сХ — некото
рая компактификация пространства X, для которой с^Х ^  сХ 
при всех т. е. существуют отображения fs: сХ-*с$Х у та
кие, что f sc — cs при всех s e S .  Легко видеть, что диагональное
отображение F =  Д  fs удовлетворяет условию Fc =  cs\ значит,

s e S
csX <  сХ. I

3.5.10. Следствие. Для каждого тихоновского пространства X су
ществует наибольший элемент относительно упорядочения ^  на 
9( Х) .  I

Наибольший элемент семейства &(Х)  называется стоун-че- 
ховской компактификацией (или стоун-чеховским расширением) 
пространства X или максимальной компактификацией простран
ства X и обозначается через рХ Эта компактификация будет 
подробно изучена в следующем параграфе.

В связи с последней теоремой возникает вопрос, для каких 
пространств X каждое подсемейство семейства W обладает наи
большей нижней гранью. Если для подсемейства Wo семейства
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Ф(Х)  множество %?'0 =  {с'Х: с 'Х ^ сХ  при всех сХ^Ч?0} не
пусто, то его наименьшая верхняя грань будет наибольшей ниж
ней гранью семейства Wo. Следовательно, наибольшие нижние 
грани в W(X)  существуют в том и только том случае, если в 
Ф(Х)  есть наименьший элемент. Оказывается, это условие экви
валентно локальной компактности пространства X.

3.5.11. Теорема об александровской компактификации. Каждое 
некомпактное локально компактное хаусдорфово пространство X 
обладает компактификацией аХ с одноточечным наростом. Эта 
компактификация является наименьшим элементом семейства 
Ф(Х) по отношению к упорядочению < ,  в ее вес равен весу 
пространства X.

Доказательство. Возьмем любую точку й ф. X и положим 
аХ =  Х и {й } .  Назовем открытыми множествами в аХ  множе
ства вида {£}} и(-^\/7), где F — любое компактное множество 
в X, а также все открытые в X множества. Легко видеть, что 
аХ  с этой топологией является хаусдорфовым пространством и 
что отображение а: Х ->аХ , определенное правилом а ( х ) = х ,  
является гомеоморфным вложением, образ при котором а ( Х ) =  
=  Х всюду плотен в аХ. Покажем, что пространство аХ  ком
пактно. Пусть {Us}s<=s ~  произвольное открытое покрытие про
странства аХ. Существует s0g 5 ,  такое, что £2 e f / s„ и из 
определения топологии на аХ  следует, что множество F = X \ U S 
компактно. По теореме 3.1.3, найдется конечное множество

{si, S2, 5*} сг S, для которого F a  [J C/s; значит, покрытие
i = 1

{ ^ } 5е5 с°держит конечное подпокрытие .
Соотношение сХ ^  аХ, где сХ — любая компактификация 

пространства X, будет доказано, если мы покажем, что отобра
жение f пространства сХ в пространство аХ , определенное пра
вилом

при х*=с(Х),
/ W  |  q  Прй х ^  сх \ с  ( X ),

удовлетворяет условию fc — а  и непрерывно. Равенство /с =  а  
следует прямо из определения, а по теореме 3.5.8 прообраз каж
дого открытого в аХ  множества открыт в сХ — либо как откры
тое подмножество открытого подпространства с(Х ), либо как 
дополнение компактного множества в сХ.

Последняя часть теоремы вытекает из 3.1.20. I
Компактификация аХ локально компактного хаусдорфова 

некомпактного пространства X называется александровской 
компактификацией, одноточечной компактификацией или мини
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мальной компактификацией этого пространства. Можно сказать, 
что она получается присоединением к пространству X «беско
нечно удаленной точки».
3.5.12. Теорема. Если в семействе <ё ( X ) всех компактификаций 
некомпактного тихоновского пространства X есть наименьший 
элемент сХ по отношению к упорядочению то X локально 
компактно и сХ эквивалентно александровской компактифика
ции аХ пространства X.

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно 
показать, что нарост сХ \с(Х ) является одноточечным множе
ством, так как это влечет за собой локальную компактность X
и, в силу теорем 3.5.11 и 3.5.4, эквивалентность сХ и аХ.

Предположим, что нарост сХ \с(Х ) содержит две различные 
точки х\ и X2. Пространство Х\— сХ \ {х и х2} локально ком
пактно, и александровская компактификация пространства X] 
является компактификацией также и пространства X, т, е. 
аХ\ — с\Х. Так как сХ ^  схХ, существует отображение f : С\Х—> 
-+сХ, такое, что /| с (X) =  idC(X)- В силу теоремы 2.1.9, f \Xt =  
=  icUt; применив теорему 3.5.7 к компактификациям С\Х и сХ 
пространства Хи заключаем, что f ( { Q } ) = { x u  х2},  а это не
возможно. I
3.5.13. Теорема. Если компакт У является непрерывным обра
зом нароста сХ \с(Х ) компактификации сХ локально компакт
ного хаусдорфова пространства X, то у пространства X есть 
компактификация с'Х ^  сХ9 нарост которой гомеоморфен Y.

Доказательство. Пусть f — непрерывное отображение про
странства сХ \с(Х ) на У. Из теорем 3.5.8 и 2.4.13 следует, что 
разбиение пространства сХ на прообразы точек при f и одното
чечные подмножества множества с(Х)  полунепрерывно сверху. 
Отношение эквивалентности Е , отвечающее этому разбиению 
пространства сХ, замкнуто, а факторпространство сХ/E  яв
ляется компактом. Подпространство с(Х)  открыто в сХ. По
этому из предложения 2.4.15 следует, что пространство сХ/Е =
— с%  где с' =  qc и q\ сХ -+сХ /Е  — естественное факторное 
отображение, является компактификацией пространства X с на
ростом, гомеоморфным У. I

3.5.14. Примеры. Окружность S 1 и отрезок I являются компак- 
тификациями вещественной прямой /?; при этом окружность S 1 
является александровской компактификацией прямой R.

Вообще, n-мерная сфера Sn и n-мерный куб 1п являются 
компактификациями евклидова n-мерного пространства Rn\ при 
этом сфера Sn является александровской компактификацией Rn.

Пространство W, описанное в примере 3.1.27, является алек
сандровской компактификацией своего подпространства Wо.
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Пространство Л (т ), определенное в 1.4.20, является алек
сандровской компактификацией дискретного пространства Z)(m). 
Каждая конечная сумма Л(ш )Ф Л(и)Ф  . . .  ® Л (т )  также яв
ляется компактификацией пространства £>(nt). Двойная окруж
ность Александрова, определенная в 3.1.26, является компакти
фикацией дискретного пространства D(t)\ эта компактифика
ция не сравнима (по отношению к упорядочению ^ ) с компак
тификацией Л (с)®  Л (с) пространства D(с). I

3.5.15. Пример. Рассмотрим подпространство X =  Х\ U Х2 U Х3 
плоскости R2, где Xi =  { 0 } X [ — 1, 1 ] , -У2 =  {(*> s i n - j ) : 0 <  jc <1

и Хг — какая-нибудь дуга с концамив точках (0, — 1) и

( у я ,  — l )  , которая не имеет других общих точек с Xi (J Х2. Так
как X — замкнутое и ограниченное множество в R2, пространство 
X является компактом. Подпространство пространства X
гомеоморфно R и всюду плотно в X, так что X является компак
тификацией пространства R. Нарост этой компактификации го- 
меоморфен I. Заменив Х \Х { подходящим дискретным подпро
странством Y мощности Хо, мы получим компактификацию 
Y U-Xi пространства D (tt0), нарост которой гомеоморфен I.

Из теоремы 3.5.13 следует, что каждый компакт, являющийся 
непрерывным образом отрезка / (см. задачу 6.3.14), служит на
ростом некоторой компактификации пространства R, а также 
наростом некоторой компактификации пространства D (tt0)- Из 
примера 3.1.26 мы заключаем, что каждое такое пространство 
является также наростом некоторой компактификации простран
ства D(t)  (см. упр. 3.5.Н). I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Компактификации (открытых подмножеств плоскости) впер
вые изучал Каратеодори в [1913] в связи с некоторыми пробле
мами, касающимися аналитических функций. Ранее похожие 
конструкции использовались в различных теориях веществен
ных чисел. Теоремы 3.5.1 и 3.5.2 можно найти в работе Тихо
нова [1930]. Упорядочение <1 в семействе всех компактифика- 
ций произвольного пространства было определено Люббеном в 
[1941], где были доказаны теоремы 3.5.9 и 3.5.12. Существование 
наибольшей компактификации было установлено ранее Чехом 
в [1937] и М. Стоуном в [1937]. Теорема 3.5.5 доказана Смир
новым в [1952] (приведенное нами доказательство принадлежит 
Мрувке [1956а]). Теорема 3.5.11 была доказана П. С. Алек
сандровым в [1924Ь]. Теорема 3.5.13 являлась частью топологи
ческого фольклора в тридцатые годы (по крайней мере в классе
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метризуемых пространств); см. заключительные замечания в 
книгах Хаусдорфа [1938] и Куратовского [1938]. Видимо, впер
вые она была сформулирована в явном виде в работе Ма- 
гилла [1966].

УПРАЖНЕНИЯ

3.5.А. Покажите, что если csXs — компактификация про
странства Xs при s e S ,  то произведение П  csXs является ком-

пактификацией произведения Ц  Xs.
se5

3.5.В. Пусть сХ — компактификация пространства X и Е — 
замкнутое отношение эквивалентности на сХ. Покажите, что 
если все одноточечные подмножества множества с(Х)  явля
ются классами эквивалентности отношения Е, то сХ/ E  — тоже 
компактификация пространства X.

3.5.С. Покажите, что предел обратного спектра {саХ, Е}
компактификаций пространства X, где с() =  па(са при любых 
а, р е И , таких, что р ^  сг, является компактификацией про
странства X.

3.5.D. Обратите внимание на то, что любые две компакти
фикации CiN и c2N пространства N =  D(H0), обладающие ко
нечными наростами одной мощности, гомеоморфны, и что тем 
не менее они могут быть не сравнимы по отношению к упоря
дочению Приведите пример двух негомеоморфных комиак- 
тификаций пространства D(с), наросты которых двухточечны.

3.5.Е. Покажите, что максимальную компактификацию тихо
новского пространства X можно получить, взяв в П  h  замы-

f S
кание образа пространства X при отображении A f, где —

f G
семейство всех непрерывных отображений пространства X в 
отрезок / и If — / при / е  9Г.

3.5.F. Докажите, что для каждой компактификации сХ про
странства X существует компактификация с'Х ^  сХ, такая, что 
w( c ' X) =w(X) .

3.5.G. (а) (Архангельский [1965]). Докажите, что для про
извольного тихоновского пространства X следующие условия 
равносильны:

(1) Пространство X точечно счетного типа.
(2) Какова бы ни была компактификация сХ пространства 

X, подпространство с(Х) можно представить в виде объединения 
некоторого семейства Ĝ -множеств в сХ.

(3) Существует компактификация сХ пространства X, для 
которой с(Х) представимо в виде объединения некоторого се
мейства д 6-множеств в сХ.
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(Ь) Покажите, что для любого тихоновского пространства 
X следующие условия равносильны:

(1) Пространство л  хемикомпактно.
(2 )  Д ля каждой компактификации сХ пространства X имеет 

место неравенство %(сХ\с(Х), с Х ) ^  И0-
(3) Существует компактификация сХ пространства X, для 

которой %(сХ\с(Х), с Х ) ^  К0.
3.5. Н. Покажите, что для каждого компакта X, такого, что

найдется компактификация дискретного про
странства D(m),  нарост которой гомеоморфен X.

Указание. Примените упр. 3.1.G и теорему 3.5.13.
Замечание. Как доказано Паровиченко в [1963], каждый 

компакт X веса ^  Ni является непрерывным образом нароста 
$N \N  (см. доказательство в работе Уокера [1974]), так что 
(в силу теоремы 3.5.13) найдется компактификация простран
ства N, нарост которой гомеоморфен X.

3.5.1. Докажите, что окружность и отрезок являются един
ственными компактификациями вещественной прямой, наросты 
которых конечны.

Указание. Примените заключительную часть примера 2.2.8.
3.5.J (Леви и Макдауэлл [1975], Ван Дауэн [1977]).

(а) Покажите, что для любого тихоновского пространства X все 
его компактификации имеют одну и ту же плотность.

Указание. Примените упр. 3.1.С (с) и заметьте, что неприво
димое замкнутое отображение не может понизить плотность.

(Ь) Приведите пример тихоновского пространства X и его 
компактификации сХ, таких, что d(cX )< . d(X).

Указание. Воспользуйтесь следствием 2.3.16.

3.6. СТОУН-ЧЕХОВСКАЯ КОМПАКТИФИКАЦИЯ 
И РАСШИРЕНИЕ ВОЛМЭНА

Напомним, что наибольший элемент в семействе всех ком- 
пактификаций тихоновского пространства X называется ком
пактификацией Стоуна — Чеха пространства X и обозначается 
через рХ.

Для простоты в этом параграфе мы будем отождествлять 
пространство X с подпространством с(Х)  любой его компакти
фикации сХ, т. е. будем предполагать, что X является подпро
странством любой своей компактификации сХ (это предпола
гается и в некоторых других местах книги уже без специаль
ных оговорок). Тождественное вложение подпространства X в 
сХ будет обозначаться через с. Отождествление X и с(Х)  позво
ляет ставить и обсуждать вопрос о возможности продолжения 
отображений пространства X на его компактификации.
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3.6.1. Теорема. Каждое непрерывное отображение f : X - + Z  про
извольного тихоновского пространства X в любой компакт Z 
можно продолжить до непрерывного отображения F : рX- +Z.

Если каждое непрерывное отображение тихоновского про
странства X в компакт можно непрерывно продолжить на не
которую компактификацию уХ пространства X , то уХ эквива
лентна стоун-чеховской компактификации пространства X.

Доказательство. Теорема о диагональном отображении по
казывает, что с =  р A / :  Х - + $ Х Х  Z является гомеоморфным
вложением, так что сХ =  c(X)cz $ Х Х  Z — компактификация 
пространства X . В силу максимальности компактификации $ХУ 
существует непрерывное отображение g : fiX-^cX,  такое, что 
g‘P =  c. Пусть р: c X ^ - Z —  сужение на сХ проекции простран
ства рХ X  Z на Z; положим F — pg:  рX Z.  Так как Fp =  
=  pg$  =  рс — /, отображение F  является продолжением ото
бражения /.

Если какая-нибудь компактификация уХ тихоновского про
странства X обладает свойством, сформулированным во второй 
части теоремы, то найдется продолжение В : у Х ^ $ Х  тожде
ственного вложения р: Х - ^ р Х  Имеем тогда By — р, т. е. рХ ^  
^  уХу откуда следует, что компактификации уХ и рХ эквива
лентны. I

Из теоремы 3.6.1 вытекает ряд важных следствий.

3.6.2. Следствие. Замыкания в рХ любых двух вполне отделен
ных подмножеств тихоновского пространства X не пересекаются.

Если в компактификации уХ тихоновского пространства X 
замыкания любых двух вполне отделенных подмножеств про
странства X не пересекаются, то уХ эквивалентна стоун-чехов- 
ской компактификации пространства X .

Доказательство. Пусть А, В —  любые два вполне отделен
ных подмножества тихоновского пространства X и /: Х - * 1 —  
непрерывная функция, отделяющая А и В.  В силу последней 
теоремы, f можно продолжить до_непрерывной_функции F:  р Х ->  

Значит, А П В — 0 ,  так как A cz F~l (0 )  и б с  F~x (1) .
Если компактификация уХ тихоновского пространства X 

обладает свойством, сформулированным во второй части след
ствия, то вполне отделенные подмножества пространства X и 
(в силу леммы Урысона и теоремы 3.1.9) только такие подмно
жества имеют непересекающиеся замыкания в уХ.  То же самое 
выполняется и для рХ, так что компактификации уХ и рХ экви
валентны по теореме 3.5.5. 1

3.6.3. Следствие. Каждое непрерывное отображение f: Х - * 1  ти
хоновского пространства X в отрезок 1 продолжается до непре
рывной функции F: рХ -* 1 .



3.6. СТОУН-ЧЕХОВСКАЯ КОМПАКТИФИКАЦИЯ И РАСШИРЕНИЕ ВОЛМЭНА 267

Если каждая непрерывная функция на тихоновском про
странстве X со значениями в отрезке I непрерывно продолжается 
на компактификацию уХ пространства X , то уХ эквивалентна 
стоун-чеховской компактификации пространства X. I

3*6.4. Следствие. Для любых двух непересекающихся замкнутых 
подмножеств нормального пространства X их замыкания в рХ 
не пересекаются.

Если компактификация уХ тихоновского пространства X 
обладает тем свойством, что, какова бы ни была пара непересе
кающихся замкнутых подмножеств пространства X, их замыка
ния в уХ не пересекаются, то X нормально и уХ эквивалентна 
стоун-чеховской компактификации пространства X. 1

3.6.5. Следствие. Для каждого открыто-замкнутого подмноже
ства А тихоновского пространства X замыкание А множества А 
в рХ открыто и замкнуто. 1

Пусть X и У— тихоновские пространства, сХ и с 'У --к о м 
пактификации пространств X и У соответственно, и пусть 
f : X У — любое непрерывное отображение. Если существует 
непрерывное отображение F : сХ-^с'У , такое, что F(x) =  f(x)  
при х ^  Хг то мы говорим, что отображение f продолжается на 
компактификации сХ и с'У, и называем F продолжением ото
бражения f на сХ и c'Y. Эта модификация понятия продолжае
мости позволяет просто сформулировать следующее важное 
свойство стоун-чеховского расширения.
3.6.6. Следствие. Для каждой компактификации yY тихонов
ского пространства У и любого непрерывного отображения 
f: X-+Y тихоновского пространства X в пространство У суще
ствует продолжение F : рX-+yY на рХ и yY. 1

3.6.7. Следствие. Если М — подпространство тихоновского про
странства X и каждая непрерывная функция f : М->1 непре
рывно продолжается на X, то замыкание М множества М в РХ 
является компактификацией пространства М, эквивалентной pAf. 
Если , сверх того, М всюду плотно в X, то рХ =  рМ. I

Последнее следствие п теорема Титце — Урысона приводят 
к таким утверждениям.
3.6.8. Следствие. Для каждого замкнутого^ подпространства М 
нормального пространства X замыкание М множества М в рХ 
является компактификацией пространства М, эквивалентной 
Щ .  R
3.6.9. Следствие. Для каждого тихоновского пространства X и 
любого пространства Г, такого, что X сг Т а  рХ, имеет место 
равенство рГ =  $Х. 1
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3.6.10. Пример. Как показано в примере 3.1.27, всякая непре
рывная функция /: W0 -► /, определенная на пространстве Wo 
всех счетных ординалов, продолжается на пространство W всех 
ординалов ^  ©i; имеем, следовательно, W =  рW0.

Пространство Wo имеет только одну компактификацию. Дей
ствительно, александровская компактификация aW 0 получается 
отождествлением нароста pU?0\№o в точку. Значит, для нашего 
пространства aWo==$Wo.  Вообще, равенство аХ  =  (LY выпол
няется для любого пространства X вида Р У \ {а}, где х е  рУ\У, 
так как для такого пространства аХ  =  ру и, в силу следствия
3.6.9, р *  =  рУ. I

Изучим теперь подробно стоун-чеховские компактификации 
дискретных пространств и, в частности, компактификацию PN, 
где N — пространство положительных целых чисел с дискретной 
топологией.
3.6.11. Теорема. Для каждого ю ^  К0 стоун-чеховская компак
тификация дискретного пространства D(m) имеет мощность 
22"1 и вес 2т .

Доказательство. Тихоновский куб /2"’ является компактом 
мощности 22"1 и веса 2Ш. В силу теоремы Хьюитта — Марчев- 
ского — Пондицери, /2:п содержит всюду плотное множество А 
мощности ш. Пусть /: — произвольное отображение
пространства Z>(m) в Я ” , для которого f(D(m)) =  А. Из тео
ремы 3.6.1 следует, что / продолжается до непрерывного отобра
жения F: pD(nt)— Очевидно, /7(pD(nt)) =  /2т, так как мно
жество /?(р£>(ю)) замкнуто в Р т и содержит всюду плотное в 
/2т множество А. Имеем теперь I Р£) (m) | ^  | Р т [ =  22"1 и, в силу 
теоремы 3.1.22, до(р£>(т))^до(/2т) =  2т. Чтобы завершить до
казательство, достаточно применить теорему 3.5.3 и теорему 
Кантора —  Бернштейна. I

3.6.12. Следствие. Мощность пространства $N равна 2е, а вес 
его равен с. I

3.6.13. Теорема. Для каждой точки и любой окрест
ности V точки х существует открыто-замкнутое множество U 
в р£>(ш), такое, что х ^  U cz V.

Доказательство. Пусть W —  произвольная окрестность точки 
x t удовлетворяющая условию х ^  W cz W cz V\ положим А — 
=  W{\D(v&). В силу следствия 3.6.5, множество U — А открыто
замкнуто в pD(m), а из теоремы 1.3.6 следует, что U — 
=  W ( ] D ( m ) =  W. 1

Теорему 3.6.11 можно значительно усилить в случае ш =  Ко* 
А именно, имееа место следующий результат.
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3.6.14. Теорема. Каждое бесконечное замкнутое множество 
F  с  PJV содержит подмножество, гомеоморфное рЛЛ В част
ности, мощность F равна 2е, а вес F равен  с.

Доказательство. По индукции без труда определяются по
следовательность точек ai, а 2, . . .  и последовательность откры
тых множеств V\, V2, . . . , такие, что а,- е  Vi, Vi f| V/ =  0  при 
i ф  j  и А =  {аь а2, . . . }  a  F.

Пусть g : Л->-/— произвольная непрерывная функция. Функ
ция go: N-y  I , определенная формулой

имеет продолжение G0: [W 1. Так как N всюду плотно в $N, 
для всех лее 7,- =  МП Vi имеем Go(x) =  g(at) ,  так что Go|/4 = g .  
Значит, для каждой непрерывной функции g: А -*-1 существует 
продолжение G =  G0\A: А^>-1 на компактификацию А простран
ства А, и, в силу следствия 3.6.3, А =  $А. Так как пространство 
А гомеоморфно N, заключаем, что пространство рA = A c z F  го
меоморфно рN. I

3.6.15. Следствие. Пространство &N не содержит никакого под
пространства, гомеоморфного Л (Ко), т. е. в &N нет нетривиаль
ных сходящихся последовательностей. I

3.6.16. Следствие. Никакое недискретное подпространство про
странства рN не является секвенциальным пространством. I

3.6.17. Следствие. Никакое пространство JVU {лс}срДО, где  лее 
е  $N\N, не удовлетворяет первой аксиоме счетности. I

3.6.18. Пример. В пространстве fiN\N, наросте стоун-чеховской 
компактификации дискретного пространства мощности Ко, су
ществует семейство мощности с попарно непересекающихся не
пустых открытых множеств.

Отметим сначала, что в множестве N есть семейство {Nt} t e  
бесконечных подмножеств, такое, что пересечение Nt П Nt' ко
нечно для каждой пары t, t' различных чисел из отрезка /. 
Действительно, достаточно организовать все рациональные чис
ла отрезка / в последовательность q\, q2, . . .  и положить Nt —
— {пи «2, . . . } ,  где<7пр Qthy ••• — какая-нибудь подпоследова
тельность последовательности q\, q2, •••, сходящаяся к t, все 
элементы которой различны. _ _

Семейство {£/*}<6Е/, где Ut =  ($N\N)()Ni, имеет мощность с 
и состоит из непустых открытых в рN \N  множеств. Для каж
дой пары t, t' различных чисел из отрезка / имеем Nt' — F\}M,
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где | F  | С  Хо_и AfjП Nt =  0 .  Так как F =  F czN  и, согласно след
ствию 3.6.4, М П Nt =  0 ,  то

UtnUt’ =  (pN \ N ) W t n N t’==(£N\N)(}Ntr\(F \}М) =
=  W\ N ) ( ] [ (K t [ ) F ) { J ( Nt r } M) ] c z ( f i N\N) nN =  0 .  I

3.6.19. Пример. С помощью семейства {Ut} t(Bl, построенного в 
предыдущем примере, мы определим теперь интересное ненор
мальное тихоновское пространство, которое пригодится нам 
в § 6.2.

Выберем точку Xt^Ut  для каждого / е /  и положим Х =  
=  N[}  U {хЛ.Так как N локально компактно и всюду плотно в

t е /
X , из теоремы 3.3.9 следует, что множество X \ N  замкнуто в X. 
Так как все точки пространства X \ N  изолированы, оно гомео
морфно D (с). Рассуж дая так же, как в примере 2.1.10 или в 
примере 1.5.9, заключаем, что пространство X  не нормально. 1 

Пространство piV участвует в построении многих интересных 
примеров; некоторые из них будут рассмотрены в последующих 
параграфах этой главы.

Из теорем 3.6.11 и 2.3.23 следует, что пространство Р Щ т) 
можно вложить в тихоновский куб Л ш- Опишем теперь подпро
странство канторова куба D 2™ а  Р т> гомеоморфное р /) (т ) .

3.6.20. Пример. Пусть SF — семейство всех отображений про
странства £ (n t) , где m ^  К0, в двухточечное дискретное про
странство D =  {0 , 1}. Ясно, что \@"\ =  2т. По теореме о диаго
нальном отображении, отображение/7 =  A  f : D(m)^>D2m =  X I  Dffe=<5r
где Df — D при всех [ е У ,  является гомеоморфным вложением. 
Значит, замыкание F  (D (nt)) cz D2ТП является компактификацией 
пространства Z)(m). Для каждой пары Л, В непересекающихся 
замкнутых множеств в £)(ш) замыкания множеств Z7(-4) и F ( B )  
в этой компактификации не пересекаются. В самом деле, для 
функции f: D(ttt)->-Z), определенной формулами

/(лг) =  0, если л г е Л , и f ( x ) =  1, если л с е Л (щ )\ Л , 
имеем

F ( A ) c z P i H0)  и F(B)<=: pf l ( i )9

причем множества p f l( 0) и p f l( 1) не пересекаются и замкнуты в Р 2*1-
Следствие 3.6.4 показывает, что ^ (^ (щ ))— компактификация 

пространства Р (ш ), эквивалентная pD(m). 1
Определим теперь для каждого ^-пространства X компакт

ное ^-пространство соХ, содержащее X в качестве всюду плот
ного подпространства и обладающее тем свойством, что каждое 
непрерывное отображение /: X - > Z  пространства X в любой



3.6. СТОУН-ЧЕХОВСКАЯ КОМПАКТИФИКАЦИЯ И РАСШИРЕНИЕ ВОЛМЭНА 271

компакт 1  продолжается до непрерывного отображения F: мХ 
-*-Z. Таким образом, соХ играет роль стоун-чеховской компакти
фикации в случае произвольного ^-пространства X. Оказы
вается, пространство соХ является хаусдорфовым в том и только 
том случае, если пространство X — нормально. Очевидно, в этом 
случае соХ является компактификацией пространства А", эквива
лентной рх.

Пусть X есть ^-пространство и £D(X)— семейство всех замк
нутых в X множеств. Из леммы Тейхмюллера — Тьюки следует, 
что каждое центрированное семейство замкнутых в X множеств 
содержится в некотором ультрафильтре на &(Х) ;  обычно такой 
ультрафильтр не единствен. Семейство всех ультрафильтров на 
3t>(X) будет обозначаться через F(X).  Каждый ультрафильтр 
^ g F(X)  обладает следующими свойствами:
(1) 0<£ЗГ.
(2) Если А 1, А2 е  ЗГ, то А\ П Л2 е  $Г.
(3) Если 5 (X) и Л0 П А ф  0  при всех / l e f ,  го Л0 е
(4) Если J  и (X), то А\ е  3F.
(5) Если А\, А2^ 3 ) ( Х )  и Л1 U Л 2 , то либо A\£=.3F, либо

а 2^ з г .
(6) Если SF ф&~', то существуют и А' такие, что 

А ПЛ' =  0 .

Свойства (1), (2) и (4) вытекают из определения фильтра, 
свойство (3) следует из того, что семейство {Ло} <^3)(Х) 
центрировано и, значит, содержится в некотором ультрафильтре 
ЗГ' на Ю(Х),  который должен совпадать с 2F. Для доказательства 
(5) заметим, что если Ахф ^  и А^ф-ЯГ, то, в силу (3), най
дутся А', Л е ^ ,  такие, что А1 ПА[ =  0  =  А% ПЛ'.

Значит, 2(^iU Л2)П Л 'П Л '=  0 ,  откуда, в силу (1) и (2), 
следует, что А\\}А2<ф.2Г. Наконец, свойство (6) вытекает из то
го факта, что если 9Г ф&~', то, в силу максимальности^-, суще
ствует Л е ^ ,  для которого Л ф.ЗГ', и, согласно (3), найдется 
А' е  такое, что Л f| А' =  0 .

Легко видеть, что свойства (1)— (3) характеризуют ультра
фильтры в классе всех подсемейств семейства 3)(Х ).

Каждому х е Х  отвечает ультрафильтр ЗГ (х) — {Л е  0  (X):
я е Л } ;  ясно, что (х) =  {х}. Если f  e F ( j : )  и х^()&~,  то

cz&~(x), так что 3F =  ЗГ (х). Значит, для каждого ультра
фильтра @~^F(X)  пересечение [\9~ либо является одноточеч
ным множеством, либо пусто. Ультрафильтры с пустым пере
сечением называются свободными ультрафильтрами-, они со
ставляют подсемейство F0(X) семейства F(X).



Положим <вХ =  XU F0(X )‘, для каждого открытого множе
ства U cz X пусть

U* — U (J {@~ s  Fo(X): А с :  U для некоторого А е  9~} сг соХ, 
и для каждого замкнутого множества A с  X пусть 

Л* =  Л U {^“ s F0(X): At=&-} <=аХ.

В силу (3), если ^ F ( X )  и множество U czX  открыто, то 
X \U  ф  ЗГ тогда и только тогда, 

когда А с  U для некоторого

Поэтому
(7) U* =  <aX\(X\U). и Л, =  <аХ\(Х \ А)'.

Из (2), (5) и (4) следует, что если множества Ai, A^czX замк
нуты, то
(8) ( ^ Л М ^ . Л А ,  и {Ai\j А2\ =  Alt\) А2„

откуда, в силу (7) и формул де Моргана, следует, что если мно
жества Uи U2a X  открыты, то
О) ( u ^ u j ^ u i u u ;  и ( u ^ u . y ^ u i n u ; .

Второе соотношение в (9) вместе с равенством Х* — а>Х по
казывает, что семейство $  всех множеств U*, где U открыто в 
X, обладает свойствами ( B I )— (В2) из § 1.1. Множество ©X 
с топологией, порожденной базой 98, называется волмэновским 
расширением (расширением Волмэна) пространства X.
3.6.21. Теорема. Для каждого Т^пространства X его волмэнов- 
ское расширение а>Х является компактным Т\-прост ранет во м, со
держащим X в качестве всюду плотного подпространства, при
чем каждое непрерывное отображение f: X -+Z пространства X 
в произвольный компакт Z можно продолжить до непрерывного 
отображения F : соX-+Z.

Доказательство. То, что на X топология подпространства 
пространства аХ  совпадает с исходной топологией пространства 
X, и то, что X всюду плотно в соХ, вытекает прямо из определе
ния множеств U*.

Покажем, что ч>Х является ^-пространством.
Прежде всего из второй части (7) следует, что множество 

Л* замкнуто в шЛ" для всех Л е 3 )(Х ). Так как ясно, что {х} =  
=  {*}« для каждого х ^ Х ,  и, в силу (6), {@~}= П А, при

А<=ъГ
любых ^  Fo(X),  все одноточечные подмножества простран
ства а>Х замкнуты.
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Для доказательства компактности ыХ рассмотрим произволь
ное центрированное семейство { f s} seS замкнутых в (оХ мно
жеств. По определению топологии на соХ, при всех s е  5  имеем 
Fs — f| Аи> где At — замкнутое множество в X. Семейство

№t}t<~T> гДе Т — U Tsi центрировано. Первая формула из (8)seS
показывает, что семейство {Л*}<Е_Г замкнутых множеств в X 
также центрировано; значит, семейство содержится в
некотором ультрафильтре ЗГ на 3)(Х ). Если П З Г Ф 0 ,  то су
ществует точка х е X, такая, что ЗГ =  &~(х); тогда f j  At cz

t е Г
cr fl Ли =  П Л-Еслн Л^ =  0 ,  то П Аи =

t &T  s e S
=  f| Fs. Значит, в обоих случаях пересечение семейства

seS
W JS S не пусто.

Рассмотрим теперь произвольное непрерывное отображение 
f: X-*-Z  пространства X в компакт Z. Для любых непересекаю
щихся замкнутых множеств Bi и В2 в Z их прообразы /-1 (5 i)  
и }~1(В2) замкнуты в X и не пересекаются. Значит, в силу пер
вого равенства в (8), множества [f- 1 (^ 1)]*  и [f-1 ^ ) ] *  не пе
ресекаются. Так как последние два множества замкнуты в азХ 
и содержат соответственно и f~l (B2), то замыкания мно
жеств f~l (B 1) и f-1 (5 2) в (оХ не пересекаются. Существование 
продолжения F: сoX->-Z отображения f  следует теперь из тео
ремы 3.2.1. 1

3.6.22. Теорема. Волмэновское расширение а>Х Тi-пространства
X является хаусдорфовым пространством в том и только том 
случае, если X нормально.

Доказательство. Если пространство соХ хаусдорфово, то ыХ 
является компактификацией пространства X. Так как замыка
ния в юХ произвольной пары непересекающихся замкнутых в X 
множеств не пересекаются, пространство X нормально.

Предположим теперь, что X — нормальное пространство. 
В силу (6), для любых двух различных элементов ЗГ, ЗГ' 
семейства F(X)  найдутся замкнутые множества и
А' е  ЗГ', такие, что А Л А' =  0 .  Далее, в силу нормаль
ности X, найдутся открытые множества U &~'), V (&~> &~') сг 
<= X, для которых A c z U &'), А' а  V ЗГ') и U ( Г ,  Г ')  Л 

& ~ ')= 0 . Легко видеть, что для каждой пары различ
ных точек ЗГ, е  F0 (X) сг соХ (для каждой пары различных 
точек х, х' ^ X c z a X ,  для каждой пары точек Ф  е  F0(X), я е  
е  X) множества U (&", и V &"'), (множества U (х), 

(дс'))_ и V {ЗГ (х), ЗГ (x')),. множества U (ЗГ, ЗГ (*)), и

18 Зак. 697
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V (fF,  являются непересекающимися окрестностями этих
точек в пространстве соХ. Значит, пространство соХ хаусдор
фово. I
3.6.23. Следствие. Если пространство X нормально, то его вол- 
мэновское расширение соХ является компактификацией простран
ства X , эквивалентной стоун-чеховской компактификации этого 
пространства. I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Стоун-чеховская компактификация была введена Чехом в 
[1937] и М. Стоуном в [1937]. Эти работы, вместе со статьей 
М. Стоуна [1948], содержат все фундаментальные результаты о 
рХ, а именно теорему 3.6.1 и следствия 3.6.2— 3.6.9. Первый из 
этих двух авторов определил максимальную компактификацию 
с помощью метода, указанного в упр. 3.5.Е, развив таким обра
зом идею, появившуюся в работе Тихонова [1930]. Второй автор 
применил конструкцию, описанную в задаче 3 .1 2 .2 1 (c ) ниже. 
Заметим, что Тихонов определил пространство, гомеоморфное 
PN, в [1935] (см. упр. 3 .6 .Н ). Пример 3.6.10 приведен Чехом 
в [1937]. Теорема 3.6.11 доказана Поспишилом [1937]; ее до
казательство, приведенное нами, принадлежит Мрувке [1959а] 
(эту теорему можно вывести также из более раннего результата 
теории множеств (см. упр. 3 .6 .F )) . Теорема 3.6.14 была доказана 
Новаком в [1953а]. Существование в наросте $ N \ N  семейства 
мощности с попарно непересекающихся непустых открытых мно
жеств было замечено Накамурой и Какутани в [1943]. Построе
ние такого семейства, приведенное в примере 3.6.18, так же как 
и пример 3.6.19, взяты из работы Катетова [1950] (семейство 
{Nt} t<- T в принципе было определено Серпинским [1928а] ). 
Вол мэновское расширение было построено Волмэном в [1938]; 
там же доказаны теоремы 3.6.21 и 3.6.22. Большое число ре
зультатов, относящихся к стоун-чеховской компактификации, 
собрано в книге Уокера [1974].

Проблемы, связанные со стоун-чеховской компактификацией, 
относятся к числу наиболее интересных проблем общей тополо
гии. Некоторые из них, в частности проблемы, относящиеся к 
стоун-чеховским компактификациям дискретных пространств, 
очень близки к теории множеств. Компактификация рХ может 
быть построена многими способами (см. упр. 3 .5 .Е , 3 .6 .К, за
дачи 3 .1 2 .2 1 (c), 8 .5 .8 (a ), примеры 8.3.18 и 8 .4 .14). Она обла
дает множеством интересных свойств (см., например, теоремы 
7.1.15 и 7 .1 .17), применяется при построении большого числа ин
тересных примеров (см. примеры 3.10.19, 3.10.29, 5.1.23, задачи 
3.12.17 и 4 .5 .1 9 (c )) , а также при доказательстве ряда теорем 
(см. указания к задачам 5 .5 .8 (a ) , 7.4.15 и 7 .4 .16).
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УПРАЖНЕНИЯ

3.6.А (Новак [1953], У. Рудин [1956]). Проверьте, что все 
открыто-замкнутые подмножества нароста $N\N  имеют вид 
И7(Л1)=Л1П(РЛГ\ЛГ), где M d N y и что W(Mx)cz W(M2) в том 
и только том случае, если разность Л4]\Л/2 конечна. Покажите, 
что внутренность каждого непустого Gg-множества в piV\Af не 
пуста.

3.6.В. Определите функцию f: D (с)->-/, которую нельзя не
прерывно продолжить на компактификации пространства D(с), 
описанные в 3.5.14.

3.6.С (М. Стоун [1948]). Выведите следствие 3.6.8 из след
ствия 3.6.4 и, применив упр. 3 .2.J(b), получите теорему Титце — 
Урысона.

3.6.D. (а) Выведите из упр. 3.2.Н, что произведение Р Х Х РУ  
не обязательно является стоун-чеховской компактификацией 
пространства X X  У (даже если Y— компакт).

Замечание. Необходимое и достаточное условие равенства
X I PXS =  Р П * 5 дано в задаче 3.12.20.

s e 5  s e S
(b) Покажите, что функцию f : N X  N-+I ,  определенную 

формулой
f (т, п) =  п " т при (т, h)<eeN X  N,

нельзя непрерывно продолжить на pAf X  P̂ V. Выведите отсюда, 
что произведение pN X  pN не является стоун-чеховской компак
тификацией пространства N X N  (см. задачу 6.3.21(b)).

(c) Докажите, что, каков бы ни был сепарабельный компакт 
X, произведение W X  X является стоун-чеховской компактифи
кацией пространства W0 X  X.

Замечание. Предположение о сепарабельности не сущест
венно (см. задачи 3.12.19(c) или 3.12.20(c)).

(d) Докажите, что для каждого вполне регулярного про
странства У существует вполне регулярное пространство Z, та
кое, что pZ\Z =  У.

Указание. Если w то существование такого Z сле
дует из (с); если ш(У) =  с, то искомое заключение вытекает из
(с) и следствия 2.3.16. Чтобы получить общее утверждение, 
видоизмените (с), рассмотрев подходящее пространство ордина
лов вместо Wo.

Замечание. Этот результат прямо следует из задачи 
3.12.19(c) и задачи 3.12.23(c).

(e) Заметьте, что стоун-чеховская компактификация предела 
обратного спектра (Ха, 2} тихоновских пространств может 
отличаться от предела обратного спектра {Р^а> SJ, где — 
продолжение отображения на рХа и рХр.

18*
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3.6.Е. Докажите, что для любого непрерывного отображения 
/: X->Y  тихоновского пространства X на тихоновское простран
ство У существуют компактификации сХ и c'Y, такие, что 
w(cX) =  w(X)w(Y),  w(c'Y) =  w(Y)  и f продолжается до непре
рывного отображения Z7: cX -*c'Y .

3.6.F. Будем говорить, что семейство подмножеств
множества X состоит из независимых множеств, если для каж
дой конечной последовательности si, S2, . . . ,  Sk различных эле
ментов множества S и каждой последовательности i\, 12, . **,  ik
из нулей и единиц всегда f| A ls* Л • • • Л А*а* Ф  0 ,  где А0 — А
И A l =X>ZA.

(a) (Хаусдорф [1936а]; при m =  fcS0 и nt =  2*° — Фихтен- 
гольц и Канторович [1934] ). Покажите, что семейство всех под
множеств множества X мощности ш ^ 8 0 содержит подсемей
ство мощности 2т , состоящее из независимых множеств,

У казание. Примените теорему Хьюитта — Марчевского — 
Пондицери и возьмите в качестве X всюду плотное множество в 
канторовом кубе D2ТП.

(b) Выведите из (а), что канторов кубD2™ содержит всюду 
плотное множество мощности т.

Указание. Воспользуйтесь семейством независимых подмно
жеств на множестве мощности m для нумерации 2Ш сомножите
лей канторова куба D2”1.

(c) Заметьте, что теорема 3.6.11 следует из (а).
3.6.G. (а) (Чех [1959], Гиллман и Джерисон [I960]). До

кажите, что для любого тихоновского пространства X мощность 
всякого непустого замкнутого С6-множества в рХ, содержаще
гося в наросте $Х\Х, не меньше, чем 2е.

Указание. Пусть f: рX-+-I — непрерывная функция, обращаю
щаяся в нуль только в точках рассматриваемого множества. 
Определите последовательность аи аг, • точек пространства 
X, такую, что f ( f l i )>  f ( a2) >  . . .  я f ( a i ) ^  l / i  при / =  1,2,  . . .  . 
Воспользовавшись нормальностью отрезка [0, 1], заметьте, что 
каждая пара непересекающихся замкнутых множеств подпро
странства А — {ai, а 2, . . . }  вполне отделена в X, и выведите 
отсюда, что замыкание множества А в рХ гомеоморфно pN.

(Ь) (Чех [1937]). Покажите, что тихоновские пространства 
X и У, удовлетворяющие первой аксиоме счетности, гомеоморф- 
ны в том и только том случае, если компактификации РХ и рУ 
гомеоморфны.

3.6.Н. Для всякого / е /  и i =  1, 2, . . .  обозначим через di(t)  
t-й разряд двоичного разложения числа ty причем если у t есть 
два таких разложения, то рассмотрим то из них, в котором 
число нулей бесконечно. Этим при каждом i определена точка
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di тихоновского куба I е =  XI h> где I t — I  при / е / .  Покажите,/ е /
что подпространство {du d2, . ..}  пространства I е гомеоморфно 
N и что его замыкание в I е гомеоморфно РЛЛ

3.6.1. (а) (Мрувка [1954], Франклин [1967]). Пусть {Ns}smST
где 5  П ‘V =  0 ,  — бесконечное семейство бесконечных подмно
жеств множества N, такое, что пересечение Ns П A/S' конечно для 
каждой пары s, s' различных элементов семейства S, причем 
{Ns}s^s максимально относительно последнего свойства (см. 
пример 3.6.18 и лемму Тейхмюллера — Тьюки). Зададим топо
логию на множестве X — N (J S  системой окрестностей {& (х)}жеХ* 
где $ { х ) =  {{/г}} при x =  n ^ N  и &(х) =  {{s} |J (Ns \ {1, 2, . . .  
• - •»0)}П= 1 ПРИ х =  s ^ S .  Проверьте, что X — не нормальное ло
кально компактное хаусдорфово пространство, и докажите, что 
аХ является секвенциальным пространством, но не простран
ством Фреше — Урысона.

(Ь) Из существования локально компактного хаусдорфова 
пространства X со счетным всюду плотным множеством А изо
лированных в X точек, такого, что подпространство А\Л содер
жит с изолированных точек, легко следует наличие в наросте 
$N \N  семейства мощности с попарно непересекающихся непу
стых открытых множеств.

3.6.J (Гиллман и Джерисон [1960]). Заметьте, что теорема 
Тихонова вытекает как из теоремы 3.6.1, так и из теоремы
3.6.21.

Указание. Рассмотрите стоун-чеховскую компактификацию и 
волмэновское расширение декартова произведения.

3.6.К (Гиллман и Джерисон [1960] ). (а) Проверьте, что если 
X — тихоновское пространство, то, видоизменив построение вол- 
мэновского расширения, а именно взяв ультрафильтры на се
мействе 2)о(Х) всех функционально замкнутых подмножеств 
пространства X вместо ультрафильтров на &(Х) ,  мы получим 
стоун-чеховскую компактификацию пространства X.

В этом случае семейство всех множеств вида U*, где U — лю
бое функционально открытое множество в X, образует базу про
странства XU-Fo(-^)-

(b) Тихоновское пространство X компактно в том и только 
том случае, если каждое центрированное семейство функцио
нально замкнутых множеств в X имеет непустое пересечение.

3.7. СОВЕРШЕННЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

Непрерывное отображение f: X-*-Y называется совершен
ным, если X — хаусдорфово пространство, / — замкнутое отобра
жение и все прообразы f_1(y) являются компактными подмно



278 ГЛ. 3. КОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

жествами в X. Инъективное отображение /: X- +Y  хаусдорфова 
пространства X совершенно в том и только том случае, если оно 
является замкнутым отображением, т. е. если f — гомеоморф
ное вложение и множество f(X)  замкнуто в У. В частности, вло
жение iM: М-+Х  является совершенным отображением в том и 
только том случае, если пространство М хаусдорфово и М = М .  
Теоремы 3.1.2 и 3.1.12 показывают, что каждое непрерывное 
отображение компакта в хаусдорфово пространство совершенно. 
Из теоремы Куратовского следует
3.7.1. Теорема. Если X — компакт, а У — хаусдорфово простран
ство, то проекция р: X X  Y У является совершенным отобра
жением. I

3.7.2. Теорема. Если f : X - + Y — совершенное отображение, то 
для каждого компактного подпространства Z с= У его прообраз 
f~l (Z) является компактом.

Доказательство. Очевидно, f~l (Z) — хаусдорфово простран
ство. Остается показать, что для каждого центрированного се
мейства =  замкнутых множеств в f~l (Z) пересече
ние П непусто. При этом можно предполагать, что все

s e S
конечные пересечения элементов семейства 8Г входят в У ,  так 
как, добавив к эти пересечения, мы снова получим центриро
ванное семейство. В силу предложения 2.1.4, сужение fr. f~l (Z)-+* 
~>Z является замкнутым отображением. Значит, {f (^5)}5eS 
центрированное семейство замкнутых множеств в Z, и суще
ствует точка у е  f] f(FsY Таким образом, для всех s e S

имеем f_1 (у) f] Fs ф  0 ,  и так как f_1(*/) компактно, а У  замк
нуто относительно конечных пересечений, найдется точка
*е= П (f~l (y)(]Fs) ^  П Fs- ■

s e S  s e 5
Последняя теорема влечет за собой

3.7.3. Следствие. Композиция совершенных отображений явля
ется совершенным отображением. 1

Из предложения 2.1.4 получаем

3.7.4. Предложение. Если f: X -+ Y — совершенное отображение, 
то для каждого замкнутого А а  X и любого В сг У сужения 
f\A: A ^ Y  и fe: являются совершенными отображе
ниями. I

Из предложений 2.1.15, 2.1.11 и 2.1.13 вытекают следующие 
два предложения.
3.7.5. Предложение. Пусть X — хаусдорфово пространство, 

j — конечное покрытие пространства X u { f i } i= i— семей-



ство согласованных отображений /,•: Ai-+-Y, комбинация / =  
=  /1 V /2 V . . .  V fk которых является непрерывным отображе
нием. Тогда если все отображения fi совершенны, то и их ком
бинация f — совершенное отображение. V
3.7.6. Предложение. Если {.4;}*. , — конечное замкнутое покры
тие или конечное открытое покрытие хаусдорфова пространства 
X и {fi}(=i ~  семейство согласованных совершенных отображе
ний ft: Ai-*-Y, то их комбинация / =  /iVf2V . . .  V/* является 
совершенным отображением пространства X в Y. 1

3.7.7. Теорема. Декартово произведение f  =  П  fs, где fs: Xs -*■
s e S

Ys и Xs ф  0  при s e S ,  является совершенным отображением 
в том и только том случае, если совершенны все отображения fs.

Доказательство. Из предложения 3.7.4 следует, что если де
картово произведение f совершенно, то и все отображения fs 
совершенны.

Предположим теперь, что все отображения fs совершенны. 
По теореме 2.3.11, произведение П  Xs является хаусдорфовым

пространством и, по теореме Тихонова, прообраз f~l (y) =
— П  f g l (ys) является компактом при всех </={*/«} е  П

s e S  s e S
Значит, остается показать, что отображение f замкнуто.

Возьмем любую точку у — {ys} е  Ц  Ys и произвольное от-
 ̂ s e S

крытое множество U cz XI Xs, содержащее / _1(*/) =  П f s 1 (у$)‘
s e S s e S

По теореме Уоллеса, существуют открытые множества Us a X s, 
такие, что 113ф Х 3 лишь для s e j s p  s2..........  sft} c = S  и
П  f s 1 (ys) ^  П  UsCiU.  Так как f s. — замкнутое отображение,
jeS se5 1
в силу теоремы 1.4.13 при 1 = 1 ,  2, . . . ,  k найдется окрестность 
Vst <= Ys. точки ySi, для которой fs. ( y s) c- U s_. Окрестность

V — I I  Fs точки у, где Vs =  Ys при s ф  {st, s2......... s*}, удовлет-
s e S

воряет условию

f (Ю =  П  f i 1 ( V.) c ] I [ / s c [/ ;
seS  i e S

значит, отображение f замкнуто по теореме 1.4.13. 1
Из теоремы о декартовом произведении совершенных отобра

жений мы выведем серию важных свойств таких отображений. 
Чтобы сразу дать читателю представление о том, как сильна эта 
теорема, отметим, что и теорема Тихонова и теорема Уоллеса 
для хаусдорфовых пространств Xs являются ее непосредствен-
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ными следствиями. Действительно, если {A's}se5 — произволь
ное семейство компактов, то отображение fs: Xs -*-Ys простран
ства Xs в одноточечное пространство Ys совершенно при всех 
5 ^ 5 ;  значит, отображение f =  п fs тоже совершенно и про-seS
изведение П  Xs =  /-1 (#)> гДе =  X I является компак-

s g S s e S

том. Чтобы вывести теорему Уоллеса из 3.7.7, рассматривают 
естественные факторные отображения fs: Xs -*- Xs/As.

Из теоремы 3.7.7 легко вытекает

3.7.8. Теорема. Диагональное произведение любого семейства 
совершенных отображений является совершенным отобра
жением.

Доказательство. Диагональное отображение можно предста
вить как сужение декартова произведения отображений на замк
нутое множество. I

Заметим, что если диагональное произведение f\ А fi является 
совершенным отображением, то это еще не означает, что отобра
жения fi и /г совершенны (см. 2.3.31).

Последнюю теорему можно значительно усилить.

3.7.9. Теорема. Пусть дано семейство {fs}ssS непрерывных ото
бражений fs: X ->  У$. Если существует s0 е  S, такое, что fs, со
вершенно и Y s — хаусдорфово пространство при всех s e S \ {s o } ,  
то диагональное произведение A fs является совершенным ото-

s e S

бражением.
Доказательство. Достаточно рассмотреть диагональное про

изведение h — f A g  любого совершенного отображения /: X -*■ 
-> У  и произвольного непрерывного отображения g: X-+Z  на 
хаусдорфово пространство Z. Это диагональное произведение h 
можно представить в виде композиции

Id* Ag f X idz
X --------- »- X X Z  --------- ► Y X Z .

Отображение id* A g  совершенно в силу следствия 2.3.22, а ото
бражение f X i d z  совершенно по теореме 3.7.7. Таким образом, 
из следствия 3.7.3 вытекает, что отображение h совершенно. I  

Последняя теорема фактически является усилением теоремы
3.7.8. Действительно, если f : X-*~Y — совершенное отображение, 
то, как показано ниже в теореме 3.7.20, f(X) — хаусдорфово 
пространство и замкнутое подпространство в У.
3.7.10. Предложение. Если композиция gf непрерывных отобра
жений /: X-*-Y и g: Y-*-Z является совершенным отображением 
и У — хаусдорфово пространство, то отображения g | f (-Х) и f 
тоже совершенны.
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Доказательство. Для каждой точки z e Z  прообраз 
(g|/(*))-1 (z) =  Д-ЮПg-1 (2)==/l(g/)~l (z )l компактен, так как 
компактен прообраз (gf)~l (z). Замкнутость отображения 
следует из предложения 2.1.3.

Отображение f  можно представить в виде композиции

X fA(8f)> Y X Z  Y,

где р — проекция. Диагональное произведение h =  f A(gf )  яв
ляется совершенным отображением в силу последней теоремы. 
Легко видеть, что множество h(X)cz Y X Z  совпадает с графи
ком отображения g 'lf(^ ) и потому содержится в графике G(g)  
отображения g. Значит, / =  (p\G(g))he(g),  откуда следует, что 
отображение f совершенно, так как р \ G (g) — гомеоморфизм 
(см. следствие 2.3.22) и отображение ho(g> совершенно в силу 
предложения 3.7.4. I

Теорема 3.7.7 вместе с теоремами 2.5.13 и 2.5.14 приводит к 
следующим двум теоремам.

3.7.11. Теорема. Если {ф, fa-} — отображение обратного спектра 
S в обратный спектр S' и все отображения /V совершенны, то 
предельное отображение И т {ф, /0'} тоже является совершенным<—■
отображением. I

3.7.12. Теорема. Если все связующие отображения обратного 
спектра S =  { J 0, 2 } совершенны, то и все проекции являются 
совершенными отображениями. I

Следующая интересная характеристика совершенных ото
бражений тоже связана с теоремой 3.7.7.

3.7.13. Теорема. Для произвольного непрерывного отображения 
f: X-*~Z хаусдорфова пространства X следующие условия равно
сильны:

(i) Отображение f совершенно.
(И) Для каждого хаусдорфова пространства Y декартово 

произведение /X  idy является совершенным отображением.
(Ш) Для каждого хаусдорфова пространства Y декартово 

произведение f X  idy является замкнутым отображением.
Доказательство. Импликации (i)= ^(ii) и (ii)=>(iii) оче

видны. В силу предложения 2.3.27, для доказательства импли
кации (iii)=^-(i) достаточно показать, что из (iii) вытекает ком
пактность всех прообразов точек при f. Возьмем любое Zo^Z  
и произвольное хаусдорфово пространство Y. Сужение go =  
*= g({z.> х f~l (zo) X  Y —> {20} X  Y замкнутого отображения g =  
e= / X  idy замкнуто. Значит, композиция pogo, где po: {zo} X  У -»■ 
—*• Y — проекция, тоже является замкнутым отображением. Эта 
композиция совпадает с проекцией р: f~1{zo)X Y-*-Y.  Таким об
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разом, поскольку f~l (z0)<^:X— хаусдорфово пространство, ком
пактность f~l {zo) следует из теоремы Куратовского. I

Из замечания 3.1.17 вытекает также следующее: если для 
отображения f: декартово произведение /X idy является
замкнутым отображением при любом выборе компакта У, та
кого, что ш ( У ) ^  ^ (Х ), то отображение / совершенно. Ясно, что 
декартово произведение / X g  совершенного отображения f и 
произвольного замкнутого отображения g  не обязательно явля
ется замкнутым отображением (см. пример 2.3.28).

Среди тихоновских пространств класс совершенных отобра
жений можно охарактеризовать в терминах расширений. Мы 
дадим сейчас две характеристики такого рода, основанные на 
общей лемме. В первой из этих характеристик предполагается, 
что пространства X и У являются подпространствами рассматри
ваемых в теореме компактификаций.
3.7.14. Лемма. Совершенное отображение f: X->Y нельзя непре
рывно продолжить ни на какое хаусдорфово пространство Z, 
содержащее X в качестве всюду плотного подпространства.

Доказательство. Если F : Z - + Y — продолжение отображения 
/ на хаусдорфово пространство Z, содержащее X, то, так как 
композиция Fix =  / является совершенным отображением, из 
предложения 3.7.10 следует, что отображение ix совершенно. 
Значит, X — замкнутое подпространство пространства Z. I

3.7.15. Теорема. Для произвольного непрерывного отображения 
f : X ^ Y ,  где X и Y — тихоновские пространства, следующие 
условия равносильны:

(i) Отображение f совершенно.
(ii) Какова бы ни была компактификация у У, продолжение 

Fy: $X-+yY отображения f удовлетворяет условию Fy($X\X)cz 
сzyY \Y .

(iii) Продолжение F: рХ->рУ отображения f удовлетворяет 
условию F(fkX \X )c:$Y \Y .

(iv) Существует компактификация yY, такая, что для про
должения Fy: $X- * yY отображения f  выполняется условие 
Fy($X \ X )^ yY \ Y .

Доказательство. Предположим, что отображение f: X-+Y  
совершенно, и рассмотрим его продолжение Fy: $ Х - * у У. Так 
как f можно продолжить на Z =  F~l (У), не изменив области 
значений, из леммы вытекает, что Z — X, т. е. что F~{ (У) с : X 
и Fy($X\X)c=:yY\Y. Этим импликация (i)= ^(ii) доказана.

Импликации (ii) (iii) и (iii) (iv) очевидны; импликация
(iv)=^(i) вытекает из предложения 3.7.4. 1
3.7.16. Теорема. Непрерывное отображение f: X - * Y t где X и 
У — тихоновские пространства, совершенно в том и только том



3.7. СОВЕРШЕННЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 283

случае, если его нельзя непрерывно продолжить ни на какое 
хаусдорфово пространство Z, содержащее X в качестве всюду 
плотного собственного подпространства.

Доказательство. Достаточно заметить, что если f: Х - > У  не 
совершенно, то, по последней теореме, для продолжения F : (JX ->  
-> р У  отображения f имеет место соотношение F ($ X \ X )П У=#=0; 
значит, /  продолжается на пространство 2  =  / г-1(У ), содержа
щее X в качестве всюду плотного подпространства, к Z Ф  X. I

Применяя теорему 3.3.22, получаем следующую характери
стику совершенных отображений со значениями в £-простран- 
ствах.

3.7.17. Теорема. Непрерывное отображение f : X ^ Y  хаусдор
фова пространства X в k-пространство У совершенно в том и 
только том случае, если для каждого компактного подпростран
ст ва!  а  У сужение fz\ f_1(Z )-> Z  совершенно. R

Из последней теоремы и теоремы 3.7.2 получаем следующий 
результат.

3.7.18. Теорема. Непрерывное отображение f: X ^ Y  хаусдор
фова пространства X в k-пространство У совершенно в том и 
только том случае, если прообраз f~l (Z) каждого компактного 
множества Z c z Y  компактен. I

Рассмотрим теперь вопрос о сохранении топологических 
свойств совершенными отображениями в сторону образа и в 
сторону прообраза.

3.7.19. Теорема. Если пространство X совершенно отображается 
на пространство У, то w ( Y ) ^ w ( X ) .

Доказательство. Пусть f: Х - > У — совершенное отображение 
на У и m =  w(X).  Очевидно, теорема верна при ш <  К0, поэтому 
можно предположить, что ш ^  К0. Пусть {f /s}5(_ 5 — база про
странства X, для которой |5| =  ш, и пусть — семейство всех 
конечных подмножеств множества S. Так как |i7~] =  m, доста
точно показать, что семейство {WT}T^&i где WT — Y \ j { X \  |J [js) f

является базой пространства У. Из определения вытекает, 
что множества WT открыты. Возьмем точку у е  У и произ
вольную ее окрестность W сг У. Прообраз f~l {y)— компактное 
подмножество множества значит, найдется Т ^ З Г У та
кое, что f ~ l (y)cz  U Us <= f " 1 (W). Ясно, что у е  Wt, и так как

s &T

Y \ W  — f ( X \ f ~ l (W)) с : f ( * \  Ur £/,) ,

имеем WT с  W. I
Как отмечено в последнем абзаце примера 3.1.26, совершен

ные отображения могут увеличивать характер пространств. Из
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последней теоремы следует, что при отождествлении конечного 
числа компактных попарно непересекающихся подмножеств 
хаусдорфова пространства в точки (см. пример 2.4.12) вес не 
возрастает. Пример 1.4.17 показывает, что предположение о 
компактности существенно.

3.7.20. Теорема. Класс Тi-пространств инвариантен относительно 
совершенных отображений при i =  2, 3, 4, 5 и 6.

Доказательство. В силу теоремы 1.5.20 и отмеченной в § 2.1 
инвариантности класса наследственно нормальных пространств 
относительно замкнутых отображений, достаточно эту теорему 
доказать для 1 =  2 и 3. Эти случаи аналогичны друг другу, по
этому мы рассмотрим только случай i — 2.

Пусть f : X-*-Y  — совершенное отображение хаусдорфова 
пространства X на пространство Y и уи У2 — любые две различ
ные точки пространства Y. Прообразы f~l (yi) и 1~1(уг) ком
пактны и не пересекаются. Следовательно, по теореме 3.1.6, су
ществуют открытые множества U, V а  X, такие, что f-1 (г/0 сг U, 
/-'(У2) с ;  V и U (]V =  0 .  Множества Y \f(X \ U ) и Y ^ J(X \ V )  
открыты в Y, причем первое из них содержит у\, а второе со
держит у2. Далее,
Y \ f ( X \ U ) ] n [ Y \ f ( X \ V ) ]  =  Y \ [ f ( X \ U ) [ ) f ( X \ V ) ]  =
=  Y \ f [ ( X\ U ) [ ) (X \ V ) ]  =  Y\f [ X\ ( UOV ) ]  =  Y \ f ( X ) = 0 .  I

Отображение q: Т* -*■ Т, описанное в примере 2.4.21, совер
шенно. Следовательно, вполне регулярность не сохраняется со
вершенными отображениями.

Теоремы 3.7.20 и 3.1.10 влекут за собой инвариантность 
класса компактов относительно совершенных отображений. Ана
логично из теорем 3.7.20 и 3.3.23 следует, что и свойство быть 
^-пространством инвариантно относительно совершенных ото
бражений.

То же имеет место и для локально компактных хаусдорфо
вых пространств.
3.7.21. Теорема. Локальная компактность сохраняется совершен
ными отображениями.

Доказательство. Пусть f : X Y — совершенное отображение 
локально компактного (хаусдорфова) пространства X на про
странство Y. По теореме 3.3.2, для каждого у е  У_найдется от
крытое множество VczX,  такое, что f- l («/)c: V и V компактно. 
Множество lF = y \ f ( X \ V r) является окрестностью точки у, и 
так как

W = Y \ f(X \ V )cz Y \ f(X \ V )cz f(V),
замыкание W является компактным подпространством про
странства Y. 1
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3.7.22. Теорема. Пусть &  — (конечно) аддитивное топологиче
ское свойство, инвариантное относительно совершенных отобра
жений. Если пространство X можно представить в виде объеди
нения локально конечного (конечного) семейства {Xs}seS замк
нутых подпространств, обладающих свойством &, то X тоже 
имеет свойство &.

Доказательство. Отображение V  ix.' ® X S^ X  совер-
s e S  s s e S

шенно. I
Обсудим теперь, какие свойства сохраняются совершенными 

отображениями в сторону прообраза.

3.7.23. Теорема. Регулярность сохраняется в сторону прообраза 
совершенными отображениями.

Доказательство. Пусть /: Х -> У — совершенное отображение 
на регулярное пространство У. Возьмем точку х е ^ и  замкнутое 
множество F  с :  X, такие, что x ^ F .  Множество /7fl/_1/(JC) ком
пактно и не содержит х; следовательно, по теореме 3.1.6, су
ществуют непересекающиеся открытые множества U\, Vi cz X, 
для которых я е  U\ и Уь Множество f ( F \ V t) замк
нуто в У и не содержит f(x);  значит, в силу регулярности У, 
найдутся непересекающиеся открытые множества U2, V2 cz Y, 
такие, что f ( x ) ^ U 2 и f(F \ V i)a V 2. Множества U=Ui П/-1 ^ )  
и V =  Vi\Jf~l (V2) открыты в X, не пересекаются и содержат 
точку х и множество F  соответственно. I

Остальные аксиомы отделимости не сохраняются в сторону 
прообраза совершенными отображениями. Чтобы убедиться в 
этом в случае наследственной нормальности и совершенной нор
мальности, достаточно отобразить Iе на одноточечное простран
ство (см. упр. З.Ю .С(с)). По поводу нормальности см. за
дачу 3.12.19(e) или пример 5.1.40, а по поводу вполне регуляр
ности см. замечания к этому параграфу.

3.7.24. Теорема. Компактность и локальная компактность со
храняются в сторону прообраза совершенными отображениями.

Доказательство. Сохранение компактности прямо следует из 
теоремы 3.7.2. Если f: X -*• Y — совершенное отображение, а
Y — локально компактное пространство, то для каждой точки 
л е Х  найдется окрестность U с :  X, такая, что f {U)  содержится 
в некотором компактном подпространстве Z пространства У. 
Так как f ( 0 ) cz  f (U)czZ,  множество Oc z f ~l (Z) компактно. 1

3.7.25. Теорема. Если f : X ->- Y— совершенное отображение про
странства X на k -пространство У, то X — тоже k-пространство.

Доказательство. Рассмотрим пространства kX и kY и отобра
жение kf: kX-»-kY, определенное в конце § 3.3. Так как У есть 
Л-пространство, то У — kY и kf =  fw,x. В силу теоремы 3.7.17,
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отображение kf совершенно, а отсюда и из теоремы 3.7.10 сле
дует, что ях совершенно. Будучи взаимно однозначным, отобра
жение %х является гомеоморфизмом. Значит, X есть &-простран~ 
ство. I

Из теоремы 3.7.1 вытекает, что если топологическое свой
ство 9* сохраняется в сторону прообраза совершенными отобра
жениями, то произведение компакта X на ^пространство У со 
свойством &  тоже имеет свойство Следовательно, теоремы 
о сохранении в сторону прообраза совершенными отображе
ниями топологических свойств являются обобщениями соответ
ствующих теорем о произведениях. Как показано в следующей 
теореме, в классе тихоновских пространств для всех топологи
ческих свойств, наследуемых замкнутыми подпространствами, 
сохранение в сторону прообраза совершенными отображениями 
равносильно сохранению этих свойств при умножении на любые 
компакты.
3.7.26. Теорема. Пусть & — топологическое свойство, наследуе
мое замкнутыми подпространствами и сохраняющееся при умно
жении на любой компакт. Тогда если тихоновское пространство 
X совершенно отображается на пространство У со свойством &, 
то и само X обладает свойством 0s.

Доказательство. По теореме 3.2.6, существует гомеоморфное 
вложение g: X^>-Z пространства X в компакт Z. Диагональное 
отображение f A g :  X - + Y X Z  является одновременно гомео- 
морфным вложением (см. теорему 2.3.20) и совершенным ото
бражением (см. теорему 3.7.9). Значит, X гомеоморфно замкну
тому подпространству пространства У X  Z и, следовательно, 
обладает свойством 9 .  1

Вполне регулярность наследуется замкнутыми подпростран
ствами и сохраняется при умножении на компакт; тем не менее 
она не сохраняется в сторону прообраза совершенными отобра
жениями. Значит, в последней теореме существенно предположе
ние, что X является тихоновским пространством.
3.7.27. Теорема. Пусть & — топологическое свойство, наследуе
мое замкнутыми подпространствами и конечно мультипликатив
ное. Предположим, что пространство X допускает инъективное 
непрерывное отображение f : X ->Y  в хаусдорфово пространство 
У со свойством & и совершенное отображение g: Х-> Z в про
странство Z со свойством 9 .  Тогда и пространство X обладает 
свойством SP.

Доказательство. Диагональное отображение f A g: X-^-YX Z 
совершенно и инъективно и, значит, является гомеоморфным 
вложением. Следовательно, X гомеоморфно замкнутому подпро
странству пространства YXZ и, значит, обладает свойством 9>. 1

Простые примеры показывают, что ни первая, ни вторая
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аксиомы счетности не сохраняются в сторону прообраза совер
шенными отображениями (см. упр. 3.7.Е). Однако из последней 
теоремы вытекает

3.7.28. Следствие. Если n w ( X ) ^  m и пространство X можно со
вершенно отобразить в пространство Y веса ш (характера 
^  ш), то ш ( Х ) ^ ш  (го

Доказательство. Утверждение очевидно при ш <  &о; поэтому 
можно предположить, что ш ^  М0. Свойства «вес ^  ш» и «ха
рактер =^т» наследственны и конечно мультипликативны. Д а
лее, пространство X хаусдорфово, так как на нем определено 
совершенное отображение. Значит, следствие вытекает из леммы
3.1.18 и теоремы 3.7.27. 1

3.7.29. Теорема. Если топологическое свойство 9* сохраняется в 
сторону прообраза совершенными отображениями и наследуется 
открыто-замкнутыми подпространствами, то в хаусдорфовых 
пространствах свойство наследуется и замкнутыми подпро
странствами.

Доказательство. Пусть F — замкнутое подпространство хаус
дорфова пространства X, обладающего свойством 9*. Комбина
ция *>Vid* является совершенным отображением суммы F ® X  
на X. Так как F — открыто-замкнутое подпространство простран
ства F(BX , пространство F обладает свойством fP. I

Топологические свойства хаусдорфовых пространств, сохра
няемые совершенными отображениями как в сторону образа, 
так и в сторону прообраза, называются совершенными свой
ствами. Класс всех хаусдорфовых пространств с фиксированным 
совершенным свойством называется совершенным классом про
странств. Из теорем этого параграфа вытекает, что классы ре
гулярных пространств, компактов, локально компактных хаус
дорфовых пространств и ^-пространств являются совершенными 
классами.

Помимо совершенных отображений рассматривается и более 
Широкий класс почти совершенных отображений. Непрерывное 
отображение f: Х -> У  называется почти совершенным, если f 
замкнуто и все прообразы точек f~l (y) — компактные подпро
странства пространства X. Следовательно, совершенные отобра
жения— это в точности почти совершенные отображения, опре
деленные на хаусдорфовых пространствах. Читателю не соста
вит труда проверить, что теоремы и предложения 3.7.1—3.7.7 и 
теорема 3.7.13 остаются верными (вместе с их доказательства
ми), если заменить «совершенное» на «почти совершенное», 
«компакт» на «компактное пространство» и «хаусдорфово про
странство» на «топологическое пространство». Легко проверяется 
также, что теорема 3.7.9 и предложение 3.7.10 верны и для
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почти совершенных отображений; однако предположение, что 
эти отображения принимают значения в хаусдорфовых простран
ствах, существенно в обоих утверждениях (см. упр. 3.7.А).

Рассмотрев отображения в одноточечные пространства, легко 
убедиться, что в теоремах о сохранении топологических свойств 
в сторону прообраза необходимо налагать некоторые ограниче
ния на прообразы точек. В этом параграфе было показано, что 
предположение о компактности прообразов точек вместе с пред
положением о замкнутости отображения ведет к серии теорем 
о сохранении свойств в сторону прообраза. Оказывается, топо
логические свойства, как правило, не сохраняются в сторону 
прообраза открытыми отображениями с компактными прооб
разами точек (см. упр. 3.7.Н). Поэтому в дальнейшем, обсуж
дая вопросы сохранения свойств в сторону прообраза, мы огра
ничиваемся замкнутыми отображениями, прообразы точек при 
которых удовлетворяют различным требованиям «типа ком
пактности».

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Класс совершенных отображений (для метрических про
странств) был введен Вайнштейном в [1947]. Независимо со
вершенные отображения были введены и исследованы (в классе 
локально компактных хаусдорфовых пространств) Лере в [1950] 
и Бурбаки в [1951]. Два последних автора определили этот 
класс отображений посредством характеристики, содержащейся 
в теореме 3.7.18. Теорема 3.7.2 была доказана Люббеном в 
[1941]. Важная теорема 3.7.7, которая показывает, что совер
шенные отображения играют среди всех непрерывных отобра
жений роль, сходную с ролью компактов среди всех топологи
ческих пространств, была доказана Фроликом в [1960] и Бур
баки в [1961]. Теорема 3.7.9 доказана Архангельским в [1967а] 
(В. И. Пономарев показал в [1966], что эта теорема имеет место 
в классе тихоновских пространств). Теорема 3.7.10 доказана 
Бурбаки в [1961], а теорема 3.7.16 была сформулирована Исбел
лом в [1962]. Приведенные нами доказательства этих трех тео
рем взяты из работы Майкла [1971Ь]. Бурбаки в [1961] опре
делил совершенные отображения как отображения, удовлетво
ряющие условию (iii) теоремы 3.7.13, и доказал эквивалентность 
всех условий этой теоремы. Работа Хенриксена и Исбелла 
[1958] содержит теорему 3.7.15 (импликация (i) =>■ (ii) была за
мечена Таймановым в [1955]), с помощью которой эти авторы 
доказали сохранение совершенными отображениями многих 
свойств в сторону образа и в сторону прообраза. Книга Келли 
[1955] содержит теоремы 3.7.19, 3.7.20 и 3.7.21 (теорема 3.7.19 
при т  =  Ко была доказана Уайберном в [1942]). Теорема 3.7.23
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получена Хенриксеном и Исбеллом в [1958], теорема 3.7.24 
была в принципе доказана Вайнштейном в [1952] (объявлена 
в [1947]), а теорема 3.7.25 доказана Архангельским в [1965] 
(объявлена в [1963]). Работа ван дер Слота [1966] содержит 
теорему 3.7.26, статья Архангельского [1967а] содержит тео
рему 3.7.27, а работа Хенриксена и Исбелла [1958] содержит 
теорему 3.7.29. Пример, показывающий, что вполне регулярность 
не сохраняется в сторону прообраза совершенными отображе
ниями, был приведен Хенриксеном и Исбеллом в [1958]. Хабер 
в [1972] упростил и усилил этот их результат.

УПРАЖНЕНИЯ

3.7.А. (а) Диагональное произведение двух почти совершен
ных отображений может не быть замкнутым отображением.

(b ) Докажите существенность в теоремах 3.7.9 и 3.7.10 пред
положения о том, что рассматриваемые отображения принимают 
значения в хаусдорфовых пространствах.

(c) Укажите пример совершенного отображения f: Х -*1 У ко
торое можно непрерывно продолжить на некоторое ^[-простран
ство У, содержащее X в качестве собственного всюду плотного 
подпространства.

3.7.В. Проверьте, что сумма ®  fs является совершенным
s e S

отображением в том и только том случае, если все отображения 
fs совершенны.

3.7.С. Докажите, что отображение /*: X/E^Y/E' ,  определен
ное в упр. 2.4.В, является совершенным отображением, когда 
оба отображения /: Х-»-У и q'\ Y ^ Y / E '  совершенны и про
странство Х/Е хаусдорфово.

3.7.D (Динь Ньё Тонг [1963]). Пусть /: Х -»-У — наслед
ственно факторное отображение с компактными прообразами 
точек, определенное на хаусдорфовом пространстве X. Дока
жите, что w ( Y ) ^ w ( X )  и что если пространство X локально 
компактно и хаусдорфово, а пространство У хаусдорфово, то У 
локально компактно.

3.7.Е. (а) Докажите, что если /: X^-Y  — замкнутое отобра
жение регулярного пространства X в топологическое простран
ство У и для каждого х е Х  выполняются неравенства 
г (f(x), У Х  Ш и %(х, то

(Ь) Заметьте, что если отображение f совершенно, то в 
утверждении (а) можно опустить предположение о регуляр
ности X.

3.7.F (Чобан [1967]). (а) Если пространство X можно со
вершенно отобразить на пространство У, то Л ( Х ) ^ й ( У) .

19 Зак. 697
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(Ь) Приведите пример совершенного отображения простран
ства с первой аксиомой счетности X на пространство У, такое, 
что h(Y) =  2S°.

Указание. Воспользуйтесь упр. 3.1.1.
3 .7 .0  (Годел [1969а]). Пусть & — топологическое свойство, 

наследственное по замкнутым множествам и такое, что каж
дое пространство X, представимое в виде объединения локально 
конечного семейства {-Xs}seS замкнутых подпространств со свой
ством 9#, само обладает свойством & (см. теорему 3.7.22).

(a) Покажите, что если существует открытое покрытие °И =
оо

=  U <2l i  пространства X, такое, что все семейства °Ui локально

конечны и О обладает свойством 9  для каждого U е  Ш, то и 
все пространство X обладает свойством 9 .

оо

(b) Пусть <U=\\<Ut — открытое покрытие пространства X,
где все °Ui — локально конечные семейства множеств. Если 
каждое U е  °U, обладает свойством 9* и может быть представ
лено в виде объединения счетного семейства открытых мно
жеств, содержащихся в U вместе с замыканием (в частности,

оо

если покрытие °U =  J J  °Ui состоит из функционально откры

тых множеств, обладающих свойством ^ ) ,  то и само простран
ство X имеет свойство

оо

(c) Пусть <U =  1J Ш1 — открытое покрытие хаусдорфова про-
г =  1

странства X, где все семейства %  локально конечны, каждое 
U обладает свойством 9  и Fr U компактна для всех U е  °11. 
Тогда пространство X тоже обладает свойством 9 .

(d) Приведите пример нерегулярного хаусдорфова простран
ства, представимого в виде объединения двух нормальных под
пространств со счетной базой, граница одного из которых ком
пактна.

З.7.Н. Приведите пример открытого отображения не нормаль
ного вполне регулярного пространства на отрезок /, при кото
ром все прообразы точек гомеоморфны /.

Указание. Возьмите сужение определенного в 1.4.15 отобра
жения плоскости Немыцкого на вещественную прямую.

3.8. ЛИНДЕЛЕФОВЫ ПРОСТРАНСТВА

Мы называем топологическое пространство X линделёфовым 
пространством, или пространством со свойством Линделёфа, 
если X регулярно и из каждого открытого покрытия этого про-



странства можно выбрать счетное подпокрытие1). Ясно, что 
регулярное пространство X является линделёфовым простран
ством в том и только том случае, если в каждое открытое по
крытие пространства X можно вписать счетное покрытие. Из 
этих определений следует, что каждый компакт является лин
делёфовым пространством.

Из теоремы 1.1.14 следует
3*8.1. Теорема. Каждое регулярное пространство со счетной ба
зой является линделёфовым пространством. 1  

Из леммы 1.5.14 вытекает
3.8.2* Теорема. Каждое линделёфово пространство нормально. I  

Будем говорить, что семейство подмножеств
множества X счетно центрировано, если SF Ф 0  и П F s ¥ = 0

s^So
для каждого счетного множества S0 cz S.

Доказательства следующих четырех теорем параллельны до
казательствам теорем 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3 и 3.1.10; мы оставляем их 
читателю.
3.8.3. Теорема. Регулярное пространство X обладает свойством 
Линделёфа в том и только том случае, если каждое счетно 
центрированное семейство замкнутых в X множеств имеет не
пустое пересечение. 1

3.8.4. Теорема. Каждое замкнутое подпространство линделёфова 
пространства является линделёфовым пространством. ■

3.8.5. Теорема. Если подпространство А топологического про
странства X обладает свойством Линделёфа, то для любого се
мейства {Us}s^$ открытых в X множеств, такого, что A cz
cz (J U$y найдется счетное множество {si, $2, . . . } cz S , такое, что

s e 5
оо

А с  U Uat. |
i=i

8.8.6. Теорема. Если f : X-+Y  — непрерывное отображение лин
делёфова пространства X на регулярное пространство У, то У — 
линделёфово пространство. I

Доказать следующую теорему предоставляется читателю.
8.8.7. Теорема. Сумма 0 X S, где Xs ф  0  при s e S ,  обладает

SES
свойством Линделёфа в том и только том случае, если все про
странства Xs обладают свойством Линделёфа и множество S 
счетно. Ш

J) Если X — произвольное топологическое пространство и из каждого его 
открытого покрытия можно выделить счетное подпокрытие, то пространство 
X называется финально компактным. — Прим. перев.
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Из теоремы 3.8.5 следует, что если регулярное пространство 
является объединением счетного семейства подпространств со 
свойством Линделёфа, то оно само является линделёфовым про
странством. В частности, каждое регулярное пространство, яв
ляющееся объединением счетного семейства компактных под
пространств (пространства с этим свойством называются о~ком- 
пактными), обладает свойством Линделёфа и, следовательно, 
нормально. Применив теорему 3.8.4, мы заключаем, что каждое 
Fa-множество в линделёфовом пространстве является линделё
фовым пространством.

Тривиальным видоизменением доказательства теоремы 3.7.2 
получается

3.8.8. Теорема. Если f : Y — замкнутое отображение регуляр
ного пространства X и все прообразы точек f~l (y) обладают 
свойством Линделёфа, то для каждого линделёфова подпро
странства Z a  Y его прообраз f~l (Z) тоже является линделёфо
вым пространством. I

3.8.9. Теорема. Класс всех линделёфовых пространств является 
совершенным классом.

Доказательство. Сохранение свойства Линделёфа (в сторону 
образа) при совершенных отображениях вытекает из теорем 
3.7.20 и 3.8.6; сохранение его в сторону прообраза следует из 
теорем 3.7.23 и 3.8.8. 1
3.8.10. Следствие. Декартово произведение линделёфова про
странства и компакта является линделёфовым пространством. I

В следующей теореме устанавливается важное свойство лин
делёфовых пространств.
3.8.11. Теорема. В каждое открытое покрытие линделёфова про
странства можно вписать локально конечное открытое покрытие.

Доказательство. Пусть °U — открытое покрытие линделёфова 
пространства X. Так как X регулярно, для каждой точки x g !  
найдутся открытые множества Ux, Vx cz X, такие, что л ге  Ux ci 
cz Ox cz Vx и Vx содержится в некотором элементе покрытия °U. 
Пусть счетное подпокрытие покрытия {Ux}x<=x ПР°'
странства X. Множества

Wt =  VXl \ (ПХ1 и UX2 и • • • и £/*,_,), где / = 1 , 2 ..........

открыты и покрывают X. Действительно, для любого х е Х  
имеем x^ W i(X), где i(x)— наименьшее натуральное число i, 
такое, что х&  Vxr Покрытие вписано в Ш и локально
конечно, так как UXj П Wt =  0  при i >  /. |

Понятие линделёфова пространства приводит к понятию 
числа Линделёфа: наименьший кардинал га, такой, что из каж
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дого открытого покрытия пространства X можно выбрать подпо
крытие мощности ^  ш, называется числом Линделёфа про
странства X и обозначается через /(X). Таким образом, регу
лярное пространство X обладает свойством Линделёфа в том и 
только том случае, если 1 ( Х К0.

Из замечания 1.1.16 сразу вытекает

3.8.12. Теорема. Для каждого топологического пространства X 
имеет место неравенство l(X )^ nw (X ). I

3.8.13. Примеры. Плоскость Немыцкого — сепарабельное не лин
делёфово пространство (пример нормального пространства с 
теми же свойствами приведен в упр. 3.8.Е).

Пространство Л (т )  при ш >  Ко является линделёфовым не 
сепарабельным пространством.

Так как каждое счетное регулярное пространство обладает 
свойством Линделёфа, из 3.3.24 вытекает, что существуют лин- 
делёфовы пространства, не являющиеся ^-пространствами. I

3.8.14. Пример. Покажем теперь, что прямая Зоргенфрея К яв
ляется линделёфовым пространством. Пусть — произ
вольное открытое покрытие пространства К и Vs — внутренность 
множества Us по отношению к обычной топологии вещественной
прямой. Покажем, что множество L =  /( \  и  F s счетно. Дей-ses
ствительно, для каждого x e L  найдутся s ( x ) e S  и веществен
ное число г (х )>  х, такие, что [х, r(x) )cr US(x). Далее, из опре
деления множества L следует, что если хф х \  то [х, г(л:))П 
Л [*', r{xf ) ) = 0 .  Так как мощность каждого семейства попарно 
не пересекающихся полуоткрытых интервалов не превосходит 
Ко, имеем \L \ ^  Ко.

Множество K \ L  с топологией, индуцированной обычной то
пологией вещественной прямой, обладает счетной базой. Зна
чит, покрытие {Vs}S(- s множества K \ L  содержит счетное под
покрытие этого множества. Ясно, что семейство 
{US(x)}x^ i U является счетным подпокрытием покрытия 
{ ^ } se S ; следовательно, К — линделёфово пространство. Про
странство К является примером сепарабельного линделёфова 
пространства с первой аксиомой счетности, но без счетной 
б а зы 1).

3.8.15. Пример. В примере 2.3.12 было показано, что произве
дение К Х К  не нормально. Применив теорему 3.8.2, мы заклю-

*) Прямая Зоргенфрея К  является также наследственно линделёфовым 
пространством без счетной сети. —  Прим. перев.
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чаем, что произведение двух линделёфовых пространств может 
не быть линделёфовым пространством (см. упр. 3.8.G и 3.9.F ). I

Существует пространство X, все конечные степени которого 
являются линделёфовыми пространствами и все же Х*° не нор
мально. В частности, отсюда следует, что предел обратной по
следовательности линделёфовых пространств может не быть лин
делёфовым пространством (этот факт можно установить проще; 
см. задачу 5 .5 .4 (c )).

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФ ИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Понятие линделёфова пространства было введено П. С. Алек
сандровым и П. С. Урысоном в [1929] (Линделёф доказал в 
[1903], что произвольное семейство открытых в Rn множеств 
содержит счетное подсемейство с тем же объединением). Тео
рема 3.8.9 доказана Хенриксеном и Исбеллом в [1958]. Теорема 
3.8.11 была доказана Моритой в [1948] (а при дополнительном 
предположении локальной компактности или метризуемости — 
Дьедонне в [1944] ). Примеры 3.8.14 и 3.8.15 приведены Зорген- 
фреем в [1947]. Пространство X, упомянутое в конце парагра
фа, было определено Пшимусинским в [1980]. Ранее такое про
странство было определено Майклом в [1971] при дополни
тельном предположении континуум-гипотезы.

УПРАЖ НЕНИЯ

3.8.А. (а) Пространство X является наследственно линделё
фовым пространством в том и только том случае, если все от
крытые подпространства пространства X обладают свойством 
Линделёфа.

(Ь) Покажите, что линделёфово пространство X является на
следственно линделёфовым пространством в том и только том 
случае, если X совершенно нормально.

3.8.В (Ю. М. Смирнов [1950]). Пусть А и В — непересекаю- 
щиеся замкнутые множества в регулярном пространстве X, при
чем А и В обладают свойством Линделёфа. Покажите, что най
дутся открытые множества £/, V cz Ху такие, что A cz Uy В cz V 
и U f] V =  0 .

3.8.С. (а ) Каждое хемикомпактное пространство о-компакт- 
но, но обратное (в классе хаусдорфовых пространств) может не 
иметь места (см. упр. 3.4.Е).

(Ь) Докажите, что для локально компактного хаусдорфова 
пространства X следующие условия равносильны:

(1) Пространство X линделёфово.
(2) Пространство X хемикомпактно.
(3) Пространство X о-компактно.
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(4) Существует последовательность Ль Лг, . . .  компактных 
подпространств пространства X, такая, что Л, с  Int At+i и

Х =  и At.
i- 1

(5) Пространство X компактно или х(й , а Х ) =  Ко-
3.8.D (М. Рудин и Кли [1956], Майкл [1961]). Докажите, 

что если X и У— пространства со счетной базой и У регулярно, 
то пространство Yx наследственно линделёфово как в компактно
открытой топологии, так и в топологии поточечной сходимости 
(см. задачу 5.5.13).

Указание. Примените упр. 3 .4 .G (a).
3.8.Е (Энгелькинг [1968]). Пусть У— подпространство тихо

новского куба Т — Iе, гомеоморфное пространству Wo всех счет
ных ординалов, и пусть С — счетное всюду плотное множество 
в Т. Рассмотрим пространство А(Т), определенное в упр. 3.1.G, 
и его подпространство X =  У1 (J С2. Докажите, что X — нормаль
ное сепарабельное не линделёфово пространство (см. задачу 
3 .12 .17(c)).

Указание. Если Л и В — непересекающиеся замкнутые мно
жества в Wo, то хотя бы одно из них компактно.

Замечание. Первые примеры пространств с подобными свой
ствами были построены М. Рудин в [1956] и Маколеем в 
[1956а].

3.8.F (Хенриксен, Исбелл и Джонсон [1961]). (а ) Пусть X — 
подпространство компакта Z и {^г)П=1 — счетное семейство 
замкнутых в Z множеств, причем для любых и у е  Z\X  
найдется такое г, что x ^ F i  и у ф  Ft. Докажите, что тогда про
странство X линделёфово1).

Указание. Пусть {Us}seS — открытое покрытие пространства
X. Множества =  Z\X \U S открыты в Z и X d V  =  (J У»-

s e S
Покажите, что X содержится в объединении всех конечных пере
сечений F i{ П Fi2 П ••• Л F ik1 не имеющих общих точек с Z W .

(Ь) Пусть X — компакт и %  — наименьшее семейство под
пространств пространства Ху содержащее все замкнутые мно
жества и замкнутое относительно счетных объединений и пере
сечений. Докажите, что все элементы семейства &  обладают 
свойством Линделёфа.

3.8.G (Хейджер [1969]). Докажите, что произведение счет
ного семейства регулярных a-компактных пространств является 
линделёфовым пространством.

Указание. Примените упр. 3 .8 .F (a).

*) Класс всех пространств X, таких, как в этом примере, совпадает с клас
сом линделёфовых h -пространств, введенным Нагами в [1969*].
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З.8.Н. Пусть 99 — топологическое свойство, наследуемое замк
нутыми подпространствами и такое, что если какое-либо про
странство X является объединением локально конечного семей
ства {Xs}sgS замкнутых подпространств, обладающих свойством 
9*у то и само X имеет свойство 3* (см. теорему 3.7.22 и упр.
3.7.G).

(a) Пусть пространство X регулярно и существует локально 
конечное открытое покрытие Ш этого пространства, такое, что 
каждое U е  °U обладает свойством 3* и Fr U является линделё
фовым пространством для всех U ^  °U. Покажите, что тогда и 
само X имеет свойство 95.

Указание. Примените упр. З.8.В.
(b ) Приведите пример не нормального тихоновского про

странства, представимого в виде объединения счетного семей
ства открытых нормальных подпространств, граница каждого 
из которых линделёфова.

(c) Покажите, что если нормальное пространство X допу-03
скает открытое покрытие 4С =  U 41 h где каждое семейство °Ui
локально конечно, все U е  4L обладают свойством & и Fr U — 
линделёфово пространство для каждого U е  41, то и все про
странство X имеет свойство 9*.

3.9. ПОЛНЫЕ ПО ЧЕХУ ПРОСТРАНСТВА

Следующая теорема, аналогичная теореме 3.5.8, ляжет в 
основу последующего определения.
3.9.1. Теорема. Для каждого тихоновского пространства X сле
дующие условия равносильны:

(i) Нарост сХ\с (X) каждой компактификации сХ простран
ства X является Fa-множеством в сХ.

(ii) Нарост Р Х \ Р (Х ) является Fa-множеством в РХ
(iii) Существует компактификация сХ пространства X, та

кая, что нарост сХ\с(Х) является Fa-множеством в сХ.
Доказательство. Импликации (i)=^(ii) и (ii)=*-(iii) оче

видны; остается доказать, что (iii)=^(i).
Покажем сначала, что (iii)=>-(ii). В силу максимальности 

$Х, существует непрерывное отображение f: РХ^*-сХ, такое, что 
fP =  с. По теореме 3.5.7, f-1 (cX \ c(X ) ) =  Р.Х\Р(Х). Значит, так 
как нарост сХ\с(Х) является / v множеством в сХ, нарост 
р Х \ р (Х ) является Fa-множеством в рХ. оо

Покажем теперь, что (ii) =ф- ( i) . Пусть РХ\Р(Х) =  U F{, где
t=i

Fi — замкнутые в fiX множества. Рассмотрим произвольную 
компактификацию сХ пространства X и непрерывное отображе
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ние /: рХ-^сХ, для которого /Р =  с. По теореме 3.5.7, имеем
оо

с Х \ с (Х )=  U № )•  Так как множества f(F i) замкнуты в сХ,1
нарост сХ\с(Х ) является ^-множеством в сХ. В

Топологическое пространство X называется полным по Чеху, 
если X — тихоновское пространство, удовлетворяющее условию
(i), а следовательно, и всем остальным условиям теоремы 3.9.1.

Заметьте, что каждый компакт полон по Чеху. Локально 
компактные хаусдорфовы пространства тоже полны по Чеху, так 
как каждое не компактное локально компактное хаусдорфово 
пространство обладает компактификацией с одноточечным на
ростом. Пространство всех иррациональных чисел с топологией 
подпространства вещественной прямой служит примером не ло
кально компактного пространства, полного по Чеху.

Данное нами определение полных по Чеху пространств яв
ляется внешним определением: оно характеризует полные по 
Чеху пространства через их отношение к другим топологиче
ским пространствам, а именно их компактификациям. Установим 
теперь внутреннюю характеристику полных по Чеху пространств.

Сначала введем вспомогательное понятие. Будем говорить, 
что диаметр подмножества А топологического пространства X 
меньше, чем покрытие =  {Л*}5е5 этого пространства, и пи
сать б (Л )<С если существует s е  S, такое, что A cz А$.

3.9.2. Теорема. Тихоновское пространство X полно по Чеху 
тогда и только тогда, когда существует счетное семейство 

j открытых покрытий пространства X со свойством: если 
$Г — центрированное семейство замкнутых в X множеств, такое, 
что для каждого i =  I, 2, . . .  в есть множество диаметра, 
меньшего чем s&i, то пересечение семейства SF не пусто.

Доказательство. Предположим, что тихоновское пространство 
X cz рХ обладает семейством открытых покрытий с тре
буемым СВОЙСТВОМ. Пусть S&i =  {Us, i } s <=Si ПРИ *==1» 2, . . .  и
VSt i — открытое множество в рХ, такое, что Us, i = X f|  V8, i при 
s e  Si и i  — 1, 2, . . .  . Ясно, что

*<=П U v,.i\
t = l s e 5 -

будет доказано, что X полно по Чеху, если мы установим обрат
ное включение.

оо

Возьмем любую точку x s  Р  (J Vs, i и пусть $ (х )— се-
i = 1 s e S -

мейство всех окрестностей точки х в РХ. Семейство ИГ =
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=  {X flV : V ^38(x)}, где V — замыкание множества V в рХ, 
центрировано и состоит из замкнутых в X множеств. Так как 
для каждого i существует s е  Si, такое, что х е  Vs, ;, из регуляр
ности рХ следует, что семейство содержит множества диа
метра, меньшего чем s4-i, при i =  1, 2, . . .  .П о  предположению, 
* П П { Р :  У < = @ (х )}Ф 0 . Так как П{Р: V е= Я (х)} =  { * } ,  за- 
ключаем, что х ^  X.

Рассмотрим теперь произвольное полное по Чеху простран
ство X cz рХ. Множество X —  типа Gb в рХ, т. е. существует се-

оо
мейство { G J f ,  открытых в $Х множеств, такое, что X — П Gi-i=i
Для каждого х ^ Х  и i  —  1 ,  2 ,  . . .  выберем открытое множество 
Vx, i сг рХ, такое, что х ^  Vx, * с= 17*,; с= G*, и положим s&t =  
=  {X  fl Vх* Jjcsjc* Покажем, что семейство открытых по
крытий пространства X обладает нужным свойством.

Рассмотрим произвольное центрированное семейство {Fs}3fBS 
замкнутых в X множеств, содержащее множества диаметра, 
меньшего чем s&i, при i  =  1 , 2 ,  . . .  . Т а к  как { /^ b e s  ~  центри
рованное^ семейство замкнутых в рА' множеств, найдется точка 
х<= п Fs- Будет доказано, что х е  f] Fs, если мы установим,

s e S  s g S

что J t e l
Для каждого целого положительного i выберем s, е  S, та

кое, что б (FS{) <  s&u и Xi е  X, такое, что FH с= X f] VX{, i■ Так 
как

xz=FSi<=:Ti)VXi,i<=VXl, i ^ G i
оо

при i — 1, 2, . . . ,  то х е  f] G* =  J .  I
t=i

Следующая теорема важна разнообразными приложениями. 
Ее название объясняется тем, что счетные объединения нигде 
не плотных множеств иногда называют множествами первой 
категории.

3.9.3. Теорема Бэра о категории. В полном по Чеху пространна
стве X объединение А =  (J А% любой последовательности нигде

i = 1
не плотных множеств является коплотным множеством, г. г. 
его дополнение Х\А всюду плотно в X.

Доказательство. Покажем, что множество не пусто,
каково бы ни было непустое открытое множество G а  X.

Пусть — семейство открытых покрытий пространства
X , такое, как в теореме 3.9.2. Так как множество Ах нигде не



плотно, найдутся точка х е  G\A\ и ее окрестность Gь такие, что 

G\CzG\Ai и

Аналогично, пользуясь тем, что Gi\ A 2— непустое открытое 
множество, получаем непустое открытое множество G2, для ко
торого

G2 c= G i^ 2  и 6(G2) < ^ 2-

По индукции определяется последовательность Gь G2, . . .  
непустых открытых множеств в X, удовлетворяющая условиям
G гэ Gx zd G2 Gt П At =  0  и 6(G,-) <  при /==1, 2,

oo
Легко проверяется, что 0  ^  П GiCzG \А. ■

1 = 1
Следующее утверждение является двойственным вариантом 

теоремы Бэра о категории.

3.9.4. Следствие. В полном по Чеху пространстве X пересечение
00

G — f j Gt любой последовательности Gi, G2, . . .  всюду плотных 
i = 1

открытых множеств всюду плотно. I

3.9.5. Теорема. Каждое полное по Чеху пространство является 
k-пространством.

Доказательство. Пусть X — полное по Чеху пространство и 
{GJ^Lj — семейство открытых множеств в РХ, такое, что

оо

Х =  |~] Gf-Рассмотрим произвольное множество Л с Х ,  пересече-
1 = l

ние которого с каждым компактным подпространством простран
ства X замкнуто, и предположим, что само А не замкнуто в X, 
т. е. что существует точка х ^  X (](Л\/1), где черта обозначает 
замыкание в рХ. Пусть Uо — рХ, Uь С/г,. . .  — последовательность 
окрестностей точки х в рХ, такая, что tJi а  £/,_i П Gi при i —оо
=  1 ,2 .......... Пересечение Z =  [\UiCi X компактно; значит, ком

пактно и множество Af]Z. Так как_х фА (]Z, найдется окрест
ность V cz рХ точки х, для которой V П А Л Z — 0 .

Окрестность V П Vi точки х пересекает множество А. Выбе
рем точку xi е  А П V П Ui при / =  1, 2, . . .  и положим В =  
=  { * 1, Х2, . . . } .  Из 3.1.5 следует, что
{1) если U открыто в рХ и Z a  U, то для некоторого i имеем 
Hi сг U,
а отсюда вытекает, что множество Z U В компактно. Значит, пе
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ресечение A{\\V {\(Z\]B)\ тоже компактно. Так как BczA{\]/, 
то _ _ _

A № № \ )B )]  =  {V[\A[\Z)\}{AViV[\B) =  B,

откуда следует, что U =  рХ \В  открыто в рХ и Z cz U. В силу
(1), найдется такое г, что Ut f) В =  0 , — что невозможно, так 
как Xi е  Ui П В. Полученное противоречие показывает, что А 
замкнуто, т. е. что X есть ^-пространство1). Я

3.9.6. Теорема. Полнота по Чеху наследуется замкнутыми мно
жествами и G^-множествами.

Доказательство. Первая часть теоремы вытекает сразу из 
теоремы 3.9.2. Вторая часть следует из того, что если X есть 
Gft-множество в рХ и А есть б в-множество в X, то А есть б д-мно- 
жество в РХ и тем более в замыкании A cz рХ, которое является 
компактификацией пространства А. I

3.9.7. Теорема. Сумма ф  Xs полна по Чеху в том и только том
s ̂  S

случае, если все пространства Xs полны по Чеху.
Доказательство. Если сумма ф  Xs полна по Чеху, то все

S€=S

пространства Xs полны по Чеху в силу 2.2.2 и 3.9.6
Предположим теперь, что все пространства Xs полны по 

Чеху, и для каждого s e S  возьмем некоторую компактифика-со
циго csXs пространства Xs; имеем csXs \X S=  U Fs, ь где FSti —

i = 1
замкнутые множества в csXs при s e S  и i = l ,  2, . . .  . В силу
3.3.12, сумма X — ©  csXs — локально компактное хаусдорфово

seS

пространство; тем более X полно по Чеху. Так какХ  \ ®  Xs =
sgS

=  U Г U Fs*i) и множества U FSti замкнуты в X при i =
г = 1 Vs g S / s e S

=  1 ,2 , . . . ,  сумма ф  Xs полна по Чеху в силу 3.9.6. 1
SES

3.9.8. Теорема. Произведение счетного семейства полных по 
Чеху пространств является полным по Чеху пространством.

Доказательство. Пусть ~~ семейство полных по Чеху
пространств. Для каждого / =  1, 2, . . .  возьмем произвольную 
компактификацию aXi пространства Xt. Тогда CiXi\Xi есть 
^-множество в CiXi при i =  1, 2, . . . .  В силу 2.3.5 и 3.2.4, про-

Не всегда OV множество в ^-пространстве является 6-пространством, 
как можно было бы предположить после теоремы 3.9.5 (см. пример 1 .6 .1 9 ).—  
Прим. перев.
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странство Ц  ctx t является компактификацией произведения
ОО ОО

П  Xi- Множество Fi — J lA i . j ,  где Aj, =  с;Х/\Х/ и Ai,i =  ctXi 
i=l i=1 ОО
при г =̂= /, является множеством типа Fa в Ц с ^  при /=1, 2 ,.. .  .

ОО ОО ОО оо
Так как П СЛ  \ Ц Xt=  U Fjt произведение П х *  является

г'“ 1 1 = 1 / = 1 * = 1
полным по Чеху пространством. 1

3.9.9. Следствие. Предел обратной последовательности полных 
по Чеху пространств является полным по Чеху пространством. 1

Из упр. 3.9.С(Ь) следует, что предположение о счетности 
существенно в последней теореме и что следствие 3.9.9 не рас
пространяется на произвольные обратные спектры.

Из определения полноты по Чеху и теоремы 3.7.15 получаем 
следующий результат:
3.9.10. Теорема. Пусть X и У— тихоновские пространства и 
/: X -> У — совершенное отображение пространства X на про
странство У. Тогда пространство X полно по Чеху в том и только 
том случае, если пространство У полно по Чеху. I

С другой стороны, полнота по Чеху не сохраняется ни замк
нутыми, ни открытыми отображениями (см. упр. 3.9.1 и задачи 
3.12.18(d) и 5.5.8(b)).

Предположение, что X и У — тихоновские пространства, су
щественно в последней теореме. Действительно, совершенное 
отображение в примере 2.4.21 преобразует полное по Чеху про
странство в пространство, не являющееся тихоновским. Суще
ствуют также примеры открытых совершенных отображений не 
тихоновских пространств на пространства, полные по Чеху. Та
ким образом, класс полных по Чеху пространств совершенен 
лишь «по модулю аксиом отделимости».

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИ БЛИОГРАФ ИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Полные по Чеху пространства были определены в работе 
Чеха [1937]; эта работа содержит также доказательство тео
ремы Бэра о категории, известной до этого для более узкого 
класса пространств, метризуемых полной метрикой (см. заме
чания к § 4.3). Внутренняя характеристика полных по Чеху 
пространств, данная в теореме 3.9.2, была независимо установ
лена Фроликом в [1960b] и Архангельским в [1961]. Аналогич
ная характеристика была дана Шаниным в [1943а]. Теорема 
3.9.5 была доказана Архангельским в [1965], а теорема 3.9.10 — 
Хенриксеном и Исбеллом в [1958]. Пример открытого совер-
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шейного отображения не тихоновского пространства на нор
мальное полное по Чеху пространство приведен Хабером в 
[1972].

УПРАЖ НЕНИЯ

3.9.А. Покажите, что если полное по Чеху пространство X 
является подпространством хаусдорфова пространства У, то най
дется Ов-множество ZczY, такое, что X =  X П Z.

Выведите отсюда, что подпространство М полного по Чеху 
пространства X полно по Чеху в том и только том случае, если 
М можно представить в виде F[\Z, где F замкнуто в X, a Z 
есть Ge-множество в X.

3.9.В. Покажите, что пространство всех рациональных чисел, 
наделенное топологией подпространства вещественной прямой, 
не полно по Чеху. Выведите отсюда, что множество всех ирра
циональных чисел не является /^-множеством на вещественной 
прямой.

3.9.С. (а) (Окстоби [1961]). Докажите, что теорема Бэра о 
категории выполняется для произведения любого множества 
полных по Чеху пространств.

(b) Заметьте, что произведение N*1 не полно по Чеху.
Указание. См. упр. 3.3.Е (а ).
(c) Выведите теорему Бэра о категории прямо из определе

ния полноты по Чеху.
3.9.D. Покажите с помощью теоремы 3.9.2, что плоскость 

Немыцкого полна по Чеху.
Указание. Заметьте сначала, что подпространство L^czL 

полно по Чеху.
3.9.Е (Архангельский [1960а], Архангельский и Голштын- 

ский [1963]). Пусть X — тихоновское пространство. Обозначим 
через g'(X) наименьший кардинал га Ко, для которого суще
ствует компакт У, содержащий X, и семейство Ш открытых в У 
множеств, такие, что \<U \ =  m, и если х ^ Х  и j e  Y\X, то най
дется U е  °U со свойствами: *  е  U и у ф. U.

(a) Заметьте, что g(X) =  К0 для каждого полного по Чеху 
пространства X. Покажите, что h(X)^. g(X), каково бы ни было 
тихоновское пространство X (см. упр. 3.1.F ), и приведите при
мер совершенно нормального пространства X, для которого 
h (X )< g (X ).

(b) Внешней базой подпространства X в пространстве У на
зывается семейство открытых в У множеств, такое, что если 
ж е !  и U — любая окрестность точки х в пространстве У, то 
найдется V е  $1, для которого х е  V сг U. Докажите, что для 
любого подпространства X компакта У и любого кардинала 
ю ^  Ко следующие условия равносильны:
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(1) Сетевой вес пространства X не превосходит т , и суще
ствует семейство °U открытых в Y множеств, такое, что 
\CU\ ^  ю, и для любых л е Х  и у е  Y\X найдется U е  Ш, удов
летворяющее условиям x ^ U  и у ф и .

(2) Существует семейство 2F замкнутых множеств в Y, такое, 
что \&~\ ^  т , и для любой пары различных точек х\ е  X, л:2е У  
найдутся непересекающиеся множества Fь F2 е  такие, что 
X\^Fx и x% е  F2.

(3) Существует семейство У  открытых множеств в Y, для 
которого \Т \ ^  т, и, каковы, бы ни были различные точки х\еХ, 
х2е У ,  можно найти непересекающиеся множества Vi, У2е У ,  
такие, что Х\ е  Vi и х2 е  V2.

(4) Существует внешняя база & пространства X в простран
стве Y, для которой | Я  | т.

(c) Выведите из (Ь), что w (X )=nw (X )g(X ) для каждого 
бесконечного тихоновского пространства X и что w(X) =  nw(X), 
если пространство X полно по Чеху.

(d) Покажите, что если пространство X можно вложить в 
совершенно нормальный компакт, то w(X) =  nw(X).

3.9.F (Фролик [1960], Энгелькинг [1966]). Докажите, что 
произведение счетного семейства полных по Чеху линделёфовых 
пространств является полным по Чеху линделёфовым простран
ством (см. задачу 5.5.9(b)).

Указание (Хейджер [1969]). Примените упр. 3.8.F (а).
3.9.G (Зенор [1970]). Заметьте, что пространство полно по 

Чеху в том и только том случае, если оно является пределом 
обратной последовательности локально компактных хаусдорфо
вых пространств.

3.9.Н (Майкл [1963а]; для метрических пространств Аренс 
11958]). Пусть 5  =  {Х г, я ‘|— обратная последовательность не
пустых полных по Чеху пространств, такая, что я* всюду 
плотно в Xj при всех i, /, таких, что / <  i. Покажите, что для 
каждого i проекция я;(Х) предела J  =  lim S  всюду плотна в Xi

—■
и что, в частности, предел X не пуст.

Указание. Рассмотрим обратную последовательность
S =  {Xi, я)}, где Хг =  рХг и я) — продолжение отображения я} 
на рхг и рХ/. Положим Gt =  я г-1 (Х г), где я г— проекция пре
дела X =  lim S  в Xi. Покажите, что все Gi являются всюду 
плотными Ов-множествами в Я, и примените следствие 3.9.4.

3.9.1. Заметьте, что каждое полное по Чеху пространство 
является пространством точечно счетного типа, и выведите от
сюда, что полнота по Чеху не сохраняется замкнутыми отобра
жениями.
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ЗЛО. СЧЕТНО КОМПАКТНЫЕ, 
ПСЕВДОКОМ ПАКТНЫЕ И СЕКВЕНЦИАЛЬНО 

КОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Топологическое пространство X называется счетно компакт
ным, если из каждого счетного открытого покрытия простран
ства X можно выбрать конечное подпокрытие. Значит, каждое 
компактное пространство счетно компактно. Точнее, имеет место

3.10.1. Теорема. Топологическое пространство является компак
том в том и только том случае  ̂ если оно счетно компактно и 
обладает свойством Линделёфа. I

Примеры счетно компактных, но не компактных хаусдорфо
вых пространств приводятся ниже (см. примеры 3 .10.16—3 .10.19).

Следующие две теоремы содержат характеристики счетно 
компактных пространств в терминах центрированных семейств 
множеств и в терминах локально конечных семейств множеств. 
Доказательство первой теоремы можно получить, слегка видо
изменив доказательство теоремы ЗЛЛ.

ЗЛ0.2. Теорема. Для произвольного пространства X следующие 
условия равносильны:

(i) Пространство X счетно компактно.
(ii) Пересечение каждого счетного центрированного семей

ства замкнутых в X множеств не пусто.
(iii) Для любой убывающей последовательности F\ F2 :э  . . .

оо

непустых замкнутых в X множеств пересечение f] F t не пу~
/=1

сто. ■

ЗЛО.З. Теорема. Для любого пространства X следующие усло
вия равносильны:

(i) Пространство X счетно компактно.
(ii) Любое локально конечное семейство непустых множеств 

в X конечно.
(iii) Каждое локально конечное семейство одноточечных 

подмножеств пространства X конечно.
(iv) Каждое бесконечное подмножество пространства X 

имеет в X строгую предельную точку.
(v) Любое счетное бесконечное подмножество пространства 

X имеет в X строгую предельную точку1).

*) Точка х  называется строгой предельной точкой для множества At если 
в любой ее окрестности лежит бесконечно много точек из А. Множество всех 
таких точек обозначается через Ан. Если X — хаусдорфово пространство, 
можно слово «строгую» в (iv) и (v) опустить. — Прим. перев.
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Доказательство. Покажем сначала, что (i)=4-(ii). Предполо
жим, что (ii) не выполняется. Существует, таким образом, ло
кально конечное семейство непустых подмножеств в X. 
Легко проверяется, что непустые замкнутые множества F\,

оо

F 2f . . . ,  где Fi — U Ah составляют убывающую последователь- 
l = i

оо

ность и что f) F t =  0 .  Значит, по последней теореме, простран- 
i = i

ство X не счетно компактно.
Импликации (ii)=^(iii), (iii)=^(iv) и (iv)=^(v) очевидны. 

Для завершения доказательства достаточно показать, что (v)=>- 
=^(i). Пусть (i) не выполняется. Тогда, по последней теореме, 
найдется убывающая последовательность F\ zd F 2 zd . . .  непу-

oo
стых замкнутых в X множеств, такая, что f| Fi — 0 .  Выберем

£ = 1
по точке xi е  Fi при i =  1, 2, . . .  и положим А — {хи x2j ...}• 
Множество А бесконечно, так как в противном случае некото
рая его точка принадлежала бы бесконечному числу множеств

оо

Fi и было бы f| Fi Ф 0 .  Покажем, что Ан =  0 ,  т. е. что (v) 
t = i

не выполняется. Действительно, для каждого х е Х  найдется 
такое i, что хф Р с, тогда множество U =  X \ F i  является 
окрестностью точки х  и U f] A cz {хи х2, . . . ,  JCt-i} — конечное 
множество. I

Следующая теорема является следствием теоремы 3.10.2.

3.10.4. Теорема. Каждое замкнутое подпространство счетно ком
пактного пространства счетно компактно. I

Заметим, что счетно компактное хаусдорфово пространство 
может не быть нормальным; существуют даже не регулярные 
счетно компактные хаусдорфовы пространства (см. упр. 3.10.В 
или пример 5.1.40).

Доказательство следующей теоремы аналогично доказатель
ству теоремы 3.1.10; провести его предоставляем читателю.

3.10.5. Теорема. Если f : X-+Y — непрерывное отображение 
счетно компактного пространства X на топологическое простран
ство У, то пространство У счетно компактно. В

Каждое подпространство вещественной прямой обладает 
счетной базой; значит, в силу 3.8.1 и 3.10.1, каждое счетно ком
пактное подпространство вещественной прямой компактно. При
менив 3.10.5 и 3.2.8, приходим к следующему утверждению.

20 Зак. 697
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3.10.6. Теорема. Каждая непрерывная вещественная функция на 
счетно компактном пространстве ограничена и принимает наи
меньшее и наибольшее значения. I

3.10.7. Теорема. Пусть X — счетно компактное пространство и 
У— секвенциальное пространство (в частности, пространство с 
первой аксиомой счетности). Тогда проекция р: X X Y -+ Y  яв
ляется замкнутым отображением.

Доказательство. Пусть F — замкнутое множество в X X  У- 
Рассмотрим последовательность уь г/2, . •• точек множества 
p(F) и любую точку г/е lim г/,. Выберем точку X i^X  так, что
бы было (xiyy i)^ F  при £ =  1, 2, . . .  . Если множество А —
— {*i, * 2, . • •} конечно, то найдется x g I ,  такое, что xki =  x 
для бесконечной последовательности k\ <  <  . . .  натураль
ных чисел. Тогда (х, откуда следует, что 
(x ,y )^ F  =  F и, значит, y ^ p ( F ) .  С другой стороны, если А 
бесконечно, то найдется х <= Ан. Легко проверяется, что тогда 
(х, г/)е F — F, откуда получаем y ^ p ( F ) .  Так как простран
ство У секвенциально, множество p(F) замкнуто в У. I

Характеристика счетно компактных пространств в терминах 
проекций, аналогичная характеристике компактных пространств, 
содержащейся в теореме 3.1.16, сформулирована в упр. 3.10.А 
( Ь ) .

В последней теореме предположение, что У — секвенциаль
ное пространство, нельзя заменить предположением, что У есть 
^-пространство. Действительно, можно определить счетно ком
пактное хаусдорфово пространство X и компакт У, для которых 
проекция р: X X Y -+ Y  не является замкнутым отображением 
(см. пример 3.10.16).

Читатель легко докажет следующую теорему.

3.10.8. Теорема. Сумма ф  Х8У где Х3ф 0  при всех s e S ,  яв-
seS

ляется счетно компактным (хаусдорфовым) пространством в том 
и только том случае, если все пространства Xs счетно компакт
ны (и хаусдорфовы) , а множество S конечно. I

Тривиально видоизменяя доказательство теоремы 3.7.2, по
лучаем следующий результат:

3.10.9. Теорема. Если f: X -+Y  — замкнутое отображение топо
логического пространства X и все прообразы точек f~i(y), счетно 
компактны, то для каждого счетно компактного подпространства 
Z czY прообраз f - 1 (Z) счетно компактен. I

Из последней теоремы и теорем 3.10.5 и 3.7.20 вытекает

3.10.10. Теорема. Класс всех счетно компактных хаусдорфовых 
пространств совершенен. 1
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Счетная компактность не сохраняется, вообще говоря, ко
нечными произведениями: в примере 3.10.19 ниже будут опреде
лены два счетно компактных хаусдорфовых пространства, произ
ведение которых не счетно компактно. Однако если один из со
множителей является ^-пространством, то произведение двух 
счетно компактных пространств счетно компактно.

3.10.11. Лемма. Если f: X ^ Y  — совершенное отображение, то 
для каждого локально конечного семейства множеств в X 
семейство {/(Л): их образов локально конечно в У.

Доказательство. Из компактности прообразов точек при f 
вытекает, что для каждого у е  У найдется открытое множество 
U(y)czX , содержащее f~l (y) и пересекающееся лишь с конеч
ным числом членов семейства Так как f замкнуто, из тео
ремы 1.4.13 следует, что у точки у есть окрестность V(у), для 
которой f~l (V(y))cz U(у). Очевидно, окрестность V(у) пересе
кается лишь с конечным числом членов семейства {f(A ): Л е  
& М }. I

3.10.12. Лемма. Пусть {As X  В3}3(=8> г^е 1*^1^ ~  произволь
ное локально конечное семейство непустых множеств в произ
ведении J X  У, где X — любое топологическое пространство, а 
У есть k-пространство. Тогда найдется бесконечное подмноже
ство Sqcz S, такое, что либо семейство {Л5}5(_5о, либо семейство 
{Bs}seS локально конечно.

Доказательство. Если семейство {Bs}s<=s локально конечно, 
то го д и тс я  So =  S. Значит, можно предположить, что семейство 
{Bs}Se 5 не локально конечно.

Покажем, что существуют компакт Z с  У и бесконечное 
множество So cz S, для которых Z (] Bs ф  0  при всех 5 е  S 0. 
Пусть у — любая точка пространства У, каждая окрестность ко
торой пересекается с Bs для бесконечного числа s g S .  Е сли  
множество S ( j )  =  { 5 g S :  y ^ B s} бесконечно, можно положить 
Z = {y }  и So =  S (y)a Если, напротив, множество S(y) конечно, 
то объединение B =  [){BS: s g S \ S ( j ) }  не замкнуто, так как 
у & В \ В .  В этом случае возьмем в качестве Z произвольное 
компактное подмножество пространства У, для которого пере
сечение Z f\ В =  \j{Z (]BS: s g S \ S ( j/ ) }  не замкнуто, и поло
жим S 0 = { 5 g S \ S ( / / ) :  Zf| В3ф 0 } .  Очевидно, что последнее 
множество бесконечно.

Семейство {As X  (Z П £s)}ssSe непустых подмножеств про
странства X X  Z локально конечно. Применив теорему 3.7.1 и 
лемму 3.10.11, заключаем, что семейство (Л5}5е5о тоже локально 
конечно. I

20*
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Из эквивалентности условий (i) и (iii) в 3.10.3 и последней 
леммы получается

3.10.13. Теорема. Произведение счетно компактного простран
ства X и счетно компактного k-пространства Y счетно компакт
но. I

Первое из двух приведенных ниже следствий вытекает из 
теоремы 3.10.9, а второе следует из теорем 3.10.7 и 3.10.9.

3.10.14. Следствие. Произведение XX  Y счетно компактного 
пространства X и компактного пространства Y счетно компакт
но. I

3.10.15. Следствие. Произведение X X  Y счетно компактного 
пространства X и счетно компактного секвенциального простран
ства Y счетно компактно. Я

Счетно компактные пространства были определены и изу
чались раньше компактных пространств. Сначала казалось, что 
они составляют класс, более отвечающий сути вещей. До неко
торой степени, это объяснялось тем, что для широкого и важ 
ного класса метризуемых пространств оба определения равно
сильны (см. теорему 4.1.17). В те времена счетно компактные 
пространства именовались компактными пространствами, а наши 
компактные пространства назывались бикомпактными простран
ствами. Сейчас в ходу терминология, принятая нами в этой кни
г е 1). Главная причина превосходства компактных пространств 
над счетно компактными пространствами — в том, что компакт
ность мультипликативна, в то время как счетная компактность 
даже не конечно мультипликативна (см. пример 3.10.19).

3.10.16. Пример. Пространство Wo всех счетных ординалов (см. 
пример 3.1.27) служит примером счетно компактного неком
пактного пространства.

Ясно, что пространство Wo не компактно, — ведь оно вло
жено в пространство W — W0 U {«i} в качестве не замкнутого 
подпространства. С другой стороны, для каждого счетного бес
конечного множества A a  Wo найдется Хо <  о)ь такое, что А а  
cz W\ =  [0, Хо] cz Wo. Но W\ компактно как замкнутое подпро
странство в W. Значит, Ан =  0 ,  а это показывает, что простран
ство Wo счетно компактно.

Легко проверяется, что проекция р: Wo X  W W не являет
ся замкнутым отображением (см. теорему 3.10.7). I

3.10.17. Пример. Мы определим теперь всюду плотное подпро
странство в /с, которое счетно компактно, но не компактно.

*) См. примечание переводчика на стр. 208. — Прим. перев.
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Пусть I е — XI It> где It =  I при t е  R, и X — подпространство
t <= R

пространства Iе, состоящее из всех тех точек {xt}, не более чем 
счетное число координат которых отлично от нуля. Так как X — 
всюду плотное в 7е подпространство, отличное от всего /с, про
странство X не компактно. Пусть А — произвольное счетное бес
конечное подмножество в X. В силу определения пространства 
X, найдется счетное множество Ro cz R, такое, что pt(x) =  0 при 
всех х ^ А  и всех / е  R \  Ro, где pt — проекция пространства 
Iе на It. Значит, А является подмножеством произведения 
П  X*, где Xt =  It при t <= Ro и Xt =  {0} при < е  R\Ro. Так

t ^ R
как последнее произведение компактно, у множества А есть пре
дельная точка в XI Xt. Так как Ц  Xt cz X, множество А имеет

t<=R t e z R
предельную точку и в X; значит, X счетно компактно. 1

3.10.18. Пример. Еще одним примером счетно компактного не 
компактного пространства может служить пространство X — 
=  рЛ ^\{х}, где х е  $N \  N. Так как X всюду плотно в $N 
и не совпадает с piV, пространство X не компактно. С другой сто
роны, для каждого счетного бесконечного подмножества А про
странства X a  piV, в силу теоремы 3.6.14, \А | =  2 С, откуда сле
дует, что АН[\Х ф  0 .  Таким образом, в X есть предельная для 
множества А точка. Значит, пространство X счетно компактно. I

3.10.19. Пример. Определим теперь счетно компактные тихонов
ские пространства X и К, такие, что произведение X X  У не 
счетно компактно. Они будут подпространствами пространства 
РN, подчиненными условиям: X U У =  Р^ и X(]Y =  N.

Для каждого М с= piV обозначим через 3*(М) семейство всех 
счетных бесконечных подмножеств множества М, и пусть f — 
отображение, которое каждому члену А семейства !?($N) сопо
ставляет некоторую предельную точку множества А в простран
стве р N.

Полагая Х0 — N и

*“= (,Ув*т)и/[^( Ua* v)] ПРИ ° < « < (°i-
мы определяем по трансфинитной индукции трансфинитную по
следовательность Хо, Х ь Ха, а  <  саь подмножеств про
странства pN. Пространство X =  [} Ха счетно компактно, так

a<G>i
как каждое Л е ^ ( Х )  содержится в некотором Ха и имеет, сле
довательно, предельную точку в Xa+i и тем более в X. Легко 
показывается по трансфинитной индукции, что | Ха | ^  с • с +  
-f(c • c)s° =  с. Значит, \Х\^с. Положим Y =  N U(PAf\ X). По
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теореме 3.6.14, \А | =  2С для каждого Л е ^ ( У ) .  Значит, каждое 
бесконечное подмножество пространства У имеет предельную 
точку в У и пространство У счетно компактно.

Рассмотрим теперь произведение X X  Y и обозначим через 
До пересечение множества X X  Y и диагонали А произведения 
PWXPN. Так как X(]Y =  N, имеем А0 = { ( 1 ,  1), (2, 2), . . . } .  
Множество {i} открыто в pN при £ =  1, 2, . . . ,  поэтому А0 — 
открытое дискретное подпространство пространства X X  Y. 
С другой стороны, так как А — замкнутое множество в PWX Р^, 
множество До замкнуто в X X  Y, а это показывает, что про
странство X X  У не счетно компактно.

По теореме 3.10.13, ни X, ни У не являются ^-пространства
ми. В частности, X и У не полны по Чеху (см. теорему 3.9.5). I

Отметим в связи с последним примером, что можно по
строить хаусдорфово пространство X, все конечные степени ко
торого счетно компактны, а Х*° не счетно компактно. Отсюда 
следует, в частности, что предел обратной последовательности 
счетно компактных пространств может не быть счетно компакт
ным пространством (последнее можно установить непосред
ственно, видоизменив конструкцию в примере 3.10.19 таким об
разом, чтобы получилась убывающая последовательность Xi => 
=>Х2 Г) . . .  счетно компактных подпространств пространства р N,

оо

для которой fl Х( — N).
(=i

Изучим теперь еще один класс пространств, имеющих пря
мое отношение к компактным пространствам.

Топологическое пространство X называется псевдокомпакт- 
ным, если X — тихоновское пространство и каждая непрерывная 
вещественная функция на X ограничена. Как легко проверить, 
последнее условие равносильно тому, что каждая непрерывная 
вещественная функция на X принимает наибольшее и наимень
шее значения. Из теоремы 3.10.6 следует

3.10.20. Теорема. Каждое счетно компактное тихоновское про
странство псевдокомпактно. I

Для нормальных пространств справедлива и обратная импли
кация.

3.10.21. Теорема. Каждое псевдокомпактное нормальное про
странство счетно компактно.

Доказательство. Пусть X — нормальное не счетно компакт
ное пространство. Существует множество А={х\, х2, . . . } с :Х ,  
такое, что х{ ф  х\ при £ ф  j и Ай — 0 .  Ясно, что А — замкнутое 
дискретное подпространство пространства X. По теореме Тит- 
це — Урысона, существует непрерывная функция /: X д л я
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которой f ( X i )  — i при i — 1, 2, . . .  . Так как функция f  не огра
ничена, пространство X не псевдокомпактно. I

Следующие две теоремы характеризуют псевдокомпактные 
пространства в терминах локально конечных и центрированных 
семейств множеств.

3.10.22. Теорема. Для любого тихоновского пространства X сле
дующие условия равносильны:

(i) Пространство X псевдокомпактно.
(ii) Каждое локально конечное семейство непустых откры

тых множеств в X конечно.
(iii) Каждое локально конечное покрытие пространства X 

непустыми открытыми множествами конечно.
(iv) Каждое локально конечное открытое покрытие простран

ства X содержит конечное подпокрытие.
Доказательство. Покажем сначала, что (i)=>-(ii). Предпо

ложим, что условие (ii) не выполняется. Тогда существует ло
кально конечное семейство непустых открытых множеств 
в X. Выберем по точке Xi е  Ui при 1 =  1, 2, . . .  . Так как X — 
тихоновское пространство, при i =  1, 2, . . .  найдутся функции 
fr. X-+R, такие, что fi(xi) =  i и fi(X \  t/;)<={0}. В силу локаль-

оо
ной конечности семейства {Ui}°°=v формула f(x) =  £  I Ы *)  I

i = 1
определяет некоторую непрерывную функцию f: X ^ R .  Так как 
функция / не ограничена, пространство X не псевдокомпактно.

Импликации (ii) (iii) и (iii) (iv) очевидны. Для завер
шения доказательства остается показать, что (iv )= ^ (i). Пусть 
f — произвольная непрерывная вещественная функция на про
странстве X, удовлетворяющем условию (iv). Ясно, что 

— 1, t + 1 ) ) :  i — 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . } — локально конечное 
открытое покрытие пространства X. Из существования в этом 
покрытии конечного подпокрытия следует, что функция f  огра
ничена. I

3.10.23. Теорема. Для произвольного тихоновского простран
ства X следующие условия равносильны:

(i) Пространство X псевдокомпактно.
(ii) Для каждой убывающей последовательности W\ =>

оо
гэ W2 . . .  непустых открытых множеств в X пересечение f) Wt

i = l
не пусто.

(iii) Для каждого счетного центрированного семейства
оо

{^ }П =1 открытых множеств в X пересечение Vt не пусто.
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Доказательство. Покажем сначала, что (i)= ^ (ii) . Пусть X — 
псевдокомпактное пространство и W\ zd W% . . .  — убывающая 
последовательность непустых открытых множеств в X. Из тео
ремы 3.10.22 следует, что семейство не локально ко
нечно. Значит, существует точка х ^ Х ,  каждая окрестность ко
торой пересекает бесконечно много множеств Wi. Ясно, что

оо

лге [\ w t.
1 = 1

Для доказательства импликации (ii)= ^ (iii) достаточно рас
смотреть последовательность V\, V\ f] V% ...  . Наконец, (ш)=ф- 
= > (i), так как если существует не ограниченная непрерывная 
функция /: X ->-/?, то семейство { F J J l p  где Vi = { х : |/(л:) | >  i),

00
центрировано, и тем не менее f] Vt— 0 -  Ii = l

Из определения псевдокомпактности следует

3.10.24. Теорема. Если f : Х - > У  — непрерывное отображение 
псевдокомпактного пространства X на тихоновское простран
ство У, то У псевдокомпактно. 1

Читатель легко докажет следующую теорему.

3.10.25. Теорема. Сумма ф  Xs, где Xs Ф 0  при s e S ,  являет-
s e S

ся псевдокомпактным пространством в том и только том случае, 
если все пространства Xs псевдокомпактны и множество S ко
нечно. 8

Как показано ниже в примере 3.10.29, псевдокомпактность не 
наследуется, вообще говоря, замкнутыми подпространствами. 
Так как, очевидно, псевдокомпактность наследуется открыто
замкнутыми подпространствами, из теоремы 3.7.29 следует, что 
псевдокомпактность не сохраняется (вообще говоря) в сторону 
прообраза совершенными отображениями даже в классе тихо
новских пространств (см. упр. 3.10.G).

Псевдокомпактность не конечно мультипликативна. Действи
тельно, пространства X и У, определенные в примере 3.10.19, 
псевдокомпактны, а произведение X X  У содержит £)(К 0) =  Д0 
в качестве открыто-замкнутого подпространства. Значит, произ
ведение X X  У не псевдокомпактно. Оказывается, однако, что 
если хотя бы один из сомножителей является ^-пространством, 
то произведение двух псевдокомпактных пространств псевдо
компактно.

3.10.26. Теорема. Произведение X X  У псевдокомпактного про
странства X и псевдокомпактного k-пространства У псевдоком
пактно.
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Доказательство. Достаточно заметить, что каждое непустое 
открытое в декартовом произведении X X  Y множество содержит 
непустое открытое множество вида UXVy применить лем
му 3.10.12 и воспользоваться эквивалентностью условий (i) и
(ii) в теореме 3.10.22. I
3.10.27. Следствие. Произведение псевдокомпактного простран
ства X и компакта У псевдокомпактно. I
3.10.28. Следствие. Произведение X X  У псевдокомпактного про
странства X и псевдокомпактного секвенциального пространства 
У псевдокомпактно. I

Можно построить пространство X, все конечные степени ко
торого псевдокомпактны, но Х * 0 не псевдокомпактно1). Отсюда 
следует, в частности, что предел обратной последовательности 
псевдокомпактных пространств может не быть псевдокомпакт- 
ным пространством (последнее можно установить непосред
ственно, применив задачу 3.12.23(c): см. указание к задаче 
6.3.25).

Приведем теперь пример псевдокомпактного пространства X, 
содержащего дискретное пространство D (K 0) в качестве зам
кнутого подпространства. Этот пример показывает, что псевдо- 
компактное пространство не обязано быть счетно компактным 
и что псевдокомпактность не всегда наследуется замкнутыми 
подпространствами.
3.10.29. Пример. R  силу следствия 3.6.8, стоун-чеховская ком
пактификация $N является подпространством стоун-чеховской 
компактификации $R. Рассмотрим пространство Х = р  
\ ($ N \ N ).  Ясно, что X содержит дискретное пространство 
N =  D(&о) в качестве замкнутого подпространства. Покажем, 
что X псевдокомпактно. Предположим, что нашлась не ограни
ченная непрерывная функция f: X-^R. Так как множество 
R \  N всюду плотно в X, найдется последовательность х\, %2, . . .  
различных точек множества R \ N , такая, что \f(xt)\> i при 
/ =  1, 2, . . .  . Так как функция / непрерывна, множество А —
— {х\, х2, . . . }  не имеет предельных точек в X. Значит, А — 
замкнутое в R дискретное^ подпространство пространства X. 
В силу следствия 3.6.4, A f| N =  А (] $N =  0 ,  т. е. А с Х .  Следо
вательно, А =  А — бесконечный дискретный компакт. Получен
ное противоречие показывает, что X псевдокомпактно2). 1

1) Отметим, что если пространство G топологической группы псевдоком
пактно, то и любая степень пространства G псевдокомпактна (см. Комфорт, 
Росс [1 9 6 6 *]). — Прим. перев.

2) Можно построить псевдокомпактное пространство X , каждое счетное 
подпространство которого замкнуто и дискретно. Примеры таких пространств, 
обладающих дополнительными интересными свойствами, построены Д. Б. Ш ах
матовым и Е. А. Резниченко. — Прим. перев.
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Секвенциальная компактность — еще одно свойство, связан
ное с компактностью. Топологическое пространство X называет
ся секвенциально компактным, если каждая последовательность 
точек в Х  содержит сходящуюся подпоследовательность. Из экви
валентности условий (i) и (v) в теореме 3.10.3 следует

3.10.30. Теорема. Каждое секвенциально компактное простран
ство счетно компактно. 1

Обратная импликация не верна. Существуют даже не сек
венциально компактные компакты: в силу следствия 3.6.15, 
стоун-чеховская компактификация $N является таким простран
ством (см. пример 3.10.38). Однако имеет место
3.10.31. Теорема. Секвенциальная компактность и счетная ком
пактность равносильны в классе секвенциальных Т^пространств
и, в частности, Т^пространств с первой аксиомой счетности.

Доказательство. Достаточно показать, что в любой последо
вательности хи . . .  точек счетно компактного секвенциаль
ного пространства X есть сходящаяся подпоследовательность. 
Конечно, можно предположить, что хг Ф Х\ при i ф  /. Пусть х — 
какая-нибудь предельная точка для бесконечного множества 
А — {х 1, х2у . . . } .  Множество Л \ {л :}  не замкнуто, так как х е  
е  Д { х } .  Но пространство X секвенциально. Значит, в множе
стве Л\{лс} есть последовательность, сходящаяся к некоторой 
точке дополнения к Л \ { х } .  Расположив подходящим образом 
члены этой последовательности, мы получим сходящуюся под
последовательность последовательности х\, . . . .  1

Из последней теоремы следует, что пространство Wo всех 
счетных ординалов секвенциально компактно как счетно ком
пактное пространство с первой аксиомой счетности. Это пример 
секвенциально компактного некомпактного пространства. Заме
тим в связи с последней теоремой, что существуют секвенциаль
но компактные пространства, не являющиеся секвенциальными 
пространствами. К числу таких пространств относится, очевид
но, пространство всех ординалов ^соь Существуют также не 
регулярные секвенциально компактные хаусдорфовы простран
ства (см. упр. 3.10.В и пример 5.1.40).

Следующие три теоремы вытекают непосредственно из опре
деления секвенциальной компактности.

3.10.32. Теорема. Если f : X -> Y — непрерывное отображение 
секвенциально компактного пространства X на топологическое 
пространство У, то У секвенциально компактно. Ч

На примере отображения компактного, но не секвенциально 
компактного пространства на одноточечное пространство видно, 
что секвенциальная компактность не сохраняется в сторону про
образа совершенными отображениями.
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3.10.33. Теорема. Каждое замкнутое подпространство секвен
циально компактного пространства секвенциально компактно. I

3.10.34. Теорема. Сумма ф  Xs, где Xs ф  0  при s ^  S, секвен-
s g S

циально компактна в том и только том случае, если все простран
ства Xs секвенциально компактны и множество S конечно. I  

В заключение этого параграфа приведем три теоремы о про
изведениях секвенциально компактных пространств.

3.10.35. Теорема. Произведение любого счетного семейства сек
венциально компактных пространств является секвенциально 
компактным пространством.

Доказательство. Пусть — счетное семейство секвен
циально компактных пространств и Z\, z2y гг, где Zj =  {xfy,

оо

последовательность точек произведения п X*. Последователь-
i= 1

ностьх}, х\, . .точек пространства Х\ содержит сходящуюся 
подпоследовательность х*1*1, х ^ 2-1, x f3’1, . . . ;  пусть х\— предел 
этой подпоследовательности. Аналогично последовательность 
х%1М> х 2̂**» Xg3*1 j . . .  точек пространства Х2 содержит сходящую
ся подпоследовательность х*Ь2, х^2*2, х23’2 - - ^пус т ь  х2 — предел 
этой подпоследовательности. По индукции определяем для i — 
=  3 , 4 ,  . . .  подпоследовательность хЪ*1, хк.2>£, хк*>1, . ..п о сл е д о 
вательности x*b i“ l, х*2’ 1'-1 , х*3’ 1' " 1, . . . ,  сходящуюся к точке 
Xi €= Xi. Заметим, что если опустить первые i — 1 членов после
довательности ki, ь k2, 2, &з, з, то она станет подпоследова
тельностью последовательности ki} ;, k2) и &з, и . • • . Теперь не 
составляет труда показать, применив предложение 2.3.34, что

оо

точка { х * } е П х г является пределом подпоследовательности
i = 1

i» 2» з> последовательности г2, г3, . . .  . 1

3.10.36. Теорема. Произведение X X  V счетно компактного про
странства X и секвенциально компактного пространства Y счетно 
компактно.

Доказательство. Рассмотрим счетное бесконечное множество 
Л =  {гь  z2l г3, . . . } с 1 Х Х У ,  где гг* =  (х/,у*) при i =  1, 2, . . .  и 
г* Ф zj, если i Ф  /. Пусть уь» . . .  — некоторая подпоследова
тельность последовательности уь #2, . . . ,  сходящаяся к точке 
J G  К Если множество {х^, х*2, . . . }  конечно, то найдутся точка 
^ е Х  и подпоследовательность &т2, . . .  последовательности 
ku k2, , . . ,  такие, что xkfn̂  =  х при 1 = 1 , 2 , . . .  . Если множество
{**!» х*2» - - бесконечно, то у него есть строгая предельная
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точка J t e l  Легко видеть, что и в том, и в другом случае 
( д я в л я е т с я  строгой предельной точкой для А. ■

3.10.37. Теорема. Произведение X X  У псевдокомпактного про
странства X и секвенциально компактного тихоновского про
странства У псевдокомпактно.

Доказательство. Предположим, что нашлась не ограничен
ная непрерывная функция f: X X  Y->R, и выберем точки г* =  
=  (jCj, j/ / ) e I X  У так, чтобы было |/(гг) | ^  i при / =  1 , 2 ,  . . .  . 
Пусть уни yks>.--- — подпоследовательность последовательности 
ух, У2> • . сходящаяся к точке у ^ У .  Подпространство У0=  
=  {*/> г/fei, . . . }  с : У является компактом; поэтому простран
ство XXУо псевдокомпактно в силу следствия 3.10.27. Тем не 
менее непрерывная функция /|ХХУо: ХХУо~»~# не ограни
чена. Это противоречие показывает, что каждая непрерывная 
вещественная функция на X X  У ограничена. 1

Так как существуют секвенциально компактные хаусдорфовы 
пространства, не являющиеся ^-пространствами (см. упр. 3.10.Н), 
теоремы 3.10.36 и 3.10.37 не зависят от теорем 3.10.13 и 3.10.26.

3.10.38. Пример. Мы заметили выше, применив следствие 3.6.15 
что пространство (3// не секвенциально компактно. Это можно 
доказать и непосредственно. Последовательность 1, 2, . . .  точек 
пространства (3iV не содержит никакой сходящейся подпоследо
вательности, так как для любой возрастающей последователь
ности k\ <  k2 <  . . .  положительных целых чисел замыкания 
множеств A ={k\,kst k$, . . . }  и В = { & 2, k$,kQ, . . . }  в piV не пе
ресекаются, а отсюда вытекает, что последовательность k\,
k3t . . .  не сходится. 1

Как показано в примере 3.6.20, пространство piV можно вло* 
жить в канторов куб £)с. Значит, по теореме 3.10.33, канторов 
куб Dz не секвенциально компактен, и мы видим, что предполо
жение о счетности в теореме 3.10.35 существенно.

Из того, что Dc не секвенциально компактно, и примера 2.5.3 
вытекает, что предел обратного спектра секвенциально компакт
ных пространств может не быть секвенциально компактным про
странством. С другой стороны, из теорем 3.10.33 и 3.10.35 сразу 
следует, что предел обратной последовательности секвенциально 
компактных пространств является секвенциально компактным 
пространством.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Счетно компактные пространства были введены Фреше в 
[1906]. Характеристика счетной компактности условием (iv) 
теоремы 3.10.3 была установлена Хаусдорфом в [1914]. Теоре
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ма 3.10.7 доказана Флейшером и Франклином в [1967] (Ханаи 
[1961] и Исивата [1963] доказали эту теорему при более силь
ных предположениях, что У — пространство с первой аксиомой 
счетности и что У — пространство Фреше — Урысона соответ
ственно). Теорема 3.10.10 была установлена Хенриксеном и Ис
беллом в [1958]. Теорема 3.10.13 доказана Ноблом в [1969] 
(следствие 3.10.14 получено Ю. М. Смирновым в [1951d], а след
ствие 3.10.15 — Франклином в [1965]). В примере 3.10.17, при
веденном Понтрягиным в [1954], применено важное понятие 
S -произведения; оно обсуждается также в упр. 3.10.D и зада
чах 2.7.13, 2.7.14, 3.12.23 и 4.5.12. Пример 3.10.19 был построен 
Новаком в [1953а] (данное нами описание следует статье Фро- 
лика [1959]). Сходный пример был приведен Терасакой в [1952] 
Существование тихоновского пространства X, все конечные сте
пени которого счетно компактны, тогда как Х*° не счетно ком
пактно, было установлено Фроликом в [1967]. В примере Фро- 
лика пространство Х*° даже не псевдокомпактно. Однако в 
случае псевдокомпактности аналогичные примеры можно опре
делить проще (см. Комфорт [1967] и Фролик [1967а]).

Псевдокомпактные пространства были определены Хьюит
том в [1948]; в этой его статье были доказаны теоремы 3.10.20 
и 3.10.21. Эквивалентность псевдокомпактности условиям (ii),
(iii) и (iv) теоремы 3.10.22 была замечена Гликсбергом в [1952], 
Керстаном в [1957] и Ю. М. Смирновым в [1954] соответствен
но. Теорема 3.10.23 приведена Колмесом в [1951]. Теорема 
3.10.26 установлена Тамано в [I960] (следствие 3.10.27 было 
независимо доказано Гликсбергом в [1959] и Мрувкой в [1959]; 
следствие 3.10.28 было доказано Бэгли, Коннеллом и Макнайтом 
в [1958] при более сильном предположении, что пространство У 
удовлетворяет первой аксиоме счетности). Пример 3.10.29 при
веден Катетовым в [1951а].

Понятие секвенциально компактного пространства, как и 
теоремы 3.10.30 и 3.10.32—3.10.35, долгое время принадлежало 
топологическому фольклору. Возникновение этого понятия свя
зано с характеристикой компактности в классе метрических про
странств. Теорема 3.10.31 была доказана Франклином в [1965] 
(эквивалентность секвенциальной компактности и счетной ком
пактности в метрических пространствах была установлена Хаус- 
дорфом в [1914]) .  Теорема 3.10.36 доказана Мрувкой в [1959] 
(Рыль-Нардзевский в [1954] доказал эту теорему при более 

сильном предположении, что У счетно компактно и удовлетво
ряет первой аксиоме счетности). Теорема 3.10.37 появилась в 
статье Скарборо и А. Стоуна [1966].

В связи с тем что Dc не секвенциально компактно (см. при
мер 3.10.38), а каждый компакт мощности <  2**1 секвенциально
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компактен (см. задачу 3.12.11 (е)), возникает вопрос, является 
ли секвенциально компактным пространство . Как показано 
Бутом в [1974], ответ на этот вопрос не зависит от обычных 
аксиом теории множеств. Иными словами, существуют модели 
теории множеств, в которых D**1 является секвенциально ком
пактным пространством, и есть модели, в которых D*1 не сек
венциально компактно.

Дальнейшие результаты о произведениях счетно компактных, 
псевдокомпактных и секвенциально компактных пространств 
можно найти в работах Гликсберга [1959], Скарборо и А. Стоу
на [1966], Кендерова [1968], Стефенсона [1968] и Нобла [1969].

УПРАЖ НЕНИЯ

3.10.А. (а) Заметьте, что топологическое пространство X 
счетно компактно в том и только том случае, если каждое его 
счетное замкнутое подпространство компактно.

(Ь) (Ханаи [1961]). Проверьте, что пространство X счетно 
компактно в том и только том случае, если проекция р: X X  
X ^ (K o )-> il(S o ) является замкнутым отображением (см. тео
ремы 3.1.16 и 3.10.7 и задачу 3.12.14(a)).

3.10.В (Бурбаки [1948]). Покажите, что пространство, кото
рое получается из пространства W всех ординалов если 
дополнительно объявить множество Z всех счетных предельных 
ординалов замкнутым (см. пример 1.5.7), является нерегуляр
ным счетно компактным (и даже секвенциально компактным) 
хаусдорфовым пространством (см. пример 5.1.40).

ЗЛО.С (П. С. Александров и Урысон [1929]). Положим Х =  
=  Со и Cl cz R2, где С0 — {(х, 0): 0 <  х ^  1} и Ci =  {(х , 1): 
0 ^ х <  1}, и возьмем на X топологию, порожденную базой, со
стоящей из множеств вида

{(х , ; ) е 1 *  х0 — 1 /к  <  х <  х0 и i =  0, l}U{(*o> 0) } ,
где 0 <  х0 ^  1 и k =  \, 2, . . . ,  а также из множеств вида

{(х, i)<=X: х0 <  х <  х0 +  \/k и i =  0, l}U{(*o, 1)},

где 0 <  хо <  1 и k— 1 ,2 , . . .  . Так полученное пространство X 
называется две стрелки.

(a) Заметьте, что подпространства С0 и С\ пространства X 
гомеоморфны прямой Зоргенфрея. Выведите отсюда, что про
странство X наследственно сепарабельно, наследственно линде
лёфово и, значит, совершенно нормально.

Указание. См. упр. 2.1.1, 3.8.А(Ь) и пример 3.8.14.
(b) Докажите, что пространство X компактно, и выведите 

отсюда, что прямая Зоргенфрея не полна по Чеху.
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Указание. Примените теорему 3.10.1.
(с) Заметьте, что пространство X2 не наследственно нор

мально, и выведите отсюда, что ни наследственная нормаль
ность, ни совершенная нормальность не сохраняются в сторону 
прообраза при открытых совершенных отображениях, при ко
торых прообразы точек совершенно нормальны.

3.10.D (Нобл [1970]). Пусть {XS}S6ES— семейство топологи
ческих пространств и a = { a s} — точка произведения П  Xs. Че-

seS
рез 2 ( a )  обозначим подпространство пространства п Xs, со-

seS
стоящее из всех точек x = { x s}, для которых множество 5 (х )  =  
=  {5  g S :  xs Ф as} счетно. Докажите, что если все пространства 
Xs удовлетворяют первой аксиоме счетности, то Е ( а ) — про
странство Фреше — Урысона. Отсюда следует, в частности, что 
пространство, рассмотренное в примере 3.10.17, является про
странством Фреше — Урысона (и, значит, ^-пространством); про
верьте, что оно не полно по Чеху.

У казание . Пусть х —  { * , }  G i 4 c J ( a )  и {U St — база 
пространства Xs в точке Определите по индукции последо
вательность хи  * 2, точек множества А так, чтобы было

П  иs, i х  П  x s\  где Si =  {«/, *: 0 ^  /, k <  /} и индексы

5/,* определяются равенствами S(xi) =  {s,, о, s,-, ь . . . }  и х0 =  х. 
Покажите, что х =  lirnx,.

3.10.Е. (а) (Хьюитт [1948]). Покажите, что тихоновское 
пространство X псевдокомпактно в том и только том случае, 
если нарост $Х \  X не содержит никакого непустого множества 
типа G6 в р х

(b) (Колмес [1951], Гликсберг [1952]). Докажите, что ти
хоновское пространство X псевдокомпактно в том и только том 
случае, если X удовлетворяет теореме Дини, т. е. если для 
каждой последовательности {f,} непрерывных вещественных 
функций на X, такой, что fi(x)^.fi+i(x) при всех х ^ Х  и i — 
=  1 ,2 , . . . ,  для которой существует функция / е  Rx, такая, что 
f(x) — lim ft(x) при всех х е Х ,  имеет место соотношение / =  
=  Нш/„ т. е. последовательность {fi} равномерно сходится к f 
(см. лемму 3.2.18).

(c) Заметьте, что если каждое замкнутое подпространство 
пространства X псевдокомпактно, то пространство X счетно 
компактно.

(d) (Колмес [1951]). Покажите, что псевдокомпактность на
следуется каноническими замкнутыми множествами.

(e) (Колмес [1952]). Заметьте, что теорема Бэра о катего
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рии выполняется в регулярных счетно компактных простран
ствах и в псевдокомпактных пространствах.

3.10.F (Мрувка [1954]). Покажите, что пространство X, 
определенное в упр. 3.6.1 (а),  псевдокомпактно, но не счетно 
компактно.

3.10.G (Ханаи и Окуяма [1962]; для открытых совершенных 
отображений — Пономарев [1960а]). Если f: X~^Y — открытое 
отображение тихоновского пространства X на псевдокомпактное 
пространство У, при котором образ каждого функционально 
замкнутого подмножества пространства X замкнут в У и все 
прообразы точек псевдокомпактны, то пространство X псевдо
компактно.

Указание. Примените упр. 1.5.L (а).
3.10.Н. Действуя по той же схеме, что и в примере 3.1.27, 

определите на множестве всех ординалов ^ о >2 некоторую топо
логию (см. задачу 1.7.4) и проверьте, что подпространство, ко
торое получается, если удалить все ординалы, конфинальные (0ь 
секвенциально компактно, но не является ^-пространством.

3.10.1. Топологическое пространство X называется локально 
секвенциально компактным, если для каждой точки х е Х  и 
каждой ее окрестности U найдется окрестность V точки х, такая, 
что V  секвенциально компактно и V cz U.

(a) Проверьте, что теорема 3.3.17 остается справедливой и 
в том случае, когда У — секвенциальное, а X — локально сек
венциально компактное пространство.

(b) (Бёме [1965]). Докажите, что произведение X X  Y сек
венциальных пространств секвенциально, если пространство X 
локально секвенциально компактно (см. упр. 2 .3 .К (а )).

Указание. Примените (а) и упр. 2.4.G (b).

3.11. ВЕЩ ЕСТВЕН Н О ПОЛНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Топологическое пространство X называется вещественно пол
ным (или R-полным, или полным по Хьюитту) ,  если оно яв
ляется тихоновским пространством и не существует тихонов
ского пространства X, которое удовлетворяло бы следующим 
двум условиям:
(RC1) Существует гомеоморфное вложение г: Х -*Х , такое, что 

г{Х)ф7(Х) =  Х.
(RC2) Для каждой непрерывной вещественной функции /: Х -*  

R найдется непрерывная функция f : X -+R, такая, что
fr =  f x).

!) Вещественно полные пространства именуются также Q-пространствами, 
вещественно компактными пространствами, функционально замкнутыми про
странствами, Я-компактными пространствами, пространствами Хьюитта —  
Нахбина и полными по Хьюитту пространствами.— Прим. перев.
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Из этого определения сразу следует, что каждый компакт 
является вещественно полным пространством. Точнее, имеет ме
сто.
3.11.1. Теорема. Топологическое пространство является компак
том в том и только том случае, если оно псевдокомпактно и 
вещественно полно.

Доказательство. Каждый компакт псевдокомпактен и веще
ственно полон. Если не компактное пространство X вещественно 
полно, то, так как X ф  рХ, найдется непрерывная функция f : 
X-*-R, которую нельзя непрерывно продолжить на рХ. Ясно, 
что функция f не ограничена; следовательно, X не псевдоком
пактно. I

3.11.2. Примеры. Из последней теоремы следует, что простран
ства, рассмотренные в примерах 3.10.16—3.10.19 и 3.10.29, не 
вещественно полны. В частности, заключаем, что существует не 
вещественно полное локально компактное хаусдорфово про
странство. I

Теперь мы установим важную характеристику вещественно 
полных пространств и выведем из нее несколько следствий. Две 
дальнейшие характеристики полных пространств будут даны в 
теоремах 3.11.10 и 3.11.11.

3.11.3. Теорема. Топологическое пространство вещественно пол
но в том и только том случае, если оно гомеоморфно замкнутому 
подпространству произведения некоторого множества копий ве
щественной прямой.

Доказательство. Пусть X — вещественно полное простран
ство. Через обозначим семейство всех непрерывных ве
щественных функций на X и рассмотрим отображение 
F — A  f: X -*■ П Rf, где Rf — R при f e £ " .  Так как про-

странство X тихоновское, из теоремы о диагональном отображе
нии следует, что F — гомеоморфное вложение. Положим
X =  F(X)cz Л  Rf. Для каждой непрерывной вещественной

f £=с5Г
функции f: X —*R  найдется непрерывная функция f: %—>R, та
кая, что JF =  f, а именно такой функцией является сужение
pf \Х проекции pf: II Rf -> Rf. Значит, по определению веще-

f е
ственной полноты, X = F (X ), т. е. пространство X гомеоморфно 
замкнутому подпространству F(X) произведения Ц  Rf'.

f —
Рассмотрим теперь произвольное замкнутое подпростран- 

ство X произведения Ц  /?3, где Rs =̂ R при s e S ,  и пусть
ie S

21 Зак. 697
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даны тихоновское пространство X и гомеоморфное вложение г; 
Х-*~Х, удовлетворяющие условию (RC2). Очевидно, можно пред
положить, что г(Х) — Я. Для каждого s e S  найдется непре
рывная функция ps: X-*-Rs =  R, такая, что p ar = p s. Положим 
F  — Д  ps: Х - > Ц / ? 5. Так как Fr(x) =  x при всех л:<=Х, то

seS ____se S _____
F (X )—F(r(X)) с г F r(X )= X = X ; таким образом, сужение Fx 
отображает X на X. При всех х ^ Х  имеем rF x (r(x ))=  г(х). 
Значит, отображение rFx'. Х-*-Х при сужении на г{Х) совпа
дает с idr(x). Из теоремы 1.5.4 теперь следует, что rFx — id^. 
Так как rFx(X)czr(X), заключаем, что г(Х) =  .£. Следователь
но, не существует тихоновского пространства X, которое удов
летворяло бы условиям (RC1) и (RC2), т. е. пространство X 
вещественно полно. I

Следующая теорема вытекает из теоремы 3.11.3.

3.11.4. Теорема. Каждое замкнутое подпространство веществен
но полного пространства вещественно полно. I

Из теоремы 3.11.3 и утверждений 3.11.4, 2.3.7 и 2.3.4 полу-- 
чается

3.11.5. Теорема. Произведение Ц  Xs, где Xs ¥ * 0  при s e S ,
seS

вещественно полно в том и только том случае, если все про- 
странства Xs вещественно полны. I  

Из теорем 3.11.4 и 3.11.5 вытекает

3.11.6. Следствие. Предел обратного спектра вещественно пол
ных пространств является вещественно полным пространством. I

3.11.7. Следствие. Пусть X — топологическое пространство и
— некоторое семейство его подпространств. Тогда если

все As вещественно полны, то и пересечение f| As вещественно
seS

полно.
Доказательство. Пространство |~| гомеоморфно замкну-

s g S
тому подпространству произведения Ц  As, а именно пересече-

se S

нию множества Ц  As с диагональю произведения Ц  Xs, где
s e S  s g S

XS= X  при s g S .  Остается заметить, что пространство Ц
s e S

вещественно полно (см. также пример 2.5.4). I

3.11.8. Следствие. Если f: X -*-Y — непрерывное отображение 
вещественно полного пространства X в хаусдорфово простран
ство Y, то для каждого вещественно полного подпространства В
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пространства Y его полный прообраз f~l (B)czX вещественно 
полон.

В частности, вещественная полнота наследуется функцио
нально открытыми подмножествами.

Доказательство. График G(fB) сужения fB: /_1(В)->-В совпа
дает с пересечением и, следовательно, замкнут 
в вещественно полном пространстве XX, В. Так как прообраз 
/-'(В) гомеоморфен G(fB), пространство f~l (B) вещественно 
полно. I

3.11.9. Лемма. Пусть X — топологическое пространство и А — 
его подпространство. Если каждая непрерывная функция g : 
Л для которой g(x) ^  1 при всех х е  А, продолжается на 
X, то и любая непрерывная функция f : A^>-R продолжается 
на X.

Доказательство. Пусть f: A ^ -R — любая непрерывная функ
ция. Положим

g i(x )— 1 +  m ax(f(x),0 ) и g2( x ) =  1 — m in (f(x ),0 ).

Ясно, что функция gr. A-*-R непрерывна и g i(x )^  1 при всех 
^ е Л и 1 =  1, 2. Так как f(x) =  g i ( * ) — g2 (x) при ^ е Д  функ
ция F: X^-R, где F (x )=  Gi(x)— ^ (jc ) и Gi — непрерывное 
продолжение функции gi на X при i =  1, 2, является продолже
нием функции f на X. I

3.11.10. Теорема. Тихоновское пространство X вещественно пол
но в том и только том случае, если для каждой точки хо е  
е р Х \ Х  найдется непрерывная функция h: рХ-»-/, такая, что 
h(x о) =  0 и h (х) >  0 при всех ^ е £

Доказательство. Пусть X — вещественно полное простран
ство и хо е  р Х \ Х . Так как для X =  X(J{*o}<= РХ выполняется 
условие (RC1), существует непрерывная функция /: X -»-# , ко
торую нельзя продолжить на Я. Последняя лемма позволяет 
предположить, что f ( x ) ^  1 при всех ^ е Х .  Функция l/f: X-»-/ 
продолжается до непрерывной функции h: рХ->-/, причем оче
видно, что h (x ) > 0  при всех л е !  Если бы было Н(х0)фО , 
можно было бы определить продолжение f: X-+R  функции f, 
положив J (x )=  l/h (x). Значит, h(xo) =  0.

Предположим теперь, что для каждой точки z е  РХ\Х най
дется непрерывная функция hz: рX-»-/, такая, что hz(z) =  0 и 
hz(x )>  0 при всех л се Х . Тогда X — П ^ j'((0 , 11) и X ве-

z«=0.X\X
щественно полно в силу следствия 3.11.7 и второй части след
ствия 3.11.8. I

Характеристики вещественно полных пространств, данные в 
теоремах 3.11.3 и 3.11.10, так же как и определение этого класса 
пространств, носят внешний характер. Внутренняя характери

21*
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стика вещественной полноты содержится в следующей теореме 
Через ZDo(X) в формулировке этой теоремы обозначено семей
ство всех функционально замкнутых подмножеств тихоновского 
пространства X.
3.11.11. Теорема. Тихоновское пространство X вещественно пол
но в том и только том случае, если каждый счетно центриро
ванный ультрафильтр на З)о(Х) имеет непустое пересечение.

Доказательство. Рассмотрим произвольное не вещественно 
полное тихоновское пространство X и возьмем точку х0 е  рХ\Х, 
такую, что для всякой функции / из семейства {/ е/ в*:
f(x0) =  0} имеет место соотношение Z/ =  X f) f~l (0) ф  0 .  Семей
ство о№  замкнуто относительно счетных пе
ресечений, и, значит, пересечение любого счетного множества 
его элементов не пусто.

Покажем, что SZ — ультрафильтр на 2)о{Х). Рассмотрим лю
бое центрированное семейство Z ' cz iZ5oW, содержащее 3Z. 
Возьмем Z e 2 ' ,  непрерывную функцию g: Х-*-1, удовлетво
ряющую условию g~i (0)= Z , и продолжение G: рX -+ I отобра
жения g. Если x09=G-1 (0)> то найдется f e ! F ,  для которой 

f~l (0) fl G-1 (0) =  0  и
Zf n 2 = X n / - 1(O)nG-4O) =  0 ,

что невозможно. Значит, хо е  G-1 (0), т. е. е, следова
тельно, Z =  Z q  е  9Z. Таким образом, 3Z — счетно центрирован
ный ультрафильтр на Так как (]3Z =  0 » условие теоре
мы не выполняется для пространства X.

Рассмотрим теперь произвольное вещественно полное про
странство X и любой счетно центрированный ультрафильтр 

2£ =  { X } S<=5 на 2>о(Х). Из максимальности 3L сразу следует, 
что семейство 2Z замкнуто относительно счетных пересечений. 
Семейство {Z s}je S  замыканий элементов семейства 3L в рХ 
имеет непустое пересечение. Для завершения доказательства до
статочно показать, что любое х0 е  (J Zs принадлежит X, так

S

как тогда х0 е  |J Zs.
s f=S

Предположим, что * 0 е  и рассмотрим непрерывную 
функцию f: рХ-*-1, для которой f(xo) =  0 и f ( x ) > 0  при всех 
х е !  Положим Zi =  X f l f~l ([0 ,1  / i\). Ясно, что Ziе Ж>ъ(X) 
при i = l ,  2, . . .  . Так как /_1([0, 1/0)— окрестность точки х0 , 
имеем Zi f] Zs ф  0  при всех s e S  и г =  1, 2.......... Из макси
мальности семейства следует, что Z ,е Z  при t =  1,2,

оо оо
таким образом, j j  Zt ^.2Z. Так как (J Zt =  0 ,  мы пришли кt=i t=1 
противоречию; значит, X o g X . I
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Из теоремы 3.11.11 вытекает

3.11.12. Теорема. Каждое линделёфово пространство веществен
но полно. I

Последняя теорема вместе с 3.8.13 показывает, что не все 
вещественно полные пространства являются ^-пространствами 
(см. упр. З.З.Е(а)).

3.11.13. Пример. Так как прямая Зоргенфрея К является лин
делёфовым пространством (см. пример 3.8.14), она вещественно 
полна. Значит, произведение К X  К вещественно полно. Это при
мер не нормального вещественно полного пространства (см. при
мер 2.3.12). Пространство К У. К содержит дискретное простран
ство D(t) в качестве замкнутого подпространства; значит, 
пространство D (с) вещественно полно. 1

В связи с последним примером естественно задать вопрос: 
каждое ли дискретное пространство вещественно полно?

Это вопрос теоретико-множественного характера; он равно
силен вопросу о том, каждый ли кардинал неизмерим (см. 
упр. 3.11.D (a)). Чтобы определить, какие кардиналы называют
ся неизмеримыми, нам нужно одно вспомогательное понятие.

Пусть — семейство множеств, замкнутое относительно 
счетных объединений. Под счетно аддитивной двузначной мерой 
на мы понимаем любое отображение семейства зФ в множе
ство {0, 1}, такое, что

если At е  и Aif] А/ =  0  при i ф  /. Кардинал m называется 
неизмеримым, если каждая двузначная мера на семействе всех 
подмножеств множества X мощности т, обращающаяся в нуль 
на всех одноточечных подмножествах, тривиальна — равна то
ждественно нулю.

Очевидно, что класс JF  всех неизмеримых кардиналов содер
жит кардинал Ко. Можно доказать, что если ш е Л 8, то в И" 
входят все кардиналы, меньшие т, сумма любого семейства 
K } Je S  кардиналов из JF, где |5|^ю  (т. е. мощность множе
ства (J As, где | As | — и As ft AS'= 0  при s = ^ s ') , а также

кардинал 2га. Можно также доказать, что первый сильно не
достижимый кардинал принадлежит JP (кардинал называет
ся сильно недостижимым, если о  >  0, ординал и>а регулярен 
и из неравенства nt <  tia следует, что2т <  К 0). Известно, что 
предположение о неизмеримости всех кардиналов (и даже пред
положение о том, что не существует сильно недостижимого кар
динала) совместимо с обычными аксиомами теории множеств.
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Известно также, что предположение о существовании измери
мого кардинала сильнее предположения о непротиворечивости 
теории множеств.

Сделаем несколько замечаний о сохранении вещественной 
полноты в сторону образа и в сторону прообраза при отобра
жениях. Так как пространство всех счетных ординалов является 
непрерывным образом пространства D(с), мы заключаем, что 
вещественная полнота не сохраняется непрерывными отобра
жениями. Оказывается, вещественная полнота не сохраняется в 
сторону образа ни открытыми отображениями (см. упр. 3.11.Е), 
ни совершенными отображениями (см. упр. 3.11.G). Последнее 
следует из существования не вещественно полного тихоновского 
пространства, представимого в виде объединения двух замкну
тых вещественно полных подпространств (см. теорему 3.7.22). 
Однако такое пространство довольно сложно устроено, и описы
вать его в этой книге мы не будем.

Из теорем 3.11.4, 3.11.5 и 3.7.26 вытекает

3.11.14. Теорема. Если /: X ->Y  — совершенное отображение ти
хоновского пространства X на вещественно полное пространство 
Y, то пространство X вещественно полно. I

В заключение параграфа мы построим для каждого тихо
новского пространства X вещественно полное пространство х>Х, 
свойства которого параллельны свойствам (5Х.

3.11.15. Лемма. Пусть X— топологическое пространство и А — 
его подпространство. Если каждая непрерывная вещественная 
функция /: A ^-R непрерывно продолжается на X, то каждое
непрерывное отображение f : А -*■ П  Rs в произведение копий

s e S
вещественной прямой тоже непрерывно продолжается на X. Ес
ли, кроме того, А всюду плотно в X, то каждое непрерывное 
отображение f : Л —»• В =  В  cz Ц  Rs в замкнутое подпростран-

s e S
ство В такого произведения продолжается до непрерывного ото
бражения всего X в В.

Доказательство. Пусть дано непрерывное отображение f: 
А ->  П  Rs, где Rs =  R при s e S .  Для каждого s e S  опреде-

s e S
лено продолжение Js: X -> Rs композиции psf: А -у Rs. Как легко 
видеть, диагональное отображение F =  Д  fs: X -> п Ws ЯВ-

s<=*S s e S
ляется продолжением отображения f. Если А =  Х и f: А^>В =  
=  В cz Ц  Rs, то для продолжения F: X -> ГГ Rs композиции

s e S  s e S  __

iBf- A - ^ U R s  имеют место соотношения F (X )= F (A )  cz
s e S
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czF (А) а  Б =  В, так что сужение FB: Х -+ В  является продол
жением отображения /. I

3.11.16. Теорема. Для каждого тихоновского пространства X су
ществует ровно одно (с точностью до гомеоморфизма) веще
ственно полное пространство оХ, обладающее следующими дву
мя свойствами:

(i) Существует гомеоморфное вложение о: X -*■ оХ, для ко
торого и (X) =  оХ.

(ii) Какова бы ни была непрерывная вещественная функция 
f: X -*■ R, найдется непрерывная функция J: vX -*■ R, такая, что 
J v = f .

Пространство иХ удовлетворяет также условию
(iii) Для каждого непрерывного отображения /: X-»- У про

странства X в произвольное вещественно полное пространство Y 
найдется непрерывное отображение J: оХ-*- Y, такое, что Ju = f .

Доказательство. Для каждого непрерывного f: X ^-R  возь
мем продолжение F: |JX-*-aR, где a R — одноточечная компак
тификация вещественной прямой, и положим Wf =  F_I (R). 
Очевидно, X cz Wf. Пусть &" — семейство всех непрерывных ве
щественных функций на X и иХ =  f] Wf. Отображение и:

f
X х>Х, определенное правилом о (х) =  р(я) при х е  X, является 
гомеоморфным вложением и о(Х) =  иХ, т. е. условие (i) выпол
нено. Из построения следует, что иХ удовлетворяет и условию (ii). 
Вещественная полнота пространства иХ вытекает из следствий 
3.11.7 и 3.11.8.

Из теоремы 3.11.3, свойств (i) и (ii) и леммы 3.11.15 сле
дует, что иХ удовлетворяет также условию (iii) .

Пусть uiX — какое-нибудь вещественно полное пространство, 
для которого выполняются условия (i) и (ii). Тогда UiX удов
летворяет также условию (iii), откуда следует, как в доказа
тельстве теоремы 3.5.4, что oiX гомеоморфно оХ. I

Пространство «X называется хьюиттовым пополнением (по
полнением по Хьюитту) пространства X.

Отметим, что другое построение хьюиттова пополнения про
странства X указано в доказательстве теоремы 3.11.3: простран
ство иХ можно получить, взяв в Ц  Rf, где — семейство всех

f ̂  o f
непрерывных вещественных функций на X и Rf =  R при f  е  
замыкание образа пространства X при отображении F =  A  f
(см. упр. 3.1 l.F (b )) .
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ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФ ИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Вещественно полные пространства были введены Хьюиттом 
в [1948]. Он определил их посредством условия, близкого к ха
рактеристике, приведенной ниже в задаче 3.12.21(g). Эквива
лентность принятого нами определения и первоначального опре
деления Хьюитта была установлена Катетовым в [1951]. Нах- 
бин в [1950] независимо определил тот же класс пространств 
в терминах равномерностей — а именно условием, что слабей
шая равномерность, относительно которой все непрерывные ве
щественные функции равномерно непрерывны, полна (см. при
меры 8.1.19, 8.3.19 и упр. 8.1.D). Статья Хьюитта [1948] содер
жит теоремы 3.11.1, 3.11.11, 3.11.12 и 3.11.16. Теоремы 3.11.3,
3.11.4 и 3.11.5 были доказаны Широтой в [1952] (теорема 3.11.4 
получена также Катетовым в [1951]). Теорема 3.11.10 установ
лена Мрувкой в [1957]. Результаты о замкнутости класса JF 
всех неизмеримых кардиналов относительно указанных в тексте 
арифметических операций были получены Уламом в [1930]. Не
измеримость первого сильно недостижимого алефа (и даже не
которых больших кардиналов) доказана Кейслером и Тарским 
в [1963]. Доказательства этих результатов и дальнейшую ин
формацию можно найти в книге Куратовского и Мостовского 
[1968]. Некоторые теоремы о сохранении вещественной полноты 
при отображениях установлены Исиватой в [1967] и Кендеро- 
вым в [1967]. Не вещественно полное тихоновское пространство, 
которое можно представить в виде объединения двух веще
ственно полных замкнутых подпространств, описано в работе 
Мрувки [1958] (исправление — в [1970]). Более простой при
мер был приведен Мысьором в [1981]; как заметил Р- Л. Блэр 
(на него ссылается Исбелл в [1962а]), примеры такого рода 
показывают, что вещественная полнота может не сохраняться 
совершенными отображениями. В нашем изложении вопросов 
вещественной полноты мы следуем Энгелькингу и Мрувке [1958] 
и Ван дер Слоту [1972]. Книга Гиллмана и Джерисона [1960] 
содержит важное развитие теории вещественно полных про
странств. Обзор последующих результатов можно найти в книге 
Вейра [1975].

УПРАЖ НЕНИЯ

3.11.А (Гиллман и Джерисон [I960]). Пусть А — веществен
но полное подпространство, а В — компактное подпространство 
тихоновского пространства X. Докажите, что пространство Ли 
U В  вещественно полно.

3.11.В. (а) (Широта [1952], Гиллман и Джерисон [I960]). 
Докажите, что для произвольного тихоновского пространства X 
следующие условия равносильны:
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(1) Пространство X наследственно вещественно полно.
(2) Для каждого л е !  пространство X \{л:} вещественно 

полно.
(3) Любое тихоновское пространство, которое можно непре

рывно отобразить на пространство X так, что прообразы всех 
точек компактны, вещественно полно.

(4) Каждое тихоновское пространство, уплотняющееся1) на 
пространство X, вещественно полно.

Указание. Примените упр. 3.11.А и следствие 3.11.8.
(b ) Выведите из (а), что плоскость Немыцкого вещественно 

полна.
(c) Выведите из (Ь), доказательства теоремы 3.11.3 и тео

ремы о диагональном отображении, что пространство /?с не нор
мально (см. упр. 3.1.Н (а) и задачу 2.7.16 (а )).

3.11.С. Заметьте, что тихоновское пространство X псевдоком
пактно в том и только том случае, если иХ =  рХ.

3.11.D. (а) (Макки [1944], Хьюитт [1950]). Докажите, что 
пространство D(m) вещественно полно в том и только том слу
чае, если ш — неизмеримый кардинал.

Указание. Примените теорему 3.11.11.
(Ь) (Гиллман и Джерисон [I960]). Покажите, что сумма 

ф  Xs, где Xs ¥= 0  при s e S ,  вещественно полна в том и
5 G S

только том случае, если все пространства Xs и пространство 
X)(|S|) вещественно полны.

Указание. Сумма ©  Xs гомеоморфна замкнутому подпро-
s g S  ^

странству произведения D (| S  |) X  П  Xs.
seS

3.11.Е (Фролик [1961]). Нормальное пространство, являю
щееся непрерывным образом вещественно полного пространства 
при открытом отображении, может не быть вещественно полным.

Указание. Возьмите в качестве области значений простран
ство W0 всех счетных ординалов, а в качестве области опреде
ления сумму ф  Ха, где Ха =  {х е  №0: *  ^  « }.

а<(0|
3.11.F. (а) (Вулих [1952], Энгелькинг [1964]). Докажите, 

что непрерывное отображение f : A-*~Y всюду плотного под
пространства топологического пространства X в вещественно 
полное пространство Y непрерывно продолжается на X в том 
и только том случае, если для каждой последовательности 
F1, F2, . . .  функционально замкнутых в Y множеств, такой, что

')  Напомним, что уплотнением называется взаимно однозначное иепре 
рывное отображение одного пространства на другое. — Прим. перев.
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оо оо _____
П имеет место соотношение П /-1 ( ^ ) = 0 >  где черта

<-=1 4=1
обозначает замыкание в X.

Указание. Рассмотрите сначала случай Y =  R: примените 
теорему 3.2.1.

(Ь) (Гиллман и Джерисон [I960]). Покажите, что если 
взять в конструкции |JX, описанной в упр. 3.6.К (а), только те 
ультрафильтры на 3)о{Х), которые счетно центрированы, то по
лучится хьюиттово пополнение иХ.

3.11.G (Пономарев [1959], Фролик [1961]). Докажите, что 
если /: X — Y — совершенное открытое отображение веществен
но полного пространства X на тихоновское пространство У, то У 
вещественно полно.

Указание. Примените упр. 1.5.L (а) и теоремы 3.7.15 и 3.11.10.
3.11.И (Пасынков [1965]). Топологическое пространство X 

вещественно полно в том и только том случае, если оно гомео
морфно пределу обратного спектра линделёфовых пространств 
(или — что эквивалентно — гомеоморфно пределу обратного 
спектра из подпространств гильбертова куба /я°).

3.12. ЗАДАЧИ

Дальнейшие характеристики компактности: точки полного 
накопления и теорема Александера о предбазе

3.12.1 (Куратовский и Серпинский [1921], Вьеторис [1921], 
П. С. Александров и Урысон [1929] (объявлено в [1923])). 
Точка х топологического пространства X называется точкой 
полного накопления для множества А а  X, если \А Л t/| =  |Л | 
для каждой окрестности U точки х.

Докажите, что для произвольного топологического простран
ства X следующие условия равносильны:

(1) Пространство X компактно.
(2) Для каждого бесконечного подмножества пространства 

X в X есть точка полного накопления.
(3) Для каждой убывающей трансфинитной последователь

ности Fo zd Fi zd . . .  гэ F $ zd . . . ,  £ <  а, непустых замкнутых 
в X множеств пересечение f] F% не пусто.

S < a
Указание. Для каждого бесконечного ординала Я существует 

начальный ординал, конфинальный % (см. Куратовский и Мо- 
стовский [1968]).

Замечание. Легко показать, что если для каждого несчетного 
множества A czz X в X есть точка полного накопления, то / (X) ^

К0. С другой стороны, пространство всех ординалов <09^ с



3.12. ЗАДАЧИ 331

топологией, порожденной естественным линейным упорядоче
нием < ,  является линделёфовым пространством, в котором нет 
точки полного накопления (для всего пространства). П. С. Алек
сандров и Урысон доказали в [1929], что если 1(Х )^Ы о, то 
каждое несчетное множесто AczX  регулярной мощности имеет 
в X точку полного накопления. А. С. Мищенко в [1962а] опре
делил тихоновское не линделёфово пространство X, в котором 
каждое несчетное множество AczX  регулярной мощности имеет 
точку полного накопления, и доказал, что каждое счетно пара- 
компактное нормальное пространство, обладающее последним 
свойством, является линделёфовым пространством (см. зада
чу 3.12.7 (d)).

3.12.2 (Александер [1939]). (а) Пусть X — топологическое 
пространство и & — некоторая его предбаза. Покажите, что X 
компактно в том и только том случае, если из каждого покры
тия пространства X элементами семейства 9* можно выделить 
конечное подпокрытие (это и есть теорема Александера о пред- 
базе).

Указание. В классе всех семейств открытых подмножеств 
пространства X свойство не содержать никакого конечного под
семейства, покрывающего X, является свойством конечного ха
рактера. Если X не компактно, то найдется максимальное се
мейство 91, которое обладает указанным свойством и покры
вает X. Покажите, что если G\, G2, G *— открытые множе
ства и Gi<£&. при t =  l, 2, . . . ,  k, то Gi П G2 П ■ • • П Gk ф 91, 
и что если Gi ф 91 и G\ <zz G2, то G2 ф 9L. Выведите отсюда, что 
пересечение 91 П 9* покрывает X.

(Ь) Докажите теорему Тихонова с помощью характеристики 
компактности, установленной в (а).

Линейно упорядоченные пространства III (см. задачи 1.7.4,
2.7.5, 3.12.12(f), 5.5.22, 6.3.2 и 8 .5.13(j)).

3.12.3. (а) (Хаар и Кёниг [1910]). Покажите, что простран
ство X с топологией, порожденной линейным упорядочением < ,  
компактно в том и только том случае, если каждое подмноже
ство AczX  обладает в X наименьшей верхней гранью.

Указание. Наименьшей верхней гранью пустого множества 
служит наименьший элемент множества X.

(Ь) Докажите, что каждое пространство X с топологией, по
рожденной линейным упорядочением < ,  обладает компактифи
кацией сХ, топология которой порождается некоторым линей
ным упорядочением <.', таким, что х <  'у равносильно х <  у 
Для всех х:,у<=Х.

Указание. Рассмотрите множество сечений множества Х\ 
примените задачу 2.7.5 (а).
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Замечание. Линейно упорядоченные компактификации ли
нейно упорядоченных пространств были исследованы Федорчу- 
ком в [1969] (объявлено в [1966а]) и Кауфманом в [1967].

(c) Проверьте, что топология на множестве всех ординалов 
определенная в примере 3.1.27, совпадает с топологией,

порожденной естественным линейным упорядочением с .
(d) Рассмотрите линейное упорядочение <  на квадрате /2, 

определенное правилом: (х\, У\) <  (х2, у2), если х\ <  х2 или если 
х\ =  х2 и у\ <  у2 (это упорядочение называется лексикографи
ческим упорядочением). Докажите, что квадрат с топологией, 
порожденной указанным линейным упорядочением, компактен и 
удовлетворяет первой аксиоме счетности, но не сепарабелен и 
не совершенно нормален. Проверьте, что наделенный такой то
пологией квадрат содержит пространство «две стрелки», опре
деленное в упр. 3.10.С.

3.12.4. (а) (Мардешич и Папич [1962]). Покажите, что для 
каждого линейно упорядоченного пространства X имеют место 
неравенство %(Х)^ с(Х).

(b) (Латцер и Беннет [1969]; для компактного X — Марде
шич и Папич [1962]). Покажите, что для каждого линейно упо
рядоченного пространства X имеет место неравенство hl(X) ^  
^ с ( Х ) ,  где hi — наследственное число Линделёфа (см. зада
чу 2.7.9 и § 3 .8 ) .

Указание. Применив 3.12.3 (Ь), сведите задачу к случаю 
компактного пространства X. Заметьте, что каждое открытое 
множество может быть представлено как объединение некото
рого семейства попарно не пересекающихся интервалов, приме
ните (а) и подходящее обобщение упр. 3.8.А (а).

(c) (Скула [1965]). Покажите, что для каждого линейно 
упорядоченного пространства X имеет место равенство d(X) =  
=  hd{X).

Указание (Латцер и Беннет [1969]). Пусть D — всюду плот
ное множество в X, такое, что \D\ =  d(X). Для произвольного 
AczX  выберем по одной точке из каждого непустого пересече
ния А[\(а, Ь)у где a, b е  D и а <  6. Проверьте, что объедине
ние Е так полученного множества и множества всех изолиро
ванных точек множества А всюду плотно в Л; с помощью (Ь) 
покажите, что \Е\^ d(X).

(d) Покажите, что для каждого линейно упорядоченного 
пространства X имеют место равенства %(Х)= ty(X)= t(X) и 
w (X )=  nw (X).

(e) Проверьте, что следующая диаграмма (см. зада
чу 1.7.12(a)) содержит все равенства и неравенства, которые 
выполняются в классе всех линейно упорядоченных пространств 
для вошедших в нее кардинальных функций (символ | | обо-
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значает мощность; по поводу соотношений между d{X) и с(Х) 
см. замечание к задаче 2 .7 .9(f)):

Замечание. Хайнал и Юхас доказали в [1969], что если про
странство X линейно упорядочено, то либо d(X) =  с(Х), либо 
d(X) — наименьший кардинал, больший, чем с(Х ).

Я-замкнутые и Я-минимальные пространства

3.12.5 (а) (П. С. Александров и Урысон [1929] (объявлено 
в [1923]), П. С. Александров [1939]). Хаусдорфово простран
ство X называется Н-замкнутым, если X замкнуто в каждом 
хаусдорфовом пространстве, содержащем его в качестве под
пространства.

Докажите, что для хаусдорфова пространства X следующие 
условия равносильны:

(1) Пространство X Н-замкнуто.
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(2) Если {Vs}s^s —центрированное семейство открытых в X 
множеств, то fi У8ф  0 -

sgS
(3) Каждый ультрафильтр в семействе всех открытых в X 

множеств сходится в X.
(4) Каждое открытое покрытие {Us}se.s пространства X со

держит конечное подсемейство {Us , Us ......... такое, что
uSluuS2[}...\fuSk=x.

Выведите отсюда, что регулярное пространство Я-замкнуто 
в том и только том случае, если оно компактно, и приведите 
пример нерегулярного Я-замкнутого пространства.

Заметьте, что Я-замкнутость не наследуется, вообще говоря, 
замкнутыми подмножествами.

(b ) (Катетов [1940]). Заметьте, что Я-замкнутость насле
дуется каноническими замкнутыми множествами и сохраняется 
(в сторону образа) непрерывными отображениями на хаусдор
фовы пространства.

(c) (М. Стоун [1937], Катетов [1940]). Докажите, что хаус
дорфово пространство X компактно в том и только том случае, 
если все его замкнутые подпространства Я-замкнуты.

Указание (Катетов [1940]). Покажите, что каждое семей
ство SF непустых Я-замкнутых подпространств хаусдорфова про
странства X, линейно упорядоченное по включению, имеет непу
стое пересечение. С этой целью убедитесь, что семейство всех 
открытых множеств U czX, для которых существует F е  та
кое, что F cz F П U, центрировано.

(d) (Шевалле и О. Фринк [1941]). Докажите, что произве
дение П  Xs, где Xs ф  0  при s e S ,  Я-замкнуто в том и толь-

S €= S
ко том случае, если все пространства Xs Я-замкнуты.

(e) (Пархоменко [1939], Катетов [1940]). Хаусдорфово про
странство X называется Н-минимальным, если каждое уплотне
ние пространства X на хаусдорфово пространство является го
меоморфизмом.

Докажите, что хаусдорфово пространство X является Я-ми- 
нимальным в том и только том случае, если X семирегулярно 
и Я-замкнуто. Приведите пример не компактного Я-минималь- 
ного пространства.

Указание. Примените задачу 1.7.8(b).
Замечание. Помимо Я-замкнутых и Я-минимальных про

странств рассматривают аналогично определяемые ^-замкнутые 
и ^-минимальные пространства для различных топологических 
свойств &. Этой теме посвящена обширная литература, обсу
ждаемая в статье Берри, Портера и Стефенсона [1968].
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3.12.6 (Катетов [1940]). Обозначим через 0(Х ) семейство 
всех открытых подмножеств хаусдорфова пространства X. Рас
смотрим семейство Т(Х) всех ультрафильтров на 0(Х ), не схо
дящихся ни к какой точке пространства X, и определим топо
логию на множестве хХ =  Х[)Т  (X ), взяв в качестве окрестно
стей точки х ^ Х  семейство всех ее окрестностей в простран
стве X, а в качестве окрестностей произвольной точки J e T (X) 
семейство всех множеств вида {^ }U  U, где U ^  Простран
ство %Х, полученное таким образом, называется катетовским 
расширением пространства X.

(a) Заметьте, что X является открытым всюду плотным под
пространством пространства тХ и что подпространство хХ \ Х  
пространства хХ дискретно.

(b) Докажите, что хХ есть Я-замкнутое пространство и что 
для каждого непрерывного отображения /: X -*- У пространства 
X в хаусдорфово пространство У, такого, что f(X )=  У, найдется 
подпространство Z пространства хХ, содержащее X, и продол
жение F : Z —v У отображения /, удовлетворяющее условию 
F (Z) =  У.

Заметьте, что указанное свойство характеризует хХ (с точ
ностью до гомеоморфизма) в семействе всех хаусдорфовых про
странств, содержащих X в качестве всюду плотного подпро
странства.

(c) Покажите, что если в ситуации, описанной в (Ь), про
странство У компактно или является Я-замкнутым простран
ством, содержащим X в качестве всюду плотного подпростран
ства, причем f =  id*, то Z =  хХ.

Кардинальные функции III (см. задачи 1.7.12, 1.7.13, 2.7.9—
2.7.11, 3.12.4, 3.12.120') и 8.5.17)

3.12.7. (а) Заметьте, что hnw(X) =  nw(X) и /и|з (X) =  of (X) 
для каждого топологического пространства X и что г|з (X) ^  
^ h l(X )  для произвольного хаусдорфова пространства X.

(b) (Ю. М. Смирнов [1950]; для N0 — Серпинский [1921а]). 
Докажите, что топологическое пространство X удовлетворяет 
условию h l(X )^  Ка в том и только том случае, если для ка
ждой возрастающей трансфинитной последовательности t/0 с : 
сг U id  . . .  c t / ^ c  . . . ,  | <  (Ooc+i, открытых в X множеств най
дется io <  ®a+i, такое, что Ui =  Ui„ при всех | ^  |0 (см. зада
чу 2.7.9(e)).

(c) (Серпинский [1921а]). Приведите пример хаусдорфова 
пространства X, такого, что М(Х)~> hd(X )=  К0.

Указание. Рассмотрите некоторое вполне упорядочение 
вещественной прямой R и возьмите топологию на R, в которой
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окрестностями произвольной точки х е  R служат множества 
Ui(x)— { л с } и { # е £ :  \х — у\<  1/i и у <  х) при i =  1,2, . . .  .

Замечание. Тодорчевич описал в [1984] вполне регулярное 
пространство X, для которого hl(X)'> hd {X )>  К0. Регулярное 
пространство X, такое, что hl(X) >  hd(X) =  Ко, называется 
5-пространством. Первый пример S -пространства был приведен 
М. Э. Рудин в [1972]: в предположении, что существует про
странство Суслина (см. замечание к задаче 2.7 .9(f)), она опре
делила нормальное наследственно сепарабельное пространство 
X, которое не обладает свойством Линделёфа (и удовлетворяет 
условию ч|)(Х)> К0). Пример наследственно нормального и на
следственно сепарабельного счетно компактного пространства X, 
не являющегося линделёфовым пространством, был построен в 
11974] Хайналом и Юхасом в предположении континуум-гипо- 
тезы. Осташевский в [1976] вывел из одного теоретико-множе
ственного утверждения, совместимого с аксиомами теории мно
жеств, что существует наследственно сепарабельное счетно ком
пактное локально компактное хаусдорфово пространство с пер
вой аксиомой счетности, не являющееся линделёфовым про
странством. Слив воедино последние две конструкции, Юхас, 
Кунен и М. Э. Рудин привели в [1976] (в предположении кон
тинуум-гипотезы) намного более простой пример наследственно 
сепарабельного локально компактного хаусдорфова простран
ства с первой аксиомой счетности, не являющегося линделёфо
вым пространством. Из примера Осташевского и одного резуль
тата Сентмиклоси [1978] следует, что существование компакт
ных S -пространств совместимо с обычными аксиомами теории 
множеств и не зависит от них. Как показал Тодорчевич в [1981], 
существование S -пространства также не зависит от аксиом тео
рии множеств (доказательство этого и дальнейшие сведения 
см. в работе Ройтман [1984]).

Тодорчевич также описал в [1984] вполне регулярное про
странство X, для которого hd(X )>  h l{X )>  К0. Регулярное про
странство X, для которого hd{X) >  hl(X )=  К0, называется 
L-пространством. Пример L -пространства в рамках классической 
теории множеств не известен (хаусдорфово пространство X, 
определенное в указании к задаче 2.7.9(f), удовлетворяет усло
виям hd(X) >• h l(X )=  Ко). Любое пространство Суслина яв
ляется наследственно линделёфовым несепарабельным про
странством (см. задачу 3.12.4(e)); таковы же пространства, 
построенные в предположении континуум-гипотезы и упомя
нутые в последнем абзаце замечания к задаче 2.7.9(f) (про
странство, построенное Хайналом и Юхасом, удовлетворяет не
равенству hl(X) <Z t(X)). Существование компактного L-про
странства совместимо с обычными аксиомами (достаточно ука
зать на континуум Суслина). Юхас [1970] показал, что суще
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ствование компактного L-пространства не зависит от аксиом 
теории множеств •).

(d) (Куратовский и Серпинский [1921]). Покажите, что ре
гулярное пространство X наследственно линделёфово в том и 
только том случае, если каждое несчетное множество А с=Х об
ладает точкой конденсации, лежащей в А, т. е. если А П А0 Ф  0  
(см. задачу 1.7.11).

(e) Воспользовавшись приведенным выше замечанием к ча
сти (с), проверьте, что следующая диаграмма (см. зада
чу 1.7.12(a)) содержит все неравенства, которые выполняются 
для кардинальных функций, входящих в эту диаграмму (через 
| | обозначена мощность):

')  Сентмиклоси в [1978] показал, что в предположении аксиомы Марти
на и отрицания континуум-гипотезы (совместимом с обычными аксиомами тео
рии множеств) каждый наследственно сепарабельный компакт совершенно 
нормален, а Юхас в [1970] вывел из того же предположения, что каждый 
совершенно нормальный компакт наследственно сепарабелен. Федорчук в 
[1976] установил, что с аксиомами теории множеств совместимо существо
вание наследственно сепарабельного компакта X мощности 2***, в котором 
нет ни одной нетривиальной сходящейся последовательности, а А. В. Иванов 
в [1 9 8 0 * ] показал, что можно дополнительно потребовать, чтобы простран-

22 Зак. 697
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(f) С помощью сделанного выше замечания к части (с) про
верьте, что следующая диаграмма содержит все неравенства, 
выполняющиеся для входящих в эту диаграмму кардинальных 
функций (символ Ti рядом со стрелкой означает, что соответ
ствующее неравенство выполняется для ^-пространств):

(g) Для кардинальной функции / обозначим через hcl (че
рез hopf) кардинальную функцию, значение которой на про
странстве X равно sup/(M), где супремум берется по всем зам
кнутым (по всем открытым) подпространствам М простран
ства X. Покажите, что для каждого топологического простран
ства X имеют место соотношения:

held (X) <  hd (.X), hopd (X) =  d (.X),
hclc (X) == he (X), 
hcll(X) =  l(X )t 
hcle (X) =  e(X)t

hope (X) =  c{X), 
hopl (X) =  hl(X)y 
hope (X )^ hc (X).

Покажите, что hope(X) =  hc(X) для каждого ^-простран
ства X, и приведите пример То-пространства X, такого, что 
hope (X) ф  he (X ).

Приведите пример хаусдорфова пространства X, для кото
рого hcld(X)— К0 <  hd(X).

Указание. Измените топологию «двух стрелок» (см. 
упр. 3.10.С), объявив открытыми все множества вида U \ A ,

ство Хп было наследственно сепарабельным при всех целых положительных 
п. Как заметил Толл в [1969], с аксиомами теории множеств совместимо 
существование L -простраиства, вес которого больше 2**° Нельзя в рамках 
классической теории множеств доказать, что если пространство наследствен
но линделёфово, то его плотность не превосходит »i (или и т. д.) —  
см. Юхас [1971]. В той же работе показано, что если регулярное простран
ство наследственно сепарабельно, то это еще не означает, что его число 
Линделёфа не превосходит (или И2, #з и т. д .). К. Кунен в [1977*] до
казал, что в предположении аксиомы Мартина и отрицания континуум-гипо
тезы следующие утверждения о регулярном пространстве X равносильны: 
(а) пространство Хп наследственно линделёфово при всех целых положи
тельных п и (Ь) Хп наследственно сепарабельно при всех целых положи
тельных ft. — Прим. перев.
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где U открыто в исходной топологии, а А — счетное подмноже
ство множества Со; примените упр. 3.1.В.

Замечание. Пространство, определенное выше в указании, 
является модификацией первого примера пространства с ана
логичными свойствами, приведенного Оллом в [1975]. Пример 
регулярного пространства X, такого, что ксШ(Х)фкй(Х), не 
известен (см. задачи 3.12.9(d) и (е)) ') .

(h) (Зенор [1980]). Покажите, что если семейство {Xs}seS
топологических пространств таково, что h l(  Ц  для

каждого конечного 5о с= 5  и 15 1 ^  т, то hi  ̂ Ц  nt.

(i) (Зенор [1980]). Докажите, что если h c (X y .Y ) ^ m ^  
^  К0, то либо h i(X) т, либо h d (Y )^  т.

Указание. Воспользуйтесь пунктом (Ь) и задачей 2.7.9(e).

3.12.8. (а) (Архангельский и В. И. Пономарев [1968]). По
кажите, что если /: X-*-Y  — факторное отображение «на», то 
t(Y )^ t(X ).

Указание. Примените задачу 1.7.13(b).
(b) Если X есть ^-пространство, то t(X) является точной 

верхней гранью всех кардиналов вида t(F), где F — компактное 
подпространство пространства X.

(c) Теснотой множества А в топологическом пространстве X 
называется наименьший кардинал m ^  К0, такой, что если_ЛП 
П С Ф 0 ,  то найдется Со <= С, для которого | С0| ^  m и A f| Со ф  
ф  0 .  Этот кардинал обозначается через t(A,X).

Заметьте, что для произвольного топологического простран
ства X и любого множества AczX  имеет место неравенство 
t (A ,X )^ %(A,X).

Докажите, что если Ai и А2 — подмножества пространства X, 
такие, что А\ cz А2, и для каждого замкнутого в А2 множества 

найдутся непересекающиеся открытые в X множе
ства, содержащие А\ и F соответственно, то ^ (Л [,Х )^  
^ t ( A u A2)t(A2, X).

Выведите отсюда, что если F\, F2 — компактные подмноже
ства хаусдорфова пространства X и F ic z F2, то t(Fi,X )^ . 
^  t(Fi, F2)t(F2, X), и что для любого замкнутого в регулярном 
пространстве X множества F и каждой точки F имеет место 
неравенство t (х, X ) ^ t  (х, F)t(F,X ).

Указание. Положим va. =  t{Ai, A^)t(A2, X). Предположим 
что нашлось CczzX, такое, что А\[\СФ<3, и тем не менее

1) В. И. Малыхин построил (в предположении континуум-гипотезы) не 
наследственно сепарабельное тихоновское пространство, все замкнутые под
пространства которого сепарабельны. — Прим. перев.

2 2 *
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А х Ш  « — 0 ,  где [C]m= и {М: М с С  и | М | < т}. Проверьте, 
что Л,ПЛ2 П[С]т =  0 ,  возьмите открытое множество U с Х ,  
для которого AiCiU  и 6/Г) А2 fl [С]т =  0 ,  и заметьте, что 
А2[\и[\СФ 0 .  Примените неравенство t(A2, X) ^то.

(d) Заметьте, что если отображение f: X-*-Y  замкнуто, то 
t ( f- ' (B ) ,X )^ t(B , Y) для всех В с У .

Выведите отсюда, что если /: X-*-Y — замкнутое отображе
ние регулярного пространства X в топологическое пространство 
У и для каждого j : e l  выполняются неравенства t(f(x), У )^  m 
и t(x, f~'f(x) ) ^  nt, то t(x, X) ^  m.

Если отображение f совершенно, то предположение о регу
лярности пространства X можно опустить.

(e) (Архангельский [1972]). Определите нормальные про
странства X и У, такие, что <(Х )=^(У ) =  К0 и t(XX. У )>

Указание. В качестве X возьмите сумму счетного множества 
копий пространства Л(К0), в которой все предельные точки 
отождествлены, а в качестве У возьмите пространство, получен
ное таким же образом из суммы континуума копий простран
ства А (80) ').

(f) (Малыхин [1972]). Покажите, что если X — локально 
компактное хаусдорфово пространство, то для каждого хаус
дорфова пространства У имеет место неравенство t (X y ,Y )^

Докажите, что если семейство {Xs}seS топологических

Указание. Примените (d) в доказательстве первой части.
(g) Пусть {Xs}s e S — семейство хаусдорфовых пространств, 

такое, что t (Xs) h (.Х*) s?: m при s e S  и | S  | ^  m. Покажи
те, что тогда t ^  т .

3.12.9. (а) (Шапировский [1972]). Докажите, что для ка
ждого открытого покрытия {£/s}seS топологического простран
ства X существует So cz S, обладающее следующими свойства
ми: при всех s g S 0 можно выбрать точку xs е  Us таким об
разом, чтобы было xs Ф  xs> при s Ф  s', подпространство

!) Пространство, которое получается отождествлением всех неизолирован
ных точек в сумме ш экземпляров пространства А (н0), называется веером 
Фреше— Урысона мощности ш и обозначается через V (m ).—  Прим. перев.

пространств таково, что t ( Ц  ХЛ ^  ш для каждого
Vs Ŝo

конечного

А =  (J {xs} было дискретным и имело место равенство X =
SGE So

se5o



Выведите отсюда, что Х =  (J US\3A, где ISol^^cOX") и
seSa

M K f t c U ) .
Указание. Применив трансфинитную индукцию, определите 

точки лс0, пространства X и элементы 
l/o, U\.........U\, | <  а, данного покрытия, такие, что

xi<=U i\  Г U и уи Щ  где =  U {хY} и Х =  U ^ | 1М а- 
Lv<6 J V^l Ŷ O

(b) (Шапировский 11972]; для компактов — Архангельский 
[1971]). Покажите, что для каждого хаусдорфова пространства 
X выполняется неравенство t(X) ^  hc(X)h(X).

Выведите отсюда, что t(X) ^  hc(X) для каждого й-простран- 
ства X.

Указание. Применив 3.12.8 (с), сведите задачу к_случаю 
компакта X. Пусть nt — he (X); докажите, что если С ф  [С]т 
для некоторого С cz X, то [С]т Ф С. С этой целью для произ
вольной точки А‘0 е  С \ [С]ш возьмите семейство {Us}s<=s откры
тых в X множеств, такое, что x0&Us и С cz [J Us, и, приме-

S 6 S

нив (а), выберите S0czS  и А а  С, для которых |50|^nt,
| Л K im  и С с : [J £/s U-<4- Определите семейство {Vt)t^r от"

s  ^  5о
крытых в X множеств так, чтобы было | Т | ^  nt, {х0} =  (С U 

и{*о})П П Vt и П V t~  П Vt- Заметьте, что %(Z, X )< n t
t <= f  _  t<=T t<=T

для Z =  f) Vt, и рассмотрите базу 38 пространства X в Z, для
f е  Г

которой \3&\ ^  ю. Составьте множество В, взяв по точке из 
каждого пересечения С(] U, где U е  и покажите, что произ
вольное Zq е  В П Z удовлетворяет условию z0 е  [С]т \ С.

(c) Воспользовавшись замечанием к задаче 3.12.7(c), про
верьте, что диаграмма на с. 342 (см. задачу 1.7.12(a)) содержит 
все равенства и неравенства между входящими в нее кардиналь
ными функциями, которые выполняются в классе всех компактов 
(ясно, что для каждого компакта X имеют место равенства 
1 ( Х ) = е ( Х ) = *  о).

Замечание. Шапировский доказал в [1974], что если X — 
компакт, то либо hd(X )=  hc(X), либо hd{X) равно наимень
шему кардиналу, большему чем hc(X).

(d) Для каждого пространства X имеет место неравенство 
hd(X )^hcld(X )t(X ). Заметьте, что hcld(X) — hd(X), если X — 
пространство счетной тесноты.

(e) Покажите, что для каждого хаусдорфова пространства X 
имеет место неравенство hd(X )^hcld(X )h(X ). Заметьте, что
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hcld(X) — hd(X), если X — пространство точечно счетного типа.
Указание. Примените (Ь).
(f) Приведите примеры нормальных пространств X и У, для 

которых h(X)<t(X) и t(Y)<h(Y).
3.12.10. (а) (Архангельский [1969]). Докажите, что для ка

ждого хаусдорфова пространства X выполняется неравенство 
| Х | < ехр [/ (Х )х(*)].

Указание (Р. Поль [1974]). Видоизмените доказательство 
теоремы 3.1.29').

(Ь) (Хайнал и Юхас [1967]). Докажите, что для каждого 
хаусдорфова пространства X выполняется неравенство 
^ ех р [с (Х )Х(Х)].

Указание (Р. Поль [1974]). Видоизмените доказательство 
каждого j g I  возьмем базу 38(х) в точке х, такую, что 
\&(х) | ^ т . Определим возрастающую трансфинитную последо
вательность А0 cz А\ а  . . .  czAa cz . . . ,  а  <  т, подмножеств 
пространства X, где т — наименьший начальный ординал мощ
ности, большей чем т, такую, что | Аа | ^  2т и выполняется усло
вие: для каждого семейства {?/s}seS подсемейств семейства

]) См. также упрощенные варианты доказательства теоремы 3.1.29 и ее 
обобщений в работах Архангельского 1974, 1976 и 1978 гг. — Прим. перев.



U {&(х): х<= U ЛД> где |5| ^  m и ^  m при s e S ,  если
I _____  Р < а  р) _____

* \  и { U 5 S S } ^ 0 ,  то л л  \){\)<Us. s e S } ^ = 0 .  Покажи
те, что объединение А =  U Аа равно X. Для этого предполо-

о < х
жите, что нашлась точка у & Х \ А ,  положите ^{y) =  {Vs}s^s , 
где |S|^nt, и для каждого s e 5  рассмотрите максималь
ное семейство попарно непересекающихся открытых мно
жеств, содержащееся в семействе {U е  М(х) : х е А и  £/ f| Vs =  
=  0 } .

(c) (Хайнал и Юхас [1967]). Докажите, что для ка
ждого ^-пространства X имеет место неравенство
^  ехр [ Л с ( X ) ( X ) ] (см. (h) ниже).

Указание (Годел [1976]). Положим m =  he (X) if (X). Для 
каждого х е Х  возьмем семейство <U(х) открытых множеств, 
такое, что f\cU(x) =  {x} и |^(дс)|^ш. Определим возрастаю
щую трансфинитную последовательность AoczA^cz . . .  czAa cz 
с ; . . . ,  а  <  т, подмножеств пространства X, где т — наимень
ший начальный ординал мощности, большей чем т, для которой 
|Ло|^2т и выполняется условие: для каждого подсемейства 
{C/s}seS  семейства \J^ll(x): лее U где |5|^ю, и каждо

го семейства {Bt}ter подмножеств множества [J А&, где | Л ^
Э<в р

^  ш и |Bt | ш при t ^ T ,  если X \ Г (J Us U U вЛ ф  to
_ Lse S i e T  J

\ Г U U,\} U ВЛ ф  0 .  Покажите, что объединение А =
LseS f e f  J

— U равно X. С этой целью предположите, что нашлась
а<т

точка у ^ Х \ А ,  положите Х \ {у }— U Ft, где и
t е  Т

Ft =  Ft при / g  Г, и с помощью задачи 3.12.9(a) получите при 
каждом / е Т 1 подсемейство T i семейства \){°U{x): я е Л п А }  
и подмножество Bt cz A f| Ft, мощность каждого из которых не 
превосходит щ, такие, что A f) Ft cz(U Tt)\} Bt с  Х\{г/}. В ка
честве {t/,}seS  возьмите объединение [J T t.

(d) (Шапировский [1972]). Покажите, что для каждого 
хаусдорфова пространства X имеет место неравенство (X) ^  
^  exp he (X ).

Указание. Возьмите точку хо^Х и, применив задачу 3.12.9(а), 
найдите семейство {Us}s^ s  ̂ открытых подмножеств простран
ства X и подмножество Л с ^ о  =  ^ \ Ы ,  такие, что xo<£Us, 
|S0|^/tc(X), |Л|^Лс(Х) и Xq =  [J f/s U(ЛЛЯо). Воспользо-

SE50
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вавшись упр. 3.1.F(a), заметьте, что для Xi =  (А П Xo)U{*o} 
имеет место неравенство i|>(Xi)^exp/ic(X).

(e) (Шапировский [1972]). Докажите, что для каждого 
^-пространства X найдется множество S cz X мощности 
^  ['Ф №  ] кс(Х\ такое, что

X = U № M c z S  и |М |^Л с(Х)}.

Указание. Пусть т — наименьший начальный ординал мощ
ности, большей чем hc{X). Определите трансфинитную последо
вательность So, Si, . . . ,  Sa, . . . ,  а  <  т, подмножеств простран
ства X и трансфинитную последовательность Шъ, °Ui, . . .  
. . . ,  °Ua, ■ • •, а  <  т, семейств открытых подмножеств простран
ства X так, чтобы при всех а  <  т выполнялись следующие 
условия:

(1) |S„|<to>(*)]ftc<*‘ и |^„|<hJ)(X)]AcW.
(2) Если а >  0 и Sa cz ( (J °U) U А, где <U U ^e» ^ c  U ê»

B < a v  p < a
|<&|</tc(A') и |Л|<Ас(Х), то X =  ({)<U)UA.

(3) Каждая точка множества S a является пересечением не
которого подсемейства семейства Ша-

Примените затем задачу 3.12.9(a).
(f) (Шапировский [1972]). Покажите, что для каждого хаус

дорфова пространства X найдется множество S czX  мощности 
^  ехр he (X ), такое, что

X =  U{M: M a S  и |М |<Л с(Х)}.

(g) (Хайнал и Юхас [1967]; для регулярного X — де Гроот 
[1965]). Докажите, что для каждого хаусдорфова простран
ства X имеет место неравенство | X | ^  ехр ехр hc(X).

Указание (Шапировский [1972]). Примените (f) и теоре
му 1.5.3.

Замечание. Более слабое неравенство |Х| ^  ехр ехр ехрАс(Х) 
было доказано для вполне регулярных пространств Исбеллом 
в [1964а], а для хаусдорфовых пространств де Гроотом в [1965] 
и Б. А. Ефимовым в [1965].

(h) (Шапировский [1972]). Заметьте, что для регулярных 
пространств неравенство в (с) следует из (f) и упр. 3.1.F(d).

(i) (Ю. М. Смирнов [1950]; для h l(X )= t*Q — П. С. Алек
сандров и Урысон [ 1929]). Докажите, что для произвольного 
хаусдорфова пространства X имеет место неравенство

ехр hl(X).
Указание. Докажите сначала, что |Х|^ ехр [d(X)hl(X)], и 

выведите отсюда, что множества М из (f) удовлетворяют усло
вию \М| ^  ехр hl(X). Видоизменив доказательство теоре
мы 3.1.29, можно показать также, что если хаусдорфово про
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странство X удовлетворяет неравенствам if (X) ^  m и | X | >  2т, 
то у него есть подпространство М, для которого I(М) >  ш.

(j) (Хайнал и Юхас [1967]). Покажите, что для каждого 
хаусдорфова пространства X имеет место неравенство hd(X) ^  
^  ехр he (X ).

Указание. Примените (f).
(к) (Шапировский [1972]). Покажите, что если простран

ство X регулярно, то nw(X) ^  ехр hc(X).
Выведите отсюда, что hl(X) ^  ехр hc(X) для каждого регу

лярного пространства X. _
Указание. Заметьте, что множества М из (f) образуют сеть 

пространства X.
(1) (Шапировский [1972]). Докажите, что если пространство 

X регулярно, то w (X) ^  ехр (ftc (X) Л (X )] .
Указание. Пусть m =  ехр [hc(X)h(X)\. Заметьте, что d(X) ^  

< о и  % (Х )^ т  (воспользуйтесь для этого упр. 3 .1 .Е (а)). Возь
мите базу мощности в каждой точке некоторого всюду 
плотного множества мощности ^ю , рассмотрите объединение Щ 
этих баз и докажите, что семейство {In t((J^ o ): °U,q a °U  и 
\aUa \ ^  с (Х )} является базой пространства X.

3.12.11. (а) (Чех и Поспишил [1938]). Докажите, что если 
для каждой точки х компакта X имеет место неравенство 
% (х, X) m ^  К0, то | X | ^  ехр ш (здесь имеется в виду опре
деление характера, принятое в основном тексте этой книги, т. е. 
мы отходим от соглашения, введенного в задаче 1.7.12, по ко
торому значениями кардинальных функций могут служить лишь 
бесконечные кардиналы).

Указание. Пусть х — начальный ординал мощности т. Для 
каждого а ^ т  обозначим через D(a) множество всех транс
финитных последовательностей типа а, принимающих только 
значения 0 и 1. Для каждого / е £ ) ( а )  и любого Р С  а  обо
значим через fp элемент множества D (P), определенный так: 
fd (y )= f(y )  ПРИ У <  Р- Для каждого / е  D (a), где а  <  т, и 
t = 0 ,  1 обозначим через элемент множества D (a-\-1), опре
деленный следующим образом: f‘ (р) =  f(P) при р <  а  и fl(a) =
sa t I,

Применив трансфинитную индукцию, определите для каждо
го а  <  х и каждого f e D ( a )  открытое множество Va (f)czX  
таким образом, чтобы выполнялись следующие условия:

(О Va+i(fi) c : Va(f) при / =  0, 1 и f<=D{a).
(2) Va+l(f°)nVa+1(fl) = 0  при f<=D(а).
(3) (1 V p(fp)=^0 при f e D ( a ) .

р < о  р р
(4) Va (f) =  X для каждого предельного ординала а  и ка

ждого f е  D ( а ) .
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Каждому f ^ D ( т) поставьте в соответствие какую-нибудь 
точку из пересечения f| Va(fa) и покажите, что если f и f' от-

а < х

личаются на некотором непредельном ординале, то соответ
ствующие f и /' точки различны.

(b) (Чех и Поспишил [1938]). В обобщение (а) покажите, 
что предположение о компактности X можно заменить предпо
ложением, что X является пересечением К0 открытых множеств 
в некотором компакте (т. е. что пространство X полно по Чеху).

(c) Заметьте, что К0 в (Ь) нельзя заменить на т.
Указание. Примените конструкцию, описанную в упр. 2.3.Е,

кХ  =  Л(с).
(d) (Архангельский [1969]). Покажите, что каждый ком

пакт, удовлетворяющий первой аксиоме счетности, либо счетен, 
либо имеет мощность ровно с.

Указание. Покажите, что множество точек конденсации про
странства X плотно в себе, и примените (а).

(e) (Франклин [1969]). Выведите из (Ь), что каждый ком
пакт мощности <  2*1 секвенциально компактен.

Указание. Из (Ь) следует, что каждый несчетный компакт 
мощности <  2 *1 содержит несчетное множество точек, характер 
в которых ^ К 0.

Диадические пространства I (см. задачи 4.5.9—4.5.11)

3.12.12. Компакт X называется диадическим (П. С. Алек
сандров [1936]), если он является непрерывным образом канто- 
рова куба Dm при некотором ш ^о-

(a) (Марчевский [1941], Тьюки [1941]). Заметьте, что 
c(X) =  Ko для каждого диадического компакта X, и выведите 
отсюда, что компакт Л (т) не диадический, если ш >  Ко.

Указание. См. теорему 2.3.17.
(b) (Шанин [1948] (объявлено в [1946b])). Покажите, что 

каждый диадический компакт веса m К0 является непрерыв
ным образом канторова куба Dm.

Указание (Энгелькинг и Пелчинский [1963]). Примените 
упр. 3.2.H(d).

(c) (Энгелькинг и Пелчинский [1963]). Докажите, что для 
каждой непрерывной вещественной функции f: X -*■ R на диади- 
ческом компакте X найдется компакт Хо сг X веса Ко, такой, что 
f(X0) =  f(X).

Заметьте, что R здесь можно заменить на любое тихонов
ское пространство веса К0.

(d) (Энгелькинг и Пелчинский [1963]). Выведите из (с), 
что компакт «две стрелки» не диадичен и что если стоун-чехов-
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ское расширение пространства X диадично, то X псевдоком
пактно.

Указание. Покажите, что рR не является диадическим ком
пактом, и заметьте, что любое не псевдокомпактное тихонов
ское пространство можно непрерывно отобразить на всюду 
плотное подпространство пространства R.

(e) (Есенин-Вольпин [1949]). Покажите, что если компакт 
X диадичен, то w(X)— х(Х) (см. (g) и (h) ниже).

Указание. Докажите аналог задачи 2.7.13(a) для простран
ства У, одноточечные подмножества которого являются пересе
чениями m ^  К0 открытых множеств.

(f) (Шанин [1948] (объявлено в [1946а])). Докажите, что 
каждый линейно упорядоченный диадический компакт обладает 
счетной базой.

Указание. Примените (е) и задачу 3.12.4(a).
(g) (Б. А. Ефимов [1963а]). Докажите, что если %(х, X)^Z 

^  m ^  Ко для каждого х из некоторого всюду плотного под
множества диадического компакта X, то w (X) ^  т.

Указание (Э. Поль и Р. Поль [1976]). Пусть % (*, Х) ^  m 
для каждого х из множества В, всюду плотного в X. Рассмот
рите отображение f : Dn—>X канторова куба D1 1 =  П  DS на X

л eS
и при каждом а е  Л =  /_1(В) выберите 5 (а )с ; 5 , такое, что 
Psla)Ps(a)(a) =  f~lf ( a) и 15(а)| < ш . Определите по индукции 
возрастающие последовательности Si cz S2 cz . . .  и Л | с Л 2 с  
с :  . . .  подмножеств множеств S и А соответственно, такие, что 
| S ,K n t, |A|s^m,

PSi (A) ^ P s t (Ai) и S /+1 =  S,U U{S(a) :  а е Л , } .
oo oo

Заметьте, что для S0=  (J St и Л0 =  11 At имеют место соот- 
______ 1 i - 1

ношения p$t (A) cz ps (Л0) и /  (a)) = /(а ) при всех a s  Л.
Рассмотрите множество Л' =  р „ ( Л ) Х  П  {оЛ > где as =  О

0 _ s e S \ S ,
при s е  5  \  5о, и покажите, что f(A') — X.

(h) (Архангельский и В. И. Пономарев [1968]). Докажите, 
что да(Х )=/ (Х ) для каждого диадического компакта X.

Указание (Архангельский [1969]). Рассмотрите отображение 
/: Dm -»• X на X и множество 2 П с  Dm, где л =  7(Х), состоящее из 
тех точек пространства Dm, не более чем и координат которых 
отличны от нуля. Покажите, что / (2„) =  X, и заметьте, что те
перь достаточно доказать неравенство d (X )^ a .  С помощью 
теоремы 2.3.15 убедитесь, что для каждого { ^  п и произволь
ного множества Л с  X мощности ^ е х р ! найдется множество 
В cz X, такое, что A czB  и | 5 | ^ !. Трижды воспользовавшись
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этим наблюдением и применив теорему 1.5.3, покажите, что 
|Х|^ехрп (с этой целью рассмотрите произвольное множе
ство Л с Х ,  для которого \А\ ̂  ехр ехр ехр л). Еще дважды вос
пользовавшись тем же соображением, докажите, что d (X )^ n .

(i) (Энгелькинг 11965]; для кардиналов m вида Ka+i — 
Б. А. Ефимов [1965а]). Докажите, что если X — диадический 
компакт и х(*о, X) =  m ^  Ко, то X содержит подпространство М, 
гомеоморфное £>(щ), такое, что М U {*о} гомеоморфно Л (т ). 

Указание. Рассмотрите непрерывное отображение/: U  Ds->
S6S

-*• X на X, прообраз А =  f~l (лс0) и множество So сг S, состоящее 
из тех s e S ,  для которых можно найти точки a ( s ) e  А и b(s 
ф. А, такие, что ps, (a (s)) =  ps, (b (s)) при s' Ф  s. Для каждого 
s e S  о выберем точки a (s) и b(s) с этими свойствами. Дока
жите, что А =  р« {А) X  П  Ds, и выведите отсюда, что 

0 ssS\S|
|So|^m. Прообразы точек при отображении b множества So 
на множество B =  b(So) конечны; выведите отсюда, что \В\^ 
^  т. Проверьте, что все предельные точки множества В при
надлежат А, и положите М =  f(B).

(j) Проверьте, что следующая диаграмма (см. задачу 
1.7.12(a)) содержит все равенства и неравенства, выполняю
щиеся для входящих в нее кардинальных функций в классе всех 
диадических компактов (символ |Х| обозначает здесь мощность 
множества X; в силу (а),  с(Х )= И о  для каждого диадического 
компакта X; ясно, что 1(Х )= е (Х )=  К0 для такого компакта X):

■

d
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(к) (Б. А. Ефимов [1963а]). Докажите, что каждый наслед
ственно нормальный диадический компакт обладает счетной 
базой.

Указание. Рассмотрите любое непрерывное отображение /: 
Dm->X  на X и 2 -произведение 2 (a )c :Z )m. Покажите, что если 
/ (2 (а )) =  Х, то д о ( Х ) ^ К 0 (см. задачу 3.12.23(f)). С этой 
целью заметьте, что каждое сепарабельное подпространство 
пространства X обладает счетной базой и что это же относится 
и к каждому подпространству мощности ^ с . Примените затем
(i) и (е). Если / (2(а))^ = Х , возьмите любую точку х ^ Х \  
\ f ( 2 ( a ) )  и покажите с помощью (i) и теоремы 3.10.21, что 
пространство Х \ {л ;}  не нормально.

Обратные спектры II (см. задачи 2.7.19 и 6.3.16)

3.12.13 (Мардешич [1971]). Пусть S  =  {Xa, я®, 2} — обратный 
спектр хаусдорфовых пространств и Аа для каждого о е 2 — 
компактное подпространство пространства Ха, такое, что 
я£(Л 0) с : Л р при любых a, p s 2 ,  удовлетворяющих условию 
р <  <т, т. е. S '  =  { 4 a, я", 2 }, где я " (х) =  я® (лг) при х<= Аа, яв
ляется обратным спектром. Докажите, 4 to S "  =  {Ха/Л0, (я£)*, 2}, 
где (я£)*: Х„/Л0 -> Хр/Лр определено в упр. 2.4.В, является 
обратным спектром и что предельное пространство lim S" го
меоморфно факторпространству (lim S)/(lim S').

Проверьте, что предположение о компактности пространств 
Аа нельзя опустить.

Вокруг теоремы Куратовского и теоремы Уайтхеда

3.12.14. (а) (Мрувка [1959]). Пусть X — такое топологиче
ское пространство, что проекция р: X X  У-*- У является замкну
тым отображением для каждого компакта У, удовлетворяющего 
неравенству w (Y )^  w(X). Докажите, что тогда X компактно.

Указание. Воспользуйтесь условием (3) задачи 3.12.1, за
метьте, что можно предполагать, что | а  | ^  w (X), и возьмите 
в качестве У пространство всех ординалов с топологией, по
рожденной естественным линейным упорядочением < .

(b) (Майкл [1968]). Докажите, что если декартово произ
ведение id* X  g, где X — регулярное пространство, является 
факторным отображением для каждого факторного отображе
ния g, то пространство X локально компактно (см. теоре
му 3.3.17).

Указание. Воспользуйтесь конструкцией, приведенной в ука
зании к пункту (а),  и примените пример 2.4.20.

(c) (Майкл [1968]). Докажите, что если произведение
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X X  Y. где X — регулярное пространство, является &-простран- 
ством для каждого ^-пространства Y, то пространство X ло
кально компактно (см. теорему 3.3.27).

Указание. Примените (Ь) и пример 3.3.29.
(d) (Майкл [1968]). Докажите, что если произведение

X X  Y, где X — регулярное пространство, является секвенциаль
ным пространством для каждого секвенциального пространства 
У, то пространство X локально секвенциально компактно (см. 
упр. 3.10.1(b)).

Указание. Примените теорему 3.10.33 и видоизмените кон
струкцию, приведенную в указании к пункту (а).

Наследственно ^-пространства совпадают с пространствами 
Фреше — Урысона

3.12.15 (Архангельский [1968]). Докажите, что хаусдорфово 
пространство является наследственно ^-пространством в том и 
только том случае, если оно пространство Фреше — Урысона.

Указание. Заметьте прежде всего, что если X — наследствен
но ^-пространство, то для каждого подмножества А с= X и лю
бой точки найдется компакт Z cz А[]{х}, такой, что 
jc ^ Z \ { a :} .  Возьмите затем такой компакт Z наименьшей мощ
ности т, покажите, что %(х, Z) =  щ, и рассмотрите базу V2,
. . . ,  Va, а <  т, пространства Z в точке х, где х — началь
ный ординал мощности ш. Применив трансфинитную индукцию, 
определите трансфинитную последовательность U\, U2 , . . .
. . . ,  Uа, . . . ,  а  <  т, окрестностей точки х в Z и трансфинитную 
последовательность хи х2......... ха, . . . ,  а  <  т, точек множе
ства Z, такие, что

( рУ « Ц } )  0 . Va d V a и (р П ^ р ) \ { * }  при a <  г.

Покажите, что {*}U  U {ха} содержит Л (т).
а<%

Компактификации
3.12.16. (а) (Хьюитт [1 9 4 7 ]). Докажите, что для каждого 

тихоновского пространства X следующие условия равносильны 
(см. задачу 8 .5 .11):

(1) Пространство X обладает единственной (с точностью до 
эквивалентности) компактификацией.

(2) Пространство X компактно или | Р Х \ Х | =  1.
(3) Из любых двух замкнутых вполне отделенных подмно

жеств пространства X по крайней мере одно компактно.
(Ь) Покажите, что каждое тихоновское пространство, удов

летворяющее условиям в (а ) , псевдокомпактно и локально ком
пактно (см. задачу 3.12.19 ( a ) ) .
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(c) Приведите пример счетно компактного локально ком
пактного пространства, у которого есть бесконечно много не
эквивалентных компактификаций.

(d) Заметьте, что если }: X-у-Y — непрерывное отображение 
тихоновского пространства X, обладающего единственной ком
пактификацией, на некомпактное тихоновское пространство Y, 
то У обладает единственной компактификацией, а отображение f 
совершенно.

(e) (Вислисени и Флаксмайер [1965]). Докажите, что если 
для любых двух компактификаций тихоновского пространства X 
с первой аксиомой счетности существует наибольшая нижняя 
грань (т. е. семейство 'ё’(Х) является решеткой), то простран
ство X локально компактно. Покажите, что предположение о 
первой аксиоме счетности существенно.

Указание. Покажите, что если некоторая последователь
ность точек множества Р Х \ Х  сходится к точке из X, то у про
странства X есть компактификации CiX и С2Х, для которых не 
существует компактификации сХ, удовлетворяющей неравен
ствам сХ sg: dX при i =  1 и 2.

3.12.17 (Франклин и Раджагопалан [1971]). (а) Определите 
по трансфинитной индукции трансфинитную последовательность 
Ui cz U2 cz . . .  сг Ua с  . . . ,  а  <  toi, открыто-замкнутых под
множеств пространства $N \ N, такую, что Ua ф  U$ при р <  а, 
и проверьте, что формула

©! при x e (p JV \ JV )\  U Uа,
a<wi

inf {a: х е  Ua} при х е  (J
a<©i

f (x)  =

задает непрерывное отображение f: $N \ N -*-W  на простран
ство W всех ординалов

Указание. Примените упр. З.6.А.
(b) Определите трансфинитную последовательность U\ с : 

cz Ui cz . . .  cz Ua c i . . . ,  a  <C б, открыто-замкнутых собствен
ных подмножеств пространства рN \  N, такую, что Up ф  Ua при
Р С  а  и объединение (J Ua всюду плотно в рN \  N. Заметьте,

0<б
что Ki < | 6 | < с и что в предположении континуум-гипотезы 
можно взять 6 =<й1. Определите непрерывное отображение f: 
Р# \ № ( 6  +  1) на пространство №(8 + 1) всех ординалов 
<Сб +  1 с топологией, порожденной естественным линейным 
упорядочением < .

(c) Покажите, что существует компактификация yN про
странства N, нарост которой совпадает с W. Отметьте, что yN — 
сепарабельный компакт мощности Ni, не являющийся секвен
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циальным пространством. Проверьте, что y N \ { m } — сепара
бельное локально компактное нормальное пространство с пер
вой аксиомой счетности, не являющееся линделёфовым про
странством.

Указание. Примените (а) и теорему 3.5.13.
(d) Покажите, что существует компактификация y'N про

странства N, нарост которой совпадает с Н?(6+ 1), такая, что 
никакая последовательность точек из N не сходится к точке б. 
Заметьте, что y'N\  {6} — сепарабельное, локально компактное, 
секвенциально компактное нормальное пространство, которое не 
компактно.

Замечание. Первый пример секвенциально компактного не 
компактного нормального пространства, содержащего в каче
стве всюду плотного подпространства локально компактное се
парабельное метрическое пространство, был определен (в пред
положении континуум-гипотезы) М. Рудин в [1965].

(e) Заметьтье, что в предположении континуум-гипотезы 
пространство y 'N \ {6} в (d) удовлетворяет первой аксиоме 
счетности.

Длинная прямая и длинный отрезок

3.12.18. Пусть Wo — множество всех счетных ординалов. Рас
смотрим линейное упорядочение <  на множестве Vo — Wo X  
Х [0 , U, определенное так: (он, fi) <  (а2> <г)* если а\ <  а 2 или 
а\ =  а 2 и U <  t2. Множество У0 с топологией, порожденной ли
нейным упорядочением < ,  называется длинной прямой. При
соединив к множеству Vq точку o)i и приняв, что х <  wi при 
всех х е  Vo, мы получим некоторое линейно упорядоченное 
множество V. Это множество V с топологией, порожденной ли
нейным упорядочением < ,  называется длинным отрезком.

(a) Покажите, что длинный отрезок является стоун-чехов
ской компактификацией длинной прямой.

(b) Докажите, что для любого Хо е  Ко подпространство 
M— { x ^ V о: х ^  хо} пространства V0 гомеоморфно отрезку 
[0, 1].

Указание. Пусть Q — множество всех рациональных чисел 
интервала (0 ,1 ). Покажите, что элементы множеств Q и М П 
n(W 'oXQ ) можно так расположить в последовательности 
г\, гг, . . .  и si, s2, . . . ,  что неравенство г,- <  г,- будет выпол
няться в том и только том случае, если s,- <С «/. Проверьте, что 
формула / (г() =  Si определяет непрерывное отображение f: Q-*- 
-*~М, и примените теорему 3.2.1.

(c) (Архангельский [1961], Фролик [1961]). Тихоновское 
пространство X называется локально полным по Чеху, если у 
каждой точки х е  X есть полная по Чеху окрестность.
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Покажите, что пространство, получающееся при удалении из 
длинной прямой всех точек (а , 0), где а  — любой непредельный 
ординал, локально полно по Чеху, но не полно по Чеху (см. 
задачу 5.5.8(c)).

(d) Заметьте, что каждое локально полное по Чеху про
странство является образом некоторого полного по Чеху про
странства при открытом отображении, и выведите отсюда, что 
полнота по Чеху не является инвариантом открытых отобра
жений (см. задачу 5.5.8(b)).

Плоскость Тихонова и близкие к ней пространства

3.12.19. (а) (Тихонов [1930], Хьюитт [1948], Тонг [1949]). 
Пусть W— пространство всех ординалов и W  — его под
пространство, состоящее из всех ординалов ^<оо. Пространство 
Т =  W X W '\  { (сох, too)} называется плоскостью Тихонова.

Заметьте, что рГ =  W X  W', и выведите отсюда, что про
странство Т не нормально. Плоскость Тихонова обладает един
ственной компактификацией и не счетно компактна (см. зада
чу 3.12.16(b)).

(b) (П. С. Александров и Урысон [1929]). Докажите, что 
если каждому счетному ординалу а  >  0 поставить в соответ
ствие ординал <р(ос) таким образом, что <р(а)<  а  при всех а  <
<  coi, то найдется ординал ао <  (0ь для которого |ф_1(а о)| =  
=  НЬ

(c) Докажите, что для каждого компакта X произведение 
W X  X является стоун-чеховской компактификацией простран
ства Го X X ,  где Wo — пространство всех счетных ординалов 
(см. задачу 3.12.20(c)).

Указание (Ван Дауэн [1978]). Пусть f: WoX. Х->-1 — произ
вольное непрерывное отображение. Возьмите любое положитель
ное целое число i и покажите, что для каждого счетного орди
нала а > 0  найдется ординал с р (а )< а , такой, что |/(а',х) —
— f ( a , x ) \ c l / i  при всех х е  X и всех а', удовлетворяющих 
условию ф(ос) <  а' ^  а. Примените затем (Ь).

(d) (Дьедонне [1939b], Хьюитт [1948]). Покажите, что про
изведение W X W  является стоун-чеховской компактификацией 
пространства №оХ W, и выведите отсюда, что пространство 
F o X  И7 не нормально. Отметьте, что пространство f o X  W7 
счетно компактно.

(e) Выведите из (d), что нормальность не сохраняется в 
сторону прообраза совершенными отображениями.

Стоун-чеховская компактификация произведений

3.12.20. (а) (Исивата [1969], Нобл [1969а] и [1969b], Ком
форт и Хейджер — ссылка в работе Нобла [1969а]). Докажите,

2 3  Зак. 697
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что для произвольных тихоновских пространств X  и Y следую
щие условия равносильны:

(1) Проекция р: X ' X Y - ^ X  отображает функционально 
замкнутые подмножества пространства X X  Y на замкнутые 
подмножества пространства X.

(2) Каждую ограниченную непрерывную функцию f : X X  Y -*■ 
—>R можно непрерывно продолжить на X X  рУ-

(3) Для каждой непрерывной ограниченной вещественной 
функции f: X X Y - + R  формула F  (я) =  sup /  (х, у) определяет

у е К
непрерывную функцию F: X̂ >~R.

Указание (Комфорт и Хейджер — цитировано в работе Ноб
ла [1969а]). Доказывая, что (3)=^(1), рассмотрите для произ
вольного функционально замкнутого множества Z =  g~l (0 ) с  
c I X  и любой точки x o ^ X \ p (Z )  функцию /: X\Y^>~R, 
определенную правилом: } { х ,у ) = —min(|g(x, y)/g(xo, у) |, 1).

(b) (Тамано [I960]). Докажите, что произведение X X  У ти
хоновских пространств X и У псевдокомпактно в том и только 
том случае, если пространства X и У псевдокомпактны и при 
проекции р: Х Х У -> -Х  образами функционально замкнутых 
подмножеств пространства X X  У служат замкнутые подмноже
ства пространства X.

Указание (Комфорт и Хейджер [1971]). Доказывая, что если 
X X  У псевдокомпактно, то p(Z) замкнуто в X для каждого 
функционально замкнутого множества Z c I X  рассмотрите 
произвольную точку хо е  p(Z )\  p(Z) и непрерывную функцию 
f : X~XY-+I, такую, что Z =  f-1 (0) и f(x0, у) =  1 при всех у е  У 
(см. указание в пункте (а )). Определите затем по индукции по
следовательность (xu yi), (Х2 ,У2 ), . . .  точек множества Z, а так
же последовательности W\, W2, . . .  и W[, W'r  . . .  открытых 
подмножеств пространства X X  Y, где Wi =  U iy V i— окрест
ность точки (Xi,yi), удовлетворяющая условию f(Wi)cz [0, 1/3], 
и W' =  U'l 'X,Vi — окрестность точки (Хо, yi), такая, что f  (И^) с
с : [2/3, 1], и где Ul+x U U'l+i с  £/' при t =  1, 2...........С помощью
теоремы 3.10.22 получите противоречие. При доказательстве об
ратной импликации воспользуйтесь эквивалентностью условий
(1) и (3) в (а).

(c) (Гликсберг [1 9 5 9 ]). Докажите, что если произведение 
X X  Y пространств X и У псевдокомпактно, то р Х Х Р У  является 
стоун-чеховской компактификацией пространства X  X  Y, т. е. 
каждая непрерывная функция f : X y ( Y - + I  непрерывно продол
жается на р Х Х Р Y. Покажите, что если р Х Х р У — стоун-чехов
ская компактификация пространства XX Y и оба пространства 
X, Y бесконечны, то произведение X X  Y псевдокомпактно.

Указание (Комфорт и Хейджер [1971]) .  Заметьте, что если



при проекции р: Z X T -+ Z , где Z — произвольный бесконечный 
компакт, образы функционально замкнутых подмножеств про
странства Z X  Т являются замкнутыми подмножествами про
странства Z, то пространство Т псевдокомпактно. Для этого 
определите непрерывную функцию f : Z-*-I, такую, что при не
котором 20 e Z  выполняются условия: /(zo) =  0 и zo ф. Int /-1 (0). 
Предположив, что пространство Т не псевдокомпактно, опреде
лите непрерывную функцию g : ^-►(О, I], для которой 
inf g (/) =  0. Рассмотрите функцию h : Z Y ,T -+ R , заданную

t e T
формулой h(z, t ) = —g(t)f<*>, и воспользуйтесь эквивалентностью 
условий (1) и (3) в (а). При доказательстве псевдокомпактно
сти X X  У примените сделанное выше наблюдение к произведе
ниям рХХУиХХР*'-

(d) (Гликсберг [1959]). Докажите, что если произведение
XI Xs тихоновских пространств Xs псевдокомпактно, то

ie S
Р п * , =  п  PXS, и что если рП x s = П  pXs и произведение

8 е 5  s e 5  s e S  s s S

X I Xs бесконечно при всех s0 е  5 , то произведение Ц  Ха
s e 5 \ { s0} s e S
псевдокомпактно.

Указание. Сначала убедитесь, что если произведение П Xs
seS

псевдокомпактно, то для каждой непрерывной функции 
f : П  X .-+ I  И каждого е >  0 найдется конечное множество

S G . S  ^

So cz S, такое, что выполняется условие: если х, у е  Ц  Xs и
s e S

ps(x) =  ps(y) при всех s e S o ,  to |/(x) — / (# )| < e. Для этого 
предположите, что такого So не существует, и определите по
следовательность Si, S 2, . . .  попарно не пересекающихся конеч
ных подмножеств множества S  и последовательности хи х2, ...
и у\, у2, ...  точек множества Ц  Xs, такие, что |f(xt) — f(yt)

s g S

^  е/2 и p s { X i ) =  p s { y i )  при s<£Si. Найдите окрестности 
П  Us, i и Vi =  П  Vs, i точек xi и г/,-, для которых Us, i =

s e S  s e S
— Vs, i при и | f(x) — f(y) I ^  e/4, когда *  e  С/г и y ^ V i,
и выведите отсюда противоречие.

Рассмотрите затем произвольную пару А, В вполне отде
ленных подмножеств пространства П  Xs и для произволь-

SGS
ной непрерывной функции /, отделяющей Л и Б, и числа е =  1/3 
возьмите конечное множество So с : S с указанным выше свой
ством. Применив (с), продолжите / до непрерывной функции
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Г : П  p x s x  П  Xs - + I  и заметьте, что проекции множеств
S€=S0 se=S\S0

А я В на пространство XI %s имеют непересекающиеся замы- 

кания в П  р * ..se S 0
(е) (Гликсберг [1 9 5 9 ]). Докажите, что если X —  любое 

псевдокомпактное пространство и {Xs}Sf=s произвольное се
мейство локально компактных псевдокомпактных пространств, то 
произведение X X  П  Xs псевдокомпактно.

s e <S
Указание. Заметьте сначала, что достаточно рассмотреть 

случай счетного семейства некомпактных пространств.
Покажите затем, что никакая бесконечная последовательность 
Uj, U2, . . .  элементов канонической базы произведения

оо

1 Х П ^ /  не локально конечна. С этой целью рассмотрите про-
t=I

оо

изведение X X П  aXt и последовательность V\, V2 , . . .  его от-
Г=1

крытых подмножеств, где К* получается из Uk заменой каждого 
сомножителя Xi на аХ^

Кольца непрерывных функций и компактификации

3.12.21 (М. Стоун [1937], Гельфанд и Колмогоров [1939], 
Хьюитт [1948] и [1 9 5 0 ]). Для произвольного тихоновского про
странства X через С (Х ) (через С *(Х )) обозначается кольцо 
всех непрерывных вещественных (всех ограниченных непрерыв
ных вещественных) функций на пространстве X. Идеалом в С(Х) 
(в С*(Х))  называется произвольное собственное подмножество Д 
кольца С (Х ) (кольца С * (Х )) , такое, что если /, g ^  А, то 
f +  А, и если [ е А  и g e  С (Х ) (если g ^  C * ( J ) ) ,  то f g ^ A .  
Идеал А называется максимальным идеалом , если для каждого 
идеала А', содержащего А, имеет место равенство А7 =  А.

(a) Покажите, что каждый идеал содержится в некотором 
максимальном идеале.

(b) Докажите, что тихоновское пространство X компактно 
в том и только том случае, если для каждого максимального 
идеала Д в кольце С (Х ), или, что равносильно, для каждого 
максимального идеала Д в кольце С*(Х),  найдется точка х е Х ,  
такая, что условия f(x) =  0 и Д эквивалентны.

Указание. Предположите, что для компакта X нашелся идеал 
А, содержащий при каждом x g !  неотрицательную функцию 
fx, такую, что fx (x)== 1, и рассмотрите покрытие 

1/2, S/2))}xsX пространства X.
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Пусть X — некомпактное тихоновское пространство. Возьмите 
открытое покрытие {US}S<E. S, в котором нет конечного подпокры
тия. Для каждого х е Х  выберите s ( x ) e  S , такое, что x g  US(xy 
и функцию е  С *(Х ), для которой Ы * )  =  1 и fx ( X \ U 8{x)) =  
=  {0 } ; рассмотрите любой идеал, содержащий все отобранные 
функции.

(c) На множестве Ж всех максимальных идеалов кольца 
С (Х ) (кольца С *(Х )) введите топологию, взяв в качестве базы 
семейство всех множеств вида Uf =  {А: А }, и покажите, что 
Ж — компакт. Проверьте, что если поставить в соответствие ка
ждой точке х ^ Х  максимальный идеал А (х) всех функций, об
ращающихся в точке х в нуль, то получится гомеоморфное вло
жение пространства X в пространство Ж.  Докажите, что Ж яв
ляется стоун-чеховской компактификацией пространства X.

Выведите отсюда, что компакты X и У гомеоморфны в том 
и только том случае, если кольца С (Х ) и С (У) изоморфны, 
т. е. если существует взаимно однозначное отображение 
Ф множества С (Х ) на множество С (У ), такое, что Ф (f +  g) =  
=  Ф (/) +  Ф (£) и 0 ( f ' g )  =  0 ( f ) ' 0 ( g )  при всех f, g € = C ( X ) .  
Покажите, что тихоновские пространства X и У, удовлетворяю
щие первой аксиоме счетности, гомеоморфны в том и только том 
случае, если кольца С (Х ) и С (У ), или, что равносильно, кольца 
С *(Х ) и С *(У ), изоморфны.

Указание. Чтобы доказать, что Ж является стоун-чеховской 
компактификацией пространства X, примените теорему 3.2.1.

(d) Проверьте, что если А — максимальный идеал в С (Х ), 
то ЗГ (А) =  {/~* (0 ) : f е  А } — ультрафильтр на семействе З)о(Х) 
всех функционально замкнутых подмножеств пространства X, 
и что если $Г — произвольный ультрафильтр на 2 ) 0(Х),  то 
A ( f )  =  { | e C ( X ) :  f - x(0) ^ @ ~ } — максимальный идеал в С (Х ). 
Покажите, что А (^ “ (А )) =  А и т. е. имеет место 
взаимно однозначное соответствие между ультрафильтрами на 
£Юо(Х) и максимальными идеалами в С (Х ). Заметьте, что кон
струкция пространства рХ, указанная в (с ) , по существу иден
тична конструкции, описанной в упр. З .б .К (а).

Приведите пример максимального идеала А в C*(N) , такого, 
что семейство { /_1 (0 ) : /  е  А} не центрировано, и приведите при
мер ультрафильтра SF на 3 ) о(Л/г), для которого множество {f ^  
^ C * ( N )  : f~l ( 0 ) ^  не является максимальным идеалом.

(e) Будем называть кольцо Р а  С* (X ) полным кольцом 
функций на тихоновском пространстве X, если Р содержит все 
постоянные функции, разделяет точки и замкнутые множества 
и замкнуто относительно топологии равномерной сходимости. 
Докажите, что конструкция из (с ), примененная к множеству Ж 
всех максимальных идеалов в полном кольце функций Р на ти
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хоновском пространстве X , дает некоторую компактификацию 
пространства X и что семейство всех функций на X , допускаю
щих непрерывное продолжение на эту компактификацию, сов
падает с Р. Проверьте, что таким образом установлено взаимно 
однозначное соответствие между всеми полными кольцами функ
ций на тихоновском пространстве X и всеми компактификация- 
ми пространства X.

Указание. Доказывая, что пространство всех максимальных 
идеалов в Р хаусдорфово, заметьте, что если f ^ P  и 1 /2  г :̂ 

3 /2  при всех x g I ,  то /  не принадлежит никакому
оо

идеалу (примените равенство l / / = l  +  2 f o >  Где /о =  1 — / ) .i = [
Рассмотрите компактификацию сХ пространства X , для которой 
семейство всех функций на X, непрерывно продолжаемых на сХ> 
совпадает с Р.

(f) Линейно-мультипликативный функционал на С(Х)  (на 
С * ( Х ) ) — это функционал ф, сопоставляющий каждому 
е С ( Х )  (каждому f G  С *(Х )) вещественное число cp(f) таким 
образом, что для всех ft, /2 и всех вещественных чисел 11, /2 
выполняются условия:

4 >( t l f l  +  t2f2)  =  t l ^ ( f l )  +  t2( p { f 2) И ф (/, • f 2) =  ф (/ 1) • ф (/2).

Функционал ф называется нетривиальным, если существует 
функция /, для которой ф(/)=7^0. Функционал ф определяется 
точкой х ^  Ху если ф(/) =  f (x) при всех f.

Покажите, что тихоновское пространство X компактно в том 
и только том случае, если каждый нетривиальный линейно-муль
типликативный функционал на С *(Х ) определяется некоторой 
точкой.

Заметьте, что имеется взаимно однозначное соответствие ме
жду нетривиальными линейно-мультипликативными функциона
лами на С *(Х ) и максимальными идеалами в С *(Х ), т. е. точ
ками стоун-чеховской компактификации пространства X .

Указание. Если ф — нетривиальный линейно-мультиплика
тивный функционал, то множество A = { f :  ф(/) =  0 } является 
максимальным идеалом.

(g) Покажите, что тихоновское пространство X вещественно 
полно в том и только том случае, если каждый нетривиальный 
линейно-мультипликативный функционал на С(Х)  определяется 
некоторой точкой.

Заметьте, что имеет место взаимно однозначное соответствие 
между нетривиальными линейно-мультипликативными функцио
налами на С (Х ) и точками пополнения по Хьюитту (т. е. веще
ственного пополнения) пространства X.
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Выведите отсюда, что вещественно полные пространства X 
и Y гомеоморфны в том и только том случае, если кольца С (Х ) 
и С (К) изоморфны.

Указание. Примените (f) и теорему 3.11.10.
Замечание. Так как иХ а  (JX, возникает вопрос, чем харак

теризуются те максимальные идеалы в С (Х ) (в С * (Х )) , которые 
отвечают точкам пространства иХ. Как мы знаем, в конструкции 
пространства $Х в терминах ультрафильтров на З)о(Х) счетно 
центрированные ультрафильтры отвечают точкам пространства 
ьХ  (см. упр. 3.11 .F (Ь )) . Оказывается, этим ультрафильтрам со
ответствуют те идеалы А (идеалы А П С * (Х )) , для которых фак- 
торкольцо С (Х ) /А  изоморфно полю вещественных чисел; см. 
книгу Гиллмана и Джерисона [1960].

Счетная компактность

3.12.22. (а ) (Акуаро [1965]). Докажите, что если каждое 
дискретное семейство непустых подмножеств пространства X 
конечно (имеет мощность то каждое открытое то
чечно конечное покрытие °Ы (каждое открытое покрытие Щ 
с  тем свойством, что никакая точка пространства X не принад
лежит более чем m ^  К0 элементам семейства °U) простран
ства X содержит конечное подпокрытие (подпокрытие мощности 
<ш ).

Заметьте, что если пространство X счетно компактно, то ка
ждое открытое точечно счетное покрытие °U пространства X 
(каждое открытое покрытие °U со свойством, что никакая точка 
пространства X не принадлежит более чем m ^  К0 элементам 
семейства °Ц) содержит конечное подпокрытие (подпокрытие 
мощности s^m).

Указание. Рассмотрите максимальное множество A c z X , та
кое, что \ A { ) U \ ^ l  для всех U е  °U, и покажите, что X — 
=  U А{] U ф  0 } .

(b) (Исэки и К асахара [1957], Левшенко [1 9 5 7 ]). Докажи
те, что регулярное пространство X счетно компактно в том и 
только том случае, если каждое точечно конечное открытое по
крытие пространства X содержит конечное подпокрытие.

Указание. Примените упр. 2.I.G.
(c) (Фролик [1 9 6 0 а ]). Покажите, что предположение о ре

гулярности существенно в (Ь).
Указание. При i =  1, 2, . . .  пусть Ai обозначает множество 

всех чисел вида k /2 l, где k — l, 3, . . . ,  2* — 1. На множестве

Я =  Х0 11{*1 Х2, . . . } ,  где Х0=  (/ \  U и Xi<£I при i =  l,
2 , введем топологию следующим образом. Множество Х0 
наделим топологией, порожденной I, и объявим открытым под
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пространством пространства Х\ в качестве базы топологии в 
точке xi возьмем семейство всех множеств вида {x r}U (^  П ^о), 
где U — любое открытое множество в / , для которого А  с :  U . 
С помощью теоремы Бэра о категории покажите, что для ка
ждой возрастающей последовательности k\ <  k2 <  . . .  нату
ральных чисел и произвольного семейства {U i} t̂ mi открытых в I 
множеств, такого, что Akt cz Ut при / = 1 , 2 ,  . . . ,  найдется точка 
хо е  Х 0, принадлежащая бесконечно многим Ui.

(d) (Р . С. Хьюстон —  цитировано в работе Флейшмана 
[1970]; для регулярных пространств — Флейшман [1 9 7 0 ]). Д о 
кажите, что хаусдорфово пространство X счетно компактно в 
том и только том случае, если для каждого открытого покры
тия Щ пространства X найдется конечное множество F  cz Х> 
такое, что X =^\) {U ^ ° U : F  [\U Ф  0 } .

Указание. Пусть X — хаусдорфово пространство, в котором 
есть счетное бесконечное множество А , для которого никакая 
точка пространства X не является предельной. Представьте А

оо

в виде объединения (J Ait где \At \= i и А{ П А,- =  0  при i ф  /.
1 = 1

Для каждого х е  А возьмите окрестность Ux, такую, что А П 
[\UX — {* } и Ux (]Uy =  0 ,  когда х и у различны и принадле
жат одному и тому же множеству Л,-. Рассмотрите покрытие 
Ш хтЛ\){Х\А).

(e) (Хабер [1 9 7 6 ]). Докажите, что если пространство X  
счетно компактно и диагональ Д является б 6-множеством в про
изведении X X X ,  то X компактно.

Указание. Определите сначала счетное семейство { У i}°°=x от
крытых покрытий пространства X , такое, что для каждой пары 
х,  у различных точек множества X  найдется натуральное чис
ло t, при котором никакой член семейства T i  не содержит од
новременно х и у. Предположите, что X обладает открытым по
крытием Ш, у которого нет счетного подпокрытия. Заметьте, что 
если множество F  cz X нельзя покрыть счетным подсемейством 
семейства °U, то для каждого х ^ Х  найдется такое /, что и 
множество F \ [ ) { V  е У У . х е  V} не покрывается никаким счет
ным подсемейством семейства °U. Определите последователь
ность *i, х% . . .  точек пространства X и последовательность 
М, i2, натуральных чисел таким образом, чтобы выполнялись 
следующие условия:

(1 ) x k z=Fk=  Х \  Ц  U { V e  r tj: х, е  V}.

(2) Множество Fk \ U {F  е  не покрывается ни
каким счетным подсемейством семейства °U.
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(3) Для каждого х ^  Fk и любого i <  ik множество 
Fk \  U { ^ e  Тс. x ^  V} может быть покрыто счетным подсемей
ством семейства °U.

Покажите, что некоторое натуральное число i встречается 
в последовательности U, i2) . . .  бесконечно много раз, и полу
чите противоречие.

(f) (А. С. Мищенко [1962], Корсон и Майкл [1964]). Дока
жите, что если некоторая база $  счетно компактного (компакт
ного) ^-пространства X точечно-счетна (обладает тем свой
ством, что никакая точка пространства X не принадлежит более 
чем ш ^  К0 элементам базы Щ , то счетна (имеет мощность 
<ш ).

Указание. Докажите, что й(Х)^ш . Для этого определите 
последовательность С\ с : С2 с : . . .  подмножеств пространства X,

оо

такую, что | С,*| ^  m при i —  1, 2, . . .  и ( J  С,- всюду плотно в X :
i=i

примите за С\ произвольное одноточечное подмножество про
странства X и определите С,-+1 как множество, полученное из С* 
присоединением по одной точке из каждого непустого множества 
вида X \  U Ту где Т  — произвольное конечное подсемейство се
мейства { В е ^ :  В П Ci ф  0 ) .

В случае компактного пространства можно воспользоваться 
также следующим фактом, известным под названием леммы Ми
щенко: если семейство зФ подмножеств множества X обладает 
тем свойством, что никакая точка множества X не принадлежит 
более чем m ^  элементам семейства то существует самое 
большее ш неприводимых (т. е. не содержащих собственных под
покрытий) конечных покрытий множества X элементами семей
ства М. Чтобы установить лемму Мищенко, поступите следую
щим образом. Предположите, что для некоторого целого k се
мейство А всех неприводимых покрытий множества X, состоящих 
ровно из k элементов семейства имеет мощность >ш , и опре
делите по индукции различные члены А\у А2> . . . ,  Ak семейства 

таким образом, чтобы при каждом i ^  k семейство 
А(Аи А2, . . . ,  Ai) всех покрытий из А, содержащих множества 
Аи Л2, . . . ,  Л(, имело мощность >ш.

(g) (Фролик [1959]). Покажите, что хаусдорфово простран
ство X счетно компактно в том и только том случае, если ка
ждая полунепрерывная снизу (сверху) вещественная функция, 
определенная на Ху ограничена снизу (сверху).

Z-произведения II (см. задачи 2.7.13, 2.7.14, 4.5.12 и 
упр. 3.10.D)

3.12.23. (а) (Энгелькинг [1966]). Пусть {Xs}Se=S~~ некоторое 
семейство топологических пространств и a —{as} — точка про
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изведения XI Xs. Через S ' (а) обозначим подпространство про-
s г  5

странства XI X s, состоящее из всех точек {х 5} ,  таких, что xs ¥=
s e S

ф  as лишь для конечного числа s e S .  Докажите, что если все 
конечные произведения X  Xs2 X  • • • X  Xsk, где s b s2, . . .
. . . ,  s j e S ,  обладают свойством Линделёфа, то для каждого 
семейства точек {xt}tf=T в 2 '( а ) ,  где |Г|> К0, найдется точка 
^ е Е ' ( й ) ,  каждая окрестность которой содержит точки xt для 
бесконечного числа t е Г .

Указание. Примените задачу 2.7.10(c).
(b) (Энгелькинг [1966]). Пусть {X ,}s e S — семейство топо

логических пространств, причем все конечные произведения 
XSl X  Xs2 X  • • • X  Xsk, где si, s2, . . . ,  s * e 5 ,  обладают свой
ством Линделёфа (см. упр. 3.8.G и 3.9.F) и У — такое хаусдор
фово пространство, что диагональ Д с= У X  У является 0 6-мно-
жеством. Докажите, что тогда для каждой точки а е  П  Xs и

seS
любого непрерывного отображения f: S ( a ) - >  Y найдутся счетное 

множество So сг S и непрерывное отображение / 0: Ц  Xs - +Y,  

такие, что / совпадает с композицией / 0 (psJ S (a ) )  сужения про

екции р „ : п Х 5 на S ( a )  и отображения f0.
ssS  seS0

Указание. Сначала покажите, применив (а ) , что множество 
So всех тех s g S ,  д л я  которых существуют точки х, xf е  S ' ( а ) ,  
отличающиеся только на 5 - й  координате и удовлетворяющие 
условию 1 ( х ) Ф1 ( х /),  счетно. Проверьте затем, что если для 
точек x = { x s),  x ' =  {x 's} из 2 ' {а) множество ^
конечно и не пересекается с So, то f ( x ) = f ( x ' ) .  Чтобы завер
шить доказательство, воспользуйтесь непрерывностью f и тем, 
что S ' (а) всюду плотно в S ( a ) .

(c) (Гликсберг [1 9 5 9 ]). Докажите, что для каждого семей
ства {Xs} seS  компактов и любой точки с е  Ц  ^произведение

_____ se S
Ц  Xs является стоун-чеховской компактификацией S -произве-

s e S
дения 2 (а ).

(d) (Корсон [1959], Энгелькинг [1966]). Пусть {Xs}seS  — 
семейство тихоновских пространств, для которого все конечные 
произведения XSl X  Х$2 X  . . .  X  XSk, где sb s2.........sk <= S, об
ладают свойством Линделёфа (см. упр. 3.8.G и 3.9.F). Дока
жите, что для любой точки а е  Ц  Xs произведение И х .  яв-

s e S  s e S
ляется пополнением по Хьюитту 2 -произведения 2 ( a ) .
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(e) (Корсон [1 9 5 9 ]). Приведите пример нормального про
странства, для которого пополнение по Хьюитту не нормально.

Указание. Примените (d) и задачи 2.7.14 и 2 .7 .1 6 (a ).
(f) (Б. А. Ефимов [1 9 6 3 а ]). Пусть {Xs}s^ s — семейство ком

пактов, таких, что w (Х 5) ^  ш ^  при всех s ^  S, и пусть 
a = { a s} — какая-нибудь точка произведения Ц  Xs. Обозначим

sg S
через 2 т (а) подпространство пространства X I состоящее из

s
всех точек {х 5} ,  для которых мощность множества {5 е  S: xs Ф  
Ф  а5} не превосходит ш. Докажите, что если компакт X является 
непрерывным образом пространства 2 т (а), то ш ( Х ) ^ т .

Указание. Примените (с) и указание к задаче 3 .12 .12(h ).

Нормально расположенные множества III (см. задачи 1.7.6 
и 2.7.3)

3.12.24. (а) (Ю. М. Смирнов [1 9 5 1 с]). Покажите, что если 
пространство X линделёфово, то каждое нормально расположен
ное подмножество пространства X, наделенное топологией под
пространства, является линделёфовым пространством. Докажи
те, что для каждого тихоновского пространства X следующие 
условия равносильны:

(1) Пространство X обладает свойством Линделёфа.
(2) Пространство X нормально расположено в каждой своей 

компактификации.
(3) Пространство X нормально расположено в рХ.
(4) Пространство X нормально расположено в некоторой 

своей компактификации.
Выведите отсюда, что никакая точка х е р  N \  N не являет

ся б 6-множеством в $N (см. упр. 3 .6 .G (a )) .
(b) Проверьте, что тихоновское пространство X обладает 

свойством Линделёфа в том и только том случае, если для 
каждого компакта Z c r f J X X X  найдется непрерывная функция 
h : р Х - v / ,  такая, что f t (Z )c r {0 }  и h ( x ) >  0 при всех х е Х ,  З а 
метьте, что в приведенной выше характеристике компактифика
цию рХ можно заменить любой компактификацией простран
ства X.

Регулярно расположенные множества

3.12.25 (Мрувка [1 9 5 7 ]). Будем говорить, что множество А 
регулярно расположено в пространстве X, если для каждой точ
ки х ^ Х \ А  в X  существует множество Н  типа F 0y такое, что 
Acz Н си Х \ { х } .

(а) Заметьте, что каждое множество, нормально располо
женное в 7\-пространстве X, регулярно расположено в X.
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(b) Покажите, что тихоновское пространство X вещественно 
полно в том и только том случае, если X регулярно располо
жено в рХ. Приведите пример вещественно полного простран
ства X и его компактификации, в которой X не регулярно рас
положено.

(c) Докажите, что если X — вещественно полное простран
ство, то каждое регулярно расположенное в нем подмножество 
в топологии подпространства вещественно полно.

(d) Выведите из (Ь) и (с ) , что произведение любого мно
жества вещественно полных пространств вещественно полно.

Пространства замкнутых подмножеств II (см. задачи 2.7.20, 
4.5.22, 6.3.22 и 8.5.16)

3.12.26. (а) (Вьеторис [1922]). Докажите, что если X — ком
пактное пространство, то экспоненциальное пространство 2х 
тоже компактно и w(2x) =  w(X).  Заметьте, что если X есть 
7\-пространство и пространство 2х компактно, то и простран
ство X тоже компактно.

Указание (Майкл [1 9 5 1 ]). Проверьте, что семейство всех 
множеств вида {В ^  2х : S e r f / }  и {В ^  2х: В ( ] Ц ф 0 } ,  где 
U — произвольное открытое множество в Ху является предбазой 
пространства 2х , и примените задачу 3.12.2.

Замечание. Кислинг доказал в [1970], что нормальность про
странства 22* эквивалентна тому, что X — компакт. В [1970а] 
он доказал, что в предположении континуум-гипотезы простран
ство 2х нормально в том и только том случае, если X — ком
пакт. Как показано Величко в [1975], равносильность послед
них условий можно доказать без помощи континуум-гипотезы. 
Заметим также, что, как доказал Л. Б. Шапиро в [1976], про
странство 2х  может не быть диадическим компактом, если X —  
диадический компакт.

(b) (Майкл [1 9 5 1 ]). Для произвольного Ггпространства X 
обозначим через ££(Х ) подпространство пространства 2х , обра
зованное всеми непустыми компактными замкнутыми подмноже
ствами пространства X. Покажите, что 3£{Х) является 7Vnpo- 
странством в том и только том случае, если X является
Ггпространством при i = 2 ,  3 и 3 Приведите пример совер

шенно нормального линделёфова пространства Ху для которого 
ЗС(Х) не нормально. Проверьте, что w ( 3 Z ( X ) ) =  w(X)  для ка
ждого Т\-пространства X.

(c) (М.М. Чобан [1 9 7 1 ]) . Проверьте, что если X —  подпро
странство компакта Z, то, ставя в соответствие произвольному

(X) то же А ее 2Z, мы определяем гомеоморфное вложе
ние пространства J£(X)  в пространство 2Z. Выведите отсюда, 
что пространство <Z(X)  локально компактно и хаусдорфово в
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том и только том случае, если пространство X локально ком
пактно и хаусдорфово. Заметьте, что пространство 2* не локаль
но компактно.

Покажите для произвольного Ti-пространства X , что, сопо
ставляя каждому А ^ 2 Х замыкание А в волмэновском расши
рении о)Х, мы получаем гомеоморфное вложение пространства 
2х в пространство 2®х. Докажите, что w(2x) = w ( ® X )  для ка
ждого Трпространства X.

(d) (М. М. Чобан 11971] (объявлено в [1 9 6 9 ]) ; для ш =  
=  ^ 0 — Вулберт [1968]). Докажите, что для произвольного 
хаусдорфова пространства X неравенство %(ЗС(Х))^:  ш ^  К0 
выполняется в том и только том случае, если d ( A ) ^ m  и
X (А  X) ^  ш при всех А е  Ж (X ) .

Выведите отсюда, что для компакта X неравенство х ( 2 * ) ^  
^  m ^  выполняется в том и только том случае, если 
h d ( X ) ^ m  и %{АУХ)  для каждого замкнутого Ac z X.

Указание. Заметьте, что T(U\,  U2, . Uk) c z T { V \ y V2, . . .
k m

. . . ,  Vm) в том и только том случае, если |J ^ic  U V/ и в
/=i /=i

каждом Vj содержится некоторое Ui. Воспользуйтесь тем, что 
если и d(v4)s£;m для каждого замкнутого А а Х ,  то
hd(X)^.m. (это следует из задачи 3.12.9(d), но может быть до
казано и прямо).

(e) (М. М. Чобан [1971]). Проверьте, что если X и У— 
хаусдорфовы пространства и f: X-+-Y — непрерывное отобра
жение, то, положив f(A) =  f(A) для каждого Л е £ ( Х ) ,  мы 
получим непрерывное отображение ]: Х (Х)-> X (Y ). Покажите, 
что если X и У — тихоновские пространства, то f совершенно 
в том и только том случае, если f совершенно.

Указание. Привлеките стоун-чеховскую компактификацию.
(f) (Зенор [1970]; для компактов С. Сирота [1968]). Дока

жите, что если S  =  {Ха, я£, 2} — обратный спектр хаусдорфовых 
пространств, то S  =  { ^  (Хд), я®, 2}, где X  ( J a) -> X  (Хр) 
определено как в (е), тоже обратный спектр и что предел lim S  
гомеоморфен пространству X  (lim S).

Выведите отсюда, что если S  =  {Х а, л;°, 2 } — обратный 
спектр компактов, то S  =  {2*°, йр, 2 } тоже является обратным

-  lim 5
спектром и что предел Iim S гомеоморфен пространству 2<- .

(g) (М. М. Чобан [1971] (объявлено в [1969]), Зенор 
[1970]). Докажите, что пространство Х(Х) полно по Чеху в том 
и только том случае, если X полно по Чеху.

Указание. Примените (с) или воспользуйтесь (f) и упр. 3.9.G.



(h) (Зенор [1970]). Докажите, что пространство 2Z(X) ве
щественно полно в том и только том случае, если X веществен
но полно.

Указание. Либо воспользуйтесь (с) и задачей 3.12.25(c), 
либо примените (f) и упр. 3.11.Н.

(i) (Марьянович [1966]). Докажите, что произведение
X I Xs, где все пространства Xs являются компактами, можно

s e 5
вложить в экспоненциальное пространство одноточечной ком- 
пактификации суммы ф  Xs, и заметьте, что отсюда следует

5GS
теорема Тихонова для хаусдорфовых пространств.

(j) Покажите, что если X — компакт и У — хаусдорфово про
странство, то, сопоставляя каждому f ^  Yx график G(f)cz  
с з Х Х У ,  мы получаем гомеоморфное вложение функциональ
ного пространства Yx с компактно-открытой топологией в экс
поненциальное пространство 2х ХУ.

(к) Проверьте, что если X — компакт и У — хаусдорфово 
пространство, то, поставив в соответствие каждой паре (/, Л ) е  
^  Yx X  2х образ f ( A ) ^ 2 Y, мы получаем отображение из 
УХ Х  2х в 2 У, непрерывное по отношению к компактно-открытой 
топологии на Yx.

Многозначные отображения III (см. задачи 1.7.17 и 2.7.21)

3.12.27. (а) (Энгелькинг [1963]; для метрических про
странств— Куратовский [1 9 3 2 ]). Докажите, что для любого 
семейства { F s}s&s полунепрерывных сверху многозначных ото
бражений топологического пространства У в хаусдорфово про
странство X с компактными образами точек пересечение 
F =  П F t, определенное формулой F(y)  — f] Ft(y)> является

t ее Т t<=T
полунепрерывным сверху отображением.

Указание. Заметьте, что {у: F ( y ) < z : U } = [ }  П {У: F t ( y ) a
t Т

с= С/*}, где объединение берется по всем семействам {Ut}tf=T от
крытых множеств в Ху для которых f] Ut — U и множество

t €ЕЕ Т
{t е  Г: Ut Ф  X} конечно.

(Ь) (Энгелькинг [1963]). Для каждого t ^ T  пусть Ft — не
которое многозначное отображение, сопоставляющее точкам то
пологического пространства Y замкнутые подмножества про
странства Xt. Проверьте, что если все отображения Ft полуне
прерывны снизу, то декартово произведение F =  Ц  Ft, опре-

t<=T

деленное формулой F (у) =  п >  t {у), является полунепрерывным
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снизу многозначным отображением, при котором точкам про
странства У соответствуют замкнутые подмножества произведе
ния Л  AY

t <= т
Покажите, что если при всех отображениях Ft образы точек 

компактны и все Ft полунепрерывны сверху, то декартово про
изведение F =  U  Ft тоже является полунепрерывным сверху

/еГ
отображением.

Выведите отсюда, что для произвольного семейства {Х *}/€_г 
хаусдорфовых пространств, приписывая каждой точке { At 
е  XI &(Xt)  произведение XX Л* е  2Е> (  Ц ХА,  мы получаем

t ge Т \ t < = T )
непрерывное отображение.

(с) (Энгелькинг [1 9 6 3 ]). Докажите, что хаусдорфово про
странство X компактно в том и только том случае, если, каково 
бы ни было индексное множество Ту поставив в соответствие 
произвольной точке {A J  е  Ц  2 х *, где Xt =  X при t ^ T  я 2х

/ е Т

взято с топологией Вьеториса, пересечение П Л * е  2х (или, что
*е=Г

„  (  П *Л \
равносильно, произведение Ц  Л ^ е 2 ^ е Г  ' I ,  мы получаем

* е=Г /
полунепрерывное сверху многозначное отображение.
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Глава 4

МЕТРИЧЕСКИЕ 
И МЕТРИЗУЕМЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Понятие топологического пространства можно рассматривать 
как аксиоматизацию понятия близости точки к множеству: точка 
близка к множеству, если она принадлежит его замыканию. 
В этой главе мы будем изучать теорию метрических пространств, 
которая является аксиоматизацией понятия близости точек: в 
метрическом пространстве каждой паре точек соответствует ве
щественное число — расстояние между ними, основные свойства 
которого описывает система аксиом. Расстояние между точками 
можно использовать для определения расстояния между точкой 
и множеством; считая все точки, расстояние которых до мно
жества А равно нулю, близкими к множеству А и определяя 
замыкание множества А как множество всех таких точек, мы 
получаем топологическое пространство. Топологические про
странства, которые могут быть получены таким образом, назы
ваются метризуемыми пространствами.

В гл. 8 мы обсудим две другие системы аксиом, описываю
щие родственные понятия равномерных пространств и про
странств близости. В равномерных пространствах тоже рас
сматривается расстояние между парами точек, но оно изме
ряется не так, как в метрических пространствах. Теория про
странств близости есть аксиоматизация понятия близости между 
парами множеств.

Итак, эти три понятия — метрическое пространство, равно
мерное пространство и пространство близости — существенно 
отличаются от понятия топологического пространства. Причина, 
по которой они изучаются в данной книге, заключается в мно
гочисленных и интересных взаимосвязях этих пространств с то
пологическими пространствами, что и делает их частью общей 
топологии.

Из чисто логических соображений мы должны были бы от
ложить изучение метрических пространств до гл. 8, как мы по
ступили с равномерными пространствами и пространствами бли
зости, и завершить прежде всего ту часть этой книги, которая 
целиком посвящена топологическим пространствам. Однако 
класс метрических пространств внутренним образом связан с 
представляющим большой интерес классом метризуемых про
странств (которые образуют особый класс топологических про
странств). Метризуемые пространства играют важную роль в
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приложениях общей топологии, и, кроме того, работа с этим 
классом способствует развитию правильной топологической ин
туиции, а наш запас топологических понятий и фактов уже до
статочен для того, чтобы установить наиболее важные резуль
таты о метрических и метризуемых пространствах.

Параграф 4.1 открывается определениями метрического и 
метризуемого пространства; мы показываем, как метрика ин
дуцирует топологию, и называем две метрики эквивалентными, 
если они индуцируют одну и ту же топологию. Затем мы пока
зываем, что всякое метризуемое пространство является совер
шенно нормальным и удовлетворяет первой аксиоме счетности 
и что для метризуемого пространства наличие счетной базы 
(т. е. выполнение второй аксиомы счетности) равносильно сепа
рабельности и свойству Линделёфа. Параграф завершается дву
мя важными теоремами, утверждающими, что для метризуемых 
пространств понятия компактности, счетной компактности и сек
венциальной компактности эквивалентны и что эти свойства 
влекут за собой сепарабельность.

В § 4.2 определяются и изучаются операции на метрических 
пространствах. Мы доказываем, что подпространства, суммы и 
счетные декартовы произведения метризуемых пространств мет- 
ризуемы. Более того, показано, что для топологического про
странства X пространство отображений Rxt наделенное тополо
гией равномерной сходимости, метризуемо. Приводятся также 
несколько условий, достаточных для метризуемости факторпро- 
странств, пределов обратных спектров и пространств отображе
ний, наделенных компактно-открытой топологией. Параграф за
вершается определением метрики на множестве всех ограничен
ных отображений топологического пространства в метрическое 
пространство, что в свою очередь приводит к определению то
пологии равномерной сходимости в этой более общей ситуации.

Параграф 4.3 посвящен изучению двух важных классов мет
рических пространств: вполне ограниченных пространств и пол
ных пространств. Далее мы даем топологические характеристики 
этих классов пространств. Кроме того, для каждого метриче
ского пространства X мы определяем его пополнение X — наи
меньшее полное пространство, содержащее X. В конце этого 
параграфа обсуждаются метрические свойства метризуемых 
компактов.

По сравнению с классическими результатами первых трех 
параграфов результаты § 4.4 относительно новы. Они связаны 
с теоремой А. Стоуна о возможности вписать локально конечное 
подпокрытие в любое открытое покрытие метризуемого про
странства и дают топологические условия, характеризующие 
метризуемость, и условия сохранения метризуемости при ото
бражениях.

24  Зак. 697
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4.1. МЕТРИЧЕСКИЕ И МЕТРИЗУЕМЫЕ 
ПРОСТРАНСТВА

Метрическое пространство есть пара (X, р), состоящая из 
множества X и функции р, определенной на множестве Х \ Х , 
принимающей неотрицательные вещественные значения и удов
летворяющей следующим условиям:
(M l) р (х, у) =  0 тогда и только тогда, когда х =  у.
(М2) р (х, у) =  р (у, х) для всех х, г/ е  X.
(М3) p(x, у) +  р(у, г )^ р (х , г) для всех x ,y ,z & X .

Множество X в таком случае называется пространством, его 
элементы — точками, функция р — метрикой на множестве X, 
а число р(х, у) — расстоянием между х и у. Условие (Ml) озна
чает, что расстояние между двумя разными точками положи
тельно и что каждая точка находится на нулевом расстоянии 
от самой себя. Условие (М2) утверждает, что функция расстоя
ния симметрична, т. е. не зависит от порядка точек х и у. 
Условие (М3), называемое неравенством треугольника, утвер
ждает, образно говоря, что сумма двух сторон треугольника не 
меньше третьей стороны.

Неотрицательная вещественная функция р, определенная на 
множестве X X X и удовлетворяющая условиям (М2), (М3) и 
условию
(М Г) р(х, jc) =  0 для каждого jc g X ,  
называется псевдометрикой на множестве X.

Пусть (X, р )— метрическое пространство, xq — точка про
странства X и г — положительное число; множество В(хоУ г) =  
=  {х ^ Х : р{х0, х) <  г} называется открытым шаром с центром 
хо радиуса г или просто r-шаром с центром xq. Для множества 
A cz X и положительного числа г под r-шаром вокруг А мы по
нимаем множество В (Л, г ) =  U В(х> г)- Заметим, что так как

хеЛ
х е  В (х, г) , то АсиВ (Л, г) и что если х\^В (лг0, г) , то В (хи г\) cz 
<= В ( xq9 г ) для г\ =  г — р ( xq, х \) >  0. В самом деле, если х е  
G jB (xi, п ), то, в силу (М3),

р (xQ, * X p  ( х 09 х х) +  P (xl9 х) <  р (х0, хх) - f  г — Р (xQ, X i )  =  г.

Из последнего неравенства следует, что, положив $ (х ) =  
=  {В(х , г)\ г >  0} для каждого х е Х ,  мы получим совокуп
ность семейств подмножеств пространства X, обладающую свой
ствами (ВР1) — (ВР2) и, следовательно, в силу предложения
1.2.3, порождающую некоторую топологию О на множестве X. 
Поэтому каждое метрическое пространство (X, р) определяет 
топологическое пространство (Х,(У). При этом элементами то
пологии О, т. е. открытыми подмножествами пространства 
(X, О) , являются объединения открытых шаров. Очевидно, что
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семейство всех открытых шаров есть база пространства (X, (У). 
Семейство всех ( 1 / / ) -шаров с центром xq, где i — l, 2, 3, 
есть база пространства (X, О) в точке х 0. Отсюда следует, что 
пространство (X , О) удовлетворяет первой аксиоме счетности. 
Топология <У на множестве X называется топологией, индуци
рованной метрикой р.

Так как р (jci, хг) 0 для любой пары Xi, х2 различных точек 
пространства X , из неравенства треугольника следует, что мно
жества В(х\, г / 2) и В ( х 2, г / 2 ) — непересекающиеся окрестности 
точек xi и х2. Таким образом, всякое пространство с топологией, 
индуцированной метрикой, является хаусдорфовым простран
ством.

Как и в случае топологического пространства, мы будем 
обозначать метрическое пространство просто через X. Из кон
текста всегда будет ясно, какая метрика на множестве X  рас
сматривается.

Аналогичную конструкцию можно осуществить в предполо
жении, что функция р является псевдометрикой. При этом по
лучается весьма широкий класс топологических пространств, ко
торый мы здесь рассматривать не будем. Заметим только, что 
пространство X с топологией, индуцированной псевдометрикой р, 
является Го-пространством тогда и только тогда, когда р — мет
рика. В самом деле, если p (x i ,x 2) =  0 для х\ ф  х2, то каждая 
окрестность точки х\ содержит точку х2, и наоборот, так что X  
не является Го-пространством. Легко также установить следую
щее: если X — множество, состоящее более чем из одной точки, 
то, полагая р(л;, у ) — 0 для любых х , ( / е Х ,  мы получим псев
дометрику на множестве X, которая индуцирует на нем анти- 
дискретную топологию. Хотя мы и не изучаем здесь псевдомет
рики ради них самих, мы пользуемся ими в дальнейшем как 
удобным техническим средством.

Понятие метрического пространства приводит к важному то
пологическому понятию, а именно к понятию метризуемого про
странства. Топологическое пространство X  метризуемо, если су
ществует такая метрика р на множестве X, что индуцированная 
этой метрикой топология совпадает с исходной топологией про
странства X. Те метрики, которые индуцируют исходную топо
логию пространства X, называются метриками на простран
стве X.

Мы уделяем такое внимание метрическим и метризуемым 
пространствам потому, что многие важные топологические про
странства, используемые в разных областях математики, мет- 
ризуемы и, более того, их топология часто индуцирована есте
ственной метрикой.

Заметим, что метризуемость есть топологическое свойство, 
однако приведенное здесь определение класса метризуемых про

24*
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странств не является внутренним определением. Возникает во
прос, существует ли внутренняя характеристика метризуемых 
пространств. Как мы увидим в дальнейшем, ответ на этот во
прос положителен. Теоремы , дающие необходимые и достаточ
ные внутренние условия метризуемости топологических про
странств, сформулированные в терминах топологических инва
риантов, называются метризационными теоремами. Две из них 
будут доказаны в § 4.4, другие — в § 5.4.

Две метрики pi и р2 на множестве X называются эквивалент
ными, если они индуцируют на нем одну и ту же топологию. 
Очевидно, что определенное таким образом отношение является 
отношением эквивалентности. Мы рассматриваем две метрики, 
индуцирующие одну и ту же топологию как эквивалентные объ
екты по той причине, что в этой книге нас интересуют в первую 
очередь топологии, а метрики играют только вспомогательную 
роль, подобную той, которую играют системы координат при 
изучении евклидовых пространств.

Ниже, в теореме 4.1.2, мы приведем удобный критерий экви
валентности метрик. Сначала покажем, как описать в терминах 
метрики замыкание множества.

Последовательность х\, л:2, . . .  точек метрического простран
ства (X, р) сходится к точке х е  Ху если последовательность ве
щественных чисел р(х, Х\)у р(хух2) у . . .  сходится к нулю. Точка х 
в этом случае называется пределом последовательности Х\,Х2 , . . .  
и обозначается lim xt. Из условий (M l) и (М3) вытекает, что 
всякая последовательность точек метрического пространства 
имеет не более одного предела.
4.1.1. Предложение. Тонка х принадлежит замыканию А множе
ства Acz X в топологии, индуцированной на X метрикой р, в том 
и только том случае, если существует последовательность точек 
множества Ау сходящаяся к х.

Доказательство. Пусть х ^ А .  Для каждого натурального 
числа i выберем точку лг* е  A f| В(ху l/i) . Очевидно, что 
р(ху Xi)<i l/ i  и х =  lim Xi. С другой стороны, если хф  Л, то су
ществует такое г >  0, что A f| В (ху г) — 0 .  Следовательно, 
р (хух ' ) ^ г  для любого хг ^  Ау и потому не существует после
довательности точек множества Д  сходящейся к х. Ш

Из предложения 4.1.1 вытекает

4.1.2. Теорема. Дее метрики pi и рг на множестве X эквивалент
ны тогда и только тогдау когда они индуцируют одну и ту же 
сходимость, т. е. для каждой точки х е  X и каждой последова
тельности хи * 2, . . .  точек множества X условия lim р] (ху Xi )  =  0 
и lim р2(х, Х() =  0 эквивалентны. ■

В связи с понятиями, изученными в § 1.6, заметим, что по
следовательность х\у х2, . . .  в метрическом пространстве (X, р)
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сходится в точке х е !  в  т о м  и т о л ь к о  то м  случае, если х  =  
=  limx; в пространстве X с топологией, индуцированной мет
рикой р. Тем самым оправдано использование одних и тех же 
символов и терминов в обоих случаях. Очевидно, что предло
жение 4.1.1 есть непосредственное следствие сделанного выше 
замечания и теоремы 1.6.14. Заметим также, что из предложе
ния 1.6.15 (или предложений 4.1.1 и 1.4.1) вытекает, что ото
бражение f метризуемого пространства X в метризуемое про
странство Y непрерывно в том и только том случае, если для 
любой последовательности х , х\, х2, . . .  в пространстве X ра
венство x = l im  xi влечет за собой равенство f(x )=  lim f(xi).

Диаметр непустого множества А в метрическом простран
стве (X, р) определяется как точная верхняя грань всех рас
стояний между точками множества А и обозначается через
б (Л). Диаметр может быть конечным или равным оо. Таким 
образом,
(1) 6 (Л )=  sup{p(*b x2): хг <=А}\
положим также б (0 )  =  О.  Легко проверить, что 6(Л) =  б(Д).

Множество Л называется ограниченным, если б (Л )< о о . 
Метрика р на множестве X ограничена вещественным числом г 
(ограничена), если 6 (Х )г^  г (если 6 ( Х ) <  оо). Аналогично опре
деляются те же понятия относительно псевдометрики.

4.1.3. Теорема. Для каждого метрического пространства (X, р) 
существует метрика pi на множестве X , эквивалентная метри
ке р и ограниченная числом 1.

Доказательство. Положим

pi (*, У)  =  m in(l, р(х, у) ) для всех х, / / еХ

Покажем, что pi — метрика. Тот факт, что pi удовлетворяет 
условиям (Ml) и (М2), вытекает непосредственно из того, что 
р удовлетворяет этим условиям. Пусть х, у и z — три произ
вольные точки множества X, и пусть а =  р(х, у), b =  p(yyz) и 
с =  р(ху г). Так как каждое из чисел 2, 1 +  а, 1 + 6  и а +  6 
больше или равно 1, либо с, то

min (2, 1 +  а, 1 +  Ьу а +  Ь) ^  min (1, с ) ,

поэтому

Pi(*> У) + P i (Уу 2) =  m in(l, а ) +  min(l, b) =
=  min (2, 1 +  а, 1 +  b, а +  b) >  min ( 1, с) =  pi (х, г).

Следовательно, pi удовлетворяет и условию (М3). Очевидно, 
что pi ограничена числом 1 и ее эквивалентность метрике р 
следует из теоремы 4.1.2. I
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4.1.4. Примеры. Пусть X — произвольное множество; для лю
бых х у у е  X положим

(  1, если х ф у ,  
р(*> У) еслй х =  у>

Легко видеть, что р — метрика на X . Так как В ( х , 1) =  {л:} для 
каждого х ^ Х ,  метрика р индуцирует дискретную топологию 
на множестве X. Следовательно, каждое дискретное простран
ство метризуемо. Термин дискретное пространство будет при
меняться также к описанному выше метрическому пространству 
(X, Р ) .

Вещественная прямая R и единичный отрезок I также мет- 
ризуемы: расстояние между двумя точками на них можно опре
делить как абсолютное значение разности соответствующих чи
сел. Легко показать, что в § 1.1 мы определили открытые мно
жества в R и /  как объединения открытых шаров относительно 
указанных метрик.

Так как каждое метризуемое пространство удовлетворяет 
первой аксиоме счетности, то пространство Л (т )  с ш > К 0 яв
ляется примером неметризуемого пространства. I

4.1.5. Пример. Пусть ш— бесконечный кардинал, S  — множе
ство мощности щ и Is — /  X{s} Для каждого s ^ S .  Полагая
(х, s x) E ( y , s2) тогда и только тогда, когда х — 0 =  у

ИЛИ X —  у И Si =  S2>

мы определим отношение эквивалентности Е  на множестве

и<= S
Читатель может легко установить, что формула

Г I х — у |, если Si =  So,
р( (*. Si)]> [(v, s2) ] )  =  i  , \I Х +  у, если вхФ ь,

определяет метрику на множестве классов эквивалентности от
ношения Е. Полученное таким образом метризуемое простран
ство для фиксированного кардинала ш не зависит (с точностью 
до гомеоморфизма) от выбора множества 5. Это пространство 
назовем ежом колючести m и обозначим через /(т ) .  Легко ви
деть, что для каждого s e S  отображение js отрезка / в /(ш), 
определенное формулой j s ( x ) =  [(х, s ) ] , является гомеоморфным 
вложением. Семейство всех шаров с рациональными радиусами 
и центрами в точках вида [ (г, s) ], где г — рациональное число, 
образует базу в /(ш). Таким образом, и ;( / (т ) ) ^ т .  Так как 
подпространство пространства /(т ) , состоящее из всех точек



вида [ (1,5) ] ,  является дискретным пространством мощности ш, 
то ш (/(т)) =  ш. I

4.1.6. Пример. Пусть Х =  X  R', положим

I Ух — Уг 1> если хх =  х2,
\Ух\ +  \У2\Л-\Х\— Ч\> есл и  х { ф х 2,
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P(*i, z2) =  j

для каждой пары точек гх={х\,у\)> z2— (x2, у2) плоскости X.
Читатель может легко проверить, что р — метрика на X, не 

эквивалентная метрике, определенной в примере 4.1.4. (Такой 
метрикой могли бы пользоваться обитатели джунглей, по кото
рым протекает река у — 0: чтобы иметь доступ к воде, они про
рубили тропы, ведущие к реке, и путь от точки (х\9у\) к (лг2, у2) 
проходит сначала по такой тропе к реке, затем по реке до 
точки, ближайшей к (х2, у2), и снова по тропе.) I

4.1.7. Пример. Пусть Я  — множество всех бесконечных после
довательностей {х,} вещественных чисел, удовлетворяющих

оо

условию X  х2. <  ° ° . Покажем, что, полагая 
i=1 1

Р(*> У)= / \ /  ̂ {Х { — у i f  для х =  {.**}, у =  {yt} е= Я ,

мы определяем метрику на Н.
Прежде всего покажем, что р определена корректно, т. е. что 

ряд в определении р сходится. Для доказательства применим 
неравенство Коши

i=1 1 т i=l т t=l

справедливое для всех конечных последовательностей а и . . .  
. . . ,  а* и Ьь &2, . bk вещественных чисел1).

Заметим, что для каждой пары точек х — {jt;}, у =  {yi} из Н 
и любого положительного целого числа k имеют место соот-

к к к
*) Пусть а =   ̂ и с =  ^  чт°бы доказать неравен-

i=i i=i i=i  
ство Коши, т. е. неравенство с2 ^  ab , достаточно заметить, что многочлен

ах2 +  2сх +  b =  ^  ^аьх +  Ь^2 не имеет различных вещественных корней, 
i=i

и потому 4с2 ^  4ab.
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ношения
к к к к

Так как последнее неравенство справедливо для любого целого 
положительного ky то ряд в определении р сходится и р(х,у) 
определено корректно.

Очевидно, что р удовлетворяет условиям (Ml) и (М2). По
кажем, что выполняется и условие (М3).

Пусть х — {* ;}, у =  {yi} и г — {г*} — произвольные точки 
из Н\ положим

Из последнего неравенства следует, что для любого £ =  1,2,  
имеют место неравенства

Пространство Н называется гильбертовым пространством. 
Множество всех последовательностей {х,}, где все xt* — рацио
нальные числа и только конечное множество из них отлично от 
нуля, всюду плотно в Я  и счетно. Таким образом, гильбертово 
пространство сепарабельно, I

хк =  {хь х2, хк, 0, 0, . . . } ,  ук =  {уь У2 > •••> Ук. О, о, 
zk =  {zu z2, . . . .  zk, 0, 0, . . . }

В силу неравенства Коши, имеем
к к к к к

Щ + Ъ Щ  =i = \

к

Р(*. */) +  Р(у, z )> p (x ft, Ук) + Р(#*> zk)^zp{xk, zk)
откуда в свою очередь вытекает, что

Р(х, У)+Р(У, z )^ p (x ,z )
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Эквивалентность условий (i) и (iii) в предложении 1.4.1 не
посредственно влечет за собой следующие характеристики не
прерывности отображений метризуемых пространств.

4.1.8. Предложение. Отображение f пространства X с тополо
гией , индуцированной метрикой р, в пространство У с тополо
гией, индуцированной метрикой 0 , непрерывно в том и только 
том случае, если для каждого х е  X и любого е >  О существует 
такое б > 0 ,  что o ( f ( x ) , f ( x ' ) ) < i  е, как только р ( х ,х ')<  б. I

Метрические пространства позволяют также ввести понятие 
равномерно непрерывных отображений. Отображение f про
странства X с метрикой р в пространство У с метрикой 0 на
зывается равномерно непрерывным относительно метрик р и а, 
если для каждого е >  0 существует такое 8 >  О, что 
a (f{x) , f (x ' ) )<  £ Для каждой пары х, x ' g I ,  удовлетворяющей 
условию р (х ,х ')< б . Очевидно, что каждое равномерно непре
рывное отображение непрерывно, однако обратное не имеет 
места. Понятие равномерной непрерывности не является топо
логическим; оно относится к конкретным метрикам на простран
ствах X и У. Отображение f: X-+Y  может быть равномерно 
непрерывным относительно одних метрик и не быть таковым 
относительно других метрик (см. теорему 4.3.32). Понятие рав
номерной непрерывности относится к теории равномерных про
странств, развитой в гл. 8 (см. упр. 8.1.А (а) и задачу 8.5.19(a)).

Отображение f пространства X с метрикой р в простран
ство У с метрикой а называется изометрией, если р (х,у)  =  
=  o ( f ( x ) , f ( y ) )  для каждой пары точек х , у ^ Х .  Если суще
ствует изометрия пространства X на пространство У, то гово
рят, что X и У изометричны. Легко видеть, что изометрия — 
равномерно непрерывное инъективное отображение. Так как об
ратное отображение к некоторой изометрии «на» также является 
изометрией, то изометрии «на» — это гомеоморфизмы и изомет- 
ричные пространства гомеоморфны.

Расстояние p ( x f A) от точки х до множества А в метрическом 
пространстве (X, р) определяется выражением

р(х,  А ) =  inf р(х, а), если А Ф  0 ,  и р(х, 0 ) =  1.
о е А

Подобным же образом для двух множеств А, В в метрическом 
пространстве (X,р) мы полагаем

р(Л, B) =  inf{p(a, b): а е Л ,  6 е В } ,  если А ф  0  ф  В, 
и 9 (А,  0 )  =  1 = р ( 0 ,  В).
4.1.9. Предложение. Пусть (X, р) — метрическое пространство, 
х, у е  X и А с  X; тогда

|р(*. А ) — Р(У, Л ) | < Р ( * .  у).



Доказательство. Можем считать, что А =  0 .  Для каждого 
а ^  А имеем

р(х,  А ) ^ р ( х ,  а ) з £ р ( х ,  у ) + р ( у ,  а),

откуда, поскольку точка а е  Л произвольна, следует, что 
р (* , Л ) <  p U , (/) +  р(г/, Л ), т. е.

р(х, Л )— р(у9 Л ) <  р(х, у ).

Из соображений симметрии имеем также

р(У. Л )— р (х, Л ) <  р (х ,у ) . I

Из предложений 4.1.8 и 4.1.9 следует

4.1.10. Теорема. Пусть множество A cz X фиксировано; тогда 
функция р, сопоставляющая каждой точке x g X  расстояние 
р (х , Л ), непрерывна на пространстве X. В

Из 4.1.1 и 4.1.10 мы получаем

4.1.11. Следствие. Для каждого множества A c z X  имеем
А = { х :  р (х, Л) =  0 } .  I  

Сформулируем еще три следствия теоремы 4.1 Л0.

4.1.12. Следствие. Каждое замкнутое подмножество метризуе- 
мого пространства функционально замкнуто иу в частности, яв
ляется Оь-множеством.

Доказательство. Если Л =  Л, то, полагая f{x)  =  р (х ,Л ) ,  
имеем A =  f~l (0 ) . I

Предыдущее следствие и теорема 1.5.19 позволяют получить

4.1.13. Следствие. Каждое метризуемое пространство совершен
но нормально. I

Заметим, что нормальность метризуемого пространства X 
непосредственно следует из того, что для любой пары Л, В не
пересекающихся замкнутых подмножеств пространства X и лю
бой метрики р на пространстве X формула

f ( x )= ____ р ____
1 w  р (* ,  А) +  р (х, В)

определяет непрерывную вещественную функцию на простран
стве X, такую, что Д Л )с={0}, f(B ) с={1}.

4.1.14. Следствие. Пусть (Х,р) — метрическое пространство. 
Для каждого компактного множества A d  X и любого открытого 
множества U, содержащего А, существует такое г >  0, что 
В (А, г) cz U.

Доказательство. Положим f(x )— p(x, X \ U );  тем самым 
определена функция f : X —*R, положительная на множестве А.
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Поэтому, в силу следствия 3.2.9, существует такое г >  0, что 
f ( x ) ^ r  для каждого х^А \  следовательно, B(A ,r)czU . I

Как уже известно, все метризуемые пространства удовлетво
ряют первой аксиоме счетности, но не все — второй аксиоме 
счетности. Следующая теорема дает необходимые и достаточные 
условия того, что метризуемое пространство удовлетворяет вто
рой аксиоме счетности.

4.1.15. Теорема. Пусть т  — произвольный кардинал и X — про
извольное метризуемое пространство; тогда следующие условия 
равносильны;

(i) Пространство X имеет базу мощности ^ т .
(ii) Пространство X имеет сеть мощности
(iii) Каждое открытое покрытие пространства X имеет под

покрытие мощности ^  т.
(iv) Каждое замкнутое дискретное подпространство про

странства X имеет мощность
(v) Каждое дискретное подпространство пространства X 

имеет мощность
(vi) Каждое семейство попарно непересекающихся непустых 

открытых подмножеств пространства X имеет мощность
(vii) Пространство X имеет всюду плотное подмножество 

мощности
Доказательство. Легко установить, что если ш — конечное 

число, то все сформулированные утверждения равносильны не
равенству |Х|^щ. Поэтому будем считать, что

Импликация (i)=^(ii) очевидна; (ii) =ф- (iii) следует из тео
ремы 3.8.12 или замечания 1.1.16.

Пусть А — замкнутое дискретное подпространство простран
ства X  Для любого х ^  А существует открытое множество 
Ux czX , такое, что A(]Ux —{x}. Так как открытое покрытие 
< и « ) , .л и а  \ Л } пространства X не содержит подпокрытия 
мощности <|Л |,то  (iii)=*»(iv).

Перейдем теперь к доказательству импликации (iv)=^(v). 
Пусть А — дискретное подпространство пространства X. Легко 
установить, что А — открытое подмножество замыкания AczX. 
В силу совершенной нормальности пространства X, существует 
последовательность А\, А2, . . .  замкнутых подмножеств множе-

оо

ства А, такая, что А — U At. Так как множества Д- также зам-
i- i

кнуты в X, то из условия (iv) следует, что | Л | ^ т  для i — 
=  1, 2, . . . ,  а из этих неравенств в свою очередь вытекает, что 
| А | ^  ю.

Для доказательства импликации (v)=>(vi) достаточно заме
тить, что, выбирая по точке из каждого элемента некоторого се
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мейства попарно непересекающихся непустых открытых подмно
жеств пространства X, мы получим дискретное подпространство 
пространства X, имеющее ту же мощность, что и рассматривае
мое семейство.

Для доказательства импликации (vi) =>- (vii) выберем какую- 
нибудь метрику р на пространстве X и, применяя лемму Тейх- 
мюллера — Тьюки, возьмем для каждого i =  1, 2, . . .  макси
мальное подмножество Д- cz X с тем свойством, что р (х ,у )^  l/ i  
для любых ху Так как (1 /2г) -пары с центрами в точках
множества А  попарно не пересекаются, то |А|^щ . Поэтому

оо

достаточно доказать, что объединение А —  (J А  всюду плотно
i = l

в X. Тем не менее если бы существовала точка х ^ Х \ А ,  то 
для некоторого целого положительного to выполнялось бы нера
венство р (х, Ai0)^ p (x , А) >  1//0 что невозможно в силу мак
симальности множества А 0.

Остается показать, что (vii)=£-(i). Пусть р — некоторая мет
рика на пространстве X, и пусть А — всюду плотное подмноже
ство пространства X, имеющее мощность Обозначим через 
$  семейство всех шаров £ ( х ,  г ), где х е  Л, а г — рациональное 
число. Очевидно, что Докажем, что $ — база про
странства X. Выберем произвольную точку х е  X и некоторую 
ее окрестность U. Можно считать, что U =  B(xy г). Так как 
множество Л всюду плотно в X, существует точка хо е  
^ Л П 5 ( я ,  г/3). Для любого рационального числа г0, удовле
творяющего условию г/3 <  го <  г/2, имеем

х ^  В (хо, г0) а  В(х,  r ) =  U и В (x0i r0) е  I

4.1.16. Следствие. Для любого метризуемого пространства X 
следующие условия равносильны :

(i) Пространство X удовлетворяет второй аксиоме счетности.
(ii) Пространство X обладает свойством Линделёфа.

(iii) Пространство X сепарабельно.
(iv) Каждое семейство попарно непересекающихся непустых 

открытых подмножеств пространства X счетно. Я
Из равносильности условий (iii) и (iv) теоремы 4.1.15 и 

утверждения теоремы 3.10.3 следует, что любое счетно компакт
ное метризуемое пространство обладает свойством Линделёфа. 
Поэтому, в силу теорем 3.10.1 и 3.10.31, имеет место

4.1.17. Теорема. Для любого метризуемого пространства X еле- 
дующие условия равносильны :

(i) Пространство X — компакт.
(ii) Пространство X счетно компактно.

(iii) Пространство X секвенциально компактно. 8
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Заметим, что, в силу теорем 3 . 10.20 и 3.10.21, к сформулиро
ванным выше условиям можно присоединить псевдокомпакт
ность пространства X.

Из равносильности условий (iv) и (vii) теоремы 4.1.15 сле
дует
4.1.18. Теорема. Каждое компактное метризуемое пространство 
сепарабельно. I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Класс метрических пространств стал первым классом аб
страктных пространств, на который был успешно обобщен ряд 
понятий и результатов, открытых на заре общей топологии при 
изучении подмножеств вещественной прямой и евклидовых про
странств. Класс метрических пространств достаточно обширен 
и включает в себя много объектов, изучаемых в различных об
ластях математики. Это позволяет описывать эти объекты на 
геометрическом языке. В то же время пространства этого класса 
кажутся достаточно простыми, к ним применима геометрическая 
интуиция. Понятие метрического пространства было введено 
Фреше в его диссертации [1906]. В течение многих лет внима
ние топологов было приковано к метрическим пространствам и, 
в частности, к сепарабельным метрическим пространствам. Не
сомненно, это наиболее изученный класс топологических про
странств. Двухтомная монография Куратовского [1966] и [1968] 
представляет собой настоящую энциклопедию по этому пред
мету.

Равносильность условий (И) и (iii) следствия 4.1.16 и усло
вий (i) и (ii) теоремы 4.1.17 установлена Гроссом в [1914]. 
Хаусдорф [1914] доказал равносильность условий (i) и (iii) 
следствия 4.1.16 и условий (ii) и (iii) теоремы 4.1Л7, а также 
теорему 4.1.18. Пространство J (ш) было открыто Урысоном в 
[1927]. Гильбертово пространство, описанное в примере 4.1.7, 
как показал Андерсон [1966], гомеоморфно произведению N0 
копий вещественной прямой; это трудный и глубокий результат.

УПРАЖ НЕНИЯ

4.1.А. Покажите, что в метрическом пространстве (X, р) за 
мыкание шара 5(л :0, г ), вообще говоря, не совпадает с множе
ством {х : р (х0, х) ^  г}.

4.1.В. (а) Покажите, что для каждого метрического про
странства (X, р) формула

п (у ,л — Р У)
Pi ( f У) 1 +  р (х, у)

определяет метрику на множестве X , эквивалентную метрике р 
и ограниченную числом 1.
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(b) Назовем две метрики pi и р2 на множестве X равномерно 
эквивалентными, если для каждого е >  0 существуют такие 
61 >  0 и б2 >  0, что при всех х, xr <= X мы имеем р2(л;, х') <  8, 
как только pi (х, х') <  Si, и pi(x, х ' ) < е ,  как только р2(х, х ' ) <
<  62.

Покажите, что любые равномерно эквивалентные метрики 
эквивалентны, и приведите пример двух метрик на вещественной 
прямой, которые эквивалентны, но не равномерно эквивалентны. 
Покажите, что метрики pi и р2 на пространстве X равномерно 
эквивалентны тогда и только тогда, когда тождественное ото
бражение id*: X У равномерно непрерывно относительно pi 
и р2, а также относительно р2 и рь или, что равносильно, когда 
для каждого метрического пространства (У, о) класс всех ото
бражений X в У, равномерно непрерывных относительно pi и а , 
совпадает с классом всех отображений X в У, равномерно не
прерывных относительно р2 и а (ср. с упр. 8. 1.А (Ь) и зада
чей 8 .5 .1 9 (b )).

(c) Покажите, что метрика pi из теоремы 4.1.3 и метрика pi 
из пункта (а) равномерно эквивалентны метрике р.

(d) Покажите, что метрика, равномерно эквивалентная огра
ниченной метрике, вообще говоря, не является ограниченной.

4.1 .С. Покажите, что гильбертов куб /я° гомеоморфен под
множеству гильбертова пространства, состоящему из всех точек 
{х г} ,  где 0 ^  xi ^  1/г для / =  1, 2 , . . .  .

4 .1 .D. Приведите пример метризуемого пространства, кото
рое нельзя вложить в локально компактное метризуемое про
странство.

4 .1 .Е. (а) Покажите, что для замкнутого подмножества А 
метризуемого пространства X неравенство %(АУХ ) ^  выпол
няется в том и только том случае, если множество F r А есть 
компакт. Докажите, что плотное в себе метризуемое простран
ство X есть компакт в том и только том случае, если %(А,Х) ^  
^  К0 для любого замкнутого Ac z X.

(b) (Хенриксен и Исбелл [1 9 5 8 ]). Докажите, что если сХ —  
компактификация метризуемого пространства X , то нарост 
сХ \  X обладает свойством Линделёфа.

Указание. Примените (а) и упр. 2 .1 .0 (b ) .
4 .1 .F (Хаусдорф [1 9 1 9 ]). Покажите, что если А — замкнутое 

подпространство метризуемого пространства X , то для любой 
функции f: А - > 1  и любой метрики р на пространстве X фор
мула

F ( x )  =
Jirf \f (а) +  p f * '" }  — l } » если х  е= X \ А,  

f (х), если х е Д



4.2. ОПЕРАЦИИ НА МЕТРИЗУЕМЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 383

определяет непрерывное продолжение F  функции / на X (ср. с 
теоремой 2.L 8).

4.1.G. Покажите, что в упр. 3 .2 .Н (а ) и (с) можно считать, 
что отображение /  принимает значения в произвольном метри- 
зуемом пространстве.

Указание. Воспользуйтесь теоремой 4.1.18.
4.1.Н (Эрдеш и Тарский [1943]; неявно — Харатоми [1931]).

(а) Покажите, что в любом метризуемом пространстве веса ш 
существует семейство попарно непересекающихся непустых от
крытых множеств, имеющее мощность т .

Указание. Трудности возникают, когда ^ (Х )  =  ш есть точ
ная верхняя грань кардиналов mi, Щ, . . . ,  где ^  т* <  т  для 
i =  l, 2, . . .  . Сначала рассмотрите случай, когда существует 
непустое открытое множество U c z X t такое, что w(V) =  m для 
каждого непустого открытого множества V cz U. Затем, пред
полагая, что такого множества не существует, рассмотрите мак
симальное семейство {Us} S(=s попарно непересекающихся не
пустых открытых подмножеств пространства X, таких, что 
w (Us) <  ш для каждого s g S, и покажите, что sup w (Us) =  nt.

seS
Замечание. Проблема существования регулярного простран

ства X , в котором точная верхняя грань мощностей всех се
мейств попарно непересекающихся непустых открытых множеств 
не достигается ни для какого из таких семейств, имеет теоре
тико-множественный характер. Ее обсуждение см. в работе 
Комфорта [1971].

(Ь) Выведите из (а ) , что всякое метризуемое пространство 
веса ш содержит дискретное подпространство мощности т . При
ведите пример метрического пространства веса m >  6t0, не со
держащего замкнутого дискретного подпространства мощно
сти т.

Указание. Рассмотрите подходящее подпространство про
странства / ( К |й)).

4.2. ОПЕРАЦИИ НА М ЕТРИ ЗУЕМ Ы Х ПРО СТРАН СТВАХ

Начнем с простого замечания о том, что любое подпростран
ство метризуемого пространства метризуемо. В самом деле, 
пусть X — метризуемое пространство и р — метрика на нем. 
Пусть расстояние между двумя точками некоторого подмноже
ства М czX  равно расстоянию между этими точками в метрике р. 
Тем самым мы определяем метрику из М. Легко показать, что 
индуцированная этой метрикой топология совпадает с тополо
гией на М как подпространстве пространства X. Сужение 
р | М Х Л 1 метрики р, заданной на X, на подпространство M c z X



будет обозначаться рм, а метрическое пространство (М,рм) — 
просто (М, р).
4.2.1. Теорема. Сумма ф  Xs метризуема в том и только том

S S
случае, если метризуемы все пространства Xs.

Доказательство. В силу сделанных выше замечаний, доста
точно доказать, что сумма попарно непересекающихся метри- 
зуемых пространств {^ S}s e s метризуема. Согласно теореме 4.1.3, 
можно считать, что для каждого s e S  топология на Xs инду
цирована метрикой ps, ограниченной числом 1, т. е. что рs(x ,y )^  
^  1 для х, у е  Xs, s е  S. Для каждой пары точек х, у е  X =  
=  ®  ^  положим

Г РЛ*> у), если существует такое s e S ,  что х, у ^  Xs>
Р(х> У) — л 17 {  I в противном случае.

Покажем, что р — метрика на множестве X. Условия (M l) 
и (М2) с очевидностью выполнены, и остается проверить усло
вие (М 3). Пусть х, у и z — любые точки пространства X. По
кажем, что

(1) p ( * , z X  p (* ,# )+  р(у,г).
Если x t Xs для некоторого 5 G S , т о  левая часть неравен
ства ( 1) равна рs( x , z ) y а правая часть равна ps(x% у)-\- р5(у, г) ,  
если y ^ X Sl или равна 2, если y t £ X s. Таким образом, неравен
ство (1) выполнено. С другой стороны, если и z e X S2 
для si Ф  s2, то левая часть неравенства (1) равна 1, а правая 
часть не меньше 1, так как либо y&kXSl, либо y & X S2- Следо
вательно, неравенство ( 1) выполнено и в этом случае.

Далее, для каждого s e S  множество Xs открыто в простран
стве X с топологией, индуцированной метрикой р. Так как 
Рх =  Ps индуцирует исходную топологию на Xs, то, в силу пред-

s
ложения 2.2.4, р индуцирует на X топологию суммы топологи- 
ческих пространств {̂ Ts}s s S - I

Пусть Xi, Х2 , . . .  — последовательность метризуемых про
странств и р,— метрика на пространстве Xi, ограниченная чис-

оо

лом 1, / =  1, 2, . . .  . Рассмотрим множество Xi и для
г - 1

каждой пары х = {* ,-} , у =  {«/;} его точек положим
оо

(2) Р {х, у) =  У  Pi (xt, yt).
i=1 г

Читатель может легко установить, что р удовлетворяет усло
виям (Ml) —(М3). Возникает вопрос, совпадает ли топология,
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индуцированная метрикой р, с тихоновской топологией на про

изведении Ц  Xi- Положительный ответ на него содержится в

следующей теореме.

4.2.2. Теорема. Пусть Хи Х2, . . .  — последовательность метри
зуемых пространств и pi — метрика на пространстве Xi, ограни
ченная числом 1, / = 1 ,  2, . . .  . Топология, индуцированная на

множестве X =  Ц  Х{ метрикой р, определенной в (2), совпадает

с топологией произведения пространств {Xt} ^ r
Доказательство. Для точек х — {я,}, у =  {*/;} g I  с очевид

ностью р{х, у ) <  е, как только pi{xt, y t)<  е/2‘. Поэтому, в силу 
предложения 4.1.8, проекция pi пространства X в Xi непрерывна 
в топологии, индуцированной метрикой р. Далее, по определе
нию тихоновской топологии топология, индуцированная метри
кой р, сильнее топологии произведения на X.

Покажем теперь, что каждое множество U с= X, открытое в 
топологии, индуцированной метрикой р, открыто и в топологии 
произведения. Возьмем произвольную точку х =  {х*}<= U\ суще
ствует такое г >  0, что В(х, r)<zzU. Для завершения доказа
тельства достаточно найти положительное число k и открытые 
множества Bi cz Xi, i =  1, 2, . . . ,  k> такие, что

Пусть k — положительное целое число, удовлетворяющее 
условию

оо

оо

k
(3) х е= П РГ1 (В1) ̂  5  г) <= и -

оо

для i — 1 ,2 .........k положим
В( — В (х{, г/2) =  { г Е  Х г: pt (х{, г) <  г/2}.

k

где i^ k ,  так что (в силу соотношений (2) и (4))
k 00

t=i i=k+\ 4 

что и доказывает включение (3). I

25 Зак. 697

Р (* , у) =  £  Y  Рг (хо Уд +  £  Y  р (**■ Уг) < г/ 2 + г/2 =  г>



Предположение последней теоремы о том, что метрики р/ 
ограничены числом 1, необходимо только для сходимости ряда 
в формуле (2 ). Для конечной последовательности Хи Х2, . . .  
. . . ,  Xk метризуемых пространств расстояние между двумя точ
ками х =  {Xi} и у =  {yi} множества X =  Х\ X  Х2 X  • • • X  Xk 
можно определить, полагая

Р (*. у )  =  Pi (*1> У \ )  +  ?2 (*2> У 2 ) +  • • • +  9k (**, У к ) ’

где рг— некоторая метрика на пространстве Xi. Легко прове
рить, что р — метрика на Х> индуцирующая топологию произ
ведения.

Из теоремы 4.2.2 вытекает несколько следствий.

4.2.3. Следствие. Гильбертов куб /*° метризуем. |

4.2.4. Следствие. Произведение J I  Xs, где Xs ф  0  для 5 G S ,
8 GS

метризуемо в том и только том случае, если все пространства 
Х$ метризуемы и существует счетное множество So S, такое, 
что Xs есть одноточечное пространство для s g S \ S 0.

Доказательство. Из теоремы 2.3.24 следует, что произведе
ние несчетной совокупности метризуемых пространств, каждое 
из которых содержит не менее двух точек, не удовлетворяет пер
вой аксиоме счетности. I

4.2.5. Следствие. Предел обратной последовательности метри
зуемых пространств метризуем. I

4.2.6. Следствие. Пусть (X, р) —метрическое пространство. По
ставив в соответствие каждой точке ( x , j / ) g X X ^  расстояние 
р{хуу), мы получим непрерывную функцию р: X X  X - * R .

Доказательство. Легко проверить, что

IР (*, у) — Р (*'> у') I ^  Р (*, х') +  Р (у, у') ■ ■
Из теоремы 4.2.2 несложным подсчетом получается такое 

следствие (его можно также вывести непосредственно из пред
ложения 2.3.34).

4.2.7. Следствие. Последовательность точек {#}}, {xf}, . . .  произ-
со

ведения П -̂ i метризуемых пространств сходится к точке 
i=1

оо

X =  {х,} <= П Xt тогда и только тогда, когда последовательность 
i - 1

х\у х\, . . .  сходится к Xi, i =  1 , 2 , . . .  . 1

4.2.8. Теорема. Компактное пространство метризуемо в том и 
только том случае, если оно удовлетворяет второй аксиоме счет
ности.
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Доказательство. Из 4.1.18 и 4.1.16 следует, что каждый мет- 
ризуемый компакт удовлетворяет второй аксиоме счетности. Так 
как каждый компакт является тихоновским пространством, из 
2.3.23 и 4.2.3 следует, что каждый компакт со второй аксиомой 
счетности метризуем. I

4.2.9. Теорема. Пространство, удовлетворяющее второй аксиоме 
счетности, метризуемо в том и только том случае, если оно ре
гулярно.

Доказательство. Из 4.1.13 следует, что каждое метризуемое 
пространство регулярно. Так как каждое регулярное простран
ство со второй аксиомой счетности в силу 1.5.15 является тихо
новским пространством, то из предложений 2.3.23 и 4.2.3 выте
кает, что каждое регулярное пространство со второй аксиомой 
счетности метризуемо. I

4.2.10. Теорема. Гильбертов куб /*° является универсальным 
пространством для всех метризуемых компактов и всех сепара
бельных метризуемых пространств. I

Теоремы 4.2.8 и 4.2.9 — это метризационные теоремы: они 
устанавливают в терминах топологических инвариантов (вто
рая аксиома счетности и регулярность соответственно) необхо
димые и достаточные условия метризуемости для двух специ
альных классов топологических пространств: компактов и про
странств со второй аксиомой счетности.

4.2.11. Пример. Пусть Xi — метризуемое пространство, i =
— 1,2, . . . , & ,  и пусть р* — метрика на пространстве Хи Опре
делим расстояние между двумя точками х =  {xi} и у =  {yi} 
множества X =  Xi X  Х2 X  • • • X  полагая

Как в примере 4.1.7, легко проверить, что р удовлетворяет не
равенству треугольника. Условия (Ml) и (М2) выполняются 
очевидным образом, так что р — метрика на X. Легко устано
вить, что р индуцирует на X топологию произведения. Отсюда, 
в частности, следует, что топология произведения на евклидо
вом я-мерном пространстве Rn, определенном в 2.3.9, совпадает 
с топологией, индуцированной естественной метрикой на этом 
пространстве, т. е. метрикой р, определенной формулой (5), где 
P*(xi, yt) =  \xi — yi|. Читатель легко проверит, что понятие огра
ниченного подмножества пространства Rn, определенное в § 3.2, 
совпадает с понятием ограниченного множества в метрическом 
пространстве (Rnt р). I

( 5 )

25*
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4.2.12. Пример. Пусть Xit i =  1,2, — дискретное простран
ство D(m) мощности ш ^ К 0 с метрикой р*, определенной сле
дующим образом:

Р*(*,*/ )= !>  если х ф у ,  и pi(x, х) =  0.
Из теоремы 4.2.2 следует, что пространство B (m )=  [D(m)]s° =

оо

метризуемо и формула
i- 1

оо

<*({**}, {yi}) =  Л  -rP i(xh Уд
£ — 1

оо

определяет метрику на пространстве Ц  %i-
£ = 1

Легко можно проверить, что формула
( Ijk, если хк Ф у к и Х1 =  уг при i <  k,

Р {*<}» {#*}) | о, если xt =  г/,- при всех г,
ОО

определяет метрику на множестве Ц  Xt. Последовательность
ы  1

{xj.}, {xf}, . . .  в пространстве В(ш) сходится к точке x = {x t}  
в том и только том случае, если для каждого i существует та
кое k (/), что х\ — х{у как только То же условие не
обходимо и достаточно для сходимости последовательности 
{xj}, . . .  к точке x = {x i)  в пространстве (2?(т),р),  где 
метрика р определена формулой (6). Таким образом, в силу 
теоремы 4.1.2, (6) определяет метрику на пространстве В(т).

Пространство В(ш) называется пространством Бэра веса т. 
Говоря о метрике на пространстве Бэра, мы всегда будем иметь 
в виду метрику, определенную формулой (6). I

Факторпространства метризуемых пространств, вообще го
воря, не метризуемы. Примеры 1.4.17 и 2.4.12 показывают, что 
для сепарабельного метризуемого пространства X и замкнутого 
отношения эквивалентности Е на X факторпространство Х/Е, 
вообще говоря, не удовлетворяет первой аксиоме счетности. 
В § 4.4 мы покажем, что если Е — замкнутое отношение экви
валентности на метризуемом пространстве X и факторпростран
ство Х/Е удовлетворяет первой аксиоме счетности или классы 
эквивалентности отношения Е компактны, то Х/Е — метризуе
мое пространство. Заметим, что уже сейчас, основываясь на 
теоремах 3.7.19, 3.7.20 и 4.2.9, мы можем сформулировать не
сколько более слабый результат.

4.2.13. Теорема. Если Е — замкнутое отношение эквивалентно
сти на сепарабельном метризуемом пространстве X с компакт
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ными классами эквивалентности, то факторпространство Х/Е 
метризуемо. ■

Заключительная часть этого параграфа посвящена простран
ствам отображений.

Пусть X — топологическое пространство и (У,р) — метриче
ское пространство. Говорят, что отображение f: X-+-Y ограниче
но, если ограничено множество f(X)czY. На множестве всех 
ограниченных непрерывных отображений X в У опредлим метри
ку 0, положив
(7) р(/, g ) =  sup р (/(*), g(x)).

х <= X

Так как множества f (X)  и g (X )  ограничены, то р (/, g)  — кор
ректно определенное число. Легко проверить, чтор удовлетво
ряет условиям (Ml) —  (М 3).

Понятие ограниченного отображения не является топологи
ческим понятием: оно зависит от выбора конкретной метрики 
на У. Из теоремы 4.1.3 вытекает, что на У существует метрика, 
относительно которой все непрерывные отображения X в У огра
ничены. Таким образом, существует метрика на множестве Vх 
всех непрерывных отображений X в У, и эта метрика индуцирует 
топологию на Vх. К сожалению, эта топология на Yx зависит 
от выбора ограниченной метрики на У.

4.2.14. Пример. Пусть pi — метрика на множестве R веществен
ных чисел, определенная формулой p i(х,у) =  min(l,  \х — у\), 
а рг — другая метрика на множестве R , определенная равен
ством р2( х , у ) =  p(h(x) ,  h(y) ) ,  где h: R - * S l \  { ( 0, 1) }  с : / ? 2 — 
некоторый гомеоморфизм и р — естественная метрика на /?2. 
Очевидно, что метрики pi и р2 эквивалентны, хотя рх (— /) =  1, 
i =  1, 2, . . . ,  тогда как lim р2(— i, i) =  0.

Для X — N и У =  R множество Yx состоит из всех отобра
жений X в У. Метрики pi и р2 на R порождают соответственно 
метрики pi и р2 на У*. Покажем, что метрики pL и рг не экви
валентны.

Рассмотрим отображение /7: X - > Y ,  i =  1, 2, определен
ное формулами

fi(i) = —i и f i ( k ) = k  при k ф  L

Определим отображение /: X - + Y ,  положим =  Очевидно, 
что Pi (f* f«) =  1, * = 1 ,  2, . . . ,  тогда как lim p2(f, fO =  0. Следо
вательно, метрики pi и р 2 не эквивалентны в силу теоре
мы 4.1.2. I

Итак, с топологической точки зрения нет оснований рассмат
ривать топологию на Yx> индуцированную метрикой р, опреде
ленной формулой (7 ). Тем не менее пространство всех ограни
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ченных непрерывных отображений из X в У с топологией, инду
цированной метрикой р, обладает интересными свойствами и 
весьма полезно, причем главным образом потому, что (как мы 
увидим в следующем параграфе) в нем справедлива теорема 
Бэра о категории, когда (У, р) — полное пространство. Отметим 
также, что (как показано ниже в теореме 4.2.17) для компак
та X топология, индуцированная метрикой р, совпадает с ком
пактно-открытой топологией и, следовательно, не зависит от 
выбора конкретной метрики р на пространстве У.

Докажем теперь следующую теорему.

4.2.15. Теорема. Для каждого топологического пространства X 
и любого метрического пространства (У, р), где р ограничена, 
топология на Yx , индуцированная метрикой р, допустима.

Доказательство. В силу предложения 2.6.11, достаточно по
казать, что отображение вычисления Q: Yx X  Х-+ X непрерыв
но. Пусть (f0,x 0)&  У * X X  и fo(xo) =  уо.  Так как /0 непрерывно, 
для любого е >  0 найдется такая окрестность V X точки хо, 
что /о (У) с : В (у о, е/2). Легко установить, что Q(B(f0i е/2)Х V )c  
cz В (i/о, е). Отсюда вытекает непрерывность отображения Q. S

Последняя теорема вместе с 3.4.1 и 2.6.12 дает

4.2.16. Следствие. Для любого топологического пространства X 
и любого метрического пространства (У, р), где р ограничена, 
топология, индуцированная метрикой р из Yx , сильнее, чем ком
пактно-открытая топология. I

Пусть X — компакт; тогда, в силу 4.2.6 и 3.2.9, каждое не
прерывное отображение X в метризуемое пространство У огра
ничено относительно любой метрики р на пространстве У. Та
ким образом, в случае, когда X — компакт, р — метрика на всем 
множестве Ух.

4.2.17. Теорема. Пусть X —  компакт, У — метризуемое простран
ство и р — метрика на У. Тогда топология на Yx, индуцирован
ная метрикой р, совпадает с компактно-открытой топологией и 
не зависит от выбора метрики р.

Доказательство. В силу 4.2.16, достаточно показать, что для 
каждого f g  Ух и любого г >  0 существует такое множество
V а  У*, открытое относительно компактно-открытой топологии, 
что
(8) ft= V c z B ( f9r).
Семейство {Ux}x^x множеств Vx — f~l (B {f{x ) ,r /4)) является 
открытым покрытием компакта X, поэтому существует конечное 
множество {xi, хг, . . . ,  Xk}cz X, такое, что
(9) X = U Xx\}UX2\} . . .  U UXk.
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Для / =  1, 2,  . . . ,  k положим

(10) Ct =  UXl= r ' ( B ( f { x t), г/4)) и Vt =  B (f(x t) ,r l3).

Так как подмножества Сь С2, С* пространства X компакт
ны, а подмножества V\, V2 , • • •, V* пространства Y открыты, то 
множество

П м(с„ v()
открыто в компактно-открытой топологии на У*. Покажем, что
V удовлетворяет включению (8) .

Из равенств (10) вытекает, что f(C /)cz  V*, / = 1 ,  2, . . . ,  6, 
поэтому / е У .  Рассмотрим теперь произвольное g ^ V .  В силу 
(9) и ( 10) , для любой точки X существует такое i ^  k , что 

Очевидно, g ( x ) e  Vi и f ( x ) e V i .  Так как б ( У / ) ^ 2 г /3 ,  
то р ( / ( * ) ,  g- (jc) ) ^  2г/3  и, в силу произвольности выбора точки х, 
р(/ ,  £ ) <  г. Тем самым включение (8) доказано. I

Теоремы 4.2.17 и 3.4.16 дают

4.2.18. Следствие. Д ля всякого метризуемого компакта X и лю
бого сепарабельного метрического пространства (У, р) про
странство (У *,р ) сепарабельно. I

Читатель легко может установить, что в последнем след
ствии требование компактности пространства X нельзя ослабить 
до локальной компактности и сепарабельности.

В заключение этого параграфа приведем теорему, проясняю
щую природу топологии равномерной сходимости на Rx , вве
денной в § 2.6. Для этого сначала обобщим понятие равномерно 
сходящейся последовательности функций.

Пусть X — топологическое пространство, (У, р) — метриче
ское пространство и { / * } — последовательность отображений X 
в У. Будем говорить, что последовательность {/*} равномерно 
сходится к отображению f пространства X в У, если для каждого 
е >  0 найдется такое 6 , что p(f (x) ,  fi(x) ) <  е для любого х е  X 
и i ^  k. Доказательство следующей теоремы, аналогичное до
казательству теоремы 1.4.7, предоставляется читателю.

4.2.19. Теорема. Пусть X — топологическое пространство, 
(У, р ) — метрическое пространство и {/,}— последовательность 
непрерывных отображений fr. X- + Y .  Если последовательность 
{fi} равномерно сходится к отображению f9 то f: X - + Y  непре
рывно. Если все отображения fi ограничены, то f также ограни
чено. I

Легко видеть, что последовательность {fi} непрерывных ото
бражений из X в (У, р) равномерно сходится к отображению f: 
J Г -> У  в том и только том случае, если lim i (f9fi) =  0, где
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Pi(*>!/)= min(l ,p(x,  у)), т. е. в том и только том случае, если 
f =  lim/i в метрическом пространстве (У*,pi). Следовательно, 
из предложения 4.1.1 и формулы (1) § 2.6 вытекает

4.2.20. Теорема. Для каждого топологического пространства X 
пространство отображений Rx с топологией равномерной схо
димости метризуемо.

Точнее, топология равномерной сходимости на Rx индуци
руется метрикой р, где р — метрика на вещественной прямой, 
заданная формулой р(х, у) =  min (1, \х — у\).  I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Информация о происхождении операций на метрических и 
метризуемых пространствах содержится в замечаниях к гл. 2. 
Теоремы 4.2.8 и 4.2.9 были доказаны Урысоном в [1924] (объяв
лено в [1928]) и в [1925а] соответственно. В первоначальной 
формулировке последней теоремы вместо регулярности была 
нормальность. Тихонов в [1925] установил, что теорема верна 
в приведенной здесь более сильной форме (ср. с теоремой 1.5.15). 
Топологическая характеристика метризуемых компактов была 
дана также Читтенденом и Питчером в [1919]. Бэровские про
странства В(ш) были определены Бэром в [1909] для т = К 0. 
Теорему 4.2.13 доказал Уайберн в [1942]. Пространство огра
ниченных отображений с метрикой р, задаваемой формулой (7), 
было изучено Фреше в [1906] (идея приписывается там Вейер- 
штрассу). Следствие 4.2.16 было отмечено впервые в работе 
Джексона [1952].

УПРАЖ НЕНИЯ

4.2.А. (а) Покажите, что если две метрики р и а  на множе
стве X равномерно эквивалентны, то для каждого M czX  мет
рики рм и ом на подпространстве М также равномерно эквива
лентны.

(b) Установите, что если для / = 1 , 2 ,  . . .  метрики р* и аг* на 
множестве Xi равномерно эквивалентны и ограничены 1, то мет-

оо
рики р и а на x i9 определенные формулой (2), также рав- 

<=1
номерно эквивалентны.

(c) Докажите, что если две метрики р и а на множестве У 
равномерно эквивалентны и ограничены, то для каждого про
странства X метрики р и 6 на Yx, определенные формулой (7), 
также равномерно эквивалентны и, следовательно, индуцируют 
одну и ту же топологию на Yx (ср. с упр. 4.3.1(b)).

4.2.В (Шнейдер [1945]). Покажите, что компактное про
странство X метризуемо тогда и только тогда, когда диагональ
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Д есть G j-множество в произведении Х~Х.Х (см. задачу 3.12.22(e); 
ср. с задачей 4.5.15 и упр. 5.1.1).

Указание. Определите счетное семейство {У{}™_х конечных 
открытых покрытий пространства X, такое, что для любой пары 
х, у различных точек пространства X найдется номер i, при ко
тором точки х и у не принадлежат одновременно замыканию 
никакого элемента покрытия Yi. Покажите, что семейство всех 
конечных пересечений V i f l ^ f l  ••• П Ук, где для
/ =  1,2,  . . . ,  k, является базой пространства X.

Можно также выбрать функцию /: Х'Х.Х-*-! таким образом, 
что Д =  /-1 (0), и положить р {х, у) =  sup | f (х, z) — f (у, z) |.

z  е  X
4.2.С  (Вон [1 9 3 7 ]). Докажите, что для метризуемого про

странства X сепарабельность и локальная компактность являют
ся необходимым и достаточным условием существования на X 
такой метрики, что подпространство AczX  компактно в том и 
только том случае, когда множество А замкнуто и ограничено.

4 .2 .D. (а) (Пономарев [I9 6 0 ]) . Докажите, что 7 0-простран- 
ство X удовлетворяет первой аксиоме счетности в том и только 
том случае, когда X есть непрерывный образ метризуемого про
странства при открытом отображении.

Указание. Пусть пространство X удовлетворяет первой 
аксиоме счетности, и пусть {Us}S(=s — его база. Рассмотрите бэ-

оо
ровское пространство Б (m) =  H x i5 где Xi — S, снабженное

дискретной топологией, и подмножество Т а  В ( т ) , состоящее из 
всех точек {$ ;} , таких, что { USi}!° х является базой в точке х ^  X.
Точке { s ; } e  Т поставьте в соответствие точку х е  X.

(Ь) (Майкл [1 9 7 1 а ]). Покажите, что каждое пространство X 
с первой аксиомой счетности есть непрерывный образ хаусдор
фова пространства с первой аксиомой счетности при открытом 
отображении, и выведите отсюда, что в (а) предположение о 
том, что X является Г 0-пространством, можно опустить.

Указание (Шимрат [1956]). Определите в В (т ) ,  где т  =  
=  \Х\, семейство { А х}х <=х попарно непересекающихся всюду
плотных подмножеств и возьмите подмножество И ( W X ^ )

x g X
произведения Х У ^ В ( т ) .

Замечание. Конструкция, приведенная в указании, говорит
о том, что каждое топологическое пространство есть непрерыв
ный образ хаусдорфова пространства при некотором открытом 
отображении. Исбелл [1969] доказал более сильное утвержде
ние: каждое топологическое пространство есть непрерывный об
раз наследственно паракомпактно*о и наследственно сильно 
нульмерного пространства при открытом отображении. Допол
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нительную информацию, относящуюся к пунктам (а) и (Ь), 
можно найти в работах Юннилы [1978] и Р. Поля [1981].

(с) (Архангельский [1963], Франклин [1965]). Покажите, что 
конструкция, описанная в упр. 2.4.G(b), показывает, что секвен
циальные пространства можно охарактеризовать как образы 
метризуемых пространств при факторных отображениях, а про
странства Фреше — Урысона — как образы метризуемых про
странств при наследственно факторных отображениях.

4.2.Е (Куратовский [1947]; для вещественных функций — 
Хан [1921]). Докажите, что если X — метризуемый компакт и 
(У, р )— метрическое пространство, то последовательность {fi} 
непрерывных отображений из X в У равномерно сходится к ото
бражению f ^  Yx тогда и только тогда, когда для каждой по
следовательности хи х%, . . .  точек пространства X, сходящейся 
к точке х ^ Х ,  последовательность fi(Xi) сходится к f(x) 
(ср. с упр. 2.6.С).

4.2.F (Куратовский [1931]).  Покажите, что если X — мет
ризуемый компакт, а У — хаусдорфово пространство, то все то
пологические вложения пространства X в У образуют G6-mho- 
жество в пространстве Yx с компактно-открытой топологией.

4.2.G (Джексон [1952]). Пусть X — тихоновское простран
ство, У— метризуемое пространство, содержащее подпростран
ство, гомеоморфное прямой R, и р — ограниченная метрика на 
пространстве У. Покажите, что если метрика р индуцирует ком
пактно-открытую топологию на Yx, то X — компакт.

Указание. Видоизмените рассуждение, предложенное в ука
зании к упр. 3.4.А.

4.2.Н (Аренс [1946]). Докажите, если X — хемикомпактное 
пространство, то для любого метризуемого пространства У про
странство Yx с компактно-открытой топологией метризуемо 
(ср. с упр. 3.4.Е, 3.5.G(b), 3.8.С(Ь) и 4.3.F).

4.2.1. Пусть р — псевдометрика на множестве X; положим 
хЕ(р)у в том и только том случае, если р(х,у) =  0. Покажите, 
что тем самым определено отношение эквивалентности £(р)  
на X. Проверьте, что формула р([х], [ у ] ) =  р(х, у) определяет 
метрику на множестве всех классов эквивалентности отношения 
£(р) .  Полученное так метрическое пространство обозначается 
через Х/р.

Пусть X — топологическое пространство и р — псевдометрика 
на множестве X, такая, что р: X X  X -^ R —-непрерывная функ
ция. Покажите, что, относя точке х ^ Х  класс [х]^Х /р, мы 
определяем непрерывное отображение /: Х->-Х/р. Установите, 
что, вообще говоря, топология на Х/р, индуцированная метри
кой р, слабее топологии факторпространства Х/Е(р) и что две 
эти топологии совпадают, если топология на X индуцирована 
псевдометрикой р.
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Пусть X — топологическое пространство и р — псевдометрика 
на множестве X, такая, что р: X X  X -+ R — непрерывная функ
ция. Покажите, что в этом случае топология на X, индуцирован
ная псевдометрикой р, слабее исходной топологии.

4.3. ВПОЛНЕ ОГРАНИЧЕННЫЕ 
И ПОЛНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА. 

КОМПАКТНОСТЬ В МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

Пусть (X, р )— метрическое пространство и А — подмноже
ство пространства X. Говорят, что А г-плотно в (X, р), если для 
каждого х ^  X существует такое х' ^  А, что р (л;, х') <  е.

Метрическое пространство (X, р) называется вполне ограни- 
ценным, если для каждого г >  О существует конечное множе
ство Л с Х ,  е-плотное в (X, р). Метрика р на множестве X на
зывается вполне ограниченной, если пространство (X, р) вполне 
ограничено. Топологическое пространство X метризуемо вполне 
ограниченной метрикой, если на нем существует вполне ограни
ченная метрика.

Первое из приведенных выше определений задает некоторый 
класс метрических пространств. Третье определение задает 
класс топологических пространств, который вместе с некоторым 
пространством X содержит и все гомеоморфные ему простран
ства. Однако определение последнего класса не является внут
ренним, так как в нем использовано понятие метрики.

Теперь мы коротко обсудим класс всех вполне ограниченных 
метрических пространств и покажем, что класс всех пространств, 
метризуемых вполне ограниченной метрикой, совпадает с клас
сом всех сепарабельных метризуемых пространств. Как мы уви
дим, последний факт приводит к внутренней характеристике 
класса всех пространств, метризуемых вполне ограниченной мет
рикой.

Сначала рассмотрим несколько примеров.

4.3.1. Примеры. Дискретное пространство (X, р), определенное 
в 4.1.4, не является вполне ограниченным, если множество X 
не является конечным. В самом деле, если X бесконечно, то ни
какое конечное множество не может быть е-плотным в (X, р) 
при е =  1.

Читатель легко установит, что вещественная прямая Rf про
странство /(at), плоскость с метрикой р из примера 4.1.6, гиль
бертово пространство Н и бэровское пространство В (т) не яв
ляются вполне ограниченными.

С другой стороны, каждый отрезок / =  [а, b]czR  вполне 
ограничен. В самом деле, для любого е >  0 множество / П
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П{i/k:  / = = 0 , +  1, ± 2, . . . } ,  где k — целое положительное число, 
удовлетворяющее неравенству l /k  С  е, конечно и е-плотно в 7. 
Более общо, каждый метрический компакт вполне ограничен 
(см. теорему 4 .3 .27). Каждый открытый интервал также вполне 
ограничен. Так как вещественная прямая гомеоморфна интер
валу (— 1, 1) ,  то ясно, что пространство, гомеоморфное вполне 
ограниченному пространству, может не быть вполне ограничен
ным. Однако оно метризуемо вполне ограниченной метрикой. 
Читатель легко установит, что пространство, изометричное впол
не ограниченному пространству, является вполне ограничен
ным. I

4.3.2. Теорема. Пусть (X , р) — вполне ограниченное простран- 
ство\ тогда для любого подмножества М cz X пространство 
(М, р) вполне ограничено.

Если  (X, р) — произвольное метрическое пространство и под
множество М с !  га/сово, что (М, р) вполне ограничено, го про
странство (М , р) также вполне ограничено.

Доказательство. Выберем некоторое е > 0  и конечное мно
жество А — {х\у х2, x k} ,  е/2-плотное в (X, р ). Пусть 
{хтх> х т2, . . . ,  Хт  ̂— подмножество множества А, состоящее из 
всех точек, расстояние которых от М меньше е /2 , и пусть 
х[, х ', . . . ,  я ' — произвольные точки множества М , такие, что

(1) р ( * ',  х'т/) <  е/2, / =  1, 2, . . . ,  I.

Мы покажем, что множество A' =  \x'v х'2, . . . ,  x̂ J е-плотно в М.
Пусть х^М\  по определению множества А существует такое 

i ^  k, что
(2) р(х, xt) <  е/2.

Следовательно, xt =  xmj для некоторого j ^ l  и, в силу (1) и (2), 
р (jc, х') <  е.

Вторая часть теоремы вытекает из следующего простои) фак
та: любое множество, е/2-плотное в (М, р), е-плотно в (М, р). I  

Читатель может легко установить, что если {(X s, Ps)}se=s— 
семейство непустых метрических пространств, причем метрика 
ps при каждом s e S  ограничена числом 1, то сумма © X .

s e S
с метрикой р, определенной в доказательстве теоремы 4.2.1, 
вполне ограничена тогда и только тогда, когда все пространства 
{Х5, ps) вполне ограничены и | S | <  К 0.

4.3.3. Теорема. Пусть {{Xif Pt)}H=i семейство непустых метри
ческих пространств, таких, что метрики р/ ограничены числом 1,



оо

i =  1, 2, . . .  . Произведение П х *  с метрикой р, определенной
i-i

формулой (2) в § 4.2, вполне ограничено тогда и только тогда, 
когда все пространства (Xi, р*) вполне ограничены.
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Доказательство. Предположим, что пространство (я*о
вполне ограничено. Подпространство ~  П-^< с  П-^г> где7 i-1 i-1
Л/ =  Ху и А£ — {xt} — одноточечное подмножество пространства 
Xi при всех i ф  /, вполне ограничено в силу теоремы 4.3.2. Легко 
установить, что если множество А и е/2 -̂плотно b(XJ, р), то мно
жество Р / ( А )  является е-плотным в (Х/,р/). Таким образом, 
пространство (X/, р; ) вполне ограничено.

Допустим теперь, что все пространства (Xi, pi) вполне огра
ничены. Выберем е >  О и натуральное число k , такое, что 
1/2* <  е/2. Для каждого i г£С k выберем конечное множество 
{*{, х12, . . . ,  е/2-плотное в Xi, а для каждого i >  k выбе
рем произвольную точку xl0 е  Xt.

оо

Множество A c z ] J  Xit состоящее из всех точек вида 
г-i

(3) У =  {х}1> х)2> • • •> Xq+K *q+2> . где 1 < / t-<m (/)
для i k ,

конечно. Для завершения доказательства достаточно показать, 

что Л е-плотно в пространстве р"|.
оо

Пусть * = { * / } — произвольная точка пространства
i-l

Для каждого i ^  & существует такое /,• ^  o i(i), что рг <
<е/2. Для точки у, определенной в (3), имеем

k оо

р ( X, у) — ^  —г- р(. ^  "̂ ГРг С*'*’ Х0) ^  8/̂  "I" “  8*
г= 1 i=k+1

Таким образом, множество Л е-плотно в

4.3.4. Следствие. Гильбертов куб 1*° с метрикой р, определен
ной формулой

р(*. y) =  Yj~h'\Xi~  у<1* *  =  {* ;}  « #  =  {#<}>
1=1

является вполне ограниченным пространством. I
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4.3.5. Теорема. Метризуемое пространство метризуемо вполне 
ограниченной метрикой в том и только том случае, если оно 
сепарабельно.

Доказательство. Достаточность условия сепарабельности 
следует из 4.2.10, 4.3.4 и 4.3.2. Для доказательства его необхо
димости заметим, что если р — вполне ограниченная метрика 
на пространстве X и Ai cz X — конечное множество, 1/7-плотное

оо

в (X, р), то объединение А =  U At — счетное всюду плотное
i = \

подмножество пространства X. ■
Последняя теорема вместе с 4.1.16 и 4.2.9 дает

4.3.6. Следствие. Топологическое пространство метризуемо впол
не ограниченной метрикой в том и только том случае, когда оно 
регулярно и удовлетворяет второй аксиоме счетности. I

Перейдем теперь к классу полных метрических пространств.
Пусть (Xt р) — метрическое пространство и {x -t} — последо

вательность точек X. Будем называть {%<•} последовательностью 
Коши в (X, р), если для любого е > 0  существует натуральное 
число k , такое, что р {xitxk) ^  е, как только i ^  k . Легко видеть, 
что каждая сходящаяся последовательность в метрическом про
странстве есть последовательность Коши.

Метрическое пространство (X, р) называется полным, если 
любая последовательность Коши в (X, р) сходится к некоторой 
точке пространства X. Метрика р на множестве X называется 
полной, если пространство (X, р) полное. Будем говорить, что 
топологическое пространство X метризуемо полной метрикой, 
если существует полная метрика на пространстве X.

Замечание, сделанное в начале этого параграфа в связи с 
вполне ограниченными пространствами и пространствами, мет- 
ризуемыми вполне ограниченными метриками, применимо к пол
ным метрическим и метризуемым полной метрикой простран
ствам.

Вначале рассмотрим класс полных метрических пространств, 
затем класс пространств, метризуемых полной метрикой, и в 
заключение дадим внутреннюю характеристику пространств, 
метризуемых полной метрикой.

Рассмотрим сначала несколько примеров.

4.3.7. Примеры. Дискретное пространство (X, р ), определенное 
в 4.1.4, полное. В самом деле, каждая последовательность Коши 
в (X, р) постоянна, начиная с некоторого члена.

Мы покажем, что вещественная прямая R с естественной 
метрикой есть полное пространство. Пусть {х*} — последователь
ность Коши в R. Существует натуральное число &, такое, что 
\xi — Xk\^ 1, как только i ^ k .  Таким образом, все члены по
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следовательности {х*}, начиная с 6-го, содержатся в замкнутом 
интервале / =  [хь — 1, xk +  1]. Из компактности / и теоре
мы 4.1.17 следует, что найдется подпоследовательность по
следовательности {х,}, сходящаяся к точке х е / .  Прямое вы
числение показывает, что последовательность {х,} также схо
дится к точке х.

Каждый замкнутый интервал — тоже полное пространство 
(см. теорему 4.3.28). С другой стороны, открытый интервал 
(— 1,1) и любой другой открытый интервал не являются пол
ными. В самом деле, | l ---- i - j  — последовательность Коши в
интервале (—1,1),  которая не сходится ни к какой его точке. 
Так как интервал (—1, 1) гомеоморфен вещественной прямой, 
мы видим, что пространство, гомеоморфное полному простран
ству, не обязательно полно, хотя и метризуемо полной метри
кой. Читатель легко проверит, что пространство, изометричное 
полному пространству, само является полным пространством.

Стоит также отметить, что открытое подмножество полного 
пространства необязательно полно, как видно на примере под
пространства (— 1, 1 ) с/?.  I

Заметим, что для каждого полного метрического простран
ства (X, р) существует полная метрика pi на множестве Ху 
эквивалентная метрике р и ограниченная числом 1. В самом 
деле, метрика pi из теоремы 4.1.3 полна, так как последователь
ность {х*} точек пространства X есть последовательность Коши 
в (X, р) тогда и только тогда, когда она есть последовательность 
Коши в (X,pi).

Следующие две теоремы содержат две характеристики пол
ноты. Первая аналогична характеристике счетной компактности, 
данной в теореме 3.10.2(iii), вторая — характеристике компакт
ности, данной в теореме 3.1.1.

4.3.8. Теорема Кантора. Метрическое пространство (X, р) полно 
тогда и только тогда, когда каждая убывающая последователь
ность F\ zd F2zd . . .  непустых замкнутых подмножеств простран
ства X, таких, что \im8(Fi) — 0, имеет непустое пересечение:
оо

Д  F t & 0 .
Доказательство. Пусть (X, р )— полное пространство и 

Fь Fz, . . .  — последовательность непустых замкнутых подмно
жеств пространства X, таких, что
(4) Н т б ( ^ )  =  0 и F i+1c F i ,  f =  l, 2, . . .  .
Выберем точку ^  е  F,*, / =  1, 2, . . .  . Легко видеть, что все 
члены последовательности {х,}, начиная с i-т о, содержатся в 
множестве Fu Таким образом, в силу первого соотношения из



(4), {х }  — последовательность Коши и потому сходится к не
которой точке j c g !  Так как множества Fi замкнуты, то х е

оо

<= Fi, i =  1, 2, . . . ,  и, следовательно, f] Ft =£ 0 .
i = I

Пусть теперь (X, р) — метрическое пространство, удовлетво
ряющее условиям нашей теоремы, и пусть {xi} — последователь
ность Коши в (X, р). Множества F ,■ =  {xi, Xi+ i , . . . } ,  i — 1,2.........
замкнуты и удовлетворяют соотношениям (4). Следовательно,

оо

существует точках е  f] F {. Легко показать, что х =  lim x-t. По-
г=1

этому пространство (X, р) полное. I

4.3.9. Следствие. Пусть (X, р) — метрическое пространство и 
М cz X — такое подмножество, что (М, р) — полное простран
ство-, тогда М замкнуто в X.

Доказательство. Для каждой точки х е  М последователь
ность F\, F2 , . . .  подмножеств М, где Ft = М  П В(х, 1/i), удов
летворяет условиям теоремы Кантора. Следовательно, в силу

оо

полноты пространства (М, р), мы имеем [\ F t ^  0 .  Так как
«=■1

оо

Г) F t сг {*}, то д и  потому М — М. I  
г-1

4.3.10. Теорема. Метрическое пространство (X, р) полно в том 
и только том случае, когда каждое центрированное семейство 
замкнутых подмножеств пространства X, в котором для любого 
е >  0 содержится множество диаметра < е ,  имеет непустое пе
ресечение.

Доказательство. Достаточность этого условия вытекает из 
теоремы Кантора.

Докажем теперь его необходимость. Пусть (X, р) — полное 
пространство. Пусть {^s}se=s — центрированное семейство замк
нутых подмножеств Fi сг X. Пусть для любого натурального 
числа /это семейство содержит такое множество FSj, что 6 (F S;.)<
<  1//. Легко видеть, что последовательность F\, Fi, . . . ,  где
Fi =  f| FSj, удовлетворяет условиям теоремы Кантора. По-

/ i 00 00
этому существует точка х е  f] F {. Очевидно, что П Ft =  {x}.

г=1 г-i
Выберем теперь произвольное s o e S  и положим

F [ - F st и / =  2 , 3 , . . . .
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Мы получим последовательность F[, F'2, . . .  , удовлетворяющую 
условиям теоремы Кантора. Так как

оо оо
0ф[\р' , -рлп Л/^.пм.

t-1 1=1

то х е  F So. Следовательно, л е  f) Fs- 1
s g S

Изучим теперь операции над полными пространствами.
4.3.11. Теорема. Пусть (X, р ) — полное пространство. Для того 
чтобы пространство (N1, р), M c z X , было полным, необходимо и 
достаточно, чтобы М было замкнутым в X.

Доказательство. В силу следствия 4.3.9, достаточно пока
зать, что если М =  М, то пространство (М, р) полное. Каждая 
последовательность Коши в (М, р) является последователь
ностью Коши в (X, р) и, следовательно, сходится к точке х ^  X. 
Так как М = М ,  то очевидно, что х е М .  I

Пусть {(Xs, Ps)b<=s”  семейство непустых метрических про
странств, таких, что метрика р* ограничена числом 1 для ка
ждого s ^ S .  Легко установить, что сумма ф  Xs, снабженная

seS
метрикой р, определенной в доказательстве теоремы 4.2.1, яв
ляется полным пространством тогда и только тогда, когда все 
пространства (Xs, ps) полны. Следовательно, сумма 0

seS
пространств Xs, метризуемых полной метрикой, тоже метризуе- 
ма полной метрикой.

4.3.12. Теорема. Пусть {(X*, Р/)}̂ =1 — семейство непустых мет
рических пространств, таких, что метрика р,- ограничена чис-

оо
лом 1, i — 1, 2 , . . .  . Произведение И х *  с метрикой р, опре-

i=* 1
деленной формулой (2) в § 4.2, полно тогда и только тогда, когда 
все пространства (X,-, р*) полны.

Доказательство. Допустим, что пространство о м
оо оо

полное. Подпространство X/ =  П л * с : П  Xi, где Aj =  Xj и
i—\ i=1

Л . =  {я*} — одноточечное подмножество пространства X . при 
i ¥ = j ,  замкнуто и, в силу теоремы 4 .3 .11 , полно. Легко уста
новить, что P*j =  Pj\ X*: X* -> Х;. — гомеоморфизм и что для 
каждой последовательности Коши {л;*} в (X/,  р/) последователь
ность {Ру-1 ( х есть последовательность Коши в X*. Образ

предела последовательности {р / -1 (**)} есть предел последова
тельности {х^.  Таким образом, пространство (X/, ру) полно.

26 Зак. 697



Допустим теперь, что все пространства (X,-, р,) полны. Если 

{*!}> {*?}• • • • —последовательность Коши в ( П  Xt, р) , то для
i =  1,2, . . .  последовательность х\, х2(, . . .  является последова
тельностью Коши в пространстве (Xi, р,) и, таким образом, схо
дится к точке Xi е  Xi. Из следствия 4.2.7 вытекает, что после-

ос

довательность \х2̂ , . . .  сходится к точке x =  {xt} е  П ^ *

Значит, пространство X i9 полно.

4.3.13. Теорема. Для каждого топологического пространства X 
и любого полного метрического пространства (У, р) простран
ство всех ограниченных непрерывных отображений из X в У 
с метрикой р, определенной формулой (7) § 4.2, является пол
ным пространством.

Доказательство. Пусть {/*•} — последовательность Коши в 
рассматриваемом пространстве. Очевидно, что { / ; ( * ) }  — после
довательность Коши в пространстве (У, р) для любой точки 
^ е Х  Поставим в соответствие каждой точке х е !  предел по
следовательности { / ; ( * ) } .  Тем самым определено некоторое ото
бражение f из X в У. Легко видеть, что последовательность 
{ / ;}  равномерно сходится к /. Поэтому, в силу теоремы 4.2.19, 
отображение f ограничено и непрерывно. Следовательно, 
lim p(f, ft) =  0, т. е. последовательность {f;} сходится к /. I

4.3.14. Теорема. Каждое метрическое пространство изометрично 
подпространству полного метрического пространства.

Доказательство. Пусть (X , р) — произвольное метрическое 
пространство. В силу последней теоремы, пространство (У, а) 
всех ограниченных непрерывных вещественных функций на X , 
где a (f, g) =  sup | /  (х) — g  (x) |, полно. Зафиксируем некоторую

точку n e l  Поставим в соответствие каждой точке х е X функ
цию fx е  Rx, определенную следующей формулой:

fx(z) =  p (z ,x )— р(2, а), г е Х

Так как |/*(г) | ^  р ( а ,х) в силу неравенства треугольника, то
fx ^  У для каждого x g I  Мы покажем, что
(5) а (/*, fy) — р (х, у) для всех x , j / g I

Заметим сначала, что для любого 2 G X  имеет место неравен
ство

fx(z) — fy(z) =  p(z, x) — p(z, а) — р(г, y) +  p(z, а )< р (х , у).
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Из симметрии предположений вытекает, что \fx{z)— fy (г) | ^  
^  Р (х,У), т. е.

o(tx>fy)<p(x, У)>

С другой стороны, так как fx(y)— fy(y )=  р(у ,х)— р(у9 а) +  
+  р (У ,а )= р (у 9х )9 то

<*(fx,fy)>p(x9 У).

Таким образом, равенство (5) доказано, а с ним и утверждение 
теоремы. I

4.3.15. Следствие. Каждое метризуемое пространство можно 
вложить в пространство, метризуемое полной метрикой. I

Заметим в связи с последним доказательством, что если 
(X, р) ограничено, то изометрию между (X, р) и (У, сг) можно 
получить более простым способом: достаточно поставить в со
ответствие каждой точке х ^  X функцию fx е  У, определенную 
равенством fx(г) =  р (х9 г ) .

Очевидно, что для данного метрического пространства (X, р) 
есть много полных метрических пространств (У, о), содержащих 
изометричное (X, р) подпространство. Однако если добавить тре
бование, что подпространство, изометричное (X, р), должно быть 
всюду плотно в (У, а), то пространство (У, а) определяется од
нозначно (с точностью до изометрии). Для доказательства этого 
факта нам потребуется теорема о продолжаемости отображе
ний в полные метрические пространства.

Пусть X — топологическое пространство, (У, а) — метриче
ское пространство и f: A -+ Y — непрерывное отображение всю
ду плотного подмножества А пространства X. Будем говорить, 
что колебание отображения f в точке х X равно нулю9 если 
для любого е >  0 найдется такая окрестность U точки х9 что 
6 ( f ( A f | ^ ) ) < 8* Для любого целого i множество всех точек 
x g X ,  имеющих такую окрестность U, что 8(f(Af]U))<C  1 Д\ 
открыто и содержит А. Поэтому множество всех точек, в кото
рых колебание отображения / равно нулю, есть б 6-множество, 
содержащее А

4.3.16. Лемма. Пусть X — топологическое пространство, (У, а) — 
полное метрическое пространство и f: А У — непрерывное ото- 
бражение, определенное на плотном подмножестве А простран
ства X. Тогда отображение f продолжимо до непрерывного ото
бражения F: В — У, определенного на множестве В9 состоящем 
из всех точек пространства X, в которых колебание f равно 
нулю.

Доказательство. Для каждого обозначим через 3$(х)
семейство всех окрестностей точки х. Рассмотрим семейство

2 6 *
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{ /  (A fl U)}uez${x) замкнутых подмножеств пространства У. Ука
занное семейство центрировано и для любого г >  0 содержит 
множество, диаметр которого меньше 6. Т аким образом, в силу 
теоремы 4.3.10, пересечение f| f{A[\U)  не пусто. Так как

U t= £  (я)
диаметр этого пересечения равен нулю, оно состоит из един- 
ственной точки F(x). Очевидно, что F(x) — f(x) для х е А  По
ставим в соответствие каждой точке * е В  точку F(x). Тем са
мым мы определим отображение F: B^>-Y, являющееся продол
жением отображения /. Остается доказать непрерывность ото
бражения F. Возьмем произвольную точку лt e B  и г >  0. Из 
определения множества В следует, что существует U <=3(х), 
удовлетворяющее соотношению б (/(Л П U)) <  е. Для любого 
х' ^  В 0 U имеем U е  3§{х') и, следовательно, F(x')^  /(ЛП V). 
Так как F (x )^  f(Af] U), то имеет место соотношение 
а (^ (х ),/ 7( * ') )< ;  8(f(A  П t/ ) )<  е, из которого следует непрерыв
ность отображения F. I

4.3.17. Теорема. Пусть (X, р )— метрическое пространство и 
(У, ст) — полное метрическое пространство-, тогда каждое ото
бражение f: Л —>- У всюду плотного подмножества А простран
ства X в пространство Y, равномерно непрерывное относительно 
р и а, продолжается до отображения F: X-*-Y, равномерно не
прерывного относительно р и с .

Доказательство. Из равномерной непрерывности отображе
ния f вытекает, что колебание отображения / в каждой точке х 
равно нулю. Следовательно, в силу леммы, существует продол
жение F: X-*-Y  отображения f. Остается доказать равномер
ную непрерывность отображения F.

Выберем произвольные е >  0 и б >  0, такие, что для любых 
х, х ' е  А мы имеем a(f(x), f(x')) <  е/2, как только р(х, х') <  б- 
Для любой пары х0, x'Q е  X, такой, что р (лг0, х'0) <  б, множество

U =  В (х0, г) U В (х'0, г), где г =  (б — р (х0, * ') ) , открыто и его

диаметр меньше б. Следовательно, б (/ (А Г) U)) ^  е/2 и б (/ (А Л U)) 
< !е/ 2< е . Так как F (х0) и F принадлежат множеству
П А Ш 7), то o (F (x 0), F(x'0) ) < e .  |

Изометрии равномерно непрерывны, поэтому последняя тео
рема вместе с 1.5.4 и 4.2.6 дает

4.3.18. Следствие. Пусть (X, р) и (У, а ) — полные метрические 
пространства; тогда каждая изометрия между (А, рл) и (В, Ов), 
где А и В — всюду плотные подмножества в пространствах X 
и Y соответственно, продолжается до изометрии между (X, р) 
и (У,а).  "!
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4.3.19. Теорема. Для любого метрического пространства (X, р) 
существует ровно одно (с точностью до изометрии) полное мет
рическое пространство (X, р), такое, что X содержит всюду 
плотное подпространство, изометричное пространству (X, р ). Бо
лее того, w (X )=  ш(Х),  и если пространство (X, р) вполне огра
ничено, то (X, р) также вполне ограничено.

Доказательство. Пусть (X, р) — метрическое пространство. 
В силу теоремы 4.3.14, существуют полное метрическое про
странство (К, а) и изометрия f: Х -^У . Положим X = f(X )cz Y  
и р =  а^; мы получим метрическое пространство (X, р) с тре
буемыми свойствами. Единственность (X, р) следует из 4.3.18.

Равенство w{X) =  ш(Х) следует из теоремы 4.1.15. Если про
странство (X, р) вполне ограничено, то в силу второй части тео~ 
ремы 4.3.2 пространство (Х,р) также вполне ограничено. I  

Пространство (X, р), удовлетворяющее условиям теоремы
4.3.19. называется пополнением метрического пространства
№  р ) .

Теперь перейдем к рассмотрению класса пространств, мет
ризуемых полной метрикой. Начнем с одной простой теоремы
о продолжении отображений.

4.3.20. Теорема. Пусть У — пространство, метризуемое полной 
метрикой. Тогда каждое непрерывное отображение f: A -*Y , где 
А — всюду плотное подмножество топологического простран
ства X, продолжается до непрерывного отображения F : В У, 
определенного на Оь-множестве В cz X, содержащем множе
ство А.

Доказательство. Достаточно рассмотреть любую полную мет
рику на пространстве У, взяв в качестве В множество всех тех 
точек, в которых колебание отображения f равно нулю, и при
менить 4.3.16. I

Наша следующая теорема — важный результат о продолже
нии гомеоморфизмов.

4.3.21. Теорема Лаврентьева. Пусть X и У— пространства, мет
ризуемые полной метрикой, и пусть Acz X и С с : У — произволь
ные подпространства. Любой гомеоморфизм /: А -+ С продол
жается до гомеоморфизма F: B-+D, где Acz В cz X, С czD cz У 
и В, D суть Gs-множества в X и У соответственно.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, 
что A — X и С =  У. Пусть g : С~*А — обратное отображение к f. 
Из 4.3.20 вытекает существование продолжений

F0: Bq У и Gq* Do X
отображений f и g на Об-множества В0а Х  и D0czY. Пере
сечения B =  Bq(]Fo1 {Dq) и D =  £>оПGo"1 (б0) сУть 0 6-множества



в X и Y соответственно. Очевидно, что А с :  В, С cz D,  Покажем, 
что
(6) GoF q(x) =  x для каждого х е й  и F 0( B) c zD.

Согласно теореме 1.5.4, из того, что сужение отображения 
GqF o\B на А совпадает с вложением м: А-*-Х,  вытекает первая 
часть (6) ,  откуда в свою очередь следует, что F q (В) cz Go*1 (В) с ;  
cz Go1 (Во). Так как F 0( B ) c z Dq, то справедлива и вторая 
часть ( 6) . В силу симметричности наших предположений,

(7) FoGo(y) =  y для каждого y ^ D  и G0(D)czB.
Из соотношений (6) и второй части (7) следует, что G0(D) =  B.  
Подобным же образом имеем F 0( B ) = D .  Отсюда следует, что 
отображения F  — F Q\B: Б - ь D и G — G0\D: D -+  В взаимно об- 
ратны, а это означает, что F  — гомеоморфизм. Щ

В следующих двух теоремах мы обсуждаем операцию пере
хода к подпространству.
4.3.22. Лемма. Каждое Gь-множество в метризуемом простран
стве X гомеоморфно замкнутому подпространству произведения
X X  R*0-

Доказательство. Пусть А есть С 6-множество в X  и р — про
извольная метрика на пространстве X. Представим дополнение

оо

Х \  А как объединение (J Ft замкнутых множеств Fi и рас-
»-1

оо °°

смотрим отображение / =  Д  f t: А - > 1 1  Xt, где / 0: А ->  XQ =  X —
f = 0  i = 0  

вложение и fr. A^- Xi  =  R определено формулой

м*) =  [ p(x,Ft ) ] - l> i =  1, 2, . . . .
По теореме о диагонали, f —  гомеоморфное вложение. Следова-

оо

тельно, остается показать, что образ f(A)  замкнут в И х * .
i = 0

оо

Мы покажем, что каждая точка х — {xt} е  Ц  Xt \ f [А) обла-
1=0

дает окрестностью U, содержащейся в дополнении к множеству
ПА).

Рассмотрим сначала случай, когда хо е А  Так как х ф. f{A), 
найдется такое i >  0, что #  fi(xо). Пусть U\ и С/г — непересе
кающиеся окрестности точек Xi и fi(xo) соответственно. Так как 
функция fi непрерывна, существует такая окрестность U0 а  X 
точки хо, что fi(A(] Uo)cz U2. Легко проверить, что

оо

(8) х =  {* ,}  s U  =  po l (U о) П РГ1 (C/i) с Д ^  \ f ( A ) .
i= 0
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Пусть теперь х0 ф. А. Очевидно, что Хо ^  Fi для некоторого
i >  0. Пусть г >  0 таково, что xi +  1 С  1/г, и пусть £/0 =  
=  В(хо, г), U\ =  { х ^  R : х <  Xi+  1}. Легко видеть, что форму
ла (8) верна также и в этом случае. I

Эта лемма вместе с теоремами 4.3.11 и 4.3.12 приводит 
(ср. с упр. 2.3.L(а )) к следующей теореме.

4.3.23. Теорема. Метризуемость полной метрикой наследуется 
G ̂ множествами. I

4.3.24. Теорема. Если подпространство М метризуемого про
странства X метризуемо полной метрикой, то М есть Оь~множе- 
ство в X.

Доказательство. По теореме 4.3.20, отображение icU: М-^М  
всюду плотного подмножества М пространства М cz X продол
жается до непрерывного отображения F: В -*М , определенного 
на б 6-множестве В сг Му содержащем М. Предположение о су
ществовании точки х ^ В \ М  противоречит непрерывности ото
бражения F. Таким образом, В — М и М есть (76-множество 
в М, а потому и в X. I

Так как всякое сепарабельное метризуемое пространство 
вкладывается в из 4.3.22—4.3.24 получаем

4.3.25. Следствие. Сепарабельное метризуемое пространство 
метризуемо полной метрикой в том и только том случае, когда 
оно вкладывается в как замкнутое подпространство. I

Из теорем 4.3.14, 4.3.23 и 4.3.24 следует, что среди метризуе
мых пространств пространства, метризуемые полной метрикой, 
можно охарактеризовать как абсолютные Сь~множества, т. е. 
пространства, являющиеся Gg-множествами в любом метризуе- 
мом пространстве, в которое они вложены.

4.3.26. Теорема. Топологическое пространство метризуемо пол
ной метрикой в том и только том случае, если оно есть полное 
по Чеху метризуемое пространство.

Доказательство. Пусть X метризуемо полной метрикой и 
р — полная метрика на нем. Из теоремы 4.3.10 следует, что лю
бое центрированное семейство замкнутых подмножеств про
странства Ху содержащее множества, диаметр которых меньше 
чем диаметр множеств покрытия s&i =  {B(x, 1/*)}*^*, i —
— 1, 2, . . . ,  имеет непустое пересечение. Следовательно, про
странство X полно по Чеху в силу теоремы 3.9.2.

Пусть теперь X — метризуемое пространство, полное по Чеху. 
Возьмем его пополнение % и компактификацию сХ простран
ства X. Очевидно, что сХ— компактификация пространства X. 
Из теоремы 3.9.1 следует, что X есть 6 б-множество в сХг а по
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тому и в Z  Теорема 4.3.23 показывает тогда, что X  метризуемо 
полной метрикой. I

Отметим, что, поскольку классы метризуемых пространств и 
полных по Чеху пространств допускают внутреннюю характери
стику (см. § 4.4, 5.4 и теорему 3.9.2), последняя теорема дает 
внутреннее описание пространств, метризуемых полной мет
рикой.

Теоремы 4.3.26 и 3.9.10 показывают, что метризуемость пол
ной метрикой сохраняется в сторону прообраза совершенными 
отображениями, определенными на метрических пространствах. 
Отметим также, что метризуемость полной метрикой сохраняется 
при замкнутых и открытых отображениях на метризуемые про
странства (см. задачи 4.5.13(e) и 5.5.8(d)).

Мы закончим этот параграф исследованием метрик на ком
пактах.

4.3.27. Теорема. Каждая метрика на компакте вполне ограни
чена.

Доказательство. Пусть р — метрика на компакте X. Возьмем 
некоторое е >  0. Открытое покрытие {В (х , в)}Х(_ х компакта X  
имеет конечное подпокрытие, т. е. существует конечное множе
ство А — {хи Х2 , . . X k}czXy такое, что

Х =  В {х и ъ )\ )В {х 2 , e)U . . .  и В (х ь е).
Легко видеть, что множество А е-плотно в X. I  

Из теоремы Кантора следует
4.3.28. Теорема. Каждая метрика на компакте полна. I  

Наша следующая теорема характеризует компактность мет
ризуемых пространств в терминах метрики.
4.3.29. Теорема. Метризуемое пространство X есть компакт в 
том и только том случае, когда на нем существует полная и 
вполне ограниченная метрика р.

Доказательство. Необходимость условия теоремы следует 
из 4.3.27 и 4.3.28.

Пусть теперь (X, р )— метрическое пространство, вполне 
ограниченное и полное. Для любого натурального числа i вы
берем конечное множество {xf, х\, . **<£)}> (1/20-плотное в (X , 
р). Полагая В] =  В  {х}, 1/2/) для / = 1 ,  2, k(i), получаем

kU)
(9) х = \ ]  В ] и в (fi)) <  1/i для /< £ (/ ) .

/=1
Мы покажем, что каждое бесконечное подмножество А про

странства X  имеет предельную точку. Согласно теоремам 3.10.3 
и 4.1.17, этого достаточно для завершения доказательства тео
ремы.



Так как множество А бесконечно, то, в силу первого равен
ства (9), найдется такое j ^ k ( l ) ,  что пересечение Л Г)#} бес
конечно. Обозначим это пересечение А\. Тогда

A z d A u 6 ( Л ,) < 1  и \A\\^s К 0.

Аналогичным образом мы получим множество Лг, равное од
ному из пересечений А ^ В ?  и удовлетворяющее условиям

Л гэ Л ^ Л г , 6(Л2)<1/2 и |Л2|> Ко-

Определим по индукции последовательность А\, А2, . . .  мно
жеств, удовлетворяющих условиям
(10) А => At => А2=> • ■ б(ЛгХ 1 / г  и |Л, |>Ко-

оо

По теореме Кантора, существует точка х е  ("] А {. Из соотноше-
£ = 1

ний (10) следует, что каждая окрестность точки х содержит бес
конечно много точек множества А. Следовательно, х — предель
ная точка множества А. 1

4.3.30. Следствие. Пополнение метрического пространства (X , р) 
есть компакт в том и только том случае, если (X, р) — вполне 
ограниченное пространство. I

Мы завершим этот параграф простой, но полезной теоремой 
об открытых покрытиях компактных метрических пространств.

4.3.31. Теорема Лебега о покрытиях. Д ля любого открытого по
крытия М* метрического компакта X  существует такое е >  0, 
что покрытие {В (х , ъ)}х^ х вписано в

Доказательство. Для каждой точки х ^ Х  выберем такое 
гх >  0, что шар В ( х у 2гх) содержится в элементе покрытия зФ. 
Открытое покрытие {В {х , sx} xgX пространства X  имеет конеч
ное подпокрытие, т. е. существует конечное множество точек 
{хи х%, . . . ,  xk) с: Х 9 такое, что

Х  =  В(х\, U В (^2, ĵc2) U U В  {х^

Легко видеть, что число e =  min(e*1, . • • > обладает тре
буемым свойством. |

Всякое число е, удовлетворяющее требованиям последней 
теоремы, называется числом Лебега покрытия jg.

Из теоремы Лебега о покрытиях следует

4.3.32. Теорема. Всякое непрерывное отображение /: X - + Y  мет
ризуемого компакта X  в метризуемое пространство Y равномер
но непрерывно относительно любых метрик р и о соответственно 
на пространствах X  и Y.
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Доказательство. Для произвольного е >  0 пусть б =  б(е) —  
число Лебега открытого покрытия {f-1 (В (у , е/2)) } у^у простран
ства X. Если р(х, *') <  6, то найдется такая точка у е  У, что 
/ е В ( х ,6 ) с [- '( В ( | / ,е / 2 ) ) ,  и потому o (f(x ), f ( x ' ) ) <  е. I

ИС ТО РИЧЕС КИЕ И БИ БЛ И О ГРА Ф И ЧЕС К И Е ЗА М ЕЧАНИЯ

Вполне ограниченные пространства были введены Хаусдор- 
фом в [1914], а полные и метризуемые полной метрикой про
странства— Фреше в [1906]. Куратовский в [1933] доказал тео
ремы 4.3.3, 4.3.10 и 4.3.13; в [1930] он обнаружил, что условие 
теоремы Кантора достаточно для полноты. Необходимость этого 
условия была установлена Хаусдорфом в [1914] (Кантор до
казал эту теорему для вещественной прямой в [1880]). Замеча
ние о том, что каждое вполне ограниченное метрическое про
странство сепарабельно, можно найти в книге Хаусдорфа [1927]. 
Теорема 4.3.14 была доказана Хаусдорфом в [1914]; наше до
казательство заимствовано из работы Куратовского 11935а] 
(аналогичной конструкцией пользовался Фреше в [1910]). По
полнение метрического пространства было описано Хаусдорфом 
в [1914] (единственность была отмечена в [1927]); конструк
ция Хаусдорфа (см. задачу 4.5.6) связана с теорией веществен
ных чисел Кантора — Мерэ. Теоремы 4.3.20 и 4.3.21 доказал Лав
рентьев в [1924]. Теорема 4.3.23 была доказана Александровым 
в [1924] для сепарабельных пространств и обобщена на произ
вольные метризуемые пространства Хаусдорфом в [1924]. Лем
ма 4.3.22 была установлена в книге Куратовского [1933]. Тео
рема 4.3.24 легко следует из факта, установленного Лаврен
тьевым в [1924] (для подмножеств евклидовых пространств — 
Мазуркевичем в [1916]), что свойство быть Gg-множеством в 
полном пространстве топологически инвариантно. Теорема 4.3.26 
была доказана Чехом в [1937]; из нее следует, что теорема Бэра 
о категории имеет место для всех пространств, метризуемых 
полной метрикой (ср. с упр. 4.3.С), — это впервые было доказа
но Хаусдорфом в [1914] (Бэр доказал эту теорему для веще
ственной прямой в 1889 г.). Теорема Бэра о категории в при
менении к пространствам отображений (см. теорему 4.3.13) или 
к пространствам замкнутых подмножеств (см. задачи 4.5.21(c) 
и (d)) дает эффективный и широко применяемый метод для 
установления существования некоторых математических объек
тов (так называемый категорный метод). Читатель может по
пытаться доказать, используя категорный метод, что существует 
непрерывная функция f : R - >  R , не дифференцируемая ни в ка
кой точке прямой R  (это классическая теорема Вейерштрасса; 
доказательство категорным методом дано Банахом в [1931]). 
Теоремы 4.3.27—4.3.29 доказаны Фреше в [1910а], однако он не
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рассматривал класс вполне ограниченных пространств. Теоре
му 4.3.31 доказал Лебег в работе [1921] (там эта теорема при
водится в двойственной формулировке); наше доказательство 
основано на идее Мазуркевича [1920а]. Теорему 4.3.32 можно 
найти в книге Хаусдорфа [1914].

У П РА Ж Н ЕН И Я

4.3.А. (а) Покажите, что метрическое пространство (Х> р) 
вполне ограничено тогда и только тогда, когда для любого е >
>  0 существует конечное покрытие X  множествами, диаметр 
которых меньше е.

(b) Установите, что если отображение /: X ^ Y  метризуе
мого пространства X  на метризуемое пространство У равномерно 
непрерывно относительно метрик р и сг соответственно на про
странствах X  и У и пространство (X , р) вполне ограничено, то 
и пространство (У, а) вполне ограничено.

(c) Пусть пространство (X, р) вполне ограничено и метрика 
р равномерно эквивалентна метрике а на пространстве X: тогда 
пространство (X, а) также вполне ограничено.

4.3.В. (а) Приведите пример полного метрического простран
ства (X, р), которое допускает равномерно непрерывное относи
тельно метрик р и а отображение на неполное пространство
(У, а).

(b) Пусть (X, р )— полное пространство и метрика р равно
мерно эквивалентна некоторой метрике о на пространстве X; 
покажите, что тогда пространство (X, ст) также полное.

(c) Покажите, что еж /(ш), плоскость с метрикой из при
мера 4.1.6, гильбертово пространство Н  и пространство Бэра 
5(ш) — полные пространства.

4.3.С. (а) Приведите прямое доказательство теоремы Бэра
о категории для пространств, метризуемых полной метрикой 
(ср. с упр. 4.4.F(d) и (е)).

Указание. Для непустого открытого множества G определите, 
как при доказательстве теоремы 3.9.3, последовательность 
Gь G2, . . .  непустых открытых множеств, таких, что

G =э G, :=> Gi => G2=> . . . , G i ( ] A i = 0  и 6(Gf) <  1//, / = 1 , 2 , . . .  .

(b) Приведите пример подпространства X  на плоскости, для 
которого справедлива теорема Бэра о категории, несмотря на 
то что X  не метризуемо полной метрикой.

Указание. Используйте такой факт: если теорема Бэра о ка
тегории имеет место для всюду плотного подпространства про
странства X , то она имеет место и для X
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4.3.D (Линденбаум [1926]). (а) Покажите, что если (X, р) — 
вполне ограниченное пространство, то для каждой изометрии f: 
Х -*-Х  образ f(X) всюду плотен в X (ср. с задачей 4.5.4).

Указание. Воспользуйтесь тем, что для каждой точки j t e X  
последовательность f ( x ) , f ( f( x ) ) ,  . . .  содержит подпоследователь
ность, сходящуюся к х.

(Ь) Выведите из (а), что если (X, р)— компакт, то каждая 
изометрия /: X X  есть отображение «на». Покажите, что пред
положение о компактности нельзя ослабить до условия, что (X, р) 
вполне ограничено.

4.3.Е. (а) Пусть (X, р) и (У, а )— метрические пространства 
и f: X - + Y  — непрерывное отображение. Покажите, что формула

р(*> У) =  р(*> У) +  <r(f (*). f(y) ) 
определяет метрику р на пространстве X, эквивалентную мет
рике р, и что отображение f  равномерно непрерывно относи
тельно метрик р и сг. Проверьте, что если метрики р и а вполне 
ограничены, то р вполне ограничена.

(b) Пусть (X, р )— метрическое пространство и /: Х - + Х  —  
непрерывное отображение; покажите, что формула

оо

Р (X, У) = Р (х, у) + Y j  7Г р (f l (*)’ f l (у))>
г-i 1

где f ‘ (x) =  f ( f ‘~l (x) ) при i ^ l  н f°(x) =  x, определяет метрику 
р на пространстве X, эквивалентную метрике р, и что отобра
жение f  равномерно непрерывно относительно р и р. Покажите 
также, что если р вполне ограничена, то и р вполне ограничена.

(c) Покажите, что метризуемое пространство X  — компакт 
в том и только том случае, когда каждая метрика на нем вполне 
ограничена, или, что равносильно, каждая метрика на нем огра
ничена (ср. с задачей 4.5.20(d)).

(d) (Немыцкий и Тихонов [1928]). Докажите, что метри
зуемое пространство X  является компактом в том и только том 
случае, когда каждая метрика на нем полна (ср. с упр. 4.4.Е(Ь) 
и задачей 4.5.20(d)).

Указание. Пусть X  — некомпактное метризуемое простран
ство и гэ р2 zd . . .  — убывающая последовательность непу
стых замкнутых подмножеств пространства X, такая, что пере-

оо

сечение П Ft пусто. Выберите некоторую метрику а на про- 
« = 1

странстве X, ограниченную числом 1, и проверьте, что для i  —  
=  1,2, . . .  формула
Рг (х, У) =  \<у (х, F t) — а (у, | +  [min (of {х, F г), а (у, F t))] а (х, у) 
определяет псевдометрику на множестве X. Используя построен
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ные так псевдометрики, определите метрику р на пространстве 
X , такую, чтобы б(Z7/ ) ^  1/2*, / = 1 ,  2, . . .  (ср. с леммой 4.4.6).

4.3.F. (а) Пусть X  — локально компактное пространство 
Линделёфа, a Y — пространство, метризуемое полной метрикой. 
Докажите, что пространство Yx с компактно-открытой тополо
гией метризуемо полной метрикой (см. упр. 4.2.Н  и 3.8.С(Ь)).

(Ь) Приведите пример хемикомпактного пространства X , та
кого, что пространство I х с компактно-открытой топологией не 
метризуемо полной метрикой (ср. упр. 4.2.Н).

Указание. Возьмите в качестве X  пространство Y из при
мера 1.6.20 и рассмотрите множество, состоящее из всех функ
ций / е  I х, принимающих только значения 0 и 1 и постоянных 
на каждом подпространстве вида Y П О Д  1/**+ 1 /л2] •

4.3.G (Бэр [1909]). Докажите, что пространство Р  всех ир
рациональных чисел (с топологией подпространства веществен
ной прямой) гомеоморфно пространству Бэра — (ср. 
с упр. 6.2.А).

Указание. Прежде всего покажите, что для каждой метрики 
р на пространстве Р , всякого е > 0  и любого непустого откры
того множества U  cz Р  существует последовательность F\, F% 
попарно непересекающихся непустых открыто-замкнутых под
множеств пространства Р, такая, что б(F / )< e , i =  1,2, . . . ,  и

оо

U  — U Fi- Затем выберите полную метрику р на пространстве Р
i =1

и для каждой последовательности ii, 12, . . . ,  t* натуральных чи
сел определите по индукции непустое открыто-замкнутое 
множество F i l i2... ik ^ P  диаметра, меньшего \/k, такое, что

оо оо

Ра=,У,/?‘* F i^ - lk = = U i F h‘2 - ‘ki и F i l t2. . . lk [ ] F i l i2. . . lk= 0 ,

если последовательности индексов различны.
4.3.Н. (а) (Брауэр [1913]; неявно — Фреше [1910]). Дока

жите, что для любых двух счетных всюду плотных подмножеств 
А, В  вещественной прямой R  существует гомеоморфизм f: R-*- 
-+■ R , такой, что f(A) =  B  (ср. с задачей 4.5.2).

Указание. Пусть Л = {а ь а2, ...} и В = {Ь \ , Ь2, ...} . Опреде
лите по индукции функцию f: A -+ R , полагая f {a {)— b\ и вы
бирая в качестве /(а,) элемент В  с наименьшим возможным ин
дексом, такой, что условия а/ <  ak и f(a/)< f(ak) равносильны 
при /, k i. Рассмотрите продолжение функции / на R  и дока
жите, что это — гомеоморфизм.

(Ь) (Фреше [1910]). Покажите, что пространство Q всех 
рациональных чисел (с топологией подпространства веществен
ной прямой) есть универсальное пространство для всех счетных 
метризуемых пространств.
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Указание. Заметьте, что счетные метризуемые пространства 
вкладываются в R. Для счетного X с= /? рассмотрите множе
ства X  U Q и Q и примените (а).

(c) Пусть А\, А2, В 1 и В 2 — счетные всюду плотные подмно
жества прямой R , удовлетворяющие условию А\ f] Л2 =  0  =  
=  B i f ] B 2; покажите, что существует гомеоморфизм /: R - + R y 
такой, что f(A i)— B i при i =  1, 2.

(d) Покажите, что для любых двух счетных всюду плотных 
подмножеств А, В  пространства Р  иррациональных чисел суще
ствует гомеоморфизм /: Р - > Р ,  такой, что f(A) — B .

(e) Покажите, что для любых двух счетных всюду плотных 
подмножеств Л, В  канторовского подмножества С существует 
гомеоморфизм f : C -v  С, такой, что f(A) =  В .

Указание. Заметьте, что для каждого счетного множества 
Acz С существует гомеоморфизм g : С-*-С, такой, что множе
ство g (Л) не пересекается с множеством концов всех интерва
лов, выброшенных из / при построении канторовского множе
ства, и примените упр. 3.2.В.

4.3.1. (а) Покажите, что любые две метрики на метризуемом 
компакте равномерно эквивалентны.

(Ь) Пусть У — метризуемый компакт. Покажите, что для ка
ждого топологического пространства X топология на У*, инду
цированная метрикой р, определенной по формуле (7) в § 4.2, 
не зависит от выбора конкретной метрики р на пространстве У. 
Покажите, что так определенная топология на Yx, вообще го
воря, не совпадает с компактно-открытой топологией.

Указание. См. упр. 4.2.А(с) и 4.2.G.
4.3.J (Банах [1922]). Пусть (X, р ) — метрическое простран

ство. Отображение f: Х - + Х  называется сжимающим, если су
ществует такое число с ^  (0, 1], что p( f (x) , f {y) ) ^  ср(х, у) для 
всех х, г/ e l ,  Покажите, что для каждого сжимающего отобра
жения полного метрического пространства X  в себя существует 
в точности одна точка хо е  X, такая, что f(xо ) = х 0 (это и есть 
теорема Банаха о неподвижной точке).

Указание. Возьмите любую точку х ^ Х  и покажите, что 
f { x ) , f ( f { x ) ) y . . .  — последовательность Коши.

4.4. М Е Т Р И З А Ц И О Н Н Ы Е  Т Е О Р Е М Ы  I

Семейство множеств называется о-локально конечным 
(о-дискретным) , если оно может быть представлено как счетное 
объединение локально конечных (дискретных) семейств.

Следующая теорема устанавливает одно из самых важных 
свойств метризуемых пространств.

4.4.1. Теорема Стоуна. В  каждое открытое покрытие метризуе-



мого пространства можно вписать открытое подпокрытие, яв
ляющееся одновременно локально конечным и а-дискретным.

Доказательство. Пусть {U s} sgS  — открытое покрытие метри
зуемого пространства X. Выберем метрику р на пространстве X  
и отношение вполне упорядочения <  на множестве S. Опреде
лим индуктивно семейства =  {Vs, i}s^s  подмножеств про
странства X , полагая

V ^  =  U B (c ,l/ 2 0 ,

где объединение берется по всем точкам c g I ,  удовлетворяю
щим следующим условиям:
(1) s — наименьший элемент множества S , такой, что с е  U s)
(2) c$zVt , i  при / < /  и / g S ;
(3) Д (с, 3/2‘) с  Us.

И з определения непосредственно вытекает, что множества 
Vs, i открыты. Включение (3) показывает, что Vs, * с: U s. Пусть 
х е  Х\ выберем наименьшее s g S, такое, что х е  U s, и нату
ральное число t, такое, что В { х у 3/2*') с: U s. Очевидно, что либо 
х е  V*, / для некоторых / <  / и f е  S , либо х е  f. Следова-

оо
тельно, объединение Y  =  \j Y  i является открытым покрытием,

i=1
вписанным в покрытие {(/5}s s S .

Мы докажем, что для каждого i

(4) если xt е  Fs,, г, x2^ V Sl, i и s ^ s 2, то р (jcj, л:2) >  1/21.

Эти соотношения в свою очередь означают, что семейства Y i  
дискретны, ибо каждый (1/2г+1)-шар пересекается не более чем 
с одним элементом семейства Y i.

Допустим, что Si <  s2. По определению множеств < и 
VSi, i найдутся такие точки сх и с2, удовлетворяющие соотно
шениям (1) — (3), что xk^ B { c k, 1/2*) с: VSk,i,  k = l ,  2. Из вклю
чения (3) следует, что B(ci, 3/2‘) с: USt, а из (1) видно, что 
c2$=USi, так что р(С], с2) ^  3/21. Значит,

p(xi, *2) >  р(с„ с2) — р (с,, х,) — р (с2, х2) >  1/2г,

что и доказывает неравенство (4).
Для завершения доказательства теоремы достаточно пока

зать, что для каждого / e S  и любой пары k, / натуральных 
чисел

если В  (х, l/2fe) cz Vt, /, то В(х, l/2>+k) fl Vs, t =  0  
при j  +  k и s e S .

4.4. М ЕТРИЗАЦИОННЫ Е ТЕОРЕМЫ I 4 1 5
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В самом деле, для каждого х е Х  существуют такие k, / и 
что В  {х, 1/2*) с: V/,/, и, таким образом, шар В  (х, l/2 /+fe) пере
секается не более чем с / +  k — 1 элементами семейства Т .

И з (2) вытекает, что точки с в определении множеств Vs, г 
не принадлежат Vt,jt если +  Так как В ( х , 1/2*) К*,/, 
то р(х, с ) >  1/2* для каждого такого с. И з неравенств / +  6^3= 
^  k +  1 и г ^  k +  1 вытекает, что 5  (я, l/2 /+*)f| 1/20 =  0»  
откуда следует (5). I
4.4.2. Замечание. Отметим, что доказательство теоремы Стоуна 
дает больше, чем утверждается теоремой: во всякое открытое 
покрытие пространства X , топология которого индуцирована не
которой псевдометрикой, можно вписать покрытие, одновремен
но локально конечное и а-дискретное.

4.4.3. Теорема. Каждое метризуемое пространство имеет о-дис- 
кретную базу.

Доказательство. Пусть р — метрика на метризуемом про
странстве X и 3St — открытое а-дискретное покрытие, вписанное 
в открытое покрытие пространства X , состоящее из всех 
(1//)-шаров. Легко показать, что а-дискретное семейство

оо

&  =  (J есть база пространства X. I  
i=i

4.4.4. Следствие. Каждое метризуемое пространство имеет о-ло
кально конечную базу. I

Мы докажем, что существование a-локально конечной базы 
также и достаточно для метризуемости регулярного простран
ства. Начнем с леммы, обобщающей теорему 1.5.15.
4.4.5. Лемма. Каждое регулярное пространство, имеющее а- 
локально конечную базу, совершенно нормально.

оо

Доказательство. Пусть Ш =  U где семейства локально
i = l

конечны, есть база регулярного пространства X. Рассмотрим от
крытое множество W с  X. Для каждого х е  W существуют на
туральное число i(x) и открытое множество U(x)cz &цХ), такие, 
что х е  U(x)cz U(x)cz W. Положим Wi — U {^ (x ): i(x) =  i}. Мы 
получим последовательность W i, W2, . . .  открытых подмножеств

oo

пространства X, такую, что W — (J W t и, в силу теоремы 1.1.11,
i — i

Wi cz W, i = l ,  2, ... . Нормальность пространства X  теперь
со

следует из леммы 1.5.14. Так как W  =  U пространство X

совершенно нормально (ср. с упр. 1.5.К ). I
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4.4.6. Лемма. Пусть X  есть Т^пространство, {р * }^  счетное се
мейство псевдометрик на множестве X, которые все ограничены 
числом 1 и удовлетворяют следующим условиям:

(i) р*: X y ^ X - ^ R  — непрерывная функция, / =  1, 2, .. .  .
(ii) Д ля каждой точки x g J  и каждого непустого замкну

того множества А сг X, такого, что х ф Д  найдется iy при кото
ром р£ {ху А) =  inf р̂  (xt а) >  0.

аеЛ
Тогда пространство X метризуемо и функция р, определенная 

формулой
оо

р(*> У) =  У)’
t=i

есть метрика на пространстве X.
Доказательство. Легко видеть, что р(*, х) =  0 для каждого 

i e l  и р удовлетворяет условиям (М2) и (М3). Так как X  
есть To-пространство, то для любой пары различных точек х, 
!/ е Х  либо х ф {у ), либо уф {х } .  Следовательно, р(х, у ) > 0  
в силу (ii), т. е. р — метрика на множестве X. Для того чтобы 
доказать, что р — метрика на пространстве X, достаточно по
казать, в силу следствия 4.1.11, что

р (х, А) =  0 в том и только том случае, когда х е  А.

Если хф.А, то, в силу (ii), существует такое число i, что 
р, (jc , Л) =  г >  0, и р (х ,А )^ р ( х ,  А) ^  г/21 >  0. С другой сто
роны, из (i) вытекает (в силу теоремы 1.4.7), что р: X > ( .X - + R — 
непрерывная функция, а тогда предложение 4.1.9 показывает, 
что функция f : X -*-R , определенная формулой f(x) =  р(х, А), 
также непрерывна. Следовательно, если х е А ,  то f ( x )^ f (A )c z

f(A) =  {0}, т. е. р(х, А) =  0. I
4.4.7. Метризационная теорема Нагаты — Смирнова. Топологи-
ческое пространство метризуемо в том и только том случае, ко
гда оно регулярно и имеет а-локально конечную базу.

Доказательство. Необходимость условий теоремы следует 
из 4.1.13 и 4.4.4. Мы покажем, что эти условия также и доста
точны. 00

Пусть X — регулярное пространство с базой U где
1 =  1

=  {t/s} seS локально конечное семейство. Для фиксирован
ной пары натуральных чисел i, k и любого s е  Si, в силу лем
мы 4.4.5 и следствия 1.5.12, существует непрерывная функция 
fs'. Х-*-1, такая, чтоU s =  f s 1 (Ф, 1]). Так как семейство ,
где Ws = ( U s X  X) U (^ X  U t ), есть локально конечное открытое

27 Зак. 697



покрытие пространства X X  X  и \fs (x )— f s (y) | =  0 для (х ,у)ф  
ф Ws, то, полагая

ёЛх, у )=  £  I /*(*) — M i/)l для (х, у) е= X х  А',

мы определяем (в силу следствия 2.1.12) непрерывную функцию 
gr. Х У . X R. Очевидно, что формула р,(х, y) =  min( l ,gi(x,  у)) 
задает псевдометрику на множестве X, ограниченную числом 1. 
Семейство (рг}°°_, удовлетворяет условию 4.4.6 (i). Выполнено и 
условие (ii). В1 самом деле, для каждого х ^ Х  и каждого не
пустого замкнутого множества Acz X, такого, что х ф. А, суще
ствует такое U  е  что х е  U  и А с .Х  \  U. Далее, U  =  Us е  
е  k i  при некоторых i и s е5/, и так как fs( x ) >  0 и fs(,4) =  {0}, 
получаем inf р* {х, а) ^  f s {х) >  0. Метризуемость пространства

а<= А

X вытекает теперь из леммы 4.4.6 (ср. с упр. 4.4.A(d)). I
Отметим также, что из последней теоремы непосредственно 

вытекает, что условия теорем 4.2.8 и 4.2.9 достаточны для мет
ризуемости.

Из теорем 4.4.3 и 4.4.7 следует

4.4.8. Метризационная теорема Бинга. Топологическое простран
ство метризуемо в том и только том случае, когда оно регулярно 
и имеет о-дискретную базу. I

Покажем теперь, что существует универсальное пространство 
для всех метризуемых пространств веса m^No (ср. с упр. 4.4.К).

4.4.9. Теорема. Произведение [/ (т)]*°, составленное из Ко копий 
ежа /(га), универсально для всех метризуемых пространств веса 
га ^  К0.

Доказательство. Очевидно, что [/ (тп)]к° — метризуемое про
странство веса ш.

Пусть X  — метризуемое пространство веса m ^  Ко- По тео
реме 4.4.3, существует база &  =  {t/s}s s  s пространства X, такая,

оо

что S =  j j  S j, где & i =  {Us}s s  — дискретное семейство.

В силу теоремы 1.1.15, можно считать, что |S| =  m. Без ограни
чения общности можно предполагать, что множество 5 совпа
дает с множеством, использованным в примере 4.1.5 при по
строении ежа /(ш).

Для каждого натурального числа i и любого s e 5 i  суще
ствует (в силу следствия 4.1.12) непрерывная функция fs: X - + I ,  
такая, что U s =  /7l((0, 1]). Так как семейство [Us}ssS {  дискрет-
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но, то, полагая
f i(x )  =  j sfs(x) при x e z U s и M *) =  /Sn(°)

при Х & Х \  U Ua>
s <= S £

где «о — фиксированный элемент множества S, мы определяем 
(согласно предложению 2.1.13) непрерывную функцию X-*- 
->/(га). Легко показать, что семейство разделяет точки
и замкнутые множества. И потому, в силу теоремы о диагональ
ном отображении пространство X вложимо в [7(m)]So. |

Заключительная часть этого параграфа посвящена изучению 
сохранения метризуемости при отображениях. Для начала на
помним, что в примере 1.4.17 мы определили замкнутое отобра
жение вещественной прямой на пространство, не удовлетворяю
щее первой аксиоме счетности. Таким образом, метризуемость не 
сохраняется при замкнутых отображениях (ср. с теоремой 4.4.17). 
Теперь мы приведем два примера, показывающих, что метри
зуемость не сохраняется и при открытых отображениях (ср. с 
упр. 4.2.D и задачей 4.5.17).
4.4.10. Пример. Рассмотрим подпространство плоскости:

Х =  {(0, 0)} U 0 Id» 1/0}U ({0, 1}Х U U {!/*+ 1/W»i = l i=1 /=1

и определим на X  отношение эквивалентности Е\ (x\t у г)Е (х 2 , 1/2 ) 
в том и только том случае, когда у\ — У2 . Естественное фактор* 
отображение q: X ^ X / E  — Y открыто. В  самом деле, пусть 
множество A c zX  открыто; тогда множество q~lq(A) также от
крыто, ибо оно получается присоединением к А нескольких изо
лированных точек пространства Х у и, следовательно, множество 
q (A )c zY  также открыто. Легко видеть, что У — хаусдорфово 
пространство. Покажем, что У не является регулярным про-

оо

странством. Множество q(F),  где F — U {(1» 1/0}. замкнуто в Y
i=i

и не содержит точки p =  q((0,0)); тем не менее для каждой 
пары U, V открытых подмножеств пространства У, таких, что 
p ^ U  и q(F)cz V, мы имеем U  f) V Ф  0 . В самом деле, суще
ствует такое io, что (о, у  +  е  q~l ((/), как только / ^  i ^

>  io, и такое /0 ^  /о, что Г 1, 4 - +  е  q~l (V), как только
V *0 h '  J /

j  ^  /0. Таким образом, для у =  -j- +  имеем (0, у) е  q~l (U) 
и (\,у)<= q~l (V), откуда следует, что q(0, у ) =  q(l, у ) е  U  (\V.

27*
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Заметим, что прообразы точек при отображении q — одноточеч
ные или двухточечные множества. I
4.4.11. Пример. Пусть Y = W q — пространство всех ординалов, 
меньших wi (см. пример 3.1.27). Положим X  =  ©  Ха. где Ха =

а<о),
=  {^ е  Wq. х ^  а} с топологией подпространства. Так как все 
Ха открыты, комбинация / =  V  ia’- X -+ Y ,  где ia: Xa-*-Y —

a<wi
вложение, является открытым отображением в силу предложе
ний 2.1.11 и 2.1.15. Каждое пространство Ха удовлетворяет вто
рой аксиоме счетности, поэтому они метризуемы согласно тео
реме 4.2.9. Тогда, в силу теоремы 4.2.1, пространство X также 
метризуемо. С другой стороны, пространство Y =  f(X) не мет
ризуемо, так как это счетно компактное, но не компактное про
странство (см. пример 3.10.16 и теорему 4.1.17). Отметим, что 
прообразы точек при отображении / все гомеоморфны дискрет
ному пространству Z)(Ki). I

Докажем теперь, что метризуемость — инвариант совершен
ных отображений. При доказательстве будут использованы сле
дующие две леммы (вторая является важным частным случаем 
теоремы 5.1.33).

4.4.12. Лемма. Пусть в каждое открытое покрытие топологиче
ского пространства X можно вписать локально конечное замкну
тое покрытие. Тогда в каждое открытое покрытие пространства 
X можно вписать локально конечное открытое покрытие.

Доказательство. Пусть °il — открытое покрытие простран
ства X. Выберем локально конечное покрытие ^  =  {̂ 4s}seS, 
вписанное в °11, Для каждой точки х ^  X выберем ее окрест
ность Vx, которая пересекается лишь с конечным числом эле
ментов покрытия s i. Пусть, далее, (F  — локально конечное зам
кнутое покрытие, вписанное в открытое покрытие {Vx}x sX , 
пусть для любого s e S

^, =  ̂ \ U { F s r :  F[\As =  0}.

Очевидно, что множество Ws открыто и содержит As. Более 
того, для каждого х е 5 и  любого F  е  У  имеем
(6) Ws (] F  Ф  0  тогда и только тогда, когда As f) F  ф 0 .

Для каждого s g 5  возьмем такое U {s ) ^ .cU , что As cz U s. По
ложим Vs =U ?s n^(s). Семейство {F s}s<=s является открытым 
покрытием, вписанным в покрытие Щ. Каждая точка х е Х  
имеет окрестность, пересекающуюся не более чем с конечным 
числом элементов покрытия дГ, и каждый элемент покрытия У  
пересекается не более чем с конечным числом элементов по



крытия Поэтому, в силу (6), покрытие (Ks}seS локально ко
нечно. I
4.4.13. Лемма. Пусть f: X-*- У— совершенное отображение мет
ризуемого пространства X на пространство Y. Тогда в каждое 
открытое покрытие пространства Y можно вписать открытое ло
кально конечное покрытие.

Доказательство. Пусть Т  — открытое покрытие пространства 
У. По теореме Стоуна, в открытое покрытие {f~l (V)}v^ r  про
странства X можно вписать локально конечное покрытие 
W sis^s- Применяя теорему 1.5.18, выберем замкнутое покрытие 
gr =  { F s}sgS пространства X, такое, что F s < z U s для каждого 
s e S .  Так как t F  локально конечно, из 3.10.11 следует, что се
мейство {/(^s)}se=s есть локально конечное измельчение покры
тия Т  пространства У. Теперь утверждение леммы вытекает 
из 4.4.12. I
4.4.14. Замечание. Заметим, что в доказательстве леммы 4.4.13 
использовались только нормальность пространства X и тот факт, 
что в каждое его открытое покрытие можно вписать локально 
конечное открытое покрытие.
4.4.15. Теорема. Метризуемость сохраняется при совершенных 
отображениях.

Доказательство. Пусть f : X -+-Y— совершенное отображение 
метризуемого пространства X на некоторое пространство У. Вы
берем метрику р на X и для / =  1,2, ... и каждого у е  У рас
смотрим открытые множества

Ut (у) =  В ( Г 1 (у), l/i), W t (y) — Y \ f ( X \ U t  (у)),

Vt(y) =  r l (w l ( y ) ) ^ u l (y).
Отсюда следует, что для г/ е  У имеем
(7) U,(y)<=Ut(y),

Семейство — {Wt (y)}y(=Y является открытым покрытием 
пространства У. Заметим, что для каждого у е  У
(8) {Wt(y)}°°=l — база У в точке у.

В самом деле, для любой окрестности V точки у имеем f~l (y) с: 
czf~l (V). В силу 4.1.14, существует такое i, что Ui(y)czf~ l (V), 
откуда следует включение Wi (у) с: V.

Теперь покажем, что
(9) для каждого у е У н  каждого i найдется такое /,

что W,(z) a  Wi(y), где y ^ W j { z ) .
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В силу 4.1.14 и (7), существует такое / ^  2i, что U j ( y ) c  
cz V2i(y). Рассмотрим такое г е У ,  что j e  Wj(z). Тогда }~l (y)cz 
cz Vj(z)cz Uj(z), т. e. существуют такие x e  f~l (z) и / е  f~4y),  
что p(x, л/) <  l /j .  Отсюда следует, что Uj(y)(] f~l ( г ) ф 0  и

1 (z)cz Vzi(у), ибо последнее множество вместе с любой точ
кой х содержит также f-1 (/(*))•

Выберем теперь некоторую точку tfe W/(z). Тогда f~l (t)cz 
cz Uj ( z )  и для любой точки x ^ f - y(t) существует такая точка 
x ' ^ f ~ l (z), что р(х, х') <  l / j  l/2i. Как показано выше, 
f~l (z) cz Уг< (у) cz V%i (у), следовательно, найдется такая точка 
х" е  /_| (у), что р (х', х") С  1 /21. Поэтому р (х, х") <  1 f i ,  откуда 
следует, что f~l (t)cz Ui{y), т. е. что t е  Wi(y), и доказательство 
утверждения (9) завершено.

В силу леммы 4.4.13, в покрытие W i пространства У можно 
вписать локально конечное покрытие $>. Из утверждений (8)

оо
и (9) вытекает, что объединение $  —  j j  — база простран-

г = 1
ства У. Следовательно, будучи нормальным по теореме 1.5.20, 
пространство У метризуемо по теореме Нагаты — Смирнова. I  

Следующая теорема дает необходимые и достаточные усло
вия метризуемости замкнутых образов метризуемых пространств.

4.4.16. Лемма Вайнштейна. Пусть /: X -*-Y  — замкнутое отобра
жение метризуемого пространства X на пространство Y. Тогда 
для каждого у е  У, такого, что % (у, У) <  Ко, множество 
F r (у) — компакт.

Доказательство. Пусть А ={х\ ,  х2, . . . } — подмножество мно
жества F  =  F r /-1 (у), такое, что |Л| =  К 0, и пусть {V ty°=l — 
база пространства У в точке у. Рассмотрим метрику р на про
странстве X и для t =  l,  2, .. .  выберем такую точку хг е  
=  f 1 (Fi) \ f~ l (у), что р (Xi ,Xi) <  1//. Такая точка обязательно су
ществует, ибо отображение f замкнуто, множества {у}, /“’(*/) 
замкнуты и потому х,-е F  czf~l (у)cz f~l (Vi). Следовательно, 
множество B(xi, 1/i)П /_1 (У.) является окрестностью точки х,-. 
Для множества В  =  {х[, х'2, ■..} имеем у е  f ( B ) \  f (B ) ;  так как 
f — замкнутое отображение, В ф  В  и В йф 0 .  Поскольку 
р (х^ х'{) <  1/г, г =  1, 2, . . . ,  имеем АА =  В Л ф  0 .  Следователь
но, каждое счетное бесконечное подмножество множества F  
имеет предельную точку. Этот факт, в силу теорем 3.10.3 и 4.1.17, 
означает, что F  — компакт. I

4.4.17. Теорема Ханаи — Мориты — Стоуна. Для любого замкну
того отображения f: X-*~Y метризуемого пространства X на про
странство У следующие условия равносильны:
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(i) Пространство У метризуемо.
(ii) Пространство Y удовлетворяет первой аксиоме счетно

сти.
(iii) Для каждой точки г/е У множество F r f~l (y)— ком

пакт.
Доказательство. Импликация (i)=^(ii) очевидна, a (ii)=>- 

=»-(iii) вытекает из предыдущей леммы. Покажем, что (iii)=^(i). 
Пусть для любого y ^ Y  множество А (у) <z:X равно F r f~l (y), 
если последнее множество непусто, и является некоторым одно
точечным подмножеством множества /”*(#)> если F r f - 1 (у) — 0 , 
т. е. если f~{ (y )— открыто-замкнутое подмножество простран
ства X. Множество А =  (J А (у) замкнуто в X , так как Х \ А  —

ye=Y
объединение открытых множеств In t/ -1 (г/) не более чем с одной 
выброшенной точкой каждое. Сужение f\A: A -+ Y  есть замкну
тое отображение множества А на У. Так как прообразы точек 
при отображении f\A либо имеют вид F r f~l (y)9 либо суть од
ноточечные множества, то отображение /|Л совершенно. Мет
ризуемость пространства У следует теперь непосредственно из 
теоремы 4.4.15. В

Теоремы 1.4.16 и 4.4.17 приводят к следующей теореме.

4.4.18 Теорема. Метризуемость сохраняется открыто-замкнуты
ми отображениями. ■

Заметим, что метризуемость не сохраняется в сторону про
образа при совершенных открытых отображениях, как показы
вает отождествление в точку любого неметризуемого компакта.

Следующая теорема, последняя в этом параграфе, является 
следствием теорем 3.7.22, 4.2.1 и 4.4.15.
4.4.19. Теорема. Пусть топологическое пространство X имеет ло
кально конечное замкнутое покрытие, состоящее из метризуемых 
подпространств; тогда и само пространство X метризуемо. 1

ИС ТО РИЧЕС КИЕ И БИ БЛ И О ГРА Ф И ЧЕС К И Е ЗА М ЕЧАНИЯ

Теорема 4.4.1 была доказана в работе А. Стоуна [1948]. Это 
одна из самых важных теорем общей топологии. Приведенное 
нами доказательство заимствовано из работы М. Рудин [1969а]. 
Нагата и Смирнов доказали теорему 4.4.7 соответственно в
[1950] и [1951а]. Теорема 4.4.8 доказана Бингом в [1951]* Даль
нейшие метризационные теоремы будут приведены в § 5.4. Тео
рема 4.4.9 принадлежит Ковальскому и доказана в [1957]: дан
ное здесь доказательство принадлежит Свордсону [1979]. При
мер 4.4.10 взят из книги Александрова и Хопфа [1935], а при
мер 4.4.11 — из работы А. Стоуна [1956]. Теоремы 4.4.15 и 4.4.17 
независимо доказаны Моритой и Ханаи в [1956] и А. Стоуном
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в [1956] (для сепарабельных пространств Уайберн доказал пер
вую из них в [1942], а равносильность условий (i) и (ii) второй 
теоремы — в [1950]). Лемма 4.4.12 доказана Майклом в [1953], 
лемма 4.4.13 — Моритой и Ханаи в [1956], а лемма 4.4.16 — 
Вайнштейном в [1947]. Теорема 4.4.18 доказана Балачандраном 
в [1955], а теорема 4.4.19 — Нагатой в [1950].

У П РА Ж Н ЕН И Я

4.4.А. (а) Покажите, что локально конечное открытое по
крытие метрического пространства не обязательно а-дискретно.

Указание. Рассмотрите дискретное пространство £)(с).
(b) Покажите, что пространство X в примере 1.5.7 удовле

творяет второй аксиоме счетности и потому имеет ог-дискретную 
базу.

(c) Покажите, что / -̂пространство X обладает локально ко
нечной базой, или, что эквивалентно, базой, представимой в 
виде конечного объединения локально конечных семейств, в том 
и только том случае, когда X  — дискретное пространство.

(d) Рассмотрите псевдометрики р*. определенные в дока
зательстве метризационной теоремы Нагаты— Смирнова, и за
метьте, что семейство { f it k)7,k=i отображений Х -+  X/pit k, 
определенных в упр. 4.2.1, разделяет точки и замкнутые множе
ства. Применяя теорему о диагональном отображении, выведите 
отсюда, что пространство X  метризуемо.

4.4.В. Докажите, что каждое метризуемое полной метрикой 
пространство веса ^  m ^  К 0 гомеоморфно замкнутому подпро
странству произведения [/(ш)]х°.

Указание. Заметьте, что вещественная прямая гомеоморфна 
замкнутому подпространству пространства [/(Ко)] 2, и приме
ните лемму 4.3.22.

4.4.С. (а) Докажите, что для каждого метризуемого про
странства X веса существует взаимно однозначное отобра
жение f : X - ^ Y  на сепарабельное метризуемое пространство Y.

Указание. Сначала рассмотрите пространство X =  J (с), а за
тем примените теорему 4.4.9.

(Ь) (Видосич [1972]). Пусть X  — тихоновское пространство 
и существует его взаимно однозначное отображение на метри
зуемое пространство. Докажите, что тогда каждое семейство 
попарно непересекающихся непустых открытых подмножеств 
пространства R x с компактно-открытой топологией счетно.

Покажите, что в пространстве R m каждое семейство попарно 
непересекающихся непустых открытых множеств счетно (ср. со 
следствием 2.3.18).
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Указание. Рассмотрите сначала случай метризуемого про
странства X  и модифицируйте доказательство теоремы 2.3.17, 
используя (а) и упр. 3.4.G(b), а затем примените указание к 
упр. 3.4.G(b).

4.4.D. (а) Непрерывное отображение /: X - + Y  называется 
локальным гомеоморфизмом, если для каждой точки х е Х  су
ществует такая ее окрестность U (x )y что f \U{x) — гомеомор
физм окрестности U(x) на открытое подпространство простран
ства Y.

Установите, что каждое открытое отображение f: X - * Y ,  
определенное на хаусдорфовом пространстве Х у при котором 
прообразы всех точек— конечные множества одинаковой мощ
ности, является локальным гомеоморфизмом.

(b) (Архангельский [1966]). Покажите, что каждый локаль
ный гомеоморфизм f: X  У, определенный на хаусдорфовом 
пространстве Х у при котором прообразы всех точек конечны и 
состоят из одного и того же числа точек, есть замкнутое ото
бражение.

(c) Покажите, что если существует открытое отображение 
f : X - ^ Y  метризуемого пространства X  на пространство У, при 
котором прообразы всех точек конечны и состоят из одного и 
того же числа точек, то пространство У метризуемо.

4.4.Е. (а) Примените метризационную теорему Нагаты — 
Смирнова для решения упр. 4.4.D(c).

(b) Примените метризационную теорему Нагаты — Смирно
ва для выполнения упр. 4.3.E(d).

Указание. Для некомпактного метризуемого пространства X  
определим такую последовательность х\, х2, . . .  его точек, что 
для некоторой метрики р на пространстве X  имеем р(хг, х/)^  1 
при i ф  /. Присоедините к пространству X  точку х0 таким обра
зом, чтобы пространство XU{*o} было метризуемым и х0 =  
=  lim xi.

4.4.F. Топологическое пространство X  называется локально 
сепарабельным в точке х е Х ,  если х имеет сепарабельную 
окрестность. Топологическое пространство X  называется локаль
но сепарабельным, если оно локально сепарабельно в каждой 
своей точке х ^  X.

(a) Проверьте, что еж /(с) не является локально сепара
бельным.

(b ) (Урысон [1927а]). Приведите пример метризуемого про
странства веса с, не являющегося локально сепарабельным ни 
в какой точке.

(c) (Александров [1924b]). Покажите, что если X  — локаль
но сепарабельное метризуемое пространство, то Х =  ф Х $у где

s e S
все пространства Xs сепарабельны (ср. с упр. 5.3.А(Ь)).
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Указание. Возьмите локально конечное открытое покрытие 
°11, вписанное в некоторое открытое покрытие пространства X  
сепарабельными подмножествами. Определите отношение экви
валентности Е  на °U, полагая U E U ', если существует последова
тельность Uo, U ь ***> U& элементов покрытия <2/, такая, что 
Uo = U ,  U k =  U r и 17/ п £//+1 #  0  для t =  1, 2, . . . ,  k -  1. Для 
каждого класса эквивалентности отношения Е  рассмот
рите объединение Xs =  (J % *

(d) (Степанек и Вопенка [1967]). Покажите, что каждое 
метризуемое пространство X, не являющееся локально сепара
бельным ни в какой своей точке, может быть представлено как 
объединение возрастающей трансфинитной последовательности 
А\ cz Ач cz ... cz Аа cz . . . ,  а С  состоящей из нигде не плот
ных множеств.

Указание. Пусть Ш 3}3^ 8естъ а-локально конечная база про
странства X , и пусть U s, ь Us, 2, . • •, а, . . . ,  s e S ,  a<(O i, — 
семейство попарно непересекающихся непустых открытых мно
жеств, содержащихся в Us- Рассмотрите множества А а =  Х \
\  (J U t ws e S  Р > а

(e) (Степанек и Вопенка [1967]). Покажите, что каждое 
метризуемое пространство без изолированных точек может быть 
представлено как объединение семейства нигде не плотных мно
жеств мощности ^с.

Указание. Примените (с) и (d).
4.4.G. Покажите, что лемма Вайнштейна легко следует из 

упр. 2.1.C(d) и 4.1.Е(а).
4.4.Н. (а) (Архангельский [1960]; для локально компактных 

пространств— Смирнов [1956а]). Покажите, что если полное 
в смысле Чеха пространство X имеет счетное покрытие, состоя
щее из сепарабельных метризуемых пространств, то простран
ство X метризуемо.

Указание. См. упр. 3.9.Е(с).
(Ь) Покажите, что условие сепарабельности в (а) суще

ственно даже в случае двухэлементного покрытия.
4.4.1. Покажите, что если существует замкнутое отображе

ние f: X ~ > Y  метризуемого пространства X на пространство Y 
точечно счетного типа (в частности, на полное по Чеху про
странство У), то У метризуемо.

Указание. Примените упр. 3.1 .F(b).
4.4.J (Морита [1955]). Докажите, что каждое метризуемое 

пространство X веса ш ^  Х0 есть непрерывный образ некоторого 
подпространства бэровского пространства £ (т)  при совершен
ном отображении (ср. с указанием к упр. 4.2.D(a)).

Указание. Применяя теорему Стоуна, определите последова
тельность tF u S F i,  .*• локально конечных замкнутых покрытий



пространства X, таких, что T i — { F S% i}S€E=s, |S| =  m и b{FSii ) ^  
l / i  для каждого s ^ S .  Рассмотрите подмножество Г cz

оо
с: B(m) =  S 0, состоящее из всех точек {s,}, таких, что р F Sl, i¥*  

Ф 0 , и  поставьте в соответствие точке {s,}е  Т  единственную
ОО оо

точку пересечения Р  F Sl. * а  X. Покажите, что f  l (х) =
/ - 1  1 i = l  

e S : x e F Sii} для каждого x g I
4.4.К (Даукер [1947а]). Пусть ш — бесконечный кардинал и 

S  — множество мощности т. Рассмотрим множество всех веще
ственных функций х , определенных на S  и таких, что
| { S E  S: JCs ^ = 0 }| ^ K o  и £  х2 < о о у где xs — значение функ-

f e=s _______________

ции х на s; формула р (х,у) —  (xs “  Уз)2 определяет мет

рику на этом множестве. Полученное так метрическое простран
ство не зависит (с точностью до изометрии) от выбора множе
ства S. Оно называется гильбертовым пространством веса m 
и обозначается через Я(щ). Очевидно, что гильбертово простран
ство Я , определенное в примере 4.1.7, совпадает с Я ( К 0).

Докажите, что гильбертово пространство Я (т )  универсально 
для всех метризуемых пространств веса ш ^  fct0.

Замечание. Даукер в [1947а] получил этот результат при 
дополнительном предположении паракомпактности; тот факт, 
что все метризуемые пространства паракомпактны, не был еще 
известен.

4.5. ЗАДАЧИ  

Расширение открытых и замкнутых множеств
4.5.1 (Куратовский [1948а]). (а) Покажите, что для каждо

го семейства 0% }S€5S открытых подмножеств подпространства 
М  метризуемого пространства X  существует семейство {U s} s& s  
открытых подмножеств пространства X, такое, что VS ~ M [ \ U S 
при всех s e S  и для каждого конечного множества So cz S,
удовлетворяющего условию f| Vs — 0 ,  мы имеем f] U$= 0 .

s e 5 0 s  <= So
Указание. Положите U s =  { x ^  X: p (x, Vs) <  p (x, M \  F s) } , 

где p — метрика на пространстве X.
(b) Покажите, что для каждого семейства {^ s}se5 замкну

тых подмножеств подпространства М  метризуемого простран
ства X существует семейство { F s}s ^ s замкнутых подмножеств 
пространства X, такое, что J4s =  A fn /7s при всех s ^ S  и для
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каждого конечного множества So сг 5, удовлетворяющего соот
ношению U AS =  M , мы имеем (J F S =  X .

s e 5 o

Пространство Rrt однородно относительно счетных всюду 
плотных подмножеств

4.5.2 (Брауэр [1913а]; неявно — Фреше [1910]). Докажите, 
что для любых двух счетных всюду плотных подмножеств А , В  
евклидова n-мерного пространства R n существует такой гомео
морфизм f: R n^ R n, что f(A) =  B  (ср. с упр. 4.3.Н(а)).

Указание. Говорят, что множество A c z R n находится в об
щем положении относительно координатных осей, если для лю
бой пары различных точек х = { х г}, y = { y i } ^ A  разность 
Xi — yi не обращается в нуль при t =  l, 2, . . . ,  п. Докажите 
сначала, что для каждого счетного множества A c z R n суще
ствует гомеоморфизм R n на себя, при котором А переходит в 
некоторое множество в общем положении относительно коорди
натных осей. Затем покажите, что элементы двух счетных бес
конечных множеств в общем положении относительно коорди
натных осей можно упорядочить в две последовательности
хи *2, ... И уи у2........где х} =  {х{} и у1 =  {у{}, / =  1, 2..........
таким образом, чтобы разности х{ — х  ̂ и у\ — у\ имели одина
ковый знак для /,£ =  1 ,2 , . . .  и / =  1, 2, . . . ,  п.

Топология поточечной сходимости и метрики
4.5.3. (а) Установите, что пространство I 1 с топологией по

точечной сходимости не метризуемо.
Указание. Примените упр. 2.1.С (а).
(b) Определите две топологии 0\ и 0% на счетном множе

стве X таким образом, чтобы пространство {Х,(У\) было метри- 
зуемым, а пространство (X, 0 %)— нет и чтобы x =  \imxi отно
сительно топологии С\ в том и только том случае, когда х =
— lim Xi относительно топологии О2.

(c) (Форт [1951]). Докажите, что не существует метрики р 
на множестве I ',  обладающей тем свойством, что lim р (/,/,) =  О 
тогда и только тогда, когда f — lim /,■ относительно топологии 
поточечной сходимости.

Указание (Дугунджи [1966]). Допустим, что существует 
метрика р на V, обладающая указанным выше свойством. Для 
каждого х е /  и /= 1 ,2 , . . .  положим di (х) =  sup {/ (х): f ^ I r 
и Р(/> /о) <  1/0. гДе /о ^  I '  тождественно равна нулю. Покажи
те, что limrf<(jc) =  0 для каждого и что для некоторого 
числа i0 существуют последовательность xi, х?, ... точек отрез
к а / и  последовательность U i, U2. . . .  открытых подмножеств 
отрезка /, такие, что dt-a(jc(.)<  1, jt.e t/;, i —  1, 2, . . . ,  и Ui[\ 
Г\Uj =  0  при i ф j.
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Рассмотрите последовательность f  1, /2, где fi (i =  
==1, 2, . . . ) — непрерывное отображение отрезка / в себя, та
кое, что f i ( I \ U i) =  {0} и U ( x t) =  1.

Расширяющие и сжимающие отображения метрических про
странств

4.5.4 (Фрейденталь и Гуревич [1936]). (а) Покажите, что 
если (X, р )— вполне ограниченное пространство, то любое ото
бражение f пространства X в себя, удовлетворяющее условию 
Р(*> У) ^  P ( f(x)> f(y )) при всех х, i / e l ,  является изометрией 
(ср. с упр. 4.3.D).

Указание. Установите, что f обладает свойством, упомяну
тым в указании к упр. 4.3.D(a), и примените этот факт к ото
бражению / X  /•

(Ь) Покажите, что если (X, р )— вполне ограниченное про
странство, то каждое отображение f пространства X  в себя, 
удовлетворяющее условию р (х, у) ^  р (/ (х), f (у )) для всех х, 
у ^ Х  и такое, что f(X) всюду плотно в X , является изометрией.

Указание. Рассмотрите продолжение / до отображения /: 
где X — пополнение X, и примените (а).

Всякое плотное в себе метризуемое полной метрикой про
странство содержит канторово множество

4.5.5 (Хаусдорф [1914]). (а) Покажите, что каждое непу
стое плотное в себе метризуемое полной метрикой пространство 
содержит подпространство, гомеоморфное канторову множеству.

Указание. Пусть р — полная метрика на плотном в себе про
странстве X. Для каждой последовательности i\, h, . . . ,  ik, со
стоящей из нулей и единиц, определите по индукции непустое 
открытое множество V ixi2... ik с: X, диаметр которого меньше 
l/ k t такое, что

V ixi2 ... iko П ik\ =  0 и V tli2 ... ikicz V ixi2 ... ik, / =  0 , 1.

(b) Покажите, что каждое сепарабельное метризуемое пол
ной метрикой пространство либо счетно, либо имеет мощность с.

Указание. Примените задачу 1.7.11 и пункт (а) или устано
вите, что этот результат непосредственно следует из задачи 
3.12.11(b).

Прямая конструкция пополнения

4.5.6 (Хаусдорф [1914]). Пусть (X, р )— метрическое про
странство. Определим отношение эквивалентности Е  на множе
стве всех последовательностей Коши в пространстве (X, р), по
лагая {x i}E {y i}  в том и только том случае, если lim р(х/, у{) =  0.
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Покажите, что формула р ( [{** }] , l { ^ } ] ) =  lim р (^ ,yi) опреде
ляет метрику на множестве X всех классов эквивалентности от
ношения Е . Каждой точке х е  X  поставьте в соответствие точку 
[{я ,}] е  X, где xi =  х, i =  1, 2, . . . ,  и покажите, что (X, р) —  
пополнение пространства (X, р).

Борелевские множества I I  (см. задачи 1.7.5 и 7.4.22)
4.5.7. Будем говорить, что метризуемое пространство X  — 

абсолютно мультипликативного (аддитивного) класса а, где 
а  <  а>1, если для каждого гомеоморфного вложения h: X - * Y  
пространства X  в метризуемое пространство У образ h(X) яв
ляется множеством мультипликативного (аддитивного) клас
са а в У.

(a) (Лаврентьев [1924]). Докажите, что для каждого а >  0 
(каждого а >  1) метризуемое пространство X  — абсолютно 
мультипликативного (аддитивного) класса а в том и только том 
случае, если существует гомеоморфное вложение ft: X - + Y  про
странства X  в метризуемое полной метрикой пространство У, та
кое, что образ h(X) есть множество мультипликативного (ад
дитивного) класса а в У.

Указание. Примените теорему Лаврентьева.
(b) Покажите, что (а) не имеет места ни для мультиплика

тивного класса 0, ни для аддитивных классов 0 и 1. Покажите, 
что метризуемое пространство X  — абсолютно мультипликатив
ного (аддитивного) класса 0 в том. и только том случае, если 
X  — компакт (пусто).

(c) Покажите, что метризуемое сепарабельное пространство 
X — абсолютно аддитивного класса 1 в том и только том случае, 
когда X  <т-компактно.

Замечание. А. Стоун доказал в [1962], что метризуемое про
странство X — абсолютно аддитивного класса 1 в том и только 
том случае, когда X может быть представлено как счетное объ
единение локально компактных, или, что равносильно, замкну
тых локально компактных подпространств.

4.5.8. (а) (Майкл [1954]). Докажите, что в метризуемом 
пространстве X объединение локально конечного семейства, со
стоящего из множеств мультипликативного (аддитивного) клас
са а, есть множество того же класса.

Указание. Примените теорему Стоуна и трансфинитную ин
дукцию.

Замечание. Тот же результат (и доказательство) имеет ме
сто, если X  — совершенно нормальное паракомпактное простран
ство.

(Ь) (Монтгомери [1935]). Покажите, что если каждая точка 
подмножества А метризуемого пространства X  обладает такой
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окрестностью U  в X, что А Г) U  — множество мультипликативно
го класса а >  0 (аддитивного класса а) в подпространстве U  
пространства X, то А — множество того же класса (ср. с зада
чей 2.7.1).

Указание (Майкл [1954]). Примените (а) и тот факт, что X  
обладает a-локально конечной базой.

(с) (Монтгомери [1935]). Докажите, что если X  и У — мет
ризуемые пространства и /: Х - ^ У — измеримое отображение 
класса а, то график G(f) есть множество мультипликативного 
класса а в произведении X X  Y.

Указание (Энгелькинг [1967]). Покажите, что для любой 
базы {#s} seS пространства У существует семейство от
крытых подмножеств пространства У, такое, что (X X  У) \ 0  ( f ) =  
=  U (г1 (А,) X  B s). примените (а) и тот факт, что про-

ssS
странство У имеет a-локально конечную базу.

Диадические пространства I I  (см. задачу 3.12.12)

4.5.9. (а) (Серпинский [1928]). Покажите, что каждое не
пустое замкнутое подмножество А канторовского множества С 
есть ретракт пространства С.

Указание (Халмош [1963]). Покажите, что метрика а на 
множестве Z)s4  определенная формулой

оо

<*(*> =  — г̂1> где * =  {*«}> у =  {уц>
1 — 1

индуцирует топологию на декартовом произведении. Отметьте, 
что если а{х, у ) =  а(х, г), то у =  г, и выведите отсюда, что для 
каждого х €= £)Ко существует ровно одна точка а е Д  такая, что 
а(х, а ) =  о(х, А).

(Ь) (Александров [1927] (объявлено в [1925]), Хаусдорф 
[1927]). Покажите, что из (а) и теоремы 3.2.2 вытекает, что 
каждый непустой метризуемый компакт есть непрерывный образ 
канторова множества, т. е. является диадическим пространством 
(ср. с теоремой 3.2.2 и задачей 3.12.12(a)).

4.5.10 (Ефимов [1963]). Покажите, что каждое непустое 
замкнутое Gj-множество F  cz D m есть ретракт пространства £>т ‘ 
Покажите, что диадичность наследуется непустыми замкнутыми 
Ов-множествами.

Указание (Энгелькинг и Пелчинский [1963]). Выберите 
функцию /: D m -> /?, такую, что F  — /-| (0), примените 
упр. 3.2.Н(а) и задачу 4.5.9(a).
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4.5.11 (Ефимов [1963а]). Покажите, что каждая диадическая 
компактификация сХ метризуемого пространства X  удовлетво
ряет второй аксиоме счетности, т. е. метризуема.

Указание (Энгелькинг и Пелчинский 11963]). Заметьте сна
чала, что пространство X сепарабельно, затем примените 
упр. 3.5.F и задачу 3.12.12(c).

Можно также использовать задачу 3.12.12(g) и упр. 2.1.С (а).
2-произведения I I I  (см. задачи 2.7.13, 2.7.14, 3.12.23 и 

упр. 3.10.D)

4.5.12. (а) (Гулько [1977], М. Рудин [1977]). Пусть Б (а) 
есть Б-произведение метризуемых пространств {Xs}i s S , где а =
= { а Л ^  П  Х$ .Докажите, что для каждого дискретного семей-

S65
сгва SF замкнутых подмножеств пространства 2(a) существует 
открытое a-локально конечное покрытие °U пространства 2(a ), 
такое, что замыкание каждого элемента °U пересекается не бо
лее чем с одним элементом семейства ЗГ.

Указание. Для каждого пересечения £/ =  2 (а) П П  U s ПР°-
 ̂ s e S

странства 2(a) с элементом X I U s канонической базы $  произ*
—- г  S <ЕЕ S

ведения U x s положим S(U ) =  { s e S :  U s Ф  Xs}. Для каждого
S6S

х =  {л:*} =  2 (а) пусть {s <= S: х5 Ф  as} =  {sx, i, sXf 2, . . . },  и для 
каждого открытого подмножества С/с: 2 (а), пересекающегося 
более чем с одним элементом семейства %ГУ пусть A (U)a z U  со
стоит из двух точек, выбранных в двух различных элементах 
семейства F .  Для любого s g S  определим последовательность 

1, °US, 2, локально конечных открытых покрытий про
странства X s, такую, что каждый элемент покрытия °US, * имеет 
диаметр меньше l / i  и может быть представлен как объедине
ние элементов покрытия °Us, £+1, и положим ^  =  j t /  =  2(a)f]

П П и , : 0 ^ П ^ | и  U s е  %Ls, i для s e S ( t / ) } .  Допу-
s ^ S  s e S

стим, что [У  | ^  2, и рассмотрим семейство ^  всех конечных 
последовательностей U0, U 1, . . . ,  U n открытых подмножеств про
странства 2(a), где 2(a) =  U0 => Ui zd ... => Un, U i ^ & i  для 
i =  1, 2, . . . ,  п. Каждое Ui при i ^  n — 1 пересекается более 
чем с одним элементом семейства "̂ и S(Ui) =  {sx, /: х <= Л(^0)11 
U A(Ui)\J • • • U A{Ui-i), j  — 1, 2, . . . ,  i} для i =  l, 2 
Рассмотрите семейство ‘Ыо, состоящее из всех последних эле
ментов U n последовательностей из 91, которые пересекают не 
более одного элемента семейства У , и покажите, что есть 
a-локально конечное открытое покрытие пространства 2(a).
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Для доказательства того, что °Uq — покрытие, допустим про
тивное, т. е. что существует точка х  =  {xs} s  Е (а)\ U ^о- Рас
смотрим бесконечную последовательность U о, U i, U 2, . . . ,  такую, 
что х ^  U i для / =  0, 1, 2, ... и Uo, U\, . . . ,  U n принадлежат 
множеству Р  для п =  0, 1, 2, ... . Определите /  =

оо

положив x's ^=xs для S G  U  S (U i)  и x's =  as в противном

случае, и получите противоречие, установив, что x 'e {a o , аь 
а2, . . где c ti^  A (U i)[\\ }{F ^  x ' ^ F ) .  Затем покажите по 
индукции, что семейство последних элементов последовательно
стей из 9* длины п +  1 является локально конечным для п —  
=  0, 1, 2, . . .  . Чтобы получить °Uy заметьте, что элементы по
крытия <2/0 функционально открыты. Замените каждый из них 
счетным множеством подходящих открытых множеств.

(Ь) (Гулько [1977], М. Рудин [1977]; для пространств, мет
ризуемых полной метрикой, — Корсон [1959]). Докажите, что 
любое 2 -произведение метризуемых пространств нормально.

Указание. Пусть I F  — {F\y F 2}> где F \, F 2 — замкнутые и не
пересекающиеся множества. Примените (а), определите локаль
но конечное подпокрытие М у вписанное в покрытие °U (см. лем
му 5.1.10), и рассмотрите множества U i — X \  [j{A: и 
А Л Ft =  0 }  для / =  1,2.

Замечание. Те же рассуждения показывают, что любое 
2-произведение метризуемых пространств коллективно нор
мально.

Продолжение замкнутых и открытых отображений
4.5.13. (а) (Вайнштейн [1952]). Непрерывное отображение 

f : X ^ Y  замкнуто в точке у е  У, если для каждого открытого 
множества ( / e l ,  содержащего f~l (y)> в У существует окрест
ность V точки уу такая, что f~ l (V)cz U . Множество всех точек 
пространства У, в которых отображение f: X - + Y  замкнуто, обо
значается через С (/). ___

Покажите, что C ( f ) [ } ( f ( X ) \ f ( X ) )  =  0  и В  f\C{f)cz C( fB) 
для каждого В с  У. Заметьте, что C(f\A)czC( f )  для каждого 
непрерывного отображения f: X - + Y  нормального пространства 
X  в 7Упространство У, где А — всюду плотное множество в X .

(Ь) (Энгелькинг [1971]). Докажите, что для каждого непре
рывного отображения f: У, где X  — пространство, метризуе
мое полной метрикой, а У — хаусдорфово пространство, удовле
творяющее первой аксиоме счетности, множество C(f) есть 
С6-множество в У.

Указание. Заметьте, что для каждого y ^ C ( f )  множество 
F r  f~l { y ) — компакт. Возьмите полную метрику р на простран
стве X и для / = 1 , 2 ,  . . .  рассмотрите множество Wi, состоящее

28 За к. 697
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из всех точек у е У ,  имеющих окрестность W с тем свойством, 
что каждое множество K c z f ~ l (W ) t такое, что p ( x , x ' ) ^ \ / i  и 
f (x)=£f(x ')  для любой пары различных точек множества К,

оо

конечно. Покажите, что С (/)= П
(=1

(c) (Вайнштейн [1952] (объявлено в [1947])). Докажите, 
что если /: X - + Y — непрерывное отображение пространства Х у 
метризуемого полной метрикой, в хаусдорфово пространство У, 
удовлетворяющее первой аксиоме счетности, то для всякого мно
жества A cz X t такого, что сужение / 1А : A~>f(A)  замкнуто, най
дется такое Об-множество В  cz X, что A c z B  и сужение f\B: 
B-~* f(B)  замкнуто. Заметьте, что если сужение f\ A совершен
но, то существует такое <36-множество В  <zzXt что A c z B  и 
сужение f\B  совершенно.

Указание. Примените (а) и (Ь).
(d) Пусть X  и У — пространства, метризуемые полной мет

рикой, и пусть A czX  и С cz У — произвольные подпространства. 
Выведите из (с), что любое замкнутое отображение /: Л->С 
подпространства А на С продолжается до замкнутого отображе
ния F : B - + D  подпространства В  на подпространство Z), где 
A c z B a z X , C c z D c z Y  и В  есть <5б-множество в X. Заметьте, 
что если f — совершенное отображение, то существуют такие В  
и Д  что F: B - + D  — также совершенное отображение.

Замечание. Из теорем 4.3.23, 4.3.24 и задачи (е) ниже вы
текает, что D есть <Зб-множество в У.

(e) (Вайнштейн [1952] (объявлено в [1947])). Докажите, 
что если метризуемое пространство У является непрерывным 
образом пространства X , метризуемого полной метрикой, при 
замкнутом отображении /, то У также метризуемо полной мет
рикой.

Указание. Примените (а) и (Ь); можно также воспользо
ваться теоремами 4.3.26 и 3.9.10 и сузить замкнутое отображе
ние до совершенного отображения, как при доказательстве тео
ремы 4.4.17.

4.5.14. (а) (Мазуркевич [1932]). Докажите, что если /: X-*-
У — непрерывное отображение сепарабельного пространства 

X, метризуемого полной метрикой, в метризуемое пространство 
У, то для каждого множества A cz X, такого, что сужение 
f\A: A -+ f {A )  открыто, существует Об-множество BazX ,  такое, 
что A cz В  и сужение f\B: B ~ > f ( B )  открыто.

Указание (Хаусдорф [1934]). Без ограничения общности 
можно считать, что Л — X и С =  У, где C =  f(A). Возьмем пол
ную метрику р на пространстве X и любую метрику а на про
странстве У. Для фиксированной счетной базы 38 пространства 
X положим 3Sk = { U ^ 3 S :  6(1/) <  1/Л и 8 { f { U ) ) < l / k } .  Для



каждой последовательности м, /2, ***, ik натуральных чисел 
определите по индукции множество £/| *2... ik е  такое, что

tki iltt i =  1, 2 , . . .  .

Выберите открытые множества Vi ti2... ik<^Y диаметра <1//г, 
удовлетворяющие соотношениям

f ( A ( ] U i l i2. . . lk) =  C ( ]V i li2. . . ik и Vil i2.. . tki czVtli2... ik,

1 = 1 , 2 .......................

Пусть далее

Г = Ц Г ,  и Г

Установите, что

£ =  < г \ г ) и Ц .  , и .  < л г ‘,1* 2.....‘* = 1
есть / -̂множество, не пересекающееся с С. Рассмотрите мно
жество

fi = Г '  V  \В) п (Д (1_ ,0 ^  „ П Г  ... о) •

(b) Пусть X — сепарабельное пространство, метризуемое 
полной метрикой, У— пространство, метризуемое полной метри
кой, я Acz X, С cz Y — произвольные подпространства. Выведите 
из (а), что каждое открытое отображение /: А -+ С  подпростран
ства Л на С продолжается до открытого отображения F : В-*- D  
подпространства В  на D, где Acz В  cz X, С cz D cz Y и В  есть 
0 4-множество в X.

Замечание. Из задачи 5.5.8(d) и теорем 4.3.23, 4.3.24 выте
кает, что D  есть G6-множество в У.

(c) (Р. Поль [1981]). Докажите, что предположение о се
парабельности пространства X в (а) и (Ь) существенно.

Указание. Пусть Q — множество всех рациональных чисел, 
P  =  R \ Q  и S  =  D (с). Пусть далее {Cs}seS — семейство всех 
счетных всюду плотных подмножеств пространства Р. Рассмот
рите подпространство X =  {(s, / ) e S X ^ :  t е  R  \  Cs} c  S X  R  
и отображение f: X^>-R, определенное формулой f ( s , t )  =  t. По
кажите, что сужение / 1 А, где А =  S  X  Q. открыто. Рассмотрите 
любое £?6-множество B c zX ,  такое, что Acz В. Покажите, что
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существует б б-множество С а  /?, такое, что Q a C c z f ( B ) ,  и 
рассмотрите множество f ( B  f ) [ { s } X ( # \  £*)])> гДе Cs czC.

(d) Докажите, что если X - + Y  — непрерывное отображение 
метризуемого пространства X  в метризуемое пространство У, 
то для каждого множества А а Х , такого, что сужение f\A:  
A - + f ( A )  открыто и f (A)  есть б б-множество в У, найдется та
кое (76-множество Bc z X, что А а  В  и сужение / 1 В : В  -> f  (В ) от
крыто.

Указание. Можно считать, что f (A) =  У.

Метризуемость компактов и счетно компактных пространств

4.5.15. (а) (Катетов [1948]). Покажите, что компакт X  мет- 
ризуем в том и только том случае, когда произведение Х Х ^ Х ^  
наследственно нормально (ср. с упр. 4,2,В).

Указание. Используйте задачу 2.7.15(a) и упр. 4.2.В.
Замечание. Как показал Никош в [1977], существование не- 

метризуемых компактов X , таких, что произведение X  X  X  на
следственно нормально, совместимо с аксиомами теории мно
жеств.

(Ь) (Хабер [1976]). Покажите, что предположение о ком
пактности в (а) можно ослабить до счетной компактности.

Указание. См. задачу 3.12.12(e).

Произведения с метризуемым сомножителем

4.5.16. (а) (Майкл [1953]). Докажите, что произведение 
X X  У совершенного пространства X  и метризуемого простран
ства У есть совершенное пространство.

Указание. Воспользуйтесь тем фактом, что пространство У 
имеет cr-локально конечную базу.

(b ) (Морита [1963]). Докажите, что произведение X X  У 
совершенно нормального пространства X и метризуемого про
странства У совершенно нормально.

Указание. Примените упр. 1.5.К.
Замечание. В примере 5.1.32 будет показано, что нормаль

ность и наследственная нормальность не сохраняются при умно
жении на метризуемое пространство.

(c) (Бурбаки [1958], Дьедонне [1958]; объявлено А. Стоу
ном [1948]). Докажите, что произведение X X  У счетно ком
пактного нормального пространства X и метризуемого про
странства У нормально.

Указание. Модифицируйте доказательство леммы 5.2.7; при
мените теорему 3.10.7.

Замечание. Тот же результат (и доказательство) имеет ме
сто, если У — паракомпактное пространство, удовлетворяющее 
первой аксиоме счетности (ср. с примером 5.1.40).
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(d) Уиллард [1971]). Докажите, что произведение X X  У 
наследственно линделёфова пространства X и сепарабельного 
метризуемого пространства У является наследственно линделё
фовым пространством.

Указание. Примените (а) и следствие 3.8.10.
Замечание. В  работе [1964] Морита описал топологические 

пространства, произведения которых с любым метрическим про
странством нормальны.

Сохранение метризуемости при открытых и факторных ото
бражениях

4.5.17 (А. Стоун [1956]). Докажите, что если /: X - + Y  — 
открытое отображение локально сепарабельного метризуемого 
пространства X  на регулярное пространство У и все прообразы 
точек при отображении f сепарабельны, то пространство У мет
ризуемо (ср. с задачей 5.5.8(d)).

Указание. Пусть X =  ®  где все пространства X s сепа-
5GS

рабельны (ср. с упр. 4.4.F(b)). Определите отношение эквива
лентности Е  на множестве S, полагая s E s если существует та
кая последовательность sq, «ь s&, что s0 =  s, sk =  s ' и 

ф  0 ,  i —  0, 1, . . . ,  k — 1. Установите, что объ
единение X s, принадлежащих одному и тому же классу эквива
лентности отношения £, образуют сепарабельные подпростран
ства пространства X. Образы этих подпространств при отобра
жении f открыты и попарно не пересекаются.

4.5.18 (Чобан [1966]; для сепарабельных X — А. Стоун
[1956]). Докажите, что если /: X - * Y — факторное отображение 
метризуемого пространства X  на сепарабельное регулярное про
странство У, удовлетворяющее первой аксиоме счетности, и все 
прообразы точек при отображении / — сепарабельные подпро
странства, то пространство У метризуемо.

Указание. Покажите, что для любого счетного всюду плот
ного множества В с  У подпространство A =  f~x( B ) a X  сепара
бельно. Выберите для пространства А счетную базу замкну
тую относительно конечных объединений, и докажите, что се
мейство {In tf(£/): U  ^ 3 $ )  — база пространства У.

Продолжение функций и метрик

4.5.19. (а) (Дугунджи [1951]; для сепарабельных X  — Бор
сук [1933]). Пусть X  — метризуемое пространство и М  — его 
замкнутое подпространство. Докажите, что для каждого непре
рывного отображения /: можно задать его непрерывное



продолжение e ( f ) =  F :  X - + R  таким образом, что 
sup | [е(/)] (х) |= sup |/(*)|
XGX XS  Af

при всех /: M - + R  и
e(hfi +  *2/2) =  t%e(f2),

где [if] ( х )=  t-f(x),  при всех fi, f 2: M -+ R  и вещественных ti, t2.
Указание (Дугунджи [1951], Аренс [1952]). Выберем метрику 

р на пространстве X  и локально конечное открытое подпокры
тие {F s}seS, вписанное в покрытие (х, - j  р (х, Л4))} под
пространства Х \ М .  Для любого s e 5  выберем такую точку 
jcs e X \ M ,  что F s c iB  (jcs, -̂ -р(л:8, Л1)), и такую точку as е  М,

5
что р (as, xs) < -£ p (x s, Af). Используя теорему 1.5.18, определим 
функции gs: Х \ М - * 1 ,  такие, что gs {X \  Vs) с: {0} для любого 
s e S  и Для любого х ^ Х \ М ;  положим

seS
f  f  (х) при х е  М,

[е (/)](*) =  j  ^  f(as)gs (x) при
^ s e 5

Для доказательства непрерывности e(f) заметьте, что для ка
ждого а е  М  и любого j c g F j  имеет место неравенство 
р(a, as) <  Зр(а,х).

(b) (Дугунджи [1951]). Пусть X — метризуемое простран
ство и М — его замкнутое подпространство. Докажите, что для 
каждого непрерывного отображения /: М C*(Y), где C*(Y) — 
кольцо всех ограниченных непрерывных вещественных функций, 
определенных на пространстве Y, с топологией, индуцированной 
метрикой д, определенной формулой (7) § 4.2, где а — есте
ственная метрика вещественной прямой, существует продолже
ние F:  X-*-C*(Y) отображения f  на все пространство X.

Указание. Следуйте конструкции, предложенной в предыду
щем указании, и определите F  по формуле, задающей e(f).

Замечание. Подобная же конструкция проходит для линей
ного продолжения функций со значениями в любом локально 
выпуклом топологическом векторном пространстве.

(c) (Гемба и Семадени [I960]). Покажите, что не суще
ствует оператора продолжения е, задающего для каждой непре
рывной функции f : $N \  N -*■ R  некоторое продолжение e{f): 
fW  - + R  таким образом, что

sup \[e(f)](x)\= sup \f(x)\
x  e  &N x e  $ N \ N
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при всех /: рN \ N - + R  и
e(fi +  f2) = e ( h ) + e ( h )

для всех fu /2:
Указание. Рассмотрите семейство {£/*}, е/ открытых подмно

жеств пространства pNXAf, определенных в примере 3.6.18, и 
семейство { f t } tG l  функций ft: pWXAf-*•/?, определенных фор
мулой

4.5.20. (а) (Хаусдорф [1938]). Пусть М  — замкнутое подпро
странство метризуемого пространства X и /: — непрерыв
ное отображение М  на метрическое пространство L. Докажите, 
что пространство L  может быть изометрично вложено как зам
кнутое подмножество в некоторое метрическое пространство У 
таким образом, что отображение / продолжается до непрерыв
ного отображения F : X -> У, сужение которого F\ X \ М есть 
гомеоморфизм Х\Л1 на Y \ L .

Указание (Куратовский [1938], Аренс [1952]). Рассмотрите 
продолжение композиции M-^C*(L) отображения f и изо- 
метричного вложения L  в C*(L), определенного в доказатель
стве теоремы 4.3.14, до непрерывного отображения f': C*(L) 
(ср. с задачей 4.5.19(b)). Рассмотрите произведение Z  =  
=  C *(L)X /?X  С*(Х) и отображение F: X - + Z ,  определенное 
формулой Г(х) =  (^ (х ) ,р (х ,М ) ,р (х ,М )-fx), где р — ограничен
ная метрика на пространстве X и fx(y) =  р(х, у). Установите, 
что в качестве У можно взять подпространство F ( X ) c z Z .

(b) Установите, что если отображение f в (а)— гомеомор
физм, то продолжение F, определенное выше в указании, также 
является гомеоморфизмом.

Указание. Покажите, что если {Vs} s^s — открытое покрытие 
подпространства Х \ М  и {as: s 5} — подмножество в М 9 опи
санное в указании к задаче 4.5.19(a), то для каждого а е М  и 
любого x ^ V s  имеет место неравенство р(а, х) <  р(а, а5) +

(c) (Хаусдорф [1930]). Докажите, что если М  — замкнутое 
Подпространство метризуемого пространства X , то каждая мет
рика на М продолжается до метрики на пространстве X.

(d) Убедитесь в том, что с) немедленно решает 4.3.Е(с)

(е) Покажите, что если М — замкнутое подпространство про
странства X , метризуемого вполне ограниченной метрикой, тогда 
каждая вполне ограниченная метрика на М продолжается до 
вполне ограниченной метрики на всем пространстве X.

f i  (х) =  |
1, если x ^ U t,
0, если x f = { $ N \ N ) \ U t.

+  2р(*,М).

и (d).
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(f) (Бэкон [1968]). Покажите, что если М —  замкнутое под
пространство пространства X , метризуемого полной метрикой, 
то каждая полная метрика на М  продолжается до полной мет
рики на пространстве X.

Указание. Пусть р — полная метрика на подпространстве М . 
Продолжите метрику р до метрики р на пространстве X  и 
возьмите пополнение (X, р) пространства (X, р). Представьте

множеств пространства X  и рассмотрите метрику а на X , опре
деленную формулой

Пространство R 1 метрически универсально для всех сепара
бельных метрических пространств

4.5.21. (а) Покажите, что для каждого счетного семейства 
ограниченных непрерывных вещественных функций, опре

деленных на сепарабельном метризуемом пространстве X, су
ществует метризуемая компактификация сХ пространства X, 
такая, что все функции ft непрерывно продолжаются на сХ.

Указание. См. упр. 4.3Е(а).
(b) Отметьте, что для каждого метрического компакта (X, р) 

пространство (Rx, а), где а — естественная метрика веществен
ной прямой, изометрично подпространству пространства (R c, а), 
где С — канторово множество.

Указание. Используйте задачу 4.5.9(b).
(c) (Банах и Мазур, как указано Банахом в [1932]). До

кажите, что каждое сепарабельное метрическое пространство 
(X, р) изометрично подпространству пространства (R! , д), где
о — естественная метрика вещественной прямой.

Указание. Заметьте сначала, что пространство (R c, б) изо
метрично подпространству (/?7,6 ). Затем выберите счетное всю
ду плотное подмножество А =  {аи а2, . . . }  пространства X и 
рассмотрите семейство {/j}°°=1 вещественных функций на X, 
определенных формулой f i (x) =  р(х, а,) — р(х, а),  где а б Х  — 
фиксированная точка. Далее примените (а), (Ь) и теорему 4.3.17.

Замечание. Урысон в работе [1927] первым описал метри
ческое пространство, метрически универсальное для всех сепа
рабельных метрических пространств.

оо

разность Х \ Х  как счетное объединение (J F t замкнутых под-

оо
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Пространства замкнутых подмножеств I I I  см. задачи 2.7.20,
3.12.26, 6.3.22 и 8.5.16)

4.5.22. Хаусдорфова метрика на семействе всех ограниченных 
непустых замкнутых подмножеств метрического пространства 
(X, р) определяется формулой

ря (Л, В) =  max {sup р (а, В), sup р (Ь, Л)}.

(a) (Хаусдорф [1914], Майкл [1951]). Установите, что ря—  
метрика на семействе всех ограниченных непустых замкнутых 
подмножеств метрического пространства (X, р). Проверьте, что 
(X, р) изометрично некоторому замкнутому подпространству по
лученного таким образом метрического пространства. Приве
дите пример двух эквивалентных вполне ограниченных метрик р 
и а на пространстве X, таких, что топологии на 2х, индуциро
ванные метриками ря и сгя, различны. Приведите пример огра
ниченного сепарабельного метрического пространства (Х,р), та
кого, что топология Вьеториса на 2х и топология, индуцирован
ная метрикой ря, несравнимы. Покажите, что топология, инду
цированная хаусдорфовой метрикой ря на семействе 3Z (X) всех 
непустых компактных подпространств метрического простран
ства (X, р), совпадает с топологией Вьеториса на 2Z(X ).

Замечание. Помпейю в [1905] исследовал сходимость, ин
дуцированную метрикойРр (Л, В ) =  sup р(а, £) +  supp(6, Л) на

а е  А b е  В
семействе всех ограниченных непустых замкнутых подмножеств 
плоскости.

(b) Проверьте, что если пространство (X, р) вполне огра
ничено, то пространство (2х, рн) также вполне ограничено. При
ведите пример сепарабельного ограниченного метрического про
странства (X, р), такого, что пространство (2х, рн) не сепара
бельно.

(c) (Хан [1932]). Покажите, что если пространство (X, р) 
полно, то пространство всех ограниченных непустых замкнутых 
подмножеств пространства (X, р) с хаусдорфовой метрикой рн 
также полно.

(d) (Куратовский [1956]). Покажите, что если пространство 
(X, р) полно, то и пространство (3Z(X),pя) полно.

(e) Установите, что если X есть -̂пространство, то экспо
ненциальное пространство 2х метризуемо в том и только том 
случае, если X — метризуемый компакт. Убедитесь в том, что 
пространство Z  (X) метризуемо в том и только том случае, если 
пространство X метризуемо.

Указание. Используйте задачу 2.7.20(f).
(f) (Куратовский [1948]). Пусть (X, р )— метрическое про
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странство и a g I ,  Каждому ограниченному непустому замкну
тому подмножеству А а  X поставим в соответствие функцию 
fA^ R x, определенную формулой /д(х)= р(х, Л) — р(х, а). По
кажите, что это соответствие определяет изометрию между про
странством всех ограниченных непустых замкнутых подмно
жеств пространства (X , р) с хаусдорфовой метрикой ря и про
странством всех ограниченных непрерывных вещественных функ
ций на X с метрикой б, определенной формулой (7) § 4.2, где 
а — естественная метрика на вещественной прямой.

Выведите отсюда, что для каждого метризуемого компакта 
X  пространство 2х с топологией Вьеториса вложимо в простран
ство отображений R x с компактно-открытой топологией. Устано
вите, что оба условия — метризуемость и компактность простран
ства X — являются существенными (ср. с задачей ЗЛ2.26( j) ).



Глава 5

ПАРАКОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Паракомпактные пространства одновременно обобщают ком
пактные пространства и метризуемые пространства. Хотя они 
были определены намного позже, чем два предыдущих класса, 
паракомпактные пространства быстро завоевали популярность 
у топологов и аналитиков и считаются теперь одним из важ
нейших классов топологических пространств. Благодаря введе
нию паракомпактности многие теоремы топологии и анализа 
получили обобщения, а многие доказательства упростились. 
Кроме того, понятие локально конечного семейства и понятия, 
связанные с ним, оказались весьма эффективными и естествен* 
ными средствами изучения топологических пространств.

Параграф 5.1 посвящен паракомпактным пространствам. Мы 
начинаем с трех теорем, содержащих различные характеристики 
паракомпактности хаусдорфовых пространств (описания ее в 
терминах разбиений единицы особенно важны для анализа). 
Далее доказываем, что паракомпактные хаусдорфовы простран
ства обладают свойством коллективной нормальности, намного 
более сильным, чем простая нормальность, и приводим несколь
ко примеров. Во второй части этого параграфа изучаются опе
рации над паракомпактными пространствами и поведение этого 
класса пространств при отображениях. Параграф завершается 
теоремой Тамано, в которой устанавливается интересная внеш
няя характеристика паракомпактных хаусдорфовых пространств.

В § 5.2 мы изучаем класс счетно паракомпактных про
странств. Теоремы этого параграфа содержат различные харак
теристики счетной паракомпактности.

Параграф 5.3 посвящен слабо паракомпактным и сильно па
ракомпактным пространствам. Как и класс счетно паракомпакт
ных пространств, эти два класса имеют гораздо меньшее зна
чение, чем класс паракомпактных пространств. Однако они 
играют определенную роль в теории размерности и алгебраиче
ской топологии. Среди теорем этого параграфа самыми важ
ными являются теорема Нагами — Майкла о том, что каждое 
коллективно нормальное слабо паракомпактное пространство 
паракомпактно, и теорема Уоррелла о сохранении слабой пара
компактности замкнутыми отображениями.
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Последний параграф является продолжением § 4.4; в нем 
приводятся еще пять метризационных теорем.

5.1. ПАРАКОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА
Понятие локально конечного семейства множеств, введенное 

в гл. 1, приводит к определению важного класса топологических 
пространств — паракомпактных пространств. Топологическое 
пространство X называется паракомпактным, если в каждое его 
открытое покрытие можно вписать локально конечное открытое 
покрытие *).

Заметим, что, в противоположность определению компактно
сти, в определении паракомпактности нельзя заменить «вписан
ное покрытие» на «подпокрытие». Действительно, легко видеть, 
что каждое дискретное пространство паракомпактно: покрытие, 
состоящее из всех его одноточечных подмножеств, открыто, ло
кально конечно и вписано в любое покрытие этого простран
ства,— и тем не менее открытое покрытие {Л̂  П [Ь про
странства натуральных чисел N  не содержит никакого локально 
конечного подпокрытия (ср. с упр. 5.1.A(d)).

Из определения паракомпактного пространства вытекает
5.1.1. Теорема. Каждое компактное пространство паракомпакт
но. Я

С помощью понятия паракомпактности теоремы 3.8.11 и 4.4.1 
можно сформулировать следующим образом:
5.1.2. Теорема. Каждое линделёфово пространство параком
пактно. I
5.1.3. Теорема. Каждое метризуемое пространство параком
пактно. I

Читатель легко выведет из теоремы 5.1.12 и замечания 5.1.7, 
что возможность вписывать открытые покрытия, которые одно
временно локально конечны и а-дискретны, установленная для 
метризуемых пространств в теореме 4.4.1, лишь формально силь
нее паракомпактности в классе хаусдорфовых пространств.

5.1.4. Лемма. Пусть X — паракомпактное пространство и А, В  — 
два непересекающихся замкнутых множества в X . Если для 
каждой точки х е й  существуют открытые множества Ux, VXf 
такие, что Acz U Xj х е  Vx и U x f\Vx — 0 ,  то найдутся открытые 
множества U y V, для которых AczU ,  В а  V и U  (] V — 0 .

Доказательство. Семейство {Vx}x U {X \ В} является от-

! ) Паракомпактные хаусдорфовы пространства называются также пара
компактами. — Прим. перев.
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крытым покрытием паракомпактного пространства X, Значит, 
существует вписанное в него локально конечное открытое по
крытие { f s}J sS . Для S0 =  { s e S :  WS()B=£  0 }  имеем

A ( ] W S=  0  при всех s e S 0 и В  сг [J Ws.

В силу теоремы 1.1.11, множество U  =  X  \ (J Ws открыто.
seSo

Как легко видеть, множества U  и V =  U Ws обладают всеми
seSo

нужными свойствами. В
5.1.5. Теорема. Каждое паракомпактное хаусдорфово простран
ство нормально.

Доказательство. Подставляя одноточечные множества вме
сто А в последней лемме, мы видим, что каждое паракомпакт
ное хаусдорфово пространство регулярно. Пользуясь этим фак
том и применяя лемму снова, мы получаем теорему. 1

Отметим, что последняя теорема обобщает одновременно 
теоремы 1.5.15, 3.1.9 и 3.8.2. Так как каждое регулярное про
странство с a-локально конечной базой паракомпактно (это вы
текает из следующей далее теоремы 5.1.11), она обобщает так
же лемму 4.4.5.

Семейство {/s} se Sнепрерывных отображений пространства X 
в единичный отрезок / называется разбиением единицы на про
странстве X , если Y j /Л л0 = 1 п р и всех х е !  Последнее ра-

s ^  S
венство имеет тот смысл, что при произвольном фиксированном 
Хо ^  X  лишь счетное множество функций f s не обращается в нуль

оо

в точке х0 и ряд £  fs,(x0), где { s b s2, . . . }  =  { s e S :  f5(^0)^ = 0 }, 
t = l 1

сходится к l. Так как этот ряд абсолютно сходится, порядок 
членов не имеет значения, и сходимость к 1 означает, что 1 яв
ляется наименьшей верхней гранью множества всех чисел вида 

(*о) +  fsi2 (*о) +  ••• + f s t k(x о), где Si, s2, S j e S .
Мы говорим, что разбиение единицы {fs}ssS  на простран

стве X локально конечно, если покрытие {/Jl ((0, 1])}S(=S про
странства X  локально конечно. Это означает, что для каждой 
точки хо е  X найдутся ее окрестность U 0 и конечное множество
•So={si, $2, s*}c rS, такие, что fs(x) =  0 при всех х ^  U 0 

k
и всех s e S \ S o  и У, f s. (лег) =  1.

i=l *
Разбиение единицы { f s}s^ s  на пространстве X подчинено 

покрытию зФ пространства X, если покрытие {/^((О. l])}seS впи
сано в s i .



Наша следующая теорема содержит две характеристики па
ракомпактов в терминах разбиений единицы. Эти характеристи
ки очень полезны не только в топологии, но и в анализе, и в 
дифференциальной геометрии. Теореме будут предпосланы две 
леммы. Первая из них будет применяться еще и потом, поэтому 
мы устанавливаем ее в несколько более общей форме, чем тре
буется сейчас. В доказательстве нашей теоремы можно приме
нить вместо этой леммы — менее элементарно — теорему 1.5.18.

5.1.8. Лемма. Если в каждое открытое покрытие регулярного 
пространства X  можно вписать локально конечное покрытие 
(произвольными множествами), то для каждого открытого по
крытия { U s} s пространства X  найдется замкнутое локально 
конечное покрытие { F s} seS этого пространства, такое, что F s cz 
cz Us при всех s е  S 1).

Доказательство. В силу регулярности X , существует откры
тое покрытие Ж  пространства X, такое, что {W: W <= Ж } впи
сано в {U s}s<=$- Возьмем локально конечное покрытие {At} t ^ T, 
вписанное в покрытие Ж,  для каждого / выберем 5(/)eS,  
такое, что At cz U S(t), и положим F s =  |J A t . Из теорем 1.1.11

s (£)=*s
и 1.1.13 легко следует, что (Fs}seS — замкнутое локально ко
нечное покрытие пространства X, а определение множеств F s 
показывает, что F s cz U s при всех s e S .  I
5.1.7. Замечание. Отметим, что если покрытие {At} t ^ T  в послед
нем доказательстве открыто, то множества Vs =  N At откры-

_ 5 ( t )  = S
ты и F s — Vs. Значит, для каждого открытого покрытия {U s}s s  
паракомпакта существует локально конечное открытое покрытие 
{7 J je S , такое, что Vs cz U s при всех s e S .

5.1.8. Лемма. Если для открытого покрытия °U пространства X  
существует подчиненное ему разбиение единицы { f s} S€=s» 70 в ^  
можно вписать открытое локально конечное покрытие.

Доказательство. Для начала заметим, что если g : X -W  — 
непрерывная функция, х0 ^ Х  и g(*0) > 0 ,  то найдутся окрест
ность Uq точки xq и конечное множество So с: S, такие, что
(1) f s ( x ) < g ( x )  при x ^ U o  и s е= S \  S 0.

Действительно, легко проверяется, что условию (1) удовле
творяют любое множество S 0 =  {$ь 52, .. -, Sk} cz S, для которого
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]) Говорят при этом, что покрытие комбинаторно вписано в по
крытие {U s}s Прим. перев.



k
1 — У. f s. (х0) <  g(*o), и открытое множество U0—- { x ^ X :  1 — 

i- l
Для каждого х е  X  выберем s ( i: ) e S  так, чтобы было 

fs{x) (■*) >  0. Взяв g =  fs(x) в предыдущем замечании, мы заклю
чаем из 2.1.12, что формула / (jc) =  sup /s (дс) определяет некото-

s e S
рую непрерывную функцию f : Х-+(0, 1]. При каждом s s S  
множество

Vs =  { x < = X :  f g( x ) > ± f ( x ) }

открыто, и семейство У  =  {Ks}seS вписано в °U. Положив 
g - ^ r f ( x )  в нашем первоначальном замечании, мы приходим 
к выводу, что семейство У  локально конечно.

5.1.9. Теорема. Для каждого Т\-пространства X следующие 
условия равносильны:

(i) Пространство X  — паракомпакт.
(ii) Д ля  каждого открытого покрытия пространства X  най

дется подчиненное ему локально конечное разбиение единицы.
(iii) Для каждого открытого покрытия пространства X най

дется подчиненное ему разбиение единицы.
Доказательство. Предположим, что X — паракомпакт, и рас

смотрим произвольное открытое покрытие s i  пространства X. 
Пусть Ш  — {^s}S(=s локально конечное открытое покрытие, впи
санное в s i .  По лемме 5.1.6, найдется замкнутое покрытие 
{ f s}seS пространства X, такое, что F s с: U s при всех s e S .  Из 
леммы Урысона следует, что для каждого s e S  можно найти 
непрерывную функцию gs: Х-*-1, такую, что gs (х) =  0 при х <= 
e X \ U s и gsU')= l ПРИ x ^ F s -  Так как семейство Ш  ло
кально конечно, то полагая g ( x ) = J ^  gs(x), мы получаем не-

seS
прерывную функцию g: X - + R .  Легко видеть, что семейство 
(/Лееst гДе f s  =  g s / g ,  является локально конечным разбиением 
единицы, подчиненным s i.  Тем самым импликация (i)=>-(ii) 
установлена.

Так как импликация (ii)=>(iii) очевидна, для завершения 
доказательства достаточно показать, что (iii)=>(i), а это, в силу 
леммы 5.1.8, сводится к доказательству того, что каждое ^-про
странство X, удовлетворяющее условию (iii), является хаусдор- 
фовым пространством. Мы покажем, что X — тихоновское про
странство. Рассмотрим любую точку лг0 е  X  и произвольное
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замкнутое множество F  с: X, такое, что Хо ф. F. Открытому по
крытию Х\{дго}} пространства X подчинено не
которое разбиение единицы { fs}s<=s -Возьмем s0 е  S, для которого
f So(x0) =  a >  0, и заметим, что множество f ~ l ((О, 1]) содержи
тся в I \ F ,  т. е. f S' ( F ) c z { 0}. Непрерывная функция f : Х->1> 
определенная формулой f(x) =  1 — min(l, f s„ (х)/а), удовлетворяет 
условиям / (jc0)=0 и / (F) cz {1}. |

Три дальнейшие характеристики паракомпактов устанавли
ваются в следующей теореме.
5.1.10. Лемма. В  каждое открытое a-локально конечное покры
тие У  произвольного топологического пространства X можно 
вписать локально конечное покрытие (произвольными множе
ствами) .

со
Доказательство. Пусть У  =  [} У  о где У { =  {Vs}s sS  — ло-

£ — 1 *
кально конечное семейство открытых множеств и Si  f| S/ =  0  
при i ф  /. Для каждого s0 ^  S i положим

лл= к * \  U U V..k<i  s&Sfc
оо

Семейство ^  =  где S =  U покрывает X  и вписано
в У.  Покажем, что st- локально конечно. Для произвольной точ
ки х е  X обозначим через k наименьшее натуральное число, та
кое, что дсе U У*, и возьмем So ^  Sk, для которого х е  V&.

seSk
Ясно, что Vs3 — окрестность точки х, не пересекающаяся с теми
As, для которых s е  (J Так как семейства Y i  локально ко- 

i> k
нечны, для каждого i ^  k найдется окрестность Ui точки х, пе
ресекающаяся лишь с конечным числом членов семейства У{. 
Окрестность U\ |"| U2 П • • • Л Uk П Vs„ точки х пересекается толь
ко с конечным числом элементов семейства зФ. I
5.1.11. Теорема. Для каждого регулярного пространства X сле
дующие условия равносильны:

(i) Пространство X паракомпактно.
(И) В  каждое открытое покрытие пространства X  можно 

вписать открытое а-локально конечное покрытие.
(iii) В  каждое открытое покрытие пространства X можно 

вписать локально конечное покрытие (произвольными множе
ствами).

(iv) В  каждое открытое покрытие пространства X  можно 
вписать замкнутое локально конечное покрытие.
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Доказательство. Эта теорема вытекает из 5.1.10, 5.1.6 и
4.4.12. I

Из последней теоремы немедленно следует, что каждое лин
делёфово пространство паракомпактно. Следует отметить также, 
что в (ii) нельзя заменить второе слово «открытое» на слово 
«замкнутое» (см. задачу 5.5.3(a)).

Мы введем теперь несколько понятий, связанных с понятием 
покрытия, с помощью которых будут установлены дальнейшие 
характеристики паракомпактности. ПустьзФ =  {i4s}JeS — произ
вольное покрытие множества X. Звезда множества М czX отно
сительно зФ есть множество St(iW,^) =  U {A : М { ] А 3ф 0 } .  
Звезда одноточечного множества {лс} относительно покрытия зФ 
называется звездой точки х относительно зФ и обозначается че
рез St(;c, зФ). Мы говорим, что покрытие &  =  {£*}* е т множества
X сильно звездно вписано в покрытие зФ =  {^s}seS того же мно
жества X , если для каждого найдется s ( t ) e  S, такое, что 
St (Bt, 9&) cz AS(t). Если для каждого х ^ Х  существует s(jc )eS, 
такое, что St (х, 38) cz AS{X), то мы говорим, что 3S звездно впи
сано в зФ. Ясно, что из сильной звездной вписанности следует 
звездная вписанность, а из звездной вписанности вытекает впи
санность.

Следующая теорема содержит еще три характеристики па
ракомпактов. Она будет выведена прямо из лемм 5.1.13, 5.1.15 
и 5.1.16, формулируемых и доказываемых ниже.

5.1.12. Теорема. Для каждого Т  ̂ пространства X следующие 
условия равносильны:

(i) Пространство X — паракомпакт.
(ii) В  каждое открытое покрытие пространства X можно 

звездно вписать открытое покрытие.
(iii) В  каждое открытое покрытие пространства X можно 

сильно звездно вписать открытое покрытие.
(iv) Пространство X регулярно, и в каждое открытое покры

тие пространства X можно вписать открытое а-дискретное по
крытие.

5.1.13. Лемма. Если в открытое покрытие 41 топологического 
пространства X можно вписать замкнутое локально конечное по
крытие, то в Щ можно звездно вписать открытое покрытие.

Доказательство. Пусть =  замкнутое локально
конечное покрытие, вписанное в Ш  =  {Us}seS. Для каждого
/ е Г  выберем s(^ )g S, такое, что F tcz U s<,t)- Из локальной ко
нечности семейства У  следует, что множество T(x) =  {t е Г :  
х е  F t} конечно при каждом х е  X, а отсюда вытекает, что мно

29 Зак. 697



450 ГЛ. 5. ПАРАКОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

жество
(2) Vx =  П £/.<*> Л ( * \  И М

t е= Г  (х) \ t & ?  <*) )

открыто при всех х е  X. Так как х е  Vx, семейство У  =  {7 ,}JeJf 
является открытым покрытием пространства X. Пусть х0— лю
бая точка пространства X и to— некоторый элемент множества 
Т  (х0) . Из (2) следует, что если лго е  Vx, то t o ^ T  (х) и, значит, 
Vx c U S{uy Таким образом, St(je0, Y ) c z U S[n) и У  звездно впи
сано в Ш.  |
5.1.14. Замечание. Если °Ы — локально конечное открытое по
крытие, то семейство всех множеств вида (2) является локально 
конечным покрытием, звездно вписанным в Щ.

5.1.15. Лемма. Если покрытие — {As}seS множества X звезд
но вписано в покрытие $  =  { B t} t s  т множества X, а звездно 
вписано в покрытие 9? — {Cz}z s  z того же множества, то М- силь
но звездно вписано в W.

Доказательство. Возьмем S o e S  и для каждого л :е Л 5, вы
берем t ( x ) ^ T  так, что
(3) St (л, s£)cz B t(x).

Имеем, таким образом,

(4) St (Л*, а ) =  U St (я, зФ) сг U  В Нх).

Пусть х0 — произвольный элемент множества 4 So. Из (3) сле
дует, что хо е  Вцх) при всех х е  ASa, так что

U В ц х)<= S t(*0, $)■

Вместе с (4) последнее включение показывает, что 
St (Лл, s4) a  St {хо, 98) с: Сг при некотором 2 e Z .  I

5.1.16. Лемма. Если в каждое открытое покрытие пространства 
X можно сильно звездно вписать открытое покрытие, то в ка
ждое открытое покрытие этого пространства можно вписать 
а-дискретное открытое покрытие.

Доказательство. Рассмотрим произвольное открытое покры
тие Ш  =  {f/s} sgS пространства X. Положим aUo =  cU ,  и пусть 
°U\, . . .  — какая-нибудь последовательность открытых по
крытий пространства X, такая, что
(5) aU i+1 сильно звездно вписано в ‘U i при t =  0, 1, . . .  .
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Для каждого s s S  и i  =  l p2, ... возьмем открытое множество 
U s, i — { x ^ X :  х обладает окрестностью V, такой, что

St (V, «*,)<= Us}.

Семейство {U s, i}s sS  вписано в °U при i — 1,2, ... и состоит из 
открытых множеств. Заметим, что

если x ^ U s>l и y & U Sll+j, то не существует U е  <Ui+y, 
^  для которого х, y ^ U .

Действительно, в силу (5), для каждого U  е  °Ui+\ найдется 
такое, что S t (U ,  W. Следовательно, если х <=

€  U  Л U,, I, то W <=. St(jc, 4Ci)cz U s и, значит, St(£/, <%+i)c= U s 
vi U  а  U s, i+1.

Зафиксируем какое-нибудь вполне упорядочение <  на мно
жестве S и положим
(7) VS'.i =  USn, i\  U Us, i+i-

S < S t

Для произвольной пары si, s2 различных элементов множества 
S либо si <  s2 либо «2 <  «ь в зависимости от того, какое из 
этих двух соотношений выполняется, имеем в силу (7):

Л И б О  Vs2. l ^ X \ U Sui+u Либо Vs,.i'= X \ U s u t+ 1-

Значит, из (6) вытекает, что если jceVs,, г и y ^ V S2,t, где 
Si Ф  то нет такого U  е  Qii+i, чтобы было х, у е  U. Следо
вательно, семейство {У5, открытых множеств дискретно
при 1 =  1,2.........

Для завершения доказательства осталось показать, что се
мейство {Vs, г}^! seS покрывает X. Пусть х — любая точка из X. 
Обозначим через s(a:) наименьший элемент множества ( s e S :  
к е  U s, i при каком-нибудь положительном целом г}; существо
вание s(jc) следует из того, что при t =  l,  2, ... семейство 
{Us, t}s sS  покрывает X. Так как х ф. U s, 1+2 яри s <  s(x), из (6) 
вытекает, что

St (л, <Ы1+2)П U us, i +1 - 01
S < s  (л)

а это показывает, что х е  VS(*), 1. I
Доказательство теоремы 5.1.12. В силу последних трех лемм 

и теоремы 5.1.11, достаточно показать, что каждое -̂простран
ство X, которое удовлетворяет условию (iii), регулярно. Рас
смотрим любые точку в замкнутое множество F  с: X, для 
которых х ф. F , и возьмем открытое покрытие aU, сильно звездно 
вписанное в открытое покрытие {X \ F , Х \ { х } }  пространства

29*
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X. Пусть U  — любой элемент семейства °и, содержащий х. Так 
как S t ( U ,cU)cz X \ F ,  то О П F  =  0 ,  так что пространство X 
регулярно. I

Понятие сильной звездной вписанности ведет к понятию нор
мального покрытия (см. упр. 5.4.Н(с) и (d)). Открытое покры
тие Ж  пространства X  называется нормальным, если существует 
такая последовательность Ж\, УРч., . . .  открытых покрытий про
странства X, что Ж\ =  Ж  и JPi+ i сильно звездно вписано в J T i 
при i —  1, 2, .. .  . Из теоремы 5.1.12 следует, что среди ^-про
странств требование нормальности каждого открытого покрытия 
характеризует паракомпакты. Теорема 1.5.18, леммы 5.1.13, 
5.1.15 и замечание 5.1.14 показывают, что каждое локально ко
нечное открытое покрытие нормального пространства нормально. 
Оказывается, нормальные пространства характеризуются этим 
свойством в классе Т ‘-пространств (см. упр. 5.1.А(а)). Таким об
разом, хотя в названии подчеркнута аналогия между параком
пактностью и компактностью, паракомпактность в соединении с 
хаусдорфовостью может также рассматриваться как значитель
ное усиление нормальности.

Коллективная нормальность — другое усиление нормально
сти, более слабое для хаусдорфовых пространств, чем параком
пактность. Топологическое пространство X называется коллек
тивно нормальным, если X есть 7Упространство и для каждого 
дискретного семейства {F j} seS замкнутых множеств в X суще
ствует дискретное семейство {VS}5SS открытых множеств в X,
такое, что F s cz Vs при всех s e S .  Ясно, что каждое коллектив
но нормальное пространство нормально.

5.1.17. Теорема. Т^пространство X коллективно нормально в 
том и только том случае, если для каждого дискретного семей
ства {Fs)seS замкнутых множеств в X найдется семейство 
{Us}s s S  открытых множеств в X, такое, что F s cz U s при всех
s e S  и U sПUs' =  0  при s ф s'.

Доказательство. Достаточно доказать, что каждое ^-про
странство X, которое удовлетворяет условию теоремы, коллек
тивно нормально. Ясно, что X нормально. Поэтому для произ
вольного дискретного семейства {Fs}JeS замкнутых множеств
в X непересекающиеся замкнутые множества А =  (J F s и В  =

sgS
=  х  \ U U s содержатся соответственно в непересекающихся

s s S
открытых множествах U  и V. Легко проверяется, что семейство 

г д е  V s =  Us (]U,  дискретно. |
Так как каждое локально конечное семейство непустых под

множеств счетно компактного пространства конечно (см. тео-
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рему 3.10.3), из теоремы 2.1.14 вытекает, что каждое счетно 
компактное нормальное пространство коллективно нормально.

5.1.18. Теорема. Каждый паракомпакт коллективно нормален.
Доказательство. Пусть { F s}s sS  — дискретное семейство зам

кнутых множеств в паракомпакте X. Для каждого х ^ Х  возь
мем окрестность Н х точки х, пересекающую самое большее одно 
множество F s, и, применив теорему 5.1.12, возьмем открытое по
крытие Ж  — {W t}t ^ T, сильно звездно вписанное в покрытие

Осталось показать, что каждый член семейства Ж  
пересекается самое большее с одним элементом семейства 
{Vs}S(=s> где Vs =  S t { F St Ж).  Однако для любого / е Г  най
дется х е Х ,  такое, что St( Wt, Ж) а  Н х\ тогда если Wtf\Vs ¥* 0 , 
то Н х п Fs Ф  0 . ■

5.1.19. Замечание. Как легко проверить, для любого локально 
конечного семейства (Fs} seS замкнутых множеств в параком
пакте конструкция из последнего доказательства дает локально 
конечное семейство {Ks}se=s открытых множеств, такое, что 
F s a  Vs при всех s e S  (см. задачи 5.5.17 и 5.5.18).

Как показано в теореме 4.1.17, компактность и счетная ком
пактность в классе метризуемых пространств равносильны. По
кажем теперь, что то же самое верно и в более широком классе 
паракомпактных пространств (см. теорему 5.3.2).
5.1.20. Теорема. Каждое счетно компактное паракомпактное 
пространство компактно.

Доказательство. Пусть зФ — произвольное открытое покры
тие счетно компактного паракомпактного пространства X. Из 
теоремы 3.10.3 следует, что каждое локально конечное открытое 
покрытие Jf, вписанное в s&, конечно. Значит, пространство X 
компактно. I .

Обсудим теперь некоторые примеры.

5Л.21. Пример. Из последней теоремы и примера 3.10.16 сле
дует, что пространство Wo всех счетных ординалов не параком
пактно. Так как Wo счетно компактно и нормально, оно кол
лективно нормально. I

Конструкция нормального не коллективно нормального про
странства намного труднее. Мы предпошлем ей вспомогатель
ный пример, в котором обсуждается одна простая операция над 
топологическими пространствами, оказавшаяся полезной при 
построении контрпримеров.

5.1.22. Пример. Пусть М  — любое подпространство топологиче
ского пространства X. Легко проверить, что семейство всех мно
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жеств вида U  U К, где U  — открытое множество в X и /СсгХХМ, 
составляет некоторую топологию на X. Множество X  с этой но
вой топологией будет обозначаться через Хм. Таким образом, 
пространства X  и Хм имеют одно и то же множество точек, но 
различные, вообще говоря, топологии: топология пространства 
Хм тоньше (т. е. сильнее) топологии пространства X. Множество 
Х \ М  и все его подмножества открыты в Хм, так что Х\А1 
является открытым дискретным подпространством пространства 
Хм. Подпространство М а  Хм замкнуто, и его топология совпа
дает с топологией, порожденной на М топологией простран
ства X.

Некоторые свойства пространства X разделяет с ним и про
странство Хм: например, как легко видеть, если X есть Tt-про
странство, где i =  0, 1 или 2, то Хм тоже 7\-пространство. Чи
татель может легко проверить, что то же самое верно при i =  3 
и З'/г. С другой стороны, пространство Хм не обязано быть нор
мальным, если X — нормальное пространство или даже компакт 
(см. упр. 5.1.D).

Покажем теперь, что Хм нормально, если X есть -̂простран
ство и для каждой пары непересекающихся замкнутых мно
жеств Ль B i подпространства М с= X существуют открытые в 
пространстве X множества U  и V, такие, что

(8) A id  U, B i c V  и U f)V  =  0 .

В частности, Хм нормально, если X нормально и М  замкнуто 
в X. Как нам уже известно, Хм является 71-пространством. 
Пусть Л, В  — два любых непересекающихся замкнутых множе
ства в Хм- Множества Л1 =  Л П М и В\ — В[\М замкнуты в под
пространстве М а  X и не пересекаются. Значит, найдутся от
крытые множества U, V а  X, удовлетворяющие условию (8). 
Легко видеть, что множества

(£/\B)U( i4\Af)  и ( У \ Л ) и ( £ \ М )

открыты в Хм, не пересекаются и содержат множества А и В  
соответственно. Значит, пространство Хм нормально.

Покажем также, имея в виду применить это в дальнейшем, 
что если пространство X  наследственно паракомпактно (т. е. 
каждое подпространство пространства X  паракомпактно — что 
выполняется, например, для любого метризуемого пространства 
X), то пространство Хм тоже наследственно паракомпактно. Так 
как каждое подпространство пространства Хм имеет вид Х'м„ 
где Х ' с Х  и М ' =  М [\Х', достаточно проверить, что Хм пара
компактно. Каждое открытое покрытие пространства Хм имеет 
вид {U s U K s}seS , где U s открыто в X и Ks с. X \  М.
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В открытое покрытие {£/s}se=s пространства U  =  (J Us cz
s e S

czX  можно вписать локально конечное открытое покрытие 
(Kf}t e r  Как легко проверить, присоединив к этому последнему 
семейству множеств все одноточечные подмножества множества 
X \ U ,  мы получаем локально конечное открытое покрытие про
странства Хм, вписанное в покрытие {t/s U K s}S(=s-

Дальнейшие свойства операции Хм, определенной в этом 
примере, можно найти в задаче 5.5.2. I

Опишем теперь нормальное пространство, которое не коллек
тивно нормально.
5.1.23. Пример (Бинг). Обозначим через У  семейство всех ото
бражений дискретного пространства D(c) мощности с в двухто
чечное дискретное пространство D  =  {0,1}. Ясно, что | | =  2е- 
По теореме 2.3.20, диагональное отображение F  =  Д f : D  (с) -»>

f ̂
Dt, где Df — D  при всех f е  У ,  является гомео-

fe^r
морфным вложением. Для каждой пары непересекающихся зам
кнутых подмножеств At, В\ подпространства M =  F { D (с))сz D 2 
множества

0  и V =  p f t (  0),

где А =  F~ l (Ai) и fA е  У  определено правилом: 
fA ( x ) =  1, если х е А ,  и ?а(х) =  0, если х &  D(c)\ А, удовлетво
ряют соотношениям (8). Значит, в силу примера 5.1.22, простран
ство X =  D 2m нормально.

Остается показать, что пространство X не коллективно нор
мально. Предположим, что X коллективно нормально. Так как 
M c z X  дискретно и Х \ М  открыто, семейство {{*}}* одно
точечных подмножеств пространства X дискретно. Значит, су
ществует семейство {Vx} xsM  попарно непересекающихся откры
тых подмножеств пространства X, таких, что х е  Vx при всех 
х ее М. Так как Vx =  U x U Кх, где U x открыто в D2C и К х сг D2C\ 
\ М , имеем х е  U x. Следовательно, {Ux}xsM — семейство 
мощности с попарно непересекающихся непустых открытых мно
жеств bZ)2', а это противоречит теореме 2.3.18.

Как показано в примере 3.6.20, замыкание множества М  в 
D2' является стоун-чеховской компактификацией пространства 
■0(c). Как легко проверить, нормальное не коллективно нормаль
ное пространство можно точно так же получить, взяв произволь
ное гомеоморфное вложение h пространства D ( с) в D2' или в /2\ 
для которого h (D (с) =  р/> (с), вместо специального вложения F,
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использованного выше (см. теоремы 3.6.11, 3.6.13 и 6.2.16 или
3.6.11 и 2.3.23). ■

В следующих двух теоремах описываются соотношения ме
жду паракомпактностью и свойством Линделёфа.
5.1.24. Лемма. Каждое локально конечное семейство непустых 
подмножеств линделёфова пространства счетно.

Доказательство. Пусть s i — любое локально конечное семей
ство непустых подмножеств линделёфова пространства X. Для 
каждого х е Л  выберем окрестность Ux точки х, пересекающую
ся лишь с конечным числом элементов семейства s i ,  и возьмем 
счетное подпокрытие Ш  покрытия Ш х} Х(=х пространства X. Так 
как каждый элемент семейства s i  пересекает некоторое U  е  CU ,  
заключаем, что о̂- I

5.1.2.5. Теорема. Если паракомпакт X содержит всюду плотное 
подпространство А, обладающее свойством Линделёфа, то X  — 
линделёфово пространство.

Доказательство. Пусть =  {t/s}Ses — произвольное открытое 
покрытие пространства X. В силу замечания 5.1.7, найдется ло
кально конечное открытое покрытие {Ks}s<_ s пространства X , 
такое, что с: U s при всех s e S .  По предшествующей лемме, 
существует счетное множество So cr S, такое, что А =  (J А Л V*»

seSo
а отсюда следует, что

Х =  А =  U А Л П =  U Л Л сг и Vs cz U u s.
s ^ S o  i e S o  S<- So  s e S »

Значит, в °U есть счетное подпокрытие. I
5.1.26. Следствие. Каждый сепарабельный паракомпакт являет- 
ся линделёфовым пространством1). ■

*) Следующий результат заметно сильнее утверждения 5.1.26:
Теорема А. Если число Суслина паракомпакта X  счетно, го X является 

линделёфовым пространством.
Пусть R x — пространство непрерывных вещественных функций на X  в 

топологии поточечной сходимости. Число Суслина пространства R x счетно, 
так как оно всюду плотно в топологической степени прямой. Значит, из тео
ремы А вытекает

Следствие. Для пространства R x в топологии поточечной сходимости 
паракомпактность и свойство Линделёфа равносильны.

Пространство X  называется слабо финально компактным, если из каж
дого его открытого покрытия можно выделить счетное семейство множеств, 
объединение которого всюду плотно в X. К  числу слабо финально компакт
ных пространств относятся все пространства со счетным числом Суслина 
все пространства, обладающие всюду плотным линделёфовым подпростран
ством. Имеет место более общая, чем теорема А,

Теорема Б. Паракомпактное слабо финально компактное пространство



5.1.27. Теорема. Каждый локально компактный паракомпакт X 
можно представить в виде объединения некоторого семейства 
попарно не пересекающихся открыто-замкнутых подпространств 
пространства X, каждое из которых обладает свойством Линде
лёфа.

Доказательство. Для каждого j t e X  выберем окрестность U x 
точки х, такую, что Пх компактно, и возьмем какое-нибудь ло
кально конечное открытое покрытие У , вписанное в покрытие 

пространства X. Для каждого К е У  и любого 
существует окрестность Wx точки х, пересекающаяся лишь с ко
нечным числом членов покрытия У. Так как V сг V сг (J Wx

x<=V
и V компактно, множество V содержится в объединении конеч
ного числа множеств Wx. Значит, каждое F e F  пересекает 
лишь конечное число членов семейства У . Для произвольного 
Vo е У  пусть Pk(Vo)czy  состоит из всех тех V е  У,  для ко
торых существует конечная последовательность Vi, . . . ,  Vk эле
ментов семейства У , такая, что Vk =  V и V; f| Vi+\ Ф  0  при

оо

1 =  0, 1, . . . ,  k — l.  Положим далее 9, (V0) =  U ^ь(Уо) иft=i
S ( l/0) =  и^(Ко). Как легко видеть, все семейства ^(Vo) ко
нечны, откуда вытекает, что |^(Vo)|^=Ko. При V0, У'0е У  
множества S(Vo) и S либо совпадают, либо не пересе
каются, поэтому все множества 5 (Vo) открыто-замкнуты. Из 
равенства S  (V0) =  S  (V0) следует, что S (V0) =  U{t7: V е  (Vo)} . 
Значит, все подпространства S(Vo) обладают свойством Линде
лёфа как счетные объединения компактов. I

Обсудим теперь операции над паракомпактами. Начнем с 
двух теорем.
5.1.2.8. Теорема. Подпространство типа F a паракомпакта яв
ляется паракомпактом.

Доказательство. Пусть М — подпространство паракомпакта X
ос

и A f=  U ^1* где все F i замкнуты в X. Рассмотрим произвольное i=l
открытое покрытие {Us}seS  пространства М  и возьмем семей
ство {Vs}ssS  открытых множеств в X, такое, что U s = M f \ V s 
при всех s e S .  При каждом t =  l,  2, .. .  семейство {Vs}s s S U 
(J{X\ F i }  является открытым покрытием пространства X; еле-

финально компактно. В  частности, слабо финально компактный паракомпакт 
является линделёфовым пространством.

Теорема Б вытекает из следующей очевидной леммы:
Лемма. В  слабо финально компактном пространстве каждое локально 

конечное семейство открытых множеств счетно. — Прим. перев.
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довательно, в него вписано некоторое локально конечное откры
тое покрытие s4>i. Положим

Я г ^ { М ( \ и :  и 1/ЛЛ=й0} .
оо

Ясно, что (J — открытое ст-локально конечное покрытие 
i=-l

пространства М, вписанное в {£/s}S6eS. Следовательно, простран
ство М  паракомпактно в силу теоремы 5.1.11. I

Из последней теоремы вытекает следующий результат, кото
рый можно вывести и прямо из определения паракомпактности.
5.1.29. Следствие. Каждое замкнутое подпространство параком
пакта является паракомпактом. I
5.1.30. Теорема. Сумма ф Xs является паракомпактом в том

seS
и только том случае, если все Xs — паракомпакты.

Доказательство. Если сумма ®  — паракомпакт, то и все
s e S

Xs — паракомпакты в силу последнего следствия.
Обратно, если все Xs являются паракомпактами и У  =  

=  {^ }<еГ произвольное открытое покрытие суммы ф Xs, то се-
seS

мейство (J где s£s — локально конечное открытое no
ses

крытие, вписанное в открытое покрытие {X, f) Vt}t s  г подпро
странства Xs, является открытым локально конечным покрытием 
суммы ф Xs, вписанным в У.  I

s e  S
Как показано в следующем ниже примере, паракомпактность 

не мультипликативна.
5.1.31. Пример. Из примера 3.8.14 и теоремы 5.1.2 следует, что 
прямая Зоргенфрея К  является паракомпактом. Так как произ
ведение /СХ^С не нормально (см. пример 2.3.12), на основании 
теоремы 5.1.5 мы заключаем, что произведение двух параком
пактов не обязательно является паракомпактом (см. задачи
5.5.5 и 5.5.6). I

Покажем теперь, что паракомпактом может не быть даже 
произведение паракомпакта и сепарабельного метризуемого про
странства. С другой стороны, произведение паракомпакта и 
компакта всегда является паракомпактом (см. теорему 5*1.36).

5.1.32. Пример (Майкл). Через Q и Р  обозначим подпростран
ства пространства состоящие из рациональных и иррацио
нальных чисел соответственно. В силу примера 5.1.22, простран
ство X =  Rq наследственно паракомпактно. Покажем, что про- 
изведение X X  Y, где Y =  Р $ не нормально.
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Рассмотрим непересекающиеся замкнутые множества А, В  
ь Х Х У ,  определенные следующим образом:

А = { ( у , у ) :  у ^  Р }  и B  =  Q X P .
Достаточно показать, что, каково бы ни было открытое множе
ство U  <=. X X Y ,  содержащее А, всегда В ( ] П ф 0 .  Пусть 
{рь Рг, •••}— какое-нибудь счетное множество, всюду плотное 
в Р. Так как Acz U, то для каждого у ^ Р  найдутся окрест
ность U y с Р  точки у, такая, что
(9) {г/}Х U у с: U,
и натуральное число i (у), удовлетворяющие условию
(10) РЦу) s  Uy.

Положим Pi  = { у  е  Р: i ( y ) = i }  при t =  1, 2.........Из теоремы
Бэра о категории сразу следует, что Р  не является ^-множе
ством в R  (см. упр. 3.9.В). Значит, найдутся натуральное число 
i0 и q0 ^ Q ,  для которых q0 е  Рг„, где черта обозначает замы
кание в R;  очевидно, (q0, pia) ^ B .  Пусть F X  ^  — произвольная 
окрестность точки (q0, pt0) в произведении X X  Y =  R q X  Р- Так 
как q0 е  Pi,, то V П Р ь Ф 0 ,  т. е. существует у<= V П Ри• Но i  (у )=  
—io- Поэтому, в силу (10), pl0ef/„, а отсюда и из (9) следует, что 
{у, р,„)еU. Очевидно, {у, р , „ ) е К Х ^ -  Значит, каждая окрест
ность точки (</о, рь) е  В  пересекает множество U, т. е. В  Л и Ф  0 -  

Заметим, что в проведенном выше доказательстве мы вос
пользовались только тремя свойствами множеств Р  и Q, а имен
но тем, что Р  и Q — взаимно дополнительные подмножества то
пологического пространства, Р  — не типа F a и сепарабельно. I  

Приступим теперь к обсуждению вопроса об инвариантности 
паракомпактности при отображениях. Для начала заметим, что 
паракомпактность не является инвариантом непрерывных ото
бражений; действительно, каждое топологическое пространство 
является непрерывным образом дискретного — следовательно, 
паракомпактного — пространства. Пример 4.1.10 или примеры
4.4.11 и 5.1.21 показывают, что паракомпактность не является 
инвариантом и открытых отображений. С другой стороны, имеет 
место
5.1.33. Теорема Майкла. Образ паракомпакта при замкнутом 
отображении является паракомпактом.

Доказательство. Пусть f: X-*~Y — замкнутое отображение 
паракомпакта X на топологическое пространство У. Из теорем 
1.5.20 и 5.1.5 следует, что пространство У нормально. Значит, 
в силу теоремы 5.1.11, достаточно доказать, что в каждое от
крытое покрытие (Us}s s S  пространства У можно вписать от
крытое а-дискретное покрытие.



Пусть <  — какое-нибудь вполне упорядочение на множестве 
S. Определим по индукции при i =  1,2, . . .  замкнутое локально 
конечное покрытие У ь =  { F St г}5 е s пространства X, удовлетво
ряющее условиям
(11) F s,i<zz [-'(Us)  при s g 5  и  i =  1 , 2 , . . . ,

(12) f ( F s, t ) [ ) f ( E s, i - i ) =  0 »  где E s, г- i  =  U ^ . * - i  ПРИ « >1 -
t < S

Существование У  \ следует из леммы 5.1.6. Предположим, 
что покрытия У 1, У 2, .. •, У k—i уже определены и удовлетво
ряют условиям (11) и (12) при i <  k. Так как покрытие У  и-\ 
локально конечно, а отображение f  замкнуто, множества

(13) Ws, * =  /-1 (Us) \  f~lf ( E s, k-i) cz /-• (Us)

открыты. Для каждого х ^ Х  обозначим через s(x) наимень
ший элемент множества S, для которого х е  f ~ l (US{X)). Так 
как E s{x),k-icz  U Г 1 (Us) в силу (11), то f~ ' f  (ES(X), k-i) <=

s <s(x)

<= U r l (Us). Значит, WS(X), к, т. e. {№s>fe}S£=s— открытое
s < s ( x )

покрытие пространства X. Применив лемму 5.1.6, получаем ло
кально конечное замкнутое покрытие k =  {F St простран
ства X , такое, что F s, к с: Ws, к при всех s e S ,  Из (13) следует, 
что покрытие SFк удовлетворяет условиям (11) и (12) при i =  k. 
Таким образом, построение покрытий i завершено.

Рассмотрим открытые множества VSti =  Y \ f  ( [J Z7* Л. Так
\t /

как семейство { f ( F s, j)}seS покрывает У, имеем Vs, i C z f ( F s,i ), 
откуда следует, что
(14) Vs, i {\Vt, i  =  0  при s=£t .

Покажем, что семейство Т  — {Ks, г}П=1, ses покрывает про
странство У. Для каждого у ^ У  обозначим через s(y) наимень
ший элемент множества S, такой, что у е  f ( F S(y), «■) при некото
ром целом положительном i, и возьмем какое-нибудь целое i(y), 
для которого у е  f ( F S(y), i(y)-i). Значит, у е  f ( E s, ny)-i) при всех 
s > s ( y )  и, в силу (12), y<£f(Fs,i{y)) при s > s ( y ) .  С другой 
стороны, y < £ f ( F s ,m ), когда s < s ( y ) ,  так что у еЕ VS(y), цу). 
Следовательно, Т  покрывает У. Из Vs, i C z f ( F s,i) и (11) выте
кает, что Т  вписано в {t/s}s <=s-

Применив еще раз лемму 5.1.6, возьмем замкнутое покры
тие {/С,}Г= 1  пространства X, такое, что Ki cz /-1 (Vi), где Vt =
— U V,.i при t =  l,  2.........Пространство У нормально, по-

s e S
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этому существуют открытые множества Wi a  У, для которых
(15) f (Ki)cz Wicz WiCzVi при i =  l , 2 , . . . .

Применив (14) и последнее включение в (15), мы сразу обна
руживаем, что при фиксированном i семейство {Vs, jf| ^ i} s sS  
дискретно. Из первого включения в (15) вытекает, что семей
ство {F s, if) seS покрывает У. Ясно, что это открытое 
а-дискретное покрытие, вписанное в {£/s}sss-  ®

В связи с теоремой Майкла отметим, что есть характеристи
ки паракомпактов, из которых сразу следует сохранение пара
компактности при замкнутых отображениях хаусдорфовых про
странств; некоторая такая характеристика неявно используется 
в приведенном выше доказательстве (см. упр. 5.1.G). Заметим, 
что важный частный случай теоремы Майкла: образ параком
пакта при совершенном отображении является паракомпак
том,— можно установить гораздо проще (см. лемму 4.4.13 и 
замечание 4.4.14).

Из последнего утверждения и теорем 5.1.30 и 3.7.22 получаем 
следующий результат:

5.1.34. Теорема. Если топологическое пространство X обладает 
локально конечным замкнутым покрытием из паракомпактов, 
то X само паракомпакт. I

Последнюю теорему можно вывести также из эквивалентно
сти условий (i) и (iv) в теореме 5.1.11.

5.1.35. Теорема. Прообраз паракомпакта при совершенном ото
бражении является паракомпактом.

Доказательство. Пусть f : X-*-Y  — совершенное отображение 
на паракомпакт У. Рассмотрим открытое покрытие {t/s}s sS  про- 
странства X и для каждого у е  У выберем конечное множество 
S(y)czS ,  такое, что f~ 1(y)cz И Us. Воспользовавшись тео-

s е % )
ремой 1.4.13, возьмем окрестность Vy точки у, такую, что 

Г 1 (У) с  Г ‘ (V„) с= U U s.
s<=S(y)

В открытое покрытие {Vy}y^ Y пространства У вписано некото
рое локально конечное открытое покрытие {W t}tGT. Семейство 
{ f~ l (Wt)}t&T  является открытым покрытием пространства X, и 
для каждого / е Г  найдется yt е  У, такое, что

Г 1 (№<)<= Г 10^) с  U и*-
s e S ( y t)
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Легко проверяется, что семейство {f~l (Wt)f\Us: f е  71 и s e  
е  S  (yt)} является открытым локально конечным покрытием, 
вписанным в I

Из теорем 3.7.1 и 5.1.35 следует
5.1.36. Теорема. Произведение X X  Y паракомпакта X и ком
пакта Y является паракомпактом. I

Из теоремы 5.1.35 и теоремы Майкла вытекает
5.1.37. Теорема. Класс паракомпактов совершенен. I

В заключение этого параграфа приведем интересную внеш
нюю характеристику паракомпактов:
5.1.38. Теорема Тамано. Для каждого тихоновского пространства 
X следующие условия равносильны:

(i) Пространство X паракомпактно.
(ii) Для каждой компактификации сХ пространства X про

изведение X X . сХ нормально.
(iii) Произведение X X  №  нормально.
(iv) Существует компактификация сХ пространства X, та

кая, что произведение Х Х с Х  нормально.
Доказательство. Импликация (i)=>(ii) следует из теоремы

5.1.36. Очевидно, (ii)=>(iii) и (iii)=>(iv); остается показать, что
(iv)=>(i).

Пусть {Us}s e s — произвольное открытое покрытие простран
ства X. Для каждого s e S  возьмем открытое множество Fs с  сХ, 
такое, что US =  X  f| F s. Так как дополнение Z  =  cX\[J F s яв-

ss5

ляется компактным подмножеством нароста сХ\Х, диагональ 
А с: X X X  и произведение X X Z  — непересекающиеся замкну
тые подмножества пространства X X  сХ. Следовательно, в силу
(iv), найдется непрерывная функция f: Х Х с Х -+ 1 , для которой

/(А)с={0} и f ( X X Z ) c z { l } .
Положив

р(х, у) =  sup I f  (х, z) / (у, 2)1,
г  ^  сХ

получаем некоторую псевдометрику р на множестве X. Тополо
гия О\, порожденная псевдометрикой р, содержится в исходной 
топологии О2- Действительно, для каждого и любого
е >  0 найдутся открытые множества Gi X  Ни G2 X  Н 2, ... 
• • •, Gk X  Нц с  X X  сХ, такие, что дг0 е  G, и 6(/(G, X  H t) ) <  е

и
при i =  l , 2 ........ k, и {х0} X  сХ сг (J (Gt X  Hi). Значит, хь е

i - ik
е  (~| Gi сг B(xQ, s) =  { j t e l :  р(лг0, х) <  е}, откуда следует, что 

i=i
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все открытые шары по отношению к р принадлежат О 2, т. е. Ох а  
а  О г.

Из замечания 4.4.2 следует, что в покрытие {В  (х, 1/2)}хеХ мно
жества X  вписано некоторое покрытие {W t} t<sT> открытое и ло
кально конечное по отношению к топологии Ои а значит, и по 
отношению к топологии О г. При всех х е Х  и у ^ В ( х ,  1/2) 
имеем f(x, y) =  \f(x,y)— f(y, у) р (*,</)< 1/2; следовательно, 
f (x, У) ^  1/2, если г/е В(х,  1/2), где черта обозначает замыка
ние в сХ. Так как f (х, z) =  1 при г  е  Z, то Wtf\Z =  0  для всех 
t e T .  Множество Wt компактно, значит, существует конечное
множество S  (t) с: 5, такое, что Wt cz И Us. Как легко про-

seSW
верить, семейство {Wt  П U*: t & T ,  s e S ( / ) }  является локально 
конечным открытым покрытием пространства X, вписанным в 
{^ } s s S - >

Из теоремы 5.1.36 и 5.1.38 вытекает
5.1.39. Теорема. Топологическое пространство X в том и только 
том случае является паракомпактом, если произведение X X , Y  
нормально для каждого компакта Y. I
5.1.40. Пример. Из теоремы Тамано следует, что произведение 
Wo X  W пространства Wo всех счетных ординалов и простран
ства W всех ординалов не нормально (это можно доказать 
и прямо — см. задачу 3.12.19(b)). В самом деле, W — компакти
фикация пространства Wo, и в примере 5.1.21 было показано, 
что пространство Wq не паракомпактно. Значит, в пространстве 
Wo X  W существуют замкнутые непересекающиеся множества А 
и В, которые нельзя отделить непересекающимися открытыми 
множествами. Легко проверить, имея в виду, что пространство 
Т̂ о X  W7 счетно компактно (см. 3.10.14), что полученное отож
дествлением в точку множества А факторпространство (W0 X  
X  W) /А (см. пример 2.4.12) является счетно компактным (даже 
секвенциально компактным) не регулярным хаусдорфовым про
странством (см. упр. 3.10.В).

На примере проекции пространства W0 X  W на W0 видно, что 
нормальность может не сохраняться в сторону прообраза от
крытыми совершенными отображениями. I

И С ТО РИЧЕС КИЕ И  БИ БЛ И О ГРА Ф И ЧЕС К И Е ЗАМ ЕЧАНИЯ

Понятие паракомпактности было введено Дьедонне в [1944]; 
в этой же работе содержатся теоремы 5.1.5 и 5Л.36, а также 
следствие 5.1.29. Как отмечено выше, теорема 5.1.2 была уста
новлена Моритой в [1948], а теорема5.1.3 — А. Стоуном в [1948] 
(паракомпактность метризуемых пространств со счетной базой 
и локально компактных метризуемых пространств была установ
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лена Дьедонне в [1944]). Теоремы 5.1.9 и 5.1.11, как и равно
сильность условий (i) и (iv) в теореме 5.1.12, были доказаны 
Майклом в [1953]. Приведенное простое доказательство леммы 
5.1.8 принадлежит Мазеру [1964]. Равносильность условий (i) 
и (iii) в теореме 5.1.12 была установлена А. Стоуном в [1948]. 
Тьюки ввел в [1940] класс звездно нормальных пространств как 
пространств, удовлетворяющих условию (iii) теоремы 5.1.12. Он 
доказал, что каждое метризуемое пространство звездно нор
мально (см. упр. 5.1.А(с)), установил эквивалентность условий
(ii) и ( iii) в теореме 5.1.12 и ввел понятие нормального покры
тия. Класс коллективно нормальных пространств был определен 
Бингом в [1951] (посредством условия, фигурирующего у нас 
в теореме 5.1.17; то, что это условие эквивалентно данному нами 
определению, было доказано Даукером в [1952а]). Работа 
Бинга содержит также теорему 5.1.18 и пример 5.1.23; сейчас не 
известны примеры нормальных не коллективно нормальных про
странств, отличные от этого примера Бинга и его модификаций 
(см. задачу 5.5.3). Модификация топологий, описанная в при
мере 5.1.22, была предложена Бингом в [1951] и Ханнером в
[1951]. Она была вновь применена Майклом в [1963], где при
веден пример 5.1.32 (дальнейшие сведения можно найти в зада
чах 5.5.2 и 5.5.4). Примеры 5.1.31 (принадлежащий Зоргенфрею 
[1947]) и 5.1.32 наводят на вопрос, следует ли из нормальности 
произведения двух паракомпактных пространств, что это произ
ведение паракомпактно. Как показано Пшимусинским в [1980], 
ответ отрицателен. С другой стороны, М. Рудин и Страбёрд до
казали в [1975], что если произведение метрического простран
ства и паракомпакта нормально, то оно паракомпактно (см. за
дачу 5.5.19(d)). Теорема 5.1.25 была замечена Уиллардом в 
[1971]. Как легко показать, каждый паракомпакт со свойством 
Суслина (см. задачу 1.7.12) тоже является линделёфовым про
странством. Цитированная выше работа Мориты [1948] содер
жит также теорему 5.1.27. Теоремы 5.1.28 и 5.1.34 были дока
заны Майклом в [1953], а теорема 5.1.33 доказана им же в
[1957] (для совершенных отображений ее доказали Морита и 
Ханаи в [1956]). Теорема 5.1.35 была в принципе доказана Ха- 
наи в [1956]. Равносильность условий (i) и (iii) в теореме 5.1.38 
и теорема 5.1.39 доказаны Тамано в [1960а]. Равносильность 
условий (i) и (iv) в теореме 5.1.38 была получена независимо 
Корсоном в [1962], Моритой в [1962] и Тамано в [1962].

У П РА Ж Н ЕН И Я

5.1.А. (а) Заметьте, что если в каждое двухэлементное от
крытое покрытие -̂пространства X можно сильно звездно впи
сать открытое покрытие, то пространство X нормально.
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(b ) Покажите непосредственно, что в каждое конечное от
крытое покрытие нормального пространства можно сильно звезд
но вписать конечное открытое покрытие.

Указание. Рассмотрите сначала случай двухэлементного по
крытия.

(c) (Тьюки [1940]). Покажите непосредственно, что в каж
дое открытое покрытие метризуемого пространства можно силь
но звездно вписать открытое покрытие.

Указание. Пусть <Ы — произвольное открытое покрытие мет
ризуемого пространства X. Рассмотрите метрику на простран
стве X  и для каждого X  возьмите е* >  0, такое, что шар 
В(х,4ех) содержится в некотором элементе семейства <U. Про
верьте, что покрытие {В (х, звездно вписано в Щ.

(d) Заметьте, что пространство X компактно в том и только 
том случае, если каждое открытое покрытие пространства X  со
держит локально конечное подпокрытие.

(e) Заметьте, что регулярное пространство X обладает свой
ством Линделёфа в том и только том случае, если каждое от
крытое покрытие пространства X содержит a-локально конечное 
(или, что равносильно, а-дискретное) подпокрытие.

5.1.В (Архангельский [1965]). (а) Покажите, что регулярное 
-̂пространство X  паракомпактно в том и только том случае, если 

в каждое открытое покрытие °U пространства X  можно вписать 
замкнутое покрытие ЗГ, такое, что каждый компакт, лежащий 
в X, пересекается лишь с конечным числом членов семейства

(Ь) Покажите, что нормальное A-пространство X параком
пактно в том и только том случае, если в каждое открытое по
крытие °U пространства X  можно вписать открытое покрытие Т ,  
такое, что каждый компакт, лежащий в X, пересекается лишь 
с конечным числом членов семейства Т .

5.1.С. (а) Проверьте, что коллективная нормальность насле
дуется замкнутыми подмножествами (см. задачу 5.5.1(b)) и яв
ляется аддитивным свойством.

(b ) Покажите, что коллективная нормальность сохраняется 
замкнутыми отображениями, но не сохраняется открытыми ото
бражениями (см. упр. 4.2.D).

(c) Заметьте, что коллективная нормальность не сохраняется 
в сторону прообраза совершенными отображениями.

(d) Приведите пример обратной последовательности пара
компактов, предел которой не нормален (см. задачу 5.5.4(c)).

Указание. Воспользуйтесь примером 5.1.32.
5.1.D. Приведите пример компакта X  и его подпространства 

MczX,  таких, что пространство Хм, определенное в примере
5.1.22, не нормально.

Указание. Рассмотрите пространство X X  У из примера 
2.3.36 или любой другой не наследственно нормальный компакт.

30 Зак. 697
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5.1.Е. Заметьте, что у каждой точки пространства X из при
мера 5.1.23 есть паракомпактная открыто-замкнутая окрест
ность.

5.1.F. (а) (Дьедонне [1944]). Заметьте, что X наследственно 
паракомпактно в том и только том случае, если все открытые 
подпространства пространства X паракомпактны.

(b) (Даукер [1947а]). Каждое совершенно нормальное па
ракомпактное пространство наследственно паракомпактно.

(c) Покажите, что каждое сепарабельное наследственно па
ракомпактное хаусдорфово пространство является наследственно 
линделёфовым пространством и, значит, совершенно нормально 
(см. упр. 3.8.А (Ь)). Приведите пример наследственно параком- 
пактного хаусдорфова пространства, которое не совершенно нор
мально.

5.1.G (Майкл [1957]). Семейство {^s}seS подмножеств топо
логического пространства называется консервативным, если

U АЙ=  и  As для каждого S0 с  S.
s e 5 o  s e S o

Докажите, что для произвольного регулярного пространства 
X следующие условия равносильны:

(1) Пространство X паракомпактно.
(2) В каждое открытое покрытие пространства X можно впи

сать открытое консервативное покрытие.
(3) В каждое открытое покрытие пространства X можно впи

сать консервативное покрытие (состоящее из произвольных мно
жеств) .

(4) В каждое открытое покрытие пространства X можно впи
сать замкнутое консервативное покрытие.

Указание. При доказательстве импликации (4)=ф-(1) за
метьте сначала, что для каждого открытого покрытия {Us}s^ s
пространства X существует замкнутое консервативное покрытие 
{.Fs}se;ES, такое, что Fs сг Us при всех s g S .  Заметьте затем, что 
X нормально, и рассуждайте далее по аналогии с доказатель
ством теоремы 5.1.33, где У =  X и / =  id*.

5.1. Н. Докажите, что если пространство X  метризуемо, а про
странство Rx с компактно-открытой топологией удовлетворяет 
первой аксиоме счетности, то X  локально компактно и обладает 
счетной базой; заметьте, что и Rx при этом имеет счетную базу 
(см. теорему 3.4.16).

Указание. Сначала с помощью упр. 3.4.Е покажите, что X ло
кально компактно. Затем воспользуйтесь 5.1.27, 3.4.4 и 2.3.F(b).

5.1.1. (Нагата [1950]). Покажите, что полное по Чеху пара
компактное пространство X  метризуемо в том и только том слу
чае, если диагональ Д является С?в-множеством в произведении 
Х у ^ Х  (см. упр. 4.2.В и задачу 5.5.9 (с)).
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Указание. Определите счетное семейство локально
конечных открытых покрытий пространства X, такое, что:

(1) Если семейство s i  подмножеств пространства X центри
ровано и содержит множества диаметра, меньшего чем Ti, для 
каждого i =  l , 2 ,  . . . ,  то пересечение f|{4: А е  s i}  не пусто.

(2) Для каждых двух различных точек х, у пространства X 
найдется натуральное число i, при котором замыкание никакого 
элемента семейства T i не содержит одновременно х и у.

Проверьте, что семейство всех конечных пересечений 
Vi Г) V2 П • • • Л Vk, где Vi е  Ti при i =  1, 2, . . . ,  k, является ба
зой пространства X.

Можно взять также непрерывную функцию f: X X  РХ->/, для 
которой А =  f~l (0), и положить р (х, у) =  sup | f (х, z)  — f (у , z ) |.

ze=px
5.1.J (Тьюки [1940], А. Стоун [1948], Майкл [1953], Морита 

[1964]).
(a) Покажите, что для каждого о-локально конечного по

крытия {C/JseS пространства X функционально открытыми мно
жествами существуют псевдометрика р на X, такая, что отобра
жение р: ХХХ-»-Я непрерывно, и покрытие {Fs}seS множества
X, открытое относительно топологии на X, порожденной псевдо
метрикой р, для которого Vs cz Us при всех s e S .

Указание. Рассмотрите непрерывные функции fs: Х-v / ,  для 
которых Us =  f~ l ((0, 1]).

(b) Выведите из (а), что для каждого a-локально конечного 
покрытия {C/s}seS пространства X функционально открытыми
множествами существуют непрерывное отображение f: Х-> У на 
метризуемое пространство У и открытое покрытие {tt ŝ}seS про
странства У, такие, что f~l (Ws)cz Us при всех s e S .

Указание. Примените упр. 4.2.1.
(c) Заметьте, что (а) и (Ь) выполняются для любого откры

того покрытия {^s}seS пространства X, обладающего подчинен
ным ему разбиением единицы (см. упр. 5.4.Н (с)).

(d) Заметьте, что (а) и (Ь) выполняются, если пространство 
X нормально и открытое покрытие {i/s}S€=s либо локально ко
нечно, либо точечно конечно и счетно (см. упр. 5.2.F (Ь)).

(e) Докажите, что 7Упространство X паракомпактно в том 
и только том случае, если для каждого открытого покрытия 
{(/s}s e J  пространства X найдутся непрерывное отображение 
f: X У на метризуемое пространство У и открытое покрытие 
{lFs}seS пространства У, такие, что f~l (Ws)<ziUs при всех 
s e 5 .

30*
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(f) Выведите из (е), что каждый паракомпакт гомеоморфен 
замкнутому подпространству произведения некоторого множе
ства метризуемых пространств (см. задачу 8.5.13).

5.2. СЧЕТНО ПАРАКОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА
Топологическое пространство X называется счетно параком

пактным, если в каждое его счетное открытое покрытие мож
но вписать локально конечное открытое покрытие. Ясно, что 
каждое паракомпактное пространство счетно паракомпактно и 
что таковы все счетно компактные пространства. Из последнего 
замечания следует, что существуют коллективно нормальные 
счетно паракомпактные пространства, не являющиеся параком
пактами (см. пример 5.1.21), и что существуют счетно параком
пактные хаусдорфовы не регулярные пространства (см. пример 
5.1.40). Из теоремы 3.10.22 вытекает, что каждое псевдокомпакт- 
ное счетно паракомпактное пространство счетно компактно. Зна
чит, пространство X из примера 3.10.29 является тихоновским не 
счетно паракомпактным пространством (см. также упр. 5.2.С). 
С другой стороны, найти нормальное пространство, которое не 
счетно паракомпактно, было известной задачей общей тополо
гии на протяжении примерно двадцати лет. Сейчас такие про
странства известны, но они слишком сложны для того, чтобы их 
можно было здесь описать.

В этом параграфе содержится несколько характеристик счет
но паракомпактных пространств и нормальных счетно параком
пактных пространств. Дальнейшую информацию можно найти в 
упражнениях (см. также задачу 5.5.15).

5.2.1. Теорема. Следующие условия равносильны для произволь
ного топологического пространства X:

(i) Пространство X счетно паракомпактно.
(ii) Для каждого счетного открытого покрытия про

странства X существует локально конечное открытое покрытие 
{У,}Г=1 пространства X, такое, что Vi cz U{ при i — 1,2.........

(iii) Какова бы ни была возрастающая последовательность
оо

W\ cz W 2 cz . . .  открытых в X множеств, для которой |J Wi =  X ,
Ы1

найдется последовательность F i, F2, . . .  замкнутых в X множеству
оо

такая, что Fi a  Wi при i — 1,2, . . .  и (J Int Ft =  X.
i - 1

(iv) Д ля  каждой убывающей последовательности F\ гэ
оо

zd F . . .  замкнутых в X множеств, такой, что П Fi =  0 ,  пай*
t—i



дется последовательность Wi, W2 , . . .  открытых в X множеств,
оо

такая, что Fi cz Wi при i =  1,2, . . .  и f\ Wt = 0  ■
i- 1

Доказательство. Для доказательства импликации (i) =Ф- (ii) 
достаточно взять любое локально конечное открытое покрытие 
Т , вписанное в покрытие {Ut}T-\, выбрать для каждого V e f  
номер i(V),  такой, что V cz U^v), и положить V i =  U V.

Покажем, что (и) =ф-(iii). Так как {W'Jili — счетное откры
тое покрытие пространства X, существует локально конечное от
крытое покрытие пространства X, такое, что Vi cz Wi при
t =  1, 2 . . .  . Множества Ft =  X \  (J Vtcz  M V, замкнуты и

i > i  j<t
FiCzWi при i =  l,2 , . . .  , так как U V i C  [J Wi=W{.

j < i  k i
Семейство {VjH-i локально конечно, поэтому у каждой точ
ки есть окрестность, которая содержится в некотором Fi,

00

т. е. U In tF | =  JT.»=i
Из формул де Моргана легко следует, что условия (iii) и

(iv) равносильны. Значит, для завершения доказательства до
статочно показать, что (iii)=*-(i). Пусть {t/JHU— счетное откры
тое покрытие пространства X. Рассмотрим возрастающую после
довательность W\czWi Ci  . . .  открытых множеств в X, где

оо

W i =  U U,. Так как [J Wt =  X, найдется последовательность 
i < i  i = l

Fi, F2, . . .  замкнутых в X множеств, для которой Fi cz Wi и
оо

(J In tFt =  X. Множество Vi =  U i \  U F , c U t открыто при 
i=1 i<i
i = l , 2 ,  . . .  ; так как (J f/<= U U Ujt to  Ut\  U U, cz Vt,

i<i  l<i  i<i  K i
откуда следует, что семейство { F jjli  покрывает X. У каждой 
точки л е Х  есть окрестность вида Int Fj. Эта окрестность не пе
ресекается с теми множествами Vi, для которых i >  /; значит,
покрытие локально конечно. I

5.2.2. Следствие. Нормальное пространство X счетно параком
пактно в том и только том случае1, если для каждой убывающей 
последовательности Fi zz F2 => . . .  замкнутых в X множеств, удов-

оо

летворяющей условию  fj /7, * = 0 ,  найдется последовательность
i - 1

5.2. СЧЕТНО ПАРАКОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 469



W\, W2 , . . .  открытых в X множеств, такая, что F, a  Wi при

*’= 1 ,2 ,  . . . и  П W{= 0 . |
г-1

5.2.3. Теорема. Для каждого Т\-пространства X следующие усло
вия равносильны'.

(i) Пространство X нормально и счетно паракомпактно.
(ii) Каково бы ни было счетное открытое покрытие {U(}T=i 

пространства X, найдется локально конечное открытое покрытие
пространства X, для которого F* с: Ui при t =  1,2, . . .  .

(iii) Для каждого счетного открытого покрытия { f/J jt, про
странства X существует замкнутое покрытие {^}£, 1 простран
ства X, такое, что Fi cz Ui при / = 1 , 2 .........

Доказательство. Для доказательства импликации (i)=>-(ii) 
достаточно заметить, что, в силу теоремы 5.2.1, существует ло
кально конечное открытое покрытие пространства X, для 
которого WiczUi  при г =  1,2 . . .  , и применить затем тео
рему 1.5.18.

Импликация (ii)=^(iii) очевидна. Покажем, что (iii)=>(i). 
Заметим сначала, что каждое ^-пространство X, которое удов
летворяет условию (iii), нормально. Действительно, для произ
вольных открытых подмножеств U, V пространства X, таких, что 
U U V =  X, положим Ui =  U, U2 =  V, U3 =  U* — . . .  =  0 ;  усло
вие (iii) дает нам тогда замкнутые множества F\, F2 cz X, такие, 
что Ficz U, F2cz V и Fi U F2 =  X. Из формул де Моргана сле
дует, что, какова бы ни была последовательность F1, F2, . . .  
замкнутых в пространстве X множеств, удовлетворяющая уело-

оо

вию (iii) и такая, что f) Ft = 0 ,  найдется последовательность 

Wu W2 , . . .  открытых множеств в X , такая, что FiCiWi  присо
£ = l f 2, . . .  и П  Wt = 0 .  Следовательно, X счетно параком- 

i = i
пактно по следствию 5.2.2. I

Помимо локально конечных и точечно конечных семейств 
множеств рассматривают также звездно конечные и звездно 
счетные семейства: семейство {Aj}se_s подмножеств множества
X звездно конечно (звездно счетно) , если при каждом S o g S  
множество {s e S :  As П ASq Ф  0 }  конечно (счетно). Ясно, что 
каждое звездно конечное семейство точечно конечно. Отметим, 
что произвольное звездно конечное семейство подмножеств то
пологического пространства не обязано быть локально конеч
ным; однако любое звездно конечное открытое покрытие топо
логического пространства локально конечно.
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Нашей следующей теореме, содержащей еще два условия, 
равносильных счетной паракомпактности в классе нормальных 
пространств, предшествует лемма.
5.2.4. Лемма. В каждое счетное покрытие {t/JTLt топологиче
ского пространства X функционально открытыми множествами 
Ui можно вписать счетное звездно конечное покрытие, состоя
щее из функционально открытых множеств.

Доказательство. Пусть U t — /Г 1 ((0, 1]), где /*: Х - > 1  —
оо

непрерывное отображение. Полагая / (х) ==^ ~ f  Ы*)> мы °п*
1«=1

оо

ределяем непрерывную функцию f: Х -> /. Так как U Ut =  X,
i=*l

то / (* ) >  О при всех л е !  Семейства {Vk}k-\ и где
V* =  /-*((!/*. И) и Fk =  f~‘ (11/Л.1]).

покрывают X  и состоят из функционально открытых и функ
ционально замкнутых множеств соответственно.

Докажем, что функционально открытые множества Uk, / =  
=  Uj Л(Va+iXFa—i) , где k =  \, 2, . . .  и Fo =  0 ,  об
разуют звездно конечное покрытие пространства X. Пусть х — 
произвольная точка из X. Обозначим через k наименьшее целое 
число k, такое, что х е  Fk. Как легко проверить, Fk сг (J Ut> по-

этому найдется j ^ k ,  для которого x ^ U j ,  откуда следует, что 
jсеС// П (Fk\Fk-1) cz Uк, /. Для каждого имеем Uk, / <=: V*+i cz 
aFk+i ,  так что
(1) Uk,i(\Um,i =  0  при m ^ t k- \ -2  и i ^  m.

Из (1) следует, что покрытие {Uk_ звездно конечно.!
Заметим, что приведенная выше лемма и теорема 1.5.19 дают

5.2.5. Следствие. Каждое совершенно нормальное пространство 
счетно паракомпактно. ■
6.2.6. Теорема. Для любого нормального пространства X следую
щие условия равносильны:

(i) Пространство X счетно паракомпактно.
(ii) В каждое счетное открытое покрытие пространства X 

можно вписать звездно конечное открытое покрытие.
(iii) В любое счетное открытое покрытие пространства X  

можно вписать точечно конечное открытое покрытие.
Доказательство. Импликация (i)=>(ii) вытекает из теоремы

5.2.3, леммы Урысона и леммы 5.2.4. Импликация (ii) =>- (iii) 
очевидна, a (iii) =ф- (i) следует из теорем 1.5.18 и 5.2.1. В
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Мы завершаем этот параграф интересной характеристикой 
счетно паракомпактных нормальных пространств в терминах 
произведений.
5.2.7. Лемма. Произведение X X  У счетно паракомпактного нор
мального пространства X и компакта со счетной базой У нор
мально.

Доказательство. Пусть —база пространства У. Обо
значим через семейство всех конечных множеств натураль
ных чисел и для каждого S s ^  положим IVs =  U В силу

t 5
теоремы 3.1.16, проекция р: X X  Y-+-X является замкнутым ото
бражением. Пусть q: X ' X Y - ^ - Y  — другая проекция, и для каж
дого M c z X X Y  пусть Мх =  ? [ (W X  У)Г)М]-

Рассмотрим произвольные непересекающиеся замкнутые мно
жества А, В в X X  У и при всех S e S *  положим
(2) Us =  {x g  X: Ax <=Ws c zW s <= Y \ B X}.
Так как
X \ U s =  {xz=X: Ax r\(Y\Ws) ¥ * 0 } \ } { x e X :  Bx ( ] W s ¥ * 0 }  =  

=  p[A fl (* X  (УТО)] U P [B fl (X X  Ws)],

множества Us открыты. Приняв во внимание компактность У, 
легко проверить, что семейство {£/s}SeEî . покрывает X; очевидно, 
оно является счетным открытым покрытием. Следовательно, по 
теореме 5.2.3, существует локально конечное открытое покрытие 
{Vs}S(=̂ > пространства X, такое, что Vs Vs cz Us при всех

Множество U =  [] (Vs X ^ s )  открыто. Для завершения 

доказательства достаточно показать, что
(3) A c z U  и Bc =V =  ( X X Y ) \ 0 .

Для каждого (х, у ) ^ А  существует S e ^ 1, такое, что х е  Vs cz 
cz Us. Из (2) вытекает, что ( х , у ) ^  VsX.Ws  a  U] значит, пер
вое из соотношений (3) выполняется. Предположим теперь, что 
нашлась точка (х, у ) ^ В ( ] 0 .  В силу локальной конечности се
мейства {Vs}SSi^, существует окрестность IV с: X точки х ^ Х ,  
пересекающая лишь конечное число множеств Vs. Значит, ок
рестность W X Y  точки (х, у) пересекает лишь конечное число 
произведений Vs X  Ws — например, Vs, X IPs, Vs2 X  Wsг, . . .

_  ft ________________

• • •,  Vsk X WSk. Так как (x, y)e=U,  t o  ( x , j ) e [ J  (Vs, X  ^ s t)
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и существует i ^  k, для которого

(4) (д:, 1 /)еВ П  ( ^ Х ^ , )  =  5(1 (VS{ X  Ws,) с В П (Us, X  Wst).

Из (4) следует, что х  е  Ust и у  е  Вх П Wsit что противоречит
(2). Таким образом, доказательство второго соотношения в (3) 
завершено. I

5.2.8. Теорема. Топологическое пространство X нормально и счет
но паракомпактно в том и только том случае, если произведение 
X X   ̂ пространства X на отрезок I нормально.

Доказательство. В силу предшествующей леммы, для любого 
счетно паракомпактного нормального пространства X произведе
ние Х у . 1  нормально.

Рассмотрим теперь произвольное топологическое простран
ство X, такое, что X X I  нормально. Так как X гомеоморфно 
замкнутому подпространству X Х{0} пространства X X  Л про
странство X нормально. Покажем, что X удовлетворяет условию
(iv) теоремы 5.2.1. Пусть Fi Z3p2=> ... — убывающая последо-

оо

вательность замкнутых множеств в X , такая, что f) Ff— 0 . Мно-
i=i

жества

A = U ( F t X { U i } )  и В =  0} t=i

не пересекаются и замкнуты в X X  У- Следовательно, суще
ствуют открытые множества U, V cz X X  У, для которых Л с  U, 
Вс.-.V и UOV =  0 .  Множества W t = { x ^ X :  ( x , l / i ) ^ U }  от-

оо

крыты при i =  1, 2, . . .  и {] W{= 0 ,  так как О(]В =  0 .  Для
г = 1

завершения доказательства достаточно заметить, что Ft сz Wi 
при г =  1, 2......... I

5.2.9. Замечание. В последнем доказательстве использовалось 
только то, что в пространстве I  есть нетривиальная сходящаяся 
последовательность; значит, мы доказали несколько больше — а 
именно, что если произведение Х Х ^ (^ о ) нормально, то про
странство X нормально и счетно паракомпактно.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Класс счетно паракомпактных пространств был независимо 
введен Даукером в [1951] и Катетовым в [1951]. Внимание то
пологов фокусировалось на счетно паракомпактных простран
ствах в течение двадцати лет после 1951 г. в связи с поиском
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нормального не счетно паракомпактного пространства. Такое 
пространство было, наконец, описано М. Рудин в [1971]; это 
пространство даже коллективно нормально. Класс счетно пара
компактных хаусдорфовых пространств интересен главным обра
зом из-за того, что им указывается граница той области, в ко
торой выполняются некоторые важные теоремы (см. задачи 
5.5.18 и 5.5.20). В цитированных выше работах Даукер и Кате
тов независимо доказали следствие 5.2.2, теорему 5.2.3, след
ствие 5.2.5 и эквивалентность условий (i) и (iii) в теореме 5.2.6. 
Теорема 5.2.1 доказана Исикавой в [1955]. Лемма 5.2.4 была 
в принципе доказана в работе Мориты [1948]. Равносильность 
условий (i) и (ii) в теореме 5.2.6 доказана Исэки [1954]. Тео
рема 5.2.8 н лемма 5.2.7 доказаны Даукером в [1951].

УПРАЖНЕНИЯ
5.2.А. Покажите, что ^-пространство X счетно паракомпактно 

и нормально в том и только том случае, если каждому счетному 
открытому покрытию пространства X подчинено разбиение еди
ницы или, что равносильно, локально конечное разбиение еди
ницы.

Указание. Покажите, видоизменив доказательство леммы
5.1.8, что если каждому двухэлементному открытому покрытию 
^-пространства X подчинено некоторое разбиение единицы, то 
пространство X нормально.

5.2.В. Проверьте, что счетная паракомпактность наследуется 
замкнутыми подмножествами и является аддитивным свойством 
(см. задачу 5.5.16).

5.2.С. (а) Проверьте, что пространство A (Ko)X^ (K i)\{(*0, г/о)} 
где Хо и у о — единственные предельные точки пространств A (Х0) 
и /4(Ki) соответственно, не счетно паракомпактно (см. пример 
2.3.36).

(b) Покажите, что плоскость Немыцкого и квадрат прямой 
Зоргенфрея не счетно паракомпактны.

Указание. Пусть Q={jci, х2, ...} — множество всех точек пло
скости Немыцкого L вида (q, 0), где q рационально. Применив 
теорему Бэра о категории, покажите сначала, что Q и L i \Q  
нельзя отделить непересекающимися открытыми множествами. 
Рассмотрите затем открытое покрытие {L \Q } U {U\ (**)}П=1 и п0‘ 
лучите противоречие.

(c) Приведите пример не нормального тихоновского про
странства, которое счетно паракомпактно.

(d) Проверьте, что пространство X в примере 5.1.23 счетно 
паракомпактно.

(e) Покажите, что произведение X X  У в примере 5.1.32 не 
счетно паракомпактно, и выведите отсюда, что предел обратной
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последовательности счетно паракомпактных хаусдорфовых про
странств может не быть счетно паракомпактным пространством 
(см. задачу 5.5.19 (d)).

5.2.D (Олл [1965]; для счетно компактных хаусдорфовых 
пространств — П. С. Александров и Урысон [1929]). Покажите, 
что каждое счетно паракомпактное хаусдорфово пространство 
с первой аксиомой счетности регулярно.

5.2.Е. Докажите, что для каждого счетного покрытия {(/г}П-1 
топологического пространства X функционально открытыми мно
жествами Ui существует покрытие {/^}П=1 функционально замк
нутыми множествами, такое, что Fi cz Ui при i =  1, 2.........

Указание. Возьмите какую-нибудь непрерывную функцию 
fr. Х->1, такую, что Ui =  f r l ((0, 1]) при г =  1,2, . . . ,  и рассмот-

оо

рите функции /г//, где / (х) =  £  (х).
«=1

Можно применить также упр. 5.1.J (Ь).
5.2.F (Морита [1964]). (а) Покажите, что в каждое <т-ло- 

кально конечное открытое покрытие счетно паракомпактного 
нормального пространства можно вписать локально конечное от
крытое покрытие.

(Ь) Заметьте, что утверждения (а) и (Ь) из упр. 5.1.J вы
полняются, если X — произвольное счетно паракомпактное нор
мальное пространство, а открытое покрытие {f/s}s<=s а-локально 
конечно.

5.2.G. (а) (Ханаи [1956], Хенриксен и Исбелл [1958]). По
кажите, что счетная паракомпактность сохраняется в обе сто
роны замкнутыми отображениями со счетно компактными про
образами точек. Заметьте, что класс счетно паракомпактных 
пространств совершенен.

Указание. При доказательстве сохранения счетной параком
пактности в сторону образа воспользуйтесь условием (iii) тео
ремы 5.2.1; доказывая ее сохранение в сторону прообраза, мо
дифицируйте доказательство теоремы 5.1.35, заменив множества
Vu на множества Y\f ( Х\ (J f/sV

\ $^S{y) )
(b) (Даукер [1951]). Выведите из (а), что произведение 

X X  У счетно паракомпактного пространства X и компактного 
пространства У счетно паракомпактно. Заметьте, что этот ре
зультат следует также из теоремы 3.1.16 и условия (iv) теоремы
5.2.1.

(c) (Зенор [1969]). Докажите, что счетная паракомпакт
ность не сохраняется замкнутыми отображениями в классе хаус
дорфовых пространств.
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Указание. Пусть Z — не нормальное тихоновское простран
ство, которое счетно паракомпактно. Возьмем любые непере
секающиеся замкнутые множества А, В в Z, не отделимые не- 
пересекающимися открытыми множествами (см. упр. 5.2.С (с)). 
Рассмотрите естественное факторное отображение суммы

оо

где Xi =  Z X  {»}. на пространство Y, получающееся
1-1 00

из X при отождествлении множества U (В X  {*}) в точку.i=i
(d) (Ханаи [1956]). Покажите, что класс счетно параком

пактных нормальных пространств инвариантен относительно 
замкнутых отображений.

Указание. Примените следствие 5.2.2.
(e) Покажите, что счетная паракомпактность сохраняется 

открыто-замкнутыми отображениями на хаусдорфовы простран
ства.

5.3. СЛАБО И СИЛЬНО ПАРАКОМПАКТНЫЕ 
ПРОСТРАНСТВА

Топологическое пространство X называется слабо параком- 
пактным1), если в каждое открытое покрытие пространства X 
можно вписать точечно конечное открытое покрытие. Каждое 
паракомпактное пространство слабо паракомпактно, но обратное 
неверно (см. пример 5.3.4 и задачу 5.5.3 (с)). Из теоремы 5.2.6 
вытекает, что каждое слабо паракомпактное нормальное про
странство счетно паракомпактно; предположение о нормальности 
здесь существенно (см. упр. 5.2.С (а) и 5.3.В (Ь)).

Обсуждению слабо паракомпактных пространств мы предпо
сылаем простую теорему о точечно конечных покрытиях. По
крытие пространства X называется неприводимым, если
U As ф  X  для каждого собственного подмножества S0 множе-

se5e
ства S.

5.3.1. Теорема. Каждое точечно конечное покрытие {As}s&$ про
странства X содержит неприводимое подпокрытие.

Доказательство. Рассмотрим семейство ^  всех отображений 
G множества S в семейство всех подмножеств множества X, 
подчиненных следующим условиям:
(1) G(s) =  As или G(s) =  0

*) Употребляются также названия: метакомпактное пространство и то
чечно паоакомпактное пространство.
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И

(2) и  G(s) =  x.
S €=S

Упорядочим семейство положив G\ G2 в том и только 
том случае, если G2(s) =  0  при всех s e S ,  таких, что G i (s) =  0 .  
Как в доказательстве теоремы 1.5.18, легко проверяется, что 
если подсемейство линейно упорядочено, то формула
G0(s )=  П G (s) для каждого s е  5  определяет некоторый эле- 

fi
мент семейства 9  и G ^  Go при всех G е  &0.

Из леммы Куратовского — Цорна следует, что в <§ существует 
максимальный элемент G.

Покрытие {Ля}ге51,где S i = { s e S :  G(s)--Ф 0 } ,  является не
приводимым подпокрытием покрытия {/ls}seS. |

Покажем, обобщая теоремы 4.1.17 и 5.1.20, что в классе слабо 
паракомпактных пространств компактность равносильна счетной 
компактности (см. задачу 5.5.23).

5.3.2. Теорема. Каждое счетно компактное слабо паракомпакт
ное пространство компактно.

Доказательство. Пусть 4L — произвольное открытое покрытие 
счетно компактного слабо паракомпактного пространства X. 
В силу теоремы 5.3.1, существует неприводимое точечно конеч
ное открытое покрытие У  — {F<}< е т, вписанное в %1. Так как по
крытие У  неприводимо, при каждом t <= Т найдется точка 
jCf<=W\ (J Vt'■ Множества Vt покрывают пространство Х\ зна-

чит, у каждой точки х е  X есть окрестность, которая содержит 
ровно одну точку множества А =  U {**}. Следовательно,

( б Г
A d =  0 ,  и из счетной компактности пространства X вытекает, 
что множество А конечно; значит, множество Т тоже конечно и 
У  — конечное открытое покрытие, вписанное в <U. I

5.3.3. Теорема Майкла — Нагами. Каждое слабо паракомпактное 
коллективно нормальное пространство паракомпактно.

Доказательство. В силу теоремы 5.1.11, достаточно доказать, 
что в каждое точечно конечное открытое покрытие <U =  {U5}S^ S
коллективно нормального пространства X можно вписать <т-ло- 
кально конечное открытое покрытие.

Мы определим по индукции относительно t =  0, 1, . . .  ди
скретные семейства y t — {Ут}Те&- открытых в X  множеств, та
кие, что каждый элемент семейства У5,- будет содержаться в не



котором Us и множества ЦР* =  U Уг будут удовлетворять усло
вию

i
(3) если |{ s e S :  х ^  Us} \ ^ i ,  то 1J Wt .

j- о
Положим То = { 0 }  и предположим, что семейства Ti,  удов

летворяющие условию (3), уже определены при i ^ k .  Обозна
чим через £Гk+\ семейство всех подмножеств множества S, со
стоящих ровно из k +  1 элементов, и для каждого Т е  Зг  к+1 по
ложим

(4, М * \ 0 . Г ' ) П ( * \ У г (/*)-
Отметим, что
(5) Ат сг fl Us при всех Т е  &~k+i-

Действительно, если бы при некоторых х ^ А т и So е  Т было 
х ф. Us,, то, в силу (4), точка х  принадлежала бы самое большее 
k элементам семейства 41 — а это противоречило бы (3).

Покажем теперь, что у каждой точки х ^ Х  есть окрестность 
V(x),  пересекающаяся не более чем с одним элементом семей
ства {Ат}т̂ д- . Если в 41 есть £ +  2 элементов Us.> Us , . . .  «+1

k + 2

. . .  , USft+2, которым x  принадлежит, то для V (*) =  Р  USi, в силу
(4), имеем V(x)[\AT =  0  при всех Г е ^ + \ .  Если х  принадле
жит только i ^  k элементам семейства Щ, то, в силу (3), мно-

к
жество V (л) =  (J Wt — окрестность точки х, не пересекаю- 

/=о
щаяся ни с одним Ат. Наконец, если точка х принадлежит ровно
k +  1 членам семейства <2/, например USl, Us2.......... Usk+\> 70 ок*

fc+i
рестность V (jc) =  f) U3{ точки пересекается самое большее с 
одним членом семейства {Ат}т̂ ^ к+— а именно с множеством
Ат0, где 7’o =  {s1, s2, . . .  , s*+i}-

Следовательно, ~  дискретное семейство замкну
тых в X  множеств. Пусть {Gr}r e<<7ft+i — дискретное семейство
открытых множеств в X, такое, что Ат с . Gt при всех Т <= k+u 
Покажем, что семейство Tk+x — {Ут}Те=#ь+), где

(6) Кт =  (?гП ПseT
обладает всеми нужными свойствами.
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Ясно, что семейство Yk+\ дискретно, состоит из открытых в X 
множеств и что каждый элемент семейства 3̂ *+1 содержится 
в некотором Us. Рассмотрим любую точку х е  X; пусть она при
надлежит не более чем £ + 1  элементам семейства °U. Тогда 
найдется Т eiTV i-ь для которого х е  Х \  U Us. ИмеемS&T

*е=Х\ Уг^ = [ ( * \ JJ ^/) U Ц ̂ /] П ( Х \ у г^)<=Лг U l W

Последняя формула вместе с (5), (6), и включением ATcz Gt 
к +1

показывает, что х е  И Wi •
/=0

Так как покрытие °U точечно конечно, из (3) следует, что
СО
[J Yi  есть ст-локально конечное открытое покрытие, вписанное
5TW. ■
5.3.4. Пример. Нерегулярное хаусдорфово пространство X, опи
санное в примере 1.5.7, слабо паракомпактно.

Пусть <2/ =  {(/s}JeS — произвольное открытое покрытие 
пространства X. Открытое подпространство X \ Z  пространства 
X, где Z — множество обратных всем целым числам, отличным от 
нуля, наделено топологией подпространства вещественной пря
мой. Значит, пространство X \ Z  паракомпактно, и в открытое по
крытие {£/s\ Z } s<eeS пространства X \ Z  можно вписать локально 
конечное открытое покрытие Т.  Для каждого z e Z  выберем 
s ( z ) e  S, такое, что г  е  US(z), и положим

У _  |  (0, 2z) П Us (z)i если z >  О, 
z t  (2z, 0)П Us (г), если z <  0.

Как легко видеть, семейство Т  [){Vz}zeEZ является точечно 
конечным открытым покрытием, вписанным в Щ. 1

Существуют коллективно нормальные пространства, которые 
не слабо паракомпактны; в силу теоремы 5.3.2 и примера 5.1.21, 
пространство Wq всех счетных ординалов является таким про
странством. Существуют также слабо паракомпактные нормаль
ные пространства, которые не коллективно нормальны (см. за
дачу 5.5.3 (с)).

Мы завершаем первую часть этого параграфа теоремой о со
хранении слабой паракомпактности замкнутыми отображениями 
на хаусдорфовы пространства. Заметим, что этот результат 
вместе с теоремой 5.3.3 и инвариантностью коллективной нор
мальности при замкнутых отображениях (см. упр. 5.1.С(Ь)) дает 
другое доказательство теоремы 5.1.33. Еще одно доказатель
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ство теоремы 5.1.33 можно получить, сделав небольшие измене
ния, предлагаемые ниже в упр. 5.3.Е, в доказательстве теоремы 
об инвариантности слабой паракомпактности. Однако оба эти 
доказательства труднее, чем исходное доказательство, приведен
ное в § 5.1.
5.3.5. Лемма. Для каждого открытого покрытия {L>*}5eS слабо 
паракомпактного пространства X существует точечно конечное 
открытое покрытие {Vs}s^ s пространства X , такое, что Vs cz Us 
при всех s e S .  I
5.3.6. Лемма. Если f : У — замкнутое отображение слабо па- 
ракомпактного пространства X на пространство Y> то в каждое 
открытое покрытие пространства К, представимое в виде объеди
нения счетного семейства точечно конечных семейств, можно 
вписать точечно конечное открытое покрытие.

оо

Доказательство. Пусть <U — [J <2/г — открытое покрытие про-
i = 1

странства У, причем каждое {US}S(=S{ — точечно конечное
семейство. По лемме 5.3.5, найдется точечно конечное открытое
покрытие пространства X,  такое, что G / c / _I(t/,) при
i = l , 2 ........ где Ut =  (J Ши Множество Ek =  X \  U Gf замкнуто

i > k
при £ =  1,2, . . .  ; как легко видеть, Е\ cz Еч cz . . .  и {Ek}k=i по
крывает X.  Далее,

№ ) < = / (  и G A c  U № )< =  и u t при £ = 1 ,  2.........
\ i  < k )  i <С & г < А

оо

Положим S =  [J очевидно, можно предполагать, что i=i
St П 5/ =  0  при t =#= /. Для завершения доказательства достаточ
но показать, что семейство W  =  {Ĥ e}Ses> гДе

Ws =  Us\ f ( E i )  при
является точечно конечным открытым покрытием пространства У.

Так как отображение f замкнуто, множества открыты; мы 
покажем, что они образуют точечно конечное семейство. Из

оо

У =  U / (Ek) следует, что каждая точка у е  У принадлежит не-
4=1

которому множеству f(£*); значит, у не входит ни в одно из 
множеств Ws, для которых k. Семейства Ш\, Ч1ч, . . .
. . . ,  <Uk-\ точечно конечны, поэтому у принадлежит лишь конеч
ному числу членов семейства Ж. Остается показать, что Ж  по
крывает У. Для произвольного г /е У  обозначим через i(y) наи
меньшее натуральное число, для которого у е  U%y). Так как
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№ (,> )< =  U u t , то найдется s ( y ) ^  S^y), такое, что г / е
i  <  I ( У )

е  Ws{y)- Ш
5.3.7. Теорема Уоррела. Если /: X - + Y — замкнутое отображение 
слабо паракомпактного пространства X на хаусдорфово про
странство У, то пространство У слабо паракомпактно.

Доказательство. По лемме 5.3.6, достаточно доказать, что в 
каждое открытое покрытие пространства У можно впи
сать открытое покрытие, являющееся объединением счетного се
мейства точечно конечных семейств.

Пусть <  — произвольное вполне упорядочение на множе
стве S. Определим по индукции относительно / =  1,2,  . . .  откры
тые точечно конечные покрытия $i — {Gs, пространства X , 
удовлетворяющие условиям
(7) GSt i a  f~ l (Us) при s s S h / = I ,  2, . . .  ,

(8) f  (Gs, J  П f  (Es. i - 0 = 0 ,  где =  X \ { ]  G t , при г >  1.f
Существование следует из леммы 5.3.5. Предположим, что 

покрытия ’Зн-х уже определены и удовлетворяют (7)
и (8) при i <  k. Из замкнутости отображения f следует, что 
множества
(9) Ws, t =  Г ‘ (Us) \ r lf (Es. *-i) c= f'VC/,) 
открыты. Для каждого л; через s (х) обозначим наименьший 
элемент множества S, такой, что х е  f~l (t/s(x)). Так как 
£ s w ,  й - i  <=: [J й_1и,всилу(7), [ J  G*. и с  U  f

S <  s (x)  s <  s ( x )  s <  s ( x )

имеем r lf ( ES{x),k-i)c r (J f~' (Us). Значит,
S <  S {x)

т. e. {IIP, k}ssS — открытое покрытие пространства X.
Воспользовавшись леммой 5.3.5, получаем точечно конечное 
покрытие $ k — {Gs, *}sgS пространства X, такое, что Gs, k сz Ws, к 
при всех s e S .  Из (9) следует, что покрытие 'Зь. удовлетворяет 
условиям (7) и (8) при i =  k\ таким образом, построение покры
тий 'Si завершено.

Заметьте, что при всех s0 ^  -S и всех t =  1,2, .. .

(10) ESi, t =  X \  U С8, гс  (J ( Х \  U Gt i ).
s >  s0 5<So t > s

Действительно, если хф.  (J Gs, {, то найдется s <  s0, такое, 

что х ф  (J Gt, f. а именно наибольшее s e 5 ,  для которого
t  >  S

J t e  Gs> г. Подобным ж е образом получаем
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(11) х =  и  ( х \  и при 1 =  1, 2..........
s e S  V t  >  s  /

Рассмотрим открытые множества Vs, / =  Y \ f ( X \ G s, ;). Так
как
(12) f- '(V s, ,jcz Gs, i при s e S  и t =  l ,2 , . . . ,  
семейство T % =  {Fs, точечно конечно при i =  1,2, ... . По-

оо

кажем, что семейство У  —  [J  покрывает пространство Y. Для

произвольного г /е  У обозначим через s(y) наименьший элемент 
множества S, для которого y ^ f ( X \  [J Gf, Л при некото-

V t > s ( y )  /
ром целом положительном г,— такой элемент существует в силу
(11). Возьмем какое-нибудь целое число i (y ) ,  такое, что у  е  
( = f ( x \  U Gt, i(w)-iV Тогда y<=f (Es,i(y)-О при всех

V t >  5 (у) J
s >  s ( y )  и, в силу (8),

у ф  U f(Gs,i(y)) =  f (  и  0 4>/(»Л. т. е.
5 >  5 (У) \ S >  S{ y)  J

Г 1 (У) П U Gs, Цу) =  0 .
S >  s ( y )

С другой стороны, в силу (10),

f ( x \  и о* i <„>)<=/( и ( Х \  и G t , , w ) )  =
Ч s ^ s { y )  J \ s < s ( y ) \  t > s  ) )

=  и f ( x \  и
s < s { y )  \  t > s  J

Так как у  не принадлежит последнему объединению, 
то / “ '(*/)<= U Gs, i(y). Значит, / - 1 ((/) cz Gs{y), t{y)j т. е.

s > s ( y )
у ^  Vs(y), цу). Следовательно, У  покрывает Y. Для завершения 
доказательства достаточно заметить, что У  вписано в { { /Д .е 5  — 
последнее вытекает из соотношений (7) и (12). I

Перейдем теперь к классу сильно паракомпактных про
странств. Топологическое пространство X называется сильно па
ракомпактным1) у если в каждое открытое покрытие простран
ства X можно вписать звездно конечное открытое покрытие. 
Каждое сильно паракомпактное пространство паракомпактно; 
следовательно, хаусдорфово сильно паракомпактное простран
ство нормально. Однако не всякий паракомпакт сильно пара- 
компактен (см. упр. 5.3.F(a) и 6.1.D ).

Пусть =  {^ s}5eS  — некоторое семейство подмножеств 
множества X. Под цепочкой от As до A sf условимся понимать

]) Иногда используется термин гипокомпактное пространство.
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любую конечную последовательность ASl, As2, . . .  , A$k элемен
тов семейства такую, что S\ =  s, Sk — s' и As. Л-45f+1 Ф  0  
при / =  1, 2, k — 1. Скажем, что семейство $Ф связно, если 
для любых двух членов As, Asf семейства найдется цепочка 
от As до AS'- Компоненты семейства бФ определяются как макси
мальные связные подсемейства семейства т. е. связные под
семейства семейства не являющиеся собственными подмно
жествами никакого связного подсемейства семейства s&.

Отметим два простых факта (см. доказательство теоремы 
5.1.27):

5.3.8. Лемма. Каждое семейство подмножеств произвольного  
множества X распадается в объединение своих компонент. Если  
s i'i и s&2 — различные компоненты семейства то (U ^O R
Л ( и ^ 2) =  0 .  ■
5.3.9. Лемма. Каждое связное звездно счетное семейство мно
жеств счетно. I

5.3.10. Теорема. Для каждого регулярного пространства X сле
дующие условия равносильны :

(i) Пространство X сильно паракомпактно.
(ii) В каждое открытое покрытие пространства X можно 

вписать замкнутое покрытие, которое одновременно локально  
конечно и звездно конечно.

(iii) В каждое открытое покрытие пространства X можно 
вписать замкнутое покрытие, которое одновременно локально  
конечно и звездно счетно.

(iv) В каждое открытое покрытие пространства X можно 
вписать звездно счетное открытое покрытие.

Доказательство. Покажем, что ( i)= ^ (ii) . Пусть °U — любое 
открытое покрытие пространства X и У =  — звездно ко
нечное открытое покрытие, вписанное в °U. Так как простран
ство X нормально, а покрытие У  локально конечно, то, по тео
реме 1.5.18, найдется замкнутое покрытие fF =  {/7a}ses про
странства X , такое, что Fs сг Vs при всех s g S .  Ясно, что !F 
вписано в °U и что У  одновременно локально конечно и звездно 
конечно.

Импликация (И) =4-(iii) очевидна; покажем, что (iii)= ^ (iv ). 
Рассмотрим любое открытое покрытие <U  =  W s}s ^ s  простран
ства X и вписанное в него замкнутое покрытие 8Г, локально ко
нечное и звездно счетное одновременно. Пусть &~ =  N и где

i е= Т
2Ft — компоненты семейства У .

Из леммы 5.3.9 следует, что все семейства t счетны; пусть
=  i}T= 1* Множества Ct =  \J3Tt  попарно не пересекаются

31*
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и, в силу локальной конечности семейства 2ГУ открыто-замкнуты. 
При каждом Г и любом натуральном i выберем s ( t , i ) ^ S  
так, чтобы было Ft, i сг US(t, о- Семейство \Cf f] Us(tt t e r яв‘ 
ляется звездно счетным открытым покрытием, вписанным в °U.

Докажем теперь, что (iv)=*-(i). Пусть °U — произвольное от
крытое покрытие пространства X  и Т  — звездно счетное откры
тое покрытие, вписанное в Ш. Рассмотрим семейство { T t} t ^ T
всех компонент покрытия Т .  В силу леммы 5.3.9, T t =  {V t,i}T^\ 
при каждом t< ^ T .  Семейство {V t , i } t ^ T дискретно при / =  
=  1, 2, . . .  ; следовательно, Т  является a -локально конечным 
открытым покрытием, вписанным в °U. Значит, пространство X  
паракомпактно по теореме 5.1.11. Положим Ct =  \ }T t  при всех 
t ^ T .  Множества Ct открыты и попарно не пересекаются, следо
вательно, они открыто-замкнуты. Значит, пространство Ct пара
компактно при каждом Г, и, в силу теоремы 5.2.6, в откры
тое покрытие T t  пространства Ct можно вписать некоторое 
звездно конечное открытое покрытие %Lt. Объединение U

t е  Г
является звездно конечным открытым покрытием, вписанным 
в покрытие Ш. 1

Заметим, что предположение о локальной конечности в (ii) 
и (iii) выше нельзя опустить. Действительно, для произвольного 
7Упространства X семейство всех одноточечных подмножеств 
множества X  является звездно конечным замкнутым покрытием, 
вписанным в произвольное покрытие пространства X .

Последняя теорема дает

5.3.11. Следствие. Каждое линделёфово пространство сильно па
ракомпактно. I
5.3.12. Пример. Из следствия выше и примера 3.8.15 вытекает, 
что произведение двух сильно паракомпактных хаусдорфовых 
пространств не обязательно сильно паракомпактно. I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Слабо паракомпактные пространства были введены Аренсом 
и Дугунджи в [1950]. Их работа содержит теоремы 5.3.1 и 5.3.2 
(другое доказательство последней намечено в указании к за 
даче 3 .12 .22 (a )). Теорема 5.3.3 была доказана независимо Майк
лом в [1955] и Нагами в [1955]. Теорема 5.3.6 доказана Уорре- 
лом в [1966].

Сильно паракомпактные пространства определены Даукером  
в [1947]. Теорема 5.3.10 доказана Ю. М. Смирновым в [1956]; 
следствие 5.3.11 появилось ранее в работе Мориты [1948] (Кап
лан доказал в [1947], что каждое сепарабельное метризуемое 
пространство сильно паракомпактно).
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УПРАЖНЕНИЯ

5.3.А. (а) (Трэйлор [1964], Годел [1969]). Докажите, что 
если пространство X локально сепарабельно и в каждое откры
тое покрытие пространства X можно вписать точечно счетное 
открытое покрытие, то в каждое открытое покрытие простран
ства X можно вписать звездно счетное открытое покрытие. Вы
ведите отсюда, что каждое локально сепарабельное слабо пара
компактное пространство сильно паракомпактно.

(b) (А. Стоун [1962]). Если в каждое открытое покрытие 
пространства X можно вписать точечно счетное открытое покры
тие и у каждой точки х ^ Х  есть окрестность U, такая, что
w(U) ^  m ^2 К0, то Х =  0 X S, где ш(Х5) ^ ш  при всех s e S

s (= S

(см. упр. 4.4.F(c)).
(c) (Чарльзуорт [1976]). Если топологическое пространство 

X обладает базой М, такой, что у каждой точки х е Х  есть 
окрестность £/, для которой мощность семейства {V U (]
П V Ф 0 )  не превосходит т, то X — ф  XSJ где ay(Xs) ^ m  при

seS
всех s g S.

Указание. Рассмотрите подсемейство семейства Ш, состоя
щее из тех множеств, которые пересекают самое большее m эле
ментов семейства Ш.

5.3.В. (а) Проверьте, что плоскость Немыцкого, квадрат 
прямой Зоргенфрея и пространство всех счетных ординалов не 
слабо паракомпактны.

Указание. Примените упр. 5.3.А(а).
(b) Покажите, что произведение Л(К0) Х ^ ( ^ 0  наследствен

но слабо паракомпактно.
(c) Проверьте, что пространство X из примера 5.3.4 совер

шенно, но не счетно паракомпактно.
5.3.С. (а) Отметьте, что слабая паракомпактность является 

аддитивным, но не конечно мультипликативным свойством.
Замечание. Предел обратной последовательности слабо па

ракомпактных пространств может не быть слабо паракомпакт
ным пространством (см. задачу 5.5.4(c)).

(b) (Чобан [1970]). Покажите, что слабая паракомпакт
ность наследуется F0-множествами.

(c) Заметьте, что сильная паракомпактность является адди
тивным свойством и наследуется замкнутыми множествами 
(см. упр. 5.3.F(c)).

5.3.D (Майкл [1955], Нагами [1955]). (а) Покажите, что для 
каждого счетного точечно конечного открытого покрытия {W$ L i 
нормального пространства X найдется локально конечное от
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крытое покрытие {Vi}7-\ этого пространства, такое, что Vi cz Wi 
при / =  1 ,2 , . . .  .

Указание. Примените либо теорему 1.5.18 и лемму 5.2.4, либо 
упр. 5 .1 .J(d).

(b) Покажите, что в каждое точечно конечное открытое по
крытие коллективно нормального пространства можно вписать 
локально конечное открытое покрытие.

Указание . Заметьте, что покрытие {W *}П=1» определенное в 
доказательстве теоремы 5.3.3, точечно конечно; примените за
тем (а).

5.3.Е (Уоррел [1966]). Докажите теорему 5.1.33, видоизме
нив доказательство теоремы 5.3.7.

Указание . Пусть покрытия ^ 2, фигурирующие в до
казательстве теоремы 5.3.7, локально конечны; возьмем замкну
тое покрытие {Ki}7=\ пространства X , такое, что /С(- с /-^(V,-), 
где Vi =  [ ]Ti .  Рассмотрим при / =  1, 2, . . .  открытое покрытие 
y >i \ ] { y \ f ( K i ) }  пространства У и применим теорему 1.5.18. За- 
метьте, что каждое точечно конечное консервативное (см. 
упр. 5.1.G) семейство замкнутых множеств локально конечно.

5.3.F. (а) (Нагата [1957]). Докажите, что произведение от
крытого единичного интервала (0 ,1 ) и пространства Бэра 
В( &\ )  не сильно паракомпактно. Выведите отсюда, что предел 
обратной последовательности сильно паракомпактных хаусдор
фовых пространств не обязан быть сильно паракомпактным про
странством (см. задачу 5 .5 .4 (c)).

(b) Покажите, что пространство Бэра В(ш)  сильно пара
компактно при всех m ^  К0 (см. упр. 7.2.Е и пример 7.3.14).

Указание . Объединение произвольного семейства (1Д')-Ш<ар°в 
открыто-замкнуто.

(c) Заметьте, что из (а), (Ь) и упр. 5.3.Н(Ь) ниже следует, 
что даж е в классе метризуемых пространств сильная параком
пактность не наследуется /^-множествами и не конечно муль
типликативна.

(d) Приведите пример метризуемого пространства, которое 
можно представить в виде объединения двух замкнутых сильно 
паракомпактных подпространств, но которое само не сильно па
ракомпактно.

Замечание. Ясуи доказал в [1967], что если регулярное про
странство X  покрывается локально конечным семейством зам
кнутых сильно паракомпактных подпространств, границы кото
рых в X  обладают локально свойством Линделёфа (т. е. у ка
ждой точки есть окрестность, замыкание которой является лин
делёфовым пространством), то пространство X  сильно параком
пактно.
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(е) (Морита [1954]). Покажите, что каждое сильно пара
компактное метризуемое пространство веса щ ^  К0 можно вло
жить в произведение / Хо X  5 ( т )*

5.3.G. (а) Покажите, что сильная паракомпактность равно
сильна паракомпактности в классе локально компактных хаус
дорфовых пространств.

(Ь) Приведите пример не нормального слабо паракомпакт- 
ного локально компактного хаусдорфова пространства.

Указание. Посмотрите упр. 5.3.В(Ь).
5.3.Н. (а) (Ханаи [1956]). Покажите, что слабая параком

пактность и сильная паракомпактность сохраняются в сторону 
прообраза совершенными отображениями.

(b) (Бегль [1949] для сильной паракомпактности). Убеди
тесь, что произведение X X  У слабо (сильно) паракомпактного 
пространства X  и компактного пространства У слабо (сильно) 
паракомпактно.

(c) (В. И. Пономарев [1962]). Заметьте, что сильная пара
компактность не является инвариантом совершенных отображе
ний.

Указание. Примените упр. 5.3.F(d) и теорему 3.7.22.
(d) (В. И. Пономарев [1962а]). Докажите, что сильная па

ракомпактность сохраняется открытыми совершенными отобра
жениями.

Указание. Пусть /: X - ^ Y  — открытое совершенное отобра
жение пространства X на пространство У. Проверьте, что если 
ш . т s — звездно конечное открытое покрытие пространства Х у 
то множества

U (su s2, , sfe) =  Д f (V*i) П ( r V  ( * \  Д  ̂ ) )  ’
где si, s2, . . . ,  s k e  5 , образуют звездно конечное открытое по
крытие пространства У.

(e) Покажите, что если f: X ^ Y  — открытое отображение 
паракомпактного пространства X  на топологическое простран
ство У и все прообразы f~l (y) точек компактны, то пространство 
У слабо паракомпактно.

5.4. МЕТРИЗАЦИОННЫ Е ТЕОРЕМЫ II

В этом параграфе с помощью понятий паракомпактности, 
коллективной нормальности и слабой паракомпактности уста
навливаются дальнейшие топологические характеристики клас
са метризуемых пространств.

Последовательность Ж \,  ЗРг, покрытий топологического 
пространства X  называется измельчающейся, или измельчением
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пространства X , если все покрытия Жь открыты и для каждой 
точки х g=z X и произвольной ее окрестности U найдется нату
ральное число i, такое, что St (л:, 30̂ 0 U. Как легко заметить, 
последовательность открытых покрытий пространства X яв
ляется его измельчением в том и только том случае, если для 
каждой точки jc g X  любое семейство {Wi}T= i> такое, что х е  
е  Wi <= Wi при i = l , 2 , . . . . ,  является базой пространства X 
в точке х,

5,4.1. Метризационный критерий Бинга. Топологическое про
странство метризуемо в том и только том случае, если оно кол- 
лективно нормально и обладает измельчением.

Доказательство. Пусть X — метризуемое пространство и р — 
метрика на X . Для каждого дискретного семейства {Fs}se.s
замкнутых в X множеств семейство {Us}s^ s ” где ^ s ~  j*  е
р(х, /^) <  р U /V )}. удовлетворяет условию теоремы 5.1.7;

следовательно, X коллективно нормально. Легко проверяется, 
что последовательность Ж\у Жч, • где Wi =  {B (х, 1//)}̂  ̂  яв
ляется измельчением пространства X.

Рассмотрим теперь коллективно нормальное пространство Ху 
обладающее измельчением Жи  ••• . Покажем сначала, что 
в каждое открытое покрытие {Us}s^ s пространства X можно 
вписать 0-локально конечное открытое покрытие (в силу тео
ремы 5.1.11, это означает, что X паракомпактно).

Возьмем произвольное вполне упорядочение <  на S и по
ложим

F; I =  * \  [St ( X \ U S, W t) и J J  и , ]  с  и,.

Замкнутые множества Fs,i, где s e S  и г = 1 ,2 ,  покры
вают пространство X. Действительно, взяв для каждого х ^  X 
наименьший элемент s(x) в S, такой, что х е  US(X), и выбрав 
натуральное число Цх), для которого St (дг, ЖцХ))<̂ : US(X), мы по
лучаем х Fs(x), i(*). Так как при фиксированном i окрестность 
Us(x) П St (лс, 3Ŝ°i) точки х пересекается только с одним членом се
мейства Ф"i =  {Fs, (}ssS , а именно с множеством FS(X),., семейство 

: дискретно. В силу коллективной нормальности X, найдутся 
открытые множества Us, г, для которых Fs, г cz Us, . с= Us при 
s g 5  и t =  1,2, . . .  и семейство {USfl}s ^ s дискретно при каж
дом i. Следовательно, {£/s г}?1, S(_s есть 0-локально конечное от
крытое покрытие, вписанное в { t/Js е s .

Пусть (при t =  l ,2 , ...)  3Si есть о-локально конечное откры
тое покрытие, вписанное в покрытие )Wi. Легко проверяется, что
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< g =  (J — база пространства Х\ значит, X  метризуемо по мет-

ризационной теореме Нагаты — Смирнова. I
Заметим, что при доказательстве сохранения метризуемости 

совершенными отображениями (см. теорему 4.4.15) мы сначала 
определили некоторое измельчение пространства У, а затем, 
пользуясь паракомпактностью У (установленной ранее в лем
ме 4.4.13), определили a -локально конечную базу пространства 
У — в точности так, как и при доказательстве метризационной 
теоремы Бинга.

Покажем теперь, как получить, усилив понятие измельче
ния, необходимое и достаточное условие метризуемости Го-про
странств.

Последовательность Ж ь Ж%, покрытий топологического 
пространства X  называется сильным измельчением  простран
ства X , если все покрытия Жь открыты и для каждой точки 
x g I  и произвольной ее окрестности U найдутся окрестность V 
точки х и натуральное число /, такие, что St (У, W i)c z  U . Ясно, 
что каждое сильное измельчение является измельчением.
5.4.2. Метризационная теорема Мора. Топологическое простран
ство метризуемо в том и только том случае, если оно является 
To-пространством и обладает сильным измельчением.

Доказательство. Легко проверяется, что для произвольной 
метрики р на X  последовательность F b Ж%, . ■ ■, где 
W i  =  {B(x, l/i)}Xf=x> является сильным измельчением простран
ства X .

Рассмотрим теперь произвольное Г0-пространство X , обла
дающее сильным измельчением Ж\, Ж ь  * .. . В силу метриза
ционного критерия Бинга, достаточно показать, что X  коллек
тивно нормально.

Покажем сначала, что X  есть ^-пространство. Возьмем лю
бые две различные точки х, у  пространства X. Так как X есть 
Го-пространство, найдется открытое множество U, которое со
держит ровно одну из точек лг, у\  можно предположить, что 
х  ^  U и у ф  U. Выберем натуральное число /, такое, что 
S t(x , Ж { ) а  U,  и возьмем какое-нибудь множество со
держащ ее у . Так как х ф  W,  мы видим, что X  есть ^-простран
ство.

Заменив, если нужно, покрытия W i  покрытиями, состоящими 
из всевозможных пересечений W\  f| W2 f] • ■ • П Wi,  где Wk e  Wk  
при k i, можно считать, что Ж\  вписано в Wi  при j  ^  L Для 
сильного измельчения, удовлетворяющего этому дополнительно
му условию, имеем
(1) если х ф  A = A c z X ,  то St (х, Ж {) f| St (А, Ж *) =  0  при не

котором натуральном /.
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Действительно, по определению сильного измельчения, суще
ствуют окрестность V точки х и натуральное число j, такие, что 
St (V, Ж]) a  X \  А; применив снова определение сильного из
мельчения, мы находим k, для которого St {x,Wk)cz V. Для но
мера t =  max(/, k) условие (1) выполняется, так как St(x, Wi) cz 
cz Sl{x , J f k)ci V и S t(V ,y ,/)cz S t(V ,2 r/)c = X \ А, т. e. 
S t(A 3T i)< = X \ V.

Для произвольного дискретного семейства {Fs}st=s замкну
тых множеств в X определим теперь семейство {Us}SIE.s откры
тых множеств, такое, что Fs с: Us при всех s e 5  и Us {] US'=  0» 
когда s =^s'\ по теореме 5.1.17, это завершит доказательство. 

При каждом s e S  множество Л5=  [J F S' замкнуто, тогда
S '  ф  S

как множества
и , . 1 = \}  ЗГ,. I, где Г 5, ( =  { Г е Г г: Г  П St (As, W t) =

— 0  Ф  W Л/7,}»
оо

и множество £/s =  U Us, t открыты. Так как из (1)

следует, что Fs с : Us при всех s e S. Будет установлено, что 
US{]U8' =  0  при s Ф  s',  если мы покажем, что Us, i ( ] Us\ i  =  0  
при s =r= s' и j  ^  L Но если W  е  ffls, i и W' е  Ж 5', /, то 
l F f l S t ^ s, W i ) = 0  и W ' n F S' ¥ = 0 -  Из последнего неравен
ства следует, что H ^'czStC4s, W/ ) c z : S t ( A s, Wi)\  значит, 
W [ ) W '  =  0 9 откуда получаем, что Us, i П C/s', / =  0 -  I

Следующие две метризационные теоремы формулируются в 
терминах специальных баз.

Назовем базу $  топологического пространства X точечно 
регулярной1) , если для каждой точки х е !  и произвольной ее 
окрестности U множество всех элементов базы содержащих х 
и пересекающихся с Х \  U,  конечно. Легко заметить, что база 
Ш пространства X  точечно регулярна в том и только том случае, 
если, какова бы ни была точка х е 1 ,  любое бесконечное се
мейство элементов базы содержащих точку х, является ба
зой пространства X в точке х .

Назовем базу <% топологического пространства X регулярной, 
если для каждой точки х е !  и произвольной ее окрестности U 
найдется окрестность V cz U точки х, такая, что множество всех 
элементов базы пересекающихся с V и с X \ U y конечно. 
Ясно, что каждая регулярная база точечно регулярна.

Доказательства теорем 5.4.6 и 5.4.8 основаны на нескольких 
леммах, которые мы сейчас докажем. Чтобы упростить форму
лировки этих лемм, условимся для произвольного семейства

:) Точечно регулярные базы называют также равномерными базами.
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множеств обозначать через зФт подсемейство семейства со
стоящее из всех максимальных его элементов (т. е. множеств 

таких, что если A c z  А' е  зФ, то А =  А')\ через У  (X) 
будем обозначать семейство всех открытых одноточечных под
множеств произвольного топологического пространства X.

5.4.3. Лемма. Если Ш — точечно регулярная  (регулярная ) база  
пространства X , то семейство является точечно конеч
ным (локально конечным) покрытием пространства X.

Доказательство. Покажем сначала, что [ } $ т =  Х. Для про
извольного х е  X найдется содержащ ее х. Предполо
жив, что х не содержится ни в каком элементе семейства 
можно определить бесконечную последовательность U0 cz U\ а  
cz U% cz . . .  элементов базы такую, что Ui ф  Ui+\ при i =  
=  1, 2, . . .  . Получаем бесконечное подсемейство {£//}П=1базы <gt 
все элементы которого содержат х и пересекают X \ U o , что 
невозможно. Следовательно, х е  U $ т и U $ т =  X.

Покажем теперь, что если база $  точечно регулярна (регу
лярна), то покрытие $ т точечно конечно (локально конечно). 
Возьмем любую точку л * е Х и  какое-нибудь множество U е  ^ т , 
содержащ ее х.

Множество всех элементов базы 3$, пересекающих Х \  U и 
{х}  (и произвольную фиксированную окрестность V точки л;), 
конечно. Но каждое Uf ^  3$m\ { U } ,  содержащ ее х (пересекаю
щее V) пересекает также и Х \ ( / ,  так что лишь конечное число 
членов семейства $ т содержит х (пересекает V).  Это показы
вает, что J?m — точечно конечное (локально конечное) покрытие 
пространства X.  I
5.4.4. Лемма. Если ЗВ— база Т^пространства X , то для произ
вольного точечно конечного покрытия $ т с= $  семейство 38" =  
=  ( ^ \  3S')\j & (X) является базой пространства X . Д а л ее , если 
база $  точечно регулярна  (регулярна), то и база 3S” тоже то
чечно регулярна (регулярна ) .

Доказательство. Пусть х — любая точка пространства X  и 
U — произвольная ее окрестность. Если точка х изолирована, то 
j f G { x } e J ( I )  и х ^ { х } а  U\ если точка х не изолирована, то 
пересечение П х ё У }  содержит некоторую точку
у  ф  х, и любая окрестность точки х, удовлетворяющая
условию V cz U \ { y } ,  принадлежит Вторая часть лем
мы очевидна. I

5.4.5. Лемма. Пусть Я  — точечно регулярная (регулярная)  база  
Т^пространства X ; положим

(2) =  и £ ( =  Г ( я \ й  £ i ) [ ) 2 ( X ) \  при 1 =  2,  3 ............
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Этим определена последовательность 3$\, $ 2, ■ • • точечно конеч
ных (локально конечных) открытых покрытий пространства Х у00
такая, что З В = [ ]  &(.

i = 1
Доказательство. Из лемм 5.4.3 и 5.4.4 следует, что
* * * — последовательность точечно конечных (локально ко

нечных) открытых покрытий пространства X. База $  точечно 
регулярна, поэтому для каждого U е  $  лишь конечное число 
множеств U' е  $  удовлетворяет включению U с= U'. Следова-

оо

тельно, $ =  (J в СИЛУ (2)* I  i=1
5.4.6. Метризационная теорема Архангельского. Топологическое 
пространство метризуемо в том и только том случае , если оно 
является Тi-пространством и обладает регулярной базой.

Доказательство. Проверим сначала, что каждое метризуемое 
пространство X  имеет регулярную базу. Пусть р — некоторая 
метрика на X  и SSi — локально конечное открытое покрытие, впи
санное в покрытие {В (х, 1/4ЩХ(= х (см. теорему 4.4.1). Ясно, что 

00
$ =  [J является базой пространства X . Для каждой точки 

ы  1
х е  X  и произвольной ее окрестности U найдется натуральное 
число г, такое, что В (х, 1 fi ) cz U, Положим Vo =  В ( x / \ / 2 i ) , и 
пусть Vj при / =  1, 2, . . .  — окрестность точки х , пересекающая
ся лишь с конечным числом членов семейства 3&j. Легко прове
ряется, что множество всех элементов семейства пересекаю-

1
щихся и с V — Г] Vj* и с X \ U у конечно.

1= о
Рассмотрим теперь любое ^-пространство X  с регулярной 

базой Я.  Легко проверить, что множества U и V, фигурирую
щие в определении регулярной базы, удовлетворяют включению 
V a  U,  Следовательно, пространство X  регулярно. Для заверше
ния доказательства достаточно применить лемму 5.4.5 и метри
зационную теорему Нагаты — Смирнова. I

Чтобы выяснить соотношение между измельчениями и точеч
но регулярными базами, мы формулируем следующую лемму в 
несколько более общем виде, нежели это требуется для дока
зательства теоремы 5.4.8.

5.4.7. Лемма. Для  произвольного хаусдорфова пространства X  
следующие условия равносильны:

(i) Пространство X обладает точечно регулярной базой.
(ii) Пространство X слабо паракомпактно и имеет измель

чение,,
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(iii) Пространство X имеет измельчение, состоящее из то
чечно конечных покрытий.

Доказательство. Покажем сначала, что (i)=>-(ii). Пусть °U — 
любое открытое покрытие хаусдорфова пространства X , обла
дающего точечно регулярной базой Семейство 3§о всех эле
ментов семейства Ш, содержащихся хотя бы в одном элементе 
покрытия очевидно, образует точечно регулярную базу про
странства X. Значит, по лемме 5.4.3, семейство является 
точечно конечным открытым покрытием, вписанным в °U. Сле
довательно, пространство X  слабо паракомпактно.

Остается доказать, что пространство X обладает измельче
нием. Рассмотрим последовательность Jfi, ^ 2, открытых по
крытий пространства X , определенную в (2). В силу леммы 5.4.5,

оо

< % = [ ]  3 8 Для произвольной точки х е  X  и любой ее окрест- 
t=i

ности U лишь конечное число членов семейства J f — пусть это 
U ь U2, Uk — содержат х и пересекаются с X \ U .  Так как 
38i П 39j а  & (X)  при i ф  j и множества Uu U2, . . . ,  Uk содержат 
более одной точки, найдется натуральное число /, такое, что 
U j ^ $ i  при / =  1, 2, . . . ,  k. Следовательно, St (х, Ыь) сг U\ это 
показывает, что $ 2, ••• — измельчение пространства X.

Импликация (ii) =>* (iii) очевидна. Покажем, что (iii)= ^ (i). 
Пусть Ж  и Ж 2у . . .  — измельчение пространства X , состоящее из 
точечно конечных покрытий. Без ограничения общности можно 
предположить, что Ж\  вписано в Wi  при / ^  и Ясно, что семей-

оо

ство Jf =  (J Wi  является базой пространства X.  Эта база то

чечно регулярна, так как для каждого х е  X  и любой окрест
ности U точки х существует натуральное число i, такое, что 
S t(x , Ж } ) а  U при /  ^  i, и в каждом из покрытий Ж  и Ж 2, . . .  
. . . ,  Ж { - 1 лишь конечное число членов содержит точку х , I

5.4.8. Метризационный критерий Александрова. Топологическое 
пространство метризуемо в том и только том случае , если оно 
коллективно нормально и обладает точечно регулярной базой .

Доказательство. Каждое метризуемое пространство коллек
тивно нормально и, в силу 5.4.6, имеет точечно регулярную базу.

Произвольное коллективно нормальное пространство с то
чечно регулярной базой метризуемо в силу леммы 5.4.7 и мет
ризационного критерия Бинга. I

Заметим, что в последнем доказательстве вместо метриза
ционного критерия Бинга можно было бы применить лемму 5.4.7, 
теорему Майкла — Нагами и метризационную теорему Нага- 
ты — Смирнова.
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Мы заключаем этот параграф наиболее ранней в хроноло
гическом отношении метризационной теоремой.

5.4.9. Метризационная теорема Александрова — Урысона. Топо
логическое пространство метризуемо в том и только том слу
чае , если оно является Т0-пространством и обладает измельче
нием W \, W 2, таким, что для каждого натурального числа i 
и любых двух пересекающихся множеств W\, f  2 е  F,'+i най
дется множество W е  Ж  и такое, что W\ U с= W.

Доказательство. Легко проверяется, что для любой метрики 
р на X последовательность^, W 2, . • * > где Ж {— {В(х,  1 /2* )}^ * , 
является измельчением пространства X и обладает нужным 
свойством.

Рассмотрим теперь Г0-пространство А" и его измельчение 
Ж и Ж  2, . обладающее указанным в теореме свойством. П о
кажем, что F i ,  Ж 2, — сильное измельчение пространства Х> 
чем, в силу метризационной теоремы Мора, доказательство бу
дет завершено. Пусть х — произвольная точка пространства X  
и U —любая ее окрестность. Возьмем натуральное число /, для 
которого S t(x , W i ) c z  £/, и выберем V е  Ж ^ и  для которого 
х  V. Для каждого ь пересекающегося с V, найдется
W'  е  Wi,  такое, что V U W cz W'.  Так как x ^ V ,  то V [} W а  
с  W'<= S t ( x , ^ ) c :  £/, т. е. S t(V ,> r m )c= {/. 1

5.4.10. Следствие. Топологическое пространство X метризуемо в 
том и только том случае , если оно является Т ̂ -пространством и 
обладает измельчением W u W 2, . таким, что Wi+\ сильно 
звездно вписано в W i при i =  1 ,2 , . . .  . I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Бинг установил свой метризационный критерий в [1951]. П о
нятие измельчения было введено Читтенденом и Питчером в 
[1919]; существование измельчения является одной из аксиом 
Р. Л. Мора для абстрактных пространств (см. замечания 
к § 1.1). Измельчения появляются также в работе П. С. Алек
сандрова и П. С. Урысона [1923].

Регулярные пространства с измельчением называются мо- 
ровскими пространствами. Со времени работы Джоунса [1937], 
где было показано, что в предположении неравенства 2**° <  2**1 
каждое сепарабельное нормальное моровское пространство мет
ризуемо, много усилий было посвящено проблеме: метризуемо 
ли каждое нормальное моровское пространство? Предположе
ние о нормальности существенно: плоскость Немыцкого яв
ляется моровским пространством. Д ж . X. Силвер, в сотрудниче
стве с Толлом, доказал совместимость с обычными аксиомами
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теории множеств существования неметризуемого сепарабельного 
нормального моровского пространства (см, диссертацию Толла 
[1969]). Из этих результатов Джоунса и Силвера и Толла сле
дует, что существование неметризуемого сепарабельного нор
мального моровского пространства не зависит от обычных 
аксиом теории множеств. Этот факт и результаты Хита в [1964] 
показывают, что существование неметризуемого сепарабельного 
нормального пространства с точечно регулярной базой тоже не 
зависит от обычных аксиом теории множеств (см. упр. 5.4.В). 
Флейснер доказал в [1982], что существование неметризуемого 
нормального моровского пространства вытекает из континуум- 
гипотезы. Как вытекает из результатов Никоша [1980] и Флейс- 
нера [1982], несуществование такого пространства связано с 
аксиомами о больших кардиналах (подробности см. у Флейс- 
нера [1984]).

Метризационная теорема Мора имеет длинную историю. 
В настоящем виде она была доказана независимо А. Стоуном в 
[1960] и Архангельским в [1961а], где было введено понятие 
сильного измельчения. В несколько иной форме (предполага
лось, что последовательность Ж \, Жч, удовлетворяет усло
вию (1) этого параграфа) эта теорема была приведена 
Р. Л. Мором в [1935] (см. также Джоунс [1966]) и переоткрыта 
Моритой в [1951]. Метризационная теорема А. X. Фринка, уста
новленная в [1937] (см. упр. 5.4.С ), может рассматриваться как 
еще одна разновидность той ж е теоремы. Отметим также, что 
Куратовский в [1933] объявил принадлежащую Ароншайну мет
ризационную теорему, весьма близкую к теореме 5.4.2.

Понятие точечно регулярной базы и теорема 5.4.8 появились 
в работе П. С, Александрова [I960]; эта работа содержит до
казательство равносильности условий (i) и (iii) леммы 5.4.7 
(то, что условия (i) и (ii) равносильны, было установлено Хи
том в [1964]), Теорема 5.4.6 была доказана Архангельским 
в [I960]; в его работе было введено понятие регулярной базы 
и дано доказательство теоремы 5.4.8, приведенное выше.

Грубо говоря, понятия сильного измельчения и регулярной 
базы получаются из понятий измельчения и точечно регулярной 
базы путем замены точек открытыми множествами; модифика
ции этого рода приводят к условиям, равносильным метризуе
мости. Другое усиление измельчений и точечно регулярных баз, 
тоже дающее условия, равносильные метризуемости, обсуж дает
ся в упр. 5.4.Е.

Теорема 5.4.9 была доказана Александровым и Урысоном 
в [1923а]. Следствие 5.4.10 (называемое некоторыми теоремой 
Александрова — Урысона) появилось в книге Тьюки [1940] — 
это слабая форма теоремы о порождении равномерностей мет
риками (см. теорему 8.1.21): она устанавливает только, что
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если топология пространства X  порождена некоторой равномер
ностью °U, обладающей счетной базой, то пространство X  мет
ризуемо, в то время как теорема 8.1.21 устанавливает боль
ш ее— а именно что на X  существует метрика, которая поро
ж дает равномерность °U.

Известно много других метризационных теорем. Некоторые 
из них формулируются ниже в упражнениях. Есть также много 
способов выводить их одну из другой. Ясно, что доказательство 
теоремы, устанавливаемой первой, должно содержать построе
ние метрики. В этой книге мы начали с теоремы Нагаты — 
Смирнова. Можно было бы начать со следствия 5.4.10 (эскиз 
построения метрики для этого случая дан в упр. 5 .4 .Н (а)) — 
упорядочение метризационных теорем по этому принципу пред
ставлено в книге Нагаты [1968] (см. упр. 5.4.1). Д о открытия 
метризационной теоремы Нагаты — Смирнова и теоремы 8.1.21 
в качестве первого звена обычно бралась теорема Читтендена 
(формулируемая ниже в упр. 5.4.G ), которая сводит существо
вание метрики к существованию функции р с более слабыми 
свойствами. Хотя характеристика метризуемости, данная Чит- 
тенденом, не является чисто топологической, она была важным 
достижением в изучении метризуемости.

УПРАЖНЕНИЯ

5.4.А (Ю. М. Смирнов [1951а]). Убедитесь, что каждый ло
кально метризуемый паракомпакт (т. е. паракомпакт, каждая  
точка которого обладает метризуемой окрестностью) метризуем.

Указание. См. теорему 4.4.19.
5.4.В (Хит [1964]). Пусть X  — подмножество плоскости, 

определенное условием у  ^  0, т. е. замкнутая верхняя полу
плоскость. Введем топологию на X , объявив все точки, лежащие 
выше оси х, изолированными и объявив базой в точке (х, 0) 
семейство всех отрезков, начинающихся в (х, 0) и образующих 
с осью х угол 90°, если х рационально, и угол 45°, если х ирра
ционально. Докажите, что X  — вполне регулярное не нормаль
ное пространство с точечно регулярной базой. Покажите, что X  
слабо паракомпактно и полно по Чеху, но не счетно параком
пактно. Заметьте, что X  можно представить в виде объединения 
двух открытых метризуемых подпространств.

Указание. Примените теорему Бэра о категории для дока
зательства не нормальности X  и не счетной паракомпактно
сти X.

5.4.С (А. X. Фринк [1937]). Покажите, что Го-пространство 
X  метризуемо в том и только том случае, если оно обладает си
стемой окрестностей {&(x) }x s .Xf где (х )— {£?,-(х)} Г=ъ такой, 
что для каждого х е  X  и каждого натурального числа i най
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дется /, для которого из S /(x )f | В} ( у ) Ф  0  следует, что В} (у) с: 
с= Bi (x) .

Указание. См. замечания к этому параграфу.
5.4.D. (а) (Морита [1955]). Докажите, что Г0-пространство 

X  метризуемо в том и только том случае, если оно обладает  
последовательностью (F и ЗГ2, локально конечных замкнутых 
покрытий, такой, что для каждой точки х е  X  и произвольной 
ее окрестности U найдется натуральное число i , такое, что 
S t(x , &~i)ci U.

Указание. Можно предположить, что 8Гi+\ вписано в £Г i при 
i — 1, 2, . . .  . Проверьте, что последовательность Ж  и Ж 2у • 
где Ж3/ =  {Int S t(x , является сильным измельчением
пространства X .

(Ь) Докажите теорему Ханаи — Мориты — Стоуна с по
мощью характеристики метризуемости, установленной в (а).

5 .4.Е. (а) (Джоунс [1958]). Покажите, что Г2-пространство 
X  метризуемо в том и только том случае, если оно обладает 
п о сл ед о в а т ел ь н о ст ь ю ^ !,^ , ••• открытых покрытий, такой, что 
для каждого компакта Z с  X и произвольного открытого мно
жества U , содержащего Z, найдется натуральное число i7 для 
которого St(Z , Ж { ) а  U.

Указание. Примените теорему 5.4.2.
(Ь) (Архангельский [1965] (объявлено в [1 9 6 3 ])). Пока

жите, что Г2-пространство X метризуемо в том и только том 
случае, если у него есть база J?, такая, что для каждого ком
пакта Z c i  X и произвольного открытого множества С/, содерж а
щего Z, множество всех элементов базы 38, пересекающих и Z, 
и X \ U , конечно.

Указание. Примените теорему 5.4.6.
5.4.F (Нагата [1957а]). Докажите, что Г0-пространство X  

метризуемо в том и только том случае, если для каждой точки 
j c g X  найдутся последовательность U i(x ) , U2( x) t . . .  окрестно
стей точки х и последовательность А \ ( х ), А 2(х), . . .  подмно
жеств множества X, удовлетворяющие условиям:

(i) Дл я  каждой точки х ^ Х  и произвольной ее окрестности 
U существует i , такое, что Ai ( x) cz  U.

(ii) Если Ui (х) П Ui (у) ф  0 ,  то у  е  At (х ) .
(iii) Если y ^ U i ( x ) ,  то Ui ( y ) c z Ai ( x ) .
Указание. Можно предположить, что U j ( х ) а  Ui (x)  при 

j  ^  i и х е !  Проверьте, что последовательность Ж  и Ж 2, 
где Ж 1 — {Ui (x)}XGX, является сильным измельчением про
странства X.

5.4.G (Читтенден [1917]). Докажите, что Г0-пространство X 
метризуемо в том и только том случае, если существует неотри
цательная вещественная функция р на множестве Х У ^ Х у такая,

3 2  Зак. 697
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что для каждого A c z X  выполняется условие
in fp (x , а) =  0 тогда и только тогда, когда х е Л ,

а также условия (M l) и (М2) из определения метрики и условие 
(М3') Существует отображение f множества всех неотрицатель

ных вещественных чисел в себя , для которого из 
lim tn =  0 следует, что Y\mf( tn) =  0 и при всех х, у , г е Х  
неравенства р { х , у ) ^ е  и р (г/, г) ^  е влекут за  собой не- 
равенство р(х, z) ^  f (е).

5.4.Н. (а) (Тьюки [1940]). Докажите, что для каждой по
следовательности Жо, Ж и  покрытий множества X, где Жо =  
=  {X} и Ж(+\ сильно звездно вписано в Жь при i =  1, 2, . . . ,  
найдется псевдометрика р на множестве X , такая, что при всех 
/ ^  1 покрытие Жь вписано в покрытие {В (х , 1/21-1)}леХ  и по
крытие {В  (х, 1/2*)}^^ Y вписано в Ж ь-\.

Заметьте, что если X — топологическое пространство, а по
крытия Ж( открыты, то р — непрерывное отображение простран
ства X  X  X  в R,

Воспользовавшись замечанием 4.4.2, выведите из этого ре
зультата лемму 5.1.16.

Указание . Определите отображение / множества X  X  X  в R  
правилом

Определите р (х, у) как наибольшую нижнюю грань множества
k

всех чисел вида £  f { x i ~ i, х £), где хо, xi, . . . ,  х к — любая после

довательность точек множества X, такая, что х0 =  х  и х& — у,  
и покажите, что (1 /2 )/(х , у)  ^  р(х, у)  ^ / ( х ,  у) (см. доказатель
ство теоремы 8.1.10).

(b) (Тьюки [1940]). Проверьте, что если Жо, Ж и  ***, где 
Жо =  {X} и Ж-1+1 сильно звездно вписано в Ж% при i =  1, 2, . . .> 
является измельчением Г0-пространства X, то псевдометрика 
р, фигурирующая в (а), является метрикой на X (см. след
ствие 5.4.10).

(c) (Тьюки [1940], Морита [1962] и [1964]). Покажите, что 
для каждого открытого покрытия {[/s}se S  произвольного то
пологического пространства X следующие условия равносильны:

(1) Покрытие {Us}s ^$ нормально.
(2) Существуют псевдометрика р на множестве X, для ко- 

торой отображение р: X y ( X ^ R  непрерывно , и покрытие

i = 1
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{ V s h ^ s  множества X t открытое по отношению к топологии, по
рожденной псевдометрикой р, такие, что Vs cz Us при всех s e S .

(3) Существуют непрерывное отображение /: X - > Y  на мет
ризуемое пространство Y и открытое покрытие { Ws}S(bS про
странства У, такие, что f~l ( Û s) cz Us при всех s ^  S.

(4) В покрытие {Us}s <=s можно вписать локально конечное 
покрытие, состоящее из функционально открытых множеств.

(5) В покрытие {Us}S(=s можно вписать а-локально конеч
ное покрытие, состоящее из функционально открытых мно
жеств.

Указание. Примените упр. 5.I.J.
(d) (А. X. Стоун [1948]). Проверьте, что открытое покрытие 

нормального пространства нормально в том и только том слу
чае, если в него можно вписать локально конечное открытое 
покрытие.

5.4.1 (Нагата [1950]). Выведите из следствия 5.4.10, что 
каждое регулярное пространство, обладающее a-локально ко
нечной базой, метризуемо.

оо

Указание. Пусть X  — регулярное пространство и $ =  U ■$*—
i=i

база пространства X , где =  {Us}s s S  —- локально конечное
покрытие пространства X.  При каждом i обозначим через d~i 
семейство всех конечных подмножеств множества S*. С помощью 
леммы 4.4.5 при каждом s e S j  получите замкнутые множества

оо

Fs, ь Fs, 2> такие, что Us — |J Fs Затем при и
/=i

У =  1, 2, . . .  положите W T # =  f | Us П ( X  \  (J Fs А .  Пока-
s e T  \ s < £ T  )

жите, что при /, / =  1, 2, . . .  семейство Ж-ь̂ f яв
ляется локально конечным открытым покрытием пространства X  
и что если расположить покрытия Ж^ у как-нибудь в виде после
довательности, то они составят измельчение пространства X.  
С помощью теоремы 1.5.18, лемм 5.1.13 и 5.1.15 и замеча
ния 5.1.14 получите измельчение Ж \, Ж 2* • такое, что Жг+1 
сильно звездно вписано в Жь при i =  1, 2, . . .  (можно восполь
зоваться также теоремами 5.1.11 и 5.1.12).

5.5. ЗАДАЧИ  

Коллективная нормальность
5.5.1. (а) (Маколей [1958]). Докажите, что для любого 

7гпространства X  следующие условия равносильны:
(1) Пространство X наследственно коллективно нормально .

32*
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(2) Каждое открытое подпространство пространства X кол
лективно нормально.

(3) Для любого семейства {Fs}s<=s подмножеств простран
ства X , дискретного в объединении F =  [] Fs, найдется семей

ство {Us}sgS попарно не пересекающихся открытых в X мно- 
жесте, такое, что Fs сг Us при всех s ^ S .

(b) (Шедива [1959]). Покажите, что коллективная нормаль
ность наследуется /^-множествами. Заметьте, что совершенно 
нормальное коллективно нормальное пространство наследствен
но коллективно нормально.

Указание. См. задачу 2.7.2(a).
(c) Докажите, что ^^пространство X коллективно нормально 

в том и только том случае, если для каждого кардинала m Ко 
произвольное непрерывное отображение /: A- >J( m) любого 
замкнутого подпространства А пространства X в пространство 
/(ш) можно непрерывно продолжить на всё X.

Указание. Пусть непрерывное отображение /: A-*J{m)  опре
делено на замкнутом подпространстве А коллективно нормаль
ного пространства X. Рассмотрите отображение g : /(га)->-/, 
определенное так: g{ [(х, s ) ] ) =  х при всех х е /  и s g S, где 
[(х ,s)] и 5 — такие, как в примере 4.1.5. Возьмите какое-ни
будь непрерывное продолжение G: Х - ^ I  композиции gf: A-+I.  
Заметьте, что множества Fs =  f~l ({[ {х, s) ]: 0 <  х ^  1}) со
ставляют дискретное семейство замкнутых подмножеств в 
G'~!((0, 1]). Воспользовавшись (Ь), возьмите семейство {Us}S(_s
попарно не пересекающихся открытых множеств в X , таких, что
Fs cz Us при всех s e S. Продолжите функцию h: A (J ( X \  (J Us)

cz {0}, до некоторой непрерывной функции Н: Х->1. По
ложите F(x) =  [ (Н(х)у 5)] при X ^ U s  и ^(х) =  [ (0, s)] при 
х е = Х \  и  и,.

sgS
Операция Хм
5.5.2. (а) Проверьте, что для каждого подпространства М 

наследственно нормального пространства X пространство Хм 
наследственно нормально.

(b) Проверьте, что для каждого подпространства М наслед
ственно коллективно нормального пространства X пространство 
Хм наследственно коллективно нормально.

(c) (Фурдзик [1968]). Покажите, что если М — подпростран
ство совершенно нормального пространства X, то пространство

-*1, определенную условиями h\A =  gf и
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Хм совершенно нормально в том и только том случае, если 
М  — множество типа G6 в X.

(d) Покажите, что если М — подпространство метризуемого 
пространства X , то пространство Хм метризуемо в том и только 
том случае, если М  — множество типа G6 в X.

Вокруг примеров Бинга и Майкла
5.5.3. (а) (Бинг [1951]). Заметьте, что пространство X  в при

мере 5.1.23 наследственно нормально, но не совершенно нор
мально.

оо

Рассмотрите множество Z =  (M U {0})U  U (^ Х О /О )  и вве‘
i =  1

дите топологию на Z, приняв за базу в каждой точке (х, 0) со-
оо

вокупность всех множеств вида{(л:, 0)} U U (^ Х 0А })>  гДе U —
i = k

произвольная окрестность точки х в пространстве X  и £ = 1 ,  
2, . . . ,  а все остальные точки объявив изолированными. Про
верьте, что пространство Z совершенно нормально, но не кол
лективно нормально. Убедитесь, что Z обладает а-дискретной 
сетью, и выведите отсюда, что в каждое открытое покрытие 
пространства Z можно вписать замкнутое о-локально конечное 
покрытие.

Замечание . Топологическое пространство X t в любое откры
тое покрытие которого можно вписать замкнутое ст-локально ко
нечное покрытие, называется субпаракомпактным. Класс суб- 
паракомпактных пространств широко изучался. Он был введен 
Маколеем в [1958] под названием Fo-просеянных пространств. 
Позднее Архангельский определил в [1966b] класс о-параком- 
пактных пространств. Пространство X называется о-параком- 
пактным, если для каждого открытого покрытия °U простран
ства X  найдется последовательность W \, W 2> . . .  открытых по
крытий пространства X , обладающая тем свойством, что для 
каждой точки х е Х  существуют натуральное число i и множе
ство U такие, что S t(x , W i) cz U (таким образом, каждое 
топологическое пространство с измельчением а-паракомпактно). 
Бурке доказал в [1969] совпадение Fa-просеянности и сг-пара- 
компактности; он ввел также термин «субпаракомпактность» 
и дал другие характеристики субпаракомпактности.

(b) Покажите, что пространство X  в примере 5.1.23 и про
странство Z в (а) не слабо паракомпактны.

Указание. С помощью задачи 2.7.11(b) покажите, что только 
счетное число членов произвольного точечно конечного откры
того покрытия пространства X  может пересекать множество М.

(c) (Майкл [1955]). Пусть 5  — подпространство простран
ства X  из примера 5.1.23, состоящее из всех точек множества
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D 2\  лишь конечное число координат которых отлично от нуля. 
Проверьте, что пространство Х0 =  S U М cz X  нормально и слабо 
паракомпактно, но не коллективно нормально. Приведите при
мер совершенно нормального пространства с этими свойствами.

5.5.4. (а) (Майкл [1963]). Видоизменив пример 5.1.32, опре
делите наследственно паракомпактное пространство X  со свой
ством Линделёфа и сепарабельное метризуемое пространство У, 
такие, что произведение X X  У не нормально (см. задачу 5.5.5 
и упр. 5.1.F (c ) ) .

Указание (Куратовский и Серпинский [1926]). Применив 
трансфинитную индукцию, докажите, что для каждого множе
ства X мощности с и произвольного семейства ^  мощности с, со
стоящего из подмножеств мощности с множества X, найдется 
множество Л с Х ,  такое, что |Л[ =  с и A f] С ф  0  Ф  (Х \Л )П  С 
при всех С е  Выведите отсюда, воспользовавшись зада
чей 4.5.5, что существует подмножество А мощности с веществен
ной прямой, для которого каждый компакт, лежащий либо в Л, 
либо в R \ A ,  счетен (произвольное множество Л ег /? , обладаю 
щее последним свойством, называется множеством Бернштейна; 
такие множества были впервые определены Бернштейном в 
[1908]).

(b) (Майкл [1963]). Видоизменив пример 5.1.32, определите 
сепарабельное линделёфово пространство X и сепарабельное 
метризуемое пространство У, такие, что произведение X X  У не 
нормально.

Указание. Определите сепарабельное линделёфово простран
ство, содержащ ее пространство X из (а) в качестве замкнутого 
подпространства.

(c) Определите обратную последовательность линделёфовых 
пространств, предел которой не нормален и не слабо параком- 
пактен.

Указание . Разложите R на непересекающиеся множества 
Л 1, Лг, . . .  мощности с, такие, что при / =  1, 2, . . .  каждый ком
пакт, лежащий в R \ A i , счетен.

Паракомпактность произведений

5.5.5. (а) (Майкл [1953]). Докажите, что произведение 
X X Y  совершенно нормального паракомпактного пространства 
X  и метризуемого пространства У паракомпактно.

Указание. Покажите, что произведение X X  У удовлетворяет 
условию (ii) теоремы 5.1.11. Воспользуйтесь задачей 4.5.16(a) 
и тем, что определенное в доказательстве теоремы 5.1.28 семей
ство Ш a-локально конечно в X.

(Ь) (Майкл [1953]). Докажите, что произведение X X  У па-
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ракомпакта X и регулярного a-компактного пространства У па
ракомпактно.

(c) (Морита [1953]). Докажите, что произведение X X  У 
паракомпакта X и локально компактного паракомпакта У па
ракомпактно.

(d) (Уиллард [1971]). Заметьте, что произведение X X  У 
линделёфова пространства X и пространства У, обладающего 
всюду плотным су-компактным множеством (в частности, произ
ведение линделёфова пространства X и сепарабельного про
странства У), паракомпактно в том и только том случае, если 
оно обладает свойством Линделёфа.

Указание. См. теорему 5.1.25.
(e) (Тамано [1962]). Выведите из теоремы Тамано, что для 

каждого топологического пространства X следующие условия 
равносильны:

(1) Д ля  каждого паракомпакта У произведение  X X У яв
ляется паракомпактом.

(2) Д ля  каждого паракомпакта У произведение  X X  У нор
мально.

Замечание. Не существует внутренней характеристики класса 
пространств, для которых произведение на каждый параком
пакт является паракомпактом (см., однако, Катута [1971]). 
Работа Тельгарского [1971] содержит новые результаты в этом 
направлении и обсуждение более ранних результатов (см. за
дачу 5.5.9(b)).

5.5.6 (А. X. Стоун [1948]). Докажите, что следующие усло
вия равносильны для произвольного семейства {Xs} s ^ s  метри
зуемых пространств:

(1) Произведение Ц  X s нормально.
seS

(2) Произведение XI Xs коллективно нормально.
s s  5(3) Произведение п Xs паракомпактно.
seS

(4) Множество некомпактных подпространств семейства 
{Xs}seS не более чем счетно.

Указание . Примените задачу 2.7.16(a).
Замечание. Как отмечено в замечании к задаче 2.7.15(d),

оо

существует не нормальное произведение П х * ,  Для которого
i*= 1

все конечные произведения X* X Х2 X * * • X X ' наследственно 
паракомпактны и хаусдорфовы. С другой стороны, Нагами до
казал в [1972], что предел произвольной обратной последова
тельности совершенно нормальных паракомпактных пространств 
является совершенно нормальным паракомпактом.
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Паракомпакты с диагональю типа G6

5.5.7 (Окуяма [1964], Борджес [1966]). (а) Покажите, что если 
X  — паракомпакт и диагональ Д является множеством типа G6 
в X  X  X, то существует взаимно однозначное непрерывное ото
бр аж ен и е1) пространства X  на некоторое метризуемое про
странство.

Указание. Определите счетное семейство локально
конечных открытых покрытий пространства X  так, чтобы для 
каждой пары х, у  различных точек пространства X  существо
вал номер /, при котором никакой элемент семейства T i  не 
содержит одновременно х и  у. Каждому покрытию T i  поставьте 
в соответствие подходящую псевдометрику р*: X Y ^ X ^ R ,  а за 
тем определите метрику на множестве X.

Можно взять также замкнутое (?6-множество F с Х Х Р ^ .  
для которого F ( ] ( X y ^ X ) =  А,  определить непрерывную функ
цию f: X  X  p j  ->  /, такую, что F — f~l (0), и положить р (лс, у)  =  
=  sup I f (x,  z) — f (y,  z)\ .

2GPX
(b) Докажите, что паракомпакт X  с диагональю Д типа G6 

в ХУ^Х  метризуем в том и только том случае, если X  допускает 
совершенное отображение на метризуемое пространство.

Указание. Примените теорему 3.7.27.
(c) Заметьте, что утверждением (Ь) решается упр. 4.2.В.
(d) Приведите пример паракомпакта, который не допускает 

совершенного отображения на метризуемое пространство.
(e) (Нагата [1969]). Заметьте, что топологическое простран

ство X  допускает совершенное отображение на метризуемое про
странство в том и только том случае, если X  гомеоморфно 
замкнутому подпространству произведения Y X Z  метризуемого 
пространства У на компакт Z.

Замечание. Класс всех пространств, допускающих совершен
ное отображение на метризуемое пространство, был недавно 
подробно изучен. Обсуждение результатов, полученных в этом 
направлении, можно найти в работах Архангельского [1966b] 
и Мориты [1971] (см. задачу 5.5.9(a) и (d)) .

Паракомпактность и полные по Чеху пространства
5.5.8. (а) (Пасынков [1967]; для метризуемого X  — Майкл 

[1959]). Докажите, что для произвольного открытого отобра
жения /; X - ^ Y  полного по Чеху пространства X  на параком
пакт У найдется замкнутое Об-множество А а Х ,  такое, что су
жение f \A: A ^ Y  является совершенным отображением про
странства А на У.

]) Такие отображения называются уплотнениями. — Прим. перев.
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Указание. Рассмотрите непрерывное продолжение F: |JX-»- 
->РУ отображения f и совершенное отображение g =  FY: Z->Y, 
где Z =  F~l (Y). Покажите сначала, что для каждого открытого 
множества G пространства Z, такого, что /(Х |")С )= У , най
дется открытое множество HczZ,  для которого f ( X f \ H ) = Y  
и # сг(? , где черта обозначает замыкание в Z. С этой целью 
выберите для каждого г/ е  У открытое множество V (у) с  Z, та
кое, что /_1 (у) Л V(y) ф  0  и V(y)czG.  Возьмите затем какое- 
нибудь локально конечное открытое покрытие {C/i}seS про
странства У, вписанное в покрытие {f(X Л F(y))}s e r  этого про
странства. При каждом s e S  выберите y ( s ) ^ Y ,  такое, что 
U,c=.f[X[\ V(y(s))],  и положите Я =  U [У(#(«))Лг_1 (tf,)]-seS

оо

Представьте X в виде П (?г> где каждое G, открыто в Z.
i =  1

Определите по индукции последовательность Но =  Z , Н\, Яг, . . .  
открытых подмножеств в Z, такую, что Яг a  G i  Л и / (X Л

оо оо

Л Hi) Y при i = l , 2 , . . .  . Положите А =  f] Hi  =  П H t.
«=* 1 г=1

(b) (Пасынков [1967]). Покажите, что если {: Х->У — от
крытое отображение локально полного по Чеху пространства X  
на паракомпакт У, то У полно по Чеху.

Указание. Каждое локально полное по Чеху пространство 
является образом некоторого полного по Чеху пространства при 
открытом отображении.

(c) (Архангельский [1961], Фролик [1961]). Выведите из
(Ь), что каждый локально полный по Чеху паракомпакт полон 
по Чеху.

(d) (Майкл [1959]; для метризуемого У — Хаусдорф [1934]; 
для сепарабельных метризуемых X  и У — Серпинский [1930]). 
Докажите, что если паракомпакт У является образом полного 
метризуемого пространства X  при открытом отображении, то У 
метризуемо полной метрикой.

Замечание. Майклом было доказано в [1959], что если 
f: X-+-Y — открытое отображение метризуемого пространства X  
на паракомпакт У, такое, что прообразы f~l (y) всех точек полны 
относительно некоторой метрики на пространстве X, то про
странство У метризуемо.

5.5.9. (а) (Фролик [I960]). Докажите, что топологическое 
пространство X  паракомпактно и полно по Чеху в том и только 
том случае, если оно допускает совершенное отображение на 
некоторое метризуемое полной метрикой пространство.

Указание. Если X  — полный по Чеху паракомпакт, то най
дется непрерывная функция /: JfXjWC-»-/, для которой А сг
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< z f - l ( Q ) < = X X X .  Рассмотрите псевдометрику р на множестве X,
определенную формулой р(х, у ) — sup \ f (x,  z) — f(y,  z)\ ,  и

z px
пространство У =  X/ p  (см. упр. 4.2.1).

(b) (Фролик [I960]). Выведите из (а) и теоремы 3.7.7, что 
произведение счетного семейства полных по Чеху паракомпак- 
тов является полным по Чеху паракомпактом (см. упр. 3.9.F ).

(c) Заметьте,что (а) и задача 5.5.7 (Ь) дают решение упр. 5.1.1.
(d) (Шостак [1974]). Покажите, что топологическое про

странство X  веса ^  Ко является полным по Чеху параком
пактом в том и только том случае, если X гомеоморфно замк
нутому подпространству произведения [/(m )]s° X /m-

Указание. Воспользуйтесь задачей 5.5.7(e) и упр. 4.4.В.

Паракомпактность и вещественно полные пространства
5.5.10 (Катетов [1951]). (а) Докажите, что паракомпакт X  

вещественно полон в том и только том случае, если каждое 
замкнутое дискретное подпространство пространства X  веще
ственно полно (см. задачу 8 .5 .1 3 (h )).

Указание (Мрувка [1964]). Возьмем какую-нибудь точку 
А'о е  $ Х \ Х  и а-дискретное замкнутое покрытие $Г простран
ства X, такие, что х0ф F  при всех F e J ' ,  где черта обозначает

оо

замыкание в рХ Положим Fi — U SFи где — U ^ t и семей-
i = \

ства !Fi дискретны. Если x0 ^ F i  при i =  1, 2, . . . ,  то легко 
определяется непрерывная функция h: Х-*1>  такая, что ft(x0) =  
=  0 и Л ( х ) > 0  при всех х е !  Значит, можно предположить, 
что х0 е  F£ . Рассмотрите отношение эквивалентности Е на про
странстве У =  F /oU {*0}, отвечающее разбиению ^  =  ^*„11 {*0}» 
возьмите факторпространство Z — Y/Е  и естественное фактор
ное отображение q : Y - + Z .  Заметьте, что Z — тихоновское про
странство и что выполняется условие |3Z =  |ЗГ, где T =  q(Fio); 
воспользуйтесь теперь вещественной полнотой пространства Г.

(b) Заметьте, что если мощность каждого замкнутого дис
кретного подпространства паракомпакта X  является неизмери
мым кардиналом, то X вещественно полно (см. задачу 8 .5 .13(h )).

Указание. Примените упр. 3 .11 .D (a).
(c) Убедитесь, что если f: X ^ Y — непрерывное отображ е

ние вещественно полного пространства X  на паракомпакт У, 
то У вещественно полно.

Компактно накрывающие отображения
5.5.11. Непрерывное отображение f: X - + Y  называется ком

пактно накрывающим , если для каждого компакта В cz У най
дется компакт A cz X, такой, что f (A)  =  В.
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(a) (Архангельский [1964]). Покажите, что каждое ком
пактно накрывающее отображение со значениями в ^-простран
стве является факторным.

(b) (Майкл [1964а]). Покажите, что если f: X ^ Y  — замк
нутое отображение пространства X  на пространство Y точечно 
счетного типа, то для каждой непрерывной функции g : X - * R  
и любого y ^ Y  множество ^ ( F r / - 1^ ) )  ограничено1). Выве
дите отсюда, что если пространство X  нормально, то множества 
F rf~~l (y)  счетно компактны (см. лемму 4.4.16 и упр. 4.4Л).

Указание. Каждая точка i/ е У  имеет такую систему окрест
ностей {V i}T=u что для любой последовательности у \ у у 2, . . . » 
где yt е  Vi при i =  1, 2, . . .  и УьФ у\ при i Ф  /, у множества 
{уи У2, . • •} есть предельная точка.

(c) (Майкл [1964а]; объявлено для метризуемого X  — Ар
хангельский [1964]). Докажите, что каждое замкнутое отобра
жение f: X - > Y  паракомпакта X  на произвольное2) простран
ство Y является компактно накрывающим.

Указание. См. доказательство теоремы 4.4.17.
(d) Покажите, что в (с) нельзя заменить предположение

о паракомпактности X  предположением о коллективной нор
мальности X.

(e) (Архангельский [1966а] (объявлено в [1964]); для мет
ризуемого X  — Бурбаки [1958]). Докажите, что каждое откры
тое отображение /: X- +- Y  полного по Чеху пространства X  на 
произвольное пространство Y является компактно накры
вающим.

Указание. См. задачу 5 .5 .8(a).
(f) (Майкл [1959]). Приведите пример открытого отобра

жения сепарабельного метризуемого пространства на (замкну
тый) единичный отрезок /, не являющегося компактно накры
вающим.

Указание. В квадрате I2 уберите подходящим образом по 
точке с каждого вертикального отрезка.

Непроводимые отображения

5.5.12 (Лашнев [1965]). Докажите, что если /: X - > Y — 
замкнутое отображение паракомпакта X на пространство Фре
ш е — Урысона У, то найдется замкнутое подпространство XQcz

*) Сейчас принято называть подмножество А топологического простран
ства X R -ограниченным в X  (или просто ограниченным) , если каждая непре
рывная вещественная функция на X  ограничена на А снизу и сверху. — 
Прим. перев.

2) Обратим внимание читателя на то, что в определении компактно на
крывающего отображения фингурируют не произвольные компактные подпро
странства, а компакты. — Прим. перев.
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сгХ , для которого f ( X0) = Y  и отображение f \ X0: X 0- * Y  не
приводимо (см. упр. 3.1.С).

Указание. Рассмотрите замкнутое множество В =  A U 
\Jf~l (Yd) c z X 9 где А получено путем выбора по точке из про
образа f~l {y) каждой изолированной точки и возьмите 
семейство fF  всех замкнутых подмножеств Fez: В, таких, что 
f (F) =  У, упорядоченное отношением =э. Предположите, что для 
некоторого линейно упорядоченного подсемейства {Fs}s s S  се
мейства $Г нашлась точка #0 ^ У ,  такая, ч т о /^ ! (Уо)П П F s ~

s  t = S
=  0 . Возьмите произвольную нетривиальную последователь
ность у ь г/2, сходящуюся к уо, и, воспользовавшись зада-

оо

чей 5.5.11(b), заметьте, что множество f 1 (£/о) П U f ~ X(yd  ком“(=1
пактно. Выведите отсюда противоречие. Примените затем лемму 
Куратовского — Цорна.

Паракомпактность пространств отображений

5.5.13. (а) (О’Мира [1971]). Докажите, что если X  — сепа
рабельное метризуемое пространство и У — метризуемое про
странство, то пространство Yx с компактно открытой тополо
гией совершенно нормально и наследственно паракомпактно 
(см. упр. 3 .8 .D ).

Указание . Пусть {xi, х2, . . . } — счетное всюду плотное в X  
множество и $  есть а-дискретная база пространства У. Зафик
сируем метрику р на пространстве X  и для каждой (конечной) 
последовательности м, /2, ik натуральных чисел, произволь
ной последовательности £ ь В 2, •••> Bk элементов базы и лю
бого натурального числа т положим

k
(1) U (it, t2..........ik\ Ви B2, , Bk) =  Д  M В,)

И
k

^ m i } v  2̂» *** » ^k) =  Д  M  (B fai., 1 /f71)* BjY

Проверьте, что множества в (1) составляют а-дискретное от
крытое покрытие пространства Yxy а множества в (2) образуют 
сеть в Yx.

(b) Докажите, что если X  — сепарабельное метризуемое про
странство и У — метризуемое пространство, то пространство Yx 
с топологией поточечной сходимости совершенно нормально 
и наследственно паракомпактно (см. упр. 3.8.D).

Указание. Проанализируйте доказательство утверждения (а).
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Пространство N*1 не является ни счетно паракомпактным, ни 
слабо паракомпактным

5.5.14. (а) (Нагами [1972]). Покажите, что пространство 
не счетно паракомпактно (см. задачу 5.5.6).

Указание. Положим N*1 =  J J  Xs, где Xs =  N  и | S | = K i .
s e S

Для каждого натурального числа k рассмотрите множество 
Ak d  П  Х3, состоящее из всех {xs}> таких, что при всяком

j  ф  k равенство xs =  j выполняется самое большее для одного
оо

s e S .  Положите F( — [J A k и примените теорему 5.2.1 и за
дачу 2.7.12(a).

(Ь) Убедитесь, что пространство Л^1 не слабо параком
пактно.

Счетная паракомпактность в нормальных пространствах

5.5.15 (Мансфилд [1957]). Докажите, что для каждого нор
мального пространства X следующие условия равносильны:

(1) Пространство X счетно паракомпактно.
(2) В каждое счетное открытое покрытие пространства X  

можно вписать локально конечное замкнутое покрытие.
(3) В каждое счетное открытое покрытие пространства X 

можно вписать о-локально конечное замкнутое покрытие.
(4) В каждое счетное открытое покрытие пространства X  

можно вписать о-дискретное замкнутое покрытие.
(5) В каждое счетное открытое покрытие пространства X  

можно сильно звездно вписать счетное открытое покрытие.
(6) В каждое счетное открытое покрытие пространства X  

можно сильно звездно вписать открытое покрытие.

F(Tмножества в счетно паракомпактных пространствах

5.5.16 (Зенор [1976]). (а) Покажите, что свойство быть 
счетно паракомпактным нормальным пространством насле
дуется /^-множествами.

(Ь) Докажите, что если все /^-подмножества произведения 
— счетно паракомпактные хаусдорфовы пространства, то 

либо X  нормально, либо все счетные дискретные подпростран
ства пространства У замкнуты.

Указание . Предположим, что {уь #2, . • } — счетное дискрет
ное подпространство пространства У, у которого есть в У пре
дельная точка уо. Возьмем замкнутое множество F cz X, от
крытое множество W а  X, содержащ ее F, и рассмотрим под
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пространство А =  (J Ft пространства XX У, где Fq — F X  {г/о}t-0
и Fi =  XyC{yi} при t ^ l .  В открытое покрытие под
пространства Л, где Uo =  (В^Х У)П Л и Ui — Fi при 
можно вписать локально конечное открытое покрытие 
такое, что ViCiUi  при i =  0, 1, . . .  . Проверьте, что последова
тельность Wu W2, где Wi =  X\pJV~) и р: X X Y ^ X  — 
проекция, удовлетворяет условиям леммы 1.5.14.

(с) Выведите из (Ь), что счетная паракомпактность не на
следуется /^-множествами.

Продолжение локально конечных семейств множеств
5.5.17 (Мансфилд [1957]). Покажите, что хаусдорфово про

странство X счетно паракомпактно в том и только том случае, 
если для каждого счетного локально конечного семейства 
{/7J !1 1 замкнутых множеств в X найдется локально конечное 
семейство {V (}^=1 открытых множеств, такое, что Ft cz Vi при 
i =  1,2, ... .

Указание . Пусть —  семейство всех конечных множеств на
туральных чисел. Для каждого х е !  возьмем окрестность 
L ' ( x )  точки х  и множество 5 ( л г ) е ^ ,  такие, что F i ( \ U  ( х ) =  0  
при i ^ S  ( х) . Пусть £/s =  U{C/(x): S( x)  =  S }; возьмем локально 
конечное открытое покрытие {Ws}s ^ ^  пространства X , такое,
что Ws a  Us при всех 5 е ^ , и  положим Vt =  [J  Ws .

i <= S
5.5.18. (а) (Даукер [1956]). Докажите, что нормальное про

странство X коллективно нормально и счетно паракомпактно 
в том и только том случае, если для каждого локально конеч
ного семейства {Fs}SE. s замкнутых в X множеств найдется 
локально конечное семейство {^s}s<=5 0ТКРЫТЫХ множеств, та
кое, что Fs cz Vs при всех 5 E S .

Указание  (Катетов [1958]). Заметьте сначала, что при до
полнительном предположении, что никакая точка пространства 
X не принадлежит более чем i множествам Fs, существование 
такого семейства {VS}SGS следует из коллективной нормально
сти X (примените индукцию по /). Затем, обратившись к об
щему случаю, положите F =  (J Fs и обозначьте через Wi под-

s e S
множество множества F, состоящее из всех точек, которые при
надлежат самое большее к i множествам Fs. Рассмотрите 
локально конечное замкнутое покрытие {Е£}°.  ̂ пространства F, 
вписанное в открытое покрытие {W$?=x этого пространства.
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Воспользовавшись задачей 5.5.17, возьмите локально конечное 
семейство открытых множеств в X , такое, что E i d V i
при / =  1, 2, . . .  . Для каждого i рассмотрите локально конеч
ное семейство {Vs, открытых множеств в X , такое, что

оо

FsftEiCZ v s, г и положите Vs=  (J (^s,i=i
(b) (Смит и Краевский [1971]). Докажите, что для каждого 

локально конечного семейства {Fs}sgS замкнутых множеств 
в слабо паракомпактном пространстве X существует точечно 
конечное семейство открытых множеств, такое, что
Fs cz Vs при всех s e S .

Указание. См. указание к задаче 5.5.17.

Коллективная нормальность и произведения

5.5.19. (а) (Алас [1971]). Докажите, что если пространство 
X коллективно нормально и счетно паракомпактно, то при каж
дом m ^  Ко произведение X X  А (т) нормально.

(b) (Алас [1971]). Покажите, что если произведение X X  
Х^( ю) ,  где т  =  |Х |, нормально, то пространство X коллек
тивно нормально и счетно паракомпактно.

(c) (Алас [1971]). Докажите, что если произведение X X  
ХА(ш), где т ^ | Х | ,  нормально, то оно также и коллективно 
нормально.

(d) (Морита, цитировано в Исии [1966]). Докажите, что 
если произведение X X  У нормального пространства X и метри
зуемого пространства У счетно паракомпактно, то X X  Y нор
мально.

Указание (М. Э. Рудин и Старбёрд [1975]). Возьмите ка
кую-нибудь метрику на пространстве У и рассмотрите последо
вательность Ши Шъ, . . .  локально конечных открытых покрытий 
пространства У, где 6 [U)<.  1 /г при С /е  %  и °Ui+\ вписано в <%. 
Рассмотрите произвольное замкнутое множество F а  X X  Y и 
любое открытое множество W с  X X У, содержащее F. Для каж
дого U е  4li возьмите множество

A (U) =  р [(X X U) Л F] П р [(X X U) \  W],

где р обозначает проекцию пространства X X  У на X. Убедитесь, 
что множества Л,- =  UM( t / )X О: замкнуты, образуют
убывающую последовательность и удовлетворяют условию

оо

П At =  0 .  Воспользовавшись теоремой 5.2.1, возьмите убываю-i = 1
щую последовательность Vi, V2, . . .  открытых множеств в ХХ^,
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такую, что Ai a  Vi при i =  1, 2, . . .  и f| Vt =  0 .  Проверьте, что
/ = 1  ____________________________

для каждого i множества В (£/) =  р [(XX Щ (1 i7]\ р [ (XX
У  U)(]Vi] и С ( У ) =  р [ ( ^ Х ^ ) \ 1 ^ ]  замкнуты и не пересе
каются. Возьмите открытое множество W{U)с=Х, для которого 
C(U) f \ W(U)= 0  и B(U)cz W(U).  Убедитесь, что множества 
Wi— \J{W(U)X U\ U удовлетворяют условиям лем
мы 1.5.14.

Замечание. В [1975] Рудин и Старбёрд доказали также, что 
если произведение XX У счетно паракомпактного пространства 
X и метризуемого пространства У нормально, то X X  У счетно 
паракомпактно.

(е) Докажите, что произведение X X  У совершенно нормаль
ного коллективно нормального пространства X и метризуемого 
пространства У коллективно нормально (см. задачи 4.5.16(b) 
и 5.5.5(a)).

Указание. Пусть т  =  | Х Х У | ^ ^ о .  Воспользовавшись зада
чей 4.5.16(b), следствием 5.2.5 и упр. 5.2.G(b), заметьте, что 
( Х Х У ) Х А ( т )  счетно паракомпактно. Выведите затем из (а), 
что пространство XX А (ш) нормально, и примените (d) и (Ь).

Полунепрерывные функции III (см. задачи 1.7.14—1.7.16, 2.7.4 
и 3.12.22(g)).

5.5.20 (Даукер [1951], Катетов [1951а]; для паракомпакт
ных пространств — Дьедонне [1944]). Докажите, что 7г про- 
странство X нормально и счетно паракомпактно в том и только 
том случае, если для любых вещественных функций / и g на X, 
таких, что f полунепрерывна сверху, g полунепрерывна снизу 
и f ( x ) < g ( x )  при всех х е Х ,  найдется непрерывная функция 
h : X->*/?, для которой f(x) <  h(x) <  g(x) при всех x e l

Указание. Определяя А , рассмотрите счетное открытое по
крытие пространства X, образованное всеми множествами Ur =  
=  { х ^ Х :  f ( x ) < r < g ( x ) } ,  где г — любое рациональное число.

Теорема Борсука о продолжении гомотопии
5.5.21 (Даукер [ 1951 ]; для метризуемого X — Борсук [1937]). 

Пусть X и У — топологические пространства и /о, ?i — непре
рывные отображения пространства X в У. Если существует 
такое непрерывное отображение F: ХХ1-^~У> что F(x, i ) =  fi(x) 
при i =  0 и i =  1, то мы говорим, что отображения f0 и f \ гомо
топны, отображение F при этом называется гомотопией между 
/о И f l .

Докажите, что если X — счетно паракомпактное нормальное 
пространство, М — замкнутое подпространство пространства X
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и /о, fi — гомотопные непрерывные отображения пространства М 
в «-сферу S n, причем /0 непрерывно продолжается на все X, то 
j j тоже непрерывно продолжается на X и, более того, для каж
дого непрерывного продолжения отображения fo найдется гомо
топное ему продолжение отображения fi (это и есть теорема 
Борсука о продолжении гомотопии).

Указание (Даукер; цитировано в книге Гуревича и Волмэна 
[1941]). Пусть F: M X / - * - S n— гомотопия между /0 и fi, и пусть 
/о: X —>Sn — непрерывное продолжение отображения /о. Комби
нация отображения F и отображения f*0 (рассматриваемого как 
отображение множества XX {0} в S") продолжается, в силу 
теоремы 2.1.8 и упр. 3.2.С, до непрерывного отображения 
G: U -+ Sn, где t / c r X X - f — некоторое открытое множество, со
держащее (XX {0>)U(Af X /)- По теореме 3.1.16, существует 
открытое множество V с  X, для которого M Y . I  с: V X /  c t / .  
Рассмотрите отображение F: X X  определенное так:
F(x, t ) =  G(x, tg(x)) ,  где g: X-+-I — произвольная непрерывная 
функция, удовлетворяющая условиям g (X \V )c : {0} и g(Af)c: 
с: {1}.

Замечание. Морита в [1975] и Старбёрд в [1975] незави
симо доказали, что теорема Борсука о продолжении гомотопии 
выполняется и для любого нормального пространства X, но 
доказывается это существенно более сложным рассуждением.

Линейно упорядоченные пространства IV (см. задачи 1.7.4,
2.7.5, 3.12.3, 3.12.4, 3.12.12(f), 6.3.2 и 8.5.13(j)).

5.5.22. (а) (Беннет [1971]). Пусть s i — произвольное связ
ное семейство выпуклых подмножеств множества X, линейно 
упорядоченного отношением < .  Покажите, что в \Jsi суще
ствуют последовательности xi, лег, . . .  и у\, у^.........конечные
или бесконечные, для которых выполняются условия
(1) х х =  ух, x t < x i+, и у м < у { при i =  1, 2, . . . ;
(2) xi+l ф  St (jfi, s4-) и уш  ф  St (у,, si)  при i =  1, 2,
(3) St (хг, si-) (1 St (x i+1, s i)  ф  0  ф  St (y it si-) (1 St (yi+u si)

при i =  1, 2, . . . ;

(4) U St(*f, ^ )U  U St(«/,, si)=[Jsi .  i-l t = l
(b) Выведите из (а), что для каждого открытого покрытия 

Щ произвольного линейно упорядоченного пространства следую
щие условия равносильны:

(1) В покрытие Щ можно вписать звездно конечное откры
тое покрытие.

(2) В покрытие Щ можно вписать точечно счетное открытое 
покрытие.

3 3  Зак. 697
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(c) (Болл [1954], Гиллман и Хенриксен [1954]). Покажите, 
что каждое линейно упорядоченное пространство счетно пара
компактно.

(d) (Гиллман и Хенриксен [1954], Федорчук [1966]). Пока
жите, что для каждого линейно упорядоченного пространства X 
следующие условия равносильны:

(1) Пространство X сильно паракомпактно.
(2) Пространство X паракомпактно.
(3) Пространство X слабо паракомпактно.
(4) В каждое открытое покрытие пространства X можно впи

сать точечно счетное открытое покрытие ').
(e) (Гиллман и Хенриксен [1954]). В произвольном линейно 

упорядоченном множестве X кроме щелей, определенных во вве
дении (которые иногда называют внутренними щелями), мы бу
дем рассматривать концевые щели: если в X нет наибольшего 
элемента, то пара (X, 0 )  будет именоваться правой концевой 
щелью множества X, а если в X нет наименьшего элемента, то 
пара (0 , X) будет называться левой концевой щелью множества 
X. Щель (А, В) в X называется левой Q-щелью, если либо 
А = 0 ,  либо найдется возрастающая трансфинитная последова
тельность *о, *5, •••, I <  а, элементов множества А, 
конфинальная всему А и такая, что, каков бы ни был предель
ный ординал % <  а, у множества {лс|: |  <  А,} нет наименьшей 
верхней грани в Х\ правая Q-щель в X определяется аналогично. 
Под Q-щелью в линейно упорядоченном множестве X мы будем 
понимать такую щель в X, которая является одновременно и ле
вой, и правой Q-щелью.

Докажите, что линейно упорядоченное пространство X пара
компактно в том и только том случае, если каждая щель в X 
является Q-щелью.

Указание. С помощью (а) покажите, что в связное покрытие 
Щ линейно упорядоченного пространства X, состоящее из интер
валов, можно вписать точечно счетное открытое покрытие в том 
и только том случае, если концевые щели множества X (если 
таковые существуют) являются Q-щелями.

(f) (Энгелькинг и Латцер [1977]). Для произвольного орди
нала а  пусть W(a)  — множество всех ординалов, меньших а, 
с топологией, порожденной естественным упорядочением < .  Ста
ционарным подмножеством множества W'(a) называется такое 
множество S c W ( a ) ,  что Sf |  С Ф 0  для каждого замкнутого 
множества С, конфинального W{a).

Докажите, что линейно упорядоченное пространство X не па
ракомпактно в том и только том случае, если найдется предель
ный ординал а, не конфинальный со0, такой, что в X есть замк-

!) Топологические пространства, которые удовлетворяют условию (4), 
называются металинделёфовыми. — Прим. перев.
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нутое подпространство, гомеоморфное некоторому стационар
ному множеству в W(a).

Указание. Если X не паракомпактно, то в X есть щель (Л, В), 
которая не является Q-щелью. Можно предположить, что эта 
щель не является левой Q-щелью. Рассмотрите произвольную 
возрастающую трансфинитную последовательность хо, х\, . . .

•••» I <  а,  элементов множества Л, конфинальную Л, 
и покажите, что X содержит замкнутое подпространство, гомео
морфное подпространству 5 пространства W(а), состоящему из 
всех тех предельных ординалов %> для которых множество 

£ <  М обладает наименьшей верхней гранью в X .
Показать, что произвольное стационарное подмножество S 

пространства W(а) не паракомпактно, можно следующим обра
зом. Предположим, что нашлось локально конечное открытое 
покрытие Ш пространства 5, такое, что никакой элемент покры
тия °U не конфинален 5. Рассмотрите множество С с: W ( a ) \ S , 
состоящее из всех точек пространства W(а), каждая окрестность 
которых пересекает бесконечно много элементов семейства °М.

(g) (Латцер [1971]). Покажите, что каждое совершенно нор
мальное линейно упорядоченное пространство паракомпактно. 
Заметьте, что лексикографически упорядоченный квадрат (см. 
задачу 3.12.3(d)) является наследственно паракомпактным ли
нейно упорядоченным пространством, которое не совершенно 
нормально.

Указание (Энгелькинг и Латцер [1977]). Примените (f).
(h) Заметьте с помощью подходящей модификации (Ь), что 

каждое линейно упорядоченное пространство наследственно 
счетно паракомпактно. Убедитесь, что если линейно упорядочен
ное пространство наследственно удовлетворяет одному из усло
вий в (d), то оно наследственно удовлетворяет и всем остальным 
условиям в (d).

(i) (Мансфилд [1957а]). Покажите, что каждое линейно упо
рядоченное пространство коллективно нормально, и выведите 
отсюда, что условия (2) и (3) в (d) равносильны.

Указание. См. задачу 1.7.4(c).
(j) (Стин [1970]). Покажите, что каждое линейно упорядо

ченное пространство наследственно коллективно нормально.
Указание. См. указание к задаче 2.7.5(c).
(к) (Латцер [1969]). Докажите, что линейно упорядоченное 

пространство X метризуемо в том и только том случае, если диа
гональ А является множеством типа G6 в произведении J X X .

Указание (Латцер [1970]). Определите измельчение в Х\ 
примените затем 5.4.1 и (i).

(1) (Латцер [1969]). Выведите из (к), что на прямой Зор
генфрея не существует линейного упорядочения, порождающего 
ее топологию.

33*



Глава 6

СВЯЗНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Свойство, называемое «связностью», которое мы собираемся 
изучить в этой главе, имеет совершенно другую природу, чем 
топологические свойства, исследованные в предыдущих главах. 
В частности, из связности ни одно из этих свойств не вытекает 
и сама она не является следствием никакого из них. Говоря не 
строго, связные пространства состоят из одного куска в отличие 
от пространств, состоящих из многих удаленных друг от друга 
кусков, — таких, как дискретные пространства.

В § 6.1 мы определяем связность и изучаем поведение связ
ных пространств при различных операциях. Оказывается, класс 
связных пространств замкнут относительно произведений, а в 
случае компактов — относительно перехода к пределу обрат
ного спектра. Затем вводятся понятия компоненты и квазиком
поненты и показывается, что для компактов эти понятия совпа
дают. Параграф завершается теоремой Серпинского, утверждаю
щей, что никакой связный компакт нельзя представить в виде 
объединения счетного семейства попарно не пересекающихся 
замкнутых множеств, отличных от всего компакта, и кратким ис
следованием монотонных отображений — отображений со связ
ными прообразами точек.

Параграф 6.2 посвящен изучению четырех классов топологи
ческих пространств, обладающих высокой степенью несвязности, 
а именно: наследственно несвязных пространств, нульмерных 
пространств, сильно нульмерных пространств и экстремально не
связных пространств. Эти четыре класса идут в убывающей по
следовательности. Понятия нульмерного и сильно нульмерного 
пространства имеют отношение к концепции размерности про
странства. В теории размерности для каждого непустого топо
логического пространства X определяют его размерность, яв
ляющуюся либо неотрицательным целым числом, либо «беско
нечным числом» оо. Сделать это можно несколькими способами, 
однако во всех случаях размерность пространства выступает как 
некоторая мера его связности. Названия «нульмерное» и «сильно 
нульмерное» пространства связаны с тем, что такие простран
ства имеют размерность нуль по отношению к двум различным 
определениям размерности. Эти два класса пространств иссле
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дуются в § 6.2 без ссылок на теорию размерности. Однако изуче
ние этих классов служит введением в теорию размерности, разви
ваемую в гл. 7. Обсудив взаимоотношения между первыми тремя 
классами и исследовав их поведение относительно операций, мы 
определяем два класса отображений — легкие отображения и 
нульмерные отображения — и доказываем, что каждое совершен
ное отображение имеет единственное представление в виде ком
позиции монотонного отображения и нульмерного отображения. 
Заключительная часть этого параграфа посвящена экстремально 
несвязным пространствам. Это весьма специальный класс про
странств; на первый взгляд он может показаться несколько 
искусственным. Однако этот класс играет важную роль в теории 
булевых алгебр и в некоторых задачах функционального анализа.

6.1. СВЯЗНЫЕ ПРОСТРАНСТВА
Топологическое пространство X называется связным, если X 

нельзя представить в виде -Х^Ф-Хг, где Х\ и Х2— непустые под
пространства пространства X. Начнем с ряда характеристик 
связности.

6.1.1. Теорема. Для произвольного топологического простран
ства X следующие условия равносильны:

(i) Пространство X связно.
(и) Пустое множество и все пространство — единственные 

открыто-замкнутые в пространстве X множества.
(iii) Если X =  X i \ j X 2 и множества Х\ и Х2 отделены, то 

одно из них пусто.
(iv) Каждое непрерывное отображение f: X ^ - D  простран

ства X в двухточечное дискретное пространство D = { 0 , 1} по
стоянно, т. е. либо ДХ)с:{0}, либо /(Х )с{1}.

Доказательство. Для доказательства импликации (i) => (ii) 
достаточно заметить, что если множество X i d X  открыто-замк
нуто в X, 0  ф Х хф Х  и Х2 — дополнение к Xi в X,  то Х =  
=  Xi ® Х2 в силу предложения 2.2.4 и Xi ф  0  Ф  Х2. _

Покажем, что (ii) (iii) - Пусть X =  Xi\]Xz,  где Xi f ]X2 =  
=  0 = X i  Г) Х2. Тогда и Х \ = Х и  Аналогично
Х2 — Х2. Так как множества Xi и Х2 замкнуты и не пересе
каются, они также открыты и, в силу (ii), одно из них пусто.

Установим импликацию (iii)=s-(iv). Достаточно заметить, что 
если /: X ^ - D  — непрерывное отображение, для которого Xt =  
=  /-1 (О) Ф 0  и Х2 =  f~l (1) ф  0 ,  то, в силу очевидных равенств 
X =  Х\ U Х2 и Х^ П Х2 =  0  =  Xi П Х2, пространство X не удовлет
воряет условию (iii).

Импликация (iv)=^(i) следует из того, что если не выпол
няется (i), т. е. Х =  Х 1 @Х2, где Х хФ 0  ф Х 2, то, полагая
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f(x) =  0 при х ^ Х х и f ( x ) =  1 при х ^ Х 2, мы получаем непре
рывную функцию f: X ^ D >  такую, что f (X)  =  D . I

6.1.2. Следствие. Пространство X связно в том и только том 
случае , если его нельзя представить в виде объединения 
Х\ \ } Х2 двух непустых замкнутых непересекающихся множеств. I

Легко видеть, что последнее следствие остается верным, если 
слово «замкнутое» всюду заменить в нем на слово «открытое».

6.1.3. Следствие. Каждое связное тихоновское пространство, в ко
тором есть по крайней мере две различные точки, имеет мощ
ность, не меньшую  с.

Доказательство. Пусть X  — связное тихоновское пространство 
и х\, *2 — Две различные точки пространства X. По определению 
тихоновских пространств, существует непрерывная функция 
/: Х - * 1 У для которой / ( x i ) = 0  и f ( x2) =  1. Если бы нашлось 
r ^ I \ f ( X ) ,  то мы бы имели Х =  { х : f ( x ) < r } ( B { x :  f ( x ) > r }  — 
противоречие. Значит, f (X)  =  I и, следовательно, \ X \ ^ 2 t. I

Из равносильности условий (i) и (iv) в теореме 6.1.1 выте
кает

6.1.4. Теорема. Связность сохраняется непрерывными отображе
ниями (в сторону образа). I

6.1.5. Примеры. Из 2.2.8 следует, что любое дискретное простран
ство, содержащ ее не менее двух точек, равно как и прямая Зор
генфрея, не связны. Кроме того, из 2.2.8 вытекает, что веще
ственная прямая связна. Значит, в силу теоремы 6.1.4, связны 
и все интервалы вещественной прямой. Пустое пространство и 
одноточечное пространство, очевидно, связны. Как легко видеть, 
двухточечное пространство F =  {0 ,1} с топологией, состоящей 
из пустого множества, множества {0} и всего пространства, 
тоже связно!) . I

6.1.6. Пример. Опишем бесконечное счетное связное хаусдор
фово пространство. Из 6.1.3 следует, что счетного связного ти
хоновского пространства, содержащего более одной точки, не 
существует. По теореме 1.5.16, нет и регулярного пространства 
с указанными свойствами.

Обозначим через X  множество всех точек (rb r2) плоскости 
R2y таких, что п  и г2 рациональны и г2 ^  0; ясно, что \Х\ — К0. 
Для каждого х  ==(гь г2) б 1 и / = 1 , 2 ,  . . .  положим

Ut(x) =  {х} U {(г, 0): | г — (г, — nj/У3") | <  1/i} U 
___________  U { (г , 0): | г  —  ( г ,  +  Г а /У з" ) | <  1 /г} .

1)) Пространство F =  {0, 1} с указанной топологией называется связ
ным двоеточием. Связные двоеточия полезны при изучении Го-пространств 
Прим. перев.
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Для произвольной точки х, лежащей выше первой оси (т. е. оси 
первой координаты), множество Ui(x) состоит из х и всех ра
циональных точек первой оси, удаленных менее чем на l / i  от 
одной из вершин равностороннего треугольника с вершиной в 
точке х, основание которого лежит на первой оси. Если точка х 
расположена на первой оси, то множество Ut(x) состоит из всех 
рациональных точек этой оси, лежащих от х на расстоянии, 
меньшем 1/г. Легко проверяется, что семейство W(x)}xeX , где
&(x) =  {Ut(x)}™=v обладает свойствами (BP 1) — (ВР 4); следо
вательно, оно порождает на множестве X некоторую топологию 
хаусдорфова пространства.

Замыкание множества Ui(x) по отношению к этой тополо
гии состоит из всех точек пространства X, расстояние от которых 
до какой-нибудь из прямых, проходящих через точку х под 
углом 60° и 120° к первой оси, не превосходит -\/3 /2/. Значит, 
для любых точек xi, х2^ Х  и любых натуральных чисел i\, i2 
имеем Uil(xi)(]Ui2(x2) Ф  0 ,  а это показывает, что простран
ство X нельзя представить в виде объединения двух непустых 
непересекающихся открыто-замкнутых множеств. Таким обра
зом, пространство X связно. |

Рассмотрим теперь, как действуют операции на связные про
странства.

Очевидно, подпространство связного пространства может не 
быть связным. Обсудим вкратце вопрос о том, когда подпро
странство произвольного топологического пространства связно. 
Начнем с простой характеристики.
6.1.7. Теорема. Подпространство С топологического пространства 
X связно в том и только том случае, если, каковы бы ни были 
отделенные подмножества Хх, Х2 пространства X, такие, что 
C =  X l \ jX2, всегда либо Х \ = 0 ,  либо Х2 =  0 .

Доказательство. _Предположим, что С связно и С =  Хх\]Х2, 
где Хх П Х2 =  0  =  Х\ (]Х2. Ясно, что множества Xi и Х2 отде
лены в пространстве С. Значит, по теореме 6.1.1, одно из этих 
множеств пусто.

С другой стороны, если С не связно, то найдутся непересе
кающиеся замкнутые в С множества Хг и Х2, для которых 
С =  Х ! U Х2. Ясно, что множества Хх и Х2 отделены в простран
стве X ; таким образом, условие теоремы не выполняется. I
6.1.8. Следствие. Если подпространство С топологического про
странства X связно, то для любых двух отделенных подмно
жеств Хи Х2 пространства X, таких, что C c z X i (J Х2, всегда либо 
С cz Х\, либо С cz Х2.

Доказательство. Множества Cf|Xi и С{\Х2 отделены в X, и 
их объединение равно С. В силу последней теоремы, одно из



этих множеств пусто и, значит, множество С содержится в дру
гом из них. I

6.1.9. Теорема. Пусть {Cs}se. s — некоторое семейство связных 
подпространств топологического пространства X. Тогда если най
дется такое so е  S, что множество CSo не отделено ни от одного 
из множеств Cs, то объединение (J Cs связно.

s e S

Доказательство. Предположим, что С =  [J Cs =  Xi U Х2, где
seS

Хх и Х2 — отделенные подмножества пространства X. В силу 
следствия 6.1.8, либо CSoc=Xi, либо Cs, сг Х2- Пусть CSo с: X,. 
Так как каждое из множеств Cs содержится либо в Х и либо в 
Х2 и ни одно из них не отделено от CSo, имеем Cs cz Х\ при всех 
s e S .  Значит, С cz и Х2 =  0 .  I

6.1.10. Следствие. Если семейство {Cs}Sf=s связных подпро
странств топологического пространства имеет непустое пересе
чение, то его объединение [J Cs связно. |

6.1.11. Следствие. Если подпространство С пространства X 
связно, то и каждое подпространство А пространства X, для ко
торого С cz A cz  С, тоже связно.

Доказательство. Семейство {С} (J {{*}}*еА удовлетворяет ус
ловию теоремы 6.1.9, где Свп =  С. |

6.1.12. Следствие. Если топологическое пространство X содержит 
всюду плотное связное подпространство, то X само связно. ■

6.1.13. Следствие. Если каждые две точки топологического про
странства X можно соединить связным подпространством этого 
пространства, то пространство X связно.

Доказательство. Зафиксируем произвольно точку х0 простран
ства X и для каждого х е Х  через Сх обозначим какое-нибудь 
связное подпространство пространства X, соединяющее хо и х. 
Семейство {Сх }х<=х удовлетворяет посылкам утверждения
6.1.10 и U ^ = 1 . 1

х <= X
Отметим, что из 6.1.12 и 3.6.5 вытекает

6.1.14. Теорема. Стоун-чеховская компактификация рХ тихонов
ского пространства X связна в том и только том случае, если 
пространство X связно. I

Из определения связности немедленно следует, что никакая 
нетривиальная сумма топологических пространств не является 
связным пространством.
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6.1.15. Теорема. Произведение Ц  Xs, где Х$Ф 0  при всех
s e S

j e S ,  связно в том и только том случае, если все пространства 
Xs связны.

Доказательство. Если произведение х = П  Xs связно и не
seS

пусто, то все пространства Xs связны по теореме 6.1.4, так как 
проекция ps: X-*-Xs является непрерывным отображением про
странства X на пространство Xs-

Докажем теперь, что произведение связных пространств связ
но. Для начала рассмотрим произведение X X  Y двух связных 
пространств. Любые две точки {х\,у\) и (Х2 , </г) пространства 
X X  Y можно соединить множеством (XX{f/i})U({*2}X У)- Это 
множество связно как объединение двух пересекающихся связ
ных множеств. Значит, пространство X X Y связно в силу след
ствия 6.1.13.

Легко показать прямым рассуждением по индукции, что про
изведение любого конечного множества связных пространств 
связно.

Рассмотрим теперь произвольное семейство непустых
связных пространств и зафиксируем при каждом s e 5  точку 
as е  Xs. Обозначим через £Г семейство всех конечных подмно
жеств множества 5 и для каждого Т е  ЗГ положим
Ст— П  As, где Л5= { а 5}, если в ф Т ,  и Л, =  Х5 при s e 7 \

s s S

Согласно конечному случаю нашей теоремы, {CT}T^&  — се
мейство связных пространств. Так к ака  =  {а5} ^  f] СТФ  0 ,

из следствия 6.1.10 вытекает, что объединение С =  И СтТевёГ
связно. Но С — всюду плотное подпространство пространства 
Пх,  Значит, можно завершить доказательство, применив

SGS
следствие 6.1.12. fl

6.1.16. Следствие. Евклидово п-пространство Rn, тихоновский 
куб / ш и александровский куб Fm — связные пространства. I

Очевидно, факторпространства связных пространств всегда 
связны.

Приведем теперь пример, который показывает, что предел 
обратной последовательности связных пространств может не 
быть связным пространством.

6.1.17. Пример. Пусть X — плоскость R2, из которой выкинут от
крытый интервал с концами в точках Х \ = ( —1,0) и лгг =  (1,0).
При i =  1, 2, . . .  обозначим через Xt пересечение множества X
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с областью, заключенной внутри прямоугольника с вершинами 
в точках ( - 1 - 1  fl, l/i), ( - 1 - 1 / / ,  —1/0. (1 +  1 А, —1/0 и 
(1 +  1 Ii, 1/0- Пространства X,- связны и Х,с= Х,- при j ^  г. Че
рез я* обозначим вложение пространства X* в X/. В соответствии 
с примером 2.5.4 семейство {X,., я*} составляет обратную после
довательность связных пространств, причем предел этой после
довательности состоит из точек xi и х2, т. е. не связен. |

Пространства в примере 6.1.17 не компактны. Из теоремы
6.1.20 следует, что предел обратного спектра связных компактов 
связен.

Топологическое пространство X называется континуумом, 
если X одновременно связно и является компактом. В силу тео
рем 3.2.4 и 6.1.15, произведение континуумов является континуу
мом. Аналогично, из теорем 3.1.10 и 6.1.4 вытекает, что непре
рывный образ континуума есть континуум — в предположении, 
что этот образ является хаусдорфовым пространством.

6.1.18. Теорема. Пусть {Сs}S(_ s  — некоторое семейство подпро
странств топологического пространства X, каждое из которых яв
ляется континуумом. Если для любых si, s2 е  5  существует 
s3e S ,  такое, что CSa сг CSl f| CS2, т. е. если семейство {Cs}ssS
континуумов направлено отношением :э, то пересечение f | Cs

s e S

является континуумом.
Доказательство. Можно предположить, что X — компакт. Дей

ствительно, зафиксируем некоторое / и для каждого s s S  
выберем s ' ^ S ,  такое, что Cs'crCfflCs- Заменяя пространство 
X на пространство Ct и континуум Cs на континуум Cs мы сво
дим задачу к случаю, когда X — континуум.

Предположим, что С =  П Cs =  XiUX2, где Xi и Х2— непе-
sgS

ресекающиеся замкнутые в С множества. Так как множества Xi 
и Х2 замкнуты в X, можно найти непересекающиеся открытые 
множества U\, U2czX,  для которых Xi cz Ui и Х2 cz U2. В силу 
следствия 3.1.5, существует конечное множество {si, s2, . . .

k
. . . ,  s*}c=S, такое, что fj CS{ cz f/t U U2. Семейство {Cs}ssS  на-

ft
правлено отношением zz>, значит, CSa cz П Cs. для некоторого

i-l
s0e S .  Таким образом, С cr CSacz Ux \)U2 и, в силу следствия
6.1.8, либо С cz Сs„ cz Uv либо С cz CSo с  U2, откуда вытекает, что 
Х2 =  0  или Xi =  0 .  Следовательно, пространство С связно; оно 
также является компактом, как замкнутое подпространство ком
пакта X. I



оо
6.1.19. Следствие. Пересечение f] X t убывающей последователь-

i-i
ности Xi ZD Х2 ZD . . .  континуумов является континуумом. I
6.1.20. Теорема. Предел обратного спектра S  =  {Xa, я£, 2} кон
тинуумов является континуумом.

Доказательство. Для каждого р е 2  положим
Zp = (К ) е  Х: К  (*Р) =  при <т <  р} и 2р =  2 \  {а е  2: ст<р},
где X =  п Ха. Пространство Z 0 — континуум. Действительно,

ffeZ
оно является образом континуума XI Ха при непрерывном

ffeSP
отображении, сопоставляющем точке {ха} <= П  Х0 точку {za} ^

e Z pc ^ ,  где za =  xn при a е  2р и za =  (хр) при а < р .  
Так как ZPlcrZ P2, когда p2^pi> и множество 2 направлено, 
пересечение Г) Z„ является континуумом по теореме 6.1.18.

p e S

Так как это пересечение совпадает с lim S , доказательство 
завершено. |

Пространство отображений Yx, как правило, не является 
связным для связных пространств X  и У. Исследование условий 
связности пространств отображений приводит к важым резуль
татам. Оно требует, однако, специальных методов, не развивае
мых в этой книге. Например, доказывается, что если X  — под
пространство пространства R n, то пространство (S'1- 1)* с ком
пактно-открытой топологией связно в том и только том случае, 
если связно пространство S n\ X  (n-сфера S n здесь рассматри
вается как компактификация евклидова n-пространства R n> по
лученная присоединением к R n «точки в бесконечности»; для 
компактного подпространства X  пространства R n пространство 
S n\ X  связно в том и только том случае, если связно простран
ство R n\ X ) .  Так как для гомеоморфных подпространств Хи Х 2 
пространства R n пространства отображений (S'1-1)*1 и (S *-1)*  
гомеоморфны, получается, что S n\ X \ связно в том и только том 
случае, если связно S n\ X 2. Это важный и глубокий результат, 
обобщающий классическую теорему Ж ордана, которая говорит,2 
что если подпространство X  плоскости R 2 гомеоморфно окруж
ности S \  то дополнение R2\ X  не связно.

Компонентой точки х в топологическом пространстве X  на
зывается объединение всех связных подпространств простран
ства X , содержащих точку х. Из 6.1.10 и 6.1.11 вытекает, что 
компоненты являются связными замкнутыми в X  множествами.
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Компоненты двух различных точек топологического простран
ства X или совпадают, или не пересекаются, так что в совокуп
ности компоненты составляют разбиение пространства X на по
парно непересекающиеся связные замкнутые множества, назы
ваемые компонентами пространства X.

Следующий простой результат будет применен в § 6.2.

6.1.21. Теорема. Компонента точки х ={л:*} в произведении XI Xs
s e S

совпадает с произведением Ц  Cs, где Cs — компонента точки
SG5

xs в пространстве Xs.
Доказательство. Обозначим компоненту точки х в простран

стве п * .  через С. Так как при каждом s g S  проекция ps (C)
S 6 5

связна, то ps (С) cz Cs при всех s e S .  Значит, С сг п Cs; ра- 

венство С =  ПС* вытекает из теоремы 6.1.15. |
s s S

Квазикомпонентой точки х в топологическом пространстве X 
называется пересечение всех открыто-замкнутых множеств в X, 
содержащих точку х.

Квазикомпоненты являются замкнутыми в X  множествами. 
Квазикомпоненты различных точек пространства X либо совпа
дают, либо не пересекаются. Таким образом, в совокупности 
квазикомпоненты составляют разбиение пространства X на по
парно непересекающиеся замкнутые множества, называемые 
квазикомпонентами пространства X.

6.1.22. Теорема. Компонента С точки х в топологическом про
странстве X содержится в квазикомпоненте Q точки х.

Доказательство. Пусть F — любое открыто-замкнутое в X 
множество, содержащее х. Множества F и X \ F ,  и тем более 
множества СП ? и C \F ,  отделены. Так как C[)F Ф 0 ,  из тео
ремы 6.1.7 следует, что C \ F  =  0 ,  т. е. что C c z F .  Значит, 
C cr Q. I
6.1.23. Теорема. В произвольном компакте X компонента любой 
точки х е !  совпадает с квазикомпонентой точки х.

Доказательство. В силу последней теоремы, достаточно пока
зать, что квазикомпонента Q точки х связна.

Предположим, что непересекающиеся замкнутые подмноже
ства Хь Х2 пространства Q удовлетворяют условиям Q == Xj U Х2 
и jc eX j. Так как X t и Х2 замкнуты в X, то, в силу нормаль
ности компактов, найдутся открытые в X  множества U и V, та
кие, что
(1) X ic J / ,  X2 c z V  и U ( ] V  =  0 .
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Значит, Q cr£/U V  и, в силу следствия 3.1.5, существует конеч
ное семейство открыто-замкнутых множеств Fi, F2........ Fk, для

ft
которого Q cz F =  П Ft <̂  U {J V. Ясно, что множество F открыто- 

i-i
замкнуто. Так как

V W  сг U П F =  U Л (U U V) П F =  U П F,

то пересечение U Л F тоже окрыто-замкнуто. Но x e l / f l f ,  по
этому Q с  U Л F и
(2) Х2 с д с У Л ^ с С / .

Из (1) и (2) вытекает, что Х  ̂=  0 .  Следовательно, множе
ство Q связно. I
6.1.24. Пример. Опишем теперь пространство, в котором компо
ненты и квазикомпоненты отличаются друг от друга.

Пусть X — подпространство плоскости, состоящее из отрез
ков /< = [ 0 , 1]Х{1/0> гДе i =  1 > 2........ и точек р0= ( 0 ,0) и
pi = (1 ,0 ) . Отрезки It и точки ро, pi являются компонентами 
пространства X. Покажем, что квазикомпонента Q точки р0 со
впадает с множеством {ро, pi}.

Каждое открыто-замкнутое множество F, содержащее ро, со
держит и почти все члены последовательности {(0,1 /»)}• Так как 
отрезки Ii связны, почти все они содержатся в F. Значит, мно
жество F содержит почти все члены последовательности {(1 ,1/г)}, 
и предел pi этой последовательности тоже принадлежит F. Та
ким образом, { р о ,  pi}cz Q, и так как никакая другая точка про
странства X не может принадлежать Q, то Q={po, Pi}.

Заменив точки р о  и р х полуинтервалами [0, 1 /2) X {0} и 
(1/2,1 ] X  {0}, мы получаем локально компактное хаусдорфово 
пространство с теми же свойствами. В

Оказывается, никакой континуум нельзя разложить на счет
ное число отличных от него попарно не пересекающихся непу
стых замкнутых множеств (см. упр. 6.1.F). Доказательству этого 
факта мы предпошлем две леммы.
6.1.25. Лемма. Пусть А — произвольное замкнутое подпростран
ство континуума X, такое, что 0  ф  А ф Х .  Тогда для каждой 
компоненты С пространства А выполняется соотношение 
С { \ ¥ т А Ф 0 .

Доказательство. Из теоремы 6.1.23 вытекает, что С =  ( \Ж,  
где Ж  — семейство всех открыто-замкнутых подмножеств про
странства А, содержащих некоторую точку х0 е  С. Предполо
жим, что С П Fr А =  0 .  Так как семейство Ж  замкнуто относи
тельно конечных пересечений и множество Fr А компактно, най
дется К ( = ж ,  для которого К  Л Fr А =  0 .  Возьмем открытое
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множество U c z X , такое, что U ( \ A  =  K.  Из равенства 
7 ( f |F r А = 0  вытекает, что К  =  U f \ l n t A ;  таким образом, мно
жество К  открыто в X . Но множество К  также замкнуто в X  и 
содержит х0. Значит, /С — X. Следовательно, Fr А =  0 ,  и мы по
лучили противоречие. I

6.1.26. Лемма. Если континуум X покрыт попарно непересе- 
кающимися замкнутыми множествами Х \ , Х2, хотя бы два  
из которых не пусты, то для каждого i найдется континуум 
С а Х ,  такой, С П Xi =  0  и по крайней мере два множества 
в последовательности С П Х ь С П Х2, . . .  не пусты.

Доказательство. Если X t =  0 , положим С =  Х. Значит, мож
но предположить, что Xi ф  0 .  Возьмем / Ф  i , для которого 
Х ] ф 0 у и выберем непересекающиеся открытые множества U ,
V cz X, такие, что Xi cz U и Ху с : V. Пусть х — произвольная точ
ка множества X/ и С — компонента точки х в подпространстве F. 
Ясно, что С — континуум, C f|X i =  0  и С ( ] Х } Ф 0 . Так как, по 
предыдущей лемме, С [ ) £ г \ ? Ф 0  и так как X /с= Int F, то най
дется k ф  /, для которого С fl X k ф  0 .  I

6.1.27. Теорема Серпинского. Если континуум X  можно покрыть 
счетным семейством {Xi}°°=l попарно не пересекающихся зам кну
тых множеств, то самое большее одно из множеств Xi не пусто.

оо

Доказательство. Пусть X  — [J x it гДе множества Xt замк-
(=1

нуты и Xi f \ Xj  =  0  при i ф  /. Предположим, что по крайней 
мере два из множеств Xi не пусты. Из леммы 6.1.26 следует, что 
найдется убывающая последовательность С\ С2 =>. . . .  конти
нуумов, содержащихся в X, для которой
(3) С{ (]Х{ = 0  и С1ф  0  при г =  1 ,2 ..........

Первое из соотношений (3) показывает, что (  f) С^ П  ̂U X ^ j = 0 ,
оо

т. е. что |~| C i = 0 ,  а из второго у с л о в и я  в (3) и компакт
ен ОО

ности X вытекает, что [\ С ( Ф  0 .  |
£ = 1

Понятие связности приводит к новому классу отображений. 
Мы называем непрерывное отображение f: Х -> У  монотонным, 
если все прообразы f~l (y) точек связны. Название «монотонное 
отображение» происходит от того, что при непрерывном отобра
жении f вещественной прямой в себя все прообразы точек связ
ны в том и только том случае, если f — не возрастающая или не 
убывающая функция (см. упр. 6.1 .G).
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6.1.28. Теорема. Если /: X -*-Y  — монотонное факторное отобра
жение, то для каждого связного подмножества С пространства 
Y, открытого или замкнутого в Y, прообраз f~l (C) связен.

Доказательство. В силу предложения 2.4.15, достаточно до
казать, что если У связно, то и X  связно. Рассмотрим произ
вольное разбиение Х =  Х1[)Х2 пространства X на два непере
секающихся открыто-замкнутых множества. Так как прообразы 
точек при f связны, то Xi =  f~*(Yi) при i =  1,2, где У =  У1 (J 2̂ 
и У,ПУ2 =  0 .  Отображение f факторно, поэтому множества Ух, 
У2 открыто-замкнуты. Значит, в силу связности У, одно из мно
жеств Yi пусто. Отсюда с очевидностью следует пустота одного 
из множеств Xi. Таким образом, пространство X  связно. I

6.1.29. Теорема. Если f: X-+-Y — монотонное отображение про
странства X на пространство У, причем f открыто или замкнуто, 
то прообраз f~l (C) произвольного связного подмножества С 
пространства У связен.

Доказательство. По предложению 2.1.4, достаточно показать, 
что если У связно, то и X связно. Но последнее немедленно сле
дует из предшествующей теоремы. I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Приведенное определение связности было дано Жорданом в 
1893 г. для компактных подмножеств плоскости. Обобщение на 
абстрактные пространства было осуществлено Риссом [1907], 
Леннесом [1911] и Хаусдорфом [1914]. Условие в упр. 6.1.С, 
равносильное связности в классе компактных метрических про
странств, было введено Кантором в 1883 г. Систематическое изу
чение связности было начато Хаусдорфом в [1914] и Кнастером 
и Куратовским в [1921]. Книга Хаусдорфа [1914] содержит след
ствия 6.1.10 — 6.1.13, определения компоненты и квазикомпо
ненты, теорему 6.1.22 и теорему 6.1.23 для случая компактных 
метрических пространств (обобщение последней на произволь
ные компакты было сделано Шурой-Бурой в [1941]). Работа 
Кнастера и Куратовского [1921] содержит теоремы 6.1.7 и 6.1.9. 
Первый пример счетного связного хаусдорфова пространства 
был приведен Урысоном в [1925]; наш пример 6.1.6 взят из 
статьи Бинга [1953]; он намного проще первоначального при
мера. Теорема 6.1.15 для конечных произведений была доказана 
Ван Данцигом в [1930], теорема 6.1.20 фигурирует в качестве 
задачи в книге Эйленберга и Стинрода [1952]. Как утверждает
ся в статье Зоретти [1905], следствие 6.1.19 (в несколько иной 
форме) было доказано П. Пэнлеве для континуумов на пло
скости. Тот факт, что для подпространства X пространства R п 
пространство (5я-1 ) х связно в том и только том случае, если
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связно пространство S n\ X ,  был независимо доказан П. С. Алек
сандровым в [1932] и Борсуком в [1932] в предположении ком
пактности пространства X (для топологии на (5"_1) х, порож
денной метрикой, определенной формулой (7) в § 4.2). В полной 
общности этот факт был доказан Куратовским в [1959]. Теорема 
6.1.27 доказана Серпинским в [1918]. Монотонные отображения 
континуумов первым изучал Р. Л. Мор в [1925] (в терминах 
полунепрерывных сверху разбиений). Класс монотонных отобра
жений был введен Уайберном в [1934].

УПРАЖНЕНИЯ

6.1.А. Опишите все связные подпространства вещественной 
прямой.

Указание. Заметьте, что каждое связное подпространство ве
щественной прямой выпукло.

6.1.В. Проверьте, что для каждой последовательности 
Ci, Сг, ...связных подпространств топологического пространства,

оо

такой, что С{[\Сс+1Ф  0  при t =  l, 2, . . . ,  объединение [J Сг
г-i

связно.
6.1.С. (а) Проверьте, что если пространство X с топологией, 

порожденной метрикой р, связно, то для каждой пары х, у  
точек из X и любого е >  О найдется последовательность 
xi, х2, . . . ,  Xk точек пространства X, такая, что х\ — х, xk — y  
и р (xi, Xi+\) <  е при i =  1, 2, 1.

(b) Покажите, что каждый компакт (X, р ), удовлетворяю
щий условию в (а), связен, и что предположение о компактно
сти существенно.

6.1.D. Докажите, что в классе связных пространств сильная 
паракомпактность равносильна свойству Линделёфа. Выведите 
отсюда, что ёж 7(т) не сильно паракомпактен при ю >  Ко-

6.1.Е. (а) Приведите пример континуума, который непред
ставим в виде непрерывного образа никакого связного метри
зуемого пространства.

Указание. С помощью следствия 3.6.15 покажите, что р/? не 
является непрерывным образом никакого связного секвенциаль
ного пространства.

(Ь) Покажите, что при каждом m ^  Ко тихоновский куб / т 
можно представить как непрерывный образ некоторого связного 
метризуемого пространства.

6.1.F. Приведите пример связного подпространства плоско
сти, которое можно разложить на счетное семейство попарно 
непересекающихся непустых замкнутых подмножеств.
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6.1.G. Докажите, что непрерывное отображение /: R ^ - R  мо
нотонно в том и только том случае, если f(x) ^  f (и) при х ^ и  
или f(x) ^  f(y) при х ^  у.

6.1.Н. Заметьте, что теорема 6.1.29 выполняется для моно
тонных наследственно факторных отображений, и заметьте, что 
она не имеет места для монотонных факторных отображений.

Указание. Видоизмените пример 2.4.17.

6.2. РАЗЛИЧНЫЕ ВИДЫ НЕСВЯЗНОСТИ

Топологическое пространство X называется наследственно 
несвязным, если X не содержит никакого связного подпростран
ства, содержащего более одной точки. Следовательно, простран
ство X наследственно несвязно в том и только том случае, если 
компонента каждой точки х ^ Х  состоит только из этой точки х. 
Так как компоненты пространства замкнуты, каждое наслед
ственно несвязное пространство является /^-пространством. От
метим, что в контексте несвязности термин «наследственно» 
имеет значение, несколько отличающееся от принятого на про
тяжении этой книги: стандартное понимание этого термина при
вело бы к пустому классу пространств.

Топологическое пространство X называется нульмерным, 
если X  — непустое ^^пространство, обладающее базой из от
крыто-замкнутых множеств. Ясно, что каждое нульмерное про
странство является тихоновским пространством.

6.2.1. Теорема. Каждое нульмерное пространство наследственно 
несвязно.

Доказательство. Пусть А — подмножество нульмерного про
странства X и |Л |>  1. Возьмем любые две различные точки 
хь Х2 множества А и такое открыто-замкнутое подмножество U 
пространства X , что х\ e f / c z X \ { x 2}. Так как множества A \ U  
и А П U отделены и непусты, множество А не связно. I

Покрытие пространства функционально открытыми (функ
ционально замкнутыми) множествами в дальнейшем будет на
зываться функционально открытым (функционально замкну- 
тым) покрытием.

Топологическое пространство X называется сильно нульмер
ным, если X — непустое тихоновское пространство и в каждое 
конечное функционально открытое покрытие {Ui}k.=l простран
ства X можно вписать конечное открытое покрытие {V i} T̂ u 
такое, что Vt П V/ =  0  при i ф  /. Ясно, что покрытие { V со
стоит из открыто-замкнутых множеств и, таким образом, яв
ляется функционально открытым покрытием пространства X.

3 4  Зак. 697
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6.2.2. Лемма. Для любых вполне отделенных подмножеств А 
и В сильно нульмерного пространства X найдется открыто-замк
нутое множество U czX,  такое, что A cz U cz Х \ В .

Доказательство. Пусть /: X - + I  — непрерывная функция, для 
которой

/( Л ) с {  0} и / ( Я ) с {  1}.

Множества /-1((0>Ш и 1 ([0» 1)) составляют функционально 
открытое покрытие пространства X. Возьмем какое-нибудь по
крытие У°у состоящее из попарно непересекающихся открытых 
множеств, вписанное в это покрытие. Множество U — []{V 
А П V ф  0 }  открыто-замкнуто и, очевидно, A cz U а  Х \ В . I
6.2.3. Лемма. Пусть для любых двух вполне отделенных под
множеств Л, В топологического (нормального) пространства X  
существует открыто-замкнутое множество U с= X, такое, что 
A c z  U сz .X \ B .  Тогда в каждое конечное функционально откры
тое (открытое) покрытие пространства X можно вписать 
конечное открытое покрытие { Vi}ki={> такое, что V i ^ U i  при 
i =  1, 2, . . . ,  k и Vi П Vj — 0 ,  когда i Ф  /.

Доказательство. Применим индукцию по k . При k =  1 лемма 
верна. Предположим, что она верна при всех £ <  /п, и рассмот
рим произвольное функционально открытое (открытое) покры
тие {£/*}?!j пространства X. По индуктивному предположению, 
найдется покрытие {W ь W2, Wm-\}  пространства X, состоя
щее из попарно непересекающихся открыто-замкнутых мно
жеств, удовлетворяющих условиям

W i ^ U i  при i <  m — 1 и Wm_i cz Um_ x U Um.

Множества Wm- i \ U m-\  и Wm- \ \ U m не пересекаются и функ
ционально замкнуты (замкнуты). Значит, по теореме 1.5.13 (по 
теореме 1.5Л0) они вполне отделены. Следовательно, суще
ствует открыто-замкнутое множество U czX,  такое, что
Wm̂ \ U m~ x ^ U  и U c X \ ( W m^ \ U m) =  ( X \ W m̂ ) U U m.

Ясно, что
Г т _ , \ £ / с  и Г т _!П U c U m.

Легко проверяется, что семейство {V i}™=v где
Vi =  Wi при i < m - 1, Vm. i = W m_ l \ U  и Vm =  Wm_ x{\ U,

является открытым покрытием пространства X, для которого 
VjCf/i при t = l ,  2, ..., m и Vi[\Vj  =  0 ,  когда i ^ j .  I  

Из лемм 6.2.2 и 6.2.3 вытекает
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6.2.4. Теорема. Непустое тихоновское пространство X сильно 
нульмерно в том и только том случае, если для любых двух  
вполне отделенных подмножеств А и В пространства X суще
ствует открыто-замкнутое множество U cz X, такое, что A cz 
c:U < =  Х \ В .  I

Из последней теоремы и леммы 6.2.3 следует
6.2.5. Теорема. Непустое нормальное пространство X сильно 
нульмерно в том и только том случае, если в каждое открытое 
покрытие {Ui}ki=l пространства X можно вписать конечное от
крытое покрытие такое, что Vi П V/ =  0  при i ф  j. I

Заметим, что из леммы 6.2.2 немедленно получается
6.2.6. Теорема. Каждое сильно нульмерное пространство нуль
мерно. I
6.2.7. Теорема. Каждое нульмерное линделёфово пространство 
сильно нульмерно.

Доказательство. Достаточно показать, что, каковы бы ни 
были замкнутые непересекающиеся подмножества А и В нуль
мерного линделёфова пространства X, найдется открыто-замкну
тое множество U с  X, такое, что A c z .l l  с  Х \ В .

Для каждого х е Х  выберем открыто-замкнутое множество 
Wx cz X, содержащее х и удовлетворяющее одному из условий:

А П Wx =  0  или B ( ] W x =  0 .

Пусть — счетное подпокрытие покрытия {Wx}x^ x про
странства X.  Множества

Ui =  Wx \  U Wx , где t =  1, 2, 
i <t  1

открыто-замкнуты, попарно не пересекаются и покрывают про
странство X. Множество U =  /1 П Ф  0 }  обладает нуж
ными свойствами. I

6.2.8. Следствие. Каждое непустое регулярное пространство X, 
для которого |Х| ^  Ко, сильно нульмерно.

Доказательство. Так как X — линделёфово пространство, до
статочно показать, что совокупность всех открыто-замкнутых 
множеств пространства X является его базой. Для этого возь
мем любую точку и произвольную ее окрестность V. Рас
смотрим любую непрерывную функцию f: Х ^ -I, для которой 
f (х ) =  0 и f ( X \ V ) c z  {1}. Так как пространство X счетно, суще
ствует г е  1 \ } ( Х ) . Очевидно, прообраз U =  / - 1 ([0, г )) =  
=  f~l ([0, г] ) является открыто-замкнутым множеством, содер
жащим х и содержащимся в V. I

34*
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6.2.9. Теорема. Наследственная несвязность, нульмерность и 
сильная нульмерность равносильны в классе непустых локально 
компактных паракомпактов.

Доказательство. В силу теорем 6.2.1 и 6.2.6, достаточно до
казать, что каждое непустое наследственно несвязное локально 
компактное паракомпактное хаусдорфово пространство X силь
но нульмерно. Из теорем 5.1.27 и 6.2.7 следует, что достаточно 
для каждой точки х е !  и каждой ее окрестности V c z X  найти 
открыто-замкнутое множество U> такое, что x g  f / с= V (см. тео
рему 6.2.13 ниже).

Возьмем какую-нибудь окрестность W точки х, для которой 
W а  V и замыкание W является компактом. Теорема 6.1.23 по
казывает, что множество {х} сг W совпадает с пересечением 
семейства Ж  всех открыто-замкнутых в пространстве W мно
жеств, содержащих точку х. Значит, по следствию 3.1.5, най
дется конечное число множеств Fu F2, Fk ^ X ,  таких, что 
х е  U =  F\ П F 2 П * * * П ffeC f c l / .  Множество U замкнуто в Xf 
так как оно замкнуто в W. Оно открыто в Х у так как оно от
крыто в W. I
6.2.10. Следствие. Наследственная несвязность, нульмерность и 
сильная нульмерность равносильны в классе непустых ком
пактов. I
6.2.11. Теорема. Наследственная несвязность является наслед
ственным свойством, а нульмерность наследуется непустыми 
подмножествами.

Если X — сильно нульмерное пространство и М — непустое 
подпространство пространства X, обладающее тем свойством, 
что каждая непрерывная функция f: M - + I  продолжается до 
непрерывной функции на X , то и пространство М сильно нуль
мерно.

В частности, в нормальных пространствах сильная нульмер
ность наследуется непустыми замкнутыми подмножествами.

Доказательство. Первая часть теоремы очевидна. Вторая ее 
часть вытекает из теоремы 6.2.4, так как при сделанном об М 
предположении любые вполне отделенные подмножества про
странства М вполне отделены в X. I

Как замечено в последнем абзаце примера 6.2.20, сильная 
нульмерность не является наследственным свойством (см. за
дачу 7.4.6).

6.2.12. Теорема. Стоун-чеховская компактификация $Х тихонов
ского пространства X сильно нульмерна в том и только том 
случае, если пространство X сильно нульмерно.

Доказательство. В силу последней теоремы, достаточно по
казать, что если X сильно нульмерно, то и $Х сильно нульмерно.



Пусть А и В — произвольные вполне отделенные подмножества 
пространства рХ и f: Х - > 1  — непрерывная функция, для кото
рой /(Л)с= {0} и f ( B ) c z { l } .  Множества А\ =  Х[] f~l ( [0, 1/3)) 
и В\ =  Х[) f"1((2/3, 1]) вполне отделены в Х\ значит, по тео
реме 6.2.4, найдется открыто-замкнутое множество U cz J , та
кое, что А \ cz: U и 5 i d X \ t / .  Следствие 3.6.5 показывает, что 
U — открыто-замкнутое множество в_рХ,_а из теоремы 1.3.6 сле
дует, что Л с Л ] и В с Л ь  Так как В\ П U =  0 ,  имеем A c z A \c z  
cz U cz cz {ЗХ\5. Следовательно, $Х сильно нульмерно
по теореме 6.2.4. I

В заключительной части примера 6.2.20 мы покажем, что 
аналоги теоремы 6.2.12 для наследственно несвязных про
странств и для нульмерных пространств не имеют места.

Из теоремы 6.2.11, предложения 2.2.1 и определения тополо
гии суммы пространств вытекает
6.2.13. Теорема. Сумма ф  Xs> где S ф  0  и Х3 ф  0  при s e S ,

s g S

наследственно несвязна (нульмерна, сильно нульмерна) в том 
и только том случае, если все пространства Xs наследственно 
несвязны (нульмерны, сильно нульмерны) . I
6.2.14. Теорема. Произведение Ц  Xs, где S ф  0  и Xs Ф  0  при

s e S

s e S ,  наследственно несвязно  (нульмерно ) в том и только том 
случае , если все пространства X s наследственно несвязны  (нуль
мерны ).

Доказательство. Каждое из пространств X s гомеоморфно 
подпространству пространства J J  Xs; значит, по теореме 6.2.11,

s g S

достаточно показать, что произведение Ц  наследственно
S <= S

несвязных (нульмерных) пространств наследственно несвязно 
(нульмерно). В случае наследственной несвязности это сле
дует из теоремы 6.1.21. В случае нульмерности это следует из 
того факта, что множества вида Ц  Ws, гДе открыто-замк-

S G S

нуто в Xs и множество { s ^ S :  Ws ф  Xs} конечно, составляют 
базу пространства XI Xs и открыто-замкнуты. I

s g S

6.2.15. Следствие. Предел обратного спектра наследственно не
связных (нульмерных) пространств является наследственно не- 
связным  (нульмерным или пустым) пространством. I

Произведение двух сильно нульмерных пространств не обя
зано быть сильно нульмерным пространством; соответствующий 
пример слишком сложен, чтобы его здесь обсуждать. Подобным 
же образом предел обратной последовательности сильно нуль
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мерных пространств может не быть сильно нульмерным про
странством (см. задачу 6.3.25).

6.2.16. Теорема. Канторов куб D m универсален для всех нуль
мерных пространств веса щ ^  К0.

Доказательство. В силу последней теоремы, достаточно до
казать, что каждое нульмерное пространство X  веса m можно 
вложить в Dm.

Из теоремы 1.1.15 вытекает, что у пространства X есть база 
{£/s}seES, состоящая из открыто-замкнутых множеств и такая, 
что |S | =  m. При каждом s e 5  определим отображение fs: X  
->D S =  D, положив

По теореме о диагональном отображении, отображение / =  Д  fs

является гомеоморфным вложением пространства X в канторов

6.2.17. Следствие. Каждое нульмерное пространство X веса m об
ладает нульмерной компактификацией веса т.

Доказательство. Можно предположить, что ю ^  К0; тогда 
замыкание подпространства пространства Dm, гомеоморфного X, 
является требуемой компактификацией. I

По теореме 3.2.2 (см. также упр. 3.2.В), существует непре
рывное отображение f некоторого замкнутого подпространства 
X канторова множества /)8° на отрезок I. Из теоремы 3.2.11 
вытекает, что факторпространство X/E(f )  гомеоморфно от
резку I. Следовательно, факторпространство наследственно не
связного (нульмерного, сильно нульмерного) пространства 
может не быть наследственно несвязным (нульмерным, сильно 
нульмерным) пространством.

6.2.18. Примеры. Каждое непустое дискретное пространство 
сильно нульмерно.

Пространство W всех ординалов ^ o i  (см. пример 3.1.27) 
нульмерно; так как это пространство — компакт, оно сильно 
нульмерно. В силу теоремы 6.2.11 и примера 3.1.27, простран
ство Wq всех счетных ординалов тоже сильно нульмерно.

Прямая Зоргенфрея К нульмерна (см. пример 2.2.8); так 
как это пространство линделёфово (см. пример 3.8.14), оно 
сильно нульмерно.

Из 6.1.5 вытекает, что любое нульмерное подпространство 
вещественной прямой не содержит никакого интервала. Как

1 при х (= Us,
О при х е  X \  Us.

s s S

куб D m=  П  Ds. |
seS
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легко проверить, каждое непустое подпространство веществен
ной прямой, которое не содержит никакого интервала, нуль
мерно. Значит,- непустое подпространство вещественной прямой 
нульмерно, или, что равносильно (по теоремам 6.2.7 и 3.8.1), 
сильно нульмерно в том и только том случае, если оно не со
держит никакого интервала. В частности, множества рацио
нальных чисел и иррациональных чисел нульмерны. Теоре
мы 6.2.7 и 6.2.14 показывают, что подпространство евклидова 
л-пространства Rn (n-куба 7я, гильбертова куба 7**°), состоящее 
из всех точек с рациональными координатами, сильно нуль
мерно. Аналогично подпространство евклидова п-пространства 
Rn (п-куба 7Л, гильбертова куба 7*°), образованное всеми точ
ками с иррациональными координатами, сильно нульмерно.

Из теоремы 6.2.14 следует, что пространство Бэра В(ш) 
нульмерно при всех m ^  К0. В примере 7.3.14 мы покажем, что 
пространство В (щ) сильно нульмерно. ■

Опишем теперь наследственно несвязное сепарабельное мет
рическое пространство, которое не нульмерно.

6.2.19. Пример (Эрдёш). Пусть X — подпространство гильбер
това пространства Я, определенное в примере 4.1.7, которое со
стоит из всех бесконечных последовательностей {п} рациональ
ных чисел.

Пространство X наследственно несвязно. Действительно, для 
любых двух различных точек я =  и у =  пространства 
X найдется натуральное число такое, что r'io Ф  г"; очевидно, 
можно предположить, что г' <  г'? Возьмем любое иррацио
нальное число для которого r 'o <  t <  г" Множество

W =  {{rt} e X :  r ia <  t}

открыто-замкнуто, содержит х и не содержит у . Следовательно, 
каждое связное подпространство пространства X содержит не 
более одной точки.

Пусть х0 =  (0, 0, . ..)  — точка пространства X, все коорди

наты которой равны нулю; положим V — В (лг0, 1) =  |{ г } е Х :

Мы покажем, что для каждой окрестности U

точки Хо, содержащейся в окрестности V этой точки, всегда 
F v U ф 0 J т. е. что никакое такое множество не является от
крыто-замкнутым. Последнее означает, что пространство X не 
нульмерно.

I i <г-i
1
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Определим по индукции последовательность а ь а2, . . .  ра
циональных чисел, удовлетворяющую условиям
(I) xk =  ( a u а2........а к, 0, 0, . . . ) е У  и p(xk, X \ U )  \ /k.

Очевидно, если мы положим а\ == 0, то (1) будет выполнено 
при k = \ .  Предположим, что рациональные числа а ь а2, . . .  
. . . ,  ат- 1 уже определены и условия (1) выполняются при всех 
k ^  т — 1. Последовательность

X? =  (av а2........ ат - 1’ {1,п’ °> °* •••)
является точкой множества X при i =  О, 1, . . . ,  т. Так как 

е  [/ и х ^ ф и ,  найдется i <  т, для которого x f ^ U  и 
xf+l ф  U. Легко видеть, что, положив ат =  i /m,  мы обеспечи
ваем выполнение условий (1) при k =  m. Таким образом, по
следовательность а\, 02, . . .  определена. Из (1) вытекает, что 
k

£  а2. <  1 при k — 1, 2, . . . ;  значит, точка а =  {а ^  является эле- 
i = l
ментом множества X. Из (1) также следует, что а е  О П 
П( X \ U )  =  Ft U. I

Построим теперь нульмерное нормальное пространство, ко
торое не сильно нульмерно.
6.2.20. Пример (Даукер). Пусть Q — множество всех рациональ
ных чисел отрезка /. Положив

хЕу  в том и только том случае, если \х — t / |e Q ,

мы определяем отношение эквивалентности на множестве I. 
Ясно, что каждый класс эквивалентности Е счетен и всюду пло
тен в I. Значит, мощность семейства всех классов эквивалент
ности равна с. Выберем из этого семейства подсемейство мощ
ности X 1, не содержащее класса эквивалентности Q, и распо
ложим члены этого подсемейства в трансфинитную последова
тельность Q0, Qi .........Qa, . . . ,  а  <  иь

В силу 6.2.18, для каждого а  <  wi множество 5а= / \  U Qv
Y >  а

нульмерно. Пусть W — пространство всех ординалов ^coi 
и Wo — И?\{(01}. При каждом а  <  <oi множество 1 а =  {?е  
e f 1: у ^  а} открыто-замкнуто в W. Рассмотрим произведение 
W X I и его подпространства
Y a =  U ({y}XSv), Y =  и  ({y} X Sy) и r  =  7 U ( W X /) .Y<a y<m

Пространство Уа =  Y П (Xa X I) открыто-замкнуто в У; так 
как Ya cz Ха X  S a, то пространство Ya нульмерно в силу теорем
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6.2.11 и 6.2.14. Значит, пространство У тоже нульмерно. Так как 
произведение Ха Х 1  является компактом со счетной базой, 
оно метризуемо по теореме 4.2.8. Подпространство Ya с: Ха X 1 
тоже метризуемо и тем более нормально.

Покажем, что пространства У и У* тоже нормальны. Пусть 
А и В — непересекающиеся замкнутые множества в У*. Множе
ства Л] =  Л Л(У*\У) и 51 =  5П (У *\У ) являются компак
тами; поэтому, по теореме 3.1.6, существуют открытые множе
ства U, V cz Y*, такие, что
(2) A i c U ,  B i t z V  и U f \ V  =  0 .

Применив следствие 3.1.5 и воспользовавшись компакт
ностью W X .I, мы легко убеждаемся, что при некотором а  <  ©1 
выполняются включения
(3) A ( ] ( Y * \ Y a) c = U  и В П (У *\У а)сК .

Из формул (2) и (3) и нормальности пространства У« следует, 
что множества А и В можно отделить в У* открытыми множе
ствами, т. е. что пространство У* нормально.

Пусть теперь А и В — любые два непересекающихся замк
нутых множества в У. Мы покажем, что замыкания множеств Л 
и fi в У* не пересекаются; очевидно, отсюда будет следовать, 
что У нормально и что, в силу следствия 3.6.4, имеет место ра
венство рУ* =  рУ.

Предположим, что нашлась точка (coi, * ) е  Л |"|-В, и возьмем 
а  <  Wi, для которого x e S v при всех у ^  а. Без труда опре
деляются по индукции две последовательности ось а 2, . . .  и 
Рь Рг, . . .  счетных ординалов, больших а, и две последователь
ности xi, хч, . . .  и г/i, у 2, . . .  точек множества I, такие, что

«г <  Рг <  «г+1» \x  — x t \ <  1 /г, | х — у { \ <  1/г, 
{ai t X i ) ^ A  и (рг, у д ^ В

при i — 1, 2......... Рассуждая так же, как в примере 3.1.27, мы
заключаем, что А Л В ф  0  — противоречие.

Предположим, что пространство У сильно нульмерно. По 
теореме 6.2.4, найдется открыто-замкнутое множество U а  У, 
такое, что U?oX{0}c:t/ и Wo X {1} с: Y \ U .  Как доказано 
выше, О П( Т \Щ  =  0 .  Так как У* =  D \ J ( Y \ U ) ,  (<оь 0)<=i7 
и (иь 1 ) е  Y \ U ,  наше предположение противоречит связности 
пространства {сох} X  /. Следовательно, пространство У не сильно 
нульмерно.

Из нульмерности пространства У и следствий 6.2.10 и 6.2.17 
вытекает, что сильно нульмерное пространство может содер
жать непустое нормальное подпространство, которое не сильно
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нульмерно. На примере пространства У мы видим также, что 
из нульмерности пространства не следует, вообще говоря, нуль
мерность его стоун-чеховской компактификации (см. теорему 
6.2.12). Действительно, в силу теорем 6.2.12 и 6.2.7, простран
ство рУ не может быть нульмерным, так как пространство У 
не сильно нульмерно. I

Введенные в этом параграфе понятия приводят к двум новым 
классам отображений.

Непрерывное отображение f: Х->У называется легким 
(нульмерным), если все прообразы f~[(y) точек наследственно 
несвязны (нульмерны или пусты). Ясно, что каждое нульмер
ное отображение является легким и что среди отображений, 
при которых все прообразы точек являются компактами, эти 
два класса совпадают. В отношении строения прообразов точек 
легкие отображения и нульмерные отображения являются пол
ной противоположностью монотонных отображений. Как пока
зано в теореме 6.2.22 ниже, каждое совершенное отображение 
можно представить в виде композиции монотонного отображе
ния и нульмерного отображения.
6.2.21. Лемма. Для каждого совершенного отображения f: Х -+

У отношение эквивалентности Е на пространстве X , опреде
ленное разбиением всех прообразов f~l (y) точек на компоненты, 
замкнуто.

Доказательство. Достаточно показать, что естественное фак
торное отображение g : X ^ X j E  — Z замкнуто. Пусть C e Z  — 
произвольная компонента прообраза f~l (y) и U — любое откры
тое в X множество, содержащее g - j (C) =  С. По теореме 6.1.23, 
найдется открыто-замкнутое множество F в пространстве f~l (y), 
для которого С cz F cz U. Множества F и f~l ( y ) \ F  являются 
компактами и не пересекаются; значит, в силу теоремы 3.1.6, 
существуют открытые непересекающиеся множества Wi, сХ , 
такие, что F cz W\ cz U и f~l ( y ) \ F  cz W2. Из замкнутости f вы
текает, что найдется открытое множество W cz У, для которого 
С cz / - 1 (у) cz f -1 ( W) c z Wi [ j  W2. Множество V = W i f ] f ~ l (W)  
удовлетворяет равенству значит, g{V)  является
окрестностью точки C e Z. Так как отображение
g  замкнуто. I
6.2.22. Теорема. Каждое совершенное отображение f: X - ^ Y  
можно представить в виде композиции f =  hg, где g: X ^ Z  — 
монотонное совершенное отображение и h : Z - + Y — нульмерное 
совершенное отображение.

Доказательство. Пусть Е — отношение эквивалентности, оп
ределенное в приведенной выше лемме, и g : X j E ^ Z  — есте
ственное факторное отображение. Для каждого класса эквива
лентности [x]^Z  обозначим через h([x]) точку f ( x ) ^ Y .  Так



6.2. РАЗЛИЧНЫ Е ВИДЫ  НЕСВЯЗНОСТИ 539

как hg — f, отображение h: Z - + Y  непрерывно в силу предло
жения 2.4.2.

Из леммы, приведенной выше, следует, что отображение g  
совершенно; значит, по теореме 3.7.20, Z — хаусдорфово про
странство. В силу предложения 2.1.3, h — совершенное отобра
жение.

Отображение g  монотонно по определению. Остается дока
зать, что h нульмерно. Прообразы точек при h являются ком
пактами, поэтому достаточно проверить, что для каждой точки 
у  е  Y ее прообраз h~l (у) наследственно несвязен. Пусть С — 
произвольное связное подмножество пространства hr1 (у).  По 
теореме 6.1.29, множество g~l (С) d  f - 1 (у) связно и, значит, со
держится в некоторой компоненте пространства f~} ( у ) . Следо
вательно, множество gg~1{ C ) =  С содержит самое большее одну 
точку. I

Заметьте, что в последней теореме пространство Z является 
непрерывным образом пространства X при совершенном ото
бражении, равно как и прообразом пространства У при совер
шенном отображении. Поэтому многие топологические свой
ства пространств X и У являются также свойствами простран
ства Z. Например, если X или У являются компактами, локально 
компактными хаусдорфовыми пространствами или паракомпак
тами, то и пространство Z таково же (см. теоремы 3.7.21, 3.7.24, 
5.1.33 и 5.1.35), и если X  метризуемо, то и Z метризуемо (см. тео
рему 4.4.15).

Следуя схеме доказательства теоремы 6.2.22, для произволь
ного непрерывного отображения f: Х-*-У в ^^пространство У 
можно определить пространство Z, монотонное факторное ото
бражение g\ X^*~Z и легкое отображение h : Z - + Y ,  такие, что 
f — hg. Однако если / не совершенно, то даже для «хороших» 
пространств X и У пространство Z обычно не будет хаусдорфо- 
вым (см. упр. 6.2.Е). Следующая теорема показывает, что опре
деленная нами факторизация отображения f единственна.
6.2.23. Теорема. Если непрерывное отображение /: X -*-Y  пред
ставлено (при i = l  и 1 =  2) в виде композиции htgi, где  
gr. X —*• Zi — монотонное факторное отображение и he. Z t - > Y — 
легкое отображение, то существует гомеоморфизм h: Z\ Z2> 
такой, что коммутативна следующая диаграмма:
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Доказательство. Для каждого z ^ Z { положим h ( z ) = g 2g ~ x(z). 
Так как g ~ l (z) — связное подмножество пространства f~xhx (г)=
— g2 lh2 lhi(z)9 множество h(z)  состоит ровно из одной точки: 
действительно, оно является связным подмножеством в к2 1Нг (г). 
Из равенства hgx == g2 следует, что h является непрерывным 
отображением пространства Z\ в пространство Z2. Аналогично, 
положив h' (z) — g {g ~ { (z) для каждого 2 g Z 2, мы определяем 
непрерывное отображение h' пространства Z2 в Z^ Так как 
hh' =  idz2 и Л'& =  idZl, отображение h является гомеоморфиз
мом. Читатель легко проверит, что h%h =  h i. I

Так как каждое отображение компакта в точку совершенно, 
лемма 6.2.21, теорема 6.1.29 и следствие 6.2.10 влекут за собой 
следующую теорему.

6.2.24. Теорема. Д л я  каждого компакта X разбиение простран
ства X  на компоненты — или , что равносильно , на квазикомпо
ненты— определяет замкнутое отношение эквивалентности Е на 
пространстве X. Факторпространство Х /Е  является при этом 
нульмерным компактом. I

Заключительная часть этого параграфа посвящена классу 
еще более несвязных пространств.

Топологическое пространство X  называется экстремально не
связным, если для каждого открытого множества U cz X  замы
кание U открыто в X . Каждое дискретное пространство экстре
мально несвязно. Пространство всех рациональных чисел может 
служить примером сильно нульмерного не экстремально несвяз
ного пространства. Ясно, что каждое экстремально несвязное 
хаусдорфово пространство наследственно несвязно. Любое непу
стое экстремально несвязное регулярное пространство нульмер
но. Действительно, в силу регулярности, для каждой точки 
j f e J f  и каждой ее окрестности V найдется окрестность W точ
ки х, такая, что х ^  W <zz W c z V .  В силу экстремальной несвяз
ности X  множество U — W открыто и замкнуто. Значит, семей
ство всех открыто-замкнутых множеств составляет базу про
странства X. Подобным же образом доказывается и следующая 
теорема.

6.2.25. Теорема. Каждое непустое экстремально несвязное тихо
новское пространство сильно нульмерно . 1

6.2.26. Теорема. Топологическое пространство X экстремально не
связно в том и только том случае , если для каждой napbi_U , V 
неперескающихся открытых в X множеств всегда U { \ V— 0 .

Доказательство. Пусть U и V — непересекающиеся открытые 
множества в экстремально несвязном пространстве X. Так как
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U П V =  0 ± то 0 ( ] V  =  0 \  учитывая, что множество О открыто, 
получаем U П V =  0 .

Предположим теперь, что для каждой пары U, V  непересе
кающихся открытых подмножеств топологического пространства 
X выполняется условие t/f )F  =  0 .  Пусть U  — произвольное от
крытое в X множество. Открытые множества U и Х \ П  не пере- 
секаются, значит, V (1 Х\П _== 0 .  Следовательно, О с: X \ X \ t J  =  
=  Int U, т. е. множество U открыто и пространство X экстре
мально несвязно. I
6.2.27. Теорема. Стоун-чеховская компактификация рХ тихонов
ского пространства X экстремально несвязна в том и только том 
случае, если пространство X экстремально несвязно.

Доказательство. Пусть X — экстремально несвязное тихонов
ское пространство и U — открытое множество в рХ. Замыкание 
X f| ^  fl X множества U (\Х  в пространстве X  является открытым 
и замкнутым множеством. По теореме 1.3.6 имеем

и  =  Щ Ц с = х п и = х г [ и Ш ^ Щ ) Х = = й .

Поэтому, в силу следствия 3.6.5, множество U =  X  Г) U  П X  от
крыто и замкнуто в рХ.

Рассмотрим теперь произвольное тихоновское пространствоX, 
стоун-чеховская компактификация рХ которого экстремально не
связна, и пусть U c z X  — любое открытое в X множество. Возь
мем какое-нибудь открытое множество W а  рХ, для которого 
W ПХ_= U.  По теореме 1.3.6, О =  W (]Х — W. Значит, замыка
ние U П X =  W П X множества V  в пространстве X замкнуто и 
открыто. I
6.2.28. Следствие. При каждом ю ^  К0 стоун-чеховская компак
тификация pD(m) дискретного пространства D(m) является 
экстремально несвязным пространством. I
6.2.29. Следствие. Пространство рN экстремально несвязно. I
6.2.30. Теорема. Сумма ф  Xs экстремально несвязна в том и

s e S
только том случае, если все пространства Xs экстремально не
связны. I

Как свидетельствует пример канторова множества £)н°, про
изведение экстремально несвязных пространств, как правило, не 
экстремально несвязно (см. упр. 6.2.G(a) и задачу 6.3.21(a)).
6.2.31. Пример. Покажем, что пространство рN \ N  не экстре
мально несвязно. Отсюда будет следовать, что экстремальная 
несвязность не наследуется, вообще говоря, замкнутыми подпро
странствами.
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Пусть X не нормальное тихоновское пространство, опреде
ленное в примере 3.6.19. В пространстве X  есть непересекаю
щиеся замкнутые множества А и В, которые нельзя отделить не- 
пересекающимися открытыми множествами. Конечно, можно 
предположить, что А, В cz X \ N .  Положим

Wa =  \]{Ut: X t ^ A )  и WB — \){Uf. xt ^ B ) ,

где { Ut i t e i  ~  семейство открытых множеств в § N \ N ,  рассмот
ренное в примере 3.6.19.

Предположим, что пространство § N \N  экстремально не
связно. Так как WA и Wb — непересекающиеся открытые подмно
жества пространства $ N \ N ,  их замыкания в $ N \ N  не пересе
каются. Но пространство (5iV\iV замкнуто в рN\ поэтому 

П =  0 ,  где черта обозначает замыкание в $N. В силу нор
мальности пространства рN, найдутся открытые множества 
U, V cz рN, такие, что

A c z Wa c z U,  В cz W ecz V и U (]V  =  0 .

Множества X П V и X f) V открыты в X, не пересекаются и содер
жат множества А и В соответственно. Полученное противоречие 
показывает, что пространство рN \ N  не экстремально несвязно. I  

Из примеров 2.5.4 и 6.2.31 следует, что предел обратной по
следовательности экстремально несвязных пространств может 
не быть экстремально несвязным пространством.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Наследственно несвязные пространства были введены Хаус- 
дорфом в [1914]. Иногда такие пространства называют вполне 
несвязными; однако теперь вполне несвязным называют обычно 
пространство, в котором квазикомпонента каждой точки х  со
стоит только из этой точки х (этот класс пространств был вве
ден Серпинским в [1921]). Легко проверяется, что каждое нуль
мерное пространство вполне несвязно и что каждое вполне не
связное пространство наследственно несвязно. Имеет отношение 
к названным классам пространств класс пунктиформных, или 
разрывных, пространств. Это такие пространства, которые не 
содержат никакого континуума, состоящего более чем из 
одной точки (данный класс пространств был введен Янишевским 
в [1912]). Ясно, что каждое наследственно несвязное простран
ство пунктиформно. Пространство в примере 6.2.19 вполне не
связно. Примеры наследственно несвязных, но не вполне не
связных пространств, равно как и примеры связных пункти
формных пространств, можно найти в задачах 6.3.23 и 6.3.24.
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Нульмерные пространства были введены Серпинским в 
[1921] — до того, как возникла теория размерности. С другой 
стороны, сильно нульмерные пространства изучались только в 
контексте теории размерности, и наши теоремы об этом классе 
пространств являются специальными случаями теорем теории 
размерности (см. замечания к § 7.1). Теоремы 6.2.5, 6.2.7 и
6.2.16, а также следствие 6.2.10 были доказаны Веденисовым в 
[1939]. Пример сильно нульмерного нормального пространства 
X, такого, что произведение X X X  нормально, но не сильно 
нульмерно, был построен Ваге в [1977] (см. также Ваге [1978]). 
В своем оригинальном построении Ваге применил континуум- 
гипотезу; Пшимусинский (цитировано Ваге в [1977]) показал, 
как модифицировать конструкцию Ваге таким образом, что 
ссылка на континуум-гипотезу будет не нужна (детали можно 
найти в работе Пшимусинского [1979]). Пример 6.2.19 описан 
в статье Эрдёша [1940] (первый пример сепарабельного метри
ческого пространства с аналогичными свойствами был определен 
Серпинским в [1921]; пространство Серпинского еще и метри
зуемо полной метрикой). Пример 6.2.20 описан в статье Дау- 
кера [1955].

Легкие отображения и нульмерные отображения введены 
Стойловым в [1928]. Теорема 6.2.22 доказана Эйленбергом в 
[1934] и Уайберном в [1934] для компактных метрических про
странств X и Y. Для любых метрических пространств она была 
доказана Вайнштейном в [1947а]; в нынешней форме эта тео
рема была установлена Пономаревым в [1959а]. Теорема 6.2.23 
отмечена Уайберном в [1942].

Экстремально несвязные пространства были определены 
М. X. Стоуном в [1937а]. Доказательство того, что $ N \ N  не 
экстремально несвязно, приведенное в примере 6.2.31, взято из 
книги Гиллмана и Джерисона [I960]; сам этот факт был дока
зан (на другом языке; см. Энгелькинг [1972]) Хаусдорфом 
в [1936].

УПРАЖНЕНИЯ

6.2.А. (а) (Мазуркевич [1917]). Пусть множество А и его 
дополнение Х \Л  всюду плотны в сепарабельном нульмерном 
пространстве X, метризуемом полной метрикой, причем А яв
ляется множеством типа G6 в X. Докажите, что А тогда гомео
морфно пространству иррациональных чисел.

Указание. Воспользовавшись указанием к упр. 4.3.G, пока
жите, что каждое пространство А с перечисленными выше свой
ствами гомеоморфно пространству В (fct0).

(Ь) (Александров и Урысон [1928]). Покажите, что каждое 
сепарабельное нульмерное метризуемое полной метрикой про
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странство, которое не содержит никакого непустого открытого 
компактного подмножества, гомеоморфно пространству иррацио
нальных чисел.

(c) (Брауэр [1910]). Докажите, что каждый плотный в себе 
нульмерный метризуемый компакт гомеоморфен канторову со
вершенному множеству.

Указание. Видоизмените конструкцию, описанную в указании 
к упр. 4.3.G, таким образом, чтобы множества г2... ik были 
определены при й ^ т\, i2 sg: т2, ■■■, ik mk, где т и т2, . . .  — 
некоторая последовательность степеней числа 2.

(d) (Серпинский [1920а] (объявлено в [1915])). Докажите, 
что каждое плотное в себе счетное метризуемое пространство го
меоморфно пространству рациональных чисел.

Указание. В силу упр. 4.3.H(d), достаточно показать, что 
каждое плотное в себе счетное метризуемое пространство X го
меоморфно некоторому всюду плотному подпространству про
странства Р иррациональных чисел. Вложите X в Р, уберите 
подходящим образом fc?0 точек из и примените (а).

Можно воспользоваться также упр. 4.3.Н(е) и применить (с).
6.2.В. (а) Покажите, что непустой компакт нульмерен в том 

и только том случае, если он гомеоморфен пределу обратного 
спектра конечных дискретных пространств.

(Ь) (Терасава [1972]). Покажите, что непустое тихоновское 
пространство X сильно нульмерно в том и только том случае, 
если каждое функционально замкнутое подмножество простран
ства X  можно представить в виде пересечения счетного семей
ства открыто-замкнутых множеств.

6.2.С (Даукер [1955]). Покажите, что к пространству У в 
примере 6.2.20 можно таким образом присоединить одну точку, 
что получится, по нашему усмотрению, либо нормальное не нуль
мерное пространство, либо нормальное и сильно нульмерное про
странство (см. упр. 6.2.D).

Указание. Присоедините точку (соьО); отождествите множе
ство У*\У с  У* в точку.

6.2.D. (а) Докажите, что если пространство, полученное при
соединением нульмерного компакта к сильно нульмерному про
странству, является тихоновским, то оно также и сильно нуль
мерно.

Указание. Примените упр. 3.2.J.
(Ь) Докажите, что если пространство, полученное присоеди

нением к сильно нульмерному пространству другого сильно нуль
мерного пространства в качестве замкнутого подпространства, 
нормально, то оно также и сильно нульмерно.

6.2.Е. (а) Приведите пример непрерывного отображения 
f: X —>■ У, такого, что X и У — сепарабельные метризуемые про
странства, все прообразы f~l {y) точек компактны, но в разло-
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ж^нии f =  hg, где g: X - + Z  — монотонное факторное отображе
ние и h : Z - + Y  — легкое отображение, пространство Z не яв
ляется хаусдорфовым.

Указание. Возьмите в качестве X пространство, определенное 
в примере 6.1.24.

(b) Приведите пример замкнутого отображения /: Х->-У, 
где X и У — сепарабельные метризуемые пространства, такого, 
что в разложении f — hg, где g: X ^ Z  — монотонное фактор
ное отображение и h: Z ^ Y — легкое отображение, простран
ство Z не является хаусдорфовым.

(c) (Майкл [1964]). Покажите, что если пространства X и У 
в теореме 6.2.22 вполне регулярны, то и пространство Z вполне 
регулярно.

6.2.F (Куратовский [1928]). Покажите, что любое разбиение 
компакта на счетное семейство континуумов задает замкнутое 
отношение эквивалентности.

Указание. Примените теоремы 6.1.27 и 6.2.24.
6.2.G. (а) Убедитесь, что никакое подпространство экстре

мально несвязного хаусдорфова пространства X не гомеоморфно 
Л (К0), т. е. что в X нет нетривиальных сходящихся последова
тельностей.

Выведите отсюда, что каждое экстремально несвязное сек
венциальное пространство дискретно.

(b) Покажите, что экстремальная несвязность наследуется 
каноническими замкнутыми множествами, открытыми множе
ствами и всюду плотными множествами.

(c) Заметьте, что каждое экстремально несвязное наслед
ственно нормальное пространство наследственно экстремально 
несвязно. Приведите пример недискретного пространства с та
кими свойствами.

(d) Покажите, что волмэновское расширение (оХ 7У простран
ства X экстремально несвязно в том и только том случае, если 
пространство X экстремально несвязно.

6.2.Н. (а) Покажите, что нульмерность и сильная нульмер
ность не сохраняются ни совершенными отображениями, ни от
крытыми отображениями (даже в классе сепарабельных метри
зуемых пространств), но они сохраняются открыто-замкнутыми 
отображениями.

Указание. См. упр. 3.2.В, 4.2.D(a) и 1.5.L(b).
(b) Покажите, что экстремальная несвязность не сохраняет

ся совершенными отображениями, но сохраняется открытыми 
отображениями (в сторону образа).

(c) Заметьте, что наследственная несвязность не является 
инвариантом ни совершенных отображений, ни открытых отобра
жений.

35 За к. 697
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Замечание. Э. Поль и Р. Поль привели в [1974] пример со
вершенно открытого отображения наследственно несвязного се
парабельного пространства на нетривиальное связное простран
ство. Некоторые результаты о сохранении наследственной не
связности открыто-замкнутыми отображениями при дополни
тельных ограничениях можно найти в статье Комбарова [1971].

6.3. ЗАДАЧИ

Одна характеристика связности
6.3.1. Покажите, что пространство X связно в том и только 

том случае, если для каждого открытого покрытия {t/s}sss ПР0' 
странства X и любых двух точек х\, х2 из X найдется последо
вательность si, s2........ s* элементов множества S, такая, что
x t e ( / S|1 x2 ^ U Sk и US{f]USi ф  0  в том и только том случае, 
если | i — j  | 1.

Линейно упорядоченные пространства V (см. задачи 1.7.4,
2.7.5, 3.12.3, 3.12.4, 3.12.12(f), 5.5.22 и 8.5.13(j))

6.3.2. (а) Покажите, что пространство X с топологией по
рожденной линейным упорядочением С ,  связно в том и только 
том случае, если X непрерывно упорядочено отношением < .

(b) Покажите, что каждый сепарабельный линейно упорядо
ченный континуум X гомеоморфен отрезку I.

Указание. Возьмите счетное множество S  = { s lt s2> • •.},всюду 
плотное в X, в которое не входят ни наименьший, ни наиболь
ший элементы множества X. Упорядочите множество рациональ
ных чисел, заключенных (строго) между 0 и 1, в последователь
ность г и г2, . . .  таким образом, чтобы г, <  г,- было в том и толь
ко том случае, если s,- <  s/. Проверьте, что равенством /(s/) =  n 
определено непрерывное отображение /: 5-»-/, и примените тео
рему 3.2.1.

(c) Докажите, что каждое сепарабельное линейно упорядо
ченное метризуемое пространство X можно вложить в веще
ственную прямую.

Указание. Заметьте сначала, что можно предположить, что 
X — компакт (см. указание к задаче 3.12.3(b)). Отметьте, что 
множество скачков в X счетно, замените каждый скачок отрез
ком 1 и примените (Ь).

(d) Приведите пример неметризуемого сепарабельного ли
нейно упорядоченного пространства.

(e) (Херрлих [1965]). Докажите, что каждое наследственно 
несвязное линейно упорядоченное пространство сильно нуль
мерно.
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(f) (Херрлих [1965]; для сепарабельных пространств — Линн
[1962]). Докажите, что топология каждого сильно нульмерного 
метризуемого пространства X порождается некоторым линейным 
упорядочением <  на X .

Указание. Покажите сначала, что для каждого е >  0 найдет
ся покрытие °U пространства X , состоящее из попарно непересе
кающихся открыто-замкнутых множеств диаметра, меньшего е 
(можно или воспользоваться теоремой 7.3.15, или применить 
теорему 4.4.1 к покрытию пространства X шарами радиуса е/4 
и воспользоваться свойством (4) семейств Yu  определенных в 
доказательстве этой теоремы). Такое покрытие °U, так линейно 
упорядоченное некоторым отношением < ,  что в Щ есть наимень
ший и наибольший элементы и индуцированная отношением <  
топология на °U дискретна, будет называться е-цепью в X.

1 Jo индукции определите при i= = l, 2, . . .  1/2*-цепь в X 
и два отображения gt множества °Ui в X так, чтобы выполня
лись следующим условия:

(1) При всех U имеем /*(£/)е  U и g i ( U ) ^  [/.
(2) Если f i ( U ) =  gi(U) =  x9 то U ={*}.
(3) Семейство °Ui+\ является объединением

U ^ 4 / i }  с естественным упорядочением, где <Ui+\ (U) — некото
рая 1/2‘+1-цепь в U, такая, что fu(U) принадлежит наименьшему 
элементу семейства °Ui+\(lJ) и gi{U)  принадлежит наибольшему 
элементу семейства <2/ г-+1({У).

(4) Если М £ /)е  то f i + i ( V) =  ft(U).
(5) Если g i ( U ) e  V<=<Ui+u то g m ( V )  =  gi (U).
Для л:, у е  X положим х <  у, если существует /, такое, что 

X ЕЕ U ЕЕ у U' <= °Ui К U <  £/'.
Локальная связность
6.3.3. Топологическое пространство X называется локально 

связным, если для каждой точки xgJC  и  любой ее окрестности 
U существует связное множество С с= U, такое, что х е  Int С.

(a) Покажите, что пространство X локально связно в том 
и только том случае, если компоненты всех открытых подпро
странств пространства X открыты.

Замечание. Не лишне отметить здесь, что необязательно в 
любое открытое покрытие локально связного паракомпакта 
можно вписать локально конечное открытое покрытие, состоящее 
из связных множеств (даже в классе сепарабельных метризуе
мых пространств); см. Филиппов [1974]. С другой стороны, в 
любое открытое покрытие произвольного локально связного па
ракомпакта можно вписать ог-дискретное открытое покрытие, со
стоящее из связных множеств; см. Пшимусинский [1973].

(b) Убедитесь, что в локально связном пространстве компо
ненты совпадают с квазикомпонентами.

35*
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(c) Заметьте, что локальная связность не сохраняется не
прерывными отображениями даже в классе сепарабельных мет
ризуемых пространств.

(d) (Уайберн [1952]). Покажите, что локальная связность 
сохраняется факторными отображениями.

6.3.4. (а) Заметьте, что локальная связность наследуется от
крытыми множествами, и приведите пример замкнутого множе
ства на плоскости, которое не локально связно.

(b) Убедитесь, что сумма ф  X s локально связна в том и
seS

только том случае, если все пространства X s локально связны.
(c) Покажите, что произведение Ц  Xs, где Х3 Ф 0  при

s e S
s g S ,  локально связно в том и только том случае, если все про
странства Xs локально связны и существует конечное множество 
So с= S, такое, что Xs связно при всех s е  S \S o .

6.3.5. (а) (Уоллес [1951] для нормальных пространств). До
кажите, что для тихоновского (нормального) пространствах функ
ционально открытое (открытое) множество U а  |ЗХ связно в том 
и только том случае, если пересечение X П U связно.

Указание. Примените лемму 7.1.13 и упр. 2.1.В (с).
(b) (Банашевский [1956]). Покажите, что если стоун-чехов

ская компактификация рХ тихоновского пространства X локаль
но связна, то X псевдокомпактно.

Указание (де Гроот и Макдауэлл [1967]). Заметьте, что 
компактификация вещественной прямой, описанная в примере
3.5.15, не локально связна, и примените задачу 6.3.3(d).

(c) (Хенриксен и Исбелл [1957]). Покажите, что если псев- 
докомпактное пространство X локально связно, то каждое регу
лярное пространство, содержащее X в качестве всюду плотного 
подпространства, тоже локально связно.

Указание (де Гроот и Макдауэлл [1967]). Воспользовавшись 
равносильностью условий (i) и (ii) в теореме 3.10.22, покажите, 
что если открытые множества U, V а  X удовлетворяют вклю
чению V cz U, то лишь конечное число компонент множества U 
пересекает множество К.

(d) (Банашевский [1956], Хенриксен и Исбелл [1957]). До
кажите, что стоун-чеховская компактификация рХ тихоновского 
пространства X локально связна в том и только том случае, если 
пространство X локально связно и псевдокомпактно.

6.3.6. (а) (Хенриксен и Исбелл [1957]). Покажите, что сле
дующие условия равносильны для произвольного регулярного 
пространства X:

(1) В каждое конечное открытое покрытие пространства X  
можно вписать конечное покрытие, состоящее из связных мно
жеств.
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(2) В каждое конечное открытое покрытие пространства X 
можно вписать конечное открытое покрытие, состоящее из связ
ных множеств.

(3) Пространство X локально связно и счетно компактно.
(b) Заметьте, что если X  — нормальное пространство, то ус

ловия (1) — (3) в (а) равносильны следующему условию:
(4) В каждое конечное открытое покрытие пространства $Х 

можно вписать конечное покрытие, состоящее из континуумов.
(c) Покажите, что компакт X локально связен в том и толь

ко том случае, если в каждое открытое покрытие пространства X 
можно вписать конечное покрытие, состоящее из континуумов.

6.3.7. Покажите, что ^-пространство X связно и локально 
связно (одновременно) в том и только том случае, если, каковы 
бы ни были открытое покрытие {f/s}ssS пространства X и точки 
xi, х2 из X, найдутся последовательность (конечная) s2, • • •, s k 
элементов множества S и последовательность Vu V2, ■ ■ ■, Vk 
связных открытых подмножеств пространства X, такие, что

<= Vi, х2 <= Vk, Vi с= Us. при t =  l, 2, . . . ,  k и Vi П V/ ф  0  в 
точности тогда, когда | i — / 1 ^  1.

Топологическая характеристика отрезка

6.3.8. Назовем точку х связного пространства X разбиваю
щей точкой пространства X, если Х \  {л:} =  £ /(J У. где множе
ства U, V открыты, не пересекаются и не пусты, т. е. если про
странство Х \{я} не связно. Если х не является разбивающей 
точкой пространства X, назовем ее неразбивающей точкой.

(a) Проверьте, что если х — разбивающая точка континуума 
X и Х \  { х } =  U U V, где U и V — непустые непересекающиеся 
открытые множества, то множества U U W  и V U {.v} являются 
континуумами.

(b) (Уоллес [1942]; для метризуемых континуумов — 
Р. Л. Мор [1920]). Покажите, что в каждом континууме X мощ
ности > 1  есть по крайней мере две неразбивающие точки.

Указание. Докажите, что для каждого х е Х  найдется нераз
бивающая точка г /е  Х\{д:}. Для этого упорядочите семейство 8? 
всех собственных подконтинуумов континуума X, содержащих 
точку х, положив Сг ^ . С 2 в том и только том случае, если 
Ci cz Int С2. Возьмите затем любое максимальное линейно упоря
доченное подсемейство а  43, содержащее {*}, и рассмотрите 
объединение U^о-

(c) (Серпинский [1916], Страшевич [1918], Р. Л. Мор [1920]; 
для континуумов на плоскости — Леннес [1911]). Докажите,что 
произвольный сепарабельный континуум, ровно две точки кото
рого являются неразбивающими, гомеоморфен отрезку I.

Указание. Пусть а, Ь — две неразбивающие точки такого кон
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тинуума X. Воспользовавшись (Ь), покажите, что для каждого 
x e l \ { a ,  b} имеет место равенство Х\{л:} =  Л (x)U В(х) ,  где 
А(х)  и В (jc) — открытые множества, А (я) f| В (*) =  0  и а <= А {х) , 
Ь ^ В ( х ) .  Для различных х, у  е  Х \{ а , Ь} положим х < . у ,  если 
Л (я) с= Л (*/), и пусть а < Х < . Ь  для всех дсе Х \  {с, Ь}. Убеди
тесь, что < — линейное упорядочение на X, порождающее ис
ходную топологию пространства X. Примените задачу 6.3.2(b).

Линейная связность и локальная линейная связность

6.3.9. Пространство X линейно связно, если для любых двух 
точек *1, х2 пространства X существует непрерывное отображе
ние f: 1->-Х отрезка /  в пространство X, такое, что f(0) =  xi и

(a) Проверьте, что каждое линейно связное пространство 
связно, и приведите пример континуума на плоскости, не яв
ляющегося линейно связным.

(b) Заметьте, что линейная связность сохраняется (в сто
рону образа) непрерывными отображениями.

(c) Покажите, что произведение Ц  Xs, где Xs ф  0  при
j e S ,  линейно связно в том и только том случае, если все про
странства Xs линейно связны.

6.3.10. Пространство X локально линейно связно, если для 
каждой точки х е Х  н произвольной ее окрестности U найдется 
окрестность V точки х, такая, что, каково бы ни было y ^ V ,  
существует непрерывное отображение f: I - + U ,  удовлетворяющее 
условиям f(0) =  x и f(l) =  у-

(a) Проверьте, что каждое локально линейно связное про
странство локально связно, и приведите пример локально связ
ного подпространства плоскости, которое не является локально 
линейно связным. Покажите, что каждое связное локально ли
нейно связное пространство линейно связно.

(b) Заметьте, что локальная линейная связность сохраняет
ся факторными отображениями, но не сохраняется непрерыв
ными отображениями — даже если ограничиться сепарабель
ными метризуемыми пространствами.

(c) Убедитесь, что локальная линейная связность наследует
ся открытыми множествами.

(d) Покажите, что произведение Ц  Xs, где Xs ф  0  при
seS

s e S ,  локально линейно связно в том и только том случае,если 
все пространства Xs локально линейно связны и существует ко
нечное множество S 0 cz S, такое, что Xs линейно связно при всех 
s е  S \ S 0.

6.3.11 (Менгер Г1929],Р. Л.Мор [1932] (объявлено в [1927]); 
для компактов — Мазуркевич [1913], [1913а] и [1920], Р. Л. Мор
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[1916]). Докажите, что для любых двух различных точек х\, Хг 
произвольного связного открытого подпространства V локально 
связного пространства X, метризуемого полной метрикой, в V 
существует подпространство, гомеоморфное отрезку /, которое 
содержит х\  и Хг.

Выведите отсюда, что каждый локально связный метризуе- 
мый континуум линейно связен и локально линейно связен.

Указание. Определите при т — 1, 2, . . .  конечную последо
вательность V?, У Г. Vkm связных открытых подмножеств 
пространства V, такую, что

(1) х, е= V? \  (V ?  U • • • U V tJ ,  * 2 е  Vkm \  (V ?  U • • • U V tm- 1) 
и 6 ( v ? ) ^ . l / m  при / =  1, 2, . . . ,  km.

(2) V?  Л V f  Ф  0  в точности тогда, когда | г — / 1 ^  1.
(3) При всех где т >  1, найдется такое,

что V ? c V m 1’ и если h < h, то /(* i)< /(t2)-
С помощью задачи 6.3.8 (с) покажите, что пересечение

°° --
П 1 К Г  гомеоморфно / .

т ~  1 t = 1
Можно также определить непосредственно гомеоморфное вло

жение h: I-+-V,  такое, что xi, хг ^ h ( f ) .  Для этого разбейте от
резок I на km следующих друг за другом замкнутых отрезков
/Г , 1™........ /**т с попарно непересекающимися внутренностями
таким образом, что /Г czlf(l )  при i =  1, 2, ■ . » , foftly ГД6 fTh ^  1 > 
и б ( /“ ) =  б ( ^ ) ,  как только /(О — /(О* Определите затем А,

оо

взяв в качестве h ( t )  единственную точку пересечения П и
_______ m = *  1

U{Kf: t e l?} .
6.3.12. (а) Покажите, что хаусдорфово пространство X ли

нейно связно в том и только том случае, если для каждой пары 
Х\, хг различных точек пространства X существует гомеоморф
ное вложение h: I - + X  замкнутого отрезка /  в пространство X, 
удовлетворяющее условиям A(0) =  jci и h( l )  =  x2 (т. е. если X 
дугообразно связно).

Указание. Примените задачу 6.3.11.
(Ь) Покажите, что хаусдорфово пространство X локально 

линейно связно в том и только том случае, если для каждой 
точки х е !  я произвольной ее окрестности U найдется окре
стность V точки х,  такая, что, какова бы ни была точка 
у  е  У \  {х}, существует гомеоморфное вложение h: I->~U, удов
летворяющее условиям А(0) =  д: и h( \ )  — y  (т. е. если X локаль
но дугообразно связно).



6.3.13. Пусть (X, р) — локально связное компактное метриче
ское пространство. Докажите, что для каждого е >  0 найдется 
8 >  0, такое, что, каковы бы ни были точки х, у  пространства 
X, удовлетворяющие условию 0 <  р (х, у) <  б, существует гомео
морфное вложение h: 1-*-Х, такое, что Л(0) =  л:, h( l )  =  y  и 
б (й ( /) )<  е.

Указание. Примените задачу 6.3.11.
6.3.14 (Хан [1914], Мазуркевич [1913], [1913а] и [1920а], 

Серпинский [1920b]). Докажите, что для каждого метризуемого 
континуума X следующие условия равносильны:

(1) Пространство X является непрерывным образом отрезка I.
(2) Для каждой метрики р на пространстве') X и любого

е >  0 существуют связные замкнутые множества F\, F2........Fk,
такие, что X — F\ U F2 U • • • U Fk и 8 (Fi) ŝ . е при i — 1,2........k.

(3) Пространство X локально связно.
Указание. При доказательстве импликации (3 )= ^ (1 ) восполь

зуйтесь теоремой 3.2.2 и задачами 6.3.11 и 6.3.13.

Квазикомпоненты произведений
6.3.15 (Куратовский [1961]). Докажите, что квазикомпонента 

точки x = { x s} в произведении Ц  Xs совпадает с прозведением
sgS

ГГ Qs, где Qs — квазикомпонента точки xs в пространстве^.
seS

Обратные спектры III (см. задачи 2.7.19 и 3.12.13)
6.3.16. (а) (Джентри [1969], Э. Поль [1973]). Пусть 

{ф> /Я'} ~  отображение обратного спектра 5  =  |Х0, я®, 2} ком
пактов в обратный спектр S' =  {Ya„ я£, 2'} ^-пространств. Дока
жите, что если все отображения /а, монотонны, то предельное 
отображение f — lim |<р, тоже монотонно.

Выведите отсюда, что если в обратном спектре S = { J 0, я®, 2} 
компактов все связующие отображения я® монотонны, то проек
ции я„: l i mS — тоже являются монотонными отображениями.

(Ь) (Э. Поль [1973]). Приведите пример обратных последо
вательностей 3  =  {Х£, я ‘} и S' =  {У;, я?} подпространств пло
скости и отображения {idjv, /г } из S в S', где я', ftj и f { — моно
тонные замкнутые отображения «на», таких, что lim {idw> /*} яв
ляется замкнутым, но не монотонным отображением «на».
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‘) Напомним, что выражение «метрика на пространстве X» следует по
нимать как «метрика на множестве X, порождающая топологию простран
ства X». — Прим. перев.
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Приведите пример обратной последовательности S =  {X£, я*} 
связных подпространств плоскости, в которой все связующие 
отображения я* являются монотонными отображениями «на», 
такой, что предел lim S не связен. Выведите отсюда, что суще
ствует обратная последовательность S =  {X., я*} связных про
странств, в которой все связующие отображения я j  монотонны 
и «на», такая, что некоторые проекции я*: Iim S ^X *  не моно
тонны.

(с) (Э. Поль [1973]). Докажите, что если все связующие 
отображения я * обратной последовательности S =  nj} связ
ных пространств являются наследственно факторными монотон
ными отображениями, то lim S —- связное пространство.

Выведите отсюда, что если все связующие отображения тс* 

обратной последовательности S =  я|} являются наследствен
но факторными монотонными отображениями, то проекции 
п (: l im S -> J (- тоже монотонны.

Пространства Урысона и семирегулярные пространства III
(см. задачи 1.7.7— 1.7.9 и 2.7.6)

6.3.17. Покажите, что если применить операцию, описанную 
в задаче 1.7.8(b), к пространству X в примере 6.1.6, то получится 
счетное семирегулярное пространство, ни у каких двух различ
ных точек которого нет окрестностей с непересекающимися за
мыканиями (см. задачу 1.7.8(d)).

Экстремально несвязные пространства и аксиомы отделимости

6.3.18. Убедитесь, что каждое экстремально несвязное хаус
дорфово пространство является урысоновым пространством и 
что каждое экстремально несвязное семирегулярное простран
ство является тихоновским пространством. Приведите пример 
экстремально несвязного хаусдорфова пространства, которое не 
семирегулярно, и пример экстремально несвязного тихоновского 
пространства, которое не нормально.

Проективные пространства и проективные резольвенты (абсо
люты)

6.3.19 (Глисон [1958],Рейнуотер [1959]). Мы называем ком
пакт Р проективным в классе компактов, если для любых ком
пактов X  и У, каждого непрерывного отображения g  компакта 
X  на компакт У и любого непрерывного отображения h: P ^ Y  
существует непрерывное отображение /: Р ^ Х Г такое, что
ш  =  h■
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(a) Покажите, что пространство проективно в классе ком
пактов в том и только том случае, если оно является ретрактом 
стоун-чеховской компактификации дискретного пространства.

Указание. Каждый компакт является непрерывным образом 
стоун-чеховской компактификации дискретного пространства.

(b) Докажите, что каждый компакт X является непрерывным 
образом некоторого проективного в классе компактов простран
ства А (X) при неприводимом отображении я*.

Проверьте, что если некоторое пространство Р и отображе
ние / обладают указанными выше свойствами пространства А (X) 
и отображения яд-, то найдется гомеоморфизм h : Л(Х)-»-Р, та
кой, что fh — пх. Пара (Л (X), я*) называется проективной ре
зольвентой или абсолютом пространства X.

Указание. Проверьте, что если непрерывное отображение / 
хаусдорфова пространства Уо в себя не является тождественным 
отображением, то найдется собственное замкнутое подмножество
У1 cz Уо, такое, что У1 U /—1 (Уi) =  Уо. Рассмотрите затем непре
рывное отображение какого-нибудь проективного пространства 
У на X и примените упр. 3.1.С(а).

(c) Покажите, что каждое неприводимое замкнутое отобра
жение хаусдорфова пространства на экстремально несвязное 
пространство является гомеоморфизмом.

(d) Докажите, что компакт проективен в классе компактов 
в том и только том случае, если он экстремально несвязен.

Указание. Убедитесь, что экстремальная несвязность сохра
няется ретракциями.

6.3.20 (Флаксмайер [1963], Илиадис [1963], Пономарёв
[1963]; для паракомпактов — Пономарёв [1962]). Скажем, что 
регулярное пространство Р проективно в классе регулярных про
странств, если для любых двух регулярных пространств X и У, 
каждого совершенного отображения g  пространства X на про
странство У и произвольного совершенного отображения h: 
P-+-Y  найдется непрерывное отображение f: Р-»-Х, такое, что 
gf =  h.

(a) Покажите, что каждое экстремально несвязное регуляр
ное пространство X проективно в классе регулярных про
странств.

Указание. Рассмотрите множество S ={(jc, р) е  X X Р- 
g(x)  =  h ( p ) } c z X y , P  и заметьте, применив теорему 3.7.7 и пред
ложение 3.7.10, что сужения на S  проекций произведения Х Х ^  
на X и Р являются совершенными отображениями. Примените 
затем упр. 3.1.С(а) и задачу 6.3.19(c).

(b) Пусть 0 ( Х )  — семейство всех открытых множеств регу
лярного пространства X. Рассмотрите семейство А (X) всех 
ультрафильтров в 0 { Х ) ,  сходящихся к точкам пространства X,
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и введите на А (X) топологию, взяв в качестве базы семейство 
всех множеств U» = {2 Г  е  А (X): U е  &~}, где U ^  (У (X) .

Заметьте, что A ( X ) \ U *  =  ( X \ U ) 4h и покажите, что .<4(Х)— 
экстремально несвязное регулярное пространство и что отобра
жение пх' Л(Х)->-Х, сопоставляющее произвольному ультра
фильтру ^ А  (Х) его предел в X, является неприводимым со
вершенным отображением.

Убедитесь, что если некоторое пространство Р и отображе
ние f обладают свойствами А{Х)  и пх, то найдется гомеомор
физм h: А{ Х) - ^Р,  такой, что fh =  nx. Пара (Л(Х),п;с) назы
вается проективной резольвентой или абсолютом простран
ства X.

(c) Заметьте, что для каждого тихоновского пространства X 
пара (рЛ(Х),П), где П: рЛ(Х)-»-рХ обозначает продолжение 
отображения я*: А (Х)-»-Х, является проективной резольвентой 
пространства рХ.

(d) Покажите, что каждое пространство Р, проективное в 
классе регулярных пространств, экстремально несвязно.

Указание. Рассмотрите А(Р) .
Замечание. Дальнейшую информацию об абсолютах можно 

найти в обзоре Вудса [1978].
Произведение piVXfMV не является экстремально несвязным
6.3.21 (Гиллман и Джерисон [I960]), (а) Покажите, что 

произведение рN  X  PN не экстремально несвязно.
Указание. Рассмотрите открытое множество {(/, г): i =  1, 

2, ...}c:pW X PW .
(b) Выведите из (а), что стоун-чеховская компактификация 

пространства N X , N  не гомеоморфна произведению |3N X  Р^ 
(см. упр. 3.6.D(b) и задачу 3.12.20(c)).

Пространства замкнутых множеств IV (см. задачи 2.7.20,
3.12.26, 4.5.22 и 8.5.16)

6.3.22. (а) (Вьеторис [1923], Майкл [1951]). Докажите, что 
если X  есть ^-пространство, то экспоненциальное пространство 
2х и пространство 2£ (X) всех непустых замкнутых компактных 
подмножеств пространства X связны в том и только том случае, 
если X связно. Приведите пример связного сепарабельного огра
ниченного метрического пространства (X, р), для которого про
странство (2х, ря) не связно.

Указание. Примените задачу 2.7.20(b).
(Ь) (Майкл [1951]). Покажите, что если пространство X 

нормально, то подпространство пространства 2х, состоящее из 
всех непустых замкнутых связных подмножеств пространства 
X, замкнуто. Отметьте, что предположение о нормальности су
щественно.
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Указание. Воспользуйтесь длинным отрезком.
(c) (Майкл [1951]). Покажите, что если X  есть ^-простран

ство, то пространство & ( Х )  локально связно в том и только 
том случае, если X  локально связно. Убедитесь, что 2я не ло
кально связно.

(d) (Майкл [1951]). Проверьте, что если X  есть ^ -п р о 
странство, то пространство 3£{Х)  нульмерно в том и только том 
случае, если X  нульмерно.

(e) Покажите, что если X  — нормальное пространство, то 
пространство 2х нульмерно в том и только том случае, если 
пространство X  сильно нульмерно.

(f) (Сигал [1959] для метризуемых континуумов). Пусть 
ЯГ (X) — подпространство пространства 2х, состоящее из всех 
непустых континуумов, содержащихся в X . Покажите, что 
если S  =  {Х0, я£, — обратный спектр хаусдорфовых прост

ранств, то §  =  { ^ ( Х СТ), я* 2}, где я£: Т  (Ха)<-&~ (Хр) опреде

лено правилом Яр(С) =  Яр(С), является обратным спектром, и 
что предел lim S  гомеоморфен пространству < r (lim S ).

Указание. См. задачу 3.12.26(f).

Веер Кнастера — Куратовского

6.3.23 (Кнастер и Куратовский [1921]). Пусть С — канторово 
множество на отрезке [0, 1 ] X  {0} c z R 2. Обозначим через Q мно
жество всех концевых точек интервалов, удаленных из отрезка 
[0, 1 ] X  {0} в процессе построения канторова множества, опи
санном в примере 3.1.28, и положим Р =  C \ Q .  Соединим каж
дую точку с е  С с точкой q =  (1 /2 , 1 /2 )^ R 2 отрезком Lc и обо
значим через Fc множество всех точек (х, y ) ^ L c, таких, что у  
рационально, если c g Q ,  и j/ иррационально, если с ^ Р .  П од
пространство F =  U Fc плоскости называется веером Кнасте-

с s= С
ра — Куратовского-

(а) Докажите, что пространство F связно и пунктиформно.
Указание. Пусть ги г2, . . .  — последовательность всех рацио

нальных чисел отрезка [0, 1/2] и Pi Cz R2— горизонтальная пря
мая у  =  п. Предположим, что F =  ( FЛ Л )и(?П В),  где множе
ства А и В замкнуты в R2, F ( ]А( ] В =  0  и q ^ A .  Рассмотрите 
множества Ki =  { с е  С: А Л В Л Lc Л Pi Ф  0 } -  Проверьте, что

оо

Kt — Ki  при i — 1, 2, ... и {] K i < =  Р.  Покажите, что Fc Л В =  0
i= 1ОО

для каждой точки с е  Р \  (J Ki,  и, воспользовавшись теоремой
t=i

Бзра о категории, выведите, что F Л В =  0 .
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(b) Докажите, что пространство наследственно не
связно, но не вполне несвязно.

Вокруг примера Эрдёша
6.3.24. (а) Пусть X — пространство, рассмотренное в при

мере 6.2.19. Заметьте, что, поставив в соответствие произвольной 
точке х == {^} е !  ту же точку х — { x t} Q*4 м ы  получаем 
непрерывное отображение; выведите отсюда, что существует 
непрерывное инъективное отображение /: Х - + С  пространства X 
в канторово множество С, такое, что f{x0) =  0. Определим ото
бражение g : Х - > 1 2у положив

Покажите, что пространство Х\ =  g(X)U {(0, 1/2)} с:1 2 наслед
ственно несвязно, но не вполне несвязно и что пространство 
X 2 =  g(X)U {(0, 1)} с : /2 связно и пунктиформно.

Указание. Заметьте, что существует непрерывное взаимно 
однозначное отображение пространства g(X)  на пространство 
f ( X ) a  С и что если для какого-нибудь открыто-замкнутого мно
жества A c z X  множество {||лс||: х ^ А }  ограничено, то А — 0 .

(Ь) (Робертс [1956]). Докажите, что отображение g  в (а) 
является гомеоморфным вложением.

Указание. Докажите, что последовательность х \  х2, . . .  в про
странстве X ,  где x k =  {xi},  сходится к точке х =  {jc*} в т о м  
и только том случае, если последовательность \\xk\\ сходится 
к ||х|| и последовательность х\, х2г  . . .  сходится к хь при i = l >

(с) Приведите примеры метризуемых полной метрикой про
странств У, Y\y Y%<^I2 со следующими свойствами: У вполне 
несвязно, но не нульмерно, Yi наследственно несвязно, но не 
является вполне несвязным, и Y% связно и пунктиформно.

Указание. Рассмотрите подпространство гильбертова про
странства Я, состоящее из всех последовательностей иррацио
нальных чисел; рассуждайте так же, как в (а) и (Ь).

Замечание. Первый пример связного и пунктиформного се
парабельного метрического пространства был построен Серпин- 
ским в [1920]. Пространство с этими свойствами, которое, сверх 
того, метризуемо полной метрикой, было описано Мазуркевичем 
в [1920]. Первый пример сепарабельного метрического про
странства, которое наследственно несвязно, но не вполне не
связно, был приведен Серпинским в [1921]; построенное им 
пространство, кроме того, метризуемо полной метрикой.

при X — {Xi).

2t ... .



Обратная последовательность сильно нульмерных про
странств, предел которой не сильно нульмерен

6.3.25. Покажите, что предел обратной последовательности 
сильно нульмерных пространств может не быть сильно нуль
мерным пространством.

Указание. Применив задачу 3.12.23(c), определите в D 
последовательность подпространств Xi гэ Х2 • •., такую, что

оо

РХ2 =  ДМ1 при г '= 1 , 2, . . .  и П гомеоморфно пространству
Y из примера 6.2.20.
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Глава 7

РАЗМЕРНОСТЬ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ 

ПРОСТРАНСТВ

В этой главе, обобщая понятие размерности евклидовых про
странств, мы припишем определенным топологическим про
странствам неотрицательное целое число — размерность этого 
пространства. Кроме того, пустому пространству будет припи
сано число —1, а «бесконечномерным» пространствам будет 
сопоставлен символ оо. Такое соответствие будет установлено 
тремя различными способами; топологическому пространству X 
будет сопоставлено три числа: indX, IndX и dimX, каждое из 
которых обладает свойствами размерности. Областями, в кото
рых естественно изучать ind, Ind и dim, служат соответственно 
классы регулярных пространств, нормальных пространств и 
тихоновских пространств. При рассмотрении в более широких 
классах пространств у названных размерностных функций раз
виваются патологические свойства.

Теория размерности не является частью классического курса 
общей топологии. Главная причина этого в том, что развитая 
первоначально для метризуемых компактов и распространен
ная затем на сепарабельные метризуемые пространства теория 
размерности только частично обобщается на топологические 
Пространства. Более того, фундаментальная теорема теории раз
мерности для сепарабельных метризуемых пространств, которая 
утверждает, что ind, Ind и dim совпадают, не выполняется ни 
в классе всех метризуемых пространств, ни в классе всех ком
пактов. Таким образом, для общих пространств мы имеем три 
теории размерности вместо одной, каждая из которых несколько 
беднее1) и менее гармонична, чем теория размерности сепара
бельных метризуемых пространств. Однако все эти теории сей
час развиты достаточно для того, чтобы быть включенными 
в книгу по общей топологии. Читатель увидит, что они содержат 
много интересных теорем и проливают свет на классическую 
теорию размерности.

!) Не совсем ясно, следует ли согласиться с этой оценкой: теории раз* 
мерности общих пространств беднее едиными общими теоремами, но богаче
контрпримерами и специальными теоремами, представляющими немалый 
интерес. — Прим. перев.
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Эта глава тесно связана с § 6.2, в котором, как читатель 
теперь увидит, мы развили часть теории размерности: теорию 
размерности нуль. Связи с другими главами слабее. Хотя мы 
используем многие предшествующие результаты, рассмотренные 
здесь задачи и развитые методы имеют свой особый характер. 
Следующая глава не зависит от этой. Данная глава предназна
чается главным образом тем читателям, которые знакомы с 
классической теорией размерности сепарабельных метризуемых 
пространств. Читатели, которые интересуются только основными 
понятиями и результатами общей топологии, могут ее про
пустить.

Параграф 7.1 открывается определениями ind, Ind и dim 
и некоторыми немедленными следствиями этих определений. 
Затем мы доказываем две вспомогательные теоремы о разду
тиях и ужатиях покрытий, которые играют ключевую роль в тео
рии размерности в смысле покрытий (dim). В частности, из 
этих теорем мы выводим, что в классе нормальных пространств 
определение размерности в смысле покрытий можно сформули
ровать проще. Параграф завершают доказательства того, что 
Ind(5X =IndX  и dim{5X=dimX, но, вообще говоря, ind $Х Ф  
Ф  indX.

В § 7.2 изучается размерность в смысле покрытий (dim). 
Мы начинаем с двух «теорем о сумме», утверждающих, что если 
нормальное пространство можно представить в виде объедине
ния счетного или локально конечного семейства замкнутых 
подпространств размерности то размерность этого про
странства тоже ^ п. Лемма, которая нужна для теоремы 
о локально конечной сумме, влечет за собой важную характе
ристику размерности в смысле покрытий в классе нормальных 
пространств. Эта характеристика применяется в следующем 
параграфе. В § 7.2 мы доказываем также, что dim X ^  ind X 
для каждого линделёфова пространства X и dim X ^  Ind X для 
каждого нормального пространства X. В заключительной части 
параграфа размерность dim характеризуется в терминах пере
городок.

Последний параграф посвящен теории размерности метри
зуемых пространств. Сначала размерность в смысле покрытий 
метрических пространств характеризуется в терминах специаль
ных последовательностей покрытий, а затем доказывается фун
даментальная теорема Катетова — Мориты, утверждающая, что 
I n d X = d i m X  для любого метризуемого пространства X. По
следняя теорема вместе с результатами § 7.2 показывает, что 
ind X =  IndX =  dim X для каждого сепарабельного метризуе
мого пространства X . Затем мы устанавливаем две характери
стики размерности Ind метризуемых пространств, одна из ко
торых формулируется в терминах специальных баз, а другая —
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в терминах разбиений на подпространства размерности нуль. 
Эти характеристики приводят к теореме о сумме и теореме 
о размерности произведений. В доказательствах всех упомяну
тых выше теорем применяется теорема Катетова — Мориты; в 
упр. 7.3.С(а) намечено, как можно обойтись без этого довольно 
трудного результата. Параграф завершается теоремой о раз
мерности евклидовых пространств, которая говорит, что 
i n d =  l n d Rn =  dim/?" =  п. Эта теорема, доказательство ко
торой требует более глубокого проникновения в строение евкли
довых пространств, выводится здесь из теоремы Брауэра о не
подвижной точке.

Чтобы достичь замкнутости изложения, доказательство тео
ремы Брауэра о неподвижной точке приведено в приложении 
к § 7.3.

7.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 
РАЗМЕРНОСТЕЙ ind, Ind и dim

Пусть X — регулярное пространство и п — неотрицательное 
целое число; положим тогда
(MU1) i n d X ~ — I в том и только том случае, если Х — 0 . 
(MU2) indХ ^ п ,  если для каждой точки x g A '  и каждой ее 

окрестности V существует открытое множество U cz Х> 
такое, что

x ^ U c z V  и i n d F r C / ^ n  — 1.

(MU3) indX  =  п, если ind Х ^ п  и неравенство ind X ^  п — 1 не 
выполняется.

(MU4) i ndX=oo ,  если неравенство i n d X ^ n  не выполняется 
ни для какого п.

Условия (MU1) — (MU4) сопоставляют каждому регуляр
ному пространству X число indX, являющееся либо целым чис
лом ^  — 1, либо «бесконечным числом» оо. Число indX назы
вается размерностью Менгера — Урысона или малой индуктив
ной размерностью пространства X. Легко проверяется, что если 
пространства X и У гомеоморфны, то indX =  ind У.

В силу регулярности X , можно предполагать, что множество 
U в (MU2) удовлетворяет более сильному условию Uc z V .  Та
ким образом, неравенство ind X ^  п ^  0 означает, что каждую 
точку х е Х  можно отделить от произвольного не содержащего 
ее замкнутого множества F посредством некоторого множества 
размерности ^ п — 1.

Из определения размерности Менгера—Урысона сразу сле
дует, что indX  в том и только том случае, если суще
ствует база $  пространства X , такая, что indFr{7 ^  п — 1 для

36 Зак. 697
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всех U е  В частности, ind X =  0 в том и только том случае, 
если пространство X  нульмерно в смысле § 6.2.

Чтобы упростить формулировки некоторых доказываемых 
дальше результатов, будем предполагать, что соотношения 
n sc: оо и п +  оо =  оо +  п =  оо выполняются при каждом це
лом п.

Так как регулярность — наследственное свойство, то если 
размерность ind определена для некоторого пространства X, то 
она определена и для каждого подпространства М а Х .

7.1.1. Теорема. Для каждого подпространства М регулярного 
пространства X выполняется неравенство ind М <  ind X.

Доказательство. Ясно, что это неравенство выполняется, если 
indX = —1 и если i n d X = o o .  Предположим, что наше нера
венство доказано для всех пространств X, таких, что ind X ^  

— 1. Рассмотрим регулярное пространство X, для которого 
ind X  =  п, любое подпространство М сг X, точку х е  М и про
извольную окрестность V точки х в М. Пусть V\ — любое от
крытое в X множество, такое, что V =  М П V\. Так как indX ^  
^ п ,  найдется открытое множество U i d X ,  для которого
(1) x ^ U i d V i  и i n d F r t / i ^ r t  — 1.
Множество U =  М f) U\ является окрестностью точки х в М, 
а его граница Fr £/ =  Л1П П fl t/1 в М является под
пространством границы множества U\ в X. Следовательно, в 
силу (1) и индуктивного предположения, i n d M ^ /г, и доказа
тельство завершено. I

Пусть X — нормальное пространство и п — неотрицательное 
целое число; положим
(ВС1) IndX = —1 в том и только том случае, если Х =  0 .  
(ВС2) Ind Х ^ п ,  если для каждого замкнутого множества 

А с = Х  и произвольного открытого множества V а  X, со
держащего А, найдется открытое множество U czX,  такое, 
что

Л с У с У  и I n d F r t / < r t — 1.
(ВСЗ) IndX =  n, если I n d X ^ /г и неравенство I n d X ^ n — 1 

не выполняется.
(ВС4) IndX =  оо, если неравенство IndХ ^ п  не выполняется 

ни для какого п.
Условия (ВС1) — (ВС4) сопоставляют каждому нормальному 

пространству X число IndX, являющееся либо целым числом 
^ —1, либо «бесконечным числом» оо. Число IndX называется 
размерностью Брауэра— Чеха или большой индуктивной раз» 
мерностью пространства X. Легко проверяется, что если про
странства X и У гомеоморфны, то Ind X =  Ind Y.
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В силу нормальности X, можно предполагать, что множество 
U в (ВС2) удовлетворяет более сильному условию О <zzV. Та
ким образом, неравенство I n d X ^ n ^ O  означает, что любые 
два непересекающихся замкнутых в X множества А и В могут 
быть отделены множеством размерности — 1.

Теорема 6.2.4 показывает, что если пространство X нор
мально, то Ind X =  0 в том и только том случае, если простран
ство X сильно нульмерно в смысле § 6.2.

Читатель легко докажет по индукции следующую теорему, 
которой оправдываются названия малая и большая индуктив
ная размерность.

7.1.2. Теорема. Если пространство X нормально, то ind X ^  
=gl Ind X. I

Так как нормальность не является наследственным свой
ством (см. пример 2.3.36), может случиться, что размерность 
Ind определена для пространства X, но не определена для не
которого подпространства M c z X .  Однако теорема 2.1.6 пока
зывает, что если IndX определена, то IndAf определена для 
каждого замкнутого подпространства M c z X .  Доказательство 
следующей теоремы, аналогичное доказательству теоремы 7.1.1, 
предоставляется читателю.

7.1.3. Теорема. Для каждого замкнутого подпространства М 
нормального пространства X выполняется неравенство Ind М ̂  
s=:IndX. I

Из заключительной части примера 6.2.20 следует, что по
следняя теорема перестает быть верной, если предположение
о замкнутости подпространства Af в X заменить более слабым 
предположением, что пространство М нормально, т. е. что раз
мерность Ind М определена.

В определение размерности в смысле покрытий входит по
нятие порядка покрытия. Под порядком семейства st- подмно
жеств множества X мы понимаем наибольшее целое число п, 
такое, что семейство содержит п +  1 множеств с непустым 
пересечением, или «бесконечное число» оо, если такого целого 
числа не существует. Таким образом, если порядок семейства 
•S# =  {.i4s}s(=s равен л, то для любых п +  2 различных индексов
Si, s2........ sn+2e S  имеет место соотношение ЛЯ1ГМ42П . . .  П
П ^ „ +2 == 0 .  В частности, непустое семейство порядка —1 со
стоит лишь из пустого множества, а семейство порядка 0 
состоит из попарно непересекающихся множеств, не все из ко
торых пусты. Порядок семейства обозначается через ords&.

Пусть X — тихоновское пространство и п — целое число 
^  — 1. Положим

36*
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(CL1) dim X ^ t i y  если в каждое конечное функционально откры
тое покрытие пространства X можно вписать конечное 
функционально открытое покрытие порядка ^  п .

(CL2) dim Х — п, если d i m X ^ n  и неравенство d i m X ^ n — 1 
не выполняется.

(CL3) d i mX=oo ,  е с т  неравенство d i m J ^ /г не выполняется 
ни при каком п .

Условия (CL1) — (CL3) приписывают каждому тихоновскому 
пространству X  число dimX, являющееся либо целым числом 
^ —1, либо «бесконечным числом» оо. Число d i m j  называется 
размерностью Чеха — Л ебега  или размерностью в смысле по
крытий пространства X. Ясно, что если пространства X  и У 
гомеоморфны, то di mX  =  dim У.

Из определения размерности в смысле покрытий сразу сле
дует, что dim X =  —1 в том и только том случае, если X =  0 ,  
и d i mX=0  в том и только том случае, если пространство X  
сильно нульмерно.

Свойство быть тихоновским пространством наследственно, 
поэтому если размерность dim для некоторого пространства X  
определена, то она определена и для каждого подпространства 
М czX  Чтобы доказать аналоги теорем 7.1.1 и 7.1.3 для раз
мерности в смысле покрытий, потребуются некоторые свойства 
функционально замкнутых и функционально открытых мно
жеств. Две теоремы о функционально замкнутых и функцио
нально открытых множествах, которые мы сейчас докажем, бу
дут часто применяться в дальнейшем. Аналогичные теоремы 
для нормальных пространств (формулируемые в скобках) 
имеют место для всех замкнутых и всех открытых множеств. 

Раздутием семейства подмножеств пространства X
называется любое такое семейство {Bs}s ^ s подмножеств этого
пространства, что A s с  B s при всех s e S  и, каково бы ни было 
конечное множество индексов Si, s2> . . . ,  5mE S ,  выполняется 
следующее условие:
ASl ПЛ52П ПASm=  0  в том и только том случае,

если BSl П BS2 П ■ • • П BSm =  0

7.1.4. Теорема. Для  каждого конечного семейства ф унк
ционально замкнутых (замкнутых) множеств топологического 
(нормального) пространства X существует раздутие {£/*}^=1 
этого семейства, состоящее из функционально открытых мно
жеств■. Если , кроме того, дано некоторое семейство { V ^ ^ ф у н к 
ционально открытых (открытых) множеств в X и F i d  Vi при



i =  1, 2........ k, то раздутие можно выбрать так, чтобы было
U id  Vi при i =  1, 2, . . . ,  k.

Доказательство. Объединение Si всех пересечений Z7,-, f) Fti f|
• •• П^/т . удовлетворяющих условию Л/7/, П^«2Л ••• П /7гт= 0 ,  
является функционально замкнутым (замкнутым) множеством, 
не пересекающимся с Fi. Следовательно, по теореме 1.5.13 (по 
лемме Урысона) существует непрерывная функция ft: Х->1,  
такая, что

ЫЛ)<={0} и / , ( 5 , ) с {  1>.

Как легко видеть, семейство {К\, F2, F3, . . . ,  Fk), где К\ =  
=  /Г‘([0, 1/2]), является раздутием семейства

Предположим теперь, что при каждом i =  1, 2, j опре
делена непрерывная функция fr. Х-*~1 таким образом, что 
f , {Fi ) c z { 0} и семейство {Ки К2, . . . .  К/, Fi+U ■ ■■, Fk}, где 
/Сг =  /Г1 ([0, 1/2]), является раздутием семейства Объ
единение Sj+i всех тех пересечений элементов семейства {/Сь 
К2, . . . ,  К{, Fj+] . . . ,  Fk}, которые не пересекаются с F,-+u 
является функционально замкнутым (замкнутым) множеством, 
не пересекающимся с Fi+i. Следовательно, существует непре
рывная функция //+ь X - + I ,  такая, что

f/+i(F/+I)c:{0} и f/+i (S/+1) с: {1}.
Как легко видеть, семейство {К\, К2, •••> K/+i, F,-+2, . . . , F k}, 
где К i+i =  ff+i (f0, 1/2]), является раздутием семейства {Ft}i=r  

Таким образом, можно предположить, что для каж
дого i ^  k определена непрерывная функция fr. X - + I  та
ким образом, что ft(Fi) сг {0} и семейство где Ki — 
/Г '([0, 1/2]), является раздутием семейства {F,}.=1. Легко 
видеть, что семейство {Ui}ki=v где f/; =  / 2- l ([0> 1/2))> удовлетво
ряет требованиям первой части теоремы.

Для доказательства второй части надо заменить множества 
Ui множествами 1/2)), где gr. Х-*~1 — какая-нибудь не
прерывная функция, удовлетворяющая условиям

gi(Fi)cz {0} и g i ( X \ ( U i ( ] V i ) ) c : { l } .  Ш

Ужатием покрытия {A,}S(_ s пространства X  называется лю
бое покрытие {Bs}seS этого пространства, такое, что Bs d A s
при всех s e S .  Ясно, что порядок произвольного ужатия по
крытия не превосходит ord s&.
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7.1.5. Теорема. Каждое конечное функционально открытое (от
крытое) покрытие {{/(}*=1 топологического (нормального) про
странства X обладает ужатиями {Ft} ki={ и { Wt}ki=l, функцио
нально замкнутым и функционально открытым соответственно 
и такими, что Fi cz Wi с= Wi cz Ut при i =  1,2....... k.

Доказательство. Семейство {X состоит из функцио
нально замкнутых (замкнутых) множеств, и пересечение всех 
элементов этого семейства пусто. По теореме 7.1.4, данное се
мейство обладает раздутием { I с о с т о я щ и м  из функцио
нально открытых множеств. Семейство где Fi =  X \ V i ,  
является функционально замкнутым ужатием семейства {£/*}£„г
Существование множеств Wi следует из теоремы 1.5.13 (из 
леммы Урысона). I

Заметим, что вариант последней теоремы, относящийся 
к нормальным пространствам, следует также из теоремы 1.5.18 
и леммы Урысона.

Из теорем о раздутиях и ужатиях мы выведем некоторые 
полезные характеристики размерности в смысле покрытий.

7.1.6. Теорема. Д ля каждого тихоновского пространства X сле
дующие условия равносильны:

(i) dimX sg: п.
(ii) Каждое конечное функционально открытое покрытие 

пространства X обладает функционально открытым ужатием 
порядка s^.n.

(iii) Каждое конечное функционально открытое покрытие 
пространства X обладает функционально замкнутым ужатием 
порядка s^n.

(iv) В каждое конечное функционально открытое покрытие 
пространства X можно вписать конечное функционально замк
нутое покрытие порядка ^ п.

Доказательство. Пусть {U i}\=x — произвольное функциональ
но открытое покрытие тихоновского пространства X, удовлетво
ряющего условию dim X ^  п. Возьмем вписанное в него конеч
ное функционально открытое покрытие порядка и 
для каждого / ^  m выберем i (/) ^  k так, чтобы было Vjcz  11щ). 
Семейство {Fi}*=1, где Wi =  U{V7/: i ( j ) = i } ,  является функцио
нально открытым ужатием покрытия и его порядок <:п.
Значит, (i)=>(ii). Импликация (ii)=^(iii) вытекает из тео
ремы 7.1.5, импликация (iii) (iv) очевидна, а импликация
(iv)=>(i) является следствием теоремы 7.1.4. I
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В классе нормальных пространств все условия последней 
теоремы можно сформулировать проще; из теорем 7.1.4—7.1.6 
вытекает
7.1.7. Теорема. Д ля каждого нормального пространства X сле
дующ ие условия равносильны :

(i) d im X s^ tt.
(ii) В каждое конечное открытое покрытие пространства X  

можно вписать конечное открытое покрытие порядка  ^ п .
(iii) Каждое конечное открытое покрытие пространства X 

обладает открытым ужатием порядка ^ п .
(iv) Каждое конечное открытое покрытие пространства X 

обладает замкнутым ужатием порядка ^ п.
(v) В каждое конечное открытое покрытие пространства X  

можно вписать конечное замкнутое покрытие порядка ^ п .  |

7.1.8. Теорема. Если подпространство М тихоновского простран
ства X обладает тем свойством, что каждая непрерывная функ
ция f: М - * 1  продолжается непрерывно на X , то dimAl ^  di mX.

В частности, для каждого замкнутого подпространства М 
нормального пространства X имеет место неравенство dim М ^  
s^dim X.

Доказательство. Пусть X  — тихоновское пространство, для 
которого dim X  ^  п> и М  — подпространство пространства X , 
удовлетворяющее условию теоремы. Рассмотрим произвольное 
функционально открытое покрытие пространства М.
Применив теорему 7.1.5, возьмем функционально замкнутое 
ужатие {Fi} f*s=l рассматриваемого покрытия. По теореме 1.5.13, 
при i =  1, 2, . . . ,  k найдутся непрерывные функции fr. М ^-1, 
такие, что
(2) f i ( M \ U i ) ^ {  0} и М^)<={1}.

Пусть f t-: X - + I  — продолжение функции fi на X. Мно-

жества /Г1 ((1/2, 1]), Р  ({Щ,  1])........ /V ((1/2, 1]), П ^ ( [О , 1))

составляют конечное функционально открытое покрытие зФ про
странства X . Из (2) следует, что

k
(3) М Л /Г1 ((1/2, 1]) с  ^  при г = 1 , 2 ,  . . . , Ь М П  П /Г1 ([0, 1 ))= 0 .

г =  1

Так как dim X ^ L n ,  в покрытие можно вписать конечное 
функционально открытое покрытие такое, что ord $ ^ * п .  
Из (3) вытекает, что пересечения элементов семейства $  с М 
образуют конечное функционально открытое покрытие про
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странства М, вписанное в покрытие {U^ki=v Ясно, что порядок 
этого вписанного покрытия ^ п  и, таким образом, dimM ^  ti. ■

Из заключительной части примера 6.2.20 следует, что по
следняя теорема не распространяется на произвольные подпро
странства М а Х .

Читатель, несомненно, заметил, что некоторые теоремы этого 
параграфа обобщают на более высокие размерности ряд тео
рем, доказанных в § 6.2 для размерности нуль: теоремы 7.1.1,
7.1.3 и 7.1.8 обобщают теорему 6.2.11, теорема 7.1.2 является 
обобщением теоремы 6.2.6, а теорема 7.1.7 обобщает тео
рему 6.2.5. Наша следующая теорема является обобщением тео
ремы 6.2.13; доказательство ее предоставляется читателю.

7.1.9. Теорема. Сумма X =  ф  Xs удовлетворяет условию
s e S

i n d X ^ n  ( I n d X ^ n ,  dimX ^  n) в том и только том случае, 
если i nd -Xs^n  (IndXs ^ n ,  dimXs ^Cn) при всех s e S ,  I

Воспользовавшись определениями размерностных функций 
ind, Ind и dim, можно переформулировать теоремы 6.2.5, 6.2.7 
и 6.2.9 следующим образом:

7.1.10. Теорема. Для каждого нормального пространства X ус
ловия Ind X =  0 и dim X =  0 равносильны. I

7.1.11. Теорема. Для каждого линделёфова пространства X 
условия indX =  0, IndX =  0 и dimX =  0 равносильны. I

7.1.12. Теорема. Для каждого непустого локально компактного 
паракомпакта X условия ind X  =  0, Ind X  =  0 и dim X  =  0 рав
носильны наследственной несвязности X. I

Заметим, что теоремы 7.1.10 и 7.1.11 на более высокие раз
мерности не обобщаются. Действительно, существует компакт X, 
для которого ind X =  Ind X =  2, но dim X =  1 (см. задачу 7.4.5). 
Существует также компакт X, для которого ind X — dim X =  2, 
но Ind X =  3. Однако последнее пространство устроено очень 
сложно, и в этой книге оно описано не будет (см. тео
рему 7.2.8).

Мы завершаем этот параграф двумя теоремами, утверждаю
щими, что IndрХ =  IndX и d impX=dimX,  и обобщающими, 
таким образом, теорему 6.2.12. В доказательствах обеих теорем 
применяется некоторый оператор продолжения открытых в X 
множеств до открытых множеств в РХ. Основные свойства этого 
оператора, обозначаемого через Ех, устанавливаются в двух 
леммах. До конца доказательства теоремы 7.2.17 чертой будет 
обозначаться замыкание в рХ. Замыкание множества Л в X 
записывается как ХП Л.



Для каждого открытого множества V тихоновского про
странства X множество

Е х ^  =  рГч(Тч£Г)
открыто в рХ Так как

X ( ] E x U  =  X \  ( X \ U )  =  Х \ [ Х ( ]  (Г \Т 7 )] =  и

и так как для каждого открытого множества V cz рХ, такого, 
что X П V =  Uу имеют место соотношения

Х \ и  =  Х \ ( Х  п V) =  Y \ V  cz $Х \  V cz pZ \  V,
т. e.

V c z p X \ ( X \ U ) = E x  U,

множество Ex U является наибольшим открытым множеством 
пространства pZ, пересечение которого с X  равно U. Ясно, что
1x17 сг £7.
7.1.13. Лемма. Дл я  любых двух  открытых множеств Uy V тихо
новского пространства X выполняются условия

Ex (U П V) =  Ex U П Ex V и Ех (£/ U V) => Ex U U Ex V.

Если , кроме того, множества £/, V функционально открыты или 
пространство X нормально, то

Ех (/7 U V) =  Ex U Ex V.

Доказательство. Первые две формулы теоремы непосред
ственно вытекают из определения оператора Ex. Следовательно, 
достаточно доказать, что если множества U, V функционально 
открыты или пространство X  нормально, то
(4) Ех (£/ U У) с: Ех £/ U Ех У.

Полагая А — X \ U  и В — X \ V 9 заменяем формулу (4) рав
носильным включением
(5) A ( ) B czAT\B.

Возьмем любую точку х е Л П 5  и произвольную ее окрест
ность G cz рХ Пусть F — какое-нибудь функционально замкну
тое в &Х множество, для которого х е  Int F cz F cz G. Имеем

*<= A f l in t  F cz A f |F  и *<= В f l in t /7 cz 5  Н а
значит, в силу следствия 3.6.2, множес!ва A [ \ F  и B { \ F  не 
вполне отделены в X. Так как A [ \ F  и B{ } F  — либо функцио
нально замкнутые множества, либо замкнутые подмножества
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нормального пространства, то
0 =^(4nP)n(snF)==MnS)nFcMnS)nG.

Множество G является произвольной окрестностью точки х; 
поэтому х е  A f) В. Следовательно, включение (5) установ
лено. I
7.1.14. Лемма. Для каждого открытого множества U нормаль
ного пространства X выполняется равенство

Fr Ex U =  W U ,
где Fr U — граница множества U в пространстве X, a Fr Еx U  — 
граница множества Ex U в пространстве рХ.

Доказательство. Отметим сначала, что
(6) рх \  Ех{Х \  U) = Х  \  (X \  U) =  U =  U.

Применяя (6) и последнюю формулу леммы 7.1.13, получаем 
Fr Ex U =  Ех77 \  Ех £/ =  t7 \  Ex =  РХ \  [Ex (X \  U) U Ex U] =

=  Р Х \ Е х [{X \ й ) и Щ  =  Х \  [(X \ U) \ J U }  =  F iU . I
7.1.15. Теорема. Если пространство X нормально, то IndpX =  
=  Ind X.

Доказательство. Докажем сначала, что IndX ^  Ind рх. Ясно, 
что это неравенство выполняется, если Ind рХ =  —1 и если 
Ind рХ =  с е .  Предположим, что рассматриваемое неравенство 
уже доказано для всех нормальных пространств, большая ин
дуктивная размерность стоун-чеховских компактификаций ко
торых — 1. Рассмотрим произвольное нормальное простран
ство X, такое, что Ind рХ ^  п, замкнутое множество Л с: X и от
крытое множество Vc z X ,  содержащее Л. В силу следствия 3.6.4, 
замыкания множеств Л и Х \У  в рХ не пересекаются, поэтому 
существует открытое множество W с= рХ, для которого
(7) Л с= Г с  P X \ X V K  и I n d F r t F < n - l .  
Пересечение U =  X f] W открыто в X и

Л сг U =  X  Л W cz X \  X W  =  V.

Граница Fr U множества U в пространстве X содержится в ХЛ 
Л Fr значит, Fr U cz Fr W и I n d F r t / ^ n — 1 в силу тео
ремы 7.1.3 и второй из формул (7). Применяя следствие 3.6.8 
и индуктивное предположение, мы заключаем, что Ind Fr U ^  
^  п — 1. Следовательно, IndXs^n ,  и неравенство I n d X ^  

Ind рХ установлено.
Докажем теперь, что Ind рХ ^  Ind X. Ясно, что это неравен

ство выполняется, если IndX =  —1 и если I n d X = o o .  Пред
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положим, что рассматриваемое неравенство доказано для всех 
нормальных пространств, большая индуктивная размерность 
которых ^С/г— 1, и рассмотрим произвольное нормальное про
странство X, для которого Ind X ^  п. Пусть А — любое замкну
тое множество в рХ и V cz РХ — любое открытое множество, со
держащее А. Возьмем открытые множества G, Н а  рх, для ко
торых
(8) Л с й с С с Я с Я с ^ ,

Так как I n d Z ^ /г, существует открытое множество U czX,  та
кое, что
(9) X H G c z U  а Х П Н  и I n d F r t / < « - l ,

где Fr U — граница множества U в пространстве X.
Из формул (8) и (9) вместе с леммой 7.1.13 получаем

Л с= G с  Ех (ДГ П G ) d E x U  c z E x { X ( ] H ) d H c z V .
Воспользовавшись последней формулой, второй из формул (9), 
леммой 7.1.14, следствием 3.6.8 и индуктивным предположением, 
мы заключаем, что

A c z E x U d V  и Ind Ft Ex U — 1.
Следовательно, Ind рХ п, и неравенство Ind $Х Ind X уста
новлено. I

Последняя теорема вместе со следствием 3.6.7 дает
7.1.16. Следствие. Для каждого нормального пространства X и 
любого всюду плотного в нем нормального подпространства 
М а Х ,  обладающего тем свойством, что каждая непрерывная 
функция f: M -+-I непрерывно продолжается на X, имеет место 
равенство Ind М — Ind X.

Иными словами, для каждого нормального пространства У 
и любого нормального подпространства Т cz$Y , содержащего У, 
имеем Ind У =  Ind Т. ■
7.1.17. Теорема. Для каждого тихоновского пространства имеет 
место равенство dim $Х =  dimX.

Доказательство. Из теорем 3.6.1 и 7.1.8 следует, что dim X 
^  dim $Х; таким образом, достаточно доказать, что если 
dimX ^  п, то dim рх п.

Пусть X — произвольное тихоновское пространство, для ко
торого dirnXsgCn. Рассмотрим любое конечное открытое покры
тие {Ui}ki=l пространства рХ. По теореме 7.1.5, найдется функ
ционально открытое ужатие {W(}*=1 покрытия {С/,}*=1, такое, что
(10) W i d U i  при i =  1 , 2 , . . . ,  /г.
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Для покрытия {X П Wi}ki=l пространства X существует функ
ционально открытое ужатие { V ^ t^x порядка ^ п . Формула (10) 
показывает, что _

E x V t d V i ^ W i ^ U i ,

Следовательно, по лемме 7.1.13, семейство {Еx V i} k{=sV является 
открытым ужатием покрытия {Ui) i={ пространства рХ. Так как 
порядок этого ужатия ^ п , имеем dimpX ^  п. 1

Последняя теорема вместе со следствием 3.6.7 дает
7.1.18. Следствие. Если X  — тихоновское пространство и подпро
странство A i d  всю ду плотно в X и обладает тем свойством, 
что каждая непрерывная функция f: М - ^ I  непрерывно продол
жается на X , то dimAf =  dimX

Иными словами, для каждого тихоновского пространства У 
и лю бого подпространства Т cz ру, содержащего У, имеем 
dim У =  dim Т. I

Напомним читателю в связи с теоремами 7.1.15 и 7.1.17, что 
для пространства У в примере 6.2.20 выполняются соотношения 
indy =  0 и ind рУ >  0.
7.1.19. Примеры. Для каждой точки х вещественной прямой R 
или окружности S 1 и произвольной окрестности V точки х най
дется окрестность U этой точки, такая, что U cz V и граница 
Fr U состоит из двух точек. Значит, ind# ^  1 и indS1 ^  1. Так 
как I n d / > 0  по теореме 6.2.18, из теоремы 7.1.1 следует, что 
ind# == indS1 =  ind/ =  1.

Для каждой точки х евклидова /г-пространства R n или /г-сфе
ры S n и любой окрестности V точки х найдется окрестность U 
этой точки, такая, что U cz V и граница Fr U гомеоморфна S'*-1. 
Следовательно, как легко доказывается по индукции,

i nd#rt^ n ,  i n d S " ^ f x  и ind In ^ n
для всех натуральных чисел п.

Малая индуктивная размерность пространств R n, S n и 1п, так 
же как большая индуктивная размерность и размерность в 
смысле покрытий этих пространств, в действительности равна п. 
Доказательство этого факта гораздо труднее осуществленных 
выше оценок; оно будет приведено в § 7.3. I
7.1.20. Пример. Пусть У и У* — пространства, определенные в 
примере 6.2.20. Мы уже знаем, что indy =  0, Ind У >  0 и 
dim У >  0. Из следствий 7.1.16 и 7.1.18 вытекают равенства 
Ind У =  Ind У* и dim У =  dim У*. Покажем теперь, что Ind У* ^  1.

Пусть Л cz У* — произвольное замкнутое множество и V cz 
cz У* — открытое множество, содержащее Л. Возьмем на отрезке
I какое-нибудь открытое множество G, которое является конеч
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ным объединением непересекающихся открытых интервалов и 
удовлетворяет условию

А П ( Ы  X I )  a  W  X G cz V П (W  X /).
Воспользовавшись тем, что пространства I \ G  и G обладают 
счетной базой, мы легко убеждаемся, что при некотором а  <  <oi 
выполняются включения
(11) A \ Y a c = m i ( W \ X a) X G } c = V .

Так как Ya — сепарабельное метризуемое пространство и 
ind Ya =  0, то, по теоремам 3.8.1 и 7.1.11, существует открыто
замкнутое в УцН тем более в У* множество Я, такое, что
(12) A f ] Y a c z H c z V .

В силу (11) и (12), множество U =  H[){Y* П [(^ \-^ а )Х  G]}  
удовлетворяет включениям Л с: U cz V. Так как Fr U c ( W \ X a)'X. 
X F r G  и Fr G — конечное множество, то, по теореме 7.1.9, мы 
имеем Ind Fr U ^  0. Следовательно, Ind У* ^  1.

Подобным же образом можно доказать, что d i m y * ^ l ,  но 
это неравенство будет также следствием теоремы 7.2.8, приве
денной ниже.

Отметим, что из неравенства I n d y * ^  1 и теорем 7.1.1 и 7.1.2 
вытекает, что indy* =  l. Таким образом, имеем окончательно

indy  =  0, ind У*= 1, Ind У =  I n d y * =  1,
dim У == dim У*= 1. |

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Индуктивное определение размерности наметил Пуанкаре в 
[1912]. Первое точное определение размерностной функции было 

сформулировано Брауэром в [1913]. Функция Брауэра совпа
дает с размерностью Ind в классе локально связных пространств, 
метризуемых полной метрикой. Однако в работе Брауэра раз- 
Мерностная функция выступает лишь как вспомогательное сред
ство при доказательстве того, что пространства R m и Rn не го
меоморфны, если т ф п  (первое корректное доказательство этого 
важного факта было дано Брауэром в [1911]).

Теория размерности была основана Менгером и Урысоном. 
Определение размерности ind было сформулировано Урысоном 
в [1922] и Менгером в [1923]. Определение размерности Ind 
было сформулировано Чехом в [1931]. Размерность в смысле 
покрытий dim была определена (условием (ii) теоремы 7.1.7) 
в работе Чеха [1933]. Статья Лебега [1911] содержит теорему 
о том, что dim Iя =  п (в качестве следствия Лебег получает тот 
факт, что пространства R m и R n не гомеоморфны при т ф п ) ,
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однако данный там набросок доказательства содержит пробел, 
который был заполнен лишь в работе Лебега [1921]. Определе
ние размерности в смысле покрытий, данное Чехом, оказалось 
удачным только в классе нормальных пространств. Модифика
ция этого определения, получающаяся, если рассматривать функ
ционально открытые покрытия, принадлежит Катетову [1950а]. 
Другой класс покрытий, который приводит к той же размерно- 
стной функции, был рассмотрен Ю. М. Смирновым в [1956Ь]. 
Первое систематическое изложение теории размерности тихонов
ских пространств было дано в книге Гиллмана и Джерисона 
[1960].

Теорема 7.1.8 доказана Катетовым в [1950а] (для нормаль
ных пространств — Чехом в [1933]). Первый пример компакта У, 
для которого ind Х ф  Ind X, был приведен В. В. Филипповым 
в [1969] (нормальное пространство с тем же свойством было 
описано Ю. М. Смирновым в [1951Ь]). Дальнейшие примеры 
таких компактов, упрощенные, но все еще очень сложные, были 
построены В. В. Филипповым в [1970], Пасынковым и Лифано- 
вым в [1970] и Пасынковым в [1970]. Оператор Ех был введен 
Шаниным в [1943]. То включение в лемме 7.1.13, которое нетри
виально, было установлено (для нормальных пространств) 
Ю. М. Смирновым в [1952] и Уоллесом в [1951]. Теорема 7.1.15 
была доказана Веденисовым в [1941], а теорема 7.1.17 — Волмэ- 
ном в [1938] для нормальных пространств (в [1950а] Катетов 
заметил, что эту теорему можно распространить на тихоновские 
пространства). В связи с теоремами 7.1.3, 7.1.8 и заключитель
ной частью примера 6.2.20 (см. также задачу 7.4.12) следует от
метить, что Э. Поль и Р. Поль определили в [1977] наследствен
но нормальное пространство X, такое, что dimX =  0, но в X есть 
подпространство Л, для которого dim Л >  0. Те же авторы опре
делили в [1979] наследственно нормальное пространство X, 
такое, что dimX =  0, но при каждом натуральном п в X есть 
подпространство А п, для которого сИтЛ^ =  IndА п — п. В пред
положении, что существует пространство Суслина (см. замеча
ние к задаче 2.7.9(f)), такое пространство было определено 
В. В. Филипповым в [1973].

Читателю, желающему лучше понять происхождение и гео
метрическое значение теорем этой главы, мы советуем обра
титься к книге Гуревича и Волмэна [1941] или к книге Энгель
кинга [1978]. Каждая из этих книг содержит полный курс тео
рии размерности сепарабельных метризуемых пространств.

УПРАЖНЕНИЯ
7.1.А (Эрдёш [1940]). Убедитесь, что малая индуктивная раз

мерность пространства X в примере 6.2.19 равна единице.



7.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА РАЗМЕРНОСТЕЙ ind, Ind И dim 575

Указание. Достаточно показать, что для каждого натураль
ного числа i у точки х0 есть окрестность ViCzX,  такая, что 

l / i  и IndFr Vi — 0. С этой целью заметьте, что при всех 
г множество { ^ e Z :  р (лг0, х ) = г }  гомеоморфно подпространству 
гильбертова куба, образованному всеми точками с рациональ
ными координатами.

7.1.В. Докажите, что каждое локально конечное функцио
нально открытое покрытие {t/s}ssS  произвольного топологиче
ского пространства X  д о п у с к а е т у ж а т и я ^ ^ з  и (1Гв}!е51 функ
ционально замкнутое и функционально открытое соответственно, 
такие, что Fs с: cz H7S cz Us при всех s e S .

Указание. Возьмите непрерывные функции fs: Х-*-1, для 
которых Us =  f 7 l ((0, 1J), и рассмотрите функцию f : X - + I ,  
определенную так: f (х) =  sup fs {х). Можно применить также
упр. 5.1.J (Ь).

7.1.С. Пусть X — нормальное пространство, для которого 
Ind X ^  п ^  0, и нормальное пространство У получено присое
динением к X некоторого замкнутого в У сильно нульмерного 
пространства. Докажите, что тогда Ind У ^  п.

7.1.D. Докажите, что если X  — нормальное пространство, для 
которого dim X ^  п ^  0, и нормальное пространство У полу
чается присоединением замкнутого в У сильно нульмерного про
странства, то dim У ^  п (см. теорему 7.2.1).

7.1.Е. Покажите, что если пространства X и У являются ком
пактами и dim У = 0 ,  то dim (XX y) =  dimX (см. задачу 7.4.10).

7.1.F (В неявном виде — Фрейденталь [1973]). Докажите, 
что если S =  {Ха, я", 2} — обратный спектр из компактов и 
d i m X o ^ n  при всех а е Г ,  то предел X — lim S удовлетворяет 
неравенству dim X ^  п.

7.1.G. (а) (Морита [1950а]). Докажите, что если для семей
ства {F,}ssS замкнутых подмножеств нормального пространства 
X  существует локально конечное семейство {ys}seS открытых вХ
множеств, такое, что Fs cz при всех s e S ,  то у семейства 
{Fs}Sf- s  есть состоящее из открытых множеств раздутие {Us}s e S ,
такое, что Os cz Vs при всех s e S .

Указание. Примените трансфинитную индукцию.
(b) Покажите прямо, видоизменив доказательство теоремы

5.1.18, что у каждого локально конечного семейства замкнутых 
множеств в паракомпакте существует раздутие, состоящее из от
крытых множеств.

(c) Для произвольного локально конечного семейства замк
нутых множеств в метризуемом пространстве определите (с по



мощью некоторой метрики на этом пространстве) раздутие, со
стоящее из открытых множеств.

Указание. Пусть {fs}seS — локально конечное семейство 
замкнутых подмножеств метризуемого пространства X. Для каж
дого х е !  возьмите е* >  0, такое, что если Fs П В (х, 2гх) ф  0 ,  
то х е  Fs, и положите Us =  U В(х,  ех).

X<=FS

7.2. ДАЛЬНЕЙШИЕ СВОЙСТВА РАЗМЕРНОСТИ dim

Начнем с двух теорем, которые часто будут применяться в 
этом и следующем параграфах. Эти теоремы называются теоре
мами о сумме.

7.2.1. Теорема о счетной сумме. Если нормальное пространство X 
допускает счетное замкнутое покрытие {F/}J1 1? такое, что 
dim Ff sg; п при / = 1 , 2 ,  . . . ,  то dim X ^  п.

Доказательство. Пусть {£/*}*=1 — произвольное конечное от
крытое покрытие пространства X. Определим по индукции по
следовательность <Ub °Uu открытых покрытий пространства 
X, где <U f =  {£//, удовлетворяющую условиям:

(1) п р и / > 1  и С/0,
(2) o rd({£/;, где F0=  0 .

Положим Uot i =  Ui при i =  1, 2, . k. Условия (1) и (2) 
при / =  0 оказываются выполненными. Предположим, что удов
летворяющие условиям (1) и (2) покрытия °Uj определены при 
всех / <  m ^  1. По теореме 7.1.7, открытое покрытие 
{Fm П Um~\, i}ki=l подпространства Fm <zzX обладает открытым 
ужатием {FJ^=1 порядка ^ п . Как легко заметить, семейство 
{Wi f i=v где W i ^ { U m̂ U i \ F m) \ } V i c z U m̂ ii является откры
тым покрытием пространства X и ord f] Fm}ki=l  ̂^  я. По 
теореме 7.1.5, найдется открытое ужатие =  {Um, t}ki==l послед
него покрытия, такое, что Um,i<zz Wi при i — 1, 2, . . . ,  k . Ясно, 
что покрытие Щщ удовлетворяет условиям (1) и (2) при j =  т\ 
таким образом, построение последовательности ^ 0, .. .  за
вершено.

Для каждого х ^ Х  существует k , такое, что х принад
лежит бесконечному числу множеств Ujt цху> следовательно, в

оо

силу (1), имеем f| £// ,<*)• Применяя (1) и (2), мы заклю- 
/=1
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чаем, что семейство s | | и } ( { является замкнутым ужатием 
w=i

покрытия имеет порядок Следовательно, dim X  ^  п
в силу теоремы 7.1.7. I

Теорема о локально конечной сумме будет выведена из лем
мы. Лемма эта формулируется более общим образом, что позво
ляет получить из нее другую теорему, играющую основную роль 
в теории размерности метризуемых пространств.

7 .2 .2 . Лемма. Пусть <U =  {t/s}s e 5  — произвольное открытое 
покрытие нормального пространства X  и существует локально  
конечное замкнутое покрытие 2F пространства X со следующими  
свойствами: размерность в смысле покрытий каждого элемента 
покрытия $Г не превосходит п У и каждый элемент семейства $Г 
пересекается лишь с конечным множеством элементов семейства 
<U. Тогда покрытие Ш обладает открытым ужатием порядка 

Доказательство. Присоединим к покрытию У  множество 
Fq =  0  и расположим элементы этого покрытия в трансфинит
ную последовательность Fo, F\, Fa, . . . ,  а  ^  £, типа £ + 1 .  
Мы определим по трансфинитной индукции трансфинитную по
следовательность <Ыо, . . . ,  «  ^  6* открытых покры
тий пространства X, где <U a =  {Ua)S}s e S , удовлетворяющую ус
ловиям
(3) Ua, s a  89 если р <  а и U0tS с : Us\
(4) or d ({£/«,, П Fa}s e  s) <  n\

(5) Uo, s \ U a, s <= U Fy> P <  “ •
p < Y < a

Полагая Uo, s =  Us для всех s e S ,  мы добьемся выполнения 
условий (3) — (5) при а = 0 .  Предположим, что покрытия 
удовлетворяющие условиям (3) — (5), определены для всех 
а  <  1.

Покажем сначала, что семейство всех множеств

К . , -  п Ч..,~a<a0
где s e S ,  является открытым покрытием пространства X. Это 
ясно, если a 0 =  ai +  l, так как тогда U'  ̂ s =  Uai s; следова
тельно, можно предположить, что ао — предельный ординал.

У каждой точки х е Х  есть окрестность U, пересекающая 
лишь конечное число элементов семейства очевидно, най
дется (1 <  ао, такое, что U П Fy =  0  при любом у, удовлетво
ряющем условию р ^  V <1 ао. Так как <U$ — покрытие простран
ства X, то существует s e S ,  для которого х е  i/p, s. Из (5) сле

37 Зак. 697



дует, что U П Up, s  с: Ua, s,  когда р ^  а  <  а 0; таким образом, 
x ^ U  Следовательно, множества U'a s  открыты
и покрывают пространство X.

Открытое покрытие {faon ^ a 0iS}ssS подпространства F ^ a X  
обладает открытым ужатием {Ks}S(_ s порядка ^  п, так как— 
в силу (3) и посылок леммы—число непустых элементов этого 
покрытия конечно. Семейство ЭДа|) =  {^e»,s}ss s’ где s =  
“  (^ао, s \  ^а0) U V*, является открытым покрытием пространства 
X, удовлетворяющим условиям (3) — (5) при a =  a 0. Построение 
последовательности Шй, Ш\, . • •, °Ua, . . . ,  a ^ l ,  таким обра
зом, завершено. Из (4) теперь следует, что o r d ^ s g :  п. Так как 
покрытие в силу (3), является ужатием покрытия <U, лемма 
доказана. ■

Из леммы 7.2.2 и теоремы 7.1.7 вытекает
7.2.3. Теорема о локально конечной сумме. Если пространство X 
нормально и существует локально конечное замкнутое покрытие 
{F,}jeS  этого пространства, такое, что dim Fs ^  п при всех 
s e S ,  то dim X п. I

Заметим, что из теорем 7.2.1 и 7.2.3 вытекает теорема о а-ло
кально конечной сумме: каждое нормальное пространство X, до
пускающее a-локально конечное замкнутое покрытие {Fs}seSi  
такое, что dim Fs ^  п при всех s e S ,  удовлетворяет неравенству 
dim X п.

7.2.4. Теорема Даукера. Для каждого нормального пространства 
X следующие условия равносильны:

(i) dim Х - ^ п .
(ii) Каждое локально конечное открытое покрытие простран

ства X обладает открытым ужатием порядка ^ п.
(iii) В каждое локально конечное открытое покрытие про

странства X можно вписать открытое покрытие порядка ^ п.
Доказательство. Покажем, что (i)=>(ii). Пусть X — нормаль

ное пространство, удовлетворяющее условию dim X ^  п, и 
°U — {Us}s s  s — произвольное локально конечное открытое по
крытие пространства X. Через обозначим семейство всех не
пустых конечных подмножеств множества 5 и для каждого 

рассмотрим замкнутое множество

рт=  П и,п П ( х \ и в).
s е Г  s фТ

По теореме 7.1.8, имеем dim Ft ^  п. Семейство
— {Рт)те=& ~  замкнутое покрытие пространства X, причем 

каждый элемент этого покрытия пересекает лишь конечное число
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множеств Us. Покрытие локально конечно. Действительно, 
для каждой точки х ^ Х  найдутся окрестность U(x)  этой точки 
и конечное множество S (x )c :S , такие, что U(x)(] Us =  0 ,  если 
s  ф. S  (х). Очевидно, U (х) f) Us =  0  при s ф  S (х); значит, если 
U {х) fl F t Ф  0 ,  то Т cz S (х). Это показывает, что семейство 
локально конечно. Из леммы 7.2.2 вытекает, что у покрытия Щ 
есть открытое ужатие порядка

Импликация (ii)=>(iii) очевидна. Доказательство имплика
ции (iii)=^(i) предоставляется читателю (см. доказательство 
теоремы 7.1.6). I

Легко проверяется, что если пространство X — паракомпакт, 
то в последней теореме можно заменить слова «локально конеч
ное открытое покрытие» словами «открытое покрытие». В случае 
паракомпактов можно также брать вместо открытых ужатий 
(вписанных открытых покрытий) замкнутые ужатия (локально 
конечные замкнутые вписанные покрытия) порядка г^га; это 
легко следует из замечания 5.1.19 и упр. 7.I.G.

Изучим теперь соотношения между размерностью dim и ин
дуктивными размерностями ind и Ind. Будут доказаны две тео
ремы, устанавливающие неравенства между различными размер
ностями пространства (см. теорему 7.1.2). Начнем с леммы, 
обобщающей теорему 6.2.7.
7.2.5. Лемма. Пусть X — линделёфово пространство и 3& — база 
пространства X. Для любых непересекающихся замкнутых мно
жеств А и В пространства X найдутся тогда открытое множество 
W а Х  и счетное семейство элементов базы такие, что

оо

A < = W < = W c z X \ B  и Fr Wcz [J Fr Wi-
i = 1

Доказательство. Для каждого x ^ X  возьмем окрестность 
Wx е  точки х, такую, что либо A f) Wx =  0 ,  либо В f) Wx =  0 ,  
и рассмотрим счетное подпокрытие Ж  =  открытого по
крытия {Wx} X(_ x пространства X. Обозначим через семей
ство всех элементов покрытия Ж,  замыкания которых пересе
кают множество А, а через обозначим семейство всех 
остальных элементов покрытия Ж . Тогда

оо оо

(6) А с  U U„ Я с = и ^  и Ui n B = 0  =  Vi ()A
«■=1 г=1

при { ' = 1 , 2 .........
Положим

(7) Gi =  U{ \  U V, и H l =  V i \  U U,
i < i  i < i

37*



при £ =  1,2, . . .  . Из  формул (6) и (7) следует, что для откры-
ОО оо

тых множеств № =  N G* и V = \ ]  H t выполняются условия 
i=i г=1

A c z W ,  B c z V  и W ( ) V  =  0 .

Поэтому W flV =  0  и l^cr с= Х \ В .  Так как Fr W а  
с=Х\(Ц711 V), для завершения доказательства достаточно про
верить, что

оо оо оо

X\(lFUt0cr  U Рг£/,и U ИгУг=  U Fr W^
г- 1  i=l i - l

Возьмем любую точку x s ! \ ( l T U K )  и обозначим через F 
первый элемент последовательности Oi, Vi, 0 2, Рг, • • •, который 
содержит х. Если F =  Ои то х е  Fr Ui =  V i \U i ,  так как х ф -Gi 
и х ф У /  при / <  *. Если, с другой стороны, F — Vi, то 
е  Fr Vi =  FiXVi, так как х ф Н {  и х ф  и,- при / ^  i. Значит,

оо оо

в обоих случаях х е  [J Fr t / f U U Fr У*. |
i = 1 t = l

7.2.6. Лемма. Если для каждой пары А, В замкнутых непересе
кающихся подмножеств нормального пространства X найдется 
открытое множество W сг X, такое, что

А с  IPcr W a  Х \ В  и dim Fr л — I,
то dim X  ^  п.

Доказательство. Пусть {U{}ki=l —• произвольное конечное от
крытое покрытие пространства X и {Л,-}*=1—некоторое замкнутое 
ужатие покрытия {£/г}*==1. При i — 1, 2........ k возьмем какое-ни
будь открытое множество Wi сz X, такое, что Л, a  Wi cz Wi с  Ui

k
и d i m F r H ^ ^ n — 1. Так как пространство F =  (J Fr Wt нор-

i-i
мально, то d i m F ^ n . — 1 по теореме 7.2.1. Из теорем 7.1.7 и
7.1.4 следует, что существует семейство открытых мно
жеств пространства X, такое, что F ,c r i/i  при г =  1, 2........ k,

к _

(8) F c = V = U  Vt и o rd ({ l/^ =1) < r t - l .

Множества Vu V2, . . . .  Vk, Fx, F2, Fk, где
^ = г д ( к и У ^ , ) .

составляют замкнутое покрытие, вписанное в {Uj)ki=v Значит, в 
силу теоремы 7.1.7, для завершения доказательства достаточно
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показать, что порядок этого вписанного покрытия Послед
нее неравенство сразу следует из второй формулы в (8) и того 
факта, что при / <  i ^  k выполняются соотношения

F i n F / c = r / n [ r i \ ( F U r /) ] c = ( Z \ F ) n F r i r / =  0 .  |
Из 7.2.5, 7.2.6 и 7.2.1, рассуждая по индукции относительно 

indX, получаем следующий результат (см. упр. 7.2.F):
7.2.7. Теорема. Для каждого линделёфова пространства X имеет 
место неравенство dim X ^  ind X. I

Применяя индукцию относительно IndX, получаем из леммы 
7.2.6 следующий вывод:
7.2.8. Теорема. Для каждого нормального пространства X имеет 
место неравенство dim X  <: Ind X. I

Из леммы 7.2.5 и теорем 7.1.11, 7.2.1 и 7.1.2 вытекает также
7.2.9. Теорема. Для каждого линделёфова пространства X усло
вия indX =  1 и Ind X =  1 равносильны. I
7.2.10. Пример. Из 7.1.19, 7.2.7, 7.2.8 и 7.1.11 вытекает, что 
Ind/? =  IndS1 =  I n d / =  1 и dim R =  dim S1 =  dim /  =  1. Ана
логично, из 7.1.19 и 7.2.7 следует, что dim/?" ^  п, d imS"s^n  и 
dim 1п п для каждого натурального числа п. I
7.2.11. Пример. Для каждой пары п, m целых чисел, такой, что 
0 ^  m ^  п, обозначим через Qm подпространство пространства 
Rn, состоящее из всех точек, ровно m координат которых рацио
нальны. Пусть 1.

Как бы ни были выбраны m различных натуральных чисел
ii, *2, . . . ,  im,  не превосходящих п, и m рациональных чисел

ft
Г\, г2, . . . ,  rm, пространство П  Ri, где R u =  {rk} при k — \,

i = l я
2, . . . ,  т и Ri — R при является замкнутым подпростран-

П
ством пространства R n. Следовательно, пространство Qm Л П

г=1П
замкнуто в Q“ . Так как пространство Qm ПП/?* гомеоморф-

i =  1
но подпространству пространства Rn~m, образованному всеми 
точками, все координаты которых иррациональны, из 6.2.18 и

7.1.11 следует, что dim ^Qm Г) П ^ ^  =  0. Из теоремы о счетной

сумме теперь вытекает, что dimQm =  0, так как семейство всех
П

множеств вида Qmfl l l#* является счетным замкнутым покры- 
i = \

тием пространства Qm* I
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Мы завершаем этот параграф характеристикой размерности 
в смысле покрытий в терминах перегородок. Начнем с определе
ния и двух лемм.

Пусть X — произвольное топологическое пространство и А, 
В — любая пара непересекающихся множеств в X. Замкнутое 
множество L cz X  называется перегородкой между А и В, если 
существуют открытые множества U, V а  X, такие, что
(9) A czU , B<=V, U ( ] V = 0  и X \ L  =  f/U V .
7.2.12. Лемма. Если перегородка L между подмножествами А и 
В топологического пространства X функционально замкнута, то 
множества U и V в (9) функционально открыты.

Доказательство. Пусть f : X -* R  — непрерывная функция, для 
которой f ~ 1(0)  =  L. По теореме 2.1.13, формула

определяет непрерывную функцию g : X->-R. Так как 
g-1 (Z?\{0}) =  U, множество U функционально открыто. В силу 
симметрии наших посылок, множество V тоже функционально 
открыто. I
7.2.13. Лемма. Если каждое (п +  2) -элементное функционально 
открытое (открытое) покрытие тихоновского (нормаль
ного) пространства X обладает функционально открытым (от

крытым) ужатием таким, что f) Wt =  0 ,  то dim X

Доказательство. Покажем, что каждое тихоновское (нор
мальное) пространство X, для которого dim Х > п ,  обладает 
(п +  2) -элементным функционально открытым (открытым) по
крытием каждое функционально открытое (открытое)

ужатие {И7/},*, которого удовлетворяет неравенству П W{^ 0 .
t=l

Так как d im X > n , найдется конечное функционально открытое 
(открытое) покрытие У  пространства X, которое не допускает 
функционально открытого (открытого) ужатия порядка 
Кроме того, можно предположить — заменив, если нужно, по
крытие У  подходящим его ужатием, — что У  является разду
тием любого функционально открытого (открытого) своего ужа
тия. Действительно, если элементы V\, V2, V* покрытия У  
имеют непустое пересечение и у У  есть функционально откры
тое (открытое) ужатие, пересечение соответствующих элементов 
которого пусто, то мы заменим У  этим ужатием. Ясно, что

/  (х), если х  е  U U L,
О, если х е  V (J L,

п+2

п+2
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после конечного числа шагов будет получено покрытие с нуж
ным свойством. Так как ord У3 >  п, можно предположить, что

п+2

r  =  {Vi)f=l, где П 0 -
i=i

Рассмотрим теперь (п +  2) -элементное функционально от
крытое (открытое) покрытие {Ut} ^  пространства X, где Ui —

т
=  Vi при t ' = l , 2 ____ п +  1 и Un+2 =  U Vt. Пусть { W f i l l  -

i=n+2
любое функционально открытое (открытое) ужатие покрытия
WiTiti- Покрытие {W ,......... Wn+U Wrt_|_2 П Vл+2» * * * > Wn+2 (1 v m}
является функционально открытым (открытым) ужатием по
крытия Т . Значит, Т  является раздутием этого покрытия и

п-\~ 2 /г-И

п  Г|=>П wri f ) ( w n+2f ) v n+2)=£0 . ■i = i i = \
Из теорем 7.1.6 и 7.1.7 следует, что условие приведенной 

выше леммы является и необходимым для неравенства dimX ^  
^  п. Следовательно, мы, между прочим, получаем некоторую 
характеристику размерности. Эта характеристика и характери
стика, двойственная к ней, которая легко получается примене
нием законов де Моргана, формулируется в следующем утверж
дении.
7.2.14. Следствие. Тихоновское (нормальное) пространство X 
удовлетворяет условию dim X ^  п в том и только том слу
чае,} если каждое (п-\- 2) -элементное функционально откры
тое (открытое) покрытие пространства X обладает функ
ционально открытым (открытым) ужатием {W ^ ti*  таким, что
п + 2  1П Wt — 0 ,  или — что эквивалентно — в том и только том слу~ 
i—\
чае, если для каждого (п +  2Уэлементного семейства {В 
функционально замкнутых {замкнутых) подмножеств простран-

п + 2

ства X , удовлетворяющего условию f| найдется функ-
i — 1

ционально замкнутое (замкнутое) покрытие {F*}?*2пространствах,
п + 2

такое, что f| F i = 0  и Bt c : F i  при / = 1 ,  2, п +  2. |i=i
7.2.15. Теорема о перегородках. Тихоновское (нормальное) про
странство X удовлетворяет условию dim X ^  п ^  0 в том и 
только том случае, если для каждой последовательности

(А\,В\), (Лг, В 2) ,  (А п+и Вп+Х)



п + 1  пар непересекающихся функционально замкнутых 
(замкнутых) подмножеств пространства X существуют функ

ционально замкнутые (замкнутые) множества L\, Ь2, L„+b 
такие, что Li является перегородкой между Л,- и Bi и L\ f| Ь2 П • • • 
• ■ • fl Ln+i =  0 .

Доказательство. Докажем сначала, что условие теоремы не
обходимо для неравенства dim X п. Пусть X — тихоновское 
(нормальное) пространство, такое, что d im X ^ n ^ O , и 
(Au Bi),  (А2, В2), (Ап+и Вп+1) — последовательность п+1 

пар непересекающихся функционально замкнутых (замкнутых) 
подмножеств пространства X. Семейство где Вп+2 =

п +1

=  U Ah состоит из функционально замкнутых (замкнутых) в 
i= 1

п + 2

X множеств, и выполняется условие f] Bt — 0 .  Значит, по
г- 1

следствию 7.2.14 и теореме 7.1.4, найдется функционально от
крытое (открытое) покрытие пространства X, такое, что
П+2
П Ut= 0  и BtCzUi  при г = 1 ,  2, . . . ,  п +  2.
£ = 1

Семейство где =  \ A t при 1 = 1 ,  2, п +  1
и V„ + 2  — Un+2 > является функционально открытым (открытым) 
покрытием пространства X. Пусть {Z7,}"*,2 — какое-нибудь функ
ционально замкнутое (замкнутое) ужатие последнего покры
тия. Положим при i =  1, 2, . . . ,  п +  1
(10) Et =  F n + 2  \ U {, Ct — A t \J Et и D ^ B i U F i .

Так как
С, П Dt =  (Ai U Et) fl (Bt U F t) =  (At fl Bt) U 

U (A{ n Fi) u (El n Bi) u (El n F{) = 0 ,

найдется, по теореме 1.5.13, непрерывная функция fr. X -* -I  для 
t =  1, 2.........n +  1, такая, что fi(Ci)cz {0} и /« (A )c z  {1}. Мно
жество
(11) ^  =  / {- ‘ ( 1 /2 ) с Х \ ( С { и Я ,)

является функционально замкнутой (замкнутой) перегородкой 
между множествами At и Bt при i = l ,  2, . . . ,  п + 1 .  Из (10),

П+2
равенства П Ut — 0  и включения Fn+2 cz Un+ 2  получаем 

£-1
п+1 п+1

U Ei =  Fn+2\  П Ui =  Fn+2. 
i=\ i=l
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Следовательно, в силу (10) и (11),
п+1 п+ 1 /п+1 п+1 \ п+2

П L, czx\ U (J Dt) cz X \ I U Et и и М  = * \  U Ft —0,
i-1 г=1 \ i = i  г=1 /  г=1

а это показывает, что условие теоремы необходимо для нера
венства dim X ^  п.

Рассмотрим теперь произвольное тихоновское (нормальное) 
пространство X, удовлетворяющее условию теоремы. Пусть 

— любое (п +  2) -элементное функционально открытое 
(открытое) покрытие пространства X. Возьмем какое-нибудь 
функционально замкнутое (замкнутое) ужатие {£ г}"* 2 покрытия 

и положим
Ai =  X \ U i  при i =  1, 2, . . . ,  п +  1.

Последовательность (A i,5 i) , (А2, В2), . . . ,  {Ап+и Bn+i) состоит 
из п +  1 пар непересекающихся функционально замкнутых 
(замкнутых) подмножеств пространства X. Значит, при i =  1, 
2, . . . ,  п -j- 1 существуют множества Vi, Wi, функционально от
крытые по лемме 7.2.12 (открытые), удовлетворяющие условиям
(12) A t <=zV.t, BtCzWi,  Vt { ) Wt = 0  при i = l , 2 .........n + 1

n+l n+ 1

и такие, что f| [X \ ( V t [ } Wt)] =  X \  U (Vi U W i) = 0 ,  r. e.
i = l i ** 1 

n+1 n+1

(13) и  v t {j u  w t= x .
»=i ;= i

Из (13), (12) и включения Вл+гС  Un+г вытекает, что

[ П+1 "1 П+1 Г П +  1 “I

Un+2 п и V, и и Wt =  \ un+2 и и wt л
t=1 J i=i L i =i J

[п+1 п+1 -j п+2U U wt Ь  U в ,= х .
i = 1 г = 1 J 1-1 

Следовательно, семейство {А?*}"*2, где
П+1

w n+2= u n+2(] и  Vt, 
i = 1

является функционально открытым (открытым) ужатием по
крытия {£/,}"*{*. Кроме того, из (12) следует, что

п+2 п+1 г  п+1 “I п+1 п+1

П w t =  П Wt ( ] \ u n+2(] U Vt <= П W t 0  и  Vt =  0 ;
i — l i =  1 L i = l J i — 1 i-1

таким образом, dimX силу леммы 7.2.13. I
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ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Теорема 7.2.1 доказана Чехом в [1933]; приведенное выше 
доказательство принадлежит Хаберу (цитировано Энгелькин- 
гсм в [1973]). Теорема о счетной сумме для размерности ind 
была доказана Менгером в [1924] и Урысоном в [1926] (объ
явлено в [1922]) для метризуемых компактов; она была обоб
щена на случай сепарабельных метризуемых пространств Ту- 
маркиным в [1926] (объявлено в [1925]) и Гуревичем в [1927]. 
Лемма 7.2.2 доказана Катетовым в [1952]; теорема 7.2.3 полу
чена независимо Моритой в [1950а] и Катетовым в [1952]. Тео
рема 7.2.4 была доказана Даукером в [1947]. Теорема 7.2.7 до
казана Менгером в [1924] и Урысоном в [1926] (объявлено 
в [1922]) для метризуемых компактов; она была распростра
нена на сепарабельные метризуемые пространства Гуревичем 
в [1927Ь]. Для компактов неравенство dimX sg: indX было уста
новлено П. С. Александровым в [1941], а его обобщение на 
линделёфовы пространства принадлежит Морите [1950] и 
Ю. М. Смирнову [1951Ь]. Теоремы 7.2.8 и 7.2.9 обе принадле
жат Веденисову; первая из них была доказана в [1939], вто
рая— в [1941]. Теорема 7.2.15 была установлена Эйленбергом 
и Отто в [1938] для сепарабельных метризуемых пространств; 
обобщение ее на нормальные пространства появилось в работе 
Хеммингсена [1946] (которая содержит также следствие 7.2.14). 
Приведенное нами доказательство этой теоремы взято из рабо
ты Голштынского [1966]. Важность теоремы 7.2.15 — в том, что 
через теорему о продолжении отображений в Sn (см. задачу 
7.4.13) она ведет к гомологической характеристике размерности.

Теорема о счетной сумме для размерности Ind выполняется 
в совершенно нормальных пространствах (Чех [1932] (объяв
лено в [1931])) и в наследственно паракомпактных хаусдорфо
вых пространствах (Даукер [1955]). Теорема о локально конеч
ной сумме для Ind тоже выполняется в названных двух классах 
пространств (Кимура [1963]). Доказательства этих утверждений 
можно найти в книге Энгелькинга [1978]. В классе всех ком
пактов не выполняется даже теорема о конечной сумме для 
размерности Ind (см. задачу 7.4.5).

Размерность ind не удовлетворяет теореме о конечной сумме 
ни в классе компактов (см. задачу 7.4.5; более простой пример 
нормального пространства, не удовлетворяющего этой теореме, 
приведен в упр. 7.2.С), ни в классе метризуемых пространств. 
Последнее — как замечено Ван Дауэном в [1973] и Пшимусин- 
ским в [1974] — является простым следствием того, что суще
ствует метризуемое пространство X, для которого i n d X #  
Ф  IndX (см. замечания к § 7.3).
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Малая индуктивная размерность ind — с которой теория раз
мерности началась — оказалась впоследствии не столь важ
ной, как размерности dim и Ind.

УПРАЖНЕНИЯ

7.2.А. Пусть X — тихоновское пространство и М — его под
пространство, удовлетворяющее условиям: dimМ ^ п  и каждая 
непрерывная функция /: М ^ 1  непрерывно продолжается на X. 
Покажите, что для каждого функционально открытого покры
тия {Ui}ki=i пространства X существуют семейство {V t}ki=l функ
ционально открытых множеств и функционально замкнутое мно
жество F , такие, что

к
при г =  1, 2, ky M czF  cz U Vt и

i
ord ({l '*}{_,) < n .

7.2.B (Катетов [1950a]). Покажите, что если тихоновское 
пространство X обладает счетным замкнутым покрытием

таким, что dimAtf/^Cn и каждая непрерывная функция 
/: Mj —*■ I непрерывно продолжается на X при j =  1, 2, то 
dim X ^  п.

Указание. Видоизмените доказательство теоремы 7.2.1 и при
мените упр. 7.2.А.

Можно также применить теорему 7.1.17 и воспользоваться 
тем фактом, что каждое a-компактное регулярное пространство 
нормально.

7.2.С (Пшимусинский [1974]). Пусть Y и Y* — простран 
ства, определенные в примере 6.2.20. Обозначим через X про
странство, которое получается при отождествлении в точки 
замкнутых подмножеств {0} и № Х  {1} подпространства 
y(J({wi} X  {0 ,1 }) пространства Y*. Покажите, что простран
ство X нормально, in d X =  1, но тем не менее X можно пред
ставить в виде объединения Х — Х\ (J Х2, где Х\ и Хг замкнуты 
в X и ind Xi =  0 =  ind^2 (см. задачу 7.4.5).

7.2.D. (а) (Даукер [1947]). Заметьте, что нормальное про
странство X  удовлетворяет неравенству dim X п в том 
и только том случае, если в каждое звездно конечное открытое 
покрытие пространства X можно вписать звездно конечное от
крытое покрытие порядка

(Ь) (Пасынков [1965]). Покажите, что тихоновское про
странство X  удовлетворяет неравенству d im X ^ n  в том и 
только том случае, если в каждое локально конечное функцио
нально открытое покрытие пространства X можно вписать
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локально конечное функционально открытое покрытие по
рядка

Указание (Р. Поль — цитировано Энгелькингом в [1973]). 
Возьмите произвольное локально конечное функционально от
крытое покрытие {£/s} se=s пространства X; рассмотрите функ
ционально замкнутое ужатие покрытия {C/s} ieES (см. 
упр. 7.1.В) и непрерывные функции fs: Х-*-1, такие, что fs (Fs)cz  
с :  {1} и fs (X \ U s) cz {0}. Определите псевдометрику р на мно
жестве X  правилом р {х, у) =  2  I fs (*) — fs (У) I и рассмотритеSGS
отображение f : X -*-Y  =  X/р (см. упр. 4.2.1). Возьмите непре
рывное продолжение F: отображения / и примените 
теоремы 5.1.3, 5.1.35, 7.1.17 и 7.2.4.

Для определения f можно воспользоваться также 
упр. 5.1.J(b).

7.2.Е. Заметьте, что каждый сильно нульмерный параком
пакт сильно паракомпактен.

7.2.F (Морита [1950а]). Усильте теорему 7.2.7, показав, что 
неравенство dim X ^  ind X выполняется для каждого сильно 
паракомпактного хаусдорфова пространства X.

Указание. Видоизмените лемму 7.2.5, примените леммы 5.3.8,
5.3.9 и теорему 7.1.9.

7.2.G (А. X. Стоун [1962а]). Докажите, что каждое сильно 
нульмерное пространство X веса ю >  Ко, метризуемое полной 
метрикой и обладающее тем свойством, что w ( U ) = m  для каж
дого непустого открытого множества U cz X, гомеоморфно про
странству Бэра £ ( т )  (см. упр. 6.2.А(Ь) и 4.3.G).

Указание. Видоизмените конструкцию из указания к 
упр. 4.3.G; примените упр. 4.1.Н и теорему 7.2.4.

7.3. РАЗМЕРНОСТЬ МЕТРИЗУЕМЫХ 
ПРОСТРАНСТВ

Начнем с теоремы, характеризующей размерность dim мет
ризуемых пространств в терминах специальных последователь
ностей покрытий. Приведенные в этой теореме характеристики 
будут применены при доказательстве теоремы Катетова — Мо- 
риты, утверждающей, что Ind X =  dim X для каждого метризуе
мого пространства X; эта теорема является одной из важнейших 
теорем теории размерности. Отметим, что условия (ii) и (iii) 
в теореме 7.3.1 сформулированы в терминах метрик; чисто то
пологические характеристики этого типа формулируются ниже 
в упр. 7.З.А.
7.3.1. Теорема. Для каждого метризуемого пространства X сле
дующие условия равносильны:



(i) dimX п.
(ii) Для каждой метрики р на пространстве X существует 

последовательность <U\, Шг, . . .  локально конечных открытых 
покрытий пространства X, такая, что o r d ^ s ^ n ,  6 (£ /)< l /t  
для всех U ^°U,i и для каждого U е  %Li+\ найдется V е  <Ui, со
держащее О.

(iii) Существуют метрика р на пространстве X и последо
вательность W\, W%, . . .  открытых покрытий пространства X, та
кие, что ord W i ^ n ,  8(№) <  l / i  для всех W е  Wi и Wi+i впи
сано в Wi.

Доказательство. Покажем прежде всего, что (i)= > (ii). По
следовательность °11\, °U.2 , . . .  будет определена по индукции. 
Предположим, что k =  1 или что А > 1  и покрытия °Ui уже 
определены при i <  k. Для каждой точки х е  X возьмем ее 
окрестность Ux, такую, что 8 (£ /* )<  \/k и Ох содержится в не
котором члене семейства °Uk-1, если k >  1. Из теорем 5.1.3 
и 7.2.4 вытекает, что в покрытие {Ux}x е х пространства X можно 
вписать локально конечное открытое покрытие Ши порядка 
Полученная таким образом последовательность %1\, Шг, ■ ■ ■ 
удовлетворяет условию (ii).

Так как импликация (ii)=*-(iii) очевидна, остается показать, 
что (iii)= ^ (i).

При каждом I возьмем отображение f\+l множества Wi+i 
в множество Wi, такое, что W cz f i+i (W ) при всех W е  W i+i.
Положим =  ••• f l - 1 ПРИ i < k  н f l ( W ) — W при W е
е  W t. Очевидно,
(1) Wcz f 1 ( W)  для всех Г е  W k и i < k .

Пусть — произвольное открытое покрытие простран
ства X. Множества Х\, Хг, . . . ,  где
(2) Xk =  U {W  е  Жк'- существует j^.1, такое, что St (W, W k) аН/},

составляют открытое покрытие пространства X. Рассмотрим 
подсемейства

<Uk =  { U e = W k: U  [\Хк Ф  0 }  и

yk = \Ve<Uk-. П̂( jJ//) = 0},
где k =  1,2.........Для каждого U е  °Uk имеем ff (V) f] (  U Х ^ — 0  ’>
обозначим через i(U) наибольшее целое число i^ .k ,  такое, 
что /* (U) fl (  U. =  0 • Оказывается, f ki(U) (U) (1 X t {U) ф  0 .
Действительно, если i ( U ) < k ,  то равенство /* (У)(^)Г\Xi(U)= 0
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противоречит максимальности i(U), и если i(U) — k, то 
=  =  0 -  Таким образом,

<3> 1 а т У ) ^ г , т
Для каждого V е  Y t возьмем открытое множество

(4) Г  =  [j [U{C/fl Xk: U е= (£/) =  К и i (U) =  /}].
k = i

Так как VЛ ^  #  0 ,  то, в силу (2), найдутся f  e F i  и j ( V ) ^  I, 
для которых У { \ ^ ф 0  и V c S H W ' W ’ ticzHnvy  В силу (1), 
имеем V*czV;  значит, V*c~ Нц Уу Так как Ti (]У/ — 0  при 
г =т̂= /, то множество V* и целое число } (V)  корректно опреде-

оо

лены для каждого V е  У  =  U У t.
1 = 1

Для завершения доказательства достаточно показать, что 
семейство где У/ =  11{У*: V<=У и j (V)  =  j } c z Hj ,  по
крывает X и имеет порядок или — равносильное условие — 
что У*  =  {F*: 1 / e F } — покрытие пространства X, порядок ко
торого

Для произвольного х е !  возьмем целое число k, такое, что

(5) U X,,
j < k

и множество U e F tl содержащее точку х. Так как U Л Хк Ф  0 ,  
то t/eE<%,. Из (3) и (4) следует, что x<=U Л X* с= ( f f (U) ([/))* <= 
е  У*; таким образом, У*  покрывает пространство X.

Рассмотрим любое непустое пересечение V* Л V?, Л ■ • • Л V*h, 
где V 1 ^ У m( и У1ф У 1 при Ь ф } ,  и возьмем точку х  в этом 
пересечении. Из определения семейства У mi следует, что целое 
число k в формуле (5) удовлетворяет неравенствам mt ^  k при 
i 1, 2, . . . ,  h. В силу (4), существуют множества 

k .
такие, что fm{ (Ul) =  Vt, i(U j) =  mi и * е С / 4ЛХй - Так как 
х&Х/ц, из (5) вытекает, что k^.kt. Все множества Wx, W2........ Wh,
где Wt — fl* (t /f) e  W k, содержат точку x; значит, учитывая, 
что ord Ж к ^ п ,  достаточно показать, что W t ^ W j  при 
1ф /. Заметим, что множества Wi принадлежат семейству 
Шн и что i ( W i ) =  i(Ui) =  rtii по определению i{Ui).  Следова
тельно, Wi ф  Wj, если mi ф  т/. При mi — ffij мы тоже имеем 
Wi Ф  Wj, так как тогда

m  -  f% (и . ) = v , + v t = (и , ) = ( г , ) .  ■
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7.3.2. Теорема Катетова — Мориты. Для каждого метризуемого 
пространства X имеет место равенство Ind X =  dim X.

Доказательство. По теореме 7.2.8, достаточно показать, что 
IndX dimX. Очевидно, можно предположить, что dimX <  оо. 
Применим индукцию по отношению к dimX. Если dimX = — 1, 
то X =  0  и Ind X sg; dim X. Предположим, что наше неравенство 
выполняется для всех метризуемых пространств, для которых 
размерность в смысле покрытий — 1. Рассмотрим произ
вольное метризуемое пространство X, такое, что dim X  =  п, 
замкнутое множество А с  X  и открытое множество V cz X, со
держащее А.

Пусть а — произвольная метрика на пространстве X и 
/: X-+-I — непрерывная функция, удовлетворяющая условиям 
/(Л )с= {0 } и / ( Б ) с { 1 } ,  где B =  X W .  Формула р (х,у)  =  
=  а(х, у) +  |f (х) — f (y)  | определяет метрику на пространстве X, 
и, по теореме 7.3.1, существует последовательность °U\, ••• 
локально конечных открытых покрытий пространства X, такая, 
что ord<2/, ^ n ,  8 ( t / ) <  l / i  при всех U ^°U i, где б обозначает 
диаметр по отношению к метрике р, и для каждого U ^ cUi+i 
найдется V е  ‘Ui, содержащее U.

Положим Ко =  А, Мо — В и при i ^  1 положим Ki =  X \ H t 
и Mi =  X \ G iy где

G£ =  U { £ / e % :  {7 П М ,_ ,=  0 }  и 

tf, =  U{£/e=<W4: U ГШг-i Ф  0 } -
Таким образом, определены две последовательности Ко, 

К1, . . .  и М0, M i......... Заметим, что
(6) если U е  <2/, и О fl Mt-i ф  0 ,  то О П Ki-1 =  0 .

Утверждение (6) при i =  1 вытекает из определения мет
рики р, так как никакое множество диаметра, меньшего 1, не 
пересекает множества А и В одновременно. Если U e<U i, при
чем i >  1 и и  П Mi-i ф  0 ,  то для любого V е  содержа
щего О, имеем V fl M,-i ф  0 ,  так что V не содержится в G,_i. 
Отсюда следует, что V с :  Я ,_i, а это дает равенство О П K t-i— 0 .

Из локальной конечности семейств Ши определений мно
жеств Gi и Hi и утверждения (6) вытекает, что G, П M,--i — 0  =  
=  Яг П Ki-i npH _i= 1, 2, . . . ,  а это влечет за собой соотноше
ния Ki- 1 <= X \ H i  =  Int Ki и Mi-1 с :  X \G i =  Int Mi. Кроме того, 
так как Gi U Hi =  X, то Ki П Mi =  0 .  Следовательно, множества

оо оо

К =  [\ К i и А 1 = и м «  открыты, не пересекаются и содержат
i=0 i =О

множества А и В соответственно. Имеем, таким образом, A cz 
c z K c z V  и Fr К с : L — ]С\ (/([J М).  Для завершения доказа
тельства достаточно показать, что dim L ^ n — 1, так как, по
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теореме 7.1.3 и индуктивному предположению, отсюда будет 
следовать, что Ind Fr К ^  Ind L ^  dim L ^  п — 1.

оо оо

Так как К\]М =  U (^г11Л1*), имеем L = [ \ L t, где Lt =
=  Х \(/'CjUM i)==G£n # г. При г =  1, 2, . . .  семейство

Wi =  {U[\L-. U<=<Ut и U ( ] M {_ ^ 0 }
является открытым покрытием пространства L c z H i H  ord 
^  п — 1, так как любая точка x ^ L c z L t c z  Gi принадлежит по 
крайней мере^к одному U такому, что U [\Mi-i =  0 .  Если
U е  4£t+1 и U П Mi Ф  0 ,  то для каждого V е  %Li, содержащего 
U, имеем V [}_Mi ф  0 ;  значит, V не содержится в Gi, откуда 
следует, что V П ЛЬ-i  Ф  0 ,  т. е. что V Л L е  Wi. Значит, покры
тие Wi+i вписано в Wi, и, так как, очевидно, 6 (№ )<  1 Ji при 
W е  Wi, то dim L ^Zn — 1 по теореме 7.3.1. ■

Из теорем 7.1.2, 7.2.7, 7.3.2 и следствия 4.1.16 вытекает
7.3.3. Теорема. Для каждого сепарабельного метризуемого про
странства X имеют место равенства ind X =  Ind X —  dim X. ■

В связи с теоремами 7.3.2. и 7.3.3 возникает вопрос, может 
ли малая индуктивная размерность метризуемого пространства 
отличаться от большой индуктивной размерности и размерности 
в смысле покрытий этого пространства. Оказывается, суще
ствует метризуемое полной метрикой пространство X, такое, что 
indX =  0, но IndX =  d i m X = l .  Однако определение этого 
пространства и вычисление его размерностей ind и Ind связаны 
с большими трудностями и в этой книге обсуждаться не будут.

Так как каждое подпространство пространства X, удовле
творяющего условию (iii) теоремы 7.3.1, тоже удовлетворяет 
этому условию, из теорем 7.3.1 и 7.3.2 вытекает
7.3.4. Теорема. Для каждого подпространства М произвольного 
метризуемого пространства X выполняется неравенство Ind
<  Ind X. I

Заметим также, что из теорем 7.2.1, 7.2.3 и 7.3.2 получается
7.3.5. Теорема о a-локально конечной сумме. Если метризуемое 
пространство X допускает а-локально конечное замкнутое по
крытие {Fs}sе s , такое, что IndFs ^ . n  при всех s e S ,  то 
IndX <  п. I

Докажем теперь теорему, характеризующую размерность Ind 
метризуемых пространств в терминах специальных баз и в тер
минах разбиений на множества меньшей размерности.
7.3.6. Лемма. Если метризуемое пространство X обладает а-ло- 
кально конечной базой &}, состоящей из открыто-замкнутых мно
жеств, то Ind X г=; 0.



7.3. РАЗМЕРНОСТЬ МЕТРИЗУЕМЫХ ПРОСТРАНСТВ 593

Доказательство. Пусть Ш — U гДе семейства SIi локаль-
i~\

но конечны. Рассмотрим любое замкнутое множество A c i X 
и открытое множество V c n X f содержащее А. При i =  1, 2, . . .  
положим
(7) V2i =  [ } { U ^ ^ i: U c z V }  и

V2i+x =  U {£ /€= £ ,: =

Множества У2; и VWi открыто-замкнуты и удовлетворяют ус
ловиям

оо оо

I} V 2l =  V и и ^ 21+ > = = ^ \ ^ .t=i г-i

так что {Кг)П-1 является покрытием пространства X. Семейство 
{^г}Г=1> гДе Ut =  V i \  U V/, образует покрытие пространства X

/ “С i
попарно непересекающимися открыто-замкнутыми множествами. 
Из (7) следует, что множество U=\j {Ur .  Ui cz I7} открыто
замкнуто и удовлетворяет включениям А с  U cz V. I
7.3.7. Лемма. Пусть X  — метризуемое пространство и Z — под
пространство пространства X. Если Ind Z 0, то для каждого 
замкнутого множества A c z X  и произвольного открытого множе
ства V cz X, содержащего А, найдется открытое множество 
U cz X, такое, что A cz U U c z V  и Z  f| Fr U =  0 .

Доказательство. Возьмем открытые множества W\, W^ciX,  
удовлетворяющие включениям

A a  Wi cz cz W2 cz W2 cz V.

Так как I n d Z = 0 ,  найдется открыто-замкнутое в Z множество 
Uо, такое, что Z[ \Wxc i UqczZ{\ W2. Очевидно,

Z \ U 0c = Z \ ( Z ( ) W i )  =  Z \  Wxc z X \ W x и UQc z W 2.

Легко проверяется, что множества A U Uo и [(X \ V )U (Z \ tA ))] 
отделены. В силу следствия 4.1.13 и теоремы 2.1.7, найдется 
открытое множество U cz X, такое, что A\JU0<= U и £7 П [ (Х \  7) (J 
UCZXl^o)] =  0 .  Ясно, что множество U обладает требуемыми 
свойствами. I
7.3.8. Теорема. Для каждого метризуемого пространства X и 
произвольного целого числа п ^  0 следующие условия равно
сильны:

(!) Ш Х ^ п .
(ii) Пространство X обладает а-локально конечной базой 

такой, что Ind Fr U ^  п — 1 при всех U е  9$.
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(iii) X =  У U Z, где Ind У <  п — 1 и Ind Z ==£ 0. 
Доказательство. Покажем, что (i)= ^ (ii). Пусть X — метри

зуемое пространство, для которого Ind X ^  п, и р — произволь
ная метрика на пространстве1) X. Из теоремы 5.1.3 следует, что 
при каждом i =  1, 2, . . .  пространство X обладает локально ко
нечным открытым покрытием T l =  {Vs}s^ s , состоящим из мно
жеств диаметра, меньшего 1/г. По теореме 1.5.18, при каждом i 
найдется замкнутое ужатие {Fs} sss (- покрытия Ti. Так как 
IndX ^  п, то при каждом s е  St существует открытое множество 
Us сI X, такое, что

F s ^ U s C z V s  и I n d F r t /s ^ n — 1.
Семейство $ ,= =  {(/s}seS  — локально конечное открытое покры
тие пространства X, состоящее из множеств диаметра, меньшего

со
1/г. Значит, (J $ { есть a-локально конечная база простран-

г =  1

ства X.
Для доказательства импликации (ii)=>(iii) заметим, что по 

теореме 7.3.5 подпространство У =  |J{Fr U: U ^ 3 8 } c z X  удовлет
воряет неравенству Ind У ^  п — 1 и что подпространство Z =
— X \ Y  обладает ст-локально конечной базой {Z П U: U со
стоящей из открыто-замкнутых множеств. Значит, IndZ ^  0 по 
лемме 7.3.6.

Импликация (iii)=>(i) прямо следует из леммы 7.3.7 и тео
ремы 7.1.3. I

Последняя теорема влечет за собой такой результат:
7.3.9. Теорема о разложении. Метризуемое пространство X удо
влетворяет неравенству I n d X ^ n ^ O  в том и только том слу
чае, если X =  Z\ UZ2 U UZ/z+i, где IndZ; ^ 0  при i — 1, 2, . . .  
. . . ,  п +  1. I

Из теоремы о разложении вытекает в свою очередь

7.3.10. Теорема о сложении. Для каждой пары X , Y подпро
странств метризуемого пространства имеет место неравенство

I n d (X U F )^ In d X + In d  У + 1 . I  
Следующая наша теорема обобщает лемму 7.3.7.

7.3.11. Теорема об отделении. Пусть X — метризуемое простран
ство и М — подпространство пространства X . Тогда если 
IndAf ^  п ^  0, то для каждого замкнутого множества A cz X и 
произвольного открытого множества V czX,  содержащего А,най-
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дется открытое множество U cz X, такое, что A cz U cz О cz V и 
Ind (М П Fr U) ^  п — 1.

Доказательство. По теореме 7.3.8, имеем M =  Y\]Z, где 
Ind У ^  п — 1 и Ind Z ^  0. Открытое множество U, такое, как 
в лемме 7.3.7, удовлетворяет также и требованиям нашей тео
ремы, так как М П Fr U cz M \ Z  с У  и Ind (М f] Fr U) ^  n — 1 no 
теореме 7.1.3. I

Из теоремы об отделении мы получаем следующий вывод, 
являющийся, по теореме Катетова — Мориты, частным случаем 
теоремы 7.2.15.
7.3.12. Следствие. Для каждого набора

(^i.5i), (А2, В 2), ..., (Ап+\, В п+\)
п +  1 пар непересекающихся замкнутых подмножеств метризуе
мого пространства X, где Ind X ^  п ^  0, найдутся открытые мно
жества Ui, U2, . . . .  Un+u такие, что

A iC zU iC zU iC zX\B i при t = l ,  2.........л + 1

и Fr U\ П Fr U2 fl • • • П Fr Un+i =  0 .  ■

7.3.13. Пример. Из 7.3.3 и 7.1.19 или из 7.3.3 и 7.2.10 следует, 
что Ind/?" ^  п, IndS" ^  п и Ind7я ^  л для каждого натураль
ного числа п.

Разложение пространства Rn на п +  1 нульмерных множеств 
(см. теорему 7.3.9) дается, согласно примеру 7.2.11, формулой

=  QoUQ"U ••• UQ l

Последняя формула дает также другое доказательство нера
венства In d /? "^ n . I

7.3.14. Пример. Покажем, что пространство Бэра В (т ) , опреде
ленное в примере 4.2.12, удовлетворяет равенству lndfl(m) =  0 
при всех m ^  К0.

Рассмотрим произвольные две точки х =  {xi) и у =  {yi} про
странства Б (т ) и вещественное число г, для которого 0 <С г ^  1. 
Если пересечение В(х,  r)f\ В(у,  г) непусто, то найдется точка 
г  =  {2 | }е 5 (т ) ,  такая, что x i =  z l =  у и x2 =  z2 =  у 2, •••, xk =
=  Zk =  yk, где k — целое число, для которого
тогда В  (х , г) =  В  (у , г). Следовательно, в В  (т) любые два г-шара 
либо не пересекаются, либо совпадают. В частности, при каж
дом натуральном i семейство всех l /t -шаров является покрытием 
пространства S(m) попарно непересекающимися открыто-замк
нутыми множествами. Следовательно, по лемме 7.3.6, 
IndB(m) =  0. I

7.3. р а з м е р н о с т ь  м е т р и з у е м ы х  п р о с т р а н с т в  595

3 8 *
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7.3.15. Теорема. Пространство Бэра В (т ) универсально для всех 
метризуемых пространств X , таких, что IndX =  0 и ау(Х) =  
=  т  ^  И0.

Доказательство. Ввиду последнего примера достаточно пока
зать, что каждое метризуемое пространство X , для которого 
Ind X =  0 и w (X) =  т , вкладывается в В ( т ) .

Пусть р — произвольная метрика на пространстве X . Из тео
ремы 7.1.10 и импликации (i)=^(ii) в теореме 7.3.1 следует, что 
при i = l ,  2, . . .  существуют покрытия Т-ь пространства X по
парно непересекающимися открыто-замкнутыми множествами 
диаметра, меньшего 1 //. Такие покрытия можно также опреде
лить прямо: в соответствии с теоремой 7.3.8 существует сг-ло- 
кально конечная база $  пространства X, состоящая из открыто
замкнутых множеств. Семейство 9 3 i = { U  е  93: 8{U)l/i}  можно 
представить как объединение локально конечных семейств 93̂  ь 
$ ( ,2, • *. . Расположим члены семейства 9В i в трансфинитную по
следовательность U1, . . . ,  С/а» а <  £, взяв сначала все 
члены семейства 93t, ь затем все члены семейства 93i,2 и г. д. 
Ясно, что при каждом а <  £ семейство {С/р}р<а локально ко
нечно; поэтому семейство T t =  {F a}a<E. где Va — Ua \  U С/в,

s P<a p
есть покрытие пространства X попарно непересекающимися от
крыто-замкнутыми множествами диаметра, меньшего 1/7. По 
теореме 1.1.14, покрытие Ti содержит такое подпокрытие 
i Vs)8^S^ ЧТ0

Не теряя общности, можно предположить, что множество Si 
является подмножеством дискретного пространства Xi мощности 
т, фигурирующего в определении пространства 5 (т )  как произ-

оо
ведения П  Х (. Ставя в соответствие каждой точке индекс

i = l
s е  Si, такой, что х е  1Лг, мы получаем непрерывное отображе
ние fr. X - + Xi .  Легко видеть, что семейство отделяет точки 
от замкнутых множеств; значит, по теореме 2.3.20, диагональное00
отображение F — A  f t: Х ->В{ш)  является гомеоморфным вло-

1 = 1
жением. I

Так как произведение К0 копий пространства 5 ( т )  гомео
морфно 5 ( т ) ,  из теорем 7.3.4 и 7.3.15 вытекает

00
7.3.16. Теорема. Произведение A '= H X j  метризуемых про-

t=i
странств удовлетворяет условию IndX =  0 в том и только том 
случае, если Ind Xi =  0 при i =  1, 2, . . .  . 1



Докажем еще одну теорему о размерности произведения мет
ризуемых пространств.
7.3.17. Теорема. Для любых двух метризуемых пространств X, У, 
хотя бы одно из которых непусто, имеем

Ind (X Х У ) <  Ind JT-find Y.
Доказательство. Это неравенство очевидно, если Ind X =  оо 

или Ind У =  оо; поэтому можно предположить, что IndX и 
Ind У конечны. Применим индукцию по числу Ind X + In d  У. Если 
Ind X - f in d  У =  — 1, то либо Х =  0 ,  либо У =  0  и наше нера
венство выполняется.

Предположим, что неравенство доказано для каждой пары 
метризуемых пространств, сумма больших индуктивных размер
ностей которых не больше k — 1 ^ — 1, и рассмотрим метризуе
мые пространства X и У, такие, что Ind X =  m ^  0, Ind У =  п ^  О 
и m +  n =  k. По теореме 7.3.8, у пространства X есть база

сю
V  =  U гДе семейства Vt локально конечны и Ind Fr U ^

i = i
^ m — 1 для каждого C /e ® 7. Аналогично, у пространства У

оо

есть база 0  =  [J Я),, где все семейства ZDj локально конечны и 
/=1

Ind Fr V п — 1 для каждого У е ® .  Семейство 
J = { U X V :  £/ е  У/ и V e £>,}

состоит из открытых в X X  У множеств и локально конечно. Так 
как

Fr (U X  V ) c ( X X F r  F)U(Fr f / X  У),

то для каждого (U X  V ) e  /, по теореме 7.3.5 и индуктивному 
предположению, имеем IndFr(t7X  V) ^  k — 1. Семейство

оо

И 9$i * является базой пространства X X  У; значит, 
i , i  =  \

Ind (X X  У) ^  k =  m +  п по теореме 7.3.8. I
Отметим, что неравенство в последней теореме нельзя заме

нить на равенство: существуют сепарабельные метризуемые про
странства X и У, такие, что Ind(X X  У) <  IndX +  Ind У (см. 
упр. 7.3.G). Существуют даже метризуемые компакты с этим 
свойством, но они устроены гораздо сложнее.

Заметим также, что, по теореме Катетова— Мориты, все тео
ремы этого параграфа, начиная с теоремы 7.3.4, выполняются 
также и для размерности в смысле покрытий dim.

В завершение этого параграфа мы показываем, что размер
ности ind, Ind и dim евклидова л-пространства Rn (а также 
n-сферы Sn и n-куба 1п) все равны /г. Этот факт оправдывает
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определения наших трех размерностных функций — действитель
но, размерностная функция, приписывающая Rn число, отличное 
от п, противоречила бы интуитивному представлению о размер
ности и была бы, следовательно, неприемлема. Пространства Rn, 
Sn и 1п — первые наши примеры пространств размерности, боль
шей единицы; до сих пор мы не показали, что такие простран
ства существуют.

Доказательство того, что топологическая размерность про
странства Rn равна п, требует более глубокого проникновения 
в строение этого пространства; при этом непременно потре
буются некоторые комбинаторные рассуждения. Чтобы сохра
нить единообразие рассуждений, проводимых в этой книге,— 
а все они имеют теоретико-множественный характер, — мы вы
ведем равенство indRn =  lndRn =  dimRn =  п (довольно легко) 
из теоремы Брауэра о неподвижной точке. Доказательство тео
ремы Брауэра о неподвижной точке тоже требует некоторых 
комбинаторных или алгебраических рассуждений, но сам резуль
тат, вероятно, известен большинству читателей. Для полноты 
книги мы приводим элементарное комбинаторное доказательство 
теоремы Брауэра о неподвижной точке в приложении к этому 
параграфу.

7.3.18. Теорема Брауэра о неподвижной точке. Для каждого на
турального числа п и каждого непрерывного отображения 
f: In- + I n найдется точка / п, такая, что f(x) =  х.

7.3.19. Теорема. При каждом натуральном п имеют место равен
ства ind Rn =  Ind Rn — dim Rn =  n.

Доказательство. В силу теорем 7.3.3 и 7.1.3 и примера 7.3.13, 
достаточно показать, что Ind In> n — 1. Предположим, что 
Ind In ^ п  — 1. При / = 1 , 2 ,  . . . ,  п положим

По следствию 7.3.12, существуют открытые множества Uи U%, 
. . . ,  Un, такие, что

Из предложения 2.1.13 следует, что при / =  1,2, . . . , п формулы

Ai =  { { x j }< = In\ x t =  0} и Bi =  { { x j } s l n: xt=  1 } .

A t cz U{ cz Ut cz In \Bi  при г = 1 ,  2.........n
и
(8) Fr f/| П Fr t/2 П . . .  fl F r t / „ =  0 .

ft (x) =

1 p (X,  Fr Ut)
2 p (x , Fr Ui)  +  p (x, Ai)
1  p (x, Fr Ui)______

Y  при x ^ U it 

j -  при J( е / " \ У г,2 p (x, Fr Ut) +  p (x,  Bi)
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где р — естественная (обычная) метрика на /", определяют не
прерывные функции Ясно, что
(9) f ; l (l/2) =  FrUi, =  { 1} И /Д В г) =  {0}.

Из формул (8) и (9) следует, что диагональное отображение 
f =  fi Д  /г А  . . .  Д /л : 1п-*-1п не принимает значения а =
=  (1/2, 1/2.........1/2) е / п. Композиция g: / я->-/п отображения f
и проекции множества / п\ { а }  из точки а на границу множества

П
1п — т. е. на множество В =  (J 04; U 5*)”  удовлетворяет уело-

t=1
вию g ( In)czB> В силу второй и третьей формул в (9), имеем 
g(Ai )a:Bi  и §(Б ;)с=Л /. Последние три включения показывают, 
что g ( x ) ^ x  при всех х е / й, что противоречит теореме Брауэра
о неподвижной точке. Следовательно, Ind / П =  п. I

7.3.20. Следствие. При каждом натуральном п выполняются ра
венства ind Sn =  Ind Sn =  dim Sn =  n и ind/"  =  Ind/"  =
— d im /" =  n. I

7.3.21. Следствие. Для гильбертова куба / й° имеем ind / Ко=г-
— Ind / к° =  dim /*° =  оо. |

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Равносильность условий (i) и (ii) теоремы 7.3.1 была уста
новлена Даукером и Гуревичем в [1956], равносильность усло
вий (i) и (iii) — Вопенкой в [1959]; приведенное нами доказа
тельство получено путем небольшой адаптации рассуждения из 
работы Нагами и Робертса [1967]. Заметим, что предположение 
в (ii) и (iii) о том, что каждое покрытие вписано в предыдущее, 
существенно: Ситников в [1953] определил сепарабельное метри
ческое пространство размерности 2, которое при каждом нату
ральном i имеет открытое покрытие порядка 1, состоящее из мно
жеств диаметра, меньшего \/i (см. упр. 7.3.А(с)).

Теорема 7.3.2 доказана Катетовым в [1952] и Моритой в 
[1954]; наше доказательство, полученное комбинацией теоремы
7.3.1 п упрощенного рассуждения из статьи Даукера и Гуревича 
[1956], было опубликовано Энгелькингом в [1973] (эскиз другого 
доказательства, в котором удается обойтись без ссылки на тео
рему 7.3.1, дан в упр. 7.3.С(Ь)). Равенство размерностей ind и 
Ind для метризуемых компактов было объявлено Брауэром в 
[1924] (с указанием, что этот факт известен также Урысону). 
Приведенное здесь доказательство было дано Менгером в [1924] 
(неявно) и Урысоном в [1926]. Для сепарабельных метризуемых 
пространств равенство ind и Ind было установлено Тумаркиным



в [1926] (объявлено в [1925]) и Гуревичем в [1927]. Равенство 
ind и dim для метризуемых компактов было доказано Урысоном 
в [1926] (в [1922] он объявил неравенство d im X ^ in d X ); оно 
было обобщено на сепарабельные метризуемые пространства 
Гуревичем в [1927Ь]. Пример пространства X , метризуемого пол
ной метрикой, для которого ind X ===== 0 и Ind X =  1, кратко опи
сан Роем в [1962]; подробно он обсуждается в статье Роя [1968].

Теорема 7.3.4 установлена Чехом в [1932] (объявлено в 
1931]). История теорем о сумме обсуждается в замечаниях к 

предыдущему параграфу. Для метризуемых компактов и размер
ности ind равносильность условий (i) и (iii) теоремы 7.3.8, а 
также теоремы 7.3.9 и 7.3.10, были установлены Урысоном в 
[1926] (объявлено в [1922]). Обобщение на сепарабельные мет
ризуемые пространства принадлежит Тумаркину [1926] (объяв
лено в [1925]) и Гуревичу [1927]. Теорема 7.3.11 для метризуе
мых компактов и размерности ind была доказана Менгером в
[1924] и обобщена на сепарабельные метризуемые простран
ства Гуревичем в [1927]. Для произвольных метризуемых про
странств теоремы 7.3.9—7.3.11 и 7.3.15—7.3.17 установлены Кате
товым в [1952] и Моритой в [1954]; теорема 7.3.8 доказана Мо- 

ритой в [1954]. Для сепарабельных метризуемых пространств и 
размерности ind теорема 7.3.15 была доказана Серпинским в 
[1921], теорема 7.3.16 — Куратовским в [1933] и теорема
7.3.17 — Менгером в [1928]. Пример двумерных метризуемых 
компактов X и У, таких, что произведение X X  У трехмерно, был 
приведен Понтрягиным в [1930]. Работа Брауэра [1913] содер
жит доказательство равенства Ind Rn — dim Rn =  n (см. замеча
ния к § 7.1). Равенство in d#" — п было доказано (без помощи 
результата Брауэра, из которого оно легко следует) Менгером 
в [1924] и Урысоном в [1925b] (объявлено в [1922]).

Теорема Брауэра о неподвижной точке установлена Брауэ
ром в [1912]. Ее доказательство, данное в приложении, а также 
теорема 4 приложения принадлежат Кнастеру, Куратовскому и 
Мазуркевичу [1929]; лемма Шпернера была доказана Шперие- 
ром в [1928].

УПРАЖНЕНИЯ

7.З.А. (а) (Нагами и Робертс [1967]). Докажите, что метри
зуемое пространство X удовлетворяет неравенству dim Х ^ п  
в том и только том случае, если X обладает сильным измельче
нием Жи 3^2, таким, что ordW i ^ n  и 3fVn вписано в Wi  
при 1= 1, 2, . . .  .

Указание. Видоизмените доказательство теоремы 7.3.1.
(Ь) (Нагата [1956]). Докажите, что метризуемое простран

ство X удовлетворяет неравенству dim X ^ .п  в том и только том
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случае, если X  обладает измельчением W ь Жч, . . . ,  таким, что 
ord Wi ^  п и Ж i+i звездно вписано (сильно звездно вписано) 
в Wi при i = l , 2 ..........

Указание. См. доказательство теоремы 5.4.9.
(c) Заметьте, что метризуемый компакт X удовлетворяет не

равенству d im X ^ n  в том и только том случае, если для каж
дой метрики р на пространстве X и произвольного е >  0 най
дется открытое покрытие пространства X , порядок которого ^ л  
и все члены имеют диаметр, меньший е, или, что равносильно, 
в том и только том случае, если существует метрика р на про
странстве X, обладающая указанным свойством.

(d) Убедитесь, что в (а) нельзя опустить предположение, 
что Wi+1 вписано в Wi.

7.3.В (Морита [1950а]). Докажите, что для каждого метри
зуемого пространства X, представимого в виде объединения 
о-локально конечного семейства сильно паракомпактных замк
нутых подпространств, имеют место равенства indX =  IndX =  
=  dim X.

Указание. Примените упр. 7.2.F.
7.3.С. (а) Докажите теоремы 7.3.4, 7.3.5, 7.3.8— 7.3.11, 7.3.15—

7.3.17 и 7.3.19, не используя теорему Катетова — Мориты, а при
меняя только теорему 7.1.10 и теорему 7.2.1 при п =  0.

Указание (Морита [1954]; для сепарабельных метризуемых 
пространств — Гуревич [1927]). Заметьте прежде всего, восполь
зовавшись теоремой 4.4.1, что в метризуемых пространствах из 
теоремы о счетной сумме следует теорема о (т-локально конеч
ной сумме. Затем, обозначив через Е(л) теорему о счетной сум
ме для размерности п и через А (л) теорему 7.3.8 для размер
ности л, убедитесь, что в приведенном доказательстве теоремы 
А (л) применяется только 2 (л — 1), и покажите, что из 2 (0 ) и 
А (л) следует 2 (л). Доказывая последнюю импликацию, за
метьте, что множества Xj =  F} \  (J Ft, где {Fi} ^ l — замкну-

i<i
тое покрытие пространства X, являются f  „-множествами и по
крывают пространство X.

(Ь) Докажите теорему Катетова — Мориты, не пользуясь тео
ремой 7.3.1.

Указание (Пшимусинский [1974]). Пусть запись ds(X, р ) ^  л 
обозначает, что пространство X обладает последовательностью 
покрытий Ч12, . . . ,  удовлетворяющей условию (ii) теоремы
7.3.1. Заметим сначала, видоизменив доказательство теоремы
7.3.2, что если ds(X, р) ^  л ^  0, то для каждого замкнутого мно
жества A c z X  и любого открытого множества V cz X, удовлетво
ряющего условию р (А, Х \  У) >• 0, найдется открытое множество 
U czX,  такое, что A cz U cz V и ds(Fr U, pfr и) ^  n — 1. Покажите



затем с помощью сделанного выше наблюдения, что из неравен
ства ds(X, р) ^  п ^  0 следует условие (ii) теоремы 7.3.8.

7.3.D (Нагами [1957]). Покажите, что если метризуемое про
странство X можно представить в виде объединения трансфинит
ной последовательности Ки К2, • • •, Ка, • • •, а <  I, подпро
странств пространства X, таких, что Ind К а ^ п  и множество 
Fa =  U Кй замкнуто при каждом а <  I, то IndX

Э < «  р
Указание. Возьмите метрику на пространстве X и проверьте, 

что при i =  1, 2, . . .  семейство {Fi} а}а<£> где Ft,a =  Ka \ B ( F a,
оо

1/0, дискретно и ЧТО Х =  U U Fi а-
t =  l а < 1

7.3.Е. Убедитесь, что в теореме 7.3.8 можно заменить а-ло
кальную конечность базы $  на 0-дискретность.

7.3.F (Хаусдорф [1934], де Гроот [1956]). Метрика р на 
множестве X называется неархимедовой (или ультраметрикой), 
если

р (X, z) ^  шах [р (х, у ) , р (у> г) ]
при всех х> у, z £= X.

Покажите, что непустое метризуемое пространство X удов
летворяет условию IndX =  0 в том и только том случае, если 
существует неархимедова метрика на пространстве X.

Указание. Метрика пространства В(ш) является неархиме
довой.

7.3.G. Покажите, что неравенство в теореме 7.3.17 нельзя за
менить на равенство.

Указание. Примените упр. 7.1 .А.
7.3.Н. Докажите, что каждое метризуемое полной метрикой 

пространство X, для которого IndX =  0 и ш(Х) =  т, гомео
морфно некоторому замкнутому подпространству пространства 
Бэра B(nt). Выведите отсюда, что каждое Об-подпространство 
пространства 5(щ) гомеоморфно некоторому замкнутому под
пространству пространства S(m).

7.3.1 (Нагами [1959]). Докажите, что если S =  {X., icj} —
обратная последовательность метризуемых пространств, для ко
торых dimX; ^  п при / =  1, 2, . . . ,  то предел X =  lim S тоже
удовлетворяет неравенству dimX ^  п.

Указание. Примените условие (iii) теоремы 7.3.1.

ПРИЛОЖЕНИЕ. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ БРАУЭРА 
О НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКЕ

Пусть x =  {xi} и y = { y i )  — точки евклидова ^-пространства 
Rn. Сумма х-\-у  точек х и у и произведение %х точки х на ве
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щественное число К определяются формулами
x +  y =  z =  {zi}, где Zi =  Xi +  yiy и 

Хх =  t =  {ti}, где ti =  Xxt.

Точка пространства все координаты которой равны 0, бу
дет обозначаться символом 0; расстояние р(0, х) будет обозна
чаться через | лс |. Легко проверяется, что

Iх — у | =  р (х, у), |Х х| =  |х 11х | и U  +  ^ K U I  +  M ;

последнее неравенство является переформулировкой неравенства 
треугольника для Rn.

Точки xq, х\, . . . ,  X k ^ R "  называются линейно независимыми, 
если для каждой системы Яо, Яь . . . ,  Xk вещественных чисел ус
ловия ХоХо -j- Х1Х1 +  • • • +  XkXk =  0 и А<о +  Я1 -(- . . .  +  Xk === 0 
вместе влекут за собой X/ =  0 при всех j =  0, 1, . . . ,  k (заметьте, 
что это не то же самое, что понятие линейной независимости 
векторов в линейном пространстве)1).

Пусть ао, ai .........ат — произвольная система из /п + 1  ли
нейно независимых точек пространства Rn. Подмножество про
странства Rn, состоящее из всех точек вида
(1) х =  Лоао +  Addi +  . . .  +  Хтат, 
где
(2) Яо +  Я) +  . . .  +  Хт = 1  и X/ 0 при / =  0, 1, . . . ,  tn,

называется т-мерным симплексом, натянутым на точки ао, 
а х, . . . ,  а т , и обозначается через aoai . . .  ат. Ясно, что сим
плекс a0ai . . .  amc z R n не зависит от упорядочения точек 
ао, аь . . . ,  ат, а зависит только от множества {а0, аь . . . ,  ат}- 

Рассмотрим произвольный симплекс aoai . . .  amcz R n; для 
любых k +  1 различных неотрицательных целых чисел /о, / 1, . . .  
. . . ,  /ft, не больших т, точки а. , а . , . . . ,  а. линейно незави-'О *\ *k
симы и, значит, определен ^-мерный симплекс af a^ . . .  а{ .
Каждый симплекс такого вида называется k-мерной гранью 
симплекса aoai . . .  am; 0-мерные грани ao, ai, . . . ,  ат назы
ваются также вершинами симплекса aoai . . .  ат. Сам симплекс 
aoai . . .  ат тоже считается своей гранью. Легко проверяется, 
что ^-мерная грань ^  о. ̂  • • • ayfe состоит из всех точек вида (1),
удовлетворяющих условиям (2) и, кроме того, условию 

X/ =  0, если /ф  ji при i =  0, 1, . . . ,  k.

')  Однако имеется тривиальный канонический переход от одного понятия 
к другому — Прим. перев.
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Из линейной независимости вершин следует, что каждая 
точка x e a o a i  . . .  amc z Rn представляется в виде (1) при со
блюдении условий (2) единственным образом. Коэффициенты
Хо, .........Хт, входящие в (1), называются барицентрическими
координатами точки х\ барицентрические координаты точки х 
будут обозначаться также через Яо(я)* ^i(x), •••> km(x).

Теорема 1. Для любых m +  1 линейно независимых точек 
ао, а\, . . . ,  ат в Rn симплекс S — aoai . . .  ат является компакт
ным подпространством пространства R", и барицентрические ко
ординаты А,0, Ль . . . ,  km являются непрерывными отображе
ниями пространства S в I.

Доказательство. Положим 6'. ==0 при i ¥= j и б| = 1 . Точки
d0, di.........dm в Rm+\ где е?/ =  {б*+1}, линейно независимы, так
что симплекс T=dodi . . .  dmczR m+l определен корректно. Ба
рицентрические координаты точек симплекса Т совпадают с их 
координатами в Rm+l, и, следовательно, в силу (2), Т является 
замкнутым и ограниченным подмножеством пространства Rm+1. 
Теорема 3.2.8 показывает, что Т — компакт.

Из предложения 2.3.6 вытекает, что формула

/ (х) =  Х\а0 +  x2«i +  . . .  +  xm+lam, где х =  {* ,} е 7 с Rm+l,

определяет некоторое непрерывное отображение f : T^>-Rn. 
В силу линейной независимости точек ао, аь . . . ,  ат, отобра
жение f инъективно. Так как f { d , ) = a j  при / =  0, 1, . . . ,  /и, 
имеем f{T) =  S, и, по теореме 3.1.13, f\T является гомеомор
физмом пространства Т на S. Значит, S — компактное подпро
странство пространства Rn, и барицентрические координаты А./ 
непрерывны при / =  0, 1, . . . ,  т ,  потому что К} (х) =  
P /+ i( /l^ )-1 (*)> гДе Pi обозначает проекцию произведения 
на г'-ю ось. I

Тот факт, что f\T является гомеоморфизмом, можно также 
вывести из элементарных теорем линейной алгебры. Эти тео
ремы показывают, кроме того, что у f есть обратное отображе
ние, определенное формулами, аналогичными тем, которыми 
было определено f; разница заключается лишь в том, что вме
сто точек а0, а\, . . . ,  ат в формуле для обратного отображения
к f участвуют некоторые точки а', а[, . . . ,  a'n_ l ^  Rm+l в каче
стве коэффициентов.

Из непрерывности барицентрических координат немедленно 
вытекает

Следствие. Любые два т-мерных симплекса гомеоморфны. I
Симплициальным подразделением симплекса S c z R n назы

вается любое семейство ^  =  симплексов в Rn, удовле
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творяющее следующим трем условиям:

(3) S =  U St.
г-i

(4) При любых t, /  sg: k пересечение St П S/ либо пусто,
либо является общей гранью симплексов Si и S,-.

(5) При i = l , 2 ..........k все грани симплекса Si принадлежат (р.
Мелкость симплициалыгого подразделения {S,-}*=1 симплекса

5  определяется как наибольшее из чисел 6 (S i), 6(52), . . .  
. . . ,6 (S * ) .

Для каждого симплекса S =  a0a t . . .  amc .R n точка

 ̂(■-*) i~~ Ч------1 ■, й\ "4* Ч--------;—т~ ат'  ’  /п + 1  “ 1 /п +  1 1 1 1 /п +  1 т

называется барицентром (или центром тяжести) симплекса S; 
ясно, что i ( S ) e S  и b{S)  не принадлежит никакой ( m — 1)- 
мерной грани симплекса S.

Теорема 2. Пусть S — аоа\ . . .  ат — произвольный симплекс. 
Тогда для каждой убывающей последовательности Sq d̂ Si гэ . . .  
. . . z>Sk различных граней симплекса S точки ft(So), ft(Si), . . .  
. . . ,  b(Sk) линейно независимы. Семейство 3* всех симплексов 
вида ft (So) ft (Si) . . .  b{Sk) является симплициальным подраз
делением симплекса S; каждый (m — 1) -мерный симплекс 
Т является гранью одного или двух пг-мерных симплексов 
семейства 95 — в зависимости от того, содержится или нет сим
плекс Т в какой-нибудь (m — I)-мерной грани симплекса S.

Доказательство. Каждая убывающая последовательность 
различных граней симплекса S может быть дополнена до по
следовательности S o ^ S iz d  . . .  zdSm, состоящей из m +  1 гра
ней симплекса S и такой, что
(6) So =  аг0«г, . . .  Огот> Si =  а^а^ .. .  N im, . . . ,  Sm =  atm>
где /о, i\, . . . ,  im — некоторая перестановка элементов 0, 1, . . .  
. . . ,  m. Для доказательства первой части теоремы достаточно 
показать, что точки ft (So), ft (S i), . . . ,  b(Sm) линейно неза
висимы.

Рассмотрим произвольную линейную комбинацию
(7) fioft (So) +  щЬ (Si) -f- . . .  “)“ Hmft(Snt). 
Воспользовавшись определением барицентра, мы можем пред
ставить (7) как линейную комбинацию точек а. , а . , а, ; а

lo 1 m
именно, она равна
(8) \ а{о 4“ • • • + îmaim»



606 ГЛ. 7. РАЗМЕРНОСТЬ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ

где
i

(9) Ч - Е  (m+Ji ) _ f e ^  при /  =  0 ,1 .........т .
к= 0

Кроме того, имеем
т т j  т т т

(Ю) Е Ч = Е Е  ( m + O - f e ^ E E
J = 0  /= 0  k=0  i —0 f =  i t =  о

Если линейная комбинация (7) равна 0 и цо +  Hi +  . ■ • +  Ц т= 0 , 
то, так как точки а , , а , , . . а. линейно независимы, из (10)

*о ч 1т
следует, что А ,^ = 0  при /  =  0, 1, т.  Применив (9), мы 
видим, что jio =  0, hi =  0, . . . ,  Цт == 0. Следовательно, точки 
b(So), b (S i), . . . ,  b (5m) линейно независимы и симплекс 
b(S0) * (5 i) . . .  b(Sm) корректно определен.

Каждый симплекс из & является гранью некоторого т-мер- 
ного симплекса вида 6(5o)6 (S i) . . .  b(Sm).  Из формул (7) —
(10) следует, что симплекс b(So)b(Si) . . .  b(Sm) является под
множеством симплекса S; покажем, что это подмножество сов
падает с множеством
(11) {*e= S : А!в( * ) < Я . ( 1 ) < . . . < ^ Ц .

В силу (9), достаточно показать, что каждая точка х  мно
жества (11) может быть представлена в виде (7) таким обра
зом, ЧТО Но +  Hi +  • • • +  Цт =  1 и т ^  0 при / =  0, 1.........т.
Читатель легко проверит, что получается такое представление, 
если определить коэффициенты ц,/ формулами
(12) !i0 =  ( m + 1)Л,-0(лг) и M,/ =  [(m +  1) — Л(Лг/(*) — Я.4/_ а (дс))

при j =  1, 2, . . . ,  т.
Из (12) следует, что грани симплекса b(So)b{Si) . . .  b(Sm) 

описываются путем присоединения к условиям, определяющим 
множество (11), некоторого числа условий вида kif (х) =  к//_ 1 (х),  
где 1 ^  j ^  т,  а также, возможно, условия А,*0 (jc) == 0. 
Так как пересечение грани, определенной таким множеством 
условий, с гранью другого симплекса b (S ') Ь (5 [) . . .  b (S'm), 
отвечающего другой перестановке , i'm элементов 0,
1, . . . ,  т,  само определяется множеством условий подобного 
типа или пусто, семейство &  удовлетворяет условию (4). Усло
вие (3) также выполнено, так как каждая точка множества S 
принадлежит некоторому множеству вида (11). Условие (5) 
вытекает из определения семейства &. Следовательно, семей
ство 3* является симплициальным подразделением симплекса 5.
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Рассмотрим теперь произвольный (т — 1)-мерный симплекс 
Т — b{So)b{Si)  . . .  6 (S m -i)e ^ . Если симплекс Т содержится 
в некоторой (m — 1)-мерной грани симплекса S, т. е. если
50 Ф  S, то Т является гранью в точности одного m-мерного сим
плекса семейства 0*, а именно симплекса b(S)b(S0) . . .  6 (S m- i ) .  
С другой стороны, если Т не лежит ни в какой (m — 1) -мерной 
грани симплекса S, т. е. если So =  S, то либо найдется /  ^

— 1, такое, что симплекс S;- получается из симплекса S/_i 
опусканием двух вершин, либо Sm_i — одномерный симплекс. 
Легко проверяется, что и в том и в другом случае Т является 
гранью в точности двух /n-мерных симплексов семейства 9*. I  

Симплициальное подразделение симплекса S, определенное 
в теореме 2, называется барицентрическим подразделением 
симплекса S. Для каждого натурального числа I мы определим 
теперь l-е барицентрическое подразделение симплекса S. Ба
рицентрическое подразделение симплекса S является первым 
барицентрическим подразделением этого симплекса; если /-е 
барицентрическое подразделение {S,-}*=1 симплекса S уже из
вестно, то его ( /+ 1 ) - е  барицентрическое подразделение опре-

k
деляется как объединение (J где — барицентрическое

<=i
подразделение симплекса Si. Для каждой грани S' симплекса
51 и каждого члена S" семейства пересечение S 'f lS "  либо 
пусто, либо является гранью симплекса S" и членом барицент
рического подразделения симплекса S'. Пользуясь этим фак-

k
том, читатель легко проверит, что объединение U &t является

2 = 1
симплициальным подразделением симплекса S.

Рассмотрим произвольный симплекс S =  a0ai . . .  amczRn, 
точку х  =  Хойо -|- ^ifli -J- . . .  Ч-Я/пйт, где Яо -)- . . .  -f- Ят  =  1 
и Я,/ ^  0 при / =  0, 1, . . . ,  тп, т. е. любую точку х е  S, и произ
вольную точку у  е  R". Покажем, что
(13) р {х, г /)< ш а х р (а, у).

i<m

Действительно, имеем
m ш

р(х,  у) =  \х — у\ =
/=о 1-0 1 - 0

<  £  1 Я/ — У К  max | а, — у | £  %, — шах р {а{, у).
/ - 0  / < т  / = 0  / < т

Лемма 1. Диаметр любого симплекса аоа\ . . .  amczR n равен 
диаметру множества {ао, а\, . . . ,  аш} всех его вершин.
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Доказательство. Пусть х, r / e a 0ai . . .  am. В силу (13), 
р(я, г /)^ т а х р (а ,,  У)- Применив (13) снова, заключаем, что

/<п»
Р(«/. y X m a x fa / ,  at); таким образом, р(х,  г /)<  max р (а,, а{),

i <  m j,  i ^ m
т. e. 6 (Ooa, . . .  am) =  6 ({a0, a,, . . . ,  am}). |

Лемма 2. Мелкость барицентрического подразделения
m-мерного симплекса S =  а^ах . . .  am не превосходит — ̂  6 (S)

Доказательство. По лемме 1, достаточно показать, что рас
стояние между любыми двумя точками вида

где k<Z j ^  m и io, i\, . . . ,  im — перестановка из 0, 1, . . . ,  m, не 
превосходит-— j j - б (5). Из (13) следует, что р (b(Sk), b ( S j ) ) ^  
^ р  (atl, b(Sj)) при l ^ k <  j. Следовательно, 
p (b(S„), b(Sf) )*Zp(air b (S^) —

Из последней леммы вытекает
Теорема 3. Для каждого симплекса S и произвольного е > 0  

найдется натуральное число I, такое, что мелкость l-го бари
центрического подразделения симплекса S меньше е. I

Лемма Шпернера. Пусть & есть l-е барицентрическое под
разделение m-мерного симплекса айа\ . . .  ат и V — множество 
всех вершин всех симплексов из 9 .  Тогда если функция h, 
определенная на V и принимающая значения в множестве {0,
1 , . . . ,  т), удовлетворяет условию

h (и) е  {t0, t,, . . . ,  ik}, как только v е  а( а, . . .  а{ ,

то число симплексов семейства £Р, на вершинах которых функ
ция h принимает все значения от 0 до т, нечетно.

Доказательство. Применим индукцию относительно т. Если 
т =  0, то лемма выполняется, так как & =  {ао} и h ( a o ) = 0 .

и
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Предположим, что лемма установлена при т <  п. Рассмотрим 
произвольный /г-мерный симплекс S =  а$а\ . . .  ап> l-е барицент
рическое подразделение $Р симплекса S и любую функцию Л, 
удовлетворяющую посылкам леммы. Обозначим через ЗР се
мейство всех (п — 1)-мерных симплексов семейства на вер
шинах которых h принимает все значения от 0 до п — 1. Ясно, 
что единственной (п — 1)-мерной гранью симплекса S, содер
жащей симплексы семейства 1Р'У является грань а0а\ . . .  ап-и  
По индуктивному предположению, число симплексов семейства 
!Р\ лежащих в ao^i . . .  ап-ь  нечетно; обозначим это число че
рез а.

Расположим все /г-мерные симплексы семейства 9* в после
довательность Si, S2, St. Для каждого обозначим 
через bj число граней симплекса S/, принадлежащих и через 
Nj обозначим множество значений функции h на вершинах 
симплекса S/.

Читатель легко проверит, что:

(16) Если включение {0, 1, . . . ,  п — 1} cz Nj не выполняется,

Через с обозначим число симплексов в на вершинах ко
торых h принимает все значения от 0 до п. В силу (14) — (16), 
существует целое число d\y такое, что

Если мы сопоставим каждому симплексу S/ его bj граней, 
принадлежащих то каждый симплекс Т из ip' будет постав
лен в соответствие, как это легко следует из последней части 
теоремы 2, одному или двум симплексам 5/ — в зависимости от 
того, содержится или нет симплекс Т в какой-нибудь (п — 1)- 
мерной грани симплекса S. Следовательно, существует целое 
число <i2, такое, что

Формулы (17) и (18) показывают, что с — a =  2(d\ — d2)\ та
ким образом, с — нечетное число. I

Теорема 4. Пусть {Л}^10 “  семейство замкнутых подмно
жеств симплекса S =  а§а\ . . .  am. Тогда если для каждой грани 
а. а. . . .  а. симплекса S выполняется соотношение

Л *1 1Ь

(14) Если N j =  {0, 1.........п), то b j =  1.
(15) Если N ,-=  {0, 1, п — 1}, то bj =  2.

то bj =  0.

(17) с — (Ь\ &2 -j- -\-bt)=2d\.

(18) а — {b\ -f- &2 -J- ••• bt) — 2d2.

то Fq Г) F1 П • • • П Fm ф  0 .

39 Зак. 697
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Доказательство. Предположим, что F\ f) F2 Л • • • ( ]Fm =  0 .  
Семейство где t/,-=  S \ F „  является открытым покры
тием симплекса S; значит, в силу компактности S и тео
ремы 4.3.31, существует е >  0, такое, что каждое подмножество 
симплекса S, диаметр которого меньше е, содержится в неко
тором Ui, т. е. не пересекается с Fi.

По теореме 3, найдется натуральное число /, такое, что 
мелкость /-го барицентрического подразделения & симплекса S 
меньше е. Обозначим через V множество всех вершин всех сим
плексов из 9>. Для каждого v е  V пересечение всех граней сим
плекса 5, содержащих v, является некоторой гранью симплекса 
S, т. е. имеет вид а. а, . . .  а, . Так как и е  а. а , . . .  а. , то по

‘о Ч ‘А ‘о ‘ i lk
предположению теоремы найдется / ^  к, такое, что v е  Ftp 

Полагая h(v) =  ij, мы определяем на V функцию h, кото
рая удовлетворяет посылкам леммы Шпернера; значит, най
дется хотя бы один симплекс Т — vQv\ . . .  vm^ & ,  такой, что 
h(vi) =  i при i =  0, 1, . . . ,  т. Значит, Vi ^Fi  и тем более Г Л 
Г\ Р г ф 0  при i =  0, 1, . . . ,  т. Получили противоречие, так как 
в ( Г ) < 8 .  I

Доказательство теоремы Брауэра о неподвижной точке. Куб 
1п (n-мерный) содержится в n-мерном симплексе Т =  аой\ . . .  
. . .  ап cz Rn, где aQ =  0, а} =  {«& } при / =  1, 2, . . . ,  п, б?=0, когда 

i ¥= j, и — 1. Если бы существовало непрерывное 
отображение f: такое, что } ( х ) Ф х  при всех х ^ .1 п, то
для непрерывного продолжения f : Т-*-1п отображения f, суще
ствующего в силу 2.1.8 и 2.3.6, было бы } ( х ) ф  х при всех 
х е  Т. Значит, достаточно доказать, что для каждого непре
рывного отображения f: Т-*-Т  найдется точка х ^ Т ,  такая, что 
f(x) =  x. Заметим, что возможность замены п-куба /"  симплек
сом Т также вытекает из того, что Iя и Т гомеоморфны 
(см. упр. 3.2.С).

Для каждой точки х е Г  имеем
(19) х  =  А0 (jc) Uq Aj (x ) Н- • • - ~f” kn (x) an, 
где
(20) M * )  +  M * ) +  . . .  + M x ) = l
и %i(x) ^  0 при / =  0, 1, . . . ,  ti.

Образ каждой точки ^ е Г  при отображении f можно запи
сать так:
(21) f(x) =  A0 (f(x))ao +  M f ( * ) ) a , +  +  M f  (*))<*». 
где
(22) Я0 ( / (*)) +  Я, (f (х)) +  . . .  + K ( f  (х)) =  1 
и M f ( * ) ) ^ 0  при /  =  0, 1, . . . ,  п.



При i =  О, 1........п множество
(23) { х е Г :  X , ( f ( * ) X M * ) }
замкнуто, так как А,,- и /  непрерывны. Покажем, что семейство 
{ F i ) U  удовлетворяет посылкам теоремы 4. Пусть ai ai . . .  а. —
произвольная грань симплекса Т. Рассмотрим любую точку
х е  а. а. . . .  а, . Имеем *0 *1 1к

(я) +  ^  ( * )  4- • ( ^ ) — 1»1о м ‘А
так что, в силу (22),

«̂1 (f (f (x ))^ ^ i0 (*)+^z, (*)+•  • (■*)•

Значит, ( x ) ) ^Ki f (x) по крайней мере для одного j ^ k ,  
и тогда х е  Fif. Мы установили, таким образом, что

а, а, . . .  a. c z F t \JF, U ••• U/\- •
‘о h lk ‘о ‘ i

В силу теоремы 4, существует точка х е  Fo П F\ П • • • П Fn\ из 
(23) следует, что

К  Cf (*)) <  h  (лс), я,, (} (х)) <  Л, (*), . . . ,  Л* (?(*)) <  Я„ (л:).
Однако, в силу (20) и (22), строгое неравенство A / ( f ( * ) ) <  Я,/(лг) 
не может выполняться ни для какого /'; значит,

Ло (J (*)) =  0̂ (*)» 1̂ (f (*)) =  1̂ (-«с). • • •» hn (f (*)) =  К  (х), 
и, в силу (19) и (21), имеем f {x)  =  х. I

7.4. ЗАДАЧИ
Теоремы сложения
7.4.1 (Урысон [1925b]). Пусть X — наследственно нормаль

ное пространство и М — любое его подпространство. Покажите, 
что i n d в том и только том случае, если для каждой 
точки х е М  и произвольной окрестности V точки х в простран
стве X  найдется открытое множество U czX,  такое, что х  е  
е [ / с У  и ind(M (1 Fr l / ) < n — 1.

Выведите отсюда, что для любых двух подпространств X, У 
произвольного наследственно нормального пространства вы
полняется неравенство

ind { X U У )<  ind X +  ind У +  1.
Указание. Примените индукцию относительно ind X  +  ind У.
7.4.2 (Ю. М. Смирнов [1951b]). Пусть X  — наследственно
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нормальное пространство и М — подпространство пространства 
X, Покажите, что Ind М ^  п ^  0 в том и только том случае, 
если для каждого замкнутого множества A c z X  w. произволь
ного открытого множества V<^X,  содержащего Л, найдется 
открытое множество UczX,  такое, что A<^U<^V  и Ind (МП 
Л Fr £ / ) < n — 1.

Выведите отсюда, что для каждой пары X , У подпространств 
любого наследственно нормального пространства имеет место 
неравенство

lnd(X U У) Ind X +  Ind У +  1.

7.4.3 (Чех [1932а]). Пусть X — наследственно нормальное 
пространство и М — подпространство пространства X. Пока
жите, что у каждого открытого покрытия пространства М есть 
раздутие, состоящее из открытых в X множеств.

Указание. Применяя индукцию относительно £, покажите,
что для каждого конечного семейства {^ t*}f=1 открытых мно-

k
жеств в М, удовлетворяющего условию f| V t —  0 , найдется

i — 1
семейство {Ut} i=l открытых множеств в Ху такое, что ViCzUi

k
при i =  1, 2, . . . ,  k и П Ui =  0 -

i = 1
7.4.4 (Ю. М. Смирнов [1951b]). Пусть X — наследственно 

нормальное пространство и М — подпространство пространства 
X. Покажите, что d im M ^ n  в том и только том случае, если

Г \feдля каждого конечного семейства {Ui}i=l открытых множеств
k

в Ху удовлетворяющего условию М cz (J Цiy найдется семей-
i = \

ство {Vi}ki=l открытых множеств в X, такое, что V, a  Ui при 
k

i =  1, 2, . . . ,  k, М cz Д  Vt и o r d ^ , } ^ )
Выведите отсюда, что для любых двух подпространств X, Y 

произвольного наследственно нормального пространства имеет 
место неравенство

dim (X U Y) <  dim X +  dim У +  1.
Указание. При доказательстве первой части утверждения 

примените задачу 7.4.3.
Компакт X, для которого ind JVT ф  dimZ
7.4.5 (Локуциевский [1949]). Пусть V — длинный отрезок 

(см. задачу 3.12.18) и f : Ds° - > / — функция, определенная в
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упр. 3.2.В. На произведении 1/ Х ^ к° рассмотрим отношение 
эквивалентности Е, определенное правилом: (х\, С\)Е(х2, с2) в 
том и только том случае, если (х\, С\) =  (х2, с2) или х\ =  х2 — o>i 
и f(ci) =  f ( c2). Докажите, что для факторпространства
X l =  (VXD**)/E  выполняются равенства indXi =  Ind Xi =  
=  dim Xi =  I.

Пусть A\ — подпространство пространства Xi, состоящее из 
всех точек, прообразы которых при естественном факторном 
отображении q: K X ^ Sc^ I |  двухточечны. Пусть Х2— копия 
пространства Xi, не пересекающаяся с Х\, и А 2 — подмножество 
множества Х2, соответствующее множеству А\ а  Ль Применив 
упр. 4.3.Н(а), соедините Xi с Х2 вдоль отрезка q({®i}  Х ^ 8°) 
таким образом, чтобы никакая точка множества Ai не соеди
нилась ни с какой точкой множества А2. Проверьте, что для 
полученного таким образом компакта X выполняются равен
ства IndX =  indX =  2 и dimX =  1.

Заметьте, что теорема о счетной сумме и даже теорема о ко
нечной сумме не выполняются для размерностей ind и Ind 
в классе всех компактов.

Замечание. Первый пример компакта X, такого, что ind X Ф  
Ф  dimX, был построен Лунцем в [1949].

Тихоновское престранство Z и замкнутое подпространство М 
пространства Z, для которых dim Z <  dim М

7.4.6 (Ю. М. Смирнов [1956b]). С помощью пространства У 
из примера 6.2.20 определите тихоновское пространство Z, та
кое, что dim Z =  0, но dim М >  0 для некоторого замкнутого 
подпространства Mc z Z.

Указание. Пусть с У — какая-нибудь нульмерная компакти
фикация пространства У, и пусть W обозначает пространство 
всех ординалов Покажите, применив задачу 3.12.19(c),
что для пространства Z =  (W"X. \  [{®i} X  ( сУ\с(У) ) ]  имеет 
место равенство pZ =  с У.

Нормальное пространство Z, для которого ind Z =  0 и
dim Z =  оо

7.4.7 (Ю. М. Смирнов [1958]). Видоизменив построение про
странства У в примере 6.2.20, определите нормальное простран
ство Z, такое, что ind Z =  0 и dim Z =  оо.

Указание. Замените отрезок гильбертовым кубом и множе
ства Sa произведениями Sa°. Примените следствие 7.1.18.

Полиэдры
7.4.8. Пространство Р называется полиэдром, если суще

ствуют симплекс S и семейство & граней симплекса S, такие,
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что Р =  (J !Р. Вершины симплекса 5, принадлежащие Р, назы
ваются вершинами полиэдра Р . Размерность полиэдра Р есть 
максимум размерностей симплексов из

Заметьте, что определения вершины и размерности поли
эдра не зависят от выбора симплекса S и семейства Убеди
тесь, что каждый полиэдр является компактом.

Пусть Р — полиэдр и ао, аи ат — все его вершины. По
кажите, что каждая точка х е Р  единственным образом пред
ставляется в виде

х =  k0{x)a0 +  h ( x ) a ] +  . . .  +  Хт(х)ат,
т

где X  Xf (я) =  1 и Я/(х) ^  0 при j =  О, 1, . . . ,  т. Проверьте, что
i=о

Ао, Хи . . . ,  Хт — непрерывные функции на Р со значениями в /. 
Подмножество

G/ =  { x g P :  Xj (x) >  0}

полиэдра Р называется звездой вершины а}\ Покажите, что для 
последовательности af , а. , . . . ,  а^ вершин полиэдра Р пере
сечение G/0 П G/j П П G}k непусто в том и только том случае,
если а, а , . . .  а, с :  Р.h h

Докажите, что для каждого полиэдра Р размерности indP, 
IndP и dimP совпадают с размерностью полиэдра Р.

Характеристика размерности dim в терминах ^-отображений

7.4.9 (неявно — Куратовский [1933а]; для метризуемых ком
пактов— П. С. Александров [1928]). Пусть X и У— топологиче
ские пространства и — произвольное покрытие пространства 
X. Непрерывное отображение f: X-+-Y  называется отображе
нием, если существует открытое покрытие пространства
У, такое, что { r l (us) } ^ s вписано в

(а) Докажите, что тихоновское (нормальное) пространство X 
удовлетворяет неравенству dim X^Zn  в том и только том слу
чае, если для каждого конечного функционально открытого 
(открытого) покрытия зФ пространства X существует ^ -отобр а 
жение пространства X в полиэдр размерности ^ п.

Указание. Пусть y f =  {V i} tJlsmQ — какое-нибудь функционально 
открытое покрытие, вписанное в для которого ord Т  ^  пу и 

о “  Функционально замкнутое ужатие покрытия Т . Возь
мите любой m-мерный симплекс S =  а0а\ . . .  аш и семейство
Ш о  непрерывных функций f t: Х-*-1, удовлетворяющих уело-
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ВИЯМ f i (X\Vi )cz{0}  и (.Fx)cz{1}, и положите 

Я ( И -  м«>
' W  h  (*) +  h i x ) +  (x) ■

Рассмотрите отображение /: X-*~S, определенное формулой 
/ ( х )  =  Яо(л̂ ) йо +  К\ (я) й\ +  . . .  + Я т (л:)ат.

(Ь) Покажите, что в данной в пункте (а) характеристике 
размерности dim слова «в полиэдр» можно заменить словами 
«на полиэдр».

Указание. Покажите, что для каждого подмножества А по
лиэдра Р =  (J^найдутся подсемейство семейства и непре
рывное отображение g: Л -> Р , такие, что g(A)  =  PQ =  [}!Р0 и 
g(A  f| T)cz T при всех

Размерность в смысле покрытий произведений
7.4.10 (Хеммингсен [1946]). Докажите, что для любых двух 

компактов Ху У, хотя бы один из которых не пуст, имеет место 
неравенство

dim (X X  У) ^  dim X +  dim У
(см. задачу 7.4.12(b)).

Указание. Покажите, что для каждого конечного открытого 
покрытия пространства X X  У найдется вписанное в него покры
тие вида { ( / X V :  U е  зФ, V где Ж и 3S— конечные откры
тые покрытия пространств X я У соответственно. Примените 
задачу 7.4.9(a).

Размерность подпространств
7.4.11 (Даукер [1955]). Пусть X — нормальное пространство 

и М — замкнутое подпространство пространства Ху такое, что 
d i m M ^ n .  Покажите, что dimХ ^ п  в том и только том слу
чае, если каждое замкнутое подпространство F c z X , не пересе
кающееся с Af, удовлетворяет условию dim F ^  п.

7.4.12 (Чех [1933], Ю. М. Смирнов [1951с]). (а) Пусть X — 
нормальное пространство, удовлетворяющее неравенству 
dimX ^  п. Докажите, что для каждого подпространства М а Х , 
являющегося /^-множеством или (более слабое требование) 
нормально расположенного в X , выполняется неравенство 
dimAf п.

Выведите отсюда, что для каждого подпространства М про
извольного совершенно нормального пространства X имеем 
dimAf ^  dimX.

Замечание. Чех доказал в [1932] (объявлено в [1931]), что 
IndM IndX для каждого подпространства М совершенно нор
мального пространства X; доказательство см. в работе Нагами 
[1970] или Энгелькинга [1978].
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(Ь) Покажите, что неравенство в задаче 7.4.10 остается вер
ным для любых тихоновских пространств X, У, таких, что про
изведение X X  У является линделёфовым пространством.

Характеристика размерности dim в терминах отображений в 
сферы

7.4.13. (а) (Хеммингсен [1946], Александров [1947], Даукер 
[1947]; для компактов — Александров [1940], Морита [1940]; 
для метризуемых компактов— Александров [1932] и Гуре
вич [1935]). Докажите, что нормальное пространство X удовлет
воряет неравенству d i m X ^ n ^ O  в том и только том случае, 
если каждое непрерывное отображение /: A - + S n, определенное 
на каком-нибудь замкнутом подпространстве А пространства X, 
можно непрерывно продолжить на все X.

Указание. Рассмотрите сначала случай компакта X. Восполь
зуйтесь характеристикой размерности dim, установленной в тео
реме 7.2.15. Вместо Sn возьмите границу S? (п +  1)-куба в 

примените задачу 5,5.21 и тот факт, что для каждой точки 
jc0e / ft+i\ S / граница Si является ретрактом пространства 
1п+1\ { х о}. Чтобы распространить эту характеристику на нор
мальные пространства, примените теорему 7.1.17.

(b) (Ю. М. Смирнов [ 1955b]) Докажите, что тихоновское 
пространство X удовлетворяет неравенству dimX ^ п ^ О  в том 
и только том случае, если каждое непрерывное отображение 
/: A-+-Sn, определенное на замкнутом подпространстве А про
странства X, для которого существует непрерывное отображение 
F: Х -* В п+\ такое, что F(x) =  f(x)  при всех х е Л ,  непрерывно 
продолжается на X.

(c) Покажите, что если Л — замкнутое подпространство нор
мального пространства X и каждое замкнутое подпространство 
F пространства X, не пересекающееся с Л, удовлетворяет нера
венству dim F 0, то каждое непрерывное отображение 
/: Л —>■ Sn непрерывно продолжается на X.

(d) Пусть Xi и Х2—-замкнутые подпространства метризуе
мого пространства X, такие, что X1(JX2 =  X, и /у. X\~>Sn и 
/2: X2- > S " — некоторые непрерывные отображения. Покажите, 
что если множество D = { x ^ X x f|X2: f l (x)=£f2(x)}  удовлетво
ряет неравенству dimD^Cn — 1, то оба отображения /i и /2 не
прерывно продолжаются на X.

Указание. Примените задачу 5.5.21.
Факторизационная теорема Мардешича

7.4.14 (Мардешич [I960]). Докажите, что для каждого не
прерывного отображения /: Х -^ У  любого компакта X, удовлет
воряющего условию d im X ^ n , в произвольный компакт У, та-



7.4. ЗАДАЧИ 617

кой, что ш(У)г=Ст, найдутся компакт Z и непрерывные отобра
жения g: X - + Z  и h: Z - +Y,  для которых выполняются условия 
dim Z < ; п, w ( Z ) ^ t a ,  g (X)  =  Z и f =  hg (это и есть фактори- 
зационная теорема Мардешича).

Указание (Архангельский [1967]). Возьмите любую базу &  
пространства У, для которой | ^ | ^ т , и рассмотрите семейство 
%!s} seS всех конечных покрытий пространства У, состоящих из 
элементов семейства ЗВ. Положим V0 =  W seS , где Ys —  
=  U^t f l s } ,  и определим последовательность Vi, V 2, . . .
семейств открытых покрытий пространства X, где V,+i получает
ся путем выбора для каждой пары Y, У  е  V,- некоторого конеч
ного открытого покрытия порядка :£[«, сильно звездно вписан
ного и в 7 ,  и в Т ’ . Убедитесь, что, полагая хЕу в том и только

оо

том случае, если у е  П П St ( х , Г ) ,  мы определяем замкнутое
i = 1 у> е  Vi

отношение эквивалентности Е на пространстве X. Проверьте, 
что факторпространство Z =  X/E, естественное факторное ото
бражение g  и отображение Л, определенное равенством Л ( [*] )  =  
=  f (x )> удовлетворяют требуемым условиям.

Компактификации, сохраняющие размерность и вес

7.4.15 (Скляренко [1958]; для сепарабельных метризуемых 
пространств — Гуревич [1927b] и [1930]). Докажите, что для 
каждого тихоновского пространства X, удовлетворяющего усло
виям d i m X ^ n  и ш(Х)г£Ст, найдется компактификация сХ, та
кая, что dim сХ sg: п и w (сХ) ^  т.

Указание (Мардешич [I960]). Продолжите гомеоморфное 
вложение i: X - * I m на $Х и примените задачу 7.4.14.

Универсальные пространства размерности п и веса ГО

7.4.16 (Зарелуа [1964], Пасынков [1964]). Докажите, что для 
каждого натурального числа п и любого кардинала m ^  8о най
дется компакт, являющийся универсальным пространством для 
всех тихоновских пространств X, таких, что dim X ^  п и 
w(X)  ^  ш.

Указание (Пасынков [1964]). Пусть 9? — семейство всех под
пространств X пространства / ш, для которых d i m X ^ n .  Поло
жим 7 =  0  А' и ( =  v  ix : У - > / т , где ix : X - > / т — тожде-

ственное вложение пространства X в / т . Рассмотрите непрерыв
ное продолжение f : р У - > / т отображения i и примените за
дачу 7.4.14.
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Замечание. Нёбелинг показал в [1931], что при каждом О
п

пространство N2"+X =  U Qm + \ т. е. подпространство простран-
пг=0

ства /?2л+!, состоящее из всех точек, не более чем п координат 
которых рациональны, является универсальным пространством 
для всех сепарабельных метризуемых пространств размерности 

Отсюда следует, в частности, что любое сепарабельное 
метризуемое пространство размерности можно вложить в 
/?2/ьи. Последний факт был доказан также Лефшецем в [1931], 
равно как Понтрягиным и Толстовой в [1931]. Доказательства 
можно найти в книге Гуревича и Волмэна [1941] и в книге Эн- 
гелькинга [1978].

Расширение л-мерных множеств до п-мерных в 6-множеств

7.4.17 (Катетов [1952], Морита [1954]; для сепарабельных 
метризуемых пространств — Тумаркин [1926] (объявлено в
[1925])). Покажите, что для каждого подпространства М про
извольного метризуемого пространства X найдется Gfi-множество 
Л1* а  X, такое, что М с= М* и Ind М* =  Ind М .

Выведите отсюда, что каждое метризуемое пространство X 
гомеоморфно всюду плотному подпространству некоторого мет
ризуемого полной метрикой пространства X *, такого, что Ind Х* =  
=  IndX и w(X*) =  w(X).

Указание. Рассмотрите сначала случай, когда подпростран
ство М удовлетворяет условию IndM =  0. Видоизмените первую 
часть доказательства теоремы 7.3.8 и примените лемму 7.3.7; 
можно также воспользоваться теоремами 7.3.15 и 4.3.21.

Для доказательства в общем случае примените теорему 7.3.9. 
При доказательстве второго утверждения примените теоремы
4.3.19 и 4.3.23.

п- мерные подпространства пространства Rn

7.4.18 (Менгер [1924], Урысон [1925b] (объявлено в [1922])). 
Докажите, что подпространство М евклидова n-пространства Rn 
имеет размерность п в том и только том случае, если IntAl Ф  0 .

Выведите отсюда, что для_каждого непустого открытого мно
жества U a R n, такого, что О ф Я п, размерность границы Fr U 
равна /г — 1.

Указание. Примените задачу 4.5.2.
Отображения, повышающие размерность, и отображения, по

нижающие размерность

7.4.19. (а) (Энгелькинг [1973]). Заметьте, что метризуемое 
пространство X удовлетворяет неравенству IndX в том
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и только том случае, если X  обладает 0-локально конечной 
сетью JF, такой, что Ind Fr М ^  п — 1 при всех М е  Jf\

(b) (Морита [1955]; для сепарабельных метризуемых про
странств— Гуревич [1927а]). Докажите, что если /: X - + Y  — 
замкнутое отображение метризуемого пространства X на метри
зуемое пространство Y и [ / - 1 (у) | ^  k +  1 ^  1 при всех у е  У, то 
Ind У ^  IndX +  k.

Указание (Энгелькинг [1973]). Примените индукцию относи
тельно Ind У +  k. Возьмите 0-локально конечную базу про
странства X, для которой Ind Fr U ^  IndX — 1 при всех t / G ^ } 
рассмотрите семейство { f (U) :  t / e J f } ,  воспользуйтесь леммой
3.10.11 и утверждением (а).

7.4.20. (а) (Гуревич и Волмэн [1941] для сепарабельных мет
ризуемых пространств). Пусть метризуемое пространство X об
ладает замкнутым покрытием Ж , таким, что Ind К при 
всех К е  Ж , и открытым a-локально конечным покрытием Щ, 
таким, что для каждого К ^ Ж  и произвольного открытого
V а  X , содержащего /С, найдется U е  Щ, удовлетворяющее усло
виям К U V и I n d F r f y ^ n — 1. Докажите, что тогда 
IndX ^  п.

Указание. Докажите, что каждое непрерывное отображение 
f : определенное на каком-нибудь замкнутом подпро
странстве А пространства X , имеет непрерывное продолжение 
F: X -+-Sn (см. задачу 7.4.13(a)). Сначала, применив задачу 
7.4.13(c), для каждого К ^ Ж  определите U k ^ - % ,  такое, что 
К cz Uк, IndFr Uк ^  п — 1 и / допускает непрерывное продол
жение на Л U Uк- Расположите все члены семейства {£/*: К е  Ж)  
в трансфинитную последовательность U0,U  ь Ua, . . . .  
таким образом, чтобы семейство {^р}0<а было локально конечно 
при каждом а <  g. Положите Л0 =  Л (J *7о и Ла =  Ua при а >  0. 
Применяя задачу 7.4.13(d), определите по трансфинитной индук
ции трансфинитную последовательность отображений FQt Fi, . . .  
. Fa, . . . .  а <  I, где Fa: Г [J Л̂ Л такую, что

\ Р ^  a /
^« =  |( U Лр  ̂ =  Fу при и / 70|Л =  /. Положите F —

= V (Falt/a)-a<|
(Ь) (Морита [1956], Нагами [1957]; для сепарабельных мет

ризуемых пространств — Гуревич и Волмэн [1941]; для метри
зуемых компактов — Гуревич [1927а]). Докажите, что если 
/: X - ^ Y  — замкнутое отображение метризуемого пространствах 
в метризуемое пространство У и Ind f~l (у) k ^  0 при всех 
j / e  У, то I n d X ^ I n d y  +  k.

Указание. Зафиксируйте k и примените индукцию относитель
но Ind У. Возьмите a-локально конечную базу $  пространства У,
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такую, что Ind Fr ^  Ind У— 1 для всех рассмотрите
семейство {f~~l (U):  U е  Щ  и воспользуйтесь (а).

Замечание. Обзор результатов об отображениях, повышаю
щих размерность, и об отображениях, понижающих размер
ность, можно найти в работе Лелека [1971] (см. также статьи 
Нагами [1970] и Энгелькинга [1978]). В работе В. В. Филип
пова [1972] описан общий метод, который упрощает многие до
казательства в этой области.

Вокруг теоремы Брауэра о неподвижной точке
7.4.21. (а) Покажите, что теорема Брауэра о неподвижной 

точке влечет за собой лемму Шпернера и следующие два факта:
(1) Сфера Sn не является ретрактом шара Вп+К
(2) Тождественное отображение idsn: Sn^ S n не гомотопно 

постоянному отображению сферы Sn в точку х е  S”.
Покажите, что каждый из приведенных выше двух фактов, 

равно как и теорема о том, что dim /" =  п, влечет за собой тео
рему Брауэра о неподвижной точке.

(Ь) Докажите, что для каждого непрерывного отображения 
/: существует точка х  е  /*°, такая, что f (x)  — x.

Борелевские множества III (см. задачи 1.7.5, 4.5.7 и 4.5.8)
7.4.22 (Лебег [1905]). Докажите, что для каждого счетного 

ординала а найдется в гильбертовом кубе /**° множество Ма 
мультипликативного класса а, которое не входит в аддитивный 
класс а, а также найдется множество Аа аддитивного класса а, 
которое не принадлежит мультипликативному классу а.

Указание (Энгелькинг, Голштынский и Сикорский [1966]). 
Определите по индукции множества Ма и Аа =  / к° \  Ма, взяв 
в качестве М0 произвольное одноточечное подмножество про
странства и при а >  0 положив

льный ординал.

Покажите, что для каждого метризуемого пространства X и лю
бого множества В<^Х  мультипликативного (аддитивного) клас
са а существует непрерывное отображение f: X - + I * ° t такое, 
что f~l (Ma) — B (такое, что f~l (Aa) =  B).  Примените задачу
7.4.21(b).



Глава 8

РАВНОМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
И ПРОСТРАНСТВА БЛИЗОСТИ

Понятия равномерного пространства и пространства бли
зости можно рассматривать с двух позиций — либо как аксиома
тизации некоторых геометрических объектов, близкие к понятию 
топологического пространства, хотя и совершенно независимые 
от него, либо как удобные средства изучения топологических про
странств. Когда А. Вейль впервые ввел равномерности, они рас
сматривались именно как такое средство, пригодное в отличие 
от метрик для изучения топологических пространств без каких- 
либо предположений о счетности. Близости также могут быть 
использованы для изучения топологий; они особенно эффективны 
при исследовании компактификаций. Бурбаки, весьма подробно 
излагающий в своей книге теорию равномерных пространств, 
подчеркивает ее независимый характер, хотя она и очень тесно 
связана с теорией топологических пространств. Связь между 
этими двумя теориями основана на том, что равномерным про
странствам и равномерно непрерывным функциям ставятся в со
ответствие (неким стандартным образом) топологические про
странства и непрерывные отображения. Этот переход от равно
мерных пространств к топологическим разбивается на два этапа; 
промежуточное положение занимают пространства близости.

Теория равномерных пространств обладает разительным 
сходством с теорией метрических пространств, но область ее 
применения значительно шире. В частности, каждая топологи
ческая группа обладает тремя естественными равномерностями, 
которые применяются в теории топологических групп.

В § 8.1 мы вводим понятия равномерности и равномерного 
пространства и показываем, как равномерность порождает топо
логию. Затем определяются два понятия, широко используемые 
в теории равномерных пространств: равномерные покрытия и 
равномерные псевдометрики. Из важного результата о том, что 
для каждой равномерности °U существует много псевдометрик, 
равномерных относительно 41, мы выводим, что всякое про
странство с топологией, индуцированной некоторой равномер
ностью, есть тихоновское пространство. Затем мы показываем, 
что топология любого тихоновского пространства порождена не
которой равномерностью. Далее мы рассматриваем три упомя
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нутые равномерности на топологических группах и устанавли
ваем необходимое и достаточное условие, чтобы равномерность 
порождалась метрикой. Параграф заканчивается обсуждением 
равномерно непрерывных отображений и равномерных изомор
физмов.

В § 8.2 изучаются три операции на равномерных простран
ствах: рассматриваются подпространства, декартовы произведе
ния и пространства отображений. В отличие от метрических про
странств произведение любого семейства равномерных про
странств является равномерным пространством, поэтому нет 
нужды вводить ограничения на мощность семейства. Равномер
ности в пространствах отображений позволяют определить поня
тие равностепенно непрерывного семейства отображений и до
казать аналоги классической теоремы Асколи.

Параграф 8.3 посвящен вполне ограниченным и полным рав
номерным пространствам. Здесь отчетливо видна аналогия 
между равномерными и метрическими пространствами. Многие 
теоремы этого параграфа являются обобщениями теорем § 4.3, 
причем их формулировки и доказательства почти дословно сов
ладают с исходными. В заключительной части этого параграфа 
мы определяем пополнение равномерного пространства и об
суждаем свойства компактных равномерных пространств.

В § 8.4 изучаются близости и пространства близости. Мы по
казываем, что каждая близость порождает некоторую тополо
гию, и изучаем взаимосвязи между равномерностями и близо
стями. Наиболее важным результатом этого параграфа являет
ся теорема Смирнова, устанавливающая взаимно однозначное 
соответствие между близостями на тихоновском пространстве X 
и его компактификациями.

8.1. РАВНОМЕРНОСТИ И РАВНОМЕРНЫЕ 
ПРОСТРАНСТВА

Сначала введем некоторые обозначения. Пусть X —некото
рое множество и Л, В — подмножества произведения Х \ Х ,  
т. е. отношения на множестве X. Обратное к Л отношение будет 
обозначаться через —Л, а композиция отношений Л и В — че
рез Л +  В\ так,

—А = { ( х , у ) :  (у , х ) еЕА }
И

Л +  В =  {(л:, г): существует такой у <= Х у
что {хУ у ) ^ А  и {у, г ) е В ) .

Легко видеть, что композиция отношений ассоциативна, т. е. 
(Л - f  В) +  С =  А +  (В +  С) . С другой стороны, как показывают
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простые примеры, композиция отношений не коммутативна, т. е., 
вообще говоря, А +  В Ф  В +  А. Для произвольного отношения 
А а Х у ^ Х  и натурального числа п отношение пА c z X X X  опре
деляется индуктивно формулами

1 А — А и пА = ( п — 1 )А-\-А.

Из ассоциативности композиции следует, что тА -j- пА =  пА +  
+  тА =  (т +  п) А.

В § 2.3 мы определили диагональ произведения X X X  как 
множество

А = { ( х ,  х ) : х ^ Х ) .

Каждое множество F c I X ^ ,  которое содержит А и удовлет
воряет условию V =  — V, называется окружением диагонали-, 
множество всех окружений диагонали А cz X X  X будет обозна
чаться 2)х- Если для пары х, у точек X и некоторого V е  3 )х 
мы имеем ( х , у ) е  V, то будем говорить, что расстояние между 
х и у меньше V, и писать | л: — у | <  V; в противном случае бу
дем писать \x — y\~ ẑ V. Если для любой пары х, у точек мно
жества А а  X и некоторых V е  Ж)х мы имеем | х — у | <  V, т. е. 
если А X  A cz V, то будем говорить, что диаметр А меньше V, 
и писать б (Л) <  V. Легко проверить, что для любых х, у, z e l  
и любых V, V\, V2 е  ЯЬх выполнены следующие условия:

(1) \ x - x \ < V - ,
(2) \х — у\ <  V тогда и только тогда, когда |у — х \ <  V;

(3) если \х — у \ <  Vi и |у — z\ <  V2, то \х — z\ <  V\ +  V2-

Пусть х0 — точка X, и пусть множество В(х0, У) =
=  {х е  X: | хо — х | <  V} называется шаром с центром х0 радиуса
V или просто V-шаром с центром х0. Из (3) сразу следует, что 
диаметр V-шара меньше 2V. Для множества A cz X и некото
рого V е  Фх под V-шаром вокруг А мы подразумеваем мно
жество В (А, V) =  U В {к, V).

Равномерность на множестве X есть подсемейство CU cz '£>x, 
которое удовлетворяет следующим условиям:
(U1) Если и V cz We=£Dx, то W <el<U.
(U2) Если Vu V2e  <U, то Vi fl V2 е  <U.
(U3) Для любого V ^  41 существует такое W е  Ш, что 2W cz V. 
(U4) П °U> =  А-

Семейство называется базой равномерности <U, если
для любого V' е  °И существует такое W е  $ ,  что W cz V. Оче
видно, что равномерность °и может иметь много баз; наимень
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ший кардинал вида \93\, где 93— база для Щ, называется весом 
равномерности Ш и обозначается ш (^ ) .

Любая база равномерности на множестве X обладает сле
дующими свойствами:
(BU1) Для всех Vu V2^ 9 3  существует такое V ^ 9 3 ,  что 

V c V i f t  U2.
(BU2) Для всякого существует такое W <= что 2W cz V.
(BU3) п ^  =  Д.

Отметим, что каждое окружение диагонали V ^ 3 ) x порож
дает покрытие W(V) =  {В(Ху V)}x^ x множества X . Пусть Ш —
какая-нибудь равномерность на множестве Х\ всякое покрытие 
множества X , в которое можно вписать покрытие вида f e ( V ) 9 
где называется равномерным относительно °U. Совокуп
ность С всех покрытий множества X , равномерных относи
тельно некоторой равномерности °Ы на X , обладает следую
щими свойствами:
(UC1) Если яФ ^  С и зФ вписано в некоторое покрытие 93 мно

жества X, то 93^  С.
(UC2) Для любых i 2e C  существует которое впи

сано и в S&U и 6
(UC3) Для любого М ^  С существует 1 е С ,  сильно звездно 

вписанное в зФ.
(UC4) Для любой пары х, у различных точек X существует та

кое ^  С, что ни один член зФ не содержит одновре
менно X и у.

Свойство (UC1) очевидно, свойство (UC2) есть следствие 
(U2) и равенства В(х,  V\ Л V2) =  В( х9 КОП В(х, V2), а свойство 
(UC4) следует из (U4) и (U3). Остается установить (UC3); 
для этого достаточно показать, что для любого ^  =  ^ ( 1 / ) е С  
покрытие 93 =  <Sr(W),  где W е  °U удовлетворяет включению 
4W cz У, сильно звездно вписано в зФ. Рассмотрим элемент 
B{ x yW) покрытия Я  и такую точку у ^ Х у что B(x,W)f\ 
П В (у, W) ф  0 .  Из последнего неравенства получаем х — у | <  
<211^, так что для любого г е й ( у Д )  имеем \х — г < 3  W cz 
< z 4 W c V ,  т. е. г е В ( х ,  7).  Следовательно, S i(5 (x , W), $ ) c z  
с zB(x ,  7) g ^ ,  откуда видно, что 93 сильно звездно впи
сано в зФ.

Равномерное пространство — это пара (X, °U), состоящая из 
некоторого множества X и равномерности °U на нем. Вес рав
номерного пространства (Ху °U) определяется как вес равномер
ности °U.

Каждая равномерность Щ на множестве X порождает неко
торую топологию О на X ; значит, каждое равномерное простран
ство (X,°U) определяет топологическое пространство (X, О) .  
Точнее, имеет место



8.1.1. Теорема. Для любой равномерности Щ на множестве X 
семейство

О =  {G cz X: для каждого x ^ G  существует 
такое V у что В(х,  V) a  G}

есть топология на множестве X, и топологическое пространство 
(X, О) есть Т\~пространство.

Топология О  называется топологией, порожденной (или ин
дуцированной) равномерностью Щ.

Доказательство. Из определения семейства О  следует, что 
оно удовлетворяет условиям (01) и (0 3 ). Покажем, что вы
полнено и условие (0 2 ). Рассмотрим два множества Gи G 2 ^ 0  
и точку x^.G \[\G 2. По определению О  существуют такие 
Vi, что В (х , V\)<z: G\ и В( ху V2)с= G2. Из (U2) следует,
что V =  V\ П V2 ^  °U, и так как В (х , V) =  В ( х , V\)[\B(xy V2) с : 
сг Gi П G2, то Gi Л <?2 е  С?.

Остается проверить, что (X, С?) есть ^-пространство. Для 
этого достаточно показать, что при каждом х е !  множество 
G =  Х \ {* }  открыто. Для любого y ^ G  имеем х ф у , так что, 
согласно (U4), существует удовлетворяющее неравен
ству \х — у V .  Так как В(у, V ) a G y то множество G от
крыто. I

Мы покажем в следствии 8.1.13, что топологическое про
странство (X, 0 ) у полученное из равномерного пространства 
(X, °U)y всегда является тихоновским пространством. Так же 
как в случае метрик, можно спросить, когда для топологиче
ского пространства (X , О)  существует такая равномерность °U 
на множестве Ху что порожденная ею топология совпадает с ис
ходной топологией О. В теореме 8.1.20 мы докажем, что такая 
равномерность существует тогда и только тогда, когда (X, (У) — 
тихоновское пространство. Поэтому некоторые авторы называют 
тихоновские пространства униформизуемыми пространствами.

Если X — топологическое пространство и равномерность °U 
на множестве X индуцирует исходную топологию Ху то мы бу
дем говорить, что °U есть равномерность на пространстве X; 
вообще говоря, существует много равномерностей на данном 
тихоновском пространстве (см. пример 8.1.7 и упр. 8.1.В 
и 8.1.С ).
8.1.2. Предложение. Внутренность множества A c iX  относитель
но топологии, индуцированной равномерностью °U на множестве 
Х у совпадает с множеством

В =  { x e l :  существует такое V ^ ° U y что B { x , V ) c z A } .

Доказательство. Так как каждое открытое множество Сс=Л 
содержится в Ву достаточно показать, что В —■ открытое множе
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ство. Для любой точки х е е  В существует такое F e ? / ,  что 
В (х , У )с :Л ; возьмем f  е ^ ,  удовлетворяющее условию 2WczV.  
Из (3) следует, что для каждого 1У) имеем В (у, W)cz
сг В(х,  У) Л; следовательно, B ( x , W) c z B ,  откуда видно, что 
В — открытое множество. I
8Л.З. Следствие. Если топология пространства X индуцирована 
равномерностью °U, го для каждой точки х е !  и каждого 

множество IntS(x, У) — окрестность точки х. 
Доказательство. Так как B(x, У)с=В(х,  У), точка д: принад

лежит внутренности шара В (х , У). I
8.1.4. Следствие. Если топология пространства X индуцирована 
равномерностью cUi то для каждого х е !  и каждого А а Х  
имеем
х е !  тогда и только тогда, когда А П В (х, V) ф  0

для каждого У б %  I
8Л.5. Следствие. Если топология пространства X индуцирована 
равномерностью °U, то для каждого A<zzX и каждого У е ^  
имеем

6 ( Л ) <  ЗУ, как только 6 ( Л ) < У .
Доказательство. Согласно последнему следствию, для лю

бых x f у €= А существуют такие х\ у ' ^ А ,  что / е В ( х ,  У) 
и у ' < = В ( у , У). Поэтому \х — # | < У + У + У  =  ЗУ. I

Заметим, что, как вытекает из приведенных выше следствий, 
пространство X с топологией, индуцированной равномерностью 
°U на множестве X , есть регулярное пространство (ср. со след
ствием 8ЛЛЗ). В самом деле, в силу теоремы 8.1.1, X есть 
^-пространство. Поэтому для любой точки х е !  и любого 
замкнутого множества Fc z X ,  такого, что х ф Р ,  окрестность 
IntB(*, W) точки х, где W удовлетворяет условию 6 W cz V 
с некоторым V таким, что F[\B{xy V ) =  0 ,  обладает свой
ством IntB(x, W ) [ \ F =  0 .
8.1.6. Пример. Для любого множества X семейство °U =  S>x 
есть равномерность на X; она называется дискретной равномер
ностью на X , а пространство (X, °U) называется дискретным 
равномерным пространством. Одноэлементное семейство S3 — 
=  {А} есть база для Щ, так что 1. Так как В{х,  А) =
=  {л;}, то всякое покрытие множества X равномерно относи
тельно °U. Ясно, что каждое подмножество А а  X открыто отно
сительно топологии, индуцированной °U, т. е. дискретная рав
номерность порождает дискретную топологию. Я

Этот пример показывает, что вес топологического простран
ства (X, О),  где топология О  индуцирована равномерностью (U >
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может оказаться больше веса Ш. С другой стороны, легко про
верить, что характер (X, О)  не больше веса °U.

8.1.7. Пример. Пусть X — произвольное множество; для каждой 
конечной последовательности х и . хк элементов множестваX 
положим по определению

k
V (* „  *2, . . . ,  xk) =  X  х  х  \  Ц  { [(X X  {xt}) и ({*,} X  X)] \  А}.

Множества V(x\, х2, . . . ,  Xk) являются окружениями диагонали. 
Рассмотрим семейство °U cz3)x, состоящее из всех окружений 
диагонали, которые содержат множество V(x\, х2у xjO- Се
мейство °U составлено теми элементами 2)х, которые полу
чаются из X X X  удалением некоторого множества, покрывае
мого конечным объединением множеств ( I X  W ) U ( W X ^ ) *  
Мы покажем, что °U — равномерность на X.

Тот факт, что °U удовлетворяет условиям (U1) и (U2), сле
дует из определения. Легко проверить, что 2V{x\, x2i . . . ,  xk) =
— V(xu x2j Xk), поэтому условие (U3) также выполнено. 
Наконец, условие (U4) выполнено потому, что (х, у) ф  V (х ), 
когда х ф у .

Так как В (х, F(x))  =  {х}, равномерность °U индуцирует дис
кретную топологию на X. Если множество X бесконечно, то 
Щ ф З ) х ,  поэтому, согласно примеру 8.1.6, разные равномер
ности могут индуцировать одну и ту же топологию. Легко про
верить, что если |Х| ^  No, то w{%l) =  |Х|. I

8.1.8. Пример. Пусть /  =  [0,1] — единичный отрезок. Читатель 
легко проверит, что семейство °U всех окружений диагонали 
Д с г / Х Л  которые содержат какое-нибудь открытое подмноже
ство в /  Х Л  содержащее А, есть равномерность на /; очевидно, 
Щ индуцирует естественную топологию отрезка /  и w ('Щ) =  
=  «0. ■

Пусть Ш — равномерность на множестве X; тихоновская то
пология на произведении X X  X, где X взято с топологией, инду
цированной равномерностью °U, называется топологией, инду
цированной равномерностью °U на множестве X X X .  Простран
ство X X X  с этой топологией играет важную роль в теории рав
номерных пространств.

Рассмотрим равномерное пространство (X, °U) и некоторую 
псевдометрику р на множестве X; будем говорить, что псевдо
метрика р равномерна относительно °U, если для каждого е >  О 
найдется такое У е ? / ,  что р(х, у) <  е, как только \х — у | <  У.

8.1.9. Предложение. Если псевдометрика р на множестве X рав
номерна относительно равномерности 41 на X, то р — непрерыв

40*



ное отображение множества X X  X с топологией, индуцирован
ной равномерностью °Uy в вещественную прямую.

Доказательство. Пусть (хо, i/o)— точка ХУ(Х\ выберем е >  О 
и V так, что

р ( х , у ) < в / 2 9 когда \х — y \ < V .
Согласно следствию 8.1.3, множество Int £ (х 0, V )X  Int5(yo, V) 
есть окрестность точки (хо, f/о), поэтому достаточно показать, 
что | р (хо, уо) —  р ( х , у ) \ < г  при всех (х, у ) ^ В  (х0, V) X  В (yQt V) . 
Если (х, у)  ge S (х0) У) X  В (уо, У ), то | хо — х | < У и  |у0—у ! < ^ ,
и, согласно неравенству треугольника, получаем

|р(*о. */о)“ Р(*> ! / ) 1 < Р ( %  * )  +  р(*/о> ^ ) < { е  +  { е  =  е. |

Наша следующая теорема представляет собой один из наи
более важных результатов теории равномерных пространств; 
она утверждает, грубо говоря, что для всякой равномерности 41 
существует много псевдометрик, равномерных относительно 
Этот факт будет широко применяться в последующем. В част
ности, мы выведем из него, что всякое пространство с тополо
гией, индуцированной равномерностью, есть тихоновское про
странство.
8,1.10, Теорема, Для каждой последовательности 1/0, У и эле
ментов равномерности °U на множестве X , где
(4) Уо — Х Х Х  и 31//-ы a  Vi при i = l ,  2, . . . ,
существует такая псевдометрика р на множестве X , что при 
всяком i ^  1

Vi <^{ {х , у ) :  р (х, у) ^  1/2 '} с  Vi-\.

Доказательство. Определим отображение f из Х Х Х  в R, 
положив
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0, если (х, у) е  П У и
f (х, У) ■■

1/2‘ , где {х, y ) t = V { \ V i+1, если (х, у) ф  f) v i-i=0
Из определения /  следует, что для любых х, у е  X имеем
(5) / (* ,* )  =  0 и f { x , y )  =  f{y, х).

Далее, для любой пары х, у точек X определим р(х, у) как
k

наибольшую нижнюю грань всех чисел £  /(* ,_ !, х,-), где хо,
i=1

х\......... Xk — последовательность точек X, такая, что хо =  х
и Хн =  у. Из (5) следует что р(х,  я ) = 0  и р (я, у) — р {у, х) для
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всех х, у е  Х\ так как, по определению, р удовлетворяет нера
венству треугольника, р есть псевдометрика на X.

Доказательство остальной части теоремы будет выведено из 
двойного неравенства

(6) у  /  (х, у) <  Р (х, y ) ^ f ( x ,  у).

Для доказательства (6) достаточно показать, что при любых 
х, ! / g I  и каждой последовательности xq, xi, xk, такой, что 
Xq— x и xk= y ,  имеет место неравенство

к
(7) у  /  (х, г /)<  Y j f x i)-

1 = 1

Мы докажем (7) индукцией по k. При k =  1 неравенство (7) 
очевидно. Предположим, что / п > 1  и что (7) верно для всех 
k <  т. Рассмотрим последовательность х0, хь . . . ,  хт, такую,

т

что Хо =  х и хт =  у, и пусть а =  Yi f ( x i-i> x i)- Если а ^  1/2»
i =  1

тс (7) справедливо для k =  m, так как /(х, 1; поэтому мы 
можем считать, что а <  1/2.

Рассмотрим сначала случай, когда а >  0. Очевидно, что вы
полнено одно из неравенств /(хо, х \ ) ^ а / 2  или f(x m_ i,x m) ^  
^  а/2. В силу симметрии наших предположений, можно счи
тать, что /(х 0, х г) ^.а/2. Пусть / — наибольший индекс, такой, 
что

/
xi ) < a ; 2.

i = 1
/+1 m

Тогда £  f ( x£_i, >  а/2, откуда £  дгг)< а /2 .
(=1 г=/+2

По индуктивному предположению, /(хо, х/)=^ а и f(x /+ i,xm) ^  а. 
Из определения а следует, что и /(х/, x7-+i) ^  а. Обозначим че
рез / наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству 
1/2* ^  а; так как а <  1/2, то I ^  2. Очевидно, что (х0, х/)<= У/, 
(X/, x/+i ) e V i  и {xj+uxm) ^ V r t из (4) следует, что (х0,х т ) =

=  (х,у)е^ Vi-i. Итак, /(х , t / ) <  1 /2 '-1 ^  2а, т. е. j f ( x , y ) ^ a
и (7) выполнено для k — т, если а >  0.

Далее, в случае, когда а — 0, для г =  1 ,2 ........ т мы имеем
f(xi-\, Xi) =  0 и, по определению f, ( x i , Xi - i ) ^Vj  при / =  0,
1, . . . .  Отсюда видно, что ( x , y ) ^ m V j  при / =  0, 1, . . . ;  по-

оо

этому, согласно (4), (л:, у) е  f] Vit т. е. f ( x , y ) =  0. Итак, (7)
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выполнено для k =  т в случае а =  0. Поэтому (7) имеет место 
для всех k и (6) доказано. Из (6) и определения f следует, что

Vi а  {(х, у) :  р(лг, г / )<  1/2‘} с= Vi-i при / =  1, 2, . . . ;  
тем самым доказательство закончено. I
8.1.11. Следствие. Для каждой равномерности °U на множестве 
X и любого V е  Щ существует псевдометрика р на множестве X, 
которая равномерна относительно Щ и удовлетворяет условию

{(*,</): р { х , у ) <  1} с= V.
Доказательство. Из (U3) вытекает, что существует последо

вательность Vo, Vu •** членов °U, для которой V\ =  V и (4) вы
полнено. Легко проверить, что псевдометрика р =  4р0, где ро — 
псевдометрика, удовлетворяющая теореме 8.1.10, обладает тре
буемым свойством. I
8.1.12. Следствие. Для каждой равномерности °U на множестве 
X семейство всех элементов °Ы, открытых относительно тополо
гии, индуцированной °U на X X  X, а также семейство всех эле
ментов °и , замкнутых относительно этой топологии, являются 
базами для °U.

Доказательство. Пусть К — элемент <2/ и р — псевдометрика, 
определенная в доказательстве следствия 8.1.11. Согласно (U1), 
множества
W =  {{x, у): р{х, у) <  1} с  V и U =  {(х, у): р (х, г /)<  1/21 cz V

являются элементами °U. Из предложения 8.1.9 следует, что 
первое множество открыто, а второе замкнуто. I
8.1.13. Следствие. Для каждой равномерности °U на множестве X 
множество X с топологией, индуцированной °U, есть тихоновское 
пространство.

Доказательство. Для любой точки х е Х  и замкнутого мно
жества F а Х ,  таких, что х ф Е ,  существует У е '? / ,  удовлетво
ряющее условию Z7 П ^ (х, V ) =  0 .  Функция /: Х ->1, определен
ная равенством f(y)  =  m in(l, р(х, у ) ), где р — псевдометрика 
из следствия 8.1.11, непрерывна, равна О в х и  равна 1 на F. I  

Пусть (X, °U) — равномерное пространство; мы покажем, что 
семейство Р всех псевдометрик на множестве J, равномерных 
относительно °U, обладает следующими свойствами:
(UP1) Если pi, р2е  Р, то max(pi, р2) е  Р.
(UP2) Для каждой пары x t у различных точек X существует 

такая р е  Р, что р ( х ,  у) >  0.
Для проверки свойства (UP1) рассмотрим pi, р гЕ Р , р =  

=  m ax(pi,p2), и произвольное е >  0. По определению псевдо
метрики, равномерной относительно °U, найдутся такие Vu V2 е
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<=°и , что pi(x, у ) < г ,  как только |х — y \ < V u и p2(x, t / ) < s ,  
как только \х — у \ <  V2. Так как V — V\ f| V2 е  °U и р(х, г/) < е ,  
когда | х — у | <С У, мы имеем р е  Р.

Свойство (UP2) следует из (U4) и следствия 8.1.11.
При определении равномерности на множестве часто более 

удобно не описывать непосредственно семейство °U окружений 
диагонали. Мы приведем три способа задания равномерностей: 
определение базы, семейства равномерных покрытий или семей
ства равномерных псевдометрик.

8.1.14. Предложение. Пусть даны множество X и семейство 
ШаЖ)х окружений диагонали, обладающее свойствами (BU1) — 
(BIJ3). Семейство °U, состоящее из всех элементов 3)х> содер
жащих некоторый элемент семейства есть равномерность на 
множестве X и $  — ее база.

Если при этом X — топологическое пространство и семейство 
М состоит из открытых подмножеств произведения X X X  и если 
для каждой точки х е  X и любой ее окрестности G существует 
такое что В (х, V) с= G, то °U — равномерность на про
странстве X.

Такая равномерность °U называется равномерностью, порож
денной базой I
8.1.15. Пример. Читатель может легко проверить, что способ 
задания равномерности определением базы был применен в при
мерах 8.1.7 и 8.1.8. I

8.1.16. Предложение, Пусть заданы множество X и совокупность 
С его покрытийу обладающая свойствами (UC1) — (UC4). Се
мейство всех окружений диагонали вида \] {НХН:  
Я е ^ } ,  где есть база равномерности °U на множестве 
X. При этом С есть совокупность всех покрытий X , равномерных 
относительно Щ.

Если к тому же X — топологическое пространство и С со
стоит из открытых покрытий X и если для каждой точки х е !  
и каждой ее окрестности G найдется такое что St(x,
<zlG ,t o °U — равномерность на пространстве X.

Такая равномерность °U называется равномерностью, по
рожденной совокупностью С равномерных покрытий.

Доказательство. Для каждого покрытия $Ф множества X по
ложим

1 /(^ ) =  и {Я Х Я : Я е 4
Так как V (s&)^ 3) х, достаточно проверить, что семейство $ —
— { V ( ^ ) :  ^ е С }  обладает свойствами (BUI) — (BU3). Но эти 
свойства следуют непосредственно из свойств (UC2)— (UC4), 
если заметить, что V(s&) <=V($ )  для покрытия S&, вписанного
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в покрытие и что 2V(s^)czV(&) ,  если s& сильно звездно 
вписано в Тот факт, что С — совокупность всех покрытий X , 
равномерных относительно Ш, следует из (UC1) и легко уста
навливаемого равенства В( х , V (<&) )=  St(A%*$ )̂.

Из последнего равенства мы получаем также вторую часть 
теоремы. I
8.1.17. Пример. Группа — это такое множество G, что для лю
бой пары х, у его элементов определен элемент ху  е  G — про
изведение х и у и выполнены следующие три условия:
(G1) (ху)г  =  х(уг) для всех х> у> z<= О.
(G2) Существует такой элемент e e G ,  что х е = е х  =  х для 

каждого x g G .
(G3) Для каждого x g  G существует такой элемент х~1 е  G, 

что хх~1 =  е.
Элемент е называется единицей в G, а хг1 называется обрат

ным элементом для х . Легко проверить, что существует только 
одна единица в G и что для каждого x g G  существует ровно 
один обратный элемент. Если в группе G кроме условий (G1) — 
(G3) выполнено условие 
(G4) ху =  ух для всех х, у Е  G,
то G называется абелевой или коммутативной группой.

Топологическая группа — это группа G, которая одновре
менно является ^-пространством, причем выполнены следую
щие два условия:
(TG1) Формула f (x,y)  =  xy определяет непрерывное отобра

жение f: G X G - ^ G .
(TG2) Формула f(x) — x~x определяет непрерывное отображе

ние f: G ->  G.
Пусть G — группа и Л, В — ее подмножества; положим

А ~{ — {х~1: * €е Л}  и АВ =  {ху: х е Л  и j / e B } .
Для подмножества А с= G и элемента x e G  вместо {х}А и 
А {х} мы пишем просто хА и Ах. Легко проверить, что если А — 
открытое подмножество топологической группы G, то множество 
Л-1 также открыто. Аналогично множество АВ открыто, если 
хотя бы одно из множеств А я В открыто. В частности, для 
каждого открытого множества Н a  G множества хН и Нх от
крыты.

Пусть G — топологическая группа и Ш =  $ ( е )  — ее база в 
точке е. Каждый элемент Я семейства Ш определяет три по
крытия G:
V, (H)  =  {xH}xtsQ, Ъ ( Н )  =  {Нх}Х1ва и V(H)  =  {xHy}x y s a .

Обозначим через Ci, Сг и С соответственно совокупности всех 
покрытий G, в которые вписаны покрытия вида 9!?i(H), Wr(H)
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или ^ ( Я ) ,  где Й е 1  Каждая из совокупностей Ci, Сг и С 
обладает свойствами (UC1) — (UC4) и поэтому порождает рав
номерность на множестве G. Более того, топология, индуциро
ванная каждой из этих равномерностей, совпадает с исходной 
топологией G. Во всех трех случаях доказательства одинаковы, 
поэтому мы обсудим только случай Ci. Отметим, что если G — 
абелева группа, то Ci, Сг и С совпадают и поэтому порождают 
одну и ту же равномерность на множестве G.

Рассмотрим топологическую группу G и определенную выше 
совокупность Ci ее покрытий. Из определения С/ немедленно 
вытекает, что Ci обладает свойством (UC1). Так как для лю
бых # i, Н2^ $1  существует такое Я е й ? , что Н cz Hi[\H2, то 
Ci обладает свойством (UC2).

Для доказательства того, что С; обладает свойством (CU3), 
достаточно показать, что
(8) Для каждого Я е й  существует такое Н\ е  

что St ( xHv ^liHi))  cz хН при всех je<=G.

Так как формула / ( х р х2, х3) =  х 1х~1х3 определяет непрерыв
ное отображение f: G X  G X  G-*- G и f ( e , e , e ) = e ,  для каждого 
Я  е  ^найдется т а к о е Я ^ ^ ,  что /(Я , X  Я 1 X  Н\) =  HiH\{H\cz 
cz Я; мы покажем, что Н\ удовлетворяет (8). Ясно, что если 
хН\(\х\Н1Ф 0  при некотором фиксированном х е  G, то xho =
— xihi, т. е. х\ — xhQh rl для некоторых h0, / l i e  Яг, поэтому для 
каждого элемента Х\h из Х1Я 1 имеем

Xih =  xhohrlh ^  xH\H\lH\ czxH,

что доказывает утверждение (8).
Для каждой пары х, у различных точек G имеем х~1у Ф  е. 

Так как G есть ^-пространство, существует такое Я е ^ ,  что 
хт1уф .Н . Мы покажем, что ни один элемент покрытия 4?i(Hi), 
где Нх<=@ удовлетворяет включению Я Г 'Я ; cz Н,  не содержит 
одновременно х и у. В самом деле, из равенств х =  xohi и у —  
=  x0h2, где hi, h2 s  Я ь следует, что x ~ ly =  h\lh2 е  Н \1Н\ <=. Я , 
что противоречит выбору окрестности Н\. Поэтому Ci обладает 
и свойством (CU4).

Проверим, что топология, индуцированная равномерностью, 
порожденной Ci, совпадает с исходной топологией G. Так как 
Ci состоит из открытых покрытий G, достаточно заметить, что 
для каждой точки x e G  и любой ее окрестности U найдется 
такое Я е ^ ,  что хЯ сг U, и применить (8). В частности, мы 
получим важное следствие о том, что каждая топологическая 
группа есть тихоновское пространство. I
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8.1.18. Предложение. Пусть дано множество X и семейство Р 
псевдометрик на нем, обладающее свойствами (UP1) — (UP2). 
Семейство $  cz 3)х всех окружений диагонали вида { (ж, у ) : 
р (лг,у )<  1 /2 '}, где р е Р  и * =  1, 2, образует базу равно
мерности %L на множестве X. Каждая псевдометрика р е Р  рав
номерна относительно Щ.

Если к тому же X — топологическое пространство и все псев
дометрики семейства Р — непрерывные функции из X X  X в ве
щественную прямую и если для каждого х е  X и каждого не
пустого замкнутого множества A c z X , такого, что х ф А ,  най
дется такое р е Р ,  что inf р (х, а) >  0, то °U — равномерность

а е  А
на пространстве X.

Равномерность °U называется равномерностью, порожден
ной семейством Р равномерных псевдометрик. I
8.1.19. Пример. Пусть X — тихоновское пространство; обозна
чим через С(Х)  семейство всех непрерывных вещественных 
функций, определенных на X, и через С*(Х) — подсемейство 
в С (Х ), состоящее из всех ограниченных функций. Для каждой 
конечной последовательности f i, fe, fk элементов C(X)  
формула
(9) Pf,, f2..... fk (x, у ) =  max { | U (x) — /, (y) |, | f2 (x) — f2 (y) |, . . .

•••. 1 fk(x) — fk(y) I}
определяет псевдометрику на множестве X. Пусть Р — семей
ство всех псевдометрик pfl, ..... ffe, где fu f2, . / * е С ( Х ) ,
и пусть Р *— подсемейство в Р, состоящее из всех псевдометрик 
Pf,. f2......ffe- где f u f2, . . . .  f fee=C*(X).

Оба семейства P и P* обладают свойствами (UP1) — (UP2), 
так что они порождают равномерности 92 и *&* на множестве X. 
Мы покажем, что топологии, индуцированные 9Р и совпа
дают с исходной топологией X.

Из (9) следует, что все псевдометрики в семействе Р — не
прерывные функции из X X X  в вещественную прямую. Рас
смотрим х ^  X и непустое замкнутое множество A cz X, такое, 
что х ф А .  Так как X  — тихоновское пространство, существует 
функция С*(Х) cz С(Х),  удовлетворяющая условиям f(x) =  О 
и / ( Л ) с : { 1 } .  Псевдометрика рf < = P* c z P  с очевидностью удов
летворяет равенству inf pf (х, а) =  1 , так что, согласно второй

аеД
части предложения 8.1.18, и — равномерности на простран
стве X. I

В связи с описанными выше способами задания равномер
ностей мы обращаем внимание читателя на следующий простой 
факт: если °Uo — равномерность на множестве X, то для базы &
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равномерности 410 (совокупности С всех покрытий Х у равно
мерных относительно <Uq\ семейства Р всех псевдометрик на X, 
равномерных относительно °Uq) равномерность °11у порожден
ная на X базой $  (совокупностью С, семейством Р) в соответ
ствии с предложением 8.1.14 (предложением 8.1.16, предложе
нием 8.1.18), совпадает с исходной равномерностью °Uо.

Пример 8.1 Л 9 и следствие 8.1 Л 3 приводят к следующему 
утверждению:

8.1.20. Теорема. Топология пространства X индуцирована неко
торой равномерностью на множестве X тогда и только тогда, 
когда X — тихоновское пространство. I

Пусть X — некоторое множество и р — метрика на нем. Так 
как семейство {р}, состоящее из единственной псевдометрики р, 
обладает свойствами (UP1) — (UP2), оно порождает равномер
ность Щ на множестве X. Более того, согласно следствиям 4.2.6 
и 4Л.11, топологии, индуцированные на X метрикой р и равно
мерностью совпадают. Равномерность Щ называется равно
мерностью, индуцированной (или порожденной) метрикой р. 
Равномерное пространство (Ху °U) метризуемо, если на множе
стве X существует такая метрика р, что индуцированная ею рав
номерность совпадает с исходной равномерностью °U. Возникает 
естественный вопрос: существуют ли внутренние характеристики 
метризуемых равномерных пространств. Наша следующая тео
рема содержит такую характеристику.

8.1.21. Теорема. Равномерность °LL на множестве X порождена 
некоторой метрикой на X тогда и только тогда, когда w (%L) ^  К0.

Доказательство. Очевидно, что каждая равномерность, инду
цированная метрикой, имеет вес

Рассмотрим равномерность °U на множестве Ху которая 
имеет счетную базу Существует такая последователь
ность Voy Vи • • ■ элементов 41, что

V0 =  X X X t 3 и VtCiUt  для / = 1 , 2 , . . . .
сю

Последнее включение влечет за собой равенство fj
(=i

так что псевдометрика р из теоремы 8.1.10, соответствующая 
нашей последовательности Уо, Vi, •.. элементов °Uy есть мет
рика. Из второго включения в теореме 8Л.10 немедленно полу
чаем, что р индуцирует исходную равномерность °U. I

Заметим в связи с последней теоремой, что, как показывает 
пример 8.1.7, может случиться, что метризуемая топология на 
множестве X индуцируется такой равномерностью 41 на Ху кото
рая не порождается никакой метрикой на X.
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Отметим также, что из 8.1.21 и 8.1.18 вытекает лемма 4.4.6, 
а из 8.1.21 и 8.1.16 — следствие 5.4.10.

Мы закончим этот параграф кратким обсуждением равно
мерно непрерывных отображений. Пусть (Х,41) и (У, Т)  — два 
равномерных пространства; отображение f множества X в мно
жество У называется равномерно непрерывным относительно 
равномерностей Щ и У3, если для каждого K e f  существует та
кое U <= 41, что при всех х, х'  ^  X мы имеем \f(x) — f { x ') | <  V, 
когда \х — х '\ <  U. Из этого определения сразу вытекает, что 
/ — непрерывное отображение пространства X с топологией, ин
дуцированной 41, в пространство У с топологией, индуцирован
ной Y . Тот факт, что / — равномерно непрерывное отображение 
относительно равномерностей 41 и У* на X и У соответственно, 
будет записываться в виде f: (X, 4 l ) ^ ( Y ,  Т) .

Читатель может легко проверить, что если f: ( X , 4 l ) ^ ( Y , T )  
и g:  (У, то gf: (X,4l )~+(Z,W)  т. е., композиция рав
номерно непрерывных отображений равномерно непрерывна.

Так же как и в случае топологических пространств, можно 
сформулировать признаки равномерной непрерывности отобра
жения в соответствии с разными способами задания равномер
ностей.

8.1.22. Предложение. Пусть (Х,4£) и (Y.T)  — равномерные про
странства и f — отображение X в У. Следующие условия равно
сильны:

(i) Отображение f равномерно непрерывно относительно 41
и Т .

(ii) Существуют базы Ш и W для 41 и У  соответственно, та
кие, что для каждого У е 1? ’ найдется U ^  удовлетворяющее 
условию £/ с= (/ X  f ) - 1 (V7).

(iii) Для каждого покрытия множества У, равномерного 
относительно У,  покрытие {f~l {A):  A e i }  множества X равно
мерно относительно 41.

(iv) Для каждой псевдометрики р на множестве У, равно
мерной относительно У, псевдометрика а на множестве X , опре
деленная равенством о(х,  у) =  р( / (я) ,  f(y))> равномерна относи
тельно 41. I

Взаимно однозначное отображение / множества X на множе
ство У есть равномерный изоморфизм относительно равномер
ностей 41 и У3 на множествах X и У соответственно, если f рав
номерно непрерывно относительно 4Л и Y  и обратное отображе
ние f~l равномерно непрерывно относительно Т  и 41. Равномер
ный изоморфизм есть гомеоморфизм индуцированных топологи
ческих пространств.

Два равномерных пространства (X, 46) и (У, Т ) называются 
равномерно изоморфными, если существует равномерный изо
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морфизм (X, <2/) на (У ,Т ).  Изучение равномерных свойств или 
равномерных инвариантов, т. е. инвариантов равномерных изо
морфизмов, и есть предмет теории равномерных пространств. 
Очевидно, что каждый топологический инвариант есть равномер
ный инвариант.

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Понятие равномерного пространства введено Вейлем в [1938]. 
Первое систематическое изложение теории равномерных про
странств дано в книге Бурбаки [1940]. Наше определение рав
номерности слегка отличается от первоначального определения 
Вейля: под окружением диагонали Вейль понимал любое множе
ство V с  X X X ,  содержащее А (т. е. не предполагалось выпол
нение условия симметрии V — — V), а под равномерностью — 
семейство 41 окружений диагонали, удовлетворяющее условиям 
(UI) — (U4) и содержащее вместе с каждым V также и множе
ство — V. То, что мы рассматриваем лишь симметричные окру
жения, немного упрощает наше изложение.

Работа Вейля содержит теоремы 8.1.1, 8.1.20, 8.1.21, пример
8.1.17 и определения равномерно непрерывного отображения и 
равномерного изоморфизма. В своем доказательстве теоремы
8.1.20 Вейль обобщил одно неопубликованное рассуждение 
Л. С. Понтрягина, доказавшего, что каждая топологическая 
группа является тихоновским пространством. Аналог теоремы
8.1.21 для топологических групп (см. упр. 8.1.G) также был из
вестен ранее: он был получен Биркгофом в [1936] и Какутани 
в [1936]. Теорему 8.1.21 можно рассматривать как аналог метри
зационной теоремы Александрова — Урысона для равномерных 
пространств, доказанную этими авторами в [1923] (ср. с заме
чаниями по поводу теоремы 5.4.9).

Другое, но эквивалентное предыдущему понятие равномер
ного пространства, определенное в терминах совокупности по
крытий (ср. с теоремой 8.1.16), было введено и изучено Тьюки 
в [1940], где он доказал теорему 8.1.10, сформулированную в 
терминах покрытий (см. упр. 5.4,Н(а)). В настоящее время язык 
покрытий получил более широкое распространение, чем язык 
окружений диагонали. Книга Исбелла [1964], в которой теория 
равномерных пространств получила важное развитие, написана 
в терминах покрытий.

Из теоремы 8.1.10 вытекает, что равномерные пространства 
могут быть также описаны в терминах псевдометрик (см. за
дачу 8.5.5); такое описание дано Бурбаки в [1948]. Язык псев
дометрик использовали Гиллман и Джерисон в книге [1960]. 
Мы следовали этой книге, когда описывали равномерности W 
й в примерах 8.1.19, 8.3.4, 8.3.18 и 8.3.19.
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УПРАЖНЕНИЯ

8.1.А. (а) Пусть (Х,р) и (У, о ) — метрические пространства, 
и пусть Щ и У* — равномерности, индуцированные метриками р 
и а на X и У соответственно. Покажите, что отображение 
/: Х - > У  равномерно непрерывно относительно Щ и У  в том и 
только том случае, если f равномерно непрерывно относительно 
р и а (ср. с задачей 8.5.19(a)).

(Ь) Заметьте, что две метрики pi и р2 на множестве X рав
номерно эквивалентны (см. упр. 4.1 .В (Ь)) тогда и только тогда, 
когда они индуцируют одну и ту же равномерность.

8.1.В. Пусть Ш\ и %  — Две равномерности на множестве X 
и %  с : °U\\ мы говорим, что равномерность °U\ сильнее (тоньше) 
равномерности или что %  слабее (грубее),  чем °U\.

(a) Проверьте, что если равномерность на множестве X 
сильнее равномерности то топология, индуцированная рав
номерностью <Uu сильнее топологии, индуцированной равномер
ностью

(b) Покажите, что каждое семейство { ? / 5}seS равномер
ностей на множестве X имеет наименьшую верхнюю грань, т. е. 
существует равномерность °U на X, которая слабее любой равно
мерности на X , более сильной, чем все равномерности Про
верьте, что если равномерность °US индуцирует топологию 0 S, 
то топология, индуцированная наименьшей верхней гранью се
мейства есть наименьшая верхняя грань семейства 
{Os}seeS топологий на множестве X. Заметьте, что если каждая 
из равномерностей °US индуцирует одну и ту же топологию О  
на X, то наименьшая верхняя грань семейства {CMS}S<=S также
индуцирует топологию С?.

(c) Приведите пример двух равномерностей %1\ и на счет
ном множестве X , таких, что не существует равномерности на X, 
которая была бы слабее их обеих одновременно.

8.1.С. Наименьшая верхняя грань всех равномерностей на ти
хоновском пространстве X, т. е. сильнейшая из всех равномер
ностей на пространстве X, называется универсальной равномер
ностью на пространстве X (см. упр. 8.1.В(Ь); ср. с задачей 8.5.8). 
Мы называем равномерное пространство (X, %L) сильным (тон
ким), если Ш — универсальная равномерность на пространстве 
X с топологией, индуцированной равномерностью °U.

(а) Покажите, что каждое непрерывное отображение тихо
новского пространства X в тихоновское пространство У равно
мерно непрерывно относительно универсальной равномерности 
на пространстве X и любой равномерности на пространстве У. 
Заметьте, что сформулированное выше свойство характеризует 
универсальную равномерность на X.
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(b) Покажите, что для каждого тихоновского пространства 
X  совокупность всех нормальных покрытий пространства X об
ладает свойствами (UC1) — (UC4); убедитесь, что равномер
ность, порожденная этой совокупностью, является универсаль
ной равномерностью на X .

(c) Покажите, что для каждого тихоновского пространства X 
семейство всех псевдометрик на множестве X , которые являются 
непрерывными вещественными функциями на произведении 
X X X ,  обладает свойствами (UP1) — (UP2). Заметьте, что рав
номерность, порожденная этим семейством, есть универсальная 
равномерность на X.

8.1.D. Проверьте, что для любого тихоновского пространства
X  равномерность (равномерность ^ * )  есть слабейшая равно
мерность в семействе всех равномерностей °U на пространстве X, 
таких, что каждая непрерывная функция f:  X ^ R  (каждая не
прерывная функция /: Х -W ) равномерно непрерывна относи
тельно °U и равномерности, индуцированной на вещественной 
прямой (замкнутом единичном интервале) естественной метри
кой.

8.1.E. Пусть X — топологическое пространство, х  — точка про
странства X и F — замкнутое подмножество X, такое, что х ф р .  
Покажите, что для каждой равномерности Щ на пространстве X 
существует отображение f : Х->~/, равномерно непрерывное отно
сительно °U и равномерности на /, индуцированной естественной 
метрикой, и такое, что f(x) =  0 и f ( F ) a { l } .

8.1.F. Пусть X — некоторое множество, {(У5, t2/5)}5 e S — се*
мейство равномерных пространств и {/$}seS — семейство отобра
жений fs : Х -> У 5. Покажите, что в классе всех равномерностей 
на множестве X, относительно которых все fs равномерно непре
рывны, существует слабейшая равномерность Щ. Определите 
базу равномерности °U и докажите, что топология, индуцирован
ная °1/,  совпадает с топологией, порожденной семейством отобра
жений { f s } Si= s > где Y s имеет топологию, индуцированную Та
кая равномерность.^ называется равномерностью, порожденной 
семейством отображений { /5}seS .

8.1.G. (а) (Биркгоф [1936], Какутани [1936]). Покажите, что 
топологическая группа метризуема тогда и только тогда, когда 
она удовлетворяет первой аксиоме счетности.

(Ь) Выведите (а) из метризационного критерия Бинга.
8.1.Н (Тьюки [1940]). Покажите, что для тихоновского про

странства X совокупность всех его покрытий, в которые можно 
вписать конечные нормальные покрытия, обладает свойствами 
(UC1) — (UC4); убедитесь, что равномерность, порожденная этой 
совокупностью, есть равномерность *§*.
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Указание (Исбелл [1964]). Устанавливая свойство (UC3), 
проверьте, что если покрытие сильно звездно вписано в ко
нечное покрытие r f  и для любой пары r f 0, r fi подсемейств се
мейства r f  определено ^ ( r f 0, r f i)  как семейство всех B g J ,  
таких, что r f 0 — {A e r f :  В с  А)  и r f i  = { / 1 g  r f : St(B, J?)cr Л}, 
то множества U i?(rfo> ^Ф\) образуют сильно звездно вписанное в 
r f  конечное покрытие. В доказательстве заключительной части 
воспользуйтесь следствием 8.1.11.

8.1.1. (а) (Широта [1952]). Покажите, что для каждого тихо
новского пространства X семейство всех его покрытий, имеющих 
счетное нормальное вписанное покрытие, обладает свойствами 
(UC1) — (UC4).

Указание (Куцья [1973]). Устанавливая свойство (UC3), 
проверьте, что если покрытие сильно звездно вписано в сче 
ное покрытие r f  =  {.A t и для любого натурального числа k 
и каждого подсемейства r f 0 семейства {Л,}*^ определяется 
^ fe(rfo) как семейство всех таких, что r f 0 =  {Л(: В a  At,
i ^  k) и St (В, J?)c: Ak, то множества Jf^(rf0) образуют счетное 
покрытие, звездно вписанное в .rf.

(b) Покажите, что равномерность, порожденная совокуп
ностью всех покрытий тихоновского пространства X , имеющих 
счетные нормальные вписанные покрытия, сильнее равномер
ности W и, вообще говоря, отличается от W (ср. с примером
8.3.19 и упр. 8.3.F).

Указание. Каждое покрытие, равномерное относительно 
имеет вписанное покрытие конечного порядка.

8.2. ОПЕРАЦИИ НА РАВНОМЕРНЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ

Пусть даны равномерное пространство (X , °U) и множество 
A fc iX . Легко видеть, что семейство °UM =  { (Af X Af)f| V: У е  
€= °U} cz £>м удовлетворяет условиям (U 1) — (U 4), т. е. (Af, °Um) — 
равномерное пространство. Равномерное пространство (Af, 
называется подпространством равномерного пространства (X, <2/). 
Легко проверить, что топология, индуцированная на Af равно
мерностью Шм, совпадает с топологией на М как подпростран
стве пространства X , где X имеет топологию, индуцированную Щ.

Если равномерность °U индуцирована метрикой р на множе
стве X, то равномерность °Um совпадает с равномерностью, инду
цированной рм на множестве М.

Для каждого равномерного пространства (X, °U) и любого 
множества Af сгХ  формула iM(x) =  x  определяет равномерно не
прерывное отображение й*: (Af, fy£M)-+(X,  °U) ; отображение



называется вложением подпространства (М, <UM) в пространство 
(Х,Ш).

Перейдем к (декартовым) произведениям равномерных про
странств. Пусть {(Xs, ^ s ) }ssS — семейство равномерных про
странств. Семейство 9$ всех окружений диагонали А с ;  (  ] [  Х Л Х

х  Ш Л  вида
{({**}’ {Уз})'- I \  -  ySl | <  для i =  1, 2.........k),

где s u 52, . . . ,  S k ^  S и V Si ^  (U s i при i —  1, 2, . . . ,  kf обла
дает свойствами (BUI) — (BU3), так что, согласно предложе
нию 8.1.14, семейство $  порождает равномерность на множестве п Xs\ эта равномерность называется (декартовым) произведе-
S G S  _
нием равномерностей {°US} s и обозначается п Произве

ду €= S
дение конечного семейства равномерностей {<U i}ki=,x обозначается

X  %  X  ••• Х % -  Если все равномерности Шэ равны друг 
другу, т. е. если Xs — X и <US =  °IL при всех s e S ,  то произве
дение Ц  eU l обозначается также (2 /т , где nt =  |S|. Равномер-

s S ^

ное пространство (  J I  Xs, Ц  ШЛ называется (декартовым)
V s e S  s е  S )

произведением равномерных пространств {(Xs, ^ s )}seis- Чита
тель может легко проверить, что топология, индуцированная на
XI Xs равномерностью Ц  совпадает с тихоновской топо-

s S s е  S
логией на произведении XI %а> где Xs имеют топологию, инду-

seS
цированную <US.

Если для i =  1, 2, . . .  равномерность <2/,- на множестве Xi 
индуцирована метрикой рг на пространстве Xi, ограниченной чис-

ОО ОО

лом 1, то равномерность Ц  <2/г на множестве Ц  Xt совпадает
*■=1 i =  l

с равномерностью, индуцированной метрикой р, определенной
формулой (2) в § 4.2.

Легко видеть, что если (  Д  Xs, П  — произведение
V s e S  s e S /

равномерных пространств {(Xs, cU s)}ssS , то для любого s s 5  
проекция ps произведения Ц  Xs на s-ю ось Xs, определенная

seS
формулой ps({xs}) =  xs, равномерно непрерывна относительно 
П  <Us И <us>
s g S
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Имеет место следующий равномерный аналог предложе
ния 2.3.6.
8.2.1. Предложение. Пусть (Х,<Ы) — равномерное простран
ство, {(Fs, Y s)}sf_s — семейство равномерных пространств и f —
отображение множества X в произведение XI JV Отображение f

SeS
равномерно непрерывно относительно 41 и Ц  T s тогда и только

SGS
тогда, когда композиция psf равномерно непрерывна относи
тельно <U u T s при всех s е  S. 1
8.2.2. Пример. Возьмем интервал /  с равномерностью °U, инду
цированной естественной метрикой на /. На произведении / т, 
где ш ^  No, рассмотрим равномерность <Um — произведение ш 
копий равномерности °Ll. Очевидно, что индуцирует н а /т то
пологию тихоновского куба веса т. Легко видеть, что w га 
и из следствия 2.3.25 следует, что w {4 lm) =  tn.

Каждое тихоновское пространство X  веса можно рас
сматривать как подпространство / т . Так как равномерность 

индуцирует на 1т топологию тихоновского куба, равномер
ность ( си т)х индуцирует исходную топологию на X. Поэтому 
опология всякого тихоновского пространства веса индуци

рована некоторой равномерностью веса 1
8.2.3. Теорема. Каждое равномерное пространство равномерно 
изоморфно подпространству произведения некоторого семейства 
метризуемых равномерных пространств.

Доказательство. Рассмотрим равномерное пространство 
(Х,<%£). Согласно (U3), для каждого V существует после
довательность Vo. Vi, . . .  элементов °bl, такая, что
(1) К 0 =  Х Х * ,  Vi =  V  и ЗК,+1 с= V ,  для г =  1, 2 , -----
Воспользуемся теоремой 8.1.10. Для этого возьмем такую псев
дометрику pv на множестве X, что для любого i ^  1
(2) Vi с  {(* , у ) : pv (х, у) <  1/2'} с  VV.,.
Полагая xEvy  тогда и только тогда, если рv ( x , y ) ~  0, мы опре
делим отношение эквивалентности Ev на множестве X  (ср. с 
упр. 4.2.1); пусть Xv — множество всех классов эквивалентности 
для Ev. Из неравенства треугольника следует, что для всех 
х, х?, у, у' е  X, таких, что хЕух’ и уЕуу', мы имеем

Pv(x, у) =  pv (x', у ').
Таким образом, полагая р у ( [л:], [у\) =  Pv (*, у) для всех 
[я], [г /]е  Xv, мы определим метрику pv на множестве Xv. Пусть
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— равномерность на множестве Xv, индуцированная метри
кой pv■ Из (2) следует, что, полагая fv{x) =  [x], мы определим 
равномерно непрерывное отображение fv пространства (X, Щ) 
в пространство (Xv, l lv ) .

Из предложения 8.2.1 следует, что диагональ Л f v есть
V <=

равномерно непрерывное отображение (X , °U) в произведение 
(  П  Xv, И  «гАЛ.Мы покажем, что сужение f =  (  A
\V <=*U  К е Щ  )  / |
есть равномерный изоморфизм.

Из (U4), (1) и (2) следует, что для каждой пары х, у раз
личных точек пространства X существует такое 7 е ^ ,  что 
Рv(x,y)  >  0; поэтому f (x)=£ f(y) ,  откуда видно, что f — взаимно 
однозначное отображение.

Осталось доказать, что f-1 равномерно непрерывно относи
тельно (  XI и т. е. показать, что для любого

} f { X )

Vo^ ° U  существует такое Д  что \х — у\<  V0, когда
V e.<U

|/(jc) — f (y)  | <  W. Но из (1) и (2) следует, что

W =  {({x v}> 0М): *V. (xv>’ УУ') < /̂4}
обладает требуемыми свойствами. I
8.2.4. Замечание. Отметим, что если в доказательстве предыду
щей теоремы мы рассмотрим только такие V, которые принад
лежат некоторой базе равномерности Ш, то отображение / — 
также равномерный изоморфизм. Поэтому каждое равномерное 
пространство веса m равномерно изоморфно подпространству 
произведения m метризуемых равномерных пространств.

Отметим также, что не существует универсального простран
ства для всех равномерных пространств веса ^ut, т. е. не су
ществует равномерного пространства (X, Ш) веса такого, 
что для любого равномерного пространства (У, 30 веса оно 
содержит равномерное подпространство, равномерно изоморф
ное (Y,Y) .  В самом деле, из примера 8.1.6 следует, что вес дис
кретного равномерного пространства равен 1, и так как мощ
ность множества X может быть произвольно большой, не суще
ствует равномерного пространства, содержащего подпростран
ства, равномерно изоморфные — или даже подмножества, рав
номощные— всем дискретным равномерным пространствам.

В оставшейся части этого параграфа мы обсудим простран
ства отображений.

Пусть X  — топологическое, а (У, °U) — равномерное простран
ства. Через У* обозначается множество всех непрерывных ото
бражений пространства X в пространство У, где У снабжено 
топологией, индуцированной <Ы. Для каждого обозначим

41*
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через 9  окружение диагонали Д cz Yx X  Ух, определенное фор
мулой

V = { ( f , g ) :  \f(x) — g ( * ) | < V  для любого х е Х } .
Из легко устанавливаемых формул

U ( ] V = u K v  и U +  V c z U  +  V

следует, что семейство {V\ V е  ^ о б л а д а е т  свойствами (BU1) — 
(BU3). Равномерность на множестве Yx, порожденная этим се
мейством, будет называться равномерностью равномерной схо
димости, индуцированной °U, и обозначаться Щ.

Если равномерность Ш индуцирована ограниченной метри
кой р на У, то ш ( ^ ) ^  Хо, так что (по теореме 8.1.21) равно
мерность °й индуцирована некоторой метрикой на Yx. Легко 
проверить, что метрика р, определенная формулой (7) в § 4.2, 
индуцирует равномерность <М. Поэтому из примера 4.2.14 сле
дует, что для двух равномерностей Ш\ и %  на У, которые 
индуцируют одну и ту же топологию, топологии на Yx, индуци
рованные Щ\ и могут различаться. Оказывается, для ком
пакта X — как и в случае метрических пространств — топология 
на Yx не зависит от выбора равномерности °U на пространстве 
У, поскольку топология, индуцированная °U, совпадает с ком
пактно-открытой топологией на У*. Этот факт есть следствие 
доказываемой ниже теоремы 8.2.6. Чтобы сформулировать ее, 
нужно ввести другую равномерность на Yx.

Для хаусдорфова пространства X и равномерного простран
ства (У ,°И) обозначим через °U\Z(X)  равномерность на Yx, 
порожденную базой, состоящей из всех конечных пересечений 
множеств вида

V\Z =  {( /,  g ) : \f(x) —  g ( x ) | < V  для всех x e Z } ,

где Z e . 2 (X) и (X ) — семейство всех компактных
подмножеств пространства X (читатель легко может проверить, 
что семейство всех конечных пересечений множеств в (3) обла
дает свойствами (BUI) — (BU 3)). Равномерность °U\S£(X) бу
дет называться равномерностью равномерной сходимости на 
компактах, индуцированной равномерностью °U.

8.2.5. Лемма. Если топология пространства X индуцирована не
которой равномерностью °U, то для каждого компактного мно
жества Z czX  и всякого открытого множества G, содержащего 
Z, найдется такое V ч т о  B (Z , 1/)с= G.

Доказательство. Для каждого x e Z  выберем V x^ °U  так, 
чтобы В(х,  2Vx)cz G. Из следствия 8.1.3 вытекает, что семей



ство {Z  Л Int В (л:, Vx)}x e  z есть открытое покрытие множества Z\ 
поэтому существует конечное множество {х\, х2, . . . ,  xk} cz Z, 
для которого
(4) Z cz Int В (#1» K „)U In t В( х2, VXf) U . . .  U Int В (**, V*fe);

положим V =  VXl fl V х2 п . . .  П V xk е  <U. Из (4) следует, что для 
любого j: g Z существует такое i k, что | х  — x t | <  VXi• Для 
любой точки х '^ В  (х, V)czB (л:, V*2) мы имеем / е В  (л:г, 2K*.)crG, 
так что B(Z,  V )czG . |
8.2.6. Теорема. Для всякого хаусдорфова пространства X и каж
дого равномерного пространства (У, °U) топология на YK, ин
дуцированная равномерностью °U 13j (X) равномерной сходимо
сти на компактах, совпадает с компактно-открытой топологией 
на Yx, где У снабжено топологией, индуцированной <U.

Доказательство. Обозначим через <У\ топологию на Yx, ин
дуцированную равномерностью %L\Si(X.), а через С 2 компактно
открытую топологию. Вначале мы докажем, что 0 2cz0\. Оче
видно, достаточно показать, что все множества M( Z,G) ,  где 
Z e £ ( I )  и G — открытое подмножество в У, принадлежат 0\. 
Рассмотрим Z e £ ( I ) ,  открытое множество G с  У и некоторое 
f ^ M ( Z ,  G). Так как У — тихоновское пространство, f ( Z)— ком
пакт в G. Применяя лемму 8.2.5, возьмем такое V что 
B ( f ( Z ) , V ) c : G .  Очевидно, B(f,  9 \ Z ) a  M(Z, G),  и так как f — 
произвольный элемент M(Z, G),  то M(Z,  С )еб?| .

Докажем теперь, что 0\ cz 0 2. Очевидно, достаточно пока
зать, что для любых Z e 2 (X ), V и / е У 1 существуют 
компактные подмножества Z\, Z2, . ■., Zk пространства X и от
крытые подмножества G\, G2, . . . ,  G* пространства У, такие, что

k
fe= П M( Zt, Gt) c z B( f ,  V|Z).

В силу следствия 8.1.12, найдется окружение W диагонали 
А с :  У Х  У, которое замкнуто относительно топологии, индуци
рованной %L на У Х У ,  и удовлетворяет включению SWcz V.
Так как f(Z) — компакт, то существует конечное множество

k
{xi, х2, . . . ,  xk) <=Z, такое, что /  (Z) cz U B ( f ( x t), W). Мы по-

f=i
кажем, что множества

Zt = Z n r l ( B( f ( x t) ,W) )  и Gt =  ln tB( f ( x t) , 2 W)
обладают необходимыми свойствами.

Заметим, что из замкнутости W в У Х  У следует замкнутость 
шаров B(f (xi ), W) в У и компактность множеств Zi. Более того,
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k k
f  е  [J М (Zt, Gi). Рассмотрим отображение g e  П М (Zt, Gt).

f-i г- i
Для каждого х е  Z существует такое i ^  k, что х е  Z,; оче
видно,

g { x ) f =B( f ( x i ) , 2W)  и f ( x ) e B ( f ( x i ) , W ) .

Поэтому |/(х)— g{x)  |<  ZW cz V для каждого x s Z ,  а это по
казывает, что g ^ B ( f ,  V\ Z).  I
8.2.7. Следствие. Пусть X  — компакт и (У,<Ы) — равномерное 
пространство. Топология на Yx, индуцированная равномер
ностью Ш равномерной сходимости, совпадает с компактно-от
крытой топологией на Yx и зависит только от топологии, инду
цированной на Y равномерностью %l. ■

Отметим, что из теоремы 8.2.6 следует теорема 3.4.15 в слу
чае хаусдорфова пространства X. На самом деле для каждого 
тихоновского пространства У существует равномерность °U на 
У, которая индуцирует первоначальную топологию пространства 
У. По теореме 8.2.6, компактно-открытая топология на Yx ин
дуцирована равномерностью на Yx, так что пространство Yx 
с компактно-открытой топологией есть тихоновское про
странство.

Для отображений топологического пространства X в тихо
новское пространство У можно определить понятие равносте
пенной непрерывности относительно равномерности °11 на про
странстве У: семейство F отображений X  в У называется рав
ностепенно непрерывным относительно равномерности °U на 
пространстве У, если для каждой точки х е Х и  всякого У е 'М  
существует такая окрестность G точки х, что |/(х) — f(x')  | <  V, 
когда / e f  и j i / e G .  Для такой равностепенной непрерывно
сти справедливы аналоги классической теоремы Асколи. Прежде 
чем сформулировать аналоги, докажем две леммы, которые 
показывают, как равностепенная непрерывность связана с по
нятием однообразной непрерывности, введенной в § 3.4.

Напомним читателю, что семейство отображений F c z Y x 
однообразно непрерывно, если для каждой точки х е Х ,  каждой 
точки у е У  и всякой окрестности Н точки у существуют окре
стность G точки х и окрестность Н'  точки у, такие, что из усло
вий f е  F и f (х) е  Н'  следует включение f(G) cz Н.

8.2.8. Лемма. Пусть X  — топологическое пространство, У — ти
хоновское пространство и Ш — равномерность на пространстве 
У. Если семейство F c z Y x отображений X в У равностепенно 
непрерывно относительно eU, то семейство F однообразно не
прерывно.

Доказательство. Предположим, что F c z Y x равностепенно 
непрерывно относительно °U\ рассмотрим х ^ Х ,  y e Y  и окре
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стность Я точки у. Выберем удовлетворяющее включе
нию В (у, 2 V) с  Я, и такую окрестность G точки х у что |/(х) —
— f ix ')  I <  V, как только [ e F h / e G .  Положим Н' — В (у , V) 
и рассмотрим такое / е Р ,  ч т о  / (а : )е Я '.  Тогда \y — f ( x ) \ <  V, 
так что для каждой точки / е б  мы имеем \у — f ( x/) | <  2V, 
т. е. / (л / )^  В(г/, 21/) с= Я. Отсюда f (G)  а  Я, и тем самым одно
образная непрерывность семейства F доказана. ■
8.2.9. «Лемма. Пусть X  — топологическое пространство, У— ги- 
хоновское пространство и °U — равномерность на пространстве 
У. Если семейство F с= Ух отображений X в У однообразно не
прерывно и для каждой точки х е !  множество { f ( x ) :  f s f }  
имеет компактное замыкание, го семейство F равностепенно не
прерывно относительно °11.

Доказательство. Предположим, что F с :  У* однообразно не
прерывно и множества А (х) =  { / ( х ) : / е Р } — компакты; рас
смотрим точку х е Х  и У е ? / .  Выберем элемент f  е ? / ,  такой, 
что 2W с= К, и для каждой точки j e ^ ( j c )  и ее окрестности 
Я(г/) =  Int(5(*/, 1^)) выберем окрестность G(r/) точки х  и окрест
ность Я '(у ) точки у  таким образом, чтобы из условий f e F  
и f ( x ) ^ H /(y)  следовало включение f ( G ( y ) ) c z  Н(у) .  Так как
множество А( х )  компактно, существует конечное множество

k
{Уи У2, ■ ■ ■, у и) <= А (х),  такое, что А(х)  с= {] Н' ( у {).

1 =  1

Пусть / — функция в F и х? — точка в окрестности G =
fe

=  П G (Уд точки х. Найдется такое i ^ k ,  что f (x)^.  H '(yi), 
i = 1

так что f ( G( y i ) ) c : H( y i ) .  Так как х и х' принадлежат G(yi),  
имеем f ( x ) , f ( x ' )^ . H( y i ) ,  т. е. |f(x) — / ( * ') !< ;  V; это показы
вает, что семейство F равностепенно непрерывно относи
тельно °И. I

Эти леммы и теоремы 3.4.20 приводят к следующей теореме.
8.2.10. Теорема Асколи .Пусть X есть k-пространство, У— тихо
новское пространство и <U — равномерность на пространстве У. 
Замкнутое подмножество F пространства Yx с компактно-откры
той топологией компактно тогда и только тогда, когда F рав
ностепенно непрерывно относительно Ш и множество {f ( x ): 
f ^ F } c z Y  имеет компактное замыкание для каждого х e l l

Следующий вариант теоремы Асколи представляет собой 
аналог теоремы 3.4.21; он вытекает из лемм 8.2.8, 8.2.9 и тео
ремы 3.4.21. В формулировке теоремы мы используем символ 
F\Z, где F c ^ Y x и Z cz X, для обозначения семейства сужений 
{ f \ Z : f ^ F } c = Y * .
8.2.11. Теорема. Пусть X есть k-пространство, У — тихоновское 
пространство и °U — равномерность на пространстве У. Замкну•
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тое подмножество F пространства Yx с компактно-открытой то
пологией компактно тогда и только тогда, когда для каждого 
компакта Z c z X  семейство F\Z равностепенно непрерывно отно
сительно °Ц и множество { f ( x ) :  f ^ F } a : Y  имеет компактное 
замыкание для каждого x e l  I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Понятия подпространства и декартова произведения равно
мерных пространств введены А. Вейлем в [1938]; там же дока
зана теорема 8 .2.3. Равномерность равномерной сходимости на 
компактах введена в работе Аренса [1946], и там же доказана 
теорема 8.2.6. Равномерность равномерной сходимости для ло
кально компактных X  была введена в книге Бурбаки [1949] 
и там же доказана теорема 8.2 .10. Обобщение теоремы 8 .2.10 
на ^-пространства получено Бэгли и Янгом в [1966]. Теорема
8.2.11 доказана Келли в [1955]; неявно она сформулирована 
как задача в книге Бурбаки [1949].

УПРАЖНЕНИЯ

8.2.А* (а) Пусть {(Xs, — семейство равномерных про
странств. Покажите, что равномерность Ц  °US на множестве

 ̂ s e 5
XI Xs совпадает с равномерностью, порожденной семейством

отображений {ps} s e s> где Ps — проекция множества п * .  на
Xs (см. упр. 8.1.F).

(Ь) Покажите, что равномерное пространство {X ,°il) равно
мерно изоморфно произведению ( T l x s, П °иЛ в том и

V s e S  s e 5  /
только том случае, если существует семейство {ps}se=s равно
мерно непрерывных отображений ps: (X, eU) - ^ { X s, cUs),  удовле
творяющее равномерным аналогам условий (1) и (2) упр. 2.З.Н.

8.2.В. (а) Пусть {(Ze, W s)}ssS — семейство равномерных про
странств, такое, что XS(]XS' =  0  при s ф  s'. Покажите, что се
мейство °U =  {  (J Vs: Vs е  <UX есть равномерность на множе-

lse=S J
стве Х =  U %s и что для каждого s g S  формула is (x) =  x -

seS
определяет равномерный изоморфизм (Xs, % )  на подпро 
странство (Xs, Mx J  пространства {Х,Ш).  Покажите, что топо
логия, индуцированная равномерностью Ш на X,  совпадает
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с топологией, индуцированной равномерностью Равномер
ное пространство (  (J Xs, Ш)  называется суммой равномерных

\S€=S )
пространств {(Xs, ^ s)}ssS . Определите сумму произвольного 
семейства {(ЛГ*, M s)}st=s равномерных пространств таким обра
зом, чтобы выполнялся равномерный аналог упр. 2.2.F.

(b) Пусть (X, Ч£) — равномерное пространство и Е — отно
шение эквивалентности на множестве X. Заметьте, что сильней
шая равномерность У  на множестве Х/Е, при которой есте
ственное отображение X в Х/Е равномерно непрерывно отно
сительно °U и У, индуцирует на множестве Х/Е топологию, 
отличную, вообще говоря, от фактортопологии на Х/Е, где яаХ  
рассматривается топология, индуцированная равномерностью^. 
Покажите, что для равномерности У  справедлив равномерный 
аналог предложения 2.4.2.

(c) Обратный спектр равномерных пространств есть се
мейство S — {(Xg, <%„), я®, 2}, где S' =  {Xa, п°, 2 } — обратный
спектр топологических пространств и для любых а, р е Е ,  
р ^  а, отображение я." равномерно непрерывно относительно
Ша и Шд. Подпространство (X, °U) произведения ( Ц х а,

VaeS
П ‘и Л  » где X — lim S' и <11 =  ( П <иЛ » называется преде-

о е  2  /  < ------ \ о е  2  /  X

лом обратного спектра S. Проверьте, что для (Х,4£)  и отобра
жений яа: {Xi cU ) ^ ( X a, 6U a) имеет место равномерный аналог 
упр. 2.5.F.

8.2.С. Пусть (X, °U) — равномерное пространство. Проверьте, 
что топология, индуцированная равномерностью °Ы на множе
стве X  X  X, совпадает с топологией, индуцированной произведе
нием 4 l X ° l i .  Покажите, что псевдометрика р на множестве X  
равномерна относительно равномерности °Ы на множестве X  
в том и только том случае, если р — равномерно непрерывное 
отображение пространства ( X X X , Щ Х 0̂ )  в вещественную 
прямую с равномерностью, порожденной естественной метри
кой.

8.2.D. Пусть X  — топологическое пространство и (У, У )  — 
равномерное пространство. Применяя предложения 2.6.11, 3.4.1 
и 2.6.12, покажите, что топология на пространстве Ух , индуци
рованная равномерностью равномерной сходимости, сильнее, 
чем компактно-открытая топология.

8.2.Е. Заметьте, что из леммы 8.2.5 вытекает теорема 3.2.10, 
если сделать дополнительные предположения о том, что все 
пространства Xs являются тихоновскими пространствами.
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8.3. ВПОЛНЕ ОГРАНИЧЕННЫЕ 
И ПОЛНЫЕ РАВНОМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА. 

КОМПАКТНОСТЬ В РАВНОМЕРНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

Пусть (X,%L) — равномерное пространство, V — произволь
ный элемент равномерности и А а Х .  Будем говорить, что 
множество А V-плотно в (X, <Щ, если для каждого х е !  най
дется такое / е Л ,  что \х — х '\ <  V.

Равномерное пространство (X, Щ) вполне ограничено, если 
для каждого существует конечное множество А с  X,
V-плотное в пространстве (Х,<Щ.  Равномерность °U на множе
стве X вполне ограничена, если пространство (X, °U) вполне 
ограничено.

Легко установить, что если существует равномерно непре
рывное отображение f вполне ограниченного равномерного про
странства (X ,°U) в равномерное пространство (У ,У ), такое, что 
f { X ) = Y ,  то пространство (У, У)  также вполне ограничено. 
В частности, вполне ограниченность есть равномерный инва
риант.

8.3.1. Предложение. Пусть равномерность °U, на множестве X 
индуцируется метрикой р; тогда равномерное пространство 
(X, °U) вполне ограничено в том и только том случае, если мет
рическое пространство (X, р) вполне ограничено. I

Приведенное выше определение описывает некоторый класс 
равномерных пространств. Возникает вопрос, существует ли 
внутренняя характеристика топологических пространств, топо
логия которых индуцирована вполне ограниченной равномер
ностью. Подобная характеристика существует, но не представ
ляет интереса: мы покажем в примере 8.3.4, что топология лю
бого тихоновского пространства индуцирована вполне ограни
ченной равномерностью.

Теперь сформулируем две теоремы относительно операций 
на классе вполне ограниченных равномерных пространств. До
казательство первой из них можно получить из доказательства 
теоремы 4.3.2, если взять вместо е >  0 и заменить е/2
таким W е  °U, что 2W с  V. Для доказательства второй теоремы
следует рассмотреть базу равномерности П  °U,S, описанную

se5
в предыдущем параграфе, и заметить, что каждое пространство 
(Xs, Qls) равномерно изоморфно некоторому подпространству
произведения (  XI Xs, Ц ШЛ, а затем следовать рассужде-

\s e S s s S /
ниям доказательства теоремы 4.3.3.



8.3.2. Теорема. Пусть ( Х , Щ ) — вполне ограниченное равномер
ное пространство; тогда для каждого подмножества М с и Х  про
странство (М, % м) вполне ограничено.

Пусть (X,°U ) — произвольное равномерное пространство, и 
пусть для М а : Х  пространство ( Му% м) вполне ограничено; 
тогда пространство (М, °U ^) также вполне ограничено. I

8.3.3. Теорема. Пусть {(Х5, <U S)}Ŝ S — семейство непустых рав
номерных пространств. Произведение (  Ц  Xs, Ц  вполне

sS ssS /
ограничено в том и только том случае, когда все пространства 
(Xs, Шь) вполне ограничены. I

8.3.4. Пример. Пусть X — тихоновское пространство и 9 *  — рав
номерность на пространстве X, определенная в примере 8.1.19. 
Мы покажем, что равномерное пространство (X,'ё’*) вполне 
ограничено.

Достаточно доказать, что для любой конечной последова
тельности f 1, f2, . . . ,  fk элементов С*(Х) и любого е > 0  можно 
определить конечное множество A cz X, такое, что для каж
дого J t e l  существует / е / 1 ,  удовлетворяющее условию

Pf j* f2, .... fk (X, Xе) =  max { | /i (x) — ft (*') |, | f2 {x) — f2 (x') |, . . .

• • •. I fk(x) — fk (x') I } <  8.
Выберем ограниченный замкнутый интервал JczR,  который 

содержит все множества fi (X),  f2 (X),  . . . ,  fk(X),  и рассмотрим 
некоторое покрытие { Л и н т е р в а л а  J множествами, диаметр 
которых меньше е. Множества вида 

(■) •••

где 1 ^  ij ^  пг при j  ^  ky образуют покрытие пространства X , 
и диаметр каждого из них относительно псевдометрики
Pfj, f ..... fk меньше е. Выбирая по точке из каждого непустого
множества вида (1), мы получим конечное множество Л, обла
дающее требуемым свойством.

Читатель может легко установить, что вещественная пря
мая R с равномерностью определенной в примере 8.1.19, не 
является вполне ограниченной. I

Пусть (X, °U) — равномерное пространство и ^  — некоторое 
семейство подмножеств множества X. Говорят, что содержит 
произвольно малые множества, если для каждого V ^ °Ы  най
дется такое что 8(F)<i  V. Из (U4) вытекает, что если 
семейство содержит произвольно малые множества, то пере
сечение П У  состоит не более чем из одной точки.
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Равномерное пространство называется полным, если
каждое семейство подмножеств множества X , замкнутых 
в топологии, индуцированной равномерностью °Uy центрирован
ное и содержащее произвольно малые множества, имеет непус
тое пересечение. Равномерность °U на множестве X называется 
полной, если пространство (X , °Ы) полное.

Легко установить, что полнота есть равномерный инвариант, 
но не является инвариантом равномерно непрерывных отобра
жений (ср. с упр. 4.3.В(а) и 8.1 .А (а )).

Из теоремы 4.3.10 вытекает
8.3.5. Предложение. Пусть равномерность °U на множестве X  
индуцирована метрикой р; тогда равномерное пространство 
(X, Щ) полно в том и только том случаеу когда полно метриче
ское пространство (X , р ) . I
8.3.6. Теорема. Пусть (Х,<%) — полное равномерное простран
ство; тогда для подмножества М cz X равномерное пространство 
( M 9 <U m ) полно в том и только том случае, когда М замкнуто 
в X относительно топологии, индуцированной равномерно
стью °и.

Доказательство. Предположим^ что пространство (М, Шм) 
полное, и рассмотрим точку х е М .  Пусть У  — семейство всех 
множеств вида В(х, V)[\My где V — элемент из °U, замкнутый 
в топологии, индуцированной равномерностью ^  на Из
следствий 8.1.4 и 8.1.12 вытекает, что семейство 9Г центриро
вано. Легко видеть, что состоит из подмножеств простран
ства М,  замкнутых в топологии, индуцированной равномер
ностью Шм, и что ЗГ содержит произвольно малые множества. 
Так как {)@~ cz { x } t то из полноты пространства (Му °Um) выте
кает, что х е М .

Из определения полноты непосредственно вытекает полнота 
пространства {М.ЧСм), при условии что пространство (X, °U) 
полное, а М замкнуто в топологии, индуцированной равномер
ностью °U. I

Теорема 4.3.14, предложение 8.3.5 и очевидный факт, что 
«изометрия на» есть равномерный изоморфизм индуцированных 
равномерных пространств, приводят к следующему предло
жению.
8.3.7. Лемма. Для любого метризуемого равномерного простран
ства (X, Ш) существует полное метризуемое равномерное про
странство ( Y , T ) y такое, что для некоторого М czY  пространство 
(Х,Щ) равномерно изоморфно пространству (МуУм).  I

Из теорем 8.2.3, 8.3.6 и предыдущей леммы легко получается
8.3.8. Теорема. Каждое полное равномерное пространство рае- 
номерно изоморфно замкнутому подпространству произведения 
семейства полных метризуемых равномерных пространств. I
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8.3.9. Теорема. Пусть {(Xs. CU S)}Ŝ S — семейство непустых рае- 
номерных пространств. Произведение гп X st XI полно

V s e S  s e S  /
в том и только том случае, если полно каждое пространство 
(XSy <Us).

Доказательство. Если произведение (  Ц  XSJ Ц  ШЛ полно,
V s e S  s e S  /

то каждое пространство (Xs, 4/s) полно, ибо оно равномерно 
изоморфно замкнутому подпространству произведения.

Доказательство полноты произведения полных равномерных 
пространств аналогично доказательству теоремы Тихонова. 
Нужно только заметить, что если семейство рассмотренное 
в этом доказательстве, содержит произвольно малые множества, 
то определенные там семейства 3^s также содержат произ
вольно малые множества. I

Из теорем 8.3.9, 8.3.6 и 3.11.3 следует, что топология любого 
вещественно полного пространства X  порождается некоторой 
полной равномерностью на X. Можно показать (см. задачу 
8.5.13(h)), что если топология пространства X  порождается не
которой полной равномерностью и кардинал \Х\ неизмерим, 
то X  — вещественно полное пространство. Можно также дока
зать (см. задачу 8.5.13(a)), что класс топологических про
странств, топология которых порождается полной равномер
ностью, совпадает с классом замкнутых подпространств произ
ведений метризуемых пространств. Заметим, что из последнего 
утверждения следует, что топология любого метризуемого про
странства порождается некоторой полной равномерностью. Ока
зывается, все паракомпакты обладают тем же свойством (см. 
задачи 8.5.13(b) и (d )). Следовательно, каждый паракомпакт 
(и, в частности, каждое метризуемое пространство) неизмери
мой мощности является вещественно полным (ср. с задачей 
5,5.10(b)).

8.3.10. Теорема. Если (X, °U)  — равномерное пространство и 
(У\У°)— полное равномерное пространство, то каждое равно
мерно непрерывное отображение f : (Л, °Ua)~ * (У, У ) , где А — 
всю ду плотное подмножество в X  относительно топологии, ин
дуцированной равномерностью продолжается до равномерно 
непрерывного отображения F : (Xi (U ) - ^ ( Y i У ) .

Доказательство. Для каждого х  е  X  семейство 
{ f ( B ( x 9U) [ ] A) } u ^ cu центрировано и содержит произвольно ма
лые множества. Следовательно, в силу полноты пространства 
(У,ЭН, формула
(2) F ( x ) =  П Т(В(х, U) Л А)



664 ГЛ. 8. РАВНОМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ПРОСТРАНСТВА БЛИЗОСТИ

определяет отображение X-+-Y. Легко видеть, что для каждого 
х ^ А  мы имеем F(x) — f{x) .

Мы покажем, что отображение F равномерно непрерывно. 
Для любого F e f  выберем такое У е У ,  что 6Vcz W, и такое 
U е  °U, открытое в топологии, индуцированной равномерностью 
°U на ХХ.Х,  что для любых а, а ' е А  если | а — a'\<.2U , то 
|/(а) — / ( a ') | < V .  Из следствия 8.1.5 вытекает, что для лю
бого М с :  X

(3) 6 (7 Ш П Л ))< З У , когда 8 ( M ) < 2 U .

Рассмотрим теперь такую пару точек х, у е  X, что \х — у | <  
<  U, и положим Bi =  В (х, U) и В2 =  В (у, U) . Пересечение 
В\ [\В2 непусто и открыто в X, следовательно, существует точка 
a g  А П В\ П В2. Тогда f ( a ) g  f(Bi  f| Л)П f {B2 П Л) и, согласно
(3), S ( / (B iD ^ )U /(5 2 n ^ ) )<  6V. Поэтому, в силу (2), ^ ( х )  — 
—F ( « / ) [ <  GVczW.  I

Последняя теорема вместе с теоремой 1.5.4 дает

8.3.11. Следствие. Если (X, °U) и (Y, Т )  — полные равномерные 
пространства, то каждый равномерный изоморфизм (A, ° U а ) на 
(В, Т в ) , где А и В — всюду плотные подмножества X и Y соот
ветственно, продолжается до равномерного изоморфизма (X, °U) 
на (У, Т ).  I

8.3.12. Теорема. Для каждого равномерного пространства (X, Щ) 
существует ровно одно (с точностью до равномерного изомор
физма) полное равномерное пространство {X, <й), такое, что 
для некоторого плотного подмножества A c z X  пространство 
(Х, Щ) равномерно изоморфно пространству (Л, °Ua). Более 
того, имеет место равенство w {<U) =  w (<%£), и если (X, Щ) 
вполне ограничено, то (Х,42) также вполне ограничено.

Доказательство. Существование пространства (X  Ш) вы
текает из 8.2.3, 8.3.7, 8.3.9 и 8.3.6, а его единственность — из 
следствия 8.3.11.

Равенство w { ° U ) =  w{°U) вытекает из замечания 8.2.4 и сле
дующего факта: если то %С — дискретная равно
мерность. Наконец, в силу второй части теоремы 8.3.2, если 
(X, Ш) вполне ограничено, то (.£, Ш) также вполне ограни
чено. I

Пространство (X, Щ), удовлетворяющее условиям теоремы
8.3.12. называется пополнением равномерного пространства 
{Х, Щ) .

Мы закончим этот параграф исследованием равномерностей 
на компактах.
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8.3.13. Теорема. Для каждого компакта X существует точно 
одна равномерность °U на множестве X, индуцирующая исход
ную топологию пространства X. Все окружения диагонали Д с  
с 1 Х ^ .  открытые в произведении X X X ,  образуют базу рав
номерности Щ.

Доказательство. Существование равномерности <U на про
странстве X вытекает из теоремы 8.1.20. Мы покажем, что все 
окружения диагонали A cz X X X ,  открытые в X X X ,  образуют 
базу °и. Очевидно, что из этого факта вытекает единствен
ность °и.

Согласно следствию 8.1.12, каждое V содержит некото
рое окружение диагонали, открытое в X X X .  Рассмотрим ка
кое-нибудь открытое окружение W диагонали Д cz X X  X. В силу 
(U4) и следствия 8.1.12, Д =  Л{У: V е Ш} с :  W. Пользуясь ком
пактностью пространства X X X  и следствием 3.1.5, мы заклю
чаем, что существует конечное семейство {Vi, V%........ V ^ c z 0!!,
для которого А сг V\ Г) Vi Г) . . .  П Vk cz Vi f| Рг Г) • • • Л Vk сг W. 
Следовательно, в силу (U1) и (U2), W I

Доказательство следующей теоремы, аналогичное доказа
тельству теоремы 4.3.27, предоставляется читателю.
8.3.14. Теорема. Каждая равномерность на компакте вполне 
ограничена. I

Из определения полноты непосредственно следует (ср. с за
дачей 8.5.12)
8.3.15. Теорема. Каждая равномерность на компакте полна. I  

Равномерное пространство (X, °U) называется компактом,
если множество X с топологией, индуцированной равномер
ностью °U, есть компакт.
8.3.16. Теорема. Равномерное пространство (X,°U) есть компакт 
в том и только том случае, когда оно одновременно вполне огра
ниченное и полное.

Доказательство. В силу теорем 8.3.14 и 8.3.15, достаточно 
доказать, что каждое равномерное пространство, которое одно
временно вполне ограничено и полно, есть компакт. Из тео
ремы 8.3.8 следует, что (X, °li) равномерно изоморфно замк
нутому подпространству произведения (  XI Х$, Ц  Ш Л, где

V s e 5  s e S  )

пространства (Xs, <US) полны и метризуемы. Без ограничения 
общности можно считать, что 1  =  П  x s, < и = ( Т 1 ш Л

______  s е= S VssS )  X

и ps( X ) =  Xs для каждого s e S .  Так как вполне ограниченность 
сохраняется при равномерно непрерывных отображениях, про
странства (ps(X), (<Ms)ps(X)) вполне ограничены, и из второй 
части теоремы 8.3.2 вытекает, что пространства (LXs, <Hs) также



вполне ограничены. Следовательно, в силу 8.3.1, 8.3.5, 4.3.29, 
пространства (Xs, Шз) — компакты. Применяя теорему Тихо
нова, мы заключаем, что и пространство (X, <U) — компакт. I
8.3.17. Следствие. Пополнение равномерного пространства 
(Х,Ш) является компактом в том и только том случае, когда 
(X, °11) вполне ограничено. I
8.3.18. Пример. Пусть X — тихоновское пространство. Как пока
зано в примере 8.3.4, равномерность на пространстве X 
вполне ограничена. Следовательно, пополнение (Х ,^ * ) — ком
пакт, а пространство Я есть компактификация пространства X. 
Мы докажем, что X — стоун-чеховская компактификация про
странства X.

Для этого достаточно показать, что каждая непрерывная 
функция /: Х-*~1 непрерывно продолжается на X. Так как един
ственная равномерность Т  на отрезке I, индуцирующая его 
естественную топологию, полна, то по теореме 8.3.10 достаточно 
показать, что f — равномерно непрерывное отображение про
странства (Х,*&*) в (1,Т)  (ср. с упр. 8.1.D).

Семейство всех окружений диагонали А с= /  X I, которые 
имеют вид Vi — { ( t , z )<=IX. I :  p(t, z) <  1/2 '}, где г '= 1 ,  2, . . .  
и p{t ,z)  =  \t — z |, образует базу равномерности Т  на /. Так 
как / е  С*(Х), множество

W , =  { ( х , у ) е = Х Х Х :  р ,(*, у) <  1/2'}
принадлежит^5* при t = l ,  2, . . .  . Далее, I/O*:)—/( f / ) l < V i ,  
как только \х — y \ < . W i  и, значит, отображение f равномерно 
непрерывно. I
8.3.19. Пример. Пусть X — тихоновское пространство и W — рав
номерность на нем, определенная в примере 8.1.19. Мы дока
жем, что пространство X, где (X, Ф)  — пополнение пространства 
(X,W),  является вещественной компактификацией по Хьюитту 
пространства X.

Пусть для любого f ^ C  =  C{X)  пространство (Rf,<ltf) — 
вещественная прямая с равномерностью, индуцированной есте
ственной метрикой на R. В силу 8.3.5 и 8.3.9, произведение 

полно. Легко проверить, что сужение
Vfe=C f e C  /
F =  ^ A  |Х есть равномерный изоморфизм пространства 

( Ху <Sf) на подпространство произведения f l U f .  n % V  Из
VfesC fe=C )

единственности пополнения и из теоремы 8.3.6 следует, что
X — F (X) cz XI Таким образом, Я — вещественно полное 

fe e
пространство по теореме 3.11.3. Далее, каждая функция / е
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е  С (X ) непрерывно продолжается на П  х ,  и тем более на К,
f е  с

поэтому пространство К есть вещественная компактификация 
по Хьюитту пространства X. I

Полноту равномерных пространств можно охарактеризовать 
в терминах направленностей и фильтров. Пусть (X, °U)  — равно
мерное пространство и { % а е И } — направленность в X. Бу
дем называть {х0у а е И }  направленностью Коши в (X, °U), 
если для каждого V найдется такое а0е 2 ,  что \х0 — 
—хао|<У, как только а ^  а0. Подобным же образом фильтр &  
в семействе всех подмножеств пространства X называется 
фильтром Коши в (Х,<Ы), если для каждого У е ^  существует 
такое f  e ^ s что б ( / ’)< ;  V. Читатель может легко установить, 
что направленности и фильтры Коши отвечают друг другу при 
взаимно однозначном соответствии, установленном между на
правленностями и фильтрами в § 1.6.
8.3.20. Теорема. Равномерное пространство (X, °U) полно в том 
и только том случае, если каждая направленность Коши в 
(X, °U) сходится к точке пространства X.

Доказательство. Ход рассуждений тот же, что в доказатель
стве теоремы 3.1.23; следует только заметить, что установлен
ное там соответствие между направленностями и центрирован
ными семействами замкнутых множеств переводит направлен
ности Коши в семейства, содержащие произвольно малые мно
жества, и наоборот. I

Доказательство аналога теоремы 8.3.20 для фильтров предо
ставляется читателю.

8.3.21« Теорема. Равномерное пространство (X, °U) полно в том 
и только том случае, если каждый фильтр Коши в {Ху%1) схо
дится к точке пространства X. I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Понятие вполне ограниченного равномерного пространства 
введено Бурбаки в [1940]; там же доказаны теоремы 8.3.3 
и 8.3.9. Понятие полного равномерного пространства введено 
А. Вейлем в [1938], где доказаны теоремы 8.3.6, 8.3.8, 8.3.10,
8,3.12, 8.3.13 и 8.3.16 (в последней неявно использовано поня
тие вполне ограниченности).

УПРАЖНЕНИЯ

8.З.А. (а) Заметьте, что каждая равномерность Щх на мно
жестве X, которая слабее какой-нибудь вполне ограниченной 
равномерности %  на X, сама вполне ограничена.

42 Зак. 697
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(Ь) Убедитесь, что каждая равномерность °U\ на простран
стве XL которая сильнее какой-нибудь полной равномерности, 
сама полна. Заметьте, что, вообще говоря, это неверно для рав
номерностей на множестве.

8.3. В. Пусть 41— равномерность на множестве X  и А — под
множество в X, всюду плотное в топологии, индуцированной 
равномерностью 41. Покажите, что если для каждого центриро
ванного семейства ЗГ подмножеств множества А± содержащего 
произвольно малые множества, пересечение f|{^* F&&~}  не
пусто (здесь F — замыкание множества F в пространстве X ), 
то пространство (X , 41) полное.

8.3.С. (а) Покажите, что для каждого топологического про
странства X и любого равномерного пространства (У ,41) рав
номерность равномерной сходимости, индуцированная равно
мерностью 4L на Yx, полна.

(Ь) Покажите, что для каждого ^-пространства X и любого 
полного равномерного пространства (У, °U) равномерность рав
номерной сходимости на компактах, индуцированная равномер
ностью 41 на Yx, полна. Заметьте, что предположение о том, 
что X является ^-пространством, существенно.

Указание. См. упр. 4.3.F(b).
8.3.D. (а) Проверьте, что равномерность 41, порожденная 

совокупностью С равномерных покрытий множества X , вполне 
ограничена тогда и только тогда, когда для каждого покрытия 
i e C  существует вписанное в него конечное покрытие ^ е С .

(b) Проверьте, что равномерность 41, порожденная совокуп
ностью С равномерных покрытий множества X , полна в том 
и только том случае, если каждое центрированное семейство ЗГ 
подмножеств X, замкнутых в топологии, порожденной равно
мерностью 41, которое для любого покрытия i E C  включает 
в себя множество F , содержащееся в некотором элементе 
имеет непустое пересечение.

(c) Установите, что равномерность 41, порожденная семей
ством Р равномерных псевдометрик на множестве X , вполне 
ограничена в том и только том случае, если для каждого 
р е Р  и каждого е >  0 найдется конечное множество A c z X ,  
такое, что для каждой точки х е !  существует /  е Д  удовле
творяющее неравенству р(х, х') <  е.

(d) Установите, что равномерность 41, порожденная семей
ством Р равномерных псевдометрик на множестве X, является 
полной в том и только том случае, если всякое центрированное 
семейство ЗГ подмножеств пространства X, замкнутых в топо
логии, индуцированной равномерностью 46, которое для ка ж 
дой псевдометрики р е Р  и каждого е >  0 содержит множест
во F , диаметр которого относительно р меньше е, имеет непустое 
пересечение.



8.3.Е. (а) Докажите, что полное равномерное пространство 
( У, У ) является пополнением равномерного пространства (X,°U) 
в том и только том случае, если существует равномерно непре
рывное отображение /: (X, ^ )-» -(У , У) ,  такое, что f { X ) = Y ,  
и для каждой псевдометрики р на множестве X, равномерно 
непрерывной относительно °U, существует псевдометрика р на 
множестве У, равномерно непрерывная относительно У  и такая, 
что р '/  (х) , /  (у )) =  р (х, у)  при х , у ( = Х .

(Ь) Пусть {(X s, % ) } si=s — семейство равномерных про
странств и (Xs, ’Us) — пополнение пространства (Xs, ‘U s). По
кажите, что произведение f  П  Xs, Ц  есть пополнение про-

 ̂ I s s S  s e S  /
изведения ( T l X s ,

V s g S  s e S  )
8.3.F (Широта [1952]). Пусть X  — тихоновское пространство 

и °и — равномерность, порожденная семейством всех покрытий 
пространства X, в которые можно вписать счетное нормальное 
покрытие (см. упр. 8.1.1(a)). Докажите, что пространство Я, 
где (X, °и) — пополнение пространства (X, °U), является веще
ственной компактификацией по Хьюитту пространства X  (ср. с 
примером 8.3.19 и упр. 8.1.1(b)).

Указание. Заметьте, что семейство Р всех псевдометрик р 
на множестве X, таких, что отображение р: X X X - + R  непре
рывно и пространство Х /р, определенное в упр. 4.2.1, сепара
бельно, обладает свойствами (UP1)— (UP2). Покажите, что 
равномерность, порожденная семейством Р равномерных псев
дометрик, совпадает с Ш, и воспользуйтесь упр. 8.3.Е(Ь), 
8.1.1(b) и теоремой 8.2.3.

8.3. G. Покажите, что если (X, °U) — равномерный компакт, 
тс каждое открытое покрытие пространства X с топологией, 
индуцированной равномерностью °U, равномерно относи
тельно Ш.

Указание. Примените упр. 5.1.А(Ь), предложение 8.1.16 
и теорему 8.3.13. Прямое доказательство можно получить мо
дификацией доказательства леммы 8.2.5.

8.3.Н. Заметьте, что упр. 4.2.В можно решить с использова
нием теорем 8.1.21 и 8.3.13.

8.3.1. (а) Проверьте, что если пространство X с топологией, 
индуцированной равномерностью Щ, связно, то для всякой пары 
л, i / s i f  и всякого существует такая последовательность
Х\, х% . . . ,  xk точек пространства X, что х\ =  х, х* =  у  и \xi —
— *i+i| <  V при / =  1, 2, . . . ,  k — 1.

(b) Покажите, что каждый равномерный компакт (X, °U), 
удовлетворяющий условию (а), связен и что предположение
о компактности существенно.
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8.4. БЛИЗОСТИ И ПРОСТРАНСТВА БЛИЗОСТИ

Пусть X — произвольное множество и б —-некоторое отноше
ние на семействе всех подмножеств X. Мы будем писать АдВ, 
если множества А, В czX  находятся в б-отношении; в противном 
случае мы будем писать АдВ.  Отношение б на семействе всех 
подмножеств множества X называется близостью на множе
стве X, если оно удовлетворяет следующим условиям:
(Р1) Л65 тогда и только тогда, когда В8А.
(Р2) Лб(ВиС') тогда и только тогда, когда либо А8В, либо 

А8С.
(РЗ) {х}6{«/} тогда и только тогда, когда х =  у.
(Р4) 08Х.
(Р5) Если ЛбЗ, то существуют такие С, D cz X, что АЬС, B8D 

и С U D =  X.
Пара (X, 6), состоящая из множества X и близости б на нем, 

называется пространством близости. Два подмножества Л и В 
множества X близки относительно б, если ЛбВ; в противном 
случае они далеки относительно б.

Из условий (PI) — (Р5) вытекают следующие свойства бли
зостей:
(1) Если ЛбЛ и В а  С, то Л6С.
(2) Если Л П В ф  0 ,  то А8В.

(3) 06Л  для каждого Л cz X.

Чтобы установить соотношение (1), достаточно заметить, 
что если В сг С, то В U С =  С, т. е. из А8В следует, что ЛбС 
в силу (Р2). Свойство (2) вытекает из (РЗ), (Р1) и (1). В са
мом деле, если л е Л (1 5 ,  то {х }6 {х }, {л:}бЛ, А8(х)  и ЛбВ. На
конец (3) следует из (Р4) и (1).

Каждая близость б на множестве X индуцирует топологию О  
на X. Следовательно, каждое пространство близости (X, б) 
определяет топологическое пространство (X, О) .  Точнее, как 
мы увидим, формула
(4) 1 =  { х е Х :  {д:}бЛ}

определяет оператор замыкания на множестве X. Начнем с 
леммы.

8.4.1. Лемма. Для каждой близости 8 на множестве X и любых 
множеств А, В а Х
(5) если ВЬА, то В64.
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Доказательство. Если ВбЛ, то в силу (Р5), существуют та
кие С, D czX,  что
(6) В6С, A6D 
и
(7) С U D =  X, т. е. X \ D  с= С.
Из (1) и второй части (6) вытекает, что Л с  I \ D ;  поэтому 
Л с С в  силу (7) и ВЬА в силу первой части (6). I
8.4.2. Теорема. Для каждой близости 5 на множестве X фор
мула (4) определяет оператор замыкания, удовлетворяющий 
условиям (CO l) — (С 04). Пространство X с топологией О , по
рожденной этим оператором замыкания, является Т^простран
ством.

Такая топология О  называется топологией, индуцированной 
(или порожденной) близостью 6.

Доказательство. Условия (C O l), (С02) и (СОЗ) вытекают 
непосредственно из (3), (2) и (Р2) соответственно. Для дока
зательства условия (С04) достаточно показать, что для каж
дого A c z X  выполнено включение (Л)с=Л, или, что эквива
лентно,
(8) если х ф А ,  то (Л).
Но (8) следует из леммы, примененной к одноточечному множе
ству В =  {%}.

То, что (X, О)  есть ^-пространство, вытекает непосред
ственно из (РЗ). I

Ниже мы покажем (см. теорему 8.4.9), что, как и в случае 
равномерностей, топология пространства X индуцируется неко
торой близостью на множестве X в том и только том случае, 
когда X — тихоновское пространство.

Отметим, что из леммы 8.4.1, свойства ( о  и условия (Р1) 
вытекает, что для каждой близости б на множестве X оператор 
замыкания, определенный соотношением (4), обладает следую
щим свойством:
(9) АгВ тогда и только тогда, когда Л6Б.
8.4.3. Пример. Пусть X — произвольное множество. Проверим, 
что, полагая Лб£ тогда и только тогда, когда А П В ф  0 ,  мы 
определим близость на множестве X. В самом деле, легко ви
деть, что б удовлетворяет условиям (PI) — (Р4). Для того чтобы 
доказать условие (Р5), достаточно заметить, что для каждой 
пары Л, В далеких, т. е. непересекающихся подмножеств мно
жества X множества С =  Х \ А  и D =  Х \ В  обладают требуе
мыми свойствами. Очевидно, что топология, индуцированная



662 ГЛ. 8. РАВНОМЕРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ПРОСТРАНСТВА БЛИЗОСТИ

отношением б, — это дискретная топология на X. Близость б 
называется дискретной близостью на X, а пространство (X , б) — 
дискретным пространством близости. I
8.4.4. Пример. Пусть X  — тихоновское пространство. Для любых 
двух множеств А, В cz X  положим АЬВ тогда и только тогда, 
когда А Ф  0  ф  В и не существует непрерывной функции 
f: Х-*-1, такой, что f(x) =  0 для х ^ А  и f ( x ) =  1 для х е й ,  
т. е. множества Л и В не вполне отделены. Покажем, что б — 
близость на множестве X.

Непосредственно из определения следует, что б удовлетво
ряет условиям (Р 1), (РЗ) и (Р4).

Чтобы проверить условие (Р2), достаточно показать, что, 
если ЛбВ и АЬС, т о  Лб(В|_)С). Выберем непрерывные функции 
f, g'- Х ->  /, такие, что

f (x ) —  g(x)  =  0  для х ^ А ,  f ( x ) =  1 для j c g B ,  

g(x) =  1 для х: е С .

Функция h =  max(f ,g)  примет значение 0 на множестве А 
и значение 1 на множестве В U С, так что Л б (5 и С ).

Наконец, б удовлетворяет условию (Р5), ибо если А 65 
т. е. если существует непрерывная функция f: X - + I ,  такая, что 
f(x) =  0 для х е Л и  f(x) =  1 для х е В ,  то

множества С =  f -1 ([1 /2 , 1]) и D =  f_I ( [0 ,1 /2 ])

обладают требуемыми свойствами.
Из определения тихоновского пространства вытекает, что 

близость б на X  индуцирует исходную топологию простран
ства X. I

Теперь мы вкратце обсудим отображения пространств бли
зости. Пусть (X, б) и (К, б') — два пространства близости. Ото
бражение f множества X  в множество У называется близостно 
непрерывным относительно близостей б и б', если для любых 
множеств А, В а Х ,  близких относительно б, образы f {A) ,  
f (B)cz  Y близки относительно б'. Из формулы (4) и равносиль
ности условий (i) и (v) предложения 1.4.1 следует, что f — 
непрерывное отображение пространства X с топологией, инду
цированной отношением б, в пространство Y с топологией, инду
цированной отношением б'. Очевидно, что композиция близо
стно непрерывных отображений близостно непрерывна.

Взаимно однозначное отображение f множества X  на мно
жество У называется близостным изоморфизмом относительно 
близостей б и б ' на множествах X  и У соответственно, если f 
близостно непрерывно относительно б и б' и обратное отобра
жение f~l близостно непрерывно относительно б' и б. Близостный
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изоморфизм есть гомеоморфизм индуцированных топологиче
ских пространств.

Говорят, что два пространства близости (X, б) и (У, б') бли- 
зостно изоморфны, если существует близостный изоморфизм 
(X, б) на (У, б '). Изучение близостных инвариантов, т. е. инва
риантов близостных изоморфизмов, является содержанием тео
рии пространства близости. Очевидно, что каждый топологиче
ский инвариант является близостным инвариантом.

Теперь мы перейдем к изучению связей между близостями 
и равномерностями на множестве.
8.4.5. Теорема. Пусть °U — равномерность на множестве X. По
ложив для А, В cz X

А8В тогда и только тогда, когда V (]( А Х Щ Ф 0
для каждого V е

мы определим близость на множестве X. Топология, индуциро
ванная отношением б, совпадает с топологией, индуцирован
ной %1.

Такая близость б называется близостью, индуцированной 
равномерностью °U.

Доказательство. Сначала заметим, что АЬВ тогда и только 
тогда, когда для каждого V е Щ найдутся такие х е Л  и у ^ В ,  
что |jc — y \ < V .  Очевидно, отношение б удовлетворяет усло
виям (Р1) и (Р4), а из (U4) вытекает, что б удовлетворяет 
также (РЗ).

Для проверки условия (Р2) достаточно показать, что если 
АЬВ и Л6С, то Л б ( 5 и С ) .  Выберем такие V\t V 2 ^ ° U y что 

\х — у  | ^  Fi и \х — z \ ^ V 2 для всех х е Л ,  у ^ В  и z g C .  
Ясно, что \х— 11 ^  V =  V\ П Уг, как только х е Л  и t ^ B { ] C ;  
так как F e ? / ,  т о ,  в  силу (U 2), А6{В U С) .

Наконец, б удовлетворяет условию (Р5), так как если ЛбВ, 
т. е. если существует такое V что \х — у V при х е Л ,  
г / е В ,  то множества

С =  Х \ В (А , W) и D =  X \ B { B , W ) ,
где W е  °11 удовлетворяет включению 2И? си У, обладают тре
буемыми свойствами.

Из следствия 8Л.4 вытекает, что топология на X, индуциро
ванная близостью б, которая в свою очередь индуцирована рав
номерностью °U на множестве X, совпадает с топологией, инду
цированной равномерностью °U. I

Легко проверить, что если отображение f множества X в 
множество У равномерно непрерывно относительно равномер
ностей °U и Y  на множествах X и У соответственно, то f бли-
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зостно непрерывно относительно близостей б и б', индуцирован
ных равномерностями Щ и Т.
8.4.6. Пример. В § 8.1 мы установили, что каждая метрика р 
порождает некоторую равномерность Щ на множестве X. В силу 
последней теоремы, равномерность °U в свою очередь порождает 
близость б на множестве X. Легко установить, что два множе
ства А, В с  X близки относительно б в том и только том слу
чае, если р (Л, В) =  0. Следовательно, если р — произвольная 
метрика на множестве X и мы положим

А8В тогда и только тогда, когда р(Л, В) — 0,

то тем самым мы определим близость б на множестве X. Бли
зость б называется близостью, индуцированной метрикой p. I  

Для обсуждения перехода от близости к равномерностям 
удобно рассмотреть отношения строгого включения. Пусть б — 
некоторое отношение на множестве X. Будем говорить, что 
множество Л строго содержится в множестве В относительно б, 
и писать А ш В ,  если Л б (Х \ 5 ). Заметим, что, используя отно
шение строгого включения, мы можем переписать (Р5) в сле
дующем виде:
(Р5') Если АЬВ, то существуют А\, В \ с Х , такие, что Л<шЛ1, 

В (== Bi и А\ П В\ —  0 .
Покажем теперь, что отношение ш  обладает следующими 

свойствами (в (SI5) и (SI7) рассматривается топология, инду
цированная отношением б ) :
(511) Если А ш  В, то Х \ В  ш  Х \ А .
(512) Если А ш В ,  то A d  В.
(513) Если А \ а  А Ш В а  Ви то А\ Ш В\.
(514) Если А\ШВ\ и А 2ш В 2, то А х\}А2ш В 1 \] В2.
(515) Если А ш В ,  то существует открытое множество С, та

кое, что А ш С а С ш В .
(516) 0  Ш 0 .
(517) Для каждой точки х ^ Х  и каждой ее окрестности А 

имеем {х} ш  А.
Свойство (SI1) вытекает из определения строгого включе

ния и из тождества Л =  Х \ (Х \ Л ). Свойства (SI2) и (SI3) 
следуют из (2) и (1) соответственно.

Чтобы установить (SI4), достаточно заметить, что если 
А\ШВ\ и А2 Ш В 2, то, в силу (1), при 1= 1, 2 имеем
Л4б[ (Х \  B i) П (Х \ В 2) ], так что H iU ^ 2 )6 [X \ (B iU 5 2) ] ,  т. е.
А 1\}А2ш В 1\}В2 в силу (Р1) и (Р2).

Несколько сложнее доказать (SI5). Если А ш В ,  то, в силу 
(Р5 '), существуют такие Аи В i с  X, что

А ш А х, X \ B m B x и A i f [ B l =  0 .



В cm iy_(SIl), имеем A i d X \ B i m B ,  так что A i6 {X \ B ). Так 
как Л б(Х \ Л 1), то из (5) вытекает, что Л б(Х \ Л 1), т. е. 
Л6(А\1гй Л1). Полагая C = I n M i ,  получаем Л <ш Сс:Л (. Так 
как Л ]б (Х \ б ), то С6( Х\В) ,  откуда в свою очередь следует, 
что Сб (Х \ В ), т. е. С Ш В.

Свойства (SI6) и (SI7) следуют из (Р4) и (4) соответ
ственно. Заметим, что из (SI1) и законов де Моргана следует, 
что свойство (SI4) можно переписать в следующем виде:
(SI4') Если А\ШВХ и Л2 <£= В2, то Л1Л Л2<ё Bi П #2-
Более общо, если при / = 1 ,  2, . . . ,  k мы имеем Лг<шВг, то

k k
(как читатель легко может установить) [} ^  U и

П л,<ё= П 5 г.
г =  1 i =  I

Заметим также, что из (SI5) следует, что пространство X 
с топологией, индуцированной близостью на множестве X, яв
ляется регулярным пространством (ср. с теоремой 8.4.9).

Пусть б — близость на множестве X. Конечное покрытие 
{Л;}*=1 множества X называется 8-равномерным, если суще
ствует такое покрытие {Bj}*=1 множества X, что
(10) Вг<=Л4 при t = l ,  2, . . . ,  k.

8.4.7. Лемма. Пусть б — близость на множестве X. Для A, BczX  
мы имеем ЛбВ в том и только том случае, если каждое Ь-рав- 
номерное покрытие {Л;}*=1 множества X содержит такое мно
жество Л/, что А П Л/ ф  0  ф  В П Л/.

Доказательство. Рассмотрим такие Л, B c z X ,  что ЛбВ. 
Пусть •5# =  {Л,-}^1 есть б-равномерное покрытие множества X, 
и пусть $  =  {В*}*=1 — покрытие пространства X, удовлетворяю
щее (10). Из упомянутого выше обобщения (SI4) следует, что 
множества
(11) С =  St (Л, Я ) и D =  St (Л, s£)

удовлетворяют включению С ШИ.  Так как Л сг С, то Лб (X \ D ), 
откуда следует, что
(12) В ( \ О Ф 0 .

В самом деле, в противном случае было бы В с X \ D  и ЛбВ, 
что невозможно. Из второй части (11) и (12) вытекает суще
ствование такого j ^  k, что А(]А/ ф  0  ф  В (]А,-.

Рассмотрим теперь такие А, В а Х ,  что ЛбВ. В силу (Р5') 
существуют В\, В2 cz X, удовлетворяющие соотношениям А Ш
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т Х \ В и В < т Х \ В 2 и (Х \ В \ )(] (Х \ В 2) =  0 .  Множества А\ =  
=  Х \ А  и А 2 =  Х \ Б  образуют покрытие r f  множества X. По
этому, в силу (SI1), Вх ШАх  и В2( ^ А 2. Так как В\[] В2 =  X, 
то r f  есть б-равномерное покрытие пространства Х у никакой 
элемент которого не пересекает одновременно А и В. Ш

8.4.8. Теорема. Для каждой близости б на множестве X со
вокупность С всех покрытий пространства X , в которые можно 
вписать б-равномерные покрытия, обладает свойствами 
(UC1) — (UC4). Равномерность °U на множестве Х у порожден
ная совокупностью С, вполне ограничена и индуцирует близость 
б. Топология, порожденная равномерностью °U> совпадает с то
пологией, порожденной близостью б.

Такая равномерность Щ называется равномерностью, по
рожденной (или индуцированной) близостью б.

Доказательство. Пусть Со — совокупность всех б-равномер- 
ных покрытий множества X. Так как совокупность С обладает 
свойством (UC1), то для доказательства первой части теоремы 
достаточно показать, что Со обладает свойствами (UC2) — 
(UC4).

Сначала покажем, что С0 обладает свойством (UC2). Рас
смотрим S&U S&2 <= С0 И ПОЛОЖИМ ^ 1  =  Mi, S&2 =  {Л2, /}/Li- 
Возьмем такие покрытия == {Si, и $ 2 =  {S2, /}JL, множе
ства X, что

£i, A\,i при i =  1, 2, £ 
и 5 2;/<шЛ2, / ПРИ / = 1 >  2, т.

Из свойства (SI4') вместе с (13) следует, что семейство зФ 
всех пересечений А х< ,• П Л2, /, где i ^ k  и j ^  т, есть б-равно
мерное покрытие множества X. Так как вписано и в s&u 
и в s4-2, то  семейство С0 обладает свойством (UC2).

Доказательство того, что С0 обладает свойством (UC3), 
несколько длиннее. Прежде всего заметим, что, в силу лем
мы 5.1.15, достаточно показать, что для каждого ^ е С 0 суще
ствует покрытие 3S е  С0, звездно вписанное в М.

Рассмотрим сначала двухэлементное покрытие S& =  
=  {Ль Л2} <s С0, и пусть В i, B2c z X  удовлетворяют условиям
(14) В\ ША\, В2ш А 2 и В х\]В2 =  Х.

Из (14) следует, что семейство 31 =  { A i \ £ 2, Л2\ 5 1 , Л1ПЛ2} 
есть покрытие множества X. Так как (A i\fi2) n ( A 2 \ 5 i ) =  0 ,  
то покрытие 38 звездно вписано в покрытие «5$. В силу (SI5), 
найдутся такие Си С2 сг X, что
(15) B i m C i m A x  и В2ш С 2ш А 2.
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Из свойств (SI1) и (SI4') с помощью формул (14) и (15) по
лучаем, что

С1\ С 2Ш А 1\ В 2, С2 \ С 1т А 2 \ В и С1Г\С2т А 1ПА2
и

(С, \  с2) и (С2 \  С,) и (С, Л с2) =  X ,
т. е. что о. Следовательно, в каждое двухэлементное по
крытие можно звездно вписать покрытие е  С0.

Рассмотрим теперь произвольное покрытие =  {Л/}*=1 е  С0> 
и пусть Si, В2, . . . ,  Bk c z X  удовлетворяют условиям
(16) Ягс=Л г при * =  1 ,2 .........А и В , и В 2и ••• l )Bk =  X.

Из свойств (SI5) и (SI1) вытекает, что s&i =  {Л,-, 1 \ В ;} е  С0 
при г =  1, 2, . . . ,  k. В силу уже доказанной части теоремы, при 
i =  1, 2, . . . ,  k для каждого s4-i существует звездно вписанное 
в него покрытие е  С0 и, кроме того, существует покрытие 
$  е  С0, вписанное во все Для каждого х ^ Х  и любого 
i ^  & имеем St (х, $&) cz St {х, $h) , так что

St(x, $ ) c z  Ai или St (х, 3$) cz Х \ В  h

Так как, в силу (16), вторая часть альтернативы не может 
иметь место для всех i, то существует такое i ^  k, что 
S t(x ,&)czAi ,  т. е. & звездно вписано в М-. Таким образом, до
казательство свойства (UC3) завершено.

Тот факт, что семейство Со обладает свойством (UC4), так 
же как и то, что равномерность <и, порожденная совокупностью 
С, индуцирует близость б, следует непосредственно из лем
мы 8.4.7. Так как равномерность °и индуцирует близость б, то 
по теореме 8.4.5 топология, индуцированная равномерностью Ш, 
совпадает с топологией, индуцированной близостью б.

В силу предложения 8.1.16, множества
k

V (s4 -)=  U (Лг X  Ai),»=1
где s4- =  {Лг}?=1 ^  Сй, образуют базу равномерности °U. Выби
рая по точке в каждом непустом элементе зФ, мы получаем ко
нечное множество, которое -плотно в (X, °Li). Следова
тельно, равномерность <U вполне ограничена. ■

Оказывается, если близость б индуцирована вполне огра
ниченной равномерностью CU, то равномерность, индуцирован
ная близостью б, совпадает с °U (см. упр. 8.4.D). Следова
тельно, существует взаимно однозначное соответствие между 
близостями и вполне ограниченными равномерностями на мно
жестве.

Из теорем 8.4.8, 8.1.20 и примера 8.4.4 следует



8.4.9. Теорема. Топология пространства X индуцирована неко
торой близостью на множестве X в том и только том случае, 
если X  — тихоновское пространство. I

Если X — топологическое пространство и близость б на мно
жестве X индуцирует исходную топологию на X , то будем гово
рить, что б — близость на пространстве X. Вообще говоря, су
ществует много близостей на данном тихоновском пространстве. 
Этот параграф мы закончим теоремой, устанавливающей вза
имно однозначное соответствие между близостями на тихонов
ском пространстве X и компактификациями пространства X. 
Сначала мы покажем, что на компакте существует только одна 
близость.
8.4.10. Теорема. Для каждого компакта X существует в точно
сти одна близость б на множестве X, которая индуцирует исход
ную топологию пространства X , а именно близость б, определен
ная следующим образом :
(17) А8В в том и только том случае, если А ( ] В ф  0 .

Доказательство. Из примера 8.4.4 вытекает, что (17) опре
деляет близость на пространстве X.

Пусть б' — некоторая близость на пространстве X . Из (2) 
и (9) следует, что если А8В , то АЬ'В. Следовательно, для за
вершения доказательства достаточно показать, что если А и 
В — непересекающиеся замкнутые подмножества пространства 
Х у то АЬ'В. Для каждого лсеЛ имеем {^б^б, так что, в силу
(SI5), существует открытое множество Vx, удовлетворяющее 
условию
(18) х е К ,  и V j'B .

По теореме 3.1.3, существует конечное множество {х\, х%> . . .  
. . . ,  хк) с :  Л, такое, что
(19) A c z V Xl UVX2U . . .  l )VXk

Теперь из (Р2) , (1) ,  (18) и (19) следует, что Лб'Б. I
8.4.11. Лемма. Пусть X — тихоновское пространство и сХ  — его 
компактификация. Для Л, 5  cz X положим

Лб(с)Б в том и только том случае, когда с ( А ) ( \ с ( В ) ф  0 ,

где замыкание взято в сХ. Тем самым мы определили близость 
б (с) на пространстве X .

Для компактификаций с\Х и с2Х пространства X имеем 
8(с{) =  8 ( с2) в том и только том случае, если кочпактификации 
С\Х и с2Х эквивалентны.
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Доказательство. Проверка того, что 8 (c ) — близость на про
странстве X , предоставляется читателю. Вторая часть леммы 
следует непосредственно из теоремы 3.5.5. I
8.4.12. Лемма. Для каждой близости б на тихоновском про
странстве X существует компактификация сХ пространства X , 
такая, что б =  8(c).

Доказательство. Пусть °U — равномерность, индуцированная 
близостью б, и (Я, °U) — пополнение равномерного простран
ства (X, °U). Так как равномерность %1 вполне ограничена, то 
пространство X, в силу следствия 8.3.17, есть компакт. Рассмот
рим отображение с: Х-^Я,  равномерно непрерывное относи
тельно °U и Щ и такое, что с\Х — равномерный изоморфизм 
(X, °U) на (АуШа) у где А =  с(Х)  — некоторое всюду плотное 
подпространство пространства Я. Очевидно, что Я — сХ — ком
пактификация пространства X.

Пусть б' — близость, индуцированная на множестве Я рав
номерностью °U. По теореме 8.4.8 равномерность °U индуцирует 
близость б, и так как с \Х — равномерный изоморфизм, то для 
Л, В ^ Х
(20) ЛбВ тогда и только тогда, когда с(Л )б 'с(В ).
С другой стороны, из компактности Я и теоремы 8.4.10 получаем

(21) с(А)8'с(В)  тогда и только тогда, когда с(А)(]  с(В) Ф  0 ;
таким образом, б =  8(c) .  I

Леммы 8.4.11 и 8.4.12 приводят к следующей теореме.
8.4.13. Теорема Смирнова. Сопоставив каждой компактифика
ции сХ тихоновского пространства X близость б (с) на простран
стве X , мы установим взаимно однозначное соответствие между 
всеми компактификациями пространства X и всеми близостя
ми на X. I
8.4.14. Пример. Читатель может легко проверить, что близость, 
определенная в примере 8.4.4 на тихоновском пространстве X , 
соответствует стоун-чеховской компактификации простран
ства X. I

ИСТОРИЧЕСКИЕ И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Рисс в [1908] сформулировал аксиомы, описывающие поня
тие близости пары множеств; хотя введенное им понятие не эк
вивалентно рассмотренному здесь отношению близости, оно ему 
аналогично. Однако ни сам Рисс, ни кто-либо из математиков — 
его современников не проявил интереса к подробной разработке 
этой идеи. Понятие близости (в нашем смысле) введено Ефре
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мовичем в [1951]. Там же доказана теорема 8.4.2. Теорема
8.4.10 доказана в работе Ефремовича [1952]. Анализ про
странств близости проведен Смирновым в [1952]. В этой же 
работе доказаны теоремы 8.4.5, 8.4.8, 8.4.9 и 8.4.13. Наиболее 
полное изложение теории пространств близости приводится 
в книге Наимпалли и Воррэка [1970].

УПРАЖНЕНИЯ
8.4.А. (а) Покажите, что каждое непрерывное отображение 

компакта X в тихоновское пространство У близостно непре
рывно относительно любых близостей б, б' на пространствах X 
и У соответственно.

(Ь) (Ефремович [1952]). Пусть (Х,8 ) — пространство бли
зости, и пусть А, В — два далеких относительно б подмноже
ства X. Покажите, что существует близостно непрерывное ото
бражение f : Х - + 1  (где близость на отрезке /  индуцирована 
естественной метрикой на нем), такое, что f ( A ) a  {0} и f ( B ) a
<= О }-

8.4.В. (а) Пусть б и б' — близости на X и У соответственно, 
и пусть Щ и — равномерности, индуцированные б и б'. По
кажите, что каждое отображение X в У, близостно непрерывное 
относительно б и б', равномерно непрерывно относительно 
°и и °Ы'.

Указание. Покажите, что / близостно непрерывно относи
тельно б и б' в том и только том случае, если для каждого 
б'-равномерного покрытия {Лг}*=1 множества У покрытие
( r u ) } ; . ,  множества X б-равномерно.

(Ь) Выведите из (а), что каждое отображение /: X-+-Y,  
близостно непрерывное относительно близостей б и б' на про
странствах X и У соответственно, продолжается до непрерыв
ных отображений F: cX -yc 'Y , где сХ и с'У — компактификации 
пространств X и У, удовлетворяющие условиям б (с) =  б и 
6 (с') =  6'.

8.4.С. Если 6i и б2— две близости на множестве X и для 
всех А, В а  X из Л61.6 следует Лб25, то говорят, что близость 
б| сильнее (тоньше) близости б2, а б2 слабее (грубее) 61, и пи
шут б2 ^  61.

(a) Проверьте, что отношение ^  задает некоторое упорядо
чение семейства всех близостей на X.

(b) Убедитесь, что для компактификаций С\Х и с2Х  тихо
новского пространства X неравенство С\Х ^  с?Х имеет место 
в том и только том случае, если 6 (ci) ^  б (с2).

8.4.D (Смирнов [1952]). (а) Покажите, что в семействе всех 
равномерностей на множестве X, которые индуцируют фиксиро
ванную близость б, существует слабейшая равномерность.
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Указание. Это равномерность, индуцированная близостью 6.
(Ь) Проверьте, что в семействе всех равномерностей на мно

жестве X , индуцирующих некоторую фиксированную близость 
6, существует ровно одна вполне ограниченная равномерность — 
слабейшая. Установите, что для любого тихоновского простран
ства X существует взаимно однозначное соответствие между 
близостями и вполне ограниченными равномерностями на про
странстве X.

8.4.Е. Дайте прямое описание близости на локально ком
пактном пространстве X , соответствующей компактификации 
Александрова пространства X.

8.5. ЗАДАЧИ

Характеристика паракомпактности в терминах окружений 
диагонали

8.5.1. (Келли [1955]). Покажите, что если в открытое по
крытие { [ /J seS топологического пространства X можно вписать 
замкнутое локальное конечное покрытие {Ft} t e T , то существует 
окружение V диагонали Аси X X X ,  открытое в произведении 
X X  X и такое, что покрытие {В{ху V)}x ^ x вписано в {US}S€SS.

Указание. Для любого Г выберите такое 5 ( / ) e S ,  ч т о  
FtczUs{th и положите Vt =  (Uait)XUs ( t ) ) \ } [ ( X\ Ft )X { X\Ft)] .  
Проверьте, что V =  [} Vt обладает требуемыми свойствами.

t Е Т
8.5.2 (Келли [1955]). Докажите, что регулярное простран

ство X  есть паракомпакт тогда и только тогда, когда в каждое 
открытое покрытие пространства X можно вписать покрытие 
вида {В(х,  V)}x e X , где V — некоторое окружение диагонали 
Д cz X X  X, открытое в произведении X X X .

Указание. При доказательстве паракомпактности простран
ства X  воспользуйтесь условием (ii) теоремы 5.1.12. Выберите 
вписанное покрытие вида {В{х,  V)}x e X , для каждой точки 
х & Х  возьмите окрестность Wx, такую, что Wx X  Wx с  V, и рас
смотрите покрытие { W x} x s X .

р-адические равномерности

8.5.3. (а) Пусть Z — множество всех целых чисел и р — про
стое число. Покажите, что семейство & =  {W lY°s,x окружений 
диагонали A c zZ X - Z ,  где Wi =  { ( * , j / ) e 2 X 2 :  х — у  делится 
на р‘},  обладает свойствами (BUI) — (BU3). Равномерность, 
порожденная такой базой 38, называется р-адической равномер
ностью на Z и обозначается Ж р.
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Покажите, что если рi и р2 — различные простые числа, то 
равномерности W’Pl и W Pl, а также топологии на Z, индуциро
ванные этими равномерностями, несравнимы, т. е. ни одна из 
них не сильнее другой.

(b) Пусть р — простое число; рассмотрим произведение
оо

Xp =  I L X t, где X i = { - p +  1, —р +  2, . . . ,  - 1 ,  0, 1, . . .£=0
р — 1 }— дискретное пространство, и единственную равно

мерность °UP на пространстве Хр. Обозначим через У подмноже
ство пространства Хр, состоящее из всех последовательностей 
{хг}, в которых не более чем конечное число Х{ отлично от нуля,

оо

и положим f ( { x i} ) = ^ Jx ip i, где {х;} е  У. Проверьте, что / —
i=i

равномерный изоморфизм (Y, (cUp) y) на (Z , W P), а убедитесь, 
что (Хр,°и р) — пополнение равномерного пространства (Z, Ж р). 
Используя упр. 6.2.А(с), заметьте, что Хр гомеоморфно канто- 
рову совершенному множеству.

(c) Пусть Q — множество всех рациональных чисел и р — 
простое число. Покажите, что семейство $~={Vi }™=l окруже
ний диагонали A d  Q X Q ,  где V i =  { { x , y ) ^ Q ' X Q :  существуют

kтакие k , f l i e Z ,  что х — у — — р*, и т не делится на р}, обла
дает свойствами (BUI) — (BU3). Равномерность, порожденная 
такой базой называется р-адической равномерностью на Q 
и обозначается Т р. Проверьте, что (YP)z =  Жр, где Ж р есть 
р-адическая равномерность на Z. Пространство Qp с тополо
гией, индуцированной равномерностью Тр, где (Qp, Т р) — по
полнение равномерного пространства (Q, Т р), называется про
странством р-адических чисел. Докажите, что Qp гомеоморфно 
сумме К0 экземпляров канторова множества.

(d) Пусть р — простое число; положим &р(0) =  0 и для каж
дого рационального числа х ф  0 обозначим через vp(x) нату
ральное г, такое, что х = - ^ р 1, где k и m не делятся на р.
Покажите, что формула рр(х, у) =  p~vt><‘x~y) определяет неко
торую метрику на множестве Q рациональных чисел и что эта 
метрика индуцирует р-адическую равномерность на Q.

Топологические группы

8.5.4. (а) Пусть {Gs}ssS  _  семейство групп. Проверьте, что про
изведение п Gs — группа относительно покоординатного умно-

s е 5
жения. Эта группа называется декартовым произведением 
групп {Gs} S£S.
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Покажите, что декартово произведение топологических групп 
{G Jse_5 есть топологическая группа относительно тихоновской
топологии и что равномерность на XI Gs> порожденная одним

seS
из трех семейств равномерных покрытий, определенных в при- 
мере 8.1.17, есть декартово произведение соответствующих рав
номерностей на группах Gs.

(b) Подмножество G0 группы G называется подгруппой, 
если л:-1 ё 6 0 и ху е  G0 для х, у е  G0. Покажите, что под
группа Go топологической группы G есть топологическая группа 
относительно топологии подпространства и что если °И — рав
номерность на G, порожденная одной из трех совокупностей 
равномерных покрытий, определенных в примере 8.1.17, то Ola, 
совпадает с соответствующей равномерностью на группе Go-

(c) (А. Стоун [1948]). Заметьте, что Z Kl, где Z  — множество 
всех целых чисел, не является нормальной топологической 
группой.

Указание. См. задачу 2.7.16(a).
(d) (Тьюки [1940]). Докажите, что Z)SlX 2 ,  где 2 с zZ )8t 

состоит из всех точек с не более чем счетным множеством от
личных от нуля координат, является счетно компактной не нор
мальной топологической группой.

Указание. См. пример 3.10.17, задачу 3.12.23(c) и теоре
му 5.1.38.

Равномерности в терминах псевдометрик

8.5.5. Пусть даны множество X и семейство Р псевдометрик 
на нем, обладающее свойствами (UP1) — (UP2) и следующим 
свойством:
(UP3) Если а — псевдометрика на множестве X и для любого 

е >  0 существуют такие р е Р  и 6 >  0, что а(х, у) <  е, 
как только р (л г,^ )< 6 , то а Е  Р.

Проверьте, что Р — семейство всех псевдометрик на X, рав
номерных относительно равномерности °U, порожденной семей
ством Р.

Заметьте, что существует взаимно однозначное соответствие 
между равномерностями на X и семействами псевдометрик на X, 
обладающими свойствами (UP1) — (UP3).

Продолжения равномерных псевдометрик и равномерно не* 
прерывных функций

8.5.6. (а) (Исбелл [1959]). Пусть (X,<11) — равномерное про
странство и М с :  X. Докажите, что каждая ограниченная псев
дометрика р на множестве X, равномерная относительно °Um,

43 Зак. 697
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продолжается до ограниченной псевдометрики а на множестве 
X, равномерной относительно Щ.

Указание. Можно считать, что р ограничена числом 1/2. 
Для i = l ,  2, . . .  выберем V i s ' l l ,  удовлетворяющее условию 
V i [ \ ( MY, M) a  { ( х , у ) е M X М:  р (* ,« / )<  1/2‘}, и псевдомет
рику ai на множестве X, ограниченную числом 1 и такую, что 
{ ( х , у ) ^ Х Х Х :  а ,(х, у) <  1/4} сг Vi. Установите, что формула

равномерную относительно °U и удовлетворяющую неравенству 
Р {х, у) ^  о'(х, у) для всех пар х, у е М .  Пусть о (х , у )  =  
=  т т ( а ' ( х , у ) , о " ( х , у ) ) , г л е  а " ( х , у ) =  inf (а' (х , а) +  р(а,

(b) (Катетов [1951а]). Пусть ( Х , ^ )  — равномерное про
странство и М с :  X. Докажите, что каждая ограниченная веще
ственная функция f на М,  равномерно непрерывная относи
тельно °Um и равномерности У° на R, индуцированной естествен
ной метрикой, продолжается до ограниченной вещественной 
функции F на X, равномерно непрерывной относительно ‘U  и Т.

Указание (Гантнер [1969]). Рассмотрите функцию f, прини
мающую только неотрицательные значения и удовлетворяющую 
условию Примените (а), продолжите псевдометрику
р на М, определенную формулой р(лг, */) =  |/(л:) — f(y)  |, до 
псевдометрики о  на X и положите F(x)  =  а(х, f~l (0)).

(c) Убедитесь, что предположение об ограниченности р в
(а) и предположение об ограниченности f в (Ь) оба суще
ственны.

Слабейшие вполне ограниченные равномерности и компак
тификации Самюэля

8.5.7. (а) (Самюэль [1948]). Покажите, что для каждой 
равномерности <U на тихоновском пространстве X  равномер
ность °Uq, порожденная семейством всех отображений X в I, 
равномерно непрерывных относительно Щ и единственной рав
номерности на I, есть вполне ограниченная равномерность на 
пространстве X, которая слабее равномерности Щ. Проверьте, 
что °Uo — сильнейшая равномерность на пространстве X, вполне 
ограниченная и более слабая, чем °U. Пространство sX, где 
(sX, <U0) — пополнение равномерного пространства (X, ‘U q),  на
зывается компактификацией Самюэля пространства X относи
тельно равномерности °и.

Докажите, что компактификация Самюэля пространства X 
относительно содержит Я, где (Я, ‘U) — пополнение равно
мерного пространства (X, °U) (ср. с задачей 8.5.20).

оо

определяет псевдометрику а'  на X,

а , Ь е М
Ь) +  о'{Ь, у)).
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(Ь) Докажите, что для каждой равномерности °U на тихо
новском пространстве X совокупность С всех покрытий про
странства X, в которые можно вписать конечные покрытия, 
равномерные относительно °U, обладает свойствами (UC1) — 
(UC4). Покажите, что равномерность, порожденная совокуп
ностью С равномерных покрытий, совпадает с равномерностью 
Шо, определенной в (а).

Указание. См. указание к упр. 8.1.Н.
Замечание. Естественный вопрос — для каждого ли карди

нала m ^  Ко совокупность Ст всех покрытий пространства X, 
имеющих вписанные покрытия мощности < т ,  равномерные 
относительно °U, обладает свойством (UC3). Исбелл в [1964] 
заметил, что ответ положителен для т = { * ь  Куцья в [1973] 
обнаружил, что в предположении обобщенной гипотезы конти
нуума (т. е. в предположении, что для каждых кардиналов 
п, ю, таких, что л е ю ,  выполняется неравенство 2 "^ т )  ответ 
всегда положителен. Пелант в [1975] доказал, что этот вопрос 
независим от аксиом теории множеств.

Универсальные равномерности
8.5.8. (а) Пусть °И — универсальная равномерность на тихо

новском пространстве X. Покажите, что сильнейшая (тончай
шая) равномерность °11а на пространстве X, вполне ограничен
ная и более слабая, чем %L (см. задачу 8.5.7), совпадает с рав
номерностью 9’*, определенной в примере 8.1.19. Установите, 
что компактификация Самюэля тихоновского пространства X 
относительно универсальной равномерности на X совпадает со 
стоун-чеховской компактификацией пространства X.

(b) Пусть Ш — универсальная равномерность на тихонов
ском пространстве X  и (\iX,<U) — пополнение равномерного про
странства (X, Щ). Докажите, что jxX— подпространство веще
ственной компактификации по Хьюитту оХ пространства X, так 
что X cz цХ с  оX cz рх.

(c) Пусть Ш — универсальная равномерность на тихонов
ском пространстве X  и (р,Х,<2^)— пополнение равномерного про
странства (X, <Щ . Заметьте, что каждая псевдометрика р на 
множестве X, являющаяся непрерывным отображением X X X  
в R, может быть продолжена до псевдометрики р на множестве 
цХ, являющейся непрерывным отображением цХ X  1*Х R.

Указание. Примените упр. 8.3.Е(а).
Пространства со слабейшей равномерностью
8.5.9 (Самюэль [1948]). Покажите, что слабейшая равно

мерность на тихоновском пространстве X существует в том 
и только том случае, если пространство X  локально компактно.

43*



Указание. Примените задачу 8.5.7 и теоремы 3.5.12, 8.3.10 
и 8.3.16.

Характеристика псевдокомпактности в терминах равномер* 
ностей

8.5.10 (Досс [1947]). Докажите, что для каждого тихонов
ского пространства X следующие условия равносильны:

(1) Пространство X псевдокомпактно.
(2) Каждая равномерность на пространстве X вполне огра

ничена.
(3) Равномерности W и V* на пространстве X совпадают.
Указание. Чтобы доказать, что из (1) вытекает (2), пока

жите, что если (2) не выполнено, то существует бесконечное 
дискретное семейство непустых открытых подмножеств про
странства X. Импликация (3)=^(1) следует из упр. 3.11.С.

Пространства с единственной равномерностью
8.5.11 (Досс [1949]). Докажите, что для каждого тихонов

ского пространства X следующие условия равносильны (ср. с 
задачей 3.12.16(a)):

(1) Пространство X обладает единственной (с точностью 
до эквивалентности) компактификацией.

(2) Существует только одна равномерность на простран
стве X.

(3) Существует только одна вполне ограниченная равно
мерность на пространстве X.

Указание. При доказательстве импликации (1)=Ф-(2) вос
пользуйтесь задачами 3.12.16(a) и 8.5.10.

Пространства без полных равномерностей
8.5.12 (Дьедонне [1939а]). Заметьте, что если некомпактное 

тихоновское пространство X имеет единственную компактифи
кацию, то не существует полной равномерности на X (ср. с за
дачей 3.12.16(a)).

Полные по Дьедонне пространства

8.5.13. Топологическое пространство X называется полным 
по Дьедонне, если на нем существует полная равномерность. 
Легко видеть, что топологическое пространство X  полно по 
Дьедонне в том и только том случае, если X — тихоновское про
странство и универсальная равномерность на X полна.

(а) (Дьедонне [1939]). Проверьте, что полнота по Дьедонне 
наследуется замкнутыми множествами и мультипликативна.

Докажите, что для каждого топологического пространства X 
следующие условия равносильны:
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(1) Пространство X полно по Дьедонне.
(2) Пространство X гомеоморфно замкнутому подпростран

ству произведения пространств, метризуемых полной метри
кой.

(3) Пространство X гомеоморфно замкнутому подпростран
ству произведения метризуемых пространств.

(4) Пространство X гомеоморфно пределу обратного спектра 
пространству метризуемых полной метрикой.

(5) Пространство X гомеоморфно пределу обратного спек
тра метризуемых пространств.

Установите, что вещественно полные пространства полны 
по Дьедонне (это можно также вывести из примера 8.3.19 или 
задачи 8.5.8(b)). Заметьте, что из упр. 5.1.J (f) следует, что 
каждый паракомпакт является полным по Дьедонне простран
ством (ср. с (Ь) и (d) ниже).

Указание. Для доказательства импликации (3)=^(2) до
статочно показать, что каждое метризуемое пространство X 
гомеоморфно замкнутому подпространству произведения про
странств, метризуемых полной метрикой. Для этого рассмотрите 
метризуемое полной метрикой пространство У, содержащее X ,
и произведение П  (Y\ { x } ) .

х < =Y \X
(Ь) (Кац [1954], Фролик [1961b], Тамано [1962]). Дока

жите, что для каждого тихоновского пространства X следую
щие условия равносильны:

(1) Пространство X полно по Дьедонне.
(2) Для каждой точки х о ^ $ Х \ Х  существует такой пара

компакт Т сг рХ, что X с  Т cz р Х \  {хо}.
(3) Для каждой точки х0 е  РХ\Х существует локально ко

нечное функционально открытое покрытие r f  пространства X, 
такое, что точка хо не принадлежит замыканию в рХ никакого 
элемента покрытия r f .

(4) Для каждой точки хо ^  РХ \Х  существует локально ко
нечное разбиение единицы {fs} S(=s на пространстве X, такое, 
что точка хо не принадлежит замыканию в рХ никакого мно
жества /74(0» 1])*

Установите, что каждый паракомпакт является полным по 
Дьедонне пространством.

Указание. При доказательстве того, что (1)=>-(2), заметьте, 
что существует псевдометрика р: Х Х Х -> -/? , которую нельзя 
непрерывно продолжить на пространство (XU {xo} )X(XU {*о}). 
Рассмотрите отображение /: X —►У =  Х /р (см. упр. 4.2.1), его 
продолжение F: p X -^ p f, где ?  — пополнение пространства У, 
и сужение F ?: F~l (Y)->-?. Покажите, что пространство Т =  
=  F~l (Y) обладает требуемыми свойствами (примените тео
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рему 5.1.35). При доказательстве импликации (3)=>(4) вос
пользуйтесь упр. 7.1.В. При доказательстве того, что (4)=>(1) ,  
рассмотрите пополнение jjJT с  рх пространства X  относительно 
универсальной равномерности на X. Допуская, что существует 
точка Хо е  cz $Х \ Х , используйте разбиение единицы
в (4) для определения псевдометрики р: X X . X - + R ,  которую 
нельзя непрерывно продолжить на jiJf X

(c) Заметьте, что на множестве полных по Дьедонне про
странств компактность, счетная компактность и псевдокомпакт
ность эквивалентны.

(d) (Нагата [1950а]). Приведите прямое доказательство 
того факта, что на каждом паракомпакте существует полная 
равномерность (ср. с (а) и (Ь) выше).

Указание. Проверьте, что семейство всех открытых покрытий 
пространства X обладает свойствами (UC1) — (UC4). Предпо
ложите, что существует центрированное семейство ЗГ замкну
тых подмножеств пространства X, которое содержит произ
вольно малые множества и удовлетворяет условию f}@~ =  0 .  
Для каждой точки х ^ Х  выберите ее окрестность Ux, не пере
секающуюся с каким-нибудь элементом семейства и рас
смотрите покрытие {их} х е х пространства X.

(e) (Кац [1954]). Докажите, что если X — подпространство 
полного по Дьедонне пространства У и для каждой точки
е  Y \ X  существует локально конечное функционально открытое 
покрытие s i  пространства X, такое, что точка х0 не принадле
жит замыканию в Y никакого элемента покрытия зФ, то про
странство X полно по Дьедонне.

Указание. Предположите, что X всюду плотно в У, рассмот
рите продолжение f : рХ->-рУ вложения пространства X в про
странство У и заметьте, что рХ \ Х  =  [ ^ 1(У )\ Х ]и [ /_1(Р У )\  
\f~ ' ( Y) ] .  f л

(f) (Дьедонне [1939]). Докажите, что если X — подпро
странство полного по Дьедонне пространства У и для каждой
точки х0е У \ Х  существует счетное семейство откры-

оо

тых подмножеств пространства У, такое, что х0е  fj Wi CzY\X,
i = \

то пространство X полно по Дьедонне.
Установите, что полнота по Дьедонне наследуется fa -мно

жествами.
(g) (Дьедонне [1939b], Кац [1954]). Пусть X  — полное по 

Дьедонне пространство, удовлетворяющее первой аксиоме счет
ности. Пусть топология (У2 на множестве X  сильнее исходной 
топологии 0\, и пусть (X, 0 2) — тихоновское пространство. До
кажите, что (X, 02)  полно по Дьедонне.
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Указание. Рассмотрите продолжение тождественного ото
бражения (Х,£?2) в  (Х,0\)  на стоун-чеховскую компактифи
кацию.

(h) (Широта [1952]). Докажите, что полное по Дьедонне 
пространство X является вещественно полным тогда и только 
тогда, когда каждое дискретное замкнутое подпространство 
пространства X  вещественно полно. Пусть мощность каждого 
замкнутого дискретного подпространства полного по Дьедонне 
пространства X — неизмеримый кардинал. Докажите, что тогда 
X  вещественно полно. Пусть, наконец, мощность каждого се
мейства попарно непересекающихся непустых открытых под
множеств полного по Дьедонне пространства — неизмеримый 
кардинал. Докажите, что тогда X  вещественно полно.

Указание. Примените (а) и задачу 5.5.10(a).
(i) (Зенор [1970]). Докажите, что пространство SC(X) всех 

непустых компактов в X полно по Дьедонне в том и только том 
случае, когда X полно по Дьедонне.

Указание. Примените задачу 3.12.26(f).
(j) (Исии [1959]). Докажите, что линейно упорядоченное 

пространство X полно по Дьедонне в том и только том случае, 
когда X — паракомпакт.

Указание (Энгелькинг и Латцер [1977]). В силу 5.5.22(f), 
достаточно доказать, что не существует полного по Дьедонне 
стационарного подмножества S пространства W (ct), где а — 
предельный ординал, такой, что ©о не конфинально а. Так как 
семейство ЗГ =  {Sf|(*, -*■)}* s=s центрировано и П & ~ =  0 ,  то 
достаточно показать, что для любой открытой окрестности U 
диагонали A c : S X « S  существует такой элемент x(U)  е  S, что 
( x , y ) ^ U ,  как только х, y ^ S f [ ( x ( U ) , - + ) .  Допуская против
ное, определите две трансфинитные последовательности хо,
х и . . . ,  хг, . . . ,  К  у, и уо, yi .........уъ, . . . ,  К  у, конфинальные
в S и такие, что {хъ, у ^ ф и  и хг < у г <  хг> для всех £ <  £' <  у. 
Рассмотрите множество {х£: | < ; у}.

Прямое построение пополнения

8.5.14 (Самюэль [1948]). (а) Пусть (X, Щ)  — равномерное 
пространство. Мы называем фильтр Коши в (X, Щ) мини
мальным, если для каждого фильтра Коши в (X, °U), со
держащегося в 0Г, имеем STf =  $Г. Покажите, что любой фильтр 
Коши в (X, °U) содержит ровно один минимальный фильтр 
Коши. Установите, что для любой точки н е !  семейство всех 
подмножеств пространства X, содержащих какую-нибудь окре
стность точки х, если минимальный фильтр Коши в (X, °U).
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(Ь) Пусть (X, %L) — равномерное пространство. Обозначим 
через X семейство всех минимальных фильтров Коши в (X, °IL) 
и для каждого V положим
V —  {(*Гь ^Г2) е * Х *  У Для некоторого f  e f
Установите, что семейство {F: V окружений диагонали
А а  X X X  обладает свойствами (BUI) — (BU3) и потому по
рождает равномерность %1 на множестве X. Покажите, что рав
номерное пространство (X, %i) есть пополнение пространства
{Х,<Щ.

Указание. Воспользуйтесь упр. 8.З.В.
Пополнение абелевой группы есть абелева группа.
8.5.15. Пусть G — абелева топологическая группа. Рассмот

рите равномерное пространство (G, Щ), где Ш — равномерность 
на G, определенная в примере 8.1.17, и его пополнение (б , Ш). 
Покажите, что на О можно определить операцию умножения, 
относительно которой G — абелева топологическая группа, та
ким образом, что G станет подгруппой группы G.

Пространства замкнутых подмножеств V (см. задачи 2.7.20, 
3.12.26, 4.5.22 и 6.3.22)

8.5.16. Пусть {X,°Ll) — равномерное пространство и 2х — се
мейство всех непустых подмножеств пространства X, замкну
тых в топологии, индуцированной равномерностью °U.

(a) Покажите, что семейство 3$ всех множеств
2у =  {(Л, А') а  2х X  2х : A cz В (А', V) и A ' cz В (А, V)},

где обладает свойствами (BUI) — (BU3). Равномер
ность на множестве 2х, порожденная базой Jf, обозначается 
2й. Проверьте, что (X, °U) равномерно изоморфно подпростран
ству полученного таким образом равномерного пространства» 
которое замкнуто в топологии, индуцированной на 2х равно
мерностью 2V.

(b) Проверьте, что если равномерность %L на множестве X 
индуцирована метрикой р на множестве X, то равномерность 
2м на семействе Ж  всех ограниченных непустых замкнутых 
подмножеств пространства (X, р) совпадает с равномерностью, 
индуцированной метрикой Хаусдорфа.

(c) (Майкл [1951]). Покажите, что для любой равномер
ности °11 на топологическом пространстве X топология на Z  (X ), 
индуцированная равномерностью совпадает с топологиеи 
Вьеториса.

(d) Пусть (X,°U) — вполне ограниченное равномерное про
странство. Проверьте, что в этом случае пространство (2*, 2ой) 
также вполне ограничено.
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(e) Приведите пример полного равномерного пространства 
(X, Щ), такого, что пространство (2х, 2й) не полно.

Указание. Рассмотрите равномерность на вещественной пря
мой, порожденную базой, состоящей из всех множеств вида 
U {Л Х А : Л е , s$}, где — счетное покрытие вещественной пря
мой попарно непересекающимися множествами.

(f) Покажите, что если равномерное пространство (X, °И) — 
компакт, то пространство (2х, 2Щ) также компакт.

Кардинальные функции IV (см. задачи 1.7.12, 1.7.13, 2.7.9—
2.7.11, 3.12.4, 3.12.7—3.12.11 и 3.12.12(j))

8.5.17. Наименьший кардинал ш ^  Ко, такой, что на тихо
новском пространстве X  существует равномерность веса ^ т ,  
называется равномерным весом пространства X и обозна
чается и(Х).

(a) (Шерф [1968]). Покажите, что для каждого тихонов
ского пространства X мы имеем w ( X ) =  с (Х)и(Х) .

Указание (Юхас [1971а]). Примените замечание 8.2.4.
(b) Установите, что для каждого тихоновского простран

ства X имеет место равенство w(X) — e (X)u(X) ,  и выведите из 
него, что w(X) — f (X)u(X)  для каждой кардинальной функ
ции f из диаграммы задачи 3.12.7 (е) , кроме /  =  | |.

(c) Приведите пример топологического пространства X 
веса ш и равномерностей <lli и Шч на пространстве X, таких, что 
w ( < U \ )  >  m >  w ( ^ U i ) .

Строгие включения

8.5.18 (Александров и Пономарев [1959]). Пусть X есть 
^-пространство, и пусть О  и 9S— семейства всех открытых 
и всех замкнутых подмножеств пространства X соответственно. 
Отношение Ш между элементами семейств W и О  называется 
строгим включением на пространстве X, если оно обладает свой
ствами (SI1) — (SI7), сформулированными в § 8.4.

Покажите, что для каждого /^-пространства X существует 
взаимно однозначное соответствие между близостями и стро
гими включениями на пространстве X.

Близостно непрерывные отображения метрических про
странств

8.5.19 (Ефремович [1952]) (а) Пусть (X, р) и (У, о) — 
метрические пространства и б, б' — близости, индуцированные 
метриками р, а на X и У соответственно. Покажите, что отобра
жение f: X-+-Y  близостно непрерывно относительно б и б' в том 
и только том случае, если f равномерно непрерывно относи
тельно р и о (ср. с упр. 8.1.А(Ь)).
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Указание. (Исбелл [1964]). Если отображение /  не является 
равномерно непрерывным, то найдутся такое е >  0 и такие 
последовательности x v х2, . . .  и х[, х'2, . . .  точек пространства
X, что Н т р ( * г, х' )  =  0 и а ( / ( х г), при i =  1, 2..........
Определите конечное множество М натуральных чисел, такое, 
что о (f  (jc;), f  (х^)) ^  е/4 при всех i, /  е  М.

(Ь) Заметьте, что две метрики pi и рг на множестве X  рав
номерно эквивалентны (см. упр. 4.1.В(Ь)) в том и только том 
случае, если они индуцируют одну и ту же близость.

Равномерности и близости
8.5.20 (Смирнов [1952]). Покажите, что если равномерность 

41 на пространстве X  индуцирует близость б на X, то опреде
ленная в задаче 8.5.7 равномерность 4£о— сильнейшая равно- 
меность на пространстве X, вполне ограниченная и более сла
бая, чем 41, также индуцирует близость б, т. е. равномерность 
410 совпадает с равномерностью, индуцированной близостью б, 
которая индуцирована равномерностью 41. Проверьте, что ком
пактификация Самюэля тихоновского пространства X относи
тельно равномерности 4 1 — это та компактификация, которая 
соответствует близости б, индуцированной равномерностью 4L 
(ср. с теоремой 8.4.13).

8.5.21 (Смирнов [1952]). Пусть б — близость на множестве 
X. Покрытие s i  множества X  называется слабо Ь-равномерным, 
если существует последовательность six =  s i , s i 2, . . .  покрытий 
пространства X, удовлетворяющая следующим двум условиям:

(1) sti+i сильно звездно вписано в sh  при i =  1, 2, . . .  .
(2) Для каждой пары А, В подмножеств пространства X, 

удовлетворяющих условию АЬВ, и для каждого i существует 
множество Ai е  sh , такое, что A f ] A i ^ = 0 ¥ = B f ]  А,-.

(a) Покажите, что каждое б-равномерное покрытие про
странства X является слабо б-равномерным.

(b) Докажите, что для каждого слабо б-равномерного по
крытия s i  пространства X  существует равномерность 41 на 
множестве X, которая индуцирует близость б и содержит мно
жество U {А X  А: Л е  s i } .

8.5.22 (Катетов [1959], Даукер [1961]). Проверьте, что со
вокупность С всех покрытий множества X =  N X  N, где N — 
множество натуральных чисел, в которые можно вписать по
крытие вида { { х } Х Л :  x ^ N ,  Д е ^ } ,  где s i  — конечное по
крытие множества N попарно непересекающимися множествами, 
обладает свойствами (UC1) — (UC4). Пусть 41 — равномер
ность, порожденная С, и б — близость на X, индуцированная 
равномерностью 41. Установите, что Аб[(А^Х W )\A ]. Пока
жите, что покрытия {{лс} X  N}Xs n  и X  {у}}^ е  ^ оба слабо
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6-равномерны и что единственное покрытие, вписанное одно
временно в эти оба покрытия, состоит из всех одноточечных 
подмножеств пространства X. Установите, что в семействе всех 
равномерностей на множестве X , индуцирующих близость б, не 
существует сильнейшей равномерности.

8.5.23 (Смирнов [1952]). Пусть б — близость на множестве 
X , индуцированная метрикой на X . Докажите, что в семействе 
всех равномерностей на множестве X , которые индуцируют 
данную близость б, существует сильнейшая равномерность.

Указание. Покажите, что если для окружения V диагонали 
A c z X X X  существуют две последовательности х [9 х2, . . .  и лу, 
х'2, . . .  точек пространства X, такие, что | x i — | ^  V при 
i — 1, 2, . . . ,  то для любого окружения W диагонали A c i  X X  X, 
удовлетворяющего включению 4 W c V ,  существует бесконечное 
множество М натуральных чисел, такое, что | xt — x r. | ^  W для 
всех е  М .
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Близкие подмножества 660 
Близостно изолированные простран

ства 663
— непрерывное отображение 662

Близостный изоморфизм 662 
Близость 660
— индуцированная метрикой 664 
 равномерностью 663
— на топологическом пространстве 

668
Большая индуктивная размерность 

562, 568, 570, 573, 575, 618, 619 
Борелевские множества 54, 57, 68, 

99, 430, 620 
Борсука теорема о продолжении го- 

мотопии 513 
Брауэра теорема о неподвижной точ

ке 598, 610, 620
— Чеха размерность 562, см. Боль

шая индуктивная размерность
Бэра пространство 388, 395, 535,

595, 596, 602
— теорема о категории 298, 302,

319—320, 411

Вайнштейна лемма 422 
Веденисова теорема 82 
Верхняя грань (точная) кардиналов

22
----------- подмножества 27
Вершины полиэдра 614
— симплекса 603
Вес равномерного пространства 624
— равномерности 624
— топологического пространства 34, 

41, 64, 72, 138, 145, 201—202, 230, 
232, 250, 257, 283, 287, 289, 303, 
332—333, 347, 363, 617

Вещественно полное (^-полное, пол
ное по Хьюитту) пространство
320—330, 358—359, 364, 366, 506 

Взаимно однозначное отображение
19

Вложение подпространства в равно
мерное пространство 640—641 

-----------топологическое простран
ство 112 

Вложимое пространство 113
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Внешнее определение 84 
Внешняя база подпространств 302 
Внутреннее определение 84 
Внутренность множества 37 
Волмэновское расширение 272, 273, 

365, 545 
Вписанное покрытие 196 
Вполне несвязное пространство 542 

557
— ограниченная метрика 395
-------равномерность 650, 655, 657,

674—676
— ограниченное метрическое про

странство 395—399, 408, 411
-------равномерное пространство 650,

651, 655
— отделимые подмножества 77
— регулярное пространство 73, см. 

Тихоновское пространство
— упорядоченное множество 23 
Всюду плотное множество 52
-------подпространство 112
Вторая аксиома счетности 34 
Выпуклая компонента 182 
Выпуклое подмножество (в линейно

упорядоченном пространстве) 182 
-------(в л-мерном евклидовом про

странстве) 228 
Вьеториса топология 192

Гильбертов куб 137, 382, 386, 387, 
620

Гильбертово пространство 376, 382, 
427

Гипокомпактное пространство 482, 
см. Сильно паракомпактное про
странство 

Гипотеза континуума 25 
Гомеоморфизм 64 
Гомеоморфное вложение 113 
Гомеоморфные пространства 64 
Гомотопия 512 
Граница множества 51 
Грань симплекса 603 
График отображения 136 
Группа 632

Даукера пример 536
— теорема 578
«Две стрелки» 318, 332, 338, 346 
Де Моргана законы 17 
Декартово произведение групп 672
-------множеств 19
-------отношений 154
-------отображений 131, 138, 139, 154,

155, 239—240, 254, 279, 281, 349

-------равномерностей 641
-------равномерных пространств 641—

643, 648—651, 653
-------топологических пространств

127—146, 160—162, 170, 185—191, 
193, 200, 201, 217, 218, 220—222, 
228—230, 234, 239, 240, 264, 275, 
279—281, 301, 308, 309, 313, 315, 
316, 319, 321, 322, 326, 334, 340,
348, 353—356, 385—388, 436, 459, 
462, 463, 472—474, 487, 502—504,
511, 512, 521, 533, 548, 550, 552,
596, 615, 677 

Диагональ отображений 130, 139— 
141, 145, 175, 245, 280

— произведения 131, 623 
Диагональное отображение 131, см.

Диагональ отображений 
Диадические пространства 431 
Диадический компакт 346 
Диаметр множества 373 
Дины теорема 224, 319 
Дискретная близость 662
— равномерность 626
— топология 38
Дискретное пространство 38, 59, 67, 

78, 82, 137, 204, 235, 270, 325, 330, 
374, 388, 395, 455, 534

------- близости 662
------- метрическое 374
------- равномерное 626
— семейство множеств 40 
Длинная прямая 352 
Длинный отрезок 352 
Допустимая топология 177, 390 
Дугообразно связное пространство

551

Евклидово пространство 130 
Единичная сфера 130 
Единичный куб 130
— шар 130
Еж 374, 395, 528
Естественная топология вещественной 

прямой 39
-------замкнутого интервала 1 39
------- интервала 114
Естественное факторное отображение 

147

Замкнутое в точке отображение 433
— множество 35
— отношение эквивалентности 150, 

157—158, 221, 229
— отображение 62, 68, 83, 112, 113, 

120, 121, 138—140, 146, 149, 158,

4 7  Зак. 697
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199, 200, 210, 235, 238, 292; 306,
340, 422, 426, 434, 459, 475, 476, 
479, 481, 507, 527, 619

— подпространство 112
— покрытие 80 
Замыкание 35 
Звезда вершины 614
— множества, точки 449 
Звездно вписанное покрытие 449
— конечное, звездно счетное семей

ство 470
Зоргенфрея прямая 47, 50, 54, 59, 

63, 67, 68, 78, 80, 82, 122, 125, 
204, 211, 293, 319, 325, 458, 474,
485, 534

Идеал 356
Измельчение покрытия 195
— пространства (измельчающаяся 

последовательность покрытий) 
487—488

Измеримое отображение класса а  100 
Изолированные точки 52 
Изометрия 377
Инвариант класса отображений 65 
Индексированное семейство 19 
Индуцированная топология 111 
Инъективное отображение 18

Калибр пространства 186 
Каноническая база произведения 128 
Каноническое замкнутое множество 

45, 68, 121, 144, 186
— открытое множество 45, 68, 121, 

144
Кантора — Бендиксона теорема 102
— Бернштейна теорема 21
— теорема 399
Канторов куб 137, 143, 216, 316, 347, 

534
Канторово множество 137, 207, 228, 

414, 544
Кардинал (кардинальное число) 21
— регулярный 24
Кардинальные функции 102, 183, 335 
Категорный метод 410 
Катетова — Мориты теорем а 591,601 
Катетовское расширение 335, 336 
Квазикомпонента 524 
Кнастера — Куратовского веер 556 
Коллективно нормальное простран

ство 452, 455, 465, 477, 486, 499— 
500, 511—512, 515 

Кольцо функций 224—226
-------непрерывных 356
Комбинация отображений 119, 154, 

174, 245, 279

Компакт 208
Компактификация 256—274, 282, 283

296, 332, 350—352, 358, 363, 432* 
462, 534, 617, 668—671, 676 

Компактно накрывающее отображе
ние 506, 507 

Компактное топологическое простран
ство 196—230, 252, 253, 274, 285,
304, 308—310, 313, 320, 321, 330—
332, 334, 345, 348, 349, 358, 360, 
362, 364, 366, 367, 380, 386, 390— 
392, 412, 436, 444, 453, 462, 465,
475, 477, 532, 540, 647, 648, 654, 
655, 668, 678

Компактно-открытая топология 243— 
256, 295, 366, 390, 394, 413, 466,
508, 646—649 

Композиция функций 18 
Компонента пространства 524
— семейства множеств 483
— точки 523
Консервативное семейство 466 
Континуум (мощность) 21
— (пространство) 522, 523, 526, 546,

549—551
Конфинальное подмножество 27 
Конфинальный ординал 24 
Коплотное множество 52 
Коши направленность 657
— последовательность 398
— фильтр 657
Куратовского теорема 200, 349
— Цорна лемма 28

Лаврентьева теорема 405 
Лебега теорема о покрытиях 409
— число
Левая топология 98 
Легкое отображение 538 
Лексикографическое упорядочение 332 
Линделёфа свойство 290
— число 293, 342
Линделёфово пространство (про

странство со свойством Линделё
фа) 290—294, 303, 304, 325, 330,
331, 362, 363, 380, 444, 456, 484,
502, 528, 531 

Линейно независимые точки 603
— связное пространство 550—552
— упорядоченное множество 22, 182 
 подмножество упорядоченного

множества 27 
-------пространство 98—99, 182, 331—

333, 346, 513—515, 546—547 
Линейное упорядочение 22 
Линейно-мультипликативный функ

ционал 358
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Локально дугообразно связное про
странство 551

— замкнутое подмножество 180
— компактное пространство 231—

237, 241, 242, 244, 245, 247, 250, 
254, 260, 261, 284, 285, 290, 297,
303, 340, 351, 364—365, 457, 487,
503, 675

— конечное разбиение единицы 445
— — семейство множеств 40
— линейно связное пространство

550—552
— полное по Чеху пространство 352, 

505
— связное пространство 547, 548, 

550, 551, 556
— секвенциально компактное про

странство 320, 350
— сепарабельное пространство 425, 

485
Локальный гомеоморфизм 425
Луч в «-мерном евклидовом про

странстве 228

Майкла— Нагами теорема 477
— пример 458—459, 501—502
— теорема 459
Максимальная компактификация 260, 

см. Стоун-чеховская компактифи
кация

Максимальный идеал 356
— фильтр 91, 92
— элемент 28
Малая индуктивная размерность 561, 

562, 569, 570, 573, 574, 581 
Мардешича факторизационная теоре

ма 617
Мелкость симплициального подразде

ления 605 
Менгера — Урысона размерность 561, 

см. Малая индуктивная размер
ность

Метакомпактное пространство 476, 
см. Слабо паракомпактное про
странство

Метризационные теоремы 372, 386— 
392, 417, 418, 436, 466, 488, 489, 
492—494, 496—499 

Метризуемое пространство 371, 378— 
384, 398, 403, 405, 407—409, 411— 
423, 433—442, 504, 511, 512, 515, 
588—597, 677

•------ вполне ограниченной метрикой
395, 398, 439 

------- полной метрикой 398
— равномерное пространство 635 
Метрика на множестве 370

-------топологическом пространстве
371

Метрическое пространство 370 
Минимальная компактификация 261, 

см. Александровская компактифи
кация

Минимальный фильтр Коши 679 
Мищенко лемма 361 
Многозначные отображения 107, 193, 

366
Множества первой категории 298
— типа fa  55, 58—59, 77, 121, 122,

144, 180—181, 302, 457, 486, 500, 
509—510, 678

------ G6 55, 58—59, 76, 121, 144, 146,
276, 300, 378, 393, 405—407, 466,
504, 515, 618 

Монотонное отображение 526, 538, 
552, 553

Мора метризационная теорема 489,
495

Моровские пространства 494 
Мощность множества 21
— ординала 24
Мультипликативное свойство 131 
Мультипликативный класс а  100

Нагаты — Смирнова метризационная 
теорема 417 

Направленное множество 27 
Направленность 88—92, 109, 141,173, 

203
Нарост компактификации 259, 261, 

263, 269, 276, 277, 296, 319, 382 
Наследственно линделёфово про

странство 294, 437
— несвязное пространство 529, 532, 

533, 535, 546, 557
— нормальное пространство 114—

116, 183, 189, 190, 284, 348
— сепарабельное пространство 114, 

255
— факторное отображение 158—159, 

192, 289, 394, 553ц
Наследственное свойство 114 
Неархимедова метрика 602 
Независимые множества 276 
Неизмеримый кардинал 325 
Немыцкого плоскость 48, 50, 54, 60, 

63, 68, 86, 118, 122, 293, 329, 474, 
485

Непрерывная функция 59 
Непрерывно сходящаяся направлен

ность 179
— упорядоченное множество 23 
Непрерывное отображение 57 
Непрерывный образ 62

47*
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Неприводимое отображение 211,507— 
508

— покрытие 476 
Неравенство треугольника 370 
Нетривиальный функционал 358 
Нигде не плотное множество 53 
Нижняя грань (точная) подмноже

ства 27
Нить обратного спектра 160 
Нормально расположенное множе

ство 100, 181, 363 
Нормальное покрытие 452 
Нормальное пространство 74—82, 

85—88, 105, 115, 116, 119, 142, 174, 
181—182, 189, 190, 199, 270, 284, 
291, 310, 353, 416, 436, 445, 454, 
462, 464, 465, 471—473, 511 

Нульмерное отображение 538, 539, 
545

— пространство 529—538, 543—545, 
556

Образ 18
Обратная последовательность 160,

167, 168, 189, 190, 192, 301, 303, 
386, 474—475, 485, 502, 558, 602 

Обратный инвариант класса отобра
жений 65

— спектр 160—168, 191, 192, 214— 
215, 222, 223, 242, 248, 264, 275, 
322, 348-349, 365, 533, 552—553,
575, 677

-------равномерных пространств 649
Ограниченная метрика 373
— функция 219
Ограниченное множество в п-мерном 

евклидовом пространстве 219
-----------  метрическом пространстве

373
— отображение 389 
Однообразно непрерывное семейство

отображений 251 
Окрестность 33 
Окружение диагонали 623 
Ординал 23
— инициальный (начальный) 24
— наследник 24
— нечетный 24
— предельный 24
— предшественник 24
— регулярный 24
— счетный 24
— четный 24
Отделенные множества 115 
Отделимость 69 
Открытое множество 33
— отношение эквивалентности 150,

157

— отображение 62, 68, 83, 112, 113,
120, 121, 138—140, 149, 158, 235, 
238, 290, 320, 330, 353, 393, 420,
435, 487, 507, 527, 545

— подпространство 112
— покрытие 80
Открыто-замкнутое множество 35
— отображение 62 
Открытый шар 370 
Отношение 18
— эквивалентности 20 
Отображение 18
— вычисления 176
— обратного спектра в обратный 

спектр 164
Отождествление 150

Паракомпакт 444
Паракомпактное пространство 444—

468, 477, 502—506, 514, 515, 588, 
671, 677, 678 

Первая аксиома счетности 34 
Перегородка 582 
Плотное в себе множество 53 
Плотность 53, 62, 70—72, 134, 184, 

213, 230, 255, 257, 265, 332—333,
379

Подгруппа 673 
Подмножество 17 
Подобные множества 23 
Подпокрытие 196
Подпространство равномерного про

странства 640
— топологического пространства

111—120, 128, 142, 163, 164, 196—
200, 230, 231, 239, 291, 299, 305, 
312, 313, 322, 383, 457, 486, 519, 
520, 532, 541, 550, 562, 563, 567, 
615, 616, 677, 678

Покрытие 80, 195 
Полиэдр 613 
Полная метрика 398 
Полное кольцо функций 357
— метрическое пространство 398— 

403, 406, 410
— по Дьедонне пространство 676— 

678
■------ Чеху пространство 297—301,

346, 365, 408, 426, 466, 504, 505 
Полунепрерывная функция 104, 181, 

512
Полунепрерывное отображение 107
— разбиение 150
Пополнение метрического простран

ства 405, 429—430
— равномерного пространства 654, 

655, 658, 678
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Порядковый тип 23 
Порядок семейства множеств 563 
Последовательность 19 
Постоянный обратный спектр 168 
Почти совершенное отображение 287 
Предбаза 34
Предел направленности 88
— обратного спектра равномерных 

пространств 649
----------- топологических пространств

160
— последовательности в метрическом 

пространстве 372
— фильтра 92
Предельная точка множества 52
------- направленности 88
-------фильтра 92
Предельное отображение 165—168, 

222, 281, 552 
Приемлемая топология 177—179, 245, 

254
Присоединенное пространство 151,

158
Продолжение отображения 116, 267 
Проективная резольвента 553—555 
Проективное пространство 553, 554 
Проекции 127
Произведение см. Декартово произве

дение
Производное множество 52, 56 
Прообраз 18
Пространство близости 660
— р-адических чисел 672
— точечно счетного типа 212, 213,

229, 242, 264, 303, 342 
Псевдокомпактное пространство 310— 

312, 314, 318—320, 329, 347, 351,
354, 355, 548, 676, 677 

Псевдометрика 370 
Псевдохарактер 212 
Пунктиформное (разрывное) про

странство 542

Равномерная псевдометрика 627 
Равномерно изоморфные простран

ства 636
— непрерывное отображение метри

ческого пространства 377
-------— равномерного пространства

636
— сходящаяся последовательность 60, 

391
— эквивалентные метрики 382 
Равномерное покрытие 624
— пространство 624 
Равномерность на множестве 623 
  индуцированная близостью

666

—625 топологическом пространстве
— равномерной сходимости 644, 645 
Равномерные инварианты 637 
Равномерный вес 681
— изоморфизм 636 
Равномощные множества 21 
Равностепенно непрерывное семейство

646
Разбивающая точка 549 
Разбиение единицы 445 
Разделение точек 135
-------и замкнутых множеств 135
Раздутие семейства 564 
Размерность в смысле покрытий 564, 

566, 570, 575—592, 600, 613—616
— полиэдра 614 
Разреженные множества 102 
Расстояние в метрическом простран*

стве 370, 377 
Регулярная база 490 
Регулярно расположенные множества 

363
Регулярное пространство 71, 79, 85, 

87, 115, 121, 122, 124—125, 131, 
155, 161, 173, 190, 191, 197, 249, 
284, 285, 343, 344, 416, 448 

Ретракт 85, 122, 431, 620 
Ретракция 85, 160

Самюэля компактификация 674 
Свободные ультрафильтры 271 
Свойство конечного характера 28 
Связное пространство 517—529, 546, 

555-557, 659
— семейство множеств 483 
Связующие отображения 160 
Сегмент 228
Секвенциальная топология 109 
Секвенциально компактное простран

ство 314—316, 318, 320, 346, 352,
380

Секвенциальное пространство 94—96, 
99, 104, 122, 146, 159, 160, 170, 237, 
269, 277, 306, 313, 314, 320, 350, 
394

Семейство 19
Семирегулярное пространство 101, 

183, 553
Сепарабельное пространство 53, 62,

134, 135, 145, 170, 187, 381, 387, 
391, 398, 456 

Серпинского теорема 526 
Сетевой вес топологического про

странства 201, 202, 214, 232, 255, 
287, 293, 303, 333 

Сеть 201
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Сечение множества 22 
Сжимающее отображение 414 
Сильно звездно вписанное покрытие 

449
— недостижимый кардинал 325
— нульмерное пространство 529—

533, 537, 539—545, 555, 557, 588
— паракомпактное пространство 

482—484, 514, 528, 588
Сильное (тонкое) равномерное про

странство 638 
Симплекс 603
Симплициальное подразделение 604 
Система окрестностей 34 
Скачок 23
Слабо паракомпактное пространство 

476—482, 485—487, 501, 502, 506, 
514

— б-равномерное покрытие 682 
Смирнова теорема 669 
Собственная топология 177—179, 244 
Собственное подмножество 17 
Совершенно нормальное простран

ство 8—83, 87, 106, 174, 189, 190, 
284, 378, 436, 466, 471, 512

Совершенное множество 102
— отображение 277—290, 301, 307,

319, 326, 340, 353, 365, 421, 461,
486, 487, 537, 538, 545

— пространство 86, 102, 435
— свойство 287 
Совершенный класс 287, 306 
Согласованные отображения 119 
Спред 103
Сравнение топологий 39 
Стационарное подмножество 514 
Стоуна — Вейерштрасса теорема 225
— теорема 414
Стоун-чеховская компактификация 

260, 265—274, 283, 296, 353—356, 
362, 363, 462, 520, 532, 541, 548, 
670, 676, 677 

Строгая предельная точка 304 
Строгое включение 664, 681 
Субпаракомпактное пространство 501 
Сужение 112, 113 
Сумма отображений 126
— пространств 123—126, 143, 170, 

217, 234, 239, 291, 300, 306, 312, 
329, 384, 458, 485, 533, 541, 548, 
568

— равномерных пространств 649 
Суслина проблема 184
— пространство 184, 185
— свойство 103, 185
— число (клеточность) 103, 184—186, 

337—346

Счетно аддитивная двузначная мера 
325

— компактное пространство 304— 
310, 314, 315, 318-320, 353, 35 9 - 
361, 380, 436, 453, 477, 678

— паракомпактное пространство 
468—476, 509—513

— центрированное семейство 291
Счетное множество 21

Сходимость в метрическом простран
стве 372

Тамано теорема 462 
Тейхмюллера— Тьюки лемма 28 
Теорема о диагональном отображе

нии 136
------- локально конечной сумме 578
------- перегородках 583
-------разложении 594
— — сложении 594 
 счетной сумме 576
-------a -локально конечной сумме 592
— об отделении 594 
Теоремы о сумме 576, 578 
Теснота множества 339—341
— пространства 104, 333, 339—341,

347
Титце — Урысона теорема 116 
Тихонова плоскость 353
— теорема 217 
Тихоновская топология 127 
Тихоновский куб 137—139, 219 
Тихоновское пространство 73, 85—87,

115, 124, 131, 138, 155, 161, 173, 
198, 219, 250, 270, 284, 310, 319, 
635, 668

Тождественное отображение 19 
Топологическая группа 632, 639, 673,

680
Топологические свойства 66 
Топологическое пространство 33 
Топология 33, 46
— индуцированная близостью 661 
  метрикой 371
------- упорядочением 98
— порожденная базой 46
-------классом сходящихся направлен

ностей 109 
------- оператором взятия внутрен

ности 49
-----------замыкания 48
------- равномерностью 625
-------семейством отображений 61
— — системой окрестностей 47
— поточечной сходимости 173
— равномерной сходимости 172—174 
Тор 130
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Точечно конечное, точечно счетное 
семейство множеств 80

— паракомпактное пространство 476, 
см. Слабо паракомпактное про
странство

— регулярная база 490
Точка конденсации 102
— накопления 52
— полного накопления 330
Трансфинитная индукция 25
— последовательность типа а  25

Уайтхеда теорема 236, 349 
Ужатие покрытия 565 
Ультрафильтр 91, 92 
Универсальная равномерность 638, 

675
Универсальное пространство 136— 

138, 145, 219, 387, 413, 418, 440,
534, 596, 617 

Униформизуемое пространство 625, 
сн. Тихоновское пространство 

Уоллеса теорема 220 
Уоррела теорема 481 
Уплотнение 329 
Упорядочение 26 
Упорядоченная пара 18 
Упорядоченное множество 26 
Урысона лемма 75
— пространство 101, 183, 553

Факторотображение (факторное ото
бражение) 148—155, 157—158, 235,
238, 349, 437 

Факторпространство 147, 152, 157, 
221, 289, 349, 389 

Фактортопология 147 
Фильтр 91, 92, 141, 203—204 
Финально компактное пространство 

291
Фреше топология 108
— Урысона веер 340
-------пространство 94, 95, 97, 109,

159, 350, 394 
Функционально замкнутое множество 

77, 78, 85, 91, 121, 378 
------- покрытие 529
— открытое множество 78, 85, 91,

121, 323
-------покрытие 259
Функция (отображение) 18

Ханаи — Мориты — Стоуна теорема 
422

Характер множества 121, 212

— пространства 34, 63, 71, 143, 208, 
287, 332, 333, 342, 346, 365

— точки 34, 63, 120, 212, 231, 345—
348

Хаусдорфова метрика 441 
Хаусдорфово пространство 70, 71, 

85—87, 115, 121, 124, 131, 133, 161, 
173, 193, 198, 199, 284, 341—344 

Хелли пространство 229 
Хемикомпактное пространство 255,

256, 294, 394, 413 
Хьюитта — Марчевского — Пондице- 

ри теорема 133 
Хьюиттово пополнение (пополнение 

по Хьюитту) 327, 329, 358, 675

Центрированное семейство 196 
Цепочка 482
Цермело теорема о вполне упорядо- 

чиваемости 28

Чеха — Лебега размерность 564, см. 
Размерность в смысле покрытий

Шанина число 186
Шар в метрическом пространстве 370
-------равномерном пространстве 623
Шпернера лемма 608

Щели 514 
Щель (сеченйе) 23

Эквивалентные компактификации 
257—259

— метрики 372
Экспоненциальное отображение 176, 

245
— пространство 192, 364—366, 441— 

442, 555—556, 680—681
Экстент 103
Экстремально несвязное пространства 

540, 541, 553 
Эрдёша пример 543, 574

^-отображение 614 
/^-просеянные пространства 501 
Я-замкнутое пространство 333 
Я-минимальное пространство 334 
^-пространство 236—240, 247, 248, 

299, 312, 350, 647
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i ^ -пространство, ^-пространство 
108

р-адическая равномерность 671, 672 
Го-пространство 69, 85, 87, 115, 124,

131, 156, 161, 173, 193 
Ti-пространство 69, 78, 85, 87, 105, 

106, 115, 124, 131, 161, 173, 193, 
342—344, 447, 449 

^-пространство 70, см. Хаусдорфово 
пространство 

7з-пространство 71, см. Регулярное 
пространство 

^/♦-пространство см. Тихоновское 
пространство 

7Vпространство 74, см. Нормальное 
пространство

Гб-пространство 116, ^.Наследствен
но нормальное пространство 

Гб-пространство 116, см. Совершенно 
нормальное пространство

б-равномерное покрытие 665 
S -произведение 188, 189, 361—363,

432
а-дискретное семейство множеств

414
а-компактное пространство 292, 294,

295, 430
ст-локально конечное семейство мно

жеств 414 
0-паракомпактное пространство 501



Компактное
метризуемое

Сепарабельное
метризуемое

Соотношения между основными классами топологических пространств
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Подпространство + + + + + - + + + + - + -

Замкнутое подпространство + + + + + + + + + + - + +

Открытое подпространство + + + + + - + + + + + + +

Конечная сумма + + + + + + + + + + + + +

Сумма + + + + + + + + + - - + +

Конечное произведение + + + + + - - - + + + - -

Счетное произведение + + + + + - - - + + - -

Произведение + + + + +
Предел обратной последовательности + + + + + - - + + + - - -

Предвп обратного спектра + + + + +

Инварианты





1 1 1 1 i + + + + 1 к -пространство

+ + + + + t + 1 + 1 Компакт

1 1 I 1 + + + + 4- 1 Локально компактное хаусдорфово

1 t 1 1 t i + 1 + t Счетно компактное

1 1 1 1 l i + 1 I 1 Псев до компактное

1 + 1 + + l + t + 1 Секвенциально компактное

1 + 1 + + + + + + 1 Полное по Чеху

1 1 1 1 i l + i + 1 Линделефово

+ 4- + + + •■j + I + 1 Вещественно полное

1 + I + + + + + + + Метризуемое

1 1 1 1 l + + 1 + 1 Паракомпакт

1 1 1 1 i + + i + 1 Коллективно нормальное

1 1 1 t t + + i + 1 Счетно паракомпактное

! 1 1 I t + + ) + 1 Слабо паракомпактное

I 1 1 1 l + + t + 1 Сильно паракомпактное

1 1 + + + i i i 1 1 Связное

+ + + + + + + + + + Наследственно несвязное

+ + + + + + + + + + Нульмерное

t 1 1 1 i + + i 1 1 Сильно нульмерное

I 1 1 i \ + + + 1 t Экстремально несвязное



Свойства, сохраняемые отображениями



■8

■8



+ + + + + •t + + J ^-пространство

4* + + +■ + + + t+ + Компакт

+ + + + + 1 J- 1 i Локально компактное хаусдорфово

+ + + + «+ J- + Счетно компактное хаусдорфово

+ i + + +
+Ы
у

4W
з:

±ся
a:

+«* Пссвдокомпактное

t \ + + + + j- j- Секвенциально компактное 
хаусдорфово

Ъ*
+ + + +CC • •& i I i i Полное по Чеху

+ + + + + + +W + it Линделефово

<w
+

Cu 
1 +

+ 1 - 1 1 l i Вещественно полное

i i •h + + 1 i i i Метризуемое

+ + + + + + f i i Паракомпактное

i ) + + + + 1 i i Коллективно нормальное

+ + + + + 1 1 I i Счетно паракомпактное хаусдорфово

+ + + + + J- I i i Хаусдорфово слабо паракомпактное

+ + + 1 .o t 1 i I Хаусдорфово сильно паракомпактное

+ l + + + + + Связное

i l i 1 1 1 1 i i Насяедественно несвязное

i l + 1 + 1 1 i i Нульмерное

\ i + 1 + i 1 i t Сильно нульмерное

\ i + 1 + 1 + I ! Экстремально несвязное
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