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��Ë¯äÒÓ�Ùwjéjssns�t�p�wnéntvx�tjwéjksnttvmv�vz�
énorjµ��
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�
�
�

wéjkqsy� wjéjssnsvméjuuj�� ¯ÈmÓº°Òã
Óºä�� º¹¯Ë�ËãËÓÒ�� ������� �°ä�� ¯Ò°��
���������

�
�
�

�������������������������������a ���������������������������������������������a �
�

����������������������������������������b�
����������������������������������������������������������������������������������a�b�

��������������������������������������������������������������������������b�
�
�
�

èqxytvr��������
�
�
�
�

�°�� cÈÏÓº°�
�� a�b� ÓÈ¹¯ÈmãËÓÓ©²� º�¯ËÏ}ºm� a � Ò� b� ÓÈÏ©mÈË�°«� ÓÈ¹¯Èm�

ãËÓÓ©®�º�¯ËÏº}�c ����ºmãË�mº¯«��Ò®�¯ÈmËÓ°�m��a b�c ��
�
�
�°�� ��º®�ÓÈ¹¯ÈmãËÓÓ©®�º�¯ËÏº}�¹¯Ò�°ãºÎËÓÒÒ�°�Ó�ãËm©ä�ÓË�ÒÏäËÓ«Ë�°«��
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�º��wévqoknlntqnu��λ a ��tjwéjksnttvmv�vzénorj��a ��tj�·qxsv��λ�¹ºÓÒ�
äÈ����
�

� � ¹¯Ò�λ ��Ó�ãËmº®�ÓÈ¹¯ÈmãËÓÓ©®�º�¯ËÏº}��
�

� � ¹¯Ò�λ≠��ÓÈ¹¯ÈmãËÓÓ©®�º�¯ËÏº}���ã«�}º�º¯º�º�
�
�

� � ������ãÒÓÈ�¯ÈmÓÈ� λ a ��
�
�

��� ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒË�°ºm¹È�ÈË��°�ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒËä�a ��Ë°ãÒ�λ > 0 ��
�
�

��� ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒË� ¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓº� ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒ�� a �� Ë°ãÒ�
λ < 0��

�
�
�
�
�
�
�

�����|¹¯Ë�ËãËÓÒË�äÓºÎË°�mÈ�mË}�º¯ºm�
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�
�

�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

vºmº}�¹Óº°�
�m°Ë²�ÓÈ¹¯ÈmãËÓÓ©²�º�¯ËÏ}ºm���ã«�}º�º¯©²�mmË�ËÓ©�º¹Ò�
°ÈÓÓ©Ë�m�¹������º¹Ë¯È�ÒÒ��
�

��°¯ÈmÓËÓÒ«��
�
��°ãºÎËÓÒ«��
�
���äÓºÎËÓÒ«�ÓÈ�mË�Ë°�mËÓÓºË��Ò°ãº��
�

ÓÈÏ©mÈË�°«�utv nxzkvu�knrzvévk��
�
zºÓ}¯Ë�Ó©®� ªãËäËÓ�� ª�º�º� äÓºÎË°�mÈ� ��Ëä� ÓÈÏ©mÈ�
� knrzvévu� Ò�

ººÏÓÈ�È�
�°Òämºãºä�°�mË¯²ÓË®�°�¯Ëã}º®��ÓÈ¹¯ÒäË¯�a
→
��

�
�
�

s�ãËmº®�mË}�º¯�ººÏÓÈ�ÈË�°«�°Òämºãºä� R
→

��
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

|¹Ë¯È�ÒÒ�°ãºÎËÓÒ«�Ò��äÓºÎËÓÒ«�ÓÈ�mË�Ë°�mËÓÓºË��Ò°ãº�ÓÈ�äÓºÎË�

°�mË�mË}�º¯ºm�ºãÈ�È
��°mº®°�mÈäÒ��

�

�

�º��zºää��È�ÒmÓº°�Ò�

� � � a b b a
→ → → →

+ = + ��

�

�

�º��k°°º�ÒÈ�ÒmÓº°�Ò�

� � � a b c a b c
→ → → → → →

+ + = + +( ) ( ) ��

� � � λ µ λµ( ) ( )a a
→ →

= ���

�

�

�º��iÒ°�¯Ò��ÒmÓº°�Ò�

� � � λ λ λ( )a b a b
→ → → →

+ = + ��

� � � � �λ µ λ µ+ = +
→ → →

D D D �

�

�ã«�ã
©²�mË}�º¯ºm� a
→
��b

→
Ò� c

→
�Ò�ã
©²�mË�Ë°�mËÓÓ©²��Ò°Ëã�λ�Ò�µ��

�
�
iÈÓÓ©Ë� °mº®°�mÈ� °ãË�����ÒÏ� º¹¯Ë�ËãËÓÒ«�äÓºÎË°�mÈ� mË}�º¯ºm�Ò�Ó�Î�È��°«� m�

�º}ÈÏÈ�Ëã
°�mË��{�}È�Ë°�mË�¹¯ÒäË¯È�¹¯ÒmË�Ëä�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº�°mº®°�mÈ�}ºää��È�ÒmÓº°�Ò��
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�
�
�

��°�
��ÈÓ©��mÈ�mË}�º¯È� a
→
�Ò� b

→
��vºmäË°�Òä�ÓÈ�ÈãÈ�ª�Ò²�mË}�º¯ºm�Ò�¹º°�¯ºÒä�ÓÈ�

ÓÒ²�¹È¯ÈããËãº�¯Èää ABDC���cÒ°����������
�
�

���������������������������������������������������������������������������������B�

��������������������������� a
→
������������������������������������������ a

→
�

�������������������������������������������������������������������������������������������������D  
�

������������������������������������������������������A�������������� a b
→ →

+ �

������������������������������ b
→
���������������������������������� b

→
����������C�

�
�
������������������������������������������������èqxytvr��������
�
�
�º°}ºã
}�� �� ¹È¯ÈããËãº�¯ÈääÈ� ¹¯º�ÒmºãËÎÈ�ÒË� °�º¯ºÓ©� ¹È¯ÈããËã
Ó©� Ò� ÒäË���

¯ÈmÓ©Ë� �ãÒÓ©�� �º� CD a BD b
→ → → →

= =; �� Óº� �º��È�� ¹º� ¹¯ÈmÒã�� �¯Ë��ºã
ÓÒ}È�� ÒÏ�

�¯Ë��ºã
ÓÒ}ºm� ACD� Ò� ABD� °ãË��Ë��� ��º� AD b CD AD a BD
→ → → → → →

= + = +; �� �º� Ë°�
�

a b b a
→ → → →

+ = + ��
�
vmº®°�mº��°��Ëº¯Ëä©���������º}ÈÏÈÓº��
�
�
�

~ÈäË�ÈÓÒ«�º�º¹¯Ë�ËãËÓÒÒ�mË}�º¯È�
�
�

�°�� jÓº��È�mË}�º¯�º¹¯Ë�Ëã«���¹¯º°�º�}È}�º�Ë}���²È¯È}�Ë¯ÒÏ�Ëä©®��Ò°ãºmº®�mËãÒ�
�ÒÓº®� Ò� ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒËä�� tº�«� Áº¯äÈã
Óº� �È}º®� ¹º�²º�� Ò� �º¹�°�Òä�� ºÓ� äºÎË��
º}ÈÏÈ�
°«�¹¯Ò�ÒÓº®�ÓË}º�º¯©²�¹¯ºãËä��°��
�}º�º¯©²�Òãã�°�¯Ò¯�Ë�°«�°ãË����
�Òä�¹¯ÒäË¯ºä��
�
�º�º}�Èm�ºäºÒãË®�ÓÈ�}ºÓ}¯Ë�Óº®��º¯º�Ë�m�
Ë�ÒÓÒ��� m¯ËäËÓÒ� «mã«Ë�°«� º�Ë}�ºä�� �ã«�
²È¯È}�Ë¯Ò°�Ò}Ò� }º�º¯º�º� Ó�ÎÓº� �}ÈÏÈ�
�
mËãÒ�ÒÓ��Ò�ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒË���¯Ë�¹ºãºÎÒä����º�
ª�º��º�Ë}��mË}�º¯Ó©®� �m� °ä©°ãË�º¹¯Ë�Ë�
ãËÓÒ«� ��������� Ò� ¯È°°äº�¯Òä� ¹Ë¯Ë}¯Ë°�º}�
�¯Ë²� �º¯º��� ¹º}ÈÏÈÓÓ©®� ÓÈ� ¯Ò°�� �������� ÓÈ�
}º�º¯ºä�°ãÒmÈ��°«��mÈ�¹º�º}È�Èm�ºäºÒãË®�
¹º�����Èm�ºäÈ	ÒÓ�m��È°�}ÈÎ�©®��
�
p°ãÒ� °�ääÒ¯ºmÈ�
� ¹º�º}Ò� }È}� mË}�º¯©�� �º�
mäË°�º� º�ËmÒ�Óº�º� ¯ËÏ�ã
�È�È� ����� Èä���È°�
ä©�¹ºã��Òä��¹º�¹¯ÈmÒã��¹È¯ÈããËãº�¯ÈääÈ��

��������������������������������≈� ����
ju�·jx�
�
�
����ju�·jx�
�
�
�
�
�
������������������������������������ju�·jx�
�
�
����������������èqxytvr��������



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �������������������������������������������������������������������������������������23�
{Ë}�º¯©�Ò�ãÒÓË®Ó©Ë�º¹Ë¯È�ÒÒ�°�ÓÒäÒ�
�
�
�
�
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�°��

ÏÈmË�ºäº�Ë°°ä©°ãËÓÓºË�ÏÓÈ�ËÓÒË� 500 2 700≈ �Èä���È°��|�°��È�°ãË��Ë�����º�²º�«�
¹º�º}�Èm�ºäÈ	ÒÓ�²È¯È}�Ë¯ÒÏ�Ë�°«��Ò°ãºm©ä�ÏÓÈ�ËÓÒËä�Ò�ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒËä��Óº��Ëä�
ÓË�äËÓËË�mË}�º¯ºä��m�°ä©°ãË�º¹¯Ë�ËãËÓÒ«���������ÓË�«mã«Ë�°«��
�
v��¯��º®�°�º¯ºÓ©��ÓËº²º�Òäº�ÒäË�
�m�mÒ������º��ÈÓÓºË�º¹¯Ë�ËãËÓÒË�äÓºÎË°�mÈ�
mË}�º¯ºm���������º¹�°}ÈË��Ò²��Èã
ÓË®	����ºãËË��ºÓ}����ÒÁÁË¯ËÓ�ÒÈ�Ò���sÈ�
¹¯ÒäË¯�� m� ÓË}º�º¯©²� ÁÒÏÒ�Ë°}Ò²� Ò� �Ë²ÓÒ�Ë°}Ò²� ¹¯ÒãºÎËÓÒ«²� ¯ÈÏãÒ�È���
mË}�º¯©� ¹ºã«¯Ó©Ë� Ò� È}°ÒÈã
Ó©Ë�� z� ¹Ë¯m©ä� º�Óº°«�°«�� ÓÈ¹¯ÒäË¯�� mË}�º¯©�
°}º¯º°�Ò�� °Òã©�� ÓÈ¹¯«ÎËÓÓº°�Ò� ªãË}�¯Ò�Ë°}º�º� ¹ºã«�� }º� m�º¯©ä� �� mË}�º¯©�
äºäËÓ�È�°Òã©��ÓÈ¹¯«ÎËÓÓº°�Ò�äÈ�ÓÒ�Óº�º�¹ºã«��z¯ºäË��º�º��m�äË²ÈÓÒ}Ë�mË}�º¯©�
¹º�¯ÈÏ�Ëã«��°«�ÓÈ�°mºº�Ó©Ë��°}ºã
Ï«�ÒË�Ò�ÏÈ}¯Ë¹ãËÓÓ©Ë��m�ÏÈmÒ°Òäº°�Ò�º���º®�
¯ºãÒ��}º�º¯���Ò�¯ÈË���º�}È�Ò²�¹¯ÒãºÎËÓÒ«��
�

�°�� z� ÏÈ}ã��ËÓÒ�� º� mË}�º¯Óº®� ¹¯Ò¯º�Ë� �Ë²� ÒãÒ� ÒÓ©²� ÁÒÏÒ�Ë°}Ò²� ²È¯È}�Ë¯Ò°�Ò}�
äºÎÓº�¹¯Ò®�Ò�¹��Ëä�¯È°°�Î�ËÓÒ®��º°ÓºmÈÓÓ©²�ÓÈ�º¹¯Ë�ËãËÓÒÒ��������Ò�ª}°¹Ë�
¯ÒäËÓ�Èã
Ó©²��ÈÓÓ©²��
�
sÈ¹¯ÒäË¯��¹�°�
�ÓË}º�º¯È«�äÈ�Ë¯ÒÈã
ÓÈ«��º�}È��ÒäË��È«�ªãË}�¯Ò�Ë°}Ò®�ÏÈ¯«���
¹Ë¯ËäË�ÈË�°«� m� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mË� ¹º�� �Ë®°�mÒËä� ªãË}�¯Ò�Ë°}º�º� ¹ºã«�� �ºãºÎËÓÒË�

ª�º®��º�}Ò�m�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�m�äºäËÓ��m¯ËäËÓÒ� τ0 �äºÎÓº�ÏÈ�È�
�mË}�º¯ºä� r
→

( )τ0 ��È�

m� äºäËÓ�� m¯ËäËÓÒ� τ� mË}�º¯ºä� r
→

( )τ �� �º°}ºã
}�� ¹Ë¯ËäË�ËÓÒË� r r
→ →

−( ) ( )τ τ0 � �}È}�
¯ÈÏÓº°�
��m�²�mË}�º¯ºm��«mã«Ë�°«�mË}�º¯ºä���º�Ò�°}º¯º°�
��mÒÎËÓÒ«�äÈ�Ë¯ÒÈã
�
Óº®� �º�}Ò� ��Ë�� mË}�º¯ºä� m� °Òã�� º¹¯Ë�ËãËÓÒ«� ������� cÈ°°�Î�È«� ÈÓÈãº�Ò�Óº��
äºÎÓº�¹¯Ò®�Ò�}�ÏÈ}ã��ËÓÒ�����º�mË}�º¯ºä�«mã«Ë�°«��È}ÎË�Ò��°}º¯ËÓÒË��
�
v� �¯��º®� °�º¯ºÓ©�� °º�ãÈ°Óº� m�º¯ºä�� ÏÈ}ºÓ��s
��ºÓÈ�� �°}º¯ËÓÒË�äÈ�Ë¯ÒÈã
Óº®�
�º�}Ò�¹¯º¹º¯�ÒºÓÈã
Óº��Ë®°�m���Ë®�ÓÈ�ÓËË�°ÒãË��Ò��°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº��¹º�º¹¯Ë�Ë�
ãËÓÒ���������°ÒãÈ�Ë°�
�mË}�º¯��
�
sÈ}ºÓË��� ¹¯ÒÓÒäÈ«� mº� mÓÒäÈÓÒË� ¹¯º¹º¯�ÒºÓÈã
Óº°�
� °Òã©�� �Ë®°�m���Ë®� ÓÈ�
ÏÈ¯«ÎËÓÓºË� �Ëãº�� Ò� ÓÈ¹¯«ÎËÓÓº°�Ò� ªãË}�¯Ò�Ë°}º�º� ¹ºã«�� ÏÈ}ã��ÈËä�� ��º�
¹º°ãË�Ó««�²È¯È}�Ë¯Ò°�Ò}È��È}ÎË�mË}�º¯ÓÈ«��
�
�
�
�

������ÒÓË®ÓÈ«�ÏÈmÒ°Òäº°�	�mË}�º¯ºm�
�
�
�
{ÓÈ�ÈãË�mmË�Ëä��È°�º�Ò°¹ºã
Ï�Ëä©Ë�m�¹¯ÒãºÎËÓÒ«²��¹ºÓ«�Ò«�}ºããÒÓËÈ¯Óº°�Ò�Ò�

}ºä¹ãÈÓÈ¯Óº°�Ò�mË}�º¯ºm��
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

imÈ�mË}�º¯È��¹È¯ÈããËã
Ó©Ë�º�Óº®�Ò��º®�ÎË�¹¯«äº®��ÓÈÏ©mÈ��°«�rvssq�
tnjét�uq��
�¯Ò�mË}�º¯È��¹È¯ÈããËã
Ó©Ë�º�Óº®�Ò��º®�ÎË�¹ãº°}º°�Ò��ÓÈÏ©mÈ��°«�rvu�
wsjtjét�uq��

�
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s�ãËmº®� mË}�º¯� °�Ò�ÈË�°«� }ºããÒÓËÈ¯Ó©ä� ã�ºä�� �¯��ºä�� mË}�º¯��� s�ãËmº®�
mË}�º¯�°�Ò�ÈË�°«�}ºä¹ãÈÓÈ¯Ó©ä�ã�º®�¹È¯Ë�mË}�º¯ºm��

�
�

�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

{©¯ÈÎËÓÒË� mÒ�È�
→→→

+++ nn aaa λλλ ...2211 �� ��Ë� nλλλ ,...,, 21 �ÓË}º�º¯©Ë�

�Ò°ãÈ��ÓÈÏ©mÈË�°«�sqtnptvp�rvuiqtj|qnp�mË}�º¯ºm�
→→→
naaa ,...,, 21 ��

�

p°ãÒ�kxn��Ò°ãÈ� nλλλ ,...,, 21 �¯ÈmÓ©�Ó�ã��º�Óºm¯ËäËÓÓº����º�¯ÈmÓº°Òã
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�
�
�
�

������ÒÓË®Ó©Ë�º¹Ë¯È�º¯©�ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

��°�
� ÓÈ� ¹ãº°}º°�Ò� °� �Ë}È¯�ºmº®� °Ò°�Ëäº®� }ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }O g g1 2

→ →
� }ÈÎ�º®� ËË�

�º�}Ë� M �¹º°�ÈmãËÓÈ�m�º�ÓºÏÓÈ�ÓºË�°ºº�mË�°�mÒË��º�}È� M ∗
���º�Ë°�
��°º�ãÈ°Óº�º¹¯Ë�Ë�

ãËÓÒ����������ÏÈ�ÈÓº�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�ª�º®�¹ãº°}º°�Ò����°�
�¯È�Ò�°�mË}�º¯©�ª�Ò²��º�Ë}�

°��
� r
x

yM

→
= �Ò� r

x

yM ∗

→ ∗

∗= ���º��È�}ºº¯�ÒÓÈ�©� x∗
�Ò� y∗

������ÓË}º�º¯©äÒ�Á�Ó}�Ò«äÒ�º��

x � Ò� y �
x F x y

y F x y
x

y

∗

∗

=
=






( , )

( , )
� Ò� ¹º�ºä�� ¯ÈmËÓ°�mº�

x

y

F x y

F x y
x

y

∗

∗ =
( , )

( , )
� äºÎÓº� ¯È°°äÈ�¯ÒmÈ�
� }È}�

º¹Ò°ÈÓÒË�m�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }O g g1 2

→ →
�º¹Ë¯È�º¯È��«mã«��Ë�º°«��ÈÓÓ©ä�¹¯Ëº¯ÈÏº�

mÈÓÒËä�¹ãº°}º°�Ò��
�
iÈãËË� ä©� ��Ëä� ¯È°°äÈ�¯ÒmÈ�
� �È°�Ó©Ë�� Óº� mÈÎÓ©Ë� �ã«� ¹¯ÒãºÎËÓÒ®� mÒ�©�

Á�Ó}�Ò®� F x yx ( , ) �Ò�) [ \\ ( , ) ��
�



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

|¹Ë¯È�º¯� r Ar
M M∗

→ →
= � �ÓÈÏ©mÈË�°«�sqtnpt�u�vwnéjzvévu��Ë°ãÒ�m�}ÈÎ�º®�

�Ë}È¯�ºmº®� °Ò°�ËäË� }ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }O g g1 2

→ →
� ºÓ� ÏÈ�ÈË�°«� Áº¯ä�ãÈäÒ�

x x y

y x y

∗

∗
= + +
= + +





α α β
α α β

11 12 1

21 22 2

��

�
{� äÈ�¯Ò�Óº®� Áº¯äË� ãÒÓË®Ó©®� º¹Ë¯È�º¯� äºÎË�� ©�
� ÏÈ¹Ò°ÈÓ� m� mÒ�Ë�

x

y
A

x

yg

∗

∗ = +�
β
β

1

2

�� ��Ë� äÈ�¯Ò�È� �A
g

=
α α
α α

11 12

21 22
� ÓÈÏ©mÈË�°«� äÈ�¯Ò�Ë®� ãÒÓË®�

Óº�º�º¹Ë¯È�º¯È� �A�m��Ë}È¯�ºmº®�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }O g g1 2

→ →
��

�
�

�
|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

|¹Ë¯È�º¯� r Ar
M M∗

→ →
= � � ÓÈÏ©mÈË�°«� sqtnpt�u� vltvévlt�u� vwnéjzvévu��

Ë°ãÒ�ºÓ���ºmãË�mº¯«Ë��º¹¯Ë�ËãËÓÒ���������Ò��}¯ºäË��º�º��β β1 2 0= = ��

p°ãÒ�ÎË� β β1 2 0+ > ���º��È}º®�º¹Ë¯È�º¯�ÓÈÏ©mÈË�°«�tnvltvévlt�u��

�
�

�¯ÒäË¯�
�������

z�ãÒÓË®Ó©ä�º�Óº¯º�Ó©ä�º¹Ë¯È�º¯Èä�º�Óº°«�°«��
�

��º¹Ë¯È�º¯� �A ���Ë®°�mÒË�}º�º¯º�º�°mº�Ò�°«�}��äÓºÎËÓÒ��}ºº¯�
�ÒÓÈ��¯È�Ò�°�mË}�º¯È�¹¯ºº¯ÈÏÈ�ÓÈ�ÁÒ}°Ò¯ºmÈÓÓ©Ë� �Ë®°��

mÒ�Ëã
Ó©Ë� �Ò°ãÈ�� w�º�� º¹Ë¯È�º¯� ÓÈÏ©mÈË�°«� Ùvwnéjzvévu�

x jzq¹�r�vx¹uµ�ÒãÒ��¹¯º°�º��Ùx jzqnu�r�vx¹uµ�Ò�ÒäËË��äÈ��

¯Ò��� �A
g

=
κ

κ
1

2

0

0
�� ��Ë� �Ò°ãÈ� κ�� Ò� κ�� �� rvë{{q|qntz��

x jzq¹��
�
�

�� º¹Ë¯È�º¯� vézvmvtjs�tvmv� wévnrzqévkjtq¹� ¯È�Ò�°�mË}�º¯ºm�
�º�Ë}� ¹ãº°}º°�Ò� ÓÈ� ÓË}º�º¯��� ÏÈ�ÈÓÓ��� º°
�� ¹¯º²º�«����
�Ë¯ËÏ�ÓÈ�Èãº�}ºº¯�ÒÓÈ���

�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

iã«�ãÒÓË®Óº�º�º�Óº¯º�Óº�º�º¹Ë¯È�º¯È� �A�°¹¯ÈmË�ãÒm©�°ºº�Óº�ËÓÒ«��

�������������������������°�� � ( ) � � , ,A r r Ar Ar r r1 2 1 2 1 2

→ → → → → →
+ = + ∀ �

�������������������������°�� � ( ) �A r A rλ λ
→ →

= , ,∀
→
r λ �

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
{�°¹¯ÈmË�ãÒmº°�Ò���mË¯Î�ËÓÒ«��Ëº¯Ëä©��Ë�Òä°«�ÓË¹º°¯Ë�°�mËÓÓº®�¹¯ºmË¯}º®��
Ò°¹ºã
Ï�«�¹¯ÈmÒãÈ��Ë®°�mÒ«�°�äÈ�¯Ò�ÈäÒ�
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

� ( )

� � .

( )A r r
x

y

x

y

x

y

x

y

Ar Ar

1 2
11 12

21 22

1

1

2

2

11 12

21 22

1

1

11 12

21 22

2

2

1 2

→ →

→ →

+ = + = + =

= +

α α
α α

α α
α α

α α
α α �

�

kÓÈãº�Ò�Óº� � ( ) �A r
x

y

x

y
A rλ

α α
α α

λ
λ

λ
α α
α α

λ
→ →

= = =11 12

21 22

11 12

21 22

��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

p°ãÒ��ã«�ÓË}º�º¯º�º�º¹Ë¯È�º¯È� �A�°¹¯ÈmË�ãÒm©�°ºº�Óº�ËÓÒ«�

�

�°�� � ( ) � � , ,A r r Ar Ar r r1 2 1 2 1 2

→ → → → → →
+ = + ∀ �

�°�� � ( ) �A r A rλ λ
→ →

= , ,∀
→
r λ ��

�
�º�ª�º��º¹Ë¯È�º¯�ãÒÓË®Ó©®�Ò�º�Óº¯º�Ó©®��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�

��°�
� r x g y g
→ → →

= +1 2 �Ò�
�A r x g y g

→
∗

→
∗

→
= +1 2 ���º��È�

�

x g y g A x g y g x A g y A g∗
→

∗
→ → → → →

+ = + = +1 2 1 2 1 2
� ( ) � � ��

�
�

|ºÏÓÈ�È«� �A g g g1 11 1 21 2

→ → →
= +α α �Ò� �A g g g2 12 1 22 2

→ → →
= +α α ��¹ºã��Òä�

�

x g y g x A g y A g x y g x y g∗
→

∗
→ → → → →

+ = + = + + +1 2 1 2 11 12 1 21 22 2
� � ( ) ( )α α α α ��

�

|}ºÓ�È�Ëã
Óº�¹ºã��ÈËä�
x x y

y x y

∗

∗
= +
= +





α α
α α

11 12

21 22

���ÒãÒ�
x

y

x

y
g

∗

∗ =
α α
α α

11 12

21 22

��

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
jÏ��Ëº¯Ëä��������Ò��������m©�Ë}È����
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

zÈÎ�ºä�� ãÒÓË®Óºä�� º�Óº¯º�Óºä�� º¹Ë¯È�º¯�� m� }ºÓ}¯Ë�Óºä� ÈÏÒ°Ë�

°ºº�mË�°�m�Ë��}mÈ�¯È�ÓÈ«�äÈ�¯Ò�È�m�º¯º�º�¹º¯«�}È��Ò�}ÈÎ�È«�}mÈ��

¯È�ÓÈ«�äÈ�¯Ò�È�m�º¯º�º�¹º¯«�}È�ÏÈ�ÈË��m�}ºÓ}¯Ë�Óºä�ÈÏÒ°Ë�ÓË}º�º�

¯©®�ãÒÓË®Ó©®�º�Óº¯º�Ó©®�º¹Ë¯È�º¯��
�



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

v�ºã�ÈäÒ� äÈ�¯Ò�©� ãÒÓË®Óº�º� º�Óº¯º�Óº�º� º¹Ë¯È�º¯È� �A� m� ÈÏÒ°Ë�

{ , }g g1 2

→ →
�«mã«
�°«�}ºº¯�ÒÓÈ�©�mË}�º¯ºm� �A g1

→
�Ò� �A g2

→
���

�
�

~È�È�È�
�������

Êx}vl¹�qo�wéjkqs�lnpxzkq¹�x�ujzéq|juq��wvrjojz���·zv�ls¹�sqtnpt�}�

vltvévlt�}�vwnéjzvévk�tj�wsvxrvxzq�xwéjknlsqk��yzkné lntq¹��
�

�°���Îjzéq|j� wévqoknlntq¹� sqtnpt�}� vltvévlt�}� vwnéjzvévk�

éjktj� wévqoknlntqí� ujzéq|� xvutv qznsnp��

� � � �AB A B
g g g

= ��

�
�

�°���p°ãÒ� �A−1
� Ë°�
� º¹Ë¯È�º¯�� º¯È�Ó©®� ãÒÓË®Óºä�� º�Óº¯º�Óºä��

º¹Ë¯È�º¯�� �A����º� � �A A
g g

− −
=1 1

��

�
�
{©«°ÓÒä� �Ë¹Ë¯
� mº¹¯º°�º� �ºä�� }È}�ÒÏäËÓÒ�°«�äÈ�¯Ò�È� ãÒÓË®Óº�º�º�Óº¯º�Óº�º�

º¹Ë¯È�º¯È�¹¯Ò�ÏÈäËÓË�ÈÏÒ°È��jäËË��äË°�º�
�

�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

��°�	� m� °Ò°�ËäË� }ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }O g g1 2

→ →
� ÓË}º�º¯©®� º�Óº¯º�Ó©®� ãÒ�

ÓË®Ó©®� º¹Ë¯È�º¯� ÒäËË�� äÈ�¯Ò��� �A
g
�� �º��È� m� °Ò°�ËäË� }ºº¯�ÒÓÈ��

{ , , }O g g′ ′
→ →

1 2 �ª�º��º¹Ë¯È�º¯���Ë��ÒäË�	�äÈ�¯Ò���
� �A S A S

g g′

−
=

1
��

��Ë� S ���äÈ�¯Ò�È�¹Ë¯Ë²º�È�º�� { , , }O g g1 2

→ →
�}� { , , }O g g′ ′

→ →

1 2 ��

�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº���

�º��°ãºmÒ��m�Ò°²º�Óº®�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ��
x

y
A

x

yg

∗

∗ = � ���È�m�Óºmº®�°Ò°�ËäË�

}ºº¯�ÒÓÈ�� ��
′
′

=
′
′

∗

∗ ′

x

y
A

x

yg
� �� Ò� ¹�°�
� S � �� äÈ�¯Ò�È� ¹Ë¯Ë²º�È� º��

{ , , }O g g1 2

→ →
�}� { , , }O g g′ ′

→ →

1 2 ����º��È�
x

y
S

x

y
=

′
′
�Ò�

x

y
S

x

y

∗

∗

∗

∗=
′
′
��

�
�º�°�Èmã««��mÈ�¹º°ãË�ÓÒ²�°ºº�Óº	ËÓÒ«�m�¹Ë¯mºË�Ò�¹¯ÒÓÒäÈ«�mº�mÓÒäÈÓÒË����

mË¯Î�ËÓÒË��Ëº¯Ëä©��������º�ÓËm©¯ºÎ�ËÓÓº°�Ò�äÈ�¯Ò�©�¹Ë¯Ë²º�È� S � ��º�Ë°�
���

°��Ë°�mºmÈÓÒË�äÈ�¯Ò�©� S
−1
���¹ºã��ÈËä����º�

�

S
x

y
A S

x

yg

′
′

=
′
′

∗

∗
� �ÒãÒ�

′
′

=
′
′

∗

∗

−x

y
S A S

x

yg

1
� ��

�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

sÈ}ºÓË���m©�Ò�È«�¹º�ãËÓÓº�ÒÏ�¯ÈmËÓ°�mÈ�
′
′

=
′
′

∗

∗ ′

x

y
A

x

yg
� �¹º°ãË�ÓËË�Ò�¹¯Ò�

äËÓ««� ãËää�� �������� m� °Òã�� ¹¯ºÒÏmºã
Óº°�Ò�
′
′

x

y
� ¹¯Ò²º�Òä� }� °ºº�Óº	ËÓÒ��

′ =
′

−
� �A S A S

g g

1
��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�

~È�È�È�
�������

Æ� vézvtvéuqévkjttvp� xqxznun� rvvélqtjz�tjpzq�ujzéq|y� vwnéjzvéj��

vézvmvtjs�tv� wévnrzqéyí�nmv� éjlqyx�knrzvé�� zv·nr� rvvélqtjztvp�

wsvxrvxzq�tj�wé¹uyí� x y+ − =3 2 0��
�

cË�ËÓÒË�� ��°�
� �º�}È�¹¯ºº¯ÈÏ� M� ÒäËË��

¯È�Ò�°�mË}�º¯� r
x

y0

0

0

→
= �� È� �º�}È�

M ∗
��� º¯ÈÏ� �º�}Ò�M�� °ºº�mË�°��

mËÓÓº�ËË�¯È�Ò�°�mË}�º¯� r
x

y0
0

0

∗
→ ∗

∗= ��

�
�

jÏ�¯Ò°�� ������� °ãË��Ë�����º� M ∗
� Ë°�
�

�º�}È� ¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒ«� ¹¯«äº®�

x y+ − =3 2 0� Ò� ¹Ë¯¹ËÓ�Ò}�ã«¯È� }�

ÓË®��¹¯º²º�«�Ë�º��Ë¯ËÏ�M��

                   y�
�
�

            O�
                                                          x�

��������������������������������������� M ∗
�

�

�

������������������������������������M�

�

�

�

èqxytvr��������
�

� �º°}ºã
}��Óº¯äÈã
Ó©®�mË}�º¯�¹¯«äº®� x y+ − =3 2 0�«mã«Ë�°«�ÓÈ¹¯Èm�
ã«��Òä�mË}�º¯ºä�ª�º�º�¹Ë¯¹ËÓ�Ò}�ã«¯È���º��¯ÈmÓËÓÒË�¹º°ãË�ÓË�º���

�Ë��ÒäË�
�mÒ��
x

y

x

y
= +0

0

1

3
τ ��|�}��È�°ãË��Ë�����º�}ºº¯�ÒÓÈ�©�¯È�Ò�

�°�mË}�º¯È��º�}Ò� M ∗
��������ºmãË�mº¯«�
�°Ò°�ËäË��¯ÈmÓËÓÒ®�

������������������

x x

y y

x y

0 0

0 0

0 0

3

3 2 0

∗

∗

∗ ∗

= +
= +
+ − =









τ
τ �ÒãÒ�

x x y

y x y

0 0 0

0 0 0

9

10

3

10

1

5
3

10

1

10

3

5

∗

∗

= − +

= − + +









��

�
�
�

j°¹ºã
Ï�«�¹¯ÈmÒãÈ�º¹Ë¯È�Ò®�°�äÈ�¯Ò�ÈäÒ��¹ºã��ÈËä�º}ºÓ�È�Ëã
Óº����º�

�����������

5

3
5

1

10

1

10

3
10

3

10

9

0

0

0

0 +
−

−
=∗

∗

y

x

y

x
����º�Ë°�
��

10

1

10

3
10

3

10

9

ˆ

−

−
=

e
A ��

�
�
�



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�

�����kÁÁÒÓÓ©Ë�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�Ò�Ò²�°mº®°�mÈ�
�
�
�
�ÒÓË®Ó©Ë�º¹Ë¯È�º¯©�º�º¯ÈÎÈ��ÒË�¹ãº°}º°�
�°Èä��ÓÈ�°Ë«���º�Ë°�
�ãÒÓË®Ó©Ë 

º¹Ë¯È�º¯©�mÒ�È� � :A P P→ ����ã«�}º�º¯©²�°��Ë°�m�Ë��º¯È�Ó©®��Ò�¯È���mÈÎÓ���°�¹¯È}�

�Ò�Ë°}º®��º�}Ò�Ï¯ËÓÒ«�¯ºã
�Ò�¹º�ºä��m©�Ëã«��°«�m�°¹Ë�ÒÈã
Ó©®�}ãÈ°°��
�

�
|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�ÒÓË®Ó©®�º¹Ë¯È�º¯�
x

y
A

x

yg

∗

∗ = +�
β
β

1

2

��º�º¯ÈÎÈ��Ò®�¹ãº°}º°�
�

P� °Èä�� ÓÈ� °Ë«�� °� äÈ�¯Ò�Ë®� �A
g

=
α α
α α

11 12

21 22
�� �ã«� }º�º¯º®� m� ã�ºä�

ÈÏÒ°Ë� det
α α
α α

11 12

21 22
0≠ ��ÓÈÏ©mÈË�°«�j{{qtt�u�wénviéjovkjtqnu�wsvx�

rvxzq��
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

p°ãÒ�ãÒÓË®ÓºË�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�ÒäËË��ÓËm©¯ºÎ�ËÓÓ�
�äÈ�¯Ò���m�ÓË�

}º�º¯º®��Ë}È¯�ºmº®�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ����º�äÈ�¯Ò�È�ª�º�º�¹¯Ëº¯ÈÏº�

mÈÓÒ«� ��Ë�� ÓËm©¯ºÎ�ËÓÓº®� Ò� m� ã
º®� �¯��º®� �Ë}È¯�ºmº®� °Ò°�ËäË�

}ºº¯�ÒÓÈ���
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

��°�
� det �A
g

≠ 0 �m�ÓË}º�º¯º®�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ���¹Ë¯Ë®�Ëä�}�Óºmº®�°Ò°�ËäË�

}ºº¯�ÒÓÈ����º��È��m�°Òã���Ëº¯Ëä©��������Ò�ÓËm©¯ºÎ�ËÓÓº°�Ò�äÈ�¯Ò�©�¹Ë¯Ë²º�È�

S ��ÒäËËä�
�

det � det ( � ) det det � det

det
det � det det � .

A S A S S A S

S
A S A

g g g

g g

′

− −= = ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ = ≠

1 1

1
0

�

�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�

~ÈäË�ÈÓÒ«�����È}Òä�º¯ÈÏºä�¹º}ÈÏÈÓº����º��ã«�ÈÁÁÒÓÓº°�Ò�ãÒÓË®Óº�º�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�

�º°�È�º�Óº����º©�det �A
g

≠ 0�²º�«�©�m�º�Óºä�ÈÏÒ°Ë��
�

���¯È°°�Î�È«�ÈÓÈãº�Ò�Óº��º}ÈÏÈ�Ëã
°�m���Ëº¯Ëä©��������äºÎÓº�ÏÈ}ã��Ò�
����º�
ÏÓÈ�ËÓÒË�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�äÈ�¯Ò�©�ã�º�º�ãÒÓË®Óº�º�º¹Ë¯È�º¯È���Ë®°�m���

�Ë�º�ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò��«mã«Ë�°«�qtkjéqjtzvu���º�Ë°�
�mËãÒ�ÒÓº®�ÓË�ÏÈmÒ°«�
�Ë®�º��m©º¯È�ÈÏÒ°È��

�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

zÈÎ�ºË�ÈÁÁÒÓÓºË�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�ÒäËË��Ë�ÒÓ°�mËÓÓºË�º¯È�ÓºË��

�
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

�º°}ºã
}� det A ≠ 0�� �º� m� °Òã�� �Ëº¯Ëä©� �������� °Ò°�ËäÈ� ãÒÓË®Ó©²� �¯ÈmÓËÓÒ®�

A
x

y

x

y
= −

∗

∗

β
β

1

2

� m°Ë��È� ÒäËË�� Ë�ÒÓ°�mËÓÓºË� ¯Ë	ËÓÒË�
x

y
� �ã«� ã�º�º�

mË}�º¯È�
x

y

∗

∗ ��sº�ª�º�ºÏÓÈ�ÈË�����º��ã«�}ÈÎ�º�º�º¯ÈÏÈ�ÈÁÁÒÓÓº�º�¹¯Ëº¯ÈÏº�

mÈÓÒ«�°��Ë°�m�Ë��Ë�ÒÓ°�mËÓÓ©®�¹¯ºº¯ÈÏ���º�Ë°�
�°��Ë°�m�Ë��º¯È�ÓºË�¹¯Ëº�
¯ÈÏºmÈÓÒË���

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�¯Ò� ÈÁÁÒÓÓºä� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ� º¯ÈÏºä� ¹¯«äº®� ãÒÓÒÒ� «mã«Ë�°«�

¹¯«äÈ«��
�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

��°�
��ÈÓ©�¹¯«äÈ«�
x x p

y y q

= +
= +





0

0

τ
τ
����Ë�p Ò�q ���ÓË�¯ÈmÓ©Ë�Ó�ã��º�Óºm¯ËäËÓÓº��

}ºº¯�ÒÓÈ�©� ÓÈ¹¯Èmã«��Ë�º� mË}�º¯È� ¹¯«äº®�� Ò� ÈÁÁÒÓÓºË� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�

x

y
A

x

y

∗

∗ = +�
β
β

1

2

���º��È�º¯ÈÏºä�¹¯«äº®���Ë��äÓºÎË°�mº��º�Ë}�¹ãº°}º°�Ò�

°�}ºº¯�ÒÓÈ�ÈäÒ�
�

x x y p q

y x y p q

∗

∗
= + + + +
= + + + +





( ) ( )

( ) ( )

α α β α α τ
α α β α α τ

11 0 12 0 1 11 12

21 0 22 0 2 21 22

���È}�}È}�
p p q

q p q

∗

∗
= +
= +





α α
α α

11 12

21 22

��

�

~ÈäË�Òä����º��Ë°ãÒ� α α α α11 12 21 22 0p q p q+ + + > ���º�ä©�ÒäËËä�¹¯«ä�����¯Ë��

¹ºãºÎÒä�¹¯º�ÒmÓºË��¹�°�
�
α α
α α

11 12

21 22

0

0

p q

p q

+ =
+ =





��Óº�m�°Òã��ÈÁÁÒÓÓº°�Ò�¹¯Ëº¯ÈÏº�

mÈÓÒ«� det
α α
α α

11 12

21 22
0≠ �Ò��°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº�¹º��Ëº¯ËäË��������� 0== qp  Ë°�
�Ë�ÒÓ�

°�mËÓÓºË�¯Ë	ËÓÒË�ª�º®�°Ò°�Ëä©��¯ÈmÓËÓÒ®����º�¹¯º�Òmº¯Ë�Ò���°ãºmÒ���
�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�º¯ÈÏºä�¹È¯ÈããËã	Ó©²�¹¯«ä©²�«m�

ã«
�°«� ¹È¯ÈããËã	Ó©Ë� ¹¯«ä©Ë�� �º�}È� ¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒ«� ¹¯«ä©²�

¹¯ºº¯ÈÏºm�¹Ë¯Ë²º�Ò��m��º�}��¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒ«�Ò²�º¯ÈÏºm��
�
�



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
�¯Ë�¹ºãºÎÒä����º�¹È¯È�¹È¯ÈããËã
Ó©²�¹¯«ä©²�¹Ë¯ËmË�ËÓÈ�ÈÁÁÒÓÓ©ä�¹¯Ëº¯È�
ÏºmÈÓÒËä�m�¹Ë¯Ë°Ë}È��ÒË°«�ÒãÒ�°ºm¹È�È��ÒË�¹¯«ä©Ë���
�
cÈ°°äº�¯Òä� º�Ó�� ÒÏ� �º�Ë}�� º�Ò²� �ã«� º¯ÈÏºm� ¹¯«ä©²�� �º°}ºã
}�� ÈÁÁÒÓÓºË�
¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�mÏÈÒäÓº�º�ÓºÏÓÈ�Óº���º�¹¯ºº¯ÈÏ�º�Ë®��º�}Ò�Ë�ÒÓ°�mËÓÓ©®�Ò�
�ºãÎËÓ�¹¯ÒÓÈ�ãËÎÈ�
�º�Óºm¯ËäËÓÓº�}ÈÎ�º®�ÒÏ�¹¯«ä©²�¹¯ºº¯ÈÏºm���
�
|�ÓÈ}º� �È}Ò²� �º�Ë}� ÓË��� Òº� ¹¯«ä©Ë�¹¯ºº¯ÈÏ©� ¹È¯ÈããËã
Ó©��vãË�ºmÈ�Ëã
Óº��
º¯ÈÏ©�¹È¯ÈããËã
Ó©²�¹¯«ä©²��È}ÎË�¹È¯ÈããËã
Ó©��
�
p°ãÒ�ÎË�¹¯«ä©Ë�¹¯ºº¯ÈÏ©�¹Ë¯Ë°Ë}È��°«�� �º� m� °Òã��mÏÈÒäÓº®�º�ÓºÏÓÈ�Óº°�Ò�
ÈÁÁÒÓÓº�º�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�� º¯ÈÏºä�Ò²� �º�}Ò�¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒ«�äºÎË��©�
� �ºã
}º�
�º�}È�¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒ«�º¯ÈÏºm�ª�Ò²�¹¯«ä©²��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�°º²¯ÈÓ«Ë�°«��ËãËÓÒË�º�¯ËÏ}È�m��ÈÓ�

Óºä�º�Óº�ËÓÒÒ��
�
�

 iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
�

��°�
� �ÈÓº� �¯Ò°�� ��������� ��º�
x x

x x
2 1

3 2

−
−

= λ ��

Ò�
y y

y y
2 1

3 2

−
−

= λ �� ��Ë� λ ≠ −1�� Ó�ÎÓº�¹º}È�

ÏÈ�
����º�
�

x x

x x
2 1

3 2

∗ ∗

∗ ∗

−
−

= λ �Ò� y y

y y
2 1

3 2

∗ ∗

∗ ∗

−
−

= λ ��

�
�

�

�

�

�������������������M3��������������� M1
∗
�

�

����������������������������������������� M 2
∗
�

�������� M2 
 
   M1����������������������������������������������������� M 3

∗
�

�
�
�
�
�

èqxytvr��������
� �
�

��°�
�ÈÁÁÒÓÓºË�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�ÏÈ�ÈÓº�m�mÒ�Ë�
x x y

y x y

∗

∗
= + +
= + +





α α β
α α β

11 12 1

21 22 2

���º��È�

�
�

x x

x x

x x y y

x x y y

x x y y

x x y y
2 1

3 2

11 2 1 12 2 1

11 3 2 12 3 2

11 3 2 12 3 2

11 3 2 12 3 2

∗ ∗

∗ ∗

−
−

=
− + −
− + −

=
− + −
− + −

=
α α
α α

α λ α λ
α α

λ
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
��

�
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

kÓÈãº�Ò�Óº�¹º}ÈÏ©mÈË�°«����º�
y y

y y
2 1

3 2

∗ ∗

∗ ∗

−
−

== λ ��

�
~ÈäË�Òä�� ��º� ÒÏ� ¹ºã��ËÓÓ©²� °ºº�Óº	ËÓÒ®� °ãË��Ë�� ¯ÈmËÓ°�mº� º�Óº	ËÓÒ«�

�ãÒÓ�º¯ÈÏºm�Ò�º�Óº	ËÓÒ«��ãÒÓ�¹¯ºº¯ÈÏºm�º�¯ËÏ}ºm��ãËÎÈ�Ò²�ÓÈ�º�Óº®�¹¯«äº®��
�

M M

M M

x x y y

x x y y

x x y y

x x y y

x x y y

x x y y

x x y

1 2

3 2

2 1
2

2 1
2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

3 2
2

2 1
2

2

∗ ∗
→

∗ ∗
→

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
=

− + −

− + −
=

− + −

− + −
= =

=
− + −

− + −
=

− +

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) (

λ
λ

λ −

− + −
=

→

→

y

x x y y

M M

M M

1
2

3 2
2

3 2
2

1 2

2 3

)

( ) ( )
.

�

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
|�äË�Òä��È}ÎË����º�ÒÏ��Ëº¯Ëä©��������ÓË¹º°¯Ë�°�mËÓÓº�m©�Ë}ÈË�����º�¹¯Ò�ÈÁ�

ÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�º�¯ËÏº}�¹¯«äº®�¹Ë¯Ë²º�Ò��m�º�¯ËÏº}��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�º�Óº�ËÓÒË��ãÒÓ�º¯ÈÏºm��m�²�º�¯ËÏ�

}ºm�� ãËÎÈ�Ò²�ÓÈ�¹È¯ÈããËã	Ó©²�¹¯«ä©²��¯ÈmÓº�º�Óº�ËÓÒ
��ãÒÓ�Ò²�

¹¯ºº¯ÈÏºm��
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

��°�
� �ÈÓº�� ��º�

M M

M M

1 2

3 4

→

→
= λ �� �¯ºmË�Ëä� ¹¯«ä��� M M3 3′ �� ¹È¯ÈããËã
Ó���M4M2��

�º°}ºã
}�� ¹¯Ò� ÈÁÁÒÓÓºä� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ� º¯ÈÏ©� ¹È¯ÈããËã
Ó©²� ¹¯«ä©²� ¹È�

¯ÈããËã
Ó©�� �º� m� °Òã�� �Ëº¯Ëä©� ������� M M M M4 2 3 3′ � Ò� M M M M4 2 3 3
∗ ∗ ∗ ∗′ �

¹È¯ÈããËãº�¯Èää©���cÒ°�����������vãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� M M M M2 4 3 3
∗ ∗
→

∗ ∗
→

= ′ ��

�

��������������������M2�������������������������������������              ��������� M1
∗
���������������

M 2
∗
�

�

���������������M1����������������M4                                           M 3
∗
���������������������������������� M 4

∗
�

������������� ′M3 �

������������������������������������������������������������������� M 3
∗
�

��������������������������������M3��
�

��������������������������������������������������èqxytvr��������



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�

sÈ}ºÓË��¹º��Ëº¯ËäË���������¹ºã��ÈËä�
�

M M

M M

M M

M M

M M

M M

M M

M M

1 2

3 4

1 2

3 2

1 2

3 2

1 2

3 4

∗ ∗
→

∗ ∗
→

∗ ∗
→

∗ ∗
→

→

→

→

→
=

′
=

′
= = λ ��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�
iã«�m©«°ÓËÓÒ«��ËºäË�¯Ò�Ë°}º�º�°ä©°ãÈ�äº��ã«�Ò�ÏÓÈ}È�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�äÈ�¯Ò�©�

ÓË}º�º¯º�º� ÈÁÁÒÓÓº�º� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«� ¹¯ÒmË�Ëä�ÒÓºË� º¹¯Ë�ËãËÓÒË� véqntzj|qq� wjé��

tnrvssqtnjét�}�knrzvévk�ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò��°ä��º¹¯Ë�ËãËÓÒË����������¹Ë¯ËÓË°«�¯È°°äº�¯ËÓÒË�

ª�º®�¹ãº°}º°�Ò�m�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº����°�
��}¯ºäË��º�º�� n
→
�Ë°�
�ËË�ÓË}º�º¯©®�ÁÒ}°Ò¯ºmÈÓ�

Ó©®�Óº¯äÈã
Ó©®�mË}�º¯��ÓÈ¹¯ÈmãËÓÓ©®�m�°�º¯ºÓ��ÓÈã��È�Ëã«��
�
�

�
|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�È¯��ÓË}ºããÒÓËÈ¯Ó©²�mË}�º¯ºm� a
→
� Ò� b

→
� ÓÈÏºmËä�wéjkv�véqntzqévkjt�

tvp��Ë°ãÒ�°��Ë°�m�Ë�� λ > 0 ��È}ºË����º� [ , ]a b n
→ → →

= λ �Ò��°ºº�mË�°�mËÓÓº����

snkv�véqntzqévkjttvp��Ë°ãÒ�°��Ë°�m�Ë��λ < 0 ��È}ºË����º�[ , ]a b n
→ → →

= λ ��

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�°��� �¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�º�Óº�ËÓÒË�¹ãº�È�Ò�º¯ÈÏÈ�¹È�

¯ÈããËãº�¯ÈääÈ�}�¹ãº�È�Ò�°Èäº�º�¹È¯ÈããËãº�¯ÈääÈ�¯ÈmÓº�È°º�

ã
�Óº®�mËãÒ�ÒÓË� det
α α
α α

11 12

21 22
��

�
�

�°��� �¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�º¯ÒËÓ�È�Ò«�º¯ÈÏºm�¹È¯©�mË}�

�º¯ºm� °ºm¹È�ÈË�� °� º¯ÒËÓ�È�ÒË®� ¹¯ºº¯ÈÏºm�� Ë°ãÒ�

det
α α
α α

11 12

21 22
0> �� Ò� äËÓ«Ë�°«� ÓÈ� ¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ�
�� Ë°ãÒ�

det
α α
α α

11 12

21 22
0< ��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

cÈ°°äº�¯Òä�ÓË}º�º¯©®�ÈÏÒ°�º¯ÈÏºmÈÓÓ©®�mË}�º¯ÈäÒ� g1

→
�Ò� g2

→
��º¯ÈÏ©�}º�º�

¯©²� ¹¯Ò� ÈÁÁÒÓÓºä� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ� �A� Ë°�
� °ºº�mË�°�mËÓÓº�

g A g g g1 1 11 1 21 2
∗

→ → → →
= = +� α α � Ò� g A g g g2 2 12 1 22 2

∗
→ → → →

= = +� α α � �¯Ò°�� ��������� zºªÁÁÒ�ÒËÓ�©�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

α α α11 12 21, , � Ò� α22 � «mã«��°«� °º�ãÈ°Óº� °ãË�°�mÒ�� ������� ªãËäËÓ�ÈäÒ�äÈ�¯Ò�©� ãÒ�

ÓË®Óº�º�º¹Ë¯È�º¯È� �A ���º�Ë°�
� �A
g

=
α α
α α

11 12

21 22

��

�
�º�°mº®°�m��mË}�º¯Óº�º�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ«��°ä��¹�������¹ãº�È�
�¹È¯ÈããËãº�¯ÈääÈ�¹º�

°�¯ºËÓÓº�º�ÓÈ�ÈÏÒ°Ó©²�mË}�º¯È²� g1

→
�Ò� g2

→
�� S g g=

→ →
[ , ]1 1 ��È�¹ãº�È�
�¹È¯ÈããËãº�

�¯ÈääÈ�¹º°�¯ºËÓÓº�º�ÓÈ�º¯ÈÏÈ²�ÈÏÒ°Ó©²�mË}�º¯ºm� S g g∗ ∗
→

∗
→

= [ , ]1 2 ��

�
jäËËä�

[ , ] [ , ] ( )[ , ]

det � [ , ] det � [ , ] ,

g g g g g g g g

A g g A g g
g g

1 2 11 1 21 2 12 1 22 2 11 22 12 21 1 2

1 2 1 2

∗
→

∗
→ → → → → → →

→ → → →

= + + = − =

= = ±

α α α α α α α α
�

�

Óº��º��È�S A S
g

∗ = det � ,�È�º¯ÒËÓ�È�Ò«�¹È¯©�mË}�º¯ºm� { , }g g1 2

→ →
�ÓË�äËÓ«Ë�°«�¹¯Ò�

det �A
g

> 0 �Ò�äËÓ«Ë�°«�ÓÈ�¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ���¹¯Ò�det �A
g

< 0 ��

�
�

��
� �
�

��������� g1

→
���������������������������������������������������� g2

∗
→

�

�
�

��������������������������� g2

→
����������������� g1

∗
→

�

�
�

èqxytvr��������
�
�

sÈ}ºÓË��º�äË�Òä����º�m�°Òã���Ëº¯Ëä©���������ª�Ò�°ºº�Óº	ËÓÒ«������m©¹ºãÓËÓ©�
�ã«�ã�º�º�ÈÏÒ°È��È��ÏÓÈ�Ò���Ò��ã«�ã�º�º�¹È¯ÈããËãº�¯ÈääÈ��
�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�m°«}È«��Ë}È¯�ºmÈ�°Ò°�ËäÈ�}ºº¯�ÒÓÈ��

¹Ë¯Ë²º�Ò�� m� �Ë}È¯�ºm�� °Ò°�Ëä�� }ºº¯�ÒÓÈ��� ¹¯Ò�Ëä� }ºº¯�ÒÓÈ�©� º�

¯ÈÏÈ�}ÈÎ�º®��º�}Ò�¹ãº°}º°�Ò�m�Óºmº®�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ�������°ºm�

¹È�È�	�°�}ºº¯�ÒÓÈ�ÈäÒ�¹¯ºº¯ÈÏÈ�m�Ò°²º�Óº®��
�
�



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
�
�¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�ÈÏÒ°�¹Ë¯Ë²º�Ò��m�ÈÏÒ°��iË®°�mÒ�Ëã
Óº��¹�°�
�

Áº¯ä�ã©� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«� ÒäË��� mÒ��
x x y

y x y

∗

∗
= + +
= + +





α α β
α α β

11 12 1

21 22 2

�� �º��È� º¯ÈÏÈäÒ�

°�È¯©²� ÈÏÒ°Ó©²� mË}�º¯ºm� ����� mË}�º¯©�
g g g

g g g

1 11 1 21 2

2 12 1 22 2

∗
→ → →

∗
→ → →

= +

= +

α α

α α
�� �º°}ºã
}��

det det det
T

A A= = ≠
α α
α α

11 12

21 22
0 ���º�mË}�º¯©� g1

∗
→

�Ò� g2
∗

→

�ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Ò�

ä©���Ëº¯ËäÈ���������Ò�ÒÏ�ÓÒ²�äºÎÓº�º¯ÈÏºmÈ�
�ÈÏÒ°��
�

� �

 

                           y                                                                         M2
∗       y∗

�

                                                                                      ����� g2
∗

→

�������������������� M ∗
�

���������M2������������������M�

������ g2

→
����������������������������������������������������������O∗

�������������

��������������������������� M1��������������������x                               � M1
∗
��������� g1

∗
→

�

���O������������������������������� g1

→
�������������������������������������������������������������� x∗

�

�

�

�

èqxytvr��������
�
�

��°�
�m�Óºmº®�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ�©��º�}Ò� M ∗
�Ë°�
� x∗

�Ò� y∗
��¯Ò°�������������º��È�m�

°Òã���Ëº¯Ëä©��������°¹¯ÈmË�ãÒm©�°ºº�Óº	ËÓÒ«�
�

x
OM

g

O M

g

x y
OM

g

O M

g

y= = = = = =

→

→

∗ ∗
→

∗
→

∗

→

→

∗ ∗
→

∗
→

∗
1

1

1

1

2

2

2

2

; ��

�
�º°ãË�Ë°�Ë°�mËÓÓº�º�ºº�ËÓÒ«�ÓÈ�°ã��È®�¯ÈÏÓ©²�ÏÓÈ}ºm�¹ºã��ÈËä��º}ÈÏ©mÈË�
äºË�°mº®°�mº��
�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�
�Ëº¯ËäÈ�

�������
iã«�ã
º®�ãÒÓÒÒ�m�º¯º�º�¹º¯«�}È���}ÈÏÈÓÓº®�m�Áº¯ä�ãÒ¯ºm}Ë��Ëº�

¯Ëä©��������Ò�ÓË�«mã«
�Ë®°«�¹�°�©ä�äÓºÎË°�mºä��

�

���¹¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�ËË��Ò¹�ÓË�äºÎË��ÒÏäËÓÒ�	°«��
�

���ÓÈ®�Ë�°«� ÈÁÁÒÓÓºË� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË� ¹Ë¯Ëmº�«�ËË� ËË� m� ã
�
�

�¯���
�ãÒÓÒ
�m�º¯º�º�¹º¯«�}È�ª�º�º�ÎË��Ò¹È��
�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
�

cÈ°°äº�¯Òä�¹Ë¯mºË���mË¯Î�ËÓÒË��Ëº¯Ëä©��
�

�°���{�°Òã���Ëº¯Ëä��������Ò��������¹È¯ÈããËãº�¯Èää�mäË°�Ë�°º�°mºË®�mÓ��¯ËÓÓË®��È�
°�
��¹Ë¯Ë²º�Ò��m�¹È¯ÈããËãº�¯Èää�Ò��ÏÓÈ�Ò���º�¯ÈÓÒ�ËÓÓÈ«�}¯ÒmÈ«�¹Ë¯Ë®�Ë��
m� º�¯ÈÓÒ�ËÓÓ���� |�°��È� °ãË��Ë��� ��º� ªããÒ¹°©� Ò� �º�}Ò� äº���� ¹Ë¯Ë²º�Ò�
�
�ºã
}º�m�ªããÒ¹°©�Ò��º�}Ò��v��¯��º®�°�º¯ºÓ©���º�}È�ÓË�äºÎË��¹Ë¯Ë²º�Ò�
�m�
ªããÒ¹°� Ò� ÓÈºº¯º��� ¹º°}ºã
}�� ª�º� ¹¯º�Òmº¯Ë�Ò�� °mº®°�m�� mÏÈÒäÓº®� º�Óº�
ÏÓÈ�Óº°�Ò�ÈÁÁÒÓÓº�º�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«��

�

�°���v¯Ë�Ò� ãÒÓÒ®� m�º¯º�º� ¹º¯«�}È� �ºã
}º� �Ò¹Ë¯ºã©� Ò� ¹È¯ÈããËã
Ó©Ë� ¹¯«ä©Ë�
ÒäË��� ÓË°m«ÏÈÓÓ©Ë� mË�mÒ�� �º� Ë°�
� °��Ë°�m�Ë�� ¹¯«äÈ«�� ÓË� ¹Ë¯Ë°Ë}È��È«�
ãÒÓÒ��m�º¯º�º�¹º¯«�}È��È}È«����º�mË�mÒ�ª�º®�ãÒÓÒÒ�¯È°¹ºãºÎËÓ©�¹º�¯ÈÏÓ©Ë�
°�º¯ºÓ©�º��¹¯«äº®��iÈÓÓºË�°mº®°�mº�º�ËmÒ�Óº�°º²¯ÈÓ«Ë�°«�¹¯Ò�ÈÁÁÒÓÓºä�
¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�� �È¯ÈããËã
Ó©Ë�ÎË� ¹¯«ä©Ë� ÓË� äº���� ¹Ë¯Ë®�Ò� m� mË�mÒ� �Ò�
¹Ë¯ºã©�m�°Òã���Ëº¯Ëä©��������

�

�°���v¯Ë�Ò�ÓË¹¯«ä©²�ãÒÓÒ®�m�º¯º�º�¹º¯«�}È��ºã
}º�¹È¯ÈºãÈ�«mã«Ë�°«�ÓËº�¯È�
ÓÒ�ËÓÓº®�� °m«ÏÓº®� }¯Òmº®�� vãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� ¹¯Ò� ÈÁÁÒÓÓºä� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�
¹È¯ÈºãÈ�äºÎË��¹Ë¯Ë®�Ò��ºã
}º�m�¹È¯Èºã���

�

�°���p°ãÒ�ãÒÓÒ«�m�º¯º�º�¹º¯«�}È�Ë°�
� �º�}È��¹¯«äÈ«�ÒãÒ�ÎË�¹È¯È�¹È¯ÈããËã
Ó©²�
ÒãÒ�¹Ë¯Ë°Ë}È��Ò²°«�¹¯«ä©²���º�ÒÏ���mË¯Î�ËÓÒ«��Ëº¯Ëä��������Ò��������m©�Ë�
}ÈË�����º�Ò²��Ò¹�ÓË�äºÎË��ÒÏäËÓÒ�
°«��

�
�
cÈ°°äº�¯Òä�m�º¯ºË���mË¯Î�ËÓÒË��Ëº¯Ëä©��
�
�
jÏ��Ëº¯Ëä��������Ò��������°ãË��Ë�����º��ã«�}ÈÎ�º®�ãÒÓÒÒ�m�º¯º�º�¹º¯«�}È�äº�
ÎË��©�
�¹º°�¯ºËÓº�ÈÁÁÒÓÓºË�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË��¹¯Òmº�«�ËË��¯ÈmÓËÓÒË�ãÒ�
ÓÒÒ�}�º�Óºä��ÒÏ�°ãË����Ò²��Ëm«�Ò�mÒ�ºm��
�
�

������������
′ + ′ = ± ′ − ′ =

′ ± ′ = ′ ± = ′ − ′ = ′ =

x y x y

x y y y x y

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1

0 1 0 2 0 0

;

; ; ; .
��������������

�
�
sº�� ¹º°}ºã
}�� �¯ÈmÓËÓÒ«� ã�º®� ¹È¯©� ãÒÓÒ®�� ¹¯ÒÓÈ�ãËÎÈ�Ò²� }� º�Óºä�� Ò�
�ºä��ÎË��Ò¹���¹¯Òmº�«�°«��m�ä«�¯ÈÏãÒ�Ó©äÒ�ÈÁÁÒÓÓ©äÒ�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«äÒ�
}� º�Óºä�� Ò� �ºä�� ÎË� mÒ��� ÒÏ� °¹Ò°}È� ��������� �� �º� m� °Òã�� mÏÈÒäÓº®�



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�

Óº°�Ò� ÈÁÁÒÓÓº�º� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«� Ò� º�ËmÒ�Óº®� ÈÁÁÒÓÓº°�Ò� ¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ«�
ÈÁÁÒÓÓ©²� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®� °ãË��Ë�� °¹¯ÈmË�ãÒmº°�
� m�º¯º�º� ��mË¯Î�ËÓÒ«�
�Ëº¯Ëä©��

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
��������

iã«� m°«}º�º� ÈÁÁÒÓÓº�º� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«� °��Ë°�m�Ë�� ¹È¯È� mÏÈÒäÓº�

º¯�º�ºÓÈã	Ó©²� ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒ®�� }º�º¯©Ë� ¹Ë¯Ëmº�«�°«� �ÈÓÓ©ä� ÈÁÁÒÓ�

Ó©ä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒËä�mº�mÏÈÒäÓº�º¯�º�ºÓÈã	Ó©Ë��
�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
cÈ°°äº�¯Òä�º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓ���°Ò°�Ëä��}ºº¯�ÒÓÈ�����°�
�¹È¯È�Ò°²º�Ó©²�mÏÈ�
ÒäÓº� º¯�º�ºÓÈã
Ó©²� ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒ®� ÏÈ�ÈË�°«� m� ÓË®� ÓËÓ�ãËm©äÒ� mË}�º¯ÈäÒ�

p
→

=
ξ
η �Ò� q

→
=

−
η
ξ ��

�
�º�¯Ë�Ëä����º©�Ò²�º¯ÈÏ©�
�

p q∗
→

∗
→

= =
+
+

=
−

=
−
−

α α
α α

ξ
η

α ξ α η
α ξ α η

α α
α α

η
ξ

α η α ξ
α η α ξ

11 12

21 22

11 12

21 22

11 12

21 22

11 12

21 22

�

�

©ãÒ� �È}ÎË� mÏÈÒäÓº� º¯�º�ºÓÈã
Ó©�� �°ãºmÒË� º¯�º�ºÓÈã
Óº°�Ò� mË}�º¯ºm� p∗
→

� Ò�

q∗
→

�ÒäËË��mÒ��

�

( )( ) ( )( )α ξ α η α η α ξ α ξ α η α η α ξ11 12 11 12 21 22 21 22 0+ − + + − = �ÒãÒ�

�

− + + − + − + + =( ) ( ) ( )α α α α ξ α α α α ξη α α α α η11 12 21 22
2

11
2

12
2

21
2

22
2

11 12 21 22
2 0 ��

�
È�¹º°ãË�¹Ë¯ËººÏÓÈ�ËÓÒ«�}ºªÁÁÒ�ÒËÓ�ºm��
�

− + + =U V Uξ ξη η2 22 0��
�
�
cÈ°°äº�¯Òä�°ãË����ÒË�°ã��ÈÒ��
�

���U=V=0���{�ª�ºä�°ã��ÈË�ã�È«�¹È¯È�mÏÈÒäÓº�º¯�º�ºÓÈã
Ó©²�mË}�º¯ºm��ÈÓ�
Ó©ä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒËä�¹Ë¯Ëmº�Ò�°«�mº�mÏÈÒäÓº�º¯�º�ºÓÈã
Ó���¹È¯��mË}�º�
¯ºm��

�

     U=0�Ò�V ≠ 0���º��È� 0=ηξ ���º�Ë°�
�Ò°}ºäÈ«�¹È¯È�mË}�º¯ºm�ÈÏÒ°ÓÈ«��

�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

���sÈ}ºÓË���Ë°ãÒ� 0≠U ���º�º�Óº	ËÓÒË�}ºº¯�ÒÓÈ��mË}�º¯ºm� p∗
→

�Ò� q∗
→

�ÓÈ²º�

�Ò�°«�ÒÏ�}mÈ�¯È�Óº�º��¯ÈmÓËÓÒ«� 01
2 )()( 2 =−−

η
ξ

η
ξ

U

V
��ÒäË��Ë�º��Ë®°�mÒ�

�Ëã
Ó©Ë�¯Ë	ËÓÒ«� ( )
,

ξ
η 1 2

2

2 1= ± +
V

U

V

U
�¹¯Ò�ã�ºä�ÓËÓ�ãËmºä�U��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�
�

�����|¯�º�ºÓÈã	Ó©Ë�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

Ìézvmvtjs�t�u� wénviéjovkjtqnu� ¹ãº°}º°�Ò� P� ÓÈÏ©mÈË�°«� ãÒÓË®Ó©®�

º¹Ë¯È�º¯� �Q� mÒ�È�
x

y
Q

x

ye

*

*
�= +

β
β

1

2

�� äÈ�¯Ò�È� }º�º¯º�º�

�Q
e

=
ω ω
ω ω

11 12

21 22

� º¯�º�ºÓÈã
ÓÈ«� m� ã�º®� º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓº®� °Ò°�ËäË�

}ºº¯�ÒÓÈ���
�

sÈ¹ºäÓÒä�� ��º� ¹º� º¹¯Ë�ËãËÓÒ�� ������� äÈ�¯Ò�È� Q � ÓÈÏ©mÈË�°«� º¯�º�ºÓÈã
Óº®��

Ë°ãÒ� Q Q
−

=
1 T

��

�
�

~ÈäË�Òä����º�º¯�º�ºÓÈã
ÓºË�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�«mã«Ë�°«��È°�Ó©ä�°ã��ÈËä�ÈÁÁÒÓ�

Óº�º� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�� ¹º°}ºã
}��� m� °Òã�� �Ëº¯Ëä©� �������� ÒäËË�� äË°�º� ãÒº� det �Q
e

= 1��

ãÒº� det �Q
e

= −1�� �ºäÒäº� ¹¯ÒmË�ËÓÓ©²� m� ¹������ ÈÁÁÒÓÓ©²� °mº®°�m�� º¯�º�ºÓÈã
Ó©Ë�

¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�ºãÈ�È���°mºÒäÒ�°¹Ë�ÒÁÒ�Ë°}ÒäÒ�º°ºËÓÓº°�«äÒ��cÈ°°äº�¯Òä�º°Óºm�
Ó©Ë�ÒÏ�ÓÒ²��

�
�¯ÒÏÓÈ}��º�º����º�ÓË}º�º¯©®�ãÒÓË®Ó©®�º¹Ë¯È�º¯�«mã«Ë�°«�º¯�º�ºÓÈã
Ó©ä��äº�

ÎË��©�
�°Áº¯ä�ãÒ¯ºmÈÓ�}È}�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�ÒÓË®Ó©®�º¹Ë¯È�º¯�ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò�«mã«Ë�°«�º¯�º�ºÓÈã	Ó©ä��Ë°ãÒ�Ë�º�

äÈ�¯Ò�È�º¯�º�ºÓÈã	ÓÈ«�²º�«�©�m�º�Óº®�º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓº®�°Ò°�ËäË�

}ºº¯�ÒÓÈ����
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
iã«��º}ÈÏÈ�Ëã
°�mÈ��º°�È�º�Óº��Ë�Ò�
°«����º�º¯�º�ºÓÈã
Óº°�
�äÈ�¯Ò�©�ãÒÓË®�
Óº�º�º¹Ë¯È�º¯È�°º²¯ÈÓ«Ë�°«�¹¯Ò�¹Ë¯Ë²º�Ë�º��º�Óº�º�º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓº�º�ÈÏÒ°È�
ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò�}��¯��ºä���



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�

��°�
�ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò�P�ÒäË��°«��mÈ�º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓ©²�ÈÏÒ°È� { , }e e1 2

→ →
�Ò� { , }′ ′

→ →
e e1 2 �

°�äÈ�¯Ò�Ë®�¹Ë¯Ë²º�È� S ��vº�ãÈ°Óº�°ãË�°�mÒ���������ª�È�äÈ�¯Ò�È��È}ÎË�º¯�º�º�

ÓÈã
ÓÈ«�Ò��ã«�ÓËË�°¹¯ÈmË�ãÒmº�¯ÈmËÓ°�mº� S S
−

=
1 T

��Ò�¹�°�
�äÈ�¯Ò�È�ãÒÓË®�

Óº�º� º¹Ë¯È�º¯È� �Q� º¯�º�ºÓÈã
ÓÈ� m� Ò°²º�Óºä� ÈÏÒ°Ë� { , }e e1 2

→ →
�� �º� Ë°�
� �ã«� ÓËË�

�
T

Q Q
e e

−
=

1
��

�

�Ë¯Ë®�Ëä� }� ÈÏÒ°�� { , }′ ′
→ →
e e1 2 � �� m� }º�º¯ºä� äÈ�¯Ò�È� ãÒÓË®Óº�º� º¹Ë¯È�º¯È�

�Q� °º�

�ãÈ°Óº��Ëº¯ËäË����������Ë��ÒäË�
�mÒ�� � �Q S Q S
e e′

−
=

1
��sÈ®�Ëä�m�Óºmºä�È�

ÏÒ°Ë�äÈ�¯Ò��� �Q
e′

−1
���j°¹ºã
Ï�«��Ëº¯Ëä©��������Ò����������È��È}ÎË�º¯�º�ºÓÈã
Óº°�
�

äÈ�¯Ò�� S �Ò� �Q
e
���¹ºã��Òä�

�

� ( � ) � ( ) � � ( )

( � ) ( � ) � .

T T T T

T T T T

Q S Q S S Q S S Q S S Q S

S Q S S Q S Q

e e e e e

e e e

′

− − − − − − − − −

−

′

= = = = =

= = =

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
�

�

sº�¯ÈmËÓ°�mº� �
T

Q Q
e e′

−

′
=

1
�ºÏÓÈ�ÈË�����º�äÈ�¯Ò�È�ãÒÓË®Óº�º�º¹Ë¯È�º¯È� �Q�º¯�

�º�ºÓÈã
ÓÈ«�Ò�m�ÈÏÒ°Ë� { , }′ ′
→ →
e e1 2 ��

�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

|¯�º�ºÓÈã	ÓºË�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�¹ãº°}º°�Ò�°º²¯ÈÓ«Ë���

�°��� cÈ°°�º«ÓÒË�äËÎ���ã
º®�¹È¯º®��º�Ë}��

�°��� ��ã©�äËÎ���¹¯«ä©äÒ��

�°��� v}Èã«¯ÓºË�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒË�mË}�º¯ºm��
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

�°�����°�
� �ÈÓº� º¯�º�ºÓÈã
ÓºË� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË� ¹ãº°}º°�Ò� �Q� mÒ�È�

x

y
Q

x

ye

∗

∗ = +�
β
β

1

2

�� ¹Ë¯Ëmº�«�ËË� ¹È¯�� �º�Ë}�
x

y

x

y
1

1

2

2

; � m� ¹È¯�� �º�Ë}�

x

y

x

y
1

1

2

2

∗

∗

∗

∗; �°ºº�mË�°�mËÓÓº���º��È���Ë��°¹¯ÈmË�ãÒmº�¯ÈmËÓ°�mº�

x x

y y
Q

x x

y ye

2 1

2 1

2 1

2 1

∗ ∗

∗ ∗

−
−

=
−
−

� ��

�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

vº�ãÈ°Óº��Ëº¯ËäË��������äÈ�¯Ò�È�º¯�º�ºÓÈã
Óº�º�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«� �Q�m�º¯�º�

Óº¯äÒ¯ºmÈÓÓº®� °Ò°�ËäË� }ºº¯�ÒÓÈ�� ÒäËË�� mÒ�� �
cos sin

sin cos
Q

e
=

±
ϕ ϕ
ϕ ϕ

#

�� j�

¹º�ºä��}ºº¯�ÒÓÈ�©�º¯ÈÏºm�Ò�¹¯ºº¯ÈÏºm�¯È°°äÈ�¯ÒmÈËä©²�¹È¯��º�Ë}������
°m«ÏÈÓ©�°ºº�Óº	ËÓÒ«äÒ�
�

x x x x y y

y y x x y y
2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

∗ ∗

∗ ∗

− = − −
− = − ± −





( )cos ( )sin

( )sin ( )cos
,

ϕ ϕ
ϕ ϕ
#

�

�

Ò°¹ºã
Ï�«�}º�º¯©Ë�ÓÈ²º�Òä����º�¯È°°�º«ÓÒ«� L∗
���äËÎ���º¯ÈÏÈäÒ��Ò� L ���

äËÎ���¹¯ºº¯ÈÏÈäÒ��¯ÈmÓ©��iË®°�mÒ�Ëã
Óº�
�

( ) ( ) ( )

( ( )cos ( )sin ) ( ( )sin ( )cos )

( ) cos ( )( )cos sin ( ) sin

( ) sin ( )( )sin cos (

L x x y y

x x y y x x y y

x x x x y y y y

x x x x y y

∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − + − =

= − − + − ± − =

= − − − + − +

+ − ± − − +

2
2 1

2
2 1

2

2 1 2 1
2

2 1 2 1
2

2 1
2 2

2 1 2 1 2 1
2 2

2 1
2 2

2 1 2 1

2

2

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

#

#

y y

x x y y L

2 1
2 2

2 1
2

2 1
2 2

− =

= − + − =

) cos

( ) ( ) .

ϕ
�

�

�°���jÏ�°º²¯ÈÓËÓÒ«�¹¯Ò�º¯�º�ºÓÈã
Óºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�¯È°°�º«ÓÒ«�äËÎ���ã��
º®� ¹È¯º®� �º�Ë}� °ãË��Ë�� °º²¯ÈÓËÓÒË� mËãÒ�ÒÓ� ��ãºm� äËÎ��� ¹¯«ä©äÒ� ÓÈ�
¹ãº°}º°�Ò��¹º°}ºã
}��m�ª�ºä�°ã��ÈË�}ÈÎ�©®��¯Ë��ºã
ÓÒ}���Ë��¹Ë¯Ë²º�Ò�
�m�
°ËË�¯ÈmÓ©®��
�

�°���sº��Ë°ãÒ�¹¯Ò�º¯�º�ºÓÈã
Óºä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒÒ�°º²¯ÈÓ«��°«��ãÒÓ©�mË}�º¯ºm�Ò��
mËãÒ�ÒÓ©���ãºm�äËÎ���ÓÒäÒ���º���Ë��°º²¯ÈÓ«�
°«�Ò�°}Èã«¯ÓºË�¹¯ºÒÏmË�Ë�
ÓÒË�}ÈÎ�º®�¹È¯©�mË}�º¯ºm�ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò��
�

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�
j°¹ºã
Ï�«� °mº®°�mÈ� º¯�º�ºÓÈã
Ó©²� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®�� äºÎÓº� ¹º}ÈÏÈ�
�� ��º� �ã«�

ÈÁÁÒÓÓ©²�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®�°¹¯ÈmË�ãÒmÈ�°ãË����È«�mÈÎÓÈ«��Ëº¯ËäÈ��
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

zÈÎ�ºË�ÈÁÁÒÓÓºË�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�äºÎË��©�	�¹¯Ë�°�ÈmãËÓº�m�mÒ�Ë�

¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ«� º¯�º�ºÓÈã	Óº�º� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«� Ò� �m�²� °ÎÈ�Ò®� ¹º��

mÏÈÒäÓº�º¯�º�ºÓÈã	Ó©ä�ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒ«ä��
�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
�

�°�� �º� �Ëº¯ËäË� �������� �ã«� ã�º�º� ÈÁÁÒÓÓº�º� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«� äºÎÓº� m©¯È�
�

º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓ��� °Ò°�Ëä�� }ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }0 1 2′ ′
→ →
e e �� }º�º¯È«� ¹¯Ëº¯ÈÏ�Ë�°«�



�������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ�}ÈÁË�¯©�m©°�Ë®�äÈ�ËäÈ�Ò}Ò�ln�j�

����������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ��äÓºm�k�p��
�
�
�

�ÈÓÓ©ä� ÈÁÁÒÓÓ©ä� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒËä� m� �¯����� º¯�º�ºÓÈã
Ó��� { , , }0 1 2e e
→ →

� �m�

º�Ëä�°ã��ÈË�ÓË�º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓ�����
�

�Ë¯Ë®�Ëä�}�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }0 1 2′′ ′′
→ →
e e ��Óº¯äÒ¯ºmÈm�mË}�º¯©� e1

→
�Ò� e2

→
�¹º�

Áº¯ä�ãÈä� ′′= ′′ = = =
→

→
→

→
→ →

e
e

e
e

e e1
1

1
2

2

2
1 1 2 2κ κ

κ κ; ; ; ��

�
�

�°�� �Ë�}º� mÒ�Ë�
�� ��º� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�� ¹Ë¯Ëmº�«�ËË� º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓ��� °Ò°�

�Ëä�� }ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }0 1 2′ ′
→ →
e e � m� º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓ��� °Ò°�Ëä�� }ºº¯�ÒÓÈ��

{ , , }0 1 2′′ ′′
→ →
e e �� º¯�º�ºÓÈã
ÓºË�� �º°}ºã
}�� �ã«� ÓË�º� °¹¯ÈmË�ãÒmº� ¯ÈmËÓ°�mº�

′′

′′
= ′

′

→

→

→

→
e

e
Q

e

e

1

2

1

2

�
T

���º� �Q ���äÈ�¯Ò�È�ª�º�º�º¯�º�ºÓÈã
Óº�º�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�m�

º¯�ºÓº¯äÒ¯ºmÈÓÓº®�°Ò°�ËäË�}ºº¯�ÒÓÈ�� { , , }0 1 2′ ′
→ →
e e ��«mã«Ë�°«��È}ÎË�äÈ�¯Ò�Ë®�

¹Ë¯Ë²º�È�º��ÈÏÒ°È� { , }′ ′
→ →
e e1 2 �}�ÈÏÒ°�� { , }′′ ′′

→ →
e e1 2 ���

�

sº�
e

e

e

e

1

2

1

2

1

2

0

0

→

→

→

→= ′′

′′

κ
κ

�� ¹ºª�ºä��
e

e
Q

e

e

1

2

1

2

1

2

0

0

→

→

→

→= ′

′

κ
κ

�
T

�� �º��È�� mº°¹ºã
�

ÏºmÈm	Ò°
�Áº¯ä�ãÈäÒ����������Ò�¹¯ÒäËÓÒm���mË¯Î�ËÓÒË��Ëº¯Ëä©���������ÓÈ�
²º�Òä�

�
�

′
′

= + = +
x

y
Q

x

y
Q

x

y( )� �
T Tκ

κ
β
β

κ
κ

β
β

1

2

1

2

1

2

1

2

0

0

0

0
��

�
�

�°�� �º��Ëº¯ËäË��������m�¯È°°äÈ�¯ÒmÈËäºä�°ã��ÈË
′
′

=
∗

∗

x

y

x

y
��

�

x

y
Q

x

y

∗

∗ = +�
κ

κ
β
β

1

2

1

2

0

0
��

�
vãË�ºmÈ�Ëã
Óº��ÈÁÁÒÓÓºË�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�¹¯Ë�°�ÈmÒäº�m�mÒ�Ë�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ«�
º¯�º�ºÓÈã
Óº�º� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«� Ò� ¹È¯©� °ÎÈ�Ò®� }º� mÏÈÒäÓº� º¯�º�ºÓÈã
Ó©ä�
ÓÈ¹¯ÈmãËÓÒ«ä��

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«�¹ãº°}º°�Ò�
�
�
�

������ºÓ«�ÒË��¯�¹¹©�
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

lÓºÎË°�mº�G�ÓÈÏ©mÈË�°«�méywwvp�wv�vztv¡ntqí�r�ojljttvp�vwnéj|qq��

Ë°ãÒ�ã�©ä��m�ä�Ë�º�ªãËäËÓ�Èä�x�Ò�y�º°�ÈmãËÓ�m�°ºº�mË�°�mÒË��¯Ë�Ò®�
ªãËäËÓ��ª�º�º�ÎË�äÓºÎË°�mÈ��ÓÈÏ©mÈËä©®�wévqoknlntqnu�Ò�ººÏÓÈ�ÈË�

ä©®�xy ��Ò�Ë°ãÒ�m©¹ºãÓ«��°«�°ãË����ÒË��°ãºmÒ«��
�°�� zxyyzx )()( = ;�

�°��°��Ë°�m�Ë��ªãËäËÓ��H��È}º®����º��ã«�ã�º�º� xexxeGx ==∈ ;�

�°���ã«�}ÈÎ�º�º�x�°��Ë°�m�Ë��ªãËäËÓ�� 1−x ��È}º®����º� exx =−1
��

�

p°ãÒ��}¯ºäË��º�º�� yxxy = , ,∀ ∈x y G�� �º� �¯�¹¹È�ÓÈÏ©mÈË�°«�rvuuyzjzqktvp�ÒãÒ�

jinsnkvp��
�
�
�

�¯ÒäË¯��
�������

lºÎÓº�¹¯ÒmË°�Ò�°ãË����ÒË�¹¯ÒäË¯©��¯�¹¹��
�

���� lÓºÎË°�mº� mË�Ë°�mËÓÓ©²� �Ò°Ëã� º�Óº°Ò�Ëã
Óº� º¹Ë¯È�ÒÒ�

°ãºÎËÓÒ«�º¯ÈÏ�Ë���¯�¹¹�����Ë�e����Ò°ãº�0��
�
���� lÓºÎË°�mº� ¹ºãºÎÒ�Ëã
Ó©²� mË�Ë°�mËÓÓ©²� �Ò°Ëã� º¯ÈÏ�Ë��

�¯�¹¹��º�Óº°Ò�Ëã
Óº�º¹Ë¯È�ÒÒ��äÓºÎËÓÒ«����Ë�e����Ò°ãº�1��
�
���� lÓºÎË°�mº� ¹ºmº¯º�ºm� ¹ãº°}º°�Ò� mº}¯��� ÁÒ}°Ò¯ºmÈÓÓº®�
�º�}Ò�º¯ÈÏ�Ë���¯�¹¹��º�Óº°Ò�Ëã
Óº�º¹Ë¯È�ÒÒ�}ºä¹ºÏÒ�ÒÒ��

�
���� lÓºÎË°�mº� ÈÁÁÒÓÓ©²� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®� ¹ãº°}º°�Ò� º¯ÈÏ�Ë��

�¯�¹¹��º�Óº°Ò�Ëã
Óº�º¹Ë¯È�ÒÒ�}ºä¹ºÏÒ�ÒÒ��
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

cÈÏ�Ëã���

vjv�plh��jspqsht��ck{spsjq�
�
�
�
�

�����|¹¯Ë�ËãÒ�ËãÒ�
�
�
�

cÈ°°äº�¯Òä� äÓºÎË°�mº�� °º°�º«�ËË� ÒÏ� ÓÈ��¯Èã
Ó©²� �Ò°Ëã� 1,2,3, ... ,n�� r��Ëä�

ººÏÓÈ�È�
� wnénxzjtvkrq� ª�Ò²� �Ò°Ëã� ��º� Ë°�
�� ¹º°ãË�ºmÈ�Ëã
Ó��� ÏÈ¹Ò°
� ª�Ò²� �Ò°Ëã� m�

ÓË}º�º¯ºä�¹º¯«�}Ë�ËÏ�¹ºm�º¯ËÓÒ®��}È}� { , , ,..., }k k k kn1 2 3 ��sÈ¹ºäÓÒä����º�¹ºãÓºË��Ò°ãº�

�È}Ò²�¯ÈÏãÒ�Ó©²�¹Ë¯Ë°�ÈÓºmº}�¯ÈmÓº�n!��
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

r��Ëä��ºmº¯Ò�
����º��Ò°ãÈ� ki �Ò� k j �º¯ÈÏ����m�¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ë�inxwvé¹�

lvr� �tjéy¡ntqn� wvé¹lrj�� ÒãÒ� qtknéxqí��� Ë°ãÒ� ¹¯Ò� i<j� ÒäËË�� äË°�º�
k ki j> ��

�
�
�

�ºãÓºË� �Ò°ãº� Ë°¹º¯«�}ºm� m� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ë� { , , ,..., }k k k kn1 2 3 � ��Ëä� ººÏÓÈ�È�
�

ï( , , ,... , )k k k kn1 2 3 ��sÈ¹¯ÒäË¯�� ï( , , , )31 4 2 3= ��

�
�
��°�
��ÈÓÈ�}mÈ�¯È�ÓÈ«�äÈ�¯Ò�È��
�
�

A i j n

n

n

n

n n n nn

ij= = =

α α α α
α α α α
α α α α

α α α α

α

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

1

...

...

...

... ... ... ... ...

...

; , [ , ] ��

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

bnznéuqtjtzvu� �ÒãÒ� vwénlnsqznsnu�� }mÈ�¯È�Óº®� äÈ�¯Ò�©� A �

¯ÈÏäË¯È�n[n�ÓÈÏ©mÈË�°«��Ò°ãº�det A ��¹ºã��ÈËäºË�¹º�Áº¯ä�ãË�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

�

n

n

n
nkkk

kkkk

kkkkA ααα ...)1(det
21

321

321
21

},...,,,{

),...,,,(∑ −= ï
��

�

��Ë� { , , ,..., }k k k kn1 2 3 ���m°ËmºÏäºÎÓ©Ë�¯ÈÏãÒ�Ó©Ë�¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ò�º¯È�

ÏºmÈÓÓ©Ë�ÒÏ�ÓºäË¯ºm�°�ºã�ºm�äÈ�¯Ò�©� A ��

�
�
�º°}ºã
}��m��ÈÓÓºä�º¹¯Ë�ËãËÓÒÒ��}ÈÏÈÓº����º�°�ääÈ�Ë¯Ë�°«�¹º�m°Ëä�mºÏäºÎ�

Ó©ä�¯ÈÏãÒ�Ó©ä�¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Èä���º��Ò°ãº�°ãÈ�ÈËä©²�¯ÈmÓº�Q���
�
jÏ� º¹¯Ë�ËãËÓÒ«� ������� �È}ÎË� m©�Ë}ÈË��� ��º� }ÈÎ�ºË� °ãÈ�ÈËäºË� °º�Ë¯ÎÒ�� m�

}È�Ë°�mË� °ºäÓºÎÒ�Ëã«� ¹º� º�Óºä�� ªãËäËÓ��� äÈ�¯Ò�©� ÒÏ� }ÈÎ�º�º� °�ºã�È� Ò� }ÈÎ�º®�
°�¯º}Ò���

�
~È�È�È�
�������

Íévknéqz��xvkwjlntqn�vwénlnsntq¹��������q�vwénlnsntq¹�lnznéuqtjtzvk�

kzvévmv�q�zénz�nmv�wvé¹lrj��������q���������
�
�
�
�

�����vmº®°�mÈ�º¹¯Ë�ËãÒ�ËãË®�
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ��
�������

�¯Ò��¯ÈÓ°¹ºÓÒ¯ºmÈÓÒÒ�äÈ�¯Ò�©�ËË�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã	�ÓË�äËÓ«Ë�°«��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�

|�Ò®� mÒ�� °ãÈ�ÈËäº�º� m� Áº¯ä�ãË� º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«� �¯ÈÓ°¹ºÓÒ¯ºmÈÓÓº®� äÈ�¯Ò�©�

% $= T
� ��Ë��

n
n

nmmm
mmm βββ ...)1(

21
21

21
),...,,ï�− �� Óº�� ��Ò�©mÈ«�� ��º�

kmmk kk
αβ = �¹ºã��Òä� ∑ −=

},...,,{
21

),...,,(T

21

21
21 ...)1(det

n

n
n

mmm
nmmm

mmmA αααï
��

�
�

�¹º¯«�º�Òä� °ºäÓºÎÒ�ËãÒ� }ÈÎ�º�º� °ãÈ�ÈËäº�º� ¹º� ÓºäË¯Èä� °�¯º}�� �º� Ë°�
�

¹¯ÒmË�Ëä�Ò²�}�mÒ���
n

n
nkkk

mmm ααα ...)1(
21

21
21

),...,,ï�− ����Ë�1,2,3,...,n���ÓºäË¯È�°�¯º}��

È� k k k kn1 2 3, , ,... , � �� ÓºäË¯È� °ºº�mË�°�m���Ò²� °�ºã�ºm�� |�äË�Òä�� ��º� m� ª�ºä�

°ã��ÈË�ÒäËË��äË°�º�º�ËmÒ�ÓºË�¯ÈmËÓ°�mº�� iik
im ∀= ; ��

�
�¯Ò�m©¹ºãÓËÓÓºä�ÒÏäËÓËÓÒÒ�¹º¯«�}È�°ºäÓºÎÒ�ËãË®��ã«�}ÈÎ�º�º�°ãÈ�ÈËäº�º�m�
Áº¯ä�ãË�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«���Ë��ÒäË�
�äË°�º�¯ÈmËÓ°�mº�
�

ï ï( , ,..., ) ( , ,..., )m m m k k kn n1 2 1 2= ��
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

iË®°�mÒ�Ëã
Óº��¹�°�
� mi �Ò� mj ��È���Ë°¹º¯«�º}���º�Ë°�
� m mi j> �¹¯Ò�i<j����º��È�

�È���Ë°¹º¯«�º}�Ò��Ò°ãÈ� kmi
�Ò� NPM

��¹º°}ºã
}���ã«� ∀ =i k imi
: �Ò�ÏÓÈ�Ò�����Ë��

°¹¯ÈmË�ãÒmº�ÓË¯ÈmËÓ°�mº� N L M NP PL M
= < = �¹¯Ò� P PL M> ��

�

|}ºÓ�È�Ëã
Óº�¹ºã��ÈËä� det ( ) ... det
T ( , ,..., )

{ , ,..., }

A Ak k k
k k nk

k k k

n
n

n

= − =∑ 1 1 2
1 2

1 2

1 2
ï α α α ��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

~ÈäË�ÈÓÒË�
�������

��mË¯Î�ËÓÒË� �Ëº¯Ëä©� ������� �º¹�°}ÈË��
°ãË�������ÓÈ�ã«�Ó���ÒÓ�Ë¯¹¯Ë�È�Ò���
�

{©�ËãÒä�m�äÈ�¯Ò�Ë� A �ªãËäËÓ�©��m²º�

�«�ÒË� m� ÓË}º�º¯ºË� °ãÈ�ÈËäºË� º¹¯Ë�ËãË�
ÓÒ«���������Ò�°ºË�ÒÓÒä�Ò²�º�¯ËÏ}ÈäÒ�¹¯«�
ä©²��}È}�¹º}ÈÏÈÓº�ÓÈ�¯Ò°���������
�

~ÈäË�Òä����º�¹È¯È�ªãËäËÓ�ºm�
iikα �Ò�

jjkα �

�ÈË�� Ë°¹º¯«�º}�� Ë°ãÒ� °ºË�ÒÓ«��Ò®� Ò²�
º�¯ËÏº}� ÒäËË�� Ù¹ºãºÎÒ�Ëã
Ó©®µ� ÓÈ}ãºÓ��
�º�Ë°�
�¹¯Èm©®�}ºÓË��º�¯ËÏ}È�¯È°¹ºãºÎËÓ�
m©	Ë�ãËmº�º��

�
�

���

α α α α
α α α α
α α α α

α α α α

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

...

...

...

... ... ... ... ...

...

n

n

n

n n n nn

�

�
�
�

�����������èqxytvr��������

�
|�ËmÒ�Óº�� ��º� ¹¯Ò� �¯ÈÓ°¹ºÓÒ¯ºmÈÓÒÒ� }mÈ�¯È�Óº®� äÈ�¯Ò�©� �Ò°ãº� º��
¯ËÏ}ºm�°�Ù¹ºãºÎÒ�Ëã
Ó©äµ�ÓÈ}ãºÓºä�ÓË�äËÓ«Ë�°«��¹ºª�ºä��ÓË�äËÓ«Ë�°«�
Ò�ÏÓÈ}�}ÈÎ�º�º�°ãÈ�ÈËäº�º�m�Áº¯ä�ãË���������Ò��°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº��ÏÓÈ�ËÓÒË�
º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«��

�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

{°«}ºË� °mº®°�mº� º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«� äÈ�¯Ò�©�� °Áº¯ä�ãÒ¯ºmÈÓÓºË� �ã«� ËË�
°�ºã�ºm��¹¯ÒäËÓÒäº�}�ËË�°�¯º}Èä��Ò�ÓÈºº¯º���

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ��
�������

�¯Ò�¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ë��m�²�°�ºã�ºm�äÈ�¯Ò�©�ÏÓÈ}�ËË�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�äË�
Ó«Ë�°«�ÓÈ�¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ©®��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

cÈ°°äº�¯Òä�mÓÈ�ÈãË�°ã��È®��}º��È�¹Ë¯Ë°�Èmã«��°«�xvxnltqn�°�ºã�©���º°}ºã
}��
º�Ò®� mÒ�� °ãÈ�ÈËä©²� m� m©¯ÈÎËÓÒÒ� �ã«� º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«� �ÈË�°«� Áº¯ä�ãº®�

n
nii

nkkk
kkkkk ααα ...)1(

21
121

21
)...,,,...,,( +− �

���º��º°�È�º�Óº�¹º}ÈÏÈ�
����º��Ò°ãº�Ë°¹º¯«��

}ºm�ÒÏäËÓÒ�°«�¹¯Ò�¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ë�°º°Ë�ÓÒ²�°�ºã�ºm�ÓÈ�Ë�ÒÓÒ����
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�
� cÈ°°äº�¯Òä� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}�� �Ò°Ëã� { , ,... , ,..., }k k k k ki i n1 2 1+ �� p°ãÒ� m� ÓË®� ¹ºäËÓ«�
�

äË°�ÈäÒ� �Ò°ãÈ� ki� Ò� ki+ 1�� �º� �Ò°ãº� Ë°¹º¯«�}ºm�� º¯ÈÏ�Ëä©²� �Ò°ãÈäÒ�

},...,,,...,{ 2121 nii kkkkk +− ��º°�ÈÓË�°«�¹¯ËÎÓÒä��È�ÏÈ�°�Ë��ÒÏäËÓËÓÒ«�¹º¯«�}È�°ãË�º�

mÈÓÒ«��Ò°Ëã� ik �Ò� 1+ik �º�ËË��Ò°ãº�Ë°¹º¯«�}ºm�ÒÏäËÓÒ�°«�ÓÈ�Ë�ÒÓÒ����

�
w�º�ºÏÓÈ�ÈË�����º�ÏÓÈ}�}ÈÎ�º�º�°ãÈ�ÈËäº�º�m�Áº¯ä�ãË�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�ÒÏäËÓÒ�°«�
ÓÈ�¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ©®�Ò��°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº��ÒÏäËÓÒ��ÏÓÈ}�Ò�mË°
�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
��
�

�
sÈ}ºÓË���Ë°ãÒ��¯Ë�Ë�°«�¹ºäËÓ«�
�äË°�ÈäÒ�°�ºã�©��äËÎ���}º�º¯©äÒ�ÓÈ²º�Ò�°«�

l�°�ºã�ºm���º��ã«�ª�º�º�¹º�¯Ë�Ë�°«� l+l+ 1�¹Ë¯Ë°�ÈÓºmº}�°º°Ë�ÓÒ²�°�ºã�ºm��Óº�

¹º°}ºã
}�� ( )− = −+1 12 1l
���º�ÏÓÈ}�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�ÒÏäËÓÒ�°«�ÓÈ�¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ©®��

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

|¹¯Ë�ËãÒ�Ëã	�äÈ�¯Ò�©��°º�Ë¯ÎÈ�Ë®��mÈ�º�ÒÓÈ}ºm©²�°�ºã�È��¯ÈmËÓ�
Ó�ã
��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�¯Ò�¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ë�º�ÒÓÈ}ºm©²�°�ºã�ºm�ÏÓÈ�ËÓÒË�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«��°�º�Óº®�°�º¯º�
Ó©�� ÓË� äËÓ«Ë�°«�� Óº�� °� �¯��º®� °�º¯ºÓ©�� ª�º� ÏÓÈ�ËÓÒË� �ºãÎÓº� ÒÏäËÓÒ�
� ÏÓÈ}��
�ºª�ºä���ÈÓÓ©®�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�äºÎË��¯ÈmÓ«�
°«��ºã
}º�Ó�ã���

�
vãË�°�mÒË��º}ÈÏÈÓº��

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ��
�������
��ÒÓË®ÓºË�
°mº®°�mº�
º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«��

p°ãÒ�k�©®�°�ºãË��äÈ�¯Ò�©�ÏÈ�È�	�m�mÒ�Ë�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒÒ�ÓË�
}º�º¯©²��Óºm©²��°�ºã�ºm���º�ËË�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã	�¹¯Ë�°�ÈmÒä�m�mÒ�Ë��º®�

ÎË� ãÒÓË®Óº®� }ºäÒÓÈ�ÒÒ� º¹¯Ë�ËãÒ�ËãË®� äÈ�¯Ò��� k�äÒ� °�ºã�ÈäÒ�
}º�º¯©²�«mã«
�°«�°ºº�mË�°�m�
�ÒË��Óºm©Ë��°�ºã�©�ÒÏ��ÈÓÓº®�ãÒ�
ÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒÒ��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

��°�
�m�äÈ�¯Ò�Ë� αA � k �®�°�ºãË��°º°�ºÒ��ÒÏ�ªãËäËÓ�ºm� ikikik γµβλα += ����Ë�

i= 1,2,...,n��
�
|�ËmÒ�Ó©�¯ÈmËÓ°�mÈ�
�

.......)1(......)1(

...)(...)1(

......)1(

21
21

21
21

21
21

21
21

21
),...,,(ï

21
),...,,(ï

21
),...,,(ï

21
),...,,(ï

n
n

n
n

n
n

n
n

nkikkk
kkk

nkikkk
kkk

nkikikkk
kkk

nkikkk
kkk

αγµαααβλαα

αγµβλαα

αααα

−+−=

=+−=

=−

�

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

jãÒ� γβα µλ AAA detdetdet += ����Ë� k �©Ë�°�ºã�©�äÈ�¯Ò�� βA �Ò� γA �

°ºº�mË�°�mËÓÓº�°º°�º«��ÒÏ�ªãËäËÓ�ºm� ikβ �Ò� ikγ ��i= 1,2,...,n��
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

�¯Ò�m©�Ò°ãËÓÒÒ�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�ÒÏ�°�ºã�È�äÈ�¯Ò�©�äºÎÓº�m©Óº°Ò�	�
º�Ò®�äÓºÎÒ�Ëã	��

�
�

vãË�°�mÒË�
�������

p°ãÒ�}�ÓË}º�º¯ºä��°�ºã���äÈ�¯Ò�©�¹¯ÒÈmÒ�	�ãÒÓË®Ó�
�}ºäÒÓÈ�
�Ò
�º°�Èã	Ó©²�ËË�°�ºã�ºm���º�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã	�ÓË�ÒÏäËÓÒ�°«��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
iË®°�mÒ�Ëã
Óº�� º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�� ¹ºã��Òm	Ò®°«� m� ¯ËÏ�ã
�È�Ë� �ÈÓÓº®� º¹Ë¯È�ÒÒ� °�
äÈ�¯Ò�Ë®��äºÎÓº� �¹º� �Ëº¯ËäË� �������� ¹¯Ë�°�ÈmÒ�
� m� mÒ�Ë� ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒÒ�
Ò°²º�Óº�º�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�Ò�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒÒ�º¹¯Ë�ËãÒ�ËãË®�äÈ�¯Ò���ÒäË��
�Ò²�º�ÒÓÈ}ºm©Ë�°�ºã�©���º°ãË�ÓÒË�¯ÈmÓ©�Ó�ã��¹º�°ãË�°�mÒ���������

�
vãË�°�mÒË��º}ÈÏÈÓº��

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

|¹¯Ë�ËãÒ�Ëã	�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ«�äÈ�¯Ò��¯ÈÏäË¯È�n[n�¯ÈmËÓ�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ
�

Ò²�º¹¯Ë�ËãÒ�ËãË®���º�Ë°�	���det ( ) det detA B A B= ⋅ ����

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

�°��|ºÏÓÈ�Òä� C A B= ����°�
�äÈ�¯Ò�©� A �� B �Ò� C �ÒäË����°ºº��

mË�°�mËÓÓº�� ªãËäËÓ�©� ijα �� klβ � Ò� pqγ �� �º��È�� ¹º� º¹¯Ë�ËãËÓÒ�� ��������

∑
=

=
n

j
jqpjpq

1

βαγ �Ò�¹º�ºä��

�

.

............

............

............

............

det

det

1121211212111

21212212211221221121

11112112111121121111

nnnnnnnnnnnnnnn

nnnnnnnn

nnnnnnnn

C

βαβαβαβαβαβαβα

βαβαβαβαβαβαβα
βαβαβαβαβαβαβα

+++++++

++++++
+++++++

=

=

�

�
�

�º�ãÒÓË®Óºä��°mº®°�m��º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«���Ëº¯ËäÈ���������
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�
�

.det...

...

............

...

...

det...det

},...,,{},...,,{
21

222

111

},...,,{
21

21
21

21

21

21

21

21

21

n
n

n

n

n

n

n

n

iii
iii

niii

ninini

iii

iii

iii
niii

A

C

∗∑

∑

=

==

βββ

ααα

ααα
ααα

βββ
�

�
�

�º°}ºã
}�� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ò� { , , ... , }i i i n1 2 � äº���� °º�Ë¯ÎÈ�
� º�ÒÓÈ}ºm©Ë� �Ò°ãÈ��

�º� º�ËË� �Ò°ãº� °ãÈ�ÈËä©²� m� ¹ºã��ËÓÓº®� °�ääË� ¯ÈmÓº� nn
�� Óº� ÓËÓ�ãËm©²�

°¯Ë�Ò�ª�Ò²�°ãÈ�ÈËä©²�m�°Òã��°ãË�°�mÒ«���������ºã
}º�n!��
�
�

�°���~ÈäË�Òä�� ��º�� ¹º°}ºã
}�� äÈ�¯Ò�©�
},...,,{ 21 niii

A∗ � °º°�ÈmãËÓ©� ÒÏ� �Ë²� ÎË�

°�ºã�ºm����º�Ò� A ��Óº�ÏÈ¹Ò°ÈÓÓ©²�m�¯ÈÏÓºä�¹º¯«�}Ë���º�Ò²�º¹¯Ë�ËãÒ�ËãÒ�

äº����º�ãÒ�È�
°«�m�°Òã���Ëº¯Ëä©���������ºã
}º�ÏÓÈ}ºä��
�
�

�¯Ëº¯ÈÏ�Ëä�}ÈÎ����ÒÏ�äÈ�¯Ò��
},...,,{ 21 niii

A∗ ��¹Ë¯Ë°�ÈmÒm�ËË�°�ºã�©��È}��

��º©�¯È°¹ºãºÎÒ�
�}ÈÎ�©®�°�ºãË��°�äËÓ
	Òä�ÒÓ�Ë}°ºä�¹Ë¯Ë��°�ºã�ÈäÒ�
°�ºã
	ÒäÒ��{�Ò�º�Ë�ª�º®�º¹Ë¯È�ÒÒ�°�ºã�©������¹ºãÓº°�
���¹º¯«�º�ËÓ©��
�ã«� �Ë�º� ¹º�¯Ë�Ë�°«� �Ò°ãº� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºmº}� °�ºã�ºm�� ¯ÈmÓºË� �Ò°ã��

Ë°¹º¯«�}ºm� m� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ë� { , , ... , }L L LQ1 2 �� Ò�� °ãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� �ã«� }ÈÎ�º®�

äÈ�¯Ò�©�
},...,,{ 21 niii

A∗ ���Ë��°¹¯ÈmË�ãÒmº�°ºº�Óº	ËÓÒË�

�

AA n

n

iii

iii
det)1(det ),...,,(ï

},...,,{
21

21

−=∗ ��

�
�

�°����º�°�Èmã««�ª�º�°ºº�Óº	ËÓÒË�m�m©¯ÈÎËÓÒË��ã«�det C ��¹ºã��ÈËä�

�

T

},...,,{
21

),...,,(ï detdet...)1(detdet
21

21
21 BAAC

n

n
n

iii
niii

iii ⋅=−= ∑ βββ ��

�
��º�¹º��Ëº¯ËäË��������Ò��ÈË��
�

det ( ) det detA B A B= ⋅ ��

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�����cÈÏãºÎËÓÒË�º¹¯Ë�ËãÒ�ËãË®�
�
�
�

{©Ë¯Ëä�m�äÈ�¯Ò�Ë� A � °�¯º}Ò�°�ÓºäË¯ÈäÒ� i i i k1 2, , ..., �Ò�°�ºã�©�°�ÓºäË¯ÈäÒ�

j j j k1 2, , ... , ��

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

iË�Ë¯äÒÓÈÓ��}mÈ�¯È�Óº®�äÈ�¯Ò�©�¹º¯«�}È�k��º¯ÈÏºmÈÓÓº®�ªãËäËÓ�ÈäÒ��
°�º«�ÒäÒ� ÓÈ� ¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒÒ� °�¯º}� i i i k1 2, , ..., � Ò� °�ºã�ºm� j j j k1 2, , ... , ��

ÓÈÏ©mÈË�°«�uqtvévu�k�mv�wvé¹lrj�Ò�ººÏÓÈ�ÈË�°«� k

k

jjj
iiiM ,...,,

,...,,
21

21
��

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

iË�Ë¯äÒÓÈÓ�� }mÈ�¯È�Óº®� äÈ�¯Ò�©� ¹º¯«�}È� kn− �� º¯ÈÏºmÈÓÓº®�

ªãËäËÓ�ÈäÒ�� º°�È��ÒäÒ°«� ¹º°ãË� m©�Ë¯}ÒmÈÓÒ«� °�¯º}� i i i k1 2, , ..., � Ò�

°�ºã�ºm� j j j k1 2, , ... , �� ÓÈÏ©mÈË�°«� uqtvévu�� lvwvstqzns�t�u� r� uqtvéy�

k

k

jjj
iiiM ,...,,

,...,,
21

21
���Ò�ººÏÓÈ�ÈË�°«� M i i i

j j j

k

k

1 2

1 2
, ,...,
, ,...,

���

�
�

{©Ë¯Ëä�m�äÈ�¯Ò�Ë� A � i��� °�¯º}��Ò� j�®�°�ºãË��� ÓÈ�¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒÒ�}º�º¯©²�

¯È°¹ºãºÎËÓ� ªãËäËÓ�� ijα �� ��ÈãÒä� ÒÏ� A � m©¯ÈÓÓ©Ë� °�¯º}�� Ò� °�ºãË��� ¯È°°äº�¯Òä�

}mÈ�¯È�Ó���äÈ�¯Ò��� A+
�¯ÈÏäË¯È� )1()1( −×− nn ��

�
�

�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

iË�Ë¯äÒÓÈÓ��äÈ�¯Ò�©� A+
�ÓÈÏ©mÈË�°«�lvwvstqzns�t�u�uqtvévu� M i

j
�

ësnuntzj ijα ��

�
�
�

v�¯�¹¹Ò¯�Ëä�m�º¹¯Ë�ËãËÓÒÒ�����������Ë�Ë¯äÒÓÈÓ�È�äÈ�¯Ò�©� A �m°Ë�°ãÈ�ÈËä©Ë��

°º�Ë¯ÎÈ�ÒË� ªãËäËÓ� ijα �� Ò� m©ÓË°Ëä� Ë�º� ÏÈ� °}º}Ò�� �ºã��Òä� m©¯ÈÎËÓÒË� kqlj�

...det += ijij DA α ���

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

 Ò°ãº� ijD  ÓÈÏ©mÈË�°«�jsmniéjq·nxrqu�lvwvstntqnu�ªãËäËÓ�È� ijα ��

�
�
~ÈäË�Òä����º�m�°Òã��º¹¯Ë�ËãËÓÒ«��������ÒäË���äË°�º�¯ÈmËÓ°�mÈ�
�

�������������� ],1[;det
1

niDA
n

j
ijij =∀= ∑

=
α ���Ò��� ],1[;det

1

njDA
n

k
kjkj =∀= ∑

=
α ������������������

�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

v¹¯ÈmË�ãÒmº�°ºº�Óº�ËÓÒË�
j
i

ji
ij MD +−= )1( ��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
�

�°��� �º�º¹¯Ë�ËãËÓÒ���Ë�Ë¯äÒÓÈÓ�È��������
�

�

......)1(det
},...,,1{

32
),...,,1(�

2

32
2

11 +−= ∑
n

n
n

kk
nkkk

kkA αααα �����

�

�º� Ë°�
� ∑ −=
},...,{

32
),...,(ï

2

32
2

11 ...)1(
n

n
n

kk
nkkk

kkD ααα �� ¹º°}ºã
}�� º�ËmÒ�Óº�� ��º�

),...,,(ï),...,,,1(ï 3232 nn kkkkkk = �� Óº� �º��È� m©¯ÈÎËÓÒË� �ã«� D11� °ºm¹È�ÈË�� °�

Áº¯ä�ãº®� º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«� äÈ�¯Ò�©�� ¹ºã��ÈËäº®� ÒÏ� A � m©�Ë¯}ÒmÈÓÒËä�

¹Ë¯mº�º�°�ºã�È�Ò�¹Ë¯mº®�°�¯º}Ò��vãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� D M11 1
1= ��

�
�

�°��� �º°�¯ºÒä�Óºm���äÈ�¯Ò��� ′A ��¹Ë¯ËäË°�Òm�ªãËäËÓ�� ijα �äÈ�¯Ò�©� A �m�ËË�

ãËm©®�mË¯²ÓÒ®���ºã���ã«��Ë�º�¹Ë¯Ë°�ÈmÒä�i���°�¯º}��ÓÈ�¹Ë¯mºË�äË°�º���ã«�

�Ë�º� ¹º�¯Ë�Ë�°«� i��� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºmº}�� Ò� ¹Ë¯Ë°�ÈmÒä� ÓÈ� ¹Ë¯mºË� äË°�º� j�®�

°�ºãË�����º�¹º�¯Ë�Ë��j���¹Ë¯Ë°�ÈÓºmº}���º��È�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�¹Ë¯Ë°�¯ºËÓ�

Óº®�äÈ�¯Ò�©� ′A �¯ÈmËÓ�

�

det ( ) det ( ) det′ = − = −− + − +A A Ai j i j1 11 1
��

�
jÏ�Áº¯ä�ã©����������°ãË��Ë�����º��ÈÓÓºË�°ºº�Óº	ËÓÒË���Ë���È}ÎË�m©¹ºã�
Ó«�
°«�Ò��ã«�}ÈÎ�º�º�ÒÏ�ËË�°ãÈ�ÈËä©²��¹º°}ºã
}��Èã�Ë¯ÈÒ�Ë°}ºË��º¹ºãÓË�

ÓÒË� ijD � Ë°�
� }ºªÁÁÒ�ÒËÓ�� ¹¯Ò� ijα � m�Áº¯ä�ãË� m©�Ò°ãËÓÒ«� º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«��

�ºª�ºä��°¹¯ÈmË�ãÒmº�¯ÈmËÓ°�mº� 11)1( DD ji
ij ′−= +

��

�
�

�°��� v��¯��º®�°�º¯ºÓ©��º�ËmÒ�Óº����º�ÏÓÈ�ËÓÒË�äÒÓº¯È�ÓË�ÏÈmÒ°Ò��º��¹ºãºÎË�

ÓÒ«�m©�Ë¯}ÒmÈËäº�º�ªãËäËÓ�È�m�äÈ�¯Ò�Ë� ′A ��Ò�¹º�ºä�� M Mi
j = ′1

1
��

�

�°��� ��Ò�©mÈ«� ¹ºã��ËÓÓ©Ë� °ºº�Óº	ËÓÒ«� ij
jij

i DDMM +−=′=′= )1(11
1
1 �� ¹¯Ò²º�Òä�

}�¯ÈmËÓ°�m�� D Mij
i j

i
j= − +( )1 ��

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�
vãË�°�mÒË�
�������

cÈÏãºÎËÓÒË� º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«� ¹º� i��� °�ºã��� ÒäËË�� mÒ��

∑
=

+−=
n

k

i
kki

ik MA
1

)1(det α ���ÒãÒ���
i
k

n

k

i
k

ik MMA ∑
=

+−=
1

)1(det ��

�
�
�

�
�Ëº¯ËäÈ�
�������

jäËË�� äË°�º� ¯ÈmËÓ°�mº� ∆⋅=∑
=

js

n

i
isij D δα

1

�� ��Ë� ∆ = det A � Ò�





≠
=

=
sj

sj
js ,0

,1
δ � 

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�

�º�º¹¯Ë�ËãËÓÒ���������Èã�Ë¯ÈÒ�Ë°}º�º��º¹ºãÓËÓÒ«�ÒäËËä�
�

njnjjjjj DDDA ααα +++= ...det 2211 ��
�

�º�Ë°�
���mË¯Î�ËÓÒË��Ëº¯Ëä©��ã«�°ã��È«�j=s�°¹¯ÈmË�ãÒmº��
�

��°�
� �Ë¹Ë¯
� j≠s� �� �º��È� m©¯ÈÎËÓÒË� nsnjsjsj DDD ααα +++ ...2211 � äºÎÓº� ¯È°�

°äÈ�¯ÒmÈ�
�}È}�¯ÈÏãºÎËÓÒË�¹º�s�ä��°�ºã���º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�äÈ�¯Ò�©����}º�º¯º®�

s�®�°�ºãË��°ºm¹È�ÈË��°� j�ä�°�ºã�ºä��sº��È}º®�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�¯ÈmËÓ�Ó�ã��¹º�
°ãË�°�mÒ���������

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

p°ãÒ� äÈ�¯Ò�È� A � ÓËm©¯ºÎ�ËÓÈ�� �º� ªãËäËÓ�ÈäÒ� º¯È�Óº®� äÈ�¯Ò�©�

A
−1
�«mã«
�°«��Ò°ãÈ� ],1[,;

)1(
nji

M
i
j

ji

ij =
∆

−=
+

β ��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

sÈ®�Ëä� ¹¯ºÒÏmË�ËÓÒË� äÈ�¯Ò�� A � Ò� B �� ��Ë� B � ÒäËË�� ªãËäËÓ�©�

],1[,; njiij =β �� È� °Èäº� ¹¯ºÒÏmË�ËÓÒË� �� ªãËäËÓ�©� pqγ �� �º��È�� °º�ãÈ°Óº�

º¹¯Ë�ËãËÓÒ���������Ò��Ëº¯ËäË���������
�

],1[,;
11)1(

111

njiD
M

pqpq

n

j
qjpj

n

j

j
q

qj

pj

n

j
jqpjpq ==⋅∆⋅

∆
=

∆
=

∆
−== ∑∑∑

==

+

=
δδααβαγ ���

�

kÓÈãº �Ò�ÓºË�°ºº�Óº	ËÓÒË�¹ºã��ÈË�°«�Ò��ã«�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ«� A B ��

�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

�È}Òä�º¯ÈÏºä�� �¹º�º¹¯Ë�ËãËÓÒ�� �������� EABBA == ��Óº��º��È�� °º�ãÈ°Óº�

º¹¯Ë�ËãËÓÒ���������Ò�ãËääË��������� B A=
−1
��

�
vãË�°�mÒË��º}ÈÏÈÓº��

�
�
�

|ºÏÓÈ�Òä� kiiiI +++= ...21 �Ò� kjjjJ +++= ...21 ���º��È�º}ÈÏ©mÈË�°«�°¹¯ÈmË�ãÒ�

mº®�ºº�È��È«�°ãË�°�mÒË��������
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������
��È¹ãÈ°È��

iã«�ÁÒ}°Ò¯ºmÈÓÓº�º�ÓÈº¯È�°�ºã�ºm� kjjj ,...,, 21 �ÒäËË��äË°�º�¯ÈmËÓ�

°�mº� ∑ +−=
},...,,{

,...,,
,...,,

,...,,
,...,,

21

21

21

21

21
)1(det

k

k

k

k

k
iii

jjj

iii
jjj

iii
JI MMA ��

�
�
|�äË�Òä�� ��º� °�ääÒ¯ºmÈÓÒË� m©¹ºãÓ«Ë�°«� ¹º� m°Ëä� mºÏäºÎÓ©ä� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Èä�

ÓºäË¯ºm�°�¯º}� i i i k1 2, , ..., ��

�
�
�

~È�È�È�
�������

Æ�·qxsqz��vwénlnsqzns��ujzéq|��Q�mv�wvé¹lrj�

�

∆n

x a a a

a x a a

a a x a

a a a x

= det

...

...

...

... ... ... ... ...

...

�

�
cË�ËÓÒË�� �°��� ~ÈäË�Òä����º�°�ääÈ�ªãËäËÓ�ºm�}ÈÎ�º�º�°�ºã�È�äÈ�¯Ò�©�º�ÒÓÈ}ºmÈ�

Ò� ¯ÈmÓÈ� x a n+ −( )1 �� �ºª�ºä��� ¹¯ÒÈmÒm� }� ¹Ë¯mº®� °�¯º}Ë� °�ää��

º°�Èã
Ó©²�°�¯º}�Ò�m©Óº°«�º�Ò®�äÓºÎÒ�Ëã
�ÒÏ�¹Ë¯mº®�°�¯º}Ò��ä©�
¹ºã��Òä� äÈ�¯Ò��� °� �Ëä� ÎË� º¹¯Ë�ËãÒ�ËãËä� �°ä�� °ãË�°�mÒ«� ������� Ò�
��������

∆n x a n

a x a a

a a x a

a a a x

= + − ⋅( ( )) det

...

...

...

... ... ... ... ...

...

1

1 1 1 1

���

�
�

�°��� {©�Ò�È«� ÒÏ� }ÈÎ�º®� °�¯º}Ò�� ÓÈ�ÒÓÈ«� °º� m�º¯º®�� ¹Ë¯m��� °�¯º}���

�äÓºÎËÓÓ���ÓÈ�a���¹ºã��Òä�
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

∆n x a n

x a

x a

x a

= + − ⋅
−

−

−

( ( )) det

...

...

...

... ... ... ... ...

...

1

1 1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

��

�

�°��� �º°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº�¹¯ÒäËÓÒm�n���¯ÈÏ�°ãË�°�mÒË���������ã«�¯ÈÏãºÎË�
ÓÒ«�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«�¹º�¹Ë¯mºä��°�ºã����¹¯Ò²º�Òä�}�m©¯ÈÎËÓÒ��

∆n
nx a n x a= + − − −( ( ))( )1 1

���

�
�
�
�

������¯ÈmÒãº�z¯ÈäË¯È�
�
�
�

cÈ°°äº�¯Òä�°Ò°�Ëä��n�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�°�n�ÓËÒÏmË°�Ó©äÒ�
�

����������������











=+++

=+++
=+++

nnnnnn

nn

nn

βξαξαξα

βξαξαξα
βξαξαξα

...

.............................................

...

...

2211

22222121

11212111

� � ÒãÒ� �

],1[

;
1

nj

j

n

i
iji

=

=∑
=

βξα
�������������

���������
�
�

jãÒ�ÎË� m�äÈ�¯Ò�Óº®�Áº¯äË� A x b= �� ��Ë� }mÈ�¯È�ÓÈ«�äÈ�¯Ò�È� A � ÒäËË��

}ºä¹ºÓËÓ�©� jiα ��È�°�ºã�©� x �Ò� b ���°ºº�mË�°�mËÓÓº�}ºä¹ºÓËÓ�©� iξ �Ò� jβ ��

�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�¹º¯«�º�ËÓÓ©®� ÓÈº¯� �Ò°Ëã� },...,,{ 21 nξξξ � ��Ëä� ÓÈÏ©mÈ�
� én¡ntqnu�

xqxznu��sqtnpt�}�yéjktntqp��Ë°ãÒ�¹¯Ò�¹º�°�ÈÓºm}Ë�ª�Ò²��Ò°Ëã�m�°Ò°�
�Ëä��ä©�¹ºã��ÈËä��ºÎ�Ë°�mº��

�
�
jäËË��äË°�º�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������
��¯ÈmÒãº�
z¯ÈäË¯È��

p°ãÒ� ∆ = ≠det A 0�� �º� °��Ë°�m�Ë�� Ë�ÒÓ°�mËÓÓºË� ¯Ë�ËÓÒË� °Ò°�Ëä©�

ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®���������º¹¯Ë�Ëã«ËäºË�Áº¯ä�ãÈäÒ��
�
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

nii
i ,...,2,1; =

∆
∆=ξ ���������Ë�

� ����$�

......

..................

......

......

det

21

222221

111211

−
↑

=∆

i

nnnnn

n

n

i

αβαα

αβαα
αβαα

��

�
��º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã	�äÈ�¯Ò�©��¹ºã��ÈËäº®�ÒÏ�äÈ�¯Ò�©�°Ò°�Ëä©��¯ÈmÓË�

ÓÒ®� A ��ÏÈäËÓº®�ËË�i��º�°�ºã�È�ÓÈ�°�ºãË��°mºº�Ó©²��ãËÓºm� b ��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

�°�� �ºã��Òä� mÓÈ�ÈãË� ��mË¯Î�ËÓÒË� �Ëº¯Ëä©� m� ¹¯Ë�¹ºãºÎËÓÒÒ�� ��º� °Ò°�ËäÈ�

���������ÒäËË��¯Ë	ËÓÒË�

n

x

ξ

ξ
ξ

...
2

1

= ���º�Ë°�
�}º��È�m©¹ºãÓ«��°«�¯ÈmËÓ°�mÈ�

],1[;
1

njj

n

i
iji ==∑

=
βξα ��

�

�äÓºÎÒm� ºË� �È°�Ò� ª�Ò²� ¯ÈmËÓ°�m� ÓÈ� Èã�Ë¯ÈÒ�Ë°}ºË� �º¹ºãÓËÓÒË� Djk � Ò�

¹¯º°�ääÒ¯ºmÈm�¹º�j ��¹ºã��Òä��
�

jk

n

i

n

j
jiji

n

j
jk DD ∑ ∑∑

= ==
=

1 11

)( βξα ��

�
jÏäËÓÒä�¹º¯«�º}�°�ääÒ¯ºmÈÓÒ«� ��º�Ë°�
� m©¹ºãÓÒä�¹Ë¯Ë�¯�¹¹Ò¯ºm}��°ãÈ�
�ÈËä©²��m�ãËmº®��È°�Ò�ª�º�º�¯ÈmËÓ°�mÈ��
�

jk

n

j

n

j
jijkji

n

i

DD∑ ∑∑
= ==

=
1 11

)( βξα ��

�
� sº�m©¯ÈÎËÓÒË�m�}¯��ã©²�°}º}È²�¯ÈmÓº� ∆⋅δik � �¹º��Ëº¯ËäË����������¹ºª�ºä���

��Ò�©mÈ«����º� ∑
=

∆=
n

j
kjkj D

1

β �Ò� ∑
=

∆=∆
n

i
kiik

1

ξξδ ��¹ºã��ÈËä� ],1[, nkkk =∆=∆ξ ��

�

jãÒ��º}ºÓ�È�Ëã
Óº�� ],1[, nkk
k =

∆
∆=ξ ��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�°�� iº}ÈÎËä� �Ë¹Ë¯
�� ��º� m� �°ãºmÒ«²� �Ëº¯Ëä©� °ºmº}�¹Óº°�
� �Ò°Ëã�

],1[, nkk
k =

∆
∆=ξ �Ë°�
�¯Ë	ËÓÒË��ÈÓÓº®�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®���¯Ë�

º¯ÈÏ�Ëä�ãËm©Ë��È°�Ò�Ò°²º�Óº®�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®����������
�

].,1[,
1

)(
1

)(
1

1

1 11 11

nj

DD

jkj

n

k
k

n

k

n

i
kijik

n

i

n

k
kikji

n

i

i
ji

==∆
∆

=

=
∆

=
∆

=
∆
∆

∑

∑ ∑∑ ∑∑

=

= == ==

βδβ

αββαα

�

�
iã«�¹ºã��ËÓÒ«�¹º°ãË�ÓË�º�¯ÈmËÓ°�mÈ�ä©�°ÓºmÈ�ÒÏäËÓÒãÒ�¹º¯«�º}�°�ääÒ¯º�
mÈÓÒ«�Ò�mº°¹ºã
ÏºmÈãÒ°
��Ëº¯Ëäº®��������

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�
�

�����cÈÓ��äÈ�¯Ò�©�
�
�
�

cÈ°°äº�¯Òä� äÈ�¯Ò��� A � ¯ÈÏäË¯È� nm× �� ��°�
� },min{1 nmk ≤≤ �� {©Ë¯Ëä� k�
ÁÒ}°Ò¯ºmÈÓÓ©²�°�ºã�ºm�Ò�°�¯º}��ÓÈ�¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒÒ�}º�º¯©²�°�ºÒ��äÈ�¯Ò�È�äÒÓº¯È�¹º�

¯«�}È�k��
�
�

��°�
�¹¯Ò��ÈÓÓºä�k�m°Ë�äÒÓº¯©�k��º�¹º¯«�}È�¯ÈmÓ©�Ó�ã����º��È������¯ÈmÓ©�

Ó�ã��Ò�m°Ë�äÒÓº¯©�¹º¯«�}È�m©	Ë���Ëä�k��¹º°}ºã
}��}ÈÎ�©®�äÒÓº¯� ( )k + 1 ��º�¹º¯«�}È�

¹¯Ë�°�ÈmÒä�m�mÒ�Ë�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒÒ�äÒÓº¯ºm�¹º¯«�}È�k���vä��°ãË�°�mÒË���������
�
�
�

�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

sÈÒm©°	Ò®� ÒÏ� ¹º¯«�}ºm�� º�ãÒ�Ó©²� º�� Ó�ã«� äÒÓº¯ºm� äÈ�¯Ò�©� A ��

ÓÈÏ©mÈË�°«�éjtmvu�äÈ�¯Ò�©�Ò�ººÏÓÈ�ÈË�°«� rg A ��

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

��º®� ÓËÓ�ãËmº®� äÒÓº¯� äÈ�¯Ò�©�� ¹º¯«�º}� }º�º¯º�º� ¯ÈmËÓ� ËË� ¯ÈÓ����

ÓÈÏ©mÈË�°«�ijoqxt�u�uqtvévu��
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

v�ºã�©� �°�¯º}Ò�� äÈ�¯Ò�©�� m²º�«�ÒË� m� äÈ�¯Ò��� ÈÏÒ°Óº�º� äÒÓº¯È��

ÓÈÏ©mÈ��°«�ijoqxt�uq��
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

cÈ°°äº�¯Òä�n m�}ºä¹ºÓËÓ�Ó©²�°�ºã�ºm�mÒ�È��
�
�

mn

n

n

n

mm

aaa

α

α
α

α

α
α

α

α
α

...
;...;

...
;

...
2

1

2

22

12

2

1

21

11

1 === �Ò�°�ºã�©�

0

...

0

0

;
...

2

1

== ob

mβ

β
β

��

�
�
�º°}ºã
}�� �ã«� °�ºã�ºm� �}È}� �È°�Óº�º� °ã��È«� äÈ�¯Ò��� º¹¯Ë�ËãËÓ©� º¹Ë¯È�ÒÒ�

°ãºÎËÓÒ«�Ò��äÓºÎËÓÒ«�ÓÈ��Ò°ãº���º�äºÎÓº��ºmº¯Ò�
����º�°�ºãË�� b �Ë°�
�sqtnptj¹�

rvuiqtj|q¹� °�ºã�ºm� a a an1 2, , ... , �� Ë°ãÒ� °��Ë°�m���� �Ò°ãÈ� nλλλ .,,.., 21 � �È}ÒË��

��º� ∑
=

=
n

i
ii ab

1

λ ��

�
�

�Ëº¯ËäÈ��
�������
�|�ÈÏÒ°Óºä��
äÒÓº¯Ë��

{°«}Ò®�°�ºãË���°�¯º}È��äÈ�¯Ò�©�Ë°�	�ãÒÓË®ÓÈ«�}ºäÒÓÈ�Ò«�ÈÏÒ°�
Ó©²�°�ºã�ºm��°�¯º}��ª�º®�äÈ�¯Ò�©��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�

�°�� ��°�
�¯ÈÓ��äÈ�¯Ò�©�¯ÈmËÓ�r���rËÏ�º�¯ÈÓÒ�ËÓÒ«�º�Óº°�Ò�äºÎÓº�°�Ò�È�
����º�

äÈ�¯Ò�È�ÈÏÒ°Óº�º�äÒÓº¯È�¯È°¹ºãºÎËÓÈ�m�ãËmºä�mË¯²ÓËä���ã��äÈ�¯Ò�©� A ��

�

|}È®äÒä� äÈ�¯Ò��� ÈÏÒ°Óº�º� äÒÓº¯È� i�®� °�¯º}º®� Ò� j�ä� °�ºã�ºä� Ò�
¯È°°äº�¯Òä�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�
�

ijiri

rjrrr

jr

ααα
ααα

ααα

...

...

............

...

det

1

1

1111

=∆ ��

�
}º�º¯©®�¯ÈmËÓ�Ó�ã���

�

iË®°�mÒ�Ëã
Óº��Ë°ãÒ� 0 ≤ ≤i r �� 0 ≤ ≤j r ����º�ÒäËËä�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�°�º�ÒÓÈ}º�

m©äÒ�°�ºã�ÈäÒ��°�¯º}ÈäÒ���p°ãÒ�ÎË� U L P< ≤ �� r j m< ≤ ����º� ∆ = 0 ��m�°Òã��

º¹¯Ë�ËãËÓÒ«�¯ÈÓ�È�äÈ�¯Ò�©��}È}�äÒÓº¯�¹º¯«�}È�r+ 1���
�
�

�°�� cÈÏãºÎÒä�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�∆�¹º�¹º°ãË�ÓË®�°�¯º}Ë��¹ºã��Òä�
�

0...2211 =++++ MDDD ijririi αααα ��
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

��Ë� M ≠ 0� �� ÈÏÒ°Ó©®� äÒÓº¯�� È� D Dr1,..., �� ÓË}º�º¯©Ë� Èã�Ë¯ÈÒ�Ë°}ÒË�

�º¹ºãÓËÓÒ«��ÓË�ÏÈmÒ°«�ÒË�º�� i� ��vãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� irriiij αλαλαλα +++= ...2211 ��

��Ë��
M

Ds
s −=λ ��∀i��

�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

v�ºã�©� a a an1 2, ,... , ���Ëä�ÓÈÏ©mÈ�
�sqtnptv�ojkqxqu�uq��Ë°ãÒ�

°��Ë°�m���� ÓË� ¯ÈmÓ©Ë� Ó�ã�� º�Óºm¯ËäËÓÓº� �Ò°ãÈ� λ λ λ1 2, ,... , n � �È}ÒË��

��º� )0(,
11

>= ∑∑
==

n

i
ii

n

i
i oa λλ ��

�
�
�

�ËääÈ�
�������

iã«��º�º���º©�°�ºã�©��°�¯º}Ò��äÈ�¯Ò�©�©ãÒ�ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©�
äÒ��ÓËº²º�Òäº�Ò��º°�È�º�Óº����º©�º�ÒÓ�ÒÏ�ÓÒ²�©ã�ãÒÓË®Óº®�}ºä�
ÒÓÈ�ÒË®�º°�Èã	Ó©²��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

vºm¹È�ÈË��°��º}ÈÏÈ�Ëã
°�mºä�ãËää©��������
�
�
�

�ËääÈ�
�������

p°ãÒ�º�ÒÓ�ÒÏ�°�ºã�ºm�äÈ�¯Ò�©�Ë°�	�ãÒÓË®ÓÈ«�}ºäÒÓÈ�Ò«�ÓË}º�º�
¯º�º� ¹º�äÓºÎË°�mÈ� º°�Èã	Ó©²�� �º� °�ºã�©� ª�º®� äÈ�¯Ò�©� ãÒÓË®Óº�
ÏÈmÒ°Òä©��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

�º�ãËääË��������äºÎÓº���mË¯Î�È�
����º�°¯Ë�Ò�°�ºã�ºm�äÈ�¯Ò�©�Ë°�
�¹º�äÓº�
ÎË°�mº� ãÒÓË®Óº� ÏÈmÒ°Òä©²�� sº� �º��È� m� ãÒÓË®Óº®� }ºäÒÓÈ�ÒÒ� m°Ë²� °�ºã�ºm�
äÈ�¯Ò�©��ã«�°�ºã�ºm���º¹ºãÓ«��Ò²�¹º�äÓºÎË°�mº�ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©²��äºÎÓº�

¹ºãºÎÒ�
�λi=0��
�
�vä���º}ÈÏÈ�Ëã
°�mº��Ëº¯Ëä©���������
�

�ËääÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

iã«��º�º���º©�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã	�©ã�¯ÈmËÓ�Ó�ã
��ÓËº²º�Òäº�Ò��º°�È�
�º�Óº����º©�Ë�º�°�ºã�©��°�¯º}Ò��©ãÒ�ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©äÒ��

�
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº�ÓËº²º�Òäº°�Ò��

�

��°�
�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�¯ÈmËÓ�Ó�ã����º��È�¯ÈÓ��Ë�º�äÈ�¯Ò�©�äËÓ
	Ë�Q���º��Ëº¯ËäË�
º�ÈÏÒ°Óºä�äÒÓº¯Ë�m°«}Ò®�°�ºãË��Ë°�
�ãÒÓË®ÓÈ«�}ºäÒÓÈ�Ò«�ÈÏÒ°Ó©²�°�ºã�
�ºm�Ò��º��È�¹º�ãËääË��������°�ºã�©�äÈ�¯Ò�©�ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��º°�È�º�Óº°�Ò��
�

��°�
� °�ºã�©� äÈ�¯Ò�©� ãÒÓË®Óº� ÏÈmÒ°Òä©�� �º� ãËääË� ������� º�ÒÓ� ÒÏ� °�ºã�ºm�
Ë°�
�ãÒÓË®ÓÈ«�}ºäÒÓÈ�Ò«�º°�Èã
Ó©²��

��°�
�ª�º��°�ºãË��¹º°ãË�ÓÒ®���º�Ë°�
� i

n

i
in aa ∑

−

=
=

1

1

λ ���äÓºÎÒä�¹º°ãË�ºmÈ�

�Ëã
Óº���ã«�i=1, 2, ... , n�1) i�®�°�ºãË��ÓÈ��Ò°ãº� λ i �Ò�°ãºÎÒä�m°Ë�Ò²��{©�Ò�ÈÓÒË�

ª�º®�°�ää©�ÒÏ�°�ºã�È� na �ÓË�ÒÏäËÓÒ��mËãÒ�ÒÓ©�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã«��Óº�¹º°}ºã
}��

¹¯Ò�ª�ºä�ä©�¹ºã��Òä�Ó�ãËmº®�°�ºãË����º�º¹¯Ë�ËãÒ�Ëã
�¯ÈmËÓ�Ó�ã���
�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������
�|�¯ÈÓ�Ë��
äÈ�¯Ò�©��

lÈ}°ÒäÈã	ÓºË��Ò°ãº�ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©²�°�ºã�ºm�äÈ�¯Ò�©�¯ÈmÓº�
äÈ}°ÒäÈã	Óºä���Ò°ã��ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©²�°�¯º}�äÈ�¯Ò�©�Ò�¯ÈmÓº�
¯ÈÓ���äÈ�¯Ò�©��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
�

�°��p°ãÒ�¯ÈÓ��äÈ�¯Ò�©�Ó�ãËmº®���º�m°Ë�ËË�ªãËäËÓ�©�Ó�ãËm©Ë�Ò�°¯Ë�Ò�ÓÒ²�ÓË��ãÒ�
ÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©²��

�

��°�
�¯ÈÓ��äÈ�¯Ò�©�¯ÈmËÓ�r>0���cÈ°°äº�¯Òä�äÈ�¯Ò����°º°�ÈmãËÓÓ���ÒÏ�r�È�
ÏÒ°Ó©²�°�ºã�ºm�äÈ�¯Ò�©��|ÓÈ�ÒäËË��ÓËÓ�ãËmº®�äÒÓº¯�U��º�¹º¯«�}È�Ò��°ãË�
�ºmÈ�Ëã
Óº��ËË�°�ºã�©�ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©��

�
�

�°��{©Ë¯Ëä� k>r� °�ºã�ºm� äÈ�¯Ò�©� Ò� ¹º}ÈÎËä�� ��º� ª�Ò� °�ºã�©� ãÒÓË®Óº�

ÏÈmÒ°Òä©�� �º°�¯ºÒä� ÒÏ� m©¯ÈÓÓ©²� °�ºã�ºm� äÈ�¯Ò��� A∗
�� pË� ¯ÈÓ�� R≤r��

¹º°}ºã
}�� A∗
� «mã«Ë�°«� �È°�
�� äÈ�¯Ò�©� A �� vãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� R≤r<k� Ò� m�

äÈ�¯Ò�Ë� A∗
� Ë°�
�� ¹º� }¯È®ÓË®� äË¯Ë�� º�ÒÓ� ÓËÈÏÒ°Ó©®� °�ºãË��� Ò� �º��È�

°�ºã�©�äÈ�¯Ò�©� A �ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©�¹º�ãËääË��������

�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�����vÒ°�Ëä©�m�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�°�n�ÓËÒÏmË°�Ó©äÒ�
�
�
�

cÈ°°äº�¯Òä�°Ò°�Ëä� m ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�° n�ÓËÒÏmË°�Ó©äÒ�mÒ�È 
�

��������������������











=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

βξαξαξα

βξαξαξα
βξαξαξα

...

............................................

...

...

2211

22222121

11212111

��ÒãÒ� ],1[,
1

mjj

n

i
iji ==∑

=
βξα �������������������

�

ÒãÒ�ÎË��m�äÈ�¯Ò�Óº®�Áº¯äË� A x b= ����Ë�äÈ�¯Ò�È� A �¯ÈÏäË¯È�m n× �ÒäËË��}ºä�

¹ºÓËÓ�©� α ji �� È� °�ºã�©� x � Ò� b � °ºº�mË�°�mËÓÓº� }ºä¹ºÓËÓ�©� ],1[, nii =ξ �� Ò�

β j j m, [ , ]= 1 ��

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�¹º¯«�º�ËÓÓ©®� ÓÈº¯� �Ò°Ëã� },...,,{ 00
2

0
1 nξξξ � ��Ëä� ÓÈÏ©mÈ�
� ·jxzt�u�

én¡ntqnu� °Ò°�Ëä©� ãÒÓË®Ó©²� �¯ÈmÓËÓÒ®� ���������� Ë°ãÒ� ¹¯Ò� ¹º�°�ÈÓºm}Ë�
ª�Ò²��Ò°Ëã�m�°Ò°�Ëä��ä©�¹ºã��ÈËä�mË¯Ó©Ë�¯ÈmËÓ°�mÈ�� È°�ÓºË�¯Ë	ËÓÒË�
°Ò°�Ëä©� ãÒÓË®Ó©²� �¯ÈmÓËÓÒ®� äºÎË�� �È}ÎË� ©�
� ÏÈ¹Ò°ÈÓº� m� mÒ�Ë�

°�ºã�È�

0

0
2

0
1

0

...

n

x

ξ

ξ
ξ

= ��vºmº}�¹Óº°�
�m°Ë²��È°�Ó©²�¯Ë	ËÓÒ®�°Ò°�Ëä©�ãÒ�

ÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®����������ÓÈÏºmËä�vi�qu�én¡ntqnu�°Ò°�Ëä©����������
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

p°ãÒ�°Ò°�ËäÈ����������ÒäËË��²º�«�©�º�Óº��È°�ÓºË�¯Ë	ËÓÒË���º�ºÓÈ�ÓÈ�

Ï©mÈË�°«� xvkunxztvp�� m� ¹¯º�ÒmÓºä� °ã��ÈË� �� tnxvkunxztv®� °Ò°�Ëäº®�
�¯ÈmÓËÓÒ®��

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

lÈ�¯Ò �È�

mnmm

n

n

A

ααα

ααα
ααα

...

............

...

...

21

22221

11211

= � ÓÈÏ©mÈË�°«� vxtvktvp� äÈ�¯Ò�Ë®�

°Ò°�Ëä©� ���������� È� äÈ�¯Ò�È�

mmnmm

n

n

bA

βααα

βααα
βααα

...

...............

...

...

21

222221

111211

= � �� éjx�

¡qénttvp�äÈ�¯Ò�Ë®�ª�º®�°Ò°�Ëä©��
�
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

vÒ°�ËäÈ� ��������� ÓÈÏ©mÈË�°«� vltvévltvp�� Ë°ãÒ� β j j m= ∀ =0 1, [ , ] �� m�

¹¯º�ÒmÓºä�°ã��ÈË���tnvltvévltvp�°Ò°�Ëäº®��¯ÈmÓËÓÒ®��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������
�z¯ºÓË}Ë¯È�
zÈ¹ËããÒ��

iã«��º�º���º©�°Ò°�ËäÈ����������©ãÈ�°ºmäË°�ÓÈ��ÓËº²º�Òäº�Ò��º°�È�
�º�Óº����º©�¯ÈÓ��ËË�º°ÓºmÓº®�äÈ�¯Ò�©�©ã�¯ÈmËÓ�¯ÈÓ���¯È°�Ò¯ËÓ�
Óº®��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº�ÓËº²º�Òäº°�Ò��
�
�
�

��°�
� °��Ë°�m�Ë�� ¯Ë	ËÓÒË� °Ò°�Ëä©� ��������� },...,,{ 21 nξξξ �� �º��È� ª��� °Ò°�Ëä��

äºÎÓº�¹¯Ë�°�ÈmÒ�
�m�mÒ�Ë�°ãË����Ë�º�¯ÈmËÓ°�mÈ�
�

baaa nn =+++ ξξξ ...2211 ��

�

��Ë� ],1[,
T

21 nia miiii == ααα � ��

�
�º°}ºã
}��m�ª�ºä�°ã��ÈË�°�ºãË��°mºº�Ó©²��ãËÓºm�Ë°�
�ãÒÓË®ÓÈ«�}ºäÒÓÈ�Ò«�
°�ºã�ºm�� º¯ÈÏ���Ò²� º°ÓºmÓ��� äÈ�¯Ò���� �º� �Ò°ãº� ãÒÓË®Óº� ÓËÏÈmÒ°Òä©²�
°�ºã�ºm�º°ÓºmÓº®�Ò�¯È°	Ò¯ËÓÓº®�äÈ�¯Ò����Ë��º�ÒÓÈ}ºm©ä��
�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��º°�È�º�Óº°�Ò��

�
�

��°�
�¯ÈÓ��º°ÓºmÓº®�äÈ�¯Ò�©�¯ÈmËÓ�¯ÈÓ���¯È°	Ò¯ËÓÓº®�äÈ�¯Ò�©�Ò�¯ÈmËÓ�U��rËÏ�
º�¯ÈÓÒ�ËÓÒ«�º�Óº°�Ò�¹¯Ë�¹ºãºÎÒä����º�ÈÏÒ°Ó©®�äÒÓº¯�¯È°¹ºãºÎËÓ�m�ãËmºä�
mË¯²ÓËä���ã��¯È°	Ò¯ËÓÓº®�äÈ�¯Ò�©��Óº��º��È�¹º��Ëº¯ËäË���������º�ÈÏÒ°Óºä�äÒ�

Óº¯Ë��ÒäËË��äË°�º�¯ÈmËÓ°�mº� b ai
i

r

i=
=
∑λ

1

��}º�º¯ºË�äºÎÓº�¹Ë¯Ë¹Ò°È�
�m�mÒ�Ë�

b a ai
i

r

i i
i r

n

= +
= = +
∑ ∑λ

1 1

0 ��

�
|�ÓÈ}º� ¹º°ãË�ÓËË� ºÏÓÈ�ÈË��� ��º� °Ò°�ËäÈ� ��������� ÒäËË�� ¯Ë	ËÓÒË�

{ , ,..., , ,..., }λ λ λ1 2 0 0r ���º�Ë°�
�ºÓÈ�°ºmäË°�ÓÈ��

�
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

~È�È�È�
�������

Ívrj qzn�xwéjknlsqkvxz��xsnlyí�nmv�yzkné lntq¹��

�

bs¹�zvmv�·zvi��wé¹u�n� A x B y C i ni i i+ + = =0 1, [ , ] �wnénxnrjsqx��
k�vltvp�q�zvp� n�zv·rn��tnvi}vlquv�q�lvxzjzv·tv��·zvi��



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

rg
... ...

rg
... ... ...

A B

A B

A B

A B C

A B C

A B Cn n n n n

1 1

2 2

1 1 1

2 2 2= ��

�
�
�
�

�����n�Ó�ÈäËÓ�Èã	ÓÈ«�°Ò°�ËäÈ�¯Ë�ËÓÒ®�
�
�
�
nÈ}�� ÓË°ºmäË°�Óº°�Ò� °Ò°�Ëä©� ��������� äºÎÓº� �°�ÈÓºmÒ�
�� ºÓÈ¯�ÎÒm�

ÓË°ºm¹È�ËÓÒË�¯ÈÓ�ºm�º°ÓºmÓº®�Ò�¯È°	Ò¯ËÓÓº®�äÈ�¯Ò���cÈ°°äº�¯Òä��Ë¹Ë¯
�°ã��È®��}º��È�
°Ò°�ËäÈ����������°ºmäË°�ÓÈ�Ò�ÓÈ®�Ëä�m°Ë�ËË�¯Ë	ËÓÒ«��

�
�
iã«�¹º°�¯ºËÓÒ«�º�Ë�º�¯Ë	ËÓÒ«������¹ºãËÏÓ©�°ãË����ÒË�ãËää©��
�
�

�ËääÈ��
�������

�

�
È«�ãÒÓË®ÓÈ«�}ºäÒÓÈ�Ò«��È°�Ó©²�¯Ë�ËÓÒ®�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�
����������È}ÎË�«mã«Ë�°«�ËË��È°�Ó©ä�¯Ë�ËÓÒËä��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

��°�
� x i ki

i

i

n
i

= =

ξ
ξ

ξ

1

2 1
...

, [ , ] ����È°�Ó©Ë�¯Ë	ËÓÒ«�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�� �º�Ë°�
��

A x o i ki = ∀ =, [ , ]1 �� cÈ°°äº�¯Òä� °�ºãË�� ∑
=

=
k

i

i
i xy

1

λ �� �º� ¹¯ÈmÒãÈä�

�Ë®°�mÒ®�°�äÈ�¯Ò�ÈäÒ��ã«�ÓË�º�°¹¯ÈmË�ãÒm©�¯ÈmËÓ°�mÈ�
� �

oxAxAyA
k

i

i
i

k

i

i
i === ∑∑

==
)()(

11

λλ ��

�
�ËääÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�

�ËääÈ�
�������

�

v�ääÈ� ÓË}º�º¯º�º� �È°�Óº�º� ¯Ë�ËÓÒ«� º�Óº¯º�Óº®� °Ò°�Ëä©� ��������� Ò�
ÓË}º�º¯º�º��È°�Óº�º�¯Ë�ËÓÒ«�ÓËº�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�«mã«Ë�°«��È°��
Ó©ä�¯Ë�ËÓÒËä�ÓËº�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�����������

�
�
�
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

��°�
� x ����È°�ÓºË�¯Ë	ËÓÒË�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©��È� y ���ÓË}º�º¯ºË��È°�ÓºË�

¯Ë	ËÓÒË� ÓËº�Óº¯º�Óº®�� �º� Ë°�
� A x o A y b= =, �� �º��È�� ¹º�

¹¯ÈmÒãÈä��Ë®°�mÒ®�°�äÈ�¯Ò�ÈäÒ��°¹¯ÈmË�ãÒm©�¯ÈmËÓ°�mÈ�
�

A x y A x A y o b b( )+ = + = + = ��

�
�ËääÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�

�ËääÈ�
�������

�

cÈÏÓº°�	� �m�²� ÓË}º�º¯©²� �È°�Ó©²� ¯Ë�ËÓÒ®� ÓËº�Óº¯º�Óº®� °Ò°�Ëä©�
���������«mã«Ë�°«��È°�Ó©ä�¯Ë�ËÓÒËä�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�����������

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

��°�
� x � Ò� y � �� �È°�Ó©Ë� ¯Ë	ËÓÒ«� ÓËº�Óº¯º�Óº®� °Ò°�Ëä©�� �º� Ë°�
��

A x b A y b= =, ���º��È��¹º�¹¯ÈmÒãÈä��Ë®°�mÒ®�°�äÈ�¯Ò�ÈäÒ��°¹¯È�

mË�ãÒm©�¯ÈmËÓ°�mÈ�
�

A x y A x A y b b o( )− = − = − = ��

�
�ËääÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�

~ÈäË�ÈÓÒ«���°��� jÏ���mË¯Î�ËÓÒ«�ãËää©��������°ãË��Ë�����º��
�

º�ËË�¯Ë�ËÓÒË�ÓËº�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©��¯ÈmÓËÓÒ®�Ë°�	�º�ËË�¯Ë�ËÓÒË�
º�Óº¯º�Óº®�¹ã
°�ÓË}º�º¯ºË��È°�ÓºË�¯Ë�ËÓÒË�ÓËº�Óº¯º�Óº®��

�
Ò� ¹ºª�ºä�� ¹¯Ë�°�Èmã«Ë�°«� �ËãË°ºº¯ÈÏÓ©ä� mÓÈ�ÈãË� ÒÏ��Ò�
� mº¹¯º°� º�
ÓÈ²ºÎ�ËÓÒÒ�º�Ë�º�¯Ë	ËÓÒ«�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®��

�

�°���|�Óº¯º�ÓÈ«�°Ò°�ËäÈ�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�m°Ë��È�°ºmäË°�ÓÈ��¹º°}ºã
}����

ÓËË�Ë°�
��¹º�}¯È®ÓË®�äË¯Ë��º�Óº��È°�ÓºË��ÓÈÏ©mÈËäºË�zéqkqjs�t�u��¯Ë�

	ËÓÒË���ã«�}º�º¯º�º�m°Ë�ÓËÒÏmË°�Ó©Ë�ÒäË���tysnkvn�otj·ntqn��
�

�°����º°}ºã
}���È°�Ó©Ë�¯Ë	ËÓÒ«�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�¹¯Ë�°�ÈmÒä©�
m�mÒ�Ë�°�ºã�ºm���º��Ò°¹ºã
Ï�«�º¹Ë¯È�ÒÒ�°¯ÈmÓËÓÒ«��°ãºÎËÓÒ«�Ò��äÓº�
ÎËÓÒ«�ÓÈ��Ò°ãº��ã«�°�ºã�ºm��È��È}ÎË�ãËää����������äºÎÓº�mmË°�Ò�¹ºÓ«�
�ÒË�ãÒÓË®Óº®�ÏÈmÒ°Òäº°�Ò�¯Ë	ËÓÒ®�ÈÓÈãº�Ò�Óº�º¹¯Ë�ËãËÓÒ���������

�
�
�

�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�

|�Óº¯º�ÓÈ«� °Ò°�ËäÈ� ��������� ÒäËË�� n A− rg � ãÒÓË®Óº� ÓËÏÈmÒ°Òä©²�

�È°�Ó©²�¯Ë�ËÓÒ®��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�

�°��cÈ°°äº�¯Òä�mÓÈ�ÈãË�°ºmäË°�Ó���ÓËº�Óº¯º�Ó���°Ò°�Ëä�����������
�










=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

βξαξαξα

βξαξαξα
βξαξαξα

...

...............................................

...

...

2211

22222121

11212111

�

�
Ò� ¹¯Ë�¹ºãºÎÒä�� ��º� äÈ�¯Ò�È� ÈÏÒ°Óº�º� äÒÓº¯È� ¯È°	Ò¯ËÓÓº®� äÈ�¯Ò�©�

A b| ��ÒäË��Ë®�¯ÈÓ��r�≤�min{n,m} ��¯È°¹ºãºÎËÓÈ�m�ãËmºä�mË¯²ÓËä���ã��¹º�

°ãË�ÓË®��
�
�
�º� �Ëº¯ËäË� ������� �º� ÈÏÒ°Óºä�äÒÓº¯Ë��¹º°ãË�ÓÒË� m r− � �¯ÈmÓËÓÒ®�«mã«��°«�

ãÒÓË®Ó©äÒ� }ºäÒÓÈ�Ò«äÒ� ¹Ë¯m©²� r �¯ÈmÓËÓÒ®� Ò�� °ãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� Ò²� äºÎÓº�
º�¯º°Ò�
�� ¹º°}ºã
}�� ºÓÒ� ����� �ºÎ�Ë°�mËÓÓº� ��ºmãË�mº¯«�
°«� ¯Ë	ËÓÒ«äÒ�

¹Ë¯m©²� r� �¯ÈmÓËÓÒ®�� {� º°�Èm	Ò²°«� �¯ÈmÓËÓÒ«²� ¹Ë¯ËÓË°Ëä� m� ¹¯Èm©Ë� �È°�Ò�

°ãÈ�ÈËä©Ë��°º�Ë¯ÎÈ�ÒË�ÓËÒÏmË°�Ó©Ë� nrr ξξξ ,...,, 21 ++ ��

�











−−−=+++

−−−=+++
−−−=+++

++

++

++

nnrrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

ξαξαβξαξαξα

ξαξαβξαξαξα
ξαξαβξαξαξα

,11,2211

211222222121

111111212111

......

......................................................................................

......

......

��

�

sËÒÏmË°�Ó©Ë� rξξ ,...,1 � ÓÈÏ©mÈ��°«� vxtvkt�uq� �msjkt�uq�� ojkqxqu�uq��� È�

ÓËÒÏmË°�Ó©Ë� nr ξξ ,...,1+ � �� xkvivlt�uq� �wjéjunzéq·nxrquq�� tnojkqxqu�uq���

�¯Ò°mºÒä� °mºº�Ó©ä� ÓËÒÏmË°�Ó©ä� ÓË}º�º¯©Ë� }ºÓ}¯Ë�Ó©Ë� ÏÓÈ�ËÓÒ«�

rnnr −+ == µξµξ ,...,11 �Ò�¯È°°�Ò�ÈËä�¹º�¹¯ÈmÒã��z¯ÈäË¯È���Ëº¯ËäÈ���������°ºº��

mË�°�m���ÒË�Òä�ÏÓÈ�ËÓÒ«�º°ÓºmÓ©²�ÓËÒÏmË°�Ó©²�
�

                                                             j��®�°�ºãË��

������������������

rr

rn

k
kkrrrr

r

rn

k
kkr

j M
αµαβα

αµαβα

ξ

......

...............

......

det
1

1
,1

1
1

,1111

∑

∑

−

=
+

−

=
+

−

−

=

↓

�����������������������������

�
�

��Ë�j [1,r]���È�M���ÈÏÒ°Ó©®�äÒÓº¯���������������������������������������������������������������
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

�°����Ë¹Ë¯
� ¯È°°äº�¯Òä� º�Óº¯º�Ó��� °Ò°�Ëä��� �º� ãÒÓË®Óºä�� °mº®°�m��
º¹¯Ë�ËãÒ�ËãË®� ��Ëº¯ËäÈ� �������� ¹ºã��ÈËä� m©¯ÈÎËÓÒ«� �ã«� ÏÓÈ�ËÓÒ®�
ÓËÒÏmË°�Ó©²��

������������������ ,],1[,;],1[,
1

rnirj iir

rn

k
kjkj −==== +

−

=
∑ µξµκξ �����������������������

�
��Ë�

↑

−==
−

−
=

+

+

.],1[,],1[,

......

...............

......

det
1

,1

1,111

rnkrj
M

rrkrrr

rkr

jk

ααα

ααα
κ

�

�����������������������������������j��®�°�ºãË���
�
sÈ}ºÓË���m�äÈ�¯Ò�Óº®�Áº¯äË�°ºº�Óº	ËÓÒ«����������äº����©�
�ÏÈ¹Ò°ÈÓ©��È}�
�

rn

rnrrr

rn

rn

n

r

r

r

−

−

−

−

+

+
=

µ

µ
µ

κκκ

κκκ
κκκ

ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

�

�

����

�

�

�

����

�

�

�

�

2

1

,21

,22221

,11211

2

1

2

1

100

010

001 �ÒãÒ�

n

r

r

rnrrr

rn

rn

r ξ

ξ
ξ

κκκ

κκκ
κκκ

ξ

ξ
ξ

�

�

����

�

�

�

2

1

,21

,22221

,11211

2

1

+

+

−

−

−

=
����������

�
�

�°����ºãÈ�È«� 0...,1 321 ===== −rnµµµµ ��¹ºã��Òä�¯Ë	ËÓÒË� }0,...,0,1,,...,,{ 11
2

1
1 rξξξ ��

�

kÓÈãº �Ò�Óº� ¹¯Ò� 0...,1,0 321 ===== −rnµµµµ � ÓÈ®�Ëä� ¯Ë	ËÓÒË�

}0,...,1,0,,...,,{ 22
2

2
1 rξξξ ��

�
�¯º�ºãÎÈ«� ª�º�� ¹¯º�Ë°°�� ¹ºã��Òä� m� }ºÓ�Ë� ¹¯Ò�

1,0... 1321 ====== −−− rnrn µµµµµ �¯Ë	ËÓÒË� }1,...,0,0,,...,,{ 21
rn

r
rnrn −−− ξξξ ��

�
�

vºmº}�¹Óº°�
� ¹ºã��ËÓÓ©²� ¯Ë	ËÓÒ®� ��Ëä� ÓÈÏ©mÈ�
� tvéujs�tvp� {ytljunt�

zjs�tvp�xqxznuvp�én¡ntqp��
�
�

�°����º}ÈÎËä��Ë¹Ë¯
����º�¹º°�¯ºËÓÓ©Ë�n�r��È°�Ó©²�¯Ë	ËÓÒ®�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ë�
ä©� �¯ÈmÓËÓÒ®� ��������� «mã«��°«� ãÒÓË®Óº� ÓËÏÈmÒ°Òä©äÒ�� iË®°�mÒ�Ëã
Óº��
ÏÈ¹Ò°Èm�ª�Ò�¯Ë	ËÓÒ«�}È}�°�¯º}Ò��¹ºã��Òä�äÈ�¯Ò���mÒ�È�

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�
�

1...00...

........................

0...10...

0...01...

21

22
2

2
1

11
2

1
1

rn
r

rnrn

r

r

−−− ξξξ

ξξξ
ξξξ

��

�
~ÈäË�Òä����º�ËË�¯ÈÓ���°�º�Óº®�°�º¯ºÓ©��ÓË�äËÓ
	Ë���Ëä�n r− , �¹º°}ºã
}��°º�Ë¯�
ÎÒ��ÓËÓ�ãËmº®�äÒÓº¯�ª�º�º�¹º¯«�}È��Óº��°��¯��º®�°�º¯ºÓ©��ÓË�ºã
	Ë���Ëä��Ò°ãº�
°�¯º}�m�ª�º®�äÈ�¯Ò�Ë��¯ÈmÓºË� n r− , �Ò�¹º�ºä��¯ÈÓ��m��º�Óº°�Ò�¯ÈmËÓ� ,rn− ���º�

�º}ÈÏ©mÈË��ãÒÓË®Ó���ÓËÏÈmÒ°Òäº°�
�¹º°�¯ºËÓÓ©²��È°�Ó©²�¯Ë	ËÓÒ®��
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

Ðytljuntzjs�tvp�xqxznuvp�én¡ntqp��ã«�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�

��������� ÓÈÏ©mÈË�°«� °ºmº}�¹Óº°�
� ã�©²� n A− rg � �È°�Ó©²�� ãÒÓË®Óº�

ÓËÏÈmÒ°Òä©²�¯Ë	ËÓÒ®�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�������������Ë� n ���Ò°ãº�ÓË�

ÒÏmË°�Ó©²�m�°Ò°�ËäË�����������È� A ���ËË�º°ÓºmÓÈ«�äÈ�¯Ò�È��

�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�

zÈÎ�ºË� �È°�ÓºË� ¯Ë�ËÓÒË� º�Óº¯º�Óº®� °Ò°�Ëä©� ��������� äºÎË�� ©�	�
¹¯Ë�°�ÈmãËÓº�m�mÒ�Ë�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒÒ��È°�Ó©²�¯Ë�ËÓÒ®��º¯È�
Ï�
�Ò²�Óº¯äÈã	Ó�
�Á�Ó�ÈäËÓ�Èã	Ó�
�°Ò°�Ëä��¯Ë�ËÓÒ®��

�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

��°�
��ÈÓº�¯Ë	ËÓÒË� },...,,{ 21 nξξξ �º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©����������cÈ°°äº�¯Òä�äÈ��

¯Ò���¯ÈÏäË¯È� ( )n r n− + ×1 ��

�

����������������������

1...00...

........................

0...10...

0...01...

......

21

22
2

2
1

11
2

1
1

2121

rn
r

rnrn

r

r

nrrr

−−−

++

ξξξ

ξξξ
ξξξ

ξξξξξξ

�������������������������������

�
¯ÈÓ��}º�º¯º®��°�º�Óº®�°�º¯ºÓ©��º�ËmÒ�Óº��ÓË�äËÓ
	Ë���Ëä�n r− ��
�

v��¯��º®�°�º¯ºÓ©��¹Ë¯m©Ë�r�°�ºã�ºm�ª�º®�äÈ�¯Ò�©�«mã«��°«�ãÒÓË®Ó©äÒ�}ºä�
ÒÓÈ�Ò«äÒ��ÏÈ�ÈÓÓ©äÒ�°ºº�Óº	ËÓÒ«äÒ�����������¹º°ãË�ÓÒ²� n r− �°�ºã�ºm��iË®�
°�mÒ�Ëã
Óº�� ª�Ò� °ºº�Óº	ËÓÒ«�� °m«Ï©mÈ��ÒË� ÏÓÈ�ËÓÒ«� °mºº�Ó©²� Ò� º°ÓºmÓ©²�

¹Ë¯ËäËÓÓ©²�� vltq� q� zn�  n� ls¹� kxn}� xzévr� äÈ�¯Ò�©� ���������� Ò� ¹º�ºä�� m� ª�º®�

äÈ�¯Ò�Ë� }ÈÎ�©®� ÒÏ� ¹Ë¯m©²� r� °�ºã�ºm� Ë°�
� ãÒÓË®ÓÈ«� }ºäÒÓÈ�Ò«� ¹º°ãË�ÓÒ²�
n r− ��
�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

|�°��È� ÏÈ}ã��ÈËä�� ��º� ¯ÈÓ�� äÈ�¯Ò�©� ÓË� ¹¯Ëmº°²º�Ò�� n�r�� Ò�� °ãË�ºmÈ�Ëã
Óº��
¯ÈmËÓ�m��º�Óº°�Ò�n�r��sº��º��È�¹º��Ëº¯ËäË����������º�ÈÏÒ°Óºä�äÒÓº¯Ë��}º�º�

¯©®� ¯È°¹ºãÈ�ÈË�°«� m� ¹º°ãË�ÓÒ²� r� °�¯º}È²�� ¹Ë¯mÈ«� °�¯º}È� äÈ�¯Ò�©� ���������
«mã«Ë�°«�ÓË}º�º¯º®�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒË®�º°�Èã
Ó©²��Ò��°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº��º�ËË�
¯Ë	ËÓÒË�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©����������äºÎË��©�
�ÏÈ¹Ò°ÈÓº�m�mÒ�Ë�
�

1

...

0

0

...

...

0

...

1

0

...

0

...

0

1

...

...

...
2

1

2

2
2

2
1

2

1

1
2

1
1

1

2

1

2

1

rn
r

rn

rn

rn
rr

n

r

r

r
−

−

−

−

+

+
+++= ξ

ξ
ξ

λξ

ξ
ξ

λξ

ξ
ξ

λ

ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

��

�

��Ë� λi i n r, [ , ]∀ = −1 ���¹¯ºÒÏmºã
Ó©Ë�}ºÓ°�ÈÓ�©��

�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

�

|�ËË�¯Ë�ËÓÒË�ÓËº�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©����������äºÎË��©�	��ÈÓº�Áº¯�
ä�ãº®�
�

0

0
2

0
1

0

0
2

0
1

2

1

2

2
2

2
1

2

1

1
2

1
1

1

2

1

2

1

...

...

1

...

0

0

...

...

0

...

1

0

...

0

...

0

1

...

...

...

n

r

r

r
rn

r

rn

rn

rn
rr

n

r

r

r

ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

λξ

ξ
ξ

λξ

ξ
ξ

λ

ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

+

+

−

−

−

−

+

+
++++= �����������Ë�

0

0
2

0
1

0

0
2

0
1

...

...

n

r

r

r

ξ

ξ
ξ
ξ

ξ
ξ

+

+
��

�
«mã«Ë�°«� ÓË}º�º¯©ä� �È°�Ó©ä� ¯Ë�ËÓÒËä� ÓËº�Óº¯º�Óº®� °Ò°�Ëä©�

����������È��Ò°ãÈ� ],1[, rnii −=∀λ ���¹¯ºÒÏmºã	Ó©Ë�}ºÓ°�ÈÓ�©��

�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

��°�
� x0
� �� ÓË}º�º¯ºË� �ÓÈ®�ËÓÓºË�� ÓÈ¹¯ÒäË¯�� ¹º�º¯ºä�� �È°�ÓºË� ¯Ë	ËÓÒË�

ÓËº�Óº¯º�Óº®� °Ò°�Ëä©� ���������� È� x � �� ËË� ¹¯ºÒÏmºã
ÓºË� ¯Ë	ËÓÒË�� �º��È� ¹º�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

ãËääË��������¹¯ºÒÏmºã
ÓºË�¯Ë	ËÓÒË�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©���������� y �¹¯Ë�°�ÈmÒäº�

m�mÒ�Ë�� y x x= − 0
��|�°��È��mº°¹ºã
ÏºmÈm	Ò°
���mË¯Î�ËÓÒËä�ãËää©���������

¹ºã��ÈËä� x y x= + 0
��

�
vãË�°�mÒË��º}ÈÏÈÓº��

�
�
�
jÏ��Ëº¯Ëä��������Ò��������ÓË¹º°¯Ë�°�mËÓÓº�m©�Ë}ÈË��
�

vãË�°�mÒË�
�������

�

iã«��º�º���º©�º�Óº¯º�ÓÈ«�°Ò°�ËäÈ����������°� mn < �ÒäËãÈ�ÓËÓ�ãËmºË�
¯Ë�ËÓÒË��ÓËº²º�Òäº�Ò��º°�È�º�Óº����º©�¯ÈÓ��ËË�º°ÓºmÓº®�äÈ�¯Ò�©�

��ºmãË�mº¯«ã��°ãºmÒ
� nA <rg ��

�
{��È°�Óºä�°ã��ÈË��}º��È�º°ÓºmÓÈ«�äÈ�¯Ò�È�°Ò°�Ëä©����������}mÈ�¯È��

ÓÈ«��ª�º��°ãºmÒË�¯ÈmÓº°Òã	Óº�¯ÈmËÓ°�m�� det A = 0 ��

�
�
�
jÓºË�� ¹ºãËÏÓºË� �ã«� ¹¯ÒãºÎËÓÒ®�� �°ãºmÒË� °ºmäË°�Óº°�Ò� °Ò°�Ëä©� ãÒÓË®Ó©²�

�¯ÈmÓËÓÒ®��ÈË��
�
�

�Ëº¯ËäÈ��
�������
�n¯Ë��ºã�äÈ��

iã«��º�º���º©�°Ò°�ËäÈ����������©ãÈ�°ºmäË°�Óº®��ÓËº²º�Òäº�Ò��º°�

�È�º�Óº����º©�}ÈÎ�ºË�¯Ë�ËÓÒË�
T

21 ... my ηηη= �°Ò°�Ëä©�
�










=+++

=+++
=+++

0...

...............................................

0...

0...

2211

2222112

1221111

mmnnn

mm

mm

ηαηαηα

ηαηαηα
ηαηαηα

��

�
�

�ÒãÒ�� m� äÈ�¯Ò�Óºä� mÒ�Ë�� A y oT = �� ��ºmãË�mº¯«ãº� �°ãºmÒ
�

0
1

=∑
=

m

i
iiηβ ��ÒãÒ��m�äÈ�¯Ò�Óºä�mÒ�Ë� b y

T
= 0 ���

�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº�ÓËº²º�Òäº°�Ò��

�
�
��°�
� °Ò°�ËäÈ� �¯ÈmÓËÓÒ®� ��������� °ºmäË°�ÓÈ�� �º� Ë°�
�� �ã«� }ÈÎ�º�º� ËË� ¯Ë	ËÓÒ«�

x � °¹¯ÈmË�ãÒmº� ¯ÈmËÓ°�mº� b A x= �� sÈ®�Ëä� ¹¯ºÒÏmË�ËÓÒË� b y
T

� m�

¹¯Ë�¹ºãºÎËÓÒÒ����º� A y o
T

= ��jäËËä�

�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

b y A x y x A y x o
T T T T T

( )= = = = 0��
�

iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��º°�È�º�Óº°�Ò��

�

��°�
� b y
T

= 0 � �ã«� síivmv� ¯Ë	ËÓÒ«� °Ò°�Ëä©� ãÒÓË®Ó©²� �¯ÈmÓËÓÒ®�

A y o
T

= �� �º��È� º�ÒË� ¯Ë	ËÓÒ«� °Ò°�Ëä� ãÒÓË®Ó©²� �¯ÈmÓËÓÒ®�

A y o
T

= �Ò�
A y o

b y

T

T

=

=





 0
�°ºm¹È�È����Ò��ã«�ª�Ò²�°Ò°�Ëä��Ò°ãº�ãÒÓË®Óº�

ÓËÏÈmÒ°Òä©²�¯Ë	ËÓÒ®�º�ÒÓÈ}ºmº���ºª�ºä���°º�ãÈ°Óº��Ëº¯ËäË��������
�

m A m
A

b
− = −rg rg

T
T

�����ÒãÒ����� rg rg
T

T

A
A

b
= ��

�
Óº� ¹º°}ºã
}�� ¯ÈÓ�� äÈ�¯Ò�©� ÓË� äËÓ«Ë�°«� ¹¯Ò� ËË� �¯ÈÓ°¹ºÓÒ¯ºmÈÓÒÒ�� �º� ÒäËË��

äË°�º�¯ÈmËÓ°�mº� rg | rgA b A= ��ºÏÓÈ�È��ËË�m�°Òã���Ëº¯Ëä©��������°ºmäË°��

Óº°�
�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®� A x b= ��

�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
kã 
�Ë¯ÓÈ�ÒmÓºË� �º}ÈÏÈ�Ëã
°�mº� ª�º®� �Ëº¯Ëä©� ¹¯ÒmË�ËÓº� m� ¯ÈÏ�ËãË� Ùpm}ãÒ�ºmº�

¹¯º°�¯ÈÓ°�mºµ��°ä���Ëº¯Ëä©���������Ò����������
�
�
�
�

�����lË�º���È�°°È�
�
�
�
�¯È}�Ò�Ë°}ºË�¹¯ÒäËÓËÓÒË� �Ëº¯Ëä� ������� Ò� ������� ÏÈ�¯��Ó«Ë�°«� �Ëä����º� ÏÈ¯ÈÓËË��

}È}�¹¯ÈmÒãº��ÓËÒÏmË°�Óº��°ºmäË°�ÓÈ�ãÒ�¯Ë	ÈËäÈ«�°Ò°�ËäÈ��|¹¯Ë�ËãËÓÒË�ÎË�¯ÈÓ�ºm�º°�
ÓºmÓº®�Ò�¯È°	Ò¯ËÓÓº®�äÈ�¯Ò��ÓËÏÈmÒ°Òäº�º��¹ºÒ°}È�¯Ë	ËÓÒ®�º}ÈÏ©mÈË�°«�mË°
äÈ�ÓË�
¯È�ÒºÓÈã
Óº®��°��º�}Ò�Ï¯ËÓÒ«�¯È°²º�ºmÈÓÒ«�m©�Ò°ãÒ�Ëã
Ó©²�¯Ë°�¯°ºm��¹¯º�Ë��¯º®��

�
rºãËË�ªÁÁË}�ÒmÓ©ä�m©�Ò°ãÒ�Ëã
Ó©ä�Èã�º¯Ò�äºä��¹ºÏmºã«��Òä�ãÒº�ÓÈ²º�Ò�
�

º�ËË�¯Ë	ËÓÒË�°Ò°�Ëä©� ���������� ãÒº��°�ÈÓÈmãÒmÈ�
�ÁÈ}��ËË�ÓË°ºmäË°�Óº°�Ò��«mã«Ë�°«�

unzvl�jyxxj��
�
v��
� ª�º�º� äË�º�È� ÏÈ}ã��ÈË�°«� m� ¹¯ÒmË�ËÓÒÒ� ¯È°	Ò¯ËÓÓº®� äÈ�¯Ò�©� °Ò°�Ëä©�

ãÒÓË®Ó©²� �¯ÈmÓËÓÒ®� }�tjqivsnn� wévxzvuy� kqly� ¹º°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº°�
�� �È}� ÓÈÏ©mÈËä©²�

ësnuntzjét�}�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®��}ÈÎ�ºË�ÒÏ�}º�º¯©²�ÓË�äËÓ«Ë��º�Ë�º�¯Ë	ËÓÒ«�°Ò°�Ëä©�
�¯ÈmÓËÓÒ®��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�º�� ÙÓÈÒºãËË� ¹¯º°�©äµ� mÒ�ºä� ¯È°	Ò¯ËÓÓº®� äÈ�¯Ò�©� ä©� ��Ëä� ¹ºÓÒäÈ�
�

kné}tíí�zénymvs�tyí�{véuy� ���Ë�� °ã��È®�� }º��È� α LM = 0� ¹¯Ò� ji > ��� �ã«� }º�º¯º®� mºÏ�

äºÎÓº� ¯Ë}�¯¯ËÓ�ÓºË� ÓÈ²ºÎ�ËÓÒË� ÓËÒÏmË°�Ó©²� ¹��Ëä� ãÒ	
� ¯Ë	ËÓÒ«� ÓÈ� }ÈÎ�ºä�	È�Ë�
¹¯º�Ë��¯©�ãÒÓË®Óº�º��¯ÈmÓËÓÒ«�°�º�ÓÒä�ÓËÒÏmË°�Ó©ä��sÒÎË�¹¯ÒmË�ËÓ�¹¯ÒäË¯�äÈ�¯Ò�

�©�¯ÈÏäË¯È� )( mnnm >× ��ÒäË��Ë®�mË¯²Ó����¯Ë��ºã
Ó���Áº¯ä���

�
�

mnmmmm

nmmmmmmm

nmmmm

nmmmm

nmmmm

aaa

aaaa

aaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaaa

...00...000

...0...000

..............................

......00

......0

......

1,

,11,1,11,1

31,3,31,32,333

21,2,21,22,22322

11,1,11,12,1131211

+

−+−−−−

+−−

+−−

+−−

��

�
�
�

z�ªãËäËÓ�È¯Ó©ä�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«ä�äÈ�¯Ò�©�º�Óº°«�°«��
�
��� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}È�°�¯º}��¹Ë¯ËÓ�äË¯È�Ò«��¯ÈmÓËÓÒ®���

��� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}È�°�ºã�ºm�º°ÓºmÓº®�äÈ�¯Ò�©��¹Ë¯ËÓ�äË¯È�Ò«�ÓËÒÏmË°�Ó©²���

��� ��ÈãËÓÒË� Ó�ãËmº®� °�¯º}Ò� �Ò°}ã��ËÓÒË� �¯ÈmÓËÓÒ®�� �ºÎ�Ë°�mËÓÓº� ��ºmãË�
�mº¯«��Ò²°«�ã�©äÒ�ÏÓÈ�ËÓÒ«äÒ�ÓËÒÏmË°�Ó©²���

��� �äÓºÎËÓÒË�°�¯º}Ò�ÓÈ�ÓËÓ�ãËmºË��Ò°ãº��Óº¯äÒ¯ºmÈÓÒË��¯ÈmÓËÓÒ®���

��� °ãºÎËÓÒË�°�¯º}Ò�°�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒË®�º°�Èã
Ó©²�°�¯º}�°�ÏÈ¹Ò°
��¯Ë�
Ï�ã
�È�È� ÓÈ� äË°�º� Ò°²º�Óº®� °�¯º}Ò� �ÏÈäËÓÈ� º�Óº�º� ÒÏ� �¯ÈmÓËÓÒ®� °Ò°�Ëä©�
°ãË�°�mÒËä�ËË��¯ÈmÓËÓÒ®��¹ºã��ÈËä©²�¹¯Ò�¹ºäº�Ò�ãÒÓË®Ó©²�º¹Ë¯È�Ò®���

�

cË	ËÓÒË�ÓËº�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©��¯ÈmÓËÓÒ®��¯ÈmÓº�}È}�Ò�ËË�¯ÈÓ���ÓË�ÒÏäËÓÒ�°«�
�È}ÎË�Ò�¹¯Ò�Ò°¹ºã
ÏºmÈÓÒÒ�ã�º®�}ºäÒÓÈ�ÒÒ�ªãËäËÓ�È¯Ó©²�º¹Ë¯È�Ò®��

�
�
sË¹º°¯Ë�°�mËÓÓº®�¹¯ºmË¯}º®�äºÎÓº��Ë�Ò�
°«����º�ªãËäËÓ�È¯Ó©Ë�¹¯Ëº¯ÈÏº�

mÈÓÒ«�ã�º®�äÈ�¯Ò�©�äº����©�
� m©¹ºãÓËÓ©�¹¯Ò�¹ºäº�Ò��äÓºÎËÓÒ«�ËË�ÓÈ�äÈ�¯Ò�©�
°ãË����Ë�º�°¹Ë�ÒÈã
Óº�º�mÒ�È��

�

��� ¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}È� °�¯º}� °� ÓºäË¯ÈäÒ� i� Ò� j� äÈ�¯Ò�©� A � ¯ÈÏäË¯È� m[n�

º°��Ë°�mã«Ë�°«� ¹��Ëä� ËË� �äÓºÎËÓÒ«� °ãËmÈ� ÓÈ�äÈ�¯Ò��� S
1
� ¯ÈÏäË¯È�m[m��

}º�º¯È«�� m� °mº�� º�Ë¯Ë�
�� ¹ºã��ÈË�°«� ÒÏ� Ë�ÒÓÒ�Óº®� äÈ�¯Ò�©� E � ¹��Ëä�

¹Ë¯Ë°�ÈÓºm}Ò�m�¹º°ãË�ÓË®�i�®�Ò�j�®�°�¯º}��
�

��� �äÓºÎËÓÒË�i�®�°�¯º}Ò�äÈ�¯Ò�©� A �ÓÈ�ÓË}º�º¯ºË��Ò°ãº� λ ≠ 0�º°��Ë°�m�

ã«Ë�°«�¹��Ëä��äÓºÎËÓÒ«� A � °ãËmÈ�ÓÈ�äÈ�¯Ò��� S
2
�� }º�º¯È«��¹ºã��ÈË�°«�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

ÒÏ�Ë�ÒÓÒ�Óº®��¯ÈÏäË¯È�m[m���äÈ�¯Ò�©� E �¹��Ëä�ÏÈäËÓ©�m�¹º°ãË�ÓË®�i��º�

�ÒÈ�ºÓÈã
Óº�º�ªãËäËÓ�È��¯ÈmÓº�º�Ë�ÒÓÒ�Ë��ÓÈ�λ ��
�

��� °ãºÎËÓÒË� °�¯º}� °� ÓºäË¯ÈäÒ� i� Ò� j� äÈ�¯Ò�©� A � º°��Ë°�mã«Ë�°«� ¹��Ëä� ËË�

�äÓºÎËÓÒ«� °ãËmÈ� ÓÈ� äÈ�¯Ò��� S
3
� ¯ÈÏäË¯È� m[m� �� }º�º¯È«�� ¹ºã��ÈË�°«� ÒÏ�

Ë�ÒÓÒ�Óº®� äÈ�¯Ò�©� E � ¹��Ëä� ÏÈäËÓ©� m� ¹º°ãË�ÓË®� Ó�ãËmº�º� ªãËäËÓ�È��

°�º«�Ë�º� m� i�®� °�¯º}Ë� Ò� j�ä� °�ºã�Ë�� ÓÈ� Ë�ÒÓÒ��� �¹¯Ò� ª�ºä� ¯ËÏ�ã
�È��

°�ääÒ¯ºmÈÓÒ«�º}ÈÎË�°«�ÓÈ�äË°�Ë�i�®�°�¯º}Ò�Ò°²º�Óº®�äÈ�¯Ò�©� A ���

�
�

{��Èã
ÓË®	Ëä��°ä���Ëº¯Ëä������������Ë��¹º}ÈÏÈÓº����º�Ë°ãÒ�äÈ�¯Ò�È� S �}mÈ��

¯È�ÓÈ«� Ò� ÓËm©¯ºÎ�ËÓÓÈ«� Ò� mºÏäºÎÓº� �äÓºÎËÓÒË� äÈ�¯Ò�©� S � ÓÈ� äÈ�¯Ò��� A �� �º�

°¹¯ÈmË�ãÒmº�¯ÈmËÓ°�mº� rg ( ) rgS A A= ���º°}ºã
}�� det S
1

1= − �� det S
2

0= ≠λ �Ò�

det S
3

1= ���º�¯ÈÓ�� A �¹¯Ò�¯È°°äº�¯ËÓÓ©²�m©	Ë�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«²�ÓË�äËÓ«Ë�°«��

�
�
{�}È�Ë°�mË��¹¯ÈÎÓËÓÒ«�¹º°�¯º®�Ë�äÈ�¯Ò�©�ªãËäËÓ�È¯Ó©²�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®��º�Óº�

ÒÏ�}º�º¯©²�¹Ë¯Ë°�Èmã«Ë���È�m�º¯ºË�°�ääÒ¯�Ë��°�ºã�©�°�ÓºäË¯ÈäÒ�j�Ò�k��
�
�
�º°ãË�ºmÈ�Ëã
ÓºË� ¹¯ÒäËÓËÓÒË� ÓË°}ºã
}Ò²� ªãËäËÓ�È¯Ó©²� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®� Ë°�
�

ÓºmºË� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�� }º�º¯ºË� ÒäËË�� äÈ�¯Ò���� «mã«����°«� ¹¯ºÒÏmË�ËÓÒËä� äÈ�¯Ò��
�ÈÓÓ©²�ªãËäËÓ�È¯Ó©²�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®��

�
�
w�º�� ÁÈ}�� ¹ºÏmºã«Ë�� m� ¯«�Ë� °ã��ÈËm� �¹¯º�È�
� Ò� ºãË��È�
� m©�Ò°ãÒ�Ëã
Ó©Ë�

¹¯º�Ë��¯©����°�
��ÓÈ¹¯ÒäË¯�� S
∗
�Ë°�
�äÈ�¯Ò�È�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«��¹Ë¯Ëmº�«�Ë�º�ÓËm©�

¯ºÎ�ËÓÓ���äÈ�¯Ò��� A �m�Ë�ÒÓÒ�Ó�����º��È�¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒË�°�äÈ�¯Ò�Ë®� S
∗
�¹Ë¯Ë�

mË�Ë��Ë�ÒÓÒ�Ó���äÈ�¯Ò��� E �m�äÈ�¯Ò��� A
−1
��¹º°}ºã
}��ÒÏ� E S A= ∗

�Ò�ÓËm©�

¯ºÎ�ËÓÓº°�Ò� A �°ãË��Ë��

�

E A S A A
− ∗ −=1 1

�ÒãÒ� A S E
− ∗=1

��

�
�
�

jÏ� ª�Ò²� °ºº�Óº	ËÓÒ®� °ãË��Ë��� ��º� m©�Ò°ãËÓÒË� ¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ«� }mÈ�¯È�Ó©²� äÈ�¯Ò��

A B
−1

� äºÎË�� ©�
� °mË�ËÓº� }� ¹º°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº°�Ò� ªãËäËÓ�È¯Ó©²� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ®�

°�¯º}�äÈ�¯Ò�©� A B| ���º�Ë°�
�äÈ�¯Ò�©��º¯ÈÏºmÈÓÓº®��ºÈmãËÓÒËä�°�ºã�ºm�äÈ�¯Ò�©�

B � }� äÈ�¯Ò�Ë� A ��� ¹¯Òmº�«�Ò²� ¹º�äÈ�¯Ò��� A � }� Ë�ÒÓÒ�Óº®�� {� ¯ËÏ�ã
�È�Ë� �È}º®�

¹¯º�Ë��¯©�Ò°}ºäºË�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒË�º}ÈÏ©mÈË�°«�ÓÈ�äË°�Ë�¹º�äÈ�¯Ò�©� B ��

�
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�¯ºÒãã�°�¯Ò¯�Ëä�¹¯ÒäËÓËÓÒË�äË�º�È��È�°°È�ÓÈ�¹¯ÒäË¯Ë�¯Ë	ËÓÒ«�°ãË����Ë®�
°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®��

�

~È�È�È���������èn¡qz��xqxznuy�yéjktntqp�
�������

�










=−+++
=+++

−=−+++
=++++

123345

23622

2323

7

54321

5432

54321

54321

ξξξξξ
ξξξξ
ξξξξξ
ξξξξξ

�

�
cË�ËÓÒË��
�

�°��vº°�Èmã«Ëä�¯È°	Ò¯ËÓÓ���äÈ�¯Ò���°Ò°�Ëä©�
�

.

1213345

2362210

231123

711111

−

−−
�

�

�°��� �¯Òmº�Òä�ËË�}�mË¯²ÓËä���¯Ë��ºã
Óºä��mÒ����iã«�ª�º�º��
�

È��� ¹¯Ëº¯ÈÏ�Ëä�m�Ó�ãÒ�m°Ë�ªãËäËÓ�©�¹Ë¯mº�º�°�ºã�È��}¯ºäË�ªãËäËÓ�È��°�º«�Ë�º�m�
¹Ë¯mº®�°�¯º}Ë��sÈ¹¯ÒäË¯���ã«�ÏÈÓ�ãËÓÒ«�ªãËäËÓ�È��°�º«�Ë�º�mº�m�º¯º®�°�¯º}Ë�
¹Ë¯mº�º� °�ºã�È�� ÏÈäËÓÒä� m�º¯��� °�¯º}��äÈ�¯Ò�©�°�¯º}º®�� }º�º¯È«� «mã«Ë�°«�
°�ääº®�¹Ë¯mº®�°�¯º}Ò���äÓºÎËÓÓº®�ÓÈ������Ò�m�º¯º®�°�¯º}Ò��kÓÈãº �Ò�Óº�¹º�
°��¹ÈËä� °� �Ë�mË¯�º®� °�¯º}º®�� ËË� ÏÈäËÓ«Ëä� ãÒÓË®Óº®� }ºäÒÓÈ�ÒË®� ¹Ë¯mº®� Ò�
�Ë�mË¯�º®�°�¯º}�°�}ºªÁÁÒ�ÒËÓ�ÈäÒ����Ò���°ºº�mË�°�mËÓÓº���¯Ë�
���Ë°�Ë°��
mËÓÓº��ÓË�äËÓ«Ëä���Èä��ÎË�ÒäËË�°«�ÓËº²º�Òä©®��ã«��¯Ë��ºã
Óº�º�mÒ�È�Óºã
��{�
Ò�º�Ë�äÈ�¯Ò�È�¹¯Òº¯Ë�ÈË��mÒ��

�

2362210

2362210

2362210

711111

−−−−−

−−−−−
��

�
��� m©¹ºãÓ«Ëä��Ë¹Ë¯
�º¹Ë¯È�Ò��ÏÈÓ�ãËÓÒ«�ªãËäËÓ�ºm�m�º¯º�º�°�ºã�È��°�º«�Ò²�m�

Ë�º��¯Ë�
Ë®�Ò��Ë�mË¯�º®�°�¯º}È²��iã«�ª�º�º��¯Ë�
��°�¯º}��äÈ�¯Ò�©�ÏÈäËÓ«Ëä�
°�ääº®�m�º¯º®�Ò��¯Ë�
Ë®��È��Ë�mË¯������¯ÈÏÓº°�
��m�º¯º®�Ò��Ë�mË¯�º®���º�
ã��ÈËä�

000000

000000

2362210

711111

−−−−−
��

�



cÈÏ�Ëã���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

vÒ°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�
�
�

m��� ¹º°}ºã
}�� m��ÈÓÓºä�}ºÓ}¯Ë�Óºä�°ã��ÈË� ªãËäËÓ���¯È°¹ºãºÎËÓÓ©®�m��Ë�mË¯�º®�
°�¯º}Ë��¯Ë�
Ë�º�°�ºã�È��º}ÈÏÈã°«�¯ÈmÓ©ä�Ó�ã��� �º�¹¯ÒmË�ËÓÒË�¯È°	Ò¯ËÓÓº®�
äÈ�¯Ò�©�}�mË¯²ÓËä���¯Ë��ºã
Óºä��mÒ���ÏÈmË¯	ËÓº��

�

�°����ºã��ËÓÓÈ«�äÈ�¯Ò�È�«mã«Ë�°«�¯È°	Ò¯ËÓÓº®�äÈ�¯Ò�Ë®�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓË�
ÓÒ®��¯ÈmÓº°Òã
Óº®�Ò°²º�Óº®�°Ò°�ËäË��cÈÓ�� ª�º®�äÈ�¯Ò�©�°ºm¹È�ÈË��°�¯ÈÓ�ºä�Ò°�
²º�Óº®��|�°��È�ÏÈ}ã��ÈËä����º�

�
È��� °Ò°�ËäÈ�°ºmäË°�ÓÈ��¹º°}ºã
}��¯ÈÓ��º°ÓºmÓº®�äÈ�¯Ò�©�¯ÈmËÓ�¯ÈÓ���¯È°	Ò¯ËÓ�

Óº®�Ò�¯ÈmËÓ�2��¹º��Ëº¯ËäË���������z¯ºÓË}Ë¯È�zÈ¹ËããÒ���
�
��� º�Óº¯º�ÓÈ«� °Ò°�ËäÈ� �¯ÈmÓËÓÒ®� ��Ë�� ÒäË�
� ¹º� �Ëº¯ËäË� �������

n A− = − =rg 5 2 3�ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©²�¯Ë	ËÓÒ«��
�

�°����º°}ºã
}��º�ËË�¯Ë	ËÓÒË�ÓËº�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�Ë°�
�º�ËË�¯Ë	ËÓÒË�º�Óº¯º�Óº®�
¹ã�°��È°�ÓºË�¯Ë	ËÓÒË�ÓËº�Óº¯º�Óº®���º�ÓÈä��º°�È�º�Óº�ÓÈ®�Ò��¯Ò�ã�©²�ãÒÓË®Óº�
ÓËÏÈmÒ°Òä©²�¯Ë	ËÓÒ«�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�Ò�}È}ºË�ÓÒ��
�º�Óº�¯Ë	ËÓÒË�ÓËº��
Óº¯º�Óº®��
�
�
�Ë¯Ë¹Ò	Ëä� Ò°²º�Ó��� °Ò°�Ëä�� m� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÓºä� mÒ�Ë�� ¹¯ÒÓ«m� ¹Ë¯mºË� Ò� m�º¯ºË�
ÓËÒÏmË°�Ó©Ë�ÏÈ�º°ÓºmÓ©Ë��È��¯Ë�
Ë���Ë�mË¯�ºË�Ò�¹«�ºË���ÏÈ�°mºº�Ó©Ë��
�

�������������������������������




−−−=
−−−=+

5432

54321

62223

7

ξξξξ
ξξξξξ

�����������������������������

�
{�º¯ºË��¯ÈmÓËÓÒË��ã«���º°�mÈ�m©�Ò°ãËÓÒ®��äÓºÎÒä�ÓÈ�����È��¯Ë�
Ë�Ò��Ë�mË¯�ºË�
�¯ÈmÓËÓÒ«�º�¯º°Òä�}È}���ºmãË�mº¯«��ÒË°«��ºÎ�Ë°�mËÓÓº��
�
�ºãºÎÒm�m�°Ò°�ËäË����������°mºº�Ó©Ë�ÓËÒÏmË°�Ó©Ë�¯ÈmÓ©äÒ�Ó�ã���ÓÈ²º�Òä��È°�ÓºË�

¯Ë	ËÓÒË�ÓËº�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�

0

0

0

23

16−

�� ~ÓÈ�ËÓÒ«�º°ÓºmÓ©²�ÓËÒÏmË°�Ó©²�º¹¯Ë�Ë�

ã«��°«�ÒÏ�ãË�}º�¯Ë	ÈËäº®�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�





=
=+

23

7

2

21

ξ
ξξ

��

�
�
iã«�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�
�





−−−=
−−−=+

5432

54321

622 ξξξξ
ξξξξξ

�

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

°�¯ºÒä�Óº¯äÈã
Ó���Á�Ó�ÈäËÓ�Èã
Ó���°Ò°�Ëä��¯Ë	ËÓÒ®�¹º�°²ËäË��Ò°¹ºã
ÏºmÈÓÓº®�

¹¯Ò��º}ÈÏÈ�Ëã
°�mË��Ëº¯Ëä©���������Ë¯mºË�ÓËÏÈmÒ°ÒäºË�¯Ë	ËÓÒË�

0

0

1

2

1

−
�ÓÈ²º�Ò�°«�ÒÏ�

°Ò°�Ëä©�
�





−=
−=+

2

1

2

21

ξ
ξξ

��

�
�

kÓÈãº �Ò�Óº�¹ºã��È��°«�m�º¯ºË�Ò��¯Ë�
Ë�¯Ë	ËÓÒ«��

0

1

0

2

1

−
��

1

0

0

6

5

−
��

�
�
|}ºÓ�È�Ëã
Óº� º�ËË� ¯Ë	ËÓÒË� Ò°²º�Óº®� ÓËº�Óº¯º�Óº®� °Ò°�Ëä©� m�äÈ�¯Ò�Óºä� mÒ�Ë�
äºÎË��©�
�ÏÈ¹Ò°ÈÓº�}È}��
�

0

0

0

23

16

1

0

0

6

5

0

1

0

2

1

0

0

1

2

1

321

5

4

3

2

1 −

+
−

+
−

+
−

= λλλ

ξ
ξ
ξ
ξ
ξ

��

�
�
�
�
�
�

~ÈäË�ÈÓÒË�� ¹º°}ºã
}�� °��Ë°�m�Ë�� °mºº�È� m©º¯È� }È}��È°�Óº�º�¯Ë	ËÓÒ«�ÓËº�Óº�
¯º�Óº®� °Ò°�Ëä©�� �È}�Ò� ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©²�¯Ë	ËÓÒ®� º�Óº¯º�Óº®�� �º�
º�ËË�¯Ë	ËÓÒË�ÓËº�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�äºÎË��©�
�ÏÈ¹Ò°ÈÓº�m�¯ÈÏãÒ��
Ó©²��Óº��Ë°�Ë°�mËÓÓº��¯ÈmÓº°Òã
Ó©²�Áº¯äÈ²��

�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������163�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

cÈÏ�Ëã���

�jspqs|p��c|v�cksv�{|�
�
�
�
�
�

�����|¹¯Ë�ËãËÓÒË�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�
�
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�

lÓºÎË°�mº� Λ  °º°�º«�ËË� ÒÏ� ªãËäËÓ�ºm �,,, zyx  ÓÈÏ©mÈË�°«� sqtnpt�u�
wévxzéjtxzkvu��Ë°ãÒ�
�

�°��� zÈÎ�º®� ¹È¯Ë� ªãËäËÓ�ºm� yx, � ª�º�º� äÓºÎË°�mÈ� ¹º°�ÈmãËÓ� m�
°ºº�mË�°�mÒË� �¯Ë�Ò®� ªãËäËÓ�� ª�º�º�ÎË�äÓºÎË°�mÈ�� ÓÈÏ©mÈËä©®�Ò²�

xyuuvp�Ò�ººÏÓÈ�ÈËä©®� yx + ���È}Òä�º¯ÈÏºä����º�m©¹ºãÓËÓ©�È}�

°Òºä©� È�� xyyx +=+ ��

�� zyxzyx ++=++ )()( ��

m�� °��Ë°�m�Ë�� tysnkvp� ësnuntz� o � �È}º®�� ��º� �ã«� ã�º�º�
Λ∈x �ÒäËË��äË°�º� xox =+ ��

��� �ã«� }ÈÎ�º�º� x � °��Ë°�m�Ë�� wévzqkvwvsv t�p� ësnuntz�

)( x− ��È}º®����º oxx =−+ )( ��

�

�°��� iã«�ã�º�º�ªãËäËÓ�È� x  Ò�ã�º�º��Ò°ãÈ� λ �°��Ë°�m�Ë���È}º®�¹¯Ò�
ÓÈ�ãËÎÈ�Ò®� Λ �ªãËäËÓ���ººÏÓÈ�ÈËä©®� xλ �Ò�ÓÈÏ©mÈËä©®�wévqokn�
lntqnu�·qxsj�tj�ësnuntz����º�m©¹ºãÓËÓ©�È}°Òºä©�

È�� xx =1 ��

�� xx )()( λµµλ = ��

�

�°��� iã«�º¹Ë¯È�Ò®�°ãºÎËÓÒ«�ªãËäËÓ�ºm�Ò��äÓºÎËÓÒ«�ªãËäËÓ�È�ÓÈ��Ò°ãº�
m©¹ºãÓËÓ©�È}°Òºä©��Ò°�¯Ò��ÒmÓº°�Ò�

È�� xxx µλµλ +=+ )( ���

�� ;,;)( Λ∈∀+=+ yxyxyx λλλ  Ò��ã«�ã�©² �Ò°Ëã� µλ, ��
�

�
�

~ÈäË�ÈÓÒ«����°��� �º�� Ù�Ò°ãÈäÒµ�m�È}°ÒºäÈ²�m�º¯º®�Ò��¯Ë�
Ë®��¯�¹¹�¹º�¯ÈÏ�äËmÈ��°«�
�Ë®°�mÒ�Ëã
Ó©Ë�ÒãÒ�}ºä¹ãË}°Ó©Ë��Ò°ãÈ��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�°��� �Ë¯mÈ«� �¯�¹¹È� È}°Òºä� ¯ÈmÓº°Òã
ÓÈ� �¯ËºmÈÓÒ��� ��º©� Λ � «mã«ãº°
�
ÈËãËmº®��¯�¹¹º®�º�Óº°Ò�Ëã
Óº�º¹Ë¯È�ÒÒ�°ãºÎËÓÒ«��°ä�¹�������

�
�

�¯ÒäË¯�
�������

�ÒÓË®Ó©ä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mºä�«mã«Ë�°«������
�

�°��� lÓºÎË°�mº�m°Ë²�mË}�º¯ºm�ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò��

�°��� lÓºÎË°�mº�m°Ë²�mË}�º¯ºm�m�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË��

�°��� lÓºÎË°�mº�m°Ë²�Q�}ºä¹ºÓËÓ�Ó©²�°�ºã�ºm��

�°��� lÓºÎË°�mº�m°Ë²�äÓº�º�ãËÓºm�°�Ë¹ËÓÒ�ÓË�m©	Ë���Ëä�Q��

�°��� lÓºÎË°�mº�m°Ë²�äÈ�¯Ò��¯ÈÏäË¯È� nm× ��

�°��� C[a,b]���äÓºÎË°�mº�m°Ë²�Á�Ó}�Ò®��ÓË¹¯Ë¯©mÓ©²�ÓÈ�[a,b]��

�°��� lÓºÎË°�mº�m°Ë²�¯Ë	ËÓÒ®�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�m�ãÒÓË®�
Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�°�n�ÓËÒÏmË°�Ó©äÒ��

�
�

~È�È�È�
�������

Ívrjojz��� ·zv� k� vi�nu� xsy·jn� utv nxzkv� éjlqyx�knrzvévk� zv·nr�� wéq�

tjlsn j�q}�wsvxrvxzq� δ=
→→

),( rn ��tn�¹ks¹nzx¹�sqtnpt�u�wévxzéjtxzkvu��

Æ�¹xtqz��� wéq� rjrq}� otj·ntq¹}� wjéjunzéj� δ � ljttvn� utv nxzkv� iylnz�

sqtnpt�u�wévxzéjtxzkvu��
�
�

~È�È�È�
�������

Ívrjojz���·zv�utv nxzkv��xvxzv¹�nn�qo�vltvmv�tysnkvmv�ësnuntzj��¹ks¹�

nzx¹�sqtnpt�u�wévxzéjtxzkvu��
�
�

~È�È�È�
�������

Èylnz� sq� sqtnpt�u� wévxzéjtxzkvu�utv nxzkv� kxn}� wvsv qzns�t�}� ·q�

xns"�
�

�
cË�ËÓÒË�� |�mË��ÏÈmÒ°Ò��º��°¹º°ºÈ�mmË�ËÓÒ«�º¹Ë¯È�Ò®�°ãºÎËÓÒ«�Ò��äÓºÎËÓÒ«�ÓÈ�

�Ò°ãº�ªãËäËÓ�ºm�¯È°°äÈ�¯ÒmÈËäº�º�äÓºÎË°�mÈ��
�

�°�����°�
� º¹Ë¯È�ÒÒ� mmº�«�°«� ÙË°�Ë°�mËÓÓ©äµ� º¯ÈÏºä�� {� ª�ºä� °ã��ÈË�
äÓºÎË°�mº� ¹ºãºÎÒ�Ëã
Ó©²� �Ò°Ëã� ÓË� º¯ÈÏ�Ë�� ãÒÓË®Óº�º�
¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ��¹º°}ºã
}��m�ÓËä�º�°��°�m�Ë��Ó�ãËmº®�ªãËäËÓ���

�

�°���p°ãÒ�º¹Ë¯È�Ò�� Ù°ãºÎËÓÒ«µ�º¹¯Ë�ËãÒ�
�}È}�º©�ÓºË�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒË�
�m�²��Ò°Ëã�� È� Ù�äÓºÎËÓÒË�ÓÈ��Ò°ãº�λµ� º¹¯Ë�ËãÒ�
� }È}� mºÏmË�ËÓÒË�
¹ºãºÎÒ�Ëã
Óº�º� �Ò°ãÈ� m� °�Ë¹ËÓ
� λ�� �º� äÓºÎË°�mº� ¹ºãºÎÒ�Ëã
Ó©²�
�Ò°Ëã���Ë��«mã«�
°«�ãÒÓË®Ó©ä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mºä��m�}º�º¯ºä�¯ºã
�Ó��
ãËmº�º�ªãËäËÓ�È�Ò�¯ÈË���Ò°ãº�Ù�µ��

�
�

���������������������������������������
����¯Ë�¹ºãÈ�ÈË�°«����º�º¹Ë¯È�ÒÒ�°ãºÎËÓÒ«�Ò��äÓºÎËÓÒ«�ÓÈ��Ò°ãº�m©¹ºãÓ«��°«�m�°ºº�mË�°�mÒÒ�°�
¯ÈÓËË��ÈÓÓ©äÒ�º¹¯Ë�ËãËÓÒ«äÒ��



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������165�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�
�Ëº¯ËäÈ�
�������

�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�ÒäËË��Ë�ÒÓ°�mËÓÓ©®�Ó�ãËmº®�ªãËäËÓ���

�
iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

��°�
� °��Ë°�m���� �mÈ� ¯ÈÏãÒ�Ó©²� Ó�ãËm©²� ªãËäËÓ�È� 1o � Ò� 2o �� �º��È�� °º�ãÈ°Óº�
È}°ÒºäË�¹��°�m��ÒÏ�º¹¯Ë�ËãËÓÒ«��������ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�������°¹¯ÈmË�ãÒ�
m©�¯ÈmËÓ°�mÈ��

o o o1 2 1+ = �Ò� 212 ooo =+ ��

�

|�}��È��m�°Òã��}ºää��È�ÒmÓº°�Ò�º¹Ë¯È�ÒÒ�°ãºÎËÓÒ«��¹ºã��ÈËä�o o1 2= ��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

iã«�}ÈÎ�º�º�ªãËäËÓ�È x�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�ÒäËË��äË°�º�¯ÈmËÓ�
°�mº� 0x o= ��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
jÏ�È}°ÒºäÈ�Ò}Ò�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�ÒäËËä�
�

x x x x x x x= = ( + ) = +  = +1 0 1 0 1 0 .�
�

�¯ÒÈmã««�}�ºËÒä��È°�«ä�ª�º�º�¯ÈmËÓ°�mÈ�ªãËäËÓ��y��¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ©®�ªãË�
äËÓ���[��¹ºã��ÈËä����º�0x o= ��
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

iã«� }ÈÎ�º�º� ªãËäËÓ�È� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� °��Ë°�m�Ë�� Ë�ÒÓ°��

mËÓÓ©®�¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ©®�ªãËäËÓ���
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

��°�
��ã«�ªãËäËÓ�È�x °��Ë°�m�����mÈ�¯ÈÏãÒ�Ó©²�¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ©²�ªãËäËÓ�È� 1y �

Ò� 2y ���º��È��°º�ãÈ°Óº�È}°ÒºäË��°����ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�������°¹¯ÈmË�ãÒm©�
¯ÈmËÓ°�mÈ�

x y o+ =1 �Ò� x y o+ =2 ��

�

�¯ÒÈmÒä�}�ººÒä��È°�«ä�¹Ë¯mº�º�¯ÈmËÓ°�mÈ�ªãËäËÓ�� y2 ��¹ºã��Òä�

�

y x y y2 1 2+ + =( ) �

�

m�°Òã��È°°º�ÒÈ�ÒmÓº°�Ò�º¹Ë¯È�ÒÒ�°ãºÎËÓÒ«�Ò�m�º¯º�º�¯ÈmËÓ°�mÈ��sº�� °��¯��º®�

°�º¯ºÓ©�� y x y y x y o y y2 1 2 1 1 1+ + = + + = + =( ) ( ) ���º�Ë°�
� y y2 1= ��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

iã«� }ÈÎ�º�º� x ∈Λ � ¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ©ä� ªãËäËÓ�ºä� °ã�ÎÒ�� ªãËäËÓ��

( )−1 x ��
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
jÏ�È}°ÒºäÈ�Ò}Ò�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�Ò��Ëº¯Ëä©��������ÒäËËä�
�

xxxxxxo )1(+=)1(+1=)11(=0= --- ��

�

w�º�¯ÈmËÓ°�mº�Ò�ºÏÓÈ�ÈË�����º�¹¯º�Òmº¹ºãºÎÓ©®�}�x�ªãËäËÓ��ÒäËË��mÒ�� ( )−1 x ��
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�
�

�������ÒÓË®ÓÈ«�ÏÈmÒ°Òäº°�	��¯ÈÏäË¯Óº°�	�Ò�ÈÏÒ°�m�ãÒÓË®Óºä�¹¯º�

°�¯ÈÓ°�mË�
�
�
�

�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�°���{©¯ÈÎËÓÒË� ∑
=

n

i
ii x

1

λ � ÓÈÏ©mÈË�°«� sqtnptvp� rvuiqtj|qnp� ªãËäËÓ�ºm�

nxxx ,...,, 21 �ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�Λ��
�

�°���wãËäËÓ�©� x x xn1 2, , ... , � ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� Λ� ÓÈÏ©mÈ��°«� sq�
tnptv�ojkqxqu�uq��Ë°ãÒ�°��Ë°�m�����Ò°ãÈ� λ λ λ1 2, , ..., n ��ÓË�¯ÈmÓ©Ë�

Ó�ã��º�Óºm¯ËäËÓÓº���È}ÒË����º�� ox
n

i
ii =∑

=1

λ ��

�°���wãËäËÓ�©� x x xn1 2, , ... , � ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� Λ� ÓÈÏ©mÈ��°«� sq�

tnptv� tnojkqxqu�uq�� Ë°ãÒ� ÒÏ� ¯ÈmËÓ°�mÈ� ox
n

i
ii =∑

=1

λ � °ãË��Ë��� ��º�

λ λ λ1 2 0= = = =... n ��

�
�
�

�ËääÈ�
�������

iã«� �º�º� ��º©� ÓË}º�º¯ºË� äÓºÎË°�mº� ªãËäËÓ�ºm� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º�

°�¯ÈÓ°�mÈ�©ãº�ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©ä��ÓËº²º�Òäº�Ò��º°�È�º�Óº����º©�

º�ÒÓ�ÒÏ�ª�Ò²�ªãËäËÓ�ºm�«mã«ã°«�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒË®�º°�Èã	Ó©²��
�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
iº}ÈÏÈ�Ëã
°�mº� °ºm¹È�ÈË�� °� �º}ÈÏÈ�Ëã
°�mºä� ãËää©� �������� m� }º�º¯ºä� °ãºmº�
ÙmË}�º¯µ�ÏÈäËÓËÓº�°ãºmºä�ÙªãËäËÓ�µ��
�
�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������167�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

�ËääÈ�

�������
p°ãÒ�ÓË}º�º¯ºË�¹º�äÓºÎË°�mº� ªãËäËÓ�ºm� x x xn1 2, , ... , �ãÒÓË®Óº� ÏÈmÒ�
°Òäº���º�ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©�Ò�°ÈäÒ�ªãËäËÓ�©� x x xn1 2, , ... , ��

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
rËÏ�º�¯ÈÓÒ�ËÓÒ«�º�Óº°�Ò�äºÎÓº�¹¯Ë�¹ºãºÎÒ�
����º�ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°ÒäºË�¹º��

äÓºÎË°�mº� °º°�ºÒ�� Ò²� ¹Ë¯m©²� nk < � ªãËäËÓ�ºm� äÓºÎË°�mÈ� x x xn1 2, , ... , �� �º��È�
°��Ë°�m���� ÓË� ¯ÈmÓ©Ë� Ó�ã�� º�Óºm¯ËäËÓÓº� �Ò°ãÈ� λ λ λ1 2, , ... , k � �È}ÒË�� ��º�

λi i
i

k

x o
=
∑ =

1

��sº�ÒÏ� ª�º�º� °ºº�Óº	ËÓÒ«� m©�Ë}ÈË�� ¯ÈmËÓ°�mº� λi i
i

k

i
i k

n

x x o
= = +
∑ ∑+ =

1 1

0 ��

}º�º¯ºË�ºÏÓÈ�ÈË��ãÒÓË®Ó���ÏÈmÒ°Òäº°�
�ªãËäËÓ�ºm� x x xn1 2, , ... , ��
�
�ËääÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

Èjoqxvu�m�ãÒÓË®Óºä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�Λ �ÓÈÏ©mÈË�°«�ã�º®��¹º¯«�º�ËÓÓ©®�
ÓÈº¯�Ë�º�n�ªãËäËÓ�ºm��Ë°ãÒ�
�

�°��� ª�Ò�ªãËäËÓ�©�ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©Ë��
�°��� ã�ºË� ¹º�äÓºÎË°�mº� m� Λ �� °º°�º«�ËË� ÒÏ� n+1� ªãËäËÓ�È� Ò�

m}ã��È��ËË�ª�Ò�n�ªãËäËÓ�ºm��ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òäº��
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�ÒÓË®ÓºË� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mº� Λ � ÓÈÏ©mÈË�°«� n�unét�u� Ò� ººÏÓÈ�ÈË�°«�
nΛ ��

Ë°ãÒ�m�ÓËä�°��Ë°�m�Ë��ÈÏÒ°��°º°�º«�Ò®�ÒÏ�n�ªãËäËÓ�ºm�� Ò°ãº�n�ÓÈ�

Ï©mÈË�°«� éjounétvxz�í� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�
nΛ � Ò� ººÏÓÈ�ÈË�°«�

)dim( nΛ ��

�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

iã«�}ÈÎ�º�º�ªãËäËÓ�È�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�
nΛ �°��Ë°�m�Ë��Ë�ÒÓ�

°�mËÓÓºË�¹¯Ë�°�ÈmãËÓÒË�m�mÒ�Ë�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒÒ�ÈÏÒ°Ó©²�ªãË�

äËÓ�ºm��
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

��°�
�m�ãÒÓË®Óºä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�Λ n
�ÏÈ�ÈÓ©�ÈÏÒ°� { , ,..., }g g gn1 2 �Ò�¹¯ºÒÏmºã
Ó©®�

ªãËäËÓ�� x�� �º��È�� ¹º� º¹¯Ë�ËãËÓÒ�� ÈÏÒ°È�� °Ò°�ËäÈ� ªãËäËÓ�ºm� { , ,..., , }g g g xn1 2 �

ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°ÒäÈ�Ò�¹º�ãËääË��������ªãËäËÓ��x�«mã«Ë�°«�ãÒÓË®Óº®�}ºäÒÓÈ�ÒË®�
ªãËäËÓ�ºm� g g gn1 2, ,..., ��v��Ë°�mºmÈÓÒË�¯ÈÏãºÎËÓÒ«��º}ÈÏÈÓº��

�
�º}ÈÎËä�Ë�ÒÓ°�mËÓÓº°�
�¯ÈÏãºÎËÓÒ«��iº¹�°�Òä����º�°��Ë°�m�����mË�¯ÈÏãÒ�Ó©Ë�

ãÒÓË®Ó©Ë� }ºäÒÓÈ�ÒÒ� x gi i
i

n

=
=
∑ξ

1

� Ò� x gi i
i

n

=
=
∑η

1

�� �º��È� ¹ºã��ÈËä�� ��º�

( )ξ ηi i i
i

n

g o− =
=
∑

1

��Óº�ª�º�ºÏÓÈ�ÈË�����º�¹¯Ò��ÈÓÓºä��º¹��ËÓÒÒ�°Ò°�ËäÈ�ªãËäËÓ�

�ºm� g g gn1 2, ,..., �ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°ÒäÈ���ºã��ËÓÓºË�¹¯º�Òmº¯Ë�ÒË��º}ÈÏ©mÈË��Ë�ÒÓ�

°�mËÓÓº°�
��
�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�

�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�

�

�

cÈÏäË¯��

Óº°�	�

�

�¯ÒäË¯�ÈÏÒ°È�

�
�

Îtv nxzkv�kxn}�éjlqyx�

knrzvévk�tj�wsvxrvxzq�

�
�
��

�
�
�È¯È�ÓË}ºããÒÓËÈ¯Ó©²�mË}�º¯ºm�ÓÈ�¹ãº°}º°�Ò��

�

Îtv nxzkv�kxn}�knrzv�

évk�k�wévxzéjtxzkn�

�

�
��

�
�¯º®}È� Óº¯äÒ¯ºmÈÓÓ©²�� ¹º¹È¯Óº� º¯�º�ºÓÈã
Ó©²�
mË}�º¯ºm��

�

�

Îtv nxzkv� kxn}� n�
rvuwvtntzt�}�xzvsi|vk�

�

�

�

n� n�F�ºã�ºm�mÒ�È�

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

...

;

...

;

...

; ...

...

���

�

�

Îtv nxzkv�kxn}�utvmv�

·sntvk�xznwntq�tn�k��

¡n��·nu�n�

�

n+1�
�

n+1�º�Óº�ãËÓ�mÒ�È�
�

P P P P

P Pn
n

n
n

1 2 3
2

4
3

1
1

1( ) ; ( ) ; ( ) ; ( ) ;

... ; ( ) ; ( ) .

τ τ τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

= = = =

= =−
+

�

�

�

Îtv nxzkv�kxn}�ujz�

éq|�éjounéj� nm× �

�

nm�
�

nm� m°ËmºÏäºÎÓ©²� ¯ÈÏãÒ�Ó©²� äÈ�¯Ò�� ¯ÈÏäË¯È�
nm× �� m°Ë� ªãËäËÓ�©� }º�º¯©²� ¯ÈmÓ©� Ó�ã��� }¯ºäË�

º�Óº�º��¯ÈmÓº�º����

�

Îtv nxzkv�kxn}�{ytr�

|qp��tnwéné�kt�}�tj�

[a,b]�

�

∞�
�
rÈÏÒ°�ÓË�°��Ë°�m�Ë������

�

Îtv nxzkv� én¡ntqp�

vltvévltvp� xqxznu�� m�

yéjktntqp� x� n� tnqo��

knxzt�uq�q�éjtmvu�r��
�

�

n�r�

�
sº¯äÈã
ÓÈ«�Á�Ó�ÈäËÓ�Èã
ÓÈ«�°Ò°�ËäÈ�¯Ë	ËÓÒ®��

�

Òjisq|j��������
�
�
{��ÈãÒ�Ë��������¹¯ÒmË�ËÓ©�¹¯ÒäË¯©�m©º¯È�ÈÏÒ°È�m�ãÒÓË®Óºä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË��
�

���������������������������������������
��� �º�Ë°�
��ã«�ã�º�º�ÓÈ��¯Èã
Óº�º�n�m��ÈÓÓºä�ãÒÓË®Óºä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�ÓÈ®�Ë�°«�n+1�ãÒÓË®Óº�

ÓËÏÈmÒ°Òä©®�ªãËäËÓ���ÓÈ¹¯ÒäË¯��°Ò°�ËäÈ�Á�Ó}�Ò®�mÒ�È� }cos,...,3cos,2cos,cos,1{ ττττ n ��



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������169�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

������|¹Ë¯È�ÒÒ�°�ªãËäËÓ�ÈäÒ�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�

m�}ºº¯�ÒÓÈ�Óºä�¹¯Ë�°�ÈmãËÓÒÒ�
�
�
�

�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

zºªÁÁÒ�ÒËÓ�©� nξξξ ,...,, 21 �¯ÈÏãºÎËÓÒ«� ∑
=

=
n

i
ii gx

1

ξ �ÓÈÏ©mÈ��°«�rvvélq�

tjzjuq� �ÒãÒ�rvuwvtntzjuq�� ªãËäËÓ�È�[� ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�
nΛ  m�

ÈÏÒ°Ë� },...,,{ 21 nggg ��

�
�

~ÈäË�Òä����º�m�°Òã���Ëº¯Ëä©��������ªãËäËÓ��ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�
nΛ �m�ÈÏÒ°Ë�

{ , ,..., }g g gn1 2 �º�ÓºÏÓÈ�Óº�¹¯Ë�°�Èmã«Ë�°«�n�}ºä¹ºÓËÓ�Ó©ä�°�ºã�ºä�

nξ

ξ
ξ

...
2

1

��

��°�
� m� }ºÓ}¯Ë�Óºä� ÈÏÒ°Ë� x gi i
i

n

=
=
∑ξ

1

� Ò� y gi i
i

n

=
=
∑η

1

�� �º��È� ÒÏ� º¹¯Ë�ËãËÓÒ«�

ÈÏÒ°È�Ò�È}°Òºä�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�°ãË�����¹¯ÈmÒãÈ�m©¹ºãÓËÓÒ«��º¹Ë¯È�Ò®�°�Ë�º�
ªãËäËÓ�ÈäÒ�m�}ºº¯�ÒÓÈ�Óº®�Áº¯äË��

�
�

�°��v¯ÈmÓËÓÒË���mÈ�ªãËäËÓ�È�m� nΛ �¯ÈmÓ©��º��È�Ò��ºã
}º��º��È��}º��È�
�

����� ξ ηi i
i

n

i i
i

n

g x y g
= =
∑ ∑= = =

1 1

��ÒãÒ�m�}ºº¯�ÒÓÈ�Óº®�Áº¯äË�










=

=
=

nn ηξ

ηξ
ηξ

...
22

11

��

�

�°��vãºÎËÓÒË��

����� x y gi i i
i

n

+ = +
=
∑ ( )ξ η

1

��ÒãÒ�m�äÈ�¯Ò�Óº®�Áº¯äË�

nnnn ηξ

ηξ
ηξ

η

η
η

ξ

ξ
ξ

+

+
+

=+
.........

22

11

2

1

2

1

��

�

�°���äÓºÎËÓÒË�ÓÈ��Ò°ãº��

������ λ λ ξ λ ξx g gi i
i

n

i
i

n

i= =
= =
∑ ∑

1 1

( ) ��ÒãÒ�m�äÈ�¯Ò�Óº®�Áº¯äË�

nn λξ

λξ
λξ

ξ

ξ
ξ

λ
......

2

1

2

1

= ��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

~ÈäË�Òä�� ��º� ¹ºã��ËÓÓ©Ë� ¹¯ÈmÒãÈ� °ºm¹È�È��� °� º¹¯Ë�ËãËÓÒËä� �Ë®°�mÒ®� °�
äÈ�¯Ò�ÈäÒ��°�ºã�ÈäÒ���

�
�

{�
nΛ �ÈÏÒ°�äºÎË��©�
�m©¯ÈÓ�ÓË�Ë�ÒÓ°�mËÓÓ©ä�°¹º°ººä�Ò�¹º�ºä��¹¯Ë�°�Èm�

ã«Ë�� ¹¯È}�Ò�Ë°}Ò®� ÒÓ�Ë¯Ë°� ¹¯ÈmÒãº� ÒÏäËÓËÓÒ«� }ºº¯�ÒÓÈ�� ªãËäËÓ�È� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º�

°�¯ÈÓ°�mÈ�
nΛ �¹¯Ò�¹Ë¯Ë²º�Ë�º��º�Óº�º�ÈÏÒ°È�}��¯��ºä���

�

��°�
�m�
nΛ ��ÈÓ©��mÈ�ÈÏÒ°È��Ù°�È¯©®µ� { , ,..., }g g gn1 2 �Ò�ÙÓºm©®µ� { , ,..., }′ ′ ′g g gn1 2 ��°�

°ºº�mË�°�m���ÒäÒ� � }ºº¯�ÒÓÈ�Ó©äÒ� ¯ÈÏãºÎËÓÒ«äÒ� ªãËäËÓ�È� x�� x gi i
i

n

=
=
∑ξ

1

� Ò�

∑
=

′′=
n

i
ii gx

1

ξ �� ��°�
�� }¯ºäË� �º�º�� ÒÏmË°�Ó©� ¯ÈÏãºÎËÓÒ«� ªãËäËÓ�ºm� ÙÓºmº�ºµ� ÈÏÒ°È� ¹º�

ªãËäËÓ�Èä�Ù°�È¯º�ºµ� ′ = =
=
∑g g j nj ij i
i

n

σ
1

1; [ , ] ��

�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

lÈ�¯Ò�È� S �� j�®� ( [ , ])∀ =j n1 �°�ºãË��}º�º¯º®�°º°�ºÒ��ÒÏ��}ºªÁÁÒ�

�ÒËÓ�ºm� σ ij � }ºº¯�ÒÓÈ�Ó©²� ¯ÈÏãºÎËÓÒ®� ªãËäËÓ�ºm� ÙÓºmº�ºµ� ÈÏÒ°È� ¹º�

ªãËäËÓ�Èä� Ù°�È¯º�ºµ�� ÓÈÏ©mÈË�°«� ujzéq|np� wnén}vlj� º�� ÈÏÒ°È�

},...,,{ 21 nggg �}�ÈÏÒ°�� },...,,{ 21 nggg ′′′ ��

�
�
|�äË�Òä����º�ª�º�º¹¯Ë�ËãËÓÒË�«mã«Ë�°«�ºº�ËÓÒËä�º¹¯Ë�ËãËÓÒ«��������
�
�
�
�º��È�°¹¯ÈmË�ãÒmÈ�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�

zºº¯�ÒÓÈ�©� nξξξ ,...,, 21 � Ò� nξξξ ′′′ ,...,, 21 � °m«ÏÈÓ©� °ºº�Óº�ËÓÒËä�

ξ σ ξi ij j
j

n

i n= ′ =
=

∑
1

1; [ , ] �� ��Ë� }ºªÁÁÒ�ÒËÓ�©� σ ij � �� ªãËäËÓ�©� äÈ�¯Ò�©�

¹Ë¯Ë²º�È� S ���º�Ë°�	�� ′ =
=
∑g gj ij i
i

n

σ
1

��j=[1,n] ��

�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�
��°�
� ÒÏmË°�Óº� ¯ÈÏãºÎËÓÒË� mË}�º¯ºm� ÙÓºmº�ºµ� ÈÏÒ°È� ¹º� Ù°�È¯ºä�µ�

′ =
=
∑g gj ij i
i

n

σ
1

���º��È�°¹¯ÈmË�ãÒm©�¯ÈmËÓ°�mÈ�

�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������171�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

∑ ∑∑∑∑∑
= =====

′=′=′′==
n

i
i

n

j
jij

n

i
iij

n

j
jj

n

j
ji

n

i
i gggxg

1 11111

)( ξσσξξξ ��

�

ÒãÒ� ogi

n

i

n

j
jiji =′−∑ ∑

= =1 1

)( ξσξ ��sº�Ë°ãÒ�ãÒÓË®ÓÈ«�}ºäÒÓÈ�Ò«�ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©²�

ªãËäËÓ�ºm�¯ÈmÓÈ�Ó�ãËmºä��ªãËäËÓ�����º�ºÓÈ��¯ÒmÒÈã
ÓÈ«��|�}��È�¹ºã��ÈËä����º�

],1[;
1

ni
n

j
jiji =∀′= ∑

=
ξσξ ��

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�
�
jÓÈ�Ë� �ºmº¯«�� Ë°ãÒ� ªãËäËÓ�©� ÙÓºmº�ºµ� ÈÏÒ°È� m©¯ÈÎÈ��°«� �Ë¯ËÏ� ªãËäËÓ�©� Ù°�È¯º�ºµ�

¹¯Ò�¹ºäº�Ò� �¯ÈÓ°¹ºÓÒ¯ºmÈÓÓº®�äÈ�¯Ò�©�¹Ë¯Ë²º�È� S
7

�� �º� }ºº¯�ÒÓÈ�Ó©®� °�ºãË�� m�

Ù°�È¯ºäµ� ÈÏÒ°Ë� ¯ÈmËÓ� ¹¯ºÒÏmË�ËÓÒ�� äÈ�¯Ò�©� ¹Ë¯Ë²º�È� ÓÈ� }ºº¯�ÒÓÈ�Ó©®� °�ºãË�� m�

ÙÓºmºäµ�ÈÏÒ°Ë��{�äÈ�¯Ò�Óº®�Áº¯äË��Ë°ãÒ�

′
′

′

=

g

g

g

S

g

g

gn n

1

2

1

2

... ...
T

���º�

nn

S

ξ

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

′

′
′

=
......
2

1

2

1

��

�
�
�
�

������º�äÓºÎË°�mÈ�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�
�
�
�

�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

sË¹�°�ºË� äÓºÎË°�mº� Ω �� º¯ÈÏºmÈÓÓºË� ÒÏ� ªãËäËÓ�ºm� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º�
°�¯ÈÓ°�mÈ� Λ �� ÓÈÏ©mÈË�°«� wvlwévxzéjtxzkvu� ª�º�º� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º�

°�¯ÈÓ°�mÈ��Ë°ãÒ��ã«�ã�©²� Ω∈yx, �Ò�ã�º�º��Ò°ãÈ�λ��
�°����� Ω∈+ yx �

�°����� Ω∈xλ ��
�
�
�

~ÈäË�ÈÓÒË�� jÏ�º¹¯Ë�ËãËÓÒ«��������°ãË��Ë�����º�äÓºÎË°�mº�Ω �°Èäº�«mã«Ë�°«�ãÒÓË®�
Ó©ä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mºä��¹º°}ºã
}���ã«�ÓË�º�º�ËmÒ�Óº�m©¹ºãÓ«��°«�m°Ë�È}�
°Òºä©�º¹Ë¯È�Ò®�m�ãÒÓË®Óºä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË��

�
�
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�
�¯ÒäË¯�
�������

�°��� lÓºÎË°�mº� ¯È�Ò�°�mË}�º¯ºm� m°Ë²� �º�Ë}�� ãËÎÈ�Ò²� ÓÈ� ÓË}º�º¯º®�
¹ãº°}º°�Ò��¹¯º²º�«�Ë®��Ë¯ËÏ�ÓÈ�Èãº�}ºº¯�ÒÓÈ���«mã«Ë�°«�¹º�¹¯º�
°�¯ÈÓ°�mºä�mº�äÓºÎË°�mË�¯È�Ò�°�mË}�º¯ºm�m°Ë²��º�Ë}��¯Ë²äË¯Óº�º�
�ËºäË�¯Ò�Ë°}º�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ��

�

�°��� lÓºÎË°�mº�m°Ë²�äÓº�º�ãËÓºm�� °�Ë¹ËÓÒ�ÓË�m©	Ë���Ëä�n�� Ë°�
�¹º��
¹¯º°�¯ÈÓ°�mº� m� ãÒÓË®Óºä� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mË� ÓË¹¯Ë¯©mÓ©²� Á�Ó}�Ò®�

C[ , ]α β ��
�

�°��� {�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�n�äË¯Ó©²�°�ºã�ºm�°ºmº}�¹Óº°�
�¯Ë	ËÓÒ®�º�Óº�
¯º�Óº®�°Ò°�Ëä©�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�°�n ÓËÒÏmË°�Ó©äÒ�Ò�°�º°Óºm�
Óº®� äÈ�¯Ò�Ë®� ¯ÈÓ�È� r �� º¯ÈÏ�Ë�� ¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº� ¯ÈÏäË¯Óº°�Ò�

rn− ��

�

�°��� �º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mºä�ã�º�º�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ���Ë���

È���°Èäº�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº��

���äÓºÎË°�mº��°º°�º«�ËË�ÒÏ�º�Óº�º�Ó�ãËmº�º�ªãËäËÓ�È��

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

��°�
��ÈÓ©��mÈ�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� 1Ω �Ò� 2Ω �ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�Λ ��
�

�°���Ìi~nlqtntqnu� ¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω � Ò� 2Ω � ÓÈÏ©mÈË�°«�

äÓºÎË°�mº� ªãËäËÓ�ºm� Λ∈x �� ��º� 1Ω∈x � ãÒº� 2Ω∈x ��

|�Ë�ÒÓËÓÒË�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω �Ò� 2Ω �ººÏÓÈ�ÈË�°«� 21 Ω∪Ω ��
�

�°���Ínénxn·ntqnu�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω �Ò� 2Ω �ÓÈÏ©mÈË�°«�äÓºÎË°�mº�

ªãËäËÓ�ºm� Λ∈x �� ¹¯ÒÓÈ�ãËÎÈ�Ò²� 1Ω � Ò� 2Ω � º�Óºm¯ËäËÓÓº��

�Ë¯Ë°Ë�ËÓÒË�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω �Ò� 2Ω �ººÏÓÈ�ÈË�°«� 21 Ω∩Ω ��
�

�°���fyuuvp� ¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω � Ò� 2Ω � ÓÈÏ©mÈË�°«� °ºmº}�¹Óº°�
�

m°Ë²� ªãËäËÓ�ºm� Λ∈+ 21 xx �� ¹¯Ò� �°ãºmÒÒ�� ��º� 11 Ω∈x � Ò�

22 Ω∈x �� v�ääÈ� ¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω � Ò� 2Ω � ººÏÓÈ�ÈË�°«�

21 Ω+Ω �
�

�°���Íé¹uvp� xyuuvp� ¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω � Ò� 2Ω � ÓÈÏ©mÈË�°«� °ºmº�

}�¹Óº°�
�m°Ë²�ªãËäËÓ�ºm� Λ∈+ 21 xx ��¹¯Ò��°ãºmÒÒ����º� 11 Ω∈x �

Ò� 22 Ω∈x � Ò� }{21 o=Ω∩Ω �� �¯«äÈ«� °�ääÈ� ººÏÓÈ�ÈË�°«��

21 Ω⊕Ω ��

�
�
iº}ÈÎÒ�Ë�°Èäº°�º«�Ëã
Óº����º�°¹¯ÈmË�ãÒmÈ�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

zÈ}�°�ääÈ���È}�Ò�¹Ë¯Ë°Ë�ËÓÒË�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω �Ò� 2Ω �m�Λ �Ë°�	��È}�

ÎË�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�m� Λ ��
�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������173�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

cÈÏäË¯Óº°�	�°�ää©�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Ω �Ò� 2Ω �¯ÈmÓÈ�

�

)dim()dim()dim()dim( 212121 Ω∩Ω−Ω+Ω=Ω+Ω ��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
�

�°�����°�
� ¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº� 21 Ω∩Ω � ÒäËË�� ÈÏÒ°� },...,,{ 21 kggg � Ò�� °ºº�mË�°�mËÓÓº��

¯ÈÏäË¯Óº°�
�k��iº¹ºãÓÒä�ª�º��ÈÏÒ°�ªãËäËÓ�ÈäÒ� },...,,{ 21 lggg ′′′ ��º�ÈÏÒ°È�m� 1Ω �Ò�
ªãËäËÓ�ÈäÒ� },...,,{ 21 mggg ′′′′′′ � �º� ÈÏÒ°È� m� 2Ω �� {� ª�ºä� °ã��ÈË� }ÈÎ�©®� ªãËäËÓ��

21 Ω+Ω∈x �äºÎË��©�
�¯ÈÏãºÎËÓ�¹º�°Ò°�ËäË�ªãËäËÓ�ºm�

�

},...,,,,...,,,,...,,{ 212121 mlk ggggggggg ′′′′′′′′′ ��

�
�

�°����º}ÈÎËä��Ë¹Ë¯
����º�ÓÈº¯�ªãËäËÓ�ºm� },...,,,,...,,,,...,,{ 212121 mlk ggggggggg ′′′′′′′′′ �ãÒ�

ÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä�m�Λ ��
�
cÈ°°äº�¯Òä�ÓË}º�º¯����¯ÈmÓ���Ó�ãËmºä��ªãËäËÓ����ãÒÓË®Ó���}ºäÒÓÈ�Ò��ª�Ò²�
ªãËäËÓ�ºm�
�

����������������������������������� oggg
m

p
pp

k

j
jj

l

i
ii =′′′′++′′ ∑∑∑

=== 111

ξξξ �������������������������������������

�

~ÈäË�Òä�� ��º� ¹º� ¹º°�¯ºËÓÒ�� 2
1

~ Ω∈′′′′= ∑
=

m

p
ppgx ξ �� Óº�� °� �¯��º®� °�º¯ºÓ©�� ª�º�� ÎË�

ªãËäËÓ�� 1
111

)(~ Ω∈+′′−=′′′′= ∑∑∑
===

k

j
jj

l

i
ii

m

p
pp gggx ξξξ ��

�

w�º� ºÏÓÈ�ÈË��� ��º� ~x ∈ ∩Ω Ω1 2� Ò�� °ãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� m� ¯ÈmËÓ°�mË� ������� m°Ë�

],1[,0;],1[,0 mpli pi ==′′==′ ξξ �� k� ¹º°}ºã
}�� },...,,{ 21 kggg � �� ÈÏÒ°�� �º� Ò� m°Ë�

ξ j j k= =0 1, [ , ] �Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�}ºäÒÓÈ�Ò«��°�º«�È«�m�ãËmº®��È°�Ò�¯ÈmËÓ°�mÈ���������

�¯ÒmÒÈã
ÓÈ«�� vãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� },...,,,,...,,,,...,,{ 212121 mlk ggggggggg ′′′′′′′′′ � �� ãÒÓË®Óº�

ÓËÏÈmÒ°ÒäÈ«�°Ò°�ËäÈ�ªãËäËÓ�ºm��
�
�

�°���jÏ�¹�Ó}�È��°�°ãË��Ë�����º� },...,,,,...,,,,...,,{ 212121 mlk ggggggggg ′′′′′′′′′ �«mã«Ë�°«�ÈÏÒ°ºä�

m� 21 Ω+Ω ��cÈÏäË¯Óº°�
�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� 21 Ω+Ω �¹¯Ò�ª�ºä�¯ÈmÓÈ�

�

.)dim()dim()dim(

)()()dim(

2121

21

Ω∩Ω−Ω+Ω=
=−+++=++=Ω+Ω kmklkmkl

�

�
�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�ÒÓË®ÓÈ«�ººãº�}È�°Ò°�Ëä©�ªãËäËÓ�ºm�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

vºmº}�¹Óº°�
�m°ËmºÏäºÎÓ©²�ãÒÓË®Ó©²�}ºäÒÓÈ�Ò®�ÓË}º�º¯º�º�äÓº�

ÎË°�mÈ�ªãËäËÓ�ºm� },...,,{ 21 kxxx �ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�Λ  ��ÓÈÏ©mÈË�°«�

sqtnptvp�vivsv·rvp�ª�º�º�äÓºÎË°�mÈ�Ò�ººÏÓÈ�ÈË�°«� },...,,{ 21 kxxxL ��

�
�

�¯ÒäË¯�
�������

lÓºÎË°�mº� äÓº�º�ãËÓºm� °�Ë¹ËÓÒ� ÓË� m©	Ë�� �Ëä� n�� «mã«Ë�°«� ãÒÓË®Óº®�

ººãº�}º®� ÓÈº¯È� º�Óº�ãËÓºm� },...,,,1{ 2 nτττ � m� ãÒÓË®Óºä� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�

ÓË¹¯Ë¯©mÓ©²�Á�Ó}�Ò®�C[ , ]α β ��

�
�

��°�
� ÏÈ�ÈÓ� ÓÈº¯� ªãËäËÓ�ºm },...,,{ 21 kxxx �� ¹º¯ºÎ�È��Ò²� ãÒÓË®Ó��� ººãº�}��

},...,,{ 21 kxxxL �� �º��È� ã�º®� ªãËäËÓ�� ª�º®� ãÒÓË®Óº®�ººãº�}Ò�ÒäËË�� mÒ�� x xi i
i

k

=
=
∑ λ

1

� Ò�

°¹¯ÈmË�ãÒmÈ�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

�

lÓºÎË°�mº� m°Ë²� ªãËäËÓ�ºm�� ¹¯ÒÓÈ�ãËÎÈ�Ò²� ãÒÓË®Óº®� ººãº�}Ë�

},...,,{ 21 kxxxL ��«mã«Ë�°«�ãÒÓË®Ó©ä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mºä��¯ÈÏäË¯Óº°�Ò�m ����Ë 

m���äÈ}°ÒäÈã	ÓºË��Ò°ãº�ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©²�ªãËäËÓ�ºm�mº�äÓº�

ÎË°�mË� },...,,{ 21 kxxx ��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�

�°���sË¹º°¯Ë�°�mËÓÓº®� ¹¯ºmË¯}º®� �ËÎ�ÈËä°«�� ��º� �ã«� °ºmº}�¹Óº°�Ò� ªãËäËÓ�ºm�

mÒ�È� x xi i
i

k

=
=
∑ λ

1

��m�¹¯Ë�¹ºãºÎËÓÒÒ����º�λi�¹¯ºÒÏmºã
Ó©Ë��Ò°ãÈ��°¹¯ÈmË�ãÒm©�

m°Ë�È}°Òºä©�º¹¯Ë�ËãËÓÒ«��������� �º�Ë°�
�¯È°°äÈ�¯ÒmÈËäÈ«�ãÒÓË®ÓÈ«�ººãº�}È�
«mã«Ë�°«�ãÒÓË®Ó©ä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mºä��
�
�

�°�����°�
� äÈ}°ÒäÈã
ÓºË� �Ò°ãº� ãÒÓË®Óº� ÓËÏÈmÒ°Òä©²� ªãËäËÓ�ºm� m� ÓÈº¯Ë�

{ , ,..., }x x xk1 2 �¯ÈmÓº�m��m k≤ ���rËÏ�º�¯ÈÓÒ�ËÓÒ«�º�Óº°�Ò�äºÎÓº�°�Ò�È�
����º�

ª�Ò� ªãËäËÓ�©� Ë°�
� mxxx ,...,, 21 �� {� ª�ºä� °ã��ÈË� ],1[;
1

kmjxx
m

i
ijij +== ∑

=
α � Ò�

ã�º®�ªãËäËÓ��ãÒÓË®Óº®�ººãº�}Ò�äºÎË��©�
�¹¯Ë�°�ÈmãËÓ�m�mÒ�Ë�ãÒÓË®Óº®�

}ºäÒÓÈ�ÒÒ�ªãËäËÓ�ºm� x x xm1 2, ,..., ��

�
�

�°����º}ÈÎËä� �Ë¹Ë¯
�� ��º� ã�º®� ÓÈº¯� ÒÏ� l� � l m> �� ªãËäËÓ�ºm� �ÈÓÓº®� ãÒÓË®Óº®�

ººãº�}Ò� ��Ë�� ãÒÓË®Óº� ÏÈmÒ°Òä©ä�� iã«� ª�º�º� m©Ë¯Ëä� l� ªãËäËÓ�ºm�

lyyy ,...,, 21 �� ¹¯ÒÓÈ�ãËÎÈ�Ò²� ãÒÓË®Óº®� ººãº�}Ë�� Ò� m©¯ÈÏÒä� Ò²� �Ë¯ËÏ� ªãË�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������175�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

äËÓ�© mxxx ,...,, 21 �� ¹ºã��Òä� ],1[;
1

ljxy
m

i
ijij == ∑

=
β �� �¯Ò¯ÈmÓ«Ëä� Ó�ãËmºä��

ªãËäËÓ��� ¹¯ºÒÏmºã
Ó��� ãÒÓË®Ó��� }ºäÒÓÈ�Ò�� m©¯ÈÓÓº�º� ÓÈº¯È�

y y yl1 2, ,..., ��

oxxy i

m

i

l

j
jji

m

i
iji

l

j
j

l

j
jj === ∑ ∑∑∑∑

= ==== 1 1111

)( µββµµ ��

�

�º°}ºã
}��ªãËäËÓ�©� [ [ [
P1 2, ,..., �ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©���º�}ºªÁÁÒ�ÒËÓ�©�µi�

�ºãÎÓ©���ºmãË�mº¯«�
�°ãË����Ë®�º�Óº¯º�Óº®�°Ò°�ËäË�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�
�

∑
=

==
l

j
jji mi

1

],1[,0µβ ��

�

sº�ª�È�°Ò°�ËäÈ�ÒäËË�� �¹º��Ëº¯ËäË��������� 0rg >−≥− mll jiβ  ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈ�

mÒ°Òä©²�� È� °ãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� tntysnk�}�� ¯Ë	ËÓÒ®�� ¹º°}ºã
}�� mji ≤βrg ��

�¯ÒÓÒäÈ«� mº� mÓÒäÈÓÒË�� ��º� l� Ò� m� ÓÈ��¯Èã
Ó©Ë� �Ò°ãÈ�� ¹ºã��ÈËä�

1rg ≥−≥− mll jiβ �� �º� Ë°�
� °��Ë°�m�Ë�� ÓË�¯ÒmÒÈã
ÓÈ«� ãÒÓË®ÓÈ«� }ºäÒÓÈ�Ò«�

ªãËäËÓ�ºm� lyyy ,...,, 21 ��¯ÈmÓÈ«�o��
�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

�Ò¹Ë¯¹ãº°}º°���
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

lÓºÎË°�mº� Γ ��º¯ÈÏºmÈÓÓºË�ÒÏ�ªãËäËÓ�ºm�mÒ�È� 0xx + ����Ë� Λ∈0x �Ë°�
�

ÓË}º�º¯©®� ÁÒ}°Ò¯ºmÈÓÓ©®� ªãËäËÓ�� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� Λ �� È� x�
ã�º®�ªãËäËÓ��ÓË}º�º¯º�º�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� Λ⊂Ω ��ÓÈÏ©mÈË�°«�mqwnéw�

svxrvxz�í��ÒãÒ�sqtnpt�u�utvmvviéjoqnu��m�ãÒÓË®Óºä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�Λ .�
�
�
�

~ÈäË�ÈÓÒ«�� �°��� {�º�Ëä�°ã��ÈË��Ò¹Ë¯¹ãº°}º°�
�ÓË�«mã«Ë�°«�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mºä��
�

�°��� p°ãÒ�GLP�Ω� k���º��ºmº¯«��º�k�äË¯Óº®��Ò¹Ë¯¹ãº°}º°�Ò��
�
�

~È�È�È�
�������

Ívrjojz��� ·zv�nxsq� ësnuntz��x� q�y� wéqtjlsn jz�tnrvzvévp� mqwnéwsv�

xrvxzq� Γ ��zv�ëzvp� n�mqwnéwsvxrvxzq�iylnz�wéqtjlsn jz��q�ësnuntz�

z x y= + −α α( )1 ��mln�α���síivn�·qxsv��

�
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�����jÏºäº¯ÁÒÏä�ãÒÓË®Ó©²�¹¯º°�¯ÈÓ°�m�
�
�
�

cÈ°°äº�¯Òä��mÈ�ãÒÓË®Ó©²�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ��äÓºÎË°�mº�äÓº�º�ãËÓºm� P2 ( )τ �°�Ë¹ËÓÒ�
ÓË�m©	Ë���Ëä�����Ò�äÓºÎË°�mº�mË}�º¯ºm��¯Ë²äË¯Óº�º��ËºäË�¯Ò�Ë°}º�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ��

�
|¹Ë¯È�ÒÒ�°ãºÎËÓÒ«�äÓº�º�ãËÓºm�Ò�Ò²��äÓºÎËÓÒ«�ÓÈ��Ò°ãº�m©�ã«�«��°ãË����

�Òä�º¯ÈÏºä��
�

22

2
212121

2
222

2
111

)()()()(

)()()()()(

τλκτληλξκτητξλ

τκκτηηξξτκτηξτκτηξ

++=++

+++++=+++++
�

�
kÓÈãº�Ò�Ó©Ë� º¹Ë¯È�ÒÒ� °� �¯Ë²äË¯Ó©äÒ� mË}�º¯ÈäÒ� m� }ºº¯�ÒÓÈ�Óº®� Áº¯äË�� m�

°mº��º�Ë¯Ë�
��ÏÈ¹Ò°©mÈ��°«��È}��
�

λκ
λη
λξ

κ
η
ξ

λ
κκ
ηη
ξξ

κ
η
ξ

κ
η
ξ

=
+
+
+

=+ ;

21

21

21

2

2

2

1

1

1

���

�
�
v¯ÈmÓÒmÈ«� ª�Ò� ÏÈ¹Ò°Ò�� äºÎÓº� ÏÈäË�Ò�
�� ��º� ¹¯Ò¯º�È� �ÈÓÓ©²� äÓºÎË°�m� ÓË�

Ò�¯ÈË�� ¯ºãÒ�� }º��È� Ò°°ãË����°«� Ò²� ²È¯È}�Ë¯Ò°�Ò}Ò�� °m«ÏÈÓÓ©Ë� �ºã
}º� °� º¹Ë¯È�Ò«äÒ�
°ãºÎËÓÒ«�Ò��äÓºÎËÓÒ«�ÓÈ��Ò°ãº��

�

|�äË�ËÓÓºË�°mº®°�mº�ãÒÓË®Ó©²�¹¯º°�¯ÈÓ°�m�Óº°Ò��ÓÈÏmÈÓÒË�qovuvé{qouj��rº�
ãËË��º�Óº�Ë�º�º¹Ò°©mÈË��

�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

imÈ�ãÒÓË®Ó©²�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� 1Λ �Ò� 2Λ �ÓÈÏ©mÈ��°«�qovuvé{t�uq�� Ë°ãÒ�

°��Ë°�m�Ë��mÏÈÒäÓº�º�ÓºÏÓÈ�ÓºË�º�º¯ÈÎËÓÒË� �F : 1Λ �→� 2Λ ��È}ºË����º�

�ã«� ∀ ∈ ∀x y, Λ1 � λ ��
�°�� yFxFyxF ˆˆ)(ˆ +=+ ��

�°�� � ( ) �F x Fxλ λ= �

|�º¯ÈÎËÓÒË� �F �ÓÈÏ©mÈË�°«�qovuvé{qouvu� ãÒÓË®Ó©²�¹¯º°�¯ÈÓ°�m� 1Λ �
Ò� 2Λ ��

�
�

sÈ¹ºäÓÒä����º�º�º¯ÈÎËÓÒË� �F �«mã«Ë�°«�kojqutv�vltvotj·t�u��iqnrzqktvxz�� �F ���Ë°ãÒ��
�

È��� ¯ÈÏÓ©Ë�ªãËäËÓ�©�ÒÏ� 1Λ �ÒäË���m� 2Λ �¯ÈÏÓ©Ë�º¯ÈÏ©��qt~nrzqktvxz�� �F ���
�

��� }ÈÎ�©®�ªãËäËÓ��ÒÏ� 2Λ �«mã«Ë�°«�º¯ÈÏºä�ÓË}º�º¯º�º�ªãËäËÓ�È�ÒÏ� 1Λ ��xíé~nr�

zqktvxz�� �F ���
�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������177�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������
�º� ÒÏºäº¯�
ÁÒÏäË��

imÈ�ãÒÓË®Ó©²�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� 1Λ �Ò� 2Λ �ÒÏºäº¯ÁÓ©��º��È�Ò��ºã	}º��º�

��È��}º��È�Ò²�¯ÈÏäË¯Óº°�Ò�¯ÈmÓ©��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�
�

��°�
� )dim()dim( 21 Λ=Λ �� �¯ÒÓÒäÈ«� ¹¯ÈmÒãº� º�º¯ÈÎËÓÒ«�� ¹¯Ò� }º�º¯ºä�

}ÈÎ�ºä��ªãËäËÓ��� x ∈Λ1 � °�ÈmÒ�°«�m�°ºº�mË�°�mÒË�ªãËäËÓ��ÒÏ� 2Λ ��ÒäË��Ò®��Ë�

ÎË� °Èä©Ë� }ºº¯�ÒÓÈ�©�� È� �È}ÎË� Ò°¹ºã
Ï�«� ¹¯ÈmÒãÈ� �Ë®°�mÒ®� °� ªãËäËÓ�ÈäÒ� m�

}ºº¯�ÒÓÈ�Óºä�¹¯Ë�°�ÈmãËÓÒÒ��¹¯Ò²º�Òä�}�ÒÏºäº¯ÁÒÏä�� 1Λ �Ò� 2Λ ��

�

iº¹�°�Òä����º� n m= > =dim( ) dim( )Λ Λ1 2 ����Ë� 1Λ �Ò� 2Λ �ÒÏºäº¯ÁÓ©���º��È�ÓË}º�

�º¯©®� ÓÈº¯� n� ãÒÓË®Óº� ÓËÏÈmÒ°Òä©²� ªãËäËÓ�ºm� ÒÏ� 1Λ � º�º¯ÈÎÈË�°«� m� n�

ªãËäËÓ�ºm� m� 2Λ �� }º�º¯©Ë� º«ÏÈÓ©� ©�
� ãÒÓË®Óº� ÏÈmÒ°Òä©äÒ�� �º°}ºã
}�� ¹¯Ò�

ÒÏºäº¯ÁÒÏäË�Ó�ãËmº®�ªãËäËÓ��¹Ë¯Ë²º�Ò��m�Ó�ãËmº®�ªãËäËÓ����º�ä©�¹¯Ò²º�Òä�}�

¹¯º�Òmº¯Ë�Ò��°�¹¯Ë�¹ºãºÎËÓÒËä�º�ãÒÓË®Óº®�ÓËÏÈmÒ°Òäº°�Ò�m©¯ÈÓÓ©²�n�ªãË�
äËÓ�ºm�ÒÏ� 1Λ ��
�

vã��È®�n < m�¯È°°äÈ�¯ÒmÈË�°«�ÈÓÈãº�Ò�Óº��
�
�

�Ëº¯ËäÈ��º}ÈÏÈÓÈ��
�
�
�

�Ëº¯ËäÈ�
�������

 Ò°ãº� ãÒÓË®Óº� ÓËÏÈmÒ°Òä©²� ªãËäËÓ�ºm� m� ã
ºä� }ºÓË�Óºä� ÓÈº¯Ë�

ªãËäËÓ�ºm� ÒÏ�
nΛ � ¯ÈmÓº� ¯ÈÓ��� äÈ�¯Ò�©�� °�ºã�©� }º�º¯º®� °º�Ë¯ÎÈ��

}ºº¯�ÒÓÈ�©�ªãËäËÓ�ºm��ÈÓÓº�º�ÓÈº¯È�m�ÓË}º�º¯ºä�ÈÏÒ°Ë��
�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

vãË��Ë�� ÒÏ� ÒÏºäº¯ÁÓº°�Ò� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�
nΛ � Ò� ãÒÓË®Óº�º�

¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� m°Ë²� n�}ºä¹ºÓËÓ�Ó©²� °�ºã�ºm�� È� �È}ÎË� ÒÏ� �Ëº¯Ëä©� ������� �º�
¯ÈÓ�Ë�äÈ�¯Ò�©���
�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

k�ªãËäËÓ�ºm�m� nΛ �ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©��º��È�Ò��ºã	}º��º��È��}º��È�¯ÈÓ��

äÈ�¯Ò�©�� °�ºã�©� }º�º¯º®� °º�Ë¯ÎÈ�� }ºº¯�ÒÓÈ�©� ª�Ò²� ªãËäËÓ�ºm� m�

ÓË}º�º¯ºä�ÈÏÒ°Ë��äËÓ	�Ë���Ëä�min{ , }n k ���

�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

lÈ�¯Ò�È�¹Ë¯Ë²º�È�ÓËm©¯ºÎ�ËÓÓÈ«���º�Ë°�	�det S ≠ 0 ��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��

�

�¯Ë�¹ºãºÎÒä�¹¯º�ÒmÓºË�� det S = 0 ���º��È� rg S n< �Ò�°�ºã�©�äÈ�¯Ò�©���¹Ë�

¯Ë²º�È�ãÒÓË®Óº�ÏÈmÒ°Òä©Ë��sº��º��È������ÏÈmÒ°Òä©äÒ�Ò�ªãËäËÓ�©� nggg ′′′ ,...,, 21 ��

��º�¹¯º�Òmº¯Ë�Ò���°ãºmÒ��º��ºä����º� },...,,{ 21 nggg ′′′ ���ÈÏÒ°��

�
vãË�°�mÒË��º}ÈÏÈÓº��

�
�

vãË�°�mÒË�
�������

v��Ë°�m�Ë�� äÈ�¯Ò�È� T S=
−1
�� º¯È�ÓÈ«� äÈ�¯Ò�Ë� ¹Ë¯Ë²º�È� S ��

ÓÈÏ©mÈËäÈ«�º¯È�Óº®�äÈ�¯Ò�Ë®�¹Ë¯Ë²º�È��
�

iã«� º¯È�Óº®� äÈ�¯Ò�©� ¹Ë¯Ë²º�È� °¹¯ÈmË�ãÒm©� °ºº�Óº	ËÓÒ«�

nn g

g

g

T

g

g

g

′

′
′

=
......

2

1

T2

1

� Ò�

nn

T

ξ

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

......
2

1

2

1

=

′

′
′

��°ãË����ÒË�ÒÏ�¯ÈmËÓ°�m�

′
′

′

=

g

g

g

S

g

g

gn n

1

2

1

2

... ...
T

�Ò�

nn

S

ξ

ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

′

′
′

=
......
2

1

2

1

�Ò�ÒÏ��Ëº¯Ëä©�

�������
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

��°�	�m�
nΛ �ÏÈ�ÈÓ�ÈÏÒ°� },...,,{ 21 nggg ��m�}º�º¯ºä�}ºº¯�ÒÓÈ�ÓºË�¹¯Ë��

°�ÈmãËÓÒË�ªãËäËÓ�ºm�ÒäËË��mÒ�� ∑
=

=
n

i
ii gx

1

ξ ���º��È�}ÈÎ�È«�º�Óº¯º�ÓÈ«�

ãÒÓË®ÓÈ«� °Ò°�ËäÈ� m� ãÒÓË®Ó©²� �¯ÈmÓËÓÒ®� °� n� ÓËÒÏmË°�Ó©äÒ�

∑
=

==
n

i
iji mj

1

],1[,0ξα �º¹¯Ë�Ëã«Ë��ÓË}º�º¯ºË�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�Ω �m�
nΛ ��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

vãË��Ë��ÒÏ��º�º����º��ÈÓÓºË�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº� Ω �m�°Òã���Ëº¯Ëä©��������«mã«Ë�°«�
ãÒÓË®Óº®� ººãº�}º®� Óº¯äÈã
Óº®� Á�Ó�ÈäËÓ�Èã
Óº®� °Ò°�Ëä©� ¯Ë	ËÓÒ®� °Ò°�Ëä©�

ãÒÓË®Ó©²� �¯ÈmÓËÓÒ®� ∑
=

==
n

i
iji mj

1

],1[,0ξα �� È�
nΛ � ÒÏºäº¯ÁÓº� ãÒÓË®Óºä�� ¹¯º�

°�¯ÈÓ°�m��n���}ºä¹ºÓËÓ�Ó©²�°�ºã�ºm�

ξ
ξ

ξ

1

2

...

n

��

�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������179�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

vãË�°�mÒË�
�������

��°�	�m�
nΛ �ÏÈ�ÈÓ�ÈÏÒ°� },...,,{ 21 nggg ��m�}º�º¯ºä�}ºº¯�ÒÓÈ�ÓºË�¹¯Ë��

°�ÈmãËÓÒË�ªãËäËÓ�ºm�ÒäËË��mÒ�� ∑
=

=
n

i
ii gx

1

ξ ���º��È�}ÈÎ�È«�°ºmäË°�ÓÈ«�

ÓËº�Óº¯º�ÓÈ«�ãÒÓË®ÓÈ«�°Ò°�ËäÈ�m�ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�°�n�ÓËÒÏmË°��

Ó©äÒ� ∑
=

==
n

i
jiji mj

1

],1[,βξα �º¹¯Ë�Ëã«Ë��ÓË}º�º¯�
��Ò¹Ë¯¹ãº°}º°�	�Γ�m�

nΛ ��
�
�

� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�
kÓÈãº�Ò�Óº�¯È°°�Î�ËÓÒ«ä��¹¯ÒmË�ËÓÓ©ä��ã«�°ãË�°�mÒ«��������
�
�
�

~È�È�È�
������� Íévknéqz���·zv�ësnuntz�� 321 ,, ggg �viéjoyíz�ijoqx�k�

3Λ �q�tjpzq�rvvé�

lqtjztvn�wénlxzjksntqn�ësnuntzj� x �k�ëzvu�ijoqxn��nxsq�k�tnrvzvévu�

qx}vltvu�ijoqxn�� x =
1

3

1

��

1

1

1

1 =g �� g2

2

1

0

= �q� g3

3

0

1

= ��

�
�

cË�ËÓÒË�� �°��� iã«��º�º����º©�ÒÏ�ªãËäËÓ�ºm� 321 ,, ggg �äºÎÓº�©ãº�º¯ÈÏºmÈ�
�m�
3Λ �

ÈÏÒ°�� ÓËº²º�Òäº� Ò� �º°�È�º�Óº� �º¹¯Ë�ËãËÓÒË� ��������� ��º©� ª�Ò�
ªãËäËÓ�©�©ãÒ�ãÒÓË®Óº�ÓËÏÈmÒ°Òä©äÒ���º�°ãË�°�mÒ����������ÈÓÓºË�

�°ãºmÒË� m�
3Λ � ¯ÈmÓº°Òã
Óº� ÓË¯ÈmËÓ°�m�� rg

1 2 3

1 1 0

1 0 1

3≥ �� }º�º¯ºË�

ÒäËË��äË°�º��¹º°}ºã
}��det

1 2 3

1 1 0

1 0 1

4 0= − ≠ ��

�
�

�°��� |ºÏÓÈ�Òä� Ò°}ºä©Ë� }ºº¯�ÒÓÈ�©� ªãËäËÓ�È� x� �Ë¯ËÏ� ξ ξ ξ1 2 3, , �� �º��È�

x g g g= + +ξ ξ ξ1 1 2 2 3 3��ÒãÒ�m�}ºº¯�ÒÓÈ�Óº®�Áº¯äË�

�

1

3

1

1

1

1

2

1

0

3

0

1
1 2 3= + +ξ ξ ξ ��

�
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�°��� j°¹ºã
ÏºmÈm� �°ãºmÒË� ¯ÈmËÓ°�mÈ� �m�²� ªãËäËÓ�ºm� m� }ºº¯�ÒÓÈ�Óº®�
Áº¯äË��¹ºã��Òä�°Ò°�Ëä��ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®�

�

,1

3

132

31

21

321








=+
=+
=++

ξξ
ξξ

ξξξ
�

�
�
¯Ë	Òm� }º�º¯��� ¹º� ¹¯ÈmÒã�� z¯ÈäË¯È� ��Ëº¯ËäÈ� �������� ÒãÒ� äË�º�ºä�

�È�°°È� �¹�������� ¹ºã��Òä� ξ ξ ξ1 2 32 1 1= = = −, , �� |�}��È� °ãË��Ë��� ��º�

ªãËäËÓ�� x � m� ÈÏÒ°Ë�� º¯ÈÏºmÈÓÓºä� ÒÏ� ªãËäËÓ�ºm� 321 ,, ggg �� ÒäËË��

}ºº¯�ÒÓÈ�ÓºË�¹¯Ë�°�ÈmãËÓÒË�

1

1

2

−
��

�
�
�

~È�È�È�
�������

Ëjpzq� ujzéq|y� wnén}vlj� vz� ijoqxj� k� Λ 3
�� viéjovkjttvmv� ësnuntzjuq�

{ , , }′ ′ ′g g g1 2 3 ��r�ijoqxy� { , , }′′ ′′ ′′g g g1 2 3 ��nxsq�k�tnrvzvévu�qx}vltvu�ijoqxn��

�

′ =g1

1

1

1

�� ′ =g2

2

1

0

�� ′ =g3

3

0

1

��

3

3

7

1 =′′g ��

9

5

16

2 =′′g � q�

8

7

22

3 =′′g ��

�
�

cË�ËÓÒË�� �°��� ��°�
� x �� ′x �Ò� ′′x �ººÏÓÈ�È���}ºº¯�ÒÓÈ�Ó©Ë�°�ºã�©�ªãË�

äËÓ�È�x�m�ÈÏÒ°È²�Ò°²º�Óºä�� },,{ 321 ggg ′′′ �Ò� },,{ 321 ggg ′′′′′′ �°ºº�mË�°�mËÓÓº��

�º��È� �¹º�º¹¯Ë�ËãËÓÒ���������Ò�m�°Òã���Ëº¯Ëä©���������ÒäË���äË°�º�
¯ÈmËÓ°�mÈ�
�

x G x= ′ ���Ò��� x F x= ′′ ��
�
�

��Ë� äÈ�¯Ò�©� G � Ò� F � °º°�ÈmãËÓ©� ÒÏ� }ºº¯�ÒÓÈ�Ó©²� °�ºã�ºm�

ÈÏÒ°Ó©²�ªãËäËÓ�ºm� 321 ,, ggg ′′′ �Ò� 321 ,, ggg ′′′′′′ ���º�Ë°�
�

�
�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������181�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

101

011

321

=G �Ò�

893

753

22167

=F ��

�
�

|ºÏÓÈ�Òä� �Ë¯ËÏ� S � äÈ�¯Ò��� ¹Ë¯Ë²º�È� º�� ÈÏÒ°È� { , , }′ ′ ′g g g1 2 3 � }�

ÈÏÒ°�� },,{ 321 ggg ′′′′′′ �� �ã«� }º�º¯º®� ′ = ′′x S x �� sº� ÒÏ� �°ãºmÒ®�

x G x= ′ � Ò� x F x= ′′ � °ãË��Ë��� ��º� ′ = ′′
−

x G F x
1

��

¹º°}ºã
}��äÈ�¯Ò�È� G �º�ËmÒ�Óº�ÓËm©¯ºÎ�ËÓÓÈ«��

�

�º��È� S x G F x′′ = ′′
−1

��ã«�ã�º�º�ªãËäËÓ�È� ′′x ��È�ª�º��m�

°Òã�� ãËää©� �������� ºÏÓÈ�ÈË��� ��º� Ò°}ºäÈ«� äÈ�¯Ò�È� ¹Ë¯Ë²º�È�

S G F=
−1

��

�
�

�°��� �º�°�Ò�Èm�¹¯ºÒÏmË�ËÓÒË�
�

1 2 3

1 1 0

1 0 1

1−

893

753

22167

�

�
Ò°¹ºã
Ï�«��ÓÈ¹¯ÒäË¯��°²Ëä��º¹Ò°ÈÓÓ���m�¹�������ã«�m©¯ÈÎËÓÒ®�mÒ�È�

G F
−1

��¹ºã��ÈËä�

�

S =
2 3 4

1 2 3

1 3 4

��

�
�
�
�

~È�È�È�
�������

Æ� sqtnptvu� wévxzéjtxzkn�utvmv·sntvk� xznwntq� tn� k�¡n� ·nu���� tjpzq�

ijoqx�q�éjounétvxz��wnénxn·ntq¹�lky}�sqtnpt�}�vivsv·nr�ësnuntzvk�

�

x

x

x

1
2 3

2
2 3

3
2 3

1 2 3

1 8 6 5

10 5 8

( )

( )

( )

τ τ τ τ
τ τ τ τ
τ τ τ τ

= + + +
= − + − +
= − +

���q���

y

y

y

1
2 3

2
2 3

3
2 3

1 4 5

3 2 6 3

4 2 5 8

( )

( )

( ) .

τ τ τ τ
τ τ τ τ
τ τ τ τ

= + − +
= − + +
= + + +

�

�
�
�
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�
cË�ËÓÒË�� �°��� �º��Ëº¯ËäË��������}ÈÎ�È«�ÒÏ�ãÒÓË®Ó©²�ººãº�Ë}�«mã«Ë�°«�¹º�¹¯º�

°�¯ÈÓ°�mºä�� �Ë¯mºË� ÒÏ� ÓÒ²� Π1� º¯ÈÏºmÈÓº� ªãËäËÓ�ÈäÒ� mÒ�È�

x x x x= + +λ λ λ1 1 2 2 3 3�� È� m�º¯ºË��� Π 2 �� °ºº�mË�°�mËÓÓº� ªãËäËÓ�ÈäÒ�

y y y y= + +µ µ µ1 1 2 2 3 3�� vº°�ÈmÒä� º�Óº¯º�Ó©Ë� °Ò°�Ëä©� ãÒÓË®Ó©²�

�¯ÈmÓËÓÒ®��ÏÈ�È��Ò²�ª�Ò�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ��°ä��°ãË�°�mÒË����������
�
�

��°�
�}ÈÎ�ºË�ÒÏ��¯ÈmÓËÓÒ®�ª�Ò²�°Ò°�Ëä�ÒäËË��mÒ��
�

0

4

3

2

1

4321 =

ξ
ξ
ξ
ξ

αααα ��

�

�º��È��mº°¹ºã
ÏºmÈm	Ò°
�ÒÏºäº¯ÁÒÏäºä�äËÎ��� Π1�Ò�¹¯º°�¯ÈÓ°��

mºä��Ë�©¯Ë²}ºä¹ºÓËÓ�Ó©²�°�ºã�ºm�mÒ�È�
�

8

5

10

0

5

6

8

1

3

1

2

1

321

4

3

2

1

−
+

−

−

+= λλλ

ξ
ξ
ξ
ξ

��

�

��Ë�λ λ λ1 2 3, , ���¹¯ºÒÏmºã
Ó©Ë��Ò°ãÈ��¹¯Ò²º�Òä�}��°ãºmÒ��

�

0)

8

5

10

0

5

6

8

1

3

1

2

1

( 3214321

4

3

2

1

4321 =
−

+
−

−

+= λλλαααα

ξ
ξ
ξ
ξ

αααα ��

�

}º�º¯ºË� ��Ë�� m©¹ºãÓ«�
°«� ¹¯Ò� ã�©²� 321 ,, λλλ �� Ë°ãÒ� �Ò°ãÈ�

α α α α1 2 3 4, , , � º¯ÈÏ���� ¯Ë	ËÓÒË� °ãË����Ë®� °Ò°�Ëä©� ãÒÓË®Ó©²�

�¯ÈmÓËÓÒ®�

α α α α
α α α α

α α α

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

2 3 0

8 6 5 0

10 5 8 0

+ + + =
− + − + =

− + =







 .

�

�
�
cË	Òm�ª���°Ò°�Ëä���ÓÈ¹¯ÒäË¯��¹º�°²ËäË�º¹Ò°ÈÓÓº®�m�¹�������¹ºã��Òä�
º�ËË�¯Ë	ËÓÒË�m�mÒ�Ë�
�



cÈÏ�Ëã��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �����������������������������������������������������������������������������������183�
�ÒÓË®ÓºË�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�
�
�
�

5

0

4

7

0

2

1

4

21

4

3

2

1

−
−

+

−

= κκ

α
α
α
α

��

�
º�}��È�ÏÈ}ã��ÈËä����º�°��Ë°�m�Ë���mÈ�ÓËÏÈmÒ°Òä©²�ÓÈº¯È�Ò°}º�

ä©²��Ò°Ëã�α α α α1 2 3 4, , , �Ò��°ãË�ºmÈ�Ëã
Óº��º�Óº¯º�ÓÈ«�°Ò°�ËäÈ�ãÒ�

ÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®��ÏÈ�È��È«�¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�Π1�ÒäËË��mÒ���

�





=+−−
=++−

.0547

024

421

321

ξξξ
ξξξ

�

�
�
kÓÈãº�Ò�Óº�°�¯ºÒä�º�Óº¯º�Ó���°Ò°�Ëä��ãÒÓË®Ó©²��¯ÈmÓËÓÒ®��ÏÈ�

�È�����Π 2 ��

�

�����




=+−−
=++−

.07611

014922

421

321

ξξξ
ξξξ

�

�
�

sÈ}ºÓË���¹º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mº�Π Π1 2∩ ���Ë��ÏÈ�ÈmÈ�
°«�°Ò°�Ëäº®�

�

�










=+−−
=++−
=+−−
=++−

,07611

014922

0547

024

421

321

421

321

ξξξ
ξξξ

ξξξ
ξξξ

�

�
º�ËË�¯Ë	ËÓÒË�}º�º¯º®�Ë°�
�
�

2

7

6

2

1

4

3

2

1

−

−
= σ

ξ
ξ
ξ
ξ

��

�

Ò�� °ãË�ºmÈ�Ëã
Óº�� �ã«� Π Π1 2∩ � 1)dim( 21 =Π∩Π � °� ÈÏÒ°ºä�� °º�

°�º«�Òä�ÒÏ�º�Óº�º�ªãËäËÓ�È�

2

7

6

2

−

−
��

�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

�
�
�
�
�
�

cÈÏ�Ëã���

�jspqshp�~k{jvjl|v�j�

{��jspqs|l��c|v�cksv�{p�
�
�
�
�

������ÒÓË®Ó©Ë�º¹Ë¯È�º¯©�
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

��°�
�}ÈÎ�ºä��ªãËäËÓ���x�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�Λ �¹º°�ÈmãËÓ�m�°º�
º�mË�°�mÒË� Ë�ÒÓ°�mËÓÓ©®�ªãËäËÓ��y ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ ∗Λ .��º��È�
�ºmº¯«��� ��º� m� Λ � ÏÈ�ÈÓ� vwnéjzvé�� �Ë®°�m���Ò®� m� Λ  Ò� ÒäË��Ò®�

ÏÓÈ�ËÓÒ«�m� ∗Λ ��ººÏÓÈ�ÈËä©®� xAy ˆ= ��
�

�¯Ò�ª�ºä�ªãËäËÓ��y�ÓÈÏ©mÈË�°«�viéjovu�ªãËäËÓ�È�x��È�ªãËäËÓ��x���wév�
viéjovu�ªãËäËÓ�È�y��

�

zÈ}�Ò�m�¹�������º¹Ë¯È�º¯©�¹º�¯ÈÏ�Ëã«��°«�ÓÈ�vzviéj ntq¹��Ë°ãÒ� Λ⊄Λ∗ ��Ò�wén�

viéjovkjtq¹��Ë°ãÒ� Λ⊆Λ∗ ��{��Èã
ÓË®	Ëä��ÏÈ�Ò°}ã��ËÓÒËä�º°ºº�º�ºmº¯ËÓÓ©²�°ã��ÈËm��

��Ë�� ¹¯Ë�¹ºãÈ�È�
°«�� ��º� Λ⊆Λ∗ �� �º� Ë°�
�� ä©� ��Ëä� ¯È°°äÈ�¯ÒmÈ�
� ¹¯Ëº¯ÈÏºmÈÓÒ«��

�Ë®°�m���ÒË�m�Λ ��
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

|¹Ë¯È�º¯� y Ax= � �ÓÈÏ©mÈË�°«�sqtnpt�u��Ë°ãÒ��ã«�ã�©²�� Λ∈21,, xxx �Ò�

ã�º�º��Ò°ãÈ�λ�ÒäË���äË°�º�¯ÈmËÓ°�mÈ��
����������������������������������°�� � ( ) � �A x x Ax Ax1 2 1 2+ = + �Ò�

����������������������������������°�� � ( ) �A x Axλ λ= ��

�
�¯ÒäË¯�
�������

�°���{� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mË� ��äË¯Ó©²� mË}�º¯ºm� ãÒÓË®Ó©ä� º¹Ë¯È�º¯ºä�
«mã«Ë�°«�¹¯ÈmÒãº�

2

1

2221

1211

2

1

ξ
ξ

η
η

aa

aa
= ��

°m«Ï©mÈ��ËË� mË}�º¯�¹¯ºº¯ÈÏ�
2

1

ξ
ξ

=x � °� mË}�º¯ºä�º¯ÈÏºä�

2

1

η
η

=y ��

�



cÈÏ�Ëã����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�ÒÓË®Ó©Ë�ÏÈmÒ°Òäº°�Ò�m�ãÒÓË®Óºä�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�
�
�
�

�°���{� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mË� Ë°}ºÓË�Óº� �ÒÁÁË¯ËÓ�Ò¯�Ëä©²�Á�Ó}�Ò®� ãÒÓË®�
Ó©ä�º¹Ë¯È�º¯ºä�«mã«Ë�°«�º¹Ë¯È�Ò«��ÒÁÁË¯ËÓ�Ò¯ºmÈÓÒ«��°�Èm«�È«�
m� °ºº�mË�°�mÒË� }ÈÎ�ºä�� ªãËäËÓ��� ª�º�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� Ë�º� ¹¯ºÒÏ�
mº�Ó���Á�Ó}�Ò���

�

�°���{�¹¯º°�¯ÈÓ°�mË�äÓº�º�ãËÓºm� Pn ( )τ �ãÒÓË®Ó©ä�º¹Ë¯È�º¯ºä�«mã«Ë�°«�
º¹Ë¯È�Ò«��äÓºÎËÓÒ«�äÓº�º�ãËÓÈ�ÓÈ�ÓËÏÈmÒ°Òä���¹Ë¯ËäËÓÓ���τ ��

�
�

~È�È�È�
�������

bvrjojz���·zv�vwnéjzvé��k�wéqunéj}��°���°�q��°�¹ks¹ízx¹�sqtnpt�uq��

�
�

~È�È�È�
�������

�ks¹nzx¹� sq� sqtnpt�u� vwnéjzvé� �A� �� xzjk¹�qp� rj lvuy� ësnuntzy�

Λ∈x �k�xvvzknzxzkqn�{qrxqévkjtt�p�ësnuntz� Λ∈a "�
�
�

cË�ËÓÒË�� p°ãÒ� oa = ���º� �A���ãÒÓË®Ó©®�º¹Ë¯È�º¯���Ë®°�m���Ò®�m�Λ ��
�
�
�
�

�����iË®°�mÒ«�°�ãÒÓË®Ó©äÒ�º¹Ë¯È�º¯ÈäÒ�
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

�ÒÓË®Ó©Ë� º¹Ë¯È�º¯©� �A� Ò� �B � ÓÈÏ©mÈ��°«� éjkt�uq�� Ë°ãÒ�

xBxAx ˆˆ: =Λ∈∀ ��cÈmËÓ°�mº�º¹Ë¯È�º¯ºm�ººÏÓÈ�ÈË�°«�}È}� BA ˆˆ = ��

�

fyuuvp�ãÒÓË®Ó©²�º¹Ë¯È�º¯ºm� �A�Ò� �B �ÓÈÏ©mÈË�°«�º¹Ë¯È�º¯� �C ��ººÏÓÈ�

�ÈËä©®� � �A B+ �� °�Èm«�Ò®� }ÈÎ�ºä�� ªãËäËÓ��� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ�

Λ∈x �m�°ºº�mË�°�mÒË�ªãËäËÓ�� � �Ax Bx+ ��
�
�

�ËääÈ�
�������

v�ääÈ��m�²�ãÒÓË®Ó©²�º¹Ë¯È�º¯ºm�«mã«Ë�°«�ãÒÓË®Ó©ä�º¹Ë¯È�º¯ºä��

�
� iº}ÈÏÈ�Ëã�°�mº��
�

��°�
 Λ∈zyx ,, �Ò� zyx µλ += � È � � �C A B= + ���º��È�

�

����������������������������

�( ) � ( ) �( )

� � � �

( � � ) ( � � ) � � .

C y z A y z B y z

Ay A z B y B z

Ay B y A z B z Cy C z

λ µ λ µ λ µ

λ µ λ µ

λ µ λ µ

+ = + + + =

= + + + =

= + + + = +

�

�
�ËääÈ��º}ÈÏÈÓÈ��

�
�



��������������������������������������������������������������Ë}�ÒÒ� � �}ÈÁË�¯©� �m©°�Ë®� �äÈ�ËäÈ�Ò}Ò� �ln�j�

��������������������������������������������������������ÙkÓÈãÒ�Ò�Ë°}È«��ËºäË�¯Ò«�Ò�ãÒÓË®ÓÈ«�Èã�Ë¯Èµ���äÓºm�k�p��
�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

Ëysnk�u�º¹Ë¯È�º¯ºä� �O�ÓÈÏ©mÈË�°«�º¹Ë¯È�º¯��°�Èm«�Ò®�}ÈÎ�ºä��ªãË�
äËÓ��� ãÒÓË®Óº�º� ¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ� Λ∈x � m� °ºº�mË�°�mÒË� Ó�ãËmº®� ªãËäËÓ��
ª�º�º�ãÒÓË®Óº�º�¹¯º°�¯ÈÓ°�mÈ��

�
�
�

|¹¯Ë�ËãËÓÒË�
�������

|¹Ë¯È�º¯ºä�� wévzqkvwvsv t�u� º¹Ë¯È�º¯�� �A �� ÓÈÏ©mÈË�°«� º¹Ë¯È�º¯�
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