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П РЕД И СЛО ВИ Е

Н асто ящ и й  курс геом етрии, и зд аваем ы й  в двух  ч а стях , н ап и сан  в соответствии  
с действую щ ей  п рограм м ой  по геометрии д л я  студентов м атем ати чески х  и ф и зи к о ­
м атем атических  ф ак у л ьтето в  педагогических  институтов. И зл о ж ен и е  курса с о г л а ­
со ван о  с п р ограм м ам и  ал геб р ы , теории чисел и м атем ати ческо го  а н а л и за . Это 
пособие со ста в л яет  первую  часть  курса и о х в а т ы в а е т  м атер и ал  геометрии п ер ­
вого курса у к аза н н ы х  ф акультетов .

О сновой учебного  пособия п ослуж или  лекции , которы е авторы  читали  в послед- 
)ие годы студентам  м атем ати ческо го  ф ак у л ьтета  М Г П И  им. В. И . Л ен и н а .

Д а н н о е  пособие сущ ествен но  отл и ч ается  от р ан ее  и здан ны х  и здательством  
«П росвещ ение»  пособий по геометрии Л . С. А та н а с ян а  « Г еом етри я» , ч. I, Л . С. А та- 
н асян а и Г. Б. Гуревича «Г еом етри я» , ч. II, В. Т. Б а зы л е в а  и др . «Г еом етри я» , I, II. 
П о сравнению  с этими книгам и в новом пособии более тщ а т е л ь н о  п одобран  м а­
тер и ал , несколько изм енен  п оряд ок  и зл о ж ен и я  и, что особенно  важ н о , оно более 
доступно (не в ущ ерб  строгости). В связи  с этим объем  пособия о к а за л с я  зам етн о  
сокращ ен н ы м , а п р и н ятая  в нем терм и н ологи я и си м во л и ка  по возм ож ности  с о г л а ­
сованы  с теми, которы е в н асто я щ ее  врем я введены  в средню ю  ш колу.

О пы т работы  авто р о в  в п едагогических  в у зах  и с учи телям и  м атем ати ки  ср ед ­
ней ш колы привел к следую щ им  вы водам , которы м и они ру ко во д ство вал и сь  при 
созд ании  учебного  пособия.

I. К урс геометрии в пединституте следует строи ть  так , чтобы  при естествен ­
ных изм енениях  со д е р ж ан и я  ш кольны х учебников по геом етрии будущ и е учителя 
могли о р и ен ти р о ваться  в новой ситуации и бы стро  п е р ест р аи в ать ся . П оэтом у, по 
убеж дению  авторов , этот курс н ел ьзя  строить на б а з е  какой -то  одной ш кольной а к ­
сиом атики , особенно в р азд е л е  оснований геом етрии. З д е с ь  в основу н адо  п оло­
ж и ть  такую  акси о м ати ку , из которой достаточн о  естествен н о  м ож н о бы ло бы по­
лучить лю бую  возм ож ную  акси ом ати ку  ш кольного  курса  геом етрии. По мнению 
авторов , в •'настоящ ее врем я такой  акси ом ати кой  яв л я е т с я  п р и н ятая  в науке а к ­
си о м ати ка  В ейля.

В п р ед л агаем о м  курсе аксиом атический  м етод н ач и н ае т  п ри м еняться  л и ш ь  в 
X гл а в е  первой части  курса «л-м ерн ы е аф ф и н н ы е и евкли довы  п р остран ства» . 
Д о  этого  м атер и ал  и зл а г а е т с я  на б а з е  тех геом етрических  п р ед ставлен и й , которы е 
сл о ж и л и с ь  у слуш ател ей  при изучении ш кольного  курса геом етрии. О д н ако  по ходу 
и зл о ж ен и я  там , где это  необходим о, д аю тся  необходим ы е поясн ени я и уточнения.

А кси о м ати ка  ш кольного  курса геометрии и ее свя зи  с други м и  ак си о м ати к ам и  
геом етрии р ассм атр и в аю тся  в р азд е л е  оснований  геом етрии во второй  части  курса.

II. И дейное со д е р ж ан и е  курса геометрии в педагоги ческом  институте д о л ж н о  
бы ть таки м , чтобы  будущ ий  учитель м атем ати ки  мог взгл ян у ть  на ш кольны й курс 
геометрии с б олее  общ ей точки  зр ен и я . В свя зи  с этим  отм етим  следую щ ее.

1. Б уд ущ ий  учитель  м атем ати ки  д о л ж ен  бы ть хорош о зн аком  к а к  с групповой , 
та к  й со структурной  точкой зр ен и я  на геометрию . В н астоящ ем  курсе этим  воп ро­
сам  уделен о  д о л ж н о е  вним ание, особенно при и злож ен и и  теории  геом етрических 
п р ео б р азо ван и й , а во второй  части  курса —  в р азд ел е  осн ован и й  геометрии.

2. Б уд ущ ем у  учителю  м атем ати ки  необходим о им еть общ ее п ред ставлен и е об 
,/л ем е н тах  многомерной геом етрии аф ф и н н о го  и евк л и д о ва  простран ств , поэтом у эти
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вопросы  о тр а ж е н ы  в п ред л агаем о м  курсе. Это особенно в а ж н о  в с в я зи  с тем , что 
кв ад р а ти ч н ы е  ф орм ы  и зуч аю тся  не в курсе ал геб р ы , а в курсе геом етрии , поэтому 
п р е д с т а в л я е т с я  весьм а целесообразн ы м  с в я за т ь  теорию  к вад р ати чн ы х  ф орм  с теорией  
к в ад р и к  в м ногом ерном  п ространстве.

И м ея  в виду  оп асн о сть  перегрузки , в п р ед л агаем о м  учебном  пособии р азд ел  
«А ф ф инное и евкл и д о во  «-м ерн ы е п ростр ан ства»  сущ ествен но  сокращ ен .

I II . В соврем енны х учебны х вузовских пособиях  (как  отечественны х, т а к  и 
за р у б еж н ы х ) так и е  важ н ей ш и е  понятия , к ак  «линия», «п оверхность» , «поверхность 
с к р аем » , «геом етрическое тело» и др ., даю тся  на топологической  основе. П оэтом у 
в н асто я щ и й  курс геометрии вклю чены  элем енты  топологии . С и злож ен и ем  этих 
воп росов тесн о  св я зы в а е т с я  тем а «М ногогранники  в евклидовом  п ростр ан стве» .

IV . В курсе геометрии д л я  студентов п едагоги ч ески х  вузов уделен о  больш ое 
вним ан и е проф есси он альн ой  н ап равлен н ости , в частности  п ри лож ени ям  и зуч аем ы х  
м етодов к д о к а за т е л ь с т в у  теорем  и реш ению  за д а ч  ш кольного  курса  геом етрии. 
Б у д у щ и й  у чи тель  долж ен  убед иться в том , что изучаем ы й им курс геом етрии  в 
п еди нституте имеет непосредственное отнош ение к его  п роф есси он альн ой  п о д го то в­
ке и м о ж ет  бы ть в дальн ей ш ем  и сп о л ьзо ван  в р аб о те  в ш коле.

В св я зи  с этим и злож ен и е теоретического  м атер и ал а  с о п р о в о ж д ает ся  м н ого­
численны м и прим ерам и . В езде, где это  возм ож н о , д ан о  п ри лож ени е и зуч аем ы х  м е­
т о д о в  к д о к а за т е л ь с т в у  теорем  и реш ению  за д а ч  ш кольного  курса геом етрии . К а ж ­
д а я  г л а в а  пособия, за  редким  исклю чением , за к а н ч и в а е т с я  п а р а гр а ф о м , в котором  
д ан ы  п р и л о ж е н и я  р ассм атр и ваем о й  в этой гл ав е  теории.

Т еори я  п р ео б р азо ван и й  плоскости и их п р и лож ени я к реш ению  з а д а ч  играю т 
сущ еств ен ную  роль в п роф ессиональной  подготовке учи теля, поэтом у этот  р азд ел  
зд е с ь  п р ед ставл ен  долж н ы м  обр азо м . О тм етим , что и злож ен и е этого  м атер и ал а  
сущ еств ен н о  о тл и ч а ется  от того, которы й был д ан  в р ан ее  и здан ны х  п особиях  
ав то р о в , З д е с ь  и зл о ж ен и е  упрощ ено и по стилю  при бли ж ен о  к ш кольном у курсу 
геом етрии . К ром е того , вы делена сп ец и ал ь н ая  гл ав а  — гл а в а  V III  первой  части , 
гд е  и зл а га ю т с я  элем енты  теории п р ео б р азо ван и й  трехм ерного  п р о стр ан ства .

М етоды  и зо б р аж ен и й  т а к ж е  играю т весьм а важ н ую  роль в п р о ф есси он альн ой  
п одготовке у чи теля  м атем ати ки , поэтому во второй части курса и м еется с п е ц и а л ь ­
н а я  г л а в а , п о св я щ е н н ая  этим вопросам . К а к  известно, в средней  ш коле п ользую тся 
и зо б р а ж ен и ем  плоских и пространственны х ф игур в п ар ал л ел ьн о й  проекции. П о 
этой  причине в п ред л агаем о м  курсе д а н а  в основном  теори я и зо б р а ж ен и й  ф и гур , 
и зу ч аем ы х  в ш коле, в п арал л ел ьн о й  проекции.

А вторы  н адею тся , что студенты , о вл ад ев ш и е этим курсом , с м о г у т  в  д ал ьн ей ш ем , 
будучи  учи телям и , грам отн о  п р еп о д авать  геометрию  в средней ш ко-ie, уверенно  вести 
ф ак у л ь тати в н ы е  з а н я т и я  по геометрии (наприм ер  по тем ам : «В екто р н ая  а л г е б р а  и ее 
п р и л о ж е н и я» , «М етод координат» , «Геом етрические п р ео б р азо в ан и я» , «Э лем енты  
неевкли довы х  геометрий» и т. п.). А вторы н адею тся та к ж е , что п р ед л агаем о е  п о со ­
бие б удет сп о со б ство вать  соверш енствованию  геометрической  подготовки  учи теля 
м атем ати ки .

А вторы  считаю т своим приятны м  долгом  вы рази ть  глубокую  б л а г о д а р н о с ть  
к а ф е д р е  геом етрии В ильню сского пединститута (зав . каф едрой  В. И. Б л и зн и к ас ) 
и докто р у  ф и зи ко-м атем ати ч ески х  наук старш ем у  научном у сотруд ни ку  М ГУ  
Л . Е. Е втуш и ку  за  их весьм а ценны е зам еч ан и я  по сод ерж ан и ю  п особия , кото­
ры е во многом сп особствовали  его  улучш ению . А вторы  п ри зн ательн ы  т а к ж е  п р е ­
п о д ав а тел ям  каф ед р ы  геометрии М Г П И  имени В. И . Л ен и н а , которы е взяли  на 
себя нелегкий  тр у д  ап р о б ац и и  р яд а  гл ав  пособия в непосредственной р аб о те  со 
студентам и  м атем ати ческого  ф ак у л ьтета  М Г П И  им. В. И . Л ен и н а.

Авторы.
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Р А З Д Е Л  П Е Р В Ы Й

ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ. 
ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ

Г л а в а  I
ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 
В ПРОСТРАНСТВЕ

§ 1. Параллельность прямых, лучей и плоскостей

1. В настоящ ем курсе геометрии п родолж ается  начатое  в средней 
школе изучение свойств геометрических фигур. При этом в з н а ­
чительн ой 'степени  используются средства  алгебры  и м атем атиче­
ского анализа .

Напомним, что ф игу рой  назы вается  лю бое множ ество  точек. 
Простейшими ф игурами являю тся  точки, прямые, плоскости, лучи, 
отрезки, полуплоскости. Точки обозн ачаю тся  большими буквами 
латинского ал ф ави та :  А,  В , С, ..., прямые — малыми первыми бук­
вами латинского ал ф ави та :  а, Ь, с, ... или д вум я  большими бук­
вами: А В,  CD,  ..., плоскости — малыми буквам и греческого а л ф а ­
вита: а, т, ... или тремя большими буквами: A B C ,  E F G ......... Лучи
будем обозначать  малыми промежуточными буквам и латинского
алф ави та :  А, к, /, ... или двумя большими буквами: ОА, К В ..........
В этом случае на первом месте стави тся  буква, об о зн ач аю щ ая  
начало луча, а на втором — буква, о б о зн а ч а ю щ а я  какую-нибудь 
точку на луче. О трезок с концами А  и В  о б озн ачается  так: А В  или 
ВА.  Д л и н а  отрезка  обозначается  тем ж е  символом АВ.

2. Напомним, что две п р ям ы е1 а и b н азы ваю тся  п а р а л л е л ь ­
ными  (пишут: а\\Ь), если они л е ж а т  в одной плоскости и не имеют 
ни одной общей точки. Л учи  А В  и CD  (или отрезки А В  и C D | н а ­
зы ваю тся  п а р а л л е л ь н ы м и ,  если прямые А В  и CD  параллельны. 
Плоскость а и пр ям ая  А В  назы ваю тся  п а р а л л е л ь н ы м и ,  если они 
не имеют ни одной общей точки. Л уч  А В  (отрезок А В )  и пло­
скость а  назы ваю тся  п а р а л л е л ь н ы м и ,  если параллельн ы  плоскость а 
и пр ям ая  А В .

3. Если два  луча А В  и CD  параллельны , то они могут быть 
одинаково направлены  (сонаправлены) либо противополож но н а ­
правлены. П ар ал лел ьн ы е  лучи А В  и CD  н азы ваю тся  одинаково  
на правл енн ы м и,  если они л е ж а т  в одной полуплоскости с г р а ­
ницей А С  (рис. 1 ,а ) .  Л учи , л е ж а щ и е  на одной прямой, н азы в аю т­
ся одинаково  направленными, если один из них содерж ит  другой.

1 З д е сь  и в дал ьн ей ш ем , говоря «две прям ы е», «три точки» и т. д ., будем  сч итать , 
что эти прям ы е, точки и т. д. попарно  разли чн ы .
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Рис. 2

На рисунке 1 , 6  лучи А В  и CD  одинаково направлены, лучи А В  
и А С  {АВ  и А С  — один и тот ж е  луч) та к ж е  одинаково направлены .

Если два  луча параллельны  или л е ж а т  на одной прямой, но не 
одинаково  направлены, то они назы ваю тся  противоположно н а п р а в ­
ленным и.  На рисунке 2, а лучи А В  и CD  противополож но н а ­
правлены. На рисунке 2, б лучи А В  и CD  противополож но н а ­
правлены. Д ополнительные лучи одной прямой (например, лучи 
ВА  и ВС  на рисунке 2, б) т а к ж е  противополож но направлены.

М н ож ество  всех лучей (на прямой, на плоскости или в прост­
ранстве), обладаю щ их  тем свойством, что любые два  луча  этого 
м нож ества  одинаково направлены, назы вается  н а п р авл ени ем  (соот­
ветственно на прямой, на плоскости или в пространстве). На п р я ­
мой сущ ествую т два  направления, а на плоскости и пространстве  — 
бесконечное множество направлений. Если на прямой одно из в о з ­
мож ны х направлений выбрано в качестве полож ительного, то п р я ­
м ая  назы вается  направленной.

§ 2. Направленные отрезки

1. О трезок  назы вается  напра вленн ым,  если принимается во вн и м а­
ние порядок, в котором задан ы  его концы. Пусть зад ан  отрезок 
с концами в точках А и В. Если А  — первая  точка, а В  — вто­
р ая ,  то точка А  назы вается  началом,  а В  — концом  этого н а п р ав ­
ленного отрезка ; его обозначаю т так: А В .  На рисунке н ап р авл ен ­
ный отрезок отмечается стрелкой, обращ енной к его концу. Так, на 
рисунке 3 и зображ ены  отрезки А В  и CD.

В целях общности удобнее рассм атри вать  каж дую  точку А  как  
частный случай направленного отрезка  (начало и конец которого 
совпадают). Его назы ваю т нулевы м н ап равл енн ы м  отрезком и о б о зн а ­
чают так: А А  .
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Д линой ненулевого отрезка  А В  назы вается  
длина отрезка  А В .  Д ли н а  направленного о тр ез­
ка А В  о бозначается  символом \А В \  или просто 
А В .  Д ли н а  нулевого направленного  отрезка  счи­
тается  равной нулю.

Пусть А и В  — две точки. Если р а с с м ат р и ­
ваются обычные (ненаправленные) отрезки, то 
А В  к В А — один и тот ж е  отрезок (одно и то ж е 
множество точек). Если ж е  рассм атри ваю тся  н а ­
правленные отрезки, то А В  и ВА  — разны е о т ­
резки. К аж ды й из отрезков А В  и В А н а зы в а е т ­
ся противоположным  другому. Если А А  — нуле­
вой направленный отрезок, то противополож ным 
считается тот ж е  отрезок А А  .

Ненулевые отрезки А В  и CD  назы ваю тся  
одинаково  (противоположно)  направленными, если одинаково  (про­
тивоположно) нап равлены  лучи А В  и CD.  Нулевой направленный 
отрезок считается  одинаково  направленным с любым направленным 
отрезком.

Ненулевой отрезок А В  определяет направление, а именно то 
направление, которому принадлеж ит луч А В .  Нулевой отрезок 
А А  не определяет никакого направления.

2. Отрезки А В  и CD  назы ваю тся  эквиполлентными,  если они

одинаково направлены  и имеют равные длины (пишут: A B = C D ) .
На рисунке 4 и зображ ен  квадрат  A B C D .  О трезки А В  и DC  

эквиполлентны, т а к  как  они одинаково нап равлены  и их длины

равны. Отрезки A D  и В С  т а к ж е  эквиполлентны. Отрезки А В  и 
A D  не эквиполлентны (их длины равны, но н ап равлени я  различны),
точно так ж е  не эквиполлентны отрезки А В  и D E  (они одинаково 
направлены, но их длины различные). Ясно, что лю бые два  нулевых 
направленны х отрезка  эквиполлентны.

И спользуя  рисунок 5, а — г, сам остоятельно д о к а ж и те  следую ­
щее утверж дение, которое часто  принимается за  при знак  эк ви ­
поллентности направленны х отрезков. Н а п р а в л е н н ы е  отрезки А В

Рис. 3

А_______  t

С D

а)

АВ CD

г )

У



и C D  эквиполлентны тогда и только тогда, когда  середины отрез­
ков'  A D  и В С  совпадают.

Зам етим , что отношение эквиполлентности удовлетворяет  трем 
условиям:

1. А В ^  А В  д л я  любого направленного  отрезка  А В .

2. A B = C D  =► CD =  A B .

3. (А В  = С Ъ  и CD =  E F ) ^ A B  = E F .
С ледовательно , это отношение является  отношением эк вив але нт ­

ности на множ естве всех направленны х отрезков пространства .

§ 3. Векторы

1. П усть  W — множество всех направленных отрезков п р остран ­
ства. Отношение эквиполлентности, задан ное  в этом множ естве, 
яв л яется  отношением эквивалентности. Каждый класс  э к в и в а ­
лентности этого отношения называется вектором (или свободным  
вектором).  И так ,  вектор — это элемент ф актор-множ ества  V = W /  = .  
Векторы обозначаю тся  одной буквой, над которой стави тся  стрелка: 
а Ь, ..., или одной буквой полуж ирного шрифта: а, Ь, с, ... .

Таким образом , вектор — это множество всех нап равленн ы х о т ­
резков, любые два  из которых эквиполлентны. Если хотя бы один 
из нап равленн ы х отрезков этого множ ества нулевой, то все н а п р а в ­
ленные отрезки множ ества нулевые. В этом случае  вектор н а з ы в а е т ­
ся н у л е в ы м  или нуль-вектором  и обозначается  через О-

П усть  а — данный вектор, т. е. класс эквивалентности отн ош е­

ния =  . Если А В  — представитель этого класса  (т. е. А В £ а ) ,  то 
А В  определяет  весь класс эквивалентности, т. е. вектор а. В этом 

случае  вектор а  обозначается  через А В  и на рисунке и зо б р а ж а е т с я  
в виде направленного  отрезка АВ.

З ам етим , что запись а =  Ь (читается: «вектор а  равен вектору Ь») 
о зн ач ает ,  что множество а совпадает  с множеством Ь, т. е. а  и Ь — 
один и тот ж е  вектор, но по-разному обозначенный. В частности,

зап и сь  A B  =  CD  означает, что А В  и C D — один и тот ж е  вектор 
(т. е. что отрезки А В  и CD  эквиполлентны). Имеет место следую щ ая 
лем м а о равенстве векторов.

Л е м м а .  Если  A B  =  C D , то A C  =  BD.

□  По условию леммы A B  =  CD,  поэтому A B = C D .  По п ри зн а­
ку эквиполлентности направленных отрезков середины отрезков A D  
и СВ  совпадаю т (рис. 5, а). Рассмотрим отрезки А С  и BD.  Так как

' О трезки  A D  и В С  могут бы ть нулевы ми. С ерединой нулевого  о тр езк а  А А
М Г Я Р Т С Я  Т П Ч К * 1 1
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Рис. 6

середины отрезков A D  и СВ  совпадаю т, то A C = B D ,  сл едо ва ­

тельно, A C  =  BD.  ш
2. Пусть а  — произвольный вектор, а О — некоторая  точка про­

странства. Д о к а ж е м ,  что существует одна и только одна точка М

такая ,  что ОМ  =  а. Д ействительно, допустим, что А В £ а .  Р ассм от­
рим середину С отрезка  О В  (этот отрезок м ож ет  быть и нулевым) 
и возьмем точку М,  симметричную точке А  относительно точки С 
(рис. 6, а, б). По признаку  эквиполлентности двух направленных

отрезков О М = А В ,  поэтому О М = а .

Д о к а ж е м  теперь, что М  — единственная точка т а к а я ,  что О М  =

=  а. Пусть О М ' — а. Тогда О М  =  О М ' . По лемме о равенстве

векторов получаем: 0 0  =  М М '  =>-\ 0 0 \  =*= \ М М ' \  = ^ 0 =  \ М М ' \ ,  т. е. 
точки М  и М '  совпадаю т. Итак, если даны  произвольный вектор а 
и некоторая точка О, то существует одна и только  одна точка М

та к а я ,  что О М  =  а.
Построение точки М  условимся н азы вать  откладыванием векг 

тора а  от точки О.
3. Говорят, что вектор а п а р а л л е л е н  прямой  /, если любой его 

представитель п араллелен  этой прямой или л еж и т  на ней. Нулевой 
вектор считается параллельны м  любой прямой. Очевидно, если 
вектор а параллелен  прямой /, то он параллелен  любой прямой, 
параллельной прямой /.

Векторы а и Ь назы ваю тся  ко л л и не ар н ы ми,  если существует 
прям ая , которой они параллельны . Отметим, что если из двух 
векторов по крайней мере один нулевой, то эти векторы коллинеар- 
ны. З ап и сь  а\\Ь о значает, что векторы а и b коллинеарны. На

рисунке 7 AB\\CD, A B \ \ G H .  На этом ж е рисунке векторы M N

и G H  не коллинеарны.

Рис. 7 Рис. 8
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Рис. 9

З а м е ч а н и е .  Пусть а и b — коллинеарные векторы. О тлож им  

эти векторы от произвольной точки О пространства: О А = а ,  

ОВ =  Ь (рис. 8). Отрезки О А и О Б  имеют общее начало, и в силу 
коллинеарности векторов а и b они л е ж а т  на одной прямой линии. 
Это свойство поясняет термин «коллинеарные векторы».

4. П усть а и Ь — коллинеарные векторы^ а А В  и CD  — какие-то 
представители этих векторов: А В £ а ,  C D £ b .  По определению ко л ­
линеарности  векторов отрезки А В  и CD  параллельны  или л е ж а т  
на одной прямой. Векторы а и b назы ваю тся  оди нак ово  н а п р а в ­
л е н ны м и,  если одинаково направлены  отрезки А В  и CD  (рис. 9, а), 
и противоположно на правл енн ыми,  если противополож но н а п р а в ­
лены эти отрезки (рис. 9, б). Ясно, что свойство двух  векторов 
быть одинаково  (противоположно) направленными не зависи т  от вы ­
бора представителей этих векторов.

З ап и сь  а \ \ Ь  будет означать , что векторы а и b одинаково  
нап равлены , а запись а \ \ Ь  — Что эти векторы противополож но н а ­

правлены. На рисунке 7 A B * - \ G H .  На рисунке 8 О А \ \ О В .  Т ак  
как  нулевой направленный отрезок одинаково направлен  с любым

направленны м  отрезком (п. 1 из § 2), то б f  f  а, где а — произвольный 
вектор.

5. Рассмотрим произвольный вектор а  и от какой-нибудь точки

А отлож им  вектор А В  =  а. Вектор В А назы вается  вектором, противо­
положным вектору а, и обозначается  через — а. На рисунке 10

и зо б р аж ен  параллелограм м  A B C D .  Вектор CD  является  вектором, 

противополож ным вектору АВ,  т ак  как  CD =  BA.  Вектором, противо­
полож ным вектору В А , является  А В ,  поэтому — ( — а) =  а. Век­
тором, противоположным нуль-вектору, является  нуль-вектор.

6. Д л и н о й  вектора назы вается  длина любого представителя это­
го вектора. Д л и н а  ну ле вог о  вектора р авн а  нулю.  Д лины  векторов

а, Ь, А В  обозначаю тся  так: | а | ,  \Ь\, \АВ \ .
Вектор назы вается  единичным,  есл^  его длина равна  единице.
З а м е ч а н и е .  В математике и ее прилож ениях (в механике, 

физике и т. д.), кроме свободных векторов, используют и так  
назы ваем ы е скользящ ие и связанны е (или приложенные) векторы.

С к о л ь з я щ и й  вектор — это множество одинаково направленных

ю



отрезков одной прямой, имеющих равные длины. Таким вектором 
можно представить силу, прилож енную к абсолю тно твердому телу.

С вя за н н ы й  вектор — это направленный отрезок. Если А В  и CD  —

связанны е векторы, то A B = C D  тогда  и только тогда, когда со в п а ­
даю т точки Л и С, а т а к ж е  точки В  и D. С вязанны м  вектором 
представляют, например, вектор скорости частиц  жидкости, д в и ж у ­
щейся с завихрениями; здесь к а ж д а я  частица  имеет свой вектор 
скорости, который не является  вектором скорости д ля  соседней 
частицы.

В настоящ ем курсе геометрии применяю тся только свободные 
векторы, которые будем н азы вать  векторами, опуская  для  к р а т ­
кости слово «свободный».

§ 4. Сложение и вычитание векторов

1. Введем операцию слож ения векторов, которая  играет важ ную  
роль в векторной алгебре. Возьмем произвольные векторы а и

Ь. От какой-нибудь точки А  отлож им вектор А В  =  а, затем  от

точки В  отлож им вектор В С  =  Ь. Вектор АС==с  н азы вается  суммой  
векторов а и b и обозначается  так: с =  а-\ -Ь  (рис. 11).

П окаж ем , что вектор с определяется  с помощ ью векторов а и Ь 
однозначно, независимо от выбора точки А,  от которой о тк л ады ­
вается вектор а. Пусть вместо точки А в зята  д ругая  точка А\  и

выполнено аналогичное построение: A \ B t =  a, В\С\  =  Ь. Д о к аж ем ,

что А С  =  А \ С \ .  Т ак  как  А В =  А \В \  и В С = В \ С \ , то по лемме

о равенстве векторов (п. 1, § 3) A A  i =  ВВ\  и В В | =  СС\, т. е. А А  < =

=  С С | . Отсюда по лемме о равенстве векторов А С  =  А\С\ .
Заметим, что д ля  нахож дения  суммы двух неколлинеарных векто­

ров приходится строить треугольник ( A A B C  в принятых выше обо­
значениях). Поэтому указан ное  здесь правило слож ени я  векторов 
и в общем случае назы вается  прави л ом  треугольника.  Это правило 
мож но сф орм ули ровать  так: д л я  л ю б ы х  точек А,  В к С сп р а в е д ­
л и в о  равенство

А В  +  В С  =  АС.  (1)

Применив это правило к точкам А, В , А,  получим: А В  -+- ВА  =  АА.
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А налогично АВ-\~ В В  =  А В ,  А А  - \ - АВ  =  А В .  Таким образом , д ля  л ю ­
бого вектора а

Если слагаем ы е  векторы не коллинеарны, то для построения их 
суммы м ож но пользоваться  другим способом — п р а в и л о м  п а р а л л е ­
ло г рамма ,  которое хорошо известно из курса физики средней школы. 
Н а рисунке 12 дано построение суммы р векторов а  и Ь по этому 
правилу.

2. Д о к а ж е м  теорему о сложении векторов.
Т е о р е м а .  Д л я  пр о и зв о л ь н ы х  векторов а, b и с с п р а в е д л и в ы  

с л е д у ю щ и е  равенства:
1°. а-{-Ь =  Ь -\-а (переместительное свойство или свойство ком ­

мутативности).
2°. (a +  ft) +  c =  a-f-(6 +  c) (сочетательное свойство или свойство 

ассоциативности).
□  1°. П усть а и b — произвольные векторы. От какой-нибудь 

точки А отлож им векторы А В  =  а, A D  — b » а затем от то ч к и _ Б  
отлож им  вектор В С  =  Ь (рис. 13). Согласно^построению A D = B C ,  

поэтому по лемме о равенстве векторов A B  — DC,  т. е. D C  =  a.

П о прави лу  треугольника АВ -\ -  В С  =  А С  и A D  -+- D C = A C ,  сл е ­

довательно , а- \-Ь = А С ,  Ь-\ -а =  АС.  Отсюда следует, что а- \-Ь  и 
6 +  а  — один и тот же вектор.

2°. П усть а, Ь и с — произвольные векторы. Возьмем какую-

нибудь точку А и отложим последовательно векторы А В  =  а, В С  =  Ь,

CD  =  c (рис. 14). По правилу треугольника А В  -\- В С  =  АС ,  АС- \ -

-)-C D  =  A D ,  поэтому (a- \-b)- \-c =  A D .  С другой стороны, B C - \ - C D  =

=  B D  и А В  +  B D  =  AD,  поэтому a-\-(b -\-с) —A D .  О тсю да следует, 
что {а- \-Ь) -\ -с  и а- \ - (Ь- \ -с ) — один и тот ж е  вектор. |

3. Суммой векторов а, b и с будем считать вектор р =  (а-\-Ь)-\-с.  
На основании теоремы о сложении векторов р =  а-\-{Ь +  с), поэтому

а  +  0 =  а  и 0 -\-а =  а.

а  +  ( — 01 =  0, (2 )

(3)
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при записи суммы трех векторов 
можно опустить скобки и з а п и ­
сать  ее в виде а- \ -Ь-\ -с .  Более 
того, мож но д о казать ,  что сумма  
трех векторов не зависит от по ­
рядк а  слагаемых.  В самом деле, 
докаж ем , например, что а- \-Б-\-  
“I-  с =  b -|- с -(- а\

a +  b +  c =  a +  ( b + c ) =  Рис- 15
— (Ь с) а == b с а.

Здесь  применена теорема о слож ении векторов.
Аналогично можно определить и сумму больш его  числа векто­

ров. Пусть a i ,  а 2, а„ — произвольные векторы ( п >  3). Их суммой 
назы вается  вектор {а\ +  аг +  ■■■ + ап~ \ ) 4 - а п и о бозначается  так: 
a i + а 2 +  .-- +  а л. Н а  рисунке 15 п оказано  построение суммы п векто­

ров при п —  5: ОАь=^а\  +■ 02 +  03 +  04 +  ^ 5.
Это правило построения суммы нескольких векторов н а зы в ает ­

ся пр а ви л о м  мног оугольника .
По аналогии с предыдущ им можно убедиться  в том, что сумма п 

векторов не зависи т  от порядка с л агаем ы х .
4. Разностью  векторов а и b назы вается  такой  вектор х,  что

Ь- \ -х  =  а. (4)

Д о каж ем ,  что разность  любых векторов а и Ь существует и 
определяется  однозначно.

С н ач ал а  предполож им, что вектор х , удовлетворяю щ ий р а в е н ­
ству (4), существует, и выразим его через векторы а и Ь. П рибавим  
к обеим частям  равенства  (4) вектор — b\ ( — Ь)-\-(Ь -\-х) =  ( — Ь)-\-а.  
К  левой части этого равенства  применим сочетательный закон, 
а к правой части — переместительный закон  слож ения векторов: 
(( — b)-\ -b) - \ -x  =  a- \ - (  —  Ь). Отсюда следует, что

х =  а  +  ( — Ь). (5)

И так , доказано , что если вектор х,  удовлетворяю щ ий р а в е н ­
ству (4), существует, то он определяется  однозначно ф ормулой (5). 
Но вектор а  +  ( — Ь) действительно удовлетворяет  уравнению  (4): 
Ы - ( а  +  ( — b))=b- \~( (  — b)-\-a) =  (b +  { — Ь)) +  а  =  а. Таким образом, 
формулой (5) однозначно определяется  разность  векторов а и Ь.

Р азн ость  векторов а и Ь обозн ачается  так: а  — Ь. И з  ф ормулы (5) 
получаем:

а  — Ь =  а +  ( — />)• (6)

По правилу треугольника А В  +  В С  — АС ,  поэтому согласно р авен ­
ству (4) -►

В С = А С  — А В.  (7)
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Следовательно, для  любых точек А, В, С справедли во  р а в е н ­
ство (7).

З а м е ч а н и е .  В векторной алгебре часто встречается  в ы р а ­
ж ение вида а - Ь - \ - с  или a +  b +  c — d  и др. По аналогии с р а ­
венством (6) эти вы раж ени я  означают:

а  +  ( — b)-\-c,  а-\- b с -(-(— d).

5. И ногда ошибочно считают, что при сложении векторов их 
длины склады ваю тся . На самом деле длина суммы двух векторов в 
общем случае не р авна  сумме длин слагаемых.

М ож н о  доказать ,  что для  произвольных векторов а и b с п р а ­
ведливы следую щие соотношения:

| а +  b К  | а | +  | Ь | , (8)
| а  — b | <  | а I +  I b | . (9)

В соотношении (8) знак  равенства  имеет место только в том
случае, когда а \ \ Ь ,  а в соотношении (9) только в том случае,
когда а | \ Ь  или один из векторов а и b нулевой.

П о л ьзу ясь  правилом треугольника, д окаж и те  эти утверж ден ия  
самостоятельно.

§ 5. Умножение вектора на число
1. П ро и зв е д е н и е м  вектора а на действительное ( вещественное) 
число  а  назы вается  вектор о, который удовлетворяет условиям:

а) \р \ =  |а ]  • | а | ,  где | а |  — абсолютное значение числа а ;
б) р \ \ а ,  если а ^ О  и р \ \ а ,  если а < 0 .

Такой вектор р  обозначаю т через а  а.
Н етрудно убедиться в том, что при любых а  и а  вектор р  оп реде­

л яется  однозначно.
На рисунке 16 А С = 2 А В  и B D  = (  — 3) А В.  И з  условия а) сле­

дует, что р =  0 тогда и только тогда, когда а  =  0 или а =  0. Таким
образом , -  -  _ -

ос0 =  0, 0 а  =  0. (1)

2. Д л я  дальнейш его  излож ения понадобится следую щ ая лемма. 
Л е м м а .  Е с л и  при гомотетии1 с центром О и коэффициентом

k треугольник О А В  переходит в треугольник О А ' В ' ,  то А ' В '  =

=  k A B .
□  По определению гомотетии O A ' = \ k \ O A ,  O B ' = \ k \ O B  (см. 

рис. 17, а  и б), поэтому А О А В ъ э О А ' В ' .  Отсюда следует, что 
А ' В ' =  \ k \ A B ,  А ' В ' \ \ А В .  Если £ > 0 ,  то точки В  и В '  л е ж а т  в 
одной полуплоскости с границей О А  (рис. 17, а), поэтому

1 Н апом ним , что гом отетией с центром  О и коэф ф ициентом  k  (где к ф  0) н а зы ­
вается  так о е  п р ео б р азо ван и е  точек плоскости, при котором  п р о и зво л ьн ая  точка М

переходит в точку М '  такую , что О М '  =  k OM .
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А ' В '  \ \ А В ,  следовательно, А ' В '  =

=  k A B .  Если k < 0 ,  то точки В и В '  
л е ж а т  в разны х полуплоскостях 
с границей ОА  (рис. 17, б),

поэтому А ' В '  \ \ А В ,  т. е. и в этом

Рис. 16

в1 А '

случае А ' В '  =  k A B .  |
Д о каж ем  теперь теорему об 

умножении вектора на число.
Т е о р е м а .  Д л я  п р о и з в о л ь ­

ных чисел  ос, р и векторов а , 
b с п р ав едл ив ы  с л е д у ю щ и е  р а в е н ­
ства:

1°. 1 - а  =  а и  — 1 - а = — а.
2°. а  (ра)==(ар) а. _
3°. а  ( а- \ -b) =  a a - \ - a b .
4°. (а  + р )  а  =  а а  + Р ^ -

□  Свойство 1° непосредственно следует из данного  выше опре­
деления произведения вектора на число. Если хотя бы одно из 
чисел ос, р равно нулю или хотя бы один из векторов а и b 
нулевой, то справедливость  остальных свойств очевидна. П оэто ­
му достаточно рассмотреть случай, когда а ф О ,  Р=£0, а ф  О, 
Ь ф  0. Н иж е приведены д оказательства  свойств 2°, 3° и 4°.

2°. Пусть р =  а.($а),  </ =  (осР)а. По определению произведе­
ния вектора на число 
=  М Р 1 | а | .

|р |  =  | а | | р а |  =  | а | | р | | а | ,  |д |  =  | а р | | а |  =

Отсюда следует, что \ p \ - \ q \ .  Д о к а ж е м ,  что p \ \ q .  Возможны 
два случая: о с р > 0  и а р < 0 .  Рассмотрим первый случай. Т ак  как  
/7 =  а  (Ра), а числа а и р  одного знака , то векторы р  и а одинаково 
направлены. Но векторы q =  ( аР ) -а  и а т а к ж е  одинаково  н а п р ав л е ­
ны, следовательно, p \ \ q Л Аналогично у б еж даем ся  в том, что и в 
случае а р < 0  получим: p__\\q. Учитывая равенства  |р |  =  | ^ | ,  при­
ходим к выводу, что а ( Р а )  =  ( а Р ) а .

3°. От какой-нибудь точки А  отлож им  вектор А В  =  а , а затем

от точки В  — вектор В С = Ь .  По правилу треугольника А В - \ - В С  =

=  АС ,  т. е. А С  =  а-\- Ь.
Рассм отрим  гомотетию с коэффициентом а  и с центром в не­

которой точке О, не л е ж а щ е й  на прямых А В ,  В С  и АС.  Пусть 
А ' ,  В '  и С'  — образы  точек А,  В  и С. По предыдущей лемме

А ' В '  =  а А В .  В ' С ' = а В С ,  А ' С '  =  а А С  или А ' В '  =  аа ,  В ' С ' = а Ь ,
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А <ха~ В /за С С р &  В а а  А

a > Q ,  13>0

а)

а<0, /3<0
б)

т

Рис. 18

А ' С '  - а  (а-\-Ь).  С другой стороны, по правилу треугольника

А ’С' =  А ' В '  +  В ' С ' ,  т. е. a  (a-\-b)  =  a a - \ - a b .
4°. Рассм отрим  два  возможных случая: а) а р > 0  и б) а р < 0 .

—►
а) а р >  0. От некоторой точки А  отлож им вектор А В  =  аа ,  а затем

от точки В  — вектор В С  =  $а  (рис. 18, а, б). Отсюда следует, что

А В =  | а  I | а | , В С =  IР 1 !а | . Так как  о ф >  0, то А В \  \ В С ,  поэтому то ч ­
ка В  л е ж и т  меж ду точками Л и С, следовательно, А С  =  А В  +  В С  
или А С =  | ot| | а |  +  |р |  | а | . Но числа а и р  имеют одинаковые знаки, 
поэтому | а | - Н Р 1  =  | а  +  р | .  Таким образом,

Векторы А С  и а одинаково направлены, если а > 0 ,  Р > 0 ,  т. е. 
если а  +  р > 0  (рис. 18, а), и противополож но направлены , если 
а < 0 ,  р < 0 ,  т. е. а  +  р < 0  (рис. 18,6). Поэтому, учиты вая  р а в е н ­

ство (2), получаем: А С  — ( а - \ - ^ ) а .  С другой стороны, А С  =  А В - \ -

-f В С  =  а а - \ - $ а .  Таким образом, (а  +  Р) а =  а а  +  Ра.
б) а Р < 0 .  Если а  +  р =  0 (т. е. а  =  — р), то левая  часть равенства  

4° есть нуль-вектор. Д о к аж ем , что в этом случае и п р ав ая  часть 
есть нуль-вектор. В самом деле, а а  +  ра  =  а а  +  ( — а)  а =  а а  — а а  =  0.

Рассм отри м  случай, когда а  +  р # 0 .  Так как  а и р  имеют 
р азны е знаки, то либо — а ,  (а  +  Р), либо — р, (а  +  Р) имеют один 
и тот ж е  знак . Пусть, например, — а  и а  +  р имеют один и тот ж е  
знак . Тогда по доказанному_( — а )  а  +  (а  +  р) а  =  (( — а )  +  (а  +  Р)) а  =  
=  Ра или (а  +  Р) а  =  а а  +  ра. Щ

§ 6. Линейная зависимость векторов

1. Д о к а ж е м  теорему о коллинеарных векторах, которая  часто ис­
п ользуется  в дальнейш ем изложении.

Т е о р е м а  1. Е сли  векторы а и b ко л л и н е а р н ы  и а ф  0, то 
существует единственное число  а  такое, что

□  С н ач ал а  докаж ем  сущ ествование числа а ,  удовлетворяю щ его 
равенству  (1). Так как  а\\Ь, то либо а \ \ Ь ,  либо а \ \ Ь .  В первом

делению произведения вектора на число и в первом и во втором 
случае  получаем равенство (1).

А С =  | а  +  р | 1 а  | . (2)

Ь — а а . ( 1)

1*1 1*1 пслучае полож им а = — , а во втором случае а = ------- . По опре-
|а |  |а |
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Д о к а ж е м  теперь, что число а,  уд о в ­
летворяю щ ее условию (1), определяется  
однозначно. П редполож им, что каким-
т о  Д Р У Г И М  СПОСОбОМ  МЫ Н а Ш Л И  ЧИСЛО СС|

такое, что Ь =  а \а .  О тсю да и из р а в е н ­
ства (1) следует, что j x a  =  a \ a  или 
(а  — см) а  =  0. Так как  а ф  0, то а  — а :  = 0 ,  
т. е. а  =  а | .  |

2. Говорят, что вектор а п а р а л л е л е н  
плоскости а, если он параллелен  неко­
торой прямой, л е ж а щ е й  в этой плоско­
сти. Очевидно, если вектор а параллелен  
плоскости а , то он параллелен  любой 
плоскости, параллельной  плоскости о.

Векторы а, b и с назы ваю тся  ко м­
планарным и,  если существует плоскость, 
которой они параллельны . Отметим, что 
если по крайней мере один из векто­
ров а, Ь и с нулевой то эти векторы компланарны . Действительно, 
пусть, например, с =  0. От какой-нибудь точки О пространства

отложим векторы О А — а, ОВ =  Ь, ОС =  с. Ч ерез  точки О А  и В 
проходит плоскость, которой параллельны  векторы а, Ь и с, поэто­
му они компланарны.

На рисунке 19 и зображ ен  параллелепипед . Векторы А В,  А \В \  

и А С  компланарны, а векторы АВ,  A D  и АА]  не компланарны.
З а м е ч а н и е .  П усть а, b и с — ком планарны е векторы. О т ­

лож им от произвольной точки О пространства  векторы ОА =  а,

ОВ =  Ь и ОС =  с. Так как  векторы а, Ь и с компланарны, то 
точки О, А ,  В и С  л е ж а т  в одной плоскости (рис. 20). Это свойство 
поясняет термин «ком планарны е векторы».

Д о к а ж е м  теорему о компланарны х векторах.
Т е о р е м а  2. Е с л и  векторы а, b и с к о м пл ан арн ы ,  а векторы 

а, Ь не ко л ли не арн ы ,  то существуют единственные числа  а  и ft та­
кие, что

c =  aa- \ - f ib .  (2)

□  С н а ч а л а  д о каж ем  сущ ествование чисел а и р ,  удовлетво ­
ряю щ их равенству  (2).

О тлож им  от некоторой точки О векторы О А — а, О В  =  Ь,

ОС =  с. Эти векторы компланарны, поэтому точки О, А ,  В, к С л е ж а т  
в одной плоскости, причем точки О, А и В  не л е ж а т  на одной

прямой (векторы ОА =  а и О В =  Ь не коллинеарны).
Если точка  С л еж и т  на прямой О В  (рис 9 1 , п) .тп_др* г п р ^

Л  I Ц е л и н о гр а д е  иЬ л. £ т п т \7



а)

Рис. 21

ОВ =  Ь и ОС =  с коллинеарны, поэтому по теореме о коллинеа^- 
ных векторах  существует такое число р, что с =  $Ь или с =  0 - а  +  р&. 
Таким образом , имеет место равенство (2). Рассмотрим случай, 
когда точка  С не л еж и т  на прямой ОВ  (рис. 21 ,6) .  П роведем  п р я ­
мую С С 1, параллельную  прямой ОВ,  где С \ — точка прямой ОА.

По п рави лу  треугольника ОС\ =  ОС - \-СС\.  Но ОС\\ \ОА,  С\С\ \ОВ,

поэтому существуют числа а и р  такие, что О С \ = а а ,  С \С  =  $Ь-
С ледовательно , OC =  aa-{-f ib,  т. е. имеет место равенство (2).

Д о к а ж е м  теперь, что числа а и р ,  удовлетворяю щ ие у р а в н е ­
нию (2), определяю тся однозначно. Предполож им, что каким-то 
другим способом мы нашли числа a i  и Pi такие, что с =  <х\а-\- 
+  Pi&. Отсюда и из равенства (2) получаем: (a  — a i)  а  +  ( р — Pi) b =  0. 
Мы у тверж даем , что a  — a i = 0  и р — J31 =  0. В самом деле, если, 
например, допустить, что а  — а* =?Н). то из предыдущего векторного

-  P i— Р ^равенства  получаем: а  =  ,л_ , ; Ь> чт0 невозможно, так  как  по у с л о ­

вию теоремы векторы а  и b не коллинеарны. |
3. Рассм отрим  систему векторов

a u а2, ..., ап (3)

и за д ад и м  п действительных чисел a i ,  а,2, ..., а„. Вектор Ь =  
=  a ta\ - \ - а2а 2 -\- ■■■-{-а па п назы вается  линей но й  ком бина цией  д а н ­
ных векторов а\, а 2, ап. Говорят такж е, что вектор Ь л и н е й н о  
выражается  через векторы a i, а2, ..., ап.

Система векторов (3) назы вается  линейно  зав исимой,  если су ­
щ ествую т числа a i ,  a 2, a n, среди которых хотя бы одно отлично 
от нуля, и такие, что

a i a i  + a 2a 2 +  ... +  a„a„  =  0. (4)

Если ж е  равенство (4) справедливо только при a i  =  а 2 = ... =  а л =  0, 
то система векторов (3) назы вается  ли н ейн о  независимой.

При п =  1 имеем систему, состоящую из одного вектора. Л егко  
видеть, что та к а я  система будет линейно зависимой тогда и только 
тогда, когда вектор системы нулевой.

Рассмотрим некоторые свойства системы линейно зависимых 
векторов.

1°. Пр и  я > 1  система векторов  (3) л и н ейно  за ви си м а  тогда и
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только тогда, когда хотя бы один из них  является л и н е й н о й  к о м ­
би на цией  остальных векторов этой системы.

□  Пусть система векторов (3) линейно зависи м а. Это значит, 
что имеет место равенство  (4), где отлично от нуля по крайней 
мере одно из чисел a i ,  аг, а л- П усть а ь ф О  (k — одно из чи­

сел 1, 2, ..., п). Равенство  (4) перепишем в виде a k = — — а —ос*
а 2 -  a » _ i  -  а* + 1 -  а „  -

-------аг — .. . ----------- ak- 1----------- ak +1 — . . . --------a n. С ледовательно, век-ОСй OCft ОСл
тор ak является  линейной комбинацией остальны х векторов си ­
стемы (3).

Обратно, пусть в системе (3) вектор ak явл яется  линейной ком ­
бинацией остальны х векторов:

ak =  Pifli + . . .  -f- Pk — I a* — i +  \ ak + 1 + . . .  pna n.

Это равенство мож но зап и сать  так:

PiGi . . . - ) - \ ak — I + ( — 1) ak-\-&k+\ak+\  +  ■■■ -|- pna n =  0n,

и, следовательно, система векторов (3) линейно зависи м а  (так как 
коэффициент при ak отличен от нуля).

2°. Е с л и  часть данной системы векторов л и н е й н о  зависима,  то 
и вся  система л и н е й н о  зависима.

□  Пусть д ан а  система векторов (3) и известно, что система 
векторов a i, аг, ..., ае ( е < п )  линейно зави си м а .  Следовательно, 
существуют числа a i ,  аг, ..., а е, среди которых^хотя бы одно отлично 
от нуля, и такие, что a i a i  -{- осгаг-Ь... -f- а еае =  0. Это равенство м о ж ­
но переписать так:

ос | |  -f- осгйг + . . .  +  <хеа е-\-0 a f + i -f~ 0 а п =  0.

Таким образом , система векторов (3) т а к ж е  линейно зависима. | $  
И з предыдущ его вытекает  следующее утверж ден ие  (3°).
3°. Система л и н ейно  не за в иси мых  векторов не содержит н у л е ­

вого вектора.
4°. Е с л и  система векторов л и н ейно  нез ависима,  то л ю б а я  ее 

часть также л и н е й н о  независима.
П р едлагаем  д о к а за ть  это утверж дение сам остоятельно, поль­

зуясь  методом от противного.
4. Д о к а ж е м  далее  две теоремы, которые раскры ваю т геометри­

ческий смысл линейной зависимости векторов.
Т е о р е м а  3. Система векторов  a, b л и н е й н о  з а в и с и м а  тогда 

и только тогда, когда эти векторы ко лли неа рн ы.
□  П усть система векторов a, Ь линейно зависи м а. По свойству 

1° хотя бы один из векторов линейно вы р а ж а е т с я  через другой. 
Пусть, например, Ь =  аа.  С ледовательно, векторы а и b колли­
неарны.

Обратно, пусть векторы а и Ь коллинеарны. Если а =  0, то 
по свойству 3° система векторов а, Ь линейно зависи м а. Если а Ф  0,
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то по теореме о коллинеарных векторах  Ь =  аа .  Отсюда 
а а - { - ( — \) Ь =  а, т. е. система векторов а, Ь линейно зависи м а. Ц  

Т е о р е м а  4. Система векторов а, Ь, с л и н е й н о  з а в и с и м а  тогда 
и только тогда, когда эти векторы компланар ны.

□  П усть система векторов а, Ь, с линейно зависи м а: 
а а  +  рб +  ус =  0, причем хотя бы один из коэффициентов а ,  р, у 
отличен от нуля. Д о каж ем ,  что векторы а, b и с ком планарны . 
Если хотя бы один из коэффициентов а,  р или у равен нулю, 
то это утверж дение  очевидно. Действительно, если, например, у =  0, 
то а а  +  рб =  0 и по теореме 3 векторы а и Ь коллинеарны, сл едо ­
вательно, векторы а, b и с компланарны. Рассмотрим случай, когда
а ф О ,  $ Ф 0 ,  у ф О .

О тлож и м  от некоторой точки О вектор О А =  аа,  затем  от точки

А  вектор A B  =  fib. Так как ОА-\- А В  =  ОВ,  то аа-{- fib =  ОВ.  С д р у ­

гой стороны, а а - \ - $ Ь = — ус, поэтому О В = — ус.  Ч ерез точки О, 
А и В  проходит плоскость о. Так как а ф  0, $ ф 0 ,  у Ф  0, то из р а ­

венств ОА =  а а , А В  =  $Ь и О В = — ус следует, что векторы а, 
b и с п араллельн ы  плоскости а, поэтому они компланарны.

О братно , пусть а, Ь, с компланарны. Если а\\Ь, то по теореме 3 
векторы а  и b линейно зависимы и по свойству 2° система а, Ь, с 
линейно зависима. Если векторы а . и Ь не коллинеарны, то по 
теореме о компланарны х векторах c =  a a  +  pfe. По свойству 1° си ­
стема а, Ь, с линейно зависима. Ц

§ 7. Координаты вектора

1. Д о к а ж е м  теорему о разлож ени и вектора по трем н ек о м п л ан ар ­
ным векторам.

Т е о р е м а  1. Е сли  векторы а, b и с не ко мпл ана рны ,  то д л я  
л ю б о г о  вектора р существуют единственные числа  а ,  р и у такие, что

p =  a a  +  fib +  yc. (1)
□  Д о к а ж е м  сн ач ала  существование чисел а ,  р и у, уд о влетво ­

ряю щ их равенству (1). О тложим от некоторой точки О пространства
векторы ОА =  а, О В = Ь , О С = с ,  ОР =  р. Так как  векторы а, Ь, с 
не компланарны, то точки О, Л, В и С не л е ж а т  в одной плоскос­
ти (рис. 22).

Если точка Р  л еж и т  на прямой ОС  (рис. 22, а), то векторы ОС — с

и О Р = р  коллинеарны, поэтому по теореме о коллинеарных векто­
рах р  =  ус или р =  0а-\ -0Ь  +  ус. Мы видим, что имеет место р а в е н ­
ство (1). Рассмотрим случай, когда точка Р  не леж ит  на прямой ОС.  
Проведем через точку Р  прямую РР\ ,  параллельную  прямой ОС,  
где Р | — точка пересечения этой прямой с плоскостью О А В  (рис. 22 б).
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Рис. 22

Т ак  как  векторы а, b и ОР> компланарны , то по теореме о ко м п л а­

нарных векторах существуют числа а и р  такие, что О Л  = а а  +  рб. 

С другой стороны, векторы Р \Р  и с коллинеарны, поэтому су ­

ществует число у такое, что Р \Р  =  ус.  По прави лу  треугольника

О Р = О Р ]  - \-P\P,  поэтому р =  аа- \-  pb +  ус.
Д о к а ж е м  теперь, что числа а ,  р, у, удовлетворяю щ ие р а в е н ­

ству (1), определяю тся однозначно. П редп олож им , что каким-то 
другим способом мы наш ли числа ai ,  Pi, yi такие, что р =  а \а- \ -  
+  Pi6*+YiC. Отсюда и из равенства  (1) получаем: (a  — a i ) a  +
+  (Р — Pi) — Yi) ? = 0 .  Так как  векторы a, b и с не к о м п л ан ар ­
ны/. то по теореме 4 из § 6 они линейно независимы и потому 
а  — a i = 0 ,  р — р 1 =  0, у  — Y i = 0  или a  =  a i ,  Р =  Р|, у =  у , . Щ

С л е д с т в и е .  Л ю б а я  система, состоящая более  чем из  трех 
векторов, л и н е й н о  зависима.

□  Учитывая свойство 2° (§ 6), достаточно рассм отреть  систему, 
состоящую из четырех векторов:

а, Ь, с и d. (2)

Если векторы а, Ь, с компланарны, то по теореме 4 из § 6 они 
линейно зависимы , поэтому по свойству 2° § 6 вся система (2) л и ­
нейно зависи ма. Если векторы а, Ь и с не ком планарны , то по 
д оказанн ой  теореме вектор d  является  линейной комбинацией век­
торов a, b и с, поэтому по свойству 1° § 6 система (2) линейно 
зависима.

2. Построенное множ ество V =  W /  =  свободных векторов н а зы ­
вается  трехмерным векторным пространством' .

Баз исом  векторного пространства  назы вается  т а к а я  система 
векторов, которая  за д ан а  в определенном порядке и у д о влетво р я ­
ет условиям:

а) система линейно независима;

1 П он яти е векторного  п р о стр ан ства  д а е т с я  в курсе ал геб р ы . О бзор  основны х 
ф ак то в  теории векторны х п ро стр ан ств  д ан  н и ж е, в § 83.
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б) любой вектор пространства является  линейной комбинацией 
данной системы векторов.

Ч исло векторов б азиса  н азы вается  размерностью  векторного 
пространства.

Н етрудно доказать ,  что л ю б а я  система трех н е к о м п л а н а р н ы х  
векторов, взятых в определенном порядке ,  образует ба зис  вектор­
ного пространства.  Действительно, пусть е\, е2, ез — неком планарны е 
векторы. По теореме 4 из § 6 эта система линейно независима, 
а по теореме 1 любой вектор пространства линейно в ы р а ж а е т с я  
через е\, е2, ез.

Ясно так ж е ,  что лю б о й  базис  пространства V состоит из  трех 
векторов.  В самом деле, по следствию из предыдущей теоремы 
базис  пространства  V не может состоять более чем из трех 
векторов, базис  не может состоять менее чем из трех векторов, 
т а к  как , если, например, предположить, что он состоит из двух 
векторов а и Ь, а а — плоскость, п араллель н ая  этим векторам, 
то д ля  любого вектора р пространства имеем: p =  aa - \ - f ib ,  по­
этому р  параллелен  плоскости а , что невозможно.
- Таким образом , число три является  размерностью  векторного 
пространства  V\ такое  векторное пространство н азы вается  трехмер­
ным векторным пространством.

к П усть ei, е2, ез — базис векторного пространства V. Сами векторы 
назы ваю тся  базисными  векторами, причем вектор е\ назы вается  
первым  базисным в е к т о р о м ^ е г — вторым, а ез_— третьим. Этот б а ­
зис о б озн ачается  так: е\, ег, ез или_(е|, е2, ез). В аж н о  отметить, 
что ( e i , <?2 , ёз ) ,  ( в 2, <?|, ег )  или (ез, е2, е \ ) —  разные базисы. и

3. Введем понятие координат вектора в данном базисе. П усть 
е\, в2, ез — данный базис, а а — произвольный вектор пространства . 
По теореме 1 существуют единственные числа а\, а 2, а 3, такие, 
что

а = а \ ё \  +  а2ё2 +  а 3е3. (3)

Если написано равенство (3 ) ,  то говорят, что вектор а р а з л о ­
жен по векторам базиса  е и ё2, ез- Коэффициенты а\, а2, аз в ф о р м у ­

ле (3) назы ваю тся  координатами векто-
0 , А,  ра а в этом базисе. Число а\ н а з ы в а ­

е т с я  первой  координатой, aj  —  второй, 
а аз — третьей. Если вектор а  в данном 
базисе  имеет координаты a i, а2, аз, то 
коротко это пишут так: a ( a i ,  а2, аз).

На рисунке 23 изображ ен  п ар ал л ел е ­
пипед и у казан  базис  ё\, ё2, е3. Точка Е  — 
середина ребра CCY Нетрудно убедить­

ся в том, что D B  (1, 1, 0), D E ( 0, 1, ,

Л~Гс 1 ( — 1, 1, 0), £ Л , (  1, - 1 ,  4 “ )'
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Д ействительно, найдем, например, координаты вектора ЕА\ .  По п р а ­

вилу многоугольника Е А i = Е С \  +  C \ D \ - \ - D \ A \ = ~ - е з  +  ( — e<i)-\-e\ =  

=  1 •<?!+(— 1 )е 2 +  ~ е з .  Отсюда получаем координаты вектора ЕА\ .

Отметим, что базисны е векторы е\, е2, ез в^ самом базисе 
имеют координаты: ё \ { \ ,  0, 0), е2 (0, 1, 0), ез (0, 0, 1), а 
нуль-вектор в любом базисе  имеет координаты  (0, 0, 0).

Рассмотрим следую щую  задачу .
З а д а ч а .  В базисе  ё\, е2, ез даны  векторы а (а |, а 2, а 3) и 

Ь (6 | ,  b2, bз). Найти координаты вектора р =  Я.а-(-|я6, где X и [л — 
данные числа.

Р е ш е н и е .  По определению координат вектора имеем:
а =  а\в\  —|— а 2е2 —(— а 3ез, b =  Ь\в\ b 2ei Ьзвз,

поэтому ка =  ка\в\  - \ -ка2е2-\-казвз, \уЬ ' ~ M^iei +  Ц.Ь2е2 +  ц63е3. С лож ив 
эти равенства  и воспользовавш ись  теоремами о сложении векто­
ров и о произведении вектора на число, получим: ка-\-\\,Ь =  
=  {ка\ +  ц6| ) е\ - \- (ka2-\-\ ib2) е2-\-(ка3 +  цЬз) ез- Таким образом, вектор 
p =  +  имеет координаты: р (ka\-\-\x,b\, k a 2-\- \ ib2, А,а3 +  |л63).

Применив рассм атриваем ую  зад ач у  к векторам  a- \ -b ,  а — Ь и 
кс,  мы у беж даем ся  в справедливости следую щ их утверждений:

1°. Каждая координата суммы д в у х  векторов р а в н а  сумме соот­
ветствующих координат сла га емых векторов.

2°. Каждая координата разности д в у х  векторов р а в н а  разности 
соответствующих координат этих векторов.

3°. При  умножении вектора на число каждая его координата  
умножается на то же число.

Сформулируем ещ е одно утверждение, в котором вы раж ен  при­
зн ак  коллинеарности векторов, задан ны х координатами.

4°. Д л я  того чтобы векторы а ( а \ , а 2/ а Л) и b (b\, b 2, Ьз). з а д а н ­
ные координатами в базисе  е\,  е 2, ез, б ыл и ко л ли не ар н ы ,  необходимо  
и достаточно, чтобы их координаты б ыл и  пропорциональны.

□  Если один из векторов а или Ь- нулевой, то утверж дение 
очевидно, поэтому рассмотрим случай, когда а ф 0 и В ф О .

П усть а || 6. По теореме о коллинеарных векторах  существует 
такое  число к, что Ь =  ка.  По свойству 3° bi =  ka\ ,  Ь2 =  к а 2, Ь3 =  к а 3, 
т. е. координаты  векторов а и Ь пропорциональны.

О братно, пусть координаты векторов а и b пропорциональны: 
Ь \ = к а \ ,  Ь2 =  к а 2, Ьз =  каз. Умножив эти равенства  соответственно 
на ё\, е2, ез и слож ив, получаем: Ь =  ка,  откуда следует, что 
а \ \ Ь .  Й

4. При решении за д ач  метрического х арактера ,  т. е. зад ач ,  с в я з а н ­
ных с вычислением длин отрезков (векторов) или величин углов, 
удобнее р ассм атри вать  так  назы ваем ы е ортонормированные базисы.
Бази с  i, /', к назы вается  ортонормированным,  если его векторы
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Z f 70 f 2 =  Z . f ,O f j=  
LE20E3 =  90°

удовлетворяю т двум условиям: a) i\
=  I & I =  1 ( t .  e. i, j  и k  — единичные векто ­

ры) и б) если ОЕ\ =1,  ОЕ2 =  ], OE3 =  k,  то 
углы Е \ О Е 2, Е \О Е з  и  Е 2ОЕз  прямые (рис. 24). 
Т е о р е м а  2. Д л и н а  вектора a (a i, а 2, аз), 
з ада нного  координатами в  ортонорми­
р о в ани ем  базисе  £, /, k,  вычисляется  по
формуле _ ___________

ia |  = V Qi +  a2 +  a i  (4)

Р ис. 24

□  Д о к а ж е м  сн ач ала  теорему д л я  слу ­
чая , когда а \ Ф  0, а2Ф  0, а з= ^0 .  О тлож им  
векторы a, i, j и k  от некоторой точки О

^ пространства: ОА =  а, О Е \ = 1 ,  ОЕ2 =  /,
ОЕз =  к и построим прямоугольный параллелепипед  так, к ак  п о к а ­

зан о  на рисунке 25, а. По правилу многоугольника О А  =  ОЛ: -+- 

—|— ̂ 4.1Л^ -(- А ' А  =  ОЛ| -|- ОА2 -(- ОЛз. Но ОЛ] ||/, поэтому ОА\ ^ t x i .  
Аналогично ОЛ2 =  0/, O A 3 =  y k  и поэтому OA =  ca +  f i f + y k  или 
а  =  а Г + р /  +  у^- Мы видим, что а ,  р, у  — координаты вектора а, 

т. е. а  =  а\,  Р =  а 2, у =  а 3. Таким образом, OA\ =  a\i, O A 2 =  a 2j,

O A 3 =  a 3k  и поэтому О А \ — \ а\ | , О Л 2=  \ а 2\ , О Л3=  | аз I -
К в а д р а т  диагонали  прямоугольного параллелеп ипеда  равен 

сумме кв ад р ато в  его измерений: О Л 2 =  О Л 2 +  О Л з-(-О Л 3. О тсю да 
получаем: | а | 2 =  а 2- \ -a i - \ -a l  или ф ормулу (4).

Ф орм ула  (4) верна та к ж е  и в том случае, когда некоторые 
координаты  вектора а равны нулю. Пусть, например, а 2 =  а 3 =  0.

Тогда a =  a\i, | а |  =  |a i j  | / |  =  |a i  I или |а |  = ~ \ /a i +  02 +  0 2. Если одна 
координ ата  вектора а  равн а  нулю, а две  другие отличны от 
нуля, например: а 3 =  0, а\ ф  0 и а 2ф  0, то в предыдущем построении 
точки Л и Л '  совпадаю т (рис. 25 ,6 ) .  Четырехугольник О А \ А А 2 
яв л яется  прямоугольником, поэтому О Л 2 =  ОЛ? + О Л 2. Отсюда | а | 2 =  
= a 2i-\-a'i  или \а\ = ^ j a \  +  а 1 + 0 2. Щ
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§ 8. Скалярное произведение векторов

1. П усть а и Ь — ненулевые векторы. О тлож им  от произвольной

точки О векторы О А = а ,  О В = Ь  и рассмотрим лучи О А  и О В  
(рис. 26, а). Углом между векторами а  и Ь н а зы вается  угол м еж ду  
лучами О А  и ОВ,  т. е. угол ЛО В ,  если эти лучи не совпадают. 
Если лучи ОА  и ОВ  совпадаю т, то угол м еж ду  ними считается 
равным нулю. Угол м еж ду векторами а  и Ь о бозначается  так: 
(а, Ъ). Так как  два  угла, стороны которых сонаправлены , равны 
(рис. 26, б ) , то у г о л  между да нн ыми  векторами не зависит от 
выбора точки О. __ _

Д в а  ненулевых вектора а и b назы ваю тся  вз а и м н о  п е р п е н д и к у ­

лярн ыми,  если (а, » ) = —  (пишут: a_Lfr). У словимся считать, что 

если хотя бы один из векторов а  и 6 нулевой, то (а, Ь)— ~ .  Таким

образом, нуль-вектор перпендикулярен лю бому вектооу п ростран­
ства. И так , д ля  любых векторов а и b имеем: 0 ^ ( а ,  Ь ) ^ п .

Скалярн ым произве дение м д в у х  векторов называется число,  
рав ное  прои зв еде ни ю их  д л и н  на коси нус  у г л а  между ними.  С к а ­
лярное  произведение векторов а  и Ь о б озн ачается  через аЪ. 
И так, по определению

a b =  | а |  \b\ cos (а, b). (1)

И з этой ф ормулы мы заклю чаем , что ab =  0 тогда и только 
тогда, когда а ± Ь .  Это утверж дение справедли во  и в том случае, 
когда хотя бы один из векторов а и b — нулевой, так  как  нулевой 
вектор мы считаем перпендикулярным к лю бом у вектору.

И з формулы (1) следует так ж е ,  ч т о ^ а а = | а | 2. Число аа  н а зы ­
вается  скал ярн ым квадратом  вектора а и о б озн ачается  через а 2. 
Таким образом,

\ а \ = л [ а 2. (2)

С калярное  произведение двух векторов находит широкое при­
менение в различны х разд ел ах  физики, в частности в механике. 
Рассмотрим следую щий пример. П усть м атер и ал ь н ая  точка М  под 
действием силы F  переместилась из точки М  i в точку М 2 по

Рис. 26
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прямолинейному пути. К ак известно из физики, работа  А  силы F при 
таком перемещении вычисляется по формуле А =  \ F \ M \ M 2 cos <p,

где ф — угол м еж ду  векторами М \ М 2 и F. Из этой формулы сл е ­

дует, что A =  F ‘M [ M 2. С ледовательно, работа  постоянной силы 
F,  действую щ ей на материальную  точку при прямолинейном переме­

щении М \ М 2, равна  скалярном у произведению векторов F  и 

Щ М 2.
2. Д о к а ж е м  следующую теорему, которая позволяет найти с к а л я р ­

ное произведение двух векторов, зн ая  их координаты.
Т е о р е м а  1. Ска ляр но е  пр оизве ден ие  векторов а (а :, а 2, аз) 

и b (Ь |, Ь2, bз), за д а н н ы х  в ортонормированном базисе,  выражается  
ф ор м у л о й

ab =  a\b\  а 2Ь2-\-азЬз.  (3)

□  Если хотя бы один из векторов а  и b нулевой, то с п р а ­
ведливость формулы (3) очевидна, поэтому достаточно рассм отреть  
случай, когда а ф  0 и Ь ф  0. Рассмотрим два  возмож ны х случая.

1) Векторы а и b не коллинеарны. От какой-нибудь точки О

отлож им  векторы О А = а  и ОВ =  Ь и рассмотрим треугольник ОА В .  
П о  теореме косинусов А В 2 =  О А 2 +  О В 2 — 2 0  А ОВ  cos а ,  где а  =  (а, b ).

Так к ак  А В  =  Ь — а, ОА =  а, О В = Ь ,  то предыдущее равенство  м о ж ­
но за п и с ат ь  так:

a b = ± - ( \ a \ 2+ \ b \ 2- \ b - Z \ 2). (4)

Т ак  как  (b — a ) ( b i — a i , b2 — а 2, Ьз — аз), то согласно теореме 2 
§ 7 |b — a | 2 =  ( 6 i — a \ f - \ - ( b 2 — a 2)2-\-(b3 — аз)2. По той ж е  теореме

|а'|2 =  а2 +  а! +  аз, \ b \ 2 =  b2 +  b2-\-b2. (5)

П одстави в  эти значения в формулу (4), после элем ентарны х 
п реобразований  получаем ф ормулу (3).

2) Векторы а  и Ь коллинеарны. По теореме о коллинеарных 
векторах  сущ ествует такое число к, что a =  kb,  следовательно,

a \ = X b \ ,  a 2 =  k b 2, аз =  кЬз- (6)

По определению скалярного  произведения a b = ( k b )  Ь =  
=  |Х£>| |ft|cos(A.ft, b). Отсюда следует, что при любом к  имеем: 
ab — k \ b \ 2. Но \Ь \2 =  Ь2 - \ - b i - \ -b 2, поэтому ab =  k(b2-\- bj-\-  b2) =  
=  {kb\ )b\ - \ -(kb2)b2-\-(kb3) Ьз. Используя равенства  (6), получаем 
формулу (3). i

С л е д с т в и е  1. Векторы a ( a i ,  а 2, а 3) и b (b i, b2, Ьз), задан н ы е  
в ортонормированном базисе, взаимно перпендикулярны тогда и 
только тогда, когда

а\Ь\ -\-а2Ь2-\-азЬз =  0. (7)
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С л е д с т в и е  2. Косинус угла между ненулевыми векторами 
а (а |, аг, аз) и b (Ь\, Ь2, Ь3), задан ны м и в ортонормированном 
базисе , вычисляется  по формуле

a  <2161 +  0262 +  0363 /0ч
cos (а, 6) =  —= = = —  -  . (8) 

■у<ц+а§ +  вз "^6 i +  62 +  fe3 _
□  Д ействительно, по формуле (I) cos (а, Ь ) =  аЬ. . Подста-

- г -  -  -  | a  I 161
вив сюда значения  aft, | a | ,  \Ь\,  из ф ормул (3) и (5) получим
(8)- ■

3. Основные свойства скалярного  произведения векторов сф о р ­
мулированы' в следую щей теореме.

Т е о р е м а  2.  Д л я  пр оизв ол ьно го  числа  а  и пр о и зв о л ь н ы х  
векторов a, b и с с п р а в е д л и в ы  с л е д у ю щ и е  равенства:

1 °. ab =  Ba. г
.2°-. (а а ) В = а ( а В ) и а ( а В ) = а  (аВ).
3°. ( а В ' ' с  =  а с В с .
□  Выберем ортонормированный базис  Г, /, % и введем в рассм от­

рение координаты данных векторов: а (а 1, аг, аз), В ( Ь 1, b 2, Ь3), 
с (сI, с2, с3).

Ограничимся д оказательством  одного из равенств, например 
равенства^ 3°, остальны е равенства  д о к азы в аю тся  аналогично. Так 
как  [a +  B)(a\ +  bi, a 2 +  b2, а3 +  Ь3), то по ф орм уле (3) (и- \ -В)с  =  
=  (ai +- b i) С\ - ( - (аг-f- Ь2) с2 —(— (<2з +  ^з) с3 =  (а\С\ +  а 2с2 +  а 3с3) +  (Ь\С\ -f- 

b 2c2-\- b3c3) =  ac Ьс. ^
С л е д с т в и е .  Д л я  произвольных векторов а. В, с и Й с п р а ­

ведливо равенство  (а-\-В) (c-\-3.) =  ac- \ -Bc - \ - a3- \ -Bd .
4. И спользуя скалярн ое  произведение, выясним геометрический 

смысл координат вектора в ортонормированном базисе. Пусть 
а — ненулевой вектор, задан ны й в ортонормированном базисе 
Г, /, £  координатами: a  (ai, аг, аз). Это означает, что а  =  а ) Г + а 27 + а з ^ .  
У множив обе части этого равенства  скалярн о  на г, / и В  и учиты­
вая , что i i  =  j / =  £ £ =  1, i j  =  i k  =  j k  =  0, получаем: a > = a i ,  а 2 =  а J, 
a3 =  ak.  Если ввести обозначения: c p i= (a ,  7), ф2 =  (а, /), ф3 =  (а, /г), то 
предыдущ ие ф ормулы принимают вид:

ai =  | a I cos ф 1 , a 2= \ a \  cos ф 2, a 3 =  | a |  cos ф 3. (9)
Ч исла cos ф | ,  cos ф 2, cos ф 3 н азы ваю тся  н а п р а в л я ю щ и м и  к о с и н у ­

сами  вектора а  в базисе  г, /, k. И з  формул (9) следует, что 
каждая координата вектора р а в н а  про и зв е д е н и ю  дл и н ы  этого 
вектора на  соответствующий н а п р а в л я ю щ и й  косинус.

П одстави в  значения  а\,  а 2, а 3 из (9) в первую ф ормулу (5), 
найдем: |a ' |2=  I а  12 (cos2 ф| +  co s2 фг +  соэ^фз). Так как  \ а \ ф О ,  то

COS2 ф ! + C O S 2 ф 2 +  С 0 5 2ф з =  1. ( 1 0 )

Таким образом , сумма квадратов н а п р а в л я ю щ и х  кос ину сов  л ю ­
бого н е ну л ево го  вектора р а в н а  единице .
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Зам етим , что координаты  единичного вектора в о ртон орм и рован ­
ном б азисе  равны н ап равляю щ им  косинусам этого вектора. Это 
у тверж ден ие  прямо следует из формул (9), если учесть, что | а |  =  1.

5. Некоторые свойства скалярного  произведения векторов с о в п а ­
д аю т с соответствую щ ими свойствами произведения чисел (напри­
мер, равенства  1°, 2° и 3° в теореме 2). Но скалярн ое  произведение 
имеет и специфические свойства, которыми не о б лад аю т  прои зведе­
ния чисел. Вот некоторые из них.

1) С калярн ое  произведение двух векторов есть число, т. е. 
объект  другой природы, тогда как  произведение двух  чисел 
яв л яется  числом, т. е. объектом той ж е  природы.

2) Если а ф О ,  то числовое уравнение а х  =  р имееет еди нствен­

ное решение Аналогичное уравнение д ля  скалярн ого

произведения векторов ах  =  Ь не имеет смысла (левая часть  этого 
р авен ства  — число ах,  а п р авая  — вектор В). Но можно стави ть  воп­
рос о решении уравнения вида ах  =  а ,  где а и х  — векторы, а  ^ ч и с ­
ло. Если а =  6, а ф О ,  то уравнение не имеет решений. ^Если а  =  б, 
а  =  0, то решением уравнения служ ит любой вектор х.  Если ж е  
а ф б ,  то уравнению ах  =  а  удовлетворяет  бесконечное множ ество  
векторов, но не любой вектор х  (в этом легко убедиться, если его 
за п и с ат ь  в_ координатах: а\Х\ -(-02X2 +  03 *3  =  а). Таким образом , 
уравнение  а х  =  а  никогда не имеет единственного решения.

3) Если а и р  — числа, то из равенства  а р  =  0 следует, что хотя 
бы одно из этих чисел равно нулю. Аналогичного свойства  д ля  
векторов нет (см. п. 1).

4) Если a i ,  аг, а з  — числа, то (а :а г )  а 3 =  а :  ( а г а 3). П оэтому левую 
и правую  части этого равенства  обозначаю т так: а ^ г а з .  Т ак  в в о ­
дится  произведение трех, четырех..., п чисел, где п — любое н а ­
туральн ое  число.

Если а\,  а.2, аз  — произвольные векторы, то (аиаг) а з ф а \  (агОз), 
т а к  к а к  векторы (сца^ а $ = р ,  a i (а2аз) =  <7 в общем случае не ко л ­
линеарн ы  (вектор р коллинеарен вектору аз, а вектор q — векто ­
ру a i). П о этой причине мы не можем скалярно  п ерем н ож ать  
три, четыре, ..., п векторов. Этим и объясняется , что понятие 
степени а п при п > 2  не вводится.

§ 9. Векторные подпространства
1. Пусть L  — непустое множ ество векторов из векторного п ростран­
ства V. М нож ество  L  назы вается  векторным подпространством 
пространства  V, если выполнены следую щие д в а  условия.

1°. Если a £ L  и Б£ L,  то a - \ - b £ L .
2°. Если a £ L ,  то a a £ L  для  любого вещественного числа а.
По аналогии с пространством V  введем понятие б ази са  подпро­

стран ства . Базисом векторного подпространства L назы вается  
т а к а я  упорядоченная  система линейно независимых векторов, что 
любой вектор подпространства L  является  линейной комбинацией 
данной системы векторов. М ож н о  д о к азать ,  что все базисы  под­
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пространства  состоят из одного и того ж е  числа векторов. Это 
число н азы вается  размерностью подпространства.  Т ак  как  L £ V ,  
а в V л ю б ая  система, состоящ ая  более чем из трех векторов, 
линейно зависи м а, то размерность подпространства  L не больше, 
чем три. М ож но д о к азать ,  что если L  не совп адает  со всем п ро­
странством V, то его размерность меньше, чем три.

2. Рассмотрим примеры векторных подпространств.
П р и м е р  1. Возьмем два  неколлинеарных вектора а и В

пространства V  и рассмотрим множ ество всех векторов вида: 
а а  +  рб, где а  и р — произвольные вещ ественные числа. Это мно­
жество, как нетрудно проверить, удовлетворяет  условиям  1° и 2° 
определения векторного подпространства, поэтому явл яется  подпро­
странством пространства  V. Оно назы вается  подпространством,  
натянутым на векторы а  и Ь, и обозначается  через L (а, Б). Пусть 
а — плоскость, которой параллельны  векторы а и В. Д о к аж ем ,  что 
L (а, В) — множ ество  всех тех и только тех векторов пространства 
V, которые п араллельны  плоскости ст. Действительно, при любых 
значениях а и р  векторы р =  аа-{-  fiB, а и 6  линейно зав и си ­
мы, поэтому они ком планарны  (теорема 4 из § 6), т. е. вектор 
р параллелен  плоскости ст. Обратно, любой вектор р , параллельный 
плоскости ст, ком планарен  с векторами а я Ь, поэтому является  
линейной комбинацией векторов а и В (теорема 2 из § 6).

Векторы а, В образую т базис подпространства  L (а. В). 
В самом деле, эти векторы линейно независимы, и любой вектор 
подпространства L (а, Б) является  линейной комбинацией векторов 
а  и В. Таким образом , множество всех  векторов, п а р а л л е л ь н ы х  
некоторой плоскости, является  дв умерны м подпространством про­
странства V . _

П р и м е р  2. Возьмем ненулевой вектор а пространства  V и 
рассмотрим множ ество  всех векторов вида а  а, где а  — произвольное 
вещественное число. Это множ ество явл яется  векторным под­
пространством пространства  V. О бозначим его через L (а) (под­
пространство, натянутое на вектор а). П усть I — прям ая , которой 
п аэал л ел ен  вектор а. А налогично примеру 1 м ож но доказать ,  что 
L (а) — множ ество всех тех и только  тех векторов пространства  
V, которые п араллельны  прямой I.

Вектор а образует  б азис  подпространства  L (а), поэтому L (а) — 
одномерное векторное подпространство. Таким образом , множество 
все х  векторов, п а р а л л е л ь н ы х  некоторой прямой,  является  одн омер­
ным подпространством пространства V.

П р и м е р  3. Рассмотрим множество, состоящ ее  только из одного 
нулевого вектора. Оно удовлетворяет  условиям  1° и 2° определе­
ния векторного подпространства, поэтому является  подпростран­
ством пространства  V. Оно назы вается  н ул евы м  подпространст­
вом.  П ринято  считать, что разм ерность этого подпространства  
р авна  нулю.

3. Рассмотрим множ ество  L  всех векторов, параллельны х не-
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Рис. 27

которой плоскости а. Мы до казал и  (пример 1), что L — двумерное 
векторное подпространство. Пусть е\, е2 — его базис. По теореме 
о ком планарны х векторах (теорема 2 из § 6) д ля  любого 
вектора a £ L  существуют единственные числа а\, а 2 такие, что а  =  
=  а\в\  - \ -а2е2.

К оэффициенты  а\, а2 в этой формуле назы ваю тся  координатами  
вектора а  в базисе  е\, ё 2. Число а\ назы вается  пе рво й  коорди­
натой, а число а 2 — второй. На рисунке 27 изображ ены  базисны е

векторы в\ и е2 и в этом базисе построены векторы О А \ { — 1, 1),

О А 2 (5, 2), ОЛ., (2, - 3 ) ,  0 А , ( 6, - 2 ) ,  0 Л 5 ( -  4, - 1 ) .
Д л я  координат векторов подпространства L  справедливы  у т в е р ж ­

дения, аналогичные тем, которые были сформулированы  в п. 3 § 7.
1°. К а ж д а я  координата суммы двух векторов р авна  сумме со­

ответствую щ их координат слагаем ы х векторов.
2°. К а ж д а я  координата разности двух векторов равн а  р а зн о с ­

ти соответствующ их координат этих векторов.
3°. При умнож ении вектора на число к а ж д а я  его координата  

у м н о ж ается  на то ж е  число.
В следую щем утверждении вы раж ен  признак коллинеарности 

векторов, задан ны х координатами.
4°. Д л я  того чтобы два  вектора были коллинеарны, необходимо 

и достаточно, чтобы их координаты были пропорциональны.
Д о к азател ьств  этих утверждений мы не приводим, т а к  как  они 

по существу ничем не отличаю тся от тех, которые приведены 
в § 7.

П ользуясь  утверждением 4°, можно сф ормулировать  другой при з­
нак  коллинеарности двух векторов, задан н ы х  координатами. Пусть 
а ( а |, а 2) и В (b i, b2) — произвольные векторы. Число а\Ь2 — а 2Ь\ 
н азы вается  определителем  (второго порядка), составленным из  коор­

динат векторов а и Ь, и обозначается  так: | | .
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Т е о р е м а .  Векторы а (а \ ,  а 2) и Б (b i, Ь2) к о л л и н е а р н ы  тогда

и только тогда, когда  I а ' .  1 I = 0 .^  I а >о 2 ■
□  Пусть а | |Ь. С огласно утверж дению  4° координаты векторов 

а к 6 пропорциональны, т. е. существует такое  число X, что

b\ =  Kai, Ь2 =  Ха2 (или а\ =  КЬи а2 =  КЬ2). Но тогда  | ^ ' |  = а \ Ь 2 —

— a 2b\ = а \  (Ка2) — а 2 (ка\) =  0.

Допустим теперь, что | | = 0 ,  и д о к а ж е м ,  что а | |6 .  Если

а  =  б, то утверж дение очевидно, поэтому рассмотрим случай, когда 
а ф б .  По крайней мере, одна из координат вектора а не равна

нулю. Пусть а \ ф 0 .  Тогда из равенства  | | = a \ b 2 — b ta 2 =  0

находим: Ь2 =  — а 2 или Ь2 =  Ка2, где К =  —  . Таким образом, Ь\ —
а  | а  1

=  ка], Ь2 =  Ка2, т. е. координаты векторов а и Ь пропорциональны. 
Отсюда, согласно утверж дению  4°, векторы а и F коллинеарны. Щ

4. Б ази с  I, j подпространства  L н азы вается  ортонормированным,  
если векторы б азиса  — единичные взаимно перпендикулярные векто­
ры. Рассмотрим несколько за д ач  в ортонормированном базисе.

З а д а ч а  1. В подпространстве L дан ы  векторы а и b своими 
координатами (а\, а 2), ( Ь Ь 2) в ортонормированном базисе  Г, /. 
Вычислить скалярн ое  произведение этих векторов.

Р е ш е н и е .  П о определению координат вектора в данном 
базисе  имеем: a =  a \ i - \ - a 2j, b =  b \ i - \ -b 2j. И спользуя  свойства 
скалярного  произведения, находим: аБ =  (a \ i - \ -a 2J) (b \ i - \ -b2j) =  
=  a \ b J J - \ - ( a \ b 2-\- а 2Ь\) Т ] + а 2Ь2]1- Учитывая, что базис  ортонорми- 
рованный, т. е. i i  =  j j =  1, i j  =  0, получим ф ормулу, аналогичную 
формуле (3) из § 8: _

аБ =  а \ Ь \ - \ -a2b 2. (1)

И так, ска л яр н ое  произв еде ние  векторов а и Б из  L, з а д а н н ы х  
своими координатами в ортонормированном базисе,  р авн о  сумме  
произведений одноименных координат этих векторов.

Отсюда получаем условие перпендикулярности двух векторов 
а  и Б из L, задан ны х своими координатами в ортонорм ирован­
ном базисе:

а 1 b 1 -)- а 2Ь2 =  0. (2)

Если в формуле (1) полож ить а =  Б, то получим вы раж ени е  
скалярного  кв а д р а та  через координаты в ортонормированном б а з и ­
се: а 2 =  а] +  ai.  И спользуя  ф ормулу (2) из § 8, приходим к формуле 
д ля  вычисления длины вектора:

\ a \ = ^ J a i  +  ai.  (3)

З а д а ч а  2. В подпространстве L в ортонормированном базисе  
зад ан ы  ненулевые векторы а ( а \ ,  а 2) и Ь(Ь\ ,  Ь2). Найти косинус 
угла  м еж ду данными векторами.
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Р е ш е н и е .  Воспользуемся формулой (1) из § 8 д ля  вычисления 
cos (а, Б). Т ак  к ак  | а | - # 0  и 15*) 0, то

005 «"• 5 >“ и ш  (4>
П ользу ясь  ф орм улам и (1) и (3), получаем:

aib,-\-a2b2 .cos (а, b) =  — ------  . (5)
V a i+<12 -yjb'i+bl

§ 10. Применение векторов к решению задач  
школьного курса геометрии

1. Векторную алгебру можно с успехом применять к док азател ьству  
теорем и решению задач  школьного курса геометрии. С н ач ал а  
рассмотрим две задач и  вспомогательного характера , которые часто 
использую тся в прилож ениях векторной алгебры.

З а д а ч а  1. Точка М  — середина отрезка  А В ,  а О — прои зволь­
ная  точка пространства. Д о к а за т ь ,  что

6 м = - ^ ( О А  +  6 в ) .  ( 1)

Р е ш е н и е .  По правилу треугольника О М = О А - \ - А М  и

О М = О В  +  ВМ.  С лож ив эти равенства , получим: 2О М = О Л  +  ОВ +

- \- (АМ-\ -ВМ).  Так как М  — середина отрезка  А В ,  то А М - \ - В М =  0. 
Таким образом , справедлива ф орм ула (1).

3  а д  а ч а 2. Точка N  — центр тяж ести  (точка пересечения меди­
ан) треугольника A B C ,  а О — произвольная  точка пространства  
(рис. 28). Д о к а за т ь ,  что

O N = ^ { ( M  +  O B + O C ) .  (2)

Р е ш е н и е .  Пусть М — середина отрезка А В .  По правилу

треугольника O N = O C  -\-CN.  Но так  как  C N = - ^ - C M ,  то O N =

=  О С - \ - ~ С М = О С - { - - ' - ( С О  [ ОМ) =  -^-ОС-\---г  ОМ.  П одстави в  сю ­

да значение ОМ из формулы (1 ) ,  получаем ф ормулу (2).
2. Рассмотрим теперь некоторые примеры применения векторов

к доказательству  теорем и решению 
з а д ач  школьного курса геометрии. 
С н ач ал а  рассмотрим некоторые 
свойства треугольников.

З а д а ч а  3. Д о к а з а т ь  о б р ат ­
ную теорему П иф агора:  треуголь­
ник A B C  является  прямоугольным 
с прямым углом А,  если В С 2 =  
=  А В 2 +  А С 2.

Р е ш е н и е .  К ак известно,

Рис. 28 В С = А С — А В ,  поэтому В С - В С  =
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=  (АС — А В ) ( А С  — АВ).  О тсю да, после 
элементарны х преобразований получ а­

ем: 2 А В  ■ А С = А В 2 +  А С 2 — В С 2 или 

А В - А С  =  ~ ( А В 2 +  А С 2- В С 2). Так как  

по условию зад ач и  А В 2 -\- А С 2 — В С 2 =  О,

то А В - А С  — 0, поэтому А В А - А С ,  т. е. Z .А  
прямой.

З а д а ч а  4. В треугольнике A B C  
вычислить длину медианы т а, зн а я  угол А 
и две стороны: А В  =  с и А С  =  Ь.

Р е ш е н и е .  П усть М  — середина стороны ВС.  По формуле

(1) А М  =  -^ - (АВ- \ -АС) .  Возведя в к в ад р ат  это равенство, получим:

AM 2 = - 1 - (АВ+ АС) (АВ +  АС).

О тсю да т 2а =  ̂ - ( Ь 2-\-с2-\-2bc  cos А),

или m a =  - Y ^ J b 2-\-c2 +  2bc  cos Л .
З а д а ч а  5. Д а н ы  треугольник A B C  и точка О пространст­

ва. Д о к азать ,  что точка О является  центром тяж ести  треуголь­

ника A B C  тогда и только тогда, когда О А - \ - О В - \ - О С = б .
Р е ш е н и е .  П усть N  — центр тяж ести  треугольника A B C .  Если

О совпадает  с точкой N,  то О N = 6 .  Поэтому, пользуясь  формулой

(2), получаем: О Л - |-О В  +  О С = б .

Обратно, пусть О А - \ - О В +  О С = 6 .  Тогда по ф орм уле (2) O N = 6 ,  
т. е. точка О со впадает  с центром тяж ести  N  треугольника 
A B C .

3. Рассмотрим теперь примеры за д ач  стереометрии.
З а д а ч а .  6. Д о к а з а т ь ,  что угол 0 м еж ду  противолеж ащ им и 

ребрами тетраэд ра  вычисляется  по формуле
о  с 2 - \ - с ' 2 —  Ь2 —  Ь ' 2 f o \

C O S  6  =  —  ■■—  V.------;---------------,  \ А )2 аа
где а, а '  — длины рассм атриваем ы х ребер, а Ь и Ь', с и с '  — длины 
двух других пар противополож ных ребер.

Р е ш е н и е .  Пусть О А В С  — данный тетраэдр ,  ОА  и В С  —

р ассм атриваем ы е ребра (рис. 29). Введем обозначения: ОА =  а,

О В = Б ,  О С = с ,  О А =  а, ОВ =  Ь, ОС =  с, В С  =  а \  А С  =  Ъ \  А В  =  с'.  
Ф орм улу (3) мож но зап и сать  в следую щ ем виде: 2 a a ' c o s 0  =

=  с2 с ' 2 — b 2 — b /2 или 2а- ВС  =  с2 — В2 +- А В 2 — А С 2, т. е. 2а (с — Б) =  
=  с2 — В2 +  (Ь — а)2 — (с — а)2.

Но это равенство явл яется  тож деством , в чем легко убедить­
ся, если раскрыть скобки. Следовательно, справедли ва  и ф орм у­
ла  (3).
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З а д а ч а  7. Д ан ы  три попарно перпендикулярных луча ОА,  
ОВ,  ОС  с общим началом. Найти угол между биссектрисами углов 
А О В  и ВОС.

Р е ш е н и е .  На данных лучах  ОА, ОВ  и ОС  возьмем со ­

ответственно точки А\,  В\ и С | так, чтобы векторы ОА\  = / ,

ОВ\  =  /, ОС  | = / г  были единичными. Н аправление  биссектрисы 
угла  А О В  определяется  вектором а  =  г +  /. а направление биссектри­
сы угла  В О С  — вектором 6 = ] - \ - k ,  причём векторы i, ], k  об разую т 
ортонормированны й б а з и с  З а д а ч а  свелась к нахож дению  угла меж ду 
векторам и а (  1, 1, 0) и Ь{ 0, 1, 1). По формуле (8) из § 8 н ах о ­

дим: cos (а, б ) = — !—  = 4 - .  Следовательно, (а, Ъ ) = ~ .  
т/2 V2 2

З а д а ч а  8. Д о к а за т ь ,  что если в тетраэдре  две пары противо­
л е ж а щ и х  ребер взаимно перпендикулярны, то и третья  пара  
ребер взаим но  перпендикулярна.

Р е ш е н и е .  Пусть О А В С  — данный тетраэдр , у которого 
О А А - В С  и О В ± А С  (рис. 29 .) .  Н адо д оказать , что О С ± А В .

Введем обозначения: ОА = а ,  ОВ  =  Ь, ОС =  с. Т ак  как  ОА ± В С ,

то СМ: В С==0 или а (с — В) =  б. Аналогично, так  как  О В А _ А С ,  то 
В (с — а) — б. Вычитая из второго равенства  первое, находим:

с ( Ь — а ) = б, т. е. О С - А В — О. Отсюда следует, что О С  . L A B .



Г л а в а  II

МЕТОД КООРДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ

§ 11. Аффинная система координат на плоскости.
Прямоугольная декартова система координат

1. В этой главе, а т а к ж е  в следую щих двух главах  мы будем 
изучать геометрию на плоскости и пользоваться  только  векторами, 
параллельны ми этой плоскости. М нож ество  L  таких векторов я в л я е т ­
ся двумерным векторным подпространством пространства  V (см. § 9). 
Л ю бы е два  неколлинеарных вектора из подпространства  L, взятые 
в определенном порядке, образую т его базис. В дальнейш ем  векторы 
из L назы ваю тся  векторами на плоскости.

Возьмем на плоскости какую -нибудь точку О и произвольный 
базис  е, ег- Тройка, со сто ящ ая  из точки О и б ази са  е\, е2, н азы ­
вается  аффинной системой координат на плоскости и обозначается  
символом: Ое\в2 или (0, е\, е2) (рис. 30). Точка О назы вается  
на чало м  координат,  а векторы е\ и — координатными векторами 
(е\ — первый координатный вектор, е2 — второй). Н аправленны е п ря ­
мые, проходящие через н ачало  координат и п араллельны е коорди­
натным векторам, на которых полож ительные нап равлени я  опреде­
ляю тся  этими векторам-и, назы ваю тся  осями координат.  Ось коорди­
нат, на которой положительное направление определяется  вектором 
е\, назы вается  осью абсцис с  и о бозначается  через О х , а другая  
ось — осью ординат и обозначается  через Оу  (рис. 30). Иногда 
систему координат Ое\е2 обозначаю т через Оху.

2. П усть Ое\в 2 — аф ф и н н ая  система координат, а М  — прои зволь­

ная  точка плоскости (рис. 31). Вектор О М  назы вается  радиус-векто­
ром  точки М  (относительно точки О). К оординаты  х н у  векто­

ра О М  в базисе  е\, е2 назы ваю тся  координатами  точки М  в системе

Рис. 30 Рис. 31



координат  Оё\ё2. Число х  назы вается  абсцисс ой  точки М, а число у — 
ординатой;  пишут М  (х, у). Таким образом , координатам и точки 
М  в системе Ое\ё2 назы ваю тся  числа х, у  такие, что

О М = х ё \  - \ -уе2. (1)

При выбранной системе координат к а ж д а я  точка М  плоскости 
имеет координаты  (х, у), причем если точки М\  (*:, у\)  и М 2 (х2, у 2) 
различны , то пары чисел (jci, у\)  и (х2, у 2) не совпа-дают (т. е. имеет 
место хотя  бы одно из неравенств: х \ ф х 2, У1 Ф У 2). О братно , для  
к а ж д о й  упорядоченной пары чисел (х, у )  можно у к а за т ь  точку, 
имею щ ую  данны е координаты. Действительно, отлож им  вектор
х ё \ - \ - у ё г от  точки О: О М = х ё \ - \ - у ё 2- Точка М  имеет координаты  
(jc, у). И так ,  если на плоскости за д ан а  аф ф и н н ая  система координат, 
то устан ав ли в ается  взаимно однозначное соответствие м еж ду  т о ч к а ­
ми плоскости и упорядоченными парам и (х, у) действительных чисел, 
т. е. м еж ду  точками плоскости и элементами множ ества R 2. Здесь  
/?2 =  /? Х /?  — декартов  квад р ат  множ ества  действительных чисел 
(см. прилож ение, п. 1).

3. Д л я  построения^ точки М  по данным координатам  х,  у  в 
системе координат Ое\ё2 воспользуемся формулой (1). Т ак  как  
x e t \\e\ и у е г | |е2, то на осях координат Ох  и Оу  сущ ествую т 
соответственно точки Afi и М 2 такие, что

хё\ =  ОМ\,  у ё 2 =  О М 2. (2)

И з форм улы  (1) следует, что

OAi =  OM, +  OM2. (3)

П о л ьзу ясь  равенствами (2), строим точки М\,  М 2. П р о в ед я  че­
рез эти точки прямые, параллельны е координатным осям, находим 
их точку пересечения, которая согласно формуле (3) будет искомой 
точкой М  (рис. 31).

Если абсцисса  х  точки М  равна  нулю: л: =  0, то из формул (2)

и (3) следует, что О М  =  О М 2, т. е. точки М  и М 2 совп адаю т  и, 
следовательно, точка М  леж и т  на оси ординат. Аналогично, если 
о рдината  у  точки М  равна нулю: у  =  0, то точка М  л еж и т  на оси 
абсцисс. Зам етим , что точка О имеет координаты (0, 0). На рисун­
ке 32 построено несколько точек по координатам: О (0, 0), А  (2, 3), 
В (1 ,  - 3 ) ,  С ( - 1 ,  - 2 ) ,  D ( — 2, 3), £ ( 3 ,  0).

На практике приходится рассм атри вать  и обратную задачу : 
на чертеж е и зо б р аж ен а  система координат и даны  точки, удовлет­
воряю щ ие определенным геометрическим условиям. Требуется опре­
делить координаты данных точек. Рассмотрим примеры.

П р и м е р  1. На плоскости д ан  правильный шестиугольник 
A B C D E F  (рис. 33). П риним ая  точку А  за  начало  координат

и векторы А В  =  в] и A F  =  e2 за  координатные векторы, найти 
координаты всех вершин и центра К  шестиугольника.

Р е ш е н и е .  Так как  начало координат совпадает  с точкой А
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Рис. 32

и векторы А В  и A F  (радиус-векторы точек В  и F  относительно 
точки А )  являю тся  координатными векторами, то Л (0, 0), 6 ( 1 ,  0), 
F  (0, 1). Д л я  определения координат остальны х вершин выразим

их радиус-векторы через ё\ и ё2. Имеем: A C  =  A F - \ - F C  =  e2 +  2<?i,

т ак  как  F K =  К С = А В  =  в\. Отсюда точка С имеет координаты (2, 1). 
Аналогично находим координаты других точек.

Л £ > = Л С  +  С £ ) = (  2е\ -f- е2)-|- &2 — 2в | -(- 2е2

и поэтому D  (2, 2);

A E  — A D - \ - D E — (2е\ -\-2в2) — е\ = е \  + 2 е 2,
т. е. £ ( 1 .  2);

А К = - \ -  Л О = - » г (2ei +  2ё2) =  в1 + ^ 2 .

т. е. /С (1, 1).
П р и м е р  2. Д а н  треугольник A B C  с координатам и своих вер ­

шин А ( х \ , у \ ) ,  В  (Х2, у 2), С (хз, уз) в некоторой аффинной системе 
координат Ое\ё<2. Найти координаты центра т яж ести  этого треуголь­
ника (точки пересечения его медиан).

Р е ш е н и е .  П усть N  (х, , у)  — центр тяж ести  треугольника 
A B C .  Согласно за д ач е  2 из § Ю

_______ _ a v J ^ + ™ + o h  . (4)

Так как  ON, ОА , ОВ  и О С — радиус-векторы  точек N, А ,  В

и С, то эти векторы имеют координаты  O N ( x ,  у), ОА{х \ ,  у |),

О В  (х2, у2), ОС (хз, уз). И спользуя  ф ормулу (4) и свойства коорди­
нат векторов на плоскости (§ 9, п. 3 ) ,  получаем:

х I +  *2 +  Хз Ц | +  у 2 +  1/3
х = ------ 3------. у  = ------- з------ .

4. Рассмотрим следую щую  зад ач у ,  которая  используется при 
дальнейш ем излож ении.

З а д а ч а .  В аффинной системе координат  даны  две точки
А (х 1, у\)  и В (х2, t/2). Найти координаты вектора АВ.
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Р е ш е н и е .  По формуле (7) из § 4 име­

ем: А В  =  О В — О А. Но векторы О А  и О В 
являю тся  радиус-векторами точек А и В,  
поэтому их координаты нам известны: 
—► —►

O A ( x i ,  у ]) и О В ( х 2, уг). Таким образом , век ­

тор А В ,  как  разность векторов ОВ  и ОА,  
имеет координаты:

А В  (х2 — х\ ,  у 2 —  у\). (5)

И так ,  каждая координата вектора р а в н а  разности соответст­
в у ю щ и х  координат конц а и н а ч а л а  вектора.

5. Система координат назы вается  пр ям о уг о ль но й  декартовой  
или просто п ря моуго льной,  если его координатные векторы являю тся  
единичными взаимно перпендикулярными векторами. Т а к а я  система 
координат  с началом  в точке О обозначается  так: Ot / или 
(О, /, /), где Р  =  / 2=  1, Г / =  0 (рис. 34).

Координаты  точки М  (х, у) в прямоугольной системе координат

имеют простой геометрический смысл. По ф ормулам  (2) xt =  OM\ ,

y j  =  О М 2, поэтому ОМ\ =  \х\ ,  O M 2= | t / | .  В данном случае  точки 
М\  и М 2 являю тся  проекциями точки М  на оси координат (рис. 34). 
Таким образом , х  =  ОМ \ ,  если М\  — точка полож ительной полуоси 
Ох; х — — ОМ,  если M i — точка отрицательной полуоси, и х =  0, 
если точка Mi  совпадает  с точкой О. Аналогичный геометрический 
смысл имеет ордината  у  точки М.  И так , понятие координат  точек в 
прямоугольной системе координат совпадает  с тем понятием, которое 
известно из курсов алгебры и геометрии средней школы.

П усть в прямоугольной системе координат Oi / точки А,  В  имеют 
координаты  А  (х \ , у\), В  (х2, i/г). Вычислим расстояние м еж ду  этими 
точками, т. е. длину отрезка  А В  (этот отрезок м ож ет  быть и

нулевым). По определению длины вектора (§ 3, п. 6) А В = \ А В \ .

По ф орм уле  (5) вектор А В  имеет координаты: А В  (Х2 — Х\, у 2 —  у\), 
поэтому длина этого вектора вычисляется  по формуле (3) из § 9:

A B  =  ̂ J(x2 —  X i f - \ - { y 2 — y i f .  (6)

§ 12. Д еление отрезка в данном отношении

1. Пусть М  | и М 2 — две точки плоскости, а к — некоторое 
действительное число, причем к ф  — 1. Говорят, что точка М  делит

(направленный) отрезок М 1М 2 в данном отношении к, если

М * М = к М М 2. (1)

И з  равенства ' (1) заклю чаем , что векторы M tM  и М М 2 кол­
линеарны. Следовательно, точка М  л еж и т  на прямой М \ М 2. Более
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того, если Х > 0 ,  то векторы М \ М  и М М 2 одинаково  нап равлены  и, 
значит, точка М л еж и т  на отрезке М |М 2. Если ж е Х < 0 ,  то точка 
М леж и т  вне отрезка  М \ М 2.

З ад ади м  на плоскости аффинную  систему координат Ое\ё2 и

допустим, что концы отрезка  М |М 2 имеют координаты: Mi (х\, у\), 
М 2 (х 2, у 2). П оставим  задач у : найти координаты  точки М  (х, у), 
если она делит отрезок М \ М 2 в данном отношении к. По ф орм у­

ле (7) из § 4 М \ М  =  О М  — О М |, М М 2 =  О М 2 — ОМ,  поэтому равен ст ­

во (1) можно зап и сать  так: О М  — ОМ] =  к ( О М 2 — ОМ).  Отсюда н а ­

ходим: ( \ - \ - k )  О М  =  О М \ - \ - к О М 2. Так как  Х +  1 # 0 ,  то

О М  =  ° М| +  — ^  =  —L  о м , +  —  О М 2. (2)
1+к  1+Л 1+а, К >

Векторы ОМ, О М \  и О М 2 являю тся  радиус-векторами точек 
М,  Mi, М 2, поэтому эти векторы в базисе  е\, е2 имеют коорди­

наты ОМ (х, у), ОМ] (х\, у i), О М 2 (х2, у 2). П рименив к формуле (2) 
свойства 3° и 1° координат векторов (§ 9, п. 3), получаем:

1 J l + t o j  < / l+ ?U / 2  /ON

—  т + х -  ■ У = - i + k ~ ^
Так в ы р аж аю тся  координаты х, у  точки М, делящ ей  в 

данном отношении к  отрезок М ] М 2 через соответствую щ ие координа­
ты концов этого отрезка . В частности, середина отрезка  М ] М 2 
имеет координаты (А,= 1):

Х]-\-Х2 У 1+/У2

х =  2 ’ 2 '
Отметим, что д ля  любого действительного числа Л., отличного 

от — 1, на прямой М ] М 2 существует одна и только  одна точка М,

д е л я щ а я  отрезок М ] М 2 в отношении к. Действительно, из равенства

(1) получаем: М ] М - \ - к М ] М  =  к (М\М-\ -  М М 2), или

(1 +А,) М ] М = к М ] М 2. (4)
Так как 1+Я,=^=0, то отсюда получим:

М |М = - Т- ^ М | М 2. (5)

О тлож ив  вектор M iM  от точки М[, получаем одну и толькоI “f" ̂  -----
одну точку М, которая  делит отрезок М |М  в отношении к. Ф о р ­
мулу (5) мож но использовать  д ля  построения точки, делящ ей  д а н ­
ный отрезок в отношении к. На рисунке 35 построены точки Pi, Р2, Рз, 
которые д елят  отрезок М ] М 2 
в отношении А,г=3, к 2= — 2,

А.з= — j - ­
В аж н о заметить , что на пря- "р~ 

мой М \ М 2 не существует точки, J Рис. 35
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делящ ей  отрезок М \ М г  в отношении к =  — 1. В самом деле, если

А.= — 1, то из равен ства  (4) получаем: М 1М 2 — О, т. е. М 1М 2 — нуле­
вой отрезок  (точки Mi и М 2 совп адаю т) .  Этот случай мы с самого 
н а ч а л а  исключили из рассмотрения.

2. П о к а ж е м  применение формул (3) на примере реш ения сл е ­
дую щ ей задач и .

З а д а ч а .  В двух точках А ( х \ ,  у\), В (х2, У2) сосредоточены 
массы т\  и т 2. Найти координаты центра тяж ести  системы двух 
м атери альн ы х  точек А и В.

Р е ш е н и е .  К ак  известно из курса физики, центр тяж ести  м а ­
териальны х точек А к В  находится в точке С, делящ ей  отрезок

А В  в отношении, обратно пропорциональном массам , сосредоточен­

ным в точках  А и В. Следовательно, точка С  делит отрезок  А В  
в отношении ^ =  П одставив  координаты  точек Л и В и з н а ч е ­

ние X в ф ормулы (3 ) ,  найдем координаты точки С (х, у):
___ т  i jc i  +  т гх  2 __mij/i +  m 2 i /2

Х m i+ m 2 ’ У mi +  m2 
§ 13. Ориентация плоскости

1. П усть L  — множ ество всех векторов, параллельны х  плоскости. 
К ак  известно, любые два  линейно независимых вектора из L, 
в зяты е в определенном порядке, образую т б азис  L.  Поэтому 
в L  сущ ествует  бесконечное множ ество базисов. Рассм отрим  два  
из них: А — (5 |,  аг) и В =  (Ъ\, В2). Р а зл о ж и м  векторы б ази са  В  по 
векторам  б азиса  А:

Ь] =  с 11 а  1 + c 2ia 2, b 2 =  c \2d\ +  с22аг. (1)

И з  координат  векторов Ъ\ и В2 можно составить табли ц у  

(матрицу второго порядка): Г  ' | ) Координаты вектора Б\ о б р а ­

зуют первый столбец этой матрицы, а координаты вектора £2 — 
второй столбец. Эту таблицу мы назовем матрицей пере хода  от 
б ази са  А  к базису  В. В соответствии с этим, определитель этой 
м атрицы , т. е. число с ц с 22 — c2ic i2, назовем определителем матрицы  
пе рехода от базиса  А к ба зису  В  и обозначим так:

Л |В  =  (а'1а 2) | ( 5 , б г ) = | ^ 1̂ 12| ■ (2)
1 С 2 1 С 2 2 1

Т ак как  векторы Б i, Б2 линейно независимы, то из теоремы 
§ 9 следует, что А \ В ф О .

Рассм отрим  некоторые свойства определителей матрицы перехода 
от одного б азиса  к другому.

1°. Д л я  лю б ог о  базиса  А = ( а i. аг) имеем:  Л |Л  =  1.

□  В самом деле, а\ =  1 -a i a 2 =  0 - a i  +  1 - a 2, поэтому

л | л = Ц ? |  = 1 . ■
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2°. Д л я  л ю б ы х  трех базисов  A —  (ai, а), В  =  (В\ , Б2) и C =  (ci, с2) 
с п р а в е д л и в о  равенство

( А \ В ) ( В \ С )  =  А \ С .  (3)

( □  Пусть С\ = d \ \ B \  + ^ 2 1 ^ 2 , С2 =  й\ъВ\ - \ -d 22B2. П одставив  в правы е 
части этих формул вместо В\ и их р а зл о ж е н и я  по ф ормулам  (1), 
будем иметь: *

C \ = d \  \ (ci ifli +  C2 ia2)-\- d 2\ (с 12а i -f-СггОг), 
с 2 =  d \2 (С] ifli -)-  с21 a 2) - \ -d 22 (ct2ai +  С22О2).

Отсюда получаем определитель матрицы  перехода от б ази са  А  
к базису  С:

— I di \C\ \ - \ -d i \C \2 d i2c n  - \ -d 22C1 2 1
I duC2l - j -d 2lC22 di2C2l ~i~d22C22 ' '

Так как  B \ C =  | . то, учиты вая  ф орм улу  (2), непосредствен­

ным вычислением у б еж даем ся  в справедливости равенства  (3). Щ
Если в равенстве  (3) полож ить С =  А  и воспользоваться  свойст­

вом 2°, то получим равенство  3°.
3°. ( А \ В ) ( В \ А ) = 1 .
2. О бозначим через В  множ ество  всех бази сов  подпростран­

ства L.  Будем говорить, что базисы  А,  В £ В  находятся  в отнош е­
нии д  (одинаково ориентированы), если Л | В > 0 ,  запиш ем так: 
А А  В.  Д о к а ж е м ,  что отношение А  является  отношением э к в и в а ­
лентности на множестве В  всех  ба зи со в  подпространства L.

1) Д л я  произвольного б азиса  А  имеем: А А  А.  Это утверж дение 
следует из свойства 1°.

2) Если А а В ,  т о  В  а А .  Д ействительно, А  А В = > А  |В  >  0 . Но из 
свойства 3° следует, что В \ А =  > 0  и поэтому В а А .

3) Если А а В  и В А  С, то А А  С. Д ействительно, А А  В=> А \ В  >  0, 
В д  С = ^ Б | С > 0 .  П о свойству 2 ° , А  | С — (А \В)  (В| С ) >  0. С л ед о в а ­
тельно, А  Д  С.

Д о к а ж е м ,  что ф актор-м н ож ество  В / А  состоит ли ш ь  из двух 
элементов. Д л я  этого рассмотрим базисы  А = ( а \ ,  аг) и В  — (а^,а\). 
Т ак  как  v 4 | B = | ^ q |  =  — 1, то классы  эквивалентности  К А

и К  в не совпадаю т. Нетрудно видеть, что лю бой б азис  С =  
=  (с | , с2) при надлеж ит  либо классу К А, либо  классу  К в■ В самом 
деле, по свойству 2° А \ С  =  (А \В )  (В\С).  Но А \ В =  — \ ,  поэтому 
А \ С = — В \ С .  Отсюда следует, что либо  Л | С > 0 ,  либо В | С > 0 .  
В первом случае С £ К А, а во втором случае  С £ К В-

К а ж д ы й  из элементов ф акто р -м н о ж ества  В /  А  назы вается  о р и е н ­
тацией векторного подпространства  L.  Выделим одну из этих 
ориентаций, назовем ее положительной  (а  другую  — отрицательной) . 
Векторное подпространство  L, в котором вы бран а  полож ительн ая  
ориентация, назы вается  ориентированным.  Б ази сы  полож ительной 
ориентации назы ваю тся  п ра вы ми  б азисам и , а базисы  отрицательной 
ориентации — левыми.
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П лоскость н азы вается  ориентированной,  
если ориентировано подпространство векто­
ров этой плоскости. При этом система ко- 
ординат^ Oie\e<i назы вается  правой,  если ба- 

"*Т зис ei, в2 правый, и левой ,  если этот базис
e i левый.

Д л я  того чтобы на плоскости з а д а т ь  
ориентацию, достаточно на ней вы брать  
один базис и считать его правым базисом. 

Р ис. 36 На рисунках при изображ ении систем ко­
ординат обычно правой назы ваю т систему, 

у которой оси Ох  и Оу  располож ены  как  большой и указательны й 
пальцы  правой руки, если смотреть на раскрытую ладонь, а левой — 
ту систему, у которой оси Ох  и Оу  располож ены  как  больш ой и у к а ­
зательн ы й пальцы  левой руки. На рисунке 36 базисы  ei, е ■> и е\, { —ег) 
ориентированы  противоположно, так  как  (ei, e2)l(<?i, — £2) =

=  | q  =  — I . Система Ое\в 2 является  правой, а система

Ое  |( — ы)  — левой.
В дальн ейш ем  изложении, где нет специальных оговорок, предпо­

л а гае т с я ,  что если на плоскости за д ан а  одна система координат, 
то она явл яется  правой. Другими словами, если на плоскости 
з а д а н а  система координат, то плоскость считается ориентиро­
ванной.

§ 14. Угол между векторами на ориентированной плоскости

1. В -п .  1 § 8 введено понятие угла между векторами п р о стр ан ­
ства V . Напомним его. Пусть а и b — ненулевые векторы. О тлож ив

от произвольной точки О векторы О А = а ,  О В = Ь ,  получаем лучи 
ОА  и ОВ,  угол между которыми назы вается  углом меж ду векто ­
рами а и b и обозначается  так: (а, Ь). Д л я  любых двух векторов 
а и Ь имеем: 0 ^ ( а ,  Ь ) ^  л.

Введем теперь понятие направленного угла м еж ду векторами 
на ориентированной плоскости. П усть а и Ь — ненулевые векторы, 
задан н ы е  в определенном порядке: а — первый вектор, а Ь 
второй. Если векторы а  и ft не коллинеарны, то направленным 
(ориентированным) углом между вектором а и вектором Ь н а з ы в а ­
ется величина (а, Ь), если базис а, Ь правый, и величина —(а, Ь), 
если б азис  а, Б левый. Если векторы а и b одинаково н а п р а в ­
лены, то направленный угол между ними считается равным нулю, 
а если противополож но направлены, то л. Н аправленны й угол

меж ду векторами а и Ь обозначается  так: (а, В). Таким образом,

д л я  любых ненулевых векторов а и Ь — л < ( а ,  5 ) ^ л .  На рисунке
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37 базис а, Ь правый, а базис с, d  левый, 

поэтому (а, Ъ) =  30°, (с, 3 ) =  — 90°.

Так как  (а, В ) = — (В, а) и если векто­
ры а  и ft не коллинеарны, то

Рис. 37

(1)

(2)

sin (a, b ) =  — sin (ft, а),
^"ч.

cos (а, B) =  cos (В, а).

М ожно д о казать ,  что если а, Ь и с — произвольные ненуле 
вые векторы, то

sin ((а, Б)-\-(В, c)) =  sin (а. с) и 

cos ((а, В) +  (5, с)) =  cos (а, с).
2. Д о к а ж е м  следую щую теорему.
Т е о р е м а .  Координаты ( a i, аг)  п р о изв ол ьно го  нен ул ево го  в е к ­

тора а в  ортонормированном право м ба зисе  J, j  вычисляются по 
формулам:

ai =  |а| cos (г, а), а2 =  I а I sin (Г, а). (3)

□  По определению координат вектора a =  a J - \ - а2/ . Отсюда, 

умнож ив скалярн о  на Г, получаем: а\ = Т а =  |г| |а| cos (i, а), или

A.ai =  |a| cos (Г, а). Умнож ив предыдущее равенство  скалярно  на /', 
получим:

а2 =  /а =  I а \ cos (/, а), или аг =  I а | cos (/, а).
/ Ч  \

По формуле (2) cos (/, aj =  cos ((/, i)-\~ (Г, а)) =  cos (Г, а — =
=  sin (г, а), поэтому а г =  |а| sin (Г, а). Ц

С л е д с т в и е .  Единичный вектор ао в ортонормированном пра­

вом базисе  г, j имеет координаты (cos (Г, ао), sin (Г, ао)).
3. З а д а ч а .  В ортонормированном базисе  г, j  даны  ненулевые 

векторы а ( а | , а г )  и ft (fti, ft2). Найти направленны й угол (а. В).

Р е ш е н и е .  Д л я  решения зад ач и  достаточно найти cos (а. В)

и sin (a, 6). Пусть (а, В) =  ц>, (I, а) =  ф1, (Г,Э) =  ф2. Тогда по 
ф орм улам  (2)

cos ф =  соэ ((а, Т) +  (Т, В)) =  cos ( (Г, В) — (Г, а)) =  cos (ф2 — ф|);

sin ф =  э т  ((а, Г) +  (Г, ft)) =  sin ((Г, 5) — (Г, a ) )= s in  (ф2 — ф,).
Таким образом,
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sin ф | , |  
sin фь J ( 4 )

cos ф =  соз фг cos ф| + s i n  фг sin 
sin ф =  э т  фг cos ф: — cos фг sin

По предыдущ ей теореме
а\  =  | а |  cos фь а г =  | а |  sin фь b\ =  \b \ cos фг, >̂2 =  16 1 sin фг.

П од стави в  из этих формул в формулы (4) вы раж ен и я  cos ф|, 
cos фг, sin фь sin ф2, окончательно  получим:

а\Ь\-\-аъЬ2 . fli&2 — b]Ci2 /г~\cos ф = ------------- , sin ф =  . | |— ■ (5)
Y |а | |5 |  т  1“ 1 1*1 w

§ 15. Формулы преобразования координат

1. Рассм отрим  на плоскости две аффинные системы координат  
Ое\ёг  и 0 'е ' \ ё2. П ервую  систему назовем старой, а вторую — 
новой. П усть М  — произвольная точка плоскости, которая  в старой 
системе имеет координаты х, у, а в новой системе — х ' ,  у '  (рис. 38) .  
З а д а ч а  преобразован и я  координат состоит в следую щем: з н а я  к о ­
ординаты  нового начала  координат и новых координатных векторов 
в старой  системе:

е\ (С| |, Сг 1), е2 (С|2, С22), О ' ( х о, г/о) (1)

в ы р ази ть  координаты х, у  точки М  в старой системе через ко ­
ординаты  х ' ,  у '  той ж е  точки в новой системе.

По определению координат векторов и точек из (1) получаем:

е\ =  С\\е\ +  С2 |вг, I i =  C\ie\ -\-C22e2, 0 0 '  =  хов\ -\-уое2- (2)

П о п рави лу  треугольника О М  =  0 0 ' - \ - 0 '  М,  поэтому хе \- \ -уе*  =

=  0 0 '  х ' ё \  - \ - у ' е 2  ̂ или, используя равенства  (2), получим:
хе\ + у ё 2 =  хоё] +  уоё2 +  ( с ц х '  +  c i2y')  e\ + ( c 2ix'  +  с22у ')  е2-

О тсю да, учитывая, что векторы е\ и е2 не коллинеарны, при­
ходим к ф ормулам:

Х — С\\Х’ -\-С\2у ’ -\- Хо,
У =  с2\х'  С22У' +  Уо ^
Так вы р аж аю тся  ^оордин аты  х, у  точки М  

в старой системе О е ie2 через координаты 
х ', у '  в новой системе 0 'e \e 2. Формулы 
(3) назы ваю тся  ф орм улам и преобразования  
аффинной системы координат. Мы зам ечаем ,

что в этих ф орм улах  м атрица с и ) ’
составленная  из коэффициентов при х ' ,  у ' ,  
есть в точности матрица перехода от б азиса  
е\, е2 к базису  е \ , е2, а свободными 
членами сл у ж а т  координаты х0, уо нового н а ­
чала  О'  в старой системе Ое\е2.
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Так  как  векторы £| и е 2 не коллинеарны, то j С и С |2  | Ф  О,
1 С 9  I С 99  1

поэтому система (3) всегда разреш и м а относительно х ', у '.  Это п о­
зволяет  вы разить  координаты  точки М  в новой системе 0'е\е'ч 
через координаты той ж е  точки в старой  системе О е |в2.

2. Рассмотрим д в а  частных случая  п р еоб разован и я  аффинной 
системы координат.

А. П е р е н о с  н а ч а л а .  В этом случае  системы координат 
Ое\ег и O'e le i  имеют одни и те ж е  координатные векторы и р а з ­
ные начала. Так как  в \ = е [ ,  e2 =  ^2, то м атри ца  перехода от б азиса

ё |,  ё2 к базису  ё[ , ei  имеет вид: ( ^ ф ормулы (3) запи ш утся  так:

Б. З а м е н а  к о  о_р д и н а т н ы х  в е к т о р о в .  Системы ко ­
ординат Ое\в 2 и Ое[е'ч имеют общее н ачало  и отличаю тся ко­
ординатными векторами. В этом случае  лго =  0, уо =  0 (так как  
точки О ' и О совпадают). Формулы (3) примут вид:

3. Рассмотрим теперь преобразование  прямоугольных систем 
координат. Так как  прям оугольная  система координат является  
частным случаем аффинной, то при переходе от одной прям оуголь­
ной системы координат к другой мы можем использовать  те ж е 
формулы (3), но теперь на элементы с,, матрицы  перехода н а к л а ­
ды ваю тся  дополнительные ограничения. П редп олож им , что стар ая  
система Oi j  имеет правую  ориентацию, и рассмотрим два  случая.

А. Системы координат Oi j и O 'i ' f '  ориентированы  одинаково,

т. е. обе системы имеют правую ориентацию. П усть а  =  (!,Т).  
По следствию теоремы § 14 векторы V и / '  имеют координаты

х  =  х '  +  х 0, у  =  у '  +  у 0. (4)

X — С \ \ х ' С \ 2у ' , У =  Сцх '  -)- С22у ' ■ (5)

Т  (cos a ,  sin а), / '  (cos (г, / ') ,  sin (Т, /')). (6)

Но
cos =  cos [(г, /')] =  cos ( a  +  =  — sin a ;

sin (г, / ' )  =  sin [(г, /')J =  sin (ot + 4 r )  = c o s  a .=  cos a .

Таким образом , формулы (3) принимают вид: 
х  =  х '  cos a  — у '  sin a  +  Jto, 
у  =  х '  sin а  -\- у '  cos a  -f- уо- (7)

Здесь
cos a  — sin a  I 
sin a  cos a
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Рассмотрим частный случай, когда обе 
системы координат имеют общ ее н ачало  О. 
В этом случае  говорят, ч*о система к о ­
ординат Oi ' j '  пол учена  из системы Oi j п о в о ­
ротом во кру г  точки О 'н а  угол а  (рис. 39). 
Так как  точки О ' и О совпадаю т, то х 0 =  уо =  0, 
поэтому формулы (7) принимают вид:

Рис. 39 х  =  х '  cos а —у' sin а, 
у  =  у '  sin а - \ -у '  cos а. (8 )

Б. Системы координат Oi j и O 'i ' j '  ориентированы противопо­
лож н о : исходная система Oi j п равая , а новая  O 'i ' j '  л ев ая .  И в этом

случае  векторы Т  и / '  имеют координаты (6), но здесь ( / ' . / ' )  =

=  — y  , поэтому

одинаково, и е =  — 1, если они ориентированы противополож но. 

§ 16. Полярные координаты

1. А ф ф и н н ая  система координат дает  удобный, но не единствен­
ный способ определять положение точек плоскости при помощи 
чисел. Если у казан о  правило, по которому положение точек плос­
кости можно определить с помощью упорядоченных пар вещ ествен­
ных чисел, то говорят, что на плоскости з а д а н а  система коорди­
нат.

Кроме аффинной системы координат (и ее частного случая  — 
прямоугольной системы), в математике часто применяют систему 
полярных координат на плоскости. З ад ади м  на ориентированной  
плоскости  точку О и единичный вектор г. П ар а ,  со стоящ ая  из 
точки О и вектора г, назы вается  пол я р н о й  системой координат 
и о бозначается  так: Oi или (О, Т). Рассмотрим ось О Р , прохо-

Ф ормулы (3) имеют вид:
x =  x 'co s  a  +  y 's in  а - \ - х 0, 
y  =  y ' s \ n  а  — у ' cos а-\-уо. (9)

Здесь cos a  sin а  
sin а  — cos а

Ф ормулы (7) и (9) можно объединить в одной записи: , •
x =  x 'cos  а  — eu 's in  а  +  хо,

, • , , 10 y =  r s i n a  +  ey c o s a  +  yo,

где е =  1, если системы координат Oi j и O 'i ' j '  ориентированы

( 10)
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Рис. 40 Рис. 41

дящ ую  через точку О и параллельную  вектору /, на которой 
полож ительное направление определяется  этим вектором. Точка 
О назы вается  полюсом,  а ось О Р  — п о л я р н о й  осью  (рис. 40).

Пусть М  — прои звольная  точка плоскости. О бозначим через 
р расстояние от точки О до точки М, а через ср — направленный

угол (i, ОМ),  т. е. p = | O A f | ,  <р =  (/, ОМ).  Если точка М со в п а ­
д ает  с точкой О,  то р =  0, а угол <р — неопределенный. Числа 
р и ф однозначно определяю т полож ение точки М  на плоскости. 
Действительно, зн а я  ф, сн ач ала  построим луч OQ,  на котором 
леж и т  точка М,  а затем  на этом луче от его н ач ала  отлож им 
отрезок ОМ  длиной р (рис. 40). Ч исла р и ф назы ваю тся  по ­
ля р н ы м и  координатами  точки М  в полярной системе Oi. Число р 
назы вается  поля рны м  радиусом  или первой полярной коорди­
натой точки М ,  а число ф — по ля р н ы м  у г л о м  или второй по­
лярной координатой этой точки. Если точка М  имеет полярные 
координаты р, ф, то коротко пишут так: М  (р, ф). Например, точки 
А, В, С, D, Е  и F на рисунке 41 имеют полярные координаты:

Зам етим , что полярный радиус р любой точки не отр и ц ате ­
лен и мож ет изменяться  на полусегменте [0, + о о ) .  П олярны й 
угол ф точки изменяется  в пределах  — л < ф ^ л .

З а м е ч а н и е .  И ногда бывает  целесообразно считать, что по­
лярны й угол точки М  (р, ф) равен т а к ж е  ф — 2л, если ф > 0 ,  и 
Ф  +  2л, если ф < 0 .  В этом случае  полярный угол каж до й  точки, 
отличной от полюса, имеет два  значения  и изменяется  в пре­
делах  от — 2л до 2л.

Например, д ля  точки А  на рисунке 41 ф =  -^-, ф/==~̂ -----2л  =
7 л  J l  I л  З я= ---- —. а для  точки t  ф = ---- —, ф = 2 п — — = ^ - .

2. К каж дой  полярной системе координат Oi можно присо­
единить полож ительно ориентированную  прямоугольную систему ко-
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ординат Oi j , началом  которой 
служ ит полюс О, первым коорди ­
натным вектором — вектор i и

(р ис- 42)-
О '  i Р Пусть р и ф — полярные ко ­

ординаты точки М,  отличной от 
Рис 42 точки О, а х, у  — ее ко о р д и н а­

ты в присоединенной прям оуголь­

ной системе. Тогда O M = x i - \ - y j  и ф =  (/, ОМ).  По теореме из § 14

лс =  р cos ф, у =  р sin ф. (1)

З н а я  полярные координаты р и ф точки М,  по ф орм улам
(1) найдем прямоугольные координаты х, у  этой точки. И з  ф о р ­
мул (1) находим: х 2- \ -у2 =  р2 и, значит,

р = л / х 2 +  у 2 ^  (2)

(перед ради калом  взят  зн ак  « +  », т а к  как  р = ] О М | ) .  Д л я  точки 
М,  отличной от полюса О, имеем р=£0 , из формул (1), (2) находим:

cos ф =  ' — , sin Ф =  т т 1  ■ (3)
л к + 7  х +у

З н а я  прямоугольные координаты х, у  точки М, отличной от 
н а ч а л а  координат, мы по ф ормулам  (2) и (3) найдем полярные 
координаты  р и ф этой точки.

3. И з  определения полярных координат следует, что не л ю б а я  
п ар а  действительных чисел является  полярными координатам и

точки (так как  р =  | ОМ  | ^  0 и — я <  ф ^  л). Н апример, на плоскости

не сущ ествует  точки с полярными координатами ^ — 3, 4р)

Это обстоятельство  приводит к определенным трудностям при р е ­
шении р я д а  конкретных задач . Чтобы устранить такое  неудобство, 
обобщ им  понятие полярных координат так, чтобы в данной по­
лярн ой  системе Oi  лю бая  упорядоченная пара  действительных 
чисел определяла  на плоскости некоторую точку.

П усть  (р,ф) — произвольная пара  действительных чисел, а ОГ — 
д а н н а я  п олярн ая  система координат. Если р ^ О  и — л < ф < л ,  
то этой парой определяется  точка с полярными координатами 
(р, ф), так  как  было у казан о  в п. 1. Если р ^ О ,  ф > л  или 
р ^ О  и ф ^  — л, то выразим ф в виде ф =  фо +  2л/г, где k — целое 
число такое, что — Ж ф о ^ л ,  и будем считать, что парой (р, ф) 
определяется  точка М (р, ф0). Если, наконец, р < 0 ,  то будем 
считать, что парой (р, ф) определяется  точка М,  которая сим­
метрична точке М ' ( | р | , ф) относительно точки О. Например, пара

чисел ^ — 1, определяет  точку С,  симметричную точке С'

имеющей полярные координаты ( l ,  -j-) (рис. 41). Такие координаты

48



точки назы ваю тся  обобщенными полярными координатами. К а ж д а я  
точка плоскости имеет бесконечное м нож ество  обобщ енны х по­
лярны х координат. Например, точка А  на рисунке 41 имеет ко ­
ординаты:

( 2 , - J . ) ,  ( 2 , % ) ,  ( - 2 ,  _ * ) , ( _ 2 , * ) .

Но л ю б ая  пара  чисел, взятых в определенном порядке, определяет  
единственную точку с данными полярными координатам и. Н апример, 
координаты ( — 3, л) определяю т единственную точку В,  и зо б р а ж е н ­
ную на рисунке 41. Зам етим , что в обобщ енной системе п о л я р ­
ных координат две пары чисел (р, ф ) и ( — р, ф  +  л) определяю т 
одну и ту ж е  точку плоскости.

Формулы (1), определяю щ ие декартовы  координаты  точки через 
полярные, справедливы  и в том случае, когда  р и ф являю тся  
обобщенными полярными координатами. В самом деле, пусть 
(р*, ф*) — обобщ енные полярные координаты  точки М,  а (х, у) — 
ее координаты в присоединенной прямоугольной системе. Д о ­
каж ем , ЧТО *  *  *  • *  /4\ х  =  р cos ф , у  =  р sin ф . (4)

Если р * > 0 ,  а ф *  =  ф 0 +  2лй, где k  — целое число такое, что
— л < ф о ^ л ,  то (р*, фо) являю тся  обычными полярными коорди­
натами точки М,  поэтому выполняю тся равен ства  (1): х =  р * с о зф о ,  
у  =  р* sin ф о. Но cos ф 0 =  соэ (ф о +  2л£) =  соэ ф * , sin  ф 0 =  з т  (ф о +  
-|-2n&) =  sin ф * , следовательно, справедливы  равен ства  (4).

Если р * < 0 ,  то точка М  (р*, ф*) имеет т а к ж е  обобщ енные 
полярные координаты ( — р*, ф* +  л), поэтому, так  как  — р * > 0 ,  
то по доказан н ом у  х  =  — р* cos (ф* +  л), у =  — р* sin (ф* +  л) или 
х  =  р* cos ф*, у  =  р* sin ф*.

З н а я  прямоугольные координаты х, у  точки М,  по ф орм улам
(2) и (3) найдем обобщ енные полярные координаты  р и ф этой 
точки. Но в этом случае в ф орм улах  (2) и (3) перед р а д и к а л а ­
ми надо поставить знаки « ± »  (так как  теперь р принимает 
и отрицательны е значения). З н а к  перед р ад и к ал ам и  в ф орм улах
(2) и (3) мож но вы брать  произвольно, но один и тот же.

§ 17. М етод координат на плоскости

1. В преды дущ их п а р а г р а ф а х  введены координаты  точек на п ло­
скости, т. е. у к азан  способ за д ан и я  точек с помощью пары чи­
сел. М етод координат в геометрии в том и состоит, что посред­
ством координат  точек геометрические объекты  за д а ю т  ан ал и ти ч е­
ски с помощью чисел, уравнений, неравенств или их систем и 
тем самым при д о к азател ьстве  теорем или решении геометрических 
з а д а ч  используют аналитические  методы. Это сущ ественно упро­
щ ает  рассуж ден и я  и часто позволяет  д о к а зы в а т ь  теоремы или 
реш ать  зад ач и ,  пользуясь определенным алгоритмом (производя те 
или иные вычисления), в то время, как  синтетический метод в геомет­
рии в больш инстве случаев требует искусственных приемов. Но д ля
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того чтобы пользоваться  методом координат, необходимо уметь 
с помощ ью  чисел, уравнений, неравенств или их систем з а д а в а т ь  
геометрические фигуры.

Напомним, что фигурой  назы вается  любое множ ество  точек. 
Рассм отрим  фигуру Ф, располож енную  на_ плоскости с зад ан н ой  
на ней аффинной системой координат Оё\ёг. Условием,  о п р е д е л я ­
ю щ и м  ф и г у р у  Ф в данной системе координат, н азы вается  у р а в ­
нение, неравенство или их система, которым удовлетворяю т ко ­
ординаты  любой точки фигуры Ф и не удовлетворяю т коорди­
наты точки, не п ри надлеж ащ ей  фигуре Ф.  Уравнение, о п р ед ел я ­
ющ ее фигуру Ф, назы вается  ура вн ен ие м  фигуры Ф в данной 
системе координат.

П ри изучении геометрических объектов методом координат  
часто  рассм атри ваю т  две задачи: 1) по заданны м  геометричес­
ким свойствам  фигуры составить аналитические условия, опреде­
л яю щ и е  эту фигуру; 2) по задан ны м  аналитическим условиям , 
определяю щ и м  фигуру, выяснить ее геометрические свойства.

2. Рассм отрим  примеры решения первой задачи.
П р и м е р  1. В прямоугольной системе координат Oij  д ан а  

п р я м а я  d,  п роходящ ая  через точку А (а, 0) и п а р а л л е л ь н а я  оси 
Оу  (рис. 43). Н аписать  уравнение прямой d.

Р е ш е н и е .  Точка М  (х , у) плоскости леж и т  на прямой d  
тогда  и только  тогда, когда

х  =  а. (1)

Действительно, если точка М 0 (*о , Уо) леж ит  на прямой of,' 

то точка А  является  проекцией точки М 0 на ось Ох,  поэтому 
точки Afo и А  имеют одну и ту ж е  абсциссу, т. е. хо =  а. Мы видим, 
что координаты  точки М 0 удовлетворяю т уравнению (1). Если 
точка  М ' ( х |, у\ )  не л еж и т  на прямой d,  то ее проекция М[  на 
ось Ох  не совпадает  с точкой А  (см. рис. 43), поэтому х \ Ф а
и, значит, координаты точки М '  не удовлетворяю т уравнению  (1). 
И так , д оказан о ,  что уравнение (1) является  уравнением прямой d.

П р и м е р 2. Найти условия, определяю щие каж дую  из з а ш т р и ­
хованных фигур, изображ енны х на рисунке 44. При этом предпо­
л агается ,  что точки, п ри надлеж ащ ие контурам фигур, п ри н адл еж ат  
самим фигурам  (система координат для  каж дой  фигуры у к а за н а

на рисунке).
Р е ш е н и е .  На рисунке 44, а 

и зображ ен  прямоугольник ОА ВС,  
который является  пересечением 
двух полос. Обозначим эти поло­
сы через I и II. П олоса I о гран и ­
чена прямыми ОС  и А В .  К оор­
динаты точек М  (х, у) этой и 
только точек этой полосы уд ов ­
летворяют неравенствам: 0 < х ^ 5 .  

Рис. 43 П олоса II ограничена прям ы ­

d

т1

М(*о,Уо)

71к I 
1

0 г м; А ( а ,0 )
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Рис. 44

ми ОА  и СВ.  К оординаты  точек М  (х , у ) этой и только точек этой 
полосы удовлетворяю т неравенствам:

Таким образом , условия, определяю щ ие прямоугольник О А В С  
в указанной системе координат, свелись к системе неравенств:

f 0 < х ^ 5 ,
' 0 < г / < 3 .

На рисунке 44, б и зо б р аж ен а  полуплоскость (к ней причисля­
ются и точки ее границы). Этой полуплоскости п р и н адлеж ат  те и 
только те точки плоскости, у которых ординаты  неотрицательны. 
Значит, условие, определяю щ ее эту полуплоскость, имеет вид: у ^ О .

На рисунке 44, в  изображен^ один из координатных углов а ф ­
финной системы координат Oe\e<i. Д л я  того чтобы точка М  (х , у) 
п ри н адл еж ал а  этой фигуре, необходимо и достаточно, чтобы к а ж ­
д а я  из ее координат была неотрицательна. Следовательно, условия, 
определяю щ ие рассм атриваем ую  фигуру, сводятся  к системе не­
равенств:

( х ^ О ,
I у ^ О .

3. Рассмотрим теперь примеры решения второй задачи .
П р и м е р  3. Установить вид фигуры Ф, которая  в данной 

прямоугольной системе координат Oi /  имеет уравнение

х 2 +  у 2 =  4. (2)

Р е ш е н и е .  Если М (х, у) — прои звольная  точка фигуры Ф, 
то ее координаты удовлетворяю т уравнению  (2). Т ак  как  О М 2 =  
=  х 2- \ -у 2, то д л я  точки М  имеем: О М 2 =  4, или ОМ  =  2. Таким 
образом , л ю б ая  точка фигуры Ф удален а  от н а ч а л а  координат 
на расстояние г =  2, т. е. л еж и т  на окруж ности  и  ради уса  г 
с центром в н ачале  координат (рис. 45).
Если точка Mi (jci, y t) не при надлеж ит  
фигуре Ф, то х? +  1/1=^4, т. е. О М \ Ф 2 .  Это 
означает , что Таким образом, ф игу ­
ра Ф, з а д а н н а я  уравнением (2), является  
окруж ностью  со.

П р и м е р  4. Найти фигуру Ф ,^которая  
в данной системе координат О в\в 2 имеет 
уравнение х 2- \ -у2 +  1 = 0 .  Рис. 45
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Р е ш е н и е .  Т ак  как  координаты любой точки М  (х , у)  я в ­
л яю тся  действительными числами, то х 2~ ^0  и у 2^  0, поэтому д л я  
лю бой точки М ( х ,  у)  плоскости х 2- \-у2- \ - 1 >  0. С ледовательно, на 
плоскости нет ни одной точки, координаты которой удовлетворяю т 
уравнению  х 2- \ -у2- \ - 1 = 0 .  Это означает, что Ф — пустое множество.

§ 18. Алгебраическая линия. Окружность

1. П ри изучении геометрии на плоскости методом координат  в 
качестве  фигур чащ е  всего рассм атриваю тся  линии. П р им ерам и  
линий являю тся  п рям ая , окруж ность, п ар аб о л а ,  синусоида и др. 
С трогое определение линии будет дан о  позж е, во второй части 
н астоящ его  курса геометрии. Условием, определяю щ им линию  у  
в дан ной  системе координат на плоскости, является , как  правило, 
уравнение, которое назы вается  у р авн ен ием  л и н и и  у.

Л и н и я  на плоскости назы вается  алгебраической ,  если в какой- 
либо  аф финной системе координат уравнение этой линии мож но 
п редстави ть  в виде

F ( x , y )  =  0, (1)

где F (х, у)  — многочлен от переменных х, у,  т. е. сумма членов 
вида a x sy * (а — действительное число, s, t — целые н ео тр и ц а­
тельные числа). Степенью члена a x sy ‘, где а ф  0, н азы вается  число 
s +  £. Степенью многочлена F (х, у)  назы вается  н аи вы сш ая  степень 
его членов. Степень многочлена F (х, у)  н азы вается  порядк ом  л и ­
нии, определяемой уравнением (1). Примером алгебраической  линии 
первого  порядка  является  прям ая ,  за д ан н а я  уравнением (1) в 
§ 17, а примером линии второго порядка  — окруж ность, з а д а н н а я  
уравнением  (2) в § 17.

Т е о р е м а .  Понятие алгебр аическо й  лин ии,  а также порядо к  
л и н и и  не  зависят от выбора аффинной системы координат.

□  Возьмем на плоскости аффинную  систему координат  Ое\вг.  
П усть  в этой системе координат линия у  определяется  у р ав н ен и ­
ем (1), где F (х, у) — многочлен степени п. З ад ад и м  другую а ф ­
финную систему координат O'e^ei.^ Координаты х, у  произвольной 
точки М  плоскости в системе Ое\еч в ы раж аю тся  через ее коорди ­
наты х ' ,  у '  в системе 0'е\е'2 по известным ф орм улам  (см. § 15, 
ф орм улы  (3)):

х  — с \ \ х ’ -\-с\чу'-\-хо,  
у  =  Сцх '  С22У' Уо-

Чтобы получить уравнение линии у  в системе 0'е\е'2,  надо в 
уравнении (1) заменить х, у  их вы раж ени ям и  по ф орм улам  (2). 
Получим уравнение

G (х',  у ’) =  0. (3)

М ногочлен F (х, у) есть сумма членов вида a x sy ‘. П осле з а ­
мены х, у  их вы раж ени ям и  (2) вместо члена a x sy ‘ получим вы ­
раж ени е
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а (сi i x '  +  Ci2y '  +  * 0)s {C2 \x'  +  С22У' +  yo)‘. (4)
Таким образом , G (x' ,  у ') есть сумма вы раж ени й  вида (4), и по­
тому G (х' ,  у ' )  — многочлен от переменных х ' ,  у ' .  И так ,  понятие 
алгебраической линии не зависи т  от выбора аффинной системы 
координат.

Д о к а ж е м  теперь, что G ( х \  у ' )  — многочлен степени п. Пусть 
т  — степень этого многочлена. Если в вы раж ени и  (4) раскрыть 
скобки и привести подобные члены, то получим сумму членов вида 
а '(х'У(у' )д, где в каж до м  таком  члене p - \ - q ^ j > - j - t .  О тсюда следует, 
что т ^ . п .  Будем теперь считать, что 0 'ё [ё г  — ст ар а я  система 
координат, а Ое\ег  — новая. Тогда по д о казан н о м у  п ^ . т .  И так, 
т ^ п ,  n ^ L m ,  этому т  — п.  Ц

З а м е ч а н и е .  Разбиени е  м нож ества линий плоскости на а л ­
гебраические и неалгебраические основано на использовании а ф ф и н ­
ной системы координат. Д л я  такого  разби ен и я  м нож ества линий 
система полярных координат непригодна. Н апример, на рисунке 46 
п р ям ая  / в полярной системе координат  Oi имеет уравнение 
р cos ф =  а, где а =  ОА.  Это уравнение не яв л яется  алгебраическим. 
Уравнение той ж е  прямой / в системе A i  яв л яется  алгебраическим:

л
Ф = -5 - -

2. Д о к а ж е м ,  что окружность является  а лг ебр аи ческ ой  л и н и е й  
второго порядка.  Д л я  3 jo ro  возьмем на плоскости прямоугольную 
систему координат O t j  и в этой системе координат  составим 
уравнение окруж ности ы радиуса г с центром в точке С (а, Ь).

Точка М  (х, у)  плоскости п ри надлеж ит  окруж ности  со тогда 
и только тогда, когда С М  =  г или С М 2 =  г2. Это равенство в ко­
ординатах  зап и ш ется  так:

( x - a f  +  ( y - b f  =  r \ (5)

Это и есть уравнение окруж ности оа.
Д ействительно, если точка М 0 (хо, уо) л е ж и т  на окруж ности, 

то СМб =  г2, т. е. (хо — а)2 +  (уо — Ь)2 =  г2, поэтому координаты  точки 
М 0 удовлетворяю т уравнению  (5), а если точка М\  (j c i . у  1) не л е ­
ж и т  на окруж ности, то С М 2ф г 2, т. е. ( х \ - а ) 2-\-(у\ — Ь)2< г 2 и, 
значит, координаты  точки Mi  не удовлетворяю т уравнению  (5). 
И так ,  до к азан о ,  что уравнение (5) есть уравнение окруж ности  р а ­
диуса г с центром в точке С (а, Ь).

В частности, если центр окруж ности 
совп ад ает  с началом  О координат, то 
а  =  6 =  0, поэтому уравнение (5) принимает 
вид:

х 2 +  у 2 =  г2. (6)

Уравнение (5) мож но зап и сать  в виде 
х 2 +  у 2 +  А х  +  В у  +  С =  0, (7)

где А  — — 2а, В = — 2 Ь, С =  а2 +  Ь2 —  г2.

<
(

>м
/

р /
/

А - I  Р
о Т А

Рис. 46
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Таким образом , уравнение любой окруж ности в прямоугольной 
системе координат  имеет вид (7), т. е. окруж ность  яв л яется  а л геб ­
раической линией второго порядка.

Рассм отри м  теперь обратную  задачу , т. е. выясним, что собой 
представляет  алгебраи ч еская  линия второго порядка, з а д а н н а я  
уравнением  (7). Перепиш ем это уравнение так:

( x t +  2 * x  +  ̂ ) + ( y l +  2 ± y  +  , - )  +  С - 4 1 - Т  =  °-

ИЛИ ( x + i ) 2+ ( y + i ) 2- ^ ± ^ -

С р а в н и в ая  полученное уравнение с уравнением (5), видим, что 
если А 2- \ - В 2 — 4 С > 0 ,  то линия, заданная уравнением (7), является

( А  В  \ ,  У л 2 +  В 2 — 4С 
окружностью с центром — —, — — ) и радиусом  ----------------- .

3. О круж ность  является  примером алгебраической линии вто ­
рого п орядка . В дальнейш ем покаж ем (гл. IV), что, кроме о к р у ж ­
ности, существуют и другие алгебраические линии второго по­
рядка .

О тметим, что существует бесконечное множ ество н е а л ге б р а и ­
ческих линий. Так, линии, определяемые в прямоугольной системе 
координат  O ij  уравнениями y =  s in x ,  y  =  t g x ,  y =  \ g x ,  у  =  ах 
(a =  c o n s t ^ 0 ,  а ф  1) и др., являю тся  примерами неалгебраических 
линий. Д ействительно, если предположить, что как ая -л и бо  из этих 
линий алгебраи ческая ,  то по теореме п. 1 эта  линия в любой 
аф финной системе координат, в том числе в системе Oi /, опре­
д ел яется  уравнением вида (1), где F (х, у) — многочлен. Но это 
невозм ож но, так  как  можно доказать ,  что ни одна из функций sin х, 
t g  х, lg  х, ах не может быть представлена в виде многочлена.

§ 1 9 .  Приложение метода координат к решению задач  
школьного курса геометрии

1. В этом п ар а гр а ф е  приведем некоторые примеры прилож ения 
метода координат к д оказательству  теорем и решению геом етри­
ческих задач .  Рассмотрим сн ач ала  теорему, где используется ф о р ­
мула расстояни я  м еж ду двумя точками.

З а д а ч а  1. Д о к а з а т ь  теорему С тю арта: если дан  треугольник 
A B C  и на его основании точка D,  л е ж а щ а я  между точками 
В и С, то справедливо равенство

A B ?- D C + A C ?- B D  — A D ?- B C  =  B C - D C - B D .  (1)

Р е ш е н и е .  Прямоугольную систему координат возьмем так, 
как  п оказано  на рисунке 47. Введем обозначения д ля  координат 
точек А,  С и D: А (а,  р), С (у, 0), D  (б, 0). При данном выборе 
системы координат B D  =  б, В С  =  у.

Вычислим теперь все величины, которые входят в равенство (1):
А В 2 =  а 2 +  р2, В С  =  у\

54



А С 2 =  (а  — y)2 +  Р2. B D  =  б;
A D 2 =  (a  — б)2 +  р2, D C  =  y  — б.

Отсюда получаем: А В 2 ■ D C  +  А С 2 • BD — A D 2 • В С  =  
=  (а 2 +  р2) (у —  6) +  [(а — у)2 +  Р2] б —  [(а —  б)2 +  Р2] Y — ? 2б — 62Y =
=  Y6 ( v - 6 ) =  B C - B D - D C .  ■

Зам етим , что из формулы (1) нетрудно получить следующую 
ф ормулу для вычисления медианы треугольника через его стороны:

т а
Ь +с

(2)

В самом деле, пусть A D  — медиана треугольника A B C .  Если 

полож ить А В  =  с, В С  =  а, CA =  b , A D  =  m,  то B D  =  D C  =  -^~. П од ­

ставив эти значения  в формулу (1), получаем равенство  (2). Если 
пользоваться  теоремой косинусов: a 2 =  b2-\-c2 — 26с cos А,  то из р а ­
венства (2) получаем формулу, которая была вы ведена при решении 
задач и  4 § 10.

2. Рассмотрим другие примеры прилож ения метода координат 
к решению геометрических задач .

З а д а ч а  2. Найти множ ество всех точек плоскости, д ля  к а ж ­
дой из которых разность  квадратов  расстояний от двух данных 
точек А и В  есть постоянная величина а.

Р е ш е н и е .  П рямоугольную  систему координат  возьмем так, 
как  показано  на рисунке 48. Если А В  =  а, то в выбранной системе 
координат А  (0, 0) и В (а, 0).

Д л я  того чтобы точка М  (х , у) п р и н ад л еж ал а  искомому мно­
жеству  точек, необходимо и достаточно, чтобы A M 2 — В М 2 =  а  или 
x 2- \-yJ — [(л: — а)2 - \ -у2] =  а.  После элементарны х преобразований  
получаем уравнение искомого м нож ества точек в выбранной 
системе координат:

Этим уравнением определяется  прям ая , п а р а л л е л ь н а я  оси Оу  
(т. е. перпендикулярная к прямой А В)  и о тсто я щ ая  от точки А

на расстоянии  ̂ (§ 17, пример 1). Эта п р ям ая  пересекает
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Рис. 49 Рис. 50

луч А В ,  если а  +  а 2> 0 ,  проходит через точку А,  если а  +  а 2 =  0, 
и пересекает  дополнительный луч, если а  +  а 2< 0  (рис. 48, п р я ­
мые / 1, /2, /з).

Рассм отри м  частный случай, когда а  =  0. В этом случае  мно­
ж ество  G состоит из тех и только из тех точек М,  д л я  которых 
А М 2 — М В 2 =  0 или А М  =  МВ .  И так , получили известную из ш ко л ь­
ного курса  геометрии теорему: множ ество точек плоскости, р а в н о ­
удален ны х от двух точек А и В,  есть прям ая , п р о х о д ящ ая  через 
середину С  отрезка  А В  и перпендикулярная к нему (серединный 
перпендикуляр отрезка  А В;  пр ям ая  Ц на рисунке 48).

З а д а ч а  3. Найти множ ество всех точек, д л я  к аж д о й  из 
которых отношение расстояний от двух данных точек Л и В есть 
постоянная  величина к, не р ав н ая  единице.

Р е ш е н и е .  П рямоугольную систему координат возьмем так, 
к ак  п о казан о  на рисунке 49. Если А В  =  а, то в вы бранной систе­
ме координат  А (а, 0), В  (0, 0).

Д л я  того чтобы точка М  (х, у) п р и н адл еж ал а  искомому мно­
ж еству , необходимо и достаточно, чтобы А М  =  к В М .  Т ак  как
A M = ^ J ( x  — a f - \ - y 2, М В = л ] х 2 +  у 2, то л]{х — а)2 у 2 =  к ^ / х 2 у 2. 
Если возвести в квад р ат  и привести подобные члены, то полу­
чим уравнение х 2 (1 — к)2- \ -у2 (1 — к 2) — 2 а х - \ - а 2 =  0. Т а к  к ак  
к 2— 1 =й= 0, то, раздели в  на 1 — А,2, окончательно получим:

Этим уравнением определяется  окруж ность радиуса

(см. § 18, п. 2). Точка С  л еж и т  на прямой А В  (рис. 49). Э та  о к р у ж ­
ность н азы вается  окружностью Ап о лл о н и я .

З а д а ч а  4. Д а н а  окруж ность радиуса г и на ней точка А.  
Найти множ ество точек Q, делящ их всевозм ож ны е хорды, про­
веденные через точку А,  в одном и том ж е  отношении к, где 
^ > 0 .

Р е ш е н и е .  Возьмем прямоугольную систему координат  так,

с центром в точке
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чтобы центр данной окружности совпал с началом координат, 
а точка А имела координаты А ( — г, 0) (рис. 50). Пусть А В  — 
произвольная хорда, проходящая через точку А, а М  — точка

множества Я, т. е. А М  =  кМВ.  Обозначив координаты точек В 
и М  соответственно через (jci, у{) и (х, у), будем иметь:

— г + Хх, Ху,
Х~  1+Х ’ У~  1 + Я ,  ' W

Отсюда, учитывая, что А,>0, получаем:
_ \ -\-Х (  , г \  _ 1 А, v

х ' = — ( х + т т ь ) '  у- -  (5)

Так как точка В (х |, у |) лежит на данной окружности, то 
Х2\-\-у \  =  г2, поэтому

’ № ) , ( * + Т Т 1 ) , + № ) , » , - Л  (6)

или

( * + 7Т^) +{/2= оТмг ' (7)
Итак, доказано, что если М (х, у) — произвольная точка иско­

мого множества £2, то ее координаты удовлетворяют уравнению (7).
Обратно, если координаты (л:, у) точки М удовлетворяют урав­

нению (7), то они удовлетворяют такж е уравнению (6). Отсюда 
следует, что точка В (х |, у i), координаты которой определяются 
равенствами (5), лежит на данной окружности x 2-\-i/2 =  г2. С дру­
гой стороны, из равенств (5) получаем равенства (4),‘ т. е. точка М 
делит отрезок А В  в отношении к и, следовательно, M £ Q .

Таким образом, множество £2 определяется уравнением (7),

т. е. является окружностью радиуса f ^  (без точки А) с центром

в точке -j-pj-. о )  (§ 18, п. 2). Эта окружность при любом к
проходит через точку А.  При Я 1 одним из диаметров окружно­
сти является отрезок АО.



Г л а в а  III

ПРЯМАЯ ЛИНИЯ НА ПЛОСКОСТИ

§ 20. Уравнение прямой

1. Любой ненулевой вектор, параллельный данной прямой, на­
зывается ее направляющим вектором. Прямая имеет бесконечное 
множество направляющих векторов, однако любые два из них 
коллинеарны, так как они параллельны одной прямой.

Положение прямой определяется однозначно, если даны на­
правляющий вектор прямой и некоторая ее точка или две точ­
ки прямой. Поставим задачу: зная в аффинной системе коорди­
нат Ое\в2 координаты направляющего вектора а и точки М о или 
двух точек Mi и  М 2 данной прямой, написать ее уравнение.

2. Уравнение прямой, заданной точкой и направляющим век­
тором.

_ Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат 
Ое\е2 и в этой системе известны координаты некоторой точки 
М й (хо, уо) прямой d  и направляющего вектора а(а \,  а2) этой пря­
мой. (рис. 51). Напишем уравнение прямой d. Очевидно, точка 
М (х, у) лежит на прямой d  тогда и только тогда, когда векто­

ры М 0М  и а коллинеарны. Так как вектор М 0М  имеет коорди­
наты (х — хо, у  — уо), то по теореме § 9

X —  Хо й\ I 
У — Уо а2\ =  0. (1)

Если точка М  лежит на прямой d, то ее координаты удовле­
творяют уравнению (1), а если она не лежит на прямой, то ее 
координаты не удовлетворяют этому уравнению, поэтому урав­
нение (1) является уравнением прямой d. Уравнение (1) м ож ­
но такж е записать в виде

а2 (х — х0)— а 1 (у — у 0) = 0 .  ' (Г)

3. Уравнение прямой, заданной двумя точками.
Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат 

Ое\е2 и в этой системе известны координаты двух точек M t (jti, у\)

и М 2 [Х2у у2) данной прямой d (рис. 52). Тогда вектор М \М 2 явл я­
ется направляющим вектором этой прямой. Так как этот вектор
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Рис. 51

У
О г .

Рис. 52

имеет координаты (х2 — х\, у 2 — у\), то согласно формуле (1) урав­
нение прямой d  имеет вид:

J Х  —  Х\  Х2 —  Х\  I _ q
I у — у\ у 2 — у I 1 ' (2)

Если Х2 — х ^ ф О  и у 2 — у \ ф  0, то это уравнение можно запи­
сать в виде

у —У1
*2 — *1 уг — г/1 (?')

4. Уравнение прямой с угловым коэффициентом.
Пусть на плоскости выбрана аффинная система координат 

Ое\в2 и дана прямая d , пересекающая ось ординат. Если a ( a i ,  а2)— 
направляющий вектор прямой, то а и е2 не коллинеарны, поэто-

а<2
м у а \ф О .  Число £ =  —  называется угловым коэффициентом пря­

мой d. Покажем, что угловой коэффициент прямой не зависит от 
выбора направляющего вектора прямой. Действительно, если 
b (b 1, й2) — другой направляющий^вектор прямой d, то а\\Ь, по­
этому координаты векторов 2 и Ь пропорциональны (§ 9, п. 3): 
а \= К Ь |, а 2 =  Х62. Отсюда, учитывая, что а \ ф О , Ь\Ф®,  полу- 

0,2 hb 2 Ь 2 чаем —а\ АО] оj
Угловой коэффициент k прямой имеет простой геометриче­

ский смысл, если прямая задана  в прямоугольной системе коор­
динат ОГ/. В самом деле, пусть а (а |, а 2) — 
направляющий вектор этой прямой 
(рис. 53). По теореме § 14 ai =  | а I cos ср,
а 2= | а |  sin ср, где <р =  (/, а). Следователь- 

lal sin фно, к = —------- = t g  ф Таким образом,
1 a  I cos ф к •

число k позволяет определить направ­
ленный угол ф =  (г, а), поэтому k назы­
вается угловым коэффициентом прямой.
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Пусть k — угловой коэффициент прямой d, заданной в а ф ­
финной системе координат Ое\в2 - Ясно, что любой ненулевой 
вектор р (р 1, рг), координаты которого удовлетворяют равенству
6 =  — , является направляющим вектором прямой d. Поэтому,

РI
зная число k, можно определить направление прямой d, и, зная 
какую-нибудь точку Мо этой прямой, можно определить ее по­
ложение.

Составим уравнение прямой, заданной в аффинной системе 
координат точкой М 0 (*о, Уо) и угловым коэффициентом k. Пусть 
a ( a i ,  аг) — направляющий вектор прямой. Тогда согласно фор­
муле ( ! ')  уравнение прямой имеет вид: аг (х — Хо) — а.\(у — уо) =  0, 
или, разделив на a i, получаем:

y  — yo =  k ( x  — Xo).  ( 3 )

Если в качестве точки М  (хо, уо) взять точку В  (О, Ь) пересе­
чения прямой d  с осью ординат, то уравнение (3) примет вид:

y  =  kx  +  b. (4)

Это уравнение называется уравнением прямой с угловым ко­
эффициентом. Подчеркнем, что в виде (4) можно записать урав­
нение любой прямой, пересекающей ось ординат.

5. П а р а м е т р и ч е с к и е  у р а в н е н и я  п р  я м  о й. Вы­
берем какую-нибудь аффинную систему координат Ое \е2 и з а д а ­
дим прямую d  направляющим вектором а (а |, аг) и точкой М 0 (хо, г/о). 
Точка М  (х , у) принадлежит прямой тогда и только тогда, когда

.МoAf ]| а, т. е. когда существует такое число t, что M 0M =  ta. Это 
соотношение в координатах запишется так: х — xo =  tai, у  — yo =  ta 2 , 
или

x =  x 0 +  a tt,
y =  yo +  a2t. '

Эти равенства называются параметрическими уравнениями  
прямой, а t ее параметром. Смысл этих уравнений заключается 
в следующем: каково бы ни было действительное число /, точка 
с координатами х, у, которые удовлетворяют условиям (5), 
лежит на прямой d. Обратно, если (х, у) — точка прямой d, то 
всегда найдется такое t, что х н у  выражаются Через Хо, уо, 
а\, аг при помощи равенств (5).

§ 21. Общее уравнение прямой

1. В предыдущем параграфе было показано (см. уравнение Г), 
.что уравнение любой прямой в аффинной системе координат 
является уравнением первой степени, т. е. может быть записано 
в виде

А х  +  В у  +  С =  0, (1)
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где числа Л и В одновременно не равны нулю. Таким образом, 
прямая является алгебраической линией первого порядка.

Д окаж ем  обратное утверждение.
Т е о р е м а  1. Л иния на плоскости, заданная в аффинной 

системе координат уравнением первой степени1
А х  +  В у +  С =  0, (1)

есть прямая. Вектор ( — В, А) является направляю щ им вектором 
этой прямой.

□  Пусть у — линия, заданная уравнением (1), а М0 (хо, уо) — 
некоторая ее точка, т. е. точка, координаты которой удовлетво­
ряют уравнению (1):

Ахо -|- Вуо +  С =  0. (2)

Такая точка всегда существует, так как Л и В одновремен­
но не равны нулю. Определив из равенства (2) С и подставив 
в уравнение (1), получим уравнение линии у  в виде А х - \ - В у  — А х  о —
— Ву0 =  0, или А ( х —.хо) — ( — В) у — у 0) =  0.

Это уравнение имеет в точности вид (Г )  § 20 и, следова­
тельно, определяет прямую, проходящую через точку М 0 (хо, уо)
с направляющим вектором а (  — В, Л). |

Таким образом, любое уравнение первой степени (1) в аффин­
ной системе координат определяет прямую линию. Другими сло­
вами, любая алгебраическая линия первого порядка есть пря­
мая линия.  Уравнение (1) называется общим уравнением пря­
мой, а х н у  называются текущими координатами точки прямой.

2. Пусть в аффинной системе координат Ое\в2 дана прямая 
общим уравнением (1). Выясним особенности расположения 
прямой относительно системы координат, если некоторые из чи­
сел Л, В и С равны нулю. (Напомним, что хотя бы одно из 
чисел Л и В отлично от нуля.)

1) Если С =  0, то уравнению (1) удовлетворяют координаты 
точки О (0, 0) и, следовательно, прямая проходит через начало 
координат. Обратно, если прямая проходит через начало коор­
динат, то в этом случае С =  0. Итак, прямая  (1) проходит через 
начало координат тогда и только тогда, когда  С =  0. В этом слу­
чае уравнение прямой имеет вид: А х - \-В у  =  0.

2) Если Л =  0, то направляющий вектор прямой а_( — В, 0) 
коллинеарен координатному вектору е\, т. е. вектор е\ парал-

I _ D А I
лелен прямой. Обратно, если а | |е ь  то | j q | =0=>»Л =0.
Итак, вектор е\ параллелен прямой  (1) тогда и только тогда, 
когда  Л =  0. В этом случае уравнение прямой имеет вид: Ву +  С =  0
или у  =  Ь, где Ь = — ^ - .

Если Л =  0, С ф  0, то прямая (1) не проходит через начало

1 Следовательно, А  и В  одновременно не равны нулю.
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Рис. 54 Рис. 55

координат и поэтому параллельна оси Ох\ если же А =  С =  О, то 
прямая совпадает с осью Ох и имеет уравнение у — 0.

3) Аналогично вектор ег параллелен прямой (1) тогда и толь­
ко тогда, когда В =  0. В этом случае уравнение прямой можно 
записать в виде х  =  а. Если В =  0, С Ф  0, то прямая параллельна 
оси О Y, если же В =  С =  0, то прямая совпадает с осью Оу 
и имеет уравнение х =  0.

3. Д ля  построения прямой по ее уравнению достаточно знать 
два элемента, определяющие ее. Этими элементами могут быть:
а) направляющий вектор и некоторая точка прямой; б) две точ­
ки, леж ащ ие на прямой.

На рисунке 54 построена прямая d: х - \ - 2 у — 1 = 0 .  Рисунок 54, а 
соответствует случаю, когда в качестве определяющих элементов

а рисунок 54, б — случаю, когда определяющими элементами явля-

мая / 1, заданная уравнением х =  3, и прямая 12, заданная уравне­
нием у =  — 4.

4. Зададим на плоскости аффинную систему координат Оё\ёг 
и рассмотрим прямую d , заданную в этой системе уравнением (1). 
Эта прямая разделяет множество точек плоскости, не принад­
леж ащ их ей, на две полуплоскости с общей границей d. Найдем 
условия, определяющие эти полуплоскости.

Зафиксируем на прямой d  некоторую точку М0 (хо, уо) и рас­
смотрим векторы а (А, В) и Б(  — В, А) (рис. 56). Эти векторы

| Л ___  D  I

образуют правый базис, так как | д  Л  = Л 2 +  /?2> 0. Век­
тор Б параллелен прямой d, поэтому вектор а не параллелен 

этой прямой. Отложим векторы а и Б от точки Мо: М 0М \ = а

и М 0Мг =  Ь и обозначим через X полуплоскость с границей d, 
содержащую точку Mi (рис. 56). Очевидно, точка М (х, у) принад­
лежит полуплоскости А, тогда и только тогда, когда базисы а, Ь
и М 0М, Ь имеют одну и ту же ориентацию, т. е. когда базис М0М, Ь

выбраны направляющий вектор а (  — 2, 1) и точка

ются точки рисунке 55 построены пря
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имеет правую ориентацию. Но

М оМ (х — х 0, у  — уо), Ь ( — В, А),

поэтому базис M qM, b имеет пра­
вую ориентацию в том и только

I X  —  Хп  --- f i  I пв том случае, когда | _ ^  | > 0 ,

или А х- \-В у  — (Ахо +  В уо )> 0 .  Так 
как М о Ы ,  то А х о +  В уо +  С =  0, 
или С =  — (Ах0-\-Ву0). Поэтому пре­
дыдущее неравенство принимает 
вид:

Ах-\~Ву-\- С >  0. (3)

Это и есть неравенство, определяющее полуплоскость X. Д р у ­
гая полуплоскость У  с границей d  определяется неравенством

Ах-\- Ву-\-  £ <  0. (4)

Итак, доказана следующая теорема.
Т е о р е м а  2. Если в аффинной системе координат прямая d 

задана уравнением  (1), то полуплоскости с границей d опреде­
ляются неравенствами (3) и (4).

Рассмотрим примеры применения этой теоремы.
П р и м е р  1. Даны точки Mi (1, 2), М 2 (3, 2), М3 (0,4), М4 (5,.0) 

и прямая х  — 2у +  2 =  0. Среди указанных точек выбрать те, ко­
торые с началом координат лежат по одну сторону от заданной 
прямой.

Р е ш е н и е .  Пусть р (х, у) =  х  — 2у +  2. Найдем знак много­
члена р (х, у) в указанных точках. Имеем: р (0, 0) =  2 > 0 ,  
р (1, 2 ) =  1 - 2 - 2  +  2 =  — 1 < 0 ,  р (3, 2) =  3 — 2-2  +  2 =  1 > 0 ,  р (0, 4) =  
=  0 — 2-4  +  2 = — 6 < 0 ,  р (5, 0) =  5 — 2 -0  +  2 =  7 >  0. Таким обра­
зом, искомыми являются точки М 2 и М4.

П р и м е р  2. Даны точки М \ ( — 1, 1), М 2 (2, — 3) и прямая 
2 л + 3 у  — 5 =  0. Установить, пересекает л ^  заданная прямая от­
резок М \М 2.

Р е ш е н и е .  Пусть р (х, у) =  2х +  3у — 5. Находим: р {— 1,1) =  
=  — 2 +  3 — 5 < 0 ,  р (2 ,  — 3) =  2 -2  — 3-3  — 5 < 0 .  Следовательно, 
точки Mi, М 2 леж ат по одну сторону от заданной прямой, и по­
тому заданная прямая не пересекает отрезок М 1М 2.

§ 22. Взаимное расположение двух прямых

1. В аффинной системе координат линия, заданная уравнением 
первой степени, является прямой (§ 21, п. 1). Выясним, при каких 
условиях два уравнения

А \x - \ -В\у-\- С\ = 0 ,  (1)

А 2х +  В 2у-\- С2 =  0 (2)

Рис. 56
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определяют одну и ту же прямую. Д окаж ем следующую тео­
рему.

Т е о р е м а .  Д л я  того чтобы уравнения  (1) и (2) в аффинной  
системе координат определяли одну и ту же прямую, необходимо  
и достаточно, чтобы коэффициенты в этих уравнениях  были про­
порциональны.

□  Пусть уравнения (1) и (2) в системе координат Оё\ё2 опре­
деляют одну и ту же прямую d. По теореме 1 § 21 векторы 
ai ( — В \, А\)  и а 2 (— В 2, А 2) являются направляющими векторами 
этих прямых, поэтому они коллинеарны, т. е. их координаты 
пропорциональны: — В 2 =  Х ( — Bi), A 2 =  kA\,  или А 2 =  ХА{, B 2 =  A,Bi.

Пусть Mo — точка прямой d. Тогда А\Хо-\-В\уо-\- С\ = 0  и 
А 2хо +  В 2у 0 +  С2 =  0. Отсюда, учитывая, что А 2 =  уА\,  В 2 =  у В и 
получаем: С2 =  к ( —А\Хо — В\уо) =  ХС\. Таким образом,

А 2 =  ХА[, В 2=^ХВ\, С2 =—-ХС | . (3)

Обратно, пусть в уравнениях (1) и (2) коэффициенты удов­
летворяют равенствам (3). При этом ХфО,  так как А 2 и В 2 одно­
временно не равны нулю. Тогда уравнение (2) можно записать 
в виде

КА \Х +  КВ\у -|- ХС] = 0 .  (4)

Уравнениями (1) и (4) задается одна и та же прямая, так  как 
если координаты (х, у) точки удовлетворяют уравнению (1), то они 
удовлетворяют и уравнению (4).

2. Выясним взаимное расположение двух прямых d\ и d 2, з а ­
данных в некоторой аффинной системе координат Ое\е2 уравне­

НИЯМИ: A lX +  B iy +  Ct =  0, (5)

А 2х  -(- В 2у  -|- С2 =  0. (6)

По теореме 1 § 21 вектор а\ ( — В\, А\) параллелен прямой 
d i, а вектор а 2 ( — В 2, А 2) —  прямой d 2. Возможны два случая.

1) В е к т о р ы  й|  и аг н е к о л л и н е а р н ы .  В этом случае 
прямые d\ и d 2 пересекаются. ^Обратно, если прямые d\ и d 2 пе­
ресекаются, то векторы а\ и а2 не коллинеарны. Условие некол- 
линеарности векторов a i и а2 согласно теореме § 9 запишется 

' — В 1 — В 2 1. , п „  „„  I А | В | ‘
так:  I А\ л 2 И ° ’ и л и и 2 В2№ -

Д ля определения координат точки пересечения этих прямых, 
очевидно, необходимо совместно решить систему (5) и (6).

2) В е к т о р ы  ai,  а 2 к о л л и н е а р н ы .  В этом случае пря­
мые параллельны, так как по предположению они не совпадают. 
Обратно, если прямые (5) и (6) параллельны, то векторы а\ и 
а2 коллинеарны. Условие коллинеарности векторов а\ и а 2 запи­
шется так:

I — — В 2 \ п \А\ В j I „
I А\ Л21=0' илии  В 2 \ =
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Рис. 57

Таким образом, можно сформулировать следующий вывод
о взаимном расположении прямых d\ и d 2, заданных уравнения­
ми (5) и (6).

1) Прямые d\ и d 2 пересекаются тогда и только тогда, когда 
коэффициенты при х  и у  в уравнениях  (5) и (6) не пропорцио­
нальны  (рис. 57, а).

2) Прямые d\ и d 2 совпадают тогда и только тогда, когда 
все коэффициенты в уравнениях  (5) и (6) пропорциональны, 
т. е. существует такое число X, что А 2 =  ХА\, В 2 =  ХВь С2 =  ХС\ 
(рис. 57, б).

3) Прямые  (5) и (6) параллельны тогда и только тогда, когда 
коэффициенты при х  и у  пропорциональны, но свободные члены 
им не пропорциональны, т. е. существует такое число X, что 
A 2 =  XA i, В 2 =  ХВ\, С2ф Х С \  (рис. 57, в).

§ 23. Расстояние от точки до прямой

1. Ненулевой вектор п называется перпендикулярным данной 
прямой , если он перпендикулярен любому направляющему век­
тору прямой (рис. 58). Существует бесконечное множество векто­
ров, перпендикулярных данной прямой. Д окаж ем  следующую 
лемму.

Л е м м а .  Если прямая d в прямоугольной системе координат 
задана уравнением

то вектор п (А ,  В ) перпендикулярен прямой d.
□  По теореме 1 § 21 вектор а (  — В , А) является направ­

ляющим вектором прямой d. п о  векторы Я и а взаимно пер-

Ах-^г B y -\-С =  0, (1)

d

Рис. 58 Рис. 59
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пендикулярны, так как ап =  ( — В) А А • В =  0. Отсюда и следует, 
что вектор п перпендикулярен прямой d. Щ

2. Пусть М0 — точка, не леж ащ ая  на прямой d. Как извест­
но из школьного курса геометрии, длина перпендикуляра MoMi, 
проведенного из точки Мо к прямой d, называется расстоянием 
от точки Мо до прямой d  (рис. 59). Если Mo€d,  то будем считать, 
что расстояние от точки М о до прямой d  равно нулю. Обозначим 
расстояние от произвольной точки М 0 плоскости до прямой d  че­
рез р (Мо, d). Очевидно, для произвольной точки М прямой d 
имеем: р (Мо, d ) ^ M o M  (рис. 59).

Поставим следующую задачу: в прямоугольной системе коор­
динат Oi j даны точка М 0 (х о, уо) и прямая d  уравнением (1). Вы­
числить р (Мо, d).

Пусть М 0М \ — перпендикуляр, проведенный из точки М 0

к прямой d, тогда р (М0, d ) = |M iM o | .  По предыдущей лемме 
вектор п (А, В) перпендикулярен к прямой d, поэтому коллинеа-

рен вектору М\Мо■ По определению скалярного произведения

векторов имеем: М |М о-и  =  |А1 цМоI |n |* c o s (  М \М о , п) =  
=  р (Afо, d) |п |  ( ±  !)■ Таким образом,

/ ж j |М|Мо-п| /ONр (М 0, d ) = — ^ — . (2)

Вычислим MiMo-n.  Пусть (х\, у\) — координаты точки Mi,

тогда М,Мо(хо  —  j c i ,  уо —  у  i ) .  Поэтому M tMo-n =  (xo —  х \ )А - \ -  
+  (уо — У]) В =  Ахо +  Вуо — (Ах\ -\-Byi). Так как M i£ d ,  то

Ах\ +  Ву\ +  С =  0. Таким образом, М \М 0 п =  Ахо-\-Вуо-\-С.  Учи­
тывая, что \п\ = л ] А 2 +  В \  из формулы (2) окончательно полу­
чаем:

ргмп. + flyo+£ i .  (3)
л]а 2 + В2

П р и м е р .  В прямоугольной системе координат дана пря­
мая d  уравнением З х — Ау — 2 =  0. Найти расстояние от начала 
координат до прямой d.

Р е ш е н и е .  Начало координат О имеет координаты (0, 0).

По формуле (3) получим: р (О, d ) =  3̂ ' 4 ' 0 21 -=-^_

§ 24. Угол между двумя прямыми

1. Рассмотрим на плоскости две прямые d\ и d 2, пересекающиеся 
в точке А. Лучи этих прямых, исходящие из точки А, образуют 
четыре угла: Z. 1, Z.2, Z.3, Z.4 (рис. 60), причем Z . l  =  Z.3  
и Z .2 = Z - 4 ,  так как пары углов Z.1, Z.3 и z!2, Z.4 вертикаль­
ные. Из школьного курса геометрии известно, что углом между
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Рис. 60 Рис. 61

прямыми d\ и d 2 называется величина того из этих углов, кото­
рый не больше других углов. Отсюда следует, что угол между
пересекающимися прямыми не больше На рисунке 61 угол

между прямыми d\ и d 2 равен 30°, угол между прямыми 1\ и /2 
равен 60°, а между прямыми р\ и р 2 равен 90°.

Введем теперь понятие направленного угла между пересекаю­
щимися прямыми на ориентированной плоскости. Рассмотрим 
пересекающиеся прямые d\ и d 2 , заданные в определенном по­
рядке: d\ — первая прямая, a d 2 — вторая. Выберем направляю­
щие векторы а\ и а2 этих прямых так, чтобы (а\, Направ­

ленным углом  между прямой d\ и прямой d 2 называется направ­

ленный "угол между векторами а.\ и а2, т. е. величина (ai, а2). 
Таким образом, направленный угол ср между любыми двумя
пересекающимися прямыми заключен в пределах —

Заметим, что если прямые d\ и d 2 не перпендикулярны, то —  

< Ф < ^ - ,  а если они перпендикулярны, то ф = - ^ -  либо ф = —

2. З а д а ч а .  Найти направленный угол_ ф между прямыми 
d\ и dj, если в ортонормированном базисе г, / даны координаты 
произвольных направляющих векторов а (а \,  а2) и Ь(Ь\, Ь2) этих 
прямых. _ _

Р е ш е н и е .  Если векторы а  и Ь перпендикулярны, т. е. 
а \Ь \-\-а2Ь2 =  0, то и прямые d\ и d 2 перпендикулярны, поэтому
ф =  - у  либо ф = ----- .

Рассмотрим случай, когда прямые d i и d 2 не перпендикуляр­
ны, т. е. а\Ь \-\-а2Ь2фО.  Докажем, что в этом случае

поэтому имеет место равенство (1). Если (а, , то

tgcp =  tg(<i. Ь). ( 1)

Действительно, если (a, b ) < 4 то по определению ф =  (а, Ь),
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(а, ( — В })< ^~ ,  поэтому ф =  (а, ( — В))- Пользуясь формулами (2) из

§ 14, получаем: tg  ф =  tg  (а, ( — В)) — 1 ((а, В) +  (В, ( — Ь))) =

= t g ( ( a ,  ft) +  n ) = t g ( a T b ) .
Принимая во внимание формулы (5) из § 14, из формулы (1) 

получаем:
1 а ' Ь' 11 а2 &2 jtg  ' .1 J UL. (2)

Д | Ь | -f- C Lib i

3. Применим формулу (2) для нахождения направленного уг­
ла между пересекающимися прямыми d \  и d%,  заданными ур ав ­
нениями в прямоугольной системе координат Oij:

d \ :  А \ Х - \ - В \ у + С \  = 0 ,  
d 2-’ А 2Х -(- Вчу “Ь С2=  0.

По теореме 1 § 21 направляющие векторы этих прямых 
имеют координаты at ( — В\, А\), а 2 ( — В 2, А 2). Возможны два 
случая^

1) a i - a 2 =  0. В этом случае прямые d  1 и d 2 перпендикулярны,

т. е. ф = - £ -  либо ф =  — Но a i a 2= (  — B i ) ( —B2) + A iv42 =
=  A \ A i - \ - B \ B 2 , поэтому прямые d \ . и d 2 перпендикулярны тогда 
и только тогда, когда

Л,А2 +  В ,В 2 =  0. (3)

2 )  a i - а г ^ О .  Направленный угол ф  между прямыми d  1 и d 2 
вычисляется по формуле (2):

— Вц4г +  /4|В2 
g  ф —  А \ А г-\-В\Въ  ’

ИЛИ , . .
M i

, Si В г \

Заметим, что столбцы определителя в числителе правой части 
этой формулы имеют простой геометрический смысл: первый 
столбец образуют координаты вектора, перпендикулярного пер­
вой прямой, а второй столбец — координаты вектора, перпенди­
кулярного второй прямой.

Теперь рассмотрим случай, когда прямые d \  и d 2 заданы урав­
нениями с угловым коэффициентом:

d\\ y  =  k ix  +  b u 
d 2: y=lt2X-\-b2-

Направляющие векторы этих прямых им'еют координаты
a, (1, k\) и a 2 (l,  k 2), поэтому условие перпендикулярности прямых 
запишется так: .
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Направленный угол <рф ± 4 г  вычисляется по формуле (2):

П р и м е р  1. В прямоугольной системе координат даны урав­
нения двух прямых: х  +  2 =  0, Зх — Зу +  5 =  0. Найти направленный 
угол между этими прямыми.

Р е ш е н и е .  Применим формулу (4) для нахождения угла 
между данными прямыми:

I ' 3, 
tg  ф = - 1 »  - 3 1 
ь т  1-3 +  0 - ( -3 ^  з *•

и, следовательно, ф =  —

П р и м е р  2. В прямоугольной системе координат даны урав­

нения двух прямых: у =  ̂ - х - \ ~ 5, y  =  -JЗх +  7. Найти направлен­
ный угол между этими прямыми.

Р е ш е н и е .  Данные прямые имеют угловые коэффициенты
/о л/З

\/3 л?и —
fei=-^r- и /г2 =  УЗ- По формуле (6) находим: tg  ср =

(6)

. + I - V 3
или

In
t g c p = ^ - .  Отсюда получаем: ф =  -^ .

§ 25. Основные задачи на прямую

1. Рассмотрим в общем виде несколько задач на прямую, кото­
рые часто приходится решать методом координат (система коор­
динат аффинная).

З а д а ч а  1. Написать уравнение прямой d, проходящей че­
рез точку Мо (хо, уо) и параллельной прямой, заданной уравне­
нием А х + В у - { - С  =  0.

Р е ш е н и е .  По теореме 1 § 21 вектор а (  — В, А) является 
направляющим вектором данной прямой, поэтому он является 
такж е направляющим вектором прямой d. Таким образом, прямая d 
задана направляющим вектором а ( — В, А) и точкой М 0 (хо, уо),

I х  — Хо — В I п следовательно, имеет уравнение | у _ у й Л I =  или

А {х — х0) +  В (у — уо) =  0. (1)

З а д а ч а  2. Найти координаты точки пересечения непарал­
лельных прямых, заданных уравнениями:

А\х-\-  В \у-\-С \  = 0 ,
А 2Х -|- В 2У -|“ С2 — 0.



Р е ш е н и е .  Д ля нахождения координат точки пересечения 
данных прямых следует решить систему (2) относительно х н у .  

I A /i* I
В данном случае | д  g  \ ФО, поэтому система (2) имеет единст­
венное решение: 2 2

I — С,  S i  I I Ai — Ci I
_ I — Сг Да | I A  j  — С /  |
*° I A i  B | У п  I A  fl, |

| Bj | I B-j |

Точка (*o, Уо) является точкой пересечения данных прямых.
З а д а ч а  3. Написать уравнение прямой, проходящей через 

точку М| (х\, у\) и через точку пересечения двух прямых, зад ан ­
ных уравнениями (2).

Р е ш е н и е .  П е р в ы й  с п о с о б .  По формулам (3) найдем 
координаты Хо, уо точки М0 пересечения прямых (2), а затем з а ­
пишем уравнение прямой, проходящей через точки М i и Мо 
(§ 20, п. 3).

В т о р о й  с п о с о б .  Искомое уравнение прямой, проходя­
щей через точку пересечения прямых, заданных уравнениями (2), 
можно записать в виде

К (А\Х-\- В \у  С* 1) —(- |х (A2* +  В^у 4- Сг) =  0, (4)
где Я и ц  — числовые коэффициенты, не равные одновременно 
нулю. Действительно, уравнением (4), по теореме 1 § 21, з а д а ­
ется прямая (легко проверить, что коэффициенты при х  и у 
одновременно не равны нулю), причем при произвольных значе­
ниях ), и [1 , не равных одновременно нулю, эта прямая проходит 
через точку М0 пересечения прямых (2).

Коэффициенты К и ц подберем так, чтобы прямая (4) прохо­
дила через точку М \ (jti, у :). Д ля этого Я и ц ,  должны удовлетво­
рять условию: Л (Л |Х| +  +  C i ) + (Лг^2 + В2У2+ С2) =  0.

П р и м е р .  Написать уравнение прямой d, проходящей через 
точку М| ( — 2, 6) и через точку пересечения прямых, заданных 
уравнениями: х — 3 i / + l = 0  и 2л: +  4</ =  0.

Р е ш е н и е .  Задачу решим вторым способом. В данном слу­
чае уравнение (4) имеет вид: к (х — Зг/ + 1) +  ц (2х +  4у) =  0. П р я ­
мая d  проходит через точку Mi ( — 2, 6), поэтому к (  — 2 — 1 8 + 1 )  +  
+  ц (  — 4 +  24) =  0, или — 19Я +  20ц =  0. Этому равенству удов­
летворяют, например, числа К =  20, |л = 1 9 .  Таким образом, ис­
комое уравнение имеет вид: 20 (jc — З у +  1 )+  19 (2jc +  4i/) =  0, или 
29лг +  8 у +  10 =  0.

2. Рассмотрим теперь задачи в прямоугольной системе коор­
динат.

З а д а ч а  4. Написать уравнение прямой d, проходящей че­
рез точку М 0 (х0, у 0) и перпендикулярной вектору п (А, В).

Р е ш е н и е .  Произвольная точка М (х, у) плоскости принад­
лежит прямой d тогда и только тогда, когда вектор МоМ пер­
пендикулярен вектору п. Так как М0М имеет координаты
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(х — хо, у — уо), то условие перпендикулярности векторов п и М 0М  
запишется так:

Это и есть уравнение прямой, проходящей через точку 
Мо (хо, уо) и перпендикулярной вектору п (А, В).

З а д а ч а  5. Написать уравнение прямой d, проходящей че­
рез точку Мо (хо, уо) и перпендикулярной прямой /, заданной урав­
нением А х +  Ву +  С =  0.

Р е ш е н и е .  Вектор п (А ,  В) перпендикулярен прямой / (§ 23, 
п. 1), поэтому является направляющим вектором прямой d. Таким 
образом, прямая d  определяется точкой М0 (хо, уо) и направляю­
щим вектором п (А, В), т. е. имеет уравнение

З а д а ч а  6. На плоскости дана прямоугольная система ко­
ординат Оху. Написать уравнение прямой d, если известно, что 
она проходит через точку М0 (хо, уо) и угол между прямыми Ох 
и d  равен ф.

Р е ш е н и е .  Так как система координат прямоугольная, то угло­
вой коэффициент прямой d  равен tg  ф (см. § 20, п. 4). Поэтому 
искомое уравнение прямой d имеет вид (3) § 20:

§ 26. Приложение к решению задач школьного курса геометрии
З а д а ч а  1. Доказать, что прямая, проходящая через середи­
ны оснований трапеции, проходит через точку пересечения пря­
мых, содержащих боковые стороны.

Р е ш е н и е .  Пусть A B C D  — данная трапеция с большим осно­
ванием AD.  Аффинную систему координат Ае\въ выберем так, как 
показано на рисунке 62. В этой системе координат вершины трапе­
ции имеют координаты Л (0, 0), В ( 0, 1), С (а, 1), D ( l ,  0). Так как 
A D >  ВС, то 0 < а < ; 1 .

Пусть М и N  — середины оснований AD  и ВС  трапеции. Эти

А (х — Хо) +  В (у — у 0) =  0.

Ху  — Ху й в  \ ' или В (х — хо) — А (у — уо) =  0.

y — yo =  ig<p(x — xo).

Решив совместно первые два уравнения, в ? /  I \  
находим координаты точки Е пересечения пря- /  I , \
мых АВ  и CD (см. задачу 2 из § 25): А ^  \м о

Е ( 0, -р1— ). Координаты этой точки удовлетво­
р и в  62
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Рис. 63 Рис. 64

ряют уравнению прямой MN,  поэтому прямая M N  проходит через 
точку пересечения прямых А В  и CD.

З а д а ч а  2. Доказать, что три прямые, содержащие высоты 
треугольника, пересекаются в одной точке.

Р е ш е н и е .  Пусть АА \, ВВ\ и СС\ — прямые, содержащие 
высоты данного треугольника ABC.  Прямоугольную систему ко­
ординат C \Ij  выберем так, как показано на рисунке 63. В этой 
системе координат вершины треугольника имеют координаты 
А (а, 0), В  (р, 0), С (0, у), где а,  р и у — некоторые числа, отлич­
ные от нуля. Запишем уравнения прямых А At, ВВ\ и СС\. П р я ­
мая АА  | проходит через точку А (а, 0) и перпендикулярна век­
тору ВС  ( —  р, у), поэтому имеет уравнение (§ 2 5 ,  задача  4):
— Р (х — а)  +  уу =  0, или fix— у у  — а р  =  0. Аналогично запишем 
уравнение прямой ВВ\\ а х  — у у  — а р  =  0. П рямая СС\ является 
осью ординат, поэтому имеет уравнение л: =  0.

Решив совместно уравнения прямых АА\  и СС\, находим

Координаты точки Н удовлетворяют уравнению прямой ВВ\\

каются в одной точке (в точке Н).
З а д а ч а  3. Доказать, что центр S описанной окружности, 

ортоцентр Я  и центр тяжести Т треугольника леж ат  на одной 
прямой (прямая Эйлера).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть A B C  — данный треугольник,
S — центр описанной окружности, Т — центр тяжести, Н  — ор­
тоцентр треугольника. Прямоугольную систему координат вы­
берем так же, как и в предыдущей задаче (рис. 64). В этой си­
стеме координат вершины треугольника имеют координаты 
А (а , 0), В  (р, 0), С (0, у). По задаче 2 точка Н  имеет коорди-

Точка Т является точкой пересечения медиан треугольни-

координаты точки Н пересечения этих прямых: Н

поэтому прямые АА \, ВВ\ и СС\ пересе-

наты

ка ABC,  поэтому она имеет координаты 
мер 2).
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Д ля нахождения координат точки S заметим, что она яв л я ­
ется точкой пересечения серединных перпендикуляров сторон 
треугольника. Прямая, проходящая через середину отрезка АВ
и перпендикулярная к нему, имеет уравнение ^ — а +  Р Прямая,
проходящая через середину отрезка А С  и перпендикулярная к

нему, имеет уравнение а (^ х— — у (^ у— ¥ - j = 0 ,  или а х  — у у  =
1 2 _  а  у

~~2  Г '
Решив совместно эти уравнения, находим координаты точки S:

о / п  +  р +  \
2 ’ 2 у  )  '

Теперь докажем, что точки Я, S и Т  леж ат  на одной прямой. 
Д ля этого запишем уравнение прямой НТ  (см. § 20, п. 3):

(Зар +  v2) * — (a +  P) у у  — с ф (а  +  Р) =  0.
Координаты точки S, как легко проверить, удовлетворяют 

этому уравнению, поэтому S £ H G ,  т. е. точки Н, S  и Т лежат на 
одной прямой.

З а д а ч а  4. Вычислить расстояние между прямыми, содер­
жащими противолежащие стороны ромба, если длины его диа­
гоналей равны а и Ь.

Р е ш е н и е .  Пусть A B C D  — данный ромб, а О — точка пе­
ресечения диагоналей. Примем точку О за начало прямоуголь­
ной системы координат, а оси направим вдоль диагоналей так, 
чтобы точки С и В  лежали на положительных лучах координат­
ных осей. В этой системе вершины ромба будут иметь координаты

л(-± о), в (о, ■£-), <:(-§-, о),о(о. -4 -).
Задача  сводится к нахождению расстояния от точки А до прямой 
ВС. Уравнение прямой ВС  имеет вид: 2 b x - \-2 a y— ab =  0. 

Расстояние от точки А до этой прямой равно:



Г л а в а  IV

ЛИНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 27. Эллипс

1. Эллипсом  называется множество всех точек плоскости, сумма 
расстояний каждой из которых до данных точек F i и F2 равна 
длине данного отрезка PQ, причем P Q > F \ F 2.

Точки F | и F 2 называются фокусами эллипса, а расстояние 
между ними — фокальным расстоянием.

Если М  — точка данного эллипса, то отрезки F\M  и F2M  назы ­
ваются фокальными радиусами  точки М. Их длины также называют­
ся фокальными радиусами точки М. Пусть F\F2 =  2c, PQ =  2a. 
Так как P Q > F iF2, то а > с .

Из определения эллипса следует, что если точки F i и F2 совпа­
дают, то эллипс является окружностью радиуса а. В этом случае 
фокусы эллипса совпадают с центром окружности. Таким образом, 
окружность есть частный случай эллипса.

2. Найдем уравнение эллипса у  в прямоугольной системе коор­

динат Ojj, где О —  середина отрезка 1 F\F2, a i f f O F i  (рис. 65). 
В выбранной системе координат фокусы F \ и F2 эллипса имеют 
координаты F\ (с, 0), F2 ( — с, 0), поэтому фокальные радиусы 
произвольной точки М  (х , у) эллипса равны:

' Если точки F\ и F2 совпадают, то серединой «отрезка F 1F2» считают точку Ft.

F i M = ^ J ( x  — c f  +  y 2, F2M = ^ J(x - \ -c )2-\-y2. (1)

По определению эллипса F\M-\- F2M  =  2а, поэтому ^J(x — с)2 +  у 2-\-

-\-л](х +  с)2-\-у2 =  2а. Запишем это уравнение в виде ~\j(x-\-cf -\-у2 =

=  2а —~\j(x — с)2-\-у2. Возводя его в квадрат и приводя подобные

члены, получим: anj(x — с)2-\-у2 =  а2 — хс. Снова возводя в квадрат, 
после несложных преобразований получим:

(2)

где
Ь2 =  а2 — с2. (3)
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Итак, доказано, что координаты любой
. точки эллипса у удовлетворяют уравне­

нию (2). Докажем обратное утверждение: 
каж дая точка М, координаты которой 
удовлетворяют уравнению (2 ), принадлежит 
эллипсу у, т. е. F tM -\-F 2M =  2a. Подставив 
в формулы ( 1 ) значение у 2 из уравнения (2) 
и учитывая равенство (3), получим:

Рис. 65

О F,

F\M  = л/(аНг*)
2

а — с—х  , F2M =  
а  I л / ( а + 1г хУ =  I а + ^ х \

Из уравнения (2) следует, что I x j ^ a ,  и так как 0 < - ^ - < 1 ,

Следовательно, F\M  +  F2M =  2a, т. е. М £ у .  Итак, уравнение 
(2) является уравнением эллипса. Оно называется каноническим  
уравнением  эллипса.

З а м е ч а н и е .  Если фокусы F { и F2 совпадают, то с =  0, 
поэтому, как следует из (3), а =  Ь. В этом случае уравнение (2) 
принимает вид: х 2 +  у 2 =  а2. Этим уравнением задается окружность 
радиуса а с центром в начале координат. Это полностью согласуется 
с утверждением, что окружность есть частный случай эллипса.

3. Используем каноническое уравнение (2 ) для изучения гео­
метрических свойств эллипса у. Если М  iх, y)Jzy, то х , у  удовлетво­
ряют уравнению (2 ), поэтому х 2 а \  у - ^ . Ь 2, следовательно,
— a ^ i  x ^ i  а, — b ^ -  у ^ -  Ь, т. е. все точки эллипса принадлежат 
прямоугольнику М \М 2МъМц, изображенному на рисунке 66 .

Если М (х ,  у )6 7 , то АГ ( — х, — у)£ у ,  поэтому точка О является 
центром симметрии эллипса. Ниже будет доказано, что эллипс не 
имеет других центров симметрии.

Если М (х, у )6 7 , то М ( — х, у )£ у  и М '(х ,  — у)£ у .  Отсюда 
следует, что прямые Ох и Оу являются осями симметрии эллипса.

Можно доказать, что эллипс, отличный от окружности, не 
имеет других осей симметрии. В этом случае прямая, проходящая 
через фокусы, называется первой  или фокальной  осью симметрии, 
а перпендикулярная к ней ось — второй осью  симметрии. 
К аж дая ось симметрии пересекается с эллипсом в двух точках: 
А \(а ,  0), А 2 ( — а, 0), В \ (  0, Ь), В 2 ( 0, — Ь). Эти точки называются 
вершинами  эллипса (см. рис. 66 ). Отрезки А \А 2 и В \В 2 назы­
ваются соответственно большой  и малой  осями эллипса. Центр
О эллипса является общей серединой этих отрезков. Очевидно, 
ОА\ =  ОА2 =  а, О В \ = О В 2 =  Ь. Эти числа называются соответствен­
но большой и малой полуосями эллипса'.

1 Заметим, что по традиции термины «ось» и «полуось» здесь употребляются 
не в обычном смысле слова: оси — отрезки А \ А 2 и В 1В2, а полуоси — числа а и Ь.

то а — ^ - * > 0 , а  +  -^-лс>0 , поэтомуа

F\M =  a — —х, F2M =  a - \ -— x.
а 1 а (4)
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Чтобы получить представление о виде эллипса, заданного 
уравнением (2), следует построить несколько точек эллипса. 
При этом достаточно рассмотреть точки, лежащ ие в первой чет­
верти, так как эллипс симметричен относительно осей координат. 
Д ля  точки М (х, у) первой четверти (jc^O, 0) имеем:

y =  b~y  1— —. При возрастании х  от 0 до а ордината у  точки М  
v а2

убывает от Ь до 0. Эллипс изображен на рисунке 67.

4. Эксцентриситетом эллипса называется число е =  -^-, где
с фокальное расстояние, а а — большая полуось. Отсюда следует, 
что 0 < > < ; 1 .  Эксцентриситет равен нулю тогда и только тогда, 
когда с =  0 , т. е. когда эллипс является окружностью.

Выясним, как зависит форма эллипса от эксцентриситета.
Д ля  этой цели выразим отношение через эксцентриситет: 

с =  га, Ь2 =  а2 — с2 =  а2 — г2а2 =  а2 (1 — е2).

Отсюда получаем:

± _ у п г г > .  (5)

Рассмотрим систему эллипсов, имеющих одну и ту же боль­
шую ось, но разные эксцентриситеты. Из соотношения (5) сле­
дует, что, чем больше е, тем меньше Ъ, и при е, стремящемся к 
единице, число Ь стремится к нулю. Из этого соотношения такж е 
следует, что, чем меньше е, тем больше Ь, и при е, равном нулю, 
Ь =  а, т. е. эллипс является окружностью. Таким образом, с увели­
чением эксцентриситета уменьшается «ширина» эллипса, и он де­
лается более продолговатым. На рисунке 68 изображены эллипсы, 
эксцентриситеты которых удовлетворяют неравенствам:

0 =  Ei <  е2 <  е3<  £<t <  £5­

5. Определение эллипса позволяет указать простой способ 
его вычерчивания. Отметим на бумаге две точки в качестве фо­
кусов эллипса. Возьмем кусок нити длиной 2а и концы ее закрепим 
в фокусах эллипса. Если оттянуть нить кончиком карандаша,
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Рис. 68 Рис. 69

как показано на рисунке 69, и передвигать карандаш, держа 
все время нить натянутой, то карандаш начертит эллипс с дан ­
ными фокусами, длина большой оси которого равна 2а.

Рассмотрим способ построения точек эллипса с помощью цир­
куля и линейки, если заданы его оси А\Аг  и B iB 2. На отрезках 
А\Аг  и B \B i  как на диаметрах построим две концентрические ок­
ружности Ш| и а)2 (рис. 70, а). Проведем ряд радиусов большой 
окружности. Через их концы проведем прямые, параллельные малой 
оси, а через точки пересечения этих радиусов с меньшей окруж­
ностью — прямые, параллельные большой оси. Тогда точки пере­
сечения прямых, соответствующих одному и тому же радиусу, будут 
точками эллипса с заданными осями.

Д ля обоснования этого способа построения выберем прямо­
угольную систему координат, как показано на рисунке 70, б. Пусть 
h — произвольный луч с началом О, М i и М 2 — точки пересечения 
этого 'луча с окружностями ал и юг, а точка М (х, у) — одна из 
построенных точек. Обозначим через t угол между лучами О А i 
и h. Тогда точки М\ и М 2 имеют координаты Mi (a c o s t ,  a sin t), 
М 2 (b cos t, b sin t). Так как точки М  и Mi имеют равные абсциссы, а 
а точки М и М 2 — равные ординаты, то

х  =  а cos t, y =  b sin t. (6)

X tlИз равенства (6) получаем: —  +  ■=—= 1 ,  т. е. построенная
а  Ь2

Рис. 70
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6. Уравнения (6) называются параметрическими уравнениями  
эллипса у, заданного каноническим уравнением (2). Этот термин 
объясняется тем, что для любого значения параметра t точка М (х, у), 
координаты которой определяются уравнениями (6), принадлежит 
эллипсу у. так как

х 2 . у 2 _a 2 cos2/ , b2 sin2 1 _  j

~ ? ”i" f c 2" -  а 2 "* б7” —

Можно доказать обратное утверждение: если М (х, у )£ у ,  то всегда 
найдется такой параметр /, что выполняется равенство (6).

§ 28. Гипербола

1. Гиперболой  называется множество всех точек плоскости, аб ­
солютное значение разности расстояний каждой из которых до 
данных точек F i и F2 равно длине данного отрезка PQ, причем 
P Q < F {F2.

Точки F | и F2 называются фокусами гиперболы,  а расстояние 
между ними — фокальным расстоянием. Так как F \ F 2 > P Q > 0 ,  
то фокусы гиперболы — различные точки.

Если М  — точка данной гиперболы, то отрезки F\M  и F2M назы­
ваются фокальными радиусами  точки М. Их длины также назы­
ваются фокальными радиусами точки М.

Пусть F\F2 =  2c, PQ =  2a. Так как PQ <  F\F2, то а < с .
2. Найдем уравнение гиперболы у в прямоугольной системе

координат Ojj, где О — середина отрезка F\F2. a T ffO Fi.  В этой 
системе координат фокусы F \ и F2 гиперболы имеют координаты 
F\ (с, 0), F2 ( — с , 0), поэтому фокальные радиусы F\M  и F2M  точки 
М вычисляются по формулам:

F\M=-\S(x —  c)2- \ - y 2, F2M = л / ( х  +  с)2 +  у 2. (1)

По определению гиперболы | / Г|М — F2M \ =  2а, поэтому

\л/(х — с)2 +  у 2 — л1{х +  с)2 +  у 2\ = 2  а.

Запишем это уравнение в виде

л/С* +  с)2 +  У2=л/(-* — с)2 +  У2 ± 2 а .

Возводя его в квадрат и приводя подобные члены, получаем: 

±  а -у/(х — с)2 -|- у 2 =  а2 — хс.

Снова возводя в квадрат, после преобразований получим:

где
Ь2 =  с2 — а 2. (3)
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Итак, доказано, что коорди­
наты любой точки гиперболы у 
удовлетворяют уравнению (2). Д о ­
кажем обратное утверждение: 
каж дая точка М, координаты ко­
торой удовлетворяют уравнению 
(2), принадлежит гиперболе у, 
т. е. \F\M — F2M\ = 2 а .  Подста­
вив в формулы ( 1 ) значение у 2 
из уравнения (2) и учитывая 
равенство (3), получим: Рис. 71

1г

F 'M =  I -^Гх ~ а \ • F2M =  | х  +  а

Из уравнения (2) следует, что |jc| ^ а ,  и, так как 1, то 

FiM =  -^-x — a, F2M = ^ - x  +  a, при дг>0 ,

F , M = — - х - \ - а , F2M =  — — х — а, при х < (
а а

(4)

Следовательно, \F\M  — F2M \ = 2 a ,  т. е. М £ у .  Итак, уравнение
(2) является уравнением гиперболы у. Оно называется канони­
ческим уравнением  гиперболы.

3. Используем каноническое уравнение (2) гиперболы у для 
изучения ее геометрических свойств. Если М  (х, у)£ у ,  т0 (*. У) 
удовлетворяют уравнению (2), поэтому х 2^ а 2. Следовательно, либо 
х ^ а ,  либо л s S — а. Значит, внутри полосы, образуемой прямыми 
А \М \  и А 2М 2, изображенными на рисунке 71, нет точек гиперболы

Так же как и в случае эллипса, можно доказать, что точка О 
является центром симметрии гиперболы, а прямые Ох и Оу — осями 
симметрии. Центр симметрии называется центром гиперболы, ось 
симметрии, проходящая через фокусы,— первой  или фокальной 
осью симметрии, а перпендикулярная к ней ось, проходящая через 
центр, — второй или мнимой осью симметрии. Фокальная ось 
симметрии пересекает гиперболу в двух точках А \ (а, 0), А 2 ( — а, 0). 
Вторая ось симметрии не пересекает гиперболу. Точки А\ и А 2 
называются вершинами  гиперболы, а отрезок А \А 2 — действительной 
осью. Числа а и Ь называются соответственно действительной и мни­
мой полуосями  гиперболы.

4. Рассмотрим взаимное расположение прямой /, проходящей 
через центр О гиперболы у, заданной уравнением (2). Зададим пря­
мую / в системе координат Oij уравнением с угловым коэффициен­
том: y =  kx. Подставив значение у  в уравнение (2), после элементар­
ных преобразований получим:

Корни этого уравнения являются абсциссами точек пересече­
ния прямой / с гиперболой у.

(О А 1 =  О А 2 =  а).

х 2 {b2- k 2a2) =  a2b2. (5)
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а) Если b2— k 2a 2>  0, то прямая / имеет две общие точки с ги­
перболой:

м , (  -a.b. -  - * «»—  ). М ,1 - аЬ — V
' > - * 2а* л j b 2 - k 2a 2 ' K^ J b 2- k 2a 2 л j b 2 - k 2a 2 '

б) Если b"1 — k 2& <  0, то уравнение (5) имеет мнимые решения, 
поэтому прямая / не пересекает гиперболу.

в) Если Ь2 — k 2a2 =  0, то уравнение (5) не имеет решений, т. е. 
прямая / такж е не имеет общих точек с гиперболой.

Итак, пришли к выводу, что прямая y =  kx  пересекает гиперболу
(2 ) в том и только в том случае, когда Ь2 — k ‘a2'> 0,  т. е. когда

— ^ ак как ^ =  а а  — угол, образованный прямой

/ с осью Ох, то — а,<~1Г' СлеД°вательн0> все точки гиперболы
леж ат во внутренних областях тех вертикальных углов, которые на 
рисунке 71 заштрихованы. Таким образом, гипербола имеет 
две ветви, одна из которых расположена в области £2 i (правая 
ветвь), а другая — в области (левая ветвь). Ясно, что эти ветви 
симметричны относительно центра симметрии и осей симметрии 
гиперболы.

5. Рассмотрим тот случай взаимного расположения прямой 
/, проходящей через центр О, и гиперболы у, когда в уравнении 
(5) b2 — k 2a2 =  0. Здесь уравнение (5) не имеет решений. Этому 
случаю соответствуют две прямые 1\ и /2 с угловыми коэффициента­
ми: fe i= -^-,  /г2 = — — • Эти прямые называются асимптотами гипер­

болы  (см. рис. 71).
Выясним, как расположены ветви гиперболы относительно ее 

асимптот. Пусть М (х, у\) — произвольная точка гиперболы, л е ж а ­
щ ая в первой четверти (х > 0 , у i ^ O ) ,  а N (х, у 2) — точка асимптоты
/i, заданной уравнением у = ^ —х  (рис. 72). Найдем длину отрезка 

M N : M N  =  \у2 — У\ I =  -^-х — х 2 — а2 = -^ ~ (х— л]х2 — а2) .
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Отсюда, умножив числитель

и знаменатель на х +  л1х2 +  аг, 
получаем:

ж + у У - а ’

При неограниченном возра­
стании абсциссы х  точки М ги­
перболы длина отрезка MN, 
монотонно убывая, стремится 
к нулю, т. е. точка М неогра­
ниченно приближается к асимп­
тоте. Это свойство дает на­
глядное представление о рас­
положении гиперболы относи­
тельно асимптоты. На рисун­
ке 73 изображена гипербола с 
асимптотами.

6 . Эксцентриситетом гиперболы называется число е = — . 
Так как О  а, то эксцентриситет гиперболы больше единицы.

Выясним, как зависит форма гиперболы от ее эксцентриситета.

Из формулы (3) получаем: - ^ -= д /е 2— 1 или t g a  =  -\/e2 — 1, где
а  — угол между осью абсцисс и асимптотой. Отсюда следует, 
что, чем больше эксцентриситет, тем больше а,  т. е. тем больше 
гипербола «вытянута» вдоль своей мнимой оси. На рисунке 74 
изображены гиперболы, эксцентриситеты которых удовлетворяют 
неравенствам: e i < e 2< e 3< e 4.

7. Гипербола, полуоси которой равны (а =  Ь), называется 
равносторонней. Ее каноническое уравнение имеет вид: х 2 — у 2 =  а2 
(рис. 75). Так как 6 =  а, то е2 =  2, поэтому эксцентриситет любой 
равносторонней гиперболы равен У2. В этом случае асимптоты гипер­
болы имеют уравнения: у  =  х, у  = — х. Они содержат биссектрисы 
координатных углов и поэтому взаимно перпендикулярны (рис. 75). 
Если их принять за оси прямоугольной системы координат, то в 
этой системе равносторонняя гипербола имеет уравнение ху  =  т
или у =  ̂ - ,  где т = ^ - .  Таким образом, равносторонняя гипербола
является графиком функции обратной пропорциональности.

8 . Рассмотрим способ построения точек гиперболы, если она 
задана фокусами F\ и F2 и действительной осью А \А 2 (рис. 76). 
Начертим окружность произвольного радиуса с центром F i, а 
затем радиусом, большим на А \А 2\ начертим другую окружность 
с центром в точке F2. Точки пересечения этих окружностей, очевид­
но, леж ат на гиперболе. Выполнив аналогичное построение несколь-

Рис. 74
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ко раз (беря разные радиусы), получим ряд точек, принадлежащих 
гиперболе. \

§ 29. Парабола

1. П араболой  называется множество всех точек плоскости, расстоя­
ние каждой из которых до данной точки F равно расстоянию до 
данной прямой d, не проходящей через точку F.

Точка F называется фокусом параболы, а прямая d  — директри­
сой. Расстояние от фокуса до директрисы называется фокальным  
параметром параболы и обозначается через р. Очевидно, p =  FD, 
где D — проекция точки F на прямую d  (рис. 77).

Найдем уравнение' параболы у в прямоугольной системе коор­
динат О, j, где О — середина отрезка DF, а Г Ц О /7 . В этой системе 
координат фокус F имеет координаты 0^, а директриса d  —

уравнение х-}-- |- .=0 . Пусть М (х , у) — произвольная точка плоско­
сти. Вычислим M F  и р (М , d):

d ) =  I * + - § - |  . (I)

Если М £ у ,  то MF =  p(M , d), поэтому л / ^ х — -\-у2 — | х +  -^-| .
Возведя обе части в квадрат, получаем:

у 2 =  2рх. (2 )

Итак, доказано, что координаты любой точки парабо­
лы у удовлетворяют уравнению (2). Докажем обратное 
утверждение: каждая точка М, координаты которой удовлет­
воряют уравнению (2 ), принадлежит параболе у, т. е. FM =  р (М , d).
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Рис. 77 Рис. 7,8

Подставив в первую из формул (1) значение у 2 из (2), получим:

M F = ~ \ J ( x — -\-2px  = ^ ( *  +  -5-) — | Jr+ ' f - | • Следовательно,
FM =  p (М,  d), т. е. М £ у.

Уравнение (2) называется каноническим уравнением  параболы.
2. Используем каноническое уравнение (2) параболы у для изу­

чения ее геометрических свойств. Из уравнения (2) следует, что 
все точки параболы у принадлежат полуплоскости х ^ О .  Если 
Af (jc, </)£y> т0 М ' {х , — у ) 6 у . т. е. прямая OF  является осью сим­
метрии параболы. Точка О пересечения этой оси с параболой 
называется вершиной  параболы.

Оси выбранной системы координат имеют только одну общую 
точку с параболой — ее вершину. Докаж ем, что любая другая 
прямая /, проходящая через точку О, пересекает параболу в 
двух точках. Действительно, зададим прямую I уравнением с 
угловым коэффициентом y = k x .  Подставив значение у  в уравнение 
(2), получаем: k 2x 2 =  2px, или (k2x — 2 р )х  =  0. При k^= 0  прямая I
имеет две общие точки с параболой: 0 (0 , 0) и - j f )  ■

Если точка М (х, у) перемещается на параболе так, что абсцисса 
х  неограниченно возрастает, то и \у\ неограниченно возрастает. 
Парабола изображена на рисунке 77. Нетрудно доказать, что, чем 
больше фокальный параметр параболы, тем больше парабола 
«вытянута» вдоль оси Оу. На рисунке 78 изображены парабо­
лы, фокальные параметры которых удовлетворяют неравенствам:
P 1 < P 2 < P 3 < P 4 .

3. Определение параболы позволяет указать следующий способ 
вычерчивания ее части с помощью линейки, угольника и нити. 
Пусть F — фокус, a d  — директриса параболы (рис. 79). Возьмем 
угольник и нить, длина которой равна большому катету уголь­
ника. Один конец нити закрепим в фокусе, а другой конец — в
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Рис. 79 Рис. 80

вершине острого угла К, противолежащего меньшему катету. 
Закрепим вдоль директрисы линейку и к ней приставим меньшим 
катетом угольник. Если перемещать угольник вдоль линейки, удер­
ж и вая  нить натянутой карандашом, как указано на рисунке 79, 
то острие карандаша будет описывать часть параболы. В самом 
деле, КИ =  КМ +  М Н  и КН =  КМ +  MF, поэтому M H  =  M F  
(см. рис. 79).

Рассмотрим теперь способ построения точек параболы с по­
мощью циркуля и линейки. Пусть F — фокус, a d  — директриса 
параболы. Проведем через точку F прямую, перпендикулярную 
директрисе. Построим ряд прямых, параллельных директрисе. 
Найдем две точки пересечения каждой из прямых с окружностью, 
центр которой находится в фокусе параболы, а радиус равен р ас­
стоянию от директрисы до соответствующей прямой (рис. 80). 
Полученные точки, очевидно, будут принадлежать параболе.

§ 30. Уравнения эллипса, гиперболы и параболы 
в полярных координатах

1. Директрисами эллипса (гиперболы) называются две прямые,
параллельные второй оси и отстоящие от нее на расстоянии ,
где а — большая (действительная) полуось, а е — эксцентриситет. 
Окружность не имеет директрис, так как для нее е =  0.

Директрисы эллипса (гиперболы) будем обозначать через 
d | и d 2, причем индексы всегда выбираются так, чтобы первый 
фокус F | (с, 0) и соответствующая ему первая директриса d \ лежали 
по одну сторону от второй оси координат, а второй фокус F2 ( — с, 0) 
и соответствующая ему вторая директриса d i  — по другую сторону 
(рис. 81).

Докажем, что директрисы эллипса не имеют общих точек с 
большой осью A iA 2 эллипса, поэтому они не пересекают эллипс 
(рис. 81, а). Действительно, пусть D\ и D2 — точки пересечения 
директрис di и d 2 с фокальной осью эллипса. Тогда ОА\ =  О А 2 =  а,
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Рис. 81

0D \ =  0 D 2 = — = — . Так как с < а ,  то OA\<cOD\  и 0 А 2< С 0 0 2.Е С
Отсюда следует, что точки А\  и Л 2 принадлежат отрезку D \D 2, 
поэтому директрисы d \ и d 2 не имеют общих точек с отрезком А.\А2.

Аналогично можно доказать, что директрисы гиперболы пере­
секают вещественную ось гиперболы, поэтому они расположены 
между двумя ветвями гиперболы и не пересекают эти ветви 
(рис. 81, б).

2. Т е о р е м а .  Э ллипс (гипербола) есть множество у '  всех 
точек плоскости, таких, что отношение расстояния от каждой 
точки до фокуса к расстоянию от нее до соответствующей директрисы 
равно эксцентриситету.

З а м е ч а н и е .  Здесь сформулированы две теоремы: одна — 
для эллипса, а другая — для гиперболы. Теорема для гиперболы 
доказывается точно так же, как и для эллипса, поэтому докажем 
здесь только теорему для эллипса. Вторую теорему предоставляем 
читателю доказать самостоятельно.

□  Пусть у — данный эллипс, F\ — первый фокус, a d\ — первая 
директриса. В канонической системе координат точка F\ имеет
координаты (с, 0), прямая d\ имеет уравнение х — поэтому 

если М (х, у) — точка плоскости, то р (М, d > )=  \ х — — |,  M F 1 =

=л/(*—С? + У 2 ____________
Если М £ у ' ,  то ~\](х — с)2 —|— у 2 =  е \ х — — . Возводя это урав-

 ̂ X2 2нение в квадрат, получим: (х — с)2-\-и2 =  (ех — а)2 =>------( - ^ - = 1 .
а 2 ь г

Отсюда следует, что М £ у .
Обратно, пусть М  (х, у)£у .  По формуле (4) из § 27 M F \ = a  — ex.

С другой стороны, р (М, d \ ) =  | х — j -  | — J ~ tJr , поэтому M F | =
=  ер(М, d\), т. е. М £ у ' .  Итак, множество у '  совпадает с эллип­
сом у. i

Эта теорема выясняет геометрический смысл эксцентриситета 
эллипса или гиперболы: эксцентриситет эллипса или гиперболы
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Рис. 82

есть то постоянное число, которому равно отношение расстояний 
от каждой точки линии до фокуса к расстоянию от нее до соот­
ветствующей директрисы. Из определения параболы видно, что ее 
точки обладают аналогичным свойством, т. е. отношение расстоя­
ний от каждой точки параболы до фокуса к расстоянию от нее 
до директрисы постоянно и равно единице. Поэтому число «едини­
ца» называется эксцентриситетом любой параболы.

3. Обозначим через v линию, которая является либо эллипсом, 
отличным от окружности, либо одной ветвью гиперболы, либо п ара­
болой. Пусть F и d  — фокус и директриса этой линии, причем, 
если у — эллипс, то F — один из его фокусов, a d — соответствую­
щая директриса (рис. 82, а), а если у — одна ветвь гиперболы, то 
F и d  — фокус и директриса, которые расположены по ту же сто­
рону от второй оси симметрии гиперболы, что и ветвь у (рис. 82, б). 
Очевидно, линия у всеми своими точками принадлежит полупло­
скости К с границей d, которой принадлежит точка F. Учитывая 
предыдущую теорему и определение параболы, приходим к выводу: 
линия  у есть множество всех точек М полуплоскости К, таких, что 
FM  =  ер (М, d), где е — эксцентриситет линии у.

Выведем уравнение линии у в полярной системе координат

F7, полюсом которой является фокус F и г =  ^ ,  где D — проекция
точки F на прямую d (рис. 83). Сначала вычислим р (М, d), где 
М (г, ф) — произвольная точка плоскости. Если М\ — проекция точки

М на прямую FD, то р (М, d) =  DMi — D M -cos M D F =  DM-T

(см-^ рис. 83). ^  Но DM =  D F - \ - F M ,  поэтому р(М , d) —
=  (DF FM) i = D F i- \-  FM i =  DF  -f- r cos ф.

Точка M (г, ф) принадлежит линии у тогда и только тогда, когда 
FM =  ep(M, d) или г — е (DF-\-r  cos ф). Если положить p =  eDF, 
то отсюда получаем:

Это и есть уравнение линии у (т. е. эллипса, одной ветви 
гиперболы или параболы) в полярных координатах. Из уравнения

г (1 — ё cos ф) =  р. ( 1)
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(1) при ср =  90° или с р = — 90° 
получаем: г =  р. Таким образом, 
р  — полярный радиус точек N \ 
и N 2 , в которых пересекается ли­
ния у с прямой /, проходящей че­
рез F и параллельной директри­
се d  (см. рис. 83). Число р назы­
вается фокальным параметром '.

Выясним, при каких значени­
ях ф уравнение (1) определяет все 
точки линии у. При е <  1 линия у 
представляет собой эллипс. В 
этом случае при любом ф имеем: 
1— есоэф т^ О , поэтому уравне­
ние (1) можно записать в виде

I — Е COS ф ’

Если ф пробегает значения 0 ^ ф ^ 2 л ,  то уравнение (2) опреде­
ляет все точки эллипса (рис. 82, а).

При е >  1 линия у — одна ветвь гиперболы. Уравнение (1) 
имеет смысл только для точек, полярные углы которых удовлетво­
ряют неравенству 1— е с о э ф > 0  или со Б ф < -^ - .

Пусть фо — угол, для которого cos фо =  -^-. Тогда предыдущее
неравенство запишется в виде с о з ф о > с о з ф .  Если ф пробегает 
значения ф0< ф < 2 л  — фо, то уравнение (2) определяет все точки
линии у, т. е. одной ветви гиперболы. Из равенства cos ф0 =  — сле­

дует, что tg  фо =  д/е2— 1 — —  ■ Поэтому ф0 — угол, который обра­

зует асимптота у  =  —  х  гиперболы с действительной осью (рис. 
82, б). а

Отметим, что если под фо и л понимать обобщенные координаты 
точки, то при — ф о < ф < ф о  уравнение (2) определяет другую ветвь 
гиперболы. Доказательство этого утверждения мы опускаем.

При е =  1 линия у представляет собой параболу и 1 — е cos ф Ф  0, 
если ф # 0 .  Но, как известно, на параболе нет точки, для которой
Ф  =  0 .

Таким образом, если ф пробегает значения — л < ф ^ л ,  то 
уравнение (1) можно записать в виде г =  | _ _ . Оно определяет 
все точки параболы (рис. 82, в).

1 Этот термин полностью согласуется с понятием фокального параметра 
параболы (§ 29, п. 1), так  как если у  — парабола, то е = 1 ,  поэтому p =  DF.
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§ 31. Мнимые точки плоскости.
Общее уравнение линии второго порядка

1. Если на плоскости задана аффинная система координат, то 
любая точка М  плоскости имеет координаты (х, у), которые являются 
действительными числами. Обратно, любые два действительных 
числа, взятые в определенном порядке, являются координатами 
некоторой точки плоскости. Таким образом, при заданной системе 
координат устанавливается взаимно однозначное соответствие 
между точками плоскости и элементами из множества R 2.

Д л я  общности дальнейших рассуждений расширим понятие 
точки, т. е. дополним плоскость так называемыми мнимыми точ­
ками. Введем следующее соглашение: при выбранной системе 
координат Оё\в2 точкой назовем любую пару чисел (х , у), взятых в 
определенном порядке, где (х, у)£С'*, С — множество всех комп­
лексных чисел. Точка называется действительной (вещественной), 
если х  и у  —действительные числа, и мнимой, если хотя бы одно из 
них не является действительным числом. Например, среди точек 
А (2, — 5), В (-\/2. г), С (0,3 +-^2/), D (— л/5, 4) мнимыми являются 
точки В и С.

Если точка М  в системе О еte2 имеет координаты (х, у), то 
будем считать, что та же точка в системе 0'е'\е2 имеет координаты 
( х ' , у ' \  где х',  у '  определяются из формул (3) § 15. Так как в этих 
формулах С ц ,  с 12, *о,  C2i, с22, уо — действительные числа, то понятие 
мнимой точки не зависит от выбора системы координат. Отметим, 
что действительным точкам соответствуют обычные точки плоско­
сти, поэтому их называют просто точками. Множество всех действи­
тельных и мнимых точек называется комплексной плоскостью.

Д ве точки М \(х \ ,  у\) и Af2 (*2, </г) называются комплексно­
сопряженными, если их соответствующие координаты являются 
комплексно-сопряженными числами. Например, А \ (2 -\-i, 3 — 2/) и 
А 2 (2 — I, 3 +  2г) или В\ (0, г) и В2 (0, — г) — пары комплексно-сопря­
женных точек. Можно доказать, что понятие комплексно-сопряжен- 
ности точек не зависит от выбора системы координат.

Пару точек Л и В на комплексной плоскости называют отрез­
ком с концами Л и В. Серединой отрезка с концами М\ (х\, у\) и

М 2 { Х2 , f/г) называется точка М  ( j .  Это понятие также
не зависит от выбора системы координат. Интересно отметить, 
что середина отрезка с концами в комплексно-сопряженных точках 
есть действительная точка. Действительно, пусть Afi (a-\-b i , c-\-di) 
и М 2 (а — bi, с — di) — комплексно-сопряженные точки. Тогда сере­
дина отрезка М ,М 2 есть точка М (а, с), которая является действи­
тельной, так как а  и с — действительные числа.

2. Из определения алгебраической линии и теоремы § 18 сле­
дует, что в аффинной системе координат O f \е2 общее уравнение 
линии второго порядка имеет вид:

а\\Х2 -\- 2а\2ху  -4- а22у 2 -Ь 2аю х -(- 2а2ау -К аоп —  0.
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Коэффициенты этого уравнения — любые действительные числа, 
причем ац ,  а \ 2, а22 не равны одновременно нулю.

Коэффициенты a i2, аю и аго иногда будем обозначать соответст­
венно через а 2|, а 0|, а 02-

Д ва  уравнения вида (1) в одной и той же системе координат 
О е i*?2 определяют одну и ту же линию тогда и только тогда, когда 
одно из них получается из другого умножением на действительное 
число, не равное нулю. Следовательно, линия второго порядка 
вполне определяется, если задать  аффинную систему координат и 
коэффициенты уравнения (1) с точностью до числового множителя.

Д ля удобства дальнейшего изложения введем следующие со­
кращенные обозначения:

F(x,(/) =  a n x 2 +  2ai2*</ +  a 22i/2 +  2aio* +  2a2o*/ +  aoo,
F | (х, t/) =  a i i^  +  a i 2y +  aio,
F2 (x , y) =  a2ix  +  a22y  +  a20,
Fo(x, y) =  a0ix +  a02y  +  a 0 0 .

Применяя эти обозначения, уравнение (1) сокращенно можно 
записать так: F (х, у) =  0, или

Fi (х,  у) x  +  F2 (х , у) y +  F0 (х, у) =  0. (2)
Мы уже встречались с примерами линий второго порядка: 

2 2 2 2 

эллипс f r  +  f r = *- гипербола ^ = 1 ,  парабола у 2 =  2рх. Р ас­

смотрим другие примеры линий второго порядка. Линия у, задан-
х 2 и2ная уравнением —— ^ г  =  0, является линией второго порядка. Это

уравнение можно записать в виде ^ ------(-^—j- - jL ^ = 0 .  В этом
случае говорят, что линия у распадается на пару пересекающихся 

прямых: ------и “Н— ^ на из°браж ена на рисун­
ке 84. Аналогично линия х 2 — а 2 =  0, где а ф  О, распадается на пару 
параллельных прямых: х  — а =  0 и * - | - а  =  0 (рис. 85).

Рассмотренные примеры являются примерами линий второго 
порядка, которые имеют бесконечное множество действительных 
и мнимых точек. Однако существуют линии второго порядка, ко­
торые не обладают этим свойством. Например, линия, заданная

У У

\ Т > 1 f ^ 7.
V .  Ж 0

-

1 ж

Рис 84 Рис. 85
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уравнением х 2-\-у2 =  0, имеет только одну действительную точ­
ку (0, 0) и бесконечное множество мнимых точек, а линия

2 2

- 0  не имеет ни одной действительной точки, т. е. все
а  Ь
ее точки мнимые.

§ 32. Пересечение линии второго порядка с прямой. 
Асимптотические направления

1. Пусть линия второго порядка у в аффинной системе координат 
задана общим уравнением

F (х , у) =  а и х 2-\-2а\2ху +  а 22у 2 +  2 а ]0х- \-2а2оу +  аоо — 0 (1)
и прямая I параметрическими уравнениями:

x  =  x 0 +  pit, y =  yo +  p 2t. (2)

Найдем точки пересечения прямой I с линией у. Подставив 
значения х  и у  из уравнений (2) в уравнение (1), после преобразо­
ваний получим:

Pt2 +  2Qt +  R =  0, (3)
где

Р =  а и р 2-\-2а\2р [р2-\-а22рИ,
Q =  F\ (х0, у 0) р \ +  F2 (*о, Уо) Р2 , (4)

R =  F (x 0, уо).

Найдя из уравнения (3) параметры Л, t2 точек пересечений и 
подставив их в уравнения (2), получаем координаты точек пере­
сечений. Отметим, что каждому корню уравнения (3) соответствует 
точка пересечения, причем различным корням соответствуют 
различные точки: вещественным корням — действительные точки, а 
мнимым корням — мнимые точки.

Рис. 87
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Рис. 88 Рис. 89

Исследуем уравнение (3). Возможны два случая.

1) Р ф  0. Уравнение (3) имеет два корня: t \ = -

_ /~\_ Гс
t2 =  — ч-——' , где б =  Q2 — PR  — дискриминант уравнения (3). Пря

мая 11 пересекает линию у в точках Afi и Мг— действительных 
различных, если 6 > 0 ,  комплексно-сопряженных, если б < 0 ,  и 
совпадающих, если 6 =  0. На рисунке 86 прямая Л соответствует 
случаю 6 > 0 ,  прямая /2— случаю 6 < 0 ,  а прямая /3— случаю 6 =  0.

2) Р =  0. Уравнение (3) принимает вид: Q t- \-R  =  0. Если Q # 0, 
то прямая / пересекает линию у в одной точке (прямая / на рисун­
ке 87 или на рисунке 88). Если Q =  0, R=£ 0, то прямая / не имеет 
с линией у ни одной общей точки — ни вещественной, ни мнимой 
(прямые га и т '  на рисунке 87 или прямые т \, т 2, т 3, ... на рисун­
ке 89). Если, наконец, Q =  R =  0, то любое t является решением 
уравнения (3), поэтому l e z y  (прямые л и л '  на рисунках 88 и 89).

Таким образом, возможны шесть случаев взаимного располо­
жения прямой I и линии второго порядка у:

8 > 0  — две действительные точки пересечения,
Р ф  0, 6 < 0  — мнимые комплексно-сопряженные точки пересечения,

6 =  0 — совпадающие точки пересечения.

О Ф  0 — одна точка пересечения, 
р  =  о Q =  0, Р ф  0 — нет точек пересечения,

Q =  0, R =  0 — прямая содержится в линии.

2. Коэффициент Р в уравнении (3) чависит только от направле­
ния1 прямой I с направляющим вектором р  и не зависит от координат 
(хо, уо) точки М 0. С лед ' (ательно, если Р ф О ,  то все прямые, имеющие 
направление вектора р (р\, рг), пересекают линию у в двух точках 
(вещественных различных, совпадающих или мнимых комплексно­
сопряженных). Если Р =  0, то либо l e z у, либо прямая / пересе­
кает линию v не более чем в одной точке.

1 Множество всех прямых, из которых любые две параллельны, называется 
направлением  (в широком смысле слова).  Это направление можно определить 
любым направляющим вектором каждой из этих прямых.
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Направление, определяемое ненулевым вектором р, называется 
асимптотическим направлением^ относительно линии у, если 
прямая, параллельная вектору р, либо имеет с линией не более 
одной общей точки, либо содержится в линии у. Из предыдущего 
следует: направление, определяемое ненулевым вектором р{р \,  р 2), 
является асимптотическим направлением относительно линии  у, 
заданной уравнением  (1), тогда и только тогда, когда

ау\р* +  2а]2р1р2 +  а 22р'2 =  0. (5)

Пользуясь этой формулой, легко найти асимптотические н а ­
правления относительно линии второго порядка.

Если <226#  0, то из (5) следует, что р \ф О  (так как р — ненулевой 
вектор), поэтому из равенства (5) получаем: a22k 2-\-2a\2k - \ - a u = 0 ,
где & =  — . Отсюда

р' , / Л, —а 12±У —А . 2 //'ч* = ------ ---------, где Д =  а ц а 22 — а ,2. (6)£122 '
Если 022 =  0, то уравнение (5) имеет вид: awp2 -\-2а12р \р 2 =  0. 

Этому уравнению удовлетворяют координаты векторов
£2 (0, 1) и р (  — 2oi2, Oil) .  (7)

Выясним, сколько существует асимптотических направлений 
относительно линии второго порядка у. Рассмотрим три случая.

1) Л = а ц 022 — а ? 2 > 0  и, значит, а22ф 0 .  Из формулы (6) мы 
заключаем, что относительно линии у не существует асимптоти­
ческих направлений.

2) А =  011022 — Oi2 < 0 .  В этом случае относительно линии у  су­
ществует два асимптотических направления. В самом деле, если 
а22ф 0 ,  то этот вывод следует из формулы (6), а если 022 =  0, то 
из (7). В последнем случае ai2=^=0, поэтому векторы е2 (0, 1) и 
р (  — 2 oi2, Оц) не коллинеарны.

3) A =  a i i 022 — а ?2 =  0. В этом случае относительно линии у  су­
ществует только одно асимптотическое направление. В самом деле, 
если й 2 9 =£0 , то этот вывод следует из формулы (6), а если 022 =  0 , 
то из (7). В последнем случае a i2 =  0, поэтому векторы е2 (0, 1) и 
р  (0 , Оц) коллинеарны и определяют одно и то же асимптотическое 
направление.

Полученный вывод сформулируем в виде следующей теоремы.
Т е о р е м а .  Пусть линия второго порядка задана  уравнением  

(1) и Д =  а и а 22 — а\2. Если  Д > 0 ,  то относительно такой линии не 
существует асимптотических направлений, если  Д < 0 , то существу­
ет два асимптотических направления, а если  Д =  0 — одно асимпто­
тическое направление.

З а м е ч а н и е .  Понятие асимптотического направления явл я­
ется геометрическим (т. е. определено через взаимное располо­
жение геометрических фигур) и поэтому не зависит от выбора си­
стемы координат. Таким образом, из доказанной теоремы следует, 
что условия  Д > 0 ,  Д < 0  или  Д =  0 не зависят от выбора системы 
координат.
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Выясним, сколько асимптотических направлений имеется отно­
сительно эллипса, гиперболы и параболы. Пусть эллипс задан

X2 ..2 1
каноническим уравнением —  + ^ г = 1 -  Тогда А =  ^ 5 > 0 ,  поэтому

относительно эллипса  не имеется асимптотических направлений.
2 2

Аналогично для гиперболы, заданной уравнением ^ — ^ - = 1 ,

Д = -----и уравнение (5) принимает вид: -^- — -^- =  0. Отсюда

следует, что относительно гиперболы имеется два асимптотиче­
ских направления,  которые совпадают с направлениями ее асимптот. 
Точно так же можно доказать, что для параболы Д =  0, поэтому 
относительно параболы имеется только одно асимптотическое на­
правление. В соответствии с этим выводом линия второго порядка 
называется линией эллиптического типа, если Д > 0 ,  гиперболи­
ческого типа, если Д < 0 ,  и параболического типа, если Д =  0. 

В заключение докажем следующую лемму.
Л е м м а .  Направление ненулевого вектора q{q\, q2) является 

асимптотическим направлением относительно линии у параболи­
ческого типа, заданной уравнением  (1), тогда и только тогда, когда

awq\ + a i 2<72 =  0, a 2i<7i +  a22q2 =  0. (8)

1 □  Покажем сначала, что координаты вектора асимптотическо­
го направления относительно линии у  параболического типа удовле­
творяют системе (8). В п. 2 мы выяснили, что относительно ли­
нии у  имеется только одно асимптотическое направление, которое 
определяется вектором q (a22, — а | 21 _если а2яфО,  и вектором ё\ (0, 1 ), 
если а 22 =  0. Координаты вектора q удовлетворяют уравнению (8). 
Во втором случае из равенств а 22 =  0, Д =  0 следует, что a i 2 =  0, по­
этому координаты вектора е\ удовлетворяют системе (8).

Обратно, пусть координаты некоторого ненулевого вектора 
q{q  1, ^2) удовлетворяют системе (8). Умножив первое уравнение на 
<71, а второе — на q2 и сложив, получаем: (ai 1^1 + ^ 12^ 2) q\ +  {a2\q\ -f- 
+  022^2)^2 =  0 . Итак, доказано, что вектор q имеет асимптотиче­
ское направление (см. формулу (5)).

§ 33. Центр линии второго порядка

1. Д окаж ем  сначала лемму о координатах середины хорды.
Л е м м а .  Д а н  вектор р (рь р 2) неасимптотического направле­

ния линии второго порядка, заданной уравнением
а ц х 2 2а12ху  -)- а22у 2 -)- 2а юх -(- 2а2оу -|- аоо =  0. (1)

Д л я  того чтобы точка М (хо, уо) была серединой какой-нибудь  
хорды', параллельной вектору р, необходимо и достаточно, чтобы

F\ (jc0, </o) р\ + F 2 (*о, У о) р 2 =  0. (2)

1 Хордой линии называется отрезок, концы которого принадлежат этой линии.
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Запишем параметрические уравнения прямой /, проходящей 
через точку М  (лг0, уо) и параллельной вектору р (р \ , р 2): x  =  p \ t  +  xo, 
у  — P2 t -f- уо- Пусть М 1 и М 2— точки пересечения прямой I с данной 
линией, а /| и t2— параметры этих точек. Тогда

М\ (p\t\ + x o ,  p2t\-\-yo), М 2 (p\t2-\-Xo, p 2t2-\-yo)-

Очевидно, точка М 0 (хо, уо) является серединой отрезка М \М 2 
тогда и только тогда, когда t \ - \ - i2 =  {). С другой стороны, t\ и t2 
являются корнями квадратного уравнения (3) § 32. По теореме 
Виета сумма корней этого уравнения равна нулю тогда и только 
тогда, когда Q =  О, т. е. выполняется равенство (2). |

2. Точка С называется центром линии второго порядка, если она 
является центром симметрии этой линии.

Т е о р е м а .  Д л я  того чтобы точка С (хо, уо) была центром 
линии  второго порядка, заданной уравнением  (1), необходимо и до­
статочно, чтобы пара чисел хо, уо была решением системы:

Г a n x  +  a i 2t / + a i o = 0 ,  . .
I  а2[Х-\-а22у - \ -а 2о = 0 .

□  Пусть С (хо, уо) — центр линии второго порядка у. Докажем, 
что х 0, уо удовлетворяют системе (3).

Проведем через точку С две хорды неасимптотического на­
правления, параллельные соответственно векторам р{р\,  р 2) и 
q (q i, q2). Так как С — центр линии у, то эта точка является сере­
диной каждой из проведенных хорд. По лемме о координатах сере­
дины хорды

F\{Xo, I/о) Р\ + ^ 2  (*0, Уо)Р2 =  0,
F \ (хо, у о) qi +  ^ 2  (хо, Уо) <72 =  0.

Векторы р и q не коллинеарны, поэтому | | # 0 .  Следова­

тельно, F 1 (jco, Уо)=0, F2 (х0, (/о) =  0, т. е. координаты точки С удовле­
творяют системе уравнений (3).

Обратно, пусть координаты точки С (*о, г/о) удовлетворяют си­
стеме (3); докажем, что С — центр линии у. Рассмотрим перенос 
начала координат в точку С (хо, уо) и запишем уравнение линии в 
новой системе координат.

В данном случае формулы преобразований координат имеют 
вид: х  =  Х - \ - х 0, y = Y - \ - y o ,  поэтому, подставив значения х  и у  в 
уравнение (1), получаем уравнение линии у  в новой системе коор­
динат:

Я] iX2 -f* 2a\2X Y -|- a22Y2 -f- 2 a 2 a £ o Y Ооо=  0, (4)

где
a\o =  F\ (л:0, у 0), a20 =  F2 (x0, у0), a'oo =  F(xo, уо).

Так как координаты точки С (хо, уо) удовлетворяют системе (3), 
то aio =  0, аго =  0; поэтому уравнение (4) принимает вид:

а \ 1X 2 -)- 2a\2X Y  -f- а22 У2 -)- або — 0.
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Из этого уравнения видно, что С — центр симметрии линии у. Д ей ­
ствительно, если М (х, у )£у ,  то М '(  — х, — у )£ у ,  где М '— точка^ 
симметричная точке М  относительно С. Итак, С — центр линии у.

С л е д с т в и е .  Д л я  того чтобы начало координат было центром 
линии, заданной уравнением  (1), необходимо и достаточно, чтобы 
аю — fl2o =  0.

□  Действительно, числа (0, 0) удовлетворяют системе (3) тогда 
и только тогда, когда аю =  а го =  0- |

3. Д оказанная теорема позволяет исследовать вопрос о существо­
вании центров данной линии. Задача  сводится к исследованию 
системы уравнений (3). Рассмотрим матрицы

и обозначим соответственно через г и R ранги этих матриц. Оче­
видно, r ^ R .  Возможны следующие случаи.

1) r — R =  2. В этом случае система (3) имеет единственное ре­
шение и поэтому линия у имеет один и только один центр. Линии, 
обладающие этим свойством, называются центральными.

2) r =  R =  1. В этом случае система (3) имеет бесконечное мно­
жество решений: одно из уравнений системы (3) является следствием 
другого. Линия имеет прямую центров. Эта прямая задается одним 
из уравнений системы (3).

3) г =  1, R — 2. Система (3) не имеет ни одного решения, и в 
соответствии с этим линия не имеет ни одного центра.

Линии, не имеющие центров или имеющие больше одного центра, 
называются нецентральными. Из предыдущих рассуждений сле­
дует, что линия является центральной тогда и только тогда, когда 

Таким образом, линии эллиптического и гиперболического  
типа являются центральными, а линии параболического типа — 
нецентральными.

Эллипс и гипербола являются центральными линиями (Д=^0), 
поэтому они имеют один и только один центр — начало системы 
координат, в которой эти линии имеют канонические уравнения. 
Д ля параболы, заданной каноническим уравнением у 2 =  2рх, матри­
цы (5) имеют ранги г — 1, R =  2, поэтому парабола не имеет ни 
одного центра.

З а м е ч а н и е .  Как следует из предыдущего, ранги г и R 
матриц (5) имеют геометрический смысл, поэтому они не зависят 
от выбора системы координат.

§ 34. Касательная к линии второго порядка
1. Если точка М0, принадлежащая линии второго порядка у, яв ­
ляется центром этой линии, то она называется особой точкой линии, 
в противном случае точка М 0 называется обыкновенной  точкой.

Прямая, проходящая через обыкновенную точку М о линии вто­
рого порядка, называется касательной к этой линии в точке М 0, 
если она пересекает линию в двух совпавших точках или целиком 
содержится в этой линии. Докажем теорему о касательной.

ап  ai2 аю 
а21 а22 аго (5)
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Т е о р е м а .  В каждой обыкновенной точке линии второго по­
рядка существует одна и только одна касательная. Если  линия  
задана общим уравнением  (1) § 33, то касательная в точке Мо (*о, Уо) 
этой линии  имеет уравнение

(anj;o +  a i2(/o +  Oio) х-\- (а2\Хо-\-а22уо-{-а2о) У +  m
-f- (ао 1 Хо 4* ао2Уо “Ь аоо) =■ О,или

F i (x 0, yo)x +  F2 (xо, yo)y +  Fo(xo, уо) =  0.

□  Пусть прямая I, проходящая через точку Мо, задан а  п ара­
метрическими уравнениями (2) § 32. Параметры точек пересечения 
прямой / с данной линией у определяются из уравнения (3) § 32, 
которое в данном случае имеет вид:

Pt2 +  2Qt =  0, (2)

так как, М £ у ,  и поэтому R =  F ( x о, г/о) =  0.
Д окаж ем , что прямая / является касательной тогда и только 

тогда, когда Q =  0. Действительно, если I — касательная, то урав­
нение (2) имеет либо два совпавших корня, либо бесконечное мно­
жество решений. И в том и в другом случае Q =  0. Обратно, если 
Q =  0, то уравнение (2) имеет либо два совпавших корня (когда 
Р ф  0), либо бесконечное множество решений (когда Р =  0).

Согласно формулам (4) § 32 условие Q =  0 означает, что
F | (*о, уо) Pi +  F2 (*о, уо) Р2 =  0. (3)

Так как М о (*о, Уо) — обыкновенная точка, то F\ (хо, Уо), F2 (хо, уо) 
одновременно не равны нулю. Поэтому равенство (3) определяет 
единственное направление вектора p ( p \ , j ) 2)- В качестве такого 
вектора можно взять, например, вектор T(F2 (xо, г/о),— F\ (*о, Уо))- 
Через точку М о проходит единственная прямая этого направления, 
поэтому в точке Мо существует единственная касательная.

Касательная определяется точкой М о и направляющим векто­
ром F, поэтому имеет уравнение

I X — хо F2 (x0, Уо)| = п
I у — уо — F ,(xo ,yo ) '

Так как M 06v. то по формуле (2) § 31
F 1 (хо, уо) хо -(- F 2 (хо, уо) уо +  Fo(xo, у 0) =  0.

Учитывая это равенство, уравнение (4) можно записать так:
F 1 (лг0, yo)x +  F2 (xo, уо) y  +  F0 (x0, Уо) — 0.

Это и есть уравнение (1). Щ
2. Все точки эллипса, гиперболы и параболы являются обыкновен­

ными, поэтому в каждой точке этих линий существует одна и 
только одна касательная. Запишем уравнения касательных, если 
линии заданы каноническими уравнениями.

х2 и21) К а с а т е л ь н а я  к э л л и п с у т - | - ^ - = 1  в т о ч к е  (хо, i/o)-
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В данном случае ац  =  — , 022 =  7 --. а о о  =  — 1, 0 12 = 0 10  =  020= 0 ,
а b

поэтому уравнение ( 1 ) принимает вид:
«о  , УУ»=  . 
а1 Ь1

2 ) К а с а т е л ь . н а я  к г и п е р б о л е  —
а~

(хо, уо).  По аналогии с предыдущим получаем:

3) К а с а т е л ь н а я  к п а р а б о л е  у 2 — 2р х  =  0 в т о ч к е  
(х0, уо).  В данном случае о22= 1 , а [0= — р,  Оц =  а 12 =  а 20 =  а 00 =  0, 
поэтому уравнение ( 1 ) принимает вид:

ууо  =  р ( х  +  Хо).  (7)

Пользуясь формулами (5)—(7), можно рассмотреть ряд инте­
ресных геометрических свойств касательных к эллипсу, гиперболе 
и параболе. Сформулируем без доказательства три утверждения.

1". Касательная к эллипсу или гиперболе образует равные углы 
с фокальными радиусами точки касания.

2°. Отрезок любой касательной к гиперболе, заключенный между 
асимптотами, делится в точке касания пополам.

Эти свойства могут быть использованы для построения с по­
мощью циркуля1и линейки касательной в данной точке эллипса или 
гиперболы.

З 1. Касательная к параболе образует равные углы с фокаль­
ным радиусом точки касания и с лучом, исходящим из точки ка­
сания, параллельно оси параболы.

На этом свойстве касательной параболы основано важное 
свойство вогнутых параболических зеркал — прожекторов, приме­
няемых в технике. Поверхность параболического зеркала обра­
зована вращением дуги параболы вокруг оси. Если источник света 
поместить в фокусе поверхности, т. е. в общем фокусе всех обра­
зующих парабол, то лучи, отраж аясь  от внутренней зеркальной 
поверхности, пойдут параллельно оси.

Это свойство может быть также применено для построения 
циркулем и линейкой касательной к параболе в данной точке М 0, 
если известна ось d  параболы и фокус F (рис. 90).

§ 35. Диаметры линии второго порядка. Сопряженные направления

1. Пусть в аффинной системе координат Ое\вг дана линия у урав­
нением

F (х, у )  =  а н х 2 +  2 а \ 2х у  +  а 22у 2 +  2 а ю х  +  2а2оу +  аоо =  0.  ( 1 )

Возьмем какой-нибудь вектор р (р ,, р 2) неасимптотического 
направления относительно этой линии и рассмотрим множество d

(5)
У2 I —  77^=  1 в т о ч к е  ь1

4 Заказ 119 9 7



Рис. 90 Рис. 91

всех точек плоскости, которые являются серединами хорд направ­
ления р (рис. 91). По лемме о координатах середины хорды точ­
ка М (х , у) принадлежит этому множеству тогда и только тогда, 
когда выполняется условие:

(<2| \ Х  -|- 0|2(/ +  <3 I о) Р I +  {&2\Х а,22у - { ~  а 2о) Р 2 =  0. (2)

Это и есть уравнение множества d. Его можно записать так: 
{а.\\Р\ + a i2Р2) х-\-(а.2 \р\ -\-a22p 2) y +  aioPi + 020^2 =  0. (3)

Вектор р не является вектором асимптотического направления, 
поэтому ( a n p \ + a \ 2 P 2 )  Р \ + ( а 2 \ Р \ + а 22Р2) Р 2 Ф О  (см. формулу (5) 
§ 32). Отсюда заключаем, что коэффициенты при х  и у  в уравне­
нии (3) не равны нулю одновременно, следовательно, d есть прямая 
линия. Итак, доказана следующая теорема.

Т е о р е м а  1. Множество середин всех хорд линии  (1), парал­
лельны х вектору р (р |, Р2)  неасимптотического направления, есть 
прямая, заданная уравнением  (3).

П рям ая d  называется диаметром, сопряженным хордам, на­
правление которых определяется вектором р. Будем также говорить, 
что диаметр сопряжен вектору р.

2. Рассмотрим некоторые свойства диаметров линии второго по­
рядка.

1°. Если линия второго порядка имеет центры, то каждый центр 
принадлежит любому диаметру линии.

□  Пусть С (ха, уо) — центр линии второго порядка, a d  — про­
извольный диаметр, заданный уравнением (2). По теореме § 33 
координаты точки С удовлетворяют равенствам (3) § 33, поэтому ко­
ординаты точки С удовлетворяют уравнению (2). Это означает, 
что C £d .  |

Отсюда следует интересный вывод: если линия второго порядка 
имеет более чем один центр, то она имеет один и только один диа­
метр. В общем случае линия второго порядка может иметь беско­
нечное множество диаметров. Имеет место, например, следующее 
утверждение, доказательство которого мы опускаем.

2 . Если дана центральная линия второго порядка, то любая
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В частности, любая прямая, проходящая через центр эллипса 
(или окружности), является его диаметром.

3°. Любой диаметр нецентральной линии второго порядка имеет 
асимптотическое направление.

□  Пусть d — произвольный диаметр нецентральной линии вто­
рого порядка у, а (3) — уравнение этого диаметра. По теореме 1 
§ 21 вектор q ( — а 2 \р\ — й 22р 2 , м р l +  a 12Р2) является направляющим 
вектором прямой d. По лемме § 32 вектор q является вектором 
асимптотического направления линии у. В самом деле, координаты 
вектора q при любых значениях г>\ и р2, как легко проверить, 
удовлетворяют системе (8) § 32. Ц

Так как нецентральная линия у имеет только одно асимптоти­
ческое направление, то из свойства 3° следует, что направление ее ди ­
аметра не зависит от направления тех хорд, которые он делит попо­
лам, т. е. любые два диаметра нецентральной линии параллельны.

Применим это свойство к параболе, которая является нецентраль­
ной линией. Все диаметры параболы имеют асимптотическое на­
правление. Если парабола задана каноническим уравнением 
у 2 =  2рх, то уравнение диаметра, сопряженного вектору q (q 1, <72),

ЯIимеет вид (3): q2y — p q \ = 0  или, так как ог=/=0, у — р —  =  0. Для
Я 2

любого вектора q эта прямая имеет направление оси Ох. Обратно, 
любая прямая у  — Л =  0, имеющая направление оси Ох, является 
диаметром параболы. Действительно, диаметр, сопряженный вектору 
q {А, р), совпадает с прямой у  — / 1 = 0 .

3. Т е о р е м а  2. Если диаметр d \ центральной линии второго 
порядка является множеством середин хорд, параллельных диа­
метру d 2, то диаметр d 2 является множеством середин хорд, па­
раллельных диаметру d\.

□  Пусть диаметр d\ сопряжен вектору р, а диаметр d 2 — век­
тору q (рис. 92, а). По условию теоремы p\\d2. Докажем, что <7 l|di. 
Диаметр d 2 имеет уравнение qi (aux  +  a ]2y  +  a \0) + q 2 (а2а  +  а 22У +  
- | - а 2о) =  0 (см. формулу (2)). Вектор р — направляющий вектор 
этой прямой, поэтому

<71 (a i] /? i+ai2P2)+<72(a2iP i+a22P2) =  0, (4)

РI (aiI<7i + a i 2<72) +  p 2 (a2i<71 +а22<7г) =  0. 

d2

прямая неасимптотического направления, проходящ ая через ее
центр, является диаметром этой линии.



Так как диамегр d 1 имеет уравнение (2), то это равенство означает, 
что q\\d\. Щ

Д ва диаметра центральной линии второго порядка называются 
сопряженными, если каждый из них делит пополам хорды, парал ­
лельные другому диаметру. На рисунке 92, а, б и в изображены 
сопряженные диаметры d\ и d 2 эллипса, окружности и пары пере­
секающихся прямых.

4. Направление ненулевого вектора р (р |, р2) называется сопря­
женным с направлением ненулевого вектора q (q i, q2) относительно 
линии, заданной уравнением (1), если выполняется равенство

Q\\P\q\ И- а 12/? 1 <72 —|— ci21p 2q i o.22p 2q 2 =  0. (5)

Так как ач =  ар, то понятие сопряженности направлений явля^ 
ется взаимным, поэтому говорят, что направления векторов р  и q 
сопряжены относительно линии (1). (Иногда говорят более кратко: 
векторы р и q сопряжены относительно линии (1).)

Сравнивая равенство (5) с равенством (5) § 32, замечаем, что 
асимптотическое направление является самосопряженным направ­
лением. Отметим далее, что сопряженные диаметры центральной 
линии второго порядка (см. формулу (4)) имеют сопряженные н а­
правления.

Д окаж ем, что понятие сопряженности относительно линии  
второго порядка имеет геометрический смысл, поэтому не за в и ­
сит от выбора системы координат. Д ля доказательства возьмем 
произвольный ненулевой вектор р{р\,  рг) и рассмотрим два 
случая.

1) Вектор р является вектором неасимптотического направле­
ния. Запишем равенство (5) в виде

(ai iPi  -\-a\2P2) q 1 +( f l 2 i Pi  +  ^22^2) *72 =  0 . (6)

Направление любого ненулевого вектора q, удовлетворяющее 
этому равенству, как следует из формулы (4), совпадает с направ­
лением диаметра, который делит хорды, параллельные вектору р, 
пополам. Таким образом, существует одно и только одно направле­
ние, сопряженное с направлением вектора р , и это направление 
имеет простой геометрический смысл.

2) Вектор р (р 1, р 2) является вектором асимптотического ( на­
правления. Если А ф  0, то из числа aw p\-\-а \2р 2 и a 2i P i + a 22P2 
не равны нулю одновременно, так как р ф б .  Поэтому все векторы 
q{q\,  <?г), координаты которых удовлетворяют равенству (6), по­
парно коллинеарны и образуют одномерное векторное подпро­
странство L. Оно является подпространством, натянутым на век­
тор р, так как p £ L  (см. (5) § 32). Таким образом, кроме направ­
ления вектора р, нет других направлений, сопряженных с р.

Если Л =  0, то по лемме § 32 а\\р\ +  а | 2р 2 =  0 и a 2ip i+ а 22Рг =  0, 
поэтому соотношение (6) удовлетворяется для любого вектора q. 
В этом случае любое направление плоскости сопряжено с направ­
лением вектора р.
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1. Направление называется главным  относительно данной линии 
второго порядка, если оно сопряжено с перпендикулярным направ­
лением. Так как понятие сопряженности является взаимным, то 
если данное направление является главным, то и перпендикуляр­
ное к нему направление является главным.

Пусть в прямоугольной  системе координат 0 7 ]  линия задана 
общим уравнением (1) § 35. По определению ненулевой вектор 
р (р|, р 2) является вектором главного направления относительно 
этой линии тогда и только тогда, когда векторы р (р |, р 2) и q ( — р 2, р :) 
сопряжены. Подставив координаты этих векторов в уравнение (5) 
§ 35, получаем:

(а22 — а ц ) р , р 2 +  а |2 (p'i — pt) =  0. (1)

Эта формула позволяет найти главные направления относи­
тельно линии второго порядка и выяснить, сколько главных на­
правлений имеется относительно той или иной линии. Рассмотрим 
следующие случаи.

1) а i 2 # 0 .  В этом случае р \Ф  0 (так как р ф б ) .  Поэтому если

положить k =  у - ,  то уравнение (1) запишется так:

62а !2 +  (ац — а 22) k — а , 2 =  0. (2)

Это квадратное уравнение имеет два различных действитель­
ных корня:

022 —  о и ±  “\Да 22 —  а ц ) 2 +  4а?2

§ 36. Главные направления. Главные диаметры

причем £i&2=  — 1.
Отсюда следует, что относительно данной линии имеются два и 

только два главных направления.
2) a i2 =  0, й 22 — а \ \ ф 0 .  Уравнение (1) принимает вид (а22 —

— ап) Pip2 =  0 или р |р2 =  0. И в этом случае относительно данной 
линии имеются два и только два главных направления — направ­
ления координатных осей.

3) а ,2 =  0, а 22 — а ц = 0 .  Ясно, что координаты любого векто­
ра р (р 1, р 2) удовлетворяют равенству (1), поэтому любое направле­
ние является главным. Е} этом случае данная линия является окруж­
ностью (вещественного, мнимого или нулевого радиуса). Итак, 
доказана следующая важ ная теорема.

Т е о р е м а  1. Относительно любой линии второго порядка, от­
личной от окружности, существуют два и только два главны х на­
правления. Относительно окружности любое направление плоско­
сти является главным.

2. Диаметр линии второго порядка называется главным,  если он 
перпендикулярен сопряженным хордам. Отсюда следует, что глав­
ный диаметр является осью симметрии линии второго порядка.
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Рис. 93

Пусть d  — главный диаметр, а р%>и Р2) — вектор, параллель­
ный сопряженным хордам. Направление вектора р сопряжено с 
направлением диаметра d, поэтому р имеет главное направление, 
а, следовательно, и диаметр d  имеет главное направление. Обратно, 
если р — вектор главного, но неасимптотического направления, то 
сопряженный ему диаметр перпендикулярен к нему, поэтому яв ­
ляется главным диаметром. Итак, для нахождения главных диа­
метров следует найти все главные, но не асимптотические направ­
ления данной линии. Диаметры, сопряженные этим направлениям, 
являются главными.

Т е о р е м а  2. Центральная линия второго порядка, отличная 
от окружности, имеет два и только два главных диаметра; для  
окружности любой диаметр является главным. Нецентральная 
линия второго порядка имеет только один главный диаметр.

□  а) Пусть у — центральная линия второго порядка, отлич­
ная от окружности. По теореме 1 она имеет два и только два 
главных направления. Эти направления не являются асимптоти­
ческими (§ 35, п. 4). Поэтому диаметры, сорряженные'хордам этих 
направлений, являются главными диаметрами.

б) Окружность является линией эллиптического типа, поэтому 
не имеет асимптотических направлений. Так как любое направле­
ние для окружности является главным, то любой диаметр окруж ­
ности является главным диаметром.

в) Пусть р — вектор асимптотического направления нецентраль­
ной линии второго порядка у, a q — перпендикулярный к нему не­
нулевой вектор. Направления векторов р и q сопряжены (§ 35, п. 4), 
поэтому каждое из этих направлений является главным. По тео­
реме 1 других главных направлений линия у не имеет. Диаметр, 
сопряженный вектору q, является единственным главным диа­
метром линии у- |

3. Как известно, осью симметрии фигуры называется прямая, относительно 
которой фигура симметрична. Мы уже отмечали, что любой главный диаметр линии 
второго порядка является ее осью симметрии. Из теоремы 2 следует, что лю бая линия  
второго порядка имеет хотя бы одну ось симметрии. Эллипс с неравными полу­
осями и гипербола имеют две оси симметрии, окружность — бесконечное множе­
ство осей симметрии. Парабола  имеет только одну ось симметрии.
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Существуют ли линии второго порядка, которые имеют оси симметрии, 
отличные от главных диаметров? Можно показать, что такие линии существуют. 
Например, для  пары параллельных прямых лг2 — а 2 =  0 любая прямая, перпендикуляр­
ная этим прямым, является осью симметрии (рис. 93, а ) .  Эти прямые не являются 
главными диаметрами. Д ля  линии х 2 — у 2 =  0, которая распадается на пару взаимно 
перпендикулярных прямых, сами прямые являются осями симметрии. Эта линия 
изображена на рисунке 93, 6. Она имеет четыре оси симметрии — оси координат 
Ох  и Оу, которые являются главными диаметрами, и прямые /1 и 12, на которые 
распадается линия. Можно доказать, что в остальных случаях оси симметрии линии 
второго порядка, имеющей бесконечное множество действительных точек, совпадают 
с ее главными диаметрами.

§ 37. Классификация линий второго порядка

1. Идея классификации линий второго порядка заключается в том, 
чтобы путем надлежащего выбора новой прямоугольной системы 
координат упростить уравнение линии, а затем по этому уравнению 
установить, к какому классу принадлежит линия.

Пусть линия второго порядка y в прямоугольной  системе 
координат Oij задана уравнением

Рассмотрим поворот системы координат вокруг точки О так, 
чтобы вектор / '  новой системы координат O i'j’ имел главное, но 
не асимптотическое направление. Тогда вектор i также будет иметь 
главное направление. Запишем уравнение линии y в новой системе 
координат:

а \ \х '2 -|- 2 a'isx'y' -\-а22у ' 2-\-2а\0х ’ 4- 2а'20у '  -(-а00= 0 .
Так как вектор / '  (0, 1) имеет главное направление, то его ко­

ординаты удовлетворяют уравнению (1) § 36, поэтому а \2 =  0. 
Вектор / '  не имеет асимптотического направления, поэтому а ^ ф  0. 
Таким образом, предыдущее уравнение имеет вид:

Дальнейшее упрощение этого уравнения достигается путем 
надлежащего выбора точки О ' и переноса начала координат в эту 
точку. Рассмотрим различные случаи в зависимости от наличия 
центров линии Y-

2. К л а с с и ф и к а ц и я  ц е н т р а л ь н ы х  л и н и й  в т о р о ­
г о  п о р я д к а .  Рассмотрим перенос начала координат в центр О' 
линии Y- В силу следствия теоремы § 33 в новой системе координат 
коэффициенты при х '  и у '  в уравнении линии y равны нулю, поэтому 
оно имеет вид:

а 11 х2 +  2а 12ху  +  а22у 2 +  2 Лк +  2а20у +  а 00 =  0. ( 1)

а\ 1 л:1 ~ —)— а22у ' 2 -)- 2а(ол:/ 2а2оу' -f- аоо =  0 . (2)

a ; ix '2 +  a 2"",2 +  a^o =  0, где а \\а22ф 0 .  

Возможны два случая.
1) аоофО. Уравнение (3) можно записать так:

(3)

(4)
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где А = — —  , В = — —  - Не нарушая общности, можно пред­
ам 022 '

положить, что А ^ В  (в случае А < В  выполним преобразование 
координат, поменяв местами координатные оси).

а) Если А > 0 ,  В > 0 ,  то линия (4) есть эллипс с полуосями 
-у Л, -\В.

б) Если Л > 0 ,  В < 0 ,  то линия (4) есть гипербола с полуосями
Л/А, V — в ­

в) Если А < 0 ,  В < 0 ,  то, обозначив А =  — а ,  В = — Ь ,  где
2 2

а > 0 ,  Ь > 0, запишем уравнение (4) в виде — 1. Линия
а2 ь2

не имеет ни одной вещественной точки и называется мнимым 
эллипсом.

х 2 и2
2 )  а 6о =  0. Уравнение ( 3)  можно записать в виде — - ) - ^ _ _ o i

А В 1

где А >  0.
а) Если В <  0, то, обозначив А =  а2, В = — Ь2, получаем: 

4 _ 4  =  0 , или ( J L + J L ) ( J L - J L ) = o.
а2 Ь2 \  а 1 Ь )  \  а Ь )

Линия распадается на пару пересекающихся прямых:

J L  +  4  =  0  И ^ - 4  =  0 .
a b a b

о 2
б) Если В >  0, то аналогично предыдущему получаем: +  -р- =  0.

Линия имеет только одну вещественную точку — начало координат. 
Говорят, что линия распадается на пару мнимых пересекающихся

X I . и п X . у  п
прямых: ~  +  =  0 и —— 1~Т=

3. К л а с с и ф и к а ц и я  н е ц е н т р а л ь н ы х  л и н и й  в т о ­
р о г о  п о р я д к а ,  и м е ю щ и х  ц е н т р ы .  Рассмотрим перенос 
начала координат в один из центров О' линии у. Так как в данном 
случае вектор V имеет асимптотическое направление, то уравнение
(3) можно записать так:

ц2+ С  =  0, где С = ^ ~ .  (5)
0.22

а) Если С < 0 ,  то, обозначив С — — а2, запишем уравнение (5) 
в виде у 2 — а 2 =  0, или (у — a)(t/ +  a ) = 0 .  Линия распадается на 
пару параллельных прямых  (у  — а =  0 и у- \-а  =  0).

б) Если С > 0 ,  то аналогично предыдущему получаем у 2-\-а2 =  0 
или (у — ia) ( у -\-ia) =  0. Линия не имеет ни одной вещественной 
точки. Говорят, что она распадается на пару мнимых параллельных  
прямых: у  — ia =  0 и y-\- ia  =  0.

в) Если С =  0, то уравнение (5) имеет вид: у 2 =  0 или уу =  0. 
Говорят, что линия распадается на пару совпавших прямых  (i/ =  0. 
У =  0).

4. К л а с с и ф и к а ц и я  н е ц е н т р а л ь н ы х  л и н и й  в т о ­
р о г о  п о р я д к а ,  н е  и м е ю щ и х  ц е н т р о в .  Рассмотрим

104



перенос начала координат в точку О', лежащую на главном диаметре 
линии у. По теореме 2 § 36 в данном случае линия имеет только 
один главный диаметр, который совпадает с осью ОТ и сопряжен 
с хордами, параллельными вектору / ' Пусть уравнение линии у
в системе O 'i 'j '  имеет вид (2). Тогда а п = 0 ,  так как вектор /  имеет 
асимптотическое направление; а ^ ф О  и а 2о =  0, так как ось 
абсцисс — главный диаметр. Таким образом, уравнение (2) имеет вид: 
a 22y l2 +  2aioJi:, +  ano =  0. Здесь а[ьфО, так как точка О' не является 
центром линии у (линия у не имеет центров). Из уравнения видно, что

ось абсцисс пересекает линию в точке ( ---- ^  , 0) . Если пере-
\  2ajo /

нести начало координат в эту точку, то уравнение линии принимает
вид: afay2 +  2а'\пх =  0 или у 2 =  2рх, где р =  —р- . Это уравнение

а 22
параболы.

5. Итак, существуют девять типов линий второго порядка, 
представленных в следующей таблице.

Название линии Каноническое
уравнение

д R Действитель­
ные точки

Центры

1. Эллипс II+ > 0 2 оо Один центр, не
принадлежащий
ЛИНИИ

2. Гипербола II
%

£
»1

чГ
* < 0 2 оо ---1“—

3. Парабола у'! =  2рх =  0 2 оо Нет центров

4. Мнимый эллипс
* V 2 -  1

> 0 2 0 Один центр, не
принадлежащий
линии

5. Пара  пересекаю­
щихся прямых у* _ 0 < 0 2 оо Один центр, при­

надлежащий ли ­
нии

6. Пара  мнимых пе­
ресекающихся 
прямых

х '2 + у 2 - о
> 0 2 I Один центр, при­

надлежащий л и ­
нии
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Продолжение

Название линии Каноническое
уравнение А R Действитель­

ные точки
Центры

7. П ара  параллель­
ных прямых У 2 - а 2 =  0 0 1 оо

Прямая центров, 
не принадлеж а­
щих Л ИН И И

8. П ара  мнимых па­
раллельных пря­
мых

У 2 +  а 2 =  0 0 1 0

Прямая центров, 
не принадлеж а­
щих Л И Н И И

9. П ара  совпавших 
прямых

ОJI
0 1 оо

Прямая центров, 
принадлежащих

Л ИН И И

§ 38. Приведение уравнения линии второго порядка к каноническо­
му виду и построение ее точек

1. В этом параграфе рассмотрим примеры приведения уравнения 
линии второго порядка к каноническому виду. Сначала рассмотрим 
общую схему, а затем перейдем к примерам. Пусть линия второго 
порядка у в прямоугольной системе координат Oij задана общим 
уравнением

а 1 \Х2 -(- 2 ацху  аггу2 -Ь <2а.\оХ -|- 2агоУ -Ь Qoo =  0, (1)

где а  12# 0 .  Найдем главные направления линии у и примем их за 
направления новых координатных осей.

Координаты единичного вектора р (cos a ,  sin а) главного н а­

правления (где а  =  /, р) удовлетворяют уравнению (1) из § 36. Это 
уравнение можно записать так:

I ап  cos a  +  a i2 sin a  a 2i cos а  +  агг sin a  I = 0 .
I cos a  sin a

Д ля каждого вектора- p главного направления существует 
такое X,  что

ai | cos a  +  a i2 sin a =  X cosa ,j  ^  ( о ц — X) cos a  +  a i2 sin a  =  0,j 
a 21 cos a - \ -a 22 sin a =  X s in a ; l  a 2i cos a-\-(a 2 2 — X)  sin a  =  0.l 1

Эта система совместна тогда и только тогда, когда
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I ar2_J = = 0 ^  ^2- ( a n  +  a 22)^ +  ( a i i a 2 2 -a ? 2) =  0. (3)

Уравнение (3) называется характеристическим уравнением  линии 
второго порядка у. Корни этого уравнения находятся по формуле

( (an +a22)±V(ai | — Q22)2 +  4ai2 
А,—— ■ 2 '

Так как (an — a 22)2 +  4af2^ 0 ,  то корни  А,| и Я,2 характеристического 
уравнения  (3) — действительные числа, причем если у  не является 
окружностью (т. е. если (an — a 22)2 +  4a?2=^ 0, то А,( ф  Х,2). Пусть для 
определенности Хъф 0. Подставив каждый из этих корней в уравне­
ния (2), получаем соотношение, из которого находим координаты 
единичного вектора главного направления. Таким образом, каждому 
корню характеристического уравнения соответствует главное 
направление.

Пусть Т  (cos a ,  sin a) — единичный вектор главного направле­
ния, который соответствует корню k\. Из формул (2) находим:

( a n — A.i)cos a - f a i 2 sin a  =  0, отсюда tg  a  =  '" .
Найдем sin a  и cos a:

sin a =  tg a , cos a  =  1 . (4)
V* + tg 2 ® -\/l+ tg 2a

Формулы преобразования координат имеют вид (см. формулы 
(8) из § 15):

x =  x ' c o s a  — у '  sin a, 
у — х '  sin a -\-у' cos a.

Подставив отсюда значения х  и у  в уравнение (1), получаем 
уравнение линии у в системе Oi'.j'-

a'wx'2 -(- а 22у '2 2а'пх' 2а2оу '  Ч- аоо =  0, (6)
где

ап  = а ц  cos2 а + 2 а )2 cos a  sin а  +  а 22 sin2 а ,
<222 =  а 1 1 s in2 а  — 2a i 2 sin a  cos а  +  агг cos2 а,

а1о =  аю cos а  +  а 2о sin а ,  (7)
а 20 =  — аю sin а  +  а 2о cos а ,  

або =  аоо-
Из первой формулы, учитывая равенства (2), 'получаем: 
а \| = ( а ц  cos a  +  a i2 sin a) cos a  +  (a2i cos а  +  агг sin a) sin a  =

=  Я] cos2 а  +  Я-i sin2 а  =  Я,|.

Из формул (7) получаем: an  + а 22 =  аи  + а 22 или X | - f a 22 =
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=  а м + а 22. Но по формуле Виета а\\ +  022 =  ̂ 1 +Я,2, поэтому* 
022 =  ̂ 2. Следовательно, уравнение (6) линии у имеет вид:

к\х'~ Х.2у ' 2 2а\ох' 4- 2 а 2оу' -f- йоо =  0 . (8)

Коэффициенты а \о и а.2о непосредственно находятся по форму­
лам (7).

Из уравнения (8), как показано в § 37, путем переноса начала 
координат в некоторую точку О' получаем каноническое уравне­
ние линии у- Если у не является параболой, то О' — центр (или 
один из центров) линии у\ если же у — парабола, то О' — ее вершина.

2. Таким образом, для того чтобы привести уравнение (1) 
линии у второго порядка к каноническому виду и построить точки 
этой линии, необходимо выполнить следующее.

1) Найти корни характеристического уравнения^ (3).
2) Найти координаты векторов i '  (cos a ,  sin а) и / '  ( — sin а ,  cos а) 

по формулам (4).
3) Вычислить коэффициенты а \о, а 2о по формулам (7) и записать 

уравнение линии у в виде (8).
4) Переносом начала координат получить каноническое уравне­

ние линии у.
5) Построить систему координат O 'i 'j '  по координатам точки 

О' и векторов V и / '  и затем построить точки линии у в системе 
O’i ' j '  по каноническому уравнению.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий эту схему.
П р и м е р  1. 5л:2 -f- by2 +  8ху  — л]2х +  ̂ 2 у  — 8 =  0.
1) Запишем характеристическое уравнение (3) для данной линии 

и найдем его корни к2— 10Я, +  9 =  0, Х| =  1, к2 =  9. _
2) По формулам (4) найдем координаты векторов / '  (cos a ,  sin а), 

р  ( — sin а ,  cos а).
, , д/2 д/2 . _ пtg а =  — 1, sin а = — cos а  — - у;  а  — 45,

! ( * . = * ) , Ц 4 . § .
3) По формулам (7) вычислим коэффициенты а \0, а 2о! а'ю=  — 1, 

аго =  0. Уравнение (8) в данном случае имеет вид: х ' 2- \-9у '2 —
— 2 * '— 8 =  0.

4) Так как Д ' =  1 - 9 ^ 0 ,  то линия центральная. Пц формулам
(3) из § 33 находим координаты центра О' в системе O'i'j'.:О' (1, 0).
Формулы переноса системы координат в точку О' имеют вид: 
х ' = Х - \ - \ ,  y '  =  Y, поэтому линия в системе O 'i 'j '  имеет уравнение

у 2 у2
А'2 +  9У'2- 9 = 0 ,  или ^ - + ^  =  1. (9)

Это каноническое уравнение эллипса с полуосями а =  3,. b =  1.
5) На рисунке 94 выполнено построение эллипса (9). Сначала 

строим систему Oi'j', в этой системе точку &' а  через эту точку
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Рис. 94

проводим оси координат системы O 'i 'j ' .  Затем на этих осях координат 
отмечаем вершины эллипса по заданным полуосям и вычерчиваем 
эллипс.

3. В ряде случаев, когда в исходном уравнении (1) отдельные 
коэффициенты равны нулю, рассмотренная выше схема упрощается. 
Например, если a i2 =  0, то нет необходимости в нахождении 
главных направлений линии, поэтому достаточно ограничиться 
пунктами 4 и 5 схемы. В случае, если am =  a 2o =  0, то следует выпол­
нить только пункты 1, 2, 3 и 5. Рассмотрим примеры.

П р и м е р 2. 2у2-\-4х — 8t/ +  9 =  0.
Так как а 12 =  0, то координатные векторы i и / имеют главные 

направления.
Д анная линия у не имеет центров, так как система (3) § 33 

несовместна: 0 -x  +  Q-t/ +  2 =  0, 0 -х - \ -2 у  — 4 =  0. Следовательно, 
линия v — парабола. Главный диаметр сопряжен вектору /, 
поэтому имеет уравнение 2у  — 4 =  0, или у  =  2. Эта прямая пересекает

параболу у в точке О'  ̂ — р  2) , которая является вершиной 
параболы. Формулы переноса системы координат в точку О' имеют 
вид: х =  Х — y = Y - \ - 2, поэтому линия у в системе O'ij имеет 
уравнение К2- |-2Х =  0. Если изменить направление оси абсцисс, 
т. е. ввести новую систему координат O 'i 'j ' ,  где / '  = — i, j ' = j ,  
то формулы преобразования имеют вид: Х = — X ' , Y = .Y ' ,  поэтому 
линия у в новой системе координат имеет каноническое уравнение 
К/2 =  2 Х ' . На рисунке 95 выполнено построение этой параболы.

П р и м е р  3. Ах2 — 4xi/ +  </2— 1 5 = 0 .
1) А.2 — 5А. =  0, А., = 0 ,  Л.2 =  5;
2) tg  a  =  2, sin a  = — , cos a = —  ; Г (—  , —  )  . / '  ( — — , —  V

y v'fi yjs \ / 5  Vs > '  sfb ^  >

3) afo =  0, аго =  0. Уравнение данной линии в системе O 'i ' j '  
имеет вид: 5у ' 2— 1 5 = 0 ,  или у ' 2 — 3 =  0. В этом случае нет необходи-

109



Рис. 96 Рис. 97

мости в переносе начала координат, так как мы уже получили 
каноническое уравнение пары параллельных прямых: у — \/3 =  0, 
у - 1- ,/3 =  0. На рисунке 96 изображена эта линия.

4. Если данная линия распадается на пару прямых, то иногда 
удается без приведения уравнения линии к каноническому виду 
разложить левую часть уравнения на множители и найти уравне­
ния тех прямых, которые составляют линию.

П р и м е р 4. х 2-\-ху — 2у2-\-Ьх — 5у =  0. Запишем это уравнение 
так:

(х 2 -+- 2 ху  +  5 л:) — (ху +  2 у2 +  Ъу) =  0 =>
=> х  (х-\-2у-\-5) — I/ (л: +  2у +  5) =  0 =*►

=>- {к — у) (х +  2у +  5) =  0.

Д анная  линия распадается на пару пересекающихся прямых: 
х  — 1/ =  0, * +  2г/ +  5 =  0 (рис. 97).



Г л а в а  V

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПЛОСКОСТИ 
И ИХ ПРИЛОЖЕ НИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

§ 39. Отображение и преобразование множеств

1. Пусть X и Y — непустые множества. Допустим, что каждому 
элементу х  множества X поставлен в соответствие определенный 
элемент у  множества Y. Тогда говорят, что дано отображение 
множества X в множество Y или дана функция. Эту функцию 
обозначают одной буквой, например буквой /, и пишут так:

f : X - + Y  или X Л -Y. Элемент y £ Y  называют значением  функции f 
для элемента х £ Х  и обозначают через f (х). Множество X  называется 
областью определения  функции /. а множество всех значений — 
областью значений  функции. Область значений функции / : X ->■ У 
обозначается через f (X). Ясно, что f ( X) c z Y .

В геометрии, где приходится рассматривать множества X  и Y 
самой различной природы, не обязательно числовые, чаще всего 
применяется термин «отображение», а не «функция».

Пусть дано некоторое отображение f : X - * Y .  Элемент y  =  f (x)  
называется образом  элемента х £ Х ,  а х  — прообразом  элемента 
у  £ Y. Говорят также, что элемент х переходит в элемент у  в отображе­
нии /, и пишут: f : x  i-> у  или x d + y  (следует учесть, что мы различаем 
стрелки — и !-►).

В этой главе рассматриваю тся. только такие отображения, 
в которых области определений и значений являются множествами 
точек плоскости. Рассмотрим примеры таких отображений.

П р и м е р 1. Пусть со — окружность, а А В  — ее диаметр (рис. 98). 
Каждой точке М  окружности поставим в соответствие (ортогональ­
ную) проекцию М\ на прямую АВ.  Получим отображение окруж ­
ности о) в прямую АВ: : ю АВ.

П р и м е р  2. Пусть A B C  — треуголь­
ник, X  — объединение отрезков АВ  и ВС, 
a Y — множество всех точек прямой А С  
(рис. 99). Каждой точке М  множества X 
поставим в соответствие ее проекцию 
М | на прямую АС. Получим отображ е­
ние f2 : X Y.

П р и м е р  3. Рассмотрим прямую а 
в плоскости о. Каждой точке М пло- Рис. 98
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скости сг поставим в соответствие ее проекцию М i на прямую а. П о­
лучим отображение f 3 : a  а.

П р и м е р 4. Рассмотрим эллипс у с центром О и окружность ш, 
которая имеет общие касательные с эллипсом в концах его малой оси 
(рис. 100). Каждой точке М  окружности со поставим в соответствие 
точку М  | пересечения луча ОМ с эллипсом у. Получим отображение 
f t : со у.

2. Пусть / : X  -+ У — данное отображение.
1) Если для любых двух различных элементов х\,  х 2£ Х  имеем: 

f ( x \ ) =£ f ( x 2), то отображение / называется инъективным отображе­
нием или коротко инъекцией.

2) Если f ( X ) = Y ,  т. е. каж дая точка множества Y является 
образом по крайней мере одной точки множества X,  то /  называется 
отображением множества X на множество Y или сюръективным 
отображением (сюръекцией).

3) Если отображение f (А1) Y одновременно является инъектив­
ным и сюръективным, то оно называется взаимно однозначным  
отображением множества X на множество Y или биективным 
отображением множества X  на множество Y (коротко биекцией).

-В приведенных в предыдущем пункте примерах отображение / 1 
(пример 1) не является ни инъективным (/ (M) =  f (N) при М ф к ,  
рис. 98), ни сюръективным (например, точка Р прямой А В  не имеет 
прообраза). Отображение /г (пример 2) является инъекцией (если 
M=£ N,  то f  ( М) Ф f (N), рис. 99), но не сюръекцией (точка Р  не имеет 
прообраза). Отображение /3 (пример 3) является сюръекцией (каж дая 
точка прямой а имеет прообраз), но не инъекцией. Отображение 
f 4 (пример 4) является взаимно однозначным отображением окруж ­
ности аз на эллипс у (биекция).

З а м е ч а н и е .  Из приведенных выше определений следует, что 
если / : X  -*- У — произвольное отображение, то отображение 
f \ : X —>-f (X) по закону fi(x) =  f (х) является сюръекцией. Точно так же, 
если f : X ^ - Y  является инъекцией, то отображение f \ : X ^ f ( X )  такое, 
что / 1 (x) =  f (x)  является биекцией.

3. Пусть /  : X -* Y — биективное отображение. Тогда можно 
построить другое отображение f ' : Y - * - X  по закону f '  (у) =  х, если 
y  =  f  (jc). Другими словами, в отображении f  произвольный элемент у  
множества Y переходит в прообраз х  этого элемента в отображ е­
нии f. Предоставляем читателю самостоятельно убедиться в том, что 
f'  взаимно однозначное отображение множества У на множество 
X.  Это отображение обычно обозначают через f ~ 1 и называют отобра-
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Рис. 101 Рис. 102

жением, обратным к /. Таким образом, для любого биективного 
отображения f : X  -*■ Y можно построить обратное биективное 
отображение j ' : Y -> X, причем если y =  f(x), то х =  f~ ' (у).

Отображение /,:co-»-y, рассмотренное в примере 4, являет­
ся биективным, поэтому можно построить обратное отображение 
/ Г 1 : Y -► (о. При этом отображении каждой точке N\ эллипса у 
ставится в соответствие точка N  пересечения луча ON i с окруж­
ностью и (рис. 100).

4. Если в отображении / : X  -*■ Y множество Y =  f(X ) =  X, то 
говорят, что дано отображение множества X на себя. Преобразова­
нием (непустого) множества X  называется любое биективное 
отображение множества X  на себя. Рассмотрим примеры.

П р и м е р 5. Пусть ш — окружность, заданная на ориентирован­
ной плоскости, а ф — ориентированный угол, причем — я<Сф^л. 
Рассмотрим отображение / : со о, при котором каждой точке М 
окружности оо ставится в соответствие точка АГ той же окружности 
так, что Z. МОАГ =  ф (рис. 101). Предлагаем читателю самостоя­
тельно убедиться в том, что / : со — со является преобразованием 
окружности со.

П р и м е р  6 . Зададим на плоскости а точку О и рассмотрим 
отображение /: п о, в котором каждая точка М  переходит в 
точку АГ, симметричную точке М  относительно точки О (рис. 102). 
Если М  и N — различные точки, то их образы f (М ) и f (N) различны, 
поэтому f — инъективное отображение. Мы замечаем, что любая 
точка АГ плоскости служит образом некоторой точки М  плоскости, 
т. е. отображение f сюръективно. Итак, [ является преобразовани­
ем плоскости. Оно называется симметрией плоскости относительно 
точки О (центральной симметрией или отражением от точки О). 
Точка О называется центром симметрии.

§ 40. Группа преобразований множества.
Подгруппа группы преобразований

1. Для дальнейшего изложения напомним понятие группы, известное 
читателю из курса алгебры. Группой называется пара (G, о), где 
G — непустое множество, на котором задана бинарная операция о 
(закон композиции) и выполнены следующие три условия (аксиомы):
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1) Бинарная операция о ассоциативна, т. е. для любых элементов 
a, b, c£G  имеем: a.o(b°c) =  (a°b)°c.

2) В множестве G имеется такой элемент е (нейтральный 
элемент), что а°е =  а для любого элемента а из G.

ЗЩ ля любого элемента а из G существует такой элемент а' 
(симметричный элемент), что а °а ' =  е.

В курсе алгебры доказывают, что нейтральный элемент един­
ственный, причем а°е =  е°а и что для любого элемента а симметрич­
ный элемент а' единственный и а °а ' =  а '°а .

Как известно, при изучении групп используется мультипли­
кативная или аддитивная форма записи бинарной операции. 
В геометрии обычно используется мультипликативная запись. При 
этом бинарную операцию называют умножением и вместо а°Ь  
пишут: а -b (или ab). Элемент а -b называется произведением элемен­
тов а и Ь. Нейтральный элемент относительно умножения обознача­
ют через е и называют единичным элементом или единицей груп­
пы, а элемент, симметричный а, называют обратным к элементу а 
и обозначают через а -1.

2. Пусть (G, о) — группа и HczG, Н ф  0 . Если (Я, о) — группа, 
то она называется подгруппой группы (G, о). Говорят короче: 
Н  — подгруппа группы G (операция о подразумевается).

Т е о р е м а  1. Непустое множество Н группы G является 
подгруппой этой группы, если выполнены следующие два условия:

1) Если а£ Н  и Ь£Н, то а°Ь£Н .
2) Если а£Н , то а -1  6 Н.
□ Из условия 1) следует, что на множестве Н определена бинар­

ная операция о. Эта операция на множестве Н ассоциативна, так как 
она ассоциативна на всем множестве G.

Докажем, что единица е группы G принадлежит множеству Н. 
Действительно, пусть а 6 Н. По условию 2) а_ | £Я, поэтому по 
условию 1) а °а ~ [ (:Н  или е£Н.

Наконец, из условия 2) следует, что для любого элемента а 
существует такой элемент а -1  6 Н, что а °а -1  =  е. Таким образом, 
выполнены все три условия, указанные в определении группы (п. 1), 
поэтому (Н, о) — группа, т. е. Н — подгруппа группы G. |

3. Рассмотрим какое-нибудь непустое множество Е  и обозначим 
через G e множество всех преобразований множества Е. Введем в 
множестве GE закон композиции о следующим образом. Пусть 
/. Ge. Каждому элементу х множества Е  поставим в соответствие 
элемент z по следующему закону: y =  f(x), z =  g (y ), тогда г — 
=  g(f(x)). Этим определено новое преобразование множества Е, 
переводящее элемент х в элемент z (результат последовательного 
применения сначала преобразования f, а затем преобразования g ). 
Оно обозначается через g °f (или просто gf) и называется компози­
цией преобразований / и g (или произведением этих преобразо­
ваний). Итак, по определению (gf) (х) =  g (f (*)). Таким образом, 
на множестве GE определена бинарная операция о — умножение 
преобразований.
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Т е о р е м а  2. Пара (GE, о), где о — композиция преобразова­
ний, является группой.

□ Докажем, что для пары (С £, о) выполнены все три условия, 
указанные в определении группы.

1) Пусть f, g, h £ G E, h°(g°f) =  m, (h °g )°f =  n. Докажем, что 
преобразования п г н п  совпадают. Для любого элемента х множе­
ства Е  по определению произведения имеем: m (x) =  h ((gf)(x)) =  
=  h(g(f(x))), n(x) =  (hg)(f(x)) =  ti(g(f(x))). Таким образом, для 
любого элемента х множества Е  имеем: ш(х) =  п(х). Это значит, 
что преобразования ш и п  совпадают: т  =  п, т. е. h° (g°f) =  (h°g) °f.

2) Обозначим через е тождественное преобразование, т. е. 
преобразование, при котором каждому элементу множества Е  ста­
вится в соответствие тот же элемент. Ясно, что для любого пре­
образования f£ G E имеем: /оe =  f. Значит, е — нейтральный элемент 
относительно композиции преобразований.

3) Любое преобразование f£ G E является биективным отображе­
нием множества Е  на себя, поэтому существует обратное отображе­
ние :£-► £ , которое является преобразованием множества Е, 
поэтому / ~ 'б 0 £. Ясно, что fof~l =  e. Действительно, пусть у — 
любой элемент из Е. Если f~ 1 (у)=х, то f(x) =  y, поэтому (ff~ ')(y ) =  
= f (f~ ' (y)) =  f ix) — У . т- e- преобдазование f f~ l совпадает с 
тождественным преобразованием е. |Р

С л е д с т в и е .  В группе Ge всех преобразований множества Е  
тождественное преобразование является единицей группы, а 
преобразование /- | — симметричным элементом преобразования f.

Любая подгруппа группы С£ называется просто группой пре­
образований множества Е. Чтобы убедиться в том, что некоторое 
непустое множество Н  преобразований множества Е  является 
группой преобразований этого множества, надо применить теорему 1, 
т. е. проверить выполнимость двух условий:

1) Если f£H , g£H , то gf£H.
2) Если /£ Н, то f ' ^ H .
4. Пусть £ — непустое множество, a G — некоторая группа 

преобразований этого множества. Непустое множество F cz E  назы­
вается эквивалентным множеству F ’ относительно группы G, если 
в группе G существует такое преобразование, которое множество F  
переводит в множество F ' . Если множество F  эквивалентно множе­
ству F ', то пишут: F  ~  F ' . Рассмотрим свойства этого понятия.

1) Для любой фигуры F  имеем: F  ~  F. Действительно, тождест­
венное преобразование е множества Е  является единицей группы G,
т. е. e£G. Но e (F ) =  F  и, значит, F  ~  F.

2) Если F  ~  F то F ' ~  F.
Так как F  ~  F ',  то существует преобразование f£ G  такое, что 

F ' =  f(F ). Но тогда f~ x (F ') =  F, причем f~ '£ G .  Таким образом,
F ’ ~  F.

Аналогично можно доказать следующее свойство.
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3) Если F  ~  F, F ' ~  F ",  to F  ~  F".
Таким образом, эквивалентность фигур является отношением 

эквивалентности на множестве всех подмножеств множества Е. 
Если фигуры F  и F ' эквивалентны относительно группы G, то 
коротко говорят, что они G-эквивалентны.

§41. Движения плоскости

1. Говорят, что преобразование плоскости сохраняет расстояния, 
если расстояние между любыми двумя точками А и В  плоскости 
равно расстоянию между их образами А ' и В ', т. е. А В =  А 'В ' .

Преобразование плоскости, сохраняющее расстояния, называет­
ся движением (или перемещением).

Наиболее простым примером движения является тождественное 
преобразование плоскости, т. е. преобразование, при котором 
каждая точка плоскости переходит в себя. Рассмотрим другие 
примеры движений.

П р и м е р  1. Возьмем вектор р, параллельный плоскости о. 
Каждой точке М £о  поставим в соответствие точку М ' так, чтобы
М М ' =  р. Мы получаем некоторое отображение которое,
очевидно, является преобразование? плоскости о. Оно называется 
параллельным переносом на вектор р. Вектор р называется вектором 
переноса (рис. 103). Нетрудно заметить, что если /5 =  6 , то парал­
лельный перенос — тождественное преобразование.

Докажем, что параллельный перенос является движением. 
Пусть М| и М 2— две точки плоскости, а М\ и М 2— их образы.
Тогда М\М\ =  р, М 2М'2 =  р, поэтому М\М\ =  М 2М 2. По лемме о
равенстве векторов (§ 3, п. 1) М\М2 — М [М 2, следовательно, М\М2 =  
=  М [М 2 (см. рис. 103). Таким образом, при параллельном переносе 
сохраняются расстояния, т. е. параллельный перенос — движение.

П р и м е р  2. Рассмотрим симметрию / плоскости относительно 
некоторой точки О (см. пример 6 из § 39). Она, очевидно, является 
преобразованием и сохраняет расстояния, так как если М\ и М 2 —
две точки, а М( и М 2 — их образы, то OM'i =  — ОМ\ и ОМ 2 =
— — ОМ 2, поэтому М',М2 =  М 2М, (рис. 102). Отсюда следует, что
M iM 2 =  M\Mi, т. е. f — движение.

2. Упорядоченную тройку точек А, В, С плоскости, не лежащих
на одной прямой, называют репером 

м> и обозначают так: R =  (A, В, С). 
2 Точки А, В  и С называются вер­

шинами репера, причем точка А 
называется его началом. Репер на­
зывается аффинным, если треуголь­
ник ABC  произвольный, и орто- 
нормированным, если угол А пря- 

Рис. ЮЗ мой, а А В  =  АС= 1.
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Пусть на плоскости дана система координат Ое\е2. Отложив
от точки О векторы ОЕ\ =в\, О Е 2 =  е2, получим репер /? =  (0, Е\, Е 2),
о котором мы скажем, что он соответствует системе координат Ое\в2. 
Если данная система координат аффинная, то R — аффинный репер, 
а если система координат прямоугольная, то репер R ортонормиро- 
ванный. Обратно, если дан репер /? =  (0, Е\, Е 2), то можно построить
систему координат Ое\ё2, где ё\ =  ОЕ\, ё2 =  О Е 2, которой соответ­
ствует репер R. В дальнейшем будем говорить, что точка М д 
репере R имеет координаты (х, у), если (х, у ) — координаты точки М 
в соответствующей системе координат Ое\е2. Вообще в геометрии не 
делают различия между репером и системой координат.

Докажем, что в любом движении репер переходит в репер, 
в частности ортонормированный репер — в о рто нор миро ванный 
репер. В самом деле, пусть (А, В, С) — данный репер, а А', В ', С ' - 
образы соответственно точек А, В и С. Так как точки А, В  и С не 
лежат на одной прямой, то АВ<АС-\-СВ, ВС< ВА-{-АС , СА<. 
<  СВ-\-ВА. Движение сохраняет расстояния, поэтому А 'В ! < Л 'С ' -f- 
+  С 'В ', В ’С '<  В ’А ' + А 'С С 'А  '< С 'В '  +  В 'А '.  Отсюда следует, что 
точки А', В ', С ' не лежат на одной прямой, т. е. (А', В ', С') — репер. 
Если (А, В, С) — ортонормированный репер, то по теореме Пифагора 
А В 2 +  АС2 =  ВС 2, поэтому А ,В '2 +  А 'С ,2 =  В 'С '2. По теореме, обрат­
ной теореме Пифагора, Д  А 'В 'С ' прямоугольный. Далее, А 'В ' =  
=  А В  =  1, А 'С ' =  АС = \. Таким образом, (А', В ', С ') — ортонорми­
рованный репер.

3. Докажем следующую основную теорему.
Т е о р е м а  1. Пусть R =  (A, В, С) и R ' =  (A', В ', С ') — произ­

вольные ортонормированные реперы плоскости ст. Тогда существует 
одно и только одно движение, которое репер R переводит в репер R '. 
При этом движении любая точка М с данными координатами в 
репере R переходит в точку АГ с теми же координатами в репере R ' .

□ 1) Докажем сначала, что существует движение, которое 
репер R переводит в репер R'. Построим отображение g : а -*• о 
следующим образом. Произвольной точке М с координатами х, у 
в репере R  поставим в соответствие точку ЛГ с теми же координатами
в репере R'. Ясно, что /4(0, 0)дн§-Л'(0, 0)л., В (1 , 0)лн^-В'(1, 0)й-
и С(0, 1 )* & С '(0 , IV-

Отображение g : о -*■ о является взаимно однозначным отображе­
нием плоскости на себя, т. е. является преобразованием плоскости ст. 
Докажем, что g сохраняет расстояния. В  самом деле, пусть М i и 
М 2 — произвольные точки плоскости, которые в репере R имеют коор­
динаты Af| [х|, y t)R и Af2 (х2, y 2)R. Тогда Af|Af2 =  -V(*2 — x l)2 +  (y2 — у{)2. 
Образы М\ и М 2 точек М\ и М 2 в репере R ' имеют те же координаты:

(*i, у 1)/?', Af2 (дс2, y 2)R-, поэтому M\M2 =  -yJ(x2 — X\f-\-(y2 — г/,)2 и, сле­
довательно, М\М2 =  М\М'2. Таким образом, g — движение, которое 
переводит репер R в репер R '.

2) Докажем теперь, что g — единственное движение, которое
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переводит репер R в репер R'. Допустим, что это не так, т. е. 
существует другое движение f, такое, что R ' =  / (R). Тогда на плоскос­
ти существует такая точка М, что образ М\ этой точки в движении g 
не совпадает с образом М 2 той же точки в движении L Так как

£ fА А ' и Л и - Л ', то АМ =  А'М\, АМ — А 'М 2, поэтому А'М\ =  А 'М 2, 
т. е. точка А ' равноудалена от концов отрезка М\М2. Точно так же 
можно доказать, что точки В ' и С' равноудалены от концов отрезка 
М\М2. Таким образом, точки А', В ' и С' лежат на серединном 
перпендикуляре отрезка M iM 2, т. е. на одной прямой, что противоре­
чит определению репера.

Итак, g — единственное движение, которое репер R переводит в 
репер R '. При этом движении точка М  (х, y)R переходит в точку 
М ' (х, у)я, Я

4. Пользуясь этой теоремой, выясним, в какие фигуры пере­
ходят в движении прямая, полуплоскость, отрезок, луч и угол.

1 °. Движение переводит прямую в прямую, а параллельные 
прямые — в параллельные прямые.

□ Выберем ортонормированный репер R и рассмотрим его 
образ R ' в данном движении. Тогда R ' также ортонормирован­
ный репер (п. 2). Пусть прямая d в репере R определяется уравнением 
Ах-\- Ву-\- С =  0. Образ d’ этой прямой (т. е. множество образов 
всех точек прямой d) в репере R ' определяется тем же уравнением, 
поэтому является прямой (теорема 1 § 21). ’

Рассмотрим теперь параллельные прямые d\ и d2 и их образы 
d[ и d2. Если предположить, что прямые d[ и d2 имеют хотя бы 
одну общую точку АГ, то прообраз М этой точки лежит как на 
прямой d\, так и на прямой d2. Таким образом, прямые d\ и d2 
имеют общую точку М\ это противоречит условию. | |

2°. Цвижение переводит полуплоскость с границей а в полу­
плоскость с границей а', где а ' — образ прямой а.

□ Пусть а  — данная полуплоскость с границей а, а а ' — образ 
полуплоскости а в движении g. Если прямая а в репере R имеет 
уравнение Ах-\- Ву-\- С =  0, то, по теореме 2 § 21 полуплоскость а 
определяется неравенством

Ах-{- Ву-\- С >  0 (или Ах +  Ву-\- G <  0). ( 1)
Множество а ’ в репере R ', где R ' =  g(R ), определяется тем 

же неравенством (1). Отсюда следует, что а ' — полуплоскость с гра­
ницей а', где a ' =  g(a). Щ  ___

Отношение X, в котором точка С делит отрезок А В  (см. § 12), 
называется простым отношением трех точек Л, В, и С и обозначается 
так: Х =  (АВ, С).

Докажем следующее важное свойство.
3°. Движение сохраняет простое отношение трех точек прямой.
□ Пусть в репере R  три произвольные точки одной прямой 

имеют координаты А (х\, у |), В  (х2, у2), С (х, у).
Если ’к =  (А В , С), то по формулам (3) из § 12

Х\-\-кХ2 Ц\ —1“  A.U2 /г»\



Если R ' — образ репера R , то образы А', В ', С ' точек А, В, С 
в репере R ' имеют координаты А ' (х\, у\), В ' (х2, у2), С ' (х, у). Равен­
ства (2) показывают, что точка С'делит отрезок А ’В ' в отноше­
нии к, т. е. (А 'В ', С') =  к. Таким образом, {АВ, С) =  (А 'В ’, С'). Щ

Точка С лежит между точками А и В  тогда и только тогда, 
когда (АВ, С )>  0, поэтому из свойства 3° следует утверждение.

4°. Движение сохраняет отношение «лежать между».
F r n u  ( А Й  Г Ч  0  ТП  т о и и г я . Г  и я  П Т П Р Ч ^ Р  А В  а  6СЛИ/ j| 0 77 л ш *\~.~* ******** Л D  ** — fg* ж* Ж Л А / Г ) / art(Л# С )< 0, то точка С лежит на прямой Л а, но вне отрезка АВ. 

Отсюда и из свойства 3° следует утверждение.
5". Движение переаидит отрезок А В  и огрезик А ’В ', где А ' и 

В ' — образы точек А и В. При этом середина отрезка А В  переходит 
в середину отрезка А 'В '.

Используя предыдущие свойства, предлагаем читателю са­
мостоятельно доказать следующее утверждение.

6°. Движение переводит луч в луч, а угол — в угол.
В заключение рассмотрим следующее важное свойство движений.
7°. Движение переводит угол в равный ему угол.
□ Пусть Z-ЛОВ — данный угол, а Z .А 'О 'В ' — его образ, при­

чем О', А ' и В '— образы точек О, Л и В: Если Z.AO B  развернутый, 
то утверждение теоремы очевидно, поэтому рассмотрим случай, ког­
да этот угол неразвернутый, т. е. (О, Л, В) — репер. Тогда (O', А', В ')  
также репер. Треугольники ОАВ  и О’А ’В ' равны по третьему при­
знаку равенства треугольников (0Л =  0 'Л ', 0 В  =  0 'В ',  А В  =  А В '), 
поэтому А А О В =  / .А 'О 'В '.  |

Отсюда и из свойства 1° как следствие получаем утверждение.
8°. Движение переводит взаимно перпендикулярные прямые во 

взаимно перпендикулярные прямые.
5. Пусть О — некоторая точка плоскости, h — луч, исходящий 

из этой точки, а a — полуплоскость, границе которой принадле­
жит луч h. Тройка О, А, а называется флагом и обозначается 
так: (О, А, а) (рис. 104). Очевидно, при движении флаг переходит в 
флаг.

Т е о р е м а  2. Пусть (О, А, а) и (O', А', a ')  — произвольные 
флаги. Тогда существует одно и только одно движение, которое 
флаг (О, A, а) переводит в флаг (O', A ', a').

□ Введем в рассмотрение ортонормированные реперы (О, Е\, Е 2) 
и (O', Е \, Е 2) такие, что E\£h, Е 2£а, E [£ h ', Е 2£ а ' (рис. 105). Рас­
смотрим движение g, которое репер (О, Е\, Е 2) переводит в репер 
(O', Е\, Е ’2). Так как 0 ' =  g (О), E\ =  g (£,), то h '= g  (А). Но E'2 =  g (Е 2\

I
4. ot

01

Рис. 104 Рис.
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поэтому a ' =  g (a ). Таким образом, движение g переводит флаг 
(О, h, а) в флаг (O', h ', а').

Пусть f — произвольное движение, которое переводит флаг (0, h, а) 
в флаг (O', Л', а')- Так как h' =  f(h), то E \ = f (E  1). Далее, углы 
Е 1О Е 2 и Е\0'Е2  прямые, поэтому движение f луч О Е2 переводит 
в луч O 'E i, а следовательно, E i =  f (Е 2). Таким образом, движение 
/ переводит репер'(О, Е\, £ 2) в репер (O', Е[, £ 2), поэтому f совпа­
дает с g. |

§ 42. Два вида движений. Аналитическое выражение движения

1. Будем говорить, что реперы R =  (0, А, В) и R ' =  (0 ', А ', В ') 
одинаково ориентированы (противоположно ориентированы), если
базисы О А, ОВ и О 'А ', О 'В ' одинаково ориентированы (противо­
положно ориентированы) (см. § 13). Таким образом, реперы R  и R ' 
одинаково ориентированы, если и противоположно ориен­
тированы, если R\R'<.0. Здесь R\R' =  (ОА, 0В)\(0 'А ', О 'В ').

Говорят, что преобразование точек плоскости сохраняет ориен­
тацию плоскости (меняет ориентацию плоскости), если любой репер 
и его образ одинаково ориентированы (противоположно ориентиро­
ваны).

Т е о р е м а  1. Любое движение либо сохраняет, либо меняет 
ориентацию плоскости.

□ Пусть g — произвольное движение, R0 — некоторый ортонор­
мированный репер, a Ro — его образ, который также является 
ортонормированным репером (§ 41, п. 2). Возьмем произвольный 
репер R =  (0, А, В) и рассмотрим его образ R ' =  (0 ', А ', В '). По 
основной теореме точки О, А, В  в репере R0 имеют те же коорди­
наты, что и соответствующие точки О', А ', В ' в репере Ro. Отсюда
следует, что векторы О А, О В  в репере R0 имеют те же координаты,
что и соответственно векторы О 'А ', О 'В ' в репере Rb, поэтому 
R0\R =  Rb\R' или R\R0 =  R '\R0 Используя это равенство и свойство 
2° (п. 1, § 13), получаем: R \R '=  (R\R0)(R 0\R') =  (R '\Rb)(R0\R') =  
=  (Ro\R')(R'\R,)=Ro\Ro.

Отсюда следует утверждение теоремы. Действительно, если 
Ro\Ro>0, то R \R '> 0 , т. е. произвольный репер R и его образ R ' 
ориентированы одинаково, а если Rm RbcO, то R \R '< 0 , т. е. R и R ' 
ориентированы противоположно. Щ

Итак, доказано, что возможны два вида движений: движения, 
не меняющие ориентацию плоскости, и движения, меняющие ориента­
цию плоскости. В первом случае движение называется движением 
первого рода, а во втором случае — движением второго рода.

2. Пусть g — данное движение. Возьмем на плоскости ортонор­
мированный репер R =  (О, Е\, Е 2), обозначим через (х, у) координаты 
произвольной точки М  плоскости, а через (х' , у ') — координаты 
ее образа М ' в этом репере. Выразим х', у ' через х, у, т. е. найдем 
аналитическое выражение движения g в репере R.
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Для решения этой задачи рассмотрим образ R ' =  (0 ', Е\, Е £) 
репера R  в движении g. Так как движение g дано, то мы пред­
полагаем, что репер R ' задан, т. е. даны координаты точки О' (х0, у0)

в репере R и известен направленный угол а =  (ОЕ\, 0 'Е [).
По основной теореме точка М ' в репере R ' имеет координаты 

(.х, у). Следовательно, наша задача сводится к обычной задаче 
преобразования прямоугольной системы координат: точка М ' в ста­
ром репере R имеет координаты (*', у'), а в новом репере R '— коор­
динаты (*, у). Выразить х', у ' через х н у .

Рассмотрим два случая.
А. Движение g является движением первого рода. Тогда ре­

перы R  и R ' ориентированы одинаково, поэтому искомые формулы 
имеют вид (7) § 15:

x = x c o s a  — t/sina +  лго,
у ' =  х sin а-\-у cos ос+уо- 4 ’

Б. Движение g является движением второго рода. Тогда репе­
ры R и R ' ориентированы противоположно, поэтому искомые фор­
мулы имеют вид (9) § 15:

х' = х  cos a +  у sin a +  хо, (пл
у ' =  х sin а — у cos а-\-уо-

Формулы (1) и (2) можно объединить в одной записи:
х' =  х cos a — e ys in a  +  xo, „
у' =  х sin a +  еу cos a +  y0,

где e = l,  если g — движение первого рода, и е =  — 1, если g — 
движение второго рода.

3. Матрица  ̂ называется ортогональной, если ее элемен­
ты удовлетворяют условиям:

а? +  =  1, a\b\-\-a2b2-0. (4)
Докажем, что определитель ортогональной матрицы равен ±1. 

Для этого введем ортонормировг нный базис Г, / и в этом базисе 
рассмотрим векторы а(а\, а2) и b(b\, Ь2). Условия (4) показывают, 
что векторы а и Ь образуют ортонормированный базис, поэтому по

. -. I Д j /) | I р
формуле (5) § 14 получаем: sin (а, Ь) =  8, где 6 =  | а  ̂ | • если 

базис а, Ь правый, то (а, Ь)=-^-, поэтому 6 = 1, а если этот базис

левый, то (а, Ь )= — поэтому 6 =  — 1.
Заметим, что в формулах (1) и (2) коэффициенты при х и у обра­

зуют ортогональные матрицы:
(  cos a — sin a\ (  cos a sin 
V sin a cos a/, \sin a — cos a/.
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В п. 2 было доказано, что аналитическое выражение любого 
движения плоскости имеет вид (3), где матрица, образованная 
из коэффициентов при х и у, является ортогональной. Докажем 
обратное утверждение.

Т е о р е м а  2. Если аналитическое выражение отображения f в 
ортонормированном репере R =  (0, Е, Е 2) имеет вид:

х' =  а ]х +  Ь ]у +  х0, у ' =  а2х-\-Ь2у-\-у0, (6)

где ьь;У  ортогональная матрица, то f  — движение.
При этом, если 6 =  1, то f — движение первого рода, а если 

6 =  — 1, то f — движение второго роба. Здесь 6 =  | ^ | -
□ Так как 8ф0, то отображение f является преобразованием 

(читателю рекомендуется самостоятельно обосновать это утвержде­
ние). Докажем, что f — движение. Пусть у i), М 2(х2, у2) — 
две произвольные точки, а М\ (х[, у\) и М2(х2, у2) — их образы. 
Используя формулы (6) и равенства (4), найдем: [х2 — х\)2-\- 
+  {У2 —у02 =  (*2—X if+ (y2—y{f, или М \М ? =  М М .  Таким обра­
зом, f сохраняет расстояния, поэтому является движением.

При движении f репер R =  (0, Е\, Е 2) переходит в репер R ' =  
=  (0 ', Е\, Ь 2), где О '(х  о, уо), Е[(а[-\-х о, а2-\-уо), E°(b\-|-Xo, Ь2-\-уо),
поэтому векторы 0 ’Е\ и 0 'Е 2 имеют координаты 0 'Е\ (at, а2),
0 'E 2(bi, Ь2). Отсюда следует, что R \ R '=  Если 6 =  1,
то реперы R и R ' ориентированы одинаково, поэтому / — движение 
первого рода, а если 6 =  — 1, то реперы R  и R ' имеют противопо­
ложные ориентации, поэтому f — движение второго рода. | |

Эта теорема часто используется для доказательства того, что 
то или иное отображение является движением. Рассмотрим примеры.

П р и м е р  1. Пусть на ориентированной плоскости о дана точ­
ка О и направленный угол а. Определим отображение g : о->-о сле­
дующим образом: точке М, отличной от точки О, поставим в соот­
ветствие точку М ' так, чтобы ОМ =  ОМ ' и /LMOM' =  а, а точке
О поставим в соответствие эту же точку О. Это отображение 
называется поворотом (или вращением) плоскости вокруг точки О на 
угол а. Точка О называется центром поворота, а величина а  — 
углом поворота. Легко заметить, что поворот на угол п либо — л яв­
ляется центральной симметрией.

Пользуясь предыдущей теоремой, докажем, что поворот явля­
ется движением первого рода. Выберем на плоскости прямоуголь­
ную систему координат Oij, приняв за начало координат центр О 
.поворота, и установим связь между координатами произвольной 
точки М (х, у), отличной от точки О и ее образа М ' (х', у'). По
определению поворота /.(ОМ , ОМ') =  а, ОМ =  ОМ'. По формулам
(5) из § 14 имеем:



где
р2 =  ОМ2 =  О М '2 =  
=  х2+ у 2 =  х '2 +  у '2. а

й 7
d

Отсюда получаем:
хх' +  уу' =  р2 cos а, 

— ух' -\-ху' =  р2 sin а.
Эту систему можно рассматри­
вать как систему двух уравне­
ний с двумя неизвестными х', у'. Решая ее, находим:

Рис. 106

х' = х  cos а — у sin а, 
у ' =  х sin а -\-у cos а. (7)

Заметим, что эти формулы пригодны и в том случае, когда 
точка М совпадает с точкой О.

Мы получили аналитическое выражение поворота вокруг на­
чала координат. Так как матрица, образованная из коэффициен­
тов при х и у, ортогональная (см. (5), левая матрица) и опреде­
литель этой матрицы равен + 1, то g — движение первого рода. 
При а =  л или а  = — л формулы (7) принимают вид:

Эти формулы представляют собой аналитическое выражение 
центральной симметрии с центром в начале координат.

П р и м е р  2. На плоскости о возьмем прямую d и каждой 
точке М £о  поставим в соответствие точку М ', симметричную точ­
ке М относительно прямой d (рис. 106). Напомним, что каждая 
точка прямой d симметрична самой себе относительно этой пря­
мой. Мы получаем преобразование плоскости о, которое называет­
ся осевой симметрией или отражением от прямой d. Прямая d на­
зывается осью симметрии.

Докажем, что осевая симметрия является движением. Для^этого 
выберем на плоскости прямоугольную систему координат Oij так, 
как показано на рисунке 106, и запишем аналитическое выраже­
ние осевой симметрии. Пусть М (х, у) — произвольная точка плоско­
сти, а М ' (х' , у ') — ее образ. Так как точки М  и М ' симметричны 
относительно оси абсцисс, то

По теореме 2 осевая симметрия является движением второго 
рода.

§ 43. Классификация движений плоскости

1. Точку плоскости назовем инвариантной ( неподвижной) точкой 
преобразования, если она переходит в себя в этом преобразова­
нии. Прямую назовем инвариантной ( неподвижной) прямой преобра­
зования, если любая ее точка переходит в точку этой же прямой.

х’ = — х, у '= — у. (8)

х '= х , у ' ^ — у. (9)
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В частности, прямая является 
инвариантной, если каждая ее 
точка инвариантна в данном пре­
образовании (такую прямую бу­
дем называть прямой инвариант­
ных точек). Если, например, g — 
осевая симметрия, то ось этого 
преобразования и любая прямая, 
перпендикулярная к ней, являют­
ся инвариантными прямыми, при­
чем ось симметрии — прямая ин­
вариантных точек.

Рис. 107 Л  е м м а 1. Если движение g
не имеет ни одной инвариантной 

точки, то оно имеет хотя бы одну инвариантную прямую.
□ Пусть А — произвольная точка плоскости, A i= g (A ), А 2 =  

=  g(/4i). По условию леммы точка А не совпадает с точкой 
А\, а точка А\ — с точкой А 2. Если точки А, А\ и А 2 лежат на 
одной прямой, то эта прямая является инвариантной, поэтому рас­
смотрим случай, когда эти точки не лежат на одной прямой 
(рис. 107).

Рассмотрим середины 0\ и 0 2 отрезков АА\ и А\А2 и дока­
жем, что 0\02 — инвариантная прямая (рис. 107). Для этого про­
ведем серединные перпендикуляры 1\ и /2 отрезков АА\ и А ,А 2 и 
обозначим через С их точку пересечения. Очевидно, 0 2 =  g (О i), поэто­
му l2 — g{l\) (свойство 8°  из § 41). Так как 0\С =  0 2С, то точка С 
прямой /| переходит либо в ту же точку С прямой 12, либо в точку С ь 
симметричную точке С относительно точки 0 2 (см. рис. 107). Пер­
вый случай не может иметь места, так как g не имеет неподвиж­
ных точек, поэтому C i= g (C ). Таким образом, прямая А\С пере­
ходит в параллельную ей прямую А 2С\ (четырехугольник А\СА2С\ — 
параллелограмм).

Пусть пг' — образ прямой 0\02. Так как 0\02А-А\С, то т '  ± А 2С\ 
или m'_Li4iC. Мы видим, что прямая т '  проходит через точку 0 2 
и перпендикулярна прямой Л|С, поэтому т '  совпадает с пря­
мой 0\02. Щ  ;

Л е м м а  2. Если движение g луч А переводит в себя, то g 
либо тождественное преобразование, либо отражение от прямой р, 
содержащей луч А.

□ Обозначим через О начало луча А, а через J, и 1' — две 
полуплоскости с общей границей, содержащей луч А. Возможны 
только два случая.

1) Движение g переводит флаг (О, А, к) в флаг (О, A, к). 
По теореме п. 2 § 41 g — тождественное преобразование.

2) Движение g переводит флаг (О, А, к) в флаг (О, А, к'). По теоре­
ме 2 § 41 движение g совпадает с осевой симметрией относительно 
прямой р. |

2. Проведем классификацию движений в зависимости от нали­
чия неподвижных точек и инвариантных прямых.
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А. Классификация движений первого рода.
1) Д в и ж е н и е  и м е е т  б о л е е  ч е м  о д н у  н е п о д в и ж ­

н у ю  т о ч к у .  Пусть А и В  — две неподвижные точки движе­
ния g. Тогда луч А В  переходит в себя, поэтому по лемме 2 g 
либо тождественное преобразование, либо осевая симметрия. Но 
осевая симметрия является движением второго рода, поэтому g — 
тождественное преобразование.

2) Д в и ж е н и е  g и м е е т  т о л ь к о  о д н у  н е п о д в и ж ­
н у ю  т о ч к у .  Выберем ортонормированный репер (О, Е\, Е 2) так, 
чтобы точка О была неподвижной точкой, и запишем аналитическое 
выражение этого движения. В данном случае формулы (1) из § 42 
имеют вид:

х' =  х cos а — у sin а, у' =  х sin а-\-у cos а. ( 1)
Так как g не является тождественным преобразованием, то 

афО.  Формулы (1) в точности совпадают с формулами (7) § 42, 
поэтому g — вращение вокруг точки О на угол а  (§ 42, п. 3). 
При а =  л либо а = — л преобразование g — центральная симмет­
рия с центром О. Заметим, что если — л <  а <  л, то g не имеет инва­
риантных прямых, а в случае а =  л либо а = — л — бесконечное 
множество инвариантных прямых; инвариантными будут те и только 
те прямые, которые проходят через точку О.

3) Д в и ж е н и е  g не и м е е т  н е п о д в и ж н ы х  т о ч е к .  
Согласно лемме 1, существует хотя бы одна инвариантная прямая I.

Пусть О — некоторая точка этой прямой, 0 \= g (0 ), 0 2 =  g(0\). 
Точки О, 0| и 0 2 лежат на прямой / и попарно различны, так 
как g не имеет неподвижных точек (если предположить, что точ­
ки О и 0 2 совпадают, тогда середина отрезка 00\ была бы непод­
вижной точкой, что невозможно).

Выберем ортонормированный репер (О, Е\, Е 2) так, чтобы E\£l. 
Пусть в этом репере точка 0\ имеет координаты 0\ (а, 0). Так как
0 0 i =  0 i02 , то 0 2 имеет координаты (2а, 0).

Допустим, что аналитическое выражение движения g в репере 
(О, Е 1, £2) имеет вид (1) § 42. Так как 0 =  g ( 0 1), 0 2 =  g (0 1), то 
х0 =  а, уо =  0, c o s a = l,  s ina  =  0, поэтому формулы (1) § 42 при­
нимают вид:

х '= х  +  а, у ' =  у. (2)
Отсюда следует, что g — параллельный перенос на ненулевой 

вектор р (а, 0) (см. § 41, пример 1). Действительно, если М (х, у) — 
произвольная точка, а М '(х ', у ') — ее образ, то из формул (2)
получаем: М М ' =  р. Любая прямая, параллельная вектору р, являет­
ся инвариантной прямой параллельного переноса. Других инва­
риантных прямых нет.

Б. Классификация движений второго рода. Из формул (2) § 42 
получаем следующие уравнения для нахождения координат непод­
вижных точек движения второго рода:

(cos а — 1) х sin ay  +  х0 =  0 , 
sin ax — (cos a +  1) |/ +  yo =  0 .
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Определитель этой системы при любом а равен нулю, и не 
все коэффициенты при х и у равны нулю, поэтому любое движение 
второго рода либо имеет прямую инвариантных точек, либо не 
имеет ни одной инвариантной точки. Рассмотрим каждый из этих 
случаев в отдельности.

1) Д в и ж е н и е  g и м е е т  п р я м у ю  и н в а р и а н т н ы х  
т о ч е к .  Пусть h — какой-нибудь луч этой прямой. Так как h = g  (h), 
то по лемме 2 g — либо тождественное преобразование, либо осевая 
симметрия. Но тождественное преобразование является движением 
первого рода, поэтому g — осевая симметрия.

2) Д в и ж е н и е  g не и м е е т  и н в а р и а н т н ы х  т о ч е к .  
Этот случай аналогичен случаю параллельного переноса (см. п. А, 
случай 3). Выберем ортонормированный репер (О, Е\, Е 2) так, чтобы 
точки О и Е\ лежали на инвариантной прямой /. Пусть 0\— g(0 ),
0 2 =  g (0 1). Если точка О\ имеет координаты (а, 0), то точка Ог 
имеет координаты (2а, 0). Предположим, что аналитическое выра­
жение движения g в репере (О, Е\, £г) имеет вид (2) § 42. Из усло­
вий 0 н>-0 |, 0 1 I— 0 2 получаем: хо =  а, уо =  0, cosa =  l, sin а  =  0, 
поэтому формулы (2) из § 42 принимают вид:

х' =  х +  а, у '= — у. (3)
Докажем, что g =  s-f, где f — параллельный перенос на не­

нулевой вектор р (а, 0), a s — отражение от прямой I. В самом 
деле, преобразования s и / в репере (О, Е\, £ 2) определяются форму­
лами:

■*>шГ
х' =  х, с x =  x-j-a,s: , ’ ~  f: ~  1 ’
У =  — у\ У =  У,

поэтому отображение s-f определяется формулами (3), т. е. совпа­
дает с g. В этом случае движение g называется скользящей сим­
метрией. Ясно, что скользящая симметрия не имеет инвариантных 
точек и имеет только одну инвариантную прямую.

Итак, существуют четыре типа движений, которые приведены 
в следующей таблице.

Название движения Инвариантные точки Инвариантные прямые

I. Движения первого рода

1. Поворот на угол а
а) Поворот на угол а ^ О  и 
а ф  ± л

Центр поворота Нет

б) Тождественное преобра­
зование (а =  0)

Любая точка плос­
кости

Любая прямая плоскости
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Продолжение

Название движения Инвариантные точки Инвариантные прямые

в) Центральная симметрия
(о =  ± л )

Центр симметрии Любая прямая, проходя­
щая через центр симметрии

2. Параллельный перенос на 
вектор р
а) Параллельный перенос 
на вектор р Ф б

Нет Любая прямая, параллель­
ная вектору р

б) Тождесхвенное преобра­
зование (р — 0)

Любая точка плос­
кости

Любая прямая плоскости

11. Движения второго рода

3. Осевая симметрия

4. Скользящая симметрия

Все точки оси 

Нет

Ось симметрии и любая 
прямая, перпендикулярная 
к ней
Одна прямая

§ 44. Группа движений плоскости и ее подгруппы

1. Можно доказать, что произведение двух движений есть дви­
жение. Действительно, пусть g и / — движения. Так как они являют­
ся преобразованиями плоскости, то fg также преобразование пло­
скости (§ 40, п. 3). Но каждое из движений g и f сохраняет 
расстояния, поэтому и fg сохраняет расстояния, так как при после­
довательном выполнении двух движений расстояния сохраняются. 
Таким образом, fg — движение.

Любое движение первого рода сохраняет ориентацию плоскости. 
Отсюда заключаем, что если g и f — движения первого рода, 
то и fg — движение первого рода. С другой стороны, если g и 
/ — движения второго рода, то каждое из них меняет ориентацию 
плоскости, поэтому fg — движение первого рода. Отметим, наконец, 
что если f — движение первого рода, a g — движение второго рода,
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О,' 02 т0 §f — движение второго рода.
q q * * Эти утверждения дают возмож­

ность, используя таблицу преды- 
Рис. 108 дущего параграфа, в ряде слу­

чаев легко определить, к какому 
типу относится произведение двух данных движений. Рассмотрим 
примеры.

П р и м е р  1. Доказать, что произведение двух центральных 
симметрий есть параллельный перенос.

Р е ш е н и е .  Пусть g : — отражение от точки 0\ и g? — отра­
жение от точки 0 2. Так как gi и g2— движения первого рода, 
то g2gi — движение первого рода. Рассмотрим два возможных слу­
чая.

1) Точки О | и 0 2 совпадают. В этом случае, очевидно, g2g 1 — 
тождественное преобразование, т. е. параллельный перенос на век­
тор р =  0 .

2) Точки 0\ и 0 2 не совпадают. При движении g2g\ образы 
0\ и О2 точек О | и 0 2 лежат на прямой 0 i0 2 и, кроме того, 
точка 0 2 является серединой отрезка 0\0\ (рис. 108). Поэтому 
прямая 0 |0 2 является инвариантной прямой преобразования g2g\. 
На этой прямой нет ни одной неподвижной точки. В самом деле, 
если, например, А — неподвижная, точка, то 0\А =  0[А, т. е. А 
совпадает с точкой 0 2, что невозможно, так как 0 2 не является 
неподвижной точкой (см. рис. 108.) Итак, g2g\ — движение первого 
рода, которое имеет инвариантную прямую, на которой нет неподвиж­
ных точек. Отсюда следует, что g2g\ — параллельный перенос на 
ненулевой вектор (см. таблицу в § 43).

П р и м е р  2. Выяснить тип преобразования, которое является 
произведением отражений /1 и / 2 от двух прямых р и / соответственно.

Р е ш е н и е .  Так как / 1 и f2 — движения второго рода, то 
f =  fzfI — движение первого рода. Рассмотрим два возможных слу­
чая.

1) Прямые р и / параллельны. Очевидно, любая прямая, 
перпендикулярная прямым р и /, является инвариантной прямой 
преобразования f. Таким образом, f — параллельный перенос на 
вектор р, так как только параллельный перенос имеет параллельные 
инвариантные прямые (см. таблицу на с. 127). Так как / не 
является тождественным преобразованием, то рфО.

2) Прямые p u l  пересекаются в точке О. Точка О является 
неподвижной точкой движения f, поэтому f — поворот вокруг точки
О на угол а. Так как f не является тождественным преобразо­
ванием, то аф О . Если p_L/, то р и / — инвариантные прямые, поэ­
тому f — центральная симметрия, а если р не перпендикулярны к I, 
то / — поворот на угол а, где аф О  и а ф  ± я .

П р и м е р  3. Выяснить тип преобразования, которое является 
произведением отражения g от точки О и отражения f от прямой р.

Р е ш е н и е .  Так как g — движение первого рода, a f — движение 
второго рода, то fg — движение второго рода, т. е. либо осевая
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симметрия, либо скользящая сим­
метрия. Предлагаем читателю по 
аналогии с предыдущим само­
стоятельно доказать, что если 
0 £р, то f g — осевая симметрия, 
а если 0 £р, то fg — скользящая 
симметрия.

2. Из четырех типов движе­
ний осевая симметрия играет осо­
бую роль, о чем свидетельствует 
следующая теорема.
I  Т е о р е м а  1. Любое движе­
ние g плоскости является либо осевой симметрией, либо представ­
ляет произведение не более трех осевых симметрий.

□ Возьмем некоторый флаг (О, h, X) и рассмотрим его образ 
(O', h', V). Возможны два случая.

1) Точки О и О ' совпадают, т. е. лучи h u h ’ имеют 
общее начало. В  этом случае существует прямая р, относительно 
которой лучи h u h '  симметричны (если лучи h u h '  совпадают, то 
р — прямая, содержащая луч Л). Рассмотрим движение f, определя­
емое формулой

f= h g .  (1)
где / 1 — отражение от прямой р.

Так как f(h ) =  h, то по лемме 1 (§ 43) движение f является 
либо тождественным преобразованием е, либо осевой симметрией. 
Из равенства (1) получаем: f\f =  fi(fig) =  (f\fi)g — g- Итак,

g =  hf- (2)
Итак, движение g — либо осевая симметрия (если f =  e), либо 

произведение двух осевых симметрий.
2) Точки О и О ' не совпадают. Пусть р — серединный перпен­

дикуляр отрезка ОО'. Рассмотрим движение f, заданное формулой
(1). Движение f переводит h в некоторый луч h i, причем h и hi имеют 
общее начало О (рис. 109). По доказанному (см. случай 1) дви­
жение / — либо осевая симметрия, либо произведение двух 
осевых симметрий. Поэтому из равенства (2) следует утверждение 
теоремы. Ц

3. Обозначим через D множество всех движений плоскости. 
Из основной теоремы (теорема 1 § 41) следует, что D — беско­
нечное множество. В  п. 1 показано, что если g^D , f£ D, то fg^D . Д а ­
лее, если g£D, то g - 16 D. Таким образом (см. § 40, п. 3), мно­
жество D является группой преобразований. Эта группа назы­
вается группой движений плоскости.

Пусть F  — некоторая фигура. Те свойства фигуры F, которые 
сохраняются при в с е х  движениях, называются инвариантными 
свойствами этой фигуры относительно группы D или, короче, 
инвариантами группы D. Так, расстояние между двумя точками 
А и В  — инвариантное свойство фигуры {А, В) относительно груп­
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пы D. Это основной инвариант группы движений. Свойства фигуры 
быть отрезком, лучом, прямой являются примерами инвариантных 
свойств фигур относительно группы D. Далее, простре отношение 
трех точек прямой, мера угла, площадь фигуры также являются 
инвариантами группы D.

Рассмотрим важнейшие подгруппы группы D и укажем некоторые 
инварианты этих подгрупп, которые не являются инвариантами 
группы D.

1) Обозначим через D i множество всех движений первого рода. 
Любое движение первого рода сохраняет ориентацию плоскости. 
Отсюда заключаем, что если g, f£D\, то fg £ D \ и g ~ l £D  1. Зна­
чит, D 1 — подгруппа группы D. Она называется группой движений 
первого рода. Любое движение первого рода сохраняет ориентацию 
плоскости, т. е. переводит любой репер в репер той же ориентации. 
Поэтому ориентация репера — инвариант группы D.

З а м е ч а н и е .  Отметим, что множество D2 движений второго 
рода не является группой. В самом деле, если g 1 и g2— движения 
второго рода, то g2g \— движение первого рода (п. 1), поэтому 
g 2 g l{D 2.

2) Пусть D|(M0) — множество всех движений первого рода, 
для которых М о — неподвижная точка. Очевидно, D l (M 0)czD\. 
Если f, g £ D i (Мо), то ясно, что g f£ D i (М0) и g ~ {£D\ (М 0). Значит, 
D | (Мо) — подгруппа группы D\. Эта группа состоит из всех вращений 
вокруг точки М 0. Она называется группой вращений плоскости вокруг 
точки М 0. Расстояние от произвольной точки М  до центра М 0 вра­
щения является инвариантом группы D\ (М0).

3) Рассмотрим множество Т, состоящее из всех параллель­
ных переносов. Очевидно, T aD \ . Пусть f и g — параллельные 
переносы с векторами переносов p u g .  Нетрудно видеть, что
если М ' =  (gf) (М), то М М ' = p  +  q. Таким образом, gf — параллель­
ный перенос на вектор p-}-q. Далее, так как преобразование
M ' =  f ( M ) — параллельный перенос, то М М ' =  р. Но тогда М 'М =
— — р, т. е. f ~ [ — параллельный перенос на вектор — р. Таким 
образом, если /, g£T, то gf£T  и f ~ ]£T. Этим доказано, что Т — 
подгруппа группы D к она называется группой переносов плоскости. 
Инвариантом этой группы является, например, направление (см. § 1, 
п. 3).

Примеры, рассмотренные выше, являются бесконечными подгруп­
пами группы D. В следующем параграфе покажем, что существуют 
и конечные подгруппы группы D, т. е. подгруппы, которые являют­
ся конечными множествами.

4. Две фигуры F  и F ' называются равными (или конгруэнтны­
ми), если они D -эквивалентны (§ 40, п. 4), т. е. если существует 
такое движение g, что F ' =  g (F ); пишут: F  =  F ' (или F ^ F ') .  
Так как D -эквивалентность фигур является отношением эквива­
лентности на множестве всех фигур плоскости, то справедливы 
утверждения:

1) F = F  для любой фигуры F.
130



Рис. 110

2) F i =  F 2=^F2 =  F l.
3) (Ft =  F 2, F 2 = F 3) ^ F t= F 3.
Для того чтобы установить равенство двух фигур, не обязатель­

но доказывать существование движения, которое одну фигуру 
переводит в другую. В ряде случаев удается установить равенство 
фигур, сравнивая только некоторые их элементы. Например, 
пользуясь основной теоремой, нетрудно доказать, что два эллипса 
равны тогда и только тогда, когда их полуоси равны. В 
частности, две окружности равны тогда и только тогда, когда их 
радиусы равны.

Рассмотрим равенство треугольников.
Т е о р е м а  2. Для того чтобы Д  А В С =  а А 'В 'С ' ,  необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялись равенства
А А =  Z.A ', А В = /LB ', А С =  Z.C ', А В  =  А 'В ',  -

АС =  А 'С ', ВС  =  В 'С '.  w
| □ Необходимость очевидна, поэтому докажем только достаточ­

ность условия. Пусть выполняются равенства (3), докажем, что 
А А В С =  а А 'В 'С '.

Рассмотрим два ортонормированных репера (А, Е\, Е 2) и 
(А', Е\, Е 2), расположенные так, как показано на рисунке 110.
Если А В =  с, АС =  Ь, ВАС  =  а, то вершины треугольника ABC  
в репере (А, Е\, Е 2) имеют координаты /1(0, 0), В  (с, 0), 
С (b cos а, Ь sin а). Из равенств (3) заключаем, что вершины тре­
угольника А 'В 'С ' в репере (А', Е\, Е 2) имеют координаты А ' (0, 0), 
В ' (с, 0), с (bcos a, fcsina). По основной теореме существует движе­
ние g, которое переводит репер (А, Е\, Е 2) в репер (А ', Е\, Е 2). Оче­
видно, точки А, В, С переходят соответственно в точки А ', В ', С', 
поэтому а А В С =  А  А 'В 'С '.  Щ

В школьных курсах геометрии этот признак нередко прини­
мается за определение равенства треугольников2. Читателю известно, 
что в курсе геометрии доказываются три признака, которые 
позволяют установить равенство треугольников A BC  и А 'В 'С ' по 
некоторым из равенств (3).

1 Запись Д ABC— Д А’В ’С' означает, что существует движение, при котором 
А -► А', В - * В '  и С ^ - С .

2 См., например: П о г о р е л.о в А. В. Геометрия. Учебное пособия для 
6— 10 классов средней школы. 3-е изд., § 1. М., Просвещение, 1983.
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Имеет место аналогичная теорема для равенства выпуклых 
многоугольников: два одноименных выпуклых многоугольника рав­
ны тогда и только тогда, когда между их вершинами можно устано­
вить такое соответствие, что соответствующие углы равны и соот­
ветствующие стороны равны.

§ 45. Группа симметрий геометрической фигуры

1. Пусть D f — множество всех движений плоскости, переводящих 
фигуру F  в себя. Очевидно, если f£ D F, g£DF, то g f£ D F и 
g ~ '£ D F. Следовательно, D F — группа, которая является подгруп­
пой группы D движений плоскости.

Если группа DF содержит элементы, отличные от едини­
цы группы (тождественного преобразования), то она называется 
группой симметрий фигуры F, а ее элементы — симметриями 
этой фигуры. Если D F состоит из одного тождественного преобра­
зования, то говорят, что фигура F  не имеет симметрий.

Группа D f может иметь бесконечное множество элементов и 
может содержать конечное число элементов. Если, например, 
F  — окружность с центром О, то группа D F является бесконечным 
множеством: оно содержит любое вращение с центром О и любое 
отражение от прямой, проходящей через точку О. Но если F  — 
равнобедренный, но не равносторонний треугольник ( а А ВС  на ри­
сунке 111, А В  — А С ф  ВС), то группа DF состоит только из 
двух элементов — тождественного преобразования и отражения от 
прямой, содержащей высоту треугольника, проведенную к осно­

ванию (прямая АН  на рисун­
ке 111). Отметим, кстати, что раз­
носторонний треугольник не имеет 
симметрий (Ду4|В|С| на рисун­
ке 111 ).

Прямая d называется осью 
симметрии фигуры F, если f£ D F, 
где f — отражение от прямой d; 
точка Мо называется центром 
симметрии фигуры, если отраже­
ние от точки М 0 принадлежит 
группе D f. Параллелограмм, от­
личный от прямоугольника и л и  
ромба, имеет один центр симмет­
рии — центр параллелограмма и 
не имеет осей симметрии 
(рис. 112, а). Прямоугольник (или 
ромб), отличный от квадрата, 
имеет один центр и две оси сим­
метрии (прямые d\ и d2 на рисун­
ках 112, б и в), но квадрат имеет 
четыре оси симметрии (прямые d i, 
d2, AC, BD  на рисунке 112, г).
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Существуют фигуры, которые 
имеют бесконечное множество 
центров и осей симметрии. Пусть, 
например, F  — полоса между па­
раллельными прямыми d | и d2 
(рис. 113), a do — прямая, парал­
лельная d\ и d2 и отстоящая от 
них на равном расстоянии. Тог­
да любая точка прямой do явля­
ется центром симметрии фигуры F, а любая прямая, перпендикуляр­
ная do, а также прямая d0 — осью симметрии этой фигуры.

2. Фигура называется ограниченной, если существует такое число 
т ,  что расстояние между любыми двумя точками фигуры меньше 
т .  Если F  — ограниченная фигура, то всегда найдется такой круг, 
что все точки фигуры F  принадлежат этому кругу. Примерами 
ограниченных фигур являются многоугольник, окружность, эллипс. 
Такие фигуры, как прямая, гипербола, парабола, являются приме­
рами неограниченных фигур.

Рассмотрим некоторые свойства группы D F, если F  — ограничен­
ная фигура.

1°. Группа D f ограниченной фигуры не содержит параллельных 
переносов на ненулевые векторы и скользящих симметрий.

□ Пусть, напротив, g £ D F, где g — параллельный перенос на век­
тор рф б. Тогда, если M 0^F, то M\£F, где M 0Mi =  p. Аналогично 
можно доказать, что точки М 2, М 3, ..., Мк, определяемые равенства­
ми M\M2= M 2M 3= M k~\Mk=p, принадлежат фигуре F. Итак, для
любого k точки М 0 и М к принадлежат фигуре. Но M 0M k =  kp, 
что невозможно, так как F  — ограниченная фигура.

Теперь докажем, что D F не содержит скользящих симметрий. 
Пусть, например, f£ D F, где f — скользящая симметрия. Тогда 

что невозможно, так как f f — параллельный перенос 
на ненулевой вектор. |

2°. Ограниченная фигура имеет не более чем один центр 
симметрии.

Предположим противное, т. е. что ограниченная фигура D имеет 
более чем один центр симметрии. Рассмотрим отражения f\ и f2 
от двух из этих центров. Так как f\, f2£ D F, то f2f\£DF. Но это 
противоречит свойству 1°, так как f2f\ — параллельный перенос на 
ненулевой вектор (пример 1 из § 44). Ц

3°. Если ограниченная фигура имеет центр симметрии Мо, то 
все оси симметрии фигуры, если они существуют, проходят через 
точку М о.

□ Предположим противное, т. е. что какая-то ось симметрии 
d фигуры F  не проходит через точку М 0. Рассмотрим отражение 
g от точки М 0 и отражение / от прямой d. Так как g £ D F, f£ D F, 
то fg £ D F. Но это невозможно, так как fg — скользящая симметрия 
(пример 3 из § 44). Ц

,  Ш / y /m m / r

0 Ш /ш / у ; 7/Ш /ж

Рис. ИЗ
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Предлагаем читателю, пользуясь примером 2 § 44, по ана­
логии с предыдущим самостоятельно доказать следующее утвержде­
ние.

4°. Если ограниченная фигура имеет более чем одну ось 
симметрии, то все эти оси пересекаются в одной точке.

3. Точка Мо называется центром вращения порядка п (п — 
натуральное число, п > 1) фигуры F, если поворот плоскости вокруг

2_
точки Мо на угол а 0 =  —  принадлежит группе DF. Если фигура
имеет центр симметрии Мо, то говорят также, что Мо — центр 
вращения второго порядка фигуры F.

Пусть F  — правильный n-угольник, Мо — его центр, a tio — пово­
рот плоскости вокруг точки Мо на угол ао= — . Рассмотрим мно-П
жество Wn =  {v, v2, ..., vn~ ', vn — e}, где v2 =  vv, v3.= vvv и т. д. 
Это множество состоит из вращений v , v2, ..., vn~ ]. Нетрудно 
видеть, что произведение любых двух движений из этого мно­
жества есть движение из этого же множества. Далее, так как 
vk-vn~k =  е, то из g £ W n следует: g ~ l £ W n.

Таким образом, Wn — группа (подгруппа группы DF). Она 
называется группой вращений правильного п-угольника. Эта группа 
состоит из степеней одного из своих элементов (элемента v). В  алгебре 
такие группы называются циклическими, а элемент v — образующим 
элементом. Итак, с каждым правильным n-угольником связана 
циклическая группа Wn, образующим элементом которой служит
поворот вокруг центра Мо этого я-угольника на угол Например,
циклическая группа Ц73={и, v2, v3 =  e} правильного треугольника 
состоит из трех элементов. Здесь v — поворот вокруг центра Мо 
треугольника на угол 120°. Циклическая группа W* =  {v, и2, v3, и4 =  е} 
квадрата состоит из четырех элементов; здесь v — поворот вокруг 
центра квадрата на.угол 90°.

4. Центр симметрии, ось симметрии, центр вращения поряд­
ка п фигуры F  называются элементами симметрии этой фигуры. 
Рассмотрим элементы симметрии некоторых фигур.

1) П р а в и л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  A BC  с ц е н т р о м  О 
(рис. 114). Фигура имеет три оси симметрии ОА, ОВ и ОС и 
центр вращения О третьего порядка.

2) К в а д р а т  A BCD  с ц е н т р о м  О (рис. 112, г). Фигура
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имеет центр симметрии О, который является также центром 
вращения четвертого порядка, и четыре оси симметрии: d\, d2, AC  
и BD.

3) Э л л и п с  с ц е н т р о м  О и п о л у о с я м и  а и Ь. 
Если а > Ь ,  то эллипс имеет один центр симметрии О и две оси 
симметрии d\ и d2, содержащие полуоси эллипса (рис. 115, а). 
Если а =  Ь, т. е. эллипс является окружностью, то фигура имеет 
центр симметрии О и бесконечное множество осей симметрии 
любая прямая, проходящая через точку О, является осью симметрш 
(рис. 115, б). Точка О является также центром вращения п-гс 
порядка, где п — любое натуральное число, большее единицы.

Элементы симметрии фигуры часто используются при решении 
различных задач, связанных с фигурой,— задач на построение, 
вычисление или доказательство.

/
§ 46. Преобразование подобия
1. Преобразование плоскости называется преобразованием подобия 
или просто подобием, если существует такое число fc> 0 , что для 
любых двух точек Л и В и их образов A ' w В ' выполняется 
равенство А 'В ' =  kAB. Число k называется коэффициентом подобия.

При k= \  преобразование подобия сохраняет расстояния, т. е. 
является движением. Следовательно, движение — частный случай 
преобразования подобия. Рассмотрим пример преобразования подо­
бия, отличного от движения.

Зададим точку М 0 и вещественное число т ф  0. Каждой точке 
М плоскости поставим в соответствие точку М ' так, чтобы

МаМ’ =  тМ оМ . (0
Такое отображение является преобразованием плоскости и 

называется гомотетией. Точка М 0 называется центром гомотетии, 
а число m — коэффициентом гомотетии. Докажем, что гомотетия — 
преобразование подобия. Действительно, пусть М\, М 2 — произволь­
ные точки плоскости, а М\ и М 2 — их образы. Из равенства (1)
получаем: M 0M'i =  mMQMi, M 0M 2 =  mM0M 2, поэтому

М\М'2 =  тМ ^М 2. (2)

Отсюда получаем: \М\М2\ =  \т\-\М\М2\ или М\М'2=  \т\М\М2. 
Таким образом, гомотетия с коэффициентом т  является преобразо­
ванием подобия с коэффициентом подобия k=\m\.

При т =  1 из равенства (1) получаем: М 0М ' =  М 0М. Отсюда 
следует, что любая точка М  плоскости совпадает с ее образом, 
т. е. гомотетия с коэффициентом т =  1 является тождественным 
преобразованием. При т =  — 1 из равенства (1) получаем, что гомоте­
тия — центральная симметрия. В остальных случаях (т. е. когда 
| m | 1) гомотетия — преобразование подобия, отличное от движе­
ния, т. е. преобразование плоскости, не сохраняющее расстояния 
между точками.
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Выберем ортонормированный репер (О, Е\, Е 2) так, чтобы 
точка О совпала с центром гомотетии. Если М (х, у) — произволь­
ная точка плоскости, а точка М ' (х\ у ') — ее образ, то из формулы
( 1) получаем аналитическое выражение гомотетии:

х' =  тх , у ' =  ту .  (3)
2. Рассмотрим простейшие свойства гомотетии.
1°. Гомотетия с коэффициентом т ф  1 переводит прямую, не 

проходящую через центр гомотетии, в параллельную ей прямую, 
а прямую, проходящую через центр гомотетии, — в себя.

□ Пусть Ах-\-Ву-\-С =  0 — уравнение данной прямой /. Подста­
вив сюда значения х, у из (3), получаем уравнение образа Г  этой 
прямой: Ах' +  B y ' +  Cm =  0. Этим уравнением определяется прямая. 
Если С ф  0, то /" ||/, а если С =  0, то Г  и / совпадают. Щ

2°. Гомотетия сохраняет простое отношение трех точек.
□ Пусть А, В  и С — три точки прямой, а А ', В ' и С' — их 

образы, ц =  (АВ, С) и \i' =  (A 'B ', С'). По определению простого
отношения трех точек имеем: АС =  \лСВ, А 'С ' =  \i'C' В ' . По формуле
(2) получаем: А 'С ' =  mAC, С 'В ' =  т С В ,  где т  — коэффициент гомо­
тетии. Следовательно, mAC =  [i'(mCB'\ или AC =  \i'CB. Таким обра­
зом, р/ =  ц, т. е. (АВ, С) =  (А 'В ', С'). |

Из этих свойств следует, что гомотетия переводит отрезок в 
отрезок, луч в луч и полуплоскость в полуплоскость.

3°. Гомотетия переводит угол в равный ему угол.
□ Пусть ВАС  — данный угол, а В ' , А ', С ' — образы точек

В, Л и С. По формуле (2) получаем:

Л7б ' =  тА б , АЧ2' =  тА С . (4)
Отсюда следует, что А  В 'А 'С '=  A B A C . |

4°. Гомотетия сохраняет ориентацию плоскости.
□ Пусть (А, В, С) — произвольный репер, а (А', В ', С ') — его об­

раз. Используя формулы (4), получаем: (АВ, Ли ) | (А 'В ', А 'С ' =  
=  пг2>  0. Итак, в гомотетии любой репер и его образ ориентирова­
ны одинаково, т. е. гомотетия сохраняет ориентацию плоскости. ^

3. Нетрудно доказать, что если f\ и f2 — преобразования 
подобия с коэффициентами k\ и k2, то f2f\ — преобразование 
подобия с коэффициентом k2kt. Действительно, f2f\ является преобра­
зованием плоскости (см. § 40, п. 3). Докажем, что для любых 
двух точек Л и В  и их образов A ' =  (f2fi) (A), B ' =  (f2/i) (В) выполняет­
ся равенство A 'B ’ =  k2k\AB. Если Л 1= / 1 (Л), В |= / :(В ), то 
A ’ =  f2(A i), B ' =  f2 (Bi). По определению подобия Л 1В| =  £,ЛВ, 
Л 'В ' =  А>2Л 1В|, поэтому А ’В ’ =  k2k\AB.

Т е о р е м а  1. Пусть f — преобразование подобия с коэффи­
циентом k, a h — гомотетия с тем же коэффициентом k и с 
центром в произвольной точке Мо Тогда существует одно и 
только одно движение g такое, что
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f  =  gh- (5)
□ Рассмотрим преобразование

g =  fh ~ [. (6)
Оно является преобразованием подобия с коэффициентом

£ )  =  1> т- е- движением. Из равенства (6) получаем: gh =  (fh~')h,
или gh =  f (h~'h) =  f. Таким образом, существует движение g, удов­
летворяющее условию (5).

Пусть теперь g i — произвольное движение, удовлетворяющее 
равенству f — gih. Отсюда получаем: fh ~ '= g i.  Учитывая равенство
(6), мы приходим к выводу, что g i= g . Щ

4. Гомотетия обладает всеми свойствами 1° — 8° движений, 
сформулированными в § 41 (см. п. 2). Доказанная теорема позволяет 
заключить, что и преобразование подобия обладает теми же 
свойствами. Следовательно, имеет место утверждение: преобразова­
ние подобия прямую переводит в прямую, параллельные прямые — 
в параллельные прямые, сохраняет простое отношение трех точек, 
полуплоскость переводит в полуплоскость, отрезок — в отрезок, 
луч — в луч. Преобразование подобия угол переводит в равный 
ему угол, а перпендикулярные прямые — в перпендикулярные пря­
мые.

Итак, доказано, что любое преобразование подобия f можно 
представить в виде (5): f =  gh, где g — движение, a h — гомотетия. 
Так как h сохраняет ориентацию плоскости, т. е. любой 
репер переводит в репер той же ориентации, то если g сохраняет 
ориентацию плоскости, то, очевидно, и f сохраняет ориентацию 
плоскости, а если g меняет ориентацию плоскости, то и / меняет 
ориентацию плоскости. Таким образом, любое преобразование 
подобия либо сохраняет ориентацию плоскости, либо меняет ее 
ориентацию. В первом случае оно называется преобразованием 
подобия первого рода, а во втором случае — преобразованием подо­
бия второго рода.

5. Пусть f — преобразование подобия коэффициентом k. 
Выберем прямоугольную систему координат Oij и найдем аналити­
ческое выражение преобразования f в системе Oij. Для этого 
рассмотрим гомотетию h с центром р  и коэффициентом k и восполь­
зуемся теоремой 1. Пусть g —̂ движение, удовлетворяющее равен­
ству (5). Запишем в системе Oij аналитические выражения преобра­
зований h и g (см. формулы (3) § 46 и формулы (3) § 42):

x =  kx, х '— х cosa +  ey cos a+jto,
y =  ky; y '= x  sin a -j-sy cos a-\-yo.

Таким образом, если M  (х, у) — произвольная точка плоскости, а 
М '(х '. у ’) — ее образ в преобразовании f — gh. то

я '=  /гх cos a — е ky sin a-f-xo, (74
у ' =  kx sin a +  e ky cos a-\-y0,
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где е =  1, если f — преобразование подобия первого рода, и 
е =  — 1, если f — преобразование подобия второго рода. Используя 
формулы (7), докажем теорему.

Т е о р е м а  2. Любое преобразование подобия, отличное от 
движения, имеет одну и только одну неподвижную точку.

□ Пусть равенства (7) — аналитическое выражение данного 
преобразования подобия. Точка М (х, у) является неподвижной 
точкой этого преобразования тогда и только тогда, когда

(,k cos а — 1 );с — е k sin ay-\-Xo =  0,

k sin ах +  (zk cos а — 1 )y +  у о =  0.

Рассмотрим определитель 6 этой системы. Если е =  1, то
6 =  (& — cos а )2 +  1 — cos2 а, а если е=  — 1, то 6=1 — k2. Таким обра­
зом, при k=£ 1 для любого а  имеем: б=/=0. Отсюда следует утвержде­
ние теоремы. Щ

С л е д с т в и е .  Любое преобразование подобия, имеющее более 
чем одну неподвижную точку или не имеющее неподвижных 
точек, является движением.

6. Используя Доказанную теорему и ее следствие, можно провести классифика­
цию преобразований подобия в зависимости от наличия неподвижных точек и 
инвариантных прямых.

A. Классификация преобразований подобия первого рода. Пусть / —  пре­
образование подобия первого рода. Если { имеет более чем одну неподвижную точку 
или не имеет неподвижных точек, то по следствию предыдущей теоремы оно является 
движением, поэтому / — параллельный перенос (см. таблицу из § 43).

Остается рассмотреть случай, когда преобразование f  с коэффициентом k имеет 
только одну неподвижную точку, которую обозначим через О. Пусть h — гомотетия 
с коэффициентом k и центром О. По теореме 1 существует такое движение g ,  что 
f  =  g h .  Так как f  и h — подобия первого рода, то g  — движение первого рода, причем
0  =  g ( 0 ) .  Таким образом, g  — поворот вокруг точки О. Возможны три случая 
(см. таблицу из § 43).

1) 8  — тождественное преобразование. В этом случае f  =  h, т. е. f  —  гомотетия с 
положительным коэффициентом k, £ # 1 .

2) g  — центральная симметрия. Ясно, что в этом случае f  =  g h  —  гомотетия с 
отрицательным коэффициентом m = — k.

3) g  — вращение на угол а; а ф О  и а #  ± л . В этом случае } является произ­
ведением гомотетии h на вращение g .  Оно называется центрально-подобным в р а щ е ­
нием  (рис. 116).

Таким образом, преобразование подобия, имеющее только одну неподвижную 
точку, является либо гомотетией с коэффициентом т ф  1, либо центрально-подобным 
вращением.

B. Классификация преобразований подобия второго рода. Пусть f  — пре­
образование подобия второго рода. Если f  имеет более чем одну неподвижную 
точку или не имеет неподвижных точек, то по аналогии со случаем А мы приходим к 
выводу, что преобразование f  является либо осевой симметрией, либо скользящей 
симметрией.

Рассмотрим случай, когда преобразование подобия / с коэффициентом k имеет 
только одну неподвижную точку О. Ясно, что ИФ 1, так как в противном случае 
/ — движение второго рода, но оно не может иметь только одну неподвижную точку. 
Пусть h — гомотетия с коэффициентом k и центром О. По теореме 1 f =  где 
g  — движение второго рода. Точка О — неподвижная точка движения g ,  поэтому 
g  — осевая симметрия (см. таблицу на с. 127). В этом случае f  называется 
ц ент рал ьн о -п одо бн ой  симметрией (рис. 117).
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Рис. 116 Рис. 117

Итак, существует шесть типов преобразования подобия, которые приведены 
в следующей таблице:

Преобразования подобия 
первого рода

Преобразования подобия 
второго рода

1. Гомотетия
2. Центрально-подобное вращение
3. Параллельный перенос

4. Осевая симметрия
5. Центрально-подобная симметрия
6. Скользящая симметрия

§ 47. Группа подобия и ее подгруппы. Подобие фигур

1. Обозначим через Р  множество всех преобразований подобия. 
В п. 3 § 46 доказано, что если g £ P  и f£ P , то fg£P. Далее, 
если g£P , то g ~ l £P. Таким образом (см. § 40, п. 3), множество 
Р  является группой преобразований. Она называется группой 
преобразований подобия плоскости или, короче, группой подобий. 
Любое преобразование подобия переводит угол в равный ему угол и, 
следовательно, сохраняет меру угла. Мера угла — основной инва­
риант группы преобразований подобия.

Так как любое движение является преобразованием подобия, 
то группа движений является подгруппой группы подобия. Рассмот­
рим примеры других подгрупп. Можно заметить, что множество 
Р\ всех подобий первого рода плоскости является группой, поэтому 
Р 1 — подгруппа группы Р. Мера направленного угла — инвариант 
этой группы.

Обозначим через Р  (Мо) множество всех гомотетий с центром 
в точке Мо. Если точку Мо принять за начало прямоуголь­
ной системы координат, то аналитическое выражение любой гомоте­
тии h £ P (M 0) имеет вид (3) § 46. Пользуясь этими формулами, 
предлагаем читателю самостоятельно доказать, что если
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h i, h2£ P (M 0), to h2h i^ P  (M0), и если h £ P (M 0), то h ~ l £P(Mo). Та­
ким образом, P  (Mo) является подгруппой группы P.

2. Рассмотрим еще один пример подгруппы группы Р. Пусть 
Я  — множество всех параллельных переносов и гомотетий. 
Нетрудно доказать, что это множество образует группу. В  самом 
деле, если f i£ H  и f26 #, то f t и f2 являются преобразова­
ниями подобия первого рода (см. таблицу на с. 139), поэтому 
f2fi — преобразование подобия первого рода. Отметим, что f2f t не 
является центрально-подобным вращением. Действительно, при 
центрально-подобном вращении любая прямая а переходит в прямую 
а', пересекающую прямую а, в то время как преобразование 
f2fi любую прямую а переводит в прямую а', параллельную 
прямой а или совпадающую с ней. Отсюда и заключаем, что 
f2fi является либо гомотетией, либо параллельным переносом, т. е. 
h i Далее очевидно, что если f£ И, то f~ l £H. Этим доказано, 
что множество Н  является группой. Ее элементы называются 
дилатациями. Инвариантом этой группы является направление 
(в широком смысле слова) прямой на плоскости.

3. Фигуры F  и F ' называются подобными, если они Р-экви- 
валентны, т. е. если существует такое подобие, которое фигуру 
F  переводит в фигуру F ', пишут: F  ~  F ' . Таким образом, отно­
шение подобия ~  является отношением эквивалентности на 
множестве всех фигур плоскости. Если две фигуры подобны, то 
говорят, что эти фигуры имеют одну и ту же форму. 
Примером подобных фигур являются любые два отрезка или любые 
две окружности.

Из определения подобия следует, что два многоугольника F  и 
F ' подобны, если существует такое преобразование подобия 
f, что F ' =  f(F ). Рассмотрим более подробно вопрос о подобии 
треугольников. Для *гого чтобы установить подобие двух треуголь­
ников, не обязательно доказывать существование преобразования 
подобия, которое один треугольник переводит во второй. Докажем 
теорему.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы Д  A B C ~  А  А 'В 'С ',  необходимо 
и достаточно, чтобы выполнялись равенства:
Z.A =  /LA\ /LB =  /_В ', Z C = Z C ' ,  - 1 (1)

’ А'В' В 'С' С'А' V 1
□ Необходимость очевидна, поэтому докажем только достаточ­

ность условия. Пусть выполняются равенства (1), д о к а ж е м , что  
А А В С ~  А  А 'В 'С '.  Рассмотрим гомотетию h с центром в некоторой
точке О и с коэффициентом k = ^ - . Пусть AA\B\C\= h (A A B C ).
Так как A\B\ =  kAB, то А 'В ' =  А\В\. Используя равенства (1), 
аналогично получаем: В 'С ' — В\С\ и C 'A ' =  C,Ai. Далее, Z .A ,=  
=  h (Z .А ), поэтому /LA\ =  /LA. Но ZL/4'= /LA, поэтому A A ' =  /LAt. 
Аналогично /LB ’ — /LB\ и /LC’ =  /LC\.

По теореме 2 §44 AA\B\C\ =  a A 'B 'C ’ или A A \B\C\~  
~  Д /4 'В 'С '. Итак, Д /4ВС~  AA\B\C\, AA\B\C\ ~  а А 'В 'С ',  поэто­
му Д Л В С ~  а А 'В ’С ’. ■
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В школьных курсах геометрии этот признак нередко прини­
мается за определение подобия треугольников. Там доказываются 
три признака подобия, которые позволяют установить подобие 
треугольников A BC  и А 'В 'С ' по некоторым из равенств (1).

Имеет место аналогичный признак подобия выпуклых многоуголь­
ников: два одноименных выпуклых многоугольника F  и F ' подобны 
тогда и только тогда, когда между их вершинами можно 
установить такое соответствие, что соответственные углы мно­
гоугольников равны и их соответственные стороны пропорцио­
нальны.

3. Рассмотрим подобие линий второго порядка. Пользуясь опре­
делением эллипса, гиперболы и параболы, можно доказать, 
что в преобразовании подобия эллипс переходит в эллипс, гипербо­
ла — в гиперболу, а парабола — в параболу. Предлагаем чита­
телю самостоятельно доказать эти утверждения. При этом чи­
татель обнаружит, что если у — эллипс (гипербола), а у ' — его 
образ, то у и у' имеют равные эксцентриситеты. Докажем обрат­
ные утверждения.

Т е о р е м а  2. Два эллипса, эксцентриситеты которых равны, 
подобны.

□ Пусть в ортонормированных реперах (О, Е\, Е 2) и (O', Е\, Е 2)
данные эллипсы у и у', эксцентриситеты которых равны, имеют

2 2 / 2 / 2  
соответственно канонические уравнения: —\-У—= \  иa b а Ь
Докажем, что у ~ у '.

Рассмотрим движение ft, которое репер (О, Е\, Е 2) переводит 
в. репер (O', Е\, Е 2). При этом движении эллипс у переходит
в некоторый эллипс Yi> который в репере (O', Е\, Е 2) имеет уравне-

2 2
ние---1— =  1 (см. § 41, теорема 1).и 6

Эллипсы y и y ' имеют равные эксцентриситеты е. По формуле 
(5) из § 27 — = л/1 — е2, — = V  1 — е2, поэтому — = —  .

я а' а ' Ь'

Гомотетия f2 с центром О' и коэффициентом в репере

(O', Е\, Е 2) задается формулами: х '= ^ -х , у ' = ^- у или

х= — х ', у =  — у'. Образом эллипса y> пРи этой гомотетии 
а ' Ь’Х>1 „'3

является линия -—- -(-*—== I , т. е. эллипс у'. Так как f < и f2 являются 
а о

преобразованиями подобия, то f2fi — подобие. Итак, подобие f2f t пе­
реводит эллипс y в эллипс у', поэтому у ~ у '.  В

Применяя аналогичные предыдущим рассуждения, можно убе­
диться в справедливости следующей теоремы.

Т е о р е м а  3. Две гиперболы, эксцентриситеты которых равны, 
подобны.

Так как эксцентриситет любой равносторонней гиперболы равен 
V2 (§ 28, п. 7), то любые две равносторонние гиперболы подобны.
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Т е о р е м а  4. Любые две параболы подобны.
□ Пусть в ортонормированных реперах (О, E t, Е 2) и (O', Е\, Е'2) 

данные параболы у и у' имеют соответственно уравнения: 
у2 =  2рх и у '2 =  2р'х'. Докажем, что у ~ у '.

Рассмотрим движение f\, которое репер (О, Е\, Е 2) переводит 
в репер (O', Ei, Е'2). При этом движении парабола у переходит 
в некоторую параболу 71, которая в репере (O', Et, F 2) имеет 
уравнение у2 =  2рх.

Гомотетия f2 с центром О' и коэффициентом в репере
(O', Е\, Е 2) задается формулами х' =  -̂ -х, У' — - J  У■ Образом парабо­
лы Yi в этой гомотетии является линия у '1 =  2р'х' , т. е. парабола 
у'. Итак, подобие /2/1 переводит параболу у в параболу у', 
поэтому v ~ Y /- В

§ 48. Аффинные преобразования

1. Преобразование плоскости называется аффинным, если оно 
любые три точки М\, М 2 и М з, лежащие на одной прямой, перево­
дит в три точки М[, М 2 и М з, лежащие на одной прямой, 
и сохраняет их простое отношение, т. е. (М\М2,М з)= (М \М 2,Мз)*. 
Так как преобразование подобия прямую переводит в прямую и 
сохраняет простое отношение трех точек (§ 46, п. 4), то любое преобра­
зование подобия является аффинным преобразованием. Поэтому 
любое движение, в частности тождественное преобразование, 
является аффинным преобразованием. Ниже мы увидим, что сущест­
вуют аффинные преобразования, отличные от преобразований подо­
бия.

2. Для дальнейшего изложения необходимо доказать следую­
щую лемму.

Л е м м а .  Если аффинные преобразования f \ и fo переводят 
две точки А и В  соответственно в точки А ' и В ', то f 1 (M) =  f2(M), 
где М  — любая точка прямой АВ.

□ Пусть М  — произвольная точка прямой АВ, отличная от 
точек А и В, a M '= f\ (M ), М " = / 2  (М). Докажем, что точки М ' и 
М "  совпадают.

Так как f\ и f2 — аффинные преобразования, то (АВ, М ) =  
= (А 'В ',  М ') и (АВ, М )= (А 'В ',  А Г), поэтому (А 'В ', М ')= (А 'В ',  М "). 
Отсюда следует, что точки М ' и М "  совпадают, т. е. ft (М) =  
------f2 (М). ш

Т е о р е м а  1. Пусть R = (А, В, С) и R ' = (Л ', В ', С ') — произволь­

* В этом определении равенство (М,Мг, Мз) -(/М(АЬ, М3) является избыточным. 
При изучении аффинных преобразований можно исходить из следующего опреде­
ления: п р е о б р а з о в а н и е  плоскости называет ся  аффинным, е сл и  он о  лю бы е  три точ­
ки М |, Мг, Мз, л еж а щ и е  на о д н о й  прямой, п ер еводит  в три точки Mi. Мз, л еж а ­
щ и е  на о д н ой  прямой,  и доказать, что (М\М2, М3) =  (М\Мг, Мц. Однако доказа­
тельство этого равенства сложное и выходит за рамки настоящего курса (см., 
например: Д е л о н е  Б. Н. и Р а й к о в  Д  А. Аналитическая геометрия. М .— Л., 
Гостехиздат, 1948, т. 1, § 28).
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ные реперы плоскости. Тогда существует одно и только одно 
аффинное преобразование, которое переводит репер R в репер 
R'. При этом любая точка М с данными координатами в 
репере R переходит в точку АГ с теми же координатами в 
репере R '.

□ 1) Докажем сначала, что существует аффинное преобразова­
ние, которое переводит репер R в репер R'. Построим преобразова­
ние f плоскости следующим образом. Произвольной точке М с коор­
динатами (х, у) в репере R поставим в соответствие точку М ' с 
теми же координатами в репере R'. Ясно, что отображение f явля­
ется взаимно однозначным отображением плоскости на себя, т. е. 
преобразованием, которое репер R переводит в репер R ' (см. дока­
зательство теоремы 1 § 41).

Докажем, что f — аффинное преобразование. Пусть М\, М 2 и 
М — три произвольные точки одной прямой, которые в репере R 
имеют координаты М\(х\, у i), М 2(х2, г/2), М (х, у). Их образы в 
репере R ' имеют те же координаты М\ (jti, у 1), М 2(х2, у2), М ' (х, у). 
Если Х =  (М\М2, М), то по формулам (3) § 12 находим:

Эти равенства показывают, что точка М ' делит отрезок М\М2 
в отношении К, т. е. (М (М 2, М ') =  Х. Таким образом, точки М[, М 2 
и М ' лежат на одной прямой и (М\М2, М) =  (М \, М 2, М').

2) Докажем теперь, что если f\ — какое-то аффинное преобра­
зование, которое переводит репер R в репер R', то /: совпадает с f.

Пусть М  — произвольная точка плоскости. Через эту точку 
проведем прямую так, чтобы она пересекала какие-нибудь две из 
прямых АВ, ВС  и АС  в различных точках N и Р  (рис. 118). По 
предыдущей лемме f (N) =  f \ (N), f (P )  =  f 1 (Р). Отсюда, используя ту 
же лемму, получаем: f (M )=f\ (М). Таким образом, отображения f 
и f 1 совпадают, т. е. / — единственное аффинное преобразование, 
которое переводит репер R в репер R '. При этом аффинном пре­
образовании точка М (х, y)R переходит в точку М '(х , y)R,. |

С л е д с т в и е .  Если три точки А, В  и С, не лежащие на одной 
прямой, являются неподвижными точками аффинного преобразова­
ния f, то f — тождественное преобразование.

□ Пусть е — тождественное преобразование, которое, очевид­
но, является аффинным преобразованием. Преобразования / и е

УI + ̂ У2
1+Х

/

Рис. 118
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переводят точки А, В и С соответственно в те же точки, поэтому по 
доказанной теореме / и е совпадают. Ц

3. Докажем, что любое аффинное преобразование f репер пере­
водит в репер. Пусть R =  (A, В, С) — произвольный репер, а А ' =/ (Л), 
B ' =  f(B ), C '= f(C ).  Возьмем точку М, не лежащую на прямой АВ, 
так, чтобы точка M ' =  f (М ) не лежала на прямой А 'В '. Так как f -  
преобразование, то такая точка всегда существует. Пусть точка С 
в репере (А, В, М) имеет координаты (дсо, Уо). По теореме 1 точка С' 
в репере (А ', В ', М ') имеет те же координаты (jc0, уо). Но уофО  (точка 
С не лежит на прямой АВ), поэтому С' не лежит на прямой А 'В ',  
т. е. [А ’, В ’, С ') — репер.

Пользуясь теоремой 1 и доказанным свойством точно так же, 
как и в случае движения (см. § 41, п. 4, свойства 1°, 2°, 4°, 5°), 
можно доказать, что аффинное преобразование прямую переводит 
в прямую, параллельные прямые — в параллельные прямые, полу­
плоскость переводит в полуплоскость, луч — в луч, отрезок — 
в отрезок, угол — в угол.

Предлагаем самостоятельно по аналогии с доказательством 
теоремы 1 § 42 доказать следующую теорему.

Т е о р е м а  2. Любое аффинное преобразование либо сохраняет, 
либо меняет ориентацию плоскости.

Аффинное преобразование называется преобразованием первого 
рода, если оно не меняет ориентацию плоскости, и преобразованием 
второго рода, если оно меняет ориентацию плоскости.

4. Возьмем на плоскости аффинную систему координат Ое\е% 
и найдем аналитическое выражение данного аффинного преобразова­
ния f, т. е. выразим координаты точки М ' (х', у ') через координаты 
ее прообраза М (х, у). Для решения задачи рассмотрим аффинный
репер R =  (О, Ей  Е 2), где ОЕ\=е\, 0£г =  е2, и его образ /?' =
— (O', EU Eh). Так как / — данное аффинное преобразование, то 
предполагаем, что репер R ' задан, т. е. даны координаты точки
О '(х о, уо) и координаты векторов 0 ’E [ (c u, с21) и 0 'Е '2(с\2, с2г) в 
репере R.

Точка М ' в репере R имеет координаты (х', у'), а по теореме 1 
та же точка в р.епере R ' имеет координаты (х, у). Таким образом, 
наша задача сводится к обычной задаче преобразования аффинной 
системы координат: точка М ' в старом репере имеет координаты 
(х', у'), а в новом репере R ' — координаты (х, у). Выразить х ' , у ' 
через х, у. По формулам (3) § 15 получаем:

х '  = С \ \ Х  +  С \ 2У +  Хо, у '  =  С21Х +  С22 У + У о -  (1)
Если f — аффинное преобразование первого рода, то реперы

R ч R ' имеют одну и ту же ориентацию, поэтому 6 =  с"  С|2 > 0 ,I а  | с 2 1 1

а если / — аффинное преобразование второго рода, то 8 < 0. Таким 
образом, аналитическое выражение любого аффинного преобразова­
ния имеет вид (1). Имеет место обратная теорема.
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Т е о р е м а  3. Если отображение f в аффинном репере R =  
=  (О, Е\, Е 2) задано аналитически формулами (1), где Ь ф О, то 
f — аффинное преобразование. При этом, если б > 0  (б<0), то 
f — аффинное преобразование первого (второго) рода.

□ Найдем образы точек О, £ ь £ 2 в преобразовании f : О' (лго, уо), 
Е\(с\[-\-х0, С21+ У 0), £ 2(с !2 +  *о, С22 +  Уо)- Э т и  т о ч к и  образуют репер
R ' =  (0 ', Е\, Ef>), так как векторы 0'Е\ и 0 '£г не коллинеарны (6=^0). 
По теореме 1 существует аффинное преобразование /1, которое 
репер R переводит в репер R '. Если запишем аналитическое выраже­
ние этого аффинного преобразования, то, учитывая, что О' (х0, у о),
0 'Е< (си, с21), 0 'Е ’2(с\2, с22), получим формулы (1), поэтому /1 и f 
совпадают, т. е. / — аффинное преобразование.

Если б >  0 (6 < 0), то реперы R и R ' имеют одну и ту же ориентацию 
(противоположные ориентации), поэтому f — аффинное преобразова­
ние первого рода (второго рода). В

§ 49. Перспективно-аффинное преобразование
1. Нетождественное аффинное преобразование называется перспек­
тивно-аффинным или родственным преобразованием (родством), 
если оно имеет по крайней мере две неподвижные точки.

Найдем аналитическое выражение перспективно-аффинного пре­
образования. Репер (О, Е\, £ 2) выберем так, чтобы точки О и Е\ 
были неподвижными точками данного перспективно-аффинного 
преобразования /. Пусть образ Е '2 точки £2 в репере (О, Е\, £2) имеет
координаты (ki, k). Так как 0(0, 0)н4-0(0, 0), £ i ( l ,  0)ьА-£](1, 0),
£ 2 (0 , 1)н4-£2(£|, k), то формулы (1) § 48 принимают вид:

x '= x  +  k\iи y ' =  ky. ( 1)
Пользуясь этими формулами, рассмотрим свойства перспек­

тивно-аффинного преобразования.
1°. Любая точка прямой, проходящей через две неподвижные 

точки перспективно-аффинного преобразования, является неподвиж­
ной точкой.

□ Действительно, из формул (1) следует, что любая точка 
М (х, 0) прямой 0 £| переходит в точку М ' (х, 0), т. е. является 
неподвижной точкой. ^

Прямая неподвижных точек называется осью перспективно­
аффинного преобразования (осью родства). Из следствия теоремы
1 § 48 следует, что все неподвижные точки перспективно-аффин­
ного преобразования лежат на его оси.

2°. Прямые, соединяющие соответственные точки перспективно­
аффинного преобразования, не лежащие на его оси, параллельны 
или совпадают (рис. 119).

□ Пусть точка М (х, у), не лежащая на оси .перспективно­
аффинного преобразования, переходит в точку М ' (х', у'). Из формул
(1) следует, что вектор М М ' имеет координаты (k\у, (k — 1)гД
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С другой стороны, вектор Е 2Е 2 имеет координаты (k\, k — 1). Таким
образом, векторы М М ' и Е 2Е 2 коллинеарны. Отсюда и следует 
свойство 2°. Ц

3°. Если прямая пересекает ось перспективно-аффинного пре­
образования в некоторой точке, то ее образ проходит через эту 
точку; если же прямая параллельна его оси, то ее образ также 
параллелен его оси.

Первое утверждение очевидно (см. рис. 119, прямые М К  и М 'К '), 
а второе утверждение следует из того обстоятельства, что при 
аффинном преобразовании параллельные прямые переходят в 
параллельные прямые (на рис. 119 прямые а, Ь и о, Ь'). В

Из теоремы 1 § 48 следует, что перспективно-аффинное пре­
образование может быть задано его осью и парой соответственных 
точек, не лежащих на его оси. При этом свойства 2° и 3° могут быть 
использованы для построения образов точек в этом преобразовании.

З а д а ч а .  Перспективно-аффинное преобразование задано осью 
а и парой соответственных точек М 0 и М 6, не лежащих на оси а. 
Построить образ произвольной точки М.

Р е ш е н и е .  Проведем через точку М прямую т ,  параллельную 
прямой МоМо (рис. 120, а). Образ М ' точки М  согласно свойству 2° 
лежит на этой прямой.

Пусть точка N — точка пересечения прямой М М  о с прямой а. 
Так как точка N — неподвижная точка, то прямая M 0N переходит

Рис. 120
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Рис. 121

в NMo, поэтому М ' есть точка пересечения прямых NMo и т .  По­
строение по существу не изменится, если прямые МоМ и а парал­
лельны (рис. 120, б). В  этом случае прямая МоМ' параллельна пря­
мой а (свойство 3°), поэтому точка М ' лежит на прямой, проведенной 
через точку Мо параллельно прямой а.

Если точка М  лежит на прямой МоМо, то наше построение 
неприменимо. В этом случае следует взять вспомогательную точку Р, 
не лежащую на этой прямой, построить ее образ Р ', а потом, 
пользуясь точками Р  и Р ', вышеуказанным способом построить 
образ точки М.

2. Если прямые, соединяющие соответственные точки перспектив­
но-аффинного преобразования, не параллельны оси, то преобразова­
ние называется косым сжатием плоскости, а направление прямых, 
соединяющих соответственные точки,— направлением сжатия.

В случае косого сжатия координатный репер (О, Е\, £>) можно 
выбрать так, чтобы точки О и Е\ принадлежали оси а и £гбО £2 
(рис. 121). Тогда точка ££ имеет координаты (0, k), поэтому формулы 
( 1) принимают вид:

* '= * ,  y ' =  ky, (2)

где к ф  1. Коэффициент k называется коэф­
фициентом сжатия и имеет простой геомет­
рический смысл: если М  — произвольная 
точка плоскости, М ' — ее образ, а М 0 — 
точка пересечения прямой М М ' с осью, то
МоМ' =fcMoM (рис. 122). Действительно, 
пусть М (х, у), тогда М ' (х, ky) и М 0 (х, 0),
поэтому М 0М ' (0, ky) и М 0М  (0, у). Отсюда
следует, что М 0М ' =±kM0M.

3. Если прямые, соединяющие соответ­
ственные точки перспективно-аффинного 
преобразования, параллельны оси, то пре­
образование называется сдвигом плоско­
сти. В  случае сдвига координатный репер 
(О, £ 1, £г) можно выбрать так, чтобы точки О 
и £ 1 принадлежали оси а, а точка Ег имела 
координаты (1; 1) (рис. 123, а). В  этом 
случае формулы (1) принимают вид:

М

N

А
у /" Л

"7 V

6)

Рис. 123
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/  J U — 1

2I  0 £, \
В2 У

Рис. 124

х '= х + у , у '= у .  (3)
Предлагаем читателю, пользуясь фор­

мулами (3), самостоятельно доказать, что 
если при сдвиге M '= f (M ),  N ' — f{N ),
Р ' = f  (Р), то векторы ММ ' и N N ' одина­
ково направлены, если точки М и N лежат
по одну сторону от оси а, и векторы М М '
и Р Р ' противоположно направлены, если 
М  и Р  лежат по разные стороны от пря­
мой а (рис. 123, б).

4. Косое сжатие с осью а называется сжатием к прямой а, 
если направление сжатия перпендикулярно оси сжатия и коэф­
фициент сжатия k положителен. При сжатии к прямой а все точки 
этой прямой остаются неподвижными, а всякая другая точка М 
переходит в точку М ', расположенную на одном с ней перпендикуляре 
к оси а сжатия по ту же сторону от нее, причем М 0М ' =  kM 0M, 
где Мо — точка пересечения прямых М М ' и а. Если /г с  1, то все 
точки плоскости приближаются к оси сжатия, а если k > \ ,  то все 
точки плоскости удаляются от оси сжатия (т. е. фактически имеет 
место растяжение).

Формулы (2) можно рассматривать как аналитическое выраже­
ние сжатия к прямой О Е i, если предположить, что (О, Е\, £г) — 
ортонормированный репер. Пользуясь этими формулами, докажем 
теорему, которая наглядно иллюстрирует геометрическую картину 
преобразования точек при сжатии к прямой.

Т е о р е м а  1. Эллипс у с неравными полуосями а и b является 
образом окружности ш, построенной на большой полуоси А\Ач 
эллипса как на диаметре, при сжатии плоскости к прямой А\Ач
с коэффициентом сжатия

□ Пусть эллипс у с полуосями А\А2 и В\В2 в ортонормирован­
ном репере (О, Е\, £ 2) задан каноническим уравнением

а1 ~  Ьг '
Тогда окружность <о в этом же репере имеет уравнение х2 -\-у2 =  а2 

(рис. 124). Сжатие к прямой А 1А 2 с коэффициентом k =  —  задается

формулами (2): х '= х , у'=-^-у, поэтому образом окружности

( \2 t2 12
~г~у') == а2 или +  = 1, т. е. эл­__ о / а Ь

липе у. В
Используя аналогичные рассуждения применительно к равно­

сторонней гиперболе со и произвольной гиперболе у, можно доказать 
следующую теорему.

Т е о р е м а  2. Гипербола с полуосями а и b является образом 
равносторонней гиперболы, имеющей ту же действительную ось
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Л |Л 2, что и данная гипербола, при сжатии плоскости к прямой 
А 1А 2 с коэффициентом — .

§ 50. Группа аффинных преобразований и ее подгруппы.
Аффинная эквивалентность фигур
1. Обозначим через А множество всех аффинных преобразований 
плоскости. Докажем, что если fi£A , /2 6 Л, то /2/1 £ А. Действительно, 
так как fi и / 2 — преобразования, то f2f 1 — преобразование. Но 
каждое из преобразований / 1 и /2 переводит три точки, лежащие 
на одной прямой, в три точки, лежащие на одной прямой, и сохраняет 
их простое отношение, поэтому преобразование f2f 1 обладает теми 
же свойствами, т. е. является аффинным преобразованием. Таким 
образом, /2/1 6 Л.

Далее, если f£A, то f~ '£ A . Действительно, если точки А, В  и С 
лежат на одной прямой, то их образы A ' =  f~ l (A), B ' =  f~ '(B ) ,  
C' =  f~ 1 (С) также лежат на одной прямой, ибо если предположить 
обратное, то найдется такой репер (А', В ', С'), который в пре­
образовании f переходит в три точки А, В, С, лежащие на одной 
прямой, что невозможно (см. § 48, п. 3). При этом, очевидно, 
преобразование f -1  сохраняет простое отношение трех точек.

Таким образом, множество А всех аффинных преобразований 
образует группу (см. § 40, п. 3). Она называется группой 
аффинных преобразований плоскости. Основным инвариантом этой 
группы является простое отношение трех точек.

Группа Р  подобий плоскости является подгруппой группы Л; 
группа D всех движений также является подгруппой группы А.

Другими примерами подгрупп являются: а) множество А\ всех 
аффинных преобразований первого рода; б) множество А (М0) всех 
аффинных преобразований, для которых М 0 — неподвижная точка 
(группа центро-аффинных преобразований); в) множество А (а) всех 
аффинных преобразований, для которых прямая а состоит из 
неподвижных точек.

Предлагаем самостоятельно доказать эти утверждения.
2. Фигуры F  и F ' называются аффинно-эквивалентными, 

если они /4-эквивалентны, т. е. если сущ ествует  такое  аффинное 
преобразование, которое фигуру F  переводит в фигуру F ' . Согласно 
теореме 1 § 48 любые два треугольника аффинно7эквивалентны. 
Однако аналогичное утверждение для четырехугольников не имеет 
места. Докажем следующую теорему.

Т е о р е м а  1. Два четырехугольника аффинно-эквивалентны 
тогда и только тогда, когда их можно обозначить через ABCD  и 
A 'B 'C 'D ',  так чтобы

(AC, Е ) =  (А 'С ', Е '), (BD, E )= (B 'D ',  Е '\  - (1) 
где Е  и Е ' — точки пересечения прямых AC, BD  и А ’С , B 'D ' 
(рис. 125).

□ Пусть четырехугольники F  и F ' аффинно-эквивалентны, 
т. е. существует такое аффинное преобразование /, что F '= f (F ) .  
Обозначим эти четырехугольники буквами ABCD  и A 'B 'C 'D ' так,

149



Рис. 125

чтобы A '= f (A ) ,  B '= f (B ) ,  
C' =  f (C ) и D '= f (D ).  Очевидно, 
прямая АС  переходит в прямую 
А 'С ', a BD  — в B 'D ’, поэтому 
£ ' =  /(£). При аффинном преоб­
разовании сохраняется простое 
отношение трех точек, поэтому 
имеют место равенства ( 1).

Обратно, пусть для четырех­
угольников ABCD  и A ’B ’C 'D ' 
выполнены равенства (1). Дока­
жем, что они аффинно-эквива­
лентны. Рассмотрим аффинное 

преобразование /, которое репер (А , В, С) переводит в репер (А ', В ', 
С'). В  силу равенства (АС, Е) =  (А 'С ' , Е ') точка Е  переходит в точ­
ку Е ',  поэтому прямая B E  переходит в прямую В 'Е '.  Но так 
как (BD, E )— (B 'D ', Е '), то точка D переходит в точку D ’. Таким 
образом, четырехугольники ABCD  и A ’B ’C ’D ’ аффинно-эквива­
лентны. |

3. Рассмотрим вопрос об аффинной эквивалентности линий 
второго порядка.

Т е о р е м а  2. Любые два эллипса аффинно-эквивалентны.
□ Пусть у и у ' — два произвольных эллипса с полуосями 

А\Ач и A ’\A’i (рис. 126). Рассмотрим окружности со и ш', построенные 
на отрезках А\А2 и А\А’г как на диаметрах. По теореме 1 из § 49 
существуют аффинные преобразования f \ и /2, которые окружности 
со и со' переводят соответственно в эллипсы у и у’. Рассмотрим 
преобразование подобия fз, которое окружность со переводит в 
окружность о ': /з(<о) =  ш'.

Преобразование / =  /г/з/Г1 является аффинным преобразова­
нием, которое переводит эллипс у в эллипс у'. Поэтому эллипсы 
у и у ' аффинно-эквивалентны. Ц

Точно так же, пользуясь теоремой 2 § 49, можно доказать 
следующую теорему.

Т е о р е м а  3. Любые две гиперболы аффинно-эквивалентны.
Так как любые две параболы подобны (§ 47, теорема 4), то 

любые две параболы аффинно-эквивалентны.
В главе IV  доказано, что каждая линия второго порядка

\А2

Рис. 126
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принадлежит одному из девяти классов, перечисленных в таблице 
п. 5 § 37. Данная в § 37 классификация линий второго порядка 
называется аффинной. Следующая теорема поясняет этот термин.

Т е о р е м а  4. При любом аффинном преобразовании линия 
второго порядка переходит в линию второго порядка. Любые две 
линии, принадлежащие одному из девяти классов (§ 37, п. 5), 
аффинно-эквивалентны, а две линии, принадлежащие различным 
классам, аффинно-неэквивалентны.

□ Первая часть теоремы непосредственно следует из теоремы 1 
§ 48. Докажем, что любые две линии, принадлежащие одному классу, 
аффинно-эквивалентны. Рассмотрим только те классы, которые 
содержат бесконечное множество действительных точек, т. е. клас­
сы 1, 2, 3, 5, 7 и 9. Это утверждение только что доказано для клас­
сов 1, 2 и 3 (эллипсов, гипербол и парабол). Докажем это утвержде­
ние для линий, принадлежащих классу 5.

Пусть А В , АС  и А 'В ' , А 'С ' — две пары пересекающихся прямых. 
Рассмотрим аффинное преобразование, которое репер (А , В, С) 
переводит в репер (А ', В \  С'). Ясно, что при этом прямая А В  
переходит в прямую А 'В ',  а прямая АС  — в прямую А 'С '. Анало­
гично доказывается, что любые две линии, принадлежащие классу
7 или классу 9, аффинно-эквивалентны.

Остается доказать, что любые две линии, принадлежащие 
разным классам, аффинно-неэквивалентны. Это непосредственно 
следует из данных, приведенных в таблице п. 5 § 37. В самом 
деле, при любом аффинном преобразовании действительные точки 
переходят в действительные, а мнимые — в мнимые, центр линии 
переходит в центр линии, и, кроме того, при надлежащем выборе 
системы координат линия, заданная данным уравнением, переходит 
в линию, заданную тем же уравнением. Таким образом, характе­
ристики, указанные в последних четырех столбцах таблицы, 
являются инвариантами аффинных преобразований. Из таблицы 
видно, что любые две линии, принадлежащие разным классам, 
имеют разные характеристики, поэтому они аффинно-неэкви­
валентны. Ц

§ 51. Приложение преобразований плоскости к решению задач

1. В этом параграфе рассмотрим приложение преобразований 
плоскости к решению задач на доказательство и вычисление. 
В главе X II, посвященной геометрическим построениям на плос­
кости, будет рассмотрено применение этих преобразований в задачах 
на построение.

Рассмотрим две задачи на применение движений.
З а д а ч а  1. Даны прямая а и две точки А и В, лежащие по 

одну сторону от этой прямой. Доказать, что на прямой существует 
единственная точка М о такая, что для любой другой точки М  этой 
прямой выполняется неравенство

ЛМо +  Й М о С Л М +  В М  (1)
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Р е ш е н и е .  Рассмотрим сим­
метрию s относительно прямой а. 
Пусть B\= s (B ). Для произволь­
ной точки М прямой а выполня­
ется равенство ВМ  =  В\М, поэто­
му АМ -\ -В М =  АМ-\-В\М.  Пусть 
Мо  — точка пересечения отрез­
ка АВ\ с прямой а, а М  — произ­
вольная точка прямой а, отлич­
ная от точки Мо (рис. 127). Так 
как точка М 0 лежит между точ­
ками А и В\, то / Ш о 4 МоВ\ =  
=АВ\.  С другой стороны, точки 
А, В\ и М не лежат на одной 
прямой, поэтому АВ\<.АМ-\-МВ\.  
Таким образом, АМо-\-МоВ\<. 
< А М -\ -М В \  или AM o-\-BMq<L 
С А М  +  ВМ.

Итак, на прямой а существу­
ет единственная точка М о такая, 
что для любой другой точки М  
этой прямой выполняется нера­
венство (1).

З а д а ч а  2. В плоскости тре­
угольника дана произвольная 
точка М, которая отражается от­

носительно всех вершин треугольника один раз, а затем второй 
раз. Доказать, что полученная при этом точка М ' совпадает с 
точкой М.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим центральные симметрии g i, g2, g3 
с центрами соответственно в вершинах А\, А2 и А3 данного треуголь­
ника А\А2Аз- Пусть M \= g\(M ), A f2 =  g 2 (Mi)> M 3 =  g3(M 2). Тогда 
M 3 =  g(M ), M ' =  g (M 3), где g = g 3g2g\ — некоторое движение. Таким 
образом, М ' =  gg (М). Движение g2g i является параллельным пере­
носом (§44, пример 1), поэтому g =  g3 (g2g\) — центральная 
симметрия (предлагаем читателю, пользуясь таблицей из § 43, до­
казать это утверждение самостоятельно). Отсюда следует, что gg — 
тождественное преобразование и поэтому точки М и М ' совпадают.

2. Гомотетия часто применяется при решении задач на до­
казательство и вычисление. Рассмотрим примеры.

3 а д а ч а 3. Доказать, что точка М  пересечения медиан неравно­
стороннего треугольника ABC  делит отрезок ОН в отношении
где О — центр описанной окружности, Н  — ортоцентр треугольника 
A BC  (рис. 128).

Р е ш е н и е .  Пусть АА,, В В \, СС, — медианы треугольника ABC. 
Рассмотрим гомотетию Л0 с центром в точке М  и с коэффициентом
т = — Очевидно, A\=ho(A), B\=hn(B), Ci=/io(C), поэтому

Рис. 127
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прямые, содержащие высоты тре­
угольника A BC , переходят в сере­
динные перпендикуляры этого тре­
угольника. Следовательно, O =  h0(H ), 
т. е.

М О =  -±-М Н.2 (2)

Отсюда следует, что ОМ = — МН,

т. е. (ОН, Л1) =  -р
З а м е ч а н и е .  Эта задача в 

частности включает утверждение 
задачи 3 § 26, т. е. что точки О,
М и Н лежат на одной прямой 
(прямой Эйлера).

З а д а ч а  4. Пусть А А |, ВВ\ и СС\ — медианы треугольника 
ABC, О — центр описанной окружности, R — радиус этой окруж­
ности, а Н — ортоцентр этого треугольника. Доказать, что центр О t 
описанной окружности треугольника А[В\С\ совпадает с серединой
отрезка ОН, а ее радиус г равен -£-/?■

Р е ш е н и е .  Рассмотрим гомотетию ho с центром в точке М
пересечения медиан треугольника A BC  и с коэффициентом т  =  —
Так как окружность, описанная около треугольника ABC, пере­
ходит в окружность, описанную около треугольника А\В\С\, то
r = — R и O\=ho (О). Следовательно,

МО , =  — '-МО. (3)

Но 00\=0М-\-МО\. поэтому, используя равенства (2) и (3), 
получим: 00\ =-^-МН-\-^-ОМ =^-ОН. Отсюда и следует, что 
О | — середина отрезка ОН.

■ Если треугольник Л ВС  равносторонний, то точки О и Я  совпадают, 
поэтому середина отрезка ОН совпадает с этими точками.

З а д а ч а  5. Доказать, что для произвольного треугольника 
ЛВС  середины [А\, В\ и С\ сторон ВС, СА и АВ  основания Н\, H i и 
Нъ высот и середины отрезков, соединяющих ортоцентр Н с вершина­
ми, лежат на одной окружности (окружность девяти точек, или 
окружность Эйлера, см. рис. 129). Центром этой окружности 
является точка О i — середина отрезка НО, где Н — ортоцентр, а 
точка О — центр описанной окружности треугольника ABC.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим окружность со, проходящую через 
точки А\, В I и С: (рис. 129). Мы уже доказали, что центром 0\ 
этой окружности является середина отрезка ОН (задача 4). Так как
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точка 0 1 — середина отрезка ОН, то она 
равноудалена от проекций А\ и Н\ точек О 
и Н на прямую ВС  и, значит, Н\£ч>. Ана­
логично заключаем, что Я 26 ш и Я 36 ю.

Рассмотрим гомотетию h i с центром Н 
и коэффициентом Так как 0 i= A i(0 ), 
то описанная окружность треугольника 
ABC  с центром О и радиусом R переходит 
в окружность с центром 0\ и радиусом
-yR, т. е. в окружность ш (задача 4). Точ­
ки А, В, С переходят в точки h\ (А), /г, (В), 
h\ (С), являющиеся серединами отрезков 
НА, НВ, НС  соответственно.

применения аффинных3. В заключение рассмотрим пример 
преобразований к решению задач.

З а д а ч а  6 1. Доказать, что для произвольной трапеции A BCD  
точка S  пересечения прямых, содержащих боковые стороны, 
середины Е  и F  оснований АВ  и CD, и точка М  пересечения диагона­
лей лежат на одной прямой (рис. 130).

Р е ш е н и е .  Рассмотрим косое сжатие f с осью ES, при котором 
точка А переходит в точку В. Так как точка Е  — середина отрезка 
АВ, то f — косая симметрия с осью E S  (т. е. коэффициент k сжатия 
равен — 1). Очевидно, прямая -4S переходит в прямую BS, поэтому 
C =  f(D ). Но f — косая симметрия, поэтому середина F  отрезка 
DC  лежит на оси ES.

Так как C =  f(D ), то D — f(C), поэтому прямая АС  переходит в 
прямую BD  и, следовательно, точка М  пересечения прямых АС  и BD  
лежит на оси E S  косой симметрии.

Итак, четыре точки Е, S, F  и М лежат на одной прямой.

1 Эта задача включает в себя задачу 1 из § 26, которая была решена методом 
координат.



Р А З Д Е Л  В Т О Р О Й

ПРЯМЫЕ ЛИНИИ, плоскости 
и КВАДРИКИ В ЕВКЛИДОВОМ 
И АФФИННОМ  ПРОСТРАНСТВАХ

Г л а в а  VI
МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ. 
СМЕШАННОЕ И ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
ВЕКТОРОВ

§ 52. Координаты точек в пространстве.
Решение простейших задач в координатах

1. В этой главе, а также в следующих трех главах будет рас­
сматриваться геометрия пространства, а поэтому будут исполь­
зоваться векторы трехмерного векторного пространства (см. § 7, п. 2). 
Напомним, что любая система трех некомпланарных векторов, 
взятых в определенном порядке, образует базис этого пространства.

Координатная система в пространстве вводится по аналогии 
с системой координат на плоскости (см. _§ П). Возьмем какую- 
нибудь точку О и произвольный базис е\, ег, ез пространства. 
Четверка, состоящая из точки О и базиса е,, е2, ег, называется 
аффинной системой координат в пространстве и обозначается 
символом Ое\е2ез или (О, е\, ег, е3) (рис. 131). Точка О называется 
началом координат, а векторы в\, ег и е з — координатными векторами 
(е\ — первый координатный вектор, е2 — второй, а е3 — третий). 
Направленные прямые, проходящие через начало координат и 
параллельные координатным векторам, на которых положительные 
направления определяются этими векторами, называются ко­
ординатными осями. Оси, параллельные векторам ё\, ег и ез, назы-
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ваются соответственно осями абсцисс, ординат и аппликат и 
обозначаются так: Ox, Оу, Oz (рис. 131). Плоскости, определяемые 
осями Ох и Оу, Ох и Oz, Оу и Oz, называются координатными 
плоскостями и обозначаются соответственно через Оху, Oxz и Oyz. 
Иногда систему координат Ое\в2е3 обозначают через Oxyz.

2. Пусть Ое\е2ез — аффинная система координат, а М  — произ­
вольная точка пространства (рис. 132). Вектор ОМ называется 
радиус-вектором точки М  (относительно точки О). Координаты х, у, z
вектора ОМ  в базисе eIy е2, е$ называются координатами точки М  
в системе координат Ое\р.2е3. Число х называется абсциссой, 
число у — ординатой, а число z — аппликатой (или первая, вторая, 
третья координаты) точки М\ пишут: М (х, у, г). Таким образом, 
координатами точки М  в системе Ое\в2ез называются числа х, у, z 
такие, что

OM =  xe\-\-ye2-\-ze3. (1)
По аналогии с понятием координат точек на плоскости (§ 11, п. 2) 

справедливо утверждение: если в пространстве задана аффинная 
система координат, то устанавливается взаимно однозначное со­
ответствие между точками пространства и упорядоченными тройка­
ми (х, у, z) действительных чисел, т. е. между точками пространства 
и элементами множества R 3. Здесь R 3= R X R X R — декартов куб 
множества действительных чисел.

Если аппликата z точки М  равна нулю, то из равенства (1) 
получаем:

ОМ =  хе 1 +  уе2.

Векторы ОМ, е\, е2 линейно зависимы, поэтому они компланарны 
(§ 6 , теорема 4). Это означает, что точка М лежит в плоскости Оху. 
Из предыдущего равенства следует, что в плоскости Оху точка М 
в системе координат Oete2 имеет координаты (х, у). Аналогично 
приходим к выводу, что если у =  0, то точка М  лежит в плоскости Oxz, 
а если х =  0, то в плоскости Oyz. Отсюда следует, что для любой 
точки оси абсцисс y =  z =  0, для любой точки оси ординат x =  z =  0 , 
а для любой оси аппликат х =  у =  0. Начало координат имеет 
координаты (0 , 0, 0).

Для построения точки М (х, у, z) по ее координатам в системе 
Ое\е2ез воспользуемся формулой (1). От начала координат О отложим
вектор ОМ\=хе\, затем от точки М\ отложим вектор М\М^=уе2 и,
наконец, от точки М 2 отложим вектор M 2M = ze з (рис. 132). По
правилу многоугольника ОМ =  О М \ М [М 2-{-М2М' =  хё\ -\-уё2-\- 
-\-гез. Таким образом, М  — искомая точка. Ломаную O M tM 2M 3 
называют координатной ломаной точки М. Итак, для построения 
точки М  достаточно построить ее координатную ломаную. На
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рисунке 133 изображена аффин­
ная система координат Ое\е2е з 
и в ней построены точки А (2, 5, 4),
В  (4, - 2 , 0), С(0, 4, 0), 0 (0 , 0, 1),
е(з,2, - - L ) .

3. Рассмотрим две задачи, ко­
торые часто используются в даль­
нейшем изложении.

З а д а ч а  1. В  аффинной сис­
теме координат даны точки 
Mi (xi, у и zi) и М 2 (х 2, г/2, г?). Най­
ти координаты вектора М\М2.

Р е ш е н и е .  По формуле (7) § 4 имеем: M iM 2 =  OM2 — O M t. 
Но векторы ОМ2 и OMi являются радиус-векторами точек М\ и М 2, 
поэтому их координаты нам известны: О М , (jci, у i, z\) и ОМ2 (х2; 1/2, z2). 
Таким образом, вектор M tM 2 имеет координаты

М ,М 2 (х2 — х,, г/2 — г/l, z2 — z,). (2)

Итак, каждая координата вектора равна разности соответ­
ствующих координат конца и начала вектора.

З а д а ч а  2. В аффинной системе координат Оеie2e3 даны две 
точки: Mi (xi, у |, Z\) и М 2(х2, у2, z2). Найти координаты точки 
М, которая делит отрезок М\М2в отношении X, где X Ф  — 1 (рис. 134). 

Р е ш е н и е .  По формуле (2) § 12

О М - -
OMt+W M 2 

L 1 - 1-Л.
(3)

Векторы ОМ, OMi и О М 2 являются радиус-векторами точек 
М , Mi и М 2, поэтому эти векторы в базисе ей е2, е% имеют коорди­
наты ОМ (х, у, z), О М (х  ь yi, zi) и ОМ2(х 2, у2, z2), где (х, у, z )-

" Ч
Рис. 135

157



искомые координаты точки М. Пользуясь формулой (3), получаем 
X| -| - ХХ'2 y\-\-Xlj2 2\-\~)ь22 .

х = Т + х ; « = ~ Й Г ; 2 = Т + 1Г- «>
В частности, середина отрезка М\М2 имеет координаты (^,= 1):

___ х, + х2 _ ___ ;/' +у-: ______г,+г.
' 2 ’ 2 ’ 2

4. Система координат называется прямоугольной оекартовий 
или просто прямоугольной, если базис этой системы является 
ортонормированным (§ 7, п. 4). Такая система координат с началом
в точ̂ ке О обозначается так: Oijk или (О, г, /, /г), где ?  =  / 2 =  £2=  1, 
ij=Tk =  jk =  0 (рис. 135).

Координаты точки М (х, у, г) в прямоугольной системе коорди­
нат имеют простой геометрический смысл. Пусть ОМ\М2М  — коор­
динатная ломаная этой точки. В данном случае точка М\ является
проекцией точки М  на ось абсцисс (рис. 135). Так как OM\=xi, то 
ОМ\ =  \х\. Таким образом, х =  ОМ\, если М \ — точка положитель­
ной полуоси Ох\ х = — OAfi, если М\ — точка отрицательной полу­
оси, и х =  0, если М | совпадает с точкой О. Аналогичный геометри­
ческий смысл имеют ордината у и аппликата z точки М.

Пусть в прямоугольной системе координат Oijk точки Mi 
и М 2 имеют координаты М\(х\, у \, 2 |), М 2(х2, Ц2, z2). Вычислим 
расстояние между этими точками. Так как по формуле (2)
М |М 2 (х2 — х\, %2 — Ui, z2— z\)i то, учитывая, что M tM 2= \ M tM 2 \, 
по теореме 2 из § 7 получаем:

M |M 2 =  V (^2 — xt)2-\-(y2 — y,)2 +  (z2 — Z \ f .  (5)

§ 53. Ориентация пространства

1. Докажем теорему, которая выражает признак компланарности 
трех векторов, заданных своими координатами.

Т е о р е м а .  Для того чтобы векторы a (ai, а2, а3), Ь(Ь\, Ь2, Ьз) 
и с(с\, С2, сз), заданные координатами в произвольном базисе 
е\, е2, ез, были компланарны, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось равенство:

а \ Ь \ С \
а2Ь2с2
азЬзСз

=  0 . (О

□ Пусть векторы а, Ь и с компланарны. Тогда они линейно за­
висимы (теорема 4 из § 6), т. е. существуют числа а, (3 и у, не 
равные одновременно нулю и такие, что

a,a-\-fib-\-yc =  0. (2)
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Запишем эти равенства в координатах:
аа\ +  P6i +  ус\ =0, 
ао2 +  рб2 +  ус2 =  0, 
аа,] -f- +  усз =  0.

(3)

Таким образом, столбцы определителя Д  в левой части равен­
ства (1) линейно зависимы. Из курса алгебры известно, что в этом 
случае Д  =0, т. е. выполняется равенство (1).

Обратно, пусть выполняется равенство (1). Тогда столбцы опре­
делителя Д  линейно зависимы, т. е. система (3) однородных линей­
ных уравнений относительно а, р и у имеет ненулевые решения. 
Умножив равенства (3) соответственно на е\, ег и_ез и сложив, 
получим равенство (2). Следовательно, векторы а, Ь и с линейно 
зависимы, поэтому они компланарны. В

2. Понятие ориентации пространства вводится по аналогии 
с ориентацией плоскости (см. § 13). Так как любые три некомпла­
нарных вектора, взятые в определенном порядке, образуют базис 
трехмерного векторного пространства V , то в пространстве V су­
ществует бесконечное множество базисов. Рассмотрим два из них: 
А =  (а\, аг, аз) и В= (Ь\, 6г, Ьз). Разложим векторы базиса В  по 
векторам базиса А:

Из координат векторов b\, Ьг и Ьз можно составить матрицу 
третьего порядка:

Координаты вектора Ь\ образуют первый столбец этой матрицы,
координаты вектора 6г — второй столбец, а координаты вектора
Ьз — третий столбец. Она называется матрицей перехода от базиса 
А к базису В. Определитель матрицы перехода от базиса А к базису 
В  обозначим так: А\В. Таким образом,

Так как векторы bi, bг, Ьз линейно независимы, то по теореме 
предыдущего пункта А\ВфО.

Предлагаем читателю по аналогии с п. 1 § 13 самостоятельно 
убедиться в том, что имеет место следующее утверждение.

Для любых базисов А, В  и С пространства выполняются ра-

Ь \ =С\\а \ +  Сг|аг +  Сз|аз, 
bj2 =  C ! га| -|-С ггаг-|-С зга з, 

=  с | за 1 ^-Сгзаг +  Сззаз.

(4)

-  -  -  Сц С 12 С \з
А\В =  (а\, аг, аз) | (Ь\, Ьч, Ьз)=  сц Сгг Сгз

С з\ С 32 С 33

венства:
1 0  А1°. А\А =  \.
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2°. (A\b)-(B\C) =  A\C.
3°. (A\B)-(B\A)=\.
3. Обозначим через В  мно­

жество всех базисов простран­
ства. Будем говорить, что базисы 
а, вев  находятся в отношении Д 
(одинаково ориентированы], если 
4 |В > 0 , и запишем так: ААВ. 
Используя свойства 1° — 3° пунк­
та 2 точно так же, как в п. 2 § 13, 
мы убеждаемся в том, что отно­

шение Д является отношением эквивалентности на множестве В  
всех базисов пространства.

Докажем, что фактор-множество В/А  состоит лишь из двух эле 
ментов. Для этого рассмотрим базисы А =  (а\, аг, аз) и В  =  {аг, at, аз).

0 10
=  — 1, то классы эквивалентности КА и Кв

Рис. 136

Так как А \ В  = 1 0 0 
0 0 1

tfe совпадают. С другой стороны, любой базис С=(с\, Сг, Сз) при­
надлежит либо классу КА, либо классу Кв. В самом деле, по свойству 
2° А\С =  (А \В )(В \С )~  — В\С. Отсюда следует, что либо Л |С > 0 , 
либо В |С > 0 . В первом случае С £ К А, а во втором случае С £ К В.

Каждый из элементов фактор-множества В/А  назовем ориен­
тацией векторного пространства V. Выделим одну из этих ориента­
ций, назовем ее положительной (а другую — отрицательной). Век­
торное пространство V, в котором выбрана положительная ориента­
ция, называется ориентированным. Базисы положительной ориента­
ции называются правыми базисами, а базисы отрицательной 
ориентации — левыми.

Пространство называется ориентированным, если ориентирова­
но векторное пространство V. При этом_ система координат Ое\в2вз 
называется правой (левой), если базис е\, е2, е3 — правый (левый) 
Обычно ориентацию пространства выбирают так, чтобы оси Ох, Оу 
Oz правой системы координат Oxyz были направлены вдоль боль 
шого, указательного и среднего пальцев правой руки (рис. 136, а) 
При таком выборе ориентации оси левой системы координат будут 
направлены вдоль соответствующих пальцев левой руки (рис. 136, б)

В дальнейшем изложении всюду, где нет специальных оговорок 
предполагается, что если в пространстве выбрана одна система 
координат, то она является правой. Таким образом, если в про­
странстве задана система координат, то пространство считается 
ориентированным.

§ 54. Формулы преобразования координат в пространстве

1 . Рассмотрим^ в пространстве две аффинные системы координат 
Ое[в̂ ез и 0 'е\е'2ез. Первую систему назовем старой, а вторую — но­
вой. Пусть М  — произвольная точка пространства, которая в старой 
системе координат имеет координаты х, у, z, а в новой системе х ', у', z'
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(рис. 137). Задача преобразования 
координат состоит в следующем: 
зная координаты нового начала 
координат и новых координатных 
векторов в старой системе:

О ' ( х  о,  уо, z 0), ё \ { с  п ,  С2\, С 3 1 ) ,  

eh ( с i2, С22, С32), е ' з ( с \ з ,  Сгз, Сзз) ( 1 )

выразить координаты х, у , z точки 
М в старой системе через коорди­
наты х', у',- г ’ той же точки в 
новой системе.

По определению координат векторов и точек из (1) получаем:

ОО' = х 0ё\ +  у0в2 + z0e з, 

е\ = С \|£' -\~С2\в2 +  Сз]€з, 
@2 == С \ + ^ 22^ 2 + ^ 32^ 3 , 

вз =  С]зе\  +  С23^2 +  СЗЗ^З-

(2)

По правилу треугольника OAf =  О О '+  О 'М , поэтому хе1+ уё2-\- 
+  2бз =  0 0 ' -\-х 'е \у 'ei +  z 'е'з. Подставив в правую часть этого
равенства выражения векторов ОО', е\, еЬ, е'3 через в\, ё2, ё3 из 
равенств (2) и сравнив соответствующие коэффициенты в левой 
и правой частях полученного равенства, будем иметь:

Х  =  СЛ[ Х '  +  С \ 2 У ’ +  C \ } z '  + Х о ,  

У =  С2\Х' +  С22У' +  Сгз2' +//0, 
Z =  С з \ Х '  +  С 3 2 У '  + C 3 3 Z ' +  Zo.

(3)

_Так выражаются координаты х, у, z точки М  в старой системе 
Ое\в2вз через ее координаты х ', у', z' в новой системе О'е'^е'ъ. 
Формулы (3) называются формулами преобразования аффинной 
системы координат в пространстве. Заметим, что в этих формулах 
матрица

С = (1̂1 с и С |;) \ 
Сз | С22 Сц I 
£31 Сзз См /,

(4)

составленная из коэффициентов при x ' , y ' , z ' ,  есть в очности 
матрица (4) § 53 перехода от базиса в\, е2, ез к базису е\, еЬ, е'3, 
а свободными членами служат координаты х0, Уо, Zo нового начала 
О' в старой системе Oe<eje3._

Так как векторы е\, е’2, е'з не компланарны, то определитель А 
матрицы (4) не равен нулю. Поэтому система (3) разрешима отно­
сительно х', у ’, z '. Это позволяет выразить координаты точки М 
в новой системе через координаты той же точки в старой системе.

2. По аналогии с п. 2 § 15 из формул (3) получаем формулы
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Рис. 138

переноса начала координат, т. е. формулы преобразования коорди­
нат при переходе от системы Ое\ече% к системе 0'е\Рге3 (рис. 138, а):

х=х'-\-хо, у =  у ' +  уо, z =  z' +  zo. (5)
_ Если новая система координат Ое'Же’ъ отличается от старой 

Ое\е2ез лишь координатными векторами (замена координатных век­
торов) (рис. 138, б), то формулы (3) принимают вид:

Х =  С\\ХГ С\2у ' C\iZ\
У =  С2\Х’ +  С22У ' +  C23Z', (6)
Z =  C3\X' +  с32у' +  Сззг'.

3. Рассмотрим теперь преобразование прямоугольных систем 
координат. При переходе от одной прямоугольной системы координат
Oijk к другой O 'i'j 'k ’ можем использовать те же формулы (3). 
Матрица перехода от базиса г, /, к к базису Г, /', к ’ имеет вид (4). 
В данном случае на элементы этой матрицы накладываются до­
полнительные ограничения. Действительно, элементы столбцов 
матрицы С являются соответственно координатами единичных и 
взаимно ортогональных векторов Г, /', к ' в ортонормированном 
базисе Г, /, к, поэтому сумма квадратов элементов каждого столбца 
матрицы С равна единице, а сумма произведений соответствующих 
элементов любых двух ее различных столбцов равна нулю. По 
формулам (9) § 8 получаем:

Cn=cos(f', г), Ci2 =  cos (/', Д Ci3 =  cos(fc', i),
С2\ = C O S (Г ,  7), C22 =  C O S(/ ', /), C23 =  COS(fe' ,  /), 

c3i= co s (r , /г), Сзг =  cos (/', /г), c33 =  cos (к ', к).
Отсюда,^ уч_итывая те же формулы (9) § 8, замечаем, что 

векторы /, / и /г в базисе г', /', имеют координаты
Л(С| |, с 1 г, С|3), j (с 2 1 , С2 2 , Сгз), /г ( с 3|, С33).

Таким образом, сумма квадратов каждой строки матрицы С равна 
единице, а сумма произведений соответствующих элементов любых 
двух ее различных строк равна нулю.

Квадратная матрица С, обладающая такими свойствами, назы-
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вается ортогональной. Примерами ортогональных матриц являются 
следующие матрицы:

' /о ' '
V2 72

J ____1 _ ___ 1_
_̂ 2 2 2 | | — sin ф cos ф О

О О 

О 1 О

О О 1

cos ф sin ф О \

/ \ V2 2 2 / \ О О I /
Итак, доказано, что матрица перехода от одного ортонормиро- 

ванного базиса г, /, /г к другому 6 ' является ортогональной
матрицей. Пусть А  — определитель _этой матрицы. Докажем, что 
Д =  +  1, если базисы г, j ,  k  и г', /', /г' ориентированы одинаково, и 
Д =  — 1, если они ориентированы противоположно. Действительно, 
так как матрица (4) ортогональная, то по правилу умножения 
матриц, используя определение ортогональных матриц, получаем:

( С 11 С\2 С |3 \  /с\\ С2 1 С3 | ^ /1 0 0 \
C2I С22 Сгз J- I с 12 С22 3̂2 } =  | 0 1 О J 
С31 С32 Сзз /  \Ci3 С23 С3 3 /  \0 0 1 /.

Применяя к этому равенству теорему об определителе произ­
ведения матриц, будем иметь: Л2 =  1, т. е. Д = ± 1 . Если базисы 
Г, /, k и Г', ориентированы одинаково, то Д > 0 , поэтому Д =  -(- 1 , 
если ж е’ они ориентированы противоположно, то Д < 0, поэтому 
Д =  — 1.

Итак, формулы преобразования прямоугольных систем координат 
имеют вид (3), где матрица (4) является ортогональной. При этом, 
если системы O i j k  и O ' i ' j ' k '  ориентированы одинаково, определитель 
Д матрицы (4) равен +1. а если они ориентированы противопо­
ложно, то Д =  — 1.

§ 55. Смешанное произведение векторов. Объем тетраэдра

1. П усть  а , Ь и с  пеком плапарны е векторы. О т некоторой точки

М пространства отложим векторы М А = а , М В  =  Ь, М С =  с и 
построим параллелепипед MADBCA\D\B\ так, чтобы отрезки МА, 
M B  и М С  были ребрами этого параллелепипеда (рис. 139). Его на­
зовем параллелепипедом, построенным на 
векторах а, b и с. Заметим, что в зависи­
мости от выбора точки М на данных век­
торах можно построить бесконечное мно­
жество параллелепипедов, но все они рав­
ны друг другу, поэтому имеют один и тот 
же объем.

Рассмотрим ориентированное прост­
ранство. Смешанным ( тройным)  произве­
дением некомпланарных векторов а, Ь, с,
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взятых в данном порядке, назы­
вается объем параллелепипеда, 
построенного на этих векторах, 
снабженный знаком « +  », если 
базис а, 5, с правый, и знаком 
«— », если этот базис левый. Сме­
шанное произведение компланар­
ных векторов считается равным 
нулю.

Смешанное произведение век­
торов а, Ь, с обозначается так: 
abc или (abc).

2. Выведем формулу для вы­
числения смешанного произведения по координатам векторов. Пред­
варительно докажем следующую лемму. _

Л е м м а .  Каковы бы ни были произвольный базис а, Ь, с 
и ортонормированный правый базис t, /, k, имеет место ра­
венство _ - _ - _

abc=(i, /, k) | (а, b, с).
□ Рассмотрим параллелепипед M AD BCA [D \B [, построенный на 

векторах а, Ь, с, и построим вспомогательную поямоугольную 
систему координат Miojoko. Координатные векторы этой системы

выбраны следующим образом: t'o =  4- , вектор /0 параллелен
1 g I _ _ - _ _

плоскости М А В  и направлен так, что jo-i-io и базисы а, b и to, /о 
этой плоскости ориентированы одинаково. Вектор ko направлен 
так, что векторы to, /о, ko образуют правый ортонормированный 
базис (рис. 140). Докажем, что

abc =  (J0, /о, k0) I (а, Ь, с). (1)
Пусть ср — угол между векторами а и Ь, тогда по теореме 

§ 14 Ь =  | b | cos cpt'o+ I b \ sin ср/о, поэтому векторы а и b в базисе 
to, /о, ko имеют координаты а (|а |, 0, 0), b(|b|coscp, \b\ sin ср, 0). 
Обозначим координаты вектора с через (а, р, у). Тогда

|а| \b I cos ф а 
0 I b | sin ф р 
0 0 7

Выражение \й\ |fc| sin ф — площадь параллелограмма M ADB, 
а | у I — высота параллелепипеда M ADBCA  |D|B|. При этом, если 
базисы а, Ь, с и t0, /о, k0 ориентированы одинаково (т. е. если 
а, Ь, с — правый базис), то у> 0 , если же эти базисы имеют противо­
положные ориентации, то у< 0 . Таким образом, |а| |6|5Шф-у =  
=  abc, поэтому выполняется равенство (1).

По свойству 2° § 53:

(io, /о, ko) I (а, b, с) = =  |а||6| sin ф-у-
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0 ,  j, k) I (a, b, c) =  [(/, j, k) | (Го, /о, £ o ) H U o ,  /о ,  * o )  I (a, b, c)].
Ho (/, j, к) | (Го, /о ,  / г о ) — 1, так как i, j, k и to, /о ,  Л(, — ортонор- 
мированные правые базисы. Поэтому, учитывая формулу (1), полу­
чаем искомый результат. Щ

Т е о р е м а  1. Если векторы а, Ь, с в произвольном базисе 
е\, е2, е3 имеют координаты a (a i, а2, а3), b (bi, b2, b3), с (ci, c2, c3), to

abc =
a\ bi Ci 
fl2 2̂ Сг 
а з  ^ з C3

• е\е2ез. (2)

□ Если векторы a, ft, с компланарны, то равенство (2) очевидно 
(см. теорему § 53), поэтому, рассмотрим случай, когда они не 
компланарны. Пусть t, /, k какой-нибудь ортонормированный 
правый базис, а Д — определитель, который записан в правой 
части равенства (2). По свойству 2° § 53

Д =  (<?:, <?2, <?з) I (а, Ь, с) =  [(ё 1, ё2, <?з) I (Г, ], *)] - [(Г, /, £) | (а, Ь, с)]. 
Таким образом, учитывая свойство 3° п. 2, § 53, получаем:

д _  б I  k) I (о. *>■ С)
( I  J, k) | (ё|, е2, ёз)

(3)

По предыдущей лемме числитель правой части равенства (3) 
равен abc, а знаменатель равен е\е2езх поэтому из равенства (3) 
следует равенство (2). ^  Если базис е\, е2, ез ортонормированный, то 
ё\е2ез =  поэтому справедливо утверждение.

С л е д с т в и е .  Если векторы а, Ь, с в ортоноп> ированном 
базисе I, /, k имеют координаты а (аь а2, аз), b(b\, Ь2, Ьз),
с ГС], С2, Сз),  то

abc-
а, 6, с| 
а2 Ь2 с2
аз Ьз Сз

(4)

где в=1, если базис г, }, k правый, и е =  — 1, если эгог базис левый.
3. Основные свойства смешанного произведения сформулиро­

ваны в следующей теореме.
Т е о р е м а  2. Для произвольных векторов а, Ь, с и d и 

произвольного числа а  имеют место следующие равенства:
1°. аЬс =  Ьса =  саЬл
2°. abc=  — bac, abc — — cba, abc=  — acb.
3°. (аа) hc =  a (abc), a (ab) с =  а (abc), ab(ac) — a(abr\.
4°. (a-\-b) cd =  acd-\-bcd, a(b-\-c)d— abd-\-acd, ab (c-\-d) =  

=  abc -f-abd.
□ Выберем ортонормированный правый базис i, j, k и зададим 

данные векторы в координатах а (а,, а2, аз), b (Ь{, Ь2, Ь3), с (с\, с2, с3), 
d \d\, d2, d3).
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Воспользовавшись формулой (4) и соответствующими свойствами 
определителей третьего порядка, убеждаемся в справедливости всех 
равенств 1° — 4°. В качестве примера докажем, что a (ab) с =  а (abc). 
По формуле (4) имеем:

a (ab) с =
а 1 ab[ С\ а. b | С\
а2 ab2 с2 а2 Ь2 с2
а3 ab3 Сз а3 Ьз Сз

=  а (abc).

4. Используем смешанное произведение векторов для решения 
следующей задачи.

З а д а ч а .  Найти объем тетраэдра ABCD, если в некоторой 
прямоугольной системе координат даны координаты его вершин:

А (х I, у\, Z  |), В (х 2, у 2, Z 2), С (х 3, Уз,  Z 3 ), D (х4, Уа, Z i ) .  

Р е ш е н и е .  Объем параллелепипеда, построенного на векторах 
А В , АС  и AD, равен \АВACAD\ Отсюда следует, что объем V 
тетраэдра ABCD  вычисляется по формуле V =  -~ \АВA C A D \. Век­
торы А В , АС  и AD  имеют координаты А Ь (х 2 — х\, у2— у ь z2 — z \ ) ,

А С ( х 3 —  х |, у3 — у 1, z 3 — z \ ) ,  A D ( x 4 — X\ ,  y4 — y\, z 4 — Z i) ,  поэтому 
по формуле (4) получаем:

Х 2 —  Х\  Хз  —  Х \  Х 4 X 1
У2 —  У\  у з  —  у \  у* —  у \
Z 2 —  Z 1 Z 3 —  Z,  2 4  —  Z|

§ 56. Векторное произведение векторов.
Площадь треугольника

1. Пусть а и Ь — неколлинеарные векторы. От некоторой точки М
пространства отложим векторы М А = а , М В =  Ь и построим парал­
лелограмм М АСВ  так, чтобы отрезки МА и M B  были смежными сто­
ронами этого параллелограмма (рис. 14J). Его назовем параллело­
граммом, построенным на векторах а и Ь. В зависимости от выбора 
точки М  на данных векторах можно построить бесконечное мно­
жество п а р а л л е л о г р а м м о в ,  но все они р а в н ы  друг другу, поэтому 
имеют одну и ту же площадь.

С Рассмотрим ориентированное пространство. 
Векторным произведением неколлинеарных векто­
ров а и Ь, взятых в данном порядке, называется 
вектор р, длина которого численно равна площади 
параллелограмма, построенного на этих векторах; 
этот вектор перпендикулярен векторам а и b и на­
правлен так, что базис а, В, р имеет правую'ориен- 

А тацию. Векторное произведение коллинеарных век-
Рис. 141 торов считается равным нуль-вектору.
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Рис. 142

Векторное произведение векторов а и Ь 
обозначается так: [ab] или [а, Ь].

Докажем теорему, в которой устанавли­
вается связь между смешанным, векторным 
и скалярным произведениями векторов.

Т е о р е м а  1. Каковы бы ни были век­
торы а, b и с,

abc =  [ab \ с. (1)
□ Рассмотрим сначала случай, когда векторы а и Ь коллине­

арны. Тогда векторы а, Ь, с компланарны, поэтому левая часть 
равенства (1) обращается в нуль. Но правая часть этого равен­
ства также обращается в нуль, так как \ab\ =  0 и поэтому [ab\c =  0. 
Таким образом, в этом случае равенство (1) верно.

Пусть теперь векторы а и Ь не коллинеарны, а с — единич­
ный вектор, который перпендикулярен векторам а и b и направ­
лен так, что базис а, Ь, с правый (рис. 142). Тогда, очевидно, 
abc =  S, где 5 — площадь параллелограмма, построенного на век­
торах а и Ь. С другой стороны, векторы [лб] и с сонаправлены, 
поэтому [ар]с=  |[а6]| |c l= S . Итак, в этом случае равенство (1) 
также верно.

Рассмотрим, наконец, случай, когда векторы а и b не коллине- 
•арны, а с  — произвольный вектор. Пусть k — единичный, вектор, 
который перпендикулярен векторам а и b и направлен так, что 
базис a, b, k правый. Разложим вектор с по этому базису: с =  
=  С\а-\-c2b c 3k. Тогда по теореме 2 § 55 abc =  ab (с\а-\- 
-\-c2b-\-c3k) =  c3(abk). С другой стороны, по аналогичному свой­
ству скалярного произведения векторов [ab]c =  \ab\(cia-\-c2b-\- 
-\-c3k) =  C\ ([ab} а) +  с2 Qaft] b) +  c3 ([aft] k) =  c3 ([aft] k) =  c3 (abk). Таким
образом, abc=[ab] с. I

С л е д с т в и е .  К а к о в ы  бы ни были векторы  а, Ь, с,
\ab] с =  а [be]. (2)

□ Действительно, [ab]c =  abc, a[bc] =  [bc] а =  Ьса. Но по тео­
реме 2 § 56 abc =  Ьса, поэтому равенство (2) верно. В

2. Найдем координаты вектора [ab] по координатам векто­
ров а и Ь. ^ _

Т е о р е м а  2. Если векторы а и b § ортонормированном пра- 
вом'у6азйсе /, ]* k имеют координаты*-а (а\, аг, аз), b(b\, Ь2, Ь3), то 
вектор [ab] имеет координаты:

[аЬ] ( аг Ь2 аз Ь3 ai b| \
аз bз » а\ b 1 , аг Ьч (3)

□ Пусть х, у , z — координаты вектора [ab]. Тогда [ab\ =  xI-\-
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-f-yj-\-zk, поэтому [ab] I= x l- J= x . По предыдущей теореме \ab]i =  
— abi, следовательно, x =  abi. Аналогично получаем: y — abj и 
z — abk. По формуле (4) § 55 найдем х, у и z\ 

ai bi 1Л U<l l/ч
У =х — 0,2 Ь 2 О 

аз Ьз О
аз Ьз 
а | ft.

Формула (3) означает, что

[аЬ] = <22 ft2 
аз Ь з < + аз Ьз

а\ Ь | / +

z —

а\ Ь\
а 2 Ь 2

а\ b| 
аг ft2

k.

Это равенство условно можно записать 
для запоминания виде:

в следующем,

(3')

удобном

[aft] =
а\ Ь |
а2 b2 j  
а3 Ьз k

( а 2 f t 2 а 3 Ьз а\ ft 1
V ~ а 3 Ьз , а  | Ь I , а 2 f t 2 /

В правой части этого равенства записан «определитель», ко­
торый, конечно, не является определителем в обычном смысле слова. 
Но если его разложить по элементам (векторным!) третьего столбца, 
то, пользуясь обычными правилами разложения определителя 
третьего порядка, получим формулу^(3').^

З а м е ч а н и е .  Если векторы а и ft заданы координатами в 
ортонормированном левом базисе, то

' ' (4)

Предлагаем читателю самостоятельно обосновать это утверж­
дение.

3. Основные свойства векторного произведения векторов сфор­
мулированы в следующей теореме.

Т е о р е м а  3. Для произвольных векторов a, ft и с и произ­
вольного числа а имеют место следующие равенства:

1°. [aft] =  — [fta]. 
2°. [aa, ft] =  a [aft], [a, (aft)] =  a [aft]. 
3°. [a +  ft, c] =  [ac] +  \bc], [a, b +  c] =  [ab] +  \ac}. _
□  Вы берем  ортонормированный правый базис г, /, k и зададим  

данные векторы в координатах:
a (a,, а2, а3), ftifti, b2, Ь3), с (с,, с2, с3) .

Воспользовавшись формулой (3) и соответствующими свойства­
ми определителей второго порядка, убеждаемся в справедливости 
всех равенств 1°— 3°. В  качестве примера докажем, что

[a +  ft, c] =  [ac] +  [ftc]. (5)
Зададим данные векторы в координатах: .

[a +  ft, с] (х, у, z), [ас] (х ,, (у,, 2 ,), [be] [х2, У2, z2) ■
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По ф ормуле (3) имеем:

а 2-\-Ь2 < 
аз  +  Ьз (

х = а 2 с 2 
а 3 с з + Ь 2 С2 

Ь з с 3 =  Xi +Х2-

Аналогично п о луч аем : у  =  у \ + у 2, г  =  г\-\-г2, поэтому имеет 
место р авен ство  (5).

З а м е ч а н и е .  В а ж н о  подчеркнуть , что векторное п роизве­
дение д в у х  векторов , в отличие от с к а л я р н о го  п роизведения , есть  
вектор (отсю да и термин : « в екто р н о е»  произведение). Кроме того, 
векторное произведение, к а к  видно из д о к аз ан н о й  теоремы , з а в и ­
сит от п о ряд ка  сом нож и телей , т. е .,  вообщ е говоря , \аВ\Ф[В а\

4. И сп ол ьзуя  векторное произведение, в ы в е д е м  д в е  формулы д л я  
вычисления площ ади  т р еу го л ьн и ка .  Эти ф ормулы  часто  и спользу ­
ются при решении геом етрических  з а д а ч .  С н а ч а л а  д о к а ж е м  с л е ­
дую щ ую  л ем м у .  _ _

Л е м м а .  Д л я  лю б ы х  в е к т ор о в  а  и Ь с п р а в е д л и в о  р а в е н ст в о
[ab][ab} =  ( a a ) ( b b )  — ( a b f .  (6)

i D В ыберем  ортонормированный б ази с  i, /, k т а к ,  чтобы а _ Lk 
и ft_Lk, и рассм отрим  координаты  векторов  а  и ft в этом б ази се :  
a ( a i ,  а 2, 0), ft (ft,, Ь2, 0 ) .

В ы р ази м  л евую  ч асть  р а в е н с т в а  (6)
торов а

М ’ ] ( о ,  0,

и Ь. По 
Oi Ь\ 
а 2 Ь 2 )•

формуле

поэтому

через координаты  век- 
(4) вектор  [aft] имеет координаты :

а\ b 1 
а 2 Ь2

С другой  стороны.

[ab| \ab] =

( a a ) ( b b ) - { a b )  =

— (a\b\ -\-a2b 2f  =  a 2\b2-\-a2b 2\ — 2a\b\a2b 2 = b I
Ь2

(а* -|- а 2) (Ь\ Ь —
2

Т аки м  образом , имеет место р авен ство  (6).
З а д а ч а  1. Д о к а з а т ь ,  что п ло щ ад ь  т р е у го л ь н и к а  ABC  в ы ­

числяется по формуле

- W
а а  аВ
Bd SB (7)

где  а  =  АВ, 8 =  ВС.
Р е ш е н и е .  П л о щ ад ь  п а р а л л е л о г р а м м а ,  построенного на в е к ­

то р ах  а  и ft. численно р а в н а  |[aft]|, п оэтом у S , ,BC =  1\ай]| =

— 4 - V lf l* ]  \а 0 \- О тсю да , у ч и т ы в а я  п р ед ы д ущ ую  л е м м у ,  получаем

искомую  ф орм улу  (7).
З а д а ч а  2. Найти п ло щ ад ь  т р еу го л ь н и к а  ABC,  если в неко­

торой прям оугольной  системе  координат  д а н ы  координаты  его 
вершин:
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A (xi, Уи 2 :), В (х2, 1/2, 2 г), С (ХЗ, £/3, 23).
Р е ш е н и е .  П л о щ ад ь  п а р а л л е л о гр а м м а ,  построенного на в е к ­

т о р ах  АВ, АС,  численно р авн а  |[АВ, АС]|. О тсю да сл ед ует ,  что

S abc= 4 t \{AB},AC\\ .

В ектор ы  АВ и АС имеют координаты  АВ (х2 — х\, у 2 — у i, z2— Zi),

A C  [ X 3 — Х [ ,  у 3 —  y i ,  Z3 —  Z\ ) ,  поэтому, и спо льзуя  ф орм улу (3) (или 
ф о рм улу  (4), если д а н н а я  си стема  л е в а я ) ,  получаем :

- 'л/'■>ЛВС-----Y
1/2-- у  1 Уз —  «Л

2
+

22 —  2 1 23 — 2 , * 2

+
Х2 - - X , Хз —  XI

22- - 2 1 2з —  2| X2 +  Xi Хз — Xi у 2- ~У\ Уз — У |

В частности , если вершины тр еуго льн и ка  л е ж а т  в п лоско ­
сти Оху,  ТО 2 | = 2 2  =  2 з =  0, ПОЭТОМУ w

с _
*->ABC  —

х2 ' 
У2 -

- Х\  Хз  —  XI  

-у\ Уз — У\

§ 57. Метод координат в пространстве.
Уравнение поверхности

1. В § 17 мы у ж е  озн аком и ли сь  с методом координат  в геометрии . 
Д л я  того  чтобы п о льзо ваться  этим методом в п ростран стве ,  необ­
ходимо у м е т ь  с помощью чисел, уравнений , н ер авенств  или их си ­
стем з а д а в а т ь  геометрические фигуры в пространстве .

Р ассм о тр и м  ф и гур у  Ф и введем  в пространстве  аффинную си ­
ст е м у  ко о р ди нат  Ое\в2е з. Усл ови ем ,  о п р е д е л я ю щ и м  ф и г у р у  Ф  в д а н ­
ной си стем е  координат, н а з ы в а е т с я  ур авн ен и е  или н ер авен ство  
(или их си стема ) ,  которому удо вл етво р яю т  коор'динаты любой точки 
ф игуры  Ф и не уд о вл етво ряю т  координаты  точки, не п р и н а д л е ж а ­
щей ф игуре  Ф. У равнение, определяю щ ее ф игуру  Ф , н а з ы в а е т с я  
у р а в н е н и е м  ф и г у р ы  Ф  в данной системе координат. Н апример , 
у р авн ен и е  2 =  0 есть у р а в н е н и е  плоскости Оху  в зад ан н о й  системе 
ко о р ди нат  Oxyz,  а  неравенство  2 > 0  оп ред еляет  полупространство  
с границей  Оху,  которому п р и н ад леж и т  точка  (0, 0, 1).

2. При изучении геометрии в п ространстве  методом координат  в 
к а ч е с т в е  фигур чащ е всего  р а ссм атр и в а ю т  поверхности. П р и м е­
рами поверхностей я в л я ю т с я  плоскость , сф ера, цилиндрические и 
конические поверхности и др. Строгое определение поверхности 
б удет  дан о  п о зж е , во второй части н асто ящ его  кур са .  Условием , 
о пределяю щ им поверхность Ф  в данной системе координат, я в л я ­
е тся ,  к а к  правило , уравнение , которое н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  п о ­
в е рхн о сти Ф.

В кач естве  примера найдем  уравн ени е  сферы р а д и у с а  г  с центром 
С (а, Ь, с )  в прямоугольной  системе координат. Точка М простран ­
с т в а  п р и н ад л еж и т  этой сфере т о гд а  и только  то гд а ,  ко гд а  СМ =  г  
или СМ2 =  г 2. Это равен ство  в ко о р ди н атах  зап и ш ется  т а к :
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(.x - a ) 2+ ( y - b ) 2 +  ( z - c ) 2 =  r 2. (1)

Это и есть  ур авн ени е  сферы р а д и у с а  г с центром в точке С (а, Ь, с). 
В частности , если центр сферы с о в п а д а е т  с н ач ало м  координат, 
то а  =  Ь =  с  =  0, поэтому ур авн ен и е  (1) приним ает  вид:

x2 +  y 2 +  z2 =  r 2. (2)

У равнение (1) м ож но  з а п и с а т ь  в виде

х2 у 2 -}- z2 -|-Лх -(- B y  -(- Cz -(- D =  0, (3)

где

А =  —2а, В = - 2 Ь , С — —2с, D =  а 2 +  Ь2 +  с 2 -  г 2.

Т аким  о б разом , ур авн ен и е  любой сферы в прямоугольной  си ­
стеме координат  имеет вид  (3). По ан ало гии  с окр уж н остью  (см. 
§ 18, п. 2) мож но  д о к а з а т ь ,  что если коэффициенты у р авн ен и я  (3) 
удо вл етво ряю т  н ер ав ен ств у  А2-\-В2-\-С2 — 4 £ ) > 0 ,  то поверхность ,

з а д а н н а я  этим  ур авн ен и ем , есть  сфера с центром ( — — (j -}
л ,А 2 +  В2 +  С2- 4D ... 

и радиусом  - ---------- ------------- . П р е д л а г а е м  читателю  сам о сто ятельн о

обосновать  это у т в е р ж д е н и е .  Оно часто  и сп о л ьзуется  при изучении
м н о ж еств  точек п р остр ан ства .  Р ассм о тр и м  пример.

П р и м е р .  Найти м н о ж ество  всех  точек  п р остр ан ства ,  д л я
к а ж д о й  из которых с у м м а  к в а д р а т о в  расстоян ий  до  д в у х  дан н ы х
точек  А и В есть  п о сто ян н ая  величина с 2.

Р е ш е н и е :  П р ям о уго льн ую  си стем у  коорди нат  Oxyz  во зьм ем
т а к ,  чтобы н ач ало  координат  совп ало  с серединой о тр езка  АВ и
точка  А л е ж а л а  на полож ительном  л уче  оси Ох. Если А В = 2 а ,  то
в выбранной системе координат  А (а, 0, 0), В ( — а, 0, 0).

Д л я  того чтобы точка  М (х, у ,  z) п р и н а д л е ж а л а  иском ом у  мно-
„ ж е с т в у  точек, необходимо и достаточно , чтобы AM2 В М 2 =  с 2, или

* '■ в ко о р ди натах : (х — а)2 у 2 +  z2 ( х а ) 2 у 2 z2 =  с 2 или
• />2 ,  x2 +  y 2 +  z2 ^ £ _ _  а 2 (4)

В о зм о ж н ы  три с л у ч а я .
2 __

1) — а 2>  0, т. е. О л ] 2 а .  В этом с л у ч а е  ур авн ен и ем  (4), к а к

было п о казан о  вы ш е, опреде л я е т с я  сфера с центром в н ач ал е  ко-
•л/2с* — 4 а 2

орди н ат  и с ради усо м  г = - — ------- . В частности , к о гд а  с  =  2а,  то

г  —а,  т. е. в этом с л у ч а е  отрезок  АВ я в л я е т с я  д и ам етр о м  сферы. 
.2 ,

. 2 )  — а 2 =  0, т. е. с  =  л!2а.  У равнение  (4) принимает  вид : х2-\-
-\-у2 -\-z2 — Q. Э то м у  уравн ени ю  уд о в л е т в о р я ю т  коорди наты  только  
одной точки — н а ч а л а  координат. В этом с л у ч а е  искомое м н о ж ество  
состоит из одной-единственной точки — середины о тр езка  АВ.

3) - у — а 2< 0 ,  т. е. с <  \j2a. И скомое м н о ж ество  я в л я е т с я  пустым .
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3. П усть  Fi(x ,  у ,  z) =  0  — ур авн ен и е  фи­
гуры  Ф|, a F2 (х, у , г )  =  0 — ур авн ен и е  фигуры 
Ф 2 в одной и той ж е  системе координат . 
С и стем а  уравнений

/ F\ (х, у , г )  =  0,
I F s (x, у ,  г )  =  О W

о п ред еляет  в той ж е  системе координат  ф и гу ­
ру  Ф  =  Ф\[}Ф2 , т. е. пересечение фигур Ф , и 
Ф 2. Если Ф\ и Ф 2— д в е  поверхности , то 
ф игура  Ф я в л я е т с я ,  вообщ е говоря , линией. 
Т аким  образом , в п ространстве  линия м о ­
ж е т  бы ть  определена  системой (5) д в у х  у р а в ­
нений. Н апример , си стема  уравнений

| Zx^ y 2  +  Z2= r 2 (6)

о п р ед ел я ет  в прямоугольной  системе координат  м н ож ество  Ф  общ их 
точек  плоскости Оху  и сферы р а д и у с а  г  с центром в н ач ал е  коор ­
д и н ат .  Ясно, что м н ож ество  Ф  — о к р у ж н о с ть  плоскости Оху  р а д и у ­
с а  г с центром в н ач але  координат. П оэтом у ур авн ен и я  (6) я в л я ­
ю тся у р ав н е н и я м и  окруж н ости  в пространстве .

В заклю чен и е  отметим , что не л ю б ая  си стем а  д в у х  ур авн ени й  
о п р ед ел я ет  в п ространстве  линию в обычном см ы сл е  с л о в а .  Н а ­
пример, в простран стве  нет ни одной точки, координаты  которой 
у д о в л е тв о р я ю т  системе уравнений : z =  0, х2 +  у 2-)-(z — 2)2 =  1. Д е й ­
ствительно , сф ера, з а д а н н а я  вторым ур авн ени ем , имеет центр 
С (0, 0, 2) и р ад и ус  r =  1. Она не имеет общ их точек  с п лоско ­
стью z =  0  (рис. 143).

§ 58. Приложение метода координат и векторной алгебры 
к решению задач стереометрии

1. В этом  п ар а гр аф е  р а с с м атр и в а ю тс я  некоторые примеры прим е­
нения м ето д а  координат, а  т а к ж е  см еш анного  и векторного  про­
изведений  векторов  к  решению з а д а ч  стереометрии . Р ассм о тр и м  
с н а ч а л а  з а д а ч и ,  в которых прим ен яется  м етод  координат  в про­
странстве. Начнем с задачи вспомогательного хар актер а ,  которая 
часто  и спользуется  при решении д р у ги х  з а д а ч .

З а д а ч а  1. Найти координаты  центра т я ж е с т и  (точки п ере­
сечения медиан ) тр еуго льн и ка  ABC,  если в некоторой аффинной си ­
стеме координат  Ое\е2ё з  д а н ы  координаты  его  вершин:

А (х\, у\, Zi), В (х2, у 2 , z 2), С (хз, у з ,  23) .

Р е ш е н и е .  П усть  N — центр т я ж е с т и  тр еуго льн и ка  ABC,  а 
(х, у ,  г ) — координаты  этой точки. По формуле (2) из § 10 имеем :

бй = -У(ОА + 6в + бс). (1)
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Но векторы  ON, О А, О В и ОС 
я в л я ю т с я  р ад и ус -век то р ам и  т о ­
чек  N, А, В  и С, п оэтом у эти в е к т о ­
ры в бази се  е\, е 2, е 3 имеют коор­

ди н аты  ON (х , у ,  z), ОА (х\, у |, z |),

ОВ (х2, У2 , z2), ОС (хз, у з ,  z3). 
П о л ь зуясь  формулой (1), получим:

* | + * 2  +  *3  l/ l+ i/ 2  +  1/3 Z 1 + Z 2 +  Z 3 .
X— з , у — з , z — з .

З а д а ч а  2. Д о к а з а т ь ,  что отрезки , соединяю щ ие середины 
п р оти во л еж ащ и х  ребер т е т р а э д р а ,  п ер есек аю тся  в одной точке  и 
д е л я т с я  в ней пополам .

Р е ш е н и е .  П усть  ОАВС  — данн ы й  т е т р а э д р ,  a D ,, D2; £ 1, Е2, 
Fi, F2— соответственно  середины ребер ОА и ВС,  ОВ  и АС, ОС 
и АВ (рис. 144). Аффинную си стем у  координат  Ое\е2е 3 вы берем  т а к ,

чтобы е\=ОА, е 2 — ОВ, е 3 =  ОС.  В этой системе  координат  вершины 
т е т р а э д р а  имеют коорди наты  0 (0 , 0 , 0), А (  1 , 0 , 0), В ( 0 , 1 , 0), 
С (0, 0, 1).

Н айдем  коорди наты  середины М о тр е зк а  D\D2. Точки D \ и D2— 

середины отр езко в  ОА и ВС,  поэтому они имеют координаты  

D\ ( ~ ,  0, 0), D2 (0, ~ ,  -^-). С л едо вател ьн о , то ч ка  М имеет коор-

ДЖ / 1 1 Кди н аты  М (— , — , — ).

Точно т а к  ж е  находим  координаты  середин о трезков  Е[Е2 и 
F\F2 и у б е ж д а е м с я  в том , что эти точки имеют те ж е  координаты :

( - р  -L), поэтому они со вп ад аю т  с точкой М.
З а д а ч а  3. Д а н  п ар ал лел еп и п ед  ABCDA\B\C\D\, точки М и 

N — центры т я ж е с т и  треуго льн и ко в  A\BD и B\D\C (рис. 145). Д о ­
к а з а т ь ,  что точки М и N л е ж а т  на д и а го н ал и  АС\ п а р а л л е л е п и ­
п еда  и д е л я т  э т у  д и а го н а л ь  на три р авн ы е  части .

Р е ш е н и е .  З а д а ч а  б уд ет  реш ена , если д о к а ж е м ,  что АМ =  
=  MN =  NC] (см. рис. 145). Аффинную с и стем у  коорди нат  O e xe 2e 3

вы б ер ем  т а к ,  чтобы е\= А В,  e 2 =  AD, ез  =  АА\. В этой си стем е  к о ­
о рди н ат  верш ины п ар ал л ел еп и п ед а  имеют ко орди наты  А (0, 0, 0), 
В ( 1 ,  0, 0), С ( 1 ,  1, 0), D(0,  1, 0), At (0, 0, 1), В , (1, 0 , 1), С, (1, 1, 1), 
D | (0, 1, 1). По ф орм улам  (2) находим  коорди наты  точек  М я N:

М ~ ,  -g - j ,  W -§"> -§“)• В екторы  AM. MN  и NC  1 имеют ко ­

орди н аты  л м ( 4 - ,  i _ ,  -L ,  i - ) ,  N C , ( - L ,  -L,  - ) .  O t-

P hc. 144
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Рис. 145 Рис. 146

сю да с л е д у е т ,  что AM =  MN =  NC\, поэтому точки М и N л е ж а т  на 
д и а го н а л и  АС,  и д е л я т  ее на три р авн ы е  части .

2. Р ассм о тр и м  теперь примеры реш ения з а д а ч ,  в которых исполь­
зую тся  см еш ан ное  и векторное произведения векторов .

З а д а ч а  4. В данном  параллелеп ип еде  OADBCA\D\B\ т о ч ­
ки Р, Q и R я в л я ю т с я  центрами граней, не с о д е р ж а щ и х  то ч к у  О. 
Н айти отношение об ъ ем а  V пирамиды OPQR  к о б ъ ем у  Vo д анн ого  
п ар ал л ел еп и п ед а .

Р е ш е н и е .  П усть  а  =  ОА, Ь =  ОВ, с  =  ОС.  И сп о л ьзуя  з а д а ч у  
из § 55 , имеем :

V0= \db c\ ,  V =  -^\ O P O Q  OR |. (3)

Н етрудно  уб ед и ть ся  в том , что векторы  OP, OQ  и OR в б а зи се  

а, Ь, с  имеют координаты  О Я (  1, 4 “ ) '  0 Q ( 4 - ’ I» 4 “)  ,

I ) . По ф ормуле (2) из § 55 имеем:

O P O Q  OR =

1
2 2

- L  1 _ L
2 2

1

(iа Ь с )  .

У ч и ты вая  р авен ство  (3), отсю да п олучаем : 6 К =  —  Vo. Таким

й v  Iоб разом , - ^ = 7 2 '
З а д а ч а  5. Д а н а  ч еты р еху го л ьн ая  п ирам и да  SOACB,  ребра 

ОА, ОВ  и OS  которой взаи м н о  перпендикулярны  и имеют длины:
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O A = a ,  OB =  b, OS  =  h. О снованием пирам иды  с л у ж и т  п р я м о у го л ь ­
ник ОАСВ,  на стороне АС которого в з я т а  точка  К  т а к ,  что АК =  с. 
Н айти угол  ер м е ж д у  плоскостями  SBC  и S O K  (рис. 146).

Р е ш е н и е .  П рям о уго льн ую  правую  си стем у  коорди нат  Oxyz  
выберем  т а к ,  к а к  п о казан о  на рисунке 146. В этой системе ко о р ди ­
нат  вершины пирам иды  и то ч ка  К  имеют коорди наты  О (0, 0, 0), 
А (а, 0, 0), 5 ( 0 ,  Ь, 0), С (а, Ь, 0), S  (0, 0, h), К (а, с , 0).

Угол ср м е ж д у  плоскостями  SB C  и SO К равен  у г л у  м е ж д у  д в у м я  
векторам и , п ерпендикулярны м и  соответственно  к этим плоскостям .

В к ач естве  т ак и х  векторов  могут  бы ть вы б р ан ы  векторы р  =  [ВС, SB]
и q =  [OS, OK], поэтому (р — (р , q). Н ай дем  координаты  векторов р  и 
q и по этим коо р ди н атам  вычислим cos ср.

В екторы ВС, SB, OS  и O K  имеют коорди наты  ВС (а, 0, 0),

SB  (0, b, — /г), OS  (0, 0, h ), OK  (а, с ,  0). По ф ормуле  (3) из § 56 н ахо ­
дим координаты  векторов  р  и q:  р  (0, ah,  ab)\ q ( — he ,  ah,  0). По фор­
м уле  (8) из § 8 получаем :

ahcos <р =  -------- —
^Ja1 +  c J -yjb* -{-h*



ПЛОСКОСТИ И ПРЯМЫЕ В ПРОСТРАНСТВЕ

Г л а в а  VI I

§ 59. Уравнение плоскости

1. Р ассм о тр и м  в пространстве  некоторую плоскость  о. М н о ж е ­
ство  L всех  векторов , п ар ал лел ьн ы х  плоскости о, я в л я е т с я  д в у м е р н ы м  
векторны м  подпространством  трехмерного  векторного  п р остр ан ­
ства  V. Подпространство L назовем напра вл яющим  подпро странством  
плоскости  о. П усть  а  и b — к а к а я -л и б о  п ар а  линейно н езави си м ы х  
векто р ов  из L. В екторы  а  и Ь образую т б ази с  п одп р остр ан ства  L, 
т. е. L я в л я е т с я  подпространством , н атян уты м  на векто р ы  а  и Ь\ 
L =  L ,ri, Ь) (см. § 9). Т аким  образом , н ап р а вл яю щ ее  продпростран- 
ство  L — L(a ,  b) плоскости о мож но  считать  известны м , если д а н ы  
каки е -л и бо  д в а  неколлинеарны х векто р а  а  и Ь, п ар ал л ел ь н ы е  этой 
плоскости .

Н а плоскости о с н ап равляю щ и м  подпространством  L (а, Ь) 
во зьм ем  некоторую  точку  Мо. Точка М л е ж и т  на плоскости о т о гд а

и то лько  т о гд а ,  ко гд а  векторы  МоМ, а, Ь ко м п лан ар н ы  и, с л е д о ­
вател ьн о ,  к о гд а  их смеш анное произведение равно  нулю:

И с п о л ь зу я  это р авен ство , запиш ем  ур авн ен и е  плоскости о ,  з а ­
данной  различны ми  способами.

2. У р а в н е н и е  п л о с к о с т и ,  з а д а н н о й  т о ч к о й  и 
н а п р а в л я ю щ и м  п о д п р о с т р а н с т в о м .

З а д а ч а  1. В аффинной системе координат  з а д а н ы  своими ко ­
о р д и н атам и  то ч ка  Мо(хо, уо, 2о) и Два  неколлинеарны х  век то р а :  
а  ( а |, а 2, аз) и b(b\,  Ь2, Ьз). Н ап и сать  ур авн ен и е  плоскости ст, про­
ходящ ей  через то ч ку  Мо и имеющей н ап р авляю щ ее  п одпростран ­
ство  L (а, Ь).

Р е ш е н и е .  К а к  отмечено выш е, п рои звольн ая  точка  М (х, у ,  z) 
п р и н ад леж и т  плоскости а  т о гд а  и только  то гд а ,  к о гд а  выполнено 
усл ови е  (I )  и, сл едовательно , ко гда  выполнено р авен ство

М0МаЬ =  0. (1)

х — Хо а  | b | 
у  — уо  а 2 Ь2 = 0 .  
z — Zo аз  b з

(2)
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Если точка  М п р и н ад л еж и т  плоскости ст, то имеет  место  р а ­
венство  (1) и, значит , координаты  х, у ,  z точки М у д о в л е т в о р я ю т  
ур авн ени ю  (2). Если ж е  точка  М  не л е ж и т  в плоскости ст, то в е к ­

торы 'МпМ, а  и о .н е к о м п лан ар н ы , поэтом у не вы п о л н яется  р а в е н ­
ство  C iy и, сл ед о вател ьн о , коорди наты  х, у ,  z точки М не у д о в л е ­
тво р яю т уравнению  (2).

Т аки м  о б р азо м , ур авн ен и е  (2) е с ть  ур авн ен и е  плоскости ст.
&. 3. У р а в н е н и е  п л о с к о с т и ,  з а д а н н о й  т р е м я  т о ч ­
к а м и .

З а д а ч а  2. Н ап и са ть  ур авн ен и е  плоскости , проходящ ей  через 
три не л е ж а щ и е  на одной прямой  точки: Mi (xi, у\ , Z\), М 2 (х2, у 2, z2), 
М3 (х3, у з ,  z3), з а д а н н ы е  своими ко о р д и н атам и  в некоторой аффинной 
системе  координат.

Р е ш е н и е .  Т а к  к а к  д а н н ы е  точки не л е ж а т  на одной прямой ,

то векторы  M iM 2, М ,М 3 не коллинеарны  и о б р азу ю т  б ази с  н а п р а в ­
ляю щ его  п о дп ростран ства  р ас с м а т р и в а е м о й  плоскости . Э ту  плос­
кость  мож но  определить  к а к  плоскость , прох о дящ ую  через д а н ­
ную точку  Afi и имею щ ую  данн о е  н а п р а в л я ю щ е е  подпространство

L (М\М2,М\Мз).  С л ед о вател ьн о ,  ее у р авн ен и е  м ож но  н ап и сать  по 
о б р азц у  ур ав н е н и я  (2) в следую щ ем  виде :

L- 4. У р а в н е н и е  п л о с к о с т и ,  з а д а н н о й  т о ч к о й  и 
п е р п е н д и к у л я р н ы м  в е к т о р о м .  Г о во р ят ,  что вектор  п 
п е р п е н д и к у л я р е н  плоскости ст, если вектор  п  п ер пен ди куляр ен  лю бому 
векто р у  из н ап р а в л яю щ е го  п одп р остр ан ства  плоскости  о.

З а д а ч а  3. В прям оугольн ой  си стем е  ко о р ди нат  з а д а н ы  своими 
коорди натам и  точка  М0 (х о, г/о, г  о) и ненулевой  вектор  п(А,  В, С). 
Н ап и са ть  ур авн ен и е  плоскости ст, проходящ ей  через то ч ку  М 0 п ер ­
п ендикулярно  в е к т о р у  п.

Р е ш е н и е .  Точка  М (х, у ,  z) п р и н ад л еж и т  плоскости ст т о гд а

и только  то гд а ,  к о гд а  векторы  МоМ и п  о р тогон ал ьн ы  и, значит ,

к о гд а  их с к а л я р н о е  произведение р авн о  нулю : М оМ п =  0.
В ектор ы  М 0М и п  имеют ко о р ди наты : М 0М (х — лг0, у  — у 0, z — z0), 

п(А,  В,  С), п оэтом у п р еды д ущ ее  р авен ство  приним ает  вид:'

Это и есть  ур авн ен и е  плоскости , проходящ ей  через дан н ую  
то ч ку  Мо (х0, г/о, z0) п ерпендикулярно  в е к т о р у  п {А, В, С).

5. П а р а м е т р и ч е с к и е  у р а в н е н и я  п л о с к о с т и .  З а ­
д а д и м  в п р остр ан стве  аффинную си стем у  коорди нат . П усть  плоскость  
ст проходит через дан н ую  то ч ку  AJ0 (х0, уо,  z0) и имеет  н ап р а вл яю щ ее  
п одпространство  L (а, Ь) с б азисом  а(а\ ,  а 2, а 3), b (Ь\, Ь2, Ь3). Точка 
М (х, у ,  г )  п р и н ад л еж и т  плоскости ст т о гд а  и только  то гд а ,  к о гд а

х — Xi х2 — Х\ Хз — Х\ 

у  — г/i г/г — г/i г/з — г/i = 0 .
Z  — Z ,  Z  2 — Z\ Z 3  — Z,

(3)

А ( х - х о )  +  В ( у - у о )  +  С (z — z0) =  0. (4)
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имеет место р авен ство  (1) (векторы  М0М, а, Ь ком п лан арн ы ) ,  т. е. 
к о гд а  н а й д у т с я  т а к и е  числа и , и, что

M M 0 =  ua -\- vb .  (5)

С л ед о вател ь н о ,  точка  М п р и н ад леж и т  плоскости а  то гд а  и т о л ь ­
ко т о г д а ,  к о гд а  вы п о л н яется  равен ство  (5).

В ектор  М0М имеет координаты  М0М (х — хо, у  — г/о, z — z o ) ,  поэто ­
му усл о ви е  (5) з ап и ш ется  в виде системы р авен ств :

х  — лго =  иа\ +  v b  1,
y  — y 0 =  u a 2 +  v b 2, (6)
z — z0 =  u a 3 +  v b 3.

Эти р а в е н с т в а  н а зы в а ю т с я  па рам етрич е с к им и  у р а в н е н и я м и  пло­
скости о, а и и v  — параметрами.

§ 60. О бщ ее ур авн ени е  плоскости

1. Л ю бую  плоскость  в пространстве  м ож но  з а д а т ь  п р и н а д л е ж а щ е й  
ей точкой и н ап равляю щ и м  подпространством . Т огда  в з ад ан н о й  
аффинной системе  координат  получим ур авн ени е  этой плоскости 
в виде  ур а в н е н и я  (2) п реды д ущ его  п а р а гр а ф а .  Р а с к р ы в а я  по э л е ­
м ен там  первого  столбца определитель , н ах о д ящ и й ся  в левой  части  
этого  ура-внения, получим ур авн ени е  плоскости в виде

А х B y C z D := 0 J (1)

где

А = <22 Ь2
аз  Ьз В =  — С =а\ b |

<23 Ьз

D =  — (Ах о Ву о  -|- Czo).

а\ Ь\ 
<22 Ь 2

Т а к  к а к  векторы  а  и Ь не коллинеарны , то в уравн ени и  (1) 
коэффициенты А, В  и С не равны  нулю одновременно (см. 4° п. 3, § 7)
и, зн ач и т , ур авн ен и е  (2) — ур авн ени е  первой степени. Это у т в е р ж д е ­
ние м о ж н о  в ы р аз и ть  сл овам и : л ю б а я  пл о с к о ст ь  есть п о в е рхн о ст ь  
п е р в о г о  п о р я д к а .

Д о к а ж е м  обратное утвер ж д ен и е .
Т е о р е м а .  Поверхность в пространстве, заданная в аффинной 

с и ст ем е  к о о р ди н ат  у р а в н е н и е м  п е р в о й  ст е п е н и 1 (1), е сть пло с ко сть .  
При этом в екторы а  (0, — С, В), Ь ( — О, 0, А), с (  — В, А, 0) п р и н а д ­
лежат н а п р а в л я ю щ е м у  п о д п р о ст ран ст в у  этой пл о с к о ст и  и к а к и е -  
л и б о  д в а  и з  них о б р а з у ю т  б а з и с  этог о  п о дпр о ст ран ст ва .

□  По условию  теоремы  коэффициенты А, В и С одновременно 
не равн ы  нулю. П усть  д л я  определенности А Ф  0. Т о гда  у р а в н е ­
ние (1) равносильно уравнению

1 С ледовательно , Л, В и С одновременно не равны  нулю.
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х +  ~  - В  - С
У  А О
г  О А

=  0 . (2 )

С р а в н и в а я  это ур авн ен и е  с ур авн ен и ем  (2) п р еды д ущ его  п а р а ­
граф а и у ч и т ы в а я ,  что при А Ф  0 векторы  Ъ ( — С, 0, А) и с  { — В, А, 0) 
не коллинеарны , приходим к в ы во д у ,  что у р авн ен и е  (2) (а значит , и 
равносильное е м у  ур авн ени е  (1)) о п р ед ел я ет  плоскость  с н а п р а в ­
ляю щ им  подпространством  L(c ,  b). В ектор  а ( 0, — С, В)  принад-

-  С -  . в  г  л е ж и т  этом у  п одпространству ,  т а к  к а к  а = —

Если в уравнении  (1) А =  0, то В Ф  0  или С ф  0. В к а ж д о м  из этих 
с л у ч а ев  аналогичны м и  р а с с у ж д е н и я м и  у б е ж д а е м с я  в том , что у р а в ­
нение (1) оп ред еляет  плоскость  и векторы  а, Ь и с  п р и н а д л е ж а т  н а ­
п р ав л яю щ ем у  п о дп р остр ан ству  этой плоскости.

Уравнение (1) н а з ы в а е т с я  о б щ и м  у р а в н е н и е м  пло с ко сти.
З а м е ч а н и е .  Если си стем а  ко о р ди нат  п р я м о у го л ь н ая ,  то 

уравн ени ем  (1) т а к ж е  о п р ед ел я ется  плоскость  ( т а к  к а к  п р ям о уго л ь ­
н а я  си стема  координат  — частны й  сл уч ай  аффинной). Но в этом 
сл у ч а е  вектор  п (А, В, С) п ерпен ди кулярен  этой плоскости. В с а ­
мом деле , л е гко  видеть ,  что n a  =  hb  =  n c -~  0, т. е. вектор  п перпен­
д и кул яр ен  векто р ам  а, Ь и с ,  д в а  из которы х о б р азую т  б ази с  н а ­
п равляю щ его  подпространства  плоскости.

2. Д о к а ж е м  л е м м у  о п араллельн ости  в екто р а  и плоскости.
Л е м м а .  Пусть в  а ф ф и н н о й  с и ст ем е  к о о р д и н а т  з а д а н а  п л о с ­

кость а  у р а в н е н и е м  (1) и в ектор  р  ( р i, р 2, Рз)- Д л я  того чтобы в е к ­
тор р  был  п а р а л л ел е н  пл о с к о ст и  а, н е о б х о д и м о  и до статочно ,  чтобы

Api  +  В р 2 +  Срз  — 0. (3)

□  От некоторой точки M i (jci, у\, z\) плоскости ст отлож им  в е к ­

тор М\М2 =  р  и обозначим  через (х2, у 2, г 2) ко о р ди наты  точки М2. 
Т огда

Pi = * 2  —  Х\, р2 =  У2 —  t/l, P3 =  Z2 —  Z|. (4 )

Т ак  к а к  A i , g ст, то

Axi -j- Byi  -\- Czi -|- D =  0. (5)

П усть  вектор  p  п ар ал лел ен  плоскости ст. Т огда  то ч ка  М2 л е ж и т  
в этой плоскости , поэтому

Ах2 -j- В у 2 -\- Cz2 -j- D =  0. (6)

Из р авен ств  (5) и (6) сл едует ,  что

А (х2 — Х|)+ В ( у 2 — У0~\~ С (z2 — Zi) =  0, (7)

или, у ч и т ы в а я  р а в е н с т в а  (4), получим р авен ство  (3).
О братно , пусть  вы п о л н яется  р авен ство  (3). П о д став и в  сю да з н а ­

чения р  1, р 2 , Рз из р а в е н с т в а  (4), получаем  р авен ство  (7). С л о ж и в
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р а в е н с т в а  (5) и (7), приходим к р а в е н с т в у  (6). Т аки м  о б р азо м , М г б о ,  
т. е. в ектор  р  п ар ал лел ен  плоскости а .  Ц

3. В ы ясн и м , к ак и е  имею тся особенности в располож ении  п лоско­
сти а  относительно системы координат, если р авн ы  нулю некоторые 
из чисел А, В, С, D в общ ем уравнении  (1) этой плоскости . В о з ­
м о ж н ы  следую щ и е случаи .

1) £) =  0. В этом с л у ч а е  плоскость о проходит через н ач ал о  ко ­
о р ди н ат , т а к  к а к  координаты  точки О (0, 0 , 0) у д о в л е т в о р я ю т  
ур авн ени ю  (1). О братно, если начало  координат  п р и н ад л еж и т  пло­
скости а ,  то D =  0.

2) А =  О, В Ф  0, С ф О .  По л ем м е  о параллельн ости  в е к т о р а  и 
плоскости  вектор  е\ п араллелен  плоскости а ,  поэтому плоскость  п а ­
р а л л е л ь н а  оси Ох, если Э Ф  0, и проходит через э ту  ось, если D =  0.

3) А ф  0, В =  0, С ф О .  В этом сл уч а е  вектор  еч п ар ал л ел ен  пло­
скости о, поэтому плоскость п ар ал л ел ь н а  оси Оу,  если й ф О ,  и 
проходит через э ту  ось, если D =  0.

4 ) А ф О ,  В ф О ,  С =  0. Этот сл учай  аналогичен  с л у ч а я м  2) и 3): 
плоскость  а  п ар ал л ел ь н а  оси Oz,  если И ф  0, и проходит через эту  
ось, если  D =  0.

5) А =  0, В =  0, С ф О .  По л ем м е  о п араллельн ости  в екто р а  и 
плоскости  векто р ы  е\ и e<i п ар ал лел ьн ы  плоскости о, поэтом у  пло­
скость  п ар а л л е л ь н а  координатной плоскости Оху,  если В Ф  0, и 
с о в п а д а е т  с этой плоскос+ью, если D =  0. Если О Ф  0, то у р а в н е ­
ние (1) м о ж н о  привести к ви ду : z =  c ,  где  с ф  0. У равнение  самой  
плоскости  Оху  зап и ш ется  т а к :  2 =  0.

6) А = 0 ,  В ф О ,  С =  0. Аналогично п р ед ы д ущ ем у  плоскость  о 
п а р а л л е л ь н а  координатной плоскости Oxz, если В ф О ,  и с о в п а д а е т  с 
этой плоскостью , если D =  0. Если й ф О ,  то ур авн ен и е  (1) м ож но  
привести  к  ви д у :  у  =  Ь, где  Ь ф 0. У равнение плоскости Oxz з а п и ­
ш ется  т а к :  у  =  0.

7) А ф О ,  В =  0, С =  0. Аналогично преды дущ им  д в у м  с л у ч а я м  
плоскость  а  п ар ал л ел ь н а  координатной плоскости Oyz,  если Ъ ф О ,  
и с о в п а д а е т  с этой плоскостью, если D =  0. Если О ф О ,  то у р а в н е ­
ние (1) м о ж н о  привести к ви ду : х =  а, где  а ф  0. У р авн ен ие  пло­
скости  Oyz  имеет вид: х  =  0.

4. З а д а д и м  в пространстве  аффинную си стем у  коо р ди нат  О е \e%e% 
и р ассм о три м  плоскость о, з ад ан н у ю  в этой си стем е  коорди нат  
у р авн ен и ем  (1). Э та  плоскость р а з д е л я е т  м н ож ество  точек п р о стр ан ­

с т в а ,  не п р и н ад леж ащ и х  ей, на 
д в а  п о луп р о странства  с общей 
границей а .  Н айдем  усл ови я , опре­
деляю щ и е  эти п о луп ространства .

Заф икси руем  на плоскости п 
некоторую точку  N о и отлож им

вектор п (А, В, С) от этой точки:

N0N =  п,  т. к. А ■ А +  В -  B -f- С- С ф  
ф  0 , то вектор  п  не параллелен плос- 

Рис. 147 мости о, поэтому N^o  (рис 147).
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П усть  М  (х, у ,  г )  — п р ои зво льн ая  то ч ка  п р остр ан ства ,  не л е ж а ­
щ а я  в плоскости а.  П роведем  через то ч ку  М прям ую , п ар ал лел ьн ую  
в ек то р у  Я, и обозначим  через М0 (*о, уо, 2о) то ч ку  пересечения этой

прямой с плоскостью  о (см. рис. 147). Т а к  к а к  векторы  п  и М 0М  
коллинеарны , то по л ем м е  о колли н еарны х  в е к т о р а х  с у щ е с т в у е т

т а к о е  число ос, что МоМ =  а п ,  или в ко о р д и н а та х :

х — х0 =  аА, у  — у 0 =  а В ,  z — z0 =  aC .  (8)

Р ассм о тр и м  многочлен Ах-\- By-\-Cz-\- D и п о дстави м  вместо  
х, у ,  z их зн ач ен ия  из р авен ств  (8):

Ах - f  B y  -(- Cz D =  А (хо -f- ссА)-\- В  (г/о -Ь а.В) -f- С (го -f- а  С) D =  ,Q-.
=  а  (А - +  В 2-\-С2).

П усть  к  — полупространство  с границей  а ,  с о д е р ж а щ е е  то ч ­

к у  N (см. рис. 14 7 ) .  Из р а в е н с т в а  MoM =  aNoN  сл ед ует ,  что точ ­
к а  М п р и н ад леж и т  п олуп р о стран ству  Я, т о гд а  и только  то гд а ,  
к о гд а  а > 0 .  Из р а в е н с т в а  (9), у ч и т ы в а я ,  что А2 В 2 С2 >  О, 
приходим к в ы в о д у ,  что то ч ка  М п р и н ад л е ж и т  по луп р о странству  
к  т о гд а  и только  т о гд а ,  ко гд а

Ax-\-By -\-Cz-\~D>0.  (10)

Это и есть  н ер авен ство , о п ред еляю щ ее п олупространство  к. 
Д р у го е  полупространство  к '  с границей  о  о п р е д е л я ет с я  н ер авен ­
ством

Ax-I -By  +  Cz-I- D < 0 .  (11)

П р и м е р. Д а н ы  точки М i (5, 0, 0), М 2 ( — 1, 2, — 3), М 3 (2, 1, 1) 
и плоскость х — 2 y  +  4 z — 1 = 0 .  Среди у к а з а н н ы х  точек  вы б р ать  
те, к а ж д а я  из которы х  с н ач ало м  коорди нат  О (0, 0, 0) л е ж и т  по 
разн ы е  стороны от данной  плоскости.

Р е ш е н и е .  П о лупростран ство , котором у  п р и н ад л еж и т  н а ­
чало  координат , о п р е д е л я етс я  н еравенством  х — 2 y -\ -4z— 1 < 0 ,  
т а к  к а к  координаты  точки О (0, 0, 0) у д о в л е т в о р я ю т  это м у  н е р а ­
вен ству .  К оординаты  точки М 2 у д о в л е т в о р я ю т  э т о м у  ж е  н ер ав ен ­
с тву ,  а  координаты  точек  M i и М 3 — н е р а в е н с т в у  х — 2 г/ +  
+  4 z — 1 >  0 (5 — 2 - 0  +  4 - 0 — 1 > 0  и 2 — 2 - 1 + 4 - 1  — 1 > 0 ) .  Т а ­
ким о б р азо м , точки О и М i, а  т а к ж е  О и Мз л е ж а т  по р азн ы е  
стороны от данной  плоскости . С л ед о вател ь н о , искомыми т о ч к а ­
ми я в л я ю т с я  M i и М 3.

§ 61 .  Взаимное расположение двух и трех плоскостей

1. П усть  в некоторой аффинной системе  коо р ди нат  д а н ы  п лоско ­
сти Oi и а г  своими у р авн ен и ям и :

сг|: А[X-|-В \у -|-C\Z-|- D\ =  0, (1)

О2 - А2Х -)- В2У “Ь C2Z -f- D2 =  0 . (2 )
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d,
8)

Выясним взаимное расположение этих плоскостей.
Т ак  к а к  координаты каждой общей точки плоскостей <Ti и а 2 

являю тся  решением системы уравнений (1), (2) и обратно (т. е. к а ж ­
дое решение системы уравнений (1) и (2) я вл яется  координатами 
общей точки плоскостей cti и стг), то вопрос о взаимном располо­
жении д в ух  плоскостей а ь о 2 сводится к исследованию системы 
линейных уравнений (1) и (2).

Обозначим через г и г/ соответственно ранги матриц:
( А] В\ С Л  /А,  В, С, О Л  
Vi42 В 2 С 2 > М 2 В 2 с 2 d J

Ясно, что г ^ г ' ,  причем по теореме Кронекера — Капелли 
система уравнений (1) и (2) совместна тогда и только то гда ,  ког­
д а  г =  г'. Таким образом, плоскости oi и а 2 имеют хотя бы одну 
общую точку тогда и только тогда , когда г =  г'.

Возможны следующие случаи.
1) r ' =  1. Это означает, что коэффициенты А\, В\  С\ и D \ 

уравнения (1) пропорциональны коэффициентам А2, В 2, С 2 и D 2 
уравнения (2) (поэтому т =  1) и уравнения (1) и (2) равносильны. 
Отсюда заклю чаем , что к а ж д а я  точка одной из плоскостей cti
И О2 Принадлежит ДруГОЙ ПЛОСКОСТИ, И ПОЭТОМУ ПЛОСКОСТИ CTi И 02
совпадаю т (рис. 148, а). Это надо понимать так :  д в а  уравнения
(1) и (2) определяют одну и ту ж е  плоскость.

Обратно, если плоскости Ст] и а 2 совпадают, то они имеют 
одно и то ж е  направляющее подпространство, поэтому по тео ­
реме § 60 векторы а ( 0, — С,,  В i), b ( — С\, 0, А \), с (  — В\, А\, 0) 
параллельны плоскости а 2, т. е. В 2 ( — С])-|-С2В 1 = 0 ,  А 2 ( — Ci)-|- 
-f-С 2А 1 =  0, А 2 ( — В\)-\-В2А \ = 0  (лемма о параллельности векто­
ра и плоскости). Таким образом, r =  1, а т ак  к а к  система у р а в ­
нений (1) и (2) совместна, то и r ' =  1. Итак, плоскости о\ и а 2 
совпадаю т тогда и только тогда, когда г ' —Л.

2) г ' =  2, г =  2. Тогда плоскости сп и а 2 различны (они не мо­
гут совпасть, т а к  _как г ' > 1 )  и имеют х о тя 'б ы  одну общую точку, 
поэтому они пересекаются по прямой (рис. 148, б).

3) г ' =  2, г =  1. Система уравнений (1) и (2) несовместна, по­
этому плоскости ст] и стг не имеют общих точек, т. е. параллельны 
(рис. 148, в).
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2. П усть  в некоторой аффинной системе  координат  д а н ы  плос­
кости (Т|, 02, аз  своими ур авн ен и ям и :

о  1 : А ]Х-\- В\у C\Z D| = 0 ,  ( 3 )

Стг- А 2Х - f - В 2У  +  C 2Z -|- D 2 =  0 ,  ( 4 )

ст3 : А з Х - ) -  В з у - ) -  C 3 Z -)- / ) 3 =  0 .  ( 5 )

О бозначим через R и R'  соответственно  ранги  м атриц :

/Л , В, С ,\  ( Ai В. С, £>,'
I А 2 
М 3

в, сЛ /
*В2 C 2 I  И I
В3 С /  \

Л 2 В 2 С 2 D 2 I 
^/43 В 3 Сз

Вопрос о в заи м н о м  располож ении  плоскостей  o i ,  02 и о 3 пол­
ностью сво ди тся  к исследованию  системы линейных уравнений  (3), 
(4) и (5).

* В о зм о ж н ы  восем ь  следую щ и х  с л у ч а е в  в заи м н о го  р а с п о л о ж е ­
ния этих  плоскостей , которы е  проиллю стрированы на рисунке 149, 
а —з:

а) плоскости имеют единственную  общ ую  то ч ку ;
б) п л о ск о сти . попарно п ер есекаю тся , „но не имеют общей 

точки; . '
в) плоскости попарно различны , но п рохо дят  через одну п р я ­

мую;
г) д в е  из плоскостей п ар ал лел ьн ы , а т р е т ь я  их п ересекает ;
д) три плоскости понарно п ар ал лел ьн ы ;
е) д в е  плоскости со вп ад аю т ,  а  т р е ть я  их п ер есек ает ;
ж )  д в е  плоскости со вп адаю т , а т р е т ь я  им п ар а л л е л ь н а ;
з) все три плоскости со вп адаю т .
Очевидно, сл учай  а) е сть  тот сл уч ай ,  корда си стем а  у р а в н е ­

ний (3), (4) и (5) я в л я е т с я  системой К р а м е р а ,  т. е. плоскости o i,  
а 2 и 0 3 имеют единственную  общ ую  то ч ку  т о гд а  и только  то гд а ,

I '
Л

и ■ 1

£ 7 П

6) в)

/ 7
L_ _ _ 7
/

д)

/

Й -V ^/
/  е) Ж) 3)

Рис. 149
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к о гд а  R =  R' =  3. В о стал ьн ы х  с л у ч а я х  и сследо вани е  взаи м н о го  
р ас п о л о ж е н и я  плоскостей o i ,  02 и оз сво д и тся  к  исследованию  
взаи м н о го  р асп о л о ж ен и я  к а ж д о й  из пар плоскостей {oi, 02), {оi , 03}, 
{02, 03} с применением р е зу л ь т а т о в  п. 1. З д е с ь  мы не б уд ем  прово ­
ди ть  это  исслед о вани е  в общ ем виде, т а к  к а к  оно не имеет больш ого  
п р акти ч еско го  зн ач ен и я . Но с ам  м етод  и сслед о ван и я  м о ж н о  в о б ­
щих ч е р та х  проследить  на решении следую щ его  примера

П р и м е р .  В ы ясн и ть  в заи м н ое  р асп о ло ж ен и е  плоскостей  o i ,
02, 0 3, з а д а н н ы х  следую щ ими ур авн ен и ям и  в аффинной си стем е  
ко о р ди нат :

Oi: х-\-у  — z — 1 = 0 ,  о2: х-\-4у — 5 =  0, о3: 2х-\-2у  — 2z  +  3 =  0.
Р е ш е н и е .  Вычислением находим , что в данном  с л у ч а е  R =  2, 

R' =  3, п оэтом у н ельзя  с к а з а т ь ,  что плоскости имеют е д и н ствен ­
ную общ ую  точку . Д л я  того  чтобы вы ясн и ть , к ако й  из с л у ч а е в  
б) — з) им еет  место , и сследуем  с н а ч а л а  взаи м н о е  р асп о ло ж ен и е  
плоскостей  о| и о 2. Д л я  этих плоскостей г =  г '  =  2, поэтом у  oi 
и 02 п ер есек аю тся  по прямой (случай  б), п. 1). Д а л е е ,  вы ясн и м  
в заи м н о е  р асп олож ен и е  плоскостей 01 и о 3. Д л я  этих  п лоско ­
стей r =  1, г ' =  2, поэтому oi || 0з (случай  в), п. 1). О тсю да сл ед ует ,  
что плоскость  0 2, п ер есек ая  плоскость  o i ,  п ер есекает  т а к ж е  и п а ­
р ал л ел ьн ую  ей плоскость о 3. И так ,  плоскости 01 и 03 п ар ал л ел ь н ы , 
а  плоскость  о 2 их п ересекает .

§ 62. Расстояние от точки до плоскости.
Угол между двумя плоскостями

1. И зучен ие  вопросов, у к а з а н н ы х  в названии  этого  п а р а гр а ф а ,  
удобн о  проводить в прямоугольной  системе координат.

З а д а ч а  1. В прямоугольной  системе координат  д а н а  плос­
кость  0 ур авн ен и ем  Ax-\-By-\-Cz-{-D =  0 и точка  М 0 {х0, у 0, Zo), 
не л е ж а щ а я  в этой плоскости. Вычислить рассто ян ие  р (М 0, о )  
от точки Мо до  плоскости 0 .

Р е ш е н и е .  П усть  М, (xi, у  1, Zi) — основание п е р п е н д и к у л я ­
ра , проведенного  из точки М 0 к  плоскости 0 (рис. 150). К а к  и з в е с т ­
но, в екто р  п {А, В , С) п ерпендикулярен  плоскости о и, с л е д о в а ­

тельно , коллинеарен  вектору  М\М0.
По определению  скал яр н о го  произведения

М ,М 0п =  \ M \ M q \ |n|cos (VWiAfo,п)= 
=  |М|М0| |Я| ( ±  1). У ч и ты вая ,  что 

M \ M q (хо —  X ] ,  i/o — i/i,  z 0 —  г , ) ,

А (А, В , С), | м 7 М о 1 = р (М о , о), 
получаем :
(хо х\)А-\-(уо—yi)B-\-(zn— zi)  С =

=  р(Л*0, 0 ) V ^ 2 +  S 2+ C ? - ( ± 1 ) . ( 1 )
Т а к  к а к  M i g o ,  то Ах\-\-Ву\-\- 

-\-Cz\-\-D =  0 и л е в а я  ч асть  р а ­
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вен ства  (1) имеет вид: Ax0 +  В у а -\-Cza -\- D. Т аки м  о б разом , из р а ­
вен ства  (1) получаем :

, , ,  , \Axq-\- Вуо-\- Czo +  D\ /rnр (М 0, ст = ---- ■ --- • (2)
л/а 2+ в 2+ с 2

П р и м е р .  В прям оугольной  системе  координат  д а н а  плос­
кость а  ур авн ени ем  Зх — 4t/ +  V* * z ~  5 =  0. Н айти р асстоян ие  от 
н а ч а л а  координат  до  плоскости а .

Р е ш е н и е .  Н ач ал о  координат  О имеет  координаты  (0, 0, 0). 
По формуле (2) получим:

. 1 3 - 0 - 4 . 0 +  V I 1 -0  — 5| | - 5 |  5

•>> =^тшттт------- = — = т-
2. И сп ол ьзуя  ф орм улу (2), вычислим р ассто ян и е  р (стi , ст2) 

м е ж д у  п ар ал лел ьн ы м и  плоскостями  cti, 02, з а д а н н ы м и  в п р ям о ­
угольной системе координат  ур ав н ен и ям и :

Cti: Ах -\- Ву-\- Cz-\- D\ = 0 ,
о 2 ' Ax-\-By-\-Cz-\-Dn =  0,

где  D\ Ф  D2.

О тметим , что плоскости Ст| и ст2 дей стви тельн о  п ар ал лел ьн ы , 
т а к  к а к  они перпен ди кулярны  одном у  и то м у  ж е  векто р у  п (А, В, С), 
но не со вп ад аю т  ( 0 2ф  D\).

П усть  М0 (х0, г/о, Zo)— п р ои зво л ьн ая  то ч ка  плоскости 0 |. Т ог­
д а ,  очевидно, р(С|, ст2) =  р ( М 0, о 2), поэтому , п о л ь з уясь  ф о р м у­

” т \  / \ \Ах0-\-Вуа-\-Сга-\-D2\лои (2), н аходим : p ( a i ,  о 2) = -------  —-----  . Т а к  к а к  M 06 o i ,
л ]А 2 +  В\ +  С*

то Ахо +  В у й-\-Сгй -\- D\ = 0 .  Т аки м  о б р азо м , п р е д ы д у щ а я  ф орм у­
л а  принимает вид : "

,  I D ; ,-  0 ,1
p ( 0 i ,  о 2; =  --------- .

д/Л2 +  В2+ С 2

3. З а д а ч а  2. В прямоугольной  системе  ко о р ди нат  д а н ы  д в е  
п ер есекаю щ и еся  плоскости своими ур ав н е н и ям и :

сг|: Aix-\-B\y~\-C\Z-\-Di=0,
Стг: А2Х В 2У -f- C 2Z -)- D2 — 0.

Вычислить угол  м е ж д у  ними.
Р е ш е н и е .  Д в е  п ер есекаю щ и еся  плоскости  о б р азую т  четыре 

д в у гр а н н ы х  у г л а ,  и любой из этих  у гл о в  н а з ы в а е т с я  у г л о м  м е ж д у  
д а н н ы м и  пл о с к о ст ями .

Т а к  к а к  векто р ы  п { (Л ь В , ,  С ,)  и п 2 (Л2, В 2, С2) п ер п ен д и кул яр ­
ны соответственно  д ан н ы м  плоскостям , то у гол  ф =  (/г|, п 2) равен  
линейному у г л у  одного из д в у гр а н н ы х  у гл о в ,  о б р азо в ан н ы х  п лоско­
с т я м и  о , и 02 (рис. 151), поэтому д л я  реш ения з а д а ч и  достаточно
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d найти угол  ф. По формуле (8) из § 8 и м еем :

А \А̂-\- В[В2-\~С\С'2,
(3)cos ф

Р I

Z .
^Ja u  B i+Щ а1+Ш+Ш

П лоскости  Сть ст2 п ерпен ди кулярны  тог- 
п 1 д а  и только  то гд а ,  ко гд а  П]П2 =  0, т. е. 

ко гд а

А\Аг-\- B\B-2-\-C\Ci=0

Рис. 151

§ 63. У р авн ен и я  прямой в пространстве

1. П у с т ь  d  — п р я м а я  в пространстве . Любой ненулевой вектор , 
п ар ал л ел ьн ы й  этой прямой, н а з ы в а е т с я  ее н а п р а в л я ю щ и м  в екто ­
ром.  Ясно, что п р я м а я  имеет бесконечное м н ож ество  н а п р а в л я ю ­
щих векто р ов , лю бые д в а  из которых коллинеарны . Все эти в е к ­
торы , в м есте  с н улевы м  вектором , о б р азую т  одномерное векторное 
подпростран ство , которое н а з ы в а е т с я  н а п р а в л я ю щ и м  п о д п р о с т р а н ­
ством  прямой  d.

П о л о ж ен и е  прямой d  в п ространстве  о п р ед ел я ется  полностью, 
если д а н ы :  а) н ап равляю щ и й  вектор  прямой d  и н еко то р ая  ее то ч ­
к а  (рис. 152, а ) ;  б) д в е  точки прямой (рис. 1 5 2 ,6 ) ;  в) д в е  п ло ско ­
сти, п ер есек аю щ и еся  по прямой d  (рис. 152, в). П о стави м  з а д а ч у :  
д л я  к а ж д о г о  из этих способов з а д а н и я  прямой н ап исать  ее у р а в ­
нения.

2. К а н о н и ч е с к и е  у р а в н е н и я  п р я м о й .  П у с т ь  в про­
с т р а н с тв е  вы б р ан а  аф финная си стем а  координат  и в этой си с те ­
ме и звестн ы  координаты  некоторой точки М0 (*о, у о , Zo) и ко о р ди ­
наты  н ап р а в л яю щ е го  векто р а  р  ( р ,, р 2, рз )  прямой d.  Н апиш ем  
у р а в н е н и я  этой прямой. С н а ч а л а  рассм отрим  тот сл учай ,  к о гд а  
ни о дн а  из координат  векто р а  р  не р а в н а  нулю.

О чевидно , точка  М (х , у ,  z) л е ж и т  на прямой d  т о гд а  и только

т о г д а ,  к о гд а  векторы  М0М и р  коллинеарны . В ектор  М0М имеет 
ко о р ди н аты  (х — х0, у*—у 0, z — Zo) ,  поэтому по с во й ству  4°.

Рис. 152
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§ 7 условие  коллинеарности  Лекторов МпМ и р  з ап и ш ется  т а к :
Х —  Хо _  у  — уд _  Z — Zp ,  ■ (J)

'  Р I Р 2 Рз
Эти р а в е н с т в а  я в л я ю т с я  «уравнениям и  прямой d.
Если одна из координат  векто р а  р  р а в н а  нулю, например :

р 3 =  0, р \ ф  0, р » ф  0, то условие  коллинеарности  векторов МпМ 
и р  з ап и ш ется  т а к :

2_ 2о = 0. (2)
РI Р 2

Аналогично, если равн ы  нулю д в е  кос^)дйнаты вектора  р,  
например : р 2 =  р з  =  0, р\ Ф  0, то п олучаем :

y  — yo =  0, z — 20 =  0. (3)

В этом сл у ч а е  п р я м а я  d  п ар ал л ел ь н а  оси Ох (если хоть одно 
из чисел уо, Zo отлично от нуля) или с о в п а д а е т  с осью Ох (если 
yo =  Zo =  0).

У равнения  (1), (2) и (3) н а зы в а ю т с я  к а н о н и ч е с к и м и  у р а в н е н и я м и  
прямой .  ■

3. У р а в н е н и я  п р я м о й ,  з а д а н н о й  д в у м я  т о ч ­
к а м и .  П усть  в простран стве  в ы б р ан а  аф ф инная система коор­
ди н ат  и в этой системе  известны  координаты  д в у х  точек*Л11.(jci, у\, Z\)

и М?(х2, i/г, Z2 ) прямой d.  Т огда  вектор  М\М2 я в л я е т с я  н а п р а в л я ­

ющим вектором этой прямой. Т ак  к а к  вектор  М\М2 имеет коорди ­
наты  (хг — Х\, у 2 — у  1, 22 — z |), то канонические ур ав н е н и я  прямой d  
при Х2 — %\ф 0, у 2 — у \ ф 0 ,  z2 — z\ ФL 0 со гласно  формуле (1) имеют 
вид:

X — Xi _  У — У\ _  г — г i (4 )
Х2 —  Х,  Lj2 у  1 2 2 —г,

у  ( -► • '
Если одна из координат  векто р а  М\М2 или д в е  его  коорди ­

н а т ы  равны  нулю, то д л я  получения канонических  уравнений  п р я ­
мой сл едует  в о с п о л ьзо ваться  ф ормулами  (2) и (3).

4. У р а в н е н и я  п р я м о й ,  з а д а н н о й  д в у м я  п л о с ­
к о с т я м и .  П усть  п р я м а я  d  я в л я е т с я  линией пересечения плос­
костей oi и 02, которые в аффинной,, системе  координат  з а д а н ы  
ур авн ен и ям и :

Л\Х В \ у C \ Z D \ —О, А2Х В 2у  C2 Z~|- D2 =  0. (5)

Точка  М (х, у ,  z) л е ж и т  на прямой d  т о гд а  и только  то гд а ,  
к о гд а  ее координаты  я в л я ю т с я  решением си стемы  уравнений  (5), 
поэтому э т а  си стем а  и я в л я е т с я  у р авн ен и ям и  прямой d.  О братно, 
л ю б а я  си стема у р а в н е н и й  (5) п р е д ставля ет  с о б о й  у р а в н е н и я

. . ‘ /А, В, СЛн е к от ор ой  п р я м о й  про странства ,  е с л и  р а н г  матрицы ' . п ' )
t , Аг п 2 <■'

р а в е н  д в ум .  П р е д л а г а е м  читателю  сам о сто ятельн о  о босновать  это
ут в е р ж д е н и е .  ■



Д л я  того  чтобы найти канонические ур а в н е н и я  прямой , з а д а н ­
ной у р ав н е н и я м и  (5), н адо  з н а т ь  координаты  к а ко й -н и б уд ь  то ч ­
ки М 0 этой прямой и некоторого н ап р а вл яю щ его  в екто р а  р.  Точ­
к у  Afo (*о, Уо, Zo) с л ед ует  в ы б р ат ь  т а к ,  чтобы ее коорди наты  у д о в ­
л е тв о р ял и  системе  линейных уравнений  (5). Д л я  н а х о ж д е н и я  коор ­
д и н а т  н а п р а в л я ю щ е го  векто р а  во сп о л ьзуем ся  леммой .

Л е м м а .  Если в  а ф ф и н н о й  с и ст ем е  к о о р д и н а т  п р я м а я  з а -
я  /сл ~ (  \ В\ С\ \ I С 1 А\ I I /11 B i  I \д а н а  у р а в н е н и я м и  (5), то в ектор  р  | ^  ^  | , | C j  ^  | , \ д 2 в 2 \ )

я в л я е т с я  н а п р а в л я ю щ и м  вектором этой пр ям ой .
□  П у с т ь  о| и а 2 — плоскости, з а д а н н ы е  у р авн ен и ям и  (5), а 

d  — з а д а н н а я  п р я м а я .  По л ем м е  о параллельн ости  в екто р а  и плос­
кости (§ 60 ) вектор  р  п ар ал лел ен  к а к  плоскости q j ,  т а к  и п лоско ­
сти о  г, п оэтом у р  п араллелен  прямой d.  В ектор  р  н енулевой , т а к  
к а к  в си стем е  уравнений  (5) коэффициенты при х, у  и z не пропор­
циональны . Т аки м  об р азо м , р  — н ап равляю щ и й  вектор  прям ой  d.  Ц

П р и м е р .  Н ап и сать  канонические ур ав н е н и я  прямой , ко то ­
р а я  в аффинной системе координат  з а д а н а  системой ур авн ен и й :

f х — и +  2z — 3 =  0,
I 2x +  y ~ z  +  6 =  0. { )

Р е ш е н и е .  С н а ч а л а  вы берем  как ую -н и б уд ь  то ч ку  на данной  
прямой . В данн ом  сл у ч а е  коэффициенты при х и у  не пропорцио­
н ал ьн ы , поэтому придадим  z произвольное значение , например 
zo =  0 , и найдем  из системы (6): х о =  — 1, у о =  — 4. М ы  наш ли 
т о ч к у  М 0 ( — 1, — 4, 0), л е ж а щ у ю  на данной прямой.

К оордин аты  н ап р а вляю щ его  векто р а  р  прямой н ай дем , и сп о л ьзуя  
' - 1  21 1 2 1 1 1 1 “ 4 1

1 — 1 2 1 ’ 1 2 1 1 1
п р ед ы д ущ ую  л е м м у :  р \  | _ | , | __ | , | | | или

Р ( — 1, 5, 3).
И так ,  канонические ур авн ен и я  прямой, зад ан н о й  системой у р а в ­

нений (6), имеют вид:

х + \  у  +  4 . г

5. П а р а м е т р и ч е с к и е  у р а в н е н и я  п р я м о й .  В ы ­
берем какую -н и б удь  аффинную систему координат  и з а д а д и м  п р я ­
мую d  н ап равляю щ и м  вектором р  (р\, р 2, Р з )  и точкой Мо (хо, уо,  Zo). 
Точка  М (х, у ,  z) п ространства  л е ж и т  на прямой d  то гда  и только

т о гд а ,  ко гда  векторы М0М и р  коллинеарны , т. е. к о гд а  сущ ествует

та к о е  число t, что M0M =  tp.  Это соотношение в ко о р ди натах  з а ­
пиш ется т а к :

X  — Xo =  tpi ,  y  — yo =  t p 2 , Z  — Zo =  tp3,
или

x =  x0-\-p,t,
y  =  y 0 +  p 2t, (7)
z =  z0+ p 3t.
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Эти р а в е н с т в а  н а з ы в а ю т с я  па рам етрич е с к им и  у р а в н е н и я м и  п р я ­
мой ,  a t  — параметром.  Их см ы сл  з а к л ю ч а е т с я  в сл едую щ ем : д л я  
лю бого дей стви тельн ого  числа t то ч ка  с коорди натам и  (дс, у ,  z), 
у д о в л е т в о р я ю щ а я  у сл о ви ям  (7), л е ж и т  на прямой d.  О братно , 
если (x, у ,  z) — точка  прямой d,  то в с е гд а  н ай д ется  т а к о е  t, что х, 
у  и z в ы р а ж а ю т с я  через х0, уо,  Zo, р\, р 2 и р 3 при помощи р авен ств  (7).

V

§ 64. Взаим ное расположение прямых.
Взаимное расположение прямой и плоскости

1. Р ассм о тр и м  с н а ч а л а  взаи м н о е  р асп о ло ж ен и е  д в у х  прямы х. 
П усть  в п р остран стве  д а н ы :  п р я м а я  d\ — точкой Afi и н а п р а в ­
ляю щ им  вектором  р  1 и п р я м а я  d 2 — точкой М 2 и н ап равляю щ и м

вектором р 2 (рис. 153). О к а з ы в а е т с я ,  что по векто р ам  М 1М 2 , р ь 
р 2 можно определить  в заи м н о е  расп о ло ж ен и е  д а н н ы х  прямы х. 
В о зм о ж н ы  четыре с л у ч а я :  1) п р ям ы е  ск р е щ и в а ю тс я ;  2) п р я ­
мые п ер есек аю тся ; 3) п р ям ы е  п ар ал л ел ьн ы ; 4) п рям ы е  с о в п а ­
даю т. Р ассм о тр и м  к а ж д ы й  из этих  с л у ч а е в  в отдельности . 
З ам ети м , что п р ям ы е  d\, d 2 л е ж а т  в одной плоскости т о гд а  и т о л ь ­

ко то гд а ,  к о гд а  векторы  М 1М 2 , р ь р 2 к о м п лан ар н ы  и, значит, 
имеет место р авен ство

М ,М 2 р ф 2 =  0. (1)

1) К а к  известно , д в е  п р ям ы е  н а зы в а ю т с я  с к р е щ и в а ю щ и м и с я ,  
если они не л е ж а т  в одной плоскости (т. е. не с у щ е с т в у е т  плоско­
сти, с о д е р ж ащ е й  к а ж д у ю  из этих  прям ы х) . С л едо вател ьн о , д л я  
того чтобы д а н н ы е  п р я м ы е  d\ и d 2 бы ли  с к р е щ и в а ю щ и м и с я ,  н е ­
о б х о д и м о  и до статочно ,  чтобы д л я  них им ел о  ме сто  н е р а в е н ст в о

М\М2 р\р2ф О .  (2)

2) П усть  п р ям ы е  d\, d 2 л е ж а т  в одной плоскости , и, сл ед о ­
вательно , д л я  них вы п о л н яется  услови е  (1). Эти п р ям ы е  п ересе­
каю тся  т о гд а  и только  то гд а ,  ко гд а  их н ап р а вляю щ и е  векторы  
не коллинеарны .

И т а к ,  п р я м ы е  d\ и ^  п е р е с е к а ю т с я  тог да  и только  тогда,
к о г д а  М\М2 р 1Р 2 =  0 и в екторы р i и р 2 н е  к оллин е а р ны .

3) П р я м ы е  d  1, d 2 , л е ж а щ и е  в одной плоскости , п ар ал лел ьн ы , 
если они не имеют общ их точек . Это б удет  
то лько  в том с л уч а е ,  к о гд а  векторы  р\, р 2
коллинеарны , а векторы  М |М 2 и р\ не к о л ­
линеарны . И т а к ,  п р я м ы е  d\ и d 2 п а р а л ­
л ел ь н ы  тог да  и только  тогда,  к о г д а  в е к ­
торы p i  и р 2 к о л л ин е а р ны ,  н о  в екторы р i и

М 1М 2 н е  к оллин еа р ны .
Рис. 153
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4) Ясно, что п р ям ы е  rf 1 и rf2 со вп ад аю т  т о гд а  и только  то гд а ,

ко гд а  векто р ы  р\, р 2 и М\М2 попарно коллинеарны .
П р и м е р .  В ы ясн и ть  в заи м н ое  расп олож ен и е  д в у х  п р ям ы х , 

з а д а н н ы х  в аффинной системе координат  каноническими у р а в н е ­
ниями:

, х — 2 у -\-1 2 — 1 , х — 5 у — 2 z — 8
d i :  d2: — = — = ~ г ■

Р е ш е н и е .  По этим  ур ав н ен и ям  находим  точки и н а п р а в ­
л яю щ и е  векто р ы  дан н ы х  п р ям ы х :

dr .  М , ( 2 ,  - 1 ,  1). р ,  ( 1 , 2 , 3 ) ;  d 2: М 2 (5, 2, 8), р 2 (2, 1 ,4 ) .
—►

Д а л е е ,  у ч и т ы в а я ,  что М |М 2 (3, 3, 7), приходим к  р а в е н с т в у  (1):

М\М2 р , р 2 =  0. Значит , данны .: прям ы е л е ж а т  в одной плоскости . При 
этом  коорди наты  векторов р |, р 2 не пропорциональны, поэтом у эти 
векто р ы  не коллинеарны . О тсю да вы вод : п рям ы е  d i, d 2 п е р е с е к а ­
ются.

2. Р ассм о тр и м  взаи м н ое  располож ение  прямой и плоскости . 
П усть  в п р остран стве  д а н а  п р я м а я  d  точкой Мо(хо,  уо,  zo) и н а ­
п р авляю щ и м  вектором  р  (р 1, р 2, рз),  а  плоскость о — общ им у р а в ­
нением Ах-\- B y  Cz-\-D =  0 в аффинной системе координат.

В о зм о ж н ы  следую щ ие сл учаи  их взаим ного  р а сп о л о ж ен и я :
1) п р я м а я  и плоскость пересекаю тся , т. е. имеют одну общ ую  
то ч ку  (рис. 154, а ) ;  2) п р я м а я  п ар ал лел ьн а  плоскости (рис. 154, б);
3) п р я м а я  л е ж и т  в плоскости (рис. 154, в). Р ассм о тр и м  к а ж д ы й  
сл уч ай  в отдельности .

1) П р я м а я  d  п ер есек ает  плоскость  ст т о гд а  и только  то гд а ,  
ко гд а  н ап равляю щ и й  вектор  р  прямой d  не п ар ал лел ен  п лоско ­
сти ст, т. е. ко гд а

А'р\-\~Вр2-\- С р зф О .  (3)

Ч тобы  найти координаты  точки пересечения прямой и п лоско ­
сти, н адо  реш ить си стему , состоящ ую  из уравнений  прямой и у р а в ­
нения плоскости.

Рис 154
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2) П р ям ая^  d  п ар ал л ел ьн а  плоскости а  т о гд а  и только  то гд а ,  
ко гд а  вектор  р  п араллелен  плоскости о и точка  М 0 не л е ж и т  в .это й  
плоскости (рис. 153, б). И так ,  соотношения

\ А р \ - \ - В р 2 - \ - С р з  =  0 ,  ..ч
I Лхо -|- By о + Czo -f- D Ф  О

в ы р а ж а ю т  необходимое и достаточное  услови е  того , что п р я м а я  d  
п ар ал л ел ьн а  плоскости а.

3) Аналогично, п р я м а я  d  л е ж и т  в плоскости о т о гд а  и только  
то гд а ,  ко гда  вы полняю тся  р а в е н с т в а :

( А р \ В р 2-\-Ср3 =  0, /с\ 
I Ах0 +  В у о +  Czo - ( -D = 0 .

П р и м е р .  В ы ясн и ть  взаи м н ое  р асп о ло ж ен и е  прямой и плос­
кости, з а д а н н ы х  в аффинной системе координат  ур авн ен и ям и :

= ̂  = 3 *  +  6 ,  +  г - 8  =  0.

Р е ш е н и е .  По каноническим ур ав н ен и ям  прямой находим 
точку  Л40 (0, — 1, 3) на данной  прямой и н ап равляю щ и й  вектор  
р (1 0 ,  — 4, — 6) этой прямой. И м еем :

Ар\ +  В р 2 +  С/?з =  3 - 10 +  6 ( — 4 ) +  1 •( — 6) =  0,
Ахо +  B y  о +  Czo +  D =  3 - 0 +  6 (  — 1) +  1 -3  — 8=^0.

С л едо вател ьн о , выполнены соотнош ения (4), т. е. п р я м а я  и плос­
кость п ар аллельн ы .

§ 65. Углы между двумя прямыми, между прямой и плоскостью

Вычисление у гл о в ,  у к а з а н н ы х  в названии  этого  п а р а гр а ф а ,  носит 
метрический (измерительны й) х а р а к т е р ,  поэтому эти з а д а ч и  удобно 
р еш ать  в прямоугольной  системе координат.

1. П усть  в простран стве  д ан ы  д в е  н еп аралл ел ьн ы е  п рям ы е d\ 
и d 2- В озьм ем  произвольную  точку  А п ростр ан ства  и проведем 
через нее п р ям ы е  d '  и d i ,  соответственно  п ар ал л ел ьн ы е  прям ы м  
d | и d 2 (рис. 155). П р я м ы е  d\ и d i  о б р азую т  четыре у г л а  с верш и ­
ной А. К а ж д ы й  из этих  у гл о в  н а з ы в а е т с я  у г л о м  м е ж д у  пр ямы-
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ми d\ и d 2. Если известен  один из четырех  у к а з а н н ы х  у гл о в ,  то 
мы л е гко  найдем  о стал ьн ы е  три у г л а .  Но один из этих  четы рех  
у гл о в  есть  в точности у гол  м е ж д у  н ап равляю щ и м и  векто р ам и  этих 
пр ям ы х . Если р |, р 2 — н ап равляю щ и е  векторы  дан н ы х  п р ям ы х  d  1, 
d 2, то  у гол  а  м е ж д у  этими прям ы м и  вы числяю т по ф ормуле

Р\Р2cos а  — —
\рЛ \рг\

Отсюда^ получаем  услови е  перпендикулярности  д в у х  п р ям ы х  
( а  =  90°): р\р 2 =  0. Н апомним, что д в е  взаи м н о  п ер п ен ди кулярны е 
п р ям ы е  в простран стве  м о гут  бы ть  к а к  с кр ещ и ваю щ и м и ся , т а к  
и п ер есекаю щ им и ся .

П р и м е р .  Вычислить угол  м е ж д у  прям ы м и , зад ан н ы м и  в п р я ­
м оугольной  системе координат  своими каноническими у р а в н е ­
ниями :

х — 2 у +1 z х  — 1 у г — 1

Р е ш е н и е .  По каноническим ур ав н ен и ям  дан н ы х  п р ям ы х  
н аходим  коорди наты  их н ап равляю щ и х  векторов : р\ (4, 3, — 1) и 
Pi{ — Е  3, 5). С к а л яр н о е  произведение этих  векторов  равн о  н у ­
лю: p i - p 2 =  4 - ( — 1) +  3 - 3  +  ( — 1)*5 =  0, следо вательно , д а н н ы е  п р я ­
мые в заи м н о  п ерпендикулярны .

В ы ясн и м , п ер есекаю тся  ли дан н ы е  п рям ы е или с к р ещ и ва ю тся .  
И м еем  на первой прямой то ч ку  Mi (2, — 1, 0) и на второй прямой

то ч ку  Af 2 (1, 0 , 1). Эти точки определяю т вектор  M iM 2( — 1, 1, 1). 
Н ах од и м :

М 1М 2 Р 1Р2 =
— 1 4 — 1 - 1  4 — 1

1 3 3 ас 0 7 2
1 - 1 5 0 3 4

=  — 22= ^0.

С л ед о вател ьн о ,  д ан н ы е  п р ям ы е  скр ещ и ваю тся  (см. п. 1 из § 64).
2. Если п р я м а я  d  не перпен ди кулярна  к плоскости о, то у г л о м  

м е ж д у  п р я м о й  d  и п л о с к о ст ью  о  н а з ы в а е т с я  острый у г о л  м е ж д у  
п р я м о й  d  и е е  п р о е к ц и е й  на  пл о с к о сть  а.  Если ж е  п р я м а я  пер ­
п ен д и к ул яр н а  к плоскости, то у гол  м е ж д у  прямой и плоскостью  
с ч и та етс я  р авн ы м  90°.

П р едп олож им , что п р я м а я  d  п ер есекает  плоскость о и не 
п ер пен ди куляр на  к  ней. П усть  в прямоугольной  системе коор­
д и н ат  п р я м а я  d  имеет н ап равляю щ и й  вектор  р  (р \, р 2, рз), а  плос­
кость  ст— ур авн ен и е  Ax-\ -By -\-Cz-\ -D=0 .  Н айдем  угол  ф м е ж д у  
прямой d  и плоскостью  ст. В ектор  п (А, В , С) п ерпендикулярен  
плоскости ст, поэтому нетрудно в ы р аз и ть  у го л  ф через угол
0 =  (/г, р).  Д ействи тельно , т а к  к а к  ф — острый угол  м е ж д у  п р я ­

мой d  и ее  проекцией d '  на плоскость ст, то ф = -| — 0, если

угол 0 острый (рис. 156, а), и ф =  0 — если угол  0 тупой
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(рис. 1 5 6 ,6 ) .  Т аки м  о б р азо м , s in  <p =  cos 0, если c o s 0 > O ,  и
sin  ф = — cos 0, если  c o s G c O .  О тсю да сл ед ует ,  что s in  ф =  ) cos 0 1.
ГТ • 1"РП оэтом у  Sin ф =  —;— -  или

\п\ Iр\

s in  ф =  -  1АР'+ВР> + СР*I
-\Ja 2-\-в2-\~с2 -\Jp2 -\-р2-у р2

Н етрудно у б е д и ть с я  в том, что э т а  ф орм ула  о стается  верной 

и в сл уч а е  перпендикулярности  прямой и плоскости  (ко гда  ф = ~ ,  
а векторы  р и л  коллинеарны ).

§ 66. Основные задачи на прямую и плоскость

1. Реш им в общ ем  виде  несколько  типичных з а д а ч  на прямую  
и плоскость. Р ассм о тр и м  с н а ч а л а  заДачи на плоскость .

З а д а ч а  1. В аффинной системе  коорди нат  д а н ы  плоскость 
уравн ени ем  Ax-\-By-\-Cz-\-D =  Q и то ч ка  М 0 (х0, y Q, z0), не л е ж а ­
щ а я  в данной плоскости. Н ап и сать  ур авн ен и е  плоскости о, про­
х од ящ ей  через то ч ку  М 0 и п ар аллельн ой  данной  плоскости.

Р е ш е н и е .  У равн ен ие  плоскости о м о ж н о  з а п и с а т ь  в виде

Ax +  By-\-Cz-\-D0 =  0 , (1)

где  Dо — некоторое число, отличное от D. Д ей стви тел ьн о , при лю ­
бом Do ур авн ен и ем  (1) з а д а е т с я  плоскость  (теорем а , § 60), и если 
Doф й ,  то э т а  плоскость  п ар ал л е л ь н а  данной  плоскости (§ 61, п. 1). 
В ы берем  число D0 т а к ,  чтобы М 06 а :  Ax0-j- Вг/0 +  С г 0 +  Ь 0 =  0. 
В ы р ази в  отсю да значение D0, п о дстави м  его  в ур авн ен и е  (1) и по­
лучим  ур авн ен и е  плоскости а:

А (х—хо) +  В {у — у 0) +  С (z z 0) =  0.

З а д а ч а  2. Н ап и са ть  ур авн ен и е  плоскости ст, проходящ ей  
через д анн ую  то ч ку  М 0 (*0, Уо, Zo) и через прямую , за д а н н у ю  у р а в ­
нениями:

А\Х В*у С \ Z D \ = 0 ,  
A2x -f- В 2у  C2z -|- D 2 =  0. (2)



С и стем а  координат  аффинная.
Р е ш е н и е .  П ервы й  с п о с о б .  По у р ав н е н и ям  (2) с н а ч а л а  н ай ­

дем  коорди наты  как и х -н и б уд ь  д в у х  точек  M i и М 2 данной  п р я ­
мой, а з а т е м  напиш ем ур авн ен и е  плоскости, проходящ ей  через 
три точки М о, М  | и М 2.

Второй  с п о с о б .  И скомое ур авн ени е  плоскости а  м о ж н о  з а п и ­
с а т ь  в виде

а  (А\х - f S i y  +  C|Z-fD|) +  p (А2х -|- В 2у  -(- C2z -+- D2) =  0, (3)

где  а и р  — коэффициенты, не р авн ы е  одновременно нулю. Д е й с т ­
вительно , уравн ен и ем  (3) по теореме § 60 з а д а е т с я  плоскость , 
причем при произвольных зн ач ен иях  а  и (3, не р авн ы х  о дн о вр е ­
менно нулю, л ю б ая  то ч ка  прямой, зад ан но й  ур ав н ен и ям и  (2), 
л е ж и т  на этой плоскости.

Коэффициенты а и р  подберем т а к ,  чтобы плоскость (3) про­
ходила  через то ч ку  М о. Д л я  этого  а и р  д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я ть  
условию :

а  (A\Xq -|- В\уо -|- CiZo Di ) р (А2хо-|- В 2уо C2zo -f- D%) =  0.

З а д а ч а  3. В аффинной системе координат  д а н ы  д в е  с к р е ­
щ и ваю щ и еся  п рям ы е do  и d\ каноническими ур авн ен и ям и :

, Х  —  Хо у  Уо z  —  z 0 , X —  X i  у  — у  I Z —  Z\ . . .
do-  --------- = ----------= ---------- ; CL\\ —-— -------;—  — —-— .

й\ а  2 0 .3  О] и 2 Оз

Н ап и с а ть  ур авн ени е  плоскости о, проходящ ей  через п р ям ую  do 
п ар ал лел ьн о  прямой d\.

Р е ш е н и е .  П р я м а я  do  проходит через точку  М о (хо, уо,  Zo) 
и п а р а л л е л ь н а  в екто р у  a  ( a i, а 2, а 3), а п р я м а я  d\ п ар ал л е л ь н а  
векто р у  b (b |, Ь2, Ьз). П оэтому плоскость о проходит через точ ­
к у  М 0 и п ар ал л е л ь н а  в екто р ам  а  и 6. Ее ур авн ен и е  имеет  вид
(2) из § 59.

2. Р а с с м о т р и м » р п е р ь  з а д а ч и  на прямую.
З а д а ч а  4. Н ап исать  канонические у р авн ен и я  прямой d,  

проходящ ей  через трчку  М 0 (х0, уо,  Zo) и п араллельной  прямой , 
з ад ан н о й  у р авн ен и ям и  (2).

Р е ш е н и е .  По л ем м е  § 63 п р я м а я ,  з а д а н н а я  у р а в н е н и я ­
— IВ С I ми (2), п ар ал л ел ь н а  в ектору  р(р\,  р 2, рз), где  р\ =  i J  J  I ,

1 и  2 w  1
I Cl Л| 1 \ А\ В\ \ - ..

Р2 =  \ с 2 А I ’ ^ 3 =  I А2 В 2 I ' 11°ЭТ0МУ Р — н ап равляю щ и й  в е к ­
тор прямой d.  Т аки м  образом , з а д а ч а  своди тся  к написанию 
уравнений  прямой, зад ан но й  точкой Мо и вектором  р. Ее кан они ­
ческие ур ав н е н и я  имеют вид  (1), (2) или (3) § 63.

З а д а ч а  5. В прямоугольной  системе координат  д а н ы  точ ­
ка  М о (*о, Уо, zo) и д в е  скр ещ и ваю щ и еся  прям ы е каноническими 
ур авн ен и ям и :

*  —  * '  _  у — У 1 ___  Z —  z I Х —  Хч ___  у —  уг  ___  z  —  Z 2

&\ 0-2 а 3 b[ b 2 Ьз
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Н ап и са ть  у р авн ен и я  прямой d,  проходящ ей  через то ч ку  М 0 
и перпендикулярной  к дан н ы м  прям ы м . _

Р е ш е н и е .  В екторы  а  ( а |, а 2, аз )  и b ( b i, Ь2, Ьз) я в л я ю т с я  н а ­
п равляю щ им и векто р ам и  д а н н ы х  п р ям ы х , п оэтом у вектор  p  =  [ab\ 
который п ерпендикулярен  векто р ам  а  и Ь, я в л я е т с я  н а п р а в л я ю ­
щим вектором прямой d.  Т аки м  о б р азо м , канонические у р а в н е ­
ния прямой d  имеют вид (1) § 63, где  р\, р 2 и р 3 н а х о д я т с я  по т ео р е ­
ме 2 из § 56:

I а 2 b 2 I | а 3 Ьз I I а,  Ь\ \
р ' ~  I аз  &з I ’ I a i  b[ I ’ Ia 2 b 2 >

З а д а ч а  6. Д о к а з а т ь ,  что рассто ян и е  от точки М до п р я ­
мой d,  задан ной  точкой М 0 и н ап р авляю щ и м  вектором  р,  м о ж ет  
бы ть найдено по ф ормуле

\[МоМ,р]\
р (М ,  d ) :

\ Р \

(5)

Р е ш е н и е .  Если то ч ка  М  не л е ж и т  на прямой d ,  то 

\[МоМ, р]| = S ,  где  S  — п ло щ ад ь  п а р а л л е л о г р а м м а ,  построенно­

го на векто р ах  МоМ и р. С другой  стороны, S =  M 0N0- МН =  
=  |р|р(Мо, d)  (относительно обозначений см. рис. 157). Т аки м  
образом , |р|-р(Л1, d )= \ [M oM , р}\. О тсю да п олучаем  ф ормулу (5).

З а д а ч а  7. Д о к а з а т ь ,  что рассто ян ие  м е ж д у  д в у м я  скр ещ и ­
ваю щ им ися  прям ы м и  d\ и d 2 м о ж е т  бы ть найдено по формуле

IM1M2 P1P2 IР (d  1, d l l  - (6)

З д есь  M i и р  1 — то ч ка  и н ап равляю щ и й  р е к т о р  прямой d  1, 
а  М 2 и р 2 — то ч ка  и н ап равляю щ и й  вектор  прямой d 2.

Р е ш е н и е .  Р ассм о тр и м  плоскость o i ,  п роходящ ую  через п р я ­
мую d\ п ар аллельн о  прямой d 2, и плоскость о 2, проходящ ую  через 
прямую d 2  параллельно прямой d,. Известно, что такие плоско-
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сти с ущ е с тв у ю т  и опред еляю тся  однозначно (см. з а д а ч у  3). Ясно, 
что p ( d i ,  d 2) равн о  расстоянию  м е ж д у  п ар ал лел ьн ы м и  п лоско­
стям и  о\ и стг. Д л я  н ах о ж д ен и я  этого  р ассто ян и я  построим п а р а л ­
л елеп и п ед  M\N\P\Q\M2N2P 2Q 2 т а к ,  к а к  п о казан о  на ри сун ке  158, 
и обозначим  через V объем  этого  п ар ал лел еп и п еда . И звестно ,

что V =  |M|M2 p ip 2l. С другой  стороны, V =  p ( d t, d 2) - S MlQlPlNl =

=  р (rfi, d 2) |[pi, P2 ]I- Т аки м  образом , |М|Л12 P 1P2I = p  (d  1, ^ 2)! [ p i ,  P 2 I 
О тсю да и п о лучаем  ф ормулу (6).

§ 67. Приложение к решению задач школьного курса геометрии

1. И зл о ж е н н ы е  в этой г л а в е  р е зу л ь т ат ы  о плоскостях  и п р ям ы х  
в пр остр ан стве  н ах о д ят  многочисленные применения при решении 
з а д а ч  ш кольного  к у р с а  геометрии. Р ассм о тр и м  несколько  приме­
ров т а к и х  з а д а ч .

З а д а ч а  1. Д о к а з а т ь ,  что в любом тетр аэд р е  ш есть  п лоско ­
стей, к а ж д а я  из которых проходит через ребро и середи н у  не 
п ер есек аю щ его ся  с ним ребра, п ер есекаю тся  в одной точке.

Р е ш е н и е .  В озьм ем  како й -н и буд ь  т е тр аэд р  ОАВС.  П римем

то ч ку  О з а  начало  координат, а  векторы  е\ =  ОА, в 2 — 0 В ,

е 3 =  ОС  з а  координатны е векторы . О бозначим середины ребер 
ОА, ОВ, ОС, АВ, ВС,  СА соответственно через М\, М 2, М 3, М 4, 
М 5, Me-  Н ах од и м  координаты  этих  точек :

М ,  ( — , 0 , о ) ,  м 2 (о ,  4 - .  о ) ,  Мз  ( о ,  0 , j - )  , Л Ц 4 - ’ Т '  ° )  ' 

м. (о. 0.J-).
Д а л е е  напиш ем у р авн ен и я  плоскостей :

(ОАМъ)’. у  — 2 =  0, (АВМ3): x-\-y -\ -2z— 1 = 0 ;
(ОВМб): х — z =  0, (ВСМ\): 2x-\-y-\-z — 1 = 0 ;
(ОСМ4): х — у  =  0, (САМ2)\ x-\-2y -\-z— \ = 0 .

Н етрудно  проверить, что плоскости (О Л М 4), (ОВ М 5) и (АВМз) 
имеют только  одну общую точку  Т ( - j - .  - i - ,  4 ~ )  и э та  то ч ка  при­
н а д л е ж и т  к а ж д о й  из о стальны х  трех  плоскостей.

З а д а ч а  2. Д о к а з а т ь ,  что если в т е тр аэд р е  ОАВС  ребра 
ОА, ОВ, ОС  взаи м н о  п ерпендикулярны  и имеют длину О Л = а ,  
ОВ =  Ь, ОС =  с ,  а в ы со та  ОН имеет длину h,  то  сп р ав е д л и в а  фор­
м ул а

- — | ~ L = - L
Ь2 ^  с2 h2

Р е ш е н и е .  Примем точку  О з а  начало , н ап равлен н ы е п р я ­
мые ОА, ОВ, ОС  — з а  оси прямоугольной  системы  координат. 
Верш ины т е т р а э д р а  имеют координаты : О (0, 0, 0), А (а, 0, 0),
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В  (О, b,  0), С (0, 0, с). Н аходим  у р а в ­
нение плоскости (ABC): b cx - j -  
+  а с у  +  ab z  — a b c  =  0.

Вычислим рассто ян и е  h от н а ­
ч ал а  координат до  этой п лоско­
сти (см. § 62, ф орм ула  (2)):

| — abc |
h —-

-\jb2c2 +  a V  +  a 2b2 

abc

д lb2c2 +  a 2c2 +  a 2b2

Отсюда после элем ен тар н ы х  
преобразований  получаем  фор­
м ул у  (1).

З а д а ч а  3. И зм ер ен ия  п р ям оуго льн о го  п ар ал лел еп и п ед а  р а в ­
ны а, Ь, с; ребро длиной с  я в л я е т с я  его  высотой. Н айти: а) р а с с т о я ­
ние м е ж д у  д в у м я  прям ы м и , одн а  из которых с о д ер ж и т  д и а го н ал ь  
п арал лел еп и п еда , а  д р у г а я  со д ер ж и т  д и а го н а л ь  основания  и с к р е ­
щ и вается  с первой прямой ; б) у гол  м е ж д у  этими прямыми.

Р е ш е н и е .  О бозначим через ОА, ОВ,  ОС  ребра  п а р а л л е л е ­
пипеда, в ы х о дящ и е  из одной верш ины , т а к ,  что О А = а ,  ОВ =  Ь, 
ОС —с.  Точку О примем з а  н ач ало  прям оугольной  системы коор­
динат , а н ап равлен н ы е  п рям ы е ОА, ОВ, ОС  — з а  оси координат  
(рис. 159). О бозначим через d \ прям ую , с о д е р ж а щ у ю  д и а го н ал ь  
парал лел еп и п еда  и проходящ ую  через точку  О, а  через d 2 — п р я ­
мую АВ (см. рис. 159).

П рям ую  d | м о ж н о  з а д а т ь  точкой О и н ап р авляю щ и м  вектором 
р | (а, Ь, с), а  п рям ую  d 2 — точкой А и н ап р а вл яю щ и м  вектором

АВ =  р 2 ( — а, Ь, 0) (см. рис. 159).
а )  Р ассто ян и е  м е ж д у  д анн ы м и  скр ещ и ваю щ и м и ся  прямыми 

найдем  по ф ормуле (6) из § 66, ко то р ая  в д анн о м  сл у ч а е  при­
н им ает  вид:

р {d\, d 2)-- IО А рфг I (2)

Н аходим :
ОА р\р2 =

а  а  —а  
0 Ь Ь 
О с  О

=  — a b c ,

[Р 1Р 2] =
а  — а  г. 
b b j  
с  O k

=  — b c i  — a c j  +  2 abk

и по ф ормуле (2) имеем :

р (d  1, d 2) = abc

-yjc2(a2+  62) +  4 a2ft2
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I

б) Угол а  м еж д у  прямыми d\, d? вычислим ка к  угол м е ж д у  их 
направляющими векторами:

ииэ I* — —-----— — - ■ - •
I Pi I IР 2 1 /а2 +  Ь2-\-с2 ' у а 2 +  6 2

З ам е ти м , что п рям ы е of, и d i  в заим но  п ерпен ди кулярны  то гд а  
и то лько  т о гд а ,  ко гд а  а  =  Ьу т. е. ко гда  в основании п а р а л л е л е п и ­
п ед а  л е ж и т  к в а д р а т .

2. Р ассм о тр и м  теперь примеры з а д а ч  на оты скание  м н о ж еств  
точек  в п ространстве .

З а д а ч а  4. Найти множ ество  G всех  точек  п р остр ан ства ,  
к а ж д а я  из которых р ав н о уд ал ен а  от д в у х  дан н ы х  точек  А и В.

Р е ш е н и е .  П р ям оугольн ую  си стем у  координат  вы берем  т а к ,  
чтобы п о л о ж и тел ьн ая  полуось оси абсцисс  со вп ал а  с лучом  А В. 
В этой системе координат  точки А и В  имеют коорди наты  
Л (0, 0 , 0), В (а, 0 , 0), где а >  0. Точка М(х ,  у ,  z ) п р и н ад л еж и т  
м н о ж е с тв у  G т о гд а  и только  то гд а ,  ко гд а  АМ =  ВМ  или 
АМ2 =  В М 2. З ап и сав  это р авен ство  в коо р ди н атах , п олучаем

у р авн ен и е  м н о ж е с тв а  G: х2 +  у 2 +  z 2 =  (х— а)2- (-у 2 +  z2 или х=-^~.
Этим ур авн ен и ем  о п р ед еляется  плоскость, п ер п ен д и к ул яр н а я  о т ­
р е зк у  АВ и п р о х о д ящ ая  через его  середину.

З а д а ч а  5. Найти м н ож ество  G в сех  точек п р о стр ан ства ,  
р азн о сть  к в а д р а т о в  расстояний  от к а ж д о й  из которых  до д в у х  
д а н н ы х  точек  А и В  р а в н а  да н н о м у  числу с.

Р е ш е н и е .  П р ям оугольн ую  си стем у  координат  вы берем  т а к ,  
к а к  в п р еды д ущ ей  з а д а ч е .  В этой системе координат  дан н ы е  
точки имеют координаты  /1(0, 0 , 0) и В (а, 0, 0), где  а > 0. Точ­
к а  М (х, у ,  г ) п р и н ад леж и т  м н о ж е с тв у  G т о гд а  и только  то гд а ,  
к о гд а  AM2 — В М ’ =  с.  З а п и с а в  это р авен ство  в ко о р д и н атах ,  по­
л у ч а е м  ур авн ен и е  м н о ж еств а  G: х2-\-у2-\-z2 — (х — а)2 — у 2 — z2 =  c,  
или 2ах — а 2 — с =  0. Этим ур авн ени ем  з а д а е т с я  плоскость , перпен­
д и к у л я р н а я  прямой АВ.



Г л а в а  VII I

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОСТРАНСТВА

§ 68. Движения пространства

1. Н а с т о я щ а я  г л а в а  п освящ ен а  изучению простейших пр еоб р а­
зований п р остран ства .  М ногие оп ределения и теоремы , приведенг 
ные в этой гл а в е ,  ан алогичн ы  тем , которые р а с с м а т р и в а л и с ь  
в гл а в е  V при изучении преобразований  плоскости . З десь  мы б у ­
дем  п о льзо ваться  терминологией , а т а к ж е  понятиями , которые 
были введен ы  в § 39 и 40. В частности , в а ж н ы м  я в л я е т с я  понятие 
п р е о б р а з о в а н и я  п р остр ан ства ,  т. е. биективного  о то б р аж ен и я  мно­
ж е с т в а  всех  точек п р остр ан ства  на себя .

Говорят , что п р еобразовани е  п р остр ан ства  с о хран я ет  р а с с т о я ­
ни я ,  если рассто ян и е  м е ж д у  лю быми то ч кам и  А и В пространства  
равно  расстоянию  м е ж д у  их о б р а за м и  А' и В' ,  т. е. А В = А 'В ' .  П р е ­
о б р а з о в а н и е  пр о странства ,  с о х р а н я ю щ е е  р а с ст о я н и я ,  н а зы в а ет с я  
д в и ж е н и е м  (или п е р ем ещ е н и е м ) .

Н аиболее простым примером д в и ж е н и я  я в л я е т с я  тожд е ств ен ­
н о е  п р е о б р а з о в а н и е  п р остр ан ства ,  т. е. п реобразовани е , при ко ­
тором к а ж д а я  то ч ка  п ростр ан ства  переходит в себя .  Рассм отри м  
др уги е  примеры движений.^

П р и м е р  1. П усть  р  — произвольный вектор  простран ства .  
К аж д о й  точке М поставим  в соответствие  то ч ку  АГ т а к ,  чтобы

М М ' = р .  П о лучаем  п реобразовани е  п р о стр ан ства ,  которое н а ­
з ы в а е т с я  па ралл ел ьны м  п е р е н о с о м  на вектор  р.

Д о к аж ем ,  что параллельный перенос является  движением. 
П усть  М | и М 2 — произвольны е точки, а  М\ и М 2 — их образы .

Т о гд а  М\М[ — р  и М 2М 2= р ,  поэтому М\М' =  М 2М 2. По л ем м е

о р авен стве  в екторов  (§ 3, п. 1) М\М2 =  М\М2, поэтому М ,М 2 =  
=  М\М'2.

П р и м е р  2. З а д а д и м  в простран стве  то ч ку  О и р а с с м о т ­
рим о то б р аж ен и е  п р остр ан ства ,  в котором к а ж д а я  точка  М пе­
реходит в то ч ку  М',  симметричную  точке М относительно то ч ­
ки О.

Это о то б р аж ен и е  я в л я е т с я  п р еоб р азован и ем  и н а з ы в а е т с я  
симметрией  относительно  точки О (ц е нтральной  симметри ей  или 
отраж ени ем  от точки О). Н етрудно  д о к а з а т ь ,  что симметрия  отно­
сительно  точки я в л я е т с я  д в и ж е н и е м  (см. § 41, п. 1).
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П р и м е р  3. З а д а д и м  в п рост­
р ан стве  плоскость  ст и рассм отрим  
ото бр аж ени е  п р остр ан ства ,  в кото ­
ром к а ж д а я  точка  М переходит в 
точку  М',  симметричную  точке  М о т ­
носительно плоскости ст (рис. 160). 
Это о то бр аж ен и е  я в л я е т с я  преоб­
р азо ван и ем  и н а з ы в а е т с я  симметри ей  
отно сительно  пл о с к о сти  ст.

Д о к а ж е м ,  что симметрия  о т н о с и ­
тельно  пл о с к о ст и  о  я в л я е т с я  д в и ж е ­
нием.  Д л я  этого  вы берем  п р я м о ­
угольную  си стем у  координат  Oxyz  
т а к ,  чтобы к о о р ди н атн ая  плоскость  

Охи с о в п а л а  с плоскостью ст (см . рис. 160.) П усть  A (* i, у i, Z\) и 
В  (Х2 , У2 , Z2 ) — произвольные точки п р остр ан ства ,  а Л '  и В ' — их о б ­
р азы . Ясно, что точки А' и В'  имеют координаты  А'(хх, у х, — z 1), 
В ' ( х 2, У2 , — z 2). По ф ормуле (5 )  из § 52  н аходим :

АВ=л!{х  2— Х\)2 -\-(у2 — l/l)2 +  (Z2— Z\f ,

А ' В ' = ^ / ( х 2 — JCI )2 +  (t/2 — t/l)2 +  (Z2 — Z i f ,

с л ед о вател ьн о ,  A B = A ' B '  и поэтому сим м етрия  относительно плос­
кости я в л я е т с я  дви ж ен и ем .

2. У п орядоченн ая  ч етвер к а  точек  А, В, С, D п р остр ан ства ,  
не л е ж а щ и х  в одной плоскости, н а з ы в а е т с я  р е п е р о м  и о б о зн а ч а е т ся  
т а к :  R =  (A, В, С, D). Точки А, В, С и D н а зы в а ю т с я  в е р ш и н а м и  
репера , причем точка  А н а з ы в а е т с я  его началом.  Репер н а з ы в а е т с я  
аффинным,  если т е тр аэдр  ABCD  произвольный, и о ртонорм и-  
р о в а н н ы м ,  если ребра  АВ, AC, AD этого  т е т р а э д р а  в заи м н о  пер ­
п ен д и куляр н ы  и AB =  AC =  AD =  1.

Т а к  ж е  к а к  и^ а_  плоскости (см . § 41, п. 2) к а ж д о й  си с­
тем е  ко о р ди н ат  Оехаеъ  со о тветствует  репер R =  (0 ,  Е\, £ 2, Ез),

гд е  ОЕ\=е\,  ОЕ2 =  е 2, ОЕ3= е 3. Б удем  говорить , что т о ч к а  М  
в репере R имеет координаты  (х, у ,  г),  если (х, у ,  z ) — координаты  
точки М в соответствую щ ей  системе координат.

Д о к а ж е м  следую щ ую , л ем м у .
Л е м м а .  Если R =  (A, В, С, D) и R' ={А' , В ' ,  С',  D ') — п р о ­

и з в о л ь н ы е  а ф ф ин ны е  р е п е р ы ,  то с у щ е ст в у ет  н е  б о л е е  чем о д ­
н о  д в и ж е н и е ,  к от ор о е  р е п е р  R п е р е в о д и т  в  р е п е р  R'.

□  Д о к а з а т е л ь с т в о  лем м ы  проведем  методом от противного, 
т. е. допустим , что сущ ествую т  по крайней мере д в а  д в и ж е н и я  
g i  и g 2, которые репер R п ер евод ят  в репер R'.  Тогда  
с у щ е с т в у е т  т а к а я  точка  М,  что о б р аз  М i этой точки в д ви ж ен и и  
g  1 не с о в п а д а е т  с о бразом  М 2 той ж е  точки в дви ж ен и и  g 2. Т а к  
к а к  А& А’ и л Д М ' . т о  AM =  А’М\, AM =  А'М2, поэтому Л 'M i  = А ' М 2, 
т. е. точка  Л '  р а в н о у д а л е н а  от концов о тр езка  М\Мч- Точ­
но т а к  ж е  мож но  д о к а з а т ь ,  что точки В',  С'  и D'  р авн о удал ен ы
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от концов о тр езка  М\М2 . Т аки м  образом , точки А', В' ,  С'  и D'  л е ж а т  
в одной плоскости (см . з а д а ч у  4 из § 6 7 ) ,  что противоречит опре­
делению репера.

И так ,  допущ ение неверно, поэтому с ущ е с т в у е т  не более чем 
одно дви ж ен и е , которое репер R переводит в репер R'. Щ

3. И меет  место с л е д у ю щ а я  о сн овн ая  тео р ем а .
Т е о р е м а .  Пусть R =  (A, В, С, D) и R '= (A ' ,  В' ,  С', D ' ) — 

п р о и з в о л ь н ы е  о р т о н о р м и р о в а н н ы е  р е п е р ы .  Т о г д а  с у щ е ст в у ет  о д н о  и 
только о д н о  д в и ж е н и е ,  к от ор о е  р е п е р  R п е р е в о д и т  в  р е п е р  R'.  
При этом д в и ж е н и и  л ю б а я  точка М с  д а н н ы м и  к о ор динатами  
в  р е п е р е  R п е р ех о дит  в  точку М'  с  теми ж е  к о ор динатами  в 
р е п е р е  R'.

□  Д о к а ж е м  с н а ч а л а ,  что с у щ е с т в у е т  д ви ж ен и е ,  которое репер 
R переводит в репер R'.  П остроим о то б р аж ен и е  g  следую щ им о б р а ­
зом . Произвольной точке  М  с ко о р ди натам и  (х, у ,  г )  в репере R 
поставим  в соответствие  то ч ку  М'  с теми ж е  к о ор динатами  в ре­
пере R'.

Очевидно, о то б р аж ен и е  g  я в л я е т с я  п р еоб р азовани ем , которое 
репер R переводит в репер R'.  Д о к а ж е м ,  что g  — д ви ж ен и е .  П усть  
М\ и М2— произвольные точки п р остр ан ства ,  которые в репере R 
имеют координаты М\(х\, у\, Z\)R, М?(х2 , у 2 , Zi)R. Тогда М\М2 =
=л]{х2 —x i f -\-(у2 — y\Y+(z?  — Z \ f. О бр азы  М\ и М 2 этих точек 
в репере R'  имеют те  ж е  координаты  /М( (х\, у\, Z\)R.,

М2 (х2, 4 2 , Z2)R., поэтому М\М'2 =  л]{х2 — *|)2 +  (г/2 — y i ) 2 +  (z2 — z {)2
и, следовательно , М\М2 — М\М2. Т аким  о б р азо м , g  — д ви ж ен и е ,  
которое репер R п ереводит в репер R'.

Из л ем м ы  п. 2 сл ед ует ,  что g  — единственное  д ви ж ен и е ,  
которое переводит репер R в репер R'.  При этом цвижении точка  
М(х,  у ,  z)R переходит в точку  М'(х, у ,  z)R,. В

4. П о л ь зу я с ь  этой теоремой точно т а к  ж е ,  к а к  в сл уч а е  
д в и ж е н и я  на плоскости (см  § 41, п. 4 ) ,  м о ж н о  д о к а з а т ь ,  что д в и ­
ж ение  п р остран ства  переводит плоскость в плоскость , п ар ал лел ьн ы е  
плоскости — в п ар ал л ел ь н ы е  плоскости, прям ую  — в прямую , п а р а л ­
лельны е  п рям ы е — в п ар ал лел ьн ы е  прям ы е , полуплоскость  — в по­
луплоскость ,  д в у гр ан н ы й  угол  — в равны й  е м у  д в у гр ан н ы й  угол , 
а полупространство  — в п олупространство . Н етрудно т а к ж е  д о к а ­
з а т ь ,  что д в и ж е н и е  со х р а н я е т  простое отношение трех  точек , поэтому 
оно со х р ан яет  отношение « л е ж а т ь  м е ж д у » .  О тсю да сл ед ует ,  что 
д в и ж ен и е  переводит  отрезок  — в равн ы й  е м у  отрезок , у гол  — в 
равный ем у  угол . Т аки м  о б р азо м , при д в и ж ен и и  в заи м н о  перпен­
д и к у л я р н ы е  п р ям ы е  п ерехо дят  во в заи м н о  перпен ди кулярны е 
прямы е.

При любом д в и ж ен и и  п ростр ан ства  репер переходит в репер, 
в частности  ортонормированный репер — в ортонормированный 
репер.

П риводим эти у т в е р ж д е н и я  без д о к а з а т е л ь с т в а .  П р е д л а ­
г а ем  читателю  по ан алогии  с п. 4 из § 41 д о к а з а т ь  их с а м о ­
стоятельно .
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§ 69. Два вида движений.
Инвариантные точки, прямые и плоскости

1. Г о во р ят ,  что реперы R =  (0 ,  А, В, С) и R' =  ( 0 ' ,  А', В ' ,  С') 
о д и н а к о в о  о р и е н т и р о в а н ы  ( п р о т и в о п о л о ж н о  о р и е н т и р о в а н ы ) ,

если б ази сы  ОА, ОВ, ОС  и О'А', О'В' ,  О'С'  о ди н аково  ориен­
ти ро ван ы  (противополож но ориентированы) (см. § 53). Таким  о б разом , 
реперы R и R'  одинаково  ориентированы , если R \ R ' > 0, и противо­

положно ориентированы , если R \ R'<Z 0. З десь

R | R' =  (OA, ОВ, ОС)  | ( 0 7 Г ,  СУВ', СУС').
М о ж н о  д о к а з а т ь ,  что любое дви ж ен и е  пространства  либо с о х р а ­

няет  ориентацию  простран ства  (т. е. любой репер и его  о б р аз  
ориентированы  о д и н ак о в о ) ,  либо м ен яет  ориентацию (т. е. любой 
репер и его  о б р аз  ориентированы противополож но). Д о к а з а т е л ь с т в о  
этого  у т в е р ж д е н и я  мы оп ускаем , т а к  к а к  оно по с у щ е с т в у  ничем не 
о тл и ч ается  от д о к а з а т е л ь с т в а  аналогичной теоремы д л я  д в и ж ен и й  
на плоскости  (§ 42, теорем а  1).

Т аки м  образом , в пространстве  ( т а к  ж е  к а к  и на плос­
кости ) с ущ ествую т  д в а  вида д в и ж ен и й : д в и ж е н и я ,  не меняю щ ие 
ориентацию  п р остран ства ,  и д в и ж е н и я ,  меняющие ориентацию про­
с т р а н с тв а .  В первом сл уч а е  д в и ж ен и е  н а з ы в а е т с я  д в и ж е н и е м  п е р ­
в о г о  р о д а ,  а во втором сл уч а е  — д в и ж е н и е м  второ г о  р о д а .

2. По ан алогии  с преобразованиям и  плоскости точку  п р остр ан ст ­
ва  н азо вем  ин вариантной  (неподвиж ной) точкой п р еоб р азован и я , 
если она переходит в себя . Аналогично прямую  (плоскость ) 
назо вем  инвариантной ,  если ее образ  с о в п ад ае т  с ней. Ч астн ы м  
с л уч а ем  инвариантной прямой (плоскости ) я в л я е т с я  п р я м а я  ( п л о с ­
ко сть)  инвариантных  точек,  все точки которой я в л я ю т с я  и н в а р и а н т ­
ными. Если, например , g  — сим м етрия  относительно плоскости ст 
(§ 68, пример 3), то плоскость ст, а т а к ж е  л ю б ая  плоскость, ей перпен­
д и к у л я р н а я ,  я в л я е т с я  инвариантной плоскостью, причем с а м а  плос­
кость  ст я в л я е т с я  плоскостью инвариантны х  точек. Д а л е е ,  л ю б ая  п р я ­
м а я  плоскости ст, а т а к ж е  л ю бая  п р я м а я ,  п ер пен ди куляр ная  п лоскос­
ти ст, я в л я е т с я  инвариантной прямой, причем п рям ы е плоскости ст — 
п р ям ы е  инвари ан тн ы х  точек.

П у с т ь  g  — данн ое  дви ж ен и е  п р остран ства ,  а ст — и н ва р и ан тн ая  
плоскость . Это о зн ач ает ,  что л ю б а я  точка плоскости ст переходит 
в точку  той ж е  плоскости, т. е. на плоскости ст у с т а н а в л и в а е т с я  некото­
рое о то бр аж ен и е  g ' ,  которое, очевидно, я в л я е т с я  п реобразованием . 
Т а к  к а к  g  с о х р ан яет  р ассто ян и я ,  то и g '  на плоскости ст со х р ан яет  
р ассто ян и я , т. е. g '  — д в и ж ен и е  плоскости ст. Б удем  говорить, что оно 
и н д у ц и р о в а н о  п реобразованием  g  на п ло ско сть  ст. Н апример , если 
g  — параллельн ы й  перенос на вектор р,  то л ю б ая  плоскость, п а р а л ­
л е л ь н а я  в екто р у  р,  я в л я е т с я  инвариантной, причем на к аж д о й  из 
этих плоскостей индуц ируется  параллельн ы й  перенос на вектор  р.

3. Р ассм отри м  три лем м ы  об инвариантны х  то ч ках  и п р я ­
мых, которыми будем  п о льзо ваться  в следую щ ем  п ар агр аф е  при 
классиф икации  дви ж ен и й  пространства .

202



а Ь с

/  А

в

. /

/  *

в 1
V

/

■в"

Рис. 161

Л е м м а  1. Если д в и ж е н и е  н е  
имеет инвариантных точек, то л ю ­
б ы е  д в е  е г о  ин в ари ант ные  п р ям ы е  
па ралл ел ьны .

□  Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем  
методом от противного. П усть  
сущ ествую т  каки е -то  д в е  н еп а ­
раллельны е и н вари ан тн ы е прям ы е 
р  и q данного  д в и ж е н и я  g .  Тогда  
прямы е р  и q либо п ересекаю тся , 
либо я в л я ю т с я  ск р ещ и ваю щ и м и ся  
прямыми. В первом с л у ч а е  точка  
М пересечения п р ям ы х  р  и q пе­
реходит в точку  М',  ко то р ая  
л е ж и т  к а к  на прямой р,  т а к  и на 
прямой  q, т. е. с о в п а д а е т
с точкой М.  Но это  противоречит условию  л ем м ы . Во втором 
сл уч а е  прям ы е р  и q имеют общий перпен ди куляр  АВ, А£р,  
B£q .  Т ак  к а к  АВ — к р атч ай ш ее  рассто ян ие  м е ж д у  точкам и  прям ы х  
р  и q, то в дви ж ен и и  g  точки А и В я в л я ю т с я  неподвиж ны ми  точкам и , 
что т а к ж е  противоречит условию  лем м ы . Щ

Л е м м а  2. Если д в и ж е н и е  g  н е  имеет ин вариантных точек, н о  
имеет п о  к р а й н е й  м е р е  три п о п а р н о  п а р а л л ел ь н ы е  и н в а р и ­
антные пр ямые ,  н е  л е ж а щ и е  в о д н о й  пл о с к о ст и ,  то g  — па р алл ел ьны й  
п е р е н о с  на  н е н у л е в о й  в ектор,  п а р а л л ел ь н ы й  этим прямым.

□  П усть  а, b и с  — попарно п ар ал л ел ь н ы е  инвариантны е 
прям ы е д в и ж е н и я  g ,  не л е ж а щ и е  в одной плоскости. Рассм отри м  
какую -н и б удь  плоскость  о, перпендикулярную  п р ям ы м  а ,  b и с, и ее 
об р аз  ст' (рис. 161 ) .  Т а к  к а к  o l o  и в дви ж ен и и  g  п р я м а я  а  переходит 
в себя ,  то a _ L a ' ,  поэтому а  и а '  — п ар ал л ел ь н ы е  плоскости.

Обозначим через А, В, С и А', В ' ,  С'  точки пересечения прям ы х  
а, b и с  соответственно  с плоскостями  ст и ст' (см . рис. 161) . Т а к

к а к  оД-ст' и a, Ь и с  — инвари ан тн ы е п р ям ы е , то аЛ а \ в Х в \
СнД-С'. О бозначим через В"  о б р аз  точки В'  в преобразовании  g .  О т­
резки  В В ’ и В 'В "  р авн ы , поэтому В'  — середина о тр езка  В В "  (то ч ­
к а  В "  не с о в п а д а е т  с точкой В,  т а к  к а к  в этом  с л у ч а е  середина  о тр ез ­
к а  В В ' — и н в а р и а н т н а я  то ч ка ,  что противоречит условию  л е м м ы ) .

В дви ж ен и и  g  репер (В, А , С, В' )  переходит в репер ( В ' , А', С'
Но при п ар ал лел ьн ом  переносе на вектор  р = А А '  репер (В, А, С, В ' )
т а к ж е  переходит в репер (В ' ,  А', С',  В"),  т а к  к а к  АА' —В В '  —
— СС'  =  В ' В " —р.  П оэтом у  по л ем м е  § 68  д в и ж е н и е  g  — п а р а л л е л ь ­
ный перенос на вектор  р. f /Я

Л е м м а  3. Л ю б о е  д в и ж е н и е  пр о стран ства  имеет п о  к р а й н е й  м е р е  
о д н у  и н в а ри ант н ую  пр ям ую .

Э ту  л е м м у  приводим без д о к а з а т е л ь с т в а .
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§ 70. К ласси ф икаци я  д ви ж ен и й  п р остран ства

По аналогии  с классиф икацией  дви ж ен и й  плоскости приведем  к л а с ­
сификацию дви ж ен и й  простран ства  в зави си м ости  от наличия 
и нвари ан тн ы х  точек .

1. Д в и ж е н и е  и м е е т  п о  к р а й н е й  м е р е  т р и  и н в а ­
р и а н т н ы е  т о ч к и ,  н е  л е ж а щ и е  н а  о д н о й  п р я м о й .  
П усть  А, В и С  — инвари ан тн ы е точки д в и ж е н и я  g ,  не л е ж а щ и е  на 
одной прямой , a AD — п р я м а я ,  п ер п ен ди кул яр н ая  плоскости ABC 
(рис. 1 6 2 ) .  Очевидно, в д ви ж ен и и  g  плоскость ABC  п ер е ­
ходит в себ я ,  т. е. я в л я е т с я  инвариантной плоскостью , поэто­
м у  AD — и н в а р и а н т н а я  п р я м а я .  Т аки м  о б разом , о б р аз  D'  точки  D 
л е ж и т  на прямой AD. Т а к  к а к  AD =A D ' ,  то в о зм о ж н ы  д в а  
с л у ч а я .

1) Т очка  D'  с о в п а д а е т  с точкой D. В этом с л у ч а е  в пре­
о б р азо ван и и  g  верш ины репера (А, В,  С, D) п ер ехо дят  в себ я .  
В т о ж дествен н о м  преобразовании  вершины этого  репера  т а к ж е  
п ер ехо дят  сам и  в себ я ,  поэтому по л ем м е  § 68  g  — т о ж д ествен н о е  
п реоб р азован и е . Ясно, что т ож д е ст в ен н о е  п р е о б р а з о в а н и е  — д в и ж е ­
н и е  п е р в о г о  р о д а .

2) Точки D и D'  симметричны относительно точки А (см . 
рис. 162 ) .  В преобразовании  g  репер R =  (A, В, С, D) переходит 
в репер R ’ — (А, В , С, D').  Но в симметрии относительно плоскости 
ABC  репер R т а к ж е  переходит в репер R',  поэтому по л ем м е  § 68 g  — 
симметрия  отно сительно  пло с ко сти .  Т а к  к а к  R \ R' < 0 ,  то с и м ­
метрия  отно сительно  пл о с к о ст и  — д в и ж е н и е  второ г о  р о д а .

2. Д в и ж е н и е  и м е е т  п о  к р а й н е й  м е р е  д в е  и н ­
в а р и а н т н ы е  т о ч к и  Л и В,  н о  н е  и м е е т  и н в а р и а н т ­
н ы х  т о ч е к ,  н е  л е ж а щ и х  н а  п р я м о й  АВ. В этом  с л у ч а е  
л ю б а я  то ч ка  прямой АВ я в л я е т с я  инвариантной. В с ам о м  деле , 
пусть  М — прои звольн ая  точка  прямой АВ,  а  М '  — о б р аз  этой 
точки. Т а к  к а к  при дви ж ен и и  со х р ан я е т с я  простое отнош ение 
трех  то ч ек  (АВ, М )= (А В ,  М') .  Отсю да сл ед ует ,  что точки 
М и М'  со вп ад аю т  (§ 12, п. 1 ) ,  т. е. М — и н в а р и ан тн ая  точка  
данн о го  д в и ж е н и я .  Таким об р азо м , АВ я в л я е т с я  прямой и н в а р и ­

антны х точек.

О

Рис. 162

D’

7

П усть  о — произвольная  плос­
кость, п ер п ен ди кул яр н ая  прямой АВ 
и п ер есек аю щ ая  ее в некоторой то ч ­
ке Р.  П лоскость  ст — и н ва р и ан тн ая  
плоскость данного  д в и ж е н и я ,  по­
этом у  на ней индуц ируется  некоторое 
д в и ж ен и е  g ' . Точка Р  я в л я е т с я  еди н ­
ственной инвариантной точкой этого 
д в и ж е н и я ,  сл едовательно , g l — пово­
рот во кр уг  точки Р  на некоторый 
угол ф, ф=#=0. Т а к  к а к  л ю б ая  плос­
кость, п р о х о д ящ ая  через прямую  АВ, 
переходит в плоскость, проходящ ую
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Рис. 64 Рис. 165

через э т у  ж е  прямую , то во всех  п лоскостях , п ерпендикулярны х  
к прямой АВ,  и н д уц и р уется  поворот с одним и тем  ж е  у гл о м  пово­
рота ф (рис. 163) .

Рассм отренное  нами д в и ж е н и е  н а з ы в а е т с я  по в о р отом  п р о ст р а н ­
ства в о к р у г  п р я м о й  АВ на  у г о л  ф. П р я м а я  АВ н а з ы в а е т с я  о с ь ю  
пов орота,  а  угол ф — у г л о м  пов орота.  Из п р еды д ущ его  и зло ж ен и я  
ясно, что в этом дви ж ен и и  о б р аз  X' произвольной точки X, не л е ­
ж а щ е й  на оси, п о л уч ается  вращ ен ием  точки X в о кр у г  оси поворота 
на угол ф в одном и том ж е  направлении  (см . рис. 163 ) .  П р е д л а г а е м  
читателю сам о сто ятельн о  д о к а з а т ь ,  что п о в о р от  в о к р у г  п р я м о й  — 
д в и ж е н и е  п е р в о г о  р о д а .

П оворот п р остр ан ства  в о к р у г  прямой d  на угол  л  н а з ы в а е т с я  с и м ­
метрией относительно  п р я м о й  d.  В этом  с л у ч а е  к а ж д а я  точка  М 
пространства  переходит в то ч ку  М ' , симметричную  точке М относи­
тельно прямой d  (рис. 164) . О тметим , что то ж дествен н ое  
преобразование  т а к ж е  сч и тается  поворотом в о к р у г  любой прямой на 
угол  ф =  0.

3. Д в и ж е н и е  и м е е т  т о л ь к о  о д н у  н е п о д в и ж ­
н у ю  т о ч к у  Л. По л е м м е  3 § 69  с у щ е с т в у е т  по крайней  мере одн а  
инвариантная п рям ая  d.  Ясно, что точка А леж и т  на прямой d , 
т а к  к а к  в противном сл у ч а е  основание п ер п ен ди кул яр а ,  прове­
денного из точки А к прямой d,  т а к ж е  я в л я е т с я  инвариантной  
точкой. Но это  нево зм о ж но , ибо данн о е  д в и ж е н и е  g  имеет  только  одну 
и нвариантную  точку .

О бозначим через ст плоскость , проходящ ую  через то ч ку  А и пер ­
п енди кулярн ую  к прямой d.  П лоскость  ст — и н в а р и а н т н а я  плоскость , 
поэтом у д в и ж е н и е  g  и н д уц ир ует  на плоскости  о некоторое д в и ж е ­
ние g ' . Д в и ж е н и е  g '  имеет  только  о дн у  н еподвиж ную  то ч ку  
А, п оэтом у я в л я е т с я  поворотом в о к р у г  точки А на некоторый 
у го л  ф, ф=й=0.

О ртонормированный репер R = (A ,  В , С, D) вы берем  т а к ,  чтобы 
точка  В л е ж а л а  на прямой d,  а точки С и D на плоскости ст 
(рис. 165) . Т ак  к а к  В не я в л я е т с я  неподвиж ной точкой, то B ' = g ( B )
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сим м етрична точке  В относительно точки А. В д ви ж ен и и  g  репер 
R =  (A, В , С, D) переходит в репер R' =  (A, В' ,  С',  D'), при­
чем на плоскости о реперы (A,C,D) и (А , С ' ,  D') ориен­
ти рован ы  о ди н аково , поэтому реперы R и R'  ориентированы противо­
п о ло ж н о . О тсю да сл едует ,  что g  — д в и ж ен и е  второго рода . Д в и ­
ж ен и е  g  н а з ы в а е т с я  поворотным отражением.  П р я м а я  d, 
угол ср, плоскость о и точка  А н азы в аю тся  соответственно  о с ь ю ,  
у гл ом ,  п л о с к о ст ью  и центром п о в о р о т н о г о  от ражения .  Геометрически  
поворотное о тр аж ен и е  я в л я е т с я  произведением  поворота g t во кр уг  
прямой d  на угол  ф на симметрию g 2 относительно плоскости ст. 
Д ей стви тел ьн о , в д ви ж ен и и  g\ репер R переходит в репер (А, В, С', D'\ 
а в д в и ж ен и и  g 2 репер (А , В, С', D')  — в репер R',  поэтому д в и ж е н и е  
g 2g\ с о в п а д а е т  с д ви ж ен и ем  g  (см . л е м м у  из § 6 8 ) .

Если ф =  л, то поворотное о тр аж ен и е  я в л я е т с я  симметрией отно­
сительно неподвиж ной точки.

4. Д в и ж е н и е  н е  и м е е т  н и  о д н о й  н е п о д в и ж н о й  
т о ч к и .  П усть  g  — данное д ви ж ен и е , a d  — его  и н в а р и а н т н а я  
п р я м а я  (л е м м а  3 из § 6 9 ) .  По лем м е  1 из § 69 л ю б ая  д р у г а я  
и н в а р и а н т н а я  п р я м а я ,  если т а к о в а я  сущ ествует ,  п ар а л л е л ь н а  
прямой d.  В о зм о ж н ы  три с л у ч а я .

1) С ущ ествую т  по крайней мере три попарно п ар ал л ел ьн ы е  
инвари ан тн ы е  п рям ы е, не л е ж а щ и е  в одной плоскости. В этом  
с л у ч а е  g  я в л я е т с я  п ар аллельн ы м  переносом на некоторый ненулевой 
вектор  р (л е м м а  2 из § 6 9 ) .  И нвариантны м и  прямы ми я в л я ю т ­
ся  те и только  те п рям ы е п р остран ства ,  которые п ар ал лел ьн ы  в е к ­
тору  р. Ясно, что п а р ал л ел ь н ы й  п е р е н о с  — д в и ж е н и е  п е р в о г о  
р о д а .

2) С у щ еств ую т  по крайней мере д ве  п ар ал лел ьн ы е  и н в а р и а н т ­
ные прям ы е , и все др уги е  инвариантны е прямые, если т а к о в ы е  
сущ ествую т ,  л е ж а т  в плоскости о, проходящ ей через эти п р ям ы е . В 
этом с л у ч а е  дви ж ен и е  g  н а з ы в а е т с я  с к о л ь з я щ и м  отражени ем .  Н е­
трудн о  д о к а з а т ь ,  что g  я в л я е т с я  произведением  о т р а ж е н и я  от плос­
кости ст на параллельн ы й  перенос на ненулевой вектор  р, п а р а л ­
лельны й  плоскости ст. И нвариантны м и  я в л яю тс я  те и только  те 
п р ям ы е , которые л е ж а т  в плоскости о и п ар аллельн ы  векто р у  р. 
Т а к  к а к  о т р а ж е н и е  от плоскости — дви ж ен и е  второго рода , а п а р а л ­
лельны й  перенос — дви ж ен и е  первого рода , то с к о л ь з я щ е е  о т р а ж е ­
н и е  — д в и ж е н и е  второ го  р о д а .  >

3 ) Д в и ж е н и е  g  имеет только  одну инвариантную  п рям ую  d. 
В этом сл у ч а е  оно н а з ы в а е т с я  винтовым д в и ж ен и е м .  М о ж н о  д о к а ­
з а т ь ,  что g  я в л я е т с я  произведением  поворота в о кр у г  прямой d  с у г ­
лом поворота фФ -0 на п араллельны й  перенос на ненулевой вектор , 
параллельн ы й  прямой d.  Т ак  к а к  поворот во кр уг  прямой и п а р а л ­
лельный перенос я в л я ю т с я  дви ж ен и ям и  первого рода , то в интов о е  
д в и ж е н и е  я в л я е т с я  д в и ж е н и е м  п е р в о г о  р о д а .

5. И так , с ущ ествую т  ш есть типов дви ж ен и й  п р остран ства ,  кото ­
рые приведены в следую щ ей таблице :
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Движения первого рода.

1) П ар ал л ел ьн ы й  перенос на вектор  р.
а )  П ар ал л ел ьн ы й  перенос на вектор  р Ф б.
б) Т о ж дествен но е  п реоб р азовани е  (р  =  б ).

2) Поворот в о к р у г  прямой на угол  ср.
а )  П оворот на у гол  <р, где  <рф0  и у ф л .
б )  Т о ж дествен н о е  п р еобразовани е  (ср =  0).
в) С и м м етр ия  относительно прямой (<р =  я) .

3) Винтовое д ви ж ен и е .

Движения второго рода.

4) С и м м етр ия  относительно плоскости.

5) Поворотное о тр аж ен и е  с у глом  поворота ф=^0.
а )  Поворотное о тр аж ен и е  с у гл о м  поворота ф, где  ц>ф0
И Ф ^ л .
б) С и м м етр ия  относительно точки (ф =  л).

6) С к о л ь зящ ее  о тр аж ен и е .

§ 71. Преобразование подобия пространства

1. П р еобразован ие  п ростр ан ства  н а з ы в а е т с я  п р е о б р а з о в а н и е м  
п о д о б и я  или просто п о д о б и е м ,  если с у щ е с т в у е т  т а к о е  число k > 0 ,  что 
д л я  любых д в у х  точек  Л и Б и их о б р азо в  А' и В'  
вы п о лняется  р авен ство  А'В'  =  kAB. Число k н а з ы в а е т с я  к о э ф ф и ц и ­
ентом п о д о б и я .

При k — \ п р еобразовани е  подобия с о х р ан яет  р ассто ян и я , т. е. 
я в л я е т с я  дви ж ен и ем . С ледовательн о , д в и ж е н и е  — частный с л у ч а й  
п о д о б и я .  П римером п реоб р азовани я  подобия, отличного от д в и ж е н и я ,  
я в л я е т с я  гом отетия , ко то р ая  в п ространстве  вво д и тся  точно т а к  ж е ,  
к а к  и в плоскости (см . § 4 6 ) .  З а д а д и м  то ч ку  М0 и вещ ественное 
число ш Ф 0. К а ж д о й  точке М п оставим  в соответстви е  точку  М'  т а к ,

ЧТОбЫ Щ И ' =  т М^М. (1)
Это о то б р аж ен и е  н а з ы в а а е т с я  г омотетией  с центром Мо 

и коэффициентом т.  Д л я  д в у х  точек  М\ и М 2 и их о б р азо в  
М'\ и М 2 из ф ормулы (1 ) получаем  (см . § 46 , п. 1 ) :

М\М'2 =  т М хМ2. (2)

О тсю да сл ед ует ,  что ЛЦЩ= \ т  \ M iM 2. Т аки м  образом , г о м о ­
тетия с  к о эф фици ентом  ш я в л я е т с я  п р е о б р а з о в а н и е м  п о д о б и я  с  к о э ф ­
фициентом k =  \ m  \.

В ы берем  ортонормированный репер (О, Е\, £ 2, Ез) т а к ,  чтобы
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точка  О с о в п а л а  с центром гомотетии. Если М (х , у ,  г )  — произ­
в о л ь н ая  то ч ка  п р остр ан ства ,  а точка  М' (х', у ' ,  z')  — ее о б р аз ,  то из 
ф ормулы (1 )  получаем  ан алити ческое  вы р а ж е н и е  гомотетии в 
пространстве :

х' — тх,  у '  —т у ,  z'  — mz.  (3)

П о л ь з у я с ь  ф ормулами  (3 )  точно т а к  ж е ,  к а к  и в п. 2 § 46, 
м ож но  д о к а з а т ь ,  что гомотетия переводит плоскость (п р я м у ю ) ,  
не прох о дящ ую  через центр гомотетии, в п ар аллельн ую  плоскость  
(п р я м у ю ) ,  а плоскость (п р я м у ю ) ,  проходящ ую  через центр 
гом отетии ,— в себя . Аналогично, п о л ьзуясь  формулой ( 2 ) ,  у б е ж ­
д а е м с я  в том , что гомотетия со хр ан яет  простое отношение 
трех  точек  (см . д о к а з а т е л ь с т в о  сво й ства  2° п. 2, § 4 6 ) .  О тсю да 
сл ед ует ,  что гомотетия  переводит отрезок  в отрезок , луч  — в луч , 
полуплоскость  — в полуплоскость и полупространство  — в п о лу ­
пространство . И з формулы (2 )  с л ед ует  т а к ж е ,  что гом отетия пере­
водит угол  в равный ем у  угол (см . д о к а з а т е л ь с т в о  сво й ства  3°,
§ 4 6 ) .

Д о к а ж е м ,  что г омотетия с  к о эффицие нтом  m  со х ран я ет  о р и е нт а ­
ц и ю  про стран ства ,  е с л и  т > 0 ,  и меня ет е г о  ори ентацию ,  е с л и  m<z  0. 
Д ей стви тел ьн о , пусть  (А, В, С, D) — произвольный репер, а

(А', В ' ,  С', D ' )  — его  образ . По формуле (2 ) получаем : А'В'  =  ш АВ,
А'С'  =  m  AC, A'D'  — m  AD, поэтому

(АВ, AC, AD) | (А'В',  А'С',  A'D') =  m 3.

О тсю да и с л е д у е т  сф ормулированное выш е утвер ж д ен и е .
2. Т еорем а  1, сф орм улирован н ая  и д о к а з а н н а я  в § 46, пол­

ностью переносится на пространство , т. е. л ю б о е  п р е о б р а з о в а н и е  
п о д о б и я  пр о ст ран ст ва  с  ко эффициентом k я в л я ет с я  п р о и з в е д е н и е м  
гомотетии с  тем ж е  ко эффициентом k и п р о и з в о л ь н ы м  центром на  
н е к о т о р о е  д в и ж е н и е .  Отсюда следует ,  что подобие п ростр ан ства  
переводит  плоскость  (п рям ую ) в плоскость (п р я м у ю ) ,  п ар ал л ел ь н ы е  
плоскости  (п р я м ы е )  — в п ар ал лел ьн ы е  плоскости (п р я м ы е ) .  П о д о ­
бие с о х р а н я е т  простое отношение трех  точек , поэтому оно переводит 
о тр езо к  в отрезок , луч  — в луч , полуплоскость  — в полуплоскость , 
п олупространство  — в полупространство . Подобие переводит у гол  в 
равный ем у  угол , в заи м н о  перпендикулярны е  п рям ы е (плоскости ) — 
во взаим но  перпен ди кулярны е  п рям ы е (п лоскости ) .

Точно т а к  ж е ,  к а к  и на плоскости (см . § 46, п. 4 ) ,  можно 
д о к а з а т ь ,  что любое п реобразование подобия либо со хр ан яет  
ориентацию  п р остр ан ства ,  либо м ен яет  ее. В первом сл у ч а е  
оно н а з ы в а е т с я  п р е о б р а з о в а н и е м  п о д о б и я  п е р в о г о  р о д а ,  а во 
втором сл у ч а е  — п р е о б р а з о в а н и е м  п о д о б и я  второ г о  р о д а .  Т аким  
об р азо м , гомотетия с полож ительны м коэффициентом я в л я е т с я  
преобразованием  подобия первого рода , а  гомотетия с отрицательны м  
коэффициентом (в  частности , ц ен тр ал ьн ая  симметрия , т — — 1) — I 
преобразовани ем  подобия второго рода.
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§ 72. Аффинные п р еоб р азован и я  п р остр ан ства

1. П р ео б р азо ван и е  п ростр ан ства  н а з ы в а е т с я  аффинным,  если оно 
лю бые три точки M i ,  М 2, М з, л е ж а щ и е  на одной прямой , п ере­
водит в три точки М I, М г, М з, л е ж а щ и е  на одной прямой, 
и со х р ан яет  их простое отношение, т. е. (М |М 2, М 3) =  (М (М 2, Мз). 
Ясно, что л ю б о е  п р е о б р а з о в а н и е  п о д о б и я ,  в  частности л ю б о е  д в и ­
ж е н и е ,  я в л я е т с я  аф финным п р е о б р а з о в а н и е м .

П о к а ж е м ,  что с ущ е с тв у ю т  аффинные п р ео б р азо ва н и я ,  отличные 
от подобий. Р ассм о тр и м  следую щ ий пример. З а д а д и м  плоскость  о и 
полож ительное число k. К а ж д о й  точке  М  п р о стр ан ства  поставим  
в соответствие  то ч ку  М '  т а к ,  чтобы

м Г м '  =  А :м Г м ,  (1)

где  Мо — проекция точки М  на плоскость  о  (рис. 166) . Из

р а в е н с т в а  (1 )  сл едует ,  что МоМ =  —-М о М ',  поэтом у к а ж д а я  точка

М '  п р остран ства  имеет один и только  один прообраз .
Т аки м  о б р азо м , построенное о то б р аж ен и е  я в л я е т с я  п р еобразо ­

ванием  п р о стр ан ства ;  оно н а з ы в а е т с я  сжати ем пр о стран ства  к  п л о с ­
кости а.  П лоскость  а  н а з ы в а е т с я  пл о с к о ст ью  сжатия ,  а число k — 
коэффици ентом  сжатия .  Очевидно, все  точки плоскости  а  о стаю тся  
неподвиж ны ми . Если k < \ ,  то все  точки п р о стр ан ства ,  не л е ж а щ и е  
на плоскости о, п р и б л и ж аю тся  к плоскости с ж а т и я  (рис. 166, a ) ,  a 
если k > \ ,  то все  точки п р остр ан ства  у д а л я ю т с я  от плоскости 
с ж а т и я  (рис. 166, б ) ,  т. е. ф актически  им еет  место р а с т я ж е н и е .

Д о к а ж е м ,  что сжати е  к пл о с к о ст и  я в л я е т с я  аффинным п р е о б р а ­
з о в а н и ем .  Д л я  этого  во зьм ем  п р ям оуго льн ую  си стем у  координат  
Oxyz  т а к ,  чтобы ко о р д и н а тн ая  плоскость Оху  с о в п а д а л а  с плоскостью
о, и найдем  ан ал и ти ч еско е  в ы р а ж е н и е  с ж а т и я  с коэффициентом 
k к  плоскости Оху.  Если М(х, у , z) — п р ои зво л ьн ая  то ч ка  простран ­
ст в а ,  а М' (х', у ' ,  г ' )  — ее о б р аз  (рис. 166, а ) ,  то из определения с ж а ­
ти я  (см . ф орм улу ( 1 ) )  сл ед ует ,  что

х' =  х, у '  =  у ,  z'  =  kz. (2 )
П усть  М I (ЛГ1, у  1, г ,), м 2{х2, У2, 22), М 3 {х3, //з, z 3) — три точки,

f  M(x,y,z)

б)
\р
i p ’
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л е ж а щ и е  на одной прямой , а М\(х\, у\, zf), МЦх'г, у 2, 22), 
Мз(х з ,  у'з, г ' з ) — их о б р азы . Если Х — (М\М2 , М 3 ), то по ф о р м ул ам  
(4 )  из § 52 имеем :

„ _.. у  1+Я.1/2 _ г, +Лг2
* 3~  Т + З Г  ■ l+ l i  ’ Z3=  “Г Т ^ -

У м н о ж и в  третье  р авен ство  на k и у ч и т ы в а я  ф ормулы ( 2 ) ,  по­
л у ч а е м :

_ Л|+Я,Л:2 , y'\-\-tyi z[ +  ̂ ,z5*3“ T+I- ’ ^-"Г+Г ' 2з-ттг~-
О тсю да сл едует ,  что точки М\, М 2 , М з л е ж а т  на одной прямой 

и (М 1М 2 , Мз) =  К. Т аким  образом , с ж а т и е  к плоскости я в л я е т с я  
аффинным преобразовани ем .

Н етрудн о  уб ед и ться  в том , что если к Ф \ ,  то с ж а т и е  к 
плоскости н е  я в л я е т с я  п о д о б и е м .  В сам о м  деле , р ассм о три м , 
например , три точки О (0,0,0), Е\ (1,0,0) и Е3 (0,0,1) и их 
о б р азы  О'(ОДО), Е[ (1,0,0) и Ез (0,0,к). Ясно, что ОЕ\ =  0'Е\ — ОЕ3 =  1, 
0'Е'з =  к, поэтому 0'Е[  =  \-0Е\,  а О'Ез =  !гОЕз.

З а м е ч а н и е .  П усть  Oxyz  — п р ям о уго л ь н ая  си стем а  коор ­
д и н ат . М ы  п о казал и ,  что ан алити ческое  в ы р аж ен и е  с ж а т и я  с коэф ­
фициентом k к плоскости Оху  имеет вид ( 2 ) .  А налогично м о ж н о  
получить  аналити чески е  в ы р а ж е н и я  с ж а т и я  с коэффициентом k к 
коорди натн ы м  плоскостям  Oxz и O y z :

х ' = х ,  y '  — ky, z'  =  z, (3)

x' =  kx, у ' = у ,  z'  =  z. (4)

2. Д л я  аффинных преобразований  простран ства  имеет место  
о сн о вн ая  тео р ем а ,  ан ал о ги ч н ая  теореме  1 из § 48. Д л я  ее д о к а ­
з а т е л ь с т в а  во сп ол ьзуем ся  д в у м я  л ем м а м и .

Л е м м а  1. Если аф ф ин ны е  п р е о б р а з о в а н и я  f\ и /2 д в е  точки  
А и В п е р е в о д я т  со ответственно  в  точки А' и В ' ,  то f\(M) =  f 2 {M), г д е  
М  — л ю б а я  точка п р ям ой  АВ.

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой лем м ы  мы о п ускаем , т а к  к а к  оно в 
точности с о в п а д а е т  с д о к а з а т е л ь с т в о м  соответствую щ ей  лем м ы  
§ 48.

Л е м м а  2. Если аф ф ин ны е  п р е о б р а з о в а н и я  f i и f 2 три точ­
ки  А, В и С, н е  л е ж а щ и е  н а  о д н о й  п р ям ой ,  п е р е в о д я т  со ответственно  
в  точки А', В '  и С',  то f i ( M ) = f 2 (М), г д е  М — л ю б а я  точка п л о с ­
кости ABC.

□  П усть  точка  М — прои звольн ая  точка  плоскости ABC,  отлич­
н ая  от точек  Л, В и С. Д о к а ж е м ,  что f\(M) =  f 2 (M). П роведем  через 
то ч ку  М п рям ую  т а к ,  чтобы она п ер есек ал а  каки е -н и б уд ь  д в е  из 
п р ям ы х  АВ, В С  и СА в различны х то ч ках  Р  и Q. По л е м ­
ме 1 имеем : f ](P) =  f 2 (P), f t(Q) =  /2 (Q). По той ж е  л ем м е  f\(M) =  
=  h  №  ■

Т е о р е м а  1. Пусть R= (A ,  В, С, D) и R' = ( А ' , В ’ , С ' , D') — 
п р о и з в о л ь н ы е  р е п е р ы .  Т о г д а  с у щ е ст в у ет  о д н о  и только о д н о  а ф ф и н ­
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н о е  п р е о б р а з о в а н и е ,  к от ор о е  п е р е в о д и т  р е п е р  R в  р е п е р  R'. При этом 
л ю б а я  точка М с  д а н ны м и  к о о р динат ам и  в  р е п е р е  R п е р ех о д ит  
в  точку  М ’ с  теми ж е  к о о р динат ам и  в  р е п е р е  R ' .

□  1) Р ассм о тр и м  о то б р аж ен и е  f,  которое произвольную  точку  
М(х, у ,  z) в репере R переводит в то ч ку  М'(х, у ,  z) в репере 
R ' . П р е д л а г а е м  читателю  по ан ало гии  с д о к а з а т е л ь с т в о м  теоремы
1 из § 48  д о к а з а т ь ,  что f  — искомое аффинное п реобразование .

2) Д о к а ж е м ,  что если f i  — к ак о е -н и б уд ь  аффинное п реобразо ­
вание , которое переводит репер R в репер R',  то f \ с о в п а д а е т  
с f.

П усть  М — п р ои зво л ьн ая  то ч ка  п р о стр ан ства .  П роведем  через 
то ч ку  М прям ую  т а к ,  чтобы она п е р е се к ал а  каки е -н и б уд ь  д в е  
из плоскостей, с о д е р ж а щ и х  грани  т е т р а э д р а  ABCD , в различны х 
то ч ках  Р  и Q. По л е м м е  2 f (P) =  f\(P), f (Q) =  fi (Q).  О тсю да , и спользуя  
л е м м у  1, получаем : \{М) =  ]\(М). Т аки м  о б р азо м , о то б р аж ен и я  f  и 
f  1 со вп адаю т , т. е. f  — единственное аффинное преобразовани е , 
которое переводит репер R в репер R ' . При этом  аффинном преоб­
р азован и и  то ч ка  М (х, у ,  z)R переходит в то ч ку  АГ (х, у ,  z)R,. Щ

3. П о л ь зу я с ь  этой теоремой , м ож но  д о к а з а т ь ,  что аффин­
ное преобразовани е  п ростр ан ства  переводит плоскость  (п рям ую ) 
в плоскость (п р я м у ю ) ,  причем п ар ал л ел ь н ы е  плоскости (п р ям ы е )  — 
в п ар ал л ел ьн ы е  плоскости  (п р я м ы е ) .  Т ак  к а к  аффинное пр еоб р а­
зован и е  с о хр ан яет  простое отношение трех точек , то оно переводит 
отрезок  в отрезок , луч  — в луч , полуплоскость  — в полуплоскость , 
п олупространство  — в п олупространство . Д а л е е ,  любое аффинное 
п реобразовани е  либо с о х р ан яет  ориентацию  п р остр ан ства ,  либо 
м ен яет  его ориентацию. В первом сл уч а е  оно н а з ы в а е т с я  аффинным  
п р е о б р а з о в а н и е м  п е р в о г о  р о д а ,  а во втором с л у ч а е  — аффинным  
п р е о б р а з о в а н и е м  вт ор о г о  р о д а .

З ам ети м , что основные сво й ства  аффинных преобразований  
со вп адаю т  со с во й ствам и  подобия. С ущ ествен н ое  отличие аффинных 
п реобразований  от преобразовани й  подобия з а к л ю ч а е т с я  в том, что 
при аффинном преобразовани и , вообщ е говоря , величина у г л а  не 
со х р ан яется .  Д ей стви тел ьн о , пусть  R =  (0 ,  А, В, С) и R ' =  
= ( 0 \  А' ,  В' ,  С')  — д в а  репера т ак и х ,  что А А О В ф  А А ' О ' В ' . По ос­
новной теореме с у щ е с т в у е т  аффинное пр еоб р азовани е , которое 
переводит репер R в репер R ' . При этом , очевидно, угол 
АОВ  переходит в угол  А’ О'В' ,  причем ' А А О В ф  А А ' О ' В ' .

4. Н айдем аналитическое выражение^ аффинного преобразования в произволь­
ной аффинной системе координат O eie2eз. З а д а ч а  реш ается точно т а к  ж е , к а к  и 
ан ало ги чн ая з а д а ч а  на плоскости (§ 48, п. 4 ) .

Д анное аффинное преобразование f зад ади м  репером R = ( 0 ,  Е\, Ei, Ез), где

ОЕi = ? i ,  ОЕъ—ег, ОЕ3 =  е3, и его  образом R' = ( 0 ' , Е[, Е'2, Ез). М ы предполагаем , 
что даны  координаты  точки О '(х  0, уо, г  о) и координаты векторов 0'Е\ (сц , С2 1 , сз i ),

O'E<t (С1 2 , C2 2 , C32), О ' (ci3, Сгз, С33).
П усть произвольная точка М пространства в репере R имеет координаты  

(х, II. ■' я ее образ М' — координаты  (х' , у', г'). По теореме 1 точка М' 
в репере R' имеет координаты (х, у, г), поэтому, используя формулы (3 ) из § 54, 
получаем :
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X' = C i\Х -\~С]2У "Ь C\$Z "Ь-̂ 0, 
у '  *  С2 \Х-\-C22y ^ r C 2iZ-\-yQ, 
г '  =  Сз\Х +  С32У + Сзз2 + Zq.

(5)

И так , получено аналитическое вы раж ени е аффинного преобразования f. М атри ца

со ставлен н ая из коэффициентов при х, у и г, я вл я ет ся  матрицей перехода от репера R 
к реперу R', поэтому определитель 6 этой матрицы отличен от нуля. Т ак  к а к  fi =  R\R', 
то если I — аффинное преобразование первого рода (второго р о д а ) , то 6 > 0 ( 6 < 0 ) .

И меет место следую щ ая теорем а, до казател ьство  которой мы о п ускаем , т а к  
к а к  оно по сущ еству ничем не отличается от до казател ьства  теоремы 3 из § 48.

Т е о р е м а  2. Если отображение f пространства в аффинном репере задано  
аналитически формулами (5 ) ,  где определитель 6 матрицы  (6) отличен от нуля, то 
f  — аффинное преобразование. При этом, если 6 > 0 ( 6 < 0 ) ,  то f — аффинное 
преобразование первого (второго) рода.

5. Т ак  к а к  дви ж ени е — частный случай аффинных преобразований, то д л я  того 
чтобы получить аналитическое вы раж ени е движений пространства, можно исполь­
зо вать  те ж е  формулы (5 ) .  Но в этом сл учае  на элементы  матрицы (6 ) н акл ад ы ваю тся  
дополнительные ограничения. П редполож им, что исходная систем а координат Oijk пр я­
м о угол ьн ая. Т огда соответствую щ ий репер R и его  образ R' — ортонормированные 
реперы. П оэтому м атрица (6 ) я вл яется  ортогональной матрицей. Таким образом , ан а­
литическое выражение движения в прямоугольной системе координат имеет вид (5 ) ,  
где матрица (6 ) ортогональная.

П усть  I — преобразование подобия с коэффициентом k, a Oijk — как ая -н и б уд ь  
п р ям о уго льн ая систем а координат. Д л я  того чтобы найти аналитическое вы раж ен и е 
подобия 7  в эт°й системе, представим  / в виде f  =  gh, где Л — гомотетия 
с коэффициентом k и центром О, а £ -  некоторое движ ение (см . § 71, п. 2 ) .  
Гом отетия h в системе координат Oijk з а д а ет с я  ф ормулами (3 ) из § 71: 
x' =  kx, y' =  ky, z' =  kz, а движ ение g — ф ормулами (5 ) ,  где (6 ) — ортогон альн ая 
м атри ц а. Таким образом , аналитическое вы раж ен и е подобия f имеет вид:

где м атри ца (6 ) со ставленная из Сц, ортогональная.

§ 73. Группа аффинных преобразований и ее подгруппы.
Групповой  подход к геометрии

1. О бозначим через А3 м н ож ество  всех  аффинных преобразований  
п р остр ан ства .  Если f i£Ai  и то, очевидно, и /2/16 ^ 3  (см . § 50,
п. 1 ) .  Д о к а ж е м ,  что если 1£А3, то f~ '£A 3. Д ействи тельно , пусть  
А, В  и С — три точки, л е ж а щ и е  на одной прямой , и (АВ, С) =  Х. 
Р ассм о тр и м  о б р азы  точек  А и В:  A' =  f~'(A), B '  =  f ~ [(B). На 
прямой Л 'В 'в о з ь м е м  то ч ку  С'  т а к ,  чтобы (А'В’ , С ')  =  Х, и д о к а ж е м ,  
что C' =  f~'(C).  Т а к  к а к  / — аффинное преобразовани е , то
(f(A')f(B'),  f(C')) =  X или (АВ, f(C')) =  k. Т аки м  о б разом , (АВ. С) =  
=  (АВ, f ( C %  т. е. C =  f(C')  или C' =  f~'(C).

(6)

x ’ =  k ( С 1 | *  +  С|21/ +  С 1з 2 )  +  л:о, 

y ’ =  k (C2 l*  +  C22 (/ +  C23Z) +  l/0, 
z' = k  (сцх-\-Сз2У-\-Сззг)-\-гв,
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И т а к ,  м н о ж ество  А3 всех  аффинных преобразований  п р о стр ан ства  
о б р а з у е т  группу  (см . § 40 , п. 3 ) .  Она н а з ы в а е т с я  г р у п п о й  
аффинных  п р е о б р а з о в а н и й  про стран ства .

Р ассм о тр и м  в аж н ей ш и е  подгруппы этой группы.
а )  П усть  Р 3 — м н о ж ество  всех  подобий п р о стр ан ства .  Если 

и f 6 P 3, то, очевидно, /&€Рз. Д а л е е ,  если g £ P 3, то и g ~ l ^ P 3.
Т аки м  об р азо м , м н о ж ество  Рз  я в л я е т с я  группой преобразований . 
Она н а з ы в а е т с я  г р у п п о й  п р е о б р а з о в а н и й  п о д о б и я  пр о стран ства  (или, 
короче, г р у п п о й  п о д о б и й ) .  Ясно, что гр уп па  подобий я в л я е т с я  
подгруппой группы  аффинных п реобразовани й . •

б) П усть  D з — м н о ж ество  в сех  д ви ж ен и й  п р остр ан ства .  Если 
g £ D 3 и /££>з, то, очевидно, f g £ D 3. Д а л е е ,  если  g £ D 3, то £ _ 1 6£ )3- 
Т аки м  о б разом , м н о ж ество  D з я в л я е т с я  группой. Она н а з ы в а е т с я  
г р у п п о й  д в и ж е н и й  про странства .  Э та  гр уп па  я в л я е т с я  подгруппой 
группы подобий, а  т а к ж е  подгруппой группы аффинных п р еоб р а ­
зований .

Д р уги м и  п р и м ер ам и  подгрупп аффинных преобразований  
я в л я ю т с я :  в ) м н о ж ество  всех  аффинных преобразований  первого 
рода ; г) м н о ж ество  всех  аффинных п реобразовани й  п р остран ства ,  
к а ж д о е  из которы х  о с т а в л я е т  фиксированную  точку  О неподвиж ной 
(груп п а  центро-аф финных п р ео б р аз о в а н и й ) ;  д )  м н ож ество  всех  
аффинных преобразовани й  пространств ,  д л я  к а ж д о г о  из которых 
определитель  б м атр и цы  (6 )  (§ 72 ) р авен  единице (груп п а  экви аф - 
финных преобразовани й  п р о с т р а н с т в а ) ;  е )  м н о ж ество  всех  п а р а л ­
лельн ы х  переносов ( груп п а  переносов п р о с т р а н с т в а ) .  Ч и татель , п оль­
з у я с ь  признаком  подгруппы  (см . § 40, п. 3 ) ,  м о ж е т  с а м о с т о я т е л ь ­
но д о к а з а т ь ,  что к а ж д о е  из у к а з а н н ы х  вы ш е м н о ж еств  я в л я е т с я  
подгруппой группы аффинных п реобразований .

2. Теория геом етрических  п реобразовани й  с ы г р а л а  в а ж н у ю  
роль в формировании в з г л я д о в  на геометрию . Если п роан ал и зи ­
ро вать  основные определения , теоремы  и д р у ги е  у т в е р ж д е н и я ,  и з ­
вестны е нам  из к у р с а  геометрии , то м о ж н о  прийти к в ы во д у ,  что 
по с у щ е с т в у  в геометрии и зуч аю тся  те с в о й ств а  геометрических  
фигур, которые о стаю тся  неизменными при определенной группе г ео ­
метрических преобразовани й . В больш инстве  с л у ч а е в  тако й  группой 
явл яется  группа подобий или группа движений.

Эти н аблю дения  не случайн ы . Теория геом етрических  п р еоб р азо ­
ваний л е ж и т  в основе общ его  определения  геометрии , позволяю щ его  
р а з о б р а т ь с я  в с х о д с т в а х  и р а зл и ч и ях  м е ж д у  р азн ы м и  в е т в я м и  
этой м атем ати ч еско й  дисциплины.

Т а к  чем ж е  з а н и м а е т с я  г ео м етр и я?  Р ассм о тр и м  общ ую  с х ем у ,  
л е ж а щ у ю  в основе оп ределения геометрии.

П усть  д а н а  груп па  преобразовани й  G некоторого  непустого  мно­
ж е с т в а  Е. Л ю бое п о д м н ож ество  м н о ж е с т в а  Е мы н а з ы в а е м  ф и г у р о й .  
Н апомним , что д в е  ф игуры F и F'  н а з ы в а ю т с я  G-эк вивал ентными,  
если в группе G с у щ е с т в у е т  т а к о е  п реоб р азовани е  /, что F ’ =f (F ) .  
П онятие G -экви валентн ости  я в л я е т с я  отнош ением экви вален тн ости  
на м н о ж е с тв е  всех  п о д м н ож еств  м н о ж е с тв а  Е. Д л я  конкретных 
групп преобразований  термин « G -эк в и в ал ен тн о сть »  з а м е н я е т с я
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др у ги м  термином . Н апример , если Е — обозначение точечного п рост­
р а н с т в а ,  a  G — гр уп па  дви ж ен и й , то « G -эк в и в ал ен тн о сть »  з а м е н я е т ­
с я  термином  « р а в е н с т в о »  или «ко н гр уэн тн о сть » .  Если G — подобие, 
то « G -эк в и в ал е н т н о с т ь »  з а м е н я е т с я  термином «по д об и е» ,  а  если 
G — гр уп па  аффинных преобразований , то термином  «аф ф ин н ая  
э к ви в а л е н т н о с т ь » .

П усть  F — д а н н а я  ф игура . Те с во й ства  этой ф игуры , которые 
со х р а н я ю т с я  при лю бых п р еоб р азован и ях  из G (т. е. с в о й с тв а ,  
общ ие д л я  F и любой другой  фигуры F',  к о то р ая  G-э к в и в а л е н т н а  F) ,  
н а з ы в а ю т с я  инвариантными св о й ст вам и  (и н в ар и ан та м и )  ф игуры  F 
относительно группы G. Т ак ,  свойство  фигуры в простран стве  бы ть  
плоскостью  (или прямой) я в л я е т с я  ее инвари ан тн ы м  свой ством  
относительно группы Л 3. С войство  фигуры л е ж а т ь  в плоскости 
т а к ж е  я в л я е т с я  инвари ан тн ы м  свойством . П ростое отнош ение трех 
то ч ек  прямой  я в л я е т с я  и нвариантом  группы Аз — основной и н в а р и ­
ан т  этой группы . М е р а  у г л а  — основной и нвари ан т  группы подобий, 
а д л и н а  о т р е зк а  — основной и н вари ан т  группы дви ж ен и й . С вой ство  
ч е ты р ех у го л ьн и ка  бы ть п ар ал л ел о гр ам м о м  я в л я е т с я  и н вари ан тн ы м  
сво й ство м  относительно группы Лз, а  свойство  ч е ты р ех у го л ьн и ка  
бы ть  п р ям оугольн и ком  — инвари ан тн ы м  свойством  относительно 
группы  Р 3.

3. Теперь м ож н о  д а т ь  общ ее определение геометрии. Геом ет рия  — 
это н а у к а ,  и з у ч а ю щ а я  такие с в о й ст в а  ф и г у р ,  которые  о стаются  
ин вариантными  п р и  в с е х  п р е о б р а з о в а н и я х  н е к от ор ой  г р у п п ы  G. 
И з этого  определения  следует ,  что если д в е  фигуры G-экви вал ен тн ы , 
то они о б л ад аю т  одними и теми ж е  свой ствам и , которые н а з ы в а ­
ю тся геометрическими. О тсю да в ы т е к а е т  т а к ж е ,  что в принципе 
м о ж н о  построить много различны х  геометрий, т а к  к а к  и м еется  
много разли чн ы х  групп преобразований .

Т акой  в з г л я д  на геометрию (или, к а к  го во р ят ,  групповой 
п одход  к  геометрии) был впервы е сф ормулирован  и звестн ы м  н ем ец ­
ким м а т е м а т и к о м  Ф еликсом  Клейном в его  работе  « С р а в н и т е л ь ­
ное обозрение новейших геометрических и сслед о вани й »  ( «Э р л а н ге н -  
с к а я  п р о г р а м м а » ) ,  изданной в 1872 г. при вступлении ее  а в т о р а  
п р е п о д ав ат е л е м  Э р лан ген ского  ун иверси тета .

С реди  разли чн ы х  геометрий наиболее распространенны м и  я в л я ­
ю тся аф ф инная геом етрия , гд е  в к ач е с тв е  группы G п ри н и м а­
е т с я  гр уп п а  аффинных преобразований , е в к л и д о в а  гео м етр и я , где  
в к а ч е с т в е  группы преобразований  п риним ается  груп па  п р ео б р азо ­
ваний подобия ( г л а в н а я  г р у п п а ) . И ногда  е в к л и д о в у  геометрию 
понимают к а к  геометрию, где  G — груп па  движ ений . К а ж д а я  из этих 
геометрий я в л я е т с я  вполне со дер ж ател ьн ой  сам остоятельн ой  наукой. 
В аффинной геометрии мож но  говорить о то ч ках , п р ям ы х  и плоскос­
т я х ,  т а к  к а к  при лю бых аффинных п р еоб р азован и ях  то ч ка  переходит 
в точку , п р я м а я  — в прямую , а  плоскость — в плоскость . П онятия 
равнобедренного  тр еуго льн и ка , п р ям оуго л ьн и ка , п рям оугольного  
п ар ал лел еп и п еда , окр уж н ости , сферы о тсутствую т  в этой геометрии. 
Они о тн о сятся  к геометрии, где  G — группа подобий. С другой  сто ­
роны, аффинными я в л я ю т с я  понятия многоугольн ика , п а р а л л е л о ­
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гр а м м а ,  п ар ал лел еп и п ед а ,  трапеции . Аффинными я в л я ю т с я  т а к ж е  
п онятия элли п са , гиперболы, параболы .

В к а ч е с т в е  типичной д л я  аффинной геометрии теорем ы  о т ­
метим тео р ем у  о том, что три м еди ан ы  тр еу го льн и ка  п е р е се к а ­
ю тся в одной точке  и д е л я т с я  в ней в отношении 2 :1 . Д р у го й  пример: 
с р ед н яя  линия тр еу го л ь н и к а  п ар а л л е л ь н а  основанию  и р а в н а  его  
половине. В то ж е  вр ем я  хорошо и з в е с т н а я  из к у р с а  средней 
ш колы тео р ем а  П и ф агора  не я в л я е т с я  теоремой  аффинной гео м ет ­
рии. Э та  т ео р ем а  относится к  евкли д о вой  геометрии .

В обычном ш кольном кур се  в основном и зучаю т е в к л и д о в у  
геометрию, хотя  некоторые вопросы , р а с с м а т р и в а е м ы е  в ш коле, 
о тн осятся  к аффинной геометрии.

З а м е ч а н и е .  С ф орм улированны й  вы ш е групповой подход к 
геометрии позволил в ы р а б о т а т ь  на э т у  дисциплину весьм а  общую 
то ч ку  зрения . Конец XIX в. и п е р в а я  половина XX в. были б о гаты  
первоклассны м и  геометрическими и сследо ван и ям и . При этом в к а ­
честве  основной (или, к а к  го во р ят ,  ф ун д ам ен тал ьн о й ) группы G б р а ­
ли груп пу  дви ж ен и й , гр уп п у  подобий, либо аффинную группу  и ее 
обобщения.

Но практические  прилож ен ия  геометрии привели к том у , что к 
н а с т о я щ е м у  времени  р а з р а б о т а н ы  многие геом етрические  теории, к о ­
торы е не у к л а д ы в а ю т с я  в с х е м у  Э р лан ген ской  п р о гр а м м а  Ф. Клейна. 
О них пойдет речь во второй части  н аш его  к у р с а .



ИЗУЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА ПО КАНОНИЧЕСКИМ УРАВНЕНИЯМ

Г л а в а  IX

§ 74. Поверхности второго порядка. Метод сечений

1. Н апомним , что у р а в н е н и е м  п о в е рхн о ст и  в некоторой си стем е  
ко о р ди нат  в п ространстве  н а з ы в а е т с я  уравнение

F(x,  у ,  2) =  0, (1)

котором у  уд о в л етв о р я ю т  координаты  любой точки поверхности  и 
не у д о в л е т в о р я ю т  координаты  ни одной точки, не п р и н а д л е ж а щ е й  
этой поверхности  (см. § 57). Т ак ,  в аффинной системе ко о р ди нат  
у р ав н ен и е  первой степени Ax-\-By-\-Cz-\-D =  0 е сть  ур ав н ен и е  
плоскости  (теорем а  из § 60). В прямоугольной  системе  коорди нат  
у р а в н е н и е  (х — а)2 +  (у  — b)2 +  (z — с)2 =  г 2 есть  ур авн ен и е  сферы с 
центром С (а, Ь, с )  р а д и у с а  г  (§ 57, п. 2).

В се  поверхности  п о д р азд ел яю тся  на д в а  больш их к л а с с а :  а л ­
геб р аи чески е  и н еал гебр аи ч ески е  (или трансцендентные). П о в е р х ­
ность S  н а з ы в а е т с я  а л г е б р а и ч е с к о й ,  если в к ако й -н и буд ь  аффинной 
си стем е  коорди нат  ее уравн ени е  м ож но  з ап и сать  в  ви де  (1), в ко ­
тором  F (х, у ,  г )  — многочлен относительно х, у ,  z, т. е. а л г е б р а и ч е ­
с к а я  с у м м а  конечного м н о ж е с тв а  членов вида  axpy qzr, где  коэффи­
циент а  — дей стви тельн ое  число, отличное от н уля , а  р,  q и г  — 
н ео тр и ц ательны е целы е числа. Число p-{ -q -\- r  н а з ы в а е т с я  ст е п е н ью  
ч л ен а  axpy qzr, где  а ф  0. Степ енью м н о г о ч л е н а  н а з ы в а е т с я  н а и в ы с ш а я  
из степеней его  членов.

П о р я д к о м  а л г е б р а и ч е с к о й  п о в е рхн о ст и  на зывают  ст еп ен ь  е е  
у р а в н е н и я  в  к а к о й - л и б о  а ф ф ин н о й  си ст ем е  к о о р ди н ат  (т. е. степень 
многочлена  F (х, у ,  г )  в уравнении  (1) этой поверхности). М о ж н о  
д о к а з а т ь ,  что свойство  поверхности бы ть  ал гебраической , а  т а к ж е  
п о рядок  не з а в и с я т  от вы бора  аффинной системы координат. Д о к а ­
з а т е л ь с т в о  этого  у т в е р ж д е н и я  аналогично  д о к а з а т е л ь с т в у  соо тветст ­
вую щ ей теоремы  д л я  ал геб р аи ч ески х  линий (§ 18), поэтому мы его  
о п ускаем . Все  поверхности первого п о р я д ка  я в л я ю т с я  плоскостями . 
Сф ера я в л я е т с я  примером поверхности второго п о рядка .

В этой г л а в е  б у д у т  изучены поверхности второго п о р яд ка .  По­
в е рхн о ст ью  второ го  п о р я д к а  н а зы в а ет с я  м н о ж е ст в о  в с е х  точек  
про стран ства ,  к о ор динаты  которых в  к а к о й - л и б о  а ф ф ин н о й  си стеме  
к о ор ди н а т  у д о в л ет в о р яю т  у р а в н е н и ю  второй  ст е п е н и :

а  \\х2 -(- а 22у 2 +  a 33z2 +  2 a  12х у  +  2 a  13xz  +  2 a23y z  +  2а \ 0х +  2а20у  +
-)- 2азо2 аоо =  0, (2)
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где а ц ,  а п ,  .. .. а о о — д ей ст вител ьные  числа ,  п р ич ем  н е  в с е  к о э ф ­
фициенты пр и  чл ен ах  второй  ст еп ен и  р а в н ы  нулю .

М ы  не будем  и ссл ед о вать  общ ее ур авн ен и е  (2) поверхности 
второго п о р я д к а ,  а  р ассм отри м  лиш ь основные типы т а к и х  по­
верхностей , и сп о л ьзуя  их простейшие (т а к  н а з ы в а е м ы е  кан о н и ­
ческие) ур авн ен и я .  При этом  д л я  и зучения  формы поверхности 
часто  будем  п р иб егать  к м ето ду  сечений, который описан в с л е ­
дую щ ем  пункте.

2. Метод  с е ч е н и й  применим к любой поверхности , а не только  
к поверхности второго  п о р я д к а .  При этом  о к а з ы в а е т с я  удобно 
п о льзо ваться  прям оугольной  системой коорди нат . С ущ н ость  м ето да  
сечений состоит в сл едую щ ем .

П усть  поверхность  S  з а д а н а  в прям оугольн ой  системе  координат  
ур авн ени ем  (1). П оверхн ость  S  п ер есек аем  плоскостям и , п а р а л л е л ь ­
ными координатны м п лоскостям  (или сам и м и  координатны ми пло­
скостями) , и находим  линии пересечения поверхности  с этими пло­
скостям и . По ви ду  этих  линий и вы н оси тся  с у ж д е н и е  о форме по­
верхности S .  П рименение м ето да  сечений основано  на следую щ ей 
теореме.

Т е о р е м а .  Пусть в  п р я м о у г о л ь н о й  с и ст ем е  к о о р ди н ат  Oijk 
з а д а н ы  п о в е рхн о сть  S у р а в н е н и е м  (1) и пл о с к о ст ь  а ,  п а р а л л е л ь н а я  
пл о с к о ст и  Оху ил и  с о в п а д а ю щ а я  с  н е й ,  у р а в н е н и е м  z =  h. Если  
по в е рхно ст ь  S п е р е с е к а е т с я  с  п л о с к о ст ь ю  а  п о  л и ни и  у ,  то п р о е к ц и я  
л инии  у  на  пл о с к о ст ь  Оху в  с и ст ем е  к о о р ди н а т  Oij  имеет у р а в н е н и е

F(x ,  у , й) =  0. (3)

□  П усть  у '  — проекция линии у  на плоскость  Оху  (рис. 167). 
Д о к а ж е м ,  что на плоскости Оху  коорди наты  любой точки линии у '  
у д о вл етво р я ю т  уравн ени ю  (3), а координаты  точки плоскости Оху,  
не л е ж а щ е й  на линии у ' ,  не уд о в л етв о р я ю т  это м у  уравнению .

В озьм ем  произвольную  то ч ку  М'  линии у ' ,  к о т о р а я  в системе 
координат  Oij  на плоскости  Оху  имеет коорди наты  х', у ' .  Э та  ж е  
точка  в системе  коорди нат  Oijk в п р остр ан стве  имеет координаты  
(х ' , у ' ,  0). Т а к  к а к  то ч ка  М'  л е ж и т  
на кривой у ' ,  то она я в л я е т с я  
проекцией некоторой точки М 
кривой у- Ясно, что то ч ка  М в про­
с тр ан стве  имеет  координаты  
М (х', у ' ,  h)  (см. рис. 167). Но точка  
М л е ж и т  и на поверхности  S ,  
п оэтом у коорди наты  точки М у д о в ­
л етвор яю т  уравнению  (1):
F(x ' ,  у ' ,  h) =  0. М ы  получили, что 
коорди наты  произвольной точки 
М',  л е ж а щ е й  на линии у ' ,  у д о в ­
л етвор яю т  уравн ени ю  (3).

В озьм ем  теперь  на плоскости 
Оху  произвольную  то ч ку  Р '(х * ,  у*),

—V Р ‘(х‘ У1 м '(*',Г)
Рнс I67
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не л е ж а щ у ю  на линии у ' .  П роведем  через то ч ку  Р'  п рям ую  с н а ­
п р авляю щ и м  вектором  k и обозначим через Р  то ч ку  пересечения 
этой прямой с плоскостью  ст. Т а к  к а к  точка  Р '  имеет в п р остран стве  
коорди наты  (х*, у* ,  0), то то ч ка  Р  имеет координаты  (х*, у* ,  h). 
Но то ч ка  Р '  не л е ж и т  на кривой у ' ,  поэтому то ч ка  Р  не м о ж е т  
л е ж а т ь  на кривой у.  С л едо вател ьн о , координаты  точки Р  не 
у д о в л е т в о р я ю т  уравн ени ю  (3) поверхности S :  F (х*, у *, Н)Ф0.  
З н ач ит , если то ч ка  плоскости Оху  не л е ж и т  на линии у ' ,  то ее 
ко о р ди н аты  не удо вл етво р я ю т  уравнению  (3). Ц|

С л е д с т в и е .  Л и н и я  у  п е р е с е ч е н и я  п о в е рхн о ст и  S с  
п л о с к о ст ь ю  ст, п а р а л л е л ь н о й  пл о с к о ст и  Оху , р а в н а  п р о е к ц и и  у '  
этой л и н и и  на  пл о с к о ст ь  Оху.  _ _

□  В с ам о м  деле , п ар аллельн ы й  перенос на вектор  р = —hk 
переводит  к а ж д у ю  то ч ку  М ^ у  в соответствую щ ую  то ч ку  М '£ у ' .  
С л ед о вател ьн о ,  с у щ е с т в у е т  д ви ж ен и е ,  которое с о в м е щ а е т  линию 
у  с линией у ' ,  а это  значит , что эти линии р авн ы . Щ

§ 75. П оверхности вращ ен ия

1. Поверхно сть ,  к оторая  вме сте  с  к а ж д о й  с в о е й  точкой с о д е р ж и т  
в с ю  о к р уж н о ст ь ,  п о л у ч е н н у ю  в р а щ е н и е м  этой точки в о к р у г  н е к о ­
торой ф и к с и р о в а н н о й  п р я м о й  d,  н а зы в а ет с я  п о в е рх н о ст ью  в р а щ е ­
н и я 1 (рис. 168). П р я м а я  d,  во к р у г  которой производится  вращ ен ие , 
н а з ы в а е т с я  о с ь ю  в р а щ е н и я .  В ращ ение  точки в о кр у г  оси происходит 
в плоскости , перпендикулярной  оси. В сечении поверхности в р а щ е ­
ния п лоскостям и , перпендикулярны м и  оси вр ащ ен и я ,  п олуч аю тся  
о к р уж н о сти ,  которые н а зы в а ю т с я  па ралл ел ям и .  П лоскости , прохо­
д я щ и е  через ось вр ащ ен и я ,  п ересекаю т поверхность в р а щ е н и я  по 
лин и ям , н а з ы в а е м ы м  м ери ди анам и .

2. П оверхн ость  вр ащ ен и я  м о ж ет  бы ть о б р а зо в а н а  с л е д у ю ­
щим о б р азо м . П усть  в плоскости ст д а н ы  п р я м а я  d  и лин и я  у  
(рис. 169). П оверхность , о б р а з о в а н н а я  вращ ением  линии у  в о к р у г  
прямой  d ,  есть  поверхность вр ащ ен и я  с осью в р ащ ен и я  d.  К а ж д а я  
т о ч ка  линии у ,  в р а щ а я с ь  в о кр у г  прямой d,  о б р азу е т  п а р а л л е л ь  
этой поверхности .

Д о к а ж е м  теорем у , к о то р ая  п о зво ляет  найти ур авн ен и е  п оверх ­
ности в р ащ ен и я  по уравнению  линии у  на плоскости ст._

Т е о р е м а .  В п р я м о у г о л ь н о й  си ст ем е  к о ор динат  Oijk у р а в н е н и е
x2 +  y 2 =  f 2 (z) (I)

есть  у р а в н е н и е  п о в е рхн о сти  в р а щ е н и я ,  о б р а з о в а н н о й  в р а щ е н и е м  
в о к р у г  о с и  Oz линии ,  з а д а н н о й  у р а в н е н и я м и :

x =  f { z ) , y  =  0. (2)

□  П усть  5  — поверхность вр ащ ен и я , о б р а з о в а н н а я  вращ ением

1 Если точка М л еж и т на прямой d, то «о кр уж н о сть», полученная вращ ением 
точки М вокруг прямой d, имеет нулевой радиус и состоит из самой точки М.
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Рис. 168 Рис. 169

в о кр у г  оси Oz линии у ,  з ад ан н о й  у р авн ен и ям и  (2) (рис. 169). Д о к а ж е м ,  
что ур авн ени е  (1) я в л я е т с я  ур авн ен и ем  поверхности S .

В озьм ем  произвольную  то ч ку  М  (* i ,  у и z\) п р остран ства  и прове­
дем  через нее плоскость , п ерпен ди кулярную  оси Oz.  О бозначим 
через М о то ч ку  пересечения этой плоскости с осью Oz. О кр уж н о сть  
со этой плоскости с центром Мо и р ад и усо м  М 0М п ер есек ает  плоскость 
Oxz в д в у х  то ч к ах ,  которые обозначим  через Mi  и М 2 (рис. 170). 
Отрезки МоМи МоМг  и МоМ  — р а д иусы о к руж н о сти  ш, поэтому они 
р авн ы  д р у г  д р у г у .  Т а к  к а к  МоМ  =  л/х2* +  у 2 , то точки M i и М 2 имеют 
координаты

Mi(-^x2i + y 2t , 0 , z i) ,  М 2 ( —л]х2 - j - y 2 , 0, Zi).

Если точка  М п р и н ад л еж и т  поверхности S ,  то и  — п ар ал л е л ь  
поверхности, поэтому одна  из точек  Mi  или М 2 п р и н ад леж и т  линии

у  (см. рис. 169), сл ед о вател ьн о , -\Jx2-\-y2 =  f  (z i )  или — -yJx2-\-y2— 
=  f(z\).  В о з в е д я  со о тветствую щ ее  у р авн ен и е  в к в а д р а т ,  получаем :
x2i + y 2i = f 2 (Zi).

Пришли к в ы в о д у ,  что если 
М б S,  то ко орди наты  точки М 
уд о в л етв о р я ю т  ур авн ени ю  (1).

Если то ч ка  М  не п р и н ад л еж и т  
поверхности S ,  то ни одна  из

точек  M i и 
линии у,

М г не п р и н ад л еж и т  
т. е. - у х 2 +  J/1 (zi)

и — -\jx2-\-i{i Ф \  iz\). О тсю да с л е ­
д у е т ,  что * 2 +  i/i Ф \ 2 (z i) , т. е. 
координаты  точки М  не у д о в л е т в о ­
ряю т уравн ени ю  (1).

И т а к ,  д о к а з а н о ,  что ур авн ен и е  
(1) о п р ед ел я ет  поверхность  S .  Q Рис. 170
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З а м е ч а н и е .  А налогично м о ж н о  у б е ­
д и ться  в том, что в прям оугольной  системе

2 I 2 2 / \координат  ур авн ен и е  z + у ‘ — g (х) оп ре­
д е л я е т  поверхность вр ащ ен и я ,  о б р азо ван н ую  
вращ ением  в о кр у г  оси Ох линии, зад ан н о й  
ур авн ен и ям и  y  =  g ( x ) ,  z =  0, а  ур авн ен и е  
х1 -\-z2 =  h 2 (у)  о п ред еляет  поверхность , о б р а ­
зован н ую  вращ ением  в о к р у г  оси Оу  линии, 
зад ан н о й  у р авн ен и ям и : x =  h ( y ) ,  2 =  0 .

П р и м е р  1. В плоскости Oxz  п р я м о ­
угольной  системы координат  Oxyz  д а н а  о к ­
р уж н о сть  x2 +  z2 =  r 2 с центром в н ач ал е  к о ­
ординат  р а д и у с а  г. Н ап и са ть  ур ав н ен и е  по­
верхности S ,  образованной  вр ащ ен и ем  
этой о кр уж н ости  в о кр у г  оси Oz.

Р е ш е н и е .  С н а ч а л а  получим у р а в ­
нения ви да  (2 ) линии 7 , от в р ащ ен и я  

Oz о б р а з у е т с я  поверхность. И з ур а в н е н и я
- 23 .

которой в о к р у г  ОСИ ___,_____J ______

данной  о кр уж н о сти  находим : х = ±  \ г 2-
З д е с ь  з н а к у  «  +  »  со о тветствует  одна п о луо кр уж н о сть ,  а  з н а ­

к у  «  — » —  д р у г а я  п о луо кр уж н о сть  данной  о кр уж н о сти .  Ясно, что 
при вращ ен ии  в о к р у г  оси Oz к а ж д о й  из этих  п о луо кр уж н о стей  
п о л у ч ае тс я  т а  ж е  поверхность , что и при вращ ении всей о к р у ж ­
ности.

П о это м у  в к ач еств е  линии у  мож но  в з я т ь  одну из у к а з а н н ы х  
п о л уо кр уж н о стей , например п о луо кр уж н о сть , з а д а н н у ю  у р а в н е ­
ниями:

Х =  ̂ ]г2 — 22, у  =  0 .

✓

У

N

По д о казан н о й  теореме ур авн ен и е  поверхности S  имеет ви д  (1): 

х2 - (-у 2 =  (-\Jr2 — z 2)2, или х2 +  у 2 +  z2 — г 2.

Т ак и м  об р азо м , поверхностью S  я в л я е т с я  сфера р а д и у с а  г  с 
центром в н ач ал е  координат.

Заметим, что до казан н ая  теорема верна и в том случае, 
к о гд а  в у р а в н е н и я х  (2) ф ункция / (г)  я в л я е т с я  постоянной. Р а с с м о т ­
рим пример.

П р и м е р  2. В плоскости Oxz прямоугольной  системы  коорди­
нат Oxz д а н а  п р я м а я  х =  а,  п а р а л л е л ь н а я  оси Oz. Н ап и сать  у р а в ­
нение поверхности , образован ной  вращ ен ием  этой прямой во кр уг  
оси Oz.

Р е ш е н и е .  В данном  сл у ч а е  у р авн ен и я  (2) имеют вид: х =  а, 
у  =  0. По д о казан н о й  теореме  поверхность  вр ащ ен и я  о п р ед еляется  
ур авн ен и ем  х2 +  у 2 =  а 2. Э та  поверхность , к а к  известно из ш кольного 
к у р с а  геометрии? н а з ы в а е т с я  ц и л и н д р о м  в р а щ е н и я  (или прямым  
к р у г о в ы м  цилиндр ом ) .  Она и зо б р а ж е н а  на рисунке 171.
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§ 76. Ц илиндрические поверхности

1. Пов ерхн о сть ,  о б л а д а ю щ а я  тем с в ой ством ,  что вме ст е  с  к а ж д о й  
точкой М о н а  с о д е р ж и т  в с ю  п р ям ую ,  п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  М, п а ­
р а л л е л ь н у ю  д а н н о м у  н е н у л е в о м у  в е к т ор у  р, н а зы в а ет с я  ц и л и н д р и ­
ч е с к о й  п о в е р х н о ст ью  или ц и л и н д р ом .  П р ям ы е ,  п ар ал л ел ь н ы е  вектору  
р  и п р и н ад л е ж ащ и е  цилиндрической поверхности , н а зы в а ю т с я  
о б р а з у ю щ и м и  этой поверхности .

Ц или н др ич еская  поверхность  м о ж е т  быть_ о б р а з о в а н а  сл ед ую ­
щим образом . П усть  у  — н еко тор ая  линия , а  р  — ненулевой вектор . 
П оверхность , о б р а з о в а н н а я  всем и  п р ям ы м и , к а ж д а я  из которых 
проходит через некоторую  то ч ку  линии у  п ар ал лел ьн о  векто р у  р,  
б удет  цилиндрической. В этом  с л у ч а е  линия у  н а з ы в а е т с я  н а п р а в ­
л я ю щ е й  этой поверхности (рис. 172).

Д о к а ж е м  следую щ ую  теорему .
Т е о р е м а .  Пусть в  пр о ст ран ст в е  д а н а  п р я м о у г о л ь н а я  с и ст е ­

ма к о о р динат  Oijk и в  п л о с к о ст и  Оху в  с и ст ем е  к о о р ди н ат  Oij  з а ­
д а н а  л и н и я  у  с в о и м  у р а в н е н и е м

F ( x , y )  =  0. (1)

Т о г д а  у р а в н е н и е  (1) о п р е д е л я е т  в  пр о ст ран ст в е  ц и л и н д р и ч е с к у ю  
п о в е рхно ст ь  S  с  н а п р а в л я ю щ е й  л и н и е й  у  и о б р а з у ю щ и м и ,  п а р а л ­
л ел ьными  в е ктор у  k.

□  В озьм ем  произвольную  то ч ку  М  (jci, у i, z i )  простран ства  
и рассмотрим  п р ям ую  с н ап р авляю щ и м  вектором  k, проходящ ую  
через э т у  точку . Э т а  п р я м а я  перес е к а е т  плоскость  Оху  в некоторой 
точке Mi,  к о то р ая  в системе  Oijk имеет ко о р ди наты  (х\, у ь 0). 
Эта  ж е  точка  Mi  на плоскости Оху  в си стем е  Oi j  имеет  координаты  
(* ь  у i).

Если М — то ч ка  поверхности S ,  то п р я м а я  MMi  я в л я е т с я  
образую щ ей  поверхности S ,  поэтому то ч ка  M i  л е ж и т  на кривой у.  
О тсю да сл ед ует ,  что координаты  (хи у i) точки M i удо вл етво р я ю т  
уравнению  (1) линии у :  F (х i, у i) =  0. П олученное р авен ство  о з н а ­
чает ,  что коорди наты  точки М  (jci, у i, Zi) у д о в л е т в о р я ю т  уравнению  
(!)•

Если то ч ка  М  не п р и н ад л еж и т  поверхности S ,  то то ч ка  M i 
не л е ж и т  на кривой у ,  поэтому ее коорди наты  (;ci, у i) не у д о в л е т в о ­
ряю т ур авн ени ю  линии у :  F (хь у { ) Ф 0 .  П олученное н ер авен ство  
о зн ач ает ,  что коорди наты  точки М  (x i , у i, Zi) не уд о в л етв о р я ю т  
уравн ени ю  (1).

И так ,  д о к а з а н о ,  что у р авн ен и е  (1) есть  
ур авн ен и е  цилиндрической поверхности  с 
н ап р авляю щ ей  линией у  и о б разую щ и м и , 
п ар ал л ел ь н ы м и  оси Oz  (одной из о б р а зу ю ­
щих б у д е т  с л у ж и т ь  с а м а  ось  Oz,  если
0£у). Ш

З а м е ч а н и е .  А налогично  мож но  
уб е д и ть с я  в том, что если ур авн ен и е  
G (х, z) =  0 в плоскости Oxz  в системе  Oik Рис. 172
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определяет линию у ' , то это ж е  уравнение в пространстве определяет 
цилиндрическую поверхность, для  которой линия у '  сл уж и т  на­
правляющей, а образующие параллельны оси Оу.

Точно т а к  ж е , если уравнение Н (у, г )  =  0 в плоскости Oyz  в 
системе Ojk  определяет линию у" ,  то это ж е  уравнение в простран­
стве определяет цилиндрическую поверхность с направляющей у"  и 
образующими, параллельными оси Ох.

2. Если уравнение (1) является  уравнением второй степени 
относительно х и у  (т. е. если у — линия второго порядка), то 
цилиндрическая поверхность с направляющей у  и образующими, 
параллельными вектору k, явл яется  цилиндрической поверхно­
стью второго порядка (короче, цилиндром второго порядка). 
Этот цилиндр н азы вается  эллиптиче ским ,  г и п е р б о л и ч е с к и м ,  п а р а ­
б о л и ч е с к и м  в зависимости от того, является  ли его нап равляю щ ая 
(1) эллипсом, гиперболой или параболой.

Возможен т а к ж е  случай, когда направляю щ ая у  цилиндри­
ческой поверхности р асп адается  на прямые d\ и d 2 (пересекающиеся, 
параллельные или слившиеся). Проведя через к аж дую  точку линии 
у  прямую, параллельную вектору k, мы получим плоскости ст, и ст2, 
проходящие через прямые d\ и d 2 и параллельные вектору k. В этом

222



с л у ч а е  мы с к а ж е м ,  что цилиндр 
второго п о р я д ка  р а с п а д а е т с я  на 
п ар у  плоскостей a i и аг.

Если п р ям оуго льн ую  си стем у  
координат  0 i jk в ы б р а т ь  т а к ,  чтобы 
образую щ и е цилиндрической по­
верхности второго п о р я д к а  были 
п ар ал лел ьн ы  в ек то р у  к,  а^направ- 
л я ю щ а я  у  в системе Oi j  им ела  
каноническое ур авн ен и е , то у к а ­
з ан н ы е  вы ш е цилиндрические по­
верхности о п ред еляю тся  сл е д у ю ­
щими ур авн ен и ям и :

..г
—  +  =  1
а 1 ^  Ьг

эллиптический цилиндр (рис. 173);

дг
7 — т т  =  — * гиперболический цилиндр (рис. 174);

у '  =  2рх  — параболический  цилиндр (рис. 175);

------- " -  =  0
а г Ь2

х2 — а 2 =  0, 
й ф  0 
х2 =  0

цилиндр, р асп авш и й ся  на п ар у  пересекаю щ ихся  
по оси Oz плоскостей (рис. 176); 
цилиндр, р асп авш и й ся  на п ар у  п ар ал лел ьн ы х  
плоскостей (рис. 177);
цилиндр, п р едставляю щ и й  собой п ару  с л и в ­
ш ихся  плоскостей.

Эти у р авн ен и я  н а з ы в а ю т с я  к а н о н и ч е с к и м и  у р а в н е н и я м и  соот­
ветствую щ их цилиндрических  поверхностей второго  п о р я дка .

З а м е ч а н и е .  Если в каноническом  уравн ен и и  эллиптического  
цилиндра а  =  Ь, то н ап р авляю щ ей  цилиндра с л у ж и т  о кр уж н о сть  
х2-\-у2 =  а 2, л е ж а щ а я  в плоскости Оху.  В этом  с л у ч а е  поверхность 
я в л я е т с я  цилиндром в р ащ ен и я  (см . § 75, пример 2 ) .

§ 77. Конические поверхности второго п о р я д к а .
Конические  сечения

1. К о н и ч е с к о й  п о в е р х н о ст ь ю  или к о н у с о м  с  в е р ш и н о й  в  точке Мо 
н а з ы в а е т с я  п о в е рхн о сть ,  к оторая  о б л а д а е т  тем св о й ст в ом ,  что 
вм е сте  с  к а ж д о й  с в о е й  точкой  М , отличной  от точки Мо, эта 
п о в е рхн о ст ь  с о д е р ж и т  п р я м у ю  М 0М.

П р ям ы е ,  проходящ ие через верш ину ко н уса  и л е ж а щ и е  на нем, 
н а зы в а ю т с я  о б р а з у ю щ и м и  этого  ко н уса .  О тметим , что из о п р ед е ­
л ени я  ко н уса  вовсе  не сл ед ует ,  что он имеет  единственную  
верш ину. Н априм ер , плоскость  я в л я е т с я  конической поверхностью , 
к а ж д а я  то ч ка  которой м о ж е т  бы ть  принята  в к ач е с тв е  верш ины.

Коническую  поверхность  м ож но  получить следую щ им  образом . 
Р ассм о тр и м  в п р остран стве  линию у  и то ч ку  М о, не л е ж а щ у ю  на 
линии у. П оверхность , о б р а з о в а н н а я  всеми  прям ы м и , к а ж д а я  из
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Рис. 178

которы х  проходит через то ч ку  М 0 и через некоторую  то ч ку  линии 
у, я в л я е т с я  конической поверхностью  с вершиной М 0 (рис. 178, а). 
В этом  с л у ч а е  линия у  н а з ы в а е т с я  н а п р а в л я ю щ е й .  Н а рисунке  178, б  
и з о б р а ж е н а  ко н и ч еская  поверхность Ф  с вершиной в н ач ал е  п р я м о ­
угольной  системы  координат  Oi jk , н ап равляю щ ей  которой с л у ж и т  
эллипс у :

Н ай д ем  ур авн ен и е  этой конической поверхности. П у с т ь  то ч ка  
М  (jc, у , г),  о тли ч н ая  от точки О, п р и н ад леж и т  кон усу  Ф . Т о гд а  п р я ­
м а я  О М  пересечет н ап р авляю щ ую  y  в некоторой точке  N ( * 1, у |, с).

Т а к  к а к  О М ф б  и векторы  ON и О М  коллинеарны , то н ай д е т с я  та -
—► —►

кое вещ ественн о е  число t, что ON =  tOM,  или в ко о р ди н атах :

О тсю да , у ч и т ы в а я ,  что г ф О  ( т а к  к а к  с Ф  0), н аходим : 

Х[ = ~~ 1 У П о д стави в  полученные вы р а ж е н и я  х\, у i в первое 

из р ав ен ств  (I) , после очевидны х  преобразований  найдем :

З ам е ти м , что это м у  уравнению  у д о вл етво р я ю т  и координаты  
точки О (0, 0 , 0) — верш ины кон уса .  Т аким  об р азо м , координаты  
любой точки ко н уса  Ф  у д о вл етво р я ю т  уравнению  (2).

В о зьм ем  теперь к акую -н и б уд ь  то ч ку  М i(jci, у i, Zi), не п р и н ад ле ­
ж а щ у ю  кон усу  Ф  (см. рис. 178, б). Точка М i не с о в п а д а е т  с точкой 
О, поэтому если z i = 0 ,  то х \ ф 0  или у \ ф 0 .  О тсю да сл ед ует ,  что

(1)

Х\  = tx ,  y \ — ty ,  c  =  tz.
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X2 =  J 1, У2-. Z|

координаты точки М\ не удовле­
творяют уравнению (2). Рассмот­
рим случай, когда г\Ф0. Прямая 
ОМ\ пересечет плоскость z =  c в 
некоторой точке N i (дсг, уъ, с).
Как и выше, мы находим:

с-^ . (3) г, ' '
По условию М |£ Ф , и поэтому 

точка N | не лежит на эллипсе у.
Отсюда следует, что числа х2, 
г/г, с не удовлетворяют системе ( 1 ),

Х2 и\ . , пт. е. - г+ — ф  1. Подставляя сюда
а Ь'

вместо х2, У2 их выражения по 
формулам (3), получим:

£  +  £ - ± ф о .
а2 ' Ь2

Итак, если точка Mi не принадлежит конусу Ф , то ее координаты 
не удовлетворяют уравнению (2).

Мы доказали, что уравнение (2) и есть уравнение конуса Ф. 
Это уравнение есть уравнение второй степени, поэтому конус Ф  
называется конусом второго порядка. Уравнение (2) называется 
каноническим уравнением конической поверхности второго порядка.

2. В случае, когда направляющая (1) конической поверхности 
второго порядка является окружностью, т. е. когда а =  Ь, урав­
нение (2) принимает вид:

а2 ^  а2 с2 К >

Поверхность, определяемая этим уравнением в прямоугольной 
системе координат, называется круговой конической поверхностью 
или круговым конусом (рис. 179). Как легко заметить, эта поверхность 
образована при вращении вокруг оси Oz прямой, лежащей в 
плоскости Oxz и заданной в системе координат Otk уравнением
x — -̂ -z. Все образующие круговой конической поверхности состав­

ляют один и тот же угол ао с плоскостью Оху, где tg а0= — (рис. 179).
3. Рассмотрим сечения круговой конической поверхности (4) 

различными плоскостями. Возможны три случая.
1) Плоскость сечения параллельна координатной плоскости 

Оху или совпадает с ней. В этом случае она имеет уравнение 
z =  h, поэтому по теореме о сечениях проекция сечения на плоскость
Оху определяется уравнением -\- У- =  или х2-\-и2 — г2, где 

‘ а а с
г —<~ ~ ■ Если И Ф 0, то этим уравнением определяется окружность
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радиуса г с центром в начале координат, а если h =  0 — начало коор­
динат (рис. 179). Таким образом, любая плоскость, параллельная 
плоскости Оху, пересекает круговой конус (4) по окружности.

2) Плоскость сечения оо проходит через вершину конуса и обра­
зует с плоскостью Оху угол а, где 0 < а^-^- . Из наглядно геометри­
ческих соображений ясно, что возможны три случая: а) если 
а<осо, то плоскость ао, кроме вершины, не имеет других общих 
точек с круговым конусом (плоскость ао на рис. 180, а); б) если 
а =  сс0, то плоскость ао и круговой конус имеют одну и только одну 
общую образующую. В этом случае говорят, что плоскость о0 
касается конуса по образующей (плоскость о о на рис. 180, б); 
если а> а о , то плоскость ст0 и круговой конус имеют две общие 
образующие (плоскость ао на рис. 180, в).

Итак, плоскость ао, проходящая через вершину конуса, либо не 
имеет ни одной общей точки с круговым конусом, кроме вершины, 
либо касается конуса, либо пересекает конус по двум образующим.

3) Плоскость сечения а не проходит через вершину конуса и
образует с плоскостью Оху угол ос, где 0 < а^-^- . Можно доказать,
что в этом случае кривая у пересечения плоскости а с круговым 
конусом есть эллипс, парабола или гипербола (рис. 180, а, б и в).

Для доказательства этого утверждения впишем в конус сферу так, чтобы она 
касалась плоскости ст. Пусть F — точка касания сферы с плоскостью а, ст' — плос­
кость, в которой лежит окружность касания сферы с конусом (рис. 181, a), a d — 
прямая, по которой пересекаются плоскости ст и с '.  Так как плоскости о ' и Оху 
параллельны, то угол между плоскостями ст и с ' равен а.

Возьмем на кривой у произвольную точку М и обозначим через АГ точку пере­
сечения образующей ОМ с плоскостью ст'. Пусть N — основание перпендикуляра, 
проведенного из точки М к прямой d, а Н — основание перпендикуляра, проведен­
ного из точки М к плоскости ст' (см. рис. 181, б). Очевидно, /L MNH =  a , /- ММ'Н =
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=  ао, поэтому . . . . .  =  sin ао, ——— = sin а. Отсюда получаем: ------ = —-------
ММ MN MN sin ао

Но отрезки MF и ММ' равны (см. рис. 181, а) как отрезки касательных к одной сфере
_  ,  MF sin аиз точки М. Таким образом, . . . ,  —------

MN sin а 0

Итак, доказано, что отношение расстояния от каждой точки М кривой у до
„  „ , sin аточки г к расстоянию от нее до прямой а равно е = ------ , т. е. постоянно и не

sin ао
зависит от выбора точки М на кривой 7 . Можно доказать и обратное утверждение: 
каждая точка плоскости а, обладающая этим свойством, лежит на кривой у. Пред­
лагаем читателю доказать это утверждение самостоятельно.

Из теоремы § 30 и определения параболы заключаем, что если е< 1 , то 7  — 
эллипс, если е = 1 — парабола, а если е> 1  — гипербола. При этом точка F 
и прямая d — соответствующие фокус и директриса кривой, а е — эксцентриситет.

Выясним геометрический смысл каждого из этих случаев в зависимости от 
взаимного расположения плоскости а и кругового конуса. Для этого приведем 
плоскость сто,, проходящую через вершину О конуса и параллельную плоскости а. 
В соответствии с вышеизложенным (см. случай 2) возможны три случая.

а) Плоскость ао, кроме вершины, не имеет общих точек с круговым 
конусом. В  этом случае а С а о , поэтому sin a C s in  а 0, т. е. е< 1 , и, следовательно, 
7 — эллипс (рис. 180, а).

б) Плоскость ао касается кругового конуса по образующей. В  этом случае 
а  =  ао. поэтому sin a  =  sin ао, е = 1 , и, следовательно, линия 7 — парабола 
(рис. 180, б).

в) Плоскость ао пересекается с круговым конусом по двум образующим. 
В  этом случае s in a > s in a o , е> 1 , и, следовательно, 7 — гипербола (рис. 180, в).

Коническим сечением называется линия, по которой пересекается 
круговой конус с произвольной плоскостью, не проходящей через 
•>го вершину. Таким образом, коническими сечениями являются 
эллипс, гипербола и парабола.
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§ 78. Эллипсоид

1. Эллипсоидом называется поверхность, которая в некоторой 
прямоугольной системе координат определяется уравнением

£  +  l  +  i-  =  l
а 2 Ь2 с2 (1)

Это уравнение называется каноническим уравнением эллипсоида. 
Положительные числа а, Ь, с называются полуосями эллипсоида.

Если а ф Ь , Ь ф с , с ф а , то эллипсоид называется трехосным. 
Так как в уравнении (1) х, у, z входят только в четных степенях, то 
эллипсоид, заданный уравнением ( 1), симметричен относительно 
координатных плоскостей, начала координат и осей координат. 
Центр симметрии эллипсоида называется его центром, а оси сим­
метрии — его осями. Каждая из осей пересекает эллипсоид в двух 
точках, которые называются его вершинами. У трехосного эллип­
соида шесть вершин: А\(а, 0, 0), А 2{ — а, 0, 0), B i (0, b, 0), 
В 2 (0, - Ь ,  0), С, (0, 0, с), С2(0, 0, - с ).

Найдем промежутки изменения координат точек эллипсоида.
х 2 о2 г 2Из уравнения (1) следует, что —j- ^ l,  — ^  1 и —  < 1. Поэтому

— а ^ л '^ а ,  — b ^ y ^ b ,  — c ^ z ^ c .
Отсюда следует, что все точки эллипсоида (за исключением его 

вершин) лежат внутри прямоугольного параллелепипеда с изме­
рениями 2а, 26, 2с, грани которого параллельны координатным 
плоскостям и вершины эллипсоида служат центрами симметрии этих 
граней (рис. 182).

2. Изучим форму эллипсоида методом сечений (теорема из 
§ 74). Если эллипсоид,^заданный уравнением (1) в прямоугольной 
системе координат Oijk, пересечь плоскостью z =  h, то проекция 
сечения на плоскость Оху в системе координат Oij имеет уравнение

=  l — *1
а2 "И  к2 г2 ' (2)

г

А

чГ/

" V /

Ч
/  / Oj

■■

Рис 182
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Возможны следующие три случая.
1) IЛ1 <  с. В этом случае в сечении мы получим эллипс, центр 

которого лежит на оси Oz (плоскость ai на рис. 183). В самом 
деле, проекция сечения на плоскость Оху имеет уравнение

« ■ ( ' - ? )  - 0 - 5 )

: 1.

Это уравнение определяет эллипс с полуосями а* =  ал11 ——
I-----  ’ с

h 2 1 b*=*b~\J 1----. При уменьшении |Л| полуоси а*, Ь* возрастают, и
при |А| =0 имеем: а* =  а, b* — b. Следовательно, плоскость Оху

X2 и2пересекает эллипсоид ( 1 ) по эллипсу —  +  -£-=1 .а Ь2
X2 и22) \h\=c. Уравнение (2) принимает вид :---f-£-=0. Кривая наа' Ь1

плоскости Оху представляет собой две мнимые прямые, пересекаю­
щиеся в вещественной точке (0, 0). Плоскость z =  h имеет с эллип­
соидом лишь одну общую точку — вершину эллипсоида (плоскости о2 
и стз на рис. 183).

3) |/г| > с. Уравнение (2) есть уравнение мнимого эллипса. Плос­
кость z — h не имеет с эллипсоидом общих точек (плоскость а4 на 
рис. 183).

Аналогично можно показать, что сечение эллипсоида (1) плос­
костью x =  h или y — h является эллипсом, вершиной эллипсоида или 
пустым множеством.

Мы получили достаточно полное представление о форме эллип­
соида. Поверхность изображена на рисунке 183.

3. Если две полуоси эллипсоида равны, например а =  Ь, то он 
называется эллипсоидом вращения и имеет каноническое уравнение:

2 2 2

^ + V + 7 ' = L • <3>
Пользуясь результатами § 75, заключаем, что поверхность, 

определяемая уравнением (3), действительно образована вращением 
эллипса:

„ 2  , 2

—  + — = 1 ,а2 с9
лежащего в плоскости Oxz (или вращением одной из его половин, 
симметричных относительно Oz) вокруг оси Oz.

Если все три оси эллипсоида равны: а =  Ь — с, то он представ­
ляет собой сферу: х2 +  у2 +  z2 =  а2. Следовательно, сфера есть част­
ный случай эллипсоида.

Докажем, что любой трехосный эллипсоид можно получить из 
некоторого эллипсоида вращения с помощью сжатия к плоскости, 
проходящей через ось вращения (§ 72, п. 1). В  самом деле, пусть 
данный трехосный эллипсоид F  в прямоугольной системе координат
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Oijk имеет уравнение (1). Рассмотрим эллипсоид вращения G, ко­
торый в этой же системе координат задан уравнением (3), и при­
меним к поверхности G сжатие пространства к плоскости Oxz
с коэффициентом сжатия k = . Аналитическое выражение этого
сжатия запишется так (см. формулы (3) из § 72):

х' =  х, у ’ =±-у, z' =  z. (4)

При этом сжатии эллипсоид вращения G, заданный уравнением
(3) перейдет в новую поверхность G', которая в системе координат 
Oijk определяется уравнением

*•2 .J» .12 , .
*— h*— Ь — = К  5а1 Т  Ь’ с2

Это уравнение получается из уравнения (3), если в нем заменить 
х, у, z их выражениями по формулам (4). Сравнивая уравнения (5) 
и (1), мы заключаем, что G ' совпадает с эллипсоидом F.

Теперь докажем, что любой эллипсоид вращения в свою очередь 
получается из некоторой сферы с помощью сжатия к плоскости, 
проходящей через центр сферы. В самом деле, пусть данный 
эллипсоид вращения G в прямоугольной системе координат Oijk 
имеет уравнение (3). Рассмотрим сферу S, которая в той же системе 
координат задана уравнением х2-\-у: +  z2 =  a‘ . Применим к этой 
сфере сжатие пространства к плоскости Оху с коэффициентом
k =  х '= х , у ' =  у, z'=-jj-z (см. формулы (2) из § 72). Проведя
рассуждения, аналогичные проделанным выше, получим, что сфера
S переходит в поверхность S ', которая в системе координат 
Oijk определяется уравнением (3). Таким образом, поверхность S ' 
совпадает с эллипсоидом вращения G.

Учитывая вышесказанное, мы приходим к выводу, что любой 
трехосный эллипсоид ( 1 ) можно получить из некоторой сферы с 
помощью последовательного сжатия к двум взаимно перпендику­
лярным плоскостям симметрии этой сферы.

§ 79. Гиперболоиды

Различают однополостные и двуполостные гиперболоиды.
1. Однополостным гиперболоидом называется поверхность, ко­

торая в некоторой прямоугольной системе координат определяется 
уравнением

г* и*
—  — .£1 = 1 . m
а’ ^ Ь 1 сг

Это уравнение называется каноническим уравнением однопо­
лостного гиперболоида.

Так как в уравнении (1) х, у и z входят в четных степенях, то по­
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верхность симметрична относительно плоскостей координат, осей 
координат (оси поверхности) и начала координат (центр поверхности). 
Две оси Ох и Оу пересекают поверхность в точках А \ (а, 0, 0), 
Л2( — а, 0, 0) и В | (0, Ь, 0), В 2 (0, — Ь, 0). Эти оси называются 
действительными осями однополостного гиперболоида, а указанные 
точки — его вершинами. Третья ось симметрии (ось Oz) не имеет об­
щих точек с однополостным гиперболоидом и называется его мнимой 
осью. Положительные числа а, Ь, с называются полуосями однопо­
лостного гиперболоида.

2. Исследуем вопрос о пересечении однополостного гиперболоида 
с прямыми, проходящими через его центр. Всякая такая прямая 
может быть определена точкой О (0, 0, 0) и некоторым направляющим 
вектором р{р\, р2, Рз) и, значит, имеет параметрические уравнения:

x=p\t, y =  p2t, z =  p3t. (2)
Найдем значения параметра t для точек пересечения этой прямой 

с однополостным гиперболоидом (1). Для этого надо выражения 
для х, у, z по формулам (2) подставить в уравнение (1). Получим 
уравнение

Я*2— 1=0, (3)
где

а 2" Ь2 с2'  '

Возможны три случая.
1) Р >  0. В  этом случае уравнение (3) имеет два действительных

корня: / i= — , t2— — —, и, значит, прямая пересекает однополост-
.. Ж  т/Рныи гиперболоид в двух точках, которые симметричны относительно

центра поверхности.
2) Р  =  0. Уравнение (3) не имеет решений, поэтому прямая (2) 

не пересекает поверхности. Такая прямая называется асимптотой 
поверхности ( 1 ) (она проходит через центр поверхности и не имеет 
с ней общих точек).

3) Ж 0 .  Уравнение (3) имеет мнимые комплексно-сопряженные 
корни, поэтому прямая (2) не пересекает поверхность ( 1 ) (говорят, что 
прямая (2) пересекает поверхность ( 1 ) в комплексно-сопряженных 
точках).

Возникает вопрос: как расположены все асимптоты поверхности
(1)? Каждая асимптота проходит чгрез центр поверхности, 
а ее направляющий вектор р (р|, р2, рз) удовлетворяет условию:

£ 1  ■ Е 2 _  Л  — п
а 2 Ь2 с2 ' \

Точка М (х, у, z) принадлежит асимптоте тогда и только тогда,
когда вектор ОМ (х, у, z) коллинеарен направляющему вектору 
р (р|, р2, рз) асимптоты, т. е. когда существует такое t, что x =  tp\, 
y =  tp2, z =  tp3- Найдем отсюда значения р и р2, р3 и подставим в
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V2 .i2 92
■ 4 + ^ 7 - 4 г “ 0. (4)
ir  6 сг

Как известно (см. § 77), это уравнение определяет коническую 
поверхность, которая называется асимптотическим конусом одно­
полостного гиперболоида (1). Вершиной этого конуса служит центр 
поверхности ( 1 ).

Можно доказать, что если прямая ОМ, где О — вершина 
асимптотического конуса, проходит внутри этого конуса, то для 
этой прямой Р<С 0, поэтому согласно предыдущему выводу она не 
имеет с поверхностью (1) общих точек. Если же прямая ON про­
ходит вне конуса, то Р > 0, поэтому она пересекает поверх­
ность ( 1 ) в двух и только в двух точках, симметричных относительно 
точки О.

3. Пусть однополостный гиперболоид в прямоугольной системе 
координат Oijk определяется уравнением (1). Изучим форму по­
верхности методом сечений. Если поверхность пересечь плоскостью 
z==h, то проекция сечения на плоскость Оху в системе координат 
Oij имеет уравнение

к2 ч2 h2

- ?  +  £ = ' + 7-  ( 5 >

Это уравнение определяет эллипс с полуосями a*=-^--\/c2 +  /i2,
.-------------  2 ‘2

Ь *= —  д/с2 +  Л2. При ft =  0 получим эллипс +-^5- =  1 (сечение
поверхности ( 1 ) плоскостью Оху), который называется горловым 
эллипсом однополостного гиперболоида.

При неограниченном возрастании \h\ полуоси а*, Ь* эллипса 
(5) неограниченно возрастают, а следовательно, неограниченно 
возрастают и полуоси эллипса, полученного в сечении поверх­
ности (1) плоскостью z =  h. Уравнения этого эллипса (равного эллипсу
(5)), имеют вид:

Г2—— —■-—— =  1 , z=h.
(a*) ( ft* )

Если поверхность (1) пересечь плоскостью x =  h, то проекция
этого сечения на плоскость Oyz в системе координат Ojk имеет урав­
нение

..2 -,2 U2
т = , - А -  -■ (б)'Ь£ с1 а

Здесь рассмотрим три случая.
1Л

1) \h\<Za. В  этом случае 1---уравнение (6) опреде-
а

ляет гиперболу с мнимой осью Oz. В сечении получим равную ей 
гиперболу с мнимой осью, параллельной оси Oz.

2) \h\-a. Уравнение (6) принимает вид:

предыдущее равенство:
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Это уравнение определяет пару прямых, 
пересекающихся в начале координат. По­
этому каждая из плоскостей х — а ,х  =  — а 
пересекает поверхность ( 1 ) по паре прямых, 
пересекающихся на оси Ох. .

3) \h\>a. В этом случае 1— 77 <  О,
а

уравнение (6) определяет гиперболу с мни­
мой осью Оу. В сечении имеем равную ей 
гиперболу с мнимой осью, параллельной 
оси Оу.

Аналогичный результат мы получим 
и при пересечении поверхности ( 1 ) плос­
костью y =  h.

Однополостный гиперболоид изобра­
жен на рисунке 184.

4. Если в уравнении (1) а — Ь, то получим уравнение поверхности 
в виде:

Рис. 184

(7 )

которая называется однополостным гиперболоидом вращения. 
Как легко видеть, эта поверхность образована вращением гиперболы

А2 Г2
а* сг (8)

вокруг оси Oz (вокруг мнимой оси гиперболы), 
конус поверхности (7) определяется уравнением

* ! + j £ - i L = o.

Асимптотический

Это есть конус вращения, образованный вращением асимптот 
гиперболы (8) (т. е. прямой х = — z или прямой х = —— z) 
вокруг оси Oz. - с с

Докажем, что любой однополостный гиперболоид можно полу­
чить из некоторого однополостного гиперболоида вращения с 
помощью сжатия к плоскости, проходящей через ось вращения.

В самом деле, пусть данный однополостный гиперболоид F  в 
прямоугольной системе координат Oijk имеет уравнение (1). 
Рассмотрим однополостный гиперболоид вращения G, который в той 
же системе координат задан уравнением (7), и применим к поверх­
ности G сжатие пространства к плоскости Oxz с коэффициентом
сжатия k = -̂ -: х '= х , у '—-̂ -у, z' — z (см. формулу (3) из § 72).



При этом сжатии, как нетрудно убедиться, поверхность G пере­
ходит в поверхность G', которая в системе координат Oijk опре­
деляется уравнением (1). Таким образом, поверхность G ' совпадает 
с данным однополостным гиперболоидом F.

5. Двуполостным гиперболоидом называется поверхность, кото­
рая в некоторой прямоугольной системе координат определяется 
уравнением

9  2 2

^ + - & — Т = “ 1- (9)ег Ьг с1

Это уравнение называется каноническим уравнением двупо­
лостного гиперболоида.

Из уравнения (9) следует, что поверхность симметрична отно­
сительно плоскостей координат, осей координат (оси поверхности) и 
начала координат (центр поверхности). Ось Oz пересекает поверх­
ность в двух точках С\ (0, 0, с) и Сг (0, 0, — с), называемых 
вершинами двуполостного гиперболоида; сама эта прямая назы­
вается вещественной осью. Оси симметрии Ох и Оу не имеют с 
поверхностью (9) общих точек и называются мнимыми осями этой 
поверхности. Положительные числа а, Ь, с называются полуосями 
двуполостного гиперболоида.

Исследование вопроса о пересечении поверхности (9) с прямыми, 
проходящими через ее центр, в точности совпадает с исследова­
нием этого вопроса, проведенным выше для однополостного ги­
перболоида. Здесь получим, что множество асимптот поверхности 
(9) образует конус (4) с вершиной в центре поверхности — асимпто­
тический конус этой поверхности.

Если поверхность, заданную в прямоугольной системе координат 
Oijk  уравнением (9), пересечь плоскостью г =  кл то проекция се­
чения на плоскость Оху в системе координат Oi j имеет уравнение

v 2 „ 2 h 2^  +  J L  =  J L - l .  ( 10)

При \h\>c это уравнение определяет эллипс, поэтому сечения 
двуполостного гиперболоида плоскостями z =  h, где \h\>c, пред­
ставляют собой эллипсы. При h =  c или h = — c уравнение (10) 
определяет пару мнимых прямых, пересекающихся в действительной 
точке, поэтому каждая из плоскостей: z =  c и z = — c имеет 
только одну общую точку с поверхностью — вершину поверхности. 
При |h | <  с ' уравнение (10) определяет мнимый эллипс, поэтому 
плоскости z =  h, где \h\ < с, не имеют общих точек с двуполостным 
гиперболоидом.

Предлагаем читателю самостоятельно убедиться в том, что се­
чения поверхности (9) плоскостями x =  h или y =  h — гиперболы.

Двуполостный гиперболоид изображен на рисунке 185.
6. Если в уравнении. (9) а =  Ь, то получим уравнение поверхности:

2 2 2

—  + - ---—  =  — 1 , ( 1 1 )
а2 а 2 с2 ’ У 4
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которая называется двуполостным гипербо- 
юидом вращения. Заметим, что эта поверх­

ность образована вращением гиперболы
J2  2

-------=  — 1 вокруг оси Oz (вокруг дей-
а 2 с 2
етвительной оси этой гиперболы).

Аналогично предыдущему (см. п. 4) 
можно убедиться в том, что при сжатии 
пространства к плоскости Oxz с коэффициен­
том сжатия k = —  поверхность ( 1 1 ) переходит
в поверхность (9).

Следовательно, любой двуполостный ги­
перболоид можно получить из некоторого 
двуполостного гиперболоида вращения с 
помощью сжатия к плоскости, проходящей 
через ось вращения.

§ 80. Параболоиды

Различают эллиптические и гиперболические параболоиды.
1. Эллиптическим параболоидом называется поверхность, ко­

торая в некоторой прямоугольной системе координат опреде­
ляется уравнением

и-
$ + £ - * *  о»

Это уравнение называется каноническим уравнением эллиптического 
параболоида.

Так как х и у входят в уравнение (1) в четных степенях, то 
эллиптический параболоид симметричен относительно плоскостей 
Oxz, Oyz и относительно оси Oz (ось поверхности). Эта поверх­
ность не симметрична относительно плоскости Оху, относительно 
осей Ох, Оу и начала координат.

Точка пересечения эллиптического параболоида с его осью на­
зывается вершиной. Если поверхность задана каноническим урав­
нением ( 1), то начало координат выбрано в вершине поверхности.

Из уравнения (1) заключаем, что для всех точек эллиптического 
параболоида выполняется соотношение 2 ^ 0, причем 2 =  0 вы­
полняется только для вершины. Следовательно, все точки эллипти­
ческого параболоида ( 1 ), кроме его вершины, расположены по одну 
сторону от плоскости Оху.

2. Изучим форму эллиптического параболоида методом сечений. 
Если поверхность, заданную в прямоугольной системе координат 
OiJk  уравнением (1), пересечь плоскостью z =  h, то проекция сечения 
на плоскость Оху в системе координат Oi \ имеет уравнение



Здесь возможны три случая.
1) h > 0. Линия (2) (а значит, и равная ей линия, полученная_в 

сечении) является эллипсом с полуосями а* — ал/2п, b* =  b ĵ2h. 
Эти полуоси неограниченно возрастают при неограниченном возра­
стании А.

2) А =  0. Линия (2) — пара мнимых прямых, пересекающихся в на­
чале координат. Значит, плоскость z = 0 имеет с поверхностью лишь 
одну общую действительную точку.

3) h<. 0. Уравнение (2) определяет мнимый эллипс. Значит, 
плоскость z =  h<. 0 не пересекает поверхность.

Если данную поверхность пересечь плоскостью y =  h, то в се­
чении получим параболу, проекция которой на плоскость Oxz имеет

2
уравнение х2 =  2a2z — Следовательно, все эти параболы при из­
менении h равны между собой и равны параболе х2 =  2a2z, полученной 
в сечении поверхности (1) координатной плоскостью Oxz.

Аналогично убеждаемся, что в сечении поверхности (1) плос­
костью x =  h получим параболу. Все такие параболы равны параболе 
y2 — 2b2z, которая получается в сечении поверхности плоскостью 
Oyz.

3. Если в уравнении (1) а =  Ь, то получим уравнение поверхности 
в виде:

$+ £ -*• ■  <•’ > 
которая называется параболоидом вращения. Нетрудно заметить, 
что эта поверхность получена вращением параболы х2 =  2a2z вокруг 
ее оси (оси Oz).

Пусть дан параболоид вращения своим каноническим урав­
нением (3). При сжатии пространства к плоскости Oxz с коэффи­
циентом сжатия поверхность (3) переходит в поверхность ( 1 ).
Следовательно, любой эллиптический параболоид можно получить 
из параболоида вращения с помощью сжатия к плоскости, про­
ходящей через ось вращения.

Эллиптический параболоид изображен на 
рисунке 186.

4. Гиперболическим параболоидом на­
зывается поверхность, которая в некоторой 
прямоугольной системе координат опреде­
ляется уравнением

Это уравнение называется каноническим 
уравнением гиперболического параболоида.

Как и в случае эллиптического парабо­
лоида, гиперболический параболоид (4) сим­
метричен относительно плоскостей Oxz, Oyz и



относительно оси Oz (ось поверх­
ности). Эта поверхность не сим­
метрична относительно плоскости 
Оху, осей Ох, Оу и начала коорди­
нат.

Точка пересечения гиперболи­
ческого параболоида с его осью 
называется вершиной. Если по­
верхность задана каноническим 
уравнением (4), то начало коорди­
нат выбрано в вершине этой по- рнс 1̂ 7 
верхности.

5. Изучим форму гиперболического параболоида методом се- . 
чений. Если поверхность, заданную в прямоугольной системе ко­
ординат Oi jk уравнением (4), пересечь плоскостью z =  h , jто про­
екция сечения на плоскость Оху в системе координат 01/ имеет 
уравнение

Возможны три случая.
1) Л >  0. Линия (5) является гиперболой с вещественной осью 

Ох. Следовательно, и равная ей линия пересечения поверхности 
(4) с плоскостью z =  h, h > 0, является гиперболой, вещественная 
ось которой параллельна оси Ох.

2) А =  0. Плоскость z =  0 (плоскость Оху) пересекает поверхность 
(4) по паре прямых:

—--- ^-=0, ^-+4L =o,о Ь а b

пересекающихся в вершине поверхности.
3) А<0. Как и в случае 1), находим, что сечением поверхности 

(4) плоскостью z — h является гипербола, но здесь действительная 
ось гиперболы параллельна оси Оу.

Если поверхность (4) пересечь плоскостью y =  h, то в сечении
2

получим параболу л:2 =  2a2z-\-—,h2. Следовательно, все эти пара-ft*
болы при изменении h равны между собой и равны параболе jc2 =  2a2z, 
полученной в сечении поверхности (4) координатной плоскостью Oxz. 
Оси этих парабол имеют положительное направление, определяемое 
вектором k.

Аналогично убеждаемся, что в сечении поверхности (4) 
плоскостью x =  h получаем параболу. Все такие параболы при изме­
нении h равны параболе у2— — 2b'z, которая получается в сечении 
поверхности плоскостью Oyz. Оси этих парабол имеют положительное 
направление, определяемое вектором — k.

Гиперболический параболоид изображен на рисунке 187.
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§ 81. Прямолинейные образующие поверхностей второго порядка

1. Прямая, лежащая на поверхности, называется прямолинейной 
образующей этой поверхности. Следовательно, образующие цилин­
дрической и конической поверхностей являются их прямолинейными 
образующими.

Рассмотрим вопрос о прямолинейных образующих поверхностей, 
изученных в § 78— 80.

Так как все точки эллипсоида не выходят за границы некоторого 
параллелепипеда, а на каждой прямой есть точки, не принадле­
жащие этому параллелепипеду, то эллипсоид не имеет прямо­
линейных образующих.

Рассмотрим теперь двуполостный гиперболоид, заданный урав­
нением (9) из § 79. В п. 5 § 79 мы выяснили, что сечение по­
верхности плоскостью z =  h при любом h не содержит прямых линий. 
Поэтому гиперболический параболоид не имеет прямолинейных 
образующих, параллельных плоскости Оху или лежащих в этой 
плоскости. Если прямая не параллельна плоскости Оху и не лежит 
в ней, то такая прямая пересекает эту плоскость в некоторой 
точке, которая не лежит на поверхности, так как плоскость Оху 
не имеет общих точек с поверхностью. Следовательно, на нашей 
прямой есть точки, не принадлежащие поверхности, и поэтому такая 
прямая не может быть прямолинейной образующей двуполостного 
гиперболоида. Итак, двуполостный гиперболоид не имеет прямоли­
нейных образующих. Аналогично можно убедиться в том, что 
эллиптический параболоид также не имеет прямолинейных обра­
зующих.

Остается рассмотреть вопрос о прямолинейных образующих 
однополостного гиперболоида и гиперболического параболоида.

2. Уравнение однополостного гиперболоида

- 4 - 4 ---£ - = 1  ( I)
представим в виде

( f + f ) ( f - f b O + f ) ( ' - t ) -  <2>
Рассмотрим две системы уравнений:

‘■ (т - t ) - * -  0 - i ) ;

Ч т - г Н ’ О + i)-

' • ( f + f - )- *• ('- О -

(3)

(4)

где k\, 11 — какие-либо действительные числа, из которых хотя бы 
одно отлично от нуля; этому же условию удовлетворяют и чиг- 
ла /j2i /г-
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Нетрудно подсчитать, что в каждой из систем уравнений (3),
(4) ранг матрицы, составленной из коэффициентов при х, у, z, 
равен двум. Значит, каждая из этих систем определяет прямую 
линию.

Если обе части каждого из уравнений системы (3) умножить 
на какое-либо число, отличное от нуля, то мы получим новую 
систему, которая, очевидно определяет ту же прямую. Значит, 
чтобы написать уравнение прямой, определяемой системой (3), на­
до знать лишь отношение k\:l\. Это можно сказать и о прямой (4), 
которая определяется отношением ki'.h.

Если координаты точки Мо (*о, уо, Zo) удовлетворяют системе 
уравнений (3) или (4), то они удовлетворяют и уравнению (2). 
Отсюда следует, что каждая прямая, определяемая системой урав­
нений (3), как и каждая прямая, определяемая системой урав­
нений (4), лежит на данной поверхности (1), т. е. является ее 
прямолинейной образующей.

Прямые, определяемые системой (3) при всевозможных значе­
ниях k\, U , не равных нулю одновременно, образуют одно семейство 
прямолинейных образующих однополостного гиперблоида ( 1 ), а пря­
мые, определяемые системой (4), при аналогичном условии для 
£2, h образуют другое семейство прямолинейных образующих этой 
поверхности.

Отметим основные свойства прямолинейных образующих одно­
полостного гиперболоида (без доказательства).

1) Через каждую точку однополостного гиперболоида проходят 
две и только две прямолинейные образующие. Одна из них при­
надлежит семейству (3), а другая — семейству (4).

2) Любые две прямолинейные образующие одного семейства 
скрещиваются.

3) Любые две прямолинейные образующие из разных семейств ле­
жат в одной плоскости.

Однополостный гиперболоид с двумя семействами прямолиней­
ных образующих изображен на рисунке 188.

П р и м е р .  Найти прямолинейные образующие однополостного 
гиперболоида

2  9 2

— + * ---— =1, (5)9 4 16 '  '
проходящие через его точку М 0 (6; 2 ; 8).

Р е ш е н и е .  Запишем уравнения (3) для одно­
полостного гиперболоида, заданного уравне­
нием (5):

' , ( т - т Н ' 0 - - § - ) ■  <6 >

Подставив сюда значения л: =  6, у =  2, z =  8, 
получим: 2k\ =/:. Этому равенству удовлетворяют, 
например, числа fci =  l, 1\= 2. Подставив эти рис. 188
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значения в систему (6), приведем эту систему к виду:
Г 4л: — 12 i/ +  3z — 24=0,
1 4jc +  3y — 3z — 6=0.

Эти уравнения определяют прямолинейную образующую одного 
семейства, проходящую через данную точку Мо поверхности (5).

Проделав то же самое с системой уравнений (4), найдем урав­
нения

( 4х — 3z =  0,
I  У — 2= 0

прямолинейной образующей другого семейства, проходящей через 
точку Мо поверхности (5).

3. Известный инженер Владимир Григорьевич Шухов (1853— 
1939) предложил устройство башен, мачт и опор, составленных 
из балок, расположенных по прямолинейным образующим одно­
полостного гиперболоида вращения. Эти конструкции В. Г. Шухова 
оказались очень прочными и легкими. Они часто используются 
при строительстве водонапорных башен, высотных радиомачт, 
телевизионных мачт и т. д.

4. Уравнение гиперболического параболоида
v2 ,,2

<7)
представим в виде — JL ^ = 2Z

Рассмотрим две системы уравнений:

*■ ( т + * ) - ' *
(

{

*  в - * ) - * *  <8)

Ч т - t ) - ' *

'■ ( r + - <9>

где k\, /|— действительные числа, из которых хотя бы одно отлично 
от нуля; этому же условию удовлетворяют и числа fe2, fa-

Точно так же, как и в п. 2, можно показать, что при все­
возможных значениях параметров k\, h, не равных нулю одно­
временно, и параметров &2, fa, также не равных нулю одновре­
менно, уравнения (8) определяют одно семейство прямолинейных 
образующих поверхности (7), а уравнения (9) — другое семейство.

Прямолинейные образующие гиперболического параболоида 
обладают теми же свойствами 1 ), 2), 3), что и образующие одно­
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полостного гиперболоида (см. п. 2), и еще 
одним свойством: все прямолинейные обра­
зующие семейства (8) параллельны плоскости
—--- 7~= 0' а все прямолинейные образую­
щие семейства (9) параллельны плоскости
-— 1-4 - = 0. Это свойство предоставляем а ' Ь у Рис. 189
доказать читателю самостоятельно.

Гиперболический параболоид с двумя семействами прямолиней­
ных образующих изображен на рисунке 189.

§ 82. Приложение к решению задач школьного курса геометрии

В школьном курсе геометрии из поверхностей второго порядка 
изучаются сфера, прямой круговой цилиндр и прямой круговой 
конус. Рассмотрим примеры задач, в которых встречаются эти по­
верхности.

1. Рассмотрим сначала примеры задач, в которых встречается 
сфера.

З а д а ч а  I. Даны сфера с центром в точке О и радиусом г 
и точка А. Через точку А проведена прямая d, которая пересе­
кает данную сферу в точках М\ и М 2. Доказать, что скалярное
произведение А М \‘АМг не зависит от выбора секущей d.

Р е ш е н и е .  Выберем прямоугольную систему координат Oi k 
так, чтобы начало координат совпало с центром данной сферы,
а векторы ОА и Г были сонаправлены. В этой системе координат 
данная сфера имеет уравнение х2 у2 z2 =  г2, а точка А — коор­
динаты (а, 0, 0), где а =  ОА.

Зададим прямую d единичным направляющим вектором 
р (рI, Р% рз) и точкой А (а, 0, 0) и запишем ее параметрические 
уравнения:

х =  а +  р^, y =  p2t, z =  p3t. ( 1)
Чтобы найти параметры t\ и <2 точек М\ и Мг, надо подставить 

в уравнение сферы выражения *, у, z по формулам ( 1 ) и решить 
полученное уравнение относительно t: (a-{-p\t)' Н Р ?0~ +  (Рз02 =  г2- 
Учитывая, что р — единичный вектор, т. е. рт-|-р*: +  рз =  1, находим:

t2 +  2apit +  (a2 — г2) =  0. (2)
Таким образом, точки Mi и М 2 имеют координаты;

М\ (a-\-p\t\, Р2/1, р.э*|), М г (а + Р 1 2̂, рг̂ г, Рз г̂). 
где 11 и t2 — корни уравнения (2).

Так как AM  , (p\t\, p2t\, Рз/i), А М 2 (ptt2, p2t2, рз<г), то AM  1 •А М 2 — 
=  (P? +  P2 +  P5 V i ’ *2 =  ̂ 2. Из уравнения (2) по теореме Виета на­
ходим: t\t2 =  a2 — г2 Но а =  ОА , поэтому

Лм,-ЛуИ2 =  ОЛ2- г 2. (3 )
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/Мы доказали, что скалярное произведение AM  г  AM 2 действи­
тельно не зависит от выбора секущей d. Заметим, что формула (3) 
остается верной и тогда, когда точка А совпадает с точкой О (и зна­
чит, 0/1 =  0), а также когда она совпадает с одной из точек 
Mi или М 2 (и значит, О А — г).

Скалярное произведение АМ \-АМ 2 называется степенью точки 
А относительно данной сферы. Из формулы (3) следует, что степень 
точки А является положительной или отрицательной в зависимости 
от того, лежит ли точка А вне или внутри сферы; степень точки, 
лежащей на сфере, равна нулю.

З а д а ч а  2. Доказать, что множество F  всех точек простран­
ства, каждая из которых имеет равные степени относительно двух 
данных неконцентрических сфер, есть плоскость, перпендикулярная 
линии центров этих сфер.

Р е ш е н и е .  Пусть 0\, г\ и 0 2, г2 — соответственно центры 
и радиусы данных сфер. По формуле (3) точка М принадлежит 
фигуре F  тогда и только тогда, когда 0\М2— г2 =  0 2М 2 — г\, т. е.

О | М 2 — 0 2М 2 — г2 — г2. (4)
Таким образом, F  есть множество всех точек пространства, 

разность квадратов расстояний от каждой из которых до точек 
0\ и 0 2 равна г2 — г2. Это множество является плоскостью, пер­
пендикулярной прямой O 1O2 (см. § 67, задача 5).

2. Плоскость F, о которой идет речь в задаче 2, называется ра­
дикальной плоскостью данных сфер. Для построения радикальной 
плоскости достаточно построить одну из ее точек Мо и через 
нее провести плоскость, перпендикулярную линии центров данных 
сфер. Если сферы имеют общие точки, то в качестве точки М 0 
можно взять любую из этих точек. Действительно, если М 0 — об­
щая точка двух сфер, то степень ее относительно каждой из этих 
сфер равна нулю, поэтому Мо — точка радикальной плоскости этих 
сфер. Если данные сферы не имеют общих точек, то ясно, что 
их радикальная плоскость не имеет общих точек ни с одной из 
этих сфер.

Иногда удобно рассматривать точку как сферу нулевого ра­
диуса. Степенью точки А относительно такой сферы с центром в 
точке М  в соответствии с формулой (3) считается число A M 2 (так 
как г=0). Утверждение, сформулированное в задаче 2, верно и 
в том случае, когда одна из данных сфер или даже обе сферы имеют 
нулевые радиусы.

З а м е ч а н и е .  Две концентрические сферы не имеют радикаль­
ной плоскости, так как равенство (4) невозможно, если точки 0\ 
и 0 2 совпадают, и г\ф г2.

3. Рассмотрим задачи, в которых встречаются другие поверх­
ности второго порядка.

З а д а ч а  3. Доказать, что прямая, имеющая с прямым круговым 
цилиндром более двух общих точек, является прямолинейной обра­
зующей этого цилиндра.
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Р е ш е н и е .  Рассмотрим каноническое уравнение данного ци­
линдра:

х2 +  у2 =  а2. (5)
Пусть прямая d, заданная параметрическими уравнениями 

х =  х0 +  p\t, y = y 0 +  p2t, z =  z0 +  p3t, (6)
имеет с данным цилиндром более чем две общие точки. Дока­
жем, что d — прямолинейная образующая этого цилиндра.

Чтобы получить те значения t, для которых точка М  прямой d 
лежит и на данном цилиндре, надо выражения х, у, z по формулам
(6) подставить в уравнение (5):

(р 1 “Н Р%) t2 2 (Хор 1 +  yopi) t -(- (х2 +  у о — о2) =  0.
Это квадратное уравнение должно иметь более двух корней 

(так как прямая d пересекает цилиндр (5) более чем в двух точках). 
Следовательно, его коэффициенты и свободный член равны нулю. 
Из p2-\-pl — 0 заключаем, что р\=рг =  0 и потому прямая d парал­
лельна оси Oz или совпадает с ней. Из равенства xl-\-yl — сг= 0 
следует, что точка М 0 (х0, у0, zo) прямой d лежит на поверхности
(5). Но прямая, проходящая через точку циллиндрической поверхно­
сти параллельно ее оси, и есть прямолинейная образующая этой 
поверхности.

З а д а ч а  4. Найти фигуру F, образованную всеми точками, 
отношение расстояний каждой из которых от данной точки О и от 
данной плоскости а, проходящей через эту точку, постоянно и равно 
данному положительному числу а.

Р е ш е н и е .  Выберем систему координат Oijk  так, чтобы дан­
ная плоскость а совпала с координатной плоскостью ОТ j.

Если М (х, у, z)£F, то х, у, z удовлетворяют условию:

V E + Z + Z =а- (7)
\ г \

Отсюда
*2 +  y2- ( a 2- l ) z 2 =  0. (8)

Обратно, если координаты точки М  (х, у, z) удовлетворяют урав­
нению (8) и гф О , то ее координаты удовлетворяют уравнению (7). 
Таким образом, искомая фигура определяется уравнением (8), при­
чем z=7̂ 0. Если а> 0 , то F — круговой конус без вершины; при 
а =  1 фигура F  — ось Oz без точки О; если же a d ,  то F  — 
пустое множество.

4. Поверхности, изученные в этой главе, часто встречаются при 
отыскании множества точек в пространстве. Рассмотрим пример.

З а д а ч а  5. Найти множество S  всех точек пространства, 
расстояние каждой из которых до данной точки А равно рас­
стоянию до данной плоскости а, не проходящей через точку А.
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Р е ш е н и е .  Пусть AD  — перпендикуляр, 
проведенный из точки А к плоскости ст. Вы ­
берем прямоугольную систему координат 
O ijk  так> чтобы точка О была серединой
отрезка AD  и ОА fffe (рис. 190). В  этой 
системе координат точка А имеет коорди­
наты (о, 0, -2-J, где p= A D , а плоскость а —

уравнение z-\--^-=0. Если точка М  (х, у, z)
принадлежит множеству S, то М А =  р (М , ст). 
Но __________________

М А =  д Д 2 +  У2 +  (г -  .

р(М , a) = | z  +  f  I , (9)

поэтому у х 2+ у2 +  (z -- |z-(--^-|. Отсюда следует, что

x2 +  y2 =  2pz. ( 10)
Итак, доказано, что координаты любой точки множества S  удов­
летворяют уравнению (10). Докажем обратное утверждение: каждая 
точка М, координаты которой удовлетворяют уравнению (10), при­
надлежит множеству 5. Подставив в первую из формул (9) значение

хг2 + У2 из ( 10), получим: M A = ~\j2pz-\-(z— ) - л / (2+-§-)’= 
=  Следовательно, МЛ =  р(М , ст), т. е. M £S.

X 2  и 2Уравнение (10),' которое можно записать так: ——\-*—= 2 z, опре­
деляет параболоид вращения. Таким образом, S  — параболоид вра­
щения, осью вращения которого является прямая AD  (рис. 190).



АФФИННОЕ И ЕВКЛИДОВО п-МЕРНЫЕ 
ПРОСТРАНСТВА

Г л а в а  X

§ 83. Векторное л-мерное пространство

1. Для дальнейшего изложения нам потребуется знание теории 
векторных пространств, известной из курса алгебры. Для полноты 
изложения мы приводим обзор основных факторов этой теории, 
необходимых для построения основ многомерной геометрии.

Как известно из курса алгебры, векторное пространство над по­
лем действительных чисел> (или просто векторное' пространство) 
есть непустое множество V элементов, называемых векторами (а, Ь, ..., 
х, у, А  на котором определены операции сложения векторов и 
умножения векторов на действительные числа так, что выполнены 
следующие условия:

I,. Для любых векторов а, b и с
(iа-\-Ь) +  с =  а +  (6 +  с).

Ь. Для любых векторов а и b
а-\-Ь =  Ь-\-а.

13. Существует вектор 0 (нуль-вектор) такой, что для любого 
вектора а _ _ _ _ _

0 +  а =  а +  0 =  а.
14. Для каждого вектора а существует вектор ( — а) такой, что

а +  ( — а) =  ( — а) +  а = 0.
Is. Для любого вектора а 1 -а =  а.
1б- Для любых действительных чисел а, р и любого вектора а

а  (ра) =  (ар) а.
Ь- Для любых действительных чисел а, р и любого вектора а 

(а +  р) а =  аа +  ра.
Is. Для любого числа а и любых векторов а и Ь 

а (а b) =  аа ctb.
Условия I i— Ь  называются аксиомами векторного пространства.
Из сформулированных аксиом вытекает ряд следствий. Отметим 

основные из них.
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1°. Вектор 0 и вектор ( — а), о которых говорится в аксиомах 1з 
и 14, единственные.

2°. Для любого вектора а и любого числа К имеют место соот­
ношения:

а) — ( — а) =  а\
б) 0а =  0 ;
в) — а =  ( — 1 )а ;
г) М) =  0 ;
д) если Ка =  0, то или Я, =  0, или а =  0.
3°. Для любых векторов а и Ь существует единственный век­

тор х такой, что а-\-х =  Ь.
Вектор jc, определяемый этим условием, называется разностью 

векторов b и а и обозначается через b — а. Можно доказать, что 
В — а =  5 + ( — а).

2. В векторном пространстве V понятия линейной зависимости, 
линейной независимости и линейной комбинации вводятся точно 
так же, как и в векторном пространстве W/a_ (см. § 6, п. 3). 
В  частности, свойства 1°— 4°, сформулированные в пункте 3 (§ 6), 
имеют место для векторов пространства V.

Пространство V называется п-мерным векторным пространством, 
если выполнены следующие две аксиомы.

Hi. В пространстве V существует система п линейно незави­
симых векторов.

П 2. Любая система л +  1 векторов линейно зависима.
Число п называется размерностью пространства V. Из теоремы 

4 (§ 6) и следствия теоремы 1 (§ 7) следует, что является
трехмерным векторным пространством.

Базисом векторного пространства V называется такая система 
векторов, которая задана в определенном порядке и удовлетво­
ряет двум условиям:

а) система линейно независима;
б) любой вектор пространства является линейной комбинацией 

векторов данной системы.
Из аксиом Hi и Иг следует, что в /г-мерном векторном простран­

стве существует хотя бы один базис, состоящий из п векторов. 
Из алгебры известно, что любой базис я-мерного пространства 
состоит из п векторов.

В курсе алгебры доказывают ряд теорем, которыми мы будем 
пользоваться в дальнейшем изложении. Эти теоремы мы приводим 
без доказательства.

Т е о р е м а  1. Если ё\, е2, ..., ё„ — базис пространства V, то 
для любого вектора р существуют единственные числа р\ р2, ..., рп 
такие, что

p = p >e i+ p 2e2 +  ...+ pnen. ( 1 )
Коэффициенты р\ р2, ..., рп называются координатами вектора 

р в базисе е\, е-i, ..., еп.
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Если вектор р в данном базисе имеет координаты р\ р2, рп, 
то пишут так: р(р\ р2, ..., рп). Свойства 1°— 3° координат суммы, 
разности векторов и умножения вектора на число, сформулирован­
ные в пункте 3 § 7, имеют место и для векторов л-мерного векторного 
пространства V.

Т е о р е м а  2. Если дана система векторов а \, а2, ..., а*, которые 
в данном базисе имеют координаты

а\ (а|, а2, ..., а"), а2 (а2, а2, ..., а2), ..., а* (а*, а?, ..., а?), 
то ранг матрицы

равен максимальному числу линейно независимых векторов системы.
Из этой теоремы, в частности, получаем .следствие.
С л е д с т в и е .  Для того чтобы система п векторов в /г-мер- 

ном пространстве V была линейно независимой, необходимо и доста­
точно, чтобы определитель, составленный из координат этих векто­
ров, в любом базисе был отличен от нуля.

3. Пусть L  — непустое множество векторов из V. Множество 
L называется векторным подпространством пространства V, если 
выполнены следующие два условия:

1°. Если a£L , b£L, то a-\-b£L.
2°. Если a£L , то a a £ L  для любого вещественного числа а.
Из курса алгебры известно, что если для множества L выпол­

няются условия 1°, 2°, то оно является векторным пространством 
относительно операций сложения векторов и умножения векторов 
на числа, которые введены в V. При этом, если V является п- 
мерным векторным пространством, то множество L — ^-мерное век­
торное пространство, где k ^ n .  Число k называется размерностью 
подпространства L. Подпространство размерности k будем обозна­
чать через Lk.

Пусть а\, а2, ..., а* — линейно независимые векторы пространства 
V. Рассм отри м  м н ож ество  всех векторов вида: /|Oi +  t2a 2 -\-... +  tka k, 
где t\, t2, ..., tk — произвольные вещественные числа. Это мно­
жество, как нетрудно проверить, удовлетворяет условиям 1 ° и 2 ° 
определения векторного подпространства, поэтому является под­
пространством пространства V. Оно называется подпространством, 
натянутым на векторы а\, а2, ..., а*, и обозначается так: L (а\, а2, ..., а*).

В алгебре доказывают теорему, которая позволяет задавать 
подпространства с помощью системы линейных однородных урав­
нений.

Т е о р е м а  3. Пусть дана система линейных уравнений:

(2)

а\\р' -\-а\2р2 +... -\-а\прп — О, 
а2\р]'-\-а22р2 ... -|-а2пр" =  0,

ak\pl -(-ak2p2 aknpn — 0, &)
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ранг которой равен r. Тогда множество L всех векторов 
р(р\ р2, рп) п-мерного пространства V, координаты которых 
удовлетворяют системе (3), есть (п — г)-мерное подпространство про­
странства V.

У  4. Формулу (1) можно записать так: р — Ъ р1е, или еще короче:

'> p — plei. Условимся в следующем: если нам дано выражение, за- 
•ч писанное в виде одночлена, в котором некоторый индекс встре-
V чается дважды: один раз — вверху и один раз — внизу, то по этому 
t  индексу подразумевается суммирование. Например, выражение 

a!bi, где i принимает значения 1 , 2 , 3, является сокращенной за­
писью суммы: а 1Ь\+ а2Ь2 +  а3Ьз- Если индекс а принимает те же зна­
чения 1 , 2 , 3, то a“ &a =  a‘ft„ т. е. индекс суммирования можно 

Ъ обозначить любой буквой. В  главах X и XI, если нет специальных 
bv оговорок, предполагается, что индексы суммирования /, /, k и I при- 
Г нимают значения 1 , 2 , 3, ..., п.

и

*
§ 84. Евклидово векторное n-мерное пространство

Ж

1. Пусть V — я-мерное векторное пространство над полем R  дей­
ствительных чисел. Билинейной формой, определенной на векторном 

J  пространстве V, называется отображение g: VxV R, линейное 
по каждому аргументу. Это значит, что каждой упорядоченной 
паре векторов х, у ставится в соответствие действительное число

& ё (х> У) такое, что выполняются равенства:
g ( a * ,  +  P *2. y) =  ag (xi, y) +  $g (х2, У), ^
g(x, ay, +  $y2) =  ag(x, г/1) Н- pg- (х, у2).

Здесь а, р — любые действительные числа, а до, х2, х, у\, у2, у — 
произвольные векторы пространства^.

Возьмем какой-нибудь базис <?ь е2...... еп пространства V. Этот
базис сокращенно будем обозначать так: (ei). Для любых векторов 
х, у имеем: х -х‘е„ у = у ‘е,.\юэтому g  (хл y \ = g  (х‘е,, у'е,). Используя 
равенства ( 1), находим: g (х, y) =  x‘y'g  (е„ е,), или

у) — gijx'y1, (2)
где

gn=g(ei, ej).
В правой части равенства (2) записано суммирование по индек­

сам /, /, которые независимо один от другого провисают все зна­
чения от 1 до п. Квадратная матрица G=||g,7|| порядка п (первый 
индекс — номер строки, а второй индекс — номер столбца) назы­
вается матрицей билинейной формы g  в базисе (ei). Таким образом, 
если в векторном пространстве V размерности п выбран базис (е,). 
то ,каждая билинейная форма g  на этом пространстве определяет 
матрицу G порядка п с элементами gif (HR, где

g4 = g ( e „  ei).
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Обратно, если в векторном пространстве V размерности п выбран 
базис (ei), то любая квадратная матрица ^  н этом пространстве 
задает некоторую билинейную форму g (х, у), значение которой 
для векторов х, y£ V  вычисляется по формуле (2).

Случай, когда матрица G нулевая, интереса не представляет, и 
мы исключим его из рассмотрения.

2. Билинейная форма g называется симметрической, если для 
любых векторов х, у£ V выполняется равенство g (х, у = g  (у, х). В ча­
стности, для векторов базиса (ei) получим: g(ei, el) =  g (e l, ei), т. е. 
gij =  gjit поэтому матрица G симметрическая.

Обратно, если взять симметрическую матрицу G порядка п и с 
помощью ее определить в заданном базисе (ei) билинейную форму g 
формулой (2), то, как это следует из формулы (2), g (х, y) =  g (y , 3). 
Следовательно, g — симметрическая форма.

Симметрическая билинейная форма g называется положитель­
но определенной, если g (х, ;с) > 0  для любого ненулевого векто­
ра х. Примером положительно-определенной билинейной формы слу­
жит, например, форма, которая в базисе (ei) задана формулой

g(x, у) =  х'у' + х 2у2 +  ...+ хпуп.
В самом деле, эта формула имеет вид_ (2), поэтому g (х, у) — 

билинейная форма. Ясно, что g (х, y) =  g (y, х) и, кроме того, для 
любого хфО  имеем: g (j, x) =  (x{f-\-(x2f  ,..-\-(xnf >  0.

3. Будем говорить, что векторы а и Ь сопряжены относительно 
симметрической билинейной формы g, если они ненулевые и удов­
летворяют условию: g \а, Ь) =  0.

Докажем следующую важную теорему.
Т е о р е м а  1. В  любом подпространстве Lk векторного прост­

ранства V размерности п, где 1 <Zk^.n, существует хотя бы один 
базис, любые два вектора которого сопряжены относительно дан­
ной симметрической билинейной формы g (х, у).

□ Рассмотрим два возможных случая.
1) Для любого вектора x£L, имеем: g (х, л:) =  0. Докажем, что 

в этом случае любой базис ё\, ё2, ■■■, ёк подпространства L* являет­
ся искомым. В самом деле, пусть еа и — два произвольных 
вектора этого базиса. Так как ea-\-e^^Lk, то g (еа +  еа +  ёр)= 0, 
или gjea, ea) +  2g(eа, e^ +  g fa ,  ёр) =  0. Учитывая, что gjfia,^ea) =  
=  g(eр, ер) =  0, из предыдущего равенства получаем: g (еа, ер) =  0. 
Таким образом, векторы еа и сопряжены относительно данной 
формы g (х, у). _ _

2) Существует хотя бы один вектор е \ такой, что g (еi, е^ФОт. 
Докажем теорему по индукции относительно размерности подпро­
странства Lk- Убедимся сначала в справедливости теоремы для 
случая, когда k =  2. Выберем базис (а, В) подпространства L 2 так,

чтобы g (а, а ) Ф 0. Тогда векторы ё\ — а, е2 =  Ь — Ха, где Х = е ^ ,
ё  (а, а)

249



образуют искомый базис, так как они линейно независимы и 
g (e ь e2) =  g(d, b) — kg(d, а) =  0.

Предположим теперь, что утверждение теоремы верно для всех 
подпространств L m, где m ^ k  — 1, и докажем, что оно верно и 
для LkЛ Выберем базис е\, е2, ..., е* подпространства Lk так, что­
бы g (е|, е\)фО. Рассмотрим множество L ' векторов х подпро­
странства Lk, удовлетворяющих равенству

g (e u х ) = 0 .  (3)
Разложим вектор х по базису е\, е2, ..., вк'-х=хаеа, где а — 1, ..., k, 

и запишем равенство (3) в координатах: glaxa =0. Так как £ и =^0, 
то по теореме 3 из § 83 множество L ’ есть подпространство раз­
мерности k — 1 пространства Lk- По предположению индукции в 
подпространстве L ' существует базис е2, е3, ... е\, любые два 
вектора которого сопряжены относительно билинейной формы g (х, у). 
Система векторов е\, е2, ..., e'k линейно независима, так как в про­
тивном случае в\ ч т о  противоречит условию: g{e\, е\)фО. Учи­
тывая равенство (3), приходим к выводу, что базис е\, е2, ..., e'k 
искомый. Ц

Доказанная теорема верна также и в том случае, когда k =  n, т. е. 
когда Lk совпадает с векторным пространством V. Поэтому спра­
ведливо утверждение.

С л е д с т в и е .  В векторном пространстве V размерности п су­
ществует хотя бы один базис, любые два вектора которого сопря- 
жены_ относительно данной симметрической билинейной формы 
g (*. У)-

4. Векторное пространство V называется евклидовым вектор­
ным пространством, если на нем задана положительно-определенная 
билинейная форма g. Для произвольных векторов а и Ь число 
g (а, Ь) называется скалярным произведением векторов а и b и 
обозначается так: ab. Форма g является симметрической билиней­
ной формой, поэтому для любых векторов а, Ь, с и любого числа а 
имеют место следующие свойства скалярного умножения. Иногда 
эти свойства принимают в качестве аксиом при аксиоматическом 
определении скалярного произведения.

1 . ab =  ba.
2 . а (Ь -\: с) =  аЬ^-ас.
3. (аа) b =  a (ab), о ab) =  a (ab).
4. Если а ф 0, то а а > 0.
Число аа =  а 2 называется скалярным квадратом вектора а. 

Из свойства 4 следует, что для любого вектора а имеем: аа^О .
Отсюда следует, что д/а2 — действительное число. Оно называется 
длиной или нормой вектора а и обозначается так: |а|. Вектор 
называется единичным, если |а| =  1 .

Из свойств 1— 4 скалярного произведения следуют утверждения.
1°. Для любых векторов а, Ь\, Ь2, ..., bk
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a (b| -(- b2-j-... -(- bk)— abi -)- 0,62-t~ -\-abk-
2°. 0 -a =  0, где a — произвольный вектор.
3°. Если а ф б ,  то \а\фО, а если а =  О, то |а|=0.
4°. Если Ь =  аа, то |fe| =  |a||a|.
Доказательства этих свойств предоставляем читателю.

Если аф б , то вектор — является единичным и называется 
ортом вектора а. 1°1

Докажем, что для любых ненулевых векторов а и b справедливы 
неравенства:

Неравенства (4) показывают, что для любых ненулевых векто­
ров а и b существует в числовом промежутке [0, л] число а такое, что

Это число называется углом между векторами а и b и обоз­
начается так: (а, Ь).

Ненулевые векторы а и b называются перпендикулярными (или
ортогональными), если (а, Ь)=-^~. Условимся считать, что нулевой
вектор перпендикулярен любому вектору. Отсюда и из равенства (5) 
следует, что векторы а и b перпендикулярны тогда и только тогда, 
когда ab =  0, т. е. когда векторы_ а и b сопряжены относительно 
данной билинейной формы g (х, у). Доказанная в п. 3 теорема 1 
позволяет сформулировать следующее утверждение: в любом век­
торном подпространстве евклидова векторного пространства V су­
ществует хотя бы один ортогональный базис (т. е. базис, любые 
два вектора которого взаимно перпендикулярны).

Базис <?i, ёг, ёп называется ортонормированным, если  ̂ все 
его векторы единичные и попарно ортогональные, т. е. если \et\ =  
=  1 , «?;*?; =  О, i Ф  j (i, /=  1 , 2 , ..., П).

Докажем следующую теорему.
Т е о р е м а  2. В евклидовом векторном п-мерном пространстве 

существуют ортонормированные базисы.
□ Из следствия теоремы 1 заключаем, что в евклидовом век-

1 .
|о||6|

(4)

поэтому

Отсюда и следуют неравенст

ва (4).

ab (5)cos а
lallftl
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торном n-мерном пространстве существует базис (а,)л ^любые два 
вектора которого взаимно перпендикулярны, т. е. aiOj — 0 , если 
1ф }.  Рассмотрим новый базис

- _fli - __ а2 ~ ___Qn
la'il I аг I I an I

Ясно, что базис ё, ортонормированный, так как векторы ё..... . е„ —
единичные взаимно перпендикулярные векторы. Ц

Если векторы а и b в ортонормированном базисе (е\) заданы
координатами а (а1, а2, ..., а"), Ь (Ь\ Ь2......  Ь"), то имеют место
формулы:

ab = a'bl -\-а2Ь2 ...-\-апЬп, (6)

|Я |= л/(а‘)2+ (а 2)2 +  -  +  (а")2. (7)

со Я (д .ь) = --------QV + a V  + ... + ̂  (g)
V(a1 )2 + (а2)2 + ■ ■ ■ + (a")2 V(61 )2 + (ft?)2 + ■ ■ - + (6")2

§ 85. Аффинное n-мерное пространство

1. Пусть V — векторное пространства «-измерений над полем дей­
ствительных чисел, а Е  — непустое множество, элементы которого 
назовем точками. Векторы, как и прежде, будем обозначать ма­
лыми буквами латинского алфавита со стрелкой наверху: а, Ь,
с, ..., х, у, а точки — большими буквами латинского алфавита 
А, В, ..., X, Y. Мы предполагаем, что задано отображение 
о:£Х£->-1Л т. е. каждой упорядоченной паре точек А, В из Е  
поставлен в соответствие определенный вектор из V, который обозна­
чим через АВ. Множество Е  называется аффинным n-мерным про­
странством над векторным пространством V «-измерений, если вы­
полнены следующие аксиомы1.

1. Для каждой точки А из Е  и произвольного вектора р из V су­
ществует одна и только одна точка X  такая, что А Х  =  р.

2. Для любых точек А, В и С выполняется равенство А В -\ -В С =
= А С  (аксиома треугольника).

Аффинное n-мерное пространство обозначим через А п. Отме­
тим некоторые следствия из сформулированных выше аксиом.

1°. При любом выборе точки А вектор АА нулевой.
□ В самом деле, пусть b — произвольный вектор из V. По ак­

сиоме 1 существует точка В такая, что АВ =  Ь. По аксиоме тре­

1 Эти аксиомы называются аксиомами Вейля, по имени известного математика
Германа Вейля (1888— 1958), который впервые их сформулировал.
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угольника для точек А, А, В  имеем: АА-\-АВ =  А В  , или /4/4 +  6 =  
=  Ь. Отсюда следует, что /4/4=0. В

2° Если /45 =  0, то точки А и В  совпадают.
□ По свойству 1° А А — 0, а по условию А В — 0, следовательно, 

по аксиоме 1 точки А н В  совпадают. Ц
3° При любом выборе точек А и В  А В = — ВА.
□ По аксиоме треугольника А В  +  В А = А А . Отсюда, учитывая 

свойство 1°, получаем: АВ-\-ВА =  0. Таким образом, А В = — ВА. Щ
4°. Если A B  =  C D , то AC =  BD.
□ По аксиоме треугольника АС — АВ-\-ВС. Отсюда, учитывая 

данное равенство, получаем: AC =  CD + В С , или AC =  BC  +  CD. По
аксиоме треугольника AC — BD. В

Предлагаем читателю, применив метод математической индук­
ции и используя аксиому треугольника, самостоятельно доказать 
следующее утверждение.

5°. Для произвольных точек А |, А 2, ..., А п выполняется равен­
ство А ]А 2~\~ А 2Аз-\-...-\-A„—iAn= A iA n.

Зафиксируем в пространстве Ап произвольную точку О. Тогда
для каждой точки М  пространства определен вектор ОМ, кото­
рый называется радиус-вектором точки М (относительно точки О). 
Из аксиомы 1 следует, что отображение, в котором каждой тачке 
ставится в соответствие ее радиус-вектор, является биекцией. Отсю­
да, учитывая, что V — бесконечное множество, приходим к выво­
ду, что пространство А п содержит бесконечное множество точек.

Отметим, что каждый вектор р из V порождает вполне определенное преобра­
зование точек пространства А„. Действительно, произвольной точке М£А„ поставим
в соответствие точку М' так, чтобы М М '—р. Мы получаем отображение: [ :А а -*-А„. 
Докажем, что / — преобразование множества А п■

Если М '— произвольная точка пространства А„, то по аксиоме 1 существует
одна и только одна точка М такая, что М'М — — р или по свойству 3°
М М '^ р . Таким образом, каждая точка имеет .один и только один прообраз, 
т. е. f-преобразование.

Преобразование^ f называется параллельным переносом пространства А„ на 
вектор р. Если р =  б , то / — тождественное преобразование.

Мы видим, что существует взаимно однозначное соответствие между параллель­
ными переносами пространства А„ и векторами из V. Поэтому векторы из V 
иногда называются переносами (свободными векторами) пространства А„, а векторное 
пространство V — пространством переносов пространства А„.

2. Возьмем какую-нибудь точку О пространства Ап и произволь­
ный базис е\‘ е2, е„ пространства V. Множество, состоящее 
из точки О и базиса е\, е2, е„, называется аффинной системой 
координат (или аффинным репером) пространства А„ и обозначает-
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ся символом Ое\е2...еп, или короче Ое\. Точку О называют нача­
лом координат, а векторы в\, ег, ..., е„ — координатными векторами.

Пусть М  — произвольная точка пространства А „, в котором 
задана аффинная система координат Ое\...ёп. Разложим радиус-
вектор ОМ точки М  по базису е\, ег, е„:

О М = х'е \-\-х2в2-\- ...-\-хпеп. ( 1 )
Числа х\ х2, .и, х" называются координатами точки М  в сис­

теме координат Ое,; пишут М (л:1, хп), или короче: М (х'\ Таким 
образом, координатами точки М в системе координатОе, назы­
ваются координаты радиус-вектора этой точки в базисе е\, в2, ■ ■■, е„. 
Рассмотрим следующую задачу, которая часто используется при 
решении задач.

З а д а ч а .  В  системе координат Ое, даны две точки М (х‘) и
N (у1). Найти координаты вектора M N .

Р е ш е н и е .  По аксиоме треугольника ОМ -\-MN =  ON. Отсюда
получаем: M N  =  ON — ОМ. Векторы ОМ и ON являются радиус- 
векторами точек М и N, поэтому их координаты нам известны:
ON (у‘), ОМ(х‘). Таким образом, вектор M N  имеет координаты:

M N (y '— x\ у2 — х2, ..., уп — хп).

_ 3. Рассмотрим в̂  пространстве Ап две системы координат: 
Ое\ё2...еп и 0'ё\ё1...е'„. Первую систему назовем старой, а вто­
рую — новой. Пусть М  — произвольная точка пространства, кото­
рая в старой системе имеет координаты х‘, а в новой системе — 
координаты «/*(/ =  1, 2, 3, ..., л). Поставим задачу: зная координаты 
нового начала координат и новых координатных векторов в старой 
системе:

О' (xi), хо, ..., *о), ё'(с}, с I ..., с"), где / = 1 , 2 , ..., п, (2) 
выразить х1, х2, ..., хп через у 1, у2, ..., уп.

По определению координат векторов и точек из (2) имеем:

е,'=С;ё„ О О '=*{)<?,. (3 )
Определитель матрицы С=||с/|| отличен от нуля, так как век­

торы е\, в2, е'п линейно независимы (§ 83, следствие теоремы 2). 
Матрица называется матрицей перехода от базиса ё\, ег, ..., е„ к 
базису ё\, е'2, ..., ё'„.

По аксиоме треугольника ОМ =  ОО' +  О'М, поэтому, учитывая 
формулы ( 1 ) и (3), получаем:

х'е,= х'ое, +  у'ё], или х‘ё, — x‘0ei у’с)ё̂
Отсюда в силу линейной независимости векторов е\, ег, ..., е„ 
будем иметь:

х1 — с)у’ -\-х'о, где (=  1, 2, ..., п. (4)
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Формулы (4) называются формулами преобразования аффинной 
системы координат пространства А„. В этих формулах определитель 
матрицы С отличен от нуля.

4. Для дальнейшего изложения по аналогии со случаем кри­
вых второго порядка (см. § 31) введем в пространстве Ап мнимые 
точки. При выбранной системе координат Ое, назовем точкой любое 
упорядоченное множество п комплексных чисел z\ z2, ..., zn (zk =  
= xk-\-iyk, i2=  — 1, xk, yk(zR)■ Точка называется действительной, 
если все числа z1, ..., zn действительные, и мнимой, если хотя 
бы одно из этих чисел не является действительным.

Если точка М  в системе Ое, имеет координаты z\ то будем 
считать, что та же точка в системе О'е' имеет координаты г 'к, ко­
торые определяют из формул (4): zk — ск, • z' 1 -\~xft.

Так как здесь числа ск, хк действительные, то понятие мнимой 
точки не зависит от выбора системы координат.

Множество всех действительных и мнимых точек называется 
п-мерным комплексным пространством.

§ 86. ft-мерные плоскости

1. Пусть Lk— fe-мерное подпространство «-мерного векторного про­
странства V, где l^ k< C n . С помощью Lk введем бинарное отно­
шение А на множестве всех точек пространства А„. Точки А
и В  находятся в отношении А (и пишут ЛАВ), если AB£Lk. До­
кажем, что отношение А является отношением эквивалент­
ности.

1) Для произвольной точки А имеем: AA =  0^Lk, поэтому А А А.
2) Если А А В, то AB£Lk, поэтому BA^Lk, т. е. В А А.
3) Если А А В  и В А С ,  то AB£Lk, BC£Lk, поэтому АВ-\-ВС =

=  AC£Lk, т. е. А А С.
Каждый из элементов • фактор-пространства А„/А называется 

k-мерной плоскостью или просто k-плоскостью и обозначается так: 
Пк■ Одномерная плоскость называется прямой, а (п — 1)-мерная 
плоскость — гиперплоскостью.

При заданном подпространстве Lk существует бесконечное мно­
жество классов эквивалентности (т. е. элементов фактор-простран­
ства А п/А), и каждый из этих классов определяется однозначно, 
если задана точка, принадлежащая этому классу. Таким образом, 
^-плоскость Пк является заданной, если даны подпространство 
Lk и некоторая точка fe-плоскости. Подпространство L* называется 
направляющим подпространством плоскости Пк, а векторы этого 
подпространства — векторами, параллельными плоскости Пк. Если 
плоскости Пк и Пк имеют одно и то же направляющее подпро­
странство, то они либо совпадают, либо не имеют ни одной об­
щей точки. В последнем случае они называются параллельными.
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2. Пусть /г-плоскость Я* задана точкой Мо и направляющим 
подпространством Lk. Тогда, очевидно, Пк  есть множество тех и толь­
ко тех точек М  пространства, каждая из которых удовлетворяет
условию: МоМ ̂  La. Воспользуемся этим утверждением и теоремой 3 
из § 83 для написания уравнений fe-плоскости Я*.

З а д а ч а  1. В  аффинной системе координат Ое\...еп даны точка 
Мо(хо, -to, Хо) и подпространство Lk системой независимых од­
нородных уравнений:

анр' — О,
аър1 =  0, ^

CLn—kiP =0.
Написать уравнение fe-плоскости Я*, проходящей через точку 

Мо и имеющей направляющее подпространство L*.
Р е ш е н и е .  Произвольная точка М (х\ х2, ..., хп) пространст­

ва А п принадлежит плоскости Пк тогда и только тогда, когда
M 0M £L*. Вектор М 0М имеет координаты лс1 — jco, х2 — xi, ..., xn — xfi, 
поэтому точка М принадлежит плоскости Я* тогда и только тогда, 
когда

а и (х‘ — х'о) — 0 ,
a 2i(x ‘ — Xo) =  0, /п\

dn-ki (л:' — jc'o) =  0 .
Мы получили уравнения плоскости Я*.
П р и м е р .  Написать уравнения 2 — плоскости Яг пространства 

А 4, проходящей через точку М 0 (0, 1 , — 2, 5) и имеющей направ­
ляющее подпространство L2, заданное системой уравнений:

I  р 1 — р2Н-р2 +  Зр4 = 0,
I 5р2 +  р3 — р4 =  0.

Р е ш е н и е .  Уравнения (2) в данном случае принимают вид:

f (х1 —  Хо) — (х2 — х'о) +  (х3 — Jto) +  3 (л:4— л:о) =  0,
1 5 (х2 — xi)-\-(x* — хг&) — (х4— * о )  =  0.

Подставив сюда значения координат точки Мо, после элемен­
тарных преобразований получаем:

{ X х — х2-\-х3-\-Ъх4— 12 =  0,
1  5jr2+ * 3 — jt4-f-2  =  0 .

З а д а ч а  2. В аффинной системе координат Ое\...еП даны 
своими координатами точка М о  (jco, х \ ,  ■■■, *о ) и базисные векторы 
подпространства Lk.

di (al, a2, ..., at), а2 (а2, a2, ..., a2), ..., dk (al, a*, ..., a?).
Написать уравнения fe-плоскости Я*, проходящей через точку 

М 0 и имеющей направляющее подпространство Lk.
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Р е ш е н и е .  Точка М (х\ х2, ..., хп) принадлежит £-плос-
кости Пъ. тогда и только тогда, когда MoM^Lk, т. е. когда найдутся 
такие числа г , t2, ..., tk, что

МоМ =  t1 а | -(-120.2 ■ ■ ■ -|- t̂ cik.
Это равенство в координатах запишется так: 

х1 — x‘o =  tl а\ +  t2a.2 + ... +  tkalk,
или

х‘= х ‘о-\- tla\ -\-t2a'2-\-... +  tka‘k, где = 1 , 2 , ..., n. (3 )
Уравнения (3) называются параметрическими уравнениями плос­

кости Л*. Они содержат k параметров t\ t2, ..., tk.
П р и м е р .  Написать параметрические уравнения прямой d,

проходящей через точку М 0 ( 1 , 3, 0, 0, — и параллельной 
вектору р (  — 2, 0, 4, — 1, 12) в пространстве А 5.

Р е ш е н и е .  Вектор р является базисом направляющего под­
пространства прямой d, поэтому уравнения (3) в данном случае имеют 
вид:

х1 =  1 — 2t, х2 =  3, x3 =  4t, x4= — t, xs= —±-+\21.
3. Любая fc-плоскость в пространстве А„ задается совместной 

системой (п — k) независимых линейных уравнений (2). Эту систему 
можно записать в следующем виде:

an Jt'+bi = 0,
a2iXi-\-b 2 =  0 , (4 )

an—kiXl -(- bn—k =  0,

. где ba.= — OaiXo, a  =  l, 2 , ..., n — k.
Докажем, что имеет место обратное утверждение.
Т е о р е м а  1. Множество G точек пространства А„, коор­

динаты которых в данной аффинной системе координат удовлетво­
ряют совместной системе (п— k) независимых линейных уравнений
(4), есть k-плоскость, направляющее подпространство которой 
задается системой уравнений ( 1 ).

□ Так как система (4) совместна, то она имеет хотя бы одно 
решение (хЬ, х§, .»., *о):

a\i хо-\- Ь\ = 0, 
ацХо “Ь Ьг =  0,

an — kiXo Ь„—k =  0.

Подставив отсюда значения Ь\, йг, .... bn- k в уравнения (4), 
получаем равносильную систему уравнений:
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а I/ (/  —ЛГр) =  О, 
a2l (х1—лг'о) =  О, (5)

а п- и  ( jc ' —  лг'о) =  О.

Рассмотрим точку Мо с координатами (хЬ, хб, ; ) и подпро­
странство Lk, заданное системой (1). Сравнивая систему (4) с систе­
мой (2), мы приходим к выводу, что система (5) (а значит, и равно­
сильная ей система (4)) определяет fe-плоскость, которая проходит 
через точку М 0 и имеет направляющее подпространство Lk. |

4. Будем говорить, что точки М i, М 2, ■ ■■, Mk аффинного про­
странства Ап линейно независимы, если система векторов

линейно независима. Нетрудно показать, что в этом определении 
выбор точки М\ не играет существенной роли, т. е. если система
(6) линейно независима, то каждая из систем ММ\, М ,М2, ...,

линейно независима.
Из аксиом II| и 1Ь (см. п. 2 из § 83) можно прийти к выводу, что 

в пространстве Ап существует n +  1 линейно независимых точек и 
что любая система т  точек, где т~>п-\-1 , линейно зависима.

Докажем теорему, которая является обобщением известных ак­
сиом школьной геометрии о прямой и плоскости.

Т е о р е м а  2. Каковы бы ни были линейно независимые точки 
Mi, М 2, ..., Mk пространства А„, где k^ ln , существует одна и только 
одна (k — 1 )-мерная плоскость, проходящая через эти точки.

□ Пусть Lk- 1 — подпространство, натянутое на векторы (6). 
Тогда, очевидно, (k — 1)-мерная плоскость Пк-i, проходящая через 
точку М| и имеющая направляющее подпространство Lk- 1, яв­
ляется искомой.

Докажем теперь, что /7*_ i — единственная (k — 1)-мерная плос­
кость, проходящая через точки М|, М 2, ..., Mk. Действительно, пусть 
fj'k-i — какая-нибудь (k — 1 )-плоскость, проходящая через точки 
M i, М 2, ..., Mk. Тогда векторы (6) параллельны плоскости /7£_i, 
т. е. принадлежат подпространству L ’k-\ этой плоскости. Так как 
система (6) линейно независима, то она является базисом под­
пространства Lk- 1. Отсюда следует, что подпространства Lk- 1 и 
L'k- 1 совпадают, т. е. Lk- 1 — направляющее подпространство плос­
кости П'к-i.

Плоскости Пк- 1 и /7*_1 проходят через одну и ту же точку 
М| и имеют общее направляющее подпространство Lk- 1, поэтому 
они совпадают. Щ

С л е д с т в и е .  Через любые две точки проходит одна и только 
одна прямая.

Прямая, проходящая через две точки А и В, обозначается че­
рез А В  или ВА.

М iM 2, М 1М 3, М ,М * (6)
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1. Напомним, что гиперплоскостью называется (п — 1)-мерная плос­
кость пространства Ап. Согласно задаче 1 из § 86 в данной системе 
координат гиперплоскость, проходящая через точку Мо(*о, *о) и 
имеющая подпространство Ln~\, заданное уравнением а,р‘ =  О, 
определяется одним линейным уравнением

а\ (*' — *о) +  а2 [х2— хь) +  ... +  а„ (хя — хо) =  0 . ( 1 )
Из теоремы 1 (§ 86) следует обратное утверждение: множество 

точек пространства, координаты которых удовлетворяют уравнению
а\Х1 -\-а2Х2-\-...-\-а„хп-\-ао — 0, (2)

где ai, О'. ..., ап одновременно не равны нулю, есть гиперплоскость 
простри , ува А„.

Пусть Ое, — некоторая система координат пространства А„. Ги­
перплоскости, определяемые точкой О и п — 1-мерными подпрост­
ранствами, натянутыми соответственно на векторы (е\, е2, ... еп-\), 
(iе\, в2, ..., еп- 2, еп), ■■■, fite, ез, ..., е„), называются координатными 
гиперплоскостями. Так как их (п — 1)-мерные подпространства 
задаются соответственно уравнениями рл =  0, рп~ '=  0, ..., р '=  О, 
то, пользуясь уравнением ( 1 ), получаем уравнения всех п коорди­
натных гиперплоскостей:

ха =  0 , * " - | = 0, ..., х2 =  0 , х1 =  0.
Геометрически гиперплоскость определяется п линейно неза­

висимыми точками. В самом деле, из теоремы 2 (§ 86) следует, что 
через любые п линейно независимые точки пространства А„ проходит 
одна и только одна гиперплоскость. Это утверждение является 
обобщением известной аксиомы школьной геометрии: через любые 
три точки, не лежащие на одной прямой, проходит одна и только 
одна плоскость.

2. Выясним взаимное расположение гиперплоскостей Пп-\ и 
Пп-i, заданных урайнениями:

{ П п - i )  а \ х '  - |-а 2* 2- | - . . . + а пх '1 +  ао==0, (3)

(П'п-\) b\x' -\-b2X2-\-...-\-bnxn-\-bo =  0. (4)
Этот вопрос сводится к исследованию систем линейных урав­

нений (3) и (4). Обозначим через г я г’ соответственно ранги матриц:

§ 87. Гиперплоскости пространства А„

/а. а2 ... а„\ (a i а2 ..
U Ьг ... Ьп) и \b 1 2̂ •• Ьп

Ясно, что l ^ r ^ r ' ^ 2 ,  причем система (3) и (4) совместна 
тогда и только тогда, когда г =  г’. Таким образом, гиперплоскости 
Пп- 1 и П'п- 1  имеют хотя бы одну общую точку тогда и только 
тогда, когда г =  г'. Возможны следующие случаи.

1) г '= \ . В этом случае а\, аг, ..., а„, ао в уравнении (3) про­
порциональны коэффициентам Ь\, 6г, Ьп, Ьо в уравнении (4),
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поэтому г — 1 и уравнения (3) и (4) равносильны. Отсюда следует, 
что гиперплоскости Пп-\ и П'п-\ совпадают, т. е. уравнения (3) 
и (4) определяют одну и ту же гиперплоскость.

2) г' =  2, г — 2. В  этом случае (3) и (4) являются совместной 
системой двух независимых линейных уравнений. По теореме 1 
из § 86 множество общих точек гиперплоскостей П п~\, П 'п- 1 является 
(л — 2)-мерной плоскостью П п- 2, заданной уравнениями (3) и (4). 
Таким образом, гиперплоскости Пп-\, П'п-\ пересекаются по 
(.П —  2)-ПЛОСКОСТИ П п- 2-

3) г '=  2, r=  1. Система уравнений (3), (4) несовместна, 
поэтому гиперплоскости Пп-\ и П'„-\ не имеют общих точек. 
Докажем, что они параллельны.

По теореме 1 из § 86 направляющие подпространства гиперплос­
костей П п- 1, /7п_| задаются уравнениями:

Так как г =  1, то в этих уравнениях коэффициенты при р\ р2, ..., рп 
пропорциональны, поэтому гиперплоскости /7„_| и П'п-\ имекгг 
одно и то же направляющее подпространство: это и означает, что 
Пп-\ и П'„-\ параллельны.

Итак, возможны три случая взаимного расположения гиперплос­
костей в A n. 1) гиперплоскости совпадают (r' =  r=  1); 2) гиперплос­
кости пересекаются по (л — 2)-плоскости (г' =  г =  2); 3) гиперплос­
кости параллельны (г' =  2 , г — 1 ).

П р и м е р .  В каждом из следующих случаев выяснить взаимное 
расположение двух гиперплоскостей, заданных в Л4 уравнениями:

а) х' -\-2х2-\-х3 — 3 =  0, б) х 1 —| л :2 — Зл:3— jc4 — 1 =  0,

Р е ш е н и е ,  а) В данном случае г =  2 и г '— 2, поэтому гипер­
плоскости пересекаются по двумерной плоскости, которая задается 
уравнениями:

б) Вычислением находим, что г = \ , г '=  2, поэтому гиперплос­
кости параллельны.

§ 88. Аффинные преобразования пространства Ап

1. Пусть А и В  — две точки пространства A n, а М  — произвольная
точка прямой АВ, отличная от точки В. Так как векторы А1И и M B
параллельны прямой АВ, то они линейно зависимы, причем М Вф О . 
Следовательно, существует число % такое, что

aip' + a 2p2 +  ... +  anpn= 0, 
b\p' + b 2p2 +  ... +  bnpn =  0 .

х2 х3 =  0; 2л:1 H-jc2 +  6jc3— | - jc4 — 5 =  0.

A M  =  k M B . (1)
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Число к называется простым отношением точек А, В  и М  и 
обозначается так: (АВ, М). Мы замечаем, что простое отношение 
трех точек прямой пространства Ап по существу определяется так 
же, как и в трехмерном пространстве (§ 12, п. 1). Поэтому известные 
нам свойства простого отношения трех точек прямой имеют место 
и в пространстве А„. В  частности, для любого действительного 
числа к, отличного от — 1, на прямой А В  существует одна 
и только одна точка М такая, что (АВ, М) =  к. Предлагаем читателю 
самостоятельно доказать это утверждение (см. § 12 , п. 1 ).

2. Пусть А и В  — две точки пространства Ап. .Будем говорить, 
что точка М лежит между точкой А и точкой В, еслиД =  (ЛВ, М )> 0 .
Из равенства (1) следует, что ВМ  = — МА, т. е. (ВА, М )= — .А, А.
Таким образом, если точка М  лежит между точкой А и точкой В, то 
М  лежит также между точкой В  и точкой А. Поэтому говорят, 
что точка М  лежит между точками А н В  (или В  и А). Ясно, что любая 
точка, лежащая между точками А и В, лежит на прямой АВ.

Так как для любого положительного числа к на прямой АВ  
существует одна и только одна точка М  такая, что (АВ, М )= к, то 
существует бесконечное множество точек, лежащих между точками 
А и В.

Пользуясь понятием «лежать между», можно обычным путем 
определить понятия отрезка, луча, угла, 6-полуплоскости. Например, 
отрезком с концами А и В  называется фигура, состоящая из 
точек А и В  и всех точек, лежащих между ними.

3. Преобразование пространства А„ называется аффинным, если оно любые три 
точки Mi, М2, Мз, лежащие на одной прямой, переводит в три точки М{, M i Мз, 
лежащие на одной прямой, и сохраняет их простое отношение, т. е. (М 1М 2, Мз)=- 
=  (M'\Mi, Мз) (см. § 48). Если в пространстве А„ задана аффинная система координат

Ое\е2 ...ёп, то, отложив от точки О векторы ОЕ, =  ё, (i =  l, 2......  п), мы получим
упорядоченную систему п-\-1 точек О, Еь .... Е„, не лежащих на одной гипер­
плоскости. Такую систему точек называют аффинным репером. Пишут: R =  
=  (0, Е |, £ 2, ., Е„). Точки О, Ei, ... Е„ называют вершинами репера R, а точку О — 
его началом . Обратно, всякий аффинный репер /? =  (0, Е ....... . Е„) определяет
аффинную систему координат Ое\...еп, где ei — OEi Поэтому частр не делают раз­
личия между понятиями аффинной системы координат и аффинного репера.

Справедливо следующее обобщение теоремы 1 из § 48.
Т е о р е м а .  Пусть R =  (0 , Е |, ..., £„) и R' =  ( 0 ', Е\, ..., Е '„) — произвольные 

реперы пространства А„. Тогда существует единственное аффинное преобразование, 
которое переводит репер R в репер R'. При этом лю бая точка М с данными координа­
тами в репере R переходит в точку М' с теми же координатами в репере R'.

Доказательство этой теоремы проводится по той же схеме, как и доказательство 
теоремы 1 из § 48, и мы его опускаем.

Из определения аффинного преобразования пространства А„ следует, что оно 
переводит отрезок в отрезок, луч — в луч. Из сформулированной теоремы вытекает, 
что аффинное преобразование переводит любую ft-плоскость в некоторую ft- 
плоскость, а параллельные ft-плоскости — в параллельные ft-плоскости (см. анало­
гичные утверждения в п. 3 из § 48 для аффинных преобразований плоскости).

Задача нахождения аналитического выражения аффинного преобразования 
пространства А„ решается точно так же, как и аналогичная задача в двумерном или 
в трехмерном пространстве. Пусть в аффинной системе координат Ое ie2 -..e„ 
произвольная точка М. пространства А„ имеет координаты (лс1, х2, .... х"), а ее образ
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М' — в данном аффинном преобразовании f — координаты (у\ у 2, у"). По 
аналогии с п. 4 из § 72, пользуясь предыдущей теоремой и формулами (4) из § 85, 
находим:

где определитель матрицы С=||с)|| (верхний индекс — номер строки, а нижний 
индекс — номер столбца) отличен от нуля.

Условимся координаты точки записывать в виде одностолбцовой матрицы:

Тогда систему п равенств (2) можно записать в виде одного матричного равен­
ства1:

Можно доказать следующее обобщение теоремы 2 из § 72.
Т е о р е м а .  Если отображение f : А„ — А„ в аффинном репере R = ( 0 , Е\, ..., Еп) 

задано формулами (3), где det С ф  0 , то f — аффинное преобразование.
4. Обозначим через А„ множество всех аффинных преобразований простран­

ства А„. Точно так же, как и в трехмерном пространстве (§ 73, п. 1), можно доказать, 
что Ап —  группа. Она называется группой аффинных преобразований простран­
ства А п-

Простое отношение трех точек — инвариант группы аффинных преобразований 
пространства А„. Свойство фигуры быть отрезком, лучом или А-плоскостью 
является инвариантным свойством этой фигуры относительно преобразований 
группы А„.

Что такое аффинная геометрия? Так называется раздел геометрии, в котором 
изучаются свойства фигур аффинного пространства Л„, инвариантные относительно 
группы А„ аффинных преобразований. С некоторыми из таких свойств мы ознакоми­
лись в этом параграфе.

§ 89. Евклидово га-мерное пространство

1. Аффинное пространство А п над векторным пространством V 
называется евклидовым п-мерным пространством, если V — евклидо­
во векторное пространство «-измерений. Евклидово /г-мерное 
пространство обозначается через

Пространство Е п обладает всеми свойствами пространства А„, 
поэтому изложенная выше теория полностью относится и к простран­
ству Е п. Однако Е п обладает рядом так называемых метрических 
свойств, которые следуют из аксиом скалярного умножения векторов. 
Для изучения этих свойств чаще всего пользуются прямоугольной 
системой координат. Система координат Оеie2...e„ в Е„ называется 
прямоугольной декартовой (или просто прямоугольной), если базис 
е\, ег, ..., еп ортонормированный.

Расстоянием р (А , В) между точками А и В  называется длина
вектора АВ:

Выведем формулу для нахождения расстояния между точками, 
заданными своими координатами.

1 Напомним, что матрицы перемножаются по правилу «строка на столбец».

у' =  с)х'-\-с‘ (/ =  1 , 2 , ..., п), (2)

у =  Сх +  с. (3)

р (А, В )=  | 4В|. ( 1)
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З а д а ч а .  В прямоугольной системе координат даны точки .1 
и В  своими координатами А (х\ х2, ..., х"), В  (у1, у2, ..., у"). Найти 
расстояние между этими точками.

Р е ш е н и е .  Вектор А В  имеет координаты АВ (у[ — х\ ..., уп — хп) 
(см. задачу § 85). По формуле (1), учитывая (7) из § 84, получаем:

р (A, B ) =  -\J(yl — x ' ) 2 +  (у2 — х2)2 +  ... +  (уп- х п)2.
Докажем, что основные свойства расстояний, которые имеют 

место в обычном трехмерном пространстве, справедливы также в 
Е п для любого п.

Т е о р е м а  1. Для любых точек А, В  и С пространства Е п
р(Л, С )< р (Л , В ) +  р (В , С). (2)

□ По аксиоме треугольника А С = А В  -\-ВС, поэтому АС 2 =
— А В 2-\-2 АВ-ВС-\-ВС2. Отсюда получаем:

|ЛС|2= | Л В |2 +  2 А В - В С + \В С \2. (3)
Из неравенства (4) § 84 следует, что А В - В С ^  \АВ ||ВС|.

Таким образом, |ЛС|2< \АВ |2 +  2 \АВ\ iBC| +  'B C |2, или |ЛС|2<
^ ( J  А В  | +  |ВС|)2. Отсюда, учитывая равенство (1), получаем (2). | ff

2. Длиной отрезка называется расстояние между его концами. 
Так как длина любого ненулевого вектора больше нуля, то из 
формулы ( 1 ) следует, что длина любого отрезка выражается 
положительным числом. Два отрезка называются равными, если их 
длины равны.

Для дальнейшего изложения необходимо доказать следующую 
лемму. _ _

Л е м м а .  Пусть а и Ь — ненулевые векторы. Равенство
ab =  \a\\b\ (4)

имеет место тогда и только тогда, когда существует положитель­
ное число t такое, что a — to.

□ Выберем ортонормированный базис в\, ei, ..., е„ так, чтобы
ei=-^—. В этом базисе вектор Ь имеет координаты Ь(\Ь\, 0, ..., 0), 

1*1
поэтому равенство (4) в координатах запишется так:

а\ \Ь\=^/а2 +  а2 +  ... +  а2п \Ь\, (5)
где (а |, ai, ..., ап) — координаты вектора а. Из равенства (5) следует, 
что a i> 0 , а а2 =  а3 =  ...= ап =  0. Таким образом, а =а\в\ =

b =  tb, где t = —^->0.
1*1 I ft1 _ -
Обратно, пусть существует число t > 0 такое, что a =  tb. Тогда

ab - (tb ) b =  t \b\2. Из равенства a =  tb следует, что |а|=/|&1,
поэтому ab — t |Ь|2= |а | \Ь\. И

263



Т е о р е м а  2. Если А, В  и С — три точки пространства Е п, 
то равенство А В  +  ВС  =  АС имеет место тогда и только тогда, когда 
точка В  лежит между точками А и С.

□ Пусть точка В  лежит между точками Л и С, т. е. A B =  t ВС,
где /> 0  (§ 88, п. 2). По предыдущей лемме АВ ВС= ^АВ\\ВС\, 
.поэтому неравенства (3) получаем:

,Л С |2 =  И В |2 +  2 |ЛВ||ВС | +  |ВС |2, или \АС\2 =={\АВ\+ \ВС\?, 

\АС\ =  \АВ\ +  \ВС\, т. е. АС =  А В + В С .
Обратно, пусть АВ-\-ВС =  АС. Тогда АС2 =  А В 2 +  2 Л В ■ ВС  + В С 2, 

или \АС\2=  \АВ\2-\-2 \АВ\\ВС\ +  \ВС\2. Сравнивая это равенство 
с равенством (3), мы приходим к выводу, что А В 'В С = \ А В  \ - \ВС\.
По доказанной лемме существует ^>0 такое, что A B  =  tB C ,  т. е. 
точка В  лежит между точками Л и С. |

С л е д с т в и е .  Если точки А, В  и С не лежат на одной прямой, 
то А В  +  В О А С .

3. Фигура, состоящая из точки О и двух лучей ОА и ОВ, исходя­
щих из этой точки, называется углом и обозначается так: /1 АОВ

или Z. О. Пусть ао и Ьо — орты векторов ОА и ОВ, т. е. а0 =  ̂ ~ ,

6o=?ir- Угол ® между векторами ао и Ьо называется мерой уг- ОВ '
ла АОВ.

Применяя формулу (5) из § 84 к векторам ао и Ьо, приходим 
к выводу, что мера ф угла АОВ  вычисляется по формуле

ОА ■ ОВ ™
с0 5 ^ = Ш о в -  '6'

Угол АО В  называется прямым, если его мера равна Из
формулы (6) следует, что Z. АОВ  прямой тогда и только тогда,
когда ОА-ОВ =  0.

В заключение докажем, что теорема косинусов для треуголь­
ников школьного курса геометрии справедлива и в пространстве Е п. 
Пусть A B C — произвольный треугольник. По формуле (6) cos В  =

=  iv~ 'b£ , отсюда А В - В С = — А В-ВС  cos В.В  А ■ ВС
Из равенства (3), учитывая это равенство, получаем теорему 

косинусов:
АС2 =  А В 2 +  В С 2 — 2 А В-ВС  cos В.

Заметим, что отсюда непосредственно следуют прямая и обратная 
теоремы Пифагора: треугольник ABC  является прямоугольным 
треугольником с прямым углом В  тогда и только тогда, когда

АС2— А В 2 В С 2.
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§ 90. Движения и подобия пространства Е п
1. Преобразование g евклидова пространства Е„ называется движением этого 
пространства, если оно сохраняет расстояния. Это значит, что для любых точек М н N 
пространства £„ и их образов ЛГ и N' выполняется равенство: ATN' =  MN.

Репер (О, £|, ..., Е„) пространства Е„ назовем ортонормированным, если
ортонормированным является базис из векторов е, =  ОЕ, (i =  1, 2......п). Из определе­
ния движения можно заключить, что любое движение переводит ортонормированный 
репер в ортонормированный репер.

Справедливо следующее обобщение теоремы § 6 8 .
Т е о р е м а  1. Пусть R = ( 0 ,  Е ,, ..., £„) и R' =  ( 0 ' . Е',......  Е’„) — произвольные

ортонормированные реперы евклидова пространства £„. Тогда существует одно и 
только одно движение, которое репер R переводит в репер R'. В этом движении 
лю бая точка М с данными координатами в репере R переходит в точку М' с теми же 
координатами в репере R'.

Отсюда следует, что в любом движении k-плоскость переходит в k-плоскость. 
Тем же способом, как и в случае движений плоскости (см. § 41, п. 4), можно до­
казать, что любое движение пространства Е„ сохраняет простое отношение трех 
точек прямой. Отсюда следует, что движение переводит отрезок в отрезок, а 
луч — в луч.

Из теоремы 2 § 89 следует, что в любом движении три точки, лежащие на 
одной прямой, переходят в три точки, лежащие на одной прямой. При этом простое 
отношение трех точек сохраняется. Следовательно, движения являются частным 
случаем аффинных преобразований того аффинного пространства А„, из которого 
получено евклидово пространство Еп.

Для того чтобы получить аналитическое выражение движений пространства £„, 
можно использовать формулы (2) из § 88 аффинных преобразований. Но в этом 
случае на элементы матрицы С =  ||с)|| накладываются дополнительные ограничения. 
По аналогии с движениями трехмерного пространства (§ 72, п. 5) можно убедиться 
в том, что аналитическое выражение движения пространства Е„ в прямоугольной 
системе координат Ое\...еп имеет вид:

у‘ =  с) х’ +  с‘, ( 1 )

или в матричной записи:
у =  Сх +  С, (2)

где С=||.с}||— ортогональная матрица. Напомним, что матрица называется орто­
гональной, если сумма квадратов элементов каждого столбца равна единице, а 
сумма произведений соответствующих элементов двух различных столбцов равна 
нулю. Определитель ортогональной матрицы равен 1 или — 1.

Справедливо следующее обобщение теоремы 2 из § 42.
Т е о р е м а  2. Если отображение f:E „ -+ E „  в ортонормированном репере 

задано формулами ( 1 ), где матрица ||с} || ортогональная, то f — движение.
Таким образом, если в пространстве £„ задан ортонормированный репер, то 

формулы ( 1 ) определяют движение этого пространства тогда и только тогда, когда 
матрица ||с)|| ортогональная.

2. Обозначим через D„ множество всех движений евклидова пространства £„. 
Любое движение пространства £„ является таким преобразованием этого простран­
ства, которое сохраняет расстояния между любыми двумя точками. Следовательно, 
композиция gf двух движений / и g, а также преобразование f~ \ обратное движению, 
являются преобразованиями пространства £„, сохраняющими расстояния между 
любыми двумя точками, т. е. являются движениями.

Мы замечаем, что: а) если f, g£ D n, то g/££)„; б) если f£D„, то /_ | £Ол. Следова­
тельно, множество D„ является группой (относительно умножения); она называется 
группой движений пространства £„.

Две фигуры F и F' пространства £„ называются равными (или конгруэнтными) , 
если они 0 „-эквивалентны, т. е. существует движение, которое переводит одну из этих 
фигур в другую. Относительно группы D„ любая пара точек А, В имеет инвариант — 
расстояние р (Л, В) (оно не меняется при любом движении), любой угол имеет ин­
вариант — величину этого угла. Об этих инвариантах не приходится говорить в
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случае группы А„, так как в аффинном (но не евклидовом) пространстве А п нет 
таких понятий, как «расстояние» и «величина угла».

3. Подобием пространства Е„ называется преобразование этого пространства, 
которое обладает следующим свойством: существует число k > 0  (коэффициент 
подобия) такое, что для любых точек А, В и их образов А ’ и В' выполняется 
равенство А 'В ' =  k -АВ.

Мы видим, что движение является частным случаем подобия (когда 1). Другим 
частным случаем подобия является гомотетия, которая в пространстве Е„ определяется 
точно так же, как и гомотетия трехмерного пространства (§ 71, п. 1). Теорема 1 из § 46 
полностью применима к любому преобразованию подобия пространства £„.

По аналогии с подобиями трехмерного пространства (§ 72, п. 5) мы убеждаемся 
в том, что аналитическое выражение подобия с коэффициентом k пространства £„ 
в прямоугольной системе координат Ое\е2—е„ имеет вид:

1/ =  kc)x' +  ci, (3 )

или в матричной записи:
y  =  kCx +  c,

где С=||с}|| — ортогональная матрица.
Обозначим через Рп множество всех преобразований подобия пространства 

£„. Если f и g  — подобия с коэффициентами k и /, то gf — подобие с коэффициентами

lk, a f~* — подобие с коэффициентом — . Следовательно, имеем: а) если f, g £ P n,

то gf£Pn\ б) если то f~ '£ P n- Отсюда заключаем, что Р„ — группа (группа
подобий пространства Еп).

Две фигуры F и F’ называются подобными, если они Рп-эквиваленты, т. е. если 
существует преобразование подобия f такое, что f(F ) =  F ’ .

Из формул (3) следует, что Р п — подгруппа аффинной группы А„. Поэтому 
свойства фигуры, инвариантные относительно группы А„, будут инвариантны и 
относительно группы Р„. Кроме этих инвариантов, группа Р„ имеет и другие ин­
варианты, например величина угла.

4. Евклидова геометрия изучает те свойства фигур пространства £„, которые 
остаются инвариантными при всех преобразованиях группы Р„. Иногда евклидову 
геометрию понимают как раздел геометрии, в котором изучают свойства фигур, 
инвариантные при всех движениях (т. е. в качестве основной, или, как говорят, 
фундаментальной, группы евклидовой геометрии берут группу D„ движений 
пространства £ „). Учитывая сказанное в § 88 , п. 4, заключаем, что на аффинное 
пространство А„ и евклидово пространство £„ полностью распространяется 
«Эрлангенская программа» Ф. Клейна (см. § 73, п. 3).



Г л а в а  XI
КВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМ Ы И КВАДРИКИ

§ 91. Квадратичные формы

1. Пусть g (х, у) — симметрическая билинейная форма на векторном 
пространстве V размерности п. Отображение q : V -► R  по закону: 
для любого вектора х£ V

q(x) =  g (х ,х ) ( 1 )
называется квадратичной формой, определенной на векторном про­
странстве V. Будем говорить, что квадратичная форма (1) со­
ответствует симметрической билинейной форме g (х, у).

Если в пространстве V выбран базис (ei), то, используя формулу 
(2) из § 84, получаем1:

Я (x)=g,lx‘xi, (2)
где G=||g,,|| — матрица билинейной формы, которой соответствует 
квадратичная форма q. Ясно, что G — симметрическая матрица.

Нетрудно доказать, что, зная квадратичную форму q, можно 
восстановить билинейную форму, которой она соответствует. 
В  самом деле, q (x+ y) =  g (х +  у, x +  y) =  g (х, x) +  2g (х, у) +  
+  8 &  y)= Q (x) +  2g(x, y )+ q (y ).

Таким образом, g (х, y )= \- (q (x  +  y) — q(x) — q(y)).
Отсюда следует, что задание квадратичной формы эквивалентно 

заданию симметрической билинейной формы.
2. Матрицей квадратичной формы (2) в данном базисе (ei) будем 

называть симметрическую матрицу G=||g,,||. Для того чтобы на 
векторном пространстве V задать квадратичную форму, достаточно 
выбрать какой-либо базис (ei), затем задать симметрическую 
матрицу G=||gi,-||. Тогда отображение q:V->-R  по закону (2) 
как раз и будет квадратичной формой на векторном пространстве V.

Выясним, как меняется матрица квадратичной формы при пере­
ходе от одного базиса к другому. Пусть G =  ||£(;|| — матрица квадра­

1 В  этой главе индексы г, /, k принимают значения 1, 2, ..., п. Напомним, что
выражение х‘е, является сокращенной записью суммы jc'ei -\-х2е2-\-... + х"еп (см. § 83, 
п. 4).
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тичной формы ( 1) в базисе (ei), a G =  ||gi(|| — матрица той же формы 
в другом базисе (ei), причем

e ' = c y,e j .  _  ^ __ ( 3 )

Используя эти равенства, получаем: gij =  g (cfek, c\ei), или
gii =  c?gklclh (4)

Эти равенства в матричной форме запишутся так:
G =  ‘CGC, (4')

где
с\ с 2 . • с'„ с! С2 . гп■ с 1

С = с2 d . ■ с2
, !С = С2 с\ . гп

■ С2

c l с" • Г Я.  Ьп С'п С2 . ,п
• Ьп

Здесь С — матрица перехода от базиса (<?,) к базису (е[), а ‘С — 
транспонированная матрица. Так как С — невырожденная матрица, 
то из формулы (4') следует важный вывод: ранги матриц G и G 
равны. Значит, ранг матрицы квадратичной формы не меняется при 
замене базиса. Ранг матрицы квадратичной формы называется 
рангом квадратичной формы. Квадратичная форма называется 
вырожденной, если ее ранг т меньше п, и невырожденной, если г =  п.

3. Мы установили, что при замене базиса векторного простран­
ства матрица G квадратичной формы (1) заменяется матрицей G по 
формуле (4'), поэтому меняются и коэффициенты gi; этой формы. 
Естественно возникает вопрос: можно ли найти такой новый базис 
(£*), в котором матрица G квадратичной формы имеет диагональный 
вид и, следовательно, сама квадратичная форма имеет вид:

q (x) =  a i i (у ' ) 2 +  а22 (у2)2 +  ... +  а„п (уп)2?

Такой вид квадратичной формы называется каноническим. 
Ответом на поставленный вопрос служит следующая теорема.

Т е о р е м а  1. В  векторном пространстве V всегда существует 
такой базис, в котором квадратичная форма ( 1 ) имеет канонический 
вид:

q(x) =  g\\ (xlf  +  g 2 2 (x2)2-\-.. .+ gr r (xr)2, (5)
где г — ранг данной квадратичной формы.

□ По следствию теоремы 1 из § 84 в пространстве V существует 
базис (ei), любые два вектора которого сопряжены относительно 
симметрической билинейной формы g (х, у), которой соответствует 
данная квадратичная форма (1). Пусть в этом базисе квадратичная 
форма имеет вид (2). Так как git =  g (е„ et) =  0, если i Ф  /, то формула 
(2) принимает вид:

Q(x) =  gu (x')2 +  g 2 2 (x2)2+ . - + g n n ( x n)2. (5')
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Матрица этой квадратичной формы имеет вид:

Так как квадратичная форма g имеет ранг г, то точно г из 
коэффициентов gn, g22, gnn отличны от нуля, а остальные 
равны нулю. Меняя, если надо, нумерацию векторов базиса, в кото­
ром квадратичная форма q имеет вид (5'), мы всегда можем до­
биться того, чтобы отличными от нуля были первые г коэффи­
циентов gn, g22, grr, и, следовательно, в этом базисе квад­
ратичная форма q будет иметь вид (5)._Ш

4. Рассмотрим два базиса (ei) и (ef) векторного пространства
V и обозначим через ||с/|| матрицу перехода от базиса Щ) к базису 
(ё[): ё- =  ciSj. _

Если вектор х в базисе (ё,) имеет координаты х‘, а в базисе 
(е') — координаты у‘, то х =  х‘е„ х =  у‘е '= у ‘с1,ё1. Отсюда следует, что

х‘ =  с\у1. (6)
Мы получили формулы преобразования координат векторов при пе­
реходе от базиса (ei) к базису (ё[).

Пусть квадратичная форма q в базисе (ei) имеет канонический 
вид (5). Здесь некоторые из коэффициентов gu, g22, grr могут 
оказаться положительными, а другие — отрицательными. Если чис­
ло положительных коэффициентов равно к, где то, 
меняя при надобности нумерацию первых г векторов базиса, 
можно добиться того, чтобы положительными были первые k 
коэффициентов:

q (x) =  bi (x{)2 +  b2 (х2)2 + ... +  bk (xk)2 — bk+1 (xk + [)2 — ... — br (xr)2, (7)
где b 1, b2, br — положительные числа. Перейдем к новому ба­
зису а\, а2, ..., ап по формулам:

аа =  —  еа, as =  es, где а = 1 , 2 , г, s =  r + l ,  ..., п.
л/ба

Тогда формула (6) имеет вид: ха= —— уа, x s =  y s, поэтому в 
_ \Ь.

новом базисе (а,) форма q имеет вид:
Я (x) =  (y ')2 +  (y2)2 +  ...+ (yk)2- ( y k+ ‘)2 -  -  ~ (У Г)2- (8)

Здесь квадратичная форм;1 представляется в виде суммы квад­
ратов с коэффициентами -(-1 или — 1. В этом случае говорят, что 
квадратичная форма имеет нормальный вид. Таким образом, до­
казана следующая теорема.

Т е о р е м а  2. В  векторном пространстве V всегда существует 
такой базис, в котором данная квадратичная форма ( 1 ) имеет 
нормальный вид (8), где г — ранг квадратичной формы.
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5. Для того чтобы привести квадратичную форму к нормально­
му виду, можно пользоваться различными методами. Наиболее рас­
пространенным из них является метод Лагранжа, который заклю­
чается в том, что, выполняя алгебраические преобразования, квад­
ратичную форму (2) приводят к виду:

<7 Т * )  =  & п  ( * '  + a 2 i * 2 +  a 3 i * 3 +  + a n i * " ) 2 +  g 2 2  (х2 +  а32х ' +  -  . +
- Ь  0-п2Хп) 2 • - | -  g'r (хг - | -  йг + \гХг + -\-апгхп̂ .

Для этого сначала группируют все члены квадратичной формы
(2), содержащие У ,  и дополняют до полного квадрата, а затем 
группируют все члены этой формы, содержащие х2, и дополняют 
до полного квадрата и т. д.

Далее, вводя новые переменные у \  уп, форму записывают 
так:

q ( i)  =  e, (у ')2 +  е2 (у2)2 +  ... +  ег (уг)2.

Здесь г — ранг квадратичной формы, а еi, ..., ег равны +1 
или — 1 .

Следующий пример поясняет эту идею.
П р и м е р .  Привести к нормальному виду и найти соответ­

ствующий базис квадратичной формы q (х) =  {х )2 — (х2)2— 6,5 (х3)2—
— 2х1х2 +  2х'х3-\-6х2х3. заданной в базисе е\, в2, ез трехмерного век­
торного пространства V. .

Р е ш е н и е .  Сгруппируем все члены, содержащие х], и дополним 
их до полного квадрата:

q (х) =  [(х1)2 -  2 (х2 - х 3)х ' +  (х2 - х3)2] -  (х2 - х3)2 -  (*2)2 -  6,5л:3 • л:3 + 
+  6х2 • хя =  (х 1 — х2 +  г 5)2 — 2 (*2)2 — 7,5 (х3)2 +  8х2х3.

Аналогично поступаем с членами, содержащими х2. В резуль­
тате получим:

q (х) =  (х1 — х 2 +  х яУ — 2 (х 2х 2 — 4х 2х 3 +  4х 3х 3) +  -^-х 3х 3 =  

= (* > _ * *  +  я 3J* -  2 (* 2 -  2х3)2 +  ±- х3х3 =

=  (х ' - х 2 +  х 3)2- (У2х2 -  2 V 2 * 3̂ 2Ц- (- ^  X3) 2•

Перейдем теперь к новому базису е\, е5, е'з так, чтобы формулы 
преобразования координат векторов имели вид:

у 1= х 1 — х2 +  х3, у2= — х\  у з=  л]2 х 2 —  2 л[2 х 3.
У2

Выразив х через у , получаем формулы преобразования коор­
динат векторов в виде (6):

л/2 л/2

V2 'л/2 =  У •
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Отсюда следует, что новые базисные векторы имеют координаты:

ё{(\, 0. 0). й  \ 2 ). й  о).
\ 2  \/2 ’ V\/2 V2 '

В новом базисе (е\) форма q имеет нормальный вид:
<7 =  (У )2 +  (У2)2 — (У3)2-

§ 92. Положительно-определенные квадратичные формы

1. В векторном пространстве V существует много базисов, в ко­
торых квадратичная форма имеет нормальный вид. Пусть, напри­
мер, в базисах (а,) и (6,) квадратичная форма 'имеет соответствен­
но нормальный вид:

q (х) =  (у ' ) 2 +  (у2)2+. • . +  (y*)2- Q /  + 1)2- .  • --(УО2, ( 1 )
q (x) =  (z1 )2 +  z2)2 + . . . +  (zhf  - (zh + '1 )2 - . .  . - (zrf . (2)

Возникает вопрос: не может ли случиться так, что два нор­
мальных вида ( 1 ) и (2) одной и той же квадратичной формы 
содержат разное число положительных квадратов (т. е. !гфИ). 
Следующая теорема показывает, что на самом деле такого случая 
быть не может. Для придания этой теореме традиционной фор­
мулировки будем называть квадратичную форму q, определенную 
на векторном пространстве V над полем R действительных чисел, 
вещественной квадратичной формой, а число отрицательных квад­
ратов в нормальном виде формы q — индексом этой формы.

Т е о р е м а  1 (закон инерции вещественных квадратичных 
форм). Индекс вещественной квадратичной формы не зависит от 
выбора базиса, в котором квадратичная форма имеет нормальный вид.

□ Пусть квадратичная форма q в исходном базисе (е,) имеет 
вид (2) (§ 91), в базисе А = (щ ) — нормальный вид ( 1 ), а в базисе 
B  =  (bi) — нормальный вид (2). Надо доказать, что r — k =  r — h, 
т. е. k =  h.

И с п о л ь зу я  ф орм улы  (6) из § 91 преобразования координат 
векторов, получаем:

у‘=р)х>, z '=  (3)
где матрицы ||р,-|| и ||̂ -|| невырожденные. Из равенств (1) и (2) 
находим:

( у 1)2 +  . . . +  (4/* ) 2 _ ( у *  + 1)2_ .  . , _ ( y f  =  ( г ,)2 + . . , +  (2А)2-

- ( 2 А+1)2- .  . . - ( Z r)2. ,

Предположим, что k< h , и рассмотрим систему уравнений: 
у ' =  0, . . ., yk =  0, z/,+ l =  0, . . ., zn =  0 .

Заменяя в этой системе левые части их выражениями (3), 
получим систему k-\-n — h C n  линейных однородных уравнений с п 
неизвестными х‘. Как известно из алгебры, такая система имеет
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ненулевые решения. Возьмем одно из таких решений: x ‘ =  xq . 
Для таких значений равенство (4) примет вид:

- ( y k + [f - .  . .- (y ')2 =  (z')2+. • - +  (zhf .  (5)
Так как у‘ и z1 принимают только действительные значения, 

то из равенства (5) следует, что ук + { =. . ,= y r =  zl =. . , =  zh =  0.
Таким образом, все z‘ равны нулю при х‘= х ‘0, и, значит, 

система п линейных однородных уравнений д)х! =  0 имеет ненулевое 
решение x! =  x[t. Следовательно, det||<7/|| =0, что невозможно, так 
как матрица ||̂ }|| невырожденная.

Предполагая &>/z, придем к такому же противоречию. Зна­
чит, k =  h. |

С л е д с т в и е  1. Число положительных и число отрицательных 
коэффициентов в каноническом виде (5) (§91) квадратичной формы 
не зависит от выбора базиса, в котором эта форма имеет канони­
ческий вид.

Разность k — l =  s между числом положительных и числом отри­
цательных коэффициентов в нормальном (или в каноническом) 
виде квадратичной формы называется сигнатурой этой формы.

С л е д с т в и е  2. Сигнатура квадратичной формы не зависит 
от выбора базиса, в котором квадратичная форма имеет нормальный 
вид.

Заметим, что так как k — l =  s, ft +  / =  r, то fc= 4-(r +  s), / =
1 ' " ,= — (г — s). Значит, зная ранг и сигнатуру квадратичной формы,

легко найти числа й и /.
2. Квадратичная форма

q(x) =  g (x ,x )  (6)
называется положительно-определенной, если симметрическая би­
линейная форма q (х, у) является положительно-определенной, т. е. 
если для любого ненулевого вектора х имеем: q (x) =  g (х, дг)>0.

Следующая теорема выражает признак положительной опреде­
ленности квадратичной формы.

Т е о р е м а  2. Вещественная квадратичная форма q является 
положительно-определенной тогда и только тогда, когда ее ранг 
максимален, т. е. г =  п и индекс равен нулю^

□ Выберем в пространстве V базис (et)  так, чтобы данная 
квадратичная форма q имела нормальный вид (см. теорему 2 из § 91):

q (x) =  (x[f  +  (x2f + .  . , +  (xk)2 — {xk + ')2—. . . — (xrf .  (7)
Так как ^-положительно-определенная форма, то для лю­

бого вектора х=/=0, q(x)>0. Это возможно только в том случае, 
когда в формуле (7) г =  п и k =  n. Действительно, если предпо­
ложить, что то q (еп) — 0 , что невозможно, так как q — поло­
жительно-определенная форма^ Аналогично, если предположить, что 
k<in, то легко видеть, что q (е\-\-еп) =  0 .

Обратно, если для квадратичной формы (7) г =  п и индекс
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равен нулю, т. е. k — n, то формула (7) принимает вид: q (х) =  
=  (jc')2 +  (;c2)2+- . -\-{хп)2. Отсюда следует, что при х,Ф 0 q (х )>  О
и, значит, форма q — положительно определенная. Ц

С л е д с т в и е .  Вещественная квадратичная форма q является 
положительно-определенной тогда и только тогда, когда ее сигна­
тура равна п.

□ Действительно, мы знаем, что s =  r — 21. Поэтому если 
г =  п и 1 =  0 , то, учитывая доказанную теорему, приходим к ис­
комому выводу. Ц

3. Пусть на я-мерном векторном пространстве V над полем R задана сим­
метричная билинейная форма / (х, у) такая, что соответствующая ей квадратичная 
форма q(x) =  q(x, х) имеет ранг г =  п и индекс { ф 0 ( 0 < 1 < п ) .  Тогда пространство 
V называется псевдоевклидовым векторным пространством индекса I.

Аффинное пространство А„ над векторным пространством V называется псев­
доевклидовым п-мерным пространством ‘Е„ индекса I, если V является псевдоевкли­
довым векторным пространством индекса I. Геометрия пространства 1Е„ применя­
ется в специальной теории относительности.

§ 93. Квадрики в аффинном пространстве А„
1. Рассмотрим аффинное пространство А„ над векторным про­
странством V размерности п (§ 85, п. 1). Квадрикой или гипер­
поверхностью второго порядка в пространстве А п называется фи­
гура, образованная всеми теми точками пространства Ап, коорди­
наты которых в какой-либо аффинной системе координат Ое, 
удовлетворяют алгебраическому уравнению второй степени:

ацх'х'-\- 2а,ох'4-аоо =  0, ( 1 )
где а,; =  а;,- (коэффициенты ац симметричны по своим индексам)1.

Из этого определения следует, что при п =  2 квадрика есть 
линия второго порядка на плоскости, а при п =  3 — поверхность 
второго порядка в трехмерном пространстве.

Нетрудно доказать, что понятие квадрики не зависит от вы­
бора системы координат. В самом деле, пусть фигура Q в системе 
координат Ое, имеет уравнение (1). Если О'е/— новая система 
координат, то формулы преобразования координат точек при пе­
реходе от системы Ое, к системе О'е/ имеют вид (см. форму­
лы (4) из § 85):

х‘=  с)у! х'о, i=  1 , 2 , . . , п. (2)
Подставив эти выражения в уравнение (1) и приводя подобные 

члены, получим уравнение фигуры Q в новой системе координат 
О'е',:

а'цу'у1 +  2а ’0у‘ +  або =  О
где

а,'у =  а*(С?С/,
а а/о, або — некоторые действительные числа

1 Так как уравнение (1) — алгебраическое уравнение второй степени, то хотя бы 
один из коэффициентов а,, отличен от нуля.

(3)

(4)
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Мы пришли к выводу, что в новой системе координат фигура Q 
задается алгебраическим уравнением (3), степень которого не выше 
чем два. Если предположить, что степень уравнения (3) меньше 
двух, то при обратном переходе от системы О'е' к системе Ое, 
степень уравнения фигуры Q должна повыситься, что противо­
речит предыдущему выводу. Таким образом, в системе Q'e' фи­
гура Q определяется уравнением второй степени (3). Тем самым 
доказано, что понятие квадрики не зависит от выбора системы 
координат.

2. Формулы (4) в точности совпадают с формулами (4) из § 91, 
по которым меняются коэффициенты квадратичной формы в век­
торном пространстве V размерности п при переходе от базиса 
(е,) к базису (е[). Поэтому в левой части уравнения (1) сумма 
членов второй степени (где по условию матрица Л =  ||а';|| 
ненулевая) определяет на пространстве V некоторую квадратич­
ную форму. Ранг этой квадратичной формы называется рангом 
квадрики. Квадрика называется невырожденной, если ее ранг 
равен п.

3. Если при центральной симметрии относительно точки С, фи­
гура F  пространства А„ переходит в себя, то говорят, что эта 
фигура симметрична относительно точки С, а точку С называют 
центром симметрии этой фигуры. Центр симметрии квадрики Q 
называется центром квадрики. Имеет место теорема, которую мы 
приводим без доказательства.

Т е о р е м а  1. Точка M q является центром квадрики (1) тогда 
и только тогда, когда координаты этой точки удовлетворяют систе­
ме уравнений:

atjx’ +  atо =  0, г =  1, 2, . . , п. (5)
При решении системы (5) встречаются три случая в зависимос­

ти от рангов матриц А =  ||щ  и В=\\ац, а,0||.
1 ) г {А )= п  (т. е. квадрика невырожденная). Система (5) имеет 

единственное решение, поэтому квадрика имеет единственный центр.
2) г (А) =  г (В) =  г< п . Система (5) совместна, и в ней можно 

оставить лишь г< п  линейно независимых уравнений, которые оп­
ределяют (п — г)-мерную плоскость (плоскость центров). Каждая 
точка этой плоскости служит центром квадрики.

3 ) г (А )ф г {В ).  Система (5) несовместна, поэтому квадрика 
Q не имеет центров.

В  случае 1) квадрика называется центральной, а в двух других 
случаях — нецентральной.

4. Введем в рассмотрение два специальных класса квадрик, 
которые являются обобщениями цилиндрических и конических по­
верхностей трехмерного пространства (см. § 76 и 77).

Квадрика называется цилиндрической, если существует такое 
векторное подпространство Lk, где 1 ^ k < .n , что квадрика вместе 
с каждой своей точкой содержит всю /г-плоскость, проходящую 
через эту точку и имеющую направляющее подпространство Lk. 
Из этого определения следует, что цилиндрическая квадрика состоит
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из ^-плоскостей, которые, очевидно, параллельны друг другу. Эти 
^-плоскости называются образующими цилиндрической квадрики.

Докажем теорему, в которой выражен критерий цилиндрической 
квадрики.

Т е о р е м а  2. Если квадрика Q пространства Ап задана в 
аффинной системе координат Ое, уравнением

а^хах̂ -\-2 ааоха +  аоо =  0 , (6)

где а, Р= 1, 2, . . , /, а то Q является цилиндрической
квадрикой, образующие которой имеют направляющее подпрост­
ранство L (e i+ 1, ei+2, . . , еп).

□ Для доказательства теоремы достаточно убедиться в том, 
что (п — /)-плоскость П„_/, проходящая через произвольную точку 
Мо(хо, .. , х'о) квадрики (6) и имеющая направляющее подпрост­
ранство L(e/+i, <?/+2, . . ., еп), целиком принадлежит квадрике Q.

Плоскость Пп-( имеет параметрические уравнения
Х 1= Х о ,  х‘= х ‘о, х‘+>=х'о ..., X n =  Xo + tn.

Так как М 0 — точка квадрики Q, то аарХох§-\-2ааоХо-\-аоо =  0. 
Из этого равенства следует, что любая точка плоскости П „ ., 
принадлежит квадрике Q, т. е. П„_/ целиком принадлежит квад­
рике Q. ш

П р и м е р  1. Квадрика, заданная в пространстве А\ уравне­
нием (х')2-\-(х2)2— (x3f =  1 , является цилиндрической квадрикой с 
прямолинейными образующими, параллельными вектору е4. Квад­
рика, заданная этим же уравнением в пространстве А$, является 
цилиндрической квадрикой, образующими которой являются дву­
мерные плоскости с направляющим подпространством L (е4, е$).

Для удобства дальнейшего изложения условимся точку называть 
/г-плоскостью при k =  0 .

Квадрика называется конической, если существует 6-плоскость 
Па, где 0^ .k < n ,  такая, что квадрика вместе с каждой своей 
точкой М, не принадлежащей Ш , содержит всю (k-\- 1)-плоскость, 
проходящую через точку М  и содержащую П*. Плоскость П* на­
зывается вершиной конической квадрики.

Из определения конической квадрики непосредственно следует, 
что любая точка ее вершины является центром этой квадрики. 
Имеет место следующая теорема, в которой выражен критерий кони­
ческой квадрики. Эту теорему мы приводим без доказательства.

Т е о р е м а  3. Если квадрика пространства А„ имеет хотя бы 
один центр, принадлежащий самой квадрике, то она является кони­
ческой. При этом множество центров этой квадрики является ее 
вершиной.

П р и м е р  2. Квадрика, заданная в пространстве А п уравне­
нием (x')2+ .. -Н**)2 — (xk+ ‘)2— . . — (хп)2 =  0 , при любом 
является конической. В самом деле, ранг этой квадрики равен п, 
поэтому квадрика является центральной, и по теореме 1 центр 
квадрики совпадает с началом координат. Начало координат, 
очевидно, принадлежит самой квадрике.
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З а м е ч а н и е .  Квадрика может быть одновременно и цилинд­
рической, и конической. Рассмотрим, например, квадрику в А 3, 
заданную в системе координат Оё\ёгёз уравнением С* 1)2 — (х2)2 =  0. 
Она представляет собой пару плоскостей, пересекающихся по оси 
Ох3, поэтому является цилиндрической квадрикой с прямолинейны­
ми образующими, параллельными вектору е3, и в то же время 
конической квадрикой, вершиной которой является ось Ох3.

§ 94. Приведение уравнения квадрики к нормальному виду.
Понятие о классификации квадрик

1. Докажем теорему, с помощью которой можно дать аффинную 
классификацию квадрик пространства Ап.

Т е о р е м а  1. Подходящим выбором аффинной системы ко­
ординат в пространстве А п уравнение квадрики, имеющей хотя 
бы один центр, можно привести к виду:

(*')2 +  (*2)2+ .. + (**)’ _(**+■)’ - . .  - ( * ') 2 =  £0, ( 1)
а уравнение квадрики, не имеющей ни одного центра, к виду:

(х ')2 +  (х2)2+. . +  (xkf  - (xk Ч )2- .  . - (x rf  =  2xr+i. (2)
Здесь г — ранг квадрики, ео =  0 или ео= 1, a k может принимать 

значения от 0  до г.
□ Пусть в системе координат Ое, данная квадрика Q имеет 

уравнение
ацх‘х1 +  2атх‘ +  а оо =  0.

Рассмотрим квадратичную форму q (x) — aijxiyi и возьмем базис 
(е,) так, чтобы квадратичная форма q в этом базисе имела нормаль­
ный вид (см. теорему 2 из § 91):

Я (*) =  (У'' )2 +  [У2)2 +  • • • +  (У*)2 -  (Ук + 1 )2 -  ••• -  (г/02- 
Тогда в системе координат Ое/ квадрика Q имеет уравнение 

(у ' ) 2 +  (У2)2 +  • •• +  (у*)2 -  (Ук+1)2-  - -  {у ' ) 2 +  2^оу‘ +  аоо =  0. (3) 
Нетрудно видеть, что это уравнение можно записать так:
{у[ +  6ю)2+ ... +(у* +  bkof — (ук+1 — bk+ ю)2 — ■■■ — (yr — brof =

• =fv — 2 (br+ \оуГ+1 -(- br+2oyr+2 + ■ •■ + Ьпоуп)-\- або- (3')
Пользуясь теоремой 1 из § 93, напишем систему уравнений для 

нахождения центров квадрики (3) (см. систему (5) из § 93):
у 1 +  ̂ ю =  0, у2-\-Ь2о =  0 , ..., ук b ko =  0 ,

Ук+1 — bk+ ю =  0, ..., уг — Ьго =  0, Ьг+ю =  0, Ьг+2о =  0, ..., Ьпо =  0. (3") 

Рассмотрим два возможных случая.
1) Квадрика Q имеет хотя бы один центр. Тогда система (3") 

совместна, поэтому br+[o =  br + 2o= ... =  Ьло =  0. Рассмотрим новую 
систему координат О'е' так, чтобы формулы преобразования имели 
вид:
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z' — y'-\~b 10, zk =  yk-\-btto, 2 *+ l= t/ + l— bk+10, 
zr =  yr — br0, zr+[= y r+i, zn =  yn.

Подставив эти значения в уравнение (3'), получаем уравнение 
квадрики Q в новой системе координат:

(z11 )2 +  (z2)2 +... +  (z*)2 -  (г* ■+1 )2 - . . .  -  (Z02 =  або.
Если а6о =  0, то это уравнение имеет вид ( 1 ). Если а(,оФ  0. то, 

применив формулы преобразования: z1 =~\J\abo\t', •••, zr =  ̂ J\ab0\ tr,
Zr + ' =  t r + i , ..., zn =  t n, и, если необходимо (при a6o<0), изменив 
нумерацию первых г координатных векторов, получаем уравнение 
вида ( 1).

2) Квадрика Q не имеет центров. Тогда система (3") несовместна, 
поэтому хотя бы один из коэффициентов Ьг + \о, Ь,+2о, ..., Ьп0 отличен 
от нуля. Пусть, например, Ьг+ ю Ф  0. Рассмотрим новую систему 
координат О'ё, так, чтобы формулы преобразования имели вид:

z '= y ' +  bю , . . . ,  zk =  yk +  bkо , zk+'= y k +  ' —  bk+\o..............

zr =  yr — bro, zr+[ =  — br+l0yr + i — br + 2oyr+2 — — bnQyn +  - ^ ,  
zr+2 =  t/r+2, ..., zn =  t/n.

Заметим, что такая система координат существует, так как 
матрица коэффициентов этих соотношений имеет ранг п. Подставив 
эти значения в уравнение (3'), мы приходим к выводу, что уравнение 
квадрики в новой системе координат имеет вид (2). Щ

Уравнения (1) и (2) называются нормальными уравнениями 
квадрик в аффинном пространстве Ап.

2. По теореме 1 уравнение любой квадрики, имеющей центры, 
можно привести к виду (1). Поэтому если ранг такой квадрики 
меньше п, то по теореме 2 из § 93 квадрика является цилиндриче­
ской. Аналогично, используя уравнение (2), приходим к выводу, что 
если квадрика не имеет ни одного центра и ее ранг меньше п — 1 , 
то она является цилиндрической.

Ниже дана классификация нецилиндрйческих квадрик простран­
ства А„. Эта классификация основана на следующей теореме, 
которую приводим без доказательства.

Т е о р е м а  2. Две квадрики Q i, Q2 в пространстве Ап аффинно­
эквивалентны тогда и только тогда, когда существуют аффинные 
системы координат, в которых данные квадрики имеют одно и то же 
нормальное уравнение.

3. К л а с с и ф и к а ц и я  н е ц и л и н д р и ч е с к и х  к в а д ­
рик ,  и м е ю щ и х  ц е н т р ы .  Так как квадрика нецилиндриче­
ская, то г =  п. Поэтому квадрика является центральной, и урав­
нение ( 1 ) имеет вид:

(х]1 )2 +  (X2)2 + ... +  (хк)2 -  (хк + 1 )2 - .. .  -  (хп)2 =  во. (4)
Для всех возможных значений k получаем следующие (л-(-1) 

уравнения'
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(* ')2 +  (х2)2 +  ... +  (х ')2 +  (хл)2 =  е0, (4.)

(х 1)2 +  (х2)2 + . . .  + ( * " "  ‘)2- ( х л)2 =  ео, (42)

(х 11 )2 -  (х2)2 - . . .  -  (хп - 1 )2 -  ( x nf  =  ео, (4п)
-  (х 1 )2 -  (х2)2 - . . .  -  ( хп ~ 1 )2 -  (хл)2 =  е0. (4Я + ,)

При ео=1 различные уравнения определяют аффинно-неэкви­
валентные квадрики, поэтому получаем л -f-l видов квадрик. 
Квадрика, заданная уравнением (41), называется эллипсоидом, 
уравнением (4л+| )— мнимым эллипсоидом (эта квадрика не имеет 
ни одной вещественной точки). Квадрики, заданные уравнениями 
(42) — (4„), называются гиперболоидами индекса I, где / — число 
отрицательных коэффициентов в нормальном уравнении квадрики.

При е 0 =  0 квадрики, заданные уравнениями (4() —  (4„+|), 
являются коническими (см. пример 2 из § 93). В этом случае,

I [ п+ п  „  ,умножив последние —  уравнении на — 1 , мы приводим их к

первым уравнениям, поэтому при п четном получаем -^-+1 ,
-  j |

при п нечетном — различных типов конических квадрик. Кониче­
ская квадрика, заданная уравнением (4|) (или уравнением (4„+|)) 
называется мнимой, так как на ней имеется только одна веществен­
ная точка — начало кобрдинат.

4. К л а с с и ф и к а ц и я  н е ц и л и н д р и ч е с к и х  к в а д ­
рик ,  не и м е ю щ и х  ц е н т р о в .  Так как квадрика, заданная 
уравнением (2), не является цилиндрической, то r =  n — 1 , поэтому 
уравнение (2) имеет вид:

(х1 )2 +  (х2)2 +... +  (х*)2 - (х*+ ')2 - ... - (ха - 1 )2 =  2хя. (5) 
Для всех возможных значений k получаем п уравнений:

(х11 )2 +  (х2)2 + ... +  (хП- 1 )2 =  2хп, (5,)
(х')2 +  (х2)2 +  — (хл-|)2 =  2хл, (52)

- (х 1)2 — (x2j2 — (хп ' ‘)2 =  2хл. (5„)

Уравнения (5i) и (5П) определяют одну и ту же квадрику, так как, 
выполнив преобразование координат по формулам: х‘ = у \  ..., хл_| =  
=  уп~ ', хл= — уп, уравнение (5„) приводится к виду (5,). Таким 
образом, по аналогии со случаем конических квадрик, умножив
соответствующие уравнения на — 1 , получаем при п четном и

Л I г ,при п нечетном — —̂ различных типов квадрик. Эти квадрики назы­
ваются параболоидами.

1 Здесь | ос | — целая часть числа а.
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Из приведенного выше исследования мы заключаем, что в трех­
мерном пространстве существуют всего 8 видов квадрик, которые 
не являются цилиндрическими: эллипсоид, мнимый эллипсоид, два 
гиперболоида, конус, мнимый конус и два параболоида.

§ 95. Квадрики в евклидовом пространстве

1. Пусть V— евклидово я-мерное векторное пространство над полем R. 
Напомним, что линейным оператором ср, определенным на простран­
стве V, называется^линейное отображение ср : V V. Это значит, что 
каждому вектору x£V  ставится в соответствие вектор ср (я) так, что 
для любых вещественных чисел ос, |3 и любых векторов х и у выполня­
ется равенство

ф (а^+ Ру)= аф (^ )+ Рф (_ 1/). ( 1 )
Пусть (Щ) — базис_ пространства V. Используя равенство (1), 

получаем: ф (xi =  q> (x‘Si) =  xlф (ei).
Таким образом,

у (x) =  x‘aleh (2)
где а; — координаты векторов ф (ei) в базисе е,-, т. е.

Ф  (Ц) =  а{е;. ( 3 )

Матрица || а{ || называется матрицей оператора ф в базисе (eff.
Оператор ф евклидова пространства V называется симметри­

ческим, если для любых векторов х и y^ V  выполняется равенство
Ф (*)•// =  *• ф(<А (4)

Записав равенство (4) для векторов базиса е, и используя равен­
ства (3), получаем:

Ф  (ei) <?/ =  <?, ф  (ei), afekej =  ё , а ^ * .

Есл и  базис (е,) ортонормированный, то отсю да следует, что 
а1, — а). Таким образом, матрица симметрического оператора в 
ортонормированном базисе является симметрической матрицей.

Используя равенство (2), легко доказать утверждение: если 
заданы ортонормированный базис (ei) и произвольная симметри­
ческая матрица ||а/||, то отображение ф : V —>- V, определяемое 
формулой (2), является симметрическим оператором.

Напомним, что ненулевой вектор х называется собственным 
вектором оператора ф, если q>(x) =  kx. При этом число X называется 
собственным значением оператора ф, соответствующим вектору х. 
Можно доказать, что в евклидовом /г-мерном векторном пространстве
V существует ортонормированный базис, все векторы которого 
являются собственными векторами данного симметрического 
оператора. Пользуясь этим утверждением, докажем следующую 
теорему.
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Т е о р е м а  1. В  евклидовом векторном пространстве V сущест­
вует хотя бы один ортонормированный базис (е;), любые два вектора 
которого сопряжены относительно данной симметрической билиней­
ной формы а (х, у).

□ Пусть в ортонормированном базисе е, симметрическая фор­
ма а имеет вид (см. (2) из § 84):

а(х, у) =  ацх‘у>. - „ (5)

Рассмотрим оператор ф, заданный формулой ф (х) =  2  х‘а,,с,
/ = |

Так как ||а,/|| — симметрическая матрица, то этот оператор является 
симметрическим. Теперь формулу (5) можно записать так:

а(х, y) =  a l\x'y{ +  апх?у2 +  ...-\-ainx ly n =  у  (х)-у. (6)

Рассмотрим ортонормированный базис (е[), все векторы которого 
являются собственными векторами оператора ф (х). Нетрудно 
убедиться в том, что этот базис_ искомый^

В самом деле, а (е/, е\) =  <р {е[) е] =  )че[е\. Если i ф  /, то е/-е/=О, 
поэтому а (£,', ef) =  0. |

2. Пусть в евклидовом пространстве Е п дана квадрика Q, 
которая в прямоугольной системе координат определяется урав­
нением

atjx'x1 +  2а, ох* +  а0 о =  0.

Мы уже отмечали (см. § 93, п. 2), что сумма ацх'х1 на векторном 
пространстве V евклидова пространства Е„ определяет квадратичную 
форму q(x) =  aijx‘. Возьмем новую прямоугольную ^систему 
координат Ое! так, чтобы любые два вектора базиса (е!) были 
сопряжены относительно билинейной формы а (х, у), которой 
соответствует квадратичная форма q. По предыдущей теореме 
такой базис существует. В этом базисе квадратичная форма q имеет 
канонический вид (5) (§-£1), поэтому в системе координат Ое' 
квадрика Q имеет уравнение

a I I (у 1)2 ~Ь +  а',г (у г)2 +  2а,оу' + аоо =  0,
где г — ранг квадрики.

Для дальнейшего упрощения этого уравнения мы поступаем 
также, как и при доказательстве теоремы 1 из § 94, т. е. путем 
надлежащего выбора нового начала координат добиваемся того, 
чтобы либо все коэффициенты а/о были равны нулю (если квадрика 
имеет хотя бы один центр), либо все коэффициенты а/о, кроме 
одного, были равны нулю (если квадрика не имеет центров). Таким 
образом, всегда можно выбрать такую прямоугольную систему 
кйординат, в которой квадрика Q, имеющая хотя бы один центр, 
определяется уравнением вида:

ai (х1)2 +  ••• +  а, (хг)2 =  е0, (7)
а квадрика, не имеющая центра, определяется уравнением вида:
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а ,  (x 'f  +  ... +  аг (x 'f  =  2xr + '. (8)
Здесь г — ранг квадрики, а |, а2, ..., аг — ненулевые коэф­

фициенты, а ео= I или ео =  0.
Уравнения (7) и (8 ) называются каноническими уравнениями 

квадрик в пространстве Е п.
З а м е ч а н и е .  В евклидовом пространстве Е п, вообще говоря, 

невозможно получить нормальные уравнения квадрик, т. е. уравне­
ния вида (1) и (2) из § 94, так как это потребовало бы изменения длин 
координатных векторов (см. теорему 2 из § 91), что невозможно, 
ибо здесь координатные векторы должны быть единичными. Поэтому 
в теории квадрик в евклидовом пространстве Е„ основную роль 
играют канонические уравнения квадрик.

3. Рассмотрим более подробно классификацию квадрик в евкли­
довом пространстве Е 3. Используя уравнения (7) и (8), положив в них

I 2 1 1 1х =х, х = у , х = z, а\ =  ± —2, а2= ± —2, а3= ± - ^ ,  получим
следующие 17 канонических уравнений квадрик в евклидовом 
трехмерном пространстве.

I. Квадрики ранга три:
2 2 2 

I  \ х | у I г ,
1 ) - 7  +  Т7 +  -Г= 1  — эллипсоид;О 6 Г

X 2 и2 Z22 )  г — —---- -=  1 — мнимыи эллипсоид;а■ Ьг с1
2  2  2

3) ~^=  1 — однополостный гиперболоид;
х2 и2 г24) — — —— -р-= 1 — двухполостный гиперболоид;

— конус;

мнимый конус;

11. Квадрики ранга два:

— пара мнимых плоскостей, пересекаю­
щихся по действительной прямой;

— пара пересекающихся плоскостей;

— эллиптическии цилиндр;

мнимыи цилиндр;

гиперболический цилиндр;

121 4 + 4 = 2  2 — эллиптический параболоид;

гиперболический параболоид;
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I I I .  Квадрики ранга один:

14) у2 =  2рх
15) х2- а 2 =  О
16) х2-{-а2 =  О
17) х2 =  0

— параболический цилиндр;
— пара параллельных плоскостей;

— пара мнимых параллельных плоскостей;
— пара совпавших плоскостей.

Квадрики 1, 3—5, 7—9, 12— 14 были изучены в главе IX. Теперь 
мы имеем полный перечень всех аффинно-различных классов квад­
рик трехмерного евклидова пространства. В самом деле, имеет место 
следующая теорема, которую мы приводим без доказательства, 
так как ее доказательство по существу ничем не отличается от 
доказательства теоремы 4 § 50.

Т е о р е м а  2. При любом аффинном преобразовании простран­
ства квадрика переходит в квадрику. Любые две квадрики, при­
надлежащие одному из семнадцати классов, аффинно-эквивалентны, 
а две квадрики, принадлежащие разным классам, аффинно не­
эквивалентны.



ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ 
НА ПЛОСКОСТИ

Г л а в а  XI I

§ 96. Задачи на построение с помощью циркуля и линейки

Настоящая глава посвящена задачам на построение фигур и раз­
личным методам решения таких задач. Эти задачи составляют 
важную часть школьного курса геометрии.

1. Во всякой задаче на построение требуется по каким-либо 
данным фигурам построить искомую фигуру, удовлетворяющую тем 
или иным условиям. При этом указывается (т. е. формулируется 
явно или подразумевается), с помощью каких чертежных инстру­
ментов следует выполнить построение искомой фигуры. Здесь могут 
представиться различные комбинации из следующих инструментов: 
линейка, угольник, транспортир, циркуль с данным раствором, ли­
нейка с параллельными краями и др. В школьном курсе геометрии 
обычно рассматриваются задачи на построение с помощью циркуля 
и линейки, поэтому в дальнейшем всюду, где не оговорено про­
тивное, предполагается, что все построения должны быть вы­
полнены с помощью этих инструментов.

Предполагается, что линейка как инструмент геометрических 
построений не имеет масштабных делений и с ее помощью 
можно провести прямую, проходящую через две данные или пост­
роенные точки. Никаких других операций выполнить линейкой 
нельзя. С помощью циркуля как инструмента геометрических 
построений можно описать окружность с центром в данной 
или построенной точке и радиусом, равным данному или построен­
ному отрезку.

2. Выберем в пространстве некоторую плоскость и назовем 
ее основной плоскостью. Будем предполагать, что все рассматри­
ваемые геометрические фигуры лежат в этой плоскости. Точки, 
прямые и окружности основной плоскости играют особую роль 
в задачах на построение с помощью циркуля и линейки, поэтому их 
мы называем основными фигурами. Кроме основных фигур, нас 
будут интересовать также другие простейшие фигуры: отрезки, лучи, 
углы, полуплоскости, многоугольники и дуги окружностей. Заметим, 
однако, что каждая из этих фигур определяется заданием точек, 
прямых или окружностей. Например, отрезок А В  определяется точ­
ками А и В  и прямой АВ. Луч определяется началом луча 
(т. е. точкой), прямой, которой он принадлежит, и некоторой его
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точкой. Таким образом, не нарушая общности, можно считать, 
что во всякой геометрической задаче на построение требуется по 
каким-то данным основным фигурам построить другие основные 
фигуры (точки, прямые или окружности).

Точки и прямые, как обычно, будем обозначать соответственно 
прописными и строчными буквами латинского алфавита (А , В, С, . . , 
а, Ь, р, /). В дополнение к обычным обозначениям для отрезков 
и углов (АВ, CD, /.BO A , / .А г ...) булем применять также следую­
щие обозначения^ отрезки — а, Ь, с, их длины соответственно 
а, Ь, с, углы ср, яр, их градусные меры соответственно ф, ip. Отметим, 
наконец, что окружности обозначаем, как обычно, через (О, г), 
(М, А В ) или в отдельных случаях буквами у и ш.

Для того чтобы в общем виде сформулировать постановку за­
дачи на построение, введем следующие соглашения. Будем считать, 
что при формулировке и решении каждой конкретной задачи на 
построение по определенному правилу выделяется некоторое множе­
ство Q основных фигур (т. е. точек, прямых и окружностей), каж ­
дый элемент которого называется построенной фигурой. Каждая пря­
мая или окружность можества Q рассматривается как единый 
объект — элемент множества. Например, если у — построенная ок­
ружность, то отсюда не вытекает, что все точки окружности по­
строены, более того, мы не предполагаем даже, что центр окруж­
ности 'у является построенной точкой. Конечно, отдельные точки 
этой окружности как самостоятельные фигуры могут быть построен­
ными, но это должно быть оговорено условиями задачи или полу­
чено процессом построения.

Мы предполагаем, что введенное неопределяемое понятие пост­
роенной основной фигуры удовлетворяет следующим двум требо­
ваниям.

а) Точки, прямые и окружности, заданные условиями задачи 
на построение, принадлежат множеству Q, т. е. считаются постро­
енными фигурами. Множество £2 заданных основных фигур конечно.

б) Существует хотя бы одна построенная прямая. На любой 
построенной прямой или окружности существуют по крайней мере 
две построенные точки.

Будем считать далее, что имеются некоторые операции, которые 
позволяют присоединять к множеству Q новые точки, прямые и 
окружности. Каждую такую операцию будем называть шагом по­
строения. Сформулируем постулаты построений, т. е. утверждения, 
в которых указано, какие шаги построения мы считаем выпол­
нимыми.

П1. Построение прямой, проходящей через две построенные 
точки.

П2. Построение окружности с центром в построенной точке и 
с радиусом, равным отрезку с концами в построенных точках.

ИЗ. Построение точки пересечения двух непараллельных пост­
роенных прямых.

П4. Построение точек пересечения построенной окружности и 
построенной прямой, если они пересекаются.
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П5. Построение точек пересечения двух построенных окружнос­
тей, если они пересекаются.

Теперь сформулируем в общем виде постановку задачи на пост­
роение циркулем и линейкой. Дано конечное множество основных 
построенных фигур F\, F 2, Fk и описано свойство, характери­
зующее искомую непостроенную основную фигуру Ф. Требуется, 
используя постулаты П1— П5, получить конечное множество ос­
новных построенных фигур, содержащее фигуру Ф.

Отметим, что в этом определении существенно предполагается, 
что число выполняемых шагов построения конечно.

3. При решении задач на построение часто приходится «про­
извольно выбирать» промежуточные точки, как принадлежащие, так 
и не принадлежащие построенным прямым, окружностям, а также 
отрезкам и лучам. Возможность выбора промежуточных построенных 
точек, принадлежащих построенным прямым или окружностям, обес­
печено требованием б). Покажем, что возможность выбора точек, 
не принадлежащих построенным прямым и окружностям, можно 
обосновать с помощью постулатов ГП— П5 построений.

З а д а ч а  1. Построить какую-нибудь точку, не лежащую на 
данной прямой.

Р е ш е н и е .  Возьмем на данной прямой две построенные точки А 
и В и построим две окружности (А, АВ) и (В, ВА). Эти ок­
ружности пересекаются в двух точках М  и N (рис. 191). По постулату 
П5 эти точки являются построенными. Ясно, что эти точки не 
лежат на прямой а.

З а д а ч а  2. Построить центр данной окружности.
Р е ш е н и е .  Пусть со — данная окружность. Возьмем на ней 

две построенные точки Л и В  и построим серединный перпендику­
ляр m отрезка А В  (рис. 192). Построение прямой m известно из 
школьного курса геометрии. Пусть С и D — точки пересечения 
прямой m с окружностью «в. Эти точки являются построенными 
точками (П4). Середина О отрезка CD является, очевидно, центром 
окружности w. Построение точки О выполнено на рисунке 192.

В дальнейшем изложении, где нет специальных оговорок, пред­
полагается, что центр данной окружности является построенной 
точкой.
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§ 97. Взаимное расположение двух окружностей.
Построение треугольника по трем сторонам

1 . При' решении задач на построение часто приходится иссле­
довать взаимное расположение прямых и окружностей. Напомним 
теорему о взаимном расположении прямой и окружности, известную 
из курса соедней школы.

Т е о р е м а  1. Пусть d — расстояние от центра О окружности 
радиуса г до данной прямой. Тогда, если d<cr, то окружность 
и прямая имеют две общие точки, если d =  r — одну общую точку, 
а если d >  г — ни одной общей точки.

Прямая, имеющая с окружностью только одну точку, называется 
касательной к окружности. Напомним, что прямая является каса­
тельной к окружности тогда и только тогда,, когда она проходит 
через точку окружности и перпендикулярна радиусу, соединяющему 
эту точку с центром окружности.

2. Докажем теперь теорему о взаимном расположении двух ок­
ружностей. Если две окружности имеют две и только две общие 
точки, то говорят, что они пересекаются, а если они имеют 
только одну общую точку, то говорят, что они касаются друг 
друга в точке М. Точка М  называется точкой касания. Эта точка 
лежит на линии центров окружностей, и в ней окружности имеют 
общую касательную (рис. 193, а — внешнее касание, 193, б — внут­
реннее касание).

Т е о р е м а  2. Пусть (О i, Г|) и (0 2, г2) — две окружности, 
центры которых не совпадают, d =  0\02 и г\~^г2. Тогда, если 
d <  г\ г2 и d >  г\ — г2, то окружности пересекаются, если d =  r\-\-r2 
или й =  г ]— г2, то они касаются друг друга, а если d>r\-\-r2 
или d < r  1 — г2, то они не имеют общих точек.

1 □ Прямоугольную систему координат 0\i j выберем так, чтобы 
начало координат совпало с точкой О i, а вектор i был со-
направлен с вектором 0\02 (рис. 194). В  этой системе координат 
точка 0 2 имеет координаты (d, О), поэтому данные окружности 
имеют уравнения:

x2 +  y2 =  r l  
(x - d )2 +  y2 =  r l  (1)

Рис. 194Рис. 193



Окружности (О I, г i) и (0 2, г2) имеют общую точку тогда и 
только тогда, когда система (1) имеет действительное решение. 
При этом число общих точек пересечения (если такие точки име­
ются) равно числу действительных решений системы (1). Вычитая 
из первого уравнения второе, получаем систему, равносильную сис­
теме (1 ): 2 . 2 2х + у  — г\,

2х d  — с/2 =  г? — г\.
Отсюда получаем:

rf — ri +  d ' -j .j i r'i — r ' i+ d 3
V= g —  ’ У = r '~ \  2w~ > ■

2 _ ,2 _2 (2)

A — ri +  d 1 
2d

I . откуда после элементарных преобразований

> /  r\ —  r j - f d  > Второе уравнение можно записать так: ц ~ = [ г  i -i----^ --- ) X

получаем:

У = rfcjj" V(r | + r2 + d)(r 1 + г 2 — d)(r 1 — г2 + d)(r2 — л i + d). (3)
Заметим, что r l +  r2 +  d > 0  и /-| — r2 +  d > 0  (так как по усло­

вию г 1 ^  /*•>). Поэтому возможны следующие три случая.
1) Л1 +  Г2 — d > 0  и г2 — Г| -|-d 0. В уравнении (3) подкоренное 

выражение положительно, поэтому система (2 ) имеет два решения 
(одно отвечает знаку «-|-» перед корнем, а второе — знаку « — »). 
В этом случае данные окружности имеют две и только две общие 
точки, т. е. пересекаются (см. рис. 194).

2) г\-\-г2 — d =  0 или r2 — r ,- fd  =  0. В этом случае уравнение 
(3) принимает вид: у =  0 , поэтому система (2 ) имеет одно решение:
( —— О)- Окружности касаются друг друга, причем при
r\-\-r2 — d =  0 касание внешнее (рис. 193, а), при r2-r\-\-d =  0 
касание внутреннее (рис. 193, б).

3) Один из сомножителей r, +  r2 — d и г2— r\-\-d отрицателен, 
а другой положителен. В этом случае подкоренное выражение 
в уравнении (3) отрицательно, поэтому система (2 ) не имеет дейст­
вительных решений. В этом случае данные окружности не имеют 
общих точек.

Заметим, что случай, когда r t-\-r2 — d <  0 и r2 — r\-\-d<Q, не 
может иметь места, так как тогда (Г| -\-r2 — d)-\-(r2 — r\ + d )< 0 , 
что невозможно. |

С л е д с т в и е .  Пусть (Oi, г,) и (0 2, г2) — две окружности, 
причем 0 | ( Е ( 0 2, г 2). Тогда, если 2г>> г и то окружности пересе­
каются, если 2 г 2 =  г\ , т о  они касаются друг друга, а если 2 г 2 < г \ ,  
то они не имеют общих точек.

□ В данном случае d — r2. Поэтому если Г | ^ г 2, то нетрудно 
убедиться в том, что утверждение следствия непосредственно 
следует из теоремы 2 .
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Рассмотрим случай, когда г2> г Т о г д а  2гг>г\. Так как 
d =  r2, то d > r 2 — r\ и d < r 2- fr г Таким образом, по теореме 2 
данные окружности пересекаются. Ц

3. Теорема 2 может быть использована для доказательства 
существования треугольника с данными сторонами. Рассмотрим за­
дачу, известную из школьного курса геометрии.

З а д а ч а .  Построить треугольник, стороны которого соответст­
венно равны данным отрезкам а, Ь и с.

Р е ш е н и е .  Приведем решение задачи, известное из школьного 
курса геометрии.

Проведем какую-нибудь прямую и отложим отрезок А В, равный 
отрезку с. Далее построим две окружности (А , Ь) и (В, а). Пусть 
С — одна из точек пересечения этих окружностей. Соединив точки 
А, С и В, С отрезками, получим искомый треугольник ABC.

Возникает вопрос: при любых ли заданных отрезках а, b и 
с задача имеет решение? Докажем, что если с ^ а  и с ^ Ь ,  то 
треугольник A B C , удовлетворяющий условиям: А В =  с, ВС  =  а, 
СА =  Ь, можно построить тогда и только тогда, когда

с < а  +  Ь. (4)
В самом деле, если треугольник ABC, удовлетворяющий усло­

виям задачи, построен, то по неравенству треугольника АВ<АС-\- 
-\- В  С . Отсюда следует, что выполняется равенство (4).

Обратно, пусть для отрезков а. Ь и с выполняются неравенства:
с ^ а ,  с ^ Ь  и с<а-\-Ь. (5)

Докажем, что треугольник ABC, удовлетворяющий условиям 
задачи, можно построить. По построению АВ — с, поэтому А В <  
< а  +  Ь. Но, с другой стороны, если, например, а ^ Ь ,  то из не­
равенств с ^ а ,  с ^ Ь  следует, что с > а  — Ь или А В >  а - b .  Таким 
образом, по теореме 2 окружности (А, Ь) и (В, а) пересе­
каются в двух точках С и С'. Легко видеть, что точки А, В  и 
С не лежат на одной прямой. Таким образом, отрезки А В  и ВС  
и СА образуют треугольник.

Из решения этой задачи следует важный вывод: если длины 
трех отрезков а, Ь и с удовлетворяют неравенствам (5), то су­
ществует треугольник, стороны которого соответстёенно равны дан­
ным отрезкам. Отсюда, в частности, следует, что существует рав­
носторонний треугольник, сторона которого равна данному отрезку.

§ 98. Основные построения. Схема решения задач на построение

1. Решить задачу на построение — это значит свести ее к после­
довательному выполнению множества простейших построений П1 — 
П5 (см. § 96). Однако на практике расчленение каждой задачи 
на простейшие построения нецелесообразно. Обычно сводят построе­
ние искомой фигуры не к самим простейшим построениям П1— П5, 
а к некоторым типичным, часто встречающимся комбинациям 
простейших построений, которые называются основными построе­
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ниями\ способы решения таких задач приводятся в школьных 
учебниках геометрии.

Мы предполагаем, что читатель умеет выполнять с помощью 
циркуля и линейки следующие основные построения (построения 
1 — 13).

П о с т р о е н и е  1. Отложить на данном луче от его начала 
отрезок, равный данному отрезку.

П о с т р о е н и е  2. Отложить от данного луча в данную полу­
плоскость угол, равный данному углу.

П о с т р о е н и е  3. Построить треугольник по трем сторонам 
(см. § 97, п. 3).

П о с т р о е н и е  4. Построить треугольник по двум стронам и 
углу между ними.

П о с т р о е н и е  5. Построить треугольник по стороне и двум 
прилежащим углам.

П о с т р о е н и е  6. Построить биссектрису данного неразверну­
того угла.

П о с т р о е н и е  7. Построить серединный перпендикуляр дан­
ного отрезка.

П о с т р о е н и е  8. Построить середину данного отрезка.
П о с т р о е н и е  9. Построить прямую, проходящую через дан­

ную точку и перпендикулярную данной прямой. (При этом дан­
ная точка может лежать на данной прямой, может и не ле­
жать на ней.)

П о с т р о е н и е  10. Построить прямую, проходящую через дан­
ную точку и параллельную данной прямой.

П о с т р о е н и е  11. Построить прямоугольный треугольник по 
гипотенузе и острому углу.

П о с т р о е н и е  12. Построить прямоугольный треугольник по 
гипотенузе и катету.

П о с т р о е н и е  13. Построить касательную к окружности, про­
ходящую через данную на ней точку.

2. Обычно при решении задач на построение пользуются схе­
мой, которая состоит в следующем. Решение задачи расчленяют 
на четыре части: анализ, построение, доказательство и исследова­
ние. Ниже дано краткое описание каждой из этих частей.

А н а л и з  или поиск решения задачи состоит в установлении 
зависимостей между данными фигурами и искомой фигурой с целью 
нахождения способа решения задачи.

Для проведения анализа задачу предполагают решенной и вы­
полняют «от руки» чертеж, изображающий искомую и данные 
фигуры. Затем изучают искомую фигуру и ее связи с данными 
задачи, пока не станет ясна последовательность построений, веду­
щая к решению. В ряде случаев целесообразно выделить точку, 
прямую или отрезок (так называемый основной элемент построе­
ния), построение которого приводит к построению искомой фигуры.

П о с т р о е н и е  состоит в последовательном перечислении тех 
построений (простейших и основных), которые надо выполнить для 
решения задачи. При этом выполняется чертеж, т. е. фактически
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осуществляется шаг за шагом построение искомой фигуры с по­
мощью циркуля и линейки.

Д о к а з а т е л ь с т в о  состоит в том, чтобы установить, что 
построенная фигура действительно удовлетворяет всем условиям, 
поставленным в задаче. В  ряде случаев доказательство непосред­
ственно усматривается из хода построения.

И с с л е д о в а н и е  состоит в том, чтобы ответить на вопросы:
1) При всяком ли выборе данных задача имеет решение, 

т. е. искомую фигуру можно построить циркулем и линейкой?
2) Сколько различных решений имеет задача при каждом воз­

можном выборе данных?
Для определения числа решений различают два типа задач 

на построение. Первый тип составляют задачи, в которых требует­
ся определить положение искомой фигуры относительно некоторых 
из данных фигур. В этом случае две фигуры, удовлетворяющие 
условиям задачи и отличающиеся своим положением относительно 
данных фигур, считаются различными, если даже они равны друг 
другу (см. ниже, построение 14).

Второй тип составляют задачи, в которых положение искомой 
фигуры по отношению к данным не играет роли. Другими сло­
вами, если F\, F 2, ..., F k — данные фигуры, а Ф — искомая фигура, 
то при любом движении основной плоскости образ Ф ' фигуры 
Ф  также будет решением задачи по отношению к данным фигу­
рам F it F 2, .., Fk. В этом случае все равные друг другу фи­
гуры, каждая из которых удовлетворяет условиям задачи, счи­
таются как одно решение. При мером этого типа задач является 
задача построения треугольника по трем сторонам (§ 97, п. 3). 
Ясно, что можно построить бесконечное множество треугольников, 
стороны которых соответственно равны данным отрезкам. Но любые 
два из них равны по трем сторонам, поэтому мы считаем, что если 
данная задача на построение имеет решение, то она имеет только 
одно решение.

3. Проиллюстрируем эту схему примером.
П о с т р о е н и е  14. Даны окружность (О, г) и точка А, не 

лежащая на ней. Построить касательную к окружности, проходя­
щую через точку А.

Р е ш е н и е  1. Проведем анализ задачи. Пусть задача решена, 
и а — искомая прямая, которая касается окружности (О, г) в 
точке Р  (рис. 195, а). Т а к  как  Z.OPA прямой, то зад ача  по су­
ществу сводится к построению точки Р  на окружности (О, г), 
из которой отрезок ОА виден под прямым углом. Эта точка 
является основным элементом построения. Мы знаем, что точка Р  
лежит на окружности, построенной на отрезке ОА как на диаметре.

2. П о с т р о е н и е  (рис. 195, б).
1) Проводим прямую АО (постулат П1).
2) Строим середину М отрезка ОА (построение 8).
3) Строим окружность (М, М А ) (постулат П2).
4) Находим точки пересечения Р  и Q окружностей (О, г) 

и (М, МА) (постулат П5).
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Рис. 195

5) Проведем прямые А Р  и AQ  (постулат П1).
3. Д о к а з а т е л ь с т в о  того, что прямые А Р  и — иско­

мые, непосредственно следует из построения. В самом деле, Z. ОРА =  
=  /LOQA=90°, поэтому АРА-ОР  и ,4Q_LOQ. Отсюда следует, 
что прямые А Р  и — касательные к окружности (О, г).

4. И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет .решения тогда и только 
тогда, когда на данной окружности существует точка, из которой 
отрезок О А виден под прямым углом (рис. 195, а), т. е. когда 
окружности (М, МА) и (О, г) имеют общие точки. При этом число 
решений равно числу общих точек этих окружностей.

Возможны два случая.
1) Точка А является внутренней точкой окружности (О, г). 

Тогда О А <  г или 2 О М < г. По следствию теоремы 2 из § 97 
окружности (М, МА) и (О, г) не пересекаются, поэтому задача 
не имеет решений1.

2) Точка А является внешней точкой окружности. Тогда ОА >  г 
или 2О М > г. По следствию теоремы 2 из § 97 окружности (М, МА) 
и (О, г) пересекаются, поэтому задача имеет два решения.

§ 99. Решение задач на построение методом пересечений

Многие задачи на построение удобно решать, применяя следую­
щие методы: метод пересечений (этот метод иногда называют методом 
геометрических мест), метод преобразований и алгебраический ме­
тод. Настоящий параграф посвящен методу пересечений. В после­
дующих параграфах рассмотрены два других метода.

1. Сущность метода пересечений состоит в следующем. Задачу 
сводят к построению одной точки X  (основного элемента построе­
ния), которая удовлетворяет каким-то двум условиям а\ и а 2, 
вытекающим из постановки задачи. Пусть F \ — множество точек, 
удовлетворяющих условию ai, а — множество точек, удовлетво­
ряющих условию а 2. Тогда, очевидно, искомой точкой X  будет 
любая точка множества F i f l^ .

1 По существу здесь строго обоснован наглядно очевидный факт: через 
внутреннюю точку окружности нельзя провести к ней касательную.
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Для того чтобы точка X  была построена, необходимо, что­
бы фигуры F | и F 2 допускали построение с помощью циркуля 
и линейки, т. е. чтобы они были прямыми или окружностями 
или состояли из этих фигур или их частей. Поэтому при реше­
нии задач на построение особый интерес представляют множества 
точек, являющиеся прямыми или окружностями. Некоторые из мно­
жеств, которые перечислены ниже, чаще всего применяются при 
решении задач на построение.

1°. Множество точек плоскости, каждая из которых равноуда­
лена от двух данных точек Л и В, есть серединный перпенди­
куляр отрезка АВ.

2". Множество точек, находящихся на данном расстоянии от 
данной прямой, есть две прямые, параллельные данной и отстоя­
щие от нее на данном расстоянии.

3°. Множество точек, каждая из которых равноудалена от 
двух данных параллельных прямых, есть прямая, являющаяся их 
осью симметрии.

4°. Множество точек, каждая из которых равноудалена от двух 
пересекающихся прямых, есть две взаимно перпендикулярные пря­
мые, содержащие биссектрисы углов, образованных данными пря­
мыми.

5°. Множество точек плоскости, из которых отрезок А В  виден 
под прямым углом, есть окружность (без точек А и В), постро­
енная на отрезке А В  как на диаметре.

6°. Множество точек плоскости, из которых отрезок А В  виден 
под углом ф, где ф=^90°, ф=^180°, есть две дуги с общими кон­
цами Л и В  (без точек Л и В), симметричные относительно 
прямой АВ.

7°. Множество точек плоскости, из которых данная окружность 
видна под углом ф, где ф #  180°, есть окружность, концентрическая 
с данной, радиус которой больше радиуса данной окружности.

8°. Множество точек, делящих всевозможные хорды»окружности 
(О, ОЛ), проведенные через точку Л окружности, в одном и том 
же отношении к, где ^> 0, есть окружность (без точки Л) с центром 
на прямой ОЛ, проходящая через точку Л. Если А, =  1, то эта ок­
ружность построена на отрезке ОЛ как на диаметре (§ 19, за­
дача 4). I

9°. Множество точек плоскости, для каждой из которых раз­
ность квадратов расстояний от двух данных точек Л и В  постоян­
на, есть прямая, перпендикулярная прямой А В  (§ 19, задача 2).

10°. Множество точек плоскости, для каждой из которых сум­
ма квадратов расстояний до двух данных точек Л и В  равна 
а2, есть окружность с центром в середине отрезка АВ, если 
2а2>  А В 2, середина отрезка АВ, если 2а2 =  Л В 2, и пустое множество, 
если 2а2< Л В 2.

11°. Множество точек плоскости, для каждой из которых от­
ношение расстояний до двух данных точек Л и В постоянно и 
отлично от единицы, есть окружность с центром на прямой АВ  
(окружность Аполлония, § 19, задача 3).
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2. Рассмотрим примеры задач на построение, решаемых мето­
дом пересечений.

П о с т р о е н и е  15. Построить окружность, касательную к двум 
данным параллельным прямым а и b и проходящую через дан­
ную точку М.

Р е ш е н и е .  А н а л и з .  Предположим, что задача решена и 
со — искомая окружность с центром О (рис. 196, а). Если мы 
построим точку О, то окружность (О, ОМ) будет искомой. Таким 
образом, задача сводится к построению точки О (основной эле­
мент построения). Точка О удовлетворяет следующим двум усло­
виям: (ai) — эта точка равноудалена от параллельных прямых а
и Ь\ (аг) — отстоит от точки М  на расстоянии — , где d — расстояние
между параллельными прямыми а и Ь (см. рис. 196, а). Мно­
жество точек F\, равноудаленных от прямых а и ft, есть пря­
мая (множество 3°), а множество точек Fi, отстоящих от точки М
на расстоянии есть окружность (м ,  . Отсюда вытекает 
построение.

П о с т р о е н и е  (рис. 196, б).
1) Строим какой-нибудь общий перпендикуляр А В  данных парал­

лельных прямых а и Ь (построение 9).
2) Строим серединный перпендикуляр т  отрезка АВ  (построе­

ние 7).
Пусть С — точка пересечения прямых А В  и т .
3) Строим окружность (At, АС). Обозначим через О точку пере­

сечения прямой т  и окружности (М, АС) (см. рис. 196, б).
4) Строим искомую окружность (О, ОМ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Окружность (О, ОМ) по построению 

проходит через точку М. Она касается прямых а и Ь, так как
O M = AC= ^-AB= -^-d.

И с с л е д о в а н и е .  Ясно, что задача имеет решение тогда и 
только тогда, когда прямая т  и окружность (М , АС) имеют 
общие точки, причем число решений равно числу общих точек 
прямой т  и окружности (М, АС). Возможны три случая.

1) Точка М  лежит между параллельными прямыми а и Ь. В
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Рис 197

этом случае р (т , М )< А С , поэтому окружность (М, АС) и прямая 
т  имеют две общие точки (теорема 1 из § 97). В  этом случае 
задача имеет два решения (на рисунке 197, а) — окружности с 
центрами в точках 0 \ и Ог).

2) Точка М  лежит на одной из прямых а или Ь. В  этом 
случае р (т ,  М )= А С , поэтому окружность (М, АС) касается 
прямой т ,  т. е. задача имеет только одно решение (рис. 197, б).

3) Точка М  лежит вне полосы, ограниченной прямыми а 
и Ь. В этом случае р (т , М )> А С ,  поэтому окружность (М, АС) и 
прямая m не имеют общих точек. Задача не имеет решений.

П о с т р о е н и е  16. Построить треугольник по основанию, 
углу при вершине и радиусу вписанной окружности.

Р е ш е н и е .  Сформулируем задачу более точно.
Даны отрезки а, Ь и угол'ср. Построить треугольник A B C  так, 

чтобы ВС  =  а, Z-A =  tp, r =  b, где г — радиус вписанной окруж­
ности.

Ре ш ен и - е . А н а л и з .  Допустим, что задача решена, т. е. 
треугольник ABC  построен. Пусть О — центр вписанной окружности 
(рис. 198, а). Очевидно, прямую ВС  можно выбрать произвольно, на 
ней легко отложить отрезок ВС, равный данному отрезку а. Если за­
тем построить точку О, то легко построить третью вершину А тре-

1 При решении задач на построение предполагается, что данные углы являются 
неразвернутыми.
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угольника. Таким образом, задача сводится к построению точки О 
(основной элемент построения).

Из треугольника ВОС  имеем: Z. ВОС-\—^LB-\—''—/LC =

=  180°, поэтому А В О С =  1 8 0 °- - (1 8 0 °- A A ) =  9 0 °+ j- Z A .  Та­
ким образом, точка О удовлетворяет двум условиям: (<Х |) — она 
удалена от прямой ВС  на данное расстояние Ь\ (аг)— отрезок
ВС  виден из точки О под углом 90°+-^-ф. Множество точек
F\, отстоящих от прямой ВС  на расстоянии Ь, образует две прямые, 
параллельные прямой ВС  (множество 2°); множество точек F 2, из
которых отрезок ВС  виден под углом 90°+-^-ф, состоит из двух
дуг с общими концами Л и В  (множество 6°). Отсюда вытекает 
построение.

П о с т р о е н и е  (рис. 198, б).
1) Проводим произвольную прямую и на ней откладываем отре­

зок ВС, равный данному отрезку а.
2) Строим пару прямых т i и /пг, параллельных ВС  и отстоя­

щих от нее на расстоянии b (множество F\).
3) Строим две дуги 71 и 72, вмещающие угол 90°+-^-ф 

(множество F 2).
4) Строим точку О, которая принадлежит множеству F\ f]F 2.
5) Строим окружность (О, Ь).
6) Из точек В  а С проводим касательные pi и р2 к 

окружности (О, Ь) (построение 14).
7) Пусть А — точка пересечения этих касательных. Треугольник 

A BC  искомый.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По построению ВС  =  а и окружность 

(О, Ь) вписана в треугольник ABC. Остается доказать, что А =  ф. 
По построению Z £ O C  =  90° +-^-ф, поэтому из треугольника ВОС

имеем: Z В О С +  ^ 11 +  ̂с  =  180°, или 90 °+ -^ ф + --^=180°,
Ф +  Z B +  Z C =  180°. Отсюда и следует, что А А  =  <р.

И с с л е д о в а н и е .  1) Выясним сначала, при каком выборе 
данных задача имеет решение. Множества F i и F 2 имеют точки 
пересечения тогда и только тогда, когда стрелка дуги vi (или у2) 
не меньше Ь, т. е. когда выполнено соотношение (см. рис. 198, б):

-2-ctg(45 °+ j-9)> 6 . (1)
Мы доказали, что выполнение соотношения (1) необходимо для 

того, чтобы существовал треугольник ABC, удовлетворяющий усло­
виям задачи. Докажем, что оно является также достаточным усло­
вием существования этого треугольника. В  самом деле, при вы­
полнении соотношения ( 1 ) шаги 1) — 6) построения всегда выпол­
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нимы. Покажем, что касательные р\ и р2 к окружности (О, Ь) в точках 
В  и С пересекаются. Для этого заметим, что по построению
Z .ВО С  =  90° +  ̂ -ф, поэтому А а +  Z p  =  2 (А О В С +  А О С В ) =
=  2 (180°— Z .ВО С )=  180° — ф (см. рис. 198, а). Отсюда и следует, что 
прямые р 1 и р2 пересекаются.

2) Нетрудно доказать, что если задача имеет решение, то она 
имеет единственное решение. Действительно, пусть A BC  и Л 1В 1С 1 — 
два треугольника, удовлетворяющие условиям задачи, а О и 0 \ — 
центры окружностей, вписанных в эти треугольники. Треугольники 
ОВС  и 0\В\С\ равны, так как ВС  =  В\С\, Z-0=  Z-Oi, В Н  =  В\Н\, 
где В Н  и В\Н\ — высоты этих треугольников. Отсюда следует, что 
/LO BC =  /_0\В\С\, поэтому А А В С =  Z. А\В\С\. Аналогично 
Z .A C B =  АА\С\В\. Таким образом, треугольники A BC  и Л 1Б 1С 1 
равны по стороне и двум прилежащим углам. Так как данная 
задача является задачей второго типа (см. § 98, п. 2), то она 
имеет единственное решение.

§ 100. Применение движений к решению задач на построение

1. При решении многих задач на построение с успехом приме­
няются геометрические преобразования плоскости. При этом наибо­
лее часто употребляются преобразования подобия, особенно гомо­
тетия, различные виды движений, а также инверсия (см. ниже, 
§ 102). Обычно принято говорить о различных «методах» решения 
задач на построение в зависимости от преобразования, применяемого 
при построении. В  этом смысле говорят о методе подобия, методе 
симметрии, методе параллельного переноса, методе вращения и т. д. 
В  этом параграфе рассмотрим примеры задач, решаемых с 
помощью движений, а в двух последующих параграфах рассмотрим 
методы подобия и инверсии.

Применение движений к решению задач на построение заклю­
чается в том, что при анализе задачи, кроме данных фигур и 
искомой фигуры, рассматривают вспомогательную фигуру, которая 
получается из этих фигур или из их частей при помощи 
подходящего движения и которую легко построить по данным 
задачи.

2. Рассмотрим пример задачи на построение, решаемой методом 
симм етрии.

П о с т р о е н и е  17. Даны две окружности ом и co2 и прямая а. 
Построить квадрат так, чтобы две противолежащие вершины лежа­
ли на прямой а, а две другие вершины — соответственно на 
окружностях СО | И (02.

Р е ш е н и е .  А н а л и з .  Допустим, что задача решена, т. е. 
искомый квадрат ABCD  построен так, что В£а , D£a, А£ сог, C^toi 
(рис. 199). Рассмотрим вспомогательную фигуру — окружность cof, 
которая является образом окружности соi при осевой симметрии 
с осью а (рис. 199). Так как диагонали квадрата взаимно 
перпендикулярны и в точке пересечения делятся пополам, то при
296



этой симметрии точка С переходит 
в точку А. Таким образом, А 
есть точка пересечения окружнос­
тей м2 и со'. Построив вершину А, 
легко построить остальные верши­
ны искомого квадрата.

П о с т р о е н и е .  1) Строим 
образ соf окружности coi при осевой 
симметрии с осью а. Для этого 
воспользуемся тем, что радиусы 
окружностей со] и cof равны, а их 
центры симметричны относитель­
но прямой а. Обозначим через А одну из точек пересечения 
окружностей со 1 и сог-

2) Построим точку С, симметричную точке А относительно прямой 
а. Для этого через точку А проводим прямую р, перпенди­
кулярную прямой а. Одна из точек пересечений этой прямой с 
окружностью со, и есть точка С.

3) Из точки О пересечения прямых р и а н а  прямой а откладываем 
отрезки ОВ и 0D, равные отрезку АО.

4) Проводим отрезки АВ, ВС, CD и DA. Четырехугольник 
A BCD  искомый.

Доказательство предоставляем провести читателю самостоя­
тельно.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет решение тогда и только тогда, 
когда окружности со! и сог имеют общие точки.

Для определения числа решений заметим, что эта задача 
относится к первому типу задач (§ 98, п. 2), поэтому возмож­
ны следующие случаи.

1) Окружности cof и сог не имеют общих точек. Задача не 
имеет решений.

2) Окружности со! и сог касаются друг друга. В этом случае 
задача имеет только одно решение.

3) Окружности со( и сог имеют две общие точки. Задача 
имеет д в а  р еш ен и я.

На рисунке 199 окружности сог и со( пересекаются в двух 
точках А и А\. На этом рисунке построен только один квад­
рат (квадрат ABCD). Для построения второго квадрата следует 
повторить пункты 2)— 4) построения, исходя из точки А\.

4) Окружности соf и со2 совпадают, задача имеет бесконечное 
множество решений: любую точку окружности со2 можно принять 
за точку А. Этот случай возможен тогда и только тогда, когда 
окружности coi и сог симметричны относительно прямой а.

3. Рассмотрим теперь пример задачи, решаемой методом парал­
лельного переноса.

П о с т р о е н и е  18. Построить трапецию по заданным ее сто­
ронам.

Р е ш е н и е .  Уточним постановку задачи. Даны четыре отрезка
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а, Ь, с и d. Построить трапецию ABCD, где AD  — большее осно­
вание, так, чтобы AD =  a, BC  =  b, АВ =  с, CD =  d.

А н а л и з .  Допустим, что задача решена и ABCD  — искомая 
трапеция. Рассмотрим вспомогательную фигуру — треугольник 
A BD ', сторона B D ' которого является образом отрезка CD при парал­
лельном переносе на вектор СВ (рис. 200, а). Треугольник 
A B D ' легко построить по трем сторонам: Л В  — с, B D ' =  CD =  d, 
A D ' =  AD — ВС  =  а — b. Построив треугольник A BD ', легко построить 
искомую трапецию ABCD.

П о с т р о е н и е  (рис. 200, б).
1) Проведем произвольную прямую р и от некоторой точки D 

этой прямой на одном из лучей отложим отрезки D A = a , D D ' =  b.
2) Строим треугольник A B D ' так, чтобы А В =  с, BD  =  d (построе­

ние 3 § 98).
3) Строим параллелограмм D D 'BC  по трем вершинам D , D ' 

и В. Вершина С является точкой пересечения окружностей (В, Ь) 
и (D, d). ABCD  — искомая трапеция.

Доказательство предоставляем провести читателю самостоя­
тельно.

И с с л е д о в а н и е .  Задача имеет решение тогда и только 
тогда, когда существует треугольник A BD ', стороны которого 
соответственно равны отрезкам a', c u d ,  где а '= а  — Ь. Таким 
образом, задача имеет решение тогда и только тогда, когда а > Ь  
и наибольшее из чисел а', с и d меньше суммы двух других.

Для определения числа решений заметим, что задача отно­
сится ко второму типу задач (§ 98, п. 2). Можно утверждать, 
что если задача имеет решение, то она имеет только одно 
решение. Действительно, нетрудно доказать, что если построены две 
трапеции ABCD  и A\B\C\D\, стороны которых соответственно 
равны, то эти трапеции равны.

4. При решении задач на построение методом вращения необхо­
димо уметь строить образы точек и прямых при данном 
вращении. Рассмотрим сначала эту вспомогательную задачу.
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Рис. 201 Рис. 202

З а д а ч а .  Дано вращение вокруг точки О на направленный 
угол ф. Построить образ данной точки М  и данной прямой а при 
этом вращении.

Р е ш е н и е .  Представляет интерес только тот случай, когда точка 
М не совпадает с точкой О, а прямая а не проходит через 
точку О.

Для построения образа М ' точки М  построим сначала окруж­
ность (О, ОМ), а затем направленный угол M O M i, равный данно­
му направленному углу ф. Точка пересечения луча ОМ\ с окруж­
ностью (О, ОМ) и есть искомая точка М ' (рис. 201).

Для построения образа а' прямой а построим сначала ос­
нование А перпендикуляра, проведенного из точки О к прямой 
а (рис. 201) (построение 9 § 98). Построим затем образ А ' точки А 
в данном вращении и проведем через точку А ' прямую а', перпенди­
кулярную прямой ОА'. Предлагаем читателю самостоятельно 
доказать, что а ' — искомая прямая.

Рассмотрим теперь пример задачи, которая решается методом 
вращения.

П о с т р о е н и е  19. Даны две прямые а и Ь и точка 
С, не лежащая на них. Построить равносторонний треуголь­
ник ABC  так, чтобы вершина А лежала на прямой а, а вершина 
В  — на прямой Ь.

Р е ш е н и е .  А н а л и з .  Допустим, что задача решена, т. е. 
искомый равносторонний треугольник A BC  построен (рис. 202). Рас­
смотрим вспомогательную фигуру — прямую Ь', которая является 
образом прямой Ь при вращении g вокруг точки С на направлен­
ный угол ВСА, равный 60°. Так как A = g (B ),  то А £Ь'. Таким 
образом, точка А — точка пересечения прямых Ь' и а. Построив 
точку А, легко построить точку В.

П о с т р о е н и е .  1) Строим прямую b' =  g(b) (см. предыду­
щую задачу) и обозначим через А точку пересечения прямых 
а и Ь '.

2) Строим прообраз В  точки А при вращении g ~ [. Для этого
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проводим окружность (С, СА). Точка 
В  — одна из точек пересечения этой 
окружности с прямой Ь.

3) Построив отрезки АВ, ВС  и 
СА, получаем искомый треугольник.

Д о к а з а т е л ь с т в о  непосред­
ственно следует из построения.

И с с л е д о в а н и е .  Обозначим 
через Ъ' и Ь" образы прямой Ь 
при вращениях вокруг точки С 
на угол 60° в положительном и 
отрицательном направлениях. Зада- 

Ь' ча имеет решение в том и только 
в том случае, когда прямые Ь' и 
Ь" имеют общие точки с прямой 
а. При этом число решений равно 
числу точек Пересечения прямых 

Рис. 203 Ь '  и Ь" с прямой а. Возможны сле­
дующие случаи.

1) /-(а, Ь )ф 60°. В этом случае прямые Ь' и Ь" пересекают 
прямую а в различных точках, поэтому задача имеет два решения 
(рис. 203, треугольники A BC  и А\В\С).

2) Z. (а, Ь) =  60°. В этом случае одна из прямых Ь' или Ь" пере­
секает прямую а, а другая совпадает с ней или параллель­
на ей. В  первом случае задача имеет бесконечное множество 
решений, а во втором случае — одно решение. Первый случай 
возможен тогда и только тогда, когда точка С лежит на прямой, 
содержащей биссектрисы тех вертикальных углов, образованных 
прямыми а и Ь, которые равны 120°.

§ 101. Метод подобия

1. Метод подобия состоит в следующем. Сначала строят какую- 
нибудь вспомогательную фигуру, подобную искомой фигуре, так, что­
бы она удовлетворяла всем условиям задачи, кроме одного. Затем 
строят искомую фигуру как фигуру, подобную построенной и удов­
летворяющую опущенному условию.

Обычно целесообразно вспомогательную фигуру строить так, что­
бы она была не только подобна, но и гомотетична искомой. Поэтому 
при решении задач на построение методом подобия необходимо 
уметь строить образы данных точек при гомотетии. Рассмотрим 
сначала эту вспомогательную задачу.

З а д а ч а .  Дана гомотетия с центром в точке О и парой соответ­
ственных точек А и А'. Построить образ М ' данной точки М.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим сначала тот случай, когда точка М ' 
не лежит на прямой ОА. Прямая AM  при данной гомотетии 
переходит в прямую т ’, параллельную прямой AM  и проходящую 
через точку А ' (§ 46, свойство 1°), поэтому прямую т '  легко построить
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Рис. 204

(построение 10 § 98). Точка ЛГ есть точка пересечения прямых ОМ 
и т '  (рис. 204, а).

Если данная точка М  лежит на прямой ОА, то сначала 
строим образ N ' какой-нибудь точки N, не лежащей на прямой 
ОА, а затем, пользуясь точками N и N', строим образ точки М. 
На рисунке 204, б выполнено это построение.

Пользуясь этой задачей, легко построить образ данной прямой 
и данной окружности при гомотетии h, заданной центром О и 
парой соответственных точек А и А '. На рисунке 205, а выполнено 
построение образа а ' прямой а, а на рисунке 205, б образа со' окруж­
ности to. На этих рисунках M '= h (M ), C ' =  h(C).

2. Рассмотрим примеры задач на построение, решаемых методом 
подобия.

П о с т р о е н и е  20. Построить треугольник по двум углам и 
периметру.

Р е ш е н и е .  Уточним постановку задачи: даны два угла ср и и 
отрезок р. Построить треугольник ABC  так, чтобы Z.A=(p, 
/LB =  ty, А В  +  В С  +  СА= р.

А н а л и з .  Допустим, что задача решена и треугольник A BC  
построен (рис. 206, а). Этот треугольник удовлетворяет двум усло­
виям: (ai) Z.A =  q>; 2-В =  \j>; (аг) А В -\-BC-\- СА =р.

О
/

Рис. 205
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Рис. 206

Треугольник, удовлетворяющий условию (ai), легко построить. 
Заметим, что существует бесконечное множество треугольников, 
удовлетворяющих этому условию. Пусть АВ\С\ — один из этих 
треугольников. Пользуясь теперь гомотетией, легко построить иско­
мый треугольник ABC, подобный треугольнику АВ\С\ и удовлетво­
ряющий условию (аг).

П о с т р о е н и е  ( рис. 206, б).
1) Построим треугольник А В ,С , так, чтобы; А А  =  ц>, 

(построение 5 § 98).
2) На луче АВ\ отложим отрезки AD\ и AD, равные 

соответственно отрезкам р\ и р, где р i — периметр треугольника 
ABiCi.

3) Строим образы С и В  точек С\ и В\ при гомотетии 
h, заданной центром А и парой точек DD\. Треугольник ABC  
искомый.

Д о к а з а т е л ь с т в  о. Треугольники АВ\С\ и A BC  гомотетичны. 
Поэтому А А  =  (р, Z .B= ij). Так как D = h (D i), то AD =  m-AD\, 
где т  — коэффициент гомотетии h. Таким образом, А В  =  т-АВ\, 
В С  =  т-В\С\, СА =  т-С\А, поэтому АВ-\-ВС-\-СА = т  (АВ\ +  
-\-В\С\-\-С\А) =  тр\. Итак, А В  +  ВС-\- СА =  AD =р.

И с с л е д о в а н и е .  Ясно, что задача имеет решение только в 
том случае, когда cp-f^C 180°. При выполнении этого неравенства 
задача имеет только одно решение. Действительно, пусть построены 
два треугольника A BC  и А\В\С\, удовлетворяющие условиям задачи. 
Тогда

Из равенств (1) следует, что а А В С ~ а А\В\С\. Поэтому 
A B  =  kA\Bi, BC  =  kB\C\, CA =  kC\A\, где k — коэффициент подо­
бия. Отсюда получаем: AB-\-BC-\-CA=k (А\В\ ~^В\С\ -\-C\A\). Срав­
нивая это равенство с равенством (2), приходим к выводу, что 
k = \ , т. е. А А В С =  АА\В\С\.

П о с т р о е н и е  21. Даны угол АОВ  и точка М внутренней 
области этого угла. Построить окружность, проходящую через точку 
М  и касающуюся сторон данного угла.

А А = А А |, А В = А В  

А В  -|- ВС  -(- С А =А\В\ В  \С\

(D

(2)
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Рис. 207

Допустим, что искомая окружность ш построена (рис. 207, а). 
Эта окружность удовлетворяет двум условиям: (ai) окружность 
ш касается сторон угла АОВ; (аг) Л1£со. Заметим, что легко 
построить какую-нибудь окружность, удовлетворяющую условию (ai). 
Таких окружностей существует бесконечное множество (рис. 207, а), 
причем их центры лежат на биссектрисе угла АОВ. Пусть со: — 
одна из этих окружностей. Пользуясь теперь гомотетией, легко 
построить искомую окружность (0.

Отсюда вытекает следующий способ решения задачи. Используя 
биссектриссу т  угла А О В , строим какую-нибудь окружность toi, 
касающуюся сторон этого угла (рис. 207, б). Пусть точка М\ — 
одна из точек пересечения луча ОМ с окружностью соi. Построим 
образ со окружности соi при гомотетии с центром О, которая точку 
M i переводит в точку М.

Задача имеет два и только два решения. На рисунке 
207, б выполнено построение только одной окружности (окружно­
сти со), удовлетворяющей условиям задачи. Для построения второй 
окружности следует построить образ окружности соi при гомотетии 
с центром О, которая точку Мг переводит в точку М.

§  102. И нверсия. М етод  инверсии

1. Зададим на плоскости окружность (О, г) и обозначим через 
Ео множество всех точек плоскости без точки О. Каждой точке 
М множества Ео поставим в соответствие точку М ' так, чтобы 
она лежала на луче ОМ и ОМ-ОМ ' =  г2 (рис. 208). Получаем 
преобразование множества Ео, которое называется инверсией отно­
сительно окружности (О, г) или просто инверсией. Окружность 
(О, г) называется окружностью инверсии, точка О — центром инвер­
сии, а г2 — степенью инверсии.

Из определения инверсии следует, что в инверсии соответст­
вие между точками множества Ео взаимно: если точка М ' соответ­
ствует точке М, то точка М  соответствует М '. Каждая точка окруж­
ности инверсии является инвариантной точкой. Рассмотрим задачу 
построения образа точки в данной инверсии.
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Рис. 208 Рис. 209 Рис. 210

З а д а ч а .  Инверсия задана, окружностью инверсии (О, г). По­
строить образ М ' точки М, не лежащей на этой окружности.

Р е ш е н и е .  Рассмотрим сначала случай, когда М  — внешняя 
относительно окружности инверсии точка. Проведем прямую ОМ 
и построим окружность со на отрезке ОМ как на диаметре 
(рис. 209). Пусть Р  и Q — точки пересечения окружностей (О, г) и 
to. Тогда М ' — точка пересечения прямых ОМ и PQ. Действительно, 
прямые М Р  и MQ  — касательные к окружности (О, г) (построе­
ние 14 § 98), поэтому углы ОРМ  и РМ 'М  прямые. Отсюда следует,
что А  О РМ ' ~  А О М Р . Следовательно, ^ - = ^ 7 7 , или О М ' -ОМ =О Р  о м
О Р2 =  г2.

Если М  — внутренняя относительно окружности инверсии точка, 
то, пользуясь свойством взаимности, построение образа точки 
М  выполняем в обратном порядке.

З а м е ч а н и е .  На рисунке 210 указан другой способ построения 
образа точки при инверсии, если точка М  является внешней 
относительно окружности инверсии. Этот способ замечателен тем, 
что выполняется с помощью одного циркуля. На этом рисунке 
выполнено построение образа АГ данной точки М при инверсии, 
заданной окружностью у с центром О. Строим последовательно 
окружности oi =  (М, МО), а>2 =  (Т, ТО) и a»3 =  (S, SO). Точка пере­
сечения окружностей юг и из и есть точка М'.

2. Для изучения свойств инверсии найдем ее аналитическое 
выражение. Прямоугольную систему координат Oi / выберем так, 
чтобы начало координат О совпало с центром инверсии, заданной 
о кр уж н о стью  (О , г).

Пусть М  (х, у) — произвольная точка множества Ео, а точка 
М ' (х', у ') — ее образ. Из определения инверсии следует, что
ОМ' =  А,- ОМ, где А,> 0, и ОМ' - ОМ =  г2.

Эти равенства в координатах запишутся так:
х' =  Хх, у ' — ку, где Х > 0 ; ( 1 )

хх'-\-уу' =  г2. (2)
Подставив значения х' и у ' из равенств (1) в равенство (2), 

получаем: X (х2 +  у2) =  г2. Так как точка М  не совпадает с
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'J
с точкой О, то jr  ■ 1 ф О, поэтому \=-^-—г. Подставив значение

х - + у
К в равенство (1), окончательно получаем аналитическое выражение 
инверсии:

х 2 +  у 2 X у  v '

Пользуясь свойством взаимности, получаем выражения коорди­
нат точки М (х, у) через координаты ее образа М ’ (х\ у'):

r V  Г2!/' /A s

3. Формулы (3) и (4) дают возможность найти образы прямых 
и окружностей при инверсии.

Т е о р е м а  1. Прямая, проходящая через центр О инверсии 
(без точки О), переходит в себя, а прямая, не проходящая 
через центр инверсии, переходит в окружность, проходящую через 
центр инверсии.

□ Первая часть теоремы непосредственно следует из определения 
инверсии, поэтому докажем только вторую часть теоремы.

Пусть Ах-\-Ву-\-1=0 — уравнение произвольной прямой, не 
проходящей через центр инверсии. Если в этом уравнении х и у за­
менить выражениями (4), то получим уравнение образа этой прямой:

х ' 2 -\-у' 2 -\-Аг2х' -\-Вг2у ' =  0. (5)
Этим уравнением задается окружность, проходящая через точку 

О (см. § 18, п. 2). Ж
С л е д с т в и е .  Если прямая d, не проходящая через центр О ин­

версии, переходит в окружность (С, г), то прямые ОС и d 
перпендикулярны.

□ Из уравнения (5) находим координаты центра С окружности

(С, г): С Таким образом, вектор ОС ( —

перпендикулярен прямой d, заданной уравнением Ах +  By  +  1 =0.
Пользуясь этим следствием, легко указать способ построения 

образа w прямой d, не проходящей через центр О инверсии. 
Пусть Н — основание перпендикуляра, проведенного из центра О 
окружности инверсии у к прямой d, а Н ' — образ этой точки 
(рис. 211, а). Тогда w — есть окружность, построенная на отрезке 
ОН' как на диаметре. Если прямая d пересекает окружность инвер­
сии у в двух точках (на рис. 211, б точки Л и В ), то окружность 
w проходит через точки А, В к О.

Т е о р е м а  2. Окружность, проходящая через центр О инверсии 
(без точки О), переходит в прямую, не проходящую через точку О. 
Окружность, не проходящая через точку О, переходит в окружность, 
также не проходящую через точку О, причем точка О лежит на 
линии центров этих окружностей.
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□ Пусть
х2 +  у2 +  Ах +  By -\- С =  0 (6)

— уравнение произвольной окружности до. Если в этом уравнении х 
и у заменить их выражениями (4), то получим уравнение образа 
w 1 окружности до:

/ г У  \ 2 , / г2у '  \ 2 | Л г У  . В г2 у '  , г  —  п 
\ х ' 2 +  у ' 2)  1 Х х '2+ у ' г)  ' * ' 2 +  у ' 2 ’ * '2-U0 ' 2 ' ' -

После элементарных преобразований это уравнение приводится 
к виду:

C (x ,2 +  y '2) +  Ar2x' +  B r2y' +  r4 =  0. (7)
Если окружность со проходит через центр инверсии, то С =  0, 

поэтому уравнением (7) определяется прямая со', не проходящая 
через точку О (так как гАф 0). Если окружность со не проходит 
через точку О, то С Ф 0, поэтому уравнением (7) определяется 
окружность со', не проходящая через центр инверсии. Из уравнений 
(6) и (7) находим центры окружностей:
^ ^  и — §f-). Эти точки и точка 0(0, 0) лежат на
прямой, заданной уравнением Вх — Ау =  0. 0

Т е о р е м а  3. Если линии соi и сог, где со] — окружность или 
прямая, а аг — окружность, касаются друг друга в точке М, отлич­
ной от центра инверсии f, то их образы cof и сог также 
касаются друг друга в точке М ' =\(М).

□ Так как ап и сог касаются друг друга в точке М , то М ' — 
единственная общая точка линий со' и сог Но каждая из 
этих линий является прямой или окружностью, поэтому они ка­
саются друг друга. Щ

Углом между двумя линиями yi и 72, проходящими через данную 
точку М, называется угол между касательными к этим линиям в точ­
ке М. Если линии у  и 72 касаются друг друга в точке М, 
то говорят, что угол между линиями Yi и 7г в точке М 
равен нулю. Имеет место теорема, частным случаем которой явля- 

‘ется теорема 3: при инверсии f угол между данными линиями 71 и
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у2 в точке М равен углу между 
их образами и у2 в точке 
M ' =  f(M ). Доказательство этой 
теоремы мы опускаем.

4. Метод инверсии при реше­
нии задач на построение заключа­
ется в следующем. Предположим, 
что задача решена и F  — мно­
жество данных и искомых основ- 7 
ных фигур. Подвергнем фигуру F  W 
или ее часть преобразованию ин­
версии с тем расчетом, чтобы ис­
ходную задачу свести к более про­
стой задаче. Рассмотрим пример.

П о с т р о е н и е  21. Даны ок­
ружность со и две точки А и В. 
не лежащие на ней. Построить ок 
ружность, проходящую через точ­
ки Л и В  и касающиеся окружно­
сти со.

Р е ш е н и е .  А н а л и з .  Допустим, что задача решена и у — 
искомая окружность. Обозначим через F  фигуру, состоящую из точек 
А, В  и окружностей со и у. Проведем окружность ст с центром в точке 
А и рассмотрим инверсию f , для которой ст — окружность инверсии 
(рис. 212). Образом фигуры F  при этой инверсии будет некоторая 
фигура F ', состоящая из точки B ' =  f(B ), окружности co' =  f(<o) 
и прямой y' =  f(y). (Точка А как центр инверсии не имеет образа.) 
Согласно теореме 3 прямая у' касается окружности со'. Фигуру F ' лег­
ко построить, так как В ' и со' являются образами данных фигур, 
а у' есть прямая, проходящая через точку В ' и касательная к 
окружности со'. Используя ту же инверсию, легко построить 
окружность у, как образа прямой у'.

П о с т р о е н и е .  Окружность ст инверсии f выбираем так, чтобы 
она пересекала окружность со в двух точках (рис. 212, на этом 
рисунке окружности <т и ш пересекаются в точках 1 и 2). Тогда 
легко построить образ окружности со.

1) Строим точку B ' =  f(B ).
2) Строим окружность со'=/(со). Для этого достаточно 

построить образ 3' точки 3 и провести окружность со' через 
точки /, 2  и 3' (см. рис. 212).

3) Через точку В ' проводим касательную у ' к окружности со' 
(построение 14). Если эта касательная проходит через точку 
А, то берем другую касательную.

4) Строим образ у прямой у' в инверсии /. На рисунке 
212 окружность у проходит через точки А, 4 и 5.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как прямая у ' не проходит через 
'точку А, то ее образ есть окружность, проходящая через точку А 
(теорема 2). Прямая у' проходит через точку В ' и касается 
окружности со', поэтому В£у, и у и w касаются друг друга.
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И с с л е д о в а н и е .  Задача может не иметь решений (если, 
например, одна из точек А, В  является внутренней точкой отно­
сительно окружности со, а другая — внешней), может иметь только 
одно решение (если, например, точки А и В  лежат на касательной 
к окружности со) и два решения. На рисунке 212 задача имеет два 
решения. Для построения второго решения, которое не изображено 
на этом рисунке, следует через точку В ' провести вторую касатель­
ную у" к окружности со' и построить ее образ.

З а м е ч а н и е .  Сформулируем следующую общую задачу: да­
ны три основные фигуры (точка, прямая или окружность). Построить 
окружность, касающуюся этих фигур1. В зависимости от того, явля­
ются ли данные основные фигуры точками, прямыми или окружнос­
тями, сформулированная задача содержит 10 конкретных задач, од­
ной из которых является построение 22. Отметим, что построение 
окружности, проходящей через три точки, также является одной из 
этих задач.

В  случае, когда все три данные фигуры являются окружностя­
ми, задача называется задачей Аполлония: построить окружность, 
которая касается трех данных окружностей. Остальные случаи назы­
ваются предельными случаями задачи Аполлония. Пользуясь мето­
дом инверсии, по аналогии с задачей 21 легко решаются те из 
указанных задач, в которых по крайней мере одна из данных фигур 
является точкой.

§ 103. Алгебраический метод

1. Из курса средней школы известно, что если выбран неко­
торый отрезок е в качестве единицы измерения, то длина каж­
дого отрезка выражается положительным числом. Обратно, при вы­
бранной единице измерения для любого положительного числа 
существует отрезок, длина которого выражается этим числом. 
Далее, что при переходе от одной единицы измерения к другой 
числа, выражающие длины отрезков, умножаются на одно и то же 
число.

При решении задач на построение алгебраическим методом 
приходится решать следующую задачу. Даны отрезки а, b, ..., /, 
а, Ь, ..., I — их длины в выбранной единице измерения. Требуется 
построить отрезок х, длина х которого при той же единице изме­
рения выражается через а, Ь, ..., I заданной формулой:

x =  f(a, Ь, ..., /). (1)
Всюду в дальнейшем мы предполагаем, что выражение 

f (а, Ь, ..., /), задающее длину данного отрезка через длины данных 
отрезков, принимает положительные значения, когда а, Ь, ..., / при­
нимают положительные значения из некоторого промежутка, опреде­
ленного для каждой из этих букв. Возникает вопрос: в каком случае 
х, определяемое формулой (1), выражает длину одного и того же

1 Будем говорить, что «окружность w касается точки А», если А £ w.
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отрезка независимо от выбора единичного отрезка? Докажем тео­
рему, которая дает ответ на этот вопрос. Но для того чтобы ее 
сформулировать, введем следующее определение.

Выражение /(а, b......  /) называется однородным выражением
первой степени, если оно удовлетворяет условию:

f (ta, tb, ..., tl) =  tf (a, b, ..., /) (2)
для любого положительного t и всех положительных значений 
а, Ь, ..., /, при которых обе части равенства (2) имеют смысл.

Т е о р е м а .  Для того чтобы х в формуле (1), где а, Ь, ..., / — 
длины данных отрезков а, Ь, ..., /, выражало длину одного 
и того же отрезка при любом выборе единичного отрезка, не­
обходимо и достаточно, чтобы выражение / (а, Ь, ..., I) было 
однородным выражением первой степени.

□ Докажем сначала необходимость условия. Пусть при выборе 
единичного отрезка е длины отрезков а, Ь, .... е выражаются 
числами а, Ь, ..., /, а при выборе другого отрезка е' длины тех 
же отрезков выражаются числами а', Ь ', ..., Г. Тогда

a ’ =  ta, b' =  tb, ..., l ' =  tl, (3)
поэтому x '= f (a ',  b’, ..., l') =  f(ta, tb, ..., tl). По условию числа x' и x 
выражают длину одного и того же отрезка х, поэтому x' =  tx, т. е. 
f (ta, tb, ..., tl) =  tf (a, b, ..., I). Таким образом, выражение f (a, b, ..., Г) 
является однородным первой степени.

Обратно, пусть для выражения f (а, Ь, ..., /^выполняется равенство 
(2). Числа, выражающие длины отрезков а, Ь, ..., I в единицах
е и е', связаны равенствами (3), поэтому

x' =  f(a ', b', ..., l ')  =  f(ta, tb, ..., tl) =  tf(a, b, ..., l) =  tx.
Отсюда следует, что числа х' и х выражают длину одного и того 
же отрезка. Ц

2. В средней школе рассматривают построение отрезков, за­
данных следующими простейшими формулами:

1) х =  а-\-Ь\
2) х =  а — Ь, где а > Ь ;
3) х=-^-а, где р и q — натуральные числа;

4) х= ^-  (построение отрезка, четвертого пропорционального
к трем данным);

5) х =  л]аЬ\____
6) х =  л]а -\-Ь2;
7) х =  л]а2 — Ь2, где а > Ь .

Здесь а, Ь, с — числа, выражающие длины данных отрезков 
а, Ь, с в выбранной единице измерения. Правая часть каждой 
из формул 1— 7 является однородным выражением первой степени и
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Рис. 213 Рис. 214 Рис. 215

по доказанной теореме определяет отрезок х с точностью до равенства 
независимо от выбора единицы измерения.

Построение отрезков, заданных формулами 1, 2, 6 и 7, оче­
видно. Для построения отрезка, заданного формулой 3, представим
эту формулу в виде х =  ̂ - .Строим сначала отрезок т , где т = р а ,
а затем делим его на q равных частей. На рисунке 213 выпол­
нено построение для случая, когда р =  3, q =  5 (О А = З а ,
O X = ^ - J.  Построение отрезков, заданных формулами 4 и 5, выпол­
нено соответственно на рисунках 214 и 215.

С помощью построений 1— 7 можно строить отрезки, заданные 
более сложными формулами. При этом важно, чтобы длина искомого 
отрезка выражалась через длины данных отрезков и с помощью 
однородного выражения первой степени, содержащего конечное 
число операций, встречающихся в формулах 1— 7, т. е. сложения, 
вычитания, умножения на рациональное число, деления и извлечения 
квадратных корней. Рассмотрим пример.

П р и м е р  1. Пусть а, Ь, с и а — данные отрезки. Построить 
отрезок х, заданный формулой

а3 + Ь3 X =  ------
c2-\-^]cd3

Р е ш е н и е .  Построение отрезка х выполняем в следующей по­
следовательности. _  _

1. Строим отрезок у, заданный формулой у =  л/л[сёй (для этого 
дважды выполняем построение отрезка, заданного формулой 5).

2. Строим отрезок z, заданный формулой z — ̂ Jc2-\- ĵcd3 =
— л/с2-\-у2 (построение отрезка, заданного формулой 6).

3. Строим отрезки и и к по формулам: и = ^ -  и и = ^-(постро ­
ение отрезка, заданного формулой 4).

4. Строим отрезок х по формуле
__а3-\-Ь3 ___а 3 . Ь3 _  иа  , ub

(построение отрезков, заданных формулой 4).
г2 г2 г2
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3. В ряде случаев приходится строить отрезок, заданный 
формулой (1), где f (а, Ь, ..., /) не является однородным выраже­
нием первой степени. В этом случае в зависимости от выбора 
единичного отрезка формулой П) определяются разные отрезки
при одном и том же выборе отрезков а, Ь, ..., I. Поэтому для построе­
ния отрезка х, кроме отрезков а , b, ..., /, следует задать также 
единичный отрезок е.

Нетрудно видеть, что в этом случае построение отрезка х, 
заданного формулой (1), сводится к построению отрезка, задан­
ного формулой

где а, Ь, ..., I — длины данных отрезков а, b, ..., /, а е — длина 
отрезка е при произвольном выборе единицы измерения. Теперь 
правая часть формулы (4) — однородное выражение первой сте­
пени от а, Ь, ..., /, е.

Рассмотрим два примера. _  _
П р и м е р  2. Даны отрезки а, Ь и единичный отрезок е. По­

строить отрезки, заданные формулами:
a) x =  ab\ б) у =  д/а.

Р е ш е н и е .  Искомые отрезки строим, используя формулу (4).
\ l / a b \ aba) x =  ab\ х =  е

(построение отрезка, заданного формулой 4, п. 2);

(построение отрезка, заданного формулой 5, п. 2).
П р и м е р  3. Построить отрезок, длина которого в выбран­

ной единице измерения е равна Л/З+л/5.
Р е ш е н и е .  Требуется построить отр зок х, длина х которо­

го выражается формулой х =  е д / з + и л и  х =  "д/зе2 +  е д/5<?2.
Пользуясь построениями отрезков, заданных формулами 1— 7 

п. 2, строим последовательно отрезки у, z и и: у = <J (Зе) е, 
г =  д/(5е)е, и =  л[ег, а затем строим искомый отрезок х по форму­
ле х =  л]у '2 -\-и2. '

4. Алгебраический метод решения задач на построение со­
стоит в следующем. Задачу формулируют так, чтобы в качестве 
данных фигур и искомой фигуры были отрезки. Используя под­
ходящие теоремы, выражают длину искомого отрезка через дли­
ны данных отрезков и по найденной формуле строят искомый 
отрезок. Рассмотрим два примера.

П о с т р о е н и е  22. Дан треугольник ABC. Построить три
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Рис. 217

окружности с центрами соответственно в точках А, В  и С так, 
чтобы они попарно касались друг друга внешним образом.

Р е ш е н и е .  А н а л и з .  Пусть ABC  — данный треугольник, 
а, 5, с — его стороны (А В  — с, ВС  — а, СА — Ь), а х, у и z — ра­
диусы искомых окружностей (рис. 216). Задача будет решена, 
если мы сможем построить отрезок х по известным отрезкам а, 
b и с. По теореме 2 из § 97 имеем:

х +  у — с, x +  z =  b, y +  z =  a. (5)

Отсюда получаем: х- с+Ь—а Построив отрезок х по этой
формуле, проводим окружность (А, х), а затем две другие окруж­
ности: (В, с —х) и (С, b — х).

Построение и доказательство предлагаем читателю провести 
самостоятельно.

И с с л е д о в а н и е .  Из формул (5) находим:

с +  Ь — а
У-

а +  с — Ь а +  6 — с (6)

Из этих формул видно, что задача всегда разрешима, так как в 
треугольнике A BC  c +  b — a >  0, a-\-c — b >  0 и а +  Ь — с >  О 
и отрезки х, у и z могут быть построены по формулам (6).

Формулы (6) дают единственные значения радиусов искомых 
окружностей, поэтому задача имеет единственное решение.

П о с т р о е н и е  23. Вписать в данную окружность (О, г) пра­
вильный десятиугольник.

Р е ш е н и е .  Пусть АВ  — сторона правильного десятиуголь 
ника, вписанного в окружность (О, г), а х — длина отрезка АВ  
(рис. 217).

Проведем биссектрису ВМ  угла В  треугольника ОАВ. Так 
как треугольник АОВ  равнобедренный и 2-0 =  36°, то Z1B =  72°, 
/_А =  72°, поэтому А А В М  =  36°. Таким образом, д Л В М ~

А  АОВ, поэтому d£L= d £ , откуда ^
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Это уравнение имеет следующие корни:

*| =  —£-+V(t) +  f 2 '  X 2 = = ~ J2—V(t) +r2' (7)
Ясно, что X i> 0 , а хг<0, поэтому только первому корню соот­

ветствует отрезок х, который и является стороной правильного 
десятиугольника, вписанного в окружность (О, г).

По данному отрезку г строим отрезок х, длина х которого 
определяется первой из формул (7), а затем строим правильный 
десятиугольник, вписанный в окружность (О, г).

§ 104. Признак разрешимости задач на построение циркулем 
и линейкой

1. Одной из важнейших проблем в теории геометрических по­
строений является установление критерия, позволяющего отве­
тить на вопрос: можно ли циркулем и линейкой по данным фи­
гурам построить ту или иную геометрическую фигуру? При этом 
существенно отметить, что задача о разрешимости ставится толь­
ко в том случае, когда искомая фигура, которую следует по­
строить, существует. Рассмотрим, например, такую задачу. На 
прямой даны три точки М, N w Р. Построить треугольник так, что­
бы его стороны были равны соответственно отрезкам MN, N P  и 
МР. Эта задача вообще неразрешима, так как такого треуголь­
ника не существует. Рассмотрим другой пример. Даны две пере­
секающиеся прямые а и b и точка А, не лежащая на этих пря­
мых. Построить прямую, проходящую через точку А так, чтобы 
прямые а и b отсекали на ней отрезок, равный данному отрез­
ку р. Можно показать, что при некотором ограничении, наклады­
ваемом на отрезок р, прямая, удовлетворяющая условиям зада­
чи, существует. Однако, несмотря на кажущуюся простоту, эта 
задача неразрешима циркулем и линейкой.

2. Пусть в некоторой единице измерения длина отрезка х
выражается через длины отрезков a, b...... I формулой

x =  f (а, Ь, ..., /). (1)
Возникает вопрос: всегда ли отрезок х можно построить линей­
кой и циркулем? Ответ на этот вопрос дают следующие две 
теоремы. _

Т е о р е м а  1. Если длина отрезка х выражается через длины 
данных отрезков при помощи конечного множества арифметиче­
ских операций (т. е. сложения, вычитания, умножения и деления) 
и извлечения квадратных корней, jo  отрезок х можно построить 
циркулем и линейкой.

□ Утверждение теоремы очевидно, так как, используя прием, 
который был применен при решении примера 1 из § 103, по­
строение отрезка х всегда можно свести к построению конечного
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множества вспомогательных отрезков у, z, ..., заданных форму­
лами вида 1— 7 (п. 2, § 103).

Т е о р е м а  2. Если отрезок х можно построить по данным 
отрезкам циркулем и линейкой, то длина х этого отрезка выража­
ется через длины данных отрезков при помощи конечного мно­
жества арифметических операций и извлечения квадратных 
корней.

□ Пусть а |, ..., ak — данные отрезки, а х — искомый отрезок, концы 
которого обозначим через X  и У. Возможность построения отрезка х  надо по­
нимать как существование цепочки, состоящей из конечного множества по­
строений П1 — П5 (§ 96), которая при любом расположении данных отрезков 
приводит к построению искомого отрезка х, т. е. точек X и У. Обозначим концы 
одного из данных отрезков через О и Е\ и построим ортонормированный репер 
(О, £ |, Ег). На луче ОЕ\ от его начала отложим отрезки a i, а2, ..., а* и их концы 
обозначим через А\,  А 2, ..., At. Очевидно, эти точки имеют координаты А\  (ai; 0), 
Аг (а2, 0), ..., Ak(a.k, 0), где a i, аг, ..., а* — длины данных отрезков, причем одно 
из этих чисел равно 1 .

После построения отрезка х  на основной плоскости будем иметь конечное 
множество промежуточных точек, прямых и окружностей. Но любую построен­
ную прямую можно задать двумя построенными точками, а любую окружность — 
ее построенной точкой и центром. Поэтому, не нарушая общности, можно счи­
тать, что после построения отрезка х  на основной плоскости, кроме данных точек
О, А \,  ..., Аь, будем иметь конечное множество построенных точек М, N, ..., Р  и 
две искомые точки X, У. Пусть эти точки в ортонормированном репере (О, Е\, 
Е 2) имеют координаты

Обозначим через L множество, состоящее из чисел 0, a ь ..., ak и всех тех чисел, 
которые выражаются через них при помощи конечного множества рациональных 
операций и извлечении квадратных корней. Докажем, что координаты всех точек (2) 
принадлежат множеству L.

Д ля этого заметим, что если координаты каких-то двух точек S (s i ,  s2) и 
T (t \ ,  h) принадлежат множеству L, то коэффициенты уравнения прямой S T  или 
уравнения окружности (S, ST) также принадлежат множеству L. В  самом деле, 
прямая S T  и окружность (S, ST)  имеют соответственно уравнения:

Каждая из точек (2) получается либо в результате конечного множества 
построений ПЗ— П5, либо выбором на построенной прямой или окружности 
построенной точки (§ 96, п. 2). В  первом случае ее координаты получаются решением 
системы двух уравнений, каждое из которых имеет вид (3) или (4), где S  (si; s2) 
и 7" (Л; 12) — ранее построенные или данные точки. Ясно, что числа, являющиеся 
решением этой системы, принадлежат множеству L. Во втором случае, т. е. при выборе 
произвольно построенной точки на построенной прямой или окружности, условимся 
эту точку выбрать так, чтобы ее координаты принадлежали множеству L. Это 
всегда можно сделать, так как на прямой (3) и на окружности (4) такие точки 
существуют.

Таким образом, числа х\, х 2, у\,  у 2 принадлежат множеству L, поэтому число
х — у(Х]— Х2)2 - \- (y \— y 2f  принадлежит множеству L. Другими словами, число х вы­
ражается через а i, а2, ..., а *  при помощи к о н р ч н о г о  множества арифметических 
операций и извлечения квадратных корней. В

М  (m i, m2), N  (п |, «2)......  Р ( р I, рг), Х (х , ,  х 2), Y {у\, уг). (2)

(t2- S 2) x  — ( t \ — S i)y  — (Sit2— S2t\) =  0, 

(х — S \ f  -\-(у — S2f  — (t\ - S \ f - \ - { t 2 — S2)2.

(3)
(4)
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§ 105. Примеры задач на построение, неразрешимых циркулем 
и линейкой

В этом параграфе, используя теорему 2 предыдущего параграфа, 
рассмотрим примеры доказательства неразрешимости задач на 
построение циркулем и линейкой. Примеры, избранные нами, при­
надлежат к числу классических задач, которые тысячелетиями 
привлекали к себе внимание математиков.

1. Задача о трисекции угла.
Дан угол а. Линейкой и циркулем построить угол ф так, 

чтобы ф =  -̂ -а.
Существует бесконечное множество углов, для которых эта 

задача разрешима. Например, если а =  90°, то ф =  30°, и мы 
знаем, что такой угол легко строится циркулем и линейкой, 
используя прямоугольный треугольник. Аналогично, если а ==~ ,
где п =  2, 3, ..., то угол ф можно построить.

Докажем, что существует бесконечное множество углов, для 
которых поставленная задача неразрешима с помощью циркуля 
и линейки. _

Пусть А О — данный угол, АО\ — искомый угол, а е — едй- 
ничный отрезок (рис. 218). Построим прямоугольные треуголь­
ники ОАВ и 0\А\В\ с гипотенузами 0 А = 0 \А \= 2  так, как по­
казано на рисунке 218. Пусть а и х — соответственно отрезки 
ОВ и 0\В\. Выясним, можно ли по данным сторонам прямоуголь­
ного треугольника ОАВ  построить отрезок х. Ясно, что если эта 
задача разрешима с помощью циркуля и линейки, то разрешима 
и задача о трисекции угла а, и наоборот.

Из тригонометрии известно, что cos а =  4 cos3 а — 3 cos а. Так
ОВ  о ,В , а хкак cosa =  ̂ ,  cos ф = ^ -  или c o s a = — , cos ф = — , то подста­

вив эти значения в предыдущее равенство, получаем:
х3 — Зх — а =  0.

Пусть, например, а =  60°, тогда а — 
части уравнения (1) имеет вид: х3 — 3х— 1

В алгебре доказывается сле­
дующее утверждение: если много­
член третьей степени над полем 
рациональных чисел неприводим 
над этим полем, то ни один из 
его корней нельзя получить из 
уравнения (1) с помощью конечно­
го множества арифметических 
операций и извлечения квадрат­
ных корней.

Таким образом, при а =  60° по 
теореме 2 из § 104 задача о

(1)
и многочлен в правой

/

в
Рис. 218
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трисекции угла неразрешима линейкой и циркулем. Можно дока­
зать, что при а = т -  , где р — простое число, задача о трисекцииzp
соответствующего угла ^a =  arccos неразрешима линейкой и
циркулем.

2. Задача об удвоении куба.
Построить ребро куба, объем которого вдвое больше объема 

данного куба.
Пусть а — ребро данного куба, х — ребро искомого куба, 

а а и х — их длины. Тогда по условию задачи х3 =  2а3. Если 
ребро данного куба принять за единицу измерения, то а =  1, 
поэтому это уравнение принимает вид: х3 — 2 =  0.

По аналогии с уравнением (1) ни один из корней многочлена 
х3 — 2 нельзя получить из (1) с помощью конечного множества ариф­
метических операций и извлечения квадратных корней. Поэтому 
по теореме 2 из § 104 задача об удвоении куба неразрешима ли­
нейкой и циркулем.

3. Задача о спрямлении окружности.
Построить отрезок, длина которого равна длине данной окруж­

ности.
Если радиус окружно’сти принять за единицу измерения, то за­

дача сводится к построению отрезка х, длина х которого равна 2л 
или л, если задан единичный отрезок е.

Из алгебры известно, что множество R  действительных чисел 
разбивается на два подмножества: числа алгебраические и числа 
трансцендентные. Число называется алгебраическим, если оно 
служит корнем некоторого многочлена над полем Q рациональ­
ных чисел; в противном случае оно называется трансценОент-
ным. В  частности, любое рациональное число где т и п  —
целые числа, является алгебраическим, так как оно является 
корнем многочлена пх — т .  Согласно теореме 2 из § 104, зная 
единичный отрезок, можно линейкой и циркулем построить только 
такой отрезок, длину х которого можно получить из (1) с по­
мощью конечного множества арифметических операций и извле­
чения квадратных корней. Следовательно, х является числом 
алгебраическим. При этом далеко не любой отрезок, длина кото­
рого является алгебраическим числом, можно построить (напри­
мер, нельзя построить отрезки длиной д/2, д/5 и др.). В 1882 г. 
Линдеманн доказал, что я — число трансцендентное. Отсюда сле­
дует, что линейкой и циркулем нельзя построить отрезок, длина 
которого равна л, и, следовательно, этими средствами задача 
о спрямлении окружности неразрешима.

4. Задача о квадратуре круга.
Построить квадрат, площадь которого равна площади данного 

круга.
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Пусть г — радиус данного круга, а х — сторона искомого квад­
рата. Тогда х2 =  лг2, или х2=уг, где у =  лг.

Следовательно, задача о квадратуре круга сводится к построе­
нию отрезка длиной л по единичному отрезку г. Мы уже знаем, 
что эта задача неразрешима циркулем и линейкой, поэтому за­
дача о квадратуре круга неразрешима этими средствами.

Эта задача рассматривалась еще в «Папирусе Ринга» около 
2000 лет до н. э. Там было дано правило приближенного ее реше-

I 6ния: х = — г (это соответствует тому, что л =  3,16). Многие мате­
матики и в древности, и в более позднее время безуспешно пы­
тались решить задачу о квадратуре круга линейкой и циркулем. 
Как мы отметили выше, только в конце X IX  в. было доказано, 
что эта задача неразрешима циркулем и линейкой.

5. Построение правильных многоугольников.
Из школьного курса геометрии известно построение правиль­

ного треугольника и квадрата. Известно, как построить правиль­
ный 2п-угольник, зная построение правильного п-угольника.

Возникает вопрос: при любом ли натуральном п >  2 можно 
линейкой и циркулем построить правильный n-угольник (или, что 
по существу то же самое, разделить окружность на п равных 
частей)? Ответ на этот вопрос дает следующая теорема Гаусса, 
которую приводим без доказательства.

Т е о р е м а .  Построение правильного п-угольника линейкой 
и циркулем возможно тогда и только тогда, когда п имеет следую­
щее разложение на множители:

п =  2 тр\р2... ps,
где т  — целое неотрицательное число, а р\, р2, ..., ps — различные 
между собой простые числа Ферма (т. е. простые числа вида 
22* +  1).

Рассмотрим примеры применения этой теоремы.
1. При т  =  0, s =  1 число п имеет вид: п =  р\, где р\ — про­

стое число Ферма. При k =  0, 1, 2, 4 получим: п =  3, п =  5, п =  17, 
п=257, п =65 537. Эти /г-угольники можно построить линейкой 
и циркулем. Число 7 простое, но оно не является простым числом 
Ферма, поэтому линейкой и циркулем нельзя построить правиль­
ный 7-угольник.

2. При т =  0, s =  2 число п имеет вид: п=р\-р2, где р\ и р2 — 
простые числа Ферма. Если, например, р i= 3 , р2 =  5, то « =  15. 
Значит, циркулем и линейкой можно построить правильный 
15-угольник.

3. Число 360 =  23-32-5 не удовлетворяет теореме Гаусса, так 
как в разложении этого числа простой множитель Ферма 3 вхо­
дит дважды. Следовательно, циркулем и линейкой нельзя раз­
делить окружность на 360 равных частей и поэтому нельзя по­
строить циркулем и линейкой угол в /°.
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§ 106. О решении задач на построение различными средствами

1. В предыдущих параграфах этой главы мы изложили теорию гео­
метрических построений, выполняемых циркулем и линейкой. В этом 
заключительном параграфе рассмотрим задачи на построение, вы­
полняемые иным набором инструментов. Наиболее распространен­
ными являются построения, выполняемые:

— одной линейкой,
— линейкой, в предположении, что на плоскости дана какая-ни­

будь геометрическая фигура, например, окружность с центром, па­
раллельные прямые и т. д.,

— одним циркулем,
— линейкой с параллельными краями,
— линейкой и угольником.
Иногда рассматриваются также задачи на построение, решаемые 

циркулем и линейкой на ограниченной части плоскости (построения с 
так называемыми недоступными точками). Этот случай особенно час­
то встречается в чертежной практике, так как чертеж выполняется на 
листе бумаги, который ограничен размерами.

Основные принципы обоснования теории геометрических постро­
ений, изложенные в § 96, сохраняются при каждом из отмеченных 
выше случаев. Различие заключается в определении основных 
фигур построения и в перечне предложений, принятых за постулаты. 
Мы не имеем возможности рассмотреть все случаи, перечисленные 
выше, поэтому ограничимся кратким обзором теории.

2. Рассмотрим сначала задачи на построение, выполняемые одной 
линейкой. Отметим, что круг этих задач на евклидовой плоскости 
весьма ограничен. Легко показать, что далеко не каждая задача, раз­
решимая циркулем и линейкой, может быть решена одной линейкой. 
Поэтому обычно при решении задач на построение одной линейкой 
в число данных фигур включают какие-то вспомогательные фигуры, 
например, параллельные прямые, перпендикулярные прямые, ок­
ружность, квадрат и др., которые используются при построении. Тем 
самым множество задач на построение, разрешимых одной линейкой, 
значительно расширяется. Ниже будет доказано, например, что лю­
бая задача, разрешимая циркулем и линейкой, может быть решена 
одной линейкой, если на плоскости дана построенная окружность с 
построенным центром.

Уточним постановку задачи на построение одной линейкой, т. е. 
определим основные фигуры и сформулируем основные требования 
и постулаты (см. § 96, п. 2).

На основной плоскости основными фигурами считаются точки и 
прямые. Будем считать, что при формулировке и решении каждой 
конкретной задачи на построение с помощью линейки по определен­
ному правилу выделяется некоторое множество основных фигур (т. е. 
точек и прямых), каждый элемент которого называется построенной 
фигурой. При этом предполагается, что выполняются следующие 
требования.

а) Точки и прямые, заданные условиями задачи на построение,
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считаются построенными фигурами. Множество заданных точек и 
прямых конечно.

б) Существуют хотя бы две построенные пересекающиеся пря­
мые, на каждой из которых имеются по крайней мере две построенные 
точки, отличные от точки пересечения прямых.

Постулатами построения считаются только предложения П1 и ПЗ, 
сформулированные в п. 2, § 96.

Таким образом, окружность исключается из числа основных 
фигур. Несмотря на это, она может быть задана условием задачи как 
вспомогательная фигура (окружность задается с помощью центра и 
одной точки; эти точки считаются построенными). В этом случае 
список постулатов следует дополнить постулатом П4. Но в силу отсут­
ствия постулата П2 этот постулат может быть применен только к дан­
ной в условиях задачи вспомогательной окружности.

В общем виде постановку задачи на построение одной линейкой 
формулируют так: дано конечное множество построенных точек и 
прямых F |, F->, ..., Ft, и описано свойство, характеризующее непостро­
енную точку или прямую Ф. Требуется, используя постулаты П1 и 
ПЗ, получить конечное множество построенных точек и прймых, 
содержащих Ф.

З а м е ч а н и е .  При решении задач на построение часто при­
ходится «произвольно выбирать» промежуточные точки, лежащие на 
построенных прямых или не лежащие на них. Возможность выбора 
таких точек обеспечена требованием б) и постулатами П1 и ПЗ. В 
самом деле, нетрудно доказать, что, пользуясь этими предложениями, 
с помощью одной линейки можно построить конечное множество то­
чек, лежащих на данной прямой или не лежащих на ней, а также ко­
нечное множество точек любого данного отрезка и точек, не принадле­
жащих данному отрезку, но лежащих на прямой, содержащей 
этот отрезок.

3. Рассмотрим примеры решения задач на построение одной ли­
нейкой. Для этого воспользуемся следующим утверждением, которое 
доказано нами в главе V (см. задачу 6, § 51).

Л е м м а  о т р а п е ц и и .  В произвольной трапеции точка пере­
сечения прямых, содержащих боковые стороны, середины оснований 
и точка пересечения диагоналей лежат на одной прямой (см. 
рис. 130, с. 154).

З а д а ч а  1. Даны отрезок АВ, его середина Е  и точка D, 
не лежащая на прямой АВ. Построить прямую, проходящую через 
точку D и параллельную прямой АВ.

Р е ш е н и е .  А н а л и з .  Допустим, что задача решена и искомая 
прямая построена. Возьмем на прямой AD  точку S  так, чтобы точка 
D лежала между точками А и 5 и построим трапецию ABCD, как 
показано на рисунке 130, с. 154. По лемме о трапеции точка М  
пересечения диагоналей АС  и BD  трапеции A BCD  лежит на пря­
мой. SE , поэтому по точкам A, Ft. Г) и .S можно построить точку М, а 
затем и точку С

П о с т р о е н и е  1. Провесе;.; прямую AD  и на ней возьмем точ­
ку 5 так, чтобы точка D лежала между точками А и S.
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2. Проведем прямые BD  и S E  и обозначим через М  точку их 
пересечения.

3. Проведем прямые B S  и AM  и точку их пересечения обозначим 
через С. Затем проведем прямую DC, которая и является искомой 
прямой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем через точку D прямую, парал­
лельную прямой АВ, и обозначим через С' точку пересечения этой 
прямой с прямой SB . Так как A BC 'D  — трапеция, то по лемме о 
трапеции точка пересечения диагоналей BD  и АС ' лежит на прямой 
ES , поэтому она совпадает с точкой М. Отсюда следует, что и точки 
С и С ' совпадают, т. е. АВ\\DC.

И с с л е д о в а н и е .  Построение, описанное выше, всегда выпол­
нимо, поэтому задача имеет решение. По аксиоме параллельности 
задача имеет единственное решение.

З а д а ч а  2. Даны отрезок А В  и прямая а, параллельная прямой 
АВ. Построить середину отрезка АВ.

Р е ш е н и е .  Задача решается аналогично предыдущей. Возьмем 
на прямой а произвольную точку D и отметим точку 5 так, чтобы 
точка D лежала между точками А и S  (см. рис. 130, с. 154). Затем 
проведем прямую B S  и обозначим через S точку пересечения пря­
мых а и BS. Проведем, наконец, прямые АС  и BD  и обозначим 
через М  точку пересечения этих прямых. Прямая SM  пересекает 
прямую А В  в искомой точке Е. Предлагаем читателю самостоятельно 
провести доказательство, используя лемму о трапеции.
* Задачи 1 и 2 часто используются при решении других задач на 
построение одной линейкой. Рассмотрим примеры.

З а д а ч а  3. Даны две параллельные прямые а и Ь и точка М, 
не лежащая на этих прямых. Построить прямую, проходящую через 
точку М  и параллельную прямым а и Ь.

Р е ш е н и е .  Возьмем на прямой а две точки Л и В и, пользуясь 
задачей 2, построим середину Е  отрезка АВ. Затем, пользуясь зада­
чей 1, построим прямую, проходящую через точку М  и параллель­
ную прямой а.

З а д а ч а  4. Даны параллелограмм ABCD, прямая а и точка М, 
не лежащая на этой прямой. Построить прямую х, проходящую 
через точку М и параллельную прямой а.

Р е ш е н и е .  Очевидно, по крайней мере одна пара параллельных 
сторон данного параллелограмма, например, стороны АВ  и CD, не 
параллельны прямой а. Обозначим через Р  и Q точки пересечения 
прямых А В  и CD с прямой а. Построим прямую, проходящую 
через точку О пересечения диагоналей параллелограмма и парал­
лельную прямым АВ  и CD (задача 3), и обозначим через R точку 
пересечения этой прямой с прямой а. Нетрудно видеть, что точ­
ка R  — середина отрезка PQ. Затем, пользуясь задачей 1, построим 
искомую прямую х: М£х, х\\а.

3. Рассмотрим теперь примеры решения задач на построение с 
помощью линейки, если на плоскости задана вспомогательная окруж­
ность с центром.

3 а д а ч а 5. Дана окружность со с центром О, прямая а и точка М,
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не лежащая на. этой прямой. Построить прямую х, проходящую 
через точку М  и параллельную прямой а.

Р е ш е н и е .  Возьмем на окружности со две точки А и В  и прове­
дем прямые ОА и ОВ. Обозначим через С и D точки пересечения этих 
прямых с данной окружностью, отличные от точек А и В. Четырех­
угольник ABCD  является прямоугольником, так как его диагонали 
АС  и BD  равны и в точке О пересечения делятся пополам. Пользуясь 
теперь задачей 4, построим искомую прямую х: М£х, х\\а.

З а д а ч а  6. Даны окружность со с центром О, прямая а и 
точка М. Построить прямую х, проходящую через точку М  и перпен­
дикулярную к прямой а.

Р е ш е н и е .  Построим прямую Ь, проходящую через некоторую 
точку А данной окружности и параллельную прямой а (задача 5), 
и обозначим через В  вторую точку пересечения прямой b с данной 
окружностью. Проведем прямые ОА и ОВ  и обозначим через С и А 
точки пересечения этих прямых с данной окружностью, отличные 
от точек А и В. Четырехугольник ABCD  является прямоугольником 
(см. решение задачи 5), поэтому, построив прямую, проходящую 
через точку М  и параллельную прямым ВС  и AD  (задача 3), получим 
искомую прямую х.

З а д а ч а  7. Даны окружность со с центром О и отрезок АВ. 
Построить середину этого отрезка.

Р е ш е н и е .  Построим произвольную прямую, параллельную 
прямой А В  (задача 5), и, пользуясь задачей 2, строим середину 
отрезка АВ.

З а д а ч а  8. Даны окружность со с центром О, луч AM  и отре­
зок PQ. Отложить на луче AM  отрезок АВ, равный отрезку PQ.

Р е ш е н и е .  Возможны три случая, каждый из которых рас­
смотрим в отдельности.

а) Отрезок PQ  параллелен прямой AM. Не нарушая общности, 
можно допустить, что лучи AM  и PQ  сонаправлены. Проведем 
прямую АР, построим прямую, проходящую через точку Q и парал­
лельную прямой А Р  (задача 5), и обозначим через В  точку пересе­
чения этой прямой с лучом AM. Тогда А В  — искомый отрезок, так 
как A PQ B  — параллелограмм.

б) Отрезок PQ  лежит на прямой AM. Построим вспомогательную 
прямую Ь, параллельную прямой AM  (задача 5), и на этой прямой 
отложим отрезок P 'Q ', равный отрезку PQ. Затем на луче AM  отло­
жим отрезок АВ, равный отрезку P 'Q ' (см. случай а).

в) Отрезок PQ  не параллелен прямой AM. Построим прямую 
AN, параллельную прямой PQ, и на луче AN  отложим отрезок АС, 
равный отрезку PQ  (случай а). Через точку О проведем прямые, 
параллельные прямым AM  и AN, и обозначим точки пересечения 
этих прямых с окружностью со через В ' и С' (важно заметить, что 
эти точки можно построить, так как по условию задачи окружность со 
считается построенной). Не нарушая общности, можно считать, 
что лучи AM  и AN  одинаково направлены соответственно лучам О В ' и 
ОС'. Проведем теперь прямую В 'С ' и через точку С проведем пря­
мую, параллельную прямой В 'С '.  Эта прямая пересекает луч AM  в
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искомой точке В. В  самом деле, Д  О В 'С ' со д  ABC, поэтому 
A B  =  AC =  PQ.

З а д а ч а  9. Даны окружность со с центром О, отрезок А В  и 
прямая а, причем р (А, а )< А В .  Построить точки пересечения прямой 
а с окружностью1 (А ,АВ).

Р е ш е н и е .  Если прямая а проходит через точку А, то задача 
сводится к задаче 8, поэтому рассмотрим только тот случай, когда 
прямая а не проходит через точку А.

Построим перпендикуляр АН, проведенный из точки А к прямой 
а (задача 6), и отрезок АС, параллельный прямой а и равный отрезку 
А В  (задачи 5 и 8). Получим прямоугольный треугольник АН С. 
(Предлагаем читателю приведенные здесь рассуждения иллюстриро­
вать рисунком, выполненным самостоятельно.)

Используя затем задачу 5, строим треугольник О Н 'С ', стороны 
которого соответственно параллельны сторонам треугольника АНС  и 
С '6w. Проведем через точку Н ' прямую а', перпендикулярную к пря­
мой ОН', и обозначим через X ' и Y' точки пересечения этой прямой 
с окружностью со. Построим, наконец, две прямые, проходящие 
через точку А и- параллельные соответственно прямым ОХ' и OY'. 
Эти прямые пересекают прямую а в искомых точках X  и Y. Доказа­
тельство этого утверждения непосредственно следует из соотноше­
ний: А О С 'Н ' ооД ЛСЯ, А О Н 'Х ' со а АНХ  и a O H 'Y ' со д  A HY.

Так как по условию задачи р(Л,а)</4£, то задача всегда 
разрешима и имеет два решения.

4. Пользуясь предыдущими построениями, докажем теорему 
Штейнера2.

Т е о р е м а .  Любая задача на построение, выполнимая циркулем 
и линейкой, может быть выполнена одной линейкой, если на плоскости 
дана окружность с ее центром.

Для доказательства теоремы достаточно показать, что построения 
П1 — П5, § 96 могут быть выполнены одной линейкой, если на 
плоскости дана окружность со с построенным центром О. Посту­
латы П1 и ПЗ включены в число постулатов построений, выполняемых 
одной линейкой, а постулат П2 теряет смысл, так как окружность 
не является основным объектом построения3. Поэтому достаточно по­
казать, что если на плоскости дана построенная окружность со 

центром О, то с помощью одной линейки могут быть решены 
следующие две задачи.

а) Даны отрезок А В  и прямая а. Построить точки пересечения 
окружности (А ,А В ) с данной прямой, если они пересекаются.

Р) Даны два отрезка АА\ и ВВ\. Построить точки пересечения 
окружностей (А,АА\) и (В, ВВ\), если они пересекаются.

1 Отметим, что окружность (А, А В )  не считается построенной, покроенными 
являются только ее центр А и точка В.

2 Ш т е й н е р  Я. (1796— 1863)— немецкий математик, известен работами по 
проективной геометрии.

3 Практически это построение заменяется построением одной линейкой конеч­
ного числа точек, принадлежащих окружности, заданной центром и ючкой. 
Последнее может быть выполнено при помощи задачи 8 .
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Первая из этих задач нами уже решена (см. задачу 9), поэтому 
рассмотрим только вторую задачу.

Пусть г\ и г2 — радиусы окружностей (А, А А i) и (В, ВВ\), а 
М  и N — точки, в которых они пересекаются (см. рис. 191, с. 285). 
Так как AM =  AN  =  г i, BM  =  B N  =  r2, то A M 1— B M 2 =  r2— г2, 
AN 2 — B N 2 =  r2— г2. Мы замечаем, что точки М  и N принадлежат 
множеству всех точек, для каждой из которых разность квадратов 
расстояний до двух точек А и В  есть постоянная величина п  — г2. 
Нам известно, что это множество точек является прямой, перпенди­
кулярной к прямой А В  (см. задачу 2 § 19). Эта прямая назы­
вается радикальной осью окружностей (А, АА\) и (В, ВВ\). Итак, 
искомые точки М  и N  являются точками пересечения окружностей 
(А, АА\) и (В, ВВ\) с их радикальной осью, поэтому если 
мы сможем построить радикальную ось этих окружностей, то по­
строение р) сведется к задаче 9.

Для построения радикальной оси окружностей (А, Г\) и (В, г2) в 
одной из полуплоскостей с границей АВ  построим отрезки АА 'и В В ', 
перпендикулярные к прямой АВ, так, чтобы ЛЛ ' =  гг, В В '= Г\  (за­
дачи 6 и 8). Построим затем серединный перпендикуляр отрезка 
(задачи 7 и 6) и обозначим через С точку пересечения этой прямой 
с прямой АВ. Покажем, что С — точка радикальной оси окружно­
стей (А, г\) и (В, гг). В  самом деле, так как СА' =  С В ', то по теореме 
Пифагора для треугольников АА 'С  и В  В 'С  имеем: AC 2 г2 =  В С 2 +  г2 
или АС2— В С 2 =  г\ — г\.

Искомой радикальной осью является прямая, проходящая через 
точку С и пеопендикулярная к прямой АВ. Ц

5. Известно, что многие задачи на построение выполняются при 
помощи одного циркуля, без линейки. Например, для решения задачи 
«Построить точку, симметричную точке X  относительно данной 
прямой а» линейка, по существу, не требуется. Можно указать целый 
ряд других задач, где построения при помощи одного циркуля вы­
полняются также просто, а иногда даже проще, чем циркулем и 
линейкой. Укажем, например, построение образов точек при цент­
ральной симметрии, построение вершин правильных треугольников и 
шестиугольников, вписанных в окружность, построение образа точки 
при инверсии (§ 102, п. 1, замечание).

При некотором уточнении постановки вопроса мы приходим к ре­
зультату, который на первый взгляд является неожиданным: любая 
задача на построение, выполнимая циркулем и линейкой, может быть 
выполнена одним циркулем ( т е о р е м а  М о р а  — М а с к е р о -  
н и1). Таким образом, с теоретической точки зрения линейка является 
«лишним» инструментом построения. Однако практически наличие, 
линейки в большинстве случаев значительно облегчает решение 
задачи, так как сокращает число шагов построения. Доказательство 
сформулированного выше предложения читатель может найти в учеб-

М о р  Г. (1640— 1697) — датский математик, дал систематическое изложение 
построений с помощью одного циркуля. Позже тот же результат вновь получил 
итальянский математик Л. Маскерони (1750 -1800).
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ной литературе по геометрическим построениям на плоскости 
(см., например, В. И. Аргунов и М. Б. Балк, «Геометрические по­
строения на плоскости» , Учпедгиз, 1957 г.).

Чтобы читатель мог составить себе некоторое представление о 
построениях Мора — Маскерони, мы рассмотрим решение несколь­
ких задач.

З а д а ч а  10. Даны две точки А и В. Построить еще одну 
точку, лежащую на прямой АВ.

Р е ш е н и е .  Строим окружности (А , АВ) и (В, ВА). Пусть С и D —  
точки пересечения этих окружностей. Построим окружности (С, PQ) и
(D, PQ), где PQ>^-CD, и обозначим через М одну из точек их
пересечения. Точка М лежит на прямой АВ.

В самом деле, как известно,^ концы С и D общей 
хорды окружностей (А, АВ) и (В , ВА) симметричны относительно ли­
нии центров АВ. Следовательно, АВ — серединный перпендикуляр 
отрезка CD. Так как CM = DM по построению, то точка М лежит на 
прямой АВ.

З а д а ч а  И . Даны три точки А, В, С, не лежащие на одной 
прямой. Через точку С провести прямую, параллельную прямой АВ.

Р е ш е н и е .  Понимать эту задачу надо так: требуется построить 
точку D так, чтобы прямые АВ и CD были параллельны.

Построим окружности (В, АС) и (С, АВ). Эти окружности пере­
секутся в двух точках, симметричных относительно линии центров ВС. 
Обозначим через D ту из этих двух точек, которая лежит по другую 
сторону от прямой ВС, нежели точка А. Тогда CD\\AB.

Действительно, & A B C = a DCB (п о  трем сторонам) и потому 
Z.ABC= /-BCD. По признаку параллельности прямых имеем 
CD\\AB.

З а д а ч а  12. Даны три точки А, В, С, не лежащие на одной 
прямой. Через точку С провести прямую, перпендикулярную к прямой 
АВ.

Р е ш е н и е .  Искомая прямая определяется точкой С и еще не­
которой точкой, которую надо построить.

Строим окружности (А, АС) и (В, ВС). Эти окружности пересека­
ются в точке С и в  некоторой другой точке, которую мы обозначим 
через D. Тогда CD Х.АВ (общая хорда двух окружностей перпендику­
лярна к их линии центров).

З а д а ч а  13. Д а н ы  две точки  А и В. Через то чку  А провести 
прямую, перпендикулярную к прямой АВ.

Р е ш е н и е .  Искомая прямая определяется точкой А и еще одной 
точкой, которую надо построить.

Построим окружности (А, АВ), (В, ВА) и пусть О — одна из 
точек их пересечения. Строим окружность (О, ОА). На этой окружнос­
ти в направлении от В  и А строим точки Е  и F такие, что 
A B= A E =  EF  ( =  ОА). Тогда прямая A F — искомая.

В  самом деле, из построения следует, что BF  — диаметр окруж­
ности (О, ОЛ) и, следовательно, AF-LAB.
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П р и л о ж е н и е

ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

1. В математике и ее приложениях имеют дело с различными мно­
жествами. Так, можно говорить о множестве отрезков на плоско­
сти, о множестве натуральных чисел, о множестве действитель­
ных чисел и т. д.

Множество (или класс, семейство) есть некоторая совокупность 
объектов, называемых его элементами. Мы не будем анализи­
ровать понятие множества (этим, в частности, занимаются в 
математической логике). В начальных разделах геометрии впол­
не достаточно под множеством понимать все то, что можно по­
ставить во взаимно однозначное соответствие с некоторой частью 
числового пространства R n (при соответствующем значении нату­
рального числа п), где R  — множество действительных чисел. 
Например, отрезки, являющиеся сторонами данного треугольни­
ка, образуют множество: их можно перенумеровать числами 1,
2, 3 и, значит, поставить во взаимно однозначное соответствие 
с той частью действительного числового пространства, которая 
состоит из чисел 1, 2, 3. Все точки данной плоскости образуют 
множество: на этой плоскости можно ввести прямоугольную 
систему координат и каждой точке плоскости поставить в соответ­
ствие пару чисел х, у — координат этой точки.

2. Приведем список некоторых обозначений, которые применя­
ются в настоящем курсе.

х е х  — элемент х принадлежит множеству X  (£ — знак при­
надлежности). Например, А £а  — точка А принадлежит (или ле­
жит на) прямой а или прямая а проходит через точку А.

Х<.— Y — множество X  есть часть (подмножество) множества У 
или множество X  содержится в У, а У содержит X  ( c z  — знак 
включения). Это значит, что если х£Х, то х£ Y. Например, а с о  — 
прямая а лежит в (или на) плоскости а, плоскость а проходит 
через прямую а.

X = Y — множества X и Y равны; это значит, что XczY  и Усг^, 
т. е. X и Y — это одно и то же множество. Например, а =  Ь — пря­
мые а и Ь совпаоают (это одна и та же прямая, но по-разному 
обозначенная).

Ф ,  jf, (£. — знаки, обозначающие отрицание указанных выше
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отношений. Так А£а  — точка А не лежит на прямой а или пря­
мая а не проходит через точку А.

{х, у , ..., v } —  конечное множество из элементов х, у , ..., v , в ко­
тором порядок элементов, вообще говоря, не принимают во вни­
мание, так что {х, у , . . . ,  v) =  \y, х, . . . ,  у )  =  . . .  =  { у ,  у , . . .  х}. В случае 
точек пишут: А = В  вместо {/1} =  {В} — точки А и В  совпадают 
(это одна точка, но по-разному обозначенная); А ф В — точки А 
и В  различны.

(х, у , ..., v) — конечное упорядоченное множество из элемен­
тов х, у , ..., V. Здесь принимают во внимание тот порядок, в кото­
ром указаны элементы: на первом месте стоит именно элемент х, 
на втором у и т. д. Поэтому (х, у, ..., и )Ф (у , х, ..., v), если 
х ф  у.

(х|...) — множество элементов х таких, что ... (после знака| 
указывают свойство, которым обладают элементы этого множе­
ства).

X f]Y  — \x\x^X и x£Y} — пересечение множеств X  и Y. Н а­
пример, а[\Ь =  {А\ или a f]b = A  — прямые а и Ь пересекаются в 
точке А.

Х [)У  =  {х\х£Х или х£ У} — объединение (сумма) множеств 
X  и Y.

Y\X =  {х|х£ Y и х £ Х }— разность множеств Y и X. Если Х с У ,  
то вместо Y\X пишут СУХ или короче СХ (У подразумевается) 
и называют это множество дополнением множества X  до мно­
жества. У. Например, если точка А лежит на прямой а, то а\{Л) =
— Са {А ]— прямая а без точки А или прямая а, проколотая в 
точке А.

Г=^А — из Г следует Д или Г влечет А (=>- — знак логического 
следствия); говорят также, что А — необходимое условие сущест­
вования Г, а Г — достаточное условие существования А.

ГЧф-Д. Эту запись можно прочесть любым из следующих спо­
собов: Г необходимо и достаточно для А; Г тогда и только тогда, 
когда А; Г равносильно А ( о  — знак логической эквивалентно­
сти; справедливо как утверждение Г=^А, так и ему обратное Д=>Г).

0  — пустое множество (множество, не содержащее ни одно­
го элемента). Например, а {]Ь = 0  — прямые а и b не имеют 
общих точек. Вообще, если X ( ] Y =  0 , то говорят, что множества 
X и У не пересекаются.

3 х£Х, ... — существует по крайней мере один элемент х мно­
жества X  такой, что ... (знак 3 — квантор существования).

V х£Х  — для всех элементов х множества X  (знак V — кван­
тор общности). '

□ — знак, который ставится в начале доказательства какого- 
либо предложения.

^  — знак, который ставится в конце доказательства предло­
жения.

3. Пусть Х\, Х 2, ..., Х„ — непустые множества. Построим новое 
множество * | Х * г Х . .  Х Х п (прямое или декартово произведение 
данных множеств) каждый элемент * =  (*ь х2, ..., хп) которого
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является упорядоченным множеством п элементов х, £ Xi (г =  1, 
2, .... п).

Всякое непустое множество G а  Х\ Х ^ г Х  ••• X  Хп называется 
п-арным отношением. Говорят, что элементы х\, х2, ..., хп (Xi£Xi) 
находятся в отношении G, если (х\, Х2, ..., xn)£G.

Если Х\ =  Х 2 =  ... =  Х п, то прямое произведение Х\X  Х 2Х  Х Х п 
обозначается через Х п{п-я декартова степень множества X) и го­
ворят, что /г-арное отношение G с=Хп определено в множестве X.

Например, в множестве R3 = R X R X R  рассмотрим подмноже­
ство G =  {(x, у , z)\x-\-y =  z). Это есть тернарное отношение (п=  3) 
в множестве R действительных чисел. Числа 2, 3, 5 находятся 
в отношении G, так как (2, 3, 5)6 G (2 +  3 =  5).

Важен случай бинарного отношения (п =  2): Аст^Х^-  Если 
(х, у)£А(х  и у находятся в отношении А), то говорят, что эле­
менту х£Х соответствует элемент у £Y  относительно А. В случае 
бинарного отношения AczX2 . (когда X = Y )  вместо (jc, у)£ А пи­
шут хАу.

Бинарное отношение А, заданное в множестве X , называется 
отношением эквивалентности, если оно рефлексивно ( V  х£Х, 
х А х), симметрично ( j c i A j c 2= ^ j c 2 A j c i ) и транзитивно ( ( j c i A j c 2 и  X2Ax3)=>- 
=>Х\АХ3).

Например, равенство (конгруэнтность) треугольников есть от­
ношение эквивалентности в множестве всех треугольников. По­
добие треугольников — другое отношение эквивалентности в том 
же множестве.

Если на множестве X  задано отношение эквивалентности А, 
то, как известно из алгебры, можно разбить множество X на непе- 
ресекающиеся классы: Л" =  /СаU U . объединяя в один класс 
все эквивалентные между собой элементы (так, Ка — класс (мно­
жество) всех элементов из X, эквивалентных элементу а). Мно­
жество Х/А всех этих классов называется фактор-множеством 
множества X  по отношению эквивалентности А. Это понятие играет 
важную роль в геометрии.
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П Р Е Д М Е Т Н Ы Й  У К А З А Т ЕЛ Ь

Аксиомы векторного пространства 245
— Вейля пространства А„ 252

— евклидова пространства 250 
Аналитическое выражение аффинных 

преобразований в А„ 262
— — — — плоскости 144
— — — — пространства 2 1 2
— — движений плоскости 1 2 1
— — — пространства 2 1 2
— — преобразований подобия плос­

кости 137
— — — — пространства 2 1 2
— — инверсий 305 
Асимптоты гиперболы 80

Базис 21, 246
— ортонормированный 23, 31, 251
— правый (левый) 41, 160 
Биекция I 12

Вектор 8
— единичный 10, 250
— направляющий прямой 58, 186
— нормальный плоскости 177

п р я м о й  65
— нулевой 8
— параллельный плоскости 17, 255
—  — прямой 9
—  переноса 116
— свободный 8
— связанный 1 1
— скользящий 10
— собственный оператора 280 

Векторы взаимно ортогональные 25, 251
— коллинеарные 9
— компланарные 17
— координатные (базисные) 22, 35, 155, 

254
—  линейно зависимые 18
— противоположные 10
— сопряженные относительно симметри­

ческой билинейной формы 268

Вершина гиперболоида двуполостного 
234

— —  однополостного 232
— гиперболы 79
— конической квадрики 275
— — поверхности 223
— параболоида эллиптического 235
— параболы 83
— эллипса 75
— эллипсоида 228
Взаимное расположение двух прямых на 

плоскости 63
— — — и трех плоскостей 181
— —  прямых и плоскостей 189

Гипербола 78
Гиперболоид вращения 233
— двуполостный 234
— однополостный 230 
Гиперплоскость 225 
Гомотетия 135, 207 
Группа 113
— аффинных преобразований плоскости 

149
— —  — пространства 2 1 2
— вращений плоскости 130

- — правильного п-угольника 134
— гомотетий с данным центром 140
— движений 129, 213
— — первого рода 130
— переносов 130
— подобий 139, 213

— преобразований 115
— — аффинных 149, 212, 262
— симметрий фигуры 132
— циклическая 134
Групповой подход к геометрии 212

Движение 116, 199, 265
— винтовое 206
— второго и первого рода 1 2 0 , 202
— пространства Еп 265
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Диаметр линии второго порядка 98
— — — — главный 101 
Диаметры сопряженные 100 
Директриса гиперболы 84
— параболы 82
— эллипса 84 
Длина вектора 10, 250

Задача Аполлония 308
— на построение 283
— об удвоении куба 316
— о квадратуре круга 316
— о спрямлении окружности 316
— о трисекции угла 315
Закон инерции квадратичной формы 271

Инварианты группы преобразований 129 
Инверсия 303
Индекс квадратичной формы 271 
Инъекция 112

Кононический вид квадратичной формы
268

Касательная к линии второго порядка 95 
Квадрат вектора скалярный 250 
Квадрика 273
— коническая 275
— нецентральная 274
— центральная 274
— цилиндрическая 274 
Классификация движений плоскости 126
— — пространства 207
— квадрик 276

-  в Е 3 281
— линий второго порядка 105
— преобразований подобия на плоскости 

139
Конические сечения 227 
Конус 223
— асимптотический 232
— мнимый 281
Координаты вектора 22, 30, 246
— точки 35, 156, 254
— — полярные 47 
Коэффициент гомотетии 135
— подобия 135, 207, 266
— сжатия 147, 209
— угловой 59

Лемма о равенстве векторов 8 
Линия алгебраическая 52
— второго порядка 52

- — — гиперболического, параболиче­
ского, эллиптического типа 93

— — — центральная 95 
Лучи, направленные одинаково 5
— противоположно направленные 6

Матрица билинейной формы 248
— квадратичной формы 267
— оператор 279

— ортогональная 121, 163, 265
— перехода 40, 159, 254
— симметрическая 249 
Множество 111, 318 
Метод сечений 217

Направление 6
— асимптотическое 92
-  главное 101

— сжатия 147
Направления сопряженные 100 
Направляющая поверхности конической 

224
— — цилиндрической 221  
Нормальный вид квадратичной формы

269
Образующая поверхности прямолиней­

ная 238
— цилиндрической квадрики 275 
Объем тетраэдра 166 
Окружность 53
— Аполлония 56
— Эйлера 153
Оператор линейный симметрический 279 
Ориентация пространства векторного 

41, 160 
Орт вектора 251 
Оси координат 35, 155 
Ось вращения 205, 218
— линии второго порядка 102
— полярная 47
— сдвига плоскости 147
— сжатия плоскости 147
— симметрии 123
— — фигуры 132 
Отношение бинарное 320
— л-арное 320
— эквивалентности 8, 320
— эквиполлентности 7 
Отображение 111
— биективное 1 1 2
— инъективное 1 1 2
— обратное 113
— сюръективно^ 1 1 2  
Отображение позоротное 206
— от точки 113, 199
— от прямой 123
— скользящее 206 
Отрезки эквипочлентные 7 
Отрезок направленный 6

Парабола 82 
Параболоид 235
— вращения 236
— гиперболический 236
— эллиптический 235 
Параметр фокальный 82, 87 
Перенос параллельный 116, 199 
Плоскость инвариантная 202
— й-мерная 255
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— ориентированная 42
— радикальная 242 с 
Плоскости параллельные 255 
Площадь треугольника 170 
Поверхность вращения 218
— второго порядка коническая 223
— — — цилиндрическая 221  
Поворот плоскости вокруг точки 122
— пространства вокруг оси 205 
Подгруппа 114
— движений плоскости 130
Подобие втооого и первого рода 137, 

208 '
— на плоскости 135
— пространства 207 
 £„ 266
— гипербол 141

- парабол 142
— треугольников 140
— эллипсов 141
— фигур 140
Подпространство векторного простран­

ства 28, 247
— натянутое на векторы 29, 247
— направляющее векторное 176, 186, 255 
Порядок алгебраической линии 52 
Построение гиперболы по точкам 82
— образа точки при вращении 299
— — — — гомотетии 300
— — — — инверсии 303
— отрезков, заданных формулами 309
— параболы по точкам 83
— правильного десятиугольника, впи­

санного в окружность 312
— правильных многоугольников 317
— треугольника по трем сторонам 289
— эллипса по точкам 76 
Преобразование 113, 199
— аффинное плоскости 142
— — пространства 209 
  А„ 261
— перспективно-аффинное 145
— системы координат 44
— тождественное 116, 199
Признак эквиполлентности направленных 
отрезков 7
Произведение вектора на число 14
— векторов векторное 166

— скалярное 25, 250
— — смешанное 163
— преобразований 114
Простое отношение трех точек 118, 261 
Пространство аффинное 252
— векторное 245
— — евклидово 250, 262

— — псевдоевклидово 273
— ориентированное 160 
Прямая Эйлера 72
— направленная 6
— инвариантная 202

Радикальная ось окружности 323
— плоскость сфер 242 
Радиус-вектор 35, 156 
Радиусы фокальные 74, 78 
Размерность пространства векторного

22, 246
— — аффинного 252 
Разность векторов 246
Ранг квадратичной формы 274 
Расстояние между двумя точками 262
— от точки до прямой 65
— — — — плоскости 184 
Репер аффинный 116, 200, 253
— ортонормированный 116, 200 , 265

Сдвиг плоскости 147
Сечение поверхности плоскостью 217
Сжатие к прямой 148
— плоскости 147
— косое 147
— пространства 209
Сигнатура квадратичной формы 272 
Симметрия фигуры 132
— осевая 123
— относительно плоскости 200
— — прямой 123, 205

— точки (на плоскости) 113
— скользящая 126
— центральная 113, 199
Система координат аффинная 35, 155, 

253
— — прямоугольная 38, 158, 262

— — полярных 46
— — — обобщенная 49 
Соответствие 1 1 1
Степень точки относительно сферы 242 
Сумма векторов 11 
Сфера 171 
Сюръекция 112

Теорема, обратная теореме Пифагора 34
— Стюарта 54
— Штейнера 100
Точка инвариантная 123, 202
— мнимая 88 , 255
Точки аффинного пространства А„ 252
— комплексно-сопряженные 88
— симметричные относительно плоскости 

200
— — — прямой 123

Угол между двумя векторами 25, 251
- — плоскостями 185

— — — прямыми 67, 191
- — прямой и плоскостью 192

— ориентированный 42
— поворота 122, 205
—  полярный 47
Уравнение каноническое гиперболоида 

двуполостного 234
— — — однополостного 230
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— — гиперболы 79
— — квадрики
— - конуса второго порядка 225
— — параболоида гиперболического 

237
— — — эллиптического 235
— — параболы 83
— — эллипса 75
— — эллипсоида 228
— линии второго порядка общее 88
—  — —  — характеристическое 107
— — — — полярное 86
— нормальное квадрики 276
— плоскости 179
— поверхности 170
— прямой общее 61
— — с угловым коэффициентом 60
— сферы 171
Уравнения конические прямой 187
— — цилиндров второго порядка 223 

параметрические А-плоскости 257
— —  прямой 60, 188

Фактормножество 8 , 320 
Фигура 5, 50
— ограниченная 133 
Фигуры равные 130, 265
— подобные 140, 266
— эквивалентные относительно группы 

преобразований 116, 149
Флаг 119

Фокус 74, 78, 82 
Форма билинейная 248
— — симметрическая 249
— квадратичная положительно опре­

деленная 272

Центр вращения порядка п 134
— гомотетии 135, 207
— квадрики 274
— линии второго порядка 94
— поворота 122
— симметрии 113
— — фигуры 132, 274 
Цилиндр второго порядка 221
— гиперболический 222
— мнимый 281
— параболический 222
— эллиптический 222

Эксцентриситет эллипса 76
— гиперболы 81
— параболы 86
Элементы симметрии фигуры 134 
Эллипс 74
— — горловой 232
— мнимый 104 
Эллипсоид 228
—  вращения 229
— мнимый 278
— трехосный 228
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