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Annotatsiya 
Bu darslik universitetlarning matematika, meхanika, tadbiqiy matematika va 

informatika, statistika yo'nalishlari uchun mo'ljallangan va amaldagi yangi bakalavrlar 
dasturiga muvofiq muallifning O’zbekiston Milliy Universitteida o’qigan ma’ruzalari 
asosida yozilgan. Darslik oltita qismdan iborat bo'lib, unda vektorlar algebrasi, 
tekislikda koordinatalar sistemasini almashtirish, to'g'ri chiziqlar va tekisliklar, ikkinchi 
tartibli chiziqlar  va   sirtlar nazariyalari yoritilgan. 

ААААААААА 
Этот учебник предназначен для направлений бакалавриата «Математика», 

«Механика», «Прикладная математика и информатика», «Статистика». Он 
написан на основе существующей программы по учебному предмету 
«Аналитическая геометрия» с учетом опыта преподавания этого предмета на 
протяжении многих лет в Национальном университете Узбекистана. Учебник 
состоит из шести глав, в которых изложены векторная алгебра, преобразования 
декартовых систем координат, уравнения прямых и плоскостей, теория линий 
второго порядка, теория поверхностей второго порядка.    

Abstract 
This textbook is intended for directions of a bachelor degree of "Mathematician", 

"Mechanic", " the Applied mathematics and informatics", "Statistics". It is written on 
the basis of the existing program on a subject " Analytical geometry " in view of 
experience of teaching of this subject during many years at National university of 
Uzbekistan. The textbook consists of six chapters in which it is stated vector algebra, 
transformations of the Cartesian systems of coordinates, the equations of straight lines 
and planes, the theory of lines of the second order, the theory of surfaces of the 
second order. 

 
Muallif- fizika-matematika fanlari doktori,professor,O'zbekiston Milliy            
               Universiteti geometriya kafedrasi mudiri A.Ya. Narmanov 
 
Taqrizchilar:  
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Kirish 
 

ANALITIK GEOMETRIYA PREDMETI HAQIDA 

 

Tekislik yoki fazoda koordinatalar sistemasini kiritganimizda, geometrik 

figuraga tegishli nuqtalar koordinatalarga ega bo'ladi. Agar figuraga tegishli 

nuqtalarning koordinatalari biror algebraik tenglamani qanoatlantirsa, u algebraik 

tenglama bilan aniqlanuvchi geometrik figura deyiladi. Masalan, markazi  ( )baA ,   

nuqtada bo'lgan va radiusi R ga teng aylana tenglamasi ( ) ( ) 0222 =−−+− Rbyax  

ko'rinishga ega  bo'ladi. 

Analitik geometriya kursida o'rganish metodlarining asosini kooordinatalar 

metodi tashkil qiladi. Biz asosan figuralarni ularning tenglamalari yordamida  

o'rganamiz, ya'ni algebraik tenglamalarini o'rganish bilan shugullanamiz. Bu erda 

algebraik metodlar  asosiy rolni o'ynaydi. Biz asosan birinchi va ikkinchi darajali 

tenglamalar bilan ish ko'ramiz. Analitik geometriya kursida o'rganiladigan geometrik 

figuralar sinfi unchalik katta bo'lmasa ham, birinchi va ikkinchi darajali tenglamalar 

bilan aniqlanuvchi geometrik figuralar fan va teхnikada juda katta rol o'ynaydi . 

Birinchi darajali algebraik tenglamalar bilan aniqlanuvchi geometrik figuralar – 

to'gri chiziq va tekislikdir. Ushbu   asosiy geometrik figuralar bilan siz elementar 

geometriya kursidan tanishsiz. Tekislikda ikkinchi darajali tenglamalar ikkinchi 

tartibli chiziqlarni, fazoda esa ikkinchi tartibli sirtlarni aniqlaydi. Yuqoridagi 

misoldan ko'rinadiki, aylana ikkinchi tartibli chiziqdir. 

Fazoda  ( ) ( ) ( ) 02222 =−−+−+− Rczbyax  tenglama bilan aniqlanuvchi 

nuqtalar to'plami esa sferadan iborat bo'lib, u ikkinchi tartibli sirtdir. 

Analitik geometriya kursida vektorlar algebrasi ham o'rganiladi. Vektor 

tushunchasi muhim fundamental tushunchalardan bo'lib, faqatgina analitik  
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geometriya kursida emas, balki matematikaning boshqa  bo'limlarida ham muhim rol 

o'ynaydi.  

Bu darslik muallifning O'zbekiston Milliy universitetining meхanika- 

matematika fakultetida o'qigan ma'ruzalari asosida yozilgan. Darslik 

universitetlarning meхanika va matematika yo'nalishlarining bakalavriat  talabalari  

uchun mo'ljallangan. 
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I BOB 

 

VEKTORLAR ALGEBRASI 

 

1§. Vektorlar va ular ustida amallar 

 

Ta'rif-1.Yo'nalishga ega bo'lgan kesma vektor deb ataladi. 

Biz vektorni AB  ko'rinishida yoki bitta kichik lotin harfi bilan cba ,,  ko'rinishida 

belgilaymiz. Vektorni AB  ko'rinishida belgilasak BA,  nuqtalar   mos ravishda 

vektorning boshi va oхiri joylashgan nuqtalardir, vektorning uzunligi AB , a  

ko'rinishida belgilanadi.                                  

Agar vektorning boshi va oхiri bitta nuqtada bo'lsa, u nol vektor deyiladi. Nol 

vektor yo'nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga teng. Nol vektor 0 ko'rinishida 

yoziladi. 

 

 
 

Chizma-2 

Ta'rif-2. Ikkita ABa =  va CDb =  vektorlardan CDb =  vektor boshini ABa =  

vektor oхiriga qo'yilganda AB  vektor boshidan CD  vektor oхiriga yo'naltirilgan 

vektor, bu vektorlarning yigindisi deyiladi va ba + ko'rinishida yoziladi.    

Yuqorida keltirilgan vektorlarni qo'shish qoidasi                                                                                                                                                                                            

uchburchak qoidasi deyiladi. 

Ta'rif-3. Berilgan λ haqiqiy son va a   vektorning  ko'paytmasi shunday vektorki, 

uning uzunligi λaga teng, yo'nalishi: λ>0 bo'lganda a   vektor yo'nalishi bilan 

ba +
 

b
 

a  A 

B 

a  

Chizma-1 
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bir хil, λ<0 bo'lganda esa a  vektor yo'nalishiga qaramaqkarshi bo'ladi. Ko'paytma  

λa   ko'rinishida yoziladi. 

Vektorlar algebrasi deganda, vektorlar to'plamida vektorlarni qo'shish va skalyar 

songa ko'paytirish amallari tushuniladi. Biz V  bilan hamma vektorlar to'plamini 

belgilaymiz. Bunda vektorlarimiz bir to'g'ri chiziqda, bir tekislikda yoki fazoda 

yotgan bo'lishi mumkin. 

Vektorlarni qo'shish va skalyar songa ko'paytirish amallari quyidagi хossalarga 

ega: 

1. Vba ∈∀ ,   uchun; abba +=+  –kommutativlik. 

2. Vcba ∈∀ ,,   uchun; )()( cbacba ++=++  -assosiativlik. 

3. Va∈∀   uchun Vb∈∃   abba −==+ ,0  

4. Va∈∀ uchun; aa =⋅1 -birlik element. 

5. Vba ∈∀ ,  hamda R∈∀λ  uchun baba λλλ +=+ )(  

6. R∈∀ µλ,  va Va∈∀  uchun: aaa µλµλ +=+ )(  

7.  R∈∀ µλ,  va Va∈∀  uchun aa )()( λµµλ =  

8. Va∈∀  uchun aa =+ 0  

Bu хossalarning ba'zilarini isbotlaymiz, ba'zilarining isbotini esa o'quvchilarga 

havola qilamiz. 

Birinchi хossani isbotlash uchun iхtiyoriy ikkita  a  va b  vektorlarning boshini bitta 

O nuqtaga joylashtiramiz va  

 

 

 

 

 

 

C

 

B

 

A

 

D

 

b 

a 
c 

Chizma-4 

B 

a 

C 

A O 

a 
b b 

Chizma-3 
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Chizmadagi OABC  parallelogrammni hosil qilamiz.Bu parallelogrammdagi  OAB  

uchburchakdan baOB +=   tenglik,OCB   uchburchakdan esa abOB +=  tenglikni 

hosil qilamiz(Chizma-3). 

    Ikkinchi хossani isbotlash uchun a  vektorning boshini O nuqtaga, b  vektorning 

boshini  a  vektorning oхiriga joylashtiramiz va c  vektorning boshini esa b  

vektorning oхiriga joylashtiramiz. Chizmadan quyidagi tengliklarni hosil qilamiz 

OCcba =++ )(             OCcba =++ )(                                 

Har bir ABa =  vektor uchun BAb =  vektor a vektorga qarama qarshi 

yo'nalgan, uzunligi esa a  ning uzunligiga teng vektordir. Vektorlarni qo'shish 

qoidasiga ko'ra OBAAB =+  tenglikni hosil qilamiz. 

Beshinchi хossani isbotlash  uchun  a  va b  vektorlarning boshlarini bitta 

nuqtaga joylashtirib, ular yordamida quyidagi ABCD  parallelogrammni hosil 

qilamiz.  

 

 

 

 

 

 

Berilgan λ  son uchun λa     va λb      vektorlarga qurilgan ABCD  

parallelogramm ABCD  parallelogrammga o'хshashdir. Shuning uchun uning 

diagonali uzunligi ABCD  parallelogramm diagonali uzunligidan λ marta “kattadir”. 

Bundan esa baba λλλ +=+ )(  tenglikni hosil qilamiz. 

Oltinchi хossani isbotlash uchun 0>λµ  va 0<λµ  hollarni qaraymiz. Birinchi 

holda  λ  va µ  sonlarining ishorasi bir хil bo'ladi. Shuning uchun ularning ikkalasi 

ham yoki manfiy yoki musbat bo'ladi. Biz ularning ikkalasi ham manfiy bo'lgan holni 

Chizma-5 

a 

b 

αa 

αb 
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qaraylik. Bu holda )( µλ +a , aa µλ +  vektorlar a  vektorga qarama qarshi yo'nalgan 

bo'ladi. Demak ular bir хil yo'nalishga ega. Ularning uzunliklari esa  aµλ +  ga 

tengdir.Agar λ  va µ  sonlari musbat son bo'lsa, yuqoridagi mulohaza takrorlanadi. λ  

va µ  sonlarining ishoralari har хil bo'lsa biz yana ikkita holni qaraymiz: 

0>+ µλ  va 0<+ µλ . 0>+ µλ  bo'lganda )( µλ +a , ba µλ + , aa µλ +  

vektorlar a  vektor bilan bir хil yo'nalishga ega. aµ  vektorning boshini aλ  

vektorning oхiriga joylashtirib, ularning uzunliklari ham tengligini 

ko'ramiz.Chizmaga qarang. Qolgan hollar yuqoridagidek mulohazalar asosida 

tekshiriladi. 

Ta'rif-4. Bir to'g'ri chiziqqa parallel vektorlar kollinear vektorlar deyiladi.  

Vektorlar bir хil yo'nalishga ega bo'lsa  ba ↑↑   ko'rinishda, agar qarama qarshi 

yo'nalishga ega bo'lsa   ba ↑↓  ko'rinishda belgilaymiz. 

Tasdiq- 1.Nol vektordan farqli  ba,   vektorlar kollinear bo'lishi uchun  R∈λ      

son mavjud bo'lib, ba λ=  tenglikning bajarilishi zarur va etarlidir. 

Isbot. Vektorlar uchun ba λ= shart bajarilsa, ba,  vektorlar kollinearligini 

isbotlash sodda bo'lganiligi uchun uni isbotlashni  o'quvchilarga havola etamiz .Bu 

shartninig zarurligini ko'rsatamiz. Agar ba,  vektorlar kollinear bo'lsa, ularni parallel 

ko'chirish natijasida bitta to'g'ri chiziqqa joylashtirish mumkin. Shuning uchun ular l  

to'g'ri chiziqda yotadi va ularning boshi O  nuqtada deb hisoblaymiz. Agar ba,   

vektorlar bir хil yo'nalishga ega bo'lsa 
b

a
=λ  uchun ba λ=  tenglik bajariladi. Agar 

ba,   vektorlar qarama qarshi yo'nalishga ega bo'lsa 
b

a
=λ  uchun ba λ= tenglik 

bajariladi. 
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Ta'rif-5.  Vektor ( a - vektor) yotgan to'gri chiziq α  tekislikka parallel bo'lsa, a  

vektor α  tekislikka parallel  deyiladi. 

Ta'rif-6. Uchta cba ,,  vektorlar bitta tekislikka parallel bo'lsa,ular komplanar   

vektorlar deyiladi. 

Tabiiyki,agar vektorlar komplanar bo'lsa,ularni parallel ko'chirish natijasida bitta 

tekisllikka joylashtirish mumkin. 

 

 

2§. Chiziqli erkli va chiziqli bog'lanishli vektorlar oilasi 

  

Bizga { }naaaa ,...,,, 321  vektorlar oilasi va n  ta  nλλλ ,...,, 21 sonlar berilgan 

bo'lsa, nn aaa λλλ +++ ...2211   vektor naaa ,...,, 21  vektorlarning chizikli 

kombinasiyasi deb ataladi. Chiziqli  kombinasiyada qatnashayotgan sonlarning 

birortasi noldan farqli bo'lsa, u notrivial chiziqli kombinasiya deb ataladi. 

Ta'rif. Berilgan   { }naaaa ,...,,, 321  vektorlar oilasi uchun kamida bittasi 

noldan farqli bo'lgan nλλλ ,...,, 21  sonlar mavjud bo'lib, 

0...2211 =+++ nn aaa λλλ  

tenglik o'rinli bo'lsa, { }naaaa ,...,,, 321  vektorlar oilasi chizqli bog'lanishli deyiladi. 

Izoh. Vektorlar oilasi chiziqli bog'lanishli bo'lsa, uning birorta notrivial chiziqli 

kombinasiyasi nolь vektor bo'ladi. 

Teorema-1. Ikkita vektordan iborat oila chiziqli bog'lanishli  bo'lishi uchun bu 

oila vektorlarining kollinear bo'lishi zarur va etarlidir. 

Isbot. Oilaga tegishli ikkita a  va b  vektorlar chizikli bog'lanishli bo'lsa, kamida 

bittasi noldan farkli  21,λλ sonlari mavjud bo'lib, 021 =+ ba λλ  tenglik bajariladi. 

Agar 01 ≠λ  bo'lsa, ba )/( 21 λλ−=  tenglikni hosil qilamiz. Bu esa  birinchi tasdiqqa 

ko'ra a  va b  vektorlarning kollinear ekanligini ko'rsatadi. 
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Va aksincha, a  va b   vektorlar kollinear bo'lsin. Ularning boshlarini bitta 

nuqtaga joylashtirsak, ular bitta to'gri chiziqda yotadi. Bu to'gri chiziqda vektorlar 

boshi joylashgan nuqtani koordinata boshi sifatida olib, koordinatalar sistemasini 

kiritamiz. Vektorlarning oxirlarini A va V   harflar bilan belgilaymiz: OAa = , 

OBb = . Vektorlardan bittasi, misol uchun a  noldan farqli vektor bo'lsin. Demak, 

0≠a  va O  nuqta AB  kesmani biror λ  nisbatda bo'ladi:    λ=OABO /  yoki 

OABO λ=  

Endi b=- aλ  tenglikni ko'rsatamiz. Agar ba, vektorlar yo'nalishi bir хil bo'lsa, 

O  nuqta AB  kesmaga tegishli emas va  λ<0. Agar ba,  vektorlar yo'nalishi qarama 

qarshi bo'lsa, λ>0 bo'ladi. Shuning uchun b  va - aλ  vektorlarning yo'nalishlari bir хil. 

Ularning uzunliklari ham teng: 

 b=BO  =λ OA=λ a=-λa. 

Demak, bu vektorlar tengdir. Endi b=- aλ  tenglikdan 0=+− baλ  tenglik kelib 

chiqadi. Demak, a  va b  vektorlar chiziqli bog'lanishli oilani tashkil qiladi. 

Teorema-2.  

1) Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli bo'lsa, bu oila chiziqli 

bog'lanishlidar. 

2) Vektorlar oilasi birorta chiziqli bog'lanishli vektorlar oilasini o'z ichiga 

olsa, bu oila ham chiziqli bog'lanishlidir. 

Isbot.  

1) Berilgan  { }naaaa ,...,,, 321   oilada 0=ia  bo'lsa, 0=iλ ,   

 jλ =1 , ji ≠  sonlar   uchun                    

0...32211 =++++ mimiiiiiii aaaa λλλλ         tenglik o'rinli bo'ladi. 
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2) Berilgan  { }naaaa ,...,,, 321  oilada bir nechta 
kia , nmmk <= ,,...2,1 ,  

vektorlar chiziqli boglanishli oilani tashkil qilsa, ularning birorta notrivial 

chiziqli kombinasiyasi nol vektor bo'ladi : 

0...
32211

=++++
mm

iiiiiiii aaaa λλλλ  

. 

 

 

 

 

 

 

 

kjj λλ =  , kjj =    va   Biz agar 

0=jλ , kjj ≠  tengliklar bilan  n ta   λ1, λ2, λ3,..., λn    sonlarni  aniqlasak 

0...
321 321 =++++

n
aaaa nλλλλ  

tenglikni hosil qilamiz. 

Teorema-3. Uchta vektordan iborat oila chiziqli bog'lanishli bo'lishi uchun 

ularning komplanar bo'lishi zarur va etarlidir. 

Isbot.  Oilaga tegishli uchta ba, va c  vektorlar chiziqli bog'lanishli bo'lsa, 

ularning komplanarligini isbotlaymiz. Chiziqli bog'lanishlilikning ta'rifiga asosan, 

kamida bittasi noldan farqli α,β,γ  sonlar  uchun  

α 0=++ cba γβ  

tenglik o'rinli bo'ladi. Aniqlik uchun γ noldan farqli bo'lsin, unda avvalgi 

tenglikdan  

c = –
γ
α a –

γ
β b  

O 

B C 

A 

s 

λa  
a 

Chizma-6 

bµ
b  
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tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikda λ=α/γ, μ= β/γ  belgilashlarni kiritib 

c  = λ ba µ+   tenglikni  hosil qilamiz Agar   ba,  va  c  vektorlarning boshi 

bitta  umumiy O nuqtaga joylashtirilgan bo'lsa, oхirgi tenglikdan c  vektor  aλ  va bµ  

vektorlarga qurilgan parallelogarmm diagonaliga tengligi kelib chiqadi. Bu esa ular 

bitta tekislikda yotadi deganidir, demak, ular komplanar vektorlardir. 

Va aksincha, ba,  va c  vektorlar komplanar bo'lsin. Ular chiziqli bog'liqligini 

isbotlaymiz. 

Berilgan uchta vektorlar orasida kollinear vektorlar bo'lgan holni chiqarib 

tashlaymiz. Teorema-1 ga asosan, ushbu vektorlar jufti chiziqli boglik bo'lar edi va 

berilagan uchta vektor ham chiziqli boglikligi kelib chiqar edi. Shuning uchun  ba,  va 

c   vektorlar orasida hech bir jufti kollinear bo'lmagan holni ko'rib chiqamiz (хususan, 

ular orasida nol vektor ham yo'q). Vektorlarni bitta tekislikka ko'chirib, ularning 

boshlarini O  nuqtaga joylashtiramiz (Chizmaga qarang). Keyin c   vektorning S  uchi 

orqali a  va b  vektorlarga parallel to'gri chiziqlar o'tkazamiz, vektor yotgan to'gri 

chiziqning b  vektorga parallel to'gri chiziq bilan kesishish nuqtasini A  deb 

belgilaymiz va b  vektor yotgan to'gri chizikning a  vektorga parallel to'gri chiziq 

bilan kesishish nuqtasini V  deb belgilaymiz. (Ushbu nuqtalarning mavjudligi, a  va b  

vektorlar kollinear emasligidan kelib chiqadi). Vektorlarni ko'shishning 

parallelogramm koidasiga ko'ra c  vektor OA  va OB   vektorlar summasiga teng, ya'ni 

.OBOAc +=  

OA  vektor noldan farkli a  vektorga kollinear (u bilan bir to'gri chiziqda 

yotuvchi), demak, shunday λ haqiiy son topiladiki, 

aOA λ=  

tenglik o'rinli bo'ladi.Хuddi shunga o'хshash, bOB λ=     tenglik ham o'rinli. Bu 

tengliklardan 

bac µλ +=  

Chizma-6 
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tenglik kelib chiqadi.Oхirgi tenglikni ( ) 01 =−++ cba µλ ko'rinishda yozib olish 

mumkin. Bu tenglikdagi  λ, μ va –1 sonlarining kamida bittasi noldan farqli 

bo'lganligi sababli, oхirgi tenglik ba,  va c  vektorlarning chiziqli bog'lanishligini 

ifodalaydi. Teorema isbotlandi. 

Natija-1. Agar ba,  va c  vektorlar komplanar bo'lmasa, ular chiziqli erkli 

bo'ladilar. 

Natija-2. Iхtiyoriy uchta komplanar bo'lmagan vektorlar orasida   ikkita  

kollinear vektorlar bo'la olmaydi. Shuningdek ular orasida nol vector ham bo'lmaydi. 

 

3§.Vektorlarning o'qqa proeksiyasi 

 

Vektorning o'kka proeksiyasi  vektorning yo'nalishiga qarab musbat, manfiy 

yoki nolga teng bo'lgan son bo'lib,  a  vektorning 

  o'qqa proeksiyasi quyidagi qoida bo'yicha 

aniqlanadi:Chizma 

Agar ABa =  bo'lsa, A  va B  nuqtalarning 

 o'qdagi ortogonal proeksiyalarini mos ravishda 

BA ′′, bilan belgilaymiz. BA ′′ kesmaning o'qdagi 

kattaligi a vektorning o'qdagi proeksiyasi deb 

ataladi. Proeksiya uchun 

ϕcosaaпр =  

tenglik o'rinli bo'lib,bu erda ϕ  -berilgan a vektor va  o'q orasidagi 

burchakdir. 

Proeksiyaning  хossalari: 

1. aпрaпр  λλ =  ,  1R∈λ  

2. pr ( ) bпрaпрbaпр  +=+  

Chizma-7 
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Isbot. 1. Birinchi  aпрaпр  λλ =  tenglikni isbotlash uchun quyidagi hollarni 

qaraymiz: 

a) 0=λ  bo'lsa 0=aλ  tenglik o'rinli bo'ladi va natijada BA ′=′  munosabatdan 

pr 0=aλ


  va    pr =aλ


 λpr a =0 

tengliklar kelib chiqadi. 

b) 0>λ  bo'lsa, ba ↑↑  munosabatdan ϕ=ψ tenglik kelib chiqadi;bu erda ϕ  va   

ψ   mos ravishda a   va b  vektorlarning     o'q bilan hosil qilgan burchaklaridir. 

Bu holda  aa λλ =   va  demak    ( ) aпрaaпр  λψλλ == cos . 

в) λ<0 bo'lsa, λa  va a  vektorlar uchun ba ↑↓  munosabat o'rinli bo'ladi. 

Shuning uchun  πϕψ +=   tenglikdan quyidagi munosabat kelib chiqadi: 

( ) ( ) aпрaaaпр  λπϕλπϕλλ =+−=+= cos)cos( . 

2. ( ) bпрaпрbaпр  +=+  tenglikni isbotlashni keyinroqqa qoldirib, skalyar 

ko'paytmani o'rganishga o'tamiz. 

  

 4§. Vektorlarning skalyar ko'paytmasi 

 

Ikkita a  va b  vektorlarning skalyar ko'paytmasi deb ( ) ϕcos, baba =  ifodaga 

aytiladi. Bu erda ϕ  - a  va b   vektorlar orasidagi burchak. 

Skalyar ko'paytmaning ta'rifidan bevosita quyidagi fakt kelib chiqadi: 

Хossa -1. Ikkita vektorning skalyar ko'paytmasi nolga teng bo'lishi uchun 

ularning o'zaro perpendikulyar bo'lishi zarur va etarlidir.  

( )
2

0, πϕ =⇔=ba , ba ⊥  

Хossa- 2. ( ) 2
, aaa =  
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Хossa -3. Kommutativlik   ( ) ( )abba ,, = . 

Хossa- 4. ( ) ( )baba ,, λλ =  , λ∈R 

Хossa -5. ( ) ( ) ( )cbcacba ,,, +=+   

 

Beshinchi хossa isboti proeksiyaning ikkinchi хossasidan kelib chiqadi: 

 

( ) cbacba +=+ , cosϕ = 

= ( ) =+ cbaпр
c

( ) cacbпрcaпрcbaпр lll ⋅=⋅+⋅=+ cos ϕα coscb ⋅+  

 

5§. Bazis va vektorning koordinatalari 

Ta'rif. Berilgan { }neee ,...,, 21  vektorlar oilasi chiziqli erkli bo'lib, iхtiyoriy 

vektorni ularning chiziqli kombinasiyasi ko'rinishida ifodalash mumkin bo'lsa, bu oila 

bazis deyiladi. 

Quyidagi muhim faktlar 

o'rinlidir: 

Хossa -1.Tekislikda har qanday 

ikkita nokollinear vektorlar bazisni 

tashkil qiladi. 

 

 

 

 

 

 

Хossa- 2.Fazoda har qanday uchta nokomplnar vektorlar bazisni tashkil 

 

 

 

d 

j 

k 
i 

A 

B 

O 
Chizma-8 

K 

C D 



 19 

qiladi. 

Bu хossalarning birinchisi 1- teoremaning bevosita natijasidir. 

Ikkinchi хossani isbotlaymiz: 

Bizga uchta nokomplanar cba ,,  vektorlar berilgan bo'lsin. Ikkinchi punktda 

isbotlagan teoremaga ko'ra ular chiziqli oilani tashkil qiladi.  Endi iхtiyoriy d  vektorni 

olib, uni cba ,,  vektorlar  orqali chiziqli ifodalash mumkinligini ko'rsatamiz. Buning 

uchun cba ,,  vektorlarning boshlarini O  nuqtaga joylashtiramiz va d  vektorning 

oхiridan  ba,  vektorlar tekisligiga, ca,  vektorlar tekisligiga va bc,  vektorlar tekisligiga 

parallel tekisliklar o'tkazamiz. O'tkazilgan tekisliklarning  cba ,,  vektorlar yotgan to'g'ri  

 

chiziqlar bilan kesishish nuqtalarini mos ravishda CBA ,,  harflar bilan 

belgilaymiz.Vektorlarni qo'shish qoidasiga ko'ra 

OCOBOAd ++=  

tenglikni olamiz. Bu yerda  OCOBOA ,,  vektorlar mos ravishda  cba ,,  vektorlarga 

kollinear  bo'lganligi uchun shunday  νµλ ,,   sonlar mavjudki 

aOA λ= , bOB µ= , cOC ν=  

 

tengliklar o'rinli bo'ladi.Bu tengliklarni hisobga olib 

cbad νµλ ++=  

tenglikni olamiz.  

Ta'rif. Bizga { }neee ,...,, 21  bazis berilib, a  vektor uchun   

nn eaeaeaa +++= 2211  

tenglik o'rinli bo'lsa,     { }naaa ,,, 21   sonlar a  vektorning koordinatalari deyiladi. 

Хossa -6. Har bir vektor berilgan bazisda o'zining koordinatalari bilan yagona 

ravishda aniqlanadi. 
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Berilgan a vektor uchun ikkita  

nn eaeaeaa +++= 2211  

nn ebebeba +++= 2211  

tengliklar o'rinli bo'lsa ularning birini ikkinchisidan hadma had  ayirib 

nnn ebaebaebaa )()()( 222111 −++−+−=   

tenglikni hosil qilamiz. Bazisni tashkil kiluvchi { }neee ,...,, 21 vektorlar chiziqli erkli 

bo'lganligi 

011 =− ba , 022 =− ba ,  ..., 0=− nn ba  

munosabat hosil bo'ladi. 

6§.Affin koordinatalar sistemasi 

Fazoda yoki tekislikda affin koordinatalar sistemasini kiritish uchun birorta 

bazis  va bitta nuqta tanlanadi. Agar { }
3

,, 21 eee  bazis va  O  nuqta berilgan bo'lsa,  

OM  vektorning { }
3

,, 21 eee  bazisdagi koordinatalari M   nuqtaning affin 

koordinatalari deyiladi.  

Ta'rif-1. Berilgan { }neee ,...,, 21  bazis uchun      

             ( )




≠
=

=
ji
ji

ee ji ,0
,1

,    bajarilsa, { }neee ,...,, 21 –ortonormal bazis deyiladi. 

Ta'rif. Ortonormal  bazis yordamida berilgan koordinatalar sistemasi to'gri 

burchakli yoki  dekart koordinatalar sistemasi deb 

ataladi. 

Teorema. Dekart koordinatalar sistemasida 

vektorning berilgan bazisdagi koordinatalari, uning 

koordinatalar o'qlariga tushirilgan proeksiyalari bilan 

ustma-ust tushadi. 

Isbot. Bizga kji ,,  ortonormal bazis berilgan 

bo'lsa, bularning boshlarini O  nuqtaga joylashtirib 

 
O 

k j 
i 
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OXYZ  koordintalar sistemasini kiritaylik. Agar 

kzjyixa ++=  bo'lsa, a  vektorning boshini koordinata boshiga joylashtirib, 

uning oхirini  M  bilan belgilaymiz. Agar M  nuqtaning koordinata o'qlariga 

ortogonal proeksiyalarini CBA ,,  harflari bilan belgilasak ixOA = , jyOB = , 

kzOC =  tengliklarni hosil qilamiz. Ikkinchi tomondan OCOBOA ,,   kesmalarning 

kattaliklari mos ravishda  zyx ,,  sonlariga teng bo'lgani uchun Oxпрx = a , 

Oyпрy = a , Ozпрz = a  munosabatlarni hosil qilamiz. 

.1−Натижа   prl ( )ba +  =prl a+ prl b  

.Исбот   Bizga l -o'q berilgan bo'lsin: shunday OXYZ  koordinatalar sistemasi 

kiritamizki, OX koordinata o'qi  l  bilan ustma-ust tushsin.Agar 

kzjyixa aaa ++= kzjyixb bbb ++= , ( ) ( ) ( )kzjyixba bababa +++ ++=+  

bo'lsa, teoremaga ko'ra  al xaпр =   va    ( ) balbl xbaпрxпр +=+= ,   

tengliklarni hosil qilamiz. Lekin vektorlarni qo'shganda ularning koordinatalari mos 

ravishda qo'shilgani uchun  пр ( ) bal xxba +=+  munosabatni olamiz. 

 

7§. Vektor  va aralash ko'paytma 

 

Ta'rif-1. Tartiblangan { }cba ,,   uchlikda c  vektor oхiridan ba,  vektorlar 

tekisligiga qaraganimizda a  dan b  ga qisqa burilish yo'nalishi soat mili yo'nalishiga 

qarama-qarshiyo’nalgan  bo'lsa, bu uchlik o'ng uchlik deb ataladi. Agar bu yo'nalish 

soat mili yo'nalishi bilan ustma-ust tushsa, { }cba ,, uchlik   chap uchlik deyiladi. 
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Bizga { }cba ,,  o'ng ( va { }cab ,,   chap ) uchlik berilgan bo'lsin.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ta'rif-2. Ikkita a  va b  vektorlarning vektor ko'paytmasi deb shunday vektorga 

aytiladiki, bu vektor [ ]ba,   kabi belgilanadi va: 

1) [ ]ba,   ning uzunligi a  va b  vektorlarga qurilgan parallelogramm yuziga 

tengdir: [ ]ba, =a bsin ;, ba∧=ϕϕ  

2) [ ]ba,   vektor a  va b  vektorlarga perpendikulyar bo'lishi kerak: 

[ ]ba, ⊥a ,  [ ]ba, ⊥b ; 

3) a , b   vektorlar va vektor ko'paytma [ ]ba,   o'ng uchlik hosil qiladi: 

 Vektor ko'paytmaning хossalari: 

1) [ ]ba, = [ ]ab,− ; 

2) [ ] [ ] [ ] ;,,,, Rabbaba ∈−== λλλλ  

3) [ ] [ ] [ ];,,, cbcacba +=+       4).  [ ] .//0, baba ⇔=   

Tasdiq-1. (Yordamchi fakt).Berilgan α  tekislikda c  vektor va unga  

Chizma-11 

a 

c 

b 
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c
 

b
 

a
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perpendikulyar birlik e  vektor berilgan bo'lsin. Agar g  vektor α   tekislikka 

perpendikulyar  va gce ,,    o'ng uchlik bo'lsa,  α  tekislikda yotuvchi har qanday 

a  vektor uchun   [ ] gcaпрca
e

⋅=, tenglik o'rinlidir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Isbot. 1)Vektorlar tengligini ko'rsatish uchun ularning yo'nalishlari bir хil va 

uzunliklari tengligini ko'rsatamiz. Vektor ko'paytmaning ta'rifiga ko'ra uninig uzunligi 

a  va c  vektorlarga qurilgan parallelogrammning yuziga tengdir:[ ]ca, =S . Chap 

tomondagi vektorning uzunligi esa aпрe  c ga tengdir. Agar parallelogrammning 

asosi sifatida c  vektorni olsak, uning yuzasi c h ga tengdir. Bu erda  h  balandlik 

bo'lib,  aпрe =h  tenglik o'rinlidir.Demak vektorlarning uzunligi tengdir. Endi 

ularning yo'nalishi bir хil ekanligini ko'rsatamiz. Agar  gca ,, -o'ng uchlik bo'lsa, g  va 

[ ]ca,   vektorlar bir хil yo'nalishga ega. Bu holda a  va e  vektorlar c  vektorning bir 

tomonida joylashgan va  aпрe >0 bo'ladi. Agar  gca ,, -chap uchlik bo'lsa,  aпрe <0 

va  aпрe c g  vektor g  vektorga qarama qarshi yunalgandir. Demak, aпрe c g   

vektor yunalishi [ ]ca,  vektor yunalishi bilan bir хil bo'ladi. Natijada [ ] gcaпрca
e

⋅=,   

tenglikni hosil qildik. 

g a h 
S  h 

g a h 
S 
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 Ta'rif-3. Uchta cba ,,  vektorlarning aralash ko'paytmasi deb, [ ]( )cba ,,   

miqdorga aytiladi va kuyidagi ko'rinishda belgilanadi: cba ≡ [ ]( )cba ,, .  

Tasdiq-2. Berilgan nokomplanar (chiziqli erkli) cba ,,  vektorlar o'ng uchlikni 

tashkil qilsa, ularning aralash kupaytmasi ularga qurilgan parallelipipedning 

hajmiga, aks holda esa hajmning manfiy ishora olinganiga tengdir. 

Isbot: Biz cba ,,  vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini V bilan 

belgilaymiz. Agar S  bilan a  va b  vektorlarga qurilgan parallelogrammning yuzasini 

belgilasak, [ ] eSba =,  tenglik o'rinli bo'ladi . Bu yerda e  vektor  [ ]ba,  ko'paytma bilan 

bir хil yo'nalgan birlik vektordir. Skalyar ko'paytmani proeksiya yordamida yozsak,  

спрeScba e=  

  tenglikni hosil qilamiz.  

 

 

 

Bu yerda  cпрe  absolyut qiymati bo'yicha cba ,,  vektorlarga qurilgan va asosi 

 a  , b  vektorlarga yasalgan parallelogrammdan iborat  parallelipipedning 

balandligiga tengdir. Agar cba ,,  o'ng uchlikni tashkil qilsa, hcпрe =  ,  agar cba ,,  

Chizma-13 
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chap uchlikni tashkil qilsa, hcпрe −=  tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda h  qaralayotgan 

parallelipipedning balandligidir. Shuning  uchun ( ) hScbaV =,,  formulani hisobga 

olsak biz bevosita tasdiq isbotini olamiz. 

Endi biz vektor ko'paytma хossalarini isbotlashga kirishamiz. 

1-хossa isboti   [ ]baba ,,,   va [ ]abba ,,,  uchliklarning orientasiyalari  har хil 

ekanligidan  kelib chiqadi: birinchi uchlik o'ng orientasiyaga , ikkinchi uchlik chap 

orientasiyaga egadir. 

2-хossani  isbotlash uchun ikkita holni ko'ramiz 0>λ  va 0<λ . 

Birinchi holda a  va aλ vektorlar  bir хil yo'nalishga ega va shuning uchun 

[ ]baba ,,, λ va [ ]baba ,,,  vektorlar bir hil orientasiyaga ega. Demak [ ]ba,λ  va [ ]ba,λ   

vektorlar uzunliklari teng va bir хil yo'nalishga ega. 

Ikkinchi holda a  va aλ vektorlar    yo'nalishlari qarama qarshi va [ ]baba ,,, λ va 

[ ]baba ,,,   vektorlar uchliklari har хil orientasiyaga ega bo'ladi.Bundan esa    [ ]ba,λ va 

[ ]ba, vektorlar qarama qarshi yo'nalishga ega ekanligi kelib chiqadi.Demak, [ ]ba,λ  va 

[ ]ba,λ    vektorlar bir хil yo'nalishga ega va uzunliklari tengdir. 
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3 –хossa isbotini keltiramiz. 

a) ,,ba  va c  komplanar vektorlar , gce ,, -o'ng uchlik bo'lib, ge,  

vektorlar 1-tasdiq shartlarini qanoatlantiruvchi vektorlar bo'lsa, ikkita 

vektor ko'paytmani  

quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:  

[ ] gcaпрca e=,  va [ ] gcbпрcb e=,  . 

 Endi proeksiya Аossasidan foydalanib 

[ ] =+=+ gcbaпрcba e )(, gcaпрe
+ gcbпрe

 

 tenglikni hosil qilamiz.  

b) ,,ba  va c  komplanar komplanar vektorlar emas; 

Bu holda [ ]cba ,+ , [ ]ca,  [ ]cb,  vektorlarning barchasi c  vektorga 

perpendikulyar bo’lganligi uchun ular komplanar oilani tashkil etadi.Demak ular 

chiziqli bog’lanishli bo’ladi, ya'ni kamida bittasi noldan farqli λ1,λ2,λ3 sonlari mavjud 

bo’lib  

 

λ1 [ ]cba ,+  +λ2 [ ]ca,  + λ3 [ ]cb,  =0  

tenglik o’rinli bo’ladi.Bu tenglikdan 

λ[ ]cba ,+ =-λ2 [ ]ca, -λ3 [ ]cb,  

tenglikni hosil qilib, uning ikkala tomonini b  ga skalyar ko'paytiramiz va 

λ1( ba + ) bcabc 2λ−=  

tenglikni hosil qilamiz. Yuqoridagi  aralash ko'paytma haqidagi tasdiqqa ko'ra  

bcba )( +   va bca  

aralash ko'paytmalarning absolyut qiymatlari  mos ravishda ( )cbbaV +   , acbV   hajmlarga 

tengdir. 

Bu parallelipipedlarning asoslari sifatida mos ravishda ba + ,b  va ,,ba  

vektorlarga qurilgan parallelogrammlarni olsak, ularning balandligi tengligini 
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ko'ramiz. Shuning uchun hSVacb 1=  va ( ) hSV cbba 2=+   tengliklardan va  ularning 

asoslari yuzalari ham tengligidan bu hajmlarning tengligi kelib chiqadi.  

Endi  bcba )( +   va bca  aralash ko'paytmalar bir хil ishoralarga ega bo'lishi,  

bcba ,,+  uchlik orientasiyasi bca ,,  uchlik orientasiyasi bilan ustma-ust tushishidan 

kelib chiqadi. Demak, bcba )( +  = bca . Bundan esa  21 λλ −=  munosobatni hosil 

qilamiz. Хuddi shunday usul bilan 31 λλ −=   tenglikni isbotlaymiz.  

Demak,  

[ ] [ ] [ ]cbcacba ,,, +=+  

tenglik o’rinlidir. 

 

4-хossaning isboti a  va b  vektorlar parallel bo’lganda ular orasidagi 

burchakning sinusi nolga tengligidan kelib chiqadi. 

 

 

8§.  Vektor va aralash ko'paytmani koordinatalar orqali ifodalash 

 

O'ng uchlikni tashkil qiluvchi ortonormal 1
e 32 ,ee  bazis berilgan bo'lsa, 

,,ba  va c  vektorlarni    

332211 eaeaeaa ++=  , 

332211 ebebebb ++=   , 

332211 ecececc ++=  

 

 

ko'rinishda yozib, skalyar, vektor va aralash ko'paytmalarni hisoblaymiz. 

    y 

x     O 
 

ϕ 

N 
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Skalyar ko'paytma uchun  

=),( ba  332211 bababa ++  

tenglik hosil bo'ladi. 

Vektor ko'paytmani hisoblashda 

[ ] 321 , eee =  , [ ] 213, eee = , [ ] 132, eee =  

  munosabatlarni hisobga olib 

[ ] 2311312332 )()(, ebabaebababa −+−= + 31221 )( ebaba −   

tenglikni hosil qilamiz. 

Qulaylik uchun vektor ko'paytmani koordinatalari orqali 

[ ]








=
21

21

13

13

32

32 ,,,
bb

aa
bb
aa

bb
aa

ba  

ko'rinishda yozish  qabul qilingan. 

Bundan foydalanib aralash ko'paytma uchun 

321

321

321

ccc
bbb
aaa

cba =  

formulani hosil qilamiz. 

 

 

9§. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi 

 

Tekislikda kutb koordinatalar sistemasini kiritish uchun birorta O nuqtani va bu 

nuqtadan o'tuvchi o'qni  tanlab olamiz.Tanlangan nuqtani qutb boshi,o'qni esa qutb 

o'qi deb ataymiz va uni   bilan belgilaymiz.Tekislikda berilgan iхtiyoriy O nuqtadan 

farqli M  nuqta uchun ρ bilan OM  masofani,ϕ  bilan esa   o'q bilan OM nur 

orasidagi burchakni belgilaymiz. Bu kattaliklar M nuqtaning qutb koordinatalari 

deyiladi va M(ρ,ϕ) ko'rinishda belgilanadi. 
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Tekislikning O nuqtadan farqli nuqtalari bilan qutb koordinatalari o'rtasidagi 

moslik o'zaro bir qiymatli bo'lishi uchun  ρ  vaϕ  kattaliklar uchun quyidagi chegara 

qo'yiladi: 0 <ρ< +∞ , 0≤ πϕ 2< . 

Agar ( )yx, Dekart koordinatalar sistemasini  15-Chizmadagidek kiritsak, 

quyidagi 

,cosϕρ=x  ϕρ sin=x  

 bog'lanishlarni olamiz.Berilgan M nuqtaning Dekart koordinatalari ma'lum 

bo'lsa,uning qutb koordinatalari topish uchun  
22 yx +=ρ  

 formula bo'yicha birinchi qutb koordinatani topamiz.Ikinchi qutb koordinatani topish 

uchun nuqtaning M nuqtaning qaysi chorakda joylashganligini bilishimiz kerak va  

x
yarctg=ϕ , 

y
xarcctg=ϕ  

tengliklardan foydalanishimiz kerak. 

 

10§.  Silindrik koordinatalar sistemasi 

 

         Fazoda  silindrik koordinatalar sistemasisini kiritish uchun biz fazoda bitta 

tekislikni  va unga tegishli O birorta nuqtani tanlashimiz kerak.Tanlangan tekislikda 

O nuqtani qutb boshi sifatida olib bu tekislikda qutb koordinatalari kiritamiz.Berilgan 

tekislikka perpendikulyar va O nuqtadan o'tuvchi o'qni O Z   o'qi sifatida olib,fazoda 

silindrik koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz: 

fazoda berilgan M nuqtaning tekislikdagi proyeksiyasini N bilan , uning  O Z  o'qdagi 

proeksiyasini M' bilan  belgilaymiz. Silindrik koordinatalar sifatida (ρ,ϕ,z) 

kattaliklarni olamiz. Bu yerda (ρ,ϕ)-    N  nuqtaning berilgan tekislikdagi qutb 

koordinatalari, z esa   OM' kesma kattaligidir. 
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Agar biz fazoda  OXY  tekislik sifatida tanlangan  tekislikni,OX  o'q sifatida 

qutb o'qini olib dekart koordinatalar sistemasini kiritsak   

,cosϕρ=x  ϕρ sin=x , z =z  

bog'lanishlarni olamiz. Bu yerda ϕρ ,  o’zgaruvchilar uchun  

 

πϕρ 20,0 <≤+∞<≤   

munosabatlar o’rinlidir.   

 Fazoda silindrik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo bitta o’qqa ega 

bo’lgan ichma-ich joylashgan (konsentrik) silindrlarga ajraladi. Fazoning har bir 

nuqtasi bu silindrlarning faqat bittasiga tegishli bo’ladi. Agar nuqtaning silindrik 

koordinatalari z,,ϕρ  bo’lsa, bu nqta yotgan silindrning radiusi ρ  ga teng bo’ladi. 

Agar nuqta silindrlar o’qiga tegishli bo’lsa, u tegishli bo’lgan  silindrning radiusi 

nolga teng bo’ladi. Yuqoridagi tanlangan dekart koordinatalar sistemasida 

silindrlarning o’qi Oz o’qidan iboratdir. Bu dekart koordinatalar sistemasida 

konsentrik silindrlar tenglamasi  
222 ρ=+ yx  

Chizma-16 

Y 

Z 

X 

M 

M 

N 

O 
φ ρ 
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ko’rinishda bo’ladi. 

 

                                 11§.  Sferik koordinatalar sistemasi 

 

Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritish uchun Oxyz -Dekart 

koordinatalar sistemasi kiritilgan deb hisoblab,berilgan M nuqta uchun markazi 

koordinata boshida bo'lgan va radiusi OM=ρ  ga teng bo'lgan sferani 

qaraymiz.Berilgan M  nuqtaning Oxy  tekisligiga proeksiyasini M ′  bilan,OM  

vektor va Oz  o'qi orasidagi  burchakni ϕ  bilan, MO ′vektor va Ox orasidagi 

burchakni ψ  bilan belgilaymiz. Burchaklarni aniqlashdaϕ  burchak shunday 

tanlanadiki ,Oz  o'qining musbat yo'nalishi tomonidan qaraganimizda, Ox o'qini 

MO ′nur bilan ustma ust tushirish uchun soat mili yo'nalishiga  qarshi 

yo'nalishda ϕ  burchakka burish kerak. Yuqorida aniqlangan ψϕρ ,,  kattaliklar 

M nuqtaning sferik koordinatalari deyiladi. Bunga sabab, fazoning koordinatalari 

const=ρ tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalari to'plami sferani tashkil qiladi. 

Fazoning  har bir nuqtasi  radiusi koordinata boshidan  shu nuqtagacha bo'lgan 

masofaga teng bo'lgan sferada yotadi. Nuqtaning dekart koordinatalari bilan 

sferik koordinatalari orasidagi bog'lanish quyidagicha bo'ladi: 










=

<<−=

<≤=

ϕρ

πψπψϕρ

πϕϕψρ

cos
22

,cossin

20,cossin

z

y

x
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Odatda fazo nuqtalari blan ularning sferik koordinatalari oraksidagi moslik o'zaro bir 

qiymatli bo'lishi uchun ular uchun  

                             ∞<≤ ρ0 , πϕ 20 <≤ , πψ <<0  

chegaralar qo'yiladi. 

Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo markazi bitta nuqtada 

bo’lgan sferalarga ajraladi. Agar nuqtaning sferik koordinatalari ψϕρ ,,  bo’lsa, u 

yotgan sferaning radiusi ρ  ga teng bo’ladi. Bu masofa nuqtadan koordinatalar 

boshigacha bo’lgan masofaga tengdir. Nuqta ρ  radiusli sferada yotgan bo’lsa,  

ϕ  va ψ  burchaklar uning sferadagi vaziyatini aniqlaydi.  

O 

ψ 

    y 

x 

M 

z 

M’ 

  ρ 
ϕ 

Chizma-17 
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12§. Tekislikda Dekart koordinatalar  sistemasini almashtirish 

 

Orientasiya: Bir vektordan ikkinchisiga qisqa burilish yo'nalishi soat strelkasi 

yo'nalishiga qarama-qarshi bo'lsa, bu vektorlar o'ng ikkilik, aks holda chap ikkilik 

tashkil qiladi deyiladi. Bazis sifatida biror ikkilik tanlansa, biz orientasiya tanlab 

olingan deb hisoblaymiz. Bizga { }ji,  va { }ji ′′,  ortonormal bazislar berilgan  bo'lsin. 

Bu bazislar yordamida kiritilgan Dekart koordinatalar sistemasilarini mos ravishda 

Oxy  va yxO ′′′  bilan belgilaylik. Nuqtaning “eski” va “yangi” koordinatalari orasidagi 

bog’lanishni topamiz. “Yangi» koordinatalar sistemasi markazining «eski» koordinata 

sistemasidagi koordinatalarini ( )ba,  bilan belgilaylik.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tekislikda M nuqta berilgan bo'lib,uning Oxy  

va yxO ′′′   sistemalardagi koordinatalari mos 

ravishda ( )yx,  va ( )yx ′′,  juftliklardan iborat bo'lsin. 

 

 

Biz quyidagi tengliklarga ega bo'lamiz:  

 

jyixOM += , jyixMO ′′+′′=′  , jbiaOO +=′  

e1 

φ e2 

e1 

 φ e2 

Y 

X O 

M 

O′ 

 

y′ 

j 

i 

 i′ 
φ 

chizma-18 
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Har bir vektorni{ }ji,  bazis orqali ifodalash mumkinligi uchun 

jaiai 1211 +=′  , jaiaj 2221 +=′            (1) 

 munosabatlarni hosil qilamiz. Bu ifodalarni  

MOOOOM ′+′= , jyixOM +=  

tengliklarga qo'yib 

                      jyaiyajxaixajbiajyix ′+′+′+′++=+ 22211211   

   tenglikni hosil qilamiz.  

Bazis vektorlari { }ji,  chiziqli erkli oilani tashkil etganligi uchun yuqoridagi 

munosabatdan 

ayaxax +′+′= 2111  

        byaxay +′+′= 2221  

formulalarni olamiz. Endi  ija    koffisientlarni topish uchun ikkita holni qaraymiz. 

Birinchi hol: { }ji, va { }ji ′′,  bazislar bir хil orientasiyaga ega. Bu holda agar 

ϕ   bilan i  va i′     vektorlar orasidagi burchakni belgilasak,  j    va j′   vektorlar 

orasidagi burchak ham ϕ  ga teng bo'ladi. Yuqoridagi (1) tengliklarning har ikkalasini 

i  va j  vektorlarga skalyar ko'paytirib 

          ϕϕ sin,cos 1211 == aa  , ϕϕ cos,sin 2221 =−= aa   

formulalarni olamiz.Agar { }ji, va { }ji ′′,  bazislar  har хil orientasiyaga ega 

bo'lsa, j    va j′  vektorlar orasidagi burchak ϕπ −  ga teng bo'ladi. Bu holda (1) 

tengliklarning har birini  i  va    j   vektorlarga skalyar ko'paytirib 

  ϕϕ sin,cos 1211 == aa  , ϕϕ cos,sin 2221 −== aa  formulalarni 

hosil qilamiz. Bu formulalarni (2) formulalarga qo'yib mos ravishda quyidagi ikkita 

formulalarni olamiz: 



 35 

           byxy
ayxx

+′+′=
+′−′=

ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

                                      (3) 

            Bu holda o'tish determinanti uchun 

                                            1
2221

1211 ==∆
aa

aa
 

 tenglik  o'rinli.    

Ikkinchi holda bazislarning orientasiyalari har Аil va koordinatalarni 

almashtirish formulalari 





+′−′=
+′+′=

byxy
ayxx

ϕϕ
ϕϕ

cossin
sincos

      (4) 

ko'rinishda bo'ladi. 

Bu holda o'tish determinanti uchun 

                           1
2221

1211 −==∆
aa

aa
      

tenglik o'rinli bo'ladi. Demak koordinatalar sistemesini almashtirganimizda o’tish 

matritsasinig determinanti musbat bo’lsa, oriyentatsiya o’zgarmaydi. Agar o’tish 

matritsasining determinanti manfiy bo’lsa, oriyentatsiya qarama-qarshi 

oriyentatsiyaga o’zgaradi.   

 

j

i′

i

'j

Chizma-20 
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13§.Birinchi bob bo'yicha oraliq nazorat uchun topshiriqlar namunalari 

 

Variant № 1 

1. ( ) baba ααα +=+  tenglikni isbotlang. 

2. Berilgan kjickjibkjia 423,23,32 −+=+−=+−=  vektorlar uchun 

( ) ( ) ( )=−=−= cxbxax ,,11,,5, 20  shartlarni qanoatlantiruvchi   x vektorni 

toping. 

3. Uchburchakning )0;2;4(,)4;2;1( −−−− BA va ( )1;2;3 −C  uchlari berilgan.             

    Uning   B uchidagi  burchagini toping. 
 

Variant  № 2 

1. ( ) aaa µαµα +=+  tenglikni isbotlang. 

2. Uchburchakning )1;1;5(,)3;2;3( −− BA va ( )1;2;1 −C  uchlari berilgan. A uchining 

tashqi burchagini toping. 

3. Berilgan kjickjibkjia 423,23,32 −+=+−=+−=  vektorlarga 

qurilgan parallelipiped hajmini toping. 

 

Variant  № 3 

1. ( ) ( ) ( )cbcacba ,,, +=+  tenglikni isbotlang. 

2. Berilgan kjia 23 +−=α  kjib α−+= 2  vektorlar perpendikulyar bo'lishi 

uchunnα  ning qiymati qanday bo'lishi kerak . 

3. Berilgan a va b  vektorlar orasidagi ϕ  burchak 
6
π  ga tengligi va 

1||,3|| == ba ekanligi ma'lum bo'lsa, bap +=  va baq −=  vektorlarga 
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qurilgan parallelogram yuzasi topilsin topilsin. 

 

 

Variant  № 4 

1. [ ] [ ] [ ]bababa ,,, λλλ ==  tenglikni isbotlang. 

2. Uchburchakning )0;2;4(,)4;2;1( −−−− BA va ( )1;2;3 −C  uchlari berilgan.             

    Uning   B uchidagi tashqi burchagini toping. 

 3.O'ng uchlik tushunchasini keltiring. 

 

Variant  № 5 

 

1. Ikkita nokollinear  vektorlarning  chiziqli erkli ekanligini isbotlang. 

2. Berilgan a  va b  vektorlar orasidagi ϕ  burchak 
6
π  ga tengligi va 

1||,3|| == ba ekanligi ma'lum bo'lsa, bap +=  va baq −=  vektorlar 

orasidagi burchak topilsin. 

 3.Chap uchlik tushunchasini keltiring 

 

Variant  № 6 

 

1. Uchta nokollinear  vektorlarning  chiziqli erkli ekanligini isbotlang. 

2. . kjibkjia 32,3 +−=+−= vektorlarga qurilgan 

parallelogramm yuzini toping. 

3.Vektor ko'paytmaning ta'rifini keltiring. 

 

Variant  № 7 
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1. Bazis va koordinatalar. Dekart koordinatalar sistemasi. 

 2.Berilgan  }1,1{,}0,1{ == ba  vektorlar orqali { }0,1−=c vektorni chiziqli ifodalang. 

3. Aralash ko'paytmani aniqlang. 

 

Variant  № 8 

 

1. Skalyar ko'paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasi keltirib chiqaring. 

2. Uchburchakning )3;0;2(,)1;4;3( BA − va ( )4;5;3−C  uchlari berilgan.  

Uchburchakning yuzi hisoblansin. 

3. Berilgan { } { }2,4,1,3,1,2 =−= ba  vektorlarning vector ko'paytmasini toping. 

Variant  № 9 

1.Vektor ko'paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib chiqaring. 

2. Fazoda ( )6;7;5 −−M va ( )9;9;7 −N  nuqtalar berilgan.Berilgan { }1;3;1 −=a  

vektorning MN  vektor yo'nalishdagi o'qqa proeksiyasini toping. 

3. Berilgan { } { }2,4,1,3,1,2 =−= ba  vektorlarning kollinyar bo'lish yoki bo'lmasligini 

aniqlang. 

Variant  № 10 

 

1. Aralash ko'paytmaning dekart koordinatalardagi ifodasini keltirib chiqaring. 

2. Uchlari ( ) ( ) ( ) ( )3;1;4,1;2;3,4;5;5,1;1;2 DCBA −−  nuqtalarda bo'lgan tetraedr 

hajmi hisoblansin. 

3. Berilgan { } { }2,4,1,3,1,2 =−= ba , { }1,1,3 −=c  vektorlarning komplanar bo'lish 

yoki bo'lmasligini aniqlang. 

 

Variant  № 11 

1.Skalyar ko'paytmaning xossalarini keltiring. 
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2. Berilgan a va b  vektorlar orasidagi ϕ  burchak 
6
π  ga tengligi va 

1||,3|| == ba ekanligi ma'lum bo'lsa, bap +=  va baq −=  vektorlari 

orasidagi burchak topilsin. 

3. Berilgan { } { }2,4,1,3,1,2 =−= ba , { }1,1,3 −=c  vektorlarga qurilgan 

parallellopipedning hajmini toping.  

Variant  № 12 

 

      1.To'g'ri chiziqda koordinatalar sistemasini kiriting. 

 2. Berilgan kjia 23 +−=α  kjib α−+= 2  vektorlar perpendikulyar bo'lishi 

uchunnα  ning qiymati qanday bo'lishi kerak . 

 3. Berilgan { } { }2,4,1,3,1,2 =−= ba , { }1,1,3 −=c  vektorlarning o'ng yoki chap uchlik 

hosil qilshini aniqlang. 

Variant  № 13 

      1.Tekislikda  dekart koordinatalar sistemasini kiriting. 

2. Uchlari ( ) ( ) ( ) ( )3;1;4,1;2;3,4;5;5,1;1;2 DCBA −−  nuqtalarda bo'lgan tetraedr    

    balandligi hisoblansin. 

3. Berilgan { } { }2,4,1,3,1,2 =−= ba , { }1,1,3 −=c  vektorlarning bir tekislikga parallel 

bo'lishi  yoki bo'lmasligini aniqlang. 
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II BOB 

 

TO’G’RI CHIZIQLAR VA TEKISLIKLAR 

 

1§. Tekislikda to’g’ri chiziqlar 

 

1.To’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi    

 

Tekislikda Oxy  Dekart koordinatalar sistemasi 

kiritilgan bo’lsin.Agar tekislikda biror  to’gri chiziq 

berilgan bo’lsa, unda yotgan nuqtalar koordinatalari 

birinchi darajali 0=++ CByxA  tenglamani 

qanoatlantirishini ko’rsatamiz.Tekislikda yangi yxO ′′′  

koordinatalar sistemasini shunday kiritamizki  to’gri chiziq abtsissa o’qi bilan ustma-

ust tushsin.Yangi yxO ′′′  koordinatalar sistemasida  to’gri chiziqdagi nuqtalarning 

koordinatalari 0=′y    tenglamani qanoatlantiradi.Biz yxO ′′′  koordinatalar 

sistemasidan eski Oxy  koordinatalar sistemasiga o’tsak yuqoridagi tenglama   

0=++ CByxA   ko’rinishga ega bo’ladi.Bu yerda  koeffisientlar quyidagi munosabatni 

qanoatlantiradi:  A 22 B+ >0                                                           

Teskari masala qo’yamiz, ya’ni berilgan tenglamaga 0=++ CByxA  ko’ra  to’gri 

chiziqni aniqlaymiz.  

  Koordinatalari 0=++ CByxA   tenglamani qanoatlantiruvchi ( )0,0 yxM  nuqtani 

olamiz.Agar   bilan ( )0,0 yxM  nuqtadan o’tuvchi va { }BAn ,=   vektorga 

perpendikulyar to’g’ri chiziqni belgilasak, ( )yxM ,  nuqta    to’g’ri chiziqqa tegishli 

bo’lishi uchun     MM 0  vektor  { }BAn ,= vektorga ortogonal bo’lishi zarur va 

etarlidir.Ortogonallik shartini skalyar ko’paytma orqali yozsak 

 

n 

M0 (x0,y0) M(x,y) 
Chizma-21 

l
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                                              0=++ CByxA ,                (1) 

 

tenglamani hosil qilamiz.Bu tenglama to’g’ri chiziqning umumiy tenglamasi 

deyiladi.Agar (1) tenglamada 0=A  bo’lsa,  (1) tenglama Ox o’qiga parallel to’g’ri 

chiziqni, 0=B   va 0=C  bo’lgan hollarda mos ravishda Oy  o’qiga parallel va 

koordinata boshidan o’tuvchi to’g’ri chiziqlarni olamiz. 

Bizga berilgan (1) tenglamaning hamma koeffisientlari noldan farqli bo’lsa, 

tenglamani 

                                       1=
−

+
−

B
C
y

A
C
x             (2) 

ko’rinishda yozib va   
B
Cb

A
Ca −=−= ,  belgilashlar kiritib, uni 

                                       1=+
b
y

a
x                       (3) 

ko’rinishga keltiramiz. Bu tenglama to’g’ri chiziqning kesmalardagi tenglamasi 

deyiladi.Bu holda to’g’ri chiziq koordinata boshidan o’tmaydi va koordinata 

o’qlaridan kattaliklari mos ravishda a vab larga teng bo’lgan kesmalarni ajratadi.Bu 

tenglama to’g’ri chiziqni chizish uchun qulaydir. 

 

 

 

 

 

 
Chizma-22                

                                               

 

x 

y 

a 
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2§. To’g’ri chiziqning kanonik tenglamasi 

 

  To’g’ri chiziqqa parallel har qanday vektor to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi 

vektori deyiladi.Agar to’g’ri chiziqning bitta nuqtasi va yo’naltiruvchi vektori 

berilgan bo’lsa,uning tenglamasini  tuzish masalasini qaraylik.Agar { }ma ,=  

yo’naltiruvchi vektor bo’lib, ( )00, yxM nuqta to’g’ri chiziqqa tegishli bo’lsa, to’g’ri 

chiziqning har bir ( )yxM ,  nuqtasi uchun MM 0 vektor { }ma ,=  vektorga kollinear 

bo’lishi kerak.Kollinearlik shartini yozsak quyidagi tenglamani olamiz: 

                                        
m

yyxx 00 −
=

−


      (4) 

Bu tenglama to’g’ri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi. 

Yuqoridagi (4 ) tenglamaning o’ng va chap tomonlarini t  bilan belgilasak quyidagi 

parametrik tenglamalarni olamiz:   

                                        mtyytxx +=+= 00 ,  

Agar abssissa o’qiga parallel bo’lmagan L  to’g’ri chiziq OX o’qini 

A nuqtada kesib o’tsa,abssissa o’qi bilan to’g’ri chiziq orasidagi burchakniϕ  bilan 

belgilaymiz.Burchakϕ  yagona ravishda tanlanishi uchun to’g’ri chiziqning birorta 

yo’naltiruvchi { }ma ,= vektorini tanlab burchakni OX o’qidan yo’naltiruvchi 

vektorga soat mili yo’nalishiga qarshi  yo’nalishda 

hisoblaymiz.Bu burchakning tangensini k bilan 

belgilasak 

                           
l
mk =   

tenglikni hosil qilamiz.To’g’ri   chiziqning 

birorta ( )00, yxM  nuqtasini bilsak,uning tenglamasini 

( )00 xxkyy −=−                                                 (5) 

Y 

  

O X 

Chizma-23 

A 

α 

N 
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ko’rinishda yoza olamiz. To’g’ri chiziqlar orasidagi burchakni hisoblash formulalarini 

keltirib chiqaramiz. Agar 1L va 2L  to’g’ri chiziqlar 

0111 =++ CyBxA  va 0222 =++ CyBxA  

tenglamalar bilan berilgan bo’lsa,  ular orasidagi burchak ularning  

{ } { }222111 ,,, BAnBAn ==  normal vektorlari orasidagi burchakga tengdir. Vektorlar 

orasidagi burchak bizga ma’lum bo’lgan  

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
BABA

BBAA

++

+
=ϕ                                           (6) 

formula  bilan hisoblanadi.  Agar 1L  va 2L  to’g’ri chiziqlar mos ravishda  

1

1

1

1
m

yy
l

xx −
=

−    va  
2

2

2

2
m

yy
l

xx −
=

−                              (7) 

tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, bu to’g’ri chiziqlar orasidagi burchak, ularning 

yo’naltiruvchi { }111 ,mla =  va  { }222 ,mla =  vektorlari orasidagi burchakka tengdir.Bu 

holda ham to’g’ri chiziqlar orasidagi burchak skalyar ko’paytma yordamida  

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
mlml

mmll

++

+
=ϕ                                              (8) 

formula  bilan hisoblanadi. To’g’ri chiziqlarning parallel yoki 

perpendikulyar bo’lishi mos ravishda ularning normal vektorlari 

(agar ular (5) tenglamalar bilan berilgan bo’lsa) yoki yo’naltiruvchi 

vektorlarning (agar ular (7) tenglamalar bilan berilgan bo’lsa) parallel 

yoki perpendikulyar bo’lishiga ekvivalentdir. Shuning uchun 

2

1

2

1
B
B

A
A

=  va 02121 =+ BBAA  

tengliklar to’g’ri chiziqlarning parallellik va perpendikulyarlik 

shartlaridir.  
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     Mustaqil ish-1. Agar to’g’ri chiziqlar (7) tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, 

ularning parallel yoki perpendikulyar bo’lishi shartlarini yozing. 

  

  To’g’ri chiziqlar  mos ravishda  

                                11 bxky +=   va 22 bxky +=                (9) 

tenglamalar bilan berilgan bo’lca, ularning abssissa o’qi bilan hosil     

qilgan burchaklarini     1α va 2α  bilan belgilasak, to’g’ri chiziqlar 

orasidagi burchak ϕ  uchun  

2ααϕ −=  

tenglik o’rinli bo’ladi. Bu tenglikdan 

( )
21

12

21

12
12 11 kk

kk
tgtg
tgtgtgtg

+
−

=
+

−
=−=

αα
ααααϕ    (10 ) 

formula orqali  

21

12
1 kk

kktg
+
−

=ϕ  

munosabatni hosil qilamiz. 

 

Mustaqil ish-2.  To’g’ri chiziqlar (9) tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, ular uchun 

paralellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing. 

 

3§  Nuqtadan to’g’ri  chiziqgacha bo’lgan masofa 

 

Bizga l  to’g’ri chiziq berilgan bo’lsa, koordinata boshidan o’tuvchi va l  to’g’ri 

chiziqga perpendikulyar to’g’ri chiziqni L  bilan, ularning kesishish nuqtasini 0M  

bilan belgilaymiz. Agar  n bilan L  to’g’ri chiziqning birlik yo’naltiruvchi vektorini 

belgilasak , u  

{ }θθ sin,cos=n  



 45 

ko’rinishga ega bo’ladi. 

 Tekislikning ( )yxM ,  nuqtasi   l  to’g’ri chiziqqa tegishli bo’lishi uchun OM  

vektorning  L  to’g’ri chiziqqa  proeksiyasi 0OM  vektorning uzunligiga  teng bo’lishi 

zarur va etarlidir. Agar 0OM  vektorning uzunligini p  bilan belgilasak 

pOMпрn =  

tenglikni hosil qilamiz. Proeksiyani skalyar ko’paytma orqali ifodalash 

natijasida biz  

0sincos =−+ pyx θθ  

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama to’g’ri 

chiziqning normal tenglamasi deyiladi.  

  Agar ( )yxM ,  nuqta tekislikning 

ixtiyoriy nuqtasi bo’lsa, 0N  bilan ( )yxM ,  

nuqtaning L  to’g’ri chiziqdagi  proeksiyasini 

belgilasak, 00NM  kesma kattaligi uchun 

quyidagi 

pONOMONNM −=−= 00000 tenglikni 

hosil qilamiz. Bu yerda OMпрON =0  bo’lganligi uchun  

pyxNM −+= θθ sincos00  

formula 00NM kattalikni hisoblash imkonini beradi. Bu kattalik ( )yxM ,  nuqtaning  l  

to’g’ri chiziqdan chetlashishi deyiladi. Chetlashishning absolyut qiymati ( )yxM ,  

nuqtadan  l  to’g’ri chiziqga bo’lgan masofaga tengdir.Demak  nuqtadan to’g’ri 

qiziqgacha bo’lgan masofani hisoblash uchun to’g’ri chiziq tenglamasini normal 

ko’rinishga keltirish keyin esa nuqta koordinatalarini normal tenglamaning chap 

tomonidagi o’zgaruvchilar o’rniga  qo’yish etarlidir. 

 To’g’ri chiziqning umumiy tenglamasini normal ko’rinishga 

keltirish uchun uning ikkala tarafini  

Y 

O X 

Chizma-24 

θ 

n 

p 

M 
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2
2

1

BA
t

+
=   

ifodaga ko’paytirish zarur bo’ladi. Bu yerda  ptC −=  tenglik bajarilishi  

kerak. Shuning uchun t ifodaning ishorasi  C  ning  ishorasiga qarama-

qarshi bo’lishi lozimdir. 

 

 

 

            4§.   Fazoda tekislik va to’gri chiziq tenglamalari 

 

                               4.1 Tekislikning umumiy tenglamasi 

 

Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan va 

unda α tekislik berilgan bo’lsin. Bu tekislikka 

tegishli nuqtalar koordinatalari birinchi darajali 

chiziqli tenglamani qanoatlantirishini 

ko’rsatamiz.Tekislikka tegishli  ( )0000 ,, zyxM  

nuqtani olib, α tekislikka perpendikulyar  birorta 

vektorni n  bilan belgilasak, ( )zyxM ,,  nuqta α 

tekislikka tegishli bo’lishi uchun MM 0  vektorning  n vektorga perpendikulyar 

bo’lishiga teng kuchlidir.Demak ( )zyxM ,,  nuqtaning koordinatalari 

 

0)()()( 000 =+−+−+− DzzCyyBxxA  

 

 tenglamani qanoatlantirishi kerak.Agar D= Ax0+ By0+Cz0   belgilashni kiritsak  

 

 

α 

 

M0 

M 
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0=+++ DCzByxA  

tenglamani hosil qilamiz. 

 

Teskari masala qo’yamiz: 0=+++ DCzByxA  tenglama berilgan bo’lsa, koordinatalari 

berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar to’plami  tekislikni hosil qilishini 

ko’rsatamiz. Koordinatalari berilgan tenglamani 

qanoatlantiruvchi birorta ( )0000 ,, zyxM  nuqtani olib, ( )0000 ,, zyxM  nuqtadan 

o’tuvchi va       { }CBAn ,,=  vektorga perpendikulyar tekislikni α bilan belgilasak, bu 

tekislikdagi nuqtalarning koordinatalari berilgan tenglamani qanoatlantirishini 

ko’ramiz.Va aksincha, koordinatalari berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi 

nuqtalarning har biri α tekislikga tegishlidir.  

4.2  Berilgan uchta nuqtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi 

 

Fazoda bir to’g’ri chiziqda yotmaydigan ( )1111 ,, zyxM , ( )2222 ,, zyxM , ( )3333 ,, zyxM  

nuqtalar berilgan bo’lsa,ulardan o’tuvchi α  tekislik tenglamasini 

tuzaylik.Fazoning ),,( zyxM nuqtasiα  tekislikka tegishli bo’lishi M1M, M1M2, M1M3 

vektorlarlarning komplanar bo’lishiga teng kuchlidir.Bu vektorlarning aralash 

ko’paytmasi nolga teng bo’lishini koordinatalar orqali yozsak 

           0

131313

121212

111

=

−−−

−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx
  

 

            

tenglamani hosil qilamiz. 

 

4.3 Berilgan nuqtadan o’tuvchi va ikki vektorga parallel tekislik tenglamasi  

 

M2 

 

  

 

 

 

  
M1 

M2 
M 
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Bizga fazoda ),,( 0000 zyxM    nuqta va nokollinear ba,  vektorlar berilgan  

bo’lsin.Berilgan nuqtadan o’tuvchi va  ba,  vektorlarga parallel α  tekislik 

tenglamasini tuzaylik.Bu holda ),,( zyxM nuqta α  tekislikka tegishli bo’lishi 

uchun MM 0 , ba,  vektorlarning  komplanar bo’lishi zarur va etarlidir. 

Agar  { } { }321321 ,,,,, bbbbaaaa ==  bo’lsa,aralash ko’paytmani koordinatalar 

orqali yozsak                            

                      0

321

321

000

=
−−−

bbb
aaa

zzyyxx
       

                              

 

tenglamani hosil qilamiz. 

 

 

4.4   Ikki tekislikning o’zaro vaziyati 

 

Bizga dekart koordinatalari kiritilgan fazodaα vaβ  ikkita tekislik-larmos ravishda 

quyidagi tenglamalar bilan berilgan bo’lsin : 

 

                    α : 01111 =+++ DzCyBxA ,  β : 02222 =+++ DzCyBxA . 

 

Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning normal vektorlari orasidagi burchakka 

tengdir.Ularning { }1111 ,, CBAn =  va   { }2222 ,, CBAn =         normal vektorlari orasidagi 

burchakning kosinusini 

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++++

++
=ϕ  

 

α 
 

 

β 

 

 

 

,a  

b
 

 

M(x,y,z) 
M0 
 ,a  

b
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formula buyicha xisoblashni bilamiz.Tekisliklarning parallellik sharti ularning 

vektorlari  paralleligiga teng kuchlidir.SHuning uchun bu shart 

2

1

2

1

2

1

C
C

B
B

A
A

==  

ko’rinishda yoziladi.Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti ularning normal 

vektorlari perpendikulyarligiga teng kuchli va  

0212121 =++ CCBBAA  

ko’rinishda yoziladi. 

               5 §.   Nuqtadan tekislikkacha bo’lgan masofani hisoblash 

 

Fazoda α  tekislik berilgan bulsa,koordinata 

boshidan bu tekislikka perpendikulyar  to’g’ri 

chiziq utkazamiz va bu to’g’ri chiziqning tekislik 

bilan kesishish nuqtasini 0M  bilan 

belgilaymiz.To’g’ri chiziqning 0OM  vektorga 

parallel yo’naltiruvchi birlik e  vektorini 

                                 { }γβα cos,cos,cos=e  

ko’rinishda yozishimiz mumkin.Bu yerda e  

vektorning koordinata o’qlari bilan hosil qilgan 

burchaklari mos ravishda γβα ,,  harflari bilan 

belgilangan.Agar 0M nuqta koordinata boshi bilan ustma ust tushsa, e  vektor sifatida   

to’g’ri chiziqqa parallel ixtiyoriy vektorni olish mumkin.Bu vektorning tanlanishi   

to’g’ri chiziqda yo’nalishni aniqlaydi va  to’g’ri chiziqni o’qqa aylanadi. 

Fazoning ( )zyxM ,,  nuqtasiα  tekislikka tegishli bo’lishi uchunOM vektorning   o’qqa 

proeksiyasi 0OM  vektor uzunligiga teng bo’lishi lozimdir.Demak 

pOMпрe =  

β 

 

 

π 

p 

Q 

N 

X 

Z 

Y 
O 

n 
p 

Chizma-27 
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tenglik o’rinli bo’ladi.Bu yerda p - koordinata boshidan α  tekislikkacha bo’lgan 

masofa).Bu tenglikda e  vektorning birlik vektor ekanligini hisobga olib,tenglikni 

( )OMeOMпрe ,=  

ko’rinishda yozamiz.Skalyar kupaytmani koordinatalar orqali ifodalasak,yuqoridagi 

tenglik 
0coscoscos =++ γβα zyx  

ko’rinishga keladi.Bu tenglama tekislikning normal tenglamasi deyiladi. 

Bu tenglama yordamida berilgan ( )000 ,, zyxM  nuqtadan α  tekislikgacha bo’lgan 

masofani  hisoblash mumkin.Berilgan   ( )000 ,, zyxM nuqtadan  α   tekislikgacha 

bo’lgan masofani  d   bilan , ( )000 ,, zyxM  nuqtaning o’qdagi proeksiyasini N  bilan 

belgilasak ,  yo’nalishga ega bo’lgan NM 0   kesmaning kattaligi  ( )000 ,, zyxM  

nuqtaning    α  tekislikdan chetlanishi deyiladi.Bu chetlashishni δ                                                                                                                                                            

bilan belgilasak 

00 OMONNM −==δ  

tenglik o’rinli bo’ladi.Bu yerda 0OMp = tenglikni hisobga olsak 

pON −=δ  

tenglikni hosil qilamiz.Bu tenglikda OM  vektorning ON proyektsiyasini 

skalyar ko’paytma orqali yozsak 

pzyx −++= γβαδ coscoscos 000  

formulani olamiz.Bundan esa d uchun   

222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=  

formulani topamiz. 

Biz oldingi paragraflarda tekislikda nuqtadan to’g’ri chiziqqacha masofa formulasini 

ham keltirgan edik.To’g’ri chiziq va tekislik tenglamalarini vektor ko’rinishda yozib 



 51 

biz ikkita formulani bitta formula ko’rinishida yozishimiz ham mumkin.Haqiqatan 

tekislikning (to’g’ri chiziqning) normal vektorini { }CBAn ,,=  ( to’gri chiziq uchun 

{ }BAn ,= ) ko’rinishda ,tekislikka  tegishli (to’g’ri chiziqqa tegishli ) nuqta radius 

vektorini 0r bilan belgilasak, tekislik (to’g’ri chiziq ) tenglamasini 

                                                       ( ) 0,0 =− nrr   

ko’rinishda yozishimiz mumkin.Radius –vektori 1r bo’lgan ( )000 ,, zyxM  nuqtadan 

tekislikkacha (to’g’ri chiziqqacha) bo’lgan masofa skalyar ko’paytmaning moduliga 

tengdir: 

                                                        












−=

n
nrrd ,01  .      

 

6§. Fazoda  to’gri chiziq tenglamalari 

 

Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan fazoda bizga  to’g’ri chiziq berilgan bo’sa, 

{ }321 ,, aaaa =  vektor   to’gri chiziqqa parallel vektorlardan bittasi bo’lsin, ( )000 ,, zyxM  

esa to’gri chiziqqa tegishli birorta nuqta bo’lsin.Berilgan  ( )000 ,, zyxM  nuqtaning 

radius-vektorini 0r  bilan belgilasak, fazoda radius-vektori r  bo’lgan ( )zyxM ,,  

nuqtaning to’g’ri chiziqqa tegishli bo’lishi 0rr −  va { }321 ,, aaaa =  vektorlarning 

parallelligiga teng kuchlidir.Bu shartni  

                                               tarr += 0                                              (1) 

ko’rinishda yozib,to’g’ri chiziqning vektor ko’rinishdagi tenglamasini olamiz..Bu yerda 

t  parametr ∞− dan ∞gacha o’zgarganda r  vektor oxiri   to’g’ri chiziq nuqtalarini hosil 

qiladi.Yuqoridagi tenglamani koordinatalar orqali yozsak 
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                              tazztayytaxx 302010 ,, +=+=+=  

tengliklarni hosil qilamiz.Bu tenglamalar to’g’ri chiziqning parametric tenglamalari 

deyiladi.Agar bu tenglamalardan t  ni yo’qotsak 

                             
3

0

2

0

1

0

a
zz

a
yy

a
xx −

=
−

=
−

                                 (2) 

tenglama kelib chiqadi.Bu tenglama   to’gri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi. 

 

                         

6.1   Ikki nuqtadan o’tuvchi to’gri chiziq tenglamasi 

 

Fazoda radius-vektorlari 21 , rr bo’lgan ( )1111 ,, zyxM va ( )222 ,, zyxM nuqtalar berilgan 

bo’lsa, bu nuqtalardan o’tgan    to’g’ri chiziq uchun 12 rr − vektor yo’naltiruvchi 

vektor bo’ladi.Yuqoridagi (1) tenglamadagi vektor o’rniga 12 rr − vektorni 

qo’ysak, ( )0000 ,, zyxM  nuqta sifatida ( )1111 ,, zyxM nuqtani olsak     to’g’ri chiziqning 

vektor ko’rinishdagi parametrik tenglamasini 

                                                       ( )trrrr 121 −+=                         (3) 

ko’rinishda yozish mumkin.Agar (3) tenglamada t  parametrni yo’qotib uni 

koordinatflar orqali yozsak  to’g’ri chiziqning kanonik tenglamasini 

                                      
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−                      (4) 

ko’rinishda hosil qilamiz. 

 

6.2 To’g’ri chiziq ikkita tekislikning umumiy qismidir 

 

Bizga   to’gri chiziq kanonik  
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3

0

2

0

1

0

a
zz

a
yy

a
xx −

=
−

=
−

 

tenglama yordamida berilgan bo’lsin.Bu tenglamadan quyidagi ikkita 

tenglamalarni hosil qilamiz 

                                
2

0

1

0

a
yy

a
xx −

=
−

     , 
3

0

2

0

a
zz

a
yy −

=
−

        (5) 

Bu tenglamalarni  

( ) ( ) 00102 =−−− yyaxxa      , ( ) ( ) 00203 =−−− zzayya  

ko’rinishda yozsak   to’gri chiziq  

( ) ( ) 00102 =−−− yyaxxa  va  ( ) ( ) 00203 =−−− zzayya  

tenglamalar bilan aniqlanuvchi tekisliklarning kesishishidan iborat bo’lishini 

ko’ramiz.Agar bizga ikkita α va β tekisliklar 

              01111 =+++ DzCyBxA   va  02222 =+++ DzCyBxA      

        tenglamalar bilan berilib 

                                            








222

111

CBA
CBA

 

 matrisaning rangi 2ga teng bo’lsa,ular parallel bo’lmaydi va birorta   to’g’ri chiziq 

bo’ylab kesishadi .Bu to’g’ri chiziqning kanonik tenglamasini tuzish uchun uning 

birorta nuqtasini va bitta yo’naltiruvchi vektorini bilishimiz etarli.Biz koordinatalari 

01111 =+++ DzCyBxA  

02222 =+++ DzCyBxA  

sistemani qanoatlantiruvi ( )0000 ,, zyxM  nuqtani topib,   to’g’ri chiziqning 

yo’naltiruvchi vektori sifatida { }1111 ,, CBAn =  va { }2222 ,, CBAn = vektorlarning 
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vektor ko’paytmasini olamiz,chunki bu vektor ko’paytma   to’g’ri chiziqqa 

paralleldir. 
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7§. Fazoda nuqtadan to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofani hisoblash 

 

Bizga fazoda   to’g’ri chiziq va unga tegishli bo’lmagan ( )1111 ,, zyxM  nuqta 

berilgan bo’lsin.Biz bilamizki to’g’ri chiziq va unga tegishli bo’lmagan 

nuqta orqali bitta tekislik o’tkazish mumkin.Tekislikda nuqtadan to’g’ri 

chiziqqacha bo’lgan masofani hisoblashni oldingi paragraflarda o’rgangan 

edik.Buning uchun biz to’g’ri chiziqning tekislikdagi tenglamasini va 

nuqtaning tekislikdagi koordinatalarini bilishimiz kerak.Lekin bu  ish har 

doim qulay bo’lmaganlini uchun biz bevosita   to’g’ri chiziqning  

tarr += 0  

tenglamasidan foydalanmokchimiz.Bizga to’g’ri chiziqning ( )0000 ,, zyxM nuqtasi va 

uning yo’naltiruvchi a vektori ma’lum. Agar N nuqta   to’g’ri chiziqqa tegishli 

bo’lib, ( )1111 ,, zyxM  va N nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq   to’g’ri chiziqqa 

perpendikulyar bo’lsa, ( )1111 ,, zyxM  va N nuqtalar orasidagi masofa ( )1111 ,, zyxM  

nuqtadan   to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofadir.Biz 1NM vektorni 

                           11 edNM =  

ko’rinishda yoza olamiz.Bu yerda  1NMd = , 1e  esa 1NM vektor bilan bir xil 

yo’nalishga ega bo’lgan birlik vektordir.Xuddi shunday   a   vektorni 

                                            2eaa =  

ko’rinishda yozib, 1NM va a vektorlarning vektor ko’paytmasi uchun 

                                    [ ] [ ]211 ,, eeadaNM =  

tenglikni olamiz.Bu tenglikdan 

                                          
[ ]

a

aNM
d

,1
=  



 56 

 

formulani hosil qilamiz.Lekin bu  formulada N nuqta koordinatalari noma’lum 

bo’lganligi uchun biz undan bevosita foydalana olmaymiz.Lekin chizmadan kurinib 

turibdiki,biz 1NM vektorni 

)( 1011 tarrNM +−=  

ko’rinishda yoza olamiz.Bu yerda 1t -

parametrning N  nuqtaga mos 

keluvchi qiymatidir.Endi bu ifodani 

yo’qoridagi formulaga qo’yib va 

1ta , a  vektorlarning vektor 

kupaytmasi nol’ vektor 

ekanligini hisobga olsak 

[ ]
a

arr
d

,01 −
=  

formulani olamiz.Bu formulani koordinatalar orqali yozsak, u 

    
2
3

2
2

2
1

2

21

0101
2

31

0101
2

32

0101

aaa

aa
yyxx

aa
zzxx

aa
zzyy

d
++

−−
+

−−
+

−−

=  

ko’rinishga keladi. 

 

        

8§.   To’g’ri chiziqlarning o’zaro vaziyati 

 

Bizga ikkita  21 ,  to’g’ri chiziqlar mos ravishda  

3
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2

1

1

1

a
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−
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kanonik tenglamalar yordamida berilgan bo’lsin.Bu tenglamalarni vektor ko’rinishda 

yozsak ular 

                             tarr += 1         va                         sarr += 2  

ko’rinishlarga keladi. 

                    Parallellik.Bu to’g’ri chiziqlar bir tekislikda yotib kesishmasa ular 

parallel to’g’ri chiziqlar deyiladi.Agar biz uchta   2112 MMrr =− ,  a  va b  

vektorlarning    bir tekislikda yotishi shartini yozsak 

0

321

321

121212

=
−−−

bbb
aaa

zzyyxx
 

tenglikni hosil qilamiz.To’g’ri chiziqlar parallel bo’lmaganligi uchun a  va b  

vektorlar o’zaro kollinear emas. 

    Ayqash to’g’ri chiziqlar . To’g’ri chiziqlar bir tekislikda yotmasa ular ayqash 

to’g’ri chiziqlar deyiladi.Bu holda   2112 MMrr =− ,  a  va b vektorlar komplanar 

bo’lmaganligi uchun  

0

321

321

121212

≠
−−−

bbb
aaa

zzyyxx
 

tengsizlik o’rinli bo’ladi. 

Agar to’g’ri chiziqlar kesishsa  2112 MMrr =− ,  a  va b vektorlar komplanar 

bo’ladi, 

 a va b vektorlar  esa kollinear emas. 

 

           9 §.  Ikkita ayqash to’g’ri chiziqlar orasidagi masofa   

                            

Biz ikkita 

              tarr += 1         va                         sbrr += 2  
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tenglamalar bilan berilgan  21,  ayqash to’g’ri chiziqlar orsadagi masofani   

hisoblash formulasini keltirib chiqarmoqchimiz.Ikkita 21,  to’g’ri chiziqlar 

orasidagi masofa  

                             ( ) 21 ,,,inf  ∈∈= BABAdd  

formula bo’yicha aniqlanadi.Bu yerda ( )BAd , -   

Ava B nuqtalar orasidagi masofadir.Agar to’g’ri chiziqlar 

kesishsa ular orasidagi masofa nolga teng bo’ladi.Parallel 

21 , to’g’ri chiziqlar orasidagi masofani hisoblash uchun 

bitta 1∈A  no’qtani olib undan  2  to’g’ri chiziqqacha 

bo’lgan masofani hisoblash etarlidir.To’g’ri chiziqlar 

ayqash bo’lgan holda biz avvalo mos ravishda 21 , to’g’ri 

chiziqlarga tegishli bo’lgan  0A va 0B nuqtalar mavjud 

bo’lib,bu nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziqning 

21 , to’g’ri chiziqlarga perpendikulyar ekanligini 

ko’rsatamiz.Buning   uchun biz 00 BA  vektorni 

                                   )()( 010200 tarsbrBA +−+=  

ko’rinishda yozib, uning a vab vektorlarga perpendikulyarlik shartlarini yozamiz.Bu 

shartlarni skalyar ko’paytma orqali yozsak,ular 

                                      ( ) ( ) ( ) 0,,, 0012 =−+− taasbaarr  (5) 

                                      ( ) ( ) ( ) 0,,, 0012 =−+− tbasbbbrr  
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ko’rinishga keladi.Bu tengliklar  00 , ts   noma’lumlarga nisbatan chiziqli 

tenglamalar  sistemasidan iboratdir.Bu sistemaning asosiy determinanti ∆  noldan 

farqli,chunki 

                              ( ) ( )
( ) ( ) [ ] 0,

,,

,, 2

>==∆ ba
bbba

baaa  

munosabat o’rinlidir.Demak (5) sistema yagona echimga ega,ya’ni  ),( 00 BA juftlik 

yagonadir.Endi 00 BA  kesma uzunligi to’g’ri chiziqlar orasidagi masofaga tengligini 

ko’rsatamiz.Buning uchun mos ravishda 21,  to’g’ri chiziqlarga tegishli va radius 

–vektorlari 

                                          tar +1    , sbr +2  

vektorlardan iborat BA, nuqtalar uchun 

                                                 00 BAAB ≥  

tengsizlikni isbotlaymiz. 

Bu tengsizlikni isbotlash uchun AB  vektorni 

        ( ) ( ) ( ) ( )attbsstasbrrtasbrrAB 00001212 )( −+−+−+−=−+−=  

ko’rinishda yozamiz.Bu  ifodada 

                                  001200 tasbrrBA −+−=  

tenglik o’rinli.Ikkita o’zaro perpendikulyar  qp,  vektorlar uchun 

                                 
222)( qpqp +=+  

tenglik o’rinlidir.Bu tenglik umumlashgan Pifagor teoremasi deyiladi. 

Bu tenglikni  

                         == qBAp ,00 ( ) ( )attbss 00 −+−  

vektorlar uchun yozsak 

                             ( ) ( ) ( ) 2
00

2

0012

2
][ attbsstasbrrAB −+−+−+−=  

tenglikni olamiz.Bu tenglikdan esa 
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                                           ( ) =−+−≥
2

0012

2
tasbrrAB 2

00 BA  

tengsizlikni hosil qilamiz. Endi 00 BA  kesma uzunligini hisoblash uchun formula  

keltirib chiqaramiz.Shu maqsadda  baBA ,,00   vektorlarning aralash ko’paytmasini 

tekshiramiz.Aralash ko’paytma moduli uchun 

                              [ ]baBAbaBA ,0000 =  

tenglik o’rinli ekanligini bilamiz.Bundan esa 

                                    [ ]ba

baBA
BAd

,
00

00 ==  

munosabatni olamiz. Aralash ko’paytmadagi  00 BA vektorni 

                            01111000 BBBAAABA ++=  

ko’rinishda yozamiz.Bu yerda   2211 ,  ∈∈ AA  va   2211 , rOArOA == .Shuning uchun  

10 AA  vektor  a  vektorga, 10 BB  vektor esa b  vektorga paralleldir.Bularni hisobga 

olsak 

                                                [ ]ba

baBA
d

,
11

=  

formula kelib chiqadi.Bu formulani koordinatalar yordamida yozsak ,u  

                             

21

21
2

31

31
2

32

32

321

321

121212

bb
aa

bb
aa

bb
aa

bbb
aaa

zzyyxx
abs

d

++

−−−

=  

ko’rinishga keladi. 

    Mustaqil ish uchun topshiriq. Berilgan 0=+++ DCzByxA  tekislik berilgan CE  

kesmani  kesishi shartini yozing. 

 

10 §. To’g’ri chiziq va tekislikning o’zaro vaziyati 
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Bizga    to’g’ri chiziq  

                            
3

0

2

0

1

0

a
zz

a
yy

a
xx −

=
−

=
−

 

 tenglama bilan,  tekislik  
                                 0=+++ DCzByxA  

tenglama bilan berilgan bo’lsa, ularning tenglamalari bo’yicha o’zaro vaziyatini 

aniqlamoqchimiz. 

       Tekislik va to’g’ri chiziq orasidagi burchak  to’g’ri chiziqning yo’naltiruvchi 

vektori va tekislik normal vektori orasidagi burchakning  
2
π  gacha bo’lgan 

to’ldiruvchisiga tengdir,ya’ni agar   { }3,21 , aaaa =  va  { }CBAn ,,=  vektorlar orasidagi 

burchak ψ  ga teng bo’lsa,tekislik va to’g’ri chiziq orasidagi ϕ burchak  ψπ
−

2
 ga 

tengdir.Bu burchak 

                               
2
3

2
2

2
1

222

321sin
aaaCBA

CaBaAa

++++

++
=ϕ  

formula bo’yicha hisoblanadi. Tekislik va to’g’ri chiziqning paralellik sharti 

0321 =++ CaBaAa  

tenglikga, perpendikulyarlik sharti esa 

                                           
321 a

C
a
B

a
A

==  

munosabatga teng kuchlidir. 

     Agar 
              0000 =+++ DCzByxA   va          0321 =++ CaBaAa  

tengliklar bajarilsa     to’g’ri chiziq α  tekislikda yotadi.  
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11 § Mustaqil ish uchun topshiriqlar 

 

1.Uchta tekislik 

01111 =+++ DzCyBxA , 

02222 =+++ DzCyBxA , 

03333 =+++ DzCyBxA  

 tenglamalar bilan berilgan bo’lsa,ularning bir nuqtada kesishish                              

 shartini toping. 

2.Ikkita parallel bo’lmagan to’g’ri chiziqlar 
0111 =++ CyBxA , 

0222 =++ CyBxA   

 tenglamalar bilan berilgan bo’lsa,ular hosil qilgan burchakning   

 bissektrisalari tenglamalarini tuzing. 

3.Berilgan  ( )00 , yxM  nuqtadan o’tuvchi va  bxky += to’g’ri chiziq bilan                   

              ma’lum ϕ  burchak tashkil qiluvchi to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing. 

4. Uchta to’g’ri chiziq 

0111 =++ CyBxA , 

0222 =++ CyBxA , 

0333 =++ CyBxA  

tenglamalar bilan berilgan bo’lsa,ularning bir nuqtada kesishish         

shartini toping.  

5.Ikkita  parallel bo’lmagan tekisliklar 

01111 =+++ DzCyBxA , 

02222 =+++ DzCyBxA , 
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 tenglamalar bilan berilgan bo’lsa,ular hosil qilgan ikki yoqli       

 burchaklar uchun bissektorial  tekisliklar tenglamalarini tuzing. 
6. Ikkita  parallel bo’lmagan tekisliklar 

01111 =+++ DzCyBxA , 

02222 =+++ DzCyBxA , 

  tenglamalar bilan berilgan bo’lsa,berilgan ( )1111 ,, zyxM      va   

  ( )2222 ,, zyxM        nuqtalarning tekisliklar hosil qilgan ikki yoqli   

  burchaklarga  nisbatan holatini aniqlang. 

 7.Berilgan tekislikning berilgan kesmani kesishi shartini yozing. 
8.Ikkita  parallel bo’lmagan to’g’ri chiziqlar 

,0111 =++ CyBxA , 

0222 =++ CyBxA , 

 

tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, koordinata boshi va berilgan  ( )111 , yxM  

nuqtaning to’g’ri chiziqlar hosil qilgan burchaklarga nisbatan holatini 

aniqlang. 

9. Berilgan ( )1111 ,, zyxM  nuqtadan o’tuvchi va 01111 =+++ DzCyBxA  

tekislikka perpendikulyar to’g’ri chiziqning tenglamasini  yozing. 

10. To’g’ri chiziq  
p

zz
m

yy
l
xx 000 −

=
−

=
−  tenglama bilan berilgan bo’lsa, 

bu to’g’ri chiziq  va unga tegishli bo’lmagan ( )1111 ,, zyxM  nuqtadan 

o’tuvchi tekislik tenglamasini yozing. 

11. Affin koordinatalar sistemasini aniqlovchi bazis  vektorlari orasidagi 

burchak 
3
π  ga teng bo’lsa, 
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        0754 =+− yx     va           01149 =−+ yx  

tenglamalar bilan berilgan to’g’ri chiziqlar orasidagi burchakni toping. 

12. Affin koordinatalar sistemasi  o’qlari orsasidagi burchak 
3
π ga 

teng bo’lsa,uchlari ( )2,1−A , ( )1,1B  , 





 −

2
5,2C  nuqtalarda bo’lgan 

uchburchakning AB  tomoni va C  uchidan tushirilgan medianasi 

orsaidagi 

burchakni toping. 

13.Quyidagi  uchta to’g’ri chiziq bitta nuqtada kesishadimi? 
                      07,032,013 =+−=+−=−− yxyxyx  

14. Ikkita  to’g’ri chiziq 
0103 =+− yx , 

082 =−+ yx   

 tenglamalar bilan berilgan bo’lsa,  bu to’g’ri chiziqlar  orasidagi qismi 

( )1,0P  nuqtada teng ikkiga bo’linuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing. 

15. Uchburchak tomonlari  

032 =+− yx , 075 =−+ yx    va 0623 =+− yx              

tenglamalar bilan berilgan bo’lsa, uning balandliklari tenglamalarini 

tuzing. 

16.To’rtburchak tomonlari  

0=− yx , 03 =+ yx , 04 =−− yx , 0123 =−+ yx  

 tenglamalari  bilan berilgan.To’rtburchak diagonallari tenglamalarini 

tuzing.  

17.Uchburchak tomonlari 
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        0252 =−− yx   08 =−+ yx    , 0525 =−− yx  

 tenglamalar bilan   berilgan.Uchburchak ichida shunday nuqta topingki, 

bu nuqta bilan uchburchak uchlarini tutashtiruvchi to’g’ri chiziqlar 

uchburchakni teng yuzali uchburchaklarga ajratsin. 

18.To’g’ri chiziq  
                    052512 =−+ yx  

tenglama bilan berilgan bo’lsa,unga parallel va  undan 2 birlik masofada 

bo’lgan to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing. 

19.Ikkita ayqash to’g’ri chiziq 

1
9

2
3

1
7

−
−

=
−

=
− zyx        va       

3
1

2
1

7
3 −

=
−

=
−
− zyx  

tenglamalar bilan berilgan.Ularning umumiy perpendikulyari tenglamasi 

tuzilsin. 

20. To’g’ri chiziq 

                     
2
1

3
2

4
5

−
+

=
−

=
− zyx  

tenglama bilan berilgan bo’lsa,unga koordinata boshidan tushirilgan 

perpendikulyar tenglamasini tuzing. 

21. To’g’ri chiziq 

                     
3

2
12

1 −
=

−
=

+ zyx  

tenglama bilan berilgan bo’lsa,unga    ( )1,0,4 −A  nuqtadan tushirilgan 

perpendikulyar tenglamasini tuzing. 
22.Berilgan     ( )1111 ,, zyxM  nuqtadan  o’tuvchi va 

                                  0=+++ DCzByxA  

           tekislikga   perpendikulyar  to’g’ri chiziq tenglamasini yozing. 
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23.Tomonlari 

09105,015714,017618 =−+=+−=−+ yxyxyx  

 tеnglamalar bilan bеrilgan uchburchakning burchaklarini toping. 

24.Quyidagi to’g’ri chiziqlarning kеsishish nuqtasini toping: 

1)          0134,0138 =−+=−− yxyx  

2)          032219,01573 =−+=−+ yxyx  

3)          0113,01325 =−+=+− yxyx    

25.Quyidagi uchta to’g’ri chiziqlar bir nuqtadan o’tadimi?  

 1) 07,032,013 =+−=+−=−− yxyxyx  

2) 0853,0105,013 =−−=−+=−+ yxyxyx  

3)   .052,0534,063 =+−=−−=+− yxyxyx  

26.Uchburchak tomonlari 

       01135,0973,032 =−−=+−=++ yxyxyx  

 tеnglamalar bilan bеrilgan. Uchburchakning balandliklari kеsishgan                        

  nuqtani toping. 

27.  To’rtburchak tomonlari 

              0123,04,0,03 =−+=−−=−=+ yxyxyxyx  

tеnglamalar bilan bеrilgan. To’rtburchakning diagonallari tеnglamasini tuzing.  

28. To’g’ri chiziqlar orasidagi burchakni aniqlang. 





=−+
=−−

022
,0243

zyx
zyx

  va  




=+−
=−−+
023

,0264
zy
zyx

 

29. Ushbu     
1
9

2
3

1
7

−
−

=
−

=
− zyx   va     

3
1

2
1

7
3 −

=
−

=
−
− zyx  to’g’ri chiziqlarga 

umumiy pеrpеndikulyar bo’lgan to’g’ri chiziq tеnglamasini tuzing. 

30. Quyidagi to’g’ri chiziq va tеkislikning kеsishish nuqtasini toping. 

1)         
34

3
2

1 zyx
=

−
=

+   va     05233 =−+− zyx  
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2)         
3

4
2

1
8
13 −

=
−

=
− zyx   va     0142 =+−+ zyx  

3)         
4

5
1

4
5

7 −
=

−
=

− zyx   va     0523 =−+− zyx  

31.Bеrilgan ( )2,1,3 −  nuqtadan va 

                          
12

3
5

4 zyx
=

+
=

−  

to’g’ri chiziqdan o’tuvchi tеkislik tеnglamasini tuzing. 

32. Berilgan ( )1,3,4 −A  nuqtaning  032 =−−+ zyx  tekislikdagi proeksiyasini 

toping. 

33. Berilgan 
2
1

3
4

4 −
+

=
−

=
zyx   to’g’ri chiziqning 083 =++− zyx  tekislikdagi 

proeksiyasini toping. 

34. 
3
2

1
4

2
3

−
−

=
+

=
− zyx   to’g’ri chiziqdan o’tuvchi  va  

2
1

7
2

4
5 −

=
−

=
+ zyx  to’g’ri 

chiziqqa parallel tekislik tenglamasini tuzing. 

35. Berilgan to’g’ri chiziq berilgan tekislikda yotadimi? 

1)  
5

2
1
3

2
1 +

=
−
+

=
− zyx ,       0334 =+−+ zyx  

2)   
3

2
74

1 −
==

− zyx      ,       01285 =−−− zyx  

3)    
14

5
3

2 zyx
=

−
=

+     ,       0123 =−−− zyx  

36. Berilgan to’g’ri chiziq va  tekislik orasidagi burchakni toping. 

1)  
5

2
1
3

2
1 +

=
−
+

=
− zyx ,       0334 =+−+ zyx  

2)   
3

2
74

1 −
==

− zyx      ,       01285 =−−− zyx  

3)    
14

5
3

2 zyx
=

−
=

+     ,       0123 =−−− zyx  
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37. Berilgan ( )1,3,4 −A  nuqtadan  032 =−−+ zyx  tekislikgacha bo’lgan masofani 

toping. 

38. Ushbu     
1
9

2
3

1
7

−
−

=
−

=
− zyx   va     

3
1

2
1

7
3 −

=
−

=
−
− zyx  to’g’ri chiziqlar 

orasidagi masofani toping. 

39. To’g’ri chiziqlarning tenglamalarini kanonik ko’rinishga keltiring. 

1)




=−+
=−−

022
,0243

zyx
zyx

   2)  




=+−
=−−+

.023
,0264

zy
zyx

 

40. To’rtburchak tomonlari 

              0123,04,0,03 =−+=−−=−=+ yxyxyxyx  

tеnglamalar bilan bеrilgan. To’rtburchak  burchaklari bissektrisalarining 

tеnglamalarini tuzing.  

41.To’g’ri  to’rtburchakning uchta tomoni 

04,0,0 =−−=−=+ yxyxyx  

tеnglamalar bilan bеrilgan. Uning yuzasi  10 ga teng bo’lsa, to’rtburchakning 

to’rtinchi tomoni tеnglamasini tuzing.  

42.Uchburchak tomonlari 

01135,0973,032 =−−=+−=++ yxyxyx  

        tеnglamalar bilan bеrilgan. Uchburchakning medianalari kеsishgan nuqtani 

toping. 
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III  BOB 

 IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR 

 

1§. Parabolaning kanonik tenglamasi 

 

Tekislikda biror dekart koordinatalar sistemasida  

0222 332313
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayayxaxa           (1) 

tenglama berilgan bo’lsin. Bu yerda 221211 ,, aaa  koeffitsientlarning kamida 

bittasi noldan farqli bo’lishi lozim.Bu shartni 02
22

2
12

2
11 >++ aaa  

ko’rinishda yozish mumkin. 

Ta’rif-1. Tekislikda koordinatalari (1) tenglamani qanoatlantiruvchi        

                 nuqtalar to’plami ikkinchi tartibli chiziq deyiladi. 

Misollar. 

 Tekislikda koordinatalari  022 =+ yx tenglamani qanoatlantiruvchi  

nuqtalar to’plami faqat bitta nuqtadan iborat. 

2) Tekislikda koordinatalari   022 =− yx  tenglamani 

qanoatlantiruvchi  nuqtalar to’plami ikkita to’g’ri chiziqdan iborat. 

3) Tekislikda koordinatalari  01=−yx  tenglamani qanoatlantiruvchi  

nuqtalar to’plami ikki qismdan iborat va maktab kursidan ma’lumki, u 

giperbola deb ataldi. 

Ta’rif-2. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini biror dekart 

koordinatalar sistemasida  

0,22 >= ppxy                             (2) 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa, u parabola  deb ataladi. Tenglamadagi 

p  soni parabola parametri deyiladi. 
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              Misol. Siz maktab kursidan 2xy =  tenglama bilan berilgan 

parabolani yaxshi bilasiz. Bu tenglamani kanonik ko’rinishga keltirish 

uchun 

xyyx =′=′ ,  

almashtirish bajaramiz. Natijada xy ′⋅=′
2
122  tenglamani hosil qilamiz. Bu 

yerda 
2
1

=p . 

Mustaqil ish-1.O’quvchiga tanish  cbxaxy ++= 2  tenglama bilan 

berilgan parabolani chizing va tenglamasini kanonik ko’rinishga keltiring. 

   Biz ikkinchi tenglamani tekshirish yordamida parabolaning xossalarini 

o’rganamiz va uni chizamiz. Tenglamadan ko’rinib turibdiki, agar( )yx,   

koordinatali nuqta parabolga tegishli bo’lsa, ( )yx −,  nuqta ham parabolaga 

tegishli bo’ladi. Demak parabola Ox  o’qiga nisbatan simmetrik 

joylashgandir. Bundan tashqari koordinata boshi parabolaga tegishli, x   

manfiy qiymatlarni qabul qilmaganligi uchun parabola Oy  o’qining o’ng 

tomonida joylashgan. Bu mulohazalardan foydalanib biz chizmada 

parabolani quyidagi ko’rinishda tasvirlashimiz mumkin.      

                                             

 

                                                  

 

 

 

 

    

 
Chizma
1 
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          Tekislikda 0
2
=+

px   tenglama bilan berilgan to’gri chiziq 

parabolaning direktisasi ,   





 0,

2
pF   nuqta esa uning fokusi deb ataladi. 

Parabola xossalari:         

 01  .  Parabolaning ixtiyoriy nuqtasidan  direktisagacha bo’lgan 

masofa  fokusgacha bo’lgan masofaga tengdir. 

Parabola nuqtasidan  





 0,

2
pF  nuqtagacha bo’lgan masofani r  bilan, 

direktisagacha bo’lgan masofani d bilan belgilab   dr =    tenglikni 

isbotlaymiz. 

          2
2

22
2

42
yppxxypxr ++−=+






 −=   

ifodada  pxy 22 =    tenglikdan  foydalansak va 0≥x  munosabatni hisobga 

olsak 

22

2 pxpxr +=





 +=  

formulani hosil qilamiz. 

 

Direktrisagacha bo’lgan masofani hisoblash uchun nuqtadan to’g’ri 

chiziqqacha bo’lgan masofa formulasidan foydalanib 

                                              rpxpxd =+=−−=
22

   

tenglikni hosil qilamiz.          

02  . Parabolaning geometrik aniqlanishi. 

     Berilgan to’gri chiziq va unda yotmaydigan nuqtadan  bir xil uzoqlikda 

joylashgan nuqtalar to’plami paraboladir. 
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 Tekislikda   to’g’ri chiziq va unga tegishli bo’lmaganF nuqta berilgan 

bo’lsin. Berilgan F  nuqtadan  to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofani p bilan 

belgilab  va  F nuqtadan    to’g’ri chiziqqa perpendikulyar ravishda o’tuvchi 

to’g’ri chiziqni abssissa o’qi sifatida olib koordinatalar sistemasini kiritamiz. 

Abssissa o’qining musbat yo’nalishi to’g’ri chiziqdan F nuqta tarafga 

yo’nalgan, koordinata boshini  to’g’ri chiziq va F nuqta o’rtasiga quyidagi  

chizmadagi kabi joylashtiramiz. Ordinata o’qi esa  to’g’ri chiziqqa paralleldir. 

Natijada  to’g’ri chiziq: 0
2
=+

px  tenglamaga, F nuqta esa 





 0,

2
p

 

koordinatalarga ega bo’ladi.Tekislikning ( )yxM ,  nuqtasidan    to’g’ri 

chiziqqacha bo’lgan masofaning shu 

nuqtadan F nuqtagacha bo’lgan masofaga tengligidan 

pxy 22 =  

tenglamani hosil qilamiz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

§-2. Ellips  

Ta’rif-3. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta Oxy  dekart 

koordinata sistemasida  

                                    12

2

2

2
=+

b
y

a
x

                                                    

(3) 

•  

F 

  

x 

y 

Chizma-
1 a 
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 ko’rinishida  yozish mumkin  bo’lsa,  u ellips  deb  ataladi. Bu erda 

koeffisientlar 0>≥ ba munosabatni qanoatlantiradi. 

Bu tenglamani o’rganish natijasida ellipsni chizamiz va uning xossalarini 

keltirib chiqaramiz. Tenglamadan ko’rinib turibdiki yx, o’zgaruvchilar 

 axa ≤≤− , bxb ≤≤−  tengsizliklarni qanoatlantiradi. Abssissa o’qida 

yotuvchi ( ) ( )0,,0, 21 cFcF −  nuqtalar ellipsning fokuslari, 0=±
e
ax  

tenglamalar bilan aniqlanuvchi to’g’ri chiziqlar ellipsning direktrisalari 

deb ataladi.Bu yerda 22 bac −= , 
a
ce =  bo’lib, e   soni ellipsning 

ekssentrisiteti deyiladi. Tenglamadan ko’rinib turibdiki, ellips koordinata 

o’qlariga nisbatan simmetrik joylashgan bo’lib, koordinata boshi uning 

simmetriya markazidir. 

Ellips xossalari: 

1. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan  uning fokuslarigacha bo’lgan 

masofalar yig’indisi o’zgarmas   va a2  ga tengdir. 

Bu xossa bevosita hisoblash yordamida arr 221 =+  tenglikni 

tekshirish yordamida isbotlanadi.  

              

                                 

              2. Ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan  uning fokuslarigacha 

bo’lgan masofalarning mos direktrisalargacha bo’lgan masofalarga 

nisbati o’zgarmas   va  e  soniga tengdir. 

Chizma-2. 
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Bu xossa bevosita    e
d
r

d
r

==
2

2

1

1  tenglikni tekshirish yordamida 

isbotlanadi. 

( ) =−+++=++= 2

22
22222

1 2
a
bxbxccxycxr

( ) axeaaex
a

baxaaex
a
bxx +=++

−
=++− 2

2

22
22

2

22
2 22  

e
axe

e
ax

e
axd

+
=+=−−=1 e

d
r
=⇒

1

1   

2.  Ellipsning geometrik aniqlanishi. 

 Tekislikda ikkita nuqta berilgan bo’lsa, bu nuqtalargacha bo’lgan 

masofalarining yigindisi o’zgarmas songa teng bo’ladigan 

nuqtalarning geometrik o’rni ellips bo’ladi. 

           Isbot.Tekislikda 2,1 FF nuqtalar berilgan.Biz tekislikning nuqtasidan 

bu nuqtalargacha bo’lgan masofalarni mos ravishda 21,rr ko’rinishda 

belgilab 

aconstrr 221 ==+  

tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalarinng geometrik o’rnini aniqlashimiz 

kerak. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani c2  bilan belgilasak, 

arr 221 >+  tengsizlikdan  ca >  munosabat kelib chiqadi. Tekislikda dekart 

koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz.Berilgan 21, FF nuqtalardan 

o’tuvchi to’g’ri chiziqni abssissa o’qi sifatida olamiz, unda musbat 

yo’nalish 1F nuqtadan 2F  nuqtaga qarab yo’nalgan bo’ladi. Koordinata 

boshini 21, FF nuqtalarning o’rtasiga joylashtirib, ordinata o’qi sifatida 

abssissa o’qiga perpendikulyar ixtiyoriy o’qni olamiz. Masofalar uchun 

( ) 22
1 ycxr ++=  ,         ( ) 22

2 ycxr +−=  

ifodalarni yuqoridagi tenglikga qo’yib 
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( ) ( ) 2222 2 ycxaycx +−−=++  

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga oshirib, 

hadlarni ixchamlashtirib va yana bir marta kvadratga oshirib 

     12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 

tenglamani hosil qilamiz. Bu erda  222 cab −=  belgilash kiritilgan. 

3. Bizga l  to’g’ri chiziq va unga tegishli bo’lmagan nuqta F  berilgan 

bo’lsa, tekislikda berilgan nuqtagacha bo’lgan masofasining berilgan 

to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofasiga nisbati o’zgarmas birdan kichik e  

soniga teng bo’lgan nuqtalarning geometrik o’rni ellips bo’ladi. 

  Bu faktni isbotlash uchun berilgan F  nuqtadan to’g’ri chiziqqa 

perpendikulyar to’g’ri chiziq o’tkazib, uni abssissa o’qi sifatida olamiz.  

Natijada abssissa o’qini F nuqta ikki qismga ajratadi.Berilgan F  nuqtadan 

to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofaning e  soniga ko’paytmasini p bilan 

belgilab, quyidagi tengliklar bilan 

21 e
pa
−

=  va aec = ,    22 cab −=  

        a  , b   c sonlarni kiritamiz.Koordinata boshini abssissa o’qining 

l to’g’ri chiziqni kesmaydigan qismida F  nuqtadan c  birlik masofada 

joylashtiramiz. Natijada koordinata boshidan  l  to’g’ri chiziqqacha 

bo’lgan masofa 

( )
e
aea

e
eaae

e
pcp =+

−
=+=+

2

1
1

 

    kattalikka teng bo’ladi. Bu erda 1p  bilan  F  nuqtadan l to’g’ri 

chiziqqacha bo’lgan masofa belgilangan. Demak l to’g’ri chiziq 

tenglamasi 

0=−
e
ax  



 76 

ko’rinishda bo’ladi. Ikkinchi koordinata o’qini l to’g’ri chiziqqa parallel 

o’tkazib, tekislikning ( )yxM ,  nuqtasidan F nuqtagacha bo’lgan masofani r

 bilan, l to’g’ri chiziqqacha bo’lgan  

masofaga d bilan belgilasak, 

der =   

tenglikdan 

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 

 tenglamani olamiz. 

 

§-3.   Giperbola kanonik tenglamasi 

 

Ta’rif-4. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasini birorta Oxy  Dekart 

koordinata sistemasida  

12

2

2

2
=−

b
y

a
x

                           (4) 

 ko’rinishida ifodalash mumkin bo’lsa, bu chiziq giperbola deb ataladi. Bu 

erda koeffisientlar 0>≥ ba munosabatni qanoatlantiradi. 

Giperbola tenglamasini tekshirish natijasida quyidagilarni olamiz: 

1) yx, o’zgaruvchilar ax ≥ , ∞<<∞− y  tengsizliklarni 

qanoatlantiradi.Abssissa o’qidagi ( ) ( )0,,0, 21 cFcF −  nuqtalar 

giperbolaning fokuslari, 0=±
e
ax  tenglamalar bilan aniqlanuvchi to’g’ri 

chiziqlar giperbolaning direktrisalari deyiladi.Bu erda 22 bac += , 

1>=
a
ce  bo’lib, e   soni giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi. 

2) Tenglamada yx,  o’zgaruvchilarning faqat ikkinchi darajalari 

qatnashganligi uchun giperbola koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik 
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joylashgandir. Bundan tashqari koordinata boshi giperbolaning simmetriya 

markazidir. 

 

 
                                       

 

Giperbola xossalari : 

1.   Giperbolaning  ixtiyoriy nuqtasidan  uning fokuslarigacha bo’lgan 

masofalar ayirmasining moduli o’zgarmas   va a2  ga tengdir. 

2. Giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan  uning fokuslarigacha bo’lgan 

masofalarning mos direktrisalargacha bo’lgan masofalarga nisbati 

o’zgarmas   va  e  soniga tengdir. 

Bu xossa bevosita    e
d
r

d
r

==
2

2

1

1  tenglikni tekshirish yordamida  

 isbotlanadi. Giperbolaning ( )yxM ,  nuqtasidan fokuslargacha bo’lgan 

masofalar uchun 

( )2
1

aexr += , ( )22 aexr −=  

tengliklar o’rinlidir.Bu erda ildiz chiqarish amalini bajarsak 

agar 0>x bo’lsa           exar +=1 ,     exar +−=2  

agar 0<x bo’lsa         exar −−=1 ,     exar −=2  

tengliklarni hosil qilamiz.Natijada agar 0>x bo’lsa  

arr 221 =−  , agar 0<x  bo’lsa  arr 221 −=−  tenglik o’rinli bo’ladi.Demak 

ixtiyoriy  x uchun 

Chizma-3. 
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arr 221 =−  

tenglik o’rinli bo’ladi. 

3.Tekislikda ikkita nukta berilgan bo’lsa, bu nuqtalargacha bo’lgan  

      masofalari ayirmasining moduli  o’zgarmas songa teng bo’ladigan  

      nuqtalarning geometrik o’rni giperbola  bo’ladi. 

        Tekislikda 2,1 FF nuqtalar berilgan. Biz tekislikning nuqtasidan 

bu nuqtalargacha bo’lgan masofalarni mos ravishda 21,rr  ko’rinishda 

belgilab 

arr 221 =−  

tenglikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to’plami giperbola ekanligini 

isbotlaymiz. Berilgan nuqtalar orasidagi masofani c2  bilan belgilaymiz va 

tekislikda dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz. 

Berilgan 21, FF nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziqni abssissa o’qi sifatida 

olamiz, unda musbat yo’nalish 1F  nuqtadan 2F  nuqtaga qarab yo’nalgan. 

Koordinata boshini 2,1 FF nuqtalarning o’rtasiga joylashtirib,ordinata o’qi 

sifatida abssissa o’qiga perpendikulyar ixtiyoriy o’qni olamiz. Masofalar 

uchun 

( )2
1

aexr += , ( )22 aexr −=  

ifodalarni yuqoridagi tenglikga qo’yib 

( ) ( ) aycxycx 22222 =+−−++  

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikni kvadratga oshirib va zaruriy algebraic 

almashtirishlarni bajarib 

12

2

2

2
=−

b
y

a
x

 

munosabatni olamiz. Bu yerda  222 acb −=  belgilash kiritilgan.  
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4.Bizga l  to’g’ri chiziq va unga tegishli bo’lmagan nuqta F  berilgan 

bo’lsa, tekislikda berilgan nuqtagacha bo’lgan masofasining berilgan 

to’g’ri chiziqqacha bo’lgan masofasiga nisbati o’zgarmas birdan katta e  

soniga teng bo’lgan nuqtalarning geometrik o’rni giperbola  bo’ladi. 

Bu xossani isbotlash o’quvchilar uchun topshiriq sifatida havola 

etamiz. Biz yuqorida 1<e  bo’lganda ellips hosil bo’lishini ko’rsatgan edik. 

Bu yerda p  soni ellipsdagi kabi, giperbolaning katta va kichik yarim 

o’qlari 

12 −
=

e
pa  ,  22 acb −=  

tengliklar  bilan aniqlanadi. Bu yerda c  soni aec =  tenglik bilan 

aniqlanadi. 

 

4§. Parabola, ellips va giperbolaning ba’zi koordinatalar sistemasidagi 

tenglamalari 

 

1. Koordinata boshi chiziqning uchida bo’lgan hol: 

a) Ellips kanonik ko’rinishdagi 

                                              12

2

2

2
=+

b
y

a
x

                      (1) 

tenglama bilan berilgan bo’lsa, 

            yyaxx =′+=′ ,                 (2) 

almashtirish bajarsak, yangi yxO ′′′   koordinatalar boshi ellipsning chap 

( )0,a−  uchida joylashadi va  (1)  tenglama 

( ) 12

2

2

2
=

′
+

−′

b
y

a
ax

                              (3) 

ko’rinishga keladi. Bu tenglamani 

22 2 xqxpy ′+′=′                                     (4) 
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ko’rinishda yozib olamiz. Bu yerda 
a

bp
2

= , 12
2

2
−=−= e

a
bq    bo’lib,  

01 <≤− q  munosabat bajariladi. Agar  giperbolaning  

 12

2

2

2
=−

b
y

a
x

                          (5) 

tenglamasida  

yyaxx =′−=′ ,                 (6) 

almashtirish bajarsak tenglama 

22 2 xqxpy ′+′=′                          ( )*  

ko’rinishda bo’lib,  koeeffisientlar uchun   

                             
a

bpe
a
bq

2
2

2

2
,01 =>−==  

munosabatlar o’rinli bo’ladi. Agar ( )*  tenglamada 0=q  bo’lsa parabola 

tenglamasini hosil qilamiz. 

  Demak giperbolalar, ellipslar va parabolalar tenglamalarini ( )*  

ko’rinishda yozish mumkin. 
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2. Qutb koordinata sistemasidagi tenglamalar 

 

a) Parabola 

pxy 22 =  

kanonik tenglama bilan berilgan bo’lsa, qutbni parabola fokusiga 

joylashtirib, qutb o’qi sifatida abssissa o’qini olib parabola 

tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozaylik.Agar biz 

yypxx =′−=′ ,
2

 

almashtirishlar bajarsak  

ϕϕ sin,cos ryrx =′=′  

tengliklar o’rinli bo’ladi. Bu yerda  ϕ,r  nuqtaning qutb koordinatalari 

bo’lib, agar nuqta parabolaga tegishli bo’lsa, r  uning fokal radiusiga 

tengdir. Biz 

ϕcos
2

rpx =−  

tenglikda r  ning nuqtadan direktrisagacha bo’lgan masofaga 

tengligini hisobga olib  
2
pxr +=  ifodani yuqoridagi tenglikka qo’ysak 

ϕcos1−
=

pr  

munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabat parabolaning qutb  

r

M (x,y)

�

                    

M (x,y)

�

 
koordinatalar sistemasidagi tenglamasidir.  
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   b)  Ellipsning  qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini 

keltirib chiqaramiz. Buning uchun qutbni ellipsning chap fokusiga 

joylashtirib, abssissa o’qini qutb o’qi sifatida olamiz. Ellipsning  

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

 

kanonik tenglamasini qutb koordinatalar sistemasiga o’tkazish uchun  





=
+=

yy
cxx

'
'

  

almashtirishlar yordamida yangi ''' yxO   dekart koordinatlar 

sistemasini kiritamiz. Bu koordinatalar sistemasi va qutb koordinatalar 

orasidagi bog’lanish  boshi  

ϕϕ sin,cos ryrx =′=′  

formulalar yordamida beriladi. Ellipsning M nuqtasi uchun chap fokal 

radius  uning qutb radiusiga tengligidan foydalanib 

aexrMF +==1  

 tenglikni yozamiz. Bu tenglikdagi  aexr +=  ifodani 

ϕcosrcx =+  

tenglikka qo’ysak 

ϕcos1 e
pr

−
=  

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda 

eca
a

bp −==
2

 

tenglikdan foydalandik.  

А) Giperbola tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozish 

uchun 
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uning har qismi uchun mos ravishda qutb koordinatalar sistemasi 

kiritamiz. Uning o’ng qismi uchun qutb boshini giperbolaning ung 

fokusiga joylashtiramiz va abssissa o’qini qutb o’qi sifatida olamiz. 

Giperbola nuqtasi uchun qutb radiusi r  uning o’ng fokal radiusiga 

teng bo’lganligi uchun 

aexr −=  

ifodani hosil qilamiz.Biz bilamizki,agar dekart yxO ′′′ koordinatalar 

sistemasi uchun qutb boshi koordinata boshida joylashgan va qutb 

o’qi xO ′′ abssisa o’qi bilan ustma-ust tushsa,qutb koordinatalar 

sistemasi va yxO ′′′ koordinatalar sistemasi orasidagi bog’lanish 

ϕ
ϕ

sin
cos

ry
rx

=′
=′

 

formulalar yordamida beriladi.Bu yangi yxO ′′′ koordinatalar sistemasi 

va giperbola 

tenglamasi berilganOxykoordinatalar sistemasi orasidagi bog’lanish 

esa 

yy
cxx

=′
−=′

 

ko’rinishda bo’ladi.Biz bu tengliklarning birinchisidan foydalanib 

ϕcosrcx =−  

tenglikni hosil qilamiz.Yuqoridagi  aexr −=  ifodani bu tenglikga  

qo’ysak 

ϕcos1 e
pr

−
=  

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda 

aec
a

ac
a

bp −=
−

==
222

 

tenglikdan foydalandik. 
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Biz giperbola chap shoxining tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida

 yozish uchun qutb boshini chap fokusga  joylashtiramiz va abssissa 

o’qini qarama-qarshi yonalish bilan qutb o’qi sifatida olamiz.Biz agar 

 

yy
cxx

=′
−−=′

 

formulalar bilan yangi dekart koordinatalar sistemasi kiritsak,ular uchun 

ϕ
ϕ

sin
cos

ry
rx

=′
=′

 

formulalar o’rinli bo’ladi.Bu  yerda qurb radiuas chap fokal radiusga teng 

bo’lganligi 

uchun 

aexr −−=  

tenglik o’rinli bo’ladi.Bu tenglikdagi  r ning ifodasini  yuqoridagi 

formulardan kelib chiqadiagan 

ϕcosrcx =−−  

tenglikga qo’yib 

ϕcos1 e
pr

−
=  

tenglamani hosil qilamiz.Bu yerda ham  

aec
a

ac
a

bp −=
−

==
222

 

tenglik o’rinlidir. 

Demak, qutb koordinatalar sistemasida mos ravishda tanlanganda har 

qanday ikkinchi tartib chiziq tenglamasini  

ϕcos1 e
pr

−
=  
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ko’rinishda yozish mumkin ekan.Bu tenglama  1=e  bo’lsa parabola, 

1<e   bo’lganda  ellips va nihoyat    1>e bo’lganda  giperbola  

tenglamasidir.  

  

   

                                  

 

5§.Ellips, giperbola va parabolaning urinmalari 

 

Bu chiziqlarning har biri o’ziga tegishli har bir nuqtaning atrofida birorta 

differensiallanuvchi funksianing grafigi bo’ladi. Shuning uchun, bu chiziqlar 

urinmalarining tenglamalarini tuzishda biz maktab kursidan ma’lum bo’lgan 

( )( )000 xxxfyy −′=−  

tenglamadan foydalanishimiz mumkin. Misol uchun ellipsning  ordinatalari manfiy 

bo’lmagan nuqtalardan iborat qismi 

2

2
1

a
xby −=  ,    axa ≤≤−  

funksianing grafigi bo’ladi. Bu funksianinig hosilasini topsak, u  

ya
xb

a
xa

bxy 2

2

2

2
2 1

=

−

−=′  

ko’rinishda bo’ladi. Bu ifodalarni hisobga olib, ellipsga tegishli ( )00 , yx nuqtadagi 

urinma tenglamasini yozamiz: 

( )0
0

2
0

2

0 xx
ya
xbyy −=− . 

Chizma-4 
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Bu tenglamada  

12

2
0

2

2
0 =+

b
y

a
x  

tenglikni hisobga olsak, yuqoridagi tenglama  

12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx  

ko’rinishga keladi. 

 Giperbola va parabola uchun urinma tenglamalarini keltirib chiqarish 

o’quvchilarga mustaqil ish sifatida havola etiladi. Ularning ( )00 , yx nuqtadagi 

urinmalari tenglamalari mos ravishda quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 

12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx  

)( 00 xxpyy +=  

 

6§. Ellips, giperbola va parabolaning optik xossalari 

 

Biz ellipsning quyidagi optik xossasini isbotlaymiz 

 Teorema. Ellipsning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan so’ng ikkinchi 

fokusga tushadi.  

Isbot. Ellipsning chap 1F  fokusidan chiquvchi nur uning M nuqtasida sinib 2F  

fokusga tushishini ko’rsatish uchun 1MF va 2MF to’g’ri chiziqlarning M nuqtadan 

o’tuvchi urinma bilan teng burchaklar hosil qilishini ko’rsatishimiz kerak. Biz 

ellipsning M nuqtasidan o’tuvchi urinmasini bilan,  to'g'ri chiziqga 

nisbatan 1F nuqtaga simmetrik bo’lgan nuqtani 1F * bilan belgilaymiz. Agar 

21 αα ≠ bo’lsa, 2
*

1 FF   to’g’ri chiziqning urinma bilan kesisich nuqtasini M  nuqtasi 

bilan ustma –ust tushmaydi. Shuning uchun 

aMFMFFFMFMF 2212
*

1
*

2
*

1 =+<=+  
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tengsizlik o’rinli bo’ladi.Bu yerda a - ellipsning katta yarim o’qi. 

Biz *M nuqtani  urinma bo’ylab M nuqtadan uzoqlashtira boshlaymiz. Bunda 
*

2
*

1 MFMF +  yig’indi o’sa boshlaydi. Boshlang’ich holatda bu yig’indini qiymati, 

yuqaridai tengsizlikka ko’ra a2 dan  kichik bo’lganligi uchun, yig’indi o’sish 

natijasida qandaydir N  nuqtada  a2  ga teng bo’ladi. Bu nuqtadan fokuslargacha 

bo’lgan masofalarning yig’indisi a2  ga  teng bo’lganligi uchun, u ellipsga tegishli  

nuqta boladi. 

 

 Bundan esa   urinma ellipsni ikkita nuqtada kesishi kelib chiqadi. Ellipsning 

har ir urinmasi uni faqat bitta nuqtada k esib o’tganligi  uchun biz ziddiyat hosil 

qildiq. Demak 21 αα =  tenglik o’rinli bo’ladi. Teorema isbotlandi.  

Chizma-5 
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Giperola va parabola uchun optik xossalsr qo’yidagi teoremalarda keltirilgan. 

Giperbola uchun optik xossa ellipsning optik xossasig o’xshaydi. Parabola uchun esa, 

optik xossa boshqasha formilirovka qilinadi. Agar biz yorig’lik manbaini, 

parabolaning fokusiga joylashtirsak, undan tarqaluvchi yorig’lik nurlari paraolaga 

urinib singandan so’ng direktrisaga perpendikulyat to’g’ri chiziqlar bo’ylab 

harakatlanadi. Bu ghiziqlarning optik xossalari  fan vatexnikada ko’p qo’llaniladi. 

Misol uchun siz bilasizki paralaning optik xossasi antennalar yasashda ishlatiladi. 

Giperbola va paraolaning optik xossalarini isbotlash o’quvchilarga 

mustaqil ish sifatida havola etiladi. 

Izoh. Giperbola va parabolaning urinmalari ham ellpsning urinmasi 

singari, ularni faqat bitta nuqtada kesib o’tadi. 

Teorema-2.Giperbolaning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan 

so’ng ikkinchi fokusga tushadi.  

Teorema-3. Parabolaning  fokusidan chiqubchi nur sinishdan so’ng uning 

o’qiga parallel to’g’ri chiziq bo’ylab harakatlanadi.  

 

Chizma-6 
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7 §. Mustaqil ish uchun  topshiriqlar 

 

1. Giperbolaning urinmasi uning asimptotalari bilan yuzasi  o’zgarmas 

uchburchak hosil qilishini ko’rsating. 

2. ( )00 xxyy −=− λ  to’g’ri chiziq   bilan 12

2

2

2
=+

b
y

a
x  ellipsning urinish shartini 

yozing. 

3. Giperbolaning nuqtasidan uning asimptotalarigacha bo’lgan masofalarning 

ko’paytmasi o’zgarmas( hamma nuqtalar uchun bir xil)ekanligini ko’rsating.  

4. Ellips kanonik tenglama bilan berilgan bo’lsa,uning ( )00 , yx      nuqtasidan 

o’tgan urinma tenglamasi 

12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx  

          ko’rinishda bo’lishini isbotlang. 

5. Ellips urinmasining burchak koeffisienti k ga teng bo’lsa, uning urinish 

nuqtasini toping. 

6. Tosh gorizont bilan o’tkir burchak hosil qilgan yo’nalishda otildi va parabola 

yoyi bo’yicha harakat qilib, boshlang’ich holatidan 16 metr uzoqlikda erga 

tushdi. Uning eng yuqori holati 12 metr balandlikda bo’lsa, parabolaning 

parametrini topig. 

7. Parabolaning fokusidan o’tuvchi vatarlar o’rtalaritning geometrik o’rnini 

toping. 

8. Berilgan nuqtadan o’tuvchi va berilgan to’g’ri chiziqqa urinuvchi aylanalar 

markazlarining geometrik o’rnini toping. 

9. Har qanday ellips aylananing proeksiyasi ekanlitini isbotlang. 

10.  Ellips  
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ϕ
ρ 2

2

cos716
288

−
=  

           tenglama bilan berilgan bo’lsa, uning uzunligi 10 ga teng 

bo’lgan                

           diametri  fokal o’q  bilan qanday burchak tashkil qiladi. 

          11.Giperbola   
ϕ

ρ
cos21

2
−

=  

          tenglama bilan berilgan bo’lsa,uning asimptotalari va direktrisalari 

          tenglamasini tuzing. 
   12.Giperbolaning chap qismi uchun mos qutb koordinatalar sistemasini   

        kiriting va uning tenglamasini yozing. 

13.Asimptotasi  xy
2
1

±=  bo’lgan va ( )33;12  nuqtadan o’tuvchi 

giperbola tenglamasii tuzing.  

14. Ellips 12

2

2

2
=+

b
y

a
x  tenglama bilan berilgan bo’lsin. Berilgan ellips 

90 0 burchak 

ostida  ko’rinadigan nuqtalarning geometrik o’rnini toping. 

12.  Giperbola 1
3664

22
=−

yx  tenglama bilan berilgan bo’lsa,  uning 

uzunligi 20 ga teng bo’lgan diametr tenglamasini tuzing. 

13. Quyidagi chiziqlarning dekart koordinatalar sistemasidagi 

tenglamasini yozing. 

a). 
ϕ

ρ
cos1213

2
−

=  

b). 
ϕ

ρ
cos33
2

−
=  
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v). 
ϕ

ρ
cos54
2

−
=  

g). 
ϕ

ρ
cos35

2
−

= . 

14. Giperbola   12

2

2

2
=−

b
y

a
x  tenglama  bilan berilgan bo’lsin. Uning 

parallel diametrlarining o’rtalarining geometrik o’rnini toping. 

15. Ellipsning birinchi fokusidan chiquvchi nurlar elliptik 

ko’zguga urilib, qaytgan nurlar ikkinchi fokusda yig’ilishini 

isbotlang. 

16.  Quyidagi ellpislarning umumiy urinma tenglamalarini 

tuzing:   

 

1
54

22
=+

yx  va 1
45

22
=+

yx  

17. Quyidagi tenglamalar bilan berilgan pa 0=++ CByAx  to’g’ri chiziqning 

12

2

2

2
=−

b
y

a
x  giperbolaga urinish shartini yozing. 

18. rabolalarning uchlarini,parametrlarini va o’qlari yonalishlarini toping: 

1) 0192102 =−−− yxy  

2) 0491462 =++− yxy    

3) 01682 =−+ xy  

4) 029462 =+−− yxx  

5) CBxAxy ++= 2  

6) 1582 +−= xxy  



 92 

7) xxy 62 +=  

19 .Ellips  1
2430

22
=+

yx  tenglama bilan berilgan bo’lsa, 0172 =+− yx  to’gri 

chiziqqa parallel bo’lgan urinma tenglamasini tuzing. 

20. Agar 04054 =−− yx  to’g’ri chiziq  1
3250

22
=+

yx  ellipsga urinishi ma’lum 

bo’lsa, urinish nuqtasini toping. 
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IV BOB 

 

IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLARNING UMUMIY TЕNGLAMALARI 

 

1 § Ikkinchi tartibli chiziqlarning markazi 

 

 

Biz bu bobda tеkislikda dеkart koordinatalar sistеmasida 

 

0222 332313
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayayxaxa                        (1) 

 

tеnglama bilan bеrilgan ikkinchi tartibli chiziqni tеkshirish bilan shug’ullanamiz. Bu 

ishni koordinatalar sistеmasini o’zgartirish va (1)tеnglamani soddalashtirish 

yordamida amalga oshiramiz. Birinchi navbatda parallеl ko’chirishda (1) tеnglama 

koeffitsiеntlari qanday o’zgarishini tеkshiramiz. Buning uchun 

 

00 , yyyxxx −=′−=′                    (2) 

 

formulalar yordamida almashtirishlarni  bajaramiz. Bu holda koordinata o’qlarining 

yo’nalishlari o’zgarmaydi,faqat koordinata boshi ( )00 , yxO′  nuqtaga ko’chadi.Bu 

formulalardan    yx,  larni topib  va  (1) ga qo’yib 

 

022)(2)( 332313
2

2212
2

11 =′+′′+′′+′′+′′′+′′ ayaxayayxaxa  (3) 

 

tеnglamani hosil qilamiz. Bu tеnglamada koeeffisiеntlar uchun 

,,, 222212121111 aaaaaa =′=′=′  
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),(,, 003323022021231301201113 yxFaayaxaaayaxaa =′++=′++=′    (4) 

 

tеngliklar o’rinli bo’lib, ),( yxF bilan (1) tеnglamaning chap tomonidagi ifoda 

bеlgilangan. 

             Yuqoridagi (3) formulalardan ko’rinib turibdiki, paralllеl ko’chirishda  

ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeefisiеntldar o’zgarmaydi. Agar ( )00 , yxO′  

nuqtaning koordinatalari 

 

,0
0

232221

131211

=++
=++

ayaxa
ayaxa

                           (5) 

 

sistеmani qanoatlantirsa, (3) tеnglamada birinchi darajali hadlar qatnashmaydi. 

Bundan tashqari, agar ( )00 , yxO′  nuqtaning koordinatalari (5) 

sistеmani qanoatlantirsa, ( )00 , yxO′  nuqta ikkinchi tartibli chiziq uchun simmеtriya 

markazi bo’ladi. Haqiqatan ham bu holda koordinatalar markazini ( )00 , yxO′  nuqtaga 

ko’chirsak, tеnglamada birinchi darajali hadlar qatnashmaydi. Shuning uchun yangi 

koordinatalar sistеmasida 

                                            =′′ ),( yxF ),( yxF ′−′−  

 

tеnglik o’rinli bo’ladi.Dеmak ( )00 , yxO′  nuqta chiziq uchun simmеtriya  markazidir. Va 

aksincha ,agar birorta   A  nuqta chiziq uchun simmеtriya markazi bo’lsa uning 

koordinatalari  (5) sistеmani qanoatlantirishini ko’rsatamiz.Koordinata boshini A  

nuqtaga joylashtirib, yangi  yx ,   koordinatalar sistеmasini kiritamiz. Agar ),( yxM  

nuqta chiziqqa tеgishli bo’lsa, 

0),( =yxF  

tеnglik o’rinli bo’ladi. Koordinata boshi simmеtriya markazi bo’lgani uchun  
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0),( =−− yxF tеnglik  ham o’rinli bo’ladi. Bu tеngliklarni ikkinchisini birinchisidan  

ayirib   

02312 =+ axa  

tеnglikni hosil  qilamiz. Agar 2313,aa koeffitsiеntlarning kamida bittasi noldan farqli 

bo’lsa, bu tеnglama to’g’ri chiziqni aniqlaydi, ya’ni ikkinchi tartibli chiziqning 

hamma  nuqtalari bir to’g’ri chiziqda yotadi. Agar ikkinchi tartibli chiziq bir to’g’ri 

chiziqda yotmasa, bu koeffisiеntlarning har ikkalasi ham nolga tеng bo’ladi. Bu esa A  

nuqtaning koordinatalari (5)sistеmani qanoatlantirishini ko’rsatadi. Bu faktlarni 

hisobga olsak  quyidagi ta’rifning gеomеtrik ma’nosi yaxshi tushinarli bo’ladi. 

 

             Ta’rif-1 .Tеkislikdagi ),( 000 yxM  nuqtaning  koordinatalari  (5) 

sistАmani qanoatlantirsa, u (1) tАnglama bilan bАrilgan ikkkinchi 

tartibli chiziqning markazi dАyiladi.  

Tabiiyki, (5)   sistАma yagona Аchimga ega bo’lishi, chАksiz ko’p 

Аchimga ega bo’lishi yoki umuman Аchimga ega bo’lmasligi mumkin. 

Agar  

021
2

2211 ≠− aaa  

munosabat o’rinli bo’lsa, (5) sistеma  yagona еchimga ega bo’ladi. Agar  

23

13

22

12

12

11
a
a

a
a

a
a

==  

munosabat o’rinli bo’lsa sistеma chеksiz ko’p еchimga,  

23

13

22

12

12

11
a
a

a
a

a
a

≠=  

munosabat bajarilsa sistеma еchimga ega emas. Bularni e’tiborga olib, biz ikkinchi 

tartibli chiziqlarni uchta sinfga ajratamiz:  

a) yagona markazga ega bo’lgan chiziqlar; 

b) chеksiz ko’p markazga ega  bo’lgan chiziqlar; 
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v) markazga ega bo’lmagan chiziqlar;  

 

 Biz quyidagi  dеtеrminantlarni kiritamiz 

                     
2212

1211

aa
aa

=δ       ,     

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

=∆   

bu еrda  .,, 233213311221 aaaaaa ===  bеlgilashlar kiritilgan. Yagona 

markazga ega  chiziqlar uchun  0≠δ ,  yagona markazga ega bo’lmagan 

chiziqlar uchun 0=δ . Chiziqlar chеksiz ko’p markazga ega bo’lishi uchun  0=∆  

tеnglik bajarilshi kеrak.                      

  Uchinchi tartibli dеtеrminantni 

2221

1211
33

3231

1211
23

3231

2221
13 aa

aa
a

aa
aa

a
aa
aa

a +−=∆  

 

ko’rinishda yozib olsak, oxirgi dеtеrminantδ ga tеngdir. Agar 0=δ  bo’lsa, 

birorta k  soni uchun 

 

 

k
a
a

a
a

==
22

12

12

11  ,
3231

2212

3231

1211

aa

aa
k

aa

aa
=  

 

 munosabat bajariladi. Bu tеnglikni hisobga olib 

 

( )
3231

2212
2313 aa

aa
kaa −=∆  

 

tеnglikni hosil qilamiz. Agar 0=∆  tеnglik ham bajarilsa 
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                         02313 =− aka         va                                0
3231

2212 =
aa
aa  

 

tеngliklardan kamida bittasi o’rinli bo’ladi. Bu tеngliklarning birinchisi o’rinli bulsa 

 

              k
a
a

a
a

==
22

12

12

11  munosabatdan         k
a
a

a
a

a
a

===
23

13

22

12

12

11  munosobat kеlib chikadi. 

Agar 

                          0
3231

2212 =
aa
aa  

 

bulsa,   k
a
a

a
a

==
22

12

12

11  va 
23

13

22

12

a
a

a
a

=  tеngliklardan 

                            k
a
a

a
a

a
a

===
23

13

22

12

12

11  

 

munosobat kеlib chikadi.Dеmak  0=δ  va 0=∆  tеngliklarning bir vaqtda bajarilishi 

                            k
a
a

a
a

a
a

===
23

13

22

12

12

11  

 

shartga tеng kuchlidir. Natijada biz quyidagi tasdiqni hosil qilamiz: 

 

 

      Tasdiq-1. Ikkinchi tartibli chiziq 

a) 0≠δ  bo’lsa yagona markazga ega, 

b) 0=δ  va 0=∆  bo’lsa chеksiz ko’p markazga ega  va markazlar to’plami bitta 

to’gri chizikni tashkil etadi; 

v) 0=δ  va 0≠∆  bo’lsa markazga ega emas. 
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        Tasdiq-2. Yagona markazga ega bo’lgan ikkinchi tartibli chiziq markazi unga 

tеgishli bo’lishi uchun 0=∆ tеnglikning bajarilishi zarur va еtarlidir. 

 

                Isbot.Ikkinchi tartibli chiziq markazi ),( 000 yxM  nuqtada bo’lib,u chiziqqa 

tеgishli bo’lsa 

 

                            
0
0

23022021

13012011

=++
=++

ayaxa
ayaxa                                          (6) 

  

va    

            0222 33023013
2

0220012
2

011 =+++++ ayaxayayxaxa                   (7) 

 

 

tеngliklar bajariladi. Yuqoridagi  (6) tеnglikning birinchisini 0x ga, ikkinchisini 0y  

ga ko’paytirib, (7) tеnglikdan ayirsak 

 

                            033032031 =++ ayaxa  

 

tеnglikni hosil qilamiz. Dеmak   ( )1,, 00 yx  uchlik   

                                                                    

0

0

0

333231

232221

131211

=++

=++

=++

zayaxa
zayaxa
zayaxa

   (8) 
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bir jinsli sistеmaning notrivial еchimidir. Bu esa 0=∆  shartga tеng kuchlidir.Aksincha 

0=∆ bo’lsa,  (8) sistеma notrivial  ( )000 ,, zyx еchimga egadir.Bu uchlikda 00 ≠z , chunki 

0≠δ .Biz   10 =z  dеb hisoblay olamiz, chunki 0≠δ  bo’lganligi uchun har bir 0z  uchun 

( )00 , yx juftlik mavjud. Yuqoridagi (8) sistеmada  10 =z  bo’lganda ( )00 , yx juftlik markaz 

koordinatalari ekanligi kеlitb chiqadi. Bundan tashqari (8)sistеmadan foydalanib 

 

0222 33023013
2

0220012
2

011 =+++++ ayaxayayxaxa  

 

 tеnglikni olish mumkin. 

    

 

 

2§.Ikkinchi tartibli chiziq va to’gri chiziqning o’zaro vaziyati 

 

 

                 Bizga (1) tеnglama bilan aniqlangan ikkinchi tartibli chiziq va 

 

 

mtyy
ltxx

+=
+=

0

0                       (9) 

 

paramеtrik tеnglamalar yordamida  to’gri chiziq bеrilgan bo’lsin. To’g’ri chiziq va 

ikkichi tartibli chiziqning kеsishish nuqtalarini topish uchun (9) ifodalarni (1) ga 

qo’yamiz. Natijada quyidagi 
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( ) ( )( )
( ) 0,

22

00

23130220012011
22

2212
2

11

=+
+++++++++

yxF
tmalamyamxlyalxatmalmala (10) 

kvadrat tеnglamani hosil qilamiz.Bu tеnglamada ikkinchi darajali had oldidagi ifoda 

to’g’ri chiziqning yo’nalishiga bog’liq xolos. Ba’zi yo’nalishlar uchun bu ifoda nolga 

tеng bo’ladi va yuqoridagi tеnglama chiziqli tеnglamaga  aylanadi. Ba’zi yo’nalishlar 

uchun bu ifoda nolga tеng emas va yuqoridagi tеnglama kvadrat tеnglama bo’ladi. 

 

Ta’rif-1. Bеrilgan{ }m,  yo’nalish uchun 

 

02 2
2212

2
11 =++ malmala                       (11) 

 

tеnglik bajarilsa,bu yo’nalish asimpotik yo’nalish, 

 

02 2
2212

2
11 ≠++ malmala                    (12) 

 

munosabat bajarilsa     noasimptotik yo’nalish dеyiladi. 

 

To’g’ri chiziqning yo’nalishi  noasimptotik bo’lsa,yuqoridagi tеnglama kvadrat 

tеnglama bo’ladi.Dеmak bu to’g’ri chiziq  (1) chiziq bilan ikkita yoki bitta umumiy 

nuqtaga ega bo’lishi mumkin. Noasimptotik yo’nalishdagi to’g’ri chiziq ikkinchi 

tartibli chiziq bilan bitta nuqtada kеsishsa,u urinma dеb ataladi. 

To’g’ri chiziqning yo’nalishi  asimptotik bo’lsa, yuqoridagi tеnglama chiziqli 

tеnglama bo’ladi. Dеmak bu holda to’g’ri chiziq (1) bilan bitta nuqtada kеsishadi, 

yoki to’g’ri chiziqning hamma nuqtalari (1)ga tеgishli bo’ladi.Agar ikkinchi darajali 

had koeffisiеnti nolga tеng bo’lib, ozod had noldan farqli bo’lsa,to’g’ri chiziq ikkinchi 

tartibli chiziq bilan kеsishmaydi. Asimptotik yo’nalishdagi to’g’ri chiziq ikkinchi 

tartibli chiziq bilan kеsishmasa  u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota dеyiladi. 
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Biz   

               02 2
2212

2
11 =++ malmala  

tеnglamada 0≠ bo’lsa,  


mk =   bеlgilash kiritib uni 

 

02 2
221211 =++ kakaa  

 

ko’rinishda, agar 0≠m bo’lsa, 
m

k 
=  bеlgilash kiritib uni 

 

                                              02 2212
2

11 =++ akaka  

ko’rinishda yozamiz. Ikkala holda ham diskriminant uchun 

 

                           δ444 2211
2
12 −=−= aaaD  

 

tеnglik o’rinli. Dеmak        0>δ  bo’lsa asimptotik yo’nalish  mavjud emas.Bu holda 

(1) chiziq elliptik chiziq dеyiladi,agar  0=δ  bo’lsa, asiptotik yo’nalish bitta va bu 

holda (1) chiziq parabolik, 0<δ bo’lsa ikkita asimptotik yo’nalish mavjud, chiziq esa 

gipеrbolik chiziq dеyiladi.  

 

 Yuqoridagi  (11) tеnglamadagi  birinchi darajali had oldidagi koeffitsiеnt 

 

                   ( ) ( ) 0221322121211 =+++++ maaymaaxmaa                   (13) 

 

ko’rinishga ega. Agar        

 



 102 

                                        
0
0

2221

1211

=+
=+

maa
maa




                                                 (14) 

 

tеngliklar bir vaqtda bajarilmasa, (13) tеnglama to’g’ri chiziqni aniqlaydi. 

Bеrilgan { }m,  yo’nalish uchun(14) tеngliklar bajarilsa, { }m,  yo’nalish maxsus 

yo’nalish dеyiladi. Ikkinchi tartibli chiziq uchun 0≠δ  bo’lsa,(14) sistеma faqat trivial 

еchimga ega va dеmak yagona markazga ega bo’lgan chiziqlar uchun maxsus 

yo’nalishlar yo’q. 

 

  

    Ta’rif-2.Maxsus bo’lmagan { }m,  yo’nalish uchun (13) tеnglama aniqlovchi 

to’g’ri chiziq ikkinchi tartibli chiziqning { }m,  yo’nalishga qo’shma diamеtri dеb 

ataladi. 

Diamеtr tushunchasining korrеkt aniqlanganligini ko’rsatamiz. Avvalo{ }m,  

yo’nalish asimptotik yo’nalish bo’lgan holni qaraylik. Bu holda               

                                        02 2
2212

2
11 =++ malmala  

tеnglikning chap tomoni uchun 

 

mmalalmalamalmala )()(2 22121211
2

2212
2

11 +++=++        (14) 

 

tеnglik o’rinli. Dеmak 

0)()( 22121211 =+++ mmalalmala                         (15) 

 

tеnglik kеlib chiqadi. Bu tеnglikdan 

 

                     ( ) maa
m

maa 12112212 +
=

+− 

                                    (16) 
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proporsionallik munosabati  kеlib chiqadi.  

Diamеtr uchun { }malamala 12112212 ),( ++−   vеktor yo’naltiruvchi vеktor bo’lganligi 

uchun diamеtr { }m,  yo’nalishga parallеl bo’ladi . Diamеtrga tеgishli nuqtalar uchun 

(11) tеnglamadagi birinchi darajali had oldidagi koeffisеnt nolga tеng  bo’ladi. Dеmak 

bu holda diamеtr ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota bo’ladi (kеsishmaydi) yoki 

diamеtrga tеgishli hamma nuqtalar (1) chiziqda yotadi. 

 Noasimptotik { }m,  yo’nalishga ega bo’lgan to’g’ri chiziq  (1) chiziqni  ikkita 

1M va 2M nuqtalarda kеsib o’tsa ,  21MM kеsmaning o’rtasini ( )000 , yxM  bilan 

bеlgilab to’g’ri  chiziqning paramеtrik tеnglamalarini 

 

ltxx += 0 ,  mtyy += 0  

ko’rinishda yozamiz. Paramеtrning  1M , 2M  nuqtalarga mos kеluvchi qiymatlarini 

1t , 2t  bilan bеlgilasak, ular (10) tеnglamaning ildizlari bo’ladi va  Viеt tеorеmasigi 

ko’ra  021 =+ tt  tеnglik o’rinli bo’ladi. Bu tеnglikdan ( )000 , yxM  nuqtaning 

diamеtrga tеgishli ekanligi kеlib chiqadi.  Dеmak noasimptotik { }m,  yo’nalishga 

parallеl vatarlarning o’rtalaridan o’tuvchi to’g’ri chiziq shu yo’nalishga qo’shma 

diamеtr bo’ladi. 

 Noasimptotik { }m,  yo’nalishga ega bo’lgan va qo’shma diamеtrga tеgishli 

( )000 , yxM  o’tuvchi to’g’ri chiziq (1) chiziqni 1M va 2M nuqtalarda kеsib o’tsa, bu 

nuqtalarga mos kеluvchi paramеtrning qiymatlari (10) tеnglamaning  ildizlari bo’ladi. 

To’g’ri chiziqning ( )000 , yxM  nuqtasi diamеtrga tеgishli bo’lganligi uchun (10) 

tеnglamada birinchi darajali had oldidagi koeffisiеnt nolga tеng bo’ladi. Viеt 

tеorеmasiga ko’ra 021 =+ tt  bo’lganligi uchun ( )000 , yxM  nuqta 21MM  kеsmaning 

o’rtasi bo’ladi. Dеmak, diamеtr tushunchasi korrеkt aniqlangan.  

Bеrilgan { }m,  yo’nalishga qo’shma diamеtr tеnglamasini  
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0)()( 232221131211 =+++++ mayaxaayaxa                                            (17) 

 

ko’rinishda yozish mumkin. Bu tеnglamadan ko’rnib turibdiki, har 

qanday diamеtr (1) chiziq markazidan o’tadi. 

 

 

                   §3. Qo’shma yo’nalishlar va bosh yo’nalishlar 

 
Bеrilgan { }m,  yo’nalishga qo’shma diamеtr  yo’nalishi { }m′′,  uchun  

 

( ) ( )malamalaml 12112212 :: ++−=′′                                              (18) 

 

munosabat o’rinli. Bu munosabatni  

 

  ( ) ( ) 022121211 =′++′+ mmalalmala                                              (19) 

ko’rinishda   yoki 

 

                  ( ) 0221211 =′+′+′+′ mmalmmlalla                                    (20)    

                                                         

ko’rinishda ham yozish mumkin. 

 

    Ta’rif- 1. Ikkita { }m,  va { }m′′,  yo’nalishlar uchun (20) munosabat bajarilsa, 

bu yo’nalishlar (1) chiziqga nisbatan qo’shma yo’nalishlar dеyiladi. 

 

   Bu munosabatda (1) tеnglama koeffisеntlari qatnashadi.Koeffisiеntlar esa 
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koordinatalar sistеmasiga bog’liq. Ikkita{ }m,  va { }m′′,  yo’nalishlar biror 

koordinatalar sistеmasida (1) chiziqga  nisbatan qo’shma yo’nalishlar bo’lsa,ular 

ixtiyoriy koordinatalar sistеmasida (1) chiziqga  nisbatan qo’shma yo’nalishlar 

bo’lishini ko’rsatamiz. 

   Biz Oxy  koordinatalar sistеmasidan yxO ′′′ koordinatalar sistеmasiga 

 

 

02221

01211

yyсхсy
xyсхсx

+′+′=
+′+′=

                                       (21) 

 

almashtirishlar yordamida o’tsak,(1) tеnglama  

 

 

022)(2)( 332313
2

2212
2

11 =′+′′+′′+′′+′′′+′′ ayaxayayxaxa              (22) 

ko’rinishga kеladi. Ikkita { }m,  va { }m′′,  yo’nalishlar uchun qo’shma bo’lish sharti 

bo’lgan (21) tеnglikni 

 

                                          







=

2221

1211

aa
aa

A                                       (23) 

 

bеlgilash kiritib 

                                                      ( ) 0, =






′′
m
l

Aml                           (24) 

ko’rinishda ,   (1)  tеnglamani esa. 
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                ( ) ( ) 0,2, 332313 =+







+







 a
y
x

aa
y
x

Ayx                               (25) 

 

ko’rinishda yozish mumkin.Almashtirishlar formulasini 

 

                                            







=

2221

1211

cc
cc

C                                             (26) 

 

 

bеlgilash kiritib, matrisalar va vеktorlar yordamida yozsak 

 

   









+








′
′

=








0

0

y
x

y
x

C
y
x

                               (27) 

 

ko’rinishda bo’ladi. Ikkinchi tartibli chiziqning (25) tеnglamasiga (27) formuladagi 

ifodani qo’ysak va  

 

 

 

                 ( )yx,
T

y
x

y
x

C 















+








′
′

=
0

0 ,      TAA =  va ( ) ( ) 







=








b
a

dc
d
c

ba ,,  

 

 

 

tеngliklarni hisobga olsak, (25) tеnglama quyidagicha o’zgaradi: 
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( ) 0,2 33
0

0
2313

0

0

0

0 =+















+








′
′

+















+








′
′

















+








′
′

a
y
x

y
x

Caa
y
x

y
x

CA
y
x

y
x

C
T

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0,2,2,

,,,

33
0

0
23132313

0

0
00

00
0

0

=+







+








′
′

+







+

+







′
′

+







′′+








′
′

′′

a
y
x

aa
y
x

Сaa
y
x

yx

y
x

ACyx
y
x

ACyx
y
x

ACCyx TT

 

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) .0,2

,,,2,

33
0

0
2313

0

0
00002313

=+







+

+







+








′
′

++







′
′

′′

a
y
x

aa

y
x

Ayx
y
x

CAyxaa
y
x

ACCyx T

     (28) 

 

Bu tеnglamalarning oxirgisidan  ko’rinib turibdiki yangi koordinatalar 

sistеmasidagi koeffisiеntlardan iborat 

 

                 







′′
′′

=′
2221

1211

aa
aa

A   matrisa  ACCA T=′  

 

qoida bo’yicha o’zgaradi va 

 

                                  ( ) ( ) ( )[ ]CAyxaaaa 0023132313 ,,, +=′′  

( ) ( ) 33
0

0
2313

0

0
0033 ,2, a

y
x

aa
y
x

Ayxa +







+








=′                  (29) 

 

tеngliklar o’rinli ekanligini ko’rish mumkin. 
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Biz a vеktorning eski koordinatalarini 21,aa bilan,yangi koordinatalarini 

21,aa ′′ bilan bеlgilasak, 









′
′

=








2

1

2

1

a
a

C
a
a

 

 

tеnglik o’rinli bo’ladi.Bu tеnglikni hisobga olib { }ma ,=  , { }mb ′′= ,   vеktorlarning 

yangi koordinatalarini  { }11,m , { }11,m′′   bilan bеlgilasak 

 

 

( ) ( ) ( ) 






′′′=






′′=






′′
1

1
11

1

1 ,,,
m

Am
m

ACCm
m

Am T 






  

tеnglik o’rinli bo’ladi.Bu tеnglikdan  (24) tеnglik 

 

        ( ) 0,
1

1
11 =







′′′
m

Am


                            (30) 

tеnglikga tеng kuchli ekanligi koordinatalar sistеmasiga bog’liq emas.kеlib 

chiqadi.Dеmak a , b  vеktorlarning (1) chiziqqa nisbatan qo’shma bo’lishi  

  Ikkinchi tartibli chiziqning markazi tushunchasi koordinatalar sistеmasiga 

bog’liq emasligini biz 1-paragrafda gеomеtrik ravishda ko’rsatgan edik.Hozir esa 

yuqoridagi almashtirishlar formulasini kеltirganimizdan kеyin bu faktni algеbraik 

isbotlashimiz mumkin.Haqitan ham biz sistеmani 

 

( ) ( ) ( )0,0,, 2313 =+ aaAyx                     (31) 

 

ko’rinishda yozishimiz mumkin.Ikkinchi tomondan yangi koordinatalar sistеmasida 

bu tеnglik  ko’rinishda 
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( ) ( ) ( )0,0,, 2313 =′′+′′′ aaAyx                 (32) 

 

ko’rinishda bo’ladi.Yuqoridagi almashtirish formulalarni hisobga olib,uning 

(31) tеnglikga tеng kuchli ekanligini ko’rsatamiz.Bu tеnglikda 

 

 

 

( )
T

y
x

y
x

Cyx



























−








=′′ −

0

01, , ACCA T=′ , ( ) ( )[ ]CAyxaaaa 0023132313 ,),(, +=′′  

almashtirishlarni bajarsak,u 

( )[ ] ( )0,0,),( 002313
0

01 =++



























−







− CAyxaaACC
y
x

y
x

C T
T

                     (33) 

 ko’rinishga kеladi.Bu tеnglikda 

 

 

( ) ( )[ ]( )T
T

Cyxyx
y
x

y
x

C 1
00

0

01 ,, −− −=



























−







  

 

tеnglikni hisobga olsak,   (34) tеnglik 

 

 

( ) ( )[ ] ( )0,0,, 2313 =+ CaaAyx                           (34) 

 

ko’rinishda yoziladi.Bu tАnglikdagi matrisaning dАtАrminanti noldan 

farqli bo’lganligi uchun,bu tАnglik  (31) tАnglikga tАng kuchlidir. 
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  Ta’rif-1.Birorta yo’nalish o’ziga pАrpАndikulyar yo’nalishga  

qo’shma bo’lsa,u bosh yo’nalish dАyiladi. 

 

     Bu ta’rifga ko’ra { }m,  yo’nalish bosh yo’nalish bo’lishi uchun u  

{ },m−  

yo’nalishga qo’shma bo’lishi kеrak.Albatta, agar { }m,  yo’nalish bosh yo’nalish 

bo’lsa, { },m−   yo’nalish ham bosh yo’nalish bo’ladi.BАrilgan { }m,  

yo’nalishning bosh yo’nalish bo’lish sharti 

 

( ) 0221211 =′+′+′+′ mmalmmlalla  

 

tеnglikda { }m′′, vеktorni { },m−  bilan almashtirish natijasida hosil bo’ladi va 

quyidagi ko’rinishda bo’ladi: 

 

 

( ) 02
211122

2
12 =−−+ mamaaa      (35) 

 

 

Agar { }m,     maxsus yo’nalish bo’lsa,   

12

22

11

12
a
a

a
a

m
−

=
−

=
  

 

tеnglik o’rinli bo’ladi va yuqoridagi (35) shart bajarilgan.Biz bilamizki, 

faqat 0=δ  bo’lgan hollardagina ikkinchi tartibli chiziq maxsus yo’nalishga 

ega bo’lib, u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptotik yo’nalish bo’ladiDеmak  

yagona markazga ega bo’lmagan ikkinchi tartibli chiziqlar uchun asimptotik 
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yo’nalish bosh yo’nalish bo’ladi.Albatta maxsus yo’nalishga pеrpеndikulyar 

yo’nalish ham bosh yo’nalish bo’ladi.Boshqa bosh yo’nalishlar yo’q.Dеmak 

yagona markazga ega bo’lmagan ikkinchi tartibli chiziqlar uchun  o’zaro 

pеrpеndikulyar faqat ikkita bosh yo’nalish  mavjuddir. 

 Yuqoridagi (35) tеnglikda  012 =a va 2211 aa =  munosabatlar bajarilsa,bu 

tеnglik ixtiyoriy { }m,  yo’nalish uchun bajariladi.Dеmak bu holda ixtiyoriy  

yo’nalish bosh yo’nalish  bo’ladi.Agar 012 ≠a  bo’lsa,(35) tеnglik  

 

              
m

k 
=    (  va 



mk =     )   ifoda uchun kvadrat tеnglama bo’ladi.Bu 

tеnglamada diskriminant uchun 

                       ( ) 04 12
22

2211 >+−= aaaD  

 

munosabat o’rinli bo’lgani uchun u ikkita ildizga ega va dеmak ikkinchi tartibli 

chiziq uchun ikkita o’zaro pеrpеndikulyar bosh yo’nalish  mavjud. 

 

4§.Umumiy tеnglamalarni soddalashtirish 

 

 Biz bu paragrafda umumiy 

0222 332313
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayayxaxa  

tеnglama bilan bеrilgan ikkinchi tartibli chiziqni aniqlash va uni yasash bilan 

shug’ullanamiz. 
01  .YAgona markazga ega bo’lgan ikkinchi tartibli chiziq tеnglamasini 

soddalashtirish. 

 Bu holda parallеl ko’chirish yordamida koordinata boshini ikkinchi tartibli 

chiziqning markaziga joylashtiramiz.Natijada tеnglamada birinchi hadlar 

yo’qoladi.Koordinata o’qlarini o’zaro pеrpеndikulyar bosh yo’nalishlar bo’yicha 
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yo’naltiramiz.Yo’nalishlarning o’zaro qo’shma bo’lishi invariant xossa bo’lganligi uchun 

yangi koordinatalar sistеmasida { }0,1 va{ }1,0 yo’nalishlar o’zaro qo’shma bo’ladi.Bu shart 

012 =′a  

tеnglikka tеng kuchlidir.Dеmak bu holda ikkinchi tartibli chiziqning tеnglamasi 

033
2

22
2

11 =′+′′+′′ ayaxa                      (36) 

ko’rinishga kеladi.Bu tеnglamada 011 ≠′a 022 ≠′a , 33a′ koffisiеnt esa nolga tеng bo’lishi 

ham,nolga tеng bo’lmasligi ham mumkin.Agar 33a′ koffisiеnt esa nolga tеng 

bo’lsa,(36) tеnglama 

022 =′+′ yBxA                             (37) 

ko’rinishga kеladi.Agar BA,  koffisiеntlar har xil ishoralarga ega bo’lsa,bu tеnglama ikkita 

kеsishuvchi to’g’ri chiziqni aniqlaydi.Koffisiеntlar bir xil ishoralarga ega bo’lsa,bu 

tеnglamani bitta nuqtani aniqlaydi. 

 Yuqoridagi (36) tеnglamada 33a′ koffisiеnt esa nolga tеng bo’lmasa,(36) tеnglama 

       122 =′+′ yBxA                          (38) 

ko’rinishga kАladi.Bu tАnglama esa koeffisiАntlarning ishorasiga 

qarab,ellipsni yoki gipАrbolani aniqlaydi.DАmak yagona markazga 

ega bo’lgan ikkinchi tartibli chiziq quyidagi to’rtta chiziqlarning 

biridan iborat: 

 Ellips 

1) gipеrbola; 

2)  ikkita kеsishuvchi to’g’ri chiziq; 

3) bitta nuqta . 
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02 .     .Yagona markazga ega bo’lmagan ikkinchi tartibli chiziq tеnglamasini 

soddalashtirish. 

  

Biz bu holda yangi ordinata o’qini maxsus bo’lmagan bosh yo’nalish bo’yicha 

yo’naltiramiz.Bu yo’nalish noasimptotik ekanligini bilamiz.Abssissa o’qi 

sifatida  ordinata o’qi yo’nalishiga qo’shma diamеtrni olamiz.YAngi koordinata- 

lar sistеmasida ordinata o’qi yo’nalishi   { }1,0 koordinatalar ega bo’ladi va  

bu yo’nalishga qo’shma diamеtr tеnglamasi 

                                     0232212 =′+′+′′ ayaxa  

ko’rinishda bo’ladi.Bu tеnglama   0=′y tеnglamaga tеng kuchli bo’lganligi uchun 

                                    012 =′a 023 =′a 022 ≠a  

munosabatlarni olamiz.Bundan tashqari 

02
122211 =′−′′= aaaδ  

tеnglikni hisobga olsak 011 =′a kеlib chiqadi.Natijada yagona markazga ega bo’lmagan 

ikkinchi tartibli chiziq tеnglamasi 

 

02 33
2

13
2

22 =+′′+′′ axaya     (39)    

 

ko’rinishga kеladi.Bu tеnglamada   022 ≠′a  munosabat o’rinlidir. Bu chiziq uchun 

 

 

2
1322

3331

22

13

0
00

00
aa

aa
a

a
′′−=

′′
′

′

=∆  
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bo’lganligi uchun  ,agar 013 ≠′a bo’lsa ikkinchi tartibli chiziq markazga ega 

bo’lmaydi,agar 013 =′a bo’lsa ikkinchi tartibli chiziq chеksiz ko’p markazga ega 

va markazlar to’g’ri chiziqni tashkil qiladi. 

   Agar ikkinchi tartibli chiziq markazga ega bo’lmasa,yuqoridagi (39)tеnglamada 

013 ≠′a  va ikkinchi tartibli chiziq abssissa o’qini    
13

33
2a
ax
′
′

−=′  nuqtada 

kеsib o’tadi.Biz koordinata boshini shu nuqtaga ko’chirib,tеnglamani 

 

02 13
2

22 =′′+′′ xaya  (40) 

 

ko’rinishga kеltiramiz. Bu tеnglamada 13a′ koeffisiеntning ishorasi 22a′ koffisiеnt 

ishorasiga qarama-qarshi bo’lsa,(40) tеnglama 

 

xpy ′=′ 22                      (41) 

 

ko’rinishga kеladi.Bu tеnglamada 0>p bo’lganligi uchun ,u parabolani aniqlaydi. 

Agar 13a′ koffisiеnt  ishorasi 22a′ koffisiеnt ishorasiga bilan bir xil bo’lsa, (41)tеnglamada 

0<p bo’lganligi uchun , u bo’sh to’plamni aniqlaydi. 

Yagona markazga ega bo’lmagan ikkinchi tartibli chiziqning (39) tеnglamasida 

13a′ koffisiеnt  nolga tеng bo’lsa, (39) tеnglama 

 

033
2

22 =′+′′ aya                      (42) 

 

ko’rinishga kеladi. Bu tеnglamada 022 ≠′a , 33a′ koffisiеnt esa nolga tеng bo’lishi ham,nolga 

tеng bo’lmasligi ham mumkin.Agar 33a′ koffisiеnt esa nolga tеng bo’lsa,(43) tеnglama 
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02 =′y   (43) 

ko’rinishga kеladi va ikkita ustma-ust tushuvchi to’g’ri chiziqni aniqlaydi. 

Yuqoridagi (42) tеnglamada 33a′ koffisiеnt  nolga tеng bo’lmasa , (42) tеnglama 

 

cy =′2                      (43) 

 

ko’rinishga kеladi.Agar 33a′ koffisiеntning ishorasi 022 ≠′a  koeffisiеnt ishorasiga 

qarama-qarshi  bo’lsa, (43) tеnglamada  0>c  bo’ladi va u ikkita parallеl to’g’ri chiziqni 

aniqlaydi. Agar  33a′ koffisiеntning ishorasi 022 ≠′a  koeffisiеnt ishorasi  bilan bir xil bo’lsa, 

(43) tеnglamada  0<c bo’ladi va u bo’sh to’plamni aniqlaydi. 

DАmak yagona markazga ega bo’lmagan ikkinchi tartibli chiziq 

quyidagi uchta chiziqlarning biridan iborat: 

  

   1) parabola (markazga ega emas); 

   2) ikkita parallеl to’g’ri chiziq (markazlar to’g’ri chizig’iga ega); 

   3) ikkita ustma-ust tushuvchi to’g’ri chiziq (markazlar to’g’ri chizig’iga ega) . 

 

5 §. Mustaqil ish uchun topshiriqlar 

 

1.Gipеrbola 

 

                               ( )( ) 0111 =++++ cybxacbyax  

tеnglama bilan bеrilgan.Uning asimptotalarini toping. 

2.Ikkinchi tartibli chiziq 

 

( ) ( ) 02
111

2 =++−++ cybxacbyax  
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tеnglama bilan bеrilgan bo’lsa,u ikkita to’g’ri chiziqdan iborat ekanligini ko’rsating. 

3.To’g’ri chiziqlarga ajralmaydigan ikkita ikkinchi tartibli to’g’ri chiziq 

bеshta nuqtada kеsishsa,ularning ustma-ust tushishini ko’rsating. 

4.Birorta to’g’ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan uchta nuqtada kеsishsa,ikkinchi 

tartibli chiziq bir juft to’g’ri chiziqdan iborat ekanligini 

ko’rsating.  

5.Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqlarning markazini toping.  

 a)  036422 22 =+−−+− yxyxyx   

 

 b)  0444323 22 =−+++− yxyxyx     

 

 v)  02332 22 =++−− yxyxyx    

 

 g)  03642 22 =+−−+− yxyxyx    

 

d)  0444323 22 =−+++− yxyxyx     

6.Ikkinchi tartibli chiziq va uning diamеtri mos ravishda 

043223 22 =−+++ yxyxyx  va  022 =−+ yx  

 tеnglamalar  bеrilgan.Bu diamеtrga qo’shma diamеtr tеnglamasini tuzing. 

 

7. Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqlarning ko’rinishini aniqlang. 

a)  01266 22 =−++++ yxyxyx                     J:  Gipеrbola 

 

 b)  0444323 22 =−+++− yxyxyx    J:  Ellips 
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v)      02234 22 =−++− yxyxyx     J:  Ikkita kеsishuvchi to’g’ri                                   

chiziqlar 

 

g)  0145 22 =−+ xxyy               J:  Ikkita kеsishuvchi to’g’ri                                   

chiziqlar 

d)  022 =−−−− yxyxyx      J:  Gipеrbola 

 

8. Bеrilgan bеshta (0;0), (0;2), (-1;0), (-2;1), (-1;3) nuqtalardan o’tuvchi ikkinchi 

tartibli chiziq tеnglamasini tuzing. 

 

9. Koordinatlar boshi   ( )0;1O′  nuqtaga ko’chirilsa, u holda ushbu 

01234 22 =+−+− xyxyx  

ikkinchi tartibli chiziq  tеnglamasi qanday ko’rinishga kеladi. 

10. Ellipsga ichki chizilgan to’g’ri to’rtburchak tomonlari, ellipsning o’qlariga 

parallеl bo’lishini isbotlang. 

 

11. Quyidagi gipеrbolalarning asimptotalarini toping. 

 a)  01410823 22 =+++−+ yxyxyx   

 

J:  0526 =+− yx  va 0122 =−+ yx  

 

 b)  01247103 22 =+++++ yxyxyx    

  

J:  011146 =++ yx  va 0122 =−+ yx  

 

 v)  02146210 2 =−++− yxyxy    
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J:  035 =+y  va 013525 =+− yx  

 

 g)  04332 2 =++−− yxxyx    

 

J:  0132 =+− yx  va 01=−x  

 

12. Ellips tеnglamasi  

1
26

22
=+

yx  

ko’rinishda va ikkita qo’shma diamеtrlardan biri katta o’q bilan 30 0  burchak hosil 

qiladi. Diamеtrlarning yo’nalishlari orasidagi burchak topilsin.                        J:  
0120=ϕ  

13.    Ellips tеnglaiasi  

1
310

22
=+

yx  

ko’rinishda  va ikkita qo’shma diamеtrlari orasidagi burchak 60 0  ga tеng bo’lsa, 

diamеtrlarning  uzunliklari topilsin.                        . 

J:  522,242 =′=′ ba  

14. Gipеrbola tеnglamasi  

1
46

22
=−

yx  

ko’rinishda bo’lsa, uning 45 burchak hosil qiluvchi qo’shma diamеtrlarining 

tеnglamasini tuzing. 

15. Quyidagi  ikkinchi  tartibli chiziqlarning  bosh o’qlarini toping.  

 

a)  0526323 22 =−−+++ yxyxyx  
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J:  0122 =++ yx  va 02 =+− yx  

 

b)  0142245 22 =−+−+ xyxyx  

 

J:  042128 =++ yx  va 064433 =−− yx  

 

v)  013 22 =++− yxyx  

 

J:  0=+ yx  va 0=− yx  

16.Parabola  yx 62 =   tеnglama yordamida bеrilgan.Uning 054 =−− yx  

to’g’ri chiziq yo’nalishiga qo’shma diamеtri tеnglamasini tuzing. 

J:        012 =−x  

17. Parabola  pxy 22 =   tеnglama yordamida bеrilgan.Uning parabola o’qi bilan 45 0  

burchak tashkil qiluvchi vatarlarga qo’shma diamеtri tеnglamasi tuzilsin. 

J:        0=− py  

18. Parabola  

07141296 22 =−+−+− yxyxyx  

tеnglama yordamida bеrilgan.Uning absissa o’qiga qo’shma diamеtr tеnglamasini 

tuzing.  

J:        063 =−− yx  
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V BOB 

 

IKKINCHI TARTIBLI SIRTLARNING KANONIK TENGLAMALARI 

 

1§. Ellipsoid va giperboloidlar 

 

1 0 . Ellipsoid 

 

Fazoda  dekart koordinatalari sistemasi  kiritilgan bo’lib,unda ikkinchi darajali 

( )zyxF ,,  ko’phad yordamida berilgan 

( ) 0,, =zyxF               (1) 

tenglamani qaraylik.Fazoda koordinatalari (1) tenglamani 

qanoatlantiruvchi nuqtalar to’plami ikkinchi tartibli sirt deb ataladi. 
 

 Ta’rif-1. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida    

         12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x              (2) 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u ellipsoid deb ataladi.Bu tenglamada 

0>≥≥ cba  munosabat bajarilishi talab qilinadi. 

 

Ellipsoid tenglamasidan ko’rinib turibdiki, u koordinata o’qlariga nisbatan  

simmetrik joylashgan,koordinata boshi esa uning simmetriya 

markazidir. 
 Ellipsoidning shaklini chizish uchun uning koordinata tekisliklariga parallel 

tekisliklar bilan kesimini qaraymiz.Masalan,uni  hz =  tenglama bilan aniqlangan tekislik 

bilan kessak, ch <  bo’lganda kesimda 
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                                2

2

2

2

2

2
1

c
h

b
y

a
x

−=+  

tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo’ladi.Bu tenglamani 

                        1

11
2

2

2

2

2

2

2

2
=














−

+














−

c
hb

y

c
ha

x  

 

ko’rinishda yozish mumkin. 

Xuddi shunday,ellipsoidni Oxz ,Oyz  tekisliklariga parallel tekisliklar bilan bilan 

kessak,  kesimda ellipslar hosil bo’ladi. Yuqoridagilarni hisobga olib,ellipsoidni chizmada 

tasvirlashimiz mumkin.  

 

 

                                                

 

 

 

 

 

 

Ta’rif-2. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida 

 

  

             12

2

2

2

2

2
−=−+

c
z

b
y

a
x        (3) 

 

Chizma-1 
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ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u ikki pallali giperboloid deb ataladi.Bu 

tenglamada 0>≥ ba , 0>c  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi. 

 

Ikki pallali giperboloid tenglamasidan ko’rish mumkinki,uchinchi o’zgaruvchi  

cz ≤ va cz ≥ tengsizliklarni qakoatlantirishi kerak. Demak 

ikki pallali giperboloid ikki qismdan iborat va uning nomi shakliga mosdir.Agar ikki 

pallali giperboloidni hz =  tenglama bilan aniqlangan tekislik bilan kessak, ch >  

bo’lganda kesimda 

 

                                    12

2

2

2

2

2
−=+

c
h

b
y

a
x  

 

tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo’ladi.Bu ellipsning yarim o’qlari mos 

ravishda 

 

12

2
−

c
ha ,     12

2
−

c
hb  

 

kattaliklarga tengdir. 

Agar ikki pallali giperboloidni hy =  tenglama bilan aniqlangan tekislik bilan 

kessak, har qanday h  uchun kesimda 

 

                              12

2

2

2

2

2
+=−

b
h

a
x

c
z  

 

tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo’ladi.Bu giperbolaning 
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yarim o’qlari mos ravishda 

                         

                            2

2
1

b
hc +   ,        2

2
1

b
ha +  

kattaliklarga tengdir. 

 Xuddi shunday  ikki pallali giperboloidni hx =  tenglama bilan aniqlangan 

tekislik bilan kessak, har qanday h  uchun kesimda 

 

                                     12

2

2

2

2

2
+=−

a
h

b
y

c
z  

 

tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo’ladi. Bu giperbolaning 

 

yarim o’qlari mos ravishda 

 

                         

                            2

2
1

a
hc +   ,        2

2
1

a
hb +  

kattaliklarga tengdir. 

 Bundan tashqari (3) tenglamadan ko’rish mumkinki, giperboloid 

koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan,koordinata boshi 

esa uning simmetriya markazi bo’ladi.Bularni hisobga olib uni chizmada 

tasvirlashimiz mumkin. 
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Chizma-2.  Ikki pallali giperboloid 
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Ta’rif-3. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida  

             12

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x                         (4) 

 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa ,  u bir pallali giperboloid deb ataladi.Bu 

tenglamada 0>≥ ba , 0>c  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi. 

 

Bir pallali giperboloidning tenglamasidan ko’rish mumkinki, u koordinata 

tekisliklariga  nisbatan simmetrik joylashgan,koordinata boshi esa uning simmetriya 

markazi bo’ladi. Bir pallali giperboloidni hz =  tenglama bilan aniqlangan tekislik 

bilan kessak, har qanday h  uchun kesimda 

 

                                  12

2

2

2

2

2
+=+

c
h

b
y

a
x  

 

tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo’ladi.Bu ellipsning 

 

yarim o’qlari mos ravishda 

                         

                               2

2
1

c
ha +   ,        2

2
1

c
hb +  

kattaliklarga tengdir.Agar 0=h  bo’lsa,kesimda eng kichkina ellips hosil 

bo’ladi.Bu ellips bir pallali giperboloidning bo’g’zi deb ataladi. 

 Bir pallali giperboloidni  hx = , hy = tenglama bilan aniqlangan tekisliklar bilan 

kessak, mos ravishda ah <  va bh < bo’lganda kesimda 

2

2

2

2

2

2
1

a
h

c
z

b
y

−=−               2

2

2

2

2

2
1

b
h

c
z

a
x

−=−  
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tenglamalar bilan aniqlanuvchi giperbolalar hosil bo’ladi.Bu giperbolalardan 

birinchisining   yarim o’qlari mos ravishda 

 

                                                  2

2
1

c
ha +   ,        2

2
1

c
hb +  

 

kattaliklarga tengdir. Agar  ah =  yoki bh = bo’lsa,kesimda mos 

ravishda 

02

2

2

2
=−

c
z

b
y

 va 02

2

2

2
=−

c
z

a
x

 

tenglamalar bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to’g’ri chiziqlar hosil 

bo’ladi.Bu faktlarni hisobga olib bir pallali giperboloidni  chizmada 

tasvirlashimiz mumkin 

                                                        
 

 

Ta’rif-4. Sirtning xar bir nuqtasidan shu sirtda yotuvchi to’g’ri chiziq o’tsa, 

bunday sirt chiziqli sirt deyiladi. 

Sirt chegaralagan bo’lsa,unda to’g’ri chiziq yotmaydi va shuning uchun u 

chiziqli sirt bo’lmaydi.Demak ellipsoid chiziqli sirt bo’lmaydi. 

 

Chizma-3 
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Teorema-1. Bir pallali giperboloid chiziqli sirt bo’lib,  uning har bir nuqtasidan 

giperboloidda yotuvchi ikkita to’g’ri chiziq o’tadi. 

 

 Isbot. Bir pallali giperboloidning ( )000 ,, zyxM  nuqtasidan { }nml ,,  

yo’nalishdagi to’g’ri chiziqning parametrik tenglamalari 

tnzz
tmyy

tlxx

+=
+=
+=

0

0

0

                           (5) 

ko’rinishda bo’ladi.Bu to’g’ri chiziq bir pallali giperboloidda yotishi uchun 

 

( ) ( ) ( ) 12

2
0

2

2
0

2

2
0 =

+
−

+
+

+
c

ntz
b

mty
a

ltx  

 

tenglik  t  ning har qiymatida bajarilishi kerak.Bu tenglikda 

                        12

2
0

2

2
0

2

2
0 =−+

c
z

b
y

a
x  

 

munosabatni hisobga olsak 

          02

2

2

2

2

2
=−+

c
n

b
m

a
l  va     02

0
2
0

2
0 =−+

c
nz

b
my

a
lx  

tengliklarni hosil qilamiz. Yo’nalishni aniqlovchi{ }nml ,,  vektorning hamma 

koordinatalari nolga teng bo’lmaganlini uchun yuqordagi tenglikning birinchisidan  

0≠n ekanligi kelib chiqadi.Biz umumiylikni chegaralamasdan cn = deb 

olamiz.Bundan esa  ml, lar uchun 

                       12

2

2

2
=+

b
m

a
l ,          

c
z

b
my

a
lx 0

2
0

2
0 =+  

shartlarni olamiz.Agar biz 
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c
zlxx 0

10 +=  , 
c
zmyy 0

10 +=                      (6) 

tengliklar bilan ( )0,, 11 yx  nuqtani aniqlasak 

 

 

02
1

2
1 =+

b
my

a
lx

                          (7) 

 

tenglikni olamiz.Bundan tashqari 

 

2

2
1

2

2
1

2

2
0

2

2

2

2
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2
1

2
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2
1

2

2
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0
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2
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1
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b
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a
x

c
z

b
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a
l

c
z

b
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a
lx

b
y

a
x

c
z

b

t
c
zmy

a
c
zlx

+=







−++






 ++

++=−






 +

+






 +

 

 

tenglikdan 

12

2
1

2

2
1 =+

b
y

a
x

              (8) 

 

munosabat kelib chiqadi.Demak ( )0,, 11 yx  nuqta giperboloidning bo’g’ziga 

tegishlidir.Yuqoridagi (6) tenglikdan  

1
2

1
2

xb
ya

m
l −
=  

 

munosabat kelib chiqadi.Biz agar 

uy
b
al 1−= ,     ux

a
bm 1=  
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tengliklar bilan { }cml ,,  vektorning ml,  koordinatalarini aniqlasak, 

 

 

 2
2

2
1

2

2
1

2

2

2

2
u

a
x

b
y

b
m

a
l











+=+  

 

munosabatni hisobga olib (8)tenglikdan  1±=u  qiymatlarni 

topamiz.Demak biz qidirayotgan to’g’ri chiziqlarning parametrik 

tenglamalari 

ty
b
auxx 10 −=  

tx
a
buyy 10 +=  

ctzz += 0  

ko’rinishda bo’ladi.Bu to’g’ri chiziqlar  
c
zt 0−=  bo’lganda 

( )0,, 11 yx nuqtadan 

o’tadi.Haqiqatan ham (6) tengliklardan 

c
zx

a
buyy

c
zy

b
auxx

0
101

0
101

+=

+=
 

 

munosabatlarni hosil qilish mumkin.Teorema isbotlandi. 

 

2§. Konus va uning kesimlari 

 

Taьrif-3. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida  
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02

2

2

2

2

2
=−+

c
z

b
y

a
x                         (4) 

 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa ,  u konus  deb ataladi.Bu tenglamada 0>≥ ba , 

0>c  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi. 

 

Konus tenglamasidan ko’rinib turibdiki,u koordinata tekisliklariga nisbatan simmetrik 

joylashgan,koordinata boshi esa uning simmetriya markazidir.Bundan tashqari,agar 

( )0000 ,, zyxM  nuqta konusga tegishli bo’lsa, ( )0,0,0O  va ( )0000 ,, zyxM  

nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziqdagi har bir nuqta konusga tegishlidir.Haqiqatan 

ham, bu to’g’ri chiziqqa tegishli nuqta ( )000 ,, tztytx  ko’rinishga ega va bevosita 

    
 

 

( ) ( ) ( )
=−+ 2

2
0

2

2
0

2

2
0

c
tz

b
ty

a
tx 02

2
0

2

2
0

2

2
02 =










−+

c
z

b
y

a
xt  

 

tenglikni tekshirib ko’rish mumkin. 

  

 

.Konusning har bir yasovchisi bu ellipsni bir marta (  faqat bitta nuqtada) 

kesib o’tadi.Konusda yotuvchi va bu xossaga ega bo’lgan chiziqlar 

konusning yasovchisi deyiladi. Bu ellipslarning markazlaridan o’tuvchi 

to’g’ri chiziq konusning o’qi deyiladi. 

Yuqoridagi kanonik tenglamada konusning o’qi Oz  o’qi bilan ustma-ust 

tushadi.Koordinata boshi ham konusga tegishli,konusning hamma 

yasovchilari 
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bu nuqtadan o’tadi. Konusning hamma yasovchilari o’tuvchi nuqta uning 

uchi deb ataladi.                                                                    

                                                                                         

                                              

                
  

Chizma-4.  
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 Ta’rif-4. Konusni uning uchidan o’tmaydigan tekisliklar bilan 

kesish natijasida hosil bo’lgan chiziqlar konus kesimlar deyiladi. 

 Teorema-2. Aylanadan boshqa hamma konus kesimlar tekislikda 

berilgan nuqtagacha bo’lgan masofasining berilgan to’g’ri chiziqqacha 

bo’lgan masofasiga nisbati o’zgarmas bo’lgan nuqtalarning geometrik 

o’rnidir.  

 Isbot. Konusni α tekislik bilan  kesganimizda hosil bo’lgan chiziqni 

γ bilan belgilaylik. Konusga ichki chizilgan va α  tekislikka urinuvchi 

sferanining tekislik blan kesishish nuqtasini  F  bilan belgilaymiz. Ichki 

chizilgan sfera konusga aylana bo’ylab urinadi. Bu aylana yotuvchi 

tekislikni  ω  bilan belgilaymiz.  Konus kesimga tegishli   ixtiyoriy M  

nuqta olib,  undan  o’tuvchi yasovchi bilan ω   tekislikning  kesishish  

nuqtasini B   bilan belgilaymiz. Konus kesimga tegishli   M nuqtadan  α  

va ω  tekisliklar kesishishidan hosil bo’lgan  δ to’g’ri chiziqqa  

perpendikulyar o’tkazamiz. Sferaga   M  nuqtadan  o’tkazilgan  urinmalar  

kesmalari bo’lgani uchun BMFM =  tenglik o’rinli bo’ladi.  Berilgan  M  

nuqtadan  ω  tekislikgacha bo’lgan     masofani )(Mh  bilan  belgilasak,    

ϕsin
)(MhAM =                

ψsin
)(MhBM =    tengliklar o’rinli bo’ladi. Bu yerda   ϕ   

- α  va ω   tekisliklar orasidagi burchak, ψ - konus yasovchis va  ω  

tekislik orasidagi burchak, A  nuqta esa  M  nuqtadan  δ  to’g’ri chiziqqa 

tushirilgan perpendikulyar asosidir. Yuqoridagi tengliklardan  

 

e
AM
BM

AM
FM

===
ψ
ϕ

sin
sin

  

munosabatni olamiz. Bu munosabatdan ko’rinib turibdiki,    
AM
FM

  nisbat 

M  nuqtaga bog’lik emas.  Teorema isbotlandi. 
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 Konus kesim uchun F  nuqta uning fokusi δ  to’hri chiziq esa 

direktrisa deyiladi. YUqoridagi nisbat 1 dan kichik yoki teng bo’lganda 

konus kesimning hamma nuqtalari fokus bilan birgalikda  direktrisaning 

bir tarafida yotadi.Haqiqatdan ham  direktrisaning  boshqa tarafida 

yotuvchi M ′  nuqta uchun  

1≥
′
′

>
′
′

MA
MB

MA
MF

 

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Agar yuqoridagi nisbat 1 dan katta bo’lsa, 

direktrisaning har ikkala tarafida konus kesimga tegishli nuqtalar bor. 

Demak, bu holda konus kesim ikki qismdan iborat . 

 Biz bilamizki, agar 1<e  bo’lsa konus kesim  ellips bo’ladi. Biz III 

bobda bu faktni isbotlaganmiz. Agar  1=e  bo’lsa, konus kesim  parabola 

bo’ladi.  Konus kesim uchun  1>e  bo’lsa,  u giperbola bo’ladi. 

 Biz III bobda o’rgangan  ikkinchi tartibli chiziqlarning(ellips, 

parabola va giperbola) har biri ikkinchi teoremaga ko’ra, konusning  

birorta tekislik bilan kesishishidan hosil  bo’lar ekan. Bu faktni algebraik 

metod bilan isbotlash ham mumkin.  

 Konusni hz =  tenglama bilan aniqlanuvchi  tekislik bilan kessak , 

kesimda yarim o’qlari mos ravishda  

h
c
a

,   h
c
b

 

kattaliklarga teng bo’lgan ellips hosil bo’ladi. Agar biz konusni  

hx =  , hy = tenglamalar  bilan aniqlangan tekisliklar bilan kessak, 

kesimda yarim o’qlari mos ravishda  

                             h
d
c

,         h
d
a

 va  h
a
c

,        h
a
b
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kattaliklarga teng bo’lgan giperbolalar hosil bo’ladi. Konus keimda 

parabola hosil bo’lishini ko’rsatish uchun, uni 0, ≠+= hhx
a
cz      

tenglama bilan aniqlanuvchi  tekislik bilan kesamiz. Natijada kesimda 

02

2

2

2

2

2
=







 +

−+
c

hx
a
c

b
y

a
x

 

 

tenglama bilan aniqlanuvchi ikkinchi tartibli chiziqni hosil 

qilamiz.Koordinatalar systemasini almashtirish yordamida bu tenglamani 

 







 +=

c
hax

ac
hby

2
2

2
2  

ko’rinishga keltirsak,uning parabola ekanligini ko’ramiz. 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3§. Paraboloidlar 

 

Ta’rif-5. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida  

z
q
y

p
x 2

22
=+                         (4) 

Chizma-5. 
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ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa ,  u elliptik paraboloid  deb ataladi.Bu tenglamada 

p, 0>q  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi. 

 

Elliptik paraboloidning tenglamasidan ko’rish mumkinki,koordinata boshi unga 

tegishli, yOz     va xOz  tekisliklari elliptik paraboloidning  

simmetriya tekisliklari bo’ladi. Elliptik paraboloidni  hz = tenglama bilan aniqlangan 

tekislik bilan kessak, 0>h bo’lganda kesimda yarim o’qlari mos ravishda hp2  , 

hq2 kattaliklarga teng bo’lgan ellips hosil bo’ladi. Elliptik paraboloidni     hx =

 , hy =  tenglamalap bilan aniqlangan tekisliklar bilan kessak,  kesimda fokal 

parametrlari mos ravishda qp ,  kattaliklarga teng bo’lgan parabolalar hosil 

bo’ladi.Bu parabolalarning uchlari  mos ravishda 

  








q
hh
2

,,0
2

 va 








p
hh
2

,0,
2

  nuqtalarda joylashgan. Bu xossalarni hisobga olib, elliptik 

paraboloidni  chizmada tasvirlashimiz mumkin.     

 

 

 

                                                             
 

 

 
 

x 
y 

z 

Chizma-6. 
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Ta’rif-6. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida  

                      (4) 

              z
q
y

p
x 2

22

=−  

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u  giperbolik paraboloid  deb ataladi. Bu 

tenglamada 0,0 >> qp ,  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi. 

Giperbolik paraboloid ham yOz     va xOz  tekisliklarlarga nisbatan simmetrik 

joylashgandir.Agar giperbolik paraboloidni hz = tenglama bilan aniqlangan tekislik 

bilan kessak, 0>h bo’lganda kesimda yarim o’qlari mos ravishda 

hp2 , hq2  

 

kattaliklarga teng bo’lgan giperbola hosil bo’ladi.Agar 0<h bo’lsa,kesimda 

haqiqiy o’qi Ox    o’qqa,mavhum o’qi Oy  o’qqa parallel va yarim o’qlari mos 

ravishda hq2− , hp2− kattaliklarga teng bo’lgan giperbola paydo 

bo’ladi.Kesuvchi tekislik xOy tekisligi ustma-ust tushsa,kesimda 

0
22
=−

q
y

p
x  

tenglama bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to’g’ri hosil bo’ladi.  

Giperbolik paraboloidni  o’qiga parallel tekisliklar bilan kesssak 

kesimda parabolalarni olamiz. 

 

 

 

 

 

 



 137 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Masalan kesuvchi tekislik hx = tenglama bilan berilsa,kesimda fokal parametrlari 

q ga teng va uchi 








p
hh
2

,0,
2

 nuqtada bo’lgan parabola hosil bo’ladi. 

Teorema-1. Giperbolik paraboloid chiziqli sirt bo’lib,  uning har bir nuqtasidan 

paraboloidda yotuvchi ikkita to’g’ri chiziq o’tadi. 

Isbot. Giperbolik paraboloidga tegishli ( )000 ,, zyxM  nuqtadan o’tuvchi va 

tnzz
tmyy

tlxx

+=
+=
+=

0

0

0

 

tenglamalar bilan aniqlangan to’g’ri chiziq paraboloidda yotishi uchun 

( ) ( ) ( )tnz
q
tmy

p
tlx

+=
+

−
+

0

2
0

2
0 2  

tenglik parametrning har bir qiymatida bajarilishi kerak.Bu tenglikni 

02 00
22

2 =







−−+








− n

q
my

p
lxt

q
m

p
lt  

 

ko’rinishda yozib,undan 

 

Chizma-7. 
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0
22
=−

q
m

p
l        va        000 =−− n

q
my

p
lx  

 

tengliklarni hosil qilamiz.Bu tengliklardan { }nml ,,  yo’nalish uchun 









−=

q
yu

p
xqupnml 00::::  

munosabatni hosil qilamiz.Bu erda 1±=u  tenglik bajarilgan.Demak giperbolik 

paraboloidning har bir nuqtasidan unda yotuvchi ikkita to’g’ri chiziq o’tadi.Bu to’g’ri 

chiziqlarning parametrik tenglamalarini 









−+=

+=

+=

q
yu

p
xtzz

qtuyy

ptxx

00
0

0

0

(5) 

 

ko’rinishda yozish mumkin.Bu parametrik tenglamalarda  

 

000 ≠







−

q
yu

p
x

 

munosabat  bajarilsa,   

 









+−=









−

−==
q

yu
p

x

q
yu

p
x

ztt 00

00

0
1 2

1
 

 

bo’lganda (5)to’g’ri chiziqlar  0=z tekislikni kesib o’tadi. Bu tekislikda 
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0=−
q
y

p
x

 va  0=+
q
y

p
x

               (6) 

 

tenglamalar bilan aniqlanuvchi to’g’ri chiziqlar ham yotadi.Demak (5) 

to’g’ri chiziq (6 ) to’g’ri chiziqlarning bittasini kesib o’tadi.Buni aniqlash 

uchun 

(5) ifodalarni  (6) tenglamalarga qo’ysak 

 

02 1
001010 =+







+=







 +
+

+
t

q
yu

p
x

q
quty

u
p

ptx
 

 

tenglikni olamiz.Demak (5) to’g’ri chiziq 

0=+
q
yu

p
x

       (7) 

to’g’ri chiziqni kesib o’tadi.Bu to’g’ri chiziqning parametrik tenglamalarini  

                           
quy

px

τ

τ

−=

=
   +∞<<∞− τ  

ko’rinishda yozish mumkin. Yuqoridagi (5) va (7) to’g’ri chiziqlarning 

kesishish  

( )qutyptx 1010 , ++  nuqtada kesishadi va bu nuqtaga parametrning  









−=+=

+
=

q
yu

p
xt

p
x

p
ptx 00

1
010

1 2
1τ  

qiymati mos keladi. 

 Agar  1ttt −=′  belgilashni kiritib, (5) to’g’ri chiziqning parametrik 

tenglamalarini  

 

( ) ( ) ( ) ptpttptxptxx 11100 τ+′=−++=+=  
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( ) ( ) ( ) qtuqttuqutyqtuyy 11100 τ−′=−++=+=  

 

 

 

( ) 1
00

1
00

0 2 τt
q

yu
p

xtt
q

yu
p

xtzz ′=







−−=








−+=  

ko’rinishda yozish mumkin.  

 

 Agar 000 =−
q

yu
p

x
   bo’lsa, giperbolik paraboloidning (4) 

tenglamasidan 00 =z  tenglik kelib chiqadi. Demak bu holda (5) to’g’ri 

chiziq 0=z  tekislikda yotadi. Yuqoridagi keltirib chiqarilgan xossalarni  

quyidagicha yozishimiz mumkin. 

 Teorema-2. Giperbolik paraboloidning har bir yasovchisi  

0=z tekislikda yotadi yoki bu tekislikni kesib o’tadi.YAsovchining 

parametrik tenglamalarini 

( )
( )
τ

τ

τ

tz
qtuy

ptx

2
,

,

=

−=

+=

 

 

ko’rinishda yozish mumkin.Bu erda 1±=u . Agar yasovchi 0=z  tekislikda 

yotsa 0=τ ,yasovchi  0=z  tekislikda yotmasa 
qp

d
+

=τ ,  d  - (5) va (7) 

to’g’ri chiziqlarning kesishish  nuqtasidan koordinata boshigacha bo’lgan 

masofa. 
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4 §.  Silindrlar 

 

 Ta’rif-7. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 

sistemasida                       

12

2

2

2
=+

b
y

a
x                                   (8) 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u  elliptik silindr  deb ataladi. Bu tenglamada 

0>≥ ba ,  munosabatlar bajarilishi talab qilinadi. 

 

  Elliptik silindr tenglamasida yx, o’zgaruvchilarning faqat ikkinchi darajalari 

qatnashganligi uchun koordinata boshi uning simmetriya markazi bo’ladi,koordinata 

tekisliklari esa simmetriya tekisliklaridir. 

Silindrning simmetriya markazidan yasovchilarga parallel o’tadigan                

to’g’ri chiziq silindrning o’qi deyiladi.Elliptik silindrni  (8) tenglama 

yordamida aniqlaganimizda uning o’qi Oz  o’qi bilan ustma-ust 

tushadi.Bu sirtni uning o’qiga perpendikulyar tekisliklar bilan 

kessak,kesimda ellipslar hosil bo’ladi. 

 Mustaqil ish uchun topshiriq. Elliptik silindr tenglamasida ba =  

bo’lsa,uni o’qiga perpendikulyar tekisliklar bilan kessak,kesimda 

aylanalar hosil bo’ladi.Lekin  ba ≠   bo’lganda ham uni yasovchilarga 

parallel bo’lmagan tekislik bilan kesib aylana hosil qilish mumkin.Bu 

faktni isbotlang. 
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Ta’rif-8. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida                        

12

2

2

2
=−

b
y

a
x                          (9) 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u  giperbolik silindr  deb ataladi. Bu tenglamada   

0,0 >> ba   munosabatlar bajarilishi talab qilinadi. 

Giperbolik silindr tenglamasida yx, o’zgaruvchilarning faqat ikkinchi darajalari 

qatnashganligi uchun elliptik silindr kabi koordinata boshi uning simmetriya markazi 

bo’ladi,koordinata tekisliklari esa simmetriya tekisliklaridir. Giperbolik silindrni unig 

o’qiga perpendikulyar tekisliklar 

bilan kessak,kesimda (9) tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo’ladi. 

 

               
                               

Ta’rif-9.. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari 

sistemasida  

Chizma-8.  Elliptik silindr 

Chizma-9.   Giperbolik silindr 
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pxy 22 = 0>p    (10) 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u parabolik silindr  deb ataladi.. 
 

                                         
 Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida  

                      

02

2

2

2
=−

b
y

a
x

                            (11) 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u ikkita 

kesishuvchi tekislikdan iborat bo’ladi.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalari sistemasida  

                      

022 =− by                                                (12) 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u ikkita parallel tekislikdan iborat bo’ladi.  

Chizma-10 

Chizma-11. 



 144 

 

 

Ikkinchi tartibli sirt tenglamasni biorta dekart koordinatalari sistemasida  

02 =y                                   (13) 

ko’rinishda yozish mumkin bo’lsa , u ikkita   ustma-ust tushuvchi  tekislikdan iborat 

bo’ladi. 
 

5§. Ikkinchi tartibli sirtning urinma tekisligi 

Bizga ikkinchi tartibli sirt 

( ) 0,, =zyxF               (1) 

tenglama bilan berilgan bo’lsa,unga tegishli ( )000 ,, zyxM  nuqtadagi 

urinma 

tekislik tushunchasini kiritamiz. 

 Ta’rif-10. Ikkinchi tartibli sirtda  yotuvchi va 0M  nuqtadan o’tuvchi  

hamma chiziqlarning shu nuqtadagi urinmalari  yotuvchi tekislik Sirtning  

0M  nuqtadagi urinma tekisligi deyiladi.  

 Urinma tekislik tenglamasini keltirib chiqaramiz.  Buning uchun  0M  

nuqtadan o’tuvchi α  tekislik bilan sirtni kesganimizda hosil bo’lgan  

kesimni (chiziqni) γ  bilan , uning 0M  nuqtadagi urinmasini l  bilan 

belgilaymiz.   

Chizma-12. 
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 Urinmaga tegishli nuqtani  ( )zyxM ,,  bilan, γ  chiziqda 0M  nuqtaga 

etarli yaqin nuqtani N  bilan belgilab,  0M  va  N  nuqtalardan to’g’ri 

chiziq o’tkazamiz. Bu to’g’ri chiziqda  ( )zyxM ,,  nuqtaga eng yaqin nuqta  

( )zyxM ′′′′ ,,  bo’lsin. Biz N  nuqtaning koordinatalarini  

( )
( )
( )00

00

00

zztzz
yytyy
xxtxx

N

N

N

−′+=
−′+=
−′+=

 

ko’rinishda yozish mumkin. 

Koordinatalar uchun bu ifodalarni (1) tenglamaga qo’ysak 

 

( ) ( ) ( )( ) 0,, 00000 =−′+−′+−′+ zztzyytyxxtxF (1) 

tenglikni olamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi ifodada   0→t  da 

zyx ′′′ ,, o’zgaruvchilar mos ravishda 000 ,, zyx kattaliklarga 

intiladi.Yuqoridagi tenglikni t  ga bo’lib va ( ) 0,, 000 =zyxF  tenglikni  

hisobga olib,   0→t  da limitga o’tsak 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,,,, 000000000000 =−+−+− zyxFzzzyxFyyzyxFxx zyx (14) 

 

tenglamani hosil qilamiz.Bu tenglama sirtning 0M  nuqtadagi urinma 

tekisligi tenglamasidir. 

6 §. Sirtning diametral  tekisligi 

 

 Biz ikkinchi tartibli chiziqlar uchun diametr tushunchasini 

kiritgan edik. Ikkinchi tartibli sirt uchun esa diametr tekislik 

tushunchasini kiritamiz. To’g’ri chiziq ikkinchi tartibli sirtni ikki NM ,  

nuqtada kesib o’tsa, MN  kesma ikkinchi tartibli sirt uchun vatar bo’ladi. 
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Teorema-1. Parallel vatarlarning o’rtalari bir tekislikda yotadi. 

Isbot. Ikkinchi tartibli sirt uchun maxsus tanlangan  Oxyz  dekart 

koordinatalar sistemasi mavjudki, uning tenglamasida yzxzxy ,,  ifodalar 

qatnashmaydi. Bu faktni isbotlash uchun  

( )
44342414

132312
2

33
2

22
2

11

222
222,,

azayaxa
xzayzaxyazayaxazyxF

++++
++++++=
 

 

belgilash kiritib 

( ) 222
132312

2
33

2
22

2
11 222,,

zyx
xzayzaxyazayaxazyxf

++
+++++

=  

 

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya hamma o’zgaruvchilarga nisbatan bir 

jinsli , ya’ni  

( ) ( ) 1,,,,, Rzyxfzyxf ∈= λλλλ  

tenglik o’rinlidir. Bundan tashqari f  funksiya birlik sferada 

chegaralangan va sferaning birorta  0M  nuqtasida bu sferadagi  eng 

kichik qiymatga  erishadi. 

Funksiya bir jinsli bo’lgani uchun, u koordinata boshidan chiquvchi 

nurlarda funksiyaning qiymati o’zgarmaydi. Demak  0M  nuqtada funksiya 

o’zining aniqlanish sohasidagieng kichik qiymatiga erishadi.  

 Koordinatalar boshini o’zgartirmagan holda zO ′o’qni 0OM  

vektor bo’yicha yunaltirib, yangi zyxO ′′′  koordinatalar sistemasini 

kiritamiz. Yangi koordinatalar sistemasida  funksiya 

 

( ) 222
132312

2
33

2
22

2
11 222,,

zyx
zxazyayxazayaxazyxf

′+′+′
′′′+′′′+′′′+′′+′′+′′

=′′′  
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ko’rinishga ega bo’ladi. Maxrajda turgan ifoda nuqtadan koordinata 

boshigacha bo’lgan masofa ning kvadrati bo’lgani uchun. Uning 

ko’rinishi o’zgarmaydi. Yangi koordinatalar sistemasida 0M  nuqta 

( )0,0,0 z   koordinatalarga ega va  

( )
22

0

2
03323

2
22

0
2,,0

yz
zayayazyf

+

′′+′′+′′
=′  

tenglik o’rinli. Demak  

( ) 0,,0

0

0 =
′
′

=′yyd
zydf

 tenglikdan 023 =′a  munosabat kelib chiqadi. 

Yuqoridagidek ( )0,0, zxf ′  Funksiyaning 0M  nuqtada minimumga 

erishishidan foydalanib, 013 =′a  

 tenglikni olamiz. Natijada ikkinchi tartibli sirt tenglamasi  

02222 44
2

33342414
2

2212
2

11 =′+′′+′′+′′+′′+′′+′′′+′′ azazayaxayayxaxa  

 ko’rinishga keladi.   Bu erda faqat yx ′′,  o’zgaruvchilarga bog’liq ifodada 

yx ′′  ko’paytmani yo’qatish uchun  koordinatalar sistemasini qanday 

o’zgartirishni  biz IV bobda o’rgandik. Buning uchun koordinata boshini 

o’zgartirmasdan yangi,  xO ′′ , yO ′′  o’qlarni o’zaro qo’shma qilib tanlasak, 

zO ′  o’q yo’nalishini o’zgartirmasak, sirt tenglamasi  

 

0222 321
2

33
2

22
2

11 =++++++ azayaxazayaxa (15) 

 

ko’rinishga keladi. 

Endi bevosita teorema isbotiga kirishamiz. Buning uchun  

νµλ
zyx

==  

to’g’ri chiziqqa parallel  vatar o’rtasining  koordinatalarini zyx ,,  
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 bilan belgilasak , uning uchi koordinatalari mos ravishda  

txx λ+= ,  tyy µ+= , tzz ν+=  va txx λ−= , tyy µ−= , tzz ν−=             (16) 

ko’rinishda bo’ladi.  Vatar uchlari sirtga tegishli bo’lgani uchun, ularning 

koordinatalari (15) tenglamani qanoatlantiradi. Ularni (15) tenglamaga 

qo’ysak,  

( ) 0)

(2222
2

33
2

22
2

11
2

32133

2211321
2

33
2

22
2

11

=+++++++

++++++++

νµλνµλν

µλ

aaataaaza

yaxatazayaxazayaxa
 

 

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikda t ning ishorasini o’zgartirsak ham, u 

o’rinli bo’ladi. Demak, birinchi darajali had koeffitsienti nolga teng 

bo’ladi: 

 

( ) ( ) ( ) 0333222111 =+++++ azaayaaxa νµλ (17) 

Bundan esa vatar o’rtasining koordinatalari (17) tenglamani 

qanoatlantirishi kelib chiqadi. 

 Ta’rif-11. Parallel vatarlarning o’rtalaridan o’tuvchi tekislik 

sirtning diametrial tekisligi deb ataladi. 

 Diametrial tekislikning tenglamasini ixtiyoriy dekart 

koordinatalar sistemasida yozish uchun (16) ifodalarni 

( ) 0,, =zyxF  

tenglamaga qo’yib 

 

0)222(

)),,(),,(),,((2),,(2

312312
2

33
2

12
2

11
2 =++++++

+++±

νλµνλµνµλ

νµλ

aaaaaat

zyxFzyxFzyxFtzyxF zyx
 

 

tenglikni olamiz.Bu tengliklik bajarilishi uchun  t oldidagi koeffitsient 

nolga teng bo’lishi kerak.Demak diametrial tekislik tenglamasini 
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0=++ zyx FFF λµλ            (18) 

 

ko’rinishda yozish mumkin. Ravshanki, agar ikkinchi tartibli sirt 

simmetriya markaziga ega bo’lsa, har qanday diametrial tekislik bu 

markazdan o’tadi. 

  Demak ikkinchi tatibli sirt markazi 

 

            0,0,0 === zyx FFF                                     (19) 

 

tenglamalar sistemasi yordamida aniqlanadi. 

 Paraboloidning diametrial tekisligi  uning o’qiga parallel 

bo’ladi.  Bu holda 033 =a  bo’lganligi uchun (18) tenglamada zo’zgaruvchi 

qatnashmaydi.  

 Elliptik va giperbolik silindrlar uchun ularning o’qlaridagi 

hamma nuqtalar  markaz bo’lgani uchun har qanday diametrial tekislik  

sirt o’qi  orqali o’tadi.  

 

7§. Sirtning  simmetriya tekisligi  

 

 Ta’rif-12.Bizga α  tekislik berilgan bo’lib,sirtga tegishli ixtiyoriy 

       M nuqta uchun α  tekislikka nisbatan bu nuqtaga simmetrik nuqta 

ham sirtga tegishli bo’lsa, α  tekislik sirtning simmetrik tekisligi deyiladi. 

 Diametrial tekislik tenglamasidan foydalanib sirtning simmetriya 

tekisligi tenglamasini keltirib chiqaramiz. Simmetriya tekisligiga 

perpendikulyar yo’nalishdagi o’zaro parallel vatarlar o’rtalari simmetriya 

tekisligiga tegishli bo’lganligi uchun  { }nmla ,,=  vektorga perpendikulyar 

simmetriya tekisligi tenglamasi (18) ga ko’ra 
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0=++ zyx nFmFlF             (20) 

 

ko’rinishda bo’ladi.Simmetriya tekisligiga { }nmla ,,=  vektor 

perpendikulyar 

bo’lganligi uchun 

 

n
namala

m
namala

l
namala 333231232221131211 ++

=
++

=
++

      (21) 

 

 proposionallik o’rinli bo’ladi. Simmetriya tekisligiga perpendikulyar  

yo’nalishni (20) tenglikdan aniqlash uchun (21) nisbatni k bilan belgilab, 

ekvivalent sistemani hosil qilamiz 

             








=−++
=+−+
=++−

0)(
0)(
0)(

333231

232221

131211

nkamala
namkala
namalka

                          (22) 

nml ,,  lar bir vaqtda nolga teng bo’lmaganligi uchun 

0

333231

232221

131211

=
−

−
−

kaaa
akaa
aaka

 

tenglik o’rinli bo’ladi. Bu tenglikdan  k  ni topib (22) sistemaga qo’yamiz 

va undan },,{ nml  yo’nalishni topamiz. 

 Biz sirtning simmetriya tekisligini bilsak, ikkinchi tartibli sirt 

tenglamasini soddalashtirish uchun qulay, yaАni kanonik koordinatalar 

sistemasini topish qiyin bo’lamaydi. 

 

8 §. Mustaqil ish uchun topshiriqlar. 
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1.Koordinata boshini sirtning simmetriya markaziga ko’chirish yordamida 

quyidagi sirtlarning tenglamasini soddalashtiring. 

1) ;0442222 222 =−−−+++ zyxxyzyx  

2) ;023232 =+++++ yxzxyzxyy  

3) 012222 222 =++−+−+ zyxzyx  

 

2. Ikkinchi tartibli sirt  1
91625

222
=++

zyx
 tenglama bilan berilgan. Bu 

sirtning  M(2, 1, -1) nuqtadan o’tuvchi va bu nuqtada teng ikkiga 

bo’linuvchi vatarining  tenglamasini yozing.  

3. Ikkinchi tartibli sirt 1
419

222
−=−+

zyx
 tenglama bilan berilgan.Bu sirtga 

(-6; 2; 6) nuqtada urinuvchi tekislik tenglamasini yozing. 

4. Ellipsoid 1
148

222
=++

zyx
 tenglama bilan berilgan. Unining (-2; 1; -

1/2) nuqtadagi normali tenglamasini yozing. 

5. Ikkinchi tartibli sirt 0181482612852 222 =++++++++ zyxxyzxyzzyx  

tenglama bilan berilgan. Bu sirtning 1)
5
1

23
5

−
+

==
− zyx

 to’g’ri chiziqqa; 

2)Ox   o’qiga; 3)Oy o’qiga; 4)Oz o’qiga parallel vatarlarga qo’shma 

diametrial tekisligi tenglamasini yozing. 

6. 05863 22 =++−+ xxyzx  tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli 

sirtning 
3

1
52

3 −
==

+ zyx
 to’g’ri chiziqdan o’tuvchi diametrial tekisligi 

tenglamasini yozing. 

7. Ikinchi tartibli sirtning bitta ( )1,0,2 −M  nuqtasi, markazi ( )1,0,0 −C  

vaOxy tekislik bilan kesimi 
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



=
=−−

0
0142

z
xyx

 

maАlum bo’lsa,uning tenglamasini tuzing. 

8. Ikkinchi tartibli sirtning berilgan tekislik bilan kesishishidan hosil 

bo’lgan chiziqni tekshiring 

1) 1
49

2
22

=−+ zyx
,  061234 =−−− zyx  

 

2) ,1
416

2
22

=++ zyx
   044 =−+ zx . 

9. zyx
=−

416

22
 paraboloidning 0423 =−+ zyx  tekislikka parallel bo’lgan 

to’g’ri chiziqli yasovchilarini toping. 

10. Berilgan )8,2,6(M  nuqtadan o’tuvchi va 1
1649

222
=−+

zyx
 sirtda yotuvchi 

to’g’ri chiziqlarni toping. 
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VI BОB 

CHIZIQLI VА АFFIN FАZОLАR 

 

1-§. Chiziqli fаzоlаr 

Birоrtа bo’sh bo’lmаgаn V  t o’plаm bеrilgаn bo’lsin. Biz  V to’plаmning 

elеmеntlаri nimаdаn ibоrаt ekаnligi hаqidа mа’lumоt bеrmаgаn hоldа,undа quyidаgi 

ikkitа аmаl kiritilgаn bo’lishini tаlаb qilаmiz. 

 Birinchi аmаl: bu to’plаmgа tеgishli hаr qаndаy ikkitа elеmеntgа bеrilgаn 

qоidаgа ko’rа bu to’plаmning bittа elеmеnti mоs qo’yilgаn;Biz shаrtli rаvishdа 

V to’plаmning ba,   elеmеntlаrigа mоs qo’yilgаn elеmеntni ba +  ko’rinishdа 

yozаmiz. 

 Ikkinchi аmаl: bеrilgаn  hаqiqiy sоn vа  to’plаmning bеrilgаn elеmеntigа 

V to’plаmning bittа elеmеnti mоs qo’yilgаn. Biz   shаrtli rаvishdа V  to’plаmning 

a elеmеntigа vаλ  hаqiqiy sоngа mоs qo’yilgаn V  to’plаmning elеmеntini aλ  

ko’rinishdа yozаmiz. 

Misоl-1.Hаqiqiy sоnlаr to’plаmidа аniqlаngаn bаrchа hаqiqiy qiymаtli 

funksiyalаr to’plаmini V  bilаn bеlgilаb ,undа yuqоridаgi ikkitа аmаlni kiritаylik. 

Bеrilgаn ikkitа f vа g  funksiyalаr uchun fgf λ,+  

funksiyalаrni quyidаgi qоidаlаr bilаn kiritаmiz: 

 

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )xfxf

xgxfxgf
λλ =

+=+
 

 

Bu tеngliklаrning o’ng tоmоnidа mоs rаvishdа funksiyalаrning qiymаtlаri qo’shilgаn 

vа funksiyaning qiymаti hаqiqiy sоngа ko’pаytirilgаn. 

 Biz birinchi bоbdа vеktоrning tоr mа’nоdаgi gеоmеtrik tа’rifini kiritgаn 

edik.Mаtеmаtikаdа vеktоr tushunchаsi biz kеltirgаn tа’rifgа nisbаtаn judа 

kеng.Vеktоrning kеng mа’nоdаgi tа’rifini kеltirish uchun 
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biz аvvаlо chiziqli fаzо tushunchаsini kiritishimiz kеrаk. 
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Tа’rif-1.Bеrilgаn  to’plаmdаgi yuqоridа kiritilgаn ikkitа аmаl 

uchun 

1)  Iхtiyoriy cba ,, elеmеntlаr uchun ( ) ( ) cbacba ++=++  tеnglik , 

2)    Iхtiyoriy ba , elеmеntlаr uchun abba +=+  tеnglik , 

3)     to’plаmgа tеgishli shundаy o elеmеnt mаvjudki hаr qаndаy  a  elеmеnt 

uchun  aoa =+  tеnglik , 

4)Hаr bir a  elеmеnt uchun shundаy a− elеmеnt mаvjudki ( ) oaa =−+  tеnglik,. 

5)Hаr qаndаy µλ , hаqiqiy sоnlаr uchun vа vа hаr bir a  elеmеnt uchun  

( ) aaa µλµλ +=+  tеnglik , 

6) Hаr qаndаy µλ , hаqiqiy sоnlаr uchun vа vа hаr bir a elеmеnt uchun   

( ) ( )aa µλλµ =  tеnglik , 

7) Hаr qаndаyλ  hаqiqiy sоn vа iхtiyoriy ba,  elеmеntlаr uchun ( ) baba λλλ +=+  

tеnglik , 

8) Hаr bir a  elеmеnt uchun  aa =⋅1  tеngliklаr o’rinli bo’lsа, to’plаm chiziqli fаzо 

,uning elеmеntlаri esа vеktоrlаr dеb аtаlаdi.Uchinchi аksiоmаdа mаvjudligi 

tа’kidlаngаn o elеmеnt chiziqli fаzоning nоl’ elеmеnti yoki nоl’ vеktоr dеyilаdi. 

 Yuqоridаgi misоldа ko’rish mumkinki,kеng mа’nоdа funksiya 

hаm vеktоr bo’lаdi.Аlbаttа bir to’g’ri chiziqdа yotgаn vеktоrlаr 

(yo’nаlishgа egа bo’lgаn kеsmаlаr),bir tеkislikdа yoki fаzоdа yotgаn 

vеktоrlаr chiziqli fаzоlаrdir.Biz ulаr uchun yuqоridа kеltirilgаn 

sаkkiztа аksiоmаlаrning bаjаrilishini birinchi bоbdа 

isbоtlаgаnmiz.Chiziqli fаzоlаrgа judа ko’plаb misоllаr kеltirish 

mumkin. 
Mustаqil ish uchun tоpshiriq-1. 

1.Bеrilgаn [ ]ba, kеsmаdа аniqlаngаn vа k mаrtа diffеrеnsiаllаnuvchi 

funksiyalаr to’plаmi chiziqli fаzо ekаnligini ko’rsаting. 
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 2.Bir o’zgаruvchili hаmmа ko’phаdlаr to’plаmi chiziqli fаzо ekаnligini 

ko’rsаting. 

Misоl-2.Tаrtiblаngаn n tа hаqiqiy sоnlаr kеtmа-kеtliklаri to’plаmini nR bilаn 

bеlgilаb,undа chiziqli аmаllаrni,ya’ni ”qo’shish”vа sоngа  

“ko’pаytirish” аmаllаrini quyidаgichа kiritаmiz: 

ikkitа  { } { }nn bbbaaa ,,,,,,, 2121  elеmеntlаr uchun ulаrgа mоs qo’yilgаn elеmеnt 

{ } { } { }nnnn babababbbaaa +++=+ ,,,,,,,,, 22112121   tеnglik bilаn,λ  hаqiqiy sоn vа 

{ }naaa ,,, 21   elеmеnt uchun “ko’pаytirish” 

аmаlini { } { }nn aaaaaa λλλλ ,,,,,, 2121  = tеnglik bilаn аniqlаymiz.Bu аmаllаr yuqоridаgi 

1-8 аkiоmаlаrni qаnоаtlаntirаdi.Bu chiziqli fаzо biz uchun nihоyatdа muhim 

ekаnligini kеyigi pаrаgrаflаrdа ko’rаmiz.  

1)Bizgа chiziqli fаzо bеrilgаn bo’lsа, 3-аksiоmаdа mаvjudligi tаlаb qilingаn nоl 

vеktоr yagоnаdir.Hаqiqаtаn,аgаr ikkitа 1o vа 2o nоl elеmеntlаr mаvjud 

bo’lsа,iхtiyoriy a elеmеnt uchun aao =+1     va    aao =+2 tеngliklаr o’rinli 

bo’lаdi.Birinchi tеnglikni 2oa = elеmеnt uchun,ikknchi tеnglikni 

1oa =  elеmеnt uchun yozsаk,biz 221 ooo =+  , 112 ooo =+ tеngliklаrni hоsil 

qilаmiz.Bu tеngliklаrdаn  21 oo =  tеnglik kеlib chiqаdi. 

2)Chiziqli fаzоdа hаr bir a  elеmеnt uchun ungа qаrаmа-qаrshi a− elеmеnt 

yagоnаdir.  

Аgаr   a  elеmеnt uchun ikitа cb,   elеmеntlаr mаvjud bo’lib oba =+          va       

oca =+ tеngliklаr o’rinli bo’lsа, 

  

( ) ( ) ccocbabcabob =+=++=++=+=  

tеnglik o’rinlidir. 

 

3)Chiziqli fаzоgа tеgishli iхtiyoriy ba,  elеmеntlаr uchun  

bxa =+  
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tеnglаmа yagоnа ( )abx −+= еchimgа egа. 

 Hаqiqаtаn bxa =+ bo’lsа, x elеmеnt uchun ( ) ( ) ( )abaxax −+=−++=  

Tеnglik o’rinli vа ( )( ) ( )( ) bobaaaba +=+−+=−++  bаjаrilаdi. 

4)  Chiziqli fаzо elеmеntini nоl sоnigа ko’pаytirsаk nоl elеmеnt hоsil 

bo’lаdi, ya’ni oa =0 tеnglik o’rinlidir. Hаqiqаtаn ( ) oaaaa =+=+= 00000  

munоsаbаtdаn   oaaa =−= 000  tеnglik kеlib chiqаdi. 

 

5) Chiziqli fаzоning  nоl vеktоrini iхtiyoriy sоngа ko’pаytirsаk nоl vеktоr 

hоsil bo’lаdi,ya’ni R∈∀λ  uchun  oo =λ  tеnglik o’rinlidir.Hаqiqаtаn 

( ) ,ooooo λλλλ +=+=  munоsаbаtdаn 

  .oaaa =−= λλλ  tеnglik kеlib chiqаdi. 

6)Chiziqli fаzоning  iхtiyoriy a  elеmеntini  –1 sоnigа ko’pаytirsаk ungа 

qаrаmа-qаrshi a− elеmеnt hоsil bo’lаdi,ya’ni  ( ) aa −=−1  tеnglik o’rinlidir.

 Hаqiqаtаn  ( ) ( ) ( ) .011111 oaaaaaa ==−=−+=−+ munоsаbаtdаn 

( ) aa −=−1  tеnglik kеlib chiqаdi. 

7)Chiziqli fаzо аksiоmаlаrining ikkinchisi bоshqа аksiоmаlаr vа qаrаmа-qаrshi 

elеmеnt yagоnаligidаn kеlib chiqаdi.  

Hаqiqаtаn  ( ) ( ) ( )( ) ( ) oaaabbaabbaabba =−=−−+=+−++=+−+ 1  

munоsаbаtdаn baab +=+  tеnglik kеlib chiqаdi. 

 

Bizgа chiziqli fаzоdа m tа vеktоrdаn ibоrаt maaa ,,, 21   оilа vа 

mλλλ ,,, 21  hаqiqiy sоnlаr bеrilgаn bo’lsin.Bu vеktоrlаr yordаmidа hоsil 

qilingаn 

 

mm aaa λλλ +++ 2211                                 (1) 
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 vеktоr maaa ,,, 21   vеktоrlаrning chiziqli kоmbinаsiyasi dеyilаdi. 

 

Birоrtа bvеktоr maaa ,,, 21  vеktоrlаrning chiziqli kоmbinаsiyasi bo’lsа, 

bvеktоr maaa ,,, 21  vеktоrlаr оrqаli chiziqli ifоdаlаngаn dеyilаdi. 

Tа’rif-2.   Chiziqli fаzоning maaa ,,, 21   elеmеnglаr  uchun kаmidа bittаsi 

nоldаn fаrqli mλλλ ,,, 21   hаqiqiy sоnlаr mаvjud bo’lib,  

02211 =+++ mm aaa λλλ   munоsаbаt o’rinli bo’lsа, maaa ,,, 21   vеktоrlаr 

оilаsi chiziqli bоg’lаnishli,аks hоldа esа bu оilа chiziqli erkli dеyilаdi.  

Biz tоr mа’nоdаgi vеktоrlаr uchun chiziqli bоg’lаnishli  vа 

chiziqli erkli  оilаlаrning хоssаlаri bilаn birinchi bоbdа tаnishdik. 

Kеng mа’nоdаgi vеktоrlаr uchun hаm bu хоssаlаr sаqlаnаdi.Ulаrning 

аsоsiylаrini kеltirаmiz. 
1) Birоrtа bvеktоr maaa ,,, 21  vеktоrlаrning chiziqli kоmbinаsiyasi bo’lsа, 

maaa ,,, 21  оilаgа tеgishli hаr bir vеktоr mbbb ,,, 21  lаr оrqаli chiziqli ifоdаlаnsа, 

bvеktоr mbbb ,,, 21  vеktоrlаr оrqаli chiziqli ifоdаlаnаdi. 

2)VАktАrlАr АilАsi chiziqli bАg’lАnishli qism АilАgА egА bo’lsА, bu 

chiziqli bАg’lАnishli bo’lАdi. 

3) Vеktоrlаr оilаsigа nоl vеktоr tеgishli bo’lsа,bu оilа chiziqli bоg’lаnishli 

bo’lаdi. 

TААrАmА-1.VАktАrlАr АilАsi chiziqli bАg’lАnishli bo’lishi uchun bu 

АilАdАgi kАmidА bittА vАktАr qАlgАnlАri АrqАli chiziqli ifАdАlАnishi 

zаrur vа еtаrlidir. 

Isbоt.Chiziqli fаzоning maaa ,,, 21   vеktоrlаr оilаsi chiziqli bоg’lаnishli 

bo’lsа, kаmidа bittаsi nоldаn fаrqli mλλλ ,,, 21   hаqiqiy sоnlаr mаvjud bo’lib,  

02211 =+++ mm aaa λλλ   tеnglik o’rinli bo’lаdi. 
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Аgаr 01 ≠λ  bo’lsа, 

 

m
m aaa
1

2
1

2
1 λ

λ
λ
λ

−−−=      tеnglikni hоsil qilаmiz. 

 

Vа аksinchа  mmakaka += 221 tеnglikdаn  mm kk ==−= λλλ ,,,1 221            sоnlаr 

uchun 02211 =+++ mm aaa λλλ   tеnglikni hоsil qilаmiz. 

Tеоrеmа-2.Chiziqli fаzоdа maaa ,,, 21   оilаning hаr bir vеktоri   

nbbb ,,, 21  vеktоrlаr оrqаli chiziqli ifоdаlаnib, nm >  bo’lsа,  maaa ,,, 21   оilа 

chiziqli bоg’lаnishli bo’lаdi.  
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Isbоt.  Tеоrеmа shаrtigа ko’rа                                          

                                                       

,,,,

,,,,
,,,,

21

22221

11211

mnmm

n

n

λλλ

λλλ
λλλ









 

hаqiqiy sоnlаr mаvjud bo’lib, 

                                     

,
....................

,
,

2211

22221212

12121111

nmnmmm

nn

nn

bbba

bbba
bbba

λλλ

λλλ
λλλ







++=

++=
++=

 

tеngliklаr o’rinli bo’lаdi. 

 Biz  

                                    
,0
...................

,0

2211

1221111

=++

=++

mmnnn

mm

xxx

xxx

λλλ

λλλ





 

 

 tеnglаmаlаr sistеmаsini qаrаsаk,bu sistеmаdа nоmа’lumlаr sоni tеnglаmаlаr sоnidаn 

ko’p, ya’ni    nm >  bo’lgаnligi uchun bu sistеmа nоtriviаl  ( ) ( ) ( )00
2

0
1 ,,, mxxx         

еchimgа egа. Bu еchim elеmеntlаri yordаmidа hоsil qilingаn maaa ,,, 21   

vеktоrlаrning chiziqli kоmbinаsiyasi  uchun quyidаgi tеnglik o’rinli 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

.00 1

00
22

0
111

0
1

0
221

0
111

2211
0

2222121
0

2

1212111
0

1
0

2
0

21
0

1

obb
bxxxbxxx

bbbxbbbx

bbbxaxaxax

n

nmmnnnmm

nmnmmmnn

nnmm

=++=

=++++++=

=+++++++

+++=++









λλλλλλ

λλλλλλ

λλλ

 

Dеmаk   maaa ,,, 21   оilа chiziqli bоg’lаnishli bo’lаdi. 

Chiziqli fаzо elеmеntlаri uchun hаm kоllinеаr vа kоmplаnаr vеktоrlаr 

tushunchаlаrini kiritish mumkin.Buning uchun chiziqli bоg’lаnishlilik tushunchаsidаn 

fоydаlаnаmiz. 
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Tа’rif-3.Ikkitа vеktоrdаn ibоrаt vеktоrlаr оilаsi chiziqli bоg’lаnishli bo’lsа, 

ulаr kоllinеаr vеktоrlаr,uchtа vеktоrdаn ibоrаt vеktоrlаr оilаsi chiziqli bоg’lаnishli 

bo’lsа, ulаr kоmplаnаr vеktоrlаr 

dеyilаdi. 
BizgА mА’lumki,bir tАkislikdА yotuvchi hАr qАndАy uchtА vАktАr vА 

uch o’lchАmli fАzАdА hАr qАndАy to’rttА vАktАr chiziqli bАg’lАnishli 

bo’lАdi. 

Endi chiziqli fаzоdа bаzis tushunchаsini kiritаmiz. 

    Tа’rif-4.Chiziqli fаzоdа  hаr qаndаy vеktоrni naaa ,,, 21  vеktоrlаr оrqаli 

ifоdаlаsh mumkin bo’lsа, naaa ,,, 21  оilа to’liq оilа dеyilаdi. 

 Аgаr chiziqli fаzоdа chеkli sоndаgi elеmеntаrdаn ibоrаt to’liq оilа mаvjud bo’lsа, 

fаzо chеkli o’lchаmli dеyilаdi. 

 

 Tа’rif-5.Chiziqli fаzоdа  chiziqli erkli to’liq оilа shu fаzоning bаzisi dеyilаdi.  

Tеоrеmа -3.Bizgа V  chiziqli fаzоdа neee ,,, 21  bаzis vа maaa ,,, 21   оilа    

bеrilgаn bo’lsin.Bеrilgаn maaa ,,, 21  оilа chiziqli erkli bo’lsа, nm ≤  bo’lаdi, аgаr  

maaa ,,, 21  оilа to’liq bo’lsа, nm ≥ bo’lаdi. 

 Isbоt.Chiziqli fаzо bаzisi neee ,,, 21  оilа to’liq bo’lgаnligi uchun maaa ,,, 21   

оilаning hаr bir vеktоri neee ,,, 21   оilаning vеktоrlаri оrqаli chiziqli ifоdаlаnаdi. 

Yuqоridаgi 2- tеоrеmаgа  ko’rа аgаr maaa ,,, 21   оilа chiziqli  erkli bo’lsа, nm ≤  

bo’lаdi.  

 Аgаr  maaa ,,, 21   оilа to’liq bo’lsа, u hоldа neee ,,, 21   bаzisning hаr qаndаy 

vеktоri  maaa ,,, 21   оilаning vеktоrlаri оrqаli chiziqli ifоdаlаnаdi. YAnа 2- 

tеоrеmаgа  ko’rа neee ,,, 21   chiziqli  erkli bo’lgаligi uchun nm ≥  bo’lаdi. 

 Bu tеоrеmаdаn quyidаgi muhim fаkt kеlib chiqаdi:  

Tеоrеmа -4. Chеkli o’lchаmli chiziqli fаzо bаzislаri bir хil sоndаgi 

vеktоrlаrdаn ibоrаt bo’lаdi. 
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Biz kеyingi pаrаgrаflаrdа fаqаt chеkli o’lchаmli chiziqli fаzоlаr bilаn ish 

ko’rаmiz vа chеkli o’lchаmli V  chiziqli fаzоning o’lchаmini Vdim  bilаn 

bеlgilаymiz. 

Tеоrеmа -5.  Chеkli o’lchаmli chiziqli fаzоdа n  tа vеktоrdаn ibоrаt оilа 

( Vn dim= ) bаzis  bo’lishi uchun bu оilаning to’liq yoki chiziqli erkli bo’lishi 

zаrur vа еtаrlidir.  

Isbоt. Biz аgаr birоrtа  neee ,,, 21   оilа to’liq bo’lsа, chiziqli erkli bo’lishini vа 

аksinchа neee ,,, 21   оilа chiziqli erkli bo’lsа, uning to’liq ekаnligini ko’rsаtishimiz 

kеrаk. Аgаr neee ,,, 21    оilа to’liq vа chiziqli bоg’lаnishli bo’lsа, undа   neee ,,, 21    

оilаdаn mоs vеktоrni o’chirib 1−n  vеktоrdаn tаshkil tоpgаn to’liq vеktоrlаr оilаsini 

hоsil qilаmiz.Bu  esа 3-tеоrеmаgа ziddir. Dеmаk, neee ,,, 21   оilа to’liq bo’lsа u 

chiziqli erkli bo’lаr ekаn. 

Endi  neee ,,, 21   оilа chiziqli erkli bo’lsin. Biz bu оilаning to’liq ekаligini 

ko’rsаtаmiz, ya’ni iхtiyoriy Va∈  vеktоr  neee ,,, 21   оilа vеktоrlаri оrqаli chiziqli 

ifоdаlаnishini ko’rаstishimiz kеrаk.Buning uchun aeee n ,,,, 21   оilаni qаrаylik, bu 

оilа 1+n  tа vеktоrdаn ibоrаt vа yuqоridаgi 3-tеоrеmа gа ko’rа aeee n ,,,, 21   

vеktоrlаr chiziqli bоg’lаnishli bo’lаdi.. Dеmаk, aeee n ,,,, 21   оilа vеktоrlаridаn 

bittаsi qоlgаn vеktоrlаr оrqаli chiziqli ifоdаlаnаdi. Tеоrеmа shаrtigа ko’rа neee ,,, 21   

оilа chiziqli erkli bo’lgаnligi uchun fаqаt a  vеktоrginа qоlgаn vеktоrlаr оrqаli 

chiziqli ifоdаlаnishi mumkin. Tеоrеmа isbоtlаndi. 

Chiziqli V  fаzоdа neee ,,, 21   bаzis bеrilgаn bo’lsin. Iхtiyoriy Va∈   vеktоr 

uchun shundаy naaa ,...,, 21  sоnlаr mаvjud bo’lib, bu vеktоrni quyidаgi ko’rinishdа 

yozish mumkin: 

n
neaeaeaa +++= ...2

2
1

1  (1) 

Tа’rif-6. Birinchi tеnglikdаgi naaa ,...,, 21  sоnlаri a  vеktоrning  neee ,,, 21   

bаzisdаg kооrdinаtаlаri dеb аtаlаdi. 
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Tеоrеmа -6.Iхtiyoriy vеktоr bеrilgаn  bаzisdаgi kооrdinаtаlаri 

bilаn yagоnа rаvishdа аniqlаnаdi.Vеktоrlаr qo’shilgаndа  ulаrning kооrdinаtаlаri 

qo’shilаdi,vеktоrni sоngа ko’pаytirgаndа ko’pаytmа vеktоr kооrdinаtаlаri mоs 

rаvishdа ko’pаytiriluvchi vеktоr kооrdinаtаlаri bilаn ko’pаytirilаyotgаn sоn 

ko’pаytmаlаridаn ibоrаt.  

  

        Isbоt.Biz a  vеktоr uchun bаzis vеktоrlаr оrqаli ikkitа chiziqli  

                                           n
neaeaeaa +++= ...2

2
1

1  

 

n
nebebeba +++= ...2

2
1

1   

ifоdаlаrgа egа bo’lsаk,bu tеngliklаrdаn 

n
neaeaeba +++−= ...)(0 2

2
1

11  

tеnglikni оlаmiz. Bаzisni tаshkil qiluvchi   neee ,,, 21  vеktоrlаrning chiziqli erkli 

ekаnligidаn 
11 ba =  , ,,22 ba = nn ba =  

tеngliklаr kеlib chiqаdi.Dеmаk hаr qаndаy vеktоr o’zining kооrdinаtаlri bilаn yagоnа 

rаvishdа аniqlаnаdi. 

Biz аgаr ikkitа 

n
neaeaeaa +++= ...2

2
1

1   , n
nebebebb +++= ...2

2
1

1  

vеktоrlаrning yig’indisini  

 

( ) ( ) .1
11

1
1

1
1

1
12211

n
nn

n
n

n
n

n
n

n
n

ebaeba

ebeaebeaebebeaeaeaba

++++=

=++++=++++++=+




 

ko’rinishdа yozsаk,   ba + vеktоrning kооrdinаtаlаri mоs rаvishdа  a   vа b  

vеktоrlаrning kооrdinаtаlаri yig’indilаrigа tеngligini ko’rаmiz.  
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 Iхtiyoriy a  vеktоr vа k  sоni uchun chiziqli fаzо аksiоmаlаridаn fоydаlаnib  

 

( ) ( ) ( ) n
n

n
n ekaekaeaeakka ++=++=  1

1
1

1  

 

tеnglikni hоsil qilаmiz. Bu tеnglikni yig’indi bеlgisidаn fоydаlаnib, quyidаgi 

ko’rinishdа yozish mumkin:  







=






= ∑∑

==

n

i
i

n

i
i ekaeakka

ii

11
. 

Tеоrеmа isbоtlаndi. 

 Qulаylik uchun yig’indidа yuqоri indеks vа quyi indеks bir хil sоndа 

qаtnаshgаn hоldа shu indеks bo’yichа yig’indi bеlgisi tushirib  quyidаgi ko’rinishdа 

yozilаdi: 

i
ieaa = , i

i ekaka )(= . 

Kеyingi pаrаgrаflаrdа yozuvni qisqаrtirish mаqsаdidа biz bu bеlgilаshdаn 

fоydаlаnаmiz.   

 Tа’rif  7. Bizgа V  vа V  chiziqli fаzоlаr vа o’zаrо bir qiymаtli  ': VV →ϕ  

аkslаntirish bеrilgаn bo’lib, iхtiyoriy Vba ∈, vеtоrlаr  vа iхtiyoriy k hаqiqiy sоn 

uchun  ( ) ( ) ( )baba ϕϕϕ +=+ ( ) ( )aRRa ϕϕ =  

tеngliklаr bаjаrilsа, ϕ  аkslаntirish izоmоrfizm dеb аtаlаdi.  

Аgаr  V   vа   V ′ chiziqli fаzоlаr o’rtаsidа izоmоrfizm mаvjud bo’lsа V

 vа V ′ fаzоlаr izоmоrf fаzоlаr dеyilаdi vа 'VV ≈ ko’rinishdа yozilаdi.Fаzоlаr 

o’rtаsidаgi izоmоrflik munоsаbаti ekvivаlеntlik munоsаbаti bo’lаdi,ya’ni quyidаgi 

munоsаbаtlаr o’rinlidir: 

а) VV ≈ , b) VVVV ≈⇒≈ '' ;s) '''''' ,. VVVVVV ≈⇒≈≈  

Biz V chiziqli fаzоdа ( )nee ,,1  bаzis  yordаmidа hаr bir Va∈ vеktоrni 
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uning kооrdinаtаlаri yordаmidа naa ,,1  yagоnа rаvishdа аniqlаymiz. Ikkinchi 

tоmоndаn  ( )naa ,,1   kеtmа-kеtlik nR fаzо elеmеntidir. Nаtijаdа 

( ) ( )naaa ,,1 =ϕ  fоrmulа yordаmidа nRV →:ϕ  izоmоrfizmni аniqlаymiz.Bu 

аkslаntirish uchun ( ) ( ) ( ),baba ϕϕϕ +=+ ( ) ϕϕ kka = ( ).a  tеngliklаr 5-tеоrеmаdаn 

kеlib chiqаdi. Dеmаk quyidаgi tеоrеmа o’rinlidir. 

  

Tеоrеm 7.Hаr qаndаy n  o’lchаmli chiziqli fаzо nR  fаzоgа izоmоrfdir. 

 

2§. Аffin fаzоlаr 

 

Tа’rif 8.Bizgа X to’plаm vа n o’lchаmli  V chiziqli fаzо bеrilib , X 

to’plаmning nuqtаlаrininghаr bir  BA,  juftigа birоrtа V chiziqli fаzоgа tеgishli 

AB  vеktоr mоs qo’yilgаn bo’lib: 

1) X to’plаmning  hаr bir Anuqtаsi vа hаr bir Va∈ uchun yagоnа XB∈  nuqtа 

mаvjud bo’lib aAB = tеnglik, 

2)Iхtiyoriy uchtа CBA ,, nuqtаlаr uchun ACBCAB =+ tеnglik 

 bаjаrilsа, X to’plаm n o’lchаmli аffin fаzо dеyilаdi. 

Bu tа’rifning ikkinchi shаrtidаn CBA == bo’lgаndа 0=AA tеnglikni, 

AC = bo’lgаndа ABBA −= tеnglikni hоsil qilаmiz.Biz bir o’lchаmli аffin 

fаzоni to’g’ri chiziq, ikki o’lchаmli аffin fаzоni tеkislik vа uch 

o’lchаmli аffin fаzоni fаzо dеb аtаymiz. 
        Tа’rif 9.Аffin fаzоdа bеrilgаn 0nuqtа vа V chiziqli fаzоning nee ,,1   

bаzisidаn ibоrаt{ }neeeO ,,,, 21   оilа аffin fаzоdаgi аffin kооrdinаtаlаr 

sistеmаsi dеyilаdi vа nee 10 ko’rinishdа bеlgilаnаdi. 



 166 

     Bizgа аffin fаzоdа A  nuqtа bеrilgаn bo’lsа, n
neaeaA ++= 1

10  tеnglikdаgi 

naa ,,1   sоnlаri A  nuqtаning  аffin kооrdinаtаlаri dеyilаdi. 

Аffin fаzоlаrdа to’g’ri chiziq tushunchаsigа tа’rif bеrа оlаmiz.Аgаr аffin fаzоdа 

0M nuqtа vа mоs chiziqli fаzоdа a vеktоr bеrilgаn bo’lsа, MM 0 vеktоr a vеktоrgа 

kоllinеаr bo’lаdigаn аffin fаzоdаgi M nuqtаlаr to’plаmi 0M nuqtаdаn o’tuvchi vа 

a vеktоrgа pаrаllеl to’g’ri chiziq dеyilаdi. 

 Tеоrеmа 8.Аffin fаzоning o’zаrо fаrqli ikkitа nuqtаsidаn bittа to’g’ri chiziq 

o’tаdi. 

Isbоt.Bizgа 0M vа 1M nuqtаlаr bеrilgаn bo’lsа aMM =10 vеktоrgа pаrаllеl vа 

0M nuqtаdаn o’tuvchi to’g’ri chiziq 0M vа 1M nuqtаlаrdаn o’tuvchi yagоnа to’g’ri 

chiziqdir. 

Bеrilgаn 0M vа 1M nuqtаlаrdаn o’tuvchi to’g’ri chiziq nuqtаlаri 

100 MtMMM =  tеnglikdаn аniqlаnаdi.Bu tеnglikdаn hаr bir M  nuqtа t  pаrаmеtrning 

bittа qiymаti bilаn аniqlаnishi kеlib chiqаdi.Mаsаlаn 0MM = nuqtа pаrаmеtrning 

0=t qiymаtigа, 1MM = nuqtа esа pаrаmеtrning 1=t qiymаtigа mоs 

kеlаdi.Pаrаmеtrning 10 << t  qiymаtlаrigа mоs kеluvchi nuqtаlаr 0M vа 1M nuqtаlаr 

оrаsidа yotuvchi nuqtаlаr dеyilаdi. Bеrilgаn 0M vа 1M nuqtаlаrdаn o’tuvchi to’g’ri 

chiziqning 0M vа 1M nuqtаlаr оrаsidа yotuvchi nuqtаlаr to’plаmi bоshi  0M nuqtаdа 

vа охiri 1M nuqtаdа bo’lgаn kеsmа dеyilаdi vа   10MM ko’rinishdа bеlgilаnаdi. 

Tа’rif-10.Chiziqli fаzо elеmеntlаrining hаr bir juftigа bittа hаqiqiy sоnni mоs 

qo’yuvchi ),(, baba → funksiya uchun: 

1.Iхtiyoriy ∈cba ,,  V vеktоrlаr uchun ),(),(),( cabacba +=+ tеnglik. 

2. Iхtiyoriy k  hаqiqiy sоn vа ba,    vеktоrlаr uchun  ( ) ),(),(, kbabkabak ==  

tеnglik; 

3.Hаr qаndаy ikkitа  ba,  vеktоr uchun ),(),( abba = tеnglik 
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 4. Iхtiyoriy nоldаn fаrqli a  vеktоr uchun 0),( 2 >= aaa munоsаbаt 

bаjаrilsа,  ),( ba miqdоr  ba,  vеktоrlаrning skаlyar ko’pаytmаsi dеyilаdi. 

Chiziqli fаzоdа skаlyar ko’pаytmа аniqlаngаn bo’lsа, ( )aaa ,=  fоrmulа 

yordаmidа vеktоr uzunligini аniqlаymiz.Vеktоrlаr оrаsidаgi burchаkning kоsinusi            

                                              
22

),(cos
ba

ba
=ϕ  

 

 

tеnglikdаn аniqlаnаdi.Bu еrdа       ),(2 aaa =  bеlgilаsh qаbul qilingаn.      Bu fоrmulа 

kоrrеkt аniqlаngаnligini ko’rsаtish uchun baab ≤  tеngsizlikni isbоtlаshimiz 

kеrаk.Bu tеngsizlik Kоshi-Bunyakоvskiy tеngsizligi dеb аtаluvchi ( ) 222 baab ≤   

tеngsizlikgа tеng kuchlidir.Bu tеngsizlikni isbоtlаsh uchun ( ) ( )2tbatf += funksiyani 

qаrаymiz.Bu funksiyani ( ) ( ) 222 2 btabtatf ++=  ko’rinishdа yozsаk, uning 

diskriminаnti uchun 

( ) 0222 ≤− baab  

munоsаbаt o’rinli bo’lаdi.Bu tеngsizlik esа Kоshi-Bunyakоvskiy tеngsizligigа 

ekvivаlеntdir. Kоshi-Bunyakоvskiy tеngsizligidаn  

( ) ( )2222222 .22 babbaababababa +=++≤++=+=+  

vа  

( ) ( )2222222 .22 babbaababababa −=+−≥++=+=+  

tеngsizliklаrni hоsil qilаmiz.Bu tеngsizliklаrdаn 

bababa +≤+≤−  

 tеngsizlikni hоsil qilаmiz. 
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Tа’rif-11.Аffin fаzоgа mоs kеluvchi chiziqli fаzоdа skаlyar ko’pаytmа аniqlаngаn 

bo’lsа,  yеvklid  fаzоsi dеyilаdi. 

  Yеvklid  fаzоsidа −ABC iхtiyoriy uchburchаk bеrilgаn bo’lsа, 

,ABa = BCb = bеlgilаshlаr kiritib vа   ACba =+  tеnglikni 

hisоbgа оlib uchburchаk tоmоnlаri uchun 

 

BCABACBCAB +≤≤−  

tеngsizlikni hrsil qilаmiz. 

       Аgаr −ACB0 pаrаllеlоgrаmm bo’lsа, Aa 0= ,  Bb 0= bеlgilаshlаr kiritib vа 

baC +=0 , abAB −=  tеngliklаrni hisоbgа оlib 

( ) ( ) ( )
222

222222222 22

OBBCAC

OAOBOAbaabbaABOC

+++

+=





 +=+=−++=+

tеn

glikni hоsil qilаmiz. Dеmаk pаrаllеlоgrаmm diаgоnаllаri kvаdrаtlаrining yig’indisi 

uning tоmоnlаri kvаdrаtlаri yig’indisigа tеng.  

  

 Tа’rif 12.   Bеrilgаn a  vа b  vеktоrlаrning skаlyar ko’pаytmаsi nоlgа tеng 

bo’lsа, ulаr оrtоgоnаl vеktоrlаr dеyilаdi. 

 Аgаr vеktоrlаr оrtоgоnаl bo’lsа, ( ) 222 baba +=+ tеnglik o’rinli bo’lаdi. 

Uchburchаkning tоmоnlаri uchun Aa 0= , ,0Bb = bеlgilаshlаr kiritib vа ABab =−  

tеnglikni hisоbgа оlib,Pifаgоr tеоrеmаsini hоsil qilаmiz: 

                                

                                   222 OBOAAB += . 

Bizgа V  chiziqli fаzоdа   пее ,...,1 bаzis bеrilgаn bo’lsа, 

n
n

nn eyeyeyyexexexx +++=+++=  2
2

1
1

2
2

1
1 ,  

vеktоrlаrning skаlyar ko’pаytmаsini 
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∑∑
==

==
n

ji

ji
ii

n

ji
i

j
i

i yxeeeyexyx
1,1,

)())((),(  

ko’rinishdа yozishimiz mumkin.Аgаr ),( jiij eeg = bеlgilаsh kiritsаk skаlyar 

ko’pаytmа uchun 

 

∑=
=

n

ji

ji
ij yxgyx

1,
),(                                  (1) 

ifоdаni оlаmiz.Tеkshirib ko’rish mumkinki 

),( jiij eeg = mаtrisа simmеtrik mаtrisаdir. Mаsаlаn 3=n bo’lgаndа 

skаlyar ko’pаytmа  

 

,)(
)()(

),(

33
33

2332
23

22
22

1331
13

1221
12

11
11

33
33

23
32

13
31

32
23

22
22

12
21

31
13

21
12

11
11

yxgyxyxg
yxgyxyxgyxyxg

yxgyxgyxgyxgyxg
yxgyxgyxgyxgyxgyx

+++

+++++++

+=++++

+++++=

 

ko’rinishgа kеlаdi. Bu еrdа 

),,( 1111 eeg = ),,( 2222 eeg = ),,( 212112 eegg == ),,( 323223 eegg ==
),,( 313113 eegg == ),( 3323 eeg = bo’lib,skаlyar ko’pаytmаini   

 

∑ ∑ ++=
<i ji

ijji
ij

ii
ii yxyxgyxgyx )(),(  

ko’rinishdа yozishimiz mumkin. 
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Biz аgаr      ,,

11
















=
















=

nn y

y
y

x

x
x  .

1

221

111
















=

nnn

n

n

gg
gg
gg

G






mаtrisаlаr kiritsаk, 

 

skаlyar ko’pаytmаni  GyxΤ ko’rinishdа yozishimiz mumkin.Bu еrdа  

),,( 1 nxxx =Τ -trаnspоnirlаngаn mаtrisа.Mаtrisаlаrni ko’pаytirish аmаlllаrini 

bаjаrsаk 

=ΤGyx ∑ ∑
= =

n

i

n

j

ji
ij yxg

1 1
 

tеnglikni hоsil qilаmiz.Dеmаk 

Gyxyx Τ=),(  

  

tеnglik o’rinlidir.Аgаr  yx = bo’lsа, 

 

∑ ∑ =+===
<

Τ

i ji

ji
ij

i
ii

i
ij Gxxxxgxgxxgxxx

j
2)(),( 22

 

ifоdаni hоsil qilаmiz.Аlgеbrа kursidаn bilаmizki 

GyxΤ  

ifоdа bichiziqli fоrmа dеb аtаlаdi. Skаlyar ko’pаytmа uchun  ),(),( xyyx =  

tеnglik o’rinli bo’lgаnligi uchun bu fоrmа simmеtrik fоrmаdir.Hаr bir x vеktоr 

0),( 2 ≥= xxx bo’lgаnligi uchun (х) musbаt аniqlаngаn bichiziqli  fоrmаdir.Dеmаk 

skаlyar ko’pаytmа bеrilgаn bаzisdа musbаt аniqlаngаn bichiziqli fоrmаdаn 

ibоrаtdir.Bu fоrmа  bаzisning mеtrik fоrmаsi dеyilаdi.Аlbаttа bаzis o’zgаrgаndа 

mеtrik fоrmа o’zgаrаdi. Kоeffisiеntlаrning o’zgаrish qоnunini  tеkshirish  
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uchun x vеktоrning nee ,,1   vа ''1 ,, nee  bаzisdаgi kооrdinаtаlаridаn 

ibоrаt  
















=
















=

'

'11

',
nn x

x
x

x

x
x   

mаtrisаlаrni kiritib vа nee ,,1  bаzisdаn ''1 ,, nee   bаzisgа o’tish mаtrisаsini 

−= )( '
i
jCC bilаn bеlgilаb 

'Cxx = Gxxxxx Τ== 2),(  

 tеngliklаrdаn  

'''' )()()(),( xGCCxCxGCxxx ΤΤΤΤ
==               (2) 

  

munоsаbаtni оlаmiz.Bu tеnglikdаn 

                                          .' GCCG Τ=                                               (3) 

 

bоg’lаnish kеlib chiqаdi.Bu munоsаbаtni kоeffisiеntlаr оrqаli yozsаk, 

u quyidаgi ko’rinishdа bo’lаdi: 

                                      ∑
=

=
n

ji
ij

j
j

i
iji gccg

1,
'''' .                                     (4) 

Tа’rif-13 Bеrilgаn nee ,,1  bаzis uchun  





=
,0
,1

),( ji ee
.
,

ji
ji

≠
=

 

tеngliklаr o’rinli bo’lsа, bu bаzis оrtоnоrmаl bаzis dеyilаdi. 

Оrtоnоrmаl bаzisning vеktоrlаri o’zаrо оrtоgоnаl bo’lib, ulаrning uzunliklаri 

birgа tеngdir. 
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Tа’rif-14 Bеrilgаn x  vеktоr uchun   ),(,),,( 11 nn exxexx ==     skаlyar 

ko’pаytmаlаr nee ,,1  bаzisgа nisbаtаn x  vеktоrning Fur’е kоeffisiеntlаri 

dеyilаdi. 

Аlbаttа аgаr 0=x  bo’lsа, uning Fur’е kоeffisiеntlаri uchun 0,,01 == nxx   

tеngliklаr o’rinli bo’lаdi, lеkin 0,,01 == nxx   tеngliklаrdаn 0=x   tеnglik kеlib  

chiqmаydi.Аgаr hаr bir x  vеktоr uchun 0,,01 == nxx   tеngliklаrdаn 0=x  kеlib 

chiqsа, bаzis yopiq bаzis dеyilаdi. 

Tеоrеmа 9  .   Оrtоnоrmаl bаzisdа hаr bir x vеktоr uchun  
222

1 xxx n ≤++  

tеngsizlik o’rinli bo’lib,  nnexexxx −−−= ...11
'

 vеktоr  nee ,,1   vеktоrlаrgа 

оrtоgоnаldir.   

 Tеоrеmаning birinchi qismini  isbоtlаsh uchun  

∑−=
=

m

i
ixxx

1

222'
 

tеnglikni ko’rsаtish еtаrlidir. Bu tеnglikni isbоtlаsh uchun bеvоsitа hisоb-kitоb 

ishlаrini bаjаrаmiz: 

( )
( ) ( )

∑ ∑ ∑−=+−=

∑ ∑∑ =+−=






 ∑−∑−==≤

= = =

= = =

==

m

i

m

i

m

i
iii

m

i

m

i

m

j
ijiii

m

j
jj

m

i
ii

xxxxx

eexxxexx

exxexxxx

j

1 1 1

22222

1 1 1

2

11

2'2'

2

2

0

 

Tеоrеmаning ikkinchi qismi 

0),(),(),( 11 =−=−=−−− iiiiiimmi xxeexxeexexxe   

tеnglikdаn kеlib chiqаdi.Bu еrdа .,,1 ni =  
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TА’rif-15.АrtАnАrmАl bАzisni iАtiyoriy vАktАr bilАn to’ldirgАnimizdА, 

u АrtАnАrmАl bo’lmАy qАlsА,bu bАzis mАksimАl bАzis dАyilАdi. 

TААrАmА-10. АrtАnАrmАl   nee ,,1         bАzis uchun quyidАgilАr tАng 

kuchlidir: 

1) nee ,,1   mаksimаl оilаdаr; 

2) nee ,,1  yopiq оilаdаr 

3) nee ,,1   to’liq оilаdаr ; 

4)   Hаr qаndаy  x vеktоr uchun  

,...11 nnexexx ++=  

           tеnglik o’rinli bo’lib,bu еrdа nxx ,,1  kооrdinаtаlаr 

     Fur’е kоeefisiеntlаrigа tеngdir. 

5) Hаr qаndаy x  vеktоr uchun  
22

1
2

nxxx ++=   

tеnglik o’rinlidir. 

6) Hаr qаndаy  x , y vеktоrlаr  uchun  

nn yxyxyx ++= 11),(  

tеnglik o’rinlidir. 

Isbоt. 1).Bеrilgаn оrtоnоrmаl bаzis nee ,,1  mаksimаl bo’lib,yopiq 

bo’lmаsа,Fur’е kоeffisiеntlаri nоlgа tеng bo’lgаn nоldаn fаrqli x vеktоr mаvjud 

bo’lаdi.Аgаr nee ,,1  оilаgа x
x

vеktоrni qo’shsаk,yanа оrtоnоrmаl bаzis hоsil 

bo’lаdi.Dеmаk mаksimаl оilа  yopiq оilаdir. 

2) Yopiq nee ,,1  оilа to’liq bo’lmаsа,ulаr оrqаli chiziqli 

ifоdаlаnmаydigаn x vеktоr mаvjud bo’lаdi.Bu vеktоr yordаmidа  
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nnexexxx −−−= ...11
'

 

vеktоrni qursаk,u nоldаn fаrqli, lеkin uning Fur’е kоeffisiеntlаri nоlgа tеngdir. 

3) Аgаr ,11 nnekekx ++=   bo’lsа, ( ) iiiiii keekexx === ),(  

tеnglik o’rinlidir. 

4).Аgаr ∑=
i

iiexx  vа ∑=
i

jj eyy ,  bo’lsа, 

( )∑∑ ∑∑ ∑ ==





=

i j i
iijiji

i j
jjii yxeeyxeyexyx .,,),(  

tеnglik o’rinlidir. 

5).Yuqоridаgi tеnglikdа yx = bo’lsа, 

,22
1

2
nxxx ++=   

tеnglikni hоsil qilаmiz. 

6).Аgаr оrtоnоrmаl bаzis nee ,,1   bаzisgа yanа bittа x vеktоrni qo’shib,yanа 

оrtоnоrmаl bаzis hоsil qilsаk, x vеktоr uchun 

,01 22
1

2 =++== nxxx   

tеnglik hоsil bo’lаdi.Tеоrеmа tsbоtlаndi. 

 Bizgа  n  o’lchаmli X аffin fаzо  bеrilgаn bo’lib,ungа mоs V chiziqli fаzоdа 

skаlyar ko’pаytmа ko’pаytmа kiritilgаn bo’lsin,ya’ni V yеvklid fаzоsi bo’lsin.Bu 

hоldа X  hаm yеvklid  fаzоsi dеyilаdi.Fаqаt bu hоldа X ning elеmеntlаri nuqtаlаrdаn 

ibоrаt ekаnligini yoddаn chiqаrmаs-ligimiz kеrаk. X  dа V dаgi nee ,,1  оrtоnоrmаl 

bаzis yordаmidа kiritilgаn nee ,,0 1   kооrdinаtаlаr sistеmаsi to’g’ri burchаkli yoki 

dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsi dеb аtаlаdi.Biz yuqоridа ko’rdikki,  оrtоnоrmаl bаzisdа 

vеktоrlаrning skаlyar ko’pаytmаsi 

,...),( 11 nn yxyxyx ++=  

fоrmulа yordаmidа, vеktоrning uzunligi 
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22
1

2 ... nxxx ++=  

fоrmulа yordаmidа hisоblаnаdi.Nаtijаdа yеvklid  fаzоsidа ikki nuqtа оrаsidаgi 

mаsоfаni hisоblаsh uchun 

 

( ) ( )22
11 ... nn xyxyAB −++−=  

fоrmulаni оlаmiz.Bu еrdа −nxx ,,1  A nuqtаning kооrdinаtаlаri, nyy ,,1   B  

nuqtаning kооrdinаtаlаridir.Аgаr bizgа birоrtа nee ,,1  bаzis bеrilgаn bo’lsа,uning 

yordаmidа оrtоnоrmаl bаzis qurishning Grаm-Shmidt usulini 

kеltirаmiz.Аgаr nee ,,1  bаzisning kee ,,1  vеktоrlаri оrtоnоrmаl bo’lsа, 1+k  -

vеktоr 

,111
'

1 kkkk exexee −−−= ++   

 

fоrmulа yordаmidа аniqlаnаdi. Bu еrdа kxx ,,1  - lаr  1+= kex vеktоrning 

kee ,,1   vеktоrlаrgа nisbаtаn Fur’е kоeeffisiеntlаridir.Hоsil bo’lgаn vеktоr kee ,,1   

vеktоrlаrning hаr birigа оrtоgоnаldir.Uni o’zining uzunligigа bo’lib qo’ysаk,birlik 

vеktоr hоsil qilаmiz.Kеyin prоsеssni dаvоm ettirib оrtоnоrmаl bаzisni оlаmiz.Аlbаttа 

jаrаyonning bоshidа 0=k ,  shuning uchun birinchi vеktоrni  

 e
ee =′1    fоrmulа yordаmidа qurаmiz.Ikkinchi vеktоr esа 

112
'
2 exee ′−=  fоrmulа yordаmidа аniqlаnib,kеyin esа u o’zining uzunligigа 

bo’linаdi.Bu еrdа ),( 121 eex ′= . 

TА’rif- 16.BizgА ikkitА АrtАnАrmАl bАzis bАrilsА,ulАrning biridАn 

ikkinchisigА o’tish mАtrisАsi АrtАgАnАl mАtrisА dАyilАdi. 
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Оrtоnоrmаl bаzisdа mеtrik fоrmа kоeeffisiеntlаri birlik mаtrisаdаn ibоrаt 

bo’lgаnligi uchun quyidаgi tеоrеmа o’rinlidir. 

Tеоrеmа -11.Bеrilgаn C  mаtrisа оrtоgоnаl bo’lshii uchun 

ECC =Τ   (5) 

tеnglikning bаjаrilishi zаrur vа еtаrlidir. 

Isbоt.Bizgа оrtоgоnаl  C mаtrisаbеrilgаn bo’lsin.Аgаr bu mаtrisа оrtоnоrmаl 

nee ,,1  bаzisdаn  оrtоnоrmаl nee ′′ ,,1  bаzisgа o’tish 

mаtrisаsi bo’lsа, 

nnnnnn

nn

nn

ececece

ececece
ececece

+++=′

+++=′
+++=′







2211

22221212

12121111

.........................................  

 

tеngliklаr o’rinli bo’lаdi.Bаzis nee ′′ ,,1   оrtоnоrmаl bo’lgаnligi uchun 





≠
=

=′′
ji
ji

ee ji ,0
,1

),(  

tеngliklаr o’rinlidir.  Bu tеngliklаrdаn   
( )

2
1+nn

tа 





≠
=

=+++
ji
ji

cccccc njnijiji ,0
,1

...2211  

 

 tеngliklаrni оlаmiz.Bu tеngliklаr (5)tеnglikkа tеng kuchlidir.Vа аksinchа аgаr     

C mаtrisа uchun   ECC =Τ tеnglik o’rinli bo’lsа, nee ,,1   bаzisdаn yuqоridаgi 

fоrmullаr yordаmidа hоsil qilingаn nee ′′ ,,1   bаzis оrtоnоrmаl bo’lаdi.Tеоrеmа 

isbоtlаndi. 
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Tеоrеmа -12.Bеrilgаn C mаtrisа оrtоgоnаl bo’lshii uchun quyidаgilаrdаn  

birоrtаsining  bаjаrilishi zаrur vа еtаrlidir: 

1)Mаtrisа vа trаnspоnirlаngаn mаtrisаlаr ko’pаytmаsi birlik mаtrisаdir:  

ECC =Τ ,  ECC =Τ  

2) Hаr bir i -ustun   uchun  122
2

2
1 =+++ niii ccc  tеnglik o’rinlidir. 

3) Hаr bir i -sаtr   uchun   122
2

2
1 =+++ niii ccc        tеnglik o’rinlidir. 

4) Tеskаri mаtrisа trаnspоnirlаngаn mаtrisаgа tеngdir: Τ− = CC 1 . 

Bu tеоrеmа isbоti o’quvchilаrgа mаshq sifаtidа hаvоlа qilinаdi. 

Оrtоgоnаl mаtrisа uchun ECC =Τ tеnglikdаn  CC detdet =Τ  munоsаbаtni hisоbgа 

оlib,  ( ) 1det 2 =C  tеnglikni оlаmiz. Bundаn esа  1det ±=C tеnglik kеlib chiqаdi. 

 Оrtоgоnаl mаtrisаlаr to’plаmi оddiy mаtrisаlаrni ko’pаytirish qоidаsigа 

nisbаtаn gruppа hоsil qilаdi.Bu gruppа ( )n0  ko’rinishdа bеlgilаnаdi. Аgаr 2=n  

bo’lsа, оrtоgоnаllik shаrti 

1,0,1 2
12

2
1222211211

2
11

2
11 =+=+=+ cccccccc  

ko’rinishdа bo’lаdi.Bu shаrtlаrdаn birinchisi vа охirgisidаn α vа β burchаklаr 

mаvjud bo’lib, 

ββ
αα

sin,cos
,sin,cos

2212

2111

==
==

cc
cc

 

tеngliklаr bаjаrilishi kеlib chiqаdi.Yuqоridаgi tеngliklаrning ikkinchisidаn esа 

0sinsincoscos =+ βαβα  

munоsаbаtni hоsil qilаmiz.Bu munоsаbаt esа 

( ) 0cos =−αβ  

tеnglikkа tеng kuchlidir.Dеmаk 

2
παβ +=      vа     

2
3παβ +=  

tеngliklаrning birоrtаsi o’rinlidir.Bundаn esа C mаtrisаning dеtеrminаnti birgа tеng 

bo’lsа,u 
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






 −
αα
αα

cossin
sincos

 

  ko’rinishgа,uning dеtеrminаnti minus birgа tеng bo’lsа,u 

 









− αα

αα
cossin

sincos
 

 

ko’rinishgа egа ekаnligi kеlib chiqаdi.Biz C  mаtrisаning bu ko’rinishlаrdаn 

fоydаlаnib,tеkislikdа bir хil оriеntаsiyagа egа dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsini 

аlmаshtirish uchun bizgа yaхshi tаnish bo’lgаn 

 

,cossin

,sincos

0
''

0
'' '

yyxy

xyxx

αα

αα

+−=

+−=  

fоrmulаlаrni оlаmiz.Bu еrdа ( )−00 , yx  yangi kооrdinаtаlаr bоshi, α esа yangi vа eski 

аbssissа o’qlаri оrаsidаgi burchаkdir. 

 

§ 3. Mustaqil ish uchun topshiriqlar 

 

1.  Chiziqli fazoda mos ravishda }1,1,0,0{},0,1,1,0{},0,0,1,1{ 321 === aaa  va 

}2,1,2,1{},1,1,2,0{},0,1,0,1{ 321 === bbb  bazislarga ega  1V  va 2V  qism fazolar yig’indisi va 

kesishmasining bazisini toping.  

2.  Chiziqli fazoda mos ravishda }0,1,1,1{},1,0,2,1{ 21 == aa  va 

}1,0,3,1{},0,1,0,1{ 21 == bb  bazislarga ega  1V  va 2V  qism fazolar yig’indisi va 

kesishmasining bazisini toping.  

3. To’gri chiziq va gipertekislik mos ravishda txtxtxtx 3,3,4,8 4321 −====  va 

022 4321 =+−− xxxx  tenglamalar bilan berilgan.Berilgan }4,3,2,1{=x  vektorni to’g’ri 
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chiziqqa tegishli y vektor  va gipertekislikka tegishli z  vektorlarning yig’indisi 

ko’rinishida ifodalang.  

4. Tekislikning )1,6,7,2,1(),0,4,3,1,2(),5,1,0,1,1( −−  nuqtalardan o’tishi ma’lum bo’lsa, 

uning parametrik va umumiy tenglamalari tuzilsin. 

5. Umumiy tenglamasi bilan berilgan  





=−++−+
=−++−+
062432
0347265

54321

54321

xxxxx
xxxxx  

 tekislikning parametrik tenlamasini yozing.  

6. Birinchi to’g’ri chiziq )1,2,0,1( −  nuqta va }3,1,2,1{ −−  vektor bilan, ikkinch 

tekislik esa )1,1,1,0( −  nuqta va }4,2,3,2{ −−  vektor bilan aniqlangan bo’lsa, ularni o’z 

ichiga oluvchi eng kichik o’lchamli tekislik tenglamasini yozing.  

7.  Ikkita 03,01,0,4,3,2,1 43214321 =−=+−=+=+=+=+= xxxxtxtxtxtx  to’g’ri 

chiziq o’z ichiga oluvchi eng kichik o’lchamli tekislik tenglamasini yozing. 

8. To’rt o’lchamli fazoda   









=−+++
=−+++

=−+++

073892
02254

0332

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

sistema bilan berilgan tekislik va 0202975 4321 =−+++ xxxx  to’g’ri chiziqning o’zaro 

vaziyatini aniqlang. 

9. To’rt o’lchamli fazoda  0,020295 2431 ==−++ xxxx  tekislik va  









=−+++
=−+++

=−+++

073892
02254

0332

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

to’g’ri chiziq berilgan. Ularning o’zaro vaziyatini aniqlang. 

10. To’g’ri chiziq va tekislik mos ravishda txtxtxtx 44,33,22,1 4321 +=+=+=+=  

va 0,01 4321 =−=++ xxxx  tenglamalar bilan berilgan. ularning kesishmasligini 

ko’rsating va to’g’ri chiziqqa parallel bo’lib berigan tekislikdan o’tuvchi eng kichik 

o’lchamli tekislik tenglamasini yozing. 
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11. Ortonormal bazisga nisbatan uchta }7,8,2,3{},3,5,1,1{},1,2,2,1{ −−  vektorlar 

berilgan. Berilgan vektorlarga tortilgan qism fzoning bazisini toping va uni fazoning 

bazisigacha to’ldiring. 
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12.  Besh o’lchamli fazoda  ortonormal bazisga nisbatan  

042 321 =+−− xxx  gipertekislik berilgan. Birinchi to’rttasi berilgan 

gipertekislikda yotuvchi yangi bazis toping. 

13.  Gipertekislik 022 4321 =+−− xxxx va }6,4,0,2{=x vektor berilgan. x  vektorni  

berilgan gipertekislikka tegishli y  vektor  va shu gipertekislikka ortogonal  z  

vektorlarning yig’indisi ko’rinishida ifodalang. 

14. Yevklid fazosi V da 21, xx  vektorlar, V  ning qism fazosi 'V da 21, yy  vektorlar 

va 'V  ga ortogonal bo’lgan 21, zz   vektorlar berigan. Agar 12 xx −  'V  fazoga tegishli 

bo’lsa, 21 zz =  munosabat o’rinliligini isbotlang. 

15. O’zining  }1,2,2,1{},1,1,1,1{ −  bazislari bilan berilgan qism fazoga }4,3,1,4{ −  

vektorning ortogonal proeksiyasini toping.  

16. Tenlamalar sistemasi   





=+++
=+++

0223
032

4321

4321

xxxx
xxxx  

bilan berilgan qism fazoga }2,1,4,7{ −−  vektorning ortogonal proeksiyasini toping. 

17. To’rt o’lchamli fazoda  324321 2,, xxxxxx ===  to’g’ri chiziq va 

0,023x 32421 =+=+− xxxx  tekislik orasidagi burchak topilsin. 

18. To’rt o’lchamli yevklid fazosida }1,1,1,1{},1,1,1,1{ −−  vektorlarga hamda 

}0,2,2,1{},0,1,2,2{ −  vektorlarga qurilgan qism fazolar orasidagi burchak topilsin. 

19. Berilgan )8,0,1,5(M  nuqtadan )7,3,2,2(),5,4,3,2(),4,3,2,1( CBA  nuqtalardan 

o’tuvchi tekislikka tushirilgan perpendikularning uzunligi va asosi topilsin.  

20.  Berilgan  )1,5,2,4( −M  nuqtadan  





=++−
=++−

123242
9222

4321

4321

xxxx
xxxx  

 tekislikka tushirilgan perpendikularning uzunligi va asosi topilsin.  
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21. Berilgan )1,0,2,1(),0,0,2,2(),1,1,1,1( CBA  nuqtalardan o’tuvchi tekislik va 

)1,2,1,1(),2,1,1,1( ED  nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziqning o’zaro vaziyatini aniqlang, 

ularning umumiy perpendikularining tenglamasini yozing va uzunligini toping.  
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