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2001 vyillar) va ikkinclii bosgichlaii (2001 ((0» yjllai) yakimlandi. ()‘tgan
vagt mobaynida Rcspublika Oily ta’limi li/.imlda Kalla o‘/gnrishlar bo‘ldi,
xususan, yangi Davlat ta’lim standartlari ishlab rliigikll va insdiglundi. IIm-
fan jadal taraqgiy etayotgan, zamonaviy axboml koniniiinikalsiya li/.imlari
vositalari keng joriy etilgan jamiyatda turli fan soh.ilaiida bilhnilnrnini», tez
yangilanib borishi, ta’lim oluvchilar oldiga ularni jadal cgnllash bilan bir
gatorda, muntazam va mustaqil ravishda bilim olisii vazifasini gqo'ymoqda.

Qabul qilingan yangi Davlat ta’lim standartlarida ilg‘or clicl cl oliy
ta’lim muassasalarida keng qo'llaniladigan va yaxshi samara bcmdigan mus-
taqil ta’lim olish usuliga asosiy e’tibor qaratildi. Talabalarda o'quv ada-
biyotini mustaqil o‘rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil
gilish, mantiqiy fikrlashni o‘stirish va matematikaviy madaniyatnlng mnu-
miy saviyasini ko‘tarish, tatbigiy masalalarni matematikaviy tomondan tck-
shirish malakalarini hosil qgilish va bu masalalarni matematikaviy tilda ifo-
dalashga o‘rgatish maqsadida o‘quv dasturlariga matematik analiz fanidan
mustaqil ishlar Kiritildi va o‘quv rejasida ularga mos soatlar ajratildi.

Ushbu qo‘llanma matematik analiz fani chuqur o‘rganiladigan univer-
sitetlarning talabalari tomonidan mustaqil ishlarni bajarishga mo‘ljallangan
bo‘lib, u bakalavriatning «Matematika», «Tatbigiy matematika va informati-
ka» va «Mexanika» yo‘nalishlari Davlat ta'lim standartlariga mos Kkeladi.

Qoilanma to‘qqgiz paragrafdan iborat bo‘lib, 1-§ da matematik analiz fa-
nidan mustaqil ishlarni bajarish jarayonida kerak boMadigan asosiy formula va
goidalar keltirilgan. Qolgan paragraflarda esa «Ketma-ketlik va funksiya limi-
ti», «Funksiya hosilasi va differensiali, ularning tatbiglari», «Anigmas va aniq
integrallar, ularning tatbiglari», «Ko‘p o°‘zganjvchili funksiyalar», «Sonli gator-
lar», «Funksional ketma-ketliklar va gatorlar», «Xosmas va paramctrga bog'liq
integrallar» va «Karrali va egri chizigli integrallar, Siit integrallari va maydon-
lar nazariyasi elementlari, Furye gatorlari» mavzulari bo'yicha H ta mustaqil
ish tavsiya etilgan. Har bir mustaqil ishni berishdan avval shu mustaqil ishni
muvaffaqgiyatli bajarish uchun lozim bo‘ladigan asosiy tushuncha va tasdiglar
keltirilgan (A bo‘lim). B bo‘limda talaba bajarishi va keyin topshirishi lozim
bo‘lgan 21 ta variantdan iborat mustaqil ish vazifalari tavsiya gilingan. D
bo‘limda esa talabaning mustaqil ishni bajarishini va undagi materialni
o ‘zlashtirishini yengillashtirish magsadida 1 ta variantdagi (21-variant) barcha
misol va masalalar to‘lig yechib ko‘rsatilgan.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar tomonidan mavzularning oddiy va
sodda tilda, tushunarli va ravon bayon etilishiga, fagat zarur, lekin fanni
malakali tushunish uchun vyetarli ma’lumotlarni berishga, Mirzo Ulug'bek
nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o'qgitilishi jarayonida yig‘ilgan tajribalardan inikon
darajasida to‘lig foydalanishga harakat gilindi. Shu munosabat bilan muallif-
lar o‘quv qo‘llanma talabalarda bilim olishga intilish hissi, mustaqil fikrlash
malakalarining shakllanishiga xizmat qiladi, deb umid bildiradilar.



I-§. ASOSIY FORMULA VA QOIDALAR
1°. Qisga ko‘paytirish formulalari va Nyuton binomi

1. (atbh)~ =a2x2ab +b2.

2. (axb)3=2a3+3adb+3ab2+b3.

3. (axe)d=ad+t4ad +6aD2+ 4ae3+£4.
4. a2-b2=(a-6)(a+28.

5. a3t6J=(axe)(a2Tab +b2).

6. (a+ i)‘:*:E c;rt*:jéz;ocifl"‘ ;

bu yerda C, wW=1[-2-..*n va 0'=1

:.-- ' )
k\-[n-k)\

7.0" =(a-e)flaV-,-i=
A0 A0

={a—bhynan]+a"'b+a"d"+...+ab"~+b"¥ buyerda neN, n>1
8.a" +6"=(a+¢)(a™1- +a'"b2- «"-“@3+...+b"-]), bu yer-

da n-1 dan katta boigan ixtiyoriy togq natural son.
2°. Daraja va ildizning xossalari. Logarifmlar

1 ¢°=1, oxmr-axy, ~ =a-3, {ify=av, (a-bY=cf-bx, a*

m I vd k
2- Ne =a7, '4ri=4da-db, (A)
=K4a ,
3. N ANT a = -" gar a>0 boTsa;

" [-0, agar a<0 boisa
'ms/cKyfb’ aéar O<a<b boisa.
4. Ixtiyoriy x uchun Or>o;
av=ay <x=y .
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c " fx>y, agar a> 1 bo‘lsa,
a >a} o
[x<7, agar 0<a<l bo‘lsa.

6. (x>0, a> 0, .y>0, €>0). b=a®h’ logrx =1 logvl= (b

X m

log,, (xy) = log, X+ log,y, log,- - log, X- log,y , logfil Xa =— log, X,
Y

) 7, 109,,¢ =
log,a "’ log, a

3°. Trigonometrik funksiyalar va trigonometriya formulalari
1. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari

sinv COS X Je. iy Ctg x
+ + + +
0< X< —
2
q +
—< X<4
2
+ +

A<x< —
3a- +
ry <X<24

2. Trigonometrik funksiyalarning ba’zi bir burchaklardagi

giymatlari
Radianlar 0 A X n A A 3% 28
7 7 7 2 T
Graduslar (0 30 45" 60° 90° 180° 270" 360"
sin.v 0 1 n?2 A 1 0 -1 0
2 2 2
COSX 1 A c 1 0 -1 0 1
2 2 2
tgx o A 1 o5 0 . 0
3
ctg.x 1 -n 0 0
3



3. Asosiy trigonometrik ayniyatlar
SinA 71

1. sin A+ COS X=1. 2. tgA: XA e ymnn
COSA \ 2
COSA 4 v
3. CtgA= ;—, (Xonm). 4. tgA *CtgA—1, X o
SinA \ 2
1 n . .
-, ,X®—+Tin 6U+ctg2A (. x  ®7in), gneZ).
GsAV 2 Sin"' A
4. Keltirish formulalari
y n4x n+ X 3—2” +X 2ttt x
2
siny COSA +sin X -COSA ¢Sin A
eosy +SinA - OO8A #SillA COsA
tgy +CtgX *tg A CigA *tg A
ctgy +tgA +Ctg A tgA +Ctg A

5. Burchak yig‘indisi va ayirmasi uchun formulaiar

tgA +£tglJ
sin(A¢ y)—sina*cos_ytcosa-sin . 3. tg{Xx~y): 1+ tgA -tg]’

=

/ S _ _ , n ctgX'ctgy H
2. COs(a + >") "COSA-COSJF+sinA-sinj 4. Ctg(X%J'j- ctgV+cieY. =

6. lIkkilangan va karrali burchak uchun formulaiar

. . 2tgA
1. sin2A=2sinA-cosA = g
1+ tg2A*
. . 1- tg2 A
2. cos2a =Cc0s2A-sin2a= 2co0s2A -1 =1-2sin2a
1+ tg2A
0 2tgA 2 .0 Ctg2A—1 CtgA—tg A

3 tg2A = 95 _- 4 cthxz—sg S 9

I-tg" A CtgA—tgA * 2ctgA 2
5. sin3a=3sina—4sin3n". 6. cos3a=4cos3a-3 cosa-



7. thxz?’{gX t]gSX 8. ctg3x = ng( ?.9:[_ X,

3ctg x-1
7. Yarim burchak uchun forraulalar
. X 1—006X , X , /1-cosx sinx 1-cosx
1. sin—=% e . 3 tg-==
2 Vv 2 2 VI+cosx 1+ cosx sun
+ + i +
5 cosx—:’iJ%--P-(-)-S-)f-. 4 ctgl(—+,] 1+ cosx sinx :1 .cosx.
2 V 2 2 V1-cosx 1-COSX sinx
Izoh: Tengliklardagi “+” yoki ” ishora x—burchakning gay-

si chorakda joylashganligiga garab tanlanadi.
8. Trigonometrik funksiyalarning darajalari uchun formulalar

.2 I-cos2x 2 | + cos2x
1. Sin"X = -—-"-mmmmu . 2. COS X=
3 3sinx-sin3x . 7 Boosx + c0s3x
3. sin x=-—— e . 4. cosJk =

9. Trigonometrik funksiyalarning yig‘indi va ayirraalari uchun

formulalar
X+V X-y . . . X-y x+y
1. smx+smj'=2sm— —eos—= . 2. SMX-SMmy=23m * 05—
= oY Y GntY
3. COsx+cosy= 2COS—2 605—2 COSX-COSV= 4sm 5 Sin 5
5. eosxzxsinx =12 sin /”—ix =2 eos -;J—'bxq
y4 , U J
6. A-cosx_+Bsinx =\|A2+B2sin(x +Yy),
bu yerda
sin(x +vy) sinix+H
7. tgxxtgy = -——- --------- . 8. ctgxzxctgy =— —7-"-
e0sX- eosy sinX-siny
0S(X cos(x +
9. tgx +ctgy -0 |(— y) 10. "Mgx gyjl -

cosx-sinjy sin X-eosy



10. Trigonometrik funksiyalarning ko‘paytmalari uchun formulalar

1. sin X-sinj>=i[cos(x-j>)-cos(x +j)] .
2. COSXe*c0s7 =-"cos(x - y) +cos(x +>>)].
3. sinxmosy =*[sin(x-j) +sin(x+_y)].

4. cosxesiny =~[sin(x+y) - sin(x-y)\.
5. tgx-tgy - _tox 6. ctgx-ctgy ~ g ctgy :

7. sin(x+y) min(X- y) =C0S2y - cos2X .

8. cos(x-")-cos(x +>)=c0s2j-sin2x.
Izoh: Yugorida keltirilgan ayniyatlar va formulalar tenglikning
har ikkala tomoni ma’noga ega boigan giymatlarida o‘rinli boiadi.

4°. Teskari trigonometrik funksiyalar
1. y=arcsinx.

aa =[1;1] E(y)= [(-%) =-1(*)e

2. y = arccosx.
2)(GNH =[-1; ij5 E(y) =[0;;r], arccos(—x)=7i—arccosx.
3. y = arctgx.
D(y) =(-o00;+00), E(y) =(-j-A [(-x)=-/(x).
V 1 .¢:0Y
4. y = arcctgx.
£>(y) = (-00;+00), E(y) = (0;ar), arcctg(-x)=7t-arcctgx. .
5°. Trigonometrik tenglamalar
laj>1=>xe0
1 sinx=a=>e

la] < 1=>x = ()* arcsin a + gK,

9



n : n
bu yerda k<=Z va <arcsma< —

Jal>1:=>xe 0
2. cosx=a"> 4 | bu yerda O<arccosa <n.
Ma| < 1=> X = xarccos£7 + 2nk,

nonan
3. tgx=a=>x=arctga+nk, bu yerda arctgaeg I va cieR-

4. ctgx=¢?=>x=arcctga+nk, bu yerda arcctgog (0:n) va ag Re

6°. Eng sodda trigonometrik tengiamalar yechimlari jadvali (jee Z)

a sinx = a cosX=a
0 X = NK .
x=21L 1a¢
2
1 X=2nkK
X = —+ 20K
2
-1 N~ X =Tt+ 20K
X = --mme- + 20K
2 .
1 n A
X={—l/ —+ 1K X:tF\-an
2 .
1 [ I+ 4 7
X —(—- — fnkK X=4-—F4+21K
2 Vo6 5
V3
X=(-1)*y + nk X=+—+ 20K
2 6
5n "
X=(-1)AH~ +nk X=%—-+20K
2 3 6
J 1
x ={-Pk~ +nk X=+—+ 2;1f
2 4

X
1l
X
1
+
w
S
=
N
=1
=

(-1) — vnk

10



0 x S ®
X =—+7rK
2
1 n
X =— hnk X = - 171K
4
1 n 3
X = emmeeee- v nk X = e hkk
4 4
X = — + K X = n ynkK
3 6
-5 X = + K X:-5-[|---hl'IK
3 6
VI
X =— +n'k X=—+nkK
7
Vi X =- —+nK X:—?—}]———hnk
3 6 ¥
70 Giperbolik funksiyalar
X
1 shx:=&287X 2. chx: = &7®
2 2
shX ex -e~x , chx ex+e~
3. thx: =z —ee 4. cthx:=-
chx ex+el shx ex-ex'
5. ch2x-sh2x=1. 6. sh2x =2shx-chx.
7. ch2x =ch2x +sh2x. 8. thx-cthx =1.
8“ Arifmetik progressiya
{an}:at,a2,...a,,,... - arifmetik progressiya <> VneN ucitjj,
a,ji=an+d (d —aylrma).
1. at=a,+d. 2. an=a™ zaf (u>1).
3. an=aj +(n-1)d. 4. an=ak+d-(n-k) (\<k<n-\).

il



5. a,,= k*a™, (1<A<«-1). 6. 3,43, =3t +3,,, agar
n+m=k+p bo‘lsa

7. S,=a +a, +..+a, = AR oo 2aXT WD),

9°. Geometrik progressiya
{£.} btb2..bn.. (b,*0) - geometrik progressiya o VneN
uchun bnH=bn-q (q -maxraj). -

L K+H=K-q- 2- «>i-
3. bH=br g™ 4. 6,=V<T* (I<£<«-i).

5 bn=K-r<lk’ (I<*<«-1)- 6. bll+k=bn-gk.
7. bl=bnk-bmk (@<£<«-]). 8. bn-b=bk-bp agar n+m=k+p bo‘lsa.

_ 1-tf” _b,,q~bl
= >
9. Sn-bl+b2+.b, -<? <yl
Aen, q=\

10. S=Im$=y~> agar0<|q|<l bo‘lsa.

10® Tenglamalar
1. Chizigli tenglama ax-b:

a) agar a* 0 boisa, yagona x=a— yechimga ega;
b) agar =0, 6~0 boisa, yechimga ega emas;
d) agar «=¢ =0 boisa, cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu holda
ixtiyoriy x tenglamaning yechimi boiadi.
2. Chizigli tenglamalar sistemasi
fajk +bty =c,

[a,* +62y=c,
Aytaylik, A=af2- , Ax=6x, - bf2 va Ay=a,c2-a,c, boisin.

Ai
a) agar a ~0 boisa, yagona *=—A, szA\J yechimga ega;

b) agar A=0 boiib, Ax va Ay lardan birortasi 0 dan fargli
boisa, yechimga ega emas;

12



d) agar A=Ax=Ay=0 bo‘lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega.

e) Geometrik talgini: ax +by =c tenglaraa tekislikda to‘g‘ri chi-
zigni aniglaydi. A™NO shart ikkita to‘g‘ri chizigning kesishishini va
ularning yagona umumiy nuqtaga ega bo‘lishini bildiradi. b) dagi
shart ikkita to‘g‘ri chiziglarning parallel bo‘lib, ularning umumiy
nuqtaga ega boMmasligini anglatadi. VVa nihoyat, A=Ax=A;;=0 shart
ikkita to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushishini va ularning cheksiz
umumiy nuqtaga ega bo‘lishini bildiradi.

3. Kvadrat tenglama ax2+bx+c=0: D=b2- 4ac bo‘lsin.

a) a=Q bo‘lsa kvadrat tenglama yuqorida ko‘rilgan chizigli teng-
lamaga aylanadi; a* 0 bo‘lib,

b
b) D=0 bo'lsa, yagona x =- a yechimga ega;

—b+y[D
d) D>0 bo‘lsa, ikkita x,, =2);[ yechimga ega;
e) D<0 bo‘lsa, yechimga ega emas.
4. Yiyet teoremasi:
a) agar x, va X, lar x2+px+q =0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, unda

bo‘ladi;
b) agar X,, X2 va x3 lar x3+ px2+gx+r =0 tenglamaning yechi-
mi bo‘lsa, unda
X, +Xn+x3=-p,

<A Xt + X, X, +X2X, =(Q k

bo‘ladi.

5. a*=b, a>0 tenglama

a) b>0 bo'lganda x=1log06 yechimga ega;

b) b<0 bo‘lganda yechimga ega emas.

6. logax =b tenglama a >0 bo‘lganda x =ah yechimga ega.

7. Trigonoinetrik tenglamalar:

/7 ixtiyoriy butun son bo'lsin.

a) sinx=a tenglama 4<1 bo‘lganda x=(-1)”arcsina+nK
yechimga ega, \ai>1 bo‘lganda esa yechimga ega emas;

13



b) cosx=a tenglama |a|<l bo'lganda x=zarccosa+ 2mr
yechimga ega, |o|>] bo'lganda esa yechimga ega emas;

d) tgx =a tenglamaning yechimi x=arctga+nn bo'ladi.

e) ctgx =a tenglamaning yechimi x =arcctga+nn bo‘ladi.

11°. Tengsizliklar
1. Tengsizliklarning xossalari:
a) a>b o ixtiyoriy ¢ uchun a+c>b +cl
b) a>b va c>d = a-+c>b +d',
d) a>b va ¢c>0 => ac>hbc;
e) a>b va ¢c<O => ac<bhem
2. Chiziqgli tengsizlik ax>Db'
a) a=o0 va (>0 bo‘lsa, yechimga ega emas;
b) a=0 va b<0 bo'lsa, xe(-00;+<x>) bo‘ladi;

d) a=>0 bo‘lsa, ;*00 va a<0 bo‘lsa,

bo‘ladi.
3. ax<b tengsizlik (-1) ga ko‘paytirilish yordamida -ax>-b
tengsizlikka keltiriladi.
4. Kvadrat tengsizlik ax2+bx+c>0: D =b2- Aac bo‘lsin.
a) a=0 bo‘lsa kvadrat tengsizlik chizigli tengsizlikka aylanadi;
b) a<0 bo‘lib, D<0 bo‘lsa yechimga ega emas;

f -b +y[D

d) a<0 bo‘lib, D>0 bo‘lsa, xe bo‘ladi;
2a 2a
e) a>0 bo'lib, D>0 bo‘lsa,
-00: -b-AD n I+/£E '+CO4 :
: 22 T bo‘ladi;

i) a>0 va D>0 bo‘lsa, xe(-co;+00) bo‘ladi.

5. ax2+bx +c< 0 kvadrat tengsizlik (—1) ga ko‘paytirilish yor-
damida -ax2- bx-c> 0 tengsizlikka keltiriladi.

6. a) a>\ bo‘lganda a'® >agl) tengsizlik /(x)>g(x) teng-
sizlikka teng kuchli;



b) 0<a<1 bo‘lganda af(x) >agX) tengsizlik f(x) <g(x) teng-
sizlikka teng kuchli.

7. a) ¢>1  bo‘lganda log*f(x) >log4g(x) tengsizlik
/(x)>g-(x)>0 tengsizlikka ekvivalent;

b) 0<6<1 bo‘lganda log*/(x) >log*g(x) tengsizlik
0</(x)<g(x) tengsizlikka ekvivalent.

8. Ratsional tengsizliklar intervallar usuli yordamida yechiladi:
ratsional kasr surat va maxrajining barcha ildizlari butun sonlar
o'gini intervallarga ajratadi. Har bir intervalda ratsional kasr 0°z
ishorasini o‘zgartirmaydi. Kerakli intervallar tekshirish yordamida
topiladi.

9. Trigonometrik tengsizliklar:

a) sinx>a tengsizlik:

1) a>1 boisa, yechimga ega emas;

2) a<-1 boisa, xe(-00; +co) boiadi;

3) -l<a<l| boiganda, xe (arcsina+2nn-, n - arcsina+2nvt)
boiadi. \

b) sinx<a tengsizlik:

1) a<-1 boiganda yechimga ega emas;

2) a>1 boisa, xe(-00; +co) boiadi;

3) —d<a<l boisa, xe[~%- arcsina+2nn\ arcsina+ 2mi)
boiadi.

d) cosx >a tengsizlik:

1) a>I1 boiganda yechimga ega emas;

2) a<-1 boisa, xe(-00; +00) boiadi;

3) -l<a<l| boiganda* xe(-arccosa+2nn\ arccosa+2n;r)
boiadi.

e) cosx<a tengsizlik:

1) a<-\ boiganda yechimga ega emas;

2) a>1 boisa, xe(-*o; +00) boiadi;

3) -1<a<! boisa, xe(arccosa+2nz; 2n- arccosa+2nit)
boiadi.

f) tgx>a tengsizlik x G arctga+nn\ —+nxj yechimga ega.

o rn A )
g) tgx<a tengsizlik xe --2--\-nn\ arctga+nnj yechimga ega.



h) ctgx >a tengsizlik x e {nn\ arctga+na) yechimga ega.
i) ctgx <a tengsizlik xe (arcctga+ns\ s +nda) yechimga ega.

10. Modul gatnashgan tenglama va tengsizlikni yechish uchun
modul ostida gatnashgan funksiyalarning barcha nollari topiladi,
ular yordamida sonlar o‘qi oraliglarga ajratiladi va har bir oraligda
moduldan qutulinadi.

12°. Ajoyib va muhim limitlar

. _ .20
1. |Im;—0. 2. )l)l_%m—o.
n
3. In)ryq—:o (a>|) 4, Hggemzo (ya>0).

[op}

5. M\;(rgnq":o, ?|1<1. H’%\[azl ()a>o).
7. I%(Dm (/ ) 8. limVA=1I.

0 lim-4== i +- =ax*
hribwiey 10 ;l,lf!"‘*\l . e*2,71828

1 gt enn S i = 1.12: i 0¥ =a  fmeR),

13, lim(l +x)* =e. 14, lip—r =1,
ex-1_

15. -@3"'{"_1' 16. I| -——-Ina (a>0).

iH %_OW‘_F-l:a (L?eg{)l.4
18. imxalnx = Jim x~alnx = lim xae~x=0 (a >0) ;

13°. Differensiallashning umumiy qoidalari
1. y=c=const, j'=0. 2. y-c-u [c=const), y'=c-u'.
3. y=uzv, y'=u'tv" 4. y =u-v, y'=u'-v+u-v'.
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u-v-it-v

5. y=~ (V(¥)"0), y-

7. y=£{x), x=/"(j>) ~v-

6. y=f(u) (u=u(x)), y'=f\rux.

.. 8 y=uy, y'=uy-v'-inu+u""-v-u'".

y

14°. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari

1. X"),=raml.

3. sinx)' =cosx.
5 tgx)'==V %
7. Inx)t=-,
X
0. )'=e\
U (arcsinx) '
13. (arctgx)'=
(arctgx)'=
15. (shx)'=chx.
17. (thx)'=.-~-.
cnx
1
29 (arcshx)'=
Vx2+1 '
21. (arcthx)'-
( ) 1-x2
15°.

1 drf{x)dx =/(x)d"x.

2. (jed)'=xi -(1+ Inx).

4. (cosx)'=-sinx.

6. (ctgx)'=- 1
(ctgx) sin2X
8. (log,,x)' =— (a>0, a*l).
xlna

10. a')l=a‘'lna (a>0).
, 1
12, arccos)'N
VI - x2
o1
14. arcctgx)’=“j~J m
16. chx)1=shx.
cthx)’
18. ) sh2x
20. arcchx)'=—= =
Vx2-1
22. arccthx)'=-y—

Integrallashning umumiy qoidalari

2. JiIF(x) =F(x) +c.

17
i
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3. Jel(x)¢x=cd/ (x)¢x (c=constdo).

9N W 174 =

J/(x)Ix£ \g(x)dx .

16°. Anigmas integrallar jadvali

1. Jo-dx =fi.

2.

ah
3. Wadx=—— +C (cco- 1 cceR). 4.

a+l

J
ri/x 1

5. J—=— +c.
J X' X

6.

7. b——=—n|<xc+Z>+c (a”™0). 8.
a

Jax+b

*

a
\axdx = ———--1c¢

9. (a> 0. ag ). 10.
J Ina !
11. rcosxt/x:smx+c. 12.
J
13. f..4 ~ =tgx+c. 14.
Jcos X
15. 3chde:inX+C. 16.
17. " —txwe. (Hotixee. 18
ch X Jehrx
dx l X
19. r—---T——arctg +c (a*0). 20.
Ja'+X a
X
21. Jr r ]I:I =7 =arcsm- +c ’(a>0)q. 22.
na -X a
r o ax 1, a+X
— +
23. p——r=on__ *C (a® 0),

18

JiIx=X+c.

. CfX [
H==2n/x+c.
nixX

rdx
—= X+c.
J Vv
SVt/X:ex+c.

fsinxafc = -cosx +c.
J

r dx
———=-Ctgx +c.
Jsin- X

Ishxdx =chX+cC.
J

f—r—=-cthx +c.
Jsh X

r dx

—---—-T =arctgx +c.
Jl+x
JT___/@“T arcsinx + c
ViI-x'

dx

@—r-—l _a+c
JX -a 2a x+a
limz =a

N

(an0).



dx

24 II —In X+n/x2+a +¢c  (a ¢ 0)
" n/x2+a
r xdx 12
X +cC
25. J\Ja +x 17

26. f'/a2-x2dx-"4a2-x2+-Narcsin—+c (0>0).

y
27. JFn/)Qtade =~2-\Ix21a2+? In x +n/x2+ a2

tg; 29. S L e
28. ﬂﬁqx_ln gé te " Jcosx =N 9\7. 4:
rJx y | I’dX I N
30. J— =lInk,nxl+c. 31. Ctgx -In CosXx +c

17°. Aniq integralning tatbiglari
1. Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar f (x)eClab\, f2(x)e C[ab\ boiib,
ja<x<b,
A {x)"yrf2{x)
bo‘isa, u holda
s =J[/2(*)-.1;(*)} &
boiadi,
b) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar
\a<(p<E,
=<
[o <7-<r(cp)
boiib, ?-(©)e C[«,/?] boisa,
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s = \\r2i,p)d(p

boiadi.
2. Anig integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
AB: {(x,/(")):"e [N} bo'lib, /'(x)eC[a,6] bo‘lsa, unda

AB egri chizig uzunligi / ushbu

1= (1K

formula yordamida hisoblanadi.
b) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig yoyining uzun-
ligini hisoblash.

fx =<pft),
Agar AB: i =Iy" cx<t</3 bo‘lib, (p'{t)eC[a,0\ va

] bo’lsa,

/= 1aIMOT +[y/'{x)]2dt
bo‘ladi.
d) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining
uzunligini hisoblash.
[a<cp<p,
Agar AB'-\r=r((p) bo‘lib, r'(cp)eC[a,0\ bo‘lsa, unda

I="r 2(cp) +[r'(<p)]2d(p

bo‘ladi.

3. Aylanma sirtning yuzasi.

AB\{{x"f{x))-x e [a" bo‘lib, f(x)> 0 va f{x)&C[a,b]
bo‘lsin. /ib yoyni OX o°‘gi atrofida aylantirish natijasida hosil
bo‘lgan aylanma sirtning yuzasi ushbu

S=2njf (x)M +[f(x)Idx

formula yordamida hisoblanadi.
20



4. Aylanma jismning hajmi.

fa <x <b, i
TJshbu = e"Tl chi:|qli trapetsiyani OX o‘qgi

atrofida aylantirishdan hosil boigar :r/lanma jismning hajmi

V=")[/(*)]"A

formula yordamida hisoblanadi.

5. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

OX o‘gida shu o‘g bo‘ylab biror jism F =F{x) kuch ta’sirida
harakat gilayotgan boisin. Agar F[x)&C\a,b\ boisa, F-F(x)
kuch ta’sirida jismni a nuqtadan b nuqtaga oikazishda bajarilgan
ish ushbu

b
A = JFAxMdx

formula yordamida hisoblanadi.

6. Statik moment. Og‘irlik markazi.

Egri chizigning OX va OY o‘glariga nisbatan statik moment-
lari Mx va My lar

M., =\ydl va My=\xdl

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl="j(dx)2+(dyf —
yoy differensiali, / esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chizig ogirlik markazining koordinatalari esa ushbu
M v M
X=T ; y°=T
formulalar yordamida hisoblanadi.

7. Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

\a<x<b

egri chizigli trapetsiyadan iborat boisa, unda
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bo'ladi. Bu yerda $ ~ \y{x¥YXx —trapetsiyaning yuzi.
a

18°. Matematik belgilar
Formula, ta’rif va tasdiglarni yozishda quyidagi matematik belgi-
lardan foydalanish qulay bo‘lib, yozuvni ancha ixchamlashtiradi:

e —tegishli,
¢, —tegishii emas,
c —gism,
V -ixtiyoriy,
3 —mavjud,
3!—mavjud va yagona,
=>—kelib chigadi, “...bo‘lsa, ...bo‘ladi”,
o —teng kuchli,
.=-ta’rifga ko'ra teng,

shunday,
n-va,
V -yoki,
<—ishotning boshlanishi,
> —jshotning oxiri.



2-§. 1-MUSTAQIL ISH

Ketma-ketlik va funksiya limiti

Sonli ketma-ketlik va uning limiti.

Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar.
Monoton ketma-ketliklar va ulaming limiti.
Fundamental ketma-ketliklar.

Ketma-ketlikning yugori va quyi limitlari.
Funksiyaning limiti.

Funksiyaning uzluksizligi va uzilish nugtalari.
Funksiyaning tekis uzluksizligi.

-A -
Asosiy tushuncha va teoremalar

la Sonli ketma-ketlik va uning limiti

1-ta’rif. Agar har bir n<=N natura! songa biror gonun yoki qoi-
daga ko ra bitta xn hagigiy son mos go yilgan bo‘lsa, xt,x2, x n,...
sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va n {xn} kabi belgilanadi.

xn (n=12,...) miqgdorlar {x,} ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
{a,} va [yn] ketma-ketliklar berilgan bo‘lsa,

{X,,+Y,,}={xl +yl, x2+y2...},

{X,,-Y.. }={xl-y 1 x2-y2..},

-, ={xry 1’ x2-y2...},

ketma-ketliklarga mos ravishda {x.,} va {y} ketma-ketliklarning
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi.

2-ta’rif. Agar 31 (3m) son mavjud bofisaki, \fneN uchun
x4<M (x,, >in) tengsizlik o'rinli boisa, {x,} ketma-ketlik yuqori-
dan (quyidan) chegaralangan deyiladi. Aks holda esa, yahi
VM (V/7?) son olinganda ham 3neN son mavjud boisaki, xn>M
(xH<in) bofsa, {x,} ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralan-
magan deyiladi.
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3-ta’rif. Agar 3M >0 son mavjud bo ‘Isaki, \/neN uchun
\xn|<M bofisa, {x.} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. Aks hol-
da esa, yahi VM >0 son olinganda ham 3neN son topUsaki
|x,,/>M bosa, {x,} chegaralanmagan ketma-ketlik deyiladi.

4-ta’rif. BerUgan |x,,} ketma-ketlik uchun shunday a son topilib,
\/E>0 son olinganda ham 3n0- n0(s,a)e N son mavjud bo1saki,
11 >n0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun
\xn-a\<s tengsizlik o ¥inli boisa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi va ™xn=a koYmishda belgilanadi.

Agar 4-ta’rifdagi shartni ganoatlantiruvchi a son mavjud
bo'lmasa, {x,} ketma-ketlik limitga ega emas deyiladi.

5-ta’rif (4-ta’rifning inkori). Agar V/@We N son olinganda ham
3s >0, 3n>n0 son topUsaki, [x,-a\>s bo‘lsa, a son {xn} ketma-
ketlikning limiti emas deyiladi va X'~a koYmishda belgilanadi.

6-ta’rif. Agar |X,,} ketma-ketlik chekli limitga ega bofsa, bu
ketma-ketlik yaginlashuvchi tleyiladi. Aks holda bu ketma-ketlik uzog-
lashuvchi deyiladi.

2°. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-kctliklar
1-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikning limiti nolga teng 3}™xn )
boisa, {x,} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. Agar VM >0 son olinganda ham 3n(je N son mavjud
bo1isaki, V/7>n0 natural sonlar uchun |x,,[>M tengsizlik o finli bofsa,
{x,} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlik boisa, |™ x»=0°
ko‘rinishda yoziladi. Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlik boiib,
biror nomerdan boshlab barcha hadlari musbat (manfiy) boisa,
r!jmx =+00 (/(!_E@Oxn:-co,\ ko‘rinishda yoziladi.

Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan boiadi,
lekin bu tasdigning teskarisi har doim ham o‘rinli boiavermaydi.

1-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklar yigindisi

cheksiz kichik ketma-ketlik bo1adi.
2-teorema. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ket-
ma-ketlik ko paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik boadi.
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3-teorema. Agar VneN wuchun x,*0 bofiib, {x,} — cheksiz

katta (cheksiz kichik) ketma-ketlik bofsa, u holda cheksiz
kichik (cheksiz katta) ketma-ketlik bofadi.
4-teorema. =a bolishi uchun {«,} ={x,-a] ketma-ketlik-

ning cheksiz kichik ketma-ketlik bofishi zarur va yetarlidir.

3°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, uning
limiti yagona bo‘ladi.

2-teorema. Agar {x.} ketma-ketlik yaginlashuvchi bofsa, u che-
garalangan bo1adi.

3-teorema. Agar (x,} va {/.} ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bofisa, u holda {xnty,}, {xn-yn} ketma-ketliklar ham yaginlashu-
vchi bo fadi va

formulalar o‘rinli bo‘ladi.
4-teorema. Agar {x,} va {=} ketma-ketliklar yaginlashuvchi

bofdib, VnsN uchun yn*0 va y,, M0 boisa, ketma-
ketlik ham yaginlashuvchi bofiadi va

"~xY.,
formula o‘rinli bo‘ladi.
5-teorema. Agar II}I’LRX =a bofib, biror nomerdan boshlab Xpp>C

(X, <c) bofisa, u holda a>c (a<c) bofadi.
6-teorema. (“lkki mirshab hagidagi teorema’). Agar (!_igaxnza,
r!i@y,, =a bofib, biror nomerdan boshlab x<z<y,, tengsizlik o finli

boisa, u holda !'mz,,~a bo fadi.



A8ar !'™x"~(0> JWw" bo‘lsa, y'r; ga ’l\J ko‘rinishdagi

anigmaslik deyiladi. —, 0-a>, o0o0-co va boshga ko‘rinishdagi
anigmasliklar ham shu kabi ta’riflanadi.

4°, Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti
1-ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlikning hadlari VneN uchun

X,,<xm (xn>xnH) tengsizlikni ganoatlantirsa {x,,} o‘suvchi (kama-
yuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. 0 Suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton ket-
ma-ketliklar deb ataladi.

1-teorema. Agar |x,} ketma-ketlik o'suvchi bo'lib, yugoridan
chegaralangan bofsa, u holda u yaginlashuvchi boadi.

2-teorema. Agar |xH ketma-ketlik kamayuvchi bofib, quyidan
chegaralangan bofsa, u holda u yaginlashuvchi bofadi.

5°. Fundamental ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar \/s> 0 son olinganda ham 3n0=nQs)e N son
mavjud bofisaki, Vn>n( va peN sonlar uchun \xmp-x,|<s teng-
sizlik bajarilsa, {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. (1-ta tifning inkori). VnOeN son olinganda ham shun-
day n>n0, peN, s >{ sonlar mavjud bolib, Wmp- xn|>s tengsiz-
lik ofinli boisa, {x,} ketma-ketlik fundamental emas deyilali.

Teorema (Koshi). Ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo‘ishi uchun
uning fundamental bo lishi zarur va yetarlidir.

6°. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori
va quyi limitlari
{x,,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, kxk2,....,kn,... (k,,>n)
o'suvchi natural sonlar ketma-ketligi bo‘lsin. {x,} ketrna-ketlikning
k],k2,...,kn,... nomerli hadlaridan xv xfc,."..,xv ... ketma-ketlikni
tuzamiz. Hosil bo‘lgan |xA| sonli ketma-ketlik {x,} ketma-ketli-
kning qismiy ketma-ketligi deb ataladi.
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1-teorema. Agar ),™x»=a bofisa, u holda uning har ganday
gismiy ketma-ketligining limiti ham a ga teng bofadi.

2-teorema. (Bolsano-Veyershtrass). Agar {x,} ketma-ketlik che-
garalangan bofsa, u holda bu ketma-ketlikdan yaginlashuvchi boigan
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

1-ta’rif. [xn] ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi limiti {x,}
ketma-ketlikning qismiy limiti deb ataladi.

2-ta’rif. Yuqoridan (quyidan) chegaralangan ketma-ketlik gismiy
Umitlarining eng kattasi (eng kichigi) berilgan ketma-ketlikning yuqori

(quyi) limiti deyiladi va \,U)@X" \I/«chol*,,J) ko finishda belgilanadi.

3-teorema. , gxn=a bofishi uchun Il,i_g&f((l:”_m =a boTishi

zarur va yetarli.

7°. Funksiya tushunchasi. Funksiya limiti

Bizga biror X czR to‘plam berilgan boiib, x o°‘garuvchi mig-
dor X to‘plamdan olingan boisin. Agar har bir xg X songa biror
gonun yoki goidaga ko‘ra bitta y son mos qo‘yilsa, u holda X
to'plamda funksiya aniglangan deyiladi va y =f (x) kabi belgilana-
di, x o°‘zgaruvchiga erkli o‘zgaruvchi (yoki funksiyaning argumen-
ti), X to'plam /(x) funksiyaning aniglanish sohasi, x soniga
mos keluvchi y soniga esa funksiyaning X nuqtadagi xususiy qi-
ymati deb ataladi. /(x) funksiyaning barcha xususiy giymatlar
to‘plami Y ga / (x) funksiyaning giymatlar to‘plami (yoki o‘zgarish
sohasi) deyiladi. Shunday qilib,

Y ={yeR: y =f(x), xeX).

Agar a (ael.ee a?1l ) nugtaning ixtiyoriy atrofida x
to‘plamning a dan fargli kamida bitta nuqtasi boisa, u holda a
nuqta X to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Bundan keyin butun paragraf davomida x ~ /(*) funksiyaning
aniglanish sohasi, a nugta x to‘plamning limit nuqtasi deb tus-
huniladi.
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1-ta’rif. (Koshi). Agar \/E>o0 uchun 38 =S(s,a) >0 topilsaki,
0<|x-a|<J tengsizlikni ganoatlantiruvchi V iel uchun
\f(x)-b\<s tengsizlik bajarilsa, u holda b soni f(x) funksiyaning
a nugtadagi limiti deyiladi va *™/(x) =£ kabi belgilanadi.

2-ta’rif. (Geyne). Agar X toplamning nugtalaridan tuzilgan, a
ga intiluvchi V{x,.} (x,"a, n=\ 2, ..) ketma-ketlik uchun {/(*,)}
ketma-ketlik hamma vagt yagona b soniga intilsa, shu b soni f (x)
funksiyaning a nuqtadagi limiti deb ataladi.

Keltirilgan ta’riflardan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning a nug-
tadagi limiti mavjud bo‘lishi uchun funksiya & nugtada aniglangan
bo‘lishi, ya’ni a~X bolishi, mutlago shart emas (a nuqtaning
X to'plam wuchun limit nuqta bo‘lishi yetarli, ya’ni, umuman
olganda, a <£X).

Endi 1- va 2-ta’riflarga teskari ta’riflarni keltiramiz.

1-ta’rifning inkori. Agar 3s >0 topilsaki, V8>0 uchun
0 <\x-a\<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi 3xeX mavjud bofib,
\f(x)-b\>s tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning a nu-
gtadagi limiti emas deyiladi

2-ta’rifning inkori. Agar d nuqtaga intiluvchi  3{x,}
(xneX, xn*a, n=12, ...) ketma-ketlik topilsaki, unga mos
[f{xn)\ ketma-ketlik b ga intilmasa, u holda b son /(x) funksi-
yaning a nuqtadagi limiti emas deyiladi.

1-teorema. Funksiya limitining 1- va 2-tatiflari ekvivalentdir.

Biz 1-teoremadan quyidagi xulosani chigaramiz: funksiyaning

limitini hisoblayotganda gaysi ta’rif bo'yicha hisoblash oson va qulay
bo‘lsa, shu ta’rifdan foydalanish kerak.

Ba’zi bir hollarda / (x) funksiyaning a nugtadagi limiti mavjud
bo‘Imaydi. Ana shunday hollarda funksiyaning nuqtadagi bir to-
monii (o‘ng va chap) limitlari to‘g‘risida gap yuritiladi.

3-ta’rif (Koshi). Vs>0 wuchun 38 =8(a,s)>0 topilsaki,
a<x<a+8 (a-S <x<a) tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe X
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uchun \f(x)-b\<e tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning
a nuqgtadagi oing (chap) limiti deb ataladi va
lim f(x) =f(a +0)=b (lim f(x) =f(a-0)=b)
x—>a+0 \x —=a—90 /

kabi belgilanadi.

4-ta’rif (Geyne). a nugtaga intiluvchi V{x,}, x,,eX, x,>a
(x,,<a) ketma-ketlik olinganda ham unga mos {/(*,)} ketma-ket-
lik b soniga intilsa, b soni f(x) funksiyaning a nugtadagi o‘ng
(chap) limiti deyiladi.

2-teorema. Xlir*r;f(x)zb bofishi uchun /(a +0)=/(a-0)=2
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Endi funksiyaning x->+o00 dagi limiti ta’rifini beramiz. /(x)
funksiya (c,+co cheksiz oraligda aniglangan bo‘lsin,

5-ta’rif. (Koshi). Ve >0 uchun 3A>0 (/I ~c) topilsaki, Vx> A
uchun \f(x)-b\<s tengsizlik bajarilsa, b son /(x) funksiyaning

dagi limiti deyiladi va J“™/(*) =h kabi belgilanadi.

6-ta’rif. (Geyne). +00 ga intiluvchi V{x,} (x,,>c) ketma-ketlik
uchun unga mos {/(*,,)} ketma-ketlik b soniga intilsa, b soni f(x)
funksiyaning x —+00 dagi limiti deb ataladi.

3- va 4-ta’riflar harnda 5- va 6-ta’riflar bir-biriga ekvivalent.
lim/(*) =* ning ta’rifi ham yugoridagiga o‘xshash aniglanadi. Agar
lim/(x)= Xlimf(x) =b bo‘lsa, u holda 'lim/(x) =6 deb yoziladi.

7-ta’rif. Agar lim/(x)=° flim/(x) =0; boflsa, f(x) funksiya

a nugtada cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiya deyiladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz katta
va cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun 2°-punktda Kkeltirilgan
xossalarga ega.

8°. Limitga ega too‘lgan funksiyalarning xossalari
1-ta’rif. Ushbu Us(0)=jxeR: 0<|x-aj<j} toplam a nugta-
ning o‘yilgan 5 atrofi deb ataladi.
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1-teorema. /(x) va g(x) funksiyalar a nugtaning biror o ¥ilgan
atrofida aniglangan bofib, ™ /{x)=b va ]img(x) =c bofisin. U holda

1) I|mf/(a)+g(x)l —Ilmf(x)+ Ilme(x) b+ c,

2) Ilm'[/ (0) g (x)J = I|m/(x2 -Ilmg (x) b,

3) agar ¢* 0 bofisa, lim hr, tinsi;

2-teorema. («Ikki mirshab haqidagi teorema»). Agar f(x), g(x)
va h(x) funksiyalar a nugtaning biror o$%Ugan atrofida aniglangan
bofib, shu atrofda /(x) <g(x) <h(x) tengsizlikni ganoatlantirsa va
lim/(x) =limh(x) =b tenglik bajarUsa, u holda limg(x) =2 bo1adi.

Funksiya limitini hisoblashda quyidagi ajoyib limitlar katta aharni-
yatga ega.

Birinchi ajoyib limit:

Ikkinchi ajoyib limit:

@
9°. Funksiya limiti uchun Koshi teoremasi

/(x) funksiya X to'plamda berilgan boiib, a nugta X
to‘plamning limit nuqtasi boisin.

Ta’rif. Agar V>0 uchun 3J>0 topilsaki, argument x ning
0<|x'-a|<d, 0<|x"-a| <8 tengsizlikni  ganoatlantiruvchi
X, x" (x'eX, x"eX) qiymatlarida j/(x")-/(x")|<s tengsizlik
ofrinli bo'lsa, /(x) funksiya uchun a nugtada Koshi sharti bajarila-
di deyiladi.

Ta’rifning inkori. Agar 3s >0 son topilsaki, V8 >0 son uchun,
0<|x'-a|<t>, O<|x"-t/|<<5  tengsizlikni  ganoatlantiruvchi
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V*, x"eX lar mavjud boiib, |/(x")-/(x")|>£ tengsizlik bajarilsa,
I (x) funksiya uchun a nuqgtada Koshi sharti bajarilmaydi deyiladi.

Teorema. (Koshi). /(x) funksiya a nugtada chekli limitga ega

bo fishi uchun bu funksiyaning a nugtada Koshi shartini bajarishi
zarur va yetarlidir.

10°. Funksiyaning uzluksizligi va uzilishi

/(x) funksiya a nugtaning biror to‘liq atrofida aniglangan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar
lim/(x) =/(a) (3)

bo‘lsa, /(x) funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya uzluksizligi ta’rifini Koshi va Geyne ta’riflari yordamida
ham berish mumkin. Biz ularga to‘xtalib o‘tirmaymiz.

Endi /(x) funksiya a nugtaning biror o‘ng (chap) yarim
atrofida, ya’ni [a, a+S) (mos ravishda, (a-5,a\) yarim in-
tervalda aniglangan bo'lsin.

2-ta’rif. Agar

(™, A*)=1(«))

bo‘lsa, /(x) funksiya a nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi.

Teorema, /(x) funksiyaning a nuqgtada uzluksiz bofishi uchun
uning shu nugtada ohgdan va chapdan uzluksiz bofishi zarur va
yetarlidir.

Faraz gilaylik, /(x) funksiya a nugtada uzluksiz bo‘lsin. U
holda Umf(x) =f(a) bo‘ladi. = limJ/(x)-/(a)] =0. Agar
Ax:=x-a ~ argument orttirmasi va Ay:=Af(a)=f (x)- f(a) -
funksiyaning a nuqtadagi orttirmasi belgilashlarini Kkiritsak,
X=a+Ax va Ay=A/(a) =f (a+Ax)-/ (a) bo'ladi. Natijada, biz

JiSoM *) -/ = + AX) -W I=is,..=0
ekanligini hosil gilamiz. Shunday qilib,
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lim Av=0 (4)

)

tenglik bajarilsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
3-ta’rif. / (x) funksiya (c,d) interva/ning har bir nugtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya (c,d) intervalda uzluksiz deyiladi.

f(x) funksiya (c,d) da uzluksiz boiib, s nuqtada o'ngdan, d
nugtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, unda u \c,d] kesmada uzluksiz
deyiladi.

X to‘plamda uzluksiz funksiyalar sinfi C(X) kabi belgilanadi.

4-ta’rif. Agar

limf(x) =b*f(a) (1-hol)
lim /(x)-3 (2—hoi)
lim/(x) = oo (3—hoi)

bofisa, unda f (x) funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Funksiyaning a nugtada uzilishga ega bo‘ladigan hollarini alo-
hida-alohida ko‘rib chigaylik.

a) Ijmf(x):b*f(vzi) bo‘lsin.

Bu holda Ai;%f(x)]:f(ﬁ +0; \a J'l_i»%f(x) =f(a-0) iar
mavjud bo‘lib, f(a +0)=f(a- 0)*f(a) bo'ladi. Bunday nugta
bartaraf gilish mumkin boigan uzilish nuqgtasi deb ataladi.

Misollar.

IX2, agarx &0 bo‘lsa,

L) [I, agar x=0 bo‘lsa

funksiya uchun x=0 nugta bartaraf gilish mumkin bo‘lgan uzilish
nuqtasi bo‘ladi, chunki

lim f(x)= lim/(x) =0 va /'(0)=1.
Agar f (0) =0 deb gabul gilsak, funksiya uzluksiz bo‘lib goladi.
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1-xsin —agarx;£ 0 bo'lsa,
2. I(*) =
2, agar x =0 bo'lsa
funksiya uchun ham x =0 nuqta bartaraf gilish mumkin boigan
uzilish nuqtasi boiadi, chunki

lim /(*)= 1im/(x) =1 va /(0)=2.

t—>t/+0

b) lim fix)- 3 boisin.

x—>n+0J

Bunda quyidagi uchta hoi boiishi mumkin.
1) limo/(x) =/(0-0) va Jimo/(x)=/(a+0) lar 3 va

f(a-0)*f(a +0).

Funksiyaning bunday nugtadagi uzilishi birinchi tur uzilish va
|/(a +0)-/(a-0) ayirmaga funksiyaning a nuqtadagi sakrashi
deyiladi.

Masalan,

1
[(*)= 1+2r
0,agar Xx=0 bo‘lsa
funksiya uchun *=0 nuqta 1-tur uzilish nuqtasi boiadi va funk-
siyaning bu nuqtadagi sakrashi 1 ga teng:
f{a +0)- f{a- 0)|=|/(+0)-/(-0)}=i0- U=1;

2) x->a da /(x) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan hech

boimaganda biri 3. Funksiyaning a nuqgtadagi bunday uzilishi

ikkinchi tur uzilish deyiladi.
Misollar.

sin— agarx>0 boisa,
1. A*): X .
-X, agar Xx<0 boisa
funksiya x=0 nugtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki
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,\Ifi>r>T-b/ (X)i_ l\l/i_@og/-.y)]:O:/(O), lekin \I/L@O/ {f):}i-%smx_ 3.
[0, agarx - irratsional bo‘lsa,

2. )
agar x-ratsional bo‘lsa

futiksiya Vae li nuqgtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki a->a
da D(x) funksiyaning o‘ng limiti ham, chap limiti ham 3.
3). a-»a da /(a) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan biri

cheksiz yoki o‘ng va chap limitlar turli ishorali cheksiz. Funksiya-
ning a nuqtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi.

d) J*m/(A)=0C bo‘lsa, /(a) funksiya x-=-a nugtada ikkinchi
tur uzilishga ega deyiladi.

11°. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
1-teorema. Agar /(a) va g(x) funksiyalar X aR toplamda
aniglangan bolib, ulaming har biri ae X nuqtada uzluksiz bo{sa, u holda

nf(amtg(a),
2) I(*)e&(*)>

F(x)
3>iw  (Vag X uchun g(x)*0)
funksiyalar ham shu nugtada uzluksiz bo 1adi.
Izoh: 1-teoremaning aksi har doim ham O0‘rinli bo‘lavermaydi.

Masalan, f(x) =x va

sin— agar X ;*0 bo‘lsa,

S(X): A

0, agar a =0 bo‘lsa
funksiyalar ko‘paytmasi /(A)-g(x)=x-sinA- funksiya R da uzluk-
siz, lekin g(x) funksiya x=0 nugtada uzilishga ega.

Aytaylik, y =f(x) funksiya x to‘plamda, z=cp(y) funksiya
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esa 7={y=/(x):xeX} to‘plamda aniglangan boiib, ular
yordamida x to‘plamda aniglangan z=#>[/(x)] murakkab
funksiya tuzilgan boisin.

2-teorema. Agar y =fyx) funksiya aeX nuqtada, z-(p[y)

funksiya esa, unga mos ya=f{a) nuqgtada uzluksiz bo’lsa,

z =0\ _.f{x)\ murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bofadi.

Bu teorema limit hisoblashda juda muhim rol o‘ynaydi va
uning yordamida 1—8 ning 9° —punktidagi muhim limitlar keltirib
chigariladi.

3-teorema. Agar I_i*m/(xlzé (6>02 va limg(x) =c boflsa,
lim[ / (*)]'U") =c bo ladi.

[/(X]A ko'rinishdagi funksiyaga darajali-ko‘rsatkichli funk-
siya deb ataladi.

12°. Funksiyaning tekis uzluksizligi
Biror y - f(x) funksiya X to‘plamda berilgan boisin.

Ta’rif. Agar \fs>0 son uchun 3S=8(e) >0 son topilsaki, X

toplamning jx"-x'|<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx' va x

(.mt',x"el) nuqgtalarida |/(x")-/(x")|<s tengsizlik bajarilsa, /(x)

funksiya x toplamda tekis uzluksiz deb ataladi.
Ta’rifning inkori. 3¢->0 son topilsaki, \/8 >0 son olinganda

ham |x"-x'i<¢> tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday Vx' x" e X
nuqgtalar mavjad boiib |/(x")-/(x")| >e tengsizlik bajarilsa, /(x)
funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz emas deyiladi.

Kantor teoremas!. Agar /(x) funksiya \a,b\ kesmada aniglangan
va uzluksiz bofisa, u shu kesmada tekis uzluksiz bo 1adi.
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NAZORAT SAVOLLARI

Sonli ketma-ketlik tushunchasi.
Ketma-ketlik limitining ta’rifi va uning inkori.
Yaqginlashuvchi va uzoglashuvchi ketma-ketliklarning ta’riflari.
Cheksiz kichik ketma-ketliklar va ularning xossalari.
Cheksiz katta ketma-ketliklar va ularning xossalari.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar orasidagi bog‘lanish.
Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
. Monoton ketma-ketlikning ta’rifi.
Monoton ketma-ketliklar hagidagi Veyershtrass teoremasi.
10 Fundamental ketma-ketliklar va Koshi teoremasi.
11. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
12. Funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniqlanish sohasi va qiymatlar
to'plami.
13. Funksiya limitining Koshi ta’rifi va uning inkori.
14. Funksiya limitining Geyne ta’rifi va uning inkori.
15. Funksiya limiti Koshi va Geyne ta’riflarining ekvivalentligi.
16. Funksiyaning bir tomonli limitlari.
17. Limitga ega bo'lgan funksiyalarning xossalari.
18. Ikki mirshab hagidagi teorema.
19. Birinchi ajoyib limit.
20. lkkinchi ajoyib limit.
21. Funksiya limiti haqidagi Koshi teoremasi.
22. Funksiyaning nuqtadagi va to'plamdagi uzluksizligi ta’riflari.
23. Bir tomonlama uzluksizlik.
24. Bartaraf gilish mumkin boigan uzilish nuqtasi.
25. Birinchi tur uzilish nugtasi.
26. Ikkinchi tur uzilish nuqtasi.
27. Uzluksiz funksiyalarning xossalari.
28. Funksiyaning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.

—
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Mustaqil yechish uchim miso! va masalalar

1-masala.
(<o (Em)-?).

3n-2
11 X,,— ’2‘/—7_i—>

An2 +1

13 X=—-=, a

3n +2

- 202
15 X»=3F4J "’

1.7 X":'i'-""n', a

1- 2/
mn+3’
4+ 27
1-3/7°
13-/72
1+ 2«2’
3/7-1

19 X;:
1.11 X,
113 ¥

1.15 X«

1+ 3//

L7 X,

*TMxn =a

a
y7+1

3
2

4
3

19 47-1 a
% ey &
1.4 _9_'_14__3 &7: 1
’ 'qo 1+ 2/73 2
* 5/7 _
16 7%, o, 4=
2«+ 1 2
1.8 X, = y a=—
3/7-5 3
32+2 _ 3
L10 X'~ g2 (7 @5
5n+15
112 x,—, ~~98=-5
2M7-1 2
1.14 O-Be 3
1.16 Il a=-
0 X"~ 10/7-3° © 2
A7+3  _
118 X,— 5 27

ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin



2-masala. a soni {x,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.

2.1 x,,=(-D" +1, a=0. 2.2 X'=cos—, a=".
2.3 x,,:sﬁm} a=+ 2.4 ><,,—cos—nn a=-1.
0 z lUJ
25 x,,=2(,r\ a=0- 2.6 x.=n-[1+(-1)'], a=
2.7 X,,=(-)\ 0=-1. 2.8 X,,=(-)"+,a =1.
2-c0s s?7?
29 * oo , a=3. 210 *,= , a=1.
2 + QBAR \n/

2.11 x,,=M—i_5—|, a=1. 2.12 x,,=1:]+—3, a-2.
213 *,=—'— a=- 214 x,=sin"? a=I.
2n+ 2 2
2.15 XX:T 3=, 2.16 x,,:siné\S a=0.
2'17 X'=3-2n~" a~~2’ 2-18 \Ez(él)'r'\"»az-l-
2.19 x.=/i(“Dr, fl=0. 220 x.=7 —~ 7 oo=I.

o+ 1

221 x, =V«2+1-n <B=1
3-masala.
Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi hagidagi teo-
remadan foydalanib {x,} ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi
ko*“rsatilsin.

3.1 X,,=«(ir 3.2 Xx,,=/72sin™ 3.3 Xx,,=V”~cosy

34 X,=(-D"Ih« 3.5 xH=(H"In— 3.6XN=- + Y
n a

Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka
ko‘paytmasi haqidagi teoremadan foydalanib {x,,} ketma-ketlikning
yaginlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

, 7 r _sgn(tgw) X= 1

i XNTomm—m -2 e 3.0 nnmm 3.9 2 Vi iV



_an n
cosnn sin )

3.10 —— . 311 3.12
nl« X s )("' 1|'|(((+ 1)'

Qismiy ketma-ketlikning limiti haqgidagi teoremadan foydalanib
{x,,} ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

3.13 xn=(0,5)HTn. 3.14

315 x, 2+ 3.16 x,,=sin
2002

«lkki mirshab haqgidagi teorema» dan foydalanib {x,} ketma-
ketlikning yaginlashuvchiligi ko‘rsatilsin.

318 xn= 1110
2n - ly

3.19 320 x —ml T \AFsinN
" (H |- - n

2n+b

4-masala. Koshi kriteriyasi, monoton ketma-ketlikning limiti ha-
gidagi teorema yoki limitlar ustidagi amallar haqidagi teoremalardan
foydalanib {xn} ketma-ketlik yaginlashishga tekshirilsin.

n

4.1 «x , +fg 42 yw= _ 2
tt In¢7+1)
- csm®
43 x=""" L+
n—r =T
n+sin(_?_n\ f1+1
45 y =. 4.6 n2m8+sinn) '
* ='j-J' |- i i— :
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49 x —Sner sinz - sinnc

2 2 2
_ 12 n

4 .11
n

413 * =

415  =cosi+ SORZ OO
lg/7

419 xn=0,77...7 _

421 x,-1+—+ . +—.

2! «!

isinlj |sin 2] Bsin/?|
= +..+

410 x
22 ~2.
412 X,,-1+— .. +—
2 n
414 xn= 1+ "V
1J
T, 1
416 =™ [r+ 4+
- Vﬂé V«
418 x, = '-
n\
_J L+ +M 1
4.20 X =132 23 127+ 1) *

5-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin (Ilr%x - ?9.

51 x,=n\*jn(n-2)-yjrr -3

5.3 4) -1 -

N5 x,=VIr-3/7+2-nm

57 %,=Jn(n+2)-V«2-2« +3.

5.9 Xn—ti"y ,7(/74-1)-VT "8
5-11 x, =V«2+3/7-2 —In2-3 »

5.13 x@=iy«(// +5) 7.

5.15 )
2\fii

V(B+ 1)("2+3) - V(7 +2)

5.2 x, =(«--\1/?3-5

5.4 3 3.
\i

56 xn=n+yj4-n2m

5.8 x,=J(/i+2)(/i+]) —2/(/i—)(w+3).

510 x, =n2[y]5+«3- "3 +/13

512 x, —fii[yjn +2 —947—3j .

5.14 x, =VI73+8(V«3+2-V/73- Ij .

516 x, =/7-~n (11-1) .



5.17 > =N ijn2(n6+4)-<JIns-\ . 518 xn=<fn ifri*-3]n(n-\)
5.19 ©,=yjn+2[yjn+3-yjn-4j. 520 x)=n"Jn4+3 -\In4-2 j
521 3.=/m® 5+8/73- 2/7j.

6-masala NTx -?

1 2 3 7-1 _(2a+Dl+(2n+2)!
6.1 xs F+n_+7+.+_n~ 6.2 (2/7:5!
63 x. 1+3+5+ ...+\}2/7-1L_2/7i1 64 X _2__-:_-!_1%_
n+1 2 23t
1+2+.. +« 1+3+5+ +(2/7-1")
6.5 xn — /—i-— . 6.6 X I
\9n +1 1+2+3+..+7
1+ 3+ 5+ ...+ (2/7-1) 1+ 4+ 7+ ..+ (3/7-2)
6.7 x, N 6.8 FH = e /| 4 i
7+ JUSIT +17 + 1
(I7+ 4)1-(/7+ 2)!
6.9 xn 6.10 v - (3" ~DM+@3/7+ 1)
(7+3)! 37R(/7-1)
[ FRE L S
2" - 5"4 X-__ 3 3
6.11 A
5 5 5
ifi? +5- n/3/74+ 2 3" -2"
6.13 *
"1+ 3+ 5+ ...+ (2/7-1) " "3+ 2"
5
6.15 m~ - o 6.16 x, - —+—+__ +e
6 36 6"
17+ 1)1+(2/7+ 2)!
6.17 n n+3 «6,18 JT' (207+3)!-(2//+2)!
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m2+\[-1

6.19 ~
2 +7+12+...+(5/7—3) "
621 x =% > 1% ppltZ
4 16 64 4"
7-masala.
71 , 3/72-617 + 7
3/72+ 20/7 -1 /
[7- ir 2
73 *, )
.«+3J .
75 X 207+ 3v'd
27+ 1
77 X,,: AN - 37+ 6
/72 +5/7 + 1/
3I+2
7.9
711 x, el
mn+7r-1
7.13 /7
JT+r1 )
\2n+3
7.15 7+ 1
37 —1
7.17 )g_6$:|)
10/7-3
7.19
10/7-1
/|~ \ 24
+ -
g . 2PERUTT

2«2+ 18/7+ 9
42

2+ 4+ ...+ 27
7+ 3

6.20 xn

lim*,,-?

272+ 2n
* —

72 *, = )

2072 +1 |
I S
. L1 B 7
76 *,=
' " 71,
78 /W-ioj',+1
) 17+ 1
110 * = 372 +417-1
' "Bl + Ty
719 _ 2[72+5/7+ 7Y
' 7 272+ 57+3y
714 * _(572+3/7-1 Y2
' 5/72 +3/7 + 3
7.16 X —

un2+3/7-1
718 =" "1
' - 773 - |

3/72- 5/7 Vi1

7.20 =

3/72-5/7 + 7



8-masala. {x,,} ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari topilsin

V' '-»» »FKe
I_M\/H]
oS- 82 X =
n
o 8.4 xa=- +sinl
n 3
2n+1 _
85 x. - 8.6 X -yl +2
2ll+3
8.7 V =2HM»W. 1+-
n+1
7 ns
89 - 2+-—- COS— 8.10 x,,=--"--sth’L"
n+1 2 77+ | 4
811 Yn=-—"Lcostn. 21
7+ 1 n2-1
3/7-2 ..
513 x. - 2 I 1,5-cos 2"
il 2
772‘S'inr”-I 11 2+3/7-1
""" - n2+ 3/7-
8.15 8.16 X, =(-1) *
77+ 1 1772
m—1+1 27111 an +3/7-2 no2nn
8.17 = - - 05— _ PR e -==sm
AP 3 818 V. UILET D veeT-
rz+1 v i
8.19 * = W " rsii? . 820 xe="t26in20
Vn . 2 7+1 3
8.21 x,—sSin/7 .
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9-masala. y =f(x) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin

f’ / \—
[J-1g(x~ -5x +16)J.

9.3 y =logAd(x2- 3x+2).

VX+5
95 Y- 1g(9-5x)

3X- X2
x-1
9.9 y=Ig(l6-x2) +cigx.

9.7 y=Ig

9.11 y ="x2- [{t]- 2.

9.13 y =\j3-5x-2x2m

9.15 >m= ,s* |
cos 2X

9.17 y=arccos(0,5x-1).

9.19 >=arctg
xz-9

arcsin (0,5*-1)
921 y=
V*2-3x +1

4 _tn

9.2 X»=log, log05 "-——-2
,5 J

94 Y1 Joga(x2+2x - 2)"
2Xx-3
9.6 y=Jlog -1
I x+2
9.8 'lgcosx '

9.10 y={S-2x-x2)~2m

9.12 y=II
9.14 y=
Y= 6-x
9.16 v = /sin* + cos X
1Y = mKgos

9.18 jy=arccosx-arcsin (3-x).

X
9.20 y =arcsin------- .

10-masala. Quyidagi tengliklar ta’rif yordamida isbotlansin
(¢>(f) —topilsin).

10.2 Inn....... — =6.



10.3 lim=tEilifs - 104 lim#X214x*6 14
*>2 X+2 X-
. Bx~+XH4
e T = 6X2-X. -
105 /M 1 5. 10.6 lim— —j— =5
ThoX+ - o X
3x2-5x-2
107 H A 6 108 m—=2272 =7
5 X-2
iim 3*2- w - . .. 7X2+8X +1
10.9 10.10
m4 X I X+1
- 4x+3 . 2X +3x-2
1011 lim oo -2, 1012 qup-mmemme =5
X_3 VIS
Iim-6')'(-2':'5-')(i_-l’ . 1()( +9X' 7
10.13 v 1 10.14  hmM7---mmeemmv 7-m-= 19"
X - - X+ -
5
. 2X2+13x+21 1 . 2X2-9x+10 1
1015 lim ~=emeemmmm e =
: 2X+7 2 101« ™ ~~2A5 =2
. B6x2-75x-39
lim ?.XZ__*'X_I -5 lim-—=-=-—= X2%- g1
1017 10.18 .
3
10.19 ||m_2_)_(_2____2__1_z(___|__1 23. 10.20 l-im_5_)_(__:_2__4_)5.-.§.: 26,
*.>n X-11 E»5 x-5
1021 lim ono.=2
' X 3%
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11-masala. Limitlar hisoblansin.

3 X 1
11.1 I|m..1=| Im;-_
3J-r +x-y/2x
J
113 . \i9+2x -5
. Y °
bk 3gr—,
11.5 hmYLtx® 12
’ a>-2 X + 2
/Ix—1
11.7 lim ="
~<x2-T
. il+X-yijl-
119 5,0 Vil x

MO NT+X - yjl-x "

X+2+VX

11.13 ”Ea_\:‘_fj_z__x__fl_z__'_(-I__t_f

11.15 lim~ 2

M16 n/x - 4

1117 lim™ - -g- 27
X -9

yfirx-3
1119 bm%' =
ar.8 2 +yx

11.21 hmZ-222X22
nix -2

X 1

11.2 n —
2 2—+X-y/2x

VIi6x-4
11.4 hm-

wHAn/4 + x - V2x

11,6 lm- 1007
*»3y/3 +X - Yj2X

. YiAx-2
11.8 Imi-
n-n2ne-y[be

yfx—I
11.10 nm-
’ A Al + X- yj2x

Fhag X+ X

y/9+_2x-5

) -
11.14 hm =
Yo yx -2

1116 lim ~y~-A
-v->2 X3+ 8

nix -1

+2x - 3

nl
11.20. hm— = ...
V x-2



12-masala. Limitlar hisoblansin.
121 hm*21 Vigx Tu"'
AX Inx t=>]
123 h 1+ cos3x lim 1~sin2x
. m SM~T% " e (jr-4xy =
| + COSATX 12 ES II_S "X7
12.5 tgonx A {gmx .
. sin2x-tg X Vx2- x+1-1
12.7 lim— -—---- . 12 8 hm
(X - 7t) /91X
129 hm&SH¥C0s3X FIEFR o
sin X e -
K5-n) 1x2-3x+3-1m
12.11
1111 pso-—--- SitAX------ '
. 33 3-320
1213 lim— — 12.14 |im
sinx tgnx
. 1n2x- 1r|nr
2x-16 lim---- —----
12.15 lim—= 12.16 *-*~sin—cCOsX *
S Sin 7tX 2
1217 - dos & 1208 o ginow
1g M. = LY 2 m [im L2205
. M 2IV2x-v3x -5x+2]"'12-20 T-3x =

12.21 ] .
V sinbx-sin3x
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13-masala. Limitlar liisoblansin.

-1 A
131 lim X!
Vx+ 13

n:-

13.3 limf2x" ’

-7 I*r
135 Iim X7
/

1

ZJC n «-i

13.7 W

13.9 lim {cosx) g(02-V/sin2.v

6. x O
13.11 lim

w3V 3

m
13.13 lim(3- 2x)B .

VS§-—

13.15 lim

13.17 lim(2eJ1-1) 3->.

3.v-1

1319  lim(2eT1-])-*

” m /S in X \ 18sinX/ctjix
1321 'misinx]

48

13.4 Inn"-

132 |jm 'MW

&X sinald

(cosx x-2
A*2Vcos 2,

\ Vex(3t/4-a)
13.6

f x \*Tn
13.8 lim 2- -
\Y al

1/sin2 2x

13.10 ’U_Q-ﬁfosx)

ctgx/sm4 r

13.12 |I%(/COSX)]

5//if5.v-sin2.v

13.14 lim (cosxf

6lgxtg3x

13.16

13.18 linjl fcf

13.20 Iinj(l +Cs3xrV



14-masala. Limitlar hisoblansin.

72>< r3x 63* } 6-2"
. i . 14.2 lim . .
14.1 Jit o - arctgjx -2arcsinx - sinx
- 1-2x e —¥
14.3 lim 2>~ ' 14.4 lim
M[rBsin 3x- 2X w0 sin 2x-s'inx
. 3%-5% T o
14.5 u%arctgx+x3 14.6 \'/-rgaarctgx- X~
J'ASX—Q\X ) e4.v -e -2X
14.7 Hrg)wx_ sin 9x 14.8 -UE@Zarctgx- sinx
12 - 53 g5 g
14.9 lim . 14.10 lim .
X2 arcsinx - X moO sSinX - 2X
. 3%-2 Ix . eix-e*
1411l esin2x - x 1412 i resinx +33 *
o X 2l 1414 limamon .
1413 1 0tg3x - x r>0tg2x —sinx
) 10x- 7 . eX-ex
14.15 IcfmZth- arctgx 14.16 )I(I-msin3x-sin5x
73:_32- e4.v_e2
L1 o I l' -
1417 L)yl 1418 tirg . i
er _e -5.t
1 ™
119 B arcsina+ - 5+ 1420 35 25inx-tgx
_ 9" - 2%
1421 1M oo - 1y

15-masala. y=/(x) funksiyaning x=x0 nuqgtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (/(x0+0)-?, / (x0- 0)- ?).

151 [ ()=arctg %=1 152 f(x) x0—0
—X

1+ eX
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15.3 =

15.5 /(X) =2asx, x0=0.

15.7 / (x) =sign(cosx),x0=-y.

159 f~ = X

.5 XRh=3.
X+33jr °

15.11 /(x) =x+[x2],x0=10.

15.13 f{x) =\\m ~~-, x0=I.

15.17 f(x)=T ~ {» x0=K
b 4

15.19 /(X) =— -°g—
X

J ou ICc+1 x<2,

, X0=0.

154 /(x) =arccos(x-1), x0=0.

2(1-x2)+|1-x 21
3(1-a'2)-||-x§i*

15.6 /(*) = 26=1

15.8 /(x) =arctg(tgx),x0= -,

15.10 /(*) =—W ~no=-I.
15.12 /(x) =limj~-7t x0=\.
15.14 f(x) =e~*x0=0.
M-\ X
15.16 +Aa) - (jc_3)3'x°=j.
15.18 JL” A=2-
1+ 225
15.20 H ’ Ao=0.
3—29F

1521 "W ~|_2x +1 x>2’x°~2*

16-masala. 7 =/(x) funksiya x =x0 nuqtada uzluksiz ekanligi
ta’rif yordamida isbotlansin (S[s) —topilsin).

16.1
16.3
16.5
16.7
16.9

/(x) =5x2-1, x0=6.
/(x) =3x2-3, x0=4.
/[(x) =-2x2-5, x0=2.
[(x) =-4x2-7, x0=1.
/(x) =-5x2-9, x0=3.

16.2 /(x) =4x2-2, x0=5.
16.4 /(x) =2x2-4, x0=3.
16.6 /(x) =-3x2-6, x0=1.
16.8 /(x) =-5x2-8, x0=2.
16.10 /(x) =-4x2+9, x0=4.
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16.11 f(x) =-3x2+8, x0=5. 16.12 f{x)~-2x2+7, x0=6

16.13 /(x) =2x2+6, x0=7. 16.14 /(x) =3x2+5, x0= 8.
16.15 /(x) =4x2+4, x0=9. 16.16 /(x) = 5x2+3, x0= 8.
16.17 f(x) =5x2+1, x0=7. 16.18 /(x) =4x2-1, x0=6.
16.19 /(x) =3x2-2, x0=5. 16.20 /(x) =2x2-3, x0=4.

16.21 / (x)=-2x2- 4, x0=3.

17-masala.
Quyidagi funksiyalar a ning ganday giymatlarida +uzluksiz
bodishi aniglansin.

. N
xctg2x, x"0, |xi<—, ox +1 x>0,
171 ¥- : <7 .?]’ =\
X0
a, x=0
173 [cosx, x< 0, x +a, x>0,
: lo(x-1), x>0 174 1150 x<o
\2\ X>O, (n +2V)tgX,-it<x<~. x* -~
17.5 y_lo(x-l), X <0 176 y= ]
a, X=—
2
. cr-1
f(arcsin x) ctgx, X0, X * 0,
177 Y= -0 X
er. X = a, X=0,Cc>0,
17.9 y ~* In(l +2x) 17.10 e j2,X®0,
a, x=0 a x=0

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va grafiklari chizilsin.

In(|+e”f)
17.11 / =lim "~ 4. 17 12 —7
(x) |>)r)nx +1 x5 In(l +e')
1
= li *) =qj 1 _
17.13 / (x) = lim Lo 17.14 /(*) 3|gui/cosxj
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17.15 /(X) =limeos2'X. 17.16 /(*) =[*]sinnx.

17.17 /(x)=!1r>a]+xe . 17.18 /(x)=I«|_*mk110052'x+5|n2'x.

17.19 f(x) =lim® +X2*. 17.20 /(x) =x2-[x2].

17.21 1+ (2sinx)
18-masala.

Quyidagi funksiyalar berilgan oraliqda tekis uzluksizlikka

tekshirilsin

18.1 f(x)= n -1<x<1* 18.2 /(x) =Inx, 0<x<lI.

Sill X
18.3 /(**) =——, o<x<n. 18.4 / (x) =encos—, 0<x<lI,

18.5 f(x) =arctgx, -oo<x<+oo. 18.6 /(x) =xsinx,0<x<+o00.

, 4 il-x2 —3<x<0, x+1, Xx<0,
18.7 /(*) = 18.8 /(*H [e”

T [1+x, 0<x<1, -1<x<1 ,x>0r,I —00< X < +00

j =/(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin.

18.9 /(x) =cosx-, X =(0, 1). 18.10 f(x) = X =, I).
18.11 f (x)=sinx2, x =R’ 18.12 /(x) =sin®, x =(0, 1).
18.13 f(x) =x\ X =R. 18.14 /(x) =—+, X =(2, 3).
Y -/(x) funksiya X to‘plafida tekis uzluksiz ekanligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin (S =S(s) topilsin).

18.15 /(x) =-x +1 X =(co-to0). 18.16 f(x) =*x, X =[0; 2].
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18.17 /(*)=-, X =[01, 1]. 18.18 /(x) =2x3+5, X =[-I; 7].
18.19 /(x)=x2-2x-\, X=[-2;5]. 18.20 /(jo =jx3+1l, X =[-2; 3].
18.21 /(x) =2sinx-cosx, X =R.
-D -
Namunaviy variant yechimi

Namunaviy variant sifatida 21-variantni olib, shu variantdagi
misol va masalalaming yechimlarini keltiramiz.

1.21-masala. ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin
(«”(S) -7)
X =-2h3 , a=2
n'- 2

< (}™x"=a) <> (Vf:>0 3n0=n0(s)eN: Vn>n0 |x,-a|<£-).

2n 2n3- 2nJ+6 - 6
%, - & )
n-j V-3
< — —X<
<—<f=>n>—=>¢, =
Demak, \/s> 0 son olinganda ham «0- maxj2, deb ol-

saky \/n >ng uchun |x,-a\<s boiadi. =>[lii'xn-a >

2.21-masala. a soni {x,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.

X, =y/n2+1 - «, a-1
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< (* a)= 35->0, 3n>n0: X, <g >F°) [X,<q =[V«2+1 -

2+ |- + nl+1—~nl—2/7 —
Vet 107 + = 2+1-(/7+1)2 | 1 2n
V«2+1 +n+1 \In2+1 + 7+ 1 VIT2+1 + 7+ 1
2n 21 _27_1

4n2+3M+n+n 2n+27 47 2
Demak, £- deb olsak, V/7e Vv .uchun Wxn- a\>s tengsizlik

bajarilar ekan. Bu esa xn”™ a ekanligini anglatadi. >
3.21-masala. “lkki mirshab hagidagi teorema”dan foydalanib
{x.} ketma-ketlikning yaginlashuvehiligi ko‘rsatilsin.

_27+3
200+3 2/71+37 57 5 1

< ~1F~ r? =V zZ=i~r agar " -10 bo<lsa’
27+3 2+3 5 1
_______ >—5—=—f>— agar «>10 bo Isa.
I " 17 20

1 1 .
Agar v, - va - — deb belgilasak, unda v n>10

uchun y <x<z,, go‘sh tengsizlik bajariladi. I|my :"Imz =0 va
“ikki mirshab hagidagi teorema” ga ko‘ra bo‘ladi. >

4.21-masala. xn=1+—+e+— Kketma-ketlik Koshi kriteriyasi,

monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teorema yoki limitlar
ustidagi amallar haqgidagi teoremalardan foydalanib, yaginlashishga
tekshirilsin.

< Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foy-
dalanib, berilgan {x,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini
ko'rsatamiz.

X —Xn & X.=w t.

1
>
(7+ D)
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Endi bu ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz:

, 1 1 1 1, 1 11 1
21 31 4 n\ 2 2
1 1 11
< IH--- S - —
2T 2t 2 . 1
Shunday qgilib, *31 va VneN uchun

X,,<2 => limxn-3 => {*} —yaqinlashuvchi >
5.21-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin
Clige -7y

xn=n{y;5 + 8n3- 2 nj

+8n3) - (2/7)3
< limxn= HTI/I(\Z5+8|/|3-2n\: / T ,
"ex / 3(5+8u3) +277-"5+8/3+ 4T
lim- o7 - Jime -0.
+8 +2' .+8+4 ili~t+8] +2-A—5+8+4
6.21-masala. lim*,,-?
X 242 12 gtz
"4 16 64 4"
3 5 9 1+ 2" 1+2 1+ 2: 3 1+ 2"
0o Xx=—t—+—+  +t——=--t+t——+—|[ -+ -+-
4 16 64 42 4
fl _1FE 1 fl ]7
_+ + H— —1—— + . - * =
u 2"J =NE=>
=>limx,, = I|m(yn+z )—I|my +limz ,,:--—fl-—’+ -2----y :-1+'!‘:1'-.
w-*c© n->co 17 | 1 il 4
4
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7.21-masala. limx,,-?
201+1

hr +2\n-1
C2u2+187+9
PP A2a24187+9+3u-164" A
A= M aome1aneoy U )T YR ot g7eg
=Wra 1. i-16 - lim(I+dr)a -e tenglikdan  foy-
«@ 207 +18/7+9,
dalanamiz. N ma-5RA)

Bizning holda « = o 16 —ghopdme
27" +18/7 +9

in A TG
—° >(2+h+n

=e2=93 >

8.21-masala. {x,} ketma-ketlikning yuqori va kuyi limitlari
topilsin  limx - ?, limx, - 2 .

xa = sin [7°
< Berilgan ketma-ketlikning giymatlari to'plamida
0, #sinl°, £sin20,..., +sin89°, =1

sonlari cheksiz ko‘p uchraydi, chunki vneN vavpeN uchun
keltirish formulasiga ko‘ra sin/70=sin(360°/; + «0) va
sin(180° = 7=y = +sin«°. Demak, yuqoridagi sonlarning har biri ber-
ilgan ketma-ketlikning gismiy limiti bo'ladi. Shu bilan birgalikda
{x.} ketma-ketlikning yuqorida ko‘rsatilgan 181 ta sondan boshqa
gismiy limiti yo‘a. :>A[|£3<n:1 va jimox. 1>

9.21-masala. y - /(x) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin

arcsin(0,5x-1)
Vx2-3x +1
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0<0,5x<2

[—1£0,5% —1£ 1
. 2
E>(N: ix2- 3x+1 50 xS T 0 T
O< X< 4
i rz\ /
0. 37V |yF3+n/5_’+m 0;3_\,5 U 3* 4 >

10.21-masala. Quyidagi

A8 X - 3X

tenglik ta’rif yordamida isbotlansin (8(e) topilsin).
4 [lim/(x)=6j O (Vff>0 3<i(ff)>0: 0<|x-a|<<5 => |/(x)-6|<Em).

/(x) funksiyani x=3 nuqtaning biror atrofida, masalan (2; 4)
intervalda, garaymiz.

Ve >0 son olamiz va |/(x)-2]| ayirmani x*3 da quyidagi
ko'rinishga keltiramiz:

|/W _%2-9 0 x+3 n 3-x |x- <
qixz-sx X X X

chunki xe(2; 4) edi.

Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinib turibdiki, agar 8 -2e deb olsak,
0<|x-3|<£ tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe(2; 4) uchun

Vi{x)~2\= o 5 _2

boMadi. Bu yerdan ta’rifga ko‘ra hnswx m2 ekanligini hosil
gilamiz >
. N9+2x-5 )
11.21-masala —== _ — hisoblansin.
Yx-2
- _ _< N
. hm-”@?:g-)-(--i 0 im (9+2x)-52 77 +2-</"+22
< yfx -2 X->$ X -23 yj9 +2x +5
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2(.r-8)(V7 +2./E +4) V7 +2./ET4
S 15y — — Je2-lim s =240 >
- (*-8)(V9 +2y+5) vO+2x +5

. £ —e . )
12.21-masala. lim , -,....... hisoblansin.
> sin Bjc- sin 3x
lim e —p 0 rrx =7t+1 almaslitirish bajaramiz
sin5x - sin3x  yy/ X->1mT=t-»0
. e -e™ _ \-e' _ -l
=lim o -=exlim . eTlim-. .
sin(5;r +5i)-sin(3»- +3/) -»° -sin5/+sin3t 0 sjn 5/ _sjn 3

e'-1 . l
IR—, -
= eTlim HB t =e
I_mSina . 5-3 2
i o=
ot M whba

I1SsinA*

13.21-masala. 1™ (sin*) °* hisoblansin.

A
1Ssinx X = E bt
lim (sinx) =(r)=
2 X —>?=>t—>0 almaslitirish bajaramiz
18¢0S/ «uwai ! »i
=lim(cosi)-w =Ilim[l +(cos/-1)J w = !lim(l+or)» =e dan foydalanamiz 11=
36c0s2/sin2—
. -|'irn-1§-c-o-s-/|ccﬂ- ) . . 2 Jim 18cos2/ . /
TQ »° ISl ]j — gt!;ri“isi'n/ Zsin 4) I—é i 0 cos/z— 2
2 =e°=l. >
14.21-masala. Ushbu limit hisoblansin.
. 9* - 23r
lim-
W0 arctg2x -7x
9X-1 3 23 -1
9x - 23 0 .. i
lim - lim 3x
< Xx3Parctg2x-I1x 10 >0 arctg 2x
2X
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_In9-31In2 1.9
2-7 5 8

15.21-masala. y =/(x) funksiyaning x =x0 nuqtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (/(x0+0)-? / (x0- 0)- ?)

fi WX+, x<2,
V7 |-2x +1, x>2, 0
< 1 (x0+0)=/(2 +0)= lip /(x), - ligy (-2x+1)=-3

/(xO-O):/(2-O)]= lim / szz lim Sx+|2:3. >

x->2-0 53>2-0

16.21-masala. y =f (x) funksiya x =x0 nugtada uzluksiz ekan-
ligi ta’rif yordamida isbotlansin (£(r) topilsin).
/(x) =-2x2-4, x0=3
< [ (*) funksiyani x0=3 nugtaning biror atrofida, masalan,
(2, 4) intervalda garaymiz. V*r>0 son olamiz va
[/(x) - 1(x0)=|/(x)-/(3) ayirmani baholaymiz:
V (x)-/(3) =]-2x2- 4- (-22)] =]-2x2+1s|=2|x2- 9 =
=2|x +3j *jx—3| < 14-jx—3|.

Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki, agar s = deb olsak>

[x—3i<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe(2; 4) wuchun
\F{x)-f(1>)\<\A\x-3\<\AS =\A~ =s Dbo‘ladi. = /(x) =-2x2-4

funksiya x0=3 nuqtada uzluksiz. >

17.21-masala. ¥ (x) - ~+(2sinx)2" fun!iSiya uzluksizlikka tek-

shirilsin va grafigi chizilsin.



X n
X ,—+7I'K<X<—6+I1K.

X, j2sinx|<l,
X X=+I-htu‘a'_'
/(x) =lim — | 2sinx] =, 2’7 76 ’
| +H2sinx) 2-1 1
0. |2sirix|>l 0. ?"';I'/I’<X<—6 +1&, keZ.

Bu tenglikdan ko'rinib turibdiki /(X) funksiya
A

5n-
-—+aK; —+1K va +akKk; — +ak |, kezZ oraliglarda
6 6
s
uzluksiz hamda x=x—+sak, keZ nuqtalar funksiyamng 1-tur
uzilish nugtalari boiadi. Yuqoridagi ma’lumotlardan foydalanib funk-
siyaning grafigini chizish giyin emas. >
18.21-masala. y =f(x) funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz
ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin (6 =6(s) topilsin).
/ (X) =2sinx-cosx, X =R
< (/(x) funksiya X to‘plamda tekis wuzluksiz) o
(VE=0 35=S(e)=0, Vx',x"eX: |X"-X'|<& == |/(X")-/(X")|<e)
\/s=>0 son olib |[/(x")-/(x")] ni baholaymiz:
I/ (x™) -7/ (xX)] =|(2sinx"-cosx") - (2sinx cosx')| =

. . . . . a
=12 (sin X"- sinx") - (cosX"- cos x")| = sSmor-sinyy =2 sin——--- COS————— va

. a-B . a+l . .
cosa - cosf =-2 sin =in- formuialardan foydalanamiz

4sin-----"cos—-—--- +2sin-————— sin-
sn- 2 —COS-—% —tsi X+ - X ReSAE sm—)i ;X
<Ix'- x| o2 +1) =3efx"- ;
Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki =~ deb olsak, |x"-x'|<”

tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx',x"gR uchun |/(x")-/(Xx")] <s
bo‘ladi. = /(x) funksiya r da tekis uzluksiz. >
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3-8. 2 -MUSTAQIL ISH

Funksiya hosilasi va differensiali. Ularning tatbiqlari.
Funksiya hosilasi va differensialining ta’riflari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

Turli usulda berilgan funksiyalarning hosilalari.
Yugori tartibli hosila va differensiallar.

Differensial hisobning asosiy teoremalari.

Lopital goidasi.

O-simvolika.

Teylor formulasi.

Funksiyani to‘lig tekshirish.

A

Asosiy tushuncha va teoremalar

1°. Hosila va differensial ta’riflari. Hosilaning geometrik va
mexanik ma’nolari

y =/(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan bo‘lib, xe(a,6)
bo‘lsin. Bu Xx nuqtaga shunday Ax orttirma beraylikki,
Xx+Ax e(a,b) bo’lsin.

f(x +Ax) f(x) .

1-ta’rif. ——{ ({;)/— '}3{2 Ax AI»O ————————————— (1) —funksiya-

ning X nuqtadagi hosilasi.

2-tarif.  /'(x +0j == lim Y = jim LKA/ :
-t rir. (X ) I-)’Z?OKX _afl_mo_ ____'A_)Z_ - 0 ng
hosila. f - (x +AX)-7(X) hap hosil
osila. (}(—O).— Arm — —AI """,_5( ——————— - chap hosila.

1 va 2-ta’riflardan quyidagilar chigib keladi:

1)Agar y =f(x ) funksiya x nuqgtada f'(x) hosilaga ega bo‘lsa,
u holda f'(x +0) va f'(x- 0) lar mavjud va
/'(x +0) =/'(x-0) =,/'(x) bo'ladi.

2)Agar /'(x +0) va /'(x-0) lar mavjud bo‘lib,
/'(x +0) =/'(x-0) bo‘lsa, unda /'(x) ham mavjud va
f{x)<\f'{x +0) =f'(x-Qi) boMadi.



1-teorema. Agar X0 migtada /'(x0) mavjud bo‘sa, u holda
y =f{x) funksiya grafigining (x0,/(x 0)) nuqgtasiga urinma o'tkazish
mumkin va bu urinmaning burchak koeffitsienti /'(.v0) ga teng bofadi.

y=/(x0)+/"(x0)-(x-x0)-(2) - urinma tenglamasi.

y-f{xo)-fAxyix~x0)-(3) - normal tenglamasi.

Agar S =f[t) moddiy nuqtaning sonlar o‘gidagi t vaqtga mos
keluvchi o‘rnini bildirsa, unda A/ =/(/ +At)-f(t) - nugtaning

S o f(t+AD)~fit) )
At vaqt oralig‘idagi ko'chishi, —-——-———- — - O'rtacha tezlik,

f'(t) esa t momentdagi only tezlik bo‘ladi.

3-ta'rif. Agar Ay ni ushbu

Ay =f (X +AX) - f{x) =A(X) *AX+a (X, At) mx, 4)
bu yerda Av—0 da a(x,Ax) —=0 ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa,
unda y =f[x) funksiya x nuqgtada differensiallanuvchi deyiladi.

A(x) *Ax ifoda funksiya orttirmasining chizigli bosh qismi yoki
funksiya differensiali deb ataladi va dy kabi belgilanadi.

or(x,Ax) ifoda funksiya orttirmasining qoldiq hadi deb ataladi.
Agar O-simvolikadan foydalansak, Ax-»0 da Ay =A-Ax+i (AX)
tenglikni xosil qgilamiz.

2-teorema. y =f (x) funksiya x nuqgtada differensiallanuvchi boTishi
uchun shu miqgtada chekli f'{x) mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

3-teorema. Differensiallanuvchi funksiya uzluksiz bofiadi.

Agar 2-teorema shartlari bajarilsa df{x)=f'{x)-Ax =f'(x)-dx
bo‘ladi. Differensiallashning asosiy goidalari va elementar funksiyalar
uchun hosilalar jadvali -8 ning 130 va 140 punktlarida keltirilgan.

2°. Turli ko‘rinishda berilgan funksiyalarning hosilalari
a) Murakkab funksiyaning hosilasi
Aytaylik,y =f(u) va ¢/=j(x) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular
yordamida y =f [j(x)] murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin. Agar
u=j(x) funksiya X nuqtada va y =f(u) funksiya X nuqgtaga mos
keluvchi u nuqgtada hosilaga ega bo‘lsa, unda
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()

tenglik o'rinli bo‘ladi.
b) Teskari funksiyaning hosilasi
Agar y =f(x) funksiya x nuqgtada /'(*)* O hosilaga ega bo‘lsa,
bu funksiyaga teskari x=f~xy) funksiya X nuqtaga mos
bo‘lgan 6 nugtada hosilaga ega va
1
Xv= v (6)
bo'ladi.
d) Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi
Faraz qilaylik, y =y(x) funksiya parametrik ko‘rinishda.

\x =<p()

b kK o a<lI<R <7
sistema yordamida aniglangan bo‘lsin. Agar cp(t) va ij/(t) funksi-
yalar differensiallanuvchi bo‘lib, 0 bo‘lsa, unda (7)-sistema
differensiallanuvchi y = (x)] funksiyani aniglaydi va

X' LNl 8>

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

e) Oshkormas funksiyaning hosilasi

Agar biror oraligda differensiallanuvchi bo‘lgan y =y(x) fun-
ksiya F(x,y) =0 tenglik yordamida aniglansa, unda oshkormas
ko‘rinishda berilgan funksiyaning y =y (x) hosilasini ushbu

£ F(x.y)="° ©)

tenglikdan topish mumkin.
Masalan, ushbu y5+ y3+y-jc =0 tenglik yordamida oshkormas
ko‘rinishda berilgan y =y(x) funksiyaning y hosilasini topaylik.
< (9)-tenglikka ko‘ra

54+y*+y-xX ) =0=>5y4-y +3y2-y'+y'-| =0=>§y———— >
( y5+y*+y ?X y4-y +3y2-y' +y y5y+3y+1



3°. Differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi
Ma’lumki, y - /(x) funksiya X0 nuqgtada differensiallanuvchi
bo'lsa, unda

A/ (x0) =# (x Q) +0(AX)

tenglik o‘rinli bo'ladi. Agar df[x~)™ O bo‘lsa, bu tenglikdan yetar-
licha kichik Ax lar uchun

A (x 0)~df(x0)
yoki
/ (X0 +AX) « / (x0) +/ ' (x0) Ay (10)
taqribiy hisoblash formulasini hosil gilamiz.

4°. Yuqori tartibli hosila va differensiallar

a) y =f(x ) funksiyaning yuqgori tartibli hosila va differensial-
lari ushbu

/) (*) ={/ 01 (%)} (« =2,3,...);
d"y =d(d"-'y) 2=2,3,..);

tengliklar yordamida aniglanadi.
b) Asosiy formulalar
1) (cf)*=ax-\n"a (a=0); (en)W

2) (sinxg(//) =sm -0 _

\ 2]
3) (cosx;(ﬁ) =Cos x+[m
4) (jt)()=a(a~1)...(a-n +\)xa-", aeR
5 (n,)H=iz IT ti

d) Leybnis formulasi

Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega
bo‘lsa, unda y =«(x)v(x) funksiya ham n-tartibli hosilaga
ega boMadi va



tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda -u, Vv(0)=v va C,Fz M =

(1 )-formulaga n-tartibli hosilani hisoblash uchun Leybnis for-
mulasi deyiladi.

w(Xx)-v(x) funksiyaning n-tartibli differensiali d"(u-v) uchun
ham Leybnis formulasi o‘rinli.

5°. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Aytaylik y- /(x) funksiya [aZ=] oraligda aniglangan bo'lsin.

1-teorema. (Ferma teoremasi). Agar

1)/ (x)eC[a,6],

2)Vxe(a,b) uchun chekli /'(x)-3,

3)ichki ce(a,b) nuqgtada f(x) funksiya eng katta (yoki eng
kichik) giymatga erishsa, unda /'(c) =0 bo‘ladi.

2-teorema. (Roll teoremasi). Agar

1) /(x)eC[a,Z>],

2)\/xe(a,b) uchun chekli 7'(x)-3,

3) f{a) =f(b)
bo‘lsa, 3x0£ (a,b) nugta topiladiki, /'(x0) =0 bo'ladi.

3-teorema. (Lagranj teoremasi). Agar

1) f(x)eCla,b]

2)\/xe(a,b) uchun chekli /'(x)-3
bo‘lsa 3x0e(a,b) nuqgta topiladiki

f(b)-f(a) =f(x 0)-(b-a)
bo'ladi.

1-natija. Agar Vxe (a,b) uchun f(x) =0 bo‘sa, unda (a,b)da
f (xX) =const bo adi.

2-natija. Agar /(x) funksiya (a,b) intervalda chegaralangan /'(Xx)
hosilaga ega boisa, u holda /(x) (a,b) da tekis uzluksiz bofadi.

Lagranj teoremasini ba’zi bir tengsizliklarni isbotlashda qoTiash
mumkin. Masalan, (I+x)" >1+ax Bemulli tengsizligi Vx>-1 va
a =>1 da o‘rinli ekanligi isbotlansin.
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jgl-hol- x>0 bo‘lsin. Unda f(u) =(N+u)a, ne[0,x] funksiya
uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra 3xoe(0,x) nuqta topiladiki
/(x)-7(0) =(I+x)* -1 =a-(1+x0“ 1-X>ax bo‘ladi (\+x)a>\+ax

2-hol.-Kx<0 bod4sin. Unda f(ii) =(\+u)a, we[x,0] funksiya
uchun Lagranj teoremasini qo'llaymiz. ==3xo0e(x;0)
f(°) ~f(X)=2-L+m)' =« f1+Xor '(°-X)=(0 +X0<0)<=>(1 +ax)1l>j

3-hol x=0 boHsin. Unda (I +x)a=I+ax =\ bo‘ladi. Endi 3 ta
holni umumlashtirsak, isbot qilishimiz kerak bo'lgan Bernulli teng-
sizligini hosil gilamiz. >

4-teorema_(Koshi teoremasi). Agar

0 f{x),g{x)&CJ[a,b],

2)Vx&(a,b) uchun chekli /'(x)va g'(x)-3 hamda g'(x)*0
boisa, unda 3x0e(a,e) nuqgta topiladiki,

f(b)-f(a) f'(xQq)

g{p)-g{a) g'(x0
tenglik o‘rinli boiadi.

6°. Anigraasliklarni ochish. Lopital qoidalari
0O ©
2-8 da ko‘rganimizdek funksiya limitini hisoblashda biz " o

O-00, 0000, ', ©0° va shu kabi anigmasliklarga duch keldik. Bu
anigmasliklarni ochishda Lopital qoidalari katta yordam beradi.

Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar
ofrinli boisin.

1) /(x)va g(x) funksiyalar a nuqtaning biror atrofida anigian-
gan va chekli hosilaga ega,

2) lim /() =limg(x) =0

3)a nuqgtaning shu atrofida [/'(x)] +[g'(x)]'"O,

e f(x
4) g'((x; "Chekli yoki cheksiz.
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U holda

I 4 —iima 4
=g (x) g (x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Izoh: Agar bu teoremaning shartlari a nuqgtaning chap (yoki

/(m*
o‘ng) yarim atrofida bajarilsa, unda teorema (=) ning a nuqta-

dagi chap (yoki o‘ng) limitiga nisbatan o‘rinli boladi.

Yugoridagi — ko‘rinishidagi anigmasliklar uchun Kkeltirilgan
00
Lopital teoremasi @ ko'rinishidagi anigmasliklar uchun ham o‘rinli
00}
bo‘ladi. Boshga ko‘rinishdagi anigmasliklar esa — va po

ko rimshidagi anigmasliklarga keltiriladi,

7°. O-simvolika

Funksiya limitini hisoblashda va funksiyaning asimptotik xarak-
terini o‘rganishda «o-kichik» va «O-katta» tushunchalari muhim
ahamiyatga ega. Biz a4 nuqta deganda chekli son yoki o ni tushu-
namiz. a chekli bo'lgan holda nuqgtaning atrofi deganda quyidagi
to‘plamlardan biri tushuniladi: (a-S;a), (a;a+S), (a-S;a+S),
bu yerda &~>0mAgar a-o00 bo‘lsa, u holda a nuqgtaning atrofi
deganda quyidagi to'plamlardan biri nazarda tutiladi: (-00;-A),
(A,+00) yoki (-00;-A)u(A,+co), bu yerda a>0- Aytaylik, berilgan
funksiyalar a nuqgtaning biror atrofida aniglangan bo'lsin.

1-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas x son topilsaki, a nuqta-
ning biror atrofida

tengsizlik bajarilsa, u holda shu atrofda <p(x) funksiya y/(x) ga
nisbatan o -katta deyiladi va g=>X)=0{(p{x)) kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar a nuqtaning biror atrofida <p(x)=a(x)-y/(x)
tenglik o‘rinli bo‘lib, lime?(x) =0 bo‘lsa, unda x->a da ”(x)
funksiya i/s{x) ga nisbatan o -kichik deyiladi va <p(X) =0(t//(x))
kabi belgilanadi.



1-ta’rifdan ko‘rinadiki, agar y/(x)™ 0 bo‘lsa, unda =0

bo‘lganda <p{x)=o(y(x)) bo'ladi.

Izoh. Quyidagi tengliklar o‘rinli:

D o(/(*)N+o(/(*)="°(/(*)).

2) K-o(f{x)) =o(f{x)),

3) o(/(x))-0o(/(x)) =0(/(x)),

4) o(/(x))-0(f(x)) =o(f(x)),

5) x->0 da X” =o(X") <=in>n

6) Xx-»00 da X" =£>(*)Y0d>m<n.

3-ta'rif. Agar x—=a da @ {x)-y/(x)=o0(y(x)) bo‘lsa, unda
X—La da r/2xX) va i//(xX) funksiyalar ekvivalent deyiladi hamda
~N(x)~y/(x) kabi belgilanadi.

_ o (p{x)

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, agar y/(x)™0 bo‘lsa, unda y/(x) ~
bo‘lganda <p(xX)~"(x) bo‘ladi.

1-teorema. Agar ushbu

(P(x) +0((D{X) o bx)
Inn—t-t-—-7— vi lim— ~
X aif/[x) +0{|//[x)) y == i/ (X)

limitlardan birortasi mavjud bo‘lsa, unda
Jim =limg M
A= (x) +o(™/ (X)) y/{x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
1-teoremadan foydalanish samaradoriigi Teylor formulasi yor-
damida yanada oshadi.

2-teorema. Agar /(x) funksiya a nuqtada f'{a),
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda a nugtaning bi-
ror atrofida ushbu

/(xX)=f (a)+"~ (x -a)+..+f J f)(x-a)n+o((x-a)"').

Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi o‘rinli bo‘ladi.
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Natija. x->0 da quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

1 (I+xY =1+mx4— -— X2+ +—j— —F———— -X +0(X )
v ' 21 n\ v of
\Q VII
2. e =l+x+— +..+— +0(X")
2! n\ K 1
3 In(l +x) =X— +.+(4)"" -+0(x")

4 sinx =X-— +..+(-1])" *F— T-+0(X2)
™ (2/7-1)! v >

< COSX=1-— + +(-1)" +0(x2'
2! 2n)! 5/ _H)
6. tgx =xX+"x3+0(x4)
7. arctgx =x--jx3+0(x4)
Incosx +x2
Misol. D hisoblansin.
Inil- —x2+60Q) | +x2
. —=lim
*>0  sin X mgx
Q2 +0(x2)
X 0O(X2) X2 —x*
=lim—2 — =lim2-y-=- “>
X +0(X") mo0 x 2

izoh. Limitni hisoblash jarayonida biz natijada keltirilgan 5, 4,
3 tengliklardan va 1-teoremadan foydalandik.



8°.Funksiyalarni tekshirish
a) Funksiyaning monotonligi

Faraz qilaylik ,y =f (x) funksiya (a,b) oraligda berilgan boisin.

1-ta’rif. x2>X, tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx,,x2e(a,b) uchun
Fxi)N fix\) (f(x2~ f(xi)) bofisa, /(x) funksiya (a,b) oralig-
da o‘suvchi f (kamayuvchi |) deyiladi.

Agar funksiya o‘suvchi yoki kamayuvchi boisa, bunday funksi-
yaga monoton funksiya 'leyiladi.

1-ieorema. /(x) funksiya (a,b) intetyalda chekli /'(x) hosilaga
ega boisin. Bu funksiya shu intervalda osuvchi (kamayuvchi) bo fishi
uchun (a,b) da /7'(x)=> 0 (/'(x)<0) bofishi zarur va yetarli.

b) Funksiyaning ekstremumlari

y =/ (x) funksiya (a,b) inteivalda berilgan bo‘lib, x0e (a,b) boisin.

2-ta’rif. Agar xOnuqtaning 3 U <<y atrofi mavjud bofsaki,
VxgLL™'0) uchun

f (x)— (xO (/(x)=>/(x0)
tengsizlik oiinli bo‘lsa, ,/(x) funksiya x0 nugtada maksimumga
(minimumga) erishadi deyiladi. /(x0) giymat /(x) ning maksi-
mum (minimum) qgiymati deyiladi va

/(x,)= max {/(x)}

kabi belgilanadi.

Funksiyani maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumi deyiladi.

2-teoremaYEkstremumning zaruriy sharti). Agar /(x) funksiya
X0 nuqgtada ( x0&(a,b) ) chekli f'(x0) hosilaga ega bofib, bu nug-
tada f(x) funksiya ekstremumga erishsa, u holda f'(x0) =0 bo‘adi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini kel-
tiramiz.

Faraz qilaylik, y =/(x) funksiya x0nuqtada uzliksiz bo‘lib,
U §w)g‘{x0 da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.
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3-teorema. Agar f'(x ) hosila X0 nuqtadan o tishda oz isho-
rasini musbatdan (manfiydan) manfiydan (musbatdan) o zgartirsa, unda
f[x) funksiya xOnugtada maksimumga (minimumi) erishadi. Agar
/'(x ) ishorasini oZzgartirmasa, u ho/da f (Xx) funksiya xOnuqtada
ekstremumga erishmaydi.

4-teorema. / (xX) funksiya x0 nugtada / ) hosilalarga
ega bolib,

f'(x0) =f{x Q =..=/-"> (X0 =0, /'>x0*0

bo‘lsin. Unda

l)agar n juft son bo‘lib,

/w(*,)<o (/m)(*.)>0)
bo‘lsa, /(x) funksiya x0 nugtada maksimumga (minimumga) erishadi.
2)agar n toq son bo‘lsa, 7/ (x) funksiya x0 nuqtada ekstrem-
umga erishmaydi.

Funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan yoki hosilasi mavjud
bo‘lmagan nuqgtalariga uning kritik nuqtalari deyiladi.

Izoh: Funksiya hosilasi mavjud bo'lmagan nuqtalarda ham fun-
ksiya ekstremumga erishishi mumkin. Masalan, /(x) =]q funksiya
uchun 7/'(0)- mavjud emas, lekin funksiya * =0 nuqtada mini-
mumga erishadi.

[6,/]] kesmada uzluksiz bo‘lgan /(x) funksiya o‘zining shu
kesmadagi eng katta (eng kichik) giymatiga kritik nuqtada yoki
kesmaning chegaraviy nuqgtasida erishadi.

d) Funksiyaning qavariqgligi, egilish nuqtalari

3-ta’rif. Agar (a,b) oraligda berilgan y =f(x) funksiya grafigi
Vjx~x,] c (a,b) kesmaning chetki nuqtalarini tutashtiruvchi vatardan
yugorida (pastda) yotsa, unda y =/(x) funksiya [a,0] oraligda
gavariq (botiq) dcb ataladi.

5-teorema, y =f{x) funksiya (a,b) inte/yalda aniglangan va
bu inte/yalda chekli f'(x) hosilaga ega boisin. /(x) funksiyaning
(a,b) da qavariq n (botiqu) bo'lishi uchun f'[x)ning (a,b)da
kamayuvchi (o‘suvchi) bo'lishi zarur va yeiarli.

6-teorema. y =f (x) funksiya (a,b) inte/yalda aniglangan va
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bu inteiyalda ikkinchi tartibli f{x ) hosilaga ega boisin. /(x) ning
(a,b\ inteiyalda n(u) boTishi uchun shu intervalda f"{x)<O
(f"(x) =>0) tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

4-ta’rif. Agar x-a nuqtadan o'tishda y =f (x) funksiyaning
grafigi qovarigligi yoki botigligini o zgartirsa, u ho/da x=a nuqta
funksiya grafigining egilish nuqgtasi deyiladi.

e) Funksiya grafigining asimptotalari

5-ta’rif. Agar limf(x) =00 boha, x-a togti chizig y =f{x)
funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

6-ta’rif. Agar lim/(x) =6 boha, y=Db togri chizig y =f(x)
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.

7-ta’rif. Agar lim[/ (x)-(ax +¢)] =0 boisa, y-ax +b togfri

chizig y =f{x ) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi deyiladi.
7-teorema. y =f (x) funksiya grafigi x->+o0o0da y =ax+b ogma
asimptotaga ega bofishi uchun

My x =a Jgigrax-y=b
boiishi zarur va yetarlidir.
Bu teorema x->-o00 da ham o‘rinlidir.

9°. Funksiyalarni to‘liq tekshirish va grafiklarini chizish

Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash quyidagilarni anig-
lash yordamida amalga oshiriladi.

1) Funksiyani aniglanish sohasini topish.

2) Aniglanish sohasining chegaraviy nuqtalaridagi xarakterini aniglash.

3) Funksiyaning juft yoki togligini va, agar imkon bo‘lsa, boshga
markaz va simmetriya o‘glarini aniglash.

4) Davriylikka tekshirish.

5) Uzilish nuqtalarini topish va ularning turini aniglash (2-punkt-
ni to‘ldiradi).

6) Koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalarini topish.

7) Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglarni aniglash.

8) Monotonlik va ekstremumga tekshirish.

9) Egilish nuqtalari, qavariqlik va botiglik oraliglarini topish.



10) Asimptotalarni aniqglash

11) Tekshirish natijalarini yo‘llari x,y, f(x), f ’(x), f"(x) larga
mos bo‘lgan jadval ko'rinishida ifodalash (oxirgi yo‘lda fagat isho-
ra aniglanadi).

12) Jadvaldagi nuqtalarni tekislikda ifodalash.

13) Asimptotalarni yasash.

14) Yuqoridagi tekshirish natijalarini hisobga oigan holda tekis-
likdagi nuqtalarni chiziq yordamida tutashtirish.

Izofa: Agar funksiya parametrik ko‘rinishda yoki qutb koordina-
talar sistemasida berilgan bo‘lsa ham u yuqoridagi sxema yordam-
ida tekshiriladi.

NDNNNNNNDDN © o N ODdhWN
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Nazorat savollari
Funksiya hosilasining ta’rifi.
Bir tomonli hosilalar.
Hosilaning geometrik raa’nosi.
Urinma tenglamasi.
Normal tenglamasi.
Hosilaning mexanik ma’nosi.
Funksiya differensialining ta’rifi.
Differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi bog‘lanish.
Murakkab funksiyaning hosilasi.

. Teskari funksiyaning hosilasi.

. Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
. Oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
. Differensial yordamida taqribiy hisoblash.

. Yuqori tartibli hosila va differensiallar.

. Leybnis formulasi.

. Ferma teoremasi.

. Roll teoremasi.

. Lagranj teoremasi.

. Lagranj teoremasining natijalari.

. Koshi teoremasi.

. Lopitalning birinchi qoidasi.

. Lopitalning ikkinchi goidasi.

O -simvolika.

. Teylor formulasi.

. Funksiyaning monotonligi.

. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
. Yuqgori tartibli hosilalar yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
28.
29.
30.

Funksiyaning gavarigligi va egilish nuqtalari.
Funksiya grafigining asimptotalari.
Funksiyani to‘la tékshirish va grafigini yasash.
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_B_
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib 7 '(0) topilsin (agar u
mavjud bo‘lsa).

" 2. 1 sin Xxsin . x® O
tgIX3+X“sin— ’
11 /(*)= ° X/ 1.2 Voox)
0, x=0. 0, x=0.
0, x=0,
arcsTnIXZeosé;) +2§x,x*0, 14 7 )\
13 f(X)= X)= AN —
0, x=0. [+INN+XxNin-j -1x¢eQ
Xin—
arctg Xcos— x=£0, sin e *-1 +XxX®0,
15 f(x)= 5x, 16 F(x):
0, x=0. 0, x=0.
In 1-sin X2sin XN, 0, x=0,
f - *
1.7 F(X ~ 1.8 X" cosd +52 x4 6
0, x=0. 3x 2

arctg' x’ -x2sin-.

1.9/(*)=- K g% 0 mo /W -
0,x=0 0, x=0
Sin X-e0s— X0 2X2+x2e0s—X ® 0,
111 /(*) = X 112/ W ! X
0, x =0. 0, x=0.
Incosx
x+arcsin rsm ij,«°, /W, T X0,
i.i3/W =
0, x=0 0, x=0
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tg 2X -t+x ,x&0, 6X +Xxsin—x"0

g
1.15 /(*)= v 1.16 X
0, x=0. 0,x=0
. 7
arctex msin—x &0, V 'Sb-K x*0,
117 /(*) = X 118 f(x) ="
0, x=0. 90, x=q
® 2
f(x) =2x2 +x2c05— , Xi*0 3 y—1+2x X0,
1.19 x 1.20
0, x=0. 0, x=0.
0, x=0,
121 /(*)= e -cosx
X

2-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 bo‘lgan nugtasiga

o‘tkazilgan normal (2.1-2.12 variantlarda) yoki urinraa (2.13-2.21
variantlarda) tenglamasi topilsin.

4X - X

21 y: nQ—2, 22 y =2x2+3x-1,x0=-2.
2.3 y =X—X\x0—} = 2.4 y =x2+8yfx -32,x0=4.
25 y - x+yxFxo=1e 2.6 j =VxI -20,x0=-8-
Ly 5074 - 2.8 y =$tfx -70,x0=16.
. X -3X+6
29 j =2x2-3x+Ix0=1 210 7=--——:———"0=3
X
x3+3
211 y =Jx -3<Ix,x0=64. 2.12
213 y=2x2+3,x0=-1. 2.14 y:X4—+{) x0=1.
X +

IE)



215 y=2x+—xo=1.
X

217 y =4 £I"™o=1.
X +1

219 y =3(¥x -2y/x),x0=1.
v {

221 y— "~ x0— 2.

X' +1

2(x8+2)

216 y=--U1 ~"Tyx =1,

2.18 X109 X, =

HYT s

220 y=—— x0=2.
3X+2

3-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy giymati hisob-

lansin.

31 y=Z[xx=7,76=

35 y =1{x2+2x+5,x =0,97"
3.7 y =x",x =1,021.

39 j =yfx2,x =103 =
311 y =>/4x-1,x=2,56.

1
313 Y

3.15 ] =-t=,x =4,16,
VX

3.17 y=x?X=2,002.

319 =V4x-3,x=I,78.

321 y =Vx3+7x,x =1,012.

X 1,016.

3.2 y =ylx,x =27,54.
3.4 y =arcsinx,x =0,08.

36 y=nx2+x +3,x =197 =
3.8 y =x21,x =0,998.

3.10 y=x6x=2,01.

3.12 y =yjx2}x =1,03 =
3.J4 y =p/T+x+sinx,x =0,01.
3.16 y =-\V3&x+cosx,x =0,01.

. MX
3.18 y ="M2x-sin— ,x=1,02,

3.20 y=\jx2+5,x=197 =



4.1

43

45

4.7

49

411

413

415

417

4.19

4.21

4-masala.

3a+v/a

wn2+2

(A +3)v/24-1
2a+7

X +2
2/1-a4’
An/a + 1
A2+A+1

a + 7
6va" +2a47

N

A+1
y=3
(a-19"~

nfa' +A4-1

A+1

Y=
(a+2) o/a2+4a+5
Va—1*3a+2)
ii2 -
1+A2
2 en/l+2a2 "

ab+aj —2

y:_

Hosila hisoblansin.

1-n/a
42 ) =2
1+ nla
4.4 y: (2a + 1)n/A2- A
A
A-1
(a2 +5)1/a2+5 *
(2a2+3)-n/a2-3
48 y=-

9a

410 y=(1-x2)" X 3+-

/2a+3 -2
412 y=" {a-2)
a6+ 8a3-128
n/8 -A'
416 y=/
3a3
A (a2-2)-n/4d +a?2
418 /=
24a3
4 +3a3
420

a-"(2+a3)2"’



5-masala.

51 y= (arctgx)7 oo
53 y-seinx)% .

S5 y=:(Inxf -

5.7 y =(ctg3x)Z .

59 y =
—~w f-
511 y= (xsf’n XJ\sr'(,YSinY)

] 5
5.15 y:(SlnX)T_
517 y_jom - A

519 y =jsinVx)
521 y =X2XmX

Hosila hisoblansin.

/  =\Irsn\t
52 IsinvX j

54 y= (g;i;n X)l -
5.6 y = A\D( -

5.10 y =(cos5x)c =
512 y =(x3+4f .

514 y=(x4+5 f\

516 y =(x2+|

5.18 y =X3'=2V.
520 y =x

6-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0=x(t0) bo‘lgan nug-
tasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

X =yf3 cost

6.1 y =sin/,/0

\Xx=2t-f

63 {y =3t-t\t0=\

X =2sin3/

7
65 'y =2cos3t,to=

Xx-3(/-sin/)

6.7y =3(-cosi)/0 |

x =/(/cos/-2sini)

4!
6.2 y =t(tsmt +2cost),t0=

3at

\+7
6.4 3at2
y = th=
1+/2' 0

Xx=2In(ctg/)+1

T
6.6 y =tgt +ctgt,t0=

X =atcost

6.8 y =ats\nt,t0



X—sin t (- -+
t
2 T
6.9 y =cos t,t0=— 6.10 t-1
X =arcsin
X =In(l +/-.
6.11 1 XN+
y =arccos [y =/-arctgM0=1
nr+7
1+Ini
= fx =f-(I-sin/)
6.13 3+2)V/ 6.14 [y -t-cost,t0=0
Y-
1+r 1+f
X = -
r t2- 1
6.15 6.16 t
3 2 . 02
y =27+l to
X = tfSin3i X =3cost
6.17 y =acos3t,t0=% 6.18 1y =Asmt,t0
X =a(sin/ +cosg)
IX =t-t
619 =a\/s'mt—tcost},t0=£ 6.20 "y —t5_Rt0=1
[x=1-t2
6.21

\y =t-t\t0=2

7-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ikkinchi
tarlibli hosilasi hisoblansin.

fx =cos2t x =yjf -1
72 1 73 m

1 [y = 2sec™t [/ =Inf y=

-

19



X=nl7-i JJ=<€cost X =eos"t

7.4 7.5 6 i
y = [y =e'sint 76 I[y:tggt
4t
1
X =-
x =M sint \x=yjt-3
y =2 -cos/ 8 [i =In(/-2) 9 =
y =
I +t2
10 =sin/ 1 IA=t- Sint
) I’ =In(cos/) [ 712 [y =2 -cosi
ol —t
_ x =tgt
=sin/ fx =cos/

713 |- _ 714 _ : 715

I,—SEC/ [y =In(sin/) Y=g
X=yjt- 1
|x =cos/ +/sin/ fx =e'

7.16 ) 7.7 7.18 .
|>’=sin/-/cosn F'k\ ’ [y =arcsin/
|*: mSt X =2 (/-sin/) [x =/+sin/

7.19

Syl —1 720 y =4(2 +cosi) 721 [y =2 +cost

8-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

81 y =sin2x +cos(x +1). 8.2 y ="elx-1.
g3y~ 7
3V s 84 y =lg(5x +2).
X
85 y =23 8'6 7 _ 2(3x+2)
2x +5
8.7 Y 13@x+1) * 8.8 y =43j+5.
8.9 y =sin(x +I) +cos2x. 8.10 Yy =



4r+15
8N1 >="£+T*

8.13 y =75x.
8-15 Y =x"'
817 y =5X13.
819 y ="

8.21 y =~ (2n+7).

8,12 ~=1§(3* +1)-

8.14 Y: 041 g)

5n+1
8,16 Y ~\3-(2x+3)"’

8.18 y =sin(3n +1)+cos5*.

820 Y=
6n+5

9-masala. Quyidagi tengsizliklar isbotlansin.

91 1Inl+n)> ,X>0.

93 ex>1+n,neR.

95 v'-d’>n(b-a)d'A,0<a<b,neN.

X2
9.7 cosn=>1 ;?n >0.

i na3
99 sinn>* —— x>0.
(o]

x2 r"
911 e*>l+x +? +..+— x>0.ne N.
!

n\

2 3
9.13 In(l +n)<n-"-+~,x >0.

915 Inf <~~— ,0<b<a.
6 2

9.2 1Inl+n)< x,x >0.
94 e*>ex,x >].

96 (a+b)l<ap+bp,0<p<\

1
9.8 21'|/J'|>3—}_I >x>\.

n3
9.10 arctgx> x - 3 ,0 <x <\.

n3
9.12 arctex <n S >0<v<l.
&

2
914 ex=1+n+"-,n>0.

A

9.16 ex<1+n+—2l >0.

2

9.17 Y —y’s/K'4=(*=),0Cy<n, p>1. 918 Inl+n)>n-~-,n1>0.

aL



9.19 jarctga - arctgb\<\a-b\. 9.20 In’t;>— -,0<b<a
a

9.21 b"-a"<n-(b-a)bn-\O<a<b,neN.

10-masala. Limit hisoblansin.

e X

10.1  lim— 10.2  lim In(l - xX) mtgnx.
10.3 |lim- o 104 linK 2 2xV
105 |im— lim /gx-(I-sinx)
.\Iiinm,qm . 10.6
107 lim n0 (0.01)n, 10.8 #H%Nxmzx'
109 [im X2Lsinx im xsi
e 10.10 Alzgnmxsn
. XI+InX
1011 A cosx 10.12 HM[(x - -1 - In-Lx J.
1013 lim < 7€ i i
- fErsin x + 62 10.14 lim(x~2-sin’2x).
. X +COSX
10.15 _Ilr,pﬂ,e Smx 10.16 J_'[POX*ZQX
1017 Hm(x-*-cfc2x), 10.18 Hin \e- 1
. tgxy
10.19 |
f’l—% X A

10.21  1im(cosx)emn- «



11-masala. Quyidagi masalalar yechilsin.

111 Yig‘indisi o‘zgarmas a soniga teng bo'lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0,n=>0) ko‘paytmasining eng Kkatta
giymati topilsin.

11.2 Ko‘paytmasi o‘zgarmas a soniga teng bo‘lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0,n>0) yig‘indisining eng Kkichik
giymati topilsin.

11.3 Yuzasi Sga teng bo‘lgan barcha to‘g‘ri to'rtburchaklar
ichidan perimetri eng kichik bo‘lganini aniglang.

11.4 Kateti va gipotenuzasi yig‘indisi o'’zgarmas bo'lgan to‘g‘ri
burchakli uchburchaklar ichida yuzasi eng katta bo‘lganini aniglang.

11.5 V hajmli yopiq silindrik bankaning o'lchamlari ganday
bo'lganda u eng kichik to‘la sirtga ega bo‘ladi?

X I~
116 — +y? =1 ellipsga tomonlari ellipsning o'qglariga parallel
a

bo'lgan shunday ichki to‘g‘ri to‘rtburchak chizingki, uning yuzasi
eng katta bo‘lsin.

11.7 R radiusli yarim sharga asosi kvadratdan iborat bo‘lgan
shunday ichki to‘g‘ri parallelepipedni chizingki, uning hajmi eng
katta bo‘lsin.

11.8 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
hajmi eng katta boMsin.

119 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
to‘la sirti eng katta bo‘lsin.

11.10 R radiusli sharga shunday tashqgi konus chizingki, uning
hajmi eng kichik bo‘lsin.

11.11 Yasovchisi / ga teng bo‘lgan eng katta hajmli konusning
hajmini toping.

11.12 M(p,p) nugta va y- =2px parabola orasidagi eng gisga
masofani toping.

11.13 A(2,0) nugta va x2+y2=1 aylana orasidagi eng qisga va
eng uzun masofalar topilsin.

2 .9

X
11.14 — +BF_1 (0<b<a) ellipsning B(0;-b) nugtasidan
cr
o'tuvchi eng katta vatarini toping.

3



2 2

11.15 —f+¥"r=1 ellipsda shunday M (x,y) nuqtani topingki,

shu nuqgtadan ellipsga o‘tkazilgan urinma va koordinata o'qlari yor-
damida hosil boMgan uchburchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.

11.16 R radiusli doiraga shunday ichki to‘g‘ri to‘rtburchak chiz-
ingki, uning perimetri eng katta bo‘Isin.

11.17 A(1;2) nuqgtadan shunday to‘g‘ri chiziq o'tkazingki, shu

to‘g‘ri chiziq va musbat yarim o‘qglar yordamida hosil bo‘lgan uch-
burchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.

11.18 a musbat sonni shunday 2ta musbat go‘shiluvchiga ajrat-
ingki, ular kublarining yig‘indisi eng kichik bo‘lsin.

11.19 Uzunligi / ga teng bo‘lgan setka bilan bir tomoni devor
bilan to‘silgan shunday to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi yer uchast-
kasini o‘rash kerakki, uning yuzasi eng katta bo‘lsin.

11.20 Teng yoqli uchburchakni 2 ta teng yuzali uchburchakka
ajratuvchi eng kichik kesmaning uzunligi topilsin.

11.21 Derazaning perimetri P ga teng, yuqgori qismi yarim
doiradan iborat bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak shaklga ega. Deraza-
ning o'lchamlari ganday bo'lganda undan eng ko‘p yorug‘lik o‘tadi?

12-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib funksiyaning
grafigini chizing.

vl _Qy~

121 y =x2(x - 2)2. 122 y=- +6x-9.

123 y =2-3x2- x3.

125 y =2x3-3x2-4.

12.7 y =(x-1)2-(x-3)2.
129 y =6x~8x3.

1211 y =2x3+3x2- 5=
1213 y =(2x +1)2«2x - 1)2.
12.15 y = 12x2- 8x3- 2.

124 y =(x +1)2-(x-1)2.

126 y =3x2-2 - x3.

128 y =~ ~ - ~ 5.

1210 y =\6x2-(x-1)2.
1212 y =2-12x2-8x3.
1214 y =2x3+9x2+12x.
12.16 y = (2x-1)2-(2x-3)2.

&4



27(x3-%x2) *(12-x2)

1217 y = . 1218 V=m
1219 y=m 12.20 y =16x3- 12x2- 4.
16
-24X - 4)2
1221 y=- -4
16

13-masala. Funksiyaning asimptotalarini toping va grafigini yasang.

XJ) - 2%~ - 3x+ 2 2x =Y
131 y = " 132 7-
1-x2 -1
133 x2-11 134 2X3-3x2-2x+1
S Y ax-3 4 r= 1-3x2
2x2-1 21-x2
135 ¥y = 136 y =
X2 -2 TX+9 *
. X3+3x2-2x-2 X2+16
137 j = 138 y=
2-3x2 n/9?-8 '
3xX2-7 X2 - 6X+4
1310 y
2%+l 3x-2 ¢
2-%2 x2+1
1311 Y 1312 Y
voxe-4" a4 -3’
17-x 2 4x2+9
1313 y = 1314 y
4x-5° 4x+8
X3 - 4x X2-3
1316 Y
3xX2-4" n3xe-2 *
4Ax3+3x2-8x-2 2Xx3+2%x2 - 3x -1
1318 y
2-3x2 2-4x%2
2X2-6 x3 - 5X
1320 Yy £ o 2 -
X =2 5-~n:
4x3 - 3x
13.21 vy:
4x2-1 °



1l4-masala. Funksiyani to‘liqg tekshiring va grafigini yasang.

X +4

X~

X -3x+3
145 y =
X—1
X2 - 4x+1
147 y =
A-1
2
149 y

Iy
1411 y =\1+ _
x]

9+6X- 3x2
X -2X+13

14.13

/x-1n~
1415 y =
yX + ly

4x
T(x+D)2-

4
1419 y =—
X~ +2X—3

1417 Yy

x2 =X +1
1421 y =
x-1

4x2
142 y =
3+x2'
12X
144 y =
9+x2
4-x3
146 y= *»
2a3+1
148 y =
X2 *
X2
14.10 —(x-If
12-3x2
1412
8a
1414 y =
a2+4 -
3a4 +1
1416 y =
_8(a-1)
1418 Y
a2+2a-7
14.20 = — =
A +2x-]

-D-

Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib, /'(o) topilsin.

e _Cosa,X(DOj
/w =

0,A=0



e/~-COoSAvV / , u

/(0), bnfl?’\) /(0. 10z A~ Z 11=imEMNz" - Inr = »H*—«*).
M Nvo Ly Av— o~ ar-> Ar
- 2AT Asinﬂ
=Iim %ﬂT—}l__'_l-lgg E:._E_fliéx =1+ i __S!_A\n_ R_ —[_'__é“m _nKZ_ _!_H_g_:_g_>
VT /

2.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi xQ bo‘lgan nugtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasi topilsin.

X 2,

X2+ A
<3 Ma’lumki, urinma tenglamasi

y =f{x 0) +f'{x0)\x-x0)

ko'rinishga ega. /(*,)=/(-2)= 2 2
(-2)41 5
X- X2+I) —X®,41)  r41-2F
re= 1o,
U 2+ij X +1)

— n X Lorto \_ ft( N~ ]

>= +i)2
=) - " --— -Ex+8) > Urinma tenglamasi: 3x+25>,+16=0 o

3.21-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy qiymati
hisoblansin.

y =4x3+Ix » * =1,012
< Tagqribiy qgiymat

/ (*o + %)« / (*o) +T ix0) «0* 1)
formula yordamida hisoblanadi.
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Bizda
t

f(x) =\IX3+7x X0=I, AX=0012=>f'[x) =h3+7xj = (X3+7X)

=--(X3+7Xp-(X3+7X) =m B-+7 ==>/(x0) =VTT7=2,

V(X +?X)
10 10 5
f'(x0) 34 1 6
Topilgan ifodalarni (1) tenglikka olib borib go‘yamiz:

{/(1,012)3 +7-1,012 » 2+7-0,012 =2 +5-0,002 =2,01 >

4.21-masala. Hosila hisoblansin.

X +xJ-2
VT
X 4x] -2  (XB+X-2) el-X2- (x6+X' -2)=IVT-x2j
22X
(fal*3nN-£A"-(-T« p-2)'p 77 (X +3s)(i-r)+ xX(s +J -2)
[-x2 (I-x2)-VI-.v:

X(5%6 - 6x4 +2x3-3X +2)
~ (x2-1)-VI-x2 >

5.21-masala. Hosila hisoblansin.

y =x2v 5/,
t
<y =(x2&) OV =eki"5) [In(*25)] =xA-6v{2xlux +X -Ins]’

=x2 5 -[2Inx +2+In5] =x21-51 -(2 +In5x2).>



6.21-masala. Funksiya grailgining abssissasi x0=x(tQ bo‘lgan
nugtasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

x=I-/2
\y =t-t\t0=2.

< Biz y=/(x0) +/'(x0)-(x-x0-(2) (urinma tenglamasi),

y =f (A0~ ,,I..t "(X~X0) -(3) (normal tenglamasi),
, J Ix0j
va ~~T-(4) (parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi)
formulal)a(llrdan foydalanamiz:
j,=1-22=-3;/(i()=2-2, =-6;
-2, -4 4

Topilgan giymatlarni (2)va(3)-tengliklarga olib borib go'yib urin-
ma va normal tenglamalarni topamiz:

11,
y =-6 +—4—(X +3) \4y-1Ix-9 =0-urinma

4 \ 14x +117 +78 =0- normal t
y- -6-——(x+3)
v ’
7.21-masala. Paramstrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ik-
kinchi tartibli hosilasi liisoblansin.
fx =/+sin/
\y =2 +cost

< Bu masalani (4)-formuladan ikki marta foydalanish yordam-
ida yechamiz.

y; _ (2 +eos/) _ -eos/

x! (/ +sin/) 1+cos/

-eos/
y"2_{}’[l), _U +cos/) _sin/-(1 +cos/)-cos/sin/ _  sill/
1+ cos/ (I +cos/) (I +cos/)3

&



8.21-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

y =In(2n +7).
< j=lg2x+7)=in~ ~ =J- 1,21 +7
J=lg(@2x+7) =i InlO In10 ( )
B N S 1
IN10 2n+7 v " In10 2x+7
, 5 C L \
/=(/) = 2ar+7y 2= 1
) =i i+7)j Inl0 (2.t 1y
23 2!
/o= (/) -
) = 1n10 (2++7)3

Bu jarayonni davom ettirish natijasida V«e N uchun

-( o1 20 (/-0
In10 (2+7)" tenglikni hosil gilamiz. >

9.21-masala. Quyidagi

b'"—a" " nmp—a) " 10 <a<b,neN
tengsizlik isbotlansin.
< Bu tengsizlikni Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlaymiz.

f(x) =X funktsiya uchun [aZ>] kesmada Lagranj teoremasini
qo‘llaymiz:

x0e (a,b) =b" - a" =n=x0{ (b~a)<n-(b- a)-b"~l.>

10.21-masala. Limit hisoblansin.

1
u)ry (cosx)an

In(cos.v) (0

<Im(GoSxy™ = (r) =e™ gwx =€-0 =((Lopital teoremasidan

(In(cos.v)) -sin.v

foydalanamiz )) = IS
o] (sin.vj _ g.t=0C0oS! _ g<-*Ocos V _goO

D0



11.21-masala. Derazaning perimetri P ga
teng, yuqori gismi yarim doiradan iborat bo‘igan
to‘g‘ri to‘rtburchak shaklga ega. Derazaning
o‘lchamlari ganday bo‘lganda undan eng ko‘p
yorug‘lik o‘tadi?

< Masala shartiga ko‘ra deraza 1-chiz-
mada ko'rsatilgan shaklga ega. Chizmadan
ko'rinadiki,

r :E' Unda

71X
P=X+2y +TtR=X+2y +— =

P X Tex

Endi derazaning yuzasini topamiz:
S +7rR~ Px X %~ nxX' Px x* 7
=X :
K 2 2 2 4. g ~2~~2 ®)
Derazadan eng ko‘p yorug‘lik o'tishi uchun derazaning yuzasi
eng katta bo'lishi kerak. Buning uchun (5)-funksiyaga maksimum

giymatni beruvchi x ni topishimiz lozim.

P
P L P 7
5"(X) X —— 5:'(X) :0 — '£ +. ' :?:'_>)(0 = stat-
4 T

sionar nugta. Bu nugtada 5™(no)=_1 T <O=>T1ax mDemak, de-

razadan yorugiik eng ko‘p o'tishi uchun uning asosi *=J—_§E£
bo‘lishi kerak ekan. Balandhgi esa
_P X nx_P P P P[n +4-2-1) P
2 4 22 n+4 2(a+4) 2(n-+4) T+4

bo'lar ekan. >

12.21-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib
Ax-4f
Y= 15
funksiyaning grafigini chizing.



<l Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

TG&-M* -2(»-4)]-M~i-[v-4+x],x + N L =iiir | (H

y

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saglanadigan
oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz.

(~c%;0) 0] (0:2) 2 (2;4) 4 (4;+00)
0 + 0 - 0 +
lilili / max \ mgn

Jadvaldagi ma’lumotlardan foydalanib, berilgan funksiyaning grafi-
gini chizamiz (2-chizma). =

va grafigini yasang.

X+_-SY

4X -3a =(4a2-3)
y_
4x2-1 (2x + 1)(2a -1) ar A——2

a) Vertikal asimptoia: x~~2 va x=2 to®r' ch'zdlar ver~

tikal asimptota bo'ladi, chunki — va !Tm/(A):

R2



Funksiyaning shu nugtadagi o‘ng va chap limitlarini ham hisob-
laymiz:

eira /(X) =-00 lim f (X) =40
7v+-2+0 5 7\A>”270
lim 7 (x) = -o0 lim 7 (x) = +co
¥=p0
b) Gorizontal asimptota: J™ / (*) = ey =@=> gorizon-

tal asimptota yo‘q.

* -
d) Bg 'ma asimptota: a=Iim A lim —413r—3X— =
xX(@4x2-1)
4x -3X 4% -3x-4x +A -2x
—X =hm———"—"—-—=——- =lun—r— =0 =>y=x _

4x2-1 da -1
og‘ma asimptota.

Bu asimtotalardan foydalanib, funksiya grafigini chizamiz
(3-chizma). >

3-chizma.

- X +

X 1
14.21-masala. y- funksiyani to‘liq tekshiring va grafi-

gini chizing.



< Funksiyani paragrafning A bo‘limi 9-punktida taklif gilingan
sxema asosida to‘liq tekshiramiz.

Funksiyaning aniglanish sohasi: Xl(y) ={x "1

Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham emas.

x=l nuqta funksiyaning 2-tur uzilish nugtasi, chunki
&9_/(\)/() =-co0 va )&g:b/@) =400 OY o‘gi bilan kesishish nugtasi:
y =/(0) =-1.

OX o‘qgi bilan kesishish nugtasi: y =0=>x2-x +| =0=>xe0=>
OX o‘qgi bilan kesishishmaydi.

Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglar:

X (-co;l) (I;+00)

Y —- +

Endi funksiyani monotonlik va ekstremumga tekshiramiz:
fyl i\t (2y-Dr-1)(Y--Y+) i 22—3TH-A2+X~| _+—2v=A(Y-2
V=
(-y-12 (A 92 V1 (AD2

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saglanadi-
gan oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:

(00) 0 ey 1 (2) 2 (2+00)
¥ + 0 - a - 0 +
y max - x 3 Nk mp

Qavariglikka tekshirish uchun y" ni hisoblaymiz:

]
1- 3=>X<ldan va .v>idau
M (x-12  (x-I)
Funksiya asimptotalarini topamiz:
a) Vertikal asimptota: x =1-vertikal asimptota.

/ =(/)



X2_X+}
b) Gorizontal asimptota: lim/ (x) =lim-----——- =a@==>gorizon-
wx  X-1

tal asimptota yo‘q.

; o—Iimf(X) _”mxz—x +\—1
d) Og‘ma asimptota: " X X ~1)
N X"=X+1-jr+ X 1
b=limffix)-ax1=lim —X =lim>-=2 220D o= 20 =y =X
Y= X7 X—1 / X—1 Fon»X-1

og‘ma asimptota.
Endi topilgan ma’lumotlardan foydalanib, funktsiya grafigini
chizamiz (4-chizma). >



4-8§. 3-MUSTAQIL ISH
Anigmas va aniq integrallar, ularning tatbiqglari

Boshlang‘ich funksiya.

Anigmas integral.

Anigmas integralni hisoblash usullari.

Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funksiyalarni integrallash.
Binomial differensial va trigonometrik funksiyalarni integrallash.
Aniq integral va uning tatbiqglari.

Elliptik integrallar.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
I a Anigmas integral va uni hisoblash usullari

/(-*) funksiya biror (a,b) intervalda .aniglangan bo‘lsin. Quy-
idagi masalani garaymiz: 3F(x) funksiyani topish kerakki Vx e (cub)
uchun F'(x) =f{x) bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar Vxe(a,b) uchun F'(x)=f(x) boisa n holda
F(x) funksiya (a,b) inte/yalda f(x) funksiyaning boshlangiich
funktsiyasi deyiladi.

Ma’lumki F (x) funksiya boshlang'ich funksiya bo‘lsa F(.v) +c
ham boshlang'ich funksiya boMadi.

2-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan / (x) funksiya boshlang‘ich
funksiyalarining umumiy ifodasi F(x)+c shu f(x) funksiyaning
anigmas integrali deb ataladi va

JF(x)dx

kabi belgilanadi.

Demak,

\f{x)dx =F{x) +c (@8]

Integrallashning umumiy goidalari va anigmas integrallar jadva-
li 1-8 ning 12° va 13 punktlarida keltirilgan. Biz ularga to‘xtalmay
anigmas integralni hisoblash usullarini keltiramiz.

/-teorema. (O ‘zgaruvchilarni almasbtirish). Agar

\f(t)dt =F(t) +c (2)

bo‘lsa unda



N FAP(*)] (x) dx=F[(p(x)] +c 3)

bo‘ladi ((3)-tenglikda f{t),(p{x),(p'{x) funksiyalar uzluksiz deb faraz
qilinadi).

2-teorema. Agar u=u[x) va v=v(\) funksiyalar [a,b) inter-
valda uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalariga ega bo‘lsa unda shu
intervalda ushbu

JY(X)E/V(X) =W (X)V(X)- v(X)¢/w(X) 4)

bo‘laklab integrallash forraulasi o‘rinli bo‘ladi.

Amaliyot shuni ko‘rsatadiki bo‘laklab integrallash usulini go‘llab
hisoblanadigan integrallarni asosan, uch guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruhga ko‘paytuvchining biri ma’lum funktsiyaning
hosilasi bo‘lgan ikkinchisi esa ushbu
In (x),aresinx,arecosx,areigx,(aretgx)\ (areco-sx)' In<p(x),...
funksiyalardan biriga teng bo‘lgan funksiyalarning integrallari Kiriti-
ladi. Bu holda n(x) deb shu funksiyalar belgilanadi.

Ikkinchi guruhga J(av +¢) eos(ex)dx, J(ax+bj" min(ex)dx va
J(ax +b)"ea'dx ko‘rinishidagi integrallar Kkiritiladi. Bu holda
u(x) =(ax +b)" deb olinib bo‘laklab integrallash formulasi n marta
qo‘llanilad;.

Uchinchi guruhga JV" eosbxdx, je axsin bxdx, Jsin(Inx)<r/x,

Jeos(InxX)E/X,... ko'rinishidagi integrallar kiritiladi. Bunda integralni

| deb belgilab bo‘laklab integrallash formulasini ikki marta go'llasak,
1 ga nisbatan chizigli tenglamaga kelamiz.
Bu uchta guruhga kirmagan ba’zi bir integrallarni ham bo‘laklab
integrallash usuli bilan hisoblash mumkin. Masalan
J— dx-———-(neN\

(x2442" N
integral yugondagi uchta guruhga kirmaydi lekin bu integralni ham
bo‘lakiab integrallash usuli bilan rekkurent formulaga keltirish yor-
damida hisoblash mumkin:
1 X 2/1-1 1



/,=f f X, =—arctg—+c Agar (5)-tenglikda n=1 desak
JX~+a~ a a
r r dx 1 X 1 X .
o= ——— - +—"arctg—-\c ekanini topanuz.
(x2+er) 2a Xx~+a~- 2ar a

Izoh: Ma’lumki, elementar funksiyaning hosilasi yana elementar
funksiya bo‘lar edi, lekin integral olish uchun bu tasdiq o‘rinli bolishi
shart emas, ya’ni ba’zi bir elementar funksiyalarning integrallari el-
ementar funksiya boimay qolishi mumkin. Masaian, ushbu

1. je X&x; 2. Jcos xAx;
. dx

3. JsinxaAx; 4. x=0,x"™1);
rcosx , [/ , rsinx

5. 192 x~o): & Sk

integrallarning har biri elementar funksiyalar yordamida ifodalan-
maydi. Bu funksiyalar amaliyotda ko‘p uchraganligi sababli ular-
ning giymatlarini hisoblash uchun alohida jadvallar tuzilgan va ular-
ning grafiklari yasalgan. Shu yo‘l bilan elementar funksiyalarda in-
tegrallanmaydigan funksiyalar ham to‘la o‘rganilgan.

2°. Ratsional funksiyalarni integrallash
3-ta’rif. Agar R(x) funksiyani ikkita kophadning nisbati
koYmishida yozish mumkin bofisa, u holda R{x) ratsional funksiy-
alar (yoki ratsional kasr) deyiladi, yani

Pn(x) - n -tartibli, Qm(x) - m-tartibli ko‘phad.

Agar 77>/? bo‘lsa kasr noto‘g‘ri kasr; n<m bo‘lsa to‘g‘ri kasr
deyiladi.

Ixtiyoriy noto‘g‘ri kasr berilgan bo‘lsa, ko‘phadni ko‘phadga
bo'lish yordamida har doim uni ko‘phad va to‘g‘ri kasrning yig‘indisi
shaklida ifodalash mumkin. Ixtiyoriy to‘g‘ri kasrni quyidagi 4ta
ko‘rinishdagi sodda kasrlarning yig‘indisi kabi ifodalash mumbkin.

3]



. — n. 1-"1TN *=2A4,..);
X-a (x-a)

Mx +N . —&&+N—(m 23]
II. x~>+px+q v (x 4—px+q)
2
[l va IV da x2+px+q* 0, ya’ni g~"~->0-

I va Il ko‘rinishidagi sodda kasrlar to‘g‘ridan to‘g‘ri integralla-
nadi. Il va IV ko‘rinishidagi sodda kasrlarni integrallash uchun

esa x+£=t almashtirish bajarish lozim.

3°. Ba’zi irratsiona! ko‘rinishidagi funksiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.

R(x,y) deganda x va y o'zgaruvchiga nisbatan ratsional bo‘lgan
funksiyani tushunamiz.

ri_ iax+b \ax +b
a) J I X\lcx+d integralni hisoblashda t="l-——— — almash-
J \ GXTw

tirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga kelinadi.
b) Ji?(x,Vax' +bx+c”~dx integralni hisoblashda quyidagi 3ta hoi
garaladi.
1-hol. ax2+bx+c kvadrad uchhad har xil x, va X, haqiqiy
ildizlarga ega bo‘lsin. ==ax2+éx +c =a(x-X,)(x-X,).Bunda
o(x -x,)(X-xX2) =t(X-x,) )

almashtirish bajaramiz.
2-hol. ct>0 bo‘lsin. Unda

Vox +bx+c =t - yfax |yokiVox2 +bx +c =t +Vaxj (9)

almashtirish bajaramiz.
3-hol. ¢ >0 bo‘lsin. U holda

yfax2+bx +c =fc+veNyoki Vax2 +bx +c =tx- s/cj (9)



almashtirishni bajarish yordamida hisoblanishi kerak bo'lgan inte-
gral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
(7)-(9) almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb ataladi.

4°. Binomial differensiallarni va trigonometrik funksiyalarni
integrallash.
a) 4-tarif. Ushbu x"[a +bx"* dx korinishidagi ifodaga binomi-
al differensial deb ataladi. Bu yerda m, n, p, -lar ratsional sonlar.

1= jxm(a +bxn)Pdx (10)
integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksiyaning integraliga kelar ekan.

1-hol. p-butun son. x=tN almashtirish bajariladi. Bu yerda N
soni m va n ratsional sonlar (ya’ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik
umumiy Kkarralisi.

2-hol. m+~-butun son. Bu holda a+bx'=ZN,N - p ratsional
n

sonning maxaraji, almashtirish bajarish kerak.

m+ 1 a . ,
3-hol. +/?-butun son. Bunda — +b=Z ,|N
n X
maxraji, almashtirish bajarish yetarli.
b) /= |/?(sinx,cosx)i/A"

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni ushbu

SN ~t -TT<X<7T',

universal almashtirish yordamida har doim ratsional funksiyani in-
tegrallashga keltirish mumkin:
. 21 1-t2 T 2dt
SiNX =—— , COSX=—-——- dX=———1-
1+r |+t 1+t2
d) Aytaylik,

| =Jsin"x<cos"xdx, (n,meZ)

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi
hollar qaraladi.
1-hol. n-tog, m-juft =>cosx =t almashtirish bajariladi.



2-hol. n-juft, m-toq ==sinx =? almashtirish bajariladi
3-hol. n va m-toq. Bunda cosx =/, sinx=f yoki tgx =t al-
mashtirishlardan biri bajariladi.
4-hol. n va m-juft. Bu holda
SiN2X =2siNX-COSX va Co0S2X =C0S2X—sin2x
formulalardan foydalanib, tartib pasaytiriladi va yuqoridagi hollardan
biriga keltiriladi.

5°. Aniq integral va uning tatbiqlari.

Aniq integral tushunchasi va uni hisoblash usullari maktab kur-
sida gisman va ma’ruzalarda batafsil o'tilishini hisobga olib, biz
aniq integralni hisoblash usullariga gisman to‘xtalamiz hamda asosiy
e’tiborimizni uning tatbiglariga garatamiz.

1 Nyuton-Leybnis formulsi. Agar /(x) funksiya [a,6] kesma-

da uzluksiz bo‘lsa va /7'(x) =f (x) tenglik bajarilsa, u holda
\f(x)dx =F(b)-F (a) =F(x) [

a
formula o‘rinli bo‘ladi.
Formulaning isbotida uzluksiz /(x) funksiya uchun ham ba-
jariladigan

d_ i) x *
/=1 =7/0)

tenglikdan foydalaniladi.
2. Bo‘laklab integrallash formulasi. Agar /(x) va g(x) funk-
siyalar \a,b\ kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

W/ (*)g'(*)A =/(*)m£(*)[ - /' (X)g(x)</x;
bo‘ladi.
3. 0 ‘zgaruvchini almashtirish. Agar (p(t) funksiya [or,0\ kesma-

da uzluksiz differensiallanuvchi va cp{t) e \a,A\ F a=(p(a) F b=(p(R)
bo‘lib F /(x) funksiya [aj>] kesmada uzluksiz boisa, unda

\ f {x)dx =Jf[<p(D)](p'(t)df,

bo'ladi.
101



4. 0O ‘rta giymat haqidagi birinchi teorema.
Agar /(x) va g(x) funksiyalar \a,b\ kesmada chegaralangan va
integrallanuvchi bo‘lib, g(x) funksiya (a,b) da ishorasini o‘zgar-

tirmasa, shunday jue[m, mMm] M nugta

topiladiki,
b b
[/ () g (*)dx =/img (x)dx;
tenglik bajariladi.
a) Anig integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
f(x)eC[a,b] bo'lib Vxel[a,b] uchun /(x)>0 tengsizlik ba-
jarilsin va D soha quyidagicha aniglansin:
a<x<b
0<y<f(x) "egri chiziclli trapetsiya.
Unda .
S=\f(x)dx (11)
tenglik o‘rinli.
Agar /j(x)eCla,z>], /,(x)eC[a,£] bo’lib,

\a<x<b

bo‘lsa, u holda

s = (12)
bo‘ladi.
2) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar D soha qutb koordinatalar sistemasida

\a<(p< B
D |O<r<r(iz>)
ko'rinishida berilgan bo‘lib, r((p)eC\cc,0\ bo‘lsa,
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S =\y-{(p)d(p (13)

formula o‘rinli bo‘ladi.

b) Anig integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.

1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.

f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo‘lsin. Uning grafigi
quyidagi

{(x,7(x)):*e[6,6]

nuqtalar to'plamidagi iborat. Shu grafikdagi A (a,f(a)) va
B(b,f(b)) nuqtalar orasidagi W egri chiziq yoyi uzunligi 1 ni
topish talab gilinsin. Agar f'(x)eC\ci,b\ bo‘lsa, unda

1=W 1+[/'W ] dx (14)
bo'ladi.
Agar (14) da b=x desak, I(x)=jAl +[/'(x)]"tit bo‘lib,
a

E=VI+[/'W]2=»«=V1+H[/'W | * m
Bu ifodaga yoy differensiali deb ataladi.
2) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligi
hisoblash.

Agar
YB WX =p{t)
AB: \ly y//t a<t<mB;
bo‘lib, (p'{t)&C\a,B\ va e C[a,B\ bo‘lsa,
| ={;1V’\'(02+[V'(,)T dt (i5)
bo‘ladi.

3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizig yoyining
uzunligi hisoblash.
Agar



bo'lib, r'((p)eCla,R] bo‘lsa, unda

/=17 2(p) +1/(p)12* (16)
formula o‘rinli boiadi.
d) Aylanma sirtning yuzasi.
Aytaylik, /(x)eC[fl,i] bo‘lib, / (x)=>0 bo‘lsin. ~gyoyni OX
o‘gqi atrofida aylantiramiz va aylanma sirtni hosil gilaniiz. Agar
/'(x)eC[a,Z>] boisa, unda shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

S =2n[f (x) M+ [/'(*)]-dx (17)

formula yordamida hisoblanadi.

e) Anig integral yordamida hajm hisoblash.

Faraz qilaylik, bizga biror T jism berilgan boiib, uning OY
o'giga parallel bo‘lgan kesimlarining yuzasi ma’lum bo‘lsin. Bu
yuza X o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi, uni S-S{x) deb belgi-
laylik. Agar S(x)eC[a,b\ bo‘lsa, unda T jismning hajmi V ushbu

V=\s(x)dx (18)

a
formula yordamida hisoblanadi.
Natija. (Aylanma jismning hajmi). Ushbu

a<x<b

0<y<f(x)
egri chizigli trapetsiyani OX o‘qgi atrofida aylantirishdan hosil boigan
aylanma jismning hajmi

V =7 t\[f(x)]2dx (19)

formula yordamida hisoblanadi.

i) O ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

OX o‘gida shu o‘q bo'ylab biror jism F - F (x) kuch ta’sirida har-
akat qilayotgan bo‘lsin. Agar F(x) eCJ[a,&] bo‘lsa, F =F(x) kuch
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ta’sirida jismni a nuqgtadan b nuqtaga o‘tkazishda bajarilgan ish ushbu

/

(20)
a
formula yordamida hisoblanadi.

g) Statik moment. Og‘irlik markazi.

Aytaylik, m massaga ega bo'lgan M(x,y)-material nuqta berilgan
bo‘lsin. my va mx ko‘paytmalarga mos ravishda berilgan nugtaning
OX va OF o‘glarga nisbatan statik momentlari deb ataladi.

Egri chizigning OX va OY o‘glarga nisbatan statik momentlari
My va Mv lar ham shu kabi aniglanadi hamda

differensiali, |1 esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalari esa ushbu

formulalar yordamida hisoblanadi.
h) Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

egri chizigli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda

(23)

va

(24)

b

bo‘ladi. Bu yerda - jy(x)dx -trapetsiyaning yuzi



6°. Elliptik integrallar.

5-ta’rif. Ushbu

Fk,<p)=]- a N (25)
oyjl-k sin x
0

Ek,<p) =JVI - k2sin2xdx (26)
o]

ko'rinishdagi integrallar |1 va Il tipdagi elliptik integrallaming Lejandr
formasi deb ataladi.

(25) va (26)-integral ostidagi funksiyalarning boshlang‘ich funk-
siyalari elementar funksiyalar yordamida ifodalanmaydi. Shuning
uchun ham ularning giymatlarini hisoblash uchun maxsus jadvallar
yaratilgan.

n
Agar (25) va (26)-integrallarda @ =— bo‘lsa, u holda bunday

integrallar toiiq elliptik integrallar deb ataladi va ular F(k),E (k)

kabi belgilanadi.

Demak,
£

FW = &t~ Msin’x 07)

£
2

E(k) ~ >/ ~k2sin2dx (28)
0

To'lig elliptik integrallaming giymatlari ham maxsus jadvallar
yordamida hisoblanagi.

X
Misol. Ushbu +lr =1 ellips yoyining uzunligi hisoblansin.

) ) ) o jx=0sint o
Ellipsni parametrik ko‘rinishida )[y —bsmt, 6‘%t£2n kabi ifo-
dalab olamiz.
£ £

Unda /=4, =4= +[VW ] dt =4jVo2cos21+Ir sin2tdt -
o 0
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—4jy 2] - sin2r) +bisin2tdt =da). 1 —sirtdt=doe YT Zaag)
o] o' 8" v & y
bu yerda £=—— — -ellipsning ekssentrisiteti.

©® N° TAWN P

FoREB

15.

lash.

16.

lash.

17.
18.

Nazorat savollari

Boshlang‘ich funksiya tushunchasi.

Anigmas integral va uning xossalari.

Anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish.
Anigmas integralda bo‘laklab integrallash formulasi.
Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funktsiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.

Binomial differensiallarni integrallash.

Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

Aniq integral tushunchasi.

. Nyuton-Leybnis formulasi.

Aniq integralda bo‘laklab integrallash formulasi.

Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish.

0 ‘rta giymat hagidagi birinchi teorema.

Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig yoyining uzunligini

hisoblash.

19.
20.
21.
22.
23.

topish.

24.
25.
26.

27.

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
Aylanma sirtning yuzasini hisoblash.

Aniqg integral yordamida hajm hisoblash.

o ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

Egri chizigning koordinata o‘qglariga nisbatan Statik momentlarini

Egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalarini topish.
Geometrik figuralarning statik momentlari.
Geometrik figura og‘iiiik markazining koordinatalarini topish.

Elliptik integrallar.



1.1

13

15

17

19

111

113

115

117

1.19

1.21

2.3

25

_B_

Mustaqil yechish uchun raisol va masalalar
1-masala. Anigmas integral topilsin.

p xdx
sin2x "
yi2 - 8x) sin 3xdx.

f(4x +3)sin 5xdx.
J(x +5)sin3x;/X.

J(2x - 5)eos4xdx.

jIxyi2 - 3) eos2xdx.

J(5x +6) eos 2xdx.
jarctgj3x -1dx.
JV 3/(2-9x)dx.
|In(4x2 +1)¢/X.

j(4x - 2)eos2xdx,

1.2

14

1.6

1.8

1.10

1.12

1.14

1.16

1.18

1.20

Jxsin2xdx.

C xdx

~cos2X'!

J(7x -10) sin4xcA .

J(2 - 3%)sin 2xdx.
J(8-3x)cosbx<ix.
J(4x +7)eos 3xdx.
J(Bx-2)cos5xi/X.
jarctgyi5x-idx.
Je~2v(4x-3)d x.

J(2 - 4x)sin 2xdx.

2-masala. Anigmas integral hisoblansin.

fdx

x\x2+ 1’
C dx

! x’\fx2 -1} -

I xdx

Vx4+x2+1

2.7 jJ/Ogx-In(cosx)i/X.

2.9.

VH)©

2.6

2.8.

2.10
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rl +\nx
nx.

rx2+\nx21x
X

r(arccosx)3- 1

[@(*+0 *
eos2(x +1) "
|-

(x - sinx)*



Sin X- Q36X *XCOSX +Sinx
-dx

211 (cosx +sinx)3 212 F (xsinx)"
213 v ax Xl
' X4+1 214 1 a-x2+1
e xdx
1+In(x-1)
2*15* 216 dx.
(x2 +1)dx x—
2.17 5. -
(x3+3x+1) 518 I4arctgx de.
1+x2
21 fx*dx
19 x2+4" X +eosX
: 220 ) _dx.
r 2cosx +3sinx o X2 +2 sinx
221 (2sinx-3cosx)3
3-masala. Anigmas integral hisoblansin.
rX + 1 . -3x2-12 —dx
3.1 »2--dx.
X X 32 B(x-4)(x-3)(x-2)
3x] +1 Cx3-3x2-12
33 *—VFTIFdX. 3% NHP-@'(&'F—QW
x3-17 o r 4X' mx +2
35 - !
X" - 4x+3 3.6 JT?%?l N(x-2)
r 2xJ+5 j 3x3_2d
B —— - — X.
3.7 j‘lx =7 dx 38 1%
2x3-1 , X -30-12
-dx. y X
39 1y iixs 310 Tix - a)(x - 2)x
r 3x3#-25 x5 -x3+1
i—V—-— maix. == d
3.11 £x~+3x4*2 3.12 JI R dx.
o X822 +3 rx5+3x3-1
373 i"(x-1)(x-2)(x-3) 314 Jo—ri T dx
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ro 33X +2x2+1
Sy e2)(-2)(-n)

3x3-12x -7
dx

3.16
2+2x
-xJ - 5x +5x+23
318 y(x +1)(x-5)
+9x3+4
320 | x5 +9x3 b
X~ + JX

4-masala. Anigmas integral hisoblansin.

S (- 2) -
X<+ 25x3+1
3.19
X" +5x
2 +2 ,
321 r2x5- 8x3
— --ZX——dx
FAX2+3X +2
a1 dx

(X +1)2«(x2+1) =

r 2x3+7x2+7x-1
-dx

4.3 (X +2)" «{x2+x +1)

2x3+4;r+2x-1
45 Lo f1) ox +2x+2)
r X +6x-+9x+6
4.7

(X +12(x242x +2) e

r2x3+||x2+16x+10d
49 (x +2) Ax2+2x+3) =

r3x) +6x2+5x-1

41 (xri) (x2+2)
fo3+9x2+2|x +21 ,

413 T 3)2(x2+3)
’x3+6x2+8x+ dx

435 Ty o0 ora)

f-3x3+13x2-13x+1
4'2  (X-2)2«x2-x+1) A*

X3+2x2+]0x
(X +1)" -(x2-x +1)

44 i dx

4x) +24x2+20x - 28 dx
46 (X+3)2«x2+2x+2)"V

r X3+x +1
48 J(5T7nj(771i) |

p 2X + 4X—+ 2X4-2 7
410 Jn ;;, no ,,,M\dx.

C 4x2+3x+4
AX2+ ) (x2+x +])

i 2Xx2- X+l
414 oy +nx2+1y " -

X +x+1

dx
416 feo_x +1)-(x2+I]
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K3+3X2+12X+4 j, r_X3+2x2+x+1 dx
417 sjc+2)2-(r—+4) * 4,18 $(x2+x+I)-(x2+I)
CoX3—a2-1EX—1Z | F2X3+2ZX%2+2x +1L

dx
419 J(x-N2-(1+4*+5) « 420 1(* 4 «|)(~ +1)

7 X3+4X2+4X+2
421 I(x +1)2-(x2+x +1)
5-masala. Anigmas integral hisoblansin.

dx

51 I+ 7S-dx. 52 |V(@A+f f dx.
"x-t/7 J XX
cVI +svx (1 +</7)
53 )—54 nVv / e
fTT+W
55 .
1wl 56 I'xTtTr>*-
57 W+ ) ¥, 4rj"
) X-VX4 58 T y.;. dx.
. . 1
59 i W s10 R
b X=-"NT7 bAN  J— ¢ vy
511 S ¥ . a
Xm/x3 ] x-'AT
(i+V?) .
/X
X" -vx
1+
515 f-——y=—i/x 516 f i/x.
J _,g);T 4 I x241x



517 p£+£pL dx.

5.19 +7-dx.
N-"Vi

521 MO ¢ ay.
TZ 52

518 »/1tY? o
x2-'A

520 0
| SV

6-masala. Aniq integral hisoblansin.

N +Infx-1)
-dx

6.1
xX—1

arctgx - x
63 LA Xy
o 1+x2

2/T
f X +cosx

65 — .
I X +2sint

67 I8*-arctglx
[+ax2 =

«j X+—

6-9 1777”

6n
vy

n 1+0

St (arcsinx)~ +1

OBindr*-

S dx
6.15 rn—
S xm/X +1

112

* (X2+1jdx

62 o(X3+3x+1)~ "’

T x3dx
6.4 JI_)Y"_J-A:

2c0sx +3sinx
«.B

0(2sinx-3cosxV

V xdx
68 J)ZTT—

rarctgx + X ,
6.10 ] — , ¢C
o 1+X"

m_7

6.12 e T



W +In Y

6.17 I X~ X 6.18 g)tg)(‘ln(eosx)dx-
\ r3edx q
6.19 , T 1-Cos*
ox2+\f 0 g7 -
620 { 15%inx)"
6.21 Fook
TTOVKA+ R+ 1
7-masala. Aniq integral liisoblansin.
" ] 0
7.1 J(X2+ 5K+ 6)cos2xaly # 72 J2*(x2-4)0053x(;/x.
0
0
73 _.:JI-(X2+4X+3)COSXdX- 7.4 J(X+2)'cos3xl'/5<.
0
75 i(x2+7x+12>cosx<&- 76 |(2x2+ax+T)eos2xdx
T
- - A N -[:
77 é(rgx2+9x+1l)c053,v6¢\ e 28 J(OX2+16x+1,, 0 AX
79 J3.y2+Shcoszaxe 710 - (2x2 15)cos3xdx
. 2 xdx # “
AL | - 7D eos: xdx 712 J(1-8x2)cosdx; i\

713 anz2+2x + l)SiN3Xxax: e .
. 714 [(X2- 3x)sin 2xdx
0

7.15 J(iCZ— 3X: 2) sinxdx e A
7.16 J(X2- 5x+0)sin 3xdx.

717 J(*2+6x+9)$m2xdx" K
2 7.18 (1 —5x2)sinxi;Vv.

719 f(3*-x2sinjcEex- 2
Va4 ‘ 7.20 JxIn2xdx.

7.21 I(x-1)3-In2(x-1)E/x.
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8-masala. Aniq intégral hisoblansin.

A cosxdx

8.1 . .
o tl +cosjc +sinx)"

COS xdx
8.3 1+cosx-sinx
f cosxdx
85 . 1+cosx +sinx '
n/ .
8.7 p  sinxdx

X 14cosx +sinx

cosxdx
8.9 '/U +sinx-cosx *

811 1 cosxdx
' (! 5+4cosx

2acgy2

8.13
J x sin*'(1_sinx)’
A COSX-Ssinx

815 | o mK
0 (I +sinx)’

2ardg2
9 dx

8.17 J Sin2x-(l +cosx)
2
2ardg2

dx

dx

8.19 A‘] sin2x-(I-cosx) =

?  sinxt/x

8.21 o(l +sinx)’

Iardg—l

8.2

(I -sinx)c/x

cosXx(l +cosx)

COS xdx

84 (i +cosx-sinx)“

2ardg™
86 cosxdx
' (I +cosx)(I -sinx)
| +si
8.8 sinx dx
o (I-sinx)
74
= (I +cosx)rfx
810 .
1+cosx +sinx
~ r I4+sinx ,
812 | ————————- r—dx
i 1=#cosx +sinx
dx
u4a
larcgy2 (1 +Sinx-COSX)"
2ardgs dx
8.16 2aktg2 COSX *(!  CO8X)
A cosxdx
8.18 (I -cosx)]
lardg
COS Xdx
8.20
2 +C0oS X
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9-masala. Aniq

an
9.1 JSin 20X,
O N\

T

J28sin8Xic

4 * 6X 2 X
J2 sin6--cos - dX.

£, .
97 fsm X-COS XxdX.
N

155 sin*x-cos” xdix

£
?n o

2 X ,
Jsm — C0S —axX.

9.9

9.11

VA4

913 2" cos Zakm

J 2ssin8xdx
9.15

"r,8 T
9.17 Jsin

[

919 J 28sin6xcos2xdx

n

J 28 -sin2 x-cos6xdx
9.21

integral hisoblansin.

Qf sA!n ———co ~—d§(

T

9,4 J24sindxcos4Xi/X t

9, S J| sin2 xcos6xdx

f08 =2 6
910 Jgsm X-C0S ~ XdX

ol4 J[Zssin6xc052xdx
—n

o
J sin6xcos2xdx.

916

n

}9"||>°( J|24sin2xcos6xdx

9.20 Jsin43xcos43xi/X.

10-masala. Anig integral hisoblansin.

1ftl \5\/ .U.": Adx

10.2 \5V %—dx



xdx \ dx

103 ¥
= 1U 4(16-*=) m
S
105 f -dx 106 f m®mJ)I-x-th.
[ =] n % Vx2- 2
r xdx 108 ] — -*mdx.
107§ (16-x2-VI6-x2"
dx 10.10 \x2Zj25-X2dX'
10.9
1012 jW 16 - x 2<fe.
0,
/(i' X2dx
10.11
! n/25 - n2 F XX
éi, dx 10714 J;7|7|r
10.13 o(l6 +x~) N dx
1016 J JI. vV -
r |l a \\ )
10.15
N 1018 /— *e
10.17
* NO-x2)3* f
I dx 10,20 i (25+x2)72577
10.19 (9 +XxDN -
a dx
10.21

o(4 +x2) £ T -
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11-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklining
yuzasi hisoblansin.

111 j =(x-2)3;j =4x-8. 112 y =x"9-x2;y =0,(0<x<3)-

11.3 j =4-x2;;; =x2-2X. 114 y=zyf ~ .y =0;x:=0.x =]

115 y=Sjr-,y="0<wv<2). L .6 y=4Z"M\-y=4-x=\nl-

111y X ~ 'y*3x=n=e‘- 118 M *+ 0V = *+ i.
11.9 y =arccosx;y =0;x =0. 11.10 y =2x-x2+3;y =x2-4x +3.

11.11 y =xb6-x2y=0-(0<x<6)> 11/12 pf=arccosx =0y =0.

11.13 y =xarctgx;y =0;x =y/3. 11.14 y™XAVs—N=>=(Y,Jo<x<2r/2|.

1115 x=y/ley-1;x=0;j =1n2 = 1116 y=x\j4-x2;y =0;(0 <x<2) e~

UNT7 7=TW T ;>;=0X=1- 1118 x=(j-2)3;x=4j-8.
1119 "N=7—~T13;=°; x=1 N-20 x=4-/;x =/-2y.
x2+ 1)

1121 y =(x-1)";_y2=x-1.

12-masala. Tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan
chiziglar bilan chegarlangan shaklning yuzasi hisoblansin.

12.1 r =3sin”;r =5sin”. 12.2 r =2sing\ r =4sin<p.
12.3 r =2cos6tp. 12.4 r =cos™?—sin(p.

125 T—cos(p+s\\p = 12.6 r =2sin4p.

12.7 r —sin . 128 r =2cosg¢r,r =3c0sg¢.
129 r =§Cosp;r =—Scosp. 1210 r =4cos4”.

1211 r =I+yi2sirup. 1212 r =—53in97;r =§sin".
12.13 r =—+cos”. 12.14 r =cos<p;r =2C0Ssg¢?.
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12.15 r =sin$?;r =2sin#>. 12.16 r-6c0s3(p;i"=3(r=3).
12.17 r =i +sin”™. 12.18 r =6sin3<p;r =3(r >3).
12.19 r =cos3<p. 12.20. r =3sin3<p.

12.21 r-4cos3™=>;r =2.(r >2).

13-raasala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq
yoyining uzunligi hisoblansin.

131 x=5(/-sin/);7 =5(I-cos/);0</ <n.

13.2 x=3(2cost - cos2/);y =3(2sint -sin2t);0<t <2n.
13.3 x=4(cos/ +/sin/);j> =4(cos/-/sin/); O<i <2-

13.4x =(/2-2)sin/ +2/cos/;j>=(2-/:)cos/ +2/sin/;0</<;r .
13.5 x=10cosl/;j; =10sin3/;0</<y.

13.6 x=e'(cos/ +sin/); =<2 (cos/-sin/);0 <t <n..

13.7 x=3(/-sin/);y =3(l-cos/);;r </<2tt.

138 x :ECOS/_ ZCOS 2/iv =Esin/— ZsinZ/;E</ <—3 .

139 x=3(cos/ +/sin/);7 =3(sin/-/cos/);0</<y.

1310 x=(r -2)sin/+2/cos/==(2 - /2) cos/+2/sin/,0</<y .
1311 x=6co0s]/;v =6sin3/:0</< 3

13.12 x =e'(cos/ +sin/);j=> =e'(cos/-sin/);y <t<n.

1313 x=2,5(/-sin/);j =2,5(1-cos/);y<t<n.

13.14 x=3,5(2cos/ - cos2/);=>=3,5(2sin/ - sin2/);0 </<y .
13.15 x=6(cos/ +/sin/);>,=6(sin/-/sin/);0</<”"-.

13.16 x=(/2- 2)sin/ +2/cos/;y =(2 - r )cos/ +2/sin/,0 </ <y .
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13.17 x=8c0s3/>=8sin3/;0</< re

13.18 x =e€' (cos/ +sin/);,_y =¢' (cos/-sin/);0</ <2n.
1319 x=4(/-sin/);y =4(l - cos/);5</<—3 .

13.20 * =2(2cos/-cos2 [/ ) 2(25in/—sin2/);0</<’\3—.

13.21* =8(cos/ +/sin/);7 =8(sin/-/cos/);0</<”.

14-masala.Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan
jisraning hajmi topilsin.
2

141 — +yl=l;z =y;z - 0.(y =0). z-X +4y;z-2.

9 2 2 2

x2 V2 144 — +-— — =-1;z=12.
143 — +2— z =l;z =0;z =3. 9 4 36

9 4
145 fl+z I+£I1=,.,=Lr=0 146 x2+/ =9;~="~=0.(">0).

s 16 9 4 ’ -
n2

147 z=x2+9y;z =3. 140 T +* = N =3-
149 | +; - il =4;z =.6, 14410 ir f +ir ;Wr=2Z2=0-

9 16 &4 2
-J_I—_ﬁfl_%l_ z—2x2 +8y;z =4 1412 §.+_25_ 22—z —Qz—2

’ .2 2 2
idn pdA2+y2 z*- 1---N 1414 — +"~-+— =l;z =0;z=3.
14ns | 7 “36“"mu 1 4 9 36
1415 z=x2+5y2,z-5. 1416 ~N-+" -1 2=I;z =0;z =4.
1417 14.187;+; . bz .~ =0.
1419 z=4x2+9y2z =6. U20 z~2x2+18y2z =6.
\a z"

1421 — +7[ +— =1

a* o' ¢



15-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shakini
1-16 variantlarda Ox o‘qi atrofida, 17-21 variantlarda esa OY
o‘gi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

15.1 j/=-x2+5x-0;j;=0. 15.2 2x-x2-y=0;2x2-4x+y=0.

15.3 y =3sinx;_y =sinx;0<x<4ar. 154 "-5cosx;" =cosx;x=0;x>0.

155 y=sin2x,x=~"y=0. 156 X=N\y—2x—,y=1.
15.7 y=xexy =0,x=1. 158 >=2x-x2,y=-x+2;x=0.
159 y=2X-XZy=-Xx+2. 1510 y=e2*y=0x=0x=1.
1511 y=x2y2-x=0. 15.12 x2+(y-2)2=1.

1513 y=1-x2x=yfy-2,x=1. 1514 y=x2;/=1,x=2.
15.15 y =x2y =yix. 15.16 y—siii— 9 =X2.

1517 y=x2x=2,y=0. 1518 =(jc-)2,v=1.

1519 v=Inx,x=2,v=0.
' 1520 y=X2-2x+I,x=2,y =0.

1521 y=x2+! J=x,x=0,x=1.

16-masala.
Quyidagi chiziglarni aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtlarning yuzalari hisoblansin.
2

161 y=— OY o‘qgi atrofida.

16.2 y2=4+x (x<2) OX o‘gi atrofida.
16.3 32+4y2=12 ellipisni OY o‘qi atrofida.

164 x=—y--—Ny (\<y<e) OX o‘gi atrofida.

165 y2+4x=2Iny (\<y<2) OY o‘qgi atrofida.
166 y=Xxb (0<x<Il) OX o‘qi atrofida.
aN

9 OX o‘qi atrofida.

16.7 X =€ sin/;y =ercost
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16.8 x32coa/—c032/,y:Zsin/-sin2/ ni OX o‘gi atrofida.

16.9 ;—~+{)1; =1 ellipsning OX o'gidan yuqgorida joylashgan
bolagigining koordinata o'glariga nisbatan Statik momentlari topilsin.

16.10 x+y-\,x-0,y =0 chiziglar bilan chegaralangan uchbur-
chakning OX va OY o‘glarga nisbatan Statik momentlari topilsin.

16.11 y2=2x,(>'>0,0<x<2) parabola yoyining OX va OY
o‘glarga nisbatan Statik momentlari topilsin.

16.12 ~ =cosx — <X<?j egri chizig yoyining OX o‘giga nis-

batan statik momenti topilsin.
X
16.13 ~+y t°‘g‘ri chizigning koordinata o‘glari orasida joy-
lashgan kesmasining koordinata o‘glariga nisbatan statik moment-
lari topilsin.
2
16.14 y=j+-2 va y=Xx chiziglari bilan chegaralangan shakl-

ning OX o‘giga nisbatan statik momenti topilsin.

16.15 x2+y2-a2y>0 -yarim aylananing og‘irlik markazi
topilsin.

16.16 xB+yA -a”,x>0,y>0 ~ astroida yoyining og‘irlik

markazi topilsin.
o) &

X~ V7
16.17 H47+~<I(x>0,_y>0) ning og‘irlik markazi topilsin.

16.18 x=—y--—N\v (I <y <2) chizig yoyining og‘irlik markazi

topilsin.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning og‘irlik
markazi topilsin.

16.19 ax-y2 ay=x2 (xvO).
2
16.20 y=—Xx, y -sinx (x>0).

16.21 x2+4y-16 =0;"=0.



-D -
Namunaviy variant yechimi.
1.21-masala. J(4x-2)cos2xdx anigmas integral hisoblansin.
< Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:
fit-Ax-2 dii = Adx

Jv 0o = 1 "2 5in 2 - 2 Jsin 2xdx =
=cos2xdx y=-—sin2x
2

j(4.y—2)0052xi¢',’v = {

1(2x = 1)sin 2x +cos 2X +C>

C 2cosx +3sinx j

2.21-masala. JéZQg:irr]lX 006X | anigmas integral hisoblansin.

<Bu integralni o‘zgaruvchilarni almashtirish usulidan foydalanib,
hisoblaymiz:

f 2cosx +3sinx M. - .
——————————— jtfx = ( 2sinx-3cosx =¢ deb belgilaymiz =

(25inx—SCosx) W
=>(2sinX-3cosX) dx=t" mit yoki (2cosx+3sinxX)dx=dtl =

- —]7+c— ________ L340
2(2sinx-3cosx)

3.21-masala. J?*’ ;8*24;(2 dx anigmas integral hisoblansin.
X —_

< Biz bu integralni ratsional funksiyani integrallash usulidan
foydalanib hisoblaymiz. Awvval noto‘g‘ri kasrni to‘g‘ri kasrga kelti-
ramiz, so‘ngra uni sodda kasrlarga yoyamiz:

R(X) A He: 2 oo A et L X B
X -2 (x 2) X-2 X J X -2x

ox +av- L d'x-—+~—+|n In’\,ﬁ+c= :
iy X-2 x 2 K-z

 X3+4X2+4X +2

4.21-masala. I(x+|)~ —o@+x +) anigmas integral hisob-
lansin.
< Bu integral ostida ham ratsional funksiya turibdi. Bu funksi-

yani sodda kasrlarga yoyamiz.
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A3+4X2+4x +2 A B Cx+D
VT kD) Ax—x D) X+1 (F+D- X +X+1

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi norna’lum A, B, C va D larni
noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib topamiz. Buning uchun
tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va berilgan
kasr hamda hosil bo‘lgan kasrlarning suratlarini bir-biriga tenglaymiz:
A(X+1) +B(X2+x +1) +(Cx +D) o(X +1)2=x3 +4x2+4X +2
(A+C)X’ H2AHB+H2CHD)X— +H2A+B+CH+2D)x+(A+B+D) =x' +4r +HAx+2
u

A+C=I
2A+B+2C+D =4
2A+B+C +2D -4 Bu sistemani yechib //+—=0 va 3=C=D=lI
A+B+D=2
1

ekanligini topamiz. Demak, ,&Exl\: — =+ ——*—:—I—F ekan
(x+D" X—+X+1

= [a0odx=f dx T+ X e—dx=1,+1, )
JX+)~  X"+x+H w

1
M= T qPR= K+ 4% +D =541

tdt
X4— —t S+ r _'_Z
= 2 o
X=t-  >dx=dt i-
AM— W X |
—+ —
o\ ot 12 o
=—nr +~ + cralg = +c2—
4 r+

1 1. 2x+l
—In(X" +x +1)+ —j=arctg— —+c2
2 ( ) vfs‘J -'\JZ:Br
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7, va /, ning giymatlarini (*) tenglikka olib borib go‘yib, ush-
bu natijaga kelamiz.

f X +ax2+4x+2 | 1, , , 1 2X+1

J(i+V7)3
521-masala. W --—-— dx anigmas integral hisoblansin.
X' o512
Jintegralni diiferensial binomni integrallashdan foydalanib hisob-
laymiz:

411+ Pr N 12 4 3
/ = f————— = —dX— I_fz( %: 1+X5 dX=>Ct:b=l7Q= -—77=—,P = —=>
J x2-77 J N\ 5 5 4
_12
2 > “+‘|§ T7+3— I=> b’+l— I htirish
= _—77— p——i—4 —4— 4———— ?0 =Z -almasntiris

bajarish lozim =>x=(z4-1)" => dx=-5z3¢r4-0)~4dz Bularni /
ga olib borib go‘yib topamiz:

1+/x

/-I_= —g;&6 = ——5—iz—— hc —-—|5 I = C >
X en/X2
6.21-masala. J aniq integral hisoblansin.
v X +X +1
(/
A"+ —=1TX=0=>t=—
xdx 2 2 dt
h ragergr § °
b R A R P ea
+2Jva 7 -

(("-8 ning !6°-punktidagi 24-formuladan foydalanamiz))



7.21-masala. J(x-1)3mn2(x- l)c/x aniq integral hisoblansin.
2

<Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:

, 2Inx-1y ~

U =b'-(x-\) d"= —t N
J(x —)J *In2(x —\)dx= dv= (x - I)de x-1)

CDA 20 = D = —I(x = 1BeIn(x - V)dx=

Ny= |n2(X i\ du =X—’:de

ydv=(x-1)’dx  _ (x-14
N\

=41n22 — | (x- 1) *In2(x - Ddx =

JrM T _ . pne e
e 41n(x D =i\ =122 ai2—fc-)”

= 41n22-21n2 +— -(16-1)=41n22-21In2 +“ .>
32 v ' 32
/. .
J sinxdx
8.21-masala. | r anig integral hisoblansin.
E1+s nxj— q 9

<Bu integralni hisoblash uchun fS—~ =t universal almashtirish ba—

jaramiz. Unda x=0=>i=0;x="-=>{=l.va dx= jsin/=—
2 1+t~ 1+

Almashtirishdan so‘ng berilgan integral quyidagi ko‘rinishga keladi:
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?  sinxdx ( 2tdt r/+1-1 vdt T dt

y —— 77= 7— 7T=2 —————dt=2
o (I +sinx) ( ) A JT ICj\ILH)Z
1
=2 InY+I|I +—'—Jl =2 n24—1 =2In2-1>
© + 9O 2

[28esin2Xecosbxdx - ]
9.21-masala. j aniq integral liisoblansin.
<Integralni sin 2c= 2sin @ecos e, cos2a =?+(0B2a va

=T 1- cos2a

sin-or= formulalaridan foydalanib, hisoblaymiz:

fo ! I . .
| = J28sin2x »costxdx = 26J(2SiN rfecos*)2ecosdxdx = 24Jsin22t(l +aos2 xf dx =

2 b ]

=24J[siir 2x 25" 2was2v+sinZ2as00s220- T = 2t {1-cosA.v)ifa +2455i2vf(S2 T) +

2 2 2

+2: jsin24wfv=2] y-7in4 J jiTlI — - k+2JJ -cos8v)ik=
4T +2 x —85in8x -5a.>
dx

10.21-xnasala. d4 +A2” 4 +x2 aniq inte§ral bisoblansin.

< Bu integralni hisoblashda uchun 2-hol uchun Eyler almashti-
rishini bajaramiz, ya’'ni g/x2+4 =t+Xx almashtirish bajaramiz.
vEATIAY - =lilrf/ >3 NN 23 4 2+
H(4+X:)V4+x2 272-D)(/2+4)" 2A72-) (i2+4)

2 2 1
/44 M-=")_4n/2'>
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11.21-masala. Quyidagi y=(X-\)2,y2=x-1 chiziglar bilan che-
garalangan shaklning yuzasi hisoblansin.
ly=(x-1)2
™ [y2=x—f
talarini topamiz: M,(l;0) va M,(2;l) Bu chiziglar bilan chegara-
langan soha 5-chizmada tasvirlangan.

sistemani yechib, bu chiziglarning kesishish nug-

S=j Vx-1 -(x-1)20X-

12.21-masala. Tenglamalari qutb koordinatalari sistemasida ber-
ilgan chiziglar bilan chegaralangan shakilning yuzasi hisoblansin.
r-4cos3”; /F=2,(r>2)
<Birinchi navbatda bu funksiyaning aniglanish sohasini topamiz

6-chizma.
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n 5”1 1n 3n 11n

D(r). u 7 — 2N
(r) »'7 7°T ~6-Y v 6
Yuzasini hisoblashimiz kerak bo‘lgan soha 6-chizmada shtrixlab
I = 4c0s3¢?

ko‘rsatilgan.Integrallash chegarasini topishimiz uchun

sistemasidan (p ni topamiz

= 1 - _'n n
=> COS = —=>3M?= — =>« = — =>
2 3 VvV 9
%
J|M4cos3iEY dp= 16 Jcos23rsiN-4 )
8 J(1 +C0SB6N)i/A—4n 0 —B gl ' ;1 5 AT
lo 6 lo 9

. 4 " _
=3 — +—sin-- =3 4”-+2”/3 _an +§r|f/3.>
9 3 3 9. 9 3 3

13.21-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyi-
ning uzunligi hisoblansin.

< x=8(cos/ +/sin/); 7 =8(sin/'-/cos/); 0</< I.

*'(/) = 8(-sin/ +sin/ +1cost = 8/cos/)
/ (/) =8(cos/- cos/+/sin/) = 8/sin/ nor+Mor =4'N
s/

4 . ,
- 2N
= IVt-TWr+C/iOT* ' j8tix=4/! n-m

14.21-masala. Quyidagi ay _'J\b~+c— =1 sirt bilan chegaralan-

gan jismning hajmi topilsin.
<Hajimni (18)-formulaga ko‘ra
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formula yordamida hisoblaymiz. Buning uchun S(X) ni topish lo-
zim.
0 ‘zgaruvchi x ni fiksirlasak, ellipsoid kesimida.

Yy =1
2 2 2 f rv o f -V
Yoz 21 % yoki Cil— ellips hosil
Zr C cr J
z
bo‘ladi. Bizga ma’lumki, FT’\r—+ﬁr—: 1 ellipsning yuzasi nmn ga teng
edi. =
SxX)=n<bJ1- m=m |-~=nbcmi-~ V= JS(X)dx =
a Vv J
\
=xbcj\Il--j dx=nbc x— =—7tabc.>
3a2 3

Natija. Agar a-b=c=R bo'lsa ellipsoid sharga aylanadi va
shar hajmini hisoblash ucun

V=-nR3;
3

formulani hosil gilamiz.

15.21-masala. Quyidagi

y=x2+1 y=X%X X=0,x=1

chiziglar bilan chegaralangan shakini
OY o‘gi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

<Awal OY o‘qgi atrofida aylanti-
rish kerak bo‘lgan D sohani chizib
olamiz (7-chizma).



D =DA[D27>V = VA\2=n  \aly-+\(\—~{y-\))dy

Ve n 2j/- =7t - +3--- N

v3 2

=7

16.21-masala. Quyidagi
X2+4>>-T6=0,>=0
chiziglar bilan chegaralangan shakilning og‘irlik markazi topilsin.

oMasala shartidan ko‘rinadiki, berilgan chiziglar bilan chega-
ralangan D sohani ushbu

4<x<4
D=
Oo<y<4-—
Y 4

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu shaklning og‘irlik markazining
koordinatalarini (23) va (24)-formulalardan foydalanib, topamiz.

. / X
,X adx= 4x-: o
T v
AN \ 4
= @=- ril<s-2n 4% dx=—116-X ¢ X 512
16 3 516 15
N

My= )xydx=Jx/4- jW jT4x~ dx= 2
16 34

- =My a@ . fo 8" o :
v y‘:l | 5 Sy Vs ekanligini topamiz. >
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5-8. 4-MUSTARQIL ISH
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar

R” fazo

R" fazoda ketma-ketlik va uning liraiti.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
Yo‘nalish bo'yicha hosila.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning ekstremumlari.
Shartli ekstremum.

0 ‘zgaruvchilarni almashtirish.

A
Asosiy tushuncha va teoremalar
10. RI fazoda ketma-ketlik va uning limiti
Ushbu

R" = ftX RXmeR = {(*1,X2,...,xm) :Xk6 J1,bl /5]

m—ta

to‘plamga m o‘lchovli Yevklid fazosi deyiladi.

Ixtiyoriy * =(*p...X,,)&Rm va y=(yx..ymeRm nugtalarni

olaylik. Quyidagi

P{X.Y) =Yifyt=X))'+ ... (¥, = V,,y =I X (P * XK’ (€))

rnigdor X va y nuqtalar orasidagi masofa deb ataladi.

U quyidagi xossalarga ega:

D p(xy)>b va (p(x.y) =0<E>x=y);

2) p(x,y) =p(y.x);

3) p(x,2)< p(X,y) +p(Y,z); (uchburchak tengsizligi).

Natural sorJar to'plami N va R"™ fazo berilgan boMib, f har bir

we TV ga R"™ fazoning biror x» =(X"\....,Xj"*e R" nugtasini mos

go‘yuvchi akslantirish bo‘lsin:

/ iV—=>RI" yoki n-»x(,);
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f:N ->R" akslantirish obrazlaridan tuzilgan
XA XN XN, 2
to‘plam ketma-ketlik deb ataladi va u {*(,)} kabi belgilanadi.

Demak, (2)-ketma-ketlikning hadlari R1 fazo nugtalaridan iborat.

ketma-ketlikning mos koordinatalaridan tuzilgan
lar sonli ketma-ketlik bo‘lib, ketma-ketlikni shu m ta ketma-
ketlikning birgalikda garalishi deb hisoblash mumkin.

Aytaylik Rm fazoda {a(.)1 ketma-ketlik va a=(al,....ame R"
nuqgta berilgan bo‘lsin.

1-tarif VFf >0,3n, (e)e N:Vu>n,= p(xX("\a)<e, unda a nu-
gta ketma-ketlikning limiti deb ataladi va limx¢1=a Kkabi
belgilanadi.

Limitga quyidagicha ham ta’rif berish mumkin.

2-tarif Agar a nugtaning V (Jj(a) = |xGi?™ :p(x,a)<e\ atrofi
olinganda ham 3n0(s)e N N\n>n0=>xne\Js(a), unda a nuqta
{*«} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Teorema. R fazoda jx”"'j =](,(),...xd"j] ketma-ketlikning
a=(a,,...,ameR™ nugtaga yaginlashishi uchun «->00 da bir yo‘la
xjn -» al,...,.x[f -» am bo‘lishi zarur va yetarli.

R" fazodagi ketma-ketlik uchun ham sonli ketma-ketlik uchun
o‘rinli bo'lgan xossalar o'rinli. Biz ularga to'xtalmaymiz.

2°. Ko'p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uning uzluksizligi

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya, funksiyaning aniglanish sohasi va
giymatlar to’plami, ko‘p o‘zgaruvchili murakkab funksiya ta’riflari
bir o‘zgaruvchili funksiyadagi mos ta’riflar kabi kiritiladi.

MczR™ to‘plam berilgan bo‘lib, a nugta M to'plamning limit
nuqtasi va y=/(x) =/(x,,...,X,,,) funksiya M to‘plamda aniglangan
bo‘lsin.

1-tarif. Agar Ve>0 uchun 37 =J)(gr,a)>0 ushbu
O<p(x,a)<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeM uchun
| /(x)-6]<fr tengsizlik bajarilsa, unda b soni /(x) funksiyaning a
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nugtadagi limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va

lim/ (x)=b yoki i,ilra\/(*) =*;
xm
kabi belgilanadi.

Agar a=o yoki b=o bo‘lsa , unda ham shu kabi ta’riflarni
berish mumkin. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun boshqga for-
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan, bunda
awal bir o‘zgaruvchi bo‘yicha limitga o‘tilib, golgan M-\ ta
o‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Keyin, qolgan m-1
ta o‘zgaruvchining biri bo‘yicha limitga o‘tilib, m-2 ta
o‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz gilinadi. Bu jarayonni m marta
gaytarish natijasida hosil qilingan limitga /(x,,..., X,,) funksiyaning
takroriy limiti deyiladi. m o‘zgaruvchili funksiyaning jami m! ta
takroriy limitini qarash mumkin. Masalan, ikki o‘zgaruvchili

! (X,,X,) funksiya  uchun 2 ta lim lim/(x.,x2) va
NN takroriy limitni ko'rish mumkin.
Misol. Ushbu

X +_ysin—x *=0,
X

0,x=0
funksiyaning (0,0) nuqgtadagi takroriy va karrali limitlari hisoblansin.

<limlim f (x, y) =limx:=0-3,

Ii%li% /(x,j)7: !im,\jliynj;éin %]_3 , lekin

QQ)’]/(X,’\)—Q»

v-»0

va = o0+ Darhaqgigat,

0<]/(x,j;)-0] = x +ysin — <p +M|(x " 0)=>lim/ (x,v)=0>
X 820
Tabiiy savol tug‘iladi: Qanday shartlar bajarilganda karrali va
takroriy limitlar bir-biriga teng bo‘ladi?
Bu savolga quyidagi teoremalar javob beradi.
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Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(*»;0e r2 m-*0]< aX \y-yo\«h}
to'plamda aniglangan bo‘lsin.
1-teorema. Agar

N\\mfixy)=b-3,
=)

2) Har bir fiksirlangan X da lim f{X,y) =(p{X)-3 bo‘lsa, u
holda lim lim f(x, takroriy limit 3 bo‘lib, limlim/(x,y)=6
S Oy) y lim tim/(x.y)

bo‘ladi.
2-teorema. Agar

D o
2) Har bir fiksirlangan y da bo‘lsa, unda

-3 va b ga teng bo’'ladi.

Natija. Agar bir vaqtning o‘zida 1 va 2-teoremalarning shartlari
bajarilsa, unda

é_i?;%/(x,.y) _AarH)v-g},f(X y) _ I|m lim f(X y) bo Iadi

Endi funksiyaning uzluksizligi ta’rifini beramiz.

McR™ to‘plamda f(x) =f(xl,....xm) funksiya berilgan bo‘lib,
a=(al,...,a,])eM nugta M to‘plamning limit nugtasi bo'lsin. Quy-
idagi belgilashlarni kiritamiz:

= +AX],...,amH+AXT) - f(al,...,an) funksiyaning a nug-
tadagi to‘liq orttirmasi;

bxikf{a) =f(al,...,ai] i,ak+AxkaaH,...,au a ) - funksi-
yaning a nugtadagi Xk o‘zgaruvchi bo”cha xususiy orttimiasi (K ="\m).

2-tarif Agar limf(x)=f(a) YoKi ImA/(@)=0 .

AX..->0

unda /(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deb ataladi.
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3-tarif Agar A@)OA kf(\r;l):O bo'lsa, f()\}.,...,x % funksiya
a=(<7,..,.am) nugtada x* o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz deb atala-
di. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligi uning hususiy uzluk-
sizligi deb ataladi.

3-teorema. Agar /(x,,...,X,,)funksiya ae M nugtada uzluksiz
bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo'yicha ham
hususiy uzluksiz bo‘ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
Masalan,

0,x2+y2=0

funksiya (0,0) nuqgtada har bir o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluk-
siz, lekin shu nuqgtada bir yo‘la uzluksiz emas, bu nuqtada hatto
limitga ega emas.

4-tarif Agar f (xX)~" >dd =00, yoki j.™/(x)=~"/ (a)
boisa, u holda /(x) funksiya a nuqgtada uzilishga ega deyiladi.

5-ta’rif. Agar Xs>0 uchun US-=S(e)>0 M toplamning
p(x',x") <3 tengsizlikni ganoat/antiruvchi Vx' va x" nuqtalarida
1/(x")-/(x")] <s tengsizlik bajarilsa, /(x) funktsiya M to'plamda
tekis uzluksiz funksiya deb ataladi.

4-teorema. (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya chegara-
langan yopiqg M dR' toplamda uzluksiz boisa, u holda funksiya
shu toplamda tekis uzluksiz bo‘ladi.

3°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
I-ta’rif Ushbu

limitga /(x) =/ (x,,....xm) funksiyaning X° nuqgtadagi xk 0 zgaruvchi
bo yicha xususiy hosilasi deyiladi va u ik kabi belgilanadi.
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Xususiy hosilaning geometrik ma’nosini bilish uchun M aR 2

to'plamda aniglangan z=f(x,y) funksiyani garaymiz. Aytaylik
: df(x0yQ df(x0yQ

Kxo=yo)eM bo lib, bu nugtada afx0y0) va ——(—Jy—)—/—) lar
bo‘lsin. z=f(x,y) funksiya grafigi p* da biror sirtni aniglaydi.=>
z=f(x,y0) ning grafigi sirt bilan y=y0 tekislikning kesishishida
hosil bo‘lgan r, chizig bo'ladi. z=f(x0y) ning grafigi f, chizig
bo‘ladi. Agar r, va T2 chiziglarning (x0, yO,f(x0Oy0)) nugtasiga
o‘tkazilgan urinmaning Oxy tekisligi bilan hosil gilgan burchak-
larini mos ravishda a va 3 deb belgilasak, unda

d/(Wo) . A(Wo) .on
— va
bo‘ladi. Bundan z=f (X,y) sirtning (x0y0z0 nugtasiga o'tkazilgan
urinma tekislik tenglamasi ushbu
df(x0Oy0) df(xQy0)
0~~dx’ + N -—0)
ko‘rinishda bo‘lishi hosil gilamiz.
1-teorema.—-—-Agar f(x) funksiya x° nuqtada chekli

df[x°) , —,
«"dx \k=\nj xususiy hosilaga ega bofisa, unda f(x) funksiya
shu nugtada mos Xk o Zzgaruvchi bo yicha xususly uzluksiz bo‘ladi.
2-tarif Agar f(x) funksiya X° nugtadagi A/(x°) orttirmasini
Af(x°) =Ar A +... +AmmxM+axeAx, +... +ammhxm 4

ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, /(x) funksiya X° nugtada diffe-

rensiallanuvchi deyiladi. Bu Al,...,Am lar A4...,AXm ga bog‘liq bo‘l-

lim ak=0,(k =N\
magan o‘zgarmaslar va AN° \% ’

Aym-*0
(4)-tenglik ushbu

Af (x0) = A mix +... +Ammxim—+o(p) )
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tenglikka ekvivalent. Bu yerda p =7j(AxiY +...+(AX,,,)

2-teorema. Agar /(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiya shu nugtada uzluksiz bofadi.

3-teorema. Agar /(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, unda bu funksiyaning shu nuqtadagi barcha hususiy hosilalari

—-Am tengliklar o'rinli bo'ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo‘lavermaydi,

ya’ni barcha xususiy hosilalari 3 bo‘lgan funksiya differensiallanuvchi
bo‘lishi shart emas.

(x,y)*(0,0)
Masalan, /(x,v)=-

0,(x,y) =(0,0)

funksiyaning (0,0) nuqgtada hususiy hosilalari 3, lekin u bu nug-
tada differensiallanuvchi emas.

Demak, xususiy hosilalari 3 bo‘lishi funksiyaning differensial-
lanuvchi bo‘lishi uchun zaruriy shart ekan.

4-teorema. (Yetarli shart). Agar /(x) funksiya x° nugtaning
biror atroflda barcha o‘zgaruvchilari boyicha xususiy hosilalarga ega
bofib, bu xususiy hosilalar x° nuqgtada uzluksiz bofisa, unda /(x)
funksiya shu x° nugtada differensiallanuvchi bofadi.

Ushbu

ifodalarga mos ravishda /(x) funksiyaning X° nuqtadagi differen-
siali (to‘lig differensiali) va XK o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy diffe-
rensiali deyiladi.
Agar /(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
df(x0}* 0 bo‘lsa
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dx, 'om dX,,
bo'ladi (6)-formulaga taqgribiy hisoblash formulasi deyiladi.

Endi yo'nalish bo'yicha hosila tushunchasini kiritamiz.

Ikki o‘zgaruvchili z=f[X,y) funksiya ochiq MczR2 to'plamda
berilgan bo‘lsin. NWAVXOy0eM nugta olib, bu nugtadan biror |
to‘g‘ri chizig o‘tkazaylik. Bu to‘g‘ri chizigning OX va OY koordi-
nata o‘glari bilan hosil gilgan burchaklari a va 3 bo'lsin.

3-tarif. Agar A nugta £ togTi chiziq bo'ylab A0 nugtaga intil-
ganda ushbu

p(A'A) 7
limit mavjud boisa, uning giymatiga f(x,y) =f(A) funksiyaning
A)=(x0_y0) nuqgtadagi £ yonalish boYyicha hosilasi deyiladi va

A2 Jori STXOYO i belgitanadi.
ot ot
Demak,
g& I- |mM - fM
& p{A,A) K>

5-Teorema. Agar f(x,y) funksiya A)=(x0y0 nuqgtada differ-
ensiallanuvchi bo‘lsa, u holda shit funksiya AD nugtada Ng yonalish
boyicha hosilaga ega va

fuU kM vi») cosa+& ~y A cosl3 €))
dt ax w
tenglik o'rinli.
Izoh: Funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo‘lmasa ham u
shu nuqtada biror yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega bo‘lishi mumkin.

Agar differensiallanuvchi w=1f(x,y,z) va x=(p{u\Vv),
y=il/(uyVv), z=x{u,v) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular yorda-



mida w=f[<p(u,v),iy(u,v),x(u,vy\ =F(u,v) murakkab funksiya
aniglangan bo‘lsa, unda murakkab funksiya ham differensiallanuv-
chi bo‘ladi va
dw dwdx dw dy dw dz
du dx du dy du dz du’
dw dwdx dw dy dw dz (9)
dv dx dv dy dv dz dv
tengliklar o‘rinli bo'ladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosila-
lari quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

d

- Lk =i
chickk ok 3, 3 =Ny (10)
dx¥ _ d& ) o
Agar i=Kk bo‘lsa, bk o ~ kabi yoziladi.
d=
Agar ik bo'lsa ~ ~ - aralash hosila deb ataladi.

Yuqori tartibli xususiy hosilalar ham shu kabi aniglanadi.

M to‘plamda 1,2,3,..., k-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo‘lgan funksiyalar sinfi OR(M;R) yoki OK(M) kabi belgilanadi.

4-tarif Agar f(x) funksiyaning x nuqtadagi barcha ikkinchi
tartibli xususiy hosilalari mavjud bo‘lsa, unda funksiyaning ikkinchi
tartibli differensiali quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

d d
A it & T ™M 110
Xuddi shunga o‘xshash -
d*f:=d@d"-'f): 9 dx +.+2 dmlf U)-
( ) e T @)

bo’'ladi.

6-teorema. (Teylor formulasi). Agar X va x+h nugtalarning o‘zi
va ularni tutashtiruvchi kesma M to‘plamga tegishli bo'lib,
/(x)gCw (M) bo'lsa, u holda ushbu Peano ko‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi o'rinli bo‘ladi:
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! (x, +A,,..., xw—+hm -/ (x,,..., X,p) =

4°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari
f{X)=f{xi>>xm) funksiya ochiq MczR2 to‘plamda berilgan
bo‘lib, x0=(X°,....x°meM bo'lsin.

5-tarif. Agar X° nuqgtaning 3L 4 x°)cM atrofi topilsaki,

giymat esa /(x) funksiyaning lokal (max) min giymati deyiladi va

kabi belgilanadi.
Funksiyaning max va min giymatlari uning ekstremumlari deb
ataladi.

X° nuqtaning U &(x°) atrofida

nN=/M -/(*") (12)
ayirmani ko‘raylik.

Agar bu ayirma (Ji(x°)da o‘z ishorasini saglasa ya’ni har doim

N>0(A<0) bo‘lsa, f (x) funksiya X° nugtada min (max) ga
erishadi. Agar g ayirma X° nuqtaning v atrofida ham o‘z isho-
rasini saglamasa, unda /(x) funksiya A° nuqtada ekstremumga
ega bo‘la olmaydi.

| -teorema, (Zaruriy shart) /(x) funksiya x° nuqtada eks-
tremumga erishsa va shu nuqtada /4(x0 /¢ (x°) Xususiy hosila—
lar 3 bofisa, unda

fi,(x0)=-=fi(x°)=0 13)
bo‘ladi.
140



1-izoh. Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
Masala, f(x,y) =Yy funksiya uchun fi(0,0)=f;(0,0)=0, lekin
funksiya (0,0) nuqgtada ekstremumga erishmaydi, chunki u (0,0)
nugtaning v atrofida har hil ishorali giymatlarni gabul qiladi,

2-izoh. Agar f(x) funksiya n° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiyaning ekstremumga erishishining zaruriy
shartini ij"(x0)=0 ko‘rinishda yozish mumkin.

2-teorema. (Yetarli shari.)) / (x) funksiya x° nugtaning biror

Oxv] atrofida berilgan bo‘lib quyidagi shartlarni bajarsin:

) fix) funksiya U¢(x°) uzluksiz birinchi va ikkinchi tart-

ibli xususiy hosilalarga ega;
2) xX° nugta f (x) funksiyaning statsionar nugtasi;

3) koeffltsientlari ak="f % (x°), (i,k="\} bo’gan.

in

(14).

kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan.

U holda /(x) funksiya X° nugtada min (max) ga erishadi.
Agar kvadratik forma noanig bo‘lsa, unda /(x) funksiya x° nu-
gtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teoremani m-2 bo‘lgan holda alohida ko‘ramiz:

a2 - aN2—an bo‘lsin. Unda

1)A>0,0n >0 bo‘lsa, min;

2)A >0,an <0 bo‘lsa, max;

3) A<0 bo‘lsa, ekstremum mavjud emas.

4) A=0 bo‘lsa, shubhali hoi bo'ladi.

Biz shu vagtgacha hech qanday shart berilmaganda
y=/(x,,x2,...,xm) funksiya ekstremumini topish masalasi bilan
shug'ullandik. Lekin matematikaning ko‘p tatbiglarida funksiyaning
argumentlari ba’zi bir shartlarni ganoatlantirgandagi ekstremumlarini
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topish talab qilinadi. Biz shunday masalani eng sodda hoi uchun
keltiramiz.
Aytaylik,

u=f(x>y) U9

F(x,y)=0 (16)
shartni ganoatlantiruvchi ekstremumini topish talab gilinsin. Bun-
day ekstremumga shartli ekstremum deyiladi.

Agar (16)-tenglamadan y=cp(X) funksiyani topish mumkin
bo‘lsa, u holda shartli ekstremumni topish masalasi

u=f[x,p(x)] =d>(x) an
funksiyaning oddiy ekstremumini topish masalasiga keladi. Lekin har
doim ham y=<p(X) funksiyani topish imkoni yo‘g. Shuning uchun
(16)-tenglamani yechmay turib shartli ekstremumni topishni

o‘rganamiz. Bunda Lagranj usuli yaxshi natijaga olib keladi.
Ushbu

funksiyaning

®(x,y) =f(x,y) +AF(X.y) (18)

Lagranj funksiyasini olamiz. (18) dagi A hozircha noma’lum
o‘zgarmas ko‘paytuvchi.

0(x,_y) funksiyaning oddiy ekstremumi f(X,y) funksiyaning
ir(x,>) =0 tenglamani ganoatlantiruvchi shartli ekstremumi bilan
ustma-ust tushadi. <Ma>) funksiyaning statsionar nuqtasi va
noma’lum koeffitsient A quyidagi

dx

80 n

W " 0 (19)
F(x,y)=0

shartlardan topiladi. Faraz gilaylik, MO(x0,v0) nuqta <I>(*>) funk-

siyaning statsionar nugtasi bo‘lsin. Agar d28 w >0 bo‘lsa min va

d d

L,,>® bo‘lsa max bo‘ladi. Bu yerda d~Q> &dX+d—ydy
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0 ‘zgaruvchilari soni ko‘p bo'lgan funksiyalar garalganda shartli
ekstremum shu kabi aniglanadi va Lagranj funksiyasi yordamida
topiladi.

5°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirish

a) Oddiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Aytaylik, y=y(x) funksiya va

A=0(X,y,y'Xy"X...) (20)
differensial ifoda berilgan boiib,
x=f(t,u), y=g(t,u) (2D

va u=u(t) bo‘lsin. Differensial ifodada yangi t o‘zgaruvchiga o‘tish
talab qilinsin. Unda (21) ga ko‘ra

dt du
ekanligini topamiz. Shunga o‘xshash yugqori tartibli j/.,... hosilalar

ham topiladi va (20) ga olib borib go‘yib, yangi
a=0, (t,nu,u,
differensial ifoda hosil gilinadi.
b) Xususiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni
almashtirish.
Faraz qilaylik, z=2z(Xx,y) funksiya va

dz dz dZ dZ dZ

B8=F o dly” o2 dixdly” dy2” (22)
dy dxdy* dy2
differensial ifoda berilgan bo‘lib,
x=f(u,v) y=g(u.yv) (23)

bo‘lsin. Bu yerda u va v lar yangi erkli o‘zgaruvchilar. Unda
dz dz
~g~d” " Jnsusiy h°sHalar ushbu
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tengliklardan topiladi va ular (22) ga olib borib go'yib, yangi

/ \
B=K d dz dz dz dz

v ' 7 ’du’dv’du2’ dudv’adv2?’ j
differensial ifoda hosil qilinadi.
Umurniy holda (22) ifodada ushbu
x=f(u,v,w), y=g(u,v,w,), z=h(u,v,w) (24)
almashtirish bajarilgan bo‘lib, u,v lar yangi erkli o‘zgaruvchilar va

dz
w=w(u,v) yangi funksiya bo‘lsin. Unda ZI’>”dy xususiy hosila-

larni topish uchun
dz df~df dw' +dzidg+dg dw _dh dhdw
dX du dw duJ d\du dwdu du dwdu
zidf  df <o dzfca+ _dh dhdw
dXydv dw dvJ d> dv dwdv dv dwdv’

tenglamalar hosil gilinadi. Bu tenglamalar yordamida xususiy hosila-
lar topiladi va (22) ga olib borib qo'yib, yangi

_ dw dw d2av d2v d2\
B=F2 uvw,-
du'dv du2 dudv dv2

differensial ifoda hosil gilinadi.

Nazorat savollari
R™ fazo.
Rm fazoda metrika.
R"™ fazoda ketma-ketlik tushunchasi va uning limiti.
Ko'p o‘zgaruvchili funksiya (k. o‘. f.) tushunchasi.
K.o'.f. ning karrali limiti tushunchasi.
K.o".f. ning takroriy limiti tushunchasi.
Karrali va takroriy limitlar orasidagi bog‘lanish.

NOUAWNR



8 Karrali va takroriy limitlarning tengligi hagidagi teorema.
9. K.0.f. ning uzluksizligi.
K.o".f. ning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.
K.o".f. ning xususiy hosilasi ta’rifi.
Urinma tekislik tenglamasi.
K.o'f. ning differensiallanuvchiligi.
K.o'.f. differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi
bog‘lanish.
15. Tagribiy hisoblash formulasi.
16. Yo'nalish bo‘yicha hosila.
17. K.o".f. uchun Teylor formulasi.
18, K.o'.f. ning ekstremumlari.
19, Shartli ekstremum, Lagranj usuli.
20. Oddiy haosilani o'zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilami almashtirish.
21. Xususiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruchilarni almash-
tirish.

ROREB

-B-
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1-masala.

R2 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti a(aeRZ}
ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

) 13-n2 2n-1j 1 2 13n +2 2n ]
11 M- o Y
l+2n2 2-3nJ -12 * 4fj2-1"/B-2
\-2n2 a2 N (4+2/7 57+15
m+3’'2_19] U-3« 6-/7
. 4T +1 A-ITs §4 0 127 57
15 i» = Y% +2 B+
[3/7-2 a/7-1 1 f3
1.7 A =l=i~orZ  a(®*). ©OXT= 2N)-120+1r N2 ¢

A7 1+7N\ j2 1

19 YW aririo2/7/ U, 271

110 A =i— .47]:«(0,0).
A /7+ U

=i
v n
111 *(>=1~ M 00). 112 x()=1-1"];2(0.i),
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R 1 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti topilsin.
/

1 N 2 N +»—1 r2n-+2v'
113 L n " o V2« 2+ly
@ +y+@n+2) / 7og NN
114 X0 = @1+3)  viz+3) A
S A 1,2V
1.15. 2" +3|
142+, +«J 27+3n™N
1.16. ys= VW +1 ™2«+1]
| +447+.. +@2-2) n+] N
117. X0 = :
NS4 +[T+1 -\
(P +a)—2+2)! (7 +37*"
118. (/2+3)! ’N?+5J
3\
VIB+5 -V3/7442  »3+IV""
119 |+3+5+ . +2/T-1), _y
3-5 .9 142"
—1 — 1.+ +s/713 -2k
1.20 416 64 4 o/ =2k
11 1
| e ——— /2 A2V2- 32
121 x>= 1-2 2-3 «(I7 +1)

2-masala. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari
topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.

2.1. A =arccos- =
Sx+y 2.2. u=\n(xyz).
23. 4=In(=X-}). 2.4. u=arcsiny
X
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2.5. n="sin (x2+y2) . 2.6. u=-JI-(x2+y) .

27.v=n "V 2.8. n=yjp+y2-I 2
A=A Xoy2 8. n=yj( -1)-(4-x2-y2)
— == 2+2x +y2
29. u=Jl-x2+yly2-1« 210. U~]Xkx2_2x+y2’
I/ = arccos 2.12. u=xy+. In—— —+yh2+/-9 .
2.11. vy v N T2
AA-y
n= n=In
2.13. In (1-X2~y2) 2.14. 49 4
_ X-y .
2.15. M= crctgl+xy 2.16. u=Il+yj-(x-y)2
217. u=yx-yly. 2.18. n=yjysmx.
X +pf
2.19. u=ylxcosy . 2.20. r/=arccos

2.21. «=arcsin— ~+arcsin(l -j).

3-masala. Karrali limitlar hisoblansin.

sin Xy lim X+
1% 2 - .
1 >>'-%\]>Q+y2* 3 P2~N +y2
Yr
Y . Xy
|
3.3 'Yinf 1+ 34 ,Lllg ety 2
. X2+y
LV X—ty " 3.6 Fe(n=+>1T
y—0 P _>J
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3.7 Fq

y->0

i In (X +ey) i

9 y§<‘> . 310 lIm- o

&0 BOWC +Y?)

1

311 lim— _ | 4%V 2) A

Imss 312 M1 +*V2)

X'y?
Ve 3.14 /@%)Xb +A\/T*

315 I™(*240 ) §i" L7, 7,1, 316 j™ (A+/) 1" 1tsin-
y—>>( ) S %l %y i™ ( )

) x2+y2
3.17 px 3.18 lim 2 i3
+bl -
I-cosix2'2)
3.19 iiii(*s+3!f . lim-———V
3>>0
i In2(x +j)
lim
BOVx2+j 2-2x+1
4-masala. Ve j™ jI™ A*>>0 takroriy limitlar
hisoblansin.
_X~+X)>W
. =sillT— = =°° |3—9b—.]|9~
4.1 /(") S”I;x+j co™o 4-2 X! —Xy-+Hy—
4.3 /(X,7)=logd(x+j;);* \Y0=0. 4.4 /(*>Jh) =Y0=0.
2x+3y
45 /M o Jib=Jo=° —si
' T okay T 46 - sinp-sin& -U;” =jo=0.
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X UnZx-t Iy X2+ y2
47 N XY)=- 6x+3?/..-»o=yo=0' 48 f(x,y) =X2+p-x0=y0=co.
1
49 f(x,y)=-";x0=—wy0=iQ 4.10 f(x\y)- 0y, —&
1+x1
r i Yw
_ 4——— X+y"0
411 f{x,y)= .
) o(+="Yo0sr0=n=0" 4.12 f{x,y)= x+)J
Ix+7 =0ji* ~yO=00
X=y-+Xr +y
4714 Ony=l="" ol Y TN .
Oxe-ysc0=y0—0 Xy
xX2—y2
st Ly J Ho1
415 f{x,y)=———-— pg0=y0=0 4.16 f{x.,y) = my
x+y K 0,H=Wno=>"0=°
In(v+e*) . -—
417 f(Xty) =-j— X.=lyl=0. 418 /M = W A, 0=y0=0
&
IPA-+H;)
4.19 0- 420 /(x,))==iy™M;~=U=o0.
LT+
421 /(.T>y)=sm 20,+3" ';o~>0=00.

5-masala.

51

bo‘lishi isbotlansin.

n ~)y=pa +py funksiya 0(0,0)

nuqtada cheksiz kichik

5.2 /(x,j>) = sm(xX+j>)-In(x2+jr) funksiya 0(0,0) nuqtada chek-

siz kichik bo‘lishi isbotlansin.

5.3 f(x,y)=

botlansin.

funksiya quyidagi hossalarga ega ekanligi is-
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a) M(x,y) nuqgta 0(0,0) nuqgtaga shu O(0,0) nuqtadan o‘tuvchi
V to‘g‘ri chiziq bo‘ylab intilganda ham funksiya limiti O ga teng.
b) 0(0,0) nuqgtada funksiya limiti mavjud emas. (XOy0) nugtada
/(x,y) funksiyaning karrali va takroriy limitSari mavjudmi?

54 /(x,y)= ><—2—_—y—2—;x0:yo:0. 55 /(x,y) = logux+y);x0=I,y0:=0.
X+~

sinx-+siny n X-y
5.6 f(x,y)= ~o-Jo-°. 57 /(x,y) =§('I:|_'Ii7;xo:}’o=0.

/' \ f& . t 4 11
58 f{X,Y):X\yl_F( __91/;( *~>=0. 59 f(X,y):(x+y)sm;sm)7;":y():o.
0
510 /(xy) = 3., 2'X0=10=0.

X3 +y3
,(X,¥)*(0,0
RPRICEOLCED

511 f(x,y)=
0,(x,y) =(0,0). x0=y0=0
1 4.V+3-
1+_
512 /(x,y) = X+y)

I,x +y = 0.x0=y0=00

Quyidagi funksiyalarni berilgan nuqgtalarda har bir o‘zgaruvcfai
bo'yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birgalikda uzluksi-

zlikka tekshiring.

o
X"Y" 4 4*7’
.x-4+y4> +Y *0

0,X4+y4=0

513 f(x,y) = 0(0,0) va A(1;2).

XY g A A

514 f(x,y)=" X +y 0(0,0) va J1(107;10"5).
0,x4+y4=0



X2+)72 *6

—_— = X +y
515 f(x,y)='" 0(0,0) va A(-1;-1).
0,x +y =0

2 FTx2+y2* >

5.16 f(x,y)="' 0(0,0) va "4(0;D).
1x2+/=0
sinx-siny 02 n
517 f{x,y)=" ~ 0(0,0) va n
1x+y=0
CO)S(X—COSy ,X _y *0, a
5.18 f(x,y)=" -y 0(0,0) va ]
( y) 0.x-y =0 V4 4y
1 -
. T'iAM 00)
519 f(x,y)=** +;; 0(0,0) va J1(1;0).
0,(x,.y) = (0,0).
Tox +y * 0
~2>X +
520 f{x,y)=<" y 0(0,0) va /1(1;0).
0,12+y2=0
22Xy2,x—+/*0,
521 f(x,y)=' """ 0(0,0) va "L 1).
0,n2+y2=0
6-masala.

/(n,y) funksiyani M to‘plamda chegaralanganlikka tekshiring.

6.1 f{x,y)=x2-y2, M ={(X,y)eR2x2+y2<25}.
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6.2 f{x,y)=X2-y1l, M ={(X,y)eR2x2+y2>25}.

2x2+3y2 , ,

6.3 f(x,y)=—2+2 ° M ={(X,y)eR2x2+y2*0}.
cos(x+y)-cos(x-y)

6.4 /(x,y) = ————— — , M -{(x,y)eNn2nT;*o}.
sin(x +y)-sin(x-y)

6.5 f(x,y)= — , M ={(X,y)eR2xy* 0}.
InX-Iny t u n

6.6 /(x,y)= >M =\ (XY)&R2 X *y },

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan to‘piarada chegaralangan-
ligini isbotlang, uning aniq chegaralarini toping va funksiya shu
giymatlarga erishish-erishmasligini aniglang.

2_ 2

6.7 T{x,y)=x+y_, M ={(X,y)eR2x2+y2* o}.

6.8 f(x,y)=—-T+y2’ M ={(x,j))6A20<x2+/<9}.

2 2

6.9 /(x,y)=~T""4" M ={(X,.y)e/2x4+ [/*0}.

6.10 / (x,y¥)=xj«=", M ={(x,y)eR2X>0,y>0}.

4(x2+y2) +222
6.11 f(X,y,z) =—xX+y2+ — M=\{Xxy,2e.F?* +y2+2z*0}.
f(x,y) funksiyaning M to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi
ta’'rif yordamida isbotlansin(<6”(r:)-7?).
6.12 f(x,y) =2x+3y+5 M =R2.
6.13 f(X,y) =x2+y2 M ={(X,y)eR2x2+y2<4},,
6.14 f{x,y)=jx2+y2 M =R2e
6.15 f(X,y)=x-2y+3, m =R2m
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6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

Quyidagi funksiyalarni ko‘rsatilgan to‘plamda tekis
uzluksizlikka tekshiring.

Xy

f(x,y) = x4+;//3": M ={(x,y)ei?2,0<x2+y2<I}.
M +y4

f(x,y)= " +y: " M ={(x,y)eR20<x2<1j.

/(x,y) ="-sin- M ={(x,y)eR2 0<x<l,0<y<I].

f(x,y) = M ={(*,;>) ei?2 0<x<I, 0<y<lIj.
/(x,y) =ycos™-, M ={(x,y)eR2 0<x<l, O<y<l]

f{X,y)=xs-y funksiyaning A/={(x,>)ei?2l<.Y <2,0<y<I]

to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

7-masala. Quyidagi funksiya 0(0,0) nuqgtada Xxususiy

hosiialarga cgami va bu nugtada differensiallanuvchimi?

X3+y3
7.1 u(X,y)= yjpx2+y2e. 72 u(xy)='H+H

0, H+W =o0
7.3 u(x,y)= {ixy. 7.4 u(Xx,y)= yfxy-sinx.

75 u(X,y)="Ix*+y4 m 76 u(x,y)=f".tgx.

7.7 u(x,)y) = ifxsmy. 7.8 u(x,y)=*D3+y3e

7.9 u(x,y)= *pd+yAm 7.10 w(xy)="2x2-3y2.

7.11

e * m x4+y4*0

u(x,y)= V*4+/ 712 w(x,y)="
0,x4+ / =0
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713  <{x,y)=yfxV - 7.14 u(x)y)=JIx3+y4.

AREAR VEW S5
715 u(xy)=$83+y3.  7.16 u(xy)= M+M

o, M+p1=0
'NE +y*0 . —7
7.17 uxy)= Y™ 718 u{X,y)~ ljx y~ min*.
0,r+y=0
719 u(x,y)= zfy-tgx. 7.20 u(x,y) =yjxy sin* e
4 4
% ARG =)
721 Y-
0,X2+y2=0

8-masala.
Sirtga ko‘rsatilgan nuqgtada o‘tkazilgan urinma
tekislik tenglaraasi topilsin.

81 :=xy; ¢(1,0,0). 8.2 z=sin(xy) A

vV ,
83 :-x+yZ A, 1 1). 84 z=ex™\. A(1,1.,D).
85 r=x3+/; A(1-1 0). 8.6 z=a2+\wA(l, 2 5).

8.7 2+y2+z2=169; A(3, 4, 12). 8.8 z=arctg—A 11 *J,
89 m="+In"; ~(1,1,1).
z— ) tekislik 0 (0,0,0,) nuqgtada quyidagi sirtga urinma tekislik
boiadimi?
8.10 z=a2+y2 -aylanma paraboloid.
8.11 z =yp2+y2-konus.

8.12 2 = xy; —giperbolik paraboloid.
Quyidagi migdorlarning taqribiy giymatlarini hisoblang.
8.13. 1,002,0032-3,004s. 8.14 sin29° -#46°.
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8.17 023+1,973 ¢ 8.18 sinl,59-tg3,09.

8.19 r=n3-3x +3ny2+1 funksiya M(3; 1) nugtada shu nu-
gtadan (6; 5) nugtaga garab yo'nalgan yo'nalish bo‘yicha hosilasi
topilsin.

8.20 z=arctg{xy) funksiyaning M (I;I) nugtada birinchi chorakn-
ing bissektrissasi yo'nalishi bo'yicha hosilasi hisoblansin.

821 z=x22-xy3-3y-l funksiyaning M(2;l) nuqtada shu nu-
gtadan koordinata boshiga garab yo'nalgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi
hisoblansin.

9-masala.

Quyidagi murakkab funksiyalarning xususiy hosilalarini toping
(f va g-differcnsiallanuvchi).

9.1 u=flylx2+y2yjy2+z22y|2+x?y 9.2 u=f(xX-y2y-X2Xxy).

93 *=[/(*-y)-?*. 9.4 u=f(xX-y,\Yy).

Agar f-ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u(x,y) funk-
siya mos tenglamani ganoatlantirishini tekshiring.
du du



v2 A 2du du

911 “ b +/{xy) *1 T ~* +I=0-

e,y z” m m m
9.12 mM=X /V}’( ")‘("T)» XE(+ayE+’\Z-gZ =nw.
9.13 u= |nX+Xfry_ xdu ydu zdu MH i
' Vz'x, dx dy dz z'

Funksiya differensialini ko‘rsatilgan nuqtalarda toping.
914 m=%%, M(x,y,z) va MO(1,2,3).
915 m= + M(x,y,z r K
. m=cos(x>"Txz), ( ,y, ) va Y 6y
9.16 «=x» M(x,y,) va MO0(2,3).
9.17 m=xIn(xy), M(x,j,) va MO(-I,-1).

5m 5m

— va Q xususiy hosilalarni hisoblash va f va g fuksiyalar-

ning hosilalarini (f va g-differensiallanuvchi funksiyalar) yo‘gotish
yo'li bilan shunday tenglama tuzingki, u{X,y) funksiya uni ganoat-

lantirsin.
9.18 »=/ 9.19 u=f(x-y,y-2).
f “ AN
920 = 9.21 U-X-+f(xy).
AN/ (xy)

10.3 Me <neinj>+e* cos—;

10-masala. Ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va differ-

ensiallar hisoblansin.

x+y_ o"+m d"-+u
X—y ey - 10.2

0" m 63m

2) oxy x 104 usex— o oo
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_ ' _ [T
10.5 /= sin,Y-cos2y; X4ny6 10.6 M= X4COS"+J4sinA X4y e

A9 [T o
10.7
109 1 ="x2+y2-e¢ /1 m 10.10 « = daje
10.11 u=xy;da- 10.12 u=/(Xx +y,x2+y2); dai.

1013 u=f(xy)-g(xz);daus O-l14 u=f(smx +cosy);dA.
10.15 u=f(x+y,z2\da 10.16 u=f[xy,x2+y2);dAJ.
10.17 u=f(2x-3y +4z); dn~ 10.18 u=1{2x,3y,22)\ d"'u>
. (074 & o
z=z[x,y) bo'lsa, — va ~ lar topilsin.

10.19 F(xy,yz,zx) =0. 10.20 F(xyz,x+y)=0.
10.21 F[y-zxXX-zy,z-xy)=0.

11 -masala. Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.
111 NeX2+xy +y2+—+—. 11.2 U=-X2-Xy-y2+X+y.
.3 a=X3+y3-3axy. 7 11.4 N=X4+y4-36Xy.

1.5 U=x4+y4-2x2+4xy-2y2. 11.6 N=x2-2xy2+y4-y5.

11.7 u=e2x-(X+y2+2yj. 11.8 u=3x/ +y '-18n1:-30 y.
119 U=Xy-+yz+zX. 11.10 #=(i2+y2e -+~
1111 u=4-\x2+y2f . 11.12 u=r+2y+f-2x+y-6&+\

11.13 u=2X+Yy 42-2xy+4z-X. 11.14 i/[=otyHy~Tox+2 +3y-l.
1115 N=1-yRx +Y m 11.16 it=(c-j>+1) .

1117 n=24+ - -2y2. 11.18 n=x2&/3-(6-x-Y).
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1119 u=nd4+y4s-x2-2Xy-y2. 11*20 w=x2-(y-1)—-
11.21 n=n2-2xy+4y2+6z2+6yz - 62 .
12-masala.
Berilgan funksiyaning ko‘rsatilgan to‘plamdagi eng katta va eng
kichik giymatlari topilsin.
121 u=xy-xty—9¥2 o<x<l,o<y<2.
12.2 u= x2 +3y2—X+18y—4 0<x<l|,0"y <1.
123 u=x"'+3y2-3xy, 0<x<2,0<y<I.

124 u=— x>0,y>0, —+—<1.
2 6 8 3 4

125 u=x6+y6-3x2+6xy-3y2, 0O<y<x<2.

126 n=cosxecosy *cos(x+y), 0<x<n0<y<n.

127 u=(X-y2Z"j(I-x)2, y2<x<2.

12.8 n=X3+yJ-9xy+27, 0<x<6,0 <y <6.

12.9 N=X4+y4-2x2+4xy -2y2, 0<x<2,0<y<2.
12.10 u=xy+yz+zX, X2+y2+72<9.

1211 n=x+y—+z, xX2+y2<z<1.

12.12 ii- 2sinx +2siny +sin(x +y), 0<x<-",0<y<A”.

Oshkormas ko‘rinishda berilgan y =y(x) funksiyaning ekstrem-
umlari topilsin.
12.13 y2—2y—sinx=0,0<x<2tv. 1214 (y-Xx)3+x+6=0.
1215 (j-x2)' =x5,x2+y250. 12.16 x2+y2+xy=27 .



Oslikortnas ko4inishda berilgan z=z(x,y) funksiyaning
ekstremumlari topilsin.

12.17 2x2+2y2+72+&yz-7z +8=0.
12.18 XA+yA+z* =2{x2+y2+z]) .

12.19 5x2+5y2+5z2-2xy-2xz-2yz-12-0.
12.20 z2+Xxyz-xyl—~x3=0.
12.21 5z2+4zy+y2-2y +3x2-6X+4=0.

13-masala.

13.1 a tomoni va uning garshisidagi A burchagiga ko‘ra ber-
ilgan uchburchakning eng katta yuzini toping.

13.2 Uchburchakning a,v tomonlri va ular orasidagi S burchak
ma’lum. Bu uchburchakning a va v tomonlaridan shunday kesma
bilan teng ikkiga (yuzaga nisbatan) bo'lingki, natijada kesma uzun-
ligi eng kichik bo‘lsin.

13.3 y=x2 parabola va x-_y-2 =0 to‘g‘ri chizig orasidagi eng
kichik masofani toping.

13.4 (xgy0z0) nuqgta bilan Ax+By—+Cz—+D tekislik orasidagi
eng kichik masofani toping.

2
N _ = 1 1 1 1 171 1 1
13.5 > +b——+c 1 ellipsoidga ichki chizilgan eng katta hajmli

to‘g‘ri burchakli paralepepipedning o‘lchamlarini toping.

13.6 O ‘Ichamlari ganday bo‘lganda ko‘ndalang kesimi yarim
doira, sirtining yuzasi 3jcm2 bo‘lgan ochiq silindrik vanna eng katta
hajmga ega boiadi?

13.7 O ‘lchamlari ganday bo‘lganda usti ochiq, hajmi 32 sm3
bo‘lgan to‘g‘ri burchakli banka eng kichik sirtga ega bo‘ladi?

13.8 Hajmi 54« bo‘lgan silindrik banka, asos diametri d va
balandligi h ning ganday giymatlarida eng kichik sirtga ega bo‘ladi.

13.9 Musbat a sonini 5 ta shunday musbat sonlarning yig‘indisi
ko'rinishida ifodalangki ularning ko‘paytmasi eng katta bo‘lsin.

13.10 Qirralari uzunliklarining yig‘indisi a ga teng bo‘lgan to‘g‘ri
burchakli parallelepipedning oichamlari ganday bo‘lganda uning
hajmi eng katta bo'ladi?
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13.11 Hajmi V ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepipedn-
ing o‘lchamlari ganday bo‘lganda uning to‘la sirti eng kichik bo‘ladi?

Lagranj usulidan foydalanib n=u(x,y) (yoki u=u(x,y,z))
funksiyaning berilgan shartni ganoatlantiruvchi ekstremumlari
topilsin.

1312 u=xyz, X2+y2+z2=3.
2 2 2
13.13 rl~ » 1\ jf+~¢i, x2+y2+z2=1 (ci>b>c> 0).
1314 u=x-2y+z X +y2-z2=1.
13.15 u=xyZ\ X +2y +3z =6 (x>0,y >0,2>0).
13.16 N=xb+y3-z3+5, X+y-z =0.
13.17 u=x2+y2+2z2 X-y+z=1.
13.18 u=xy Xx2+y2=1

1 1 1

1319 n=x+y, 2 2—:.

13.20 u:x2+y2,~é +'6— 1

13.21 u=Xx-2y +2z, X2+y2+z2=1.

14-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida gabul
gilib, quyidagi tenglamalarda o‘zgaruvchilarni almashtiring.



dz oz 4+ v2
144 ly & +" +2j“0" y=V X=~r-

dz dz
145 ~ *oy* Y=(m'-") e
/ Xk f Nk n y+z
14.6 (x+r)6\x+0 +rbo§:0, W=X Ve 5o
oz dz \Y%
147 " s +° =7. «=* y=9?-
9z 3z JFh2
148 "= V=y -

149 (x+y)" - (x~y)% =0, u=\np2+y-, v=arctg

"5z 0z
1410 X—  +JZT _=2r2, v=1rnx, V=in>".
V Ooxy dY
dz o
1411 »=* v=~"+vy,
az dz »Y

1412 * ™ +~ =z, «=4x-7j/, v=8—.

02 5%
14n3 a? " ~"o0, “=a4“n v=Il+:y-

52 92 15z _n . r
1414 ~ 4y M j+270-°> (y>0), «=* V=2 ",

-5z 52 5% dz n 1, (S 1, (S
1415 28?2 "24"T +Vv 'S = 7 “*3 N 7 y=i<2ji+N-
5z 5z

1416 X ' 4+Yd ": » X=UCOSV, Y -WUsinv.
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dz dz_
14.17 y~fa~x~fy~ > X—ucosv, y =i*sinv.

1418 'dzx i& v -0 .
. =0, x=ucosv, y=usinv.
yax,) Y
dz dz_
14.19 + » X=«COSV, Y =Wsinv.
32 dz
1470 o5 -+42=09 x=ed4cosv, y=edssinv.
20z j Oz B _X
1421 * a?2-y dy2 O YT Voo

-D-
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. r2 fazoda ushbu

vl-2 2-3 n—(n +l)

ketma-ketlikning limiti topilsin.
1 | 1
< Ye= _I_2+_2_3+.”+_ﬁi(_(_+1) va zZ :yf2—/\2 \/2-...-&/2 deb

belgilasak.
1 1 1

N\
o 1.1 . .
limi/,, = ligy 1—2 +E__3+'"+n n+1J_\IA%P_«lL | 1 va
5

1 L L J i i — (1
]IlLrIlzn:IimZZZZ > =2 52 bo‘lib, " limx() =(1;2) ekanligini

[z—0
hosil gilamiz. >
2.21-masala. Quyidagi u=arcsin— —+arcsin(l- 7) funksiyaning

aniglanish sohasi topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.
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. <l iy <Xy 0<y<2,-y2<x<y2\
< D('W—' Y 'O<y<2 1

\y-1]<1

Bu soha 8-chizmada tasvirlangan. >

8-chizma.
3.21-masala. Ushbu
NP2(X +y)
Il 2 2 n 1 karraii limit hisoblansin.
YyOV* +y —x+1
lim =¥~ +~ 1= =((In(Y+>)=In[l +(x-1 +))]—=x -1 +y)) =

vio PpR2+Y - 2x+1
\x-l=rcos¢ X211

lim. ) S <>r->0
= yNOAIX-1)2+Y2 B>=rsinp y =>0j
2 o+
“mr_lcos___s_lggl_\_ (eos(+sm(p)limr=0
4.21-masala. va takroriy limit-
far hisoblansii.
X1y) _m
f(x,y)=sm-+x-"~ x,=yv=
AN . AKX F . N Vj
ninn iim f[x,y) = Iimiimsin—(———y—) = Iimsin—:—J— va
7) X=*»y-»* X+ 3y 3 2
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lim limf(x,y)= limlimsin rl(x+ 1-limsin—=1.
Y~*¥Y0 Xx~*x0 y—->00.V-»00 \Vatad 2

5.21-masala. Quyidagi funksiyani berilgan nugfalarda har bir
o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birga-
likda uzluksizlikka tekshiring.

f{x,y) = X2+y2 , 0(0,0) vaA(11)

Q2+y2=0
Ma’lumki, agar
n Iimf{x,yO)zf{xO,yO),

2i™m/(wb/(Wo)>

di™ A*’'jO=Awo0)>
y->)b
bo‘lsa, unda f{Xx,y) funksiya (x0y0) nugtada
1) X o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy,
2) y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
3) X va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha birgalikda uzluksiz bo‘ladi.
Shular asosida masalani yechamiz.
a) 0(0,0) nugtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra /(0,0) =0

/ (x,0)=/ (0,y)=0=>lim/ (x,0)=Ilim/ (0,y)=/ (0,0) => ikkala
o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy uzluksiz.
Iim/(x,yO)" ra_"L /AX =rcosB>" _Imiz_:sln@ —sin2(;—a:>

NX X +y yy:rs”fP))
birgalikda uzluksiz emas.

b) A(l,1) nugtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra /(1 I)=1 funk-
siya bu nuqtada ham xususiy, ham birgalikda uzluksiz ekanligini
ko‘rish giyin emas. >

6.21-mesala. /(X,y)=x3-y3 funksiya M-[(X,y)eif:l<x<2,0<y<I}
to‘piamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

<Ve>0 olib, quyidagi ayirmani baholaymiz:

NP2 Y- FOCGYNNENA -y -(x,3-rf) [ =] (¢ XD N\=Yi) NN\ ~*i Y1 ~/13]=
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£
Demak, Vz>0 uchun ¢ =JJ deb olsak , M to'plamning ushbu

W -xX\<0 va W2-y\<S tengsizliklami ganoatlantiruvchi V(x,,>’)
va (X2y2) nugtalari uchun \fRy2) - f(x1,yI)\<s tengsizlik bajar-
iladi = f(x,y) funksiya M to‘plamda tekis uzluksiz. >
7.21-masala. Quyidagi
§4+y4 X-Z+y2¢06\
u(xy)= x'+y
0, xX2+y2=0

funksiya 0(0,0) nuqtada xususiy hosilalarga egami va bu nuqtada
differensiallanuvchimi?

4 24O jim MR OP_““Q O] —lim —4*0%_—q
Ox o> n'>0(Ax +Oj AX

F L-IImM(OAﬁ) Mgo Oh - hmAy O Demak, xususiy
9x AL>0 Ay by~0

hosilalar 3. Endi differensiallanuvchiikka tekshiramiz. Difie -
rensialianuvchi bo‘lishi uchun

an0=0=M N .o x+*"M .4 3, +0 ()
ax ay
yoki

Ax4 + Ay4
A)kTI-'ATr -0"a/Ax2+Ay2  pollishi kerak. :

P (A*2+Ay2) s XAC+AY2 Vv AY = Tgip J]

= (cos4(p+sindPlimr=0=>

differensiallanuvchi. >
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8.21-masala. z=x2%/2-xy3-3y-1 funksiyaning M(2;1) nugta-
da shu nugtadan koordinata boshiga garab yo‘nalgan yo‘nalish
bo‘yicha hosilasi hisoblansin.

<Yo'nalish bo'yicha hosilani
df(M) =df(M
(M) =dfM) e + E (M) L06p
DE dx dy
formula yordamida hisoblaymiz. M(2;l) nugta va koordinata boshini
tutashtirib ( to‘g‘ri chizigli hosil gilamiz (9-chizma).

NXIWN=V22+12=Vs 9-chizmadan cosa =cos(3—+$)=—-cos =

n ) 1
cosf3 —cos ~ —+(p  -sing>=- ekanligini topamiz.

M) py2-y3 X223~ =(2x3y -3xy2-3)=-I
a WPTYI|TI Ty TP P99

Topilgan giymatlarni yuqoridagi formulaga olib borib qo‘yamiz:

df(M
Mgz .1 5
ax yfs) V6  v5
du du . . o
9.21-masala. o va ‘F‘y xususiy hosilalarni hisoblash va f va

g funksiyalarning hosilalarini yo‘qotish yo‘li bilan shunday tengla-
ma tuzingki, u(X,y) funksiya uni ganoatlantirsin.
u=x+f(xy)
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du

d+y . f(xy)
u
=xf'(xy)
dy

dz 74
10.21-masala. z=z(X,y) bo‘lsa — wva dy lar topilsin.
F(y-zx,x-zy,z-xy) =0
<P=y-zx, j—x—zy, ¢;=z-Xy deb belgilab, berilgan teng-
lamani differensiallash yordamida topamiz:

n— _Z_X.gi +F'- \—yj)z( +F'.\dd>z—(—y =0,
ne xE -2y e
"dy. AN dy J-*1=0
. dz N -z-F +Fr-y-F
o {-xFf -yFt+F") =z-F!~Ft +y-FlI dx X-FA+y—FA-FA

dz _ F*-z-F"-x-F»
dy x-F[+y-p;-f;

11.21-masala. u=x2-2xy+4y2+6z2+6yz-6z funksiya eks-
tremumga tekshirilsin.

3; (-XF&-yF' +F;) =-F[ +z-F +XF".

du du
- = J%— =0
o 2X-2Y, dx
du

= -2x+8y +6z,

dy

du du

—_ +6 _6 = 0
& \2z +6Yy &

sistemani yechib, MO(-1,-1, I) nuqta statsionar nuqta ekanligini

topamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblab, d2u
ning ishorasini aniglaymiz.

da dau du _ 8 dit

L 2 dxdy dydx ©TRP T Tldxdz dzdx
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n ="N-ga o2 .o 10
2 p2 O oiaR=-pam ddy U3~dz2 ~

aiiaR 22 _
an=2>0; =12>0
ada2 -28
«. an 2 -2 0 1 -1 0
AJa2g=-28 6 =24 -1 4 3
anfizx 0 6 12 0 1 2

=48>0 =>d*u L, >0=>Mnn=m(-1;-1; 1)=-3.>

12.21-masala. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z =z(x,j/) funkt-
siyaning ekstremumlari topilsin.

5z22+4zy +y1-2y +3x2-6X+4=0.
Birinchi navbatda oshkormas funksiyaning xususiy hosila-
larini va ular yordamida statsionar nuqgtalami topamiz:

<

{Zr— 3-3x
JIOzw +4yz[ +6x-6=0 “Bz+2y T 0
jlOz-z' +4z +42" my+2y-2 =0=> 1-r-2r
w 5z+2y 1

sistema va berilgan tenglamani X, Yy, z o'zgaruvchilarga nisbatan
yechib M, (1; 1, 0) va M2(l; 9; -4) statsionar nugtalarini topamiz.
Funksiyaning bu nuqtalarida ekstremumga erishishini tekshirish
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz:

-3 +(5z +2y) - 52xm8 - 3x)
Sz +2y (5z +2y)2
g gy =l 3 @9z
\-y-2z  (-1-24)-(5z +2y)-(-l-y-
SZ+2Y )y (52 +2y)2

a) M, (l; 1 0) nugtada ekstremumga tekshiramiz.
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Demak an<0O va A>0 max=zmnée=2z(l, I)=0

b) M2(1;9;-4) nuqtada ekstremumga tekshiramiz.
3

o

=Aa,,a2—~an=-+ Demak an>0 va O>0=min=>znin=2z(, 99=-4

a2 2 L2 0 2 U

Shunday qilib zmax=z(1, )=0 va znin=2z(l, 9)=-4 >

13.21-raasala. Lagranj usulidan foydalanib w=x-2>,+2z funk-
siyaning X2+y2+z2=1 shartni ganoatlantiruvchi ekstremumlari

topilsin.
< O(X,y,r) =x-2y +2z +a(x2+y2+z2-1)

Lagranj funksiyasini olamiz va bu funksiyaning ekstremumlarini
gidiramiz:

AP g 1427,

dx
1+2/Ix=0

Am o2y,

dy —=2+2ly —0 21y 1’2 N
2+2/Tr=0

FFD"Z"'Z”F 42 =+ |

X2+y2+2z2-1=0
X+y2+72-1=0

bo'lsi 2 2
a) ~"~2 o'lsin 3 3

=2J1 va aralash hosilalar nolga teng.

>t = 2WN</X)" +(fy)2+(dz)“) >0=>min :
12 2
Y3’ 3

3 ) 1 2 2
b) J1=~— bo‘lsin :>x2:3; >2:—J—; 22:]'— Bu holda

=-3
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1.2.2
3’ 3’3

d2b < O=>max: =3.>

14.21-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida gabul
gilib, quyidagi tenglamalardan ©zgaruvchilarni almashtiring.

dz dzz X
-/-m— =0, U=xy, V=-.
dy

'‘dx2
dz dz 1 dz dz dz x dz
<z=z(X)y)->z=z(u,v)» =Y-du¥y-~ =X
" f .
dz_dfvgz+idz dz+FJ, d2z 'j

_y Yy
2 dx4 du y dv, > ° du2 > dudv,

— 2dZ_+2 dz 1 d2=

du dudv y'2 ‘&2

va
2 _d dz x dz
dyl dy du y av du2 y2 dudv
(dz x Fz7 2x dz

dudv y2 V2. % v

rdz x2 dz 2 & 2x dz
du2 y2 dudv y4 dv2 y3 dv

cfz
Topilgan &2 va " ifodalarning giymatlarini berilgan teng-

lamaga olib borib go‘yamiz.

2% 9z 2x dz_, iV
dudv y dv 2x
dz dz dz dz
2xy 0 =>2U
dudv dv dudv av
Demak, berilgan tenglama almashtirishdan so‘ng ushbu
dz dz
2u-
dudv dv

ko‘rinishga kelar ekan. >
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6-8. 5-MUSTARQIL ISH
Sonli gatorlar

Sonli gatorlar va ularning yagqinlashishi.

Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashish alomatlari.
Ishorasi o‘zgaruvchi qatorlar va ularning yaginlashish alomatlari.
Cheksiz ko‘paytmalar.

—A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Yaginlashuvchi gatorlar va ularning xossalari.

Ushbu
a,, az..

haqigiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin.
1-tarif. Quyidagi
ax+a2+...+an+... @

ifodaga gator (sonli gator) deyiladi va u )éia» kabi belgilanadi.

Shunday qilib,

Yjan:=ai +al+..+an+.. @
=l
ekan. {an} ketma-ketlikning axaZ2...,an,... elementlari gatorning had-
lari deyiladi, an esa gatorning umumiy hadi deb ataladi. Ushbu
n

1 n=1.2,... 3
yig'indilar esa (2)-gatorning gismiy yig‘indilari deyiladi.

2-tarif. Agar {Sn}ketme-ketlik chekli limitga ega, ya'ni
limS -Se
bo‘lsa, unda gator yaginlashuvchi deyiladi va bu limitning giymati

S (2)-gatorning yig‘indisi deb ataladi hamda u

S—ci\+a2+... +an+...-I'<as;
»=1

kabi yoziladi.
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Agar {£,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lmasa, u holda uzog-
lashuvchi deyiladi.
3-ta’rif. Ushbu

co

Y jan=ami+«,,, R+ - 4)

gator (2)-gatorning (m-hadidan keyingi) qoldig‘i deyiladi.
1-teorema. Agar (2)-qator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan
(4)-goldig‘i ham yagqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha, (4)-goldig-
ning yaginlashuvchi bo‘lishidan berilgan (2)-gatoming yaginlashuv-
chi bo‘lishi kelib chigadi.
1-natija. Agar (2)-gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning qoldig‘i
r,,,=“mit+am2+...

>m da nolga intiladi.
2-teorema. Agar (2)-qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi

S bo'lsa, u holda gator ham yaginlashuvchi bo‘lib, uning
yig‘indisi ¢c-S bo'ladi, ya’ni

Yicd'=c-2%
tenglik bajariladi. X w

3-teorema. Agar X a,,va 21X gatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa,
® = =1

unda X (a«+”~>) gator ham yagqinlashuvchi bo‘lib,

b0|ladi 77=1 77=1 77=1
2 va 3-teoremalardan quyidagi natija kelib chiqadi.

2-natija. Agar va gatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa,

/7=1 77=1

00

~{ ca,,+ddn) (c,d-const) gator ham yaqginlashuvchi bo‘lib,

/7=1

Y Hc-all+d-b,) =c-Yjal+d-Yjm

/7=1 /7=1 /7=1
bo'ladi.
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4-teorema. (Qator yaginlashishining zaruriy sharti).
Agar (2)-gator yaginlashuvchi boflsa, n holda

liggr =0 Q
bo 1adi.

Izoh. 4 -teoremaning aksi har d0|rn ham o'rinli bo‘lavermaydi.
1
Masalan, 2]~ uchun Ilga,,—n%—o lekin bu gator yaginlashu-
vchi emas.
5-teorema. (Koshi kriteriyasi) (2)-gatoming yaginlashuvchi bo fishi
uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: \/e>0 son
uchun 3n0(s)£ N:Vn>n0 va v butun p>0 son uchun

n+p

=K . <S
o + « nk+ np (6)

tengsizlik bajariladi.
2°. Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashishi
Aytaylik,
@
J]a,,=al +a2+...+a,,+... @
«l
gator berilgan bo‘lsin. Agar VneN uchun an>0 bo‘lsa, unda (7)-

gatorga musbat hadli gator yoki gisgacha musbat gator deb ataladi.
Bu punktda biz musbat hadli qgatorlar uchun yaginlashish alo-
matlarini keltiramiz.

1-teorema. (Veyershtrass kriteriyasi) (7)-gator yaginlashuvchi
bofishi uchun uning gismiy yigindilari ketma-ketligi {S,} yugoridan
chegaralangan bofishi zarur va yetarlidir.

Misol. Ushbu

tina  2a 3a na w
umumlashgan garmonik gatoming a>\ da yaginlashuvchi ekanligi
isbotlansin.

< va
Endi uning yuqoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz:
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2a- . .
=Sn< “_ [n=1.2,..)=>{5,} ketma-ketlik yugoridan ehe-
o |

garalangan. 1-teoremaga ko‘ra umumlashgan garmonik ga-

Al
tor a> 1 da yaqinlashadi. >

Faraz qilaylik, (7)-qator va ushbu

Y Jon=b,+h2+...+bn+... 9
=l
gatorlar berilgan bo‘lsin. Unda quyidagi tagqoslash teoremalari o‘rinli
bo‘ladi.
2-teorema. (Birinchi taggoslash alomati). Agar n ning biror
nO(nO>1) giymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

a, £t K
tengsizlik o‘rinli bo'lsa, unda (9)-gatorning yaqinlashuvchi bolishidan
(7) gatorning yagqginlashuvchi bo‘lishi va (7)-qgatorning uzoglashu-
vchi bo'lishidan (9)-gatorning uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
3-teorsma. Agar
fim #-=k  (Q<k<o0)
bo'lsa, n
a) k<o bo‘lganda, (9)-gatorning yaginlashuvchi bo‘lishidan
(7)-gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi;
b) k>0 bo‘lganda, (9)-gatorning uzoglashuvchi bo'lishidan (7)-
gatoming uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
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Natija. Agar n->m da an=0*(¢,) bo‘lsa (y'ni O<k<oo hbo'lsa)
unda (7)-gatorning yaginlashishi (9)-gatoming yaginlashishiga ek-
vivalent bo'ladi.

4-teorema. (lkkincbi taggoslash alomati). Agar n ning biror
nO(nO>1) giymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

anH <AHL
an ~ bn
tengsizlik bajarilsa, unda
1)(9)-gator yaqginlashuvchi bo'lsa, (7)-gator yaginlashuvchi;
2)(7)—gator uzoglashuvchi bo'lsa, (9)-gator uzoglashuvchi bo'ladi.
Endi musbat hadli (7)-gator uchun yaginlashish alomatlarini
keltiramiz.

5-teorema. (Dalamber alomati). Agar (7)—gator uchun

i =d

bo'lib,
1) d <1 bo'lsa, gator yaginlashuvchi;
2) d>1 bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.

6-teorema. (Koshi alomati). Agar (7)-gator uchun
limlifan=q

«>00 y
bo 'lib,
1) g<1 bo'lsa, gator yaginlashuvchi;
3) >\ bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.
Izoh. 5 va 6-teoremalardagi d va -1 bo'lsa, gator uzcgq_—
J

lashuvchi ham, yaginlashuvchi ham bo‘lishi mumkin. Masalan,
n

garmonik gator uchun d=qg=1 va qator uzoglashuvchi;

umumlashgan garmonik gator uchun ham d=q=I, lekin gator
yaginlashuvchi.

7-teorema. (Raabe alomati). A%r (7)-gator uchun
f

e =P (1)
\" an J
bo 'lib,
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1) p> 1 bosa, gator yaginlashuvchi;
2) p<\\ bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo 1adi.

8-teorema. (Gauss alomati). Agar (7)-gator uchun

WzZrx*~n”" (12>

B\<c va £>0 boilib

V A>1 bo‘lsa, qgator yaginlashuvchi;

2)1 -1 va fi> 1 bo‘lsa, gator yaqinlashuvchi;
3) X=1 va /i<1 bo‘sa, gator uzoglashuvchi;
4 A<\ bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo 1adi.

9-ieorema. (Koshining integral alomati). Faraz qilaylik, f(x)
funksiya [l;+00) oroligda aniglangan bo‘lib, /(x) >0 va monoton
kamayuvchi bofsin. U holda

1 m

gatorning yaginlashuvchi bo'lishi 7uchun

+00

N\FH{X)dx
1

integralning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.
3 Ixtiyoriy hadli gatorlar va ularning yagqinlashishi

Bizga biror

00

I/E. « 13)

gator berilgan bofsin. Agar bu gatorning hadlari v ishorani gabul
gilishi mumkin boisa, bunday gatorga ixtiyoriy hadli gator (yoki
ixtiyoriy qator) deyiladi.

1-tarif. Agar

XKl (i4)

gator yaginlashuvchi boisa, u holda (13)-gator absolut yaginlashuvchi
gator deyiladi.
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1-teoreraa. Agar (14)-qator yaginlashuvchi bofisa, unda (13)-
gator ham yaginlashadi, yahi absolut yaginlashuvchi gator oddiy
mahoda ham yaqginlashuvchi bo‘adi.

2-ta’rif. Agar (13)-gator yaginlashuvchi bofib, (14)-gator uzo-
glashsa, unda (13)-gator shartli yaginlashuvchi gator deyiladi.
O3 ®

Agar sonli gator S (_1) a» yoki X (“0 a»ko‘rinishda bo‘lib,

/1=1 77=1

an>0 bo‘lsa, u holda bunday gatoiga hadlarining isfaoralari al-
mashinib keluvchi gator deyiladi.

2-teorema. (Leybnis alomati). Agar

Z(-r«, (15)

gator berilgan bo‘lib,
N {R,}", yani an>ane 0 («=1,2,..),
2) /I7-|n:|a,, =0
bo‘lsa, u holda (15)-qator yaginlashuvchi bo'ladi.

N[ "o
_( I) * = '_ —]; -|]-_ 1- - 4+

ti n 2 3 4

gator Leybnis alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi bo'ladi va uning shartli

yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rish giyin emas.

Misol.

3-teorema. (Dirixle alomati). Agar

Z aA (16)

/7=1

gator berilgan bofib,

1 {a,} ketma-ketlik monoton bofib nolga intilsa;

2) =27 («=123)K..., chegaralangan boisa, u holda (16)-
gator yaqinll(;shuvchi bo'ladi.

4-teorema. (Abel alomati). Agar (16)-gator berilgan bofib,

1) {an] ketma-ketlik monoton va chegaralangan,

n

2) =Z bk qator yaqginlashuvchi
*q

bolsa, unda (16)-gator yaginlashuvchi bo'ladi.
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Bizga v hadli (13)-qator berilgan bo‘lsin. Bi gator hadlarini

guruhlab quyidagi gatorni tuzamiz:
(0, +a2+... +a,,) + (anM +ark2 +... +ard) + 17)

bu yerda «, <n2<... va k-»®m da nk->co

5-teorema. Agar (13)-gator yaqginlashuvchi bo‘lib, yigindisi S so-
niga teng bofisa, unda (17)-gator ham yaginlashuvchi va uning
yigindisi ham S soniga teng bo‘ladi.

Izoh. 5-teoremaning aksi har doim ham o‘rinli boiavermaydi.
Masalan,

e(-1)"H=1-1+1-1+...
=
gator uzoglashuvchi, lekin bu qatorni guruhlash natijasida hosil
bo‘lgan
(-0 +{-0D +{-1) +..=0+0+,,.+0 +...
gator yaginlashuvchi.
Endi

Z)an =a[ +d2+... +dn+... 18
n=\
yordamida (13)-qator hadlarining o‘rinlarini almashtirishdan hosil
bo‘lgan yangi gatorni belgilaymiz.
6-teorema. Agar (13)—gator absolut yaginlashuvchi boTib, yigindisi
S soniga teng bofsa, u holda (18)-gator ham yaginlashuvchi va uning
yigindisi ham S soniga teng bo‘adi.
Izoh. 6-teoremadagi (13)-gatorning absolut yaginlashishi sharti
muhim shartdir. Aks holda teoremaning o‘rinli bo'lishi shart emas.

< Masalan,
Vg 1 +l——1+...+§<—1¥'ﬁ—1+...
tir 2 3 4 n

gator shartli yaginlashuvchi va S=In2. Darhagqigat,
IN(l+4 =X -y +y-~——- +..+(-)"H~ +r,(X), x>-I 19
yoyilmada Xx=1 desak,

In2=1-1i+j-"+._.+-D)"H~ +r,(I)=1S,+r,() va
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E@!'<— r bo‘ladi. =>S=1imS',,=In2
1 T+1 =g
Shunday qilib

4t n
ekan.=> Bu gatorning qismiy yig‘indilari

IR UE Gl N B s
chekli S limitga ega:

rI,E_rI;)SZI:}Zl_r]&:S’ ,=S=in2

Endi berilgan gatorda hadlarining o‘rinlarini almashtirish yor-
damida quyidagi

O T N N 1 1.1, (20)
2 4 3 6 8 2/7-1 4/7-2 A« \Y
gatorni hosil gilamiz. (20)-gatorning yig‘indisini hisoblaymiz.
o v-/ 1 1 O
3 _rivVa2rF N _ 4™ 2~47] qismiy y'gindini olamiz.
1 1 | If | D N 1 1'
2£6-1 4k-2 4k 212k-1 2£] v bl 2/t-1 2K
/
:}!%sm:/é: > ligsL | :JL’IR) 53,+§n_+|i)_7ﬁ va r]TI’gAOSL+2_._
. . 1 10
=lim] Si, + / (20)~gatorning  yig‘indisi

S'=—5=T"In2 ekan. >
2 2

7-teoremSi. (Riman ieoremasi). Agar Y”a» dator shartli yagin—-

lashuvchi boisa, u holda \j (chekli yoki cheksiz) son olinganda
ham berilgan gator hadlarining o rinlarini shunday almashtirish mum-
kinki, hosil bo‘lgan gatorning yig‘indisi xuddi shu A ga teng bofadi.
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PI-Pl---Pn--=Y[Pn (21)

simvolga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ushbu
n

Pn=ﬂpk (7=12,.)

ko‘paytmalarga xususiy ko‘paytmalar deb ataladi.
Ta’rif. Agar Pn xususiy kopaytmalar «->00 da chekli yoki chek-
siz P limitga ega bo‘lsa
limP,,=P,

bu limitni (21)-kopaytmaning giymati deb ataladi va

p =1\p.

kabi yoziladi. Agar p #0 va chekli boisa, u holda kopaytma ya-
ginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.

Bundan buyon cheksiz ko‘paytmalarni tekshirayotganimizda
pn~0 deb faraz gilamiz.

Cheksiz ko‘paytmalarning birinchi m ta hadini tashlab yuborib

| jIPn  PTR*PITR (22)

goldig ko‘paytmani hosil gilamiz.

1-teorema. Agar (21)-kopaytma ynginlashsa, (22)-kopaytma ya-
ginlashadi va aksincha, (22)-kopuytmaning yaqinlashidan (21)-
kopaytmaning yagittlashishi kelib chigadi.

2-teorema. Agar (21)-cheksiz ko paytma yaginlashuvchi boflsa, unda



3-teorema. (Cheksiz ko‘paytma yaginlashishining zaruriy sharti).
Agar (21)-kopaytma yaginlashuvchi bofisa u holda

limao =1

bo 1adi.
Yaginlashuvchi cheksiz ko‘paytmalar uchun 3-teoremaga ko‘ra

limp =12 Biror nomerdan boshlab hamma p, lar <=0 bo‘ladi.
Demak, umumiylikka ziyon keltirmasdan, barcha pn lar uchun

pn>0 deb faraz qilishimiz mumkin.
4-teorema. (21)-cheksiz ko paytma yaginlashuvchi bo fishi uchun

®

.171__1InA (23)
galorning yaginlashuvchi bofishi zarur va yetarlidir. Agar bu shart
bajarilsa va (23)-gatoming yigindisi S boisa, unda

P=es
bo ‘ladi.

00 ©

Agar pn=1+an bo‘lsa, unda 1;{\» =ri(1+0») bo‘lib, 4-teore-
< =}

maga ko'ra (21)-ko‘paytmaning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun ush-
0)

bu X11°0 +a») gatoming yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli
o=

ekanligini hosil gilamiz.
5-teorem0. Agar biror n0e N nomerdan boshlab, barcha n>n0

lar uchun an>0 (yoki an<0) bofsa, (21)-cheksiz kopaytmaning
yaqginlashuvchi bofishi uchun

by N (24)

gatoming yaginlashuvchi bo fishi zarur va yetarlidir.
Umumiy holda, ya’ni anlar ishorani saglamagan va (24)-gator

yaqinlashgan holda, (21)-cheksiz ko'paytmaning yagqinlashuvchi
bo'lishi uchun
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®
(25)

7n=1

gatorning yagqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Agar (23)-gator absolut yoki shartli yaginlashsa, unda (21)-chek-
siz ko‘paytma absolut yoki shartli yaqginlashuvchi deyiladi. => (21)-
ko‘paytmaning absolut yaginlashuvchi bo‘lishi uchun (24)-gatorn-
ing absolut yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

DSl e e e e el © N
HO«ooo\lovm.bo'_‘or'C‘)E'S- ONOUPE WN

N
N

Nazorat savollari

Sonli gator tushunchasi.

Sonli gator yaginlashishining ta’rifl.

Qator yaqinlashishining zaruriy sharti.

Qator yaqinlashishi uchun Koshi kriteriyasi.
Musbat gatorlar uchun Veyershtrass Kkriteriyasi.
Birinchi tagqoslash alomati.

Ikkinchi tagqoslash alomati.

Dalamber alomati.

Koshi alomati.

. Raabe alomati.

. Gauss alomati.

. Koshining integral alomati.

. Ixtiyoriy hadli gatorlar va ularning yaginlashishi.

. Leybnis alomati.

. Dirixle alomati.

. Abel alomati.

. Absolut yaqinlashuvchi gatorlaming xossalari.

. Shartli yaginlashuvchi gatorlar.

. Riman teoremasi.

. Cheksiz ko'paytmalar va ularning yaginlashishi.

. Cheksiz ko‘paytma yaqginlashishining zaruriy sharti.
. Cheksiz ko‘paytma yaginlashishining zaruriy va yetarli shartlari.
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1,1

1,3

15

1,7

19

1,11

1,13

1,15

1*17

1,19

1,21

2,1

_B_
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Qator yig‘indisini toping.

A 6 w24
£79B2+12n-5° 1,2 ¢9n2-12n-5
A 6 N9
~i9n2+6w-8 1,4 ;f9«2+21«-8°
W 2 A4
ti4 « 2+8« +3”’ 1,6 ¢149w2-28«-45"
3 ® 7
8§ 9 n2+3um-2° 1,8 849n2-7n-12
i A 20
hn2+n-2 1,10 ;i49«2—14« 48
A 6 yy 14
~N36Nn2- 24«-5" 112 i49«2-84«-13
A4 A 7
42+ 4« - 3’ 1,14 “ 149«2+35«-6
9 v-' 8
tiow2+3«-20" 1-16 £?716«2-8«-15"
A 7 \Y 6
El 432 0%v 31" "o ti4 4389
A 7 oy' 12
49wWw2-35«-6 1,20 ¢ ,36«2+12«-35
0) 3
§9«2-3y-2°

2-masala. Qator yig‘indisini toping.
A 3«+8 2 —
“He(>7+ D (« +2)¢ 2,2 ¢iw(«+D(«+2)
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y 3 n N n—4

«i (n+3)(n+Ln 2.4 n(n+[Un+2y
Yy 4 y» 17-4
N («-1)(n-2)" 26 & ,(«-1)(«-2)"
y 7+ 1 n 57+9
B ,A3(n-1)n(a +1)° 2-8 ¢ n(n+1)(n+3)
y 4~ N 8/7-10
A «(n + 1)(7+2) AIT-1)(1T + 1)(/7-2)"
y 1 A 3741
211 wW2/7-(172-1) 2N2 ¢ /11-(li2-1)"
Yy 1~n y 37+ 2
AT + 1) (7 + 3) 2°A L JT(T + 1)(IT + 2)
A [T+ 6 yu [T+5
215 (T«(/7 + 17+ 2)" 216 &(/7 +2)(J72-1)"
y »~2 -y, 7+ 2
217 paq7r g +) 218 ¢, 7(/7-1)(n-2)"
>» -A 37+ 4 o 2
219 tI/7(/7+1)(/7+2)" 2920 §(/7 +2)(I7 + 1)-IT"
5/7-2

2.21 n=r(/7-1)/7(/7 +2)

3-masala. Qatorning qismiy yig‘indisi S' va yig‘indisi 5 ni

toping.
- 1 y(D 1
' %:i 16/r2-8/2-3" 3.2 £i25/72+ 5/7-6 *
® 1 y(n 1
3:3 %:i 36/72- 2417 -5 34 S' 492 b7/7-12"
3.5 z ' 3.6 y '
' 4l72+ 4/7-3 o~il6/72-8/7--15
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5 !
3.7 ZI36n2+12«—35

3.9 §<:|’ (2« - D2« + 1)
® - X
3.11 +2- 2V« + 1+V«).
N
. 2
I_
3.13 Z In «(«+i)
© 1 3
315 Y"sin—cos—.
=] Z A
[¢9) |
3.17 . t.
tl 2«
A2«-1

319 L-"r--

11=1

[o}]

. a . 3a
321 Z §|n—W{Sm Al

© 2« + |
38 Z 2¢

n:I_« o(« + 1j
« —Vk@—1
v i *
310 i+
o f n
312 2> 1-
w=2 < «

«3- 1
3.14 Z In
«=2 « +1
1
316 § to»l.(,+2)-

\iH 1
318 z ~ 1" m

‘A n

3.20 Z~T
n=l Z

4-masala.

Koshi kriteriyasidan foydalarab umumiy hadi a, ga teng
@

boigan Z a« gatoming yaqginlashuvchi ekanligini isbotlang.

cos«a
4.3 a,, 2
«
cos«« - cos(«+1)a
45 a,
sinna
4.7 Ay il

Smna
4.2 ne(n+ 1)

cosor"
44 a =

46 a,=60+|+...+|+...(|é,]<10).

SMm na

48 5T ey (« +3)
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n-1

49« n2-yfn 410 a,= «3+1
411 an=—sin 1
' - n n 412 « "_TI-(Z-::E'

Koshi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi an ga teng boigan

Ynkla» gatoming nzoglashnvchi ekaniigini isbotlang.

413 an= ' 4.14 _3n-1
' T 2n+1 R
n+1 i1 _arctgn
4-15  =n2+4 ba.=
1 = 1
417 o.=1In I+ 4.18 an=
. V«2+1
4.20 =
yfn a 3«+2

5-masala. Qatorning yagqinlashishga tekshiring.

sm2nyfit *
51 £ . 5.2 1 «sm
> njn n=|
1 <?r
cos" mA In«
~fe(«+l)(«+2) 54 ZjTer
l+ _1 L1
2 +(-1)" X arctg— % )—n
55 V R — y —
«-In« o « +2
R
«(2 + cos«™) ® arcsm---—-
57 Z . 58 S
2«2-1 (2 al«3-3«
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511 vy n+1-
n2+2 ¢
513 g f t
5.15 .
2
. 1+sin—
517 Y 2 .
AP £ )
2+sinﬂ_I ,
519 £ —-- ri-cfe-f
ITi n yjtl
12+Q05— 1n/in
521 Vi, jJ —-
tjinl+5
6-masala.
® 0
6.1 E .
@15 + -1
A n2+5
63
65 Fy7 4 oI
A i3+2

‘7 Sttittf'

necos" n
5.12 E 3
"=t 45

n2+3
514 ¢, ,.(2+A

5.16

-A Inn
|~ =
« ln«5+n

5.20

Yagqiulashishga tekshiring.
A il

6-2 y
A1

«=i o«
x*11 1
64 § N sm»'

6.6

ti/l +In «

A2"+cosn
68



®

6.9 XVI - COSZéI/I

Al

6.11 5741}1/51 arct8ﬁn'y«-

A 1

613 Lfh g Sy £

Wh 1

®

635 1 fijes

® J
6.17Y ™ iarctS~T-
A n

7-masala.

35T

6.19 )N(Iil/l # 7«
6.21 1_925—

D p+1
7.1 i»

e 2" A mn3+ 1)
7.3

b w+

y (2« + 2)! J_
/b ¢ 3umH-5 2™

* aretg5
77 ..V-. n
122 |
7= *
6'-(n!-1)
79 X 7
n!

»i («1)

A 1

1

1

00

612 Uw2- Inn'

614

n+3
W2 +5

6.16 £fn 525 2

68 SITT-

A o >IN

6.20 %_13]ﬂw?{ T

Yaginlashishga tekshiring.

128 K>

=1

7-4 N (2»)!

An+5 . 2

7.6 tZI,. = s.IIV3

A nll
7-8

M« +2)!



Al-3-5-..-(2w-I)
7.13

h  3*(a+ )
f (Ilo7
115 i3+ 1)-(2)!
A(n+1!
7.17 ( " ) .
/1=1 h
A 3!!
719 il )14
A n 1
721 4 4 r\wsn
8-masala.

9/ 1
.1 sfid

@r2n2+\Y
I Kn2+\,
f In \D
8.5
if 2n+1
8.7 o
ib/i-2
8.9 n-1 7]
' IrF“-l ny 67
® Wl
811 Y — .
00

Y «2sin"— |
8.13 ti 2"

A n\
7.14 E-"T-
H «

®
7.16 1> -sitV

L 5rA

B wm+y
3-5-7-...-(2» +1)

120 & 5 5.8-. -(3«-I)

7.18

Yagqinlashishga tekshiring.

2n+2
82 E (|/|+l)3.

H:lV3

(4n-3y

T
8.6 F arcsin

m K iS |
»5-3"
8.10 Fl'-(Z« 1)

8.12

n=\

N
814 E«.(34-PZ
t

i U« +2

189



® n3
8.15 Fé(ln I'bn.

a3un-1,

oo . ZI-
8.19 X X —orC|g"3—.
n

co 1

821 Gt \nily

» n'+2
Z —_—  —

816 (on2+1)

88|(=r)4;

8.20 1 in4-arctg2'-~.
An

9-masala. Yaginlashishga tekshiring.

1
91 A7iln2@«+1)
1
9.3 4(2m+3)1n2(2/7+1)'
1
9.5 gl(3|/|+4)ln2(5/7+ 2)
1
97 ™ +1jIn2[6\j3 + 2]
99 Zio7-hin (29)
J
9.11 ,,Z:2(3|/|—~1)1n|/|
1
9.13 ?=2(2ﬁ-3)|n (3/7+1)°
1
915 £77 +3)In22n°
v 1
ONnN7 ¢«In (n-1)"

92 ti«In227?2+1)"

co 1

94 Z5(37-5) In2(An-7)

g 1

9 [i|H (2n + DIn2™nn/5 + 27

co !

9,8 S(«-2)In (/7-3)

@ 1
910 § (n+1)im Wi
® J

912 § (2/7- DIn (un)"
@ |
9"14 §(/7 +2)1n2/7-
1
9,16 §(2/7 +3)1n2(« + 1)
% 1
9Nng 8§2uu/|n(3/7-Tr
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y 1
®N19 75 («- 2)Min(I7- 3)

1
B u+5)In2(r + 1)e

9.2« Ai(g«_|)-/\/ln(n-|)‘

9.21

I6-masala. Quyidagi tengliklarni isbotlang. KoVsatma. Qator
yaginlashishining zaruriy shartidan foydalaning.

10.1 lim -V)é =0.

in + lim7—- =0 10.4 lim-

AUJ »x(2n)! * ' "
105 1im2N g 106 Um
I'I'>:0
(2m)" N in o lim7————=0
10.7 b;&ﬁ/7 11),\I' *<<(2I* 1)|
ine lim-—7=0 10.10 ™ (?1_7_1_1['
"—)“(VI!)
2 I (41
10.11 MO( QU_g 10.12 L%'(v(?co-
2 =0
1013 lim ~ =0, 10.14 1S y7 42
| 7 + 3)1
1015 1m0 g 10.16 Im-(—” ' o
in |7 lim7— =0 0.18 i U =
AU/ X (207 + 1)! 10.18 lim:y 1 3y
.. @+
. 3l A 1090 lim
1019 liggsrphr=0. 10.20 lim "
- rou-n
1021 lim----
M-+X n
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)]

T1-mésala. X a« qaior a ning ganday giymatlarida yaginlash-
isbini aniglang.

\cc

11.1  =j 1—sin—
n)
11.3 on arctg— In 1+—
nJ.
fig[ y
11.5 an= € n-1
4
(LL oy
117 a,= €' n-1-—
\% n
1 yjn2—
11. eos
9 a. i n
FL arctg—
\n ny™
11.13 a- = e -e0s—
n
11.15 a, = Inn+In sin-
nj
n+l1 2
11.17 an- In -2
m-1 n-1

11.2 an=w'[jn(«2+1)-21n«J..

114 a,
! eo0s
116 .- - 9 o
w-sm L n
4 n /
In arctg-  -In jg-
\ nJ ral
1-sin '
11.10 an on2 +1
11.12 a«= 1-feos L
| «y
e- 1+-
\Y
fh—eosLl
V «
Tk
11.16 V«2+1n+1-Jn +i
" l-\or
+
11.18 L.

V« 7]



11.19 [7sin— cos— j=

n

11.21

11.20 an= | cos-
. an= on+2

12-masala. Yaginlashishga tekshiring.

sl 2« +1

121 Ei"D)  nane

23 (-0/7+1
12. Z1n(v|+l)'
a(-1)"-2/*2

A2 AT+

12.5

127 E
S=3/7-In(/7 + 1)

(_N-.sin-4
129 £ 2y
n/3l7 + 1

(-1)"
1211 &7 an 2y

QO
12.13 Ff(» +)-22"
1"

a+1'm

12.15 =

(-)"-(~3)
1217 £, Inw+4)

nl Z

v2/7T+ 1

122 Z H

BT
12.4 Z«-(Inlnw)-ln«

* (D"
126 §(n +I) Inn’

B8y HEL

hn-fln +3

A
1210 Z (1_)""cos ¢

12.12 %zii - 1)"—"—n

(-1)"

12.14 @ cos—9%=-n]3n+\nn

n 2»_'
1216 Z H 3

(-1)"
12,18 § (2 u+1)-22m2"



RWEHT' 7"

V «

H"-*T7=
1221 V 4Y»
A a/5n-1

« siniwV«)
12.20 )/(:1(-|)"— M‘I/I/I 1-

13-masala. Quyidagt gatorlaming absolut
yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

N (/7 + Dcos2ti
13.1 i
hljn1+3n+4

f nr 1-cos
133 tiln 2(«+1) » yfiij

A arctg{-n)"
0/2n6+3n+1

13.5

é(—lr'.ll'IZ/l
=1 Z
© n+1

Veos3n-arctg-
13.9 Y 9M3+2

13.7

(-»)"
1315 o

3.3 ¢ izIH bl).

n=l nnlnN+ 1

VYV AL
VAN
13.15 EI H 2 Jr—+ n|

<7 oz sin/7
13.2 Z In |+-7= <arcl/g
Bl A~ \/n/ «
r
sm 2« +—
13.4 4
A ne\fn+2

7n
© COS-

136 £
=1 (W+2)Mn3(w+ 3)

13.8 28’\—(, arcsm an

. -E
13.10 Eﬁ>3§I”W'e

E( 0"-(2»)l

13.12 (, +1)s

L cos L oo
1314 @ 21w :
Yy n Yy

N -
= (.0 arctg~j=r- arcsm-f:
13.16 E(-0 Py y
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(-1)" -sin3n
13.17 Z;

sin??

13.19 -sin
Ay 2

sinm

—

+3.in + "
+4n 7]

1321 Z:9,

inein(n+1)eIn2(n +2)

1318 EW W'rcyg-L.
ti nn 2«

1320 7,"2'008"" n

1l4-masala. Quyidagi qaiorlarni yaginlashishga tekshiring.

««O i
14.1 ZC"]) 2 '~r-

«=l nin

cos2h
14.3 fZ

i nli

sin 2/7
145 El’ ni2mn -

n eos22n

147 Zi'") n

co «-(17-1) 1
14.9 EHF*"" 1+-

1v

+1-inn
14.11 Z

«=i nin

(-O’wy
14.13 %i n+2jenn+l

Slix

142 Z
1 nf«

mA cos3h

14.4 %?Ivﬁ?f‘

eos U+

146 Z
ti In2(n+1)

sin"’VI
148 V (-1)" e-7=¢ .
?1;1( ); 4

(-0~
v+ 1

e (-)"HeInin(n+2)
14.12 é& 1n(n + 1)

1410 Z

n
T -s'ml.

14.14 7,008 ;
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yiH 1

1415 Z i-D)"'M -c°s4 - o 1416 Z (-0
«l Y \n J « +1
n+?2 7t A sin3
14.17 Z\H) —I=Zarctg-f=. 14.8 25
«l sin +4 « Aoy
419 Z oM SMM «2+1)-
' -1 yfa +Sin« 14.20 % '
A sin2« 1

i4-21 § 1l R ~) - COS«-

15-masala. Quyidagi gatorlar a ning ganday giymatlarida
a) absolut yaqginlashuvchi,
b) sharili yaginlashuvchi bo‘lishini aniglang.

(-1)".ginZ'a i 2"-e0s™a
151 7 152 £(-1) ‘
« 4
sin2«-in2« 154 (-ir
B3 & TR i (<)
o (2«-Dyi 1"
15.5 ,,Zzl(_'r (Z«)U 15.6 [A+(_1)"|a
Aa-(a-1)(a-2)-...-Fa-(«-1)] V. (-1)"
15-7 ¢ - 1 - m158 -[»In,,+(-1)-J
159 V Sin(z(_ “Ar 2+(-D"
* i«In®(« +_|)' 15.10 gj 3‘ «-In* («+1)
(_OW% mA Sin«
1511 Z 15.12 tZi 7—'

»-1 «
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15.13 £ - 15.14 @« -« H(—1)"
tim—ac n Het--s-
1515 §, ¥ 15.16 X (2/3+2)11
@ (-p" N oJrf+n——Ir?—a+1
1517 X In 1+ 15.18 EH”
2! ("+1r_
§’ -1)" (-
15.19 2n+ (-1)" 1520 ocnatnn+ (-1)"
1 COSu
15,21 L-T--
16-masala.
Tengliklar isbotlansin.
1 rnoar_, 16.2 I_"I‘I'I3—l 2
MI o™ 5 H2A +1 3
® n
16.3 I;I:lOOSZﬂI 'l i6A
fos naosys =2 166 (1<) [T
6.5 1,805~ =~ n:0( «*) ._n'(M<]-)'
A 2 _ i—q 3n 3n 2N
16.7  16'8 1it3~-1 3n+1 "YS
n « 4n- (Vallis Fr 1 n
169 2 N 472 _2 formulasi) *  Lj u+12 7'
© 2 1— 7 X 08X
16.11 [ i 1612 [l cAlr=— ¢
iy 4n ) on
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Quyidagi cheksiz ko‘paytmalarning yaqinlashuvchiligini isbotlang
va ularning giymatlarini toping.

I_[,,*_4 JS-(2n+1)(20 +7)

16.13 .

hs N2-1 1614 U (2» +3)(2n +5)
o HI

16.15 [ | e+ 16.16 M 2 "

Quyidagi cheksiz ko‘paytmalarni absolut va shartli
yaginlashishga tekshiring.

et - ey
1617 [1 1618 |licL.p
-1
_ e
1600 [ v P 1620 |1+
62

-D-
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Ushbu
A 3
t\9n2-3n-2
gator yig‘indisini toping.
3 1 1
< a" 9n2-3n-2 9(n+l1”~n_2) (3a+1).(39-2) 3#i-2 3n+l|

1 1 =1- 1
+

=5, =Xa*=dyar-2 A+1 4 4 7 7 10 37-2 3+l 3M+1

. . 1
Demak, S:=limSn=Ilim,1- m+1 =1>

tt->00 n fA-»cc

2.21-masala. Ushbu
5n-2
nN=2(uw-1)m(mn + 2) °
gator yig‘indisini toping.
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< Birinchi navbatda bu gatoming umumiy hadini noma’lum
koeffitsientlar usulidan foydalanib, sodda kasrlarga yoyamiz:

5n-2 1 2 (1 n (\_ L 1=a +c
Q (n-\)n(n+2) n-1 n n+2 n) vn" n+2)
n n n i, n( 1 i 'X 1 i\
[ O I I i) 2L i i+l 1+ +1 L=

2+2 3+3 4+™+n-l n)+ [2 4+3 5+4 6 5 7 "'« n+2)

1-—b + 2f e e L.U i. 2 2 _"~S-1limS.-]-2].>
n) 12 3 n+l n+2) 3 N «+tI n+Z2° 3

3.21-masala. Quyidagi
/I_ls'm & -sin 3
p WA
gatorning gismiy yigfindisi Sn va yigHndisi S ni toping.
< Bu masalani yechishda
sinx esiny =" [cos(x-y)-cos(Xx+j)];

formuladan foydalanamiz.
v .oax . o3xx 1 (00} (00}
»= lesin"'l‘l'f’sinZ’%T: Z’E\é cos"F-cos" tJ=

1f a a a a a, « a
C0S——£0S8 +COS—~ - COS—+C0S—F - COS- ...+ C0S— - COS—
2 2

/ \ >
cos-%—--cosa =>5=175,, =-](I-cosa) =sm'a—.>
o »* 2 2

4.21-masala. Koshi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi

an=—s==-=
V(" +

bo‘lgan ol gatorning uzoqlashuvdii ekanligini isbotlang.

e

< Ma’lumki, 3s >0 son topilsaki ,VnOeN olinganda ham
3n>n0 va butun /?>0 sonlar mavjud bo‘lib,
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n+p

K=n

=1

tengsizlik bajarilsa, unda X a» qator uzoqlashuvchi bo'ladi.

Agar s =1 va p =n deb olsak, unda V«0e N olinganda ham
3n>00 topiladiki va

g 1 1 1 1 t
2>*
k=nylk-(k +1) yin-(n+1) A(n + 1)-(a+ 2) yji(n+p)(n+ p +1)
£ p PP N1
\j{fn+p)(n+P +1) wn+p+l 2n+p 2n+n 3 O N Xada ga-
tor uzoglashuvchi. >
2+cos”™Jn
5.21-masala. o gatorni yaginlashishga tek-
? 4
shiring.
[2+Q05— 1nlit nor
<a =’ 2) @FWo 4 Zi podlib, i>.-3
AT " = w1 nf*

gator yaqinlashuvchi, chunki ->1. Unda taggoslash alomatiga ko‘ra
berilgan gator ham yaqinlashuvchi. >

<6.21-masala. E 1 _cos— qatorni yaginlashishga tekshiring.

n 1
a,,:\-cos?= 2¢sin2 n Agar b, =-~ desak, ,t0 da a,=0%*(;,,)
bo‘ladi. Darhagigat, M (MczR)

0oon 0w J

30

'X"‘J—yaqinlashuvchi:>taqqoslash alomatiga ko*

00

23
[T l-cos i i
§:1 .= i:l gator ham yagqinlashuvchi. >
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m
7.21-masala. ~(2n)\» 5"
< Dalamber alomatidan foydalanib, tekshiramiz.
n\ 1

a'~ (2n)\ts 5n’

4aton“ yaginlashishga tekshiring.

(7 + 1) 1 «le(/ +17) 1
) STAT
~ (ow+2)110 5™ ~ (2n) k(@7 + 1) [2n+2] B
1
1 9o I
5 —Ilim——=0<1:
a ~»>*2-22+1) . 1 10 »»2/7+ 1
v tgy

Berilgan gator yaqginlashuvchi. >
8.21-masala. |/ (x) - fn(x)| <s gatorni yaginlashishga tekshiring.

<Koshi alomatidan foydalanib, tekshiramiz:

n ‘W n+1
g- limj{[c*=—im = —im i
1—>cc 3 w0\ + 1 3"-Fv 7 /1_»( 3

Berilgan qgator yaginlashuvchi. >

1

9.21-masala. X (w+5)in2(3d+i) qatorni yaginlashishga tek-

shiring.
<Bu gatorni yaginla:.hishga tagqoslash va Koshining integral
alomatlaridan foydalanib, tekshirami:
! : b,,,n>2.

(M+5)In2(7+1) (mn+ DIn2(« +1) n-n2i -
1 [ . . . . .
ij{;lzx ~ f(x)" bo'lgani uchun Koshining integral alomatiga

[¢o]
ko‘ra \',jv(r'&’\n gator yagqginlashuvchi va taqqoslash alomatiga ko‘ra

berilgan gator ham yaginlashuvchi. >
10.21-masala. Quyidagi
_@r-nn oo
iy —gn—=0
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tenglikni qator yaqinlasMsbining zaniriy shartidan foydalanib, is-
botlang.

{y Irif *
<Umumiy hadi an m" bo‘lgan Z:lf‘» gatorni yaginlash-
n >

ishga tekshiramiz. Bunda Dalamber alomatidan foydalanamiz:

(2n + )N n' 2w+ 1 2
= lim =7<1=>2>n

(S (N+1m (2/7-1)11 Ao .
, + KJ

yaginlashuvchi => Qator yagqginlashishining zaruriy sharti, ya’ni
(2«-1H

d=

J;%a’ l%m“"g,‘f“' m= 0 tenglik bajariladi. >
®
11.21-masala. M gator a ning ganday giymatlarida yagin-

lashishini aniglang.
+ 1

a, = (n+ 1- Any* «In ;W

« [ jn
r n+l-n 1
S nAm+1-n/n = 7,==----- rmegr <7= g
VIl +1+-\]|'| y]n+\+n]|'| \\M
2n+1
|n2 l:n +-2 . —O*\- =>AA=0* 1+
n- -
" n) \n2y

1 . \ Yy & .
Agar b =——1—— deb belgilasak, Z A" qator 1+—2>1, ya’ni or>0
+- ™=

n?2 ©
bolganda yaginlashadi. - gator ham nsiV da yaqginlashadi. >
12.21-masala. V M !. gatorni yaqinlashishga tekshirmg.
yisn-~]

< Bu qator ishorasi almashinuvchi gator bo‘lib, uning yagin-
lashishini Leybnis alomatidan foydalanib, ko‘rsatish mumkin.
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tgrI

- A dep belgilasak
yi5n-\

co

1) VneN uchun an>anmi >0 , ya’ni X m»(x) va
n=|
n

) i r i
2) lima, = I|m----p-'--—----—r=‘—T == -
We>co "' jg00 F 4n/« on/5/71-1

4n/i
boladi => Leybnis alomatiga ko‘ra berilgan gator yaginlashuvchi. >

13.21-masala. Quyidagi

@®
L4 g p
gatorning absolut yaqginlashuvchi ekanligini isbotlang

/7 +3
nHB T deb belgilaymiz. Unda quyidagi

a.
n +4n

munosabatlar o‘rinli bo'ladi.
A2+3 . L n2+3m2 1 2

In', +i .
KPP ma+ar ) Ly U a

2
1|_'| gator yaginlashuvchi => tagqoslash alomatiga ko'ra

«

il
x0e X vyaginlashuvchi, ya’ni berilgan X a»qator absolut yaginlashu-
17=1
vchi. >
14.21-masala. Quyidagi
A sin 2/2 1

p— ) T-COS —
7 i'Inin(/Z + 2) 2

gatorni yaginlashishga tekshiring.
d4Bu qatorning yaginlashishini Abel alomati yordamida ani-

i u_ sin2n

glaymiz: «,=cos” va ~InIn(// +2) dek belgilab, Abel teore-

masining shartlari bajarilishini tekshiramiz:
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X) x0 ketma-ketlik monoton (monoton o‘suvchi) va chegaraian-
gan 10<cos—<1
yi, yi sin2n
2) ~ +  “ator Dirixle alomatiga ko‘ra yaginlashu-

vchi bo‘ladi. Darhagigat, agar
1
a" ~Inin(»+2) va K =sin2n

deb belgilasak,
a) |a, |4 va Wx0eM

> sin(« + 1)-sinn _—
b) Bn- ¢ bk => sm2k =----- ( -(f---_-z ------- chegaralangan bo ladi
*] Sinl
( 11
INI~GOATjA  Dirixle alomatiga ko'm gator yaginlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan gator uchun Abel teoremasining shart-
lari bajarilar ekan => h cos— gator yaginla-
shuvchi. & - Inln(« +2) ”

Izofa. Bu misolni yechishda elementar matematika kursidan
ma’lum boMgan ushbu

. (n+Dx . nx
” sin------- ~— sin—
5(X) =E sinkx-—---—-- 2---mmmm-- 2-, Xx*2mn, meZ
*j sjn *
- - 2
formuladan foydalanildi.
15,,21-masala. Ushbn
Tpcosn
H «

gator « ning gstiiday giyniatlarida
a) absolut yaginlashuvchi,
b) shartli yaginlashuvchi boiishini aniglang.
< Birinchi navbatda berilgan gator a ning ganday qgiymatlar-
ida. yaginlashuvchi boiishini aniglaymiz. Bunda Dirixle alomatidan
foydalanamiz. Agar
1

°«=" va bn- cos/i deb belgilasak
1) a >0 boMganda \an}i va (I(ig&an=% =0,
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» s aBs— 1
2)Bn="jbk= : va Kxl— j bo ladi. Dirixle
w sin- srn-
2 2
. NT t A COx )
alomatiga ko‘ra %:i/'A - JnEi “  gator a>0 bo‘lganda yaginlasha-
p

di. a<0 bo'lganda esa bu gator uzoglashadi, chunki a <0
bo‘lganda qator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.
CoS«
Endi gatorni absolut yaginlashishga tekshiramiz. na of

Al
Zj;l umumlashgan gar[nonilk gatorning «>1 da yaginlashuvchi

A Xl
bo‘lishidan a >1 da gatorning yaginlashishini hosil qil-
arniz.
Endi O<a <1 boMganda berilgan gatorning absolut yaginlashu-
A Icoshl

vchi emasligini, ya’ni 2>—— qatorning uzoglashishini ko‘rsatamiz.
M n

lcosr| ,c0s27 _]+cos2n _ __1 , C0s2«

+
2 na 2na 2na
o A cos2n . ] . .
tengsizlik hamda 2-,' gatorning Dirbde alomatiga ko‘ra yaqin-
B

lashuvchi bolishi va x0 gatorning uzoglashuvchi ekanligidan {Sk(.\-)|:
gatorning ham uzoglashuvchi ekanligini, tagqoslash alomatiga ko‘ra
iS',,(x)= gatorning uzoqglashuvchiligini hosil gilamiz.
. A cos«
Shunday qilib, n=i_ns‘ gator
a) a> 1 da absolut yaginlashuvchi,
b) O<or<l da shartli yaginlashuvchi bo'lar ekan.o

16.21-masala. Quyidagi



cheksiz ko‘paytmam absolut va shartli yaqinlashishga tekshiring.
rdn__li“kH)":'L_1+ —>u,,—(—1)-”ﬂ. 4° punktga ko‘ra berilgan

cheksiz ko‘paytma absolut yaginlashuvchi bo'lishi uchun " ga-
toming absolut yaginlashuvchi boiishi zarur va yetarli.

() * 1 [yaqginlashuvchi, p>\,

Zkl=1 ~ np [uzoglashuvchi, p<\.
Cheksiz ko‘paytmani shartli yaginlashishga tekshirishda 4° —
punktdagi 5-teoremadan foydalanamiz.
o Unga ko‘ra cheksiz ko‘paytma yaqinlasor)]uvchi bo‘lishi uchun
"Yaar. qator yaginlashuvchi bo‘lgan holda X a» qatorning yagin-
«l <

lashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli edi.
» ©i
=X p qator p> 0 boflganda Leybnis alomatiga ko‘ra
n

«=i =i

yaginlashadi.

an>0 qator esa — da yaginlashadi, da esa uzoq-

lashadi.

Shunday qilib, berilgan

1,(-r1
i3]
cheksiz ko'paytma
a) p> 1 da absolut va
5) | <p<i da yaginlashadi. >
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7-8. 6-MUSTAQIL ISH
Funksional ketma-ketliklar va gatorlar

Funksional ketma-ketlik tushunchasi.

Funksional ketma-ketliklarning yaqinlashishi va tekls
yaginlashishi.

Funksional qator tushunchasi.

Funksional qatorlarning yaginlashishi va tekis yaginlashishi.
Funksional gator yig‘indisi va funksional ketma-ketlik
limitining xossalari.

Darajali qgatorlar.

Teylor qatori. Elementar funksiyalami Teylor qatoriga yoyish.
Darajali gatorlarning tatbiglari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Funksional ketma-ketliklar, ularning yaginlashishi
va tekis yagqinlashishi.

XczR to'plam berilgan bo‘lib, unda

funksiyalar aniglangan bo'lsin. Ana shu funksiyalardan tuzilgan ket-
ma-ketlikka X to'plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyiladi
va u {/,(x)} kabi belgilanadi:
{»(*)} 2(*), 50 (%) - (i)
f,,(x) ga funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.
Ixtiyoriy x0e X nugta olib, ushbu
{I,W |"W ./3W v [, W - (2)
sonli ketma-ketlikni garaymiz. Agar bu sonli ketma-ketlik yagin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) bo'lsa, {/,(x)} funksional ketma-ketlik
x0 nuqgtada yaginlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nugta esa
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish (uzoglashish) nugtasi deb
ataladi.
{/,(*)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqginlashish nuqta-
laridan iborat M (M ¢ R) to‘plam {/, (xX)} funksional ketma-ket-
likning yaqinlashish sohasi deyiladi. =>VxeA/ wuchun ushbu
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lim/,(x)-3 bo‘ladi. Agar VxeM uchun unga mos keluvchi
ni mos qo‘ysak, ya’ni
/:x—>|i//(r>100/,,(x)
bo‘lsa, unda M to‘plamda aniglangan f(x) funksiya hosil bo‘ladi.
Bu f{x) funksiya {fn(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi deyila-
di. Demak,
«EL(*)-1(*) (» «) (3)

Tarif. Agar \j'e >0 son olinganda ham 3w0=n0(e) e N :V«>n0

va VxeM uchun
[1(*)-1»(*)1<* (4)

tengsizlik bajarilsa, {fn(x)j funksional ketma-ketlik M to'plamda
f (x) limit funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi va fn(x) "/ (x)
(xe M) kabi belgilandi. Aks holda, ya’ni 320>0 VneN olingan-
da ham 3m>n va 3x0e M lar mavjud bo'lsaki

[/(*0)-1,(*0)|"o0
tengsizlik bajarilsa, {fn(x)} funksional ketma-ketlik M to‘plamda
/(x) limit funksiyaga tekis yaginlashmaydi yoki notekis yaqin-
lashadi deyiladi.
1-teorema. (X)j funksional ketma-ketlikning M toplamda
/(x) ga tekis yaginlashishi uchun

S ApI(X)-I»(x)[=° (5)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-teorema. (Koshi kriteriyasi). {/,,(*)} funksional ketma-ketlik-
ning M to‘plamda /(x) ga tekis yaginlashishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: V«r>0 uchun
3n0=n0(f) eN:\/n>n0 va v butun p> 0 sonlari hamda barcha
xeM lar uchun

\fn+tP {*)-fn {x)\< £ (6)
tengsizlik bajariladi.
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3-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar 3{an} sonlar ketma-
ketligi mavjud bo‘lib,
1) \/neN uchun a >Ova lima, =0;
2) VxeM va barcha n<=Nlai uchun
\fn+P{x)~ f n(x)\<°,,
bo‘lsa, unda M to‘plamda fn ~ /(x) bo‘ladi.

2°. Funksional gatorlarning yaginlashishi va tekis yagqinlashishi.
Biror XczR to‘plamda {«,(x)} funksional ketma-ketlik be-
rilgan bo‘lsin. Quyidagi
W,(X) +W2(X) + ...+ W,,(X) + ...

ifodaga funksional qator deyiladi va u X w(*) kabi belgilanadi.
W 2uS x0)= z/,(X) + W2(X) + ...+ i/, (X)) + ... (7)

/7=1

W (X),w2(X),...,W,,(x),... larga funksional gatorning hadlari, un(x)
ga esa funksional gatorning uraumiy hadi deyiladi.
Ixtiyoriy x0e X nuqta olib, ushbu

00

X X (*) = W (x0) +W2(x0) + ...+ w,,(x0) + ... (8)
sonli gatomi qaraym@iz. Agar bu sonli gator yaqginlashuvchi (uzog-

lashuvchi) bolsa, X X (x) funksional gator x0 nuqgtada yaqinla-

/7=1

shuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa funksional gatorn-
ing yaginlashish (uzoglashish) nnqtasi deb ataladi.

00

X M(*) funksional gatorning barcha yaqinlashish nugtalaridan

/1=1

iborat M (M.czR) to‘plam bu funksional gatorning yaqinlashish
a

sohasi deyiladi. => Vx0eM nuqta olib, Y ju«(xo) sonli gatorni

ko'rsak, u yaqinlashuvchi boladi. Lining yig‘indisini &(x0) deb
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belgilaymiz. Xuddi shunga o‘xshash VxeM olib, unga (chx (x)
gatorning yig‘indisini mos go‘ysak, u holda M to‘plamda aniglan-
gan <S'(X) funksiya hosil bo‘ladi. Bu 5'(x) funksiya (7)-funksional
gatorning yig‘indisi d(%yiladi:

S(*) = ™= (xX)+u2(xX)+...+ (X)+..

Ushbu
n

Sn{X): |=| “*(*)1 «=112!"'

yigindilarga (7)-funksional gatorning gismiy yig‘indilar deyiladi.
Shunday qilib, (7)-gatorga mos keluvchi

(X))} (X)), (%),...,Sn(X),... 9)
funksional ketma-ketlikni hosil qildik va aksincha, (9)-gismiy
yig‘indilari ketma-ketligi berilgan holda har doim hadlari (7)-funk-
sional gatorning hadlariga teng bo‘lgan quyidagi

(x)+[s2(x) - (X)]+...+[S, (X) - Sn{(x)] +...

funksional gatorni hosil gilish mumkin. => Agar (9)-ketma-ketlik
X0 nugtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa, u holda (7)-qator
ham x0 nuqtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘ladi va

500 = i ()
tenglik bajariladi.

Demak, funksional gator yoki funksional ketma-ketlikdan bir-
ining xossalarini batafsil o‘rganish yetarlidir.

Ta'rif. Agar (7)-funksional gatorning gismiy yig‘indilaridan tuz-
ilgan funksional ketma-ketlik M to'plamda qatorning
yig‘indisi S(x) ga tekis yaqinlashsa, unda (7)-funksional gator M
to'plamda tekis yaqinlashadi deyiladi.

[o0)

= ~Sn(x)= " nk(x) ¢g), belgilaymiz.
r«(x) n(x) g (x) <9 gilay

1-teorema. (7)-funksional gatorning M to‘plamda tekis yaqin-
lashuvchi bolishi uchun
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i 2 =
LLrg%e\J(}/f/. k(x)|=0 (10)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-teorema. (Koshi kriteriyasi). (7)-funksional gatorning M
toplamda tekis yaginlashuvchi bofishi uchun quyidagi shartning
bajarilishi zarur va yetarli: V f>0 uchun 3«0=n0(s)eN:Vn>no0

va v butun p> 0 hamda barcha x<=M lar uchun
n+p

KX () <e (ii)
bo ladi.
Natija. (Funksional gator yaginlashishining zaruriy sharti). Agar
(7)-funksional gator M to‘plamda tekis yaginlashsa, u holda shu
to‘plamda un(x) ~ 0 bo‘ladi.

3-teorema. (Veyershtrass alomati). Bizga - funksional va
0]
2>«, «,N0 (12)
»=1

sonli gator berilgan bolsin. Agar Vxe M uchun
|m,,(X)| <a1n n= 1,2,...

co

tengsizlik bajarilsa va (12)-sonli gator yaginlashsa, unda %(_\X (x)

funksional gator M toplamda absolut va tekis yaginlashadi.
Aytaylik, ushbu

«l (13)

funksional gator berilgan bo'lsin.

4-teorema. (Dirixle alomati). Agar

1) har bir x&M uchun {«,(*)} monoton va M to plamda a, (X)
0 ga tekis yaginlashsa;

2) ix) ='¢JI>k (x) qismiy yig'indilar M to plamda biigalikda che-
garalangan yahi sk VxeM \B,(x)|]- K bofisa, u holda (13)-
gator M toplamda tekis yaginlashadi.

5-teorema. (Abel alomati). Agar

1) har bir xeM wuchun {a,(x)} monoton va {a,(x)} ketma-
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ketlik M@toplamda chegaralangan;

2) XA (*) funksional gator M toplamda tekis yaginlashuvchi
bo7sa, unda (13)-gator M toplamda tekis yaginlashadi.

3°. Tekis yaqginlashuvchi funksional ketma-ketlik
va qatorlarning xossalari
Funksional gatorlarda (ketma-ketliklarda) shuni ta’kidlash lozimki,
ulaming har bir hadi uzluksiz bo‘lgan taqdirda ham gatoming yig‘indisi
(ketma-ketlikning limit funksiyasi) uzluksiz bolishi shait emas.

X2
Misol. S’\ +x2)" funksional gator berilgan bo'lsin. Bu funk-

X2
sional gatorda u,(x)=7 —-e C(-°°,+0°) _ Berilgan gatorning

(1 +x2)
yig‘indisi topamiz:
>8 (*) = lim  (x) = 0x=0.
i0(1+ L) 1+I+Xx2+- +(i+M)" x2+1,x*0
Bu tenglikdan ko'rinadiki =jM(*2+ D=1 wva

5'(0) =0=>,S'(x) funksiya x=0 nuqtada uzluksiz emas. Berilgan
gator uchun ushbu

00 co

munosabat o‘rinli. >

Tabiiy savol tug‘iladi: ganday shartlar bajarilganda funksional
gatorlarda hadlab limitga o‘tish, ularni hadlab differensiallash va
integrallash mumkin?

Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.

Bizga M to‘plamda yaginlashuvchi (7)-funksional gator berilgan
bo‘lib, bu gatoming yig‘indisi £(x) bo‘lsin.

1-teorema. Agar Vne N uchun un,(x)eC(M) bofib, (7)-gator
M toplamda tekis yaginlashsa, S(i)eC(M) bo‘ladi, ya hi
Vx0e M uchun

)] D ©
[imS(x)= lim£ w,W=Z!™ MW =Z M(x0)="(x0)
x50 A »1 1 n=1

tenglik bajariladi.
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Agar M to‘plamda yaqinlashuvchi (I)-funksional ketma-ketlik
berilgan bo‘lib, /(x) funksiya uning limit funksiyasi bo‘lsa, unda
guyidagi teorema o'rinli bo‘ladi.

2-teorema. Agar f,(x)eC(M), «=12,..bolib, M toplamda
fn(x):/ (x) bofisa, /(x)eC (M) bofadi.

3-teorema. Agar (I)-funksional gator M toplamda tekis yaqin-
lashuvchi va x0 nugta M toplamning limit nugtasi bofib,

limw,,(x) =c,,(«=1,2,...)

bo‘lsa, u holda
o

I X =cl+c2+...+cn+...
nEl

gator ham yaginlashuvchi, uning yigindisi C esa S(x) ning x->x0
dagi limitiga teng bofladi:

'T [11 — a __
J™Mw- L, «W=EET W=Z0=C
Faraz gilaylik, \a,b\ kesmada yaqinlashuvchi (7)-funksional gator
berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi S(x) bo‘lsin.
4-teorema. Agar (7)-gator [a,b] kesmada tekis yaginlashuvchi
bo‘lib, un(x)&C\a,b] («=12,.) bo‘lsa, u holda quyidagi

b b b
im () dx + W2(x)dx+... +  (x)dx
a a a

b
gator ham vyaginlashuvchi va uning yig‘indisi Js(*)<& ga teng
bo‘ladi:

N AN m k'/\
IS(x)clx=] 2>,(Xx) dx=Y s\uA x)dx.
a al«t J «1a

Izoh. 4-teoremadagi (7)-qatoming tekis yaginlashuvchanligi sharti
yetarli shart bo‘lib, u zaruriy shart emas, ya’ni ba’zan tekis yaqin-
lashmaydigau gatorlami ham hadlab integrallash mumkin.

{\ i N

MisoL ILj (0 <x<i) funksional gator berilgan

4=1

bo'lsin.
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. um |
m ot J [1-x,0<x<I

S.(x) [0,1] da S(x) ga tekis yaginlashmaydi, lekin

Js(x)<fc=J(I-*)<&=! va 'Z\u,{x)dx=
0

n=1 0
2fAn(n+1) 271« n+l) 2 o+id
n+lj 2
Demak, js(x)dx =£ Jun(x)dx=-, lekin X X (x) Qator [°"]
0 =Ky rH

kesmada tekis yaginlashmaydi. >
5-teorema. Agar (7)-funksional gatorning har bir un(x) hadi

[a,b] kesmada uzluksiz un(x) hosilaga ega bolib,
(14)

funksional gator [a,b\ da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda berilgan
(7)-gatorning yigindisi S(x) shu [a,6] da S’(x) hosilaga ega va

S00=IX (0 Zen (9

tenglik oYmli bofadi.
Izoh. Bu teoremada ham (14)-funksional gatorning tekis yaqin-
lashuvchanlik sharti yetarli shart bo‘lib, zaruriy shart emas.

4°, Darajali gatorlar
1-ta’rif. Quyidagi

Kax-xg* (15)
ko rinishdagi funksional gatorga darajali gator deyiladi. Bu yer-

da a},a2,...aftt....x0 lar o‘zgarmas hagiqiy sonlar.
Agar (15) da %=x-x0 deb belgilash Kkiritsak,



> .r (16)

17=0
darajali gatorga kelamiz. Demak (16)-ko‘rinishdagi darajali gator-
lami o‘rganish kifoyadir.
1-teorema. (Abelning birinchi teoremasi). Agar

®
=al+alx+ax2+...+amx" +... (17)
17=0

darajali gator x~x0”0 nuqgtada yaqinl¢gshsa, u holda gator x ning
JX <|x0Qj tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida absolutya-
ginlashuvchi bo 1adi.

Natija. Agar (17)-qator x =x0 nuqtada uzoqlashuvchi bo‘lsa, u

holda bu gator ||x|>|x0} da ham uzoglashuvchi bo'ladi.

2-ta’rif. Agar darajali gator {jx|<£} da yaginlashib,

17=0

{ijx > R} da uzoglashsa, u holda shu R> 0 soniga darajali qatoming
yaginlashish radiusi, (-R, R) oraligga esa yaginlashish infervali
deyiladi.

2-teorema. |Ixtiyoriy darajali gatoming yaginlashish radiusi R
mavjud bofib, bu gator ||x| </?| da absolut va Vr <Ruchun [jxj<r]
da tekis yaqinlashadi.

Izoh. Darajali qator yaqinlashish oralig'ining chegaraviy x =R
nuqtalarida yaqinlashishi ham, uzoglashishi ham mumkin. Darajali
gatorni bu nugqtalarda alohida tekshirish lozim.

Darajali qatoming yaginlashish radiusini quyidagi teoremalardan
foydalanib, topish mumkin.

3-teorema. (Dalamber). Agar a,' mavjud boisa, u holda
R=lim ™ (18)
Wrfw fJ/7+1
bo 1adi.

4-teorema. (Koshi). Agar lim~6j mavjud bollsa, u holda
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bo 1adi.
5-teorema. (Koshi-Adamar) Agar R soni (17)-darajali gatorning
yaginlashish radiusi bo‘lsa, u holda

n 1

limWi 20
limwi |0] (20)

formula (Koshi-Adamar formulasi) o r|nIi bo‘ladi.

Darajali gatorlar quyidagi xossalarga ega.

6-teorema. Darajali gatorning yig‘indisi £(*) vyaginlashish
oraligfiga tegishli boflgan y nuqtada uzluksiz bo ladi.

7-teorema. (Abelning ikkinchi teoremasi). Agar (17)-qator
x~R (x--R) nugtada yaginlashsa, unda bu gator [0;i?]
kesmada tekis yaginlashuvchi bo fadi.

Natija. Agar (17)-gator x=R (x=-R) nugtada yaginlashsa, u

holda *S'(x) yigindi [0;/7] kesmada uzluksiz boadi.

co

Endi !'>.(*-*) ko‘rinishidagi darajali gatorni ko‘ramiz. Bu
17=0

gatorning yaqinlashish radiusi gatorning yaginlashish radi-
usini hisoblash formulalari yordamida topiladi, fagat bu yerda ya-
ginlashish oralig‘i ||x - x01<i?} =(x0- R,x0+R) interval bo'ladi.

8-teorema. Agar R>0 soni quyidagi

f(x)—'Ea (x~xoT (21)
darajali gatorning yaginlashish rad|u5| boisa, u holda
1) f{x) funksiya (x0-R, x0+R) intervalda ixtiyoriy tartibli
hosilalarga ega bo‘dadi va u hosilalar (21)-darajali gatorni hadtab
differensiallash yordamida topiladi;
2) bu gatorni V[a,6jc (x0-R, x0+R) oraligda hadlab integral-
lash mumkin.
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3) (21)-darajali gatorni hadlab differensiallash yoki integrallash-

dan hosil boigan yangi gatorlarning yaginlashish radiuslari ham (21)-
gatornning yaginlashish radiusi R ga teng bofadi.

Izoh. Agar /(x) funksiya (21)-tenglik yordamida ifodalanib,
r> o bo‘lsa, u holda /(x) funksiya x0 nuqtada (aniqrog‘i, xO0
nuqtaning atrofida) analitik funksiya deyiladi. 8-teoremadan anali-
tik funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
Lekin, ixtiyoriy cheksiz differensiallanuvchi funksiya analitik bo‘lishi

N
-
\' X/

shart emas. Bunga misol tarigasida /(x) =exp funksiyani

olish mumkin.
9-teorema. Agar f (x) funksiya x0 nugtada analitik bo ‘lsa, yahi

*) = * _ %
1(*) E«:((()«( 0)8
tenglik x0 nugtaning biror atro/f(iga o rinli bofsa, u holda
(

a,- —  =0,12,.
bo'ladi, ya hi "
M ()Y
/(X):I%0 ~ Rr (x~x<y

tenglik ham x0 nuqtaning o Sha atrofida o rinli bo iadi.

50. Teylor gatori. Elementar funksiyalarni
Teylor gatoriga yoyish

Ta’rif. Faraz gilaylik, f (x) funksiya x0 nugtaning biror atrofida
aniglangan va shu nugqtada ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega bofisin.

U holda quyidagi
* A»)v

(E AL (- x0)” (22)
gatorga f(x) funksiyaning jt0 nuqtadagi Teylor gatori deyiladi.

Izoh. (22)-qgatorning yig‘indisi har doim ham /(x) bilan ust-
ma-ust tushavermaydi.

Masalan, /(-*)=exp\—x"j funksiya uchun barcha hosilalar

yM (0) =0 va (22) qatorning yig‘indisi 0" /(x)

217



Lekin ba’zi bir shartlar bajarilsa ular orasida tenglik o‘matish
mumkin.

Teorema. (Teylor). Faraz gilaylik (xQ-h,x0+h) intervalda f (x)
funksiyaning o'zi va barcha tartibdagi hosilalari birgalikda chegara-
langan bo‘lsin, ya hi 3M >0:Vxe (x0-h,x0+h) uchun

/w(x)<M, n=0,123,...
tengsizlik bajarilsin. U holda (x0-h, x0+h) oraligda / (x) funksi-
ya Teylor gatoriga yoyiladi, ya’ni

(23)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Agar Teylor gatorida x0=0 bo‘lsa, u holda hosil bo‘lgan ga-
targa Makloren qatori deyiladi.

- Endi asosiy elementar funksiyalarning Makloren qgatoriga yoyil-

malarini keltiramiz.
00 -vrt v v 3

1. «&*=
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6°. Darajali gatorlarning tatbiglari

a) Darajali gatoriar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
Aytaylik,

y*+p{x)y +a(x)y =f(x) (24)
differensial tenglamaning ushbu
y(x0) =y0, y'(x0)=yl, (25)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qi-
linsin.

Agar p(x), q(x), f(x) funksiyalami x0 nuqtaning biror atrof-
ida shu funksiyalarga yaqinlashuvchi

£c,(x-x0)n
J/=1)

ko'rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, unda yuqgoridagi Koshi ma-
salasi yagona yechimga ega bo'lib, uni

H*) =X X(*-*0)" (26)

ifodalash mumkin. (26)-gatordagi noma’lum an koeffitsientlarni
topish uchun (24)-tenglamadagi vy, ¥, y", p, g, f lar o‘rniga ul-
arning yoyilmalari olib borib go'yiladi va noma’lum koeffitsientlar
usulidan foydaniladi.

Misol.

y"-xy =0 (27)
tenglamaning ushbu
MO)-1 /(0)=0 (28)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

4 (27)-tenglamaning yechimini

y =H arx" (29)

17=0
ko'rinishda qgidiramiz. Unda

[ =f> (r-i)ax"-2=2a2+Yj(n+2)(n+\V)a,+x\

17=2 =1

Xxy=xm®E a,xn=£ ax"]=]Tanlx"
11=0 17=0 17=1

bo‘lib, (27)-tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:
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202+ £ (« +1){n +2)amx" = X"

Bu tenglikdagi x nir;g mos darajalari oIdid:agi mos koeffitsient-
lami tenglash yordamida
a2=0, (n+H(«+2)am2=anx neN (30)

rekkurent formulani hosil gilamiz. a2=0 bo‘lganligi sababli bu
rekkurent formuladan a5=0, as=0 va umuman

adr\=0, neN
ekanligini topamiz. Shu formuladan yana

7 (2mw)+(5-6)m[(3« - 1)3n]"’
. Q
ani - (3+4)+(67) M« [B« (3« +1)]”
tengliklar o'rinli bo'lishi kelib chigadi. (28)-shartlar va (29)-teng-
likdan =>a0=l,a, =0.
Demak, (27)-tenglamaning (28)-shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi quyidagi ko'rinishga ega ekan:
X
2.3+ (2-3)-(5-6)'T " ¥ (2-3)-(5-6)-...-[(3n-1)-3«]
b) Darajali qgatorlar yordamida integrallarni hisoblash.
Integrallarni hisoblashda ham integral ostidagi funksiyani dara-

jali gatorga yoyish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
Misol. Ushbu

Ky
y =1

integral hisoblansin.
< Awalgi punktdagi In(l +x)ning Makloren gatoriga yoyimasi-
dan foydalanamiz:

T M x

Ei-T K-O =1 0on
=vizitt=v_ 5§ v L=+
t! n2 4ttn2 8 24 12
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Izoh. Sonli gatorlarning yig'indilarini hisoblashda ko‘p hollarda
quyidagi tengliklar katta yordam beradi.

(31)
(32)

m(2«-0)" 8 (33)

f(-r"
tt 2/i-1 & (34)

Yugoridagi misolni yechishda (33) va (32)-tengliklardan foy-
dalanildi.

©CENPUTEWNE

Nazorat savollari

. Funksional ketma-ketlik tushunchasi.

Funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi tushunchasi.
Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi ta’rifi.

Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti.
Funksional gator tushunchasi.

. Funksional gatorning yaginlashishi tushunchasi.

Funksional qator tekis yaginlashishining ta’rifi.

. Funksional gator tekis yaginlashishining zaruriy va yetarli sharti.

Funksional qator tekis yaginlashishining zaruriy sharti.
Funksional gatorning tekis yaqinlashishi hagidagi Veyershtrass alomati.

. Dirixle alomati.

Abel alomati.
Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.

. Funksional qator yig'indisining uzluksizligi.

. Funksional qatorlarni hadlab integrallash.

. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash.

. Darajali gator tushunchasi.

. Abelning birinchi teorsmasi.

. Darajali gatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish oralig'i.

. Darajali gator yagjinlashish radiusini topish uchun Dalamber formulasi.
. Darajali gator yaqinlashish formulasini topish uchun Koshi formulasi.
. Koshi-Adamar formulasi.

Teylor gatori va Teylor teoremasi.

Elementar funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish.

Darajali qatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
Darajali gatorlar yordamida integrallami hisoblash.
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-B-
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. {/,,(*)} funksional ketma-ketlikning M to‘plamdagi
limit funksiyasini toping.
1.1 /,(X)=x"- 3xnm2+ 2xmAM  =[0;l],

nx

*) = M -[0;+00).
L) = ye3n+2 [ )

1.2
1.3 M=R"
1.4 fn(x)=(x-\)arctgxnM = (0;+co].

15 fn{x)=21u7, M =[0;2].

nx ,, n
16
1-7 fn(*) = sin"x,M =[0\n\

In2n + x2

- ,M = (0;+00).
1.8 /(%)= 2In2« + X2 +xInw
] T
1.9 fn(x)=Vxsinx,M = o;-
7t _K
1.10 fn{x)=4cosx,M = 919

1.11 fn(x)=n3X2-e-x, M =[0;+00).
1
1.12 f,(x)=n X' *—X

1.13 f,,(x)=n xX'— ,M -\i;3].
\YJ
1.14 fn(x) = narctgnx2,M = (0;+00).
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1.15

1.16

1-17

1.18

1.19

1.20

1.21

2.1

2.3

2.5

2-7

2.9

2.11

2.13

Cl N
[, (*)=« X*-x2" ,M = (0;+00).
4 y
( 2y
[,,(X)=T]1+72"+7~y] M =][0;+00).
sinW x r 4
[ M -4 Twn)-""104~*
[,()=-r*"-TO"<;ig/&£ ,M =]0;+co).
\
COS UX
[, (*)="" 1+ ,M = [0;+00).
” V 1m+x,
[,(x)=".x-e'/£E ,M =[0;+00).
A ”2/\ AN
«y _ In 3+ ne ,M =[0;+00).
/!( ) - \V/ «V *1 ,
2-masala. Berilgan funksional ketma-ketlikni ko‘rsatilgaii
oraligda tekis yaqinlashishga tekshiring.
1
/,,(xl= —In—0<x<lI. 2.2 [,(xX)= x";0<x< 4
Jny n n
/,, (X) = e-(v"2;-1 <X<1 2-4 [, (x)= x"-x"4#;0<x<I.

In(x)="-30<x<1l

[« (X) = xarctgnx, 0 <x <+Q0.

f, (X) = arctgnx;0 < X < +oo0.

. X
N (x) = SIN—-00< X < +00.

4 sinnx
) =---—-—-;-00<X<+CO0.

(s

2.6 /,,(x)= x";0<x<I.

2.8 [, (X)=*"-xh0<x<1l

2.10 /, (xX)= — ;0< X< +oo0.

nx
2.12 /,(x)= — — ;0<x<1.

e X'
2.14 [,(*)=——;0<x<l-e,e>0.
1+Y
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2.15 [a(xX)="»(p~-"];0<r<+®@ 2.16 f,(x)=-"-\-s<x<\+s,5>0.

2.17 f,(x)= x2+ -7~;-00<x<+00' 2.18 f,(x) =-1-172<x<+co.

1+ X

2.19 fn(x)~v/N  J\<x<+M, 2.20 /n(x)=7" 3/( ;0" x<1.
1+ nX2 1+n

,a)0 <x <+00,6)0 <x <1

2:21 (%)= M+ X + WX

3-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib, berilgan
funksional gatorlarni ko‘rsatilgan oraliglarda tekis
yaginlashishini ko‘rsating.

3.1 tarctgjf-;\x\<+e

7Ix]<3.

3.3 nzz..hv rain2/1 ’

A COS77X i i

3.5 % —I_IT-HX <+OT-

3.7 (IC1~;W < 2-

Vi A~ 11
39 8§ T w 7 ;H<+cO'

3.11 é;li/\l} ~2<)x<H )

» [-1)™
3.13 Z ..~r-z-;0<Xx<+co
X + nra

3.2 “;0<x<+o00_
ni

Asin |
34 20 H* <D

5l «n/ra

36 Z

w—lifnd + X4

sin ux
B X <+00.

3.8 - <X <2

:0<x<+00.
3N0 %\ 1+ radx 2

3.12 7. F Tl ™ 00<x<+00-

«m w
314 z ~ O ~ N |,
W  nlra

3.16 Xéx+2«-|)-(x+2«+ 1) 0<x<too.
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e sin~ i Dy - 1+- ;-00 < X < -i-co.
3.17 lne:‘:'smv«arctg)ez_i)fﬂ ;—00<n<+C0. 348 Z In 2 4+ 132
A, (x-D" A [TIn(1+ nx)
. 3.20 X —Y e -,2<x<+o00.
319 5 (51K ;-1Sit<3’
[00)
cn 1+ 0<x<2.
321 B4 nwn2(77+ 1)
4-masala. Berilgan funksional gatoming ko ‘rsatilgan oraligda
tekis yoki notekis yaqinlashuvchiligini aniglang.
A nx
)  0<x<l.
4~ =i (1+X)(1+2%)...(1 + 7X)
ea e % ‘l<x<+00.
: (1 +x)(1 +2x)...(1 + 7X)
1 .
10 <X<+00.
grn N(X FTD(X+ T+ 1)
n 10 <X < +00.
44 L [(tT-1)x + i](t7x+1)
-l x <. 46 £(i-*K;0<x<i.
45 F 7 7w+l n=0
« (1] @ ”
X X
4.7 -7 0 R 4.8 £ — 1
%O n\ <X<+cCco
sinnx n bn S1177X
49 7 <— 410 & ;0 <Xx< 2n.
H n 2 2 il
1 - (-\Y
4.11 Z 2"-sin” 0 < X < +co- 4.12 %," ~ N 0< *< +00-
I X+ 77
2nn
5 it , n COS-
4.13 . ,0<x <2ttt r;-Co < X <+00.
~n +smx 414 B (4 + x

KX
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7-masala. Berilgan funksional gatorning
yaqginlashish sohasini toping.

71 Y,2n2i"~2-e (rly

\n
B a/ 1+nJ (V+1)2

7.5 )/;:!e

@ -
7725
izt

79 | 5"-M«7:®d 0 -

! r\n a

7.11 £ 1+-
e Vo1

x2H

7.13 Z E
Ji=]

In + MInx
x H)

A Vx-VA

7.15

@®
| —
7.17 rdin" (gl
V e)

%19 ;ﬂxl\v&c

A um -/12Infl+-1
721 1(-1) -3 1
=\

n

.\ 1

I x+—

72 £ \ nj
K \fxC

7.4 }é/rv*—l—e X

\n n

(1
ﬁ

StH=—

7.6
=AY

-0

-

78 §in"(x-1)’
7N0 §h7(x +2)

co J

7h A mU(x+e)
7.14 H -0"4

Hi

716 £ Y
/H n

-narctg-,

7.20 £(-1)"-5
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8-masala. Berilgan funksional gatorning
yaqinlashish sohasini toping.

8 el kti—-e 825 (Hm '

27+ 3
s.3 5 XM
21
V,-,(*-2)2 f(xAS_)I_
8 EH M1 8
A «3+1 Nl
8J h y-{x-2)™ ° hx"'
* (x+5)2" A (x-7)-"
s., E jAhj- 810 ~ 5 J T -
3»
¢ (x-2)" * 3n-(x-2)
811 §(3w +1)-2"" 812 h (5«.8)3
8.13 Z(x +5y-tg~r- 8.14 £sin-"1(x-2)".
« J « “
B3 fzn-6h(x-) 8.6 ¢p3" X"
8, 7 £ fe* £ 8,8
7=1 rl
f (3»-2)-(x-3)" A (x-5)"
8,19 ti (7+1)2e2™1 * 8,2 ¢(f(n +4)-In(« +4)

1
8'2n N« +2)-In(n+2)-(x-3) "
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9-masala Ta’rifdan foydalanib, berilgan funksional gatorning [0;l]
kesmada tekis yaqinlashishini isbotlang na(s) - ?. n ning ganday
giymatlarida gatorning qoldig‘i Vxe[0,I] uchun 0,1 dan katta

boimaydi?
9 e X 9.2 oy X
T EHT hy < BN 5hl6
Xu 9 @ /7 n
. -0" 4 -
93 $L-0" An-g B> umes
9 X 9.6 b
S Bf-0n, 5 £2{-1 55,9
9.7 X ©o
B0 3y M w2
9.9 Lo 9.10 R
2 GLLAY T} R vt
11 ; X" 912 00 yl Xll
SAL £L-0 7,10 4" ' 6n-8
013 ) /[ X" 014 @ g X7
' %_I) Unb~4 ' %:1_ 2n-3
9.15 X 9.16 S
") gyl12 Ki- ' en-1
9 X 9.18 Poex
A7 6l-*Y 548 20 Ky en- 10
X 9.20 ©ox
919 £f-0" 4ng a0 sn-l
[o0) XlI
9.21

E(-0"7,.13
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10-masala.Berilgan qator uchun uni majorirlovchi gatorni toping
va ko‘rsatilgan oraligda tekis yaqinlashishini isbotlang.

AW+ 1meoshK 1 - 102 X 3.3
101 & &N 110,2) T odwz 2°2
Y'
103 z ~ [-2,2] 104 Z
» «
Li 106 “(x-3)" |r_| K
* 77
10.5 %:1 l 2%9 . o «m3 ).
(X=8v. 1 1 “ (r-)ems2nx r m
(2« + 6_\)4\(/_'_ | 2'4* >»-8 <I<=0 Ve [o A
* 'v-1'l2' ni(x +3)”
10-9 [-1.31- 101y | %o — - [(5-1]
M n's
! mz M vn
:.LLQJE‘} 2 (_I;fl_(”+!)f_.in(n+|) tT3 10.12 ﬁ«.! [-3,3].
o 21111/\.X~n~/\ 1 1 X"_I
10.13 2 (4¢-3)2° L \i2 y[2_ 1014 [ 221
b (x*3) 10.16 [-3.-1]
10.15 K -31 . 1
H 1 M n
Ll 10.18 zw 11
Tk _~2°2, ST %0 a1+t 272
, (X_”m B 10.20 Z (/>\<+52" K -4
- . ? * . - -
10.19 Z(-1) 2%2
10.21 [i.31
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11-masala. Berilgan funksiyani Makloren qatoriga yoying.

11.1 f(x) =(1 +x)-e~x. 11.2 /(jc) =sin2x «cos2x.
113 /(*)=*2 114 f = tgn-.
(*) x —bx+6 ()\(/)’ are g1+jc
11.5 f(x) =arctgi” . 11,6 /(x) =arcsin-r™*=T.
I-X \JI + X
11.7 [/ (x) - arccos(l- 2x2). H.8 /(x) =cos2x.
11.9 /(x) =sin3x. 1110 /(x) ==XP
1
11.11 /W =(lI - 11.12 =
(T_xy -2X
* ). '
11.13 11.14 /(*) Lo« 2y 2
11.15 f(x)= 1 2- 11.16 f(x) =-~"-r.
[x +2) 9+x
3x —5
1117 /(*)=V -4 x +3~ 1118 f(x)=e2X+2e%
X - 12-5x
1119 1120 /(*) g 5y.x2

11.21 /(x) = In(x2+3x + 2).

12-masala. Berilgan funksiyani ko‘rsatilgan nuqgta atrofida Teylor
gatoriga yoying va bu gatoming yaginlashish sohasini toping.

12.1 f(x) =yfx;x0=4. 12.2 f(x) =ex;x0=-2.



n
12.11 /(*) =sinx;x0 12.12 /(x) =n/x;x0=3.
12.13 / (x) =sin2x;x0= 12.14 /(x) =cos2x;x0= |.

1
1215 /M =~T AT M *0=-1- 1216 /(x) =Vx;x0=8.

71
12.17 /(x) =sin3x;x0 12.18 /(*) =e0s3x;x0=—.

1219 /(*)=¢;*0=-i- «.ro /IM=1_2nr7" =2-

12.21 /(x) =cos4x;x0=

13-masala. Quyidagi gatorning yig‘indisini toping.

13q g X 132 £ (2u+ Dx".
T om0 2"
® (3« +1)x3" © ¥
13.3 X ul A= (i + 1)
~ 1sin nx
135 5—,;1> V- 13.6 3§ »!
mAX"
187 138 £oomr
13.9 E (W IK - 1310 £(-1T -(2n-1)x2 .
9 x4;3
1811 £«e(«+ 0¥~ 13.12 Efhn-3
. M r1 13.14 A 2/1-1
13.13 tli(2<<-l)-3" IR
n2/7+1 2H+1
1315 L 5%y 1316 £0-D" 504
® N yar
1317 § (27 13.18 Xx~4Xx2+9x3-16x4+
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13.19 1-2jc+2-3x2+3-4x3+....  13.20
1-2-3 2-3-4 3-4-5

1 1 1 1
1321 b2~2-3 +3-4 45+ "

14-masala. Berilgan gatorning yig‘indisini toping.
2n

141 K -1)" * +i 14.2 £ (5«-3)(2/j-2)"

1 1 n+2
14.3 E:l(-o Kn n+2 14.4 l% (2« 2) *

1+ (- 146 z(-0"4 1-1U
o 2n+1 V  njx"
i ) ( _ 1):- \V/ \n-1
7 Gnn- 148 29 2741
A (-D)"xaw
149 & (n+1) 1410 Z4tMn o 41y
2n+2 ) 1 1 X
1411 £, on +1){2n +2)" 1412 £(-0" 7
\ilt X
«*13 I(-N)m 1414 7 - .
. _i ll+
1415 & o/i-(2n-1) 14.16 %m_( ) 7
].'1'-(-0W+l 14.1 V\ﬂ
1417 Z 18 Z, (FI+1)X"
\Y H)"*"
1419 Ay 1 +2) 14.20 Zy oo 1)
14.21

Z 2« *(2« + 1)
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15-raasala. Quyidagi qatorning yig‘indisini toping.

15.1 %4 n2+9m + 5)x"'

15.3 T 1>"+3

©
15.5 >|/l(=0( "2+5n +3Y'-

15.7 E):(()3 «2+8«+5y 2
P

15.9 ¢ (2>r + 7« +5)"H.
10

1511 |>-(2n-1)x"+
123

15.13 /’;:gbrz-n-\)x\
(0

15.15 £ (n 2+ 7n+4)x".
w0

15.17 £ (2«2+2n+a"
J/=)
15.19 (l';FS« 2+ 21+ 2)xXsH2

1521 £ (u2+5a+4)x"42

n=0

®
152 1 (3«2+7»+4>n.
2]

15.4 7'7__62 n2+4n+3)x"2

15.6 X(2nr+5n0+3)x“ .
[H

15.8 /57__82«2+8«+5)x".

15.10 ¢ (3 a2+7/? +5)x™"
7]

15.12 ,/57_6« 2-« +)x".

15.14 /E7:o(3«2+5« +4y4

15.16 4 (2«2-w -2)x,+l
TH)

15.18 %ﬂ“+2n-|>".

15.20 ?7:0( n2+4a+3)x"H

16-raasala.
Integral ostidagi funksiyani qatorga yoyish yordamida berilgan

integralni hisoblang.

i
16.1 JIn77 ~dx.
0

[
16.2 Jlnx-In(I-*)«fc.
0



D
r X .
163 b ~ 1 . 16.4

o -8

HInix +\1\v X j
165 J|\/| —————————————— >'dX

Darajali gatorlar yordamida quyidagi differensial tenglamaning
berilgan boshlang‘ich shartlami ganoatlantinwchi yechimini toping.

166 § -y =0, y(0)=1. 167 (1+x2) /-1 =0, y(0)=0.
16.8 y'+/1¥ =0, V(=1 Y(0)=/. 16.9 y-xy =0, y(0)=1 /(0) =0.
16.10 (1-x2)y"-xy' =0, y(0) =0, ¥ (0)=1.

16.11 (1-x2)y"-5xy'-4y =0, ;y(0)=1 ¥ (0)=0.

16.12 y"-xy-0, y(0)=0, Y(0)=1.
Integra] ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish usuli
yordamida berilgan integralni 0,001 aniglikda hisoblang.

16.13 16.14 jlfxcosxdx.

i_ . 'odx
16.15 jsinx2A. 16.16 J-

on/l +X4

16.17 je~dx. 16.18 j~~dx.

2 0 X

H dx IBIn(l +x2)
1619 LW - 1620 h r - *
16.21 \e~xx.
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-D-
Namunaviy variant yechimi
n2ex .
1.21-masala. Ushbu /« (*)-In 3+-, s funksional ketma-
\ «

4+ e-y

ketlikning ™M =[0;+00) to‘plamdagi limit funksiyasini‘toping.

L In3+ limIn 1+ wv'
-f- = m In

V3+»f +e*_ 3e(n4+elx)

«V
In 1+
3(nd+e2*)\ »2€,
=In3+ lim - — N e —e|lim ——--—---—-=In3+10=1In3>.
= "-»*3(«4+ e2t)

3(a4+<r")

r§ \_ n+X . o
2.21-masala. Jn\x)=---s---—---- 7= funksional ketma-ketlikni a)

M+ X+ \Inx

O0<x<-k» b) 0<x <1 oraliglarda tekis yaginlashishga tekshiring.
< Ikkala oraligda ham /, (x) ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,
1+

f(x)=tlimf (x)=lim-——%_" = lim =1
' n=0 =5, + x +y/nx

I« in
bo‘ladi. Endi tekis yaqinlashishga tekshirish uchun ]°-punktdagi
1-teoremadan foydalanamiz.
n+ x Jnx

n+x+yjnx nN+Xx+nx
deb belgilasak, 1-teoremaga ko‘ra {/,, (x)} ketma-ketlik M to‘plamda
tekis yaginlashishi uchun ushbu
\imSupr (x)=0;

"~*x xeM
munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
a) 0<x<+00 bo’lsin.



n+n+y/n-n  3n 3 mxmp+n) 7V ' 3

b) 0<x<1 bo‘lsin. Bu oraligda ¢ (x)>0 bo‘lgani uchun

{-.(x)}t = &%E_rn(x):r,,(l):b-;i-_i_ﬁz- = r!%i;rg)/? ;,(x):)l)i@))--:;T+~)~//rn: 0 =
=> fn(X) funksional ketma-ketlik 1 ga tekis yaginlashmaydi.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik 0<x<+o00 to‘plamda
notekis, 0<x <1 to‘plamda esa tekis yaqginlashar ekan. >

3.21-masala. Yeyershtrass alomatidan foydalanib,

S'» 1+n_|n2(n+ N funksional qgatorning 0<x<2 oraligda tekis

yaginlashishini ko‘rsating.
U,(x) =1In 1+n.n2(n+|) Berilgan 0<X<2 oraliqda qu-
yidagi tengsizliklar o ‘rinli.

M # In 1+ In 1+
n-1n2(a + 1) W-In2(rt + 1) m-n2@7=1) WN-1n2(n + 1)

n-InZEﬂ+15I deb belgilasak, Koshining integral alo-

X- 00 1
matiga ko‘ra Xqa«=d%n-\n2(n+\) sonli gator yaginlashuvchi
bo‘ladi. Unda Veyershtras alomatiga ko‘ra berilgan funksional ga-
tor 0<x<2 oraligda tekis yaginlashuvchi. >

4.21-masala. Berilgan ushbu

Agar a,,=-

n
§ (I+2x2) o(l +4x2)e...o(1 +2/?X2) ;

funksional qgatorning 1<x<+gg oraligda tekis yoki notekis yaqin-
lashuvchiligini aniglang.

< Bu gatorning tekis yaginlashishini tekshirish uchun 2°-punkt-

dagi 1-teoremadan, ya’ni (I0)-tenglikdan foydalanamiz.
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()= (1+2x2) (1 +4x2 (1 +2rar)

I . N=23,..
2 (1+2v2) M1 +42)e.o (142(n- )v2) (1 +2x2)(1 +4x2)-...-(1 + 2/tr)
va
n 1 1
= [ (— l. 1 '
0= oo Rty @723 %) 927 (o w(1+4xD) - (1 =2/21)

*Vxe[l,+00) uchun S(x)- ( * ) ~irr va 2Ax)=5(x)-50(x)=

1 EMI-. -, Lo >
(I +2x2) m(1+4%=)  (1+22l )| A (1+2)(1+4)m..(1+2n)
=>lim Sup I, (X)| - 0=> Berilgan gator [l,+00) oraliqda tekis ya-
ginlashadi. > A n
5.21-masala. SATAT~[J‘(25x’ +1) funksional gatorning ya-

ginlashish sohasini toping.
< Yaginlashish sohasini Koshi alomatidan foydalanib, topamiz:

Ilm\l//||un(x)| =limJ-—j-; I)Y‘(25*" +l) - ——-" <1y

777973

25 VV5y
1\ 0
- - H * oA \i_ ﬂ? b0‘|lb
ginlashadi. Chegaraviy 5" nuqtada esa i; 5, N+l ’
1
I|mu '+ = lim- =1*0

vV onj N +1
gator yaqinlashishinmg zaruriy sharti bajarilmaydi => yagqinlashish

111 .
sohasi interval ekan. >
v 9 9
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6.21-masala. Ushbu
3jc

jT27" -x3"-arctg
g =1 .
funksional gatorning yaqinlashish sohasini toping.

< Bu qgatorning yaqinlashish sohasini Dalamber alomatidan foy-
dalanib, topamiz:

27141 ex3*3earctg—
+
lim KA X) gim 2N+5 _ 270 «lim U 2t 27-pr <1;

JX -Ui
27" -x3' arctg 2n+5 3-Ui
2« +3

1.1

bo‘lsa yaginlashadi. =>W<- yoki xe 33 da yaginlashadi.

Chegaraviy nuqtalarda tekshiramiz.

1 1 1
A 'Isi =arct = 0%
1) x bo'lsin 92w+3 oneg VA 2+ 3
1
uzoglashuvchi =>berilgan gator x=- nuqgtada uzoqlashadi.
2) *= bo'lsin = = arctg 2n +3 va

0 j

I (- arctsfd—i—;Jr gator Lebnis alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi

berilgan gator *=-- nuqtada yaginlashuvchi.

Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasi
11 o
3 3 vyarim interval. >

7.21-masala. Berilgan

H
gatorning yagqinlashish sohasini toping.
< Koshi alomatiga ko‘ra
—tlIn[ 1+—1

limigjw (,x};l:lime, 1) =3%"<i:

M-»X »»CC
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bo'lsa, ya’ni x>0 bo‘lganda berilganqgator yaqinlashadi. Chegaraviy

x =0 nugtada un(0)=(-1)" bo‘lib, Z (_1) qator uzoglashadi.
Demak, berilgan gatorning yaqinlashish sohasi (0,+°0) oraliqda
iborat ekan. >
® J
8.21-masala. gizﬁ";%)TIMﬁTw\—/(x—S) funks«onal qgatorning

yaginlashish sohasini toping.

< Qo‘yilgan masalani Dalamber alomatidan foydalanib, ye-
charniz. Agar
lim U+ ("+2)In(;7+2)'(I-3)2" - 1 ;1-

U,(x) "S*(«+3)In(n+3)e(v- 3" (x-3)2
bo‘lsa, unda berilgan funksional qgator yaqinlashadi
=>(x-3)2>1=>|x-3|>1=>xe(-00;2)U (4;+00) to‘plamda berilgan
gator yaginlashadi. Chegaraviy x-2 va x=4 nuqtalarda

w+2)In(« +2) ¢

co J

bo‘lib, X ~2+2)in(?+2) sonli gator Koshining integral alomatiga

ko‘ra uzoqglashadi => Berilgan funksional gqatorning yaqinlashish
sohasi (-00;2)u(4;+00) to'plamdan iborat. >
9.21-masala. Ta’rifdan foydalanib, .
« -y

funksional gatorning [0; I] kesraada tekis yaqinlashishini isbotlang
(;0(&)-?). n ning ganday giymatlrida gatorning qoldig‘i Vxei0, 1]
uchnn 0,1 dan katta bo‘lmaydi?

< Bu masalani yechish uchun Vs>0 olinganda ham
3n0=n0(s) e N topishimiz kerakki, \/n>n0 va barcha xe[0,l]

uchun V,,(x)\im <£ tengsizlik bajarilishi lozim. Vs>0 son

olamiz va quyidagi baholashlarni amalga oshiramiz:

» .ox xu2 +
- S(-0 aem (0" 77.13 )Ry 7742137

241



olinganda ham "o("): ?Ui*?@ deb olsak, W/?>n0 va Vxe[0,l]
o

lar uchun 7 «*(*) <s tengsizlik bajariladi. Bu esa Z (-0 7¢-13
L=
funksional qator [o,1] kesmada tekis yaqinlashishini anglatadi.
Masalaning ickinchi gismini yechish uchun e=o0,l deyish ki-
23
foya => no(e) 01‘+13 =3=> barcha n>3 lar uchun
jr,(x)|<o,l bo‘ladi. >
z K-y

(2/7- 1) -2' funksional 9ator uchun uni [I;3]

kesmada majorirlovchi gatorni toping va ko‘rsatilgan oraliqda tekis
yaginlashishini isbotlang.

i "m |*=2r 1
<4 vxe[l,3] uchun K W] -@2n-\)s" ~(in -0)*V bo<lib>

a'=(2n-1)M" desak § a"" § (2«-1)-2" sonli Qator berilgan
gator uchun uni majorirlovchi gator bo‘ladi. Z a« qator yaqin-

lashuvchi bo'lgani uchun Veyershtrass alomatiga ko'ra berilgan
N (x=2)
,(M7-1D-2" catorning [l; 3] kesmada tekis yaginlashuvchi ekan-

ligini hosil gilamiz. >
11.21-masala. /(x) =In(x2+3x+2). funksiyani Makloren ga-

toriga yoying.
< Bu masalani yechish uchun

f(X) =In(x2+3x+2). = In[(X +1)(x +2)] =

=In(l +x) +In(2 +x) =In(l +x) +In2+Inf 1+—j;

deb olib, 5°-punktda keltirilgan 2
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In(l+x) =jr(-D)"H— ,xe(-1, 1];

tenglikdan foydalanamiz: "1
L} X/\
In(x2 +3x +2). = In2 +In(l +x) +In 1+§

« GD( :Dnﬂ'

:In2+?7(:l(—l) — +Z V2,
-9 1

(In2+X 1+— X't
=« v 2

|
12.21-masaia. / (x) = cos4x funksiyani x0=—t nuqta atrofida Teylor
gatoriga yoying va bu gatorning yaginlasfaish sohasini toping.
< Awalo cos2x =—(1 +cos2x) ekanini e’tiborga olib,

/ (X) =cos4x = (cos2x) =—l +2c0s2Xx+c0s22X) =

M) +5 cosaxh L FEOSP _ 3, 1ooson +Lonsax
8 2 8
n
bo‘lishini topamiz. So‘ngra x-t+— almashtirishni bajaramiz:
/ /
/(%) =/ :§+—1CZOS 21+171 1 3 1 ]COSN.
V 4 8 2 N\ 2) 8 2;

Endi sinx hamda cosx laming 5° punktda keltirilgan yoyilma-
laridan foydalanib, ushbu
* - IY'.22'—EL
sm2r=y i- ~ — r—t
?{I (2« +N!

« (-\X -AZ2'
cos4d/=Y i- I—— th

6 (2»)!
tengliklarga bo‘lamiz. Natijada
Jicy = N W ~#\.'M"F 1y. (h"42 i
U0 =52 Y "+ 47 *& (2

243



4 (217 + 1)! ti o (2»)!
gatorni hosil gilamiz. Bu gatorning yaqinlashish sohasi (-00,+00)
ekaniigirti ko‘rish giyin emas. >
13.21-masala. Quyidagi
1 1
1-2  2-3 3-4 4-5
gatorning yig‘indisini toping.
-7 -1y _
ity RN UChUN 7y O
taqgoslash amlomatiga ko‘ra u absolut yaqginlshuvchi => Chekli
yig'indiga ega. ,
5 - =0

~ilz(/7 +1) ’
deb belgilaymiz.
Ushbu by e
T00=1 B+ (1)

yordamchi gatorni kiritamiz. Bu gator jx]<1 da absolut va tekis
yaginlashadi. Abelning 2-teoremasiga ko‘ra (50 punktdagi 7-teore-
ma va uning natijasiga garang)

S= \EL%ES'GC)-
bo‘ladi. £(x) funksiyani topish uchun (lI)-tenglikni 2 marta diffe-

rensiallaymiz.
® U

“n

=1+ +n2+n3+..=— |X|<I=>
/A 1-X

= S"X)=Ih— +c¢, va 5"(0) =0=>
=>c, =0=>5"(x) = (I-x)-In(I-x) +x+c2 va 5,(0)=0=>c2=0;
Demak, 5(x)=(-x)-In(I-x)+x ekan =>S- lim ,S'(xX)=21n2-1.>
14.21-masala. t{ 2n-(2« +l)* gatorning yig‘indisini toping.
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o] Bu gatorning yaginlashish sohasi [-1; I] kesmadan iborat
bo‘lib, bu kesmaning ichki nuqtalarida gatorni hadlab, differensial-
lash mumkin:

0. L

N

SO=gpor_(onfp STI= N ST W F - T4 4-=7

xe(-L1) /S"(X)= jf——~—rrdx+cx: —-—In*l-x" +¢, va *S"(0)=0=>c, =0=>
T—X

S(x) = Js'(x)dx +c2=-—Jin (I-x2}dx +c2=((bo‘laklab integral-
. . X, L. 2\ 1, 1—X
lash usulidan foydalanamiz)) In(1-x"J +x+—nA*—" +c2 va
S(00)=0=> c2=0.
f X2 1, 1-x x| 2\

Demak- Z,2n-(2n")" S+2 TIx~2 ckan' Te”g~

iik (-1 1) intervalda o‘rinli. >
©
15.21-masala. %"?+5" +4r " qatorning yig‘indisini toping.

< Berilgan gator (-1; 1) intervalda absolut va tekis yagin-
lashadi va shu intervaldagi V oraligda bu gatorni hadlab integral-
lash mumkin:

S(x) = j>1(«2+BN+4)x"H=jr (17 +D)IT +4)x"R=>XMB (1) =~ (« +1)(n +4).v"4383 =

I»=0 17=0

= }BXIX=Z{;? H), 144G, = I T H)V' +q =X B8 (*) +5

x=0 da S(0)=5,(0)=0=>¢ =0
Demak,

(x*S(x)dX —x4+St(x) va ™ (*):zn:o(,7+0x A x)

X
—Z HH~X+X +X3+..————1c2 X=0 da S, (0)=0=>c2=0.
«=0 1—x

Js, (X)dx = =5, (X)7:B =—— 5~ Bu tenglik va
1-x -X. v XJ
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iX-S(x)dx =xA-St(x) dan

>X-5(X) = (x4-S,(X)) = 4x3e(l —x)" +2x4+(l - X)

(1-x) 0l?
2x2+(2 -X)
=21° 2~X>"S(x) =
(1-*) 0-4
Shunday qilib,
(> +5,+4) A =2 p N xe(-l; N>
«0 @-x)

16.21-masala. 1Integral ostidagi funksiyani darajali gatorga yoyish

usuli yordamida 8& " dx integralni 0,001 aniglikda hisoblang.

< Agar 5°-punktda ex uchun keltirilgan yoyilmadan foydalansak,
= ,(-D)"-x2'

N\
ekanligini, bu yerdan esa
) Gy
N\ AN «1(2/7+1) _»Zz,," (217 + 1)

bo‘lishini topamiz. Bu hosil bo‘lgan qator Leybnis gatori bo‘lib,
uning m-hadidan keyingi qoldig‘i

(=)

uchun

r <
" (m+DYP-(2/KK+3)’
bo‘lishi bizga ma’lum. |r,,]J<0,001 bajarilishi uchun oxirgi tengsiz-

likdan m>4 bo‘lishi kifoyaligini aniglaymiz. Demak,

k d-j)([» 1—1 1—;———1+ 1 >0,747.>
J X 5 A2 216
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8-8. 7-MUSTARQIL ISH
Xosmas va parametrga bog‘liq integrallar

1-tur xosmas integrallar va ularning yagqinlashisbi.

2-tur xosmas integrallar va ularning yagqinlashisbi.

Xosmas integrating Koshi ma’nosidagi bosh giymati.

Parametrga bogiiq bo‘lgan xos integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Parametrga bogiiq boigan xosmas integrallar va ularning tekis
yaqinlashishi.

Parametrga bogiig boigan xosmas integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Eyler integrallari.

A
Asosiy tushuncha va teoremalar
B
Biz 1-kursda \f{x)dx aniq integralni o'rganish jarayonida unga

2 ta shart qo‘ydil?:

1) a va b lar chekli sonlar,

2) [ab\ da berilgan f(x) funksiya shu kesmada chegaralangan.

Endi biz aniq integralni quyidagi umumiyroq hollarda
o'rganamiz.

1-hol. Oralig cheksiz, lekin funksiya chegaralangan,

2-hol. Oraliq chekli, lekin funksiya chegaralanmagan.

1-holda hosil boigan integralga |-tur xosmas integral, 2-holda
hosi! boigan integralga esa li-tur xosmas integral deyiladi.

Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar va ularning xossala-
rini alohida-alohida va batafsilrog o‘rganamiz.

le Chegaralari cheksiz xosmas integrallar
(I-tur xosmas integrallar)

Integrallash oraligi cheksiz boigan holni koi'aylik. Bunda 3 ta
vaziyat yuz berishi mumkin:

1) a < X< +o0;

2) —oo<x<b',

3) —oo < X< +00.
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Aniglik uchun 1-vaziyatni to‘lig ko‘rib chiqaylik.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,+00) nurda aniglangan bo‘lib,

A
VA>a soni uchun \f{x)dx mavjud bo‘lsin.
[ A
F (A)=\f(x)dXi @
a
deb belgilaymiz.
1-ta'rif. Agar ushbu
JiiL TA *)*;
a

limit mavjud va chekli bo‘lsa, uni f[x) funksiyaning [a,+co) ora—
ligdagi I-tur xosmas integrali deyiladi va u

1 f(x)dx; @
kabi belgilanadi hamda 22)—xosmas integra! yaqittlashuvchi, aks hol-

da esa uzoglashuvchi deb ataladi.

Shunday qilib,
-0 A

NFX)dX:=Yxm\F(X)dx.
a a
Qolgan 2 ta vaziyatda ham I-tur xosmas integral shunga o‘xshash

ta’riflanadi:
YH{X)dx:=Yu™\ f(x)dx,

. ::iOD g
37 oydx:=dim 37 (x)dx,
B>hc A
a +»
Agar Jf(x)dx va Jf(X)dX xosmas integrallar yaginlashsa, u
-00 a

+00

holda \f{X)dx xosmas integral ham yagqginlashadi va

jf(x)dx= jf(x)dx+ jf(x)dx;
bo‘ladi.
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Misol. j"—~j (a>0 va X - v hagigly son) xosmas integralni
yagqinlashishga tekshiring.
< V A>a olamiz
11M‘

f(a)- J~t= 1-A 1-11
InxE=In" -Ina,A=1

A&l

a-x
X>\ bofisa Jim F(A) =-——- bo'lib, integral yaginlashadi. A<1
J— X

bo‘lsa AEQPFQ/A)—"O bo1ib, integral uzoglashadi.
Shunday qilib,
*}dx [yaqginlashadi, agar X>\ bo'lsa,
JXx'1 [uzoglashadi, agar X < 1 bo'lsa.
1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (2)-xosmas integralning yaqin-

lashuvchi bo’lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir: Vs >0 uchun 3B>a:\/Ai>B va A2>B lar uchun

bo ‘ladi.
Ko‘p hollarda Koshi shartini tekshirish giyin bo‘ladi. Shuning

uchun tekshirish oson bo Igan alomatlarni keltiramiz.
A

Bundan buyon biz har doim \/A>a uchun \/{xX)dx mavjud
a
deb faraz gilamiz.

2-teorema. (Umumiy taqqgoslash alomati). Faraz qilaylik, [a,+o0)
nurda

NFf(X)\<g(X)
-+ ©
boflib, \g{X)dx xosmas integral yaginlashsin. Unda jf(x)dx xos-
mas integral ham yaginlashadi.
3-teorema. (Xususiy taqqgoslash aloinati). Faraz qilaylik
O<a<X< +oo hurda |/(X)]-"7’ c>"~comt va X>\ bo‘sin. U

249



holda \f{*)dx xosmas integral yaginlashadi. Agar 3c>o0:

| /Ne pr>

+D
bo'lib, X<\ bo'ha, \f{x)dx xosmas integral uzoglashadi.
a

2-ta’'raf. Agar J]/(x)]a vyaqginlashuvchi bo‘ha, u holda
_m: a
N\ f(x)dx xosmas integral absolut yaginlashuvchi deyiladi.
a
2-teoremaga ko‘ra absolut yaginlashuvchi integral oddiy ma’noda
ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.
+X +00

3-ta’rif. Agar \f{x)dx yaginlashib Jl/(*)!*& uzoglashsa,
49
JT(X)dX xosmas integral shartli yaginlashuvchi deyiladi.

4~teorema. / (X) va g{x) funksiyalar [a,+°0) oraliqda anig-
langan boHb, f (x)>0 va g(x)> 0 boisin.
Agar X-»+00 da

H{x) =0"(9(x))-,
+ -«
bo‘lsa, \f{X)dx va \s{X)dx xosmas integrallar yoki bir vaqtda

yaqinlashadi yoki uzoqlashadi.
5-teorema. /(x) va g(x) funksiyalar [a,+°°) oraligda anig-
langan bo‘Hb, ular quyidagi shartlarni bajarsin:

(Abel alomati) a) Jfix)dx yaginlashuvchi,

b) g(x) funksiya [a+co) da monoton

va chegaralangan;
A

(Dirixte alomati) a) 3K \A>a \f(x)dx <K,

a
b) <?(x) funksiya [a +co) da monoton
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va ﬂ@g(x) =0.

@«
U holda f/(*)<& xosmas integral yaqginlashuvchi boiadi.
5|
Misollar. 1) jsinx2& xosmas integral yaginlashishga tek-
1

shirilsin.

+CO +x J

< Jsinjeifjc= Jxsinx2—dx deb olib, /(x) =xsinx2, g(x)- —
[ i X . . . .
deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:

1) /(x) =xsinx2eC[l,+00) va F(x)=-"-cosx2- chegaralangan;

2/)g(lx):— I va rI_i>r+nxg(x):o;
)] @

{f(x)g (x)dx= {sinx2dx - yaginlashuvchi. >
1

+00

2) J-——dx xosmas integralning shartli yaginlashuvchi ekanli-

i X
gi ko‘rsatilsin.
< Agar f (xX)=sinx va g(x) =~ desak, Dirixle alomatiga ko‘ra
yaqinlashuvchi ekanligini hosil gilamiz.
Endi
+sinx , *?7sinx
—dx- J— -dx;
J X 1 X
xosmas integralning uzoglashuvchi ekanligini ko'rsatamiz.
T R I-cos2x
SINX> SIN X — —————— .
1 1 2
Unda NA>1 uchun
IIsinx ,, 1 N\ 1"rcosz2x
—d'X>- ——— —————dx;

- x P 2 X 2- X

bo‘ladi. MaiumKki,

Adx  Hrdx .. 'rcos2x _ # cos2x
1™J~~ J* *“uzoglashuvchi va J™J ~ -J Xx ax-
1
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Dirixle alomatiga ko‘ra yaqginlashuvchi. Shularga asosan oxirga teng-

“F sinx
sizlikda A->+oo0 da limitga o‘tib, Jl->'(-dX xosmas integralning
uzoglashuvchiligini topamiz. = f— -dx integral shartli yaqin-
1‘ *

lashuvchi. >

Eslatma: Birinchi tur xosmas integrallarda harn ma’lum shart-
lar bajarilganda aniq integrallarni hisoblashda qo'llaniladigan
o‘zgaruvchilarni almashtirish, Nyuton-Leybnis, bo‘laklab integral-
lash va shu kabi boshga formulalar o'rinli bo‘ladi. Ularning shart-
larida va ifodalanishida printsipial farq bo‘lmaganligi sababli biz
ularga to'xtalmaymiz.

2°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
(ll-tur xosmas integral)

Faraz gilaylik, f (x) funksiya \ah) yarim segmentda berilgan
bo'lsin. Agar Vor>0 soni uchun /(x) funksiya \a,b-a)<"\a,b)
da chegaralangan bo‘Hb, \ab) da chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
b nugta /(x) funksiya uchun maxsus nuqgta deyiladi.

Aytaylik b nugta \ab) oraligda berilgan /(x) funksiya uchun
maxsus nuqta bo'lib, /(x) funksiya [a, b-a\ kesmada integral-
lanuvchi bo‘lsin.

F(cc)= J f(x)dx;
a
deb belgilaymiz. Bu funksiya (0,b-a] yarim segmentda aniglan-

gan.
Ta'rif. Agar ushbu
b-a
Ij = |i i
a.|mEF(a) &L%; f(x)dx\

limit mavjud va chekii bofisa, uning giymatiga /(x) funksiyaning
N\ab) dagi Il tur xosmas integrali deyiladi va
b

JT()dx; ©)

a
kabi belgilanadi hamda (3)-xosmas integral yaginlashuvchi , aks holda
esa uzoglashuvchi deb ataladi.
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Shunday qilib,
N\fX)dx:=sim jf(x)dx;

Xuddi yuqgoridagidek, a nuqta f(é( )kfunksiyaning maxsus nuqtasi
bolganda (ab\ oralig bo‘yicha xosmas integral, a va b nuqtalar funk-
siyaning maxsus nuqtalari bo‘landa (a,b) oraliq bo'yicha‘xosmas in-
tegrallar quyidagi tengliklar yordamida aniglanadi:

i/OO)A=HmM \f{x)dx.

a a+a

J/(X)& :=Jim \f{x)dx
a R-++Oa+a
b 1
Misol. _xy"X (~>0) xosmas integral A<1 bo‘lganda

yaginlashadi va J1>1 bo‘lganda uzoglashadi.

ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham birinchi tur xosmas in-
tegrallarda o'rinli bo'lgan ulami hisoblash usullari va yaginlashish alo-
matlari o‘rinli. Ulaming hammasiga to‘xtalmay, asosiylarini keltiramiz.

1-teorema. (Koshi Kkriteriyasi). (3)-xosmas integralning yaqin-
lashuvchi bo flishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir: \/s>0 uchun >0: O<a" <a'<S$S tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi V a' va a" lar uchun

<f m

tengsizlik bajariladi.
2-teorema. f(x) va g(x) fiinksiyalar [a,b) da berilgan bo Tib,
b shu funksiyalarning maxsus nuqgtasi bo‘lsin. Agar \/xe\ab) da
o<f(x)<g(x)-,
b b
bo'lsa, n holda \s{x)dx integralning yaginlashuvchiligidan \f{x)dx
a b °
ning yaginlashuvchiligi; \f{x)dx integralning uzoglashuvchiligidan
b

N\s{x)dx ning uzoglashuvchiligi kelib chigadi.
a
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Natija. Agar |/(x)]<c-(6-x)/1 bo'lib, &<l bo'lsa (3)-xosmas

integral yaginlashadi. Agar f(x)~'IEb——)—()17> c>0,bo‘lib, A>1

bo‘lsa, u holda (3)-xosmas integral uzoglashadi .

3-teorema. Agar X-+b-0 da /(x) =0+*(g(x)) bolsa, unda
b b
JFO)dX va jg{x)dx integrallar bir vagtda yaginlashadi yoki uzog-
lashadi. )

4-teorema. f(Xx) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bofib,
ular quyidagi shartlarni bajarsin:

b
(Abel alomati) a) jf(x)dx integral yaginlashuvchi,

b) g(x) funksiya \ab) da monoton va chegaralangan;
b-S

(Dirixle alomati) a) vaso I/ (Xeix <K,

b) g(x) funksiya [a, b) da monoton va
lim g(x) =0

x-*b-0

U holda \f{X)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
a

3°. Xosmas integralnmg bosh qiymati

1-ta'rif. Aytaylik, T (x) funksiya -oo<x<+o00 toTi chizigda anig-
langan bo'lib, undagi v kesmada integrallanuvchi bo'lsin. Agar ushbu

J
limit mavjud va chekli bo‘lsa,“AY(x) funksiya (-oo,+o00j oraliqda
Koshi ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. Bu limitning giymatiga
esa /(x) funksiya xosmas integralining Kc™hi manosidagi bosh qi-
ymati deb ataladi va

V-PIf{x)dx;
kabi belgilanadi.
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Demak,
V.p)f{x)dx:=Km\ f(x)dx.

— —A
Teorema. Agar f(x) funksiya toq bo‘lsa, u holda u Koshi
ma nosida integrallanuvchi va uning bosh giymati O ga teng bo ‘ladi.
Agar f(x) funksiya juft boisa, u Koshi mahosida integrallanuvchi

bo‘lishi uchun

H(O)dx;

0
xosmas integralning yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

2-ta’'rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [ab] kesmaning s

(a<c<b) nugtasidan tashgari hamma nugtalarida aniglangan bo'lib,
(a,c) va (c,b) ga gism bolgan v kesmada integralanuvchi bo‘lsin.
U holda, agar

Elf_@(_) J f(x)dx+ \f(x)dx

limit mavjud va chekli bolsa, f (x) funksiya \ab\ kesmada Koshi
ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va bu limitning giymatiga inte-
gralning Koshi ma’nosidagi bosh giymati deb ataladi hamda u

b

V.p\f(x)dx]

kabi belgilanadi.

Misol. f(x)=— — funksiya [I; 5] kesmada xosmas mahoda
integrallanuvchi emas, lekin Koshi mahosida integrallanuvchi ekanli—
gi ko rsaiilsin.

<4 Xosmas ma’noda integrallanuvchi emasligi ravshan. Koshi
ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

—t=11i ox + dx _
RS 55D e

—gjgo(lna +In3-1na) = In3.[>
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4°. Parametrga bogiig xos integrallar va ularning funksional
xossalari

f(x,y) funksiya R2 fazodagi biror D ={(X,y)e R2:a<x<Nb,
Nef£c/?} aniglangan va V fiksirlangan yeE uchun f(x,y)
funktsiya x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b\ oraligda inte-
grallanuvchi bo‘Isin.

uyidagi
Quyidag b

®{y)=\f{Xy)dx> )
integralga parametrga bogiiq infaegral, u o'zgaruvchi esa parametr
deyiladi.

Parametrga bogiiq integrallarda €>(v) funksiyaning bir gator xos-
salari (limiti, uzluksizligi, differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi
va hokazo) o‘rganiladi. Bu xossalarni oiganishda f(x,y) funksiya-
ning u bo‘yicha limiti va unga intilish xarakteri muhim rol oiiaydi.

f(x,y) funksiya D to‘plamda berilgan, yO esa E to‘plamning
limit nuqtasi boisin.

1-ta’rif. Agar Vs>0 olinganda ham (\/xe\ab\ uchun) shun-
day S -8(ff,x) >0 topilsaki, \y-yO\<S tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi vye E uchun

Nf{X,Y)-<p(X)\<s, xe[a,b]\
bolsa, u holda (p{x) funksiya f(x,y) funksiyaning y~>y0 dagi
limit funksiyasi deyiladi.

f(x>y) funksiya d to'plamda berilgan bo‘lib, ® nuqgta Ye
to'plamning limit nugtasi bo‘sin.

2-ta’rif. Agar \/s>0 olinganda ham (\eN\ab\ uchun)
3A=A(f,x)>0 topilsaki, |y>A tengsizlikni ganoatlantiruvchi
VyeE uchun

f(X,y) - E¥\<s,x& [a,b];

bolsa, u holda (p(x) funksiya f(x,y) funksiyaning y—° dagi
limit fknksiyasi deyiladi.
Limit funksiya ta’rifidagi S=S(s,x)>0 ning fagat £>0 gagi-
na bogiiq qilib tanlanishi mumkin boigan hoi muhimdir.
3-ta’rif. D to'plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y —y0 dagi
limit funksiyasi <p{X) boisin. Agar \/s>0 uchun 3S =S{s)>0 topil-
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saki, \y-YON<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi VyeE Ba Vxel[ab\
lar uchun
NfOy)-(p(X)\<e,
bolsa, f(x,y) funksiya o2z limitfunksiyasi <p(X) ga [a,6] da tekis
yaqginlashadi deyiladi.
4-ta’rif. D toplamda berilgan f(x,y) funksiyaning y-*yO dagi
limit funksiyasi (p(x) bo‘sin. Agar 3£0>0, \S>0 olinganda ham
3 x0e[a¢] va jy-yO[<” tengsizlikni ganoatlantiruvchi yjeE topil-
saki, ushbu
QY i)—(PHO)N\>s0,
tengsizlik ormli bolsa, u holda f(x,y) funksiya <p(X) ga notekis
yaginlashadi deyiladi.
1-teorema. (Koshi kriteriyasi) f(x,y) funksiya y —>y0 da lim-
it funksiya cp(X) ga ega bofib, unga tekis yaqginlashishi uchun quy-
idagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: Vs >0 uchun
S=S(s)>0 topiladiki, \Y'-YON<$, \y-yO\<8 tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi £ hamda \/xe{ab] uchun

Oy -f{x,y)\<s,

tengsizlik bajariladi.

Endi parametrga bogiiq integrallaming funksional xossalarini
keltiramiz.

2-teorema. Agar

DNF fiksirlangan y&E uchun f(X,y)&C\a,b\,

2) v—->70 da f{x,y) funksiya <p(X) ga tekis yaqginlashsa,

u holda b b

lim J/ (X,y)dx = ty(x)dx ®5)

bo 1adi.
3-teorema. Agar f(x,y) funksiya

D ={(x,y)eR2:xe[a,&], jg[c,i/1}
toplamda uziuksiz bo‘lsa, u holda
<Ky)= jf(x>y)dx

funksiya [e,J] kesmada uziuksiz bo‘adi.
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4-teorema. Aytaylik f{x,y) funksiya
D ={(*,>")ei2:xe[o,6],
toplamda aniglangan va
1) V flksirlangan yeE uchun f{x,y)&C\ab\
2)f;(x,y)-3 va eC(D)
bo‘isin. U holda [c<i] kesmada ®'(>>) mavjud va ushbu

MY)=\Tfy{x,y)dx 6

tenglik oYmli bo'ladi.

5-teorema. Agar f(x,y) funksiya 3-teorema shartlarini ganoat-
d
lantirsa, unda | ¢ () integral mavjud va

Cl\f{x,y)dxdy: i 1f(x,y)dy dx -

munosabat o rinlidir.

Endi umurniy ko'rinishda berilgan parametrga bog'lig integral-
larni keltiramiz.

Faraz qilaylik, x=cp(y),x=y/(y) funksiyalar \cd\ da aniglan-
gan bo‘lib, Vye[c,d] uchun

a<¢(y)<i//(y)<b; (8

munosabat bajarilsin.

6-teorema. f(x,y) funksiya ushbu

>={*>>)ed2:s¢e[0,6], j>e[c,I]}

toplamda aniglangan bolib,

1)f(x,y)eC{D);

2) <p(y), y/(y)eC[c,d\ boisin. U holda

Jly)

o(y)= f f(x,y)dx (9)
Hy)

funksiya ham \cd] oraligda uzluksiz bo‘ladi.
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7-teorema. (Leybnis formulasi). Agar
1) f(x.,y)eC{D),
2) fy(x,y)&C(D),
3)<p'ly) va y\y)&C[cd]
bofisa, u holda <3Ay) funksiya ham [c,d] oraliqda hosilaga ega va

fc’00* p(‘bfy{Ay)dXW \Y)-fiy/{y)'y1-0iy)™\.¢*  yl (10
munosabat o Tinlidir.

6-teorema shartlari bajarilgan holda O (7) funksiyaning [cc/]
oraligda integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi va (9)-fimksiya uchun
ham (7)-tenglik kabi tenglik o‘rinli bo'ladi.

5°. Parametrga bogiiq xosmas mtegrallar va ularning
tekis yagqginlashishi
f(x,y) funksiya
Z2)={(x,y)eR2:xe[a,+00),

to'plamda berilgan bo‘lib, V fiksirlangan y&E uchun

+00

N\ f(x,y)dx (yeE)

mavjud va chekli bo'lsin. Bu integral u ning giymatiga bogfiqdir.
Hbt

J(y)= (11)

(IN-integralga parametrga bog‘liq I-tur xosmas integral deyiladi.
Xuddi shu kabi

=@

a
NHXY)AX va  \f(x,y)dx

parametrga bogiiq bo‘lgan I-tur xosmas integrallaming ta’rifmi berish
mumpKkin.

Endi f(Xx,y) funksiya
D, ={(xj)ed?2:je[a,:),
tofplamda berilgan bo‘lib, v fiksirlangan y&E da Xx-b nuqgta
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f(x,y) funksiyaning maxsus nuqgtasi bo‘lsin va bu funksiya N\ab\
oraligda integrallanuvchi, ya’'ni
b

f/(*.y)dx (y"E)
xosmas integral mavjud bo'lsin. Unda

/>0)= \Fx,y)dx (12)

integralga parametrga bogiiq boigan Il-tur xosmas integral deyiladi.
Xuddi shunga o‘xshash x=a nuqgta maxsus nugta bo‘lgan para-
metrga bog‘lig bo‘Jgan ll-tur xosmas integralga ta’rif berish mumkin.
Umumiy holda, parametrga bog'liq chegaralanmagan funksiya-
ning chegarasi cheksiz xosmas integrali tushunchasi ham yugori-
dagidek Kiritiladi.
Biz asosan, (Il)-xosmas integralning xossalarini o'rganish bilan
shug‘ullanamiz.
Aytaylik, f(x,y) funksiya D to‘plamda aniglangan bo‘lib, V

fiksirlangan yeE uchun
+D

jf(x,y)dx-3
bo'lsin.  \at\ci [a,+)0) daa
F (t>y)= jf(x,y)dx (13)

integral mavjud va

+00

I{y)= . (14)

(14)-tenglikdan ko‘rindiki I(y) funksiya F(t,y) funksiyaning
t—» 4+ dagi limit funksiyasi bo'ladi.

1-ta'rif. Agar /—>+00 da F(t,y) funksiya E toplamda o2z limit
funksiyasi I{y) ga tekis yaqginlashsa u holda (ll)-integral E toplamda
tekis yaginlashuvchi, notekis yaqginlashganda esa notekis yaqinla—-
shuvchi deyiladi.

+00

Shunday qilib, \f{x,y)dx integralning Ye toplamda tekis ya—
ginlashuvchi bo'lishi quyidagini anglatadi:
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+00

1) VyeE uchun j/{x>y)*X xosmas integral yaginlashuvchi;

2)Vs->0 uchun 30-06(e)>0:\/t>6 va VyeE uchun
Jf(x,y)dx <s;
t
tengsizlik bajariladi.

Q
N\f(X,y)dX integrating E toplamda notekis yaginlashuvchi ekan-

ligi esa quyidagini anglatadi:

1) VyeE uchun \f{x>y)dx xosmas integral yaginlashuvchi;

2) 3s0>0, V<550 olinganda ham 3yO0eE va 3t0>S,
t0e \g+o0) topiladiki,

m\f(x,yO)dx >s0.
bo’'ladi.
Misol. ’\(y):é)ye”’tk parametrga bog‘lig integral a)
E =(0,+co) va b) =[2,+00)ct oraliglarda tekis yaginlashishga
tekshirilsin.

oa) F{ty)= ONBW= -ge*vd(-XY) =l-ey

(0</<+00)=>Vye(0,+00) uchun
<

=1=>/(")= jye ~0c- yaginlashuvchi.
(6]

Endi berilgan integralni tekis yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.

yef =(0,+00) bo‘lsin. Agar V;>>0 uchun sO0=-,t0>5 va Yo—I
deb olsak, u holda | ‘
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JyGe-mdx =e q?=e'i—é1> =e0

1
3
bo'ladi. => integral E =(0,+co) da notekis yaginlashadi.
b) Endi integralni Et=[2,+co)c:£, to'plamda tekis yaqginlashu-
vchanlikka tekshiramiz. Ve>0 olamiz.
] i 1 1 1
Averdx =l-e-qf=e» =gy =(("> >¢)) <z =s=5=, ¢

deb olsak, tekis yaginlashish ta’rifidagi shartlar bajarilar ekan.

+00

=>f(y)= O\easdx integral jE}-[2,4<») oraligda tekis yaqginlashadi. >

2-ta’rif. Agar Vs>0 uchun 38=8(s)>0: t'>8, t">8 ni
ganoatlantiruvchi va \/yeE uchun

.
N\f{x,y)dx <s.

tengsizlik bajarilsa, unda (11)-xosmes integral Ye toplamda funda-
mental integral deyiladi.

+00

1-teorema (Koshi). I{y)= \f{x"y)dx integralning Ye toplamda

tekis yaqinlashuvchi bo lishi ucﬁun uning Ye toplamda fundamental
bofishi zarur va yetarlidir.

Bu teorema nazariy ahamiyatga ega boflib, undan amaliyotda
foydalanish ancha qiyin.

2-teorema (Veyershtrass). Agar 37(x)>0 (xe[a,+co)) funksi-
ya topilsaki

1) Vxe[a,+00) va VyeE uchun J/(x,j>)] <ip(x),

2) J(p(X)dx yaginlashuvchi

+00

boisa, unda ~00= \f{X,y)dx integral Ye toplamda tekis yaqin-

lashuvchi bo‘ladi.
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3-teorema (Abel alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar
0 =] (ij)G R2:xe[fl, +), ye.#];
toplamda berilgan bofib,
1) v fiksirlangan y&E uchun g(x,y) funksiya \a+00) da X
0zgaruvchi boyicha monoton va u D toplamda chegaralangan,

+m

2) \f{x>y)dx mtegral Ye da tekis yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda

\f{x,y) g(x,y)dx—i

integral Ye to'plamda tekis yaqginlashuvchi bofadi.

4-teorema (Dirixle alomati). f(x,y) va funksiyalar D
toplamda berilgan bofib,

1) \/t>a va VyeE uchun

If(x.y)dx _¢ (c=const),

2) v fiksirlangan yeE uchun g(x,y) funksiya [a+co) da X
0zgaruvchi boyicha monoton va x—+00 da g(x,_y) funksiya O ga
tekis yaqginlashsa, u holda

+00

N\HXy)-g{x,y)dx"

integral E toplamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

6® Parametrga bog‘lig xosmas mtegrallarning
funksional xossalari

f(x,y) funksiya i) =j(jcj)ei?2:”e[0, +00), YyeE] to'plamda
berilgan bo‘lib, yO nuqgta Ye to'plamning limit nugtasi bo‘lsin.

1-teorema. Agar

1) v fiksirlangan yeE uchun /(j,j)ec [fl,+ ®),

2) y->y0 da V [a/] (a<t<+< kesmada f(x,y) funksiya
&(X) ga teki: yaqginlashsa,

3) 1 o) = \f{x,y)dx integral Ye toplamda tekis yaginlashuvchi
boisa, u holda y->y0 da /(;’) funksiya limitga ega va
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bo 1adi.
2-teorema. Agar f(x,y) funksiya
Z)= {(x,;y)ei?2:xe[a,+00), y~[c,d"
toplamda berilgan bofib,
V f(x,y)eC(D),
0

2) i(y)- jt(x>y)dx integral \cd] da tekis yaginlashuvchi

boisa, u holda I(y)eC\c,d\ bofladi.

3-teorema. Agar f(x,y) funksiya
Z={(*,;>) e rxe”+co), ye[c,i/1}
toplamda berilgan bo'lib,
1)f(x,y)eC(D), f;(x,y)eC(D),

-foo
2) v fiksirlangan ye[c,d\ uchun I(y)= \f(x,y)dx yaginlashuvchi,
_E: (o]
3) \y(x,y)dx integral \cd] da tekis yaginlashuvchi boisa, u

holda 7(y) funksiya [c,d] oraligda 1I'(y) hosilaga ega bofladi va
o

tenglik bajariladi. )
4-teorema. Agar f(x,y) funksiya
2= | (x,")eA2:xe[a,+00), y&[c,dT}
toplamda berilgan bofib,
1) f(x.y)eC(D),

+00

2) I(y)= jf(x,y)dx integral [cri] da tekis yaqinlashuvchi
bolsa, u holda I(y) funksiya \cd da integrallanuvchi va

d d + d
ity)dy= JLJ'f(X,Y)dX dx

bo'ladi.



7a Eyler integrallari
(Beta ya Gamma funksiyalar)
a) Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari

1-ta’rif. Quyidagi

B(IO,Q)=\0XIO-1 M\=X)a-'dx (15)

integralga Beta funksiya yoki 1-tur Eyler integrali deyiladi.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.

1) (15)-integral M ={(p,q)eR2: />e(0, +co), g-e0, -+oo)}
to‘plamda yagqinlashuvehi, (p0>0,q0>0) to‘plamda esa tekis yaqgin-
lashuvchi bo‘ladi.

2) B(p.q)eC{M).

3) B(p,q) =B(a,p).
tP+

Natija. Agar g=\-p (O<p <) bo'lsa,
40 fp-1
BRI=P= 04, snpt” (16)
tenglik o‘rinli bo'ladi.
16) dan =sii,l) =—2— =n-
(16) sif 2}}

sma

5 Vp>0 va g>1 uchun

B(P*A)=p9a* i B(p>-1) 7
tenglik o‘rinli.
Natiia— Bfm n;‘: (- (-
ﬁ( (ot +un-1)!
b) Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
2-ta’rif. Quyidagi X
(18)

integralga Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi.
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.
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Dr(l)=F((2)=I
2) (18)-integral (0,+00) oraliqda yaqinlashuvchi, Vv[a,6]1c(0,+00)
(0O<a<¢<+m0) kesmada esa tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
3) r(/7)eCc(0,+00) va V«=I,2,... uchun
-

r™(p) = Jxple*(Inx)" dxe C (0,+00)

4) r{p +N=pr(p) (19)

Natija. r(n +I) =«!

Beta va Gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanishni quyidagi te-
orema ifodalaydi.

Teorema. Vp>0, g>0 uchun

(20)
tenglik ofinli.
Natija. Vpe (0, I) uchun
r(P)r(i- ="N—
(P)r(i-p) M (21)
tenglik o‘rinli bo'ladi.
Agar (21)-tenglikda p =— desak
(22)

bo'ladi.
Eyler integrallari yordamida ko'pgina xosmas integrallami hisob-
lash ancha osonlashadi.
Misollar.
S0
1) 1- je~**dx- Eyler-Puasson integrali hisoblansin.

SY jmox=UWN

1/= JcdX— )
! dx:—;'t_zjt 2i 21 2 12 2
x—2-dx
———- xosmas integral hisoblansin.
01+*
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agﬁgmemm%WNH

Nazorat savoUari

. I-tur xosmas integral tushunchasi.

I-tur xosmas integralning yaqinlashishi.
Koshi kriteriyasi.

Umumiy tagqoslash alomati.

Xususiy tagqoslash alomati.

. Absolut va shartli yaqginlashuvchi |-tur xosmas integrallar.

I-tur xosmas integrallar uchun Abel alomati.

. I-tur xosmas integrallar uchun Dirixle alomati.

2-tur xosmas integral tushunchasi.

. 2—tur xosmas integralning yaginlashishi.

2-tur xosmas integral uchun Koshi kriteriyasi.

. 2-tur xosmas integral taqgoslash alomatlari.

. 2-tur xosmas integral Abel alomati.

. 2-tur xosmas integral Dirixle alomati.

. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh giymati.

. Parametrga bog‘liq xos integrallar.

. Parametrga bog'liq xos integrallarning tekis yaqginlashishi.

Tekis yaginlashishning inkori.

. Koshi kriteriyasi.

Parametrga bog'liq xos integralning uzluksizligi.

Parametrga bog‘liq xos integrallami differensiallash.
Parametrga bog'lig xos integrallami integrallash.

Parametrga bog'liq xosmas integrallar.

Parametrga bog'liq xosmas integrallaring tekis yaqinlashishi.
Koshi kriteriyasi.

. Veyershtrass alomati.
. Abel alomati.

Dirixle alomati. _ . o
Parametrga bog'liq xosmas integrallarning uzluksizligi.
Parametrga bog'liq xosmas integrallami differensiallash.

. Parametrga bog'liq xosmas integrallami integrallash.
. Beta funksiya (I-tur Eyler integrali) va uning xossalari.

Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
Beta va Gamma funksiyaiari orasidagi bog'lanish.
Eyler-Puasson integrali va uni hisoblash.



-B-

Mustaqil yechish uchun misol va masafalar

1-masala. Quyidagi xosmas integraliar hisoblansin.

dx
OXVx2-1
" xdx

1.3 £x3— It
+D

2
11

; ax
15 J (X2+9) 2 +9

0

f x.eatlj‘
L7 ax)-vi+x2

*‘? dx

19 o | TVX2+1+x)2

+#+ .

1.13 J* >xdx,neN.
0
[«
f ©odx

.15 J, v Fr—:-
i (2x-1)n/x -1

7 c/x
117 ilgplY K A r

X¢+x+1)3

oA

T»
dx
J
oe +n/?
rr—+1
bl pTTAN

+00

16 je-"dx.
0

18 J-——-A
2X\/X2+x-1

+am &

1.10 (‘)]/(IX—E +1)n/x2+1

+00

112 Je-mesin2ixt&.
(o]

+00

dx
114 J-—— 2 .
n(x-yn/x2-2

Inx

116 J——-

01+Xx

X Inx

118 J(¥(|—+>72)"'é3'>,<‘
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2-masala. Quyidagi |l -tur xosmas integrallar hisoblansin.

K
2.1 f(IncosX)scos2nxdx,ne N.
0

2.3 Jincospgo*.

INX
25 j . ax.
0 yjl-x2
dx
27
4 X2 arooosX
44
29 jjctgxdx.
0
2 dx
f ,a>0,b>0.
211 3 N oo
1 dx
213 _j(l6-X2)-VI-X:
2 dx
215 1x +/3x2-2x -1
2f dX
-Q? dx
219 i o1
b
dx
o1 | b>a.

s~ D)

3-masala. Quyidagi Il-tur xosmas integrallarni yaqginlashishga

2.2 X—~(Insinx)ifc.
0

24

A A A
2.6 Il*sin— ——cos  dx
xX=

A
2.8 jjtgxdx.

jc-}—-dx,b>a.
2.10 gllj —

’ X4ix
212 |(|_|_a Y))
\Y/ dx
214 \(4-x)-é-x2'
A - N
2.16 Jinsinxax.
0
Vv dx
2,18 J(2-jc)-VT~c
1
2.20 IxIn3x&.

tekshiring.

Anfl+Vv 7)
31 f 4 .—jJrdx.

o dx
32 jsin, —
4COSX>‘TT
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nx| 1 ifc

33 ) 7a 34 T yngax)
oax FjIxdx_
36 J
35lyﬂ%<“-r grr_ 1
rsinx dx
37 J &
x QN +arctgx
§=2)dx aq0 M I* i
I =3x"+4 = Vsinx
"Vinsinx I
3.11 0o W 312 arocosx
71-cosx . Ne “@HE-VI+2cosx .
313 J 37 3.14 J————?— 7 =
Vcos X
ME242 - eaxt 316 HRY A e
315 6 x 316 J l-cos“x
na(l/
HAra ) 318 Na {\-¥p ek
317 /- ?r 0
3.19 3.20 JA-0 -x)Pdx
0 N
%
3.21 Jsin™x-coshjciic.
0
4-masala. Quyidagi xosmas integrallarni yaginlashishga tekshiring.
~hoxéx ax
4.1 1 A ZQ \la-lnx
ﬂsfi’ dx +  eadx
43 ], n=X 4,4 (x-1)*-Inx
" arctg2x ~In(l +x2¢
Y 46 — )+dx
0 V*4x
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r
4.7 ¢ I+ —sin-x
H Jv
farctg—--j—— (or>0).
49 | 14% X
+In(x* , 4
411 | j::::x_)dx(a>0)_
o bIX +X
ke H
©®e.2
-~y *.
4,15 i o
417 K Inxt/x
T - @A

 Larorg X
419 [JTRATCGTETIOX

421 [, inv

4.8
0 (x+a)

AT fl +X+X)
410 | IE
J11IX

0

1 dx
412

4.14 f

d* +*

*f 2
416 J cos—
AV

+  sin 1
4N08 J, X,V dx-
’ > - Cos-

"7 xdx
420 ,3 1+X2esin2X

5-masala. Quyidagi xosmas integrallar absolut
va shartli yaginlashishga tekshirilsin.

51 f-"cos"=";&.

Q nyX VX

Foos®ln+' |
53

1 v

55 J_{\//Iﬁ(}esin 1—jedx

ANt 1 4 dx
5.2 Jsinf—

0 vsmx. Sin x

B

540 1-* (i-**r

V X* 1
56 J-TT8&1-"-
oe 1 X
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Xa .1 sinx
5.7 Y—T— sin-rfr.
jiX +1 X 58 o
i sin —
dx.
59 510 1A X
0.5/ X \a
511 o5 ax 512 Y= sinLex
x* 0 X X
+0 .Sinx . +00 . -
513 SSmx & 14 JXa sinx o
> X +1
A (X +D)* =sinx gesxdx
L dx.
515 P inx 5.16 ;E)®+Inx
Asinilnx) . 0 :
517 2P srxdx. assx
i x 518
+00 a b _m
exa —Smx, .
519 j-J*rdx,8> 0. 5.20 Jx" esinXoit.

s21 Hrb}£-

6-masala. Quyidagi xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi
bosh giymati topilsin.

ax
6.1 V.p.jsinxdx. —D—
pio 6.1 y p2|2<x—3f
6,3 Vp. F o 6.4 V ¥ ox.
: 'p'os_xlnx : ijOSX
6.5 V-R-Jarctgxdx. 6.6 V.p.jxtgxdx.
0
/z dx
6.7 V.p.j _ 6.8 V.p.]\arctgx+
3-5sinx oN 1+X
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69 Vp. J-j—gi(-—. 6.10 7r\/(.]||5<.J—
1J

0 — sinjc
2
13+x . . r *
611 612
N A *
6.13 V.p. o 6.14 V.p.\-
X |- 2sinx B 1 cos*
2
rdx /%
6.15 F./2. — 6.16 rop—j—
-X~+X-2 X X
617 Upj- 2. 618 VvV O dx
0 07
6.19 ~ 6.20 {f-
g
621 Vvop.j
00X —3x+2

7-masala. Quyidagi funksiyalarning beriigan to‘plamda limit
funksiyalarini toping va tekis yaginlashishga tekshiring.

7.1 f(x,y)=Jy-sm~~r ;D ={(Xx,y)eR2:xeR,Q<y<+Q} >0=-+«.
yiy

12 f (xw)=x2';D =j(x,y) ei2:0<x<-"\nelv], «0==-

7.3 f{X1n):1_r’]\;(_t;.D:Hx,/i)ei?z:l<xc+o°,«eM, «0=0°.

74 [(*»«) = sin-"=:Z) = {(x,??) e /2:1 <X<+»,«« , =@
1+73~X y/3

7*5 /{x,«)* sin(/je""'nv);D = | (x,«)e R-—:l1 £ x <+co,ne N},n0=m
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7.6 f(x,n)="y-;D ={(x,n)eR2:I<xx<+co,neN},n0=@
f an
7.7 f(x,n)=rY2 1-cos— ;Z)={(x,«)e/i2:0<x<+00, we#}, vO=00-

\ n)
78 /(x,y)= ;(’\—cos—;2>= | (X,.y)e.R2:0<x<1,0<;y <<=>) yO=0>-
y

7.9 /(jr.y)=(x=Di»r/grv,D={(X,y)eA2:0<x<-K0,0<y <4<}, yO=Hb.
7.10 f(x,y) ="x"+"-;D ={(x,y)eR2:xeR,0<y<+00J, yO=+0.
711 f(x,y) =xy;D ={(x,y) eR2:0<x<10<y<I},y0=0.

712 f(x,n)="& ;£> =[{X,n)eR2:0<x<+co,neN},n0=+e.
V« +2X

7.13 f(x,n) =yh+x";D ={(x,n)eR2:0<x<2,neN},no=o00.

7.14 f(x,n) =narctg-";D ={(x,n)eR2:0<x<+co,neN],n0=noo.

7.15 f (x,n)=nXZ-a;D={(x,n)eR2:0tax<+co,neN},n0=o.

7.16 f(x,n)=Jnsin-y=-;D ={(x,n)eR2:0<x <t<>neN},n0=">.

7 17 f(x,n) =X 1+ ¢ ™ £ \D={(x,h) eR2:0<x<+x>,neN),n0=co.
~oyinx)

7.18 f(x»y)= ={(Xyi " A2:0<x<1Y es},y0="-

7.19 f(x,y)=xsmy;D ={(X,y)eR2:0<x<\yeR},y(=—.

7.20 f(x,y)=sin™;D ={(x,y)eR2:xeR,0<y< +0},yO= +vo.

7.21 f(X,y) =x2siny;Z) =] (x,y)e i?2:0<x<5,0<y <q’],y0=y.
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8-masala. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping.

8.1 8.2
S-n)r O

83 F{a)= J--— dx 8.4 F(a)="f(x +a,x-a)dx.
afa * 0

8.5 F(a)= idx jsin(x+ /-a2)¢ 8.6 F(a)= +
0 X-a

8.7 F(or)=1i(ic+y)f(y)dy,f(y) - differensiallanuvchi funksiya;
0

F{x)-1
8.8 FHa)=\Hy)-\x-y\dy, a<b Baf{y)zC[a,b]:Fn{x)-4
: 2
8.9 F(a) =)f(y)-{x-y)"~'dy, F(nN(xX)—~? 810 F(a)= je'rdy.
o) gy X
811 F(a)=\.e”"dy. 812 Hy)= 1 ax.
J By
8.13 F(y)M"]f(x +y,x-y)dx. 814 F(y)= . ’)\( ax.
i
-y y
8.15 F(y)= AN\ -"-dx. 8.16 F(y)="3T" ydx
Hy X ¥
8.17 F(y)= \p&smy +~ dx. 8.18 F(y)~if(y)-(x=y)'dh Y {x)-?
5 y) o)
8.19 F(y)= \i{y)-\x-y\dy,f{y)"C[\,2] F'(x)-?
K

820 F(y)= j(x +y)f(y)dy,F"(x)-?, f (y) - differensialianuvchi

—x

funksiya;
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X
8.21 P(X’Y)zE\{x—yz)f{z)dz,F’\(x,y)—I, f(z)— differensialla-

nuvchi funksiya?-

9-masala. Quyidagi integrallami ko‘rsatilgan oraliqda tekis
yaqinlashishga tekshiring.

+3C- +30

9.1 j8a*sinxtitc; I<a<+o0o0. 9.2 jxae>dx; 2<a <3.
0 0
n NN
reosax —d(_)<a QX—HQ S0 Y — N————,uUs
¢ 1+x2 d(x-ay—+I
95 X dx;d1<a<+co. 95 Uf—'j=c|1I><{(¥<|f)<'A§L0.
¢ = , XWX
9.7 le ax——dx 0<« < +00. 9g J"e “alVx; O<a<+o00.
1 & | 0
+ 2 @ 2
9.9 dx; 2<a<3. 9.10 —-00<a<+00.
@ -
911 f&™) BT, —-00<x<+co. 912 le " A 0<a<+co.
0 1 X
m'sinic2 , .V Xa ., -
913 Jt— F~P ~O- 914 j f— " d 0<n< -K.
ON—X
N\, | dx Vo e dr <-
915 Jsin_ . ; Oo<u<3. 9.16 J7™_I)(jc_2)= l?'l 2
@ L §w,6fiC
9.17 Jvav~c/x; O<ar<+oo. 9.1g JjX a]A; °-0frL
£ 2 A\ A 1
9.19 Je J'Iv'cogHifv; xei?. 9.20 JIxpx/n—dx, p>0.
0 (0] X
~ Cos X L.
921 Jeax—T dx, O<a <-+mp > 0-fiksirlangan.
1 X
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10-masala.

101 Agar f(x)eC(0+co) va VA>0 uchun J X A intesra

mavjud bo‘lsa, unda ushbu

=/(0)-In— (a>0, A>0).
o X a
Frullani formulasini isbotlang.

sin B\ ) )
10.2 I (a)= }eax———-dx (a>0) integraldan foydalanib, ushbu
0 X

rf%/—x dx- |gnp

0 X 2
Dirixle formulasini isbotlang.

Quyidagi integrallarni hisoblang.

+sinov-sinik X arctgax - arctgbx
10.3 j——————o A (t0,8>0). 104 J—— ————— dx (@>0, b>0)
0} X .
- g02- if®ez P
105 j-———————- («>0,/?>0). 10.6 J————-———— cosmxdx (ar>0,/?>0).
0 X 0
fiIn(l-orVv) Unfl-aVv)

107 f ; 7%..j-dx (Jal<D. 108 J-V.=T“* W "1
0 VI \ﬂi (lal<) o vi N )

+Infa2+x2) -} arctgax murctgfix |,
109 f > ..—[dx 1010 J—~"*— 5——-dx
0 P—+x 0 X
-In(I-4 a Vv )_ | /?2V 5 - ("4) .., M
10.11 jE( —3——) n-5-—+—-3-dx 10J2 (><de(a>o).
o}
«« —ax2 -2 +* 2
1013 f£---/ ——dx(a>0,/3>0). 10.14 j«*' cosfe*(a>0).
0 X 0

21



+00

1015 J>e-ad sinbxdx(a>0).

40 -
e 8¢ - cosRx
1017 J ax.

L sin ax\3
10.19 d ax.
X

+00

/ arctgax
X2-yp2-1

10.21 dx

& . 2
SInax /s
10.16 dx

oV X
sin3dx
1018 f ax.

A sindxdx

10.20 O]_ X

ll-masala. Quyidagi integrallarni hisoblang.

‘A
11.1 JIn(a2sin2x +b2cos2x) &
jarctgx dx
11.3 . g
, * y/1-x2
”sindax - sindl3x
115 ﬁ ax.
1 rxsina%
117 I 1+X2
S’ X ..
-— —dx.
119 L 1X

1111 Jsinx2-cos2axdx.

-00

+00

N\ Nd x.

1113 N "d,

it

11.2 JIn(l- 2tfcosx +a2)<&

114 icosfln-1-— aB~a0,,>Q.
0o Vv x} Inx &

+Hrcosax .
11.6 6 1 +X

° cosax

dx.
3 (1++2)

11.8

11.10 Jsin”™ar +bx-+c)dx(a*0).

J cos X2 ecos 2axdx.

—x

11.12

o s
rxsinxv ,

1114 Jg=—y’-



1] 17 “TeRcoshx-ea moshxdxy o oo
0 *
@ 2 ** /%2 Q
1118 jfe“A-cospydr. 1119 N~ esingr <&
7
™  fl 14+o0cosx dx A |
11.20 , INe—————————— (fl< -
1-acosx cosx
V. [ T x*=X"
1121 Isml Inv -——E&/— dx,a>0,b>0.

Ko‘rsatma. 10 va l1ll-masalalami yechishda xosmas integrallarni
parametr bo‘yicha differensiallash yoki integrallash hamda Frullani
va Dirixle integrallaridan foydalanish yaxshi natija beradi.

12-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi
integrallarni hisoblang.

+x p-11

121 — —dx
0 1+*

-Y-e
12.3 J-— - --¢/x(Q<a<l).

1ved

nb5/1T;?n(0<a<l)

B 4

J HTXPWT J/
%

fsin x-cos xdx.
0

K
j 42'e vidx (fi — ¢wlft/n sow)

12.7

12.9

12.11

1 a-l (i _ mr-]
122 j-j- >33 >9)-
(l) JS(+a) )
+O_F CM
124 J(A+ Ny
C x2dx
126
A7\
16 040
VvV dx y
12210 J f—~({/7>V -
0V1- X
4+ X\
1212 j~— dx(n>0).



1215 [F=—=(m>@F 12.16 Nextdx(n> 0).
GVi-*" 0

12.17 Jsin” x «cos" xi/x. 12.18 Hxme~dx
0
A
2.19 1220 (fln-  dx
12.1 O(/ nX)
r{x-a)m-(b-x)" : :
12.21 £ rowe (0O<a<6, ¢>0).
a (X+0O
-D-

Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Quyidagi
+00 j
3(jc2+ X+ 1)3
xosmas integral hisoblansin.

4 — =i

2
d
/= f__ & = f X almashtirish

o dt
- H = J
i(X 2+.x+)3 i o+ i ‘ bajaramiz H I

Bu integralni hisoblash uchun xosmas integraida bo'laklab inte-
graUash usulidan foydalanib, quyidagi ishlami bajaramiz.

odii =

2 21 A Ba_*f dt I II
a+
EM. ( =0 f 7 < 377 dt 4x 3xf dt
-2 Jtt-?21 tt ? 8 D
<m4 271243 '
mH
4;r
= 4 *
- 2'W T
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an_r a H J H , _FI; Td=
vrld I y *<Nhe

HJ de=div=t ;"Z?ZJ MI
.4 .30 at -3.J at 1O]T—3/

N
-<r +" 3

Shunday qilib, berilgan integral 1 ga nisbatan ushbu

an _ 16n’_ 3/
3 ~-37
tenglamaga keldik. Bu tenglamadan

dx _4it
-@)l'xz*iX1Tf~3‘]3 ekanligini hosil gilamiz. >
2.21-masala. Quyidagi
b g dx
) -,b>a.
aj{x-a)(b-x)
lI-tur xosmas integral hisoblansin.
4 x=a vax=b nuqtalar integral ostidagi funksiyaning maxsus
nugtalari bo‘ladi. Agar integralda

X =acos2t +bsm2t;
almashtirish bajarsak, berfigan xosmas integral oddiy xos aniq inte—
gralga kelib goladi. Darhagiqat,

Xx=a=>t=0] X-a=(b-a)sm2t , N
71 M =>0dx=2[b-a)sin teostdt
x=b=>t= 2] \b—x=(b-a)co$rt

Bu ifodalarni berilgan integrallarga olib borib go‘yib topamiz:

b %
| o =2 idt=n.
*J(x-a)(b-x)
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3.21-masala. Quyidagi
A
Jsinx-cos”"xett.
0
integralni yaginlashishga tekshiring.
<Integral ostidagi funksiya uchun «<0 bo‘lganda x=0 nug-

ta, /?<0 bo‘lganda esa *=§f nugta maxsus nuqgta bo'ladi. Shu
sababli integrallash oralig‘ini ikkiga ajratamiz:

" 7, *,

Vi . B
/= |sin“Xecos xdx= Jsin“x-cos/7tfic+ Jsn x-cos xdx=11+I2

X -»0 da sin"X-cos™x = 0*(sin*“ X) = 0*(;ta), da
o N % %
sin* x mosDX = 0%(cos'8X) = 0* o bo‘lganligi va jxadx=J
' 0

A, WY Vi
I TE_x] dx= | — &
integral «>-1 da *V2 ) x{n ° integral J3> -1 da

yaginlashishini e’tiborga olsak, taqqoslash alomatiga ko'ra i, inte-
gral a>-1,j3-\./ va 12 integral f3>-1 a-V bo‘lganda yaqin-
lashishini hosil gilamiz => Berilgan integral a>-1, /3>-\ da ya-
ginlashadi. >

4.21~-masala. Quyidagi
dx
‘xa NpX
integralni yaginlashishga tekshiring.
<jl) Faraz gilaylik a >1 bolsin. =>s-a-| deb belgilasak,

£¢>0 boladi. Unda
1 1 1



lim —7-~—— =0=>3A>2:"\/x>A uchun & B <1 bo'ladi
" x /2-Inpx X/2-\pXx

=>Vx>A da f{x)<-"r =<(X) bo‘ladi

EE R N L A S

Na-\X jxadnfix Na-Npx 1 2

éx
desak, A= integral oddiy uzluksiz funksiyaning integrali

bo‘lgani uchun yaginlashuvchi.

dx
12= J x«[nT ~ integral esa taqqoslash alomatiga ko‘ra yagin-

+ 2 dx
lashuvchi, chunki j9(*)dx- j  vyaginlashuvchi.
A A X

dx
Shunday qilib, JX,, integral a>\ bo‘lganda V/? uchun

yaginlashuvchi.

2) Endi a =1 bolsin.

dx +  dx +/(Inx) _fyaqinlashadi, p> 1,
j XaXpx~JIxIn'lx~ " InAx  [uzoglashadi, /3<1

3) a< 1 bo'lsin. Bunda s=I1-a deb belgilab, I)-holda bajar-
gan ishlami bajarsak, berilgan integralning uzoglashuvchi ekanligi-
ga ishonch hosil gilamiz.

Demak, berilgan integral a> 1 bo‘lganda V /? va a-1
bo'lganda, {3>1 lar uchun yagqginlashadi. Qolgan barcha hollarda
esa uzoglashadi. >

5.21-masala. Quyidagi

dx
W -L.-1-
¢ 11—XJ i-x
integral absolut va shartli yaginlashishga tekshirilsin.
g Berilgan integralning yaginlashishini Dirixle alomatidan foy—
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dalanib, ko'rsatamiz.

va g(jt) =I-x

deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:
1) /(jc)eC[0,) va /(jo ning boshlang'ich funksiyasi

2)g(x)=1-x funksiya [0,)) da | va lim g(x)=0-

3)g'(x)=-1eC[0,].
Dirixle alomatining shartlari bajarilayapti =>

yaginlashuvchi.

Berilgan integral absolut yaginlashuvchi emas. Bu tasdiq

L ogin- s Lo

1-x I-x 1-x 1-x’
tengsizlikdan va

integmlning uzoglashishidan kelib chigdi. Oxirgi integralning uzoglash-
ishini I°-punktda keltirilgan 2)-misoldan foydalanib, ko'rsatish giyin
emas. Shunday qilib, berilgan integral shartli yaginlashuvchi. >

6.21-masala. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiy-
mati topilsin:

dx



LI -
Lx-n(x-2) o \

HS 15 (X~0iX=-2)"2"il iX-0(X~2)

ax ax

-lim .
AX'(x-DN(x-2)"

1 1

f dx -t ox=In]x-2]-In|x-1] ekan,,
x-1)(x-2) mx-2 x-I_
ligidan foydalanib, yuqoridagi limitlarni hisoblasak,

ox ..
V.p\_xz ,—h&~~lnz tenglikni hosil gilamiz. >
Yy

7.21-masala. D ={(X,y)eR2:0<x<5, 0<” <%}, to‘plamda

berilgan /(x,y) =x2siny funksiyaning >o=y nuqgtadagi limit iunk-

siyasini toping va tekis yaginlashishga tekshiring.
3
g  (E{X)=lim/(x,j>) = limx2siny =— x2- limit funksiya.
y-*Vo

y—+— 2
f(x,y) funksiya cp(X) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini 4°-punkt-
dagi 3-ta’rifdan foydalanib, ko‘rsatamiz. Vs>0 va quyidagi ayir-
mani olamiz.
y+'

NFPHPRIN= X -siny —— X =X siny " sin N _RoosinY 73w
<x 22 A <x28<2BS=p=>s= -

n

Demak, >0 olingarda ham = deb olsak, y- <8

tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye(0,/r) va Vxe[0,5] lar uchun

71

JI(x.j))-"(x)] <s tengsizlik bajariladi. Bu esa da f(x,y)
funksiya (p(x) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini anglatadi. >
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8.21-masala. Agar
xy
F(X,y)—~ i(x-yz)f{z)dz bo‘lib, / (z) -differensiaUanuvchi funk-

y ff
siya bo‘lsa, P¥ (xy) ni toping.

« Bu masalani 4°-punktdagi 7-teorema va (I0)-tenglikdan foy-
dalanib, yechamiz. Teoremaning shartlari bajarilishi ko'rinib turib-
di. (lIO0)-formuladan ikki marta foydalanish natijasida talab gilingan
hosilani topamiz:

1 / <> /X\

F*(xy)=)H{z2)dz +y (x-yxy)f(xy)- — x-y— f —

£ yv vy

y
Xy

= if{z)dz +(xy-xy3d).f(xy);

r AN
Ky (x)y)= i0-dz+x-f(xy)- ~ f £ +(xX_3xy2f(xy)+
Vy y)

+(xy-xyi)-f{xy)-x = x{2-3y-)f(xy) += F\ "+ xZ (1-y)f'(xy). >

9.21-masala. Quyidagi
ifs~a><--—d€\
! Xp
Integralni O<a <+a, p> O -fiksirlangan bo‘lganda tekis yaginlash-
isbga fekshiring,
< Berilgan integrating tekis yaginlashishini Abel alomatidan
{5°-punktdagi 3-teorema) foydalanib, ko‘rsatamiz. f(x,cc)=e-ax va
N\ Ccosx . - - N
g{x,a)-~~ deb belgilab, Abel alomatining shartlarini tekshiramiz.

1 f (x,a) =e-ax funksiya har bir fiksirlangan ae[0,+°0) uchun
monoton va D ={(x,a)ei?2:xe[l,+00),ae[0,+co)], to‘plamda che-
garalangan N{xa\<1.

286



2) integral Dirixle alomatiga ko‘ra 0<<<-+v

to‘plamda tekis yaginlashuvchi. Abel teoremasining shartlari bajaril-
di. => berilgan intengral 0<a <-+X to‘plamda tekis yaqginlashadi. >
10.21-raasala. Quyidagi

1 °raf aX dx
f X2e\Vjc*-1
integral hisoblang.
. arctgax | . . .
< |[a)= |I—)=~=ax. deb belgilab olib, bu integralm para-

1 X -y -1

metr bo‘yicha differensiallash amalidan foydalanib, hisoblaymiz. Bun-
ing uchun awal xosmas integrallarda parametr bo‘yicha differen-
siallash mumkinligi haqgidagi 6°-punktda keltirilgan 3-teoremaning
shartlari bajarilishini ko‘rsatamiz.

arctgax . )
f(x,a)=——J™n va D =\ (X,a)eR-:1<jc< +)0-00<a<+00]
j2-vr-1
deb belgilaymiz.
1 prcgax\ n
VI = oo -1 2xomixe-1
1 1

V(™) x(l+a2dyix2-1 xyhe-1 -

o A ndx J L S
tengsizliklar va 1”21_((};](—]—1 > ixspx~ I1 integrallar yagm-
lashuvchi ekanligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra 1\f(x,a)dx \a
j /. (x,a)dx integrallarning -00<ar<-+0 to'plamda tekis yaqin-
lashishini hosil gilamiz. Demak, berilgan integraldan parametr a
bo‘yicha xosila olish mumkin:

1 L) A d)(

, X(I+aV)-VxF-T Bu inte§ralda x=cht almashtirish

27



\a\
. bo‘lishini topamiz. Bu tenglikdan
yjl+a2
I (a) ni topamiz. a> 0 bo'lganda
a
“y— da
7C)=IVe ik

1(0)=0=c=Y =l (a)=y (i +a -N\+a2*,a>0.

Xuddi shu kabi oc<O bo'lganda /(«) =-—(-or-VI+0'2j

ekanligini topamiz. Ikkala  javobni umumlashtirsak,
+a?2jsgn«, Ja]<oo tenglikni hosil gilamiz. >
11.21-masala. Quyidagi

isini In; dx a>0, b>0-
integralni hisoblang.
Xt xa N
< Bu integralni ushbu Jn;t” = Ix"dy tenglik va parametrga
bog‘lig integrallarni parametr bo'yicha integrallash hagidagi teore-
madan foydalanib, hisoblaymiz:

i a 1 /iy I, »
jsin m " X-dx-j sin In— Jxydy dx=j jx’ esin dy dx -
N\ * \%
| o (r me ' =dx=-e-dt
T - n_
I k=siny X=0=>t=+00x= 1=>t=0;

d)/—

ir
/ —J)e ().sintdt integralda ikki marta bofaklab integralla—
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sak, | ga nisbatan chizigli tenglama hosil qilamiz va
~ a rojr d
/= ekanligini topamiz - L— -2— -=crc/g(>"+N] =arctg(b+\~
(y+D)-+I
b-a
-arctg(a+1)) =arctg— " " g—+g.>

12.21-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi

| = <««—-.=>0);
; (x+0)

integralni hisoblang.
< Berilgan integralni Eyler integraliga keltirish uchun shunday
almashtirish bajarishimiz kerakki, natijada [ab] kesma [o0,1] kes-

maga o‘tsin. Buning uchun - —~=~T7Z't almashtirish bajarish
X+C D6
kifoya.
Agar berilgan integralda shu almashtirishni bajarsak,

X-a b-a b-xy (b =
mf, (1-0- va
"X +c b+c, X+Ccy
dx b-a dt

(x+c)2 (¢ +c)-(fir+c)

bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishga keladi va oson hisoblanadi:

f(jt-«)"e(» - *)"  _ (*=?.£—mmmm f,-.(i_ A*m
7‘%1—(X+C,) *>«)-*m.(a+crl 10

/, N+

————;)HrB(/m +I,n +I).

(6 + c)\’Tfili—/(o +c)”

Natija. Agar berilgan integrallarda m va n lar natural sonlar
bo‘lsa, unda

{b-afhnd mi-nl

| :\Tl—cy—l-l—{_a_-itc)?ﬁi- 7{m+n +|)\\ bo'ladi.>
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9-8. 8-MUSTAQIL ISH

Karrali va egri chizigli integrallar. Sirt integrallari va
maydonlar nazariyasi elementlari. Furye qgatorlari

Ikki karrali integrallar va ularning asosiy xossalari.
Ikki karrali integrallarni hisoblash.

Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar.

Ikki Kkarrali integrallarning ba’zi tatbiglari.

1-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

2-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

Grin forraulasi va uning tatbiglari.

1-tur sirt integrali va uni hisoblash.

2-tur sirt integrali va uni hisoblash.

Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari.
Maydonlar nazariyasi elementlari.

Furye qatorlari.

A-
Asosiy tushunsha va teoremalar
1°. Ikki karrali integralning ta’rifi va uning asosiy xossalari

Rimanning karrali integrallar nazariyasi R n fazodagi Jordan
o'lchoviga asoslangan. Jordan bo'yicha o‘Ichovli to‘plamlaming asosiy
xossalaridan biri, uning chegaralangan bo‘lishidir. To'plam chegara-
sining Jordan o‘lchovi O ga teng bo'‘lishi zarur va etarlidir. R2 (R3
fazoda Jordan bo‘yicha o'Ilchovga ega bo‘lgan to'plamga kvadrat-
elanuvchi (kublanuvchi) soha deyiladi. n> 3 bo‘lganda karrali inte-
grallar nazariyasi ikki karrali integrallar nazariyasidan prinsipial ji-
hatdan farg gilmaganligi va ikki karrali integrallarni tasawur gilish
osonroq bo‘lganligi sababli biz asosan ikki karrali integrallar nazari-
yasini keltirish bilan kifoyalanamiz. Butun paragraf davomida biz
garalayotgan sohani kvadratlanuvchi deb faraz qilamiz.

Aytaylik DczR2 sohada f(x,y) funksiya aniglangan bo‘Isin.
D sohani V egri chiziglar to‘ri yordamida n ta DxD2,...,.Dn soha-
chalarga bo‘lamiz.

DK sohada V (4,%) nuqta olib, f[*Krijk) ni hisoblaymiz ham-
da quyidagi
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o-= ;:1/ (~'7 (D
/(x,j>) funksiyaning D soha uchun integral yig‘indisini tuzamiz.
Bu yerda Sk - DK sohaning yuzasi.

Tarif. Agar (I)-iniegral yigindining A= rpg%diam DK 0 ga in-

tilgandagi limiti mavjud bofib, u chekli songa teng boisa hamda uning
giymati sohaning bo‘linish usuliga va (¢;iKrjk) nugtalaming tanlanishiga
bog'lig bolmesa, u holda osha son f(x,y) fiinksiyaning D soha bo¥icha
ikki karrali integrali (Riman mahosidagi integrali) deyiladi va u

/= J33/frjo * yoki I=\\f{x,y)dxdy;
D D

kabi belgilanadi. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi deyi-
ladi. Aks holda f{x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi emas,
deyiladi.

Shunday qilib,

I=\\f(x,y)dxdy :=lim¢ / (&,%) Sk @)

Izoh. Karrali Iijntegrallar uchun inl?egrallanuvchi funksiya chega-
ralangan bo’lishi shart emas. Lekin, biz tasdiglarning sodda bo‘lishi
uchun paragraf davomida integrallanuvchi funksiyalardan ularaing
chegaralangan bo‘lishini talab gilamiz.

Ikki karrali integralni ham bir o'zgaruvchili funksiyaning aniq in-
tegralidagi kabi Darbu yig‘indilari yordamida ham aniglash mumkin.

Aytaylik, MK=Snp{f(x,y){X,y)&DK va mt =inf{/(x,>).(x,y)e D&
bo‘lib, ak-Mk-mk-f(x,y) funksiyaning DK sohadagi tebranishi
bo‘lsin.

1-teorema. f{x,y) funksiya £> sohada integrallanuvchi bo'lishi

uchun
n

tenglikning bajarilishi zarur va etarlidir.

2-tarif Agar \s>0 uchun EczR2 toplamni yuzalarining
yig'indisi s dan kichik bo‘lgan sanogli sondagi togti to‘rtburchaklar
bilan goplash mumkin boflsa, u holda E toplamning Lebeg okhovi O
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ga teng deyiladi. Agar E toplamni yuzalarining yigindisi etarlicha
kichik bofigan chekli sondagi tog i toftburchaklar bilan goplash mum-
kin bo'lsa, unda E toplamning Jordan ofichovi O ga teng deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, Jordan oichovi 0 ga teng to'plamning Lebeg
olchovi ham 0 ga teng bo‘ladi. Teskarisi o'rinli emas lekin Lebeg
o'lchovi 0 ga teng kompakt to'plamning Jordan oichovi ham 0 ga
teng bo'ladi. Jordan o‘lchovi O ga teng bo‘lgan to‘plamlaming chek-
li sondagi yig'indisining Jordan o'lchovi, Lebeg o‘lchovi O ga teng
bo‘lgan to‘plamlarning sanoqli sondagi yig‘indisining Lebeg o'lchovi
0 ga teng bo'ladi.

2-teorema. (Lebeg teoremasi). Agar f(x,y) funksiya o ichovga
ega boigan yopiq D sohada chegaralangan va bu sohadagi Lebeg
ofichovi 0 ga teng boigan E sohada uzilishga ega bo‘lib, golgan
barcha nugtalarda uzluksiz bo‘sa, u holda f(x,y) funksiya D so-
hada integrallanuvchi bo‘ladi.

Natija. Agar f(x,y) funksiya o'lchovga ega bo‘lgan chegara-
langan yopiq D sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda f(Xx,y) funksiya
D sohada integrallanuvchi bo‘ladi.

Ikki karrali integrallar ham oddiy bir o‘zgaruvchili funksiyaning
aniq integrali uchun o'rinli bo'lgan qator xossalarga ega. Biz ul-
arning barchasini takrorlamay, o‘rta giymat hagidagi teoremalarga
to‘xtalamiz, xolos.

f(x,y) funksiya D sohada aniglangan bo‘lib, shu sohada che-

garalangan bolsin, ya’ni 3m va M sonlar: V(x, y)e D uchun
m<f(x,y)<M;
bo‘ladi.
3-teorema. f(Xx,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bofisa, u
holda 3 oZzgarmas x (Mm<ju<M) son mavjudki,
/= jlf(x,y)dxdy =ju-S,,
D
bo‘ladi. Bu yerda S — D sohaning yuzasi.
Natija. Agar /(x,y)eC(Z)) bo‘lib, D yopiq bo‘lsa, unda
3(a,b)eD nugta topiladiki
1= jjf(x,y)dxdy =f (a,b)S;

boladi.
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4-teorema. Agar g(Xx,y) funksiya D sohada integrallanuvchi
bofib, n shu sohada 0%z ishorasini ozgartirmasa va f(x,y)eC (D)
boisa, n holda 3(a,b)eD nuqgta topiladiki,

JJ/ (cy) g (xy) dxdy =f(a,b)-8g (x,y) axdy;
D D
bo ‘ladi.
2°. Ikki karrali integrallami hisoblash

Ikki karrali integrallar amaliyotda takroriy integralga keltirish
yordamida hisoblanadi. Biz D soha to‘g‘ri to'rtburchakli va egri
chiziqgli trapetsiya bo'lgan 2 ta holda ikki karrali integralni takroriy
integralga keltirish haqgidagi teoremalami keltirami?.

1-teorema. f(x,y) funksiya D={(x,y)eR2:a<x<b, c<y<d}

sohada berilgan va integrallanuvchi bo‘jsin. Agar har bir fiksirlangan
xe\apb\ da

d
TX)=i/{xXYYy +
integral mavjud bofsa, n holda ushbu

b d

J \f{x,y)dy dxe

takroriy integral mavjud bofib,

“)

tenglik ofrinli bo‘adi.
2-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘lib,
V fiksirlangan ye[c,c/]da

1(x)= jf(x,y)dy -
mavjud bo'lsa, u holda ’
j If(x\y)dx dy-

integral ham mavjud bo‘ladi va
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db
jf(x.y)dxdy= j jf(x,y)dx dy ©)

tenglik bajariladi.
Endi soha

B={(*,7)ei2:a<x<b, (x)<y<g2(X)}
egri chizigli trapesiya ko‘rinishida berilgan bo‘lib, *,(x) va
N2(x)g C\ab\ bo'lsin.
3-teorema. f{Xx,y) funksiya D sohada berilgan va integralla-

nuvchi bo’sin. Agar V fiksirlangan xe[a,b\. uchun
«W

71(M)=J £ (oy)ay

integral mavjud bo‘lsa, u holda

v «(*)
J J f(xy)dy dx
K
mavjud bo'ladi va
»(*)
N\\Hxy)dxdy=j J f{xy)dy dx. (6)
n(®

tenglik bajariladi.
Agar D soha
D ={(x,y)eR2ys{(y)<x<ii/2(y), c<y<d}
ko‘rinishda bo‘lib, /&(y) va y2(y)eC[c,d\ bo'lsa, unda quyidagi
teorema o'rinli bo'ladi.
4-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘lib,
V fiksirlangan ye.\c,d] uchun
nM
I(y)= J f{xy)dx;
Vi(v)
mavjud bo‘lsa, unda
Vi(y)
J f(x,y)dx dy,
y®)

mavijud va
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d ™MW
Ne x,y)dxdy=J | f(x,y)dx\dy @

boladi.

3°. Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

Dc.R2 soha berilgan bo‘lib, f{x,y) funksiya D da integral-
lanuvchi bo‘lsin. => jif(x,y)dxdy- 3

)
D

deb belgilaymiz. Bizdan (7) ni hisoblash talab qilinsin. Ravshanki,
f(x,y) funksiya harada D soha murakkab bo'lsa, (7)-integralni
hisoblash giyin bo‘ladi.

Ko‘p hollarda x va un o‘zgaruvchilarni boshga o‘zgaruvchilarga
almashtirish natijasida funksiya ham, soha ham soddalashib, ikki
karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Aytaylik, 2 ta XOu va uOv tekisliklar berilgan bo'lsin. xQu tek-
isligida chegaralangan, chegarasi dD sodda, bo‘lakli silliq chiz-
igdan iborat bo‘lgan D sohani garaylik. Ikkinchi uov tekisligida
ham xuddi shunga o‘xshash A sohani olamiz.

(p{u,v) va if/(u,v) funksiyalar A da berilgan shunday funksiy-
alar bo'lsinki, ular A sohadagi V(u,v) nugtani D sohadagi (X,y)
nugtaga akslantirsin, ya'ni

(®

funksiyalar A sohani D sohaga akslantiradi.

Faraz qilaylik, bu akslantirish quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1) (8)-akslantirish o‘zaro bir giymatli,

2) cp(xy) ,.y/{x,y)eC(D) bo'lib, bu funksiyalaiga teskari bo‘lgan
funksiyalar (@Equ,v),y/2{u,v)eC(A) va ulaming barcha birinchi tar-
tibli xususiy hosilalari 3 bo‘lib, ular ham mos sohalarda uzluksiz bo‘lsin,

3) (8)-sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilalaridan tuzilgan
determinant (yakobian) uchun
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du dv
shart bajarilsin.
Teorema. Faraz qilaylik, (8)-sistema yordamida aniglangan funk-
siyalar A sohani D sohaga akslantirsin va yuqoridagi [)-3)-shartlar-
ni ganoatlantirsin. U holda

1= P\f(X,y)dxdy = \\f[(p{u,v), ¥ {uv \—\Kuv)\odudv (10
D A
bo 1adi.
(IQ)-formulaga ikki karrali integrallarda o‘zgaravchilarni almash-
tirish formulasi deyiladi.
Uch karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish formula-
lari ham shu kabi boladi. Masalan,

X =<p(u,V,w)
my =i//(u,v,w)
z=x{u,v,w)
funksiyalar AcR 3 sohani DczR3 sohaga akslantirib, yuqoridagi

)-3) shartlarni ganoatlantirsin. Agar D sohada integrallanuvchi
f[x,y,z) funksiya berilgan bo‘lsa, u holda

Vv,w),X(u,v,w)

tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu yerda

dx dx dx
du dv dw
D(xy.2) d d q
£>(«vw) du  dv dw
8& dz dz
di dv dw

berilgan akslantirishning yakobiani.

Ikki karrali integrallami hisoblashda qutb koordinatalar siste-
masiga o'tish (x =rcos<p, y =rsm(p, |-r), uch karrali integral-
lami hisoblashda esa silindrik yoki sferik koordinatalar sistemasiga
o‘tish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
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Silindrik koordinatalar sistemasida VAfei?3 nuqta M(<p,r,z)
kabi beriiadi (10-chizma).

Silindrik koordinatalar sistemasini Dekart koordinatalar siste-
masi bilan bog'lovchi formulalar (11) va (12) tengliklarda keltirilgan.

X = rCOS(p (11)
Yy =rsing?
=z, 0<(p<2n, 0<r <+00
(b= arctg— (12)
X
z=2

(IN-sistema uchun yakobian

D(x.y,z) —r

N\H{<P,r,2)|= D(<p.r.2) =

Sferik koordinatalar sistemasida VMeR3 nugta kabi



beriladi (11-chizma). Sferik koordinatalar sistemasini Dekart koordi-
natalar sistemasi bilan bog'lovchi formulalar (13)-tenglikda keltmlgan.

X = /?cosP>-siny/

y~psm(p siny/ o</j<2?, 0<yO<+°0, 0<y/<n (13)
Z =pcosy/
(13)-sistema uchun yakobian
D{x,y,z
NyN= DY D oo gy
D{<p,p.ys)

4R Ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiglari

a) Jismning hajmi. R3 fazoda yuqoridan z=f(x,y) sirt bilan,
yon tomonlaridan yasovchilari OZ o‘giga parallel bo'lgan silindrik
sirt hamda pastdan OXY tekisligidagi D soha bilan chegaralangan
(V) jismning hajmi V ushbu

V=X N{Xy)dxdy a4
D
formula yordamida hisoblanadi.
Misol. Ushbu
£2+¥2 +Z_2< 1;
a b c

ellipsoidning hajmi topilsin.
B Agar [z>0} yarim fazodagi ellipsoid bo‘lagining hajmini M
desak, unda

V-2V,=2c\ [M-IL-Z-dxdy;
D

bofladi. Bu yerda

| acOS(P almashtirish bajaramiz, unda D soha
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n=[{r.(p):0<r<1,0<¢j<2K] to‘g'ri to‘rtburchakka akslanadi va ya-
kobian

dx dx
Ordp  acosp-arsmg) .
Oy oy bsin<p,brcosg
or 6P
bo‘ladi. Unda
V= 2cJjVI—2<gorcrdp=2acj il or:4Kach/'V1— r dr:—3 aoc.>

b) Yassi shaklning yuzasi.
Ikki karrali integralning ta’rifiga ko‘ra, D sohaning yuzasi

S=\\dxdy (15)

formula yordamida hisoblanadi.
Xususan, soha D={(x,y)e R2'.a<x<b, O0<y<f(X)] egri chiz-

igli trapetsiya bo‘lsa, u holda

p M
S=\N\dd=j ;g

bizga ma’lum bo'lgan formulaga kelamiz.

d) Sirtning yuzasi. Aytaylik, z=f(x,y)eCI(D) bo'lib, bu fimk-
siyaning grafigi R3 fazoda (S) sirtdan iborat bo'lsin. U holda bu
sirt yuzasi

S=jil+ fX(xyy) + fy(xy)] dxdy ('6)

formula yordamidr!lD hisoblanadi.

e) Tk karrali integrallir yordamida mexanikaga oid masala—
larni yechish.

Aytaylik, D - xOu tekisligida berilgan zichligi p(x,y) ga teng
bo'lgan bir jinsli plastinka bo‘lsin. Unda quyidagi formulalar o'rinli
bo‘ladi.

M = N\N\p(xy)dxdy

(17)-plastinkaning massasi.
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M x = \N-p{X,y)dxdy,
D

My = \Nep(x,y)dxdy (18)

(18)—plastinkaning OX va OY o'glariga nisbatan Statik momentlari.
My
~M
Mr (29)

YO—u

(19)-plastinka og‘irlik markazining koordinatalari.

h - Jjy 2m(xy)dxdy:
ly = \D{X,y)dxdy

(20)-plastinkaning OX va OY o‘glariga nisbatan inersiya mo-
mentlari.

(20)

lo=L+ ly=JJ(*2+y2)-p(X,y)dxdy (21

D

(21)-plastinkaning koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti.

Eslatma. Ikki karrali integral oddiy bir o‘zgaruvchili funksiya aniq
integralining ganday umumlashmasi bo‘lsa, uch karrali integral ham
ikki karrali integralning shunday umumlashmasi boladi va prinsipial
jihatdan undan farg gilmaydi. Shu munosabat bilan uch karrali in-
tegralning ta’rifi, uni hisoblash usullari va ulaming tatbiglarini o‘qib,
o'rganib olishni o'quvchining o'ziga havola gilamiz.

5°. BirincM tur egri chizigli integrallar va ularm hisoblash
Ushbu x=(p{t), y=i//(t) funksiyalar [a,3] kesmada aniglan-

gan va uzluksiz boMib, ular t rang turli giymatlariga R2 da turli
nugtalarni mos go'ysin. Bu holda [a/3\ kesmaning

= opft)
\y=v{t)
funksiyalar yordamida R2 da hosil bo‘ladigan aksi y ga sodda
egri chiziq deyiladi:
Y={(»y)*R2:x=<p(t)y =y/{t),te[or./7]} .
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A=y(a) ga egri chizigning boshlang‘ich nugtasi B=y(3) nug-
taga esa egri chizigning oxirgi nuqgtasi deb ataladi. Biz qaralayot-
gan egri chiziq to‘g‘rilanuvchi, ya’ni chekli uzunlikka ega bo‘lsin
deb faraz gilamiz.

Aytaylik, xQy tekisligida biror sodda AB egri chizig yoyi va bu
yoyda f(X,y) funksiya berilgan bo‘lsin. AB egri chizigni A dan V
ga garab AO=A, A}, A, .. An=B nugtalar yordamida n ta AkAk#
(k= ) yoyga ajratamiz. AKAl#t yoyning uzunligini ASk va

deb belgilaymiz. Endi V(4,%)6 A4 (&=0,u-1)
nugtalar olamiz va quyidagi

k=0
yig‘indini tuzamiz.

Tarif. Agar limcr-3 bofib, n chekli | soniga teng bo‘lsa va |
ning giymati ¢ b n‘nS bofinish usuliga hamda {A&rik) nugtalarning
tanlanishiga boglig boimasa, n holda shu | soniga f(x,y) funksi-
yaning AB egri chiziq boYicha birinchi tur egri chizigli integrali
deb ataladi va n

J{x,y)ds
AB
kabi belgilanadi.
Shunday qilib,
A\ f(x,y)ds--Yima= B m g/(£,%).ASt (22
AB A-*e *=0
ekan.

Birinchi tur egri chizigli integrallar quyidagi xossalarga ega.
n, \f{x,y)ds= \f(x,y)ds.

AB BA

2) AB=ACuCB=> \f(x*y)ds= \f{x,y)ds+ \f{x,y)ds.
AB

AC CcB

3) \cf(xy)dds=c (X, y)ds{c= const).

ab AB
4)  NN\Hy)xs{x,y)]ds"\f(x,y)dsx Jg(x,y)ds.
AB AB AB
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5) Agar V(x,y)eAB da /(x,y)>0 bo‘lsa, u holda
jf(x,y)ds>0.

6)

AB AB
7) 3(cve2)zAB nuqta topiladiki, \f{x,y)ds-f(cl,c2)-S
AB
bo‘ladi.
Izoh. Yuqoridagi xossalarning hammasida f(x,y)eC(ABj deb
faraz qilinadi.
Teorema. Agar AB={(x,y)eR2:x=<p(t),y=i//(t),te[a,/3]}

sodda egri chiziq va f{x,y)eC[AB} bo‘lsa,
0 _

jf(x,y)ds= (23)

AB a
bo ‘ladi.
Bu teoremadan quyidagi muhim natijalar kelib chigadi.
1-natija. Agar AB=[(x,y)&ldm.y=y(x),c<x<b]j [y(a)=A,y(b)=B]

bo'lib, /(x)eC [«,/?] bo‘lsa, u holda

b .
[F{x,y)ds=\f[x,y(x)"-"\ +\_y'{x)]dx (24)
AB a
bo‘ladi.
2-natija.  Agar  AB={(r,<p)\r =r(<p),(p] <g><<p2}  bo‘lib,
r'{(p)e.C[(pv (X bo‘lsa, u holda
B S -
jf(x,y)ds= J/(rcosrsin N)-yr2+[/($?)] d(p (25)
AB <h
bo‘ladi.

Eslatma. Agar 1-tur egri chizigli integralda f(x,y) =1 desak,
<fa= liMTA<St  50%ad” ya'nj
Ail *=<
j ¢ls (26)- AB yoyning uzunligini hisoblash formulasi.
AB
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60 Ikkinchi tur egri chizigli integrallar va ularni hisoblash

Tekislikda biror yopig bo‘lmagan sodda AB egri chiziq beril-
gan bo‘lib, f(x,y) funksiya shu chiziqgda aniglangan bolsin. AB
egri chizigni Ak (¢ =0w) nuqtalar yordamida n ta
AKAM (k=Q,n-1) bo'lakka ajratamiz va \/(*,tjk)e AkAkH# nugtalar
olib, quyidagi yig'indini tuzamiz:

n-1

m W
Bu yerda Axk=xkH-xk - AkAkH yoyning OX o'gidagi proek-

siyasi, A- kLno,a@_({AST ASKk-A KAKH ning uzunligi, deb belgilaymiz.

Ta’rif. Agar mavjud va chekli bolib, I ning giymati
AB ning bofinish usuliga va (¢;kr}k) nugtalaming tanlanishiga bogliq
bo1masa, u holda I soniga f(x,y) funksiyadan AB e&i chiziq boyicha
olingan ikkinchi tur egri chizigli integral deb ataladi hamda u

1= \f(x,y)dx.
AB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

1= jf{x,y)dx™limYf{" t7t)Axk (27)
AB
ekan.
Xuddi shunga o‘xshash f(%k,r/k) laini Axi;ga emas, Ayk larga
ko“paytirib,

n-1
I'= \f{x,y)dy =limJ[I{Zk,rik) ?yk (28)
AB k=0

ni hosil gilamiz.
2-tur egri chizigli integral ta’rifidan quyidagi xossalar kelib chigadi.

) jf{x,y)dx=-j f(x,y)dx va \f(x,y)dy=-\f(x,y)dy.
AB SA ab ba
2) Agar ab y°y o‘giga (OY o‘giga) perpendikular bo‘lgan
to‘g‘ri chizig kesmasidan iborat bolsa, u holda

viy)dx =0 Caf(x,y)dy =0°

AB V-ifl ,

bo‘ladi.
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Endi faraz gilaylik, AB egri chizigda 2 ta P(x,y) va Q(X,y)
funksiyalar berilgan bo'lib,
[P{x,y)dx ya [Q{x,y)dy -
AB AB
2-tur egri chizigli integrallar mavjud bo'lsin. Ushbu

\p(x,y)dx+ 1Q(x,y)dy;

AB AB
yig‘indi 2-tur egri chizigli integralning umumiy ko‘rinishi deb ata-
ladi va
\P{x,y)dx +Q(x,y)dy ;

AB

kabi yoziladi. Demak,
\p(x,y)dx +Q(x,y)dy= \p(x,y)dx + \Q(x,y)dy n9)

AB AB AB

Aytaylik, AB egri chizig, sodda yopiq egri chiziq bo‘lsin, ya’ni
A va V nugtalar ustma-ust tushsin. Bu yopiq chizigni y deb belgi-
laymiz. Bu yopiq chizigda ikkita yo‘nalish bo'ladi. Ulaming birini
musbat (soat strelkasiga qarama-qarshi yo'nalganini), ikkinchisini
manfiy yo'nalish deb gabul gilamiz.

Faraz gilaylik, y da f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin. Bu y
chizigda 2 ta \/A*B nuqtalar olamiz. Natijada y yopiqg chiziq 2
ta AaB va R™A egri chiziglarga ajraladi (12-chizma).

Agar Jf{x,y)dx+ 1 f{x,y)dx integral mavjud bo‘lsa, u
A&B BbA

f(x,y) funksiyaning y vyopiq chizig bo‘yicha 2-tur egri chizigli
integrali deb ataladi va (Jf{x,y)dx kabi belgilanadi.

12-chizma.
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\MP(x,y)dx + [JQ{x,y)dy bo‘lgan umumiy hoi ham xuddi shun-
ga oY‘xshash ta’rifIYanadi.

Agar 2b e8r>chiziq fazoviy chiziq bo'lib, f{x,y,z) funksiya
shu chiziqda aniglangan bo‘lsa, u holda

~M(x,y,2)dx, Jf(x,y,z)dy, jf(x,y,z)dz, iar \Va

AB AB AB

iP(x,y,2)dx+Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz~

AB
=P (Xy, 2)dx+ }Q(x,y,z)dy + jR(x,y,z)dz
AB AB AB
lar ham yuqoridagidek aniglanadi.

Endi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblashni
o ‘rganamiz.

Faraz qilaylik, as ={(x,y):x=(p(t),y =y/(t),t eja,/?]} bo‘lib,
<p(t).y/(t) &C[a,(3].{(p{a).y/(a)) = A {(p(P),v{P)) =& bo'lsin,
hamda t parametr a dan /? ga garab o0°‘zgarganda
(x,y)-(ty{t),ij/(tf) nugta A dan V ga qarab o'zgarsin.

l-ieorenia. Agar $?'(/)e C[«,/?] bofib, j {x,y)&c[AB” bo ‘sa,
u holda

jf(x,y)dx= (t)dt (30)

AB a

bo 1adi.
2-teorema. Agar y/'{t)e C\a,0\ bofib, f(x,y)&CyABj bolsa,
u holda p

\i(x,y)dy= \R_(p{t)*{t)]i/*(t)dt (31)
bo 1adi.
1-aaiija. Afar 9(/),<//(?)eC\a,0\ bo'lib,
P{x,y),Q{x,y)e.C{AB] bo‘lsa, u holda
JP(xy)dx +Q(x,y)dy= "P{tp{t), {)W{t) +Q{<p{t),N{1))i/(i"t (32)
t/:?)iadi. :
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2-natija. Agar AB={(x,y)\y=y(x),a<x<b), y'(x)&C[a,b\

bo‘lib, P{x,y),Q{x,y)e.C(AB) bo‘lsa, u holda
b

JP(xy)cix+Q{x,y)dy=8_p(x,y(x)) +e(x,y(x)) w'(x)}/x.  (33)
AB a
bo'ladi.

Misol. Agar OA eS8ri chizig 0(0,0) va -¢((1,1) nuqtalami tut-
ashtiruvchi

a) to‘g‘ri chizig kesmasi.

b) ORA sinig chizigq, P =(1,0) nuqta;

d) OQA sinig chizig, Q=(0,1) nugta bo‘lsa,

1= ~(x-y2}dx + Ixydy

. . OA
hisoblansin.

5
< a) OA:y=x,0<x<\=>1= J[(x-x2)+2x2]c&= -
0 A

b) /= \(x-y2)dx+2xydy= ~(x-y2)dx+ 2xydy+ ~{x-y-)dx +2xydy =

OP:y =0,Q<x<\=>dy =0
APA x=\,Q<yM-=>dx-Q

d) /= J[x-y2)dx+2xydy= A{x-yl)dx +2xydy+ "[x-y1)dx +2xydy =
QA @A

_70Q:x=0,0<y<l=>dx =0
IgA 1y =\,Q<x<\=>dy =0
Izoh. Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, 2-tur egri chizigli inte-
grating giymati umuman olganda, A va V nuqtalami tutashtiruv-
chi integrallash yo'liga bog‘lig ekan.
Qanday shartlar bajarilganda uning giymati integrallash yo'liga
bog‘lig bo‘lmaydi, degan savolga keyingi punktda javob beramiz.

7°. Grin formulasi va uning ba’zi bir tatbiglari

a) Grin formulasi.
1-teorema. (Grin). DczR2 soha berilgan bo 1ib, uning chegarasi
dD bo fakli-sillig chiziqgdan iborat bofisin. Agar P(x,y) va Q(X,y)
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funksiyalar D da berilgan va P(Xx,y) ,Q(X,y),

dP{x,y) dQ{x,y)  (5)
— =" Oy bo Isa, u holda

JPOGy)dx +Qxy)dy= T - W) axay (34)

tenglik o rinli bo'ladi.
(34)-formulaga Grin formulas! deyiladi.
Grin formulasidan D sohaning yuzasini hisoblash uchun ushbu

S = -\"yux, (35)
D
S =\8xdy, va (36)
cD
S="$xdy-ydx, (37)

Z 3D
formulalar kelib chigadi.

2-teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar D sohada Grin
teoremasining shartlarini bajarsa, unda quyidagi 4 ta shart bir-biriga
ekvivalent bofadi.
8P 80

1) D da — =—  (38) tenglik bajariladi.
dy dx

2) D sohadagi V yopiq koniur y uchun [JPdx+Qdy=0,
Y
3) \/A,BeD nugqtalar va bu nugtalami tutashtiruvchi ¢(B y°y

uchun
JPdx +Qdy
Jis}
integralning qiymati integrallash yoMiga bog'liq emas;
4) P(x,y)dx.+ Q(x,y)dy ifoda to‘liq differensial bo‘ladi, ya’ni
D sohada shunday u(x,y) fi'nksiya topiladiki du-Pdx +Qdy teng-
lik bajariladi va unda
[Pdx +Qdy=u(B)-u(A) bo‘ladi.
AB
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Agar du=Pdx+ Qdy bo‘lsa, unda u(x,y) funksiya ushbu

u{x,y)= J/>(x")o&£T+ \Q{XO y)dy +c (39)
o b
formula yordamida topiladi. Bu yerda {x0,y0) G -ixtiyoriy nugta.

Misol. Agar y chizig koordinata boshidan o‘tmaydigan va
yo‘nalishi musbat bolgan v yopiq chizig bo‘lsa,

rfixdy-ydx

integralni hisoblang.

< vy chiziq bilan chegaralangan sohani D deb belgilaymiz.

1-hol. 0&D bo‘lsin.

8P 80 _ y2-x2 __

F):_'>/(\2~+'§/2’Q~: x2¥y2 dy dx  (x2+ /]

Grin formulasiga ko‘ra 1=0.

2-hol. 0eD bo‘lsin. Bu holda Grin formulasidan foydalana
olmaymiz, chunki, P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar 0(0,0) nugtada
aniglanmagan.

13-chizma.

D sohaning ichida yotuvchi V yr=|(x,j):x2+y~~f2} aylana
olamiz. Endi G soha sifatida y va yr chiziglari bilan chegaralangan

sohani olamiz. G da = va 0<sG. Unda Grin formulasiga kora
[ipdx +Qdy =0=>0 =\j\Pdx + Qdy+[jPdx +Qdy =[8PcIx+Qdy-\jPdx +Qdy=>
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- = = 1 N
/- xdy - ydx ((x =rcost,0</< 2n,dx=-r sintdtS - jdt=2n.t
fr x’-+y§ y =r$mt,dy = rcostdt J,

8R Birinchi tur sirt integrallari va ularni MsoMash

Birinchi tur egri chizigli integrallar oddiy aniq integrallaming
ganday umumlashtirilishi bo‘lsa, birinchi tur sirt integrallari ham
ikki karrali integrallarining shunday tabiiy umumlashtirilishidir.

Bizga bo‘lakli sillig kontur bilan chegaralangan ikki tomonli
sillig (yoki bo‘lakli sillig) (5)c R3 sirt berilgan bo‘lib, f(x,y,z)
funksiya shu sirtda aniglangan bolsin. (S) sirtni V tarzda o‘tkazilgan
egri chiziglar to'ri yordamida (St),(S2),.qism larga ajratamiz.
(St) ning yuzasini Sk deb belgilaymiz (k=1 »j. Har Mr (Sk) da
V(&,%,£*) nuqgta olib

integral yig‘indini tuzamiz va A=maxdram(S™*) deb belgilaymiz.

Tarif Agar cr=1 mavjud va chekli bo‘lib, I ning giymati
(S) sirtning bolinish usuli hamda (¢k,tjk,gk) nugtalaming tanlan-
ishiga bog‘lig bo‘lmasa, u holda | ga f[x,y,z) funksiyadan (S)
sirt bo'yicha olingan I~iur sirt integral! deyiladi va

|\f(leiZ)dS_i

©)
kabi belgilanadi.

Teorema. Agar sirt ushbu (S)={{x,y,z)eRi:z=z(x,y),(X,y)et3}
ko rinishda berilgan bo‘lib, z(x,y).z'x(x,y),z'}i(x,y)eC (D) va
f (X,y,z)e C[(5)] bolsa, u holda
1y (% v,2)dS = jjf[x,y, z(x, )M +[2'~(x,y) f +[ z (x,v)]“dxdy (40)
Q) d
bo fadi.
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9°. IkKinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash

Bizga ikki tomonli sillig (yoki boMakli sillig) (5 c R3 sirt ber-
ilgan bo‘lib, f(x,y,z) funksiya shu sirtda aniglangan boMsin. (S)
sirtni 'V tarzda o‘tkazilgan egri chiziglar to‘ri yordamida

gismlarga ajratamiz. (Sk) (k=\, nj ning OXY
tekislikdagi proeksiyasini Dk, Dk ning yuzasini esa SO deb belgi-
laymiz. Har bir (St) da V (Ckrik,Ck) nuqta olib quyidagi

k2
yig‘indini tuzamiz va A=mmdiam(Sk) deb belgilaymiz

Ta’rif. Agar j™a mavjud va chekli bofib, I ning giymati (S)
sirtning bofinish usuliga hamda (Ck,1jk,Ck) nugtalaming tanlanishiga
bogiig bo ‘Imasa, n holda | ga f(x,y,z) funksiyadan (S) sirtning tan-
langan tomoni bo Yyicha olingan ikkinchi tur sirt integrali deyiladi va

Jif(x,y,z)dxdy;
©
kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

/= \if(x,y,z)dxdy = (41)
(] k=l
Shuni aytib o‘tish kerakki, funksiyadan (S) sirtning bir tomoni
bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali, funksiyadan shu sirtning
ikkinchi tomoni bo'yicha olingan ikkinchi tur sirt integralidan fagat
ishorasi bilangina farq giladi.

Ushbu \\f{x’y’z)dydz ya \\f{x,y,z)dzdx ikkinchi tur sirt in-
is) ©
tegrallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.
Ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko‘rinishini keltiramiz.
Faraz gilaylik, (S) sirtda P(x,y,z), Q(X,y,z) va R(x,y,z) funksi-
yalar berilgan bolib,

Ushbu
JTP(X,y,z)dxdy ji<2(x,y,z)dydz JjR(x,y,z)dzdx.
©) ) SO
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integrallar mavjud bo‘lsa, u holda ulaming yig'indisi 2-tur sirt in-
tegralining umumiy ko‘riiushi deb ataladi va

z) dxdy + Q(x,y,z)dydz + R(X,y, z) dzdx ;
©®
kabi belgilanadi.

Endi R3 fazoda biror (V) jism berilgan bo‘lsin. Bu jismni o‘rab
turgan yopiq sirt silliq sirt bo‘lib, uni (S) deylik. f{x,y,z) funksiya
(S) da berilgan bo‘lsin. OXY tekislikka parallel bo‘lgan tekislik bilan
(V) ni 2 gismga ajratamiz: (V) =(V,)u(V2) . Natijada, uni o‘rab tur-
gan (S) sirt (S,) va (S2) sirtlarga ajraladi. Ushbu

Jf(x,y,z)dxdy + jjf(x,y,z)dxdy ,
S) (9
integral (agar u mavjud bo‘lsa) f(x,y,z) funksiyaning yopiq sirt
bo‘yicha 2-tur sirt integrali deb ataladi va

Liif{x,y,z)dxdy;

®
kabi belgilanadi. Bu yerda (42)-munosabatdagi birinchi integral' (£,)
sirtning ustki tomoni, ikkinchi integral esa ) sirtning pastki

tomoni bo‘yicha olingan. Xuddi shunga o‘xshash

i 1f{x,y,z)dydz [11f{x,y,z)dzdx-
(S) ’ <S)
hamda umumiy holda

fjjP (x,y,z)dxdy + Q(x,y,z)dydz + R(x,y,z) dzdx.

integrallar aniglanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu

(S) - {(x,y,z2) eR3:z=2z(X,y),(Xx,y) e 2)
ko rinishda berilgan bo 1ib, z{x,y), Zx{x,y), z¥(x,y)eC(D) va
[(x,j,2)6C[(5")] bofsa, u holda

WF(x,y,z)dxdy= \\f[x,y,z(x,y)]dxdy (43)

) D
bo 1adi.
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Izoh. Agar (S) sirtning pastki tomoni garalsa, unda barcha Sklar
manfiy bo'lib,

JJI*(x,y,z)dxdy =-~f[x,y,z(x,y)\dxdy .
S D
bo‘ladi.
Natija. Agar (S) sirt yasovchilari OZ o‘giga parallel bo‘lgan
silindrik sirt bo‘lsa, unda

Wf{x,y,z)dxdy =0;
()
bo‘ladi.

Deraak ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integral-
lariga Keltirilib hisoblanar ekan.

Agar (S)-ikki tomonli sillig sirt bo‘lib, P{x,y,z), Q(x,y,z)
R(x,y,z) e C[(S)] bo‘lsa va (S) sirt normalining yo‘naltiruvchi ko-
sinusilarini cosa, cos/?, cos/ desak, u holda 1 va 2-tur sirt inte-
grallari orasida quyidagi munosabat o‘rinli.

JiP(x,y,z)dydz + Q(x,y, z) dzdx + R(x,y,z) dxdy =
S)
cosa + Q(x,y,z)cosB+ R(x,y,z) cosy~"Ns (44)

Izc(>*)h. Agar (S) sirt z=z(x,y) tenglama yordamida berilgan
bo'lsa, sirtning (x0,y0,z0) nugtadagi normalining OX, QY, 0Z
o‘glarining musbat yo‘nalishlari bilan tashkil gilgan burchaklarini
mos ravishda a, B, y orqali belgilasak,

COS«=-

+l+ 2.|.( 4

cosR =- e )
45
+J1
remurret
cos/ =
+J1+

(fer
bo‘la.di va ular normalning yo‘naltiruvchi kosinmslari deyiladi.
312



Ildiz oldida ma’lum bir ishorani tanlab olish bilan biz sirtning aniq
bir tomonini tanlab oigan bo‘lamiz. Masalan, ildiz uchun musbat ishora-
ni olsak, cosy >0, ya’ni normal OZ o‘gi bilan y o'tkir burchak tashkil
etadi va bu holda (S) sirtning “yuqori” tomonini tanlab oigan bolamiz.

10°. Stoks va Gauss-Osirogradskiy formulalari

(5" ={(:c,>",2)eitd\z =z(x,y),(x,y) &b\ bo‘lib, d(S)-bo ‘lakli sil-
lig egri chizig va d(S) - ning OXY tekisligiga proyeksiyasi dD bo'lsin.

Faraz qilaylik, (S) siitda uzluksiz P(x,y,z), Q(x,y,z) R(x,y,z)
funksiyalar aniglangan bo‘lib, bu funksiyalarning barcha birinchi
tartibli xususiy hosilalari (S) sirtda uzluksiz bo‘lsin.

1-teorema. (Stoks). Agar yuqoridagi shatilar bajarilsa, u holda ushbu

e(s) Ht ~dy_

dR_dQ dydz + IR dzdx. (46)
dy dz dz dx
Stoks formulasi o rinli bo1adi.

Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo‘yicha olingan 2-tur
sirt integrali bilan shu sirtning chegarasi bo‘yicha olingan egri chizigli
integralni bog‘lovchi formuladir.

Endi Ostrogradskiy formulasini keltiramiz. R3 fazoda pastdan
z =qt(x,y) tenglama bilan aniglangan silliq (5,) sirt bilan, yu-
goridan z=<2(x,y) tenglama yordamida aniglangan (S},) sirt bi-
lan, yon tomondan esa yasovchilari OZ o‘giga parallel bo'lgan sil-
indrik (S3) sirt bilan chegaralangan (V) jismni garaylik. Bu jis-
mning OXY tekisligidagi proeksiyasini jj deb belgilaymiz. Faraz
gilaylik, (V) da uzluksiz P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) funksiya-

dP dQ dR ,
lar berilgan bo‘lib, & »dy & Lv )] shartlar bajarilsin.

2-teorema. (Ostrogradskiy) Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa,

u holda ushbu
rrefdP  dQ _ dR
dx dy dz

S
Gauss-Ostrogradskiy formulasi o‘rin(ll) boladi.
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11°. Maydonlar nazariyasi elementlari

Uch o‘lchovli Yevklid fazosi r3 ni olib, undagi nugtalarni
(x, y, z), koordinata o‘glari bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlami esa
ex, €2, e3 kabi belgilaymiz. Aytaylik, Deri?3 sohadagi har bir
(x, ¥, z) nugtaga A(X, y, z) vektor mos go‘yilgan bo'lib, tanlan-
gan koordinatalar sistemasida u Al(x, y, z), AMX, Yy, z),
A3(x, y, z) ko'rinishga ega bo'lsin. U holda D sohada vektor funk-
siya aniglangan yoki D da vektorlar maydoni berilgan deyiladi. Agar
har bir Ak(x, y, z), k=1 2, 3, funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi
va hakozo bo‘lsa, unda A vektor maydon uzluksiz, differensialla-
nuvchi va hokazo deb ataladi. Agar D sohada U(x, y, z) funksiya
aniglangan bo‘lsa, u holda D da Tj skalyar maydon berilgan deyiladi.
Tanlangan koordinatalar sistemasida qaralayotgan skalyar va vektorlar
maydoni kerakli darajada sillig bo‘lsin deb faraz gilamiz.

Ushbu

gradU ::fOIU du OIUA:e.Ol—U-+e,-oll-“g--le,pl--q:L]T->A'
dx " dy ’dz 0X dy dz

operatorni (gradiyent) aniglaymiz. U bilan bir gatorda A vektorni
U skalyar maydonga akslantiruvchi

B A2 A AU

dx 8y dz
operatorni (divergensiya) garaymiz. Vektor maydon vektor may-
donga quyidagi

e €2

rotAm d d d—:A->B
dx dx dz
A A2 A3

formula yordamida aniglanadigan rotor opeiatori yordamida akslanadi.
Agar simvolik nabla differensial operatorini (Gamilton operatori)

-+e,
N Tdx *dy dz
tenglik yordamida aniglasak, u holda
gradU =VU,
rotA = WxA,
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divA=V A

bo‘ladi.

Kiritilgan operatorlardan foydalanib, quyidagi tengliklaming o‘rinli
bo‘lishini ko'rsatish giyin emas:

1) rotgradU=VxVt/=0,

2) divrotA =V +(V XA) =0,

3) graddivA =V (V *A),

4) rotrotA =V x(VxN),

5) divgradU - V<VU

(44)-formuladan foydalangan holda Stoks formulasini quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

J P(x,y,2)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z) =

)
cosor cosfl cosy
A A A ds.
:B dx dy dz
P Q R

Agar bu tenglikdagi P, Q, R funksiyalar o‘rniga A vektor
maydonning komponentalarini olsak va dS = (dx,dy,dz) deb belgi-
lasak, tenglikning chap tomonidagi integralostidagi funksiyani A-dS
deb yozish mumkin. Agar n=(cosa, cosB, cos;/)-birlik normal
vektor bo‘lsa, tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi funksi-
yani rotA-n deb yozish mumkin bo‘lib, Stoks formulasining vektor
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

[ A-dS=\\n-rotAdS
us) © 4
(48)-tenglik maydonlar nazariyasi tilida quyidagicha aytiladi: A
vektor maydonnning sirtning chegarasi bo‘yicha olingan sirkulyat-
siyasi rotA maydonning (5) sirt bo‘yicha olingan ogimiga teng.
(44) formuladan foydalanib, Gauss-Ostrogradskiy formulasi vektor
ko‘rinishida quyidagicha yoziladi:
J|/i endS = Jjjd/vAdV (,
S/ Y,
bu yerda dV - dxdydz hajm elementi.
315



(48) va (49) formulalar vektorlar maydonidagi rotor va diveigensi-
ya operatorlarining invariant ekanligini ko‘rsatish imkoniyatini beradi.

1-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday skalyar U may-
don topilib, gradU =A tenglik bajarilsa, unda A vektor maydon
potensial maydon deyiladi. u funksiya esa A maydonning skalyar
potensiali deb ataladi.

2-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday B vektor maydon topilib,
rotB ~ A tenglik bajarilsa, u holda A maydon solenoidal maydon deyiladi.
V vektor maydon esa A maydonning vektor potensiali deb ataladi.

Punktning oxirigacha biz maydonlar uch oichovli fazoda gara-
layapti, deb faraz qilamiz.

1-teorema. A maydon potensial maydon bo fishi uchun rotA=0
bofishi zflrur va yetarli.

2-teorema. A maydon solenoidal bofishi uchun divA=0 bofishi
zarur va yetarli.

(48)-Stoks formulasidan va 1-teoremadan quyidagi tasdiq kelib
chigadi: Agar A potensial maydon bolsa, u holds maydonning yopiq
egri chizig bo‘yiclia olingan sirkulyatsiyasi 0 ga teng boiadi.

(49)-Gauss-Ostrogradskiy va 2-teoremadan quyidagi tasdig kelib
chigadi: agar A solenoidal maydon boisa, u holda maydonning biror
jismni o‘rovchi yopiqg siri be‘yidia olingan ogirni 0 ga teng bo4adi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ixtiyoriy vektor maydonni potensial va
solenoidal maydonlarning yig'indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin.

11°. Furye qatorlari

1-ta’rif. f(x) funksiya \-n\n\ kesmada absolut integrallanuvchi
bo 1sin. Koeffisientlari

Jr
formulalar yordamida aniglangan ushbu
AN

a
f{x) —5* *~f(allcosnx + bnsin nx) (50)

trigonometrik gator f{x) fur{[(siyaning Furye gatori, an, bn sonlar
esa-Furye koeffisientlari deyiladi.
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Absolut integrallanuvchi funksiyaning Furye koeffisientlari n-* oo
da 0 ga intiladi. Agar funksiya juft bo'lsa, Furye gatori fagat kosi-
nuslarni, togq bo'lsa fagat sinuslarni o‘z ichida saglaydi.

1-teorema. (Rimanning lokallashtirish prinsipi). f(x) funksiya
Furye gatorining x0 nugtada yaginlashishi, ixtiyoriy kichik S >0 soni
uchun f(x) funksiyaning [x0-S;x0+S] kesmadagi giymatlarigagina
bogiig bo'lib, bu kesmadan tashgaridagi giymatlariga bogTiq emas.

2-teorema. Agar /(*) funksiya \-n\n\ kesmada bo'lakli-uzluk-
siz bo'lib, har X nuqtada chekli bir tomonli

si\ s [(X+AX)-/(x+0)
[*W = A - e N = >

[(*)=Ilim/(*+*Q-/(*=¢gL
(*) ( QAX( g
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning Furye qatori har

bir X nuqtada yagmlashadii va unxng yigndisi LR +7)1(x=7)
ga teng bo'ladi. Xususan, funksiya uzluksiz bo'lgan nuqtada Furye
gatori funksiyaning shu nugtadagi giymatiga yaginlashadi.
Yaginlashuvchi Furye qatorining yig‘indisi davri 2t ga teng
bo'lgan davriy funksiya bo‘ladi.
3-teorema. Agar f(x) funksiya [-~;*] kesmada kvadrati bilan
integrallanuvchi funksiya bolsa, u holda quyidagi Bessel tengsizligi oYmli:

Vo g W #) R () e (50)
Agarfunksiya \-jr, ;r] da uzluksiz va /(-;r) =f{jt) bolsa, unda
ushbu Parseval tengligi o'rinli:

Y +E (i) =2 17 200k (52)

Agar f(x) funksiya [a, b\ kesmada berilgan bofib, malum
shartlami ganoatlantirsa, unda uni umumiyrog koYmishdagi tri-
gonometrik gatorga yoyish mumkin. Buning uchun t--n +in x4
akslantirish yordamida \a, b\ kesmani \-n\ n\ kesmaga akslanti-
ramizm Natijada,
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f(x) w>(p{t)=/]e +-"-(b ~a)

bo‘lib, (p(t) funksiya [-f; n] kesmada aniglangan. (p{t) funksiya
[-> n] kesmada Furye gatoriga yoyiladi va t o‘zgaruvchidan x
o‘zgaruvchiga qaytsak, f(x) funksiyaning \a, b] kesmadagi Furye
gatorini hosil gilamiz. Masalan, f(x) funksiya [-/; /] kesmada
2-teoremaning shartlarini ganoatlantirsa va u shu kesmada uzluksiz

bo'lsa, u holda

"a,cos % th sin—n—z"fz(ﬂ
o IM SEs T
tenglik o'rinli bo‘lib,
an=yj/(x)cos® ~ n=0,1,2,...,

1/
b, = AR S in ™ Xg n= 1.2,

bo‘ladi.

Agar f{x) funksiya [0; 21] oraligda berilgan holda ham yu-
goridagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi, fagat koeffitsientlarni hisoblashda
integrallarni [0; 21] oraliq bo‘yicha olish kerak.

Nazorat savollari

Ikki Kkarrali integralning ta’rifi.

Darbuning yuqori va quyi yig‘indilari hamda ularning xossalari.
Lebeg teoremasi.

Ikki karrali integralning asosiy xossalari.

0 ‘rta gqiymat hagidagi teoremalar.

Ikki karrali integrallarni hisoblash.

Ikki Kkarrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik koordinatalar sistemasi.

Sferik koordinatalar sistemasi.

10. Ikki Kkarrali integral yordamida hajm hisoblash.

11. Tekis shaklning yiizasini hisoblash.

12. Sitr yuzasini hisoblash.

13. Ikki karrali integrallarning mexanika masalalariga tatbiglari.
14. 1-tur egri chizigli integral tushunchasi.

15. 1-tur egri chizigli integrallarning xossalari.

16. 1-tur egri chizigli integrallarni hisoblash.
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17. 2-tur egri chizigli integral tushunchasi.
18. 2-tur egri chizigli integrallarning xossalari.
19. 2-tur egri chizigli integrallami hisoblash.
20. Grin formulasi.

21. Grin formulasining tatbiglari.

22. 1-tur sirt integrali tushunchasi.

23. 1-tur sirt integralini hisoblash.

24, 2-tur sirt integrali tushunchasi.

25. 2-tur sirt integralini hisoblash.

26. Stoks formulasi.

27. Gauss-Ostrogradskiy formulasi.

28. Maydonlar nazariyasi elementlari.

29. Furye gatorining ta’rifi.

30. Rimanning lokallashtirish prinsipi.

31. Furye gatorining yaginlashishi.

32. Bessel tengsizligi.

33. Parseval tengligi.

-B-
Mustaqil echish uchun misol va masalalar
I-masala. Berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan D soha

uchun D karrali integral takroriy integralga

keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

11 y=0, y-3, y=x, y=x-6. 1.2y=l, 2y=x, 2y=S-x, y=0.
1.3 y=x,y =x+3,y =2x,y=2x-3. 14 y=x2, x-y +2=0.

15 x2+y2>2a2, x2+y2<2ax. 16 y=2X-X2 y=-X.

17 y-x1- A y =x. 18 xy=4, y"~x2 y<6.

1.9 y<9-x2, y> 2x~. 1.10 y=x, y-4x, Xxy>4, j<8.
1.11 y=x, y =4x, xy>4, y<6.
1.12 y*yl2ax, x2+y2>2ax, x =0, x=2a, *=0.

113 y=x2-4x, 2x-y =5
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1.15 xy-9, n+;;=10, 1<>»<3.

1.17 y>x2+4x,y ~x +4.

119 y2-bx=A y2+4* =11

121 y>x2+42x, y =x+2
2-masala. Integrallash

- 10 0 0

21 \dy \ fdx+\dy f fdx-
2 9y A py

2.3 \dy ifdx+ jdy | fdx.
00 10

25 \dx i fdy+)dxjfdy.
-4r i X

- A4 o -y
2.7 \ay J fdx+ jdy | fdx.
2 0 -10

A4 ifi-x2 0 o
2.9 \ax J fdy+ \dx[fdy.
[ 1] 0 -10
11 e \
2.11 \dx j fdy+ \dx Jfdy.

0 I-x2 1 InY

2.13 \dy Jfdx+ \dy { fdx-
0% 2T §

! V? f 1
2.15 \dy Jfdx+\dy J fdx.
0 0 1 m

1 0 yii 0
2.17 jfdx+ \dy jfdx.
0 -y 1

1.16 y n8x=16, y~- 24n:=48.
1.18 y2>x2~4x, y<x, x>\.
1.20 y2<6+3x, y2<8-4x, \y\</.

tartibini o‘zgartiring.

10 9?2 0
1 2

2.4 Jfy \fdx+ jdy J fdx.
0 0 10

X b arcsiny 1 arccosy

26 jdy J fdx+ fdy J fdx.

1 0 e-Inj> -Iny

2.8 \dy \ fdx+ J dy f fdx-
0 "-Jy 1-1

-Vi 0 0 o}
2.10 I Ne’+ TA )
2 -\[n-x2 -E -U-J-1
\ iy 2 2-y
2.12 {fdx + Jo/p J fdx.
0] (0] 1 0]

2.14 \dx [ /®+ \dx \fdy"
2 @m 1 I

10 2 0

216 b \fdx+\dy j

fdx-
° Ty 1 -fey.

1 3 2 2v
2.18 jidfec+ | J fdx.
0 0 10
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£ 0 2 0 10 e o
219 i fdy+ i & 2.20 J fdx+T'Y \fdx-
0 nNO-E? 2 -2 1w

1% N R®R
221 |E&|ID+{N | I .
0 0 1 0

3-masala. Ko‘rsatilgan D soha uchim integralda

i
qutb koordinatalariga (x =rcos®,_y ="sin?) o‘tib, integrallasli

chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.
3.1 D={(x,y)\x2+y2<2y}.

3.2 D={(*}»):a2<x2+y2<h2,a>Qb>0j.

3.3 D={(x,y):(x2+y2)~=a2(x2-y 2),x<0j.

3.4 D soha x=0, y=0, y=I-x chiziglar bilan chegaralangan.
3.5 D soha x2=cry, y =a (0r>0) chiziglar bilan chegaralangan.
3.6 £={(x,y):0<x:<1,x2<y<Xx].

3.7 D={(x,y):0<y<2,y<x<yjiy}.

3.8 D={(x,y):0<x<2,Q<y<y,T13xY

3.9 D ={(r,<p):r >2cos<p,r <4c0sg?|.

3.10 X={(x,j):x2+y <4x+y>2}.

3.11 D={(x,y)\x2+y2>b,Xx2+y2<AX).

3.12 D-\(X,y):x2+y2>18,x2+y2<6j}.

3.13 D=[(x,y):x2+y2+4x>0,x2+y2+8x<0}.

3.14 D={(x,y):x>y, x+y<6, ,y>G}.

3.15 D={(*7) :x2+] 2<4x,jj| <jx}.

3.16 &=j(r’*):r- 2sing?,r <5sin™,0 < P<—j.
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3.17 D={(X,y):x2+y2<\6,x2+y2';4x\.

3.18 D ={(r,¢):r <2cos3<jv>1(7 va IV chorakdagi gistni),}.
3.19 D={{xX,y) :Xx2+y2>x,x2+y2<2x\.

3.20 D ={(a%"):x2+y2<4x,x2+y2>2y].

3.21 2)={(x,y):0<x<l,2x<y<3x}.

4-masala. Hisoblang.

41 ji(I2xy2+16x3y3)dxdy; D:x=[, y =x2, y =-JX.

D

42 ~Nyn~y2+A%x3y3)dxdy\ D:ix =1y =y[x, y =-Xx2.

43 if(36*V ~96*V )dxdy> D-x=I, y=I[x,y =-x3

D

44 \\(}*x2y2+32x3Jy J)dxdy, D:x=1,y=x\y = -y[x.

D
45 JJ(27*y + 4 8 x ¥ D:x=ly=x2y=-Ifx.
D

46 XIM2+32ayY )dxdy' D:x=h Y=tix>Y=~xm
D

47 J}(8xV +32x3y Jdxdy; D:x=1,y=x3 y =-4x.
D

48 AQR7*Y+48*Y)<&¢; D:x=I, y=Jx, y=-x3.
D

49 WAy + ~x2y 2)dxdy, D:x= 1, y = X2, y = ~JX.

D

410 JJ(2tf +9*V)**fc D:ix="y=" Y=~x2-
D

4 11 Wibxy+~ry~rdxdy, D:x=ly =yfx, y =~x3.

D

412 iP~xy~x2y2dxdy, D:x=I, y=x3 y=~tfx.

4 is J[J)(\ny+21x2y1)dxdy, D:x=1,y =x5 y = V.
D
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4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

4.21

5.1

5.2

53

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

+ D:x=\ y=4x, y=-x2
D
i{-j N X = = =_
b{wwaﬂT y2 D:x=1 »=x3 y=-JX.
) ~xXy +9x2y 2\dxdy, D:x=1i, y=n[x, y =-x3
i
[|(24xy-48n:3Y)ii6edy; D:x=1, y =x2, y =-y[x.
D
(6" +24*V )dxdy; D:x=1, y=yfxTy =-x2.
D

W(Mxy +\6x2 2)dxdy, D:x =\, y =Ifx, y =-x2
D

\{*xy +\exyv)(bly, D:x=I,y=x\y=.-1fx.
D

W(xy~tay)dxdy, D:x=\ y=x\y=-Jx.
d

5-masala. Hisoblang.
X
j8ye2dxdy; D:y=\n2, y=1In3, x=2, x=4.
D

\\y2sm~-dxdy, D:x=0, y=Jdn, y=".

D A

\\yco$xydxdy, D:=y=—, y=n, x=\, x=2
d

2

jiiY2e 4dxdy; D:x=0, y=2, y =X.

D

Wy*nxy*®\ D:iy=~, y=7 x=1, x=2.
D 2

WXy™2xydxdy, D:y=— y =7~ x=2, x=3.
d 4 2

Xy
1]y o8 =~ dxdy; D:x-0, vy - y =
D
S[Zl) / cosxydxdy, D:x=o0, y=4Af, y =X
iidye2ydxdy; D:y =\a3, y =in4, x:—2, x=1.
D
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510 iiye*dxdy; D:y=1n2, y- 1n3, x=A x-8.
D £

511 jidy2sinxydxdy; D:x =0, Y~y~"" ¥ ~x-
D
512 |14 /sin2xydxdy; D:x=0, y =721, y =2x
D A 1
jiycos2xydxdy; D:y=— y =4, x=— x=1.
5.13 :j' 2 2
ji2ycos2xydxdy; D:ix=— y=— x=I, x=2.
5.14 4 4 5
-i X
515 Jiy2ee 8dxdy; D:x=0,y=2 J=—=
516 iiy2-e 2dxdy; D:x=0,y=J2, y=x
0 1
517 jiyanxydxdy; D\y-n, y-2n, x=— x=1.
0. [ X
518 JJy cos2xydxdy; D:x =0, y =ijf> ¥Y=f -

519 J8yedydxdy; D:y =1In3, y =1In4, *= x=N"'

C ian ‘2
520 Ji3"2sin—dxdy; D:x =0, y =J~J~> Y="X-
D 2 1

521 jiycosxydxdy; D:y =n,y=3ﬂ,x=?x=l.
6-masala. Hisoblang.
dielyigiaz ;+L +E:i;
’ 4
6.1
K): a= N = z=0.
vV 3 4 8 (K) 0°A=0,2z=0
6.2 ffIS(y>+fdxdydz; (V)" ;Xyy Z ¥ t

o \y =x,y =0,x=U
6.3 |“(3*+4Y)dXdde-, W :|Z:5/\ + /)lZ:”_
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6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

133(27x+5 41 ) dxdydz; \y=x,y=0,x=l;

( [z=Jxy,z=0.
fff dxdydz X, y,z_ ;
I>Vi+ij+z +£ f 00= 16 8 3

1 16 8 3) x=0,y=0,z=0.

z=10y,x+y =\,

f(v .y )~ ,; (n:V=0," 052=0
JIJ(I5x + 30n)i3nilvife; (F):{Z=X ,Z ~®’
() [y=x,y=0x=1.

i@+ sy axdydz, (k): < TOx=L

(4 z =y[xy,z =0.

1I(1+ 23 odyelz-, (y): Y T SOy TQXEV

™) z=Jxy,z =0.
jjjlixzdxdydz; /y\
& [z=xy,z=0
dxdydz X Yol
Tfel+z+£i" « =10 83
10 8 3 x=0_y=0,z=0.
j19(60y +90z) dxdydz-, /yv iy ~x’y~ x~1’
® [z=x2+y2,z =0.
\y =9x,y =0,x =I;
[z=7",¢ -0.
JJ(9+1iz) dxdydz; (y): y =4xy=0x=1;

Z =y[xy,z =0.

325



dxdydz
i ilal=l
6.15 (nil+i +z+£V’ (VY- 2 4 6
2 4 6 x=0,y=0,z=0.
\y=x,y=0,x=1;

6.16 \\\{Ky+"z)dxdydz> (V):
(r|{ Y ) oy M) [z=3x2+22,2 =0.

A (x +yz)dxdydz-, (yy \y =x,y =0,x=V,

6.17 ) [z=30x2+60y2,z =0.
dxdydz X Yy 7z _
ffi V)6 4 1
6.18 b jl+*+y ++ |
6 4 16 x=0,y=0,z-0.
6.19 jjij/dxdydz; W J z=1° = t
n V'’ [x=0>=0,z=0.
6.20 5x+ 2 dudydz-, (vy. ¥ " XY =0x=1
. 00 2. [z=x2+15 y2,z =0.
dxdydz
i Y ‘() _X+ l+ _2: I
6.21 (V)[I+x+y+2 (V): 8 3 5
8 3 5 x=0,y=0,z=0

7-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklining
yuzasi hisoblansin.

3
71 y=-, ¥Y=4dex, y=3 y=4. 7.2 x="36-y2, Xx=6-"{36-

7.3 x2+y2=72, 6y=-x2 (y<0).7.4 x=8-y2, x=-2y.
75 J=-, y=8ex, y=3, y=8 76 y="~-, y=+- *=16
X 2 2X

7.7 X=5-y2 x=-4y. 7.8 y:h, y =5ex, y -2, "=5
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7.9 x2+y2=12, -46y =x2 (y<0). 7.10 x2+/=36, (*>0)

711 y=~ |, Y=~ , x=09. 7.12 JT-3&. Y=~, x=4.

2 2X X

_ 25 2 5
7.13 y=sin*, y=cosx, 1=0 (x>0). 7.14 y —~ x ,y—x .
7.15 j>=20-x2, y=-8x. 716 7= 7=7", ¥Y=2, p=T1.
7.17 y=32-x2, y=-4x. 7.18 x=fi2~f, 6x=/, y=0 {yll,

7.19 j=sinx, y=casx, x=0 (x<0). 7.20 y=8-x2, y =-2X.

7.21 y=vyi6-x2, y=n/6-n/6-x2.

8-masala. Quyidagi cbiziglar bilan chegaralangaa
shaklning yuzasi topilsin.

8.1 Y2~2y+x2=0; p2-4.y +x2=0; Y=~"> y =J3X.

8.2 x2-2x +/ 1=0; x2-10x +y2=0; p=0, y=n/3x
X

8.3 X2~4x+y2=0; x2-8x +y2=0; 7=0, Y="4-

8.4 y2- 62y +x2=0; y2-10j+x2=0; y=x, x=0.
8.5 y2- 6y +x2=0; y2-87 +x2=0; y - 7 = ni3x.

gg X2-2x +j2=0; x2-4x +j2=0; Y= 7 = n/3x.

8.7 X2-2x+j2=0; x2- 4x+y2=0; 7=0, y =X
8.8 y2- 2y +x2=0; y2- 4y +x2=0; y =\I3x, x=0.

8.9 ¥2-&Y+X2=0; y2-10y +x2=0; Y=~ ¥Y="3x-
8.10 X2-2x +y2=0; X2-6Xx +72=0; y= xrz> y =\I3x.
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8.11 x2-4x +y2=0; x2- 8+y2=0; y =0, y-Xx.
8.12 y1- 4y +x2=0; y2-6y +x2-0; y =yj3x, x=0.
8.13 y2- 4y +x2-0; y2- 6y+x2=0; y =x, A=0.

8.14 x2- 2x+y2=0; x2- 8x+y2=0; ¥Y~jljy Y=" x-
8.15 y2-2y +x2=0; y2-6y +x2=0; y =jj/B, x=0.
8.16 x2-2x +y2=0; x2-6x +y2=0; y=0,y -y/4.
8>17 j2-2x+/=0; x2-4x +y2=0;,y=0, Y=j/R -
8.18 /-4v +x2=0; y2-10y +x2=0; y = y =-~Bx.
8.19 y2-2y +x2=0; y2-H0y +x2=0; y =", y =V3x.
8.20 x2- 2x+y2=0; x2-6x +y2=0; y =0, y-X.

8.21 y2-2y +x2-0; y2-4y +x2=0; y-x, x=0.

9-masala. Zichligi p =p(x,y) bo‘lgan va quyidagi tengsizliklar
yordamida berilgan d plastinkaning massasi topilsin.

9.1 D:x2+~4—< L p=y2

2
9.2 D: Z+/<1; x>0; *>0, p =6x3-y\

2 y2 2 /
93 D: I<y +X5<2; y>0: p=Y
2
9.4 D:\</M-+y2725; x>0; y>"; p ="j.
9.5 £ vy +'2&’5 LI Y-0, P=x2"Y-
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96 C:8-+x 5|; p=x"'r-

9-7 d4 +2Tsl; y-°"“TT

9.8 D:j™+y- £1; N>0; ~>0; p~bxyl

9.9 Z)il<~-+/"4;:j>0;y>|x/7 =8"/3-
2

9.10 x-0Y-0 B3=30xV -

9.11 £:*% +/ <1; *A0; p =Ixy6.

9.12 D:\<~ "N yh0-,y</ AX.p =¥X.

9.13 D:xy™ +y2"bP =4yA
2
9.14 D:x2+~7<l;y>0p = 7xdy.

9.15 £:1<™ +y<4;x>0;y>3x/2./? =7/,
2
9.16 z):* "~ -1 - 0N 35FMTF

9.17 D:1<?-+”"<4-x>0;y>x/2.p=yYy.
9.18 D :M-+1-<1;. /1 =x2.

9.19 £>:7 +3 <I;x>0;j>0./? = x3y.

/
9.20 Z):I<*2+7lé<9;j;>0;j<4x_p:y 2.

2 V2 X
q D:I<4—+'1I'6—<25;x>0;y>2x;/?=——

’
9.2 1 Yy
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10-masala.
101 -+ %:I, y>0. chiziglar bilan chegaralangan plastinka-
a

ning og‘irlik markazi topilsin (p =I).

10.2 r2=a2cos2tp (o‘ng yaproq) egri chiziq bilan chegaralan-
gan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin. (/9 =1).

10.3 x2+y2=a2,x>0,y>0 tengsizliklar bilan aniglangan plas-
tinka uchun Ixly inersiya momentlari topilsin (/3= 1).

104 y2=4x+4 va y2=-2x+4 chiziglar bilan chegaralangan
plastinkaning og‘irlik markazi topilsin (/>=1).

x2 2
10.5 ta +/t\3t =1 egri chiziqg bilan chegaralangan plastinka uchun

Ix,ly inersiya momentlari topilsin (p =1).
10.6 ;(—+V?:1, :(—Jy?:], y =0 chiziglar bilan chegaralangan

plastinka uchun 1Ix1y lar topilsm (/7 = 1).

10.7 x2+y2<16, x>2j3 tengsizliklar bilan aniglangan plas-
tinkaning og‘irlik markazi topilsm (p =1).

10.8 xy=Il,xy=2,y=2x,x=2y chiziglar bilan chegaralangan
plastinka uchun Ixly inersiya momentlari topilsin (p =1).

10.9 Agar \<x2+y2<4 doiraviy halganing har bir nuqtasidagi
massa zichligi p =x2y2 formula bilan aniglansa, uning massasi
topilsin.

10.10 Agar y =x2- 4%, y =x chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning har bir nugtasidagi massa zichligi p =x+y formula bilan
aniglangan bo‘lsa, shu plastinka og'irlik markazi topilsin.

1
10.11 xy=4, y =-2-x2, y -6 y’\jéxz chiziglar bilan chegara
\

langan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin (/? =5x +3).

10.12 y2=3x+4 va y2+4jc=11 (~>0) chiziglar bilan chega-

ralangan plastinka massasi topilsin (p =y).
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10.13 Ikkita ¢ =0 va (p=n nurlar hamda r=a¢ (0<(p<n)
Arximed spirali yoyi bilan chegaralangan plastinkaning og‘irlik
markazi topilsin (p =1).

10.14 y =x3, x+y =2, x=0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning og'irlik markazi topilsin (/7 =1).

Quyidagi 10.15-10.19 misollarda plastinkaning chegarasini anig-
lovshi chiziglar berilgan. Har bir plastinkaning og‘irlik markazi
topilsin (p =1).

10.15 x=a(i-sini), y=a(l-cost); 0<t<2n, y=0.

10.16 x2+y2=a2; +b = x=0, x>0;y>0.
a
10.17 F=a(l +sing?).

10.18 r=asm2(p, 0<<p</-.

1019 r=4% r = 2sm<p, -n</<\p<—,

10.20 ay=2ax-x2, ,y=0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning Ix, ly inersiya momentlari topilsin (p =1).

10.21 r =a(l +cos¢?) kardioda bilan chegaralangan plastinka-
ning Ox va Ou o‘glariga nisbatan 1Ix, ly inersiya momentlari topilsin

(>=1)-

11-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtlarning yuzalari topilsin.

11.1 y- +z2=x2 sirtning x2-y2=a2- silindr va y =xb- te-
kisliklar bilan ajratilgan gismi.

11.2 z2=4x sirtning y2=4x-silindr va x=1- tekisliklar bilan
ajratilgan qismi.

11.3 (x2+y2Y2+z =1 sirtning 2=0 tekislik bilan ajratilgan gismi.

11.4 x2+yl-tax silindrlaming x2+y +Z2=cr shar ichidagi gismi.

115 (x+yf +2z2=2a2 silindrik sirtning 1-oktandagi gismi
(je>0, 7>0, z>0, x2+y2+22*0).
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11.6 (x+y)2z=x+y sirtning I<jc2+y ;4,x>0,>0 sohadagi gismi.

11.7 az-xy giperbolik paraboloid sirtning (x2+y) =2aXy
silindr ichidagi gismi.

11.8 z2=2xy konus sirtning + X - 0, z=0>

x2+y2*0 a>0,b>0 sohadagi gismi.
11.9 3z =2(xy[x +yyy") sirtning x=0,y=0x+>>=1 tekisliklar
orasidagi joylashgan gismi.

11.10 z=V*2+y2 konus sirtining x2+y2=2x silindr ichida

joylashgan gismi.

11.11 x2+y2=2az paraboloid sirtining [x +y)~ =2axy(a >Q)
silindrik sirt ichida joylashgan gismi.

11.12 az-xy giperbolik paraboloid sirtning x2+y2=a2(a>0)
silindr ichida joylashgan gismi.

yV

X 2z
11.13 f +~ =1 sirtning x =0,y =0,z =0 koordinata tek-

isliklari orasida joylashgan gismi.
11.14 z2=2xy konus sirtning x+y =\,x =0,y =0 tekisliklar
orasida joylashgan gismi.

11.15 z=~(x2~y2) giperbolik paraboloid sirtining
(x2+y2y~=x2-y 2 silindr ichida joylashgan gismi.

11.16 z=tIJx2+y2va x+2z =a sirtlar bilan chegaralangan jism-
ning to‘la sirti (0>0)

11.17 ;—+g+;—=l(a,b,c>0) sirtning 1-oktantdagi gismi.

11.18 x2+y2+z2=R2 sfera sirtining (X2+y2}~=R2-[x2-y 2)
silindr ichidagi gismi.

11.19 x2+y2=6z sirtning (x2+y2y =9-(x2-y 2J silindr ichi-
dagi qismi.

11.20 z2=4x sirtning y2=4x,x =1 sirtlar bilan ajratilgan gismi.

11.21 y2+z2=x2 sirtning x2=ay sirt bilan ajratilgan gismi.
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12-masala. Qayidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi hisoblansin.

X2+y2=2y,

121, ya-x2 7-0

X2+y2=7x, Xx2+y2=10x, y =0 (y"O);

122 z=yjx2+y2, z =0.

X+y2=y, x2+y2=4y,

123 Z=yjx2+y2, z =0.

[x2+y2=8*j2y;
A |z =j2+y2-64, z=0 (z>0).

\x2+y2=%\;j2x;

12.5 [z=x2+y2-64, =0 (z>0).

126 ;=13 2 7=0

\x2+y2+4x =0,
[z=8-y\ z-0.

12.7

X2+y2=3y, x2+y2=6y,

128 Z—0x2+y2, z-0.

X2+y2- 6X, X2+y2=9x; y =0 (*<0);
12.9 Z-yjx2+y2,z =0.
jx2+y2-6\i2x;
12.10 [z=x2+y2-36, z=0 (z>0).
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\X2+y2=6\j2y;

1211 [z=x2+y2-36,2=0 (z>O).
ix2+y2=2yfly;
1212 \; =y2+y2-4, 7=0 (z>0).
X2+y2=2y1 \X2+y =4X,
12.13 R 1214 ;=\2-y2 z7=0,
X2+y2=2y, x2+y2=5y,
12.15 z =yfx?+y2, z =0.
je2+y2=5x, x2+y2=1\x, y=0 (j"0);
12.16

r=gp?+y2 z-0.

[X2+y2+ 2yj2y =0;
12.17 [z :X2+y2_4, z=0 (z> 0).

ix2+y 2=4\i2x,
1218, =X2+y2- 16, z- O (z>0).
12.19 [2=10-y2 z=0. 12.20 Iz=4-j2 z=0.

[N+ 1=4>, x2+y2=ly,

1221 [z =yjx2~+y2, z=0.

13-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi hisoblansin.

|z=2-12(x2+r)> [z=24(x2+]) +1],

131 lz=24n:+ 2. 132 Iz =48n:+ 1.
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z=10[(x-D)2+r] +P

13.3 »

13.5

13.7

13.9

1311

13.13

13.15

13.17

13-19

13.21

z=21-20*.

iz=S(x2+y2)+X
[z = 16*+ 3.

z=2-20[(* +1)2+/]>
z=-40.x-38.

iz=4-14(x2+y2)>
lz=-34-28*.

iz=28-[(*+ 2+ /] +3,
|z =56x+59.

Iz=32(x2+/) +3,

'2=3-%

z2=4-6"(*-1")2+y2],
z2=12*-8.
|z=2-4(*2+ /) +3,
z=8*+2

fz=22(*-1)2+Y*] +3,

Z =47 - 44x. !

jz=2—18"2+y ),
)z =2-36]\
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r=2-18[(*-1)2+ /17,

13.4
z = —36* —34.
fz=—6(*2+ )<
136 lz=-32*-1It
z=30[(*+1)2+ /] +U
13.8
7 =-60*—61.
iz=26(x2+y2)-2,
13.10

[z=-52*-2.

z=-2[(*-D)2+ /]-1,
1312 z=4*-5.

z=-2(*2+1)-1,
13.14 7=4y-I.

Z2=26"N(*- D2+y2* 2,
13.1
3.16 z- 50-52*

z=30(*2+y2)+]1,
13.18 7 = 60M 41

z2=-16"(* + 1) +y2)-1>
13-20

z=-32*-33.



1l4-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmini uch karrali intégral yordamida hisoblang.

141 (x2+y2) +26-a Xyz. 14.2 (¢r+X+z2) =a6'(x2+y?2 .
L \ H
i +Z

143 (x2+y2) +z4=a3-(x-y). 14.4 a> b c4 h

X2+y2+22=1,jc2+y2+22=16

".14.6 z=\Q(x2+y2)1+\,z =\-20y.
22=j2+y2(jr30.y30.2Si0) z=\Q2+y2) y

147 —+"-=7227=—+"~ 14.82=24(x2+y2)2+ U =48x+l.
4 9 4 9 v

149 x2+>2=3z,x +>—6. 14.10 z=2-20(x2+J'2) ,z=2-40yy.
1411 z=6-J77/,z =16-x2+y2 14.12 }j*+~+~=Ux=0,y=0,z=0.

1413 z—64-x2-y2,z=1x2+/ =60 (silindr tashqarisida).

2 2

14.14 2z = 2x2+—3 ,4x2+3 =1,z=0.

14.15 z =£ij‘-_3r"§/7,z =£’-x2-y.2

1416 y2+z2=2a2y2+z22=x2x =e(0 <«<£).

16 A
1417 z=. ° Py L2z =x%+y?
X~ vV 2282 "2 2"
1418 Z* T+ e f2 62

14.19 z=4-14(x2+y2)2,z =4-28X.

1420 x+y+z=ax+y+z=20Xx+y=z,Xx+y=2z,y =X,y =3x.

1421 x2+y2+z2=2az,x2+y2=72,Xx2+y2="22.

336



15-masala. Egri chizigll Integrator hisoblansin.

15.1 Jsinydk +sinxify, y:A(0,a) vaB(n,0) nuqtalarni tutash-

tiruvchi kesma.

152 [f W n°: ®(°; C(CIl; 0> D(0; 1)

ABCDA

5.3

154 J(2a~y)dx +xdy; y.x =a(t-s\nt), >=o(l-cosi), 0</<2a\
Y
s 2

15.5 + + [~ +n =L

15.6 |(n-2+y2)dx +(+2- y2)dy, y:y =\-\l-x\, 0<x<2.

Y

15.7 \](*2 2xy)dx + (y2- 2xy)dy, y:y =x2, -\<x<lI.

Y

158 fA2SL. rE+£-1. ~0. ,*0.
rjl+x2+y- a o0

159 ~xcty’ y 'x=acos3l, y =asin3l O<t<—I.

1%.?9 J y:x =aco$3t, y =asin3l O<t<~2

15.11 jJj*cos.ti/x +smxdy,y.uchlari (I; 0), (0; 2), va (2; 0)

nuqtalarda boigan uchburchak konturi.

15.12 \§2xdx~(x +2y)dy,y: uchlari (-1; 0), (0; 2), va (2; 0)
7

nuqtalarda boigan uchburchak konturi.
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15.13 \(x2+y-)dx +xydy, y:y =ex chizigning (0; 1) va (1, e)
nuqtalari orasidagi yoyi.

15.14 \xdy’ + to‘g‘ri chizigning (a; 0) va (0; b)
nuqtalar orasidagi kesmasi.

15.15 ym(* +Y ) ~a (* +Y )-lemniskata yoyi.

Y

15.16 jh\x? +yfijms, y.xB+//3 =aB- astroida.

Y
15.17 fr> *?)*- _ lenmijskata
Y
15 18 jxAs, y:x2+y2=a2, x> 0.
Y
15.19 \yds, Y- ¥ ~2x, y parabolaning (0; 0) va (1;V2)

nuqtalari oFasidagi yoy.

1520 17yx2+y2+4 Y-(@> 0) va *. nugtalarni tutash-
tiruvehi to‘g‘ri chiziq kesmasi.

15.21 jxyds’ r:3|x|+4|* =12, y>0.
Y
16-masala. Hisoblang.
(2:3) (2:3)
16.1 j xdy+ydx- 16#2  J (x+y)dx +(x-y)dy.
(-1;2) (0:1)

(Mydx - xdy

16.3
¢ X2

ydx - xdy
164 J -~ i----- -Oy o‘gini kesmaydigan chiziglar bo‘ylab.
)
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16.5 oj){’\)o/~ 156x2y)dx + (2x2- 5x3+ 7Jdy.
(L

xdx+ydy
16.6 | —£:t ” koordinata boshini kesib o‘tmaydigan chiz-
o e

iglar bo'ylab.

03

16.7 J (x-y)-(dx-dy).
(u-0
0

16 8 | (x4+4xy3)dx + (6x2y2~5y4)dy.
-2
(3;-4)

16,9  { xdx+ ydy.
(0:1)

“P xdv-ydx o : i,
1610 ! -——---Y -x toffi chizigni kesmaydigan chiziglar
) (X-Y)
bo ¥ lab.
«
16.11 J [ (x+>)“(Uix+2 )’/ (M *“ uzluksiz funksiya.
0:0
(-) |
@
1612 j e*(cosydx-sinydy)'
(0:0)

16.13-16.21 misollardagi ifcdalarning biror F(x,y) fiiHksiya-
Hing toiiq dlIfferensiaii bo‘lishi yoki bo‘'masligini aisiglaag. Agar n
toiiq differensM boisa, F(x,y) funksiyani topiRg.

1613 (.r +2x-y2)dx +(X2—2xy -y 2) dy.

/
2X
16.14 j12x2%y +-~ \dx+ 4X3—yj \dy.
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1615 [ 2 @Xy =, - o dy.
y -yx+y 2 vy
(X2+ 2Ny + 5.y2)<&+ (X2-2x>>+>2) b
16.1 6 i
(X +];

ydx-xdy
1617 82 oy Y2

16.18 e*o[V'(Xx-y +2)+.y]dx+e* WV o(x-y) + 1 dy.

xdy-ydx
1619 X-+4y2'
2x (1-ev) ey
16.21 r+y dx+ M+ X dx.

yjx2+y2 ) [\Ix2+y2
17-raasala. Quyidagi I-tur sirt integrallari hisoblansin.

17.1 ji\jx2+y2ds, 0, 0<z<b konusning yon sirti

@ a o

17.2 J(x +Y)ds’ Ne wushbu Vx2+y2<z< 1 jismni chega-

ralovchi sirt.

17.3  \\{xy +xz+yz)ds, (S8)—z=jx2+yl Kkonus sirtining
&)
x2+y2=ax sirt bilan ajratilgan gismi.

17.4 JJ(x2+y2)zds, (S)-x2+y2+z2=a2, z>0.

175 \\zd$, (~ “birinchi oktantdagi x+y +z =1 tekislik bilan

ajratilgan (‘t)étraedrnmg to lig sirti.
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176 JPC+/)<*, (S)-x2+y2+22-a2

17.7  {}*+y +2z)ds, (S)-ushbu O0O<x<a,0<jy<a,0<z<0

kubning to‘lig sirti.

17.8 fl(6.r+4y +3z)ds, (S)-X+2y+3z=6 tekislikning I-
©)
oktantdagi gismi.
17.9 jjzds, (S)-z =ij\6~x2-y 2 sirtning x>0,v>0,x +j"<4
)
sohadagi gismi.
17.10 JI(x2+y2+22)ds, (S)-x2+y2+4x =0, 2<z<4 silindr-
©
ning to‘lig sirti
17.11 Jjzds, (S)-z =xy sirtning x2+y2=4 silindr ichidagi gismi.
©
17.12 JW'yds, (S)-x =2y2+1(>’>0) sirtning x=y2+z2,x=2,Xx=3
*)
sirtlar orasidagi gismi.
17.13 jjv>72- x2ds, (S)-x2+y2=1z2 konus sirtining x2+y2~a2
©

silindr bilan ajratilgan gismi.

© (x+y+1)
tetraedrning chegarasi.

17.16 [ji\xy +yz +zx)ds, (S)~z =Jxr+;y2, x2+y2<2ax.
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17.17 [|f(x2+/)ife, (5) - 4x2+¥Y2<z<\ jism chegarasi.
oF: iN
17.18 jJJ x2+y2+z-—ds, (5) - 2z=2-x2-y2, z>0 pa-
(NV 2)
raboloid gismi
17.19 [J|(3x2+5y2+322~2)i/i, (S)-y =Jx2+z2 konusning
y =0 va y =\ tekisliklar orasidagi gismi.
17.20 jjxyzds, (5) - z2=2xy, z>0 konusning x2+y2=a?2
silindr ichidagi qismi.
17.21 (S)-z=x2+y2, sirtning z=\ tekislik bilan

ajratilgan g”mi.
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-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. 1Jshbu y>x2+2x,y=x+2 chiziglar bilan chegara-

langan D soha uchun ikkl karrali integral takroriy in-
tegralga keltirilsin va integrallash chegaralari ikkl xil tartibda go‘yilsin.
< Birinchi navbatda y >x2+2x- (x+1)2-1 va y=x+2 chiz-

iglarning kesishish nuqtalari M ,(-2;0), M2(l;3) larni topamiz va
sohani chizmada tasvirlaymiz (14-chizma).

14-chizmadan ko‘rinadiki, D sohani tengsizliklar yordamida qu-
yidagicha ifodalash mumkin:

U ={(1j<-2<.*<], x2+2x<yix+2}={(X,y):~]-"Ti<,x-] +Njy+7;-\<y<0]u
ty -2 < x< -1+ y[y+1;07y < 5|

Bu yerdan 2°-punktdagi 3 va 4-teoremalarga ko‘ra quyidagi
tengiklarni hosil gilamiz:

2.21-masala. Integrallash tartibini o‘zgartirmg.
1 X- 2 J2-x2

jux I fdy + ~dx j fdy.
) 0 O I 0
oMasala shartiga ko‘ra

D={(x,y):0<x<\, 0<j<x2}u|(x,M);l <x<n2, 0<>’<V2~;r]j

D soha 15-chizmada tasvirlangan.
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15-chizmada ko‘rinadiki, D sohani quyidagicha ham ifodalash

mumkin:
: oo no A7 i
D-Ux,y):y[y <x<y]2-V', O<y<f=jdxifdy+ Jdx J fdy=IMv J fdx.>
o i d o

(0] 1

3.21-masatia. D ={(x,j): 0<jc<l, 2x<y<3x} soha iichim

\\f(x,y)dxdy integraida qutb, koordinataiariga x~reesc,y=rsmrp
o‘tib, integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

< Integrallash chegarasini gqo'yish uchun awal D sohani chiz-

mada tasvirlab olamiz (16-chizma).

inchi navbatda akslantirish yakobianini hisoblaymiz.

dx dx
j  B(x.y) dr dp CoSP -rsmep .
D{r,<p) d/ dy sin@ rcoscp
dr dp
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Undan so‘ng D sohani qutb koordinatalar sistemasida ifoda-

laymiz, ya’ni D sohaning akslantirish natijasidagi obrazi O ni
topamiz va (I0)-formuladan foydalanamiz.

<AOC =arctgl. <BOC =arctg3. OA=VF+21=Vs, OB=pnI12+32=06; n=1=>

=>rcostp = 1=>/-= ?Oi'::pn n= |[(/-, (0 :arctgl <(p< arctg3, 0<r< co%ip

=D,uDj = ;arctg2 <//><arctg3,0<r<45}u

u {r,(p):arc/g—<<p<arctgl, f5 <r<nllo

arctgl -Js -y?  arctgl
Ne * y)dxdy= J dipjrf(rcos nsin =Jdr j m(rcosf/Vsini?)d(p+
/; arctgl 0 0 arctgl
VTo  arctgl
+Jdr J rf(rcos(p,rsin(p)dtp >
'ft arag:

4.21-masala. Hisoblang.

I = [[(ny- 4x33)ifcly; D:x=1 y=x3 _y=-n/x.
D
< 2) sohaning shaklini chizib olamiz (17-chizma) va karrali
integralni takroriy integralga Keltirib, lining giymatini hisoblaymiz:

17-chizma.
r= ~4rVo)etelv = ((¢>:{(*>);0<x <\, -4x<y< = \dx J(Xy-4x‘y’jdy-
o] -n
A TK T B
<fr= — ——mm——— + L =0t>
« 2 6 16 6 6
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5.21-masala. Hisoblang.

I = ~ycosxydxdy, D\y =x, y-bTc, Xx=— x=\,
7 2

< Masala shartiga ko‘ra £=j(x,y): "-<*<1, n<y<K

soha to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat. Unda

/= ~ycosxydxdy = \dx\ycosxydy = Ady”ycosxydx= jjy ~ sin®y dy=

il ) ) y/\ f y\32
| siny-sin—dy- -cosy+2cos 0.>
2y 21
6.21-raasala. Hisoblang.
dxdydz Xy z_
SNIE B (v): §+§+'5_i
W |1+£+2 +£ )
8 3 5 x=0,y=0,z-0.
< Masala shartidan koVinadiki (F) jism uchburchakli piram-

ida bo‘ladi va uning shakli 18-chizraada tasvirlangan. (V) jismni
tengsizliklar yordamida quyidagicha yozish mumkin;

(V): \{x,y,z): 0<x<8, 0O<y<3'j-i', 0<z<5h
8y 8 3

Berilgan uch Kkarrali integralni takroriy integralga keltirish yo‘li
bilan hisoblaymiz:
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8 32v~ ' 8" 8 8 8
Izoh. Agar 6.21-misolda o‘zgaruvchilarni almashtirsak, ya’ni
jc=8u, y-3v, z-5w almashtirish bajarsak, integralni hisoblash an-

cha yengillashadi.

D(x.y,v)

0
Bunda yakobian n(x,y,w)~ o 120 bolib,
5

o w O

8
0
0

(F) jism ushbu (Aj={(/, v. w): 0<h<l, 0<v<l1l-u O<w<lIl-«-V]
jisniga akslanadi va o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasiga ko‘ra
quyidagilarga ega bolamiz.

i\ dw

1=120
jdu Jdv d (I+il+
Bu integraini hisoblab, /- 1 ekanligini tekshirish giyin emas.
7.21-masala. Quyidagi
7=76-0?, y-\16-yl6-x2

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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y =yi6- X2
< W : : . o
Iy:’\)% R ) sistemani echamiz va bu chiziglarni kes

ishish nugqtalarini topamiz.

nl6-x2-n[6-\16-x2=> x, =—|j=; x2=—=.

nf2 V2

Berilgan chiziglar bilan chegaraiangan & sohaning shaklini

chizamiz (19-chizma) va bu sohaning yuzasini (15)-formula vor-
damida hisoblaymiz.

Xz AE? £ yn .
5=Wdxdy= Jdx | dy=2-jdx J dy-2 ii2\j6-x2-n6jdx=
0 J o ,e-/E? 0
u2
v A 2 \Y
[n/a2- x 2dx = 2—J a2-x2+—arcsin—+c, formuladan foydalanaminJ =
a

u -
cn/6-x” +6arcsin—pr - n/6x =2—I 3 f
) K2 'V
3n/3'
am- 7 4 33 kvabirl. |

8.21-masala. Quyidagi
y2-2y+x2=0Q y2- 4y+x2=0, y =%, x=0.
chiziglar hilan chegaraiangan shaklning yuzasi topilsin.
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y2-2y +x2=0 = x2+(y-1)2=1;

< y2- Ay+x2=0 => x2+(y- 2)2=4.
Bu tengliklardan foydalanib, berilgan chiziglar bilan chegara-
langan D sohaning chizmasini osongina chizamiz (20-chizma).

D sohani tengsizliklar yordamida yozib olamiz:
D=j@jic>): Jly-y2<x<y; I<>-<2Ju|(.v,y): 0<x</MN4v-y2; 2<y<4n,

Bu munosabatdan foydalanib, D sohaning yuzasini hisoblaymiz:

2y 4 P2 A R
5=JJiM"'=\dy | dx+jdy J dx=\[y~"2y-y-}dy+ yjAy-yidy=
1

Jy-J1-(y-1)2)dy+ va®(--2)2dy =
+ify?-74-(3'-2)2+ 2arcsin“—= |4- m2- 4arcsinll- +2arcsin 1= —+ Marcsin 1=

x"')  3(2 +tt
1 X 3G+

] kv. birlik.>
V 2] 4
9.21-masala. Zichligi bolgan
Xy
L

plastinkaning massasi topilsin
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<4 Plastinkaning massasini (17)-formula, ya’ni M= B’p(x,y)dxdy

formuladan foydalanib, topamiz. Bu integralni hisoblashni yengil-
lashtirish uchun umumlashgan qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz:

x =2rcos<p _ i ,_ D(Xx,y) 2cos (p —2rsin™
y = Arsin(p D(r,<p) 4sin (p  Arcoscp

=8r:

y =21  [4rsing? = 4rcost>

<=0 1 2rcosc? Bajarilgan almashtirishdan

Pp="/2

so'ng berilgan D plastinkaga ushbu n=|(r,"):—<<p<y2; I</-<5

plastinka akslanadi =>M = "p(x,y)dxdy =

*r.
= J|8rp(2rcosc¢?, \rOxi(p)drd(p=8fdpjr- ~ CS—dr=4| cos~+ d(pm
A £ 1 ®
w8Inisincp\r - 48~ Insin-y - Ins'n~j =48 -In #8-1nn/2=241n2.>
V2.

10.21-masala. r- a(\ +cos9) kardioda bilan cliegaralangan plas-
tinkaning Ox va Oy o‘glariga nisbatan Ix va ly incrsiya moment-
lari topilsin. (p =1)

<1 Berilgan plastinkaning Ox va Oy o‘glariga nisbatan inersiya
momentlari (20)-formulalarga ko‘ra

L =jjp 'y'axdy = \\y2dxdy va ly= jjpXxdy= $x2xdy teng-
0 D D D
liklar yordamida topiladi.
Bu formulalar qutb koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishga
keladi:

1, = JjV3sin2(pdrdcp va ly = jjr3cos*“cpdrdep,
4 4

bu yerda A= 0<>-<a(l +cosi3U (21-chizma).
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21-chizma.
Hf(I+COSy>)

ix=JJr3sin2cpdrdcp= JsirT (pdcp J r’dr - 32a4jsin2—ecos0~d(p ~

sin oy = = 2arcsin z=> dip - 2dz
=0=>z=0 =64adiz2-(\-z2f 2dz =
Pp=a=>z-1
VA
(f jn Li » 12. il

72=tmdz=—t 2dt =32a4jt2e(l- /)5dt=32ad4eN2 (- )2 dt
\ 2y

r- -r _
322 w1° =32 2Lra
r(?) 32

n rt(l+ COSy>)

Iv=JJr3cos2Cpdrd(p = jjrjdrdg - /1= Jd(p J r dr- Ix=

oI
=8a2Jcos8- - dep- Ix=8a4 49qra4
r(5) 32

21 49
Demak, 4 =— ka*, =“ M4>

11.21-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtning yuzasi topilsin.
(S : y2+z2-x 2 sirtning x2- ay sirt bilan ajratilgan gismi.
< Yuzasini topishimiz kerak bo‘lgan sirtning Oxy tekisligidagi
proyeksiyasi 22-chizmada tasvirlangan.
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22-chizma.
Sirtning yuzasini (16)-formuladan foydalanib, hisoblaymiz. Agar

B={(*y): 0<y<a, y<x</NJayj desak, unda 5=4- Jj*+(z;)2+{z'"j dxdy
D

bo‘ladi, chunki, y2+z2=x2 konus sirtning Oxy tekislikka nisbatan
simmetrik joylashgan z>0 va z <0 tengsizliklar bilan tasvirlanadi-
gan gismlari bor, ham D soha (S) sirtning Oxy tekislikdagi proyek-
siyasining yarim bo‘lagi.

jIx
= Ait(2,)2+(4)2= T~ =
V* -y

yjx2-1J
S=AyJN\dy J-=7~== =47~ J\]x2-y 2" "dy =472 ~Uay- y~dy =
0 AR-y 2 ov
) —5}5_§:_§7+—arcsin- m
'VT

na~
Shunday qilib, s kv. birl. >

12.21-masala. Quyidagi
X2+y2=4y, x2+yl=7y, z=*IxF+y2, z=0;

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.
g Jismning hajmini ikki karrali integral yordamida (14)-for-

muladan foydalanib, hisoblaymiz:
V= \\f (X,y) dxdy = jj*jx2+y 2dxdy,
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bu yerda D soha x2+y2=4y va
X2+y2=1y aylanalar bilan chegaralan-
gan (23-chizma).
Hisoblashni yengillashtirish uchun
qutb koordinatalar sistemasiga o'tamiz:
X =r COSG), y-rsmcp.
23-chizma. Unda D soha ushbu
A={(rc¢?): O<(<n, 4sin#><r <7sin<?>}
sohaga akslanadi va hajm osongina

hisoblanadi.
T 7siny» Vi 7siv i’ Vi:3 7sm/’ Vi
v=jfrdrd¢c=jdtp | rdr=2- jdtp J rdr=2J—  dgp=186 Jsin3(pdip-
0 4sinf/>
. cos @
=186|(cos2¢?-1)<i(cos”) = 186 - -cos (p =186-; = 124.

5
Demak, V=124 kub. birlik. >

13.21-masala. Qoyidagi z=2-18(x2+/) va z=2-36y sirt-
lar bilan chegaralangan jismning hajmi liisoblansin.

< Bu jismning hajmini ham (14)-formuladan foydalanib, hisob-
laymiz. Awval jismning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi D ni topamiz:

j-2 N=>2-18Ix2 f>2) =2-36>'=>X2+ y - 2> '=0=>x2+ (A -1) “=1=>
|z = 2-36j>

B={(x,"):x2+(j -1)2=1j.
Demak,
v= |Er-18(n-2+v2)—(2—36>) =—8))@2+Y -2y)Bbrg=-18||Y +>>1)"-ljote=
)
if :

= homs<z>=>N = o, A ={(r.(p)-.0<<p<2>k, 0<r < I} -18231IGVjV(r2- Idr =

y -\ =r$\n(p
“tSr* . 18 o
— isj: np="" 29--9rr kub. birlik. >
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14.21-masala. Quyidagi
je2+y -?Fz‘:AZaAz, X +y:%",’5x'!y 22

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali intégrai
yordamida hisoblang.
< Izlangan hajmni topish uchun awal (13)-formulalardan foy-

dalanib,
V= pcostp -siny/,
y - psin pminy/,
Z - pcosy/.
akslantirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o‘tamiz.

Bunda yakobian
D(x.y,z)

—>
D(p,¢>til/
bolib, (V) jism (A) jismga akslanadi. Izlangan hajmni hisoblash uchun

V = Njjdxdydz = [JIp2-sin F/dpd(pdy/.
)

formuladan foydalanamiz.
Bérilgan sirtlarning tenglamalarini sferik koordinatalarida yozamiz.

{x2+y2+z2=2azj -*{/? = 2acosy/},

{x2+y2=22}->{tg2y/ =1j=>\y =j

Demak, (F) jism quyidagicha bo‘ladi.

(A)=](/3,M"): Q<(p<2x, ~r<t//<™, 0</7<2E£zcosi//|

Shunday qilib, izlangan hajmni osongina hisoblaymiz:

27 % 28008y j ~
v = jdtp gsiny/dy/ j p-dp=— Jcos3y/ siny/dyj =— nef (Kiab.birl) i
0 2 0 J £ Iz

«
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15.21-masala. Egri chizigli integral hisoblansin.

Ixyds, vy :3|x|+4|y|=12, y>0.
Y
< y yoy Oxy tekislikda ABS siniq chizigni beradi. (24-chizma).

AC :3x+4j/=12,0<x < 4; AC:y=—4x+3,0<x<4_

BC:-3x +4y =12,-4 <x<0; BC:y=-x +3,-4<x<0.

Birinchi tur egri chizigli integralning giymatini (24)-formula-
dan foydalanib, hisoblaymiz:

I 7 -

jxyds= Jxyds+ ~xyds=JIx-i—jx +3J-J1+(* jdx+ jvi-jx+3j-Jl+ dx =
V JV v .

All AC BC 0

1(24-16) +~(16-24) =0>
16.21-masala. Ushbu

dx + -+ x dy.
yjx2+y2 +y
ifodaning biror F(x,y) funksiyaning toiiq differensiali bo‘lishi yoki
boimasligini aniglang. Agar u to‘lig differensiali bo‘lsa, F(x,y)
funksiyani toping.
P(x,y) .ﬂ%(zry_ny va Q(x’y)=91rXTy+=yT4’x
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deb belgilasak, Pdx+ Qdy ifodaning tolig differensiali bo‘lishi uchun
(38)-tenglik, ya’ni

dP _dQ
dy dx’
munosabat bajarilishi kerak. Shuni tekshiramiz:
r
dpP X Xy .

d
+ Q Berilgan ifoda

biror F(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali. F{x,y) funksiyani
topish uchun (39)-formuladan foydalanamiz. Soddalik uchun
x0=0, y0O=1 deb olamiz.

F(x,y)= jp(x,y)dx +jQ(0,y)dy = —-+y dx+ jdy+C=AX2+y2 +xy+C.
0 i O{yjx-+y J 1

Demak, F(x,y) =yjx2+y2+xy+c. >

17.21-masala. Quyidagi I-tur sirt integral! hisoblansin.

lilxyz|ds, (S)-z =x2+y2, (S): z=x2+y2 sirtning z=1 tekis-

©)
lik bilan ajratilgan gismi.

< z=x1+y?2 paraboloid aylanma sirtdir, unda z>0.
Deraak, integral ostidagi funksiya
f{x,y,z) =\Xyz\ = z-\xy\

ko‘rinishda vyozilishi mumkin. TVrtta oktantda olingan
Mt(x,y,z), M2(~x,y,z), M,(-x,-y,z), M4(x,-y,z) nuqtalarda bu
funksiyaning giymati o‘zaro teng.

Shuning uchun integrallashni I-oktantda (undaf(x,y,z) =xyz)
oSib boramiz va natijani 4 ga ko‘paytiramiz.

[ =41, =4- \\xyzds = 4e jjxyz-Jl +|zv) +(z".)'dxdy,
S) D
bu yerda {5,) sin (S) sirtning l-oktantdagi gismi, D esa (5,) ning
Oxu tekisligidagi proyeksiyasi (25-chizma).
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25-chizma.

x=rcosip = O0<ral’
X =2x, Zy =2y =>[ =4jj-w(jc2+ /) 41 +4vi +4y20oxdy--
D

S=rsing> = O<,(p<£
i A i - - - i
=4jVowl+  dr "s\n<p-cos(pd<p=2- j/-5¢VI+4/-2-sin’ (prdr =2jr5 \/l + 4/-2i/r
o ( 0 0 ()
yll+4r2=/, desak, /f=0=>i=1r -1)
r-\">t=yR, rdr=—tdt
4 J)
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