








0 ZBEKISTON RESPUBLIKASI OLIY VA
0 ‘RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI

G. Xudayberganov, A.K. Vorisov,
X.T. Mansurov, B.A. Shoimqulov

MATEMATIK ANALIZDAN
MA’'RUZALAR

5460100~«M atematika», 5440200—«M exanika» bakalavr
yo halishidagi talabalar uchun o gquv qo ‘llanma

«\oris-nashriyot»
Toshkent-2010



INV

221
X87

Taqrizchilar:

fizika-matematika fanlari doktori, professor
R.R. Ashurov,

fizika-matematika fanlari doktori, professor
R.N. G‘anixo‘jayev.

Mazkur o‘quv gqoMlanma universitetlaming mexanika-matematika
fakultetlari, shuningdek, oliy matematika chuqur dastur asosida o‘gitiladigan
oliy o‘quv yurtlari talabalariga mo“ljallangan.

Kitobni yozishda mualliflar ayni davrda ma’qullangan dasturga asoslan-
dilar va 0 ‘zbekiston Milliy universitetida ko‘p yillar davomida o‘gigan
ma’ruzalaridan foydalandilar.

O'quv go'llanmada matematik analizning mavzulari ma’ruzalar tarzida
yozilgan.

Kitobning mazkur 1gismi 52 ma’ruzadan iborat bo‘lib, haqiqiy sonlar,
funksiya va uning limiti, uzluksizligi; funksiyaning hosila va differensiallari;
funksiyaning anigmas va aniq integrallari, sonli gatorlar mavzulari bayon

etilgan.

AXBCROT RESURS MARKAZL

ISBN 978-9943-375-30-7 © «Voris-nashriyot» MChJ, 2010.



SO‘ZBOSHJ

Respublikamizda «Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning gabul qili-
nishi, «Kadrlar tayyorlash Milliy dasturi» zamon talablariga javob
beradigan mutaxassislami tayyorlovchi oliy o‘quv yurtlariga, ayniqgsa,
universitetlarga katta mas'uliyat yukladi. Davlat ta’lim standartlari,
0‘quv dasturlari asosida darsliklar, o ‘guv goMlanmalami yaratish masa-
lasi yuzaga keldi.

Davlat ta’lim standartlari barcha fanlardan, jumladan, matematik
analiz bo‘yicha mavjud darslik va go‘llanmalarga yangicha nuqtayi
nazardan qarashni tagozo etadi.

Matematik analiz oliy matematikaning fundamental bolimlaridan
boiib, matematikaning poydevori hisoblanadi.

Ma’lumki, matematik analiz kursi davomida ko‘pgina tushuncha
va tasdiglar, shuningdek, ularning tatbiglari keltiriladi.

Ko‘p oliy o‘quv yurtlari talabalarining o‘gish davomida duch
keladigan jiddiy fanlardan biri ham matematik analizdir.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshgqa matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish-
tirishdangina iborat boMmasdan, balki talabalami niantiqiy fikrlashga,
matematik usullami amaliy masalalami yechishga qo‘llashni o ‘rgatishni
ham o0z ichiga oladi.

Mazkur o ‘quv qoMlanma, muallitlaming ko‘p yillik tajribalari aso-
sida yozilgan bo‘lib, u ma’ruzalar shaklida bayon etilgan. Mavzu-
larning ma’ruzalar bo‘yicha bayon etilishi talabalami mavzu mazmuni
va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi deb o ‘ylaymiz.

Mualliflar har bir ma’ruzaning mazmuni ravon, matematik qat’iy,
0°‘z navbatida, talaba tomonidan tushunarli boiishiga harakat qildilar.

0 ‘quv gqoMlanma ikki gismdan iborat. Mazkur birinchi gism
11 bobdan tashkil topgan bo‘lib, 52 ta ma’ruzaga ajratilgan. Unda
haqiqgiy sonlar nazariyasi; funksiya limiti va uzluksizligi; ilinksiyaning
differensial va integral hisobi hamda sonli gatorlar mavzulari bayon
etilgan.



Ma’ruzalarning mantiqiy ketma-ketlikda, bir-biriga uzviy bog‘liq
bolishiga, shuningdek, tushunchalarning ravon bayon qilinishiga,
tasdiglar isbotlarining aniqg, ilmiylikka asoslangan bo‘lishiga e'tibor
garatilgan. Har bir ma'ruza so‘ngida nazariy va amaliy ahamiyatga
ega bo‘lgan mashqlar keltirilgan. CTylaymizki. bunday mashqlar tala-
balarni mustaqil ishlashga, mantigiy fikrlashga o ‘rgatadi.

«Matematik analizdan ma’ruzalar» matematika va mexanika
yo‘nalishlari bo‘yicha bakalavrlar tayyorlash o ‘quv rejasiga moslashtirib
yozilgan bo‘lsa-da, undan matematika kengroq o‘gitiladigan oliy o‘quv
yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Kitob mualliflari, shu soha mutaxassislari 0 ‘zbekiston Milliy
universitetida ko‘p yillar mobaynida mazkur kurs bo‘yicha o'gigan
ma’ruzalaridan foydalandilar.

Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish bilan bir qatorda
tasdiglar isbotining boshlanganligini «-4» belgi, tugaganligi esa «»»
belgi orgali ifodalangan.

Kitob qo‘lyozmasini sinchiklab o‘qib chiqgib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissalarini go‘shganlari uchun
professorlar R.Ashurov, R.G ‘anixofjayevlarga mualliflar o‘z minnat-
dorchiligini bildiradilar.



1-BOB
DASTLABKI MA’LUMOTLAR

/- ma ruza
TVplamlar. TVplamlar ustida amallar

1°. To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang‘ich,
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli
narsalaming (predmetlaming) ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to'plami,
bir nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar to'plami, x -5x +6=0
tenglamaning ildizlari to'plami deyilishi mumkin.

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ulaming elementlari
esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A, B, C —to‘plamlar,
a, b, c—to‘plamning elementlari.

Ba’zan to‘plamlar ulaming elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A ={2, 4, 6, 8, 10. 12},
N ={1, 2, 3, n, ..}
z={., -2, -1, 0. 1 2, .. }

Agar a biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, aeA kabi yoziladi va
«0 element A to‘plamga tegishli» deb o‘giladi. Agar a shu to‘plamga
tegishli bo'lmasa, uni aeA kabi yoziladi va «a element A to‘plamga
tegishli emas» deb o‘giladi. Masalan, yuqoridagi A to‘plamda 10g/4,
155A.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u
chekli to piam, aks holda cheksiz toplam deyiladi. Masalan,
A={2, 4, 6, 8, 10, 12} chekli to‘plam, bir nugtadan o‘tuvchi barcha
to‘g‘ri chiziglar to‘plami esa cheksiz to‘plam bo‘ladi.

1- tarif Ava Ato‘plamlari berilgan bo‘lib, A to‘plamning barcha
elementlari 5to ‘plamga tegishli bo‘lsa, A to'plam B ning gismi (qismiy
to'plam) deyiladi va

A ¢ B (yoki B-d A)
kabi yoziladi.



A to‘plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni
P bilan belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari boMishi mumkin. Bunday
xususiyatli elementlardan tuzilgan to‘plam quyidagicha
{*<= A\P}
deb belgilanadi. Ravshanki,
{xg A\P}a A

bo ‘ladi.
Agar A to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar
bo‘lmasa, u holda

{n:g A\P}

bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni bosh toplam
deyiladi. Bo‘sh to‘plam O kabi belgilanadi. Masalan, x2+x +1=0
tenglamaning haqiqiy ildizlaridan iborat A bo‘sh to‘plam boiadi:

0 ={xg A\x2+x + 1= 0}.

Har ganday A to‘plam uchun
A aA, 0 czA

deb qgaraladi.
Odatda, A to‘plamning barcha gismiy to‘plamlaridan iborat to ‘p-
lam F{A) kabi belgilanadi. Masalan, A = {a, b, c} to‘plam uchun

F(A) ={{al. {}, {c} {a /?} {a c}, {>c} {a b c} 0]
bo'ladi.
2- tarif. A va B to‘plamlari berilgan bo‘lib,
Ac B, BcA

bo‘lsa, Ava B bir biriga teng to'plamlar deyiladi va
A —B

kabi yoziladi.

Demak, A = B tenglik A va £to‘plamlaming bir xil elementlardan
tashkil topganligini bildiradi.

2°. To‘plamlar ustida amallar. 1kki A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

3-tarif. A va B to'plamlaming barcha elementlaridan tashkil
topgan E to‘plam A va B toplamlar yigindisi (birlashmasi) deyiladi
va A U B kabi belgilanadi: E = A UB.

6



Déniak, bu holda aeA\J B dan aeA yoki ae B. yoki bir vaqtda
aeA, ae B bo'lishi kelib chigadi.

4-tarif A va B to‘plamlarning barcha umumiy elementlaridan
tashkil topgan F to'plam A vu B to plamlar ko paytmasi (kesishmasi)
deyiladi va A 'l B kabi belgilanadi:

Fm ATIB.

Demak, bu holda aeAlB dan bir vaqtda aeA, ae B boMishi
kelib chigadi.

5-ta’rif. A to‘plamning B to‘plamga tegishli boMmagan barcha
elementlaridan tashkil topgan Gto‘plam A toplamdan B to'plamning
ayirmasi deyiladi va A\B kabi belgilanadi:

G =A\B .

Demak, aeA\B&ai\ aeA, ae A£boMishi kelib chigadi.

6- tarif A to‘plamning Aga tegishli boMmagan barcha element-
laridan va B to‘plamning A ga tegishli boMmagan barcha elementlaridan
tuzilgan to‘plam A va B to'plamlaming simmetrik ayirmasi deyiladi
va A 1 B kabi belgilanadi:

A&B = (A\B)\J{B\A).

Demak, aeA A B boMishidan aeA, aeB yoki aeB, aeA boMishi
kelib chigadi.

7-ta'rif. Aytaylik, aeA, se ™ boMsin. Barcha tartiblangan (a, b)
ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va B toplamlarning
dekart ko paytmasi deyiladi va A* B kabi belgilanadi. Demak,

AxB ={(a,b)\ae A, be £}

Xususan, A = B boMganda A x A = A2 deb garaladi.
8- ta'rif Aytaylik, S vaA to‘plamlar berilgan boMib, Ac S boMsin.
Ushbu
S\A
to‘plam A to'plamni S ga toWruvchi toplam deyiladi va CA yoki
CHA kabi belgilanadi:

CA =S\A .
To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini

keltiramiz.
A, B va D to‘plamlari berilgan boMsin.



1) Az B, Bcz D bo‘lsa, Acz D boMadi;
2) AUA = A, ADA = A boMadi;
3) Ac Bbo‘lsa, A\J B = B, Af] B = A bo‘ladi;
4) A\JB = B\JA, Aft B = Bf] A bo‘ladi;
5) (A\J B)\J D =A\J(B\J D), (Ar\B)r\D =AC\(BC\D) boladi;
6) A ¢ 5 bo‘lsa, ATTCA = 0;
7) C(AnB) =CATNCB, bunda A czS, B czS'
8 C(AMNB)=CAUCB, bunda A ¢c5, B czS.
Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’riflardan kelib
chigadi.
1- misol. Ushbu
(A\B)U(B\ A =(AUB)\ (ANB) (1)
tenglik isbotlansin.
wag (A\B)U(B\ A) bo‘lsin. U holda
ag(A\B)\ agA, ae B
yoki
a€ (B\A): agB, a€A
bo‘ladi. Bundan esa
a&(A\JB), a<i(AV\B)
bo‘lib,
UGMUS)\(*nR)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(A\B)U(B\A)z(AUB)\ (AlB). (2)
Aytaylik, ae (AU™)\ (AT1B) bo‘lsin.
U holda
AG ("U”):. aeA vyoki ae B
ae(Alr\B): aeA, aeB vyoki aeA,aeB, yoki aeA,aeB

bo‘ladi. Bundan esa
agA\ B yoki ae B\ A

bo‘lib, as (A\B)\J(B\A)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(AUB)\ (ANB)z(A\B)U(B\ A). (2)

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o ‘rinli bodishi topiladi. »



To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plam-
larning ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor gilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to‘plam deb ataluvchi
to‘plamning gismiy to ‘plamlari ustida bajariladi deb garaladi. Masalan,
natural sonlar to‘plamlari ustida amallar bajariladigan bo‘lsa, universal
to‘plam sifatida barcha natural sonlardan iborat N to‘plamni olish
mumkin.

3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchra'ydigan so‘z
va s0‘z birikmalari o‘mida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muhim-
larini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «=>» belgi orgali
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «<=> belgi orqali yoziladi;

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘miga
«V» belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o*miga «3» mavjudlik belgisi
ishlatiladi.

Mashqlar

1. Ushbu (VAUE)\/>=M\D)U (*\0)
tenglik isbotlansin.
2. Agar A va B chekli to‘plamlar bo‘lib, ulaming elementlari soni

mos ravishda n(A), n(B) bo‘lsa,
n(A UB) =n(A) +n(B) - n(A D B)

bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to‘plam boflib, uning elementlarining soni n ga
teng bo‘lsa, bu to‘plamning barcha gismiy to ‘plamlari to ‘plami F(A)
ning elementlari soni 2" ga teng ekani isbotlansin.

2- ma’ruza
Akslantirishlar va ularning turlari

1°. Akslantirish tushunchasi. E va /rto‘plamlar berilgan bo‘Isin.

1- tarif. Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror/
goida yoki qonunga ko‘ra /rto‘plamning bitta y elementi (*g F) mos
go‘yilgan bo‘lsa, E toplamni F to plamga akslantirish berilgan deyiladi va



/
/| tE-»F yoki x*y,(XeE. yeF)

kabi belgilanadi. Bunda f'to*lam/akslantirishning aniglanish to'plami
deyiladi.

1- misol. Ushbu N = {\,2,3,...} va N"=:|l, 27’ <"} to Plarnlar
berilgan bo‘lsin.

1) har bir natural n (ne N) songa | ¢ /V') sonni mos qo‘ysak,
unda

fAN N\ nU -
akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f(n) =- kabi ham yoziladi.

2) har Dbir natural n (ne N) songa -ni (nﬂg jV'} sonni mos
go‘ysak, unda

)V —=N\ /[?-» ]

akslantirishga ega bo‘lamiz: <p(") = g

3) har bir natural n (neN) songa 1 (IgTV') sonini mos qo‘yish
natijasida

g:N —=N\ «—=1
akslantirish hosil bo‘ladi: g(n) = 1.
Aytaylik,
f:E->F
akslantirish berilgan bo‘lsin. xe E elementga mos qo‘yilganye / ’element
X ning aksi (obrazi) deyiladi vay =f(x) kabi belgilanadi.
Endiye / elemental olaylik. E to‘plamning shunday x elementlarini

gqaraymizki, f(x) =y bo'lsin. Bunday xe E elementlar ye E ning asli
(proobrazi) deyiladi vaf~ I(y) kabi belgilanadi:

f'1(y) ={xe E\f(x) =y}
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Agar A ¢ E bo‘lsa, ushbu
{/(*) \X€ A]
to‘plam A to plamning F dagi aksi deyiladi vaf{A) kabi belgilanadi:
f(A) ={f(x) xe A}.
Agar B ¢ /rbo‘lsa, ushbu
{xe E\f(x)e B}
to‘plam B toplamning E dagi asli deyiladi va f~'{B) kabi belgilanadi:
f 1(B) ={xe E If(x)e B).

2 -misol. Faraz qilaylik, N ={1,2,3,...,n,.} va A{, +1}

to‘plamlar berilgan bo‘lib, ushbu

/| :TV-» M
akslantirish quyidagi

ko‘rinishda bo‘Isin.

Ravshanki, 5e N ning aksi/(5) = -1; 1eM ning asli esa
["'(1) = {2, 4, 6, ..} bo‘ladi. Shuningdek, A ={3, 4}ciV to‘plam-
ning aksi f(A)={-1, }=A/;, B={-3c A/ to‘plamning asli esa

f~'(B) ={1, 3,5 ..}
boMadi.

Faraz gilaylik, A va B to‘plamlar F to‘plamning gismiy to‘plam-
lari bo‘lsin: Ac F, B¢ F Unda

r'{Ar\B) =f-"(A)nr'(B) (1)
bo‘ladi.

< Aytaylik, xg f~I(AflB) bo‘lsin. Unda f(x)e ADB
bo‘lib, f(x) e A va f(x) e B bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan
xef’1(A),xe f~1(B) bo‘lishi kelib  chigadi. Demalk,
xe /"* (A)C\f~' (B). Bundan esa

[-"(-4fIB) c /-“(A)fl/-1B) (2)
bo'lishini topamiz.



Aytaylik, xe [/ “{A) f|f~](B) bolsin. Unda k/'M ) va
Xe bo‘lib, f(x)eA. f(x)eB Dbo‘ladi. Natijasi

f(x)e Aft B bo‘lib, undan x g/ “ (A fl B) bo‘lishini topamiz. Bu
esa
f-1(A)nrl(B)iM.f*(A$\B) (3)
boiishini bildiradi.
(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. »
Yuqoridagidek,
fi(A\JB) =f-1{A)\Jf~1(B),
f(A[JB) =f(A)\Jf(B)
tengliklarning o‘rinli boiishi isbotlanadi.
2°. Akslantirishning turlari. Aytaylik,

f:E->F (4)
akslantirish berilgan bo‘lib,/(£) esa E to‘plamning aksi bo‘Isin:
I(E) ={/(x)| xe £}.
2- ta'rif. Agar (4) akslantirishda

f(E) aF
bo‘lsa, (4) akslantirish E to plamni F toplamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan,
N ={t, 2, 3 ° <}

to‘plamlar uchun ushbu

[ N -» N", I%}f
akslantirish Nto‘plamni N ' to‘plamning ichiga akslantirish boMadi.
3- tarif. Agar (4) akslantirishda

/(£) = F

bo‘lsa, (4) akslantirish E toplamni F toplamning ustiga akslantirish
(syuryektiv akslantirish) deyiladi.
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Masalan. V{1, 2 3 M={-1, U

to‘plamlar uchun n-*(-\)n

akslantirish /Vto‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi.
4-tarif Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish
E to'plamning turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga
akslantirsa, (4) inyektiv akslantirish deyiladi.
5- ta'rif. Agar (4) ustiga akslantiribh bo‘lib, u inyektiv akslantirsh
ham bo‘lsa, (4) ozaro bir giymatli akslantirish (moslik) deyiladi.
Masalan,

N={, 2 3 Al =jl, I» 1*
to‘plamlar uchun ushbu
nUu 1
n
akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘ladi.

6- ta'rif. f : E -> F akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish

bo‘lsin. F to‘plamning har bir y, (e F) elementiga E to‘plamning
bitta x elementini (xe F) mos qo‘yadigan va

EV)=£(/(*)) =~
munosabat bilan aniglanadigan
g: F £
akslantirish / : E -> F ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va
/ -1 kabi belgilanadi:
/[-' TE -» F.

Demak, f : E -> F gateskari akslantirish mavjud boflishi uchun:
a) /ustiga akslantirish,
b) Fto ‘plamdan olingan har biry elementning E to‘plamdagi asli

f-"(y) =r'(f(x)) =x
yagona bo‘lishi kerak.
3°. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqgli to‘plamlar. Ko‘p holda to‘p-

lamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha o°‘zaro
solishtirishga tofy‘ri keladi. Chekli tofplamlar solishtirilganda bir
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to‘plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p yoki kam, yoki ulaming
elementlarining soni bir-biriga teng degan xulosaga kelinadi. Bu holda
elementlari soni ko‘p bo‘lgan to‘plamni «quvvati» ko proq deyish
mumKkin.
Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshqacharoq boMadi.
Cheksiz to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.
7-tarif Agar / : E -> F o‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik)
bo‘lsa, E \a Fekvivalent to plamlar deyiladi va E~ /kabi belgilanadi.
Demak, E va F to‘plamlarning ekvivalentligi (E~ F) ulaming
elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Masalan,

N ={1, 2, 3, 4, .}, T ={2, 4, 6, 8, .}
to'plamlar uchun

L>2n7, (ne N, 2ne Nj)
akslantirish o‘zaro bir gqiymatli. Binobarin,
N~ T

bo‘ladi. (Bu holda n <» 2n kabi yoziladi).

Aytaylik, A, B, D to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda

DA~A,

2) A—B => B ~ A,

3)A~B, B~D=*A~D
bo‘ladi. Bu xossalaming isboti yuqgorida keltirilgan ta’rifdan kelib
chigadi.

Ikki A va B to‘plam o‘zaro ekvivalent bo‘lsa, ulami bir xil quwatli
to‘plamlar deb garaladi.

Demak, quwatni ekvivalent to‘plamlarning miqgdoriy xarakteris-
tikasi sifatida tushunish mumkin.

Chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalentligi ularni tashkil etgan
elementlar sonining bir-biriga tengligini bildiradi.

Umuman, A va B chekli to‘plamlaming o‘zaro ekvivalent boiishi
uchun ularning elementlari soni bir xil boiishi zarur va yetarli:

A ~B <>n(A) =n(B)

bunda n(G) — Gto‘plamning elementlari soni.
8 -ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent boigan har
ganday to‘plam sanoqli to plam deyiladi.
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Masalan, ushbu

A= 2 3 a

to'plamlar sanoqli to‘plamlar boiadi. chunki
n<»2n, N - w,;

n«-»n3, N ~ N2\

n<—>|_'l1, N ~

Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamlar
sanoqli to ‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinfto‘plamlarining quwati
bir xil bo‘ladi.

Ravshanki,

e V. Wc yv, a N
boiadi. Ayni paytda, yuqorida ko‘rdikki,
W- yv,, W‘y\/Z, W~y\6

Bunday vaziyat (to‘plamning qgismi o‘ziga ekvivalent boiishi)
fagat cheksiz to‘plamlardagina sodir boiadi.

Matematik analiz kursida tayin E va /'to ‘plamlar uchun akslan-
tirishlarf: E —F \a ularning xossalari o‘rganiladi.

Dastawal yuqoridagi to‘plamlar sifatida haqiqgiy sonlar to ‘plamini
olamiz va uning xossalarini o‘rganamiz.

Mashglar

1.Agar A ={a, b), B={a,R,y} boisa, A to‘plamning B to‘p-

lamga akslantirishlari soni 9 ga teng boiishi isbotlansin.
2. Aytaylik, A sanoqgli to‘plam boiib, x e A boisin. U holda

A Ube} ~ A Dboiishi isbotlansin.



3- ma ruza
Haqiqiy sonlar

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash
taqozosi bilan dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni qoilaganlar.
So‘ngra manfiy son. ratsional son va nihoyat, haqigiy son tushunchasi
kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘gquvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylaming matematika
kursidan natural, butun, ratsional sonlar, ular ustida bajariladigan
amallar, amallarning xossalari, shuningdek, ularning to‘g‘ri chiziqda
(sonlar o‘qida) geometrik ifodalanishi maiuni deb hisoblaymiz.

Hagiqiy sonlaming matematik analiz kursida muhimligini e tiborga
olib, ular hagidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

1°. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o“nli kasrlar. Faraz qgilaylik,

biror musbat ratsional son boisin. Bo‘lish goidasidan foydalanib
p butun sonni g ga boiamiz. Agar p ni q ga bo‘lish jarayonida biror
gadamdan keyin goldig nolga teng boisa, u holda bo‘lish jarayoni
to ‘xtab, L kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr

chekli*o nli kasr deyiladi. Masalan, 59 kasrda 59 ni 40 ga boiib, uni
1,475 boiishini topamiz:

| =1475.

Agar p ni q ga boiish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum
gadamdan keyin yuqgorida aytilgan goldiglardan biri yana bir marta
uchraydi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.

Odatda, bunday kasr cheksiz davriy o nli kasr deyiladi. Takror-
lanadigan ragamlar (ragamlar birlashmasi) o ‘nli kasming davri boiadi.

Masalan, i kasrda 1ni 3 gaboiib, 0,333... boiishini topamiz:

1 =0,333...

Ushbu
0,333..., 1,4777... ,)2,131313...
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kasrlar cheksiz davriy o‘nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3,
7, 13 bo‘ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha

0,(3), 1,4(7), 2,(13)
yoziladi;
0,(3) =0,333...
1,4(7) = 1,4777...
2,(13) = 2,131313...

Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng boMgan cheksiz davriy o“nli
kasrni chekli o*nli kasr qgilib yoziladi. Masalan,

0,4999... = 0,4(9) = 0,5,
2,71999... = 2,71(9) = 2,72.

Har ganday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz
davriy o‘nli kasr ko'rinishida yozish mumkin. Masalan,

1,4 = 1,4000... = 1,4(0),
0,75 = 0,75000... = 0,75(0).

Demak, har ganday - ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr

ko‘rinishida ifodalanadi. Aksincha, har qanday cheksiz davriy o“nli

kasrni P ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan, ushbu
0,(3) =0,333..., 7,31(06) = 7,31060606...
cheksiz davriy o‘nli kasrlarni garaylik. Awalo ulami

0,63) =0+ A +-A-+-1-+..,
, 10 102 103

7,31(06%:7+A+ L+ ~+ L +..
Y 10 102 104 106

ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya
yig‘indisi formulasidan foydalanib topamiz:

0,350 38 = Uk = W
10
IMV NeA 2?2/
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7,31(06) =7,31060606... =  + 0t = e =

100 j_ 1 100 100 99
102
1 2\ 965
= 100 ( + 33/ = L32°

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orgali va
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali
ifodalanadi.

20. Haqigiy son tushunchasi. Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli
kasrlar ham boiadi. Bu kesmalami o‘lchash jarayonida yuzaga kelishini
ko‘rsatamiz.

Faraz gilaylik, biror J kesma hamda o‘lchov birligi, masalan,
metr berilgan bo‘lsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.

Aytaylik, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning
7, qismi ortib qolsin. Ravshanki Jx ning uzunligi 1 metrdan kam
bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligini taxminan 5 m ga teng deb
olish mumkin:

J uzunligi =5 m.

Agar bu aniglik yetarli boimasa, o'lchov birligining ~ qismini,

ya’ni 1dm ni olib, uni J] kesmaga joylashtiramiz. Aytaylik, 1 dm 7,

kesmada 7 marta butunlay joylashib, Jx kesmaning J2 gismi ortib

golsin. Bunda J2 ning uzunligi 1 dm dan kichik bo‘ladi. Bu holda

J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin:
J uzunligi = 5,7 m.

Bujarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz:

1) biror gadamdan keyin, masalan, n+ 1 gadamdan keyin o‘Ichov

birligining gismi Jn kesmaga an marta butunlay joylashadi. Bu
holda oflchov jarayoni to ‘xtatilib,

7 uzunligi =5,7 .. an
ntarapm
bo‘lishi topiladi.
2) o‘lchash jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu
holda J kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
18



cheksiz o'nli kasr olinadi:
J uzunligi = 5,7..,, a,,, ..
Aytaylik, to‘g‘ri chiziqda biror O nuqta (koordinata boshi) hamda

o'lchov birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O nuqgtadan o'ngda
joylashgan har bir P nuqgtaga, OP kesmani o‘lchash natijasida hosil

bo‘lgan ushbu a0,a,a2...aw.. cheksiz o‘nli kasrni mos o ‘yish
mumkin. Bunda

Bu moslik o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yugo-
ridagi cheksiz o*nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo“lib,
ular manfiy bo‘lmagan ratsional sonlar bo‘ladi. golgan kasrlar esa
ratsional sonlar bo'lImaydi.

1- ta’rif. Ushbu a0,ala2...a,...
ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo 1magan hagiqiy son deyiladi,

Agar 37>0; a, > 0 bo‘lsa, u musbat haqiqgiy son deyiladi.

Manfiy haqigiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat hagiqiy
son sifatida ta’riflanadi.

Barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam R bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami N, ratsional sonlar to'plami (?,

haqiqiy sonlar to‘plami R uchun N ¢ Q ¢ R bo‘ladi.
2-tarif Ushbu R\Q

to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo'lgan cheksiz davriy o‘nli
kasrni chekli o*nli kasr qgilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida

bitta son ikki ko‘rinishga, masalan, * soni

= 0,4999...
2

ko‘rinishlarga ega bo‘lib goladi.
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Umuman, a,,.a,, a2....a, (a, * 0) ratsional son ushbu
1) o0,a,,a2, (a, - 1)999..,

2) a0,a,,a2,ar000..., kabi ko‘rinishlarda yozilishi mumkin.
Hagiqiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1- ko‘rinishidan foy-
dalanamiz.

Ikkita manfiy bo'lImagan

a =a0,a,0c2...a,,...,
¢ =Bn,B,R2..8,...
haqgiqiy sonlar berilgan bo‘Isin.
3-ta’rif Agar VI7 >0 da a, =R, ya'ni

«0 =RBo, «I =Bi< «2 =[R2, =R,,...

bo‘lsa, a va b sonlar teng deyiladi va a = b kabi yoziladi.
4- ta rif. Agar

ao=Ro0’ =R,, a2=~R2, a,, =R,,,...

tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi
bajarilmagan tenglik n = k da sodir bo‘lsa, u holda:

ak >R* bo‘lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a> b kabi
belgilanadi.

ak <Rt bo'lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a <b kabi

belgilanadi.

Aytaylik, to‘g‘ri chizig, unda tayin olingan O nuqta (koordinata
boshi) va oichov birligi berilgan bo‘Isin.

Haqiqiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari orasida
bir giymatli moslik o‘matish mumkin:

@) nugtadan o‘ngdajoylashgan P nugtaga OP kesmaning uzunligiga
teng x soni mos qo#yiladi {x son P nuqtaning koordinatasi deyiladi);

@) nugtadan charda joylashgan Q nuqtaga QO kesmaning uzun-
ligiga teng x sonining minus ishorasi bilan olingan -x soni mos qo ‘yiladi;

O nugtaga nol soni mos qo‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli hagigiy a soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m >a

bo'ladi.
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-4 Aytaylik,
a —ot(l,cx,a2...a,,... > 0

boisin. m=a0+ 1 me N deb olinsa, unda 3- ta’rifga binoan a <m

bo‘ladi. »
Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqgiy sonlar to‘plam-
larini keltiramiz.

Aytaylik, ae R, be R, a<b bo‘lsin:

[a,b] ={xe R]a<x <b) - segment deyiladi,

(a,b) ={xe R\a <x <b} —interval deyiladi,

[a,b) ={x e R\a <x <b) —yarim interval deyiladi,

(a,b] ={xe R\a <x <b) —yarim interval deyiladi.

Bunda a va b sonlar [a,b], (a,b), \a,b), (a,b\ larning chega-

ralari deyiladi.
Shuningdek,

={xe R| x >a),,
(<>a) ={xe R | x <a},,

(—00,00) = R
deb garaymiz.
Faraz qilaylik, a va b ixtiyoriy haqigiy sonlar bo‘lib, a <b bo‘lsin.
U holda
(a,b) 'm0
bo‘ladi.
< Hagigatan ham,
a=a0,a,a2..a,..>0,

N = PO'PiN2" P/Te-

bo‘lib, m > 0 uchun

«0 = Po,«xl =P p -am-l = Pm-l va < Pm

bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi
("<+9) bo‘lsa, unda
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r=an.a,a2..awaOH..(aA+1)

ratsional son uchun a <r <b boMadi. Demak, (a.b)/ 0. »

Mashglar

1. Ushbu x2 = 3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning
mavjud emasligi isbotlansin.

2.Agarre Q,ae R\Q bo‘lsa, a+re R\ Q boMishi ko‘rsatilsin.
3. Vog /?, VEe R, Vce /? sonlari uchun

a>b,b>c=*a>c
bo‘lishi ishotlansin.

4- ma ruza
Haqiqgiy sonlar to‘plamining chegaralari

Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o ‘ynaydi.

1°. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. Biror EczR to'plam
berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x0 elementi (x0€ E)
topilsaki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun

X<*0
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
3x0€ E, Vxe E: x <x0
bo‘lsa, xOsoni E to‘plamning eng katta elementi deyiladi va
X0 = max£

kabi belgilanadi.
2- tarif. Agar E to‘plamning shunday xOelementi (Xge E) topil-
saki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun
X>x0
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
3x0g E, Vxe E: x >x0
bo‘lsa, x0soni to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va
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X0 = minZf
kabi belgilanadi. Masalan,

min{l, 2,3 , n,..}=1
bo‘ladi.
3-tarif Agar shunday M soni (M e R) topilsaki, E to‘plamning
ixtiyoriy elementlari uchun
X <M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
SMeR, vxgt: X<M

bo‘lsa, E to‘plam yugoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘p-
lamning yuqori chegarasi deyiladi.
4- tarif. Agar shunday m soni topilsaki (m¢s R), E to‘plamning
ixtiyoriy x elementlari uchun
X >m
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
3me R, vxg E: x>m

bo‘lsa, /'to~lam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning
quyi chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yuqori
chegaralari cheksiz ko‘p, shuningdek, quyidan chegaralangan bo‘lsa,
uning quyi chegaralari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

5-tarif Agar EczR to‘plam harn quyidan, harn yuqoridan chega-
ralangan bo‘lsa, E chegaralangan toplam deyiladi.

6- ta’rif Agar ixtiyoriy M soni {Me R) olinganda harn shunday
x0elementi (x0s E) topilsaki,

Xq> M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
VAl ¢ R, 3x04 E: xO0>M

bo‘lsa, to‘plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.
7-ta’rif Agar ixtiyoriy m soni (me R) olinganda ham shunday
x0elementi (Xgs £) topilsaki,

x0<m
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tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Vine R, 3x,e £ xn<m

bo‘lsa, to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Masalan,

1) £, ={.,-2,-1, 0} to'plam yuqoridan chegaralangan;
2) E2={1 2, 3,...} to‘plam quyidan chegaralangan;

3) £3 =jl, ...J to‘plam chegaralangan;

4) E4 ={xg 7?jx > 0} to‘plam yuqoridan chegaralanmagan;

5 £5={xg¢ /?|x <0} to‘plam quyidan chegaralanmagan bo'ladi.

Endi sonlar to‘plamining anig yugori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz.

Aytaylik, Ecz R to‘plam va ae R soni berilgan boMsin.

8- taYif. Agar

1) a soni £ to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) £ to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a< M
tengsizlik bajarilsa, a soni £ to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyi-
ladi va sup£ kabi belgilanadi:

a = supt

Demak, £to ‘plamning aniqg yuqori chegarasi, uning yugori chega-
ralari orasida eng kichigi bo‘ladi.

9-tarif. Faraz qilaylik, £c A to‘plam va be R soni berilgan
bo‘lsin. Agar

1) b son £ to‘plamning quyi chegarasi bo'lsa,

2) £ to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b >m tengsizlik
bajarilsa, b soni £ to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va inff
kabi belgilanadi:

b —Inf£.

Demak, £ to‘plamning aniqg quyi chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo‘ladi.

«sup» va «inf»lar lotincha «supremum» va «infimum» so‘zlaridan
olingan bo‘lib, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’no-
larni anglatadi.
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1- teorema. Faraz gilaylik, Ecz R to‘plam va ae R soni berilgan
boMsin. a soni E to‘plamning anig yuqori chegarasi boiishi uchun

1) a soni E to‘plamning yugori chegarasi,

2) asonidan kichik boMgan ixtiyoriy a (a < a) uchun £to ‘plamda
X > a tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

wl Zarurligi. Aytaylik,

a —Ssupf
boisin. 8- ta’rifga binoan:

1) Vxe E uchun x<a, yani a soni E to‘plamning yuqori
chegarasi;

2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan
kichik a soni uchun x >a bo‘lgan x e E soni topiladi.

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, rav-
shanki, a < <shartni qanoatlantiruvchi harganday a soni £°to ‘plam-
ning yuqori chegarasi bo‘lolmaydi. Demak, a —to‘plamning yuqori
chegaralari orasida eng kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra

a = sup/T
bo‘ladi. »

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz gilaylik, Ecz R to‘plam va be R soni berilgan
bo‘lsin. b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi boiishi uchun:

1) b soni E to‘plamning quyi chegarasi,

2) b sonidan katta boigan ixtiyoriy p (3 > b) uchun E to‘plamda
x < (3 tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

Eslatma. Agar E<zR to‘plam yuqoridan chegaralanmagan
boisa, u holda

supis = +00,
qguyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
infE = -°°

deb olinadi.
2°. Aniqg chegaralarning mavjudligi. Aytaylik,

a =a0,a,az2..a,...
musbat haqigiy son boisin, bunda

«e U{0} a,eN0={01,2 3,4,56,7,8 9} n>1
25



Ushbu

ratsional sonlar uchun
an <a<bn
bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy haqigiy son olinganda shunday ikkita ratsional
son topiladiki, ulardan biri shu haqigiy sondan Kkichik yoki teng,
ikkinchisi esa katta boiadi.

Endi sonlar to ‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi haqidagi
teoremalami keltiramiz.

3- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam yuqoridan chegara-
langan boisa, uning anig yuqori chegarasi mavjud boiadi.

Bu teoremani

Ec [0,+°°), E*0

to‘plam uchun isbotlaymiz.
4 E to‘plam yugoridan chegaralangan boisin:

3Me R, Vxg EE x <M.

Arximed aksiomasini e’tiborga olib, Me N deyish mumkin.
Endi E to‘plam

a =a0,a,a2.., (ae E)
elementlarining butun gismlaridan, ya’ni dqlaridan iborat to‘plamni
FO deylik:
FO ={a0e N U{0}|<x=a0,a,a2..e £}.

Bu to'plam ham yugoridan A/soni bilan chegaralangan va Fn "m0.

Ravshanki, Fn ¢ N U {0}. Bundan FOto ‘plamning chekli ekanligini topa-
miz. Demak, FOto‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni cOdeylik:
max FO =cQ. (1)
E to‘plamning c0,a,az2..
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to ‘plamni EOdeb olamiz:
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£, ={0,a,a2..e £}
Ravshanki, £0c £, En* 0. Endi EOto‘plam

M’ala 2—
elementlarining a, laridan iborat to‘plamni olib, uni £, deylik:

F ={a,9g{0,12,9} |cO,a,a2. g £0}
Bu chekli to‘plam boiib, F{* 0 boiadi. Shuning uchun uning
eng katta elementi mavjud. Uni c, deb olamiz:
max Ff = c,. (2)
EO to‘plamning c(),c,a2a3...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E] ={c0,c,a2a3...e £0}
Ravshanki, £, ¢ £, £, * 0.
Endi £, to‘plam c0,c,a2a3...
elementlarining a2 laridan iborat to‘plamni olib, uni F2 deylik:

F2={a, s+ {0,1,2,9} |cO,c,,a2. 4 £}

Bu to‘plam ham chekli va F2 "m0 bo‘lib, uning eng katta elementi
mavjud:
max F2 = 2. (3)
£, to‘plamning c0,c,a2a3...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £2deb olamiz:
E2 = {0,c,c2a3...G £,}.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida

a = (»,cjc2...cn...
haqiqiy son hosil boiadi.
Endi £ to‘plam va bu a son uchun 1-teorema ikkala shartining
bajarilishini ko‘rsatamiz:
1) Yugoridagi (1) munosabatga ko‘ra Va0,a,a2a3..G £ uchun
a0 < c0 boiadi.
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Agar a0 <c() boisa, u holda an,a,a2.. <a bo‘ladi.

Agar a,, =c0 boisa, u holda c0,a,a2...e EOboiib, (2) munosa-
batga ko‘ra a, <c, boiadi.

Agar a, < ¢, boisa, u holda a0,a,a2... <a boiadi.

Agar a, = ¢, boisa, u holda c0,oc,a2...e boiib, (3) muno-

sabatga ko‘ra o2<c2boiadi.
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday n > 0 topiladiki,
ao=co<t=c¢,,..a,_, =C,_, a, <cCn

boiib, a0,a,a2...<fl boiadi.

b) ixtiyoriy n > 0 da aM= cn boiib, a0,a,a2.. =0 boiadi.
Demak, har doim a0,a,a2... <a munosabat o‘rinli boiadi;

2) a sondan kichik boigan ixtiyoriy

R = RO,R.R2 -R« -
haqiqiy sonni olaylik:
BRo,B,R2-B , - < CQ,CxC2...Cn...

U holda shunday n > 0 topiladiki,
Bo= " Bi mclf ... B,, =c,_, B, <cn

boiadi. Shuni e’tiborga olib, Vxg Enc E uchun

X > R0o’RBIBR2-"Bw "o

boiishini topamiz.

Shunday qilib, teoremada keltirilgan E to‘plam va a soni uchun
1- teorema ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1- teoremaga
muvofig to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud va

a = supis

boiishi kelib chigadi. »

Xuddi shunga ofxshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4- teorema. Agar bofh bo'lmagan to ‘plam quyidan chegaralangan
boisa, uning aniqg quyi chegarasi mavjud boiadi.

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari
shu to‘plamga tegishli boiishi ham mumkin, tegishli boimasligi ham
mumKkin.



Mashqglar

1 AgarAva B to‘plamlar (A ¢ R, B c R) chegaralangan boiib,

A c B Dboisa,
sup A <sup B, infA >infB

boiishi isbotlansin.
2. Agar Vxe A (/1c/?) uchun x <a (ae R) bo'lsa, supA <a
boiishi isbotlansin.

5- ma fuza

Haqiqiy sonlar ustida amallar
1°. 1kki haqgigiy sonlar yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Awal aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan, chekli o‘nli
kasrlar ustida bajariladigan amallar va ularning xossalari maium deb

hisoblaymiz.
Aytaylik, ikkita musbat

a=a,,a,a2..an..

haqigiy sonlar berilgan boisin. Unda n > 0 boiganda ushbu

a, = an,a,a’..a,, :aB + % +1_O\£+ —+ 10"
a = aaly). App + B = ag+ @+ g
ratsional sonlar uchun

dn <a< an, 1)
shuningdek,

6,'=PO,P,P2-P.=PO0+" +7" +..+A"
K=p0,pp2.<p,+)=Po+1 + h +..+

ratsional sonlar uchun
K*h*K (1)
boiadi.
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Endi (1) va (2) tengsizliklami ganoatlantiruvchi ratsional sonlaming
yig‘indisi dn +b'n lardan iborat {a' + /5,} to‘plamni garaymiz. Rav-
shanki, bu to‘plam yuqoridan chegaralangan. Unda 4- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra {dn + bn}to‘plamning aniq yuqgori chegarasi mav-
jud boiadi.

1- ta'rif. {d,, +b',,} to‘plamning aniq yuqori chegarasi avab haqiqiy
sonlar yigindisi deyiladi va a + b kabi belgilanadi:

a+b= snu>8{tf' +b',,}.

(1) va (2) tengsizliklami ganoatlantiruvchi ratsional sonlaming

ko‘paytmasi d,, md,, lardan iborat {an w0} to‘plamni garaymiz. Bu

to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun uning aniq
yugori chegarasi mavjud bo‘ladi.

2- ta’rif {an ebh}to'plamning aniq yuqori chegarasi a va b haqiqiy
sonlar ko \paytmasi deyiladi va a mb kabi belgilanadi:
ab :Snli8{< Bn).

(1) va (2) tengsizliklami ganoatlantiruvchi ratsional sonlaming

— nisbatidan iborat to'plam yuqoridan chegaralangan boMadi.
J

3-tarif to'plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b
soniga nisbati deyiladi va ~ kabi belgilanadi:

8 =gyp @b
b «>o0[".

Aytaylik a va b musbat haqiqiy sonlar boiib, a > b bo‘Isin.
4 -tarif {a' -b'} to'plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi va a —b kabi belgilanadi:

a-b =srl11>%{a',, -b'}.

Eslatma. 1) Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan qgo‘shish,
ko‘paytirish, ayirish va boiish amallarini to‘plamning aniq quyi
chegarasi orgali ham ta’riflash mumkin.
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Masalan, a va b haqiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha ta’riflanadi:

Haqiqiy sonlarda, yugorida kiritilgan amallar o ‘rta maktab mate-
matika kursida o‘rganilgan amallaming barcha xossalariga ega.

20. Haqigiy sonning darajasi. Awal haqgiqiy sonning 0- hamda
n- darajalari (ne TVj quyidagicha

an=a a-..*a, (ne N)
nVTa
aniglanishini ta’kidlaymiz.
Teorema (isbotsiz). Faraz gilaylik, a > 0vane N boisin. U holda
shunday yagona musbat x soni topiladiki,

Xr = a
boiadi.
5- ta'rif. Musbat hagiqiy a sonining n darajali ildizi deb, ushbu
X' = a
tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
\
x =yfa = an

kabi belgilanadi.
Aytaylik, a musbat haqigiy son, resa musbat ratsional son bo‘lsin:

« >0, r:F’ m, ne N .

Bu holda a sonining r- darajasi quyidagicha
\
ar = (am)"
kabi aniglanadi.
6-tarif Faraz qilaylik, a > 1, b > 0 hagiqiy sonlar berilgan
boisin, a sonining b- darajasi deb ushbu {(/A } to‘plamning aniq
yugori chegarasiga aytiladi:

ab :S}il>%{<'7é"}, bunda m=Po,p, ... B=pb,pl,p2,...,pn,...

3°. Hagqigiy sonning absolut giymati. Aytaylik, xe R son berilgan
boisin. Ushbu
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X, agar x >0 boisa,
-X, agar x <0 boisa

miqgdor x sonining absolut giymati deyiladi.
Hagiqgiy sonning absolut giymati quyidagi xossalarga ega:
1)jt6 Ason uchun

X >0, =[x x<|x]|, -x<[x]
munosabatlar o ‘rinli.
2) M<a<>-a <x<{,
W\ <a <-a <x <a, (a=>0).
3) xe R,y e Rsonlar uchun

X +y\ < x| + [,
\X-y\>\x\-\y\,
YA =1Ly,

-W * * %
boiadi.

Bu xossalaming isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rifidan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan, \x +”| <|x| + W boiishini
isbotlaymiz.

< Aytaylik, x + y > 0 boisin. Unda W +y\ =x +y boiadi.
x <\x\, y <W\ boiishini e’tiborga olib topamiz:

\X +y\ =x +y £ |x| + WY\

Endi x +y < 0 boisin.

U holda [x +y\ =-(x +y) =(-x) +(-y) boiadi. -x <|x|,-y <W
boiishini e’tiborga olib topamiz:

AW =(-x) +(-y) <[X[+W\. »
1- misol. Ushbu
13x-1]<[2x-1] +[x] 3
tengsizlik x ning gqanday giymatlarida o‘rinli boiadi?
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m! Sonning absolut giymati xossasidan foydalanib topamiz:
X -l =[(2x - D +x{<\2x - 1+]jci.

Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy X ¢ R uchun o‘rinli boiadi. »

Barcha manfiy bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plamini R+ bilan
belgilaylik. Ravshanki, R+c R

Har bir x e R haqigiy songa uning absolut giymati |x | ni mos
go‘yish bilan ushbi

[ x| (/ :R-»R")

akslantirishga ega boiamiz.

Demak, haqigiy sonning absolut giymati R to‘plamni R+to‘plam-
ga akslantirish deb garalishi mumkin.

Ixtiyoriy X ¢ R,y ¢ R sonlarni olaylik. Ushbu

\x ~y |
migdor X va y nugtalar orasidagi )r/nasofa deyiladi va d(x, y) kabi
belgilanadi:
d(x,y) =\x-y\.
Masofa quyidagi xossalarga ega:
D ¢/(x,y) >0 va d(x,y) =0 <>x =y;

2) d(x,y) =d(y,x);

3) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z), (ze R).
4°, Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. Ixtiyoriy x > —1
(x ¢ R) hamda ixtiyoriy n¢ N uchun ushbu

@ +x)" >1+nx 4)
tengsizlik o‘rinli.
4 Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Ravshanki, n = 1da (4) tengsizlik (tasdig) o‘rinli boiadi:
1+ x=1+X
Endi n ¢ N da (4) munosabat o‘rinli deb, uni n + 1uchun ham
o‘rinli boiishini ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini
1+x ga ko‘paytirib topamiz:
(I1+x f1>1+nx) L+x)=1+(n+1)x+ nx2>1+(«+1)x

Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriyne N
uchun o‘rinli boiadi. »
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(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Maiumki, as R, bs Rda

(la+Db)2=al+ 202>+ £2,
(a+bY =a3+3a2b+3ab2+*3
boiadi. Umuman, ixtiyoriy ng /Mda

(@ala®)" =C°m" +cy-' W+ . . +CGrm"4> +. +

+C", ~ab"™' +C",,b" ='£ Cka"~kbk (5)
k=0

boiadi, blinda
CA=1
*1 =1-2-3.Jfc, k=1.2,.../7.

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

A Ravshanki, /7=1 da m+C\ b=a+b. Demak, bu holda

(5) tenglik o‘rinli. Endi (5) tenglik n uchun o‘rinli boisin deb, uni
[7+1 uchun ham o‘rinli boiishini ko‘rsatamiz. (5) tenglikning har
iIkki tomonini a+b ga ko‘paytirib topamiz:

(@+*)"Ama™m+£ (C*+C*1)ea"*"-k mok +b"*",
k=1

Ravshanki,
Cl +an -(*-=
«(li+1)((/i+1)-1).-((/h-1)-(A-D) _ rk
Ki » = =
Demak,
n nl
(a+*"A=a*+£ C'Hea"+lLtm *b"HH=£S *
A4 *=

boiadi. Bu esa (5) tenglik n+1boiganda ham bajarilishini ko‘rsatadi>
Odatda, (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.
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5°. ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri. Ma’lumki, ushbu
{xe R: a<x <b)=1[ab\
to‘plam segment deb ataladi.
Aytaylik, \ax bxX\ va |a2 t2\ segmentlar berilgan boisin. Agar
|g,4 \cz\a2,b2\
bo‘lsa, [flj, | segment\a2 b2\ segmentning ichigajoylashgan deyiladi.
Bu holda ¢] <a2< <6, boiadi.
7- 70 Vil. Agar
[a2,th I, ... (6)
segmentlar ketma-ketligi quyidagi
12 [62,/52| = .. 2Z>|6,,6J d ..
munosabatda, ya’ni VI?7e Nda
[an,bn]z>[an+l,bn+I\
boisa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.
Teorema. Aytaylik,
\a\,bi I, |62, I,..., |aw,/»,],...
segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlami bajarsin:
1) VG N: K M1 & K+iA+il;
2) Ve>0, 370e /V, n>n0: b,-an<e boisin.
U holda shunday ce R mavjud boiadiki, m™\an,b,,\, (n =1,2,3,...)
boiib, bunday c yagona boiadi.
A Teoremada garalayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich
joylashgan segmentlar ketma-ketligi boiadi. Ravshanki, bu holda

ushbu
ax<a2<a3<..<an<bhn< <..<bh2<ly

munosabat bajariladi.
Endi flj, a2 ..., a,, sonlaridan tashkil topgan

E = {0j, a2,..., an}

to'plamni garaymiz. Bu to‘plamning yugoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.
Agarn <m boisa, [am,bm]a[an,bn\ boiib, an <am <bm <b,,,
ya’ni an < bmboiadi.
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Agar n>m boisa, [an,b,,]Jcz[am, bm1bo‘lib, am <a,, <b,, <bm,
ya’ni a,, < bmbo‘ladi.
Aniqg yuqori chegara hagidagi teoremaga kolra

supE=c¢ (ce R)

mavjud boiadi.
To‘plamning aniq yugori chegarasi ta’rifiga binoan
VIT<Ndaan<c vaVm < N da ¢ <bmbo‘ladi.

Demak,
V« < Ndacg |an bn\

Agar shu nuqtadan fargli va barcha segmentlarga tegishli
c' (c'g lan, b,), ViTg N) mavjud deb garaladigan bo‘lsa, unda
bn-an>\c- c\>0

bo‘lib, bu teoremaning 2- shartiga zid boMadi. Demak, c=c . »

Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri
deyilib, u haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liglik) xossasini
ifodalaydi.

Mashqglar

1. Ixtiyoriy xXx, x2,..., xn haqiqgiy sonlar uchun

DA +X2 X, | < PG+ D21+ L+ 15

bo‘lishi isbotlansin.
2. Ikki hagiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib, ushbu

a+tb=b+a, a+a=2a
tengliklar isbotlansin.
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2-B OB

SONLAR KETMA-KETLIGI UCHUN
LIMITLAR NAZARIYASI

6- ma ’ruza
Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

o Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy

E to‘plamni /rto‘plamga akslantirish:
f :E->F

tushunchasi bilan tanishgan edik.

Endi E=N, F=R deb, har bir natural n songa biror hagiqiy xn
sonini mos qo ‘yuvchi

f :n->x,, ¢v7=1,2,3,...) (1)

akslantirishni garaymiz.

1-tatif (1)- akslantirishning akslaridan iborat ushbu

X2, *3, Xy yonn 2

to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x,} yoki xnkabi belgilanadi.
X,, (/7=1, 2, 3, ...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
Masalan,

1 ., 1 1 1
Xt n 5r 3 m
2) X, =(-1": -1, 1 -1, (-1)7,...
3) xn="i : 1 V2, "3, N
Hxn=1:. 1 1 1 .., 1 ..
5 0,3; 0,33; 0,333; ..; 0,33"3;
n ta

lar sonlar ketma-ketliklaridir.

Biror {*,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2- ta’rif Agarshunday o‘zgarmas A”soni mavjud bo‘Isaki, ixtiyoriy
jwyr = 1, 2, 3,...) uchun xn < M tengsizlik bajarilsa (ya’ni
3M, Vi7Te N : xn<M boisa), {x,} ketma-ketlik yugoridan chega-
ralangan deyiladi.
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3- ta'rif Agarshunday o‘zgarmas m soni mavjud boisaki. ixtiyoriy
X, (n — 1, 2, 3,...) uchun x,, > m tengsizlik bajarilsa (ya’ni
3w, VITg N : x,, >m bo‘lsa), {xn} ketma-ketlik quyidan chegara-

langan deyiladi.
4-tarif Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqgoridan, ham quyidan

chegaralangan bo‘lsa (yani 377, M, VM[7g N : m <X, <M bo‘lsa),
{a,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
1- niisol. Ushbu

7=1,2,3,...
4+ ( )

ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
w Ravshanki, V/? < N uchun
n n
Z+f >0
bo‘ladi. Demak, garalayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.
Ma’lumki,

0<(/7-2)2=n2-4]7 +4
bo‘lib, undan 4 <4 +n2, ya’ni
n <1
4+n 4
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan. »
5- tarif Agar {xj ketma-ketlik uchun
VA/e R, 3«<0e N : x,nh>M

bo‘lsa, ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan deyiladi.
2°. Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, ae R son hamda

ixtiyoriy musbat £ son berilgan bo‘lsin.
6- tarif Ushbu

Lle(a) ={xe R\a-e <x <a+e}=(a-e, a+e)

to‘plam a nuqtaning e- atrofi deyiladi.
Faraz gilaylik {*,} ketma-ketlik va ae R soni berilgan bo‘lsin.
7-ta’rif Agarixtiyoriy £> 0son olinganda ham shunday nOnatural
soni mavjud bo‘lsaki, n > nQtengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

natural sonlar uchun
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wn - al<e (3)
tengsizlik bajarilsa, (ya’ni
Ve>0, 3"e N, V«>n0:|x,-al<£E
bo‘lsa), a son {xM ketma-ketlikning limiti deyiladi va

a=1Ilimx, yoki n->°% daxn a
W-*oc

kabi belgilanadi.
Ravshanki, yugoridagi (3) tengsizlik uchun

|X,-al<f<>a-£<xn<a+f,

ya’ni x, e UE{a), (n >Hjy) boiadi. Shuni e’tiborga olib, ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi.

8-ta'rif Agar a nugtaning ixtiyoriy Ut(a) atrofi olinganda ham
{x] ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu atrofga
tegishli bo‘lsa, a son {xH ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki, £ ixtiyoriy musbat
son bo‘lib, natural nQsoni esa £ ga va qaralayotgan ketma-ketlikka
bog‘liq ravishda topiladi.

2- misol. Ushbu

X,, =C, (ce /?, n=123,..)
ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng boiadi.
4 Hagiqgatan ham, bu holda VE >"6 ga ko‘ra n0= 1deyilsa, unda

V« >n0uchun \x,, - cl =0 < £ bo‘ladi. Demak, limx,, = limc=c, »

3- misol. Ushbu X =5 (?7=1,2,3,.)
ketma-ketlikning limiti O ga teng bo‘lishi isbotlansin:
lim 1=0.
/1—00 YI
|-o01-1
n n

bo‘lib, - <e (E > 0) tengsizlik barcha n > - bo‘lganda o ‘rinli. Bu holda

« = P-I +1i
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deyilsa, (Jtf] —a sonidan katta bo‘lmagan uning butun gismi). unda
VI7 > [0 uchun

n

-0 <e

bo‘ladi. Ta’rifga binoan

lim- =0. »

n

4 -misol. Aytaylik, ae R, \a\>\ bo‘lsin. U holda

bo'lishi isbotlansin.
4 Ifil=1+5 deylik. Unda 5= a - 1> 0 va Bemulli tengsizligiga
ko‘ra

(1+8)" >1+ /78> /28

I 1
bo‘lib, VI7e N da M <
bo‘ladi. Demak, Hr- 0=~ <e, (e>0)
‘a" I an
tengsizlik barcha n>—
€5
bo‘lganda o‘rinli. Agar «0 = ei +1
deyilsa, ravshanki, /7>  uchun ol 0<e
bo‘ladi. Demak, lim— =0. »
W->°° Qn

5- misol. Ushbu xn = (n=1 2, 3,...) ketma-ketlikning limiti

[j+i
1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
4 Ixtiyoriy e > 0 son olamiz. So‘ng ushbu
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tengsizlikni garaymiz. Ravshanki,

n
- =1n
\x,, - If \ni- -
Unda yuqoridagi tengsizlik
n
=

ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, limit ta’rifidagi n@ N sifatida

0 éL + 1 olinsa (e > 0 ga ko‘ra /A= N topilib), V7 > [0 uchun

X, -1 <e boiadi. Bu esa

lim % -1
n—00 Al+ |

bo‘lishini bildiradi. »
6- misol. Faraz gilaylik, a<=R, la|> 1va ae R bo'lsin. U holda

lim ™= o
W= Qn
bo‘lishi isbotlansin.

4 Shunday natural k sonni olamizki, k >a +1 bo‘lsin. Endi
I i i
Ifl*> 1 bo‘lishini e’tiborga olib, =1+8, ya’ni 8=\ak - 1 >0

deymiz. Unda Bernulli tengsizligiga ko‘ra

\alk = (1+8)” > 1+ /78> «8

TH _r_'f_-i < ___!-'
bo'lib, V/[Te N da K
bo'ladi. Bu holda o= 6 +1, (£>0)

e
deyilsa, V/i > nnuchun " 0 =2t <f
a' la\” \n\n
bo'ladi. Demak, lim — =0. »
n->o00 Q'
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7- misol. Ushbu

VIS
tenglik isbotlansin.

4 Ravshanki, Ve g 0 va V« € iVuchun
0<— <Ec»lgn <Ne <>n<10'¢ <>—n <1
n (10£)"
bo‘ladi. Agar 10E> 1 bo‘lishini e’tiborga olsak, 6- misolga ko‘ra
n—°da —----—-->0
(10e)"
ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun

3n() g N, V« > Hg\ ~— < 1

bo‘ladi. Shunday qilib, V/? > n0 uchun <e bo‘ladi. Demak,

lim =0. »
=00 n

8 -misol. Ushbu =(-1)", («=1,2,3,...) ketma-ketlikning
limiti mavjud emasligi isbotlansin.
4 Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo‘Isin.
Unda ta’rifga binoan,
Ve>0, 3«oe N, V«>Hy:|(-1)" - a\e
bo‘ladi.
Ravshanki, n —juft bo‘lganda [1- a\<e; n — toq bo‘lganda

[(_1)- al<e, yani jl+a\l<e bo‘ladi. Bu tengsizliklardan foyda-
lanib topamiz:
2=l (1-a)+0+a)l<1-a\+1l- al<2e.
Bu tengsizlik £ > 1 boigandagina o‘rinli. Bunday vaziyat e > 0
sonining ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega

emas. »
Teorema. Agar {*,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yagona

bo ‘ladi.
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<d Teskarisini faraz gilaylik. {a,} ketma-ketlik ikkita avab(a*h)
limitlarga ega bo'lsin:

/I/Lngoxn =a, /!_i>r0r(1) xn="Dh, (a* b).
Limitning ta’rifiga ko‘ra
Ves>o, 3mqgg N, \in> Had | X,- @< €,
ve >0, BflJeiV, \/In>n™ |xn- al<e
bo‘ladi.
Agar nQva sonlarining kattasini h desak, unda \/n > n da
-d<e IX,-b <e
bo‘lib,
X, - al+|x, - A< 2e
bo‘ladi.
Ravshanki, \a- b\=\a- xn+xn- b\ < [X,- a\+ \x, - b\.
Demak, Ve >0 da \a- b\< 2e bo‘lib, undan a = b bo‘lishi kelib
chigadi. »

Mashglar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, ushbu
xn=\In+2- yjn+1

ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar limxn =a, limyn =a bo‘lsa, u holda ushbu
/1D

Xj, yit 2, 7\2» eeey Afi> oo
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar limxn - a bo‘lsa, u holda

i, P2 X

bo'lishi isbotlansin.
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7-ma ruza
Yaqginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

*.} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

1-tarif Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u
yaqinlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

| o. Yaqginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsiz-

liklarda limitga o‘tish.
1- teorema. {*,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, u chega-

ralangan bo‘ladi.
4 Aytaylik,

limxn=a, (ae R)
[f—60

bo‘lsin. Limit ta’rifiga ko‘ra
Ve>0, 3«0 €1V, \/n>nQ; |[xn- al<e
bo‘ladi. Demak, n > n0 uchun
a-e< x, <a+te
bo'ladi. Agar

max{|fl-e|, [fl+e|, |*i|, [*2p — |x«0@1}=~"
deyilsa, u holda V« e N uchun
\xn\< M

tengsizlik bajariladi. Bu esa {*,} ketma-ketlikning chegaralanganligini

bildiradi. »
2- teorema. Agar {*,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va

limxn=a

bo‘lib, a >p (a < ) bo‘lsa, u holda shunday nQe N topiladiki,
V «>«0 boflganda
xn >P (xn <q)
bo'ladi.
4 Aytaylik, limx,, =a, a>p, (pe R)

bo‘lsin. e > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, z <a - p deb garaymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, Ve >0 uchun, jumladan,
0 <e<a- p uchun shunday nOe N topiladiki, V«>n0bo‘lganda
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X,,-a\<f<=>-e<xn-a<z
bo‘ladi. Ravshanki,
0<z<a-p=p<a-z
-z< Xn-a<z=>a-z <xn.
Bu tengsizliklardan Vn>n0 bo‘lganda
Xn >p

boMishi kelib chigadi. »
(2 <q hol uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).
3- teorema. Agar {*,} va {y,.} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lib,

1) limxn-a, limyn=Db;
n_

2) V/ieiV uchun x,, <vy,,, (X, >V,,)
bo‘lsa, u holda a <b, (a >b) bo‘ladi.
A Shartga ko‘ra
limxn=a, Ilimyn=h.
n —*+0 W-4«0
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:

Ve>0, 3nj)e N, Ve>m: xn- c'<e,
Ve>0, 3?%e N, \/n>njj: \yn- bh<e
bo‘ladi.
Agar /0 = max{«d,A"} deyilsa, unda V/? > nOuchun bir yo‘la

tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, \xn -a\<z a-z <xn<a-e,

\y,,- h<e <Db-z<y, <b+e

Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2- shartidan foydalanib
topamiz:
a-z<x, <y, <b-+z.
Keyingi tengsizliklardan
+ a-b <2e
va Ve > 0 bo‘lgani uchun a —b< 0, ya’ni a <b bo‘lishi kelib chiqgadi.
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Xuddi shunga o‘xshash, limxn =a, limyn =Db hamda V«g N
tl—00 n —0

uchun xn>ynbo‘lishidan a >b tengsizlik kelib chigishi ko‘rsatiladi. »
4- teorema. Agar {*} va {;,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo“lib,

1) limxn=a, limzn =a,;
/100 >0

2) Vizs Wuchun xn <yn <zn

bo‘lsa, u holda ketma-ketlik yaginlashuvchi va
fimyn~a
bo'ladi.

Shartga ko‘ra
lim x,, =¢7, limzn =
/1—D H-00
Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, 3gglVv, Var> Hy: <e,
Ve>0, 3nfe N, Vn> :\z,- d<e

bo‘ladi. Agar «0 = max{77", [0} deyilsa, unda v > n0uchun
a-e<xn, z,<a+tf
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foydalanib topamiz:
a-e<x,, <yn<z,, <a +e.
Keyingi tengsizliklardan
a-e <yn<a+Ey ya’ni \yn-a\<g£
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
fimyn =

Shuni isbotlash talab gilingan edi. »

1- misol. Ushbu lim yfn
limit topilsin,
A Ravshanki, barcha n >2 bo‘lganda
xN>1
bo‘ladi. Aytaylik, xft=1+a,,
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bo‘lsin. Unda AInh=(\+a,,f 1)

va >/n=(1+a,,)2 bo'ladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:

A =(l+aj" >\+n an>n an. )
(1) va (2) munosabatlardan

1
an <=
va 1< < 1+'f
tengsizliklar kelib chigadi. Agar
gt o
ekanini e’tiborga olsak, unda 4- teoremaga ko‘ra
/I!!>I;<T<1>yfrt =1
bo‘lishini topamiz. »
2- misol. Ushbu lI}mmP\//l+ |2+ 3; +1
limit topilsin.
A Ravshanki,
.11 . 1 1 1 1 1 I
2 3 n n n nn n
he 1o 1y S L )
2 3 n
Demak, 1<m +1+ - <yfn .
v 2 3 n

4- teoremadan foydalanib topamiz:
limm +4+i+.+-= 1 »
1 2 3 n

2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. Faraz gilaylik,
*.+ hamda {y\} ketma-ketliklar berilgan bo‘Isin:



{*.} X,,X2,X3, X ,,,..

nm Y1,Y2>Y*>->Yy>-

Quyidagi
X1 +Y1, X2+y2, Xy+yy, .., X,,+VY,,,
X\~Yuy x2-y2, x3-y3, Xn-yn,
Xi-Yr, x2-y2, X3-y3, .., X, yn,
b X5 m X (ynpO,n=\,2, 3,...)
Yi Y2 )3 yn

ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {\,} ketma-ketliklamingyig indisi,
ayirmasi, ko paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

s

{x,, +Y,} {xn-y,\, Ix,, y,,h
yn

kabi belgilanadi.
5- teorema. Aytaylik {x} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,
lim x,, ma, II1i>r(r31oyn- b, (ae R, be R)

boisin. U holda n ooda (cmn) —»cm;

X,y ->q+6; X, Y, -»ab, . (¢>=0);ya’ni

g1
a) Vce R da lim(cexun)=culimx,,;
N—

b) lim (x, +},) = lim x,, + lim
M—¥°° 1—00

d) lim(xun n )=1limx, *lim>,;
f — 00 n-*°o

lim
lim
Teoremaning tasdiglaridan birining, masalan, d) ning isbotini

keltiramiz.
4 Teoremaning shartiga ko‘ra,

limxn=a, limy, =Dh.
A—»@D

n—

e) limll = (6*0) bo‘ladi.
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Ravshanki,
\X,, y,,-ab\ =\xn yn-a y,,+a vy,,-b\in
<\xn -a\-\yn\+\a\-\y,, -b\.

{y }ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1- teoremaga
ko‘ra chegaralangan bo‘ladi:

3M >0, V/ieTV: \yn\<M.
Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:

£
Ve > 0 berilgan hamda 2pa/ ga ko‘ra shunday «je /N topiladiki,

V/i > « uchun

bo‘ladi. Shuningdek, - v ga ko‘ra shunday #e N topiladiki.
2(i+i°d
Vw > n0 uchun

£

M-b <0
bo‘ladi.

Agar n0 = max{”, njj} deyilsa, unda V« > nOuchun bir yo‘la

(4)

bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

UT» o - a*l < 2¥ mm o+ [°]l e 2( LY < E
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
ng,,y,, =ab
bo‘lishini bildiradi. »

3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqgdorlar. Faraz gilaylik,
{an} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
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2- tarif. Agar {an} ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni

H’m ct, =0
D
bo‘lsa, {a,} - cheksiz kichik miqgdor deyiladi.
Masalan,
<, va a,, =q", (|?| <1

ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo'ladi.
Aytaylik, {x,} ketma-ketlik yaqinlgshuvchi bo‘lib, uning limiti
a ga teng bo‘lsin:
lim x,, = a.

U holda aw- x,, - a cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. Keyingi
tenglikdan topamiz: xn = a+ an. Bundan esa quyidagi muhim xulosa
kelib chigadi:

*.} ketma-ketlikning a (ae R) limitga ega bo‘lishi uchun
a,, =X, - a ning cheksiz kichik migdor bo‘lishi zarur va yetarli.

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita
lemmani isbotlash qiyin emas.

1- lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlar yigindisi cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.

2- lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik migdor
ko‘paytmasi cheksiz kichik migdor bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar har ganday Msoni olinganda ham shunday natural
nQsoni topilsaki, bareha n > nQuchun

Yph=> M

tengsizlik bajarilsa, {x,,} ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va
lim xn =00

kabi belgilanadi.

Agar {*,} ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, {x,,} cheksiz katta
miqdor deyiladi. Masalan,

X,,=(-\)"n

ketma-ketlik cheksiz katta migdor bo‘ladi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar orasidagi bog‘la-
nishni ifodalovchi tasdiglami keltiramiz:
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1) Agar {*,} cheksiz kichik migdor {jov* 0} bo‘lsa, u holda jj-J

cheksiz katta miqdor bo'ladi.

2) Agar {x,,} cheksiz katta miqdor bo'lsa, u holda
kichik migdor bo‘ladi.

Mashglar

1. Agar limxn=a, a >0 bo‘lsa, u holda

3lge Ny Vn>Hy: xn >0
bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu limit hisoblansin: lim -2” cos——.
»-»- 2 -1 2n-1

3. Ushbu lim” =0, (Wl =1e23¢ - /i)

M->00 rt!

limit munosabat isbotlansin.
4. Agar {5} va {y} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo“lib,

1) limx,, =a, Ii(ny,, = b\

2) V« e T™Vuchun xn <y, bo‘lsa, u holda a < b bo‘ladimi?
Misollar keltiring.

<?>ma’ruza
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

1°. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik, {*.}:
xly x2,  xn, .. M
ketma-ketlik berilgan boisin.
1- tarif Agar (1) ketma-ketlikda V«e N uchun xn < x,,4 teng-
sizlik bajarilsa, {x,} —o Suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-

ketlikda Vne N uchun xn <xnH tengsizlik bajarilsa, {x,} —qatiy

o'suvchi ketma-ketlik deyiladi.
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2-tarif Agar (1) ketma-ketlikda Vne N uchun xn>x,H
tengsizlik bajarilsa, {*,} — kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar
(1) ketma-ketlikda V«e T™Vuchun x,, > xnH tengsizlik bajarilsa, {xn} —

gatily kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.
1- misol. Ushbu

fi+l . 2 3 4
Xh~~a~" 152" 3’ W
ketma-ketlik gat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
A Hagigatan ham. berilgan ketma-ketlik uchun

1+ [7+2
X' ~~7T7" Al ~ WAT
bo‘lib, \/n e N uchun
A i Q
T [~ n Y ()

bo‘ladi. Unda xnH <xn boiishi kelib chigadi. »

Yuqoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqgadi:

1) agar {*,} ketma-ketlik o‘suvchi boisa, u quyidan chegaralan-
gan boiadi;

2) agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yuqoridan che-
garalangan boiadi.

0 ‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan
monoton ketma-ketliklar deyiladi.

2- misol. Ushbu

ketma-ketlikning gat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin.
A Bu ketma-ketlikning n- hamda («+1)- hadlari uchun

2 -1 1
V v w, _-Iv;,-'l....-_
L >+ n 2+ <«+n2+
boiadi. Ravshanki,
(n+1)2 n2
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Shu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz:
R |
™ oY+ > o+ —

Demak, Vne N uchun xn <xnH. Bu esa garalayotgan ketma-
ketlikning gat’iy o‘suvchi boiishini bildiradi. »

2°. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyida monoton ketma-
ketliklarning limiti hagidagi teoremalami keltiramiz.

1- teorema. Agar {xn} ketma-ketlik

1) o‘suvchi,

2) yugoridan chegaralangan boisa, u chekli limitga ega boiadi.

A Aytaylik, {xn} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to'plamni £ bilan bel-
gilaymiz:

E ={xx, X2, X,,,

Ravshanki, E yuqgoridan chegaralangan to‘plam boiib, E * 0.
Unda to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi hagidagi teoremaga
muvofig, supE mavjud boiadi. Uni a bilan belgilaylik:

SUpf = a.

Ixtiyoriy e > 0 sonini olaylik. To‘plamning aniq yuqori chegarasi
ta’rifiga binoan:

1) V« g N uchun xn<a,

2) £’ x«w0 >0_e
boiadi. Ayni paytda V«>n0 uchun X, >X”" tengsizlik bajarilib,
Xn>a-e boiadi.

Natijada V«>«0 uchun a-t<x,, <a+t, ya’ni |0-x,]|<e
boiishini topamiz.

Demak, {xNMj ketma-ketlik chekli limitga ega va

limXx,, =a=supE. »

2- teorema. Agar {jcJ ketma-ketlik

1) kamayuvchi,

2) quyidan chegaralangan boisa, u chekli limitga ega boiadi.
Bu teorema yuqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.

. Y\
3- misol. Ushbu Xn = rrl

ketma-ketlikning limiti topilsin.
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4 Ravshanki, Vw> 1 uchun xn> 0 bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning
X,,q va xn hadlarining nisbatini gqaraymiz:

X, (/7+1)! n\ /1+JL
X, (n+D)rmH ‘" (JHDAT VI+1
Demak, Xx,,H < x,,. Bundan esa berilgan ketma-ketlikning ka-

mayuvchi ekanligi kelib chigadi.
Ayni paytda V«> 1da

<.

0<x, <

munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegara-

langan. 1- teoremaga ko‘ra {xn} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni
a bilan belgilaymiz:

Iiml\ =a, (a>0).

/[l—m0y f1

Endi ushbu xn- x,,H4 ayirmani garaymiz. Bu ayirma uchun

nn
Xn~xmd =x,,-xnm— — =xn° - >
(7+1)" (I7+1)"

= X ) ST
(/))Il)ll Ll (rl I 1)'[ 7 II
bo‘lib, undan

bo‘lishi kelib chigadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:
lim xn >2 lim x,,+i, a >2a.
MN— n—m

Ravshanki, bu holda a = 0 bo‘ladi.

) n\
Demak, lim =0. »
M-»0T0n

3°. e soni. Ushbu

:\|+h¥’ (N=1"2t3"-) w

ketma-ketlikni garaymiz.

Tasdig. (1) ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi.

4 Berilgan ketma-ketlikning xnmx hamda xn hadlarining nisbatini
topamiz:
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n+1

FITiLsfl+.-L  :(i+ (n+2)n+ nn
X, \ n+ n (n+1)mwl (n+1)"
V\H‘I /1+1
n2+2n n+1 n+1
(ﬂ+1)x n . TH ) N
Bemulli tengsizligiga ko‘ra:
A+l
1 ! s . Nl o
(A+1) (n+1) N+l

bo‘ladi. Natijada V«€ /M uchun

> A L |
Xs, n+l1 Jl
ya’ni xnq >xnboiishi kelib chigadi. »
Tasdig. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
A Ravshanki, k > 1 uchun

K\ = 1.2 (K-1)eK>202020. 2 =2%"1
bo‘ladi.
Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:

X,, =II +|—Y :i+c,{ 'h+. c? -4r+...+ci 4—+...+C; —
n r n g* n"

i1 > 1 a@n-1)...(n-A+1)

2+x ¢ c% =2+x |t!

k=2 jffe=2 d

il <3

Demak, \/ne N uchun 0 < < 3 bo‘ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

AV
A

ketma-ketlik chekli limitga ega. »
3- tarif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:



Bu e soni irratsional son bo‘lib,
e =2,718281828459045.
bo‘ladi.

Mashglar

1. Ushbu X,, =N+ -]

ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin.

2. Ushbu lim

[T—g0 2

limit hisoblansin.

3. Ushbu n/2, v2w 2, Yi2+Vy]2+yj2,

ketma-ketlikning yaginlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

9- Ta ruza
Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi

[". Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
Aytaylik,

(1)

ketma-ketlik berilgan bo‘Isin. Bu (1) ketma-ketlikning biror nxnomerli

hadini olamiz. So‘ngra nomeri  dan katta bo‘lgan n2 nomerli

xm hadini olamiz. Shu usul bilan x”, x" va h.k. hadlarni tanlab
olamiz. Natijada nomerlari

W <n2<uw <..<nk <..
tengsizliklami ganoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu

2

ketma-ketlikni hosil giladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi

va {x,k } kabi belgilanadi.
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Masalan, , 4, 6, 8,

2
1

~ W
© Ul
~

1 :
ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4, ..., n, ... ketma-ketlikning qismiy ketma-
ketliklari,

L 1 1 1
-11 -11 reey -11

ketma-ketliklar 1, -1, 1, -1, ..., (-)wH, e ketma-ketlikning
gismiy ketma-ketliklari bo'ladi.

Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turli
gismiy ketma-ketliklari boiishi mumkinligi ko‘rinadi.

1- teorema. Agar {*,} ketma-ketlik limitga ega boisa, uning har
ganday gismiy ketma-ketligi ham shu limitga ega bo‘ladi.

A Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib
chigadi. »

Eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limiti mav-
jud boiishidan, berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har
doim ham kelib chigavermaydi.

Masalan, 1, -1, 1, -1, (-1)"+1, ... ketma-ketlikning gismiy
ketma-ketliklari
L, 1L 1 ., 1
-1, -1, .., -1,

laming limiti boigan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud
emas.

2-  teorema. (Bolsano—Veyershtrass teoremasi.) Har ganday che-
garalangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.

A {xn} ketma-ketlik berilgan boiib, u chegaralangan boisin. Bu
holda {*,} ketma-ketlikning barcha hadlari [a, b\ da joylashgan deb

garash mumkin: xng \a, b], n=1 2, 3,...
[a, b] segmentni
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segmentlarga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari

joylashganini [av bX deymiz. Ravshanki, [av 6,] ninguzunligi ga
teng bo‘ladi. Yugoridagiga o‘xshash \ax Z>| segmentni

fy £ f 1|14 |
segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi

. b-a
hadlari bo'lganini [a2 b2ldeymiz. Bunda [a2 b2 ning uzunligi —§" ga

teng bo‘ladi. Bujarayonni davom ettirish natijasida ushbu

—» \'bkh -

segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi
uchun

LL ,y]zz[a2,bj13 ... =>[a*, 1=3.. bo‘lib, A-» « da

bo‘ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiriga ko‘ra
Lano :Ll_[g =C, (CgR)
bo ‘ladi.
Endi {x1} ketma-ketlikning [GI5AJ dagi birorta hadini, [GZ>b2

dagi birorta ~ hadini va h.k. [ak, bk\ dagi birorta x,,k hadini va

h.k. hadlarini olamiz. Natijada {xn} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil
topgan ushbu

X, X n2, XMk, ..., W, <n2<..<nk <..)
gismiy ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlik uchun
ak <x,,k <bk, (k=12,..)

bo‘lib, undan k ->~ da xn. -» C,ya’ni lim = C bo‘lishi kelib

A-»00
chigadi. »
2°. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {*,} ketma-
ketlik berilgan bo‘Isin.
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/- ta’rif. Agar har gqanday 8 > 0 olinganda ham shunday natural
nQsoni topilsaki, barcha n > wova m > nOuchun

X, xml<e

tengsizlikbajarilsa (ya’ni Ve >o, 3/* ¢ N, MW>/% Vm>r\): | x,,- m\<e

boisa), {t} —fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

fundamental ketma-ketlik boiadi.
A Hagiqgatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

n m 1 n+m 1

Xn ~Xm 1= [7+1 m+1 nm n m

boiib, Ve>0 ga ko‘ra «o=R1+ 1 deyilsa, Vw>w), Viw>w)

boiganda |Xn-xm|< —+ —<e boiadi. »
« N

3- teorema. (Koshi teoremasi.) Ketma-ketlikning yaginlashuvchi
boiishi uchun uning fundamental boiishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. {*,} ketma-ketlik yaginlashuvchi boiib, limx,, = a
boisin. Limit ta’rifiga binoan

Ve>0, 3Jog N, Vw> " : |Xx,-a\<| .

Shuningdek, Viw>n$ : | xm- a| <” boiadi. Natijada Vn > «o0,

VIw > «0 uchun
\xn~xm\=\xn- a+a-xm\<\x,,-a\ +\xm-a\<z

boiishi kelib chigadi. Demak, fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {*,} fundamental ketma-ketlik boisin:

Ve > 0, 3«o g N, Ve>«o, Viw> $: \xn-xm\<e.
Agar m > n0shartni ganoatlantiruvchi m tayinlansa, unda

\X,,-Xm\<e<* xm-z<xn<xm-+e
boiib, {x,,} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chigadi.
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Bolsano—Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan
yaqinlashuvchi qgismiy {xlk} ketma-ketlikni ajratish mumkin:
limxn, = a.

Ho

Demalk,

Ve>0, 3/m€ N, Vk>K$: \xk-a|<e
bo‘ladi.

Agar m = nkdeyilsa, unda

Im ~xrk\< £
bo‘ladi. Keyingi ikki tengsizlikdan
\Xxn-a\ =\xn-xTk +xlk -a\<\xn-xTK+\xlk-a | <2e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, limx, =a. »
Weoe>

3°. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. {*,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligining
limiti {t,} ning qismiy limiti deyiladi.
2- ta’rif. {*,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kattasi berilgan
ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va
lim xn
N>’
kabi belgilanadi.
{x,.} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kichigi berilgan ketma-
ketlikning quyi limiti deyiladi va
lim Xn

n->00

kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu {x,,}: 1 2, 3, 1 2, 3, 1 2, 3, ..ketma-
ketlikning yuqori limiti

lim xn = 3,
M —>00

quyi limiti esa
limxn=1

bo‘ladi. Umuman, {xn} ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari
quyidagicha ham Kkiritilishi mumkin.
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Aytaylik, {x,,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, A bu ketma-ketlikning
gismiy limitlaridan iborat to ‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning
quyi limitini

lim x,, = lim infx,, =

/ff->00 1-=>0

—@ {x,,} quyidan chegaralanmagan bo‘lsa,
inf A\ {*,} quyidan chegaralangan va A ¢ {+»} bo‘lsa,

-H»; A = <) boflsa

deb olish mumkin.
* .} ketma-ketlikning yuqori limitini esa

limx,, = lim supx,, =
ft—>o00 M—o0

+00; {x,,} yugoridan chegaralanmagan bo‘lsa,
sup/l; 4{x,,} yugoridan chegaralangan va A * {-00} bo‘lsa,
A = {-00} bo‘lsa

deb garash mumkin.
Endi quyi hamda yuqori limitlarning xossalarini keltiramiz.

Biror (x1} ketma-ketlik uchun lim x,, = a bo‘lsin. U holda ve >0
olinganda ham:

1) shunday nOe N topiladiki, V«>nQda x,, <a+e;

2) VITr,e uchun evan, larga bog‘lig shunday n' > nj topiladiki,
Xr>>a-e Dbo'ladi.

Bu xossalar quyidagilami anglatadi: Ve>0 tayin bo‘lganda, birinchi
xossa {}/} ketma-ketlikning fagat chekli sondagi hadlarigina

Xxn<ate

tengsizlikni ganoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning

X, >a-£

tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo'lishini
ifodalaydi.
A Agar {*,} ning cheksiz kofp sondagi hadlari a + r dan katta bo‘lsa,

u holda a + e sonidan kichik bo‘lmagan b (b> a + e) ga intiluvchi {xn}

ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi mavjud va bu lim xn = a ga zid.

N —»00
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Demak, a + e dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli
sondagi hadlari yotadi.

Modomiki, limxn=a
n—{0
ekan, unda {xn} ning gismiy limitlaridan biri a ga teng:
Jimx =a.
S e

Limit ta’rifiga ko'ra bu {x,k } ketma-ketlikning, demak, {*,} ning
ham cheksiz ko‘p sondagi hadlari a —e dan katta bo‘ladi. »
Eslatma. Biror a soni yugoridagi ikki shartni ganoatlantirsa,
u {*,} ketma-ketlikning yuqori limiti boiadi.
Faraz gilaylik, biror {*} ketma-ketlik uchun
[imxn=">b

W—»00

bo‘lsin. U holda Ve > 0 olinganda ham:
V) shunday nOe N topiladiki, Vh > n0da xn>b- e;

2") VI, > N uchun eva larga bog‘liq shunday ri > nl topiladiki,
xn <b+e bo‘ladi.

Quyi limitning bu xossasi yuqoridagidek isbotlanadi.

Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foyda-
lanib, quyidagi teoremani isbotlash giyin emas.

4- teorema. {*,} ketma-ketlik C limitga ega bo‘lishi uchun

limxn=Ilimxn- C

n —00 —

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Mashqlar

1. Har ganday monoton ketma-ketlik fagat bitta gismiy limitga
ega bo‘lishi isbotlansin.
2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu

X, =a\+07 +... +an
ketma-ketlikning (ak e R, \ak\< gk\ 0<~<1l; k=1 2, ..) li-
mitga ega bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu lim(xMtyn) <l i m + limy,, tengsizlik isbotlansin.
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3-BOB
FUNKSIYA VA UNING LIMITI

10- ma’ruza
Funksiya tushunchasi

Ia Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Biz 2- ma’ruzada £to ‘plamni
F to‘plamga akslantirish

/. E->F
ni o'rgangan edik.
Endi E = F F = R deb olamiz. Unda har bir hagigiy x songa
biror hagigiy y sonni mos go ‘yuvchi

/| : E->R (x->y)
akslantirishga kelamiz. Bu esafunksiya tushunchasiga olib keladi.
Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o ‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Shuni e’tiborga olib, funksiya haqgidagi dastlabki ma’lu-
motlami gisgaroq bayon etishni lozim topdik.
Aytaylik, XczR, Yc R to'plamlar berilgan bo‘lib, x va y
o'zgaruvchilar mos ravishda shu to ‘plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye Y
1-tarif Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror / qoidaga
ko‘ra Y to'plamdan bitta y son mos go‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda
funksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va
[ x >y yoki y=f(x)

kabi belgilanadi. Bunda X —fiinksiyaning aniglanish to plami (sohasi),
Y —funksiyaning o zgarish toplami (sohasi); x —erkli o0 zgaruvchi
yokifunksiya argumenti, y esa erksiz o \zgaruvchi yokifunksiya deyiladi.

M isollar. L X =(-00, +00), Y =(0, +< bo‘lib,/ qoida
[: X —=y =x2+\
bo‘lsin. Bu holda har bir x g X ga bitta x2+ 1e Ymos qo‘yilib,
y =x2+ 1
funksiyaga ega bo‘lamiz.
2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos
go‘yish natijasida funksiya hosil bo'ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi

deyilib, u D(x) kabi belgilanadi:
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... L agar x ratsional son bo‘lsa,
S 0, agar x irratsional son bo‘lsa.

Shunday qilib, y =f(x) funksiya uchta: X to‘plam, Yto‘plam va
har bir x e X ga bitta ye I'm mos go‘yuvchi/ qoidaning berilishi
bilan aniglanar ekan.

Faraz qgilaylik, y=f(x) ftinksiya X aR to'plamda berilgan bo‘lsin.
Xg ¢ X nugtaga mos keluvchi yQmiqdory = f(x) funksiyaning x =x Q
nugtadagi xususiy giymati deyiladi va / (x0 = yO0 kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi
(x,/(x))nuqtalardan iborat ushbu

{1 N =L () "e X, f(x)e Y)
to'plam y = f{x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y=x2-1 (*€/ =1[-2, 2])
funksiyaning grafigi 1- chizmada tasvirlangan.

Funksiya ta’rifidagi/ goida turlicha bo'lishi mumkin.

a) Ko'pincha x vay o'zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bufunksiyaning analitik usulda berilishi deyi-
ladi. Masalan,

y =W-x2
funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniglanish to‘plami
X ={xe R\-\ <x <1} =1[-1, ]
bo‘ladi.

1- chizma 2- chizma
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X va y o°‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish quyidagi formulalar
yordamida berilgan bodfsin:

1, agar x >0 bo‘lsa,

Y=1") = 4 agar x <0 bo‘lsa.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami X = R\ {0} bo‘lib, giymatlar
to‘plami esa Y = {1, 1} bo'ladi. Odatda, bu funksiya y = signx kabi
belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda xe X,y g Yo'zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish
jadval orgali boflishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini
kuzatganimizda, txvaqtda havo harorati I,, t2vaqtda havo harorati
T2va h.k. bo'lsin. Natijada quyidagi jadval hosil bo'ladi.

t- vaqt h h h K
T —harorat T, T2 T, - T,

Bu jadval t vaqt bilan havo harorati T orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydi, bunda t —argument, T esa t ning fiinksiyasi bo ‘ladi.

d) x vay o‘zgaruvchilar orasidagi bogManish tekislikda biror egri
chiziq orgali ham ifodalanishi mumkin (2- chizma).

Masalan, 2- chizmada tasvirlangan L egri chiziqg berilgan bo‘Isin.
Bunda [a, b\ segmentdagi har bir nugtadan ofikazilgan perpendikular
L chizigni fagat bitta nuqtada kessin. Vx ¢ [a, b] nugtadan perpen-
dikuldr chigarib, uning L chiziq bilan kesishish nugtasini topamiz.
Olingan x nuqtaga kesishish nugtasining ordinatasiy ni mos go'yamiz.
Natijada har birx g [a, b] ga bittay mos gogilib, funksiya hosl bo‘ladi.
Bunda x bilany orasidagi bog‘lanishni berilgan L egri chizig bajaradi.

Aytaylik,/j(x) funksiya Xxcz R to‘plamda,”(jc) funksiya esa X2¢ R
tofplamda aniglangan bo‘lsin.

Agar: 1) Xx= X2; 2) Vxe Xlda/,(x) =f2AXx)
bodsa,/!(x) hamdaf2(x) funksiyalar o ‘zaro teng deyiladi vaf(x)=fZx)
kabi belgilanadi.

2°. Funksiyaning chegaralanganligi./(x) funksiya XczR to‘plamda
berilgan bo‘Isin.

2- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas JVsoni topilsaki, Va:g A'uchun
fix) <M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o'zgarmas m soni topilsaki,
Vxe X uchun/(x) >m tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.
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3-ta'rif. Agar/(x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham
guyidan chegaralangan bo‘lsa, / (x) funksiya X to plamda chegara-
langan deyiladi.

1- misol. Ushbu / (x) :Il—+XT funksiyani garaylik. Bu funksiya

R da chegaralangan bo‘ladi.

4 Ravshanki, Vxe Rda / (x) = :—:)X(?r >0.

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, / (x) funksiya uchun
fix):-} x2 <1+ x2
I+ X I+Xx I+xH

bo'ladi. Endi

0<(X2- 1)2=x4-2Xx2+1=>2X2<x4+1 => . |I
X +

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: /(x) <1+1 =-.

Bu esa/ (x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi.
Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. »

4- tarif Agar har ganday M > 0 son olinganda ham shunday
XgeA nugta topilsaki,

f(x) >M
tengsizlik bajarilsa, / (X) funksiya X to plamda yuqgoridan chegara-
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar./(x) funksiya Xc R
to‘plamda berilgan bo4sin.

5- tarif Agar shunday o‘zgarmas T (T* 0) son mavjud boisaki,
vxe X Uchun

1) X- Te X, « + Te X 2)I(x + 7) =/(x)
bo‘lsa, / (X) davriy funksiya deyiladi, T son esa/(x) funksiyaning
davri deyiladi.

Masalan,/ (x) = sinx,/ (x) = cosx funksiyalar davriy funksiyalar
bo‘lib, ulaming davri 2n ga,/ (X) = tgx, fix) = ctgx funksiyalaming
davri esa n ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
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a) Agar/(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T(T*0) boisa,

u holda
Th=nT, (n=%1,£2)

sonlar ham shu fiinksiyaning davri bo‘ladi.

b) Agar T, va T2sonlar/(x) fiinksiyaning davri bo‘lsa, u holda
7' +T2* 0 hamda T~T2(TX T2 sonlar hamf(x) fiinksiyaning davri
boiadi.

d) Agar/(x) hamda g(x) lar davriy flinksiyalar boiib, ulaming
har birining davri T (T *0) boisa, u holda

f(x) +g(x), f(x)-g(x), f(x)g(x), (9(x)*0)
funksiyalar ham davriy flinksiyalar bo‘lib, T son ulaming ham davri
boiadi.

2- misol. Ixtiyoriy T (T * 0) ratsional son Dirixle fiinksiyasi
1, agar x ratsionol son boisa,
0, agar x irratsionol son boisa
ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.
A Aytaylik, T (T * 0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, Vxe R

irratsional son uchun x+T irratsional son, Vxe R ratsional son
uchun x+T ratsional son bo‘ladi. Demak,

™ 1, agar x ratsionol son bo Isa,
D(x+T) =t . .
0, agar x irratsionol son bo Isa.

Shunday qilib, Vxe R T —ratsional son boiganda

D(x + T) = Z2)(X)
boiadi. »

Ma’lumki, Vxe X (XcR) uchun -xe X boisa, X to‘plam
0 nugtaga nisbatan simmetrik to'plam deyiladi.

Aytaylik, 0 nugtaga nisbatan simmetrik boigan X to‘plamda
f(x) funksiya berilgan boisin.

6- ta’rif Agar Vxe X uchunf{~x) =fix) tenglik bajarilsa,/(x)
juft funksiya deyiladi. Agar Vxe X uchun /(—x) = —Hx) tenglik
bajarilsa, /(x) toqfunksiya deyiladi.

Masalan,/(x) = x2 1- juft funksiya,/(x) = x3+x esa toq funksiya
boiadi. Ushbu/ (X) = x2— funksiya juft ham emas, toq ham emas.
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Agar/(x) va g(x) juft funksiyalar boisa, u holda

f(x)+g(x), /(x)-g(x), /(x) g(x), [lIlI,, (@(x)*0)

funksiyalar ham juft boiadi.
Agar/(x) va g(x) toq funksiyalar boisa, u holda

f(x) +g(x),f(x)-g(x)
funksiyalar tog boiadi,

IW -«W ; (sM *0)

funksiyalar esa juft boiadi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘giga nisbatan, toq funk-
siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrikjoylashgan
boiadi.

4°, Monoton funksiyalar. Faraz qilaylik, /(x) funksiya Xe R
to‘plamda berilgan boisin.

7- ta’rif. Agar VXx,, x2e X uchun xx< x2boiganda/(*,) </(x2
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X toplamda o'suvchi deyiladi. Agar
VX,, x2e X uchun X < x2boiganda/(Xj) </(x 2 tengsizlik bajarilsa,
/(x) funksiya X toplamda gatiy o'suvchi deyiladi.

8- tarif Agar VX, x2e X uchun x, < x2boiganda/(Xj) *"/(x2
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to plamda kamayuvchi deyiladi.
Agar VX, x2 g X uchun X, < x2 boiganda/(x,) >/(x2 tengsizlik
bajarilsa, /(x) funksiya X toplamda gatiy kamayuvchi deyiladi.

0 ‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deyiladi.

3- misol. Ushbu /(x) :m£ funksiyaning X - [1, +°°) to‘p-

lamda kamayuvchi ekanligi isbotlansin.

A [1, +°°) da ixtiyoriy X, va x2 nugtalami olib, x,< x2 boisin
deylik. Unda

Cxx=x24+xxx2{x2-xi) _ (X]-X2)(I-Xi x2)
(1+x,2) (1+x]) (1+x,2)(1+x])



boiadi. Keyingi tenglikda

X-X2<0, 1- X, *x2<0
boiishini e’tiborga olib,

[(*1)-1(*2)>°»
ya’ni / (x,)>/(x2) ekanini topamiz. Demak,

X <X2=*/(*,) >/(*2). »

Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar XaR to‘plamda o'suvchi
(kamayuvchi) boiib, C = const boisin. U holda

a)/(x) + Cfunksiya o‘suvchi (kamayuvchi) boiadi;

b) C > 0 boiganda C/(x) o‘suvchi, C < 0 boiganda C/(x)
kamayuvchi boiadi.

d)/(x) + g(x) funksiya o'suvchi (kamayuvchi) boiadi.

5°. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = /(x) funksiya

J e Rto'plamda berilgan boiib, bu funksiyaning giymatlaridan iborat
to‘plam

Yi ={f{x) \xeX)
boisin.
Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra )*to‘plamdan olingan har bir
y ga X to‘plamdagi bitta x mos qo'yilgan boisin. Bunday moslik
natijasida funksiya hosil boiadi. Odatda, bu funksiyay = /(x) ga
nisbatan teskarifunksiya deyiladi va x = f~1(y) kabi belgilanadi.

Masalan, y =- x +1 iunksiyaga nisbatan teskari funksiyax = 2y —1
boiadi.

Yugorida aytilganlardan y =/(x) da x - argument, y esa X ning
funksiyasi, teskari x =/ - 1(y) funksiyada y —argument, x esa y ning
fimksiyasi boiishi ko‘rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiyada ham argument x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y = g(x).

y = /(x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi / (x) funksiya
grafigini | va Il choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylantirish
natijasida hosil boiadi.

Aytaylik, ¥ to‘plamda u= F(y) funksiya berilgan boisin. Natijada
X to‘plamdan olingan har bir x ga ¥ to'plamda bitta y:

[ x=*y, (y =/(x))



va ¥ to‘plamdagi bunday songa bitta u:

F:y->u, (u=F(y))
son mos qgo'yiladi. Demak, J to‘plamdan olingan har bir x songa
bitta u son mos qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: u = F(f(x)).
Odatda, bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

Mashqlar

1./(*) ftinksiyaning X a Rto‘plamda quyidan chegaralanmaganligi
ta’rifi keltirilsin.

2. O nuqgtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X a R to‘plamda berilgan
har gandayf(x) funksiyajuft va toq funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalanishi isbotlansin.

3. Ushbu f(x) :x-TI funksiyaning X = [0, &k to‘plamda

¢
kamayuvchi ekani isbotlansin.

4. Agar /(x) =-L boisa, f{f(f(x))) topilsin.

11- ma’ruza
Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o ‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar hagidagi asosiy ma’lu-
motlami bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu

y =a0+ajx +a2x2 +... + an xxmd +anx"
ko'rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
00,flj, an—o‘zgarmas sonlar, ne N. Bu funksiya /? = (-«>, +~) da
aniglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

a) Chizigli funksiya. Bu funksiya

y =ax+b, (a*0)
ko'rinishga ega, bunda a, b —ofzgarmas sonlar.

Chizigli funksiya (-00, +<») da aniglangan a > 0 bo‘lganda o'suv-
chi, a < 0 bo‘lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to‘g‘ri chizigdan
iborat.
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3- chizma.

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
y - ax2+bx+c, (a*0)
ko'rinishga ega, bunda a, b, c —o0‘zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniglangan boiib, uning grafigi parabolani
ifodalaydi.
Ravshanki,

y = ax2 +bx+c <1’ea€x + 5%2 __p_Z_-@c.

Parabolaning tekislikda joylashishi a hamda D = b2 - 4ac laming
ishorasiga bogiiq boiadi. Masalan, a >0, D>0vaa<0, D>0
boiganda uning grafigi 3- chizmada tasvirlangan parabolalar ko‘ri-
nishida boiadi.

2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

aQ+a\X+a2x 2+...+a,,xn
b0 +Holx+b2x 2+...+bmxm
ko‘rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda aQ ax
anva b0, bx bn—o'zgarmas sonlar, neN, ms N. Bu funksiya
X =(-00, +°0)\ {X]|®+I\x +...+brxm=0}
tolplamda aniglangan.

Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proporsional bogianish. U

Yy =2 (X * 0, a = const)
ko‘rinishga ega. Bu funksiya

X = (~°°,0) U (0,4+°0) = 12\ {0}
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4- chizma.

to‘plamda aniglangan, toq funksiya, a ning ishorasiga garab fimksiya
(-«o0, 0)va (0, +o0) oraliglaming har birida kamayuvchi yoki o ‘suvchi
bo‘ladi (4- chizma).
b) Kasr chizigli fimksiya. U ushbu
ax+b
= cx+d
ko‘rinishga ega. Bu fimksiya

X =M\ {-“} (c*0)

to‘plamda aniglangan.

ax+b  be-ad

: 1
Ravshanki, _
+

Demak, y:XiB+y, a = Pe-ad R = y =2

Uning grafigini y = " fimksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
3°. Darajali funksiya. Ushbu
y =xa, (x>0)

ko‘rinishdagi funksiya darajalifunksiya deyiladi.

Bu funksiyaning aniglanish to ‘plami a ga bog‘liq. Darajali fimksiya
(0, +00) da a > 0 bo‘lganda o‘suvchi, a < 0 boiganda kamayuvchi
boiadi.y = Xafimksiya grafigi tekislikning (0, 0) va (1, 1) nugtalaridan
0 ‘tadi.
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4a Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu
y = ax
ko‘rinishdagi funksiya ko ¥satkichli funksiya deyiladi. Bunda ae R,
a>Q a* 1 Ko‘rsatkichli funksiya (-°0, 40°) da aniglangan, Vxe R da
Ox > 0; a > 1bo‘lganda o‘suvchi; O< a < 1 bo‘lganda kamayuvchi
bo'ladi.
Xususan, a —e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
y = e* funksiya hosil bo‘ladi.
Ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi OXo‘gdan yuqorida joylashgan
va tekislikning (0, 1) nuqgtasidan o ‘tadi.
50. Logarifmik funksiya. Ushbu
y = \ogax
ko‘rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi. Bundaa >0, a* 1
Logarifmik funksiya (0, +«=) da aniglangan, y = Ox funksiyaga
nisbatan teskari; a > 1 bo‘lganda o'suvchi, 0 < a < 1 bo‘lganda
kamayuvchi bo‘ladi.
Logarifmik funksiyaning grafigi OY o‘gning 0°‘ng tomonida joy-
lashgan va tekislikning (0, 1) nugtasidan o ‘tadi.
60 Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y =sinX, y =eosx, y =tgx, y = ctgx,
y =Secx, Yy = CO0SecX
funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.
y =sinx, y =eosx funksiyalar R = (-<«, > da aniglangan,
2n davrli funksiyalar Vx e Rda
-1 <sinx <1, -1<cosx<l

boiadi. Ushbuy = tgx funksiya
JT=a\|xg AIC=2*+1)f; /t=0,%1,%£2,..]
to‘plamda aniglangan s davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funksiyalar

sinx, cosx, tgx lar orqali quyidagicha ifodalanadi:

ctgx = L , Secx = L—l-—, COSecx = —1 :
tg x €0s X Sin X

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichliy = e*funksiya yordamida
tuzilgan ushbu
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ex-e X ex+e X ex_ e X ex+e X
e* +e ¥ e’-e ¥

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,
giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular

quyidagicha

ex-=-e~x X +e~X ex -e~Xx ex +e~x
shx = —i — |, chx:?‘ — , thx=-—-—, cthx =
ex +e~x ex -e~x

kabi belgilanadi.
8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Maiumki, y = sinx funksiya
R da aniglangan va uning giymatlari tofplami
Yt =[-1, 1]
boiadi.

T K poisa,uholda X = K N vavi=pen 1
2 2 2 2

to‘plamlaming elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda boiadi.

y = sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya

y = arcsin x

kabi belgilanadi.

Shunga o'xshash y =cosx, y =tgx, y = ctgx funksiyalarga nis-
batan teskari funksiyalar mos ravishda

y = arccosx, Yy = arctgx, y = arcctgx

kabi belgilanadi.

Ushbu vy =arcsinx, y =arccosx, y =arctgx, y = arcctgx,
funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Mashqlar

1.y = x2 funksiya grafigiga ko‘ra y = ax2 +bx +c funksiyaning
grafigi chizilsin.

2.Y =3 funksiya grafigiga ko‘ra y = ox+a funksiyaning grafigi
chizilsin,
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12- ma ’ruza
Funksiya limiti

1°. To‘plamning limit nuqgtasi. Aytaylik, biror X ¢ R to'plam va
Xge R nuqta berilgan boisin.
/- tarif. Agar xOnuqgtaning ixtiyoriy
Ut(*o) =(Xg- e, xO0+e), (Ve>D0)
atrofida X to'plamning x0nuqtadan fargli kamida bitta nuqtasi, ya’ni
Ve >0, 3xe X, x*x0: [x-x0]|<e

boisa, Xgnuqgta X to'plamning limit nuqtasi deyiladi.

Misollar. 1 X = [0, 1j to‘plamning har bir nugtasi shu to ‘p-
lamning limit nuqtasi boiadi.

2.x = (0, 1) to'plamning har bir nugtasi vaxq = 0, X = 1 nuqgtalar
shu to‘plamning limit nuqgtalari boiadi.

3. X =]l, I, ..lto‘plamning limit nuqtasi”, = 0 boiadi.

4. X = N = {1, 2, 3, ..} to‘plam limit nugtaga ega emas.

2- ta’rif. Agar x0nuqtaning ixtiyoriy

U?(x0) = (Xq, x0+e) (U~(Xq) =(x0-e, *0)), (Ve>0)
o‘ng atrofida (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nuqtasi
boisa, Xgnuqta X to'plamning o hg (chap) limit nuqtasi deyiladi.

3- ta’rif Agar ixtiyoriy c e R uchun

Uc(+o0) = {jte R|x > c}

to‘plamda X to'plamning kamida bitta nuqgtasi boisa, «+«» X to‘p-

lamning limit «nuqta»si deyiladi.
Agar ixtiyoriy c e R uchun

UcGO00) = {*g R|x <¢c}
to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqtasi boisa9 «—eo
X to'plamning limit «nugta»si deyiladi.
Keltirilgan ta’rifva misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nugtasi
shu to‘plamga tegishli boiishi ham, boimasligi ham mumkin ekan.
-1- teorema. Agar Xqs R nuqgta Xcz R to‘plamning limit nuqtasi
boisa, u holda Xq nugtaning har ganday

Uz(*0) = (Xgme, x0+e), (Ve >0)
atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari boiadi.
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4 Aytaylik, A* nugta Jto*lamning limit nugtasi boisin. Teorema
tasdig‘ining teskarisini faraz gilaylik: xQnuqtaning biror (je0)

atrofida X to‘plamning chekli sondagi x1, X2, Xn nugtalarigina
boisin. U holda

min{| x0- x, I, |x0-x2], .., |jo— 1 503}=5
deb olinsa, x0 nugtaning (x0) atrofida X to‘plamning x0 dan

fargli bitta ham nuqtasi boimaydi. Bu esa Xg nugta X tofplamning
limit nuqtasi boiishiga ziddir. »

2- teorema. Agar Xgnugta XczR to‘plamning limit nuqtasi boisa,
u holda shunday sonlar ketma-ketligi {jc} topiladiki,

1) veg N dax,g X, X, XO0;
2) n —°da xn—x0 boiadi.
4 Aytaylik,Xo0 ¢ R nuqta XczR to‘plamning limit nugtasi boisin.
Unda 1- ta’rifga binoan
Ve>0, 3xwg X, X, *X0: |xXn-x0|<e
boiadi. Jumladan,
e = 1uchun 3xxe X, x, *x0: |x, - x0| <1,

e=- uchun 324 X, x2*x0: \x2- xQ\<i ,

e=1 uchun 3x3¢ X, Xx3*x0: |x3-x0]|<i,

e= | uchun 3xng X, xn*x0: |[x, -Xq \<i

boiadi.

Natijada garalayotgan teoremaning 1- shartini ganoatlantiruvchi
{x.} ketma-ketlik hosil boiib, uning uchun V«4 TVda |x,, - x0< I/n
tengsizlik o‘rinli boiadi. Keyingi munosabatdan esan->°daxn X
kelib chigadi. »

Shuni ta’kidlash lozimki, 2- teoremaning shartlarini ganoatlanti-
ruvchi ketma-ketliklar ko‘plab topiladi.
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2°. Funksiya limiti ta’riflari. Faraz qilaylik, / (x) funksiya X ¢ R
to‘plamda berilgan bo‘lib, Xqnugta X to‘plamning limit nugtasi boisin.
X0 nugtaga intiluvchi ixtiyoriy {x.}.

Xj, X2, XN, (x,,g X, X,,*x0)
ketma-ketlikni olib, funksiya giymatlaridan iborat (Axw}:
[(*1), 1(x2), f(X,,),
ketma-ketlikni hosil gilamiz.

4- tarif (Geyne ta’rifi.) Agar n->°0da x,-» Xq(X,,g X, xn* x0)
boiadigan ixtiyoriy {x\} ketma-ketlik uchun « °oda/(x,)->6
boisa, b ga /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi limiti deyiladi va
X  X0da f(x) ->b yoki

lim / =b
! ()
kabi belgilanadi.

Eslatma. Agar n-»°oda

xn->x0 (x, GX, xn*x0)va vy, ->x0 (*g”, yn* x0)
boiadigan turli {x}, {yn} ketma-ketliklar uchunn-> da /(x,) 6,

f(yn)-* & boiib, bx*b2 boisa, /(x) funksiya x->Xqg da limitga
ega emas deyiladi.

1- misol. Ushbu I(x)=*
X2-4X

funksiyaning = 4 nuqtadagi limiti topilsin.
< Quyidagi {x,\
limxn=4, (x,*4, 1=1,2,..)
n_

ketma-ketlikni olaylik. Unda

/(Xn) = nl-16 x,, +4
X2-4x,, X,

boiib, n—wmda /(x,,) -» 2 boiadi. Demak,

2 -misol. Ushbu /(x) =sin- funksiyaning x-»0 dagi limiti
X
mavjud boimasligi ko'rsatilsin.
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A Ravshanki, n —« da

X' ~ (4n-T)t °r X" - 0
boiadi.
Bu ketma-ketliklar uchun
OB = =1 ) = At =
boiib, n—00 da
f(x'n)~>-1, /(0 ~ 1

boiadi. Demak, berilgan funksiya”, = 0 nuqtada limitga ega emas. »
5- ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday

8 =5(e) > 0 topilsaki, Vxg X fl (Uh(x0)\ {x0}) uchun
|f(x)-b |<E
tengsizlik bajarilsa, b soni/(x) funksiyaningx0 nuqtadagi limiti deyiladi:
lim f(x) =h.
Bu ta’rifni qisgacha quyidagicha ham aytish mumkin:
ve >0, 38=8(e) >0, vxg X D(i/5(x0)\ {x0}), |/(x)-6|<e

boisa, >Id',(%f(x) =h.

3- misol. /(x) =C =const (C g R) boisin. Bu funksiya uchun
lim /(x) =C
boiadi.

4- misol. Ushbu / (x) = X—;llin funksiyaning Xq= 1 nuqtadagi li-

miti 2 ga teng ekani ko‘rsatilsin.
A Ve >0 soniga ko‘ra 8=e deb olsak, u holda | x -1 | <8 (x* 1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x da

x2-1
X -1

-2 = IX+1-21=1x—41<8 =¢e

boiadi. Demak, lim 221 =2 »

x-*xq X —1



5- misol. Faraz gilaylik, X = R\ {0} da /(x) = ) boisin. Bu
funksiya uchun

boiadi.
A Maiumki, x e "0, uchun

1 . 1 %
—sin X <-XxX < 2t%x

boiadi. Bu tengsizliklardan, funksiyalaming juftligini hisobga olib,

0<|x <" da

. 1. *
rb <1 ___S_I_rl)_(_< 1- cosx = Z]SIH 21< 2 .LZ = 12
X 2 4 2

boiishi kelib chigadi.
Endi Ve > 0 ni olib, 5= min{e; 1} deyilsa, unda VX, |X| <86,
X * 0 uchun

boiadi. Demalk,

6- misol. Ushbu

/| (x) =ax, 2>0, xXgR, =0
funksiya uchun

limax =1
X->0
boiishi isbotlansin.
A a > 1boigan holni garaylik. Bu holda /(x) funksiya qgat’iy
0‘suvchi boiadi:

VX,, X2¢ R, X, <x2=>/(*i)</(x2): (? < cf*
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Ve >0 sonni olaylik. Ma’lumki, n —°°da

I I
all _>1, a_ll H)l

boiib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan

3, e N, Vn>P : an < 1l+e,
I
3/ijeiV, V«>n2: fi"<l-e

boiadi. Endi «0 = maxjif«, /i2}, S:Edeyilsa, unda
VX, |x-O|<8<:>-r-]<x< %
boiganda
L I
am < <an-j,i _f£< i <i+e<|ax-1|<e

boiadi. Demak, II*IB a*=1

0 < a < 1 boiganda j,j_%ax = 1 boiishini isbotlash o*‘quvchiga

havola etiladi. »
6- larif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 5 > 0 son

topilsaki, Vxe X D(i/8(x0)\ {x0}P uchun/(x) > e tengsizlik bajarilsa,
/(x) funksiyaning x0 nugtadagi limiti +< deb ataladi va

lim /(x) = +°°
X->Xq

kabi belgilanadi. Masalan,

f(x) = 3<L-, (X "m0)

funksiya uchun lim

x->0 x
boiadi.
Aytaylik, /(x) funksiya X ¢z R to‘plamda berilgan boiib, x0= 41>
nuqgta X to‘plamning limit nuqtasi boisin.
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7- tarif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 6 > 0 topilsaki,
VX g X, X>5uchun

[ f{x)-b|<e
tengsizlik bajarilsa, b soni/(x) funksiyaning x0 = +>dagi limiti deyiladi
va

Jip f00 =b
kabi belgilanadi.

7- misol. Aytaylik, X = (0, +), * =+«, [(x) =%boisin. U
X
holda

lim - =0
X —>H0 X

bo‘ladi.
A Hagigatan ham, Ve > 0 sonni olaylik. Ravshanki, Vx > 0
uchun

\x_0

Demak. 5= - deyilsa, unda Vx > 5 uchun

11_pl-g<i=g
|x | X 0
boiadi. »
8- misol. Faraz qilaylik,

Xxm

f(x)=—, a>1 me N, X=R
ax
boisin. Unda leeb?x =0

boiishini isbotlaymiz.
A e > 0 sonni olaylik. Maiumki, n-»oda

<N -+ 0
an
o / Mil o
boiadi. U holda Ve >0, 3n0, V«>m: = <e boiadi.
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Agar C =n0deyilsa, unda Vx > C uchun

+
xm g = xm o (LM g
ax ax eM

m

bo‘ladi ([x] > nf) =C). Demak, lim — =0. »

9- misol. Ushbu )g_%@+s()! =

munosabat isbotlansin.
A Ve > 0 sonni olamiz. Ma’lumki, n-» 00 da

MM

(~ H N BT -

Limit ta’rifiga binoan,
Ve>0, 3n0z N, \/n>Hy:

K f<-
bo‘ladi.

Endi C = nOdesak, u holda Vx> C uchun

X ffl

e-e< 1+ <e+te
[X]
bo‘lib, <e
bo‘ladi. Demak, limil+i) =e. »
X-»~V /
3°. Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.
3- teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari

ekvivalent ta’riflardir.

m} Koshi ta’rifiga ko‘ra b soni f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi
limiti bo‘Isin:
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lim fix) = 2

X-»X0
U holda
Ve>0, 38>0, VxeA\ |x-x0]|<8, x mx0
bo‘lganda

|/(x) -6]|<E£ (@)
boiadi. Xgnuqta - X to‘plamning limit nuqtasi. Unda 2- teoremaga
ko‘ra {x,} ketma-ketlik topiladiki, da xn-*XQ (x,,*x0, n= 1,
2, ...) boiadi. Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan
8>0, 3«0€ N, Vn>n0: |x,, —Xx01< 6 2
boiadi. (1) va (2) munosabatlardan n > nQuchun
\f(xn)-b\<e
boiishi kelib chigadi. Bu esa b sonining Geyne ta’rifi bo‘yicha/(x)
funksiyaning x0 nugtadagi limiti ekanini bildiradi.

Endi b soni Geyne ta’rifi bo‘yicha/(x) funksiyaning Xqnuqgtadagi
limiti boisin. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni /(x) funksiyaning x0
nuqtadagi limiti Geyne ta’rifi bo‘yicha b ga teng boisa ham, Koshi
ta’rifi bo‘yicha limiti boimasin. Unda biror £0 > 0 uchun ixtiyoriy
8 > 0 son olinganda ham 0 < | Xx - X0 | < 8 ni ganoatlantiruvchi biror
X' da

\f(x")-b\ > £0
boiadi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {8,} ni olaylik:

n—° da 8, =0 (8, >0, n=1,2,...).

U holda

0<|x%,-x0|< 8, =|f(xn)-b |> £0 (3
boiadi. Ammo 8,, -> 0 da xn -> x0, demak, Geyne ta’rifiga asosan

b

boiadi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo‘yicha ham
/(x) funksiyaning x0 nuqtadagi limiti boiadi. »

4°, Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. Aytaylik, fix) funksiya
Xcz R to‘plamda berilgan, x0 nuqgta X ning chap limit nuqtasi va

*o”Y» )c X, iy>0)
boisin.
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8-ta’rif Agar
Ve>0, 38>0, Vxe(x:0-38, x0): [|/(.x)-Z>]|<e
boisa, b son f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi chap limiti deyiladi va
b= X_I;)rg_of(x) =f(x0-0)
kabi belgilanadi.

Faraz gilaylik, f(x) flnksiya Xcz R to‘plamda berilgan, x0 nuqta
X ning o‘ng limit nuqtasi va

(X0, x0+y)c X, (v >0)
boisin.
9- ta’rif. Agar

Ve>0, 38>0, Vxe (x0, x0+8): \f(x)-b\<z
boisa, b son f{x) funksiyaning x0 nuqtadagi o‘ng limiti deyiladi va
—_ 1 * - *
b= x-|>|xrcr)]+0/( ) =/ O+O)

kabi belgilanadi.
Masalan,

1, agar x >0 boisa,
f(x) = 0, agar x =0 boisa,
-1, agar x <0 boisa

funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti 1, chap limiti —1 boiadi.
Mashqglar
1. Ushbu
lim /(x) =400, lim /(*) = +o0o,
X>foo x>
lim f(x) =-00, lim f(x) =-00
limitlaming ta’riflari keltirilsin.
2. Ushbu f(x) = sin; fimksiya x*= 0 nuqgtada limitga ega emas-
ligi isbotlansin.

iIm —T = 00 boiishi isbotlansin.

I
X—1 A —1I

3. Limit ta’rifidan foydalanib,

84



4./(x) funksiya a nuqtada b limitga ega boiishi uchun uning shu
nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,
f(a+0)=Ff(a-0)=b
tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lishi isbotlansin.

13- ma ruza

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Limitning mavjudligi

1°. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga
ega bo'lgan funksiyalar ham yaqginlashuvchi ketma-ketlik singari gator
xossalarga ega.
Faraz qilaylik, /(x) funksiya Xa R to‘plamda berilgan boMib,
XgE R nugta X ning limit nuqtasi bo‘Isin.
1- xossa. Agar x ->Xgda/(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.
A Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda
ketma-ketlik limitining yagonaligidan kelib chigadi. »
2- Xo0ssa. Agar
lim f(x) =b, (b—chekli son)
X-*X0
bo‘lsa, u holda x() nuqtaning shunday i/5(x0), (5> 0) atrofi topi-
ladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
< Aytaylik, lim f(x) =Db

X —x0

bo‘lsin. Funksiya limiti ta’rifiga binoan
Ve>0, 36 >0, VxeXH (U8(x0)\{x0)) da |f(x) - b|<e,

ya’ni b- e <f(x) <b+eboiadi. Keyingi tengsizliklardanf(x) funk-
siyaning Xgnuqtaning i/5(x0) atrofida chegaralanganligi kelib chi-
gadi. »
3- xXossa. Agar
lim f(x) =b

X-»X0

bo‘lib, b < p bo‘lsa, u holda Xg nuqtaning shunday £/6(x0) atrofi
topiladiki, bu atrofda
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fix) <p
bo‘ladi.
A Shartga ko‘ra

lim /(x) =b.

X-*x0
Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra e = p-b > 0 uchun shunday
5> 0 son topiladiki, vxg I, |x- x0|<38, uchun
|/ (X)- bh<e=f (X)< b+e=p

bo‘ladi. Bu esa Vx e U&x0) daf(x) < p bo'lishini bildiradi. »

Faraz qgilaylik, /(x) va g(x) funksiyalar X ¢ R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x0 € R nuqgta X to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lsin.
4- xossa. Agar

lim f(x) =bl, lim g(x) =
X-+XQ
bo‘lib, Vx g A da/(x) <g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda bx< b2
ya’ni
lim /(x) < lim g(x)

-*Xaq
bo‘ladi.
< Aytaylik, lim /(x) = bli xl.i*ran g(x) = b,
bo‘lsin.
Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra x0ga intiluvchi ixtiyoriy
X,, -*X0, (x,e Xy xn*x0)
ketma-ketlik uchun
«->00 da f(xn)— , g(xn)~>b2 (1)
bo‘ladi.
Ravshanki, V/?e N da
f(xn)<g(xn). 2
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va
(2) munosabatlardan lim /(x,,)< lim g(xn), ya’ni b. <b2bo‘lishini

X -*X () X —>XQ

topamiz. »
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5- xossa. Faraz qilaylik,
lim f(x) =6,, lim £(x)=£, (4, ble R)
X->X()

X-+XQ

limitlar mavjud bo‘lsin. U holda
a) Vce R da lim (c of (x)) =cmlim fix) ;
b) lim {fix) +g(x)) = )I(j;phf{xﬁ >g_i+r>Qgg(x)',
d) lim (fix) g{x)) = lim fix) - lim g(x)\

lim f(x)

e) agar b2*0 bo‘lsa, lim _ boiadi.
X+Q g(x) XI_Im)qg(X)

Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik
amallar bajarilishi hagidagi ma’lumotlardan kelib chigadi.

X+X2+X3+...+X"-n

1- misol. Ushbu B@l

limit hisoblansin.
4 Bu limitni yugoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

(X-1M =M ¢ -D+—+(* -1)
x|

— lim (X-1)11+(x+1)+(X2+x+1)+...+(nn 1 +x? 2+ x+1)|

X—

2- misol. Ushbu w0 X

limit hisoblansin.

4 Ma’lumki, 1- cosx =2sin2  Shuni hisobga olib topamiz:



. X . X
sin — sin —

lim _? lim-
x->0 X x—0 X
2 2
2°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, / (x) funksiya
Xc. R to‘plamda berilgan bolib, (x0-y, x0)c X bo‘lsin (y > 0).

Ravshanki, x0e R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi.

1- teorema. Agar/(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiya Xg nuqtada
lim / (x)

limitga ega bo‘ladi.
ml/(x) funksiya giymatlaridan iborat bo‘lgan ushbu

F={/(*)|* 9 X Nn{X <x0}}

to‘plamni garaymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to ‘plam yuqoridan
chegaralangan boiadi. U holda to‘plamning aniq chegarasining
mavjudligi haqgidagi teoremaga ko‘ra /Ato'plam aniqg yuqori chegaraga
ega. Uni b bilan belgilaymiz:

supF —b.

Endi, Xﬂm_ol(x) = b bo‘lishini isbotlaymiz. Aniq yugori chegara
ta’rifiga ko‘ra:

1) VXxg X n {x <x0}uchun f(x)<b",

2) 3x* g A'njX <xq}, x*<Xqg: f(x*)>b-e, (Ve>0) bofadi.

Agar 8 = x0 -x* >0 deyilsa, unda Vxe(”-5, *o)n(A<)-y, Jy)
uchun

b-e </(x*)<f(x)<b<b +e

bodib,
|/(x) -b\<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa
x-|>'>rpQ0/ (x)=b

ekanini bildiradi. »
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Xuddi shunga o ‘xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.

Avytaylik, f(x) funksiya XczR to‘plamda berilgan boiib,
(xq, *o0 +y)c=X bo‘lsin (y > 0). Ravshanki, x0e R nuqta X to‘p-
lamning limit nuqtasi boiadi.

2 -teorema. Agarf(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi boiib,
u quyidan chegaralangan boisa, funksiya x0 nugtada

X_qugmf{x)
limitga ega boiadi.
Endi funksiya limitining mavjudligi haqidagi umumiy teoremani
keltiramiz.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya XczR to‘plamda berilgan boiib,
x0e R nuqgta X to‘plamning limit nuqtasi boisin.
1- tarif Agar Ve >0 olinganda ham shunday 8 > 0 son topilsaki,

Vxe X n(i/5(x0)\{x0}), Vye X n(i/g(x0)\{x0})
lar uchun
|/(*) ~fiy)\ <e D

tengsizlik bajarilsa, f(x) uchun x0 nuqtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.

3- misol. Ushbu fix) = xsin 1 funksiya uchun x0 = 0 nuqtada
Koshi sharti bajariladi.

< Hagigatan ham, Ve > 0 songa ko‘ra 8 =| deyilsa, u holda
V*EX n (Ue(0)\ {0}), Vyexn (Ut(o)\ {0})
2 2

lar uchun (ya’ni jx| <8, |y| <8 uchun)
IfW ~fiy) I:fxsmX yS|n§\|<|xsm;( I+I¥S|n; I <

EW+bl < |+f=¢£

boiadi. »

3- teorema. (Koshi teoremasi.) / (x) funksiya Xg nuqgtada chekli
limitga ega boiishi uchun bu funksiya Xg nuqtada Koshi shartini
bajarishi zarur va yetarli.
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< Zarurligi. f (xX) funksiya XQnuqtada chekli limitga ega bo'lsin:

)!_l)%f(x) = b.

Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, 35>0, Vxe X n (£/8(x0)\ {x0}) uchun

\f{x)-b)\<- @)
boiadi. Shuningdek, VyeXf) (I*CxoAW) uchun ham

1/00-6)I<! (3)
bofladi. (2) va (3) munosabatlardan
il (x)-foo|<| {x)-b\+\b-f (y)<e

boiishi kelib chiqgadi.
Yeiarliligi. Aytaylik, / (x) funksiya uchun (1) shart bajarilsin. x0
nugtaga intiluvchi ikkita

XN XQ (xn*x0, n=1,2,..), xneX,
yn X0 (yn*x0, n=1,2,...), yng X
ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu

*1 5 Al» X2, 321 o> JUfe o’

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Ravshanki, z,
ketma-ketlik uchun

n X0 (zn~Xg, n=12,...), 4g X

bo‘ladi. Teorema shartiga binoan Ve > 0 soniga ko‘ra 5 > 0 sonni
olamiz. Modomiki, n ->°° da z, -> x0 ekan, unda limit ta’rifiga
ko‘ra:

5 >0, s N, VR>H: |*,-Xx0|<e
bo‘ladi. Binobarin, V/n> |, V/i > «0 uchun
\f(zm)-f(zn)\<t

tengsizlik bajariladi. Bundan f(zn) ketma-ketlikning fyndamental
ekanligi kelib chigadi. Demak,/ (zn ketma-ketlik yaginiashyvchi:

«~°°da f(zn)->bh.
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U holda /(x,,) —=b, f (yn) —b bo‘lib, funksiya limitining Geyne
ta’rifiga binoan
)I(_L[pQ/(x )=D
bo‘ladi. »
3°. Cheksiz katta va cheksiz kilchik funksiyalar. Aytaylik, a(x)

hamda p(x) funksiyalar XczR to ‘plamda berilgan bo‘lib, Xge R nuqta
X to‘plamning limit nuqtasi boisin.

2- tatif. Agar lim a(x) =0

X->XQ

boisa, cx(x) funksiya x -> x0 da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, x 0 da a(x) = sinx funksiya cheksiz kichik funksiya

boiadi.
J- tarif Agar lim p(x) =~

X-*x0

bo‘lsa, p(x) funksiya x —x0 da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, X 0 da p(x) = 1 funksiya cheksiz katta funksiya

boiadi.

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik
hamda cheksiz katta miqdorlar kabi xossalarga ega boiadi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz
kichik funksiya boiadi.

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya boiadi.

3) Agar a(x) (a(x) * 0) cheksiz kichik funksiya boisa,
cheksiz katta funksiya boiadi.

4) Agar (5(x) cheksiz katta funksiya boisa, y cheksiz kichik
funksiya boiadi.

Mashqglar

limit bilan aniglanadigan funksiya topilsin.

2. Ushbu lim sin(n\In2 +1) limit hisoblansin.
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14- ma ruza
Funksiyalarni tagqoslash
la «O» va «0» belgilar, ularning xossalari. Faraz gilaylik, /(x)
va g(x) flmksiyalar Xa Rto'plamda berilgan bo‘lib, x0nugta X to‘p-

lamning limit nugtasi bo‘Isin.
1- ta’rif Agar shunday o‘zgarmas C > 0 soni va shunday 5> 0

son topilsaki, Vxe X fl (U8(x0)\ {x0}) uchun
1/(x)] < C \g(x)\

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

3Cefi+, 35>0, Vxe X n(UB(XO)\{x@Q}): [/(X)]| <C |g(X)|
bo‘lsa, x ->x0 da/ (x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegara-
langan deyiladi va /(x) =0 (g(x)) kabi belgilanadi.

Agar

3Cg /7, 3deR+, VX, |x]|>d: [/(x)|<C|#(X)|

boisa, x ->x0=°0 da/(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chega-

ralangan deyiladi va yuqoridagidek /(x) =0 (#(x)) kabi belgilanadi.
Masalan, x 0 da x2 = 0{x) bo‘ladi, chunki xe(-I, 1) da

Ix21< 1x].
Agar /(x) funksiya x0 nuqta atrofida chegaralangan boisa,

X —>x0da /(x) =0 (1) kabi yoziladi.

«0 » ning xossalari:

1) Agar I mg’EX’S =£
boisa, x ->x0 da /(x) =0 (g(x)) boiadi.

2)Agar x x0da /(x) =0(g(x)) va g(x) =0(h(x)) boisa, u
holda X—=x0 da /(x) =0(h(x)) boiadi. Demak, x X0 da
0 (0 (h(x))) = 0 (h(x)).

3) Agar x Xgda /(x) =0(g(x)) va h(x)=0(g(x)) boisa, u
holda x ->x0da / (x) +h(x) =0 (g(x)) boiadi.

4) Agar x -=>Xqda /, (x) =0(gt(x)) va /2(x) =0(g2Ne) boi-
sa, u holda x Xgda f (x)f2(x) =0 (gY(x)»g2(x)) boiadi.
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2- ta rif. Agar har ganday e > 0 son olingantla ham shunday 8 > 0
son topilsaki,

Vxe Xn(U&x0)\{x0})
uchun
[/(x) I<el#(x) I
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, 38>0, ViGjn(i/s8Uo)\{"»: \f(x)\<e\g(x)\

boisa, x —x0 daf(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yuqori tartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi va /(x) =o0(g(x)) yoki / =o0(g)
kabi belgilanadi.

«0» ning xossalari:

D) Agar x ->x()da/ =o0(g) boisa, uholda x ->x0da / =0(g)
boiadi.

2) Agar X ->x0da / =o0(g), g =o(h) boisa, u holda x -> x0 da
f =o(h) boiadi. Demak, o(o(h)) = o(h).

3) Agar x ->x0da \ =o0(g), f2=o0(g) boisa, u holda x ->x0da
/1 +fi =o0(g) boiadi.

4) Agar X -» x0da /, =0(g,), f2 =0(g2) boflsa, u holda x -» x0da
f\ /2 =°(gi -ft) boiadi. Demak, 0(g,) *0(g2) =o(gx g¢g2).

2°. Funksiyalarning ekvivalentligi. Autaylik,/(x) vag(x) funksiyalari
Xa Rto‘plamda berilgan bo‘lib, x0nugta X to‘plamning limit nugtasi
boisin.

3-ta'rif. x ->x0da/ (X) vag (x) fiinksiyalar (x * x0 da g(x) * 0)
uchun

lim S(x) 1
boisa, x —x0 da f(x) va g (x) ekvivalent funksiyalar deyiladi va
f(x)~g(x)(x-> Xg kabi belgilanadi.

Masalan, x -> 0 daf(x) = sinx vag(x) = x funksiyalar ekvivalent
funksiyalar boiadi: sinx ~x (x -> 0).

1- teorema. x ->x0daf(x) vag (x) funksiyalar (x*x0da g(x) * 0)
ekvivalent boiishi uchun

g(x)-f(x) =o0(g9(x))

tenglikning o'rinli boiishi zarur va yetarli.
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Zarurligi, da/(*) ~d(x) boMsin. Ta-nfga binoan

lim ,
*+49 Six)
bo‘lib, undan
lim
->%o x0  g(x)
boiishi kelib chigadi. Demak, g(x) -/(x) =o0(g(x))
Yetarliligi. x *x,, da g(x)- f(x)=0(g(x)) bodsin u holda
x ->x0 da

1- = s(x)-f(x) _o(g(x))
g(x) g(x) -~ X)
bo‘lib, undan
lim =i =
o0 " g

boiishi kelib chigadi. Bu esa
5155 -

ya’nif(x)~g (X) ekanini bildiradi. >

«-» ning xossalari:

1) Har ganday funksiya uchun x  x0da/(x) ~/(x) boiadi.

2) Agar x ->x0 da/(x) ~g(x), g(x) - h(x) boisa, x ->x0 da
I (X) - h(x) boiadi.

3) Agar x >x0da/,(x) ~g,(x),/ 2X) ~gdx) boisa, x -» x0 da

[ i(X) fiix) ~gXX) *g4x) boiadi.
3°. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Autaylik,

lim o\ (%) =c\ =const * 0
boisin. Unda x ->x0da /(x) ~ cg,(X) boiib,
[(*) = CiEiM + 0o(Si (X))
boiadi. Bu holda clgl(x) funksiya x -> x0 da/(x) funksiyaning bosh
qismi deyiladi.
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Faraz qgilaylik, x —»x0 da c32Ax) const * 0) funksiya
f(x) ~ C\gi(x) ning bosh gismi bo‘lsin. U holda x  x0da

[ (*) - cifi (*)~ & (X)

[(*) =g\ (x) +c292{x) +0(92(x))

boiib,

boiadi.
Bu jarayonni marta takrorlab, x ->x0 da f(x) funksiyani
quyidagicha yozish mumkin:

I (X) = ogx(x) +c2g2(x) +... +c,,gn(x) +0(gn(x)) (1)
bunda c, * 0 va

Si*100 =0(gi (*))« O= 2> >n).

Odatda, (1) formula x ->x0 da f(x) funksiyaning asimptotik
yoyilmasi deyiladi.

4°. Ekvivalentlikdan foydalanib, funksiyalarning limitini topish.
Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning
limitini hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.

2-  teorema. Agar x ->x0da fx(x) ~f2(x), gl (x) ~g2(x) bo*-

lib, ushbu
UhT]
16

limit mavjud bo‘lsa, u holda

li '
X0 S5
limit ham mavjud va

*l_mk bd()b =UnMM
boiadi.

« Aytaylik, x =x0da /, (X)-ggg L fy -~ bo.kin
Unda ravshanki, x  x0da

W =/1*)+o(/, (*)),
£2 (*) =0\ (&) +0(g, (*))
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boiadi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:

lim# L Um /I_§X2+8((é"g?9 = lim 4 f)%_ »

Z2(X) X=XQ gj(x)+ x->x0 g, (

il.- COSX-C0S2X
Im
X->0 X2

Misol. Ushbu

limit hisoblansin.

QOX00R2* | im 2siny.sin|

A Ravshanki, lim-"-"-"-"- =
A X X-)0 X
.. 3X 3X .. ce e e g
Endi sin  =-]. +0o(x) va sinj =- +o0{x) boiishini e’tiborga
olib, topamiz:
25in>% sin X | $+0(s)INX+0(X)] | x2+0(x2)
lim-----2 --——-- = 2 lim N--------- K---------- i =21lim ——----TF---—-= -
X0 x X->0 X x>0 X 2
Demak’ ||rBE_(2§_X_:S_—.ID_%Z(: -3 >
X X 2

Mashqlar

1. Aytaylik, n¢ T alt a2,...,an ¢ R bo‘lsin. U holda x -» -foo da
xn+th*"-1+axnm2+...+anxx +a,, =0 (xn)
boiishi isbotlansin.
2. Agar x-"x0da f(x)-g(x) =o(/(*))

boisa, X ->x0 da [(*)-£ (*)=0(g (*¥))
boiishi isbotlansin.
3. Agar x ->x0 da (x) ~f2(x), g1(x) ~g2(x)
boisa, X —x0 da
fl(x) +f2(x)~gl (x) +92(x),
A(*)-12 () ~£1(*)- 92(%)
munosabatlar o‘rinli boiadimi?
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4-BOB

FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA
TEKIS UZLUKSIZLIGI

15- ma’ruza
Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi

1°. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz qilaylik,/(x) funksiya
XaR to‘plamda berilgan boiib, x0e X nugta X to‘plamning limit
nugtasi boisin.
1-tarif Agar
XI_i*rxn /(x) =/(x,,) (1)

boisa, f(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz deyiladi.
Demak, /(x) funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligi ushbu

1) Ji@of{x) = b ning mavjudligi,
2) b —/(x0 boiishi

shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1 Ushbu

f(x) =x* +X2+1
funksiya Vxg e R nuqtada uzluksiz boiadi, chunki
lim /(x) = lim (x4 +x2+1) = A+ A1 +1 =/ ( X).
X0
2. Ushbu

1, agar X * 0 boisa,

/(x) =(signx)2 =
(x) = (signx) 0, agar X =0 boisa
funksiyani garaylik. Ravshanki, Vx0 € R nuqtada lim /(x) =1

boiadi. Demak, garalayotgan funksiya Vxge R, x * 0 nugtada uzluk-
siz boiadi. Ammo/(0) = 0 boiganligi sababli

)I(_i>r(§1/(x) */(0)

boiadi. Demak,/(x) funksiya x0= 0 nuqtada uzluksiz boimaydi.
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Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan  funk-
siyaning nuqtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin,

2- ta’rif. Agar

«->00 da *,->*0, (X, <X, n=1,2,..)
boiadigan ixtiyoriy {xn} ketma-ketlik uchun
«->m da /(x,,) ->/(x0)

boisa, funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

3- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 5=5(e) >0
son topilsaki,

VxeXr\U,(x0)

uchun 1/(*)-/U0)I <£
tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya x0nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Odatda, x —x0 ayirma argument orttirmasi, f(x) —f (x) esa
funksiya orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Axva A/ kabi belgilanadi:

AXx=x-x0, A/ =/(x)-/1(x0)=/(x0+AXx)-/(x0).
Unda funksiya uzluksizligining 1- ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
lim A/ =0

Ax—0 W
ko‘rinishga keladi. Demak, (2) munosabatni funksiyaning X0 nuqtada
uzluksizligi ta’rifi sifatida garash mumkin.

Aytaylik, /(x) funksiya X ¢ R to‘plamda berilgan boiib, x0e X
nuqgta X to‘plamning o°‘ng (chap) limit nuqtasi boisin.
4-tarif Agar

NG/ (X) =1(x0), (g q/(x) =/(x0))

boisa, /(x) funksiya X0 nugtada o ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Demak, /(x) funksiya Xg nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz
bo‘lganda funksiyaning ofihg (chap) limiti uning Xgnugtadagi giymatiga
teng boiadi:

/(x0+0)=/(x0), (/(x0-0)=/(x0)).

Keltirilgan ta’riflardan,/(x) funksiya x0 nuqtada ham o ‘ngdan,
ham chapdan bir vagtda uzluksiz boisa, funksiya shu nugtada uzluksiz
boiishini topamiz.
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Umuman,/(x) fijnksiyaning Xgnugtada uzluksiz boiishi, Ve >0
berilganda ham unga ko‘ra shunday 5 =6(e) > 0 topilib,

Vxe i/5(x0)c X =/(x)e £e(/(x0))

bo‘lishini bildiradi.

5- tarif. Agar/(x) funksiya X a R to‘plamning har bir nuqtasida
uzluksiz boisa, /(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

6- ta’rif. Xa R to‘plamda uzluksiz boigan funksiyalardan iborat
tofplam uzluksizfunksiyalar to'plami deyiladi va C(X) kabi belgilanadi.

Masalan, f(x)e C[a, b] boiishi, /(x) funksiyaning [a, b\ seg-
mentning har bir nugtasida uzluksiz, ya’ni/ (x) funksiya (a, b) inter-
valning har bir nuqgtasida uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan, b nuqtada
esa chapdan uzluksiz boiishini bildiradi.

2°. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Misollar. Uzluksiz funk-
siyalarning yig‘indisi, ko‘paytmasi va nisbatining uzluksiz funksiya
boiishi haqgidagi tasdiglami keltiramiz.

1- teorema, /(x) va g(x) funksiyalar XczR to‘plamda berilgan
boiib, x0<zX nuqtada uzluksiz boisin. U holda:

a) Ve > Rda c W(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz boiadi;

b) f(x) + g(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz boiadi;

d) /(x) g(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz boiadi;

e) E\X}/ » (M(x) "m°) ftinksiya x0 nugtada uzluksiz boiadi.

4 Teoremaning tasdiglari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega
boigan funksiyalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremadan
kelib chigadi. Masalan, teoremaning d) tasdig‘i quyidagicha isbotlanadi:

lim 7(x) =/(Xq), lim g(x) = g(x¢) =>
= lim (/(*) mg(x)) = lim /(x)- lim g(x) =/(j") *g(*). »

1- misol. /(x) - ¢, ce R boisin. Unda /(x)e C(R) boiadi.
4 Hagigatan ham, ve > 0 ga ko'ra 8 =e deyilsa, u holda
VX, |x-x0|<8: |/(x)-/(x0)]=|c—|=0<e
boiadi. »
2- misol. /(x) =x, xg Rboisa, u holda /(x) e C(R) boiadi.
4 Hagigatan ham, ve > 0 ga ko‘ra 8 =e deyilsa, u holda
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VX, Ix» Xgl<8: If(x)-f(x0)|=|x-x0|<8=£
bo‘ladi. »
3- misol.

/(X)) =0xm+0IXmd +... +amix +am, me N, G, alf ame R

bo‘lsin. U holda /(x)e C(R) boiadi.

A Bu tasdigning isboti 1- va 2-misollar hamda 1-teoremadan
kelib chigadi. »

Shunga o “xshash ushbu

f(x) = a>xm+Hilx/"~1 Ix+am

bOXx n+blx n~i +...+bn_iX+bn
funksiyaning (bunda m, ne N; a0,ax, am, b0, b,e R)

{xe R\ bOX" + byXnx+... + bnx + bn =0}

to'plamda uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatiladi.
4- misol./(x) = sinx bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.
A xC R nugtani olib, Ve > 0 ga ko‘ra O=e deymiz.
Unda VX, [1X- xQ <8:

Isin X-sinx0| =2 Icos Sinx--- |[<|Xx-Xx0[<5 =e

boiadi. »

Xuddi shunga o‘xshashf (x) = cosx funksiya R da,/ (x) = tgx va
/ (X) = ctgx funksiyalaming esa o0 ‘z aniglanish to ‘plamlarida uzluksiz
bo‘lishi ko'rsatiladi.

5- misol. f(x) =ax, 4>0 bo‘lsin. U holda f(x)eC(R)
boiadi.

4 Ravshanki, X_&gl)o(ﬂx-n -1) =0.
Unda
0= X_I)l(cr)r]»o(ox_xo - 1) <:>X_|)I(I‘q_n»09| V(ax- aPn)=0 <>
a4 lim(ax- axX)=0<>Ilim ax = a4
X-»X0 X-»X0

boiadi. »
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6- misol. Aytaylik,
-1, agar x <0 boisa,
/(*) ="' 0, agar X =0 boisa,
1, agar X >0 boisa
boisin. Bu fiinksiya uchun
[(+0)=1, /(-0)=-1

va berilgan funksiya X = R \{0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
3°. Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, /(x) funksiya (a, b)da

(-00 < a < b < +°°) berilgan boiib, G boisin.
Maiumki,/(x) funksiyaning x0 nuqtadagi o‘ng va chap limitlari
/Uo+0), /(*0-0) ©)
mavjud boiib,
/(x0-0) =/(x0)=/(x0+0) 4)

tenglik o‘rinli boisa, u holdaf(x) funksiya *0nuqtada uzluksiz boiar
edi.

Agar f(x) funksiya x$ nuqtada uzluksiz boimasa, unda x0 nugta
/ (X) funksiyaning uzilish nugtasi deyiladi.

- ta'rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli boiib, (4) tengliklaming
birortasi o‘rinli boimasa, Xg nuqta /(x) funksiyaning birinchi tur
uzilish nugtasi deyiladi.

Bunda

/[(*0+0), f(xo0-0)
ayirma funksiyaning x0 nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, / (X) = [X] funksiya X = p (peZ) nuqtada birinchi tur
uzilishga ega, chunki
117 +O) =N, f(pO-O) =p -\
boiib,
117 +0) * f{pQ'O)
boiadi.
Agar hech boimaganda (3) limitlaming birortasi mavjud boimasa

yoki cheksiz boisa, x0 nugta /(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish
nugtasi deyiladi.
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Masalan, ushbu

,... Sin-, agar x * 0 boisa,
xy= "
0, agar x =0 boisa
funksiya x = 0 nugtada ikkinchi tur uzilishga ega boiadi, chunki bu
funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.
4°, Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz gilaylik, y —/(x)
funksiya X ¢ R to‘plamda, u = F(y) funksiya esa )"to‘plamda anig-
langan boiib, ular yordamida u = F(f(x)) murakkab funksiya tuzil-
gan boisin.

2 -teorema. Agar y = fix) funksiya xCeX nuqtada, u = Hy)
funksiya esay® ¥ nugtada 09 = /(x;)) uzluksiz boisa, F\f(x)) funksiya
x0 nuqtada uzluksiz boiadi.

h4 u= F(y) funksiya”(® ¥ nuqtada G0 =f(x0) uzluksiz boigani
uchun

Ve>0, 3ct>0, Vy, \y-yO<o: \F(y)- F(yO)\<e, (5

ya’ni | F(f(x)) - F(f(x0)) | <e boiadi.
Shartga ko‘ray = f(x) funksiya xCe X nuqgtada uzluksiz. U holda
yuqgoridagi a > 0 ga ko‘ra
38>0, VX, |x-x0|<8: |f(x)-f(xQ]|<a,

ya'ni ly-y0|<a (6)
boiadi.
(5) va (6) munosabatlardan
Ve>0, 38>0, VX, |x-x0|<8: |F(f(x))- F(f(x0))|<e

boiishi kelib chigadi. Demak, F\f(x)) funksiya x0nugtada uzluksiz. »

5°. Monoton funksiya uzilish nugtasining xarakteri.

3-teorema, [a, b] ¢ R da monoton boigan /(x) funksiya shu
[0, b] ning istalgan nuqtasida yoki uzluksiz boiadi, yoki birinchi tur
uzilishga ega boiadi.

4 f{x) funksiya [a, b\ da o‘suvchi boisin. Aytaylik,

Xoe[a,b]9 (xg-S,Xq +8)c[a,a], (8>0)
boisin. Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra
Iim0 fix) =fixo- 0) </(x0),

X —Xq -
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XiTo/(X) =/(X0+0>"rN>*
boiadi. Agar f{x0- 0) =f{x0) =f{x0+0)
bo‘lsa, fix) fiinksiya x0 nuqtada uzluksiz, agar
/(*0 - 0) </(*0 +0)
boisa, /(x) fiinksiya Xg nugtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshash/(x) funksiya |a, b\ da kamayuvchi boiganda
ham tasdiq isbotlanadi. »

Mashglar
1. Ushbu
sinx, agar x - ratsional son bo‘lsa,
* - - - -
1) 0, agar x - irratsional son boisa

fimksiyaning xk = kn {k e Z) nuqtalarida uzluksiz bo'lishi ishotlansin.
2. Ushbu

1, agar x - ratsional son bo‘lsa,

0, agar x - irratsional son boisa

Dirixle funksiyasi R ning har bir nugtasida uzilishga ega ekanligi
isbotlansin.

3. Ushbu /(jc) = [jcl-sinjcc, (xe R)
funksiya uchun f(x) e C(R) boiishi ko‘rsatilsin.

D(x) =

16- maruza
Uzluksiz funksiyalarning xossalari

1°. Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal
xossalari). Misollar. Faraz gilaylik, /(*) funksiya X ¢ R to‘plamda
berilgan boiib, x0e X boisin.

1. Agar f(x) funksiya x0 e X nuqtada uzluksiz boisa, u holda

shunday 8 > 0 va M > 0 sonlar topiladiki, Vxe X fli/gixo) da

| fix) | < M boiadi, ya’nifix) funksiya Xqnugtaning U6(x0) atrofida
chegaralangan boiadi.
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2. Agar f(x) funksiya Xq e X nuqtada uzluksiz bo‘lib, /(Xq) * O
bo‘lsa, u holda shunday 5 > 0 son topiladiki, Vxe X NYy&(x0) da
sign/(x) =sign/(x0) boiadi, ya’ni f(x) funksiyaning U8(x0) dagi
ishorasi/ (xo)ning ishorasi kabi bo'ladi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossa-

laridan kelib chiqgadi.
3. Aytaylik, y — f(x) funksiya x0nuqtada

lim f(x) =b, (be R) (1)

X-»X0

ga ega bo‘lib, g0>) funksiya Xto'plamda berilgan {/(*) |xe JT}U{;}c Y
vay —b nuqgtada uzluksiz bo'lsin. U holda

Jim g(f(x)) =g(b),

a’ni lim g(f(x)) =g(Jim f(x 2
yami g(f(x)) =g(Jim f(x)) 2
< n->mdaxn->x0 (xne X, X, ®x0, n=1,2,...) bo'ladigan
ixtiyoriy {*,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko‘ra
n->odaf(xn->b
bo‘ladi. Shartga koaa g{f(x)) funksiya b nuqtada uzluksiz. Demak,
A -» o da g(f(xn)->g(b)
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o‘rinli bo‘lishi kelib

chigadi. »
1- misol. Ushbu

lim 108aM+*) _ipg* A (0 >0, a ®l) 3)
o— 0 X

munosabat isbotlansin.
A (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

; — +xXVvV = "l + =
Xususan, a = e bo‘lganda |iIT(l) -, = 1bo‘ladi. »
X -*
2- misol. Ushbu lim =1Ina, (a>0)
x-*0 X

munosabat isbotlansin.
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4 Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun a* - 1=1t deb olamiz.
Unda x —0da /—0boiadi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga
olib topamiz:

lim —— = lim =|lna *

A= = " Togall+) ~ Togae
3- misol. Ushbu

XI_|>rOn BV =a, (aeR)

munosabat isbotlansin
A Ravshanki, (1 +x)a = ea,nd+x)
vax -> 0 da In(l + x) = 0 boiadi. Unda

(Ux)a-1 _ (ealn (I*)-1) In(l+jc)a

X a.In(l+jc) X
boiib, undan
im LEX)7 i A In(ex)
)I(chno X I->o aln(1+x) “xrp?‘o x o-a

boiishi kelib chigadi. »
2°. Segmentda uzluksiz boigan funksiyalarning xossalari (global
xossalar). Aytaylik,/ (x) funksiya [a, b] segmentda berilgan boisin.
M aiumki,/(x) funksiya (a, b) da uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan,
b nuqtada chapdan uzluksiz boisa, /(x) funksiya |a, b\ segmentda

uzluksiz boiadi.
Endi segmentda uzluksiz boigan funksiyalarning xossalarini

keltiramiz. Ular teoremalar orgali ifodalanadi.
1- teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi.) Agar /(x)

fijnksiya [a, b\ segmentda uzluksiz, ya’ni /(x)eC/[a, b\ boisa,
/(x) funksiya [a, b] da chegaralangan boiadi.

A Maiumki, /(x) funksiyaning [a, b\ da chegaralanganligi
quyidagi

3M ¢ (0,+00), Vxg[a, b]:\f(x)\<M

ni anglatadi.

Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni /(x) ¢ C[a, b]boisa ham funk-
siya [a, b] da chegaralanmagan boisin. U holda
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Vi€ W, 3xfAe[a%\: |/(X,) |>n (n=1,2,..) (4)
bo‘ladi. Ayni paytda, hosil boiadigan {xn} ketma-ketlik uchun
X, € 7. b\y - - 1,2, ., boiganligi sababli u chegaralangan boiadi.
Unda Bolsano—Veyershtrass teoremasiga ko‘ra bu {x} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy {xn} ketma-ketlik ajratish mumkin:

k —°da x,k—x0, (x0e [a,b\).
Shartga ko‘ra/(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Binobarin,
i~ da f(x,,k) -» f(x0) ©

boiadi. Bu (5) munosabat yugorida gilingan farazga ziddir (chunki
faraz bo‘yicha

ll{'_*mqD/(x 5 ) = 00
boiishi lozim edi). Demak, /(x) funksiya [a, b\ da chegaralangan
boiadi. »

Aytaylik, /(x) funksiya X ¢ R to‘plamda berilgan boisin.

Ta'rif, Agar X to‘plamda shunday xOe X nuqgta topilsaki, Vxe X
uchun

[(x)</(x0), (/(x)>/(x0))
tengsizlik bajarilsa, / (x) funksiya x0 nugtada eng katta (eng kichik)
giymatga erishadi deyiladi va
I(x¢)=max/(x), (/(xa)=min/(x))
kabi belgilanadi.

2- teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.) Agar
/(x) e C[o, b] boisa, bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda
eng kichik giymatlarga erishadi, ya’ni

3cje[a,b], Vxe[a,b]: /(x)E/(c,),
3c2e [a, b], Vxe [a b]: /(x) >/(c2)
boiadi.

AN Aytaylik, /(x) e C[a, 6] boisin. Veyershtrassning 1-teore-
masiga ko‘ra/(x) funksiya [a, {3 segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu
{/(x) |x€ [a, 6]}
to‘plam chegaralangan boiadi. Unda to‘plamning aniq chegarasi
hagidagi teoremaga ko‘ra
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xghlfflf(x) =M, (Jile )
mavjud bo‘ladi.
To‘plamning aniq yugori chegarasi ta’rifiga muvofiq:
Vxe [G,b\: / (x) <,
Ve >0, 3x(e)e (0, ¢)]: f(x(e))>M-e
bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda

1 1 1
£ é i ’g » 000) n ) ese
deb olinadigan bo‘lsa,

xn=X(")e
ketma-ketlik hosil bo'lib, uning uchun

f(x,,)>M-=
tengsizlik bajariladi. Demak, Vne N da

M#A< /(*,)<M
bo'ladi. Bu munosabatdan
imf(x,,) =M (6)
bo‘lishi kelib chigadi.

Yugqorida hosil gilingan {x} ketma-ketlik chegaralangan. Undan
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {x A}
deylik:

K ->°°da x.«x —=cj. (cje [a b]).
Berilgan f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
K->« da f(x,,k)->/(c,).

Ravshanki, [f(x,,k)} ketma-ketlik {/(xwW} ketma-ketlikning gismiy

ketma-ketligi. Demak, (6) munosabatga ko‘ra

K ->mda f(x,,k) -» M
bo‘lib,/(c,)=M bo‘lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o*‘xshash, f(x)
funksiyaning eng kichik giymatga erishishi ko‘rsatiladi. »
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3-  teorema. Faraz gilaylik,/(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan
boiib, quyidagi shartlami bajarsin:
1) /(x)g Cl[a, b]\
2) segmentning chetki nuqgtalari a va b larda har xil ishorali
giymatlarga ega, ya’ni
f(a) <0 <f (b) yoki fia) >0>f{b)

boisin.
U holda (a, b) da shunday x0 nugta (a < X0 < b) topiladiki,
/ (X0) = 0 boiadi.

A Aytaylik, /(x)e Clay b] boiib, fia) <0</(6)boisin. [a, b]
segmentning/(x) ftinksiyaga manfiy giymatlar beradigan nugtalaridan
iborat to‘plamini E deylik:

E —{xq [i?,b\|/(x) <0}
Ravshanki, ag £, E c [a, b\. Demak, E to‘plam chegaralangan va
E*O0.
To‘plamning aniq yuqori chegarasi hagidagi teoremaga ko‘ra
supfrXo, (x04 (a, b))
mavjud boiadi.
Aniqg yugori chegara ta’rifiga binoan,
V/iig N, 3xng E: X0- -n<x,, <X
boiadi. Demak,
/(x)j<0, («=1,2,3,...).

/(x) funksiyaning [a, b\ da uzluksiz boiganligini e’tiborga olib
topamiz:

n °oda X, -2x0boiib, f(x,,) ->/(x0).
Bir tomondan

lim/(x,) <0,
n—€D
ikkinchi tomondan
lim/U,,) =/(Xo)
boiishidan

[(x0)£0 (7)
boiishi kelib chigadi.
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Ravshanki, x > Xgqda x i E Binobarin,/ (X) >0. Shuning uchun
lim /(*)>0

X—»xo+U

bo'lib,
[(x0) = Iimof(x) >0 (8)

X-» X0+

bo'ladi. (7) va (8) munosabatlardan f{x0 = 0 bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o“xshash, / (x) e C[a, b\va f(a) >0>f(b) bo‘lgan
holda teorema isbotlanadi. >

4- teorema. Agar / (x) g C[a, b]bo‘lsa, u holda chegaralari/(a)
vaf{b) bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda [a, b] da
shunday x0 nuqgta topiladiki, / (Xq) = / boiadi.

< f(a) <m deb,f{a) <I<f(b) ni olaylik. Ravshanki,/(0) = /
yoki f(b) = I bo'lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endif(d) < I <f(b) bo‘lsin. Ushbu

g(x) =/(x)-/, (xe [a b])
ftmksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:
1) g(x)e C (o, b\\
2) 9(a)<0 <g(¢>)
bo'ladi. Unda 3- teoremaga ko‘ra shunday xCe (a, b) topiladiki,

<) =0,

f(xo0) =1/

ya’'ni

bo‘ladi. »

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan iunksiyaga teskari bo‘lgan
funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5- teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar/(x) funksiya
X(zR oraligda uzluksiz va gat’iy o'suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo‘lsa,
u holda Yf ={/(x) | x e X }oraligda teskari funksiya mavjud
bo'lib, u uzluksiz gat’ty o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

Mashqglar

1. Ushbu Xeex=1

tenglama (0, 1) da hech boflmaganda bitta ildizga ega ekanligi
isbotlansin.
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2. Ushbu

-X2+1, agar - 1<x <0 boisa,
[(*) = 0, agar x =0 boisa,
x2-1, agar 0<x <1 boisa

funksiya [—1, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?
3. Ushbu

f(x) =xi-x, (xeA)
funksiya qiymatlari to‘plami R boiishi isbotlansin.
4. Aytaylik, f(x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va

uzluksiz boisin. U holda aylanada diametral garama-garshi joylashgan
a va b nuqtalar topilib,/(o) = fib) boiishi isbotlansin.

17- ma’ruza
Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

la Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilaylik,
f{x) funksiya Xa R to‘plamda berilgan boisin.

1-tarif Agar ixtiyoriy eg 0 son olinganda ham shunday 8>0
son topilsaki,

Ix'- x"1<8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x\ xg X uchun
I fix")-fix") I<£
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, 38>0, Vx',x"gX, \x'-x"\<s: |[fix")-f{x")|<e

boisa, fix) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Keltirilgan ta’rifdan:

1) 8 >0 sonning faqgat e >0 ga bogiiqligi;

2) fix) funksiya X da tekis uzluksiz boisa, u shu X to'plamda
uzluksiz boiishi kelib chigadi.

1- misol. fix) =x, x e Rboisin. Bufunksiya R da tekis uzluksiz
boiadi.

A Agar Ve>0 ga ko‘ra 8 = deb olinsa, unda Vx', x"e X,
\x'-x"'\<8 da
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[/(x")-1(x")| =[x'-x'|]<8 =¢e
bo‘ladi. »

2-misol. /(x) =sinx, xe R boisin. Bu funksiya R da tekis
uzluksiz boiadi.

4 Agar Ve > 0 ga ko‘ra, 8 =e deyilsa, unda VX', x'g r,
|x'- x| <8 da
. . /o # - X/—X* '
Isinx'- sinx| =2 cos — sin <\X'-xl<8=£

boiadi. »

3-misol. /(x) = “ X X =(0,1] bo‘lsin. Bu funksiyaX= (0, 1]da
tekis uzluksiz boimaydi.

4 Ve > 0 sonni, masalan, £= <= deb olib, x* va x"" nugtalar
sifatida

jfc»h va X' :77’;5, (ne N)
deb olinsa, u holda | x" - x*\ ayirma quyidagicha
I Aol L 1
X In" T+l i(/t+D)
boiadi. Bundan (| x'- x' | <8) 8 ni har gancha kichik gilib olish
mumkin boisa ham

1 1
=|ln-(n+l)| =1>~=¢
. ==+

boiadi. Demak, f{x) = funksiya A=(0, 1] da tekis uzluksiz emas. »

2°. 1- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x) ¢ C(6, b]boisa,
u holda/ (x) funksiya [a, b\ da tekis uzluksiz boiadi.

4 Aytaylik, / (X) ¢ C[a, b] boisa ham funksiya [a, b\ da tekis
uzluksiz boimasin. Unda biror e >0 va ixtiyoriy 8 >0 uchun [a, b] da
shunday x"' va x"" nugqtalar topiladiki,

[ x'- x| <8=>]/(x") - I(x#H]|>e
boiadi. « -+ +da 8,,->0, (8,,>0, n—, 2, ...) boiadigan brtiyoriy
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2. Ushbu

-x2+1, agar -1 <x <O boisa,
/ (X) = 0, agar x =0 boisa,
x2-1, agar 0<x <1 boisa
funksiya (—, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?
3. Ushbu
f(x) =x3-x, (xe R)
funksiya giymatlari to‘plami R boiishi isbotlansin.
4. Aytaylik, /(x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va
uzluksiz boisin. U holda aylanada diametral garama-garshi joylashgan
avab nugqtalar topilib, f(d) = f(b) boiishi isbotlansin.

17- ma’ruza
Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

1°. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz gilaylik,
/(*) funksiya Xcz R to‘plamda berilgan boisin.

1-ta’rif. Agar ixtiyoriy ee 0 son olinganda ham shunday 8>0
son topilsaki,

|x"- x"| <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x*e X uchun
| f(x")-f(x")\<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, 38>0, Vx'.x'e*, \x'-x”\<S: [/[(*")-f(x")|<£E

boisa, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Keltirilgan ta’rifdan:

1) 8>0 sonning fagat £>0 ga bogiigligi;

2) f(x) flinksiya X da tekis uzluksiz boisa, u shu X to‘plamda
uzluksiz boiishi kelib chigadi.

1- misol. f{x) - X, «. Rboisin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz
boiadi.

A Agar Ve>0 ga ko‘ra 8 = £ deb olinsa, unda VX, x'e X,
|x'- x'| <8 da
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[/(x") -/(*) I=1Ix"-x"I<8=¢
boiadi. »

2-  misol. /(x) =sinx, xe R bo‘lsin. Bu funksiya R da tekis
uzluksiz bo‘ladi.

4 Agar Ve > 0 ga ko‘ra, 8 =e deyilsa, unda VX, x'g R,
IX'- x"1<8 da

- 1 - (] I+' M - 77
sinx'-sinx" —2cos X ™ sin® X <x-x"<8=¢

boiadi. »

3-misol. /(x) =~, xe | =(0,1] bo‘lsin. BufunksiyaX= (0, 1] da
tekis uzluksiz boimaydi.

4 Me > 0 sonni, masalan, e=- deb olib, x' va x" nuqgtalar
sifatida

"= = . 2
X'=1 va X# ity (/7€ N)

deb olinsa, u holda | x'- x"'| ayirma quyidagicha

1 1

X T h ol n(nt)

boiadi. Bundan (| x'- x'| <8) 8 ni har gancha kichik qilib olish
mumkin boisa ham

=|ln-(n+1)| =1>i =e

boiadi. Demak, /(x) =" funksiya A"'=(0, 1] da tekis uzluksiz emas. »

2°. 1- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar / (x) e C[a, b}boisa,
u holda/(x) funksiya [a, b\ da tekis uzluksiz boiadi.

4 Aytaylik, /(x) e C[0, b] boisa ham funksiya [a, b\ da tekis
uzluksiz boimasin. Unda birore >0 va ixtiyoriy 8 > 0 uchun [a, b] da
shunday x'vax" nugtalar topiladiki,

I X'-x'"|<8=|f(x")-/(x") |>e
boiadi. n +ooda 8W 0, (BW,0, n=1, 2, ...) boiadigan ixtiyoriy
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bo'ladi. »
2- misol. /(x) =sinx, xe R bo'lsin. Bu ftmksiya R da tekis
uzluksiz bo'ladi.

A Agar Ve > 0 ga ko‘ra, 5=e deyilsa, unda Vx\x'e R,

|x'-x"'| <5 da

: - T X -X ] ]
ismx'—smxlzzicos—z— sin < X'-x' <5 =¢

bo‘ladi. »

3-misol. /(x) =-, xe JT =(0,1] bo‘lsin. Bu fimksiyaX = (0,1] da
tekis uzluksiz bo‘Imaydi.

A Ve > 0 sonni, masalan, e=- deb olib, x' va xI' nuqtalar
sifatida

X'=n va X'=1WL"~°
deb olinsa. u holda Ix' - x' | avirma auvidaaicha



{OJ ketma-ketlikni olamiz. Unda

iX'- Xx,1<§ =*1/(xj)-f(x")]>e,

2 - xfl < S2 =»\f(xi)- /(x’V>E

0 - xfl <S,, =>\f(K)- f(x \>e

bo‘ladi.
Ravshanki, {x¢}uchun x; e f6, b)y (n=1, 2, 3,...) boiib, undan
A -» +°0 da (*o e [a, bj)
boiadigan gismiy ketma-ketJik ajratish mumkin. Shuningdek, x ' ketma-
ketlikdan x' qismiy ketma-ketJik ajratish mumkin. Ayni”paytda,
X, uchun ham
K —»+00 da X,; -> X0

boiadi. f (x) g C((, ¢ bo‘lishidan k ->+» da /(x' ) /(x0),

[(4* ) [(*o) bo'lib, ulardan A-» -h« da /(x™ )-/(x™ )->0
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa Vn> N uchun

I/« )-X YU e
deb olingan farazga zid. Demak,/(x) ftinksiya [a, b\ da tekis uzluksiz. »
2 -tarif Faraz gilaylik,/(x) ftinksiya le/? to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Ushbu

sup/(x) - inf /(x)

JCeA'
ayirma /(x) funksiyaning X toplamdagi tebranishi deyiladi va u @
orgali belgilanadi:

co=co(/; X) =sup /(x)-inf/(x)

funksiyaning J to‘plamdagi tebranishi quyidagicha
0= SupX{I/(X') - 1(x")[}

x\ x'e

kabi ta’riflanishi ham mumkin.
Natija. Agar / (x) e C[a, b]bo‘lsa, u holda Ve > 0 uchun shunday

5> 0 topiladiki, [a, b\ segment uzunliklari 5 dan kichik bo‘laklarga
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ajratilganda har bir boiakdagi funksiyaning tebranishi e dan kichik
bo‘ladi.

A Shartga ko‘ra /(x)e C\a, b\. Demak, Kantor teoremasiga
ko‘ra u [a, b) da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan
Ve>0, 38>0, Vx\ x'e\a,bJ, [jc'—c”|<S: |[/(x")-f(x")|<e

boiadi.
Endi [a, b\ segmentni uzunligi 8 dan kichik boigan

I***xkH], (X0<Xx, <x2<..<X,, xXO0=a, x, =hb)
boiaklarga ajaratamiz. Unda
VX', x'e [xk,xki]J, |x'-x"|<8: [f{x) -/(x#H|<e
bo‘ladi. Demak,
0) = sup f(x") - f(x*|}<e

x\xe [jic*, xk+}|

boiadi. »
3°. Funksiyaning uzluksizlik moduli./(x) funksiya Xcz /?to‘plamda

berilgan boiib, u shu to‘plamda uzluksiz boisin. Endi
V8 >0, Vx', x'e Xy \x'-x"'|<8
uchun
[/(x") - f(x7) | (1)
ayirmani garaymiz.
3- ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi
sup{| /(x") - /(x') [}
/ (X) funksiyaning X a R toplamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va
0o(8) kabi belgilanadi:
io(8) = sup {|/(x") - /(x")[}.
Ix'-x"|<8
Demak,/(x) funksiyaning X to ‘plamdagi uzluksizlik moduli 8 ning

manfiy boimagan funksiyasi boiadi.
Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:
1. Funksiyaning uzluksizlik moduli 8 ning o‘suvchi funksiyasi

boiadi.
4 Aytaylik, 6] >0, 82 >0 va 8, >82boisin. U holda

[x",x'eX: |x'-x'| <8,}, {x',x'eX: |x'-x"'|<82}
to‘plamlar uchun



{*, x'eX\ \x'-x"\<S2}cz{x\x’e X: |x'-x"'1<8,}
bo‘lib, undan
co(52) ™ <08, )
boiishi kelib chigadi. Demak, 8, >82 => (0(8,) > co(82). »

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.
2. Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

(A8) < (1 + X) =co(d)
munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda X — musbat son.
4- misol. Ushbu / (x) =ax +b, (a,be R) funksiyaning X= (a,P)

dagi uzluksizlik moduli topilsin.
M Ta’rifga binoan,

(0(8) = sup |(ox'+Db)- (ax™+b)\= sup \a(x - x')| =1d*8
pc'-x"iS (x'-x1sS

bo'ladi. Demak, w(8) =\a\ -8. »
2- teorema./(x) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun
I|m (o(8) =0

))+

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli.
A Zarurligi. f (x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz boisin:

Ve>0, 38£>0, VX, Xx'e Xy |[x'-x"|<8e: [f(x")-/(x")I<]| e

U holda 0 < 8 < 8etengsizliklami ganoatlantiruvchi bctiyoriy 8 uchun

sup {[/(x)-/(x)[}< sup {[/(x")- /(X#)I}"|<e

|x'-x*|s8U 1 |x'-x'|<5e u
bo‘lib, unda (o(8) <e, ya’ni
Jig, 00 =¢
bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Ushbu gjipoco(5) =0

munosabat o‘rinli bo‘lsin. Demak, 8 —» +0 da

(o(8)= sup {|/(x’) - /(x)]} O.

[x'-x'|<5
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U holda
VX, x e X, |x"-xmE5<C: \f(x')-/(x'1|<e

bo'ladi. Demak,/(x) funksiya A'to‘plamda tekis uzluksiz bo‘Jadi. »
Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalarni sinflarga ajratish
imkonini beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu

co(8) <M ba

(bunda M =const, 0 <a < 1)tengsizlikni ganoatlantiruvchi fimksiya-
larto ‘plami a tartibli Lipshits sinfi deyiladi va LipMa kabi belgilanadi.

Mashqlar

1. Agar/(x) va g(x) funksiyalaming har bin [a, b\ c R da tekis
uzluksiz bo‘lsa, u holda/(x) ¢(x) funksiya ham \a, b\czR&a tekis
uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2./(x) = x funksiyaning [0, -h») da tekis uzluksiz emasligi ko‘r-
satilsin.
3. Ushbu

/(X)) =x2+ 1
funksiyaning X = |0, 1Jsegmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.
4. Agar/(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo‘lsa, ushbu

lim /(x)

X-*+0

limit mavjud bo‘ladimi?

4*- mayuza
Kompakt to‘plam. Kompakt to‘pJamda uzluksiz funksiyalar

1°. Kompakt to‘plam tushunchasi. Awalo ochiq va yopiqg to‘p-
lanilar tushunchalarini keltiramiz.

Faraz qgilaylik, Jc A to‘plam berilgan bo‘lib, x0e A'bo‘lsin.

1-ta rif. Agarxo nuqtaning shunday

Uz(xq) = {xe R: x0- 8<x <x0+8}, (5>0)

atrofi mavjud bo‘lsaki, uning uchun £/g(x0)cA"' bo‘lsa, xX* nugta
X toplamning ichki nugtasi deyiladi.



Masalan, *0=2 nuQa [0, 1) to‘plamning ichki nuqtasi

bo‘ladi. Chunki, bu nuqtaning + atrofi uchun

(L~17 1 +i)c A bo‘ladi. x = 0, x = 1 nugtalar shu to‘plamning

ichki nuqtalari bo‘lmaydi, chunki, masalan, x = 0 nuqgtaning hech
gaysi (-8, 8) atrofi X —[0, 1) segmentga tegishli bo Imaydi. (Bu
atrofning (-8, 0) gismi [0, 1] segmentning tashqarisida joylashgan).

2- ta’rif. Agar X to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi
bo‘lsa, X ochiq toplant deyiladi.

Masalan, X - (0, 1), X= (0, 1) U (2, 4) to'plamlar ochiq to‘plam-
lar bo‘ladi.

3- tarif. Agar Ju”plamning barcha limit nugtalari shu to‘plamga
tegishli bo'lsa, X yopiq to'plam deyiladi.

Masalan, X —[0, 1J segment yopiq to'plamdir.

Eslatma. Limit nugtaga ega bo‘Imagan to‘plam ta’rifga ko‘ra
yopiq to‘plam deb hisoblanadi. Masalan, E = {1, 2, 3, 4, 5} to'plam
yopig to‘plam bo‘ladi.

4 -tarif Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan har ganday
o} ketma-ketlikdan shu to'plamning nugtasiga yaginlashuvchi {xnk }

gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, X kompakt toplam deyi-

ladi.
Misollar. \.X= [a, b\ segmentning kompakt to‘plamboiishi
Bolsano—Veyershtrass teoremasidan kelib chigadi.

2. X =(flj, y]U[a2, 2]U...U[a,,, b,,] to‘plam kompakt to'plam

bo'ladi.
3. X —(0, 1) interval kompakt to'plam bo‘lmaydi, chunki

X,, - g (0,1) boiib, w->e0 da xn X.

Teorema. X kompakt to‘plam bo‘lishi uchun uning chegaralangan
va yopig to‘plam bo‘lishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. X —kompakt to‘plam bo‘lsin. Uning chegaralanganli-
gini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni X —kompakt to‘plam
bo'lsa ham, u chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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3, X, 8 X, n=1,23,.... |X, |>n

bo‘Jadi. Ravshanki, bu {*,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gqismiy
ketma-ketlik ajratib bo‘Imaydi. Bu esa Xning kompakt to'plamligiga
zid. Demak, X —chegaralangan to‘plam.

Endi X ning yopiqg to‘plam boMishini ko'rsatamiz. Faraz qilaylik
Xgnugta X to‘plamning limit nugtasi bo'lsin. U holda

3** x,eX, n-1,2,3,.... h-»+0 da X, ->x0

bo‘ladi. Bu {*,} ketma-ketlikning har qanday {x,k }qismiy ketma-
ketligi uchun

bo'ladi. Xkompakt to‘plam bo‘lganligi sababli x0e A'boMadi. Demak,
X - yopiqg to'plam.

Yetarliligi. X—chegaralangan va yopiq to‘plam bo‘lsin. Bolsano-
Veyershtrass teoremasiga ko‘ra har ganday n} ketma-ketlikdan jc0ga

yaginlashuvchi {x,k }qgismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: da

xk 0.

Ravshanki, x0 nugta X to‘planimng limit nuqgtasi boladi. Ayni
paytda, Xyopig to‘plam bo‘lgani uchun Xge XboMadi. Demak, X ~
kompakt to‘plam. »

Endi kompakt to‘plamning muhim xossalarini keltiramiz. \

Faraz gilaylik, X to‘plam va har bir elementi intervaldan iborat
5={a} intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin.

5- ta'rif. Agar Xto‘plamning har bir X nugtasi uchun S sistemada
shu nuqtani o‘z ichiga oluvchi a interval topilsa, u holda 5"={a}
sistema X toplamni qoplaydi deyiladi.

Masalan, X = (0, 1) boisin. Quyidagi

intervallar sitemasini olaylik.
Ravshanki, X = (0, 1) to'plamning har bir nuqtasi bu intervallar
sistemasining kamida bitta intervaliga tegishli bo‘ladi. Demak,

sistema X= (0, 1) to‘plamni qoplaydi.



fcndi bitta tasdigni isbotsiz keltiramiz.
Geyne—Borei lemmasi. Agar chegaralangan yopiq X to‘plam
cheksiz intervallar sistemasi {&} bilan goplangan bo'lsa, u holda {a}

sistemadan X to‘plamni goplovchi chekli {a,, 02, a,,}sistemani

ajratish mumkin.

2°. Kompakt to‘plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari.
Faraz gilaylik, /7 (x) funksiya X kompakt to‘plamda (Xc R) berilgan
bo‘lsin. Bu to‘plamda/(x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u gator xossalarga
ega bo'ladi.

1 Agar /(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u
chegaralangan bo‘ladi.

2Agar/(x) funksiya Xkompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, ftinksiya
shu to‘plamda o‘zining aniq chegaralariga erishadi. Ya'ni shunday

X, & X, x2e X nuqtalar topiladiki,
/(x]) =sup/(x), /(x2)=inf /(x
(x]) X&J() (x2) nf (x)

bo‘ladi.

3. Agar/ (x) funksiya Xkompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya
X da tekis uzluksiz bo‘ladi.

4. Agar/ (x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, shu
Xto‘plamning aksi {/(x)} kompakt to‘plam bo‘ladi.

Bu xossalaming birini, masalan, 1- xossaning isbotini keltiramiz.

m Aytaylik, XczR kompakt to‘plam boiib, bu to‘plamda /(x)
funksiya uzluksiz boisin. Unda Vxe X nugtaning shunday kichik
atrofi U(x) topiladiki, bu atrofda/ (x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
Bunday nuqta atrofian U(x) intervallardan S sistemani hosil gilamiz:

S ={U(x): xe X).
Ravshanki, S sistema X to‘plamni goplaydi. X kompakt to‘plam

bo‘lganligi sababli, Geyne—Borei lemmasiga asosan bu sistemadan X
to'plamni goplovchi chekli

* ={£/,</2,.
sistemani ajratish mumkin.
Harbir Uk (k =1,2,..., n) atrofda/(x) funksiya chegaralangan,

ya'ni shunday mk, Mk (mk =consi, Mk =consi, k =1,2,..., w)son-
lar topiladiki, Vxe Ukda
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mk <f(x) <Mk, (k=1,2,3 ,n)
bo‘ladi.
Agar m2, ..., Ay,sonlaming eng kichigini m; M\, M2, e Mn
sonlaming eng kattasini Mdesak, u holda Vxe A'da w </ (*) <M

bo‘ladi.
Demak, /7 (x) funksiya ATto‘piamda chegaralangan. »

Mashqlar

1. Chekli sondagi ochiq to‘plamlar yig‘indisi ochiq to‘plam bo‘lishi

isbotlansin.
2. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa,

f(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.



5-BOB
FUNKSIYANING HOSILA VA
DIFFERENSIALLARI

19- ma’ruza
Funksiyaning hosilasi

1°. Funksiya hosilasining ta’rifi. Misollar. Faraz gilaylik, f( x\
funksiya (a, b) a R da berilgan bo‘lib, x0e (a, b), x0 +Axe (a, b)
bo'lsin,

Ma’lumki, ushbu

Af(*o) =/(*b + Ax)-/(x0)
ayirma/(x) funksiyaning x0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi.

1- ta*rif. Agar ushbu

lim /(*o+A*)-/(-*h)
AX-»0 AX
limit mavjud va chekli bo‘lsa, u/ (x)funksiyaning nugtadagi hosilasi

deyiladi va yoki /'(x0),yoki (/(x))*0kabi belgilanadi. Demak,
/' xX0O)=Um/~”™ " h /W |, (1)
Ax-»0 AX

Agar x0 +Ax =x deyilsa, unda Ax =x - xOva ax ->0da x ->x0
bo‘lib, (1) munosabat quyidagi
N~ (1)

ko'rinishga keladi.
1- misol./(x) =X, Xje R bo'lsin. Bu funksiya uchun

/(x)-/(Xp) _ X-Xp _
X-Xq X-Xq

bo‘lib, lim f-|)§2 ftW =1

jr-»X0

bo'ladi. Demak, /'(x) =(x)'=1
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2- misol. /(X) =Ix], xe R bo'lsin.

Agar X >0 bo'lsa, u holda/(x) = x bo'lib, /'(x) = 1 bo‘ladi.

Agar X <0 bo‘lsa, u holda/Z(x) = -x bo‘lib,/'(x) = -1 bo‘ladi.

Agar Xq = 0 bo'lsa, u holda —x*~°=— bo’lib, x -> 0 da bu
nisbatlaming limiti mavjud bo‘lmaydi. Demak, berilgan funksiya Xg=0
nugtada hosilaga ega bo‘Imaydi.

3-misol. f(x) =x|x], x€ R, x0e R bo'lsin.

a) Xx0>0,x >0, Xx* Xy uchun

/(*)-/(*0) _ XN xgUgl _ xi-x*

X-Xq X x-x0

va >I<_|X>g aTND<q =2x0 =2 M
bo'ladi.
b) x0 <0, x <0, X * Xq uchun
/(*)-/(*0) ~2+4 R
X-Xaq X-Xq A AN
Im/ ~ ) = 2Xo=2k]|
»0 KX
bo‘ladi.
d) X- 0, x* x0 uchun
f(x)-f(x0) _ xv\ I 1
X -0 X 11
va imm -'"W mo0
) X8

bo‘ladi. Demak, Vxe R da /7'(x) =(x X)) =2 [x|.
4- misol. Aytaylik,
y _ Xesin-, agar x * 0 bo'lsa,
0, agar x =0 I
bo‘lib, Xg= 0 bo'lsin. Unda
121



=sinl
X-x0 AT-0 X

bo‘lib, uning x - » 0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya
X0 = 0 nuqtada hosilaga ega emas.

2°. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya XczR to‘plamda berilgan bo‘lib, (x0- 8, x0)c X, (8 >0)
bo‘lsin.

2-ta’rif Agar ushbu

~ 1
At x5|n£(p

xl’gra—g- X—
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi chap
hosilasi deyiladi va /'(x0 - 0) kabi belgilanadi:
/'(*,,-0)= I|m_O XA
Aytaylik, f(x) funksiya X<zR to‘plamda berilgan bo‘lib,
(x0, x0+8)c X, (8 >0) bo'lsin.
J- ta'rif Agar ushbu

L
limit mavjud bo‘lsa, bu limit /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi 0 ng
hosilasi deyiladi va /'(x0 +0) kabi belgilanadi:

/'(*,+ 0)= lim
X-+XQ+0 X-Xq

Masalan, f(x) = funksiyaning x0 = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi
/'(+0) =1, chap hosilasi /'(-0) =-1 bo'ladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1. Agar/(x) funksiya xOnuqgtada /'(-*b) hosilaga ega boisa, u holda
bu funksiya x0 nuqtada o‘ng /'(x0+0) hamda chap /7'(x0-0) hosila-
largaegava /'(x0- 0) =/'(x0) =/'(x0 +0) tengliklaro‘rinli bo'ladi.

2. Agar/(x) funksiya Xgnugtada o‘ng/'(.xb+0) hamda chap /'(a”-0)
hosilalaiga egabo‘lib, /'(x0- 0) =/'(x0 +0) bo‘lsa, u holda/(x) funk-
siya Xgnugtada/'(x0 hosilagaegava /'(x0- 0) =/'(x0) =/'(x0 +0)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
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5- chizma

3°. Hosilaning geomctrik hamda mcxanik ma’nolari. Faraz gilaylik,
f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x0e (a, b) nuqtada f'(x0)
hosilaga ega bo‘lsin. Bu f(x) funksiyaning grafigi 5-chizmada
tasvirlangan I egri chizigni ifodalasin.

Bu I chizigda JW)x0, y0, M(x, y) nugtalami olib, ular orqali
o‘tuvchi /kesuvchini garaymiz.

Mo (*o, f (x0))€ M (x, / (x)Ve > M -» A0 da /kesuvchi
limit holati " chizigga J¥0 nuqtada o ‘tkazilgcin urinma deyiladi.

Ravshanki, spburchak Axga bog'liq: d=cp(Ax) ./ (x) funksiyaning
grafigiga MQnuqgtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

M d(Ax) =a
JiAn

ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda a - urinmaning OX o'gining
musbat yo'nalishi bilan tashkil etgan burchagi.
MdM P uchburchakdan:

WO i T

bo‘lib, undan d(Ax) =arctg A
bo‘lishi kelib chigadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz:

lim ®(Ax) :;l'xrllo arctg X m
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=arctg(i_Ainge AX ] =arctg/'(m*<)e

Demak, Ax-» 0 da cp(Ax) ning limiti mavjud va
ac=arctg/'(xo) .
Keyingi tenglikdan

/'(*o) =
bo'lishi kelib chigadi.
Demak, funksiyaning x0 nuqtadagi /'(x0) hosilasi urinmaning
burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

B Y =/(F0)+ /'(*()(*-*0)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Aytaylik, P nugta to‘g‘ri chizig bo‘ylab s —s(t) gonun bilan
harakat gilsin, bunda t —vaqt, s —o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning r, va

t2 (/, < t2 giymatlaridagi o'tilgan yo'l s(t2 bo‘lsa, unda ushbu
nisbat
s(r2)-5(/1)
h ~h
[/,, 2] vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi
LM

limit harakatdagi nuqgtaning i, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.
Demak, harakatdagi P nugtaning t vaqgtdagi v(t) oniy tezligi, s{t)
o‘tilgan yo‘lning hosilasidan iborat bo'ladi:

v(t) =sV).

A\ Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya (a, b) a R da berilgan bo‘lsin.

Teorema. Agar / (x) funksiya x0e (a, b) nuqgtada chekli /'(x?)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda/(x) funksiya xOnuqtada uzluksiz bo‘ladi.

< Aytaylik,/ (x) funksiya Xq&(a, b) nugtada chekli/'(*) hosilaga
ega boisin. Ta'rifga binoan

f'M = am =lim /(*>+**)-/(*)

Ax->0 AX Ax—0 AX
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AX

bo‘ladi. Endi a = ~f'ix0)
deb belgilaymiz. Ravshanki,
AX—0 daa —0.
Keyingi tengliklardan topamiz:
Af(x0) =7'(x0) mAx +a Ax.
Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
lim A/(x0) =0

bo‘lishi kelib chigadi. Bu/(x) funksiyaning xOnuqgtada uzluksiz ekanini

bildiradi. »
E s latma. Funksiyaning biror nugtada uzluksiz bo‘lishidan uning

shu nuqtada chekli hosilaga ega bo'lishi har doim ham kelib chiqa-
vermaydi. Masalan, / (x) = [x| funksiya x = 0 nugtada uzluksiz, ammo
u shu nuqgtada hosilaga ega emas.

Mashqlar

1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi
f{x) =xVx, /(x) =% sin x
funksiyalaming hosilalari topilsin.
2. Ushbu

/(%) X2, agar X - ratsional son boisa,
-X 2, agar X - irratsional son bo‘lsa,

funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.

20- ma \ruza
Hosilani hisoblash qoidalari

1°. 1kki funksiya yigMndisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining
hosilasi. Aytaylik, /(x) va g(x) funksiyalar (a, b) ¢ R da berilgan
bo‘lib, xOe (a, b) nuqtada f'(x0 va ({xQ hosilalarga ega bo'lsin.

Hosila ta'rifiga ko‘ra
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w T

X-*Xq

né& Wrol .
X q

x|

()

w - gX
X-»X() X —Xq §xx0) (2)
bo'ladi.

1) f(x)=xg(x) funksiya X0 nugtada hosilaga ega bo‘lib,

(f(X)£9(x)YX =f(x 0)xg'(x0)
bo‘ladi.

A F(x) =f(x) £g9(x) deb topamiz:

F(>x)-F(>a) _ /(x)-/(np) £9(x)-4(xq)
XX XX XX,

Bu tenglikda x ->x0 da limitga o‘tib, yuqoridagi (1) va (2)
munosabatlarni e’tiborga olsak, unda

lim = Jim /(n)+/(® )+

X -tX ft X ~Xq X-*Xq X ~*0

* lim =/'(*,,)x \x0
bo‘lishi kelib Clllqadl Demak,

F'(x0) =(f(x)£g(x))" X =f(x Q£g'(x0). »

2) fix) g(x) funksiya x0 nugtada hosilaga ega bo'lib,
(F(x) +9(x))' R =7/"(Xa) 9(x0) +f(x0) g'(xj))
bo‘ladi.

4 ®(x) =f(x) g(x) deb

®(x)-d(n:0)
X-x0
nisbatni quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:

®(*)-@(x0) _f(x)-f(x2) 4. 9(.x)-9(x0)
______ g M 4+ N _ n *).
So‘ng X —x0da limitga o‘tib topamiz:
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li lim

*> X —Xq X-*X0 X-lq
= /'(-*0) £(A0) +/ (Ab) «/ (Aq)e
Demak,
® (*0) = (/7 (*) *$(*))* =/7'(Xq) *£E(*b)+ /(Xq) m'(XQ )~ »

£(*) “,rksiya (g(x0) * 0) x0 nuqgtada hosiJaga ega bo‘lib,

ff(x\] - f'(x0)s(X0>/(-*0>s"(*0>
U (*>J* g2(x0)
bo‘ladi.
N Modomiki, g(xQ * 0 ekan, unda xq nugtaning biror atrofidagi
X larda ¢(x) * 0 bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

f(x) f(xp)
9i>) g(xpl _ f(x)-g(xn)-f(xo )-fi(x0)+f(xp)g(xp )-f(xp)g(x) _
X=" g(x) g(x0) (x-x0)

fix)-f(xo) ( .. LV g(x)-g(xp)
K(*)oX(XQ)  TEHEY T £ J“J v Lo

Bu tenglikda x ->xQda limitga o‘tib, ushbu

/()] _ 7,000 " (")-/(x0)y(x0)
ND
tenglikka kelamiz. »

1- natija. Agarf(x) funksiya x0nugtada/'(x0) hosilaga ega bo'lsa,
¢ /(jc) funksiya (c = const) Xy nugtada hosilaga ega bo‘lib,

(*e/(*))* =C'f"(Xo)

bo'ladi, ya’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashgariga chigarish
mumekin.

2 -natija. Agar /,(*),f2M ,f, (x) funksiyalar x0 nuqgtada
hosilalarga ega bo‘lib, c,, c2, ¢, o‘zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda
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(c,y; (x) +c2/2(x) +... +c,/,,(*))'*, =qfiiXQ) +v/LLxy) +... +¢,f'ixo)
bo'ladi.
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, y = /(r)
funksiya Je/? to‘plamda, g(y) funksiya {/(x) |x e X} to‘plamda
berilgan bo‘lib, X0€ X nuqtada /'(-X0) hosilaga, y0e {/(x) |X€ X]
nugtada (yO =/ (x0)) £'(y0) hosilaga ega bo'lsin. U holda ¢ff(x))
murakkab funksiya X0 nugtada hosilaga ega bo'lib,
W M)) =g'(/(*0)) /(<)
bo'ladi.

4 g(y) funksiyaning yOnugqtada hosilaga ega bo‘lganligidan
g(y) - 9(y0) =g¢"iyQ my - Yo) +a (y - y0)
bo'lishi kelib chigadi, bunda
Y=fix), Yo =fixo) vay ->y0daa ->0.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x —x() ga bo‘lib topamiz:
g(f(x))-0(f(x0)) _ (1 fix)~1(x0) ~ f(x)~f(xo0)

D¢ I A & 4

Bundan x -> x0da limitga o‘tib,

UC/Cx))™ =¢'(f(x0))f"(x0)
tenglikka kelamiz. »
3°. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = f(X) funksiya
(a, b) da berilgan, uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi)
bo‘lib, Xg (a, b) nugtada/'(x0), if\Xg) h0) hosilaga ega bo‘lsin. U
holda x=/-1(v) funksiya y0, (=0 =/(x0)) nugtada hosilaga ega va

1f "\ =7un)
bo'ladi.
4 Ravshanki,
fix) - /7(X0)=r(xo)(X—xq)+a(X- xa)
bo‘lib, x —»x0da a — 0 bo‘ladi. Bu tenglikdan

Y~Yo=n*o )[/-"O)-T"Yo)]-«[/-'00-/-m(yo)] =

=irt(y)-f-1(y0) ] [1'(xa) +a\
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ifodaga kelamiz. Bundan esa
ry)-r\y*) =__i
y-yQ fixo)+a

boMishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikda y -» yQda limitga o‘tib topamiz:

[/"o0] =77 T »

Xq)

4°. Misollar. 1- misol. (x®) =ax®*1 bo'ladi, as R x >0.
M Aytaylik, x >0 bo‘lsin. Unda /(x) =x* funksiya uchun

(x+Ax)a—=a _xa\ [ _XJ _
AX AX
X
i
bo‘lib, Ax->0 da (xa) =ax“"1l bo‘ladi. »

2- misol. (a*) =axIna boiadi, a >0, xe R

4 f(x) =ax funksiya uchun

axt -ax — X a6*-1
AX AX
bo'lib, Ax -4 0 da (ax) =axIna bo'ladi. »
3-misol. (sinx)' =cosx, (cosx) =-sinx bo‘ladi, x e R

A f(x) =sin x funksiya uchun

o A*
sin(x+Ax)-sin X _ it X /[ AXN_ Sui 2 |, A\
- =2—; S|n—2CIB\x+—2j— " COS\><+2J
2

bo‘lib, Ax 0 da (sinx)' =cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
(cosx) =—sinx boMishi topiladi. »

4- misol. (log x)' :ﬁr!'é bo‘ladi, a>0ta*|,x>0.



o< f(X)~ logflx funksiya uchun
lo8g (x +Ax)-logo(J;) = | N
AX AX \ X

bo‘lib, Ax 0 da

(log« X)' =i log, e =

bo'ladi. Xususan, (Inx)' =- bo‘ladi. »
X

5- misol. (arctgx)'=— 7 bo'‘ladi.
1M

M Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan
O'=arctgx, x =tgy)

/ :(arctgx)':-{-/\—,:COSZy = - =-5-2

(tg™) I+tg2y  |+x2
bo‘ladi.
Xuddi shunga o'xshash,
(arcsinx)'= — -, (x g (-1,1)),
V1-x2
(arccosx)' =- . (xg (-1,1)),
VI1-x2
1 - _ _N
(arcctgx) Tix

bo‘ladi. »
6- misol. Faraz qilaylik,

y =[«(®)roe>(u(x) >°)

bo‘lib, u'(x) va v'(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

([K(X)i'w i = [«to f*" [u'(*)In u(x) +" ~ «'(*)]
bo‘ladi.
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ml Ushbu y =[i/(a-)]Ju(x) ni logarifmlab,

Iny =v(X) Inu(x)
ga ega boMamiz, so'ngra murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash
qoidasidan foydalanib topamiz:

&

Y =Yy V'(X) eInu(X) +u(x) °u(x) em'(x)

g,y' =v'(x) mnu(x) +o(nr) ll]J m’(X),

=[u(x)f} Lu'(X)\n u(x) +G&)u'(x)

Bu (Y =uvelmy v' +Wafv- o1 (3)
tenglikdan, y = u v funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi goidasi
kelib chigadi: y = u v funksiyaning hosilasi ikki go'shiluvchidan iborat
bo‘lib, birinchi go‘shiluvchi uv ning ko‘rsatkichli funksiya deb olingan
hosilasiga (bunda asos w(x) o'zgarmas deb garaladi), ikkinchi qo‘shi-
luvchi esa uv ning darajali funksiya deb olingan hosilasiga (bunda
daraja ko'rsatkich v(x) o‘zgarmaS deb garaladi) teng bo‘ladi.

7- misol. Ushbu / (X) = Xx, g(x) =Xx*
funksiyalaming hosilalari topilsin.
4 (3) formuladan foydalanib topamiz:

fAX) =(xp) =xneln X+X Xx"1=xx(In X+ 1),

g'(x) =ixx*) =(@c/(ry' =x/(x) InX f(x) +f(x) -xn *hi =
=x*X elnx (xx(Inx +1)+xm X + =
= XIX+X1(XX In x(In X+ 1) +1).

5°. Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalaming hosilalarini
ifodalovchi formulalarni keltiramiz:
1. (C)'=Q C =const.
2. (xa)' =a *x“-1, oce R, x>0.
(xnY=nxm, ne N, xe R
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3. (axy =axIna, a>0 ao1l, xe R.
(ex)' =ex, xe R

4. (logax) =— a>0, a® 1 x>Q

(logfl Ix = , a>0 001 xnO.
(Inx) = X >Q

X
(Inxp =i, Xxoo

5. (sinx)' =cosx, X g R.

. (cosx)'=-sin x, x6 R

[e2]

~

. (tgx)' =—N—, X0 +1T, ne Z
COS X 2

oo

. (ctgx)' =---—--—-, X O NN, ne Z.
SIn X

9. (arcsinx)' =-r --, |x]|<l
yjl-x2

10. (arccosx)' =- .- x| <l.

11.

[HEN
—~
QD
-~
(o]
—~t+

(=]
X
~
I
1

N

1

|

1
X
Q
Py

12. (arcctgx)’ :"_I_-_F)>(<? R.
¢

13. (shx)'=chx, xe R.
14. (chx)'=shx, xe R.

15. (thx)'=—L-, xe R.
( ) ch x

16. (cthx)’ - X @0,
X
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Mashqlar

1. Aytaylik,/(x) funksiya (—a, a) ¢ R da berilgan va/'(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Agar/(x) juft funksiya bo‘lsa, /'(x) ham juft funksiya
bo'lishi isbotlansin.

2./ (x) funksiya R da berilgan bo‘lib. /'(x) hosilaga ega bo‘Isin.
ganday nugqjalarda |/(x)| funksiya hosilaga ega bo'ladi?

3. Ushbu 0 (/)

murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin.

21-  ma’'ruza
Asosiy teoremalar

1°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar hagidagi teoremalar. Bu
teoremalar funksiyalarni tekshirishda muhim rol o‘unaydi.

1-teorema. (Ferma teoremasi.) fix) funksiya Xcz R to‘plamda
berilgan. x0<zX nuqtaning atrofi ughun Ue{Xg) =(" -8, +5)c X,
(8 >0) bo'lib, quyidagi shartlar baijarilsin:

1)Vxe£/6(x0) dafix) </(x0K (/(x) >/(x0)) ,

2) /'(x0 mavjud va chekli bo‘lsin.
U holda/'(>X9 = 0 bo'ladi.

m Aytaylik, Vxei/8(x0)da /(x)< /(x0) bo‘lsin. Ravshanki,
bu holda

fix)-f(x0)<0

bo‘ladi.

Shartga ko‘ra, fix) funksiya x0 nuqtada chekli /%x0) hosilaga
ega. Shuning uchun

rw « lim - lim a = Um
X Xgq X >Xq +0 X* Aq X Aj

bo‘ladi. Ayni paytda, x > XgboMganda
<0=> Iim so,
X-Xq X->X0+0 X—Xq

X <Xx0bo‘lganda

ZiihOfo) 20 = lim a?tf*| =nXo)>0

X-Xaq X-+X0-0 X-Xq

bo‘lishidan f'ixo) = 0 ekani kelib chigadi. »



2- teorema. (Roll tcoremasi.) Faraz gilaylik,/(x) funksiya \a, b\ da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) f(x)eC\a,bl

2) Vxe (a, b) daf'(x) mavjud va chekli,

3) f(a) =f(b) bo'lsin.

U holda shunday x0e (a, b) nuqgta topiladiki, bunda /7'(*0) = 0
bo‘ladi.

A Shartga ko‘ra /(x) e C[a, b]. Unda Veyershtrassning ikkin-
chi teoremasiga ko‘ra/(x) funksiya \a, b] da o‘zining eng katta va
eng kichik giymatlariga erishadi, ya'ni shunday c,, ¢2 nuqtalar
(c,,c2e [a, b\) topiladiki,

/(c,) =max{/(x) |x e \a b]},
f(c2) =min{/(x) |xe[a, b\
bo'ladi.

Agar /(c,)=/(c2) bo‘lsa, unda [a, b\ da/(x) = const bo'lib,
Vx0e (a, b) da/'(x0 = 0 bo'ladi.

Agar /(c,) >f(c2) bo'lsa, u holda f{a) =f(b) bo‘lganligi sa-
babli /7 (x) funksiya/(c,) hamda/(c2 giymatlaming kamida bittasiga
[a, b\ segmentning ichki x0 (a <x0 <b) nuqtasida erishadi. Ferma
teoremasiga binoan /'(x0) =0 bo‘ladi. »

3- teorema. (Lagranj teoremasi.) Faraz qilaylik, /(x) funksiya
[a, b\ da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:

1) 7(x)e C(j, b],

2) Vxe (a, b) da/'(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.

U holda shunday c e (a, b) nugta topiladiki,

f{b)-f(a) =f\c){bh-a)
bo'ladi.

A Ushbu

F(x) =fix) - /(a) - nb)~=a{a)(x-a) (1)

funksiyani garaymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi
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F'(x) =fix) - (VMM

bo‘ladi. Roll teoremasiga binoan, shunday c(ce (a, b)) nuqtatopila-
diki, bunda

(2

r{¢c)» m m =o,
b-a

ya’'ni fib) - fia) =f\c)ib - a)
boiishi kelib chigadi. »

1- natija. Aytaylik, fix) funksiya (a, b) da\/'(x) hosilaga ega
bo‘lib, Vxe (a,b) da/'(x) = 0 bo'lsin. U holda Vx€ (a, b) da
/ (x) =const bo‘ladi.

A x, xQe (a, b) ni olib, chekkalari x va x0 bo‘lgan segmentda
f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab fix) =/(x0) =const
bo‘lishini topamiz. »

2- natija./(x) vag(x) ftinksiyalar {a, b) da/'(x), gix) hosilalaiga ega
bo'lib, Vxe (a, b) da fix) =g'(x) bo‘lsin. U holda Vxe {a, £) da
/(*) =£(*) +const bo‘ladi.

A Bu natijaning isboti fix)-g{x) funksiyaga nisbatan 1-natijani
qo'lJash bilan kelib chigadi. »

4- teorema. (Koshi teoremasi.) Aytaylik,/(x) va g(x) ftinksiyalar
quyidagi shartlami bajarsin.

1) fix)eC[a,b], gix)e C\a b]\

2) Vxe (a,b) da /'(x) va”'(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe (a,b) da g\x) * 0 bo'lsin.

U holda shunday ¢ e ia, b) nuqta topiladiki,

fib)-f(a) _ f'(c)

_ Zib)-g{a)  ¢'(c)
bo‘ladi.

A Awalo gib) *gia) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki
Sib) =g(a) bo'ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday
ce (a, b) nugta topiJar ediki, ¢'(¢) =0 bo'lar edi. Bu 3- shartga zid.
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Quyidagi

p(n) =f(x) - f(a) - I*M -SM 1 (X6 [e, *])
funksiyani garaymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday c¢ ¢ (a, b)
nuqta topiladiki,

®'(c) =0 (3)
bo‘ladi. Ravshanki,

(3) va (4) munosabatlardan

/"(C) - 1 (b)~f(a)g'ic)\ Q
*(*)-*(*) g KC) u’
ya'ni nb)-f(a) =Ac)

8(b)-g(a)  r'(c)
bo‘lishi kelib chigadi. »
1-misol. VX', x'e /? uchun |sinx'-sinx'| < |x'-x'|] teng-
sizlik isbotlansin.
** Aytaylik, x' <x" bo'lsin. f(x) =sinx ga [x\ x'1da Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday ¢ ¢ (x\ x') nuqgta topiladiki,

Isinx'- sinx" 1 = Icoscle(x"'- x")
bo‘ladi. Agar Vie R da |cos¢l <1 ekanini e’'tiborga olsak, u holda
yuqoridagi munosabatdan
|sinx'-sinx'] £1x'-x"], (Vx,x'e R)
bo‘lishi kelib chigadi. »
2 -misol. Ushbu
eX>1+X

tengsizlik isbotlansin.
A Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(t) =er funksiyaga [0, Xj da
Lagranj teoremasini qo‘llab topamiz:
ex-e° =ec(x-0), ce (0, x).
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Agarc >0daec> 1 bo'lishini e’tiborga olsak, u holda keyingi
munosabatdan ex > 1 + x bo‘lishi kelib chigadi.

Agar X <0 bo‘lsa, undaf(t) = e' funksiyaga [¥x> Q da Lagranj
teoremasini qo‘llab,

ex-e° =ec(0-x)

niva—x 0, ec < 1bo‘lishini e'tiborga olib, ex> 1 + x ekanligini
topamiz.
Ravshanki, x = 0 da e° = 1 Demak, Vxe Rdaex>1+Xx »
3- misol. Ushbu

a-b a a-b /
L« 8 <
. "PJ ) '?0 b<%)
tengsizlik isbotlansin.
A \b, a] segmentdaf{x) = In(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiya
shu segmentda uzluksiz va (b, a) da f\x):s( hosilaga ega.

Binobarin, Lagranj teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b <¢ <a) nuqta
topiladiki,

Ine-inb 1
bo‘ladi. Ravshanki,
b < Call Lc | ) a = > (6)
(5) va (6) munosabatlardan
qé-tl <In -E < E-Bb

bo‘lishi kelib chigadi. »

2°. Funksiya hosilasinig uzilishi hagida. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b) ning x0 nuqtasidan boshqga barcha nugtalarida /'(X)
hosilaga ega bo'lib, funksiya Xg nuqtada uzluksiz bo‘lsin.

Agar lim f'(x) - b limit mavjud bo‘lsa, u holda/(*) funksiya

Xgnugtada chap hosila/'(x0—0) ga ega bo'lib, /'(xg—0) = b bo'ladi.

lim,_f\x) =d limit mavjud bo‘lsa, u holda/(x) funksiya
0O
nugtada o‘ng hosila /'(Xq + 0) ga ega boiib, /'(Xq + 0) = d
bo'ladi.

Agar



A Avytaylik, 1** 0 va x0+Axe(a,b) bo‘lsin. Lagranj teore

masidan foydalanib topamiz:

= + e (O<o0<1)
Endi Iim~0/'(x) =D
mavjud bo'lsin deylik. Unda
lim f'(x) = lim f'(x) = lim +&x) =D
x -7 Xq-0 X-X,0-*-0 Aor-»-0 °
bo‘lib, Ax —Bda /'(x0+0°Ax)
ya'ni AX -» —0 da b

bo'ladi. Demak, /'(*<) - 0) =  Shunga o‘xshash, /'O 0+0) =d

bo‘lishi ko'rsatiladi. »
Aytaylik, /(x) funksiya x0 nuqtada hosilaga ega bo'lsin. U holda,

ravshanki,
/(m*0 -0) =f"(x0+0) =/'(x0)
bo‘ladi. Ayni paytda,
x-IAim-o /%), x-!*igto 7°(x)
limitlarning mavjud va chekli bo‘lishidan
lim /'(x) = lim /'(x) =f'(x0)

bo‘lishi kelib chigadi.
Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar/(x) funksiya (a, b) da

/'(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu/'(x) hosila birinchi tur uzilishga

ega bo‘lolmaydi.
Boshgacha aytganda, har bir x0e {a, b) nugtada /'(*) funksiya

yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.
4- misol. Ushbu

xzsin)z, agar X ®0 bo'lsa,

/(*) =
0, agar x =0 bo‘lsa

funksiyani qaraylik.
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A X* 0 bo'lgan holda quyidagiga ega boMamiz:
f\Xx) - 2xsini - cos- .
X X

X = 0 bo'lgan holda hosila ta’'rifiga ko‘ra

bo'ladi. Demak, /'(x) funksiya R da aniglangan va X * 0 da uzluksiz
bo'ladi./'(x) hosila x = 0 nugtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi,
chunkix 0 da

/'(X) =2xsin - - cos -
X X

funksiya limitga ega emas. »

Mashqlar

1. Agar fix) funksiya (a, b) da chekli /'(x) hosilaga ega bo'lsa,
uning shu (a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar fix) va g(x) funksiyalar x >x" da chekli hosilalar: f\x),

g\X) ga ega bo'lib,
f(x0) =g(x0)y x >xq da f\x)>g\x)

bo'lsa, u holda x >x0dafix) >g(x) bo‘lishi isbotlansin.
3. Vx> —1 uchun

< +x) <
l4x In(l +x) <X

tengsizliklaming o‘rinli bo'lishi isbotlansin.

22- ma’ruza
Funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz gilaylik, 7/ (x) funk-
siya ia, b) da berilgan bo‘lib, x0g (a, 6), x0+Ax gia,b) boisin,

Ma'lumki, A/(x0) =/ (x0 +Ax)- /(x0) ayirmaf(x) fiinksiya-
ning xq nuqtadagi orttirmasi deyiladi.



/- ta’rif. Agar A/(x™) ni ushbu
A/ (x0) = A+Ax +a Ax
ko'rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, /(x) funksiya x0 nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi, bunda A—const, Ax 0 da a -» 0.

Teorema. /(x) funksiya x e (a, b) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi uchun uning shu nuqtada chekli /'(x) hosilaga ega bo‘lishi

zarur va yetarli.
A Zarurligi.f(x) funksiyaxe (a, b) nugtada differensiallanuvchi

bo‘lsin. Ta’'rifga binoan,
A/(x) = ABAX +a AXx

bo‘ladi, bunda A = const, Ax-> 0 da a -> 0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

*TM * A 4
AX a,

lim - Hm (A +a) =A
Ax—>»0 AX Ax-*0

Demak, /'(x) mavjud va/'(x) = A
Yetarliligi. /(x) funksiya x e (a, b) da chekli /'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Ta'rifga ko‘ra

/'(*) = lim =am 4/U>
AX-»0 AX Ax—0 AX

bo‘ladi. Agar

MY M

deyilsa, undan
Af (*) =f\ X) «Ax +aAXx

bo‘lishi kelib chigadi, bunda Ax-» 0 daa -» 0. Demak,/(x) funksiya
differensiallanuvchi. »
2 -ta’rif. Funksiya orttirmasidagi /'(-Xo) Ax ifoda /(x) funksiya-
ning Xgnuqtadagi differensiali deyiladi va df(x0) kabi belgilanadi:
df(xo0) =7'(x0) *AX.
Aytaylik, xe (a, b) nugtada differensiallanuvchi/(x) ftmksiyaning
grafigi 6- chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:

140



6- chi/wa.

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki,
DC _
ac e
bo‘lib, DC =tga AC =/'(x)AXx bo'ladi.
Demak, /(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya gra-
figiga (x,f(x)) nugtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar

ekan.
Faraz qilaylik. /(x) = X, xe R bo‘lsin. Bu funksiya differen-

siallanuvchi bo'lib, df(x) =(*)'« Ax =Ax, ya'ni dx = Ax bo’ladi.
Demak, (a, b) da diflerensiallanuvchi/(x) funksiyaning differensialini

df(x) =f"(x)dx

ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Endi sodda funksiyalaming differensiallarini keltiramiz:

1. d(xa) =coca-ldx, (x >0).

2. d(ax) =ax mnamx, (a>0, a*\).
3. d(logfix) =i logaedx, (x >0, a >0, a * 1).

4. ;/(sin X) = cos xdx.
5. d(cosx) =- sin xdx.

6. d(tg*) =—K—dx, (X *A+kn, K- 0,=%1, ..)e
COS X £
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7. ¢/(ctgx) :---s-i-nK;dx> (x * kn, k=0, £1,...).

8. ¢/(arcsinx) = }/Mdx, (-1 <x <1).
yJI-X2

9. d(arccosx) =- .* dx, (-1<x<1).
yJ\-X2

10. ¢/(arctgx) = |—+;de.

11. ¢(arcctgx) = ———\—+5)&ydx.

12. i(shx) =ch xdx.
13. ¢/(ch x) =sh xdx.

14. ;/(thx) = —h\;dx.
C

15. d (cth x) ——--2—dx, (x * 0).

sh x
2°. Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz qilaylik, / (x)
va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, x e (a, b) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x e (a, b) da

1) d{c ®(x)) =cdf(x), ¢ - const;

2) d(f(x) +9(x)) =df(x) +dg(x)\

3) d(f(x)g(x)) =g(x)df(x) +1(x)dg(x);

4) rff M (XW (xmx)dg(x) N
02(x)

bo‘ladi. Bu tasdiglardan birini, masalan 3- sini isbotlaymiz.
4 Ma'lumki,

d(f(x)g(x)) = (f(x)g(x))"dx .
Agar
(f(x)g(x))" =1"(x)g(x) +f(x)gXx)
bo'lishini e’tiborga olsak, u holda quyidagi tenglikka kelamiz:
142



d(/(x)9(x) =(F"(x)g(x) +f(x)g*(x))dx =
=9(x)f"(x)dx +f(x)g"(x)dx =g(x)df(x) +f(x)dg(x).
Faraz gilaylik, y =f(x) funksiya Xcz R to'plamda, g(y) funk5|ya

Y S{/(m): re X) to‘plamda berilgan bo‘lib,/'(y) vag'(y) hosila-
larga ega bo‘lsin. U holda

d(g(f(x))) =g"(f(x)) mf(X)
bo'ladi.

4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda-
lanib topamiz:

d(g(f(X))) =[o(f(x))\ dx =g*(f(x)) W (x)dx =£ '(/ «) mi(x). »

1- misol. Ta'rifdan foydalanib, ushbu 7/ (x) =x - 3x2 funksiyaning
X) ~ 2 nuqtadagi differensiali topilsin.
4 Bu funksiyaning x0 = 2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:
Af(2) =/(2 +Ax)- /(2) =2 +Ax- 3(2 +AxX)2-2+12 =
=-11 sAx - 3Ax2 =-11 «Ax +(-3 Ax) *Ax.

Demak, df(2) =-11 «dx. »

3°. Funksiya differensiali va tagribiy formulalar. Funksiya differen-
siali yordamida taqribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, /(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Xo€ (a, b)
nuqtada chekli /'(x0 hosilaga (f\XQ ¢ 0) ega bo‘lsin. U holda
Ax-»0 da

[/Uo) =f\ x0) *Ax +0(AX)
bo'ladi.

Ayni paytda,/(x) funksiya x0nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
uning differensiali

df(x0) =/'(*<))* Ax
boiadi. Ravshanki,
A/U0)-df(x0) =0(Ax)
bo‘lib, Ax -» 0 da
N(x0)-df(xQ)  Q

AX
Ml



ga ega boMamiz. Natijada
A/(*0w / (x 0),

ya’'ni

/ (X0 +Ax) - /(x0)+/'(x0)- Ax (1)
taqribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula X0, {a, b) nuqtada diffe-
rensiallanuvchi /(x) funksiyaning x0 nuqtadagi orttirmasi A/(x0) ni
uning shu nuqtadagi differensiali df(x0) bilan almashtirish mumkin-
ligini ko'rsatadi. Bu almashtirishning mohiyati funksiya orttirmasi
argument orttirmasining, umuman aytganda, murakkab funksiyasi
bo‘lgan holda, funksiya differensiali argument orttirmasining chizigli
funksiyasi bo‘lishidadir.

(1) formulada Ax =x -x 0 deyilsa, unda
/(x)» /(x0)+/'(x0)(x-x0) (2)

bo‘ladi.
2- misol. Ushbu sin 29° migdor taqgribiy hisoblansin.

A Agar f(x) =sinx, x0 =230° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

: 0 % i o ° o o _ o\ __ — L o— - *
sin 29° * sin 30° +cos 30° ¢(29° - 30°) o 0,5 Al 0,4848

bo‘ladi. »

Ma’lumki, x0g (@, b) nuqtada differensiallanuvchi/(x) funksiya
grafigiga (xq, 7 (x0) nuqgtada o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi quyi-
dagi ko‘rinishda yoziladi:

y =/(*0) +/(*<)X*-*0) *
Demak, (2) taqribiy formula geometrik nuqgtayi nazardan,/(x) funksiya
ifodalagan egri chizigni xOnuqtaning yetarli kichik atrofida shu funksiya
grafigiga (x0, /7 (x0)) nuqgtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirish
mumkinligini bildiradi.
(2) formulada x0 = 0 deyilsa, u ushbu

f(x) - /(0)+f"(0)x (3)

ko‘rinishga keladi.

f (x) funksiya sifatida (1 +x)a, V1+x, e*, In(l +x), sinx, tgx

funksiyalami olib, ularga (3) formulani go‘llash natijasida quyidagi
tagribiy formulalar hosil bo'ladi:
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(1+*)" « 1+ax, In(l+*)«*,

sjl + X * 14+ - X, sin X ~ X,
ex ~\ +X, tgx~Xx.
Mashglar

1. Aytaylik, n va y lar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib,
ulaming differensiallari du va dv bo‘lsin. U holda ushbu

y =arctg- +Indu2 +w2
\Y

funksiyaning differensiali topilsin.

2. Ushbu
f(x ) = xarctgx, agar bo‘lsa,
0, agar X=0
funksiya Xq—0 nuqtada difTerensiallanuvchi bo‘ladimi?
3. Ushbu yLL, 4/p2, Vi.002

migdorlarning taqribiy qiymati topilsin.

23- Ta'ruza
Funksiyaning yugori tartibli hosila va differensiallari

[". Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz qgilaylik, f(x)
funksiya (o, b) da berilgan bo‘lib, Vxe (a, b) daf\x) hosilaga ega
bo'lsin. Buf'{x) funksiyani g(x) orqali belgilaymiz:

£(*)=f'M, (xe (a,b)).

1-  tarif. Agar xQe (a, b) nuqtada g(x) funksiya ¢((Xqg hosilaga

ega bo‘lsa, bu hosilaf(x) funksiyaning xq nuqtadagi ikkinchi tartibli

hosilasi deyiladi vaf"(xQ yoki tor kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) ning 3-tartibli f"'(x), 4 -tartibli
f Mx) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.
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Umuman,/(x) funksiyaning n- tartibli hosilasi bo‘lganf (H{X) ning
hosilasi /(x) funksiyaning (a+1)- tartibli hosilasi deyiladi:
/ZHDW = (/<3 )'-

Odatda,/(x) funksiyaning/"(x),/"" (*),... hosilalari uningyuqori
tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki,/(x) funksiyaning
Xe (a, b) da n- tartibli hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu
nuqta atrofida 1-, 2-,..., (a-1) - tartibli hosilalari mavjudligini tagoza
etadi. Ammo bu hosilalaming mavjudligidan n- tartibli hosila mavjud-
ligi, umuman aytganda, kelib chigavermaydi. Masalan,

fix) = A

funksiyaning hosilasi /7'(*) = |x] bo‘lib, bu funksiya X = 0 nuqtada

hosilaga ega emas, ya'ni berilgan funksiyaning x = 0 da birinchi
tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi tartibli hosilasi esa mavjud emas.

1- misol. /(x) =ax bo‘lsin, a > O ne R. Bu funksiya uchun

(axy =axIno,
(axyY =(axIna)' =ax(Ina)2,
umuman

(fIx)(rt) =ax(In a)n (1)
bo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli
bilan isbotlanadi.

2- misol. /(x) =sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun
(sin X)' =cosx =sin +1j,
(sinx)" - (cosx)' =-sinx =sinIx+2jj.

Umuman, (sinx)(n) =sin |x +n

bo‘ladi. Shunga o'xshash,



3- miso). /(*) =p,a bo<lIsin*x >0 a € rR Bu funksiya uchun

(*a)' =axall
(ar°)" =(otx“"1)' =a(a - )ga_ 2,
umuman,
(nrax>=a(a _1)(a _2)...(a-n+1)xan
bo‘ladi.
Xususan, /(*) =i, (x>0) funksiya uchun
il \q) = (-1)an?
\X) X"
bo‘lib, undan
Xn

bolishini topamiz.
Faraz qgilaylik, f(x) va ¢g{x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo'lib,
vxe (a, b) daZw(x) vag (n(x) hosilalaiga ega bo‘lsin. U holda:

0 {cf(x)){n) =c «/(2)(x), ¢ =const;
2) (/(*)x £()<"> =/<">(%) £E(W)(x);

3) (F(x) 9(x)® :*’:‘CUf{k)(X) 9(K)(x), 2)

(c* = /<v)(jc)= 7w

bo'ladi.

N tasdiglardan 3- sining isbotini keltiramiz. Ravshanki, n = 1da

(2) munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat n — 1 da
o‘rinli bo‘lsin:

(7 (@) e¢ (n:))" :iioCi’/(k)(X)°
Keyingi tenglikni hamda
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bo'lishini e’tiborga olib, topamiz:

=XC*_, +p K)(x)g " k\x)) =Cb /LU 'Ux) +
*=)

+ £ (ct, +cE£,V *'w «""4 (X)+c kKIfw (x)g(x) =
k=0

kQ

Odatda, (2) Leybnitsformulasi deyiladi.
4- misol. Ushbu

_y=X2co0s2X
funksiyaning w-tartibli hosilasi topilsin.
4 Leybnits formulasida 7/ (x) =cos2x, ¢(x) =x2 deb olamiz.

Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x) = x2 funksiya uchun
k> 2 bo‘lganda

i kax)*{x?YK} =0, (k >2)
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

(x2c0s2x)W) =C®x2(cos2x)(n) +Ci(x2) '( cos2x)("~1) +
+C2(x2)'(cos 2x)("2).
Ravshanki,
(cos2x)(,) =2"cosl2x +«

(cos2x)(™) =2/11cosi2x +(«-1) | j =2n 1sin]2x +«] j,

(cos2x)(n 2) =2"2cos"2x+(n-2) =-2ntcos”™2x +nj J.
Demak,

(x2cos2x)(P>=2"(x2-""Njcos™2x +/ijJ+2" /ixsm | 2x+ »
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2a Funksiyaning yuqori (artibli difierensiallari. Faraz gilaylik,
f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo'lib, xg (a, b) nuqtada /"(*)
hosilaga ega bo'lsin. Ravshanki, /7 (x) funksiyaning differensiali

df(x) =f'(x)dx (3)

bo‘lib, bunda dx = Ax—funksiya argumentining ixtiyoriy orttirmasi.

2- ta’rif f(x) funksiyaning xe (a, b) nuqtadagi differensiali
df(x) ning differensialif (x)funksiyaning x g (a, b) nugtadagi ikkinchi
tartibli differensiali deyiladi va d 2 (x) kabi belgilanadi:

d2f(x) =d(df(x)).

Xuddi shunga o‘xshash, /(x) funksiyaning uchinchi d*f(x),
to'rtinchi d Ax) va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.

Umuman, /(x) fimksiyaning 1 - tartibli differensiali d fi(x) ning
differensiali/(x) funksiyaning (n+1)- tartibli differensiali deyiladi:

¢ Wi/ (x) =d{d"f(x)).
5- misol. Ushbu
/ (X) =Xe~X

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.
A Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga

ko‘ra topamiz:

d2f(x) =d(df(x)) =d(d(xe*)) =d(xdex+e xdx) =
=d(-xe~xdx +e~xdx) =-d(xé~x)dx+ ( de~x)dx
~(xde~x +e~xdx)dx - e~x(dx)2 =

- Xe~X(dx)1 - e=x(dx)2- e~x(dx)2 = (x -2 )e~x(dx)2. »

Differensiallash goidasidan foydalanib topamiz:

d2f(x) =d(df(x)) =d(f'(x)dx) =dx m(f\x)) =
=dx of ' (X)dXx =f*(x)(dx)2,
d3F(x) =d(dZ(x)) =f"(x)(dx)\ (4)

dnf(x) =f (n) (x)(dx)n.
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Masalan, yuqorida keltirilgan misol uchun
d2(xe X) =(xe~xy(dx)2 =(e x- xe~x)\dx)2 =
=(e x-e X-xe~Xx)(dx)2=(x-2)e~x(dx)2

bo'ladi.

Aytaylik, f(x) va £(x) funksiyalar (1, b) da berilgan bo'lib,
Vx0e (0, nuqgtada n- tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda:

1) dn(c mix)) =c minf(x), ¢ =const;

2) dn(f(x) £g(x)) =d*fix) £d"g{x)\

3) dn{f{x) «*(*)) =(Iaf{x) *g(x) +C\dHHix ) «dg(x) +

+.. +Ckdnkf(x) mky(x) +... +f(X) e</"E(*)

bo‘ladi.

Bu munosabatlaming 1- va 2- larining isboti ravshan. 3- muno-
sabatni isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.

3°. Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik,y =/(*) funksiya

(a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, X o‘zgaruvchi oz navbatida
biror t 0‘zgaruvchining [a, 3] da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin:

*=<plf) {te [a Bj, * =<p(Z)Elfl, ).
Natijada
Y=fix) =/(p())
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy ={f{*{t1)))'dt - /'(p(0) «dV)dt - /'(p(0) «dy(t) =f\x)dx

bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, y —fix)
funksiyada x o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror t o‘z-
garuvchiga bog'liq bo‘lgan holda ham y =f(x) funksiya differen-
sialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda, bu xususiyat differensial
shaklining invariantligi deyiladi.

Y- f (¢p(0) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha
bo'ladi:

d2y - d(df) =d(f'(x)dx) =df\x) mx +/'(*) d(dx) =
=/"'(*)e (dx)2 +f"(x)d2x.
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Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli
differensialJarda differensial shaldining invariantligi xossasi o'rinli emas-
ligini topamiz.

Mashqlar

1. Ushbu /(*)=1*P
funksiya x = 0 nugtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi?
2. Ushbu f(x) =(x- 1)2sinxsin(x -1)
funksiyaning n- tartibli hosilasi topilsin (n > 2).
3. Agary =f(x) funksiya n- tartibli hosilaga ega bo‘lsa,
dnf(ax +b) =a"f(n)(ax +b) «(dx)n
bo'lishi isbotlansin.

24- ma’ruza
Teylor formulasi

la Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ushbu
P(X) =bu +A (X- X0)+ &@(X- Xq)2 +...+b, (X- Xq)" (1)
funksiyani (n- darajali ko‘phadni) garaylik, bunda x@ R va
bQ, bj,..., b, — hagiqgiy sonlar. Bu bo, I\,..., b, lar quyidagicha ham
aniglanishi mumkin.
(1) tenglikda x = Xqdeyilsa,
= P(Xo)
bo‘ladi. P(x) funksiyani differensiallab,

P\Xx) =1- +2-" (X-X0)+..+« bn(x- Xp™1
va bu tenglikda x —xQdeb
L _ P\xo)
Al
bo'lishini topamiz.
P{x) funksiyani ikki marta differensiallab
P'(X) =21 b2 +...+n(n- 1) h,,(x- Xq)"™2

va bu tenglikda x = x0 deb topamiz: 151



L P'L

2,
Bu jarayonni davom ettira borib, Vk >0 da
o ")
°K ------- A

bo‘lishini topamiz.
Natijada P(x) ko‘phad quyidagi ko'rinishga keladi:

P(x)y=P(X,)+™ I (x -X,)+ X )2+ L+

(2)

Demak, [ar) ko'phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqta-
sidagi qiymati bilan to‘liq aniglanar ekan. (2) formula P(x) ko'phad
uchun Teylorformulasi deyiladi.

2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari.
Faraz qilaylik, /(x) funksiya (o, b) da berilgan bo‘lib, x04 (a, b)
bo‘lsin. Bu funksiya x0 nuqtaning

US(*fl) = (*0-8, xQ+8) ¢ (a,b), 8>0

atrofida 7'(-*), /7 '(* ) ,f {n(x), f {nH)(x) hosilalarga ega bo‘lsin.
Funksiya hosilalaridan foydalanib, ushbu

P»(/; x) =f(x0) + -x0) +- — -(x =Xq)2 +...

+N > (N Xor
ko‘phadni tuzamiz.
Agarf(x) funksiya n- darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,
f(x) =P, (f;x)

bo'ladi.
Agar / (x) funksiya ko'phad bo‘Imasa,

F(x)*pn(f;x)
bo'lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R,,(x) orqgali belgilaymiz:

a.(ac)-/(*)-/></:x).
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Natijada ushbu
/(*) =P,(F\x)+ RJx),
ya'ni

f(x) =/(x0) +L [iil (X- m,)+... + (x-Jg)" +4,«  (3)

formulaga kelamiz. Bu (3) formuJaf(x) funksiyaning Teylorformulasi
deyiladi. (3) formuladagi R,,(x) esa Teylorformulasining qoldigq hadi
deyiladi.

Endi goldiq had Rn(x) ni aniglaymiz. Xqnugtaning Us(xo) atro-
fidagi X ni tayinlab, ushbu

F(t) =f(x) -f{t)- EM {x-t)- (X-t)2+.. + IX-t)n
ftinksiyani [x0,x] ¢ U5(x0) (yoki [x,x0]c (J5(x0)) da garaymiz.

Bu iunksiya (x0, x) segmentda uzluksiz bo‘lib, (x0, x) da hosilaga
ega bo'ladi:

r(m+0)/ry

Demak, F (/) =- ~—mJLi(jc-/)".

Endi [x0 x] da uzluksiz, (x0, x) da chekli (nolga teng bo‘lmagan)
hosilaga ega ®(x) funksiyani olib, Fix) va ®(x) funksiyalarga |x, x0]
da Koshi teoremasini go‘llaymiz. Natijada quyidagi

F(x)-F(xqg) = F'jc)
©(*)~®(a0) P'(c)

tenglikka kelamiz, bunda ¢ =x0 +0(x - x0), (0 <0<1).
Ravshanki,

F{x) =0, F{xQ =Rn(x), F\¢ =-( 1£;(x-c)\



Unda (4) tenglikdan

—  <Ngj---------- m~ (X ¢) 5>

bo‘lishini topamiz.
a) Kosbi kolrinishidagi goldig hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(/) =x-/ bo‘lsin. Unda
®(x) =0, ®(x0) =x-x0, d'(c) =-1
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

R (X) = (X _¢)n=
_(n+1)(x-c)A

(n+1)

h{l-i[x-xo -0(x-*0)l (x-X0) =

/p)(CHAx-JTol1(1-0)”
ko‘rinishga keladi. Bu holda

/(*) =Hx0)+ " (x -X0)+Q gl(x -x0)2+..+
=+ (X'X,,r +|7| 7M (X_ XO)"'H(]_-O)"

formula hosil bo‘lib, unif(x) funksiyaning Koshi ko‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylorformulasi deyiladi.
b) Lagranj kobrinishidagi goldiqg hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(/) =(x - t)mH bo'lsin. Unda
®(x) =0, ®P(Xb)= (x-X0)/H]
®'(c) =-(n +l)(x-c)n, (C=Xo+0(X-X0))
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

o 1 . (x _c), . N
n! —n+1)(x—6) (a+1)!
ko'rinishga keladi. Bu holda
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/(*) =/(*0) + (Y - Vo) + (X - x0)2+...

N0 gy L)) g I ©

(c =x0+0 (x-x0), 0<0<])

formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko'inishidagi
goldiq hadli Teylorformulasi deyiladi.
d) Peano ko‘rinishidagi goldig hadli Teylor formulasi.
Yuqoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

+ X> +~Nr'(x- xe
(c =x0 +0(X-X0), 0<0<1).
f §\x) funksiya x0 nuqgtada uzluksiz. Demak, X -» x0 da ¢ -» x0
bo'lib,
f (nH ¢)” f{nHx0).
Shuni e’tiborga olib, x ->x0da
f-NEI(X-x0y =AN(*-*0)"+°<(*-*0>")

bo‘lishini topamiz. Natijada ushbu

f(x)=/(x0)+£ " (x-x0)+ -X Q)2 +... +

+- m7"-(*-*o)w+o((x-x0)n)y (x ->x0)

formula hosil bo‘ladi. Bu formula /(x) funksiyaning Peano ko'ri-
nishidagi qoldig hadli Teylorformulasi deyiladi.

3°. Ba’'zi funksiyalarning Teylor formulalari. /(x) funksiyaning
Peano ko‘rinishidagi qoldig hadli Teylor formulasini olamiz:

/(*)=/(x0)+M I (x -x0)+Qgx (X -x0)2+..+

brrh 7 (-Xa)" +0((x-XO)), (X ->x0).



Bu tenglikda X0 = 0 deb, ushbu

/(F)=/«>)+ N x+N x 2+.+] N x 7+o(x*¥), (x->0) (7)
formulaga kelamiz. (7) formula/(x) funksiyaning Makloren formulasi
deyiladi.

1) f(x) =ex bo'lsin. Bu funksiya uchun /(0) =1, /(n)(0) =1
bo'lib,

1 X2 X3 x* p)
=1 +A+=+—"+ — + -
e f. A 51 T3 - 0(X \5 X >6‘

bo‘ladi.
2) /(*) =(1+*)*, ae R bo'lsin. Bu funksiya uchun

/(0) =1 /(W)0)=a(a-1)...(a-7/2 +I)

bo‘lib,
(1+x)a =£ K1 ** +o(.v»), v_>0
*=)
bo‘ladi. Xususan,
1
k=H)
pax = Y (7% Ho(xm), x>0

bo‘ladi.
3) f(x) =In(l +x) bo‘lsin. Bu funksiya uchun

/(0) =0, /W (0) =(-1)*-,(A:-1)!

boiib, In(l +x) =X ( * +°(xn)> X -*0
bo‘ladi. .

Shuningdek, In(l - x) = +0(x"), x>0
bo‘ladi.
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4) /(-v) =sin.v bo'lsin. Bu funksiva ,, .
uchun raw r

=(-1)* bo'lib, /(0)=(
n 2 k1
sin.v =X (-I)4(2-*J’;|)|#0(-V")th . _xQ

bo'ladi.

5) f(x) =cos* bo'‘lsin. Bu funksiya uchun /(0)=i fi2)(n
bo'liib, =(-1/

cosx =X (-I)*”~ T+oU2'l), , >(>

bo‘ladi.

Misol. Ushbu f(x)=

I 7 3x+2
funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
4 Bu funksiyani quyidagicha

yozib, so‘ng .

bo‘lishidan foydalanib topamiz:

Mashgqlar

1. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu

_Xi
g 2-cos*

lim — =

x-+0  x 3SIN X
limit hisoblansin.
2. Ushbu /(X)) =e*2

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
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6-BOB

FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZI BIR
TATBIQLARI

25- ma’ruza
Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari

lo Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik, /(x) funksiya

(a, b) da (-00 <a <hb <-h») berilgan bo'lsin.

Ma’'lumki, Vx,, x2e (a, b) uchun x, <x2=f(x]) </(x2)
(7 (x]) </ (x2)) bo'lsa,/(x) funksiya (a, h) da o‘suvchi (qat’iy o‘suv-
chi), Vx,, x2e (a,b) uchun x, <x2=/(x,) >/(x2), (/(x,) >/(x2))
boisa, /(x) funksiya (a, b) da kamayuvchi (gat’'iy kamayuvchi) de-
yiladi.

1- teorema. Avytaylik, /(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vxe (a, /3 da/'(x) hosilaga ega bo‘lsin.

/(x) funksiyaning (a, b) da o‘suvchi bo'lishi uchun Vxg (a, b) da

/'(*) >0

bo‘lishi zarur va yetarli.

w Zarurligi. f (X) funksiya (a, b) da o'suvchi bo‘lsin. Unda Ax >0
bo‘lganda

f(x +Ax)-f(x) >0
bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:
f*M =f(x +0)= Um £Q
AX-*+0 AX

Yetarliligi. Aytaylik, Vx ¢ (a, b) da/'(x) mavjud bo'lib, /'(x) >0
bo‘lsin. [xj, x2] da (x,, X2¢ (&, b), X, <x2) /(x) funksiyaga Lagranj
teoremasini go‘llab topamiz:

f(x2)- /(*1) =f\¢) ¢(x2- x,) >0.

Demak, X <x2 =/(x,) </(x2), /(X) — o‘suvchi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz qilaylik,/(x) funksiya (a, b) da berilgan bo'lib,
Vxg (a, b) da/'(x) hosilaga ega bo‘lsin. /(x) funksiya (a, b) da
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kamayuvchi bo‘lishi uchun Vxe (a,b) da
f'(x) <O
bo'lishi zarur va yetarli.

Shuningdek, quyidagi teoremalami isbotlash giyin emas.

3- teorema./(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vxg (a, b) da
/'(x) hosilaga ega bo‘lsin./(x) funksiyaning (a, b) da qgat’iy o‘suvchi
bo'lishi uchun

1) Vxe (a, A) da/'(x) >0;

2) Vxe (a, p) da/'(x) =0 tenglik bajariladigan (a,(3) ¢ (a,b)
intervalning mavjud bo'lmaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

4- teorema, /(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vxg (a, b)
da /'(x) hosilaga ega bo'lsin. /(x) funksiyaning (a, da gat’iy
kamayuvchi bo‘lishi uchun

1) Vxe (a, b) da/'(x) <O

2) Wxg (a, ) da/'(x) =0 tenglik bajariladigan (a,p) ¢ (a,b)
intervalning mavjud bo‘Imaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

Demak, (a, b) da

/'(x) >0 =>/(x) o‘suvchi ==/"'(x) >0,

/'(x) <0 =/(x) kamayuvchi =~ /'(x) <0,

/'(x) >0 =/(x) qat’iy o‘suvchi =/"'(x) >0,

/'(x) <0 =/(x) qat’iy kamayuvchi =/'(x) <0
bo‘ladi.

1- misol. Ushbu

X2
/W -fr

funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘lish oraliglari topilsin.
4 Ravshanki,

/'(X) =x*2x(2- xIn?2)
bo‘ladi. Ushbu /'(x) >0, x-2~x(2-xIn2) >0 tengsizlik

XEN1I2) ° bo‘ladi. Demak,/(x) funksiya x e Jo, ) da

o'suvchi, (-«o0, 0) U >+°°) da kamayuvchi bo‘ladi. »



2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, /(x) funksiya
XczR to‘plamda berilgan boiib, Xge A bo‘lsin,
1- tarif Agar shunday 5 > 0 son topilsaki, Vx€£/5(x0) =

=(x0- 5, x0+6) ¢ X nugqtalarda
f(x) s/(x0) (fix) >f (Xq))

tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya x0 nuqtada maksimumga (mini-
mumga) erishadi deyiladi, xOnuqtaga esaf{x) funksiyaning maksimum
(minimum) nuqtasi deyiladi.

2- ta'rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki, Vxe £4(x0)\ {x0}
(i/5(x0) ¢ ) nugtalarda

/(x)</(x0) (/(x)>7(x0))

tengsizlik bajarilsa,/(x) funksiya xOnuqtada gat’iy maksimumga (qatiy
minimumga) erishadi deyiladi,

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan
uning ekstremumlari, maksimum hamda minimum nugqtalari esa uning
ekstremum nuqtalari deyiladi.

5- teorema. Faraz gilaylik, /7 (x) funksiya X a Rto‘plamda berilgan
bo‘lib, x0€ X nuqtada ekstremumga erishsin.

Agar /(x) funksiya x0Onuqtada /'(x0) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

f\xo0) =0
bo‘ladi.
A Aytaylik, /(x) funksiya x0 nugqtada maksimumga erishib, shu
nugtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda

36 >0: Vx6 £/8(x0) cz X da /(x)</(x0)

boiadi.

(x0-6, x0+5) intervalda /(x) funksiyaga Ferma teoremasini
qgoilab topamiz:

/#A) - 0. »

3 -ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqta uning
stansionar (kritik) nuqtasi deyiladi.

£slatma. Agar/(x) funksiyabiror nugtada ekstremumga erishsa,
u shu nuqtada hosilaga ega bo'lishi shart emas.

Masalan, /7 (x) = x| funksiya Xq= 0 nuqtada minimumga erishadi,
birog u shu nuqtada hosilaga ega emas.
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Demak, /(x) funksiyaning ekstremum nugqtalari uning statsionar
hamda hosilasi mavjud bo‘Imagan nugqtalari bo‘lishi mumkin.
4-ta'rif. Agar shunday 8 >0 son topilsaki,
Vxg (x0- 8,x0) da g(x) >0 yoki
Vxe (Xg- 8,x0) da £(x) <0
bo‘lsa, g(x) funksiya x0 nuqtaning chap tomonida ishora saqlaydi
deyiladi.
Agar shunday 8 >0 son topilsaki,
Vxe (x0,x0+8) da g(x) >0 vyoki
Vxe (x0,x0+8) da g(x) <0
bo‘lsa, g(x) funksiya x0 nugtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi
deyiladi.
6-teorema. Aytaylik, /(x) funksiya X ¢R to‘plamda berilgan
bo*lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) 38>0, Vxe £6(x0)c X da /'(x) hosila mavjud;
2)/'(x0) =0 ;
3) f'(x0) hosila Xg nuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora
saglasin.
Agar /'(x) hosila Xg nuqtani o‘tishda ishorasini o'zgartirsa,/(x)
funksiya x0 nugtada ekstremumga erishadi.
Agar /'(x0) hosila x0 nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
/ (x) funksiya x0 nuqtada ekstremumga erishmaydi.
< Aytaylik,
Vxe (Xg- 8, Xq) da 7/'(*) >0,
Vxe (x0, Xg+5) da /'(x) <0
bo'lsin. U holda Vx € (x0- 8, x0), f\x) >0=>/(x) o‘suvchi, ya'ni
fix) </(x0), Vx€ (x0,x0+8), /7'(*) <0=/(x) kamayuvchi,
ya'ni/(x) </(x0), bo'lib, Vxe (Xgq-8, Xg+8) da /(x)</(x,,)
bo‘ladi. Demak, bu holda /(x) funksiya x* nugtada maksimumga

erishadi.
Aytaylik,

Vxg (x0- 8,x0) da f\x) <0,
Vxe (xo0,x0+8) da /'(x) >0
11



bo‘lsin. U holda Vx € - 8, ), /'(x) <0=>/(x) kamayuvchi, ya’'ni
/(x) >f (x0> Vxe (x0,x0+8),/'(x) >0=>/(x) o'suvchi, ya'ni
/ (x) >/ (x0) bo'lib, Vx g (x0 - 8 x0+8) da /(x) >/(x0) bo‘ladi.

Demak, bu holda/ (x) funksiya x0 nugtada minimumga erishadi.

Agar Vxe (Xg- 8, Xg)da/'(x) >0, Vxe (x0,x0+8)da/'(x)>0
yoki Vxe (x0- 8,x0) da /'(x) <0, Vxe (x0,x0+8) da /'(x) <0
bo‘lsa, unda /(x) funksiya (x0-8,x0+8) da o‘suvchi yoki

(x0 - 8,x0+8) da kamayuvchi bo‘lib, /(x) funksiya x0 nuqgtada
ekstremumga erishmaydi. »

7 -teorema./(x) funksiya XczR to‘plamda berilgan bo'lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) /(x)eC(JT);

2) 38 >0, Vxe UB(x0)\{x0} da /'(x) hosila mavjud va chekli;

3)/'(x) hosila Xgnuqtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saglasin.

Agar /'(x) hosila x0 nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, /(x)
funksiya x0 nuqtada ekstremumga erishadi.

Agar /'(x) hosila x0 nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
/ (x) funksiya xOnuqtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema yuqoridagi 6- teorema kabi isbotlanadi.

8- teorema. Faraz qilaylik,/(x) funksiya Xc¢. R to‘plamda berilgan
vam€ N m>2 x0e Xbo'lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) 38 >0, Vxe G5(x0)c X da 7/ (w-I)(x) hosila mavjud;

2) / (m)(x0) hosila mavjud;

3) /'(-"0) =t"(x0)=... =/ (m-l)(xq) =0, 7/ (A)(x0) * 0.

U holdam =2k, ke TVbo‘lganda/(x) funksiya xOnuqtada ekstre-
mumga erishib, /7 (m,(x0) < 0 bo‘lganda x0 nugtada maksimumpga,
/ (M)(x0) >0 da minimumga erishadi.

Agar m =2k+\ ke N bo‘lsa, /7 (x) funksiya Xgnuqtada ekstre-

mumga erishmaydi.
*4/(x) funksiyaning x0 nuqtadagi Teylor formulasi

fix) =Z§O~ I (x-X +0((x-x0)w, x —=x0
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ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu
im)
/(m*)-/(*0)+-—  X-Xo)m+o ((x-x0)7), X X
ko‘rinishga keladi. Bundan esa X * Xgda

/(mVg) | 0((A-"r)
m\ (x-Xo)m

f(x)-V(x0) =(x-x0) X ->x0

bo‘lishi kelib chigadi.
«0» ning ta'rifiga ko‘ra ] |/(A)(x0)] >0 son uchun 38 >0,
Vx g Us (x0) \ {x0} nugtalarda

[o((*-=*o)m)] 1 jf(m) |

bo‘ladi. Demak, x e Ub(x0)\ {x0} uchun

/ <W)(Xq) 1 o(U-X0r) va [/ " »Xq)
w! (x-x0)m m\

migdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x g Ub(x0)\ {x0} da

f {mM

mV (*-*or

ning ishorasi /(x) - /(x0) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo‘lishi
kelib chigadi.

Agar m =2k, keN bo‘lib, /(m)(*0)>0 bo‘lsa, unda
f(x) - /(x0)>0, ya'ni /(x)>/(x0) bo‘ladi./(x) funksiya x0
nuqtada minimumga erishadi.

Agar m-2k, keN bo‘lib, /(m)(x0)<0 bo‘lsa, unda
f(x)-f(x0)<0, ya'ni /(x)</(xo0) bo‘ladi./(x) funksiya x0
nugtada maksimumga erishadi.

Agarm =2k +\ keN bo'lsa, /(x) - 7/ (x0) ayirma ishora sag-
lamaydi. Bu holda funksiya x0 nugtada ekstremumga erishmaydi. »

Xususan, agar x0 nugta/Z(x) ilmksiyaning statsionar nuqtasi bo’-
iib,/(x) funksiya x0 nugtada chekli /'(x0) * 0 hosilaga ega bo‘lsa,
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sftu nuqtada /(x) funksiya /'(jc0) <0 bo‘lganda maksimumga,
f"(xQ >0 da minimumga ega bo‘ladi.
2- misol. Ushbu

f(x) = - Syfx* +1
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
A Bu funksiya R =(-««; +°°) da aniglangan bo‘lib, u shu to‘p-
lamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:

f'(x)=2.]1.,5_5.2.x-5 - i~ . (1)

Ravshanki, funksiyaning hosilasi xI = 1 nuqtada nolga aylanadi:

/'(1) =0; x2 =0 nugtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko'rinadiki, X = 1nugtaning chap tomonidagi
nugtalarda f\x) <0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda f\x) >0 bo‘ladi.
Demak, berilgan funksiya x=\ nuqgtada minimumga erishadi va
min/(*) =/(1) =-2 bo'ladi.

Yana hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 0 nugtaning chap
tomonidagi nugtalarda /'(*)> 0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda
f'(x) <0 bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiya x = 0 nugtada maksimumga erishadi va
max/(x) =/(0) =1 bo'ladi. »

Mashqlar

1. f(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nugtada funksiya
ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin.
2. Ushbu

I
/(*)= ¢ X, agar x*0 bo'lsa,
0, agar x =0 bo'lsa
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

3. Aytaylik, f(x)e C[a,b\ bo’lsin. Bu funksiyaning [a, b] dagi
eng katta va eng kichik giymatlari ganday topiladi?
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26- ma'ruza
Funksiyaning gavarigligi, egilish nuqtalari va asimptotalari

1°. Funksiyaning qavariqligi va botiqligi. Faraz qilaylik, 7(x)
funksiya (fl, b) da berilgan bo'lib, x,, x2e (a, b) uchun x, <Xjbo'lsin.
/(x) funksiya grafigining (x,,7(x,)), (x2,/(x2)) nugtalaridan

o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni y - 1(x) desak, u quyidagicha
l(x) = )+i-5. /(x,)

bo'ladi.
/- 16>i/. Agar har ganday oraliqg (X,,x2) ¢ (a, 6) dajoylashgan
Vxe (x,, X2) uchun
/(xX)</(x) (/(x)</(x))
bo‘lsa,/(x) funksiya (a, b) da botiq (qatiy botig) funksiya deyiladi.
2- ta'rif Agar har ganday oralig (x,, x2) ¢ (a, b) dajoylashgan
VX € (x,, x2) uchun

/(x)>/(x) (/(x)>/(x))

bo‘lsa,/(x)funksiya (a, b) da gavariq (qat Ty gavariq)funksiya deyiladi.
Botig hamda qavariq funksiyalaming grafiklari 7- chizmada tas-
virlangan.

Aytaylik, a, >0, <2 >0, a, +a, =1 bo'lib, VX, x2e (a, b)

bo'lsin. Funksiyaning botigligi hamda qavarigligini quyidagicha
ta’riflash ham mumkin.

7- chizma.



3- ta'rif. Agar
/(a, x, +a2x2) <a,/i(x,) +a2/(x2),
(/(a, x, +a2x2) <a,/(x,) +a2/(x2))

bo‘lsa,/(x) funksiya (a, b) da botig (gat'iy botiq) deyiladi.
4- ta'rif. Agar

/(a, x, +a2) >af (x,) +a2/(x2),
(/(a, x, +a2x2) >a,/ (x,) +a2/(x2))
bo‘lsa,/(x) funksiya (a, b) da gavariq (qatly gavariq) deyiladi.
1- misol. Ushbu
/(x)=x2
funksiya R da gat’iy botiq funksiya bo‘ladi.
4 3- ta'rifdan foydalanib topamiz:
/(a,x, +a2x2) =(a,x, +a2x2)2 =(a,x,)2+2a,a2x,x2 +(a2x2)2 <
<azx2+a,a2(X +x2)2+a2x2 =a,x,2(a, +a2)+ax2(a, +a2) =
=a,x,2+ax2 =a,/(x,) +a2/(x2). »

1-  teorema. Faraz gilaylik,/(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
unda /'(x) hosilaga ega bo‘lsin. /(x) funksiyaning (a, b) da botiq
(gat’iy botiq) bo‘lishi uchun /'(x) ning (a, b) da o‘suvchi (qgat’iy
o‘suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.

4 Zarurligi. /(x) funksiya (a, b) da botig bo‘lsin. U holda

VX, X2€ (a,h), ¥ <x2, Vxe ™ ,x2) uchun

X2~ x2~XI
o . /(X)-/Ul) ™ /(X2)-/(X
bo lib, undan ( ) )5 ("ZQZ(—)
bo'lishi kelib chigadi ((x2- x,) =(x2- x) +(x - x,) deyildi). Ke-
yingi tengsizlikda x —xp so‘ng x —x2da limitga o'tib,

X2~

f( >
X2\
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bo'lishini topamiz. Undan /'(x,) <f'(x2) bo'lishi kelib chigadi.
Demak, f'(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi.
/(x) ftinksiya (a, b) da gat’iy botig bo‘lsin. U holda

f(x)-f(xx) < /(x2)-7(*)
X-Xi X2- X
bo'ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq

~ K N =f N <C\Kx’

=r(C2), x<wec < X
X2 —X

bo'lib, undan /'(x,) </'(x2) bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. f'(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (gat’'iy o‘suvchi)
bo‘lsin: Vxj, x2g (a, b), x, <x2 da

/'(x,)</'(x2) /'(x,) </'(x2).
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

— xR =7'(c), x <q <x;

M =n h X<C2<X;
X

Ravshanki, x, <c, <x <(2 <x2 =>q <c2. Demak, /'(c,) </'(c2)
(/'(c,) </'(c2)) bo‘lib, yugoridagi munosabatlardan

F(x)-F(X]) <f(x2)-f(x) (f(x)-f{xQ </(x2)-/(x) "
X-Xj X2-X I X-X, x2—X ]

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa/(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy
botig) ekanini bildiradi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.

2-  teorema. / (x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, unda /'(x)
hosilaga ega bo'lsin.

/ (X) funksiyaning (a, b) da gavariq (qat’iy gavariqg) bo‘lishi uchun
/'(x) ning (a, b) da kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va
yetarli.
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Aytaylik, /(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, u shu intervalda
/" (x) hosilaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari, (a, b) intervalning har
ganday (a, P) ((a, P)e (a, b)) gismida /" (x) aynan nolga teng bo'‘l-
masin.

3- teorema./(x) funksiya (a, b) intervalda botiq (gavariq) bo‘lishi

uchun (a, b) da
/'(*)> 0 (/'(x)<0)
bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti yugoridagi hamda funksiyaning monotonligi
hagidagi teoremalardan kelib chigadi.

2- misol. Ushbu /(x) =Inx (x >0)

funksiya gavarigq bo‘ladi.
m! Bu funksiya uchun

/'(*) =--J< o

bo‘ladi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan /(x) =In x funksiya (0, +°°) da
gat’iy gavarig bo‘ladi. »

2°. Funksiyaning egilish nuqtalari. Faraz qilaylik, /(x) funksiya
Xc. R to‘plamda berilgan bo‘lib, x0g X, (x0- 8, x0+5)c X, 8>0
bo‘lsin.

5-ta'rif. Agar /(x) funksiya (x0-8, x0) da botig (qavariq),
(x0,x0+8) da gavarig (botiq) bo‘lsa, x0 nugta /(x) funksiyaning
egilish nuqtasi deyiladi.

Aytaylik, /(x) funksiya (x0- 8, x0+8) da /"(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar Vxg (x0-8, x0) da /7'(x) >0 (/"(x) <0);

Vxg (X0, Xq+8) da /'(x) <0 (/'(x) >0)

bo‘lsa, f'(x) funksiya x0 nugtada ekstremumga erishadi vaf'(x) =0
bo'ladi. Demak,/(x) funksiya egilish nugtasidaf"(x)=0 bo‘ladi.

J- misol. Ushbu / (X) =x3
funksiya x0 = 0 nuqtada egiladi.

4 Bu ftinksiya uchun

/'(X) =6x m(3;

boiib,
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Vxe (-8, 0) da /'(x) <0

Vxe (0,8) da /'(x) >0, (8 >0)
bo‘ladi. »
3°. Funksiya graflgining asimptotalari. Faraz qgilaylik,/(x) fiinksiya
Xcz Rto‘plamda berilgan bo‘lib, x0nugta Xto‘plamning limit nugtasi
bo‘lsin.
6- ta'rif. Agar ushbu

! (0 7 00

limitlardan biri yoki ikkalasi ham cheksiz bo‘lsa, x = Xoto{ i chizig
f (x) funksiya graflgining vertikal asimptotasi deyiladi.

Masalan, fix) :iX funksiya grafigi uchun to‘g‘ri chiziq vertikal

asimptota bo‘ladi.
Aytaylik, /7 (x) funksiya (x0, +>) da aniglangan bo'lsin.
7-ta’rif Agar shunday k va b sonlari topilsaki,

/(X) =kx+b +ot(x) (x +00 da a(x)-» 0)

bo'lsa, y =kx+b tof 'ri chiziq /(x) funksiya graflgining og'ma
asimptotasi deyiladi.

4-  teorema. /(x) funksiya grafigi y - kx +b og‘ma asimptotaga
ega bo‘lishi uchun

lim — =k, lim (/(x) - kx) =b

bo‘lishi zarur va yetarli.
4 Zarurligi. y =kx+b to‘g‘ri chizig /(x) funksiya graflgining
0g‘ma asimptotasi bo‘lsin. Unda
/ (X) = £x+6 +0c(x)

bo‘lib, x —=+°° da a(x) ->0 bo‘ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib
topamiz:
/(X) . kx+b+ax _

- Tim

Tim
i° X X )i%° X

X

lim (/(x) - kx) - lim (b +a(x)) =b.
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Yetarliligi. Ushbu
lim ~ X - K, I|m (f(x)-kx)-b

munosabatlar o rlnl; bo‘lsin. Bu munosabatlardan
(/(x) - kx)- b =a(x) =0 =f(x) =kx +b +a(x)
bo‘lishi kelib chigadi. »

4- misol. /(x) = (X)’)y funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.
x-1

A Bu fimksiya uchun

= I|m

X-»+®°

bo‘ladi. Demak, y =x+ 2to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining
0g‘ma asimptotasi bo‘ladi.>

Mashqlar
1. Ushbu

TV = yux

funksiyaning botig hamda gavariq bo‘ladigan oraliglari topilsin.

2. Ushbu

Y 2x2+x-2
/W =—

funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin.

3. Ushbu

a) /(x) =x2Ve,

b) f(x) - x +2arcctgx ,

d) 7 (x) =\ex - Il funksiyalami hosilalar yordamida to‘lig tekshi-

rilsin, grafiklari chizilsin.
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27- ma’ruza
Lopital qoidalari

Ma’lum shartlarda funksiya limitini hisoblash goidalari o*rganilgan
edi. Ko'p hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’ni

) ) T

X -» X0 da /(x) >0, g(x) =0 () ning limiti {0)

X -» X0 da /(x) -» 400, ¢(X) ->+00; liil ning limiti f—),
£\X) \°°]

x->Xg da/(x) 4o M(x)-»-too: /(x)-g(x) ning limiti (<
X->X da /(x) 0, g(x)->0: (/(x))*(x)ning limiti (0°),
X->x0da /(x) >1 g(x) -» 40: (/(x))*{r>ning limiti (1°°)

x->x0 da /(x) -» og g(x) 0:f(x) g(x) ning limiti °0° ni
topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan goidaga ko‘ra hisoblash

qulay bo'ladi. Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital
goidalari deyiladi.

0 ® L
1 g va — ko'‘rinishidagi hollar.

1-  teorema Faraz qilaylik, /(x) va £(x) funksiyalar (a, b)
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

0 g/ (x) =0, imye(x) =
2) e (a,b) da /'(x) va g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, b) da ¢g'(x)*0

4) ushbu I|m0£(>3\* A (/e R) mavjud. U holda lmog M =

bo‘ladi.
A f(b) =0, g(b) =0 debolamiz. Bunda/(x) vag(x) funksiyalar

(b- 8, da (8 >0) uzluksiz boiib goladi. Teoremaning 4- shartiga
ko'ra;
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Ve>0, 35>0, Vxe(b-50Db): ~r\-A<e

g (x)
bo‘ladi.
Endi (b -8, &1 da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:

zw _/ )T - N<e (c€(Xb)c[b-5 ;]
- g(b)-g(x) (e (Xb)el )
Demak, lim =/.
X-»A-0 ¢(x)

Shuni isbotlash talab gilingan edi. »

(Inx)a —

1- misol. Ushbu  lim - a-i

X-*e X -e e
munosabat isbotlansin.

X \B
N /(m*) =(Inx)w- 1-1 , g(x) =x-e funksiyalar uchun (1, ¢) da

1- teoremaning barcha shartlari bajariladi:

X->€

) lim /(*) =lim  (In x)a - : -0, :

limg(x) =lim(x-e) =0

2) f'(x) =a(ln x)*! ol - ﬁ\(i*l)"\/' g'(x) =1

3) g\x) =1*0;
ocinx)a 1 e— —o(—
4) lim ~r\ - Hm —  1le 26
x—*e ¢ (Xx) x-+e 1
(In x) =
Demak, lim = lim jB |
x-*e g(x) X-*e X -e
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2- teorema. Aytaylik,/(x) vag(x) funksiyalar (a, +°°) da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlami bajarsin:

) lim /(x) =0, Jim£E(x) =0;
2) Vxe (o, +°°) da/'(w*), ¢'(x) hosilalar mavjud;
3) VxeTu, +o00) dag '(x) * O;
4) Ushbu lim =/
g (x)
mavjud (/¢ R). U holda
)I(I-r];l« g(X)
bo‘ladi.
mla >0deb, t =- deymiz. Unda Ze Jo, -j bo‘lib, x -» +°°da

t ->+0. Endi F(t) va (7(/) funksiyalarni quyidagicha aniqlaymiz:

NO-/(}). CO =S(1).

U holda
t-» +0 da F(t) -» 0, G(/) ->0;

(-2>

F
Ei

bo‘lib, 1-teoremaga ko‘ra, t ->+0 da

G(t)
ga ega bo‘lamiz. Keyingi munosabatdan esa
lim Zifi =/
=>t~g(X)

bo‘lishi kelib chigadi »



2- misol. Ushbu Jim —
2arctgx2-n

limitni hisoblang.
i
< Agar/(x)-ex -1 g(x) =2arctgx2- n deyilsa, ular uchun
2- teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan,
i

2 v 4x
f'(x) - —=Fe*2, ("(x) =
(x) x3 ' 6( ) 1+x4
I
_2¢el
- NN A e — |
bo'lib, leg,(x) = lim 44_t lim oy
1+x4

bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra

W g0 T Fd) = IMzadgx s T

bo‘ladi. »
Quyidagi teoremalar ham yugorida keltirilgan teoremalarga

0‘xshash isbotlanadi.
3- teorema. Faraz qilaylik, 7 (x) va g (x) funksiyalar (a, b) da
berilgan bo'‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) x.llg?ql(x) = 00, x-I’I*D-]Q g(x) =,
2) Vx€ (a, b) da /'(x), ¢'(x) hosilalar mavjud;

3) Vxe (a, b) dag'(x) * 0;

4) Ushbu Ilim =/, (/e /?) mavjud. U holda
X->pb-0 g ()

[im 0(x) =/
bo'ladi.
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4- teorema. Faraz qilaylik, 7/ (x) va g(x) funksiyalar (&> +00) da
berilgan bo'‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) )L@m/ (x) =°o, )I(l_)erE(x):oo;
2) Vxe (a,+~) da/'(x), g\x) hosilalar mavjud;
3) Vxe +00) dag '(x) * O;

4) Ushbu lim g:(f{f':/’ (/e R) mavjud. U holda

Wolfe)
bo‘ladi.
20. 0 -00, 00 00, 1™ 00 ko‘rinishidagi hollar. Bu ko‘rinish-

(e 0}

0
dagi anigmasliklar g> — hollarga keltirilib, so‘ng yuqoridagi
teoremalar gollaniladi.

1) x-»x0da /Z(x) Q g(x) °° bo‘lganda/(x) <g(x) funk-
siyaning limitini topish uchun uni
m . [
g(x) /()
deb, so‘ng 1- yoki 2- teorema go‘llaniladi.
2) X =X da /(x) -> K> g(x)->+0 bo‘lganda /(x) - g(x)
funksiyaning limitini topish uchun uni

| 1

/W _M)>*W U3E)
/(*) £(*)
deb, so‘ng 1-teorema qgo‘llaniladi.
3 x->x0da/(x) >Q ¢((x) Ohamdax ->x0da/(x) -> 1,
g(x) ->+0 bo‘lganda (f{x)f{¥ funksiyaning limitini topish

uchun awalo
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| | - y=(lx)gn .
funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar go‘llaniladi.
3 -misol. Ushbu !(l_lg\("x’\ );2

l[imit hisoblansin.

4 Awalo y :Iing\ ) )V deb olamiz. Ravshanki, x 0 da
X=»

. sinx SN |
fiIx Y —---2- 1, 0f — +00.
"X ) X >1, (i'X) )2/

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

/
sinx f r,§|r)\x\ . X  XCOSX-SinX
In | |
lim Iny - lim — = |im %=X izl — -—
X-+0 X-»0 X jc-»0 / 2) X=»° I X
1,. ~XCOSX-sin X ]I (xcosx-sinx) 1., Xsinx
= "hm == - liMm - —"% = - 2 Im -—=-- —
2 X-»0 X3 2 X-»0 N gN 2 X-y0 3X

i
Demak, lim i*”~r2 =¢ 6.
X-*0\ X )

Mashqlar

1. Ixtiyoriy a1 R da ushbu

: arctgxf 1
lim I 2a
X-*i In x n
tenglikning o‘rinli bo'lishi isbotlansin.

2. Ushbu

:Igm! X (J - arctg x

limit hisoblansin.
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7-BOB
ANIQMAS INTEGRAL

28-ma’ruza
Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchalari

la Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, /(x) va
F(x) funksiyalar (a, b) ¢ R intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz
bo‘lishi mumkin) berilgan bo‘lib, F{X) funksiya shu (a, b) ¢ R da
differensiallanuvchi bo'lsin.

1-ta’rif Agar (a, b) intervalda F\Xx) =/(x), (xe(a, b))
bo‘lsa, (a, b) da F(x) funksiya f(x) ning boshlang ‘ich funksiyasi de-
yiladi.

Masalan, /7 (x) = ) fanksiyaning (0, +°0) da boshlang‘ich funksiyasi

F(x) =Inx bo‘ladi, chunki (0, +°°) da F\x) =(Inx)’ :Xl =/ (x).

Aytaylik,/(x) va F(x) funksiyalar [a, b\ segmentda berilgan bo'lib,
F(x) funksiya shu \a, b\ da differensialanuvchi bo'lsin.

2-ta'rif Agar (a, b) intervalda F\x) =/(x), (xe(a, b))
bo‘lib, a va b nuqgtalarda esa

F\a +0) =f(a), F'(b-0) =f(b)
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, \a, b\ segmentda F{x) funksiya /(x) ning
boshlangich funksiyasi deyiladi.

1- teorema. Agar (a, b) intervalda ~(x) va O(x) funksiyalaming
har biri /(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda
F{X) va O(x) funksiyalar (a, b) da bir-biridan o‘zgarmas songa farq
giladi:

O(x) - F(x) =C, (C =const).

A Shartga ko‘ra (a, b) da O'(x) =/ (x), F\x) - /(x).

Demak, (a, b) da O'(x) - F\x). U holda 21- ma’'ruzada
keltiriligan 2- natijaga ko‘ra

O(x) =F(x) +C, (C =const)
bo‘ladi. »



Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar (a, b) da F(x) funksiya/(x) ning biror boshlang‘ich
funksiyasi bo'lsa, u holda f(x) funksiyaning (a, b) dagi ixtiyoriy
boshlang‘ich fiinksiyasi uchun

O(x) =F(x) +C, (C =const)

bo‘ladi.
1- eslatma. (a, b) da berilgan har qanday funksiya ham bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘lavermaydi.

1- misol. (—1, 1) intervalda ushbu
-1, agar -1 <x <0 bo'lsa,
/(*) = 0, agar x =0 boisa,
1, agar 0 <x <1 bo'lsa

funksiyani qaraylik.
Bu funksiyaning (—1, 1) intervalda boshlang‘ich funksiyaga ega

bo‘Imasligi isbotlansin.

4 Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni berilgan funksiya (-1, 1) da
boshlang'ich funksiya F{x) ga ega bo'lsin: F\x) =/(x), (xe (-1,1)).

Ravshanki,

n0)=/(0)=0 (1)
bo'ladi. Bu F(x) funksiyaga [0, x) segmentda (0 < x < 1) Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:
F(x)- F{0) =F'(c) x =f(c) x- x, (ce(0,x)).
Keyingi tenglikdan

bo'lib, ~'(+0) =1 bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa (1) munosabatga
ziddir.

Demak, garalayotgan/(x) funksiya (-1, l)da boshlang'ich funk-
siyaga ega bo‘lmaydi. »

2- teorema. Agar /(x)e C(a,b) bo‘lsa, u holda /(x) funksiya

(a, b) da boshlang'ich funksiyaga ega bo‘ladi.
Bu teoremaning isboti 34- ma’ruzada keltiriladi.
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2°. Funksiyaning anigmas integrali. Integrating xossalari.
Aytaylik, (a, b) da/(x) funksiya berilgan bo‘lib, F(X) funksiya uning
biror boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:

F'(x) =f(x), (xe(fl, b)).
U holda berilgan 7 (x) funksiyaning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi
F(x) +C, (C =const)

ko‘rinishda ifodalanadi.
3-taYif. Ushbu

F(x) +C, (xe (7, b))
ifoda/(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va

Jf(x)dx

kabi beigilanadi. Bunda J —integral belgisi,/(x) - integral ostidagi

funksiya, f(x)dx —integral ostidagi ifoda deyiladi.
Demak,

jf(x)dx =F(x) +C, (C =const).

Shunday qilib, (a, b) intervalda /(x) funksiyaning anigmas integrali
(a, b) da hosilasi shu /7(x) ga teng bo‘lgan funksiyaning umumiy
ko‘rinishini ifodalar ekan.

2- misol. Ushbu

integral topiisin,
A Anigmas integral ta'rifiga ko'ra, shunday F(x) funksiya topilishi
kerakki, F\x) =x3 bo‘lsin. Agar

F(x) =1 x4
deyilsa, ravshanki, F'(x) =x3 bo‘ladi. Demak,

Jx3dx =~x4+C, (C =const). »

3- misol. Ushbu

anigmas integral topiisin.
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Bu xossa anigmas integralning additivlik xossasi deyiladi.
4) Ushbu J kKf(x)dx =kJ/ (x)dx (5)

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bunda k —o'zgarmas son va k * 0.

Bu xossa yuqoridagi 3- xossa kabi isbotlanadi.

2-eslatma. (2) va (5) tengliklarni o‘ng va chap tomonlaridagi
ifodalar orasidagi ayirma o‘zgarmas songa barobarligi ma’'nosidagi
(o‘zgarmas son anigligidagi) tengliklar deb garaladi.

4- misol. Ushbu J = s X

integral topilsin.
4 Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalansak, unda

- 3sinx\ix - 5] ydx - 3Jsin xdx

1+x2
bo‘lishi kelib chigadi. Endi
(-eos*)' =sinx, (arctgx)'=— T
I+x¢,

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

5f— jdx - 3fsin xdx - 5arctgx +3cosx +C .
J 1+ J

Demak, J =5arctgx +3cosx +C. »

3°. Asosiy anigmas integrallar jadvali.
Elementar iiinksiyalaming hosilalarijadvali hamda anigmas integral

ta’'rifidan foydalanib, sodda funksiyalarning anigmas integrallari
topiladi. Ularni jamlab, jadval ko‘rinishiga keltiramiz:

1) Jo«ix-C, C =onst

2) J ledx - x +C.

3) foadx =51 +C, (<x*-1).

4) I'—=Inx]+C, (x *0).
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axdx = — +C, (tf>0, a* 1)
5) J Ina

J|exdx =<

sin XdXx
6)1J

7)chos xdx

ST
) c0s2 X
o X
9)] sin2 X
. dx arcsinx +C, , ,

, -1 <x<l).

10) - arccos X +C, ( )

arctgx +C,
1*) higj+x - arcctg x +C.

12) Jshxi/x =ch x +C.

13) Jchxdx - shx +C.

14) (-2 =-chx +C, (x *0)
Jsth

= +

15)J.Ch . th x +C.

4°. Differensiallash va integrallash amallari hagida. Aytaylik,/(x)
funksiya (a, b) c. R da berilgan bo'lsin.

Odatda, /(x) funksiyaning hosilasini topish uni differensiallash
{fix) funksiyaga differensiallash amalini qo‘Hash) deyiladi./(x) funk-
siyaning (a, b) dagi boshlang'ich funksiyasini topish, ya'nif(x) ning
anigmas integralini topish uni integrallash (f(x) funksiyaga integral
amalini goMlash) deyiladi.

Differensiallash va integrallash tushunchalari matematika va uning
tatbiglarida muhim rol o'unaydi.
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Matematik analizning dififerensiallash tushunchasidan bir gancha
masalalami, jumladan, harakat gonuniga ko‘ra nuqgta harakatining
oniy tezligini topishda, egri chizig ma’lum bo‘lgan holda unga urinma
o‘tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko‘p hollarda harakatdagi nuqtaning har bir vaqgt momentidagi
tezligi ma’'lum bo‘lganda harakat gonunini topish, egri chizigning
urinmasiga ko‘ra o‘zini aniglash masalalari yuzaga keladi. Bu holda
funksiyaning hosilasiga ko‘ra o‘zini topish lozim bo‘ladi. Bu yugorida
eslab o'tilgan masalalarga teskari bo‘lib, ular funksiyalami integrallash
amali yordamida yechiladi.

Demak, funksiyalami differensiallash va integrallash amallari o‘zaro
teskari amallar bo‘ladi.

Ma’lumki, elementar funksiyalaming (bunda ratsional funksiyalar;
darajali, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar; trigopnometrik va tes-
kari trigonometrik funksiyalar, ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘payt-
masi, nisbati ham chekli marta superpozitsiyalardan tuzilgan funk-
siyalar tushuniladi) hosilalari yana elementar funksiyalar bo‘ladi.

Ammo hamma elementar funksiyalaming integrallari elementar
funksiyalar bo‘lavermaydi.

Masalan, ushbu

/(*) =sinXz, f(x) =cosx2, f{x) =exx (xe R\

funksiyalaming anigmas integrallari mavjud bo‘lsa ham ular elementar
funksiyalar bo‘Imaydi.

Mashqlar

1. /7(*) =W\ funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi topilsin.

2. Aytaylik,/ (x) funksiya (-00,-h») da berilgan toqg funksiya bo‘lib,
F{x) funksiya esa uning boshlang‘ich funksiyasi bo'lsin. F(x) juft
funksiya boiishi isbotlansin.

3. Ushbu

integral hisoblansin.
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29- ma \ruza
Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash

1°. 0 ‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. Faraz gilaylik,
/ (x) funksiyaning anigmas integrali

JH(x)dx (1)
berilgan bo‘lib,uni hisoblash talab etilsin.
Ko‘pincha, o‘zgaruvchi x ni ma’lum qoidaga ko‘ra boshga o‘zga-

ruvchiga almashtirish natijasida berilgan integra! sodda integralga
keladi va uni hisoblash oson bo‘ladi.

Aytaylik, (1) integraldagi o‘zgaruvchi yangi o‘zgaruvchi bilan ushbu
U =<p(x)
munosabatda bo'‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) <p(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsin;
2) g(i) funksiya boshlang‘ich funksiya G(t) ga ega, ya’'ni:

G'(t) =g(1), \g(t)dt =G(t) +C\ (2)
3)/ (x) funksiya quyidagicha ifodalansin:
/(*) =E£(<P(*))<P'((*)- (3)

U holda

JT(x)dx =Jg(cp(X))(p'(X)E/ X = G(<p(x)) +C
bo'ladi.

4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash goidasidan foyda-
lanib, (2) va (3) munosabatlami e’tiborga olib topamiz:

[G(<p(X)) +CJ =G'(¢(x)) * ="<<(jc) *P(x) =f(x) =
Bundan

JT (x)dx =G((p(x)) +C

bo‘lishi kelib chigadi. »

Shu yo‘l bilan (1) integralni hisoblash o ‘zgaruvchini almashtirib
integrallash usuli deyiladi.

Bu usulda, o‘zgaruvchinijuda ko‘p munosabat bilan almashtirish
imkoniyati bo‘lgan holda ular orasidan garalayotgan integralni sodda,
hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olish muhimdir.
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Matematik analizning differensiallash tushunchasidan bir gancha
masalalami, jumladan, harakat gonuniga ko‘ra nuqta harakatining
oniy tezligini topishda, egri chizig ma’'lum bo‘lgan holda unga urinma
0‘tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko‘p hollarda harakatdagi nuqtaning har bir vagt momentidagi
tezligi ma’'lum bo‘lganda harakat gonunini topish, egri chizigning
urinmasiga ko‘ra o‘zini aniglash masalalari yuzaga keladi. Bu holda
funksiyaning hosilasiga ko‘ra o'zini topish lozim bo‘ladi. Bu yugorida
eslab o'tilgan masalalarga teskari bo'lib, ular funksiyalami integrallash
amali yordamida yechiladi.

Demak, funksiyalami differensiallash va integrallash amallari o‘zaro
teskari amallar bo‘ladi.

Ma’lumki, elementar funksiyalaming (bunda ratsional funksiyalar;
darajali, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar; trigopnometrik va tes-
kari trigonometrik funksiyalar, ularning yig*‘indisi, ayirmasi, ko‘payt-
masi, nisbati ham chekli marta superpozitsiyalardan tuzilgan funk-
siyalar tushuniladi) hosilalari yana elementar funksiyalar boMadi.

Animo hamma elementar funksiyalaming integrallari elementar
funksiyalar bo‘lavermaydi.

Masalan, ushbu

/(*) =sinx2, /(*) =cosx2, f(x) =ed (xe R\

funksiyalaming anigmas integrallari mavjud boMsa ham ular elementar
funksiyalar bo‘Imaydi.

Mashqlar

1. f(x) = K funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi topilsin.

2. Aytaylik, 7/ (*) fiinksiya (-00,-h») da berilgan toqg funksiya bo'lib,
F{x) funksiya esa uning boshlang'ich funksiyasi bo‘lsin. F(x) juft
funksiya bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu

integral hisoblansin.
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29- Ta%nza
Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash

1°. 0 ‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. Faraz qilaylik,
/ (x) funksiyaping anigmas integrali

J/(x)ubc (1)

berilgan bo‘lib,uni hisoblash talab etilsin.

Ko‘pincha, o‘zgaruvchi x ni ma’lum goidaga ko‘ra boshqga o‘zga-
ruvchiga almashtirish natijasida berilgan integral sodda integralga
keladi va uni hisoblash oson bo‘ladi.

Aytaylik, (1) integraldagi o'zgaruvchi yangi o'zgaruvchi bilan ushbu

t =p(x)
munosabatda bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) do(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsin;
2) g(t) funksiya boshlang‘ich funksiya G(t) ga ega, ya’'ni:

G\t) =g(l), 1g(t)dt=G(t) +C; (2)
3)/(x) funksiya quyidagicha ifodalansin:
/(*) =£(p (*))-b'((*)- (3)

U holda

JT)dx =Jg (p(x)) P\x)dx =G(p(x)) +C

bo‘ladi.
4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda-
lanib, (2) va (3) munosabatlami e’tiborga olib topamiz:

[(P(h (X)) +C\ = (7 ( (")) ey'(x) =E£(D(X)) *'(x) =7 (X).
Bundan
if(x)dx =G(<f(x)) +C

bo‘lishi kelib chigadi. »

Shu yo‘l bilan (1) integralni hisoblash o zgaruvchini almashtinb
integrallash usuli deyiladi.

Bu usulda, o‘zgaruvchinijuda ko‘p munosabat bilan almashtirish
imkoniyati bo'lgan holda ular orasidan garalayotgan integralni sodda,
hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olish muhimdir.
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1- misol. Ushbu j sin 5xdx

integral hisoblansin.
A Bu integralni o‘zgaruvchisini almashtirib hisoblaymiz:

. 5x =t | i+ . . .
J sin 5xdx = J'—‘|Jsmtdt:-| cost +C =-1 cosbx +C.
5dx =d\ 5
2- misol. Ushbu tx
exX+e X

integral hisoblansin.
4 Awalo berilgan integralni quyidagicha

e Xdx
Jex+e-X oy g

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu integralni o‘zgaruvchini almashtirish
usulidan foydalanib hisoblaymiz:

"% EX =t
J = - - =—arctgt +C =arctgex+C . »
e2x +1 x : J |+t2

o T O

2- misol. Ushbu ] :icg);*

integral hisoblansin.
1 00 COSX

A Ravshanki, _
Cos*  cos2 x  1-SIn2x

cOoSxdx sin X =t

Unda
Jcégsfx J 1-sin2X  cosxdx =dt

bolib, Lot
-2 (woo+o0 2 (1+0 (1-0

bo‘lganligi sababli

f dt f dt \ If gdi+t) Cdjt-0)=1 In 14¥+C
J (I+) I (1-0 2J (1 J (2-0 1-t

bo'ladi. Agar

j =

I/ 1+sinx /x T
1-t  1-sinx MN\2 2
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bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

-k - = 2
jcosX In|tgg +2'5+C
ekanini .topamiz. »

4-misol. Ushbu J =) , (@*0,ae R)
\Ix2+a

integral hisoblansin.
A Integralda o‘zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

X+Vx2+a=t.

Unda
dt =d(x +yjxe +a) = oemee ax - Mstarxg b
Nx2+a y \Ix2+a \Ix2 +a
bo‘lib, undan ===

\|x2+a 1
bo‘lishi kelib chigadi.
Natijada

J=Jy =Inffj]+C =Inut+Vx2+a!+C

bo‘lishini topamiz. »
2°. BoMaklab integrallash usuli. Faraz qilaylik. u(x) va
funksiyalar uzluksiz u'(x), v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin.
Ravshanki,

(W(x) su(x))" =u(x) m(x) +u(x) su’(x)
bo‘ladi. Demak, F(X) =u(x) *v(x)
funksiya / (X) =n'(x) *u(x) +u{x) m'(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Bundan
J [n'(x) ei>(x) +w(x) ev'(x)]dx =u(x) w(x) +C

bo‘lishi kelib chigadi.
Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalanib

Ju(x) w'(x)dx =u(x) *u(x) - Ju\x) s (x)dx
bo‘lishini topamiz.



(5) formulani quyidagicha
Jux) dv(x) =u(x) m(x) - J v(x)du(x) 5)

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Bu (5') formula bofak'ab integrallash formulasi deyiladi. Uning
yordamida

J u(x) m\x)dx
integralni hisoblash
Ju(x) m(x)dx
integralni hisoblashga keltiriladi.
5-misol. J * cos x dx

integral hisoblansin.
4 Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

j’xcosxdx: v du:FIx j\:xsinx- L
cosxdx =dv, v =sinxi 3

Xsinx +cosx+ C. »

6- misol. Ushbu J =J \jx +adx

integral hisoblansin.
A Qaralayotgan integralda

n=yjx. +a, dv =dx

deyilsa, unda du= = dx, v=x

yjx2+a

bo‘ladi. Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

J =xwywx2+a-f * dx =x"jx2 +a - |- ria=adx —

=xjx2 +a - jy/x +adx +a]
X +a
= xylx 2 +a ‘J +aJ_FdX
vx2+a
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Demak, J =X\ +a -+ - &

\Ix2 +a

J = Xyjx: +a +al- (e
nk2+a
Ma'lumki, (I dagi 4- misol)
T dx
I-Jx2+a

:Inx + y[x 2 +a + C.

Natijada
J =\NIxMVadx =1 2 +0 +1 InJc+ylx n-a
bo‘lishi kelib chigadi. »
7- misol. Ushbu

Jn=Ff—~_..-, (we TV, Ue /2 4*0)
") (x2HR)'1
integral topilsin.
A Bu integralda

n= . dv =dx
(x2+02)"
deb olsak, unda
U= o 2Py
(x +0 )Wl

bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
Ji

b - +2/f rdx =
N oty Y (x2+a2)n+]
54
+2n =
(x2+a2)n (x2+Hi2)"H

Natijada Jn:()l(r_%)T +2n J"" 2wil2

bo‘ladi. Bu tenglikdan



r 1 X 2n-1 1 ion
LI PEGRRT L Uity 7! I S
bo'lishi kelib chigadi.
Odatda, (6) munosabat rekkurentformula deyiladi.
Ravshanki, n = 1 bo‘lganda

j\—f dx _If\ Wil 1 .tx+6
=) X[ +af _aJ.1+(x£i' — 5 aretgy

bo'ladi.
n >2bo'lganda mos Jnintegrallar (6) rekkurent formula yordamida
topiladi. Masalan,

/ _f d&x 1 X 1, 1 X 1
2 *pS|lp 22 x 2a2 2a2' (x"J) 27 *a +C
bo‘ladi. »
3°. Sodda kasrlarni integrallash. Ushbu
A ’ ( X * a)’ _r_@_)s:tg__
(x-a)m (X2+px+q)m

ko‘rinishdagi funksiyalar sodda kasrlar deyiladi, bunda mg N; A, B,
C, a, p, g - haqgigiy sonlar bo‘lib, x2 +px+qg kvadrat uchhad

haqiqiy ildizga ega emas, ya'ni g- ~ >0.

m = 1 bo‘lganda sodda kasrlaming integrallari

r dX Bx+C dx%
5 X-a ") X/\q-px+q
lar quyidagicha hisoblanadi:
\~"N~(dX = =A]n\x-a\ +C
J'X-a J Xx-a

Bx+C | Bx+C
[ A dx= } ix =
T X +px-+( J<X+—¥+(ﬂ-p_? X
| Z.J N 4/

190



X+E£
=y In(jc2 +px +q) +- j ZSLarctg -r==™+C *,

2Jq-~ q-

Aytaylik, me N, m > 1 bo’‘lsin. Bu holda sodda kasrlaming
integrallari

\- A dx, I *¢£ dx
J (x-U)m J (XR+px+q)

lar quyidagicha hisoblanadi:

f—— - — - ~ - = - +
| (X_a)r,ndx a}(x a)~md(X - a) (mj\)ﬁx—a)r‘ C,
B+ C X+? =t X =t~
X dx =
* (x2+px+g)m dx=dt, q--- =a

B f Itdt + C-~B I/I dt
(t2+a2)m
B . dt

2 (m-1)(t2+a2)m~I )J (t2Ta2)m

Keyingi munosabatdagi
| dt
" (t2+a2)m
integral (6 ) rekurrent formula yordamida topiladi,



Mashqlar

1. Ushbu

integral hisoblansin.
2. Ushbu J em cos bxdx

integral hisoblansin.

3. Quyidagi [— integralni bo'laklab integrallash natijasida:

du=dx, n=
X

n=X, dv=-

X

bo‘lishi kelib chigadi. Xatolik topilsin.

30- Ta'ruza
Ratsional hamda trigonometrik funksiyalarni integrallash

1°. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiglari.

Biz quyida algebra kursida o'rganiladigan ba’zi tushunchalami
hamda tasdiqlami (isbotsiz) keltiramiz. Ulardan ratsional funksiyalarni
integrallashda foydalaniladi.

Aytaylik,

Pn(x) = +0jX +a&Xz2 +... +anxn (2)

ko‘phad berilgan bo‘lsin, bunda ake R, k- 0,1, 2,..., 9, ne N
esa ko‘phadning darajasi.

Agar a e R uchun Pn(a) =0 bo‘lsa, a son P,,(x) ko phadning
ildizi deyiladi. Bu holda P,{x) ko‘phad x - a g a bo‘linib, u quyi-
dagicha

/»,(X) =(x-a)Q(x)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda Q(X) —(n —1)- darajali ko‘phad.

Agar P,,(x) ko'phad (x-a)k, (ke N) ga bo‘linsa, a son
P,,(X) ning K karrali ildizi bo'ladi. Bu holda Pn(x) ushbu
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P,,(x) =(n:-a)* R(x)
ko‘rinishda ifodalanadi,bunda R(X) - (n - K)- darajali ko‘phad.
Agar Z=da+ /Ml kompleks son PnxX) ko‘phadning ildizi bo‘lsa,
T =a - iB ham Pn(x) ning ildizi bo‘ladi. Shuningdek, Z=a +i son
Pn(x) ning Kk karrali ildizi bo‘lsa, z =a-/p son ham shu Pn(x)
ko‘phadning k karrali ildizi bo‘ladi. U holda Pn(x) ko‘phadning
ifodasida quyidagi
(x-2z)(x-z) =[x-(a +iB)][x-(a-1ip)] =
=Xz +px+q, (p =-2a, g=az +R2)
kvadrat uchhad ko‘paytuvchi bo‘lib gatnashadi.
Faraz qilaylik,
Q.(*) =@+ax +ax2 +... +a,Xn (2)
ko‘phad berilgan bo‘lib, a,,o0 2,...,a* haqigiy sonlar Qn(x) ning
mos ravishda A., A2,..., \k karrali ildizlari, &, 22, 2 kompleks

sonlar esa Qn(x) ning mos ravishda Yi» Y2»eee Y, karrali ildizlari bo‘lsin.
1- teorema. Har ganday n- darajali

Q,(x) =aQ+axx +ax2 +... * a,,xn
ko‘phad (ame R, m=0,1, 2,..., n,a, p0) ushbu

Q,(*) -(x-0ij )4 (x-a2lz2..(x- ak)xXk (X2 +pIx +qgl )y x
X(X2 +p2X + @ Y2 ...(X2 +psx +os)M (3)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda
X +X +.. +Xk+2(y, +y2+...+ys)-n
bo'lib, x2 +pix+qj, (i =1, 2,..., s) kvadrat uchhad haqiqiy ildizga

ega emas.
Ma’'lumki,
Pn(x) =a +alx +a:x2 +... +a,x", («e N),
&B(x) = +t\x+fyx: +... +lBx*, (se N)
ko'phadlar O, e R, bje R; 1=0,1,2,..,n;, j =01, 2,...,]) nis-
bati
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Pn(x) _ OQ+a\XHiz X +..+anxn

B (x)  bo+fyx+bjx2+..+bsxs
kasr ratsionalfunksiya deyilib, n <s bo‘lganda u tog i kasr deyilar
edi.

2- teorema. Agar P"(\);z) to‘g‘ri kasr maxrajidagi (s(x) ko‘phad ushbu

& (x)=(x-a)mQ(x), (me N)
ko‘rinishda bo‘lib, Q(x) ko‘phad x —a ga bo‘linmasa, u holda
m* = An + A1 + +A_ +P(X)

Qs(x) (x-a)m (x-a)m- x-a Q(x)
bo‘ladi, bunda Ae R, i=12 , n\ P(xX) —ko‘phad.
3- teorema. Agar P (&to‘g‘ri kasr maxrajidagi Qqx) ko‘phad ushbu

«ls

&B(jc) = (X2 +px+ QMQ(x), (Mg TV)
ko‘rinishda boiib, (x2 +px +q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega
emas), Q(x) ko'phad x2 +px +q ga bo‘linmasa, u holda

P.(X) _ Bmx+Cm + BmAX+CmA + + fls+C, + Fix)
QAX) (X2+px+qg)m  (X2+px+g)m~x X2+px+q Q(x)

boiadi, bunda Big R, C,g R, i=1,2,....m; P(x) - ko‘phad.
Yugorida keltirilgan 2- 3- teoremalar ixtiyoriy to‘g‘ri kasr har bir
hadi ushbu

(——) (ae R, Ae R, me N\
X-a)m

—----- — , (Be R, Ce R, peR, gqe R, pz2-49<0, me N)
(X +px+q)m
ko'rinishdagi kasrlardan, ya’'ni sodda kasrlardan iborat bo‘lgan yig‘indi
orqgali ifodalanishini ko‘rsatadi. Bunday holda toQg‘ri kasr sodda
kasrlarga yoyiladi deyiladi.

Aytaylik,

> (ne se N, n<ys)
QS(*V
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to‘g‘ri kasr bcrilgan bo‘lsin. Anialiyotda bu kasr sodda kasrlarga quyi-
dagicha yoyiladi:

1) Kasrning maxraji Qs(x) ko‘phad (3) ko‘rinishda yoziladi;

2) 2—3- teoremalardan foydalanib,

M(x)
G (%)
ni sodda kasrlarga yoyiladi;
3) bu yoyilmaning o‘ng tomonidagi sodda kasrlar yig‘indisi
umumiy maxrajga keltiriladi;
4) natijada hosil bo‘lgan

P.,(x) _ R,.(X)
Qs(x)  Q&(x)°
ya'ni PJx) =R,,(X)

tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlami tenglashtirib, noma’'lum koeffitsiyentlami topish
uchun tenglamalar sistemasi hosil gilinadi.

1-misol. Ushbu 3N
X +4x2+4X

to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
A Bu kasrning maxraji

X3+4X2+4X =X (X2 +4x +4) =x(x +2)2
bo‘lgani uchun 2- teoremaga ko‘ra

3x248 _ A B + C
X3+4XY+4x X X+2  (x+2)2

bo‘ladi. Uni

3x2+8  _ A(X+2)2+x(x+2)B+Cx

X3+ 4x2+4x X(Xx+2)2
ko‘rinishda yozib, ushbu
3x2+8=A(X+2)2+Bx(x+2)+Cx =
=(A+B)x: +(4A+2B +C)x +4A

tenglikka kelamiz. Ikki ko‘phadning tengligidan foydalanib, ushbu
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A +B =3,
4A +2B +C =0,
4A =S
sistemani hosil gilamiz va uni yechib
A=2, B=1 C=-10
bo‘lishini topamiz. Demak,

X248 2+ 1 + -10
X3+4x2+4x X x+2  (x+2)

2- misol. Ushbu X3+4)§2'2X+|
X +X
to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.

4 Ravshanki, X4 + X =X(X +1)(x2- x +1).
X&Px2-2x+1 A B Cx+D

Unda ® S T — _
X(X+1)(x2-x+I) X x+l| —x+1

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
X3+4x2 - 2X +1 =A(X3+1) +Bx(X2 - x +1) +(Cx+ D)(X2 +X) =
=(A+B+C)xs +(C+D- B)x: +(B +D)x +A

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlami tenglashtirib, A, B, C, D lami
topish uchun quyidagi

A+B+C =1,
C+D-B =14,
B+D=-2
A=1

sistemani hosil gilamiz. Uni echib topamiz:
Ami, B=-2, C=2, D=0

3+4x2-2x+1 1 -2 2X
Demak, TR
X X+ X+ |
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2°. Ratsional funksiyalarni integrallash. Faraz qilaylik, f(x)
ratsional funksiya bo‘lib, uning integralini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f(x) butun ratsional funksiya

/(X) =a + +axxX2 +... +anxn
bo‘lsin. Unda

Jf(x)dx =J (@ +  ta:xz +... +amxn)dx =

=00x +0,y +a2”-... +tan~ +C

bo‘ladi.
Aytaylik, / (x) kasr ratsional funksiya

fix) = (be N, me N)

b0 +D\X+DiX +...+bmxm  Qm (*)
bo'lsin. Agar a>w bo'‘lsa, unda />,* ko‘phadni Qm{x) ko4phadga

bo‘lish bilan fix) - JQPPI%*I)) ning butun gismini ajratib, butun ratsional
m(Xx
funksiya hamda to‘g‘ri kasr yigfindisi ko‘rinishida ifodalab olinadi:

»»asS F¥FFE o

Ravshanki, v{/ (x)dx :j R(x)dx +Jf\}n/\\><) dx.

Demak, /(*) = , (n>m)

ratsional funksiyani integrallash to‘g‘ri kasmi integrallashga keladi.
To‘g‘ri kasrlami integrallash uchun awalo uni 1° da keltirilgan usul
bilan sodda kasrlarga yoyiladi. Sodda kasrlami integrallash esa 29-
ma’ruzada batafsil bayon etilgan.

3-misol. Ushbu J x3+4x/2\+7x dx

integral hisoblansin.
A Integral ostidagi ratsional funksiyani sodda kasrlarga yoyamiz:



Demalk,
fxg+r11;%+§4'x<’c :ZJf % +j)€+y | Oj I%I(_th)z =

S2mp A e

. i [x6+2x%+2x2-\ .
4- misol. Ushbu J _)Z(_X%Hf&

integral hisoblansin.
4 Integral ostidagi funksiya ratsional funksiya bo‘lib, u noto‘g’ri

kasrdir. Bu kasrning surati x6 +2x4 +2x2-1 ko‘phadni maxraji
x(x2 +1)2 ko'phadga bo‘lib, uning butun gismini ajratamiz:

X6 +2x4 +2x2-1 x5+2x3 +X

X6 +2x4 +x2 X
X2 —1
/I\D K X6+2x4 +2x2-1 N x22—1/\
emak, = ------ —y— =X +— .
x(? +1 X(XzZ+l)
Endi x2-|
X(x2+1)2

to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
2-1 A, Bx+C Dx+E
x(x2+h2 "X xzil " XZ-ZI|—r>

X2-1=A(x2 +1)2+(Bx +C)x(x2+1) +(2Ox +E)x =

=(A +B)xs +Cx3+(2A +B +D)x2 +(C +E)x +A.
Keyingi tenglikdan

A=-1, B=1 C=0, D=2, E=0

bo‘lishini topamiz.

x2—3 ) -1 X 2X
Demak, x(x2+1\52 T + *T-I1 + (xZ+])
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N atijada,
X6+2X4+2x2-1 1 X 2X

dmmee2 - = X e f. +— =y
X(x2+I)2 X * +# (x2H)
bo‘lib,
Ao ) =U -fc [S .dx+
o ox(x +1) J 1 *2+
f | 1 fd(x2+l) ,C 2+
+ A Tdx =2~ Jidytag) —(f Y =
J (x +1) X2+l (x2+1)2
:2r Inhcl4|2III(x2+1) Xy+—l+C
boMadi. »

3°. Ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi hagida. Ikki nva v
o‘zgaruvchilar berilgan boMib, bu o‘zgaruvchilar yordamida ushbu

unvm (n =0,1,2,...; A=0,12,..)
ko‘paytmani tuzamiz. Quyidagi
P(u,v) =%) +liow+aQv +azou2 +auuu +ao2vz +...
+anOun +a{, mun-'v +... ++aHnA)uvn-1+alnvn

funksiya u va v o‘zgaruvchilarning ko'phadi deyiladi, bunda

#0»aXyaQves aon - hagiqgiy sonlar.
Aytaylik, P(u, u) hamda Q(u, u) lar nva n o‘zgaruvchilaming
ko‘phadlari bo‘lsin. Ushbu

ooy QU0

nisbat nva v ozgaruvchilaming ratsional funksiyasi deyiladi va R(u, v)
kabi belgilanadi:

Kop Wy, (Quw)*o).

Faraz qilaylik, nva v o‘zgaruvchilaming har biri o‘z navbatida
X 0°‘zgaruvchining
= (x),
V = \J/(x)
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funksiyalari bo‘lsin. U holda R(u, v) funksiya (p(x) va \j/(x) funksiya-
laming ratsional funksiyasi bo‘ladi. Masalan,

r, X 2ny2I+\
/(*) =
ypr+\Jx -1

funksiya u=-Jx, v=y[x -1
laming ratsional funksiyasi bo'ladi, chunki

uz2- 2v+|
R(u,v) = Ly

Xususan, <p(x) va \J/¥ laming har biri x o‘zgamvchining ratsional
funksiyalari bo‘lsa, u holda

R(u,v) = R({p(x), vi/(x))

funksiya shu x o‘zgamvchining ratsional funksiyasi bo'ladi.
Endi R(u, v) ratsional funksiyaning sodda xossalarini keltiramiz:

1)Agar R(-u,v) =R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R(u,v) =72,(«2,y)
ko‘rinishga keladi, bunda /?, ham ratsional funksiya.
2) Agar R(-u,Vv) =-R(u, V)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R(u,v) = R (uz2,u)
ko‘rinishga keladi, bunda R. - ratsional funksiya.
1) Agar R(-u,-v) =R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu

A(Uy)=A2" ,y2)

ko‘rinishga keladi, bunda R. —ratsional funksiya.

4°. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

Aytaylik, R(u, v) ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi boisin.
Ushbu

J 72(sin x, cos x)dx (4)
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integralni qaraymiz. Bu integralda

almashtirishni bajaramiz. Unda

. 2,0f 2, 'x52f  fe#t
INX = ——=— = — T, COSX = -em - = A
1+g2i, 1+2 Hg2i 1+

X =2arctg/, dx -
1+r

bo‘lib, J/?(sinx, cosx)dx =2j/7( :
bdiad?. Ravshanki, v
2t Lt

4/ 1+

R
[+t

ifoda t ning ratsional funksiyasidir. Demak, (4) integralni hisoblash

X
2
almashtirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keladi.
5- misol. Ushbu dx
J HHrsin X
integral hisoblansin.
A Bu integralda t=1g A
almashtirish bajarib topamiz:
2k
f-*_-f\iI-ZJ[dt--Z- 2 +¢c »
Jl+sinx ) 1+ 2/ (14 /)2 1+/ | +tgE

1+/2 2

Ayrim hollarda t- cosx, t=sinx, f=tgx almashtirishlar qulay
bo'ladi.
Aytaylik, /2w, v) ratsional funksiya uchun

R(-u,v) =-R(u,v)
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bo‘lsin. Bu holda

J R(sin x, cosx)dx =J /2 (sin2x, cosx) sinxdx =

- cosx

_ =-Ja2(1 - 11, t)dt
dt =- sin xdx
bo‘ladi. Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R(u,-v) =-R(u,v)

bo‘lsin. Bu holda quyidagi ifodani olamiz:

J 72(sin X, cos x)dx =J Rs (sin x, cos2 x) cos xdx =

t=Sinx 3(r 120

i = cosxis Lot -2

Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R(-u*-v) =-R(u, V)

bo‘lsin. Bu holda
J £(sinx, cosx)dx =J R (tgx, cos2x)dx =

/ = tgX

dt
jdx = — dt y ,

1+/2

bo‘ladi.
6- misol. Ushbu

J sin3 x cos4 xdx

integral hisoblansin.
4 Integral ostidagi funksiya uchun R(-u,v) =- R(u,v) bo‘ladi.

Shuning uchun cosx = t deyilsa, unda -sin xdx =dt bo‘lib,

Jsin3x cos: xdx =J(/2-1)tAdt =y -y +C=icos7x -icos5x +C

bo‘ladi. »
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Mashqlar

S5—X  — 2
X +X -X -X

1. Ushbu

to4y4i kasr sodda kasrlarga ajratilsin.

2. Ushbu 14,270, *

integral hisoblansin.

31- ma'ruza
Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

NQ 1 dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.

Faraz gilaylik, R(u, v) ikki o‘zgamvchining ratsional funksiyasi bo‘lib,
a, b, ¢, d —haqiqiy sonlar, ne N boMsin.
Ushbu

XD gy ad-be * 0
c(X+d

ko‘rinishidagi integrallarni garaymiz. Bu integral o‘zgaruvchini almash-
tirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keladi:

!nl_gg_f_tg_z t _ _b-tnd\
ax+h X_i\cx+d ctn-a
cx+d ~XIx="-hc)nt,, Idl

| (a-ct”)2 |
= ¢+ U0 T GBI AT L
J lact " (a-ctyJ)qi

1- misol. Ushbu
hx 1
ix x

integral hisoblansin.
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A Bu integralda t =
V I-x

almashtirishni bajaramiz. Unda

yotol 4 - 4t

A (r2+1)2
bo'lib, Py Thax =2,
bo‘ladi. Ravshanki,

f todt

n
=t- arctgt +C .
Jr+l J

Demalk,

Ng -rlTX dx :2V1->'< 2arctg{/—1~_)>(e +C. »

2°. ) /7(x, >/ax2 +bx +c)dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.

Bu integralda a, b, ¢ —haqiqiy sonlar bo‘lib, ax: +bx +c¢ kvadrat

uchhad teng ildizlarga ega emas.
Qaralayotgan

J R(X, yjaxza +bx +c)dx (1)

integral quyidagi uchta almashtirish yordamida ratsional funksiya

integraliga keladi.
a) a >0 bo'lsin. (1) integralda ushbu

t =yfax +yjax: +bx +c¢ (yoki t =-yfax + \jaxz +bx +c)
almashtirishni bajaramiz. U holda

ax: +bx +c =t2 - 2-Jaxt +ax2,
R-C gx - 2(siat: +ot+cyla)

5 -Jat+b (2-Jat+h)
24 b7 +Cc = _yfat tht+cyfa
yfax bk +c 2yiat+h

bo‘ladi. Natijada
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| R(X, 4axz2 +bx+c)dx =

-Jat2+bt+c\[a\ 2(yfat2+bt+c\ia) dt

"1 R{:Ni +b 2yfat+b (2\[at+h)
boiadi.
ax . . .
2- misol. Ushbu ] integral hisoblansin
XA\ £X+1

m! Bu integralda

t=x+Vx2+x +1
almashtirishni bajaramiz. Natijada

x =20 o o V2 My
1+2/ (1+2/)
bo' lib ] % oppadt
! X+yjxe +x+1 ~ fiv2s) 7

bo‘ladi. Agar

2(/ +/+1]) 2
/(1+2/) [/ 1+ (1+2/)2
boMishini e’tiborga olsak, unda

f * §f? __3_ 3 N _
xA\pe+xH Y WA (14202,
=2Infi- 1Inll+20\+ +C =

n 2 1 1 2(1+20)

=2In X +VXx2+x +1]- MIn 1+2x +2six2 +X +11+

-+C
2 (\h2 X+2 \Ix2 +x+I)

bo‘lishi kelib chigadi. »
b) ¢ > 0 bo'lsin. Bu holda (1) integralda ushbu

t ::(—(thxz +>+c - Vc)
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almashtirishni bajaramiz. Unda

X = ZSfCtzb—, aX = “Jet2-bt+ _’wa ét,

a-f (a+ty
yiaxz + x4|-c _ Vet -bt+adc
a-f

bo‘lib, (1) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi:
J R(X, yjaxz +bx +c)dx =

2yfet-b  -Jet2-bt+ajc  -let2-bt+sfca it
a-t2 a-t (a+1)2
d) ax2 + bx + ¢ kvadrat uchhad turli xxva Xz haqiqiy ildizga ega
bo‘lsin:
axz +bx +c =a(x - xx) ¢(X - Xz2).
Bu holda (1) integralda ushbu

= - ' + bx +
t vy yjaxz +bx +c

almashtirishni bajaramiz. Natijada

2
X = al W f yjaxe +bx+c =-U}H*2*t, dx - za(xl-x2)tdt
r-a r-a

bo'lib (t2-2)2
JR(X, ylaxz +bx +c)dx =
"R -axi +x» a(x\ -x2) C2a(xl-x2)t
- t2-a t2-a 1 TAr-dt
bo'ladi.
3- misol. Ushbu
-4 x 7 +3X+2
dx

M X+yIx2+3x+2

integral hisoblansin.
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N Ravshanki,

Xo +3x+2 =(x +1)¢(x +2).
Shuni e’tiborga olib berilgan integralda

t- —-yiXe +3x +2
X+1
almashtirishni bajaramiz. U holda
X - 2t_2 dx__Zt_dt_—.
r-1 (t2- 1)2
bo'lib,
-VX2+3x+2 f -2r2-4/ a({
1)(/+D3
bo‘ladi. Endi
3 16 W . .
-2t2-41 _ 4 27 18+ 18 + 3
N\ t. /H

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

i r  -2/2-4r___dt_3Trdt 16 T if
~J (f-2Hf-IH/+1)3  —4Ji-i 271

Izi* i f oa If A~ 3

108) /41 +18) (/+1)2 3J (/+1)3 4 M

16, u 17, > 1 1 1 g
-27,nl1'- 21- TUrIn*+4- 18 7Tr-6 (712 +C- »

3°. Binomial diflerensialni integrallash. Ushbu

xm(a + bxn)pdx

ifoda binomial differensial deyiladi, bunda ae R, be R, m, n, p —
ratsional sonlar.
Binomial differensialning integral!

NAxm(a + bxn)p dx 2

ni garaymiz. Bu integral quyidagi hollarda ratsional funksiyaning
integraliga keladi:
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1) p —butun son. Bu holda m va n ratsional sonlar maxrajlarining
eng kichik umumiy karralisini Oorqgali belgilab, (2) integralda
X =tb
almasTitirish bajarilsa, (2) integral ratsional funksiyaning integraliga
keladi.

4- misol. Ushbu / =] * dx
(1+7%)

integral hisoblansin.
4 Bu integralni quyidagicha yozib:

f—  dx = £X2(1+X3)"2dx
J (1+1/x)2 J

bunda p = —2 bo'lishini aniglaymiz.
Integralda x =t6 almashtirish bajarib,

J (1+/2)2
bo‘lishini topamiz. Ravshanki,
czm=f ot 4T 51
(1+t2)2 t2+1  (/2+1)2
Demak,

Jd t}-\Idt 15--LII - +31- 4arctg/ +5 --A +&arctg/ +C
bo'lib,

/ = . +18"/x - 21arctg\/x +] v;xll-l +C

bo‘ladi. »

2) I'%tl - butun son. Bu holda (2) integralda
I

tn

X
almashtirishni bajarib

jxm(a+bxfydx =1j(a +bt)p tgdt
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bo‘lishini topamiz, bunda
g M

So‘ng p ning maxrajini s deb
1

Z —(a +bt)s

almashtirishni bajaramiz. Natijada (2) integral ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

5- misol. Ushbu \]-tZ — integral hisoblansin.

VI-HVX2
A Bu integralda

|ch:|><{|473)2@<

m=} n=2 p =
bolib, fH- g8
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, berilgan integralda,
2 \
/=(1+x3)2

almashtirishni bajaramiz. U holda

1+x|3:tz, x=(/2-1)2, dx:-\(r2-1)2 .2 ot

bo‘lib,

2 1 7 5 I 2~
PX(I+x3)2dx=3j(t2- \pet2dt =3y -6y +/3+C, t=VI+Xx3
bo'ladi. »

1
3)p + g - butunson. Ma’'lumki, (2) integral x =tn almashtirish
bilan ushbu

m+\

-J(a +bt)pm~" ~dt =4J(a+bt)p -tcdt = t ptodt
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ko‘rinishga keladi. Agar keyingi integralda

p ffi

almashtirish bajarilsa (ssoni p ning maxraji), u ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

f dx
s - misol. Ushbu ] < -X-/y integral hisoblansin.

Xt v2+3
Ravshanki, f— ,==—===1* 2(2+3x2) 2dx.
X2V2+3x J
Demak, m=-2, n=2, p:-~1, _mt1+p:-l

boiib, p + g —butun son bo‘ladi. Berilgan integralda

almashtirish bajarib,

R/ T2/
X = . —, dx =-
Vr-3* yjit2- 3)3
f - N fx"2(2+3x2)"24x =
<2 V2+3jc2
T 43
=K -T) =-i +C = \% + C
bo‘lishini topamiz. »
Mashqlar
1. Ushbu  f------ : Og(( - - integral hisoblansin.
J (2x+1) v4x +4x+5
2. Ushbu fzx-e--—----- integral hisoblansin.

2SINX-COSX



8-BOB
ANIQ INTEGRAL

32- Taruza
Anig integral tushunchasi

la Segmentni bo‘laklash. Biror Ja, 4]cda segment berilgan
bo'lsin. Bu segmentning quyidagi
a=Xx0<* <+ <-X,,-l <Xn=b
munosabatda bo‘lgan
X yXu X% >.yX,, n X, (D

nuqgtalari to‘plamini olaylik.
Ravshanki, (1) to‘plam \a, b\ segmentni

£ =U0, x|, B =\xxx2\ ..., B, =[x, X,
bo‘laklarga ajratadi.
1- ta’rif. Ushbu
a =XQ<xx<xz2 <..<xXnA <xn-b
munosabatda bo'lgan
*0, X2, X5
nuqtalar to‘plami [a, b] segmentni bo‘laklash deyiladi va

P :{XQX',XZ,---,Xn_Iixn}

kabi belgilanadi. Bunda har bir xk (k =0,1,2 , n) nuqta \a, b]
segmentning bo‘luvchi nuqtasi, Wk>xk+l] (k =0,1, 2, n-1)
segment esa P bo‘aklashning oralig7 deyiladi.
Quyidagi
\p =max{Axk}, Ax* =xkH - xk
migdor P bo ‘aklashning diametri deyiladi.
Masalan, [a, b] = [0, 1] bo'lganda quyidagi

"To’ To'io’ 0 To”
olJ I 5 A 17,
"To’To’ 10" 10”10 ~
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nuqtalar sistemasi [0, 1] segmentning

P1a P 1010 10 T
A-J0i 1 | il
2 1101010 10" J
bo‘laklashlarini hosil giladi. Ulaming diametrlari mos ravishda
Iy -5 Xpi s
bo‘ladi.

Yuqoridagi keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, [e
segmentning turli usullar bilan istalgan sondagi bo‘laklashlarini tuzish

mumkin. Bu bo‘laklashlardan iborat to'plamni ~ bilan belgilaymiz:

2°. Darbu hamda intégral yig‘indilar. f(x) funksiya [a, b\ da
aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. Unda

3mg R, 3M ¢ R, Vxg [#/>] m</(x) <Af
bo‘ladi. Aytaylik,
/=fo, X2,...
[G, b] segmentning biror boiaklashi bo‘lsin. U holda bu bo‘lak-
lashning har bir [xk, xkH] (k =0,1, 2 , n- 1) oralig‘ida

mk =inf{/(*)}, x g [xk,xkH],
AX =sup{/(*)}, x8[xk,xkH], (k=o0,1,2,...,n-\)
mavjud bo‘lib
infi{/(")} S <)§f§w{/00)} (2
bo‘ladi.
VH
2- ta’rif. Ushbu s =" nmk'Ax*
k=0

yig‘indi f(x) funksiyaning [a, b] segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
Darbuning quyi yig‘indisi deyiladi.
Ravshanki, bu yig‘indif{x) funksiyaga hamda [a, b] ning Pbo*-
laklashiga bog‘liq bo‘ladi:
s =s(f,P).
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3-tarif Ushbu

s = X Mk «*xk
2

yig‘indi f(x) funlcsiyaning [a, b\ segmentning P bo laklashiga nisbatan
Darbuning yugori yig ‘indisi deyiladi.

Bu yig‘indi /(*) funksiyaga hamda [a, b] ning P bo‘laklashiga
bog'lig bo‘ladi:

S =S(f;P).

Endi kg {0,1,2 , n- 1} ning har bir giymatida [xk, jca+Ll] seg-
mentda ixtiyoriy  nuqtani tayinlaymiz: C*g[xk xkH], (A:=0, 1, 2,

n-1). Natijada [a, b] ning P bo'laklashiga nisbatan

nuqgtalar to‘plami hosil bo‘ladi. Bu nuqtalardagi f(x) funksiyaning

f{t>kh (* =0"1,2,...,/1-1)
giymatlari yordamida ushbu

/(E*) Axk
yig‘indini tuzamiz.
4 -ta'rif. Quyidagi
M\
<=2 /Nofc);****
k=0

yig‘indi / (x) funksiyaning [a, b] segmentning P bo 1aklashiga nisbatan
intégral yig‘indisi deyiladi.
Intégral yig‘indi, f(x) funksiyaga, P bo‘laklashga hamda har bir
[xk xkH] da olingan % nuqtalarga bog'liq bo‘ladi:
c =c(f;P;CKk).
Ravshanki, C*g[xk xk+i] uchun
mk <f{&k)<M k
bo‘lib, ayni paytda
s(f-P)<G (f-,P;"k)< S (f-P) (3)
tengsizliklar bajariladi.
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1- misol. Ushbu

f(x)=N\

funksiyaning [—1, 1] segmentda quyidagi
/>:g_, 2 1 1 o- - - T
T4 T2 T4 420 4]

bo‘laklashga nisbatan Darbu yig‘indilari hamda
Lk =xk, (k=10,1,2,...,7)
deb, integral yig‘indi topilsin.
w Berilgan /(x) =Ixl fimksiya uchun [—1, 1] segmentning

P:g-l-l-l-io---l
4 27 40 402747
boiaklashida
3 1 1 n
=4 M\=f" m =V 3 ’
m =0 m =2 Lo
A,=1, M,=], M2=i, M3=i,
a/d =" a/5=" me =1, M7=1
hamda

§4=0, 5s=+, $6=5. &7 =]|.

- N

/(40) =1. /(8.)=]|. /fe) =5>/fe) =
/«U) =0, /fe) =i, /<5y =i [«T)=Z

bo‘ladi.

Endi Ax* =~ (A =0,1,2,7) bo‘lishini e’tiborga olib to
pamiz:
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/r nx /3 1 1 n A 1 1 3\1

3 3
NOP)=(4+2+4+40+0+4+2+4)-4 =4>
ofr nx /1 3 1 1 1 1 3 1 <

a(/ ;™) =(I+3+1 +i +0+1 ~ +A).i=I. »

3°. Aniq integral ta’rifi. Faraz qilaylik,/(x) funksiya Ja, b] da
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. Unda [a, b\ oraligning har qanday
P boiaklashi hamda har ganday §* [Xk,xkH], k=0,1,2 ,n-1])
larda yugoridagi (2) va (3) munosabatlar o‘rinli bo‘lib,

(b- a) l[igtfl{/(*)} <i(/;P)<a(/; P\k)<
ES(/, PDE(*-«)e sup{/(x)} (4)

[a,b\
bo'ladi.
Endi \a, b] segmentning boiaklashlar to‘plami S1= {3} ning har

bir Pe  bo'‘laklashga nisbatan/(x) funksiyaning Darbu yig‘indilari
s(f, P) va S(f, P) ni tuzib, ushbu

{*(7;/>)}, {S(f-P)}
to‘plamlami garaymiz. Bu to‘plamlar (4) munosabatga ko‘ra chegara-
langan bo‘ladi.
5-ta’rif. {s(f, P)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi /(x) funk-

siyaning [a, b] oraliqdagi quyi integrali deyiladi va

b

] f(x)dx

a

kabi belgilanadi. Demak,

b
Jf(x)dx =sup{$(/;/>)}.
P

a
s-  tarif {S(f, P)} to‘plamning anig quyi chegarasi/ (x) funksiyaning
[a, b] oraliqdagi yuqori integrali deyiladi va
b
\f(x)dx
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kabi belgilanadi. Demak,
b
Jf(x)dx =mf{S(f-,P)}.
a

7-ta'rif. Agarf(x) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari
bir-biriga teng

b b
\f(x)dx =]f{x)dx

bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b) oraliq boYyicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.

Bunda quyi hamda yuqori integrallaming umumiy giymati / (x)
funksiyaning [a, b] oraliq bo'yicha aniq integrali (Riman integrali)
deyiladi va

b
Jf(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

b b b
Jf(x)dx =] f(x)dx :j f(x)dx.
a a a
a son integralning quyi chegarasi, b son esa integralning yuqori
chegarasi, [a, b\ segment integrallash oralig‘i deyiladi.
Eslatma. Yuqorida keltirilgan /7 (x) funksiyaning integrali ta’-

rifiga binoan integral

b

FF(x)dx

a
0‘zgarmas sonni ifodalaydi. Binobarin, integral ostida o‘zgaruvchining
ganday yozilishiga bog'lig bo‘Imaydi:

b b
\f(x)dx =~f{t)dt.
a a

2-misol. f(x) =C, Cg R, xe[a,b] bo'lsin.
Bu funksiyaning integrallanuvchanligi aniglansin.
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A [a, b\ segmentning ixtiyoriy
P ={xqi x\, xit** xn\, XN}
bo‘laklashini olib, unga nisbatan Darbu yig‘indilarini topamiz:

(C:/3=ACAxX =C(i-a),

*=)
n-I|
i(C;f) =£EC-tot =C (b-a).
k=0
Bundan sup{s(C\P)} =C (b-a),
P
inf{S(C;P)}=C (b-a)
b b
bo'lib, je dx=jC dx bo'lishi kelib chigadi.
a a
Demak,/(x) = C funksiya \a, b\ da integrallanuvchi va

b
Je dx=C (b-a).
a
Xususan, f(x) = 1bo‘lganda
b

Jdx =b-a

bo‘ladi. »
3-  misol. f(x) = D(X), Ae[0, 1] bo‘lsin. Bu Dirixle funksiyasini
[0, 1] da integrallanuvchanlikka tekshirilsin.
4 [0, 1] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashiga nisbatan Dirixle
ftinksiyasining Darbu yig‘indilari
«-1
s(D;P) =Z nk -Axk =0,
k=0

S(D;P) ="M kmAxk =b-a
k=0

bo'lib, sup{5(/); /=0, inf{S(D:P)}=b-a
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boiadi. Demak,

| |
JD(X)dx =0, JD(x)dx - b- a,
0

0 0
Dirixle funksiyasi integrallanuvchi emas. »
4°, Integral yig‘indining limiti. Faraz qilaylik,/ (x) funksiya [a, b]
segmentda berilgan bo‘lib, u shu segmentda chegaralangan bo'lsin.
[a, b] segmentning biror
P ={xo,xl,xz2,...,xnl,xn}

bo‘laklashini olamiz.
Ma’'lumki, f(x) funksiyaning bu bo‘laklashga nisbatan integral

yig‘indisi

k=9
boiadi.
s - ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son
topilsaki, [a, b\ segmentning diametri \P < 8 bo‘lgan har ganday

P bo‘laklashiuchuntuzilgan o (f\P'Ak) yig‘indiixtiyoriy% nuqtalarda

JE/E*)e Ax* -] <e
k=0

tengsizlikni bajarsa, 7/ son a(/ \P\"k) yig‘indining XP-»0 dagi limiti

deyiladi va
I'!m a(/;/>£*% =]
kabi belgilanadi.

Bu ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin:
Agar
Ve >0, 38>0, VPe p, XP <8, VE*

uchun \c(f;P;~k)-J\ <e
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bo‘lsa, u holda
l%ﬂeo(/;P;Ak):J
deyiladi.

9-ta’rif. Agar XP -> 0 da f{x) funksiyaning integral yig‘indisi
ct(/; PN\¥k) chekli J limitga ega bo‘lsa,/(x) funksiya [a, b\segmentda

integrallanuvchi (Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi, /soniga
esa/(x) funksiyaning [a, b\ segment bo yicha aniq integrali deyiladi. Uni

b
i TM dx

a

kabi belgilanadi. Demak,

Jf(X)dx =1lim JT /($*) <Ax*,
a k=0
4- misol. f(x) =X, X g \a,b] bo‘lsin. Bu funksiyaning aniq integ-
rali topilsin.
A [a, b\ segmentning ixtiyoriy
P={x0,x1,x2,...,xn1lxn}

bo‘laklashini olib, unga nisbatan /(x) = x funksiyaning integral yi-
g‘indisini tuzamiz:

c(f;P;2)k) ="¢ Z*k-AxKk,

k=0
bunda Axk =xAt - xk, xk <k <xk+, (k =0,1,2,..., n- 1)
Endi xk <N < xkitl

tengsizliklami Ax* >0 ga ko‘paytirib, hosil bo‘lgan

XK mAX* <% «Axk < xkH mAxk
tengsizliklami k ning 0, 1, 2, ..., n—1 giymatlari bo‘yicha hadlab
go'shib:
n-1 n-\ n-1
&K U] |*: mXKk *
fc=0 *=0
ya'ni
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A Ravshanki,
; /l(b*)€ R{\ayb\), ¢(x) e R([a,bJ) = (g(x) - f(x)) e /[#/>])
o'‘lib.
n
£(*) - f(x) >0=J(g(x) - f(x))dx >0 =

a
n b b b

Jg(x)dx - J f(x)dx >0 =J f(x)dx <J g(x)dx

bo'ladi. »
2- natija. Agar f(x) e , g(x) e /?((a,£]) bo‘lsa, u holda

J/(*)g(x)dxj <73t/ 2(x)dx ; Ifg2(X)dx (2)

bo‘ladi.
A Ixtiyoriy ae R uchun
b
f (f(x)-a-e-g(x)fdx>0

bo‘lib,
b b b
a2J) gz (x)dx - 2aJ f(x)g(x)dx +j f 2(x)dx >0
a a a
bo'ladi. Kvadrat uchhadning diskriminanti musbat bo‘lmaganligi sababli

(b Y b b
JEI(xX)g(x)dx - jf2(x)dx W gz2(x)dx <0,

ya ni
10 (V)

if(x)g(x)dx < j/ 2(x)dx mJg2(x)dx

bo'ladi. »



(2) tengsizliik Koshi-Bunyakovskly tengsizligl aeyiladl.
2-x0ssa. Agar f(x) e /?(]o,¢]) bo‘lsa, 7(x)]e R(\a,b\) bo'lib,

\[fO)dX\ <j\f(x)\dx
3]
boiadi.
A f(x)g bolsin. Integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra,

Ve >0 olinganda ham \a, b\ segmentning shunday P bo‘laklashi
topiladiki, unga nisbatan

S(f,P)-s(f\P) =" (UkAxk <e
keo
bo‘ladi, bunda wk - f(x) funksiyaning | dagi tebranishi.
Ravshanki, Vx',x'e [ayb] uchun
[iy(A)i - U™ F(x) - XN
bo‘lib, undan
supl17Ge)l - 1/ 7 sup [ /(X)) - T(x )
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
<k < co*

bo‘ladi, bunda ot —!/(d)] funksiyaning Ua, jeat, J dagi tebranishi.
Shulami e’tiborga olib,

S/ ;/3-s(i/ i,/ > ="i>* -Axk <]T(d* -*xk <e
*=() k=0
boMishini topamiz. Demak, |/(x)]g
f(x) va j/(x)j funksiyalaming integral yig‘indilari uchun
k—3- I w
=0 | =0
bo‘lib, Xp ->0 da limitga o‘tish natijasida
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3 f(x)dx <i0\f(x))dx

bo‘lishi kelib chigadi. »
3°. 0 ‘rta giymat hagidagi teoremalar. Aytaylik, /(x) funksiya
[a, b] da berilgan va chegaralangan bo‘lsin. U holda m=inf{/(x)},
M - sup{/(x)}, (x e \a,b\) mavjud va Vxe [a,b\ uchun
m<f(x) <M
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x)e /%[0,Z=]) bo‘lsa, u holda shunday
0'zgarmas u(/mn<uy<M) son mayjudki,
b
Jf(x)dx =ji(b-a)
a

boMadi.
4 Ravshanki,

b b h
m<f (x) <M =J mdx <J f(x)dx <J Mdx =

=m(b- a) <Jf(x)dx <M(b - a).
a
Keyingi tengsizliklardan
b
J f(x)dx

m<§—------- <LM
b-a

bo‘lishi kelib chigadi. Agar

JT(x)dx

b-a
deyilsa, undan



0
J/(jc)dx =\x(b-a)
a
bo‘lishini topamiz. »
3- natija. Agar f(x) e C\a,b\ boisa, u holda shunday 0e \ab\
topiladiki,
b
jf(x)dx =/(0) (b-a)
a
boiadi.
< Bu tasdig yuqoridagi teorema va uzluksiz funksiyaning
xossasidan kelib chigadi. »

2 -teorema. Agar f(x)e /(a:>]), g(x)€ 7?7([«,/?]) boiib,
[a, b\da g(jt) funksiya 0‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday
0‘zgarmas fi son [m<\x< M) mavjudki,

b b
I f(x)g(x)dx =njg(x)dx (3)

a
bo‘ladi.
A Aytaylik, Vxe [ayo\ da g(x) >0 bo‘lsin. Unda ravshanki,
m<f(x) <M =mg(x) < f(x)g (x) £ Mg(x)
boiadi.
Bu munosabatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalanib
topamiz:

b b b
mJ g(x)dx <J f(x)g(x)dx <MJ g(x)dx.
b

a) J g(x)dx =0 boisin. U holda

a

b
If(x)g(x)dx =0
a
boiib, ixtiyoriy p. (m<\x< M) da (3) o'rinli boiadi.
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b) Jg(x)dx >0 boisin. U holda

a
b
Jf(*)g(x)dx
M < 2—f----------- <M
J g(x)dx
boiib,
b
Jf ()g(x)dx
I g(X)dx
b b
deyilsa, undan Jf(x)g(x)dx =n jg(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. »

4-natija. Agar f(x)eC[a,b] bo'lib, g(x) e tf((a,Z>]) va g(x)
funksiya [a, b\ da o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday
0g [a,b] topiladiki,

b b
Jf(x)g(x)dx =/(0)g(x)dx

boiadi.
Mashglar

n

N 2 N

1. Ushbu ~ <J\Jl +cos2 xdx <—— tengsizlik isbotlansin.

X
4

b|.

2. Ushbu J~ dx ="\ M tenglik isbotlansin.



J AN C N N\ S A\ uvv, M 1 T- I U <133 1uulnvac™

sin. U holda Mae R uchun

fl-+ r
J f(x)dx =jf(x)dx
a 0
boiishi isbotlansin.
36- ma’ruza

Chegaralari o‘zgaruvchi boigan aniq integrallar

Ia Ba’'zi maiumotlar. Quyidagilami ta’rif hamda kelishuv sifatida
garaymiz:
1) Ixtiyoriyf(x) funksiya uchun

jf(x)dx =0.

a

2) f(x)e 7X]a¢>]) va a <bboiganda

a b

Jf(x)dx = —=Jf(x)dx

b a
boiadi.

1-teorema. Agar /(x)e /%]ai;>l) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
[a,p] ¢ [ab\ uchun f(x)e /?([a,pj) boiadi.

Mf (x) g R([a,b]) boiib, [a,p]c[c,;] boisin. Integrallanuv-
chanlik mezoniga ko‘ra, Ve >0 son olinganda ham [a, B\ oraligning
shunday / boiaklashi topiladiki, unga nisbatan

S(f;P)-s(f;P)<e
boiadi.

Pboiaklashning boiuvchi nugtalari x0,x, ,x2, ..., Xn j, X,, gatori-
ga a va p nuqtalami go'shib, [a, b] oraligning yangi P' boiaklashini
hosil gilamiz. Ravshanki, P a P’ boiadi.

Darbu yigindilarining xossasiga ko‘ra

s(f;P)<s(f-,P"),
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S(f;P)>S(f;P")
boiib,
S(f;P")-s(f; P")<z
boiadi.

P' boiaklashning [a, p] dagi bo‘luvchi nugtalarini shu oraligning
boiuvchi nugtalari sifatida garab, [a, p] oraligning Pxboiaklashini
hosil gilamiz. Bu boiaklashga nisbatan /(x) funksiyaning Darbu
yig'indilarini tuzamiz:

S(f\P,), s(f\Px).
Natijada

S(f;p')-s(fip )—a{ﬂ(l\/li‘
S(f;pl)-s(f;ph= (Ai k - mk) Axk
Ml

boiib, ulardan

S(/\"N)-*(/;/>,) <S (f-n - s(f\n
boiishi kelib chigadi. Demak,

S(;PD)-s{f;PI)<*
boiadi. Buesa /(x)e /7?([a,p]) ekanini bildiradi. »
2°. Chegaralari o‘zgaruvchi aniqg integrallar. Aytaylik, /(x) e R([a,b))

boisin. U holda yugorida keltirilgan teoremaga ko‘ra 7 (x) g V?([a,X]),

a <x <b boiib, funksiyaning [a, x] oralig bo'yicha aniq integrali
X ga bogiiq boiadi:
P(x) = (x e [a, b\, F(a)=0).
a
2- teorema. Agar / (x)e /?([a,A]) boisa, F(x)e C[a,b\ boiadi.

4 [/ (x)e /?((a,£]) boisin. [a, b] oraligdan ixtiyoriy x', X
nugtalami olib,
F(x") - F(x")
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F(x')- F(x') = /()<* =J 7(n)rfi = | 7(O*

xXm
Bu tenglikdan topamiz:

| x* | x
-

—

I/7u’) - 1=/ < <

£ (x ) oty dt N NR N m o\ d ot

.

| x* |

"
<sup [/)] -i1 d\=sup [/(0] *\x - X"\

Demak, Ve >0 ga ko‘ra, 8=--—---r I’ deyilsa, u holda

VY

| Xx'-x" <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx\ x’&\a, b\ uchun
F(x") - F(x")1=sup |/(0] «|X - X#<?gg\ll(/)l 8=

=8
laAl

bo‘ladi. Bu esa /-(X) funksiyaning [a, b] da uzluksiz boiishini bildiradi.
Demak, F(x)e C[a,b\. »

3-teorema. Agar f(x)eC[a,b\ boisa, u holda F(x) fimksiya
[a, b\ da hosilaga ega boiib,

F\x) =/(x)

boiadi.

A Aytaylik, /(x)e C[a,b] boiib, xe[a,b\, x +Axe]a,;>!
boisin. Aniq integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

X+ AX X+ AX

F(x+Ax)-F(x) _ 1
AX AX
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0 ‘rta giymat haqgidagi teoremadan foydalanib, ushbu

F(X+8ﬁ9-FM -/ (x +e-te), (O<0<1)

tcnglikka kelamiz.

Keyingi tenglikda, Ax ->0 da limitga o‘tib

F'(x)=/(x)

bo‘lishini topamiz. »

Natija. Agar f(x)e C\a,b\ bo‘lsa, u holda/(x) funksiya bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

4 Bu tasdig yuqoridagi 3- teoremadan kelib chigadi. Bunda/(x)
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi

F(x) =\f(t)dt
a

bo‘ladi. »

Faraz gilaylik, /(x)e /2(]s.£]) bo‘lsin. U holda 7/ (x)e /%(x/>1),
a <x <b bo‘lib, funksiyaning |x b] oraliq bo‘yicha aniq integrali
X ga bog'liq bo'ladi:

b
<b(x) = | fdt, UeK»], d(*) =0).

X

Anig integral xossasidan foydalanib topamiz:

b X b
ff(x)dx =j f(t)dt +j f(t)dt =F(x) +0>(x), (xe [a,b)).
a a X

Bu tenglikdan )

®(x) =Jf(x)dx - F{x)
a
bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglik, ®(x) funksiyaning xossalarini /(x) hamda F(x)
funksiyalarning xossalari orgali o‘rganish mumkinligini ko‘rsatadi.
Jumladan, /(x)e C\a,b\ bo'lsa, u holda

®'M =-f(x)
bo'ladi.
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A Hagigatan ham,

0'U) = = F\x)=-f(x). »

Mashglar

1. Agar F{x) - J sin xdx, x=]-11]
-|
boisa, u holda F(x) funksiyaning x = 0 nugtada hosilasi mavjud
emasligi isbotlansin.

2. Ushbu |im - ,fla’ct/g dt limit hisoblansin.
X-+|-00XJO | +

(Ko‘rsatma. Lopital goidasidan foydalaning.)

37- ma’ruza
Aniq integralni hisoblash

1°. Anig integralni ta’rifiga ko‘ra hisoblash. Aytaylik, /(x)e
e /N[E7/)]) boisin. Unda integral ta'rifiga ko‘ra

fim X Sk =] f(x)dx
=)

boiadi.
b

1- misol. Ushbu Jsinxdx integral hisoblansin.
a

< Ravshanki, f{x) =sinx e C[a, b]. Demak, f(x)eR([a,b\).
[a, bJ oraligni ushbu

a,a+a,,a+2a,,.., at+Aa,..., at/ia, =b

nuqtalar yordamida (bunda a,, =~ ~) n ta teng boiakka boiib,

245



har bir

[a+ka,,a+(k+Da,], (k=0,1,2,..,n-1)
bo‘lakda  nuqtani quyidagicha tanlaymiz:
tk =a+(k +a,,, (k-0,1,2,..., n-\).
U holda fix) - sin x funksiyaning integral yig‘indisi quyidagicha

- -
a =2rfSin(0 +(A +1)oc,,) *a,, =a,,]Esin(6+(£ +1a,,)
*:O k:0
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Maiumki,
sinia +(k +1)a,,) =— !— 2sin —sin(a +{k +1)a,,) =
23in—2 2

setran COS a+lk +2/a« 1_coS 5 +\k +, K

bo‘ladi. Natijada integral yig‘indi uchun ushbu

a=—-—Y cos a+/*+i)a, - cos a+1*+51an
2s5in™- ko
2
d,
= H ° +i “»)-cosH an»
2

tenglikka kelamiz.
Keyingi tenglikda \P =bxk - a,, -> 0 da limitga o‘tib topamiz:

h
fsin xdx =cosa - cosb. »
a
2°. Nyuton—Leybnits formulasi. Aytaylik, f{x) funksiya [a, b\
segmentda berilgan va shu segmentda uzluksiz boisin. U holdafix)
boshlangich funksiya



Fix) =Jf(t)ck

ga ega boiadi.

Ravshanki, <€¥¥ funksiya/ (x) rung ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi
boisa, u holda

<t>(x) = F(x) +C, (C =const)
boiadi.
Bu tenglikda awal x = a deb,
0(tf) =C,
so‘ngra x = b deb,

n

(D(b) = | f(x)dx +C

ifodani topamiz. Demak,

b
if(x)dx = (X>(b)-<t>(a). (1)
a

(1) formula Nyuton—Leybnitsformulasi deyiladi.

1%
Odatda, 0(6) - (D(a) ayirma <P(x)i kabi yoziladi. Demak,

Jff(x)dx =0(x) . <A - 3>(a).

Masalan,
f—dx =1In a:Inb—Ina:Iné, (a>0,b>0).

3°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi. Faraz gilaylik,
/ (x)e CJ[a,b] boisin. Ravshanki, bu holda
b
J f(x)dx
a
integral mayjud boiadi.
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Ayni paytda, bu funksiya [a, b\ da boshlang‘ich ®(ar) funksiyaga
ega bo'lib,
h
jH{x)dx = <i>{b)-<i>{a)
a
boiadi.
Aytaylik, aniqg integralda x o'zgaruvchi ushbu

X = <p(0

formula bilan almashtirilgan boiib, bunda cp(/) funksiya quyidagi
shartlami bajarsin:

1) <p(Og Cla,R] bo‘lib, d(/) funksiyaning barcha giymatlari
[a, b] ga tegishli;

2) <p(@) =a, t(p)-b\

3) (p(t) funksiya (a,B] da uzluksiz <p'(t) hosilaga ega boisin. U
holda

h R
JE(x)dx =3/(<p(r)) »<ht)dt 2)

bo‘ladi.
4 Ravshanki, ®(d (0) murakkab funksiya [ot,}] segmentda uz-
luksiz boiib,
(®(®(/))) =@ (p(0) @'(0
boiadi.
Agar @ '(x) =f{x) ekanini e’'tiborga olsak, unda

(h (0 (0))" =7 ((0) *'(0
boiishini topamiz. Buesa ® (¢ (0) funksiya [a,B] da Z (d(7))d'(0

funksiyaning boshlangich funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton—
Leybnits formulasiga ko‘ra

8
J/(<K0)«9V)dt =d(p(P)) - P(<K«)) =d<*)- d(A) (3)

a
bo‘ladi.
1Y



(2) va (3) munosabatlardan
b 3
Jf(x)dx =J/(<p(/)) *P\t)dt (4)

boiishi kelib chigadi. »

(4) formula aniq integralda o ‘zgaruvchini almashtirish formulasi
deyiladi.

2- misol. Ushbu VI - x2dx integral hisoblansin.

4 Berilgan integralda x =sin/ almashtirishni bajaramiz. Unda

VI - x2dx =] VI - sin2 /cos tdt =Jcos2tdt =

= GH o) K|+ Sr2))@=3

boiadi. »

4°, Boiaklab integrallash formulasi. Aytaylik, w(x) va u(x)
funksiyalaming har biri [0, /& segmentda uzluksiz w'(x) va (/(*)
hosilalarga ega boisin. U holda

* 6 *
Ju)dv(x) = (u(x) *u(x)) -*v(x)du(x) ()

boiadi.
4 Hosilani hisoblash qoidasiga ko‘ra
(«(*) sv(x)Y =u'(x) m(x) +u(x) m(x)

boiadi. Demak, u(x) w(x) funksiya [a, 6] oraligda u'(x) m(x) +
+u(x) *v'(x) funksiyaning boshlangich funksiyasi boiadi. Nyuton—
Leybnits formulasidan foydalanib topamiz:

0

J(W'(x) eu(x) +u(x) sv'(xX)Ydx = (u(x) m(x))
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Keyingi tenglikdan

h b b
Ju(x)dv(x) = (u(x)+u(x)) =) v(x)du(x)

boiishi kelib chigadi. »
(5) formula aniq integrallarda bo‘laklab integrallash formulasi
deyiladi.

3- misol. Ushbu XlInxdx integral hisoblansin.

4 Bu integralda u(x) =Inx, dv(x) =x deb du(x) - - dx,

u(x) =X bo'lishini topamiz. Unda (5) formulaga ko'ra: :
2 j Xi2 2 j « N
JXInxdx =Y Inx\ ~\2 ~xX=21In2--Jxdx=21In2 -
i /1l i i

bo'ladi. »

4- misol. Ushbu
/, =Jdsin" xdx, (n=0,1, 2 .)

integral hisoblansin.
m! Ravshanki,

70 jdX = /7, =sinicix=(-COSX) =1

n>2 bo‘lganda berilgan integralni

/,, =Jsin" xdx =] sin”1xd(-cosx)

ko‘rinishda yozib, unga bo‘laklab integrallash formulasini goilaymiz.



N atijada

C

Jn=(-sin” 1x mcos AYi2 + ( « - 1)Jsin'72 xcos2 xdx -

=(n- 1Jsin"-2 x(l - sin2x)dX = («- 1)Jsin™ 2 xdX —w —1)J sin" xdx =
0 0 0
—(fl—1)J,i-2 -{n-\)J,,

bo‘lib, undan ushbu

J'n- ”—~'\}{’|-2

rekurrent formula kelib chigadi.

Bu formula yordamida berilgan integralnin= 1, 2, 3,... boiganda
ketma-ket hisoblash mumkin.

Aytaylik, n = 2m —juft son boisin. U holda
] _2m-l 2m-3 5 3 1 » _(2m-=! n
2m ~ 2m 2m-2°' '6'4'2 0" (2m)l 2
boiadi.
Aytaylik, n=2m +1 —toq son boisin. U holda
j _2m  2m-2 6 4 2 , _ (2m)i
27H “ 2m4+1" 2m-A T 75* 3% 1 (2m+)H
boiadi. (ml simvol mdan katta boimagan va u bilan bir xil juftlikka
ega boigan natural sonlaming ko‘paytmasini bildiradi.) »

5°. Vallis formulasi. Maiumki, 0 <x <- boiganda
sinawl X <sin2"x <sin2"1x, (n=1,2,3,...)
tengsizliklar o‘rinli boiadi. Bu tengsizliklami jo, ~j oraliq bo‘yicha

integrallab,

2 2
sin2/-A xdx < sin2" xdx <J sin2"1 xdx,
0 0

o =N S
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so‘ngra 4° da keltirilgan formulalardan foydalanib topamiz:
(2n)a  (2*-Hid n < (2/i-2)!!
/) 2n)a 2 (/=)
Bu tengsizliklardan
(2«)u f 1 kJ @HHf 1
/i) 2n+l 2 ~A2n-DiJ 2

bo'lishi kelib chigadi.
Keyingi tengsizliklardan topamiz:

Il
2 = i) onak 2(%(/7) (6)

(6) formula Vallisformulasi deyiladi.

Mashqlar
i i
1. Agar /(x)e R([0,11) bo‘lsa, r!i_r>nooj\f(x)dx :Jff(x)dx

% 0
tenglik isbotlansin.
IQ0c
2. Ushbu J VI- cos2xdx integral hisoblansin.
0
i
I r
3. Ushbu f— T= I— T, (/>0) tenglik isbotlansin.
{ \+xL 1+xL
38- ma ruza

Aniqg integralni taqribiy hisoblash

Odatda, aniq integrallar Nyuton—Leybnits formulasi yordamida
hisoblanadi. Bu formula boshlang‘ich funksiyaga asoslanadi. Ammo
boshlang‘ich funksiyani topish masalasi doim osongina hal boia-
vermaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo‘lsa, tegishli
aniq integralni taqribiy hisoblashga to‘g‘ri keladi.
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\a, b\ segmentda berilgan va uzluksizbo‘Isin. Demak, 7 (x)e /J¢ar,i>)).
h

Masala J f(x)dx integralni taqribiy hisoblashdan iborat.

a

[a, b\ oraligni a =x0,x,,x2,....X,,_,,X,, -b nuqtalar (xq<x, <
<X2 <—<X,,) yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘lib, har bir
[xk,xALl (k=0,1,2,...,«-1) bo'yicha integralni quyidagicha

Jfx)dx =/ (A t1) . (ml-xk)=  fIXtII

Xk \ 2/

ko‘rinishda taqribiy hisoblaymiz, bunda

xk=a+kt*L x ,.S ad4 ™~ i) * i,
* n k+2 2 2 n

XK.,-Xk=~~, (k=0,1,2,...,¢-1).

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

b X, X2 XA+,

Jf(x)dx~ J f{x)dx+ j f(x)dx+...+ J f(x)dx+ ..
e jop Xj X*

4 ’ b-a r/ 4y 6-a

— //

A’ 14y T e) "

0
Natijada J f(x)dx integralni tagribiy hisoblash uchun quyidagi
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formulaga kelamiz.

(1) formula to'g'ri to rtburchaklarformulasi deyiladi.

Endi (1) tagribiy formulaning xatoligini aniglaymiz. Uning xato-
ligini

R, =ff(x)dx- £ f(x ) (2)
a k=0 2

deylik.
Aytaylik, fix) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz f**(x) hosilaga
ega bo'lsin. Awalo Rnni quyidagicha yozib olamiz:

N 1xkH nl [EL e\
Bo=7 1 F00dx-~ =Y f(xt [>=X 1 /(*)<*

"2/ i * 2 f[/<*)-/<* i)]~-
2 *=( 2

*=(Q **
Teylor formulasidan foydalanib topamiz:
fix)-f{x ,)=/'(x ,)(x-x ,)+i/"(5*)-(x-x ,)2
2 2 2 2 *+2

(bunda son —X va x , sonlar orasida). Natijada
2

VH > _
J (/'(* i) (x~* i)+5/"(S*) (*-*. ))& =
2 2 2 2
=$1(/(*. 1) / (*“*. i)<fr+4 f t)2)dx
*=0 2 xk 2 xk 2

bo'ladi.
At

: ) Sy —
Ravshanki, JI (X xk#)u.x 0.



JEL X#
Demak, R,=I£ J/*&)<*-* )*e

AD = +
0 ‘rta giymat haqidagi teoremaga binoan

1

f /7' (E*)(X-X A+,_)2dx =/'(C*) [ (X-XA+,_de =

X* 2 xk 2

= /(™) = /'(Gid ), (Uoe [Xk,xktl])
bo‘ladi.

Shunday qilib, Rnuchun ushbu

ka 12" 24" *S

ifodaga kelamiz.

Ravshanki,

n’L:O\] }' - 1r

miqdor gfaz=], k=0,1,2,1) /'(*) ning |1, A oralig-
dagi eng kichik m" hamda eng katta M" qiymatlari orasida:

n f‘:O
bo‘ladi.
Shartga ko'ra /7"(*) funksiya [a, b\ da uzluksiz. Uzluksiz funk-
siyaning xossasiga muvofig (a, b) da shunday Cnuqgta topiladiki,

Jk=0
boiadi.
Natijada uchun quyidagi

— N 1]
o= (0
tenglikka kelamiz.
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Demak,
b
Jf{x)dx

bo‘ladi.
Shunday qilib, \a, b\ oraligda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga
ega boigan f(x) funksiyaning

h
Jf(x)dx

integralini (1) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi yordamida taqribiy
hisoblansa, bu taqribiy hisoblash xatoligi quyidagi

24nr

formula bilan ifodalanadi.
2°. Trapetsiyalar formulasi. / (x) funksiyaning
b
Jf(x)dx
a
integralini taqribiy hisoblash uchun, awalo, [a, b\ segmentni

a - x0txlfx2t...tx, lyxn =b
nugtalar yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘linadi. So‘ng har bir

Xk'xk+1j, (k=0,1,2,...,«-1) bo'yicha integral quyidagicha

xk'H.
] H{x)dx =— o(xktl -x k), (k=0,1,2....n - 1)
X

tagribiy hisoblanadi. Natijada ushbu

X, *2 XN
J/(x)rfx= J/ (x)M+J/ (x)dx +..+ ] f(x)dx~

A+



_i_/(*«-1)+/(x,,)‘[vn W . b-a fix,Q+/ +

+/(*)+/(*2) +... +f{xnA)]
formulaga kelamiz. Demak,

c VUo )+/(*,)

J/tt* -*= +/(*,)+/(F2)+-.-+1(*,,_] ). ()

(3) formula trapesiyalarformulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi /?',/(x) funksiya [Ja, b\ da
uzluksiz /" (*) hosilaga ega bo‘lishi shartida ,
(b-af r,
12n

r.=-

bo‘ladi. Demak,

| f(x)dx = +/(x,)+
a

Q)+ 410, F(C)

3°. Simpson formulasi. Bu holda f{X) funksiyaning
b
| f(x)dx
a
integralini taqribiy hisoblash uchun [a, b\ segmentni ¢/ =jd,x,,

Xk et a2 a2 %o Yon =D nugtalaryordamida in ta

teng bo‘lakka bo‘lib, har bir W2k, xIkH\, (k=0,1,2,....« -1) bo-
yicha integral quyidagicha

XK
£ E(XdX s A 1 te -WXiK) +4/(X2fei) +/ (*u+2)j =
2
NS (M2%) +47(X2%4) + /("2fcR)]> (~=0,1,....n 1)

ko‘rinishda taqribiy hisoblanadi. Natijada
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x2 X4 f

tE}/(X)dx: JE(X)dx +j f{xX)dx+...+ | J(*)“*x=

» "O[t(/ U o +4/(x,) +/(x2)+(/ (") +4/ (") +
+/(X4)) + .+ ([ (*2,2)+4/7 (x2wi) + 7/ (~n))l =

=~ N7 (F0) +7(*2,)) +4(/(X]) + /(X3 +...

LS (F2i-1)) #2(F(X2)F S(*4 )+ o+ L (*2¢=2)))

hosil bo‘ladi. Demak,

J/(X)rfx AL (Xb)+/7 (%) +*(/(*, >+/<A;) + o

a
(X2, ) +2(/(x3) +/(.vd) +... +/(-x-2,, 2))]. (4)
(4) formula Simpson formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi R", fix) funksiya \a, b\ da
uzluksiz f UV){x) hosilaga ega bo‘lishi shartida,

bo‘ladi. Demak,
b
JEix)dx = -A[/(*0) +/ (x2n)+ 4(/ (x,) +/(x3) +... +/(xW_)) +

a

+2</(*2) +/(*,) +... +1(x2,2))] - _— /<""»(0.

I 2
Misol. Ushbu Je~Xx dX
0

integral to‘g‘ri to'rtburchaklar, trapesiyalar va Simpson formulalari
yordamida taqribiy hisoblansin.

< [0, 1] segmentni 5 ta teng bo'lakka bo‘lamiz. Bunda boiinish
nuqtalari

*o=0, *,=0,2, x2=0,4, *3=0,6, *4=0,8, *<=1,0
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bo‘lib, bu nuqgtalarda /7 (x)=-e * fiinksiyaning giymatlari quyida-
gicha bo'ladi:

/(Xaq)a 1,00000,

/(*,) =0,96079,
/(x2) =0,85214,
/(x3) =0,69768,
/(x4) =0,52729,

/(x5) =0,36788.

Har bir bo'lakning o‘rtasini ifodalovchi nuqtalar

X, =0,1, x3 =03, x5=0,5, x7=0,7, x9=09
2 2 2 2

bo‘lib, bu nuqtalardagi funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo‘ladi:

/(X,) =0,99005,
2

/(x3) =0,91393,
2

/(Xs) =0,77680,
2

/(x7)=0,61263,
5

/(x9) =0,44486.

5

a) To'g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha
i
Je"*2ik - 1(0,99005 +0,91393 +0,77680 +
0

+0,61263+0,44486) =i -3,74027 =0,74805

bo‘lib, Ini< « 0,003 bo'ladi.



b) Trapetsiyalar formulasi bo‘yicha

fe~*2dx ~\ (LggPo0~ 36787 +0,96079 +0,85214 +
0

+0,69768 +0,52729) ="(0,68394 +3,03790) =

= -3,72184 «0,74437
bo‘lib, R,I< =rL =0,006 bo'ladi.
0 2j 15U

d) Simpson formulasi bo'yicha

je'x2dx - i-[(1,00000 +0,36788) +4(0,99005 +
0
+0,91393 +0,77680 +0,61263 +0,44486) +2(0,96079 +

+0,85214 +0,69768+0,52729)] =1(1,36788 +4 -3,74027) +

+23,03790) =1 (1,36788 +6,07580 +14,96108) =0,74682

bo‘lib, K1~ 289Q54 =0,7 105 bo‘ladi.
Mashqlar
. o . (b-a? -
1. Trape3|yalarfom|uIa3|n|ngxatoI|g|12R,, = - bo‘lishi
n
isbotlansin.
b
2. Simpson formulasining xatoligi R,, =- -(—Q boiishi
_ _ 2880/1
isbotlansin.

i
3. Ushbu il—f;(y , (n = 10) integral taqgribiy hisoblansin.
0
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9-BUB
ANIQ INTEGRALNING BA'Zl TATBIQLARI

39- ma'ruza
Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash

1°. Tekis shaklning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, (X, y) juftlik
(jcg R,ye R) tekisikda nuqgtani ifodalaydi.
Koordinatalari ushbu

a<x<bh c<y<d (aeR,beRce /2de R)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi tekislik nuqgtalaridan hosil boMgan
DO to‘plam:

A) ={(x,y);xe \a,b\,ye [c,d]}

tof Ti tortburchak deyiladi (8-chizma).
Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning tomon-
lari (chegaralari) mos ravishda koordina-
talar o‘qiga parallel bo‘ladi.
20 toQri tortburchakning yuzi deb
(uning chegarasining, ya’'ni
X =a, X =bh, (¢ <y <d),
y =c, y =d, (a <x <bh)

to‘g‘ri chizig kesmalarining DOga tegishli bo‘lishi yoki tegishli boimas-
ligidan gat’iy nazar) ushbu

A))=(b-a) {d-c)
migdorga aytiladi.
Aytaylik, tekislik nuqtalaridan iborat biror Oto‘plam berilgan bo‘lsin.
Agar shunday DO to‘g‘ri to‘rtburchak topilsaki,

Qc Dg
boisa, Q chegaralangan toplam deyiladi.

Har ganday chegaralangan tekislik nuqtalaridan iborat to‘plam
tekis shakl deyiladi.

Agar tekis shakl chekli sondagi kesishmaydigan to‘g‘ri to'rtburchak-

laming birlashmasi sifatida ifodalansa, uni to §'ri ko'pburchak deymiz
(9- chizma).
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Yi Bunday to‘g‘ri ko‘pburchakning
yuzi deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
to'rtburchaklar yuzalari yig‘indisiga
aytiladi.

To'g'ri ko*pburchak yuzi quyidagi
xossalarga ega:
1) to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi manfiy

O X bo‘Imaydi: \i{D) >0;

9- chizma. 2) kesishmaydigan ikki /), va D2

to‘g‘ri ko‘pburchaklardan tashkil
topgan to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi /), va D2laming yuzalari yig‘indisiga
teng:

H2), u D2) =fi(/)]) +i(A);
3) agar 2)j va D2to‘g‘ri ko‘pburchaklar uchun

2 c D2

bo‘lsa, u holda
n(2)j) <n(2)2)

bo'ladi.

Tekislikda biror chegaralangan <2shakl berilgan bo‘lsin. Bu shakl-

ning ichiga Ato‘g‘ri ko‘pburchak (A ¢ Q), so'ngra Q shaklni o'z

ichiga olgan B to‘g‘ri ko‘pburchak (Q ¢ B) lar chizamiz. Ularning

yuzlari mos ravishda y.(A) va u(£) boisin.
Ravshanki, bunday to‘g‘ri ko‘pburchaklar ko‘p bo‘lib, ularning

yuzalaridan iborat }va in(Z?)} to‘plamlar hosil bo‘ladi.

Ayni paytda, bu sonli to‘plamlar chegaralangan boiadi. Binobarin,
ularning aniq chegaralari

sup{ii(y4)}, Inf{n(£)}
mavjud.
1- ta'rif. Agar

sup{n(v4)} = inf{ji(5)}
bo‘lsa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ularning umumiy qiymati Q
shaklning yuzi deyiladi va i)(Q) kabi belgilanadi:

H(0) = sup{n(/4)} = inf{*i(£).
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X= 1W I1CIn 4a. 11U 10 WMICIHIVI ynt-ciga. vgcr vu 1iMI11 Uuvw iull .
olinganda ham shunday A (Ac Q) va B (Qc B) to‘g‘ri ko'p-
burchaklar topilib, ular uchun

H(£)-H (/i) <e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
4 Zarurligi. Aytaylik, Q shakl yuzaga ega bo‘lsin. Unda ta’rifga

binoan
sup{li(A)} = infyi(*)} = H(Q)
bo'ladi. Modomiki,
sup{li(/D)} =n(Q),
inf{n(B)} =n(Q)

ekan, unda Ve >0 olinganda ham shunday to‘g‘ri ko‘pburchak
A (A c¢ Q) hamda shunday to‘g‘ri ko'pburchak B (Q ¢ B) topiladiki,

bo‘ladi. Bu tengsizliklardan

bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, A(Ac 0) va B{Qc B) to'g‘ri ko‘pbur-
chaklar uchun - X(A) <e tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki,
H(/1) < sup{n(/1)},
H(E) > inf{n(£)}.
Bu munosabatlardan

inf{n(£)} - sup{ji(/4)} <|i(E) - |i(/]) <e
bo'lishini topamiz. e —ixtiyoriy musbat son bo‘lganligidan,
sup{p.(-4)> = inf{n(£)}

bo'lishi kelib chikadi. Demak, Q shakl yuzaga ega. »
Shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
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2- teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve >0 son

olinganda harn shunday yuzaga ega Pva S (Pc Q, 0c5) tekis
shakllar topilib, ular uchun
b (5)-u(/><e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2°. Egri chizigli trapesiyaning yuzini hisoblash. Faraz qilaylik,
f(x)eC[a,b\ bo'lib, Vxe[a,b] da f(x) >0 bo'lsin.

Yugoridan / (x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x =a, x =b
vertikal chiziglar hamda pastdan abssissa o‘qi bilan chegaralangan Q
shakIni garaylik (10- chizma).

Odatda, bu shakl egri chizigli trapesiya deyiladi. [a, b\ segmentni
ixtiyoriy
P = (a =x0 <x, <x2<..<X, =h)
bo‘laklashni olamiz. Bu boMaklashning har bir (x*,x*+) oralig‘ida

inf{/(*)} = MA, sup{/(x)} =Mk, (k=0,1,2,....7!-1)
mavjud bo‘ladi.

Endi asosi AxA =xA+ - X k, balandligi bodgan (/c=0,1,2,3,...,
n—) to‘g‘ri to‘rtburchaklaming birlashmasidan tashkil topgan to‘g‘ri
ko‘pburchakni A deylik.

Shuningdek, asosi Oxn =xk# -x k, balandligi Mk bo‘lgan
(A:=0,1,2,3,..., n—1) to‘g‘ri to‘rtburchaklaming birlashmasidan tashkil
topgan to‘g‘ri ko'pburchakni B deylik. Ravshanki,

Ac Q, Qc B
bo‘lib, ularning yuzalari
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ji(/4) =& m k wAxk, \i{B) =2 Mk’
*:O *:0
bo‘ladi.

Bu yig‘indilami/(x) funksiyaning fa, b\ segmentning /’bo’laklashi-
ga nisbatan Darbuning quyi hamda yuqori yig‘indilari ekanini payqgash
giyin emas:

HH(A) =s(f-P), n(£)=£(/;,/>).

f(x)eC[a,b] bo‘igani uchun f(x) funksiya \a, b] da integralla-
nuvchi bo‘ladi. Unda integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra, Ve >0
olinganda ham |Ja, bj segmentning shunday P boiaklashi topiladiki,

S(/:/3-j(/ ;1 >3<e
bo‘ladi. Binobarin, ushbu

ME)-i(/]) <e

tengsizlik bajariladi. Bu esa 1- teoremaga muvofiqg, qaralayotgan egri
chiziqli trapetsiyaning yuzaga ega boMishini bildiradi. Unda ta’rifga
ko‘ra

sup{]i(Zi)} = inf{jx(A)}
bo‘ladi. Ayni paytda,

b

sup{ji(/h} = \f{x)dx,
X i

inf(n(fi)) =J/(*)<&
a

bo‘lganligi sababli Q egri chizigli trapetsiyaning yuzi
b
H«?) =3}/ (* Ne 0)

a
ga teng bo‘ladi.
1- misol. Tekislikda ushbu

ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.
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11- chizma. 12- chizma.

4 Ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi OXva O/koordi-
nata o‘qglari hamda

f(x) =b jl . O0<x<a

chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqli trapesiya yuzining 4 tasiga
teng bo‘ladi (11- chizma ).
U holda (1) formuladan foydalanib topamiz:

(i(C>) =4jbl1 dx =—1J'ja - x2dx =
0’ a 0
X =0sin/, I 5
a Jcos tdt:4ab|4:abn. >

2

dx =a cos tdt,

Aytaylik, f (x)e C\a,b\, 72(x) g C[a,b\ boiib, Vxg [a,b\ da

0 </,(x) </2(x)
boisin. Tekislikdagi 0 shakl quyidagi
y =f\M, ~=/2(x), x =06, x =6

X
chiziglar bilan chegaralangan shakini ifodalasin (12- chizma).
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Bu shaklIning yuzi

b b h
n((?) =j f2(x)dx - I/, (X)dx =I[/2(x) - /,(x)]dx  (2)

bo‘ladi.
2- misol. Tekislikda ushbu
y =4-X2, y =X2-2X
chiziqlar (parabolalar) bilan chegaralangan Q shaklIning yuzi topilsin.
4 Parabolalarning tenglamalari
y =4-Xx2,
y - X2- 2X
ni birgalikda yechib, ulaming kesishish nuqtalarini topamiz (13-chizma):
4- X2=x2- 2X,
X, =-1, x2=2; y] =3, y2=0: /4(-1;3), B(2;0).
Bu shaklIning yuzini (2) forniuladan foydalanib hisoblaymiz:

2

[I(Q) =J[(4 - x2)-(x2-2X)]Jdx=J (4 +2x-2X2)*/x =

=(4x +x2-| x3) =9. »
-1

Eslatm a. Agar /(x)eC(a,/>)
funksiya [a, 6] da ishora saglamasa,
(1) intégral egri chiziqli trapetsiyalar
yuzalarining yig‘indisidan iborat bo*-
ladi. Bunda OXo'‘qgining yugorisidagi
yuza musbat ishora bilan, OXo‘qi-
ning pastidagi yuza manfiy ishora
bilan olinadi.

Masalan, OX o‘qi hamda

/ (X) =sinx, 0<x <2k funksiya
grafigi bilan chegaralangan shaklning
yuzi

267



boiadi.

3°. Egri chizigli sektoming yuzini hisoblash. Aytaylik, AB egri
chiziq qutb koordinatalar sistemasida ushbu

p=p(9), a <0<B, (ae R, Be R)
tenglama bilan berilgan boisin. Bunda
p(0)eC{a,’], VOe]a,R] da p(0)>0.

Tekislikda AB egri chiziqg hamda OA va OB radius-vektorlar

bilan chegaralangan <2shaklini garaymiz (14- chizma).

14- chizma.

[a, B] segmentning ixtiyoriy
P ={00Q00,,..0,}, (a =00<0, <..<0n=R)

boiaklashini olamiz. O nuqtadan har bir qutb burchagi 0* ga mos
OAk radius-vektor oikazamiz. Natijada OAB - egri chizigli sektor

=0,1,2,....«-1; Ag=A A, =B)

egri chiziqli sektorchalarga ajraladi.
Ravshanki, p=p(0)e C[a,k) boiganligi uchun 10*,0*H] da

A=0,1,2,....«-1)
mk - inf{p(0)}, Mk - sup{p(0)}
lar mavjud.



rcnar har pir 1UAOAdt | segmem uud...

ravishda mk hamda Mk bo‘lgan doiraviy sektorlami hosil gilamiz.
Bunday doiraviy sektorlar yuzaga ega bo‘lib, ulaming yuzi mos ravishda

\ni A6t, \M | mA6* (AGt =0*" - 8*)

bo‘ladi.
Radius-vektorlari mk (k =0,1,2,...,//- 1) bo‘lgan barcha doiraviy

sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shakini (), desak, unda Q ¢ Q
bo‘lib, uning yuzi

= (3)
=0
bo‘ladi.
Shuningdek, radius-vektorlari Mk (k =0,1,2.....//-1) boigan

barcha doiraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Q7
desak, unda Q ¢ Q2 bo'‘lib, uning yuzi

K(?2) =1 X AO* No
2)=i X, :
bo'ladi.

(3) va (4) yig‘indilar 1p 2(0) funksiyaning Darbu yig‘indilari

bo‘ladi. Ayni paytda, rp 2(0) funksiya [a, fi] da uzluksiz bo'lgani

uchun u integrallanuvchidir. Demak, Ve >0 olinganda ham [a, pj
segmentning shunday P bo‘laklashi topiladiki,

5(1pJ(0);/3-i(ipJ(e)/")<e
boiadi. Binobarin, ushbu

H((?2) “ MQ\) <e
tengsizlik bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofiqg, qaralayotgan egri
chiziqli sektoming yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko‘ra

sup{ji(Q.)} =inf{n(Q2)}
bo‘ladi. Ayni paytda,
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sup {1i(Oi)} = j P2(6)¢6,

a

nir(02)) = p2e )0

bo‘lgani sababli egri chizigli sektoming yuzi
« P

tio) =2 g p2 <0)rfe

ga teng boiadi.
3- misol. Ushbu
p=p(9) =a{\- cos0). fa=R, 0<0<2n)
funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
-4 Bu funksiya grafigi kardioidani ifoda-

----- "\ laydi. Ma’lumki, kardioida radiusi r ga teng

/ \ 1] bo‘lgan aylananing shu radiusli ikkinchi qo‘z-
u" N/~4V 0 g'almas aylana bo‘ylab harakati (sidbanmasdan
u i X dumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy
V-"x —s nuqtasining chizgan chizig‘idir (15- chizma).
J Kardioida qutb o‘giga nisbatan simmetrik

bo'lganligi sababli yuqori yarim tekislikdagi

15- chizma. shakIning yuzini topib, so'ngra uni 2 ga ko'-

paytirsak, izlanayotgan yuza kelib chigadi.
Oo'zgaruvchi [0, n] da o'zgarganda p radius-vektor kardioidaning
yugori yarim tekislikdagi gismini chizadi. Shuning uchun

MiR) =2 «i Jp2(0)¢0 =Ja2(l- cos0)2i/0 =



Mashqlar

1. Aytaylik, tekislikda AB egri chizig x =g>(/), 3 =\|//)
(a </<B)tenglamalar bilan parametrik holda berilgan bo‘lsin, bunda
X =g>(r) funksiya [a,’] da uzluksiz <p'(/) hosilaga ega, <p'(xX)> 0
va cpcc) =a, (p(B)=Ah y =y(/) funksiya [a, b] da uzluksiz va
\[/(/) >0. U holda yugoridan AB egri chizig, yon tomonlaridagi

X =a, X -b wvertikal chiziglar, pastdan \a, bJ kesma bilan chegara-
langan shaklning yuzi

s =]\l

a

boMishi isbotlansin.
2 2
2. Ushbu j3 +{£f =* chiziq bilan chegaralangan shaklning

yuzi topilsin.

40- mauza
Yoy uzunligi va uni hisoblash

1°. Yoy uzunligi tushunchasi. Ma’lumki, tekislikdagi ikki A(X{,y x)

va B(x2,y2) nugtalami birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi A0 uzun-
likka ega va uning uzunligi

H(/0) = >/(*2 - *1)2 +(yi - y\)2
ga teng bo‘ladi.

Avytaylik, tekislikdagi /Zchiziq Ag(xo,y0), AXX, A, (X, V)
nugtalami (ne N) birin-ketin to‘g‘ri chizig kesmalari bilan birlashti-
rishdan hosil bo'lgan bo'lsin. Odatda, bunday chiziq siniq chiziq deyiladi.

Siniq chizig uzunligi (perimetri) deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
chizig kesmalari uzunliklarining yig‘indisiga aytiladi:

V-() =X '7¢*1 - XKY +(Xw -4 ) 2
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Faraz qgilaylik, tekislikdagi AB egri chiziq (uni AB yoy deb ham
ataymiz) ushbu
y =f{x), (a <x<b)
tenglama bilan berilgan boisin, bunda 7/ (x)e C{a%\.
\a, b\ segmentning ixtiyoriy
P={m>X.....(a =x0 <x, <..<X, =b

boiaklashini olib, boiuvchi xk (k =0,1,2,...,«) nuqtalar orgali OY
o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglaming
AB yoy bilan kesishgan nuqtalari
4* (**»/(**))» (k=0,1,2,.../*; A=A, A - B)

bo‘ladi.

AB vyoydagi bu Ak(xk,f(x k)) nuqtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri
chizig kesmalari yordamida birlashtirib, /sinig chizigni hosil gilamiz
(16- chizma).

Odatda, I siniq chizig AB yoyga chizilgan siniq chizig deyiladi.
U uzunlikka ega boiib, uzunligini (perimetrini) ji(s) deylik.
Agar Px va P2lar [a, b] segmentning ikkita boiaklashi boiib,

Py ¢ P2 boisa, u holda bu boiaklashlarga mos AB yoyga chizilgan
sinig chiziq lIf 12laming perimetrlari uchun

tidi ) ~ Udi)
boiadi.
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-~ ru, N1 avzsoI1IllvzIiHiainulo /j uu wm™Mapggu mw,; 1VAU&™
P\ = {Xq,Xj,....xk, X*4,...,xn}
(a- Xg<Xx <..<xk <x*+ <..<X, =h)

ko‘rinishda bo‘lib, P2bo‘laklash esa P{bo‘laklashning barcha bo‘luvchi

nugtalari hamda go‘shimcha bitta x* e [a,b\ nugtani go‘shish nati-
jasida hosil boigan bo‘laklash bo‘lsin. Bu x* nugta xk hamda xkH
nuqtalar orasida joylashsin: x* <x’ <xA+L Demak,

N2 = {N0» ™Moy XKt X , X*4, X,
(a =x0<X, <..<X* <x* <xAl <..<xn=bh).

Ravshanki, Pxc P2 boiadi.

AB yoyga chizilgan Pxboiaklashga mos siniq chizig /Z,, shu yoyga
chizilgan P2 bo‘laklashga mos siniq chizig 12 dan fagatgina bitta

bo‘lagi bilangina farg giladi: /7, da AkAkH boiak boigan holda 12da
ikkita AKA* hamda AfAk+ boiaklar boiadi.

Ammo AkAkH to‘g‘ri chiziq kesmasining uzunligi \i(AKAk+ ),
AKA' hamda A AléX kesmalar uzunliklari Y2{AKA'), \i{A*Aki,)
yigindisidan har doim katta boimaganligi, ya'ni

M (N 4 1) £HAKA") +\1(A'ALL )
dan

u(/,) <ul/2)
bo‘ladi. »
Demak, P bo‘laklashning bo‘luvchi nuqtalari sonini orttira borilsa,

AB yoyga chizilgan ularga mos sinig chiziglar perimetrlari ham ortib
boradi.

1- ta'rif. Agar \p —» 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
metri

M (0 :§:Ob b * -xrf+[Axk,)-f(xk)f

chekli limitga ega boisa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
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Ushbu )I(B’[loll(/) = YAB)
limit AB yoyning uzunligi deyiladi. Masalan, agar

f(x)-kx +C, {a<x £Dh)
boisa, unda AB ning uzunligi

\i(AB) = Un T V(x4+ -xt)2 +k2(xM -x kY =

= lim V '\+ k1 mxktl -xk) =\\+k2 «b-a)

bo‘ladi.
Aytaylik, AB egri chizig ushbu

_ (aS<i p)
y =v(i),
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin.

(Bu holda egri chiziq parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi).
Bunda:

1) <p)e Cla,p], \i/(0gCJa,p];
2) V/,,2g]la,p], r, * 2 uchun (1)

A2(*2,72) =72 (R2)* V(*2))
nuqtalar turlicha ;

3) /=a ga A nuqta, t =p ga B nuqta mos kelsin.
[a, p] segmentning ixtiyoriy
(<='0 <h <e=<fn =P)

bo‘laklashini olib, bu bo‘laklashning bo‘luvchi tk (* =0,1,2,...,«)
nuqtalariga moskelgan AB yoydagi Ak = AkK(xKk,yk) (xk =y (tk),
yk =\y(tk); A=0,...,/1) nuqgtalami bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes-
malari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan siniq chiziq /ni
hosil gilamiz (17-chizma).
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ol <p(@a) <p(®) P =

17- chizma.

Bu sinig chizig perimetri

H(/) = X P M) - V<F)12
(/) X ) )

bo‘ladi.
2- ta'rif. Agar -> (0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
metri |i(/) chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
Ushbu lim |x(/) = \i(AB)

\p -»0
limit AB yoyning uzunligi deyiladi.
Yugorida keltirilgan ta’riilardan yoy uzunligining (agar u mavjud
bo‘lsa) musbat boiishi kelib chigadi.
Endi yoy uzunligining ikkita xossasini isbotsiz keltiramiz:

1) Agar AB yoy uzunlikka ega bo‘lib, u AB yoydagi nuqtalar
yordamida n ta AMAKH yoylarga (k =0,1,2,....«; Ag=A B = AH)
ajralgan bo'lsa, u holda har bir AKAkH yoy uzunlikka ega va

bo'ladi.
J2) Agar AB yoy n ta AkAkH yoylarga ajralgan bo‘lib, har bir

AA+i yoy uzunlikka ega bo‘lsa, u holda AB yoy ham uzunlikka
ega boMadi.



2°.y =/ (x) tenglamabilanberilganegrichiziquzunligini hisoblash.
Faraz qilaylik, AB egri chizig ushbu

y =/(x), a<x<b
tenglama bilan berilgan boisin. Bunda/(x) funksiya [a, b\ segmentda
uzluksiz va uzluksiz /'(x) hosilaga ega.
[a, b] segmentning ixtiyoriy

P ={x0Xj,...xn}, (a =x0<x, <..<X, =h)

boiaklashini olib, unga mos AB yoyga chizilgan /sinig chizigni
hosil gilamiz. Bu siniqg chizigning perimetri

=X S/ )2+ VIGEY
k=0

boiadi.
Har bir [x* ,x*#J segmentda/(x) funksiyaga Lagranj teoremasini
qoilab topamiz:

n-1
Ja(0 = X V(**+i ~xkY +[/'(x* ) e(xkH - x,)]2 =

= o[¥ry LX) = Y
—2(@V1+ (**4 - Xt LL)VlH 2(*K) AXK,

bunda xAg [x*,x*+]].

Bu tenglikdagi yigindining >A+/ (x) funksiyaning intégral
yigindisidan farqi shundaki, intégral yigindida a [Xk,x*+H] nuqta
ixtiyoriy boigan holda yuqoridagi yigindida esa t* nuqta Lagran]
teoremasiga muvofig olingan tayin nuqgta boiadi. Ammo yjl +f"' 1(x)

funksiya integrallanuvchi boiganligi sababli C* =x* deb olinishi
mumkin. Natijada

li(/) =T 1 +/'1(G4)-Ax*

boiib, undan
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lim u(/) = Ut £ Il +/'2%) O¢* =)yl +f 2(x)dx

bo'lishi kelib chigadi.
Demak, AB yoyning uzunligi
b
(i(AB) =] s\ +f 2(x)dx (2)
a

bo‘ladi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
1- misol. Ushbu

a X
/(*)s | (e°+e ay (fl>0, - a< x< a)

tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
Bu tenglama bilan aniglanadigan chiziq zonjir chizig‘ deyiladi.
M Ravshanki,

/'(*) =-(ea-e a),
N+ 2(x) =\ (it +e~%)2,

il +f 2(x) =j(ea +e h)

bo‘ladi. (2) formuladan foydalanib, zanjirchizig‘ining uzunligini topamiz:
\i(AB) - f~(ea+e 0)dx ="(ea-¢ )] =a(e--). »p
| 2 2 u
3°. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chizig uzunligini hisoblash.
Faraz gilaylik, AB egri chizig ushbu

y =v(0 < «*/*y
= »

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo'lib, (1) shartlarning bajarilishi
bilan birga /> y (0 fiinksiyalari [a, B] da uzluksiz g>'(0 hamda
vj/'(0 hosilalarga ega bo‘Isin.
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[a, pj segmentning ixtiyoriy
/>={rO,r,,..../W}, (a =r0<h <- <t» =P)
bo‘laklashini olib, ularga mos AB yoyning Ak = Ak(xk,yk)

(xk =9(/*), yk =p(/A> nuqtalarini bir-biri bilan to‘g‘ri chizig kes-
masi yordamida birlashtirishdan hosil boigan 7/ siniq chizig perimetri
H(/) =X aM ‘'ati>" )12 + )12

ni garaymiz.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
U(/) = X V<p2<**) o(<*e, - /*Y +v'2(6*)m('w - )2 =
*
=X v P2AT) +V 2(6a) A/*, (A/* =/*+H-T*),
£-0

bunda x*e [/*/*+)], 046 (i*,rw ].
Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

H(/) :35:0 SPO(E*) +V '2tE% ) AS* +
+ X | )+ vI2(fy ) “VAR2(Mt) +v2(Mt) 1eAtk: W
*=

bunda C* e I™, M +].
Modomiki,

SP2(0 +y ,2(t) € Cla,p]
ekan, u holda

Vg)2(0 +V 2(0 € AJa,p]
bo‘lib,
lim X V<p2(C*) + V/2(~> A/* =] \/(p2(0 +v '2(t)dt 0)
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bo‘ladi. Ixtiyony a, D, ¢, a naqigly * «y

kKla2 +b2 - \lc2 +d Zi$ @_C«

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
A Hagigatan ham,

+kl’

Ua2 +b2 - >I02+d2|1:

a+cl
<\a-¢

Bu tengsizlikdan foydalanib topamiz:

Wl
X WQu)+VABF) W
Ji=9) 1A
I+
s X 1) - (™ )arr +£ V'(et)-yU
JEO Jj=1) vs* wkK AN
a—+ n-1

®'(/)e A(@,R], V'(0e/{[a,R]
bo'lganligi sababli

1

Ir-
lim £ [VvA2xt) +Vv' A0y T+ununnr, =0
= =0 (

bo'ladi.
(3) va (4) munosabatlami e’tiborga olib, Xp -> 0 da (*) tenglikda
limitga o‘tsak, u holda AB yoyning uzunligi uchun

4)

ve2(/) +\r2(/)N (5)

a

bo‘lishi kelib chigadi. Bu formulayordamida yoy uzunligi hisoblanadi
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2-misol. Ushbu
X =a(t - sin /),
y =a(\-cos/), (0 <t<n)
tenglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chizigning (sikloidaning)
uzunligi topilsin.
A Ravshanki,
x\t) =0(1- cos/), y\t)-asm1,
X'2(t) +y'2(t) =a2(1- cost)2+a2sin21 =a22(1 - cos/),
\IX'2(t) +y'2(t) =ayi2(\ - cosi)

boiadi. (5) formulaga ko‘ra izlanayotgan egri chizigning uzunligi

wo N _ X ot t
Ix{AB)~ imyﬂ((- cos t)di -2a\osin-2dt - -4a mcos -2) =8a

f
boiadi. »
4e. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigning uzun-
ligini hisoblash. Faraz qilaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalar
sistemasida quyidagi
,=p(9), (a <0<P)
tenglama bilan berilgan boisin. Bunda p(0) e C[a,p] boiib, u uzluk-
siz p'(0) hosilaga ega boisin.
Qutb koordinatalari (p, 0) dan Dekart koordinatalari (x, y) ga
o‘tish formulasiga binoan
X =p(0)cosO0,
y =p(0)esin0, (a <0<P)
boiadi. Natijada AB parametrik ko‘rinishda
<p(0) = p(0) cos0,
\]/(0) =p(0) esin 0, (a <0 <p)

berilgan egri chiziq sifatida ifodalanadi, bunda <p(0), \J/(0) funksiya-
lar 3° da keltirilgan shartlami bajaradigan funksiyalar boiadi.

(5) formuladan foydalanib AB egri chizigning uzunligini to-
pamiz:



w p
\i{AB) = fV(p(©) *cos0)'2 +(p(0) *sin0)'2dQ =1 >/p2(0) +P'(e)*0-
a a

Bu formula yordamida egri chizigning uzunligi hisoblanadi.

3- misol. Ushbu p=a xmS

tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.

*4 0 o‘zgaruvchi 0 dan 3n gacha o'zgarganidan (p, 0) nuqta 18-
chizmada tasvirlangan Zegri chizigni chizib chigadi.

(2) formuladan foydalanib chizigning uzunligini topamiz:

AN/) =1 Masin3®)2 +(6sin3?)2dQ =

3t 3
=J yja2 sin4d 1 cos2j +a2sin6 ®Q =aj sin2 @/Oz%pa. >
0 0
5°. Yoy differensiali. Aytaylik, tekislikdagi AB egri chizig ushbu
A=) a < s<p)
y - v(0>
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, bunda (/) hamda v/(/)
funksiyalar [a, B] da uzluksiz ¢'(0 hamda hosilalarga ega

bo‘lsin (19- chizma).

Ma’'lumki, t o‘zgaruvchining T-a gqiymatiga AB egri chizigda
nugta mos keladi.

Endi ixtiyoriy te [a,R] ni olib, unga mos AB egri chiziqdagi
nugtani C bilan belgilaylik: C(d(/), V¥ (0), a </<U.
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Ravshanki, AC yoyning uzunligi Cnuqtaning AB egri chizigdagi
holatiga qarab o'zgaradi va ayni paytda t ning har bir tayin giymatida
yagona AC yoyning uzunligiga ega boiamiz. Binobarin, AC yoy-
ning uzunligi n(AC) to'zgaruvchining funksiyasi boiadi:

H,(AC), (a£t <p).

(5) formuladan foydalanibt topamiz:

n,(AC) =JsivHn +v'HOdt.
Modomiki, ><2(r) \2(i) e C[a,(3] ekan, unda \\,,(AC) fiink-
siya hosilaga ega bo‘lib,
(H, (AC))" =d<t2(t) +¥ 2(t)

boiadi.
Keyingi tenglikning kvadratini dt2ga ko'paytirib, ushbu

H,(AC))'2 dt2 =<p2 (t)dt2 +\*2(t)dt2,

ya’'ni d{\i,{AC))'2 =dx2 +dy2
munosabatga kelamiz. Bu munosabat yoy differensialining kvadratini
ifodalaydi. Demak, yoy differensiali d\i,(AC) yuqoridagi x - <p(/),

y - y(r) funksiyalaming difierensiallari dx hamda dy lar orqali ifoda-

lanadi. Binobarin, (5) formula uzluksiz hosilaga ega boigan x(0, yit)
funksiyalar yordamida egri chizig yoyini turli usullarda parametrlash-
tirishda o‘z ko‘rinishini saglaydi.

Mashqlar
1. Ushbu

tenglamalar bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
2. Ushbu x2+y2- 2, y =YW\ chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli uchburchakning perimetri topilsin.
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Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

1°. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to‘g‘ri
chiziq kesmasini biror o‘q atrofida aylantirishdan silindrik, konus
(kesik konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular ma’lum
formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, f(x)<= C[a,b) bo'lib, Vxe [a,b\ da /(*) >0 bo'lsin.
Bu funksiya grafigi AB yoyni tasvirlasin (20- chizma).

AB yoyni OXo'q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt aylanma

sirt deyiladi. Uni I deylik. [a, b] segmentni ixtiyoriy
P={0, ( a =X0 <X, <.. <xXn =5
bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir
xk(k =0,1,2,...«)

bo‘luvchi nuqtalari orgali OYo‘qqa parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib,
ulaming AB yoy bilan kesishish nugtalarini Ak = Ak(xKk,f {xk)) bilan
belgilaylik (Ag- A An=B; k- 0,1,2,....«). Bu nugtalarni o‘zaro

to'g‘ri chizig kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyga L siniq chiziq
chizamiz.



AB yoyini OXo‘q atrofida aylantirish bilan birga L siniq chizigni
ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus sirtlarining
birlashmasidan tashkil topgan K sirt hosil bo'ladi. Bu K sirt yuzaga
ega va uning yuzi

HW = -X1)2 -f(xK)I2
k=

ga teng. (Bunda kesik konus yon sirtining yuzini topish formulasidan
foydalanildi).

Ravshanki, A'sirt, binobarin, uning yuzi n(AO [a, 6] segmentning
bo‘laklashlariga bog‘liq bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 5>0 son
topilsaki, [a, b] segmentning diametri Xp <8 boigan ixtiyoriy P bo'-
laklashi uchun

|u(A’)-5"|<e, (5e R)
tengsizlik bajarilsa, S son \i(K) ning Xp -> 0 dagi limiti deyiladi:
%rp >0jx(AT) =S.

2-ta’rif. Agar X ->0 da p(K) yig'indi chekli S limitga ega
bo‘lsa, N aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
Bunda S son N aylanma sirtning yuzi deyiladi:

5 =y().
Demak,

u(A) = lim 2 k™ 7K+ XN wyj(xk+1- xkf +[f(xk#H)- f(xk)f.
fto 2

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz gilaylik, f(x) e C\a,b\
bo‘lib, u [a, b] segmentda uzluksiz f'(x) hosilaga ega boisin.

Bu funksiya grafigi AB yoyni OX o‘g atrofida aylantirishdan

hosil bo‘lgan I aylanma sirtning yuzini topamiz.
A [a, b\ segmentning ixtiyoriy Pbo'laklashini olib, yugoridagidek

=2 1 ¢ ] T V(4 -*K)2+If(xk+i)~f(xKk)f
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yig Indim tuzamiz. Lagranj teoremasiga Ko ra
/<L) /(** ) =/'(bt)(**H ~xK) =f'&Kk ) eb*K
bo‘ladi, bunda % e (xAx*+j. Natijada

H(X) =2k £ fUk +1* (ij)axk
=)

bo‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

A.'l /1-1

= 20T /(£* (bt)mse +* 1

*=0 =0
LA+ (J(**) -9 b )W+ 2(N )N e (0

f*{x)e C\a,b] bo'lganligi sababli

/(x)Il +/72(X) e fA[n./>]

bodadi. Demak, 0 da
[7—1
2*X [ (S*)>/*+ -6 2kf/(*)>A +f 2(x)dx. (2)
A=0 fl
Ravshanki,

VI+/'2(x)eCla,*].

Demak, bu funksiya |a, (4 da o‘zining maksimum giymatiga ega
bo‘ladi. Uni M deylik:

M - 5@%5’]\” '2(x).

/(x) funksiya [a, b] segmentda tekis uzluksiz. Unda Ve >0 olin-
ganda ham, _2_I\_/I_(_b-_a)_ ga ko‘ra shunday 5 >0 son topiladiki, y <5
bo‘lganda

I7(79) - f(wk)| <<ji— vy VIXbl) - M K\<Zjf~

bo‘ladi. Shulami e’tiborga olib topamiz:
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L[/ () - /<85 + (/< W> - /(SR +/*(£7) =TT

1
S X[1/(x4)-M K»+ XM )-m t)\yi+f'4ik) mxk <
*=0
M1

=M 2M(b-a) + 2M{bl- Ly K NIX* <e-

Bundan Xp ->0 da

E[(/<**)-Ne »+ (/<*m)-/ & »1m/i+/'2(jU)nx, -»0 (3)
JT0

boiishi kelib chigadi.
Xp -»O da (1) tenglikda limitga o‘tib (bunda (2) va (3) munosa-
batlarni e’tiborga olib), aylanma sirtning yuzi uchun
u(N) =2rjfMyJITIAXidx (4)
a
bo‘lishini topamiz. »
1- misol. Ushbu

X - X

/(x) =~ (efl+e°), 0>0, 0<x< a
zanjir chizig‘ini OXo'‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning yuzi topilsin.

4 Ravshanki, fA\x) =-(ea-¢a).

(4) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini
topamiz:

Gi(#) =2rcj| (ee +e a)lJl +’1(ea ~e¢ a)2dx =
0

a X X a 2X 2X

= +e a)2dx =~"{ea +2 +¢ a)dx =

0 0



a —(ez-e'§+i')\.>

Aytaylik, AB egri chizig yuqori yarim tekislikda joylashgan bo‘lib,
u ushbu

rarametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin. Bunda

<p(0, v (0 funksiyalar [a, B] da uzluksiz va uzluksiz pUyO3YHO hosi-

lalarga ega. Bu egri chizigni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil
bo'lgan aylanma sirtning yuzi

bo‘ladi.
2- misol. Ushbu

X2 +0>-2)2 =1

aylanani OXolg\ atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirtning
(torning) yuzi topilsin.
4 Aylananing tenglamasini quyidagicha

x =d(/) =cost,
y =\i/f) =2+sint, (O </=<2K)
parametrik ko'rinishda yozamiz.
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi (5) formulaga ko‘ra

u(M) =2k J (2 +sin 0V (cost)'2 +(2 +sint)'2dt =

0
2n

=2k J (2 +sint)dt =82
0
bo'ladi. »
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Mashqlar

1. Aytaylik, AB egrichizig x =<(/), y - \\(t), (a <t <B) teng-
lamalar bilan berilgan boiib, <p(/) va \j/(i) funksiyalar [a, ] da
uzluksiz <p'(f) va y'(/) hosilalarga ega bo'lsin. Bu egri chizigni OX
0‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

R
P =2nj\v(t)yj(¢'2(/) +y'2(t)di, (\/(/)>0)
a
bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

lay =je2- a2, (0sx< 2-0a)

parabolani OYo‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt-
ning yuzi topilsin.

42- Ta\ruza
Aniq integralning mexanika va fizikaga tatbiglari

I o Inersiya momenti. Mexanikada moddiy nuqta harakati muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi.

Odatda, o‘lchami yetarli darajada kichik va massaga ega bo'lgan
jism moddiy nuqta deb garaladi.

Aytaylik, tekislikda m massaga ega bo‘lgan A moddiy nuqta
berilgan bo‘lib, bu nuqtadan biror /o‘qgacha (yoki O nuqtagacha)
bo‘lgan masofa r ga teng bo‘lsin.

Ushbu

J =mr2
migdor A moddiy nugtaning Zo0‘gqga (O nugtaga) nisbatan inersiya
momenti deyiladi.
Masalan, A= A(X,y) moddiy nuqtaning koordinata o‘qlariga
hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

JX- TYy2, Jy =mx2, JO =myjx2+y?2

bo‘ladi.
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lekislikda, har birt mos ravisnda
mo, m¥x> H2L— smn\
massaga ega boigan moddiy nuqtalar sistemasi
{fa, AA2, A}
ning biror /o‘qga (O nugtaga) nisbatan inersiya momenti ushbu
n-1
h = X A¥r2

yig‘indi bilan ta’riflanadi, bunda rk — nuqta Ak dan / o‘ggacha
(0 nuqtagacha) boigan masofa (k =0, 1, 2, «-1).

Faraz qilaylik, y =f(x) egri chiziq yoyi AB bo'‘yicha zichligi
p=1ga teng massa tarqatilgan boiib, bunda /(x) funksiya Ja, b\

segmentda uzluksiz hamda uzluksizf\x) hosilaga ega boisin.
Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng boiadi:

b
m=Jy\+f"'2(x)dx.
a
[a, b] segmentning ixtiyoriy

P={x0,x,,x,}, (a=xXxQ<xx<..<xn =h)
boiaklashini olamiz. Bu boiaklash AB yoyni
Ak = Ak(x*,f(xk)), (k=0,1,2, n-1)
nugtalar bilan n ta AkAk+x, (4 - A A,, =B) boiakka ajratadi.
Bunda AMAKH boiakning massasi

mk= J yll +f'2(x) dx, (k =0,1, 2
X

boiadi. 0 ‘rta qiymat hagidagi teoremadan foydalanib topamiz:

, h-1)

bunda C*e [xk,xkH1 Ax* =x*#- xKk.
Ma’'lumKki,

E*/(E*)> (k=0,1,2,...,¢-1)
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moddiy nuqtaning koordinata o‘glariga hamda kordinata boshiga
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

JH -"r/ 1fe)-ix wmVi+= fe) txk,
=5[" +/", (5%) A**
(42 +/ 2(5%)) =(ti +/2(5*))Vi+/'2fe) mx*
bo‘ladi. Unda ushbu

«S0,/(S0)), w>ft,,-i,/«U-i))}
moddiy nuqtalar sistemasining inersiya momentlari mos ravishda

[/ t*=2Z [ 2(4*)-Ti+/'2(4t)A xt,
*=0

4'7 = SAV | +/2(N)AX*.
AD

110 =£<8* +/2(4%)) V1+/'Ife) +Ac

tengliklar bilan ifodalanadi.
Agar P bo‘laklashning diametri X~ nolga intila borsa, unda har

bir 4t4k+i yoyning uzunligi ham nolga intila borib, yugoridagi
45 710 40

yig‘indilarning limitini massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning mos

ravishda koordinata boshi hamda koordinata o'qlarisa nisbatan inersiya

momentlarini ifodalaydi deb garash mumkin. Ayni paytda,

b
>!i_» > =Jf/2(x)J\ +f 2(x)dx,

b
Jim A>=1V Vi+/"2x) ok
d

e
>I(>i)_r];b/<'> :g(xz + f2(x)UN\ +f"2(x)dx

bo'ladi.



Demak, massaga ega Do igall nu wo. .

lariga hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq
integrallar yordamida topiladi:

b
Ix =\12(x)yj)\ +f'2(x)dx,

a

b

Jy =Jx2xM +1' 2{x)dx,
a
b

/»=1A2+F (X))JIl +r 2(x)dx.
a
2°. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi. Biror jismni OX o‘q
bo‘ylab, shu o'‘g yo'nalishida boigan F = F(x) kuch ta’siri ostida

a nugtadan b nugtaga (a <b) o'tkazish uchun bajarilgan ishni topish
lozim bo'lsin.

Ravshanki, jismga ta’sir etuvchi kuch o‘zgarmas, ya’'ni
F{x) =C =const
boisa, undajismni a nuqtadan b nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan
ish
A=C(b-a)
ga teng bo'ladi.
Aytaylik, jismga ta’sir etuvchi kuch xga (x e [a, b\) bog‘lig boiib,
u [a, b] da uzluksiz bo'lsin:
F =F(x)eC[a,b].
[a, b] segmentning ixtyoriy
P ={x0,X,,...xM, (a- x0<Xj <...<xn =bh)
boiaklashini olib, bu boiaklashning har bir
[XIXM ], (k=0,1,2,...,« -1)
bo‘lakchasidaixtyoriy g [jc*,jcayq], (k=0,1,2...,«-!) nugta
olamiz.

Agar har bir [xk,xkH] da jismga ta’sir etuvchi kuchni o‘zgarmas
va u F($k) ga teng deyilsa, u holda [x*,xk+l] oraligda bajarilgan
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ish (kuch ta’sirida jismni xk nugtadan xkH nuqtaga o‘tkazish uchun
bajarilgan ish) taxminan

F&K)e U*+ -*Kk)
formula bilan, [a, b) oraligda bajarilgan ish esa taxminan

M**4H-*> -X *(W -A* W
*=() *=()
formula bilan ifodalanadi.

P boiaklashning diametri XP nolga intila borganda yuqoridagi
yig‘indining qiymati izlanayotgan ish migdorini tobora aniqroq
ifodalaydi. Bu hoi Xp 0 da (1) yig‘indining chekli limitini bajarilgan
ish deyish mumKkinligini ko‘rsatadi. Demak,

Modomiki, F(x)e C[a,b] ekan,

n1 b
lim V F(\K)*Axk = \F(x)dx
=0 J
boiadi. Shunday qilib, o'zgaruvchi F{x) kuchning [a, b] dagi bajargan
ishi
)
A =] F(x)dx )

formula bilan ifodalanadi.
Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi
uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujina gisilgan (21-chizma).
Agar prujinaning qisilishi unga
ta’sir etayotgan /”x) kuchga propor-
sional boisa, prujinani a birlikka
qisish uchun /(x) kuchning bajargan
ishi topilsin.
4 Agar /(x) kuch ta’'sirida pru-
I jinaning qisilish migdorini x orqgali
belgilasak, u holda
21- chizma. f(x) =
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(2) formulaga ko‘ra bajarilgan ish

A-jkxdx -
0
bo‘ladi. »

Mashqlar

1. Uchburchak asosiga nisbatan inersiya momenti topilsin.
2.Asosining radiusi R, balandligi Hbo‘lgan paraboloid shaklidagi
gozondan, undagi suvni chigarishga sarflangan ish hisoblansin.
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10- B O B
XOSMAS INTEGRALLAR

43- ma’ruza
Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning anig integrali (Riman integrali) tushunchasini
kiritishda integrallash oralig'ining chekli bo'lishi talab etilgan edi.

Endi cheksiz oraligda (Jo,+«>); (-00,a]; (-00,+00) oraliglarda)

berilgan funksiyaning shu oralig bo‘yicha integral tushunchasini
keltiramiz va o‘rganamiz.
1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi./(x) funksiya

[a, +00) oraligda (a e R) berilgan bo‘lib, ixtiyoriy [a, 4 da (a <t <+)
integrallanuvchi bo‘lsin: fix) e /?((«,/]).
t
Ushbu F(t) = \f(x)dx belgilashni kiritamiz.
1-tarif. Agar /-> +00 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
bu limit f(x) funksiyaning [0, +<») cheksiz oraliq boyicha xosmas
integrali deyiladi va

+5
J fix)dx
kabi belgilanadi:
+« t
f f{x)dx :r[Ln@F{t) = lim Jff(x)dx. (1)
a a
(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral ham deb yuritiladi.

Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas integral»
deyish o‘miga «integral» deymiz.

2-ta’rif. Agar M -h» da Fit) funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo'lsa, (1) integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar t -» +00 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) integral uzoglashuvchi deyiladi.



1- misol. Ushbu J e~xdx integralni gqaraylik. Bu hoiaa
0

F(t) = fe'xdx =-e~" +1
0
boiib, lim F(t) =1 boiadi.

+0
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va J e~xdx - 1

2- misol. Ushbu Jfg, (a >0,a >0) integral uchun

In/- In<, agar a =1 boisa,

No ) _ ) H e -at+| 0_a+l
a

, agar a * 1 boisa
-a+l -a +|

bo‘lib, /—+00 da

X
boiadi. Demak, J “a

integral a > 1 boiganda yaginlashuvchi, a <1 bo‘lganda uzogla-
shuvchi boiadi.

3- misol. Ushbu

+©°

J cosxdx
0
integral uzoqglashuvchi boiadi, chunki /—<> da
/
F(t) - Jcosxdx =sint
0

funksiyaning limiti maviud emas.
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Yuqoridagidek,
a

+O
Ji(x)dx, Jf{x)dx

xosmas integrallar va ulaming yaqinlashuvchiligi, uzoglashuvchiligi
ta’riflanadi:

J

o0 U
J f(x)dx :Jlmwéff(x)dx.

D—>—00 |>

f(x)dx :)@@J\f(x)dx,
t

2°. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas
integralning turli xossalarini/ (*) funksiyaning [«,+~) oralig bo‘yicha
olingan

j f(x)dx

a
integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni

a +»
Jf(x)dx, Jf(x)dx

integrallar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz.

_eo
1- xossa. Agar J f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
a
Jf )dx, (a <h)
integral ham yaqinlashuvchl boiadi va aksincha. Bunda
A0 b
i f(x)dx Sf(x dx-Hf 2
a a

tenglik bajariladi.
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-4 Ravshanki,
r h i
jf(x)dx - M(x)dx +J/(x)fitc, (a<b<t).

a a h

Aytaylik, J f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Demak,

a

:
lim Tf(x)dx
a
mavjud va chekli boiadi:

f
tIl»rr}ﬁaff{x)dx = g) f(x)dx .

(2) tenglikdan foydalanib, /-> +&>da

t +00 A
tIim jff(x)dx- ff(x)dx -[ f{x)dx
~wob a : a :

+00

boiishini topamiz. Demak, J f{x)dx integral yaginlashuvchi va
h

+0 400 b
Jf(x)dx = J f(x)dx - J f{x)dx
b a a

boiadi.
£ )
Aytaylik, Jf(x)dx integral yaginlashuvchi boisin. Demak,

h
t

lim ff(x)dx = ff(x)dx

f—+0J J
chekli boiadi.
(2) tenglikdan, i -> +00 da

b
lim Jf(x)dx =Jf(x)dx +J f(x)dx
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bo'lishi kelib chigadi. Demak, J f(x)dx integral yaginlashuvchi va
a

b
J fx)dx =Jf(x)dx +J f(x)dx
a a b

bo‘ladi. »

2- X0ssa. Agar J f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
H a
J C of(x)dx ham (Oconst) yaginlashuvchi bo'lib,

JCf(x)dx =CJf(x)dx

a a

bo'ladi.

3- xossa. Agar Jf(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib,
d
Vie [fl,+0°) da /(x) >0 bo‘lsa, u holda

J f(x)dx >0
a
bo'ladi.
+00 +0
4- xossa. Agar Jf(x)dx va Jg(x)dx integrallar yaginla-
a a

shuvchi bo‘lsa, u holda J(/(x)ig(x))dx integral ham yaqinla-
a

shuvchi bo'lib,

J (f(x)xg(x))dx :jof(x)dxi J g(x)dx

boiadi.
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5-x0ssa. Agar Vxe [6,+00) da f(x)<g(x) boiib, J f(x)dx
+0 a

va | g(x)dx integrallar yaginlashuvchi boisa, u holda
a

+® 100

Jix)dx < Jg(x)dx

a a
boiadi.

2-  va 5- xossalaming isboti xosmas integral va uning yaginlashuv-
chanligi ta'riflaridan bevosita kelib chigadi.

Faraz qilaylik,/ (x) va g(x) funksiyalar la,+~) da berilgan boiib,
/(x) funksiya chegaralangan (m <f (x) <M, xe [a, +°°), g(x) funk-
siya esa 0‘z ishorasini o‘zgartirmasin (Vxel<2+c) da har doim
g(x) >0 yoki g(x) <0).

0 +<0
6-xo0ssa. Agar J f{x) <g(x)dx va J g(x)dx integrallar yaqin-
a a
lashuvchi boisa, u holda shunday o‘zgarmas n(/w <\x< M) topiladiki,

J f{x) g(x)dx =nJ g(x)dx (3)
a a
boiadi.
< Aytaylik, Vxe da g(x) >0 boisin. U holda
mg(x) </(x)g(x) <Mg{x)
boiib,
r t t
m]g{x)dx <J/(x)g(x)dx <M]g{x)dx
a a °

ifodaga ega boiamiz. Bu tengsizliklardan, *>+<>0 da limitga o'tsak,
unda

mJ g{x)dx < J f(x)g(x)dx <M J g(x)dx
a a d
boiishi kelib chigadi.
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Ravshanki, J g{x)dx =0

a

bo‘lganda (3) tenglik bajariladi.

L ()
Aytaylik, J g(x)dx >0
I f(x)g(x)dx
bo‘lsin. Bu holda m <—zs <M
| 9(x)dx
i f(x)g(x)dx
bo'ladi. Agar a
\g(x)dx

a

deb olinsa, unda m<\i< M bo‘lib,

Jfix) m(x)dx =neJ g(x)dx
a a
bo‘ladi.
Vxg (fl,+<») da g(x) <0 bo‘lganda (3) tenglikning bajarilishi
yugoridagidek isbotlanadi. »

Odatda, bu xossa o‘rta qiymat hagidagi tcorema deyiladi.
3°. Xosmas integralning yaginlashuvchanligi. Aytaylik, / (x) funk-

siya [¢7,+00) oraligda berilgan boisin.

Ma’lumki, J f(x)dx
a
xosmas integralning yaqginlashuvchanligi ushbu

F(t) =Jf(x)dx, (t>a)
a
funksiyaning t -» +00 da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
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Koshi teoremasi, ya'ni F() funk5|yan|ng /-» +00 da chekli I|m|tga
ega bo‘lishi uchun

Ve>0, 3/0>a, V/'>0, vr >t0: \F(t")- Ft)\<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi. Bu
tushuncha va tasdiqgdan

+00

J f(x)dx (4)

xosmas integralning yaginlashuvchanligini ifodalaydigan quyidagi
teoremaga kelamiz.
Teorema. (Koshi teoremasi.) (4) integral yaginlashuvchi bo‘lishi

uchun Ve >0 son olinganda ham shunday t0e R (t0 >a) topilib,
ixtiyoriy t'>10, t* >t0 bo'lganda

Ji(x)dx <E£
If
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Mashqlar

+0
1. Ushbu J jesin xdx xosmas integral yaginlashuvchi bo'ladimi?

2 .Ushbu [ 7-— dx =-~ tenglik isbotlansin.
0 (Ux2) *

44- ma Tuza

Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolut yaginlashuvchanligi

1°. Manfiy boMmagan funksiya xosmas integralining yaginlashuv-
chanligi. Aytaylik, fix) funksiya (a,+«>) oraligda berilgan bo‘lib,
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VXg daf{x) >Oboisin. Bu funksiyani [a, t] da (a <f <-*»)
integrallanuvchi deylik: /7 (x)e /?([a,f]). Bu holda
t
F(t) =\f(x)dx
a
funksiya (a,+~) oraligda o'suvchi boiadi.
A Hagigatan ham, a </, <t2 <+*° da

» 1 2 2
F(h)=Jf(x)dx * Jf(x)dx +Jf(x)dx = ) +J f(x)dx
boiib, JH(x)dx >0
h
boiganligi sababli F(t2) > F(tj)
bo‘ladi. Demak, V/, t2¢ uchun

/, <t2=/(/)< F(t2). »
1- teorema. Manfiy boimagan f(x) funksiya xosmas integrali
8
Jf(x)dx, (/(*)> 0, x>a) (1)
a
ning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun Ft) funksiyaning yuqgoridan chega-
ralangan, ya’'ni
3Ce/?, V/>a: F(t) sC
boiishi zarur va yetarli.
. A Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaginlashuvchi boisin. Ta’rifga
inoan

Im.F ()
mavjud vachekliboiadi. Unda, 3Ce R,Vt >a da F(t) <C boiadi.
Yetarliligi. Aytaylik, F(t) funksiya da yugoridan chegara-

langan bo‘lsin. Ayni paytda, F[i) o‘suvchi funksiya. Demak, / -k» da
Ht) funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralning yaginlashuvchi
boiishini bildiradi. »
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar F\t) funksiya (/e (9,+0°)) yuqoridan chegaralan-
magan bo'lsa, u holda

J f(x)dx

integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

20 Tagqoslash teoremalari. Ikkita funksiya ma’lum munosabatda
bo‘lganda birining xosmas integralining yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo‘lishidan ikkinchisining ham yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo*-
lishini ifodalovchi teoremalami keltiramiz. Odatda, ular taggoslash
teoremalari deyiladi.

2-  teorema. Faraz qilaylik, f(x) va ¢g{x) funksiyalar (g,+~)
oraligda berilgan bo'lib, Vxe[u,-H») da

0 <f(x) <g(x) (2)
bo'lsin.

yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda  f(x)dx ham
d a
yaginlashuvchi bo‘ladi.

uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda
a a
uzogqlashuvchi bo‘ladi.

4 Aytaylik, (2) munosabat o'rinli bo‘lib, J g(x)dx yaginlashuvchi
bo‘lsin. Unda 1-teoremaga ko‘ra i
G(t) :th(x)dx <C
bo‘ladi. Ayni paytda, a
F(t) :{f(x)dx<.G(t)

a
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+0®

bo‘lganligi sababli, ya’ni 1-teoremaga binoan ff(x)dx yaqinla-
a

shuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli boiib, J f(x)dx uzoglashuvchi
a

bo‘lsin. Unda yuqorida keltirilgan natija va
F(t) ¢G ()

L)
tengsizlikdan J g(x)dx integralning uzoglashuvchiligi kelib chigadi. »

a
3-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [6,-h») da

/(x)>0, g(x) >0 boiib,
U g4 =k>(0<k<+°0)

bo‘lsin.
Agar k <+00 boiib, J g(x)dx yaginlashuvchi boisa, u holda

a

+0
[ f(x)dx ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
a

+0
Agar k > 0 boiib, J g(x)dx uzoglashuvchi boisa, u holda

0

| f(x)dx ham uzoglashuvchi boiadi.

a

4 Aytaylik,
J_i;\[:p_., £(*) ~k <+

+00
boiib, J g(x)dx yaqinlashuvchi boisin. Limit ta’rifiga binoan

a
Ve >0, 3t0>a, MM >t0 da



f(x) <(k +z)g(x) (3)
bo‘ladi. Yaqinlashuvchi integralning xossasiga ko‘ra
L O))

| (k +2z)g(x)dx
a
yaginlashuvchi boiadi.
0

(3) munosabat va 2-teoremadan foydalanib, J f(x)dx integ-
a
ralning yaqinlashuvchi bo‘lishini topamiz.

Aytaylik, lim 5&)7 =*>0
boiib, J g(x)dx uzoglashuvchi boisin. Bu holda kj son (k >k}>0)

a
uchun shunday i, >a topiladiki, Vx >iq da

[15]>k
0t%)
ya’'ni g(x)<~f(x) 4)
boiadi.
g}
(4) munosabat va 2- teoremadan foydalanib i f{x)dx integral-
a

ning uzoglashuvchi boiishini topamiz. »

Natija. Agar lim =k
9(x)

4<%
bo‘lib, 0<A<+0° boisa, u holda \]f(x)dx va J g(x)dx
d a
integrallar bir vagtda yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi boiadi.
Ko'p hollarda biror xosmas integralning yaginlashuvchanligini
yoki uzoglashuvchanligini aniglashda awaldan yaginlashuvchanligi
yoki uzoqlashuvchanligi maium boigan integral bilan taggoslab
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(yugorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) garalayotgan integral-
ning yaginlashuvchi yoki uzoqglashuvchi boiishi topiladi.

+H»
Masalan, J f(x)dx

integralni jf sar (@ >0,a >0)

a
integral bilan taggoslab, quyidagi natijaga kelamiz.

Natija. Aytaylik, biror C (0 <C <+°°) va a >0 sonlar uchun
X —+00 da

() =
ya’'ni lim xa «/(*) =C
'RO
boisin. U holda J f(x)dx

a

integral a >1 boiganda yaginlashuvchi, « <1 boiganda uzoqla-
shuvchi bo‘ladi.

3°. 1- misol. Ushbu JC -Cl-(z_%(?(dx integral yaginlashuvchanlikka
tekshirilsin.
[+x2 |+x2
deyilsa, u holda Vxe [0+<=) 0<f(x)<g(x) boiadi.
T g
Ravshanki, 7—Xt

integral yaqinlashuvchi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi boiadi. »

+00
2- misol. Ushbu J e~"dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.



4 Vx>1 da

/(x) =e x|, #(x) =e X

funksiyalar uchun 0</(x) <g(x)

bo‘ladi. Ushbu J e~xdx
i
integralning yaqinlashuvchiligi ravshan. Demak,

| e~xX2dx
i
integral yaginlashuvchi bo‘ladi. »

3- misol. Ushbu | e~xInxdx integral yaginlashuvchanlikka tek-
!

shirilsin.
< Vx>1 da Inx <X

boMib, /(x) =e~xInx, g(x) =xe x funksiyalar uchun
0 </(x) <g(x)
bo‘ladi. Endi
+D +D
J g(x)dx - J xe~xdx
i i
integralning yaqginlashuvchiligini e’tiborga olib, 2- teoremadan foyda-
lanib, berilgan
0
J e'x Inxdx
\
integralning yaginlashuvchiligini topamiz. »
—fee
4- misol. Ushbu . integral yaqinlashuvchanlikka tek-
Ll
shirilsin.
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A Integral ostidagi

/(*) = 1
-&*+1
funksiya uchun
5 5
lim x3/(x) = lim x3 ----- 1 =1lim--—-- - =1
X. 3M.2+] X-»+~ ~ )/ T
boiadi. Ravshanki,
4
dx
| ~T
| x5

integral yaginlashuvchi. Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi

boiadi. »
4°, Xosmas integralning absolut yaqginlashuvchanligi. Aytaylik,

/ (x) funksiya [6,+00) oraligda berilgan boisin. Bunda Vxe ]0,-h»)
uchun /(x) >0 boiishi shart emas.

+00

Tarif Agar f |/(x)]dx

_ko
integral yaginlashuvchi boisa, J f(x)dx integral absolut yaginla-

a

shuvchi deyiladi.

+00 +00

Agar J f(x)dx yaginlashuvchi boiib, J X(X)\dx uzoglashuvchi

+00

boisa, u holda J f(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

a

4- teorema. Agar integral absolut yaginlashuvchi boisa, u yagin
lashuvchi boiadi.
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4D
A ytaylik, J \f(x)\dx

a

integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Berilgan Jf(x\ V% i/ *mf Ksival
yordamida ushbu W ( )1 unkstyaar

<P() =17 (%) +i/("))),

funksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, vxe (a,+~) da

1) <p(x) >0, vi/(x) >0;
2) <p() <1/, i/ <1731

3) <p(X) -ij/(x) =fix)
boiadi. Yuqorida keltirilgan 2- teoremadan foydalanib, quyidagi

+00 4@
J ep(X)dx, J \\t(x)dx
a a
integral yaqinlashuvchi ekanligini topamiz. U holda

J (<p(x)-vj/(x))i/x
a
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak,

+O

J f(x)dx
a
yaqginlashuvchi boiadi. »
Mashqlar
+00
1.Ushbu J~ y X integral yaginlashuvchanlikka tek-

shirilsin.
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2. K ning ganday giymatlarida

Jl X-Sin X £k<\)'

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi?

45- Ta’ruza

Integralning yaqginlashuvchanlik alomatlari. Integralning
bosh giymati

1°. Dirixle alomati. Faraz qilaylik,/(x) vag(jc) funksiyalar [9,+°0)
oraligda berilgan bo'lsin.

1- teorema. (Dirixle alomati.) /7(*) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [4,+°°) da uzluksiz va uning shu oraligdagi
boshlang'ich F(x), (F'(x) =f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2) 9(x) funksiya [0,+°0) da uzluksiz g(x) hosilaga ega;

3)g(.x) funksiya (;7,+00) da kamayuvchi;

4) lim g(x) =0.

-+
U holda J f(x)g(x)dx

a

integral yaqginlashuvchi bo‘ladi.
® Ravshanki,

f(X)e c((a,+00)), g(*)e C([a,+00)) =>T(X)J(X) e c([a,+00))
bo‘ladi. Binobarin, f(x) m(x) funksiya [a,t], (a <t <-H») oraligda

integrallanuvchi bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan hamda
teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

Tt 9(x)dx :jg(x)dF(x) =g(x)F(x) ! —T]f(x)g'(x)dx. )

a 2 a
Endi
AON0T N~ Mg(t), (M =supl/XOl <+°°)
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bo‘lishini e’tiborga olsak, undan t -> +co0 da

g(t)F(t) -» 0
boiishi kelib chigadi.
Berilishiga ko‘ra, g(x) funksiya [6,+°°) oraligda uzluksiz difTe-
rensiallanuvchi hamda shu oraligda kamayuvchi funksiya. Demak,
\fxe [fl,+°0) da

g\ x) <0
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

t t 1
JNF(X)g\x)fix <M J\g'(X)\dx =-M Jg\x)dx =
a a a

=M *(fl) - g(1)) <Mg{d), (g{t) >0).

Unda 44- ma’ruzadagi 2- teoremadan foydalanib
J F(x)g"(x)dx
a
xosmas integralning yaginlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
(1) tenglikda t  +00 da limitga o‘tib, ushbu
t

g, f1()9(x)x
a

limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz. Buesa ff(x)g(x)dx

integralning yaqginlashuvchi bo'lishini bildiradi. »
+0

Misol. Ushbu J =" S-'-rl-)-(-dx, (a >0) integral yaqginlashuvchan-

likka tekshirilsin.
4 Berilgan integralni quyidagicha



ko‘rinishda yozib, fix) =sinx, gix) :X—a deymiz. Bu funksiyalar

yugorida keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi.
1) fix) =sin X funksiya [1,+°°) oraliqgda uzluksiz va uning bosh-

lang‘ich funksiyasi F{x) =-cosx funksiya [1,+«») da chegaralangan;
2) gix) :-Xl-, (a >0) funksiya (I,+°0) da

/7 \ X

hosilaga ega va u uzluksiz;

3) gix) = (a >0) funksiya [1,-H») da kamayuvchi;

4) lim g(x) = lim — =0, (a >0).

>+00 X a

Unda Dirixle alomatiga ko‘ra

T1PLL(0)
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. »

2°. Abel alomati. Faraz qgilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar [q,+°°)

oraligda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. (Abel alomati.) /7(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlami ganoatlantirsin:

+00

1) f(x) funksiya (6,+00) da uzluksiz bo‘lib, J fix)dx integral

yaginlashuvchi;

2) gix) funksiya [4,-H>°) da uzluksiz .g'(x) hosilaga ega va bu
hosila [4,+°°) da o'z ishorasini saglasin;

3) gix) funksiya [6,+°°) da chegaralangan.

D
U holda f fix)gix)dx integral yaginlashuvchi bo'ladi.

a
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4@

4 Ravshanki, J f{x)dx integralning yaqginlashuvchi boiishidan

a
f{x) funksiyaning oraligda chegaralangan Fix) boshlang'ich

funksiyaga ega boiishi kelib chigadi.
Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiyaning
limiti hagidagi teoremadan foydalanib ushbu

fimgs 09
limitning mavjud va chekli boMishini topamiz:

lim g(x) =b.

Unda
gl (X) =x(x)-b
funksiya x -> +°° da monoton ravishda nolga intiladi:
le.rQJ 1(x) =0.
Shunday qilib,/(x) vag(.x:) funksiyalar Dirixle alomatida keltirilgan
barcha shartlarni qanoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra
_ko
J f(x)gil (x)dx
a
integral yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Ayni paytda,
f{x)g(x) =f(x)b +1(x)g1(x)
boiganligi sababli,
+00
J H{x)g(x)dx
a
integral ham yaqinlashuvchi boiadi. »
3°. Xosmas integralning bosh qiymati. Faraz qilaylik,/(x) funksiya
(-00,+00) da berilgan boiib, bu oraligning istalgan [/'/]»
(-00 <t' <t <+00) gismida integrallanuvchi boisin:
t

F(t\t) =\f(x)dx.
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M a’lumki, ushbu
t-l.!TOO(F(t"t): fl_i_rpm;ff(x)dx
limit/(jc) funksiyaning (-00,+00) oralig bo‘yicha xosmas integrali
deyilib, u chekli bo‘lsa,
lim jf{x)dx: jof(x)dx

/—>+00 t°' -00

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi.
Bunda t' va t o‘zgaruvchilaming ixtiyoriy ravishda

t' ——@p t —=+0
ga intilishi ko‘zda tutiladi.

+00

Xususan, J f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

00

t 00
lim ff(x)dx= J1‘f(x)dx
I
bo‘ladi. Biroq F(t',t) =f f(x)dx
t’
f_@@iya, t' = -t bo'lib, t —=+<» da chekli limitga ega bo‘lishidan

j'f(x)dx xosmas integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chigaver-

maydi. Masalan, ushbu

t
F(t',t) =Jsin xdx
t!
integral uchun t' =-t bo'lsa,
t
Jsinx¢ex =0, (V/>0)
-1
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t
bo‘lib, lim stin X ik =0
-t
ga ega boiamiz. Biroq J sinxdx
xosmas integral yaginlashuvchi emas.
Tarif Agar t' =tbo'‘lib, t ->+00 da
t
F(t\t) - J f(x)dx
-1
D
funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, J f(x)dx xosmas integral

—00

bosh giymat ma’nosida yaqginlashuvchi deyilib,
lim Jff(x)dx
/->+00 -/

+00

limit esa | f(x)dx xosmas integralning bosh qiymati deb ataladi.

—00

+00

Odatda, J f(x)dx xosmas integralning bosh giymati

v.p.J f(x)dx
kabi belgilanadi. Demak,

+D I
v.p.J f(x)dx= lim Jf(x)dx.

Bunda v.p. belgi fransuzcha «valeur princiriale» —«bosh giymat»
so‘zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, J f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,
u bosh giymat m_a;(:nosida ham vyaginlashuvchi boiadi. Biroq.
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400
J f(x)dx xosmas integralning bosh giymat ma’nosida yaginlashuvchi

00

bo'lishidan uning yaginlashuvchi bo'lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.

Mashglar

1.Dirixle alomatidan foydalanib

(a>0)
0 X

integralning yaqginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

f arctg xdx, (a >0)

integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

46- ma’ruza
Xosmas integrallarni hisoblash

1°. Nyuton—teybnits formulasi. Ushbu
+0
J f(x)dx

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f(x) funksiya |0,+00) oraligda boshlang‘ich Aa:) funk-
siyaga ega va X -» -u« da f{x) funksiya chekli limiti mavjud bo‘lsin
I'!m F(x) =F(+°0)"

U holda
+D t
J/ (X)dx = lim Jf(x)dx -
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= lim (F (0-.F (a)) = F(+~)-F(a) =F(x)| r (1)

bo‘ladi.
Bu formula Nyuton—keybnitsformulasi deyiladi.
+O0
1- misol. Ushbu f  sin- dx integral hisoblansin.
JZ Xz X

M Ravshanki, F(x) =cos- funksiya -,+oo0j oraligda
X
f(x) :;(j-sin — funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.

(1) formuladan foydalanib topamiz:

+00
f

— sin —dx —€0s - 1. »
J2 X2 X X n

2°. Bo‘laklab integrallash. Faraz qilaylik,/(x) va g(x) funksiyalar
0, +00) oraligda uzluksiz va uzluksizf\x) vag(x) hosilalaiga ega bo‘lsin.

Agar
+0 -+

) ff(x) ¢'(x)dx (J f'(x)g(x)dx) integral yaginlashuvchi;
a a

2) ushbu lim if(x)g(x)) limit mavjud va chekli bo'lsa, u holda

X—=>+00

17°(%) g(x)dx, (3 f(x)g’(x)dx)

integral yaginlashuvchi bo‘lib,

J7°(%) «g(x)dx = tim~(/(je)*(*)) - f(a) «g{d) - J f(x)g\x)dx

J7Ax)g\x)dx:\im(f(x)g(x))-f(a)-g(a)-I f(x)&$dx (2

a a

boiadi.
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N Ravshanki,

t t t
JNX)g(x)dx = g(x)df(x) =F(x)g()I" - j 1(x)dg(x) =

= - f(a)g(d) - Jf(x)g(x)dx.
a
Keyingi tenglikda, da limitga o‘tib topamiz:

S )9(x)dx = lim (F(1)g(t))-f(a)g(a)~ ?f{x)g\x)dx. >

t—>+00

a a
(2) formula bo flaklab integrallash formulasi deyiladi.

+00

2- misol. Ushbu J xe~xdx integral hisoblansin.
0

m<Agar g(x) =x, /'(x) =eX deb olsak, unda
g\x) =1, f(x) =-e~x
boiib, (2) formulaga ko‘ra (a = 0)

+00 +00

f xe~xdx = lim (-te~+)- 0+ fe—xdx =1
J t-*+OP J

0 0

boiadi. »
3°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash. Ushbu

+jof(x)dx

xosmas integralni garaymiz. Bu integralda x =cp(z) almashtirishni ba-
jaramiz. Bunda x =(p(z) funksiya quyidagi shartlami gqanoatlantirsin:
1) <@ funksiya [a,+0°) oraligda uzluksiz va uzluksiz (p'(z) hosi-
laga ega;
2) (p(z) funksiya [a,+°°) da qat’iy o‘suvchi;
3) cp(oc) = a, <p(+°0) = lim (p(") =
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Agar J /(<p(*) y'(z)dz
a
xosmas integral yaginlashuvchi boisa, u holda

40

J f(x)dx

a
integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

+00 +00

Jf(x)dx =J /(cp(z)) *A\z)dz

a a
boiadi.
. 4 Ixtiyoriy z(a <z <+°°) ni olib, unga mos tp(z) =t nuqtani
topamiz.

Ravshanki, yuqoridagi shartlarda \a,t) da 37-ma’ruzadagi (2)
formulaga ko‘ra

t
Jf(x)dx =3/(<p(z)) «(P\z)dz
a a
bo‘ladi.
Keyingi tenglikda t -» -h» da (bunda z =1(0 ->+°°) limitga
o‘tib topamiz:
Jf(x)dx =1 f(<p(z)) w'(z)dz.
a a
Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi. »
3- misol. Ushbu J = f integral hisoblansin.
0 A

4 Bu integralda x =i almashtirishni bajaramiz. Natijada



bo‘lib, j =xlb?L dx
21 i+*4
bo‘lishi kelib chigadi.

Keyingi integralda X - x_:Z deb, topamiz;

/=i +(;0 . fg. +00 il
= = ' arctg-i
2 ) 24z 2>/2 gvz 232
+00
Demak, J i+x4  2>/2

4°, Xosmas integrallarni tagribiy hisoblash. Aytaylik, fix) funk
siya [;z,+°°) oraligda uzluksiz boiib, ushbu

J f(x)dx
a
xosmas integral yaginlashuvchi boisin. Ta’rifga binoan

+0 t
I fix)dx =Hm I f{x)dx,

ya'ni
Ve >0, 3/0 > W> 0:
*7 r :
j /(x)ckc-J/(*)i& <e
a a

boiadi. Ravshanki,

Jf(x)dx - Jfix) =17 /(*)E/X.

Demalk, jf(X)dX <€
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N atijada ushbu

A0
Jf(x)dx «j f(x)dx (5)

taqribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi

j f(x)dx <e

bo‘ladi.
+00
4-misol. Ushbu J e dx xosmas integral tagribiy hisoblansin.
0

A (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni tagribiy hisoblash uchun
ushbu

+00

Je *2dx « Je *2dx, (a >0)
0 0

formulani hosil gilamiz. Uning xatoligi

+00
J e'*2dx

a

ga teng bo‘ladi. Bu xatolikni yugoridan baholaymiz:

\e Adx<- fxe dx=%~fexd(x2)==~(-¢e »)[ =A e
J a J 2a 2a i a
Aytaylik, a = 1 bo'lsin. Bu holda

+0 1
| e~* dx =je'p dx
0

bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun
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+00

J dx< 0,1839

boiadi.
Aytaylik, a = 2 bo'lsin. Bii holda

Je* dx ~Je xdx

a 0
boiib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun
+®

J e~"dx< 0,00458

2

boiadi.
Aytaylik, a = 3 boisin. Bu holda
+00 3
J e~**dx =] e~*2dx
a 0

bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun

J «T*2dx <0,00002

boiadi. »
Mashqlar
1. Ushbu
I In X dx
1+x2
integral hisoblansin.
2. Ushbu
dx arcsin a (a> O)

0 (x2-fI2paxe-1  flv/Il2
tenglik isbotlansin.
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47- ma’ruza
Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

1°. Maxsus nuqgta. Aytaylik,/(x) funksiya Xci A£to‘plamda berilgan
boisin. X0e R nugtaning ushbu

Us(xq) ={xe R; x0-5< x <Xq+8;x * x0}

atrofida garaymiz, bunda 5 —ixtiyoriy musbat son.
1-tarif Agarf{x) funksiya

Xr\U6(x0)*0
to‘plamda chegaralanmagan boisa, *0Onuqgtaf{x) funksiyaning maxsus
nuqtasi deyiladi.

Masalan, \a, b) da berilgan f{x) =—— funksiya uchun xG=b -

maxsus nuqta; /?\{-I; 0; 1} to'plamda berilgan f(x) =— T-
X(Xx2-1)

funksiya uchun x0 =-1, xx=0, x2 =1 nuqtalar maxsus nugqtalar
boiadi.
2°.Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b) da berilgan boiib, b nuqta shu
funksiyaning maxsus nugtasi boisin. Bu funksiya ixtiyoriy [a, t] da
(a <t <b) integrallanuvchi boisin. Ravshanki, bu integral t ga
bogiig boiadi:
t
F(t) =] f(x)dx, (a<t<hbh).
a
2- ta’rif. Agar t -> b - 0 daf[t) funksiyaning limiti mavjud boisa,
bu limit chegaralanmagan f{x) funksiyaning \, b) boyicha xosmas
integrali deyiladi va

\f(x)dx
a
kabi belgilanadi:
h t
a\f(x)dx: /I|>rg1 F(x) :tLtrJr_]Oé\f(x)dx \(/1)
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3-ta*rif. Agar t b-0 da F[t) funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t ->Db- 0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘Imasa, (1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

f(x) funksiya (a, b\ da berilgan bo‘lib, X0= a nuqgta uning maxsus
nuqtasi;/(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Xg=a, xx= b nuqtalar
uning maxsus nugqtalari boigan holda shu funksiyaning (a, b] hamda
(a, b) bo'yicha xosmas integrallari, ulaming yaginlashuvchanligi hamda
uzoqlashuvchanligi yuqoridagidek ta’riflanadi:

b b
| f(x)dx= limo/A (0= Ilimo] f(x)dx,

Jff(x)dx: t-.liTm F(t',t)= t--ligloa[f(x)dx'
a t->b-0 t->b-0 t'

Aytaylik,/(.x) funksiya (a,b) \ {c} to‘plamda (a <c¢ <b) berilgan
bo‘lib, X0 =a, xx=Dh, X2 =¢ nugqtalar uning maxsus nuqtalari bo'lsin.
Bu funksiyaning quyidagi

AMLx)dx =<0 (a<t'<t<O),
;

jf(x)dx =\\f(u',u), (c<u <u<bh)

u

integrallari mavjud bo‘lsin.
4-ta'rif. Agar t'-*a +0, f-»c-0 hamda w'-»c +0,

u—hb—0 da (p(/',t) + u) funksiyaning limiti

lim t', 1) +\\/(u',u\= lim [ff(x)dx+ ff(x)dx\
Jim [p(t, ) NV ON= lim [f F(x)dx+ Fi(x)
t->¢-0 t-~c-0 ' u

w'-»c+0 u'->c+0

u->h-0 u-*b-0

mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f{x) funksiyaning (a, b)
bo‘yicha xosmas integrali deyiladi va
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jf(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

b t u
jH{x)dx=\\mA f{x)dx+Jf(x)dx]. (2)
a t->c-0  t' u

u-ib-0

5-ta’rif. Agar t'->a+0, /-»c-0 hamda u'->c¢ +0,

u b- o da qt\t) +\y(u', u) funksiyaning limiti mavjud va chekli
boisa, (2) intégral yaginlashuvchi deyiladi.

[
1- misol. Ushbu de?é intégral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin,
0

M Ravshanki, X)=0 nuqta f{x) = J funksiyaning maxsus nugtasi.
e JX

Demak, qaralayotgan intégral chegaralanmagan funksiyaning xosmas
integrali boiadi.
Ta'rifga binoan

lim fe =1lim21-Vf) =2
jO Y]X r'M'OE] VX '»+0
boiadi. Demak, berilgan xosmas intégral yaginlashuvchi va u 2 ga
teng. »

A

|
2- misol. Ushbu idTX xosmas intégral uzoglashuvchi boiadi, chunki

0
i
lim f— =Ilim (In X)\ =+
f->+0Jt X f->+0
1
3-misol. Ushbu f - dx intégral yaginlashuvchanlikka tek-
0 Ne

shmlisin.



4 Integral ostidagi
/(*) =
yIx(\-x)

funksiya uchun ~=0, x,=I1 nuqgtalar maxsus nuqtalar bo‘ladi. Xosmas
integral ta’'rifidan foydalanib topamiz:

dx _ _
= Jim_ [arcsin(2x -1)1« =
*(1-x) t/--»].-
:z_%%a[arcsin(ﬂ -1) - arcsin(2f -1)1 =IN-- =n.

Demak, integral yaginlashuvchi va
i

dx
IX(I-x)
4- misol. Ushbu
j =f Je=f_ ( « >0
J (x-a)a J(b-x)a

integrallar yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
A Ta’rifdan foydalanib topamiz:

. I-a
f = iim f m (X-2)
J (x-a)a /-»at+o0) (x-a)a t4a+0 1-a

= lim -;-Mb-djt«-(t-a)%*], (<x*I).

t-+a+0 1T

Bu limit a ga bog‘lig bo'lib, a < 1 bo‘lganda chekli, demak, JI
xosmas integral yaginlashuvchi, a > 1 bo'lganda esa cheksiz bo‘lib,
xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
a = 1bo‘lganda

bo‘lib, /j integral —uzoqlashuvchi.
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Demalk,

integral a< 1boiganda yaginlashuvchi, a> 1bo‘lganda uzoglashuvchi
boiadi.
Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkin,
b

integral a< lboiganda yaqinlashuvchi, a> 1bo‘lganda uzoglashuvchi
bo‘ladi. »

Yugorida keltirilgan ta'rifva misollardan chegaralanmagan fimk-
siyaning xosmas integrali ham 43—46- ma’ruzalarda batafsil o‘rganil-
gan chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) xosmas integral kabi
ekanligini ko‘ramiz.

Shuni e’tiborga olib, chegaralanmagan fuksiyaning xosmas integ-
rallari haqidagi tushuncha va tasdiglarni keltirish bilangina kifoya-

lanamiz. Bunda [a, b) da berilgan va X =b uning maxsus nugqtasi
b

boigan f(x) funksiyaning xosmas integrali ff(x)dx ni garaymiz,
a

3°. Yaginlashuvchi xosmas integrating sodda xossalari.
b

1) Agar Jf(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

a
b

c
integral ham yaginlashuvchi bo'ladi va aksincha. Bunda

b c h
jf(x)dx =Jf(x)dx +Jf(x)dx
a a c

tenglik ofinli boiadi.
b

2) Agar jf(x)dx integral yaginlashuvchi boisa, u holda
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jc mW(x)dx =c «J/(jc)d!x, (c =const)

a a

b
3) Agar j f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, Vxe {a,b) da
a

f(x) >0 bo‘lsa, u holda

bo‘ladi.

b
Jf(x)dx >0
a

bo‘ladi.
b

4) Agar jf(x)dx va Jg(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa,

a a

b
u holda | (f{x) xg(x))dx integral ham yaqinlashuvchi bo'lib,

a

J(/(x) £g{x))dx =J f(x)dx £Jg(x)dx
a a a
bo‘ladi.
b b
5) Agar Jf(x)dx va ~g(x)dx integrallar yaginlashuvchi boiib,
a a
Vxg \a,b) da 7/ (x) <g{x) bo‘lsa, u holda
b b
\f(x)dx<\g(x)dx
a a
bo‘ladi.
4°, Xosmas integralning yaginlashuvchanligi. Faraz gilaylik, 7 (x)
funksiya \a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning maxsus

nuqtasi bo‘lsin.
1- teorema. (Koshi teoremasi.) Ushbu

b
Jf(x)dx
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integralning yaginlashuvchi boiishi uchun Ve >0 son olinganda ham
shunday 8 >0 son topilib, b-h <t' <b, b-8 <t" <b tengsizlik-
larni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy t' va 1" lar uchun

j f(x)dx <e

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.

5°. Manfiy boimagan funksiyaning xosmas integrallari. Aytaylik,
/(x) funksiya [a, b)da berilgan (b nuqgta shu funksiyaning maxsus
nuqtasi) bo‘lib, \/xe[a,b) da /(x)> 0 boisin.

2- teorema. Ushbu

Jf(x)dx

a

xosmas integral yaginlashuvchi boiishi uchun Vfe (a,b) da
t

F(t) = ff(x)dx <C, (C =const)
a
tengsizlikning bajarilishi, ya'ni F(t) funksiyaning yugoridan chegara-
langan boiishi zarur va yetarli.
t
Natija. Agar F(t) =jf{x)dx, (V/e (a,b)) yugoridan chegara-
a
b
lanmagan boisa, u holda Jf(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi
boiadi. a
6°. Taqqgoslash teoremalari. Faraz gilaylik, f(x) vag(x) funksiyalar

[a, b) da berilgan boiib, b nugta shu funksiyalaming maxsus nuqtalari
boisin.

b
3- teorema. Agar Vx e [a, b) da 0 </ (x) <g(x) bo'lib, fg(x)dx
b a

yaginlashuvchi boisa, j f(x)dx ham yaginlashuvchi boiadi,

jff(x)dx uzoqlashuvchib(;isa, ﬁ]g(x)dx ham uzoglashuvchi boiadi.

a a
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4- teorema. Aytaylik, /7 (*) >0, (g(x) >0), X g [a,b) funksiyalar
uchun

lim A~ \ =k
Xx->b-0 g (x)
bo‘lsin,
b b
Agar k <+00 bo'lib, Jg(x)i£t yaqginlashuvchi bo‘lsa, \f(x)dx
a a
ham yaginlashuvchi bo‘ladi,
b b
Agar k > 0 bo'lib, *g(x)dx uzoqglashuvchi bo'lsa, Jf{x)dx
a a

ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. Yuqgoridagi 4- teoremaning shartida 0 <k <4*>bo‘lsa, u

b b
holda Jf(x)dx va Jg(x)dx integrallar bir vagtda yoki yaginla-
a a

shuvchi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. Agar X o‘zgaruvchining b ga yetarlicha yaqin qiymatlarida
/(X)) =>*<£> (a >0)
b-x)a
bo‘lsa, u holda:
b
1) (p(x) <C <+oova a <1 bo‘lganda J f(x)dx integral - yaqin-
a
lashuvchi,
b
2) <p(x) >C >0 va a >1 bo‘lganda Jf(x)dx integral uzogla-

shuvchi bo'ladi.

5- misol. Ushbu J C’\oszxdx integral yaginlashuvchanlikka tekshi-
0

rilsin.
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4 Integral ostidagi funksiya

_ C0s2 X €c0S2 X

1
(I-*)5
boiib, Vxs [0,1) uchun <p(*) =cos2x <1, a :I<1 bo‘ladi.

Yugoridagi natijadan foydalanib berilgan integralning yaginlashuvchi
boiishini topamiz. »
I
6- misol. Ushbu J i integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
ovl-jr |
|

4Ravshanki, quyidagi J xosmas integral yaginlashuvchidir.
Endi ushbu

X
UmeI
Xx—=10
JI-X
X
imitni hisoblavmiz: | J1J im i Iy 41
mitni hisoblaymiz: - —= . = 4=
mithi ymiz x-lmo_l x-!>mojc VI-x2 W'

VI-x
U holda yugoridagi natijaga ko‘ra berilgan xosmas integralning
yaginlashuvchi ekanini topamiz. »
7°. Xosmas integralning absolut yaginlashuvchanligi. Aytaylik,
fix) funksiya [a, b) da berilgan boiib, b nugta shu funksiyaning
maxsus nugqtasi boisin. (Bunda V*e[fl,&) da / (x) >0 boiishi

shart emas). ;

Ravshanki, ushbu J |/(x)Jdx integral manfiy boimagan funksiya-
a

ning xosmas integrali bo‘ladi.
b

5-teorema. Agar J|/(*)]d!x integral yaginlashuvchi boisa, u
b a
holda J f(x)dx integral ham yaginlashuvchi boiadi.
a
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0] u
6- ta'rif. Agar J \f(x)\ix integral yaginlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx

a a
absolut yaginlashuvchi integral deyiladi.
b b
Agar J]/(x)]ift integral uzoqglashuvchi bo'lib, j f(x)dx yagin-
a a

b

lashuvchi bo‘lsa, ff(x)dx shartliyaginlashuvchi integral deyiladi.
a
8°. Xosmas integrallarni hisoblash. Faraz gilaylik, f(x) funksiya

[a, b)da uzluksiz bo'lib, uning F{X) boshlang‘ich funksiyasi x ->b- 0
da chekli limitga ega bo‘lsin:

XILTO F(x) =F(b).
U holda
b t
Jf1‘(x)cbc: X!imo J\1‘(x)dx :X_Iirg)o[/'(/)- F(@)\ =F(b)- F(a) = F(x)

a a
boiadi. Bu Nyuton—keybnitsformulasi deyiladi.

Avytaylik, u(x) va t(x) funksiyalar [a, b) da berilgan va shu oraliqda
uzluksiz u'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lib, b nugta v(x) u'(x)
hamda u{x) w\x) funksiyalaming maxsus nuqtalari bo‘lsin.

Agar:

b

1) integral yaqinlashuvchi;
a
2) Ushbu Jim u(t) m(t)

b
limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda ~u(x)dv(x) integral yaqin-

lashuvchi va
qu(x)dv(x) =u(x)v(x) " fv(x)du(x) (3)

bo‘ladi, bunda u(b) ev(b) = lim u(t) v(t).
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1
7- misol. Ushbu f integral hisoblansin.

o YI(x-1)2
A Bu integralda u(x) =x +1, dv(x) =-=]J— dx deb olinsa,

1
unda du(x) =dx, v(x) =3(x- 1)3 va

i/ (x)-u(x) I;:(x +1)-3(x -1)|3ii =3,

1 1 | i

jv(x)du(x) =J3(x - 1)3dx =-Ax - 1)3
0 0

boiib, (3) formulaga ko‘ra

[ [
21

boiadi. Demak, | >
x—H2 4

u

Quyidagi Jf(x)dx

xosmas integralda (b - maxsus nugta) x =<p(z) almashtirish bajaramiz,
bunda cp(z) funksiya [a, ) oraligda uzluksiz <p'(z) >0 hosilaga ega hamda

(p(a) =a, <p(®)=Jim, (p(*) =6.

§ P Jf(v(z)W(z)dz
integral yaginlashuvchi boisa, u holda J f(x)dx integral ham yaqin-
lashuvchi boiib,
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bo‘ladi.

8- misol. Ushbu J o integral hisoblansin.

(\+X)y[x

A Bu integralda x = (p(z) = z2 almashtirish bajaramiz. Ravshanki,
x=2" bu funksiya (0, 1] oraligda x' =2z >0 hosilaga ega va u
uzluksiz bo‘lib, 9(0) =0, 9(1) =1 bo'‘ladi.

Unda f— CKI

- f
J(I+x)JZ 1+22
9°. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh giymati.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,£]\{c} da berilgan boiib, ¢ nuqta
(a <c¢ <b) shu funksiyaning maxsus nuqtasi bofsin.
Ma’lumki, ushbu

=2arctg z

c-a
lim J f(x)dx + J f(x)dx
gl;% c+a

limit chegaralanmagan /7 (x) funksiyaning xosmas integrali deyilib, u
chekli bo‘lsa,

c-a
gri% J f(x)dx+ J f(x)dx. =jf(x)dx
a'->0 a c+a J a

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi. Bunda a va a' o‘zgaruv-
chilar ixtiyoriy ravishda nolga intiladi deb garaladi.
b

Xususan, M (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

zlai-% J f(x)dx+ J f{x)dx =J/(x)dx,

ct+a
biroq
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C-a
F(a,a') =J f(x)dx+ i f(x)dx
a c+a’

funksiya a =a' bo'lib, a ->0 da chekli limitga ega bo‘lishidan
b

J f(x)dx xosmas integrating yaginlashuvchi bo'lishi kelib chiga-
a
vermaydi. Masalan,

uchun a =a' bo'‘lsa,

lim dx f dx Inb-c
a>0 1 x=¢ + ) ¢ c-a
a c+a
bo‘ladi. Birog
C- b
V‘(a,a): f LS R I'n b-¢ +In2
J X-¢ ) X-¢ c-a a
a c+a

bo‘lib, a ->0, a'->0 da uning limiti mavjud emas, ya’ni

b
i;c, (a <c¢ <b)

xosmas integral yaginlashuvchi emas.
7- ta’'rif. Agar a =a bo‘lib, a -» 0 da

c-a b
F(a,a')= J f(x)dx+ J f{x)dx
a c+a'

b
funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda J f(x)dx xosmas

a
integral bosh giymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib,

c-a
!’;ll-% J f(x)dx+ J f(x)dx
c+a
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u
limit esa J f(x)dx xosmas integralning bosh qiymati deyiladi. Uni

b
veP-Jf(x)dX
a

kabi belgilanadi. Demak,

b rc-a
v.pJ/(*)*& =Ilim | f(x)dx+ J f(x)dx
a C+a
Mashqlar
1
.Ushbu I-f= ntegral hisoblansin.
K VvI-x2

It

2
2. Ushbu J Insin xdx integralning yaqginlashuvchanligi isbotlan-

0
sin, gqiymati topilsin.

/v
3.Ushbu -=---------- integral yaqginlashuvchanlikka tekshirilsin.
J S+arctgx

48- ma’ruza
Xosmas integrallarning umumiy holi

1°. Chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrali tushunchasi. Faraz qilaylik,f(x) funksiya (a, +«w) oraligqda
berilgan boiib, a nuqgta uning maxsus nuqtasi boisin.

Ayni paytda, bu funksiya istalgan chekli [/, x] (a <t <x<+<)
oraligda integrallanuvchi, ya’ni

X
Ji{x)dx = F(t,x)

integral mavjud boisin.
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Maiumki, t ->a +0 da F(t,x) funkiyaning limiti mavjud bo'lsa,
uni chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali deyilib,

Jf(x)dx
a
kabi belgilanar edi:
I T
f{x)dx = Jim _F(t,x) = lim_ff(x)dx. (1)
%[ /|>&+O r->er+OJt

Aytaylik, f{x) funksiyaning (a, x] oraliq bo‘yicha xosmas integrali

Jf(x)dx mavjud boisin. Ravshanki, bu integral xga bog‘lig bo‘ladi.

a
X

Agar x -»+00 da Jf(x)dx ning limiti mavjud boisa, bu limit

a
f(x) funksiyaning (a, +<») oralig bo'yicha xosmas integrali deyilib,

uni j f{x)dx kabi belgilanar edi:

a
+00 X

ff(x)dx = lim Jff(x)dx. (2)
Ja o a
(1) va (2) munosabatlardan topamiz:

{:/(x)f|£c—)l(|_r>|n¢t_l>|mothf(x)dx. (3)
Bu (3) munosabat chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq
bo‘yicha xosmas integralini ifodalaydi.
+D0
2°. ] xa le Xx integral va uning yaginlashuvchanligi Ravshanki,
0
bu integral a ga bogiiq. a < 1boiganda x = 0 nuqgta integral ostidagi
funksiyaning maxsus nuqtasi bo'ladi. Demak,
40
J X -'e-xdx
0
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integral chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oralig bo‘yicha xosmas
integrali.
Qaralayotgan integralni quyidagicha

o -1 +0
J Xa-'e-xdx =j xa'e~xdx +J x“ 'e xdx
0 0 1

ko‘rinishda yozib, tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning har
birini alohida-alohida yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.

1
Ushbu jx a~e~xdx integralda, integral ostidagi funksiya uchun
0
ex ka <')&17«” \(/0<X< )
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki,

jl" dx
J3n
0*

integral 1- a <1, ya’'ni a >0 bo‘lganda —yaqinlashuvchi, 1- a >1,
ya'ni a <0 bo‘lganda —uzoqglashuvchi. Demak,

J x*'e xdx va

0 0

integrallarda xale x <

bo‘lib, a > 0 bo‘lganda i dx integral — yaqginlashuvchi. Unda
O*
taqqoslash hagidagi teoremaga ko‘ra a >0 boiganda
1
J x“ e xdx
0
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
+OD
Endi Xa-le~xdx

integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.
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+00 +0

Ushbu J xa+te Xix va |
1 x
integrallarni qaraylik. Ravshanki, )—(de integral yaqinlashuvchi.
. ) xci-1 -x ) yj+1 . _
Aynipaytda, lim — j— = |im =0 bo‘lganligi sababli, 44- ma’-
X2

+00

ruzada keltirilgan tasdigga ko‘ra J xaAe'xdx integral a ning ixtiyoriy
0
giymatlarida yaqinlashuvchi bo‘ladi.

+00

Demak, berilgan J xaAe~xdx integral a > 0 bo‘lganda yaqin-

lashuvchi bo'ladi.
I

3° j xfil1(1- x)bAdx integral va uning yaqinlashuvchanligi.
0

Bu integraldagi integral ostidagi funksiya uchun:

a) a<1 b>1 bo‘lganda x = 0 maxsus nuqta;

b) a>1 b <1 bo‘lganda x = 1 maxsus nuqta;

d) a <1, b <1 bo‘lganda x = 0, x = 1 nuqtalar maxsus nuqtalar
bo‘ladi.

Berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:

1

. . 1
| xad (1= x)b4dx = xa+(L- x)bxdx + xad (1 - x)b4ddx
0 0

Ravshanki, um =1, lIm ~ = .
x->0 x°-1 (1-X)a_l
Unda 47- ma’ruzada keltirilgan tasdigga ko‘ra
1 1

2 2
J X' (1- X?-'dX bilan JV -'ife,
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J Xa-' (I - m)*'1dx bilan J (1 - X)b~xdx
1 !

2 2

integrallar bir vagtda yoki yaginlashadi, yoki uzoqglashadi.
1

2
Ma’lumki, a > 0 boiganda |x aAdx integral yaginlashuvchi,

0
b >0 bo‘lganda

i
J(1 - x)~mdx
1

2

integral yaqginlashuvchi bo‘ladi. Demak, a >0 bo‘lganda

I
2

Jjc"-1(1-x)hldx
0
integral yaginlashuvchi bo‘ladi, b >0 bo‘lganda
i
JV - (1-x)b-'dx
kA

2

integral yaginlashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan
i
e (Lo ' ax
0
xosmas integral a >0 va b >0 bo‘lganda yaginlashuvchi bo‘ladi.

Mashqlar

1. Ushbu fzf— dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
ol

-H»

2.Ushbu |~ id x integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
JO [+X
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11-B0O B
SONLI QATORLAR

49- Ta*uza

Sonli gatorlar va ularning yaqinlashuvchanligi.
Yaqginlashuvchi gatorning xossalari. Koshi teoremasi

lo Sonli gator tushunchasi. Faraz gilaylik,
{a.} al,a2,ai,...,an>.,
haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular yordamida ushbu
a{+a2+a3 +... +an +... (1)
ifodani hosil gilamiz. (1) ifoda sonli gator, qisqacha gator deyiladi va

(00]

u X °n kabi belgilanadi:

/7=1

X a" =a\+a2+ a3 + - +an +...
=\
Bunda aj,a2,a3,...,a,,... sonlar gatorning hadlari, an esa gator-
ning umumiy hadi (yoki n- hadi) deyiladi.

Quyidagi
S,, =a{+a2+...+an, (n=1,2,3,.)
yig'indi (1) gatorning n- gismiy yig ‘indisi deyiladi.
Demak, (1) gator berilganda har doim bu gatorning qismiy yig‘in-
dilaridan iborat ushbu {Sn}

SI,S2,S,,...,Sn,...
ketma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,
1 1 1

1-2+2-3+ +n(n+l) +™
gatorning qismiy yig‘indisi

¢ _ 1 1 i 1
12 23 34 "'+n(n+l)
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bo‘lib, ulardan tuzilgan {S,} ketma-ketlik

12 3 n
23747  n4l o
bo‘ladi.
1-ta’rif Agar da {S,} ketma-ketlik S ga (.Se/?)
yaginlashsa, (1) gatoryaqinlashuvchideyiladi, 5 uningyigindisideyiladi:
limS,, =S, S =
rt-»00 Aﬂ_

Agar {£,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘Imasa (limit mavjud
bo‘Imasa yoki cheksiz bo‘lsa), (1) gator uzoqlashuvchi deyiladi.
0 j j
1- misol.. Ushbu ?l(lA:iy =H +'WM + qator

uchun S,, =1— — bo'lib,
1+n

lim S,, =lim (I — 10)J=1
= n—o \ A+1/
bo‘ladi. Demak, berilgan gator yaqginlashuvchi va uning yig‘indisi

00

lgateng: IS | f** -
g g /tlsg

2- misol. Quyidagi ¢ /=1 +2+3+, gatoruzoqlashuv-
/=1
chibo'ladi, chunki ~ =1+2+3+..+n=— uchun lim  =-Hp.
2 W0
3-misol. Ushbu £ (-1)"*1=1-1 +1-1+;, +(-1)Bd +... gator
/11=1
uchun

0, agar n - juft son,

J.=1-1+1-1+ .. +(-D"H=
1, agar n- tog son

bo‘lib u n -> oo da limitga ega emas. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
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4- misol. Ushbu

X a@Q+ =a+aq+ag2+...+agnA +..., (ae R, ge R)
n=1
gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
A Odatda, bu geometrik gator deb yuritiladi. Berilgan gator uchun

S,, =a+aq +ag2 +... +taqgn+ =a4 , (tf* 1

bo‘lib, \\N<1 bo‘lganda IimOOS,, == bo‘ladi.

Demak, bu holda geometrik gator yaginlashuvchi va uning yi-
g‘indisi — ga teng.

Agar ¢ > 1 bo’lsa, .LiLn@,S” —Q0,

g —1boisa, Iim@S,, :rI]i_rgona =

bo‘lib, bu hollarda berilgan gator uzoglashuvchi bo'ladi.
g <—lbo'‘lganda esa {S,} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak,

bu holda ham gator uzoqlashuvchi bo'ladi.
Shunday qilib, geometrik gator \X\< 1 bo‘lganda yaginlashuvchi,

X\>1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi. »
2°. Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari. Aytaylik, biror

=ax+a2+..+an+.., (1)
n=

gator berilgan bo‘lsin.

00

Ushbu X a» = + AN + oo (2)
M

gator (bunda m —tayinlangan natural son) (1) gatorning qoldig7
deyiladi.

1-xossa. Agar (1) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, (2) gator ham
yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha; (2) gatorning yaginlashuvchi bo‘li-
shidan (1) gatorning yaginlashuvchiligi kelib chiqgadi.

4 (1) gatorning gismiy yig'indisi

Sn =a\+a2 +... +a,,
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(2) gatoming gismiy yig‘indisi
M[m =amH +ami2 +... +antk

lar uchun Smn =Sm + M[m) (3)
bo'ladi.

Aytaylik, (1) gator yaginlashuvchi bo‘lsin. Unda k -» oo da Sm;,
chekli limitga ega bo'lib, (3) munosabatga ko'ra k ->m da M[m)
ham chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (2) gator yaginlashuvchi.

Aytaylik, (2) gator yaginlashuvchi bo'lsin. Unda k -> @ da M[m)
chekli limitga ega bo‘ladi. Yana (3) munosabatga ko‘ra k -> @ da Sntn
ham chekli limitga ega bo'ladi. Demak, (1) gator yaginlashuvchi. »

2- xossa. Agar  ~ an =a\+a2 +—+an +—
«

gator yaqginlashuvchi bo‘lib, uning yig'indisi S ga teng bo‘lsa, u holda

\ =catmt+c m2+... +c ean +...
n.
gator ham yaginlashuvchi va uning yig‘indisi ¢ S ga teng bo‘ladi,
bunda ¢ * 0 —0‘zgarmas son.
3- X0ssa. Agar
@ @
=fli +fl2 +~ +a* = +h2+ +b*+-
VA

gatorlar yaginlashuvchi bo‘lib, ulaming yig‘indisi mos ravishda 5, va
S2ga teng bo'lsa, u holda
(60)

o = i +”") +(*2 +b2) +... +(an +hn) +...
gator ham yaqginlashuvchi va uning yig'indisi  +S2 ga teng bo'ladi.

2-  va 3- xossalaming isboti sonli gatorlar va ulaming yaginlashuv-
chanligi ta’rifidan bevosita kelib chigadi.

4 -xossa. Agar Na,, =ax+a2+.. +a,+..
=

gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, n -> @ da a,, nolga intiladi:
lim an =0.
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4 Aytaylik, Qtor yaginlashuvchi boiib, uning yig‘indisi
Sga teng bo‘Isin:_Ta’rifga binoan
r|1'-’r*908” :#%(o, +a2+...+an) =S.
Ravshanki, a, =Sn- S,,., bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
lima, =1lim(S,,- Sn{) =S- S =0. »
H—3o00 n —->0

Eslatma. Qatoming umumiy hadi an ning «-)«> da nolga
intilishidan uning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim kelib chigaver-
maydi. Masalan, ushbu

Y1i_44 ﬁ+ §L+ +§%+,,,

gatorning umumiy hadi a,, == bo'lib, u N « da nolga intiladi.
Ammo bu gator uzoglashuvchi, chunki
c , 1 1 1~ 1 r

ketma-ketlik n —~ da -h» ga intiladi: lim Sn=""m
n—O

Yugorida keltirilgan 4- xossa gator yaginlashuvchi bo‘lishining
zaruriy shartini ifodalaydi.
5- xossa. Aytaylik,

00

Yia" =ai +a2+ - +an +... (1)
g=
qator berilgan boisin. Bu gatoming hadlarini gumhlab quyidagi
(al +a2 +... +ani) +(amd +0" +..+" ) +.. (4)

gatomi hosil gilamiz, bunda «, <n2 <... bo'lib, {} —natural sonlar
ketma-ketligi {«} ning gismiy ketma-ketligi.

Agar (1) gator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S ga teng
bo‘lsa, u holda (4) gator ham yaginlashuvchi va yig‘indisi Sbo‘ladi.
) Id.4 (1) gator yaginlashuvchi bo'lib, yigindisi Sga teng bo‘lsin. U

olda
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n—00 da Sn=a; +a2+...+an —» S
bo‘ladi.
Aytaylik, (4) gatoming gismiy yig'indilaridan iborat ketma-ketlik
} bo'lsin (AF=1, 2, 3,...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {£,} ketma-
ketlikning gismiy ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lum teoremaga ko‘ra

k @®da Sk —=S

bo'ladi. Demak, (4) gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi Sga teng. »
3a Qatorning yaginlashuvchanligi. Koshi teoremasi. Faraz gilaylik,

X ay =gl Ta2+..+an+.
/71=1

gator berilgan bo'lsin. Ma’'lumki, bu gatoming yaginlashuvchanligi
ushbu

S,, =ax+a2+..+a,, (h=1.23,..)
ketma-ketlikning n -» © da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.

9- ma’ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega bo‘lishi
hagida Koshi teoremasi, ya'ni {£,} ketma-ketlikning n - > da chekli
limitga ega bo‘lishi uchun

Ve >0, e N, V/i>aig, V/we N da —5,,| <e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.

Bu tushuncha va tasdigdan X 0" qator yaqinlashuvchiligini

ifodalaydigan quyidagi teorema kelib chigadi.

Teorema. (Koshi teoremasi.) X an qgator yaginlashuvchi bo'lishi
/1=1

uchun Ve >0 son olinganda ham shunday «g e N topilib, Mit >no
vam=1 2, 3, .. bo‘lganda

EAw" /I =K+ +am2 +.... +anmii<e (5)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

00

Eslatma. Agar X a« gator uchun (5) shart bajarilmasa, ya'ni
/1=1
3e0 >0, VAe N, 3n>k, 3me N
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\°n+1 + an+2 +meeee + an+m|- €0 (6)

00

bo‘lsa, u holda * gator uzoqglashuvchi bo‘ladi.
V=1
5- misol. Ushbu
y 1sin« _sinl+sin2+ +sinn
o F1" 2~ 2 WK ~2r +"

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
Bu gator uchun Koshi teoremasidagi (5) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

M 2 2n M 2W 2'HW 1
~2

Agar Ve >0 songa ko‘ra «0 =[—og2e] +1 deb olinsa, u holda
V/T>«w vam = 1, 2, 3, ... lar uchun

sin(/i+)  sin(«+2) sin(/j+m)- _

o/f+1 > /T+2 " ~in+m

boiadi. Demak, berilgan gator yaginlashuvchi. »
6- misol. Ushbu

vV 1 i1 1 1 1
n 2 3 [/ |

71=1

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

A e0 =1 va ixtiyoriy ke N uchunn =k m =k bo‘lganda

1__
~2

1 41 1 1,1 AL 1.
vt T2 T Tndm ke TR ROk >0k K
bo‘ladi.
(6) shartga ko‘ra (7) gator uzoglashuvchi bo‘ladi. »
Odatda, (7) qator garmonik qator deyiladi. Demak, garmonik
gator uzoqlashuvchi gator ekan.

0
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Mashqlar

00 n/f-l
1.Ushbu vy .- r» (x * x£1) gatorning yaginlashuvchanligi is-
mH 1-x2

botlansin, yig'indisi topilsin.
2.Agar (an n=1,2,3,.) gator yaqginlashuvchi bo‘l-
M\

00

sa, u holda )r<11a» gatorning ham yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.

50- ma’ruza
Musbat hadli gatorlar

1°. Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashuvchanligi. Faraz
qilaylik,

=aj +a2 +ee+ oo
= aj +a2 <g+e (1)
qator berilgan bo'lsin.
Agar bu gatorda a,, >0, (V«e N) bo'lsa, (1) mushat hadli gator
deyiladi.
Musbat hadli gatorlarda, ularning qismiy yig‘indilaridan iborat
{5,} ketma-ketlik o‘suvchi ketma-ketlik bo‘ladi. Hagigatan ham,

SnH =ail +ai +ee+an +an+l =S, +a,H >S,,.
1- teorema. Musbat hadli

Y ,an =0, +a2+...+an +...
7=I

gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

{Sn}={al +~2 +... +0,,}, (« =1,2,3,..)
ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. (1) gator yaqginlashuvchi bo'lsin. Unda n -> @ da
{£,.} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ladi. Yaginlashuvchi ketma-

ketlikning xossasiga ko'ra {£,} chegaralangan, jumladan, yugoridan
chegaralangan bo‘ladi.
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Yetarliligi. {£,} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo'lsin.
Unda monoton ketma-ketlikning limiti haqgidagi teoremaga ko‘ra
{£,} ketma-ketlik n —<>da chekli limitga ega bo'ladi. Demak, (1)
gator —yagqinlashuvchi. »

Eslatma. Agar X an =ax+a2+...+a, +... musbat hadli ga-
torda, uning gismiy yig‘indilaridan iborat {£,} ketma-ketlik yugoridan
chegaralanmagan bo‘lsa, u holda gator uzoglashuvchi bo'ladi.

2°. Musbat hadli gatorlarda taggoslash teoremalari. Ikkita

X"" =°1 +a2+ - +an+ -, =bl +I>2+~ + b, +...

/1=1 /1=1

musbat hadli gatorlar berilgan bo‘lsin.

2- teorema. Faraz qilaylik, 1 an va | bn qgatorlar uchun
Vwg IV da " /*21
a, <K (2)
tengsizlik bajarilsin.
U holda:

1) X bn gator yaqginlashuvchi bo'lsa, X an Qator ham yaqin-

lashuvchi bo‘ladi;
2) 5>, gator uzoglashuvchi bo‘lsa, X ~w gator ham uzoqla-
«1 n=
shuvchi bo‘ladi.
A X oan va X Qt°riarning gismiy yig'indilari mos ravishda

/7=1 /7=1

S,, =ax+a2 +... +an, =6, +h2 +... +h,
bo‘lsin. U holda (2) munosabatga ko‘ra quyidagiga ega bo'lamiz:
SmES'm. (3)

Aytaylik, X » qator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda 1-teore-
/=

maga binoan {_S'n} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.
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Ayni paytda, (3) munosabatni e’tiborga olib, {£,} ketma-ketlikning
ham yuqgoridan chegaralangan bo‘lishini topamiz. Yana 1- teoremaga

ko‘ra Y gator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

/7=1
00

Aytaylik, gator uzoglashuvchi bo‘lsin. Unda (3) muno-
n=
sabat va eslatmadan foydalanib, ~b, gatorning uzoglashuvchi
bo‘lishini topamiz. » VA
1- misol. Ushbu Y, sin . =sinJ) +sin _ +... +sin — +...
t 2n 2 2 2”

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
4 Ravshanki, bu gator hadlari uchun

O<sin™ <~-’ («=1,2,3,..)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Natijada berilgan gatorning har bir hadi yaginlashuvchi

n= 2
gatorning (geometrik gatorning) mos hadidan kichik. 2- teoremaga
muvofiq berilgan gator yaqginlashuvchi boiadi. »

3- teorema. Faraz gilaylik, musbat hadli X an va X " dator_
. _ _ (= 1=
larnmg umumiy hadlari uchun

H.—)rQIJ/t\n - 'i (bn> 01 n :1121)
bo‘lsin. U holda:
1) K <+o0o bo'lib, gator yaginlashuvchi bo‘lsa, ™ an
/H /H

gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

2) K >0 bo‘lib, X gator uzoqlashuvchi bo‘lsa, gator

/1=1 /1=1

ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
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Aytaylik, K <+° bo'‘lib, \'b,, qgator yaginlashuvchi bo'‘lsin.
1=\

Ravshanki, IimP-=K =Ve>0, 3n0<N, Wn>n0:

n—o0 D,

%L-K\<z=>(K-e)b,, <an <(K +¢)bn.

K
@
Bundan esa A (K +2z)bn gator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun 2- teo-
/14

remaga ko‘ra ™ an qatoming yaqginlashuvchiligi kelib chigishini
=1
topamiz. "
()

Aytaylik, K >0 boiib, K gator uzoglashuvchi bo'‘lsin.
Vi

Ravshanki, lim =K va 0 <A, <K bo'‘lishidan V/i >Wys N

n->o b,

uchun 0 >K,,ya'ni < ap a,, bo‘lishi kelib chigadi. 2-teoremadan

foydalanib, Qatoming uzogqlashuvchi bo‘lishini topamiz. »
WL

Natija. Musbat hadli va X Qutorlar uchun

/1=1 /=1
im3i =i:, (0<a<-h»
/f-*o0 07
m [e]e)
bo‘lsa, u holda va Qutorlar bir vaQ”a YOM vyaginla-
i §=]

shuvchi bo'ladi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.

2- misol. Ushbu V — j- gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin,

ll:~k n'-lﬂ

A Berilgan gator bilan birga uzoglashuvchiligi ma’lum bo'lgan
~1
A garmonik gatomigaraymiz. Bu gatorlamig umumiy hadlari uchun
/=1
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bo‘ladi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi ekan. »

4- teorema. Aytaylik, musbat hadli ~ an va X clator*ar uchun
/7=1 «=1

g/7+l < MT+1

K
bo‘lsin (an >0, bn >0, n—1,2,3,...)..
U holda:

1) ~jb,, qator yaginlashuvchi bo‘lsa, V an gator ham yaqin-
/1=1 /1=1
lashuvchi bo'ladi;

2) X ar Qator uzoglashuvchi bo‘lsa, ™ b n gator ham uzog-
/1=1 /7=1
lashuvchi bo‘ladi.

A Faraz qilaylik, bn gatorlar (an >0,on >0, n =1,2,3,...)

11=1 11=1
uchun

*pl<ol, (« =1,2,3,...)
AT n

tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chigadi:
d. . .n<h.EL .~
u ® 0/ A 9/

Keyingi tengsizlikdan topamiz:
an <”-bn, (n=1,2,3,...).
® “n
Aytaylik, X K qator yaginlashuvchi boisin. Ravshanki, X
y/=3 wi

gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. 2- teoremadan foydalanib,



Y, a, qatorning yaginlashuvchi bo'‘lishini topamiz. Xuddi shunga

o‘xshash X a" gatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan V bn gatorning
=] M\

uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chigishi ko‘rsatiladi. »

Yuqorida keltirilgan teorema va misollardan ko‘rinadiki, musbat
hadli gatorning yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini bilgan holda,
hadlari bu gator hadlari bilan ma’lum munosabatda bo‘lgan (tagqos-
langan) ikkinchi musbat hadli gatorning yaginlashuvchi yoki uzogla-
shuvchiligini aniglash mumkin bo‘lar ekan.

| zoh.Yuqorida keltirilgan teoremalar n ning biror n0giymatidan
boshlab bajarilganda ham o‘rinli bo'ladi.

Mashglar
®13
1.Ushbu gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
w=2 n
2. Ushbu gatorning yaginlashuvchi ekani isbotlansin.
w3 (In)" N

3.Garmonik gator ﬁd nm8 qismiy yig‘indisi Snuchun ushbu

0 <Sn-In(n+1) <1 (n>2)
tengsizlik o‘rinli ekani ko‘rsatilsin.

SI- ma’ruza

Musbat hadli gqatorlarda yaginlashish alomatlari
Musbat hadli gatorlar mavzusida bayon etilgan tagqoslash teore-
malaridan foydalanib, yaqinlashish alomatlarini keltiramiz.
1°. Koshi alomati. Agar musbat hadli

Nan=fll +a2+.. +a, +.. (D
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gatorda barcha n > 1 uchun

fa - a<1 ()
bo‘lsa, (1) gator yaqginlashuvchi bo‘ladi;
fa ¢1 ®)

bo‘lsa, (1) gator uzoglashuvchi bo'ladi.
A Aytaylik, (1) qgator hadlari uchun

fa <qgq<1
bo‘lsin. Ravshanki, bu tengsizlikdan
an <gn
boiishi kelib chigadi.
Demak, berilgan gatorning har bir hadi yaginlashuvchi geometrik
gatorning mos hadidan katta emas. Unda 50- ma’ruzadagi 2- teo-

remaga ko‘ra (1) gator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

g~ >1, ya'ni a, >1
bo‘lsin. Bu munosabat berilgan gatorning har bir hadini uzoqlashuvchi

01 =1+1+.. +l+.
=1
gatorning mos hadidan kichik emasligini ko‘rsatadi. Bu holda yana
o‘sha 2- teoremaga ko‘ra (1) gator uzoqglashuvchi bofladi. »
Ko‘pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan limit ko‘rinishidagi
tasdig‘idan foydalaniladi.
Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gatorda
lim~ =K
Mo
mavjud bo‘lsin. U holda :
1) K < 1 bo‘lganda (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi,
2) K > 1bo'lganda (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

1- misol. Ushbu - gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
( r‘-I-]]\Qbo‘lib, uning uchun
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— (nHV% K |
a" ~ (/i) [+

1
bo‘ladi. Ravshanki, lim
[ 4g\ e
n

Demak, k = <1, berilgan gator yaginlashuvchi ekan. »

1- eslatma. Koshi alomatidagi (2) va (3) tengsizliklar n ning
biror n0 giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.

2- eslatma. Koshi alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
k —1bo'‘lsa, u holda (1) gator yaqginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham bo‘lishi mumkin.

2°. Dalamber alomati. Agar musbat hadli

A+ + +. 1

gatorda barcha n > 1 uchun

M g< 1 (@ >0 n=12.) 4)

a,,
bo‘lsa, (1) qgator yaqginlashuvchi bo‘ladi;

~xlL>1, (a, >0,n=12.) (5)

bo‘lsa, (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
N Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

axl<g<\
an
bo‘lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha
n et
il an (94')

ko‘rinishda yozish mumkin.
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Ravshanki,

gator (geometrik gator) yaginlashuvchi. 50- ma’ruzada keltirilgan 3-
teoremadan foydalanib, berilgan gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishini
topamiz.

(1) gator hadlari uchun >1 boiganda (1) gatorning uzog-

lashuvchi bo'lishini aniglash giyin emas. »
Dalamber alomatining quyidagi limit ko‘rinishidagi tasdig‘idan
foydalaniladi.

Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gatorda lim a =d limit mavjud

bo‘lsin. U holda:

1) d < 1bo‘lganda (1) gator yaginlashuvchi bo'ladi,
2) d > 1bo‘lganda (1) gator uzoqlashuvchi boiadi.
*

2 - misol. Ushbu V>-12 gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

A Berilgan gator uchun

boiib
boiadi. Ravshanki, lim =—

Demak, d :-e <1, berilgan gator yaginlashuvchi ekan. »

3- eslatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar n ning
biror n0 giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdig o‘rinli boiadi.

4- eslatma. Dalamber alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
d=1 boisa, u holda (1) gator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham boiishi mumkin.
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3a Integral alomat. Faraz gilaylik, musbat hadli

=1
gator berilgan bo‘lsin. Ayni paytda, [1,+°°) oraligda berilgan /(x)
funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1)/(x) funksiya [1,+ct0) da uzluksiz,
2) f(x) funksiya |l,+<~) da kamayuvchi,
3) Vxg |I,+°°) da f(x) >
4) f(n) =an, (n =1,2,3,...).

Bunda berilgan gator ushbu ~ an ko‘rinishga keladi.

n=1 w=1
Yugoridagishartlardanfoydalanib, n <x <n +1, (ne N) bo‘lganda
f(n)>f(x) >f(n +1), ya'ni a, >/(x) >anm
bolishini topamiz. Keyingi tengsizlikni \n, = +1] oralig bo‘yicha
integrallash natijasida
n+1
a,# <J f(x)dx <a, (6)
n
bo‘lishi kelib chigadi.

Endi berilgan X «» = X f(n) qator bilan birga ushbu

n=1 11=1

o [
X 3 /(X)¢/x (7)
= w
gatomi garaymiz. Bu gatorning qgismiy yig‘indisi
a k+\ n-\1
X J f(x)dx = J f(x)dx
ket K 1
boiadi.
Aytaylik, Ax) funksiya [l,+00) oraligda/(x) funksiyaning boshlan-
g‘ich funksiyasi boisin: F'(x) =f(x).
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Uni quyidagicha

F(x) =\f(1)dt, F(1) =0
1
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Natijada

n
J f(x)dx =F(n +1)

boiadi.

Agar n -> m da /'(az+1) chckli songa intilsa, (bu holda (7) gator-
ning qismiy yig‘indisi chekli limitga ega boiadi) unda (7) gator —
yaginlashuvchi.

n
Binobarin, J/(;c)ifc, (« =1,2,3,...) ketma-ketlik yugoridan

chegaralangan bo‘ladi. (6) munosabatga ko‘ra berilgan gatorning gismiy
yig‘indilaridan iborat ketma-ketlik yugoridan chegaralangan boiib,
musbat hadli gatorlarning yaqinlashuvchanligi hagidagi teoremaga

muvofiq berilgan X gator yaginlashuvchi boiadi.
/1=1

Agar noo da /A({/7+1)-»°° boisa, berilgan gator uzoqla-

shuvchi boiadi.
Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz.
Integral alomat. Agar lim F(x) =b

X —>+00

boiib, b chekli son boisa, ~ an Qutor yaginlashuvchi boiadi, b =<

n=1

boisa, X an gator uzoglashuvchi boiadi.
=

3- misol. Ushbu

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
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A Agar f(x) =—, (a >0) deyilsa, unda bu funksiya |l,+<-)
Xa

oraligda integral alomatda keltirilgan barcha shartlarni ganoatlantiradi.
Bu funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

Yo la*l)
boiadi. Ravshanki,

. agar a >1 boisa,

21

lim F(x) =lim
X->4+°° x— 1-a

(00}

boiib, a =1 bo‘lganda quyidagiga ega boiamiz:
lim F(x) :y@th—:
Demak, integral alomatga ko‘ra ~ 7 qator a> 1| boiganda
R M

yaginlashuvchi, a <1 boiganda uzoglashuvchi boiadi. »

Odatda, "j?l_ gator umumlashgan garmonik gator deyiladi.
hEL n

4°. Raabe alomati. Agar musbat hadli

Xan~a\ta +=+ -+ (1)

«

gatorda n e Awning biror «0 (a0 >1) giymatidan boshlab, 77 > /0 uchun

fj 5}]*1\

boisa, (1) gator yaginlashuvchi boiadi,
1 M K
a,
boisa, (1) gator uzoglashuvchi boiadi.
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A Aytaylik, (1) qator hadlari uchun
N1 pr>1

bo‘lsin. Bu tengsizlikdan

* £l >
bo‘lishi kelib chigadi.
Endi r >a >1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi a sonini olib, uni
i-fyi-i
a =lim 1

n

kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko‘ra, shunday n™e N topiladiki,
barcha n >n; lar uchun

Mo NP <I»
n
ya ni (- -ng >1- - )

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
(8) va (9) munosabatlardan barcha n >n0, (nQ=max §i0, }) lar
uchun 1

an+\ <f|_
an -\ n) 1
(*-Du
bo'lishi kelib chigadi.

Bu tengsizlikni va a > 1 bo‘lganda V —1 gatorning yaginlashuv-
W=l X
chanligini e’tiborga olib, so‘ng 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foy-

dalanib, berilgan X a» gatorning yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz.

A=1
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Endi (1) qatuwiing hadlari uchun n > boiganda

n \—H <1
\VARN Gl
boisin. Bu tengsizlikni quyidagicha

u\ > n
an ~ 1
n-1
ko‘rinishda yozish mumkin.

Ushbu tengsizlikni va Y -r:]]'qatorning uzoglashuvchiligini e’tiborga

n=\
olib, yana 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foydalanib, berilgan ~ an

gatorning uzoglashuvchi boiishini topamiz. »

Ko‘p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko‘rinishidan
foydalaniladi.

Faraz qilaylik, musbat hadli (1) gator hadlari uchun

lim «i \ aﬂ '—p
at
mavjud boisin. U holda:
1) p > 1bo'lganida (1) gator yaginlashuvchi boiadi,
2) p < 1boiganida (1) gator uzoglashuvchi boiadi.

~ i++ | 1\
4 -misol. Ushbu - 2 " >0) qator yaginlashuv-
n=2
chanlikka tekshirilsin.
4 Bu gator uchun



Agar Ina > 1, ya'ni a > ¢ bo'lsa, berilgan gator yaqginlashuvchi
bo‘ladi.
Agar Ina < 1, ya'ni a <e bo'lsa, berilgan gator uzoqlashuvchi

bo‘ladi
Agar a = ¢ bolsa, Raabe alomati berilgan gatorning yaginlashuv-

chanligi yoki uzoqglashuvchiligi hagida xulosa gilolmaydi. »
Mashglar

1. Ushbu

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda {a,} ketma-ketlikning
har bir hadi musbat bo'lib, /I)'m a, =a, (ae R).

2. Ushbu

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

52- ma ‘ruza
Absolut va shartli yaginlashuvchi gatorlar

1°. Absolut va shartli yaginlashuvchi gatorlar tushunchasi. Faraz
qgilaylik,

Y,a*=a  +- +an-ee )]
/1=1
gator berilgan bo‘lsin. Bu gatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqi-
giy sonlardan iborat. (Odatda, bunday qgator ixtiyoriy hadli gator deyiladi.)
(1) gator hadlarining absolut giymatlaridan ushbu

i) =hl -+ + +k I + Q

17:
gatorni tuzamiz.
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1- teorema. Agar (2) gator yaginlashuvchi boisa, u holda (1)
gator ham yaginlashuvchi boiadi.

4 Aytaylik, (2) gator yaginlashuvchi boisin. Unda qgator yaginla-
shuvchanligi hagidagi Koshi teoremasiga ko‘ra

Ve >0, Aoe V/T>/0 m=1,23.. da
Yl \n21+- +mmiAan
boiadi. Ravshanki,

[ "]+ ~NT+2 o "n+m |- \n+ | an+2 | - t it
Keyingi ikki munosabatdan
Ve >0, 0g N, Wi>/ig ”2=1.23,.. da
T+l F Bz e+ I<£

boiishi kelib chigadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) gator yaqinla-
shuvchi boiadi. »

/- tarif Agar gator yaginlashuvchi boisa, gator
/1=1 /7=1
absolut yaginlashuvchi gator deyiladi. Masalan, ushbu

Y (-iri-i-+ = 4 4+H i1+
“Oat 2 3* “

~

gator a > 1 boiganda absolut yaginlashuvchi gator boiadi, chunki

o4 11 4 4]
t 4 (_ Ir —1+2“ 'lg » +,. +-=+

7=t a na

umumlashgan garmonik gator a > 1 boiganda yaginlashuvchi.
2-ta’rif Agar an qator yaginlashuvchi boiib, X i0* qator
/1=1 /1=1

uzoglashuvchi boisa, Y @, qator shartli yaginlashuvchi qator
/7=1
deyiladi.
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Misol. Ushbu Y 1(-D)" 1=1-1 +|-1 +..+¢pw+ ...
<<:i n 2 3 4 n
gator shartli yaginlashuvchi gator bo‘ladi.
A Ravshanki, berilgan gatorning gismiy yig‘indisi

J»=1-54+3-71 + H="— &)
bo‘ladi. Ma’lumki, In(l +x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra
yoyilmasi

"l v3 v4 «
IN(1+Xx) =Xx- —+y - —+...+—— -+RM {X)

bo‘lib, 0 <x <1 bo‘lganda

K 41'(x)|1<-,1:|_l
bo‘lar edi (qgaralsin [1], 6- bob, 7- §).
Xususan, X = 1 bolganda

In2=1-1 +1-1 +..+LJ2_ +",(I)

bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

In2 =§,, +Rn+(1)

va undan \S,-In2) <—-

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, n— da S, -» In 2. Bu esa garala-

yotgan gatorning yaginlashuvchi ekanini bildiradi.
Ayni paytda, berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan

k-irl=gd Ly 414
nﬁ.l 2 3 n
gator garmonik gator bo‘lib, uning uzoglashuvchiligi ma’lum. Demak,
berilgan qgator shartli yaginlashuvchi gator. »
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Endi X Xn!—a\ + a2! + eee+ YN+ oo

n=1

gatorning musbat hadli gator ekanini e’tiborga olib, X an gatorning
)

absolut yaginlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz.

Ulaming isboti 51- ma’ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chigadi.
Dalamber alomati. Faraz gilaylik,

Nan=ax+a2+.. +an+.., (an %0,
7= 1

gator hadlari uchun

« =1,2,..)

limit mavjud boisin. U holda:

1) d < 1boiganda,

gator absolut yaqinlashuvchi bo‘ladi,
n=1

2) d > 1 boMganda, gator uzoqlashuvchi boiadi.

Koshi alomati. Faraz qgilaylik,

Nan=ax+a2+.. +an+..
/1=1
gator hadlari uchun

limE j =A

11500 A
limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) K< 1bo‘lganda, ™ a, gator absolut yaginlashuvchi boiadi.
/1=1

2) K > 1boiganda, gator uzoqlashuvchi boiadi.
11=1



2°. Absolut yaginlashuvchi gatorlarning xossalari.

Absolut yaginlashuvchi gatorlarning xossalarini keltiramiz.

1) Agar qator absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu qator
yaginlashuvchi bo‘ladi.

4 Bu xossaning isboti 1-teoremadan kelib chigadi. »

2) Agar

=a\+a2+.. +JF de )

/1=1

gator absolut yaqginlashuvchi bo‘lib, {bn}sonlar ketma-ketligi chega-
ralangan bo‘lsa, u holda

=aVY\+a22+- +a fy, Hee (5)

gator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
A Shartga ko‘ra, {b,} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak,

3M >0, Vne N da \n <M (6)

/1=1

boiadi.
(1) gator absolut yaqinlaspuvchi. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra
Ve >0 son olinganda ham -rr ga ko‘ra shunday nOe N topiladiki,

\/n>n0 va m - 1,2,3,... bo‘lganda

NanA L+ 0 /742 0+ e+ Nan+m\ < Jji Q)

bo‘ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:

NG MR -+ Bk Mg — i) <e-

Yana Koshi teoremasidan foydalanib, anbn gatorning absolut
11=1
yaqginlashuvchi ekanini topamiz. »

3) Faraz gilaylik,

=a\+a2+- +{+-. 1)

/71
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gator hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida ushbu

X, =a\tal +—+a] +e ©
ol
gator hosil gilingan bo'lsin.

Ravshanki, (8) gatorning har bir & hadi (j =1,2,...) (1) gator-
ning tayin bir akj hadining aynan o‘zidir, ya'ni We N, 3Kkj e N,
ak. =aj bo'‘ladi.

1Agar (1) gator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
S ga teng bo‘lsa, u holda bu gator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirishdan hosil bo‘lgan (8) gator absolut yaginlashuvchi
va uning yig‘indisi ham S ga teng bo‘ladi.

4 Avytaylik, (1) gator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yigfin-
disi S ga teng bo'lsin.

(8) gator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan Y |&'|

gatorning gismiy yig‘indisini a'n bilan belgilaylik:
n
=SK'l @j=%)e
j=1
Agar n' —wk‘rdeyilsa, unda n >n va Vne iV bo‘lganda

n
< s XIkl

k=1
bo'ladi.
(1) gator absolut yaginlashuvchi bo‘lgani sababli uning gismiy
yig‘indilari ketma-ketligi yugoridan chegaralangandir. Binobarin, o'n
yig‘indi ham yuqgoridan chegaralangan bo‘ladi. Unda musbat hadli

gatorning yaginlashuvchiligi hagidagi teoremaga ko‘ra gator
® y=1

va ayni paytda gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,
7=1

X tf' qator absolut yaginlashuvchi. Uning yig‘indisini S' deymiz.



Endi berilgan X an gator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy ravishda
/1=1

almashtirishdan hosil bolgan
Y,a'k =af +d2 +... +ak +...
/1=1

gator yig‘indisini Sga teng ekanini isbotlaymiz. Buning uchun Ve >0
ga ko‘ra shunday n ¢ N topilib, V2 >0 da

= ©

bo‘lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.

Ixtiyoriy musbat e sonni tayinlab olamiz. Modomiki, X ak gator
k=1
absolut yaginlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan

e > 0 songa ko‘ra shunday o nomer topiladiki,

az+tm

X B*I<]. (m=123,.), (10)

shuningdek, gatorning yaqinlashish ta'rifiga ko‘ra

)
2_§'a*~ s (11)

bo‘ladi.
Yugoridagi natural son i ni shunday katta gilib olamizki, )fq-ak

gatorning fi dan katta bo‘lgan n nomerli ixtiyoriy gismiy yig‘indisi
sn=X"" da X ¢
k= k=

gatorning barcha dastlabki n0ta hadi gatnashsin.



Ravshanki,

fn 'Co)* I\Jlrf@ ~
o HERTSRE

Keyingi munosabatdan va (11) tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:

IX&- v <€ a&-Ya+-(Q

\k=1 k=1 k=1 ¥=1

Ma'lumki, « >n bo‘lganda ~a'k qatorda ;"~ak gatorning bar-
| =

cha dastlabki nQta hadi gatnashadi. Binobarin,

N h
L *
Xer X

ayirma X 0* gator har bir hadining nomeri nQdan katta bo‘lgan
k=1
n Hyta hadining yig‘indisidan iborat.
Endi natural m sonni shunday katta gilib olamizki, bunda nGrm
son yugorida aytilgan barcha n —n0ta hadlarning nomerlaridan katta
bo'lsin.

U holda
X&-X &£ X bl &
bo‘ladi.

(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlik,
ya'ni

* . <
*=1 ’-5 °

tengsizlikning bajarilishini topamiz. »
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Mashqlar

Aytaylik, X a, (*
11=1

ixtiyoriy hadli gator boiib,
fa'”l an >Ol = ] a’! <01
[0 a,<o, w jo a,>0

bo‘lIsin.

1. Agar (*) gator absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda I « .. 5>,

11=1 «=1
gatorlar yaginlashuvchi va

/1=1 11=1 /
bo‘lishi isbotlansin.

u>

=1 /

i Y

7=1

2. Agar (*) gator shartli yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda Y «,,,
/1=1

gatorlarning uzoglashuvchi bo'lishi isbotlansin.
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