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Ушбу китобни падари  —  буз- 
рукворимнинг порлок; хотира- 
ларига батш лайман.

СУЗ БОШИ

Мазкур дарслик университетларнинг математика, механи- 
ка-математика факультетлари учун "математик физика тенгла- 
малари" курси дастурига мослаб ёзилган.

Дарсликни ёзишда мапдур рус ва бошк;а чет эл олимлари 
томонидан яратилган дарслик ва монографиялардан фойдала- 
нилди. Фойдаланилган адабиётлар руйхати дарсликнинг охири- 
да берилган. Шунингдек, муаллиф дарсликни ёзишда Узбекис­
тон Миллий университетининг математика, амалий математика 
ва механика, сунгра механика-математика факультетларида 
уциган маърузаларидан хам фойдаланди.

Математик физика масалаларининг доираси ни^оятда кенг 
булиб, улар турли физик, механик, техник, биологик ва бошка 
жараёнларни урганиш билан узвий бошикдир. Бу китобда ма­
тематик физиканинг хусусий хосилали дифференциал тенгла- 
маларга келадиган масалалари текширилади. Асосий эътибор 
математик физика тенгламаларининг учта классик: эллиптик, 
гиперболик ва параболик типдаги тенгламаларини урганишга 
Каратилган. Бу тенгламаларни текширишда интеграл тенглама­
лар усули му\им роль уйнагани учун чизикуш ингеграл тенгла­
малар назарияси \ам к,искача баён к,илинган.

Шунингдек, хусусий ^осилали дифференциал тенгламалар­
ни ечишда тез-тез кулланиладиган бир к;атор усуллар, жумла- 
дан, узгарувчиларни ажратиш, интеграл алмаштиришлар усул- 
лари \ам да улар билан боишк, махсус функциялар ва уларнинг 
хоссалари келтирилган.

Шу билан бирга, дарсликдан математик физика тенгламала- 
ри курси дастурига киритилмаган аралаш типдаги тенгламалар­
нинг цис^ача назарияси хам урин олган. Бундай материалнинг 
китобга киритилишининг мацсадга мувофикушги турли амалий 
масалаларни ечишда аралаш типдаги тенгламалар а\амиятининг 
тобора ошиб бораётганлиги \амда бу йуналишнинг республика-
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мизда юкрри даражада ривож топганидир. Бу бобдан магистр- 
лар, аспирантлар ва ёш тадкик,отчилар хам фойдаланишлари 
мумкин.

К,улёзмани куриб чик,иб, уз фикр ва муло\азаларини бил- 
дирган академик Ш. Алимов, физика-математика фанлари док- 
торлари С. Абдиназаров, А. Бердишев, китобнинг илмий мухар- 
рири физика-математика фанлари доктори Б. Исломов ^амда 
кулёзмани нашрга тайёрлашда катта ёрдам берган доцент О. Зи- 
кировга муаллиф самимий миннатдорчилик билдиради.

Бу дарслик тугрисидаги китобхонларнинг танцидий фикр ва 
муло\азаларини муаллиф мамнуният билан к,абул килади.

Муаллиф
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I Б О Б
ТЕН ГЛ А М А Л А РН И Н Г К Л А С С И Ф И К А Ц И Я С И .

А С О С И Й  ЧЕГАРАВИЙ М А САЛАЛА РН ИН Г 
К У Й И Л И Ш И

1- §. Хусусий досылали дифференциал 
тенгламалар ва уларнинг ечими туррисида 

тушунча

D орк,али декарт ортогонал координаталари х х, ... , хп, 
п > 2  булган  х  нук,таларнинг п — улчовли Е" Евклид ф азо- 
си д аги  с о \а н и , яъни  очик, боглан ган  (буш булм аган ) 
туплам ни белгилаймиз. Тартибланган м анф ий булмаган п 
та бутун соннинг а  = ( а х, а 2, ..., а J  кетма-кетлиги  п т ар­
тибли мультииндекс дейилади, |а | =  а ,  + а 2+ ... + а к сон 
бу мул ьтииндекснинг узунлиги деб аталади.

u ( x j= u ( x v x v  ... , x j  ф ун кц иян ин г х е  D нуктадаги 
|а | =  « ,  + а г + ... + а п тартибли \о си л аси н и

Dau  = D“l D°2 ... Щ ” и = ---------------------- , D° и = и(х)
' 2 п д х ? '  д х 2а' . . . д х а„" ’ v

куриниш да ёзиб оламиз. Хусусий \о л д а  а  = a j булганда 

д а‘и . ди  Г>2 . д 2иDa и -  = /)“' и , Di u  = ^ -  = ux., D]u = ^ r  = u1
д х ? '  ’ д х (

F =  Е(х,...,ра,...)  функция D со \а  х  нук,таларининг ва 

Ра = , a i -  0,1,... х.ак.ик.ий узгарувчининг б е­
рилган функцияси булиб, камида битта > |а | = w > 0  

^осила н олдан  фарьуш булсин.
У ш бу

Е (х , ..., Da u, ...) = 0 (1)

тенглик номаълум и(х) =  и(хх,...,хJ  ф ункцияга нисбатан  т  - 
т артибли хусусий х,осилали дифференциал тенглама  д ей и ­
лади.
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( 1) тенгламанинг чап томони эса хусусий хосилали диф­
ференциал оператор деб аталади.

Агар / ’б а р ч а р а ( | а \  = 0 ,1  узгарувчиларга нисба­
тан чизиьуш ф ун кц ия булса, ( 1) тенглама чизицли диффе­
ренциал тенглама дейилади.

Агарда F, I а  I =  т булганда барча р а узгарувчиларга н ис­
батан чизикли ф ункция булса, ( 1) тенглама квазичизщ ли  
дифференциал тенглама деб аталади.

D сохада аниьуганган и(х) ф ункция (1) тенглам ада иш ­
тирок этувчи барча хосилалари билан узлуксиз булиб, уни 
айниятга айлантирса, и(х) ни ( 1 ) тен гл ам ан и н г регуляр 
(классик) ечими дейилади.

Хусусий хосилали т - тартибли чизик,ли д и ф ф ер ен ц и ­
ал тенгламани ушбу

L u  = X  = / ( * )
№«• W

куриниш да ёзиб олиш  мумкин.
Барча х е  D лар учун (2) тенгламанинг унг гом они f(x) 

нолга тенг булса, (2 ) тенглама бир жинсли, Д х )  функция 
нолга тенг булмаса, бир жинсли булмаган тенглама дейилади.

Агар и(х) ва v (x )  ф ункциялар бир ж инсли булм аган (2) 
тенглам анинг ечимлари булса, равш анки w(x) =  и(х) —v(x )  
айирм а бир ж инсли  ( f  = 0 )  тенглам анинг еч и м и  булади.

Агарда и /х )  , i =  1,..., к  ф ункциялар бир ж и н сли  ( f=  0)
к

тенглам анинг ечимлари булса, и (х ) = ^Tc, h ,(jс) функция
с - - 1=1Хам, бу ерда с, — хакикии узгармаслар, шу тенглам анинг

ечими булади.
Хусусий хосилали иккинчи тартибли ч и зи к у т  д иф ф е­

ренциал  тенглам а

куриниш да ёзилади , бу ерда А.., В С , /  — D  сохада берил­
ган хакик,ий функциялардир.

(3) тен глам ани н г барча Ar , i , j  = \,. .. ,  п к о эф ф и ц и ен т- 
лари  нолга тен г булган х е  //н у к тал ар д а  тен глам а и кки н -
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чи тартибли булмай колади, яъни  бу нукталарда (3) тен г­
лам ан и н г тартиби бузилади. Бундан кейин  биз (3) тенгла­
ма берилган  сохдца унинг тартиби иккига тенг деб хисоб- 
лай м и з. (3) тенгламада i ф j  булганда алохида — алохида 
AiJuXjX., Ajtux куш ил у вчи лар иш тирок этм ай , балки улар- 
н и н г йигиндиси (А.-М .)ы иш тирок этади. Ш у сабаблиЧ .. Jl *i*j /
хам умумиятликка зиен етказмаи хамма вакт А.. = А., деб 
хисоблаймиз.

Э слатиб утамиз, D  сохада аникданган  ва к- тартибгача 
хусусий хосилалари билан узлуксиз булган хаки кий и(х) 
ф ун кц ияларн ин г туплами Ск (D )  оркали белгиланади.

2 - § . Характеристик форма тушунчаси, иккинчи 
тартибли дифференциал тенгламаларнинг 

классификацияси ва каноник куриниши

Ф араз килайлик (1) тенгламада иш тирок этаётган F{x,..., 
р а,...)  ф ункция, ра = |а | = т  узгарувчилар буйича

узлуксиз биринчи тартибли хосилаларга эга булсин. ( 1 ) 
тенглам а назариясида Я, , ... , Ял хакикий узгарувчиларга 
нисбатан  ушбу

т , ,  ...,ЯЛ) = £  £  Яа  = Я,“' W  ... Я“я (4)
а=/7i

т- тартибли  форма — т дараж али бир ж инсли  к у щ ад  му- 
хим р о л ь  уйнайди. Бу ф орм а (1) тенгламага м ос булган 
характ ерист ик форма дейилади.

И к ки н ч и  тартибли квазичизи*уга
Л

Е  А , м ) и х.х} +  Ф(х, и, иХ],..., иХп) =  0  ( 5 )
1,7 = 1

д иф ф ерен ц иал  тенглама учун, бу ерда А у (х ) е  C(D), (4) 
ф о р м а

е ( ^ , . . . Л ) =  Х Д , у(х)Я,.А. (6)
и - 1

квад р ати к  ф ормадан иборат булади. Хусусий хосилали  
д и ф ф ер ен ц и ал  тенгламалар, шу ж ум ладан (5) кури н и ш -
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даги иккинчи  тартибли тенглама текш ирилаётганда, ило- 
жи борича эркли узгарувчиларни алмаш тириб, тенглам а­
ларни соддарок, куриниш га келтиришга харакат килинади 
ва айрим  холларда бунга эриш илади хам. Ш у максадца, 
аввало (5) тенгламада эркли узгарувчиларни алм аш тир- 
ганда ун ин г А.£х) коэф ф ициентлари кандай кон ун  билан 
узгариш ини текш ирам из. х  = (x lt... ,x J  узгарувчилар урни­
га у —у(х), яъни

У к ~ У к  > к  =  \ , . . . , п

узгарувчиларни киритамиз. х узгарувчиларнинг бирор ат­
роф ида у к& С2 булсин ва ушбу якобиан

Р (У и -> У п ) Ф о  
D (x u ...,x„)

деб хисоблаймиз. Бу ш артга кура л: узгарувчиларни у  
лар орк,али иф одалаш имиз мумкин, яъни х —х(у). (5) тенг­
лам ага кирган  и(х) ф ун кц иян ин г хосилалари ни  янги у  
узгарувчиларга нисбатан  хисоблаймиз:

ди _ ^  ди дук 
дх, ~ L  дук дх, ’

д2и _ -yi д2и дук ду/ ди д2ук
dxtdXj ~ дукду, дх, dxj f a  дук дх,дх, '

Бу иф одаларни (5) тенгламага куйиб, уни уш бу кури­
ниш да ёзиб оламиз:

П _

X  4 ,  илл + Ф (У ’ и ' “у, ’ ■■■’ иУп) =  °> (7)
*,/ = 1

бу ерда

*  -  t  Л  (8 )
1 ,у  =  1 >

Ф эса , Ф дан ва биринчи  тартибли хосилалар  иш тирок 
этган  хадлардан таш кил топган ифода.

(5) тенглам а текш ирилаётган  D сохада а н и к  х0 нукта­
ни олам из ва
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Уо = у  (*0 ) > Pki = д х г

белгилаш ларни  киритамиз.
( 8 ) формула х0 нуктада куйидагича ёзилади:

П
А/(.И>) = X  А у Ю А /А , . (9)

1 , 7  =  1

( 6 ) квадратик ф ормани х0 нуктада ёзиб оламиз:

(?=  X  А ,у (*оИ я> . (Ю)
1,7  = 1

М ахсус булмаган ушбу

Л = £  А Л ,  det (Pki) * 0  (Ц )
* = 1

а ф ф п н  алмаш тириш  натиж асида ( 1 0 ) квадрати к ф орм а

0  = X  Д нС У о)^/ ( 1 2 )
*,/=1

ку р и н и ш га келади. Бу квадратик ф орм ан и н г к о эф ф и ц и ­
ен тл ар и  хам (9) формула билан аникданади.

Ш ундай  килиб, (5) тенгламани х0 нуктада х  узгарув- 
ч и л ар  урнига янги у = у ( х )  узгарувчилар ки ри тиб  содда- 
л аш ти р и ш  учун, шу нуктада ( 1 0 ) квадратик ф орм ани  мах­
сус булм аган  ( 1 1 ) чизикди алмаш тириш  ёрдами билан  сод- 
далаш ти ри ш  етарлидир.

А лгебра курсида исбот ки лин ади ки , хам м а вакт ш ун­
дай махсус булмаган ( 1 1 ) алмаш тириш  мавжуд булиб, унинг 
ёр д ам и  билан ( 1 0 ) квадратик ф орм а куйидаги  куриниш га 
олиб келинади:

(13)
*=i

бу е р д а  ц к, к = [,...,п  коэф ф ициентлар  1 , —1 , 0  ки й м ат- 
ларни  кабул килади. Шу билан бирга мусбат (м ан ф и й ) 
к о эф ф и ц и ен тл ар  сони (инерция индекси) ва н олга тенг 
булган  коэф ф ициентлар сони (ф орм а деф екти) аф ф и н  и н-
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вариантдир, яъни бу сонлар фак,ат ( 1 0 ) форма б и л ан  аник,- 
ланиб, ( 1 1 ) алм аш тириш нинг танлаб олин и ш и га боглик, 
булмайди.

Бу н арса (5) диф ф еренциал тенглама A.tj(x)  к о эф ф и ц и - 
ен тлари н ин г х0 нук,тада к,абул к,иладиган к.ийматларига 
Караб, класси ф и кац и я к,илиш имконини беради.

Ю к,орида айтилганларга асосан (7) тенглама
П

2 > * « Лу* + Ф (у ,и ,и л , . . . ,и Уя) = 0  (14)
к = 1

куриниш да ёзилади.
И к к и н ч и  тартибли диф ф еренциал тен глам ани н г ара­

лаш  ^оси лалар  катнаш м аган  бундай ку р и н и ш и , одатда 
ун ин г каноник куриниши дейилади.

(5) тенгламани битта нук,тада эмас, х,еч булм аганда х0е D 
нук,танинг бирор кичик атрофида каноник куриниш га олиб 
келувчи узгарувчиларнинг алмаш тириш ини (а ф ф и н  були­
ши ш арт эм ас) топиш  мумкинми деган савол тугилади.

Бу саволга иж обий жавоб факат п =  2 булгандагина 
маълум. Бу.х,олни биз ало^ида курамиз.

Агар барча ц к =  1 ёки  барча ц к = —1, к = 1 ,..., п булса, 
яъни  Q ф орм а мос равиш да мусбат ёки м анф ий аникдан- 
ган (деф и н ит) булса, (5) тенглама х е  D нуктада эллиптик 
типдаги ёки эллипт ик тенглама дейилади.

Агар fjLk коэф ф ициентлардан  биттаси м анф и й, долган- 
лари  мусбат (ёки аксинча) булса, (5) тенглама х е  D нук;- 
тада гиперболик  тенглама деб аталади.

ц к коэф ф и ци ен тлардан  / таси, 1 < I < п мусбат, 
к,олган п — I таси м анф ий булса, (5) тенглама ульт рагипер- 
болик  типдаги  тенглама дейилади.

А гар ц к коэф ф ициентлардан  биттаси нолга тенг, к,ол- 
ганлари  нолдан фарьуш ва бир хил иш орали булса, (5) 
тен глам а х е  D нуктада параболик тенглама дей и лади .

А гар коэф ф ициентлардан  камида биттаси нолга тенг 
булса, (5) тенглама кенг маънода х е  D н уктад а параболик 
т енглама  деб аталади.

А гар (5) тенглам а D сохднинг х,ар бир н у ктаси д а эл­
л и п ти к , гиперболик ёки  параболик булса, у * о л д а  j) СОл;а- 
да м ос равиш да эллипт ик, гиперболик ёки параболик тип­
даги тенглама  деб аталади.

Ю
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Ахар нолдан фаркли булган, бир хил иш орали к0, к { 
Хак,кк,ий сонлар мавжуд булиб, барча х е  D нукталар учун 
уш бу

Ы1 Ы1

тен гси зли к  бажарилса, D сохада элли п тик  булган (5) тен г­
лама текис эллипт ик тенглама дейилади.

М асалан  Т рикоми номи билан ю ритиладиган

тен глам а х 2 > 0  ярим текисликнинг хар бир нуктасида 
эл л и п ти к  булса хам, бу ерда текис элли п ти к  эмасдир.

/> со^анинг турли кисмида (5) тенглам а хар хил типга 
теги ш ли  булса, уни аралаш типдаги тенглама  дейилади.

Ю к р р и д а  келтирилган  Трикоми т енгламаси х 2 =  О 
ук,нинг ихтиёрий кисмини уз ичига олган  ихтиёрий D со ­
хада аралаш  типдаги тенгламага мисол булади.

Ю корида баён килинган (5) тенглам анинг классиф и- 
кац и яси н и  эквивалент тарзда А = Н^.Ц м атрицанинг ха­
р актери сти к  сонларига асосланиб хам бериш  мумкин. Бу- 
нинг учун алгебрадан маълум булган ( 1 0 ) квадратик ф ор- 
м ан и н г  (13) каноник куриниш идаги ц к , к = 1 сонлар 
А м атри ц ан и н г характеристик сонларидан  иборат эк ан л и ­
гини эслаш  киф оядир. М аълумки, сим м етрик (AIJ= A IJ) 
м атр и ц ан и н г барча характеристик сонлари  хакикий  сон - 
л ар д ан  иборатдир.

Э слати б  утамиз, А матрицанинг характеристик со н л а­
ри у ш б у

det (А - Я  Е) = 0

алгеб раи к  тенгламанинг илдизларидан иборат, бу ерда 
Е  — б и р л и к  матрица.

Д ем а к , (5) тенглама берилган D сохани н г ихтиёрий х  
н уктасида А матрица характеристик сон л ар и н и н г иш ора- 
сини ан и к л аб , (5) тенгламанинг кайси типга тегиш ли эка- 
нини  дархол  билиб олиш мумкин.

Бу ерда ян а бир мухим туш унча, характеристик си р т­
лар туш ун часи н и  киритиб утамиз.
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У А ( х ) ^  1 ^  = 0
дх, дХ]

тенглама (5) диф ф еренциал  тенглама характ ерист икала- 
рининг тенгламаси  дейилади.

Агар со (х,, ..., хп) функция характеристикалар тенгла- 
масини к,аноатлантирса,

со (хр ... , хп) =  с , с = const

тенглик билан аник^анадиган  сирт берилган (5 )  д иф ф е­
ренциал тенглам анинг характеристик сирти ё к и  характе- 
рист икаси  дейилади.

У згарувчилар сони иккита булганда характеристик эгри 
чизик, \ак,ида суз боради.

Х арактеристикалар тенгламаси расман бундай  тузила-
ди: (5) диф ф еренциал  тенгламага мос булган ( 6 ) квадра-

, -  л д(0 л д(0 -ти к  ф о р м ан и  тузи б , унда Ai = ~ ^ yAj = —  д.ео, \о с и л  
булган иф одани  нолга тенглаш тирамиз.

Ф араз к,илайлик, сое С2 булсин. (5) тен глам ани  содда- 
лаш тириш  мак,садида х. узгарувчилар урнига ки ри тилган  
y t узгарувчилардан биттасини, масалан у, ни у { =а> (х,, х2, 
... , хп) десак, у \о л д а  характеристикалар тенглам асига асо­
сан А х, =  0 булади. Ш унинг учун хам ди ф ф ерен  циал тенг­
лам ани н г битта ёки бир нечта характеристикалар  оиласи- 
ни билиш , бу тенгламани соддарок, ку р и н и ш га келтириш  
и м кон и ни  беради.

3 - §. Юк,ори тартибли дифференциал  
тенгламаларнинг ва системаларнмнг 

классификацияси

Хусусий хосилали т -тартибли  квазичизик^пи тенглама

£  aa(x )D au + 0 (x ,u , . . .D pu,...) = 0 
Н>« v ’

12
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ку р и н и ш да ёзилади, бу ерда Ф иф ода номаълум и =  и(х) 
ф у н к ц и я н и н г  т — 1 дан юк,ори булган хосилаларини уз 
и ч и га  олмайди.

(1 5 )  тенгламага мос булган характеристик ф орм а (4) га 
ас о сан

к а 1,.. . ,х п)=  (16)
|а| =т

к у р и н и ш да ёзилади.
А гар  D соханинг тайин х  нук,тасида Я,,..., Ял узгарув- 

ч и л ар н и н г  шундай Я(. = Я (. (^ ,,..., м„) , i = , п  аф ф ин  
алм аш ти ри ш и н и  (аффин алм аш тириш  махсус булмаган 
Л = Л ц +  В (ёеЫ ^О , B e  Е " )  алм аш тириш дан  иборатдир) 
т о п и ш  мумкин булсаки, натиж ада (16) ф ормадан 
хоси л  булган форма ц. узгарувчиларнинг фацат / таси- 
ни, О < I < п, уз  ичига олса, (15) тенглам а х  нуктада пара­
болик  ёки параболик бузилади деб айтилади.

П ар аб о л и к  бузилиш  булмаганда, фак,атгина Я, = 0  
Лп = 0  булгандагина К  (Я,,..., Ял) = 0  булса, (15) тенглама 
хе D нукт ада эллипт ик дейилади.

А гар д а  Я,,..., Яп узгарувчилар орасидан  биттасини, ма- 
салан  Яя = Я  ни ажратиб олиш  м ум кин  булсаки (зарур 
б у лган  холда бу узгарувчиларни аф ф ин  алмаш тириш дан 
сун г), барча Я' =  (Я,, ..., Ял_,) е  Е п~1 нук,талар учун Я га 
н и сб атан  характеристик

К {Х х, ..., Я _ „  Я) = 0

тен гл ам ан и н г барча илдизлари хаки^и й  булса, (15) тен г­
лама х е  D нуцтада гиперболик дейилади.

А гар д а  Я илдизларнинг бир кисм и хак,ик,ий, колганла- 
ри к о м п л ек с  булса, (15) тенглама x e D  нукт ада кушма 
т ипдаги  тенглама дейилади.

Б у  таъриф га асосан а  > 3 булгандагина (15) тенглам а 
к;ушма тип булиш и мумкин.

К у ш м а  турдаги тенгламага

^  («„х, + = о 

тен гл ам а  мисол булади.
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Худди ш унга ухшаш, чизикли булмаган (1) тенглама
(4) форма хусусиятига асосан типларга аж ратилади. (4) ф ор­
ма коэф ф ициентлари  х  нукта билан бирга и злан аётган  
и(х) ечим ва ун и н г хосилаларига боглик булгани сабабли, 
типларга аж ратиш  текш ирилаётган х,олда ф ак ат  шу ечим 
учунгина м аънога эга булади.

М асалан,

п
и(х)их л  + Y j uxiXi = О 

/=2

тенглама и (х )> 0 булган xg D нукталарда эл л и п ти к , и(х) < О 
булганда гиперболик ва и(х) =  0 булганхе D нукталарда 
параболик бузилади. Энди хусусий хосилали д и ф ф ер ен ­
циал тенгламалар системасининг класси ф и кац и яси га кис- 
кача тухталиб утамиз.

(1) тенглам ада катнаш аётган F  ф ункция N  улчовли 
F  =■ (FV...,F ^) вектордан  иборат булсин. Бу в ек то р н и н г  
Fv ...,F n ко м п о н ен тл ар и  D соха х н у к т а л а р н и н г  хамда
p i  -  Uj, p Ja = I T  Uj, j  = 1 , . . . ,  M хакикий узгарувчиларнинг

берилган хакикий  функциялари булсин.
Ушбу

F, (х ,..., D a и . ,...)  = 0 , i = = (17)

куриниш даги тенглик , номаълум и,,..., им ф у н кц и ял ар га  
нисбатан хусусий хосилали дифференциал т енгламалар сис- 
темаси дейилади . (17) тенгламалар си стем аси га  кирган 
номаълум ф ун кц иялар  хосилаларининг энг ю к о р и  тарти­
би шу системанинг тартиби дейилади.

(17) си стем асин и нг тартиби т га тенг б у лси н . Агар 
Хамма F. ф ун кц иялар  барча p Ja узгарувчиларга нисбатан 
чизикли  булса, (17) система чизикли, агарда F t лар , i — \ ,  

N, барча р ]а , \ а \ = т ,  ларга нисбатан ч и зи к л и  булса,
(17) система квазичизицли  дейилади.

Агар N  — М, N  > М, N  < М  булса, у холда (1 7 ) система 
мос равиш да аник;, ортит билан аник^ланган, ет арлича аниц- 
ланмаган  дейилади . (17) система ан и к  булиб , унинг хар 
бир тен глам аси ни н г тартиби т га тенг булсин .

www.ziyouz.com kutubxonasi



dFi\ . '.У = i.--,vv ,
к=\

квадратик матрицани тузамиз.

а ,. У , i , j  = Y j a k = т

К (Л 1г...*„)=  del X  ааЯ“ = d e t  X  ...апЯГ1) ....,Я я“"
[а|=/л |а| =/л

иф ода хак,ик,ий скаляр Яр ...Ял параметрларга нисбатан  Nm  
тартибли формадан иборатдир. Бу форма (17) систем анинг 
характеристик детерминанти дейилади.

(18) ф орм анинг характерига караб, худди (15) тен гла­
мага ухшаш, (17) система х,ам типларга аж ратилади. Ж уда 
куп лолларда амалиётда учрайдиган тенгламалар систем а- 
сини  битта

Е ч . а - *  = /  ( |9 )
И Sm V '

м атрица тенглама куриниш ида ёзиш  мумкин.
Бу ерда Dp дифференциал оператор, и =  (м; ( х ) uN(x)) 

вектор-ф ункция ёки и =  ||и ||, j  = N  м атрица-устун- 
н и н г х,ар бир компонентига таъсир килади, аа — ко эф ф и - 
циентлар N- тартибли м атрицадан иборат булиб, булар 
\ам д а  (19) системанинг унг том они f = ( f i,---,fN) ё к и / =  Щ\, 
номаълум и (х )  ф ункцияларга ва уларнинг тартиби  т — 1 

дан катта булмаган х;осилаларига бом и к, булиш и мумкин. 
т = 1 булганда (19) системадан биринчи  тартибли  хусу­
сий ^осилали диф ф еренциал тенгламалар систем аси

п
YjO jD jU  + b u ^ f  (2 0 )
м

келиб чикдди, бу ерда b — N  -тартибли квадратик матрица.
(20) тенгламалар системасига мос булган N  - тартибли 

характеристик форма ушбу

K { k „ .. . ,k n) = d e t5 > ,A ,.
;=i

ф орм ула билан берилади.
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М исол учун (20) да п = N  = 2, b = 0 , / =  0,

1 0 0  -  1
а| =1

0 1
5 L

1 0

булсин. Бу х,олда ушбу системага эга буламиз:

М11 0 д щ 1О

д
0  1 дх\ и2

+
1 0 дх2

Д  щ + 0  

0  + D,m2

0  -  D2u2 А и, D2u2 0

D2uy + 0 D24\ + Dxu2 0

еки
дщ
дх\

ди2 дщ _ _ ди2 
дх2 ’ дх2 дх\ ' (21)

Ш ундай  килиб , ком плекс узгарувчили ф у н кц и ял ар  
н азариясидан  маълум булган Коши — Риман системаси 
хосил булди. (2 1 ) систем ага мос булган характеристик 
ф орм а

А, -  ^2
К  = det (а,А, + а2Х 2) = det

А2 A j
= А, + Af

куриниш га эга булади.
Д ем ак, К ош и — Рим ан системаси элли п тик  типдаги 

систем а экан . z  = х | +  ix2 комплекс узгарувчини хамда

д_
dz

д ■ д 
2 \ дхх 1 дх2 z = X, -  1Х2

д и ф ф ерен ц иал  операторни  киритиб, (2 1 ) систем ани  битта 
д и ф ф ерен ц и ал  тенглама

dw
dz

= 0

куриниш да ёзиб олиш  мумкин, бу ерда

W(z) =  ы, (х,, х2) + / и2 (х,, х2).

www.ziyouz.com kutubxonasi



4- §. Иккинчи тартибли икки узгарувчили 
дифференциал тенгламаларни каноник 

куринишга келтириш

(5) тенглама л = 2  булган холда, яъни и ккита х  ва у  
Хак,ик,ий узгарувчили иккинчи тартибли квазичизикди тенг­
лам а ушбу

А ( Х , У ) ^ , 2 В ( Х , У ) ^ , С ( Х , У ) ^  +

♦ • ( * ■ * *  § . £ ) - °  <22) 

куриниш да ёзилади.
(2 2 ) тенглама характеристикаларининг тенглам аси чи- 

зикути булмаган

А I —  f  + 2В ^  ~  + Сд х ) дх ду
д  (О 

д  X

\2
= о (23)

тенгламадан иборатдир.
Бу тенгламани соддагина усул билан оддий д и ф ф ер ен ­

циал тенгламага келтириш мумкин. Хак^икатан хам, (о(х,у) 
ф ун кц ия (23) тенгламанинг ечими булса, со (х ,у)  =  const 
эгри чизик, (22) тенгламанинг характеристикасидир. Бу ха­
рактеристика атрофида

да) г да) j  а -̂ r- dx + —  dy  = О дх ду
ёки

дш дш . / j  \
3 -  : 3 -  = dy : ( -d x )  дх ду

м уносабат бажарилади.

(23) тенгламада —  ; ^  нисбатни dy : ( —dx) га алмаш - 
д х  д у

ти риб ,

Ady2 - 2  В dydx + С dx2 =  0 (24)
оддий диф ф еренциал тенгламага эга булам из. „__ _

2-М.Сало^иддинов 17 | N izom iy псш.

У -  | \
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А ксинча, агар со =  const (24) тенгламанинг интеграли 
булса, со (х,у)  функция (23) характеристикалар тенглам а­
сини кдноатлантиради. (24) тенглик характеристик эгри 
чизикдарнинг оддий диф ф еренциал тенгламасидан ибо- 
ратдир.

(24) тенглик билан аникданган (dx,dy) йуналиш  одатда 
характеристик йуналиш  дейилади.

2- § га асосан A d y 2 + IB dxdy  + C dx2 квадратик ф ор- 
м анинг аникданган (мусбат ёки манфий), иш ораси  узга- 
рувчан ёки ярим аникданган  (бузилган) булиш ига к,араб, 
(2 2 ) тенглам а эллиптик, гиперболик ёки параболик тип- 
га тегиш ли булади. Ш унга мувофик, A d y 2 + IB d xd y  + C dx2 
квадратик ф орм ани н гди скрим ин ан та В 2- А С  нолдан ки­
чик, катта ёки нолга тенг булишига кдраб, мос равиш да, 
(2 2 ) тенглам а эллиптик, гиперболик ёки п араболик бу­
лади.

Ш унинг учун х,ам (22) тенглама эллиптиклик сохаси- 
да хакик,ий характеристик йуналиш ларга эга эм ас, хар бир 
гиперболиклик нук,тасида эса иккита турли хаки^и й  ха­
рактеристик йуналиш , хар бир параболиклик нуктада битта 
Хакик^ий характеристик йуналиш  мавжуд. Д ем ак, А, В ва С 
коэф ф и центлар  етарли силлик, функциялар булганда, (2 2 ) 
тен глам ани н г гиперболиклик сохаси характеристик эгри 
чизи кдарн и нг иккита оиласи тури билан, параболиклик 
сохаси эса характеристик эгри чизикдарнинг битта оила­
си тури билан  крпланади.

Ушбу
signy | у  |и и^  + иуу = 0 (25)

тенглам а учун, бу ерда т — мусбат хак,икий сон , (24) тенг­
лам а

signy \ у  \т dy1 + dx2 = О

кури н иш га эга булади. Бу тенгликдан дархол куринадики, 
у  > 0  ярим  текисликда (25) тенглама хак,ик,ий характерис- 
тикаларга эга эм ас, у  < 0  ярим  текисликда характеристик 
эгри  чизикдар  тенглам асини

т т
(dx  -  (->0 2 d y )  (dx  + ( - у ) 2 dy) = О
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куриниш да ёзиб ва уни интераллаб, у  < 0  ярим текислик 
и ккита

2----------- т 2 т +̂ х ------ - { -у )  2 = const, X + — — (-v )  2 = const
т+2 '  т+2

характеристик эгри чизиклар оиласи билан  крпланганини 
курамиз ( 1-чизма).

1-чизма

Агар (22) тенгламанинг А, В ва С коэф ф ициентлари  
тенглам а берилган D сох,ада етарли силлик, ф ункциялар 
булса, х  ва .у узгарувчиларнинг ш ундай махсус булмаган

£ =  £ (х,у) , Г) = 4 (х ,у)

алм аш тириш и мавжуд буладики, (22) тенглама D со^ада 
бу алмаш тириш  ёрдамида куйидаги канон и к  куриниш лар- 
дан  бирига келади.

Эллиптик \о л да

U{i +и„п + Ф (£, Г], u ,u i ,u 1J) = 0 ,  (26)

гиперболик \о л да

uiS -  + Ф(£, г}, и, щ , м„) = 0 , (27)

ёки

uin + Ф(£, г], и, и4 ,ы ,)  = 0 (27’)

ва параболик \о л да

ипп + Ф (£ ,г ! ,и ,щ ,и п) = 0 . (28)

(22) тенглама берилган барча D  со^ада, яъни  глобал 
у н и  (26), (27) ёки (28) каноник кури н иш га келтириш  кат-
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та к,ийинчиликлар билан богликдир. Ш унинг учун хам, 
(22) тенгламани D  соха (х,у) нуктасининг етарли кичик 
атрофида, яъни  локал каноник куриниш га келтириш  би ­
лан чегараланамиз. (22) тенгламанинг А, В ва С к о э ф ф и ­
циентлари (х ,у) нук,танинг бирор атрофида С2 си н ф га те­
гишли булиб,

А2(х,у) +  В2(х,у) + 0 (х ,у )  Ф О
булсин.

У мумиятликка зиён  етказмай А (х,у) ф 0 деб хисобла- 
ш имиз мумкин. Х а^икатан  хам, акс холда С(х,у) ф 0 були­
ши мумкин. Бу холда х  ва у  урнини алмаш тириб, ш ундай 
тенглама хосил килам изки , унда А(х,у) ф 0 булади.

Агарда А ва С бир ва^тда бирор нук,тада нолга тенг 
булса, бу нук,та атр о ф и д а В (х,у)ф  0 булади. Бу холда 
х ' = х  + у, у '  = х  — у  алмаш тириш  натижасида хосил булган 
тенгламада А (х,у) ф  0 булади.

(2 2 ) тенгламада эркли узгарувчиларни ихтиёрий (к,ай- 
тарилувчи) алмаш тирамиз:

€ =  € (х,у) ,Г)=  Г} (х,у).

Биринчи ва иккинчи  тартибли хосилалар куйидагича 
алмаш тирилади:

чх = и- L  + “n rix , иу = «{ 5, + и„ Чу

мхх = £ х и4 1 + 2 £д. Лх Щ „ + ti2x ^  и4 +

и *у = у «« + (^,ПУ + £уПх )и й  + г\хх\уип „ + + г)хуиц,

иуу = % \  +  2^17уи4 „ + ЛуМг, „ +  £,уу“ ;  +  W

Буларга асосан  (22) тенглама

(29)

куриниш да ёзилади. Бу ерда

м $ ,  п )  = + 2 B S x Sy  +  С £ 2 ,

В ,(& Г]) = А £ХТ]Х + в ^ п  + L f] x) + С£ Г)
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с , (5, Ч) = А ц \ + 2 Bt]x T)y + СТ]2У, 

и(€, V) = и[х(£, п),у(%, Л)],

X =х(%, г /) , у  =у(%, ?7)алмаштириш эса £ =  £ (х ,у ), г? =  г\(х,у) 
га тескари  алмаш тириш дир.

(23) характеристикалар тенглам асини

B+^ s \
1 = 0  (30)Wx + - —  toy

куриниш да ёзиб оламиз, бу ерда 8 = А С — В2. Аввало (22) 
тенглам а эллиптик типга тегиш ли булсин, яъни  (х^у) нук- 
та атроф ида 8 (х,у) > 0 , шу билан  бирга = />/5 .

Бу \о л да  (30) тенглама хакикий  ечимларга эга эмас. 
Ш у н и н г учун

со (х,у) =  t, (х ,у) + i г] (х ,у)

деб белгилаб оламиз. Агар (23) тенглам анинг чап том они- 
ни Q оркали белгиласак, бевосита хисоблаб,

Q = A ] - C l + 2 i B t (31)

булиш ига ишонч хосил килиш  кийин эм ас. Ш унга муво- 
фик; со (х,у) ф ункцияни ушбу иккита

ю* + а У = °* (32)
B -iJE  г\ сох + — г - а)у = 0

тенглам адан  бирининг ечими сиф атида излаш  табиийдир. 
Бу тенглам аларда соу олдидаги  к о эф ф и ц и ен тл ар  узаро 
куш м а комплекс микдорлардан иборат. (32) тенглам а и к ­
ки та  биринчи тартибли

А £х + В£у -  у[д г]у = О,

Аг]х + Вг}у + у/б %у = 0

тенглам алар  системасига эквивален тдир . (33) тен гл ам а­
л ар н и  Бельтрами тенгламалари деб аталади.

21
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Энди Е,(х,у) ва ij (х ,у) сифатида Бельтрами тенглам а- 
л ари н ин г якобиани

булган ечим ларини оламиз. а> (х,у) функция (23) характе­
ристикалар тенглам асининг ечими булгани учун (31) тенг-

келиб чикдди. (33) тенгламалардан И;х ва г)х ни то п и б , А х, 
В х коэф ф и ц и ен тларн и н г ифодаларига куйсак,

булиш ига дар^ол иш онч *осил киламиз, (29) тен глам а­
н и н г  барча хддларини нолдан фаркли булган

иф одага булиб, (26) тенгламани х,осил киламиз. Э н д и , (х,у) 
нукта атроф ида (2 2 ) гиперболик типга тегиш ли булсин, 
яъ ни  8  < 0  ,^ (х ,у ), rj (х ,у)  ф ункциялар эса, мос равиш да

тен глам аларн ин г (34) ш артларни кдноатлантирувчи ечи­
ми булсин.

Бу х,олда (35) га асосан

А гарда £у = 0  ёки г) =  0 булса, (35) га асосан  (34) як о ­
б и ан  нолга тен г булади. £(х, у), г](х, у) ф ун кц ияларн ин г 
тан л ан и ш и га  м увоф и к бундай булиши мумкин эм ас. Шу 
сабабли  (х, у )  нукта атроф ида 5 ^ 0  булади. (29) тенглама 
2Bj га булингандан сунг (27,) куриниш га келади. а. = Е, + т), 
13 =  £ — tj алм аш тириш  натиж асида (27,) тенглам адан  (27) 
тен гл ам а келиб чикади.

(35)

4 = С , =  о, в ^ 2 ^ у Л у Ф 0 .
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Н и \о я т  5  =  0, яъни (х, у) нукта атроф ида (22) тенглама 
параболик булсин. £ (х, у) сиф атида

А£х + В£у = 0 (36)

тенглам анинг узгармас сондан ф аркли  булган ечимини 
оламиз.

Бу \о л д а  А х =  Вх = 0  булади. т] (х ,у) ф ун кц иян и  ш ун­
дай танлаб  олам изки, С, (£, tj)*  0 булсин. Н атиж ада, (29) 
дан дар^ол (28) тенглама ^осил булади.

Ю корида биз х,осил килган хусусий хрсилали биринчи 
тартибли чизикди диф ф еренциал тенглам алар ечим лари- 
н и н г  мавжудлиги масаласи биринчи тартибли  оддий д и ф ­
ф еренциал  тенгламалар назарияси  билан  узвий боигак- 
дир. Оддий диф ф еренциал тенгламалар курсидан маълум­
ки, А , В, С ф ункциялар етарли си л л и к  булганда хусусий 
^осидали чизикди тенгламаларнинг (33) систем аси  \ам д а  
(35) ва  (36) чизикли тенгламалар (22) тенглам а берилган D 
с о \а  (х,у) нуктасининг кичик атроф ида якоби ан и  нолдан 
ф аркди  булган ечимларга эгадир.

Ш у билан (22) тенгламани (х ,у) нукта атроф ида, яъни 
л о кад  (26), (27), (27,) ва (28) кан о н и к  куриниш ларга кел- 
ти риш  мумкинлиги исботланди.

5- §. Математик ф изиканинг асосий  
тенгламаларига келадиган физика 

ва механиканинг айрим масалалари

А сосий  тенглам аларни  келти ри б  ч и к ар и ш д ан  аввал 
м атем атик анализдан маълум булган Еп ф азода сох.а б у й и ­
ча олинган  п улчовли интегрални со^анинг чегараси буйича 
о л и н ган  (п — I) улчовли интеграл билан  алм аш тириш  им - 
кон и ни  берадиган Гаусс — О строф адский  ф ормуласини эс- 
л ати б  утамиз.

Pj (х) — Р. (х ,,..., хя) ф ункциялар булаклари си л л и к  S  
сирт билан  чегараланган Q  U З 'ёпи ксохдда узлуксиз булиб, 
у л ар н и н г  биринчи  тартибли ^оси лалари  Q  да узлуксиз 
булсин. Куйидаги Гаусс — О строф адский  ф ормуласи урин- 
л и д и р :
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£2 ( = 1 5 ' = 1

бу ерда v. =  cos (v, x )  лар S  сиртга утказилган  таш ^и  
v =  (vv ..., v j  норм алнинг йуналтирувчи косинуслари. Агар 
Pj (х) ф ун кц ияларн и  бирор Р векто р н и н г ком понентлари  
деб хисоблаб, унинг тацщ и нормалдаги п роекц и яси н и  Ру 
орк,али белгилаб олсак,

pv = ^ Р / х )  cos (v,Xi)
i = I

булади.

div P  = f  M
h  dx‘

ни эътиборга олсак , Гаусс — О строградский ф ормуласи

J  divPdQ. = J  Pvd S
n  S

куриниш да ёзилади. Агар нормал ички булса, си р т  буйича 
интеграл олдида “ — “ ишора булади.

1. Тор тебранишининг тенгламаси. М ехани кани н г (тор, 
стерж ень, м ем брана, уч улчовли хджмларнинг тебран и ш - 
лари ), ф и зи к ан и н г  (электромагнит тебраниш лар) куп ма- 
салалари

Р jp -  = div(pgradM) -  qu + F  (x, t) (37)

куриниш даги  тебраниш  тенгламаларига олиб келинади. 
Бундаги u(x ,t) номаълум ф ункция п та ф азовий координа- 
таларга х,амда t вак,тга богликдир. р , р, q — ко эф ф и ц и ен т­
лар  тебран и ш  содир булаётган м у\и тни н г хоссалари  би­
лан  ан и кд ан ад и , озод хдд F(x,t) эса таш ^и таъ си рни н г 
(яъни таъ сир  килаётган  ташк,и кучларнинг) и нтенсивли - 
гини иф одалайди . (37) тенгламада иш тирок этаётган  div 
ва grad оп ераторлар  таърифга асосан

div(r e rad«) = 2 - £ -
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(37) тенгламанинг келтириб чицарилиш ини тор тебрани- 
ш и н и н г мисолида курсатамиз. Тор деганда эркин  эгила- 
диган  ингичка ип тушунилади, бошкдча айтганда, тор ш ун­
дай  каттик жисмки, унинг узунлиги бошк,а улчовларидан 
ан чаги на ортик булади. Торга таъсир килиб турган таранг- 
л и к  кучи етарли катта деб ф араз киламиз. Ш у сабабли 
то р н и н г эгилгандаги к,аршилигини таранглигига нисбатан 
хисобга олмаса хам булади. И кки нукта орасида таранг 
ки либ  тортилган торни текш ирам из. Аниьуш к учун бу Ох 
укида жойлаш ган булсин. Биз торнинг текис кундаланг 
тебран и ш и ни  текш ирамиз, яъни  бу ш ундай тебран и ш ки  , 
тор хамма вакт бир текисликда ётади ва торн и н г х,ар бир 
нуктаси  Ох укка перпендикуляр буйича силж ийди. Бу де- 
ган суз, мувозанат вактида х  абсциссага эга булган то р ­
н и н г нуктаси тебраниш  ж араёнида х;ам шу абсциссага эга 
булади (2- чизма).

Бу нуктанинг ординатаси и вакт утиш и билан  узгара- 
ди, яъни  и торнинг мувозанат холатидан силж иш идан  и бо­
рат. Т ор  тебраниш ининг математик конунини топиш  учун 
и н и н г  t вактга ва х га кандай бокликлигини, яъни  и = u(x,t) 
ф у н кц и ян и  топиш керак. Биз торн ин г ф акат  к и ч и к  теб-

ран и ш лари ни  текш ирамиз, яъни  u(x,t) ва га нисбатан
д и  

д хю кори тартибли кичикликдаги 

ни хисобга олмаймиз.

и м и кдорлар-
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Тор эгилиш га к,аршилик курсатмаганлиги туф айли , 
унинг t сак,тда х  нук,тадаги таранглиги T(x,t) х  нуктада 
торга >пгказилган уринм а буйича йуналган булади. Тор­
н инг ихтиёрий (xv x j  кисмини оламиз. Бу к,исм тебра­
ниш  даврида М ХМ 2 ш аклга келади. Бунинг t вак,тдаги ёй 
узунлиги

яъни  ки ч и к  тебраниш ларда тор кисм ларининг узунлиги 
чузилмайди ва к,иск,армайди. Демак, Гук к,онунига асосан 
тарангли к  микдори \T(x,t)\ х, t га боглик, булм аган узгар­
мас булиб к,олади, яъни  \T(x,t)\ =  Т0.

Т ор тебраниш ининг тенгламасини чик,ариш учун Да- 
лам бер принципидан  фойдаланамиз.

Б унга асосан , то р н и н г аж ратилган к,исмига таъсир 
Килувчи барча кучларнинг йигиндиси нолга тен г булиши 
керак. Б и рлик  узунликда х,исобланган ва торга Ои ук,ка 
параллел таъсир к,иладиган ташк,и куч p(x ,t) булсин.

М у М г к,исмга таъсир к,иладиган куч

га тен г булади.
х 2 нук,тадаги тарангликнинг Ои даги проекцияси  

Т0 s in a  (х 2) га, х, нук,тадаги эса — TQ sin а  (я,) га тенг була­
ди . Уш бу

ф орм улага асосан
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тенгликка эга буламиз. Торнинг чизикди зичлиги, яъни 
тор  кичкина булаги массасининг унинг узунлигига булган 
нисбатининг лим ита , р  (х) булсин.

М  нук^та тезлиги , тезланиш и булгани учун М { М2 

булакнинг инерция кучи

- j P( x ) ^ - d x
*1

га тенг булади. Даламбер принципига асосан

dx  = ОXirT0 ^ +P( x , t ) - P( x ) ^
*1

тенгликка эга буламиз. х, ва х 2 лар ихтиёрий булгани учун

Го 0  + p (x ,t)  -  р (х )  = 0 . (38)

Бу эса  тор кичик кундаланг тебраниш ларининг тенглама- 
сидир.

Агар зичлик р  (х) узгармас булса, р  (х) =  р , торнинг теб­
раниш  тенгламаси

+ / ( * , ' )  (39;

куриниш да ёзилади, бунда ° 2 = ^ , f ( x , t ) = р^ ~ . (3 9 ) 
тенглама одатда бир улчовли тулцин тенгламаси  \а м  д ей и ­
лади. Торга таъсир к,илаётган ташк,и куч p (x ,t)  = 0  булса, 
торнинг эркин  тебраниш  тенгламаси

^  = fl2 0  <40>
келиб чикдди.

(37) куриниш даги
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тенглама эгилувчан стерженнинг кичик буйлама тебраниш - 
ларини \ам  иф одалайди, бунда S(x) — стержен кундаланг 
кесим ининг юзи, Е (х )—х  нуктадаги Ю нг модули.

Худди тор тебраниш  тенгламасига ухшаш мембрана- 
нинг кичик кундаланг тебраниш ларининг тенгламаси кел­
тириб чик,арилади:

д 2 и

'И г = Тп д 2 и  

д х }

д2и^ 
д х 2

+ p ( x , ,x 2, t ) '

Агар р  =  const булса, мембрана тебраниш  тенгламаси

д 2 и

~д,т
= а (  д 2 и  

д х }

з у
д х !

+ F (x], x 2,t) , а2 = F  = ^ (41)

икки улчовли т улкин тенгламаси дейилади. Уч улчовли  
тулкин тенгламаси

dt = а д*и
д х }

+  д 2 и  +  д 2и  

д х \  д х 2
+ F (x ,,x 2 ,x 3, 0 (42)

бир ж инсли мух,итда товуш тарк,алиши ва электр утказ- 
майдиган бир ж инсли му^итда электромагнит тулк,инлари 
таркалиш ини  ифодалайди. (42) тенгламани газнинг зич- 
лиги , босим и , тезликларнинг потенциали ^амда электр ва 
магнит м айдонлари кучланиш ларининг таш кил этувчила- 
ри кдноатлантиради.

(39), (41), (42) тенгламалар кискдча

О и = FLJn (43)

куриниш да ёзилади, бунда /^ — тулкин оператор (Далам- 
бер оператори):

£р.
°а = -dll  ~ а А (o=q),

Д — Л аплас оператори

Д = — Т +
д х {  д х { d x i

Тор ёки  стерж ень тебраниш  ж араёнининг ф и зи к  маъ- 
носидан  шу нарса келиб чикддики, бу ж араённи  бир к,ий-
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матли ифодалаш  учун куш имча и силж иш  ва ы( тезлик- 
нинг бошлангич вактдаги к,ийматларипи (бошлангич шарт- 
лар ) бериш  зарур:

= <Р(х), ~
t - t o  d t

= <Pi(x) .

Бундан таш кари торнинг четки нукталаридаги холати- 
ни х,ам курсатиш керак. Т орнинг текш ирилаётган  0 < х  < / 
ки см ин и нг икки чети муста^камланган булса, изланаёт- 
ган ечим

HU o =  4

ш артларни каноатлантириши зарур. Агар торнинг ёки стер- 
ж ен н и н г четлари муста^камланмай, бирор к,онун буйича 
\аракатланаётган  булса,

u [ =0= f t (t), u \x = l = f2 (t)

ш артларни бериш керак.
А гар торнинг / четига берилган у/ (t) куч таъсир кила- 

ётган  булса,
—  I = а^И
д х  1*=/ т0 '

Х аки  катан х,ам, бу холда 

гг  ди

д х  1
, = Т0 sin a  v=/ = v ( t ) .

А гар стерженнинг икки ёки бир чети, масалан х  = I элас­
тик м уста\кам ланган  булиб, а  — му ставкам л ан ганлик кат- 
ти кли ги  коэф ф ициента булса, Гук конунига асосан

[Е ^  + аи] Х=1
= 0

булади , яъни  а: =  / чет силж иш и м ум кин , ам м о муста^- 
кам лан ган ли кн и н г эластик кучлари бу четда тарангли к  
пай до  булиш га сабаб булади, бу эса силж иган  четни о л ­
ди н ги  \олати га  келтириш га интилади.

Ю к,орида келтириб чикарилган  тулкин  тебраниш  тенг- 
лам алари  равш анки, гиперболик типга тегиш лидир.
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2. Иссикдик тарцалиш тенгламаси. И ссикдик таркалиш  
ёки му^итда заррачаларнинг дифф узия ж араёнлари ушбу 
умумий диф ф узия тенгламаси билан иф одаланади:

р  = div(#gradw) -  qu + F (x, t) . (44)

И сси кдик  таркалиш  тенгламасини келтириб чик,ара- 
миз. М у^ит х  = (x v x v xy) нуктасининг t вактдаги х,арорати- 
ни u(x,t) opк,али, шу нуктани уз ичига олган ихтиёрий \аж м 
(сох;а) ни V оркали белгилаб оламиз. V нинг чегараси  S  
булсин. М аълумки, му^ит турли кисм ларининг ^арорати 
турлича булса, у \о л д а  купрок кизиган ки см дан  озрок 
Кизиган кисм га караб иссикдик хдракати содир  булади. 
К ^аж мда (tx, t2)  вакт оралигида иссикдик узгариш ини  тек- 
ш ирамиз.

Фурье конунига асосан, S сиртнинг A S  кисмидан A t вактда 
утувчи иссиклик микдори A Q X , A S  At ва хдроратнинг нор­
мал буйича хосиласи ^  га пропорционал булади, яъни

Д (?1 = -  kA S  ■ A t ■ = -  kA S ■ Atgrad„u, (4 5 )

бу ерда к > 0  ф ун кц ия — ички иссикдик утказувчанлик 
ко эф ф и ц и ен та , п — и ссиклик ^аракати йуналиш и  буйича 
A S  га утказилган нормал.

Т екш ирилаётган  мухитни изотроп деб ^исоблайм из, 
яъни  и сси кли к  утказувчанлик коэф ф ициенти  к  ф ак ат  му- 
х;итнинг х  =  (хх, х2, x j  нуктасига б о м и к  булиб, S  сиртнинг 
норм али  йуналиш ига бости к  эмас, бош кача ай тган да ис­
си кл и к  таркалаётган  йуналиш га боглик эмас. S  сирт ор- 
Кали ( tx, t2) вакт ораликида V хджмга кираётган иссиклик 
микдори  (45) ф орм улага асосан

Qi = -  J d t j j k W ^ d s  (46)
Ч S

га тенг, п — S  сиртга утказилган ички нормал, чунки  ис- 
си кд и к  S  нинг ичига киряпти . V х;ажм A V  булагининг 
^ароратини  A t вактда А и та узгартириш учун са р ф  кили- 
надиган  исси кди к м икдори
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AQ 2 =  [u(x,t + A t)  -  и (x ,t)] p  (x) y (x )  A V

га тенг, бунда p  (x), у  (x) — м у \и тн и н г зичлиги ва иссик,- 
лик cmfhmh (берилган жисмни 1 ° С га иситиш  учун зарур 
булган иссикдик микдори). Д ем ак, V  хджм х,ароратини А 
и = и (х, t2) -  и (х, /,) га узгартириш  учун зарур булган 
иссикдик микдори

булгани учун (47) тенглик ушбу куриниш да ёзилади:

Ф араз к,илайлик, текш ирилаётган \аж м  ичида иссик,- 
л и к  манбалари булсин. И ссикдик м анбаларининг зичли- 
гини (бирлик вак,т ичида бирлик х,ажмдан аж ралган ёки 
унга сингиб кетган иссикдик микдори) F(x,t) орк,али бел­
гилаб оламиз.

V х,ажмдан (tv t2)  вак,т орал и гида аж ралаётган ёки унга 
си н гиб  кетаётган иссикдик микдори

f t  = |  * [  F (x ,t )d V  
У

га тенг. Энди баланс тенглам асини тузамиз. Равш анки , 
Q2 =  £?, + Q} , яъни

f dt\ yp Tt dV = " 1 dt\  k £  ds + J dt\  F(x’t)d t (49)

u(x, t) ф ун кц и ян и  x v x2, x3 ф азовий координаталар  буйича 
и кки  м арта, t буйича бир марта диф ф ерен ц иалланувчи  ва

0 2 = |[и (х , t2) -  u (x ,t{)]ypt±.V (47)
V

га тенг.

(48)
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бу хосилалар текш ирилаётган сохада узлуксиз деб х,исоб- 
лаб,

Тп =  g r a d « u

тенгликни эътиборга олсак, Гаусс — О строградский ф ор- 
муласига асосан

J  & d S  = - 1 i\\{kgxa.Au)dV  
s v

тенгликка эга буламиз. Бунга асосан (49) ф ормула ушбу 
куриниш да ёзилади: 

t
\ d t\ y P %  ~ div(&gradi/) -  F (x ,t)
h v

d V  = 0 .

Бундан д ар \о л  V хажм ва (/,, t2) вак,т оралиги ихтиёрий 
булгани учун

ур ~  = div(&gradw) + F (x , t) (50;

иссицлик тарцалиш тенгламасини х,осил келам и з.
Агар му^ит бир ж инсли булса, яъни у , р  ва к  ф у н кц и я­

лар узгармас булса, (50) тенглама

^ = а 2Д м + /(х ,0  (51)

куриниш га келади, бунда

2 к  ,  F  а = — , /  = —
УР УР

(51) тенглама иссицлик утказувчанлик тенгламаси \а м  дейи­
лади. (51) тенглам ани келтириб чикариш да ф азови й  ко- 
ординатлар сони  л ни 3 га тенг деб хисоблаган эдик. Бу 
тенглам ада п сон  ихтиёрий булиши мумкин. А гар тек ш и ­
рилаётган мух^тда иссикдик манбалари булмаса, яъни F  =  0 
булса, бир ж инсли иссик^пик утказувчанлик тенгламаси 
\о с и л  булади:

д и  2»
г ' 4 4 " -
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Тебраниш  тенгламаларидек, и сси кли к  таркалиш  жара- 
ён и н и  тула ифодалаш учун мух,итда ^ароратнинг бош лан- 
fh h  таркалиш и (бошлангич шарт) \а м д а  м у^итнинг чега- 
расидаги полати берилиш и шарт. Бош лангич шарт, тулкин 
тенгламаларидан ф аркди, u(x,t) ф ун кц и ян и н г бош лангич 
t0 вактдаги кийматини бериш дан иборатдир, яъни

и \ , , ^  = (р(х). (52)

Чегаравий шартлар х,ароратнинг чегарадаги реж имига 
караб  турлича булиши мумкин.

1) Агар S  чегарада берилган бир хил иц х,арорат сакла- 
наётган  булса, у \олда

и \s = и0. (53)

2) Агар б'да берилган иссиклик оким и  бир хил булса, у 
х,олда

k 7 n \ s = u '- <54>

3) Агар S  да иссиклик алм аш иниш и содир булаётган 
булса, Ньютон конунига асосан

+ H u - uq) = °  (55)

булади, бунда h — иссиклик алм аш иниш  коэф ф и ц и ен ти , 
м0 — атроф -м у^итнинг хдрорати. Худди и сси кл и к  тар к а­
лиш  тенгламасига ухшаш заррачалар диф ф узияси  тен гла­
маси келтириб чикарилади. Ф акат бунда Ф урье конуни 
урнига бирлик вактда сиртнинг ds кисм идан  утувчи зар ­
рачалар  окими учун Н эрнст конунидан ф ойдаланиш  к е ­
рак.

Бун га асосан

dQ =  -  D ^ - d S ,
an

бу ерда D (х) — дифф узия коэф ф и ц и ен ти , u (x ,t)-t  вактда х  
нуктадаги заррачалар зичлиги. u(x,t) зичлик учун (44) кури- 
н иш даги  тенгламага эга буламиз, унда р  говаклик коэф - 
ф и ц и ен ти н и  белгилайди, р  = D, q эса му^итнинг си н гди -

3 — М. С ал о\и дди нов  33
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риш ини ифодалайди. (51 ) иссикдик утказувчанлик тенг­
ламаси параболик типдаги тенгламаларнинг як,к,ол ва- 
килидир.

3. С тационар тенгламалар. С тационар, яъ н и  вакдта 
боглик, булмаган жараёнлар учун F(x,t) — F(x), u(x ,t) =  и(х), 
(37) тебраниш лар \ам да (44) диффузия тенгламалари ушбу

— + qu =  F(x) (56)

куриниш га эга булади.
р  =  const, q =  0 булганда (56) тенгламадан

А и = / ,  f  = - j  (57)

тенглама \о си л  булади. Агар F (х) = 0 булса,

Аи = 0  (58)

тенглам ага эга буламиз.
(57) тенглама Пуассон, (58) тенглама эса Л аплас тенг­

ламаси  деб аталади.
С тационар ж араёнларни тула ифодалаш  учун чегара- 

даги ^олатни , яъни (53), (54 ) ва (55) чегаравий ш артлар­
дан  бирини  бериш  зарурдир.

Ф араз килайлик, (43) тулк,ин тенгламасида ташк,и таъ- 
сир F (х, t) даврий булиб, унинг частотаси (О, амплитуда- 
си a2f(x )  булсин:

F (x ,t)  = a2f ( x ) e k 0 ' .

Агар u(x,t) ни \а м  со частотал и ва номаълум  и(х) 
ам плитудали даврий ф ункция деб изласак, яъ н и

и(х , t) = и(х)е'ш ' ,

у х,олда и (х) ф ун кц ия учун ушбу

Аи + к2и = —f(x ) , к 2 = (59)

стационар  тенглам а \о с и л  булади.
(59) тенглама Гельмгольц тенгламаси дейилади. Ю корида 

келтирилган  стаци он ар  тенгламалар элли п тик  типга те­
гиш ли булган тенглам аларнинг вакилидир.
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4 .  Гидродинамиканинг тенгламалари. Бу тенгламаларни 
келти ри б  чик,аришдан олдин м атем атик анализнинг бир 
м у\и  м формуласини чик,арамиз. Булаклари силлик,, t па- 
рам етрга б о т и к , булган S  (t) ёпик, си ртн и , х,амда бу сирт 
б илан  чегараланган узгарувчи Q (t) х,ажмни текш ирамиз. 
р  (х, t), x  = (xv х2, х ъ) координатлар ва t вак,тнинг бирор 
ф у н кц и яси  булсин. Ушбу

Q(t) = |  p (x ,t)d x , dx = d x ldx2dxi

и нтегрални н г t буйича олинган х,осиласини \исоблаш н и  
уз олдим изга мак,сад к,илиб куямиз. Аввал хусусий х,олни 
текш ирамиз. Q(t) х,ажм ясовчилари х ъ ук,ига параллел булган 
ц и л и н д р и к  сирт, х,амда хъ — 0 , х } = (р (х,, х 2, t) сиртлар би ­
лан чегараланган булсин, шу билан бирга х ъ = (р (x v х 2, t) 
булаклари  силлик, S  (t) сиртнинг тенглам асидир.

dtp г cJ(P I j /у- \о си л а  чегараланган, яъни | -у - \ < М. Бу х,олда

бу ер д а  текис с о \а  булиб, Q  х,ажм чегарасин и н г х ,0 х 

теки сли кд а  ёгган к,исмидир. ни ^исоблаш  учун куйи-
a t

даги ай и р м а нисбатни тузамиз:

0(0

<р
Q ( t ) = \  j  p (x ,t)d x } dxydx2,

[О

J p ( x , t  + A t)dx} dxxdx2 +

<p(xI ,x2 J)

<P (xv X2, t + At) — <p (x v x 2, t) =  A(p

булгани  учун, аввалги тенгликни бундай кури н иш да ёзиб 
олам из:
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A Q _ Г А<р 1 
Дt J A t А<р

П|
"<р

j* p {x ,t  + At)dx3 dxidx2

|  J  P(XMM)-P(x j)dx^

Hi Ln
dx] d x j.

М атем ати к  ан ал и зд ан  маълум булган у р та  к,иймат 
\ак,идаги теорем ага асосан
(р +  А<р

I  p (x l ,x 2,x i , t  + At)dx3 = p ( x l,x 1,(p + aA(p,t + At)((p +A (p-cp),

шу туф айли

^ £  = \ % p ^ ' x^ ^ dx'dx>+\ t d x -
d(p

Я1

Бу тенгликдаги  биринчи интеграл остидаги и ф о д а  асо­
сан х:, х 2 боглик, булгани учун i 2 , ни х3 =  (р билан  алмаш - 
ти ри ш и м и з мумкин.

Д ем ак,
d Q_ _ f Ф  . Г „  д(Р 
dt

П  ДГЗ =<р
\ f , dx+  J p - ! idx^ .

Агар S  сиртга утказилган ички нормалнинг й уналиш и - 
ни п оркали  белгилаб, dxxdx2 =  — cos(«, x 3)d S  тенгликни 
эътиборга олсак , аввалги формула

d Q  _  f Ф 
d t

= \ % d x - \ p d̂ c o s { n ,Xl)dS

куриниш да ёзилади. микдор S  (t) си р тн и н г  Ох3 ук. 
йуналиш и буйича \ар ак ати н и н г гуё тезлиги д ей илади . Гуё 
тезл и к  и ф одаси ни  бошк,ача куриниш да \ам  ёзи ш  мумкин. 
S(t)  си ртлар  ои ласини  t га нисбатан ечилган куриниш да 
оламиз:

t = S { x u x 2,x  3).

У холда
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dx} _  1
1 Г  ~

д х 3

Л е к и н  S  сиртга утказилган нормал буйича йунал- 

ти ри лган  grad? векторнинг Ох3 ук,и буйича ясовчиси  булиб 
ва б у  векторнинг компонентлари

J^ co s(/i,x ,) , ~ c o s ( n , x 2), |^ c o s ( « ,x 3), 

л ар д ан  иборат. Бундан

д<р _  д х 3 _  1 _  1
d t  d t  d t  ~<Tt , Г .—  — cos (n ,x 3) 

d x 3 d n
1

dt иф ода сиртнинг нормал буйича х,аракатининг гуё  

т езлиги  деиилади. Буни v n орк,али белгилаб,

v  = =  v"
^  d t СО$(п,Х3)

тен гл и кка  эга буламиз.
А гар  S  сирт v  тезлик билан \а р а к а т  цилаётган модций 

заррачалардан  таш кил топган булса, нормал йуналиш ида- 
ги т е зл и к  v n куйидагича булади:

V„  =  (V ■ П ) =  V ^  C O S(rt, JC,)  +  V X2 COS(П , X 2 )  +  V X] C O S(/I, X j ) .

Дем:ак, биз аввалги формулани бундай ёзи ш и м и з м ум ­
кин:

-  !  P(*>t)dx = j  f t
£2(0  £2(0  5

S(t) ихтиёрий  шаклдаги сирт булган ^олда \а м  олдинги  
ф орм ула уз кучини сакдаб колади, чунки  S(t) ни х,ар доим  
чекли со н д аги  булакларга аж ратиш  м ум ки н  булиб , бу 
булакчалар *ар бирининг нукталари учун ф азови й  ко о р - 
динаталарнинг биттаси к,олган и кки тасин и нг бир к^йм атли  
ф у н кц и яси  булади.

^  |  p (x ,t)d x  = j  j j d x -  J  pv„ dS  . (60)
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(60) формула гидродинамиканинг асосий тенглам ала- 
ридан биттасини дар^ол келтириб чикариш  и м ко н и н и  
беради.

Биз сую к^ик ёки  газнинг х,аракатини текш и рам и з. Су- 
юкушк ^аракат тезлигининг вектори v ( x ,t )  = (uXi ,v X2,v XJ) ,  
суюк,ликнинг зичлиги  р  (х, t) булсин.

S(t) сирт билан чегараланган Q(t) узгарувчи \аж м  су- 
юк^лик билан тулдирилган булсин. Бу х,ажмдаги суюьушк- 
н ин г микдори

га тенг. Суюк^шк ташк,аридан кирмаётганлиги ва йукрл- 
маётганлиги туф айли бундай \аж м даги су ю к ^и к  микдори 
узгармас булиб к,олади. Ш унинг учун

Бу тен глик ихтиёрий S  сирт ^амда ихтиёрий  t вактда 
уринли булгани учун

(61) тенглам а узулуксизлик  ёки аж ралмаслик  тенглама­
си дейилади.

Q = jp ( x , t ) d x

Гаусс — О строградский формуласига асо сан  

J  pv„dS -  -  |  div(pv)dx .
S( о

Бунга асосан , аввалги тенглик бундай ёзилади:

f + div(p v)d x  -  0  J dtФ(/)

(61)

тенглам ага эга булам из, ёки очиб ёзсак:

ф  +  д ( р у х| )  Э(руХ2) +  d ( p v x j ) _  0
dt дху д х г д х 3

d iv(pu) = pdivu + ugradp
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ф орм улага асосан, (61) тенглама

^  + pdivu + ugradp = 0  (62)

куриниш да \ам  ёзилади.
Агарда суюк^ик бир жинсли сикдпмайдиган булса, яъни 

Э р  п
р  — const булса, -yj- -  и , gradp =  0  булади.

Б у  холда (62) тенгламадан divu = 0  тен гл и кка  эга була­
м из.

Д ем ак , бир жинсли сик,илмайдиган сую кдик харакат 
тезли ги ни н г вектори соленоидал вектор булар экан .

Э н д и  фараз килайлик, суюкушк потенциал харакатда 
булсин , яъни:

— ди ди ди
о  =  grad и еки ич = ^ .  ич = ^ -

Б у  ^олда

divu = d iv  gradu = 0

ёки
Ли = 0 .

Ш ундай  к,илиб, сикдлмайдиган бир ж и н сли  сую клик 
Х аракатининг потенциали Л аплас тен глам аси ни  каноат- 
л ан ти р ар  экан.

Э н д и  идеал сую клик харакатининг тен глам аси н и  кел­
т и р и б  чицарамиз.

И деал  сую клик деганда ш ундай сую куш к туш унилади- 
ки , бун д а  унинг заррачалари орасидаги и ш кдланиш  кучи, 
ёки  б ар и  бир ёпишк,ок^1ик кучи булмайди.

Ш у н и н г учун хам, агар сую кдикдан S си рт билан  чега­
р ал ан ган  бирор V хажмни аж ратиб олсак , суюкушк к,ол- 
ган ки см и н и н г ажратилган к,исмига таъсири  S  си р тн и н г 
Хар б и р  нуктасида ички нормал буйича йуналган  кучга 
тугри келади . Бирлик юзга куйилган бу куч (боси м ) нинг 
м и кд о р и н и  р  (х, t) оркали белгиласак, б о си м н и н г  S  си рт-

га т е н г  таъсир кучи - J p n d S  га тенг булади, бунда п —

S  с и р т га  утказилган ташк,и н орм алн ин г б и р л и к  вектори .
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Гаусс — О строградский формуласига асосан 

-J  pn d S  = -J  grad pdx.
S  V

Агар бирли к  массага куйилган ташк,и кучни (м асалан , 
огирлик кучини) F (x ,t ) = (FXI,FX2,FXз) орк,али белгиласак ,
V х,ажмга к^йилган  тенг таъсир килувчи куч

|  pF dx
У

га тенг булади.
Них,оят, V  х,ажмга тенг таъсир к^илувчи и н ер ц и я  кучи

- ! p w dx
dvQ

V

га тенг булади. Даламбер принципига асосан

dvH p F - p ^ - g r a d / , dx = 0 .

Б ундан, V  \аж м  ихтиёрий булгани учун, и деал  суюк,- 
л и к  \ар ак ат и н и н г  Эйлер тенгламаси \о си л  булади:

= F -  -  gradр  ■ (63)
dt р

Т екш ирилаётган  сую клик х,ар бир моддий нук,таси (ай- 
рим заррачалари) нинг траекторияси ушбу

^  (х их2, х ^ ) ,  ^  = vXi (X],x2,xv t), ^  = vX3 (.xv x v xv t)

тен глам алар  билан аникутнади.
Буларни  эътиборга олиб, (63) тенгламани ск ал я р  кури­

н иш да ёзи ш и м и з мумкин:

■( dVxi_dXl_ d v ^ d x 2 ^£2. , dv*2 dx\ +
' dt dx\ dt d x 2 dt д х ъ dt J  ̂ dt <?X| dt

, dx2 dvx2 dxi+
d x 2 dt dx3 dt 
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+ к
dv

*3

d t
d vx$ dx, , d v n  d x i  . d v xl d*\■ + -v3 + ■ 3 -

d x , dt d x 2 d t Э ху dt

= 'iFx + j F x +kFx - Ц 1 1 Е. + j p L  + k p -
x' J ъ  x> p  I dx i  J д х 2 d x 3

Бундан дархол к^йидаги тенгламалар системаси \о си л  
булади:

Э и . dl)r

d t д х

dvX2
d t

~ д Г

&>х2
дхх

dv

Uv. + '

d vxх\
дх2

d v r.

d v r 
V +  — '

2 д х ъ
Vn = Fr -  -1 dp

P d x i

P d x 2

dl)r d v r
— 3- it + — - L v  + — —
dxt xl dx2 2 dx3 U*3 = F*3

1 dp 
P д х ъ

(64)

(6 4 ) тен гл ам алар д а  б еш та  н о м аъ л у м  ф у н к ц и я л а р  
uXi, u X2, v X}, p  ва р  иштирок этяпти . Бу система ан и к ,були ­
ши учун ян а иккита тенглама зарур. Бу номаълум м икдор- 
ларни  богловчи яна битта тенглам а, яъни аж ралм аслик 
тенглам аси  (61) бор. Яна битта тенгламани излаб топ и - 
ш и м и з керак.

А гар суюк,ликни сик,илмайдиган ва бир ж инсли деб 
ф араз килсак

р  = const

булади ва биз дархол етарли тенглам аларга эга буламиз.
Сик,илмайдиган суюкушкларда умумий ^олда м ехани- 

кадан маълумки, \а р  бир сую к^ик ёки газнинг босим и ва 
зичлиги  узаро х,олат тенгламаси билан богланган булиб, 
унда ян а  абсолю т \арорат Т кдтнаш ади. Идеал газлар учун 
бу тенглам а

куриниш га эга булади, бунда R — газ доим ийси.
Бу тенглама Клайперон тенгламаси  дейилади. П екин 

бунда Т  х,ам номаълумдир. Куп х,олларда босим ва зи чл и к  
узаро богланган деб фараз килинади , яъни

Р = / ( Р ) ,  (65)
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бу ер д а / — берилган ф ункция.
Бундай ш ароитлар, масалан жараён жуда тез  содир 

булиб, бир заррачадан иккинчи заррачага и сси кли к  утиб 
улгурмайдиган холлардагина уринли булади.

Бундай ж араёнлар адиабатик жараёнлар дейилади.
Ш ундай килиб (61), (63), (65) тенгламалар гидродина­

мика тенглам аларининг тула системасидир.
5. Моддий нуктанинг огирлик кучи таъсиридаги харака- 

ти. Д екарт ортогонал координатлари х ,у  булган вертикал 
текисликда моддий М (х, у) нукта огирлик (ерга торти- 
лиш ) кучи таъсирида («̂ , 77) ,?7 > 0  холатдан (^0 , 0 ) ,< ^ 0 > £ хо- 
латга харакат килаётган булиб, йулдаги t вакт баландлик- 
ни улчовчи V координатанинг ф ункцияси булсин, яъни 
t = t (л)- Щ х,у)  нукта харакатининг траекториясини  то ­
пиш  талаб килинади.

Бу масала таутохрон тугрисидаги масала  дейилади.
М аълумки, М(х, у )  нукта тезлик вектори v  = ^ > ^ г  

модулининг квадрати учун

V1 = 2 g(T]-y) ,  0 < y < r i  (6 6 )

тенглик уринлидир, бу ерда g  — огирлик кучи тезланиш и.
Агар а ( х ,  у) — соат мили харакатига карш и хисобла- 

надиган тезлик вектори билан х укнинг мусбат йуналиши 
орасидаги бурчак булса, у холда (6 6 ) га асосан

^  = v  sin а  = y]2g(r] -  у )  sin а  (67)

тенгликка эга буламиз. х  =  х(у) траектория номаълум булга­
ни сабабли, ушбу

~ <68> 

микдор хам номаълум булади. (67) ва (6 8 ) тенгликлар- 
дан

j .  _ <p(y)dy 
•J2g(n~y)

тенглик хосил булади. Бундан дархол
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ёки

l f ^ - Л п )  (69,

тенглам ага эга буламиз, бунда f (rj )  = - ^ 2 ~gt(ri) . (69) тенг- 
ламада номаълум функция интеграл белгиси остида булгани 
учун (69) интеграл тенгламадан иборатдир. И нтеграл тенг­
лам аларнинг киска назариясини биз кейинги  бобда баён 
Киламиз.

(69) тенглама Абель номи билан аталувчи ушбу

f g ^  = / M . 0 - < « < l ,  * > 0
о

интеграл тенгламанинг хусусий \олиди р . (6 8 ) га асосан, 
(69) интеграл тенгламанинг |<р(>0| > 1 ш артни каноатлан- 
тирувчи ечимларигина ф и зи к  маънога эга булади.

А гар шу хоссага эга булган (69) тенглам анинг ср (у) ечи­
ми н и  топа олсак, у ^олда

^  = c tga  = >/cosec2a  -  1 = ylq>2(y) -  1

геометрик тенгликдан д ар \о л  изланаётган траекториянинг 
тенглам асини  топамиз:

.V

х  = j  sj(p2(t) -  \ d t .
о

Ю корида келтириб чикарилган  тенглам алар алох.ида 
аж ралиб турадиган тенгламалардир.

Б из яна куп мисолларни келтириш имиз мумкин эди, ле- 
кин математик физика тенгламаларини келтириб чикариш 
бизнинг вазифамизга кирмайди, чунки асосий максадимиз 
бундай тенгламаларни текшириш ва ечишдан иборатдир.

М атем атик ф изика тенгламалари деганда табиатдаги 
турли \одисаларни  ифодаловчи д и ф ф ерен ц и ал , интеграл 
ва ф ун кц ион ал  тенгламалар туш унилади.
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Биз бу китобда асосан иккинчи тартибли хусусий хоси­
лали диф ф еренциал  тенгламаларни, жумладан м атематик 
ф и зи кан и н г классик тенгламалари деб аталувчи тулкин 
тенглам аларини , Л аплас тенгламасини хамда и сси кди к  
таркалиш  тенгламаларини урганамиз.

6 - §. Иккинчи тартибли хусусий хосилали 
чизикли дифференциал тенгламалар учун 

чегаравий масалаларнинг куйилиши

1. Асосий масалаларнинг куйилиши. Аввалги параграф - 
да курсатиб утганимизга асосан бирор ф и зи к  ж араённи 
тула урганиш  учун, бу ж араённи тасвирлаётган тенглам а- 
лардан таш кари , унинг бош лангич холатини (бош лангич 
ш артларни) ва жараён содир булаётган соханинг чегара- 
сидаги холатини (чегаравий ш артларни) бериш зарурдир.

М атем атик нуктаи назардан бу нарса диф ф еренциал 
тенглам алар ечим ининг ягона эмаслиги билан богликдир.

Оддий диф ф еренциал  тенгламалар курсидан маълум­
ки, «-тартибли

Д х , у, у ', у*>) = 0
тен глам ан и н г умумий ечими п та ихтиёрий узгарм асга 
богликдир, яъни у  = <р (x ,c t,...,cn). Бу узгарм асларни аник- 
лаш  учун номаълум ф ун кц ия у(х) куш имча ш артларни 
каноатлантириш и керак.

Х усусий хосилали диф ф ерен ц иал  тен глам алар  учун 
масала м ураккаброкдир. Бу тенгламаларнинг ечи м и  ихти­
ёрий узгармасларга эм ас, балки умуман айтганда, ихтиё­
рий ф ункцияларга боглик булиб, бу ф ункциялариинг сони 
тен глам ани н г тартибига тенг булади. Ихтиёрий ф у н кц и я­
лар аргум ентларининг сони ечим аргументлари сонидан 
битта кам  булади.

Бу ф и кр н и н г тугрлигига Коши — К овалевская теоре- 
масига асосан  иш онч хосил килиш  мумкин. Б и з  бу ерда 
бир нечта м исолларни  келтирамиз.

1) И кки  х  ва у  узгарувчили
д и ( х , у )  _  q  

д х

тен глам ани н г умумий ечими
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u(x,y) = f(y )  

д а н  иборат, f(y )  — ихтиёрий ф ункция.

2) Хусусий х,осилали биринчи тартибли

их = иу

тенглам ани  х  + у - ^ ,  х - у  = т], и ( х , у )  = со{£,,г]) алм аш - 
ти ри ш лар  ёрдамида

I cOjj =  О

кури н иш га келтириш  мумкин. Бу тенглам анинг умумий 
еч и м и  а}(^,г]) = у(£) булади.

Д ем ак , бош лангич тенглам анинг умумий ечими

и(х,у) =  м(х  +  у)
дан иборат.

Э(удди шунга ухшаш, агар а  ва /3 узгармас сонлар 
булса,

аих + [5иу = О 

тен глам ани н г умумий ечими

и(х,у) =  ь(Р х  — ау)
дан иборатдир.

3 )  Ушбу

иху = 0

тен гл ам ан и н г умумий ечими

Ф ,  У) = f ( x )  +  (р (у )

экан л и ги га  иш онч х,осил к,илиш ки й ин  эмас.
4> Бир ж инсли булмаган

«ху = А Х >У)

тенгл  ам анинг умумий ечими

и ( х , у )  = J  j  f ( Z , r ] ) d £ d r i + v ( x )  + w( y )
*о -Уо
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куриниш да булади. Бу ерда ь , w — ихтиёрий ф у н к ц и я ­
лар, х0 ва у0 лар эса тайин сонлар.

5) Учинчи тартибли

“хуу = 0

тенглам анинг умумий ечими

дан иборатдир.
Ш ундай к,илиб, ан и к  ф изик ж араённи иф одаловчи  

ечимни аж рагиб олиш  учун кушимча ш артларни  бериш 
зарурдир. Бундай куиш мча шартлар бош лангич в а  чегара­
вий ш артлардан иборатдир.

Ж араён содир булаётган со \а  G e  R" булиб, S  унинг 
чегараси булсин. S  ни булаклари силлик сирт д е б  х,исоб- 
лайм из. Д ем ак, G (56) тенгламадаги эркли х  узгар>увчилар- 
нинг узгариш  сох,аси, яъни (56) тенгламанинг берилган 
со^асидир. (37) ва (44) тенгламаларнинг берили ш со\аси  
асоси G ва баландлиги Гбулган U j - G  х (0 , Т )  ц и л и н др - 
дан иборат деб \исоблайм из. Бу цилиндрнинг чегараси 
унинг ён сирти 5 х [ 0 ,  7], иккита куйи G x{0} ва юкори 
С х !? 4} асосларидан иборатдир (3- чизма).

(37), (44), (56) тенгламаларнинг р,  р,  q ко эф ф и ц ен тл а-
рини /у згар у вчи га  6 o f -  

а л и к  э м ас , б у л а р н и н г
Е ф изик м аъ н о си га  кура

и ( х , у )  = <р(у) +у ц / ( х )  +v i ( x )

p ( x ) > 0 ,  p jx )>  О, 
q (x )  > 0 ,  х  е  G д еб

Н и \о я т  курилаётган  
тен глам аларн и н г мате-

т матик м аъносига_кура
р е  C ( G ) , р е  С '(С ) ва

о q е C(G)  ш ар тлар н и н г 
--------------бажарилиши: хам зарур­

дир. Буларга асосан (37) 
С j тен глам а т п е р б о л и к ,  

' ' S  (44) парабол ик, (56) эса
3-чизма'-чизма эллиптик т и п г а  тегиш -
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ли булади. Д иф ф еренциал тенгламалар учун, асосан , уч 
типдаги  масалалар бир-биридан ф ар к  килади.

а) Коши масаласи. Бу масала, асосан , гиперболик ва 
п араболи к типдаги тенгламалар учун куйилади; G с о \а  
бутун R "  фазо билан устма-уст туш ади, бу *олда чегара­
вий шартлар булмайди.

б) Чегаравий масала эллиптик типдаги тенгламалар учун 
куйилади; S  да чегаравий ш артлар берилади, бош лангич 
ш артлар, табиий булмайди.

в) Аралаш масала гиперболик ва параболик типдаги 
тенглам алар учун куйилади; G * R "  булиб, бош лангич ва 
чегаравий шартлар берилади.

Ю корида айтилган масалаларни хдр бир типдаги  тен г­
л ам а  учун кандай куйилиш ини ало^ида курамиз.

2 . Коши масаласи ва унинг к^йилишида характеристи- 
каларнинг роли. (37) тенглама учун (гиперболик тип) 
К ош и масаласи бундай куйилади:

C 2(t  >0) Г) С ' ( /> 0) синфга тегишли, t>  0 ярим фазода 
(37) тенгламани ва t = + 0  да

бошлангич шартларни к,аноатлантирувчи и (x ,t) функция 
топилсин.

(44) диф ф узия тенгламаси учун (параболик ти п) К ош и 
масаласи  куйидагича куйилади:

С \ t  > 0 ) П С ( t >0)  синфга тегишли t > 0  ярим фазода 
(44) тенгламани ва t = +  0 да

бошлангич шартни к,аноатлантирувчи u(x,t) ф ункция т о­
пилсин.

К елтирилган  Коши м асаласини ум ум лаш тириш  мум­
кин. Ш у максадда x t ,..., хп узгарувчили и кки н чи  тартибли 
ушбу квази чизикди диф ф еренциал  тенглам ани  текш и ра- 
миз:

w|,=+o = wo(* ), = Ml(* ) (70)

И|,*=+0 = «о(^) (71)

= 0. (72)
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Етарли силлик, S : « ( * , ,  . . . , хп) = 0  сирт ва бу сиртга 
уринм а булмаган, унинг х,ар бир нуктасида бирор / йуна­
лиш  берилган булсин. S  сиртнинг бирор атрофида (72) тенг­
ламани ва

u \s = ч 0(х),  ~ \ s  =И)(х) (73)

Коши (бошлангич) шартларини цаноатлантирувчи и(х) функ­
ция топилсин.

Бош лангич ш артлардан фойдаланиб, S  сиртда излана- 
ётган ф ун кц и ян и н г барча биринчи тартибли х,осилалари- 
ни топиш  мумкин. Энди олдимизга бундай масала куямиз. 
(72) тенглам а ва (73) ш артлардан фойдаланиб, S  сиртда 
и(х) ф ун кц и ян и н г ((72) тенгламанинг и(х) ечим и мавжуд 
деб ф араз к,иламиз) иккинчи  тартибли \о си л ал ар и н и  то ­
пиш  м ум кинм и?

А ввало бош лангич ш артлар х 1 =  х,° гипертекисликда 
(R ' —n улчовли евклид ф азосидаги (п — 1) улчовли текис- 
л и к  гиперт екислик  дейилади; п = 3 да гипертекислик од­
дий  текисликдан , п = 2  эса тугри чизикдан иборатдир) б е­
рилган  \о л н и  курамиз:

= <р0(х 2, - , х „ ) ,  р -  - =<р1(х2, - , х я) ,  (74)- г U V - Л  .  Я / .  д х, =*,

бу ерда / йуналиш  сиф атида нормал олиняпти. (74) ш арт-
ди

лар асосида х, = х |° гипертекисликда \о си л ад ан  таш - 

к,ари и(х) ф ун кц и ян и н г биринчи ва и ккинчи  тартибли
д 2и

\о си л ал ар и н и  анинуташ мумкин у т  ни ан и к^аш  учун
С/Х ]

(72) тенглам адан ф ойдаланиш им из керак. Бунда икки 

\о л  булиш и мумкин:

1 ) ^ l ,( X|0, Х2> • ’ ' > -Х,,)*0 ’ 2) ^ ц Ц ° . *2’ ' ' ' ’ Хп) =  0 -

1) \о л д а  x t = х ,°  гипертекисликда £^ . ни б и рдан -би р
дх2

аниьуташ мумкин;
2) холда эса ани кдаб  булмайди. Энди ум ум ий х,олни, 

яъ н и  бош лангич ш артлар бирор S:
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шДх,, х 2, . . . ,хи) =  О

сиртда берилган холни курамиз. S  сирт атрофида
х п узгарувчилар урнига янги у { ,...,уп узгарувчиларни
киритам из:

у , =  шДх), y t = 0)t(x), i = 2 , , п . (75)

Ш у билан бирга, со.(х) ф ункциялар  етарли силлик, ва
(75) алмаш тириш нинг якобиани нолдан ф аркди килиб 
тан лаб  олинади. Янги узгарувчиларга нисбатан (72) т ен ­
глам ани н г коэф ф ицентларини Аке орк,али белгилаб ол- 
сак (2 - § га каралсин), А ке~  А  ек тенгликни эътиборга 
олиб , (72 ) тенгламани куйидаги куриниш да ёзиб о л и ш и ­
миз м ум кин:

~7 д*и -.УГУ — д 2и
А и  — т  +  2 >  A l e  ,  ,  

ду\ духдуе

+ 2 А ь ^  + ф ( у , и , 4 ± , . . . , р - }  = 0 .  (76) 
кТ=2 дУкдУе Г  У> У" )

S  си р т  тенгламаси эса y t =  0 дан иборат булади, яъни 
бу холда масала аввалги хусусий \о л га  келади:

м1л=о =<Р(,(У2’ ■■■>У„), f r l ^ o  =<Р1(У2, Уп).

А гар S  сирт (72) тенгламанинг характеристик сирти  
булмаса, ^ , , ^ 0  булади. Бу холда (76) тенгламага ки р- 
ган барча хосилаларни у х = 0 д а  хисоблаш мумкин. Агарда

S  характеристик сирт булса, А  = 0  булади. Н атиж ада д2ц 1 *
(76) тенглам ада -г-у хосила иш тирок этмдйди. (76) даноУ\
бош лангич  шартларга асосан у =  0  булганда ушбу

■ +

= о

тен гл и к  хос ил булади.
3 — М. Сало^иддинов 49
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Бу тенгликдан дар^ол шу нарса келиб чикдцики , агар 
S  характеристик сирт булса, бошлангич ш артларда бе­
рилган Фо ва Ф1 ф ункциялар узаро богланган булиб кдла- 
ди. Д емак, характеристик сиртда бош лангич ш артларни 
ихтиёрий берилиш и мумкин эмас. Бу \о л д а  К ош и маса­
ласи умуман ечимга эга булмаслиги мумкин ёк и  ечимга 
эга булса \ам  у ягона булмайди.

М и с о  л . Ушбу

тенгламанинг

«|у=+о =<Ро(х), | j | ,= +o =<Pi(x)

бош лангич ш артни кдноатлантирувчи ечими топилсин .
Равш анки, х  =  const, у  =  const тугри чизиьутар оиласи, 

жумладан у  =  0  \а м  берилган тенгламанинг характеристи- 
каларидан иборат. Д емак, бошлангич шартлар характери­
ст и к а м  бериляпти. Текширилаётган тенглам анинг умумий 
ечими

и(х,у) =^ (х )  + f 2(y)

дан иборат. У м ум ийликка зиён етказмай / 2 ( 0 ) = 0  деб 
^исоблаш им из мумкин.

Бош лангич ш артларга асосан

и\у=«,= А ( х )  = Фо(х),^\у=+0 = / 2'0 ') |>,=+o = Ф\(х).

Агар (рх(х) Ф const булса, охирги тен гл и кн и н г бажари- 
лиш и мумкин эм ас, бу х,олда Кош и масаласи ечимга эга 
булмайди.

Ш ундай к,илиб, фх(х) =  const =  а булгандагина Коши ма­
саласи ечимга эга булиши мумкин. Бу холда^Су) учун ушбу 
ф ун кц иян и  олиш им из мумкин:

/ 2(У) = а у+  с(у).
бу ерда с(у)& (У(у> 0 ) синфга тегиш ли ва с (0 ) =  с'(0 ) =  0  

ш артларни крноатлантирувчи ихтиёрий ф ун кц ия .
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А гар % (х)е С2 булса, Кош и м асаласининг хак,икдтдан 
х,ам ечим и мавжуд булиб, у ечим

и(х,у) = <р0(х) + а у+  с(у)

ф орм ула билан аникланади, лекин ечим ягона эмас.
3. Коши — Ковалевская теоремаси. Бу бандда биз тек- 

ш ирадиган  тенгламалардаги номаълум ф ункциялар  п +  1 

узгарувчига боглик, булиб, булардан биттасини t оркали, 
колганларини эса х  =  ( х , х л) оркали белгилаб оламиз. 
А ввало иккита таъриф киритамиз.

N  та номаълум ut , . . . , uN ф ункцияли  ушбу

| ^  = 4 * (х Л ц ,- -- ,ы „ ,-- - ,Д <ч/)>,,■••) (77)

/ =  1 , 2 , ..., N
диф ф еренциал  тенгламалар систем асининг унг том они- 
даги (р. функцияларда / узгарувчи буйича к — 1 дан  юк,ори 
тартибли  бошк,а узгарувчилар буйича к. дан юк,ори 
тартибли  хосилалар иш тирок этмаса, яъни  а 0 +ог , + ...+  
+ а п< к., а 0< к ,—1 булса, (77) система t узгарувчига нисба- 
тан нормал система дейилади.

М асалан , тулкин тенгламаси, Лаплас тенглам аси , ис- 
с и к д и к  таркалиш  тенгламаси хар бир х  узгарувчига нис- 
батан нормал тенгламадир, бундан ташк,ари тулкин тен г­
л ам аси  t га нисбатан хам нормал тенгламадир.

И хтиёрий хусусий хосилали диф ф еренциал  тенглам а­
лар систем асини умуман (77) куриниш га келтириш  мум­
кин эм аслигини  эслатиб у т а м и з .

А гар  f(x ) , х  — ( хх x j  ф ун кц ия , х0 нуктанинг бирор 
атроф и д а текис як,инлашувчи

о̂ О а£0

С« = Q , ...«„ , (X ~ Х0 )“ = (х, -  Х«| )“' • • • (X, -  Х0л

д араж али  катор билан иф одаланса, у х0 нуктада аналит ик  
ф ункция  дейилади. х0 нукта ком плекс булиш и хам мум­
кин.
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Агар f(x )  ф ункция (/сохднинг \а р  бир нуктасида ан а ­
литик булса, у G соуада аналитик  дейилади.

t га нисбатан нормал система учун Кош и масаласи 
бундай куйилади: (77) системанинг 1 =  t0 да уш бу

* = 0 , 1 , - Д - 1 ;  / = 1 , 2 , - ,  N  (78)

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи их uN ечими 
топилсин. Бу ерда (р./х)  — бирор G c  R" со^ада берилган 
ф ункциялар.

Берилган (78) бош лангич шартларга асосан  Ф, ф у н к­
циялар иш тирок этаётган барча х,осилалар t =  tQ ва х = х 0 
да маълум булади, масалан

Щ и  Ах,  t) t = t0 
X  =  Xq

= Da<pJ0(x0), D?°D“Uj »-<b = D a(pJa(i(xo)
JC=*o

Хусусан, биринчи тартибли хусусий \о си л ал и  д и ф ф е­
ренциал тенглам аларнинг нормал системаси

^ ( З Д , . , ^ , . , ^ ) ,  / = 1,2 ,-,УУ  (79)

куриниш ига эга булади. Бунда тенглам аларнинг унг то- 
мони номаълум ф ункцияларнинг / буйича ^осиласига, бош ­
ка узгарувчилар буйича биринчи тартибдан ю ^ори  булган 
\оси лаларга  боглик эмас. Биринчи тартибли норм ал сис­
тем а учун бош лангич шартлар

и, | , =,0 =<Pi0(x), i = \ , 2 , - , N

куриниш ига эга булади. Бу шартларга кура, (79) система 
унг том онидаги  Ф. ф ункцияларнинг аргументлари (xQ,tJ  
нуктада д ар \о л  аникданади.

К о ш и —К о в а л е в с к а я  т е о р е м а с и .  Агар барча 
(р1к(х) функциялар х 0 ну^танинг бирор атрофида 
аналит ик, &j (x, t ,  ■■■ ,«уаоа|...аи, •■•) функция эса  (x0,t0, •••, 
Da(P,ao(x0), ■■■) нуктанинг бирор атрофида аналит ик булса, 

у  х,олда (77), (78) Коши масаласи (xa, t j  нукт анинг бирор 
атрофида аналит ик ечимга эга булади, шу билан бирга бу 
ечим аналитик функциялар синфида ягона булади.
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Бу теорем а аналитик ф ункциялар синф ида Кош и ма­
саласи ни н г ечими етарли кичик сохада мавжуд ва ягона 
экан лиги н и  тасдикдайди.

А налитик булмаган, лекин  етарли силлик, ф ункциялар 
синф ида (77), (78) масала ечим ининг ягоналиги Хольм- 
грен том онидан  исботланган.

К ош и  — Ковалевская теорем аси н и н г тула исботини 
Р. К урант [10], И. Г П етровский [17], Г. Н .П олож ий [19] 
китобларидан ук,иш мумкин.

4. Эллиптик типдаги тенгламалар учун чегаравий маса- 
лалар. (56) тенглама (эллиптик тип) учун чегаравий ма­
сала бундай куйилади; G сохада (56) тенгламани ва S  че- 
гарада цуйидаги шартлардан биттасини каноат лант и­
рувчи и (х) функция топилсин:

I- =<Ро-

. .  д и  \

п - 7h\ s = n .

, И - a U + ( 5 J n \ s =(P*-

Бу ерда п — S  сиртга >тгказилган таш ки нормал, <рй, 
(pv (р2, а  ва (3 — S  да берилган узлуксиз ф ункциялар.

М асалаларни куйишдан дархол шу нарса маълумки, 1 

холда и (х) ф ункция C 2(G)f) С ( G )  синф га, II, III холларда 
эса С 2(Gr) f |  С ' ( (7)  синфга тегиш ли булиш и керак.

Бу масалалардан I ни биринчи чегаравий масала  ёки  
Дирихле масаласи, II ни иккинчи чегаравий масала  ёки 
Нейман масаласи, III ни эса учинчи чегаравий масала  д ей и ­
лади.

Юк,орида келтирилган масалаларда номаълум и(х) ф ун ­
кция G сохада излангани учун уларни мос равиш да ички  
масалалар  деб юритилади.

Худди шунга ухшаш, чегараланган G соханинг ташк,а- 
рисида ( ташци масалалар) чегаравий масалалар куйила- 
ди. Б уларнинг фарки шундаки, S  даги чегаравий ш арт­
лардан таш кари , соха чексиз булгани учун, чексиз узок,- 
лаш ган нуктада хам шарт берилади.

М асал ан , бундай ш артлар Л ап лас тен глам аси  учун 
IX I оо д а
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и(х) = 0 (1) ёки и(х) =  0 ( 1)

куриниш ида булиш и мумкин.
Ю к,оридагиларга ухшаш G сохада бери лган  умумий 

иккинчи тартибли чизик^ли

+ + « *> "  = / «  (80)
l,j=i ‘ J /=1 '

тенглама учун чегаравий масалалар куйилади.
G со%ада (80) тенгламанинг

j r  « .(* ) Ц - t  + /3(х)и(х) = у(х) ,  х  е  S  (g 1)
i j =1 1

шартни к,аноатлантирувчи регуляр ечими топилсин.

Бу ерда а (х ),  / =  1 /3(х) ва у(х) — S  да берилган
1 ди(х)

ф ункциялар; ва и(х) деганда х  нукта G соханинг

ичидан S  нуктасига интилгандаги бу ф ун кц ияларн ин г 
лим ит кийматлари туш унилади. (80), (81) м асала Пуанка­
ре масаласи дейилади.

Барча S  да a f x )  = 0 ,  / =  1 п, Р (х)Ф 0  булган холда 
(81) чегаравий ш артни

u(x ) \ s = у,(х), Vi(Jc) = j ^  (82)

куриниш да ёзиб олиш  мумкин. (80), (82) масала биринчи 
чегаравий масала  ёки  Дирихле масаласи дейилади.

S  да /3(х) = 0  булганда, Пуанкаре м асаласининг хусу­
сий холи

Y / cxi( x ) ^ -  = y ( x ) , x e  S  (83)
/=1 '

масала хосил булади. (80), (83) масала ция х,осилали маса­
ла  дейилади.

S  си ртн ин г £ нуктасидаги йуналтирувчи косинуслари 

cos(./V,£,) = - X Д у cos(«,^,), / = 1, ■••,/?
0  У=1
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булган бирлик векторни — конорм ални N  оркали белги­
л ай м и з. Бу ерда п — S  сиртга £ нуктада утказилган таш ки 
н орм ал,

а2

А гар (83) чегаравий шартда барча S  да 

at(x) = cos (/V,x,)

булса, кия хосилали масала иккинчи чегаравий масала 
ёки Нейман масаласи дейилади.

5. Аралаш масала. Т ебраниш лар тенгламаси (гипербо- 
л и к  ти п ), яъни (37) тенглама учун аралаш  масала бундай 
куйилади: _

С2(Z/r) П С ' (Цт) синфга тегиш ли, Ц т цилиндрда (37) 
тенглам ани, t =  О, х  е  G ( Цт цилиндрининг цуйи асоси)да (70) 
бошлангич шартларни ва х  е S , 0 < t < T  (Ц Т нинг ён сир- 
m u)da I, I I  ёки I I I  чегаравий шартлардан биттасини к,ано- 
атлант ирувчи u(x,t) функция топилсин.

Худди шунга ухшаш, (44) диф ф узия тенглам аси  учун 
аралаш  масала куйилади: Ц Т цилиндрда (44) тенгламанинг 
С 2( Ц Г) Г) С( Ц Т), grad^we С( ЦТ) синфга тегишли, (71) бош­
лангич  шартни х,амда I, I I  ёки I I I  чегаравий шартлардан 
бит тасини каноатлантирувчи u(x ,t) ечими топилсин.

6. Боища масалалар. И ккинчи  тартибли икки  узгарув­
чили кан о н и к  куриниш га келтирилган  ушбу

| 4  -  | р -  + о(х,  У ) ^  + Ь(х, у ) ^  + с(х,  у)и = f { x ,  у )  (84)

умумий чизикли тенглама берилган  булсин. Бу тен глам а­
нинг  характеристикалари тенглам аси

dy2 - d x 1 = 0

дан иборат. Бундан дархол х  — у  =  const, х  + у  -  const тугри 
ч и зи к^ар  оиласи (84) тенглам анинг характеристикалари  
экан л и ги  келиб чикади.

У члари  А, В, С ва D нукталарда, том онлари  (84) тен г­
л ам а н и н г  характеристикаларидан иборат булган туртбур-
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чакни G оркдли белгилаб оламиз. Одатда бу туртбурчак 
характеристик туртбурчак дейилади(4- чизма).

Г у р с а  м а с а л а с и .  G туртбурчакда регуляр, G да 
узлуксиз ва

и\лв = Я>, и \лв = ¥

шартларни кдноатланти- 
рувчи (84) тенглам анинг 
и (х,у) ечими топилсин .

М асаланинг куйили- 
шига асосан, (р ва у /фун­
кциялар берилган  со*а- 
сида узлуксиз ва ц> (А) =
— у/ (А) ш арт баж арили- 
ши зарур. Д ем ак , Гурса 
масаласида (84) тенгла­
манинг и кки та  кесиш а- 
диган характеристикала- 

рида битта чегаравий шарт берилади.
Гурса масаласида шартлар характеристикаларда берил- 

гани учун бу масала характеристик масала д еб  х,ам юри- 
тилади.

Э нди G орк,али у  = 0  ук,нинг ихтиёрий Afx^O)  В(х2,0) 
кесмаси ва (84) тенглам анинг А С: х  + у  =  х,, ВС: х —у = х 2 
характеристикалари  билан  чегараланган учбурчакни бел- 
гилаймиз.

Буучбурчак характеристик учбурчак дейилади (5- чизма).
Д а р б у  ( К о ш и  — Г у р с а )  н и н г  б и р и н ч и  

м а с а л а с и .  G да регуляр, G да узлуксиз ва

w(x,0 ) = т(х), х, < х  < х2 , 

u \ a c  = v ( x ) ,  х2 < х  <

шартларни цаноатлантирувчи  (84) 
тенгламанинг ечими топилсин, бун­
да т(х) ва у/(х) бери лган  ф ункци­
ялар, шу билан бирга г ( х ,) = у /(х ,).

Д а р б у  ( К о ш и  — Г у р с а )  
н и н г  и к к и н ч и  м а с а л а с и .

о
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G да регуляр, G да узлуксиз, АВ кесмагача биринчи тартиб­
ли %осилаларга эга булган ва

lim и (х,у) = v(x), х < х < х ,

“ \ а с  =v (x ) ,  х,  < х <

шарпгларни цаноатлантирувчи (84) тенгламанинг ечими 
топилсин, бунда v(x)e С(х{, х2), V (x )e  С х,,-^Ц^

4- § да келтирилган аралаш типга тегишли

sigпу \у\т ихх+иуу = 0, т = const > 0 (85)

тенгламани текширамиз. т = 1 булганда бу тенглама Трико­
ми тенгламаси билан устма-уст тушади, т = 0  булганда эса 
(85) тенглама Лаврентьев — Бицадзе тенгламаси дейилади.

Аралаш типдаги тенглама берилган сох,а аралаш сох,а 
деб юритилади.

G — х, у  узгарувчилар текислигида у  > 0  булганда учла- 
ри А (х {,0) ва В(х2,0), х, < х2, нукталарда булган Жордан эгри 
чизиги а  билан у  < 0 да эса, (85) тенгламанинг

_ т+ 2  т+ 2

А С  : х  — -^г(-у) 2 = х ,, ВС : х + - —?■(-у) 2 = х2
т+2 '  7 "  т+2 v 2

характеристикалари билан чегараланган бир богламли ара­
лаш со^а булсин (6 - чизма).

JT р и к о м и м а с а л а с и .  G сохада регуляр,  
C(G) П GX(G) синфга тегишли, а  эгри чизин;да ва АС ёки ВС  
характеристикалардан биттасида, масалан АС да берилган 
кийматларни цабул цилувчи, яъни

6-чизма.
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(85) тенгламанинг ечими топилсин.
Шу билан бирга ср е С{о), у /е  С(АС) ва ф(jc,) = i//(x,) 

булиши зарур. Трикоми масаласи Т масала деб юрити- 
лади.

7. Коррект куйилган масала тушунчаси. Биз юкорида 
курдикки, математик физика масалаларининг куйилиши- 
да айрим функциялар (бошлангич, чегаравий шартлар) иш- 
тирок этади: куйилган масаланинг ечими табиий, шу фун- 
кцияларга боклик булади. Бу функциялар, одагда, тажри- 
ба асосида аникданади, шунинг учун ^ам уларни абсолют 
аниктопиш мумкин эмас.

Демак, бошлангич ва чегаравий шартларда хамма вакт 
бирор хатоликнинг булиши мукаррардир. Бу хатолик уз 
навбатида ечимга хам таъсир килади. Бошлангич ва чега­
равий масалаларни текширишда, ечимнинг мавжудлиги 
ва ягоналигидан ташкари бошлангич ва чегаравий шарт­
ларда куйилган хатоликнинг ечимга кандай таъсир кили- 
шини аниклаш хам мухим ахамиятга эгадир.

Бу фикрни аникрок баён килиш учун текширилаёгган 
масалани Л/оркали белгилаб оламиз. Хдр кандай М  маса­
ланинг мо\ияти берилган <Р е Е ф функцияларга асосан 
унинг « е  Еи ечимини топишдан иборатдир, бу ерда Еи 
ва Е  — метрикалаои Ри ва Р<р булган кандайдир метрик 
фазолар. Бу фазолар масаланинг куйилиши билан аник- 
ланади. М  масаланинг ечими тушунчаси аникланган 
булиб, \ар бир ф g Ev элементга ягона и = R(cp) е Еи ечим 
мос келсин.

Агар ихтиёрий е > 0  учун шундай 5 (e) > 0 сонни 
курсатиш мумкин булиб, pip[(px,(p1) <  5(e) тенгсизликдан 
ри {ии иг) < е  тенгсизлик келиб чикса, М  масала {Еи, Е9) 
фазолар жуфтида туррун масала дейилади.

Бунда ut =  R{(p.), Uj е Еи, <Р,-е Е^ г / = 1 ,2 , ... масала­
нинг ечими берилган шартлар (бошлангич ва чегаравий 
шартлар, тенгламанинг коэффициентлари, озод хдци ва 
Х-К.)га узлуксиз боглик булади.

Агар текширилаётган М  масала учун ушбу
1) ихтиёрий (р е Ev учун u s  Еи ечим мавжуд ;
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2 ) и ечим ягона;
3) масала (Еи, Е ) фазолар жуфтлигида тургун шартлар 

бажарилса, М  масала (Е^Е^) фазолар жуфтлигида кор- 
рект (m yF p u ) цуйилган ёки тугридан—тугри коррект маса­
ла дейилади.

Акс холда масала коррект щуйилмаган масала дейила­
ди, яъни бу \олда юк,оридаги талаблардан камида биттаси 
бажарилм?йди.

Шу нарсани таъкидлаб утамизки, коррект куйилмаган 
масала таърифи берилган (Еи, Е ) жуфтликка тааллук,- 
лидир, чунки бошк,а метрикаларда шу масаланинг узи кор­
рект куйилган булиши хам мумкин.

8. Коррект куйилмаган масалага мисоллар. 3- бандда кел- 
тирилган Коши—Ковалевская теоремаси, унинг умумий- 
лик тавсифига эга эканлигига к,арамасдан дифференциал 
тенгламаларнинг нормал системаси учун Коши масаласи 
коррект куйилганлигини тула хал к,илмайди.

Х,ак,ик,атан хам, бу теорема масала ечимининг етарли 
кичик сохада мавжуд ва ягоналигини таъмин этади. Одат- 
да, бу далилларни аввалдан берилган (умуман кичик булма­
ган) сохаларда тугри эканлигини курсатиш талаб к,илина- 
ди. Бундан ташкари, тенгламанинг озод хади ва бошлан­
гич шартлари, умуман олганда, аналитик булмаган 
функциялар булади.

Нихоят, ечим бошлангич шартларга узлуксиз боглик, 
булмаслиги хам мумкин. Бу далилни курсатувчи мисол би­
ринчи марта Адамар томонидан тузилган.

1 ) А д а м а р  м и с о л  и.  Ушбу

д 2и +  д 2и _  Q

дх2 ду2

Лаплас тенгламасининг у  > 0  ярим текисликда

и(х,0 ) = 0 , uy(x,0) = e~^ cos кх

бошлангич шартларни каноатлантирувчи регуляр ечими 
топилсин. Текшириб куриш к,ийин эмаски, бу масала­
нинг бирдан-бир ечими
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ч(х,у) = cosfccshAry, к = 1, 2 ...

куринишда булади.
Куриниб турибдики, агар к —> + °° е~ к coskx  функ­

ция нолга текис интилади, яъни е cos кх => 0 , лекин 
и(х,у) ечим нолдан фаркли ихтиёрий у  да

и(х,у) = cos кх ■ shky -  к —» +<»

булади.
Шундай килиб, Лаплас тенгламаси учун Коши маса­

ласи коррект к;уйилмаган масала экан.
2) Ушбу

ди _  д 2и 
dt дх2

иссик,лик утказувчанлик тенгламасининг 1 < О, О < х <  псо-  
щда

и(х, 0 ) = е~^ sin кх, м(0 , t) = и(п, t) = О

шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин.
Бу масаланинг ечими

и(х, t) = sin кх

функциядан иборатдир.
Табиий, хар бир к учун узининг бошлангич шарти ва 

унга мос булган ечими бор. Шу сабабли хам ёзилган ечимни 
ечимлар кетма-кетлиги деб караш керак.

e '^ s in  кх функция к —> оо да нолга интилади, лекин 
ечим эса худди Адамар мисолидек хеч кандай лимитга 
интилмайди.

3) Тор тебраниш тенгламаси

д 2и д 2и _  Q

дх2 ду2

учун Дирихле масаласини текширамиз.

0 < х < п ,  0  < у  < 2 п  туртбурчакда,

60
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«(О, у) =  0 , и(л, у) =  О, 0  < у  < ап, 

и(х, 0 ) = 0 , и(х, ап) = ^= 2 -, 0  < х < п

шартларни цаноатЛантирувчи тор тебраниш тенгламаси­
нинг ечими топилсин. Бу ерда а  — мусбат иррационал сон. 

Бу масаланинг ечими
, 1 sin /сх sin /cv , ,и(х, 0  = -П----- ^-г— - ,  к = 1, 2 ...у} к sin кап

формула билан аникланади.
Равшанки, к -> да чегаравий шартдаги sin Ах функ­

ция нолга интилади. Сонлар назариясидан маълумки, 
шундай рк ва qk бутун сонлар кетма-кетлиги мавжуд 
булиб, ^ р  кандай а  иррационал сон учун

а _  Рк_ 
Qk

тенгсизлик уринли булади. 
Бунга асосан

|sin qkan\ = (sin (qka -  pk )n\ <
1 1 4k

тенгсизликни хосил киламиз.
Бу холда, текширилаётган масаланинг ечими и(х,у) 

функция учун

>  -  |sin qkx  sin qky\

тенгсизликка эга буламиз.
Бундан тор тебраниш тенгламаси учун Дирихле маса­

ласи коррект куйилмаган масала эканлиги келиб чикдди.

\и(х,у)\ = 1 sin д^х-sin д^у
qk sin q^ait
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II Б О Б
ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 

1 - §. Умумий тушунчалар

Интеграл тенгламалар деб, номаълум функция интег­
рал ишораси остида булган тенгламаларга айтилади.

Механика, математик физика ва техникании г жуда куп 
масалалари ушбу

ь
( р ( х ) - Л ^  K (x ,y )( p(y )d y  =  f ( x )

а

куринишдаги интеграл тенгламаларни текширишга олиб 
келинади, бу ерда ф(х)  — номаълум функция, К(х,у) ва 
f(x) функциялар мос равишда а< х < Ь ,  а < у < Ь  ва а < х < Ь  
{а, b — узгармас сонлар) ёпик, сохдларда берилган узлук­
сиз хдкикий функциялардир. f(x) функция ( 1 ) интеграл 
тенгламанинг озод у;ади, К(х, у) унинг ядроси, сонли Я 
купайтма тенгламанинг параметры дейилади. Бундай па- 
раметрни киритиш шарт эмас, агар Я К(х, у) купайтмани 
А'| (х, у) билан белгилаб, А", (х, у) ни янги ядро деб кара- 
сак, параметр 1 га тенг булиб колади. Лекин, кейинчалик 
биз бунга ишонч \осил киламиз, бундай параметрни ки­
ритиш интеграл тенгламаларни урганишда фойдали була­
ди. Биз бу бобда номаълум функция чизикди иштирок 
этган тенгламаларни, яъни чизикди интеграл тенгламалар­
ни текширамиз. ( 1) тенглама иккинчи тур чизикди интег­
рал тенглама ёки бундай тенгламаларни биринчи булиб 
урганган математик номи билан Фредгольм интеграл тен­
гламаси дейилади.

Фредгольмнинг биринчи тур тенгламаси деб,

\K(x,y)q>(y)dy = f ( x )  (2)
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куринишдаги интеграл тенгламага айтилади.
Агар (1) тенгламада f(x )=  0 булса, яъни

ь

<P(x)~&j K (x ,y ) ( p {y )d y  =  О (3)
а

тенглама ( 1) га мос булган бир жинсли интеграл тенглама 
дейилади.

Бир жинсли
ь

ц г ( х ) - Х \ К ( у , х Ы у ^ у  = О (4)
а

тенглама (3) бир жинсли тенгламага к̂ ушма интеграл тенг­
лама дейилади.

Агар (1) тенгламада интеграл чегараларидан биттаси, 
масалан, юк,ори чегара узгарувчи булса, яъни тенглама

X
(р(х)~ я| К{х,  v)(p{y)dy -  f { x ) , х >  а (5)

а
куринишда булса, у Вольтерранинг иккинчи тур интеграл 
тенгламаси,

X
j K ( x , y ) ( p i y ) d y = f i x )  (в)
а

тенглама эса Вольтерранинг биринчи тур интеграл тенгла­
маси дейилади.

Ушбу
ь

a i x ) ( p i x ) - A j  K{x ,y )( p(y)dy = f i x )  (7)
а

тенглама учинчи тур интеграл тенглама деб аталади.
Агар а <  х <  b кесмада а  (х)=  0 булса, (7) дан (2) тенг­

лама, а(х)=  1 булса, (1) тенглама келиб чикдди. Лекин бу 
кесманинг айрим нук^таларида а(х) функция нолга тенг 
булиб, долган нук,таларида эса нолдан фаркди булиши х,ам 
мумкин. Бу холда (7) тенгламани махсус текширишга туфи 
келади. Биз бу бобда бундай тенгламаларни урганмаймиз.
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Амалий масалаларда тез-тез шундай интеграл тенгла- 
маларни ечишга тугри келадики, буларда номаълум функ­
ция куп аргументли булади. Е " Евклид фазосидаги чега­
раланган сохани D оркали, бу сохага тегишли нукталарни 
х =  (х, , . . . , хп ), у  = (у, , . . . , уп ) оркали белгилаб оламиз. 
<Р(х) =  (р (х, , . . . ,хп ) номаълум, f(x) берилган функция, Я — 
берилган сонли параметр булсин. К,искалик учун D соха 

буйича интеграллашни битта интеграл билан белгилаймиз. 
Бу холда Фредгольмнинг куп улчовли иккинчи тур интег­
рал тенгламаси

<р(х) -  A J  К(х, y)<p(y)dy = Д х )  (8>
D

куринишда ёзилади. (8 ) тенгламани текширишда ( 1) тенг­
ламага нисбатан катта кийинчиликлар келиб чикмайди. 
Шу сабабли, биз асосий эътиборимизни (1) тенгламани 
урганишга каратамиз.

Текшириб куриш кийин эмаски, агар иккинчи тур Фред­
гольм интеграл тенгламасининг умумий ечими Ф(х) мавжуд 
булса, у

Ф(х) = ф °(х )+  Ф ( Х )  (9)

куринишга эга булади, бунда ф° (х) (3) тенгламанинг уму­
мий ечими, (р (х) эса ( 1) тенгламанинг хусусий ечимидир.

Хакикатан хам, агар Ф(х) ва ф (х) мос равишда бир 
жинсли булмаган ( 1 ) тенгламанинг умумий ва хусусий 
ечимлари булса, буларнинг айирмаси <Р° (х) =  Ф(х) — <р (х) 
(3) тенгламанинг ечимидан иборат булади. Бундан дархол
(9) тенглик келиб чикади.

2- §. Кетма-кет як.инлашиш усули

1. Фредгольм иккинчи тур интеграл тенгламасини пара­
метр кичик булганда кетма-кет якинлашиш усули билан 
ечиш. (1) тенгламани текширамиз. К(х, у) ва f(x )  функци­
ялар узлари аникланган сохаларда узлуксиз булгани учун

ь
J  |К ( х ,  y)\dy <  М , а < х < b, max | f(x) | = т ,  ( 1 0 )
а
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булади.
Агар (1) тенглама X параметры

W<i (11)
шартни цаноатлантирса, у  холда бу тенгламанинг ягона 
ср(х) ечими мавжуд булиб, уни кетма-кет я^ишшшиш усули 
билан топиш мумкин.

Нолинчи якинлашиш сифатида (1) тенгламанинг озод 
\адиии кабул киламиз

Ро (х) = Дх).

Биринчи якинлашишни
I ь

<?](*) = Д х )  + я /  K (x ,y ) f ( y ) d y
а

муносабат билан аниклаймиз. Бу жараённи давом этти- 
риб, п -  якинлашишни

Ь
<р„(х) = f ( x )  + k^K{x,y)(pn_,{y)dy, П =  1 , 2 , . . .  ( 1 2 )

а

формула билан аниклаймиз.
Шундай килиб, (12) рекуррент муносабатларни кано- 

атлантирувчи
ср0 (х), <Р,(х), ..., (Р„(х), ... (13)

функциялар кетма-кетлигига эга буламиз.
Математик анализдан маълумки, (13) кетма-кетликнинг 

якинлашиши

<Ро (*) + Z K ( * ) - < /v . ( * ) ]  (14)
п=1

каторнлнг я^инлашишига тенг кучлидир. ( 1 2 ) формулани
ь

Ф п ( х )  =  f i x )  +  a J  К{х,у)[(р„_х{у) -  (Р„_2(у) +  <p„-2( y ) t y  =

а

= /(х) +  я| K(x,y)(pn_2(y)dy + Х^К(х ,у)  \(p„-\{y)-<pn-2(.y)]dy  =
а а

5 — М. Сало^иддинов 65
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b
= (p„-\(x) + K ( x , y ) \ < p n̂ {y) -(pn_2(y)\dy n =  2 ,3 ,4 ,. . .  (15)

a

куринишда ёзиб оламиз.
( 1 0 ) га асосан, (15) дан дарх,ол куйидаги тенгсизликлар 

келиб ч и кади:

\<Ро M l <  ™ 

l^i (х) -< р0(*)| < т\ Х\ М  

I<Р2(х)-<РЛх)\ <  т\Х |2 М 2

\(р„(х)-<р„_1(х) |< /и | А |я М".

Шундай килиб, (14) каторнинг хар бир \ади мусбат 
сонли

^ т \ Л \ " М п ( 16)
п=0

Каторнинг мос ^адидан катта эмас. (16) катор эса , ( 1 1 ) га 
асосан якинлашувчидир. Демак, (14) катор, натижада уз­
луксиз функцияларнинг (13) кетма-кетлиги узлуксиз ф{х) 
функция га абсолют ва текис якинлашади. ( 1 2 ) тенгликда 
п —>сю лимитга утиб,

ь
(р(х) = /(*) +AJ К(х,  y)(p{y)dy

а

тенгликни \осил киламиз, бу эса <р(х) функция ( 1) тенгла­
манинг ечими эканлигини курсатади. Энди (1) тенглама­
нинг (р(х) дан бошка ечими йукдигини курсатиш кийин 
эмас. Бунинг учун аксинча, яъни (1) тенгламанинг <р(х) 
дан бошка яна битта уА,х) ечими бор деб фараз киламиз. У 
Холда бу ечимларнинг айирмаси X М  = <р{х) — \у(х) (3) бир 
жинсли тенгламанинг ечимидан иборат булади, яъни

ь
X ( x ) = X j K ( x , y ) ) t ( y j d y ’
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х о = max I z(x)  IайхйЬ

деб белгилаб олсак, охирги тенгликдан

Хо А *-1 М Хо

тенгсизликка эга буламиз. Агар Хо *  0 булса, охирги тенг­
сизлик (11) тенгсизликка карама-каршидир. Демак, Хо = 0 > 
бундан х  (х) =  0 , яъни (р{х) =  у/(х) эканлиги келиб чик,а- 
ди.

2. Вольтерра иккинчи тур интеграл тенгламаси. (5) тенг­
ламани кетма-кет якинлашиш усули билан ечамиз.

1- бандцаги муло^азаларни кайтариб,

<Ро(х), (рх(х), ср„(х), ... (17)

функциялар кетма-кетлигини \осил киламиз, бунда
х

<Ро(х) =f(x), (рй(х) = f ( x )  + X ^K(x ,y )q >^y)d y ,
а

т = тах|Д.х)|, N =  maxlA^x, у)| 

белгилашларни киритамиз. Бу х,олда

\<Ро(х)\ <  т,
X

\<рх{х)-(ра{х)\ = |я|K(x,y)cp0(y)dy\< IX\mN(x -  а),...,
а

\<Рп(х) ~ <P„-i(*)| < т W N ^ ~ а) , л = 1 ,2 , .... , (18)

тенгсизларга эга буламиз.
Мусбат х;адли

т у  |Я|nN n(x -a )n =  jx m x -a )  

h

функционал катор X параметрнинг ихтиёрий чекли кий- 
матида текис якинлашувчи булгани учун (18) тенгсизлик-
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ларга асосан (17) функциялар кетма-кетлиги абсолют ва 
текис якинлашувчи булиб, унинг лимита булган

Ф(х) = lim<p„(x)

функция (5) тенгламанинг ечимидан иборат булади.
Энди (5) тенглама ечимининг ягона эканлигини кур- 

сатамиз.
Фараз к,илайлик (5) тенглама иккита (р(х) ва у/(х) 

узлуксиз ечимларга эга булсин. Буларнинг айирмаси 
а>(х) — (р(х) — у/(х) бир жинсли

д:

со(х) = Я| K(x,y)co{y)dy (19)
а

тенгламани кдноатлантиради.
т =шах|<у(х)| деб белгилаб олсак, (19) дан дар\ол

|й)(х)| < |Я| 11(а: ( х ,  у )| |(й) (y)]fiy < |Я| Nm* (х -  а)
а

тенгсизлик келиб чикади. Бундан фойдаланиб (19) тенг- 
ликдан

х  2

\(о(х)\ < |А| J |/Г(х, у )| \co{y)\dy < Щ2 N 2m*
а

тенгсизликни х,осил киламиз. Бу жараённи давом этти- 
риб, ихтиёрий натурал п учун

\со(х)\ < т |Я|" N" ^

тенгсизликни \осил киламиз. Бу тенгсизликдан п —> °° да
0)(х ) =  0  ёки (р(х) =  у/(х) эканлиги келиб чикдди. 

Шундай к,илиб куйидаги хулосага келдик. 
Волътерранинг иккинчи тур (5) интеграл тенгламаси, 

унинг ядроси К(х, у) ва озод ходи f(x) узлуксиз функциялар 
булганда Я параметрнинг хор бир чекли циймати учун ягона 
ечимга эга булади.

Ш у далил билан Вольтерранинг иккинчи тур интеграл 
тенгламаси хар бир Я учун х,ам ечимга эга булавермайди-
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ган Фредгольмнинг иккинчи тур интеграл тенгламасидан 
тубдан фарк к,илади.

Бу бандца исботланган фикрлар каррали интегралли 
Вольтерранинг иккинчи тур интеграл тенгламалари учун 
\ам уз кучини сакдаб к,олади. Масалан, икки каррали Воль­
терранинг иккинчи тур интеграл тенгламаси ушбу

<P(x ,y ) -Xjd^j  K(x,y,%,r])(p(Z,r])dri = Д х , у)
а с

куринишда ёзилади, бу ерда К(х,у;£,т]) ва f(x, у) — бе­
рилган узлуксиз *акик,ий функциялардир.

Юк,орида юритилган мулох,азаларни к,айтариб, бу тенг­
лама >̂ ам хдк.ик.ий Я параметрнинг ихтиёрий тайин к,ий- 
матида ягона ечимга эга деган хулосага келамиз.

3 . Итерацияланган ядро. Резольвента. 1 -бандца (11) 
тенгсизлик бажарилганда (13) функциялар кетма-кетлиги 
( 1) тенгламанинг <р(х) ечимига я^инлашиши исботланган 
эди. Энди шу кетма-кет як,инлашиш структурасини ба- 
тафсил урганамиз. Маълумки,

Ъ
<Pt(x) = f ( x )  + A j K ( x , y ) f ( y ) d y ,

а

сунгра
ь

(р2(х) = f i x )  + Aj K{x,t)cp/t)dt =
а

ь ь ь
= _/(*) + aJ K(x,t)f(t)dt + A2 j  K(x,t)dtj  K(t, y)f (y)dy.  •

a a a

Иккиланган интегралда интеграллаш тартибини узгар- 
тириб,

ь
к 2 (х , у) = j  K(x ,t )К (t, y)dt

а

деб белгилаб олиб,
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b b 

(p2(x) = f i x )  + Aj K(x,y)f(y)dy  + A2J K2( x ,y ) f ( y )d y
a a

тенгликни хрсил кдламиз.
Бу жараённи давом эттириб,

Ь п
<Рп(х) =  / ( * )  + A j £ A M K , ( x , y ) f ( y ) d y  (2 0 )

а  ,= 1

тенгликка эга буламиз, бунда К ^ х ,  7 ) лар

(х, у) =  К(х, у),

Ki( x ,y  = jK (x , t )K ^ ( t , y )d t ,  i =  2 ,3 , . . .  (21)
а

рекуррент муносабатлар билан аник^анадц. K t( x , y ) 
функциялар итерацияланган (такрорланган) ядралар деб ата- 
лади.

Интеграцияланган ядроларни (21) га нисбаган умумий- 
рок,

Ki(x,y) = j K r(x,t)Ki_r(t,y)dt  (21')
а

формула билан ифодалаш мумкин. Хдкикатан хам, (2 1 ) да 
K M ( t , y )  ядрони яна шу (2 1 ) формула ёрдамида K t_2 би­

лан ифодалаб,

ь
K j (x ,y  = J K ( x , t x)

а

b b

= j  j  K(x,tl)K(tl,t2)Ki_2(t2,y)dtidt2
а  а

тенгликни хосил киламиз. K i_2(t2, y ) ядрони К ^ ъ орк,али 
ифодалаш мумкин ва х-к. Бу жараённи давом эттириб, 
охирида

j K(ti,t2)K^2(t2,y)dt1 dt\ =
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K j ( x , y )  = J...J K(x,tl)K(ti,t1)...K(ti_l,y)dtv ..dti_l (2 2 )
a a

формулага келамиз. tr узгарувчи буйича интегрални ажра- 
тиб, охирги формулани

Ь ГА Л
К,-(х,у) = ^dtr U . . ^ K ( x , t {)K(ti,t1)...K(tr_u tr)dty ..dtr_i х

а  [ а а

Ь Ь Л

K(tr,tr+l)K(tr+l,tr+2)...K(ti_l,y)dtr+l...dtî
a  a J

куринишда ёзиб оламиз. (2 2 ) формулага асосан фигурали 
кавс ичидаги биринчи интеграл K r(x ,tr) га, иккинчи 
интеграл эса K i_ r(tr , y )  га тенг.

Шундай килиб,
ь

К,(х,у) = | Kr(x,tr)Ki_r(tr,y)dtr .
а

Бунда г. ни / га алмаштириб (2 Г) формулага келамиз.
(13) кетма-кетликнинг як,инлашишини исботлаганда- 

ги мулс^азаларни кайтариб, ( 1 1 ) шарт бажарилганда 
а < х < Ь ,  а < у < Ь  квадратда

1=1

каторнинг текис якинлашишига ишонч \осил килиш мум­
кин.

Бу каторнинг йигиндиси R(x,y, Я)  ни К(х,у) ядронинг 
ёки ( 1) интеграл тенгламанинг резольвентаси ёки %ал цилувчи 
ядроси дейилади.

(2 0 ) да п —» °о да лимитга утиб, ( 1) тенгламанинг ечи­
мини резольвента ёрдамида

b

(р(х) = f ( x )  + Я| R{x, y ,X)  f(y)dy
а

куринишда ёзишимиз мумкин.
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R(x,y, Я)  резольвента а <  х <  b, а <  у  <  b квадратда 
узлуксиз булади. Шу сабабли, аввалги формуладан f(x) 
билан бир кдторда ( 1 ) тенгламанинг Ф(х) ечимининг уз- 
луксизлиги келиб чикдци.

Худди шунга ухшаш, Вольтерра (5) интеграл тенглама- 
сининг ечимини резольвента оркдли ёзиб олиш кийин 
эмас. Шу мак,садда математик анализ курсидан маълум 
булган Дирихле формуласини эслатиб утамиз.

Фараз килайлик, f(x,y) функция х = у ,  х =  а, у  — b TyF- 
ри чизик,лардан ташкил топган тенг ёнли А  учбурчакда 
узлуксиз булсин ( 7 -  чизма). У \олда Д  буйича олинган

3 = \ \ f^ y )d * d y  
д

интегрални икки усул билан \исоблаш мумкин. Аввал х 
узгарувчи буйича а дан у  гача, кейин у  буйича а дан b гача 
интеграллаш мумкин, яъни

Ь у

J  =  \ dy \  y^dx ■

Сунгра, у  буйича х  дан b гача, л: буйича эса а  дан b гача 
интеграллаш мумкин, яъни

ь ь

J = \ dx\ ^ х ’ y d̂y'

О

y= b

х —а

/

V
У х=Ь/

/

a b x

7- чизма

Бу икки тенгликдан дарх,ол

b y  b bJ  dy\ f ( x ,  y)d x  dxJ f { x ,  y )d y

тенглик келиб чикдци. Бу тенглик Ди­
рихле формуласи дейилади.

(5) тенглама учун биринчи я^ин- 
лашишни
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л

<Pi(x) =  A * )  + A j K ( x ,  y ) f  (y )d y

формула билан аниклаган эдик. 
Иккинчи якинлашиш

Л

<р2(х) = f(x )  + A j К(х , t)(px(t)dt
а

х г /
= f ( x )  + я| tf(x, о  / ( / )  + а| K(t, y)f iy)dy dt =

= / ( х )  + А| K(x,t)f(t)dt + А2]  АГ(лг, /)Л| K{t,y)f(y)dy
а а а

тенглик билан аникланади. Охирги иккиланган интеграл- 
га Дирихле формуласини куллаймиз:

| К(х,  t)dtj K(t, y)f iy)dy = | f ( y ) d y j  K(x, t)K(t, y)dt.
a a a y

Агар

K 2{x,y) = ]K {x , t) K(t ,y )dt
У

деб белгиласак,

(p2 (x) = / ( * )  + a| K(x , y) fiy)dy  + A2}  K2(x, y)f(y)dy
a a

булади.
Бу жараённи давом эттириб, худди Фредгольм тенгла- 

масидек,

<?,(*) = А х )  +  я} £  Я'-'/СДх, y ) f ( y ) d y  (23)
а /=1

тенгликка эга буламиз, бунда
73
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К\(х,у) = К(х,у) ,  Kj{x,y) = | К(х, /) Л",■_,(/, y)dt.
У

i = 2, 3,...

2- банддаги мулохазалардан Я параметрнинг ихтиёрий 
чекли к,ийматида

£ Я '-% (х ,у )
/=1

к,аторнинг абсолют ва текис якинлашиши келиб чикади. 
Бу каторнинг йигиндисини R{x,y, Я ) оркали белгилаб ола­
миз. Бу холда х,ам R{x,y, Я ) ни (5) Вольтерра тенгламаси- 
нинг резольвентаси дейилади.

(23) тенгликда да лимитга утиб, (5) тенглама­
нинг ечимини резольвента оркали ёзиб оламиз:

X
<р(х) = Д х )  + Я| R{x,y ,X)f{y)dy .

а

3- §. Фредгольм теоремалари

1. Айниган ядроли Фредгольм тенгламалари. Фредгольм - 
нинг иккинчи тур ( 1 ) интеграл тенгламасининг К(х,у) яд- 
роси

К (х ,у )  = £ Р1( х Ы у )  (24)
/=1

куринишида булса, у айниган (бузилган) ядро1 деб юрити- 
лади.

Бундаги Pi ( х )  ва q / y )  , a < x < b , a < y < b  — берил­
ган хдкикий узлуксиз функциялардир. Айрим адабиётлар- 
да (24) куринишдаги ядро Пинкерле — Гурса ядроси, ёки 
кискача PG-ядро деб хам аталади. Умумийликка зиён ет- 
казмай, барча P j ( x )  функцияларни хам, q / y )  функция- 
ларни хам узаро боглик эмас деб хисоблаймиз. Акс холда

1 Русча — вырождённое ядро.
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(24) йигиндида кушилувчилар сонини камайтириш мум­
кин. (24) ифодани (1) интеграл тенгламага куйиб,

п Ь
<р(х) -  А ^  J Pi(x)ql(y)(p(y)dy = f ( x )  (25)

1=1 Q

тенгламани *осил к,иламиз. (25) интеграл тенгламани

<Р(х) = f i x )  + А с,р,{х) (26)
/=1

куринишда ёзиш мумкин, бунда
ь

Ci=\qiiy)(piy)dy, / = 1, 2 ,. ..п
а

лар (р Су)  номаълум функцияга боглик, булгани учун но- 
маълум узгармаслардир.

Энди с., / = 1, 2 узгармас сонларни шундай тан- 
лашга ^аракат киламизки, натижада (26) формула билан 
аник,ланган (pix) функция (25) интеграл тенгламанинг ечи- 
мидан иборат булсин. Шу мак,садца (26) ифодани (25) тенг­
ламани нг чап томонига олиб бориб куямиз

f i x )  + X ^ q p i i x )

Piix)4iiy) f i y )  + ^ c j p j i y )  
y-1

dy = f i x )

еки

с/ -  j Qiiy)f iy)dy -  j CjPjiy)qjiy)dy
j - l  a

=  0 .

Бундан P j ( x )  функциялар чизиьуш боглик, булмагани 
учун

ь п ь
ci ~ j Qi(y)f(y)dy “ c j j  Pj(y )q j(y )dy = 0

a j= 1 а

тенглик келиб чикдди. Ушбу
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b b 
Yi = J qi(y)f(y)dy, ay =| qi(y)Pj(y)dy

a a

белгиларни киритиб, аввалги тенгликни
П

С /-А £ ocyCj = Yi, i =  I,..., п (27)
y=i

куринишда ёзиб оламиз.
Шундай килиб, (25) интеграл тенгламанинг ечимини 

топиш масаласини (27) чизикли алгебраик тенгламалар 
системасини ечишга олиб келдик.

(27) система назариясида

1 -  Аа,, ~ Лап.. -  Аа,„
М{Х) = -А а 21 1~ Aoi22 • ■ -А а 2„

-Л ап1 -А а „2. . 1 -  Аа„_пп

матрица му^им роль уйнайди. Бу матрицанинг детерми- 
нантини D ( Л )  оркали белгилаб ол ам и з, яъни 
detM( А ) =  Д  А ). Чизикли алгебра курсидан маълумки, агар

Д А ) * 0  (28)

булса, (27) система ихтиёрий у (. унг томонлар учун ягона 
ечимга эга булади ва бу ечим Крамер формулалари билан 
аникланади. Аммо, Д А )  детерминант Я га нисбатан п -  
даражали куп^аддан иборатдир.

Демак, Д А )  купхдцнинг илдизлари булган А нинг 
чекли сондаги: А,,...,Ат т < п кийматлари учун (28) шарт 
бузилади. А нинг бу кийматлари К(х, у) ядронинг ёки бунга 
мос (25) интеграл тенгламанинг хос (характеристик) сон- 
лари дейилади.

Шундай килиб, А нинг Хк лардан, к = 1, 2, ..., т фарк- 
ли булган хдр бир чекли киймати учун (27) система ягона 
с,,..., сп ечимга эга булади. Бу ечимни (26) тенгликнинг 
унгтомонига куйиб, (25) интеграл тенгламанинг <р(х) ечи- 
мига эга буламиз.

Натижада куйидаги теоремани исботладик.
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Ф р е д г о л ь м н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар 
Я К(х,у) ядронинг хос сони булмаса, ихтиёрий узлуксиз f(x) 
озод -Vад учун (25) интеграл тенглама ечимга эга, шу билан 
бирга бу ечим ягона булади.

(25) интеграл тенгламага мос бир жинсли
ь. "

<Р(х) ~ Я| £  Pi(x)qj(y)<p(y)dy = 0 (29)
а , = 1

тенглама (27) га мос булган ушбу

Cj -X^cCjjCj  = 0 (30)
j=i

бир жинсли чизик,ли алгебраик системага келади. (29) тенг­
ламага кушма булган бир жинсли тенглама, (4) га асосан

V ( x ) - X j ' ^ p i(y)qi(x )ii/(y)dy = 0  (31)
а

куринишга эга булади. (31) тенглама эса (30) га кушма 
булган

di - x f j ajidj = 0 (32)
у=1

бир жинсли системага тенг кучлидир, бунда

ь
di = j  Pi (y)w(y)dy , i =  1,2 , ,  n.

a

Агар Я =  Я*, k =  \,..., m булиб, М(Л)  матрицанинг 
ранги г  га тенг булса, чизик^и алгебрадан маълумки, бир 
жинсли (30) система хам ва унга кушма булган (32) систе­
ма хам п — г та

с / , . . . , с ' ,  d ( , . . . , d Jn, j  =  1,2 , . . . , п -  г

чизикуш боглик, булмаган ечимларга эга булади. Бу ечим- 
ларни (29) ва (31) дан хосил булган ушбу
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п
( p j { x )  = t - Y jC j  P j { x ) ,  

/=1

y/j(x) = A '^d/qjix ) ,  j  = 1 ,2 ,...,я - r  (33) 
/=1

формулаларнинг унг томонларига куйиб, (29) ва (31) бир 
жинсли интеграл тенгламаларнинг п — гтадан чизикли бог- 
лик, булмаган ечимларини хосил к,иламиз.

Ф р е д г о л ь м н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а с и .  Бир 
жинсли (29) тенглама ва унга цушма булган бир жинсли (31) 
тенглама бир хил п — г тадан чизикли 6ofauk, булмаган ечим- 
ларга эга булади.

Бир жинсли (29) тенгламанинг нолга тенг булмаган 
(р j ( x ) , j  -  1,..., п -  г ечимлари (25) тенгламанинг ёки К(х,у) 
ядронинг А* хос сонга мос булган хос функциялари дейилади.

Яна чизикли алгебра курсига мурожаат к,иламиз. Маъ- 
лумки, Я =  А*, k = 1,..., т булганда (27) система ихтиё­
рий унг томонлар учун ечимга эга булавермайди. Бу сис- 
теманинг ечимга эга булиши учун у , , / = 1 , 2 , ..., п сонлар

^ 7 ,^ /= ° ,  j  = 1, . . . , п - г  (34)
/=|

шартларни к,аноатлантириш зарур ва етарлидир. (34) шарт- 
ларда Yi урнига унинг к,ийматини куйиб, (34) га тенг куч- 
ли булган куйидаги тенгликлар системасига эга буламиз:

А ^  Yidi  = d> J 4i(x ) f ( x)dx = Aj f ( x ) ±  d/qj(x)dx = 0  .
/=1 i —l a a  *= 1

Бундан (33) га асосан 
• ь
J f(x)y/ j(x)dx  = 0 , j =  1 ,..., n-r
a

тенгликлар хосил булади.
Бирор D сохада, хусусан (a,b) ораликда, иккита функ­

циянинг купайтмасидан олинган интеграл нолга тенг булса, 
бу функциялар ортогонал деб аталади.
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Шундай к,илиб биз куйидаги теоремани исбот к,илдик. 
Ф р е д г о л ь м н и н г  у ч и н ч и  т е о р е м а с и .  

Я =  Хк, к = 1,..., т, булганда (25) интеграл тенгламанинг 
ечимга эга булиши учун унинг озод х,ади f(x) нинг цушма бир 
жинсли (31) интеграл тенгламанинг барча у /Д х ), j  -  
п — г, ечимларига ортогонал булиши зарур ва етарлидир.

2 . Узлуксиз ядроли Фредгольмнинг иккинчи тур тенгла­
маси. Энди (1) тенгламанинг ядроси (24) куринишда булма­
ган 1ХДЛНИ текширамиз. Агар К(х,у) функция R : а < х < Ь, 
а < У  < Ь квадратда узлуксиз булса, математик анализ кур- 
сида исботланадиган Вейерштрасс теоремасига асосан, *ар 
бир £ > 0  учун х  ва у  га нисбатан етарли юк,ори даражали 
шундай К0(х,у) купхдц мавжуд буладики, барча R да

|Л:(х,.у)- Af0(x,j>)| < е

тенгсизлик уринли булади. Равшанки, К0(х,у) купхдцнинг 
х,ар бир хдцини биттаси х  га, иккинчиси у  га боглик, булган 
иккита купайтувчининг купайтмаси сифатида ифодалаш 
мумкин. Шу сабабли К(х,у) ядрони

К(х,у)  = ^ JPi(x)qi(y) + К / х , у )  (35)
/=i

куринишда ёзиб олишимиз мумкин. Бундаги Кх(х,у) ифо- 
да R да

{Ь -  а)\К\{х,у)\< е (36)

шартни к,аноатлантирувчи узлуксиз функциядир.
(35) тенглик К(х,у) ядрони кичик ва айниган ядролар 

йигиндисига ажратилганлигини ифодаловчи формуладир.
(35) га асосан ( 1) тенгламани

<р(х) -  Я J АТ, (х, у)(р(у) dy = F(x) (37)
а

куринишда ёзиб оламиз, бунда

F(x) = Л х ) + pi(x)qi(y)(p(y)dy . (38)
1 = 1 а
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Я параметрнинг ихтиёрий чекли тайин киймати учун е 
сонни шундай кичик танлаб оламизки,

|Я| < I  (39)
£

тенгсизлик уринли булсин.
(36) тенгсизликка асосан

\\Kx{x,y)\dy < £ .

Демак, (37) тенглама (39) га кура бирдан-бир ечимга 
эга булади. Кх(х,у) ядронинг резольвентасини Rx{x,y,X)  
оркали белгилаб, (37) тенгламани

ь
(р(х) = F(x) + Я J Я, (х, у, k)F(y)dy (40)

а

куринишида ёзиб оламиз. (40) тенгликдаги F(x) урнига 
унинг киймати (38) ни олиб бориб куямиз:

и Ь

<р(х) = f ( x )  + Я]Г j  pj(x)qi(y)<p(y)dy +
/ =  1

dt.+я| Я,(х , t,Я) f(t)  + pi(1)qi(y)(p{y)dy
а  _ ,= 1 л

Ушбу
ь

£(x) = f ( x )  + Я J Rx (х, t, k)f{t)dt,
a

b

П(х) = р/(х) + k\ R](x,t,X)pj(t)dt
a

белгилашларни киритиб,

(p(x) -  A j ± n (x)qi(y)cp(y)dy = g(x) (41)
a

тенгламани \осил киламиз.
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Шундай к,илиб, Я нинг ихтиёрий чекли тайин кийма- 
ти учун (1) тенглама айниган ядроли Фредгольмнинг ик­
кинчи тур (41) тенгламасига эквивалент экан.

(41) тенглама учун аввалги бандда баён кдгсинган Фред- 
гольм теоремалари уринли булгани учун узлуксиз ядроли 
(1) тенглама учун х,ам уринли булади. Бу теоремаларга асо­
сан куйидаги альтернатива хрсил булади.

Ф р е д г о л  ьм ал ь т е р  н ат и в ас  и . Агар (1) тенгла­
мага мос бир жинсли (3) тенглама Я нинг х,ар бир тайин 
Киймати учун нолдан фарцли ечимга эга булмаса, ( 1) тенг­
лама ихтиёрий озод %ад f(x) учун ягона ечимга эга булади; 
агарда (3) бир жинсли тенглама нолдан фарцли ечимларга 
эга булса, (3) тенглама х,ам ва унга цушма (4) бир жинсли 
тенглама щм бир хил чекли сондаги чизин̂ ли боглиц булма­
ган ечимларга эга булади; у  х,олда ( 1) тенглама ихтиёрий 
f(x) учун ечимга эга булавермайди, ( 1 ) тенгламанинг ечимга 
эга булиши учун унинг озод %ади f(x) цушма (4) бир жинсли 
тенгламанинг барча ечимларига ортогонал булиши зарур ва 
етарлидир, яъни

ь
\/(х)ЦГ,(х)<1х =  0  / = 1,2 , . .. ,А:,
а

бунда у/, (х), /' = 1,..., к, — (4) тенгламанинг барча чизицли 
боглиц булмаган ечимлари.

Айнан нолга тенг булган функция, равшанки, бир жинс­
ли (3) тенгламанинг ва унга кушма булган (4) тенглама­
нинг ечими булади. Бундан кейин, бир жинсли (ёки унга 
кушма) тенгламанинг ечими деганда айнан нолдан фарк,- 
ли ечимни тушунамиз.

Бир жинсли (3) тенглама (р (х), i — I,..., к, ечимларга 
эга булган Я нинг щйматини, х;удди 1-банддагидай, К(х,у) 
ядронинг ёки ( 1) тенгламанинг хос сони, q> (х) функцияларни 
эса шу ядро ёки тенгламанинг Я хос сонга мос хос функция- 
лари дейилади.

Юк,орида баён к,илинганларга асосан, яна бир бор таъ- 
кидлаб утамизки, берилган хос сонга мос чизикли боклик 
булмаган хос функцияларнинг сони чеклидир.

К(х,у) ядронинг барча хос сонлари туплами бу ядронинг 
спектри деб аталади.

6 — М . Сало^иддинов 81
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2- § нинг 2- бандида курсатганимизга асосан Вольтерра 
тенгламаси ядросининг спектри буш тупламдан иборат, ай­
ниган ядроли Фредгольм иккинчи тур тенгламасининг спек­
три эса ( 1- банд) чекли сондаги элементлардан иборат. 

Энди (1) тенгламани

<р(у) -  Я J К (у, t)cp(t)dt = Д у )
а

куринишда ёзиб олиб, бунинг хар икки к,исмини Я К(х,у) 
га купайтирамиз ва у  буйича а дан b гача интеграллай- 
миз. У холда

ь
Я| K(x,y)<p(y)dy = <р(х) -  Д х )

а

тенгликни эътиборга олиб,
ь

<р(х)-Я2| K2(x,typ(t)dt = f 2(x)
а

тенгламани ^осил к^иламиз, бунда
ь

/ 2 (Х) = Д х )  + я| K(x ,y )f (y )d y .
а

Бу жараённи давом эттириб, куйидаги тенгламага эга 
буламиз:

< ? (* )-Я"J K„(x,y)(p(y)dy = f „ ( x ) , (42)
а

бунда
А

fn(x) = /„-|(х) + я| K(x,y)f„_l(y)dy, / , (х )  = Д х ) .
а

Кп(х, у) эса (2 1 ) формула билан аник^анади.
Шундай к,илиб, биз ушбу натижага келдик: агар Я К(х,у) 

ядронинг хос сони, (р (х) эса бу хос сонга мос хос функцияси 
булса, у  х,олда Я" ва ср (х) итерацияланган Кп(х,у) ядронинг 
хос сони ва хос функциясидан иборат булади.
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Бунга тескари теорема хам уринлидир. Бунинг исбо- 
тига биз бу ерда тухталиб утирмаймиз.

3. Олинган натижаларни умумлаштириш. Фредгольм- 
нинг (1) ва Вольтерранинг (5) тенгламаларини текширга- 
нимизда бу тенгламаларнинг ядроси К(х,у) ва озод хади 
f(x ) узлуксиз функциялар деб хисоблаган эдик. Бу функ­
циялар узлуксиз функциялар синфидан кенгрок, булган 
квадратлари билан жамланувчи функциялар синфига те­
гишли булганда хам юкорида олинган натижалар шу жум- 
ладан Фредгольм теоремалари хам уз кучини сакдаб к,ола- 
ди. Шу билан бирга исботлаш усулида деярли узгариш 
булмайди. ( 1) тенгламанинг ядроси учун 

b ь
J j\K(x,y)\2dxdy = М 2 < °°
а а

шарт бажарилганда, хаки^ий узгарувчили функциялар на- 
зариясидаги Фубини теоремасига асосан, деярли барча 
х е  (а, Ь) учун

||ЛГ(.х:,>0|2 dy
а

интеграл мавжуд ва (а, Ь) да жамланувчи. Худди шунга 
ухшаш деярли барча уе ( а ,Ь )  учун

j\K(x,y)\2 dx
а

интеграл мавжуд ва (а, Ь) да жамланувчидир.
Агар Я параметр

шартни кдноатлантирса, кетма-кет якинлашиш усули би­
лан хосил булган к,атор квадрати билан жамланувчи функ- 
цияга уртача як,инлашувчи булиб, бу функция ( 1 ) тенгла­
манинг ечимидан иборат булади. ( 1) тенглама учун баён 
килинган барча теоремалар, 1 - § да эслатиб утганимиздек, 
куп улчовли (8 ) тенглама учун хам, тенгламалар система-
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си учун \ам уз кучини сакдаб колади. Фредгольм иккинчи 
тур интеграл тенгламаларининг системаси

п ь
<P,U)-A]TJ KIJ(x,y)(pj (y)dy = f,(x),  / = 1 ,2 .. .n (43)

j =1 a

куринишга эга булади. Kj(x ,y )  ядролар a < x  < b, a < у  < b 
квадратда, f t{x) озод хдолар a < x < b ораликда квадрати 
билан жамланувчи функциялар булсин.

Табиий, номаълум q>j(x) функциялар хам шу синфда 
изланади. (43) система учун юкорида битта Фредгольм 
тенгламаси учун баён килинган назария тулалигича урин­
ли булади. Масалан, Я параметр

тенгсизликни каноатлантирса, бунда

м 2 = S  J dxdy ■
i j - l  а а

(43) система учун кетма-кет якинлашиш бу система- 
нинг ечимига уртача якинлашади.

(43) системага кушма булган система куйидагича ёзи­
лади:

n b
V i(x ) -  Я]Г J Kjj(y, x)y/j(y)dy = g j ( x ) .

У= 1 a

Фредгольмнинг барча теоремалари хам (43) система 
учун уринли булади. Биз Фредгольм назариясини (43) сис­
тема учун асосланишига тухталмасдан, бундай системани 
Фредгольм типидаги битта тенгламага келтириш мумкин- 
лигини курсатиб >аамиз.

х, у  аргументлар узунлиги (а, Ь) ораликдан п марта 
катта булган (a, nb — (п — 1 )а) ораликда узгарсин. Бу ора­
ликда Ф(х) ва F(x) функцияларни куйидагича аникдай- 
миз.

Агар
(/ - ! ) £ - ( / -  2  )а < х < i b -  (i -  1 )а
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булса,

Ф (х) = (pj(x -  (/ -  1)(Z> -  а) ) , F(x) = f j ( x -  (/' -  1 )(b -  a) ) .

Худди шунга ухшаш, К(х,у) ядрони а < х < nb —{п — \)а, 
а < у  < nb — (п — \)а квадратда

(/ -  1) Ь -  (/ -  2)а < х < ib -  (/ -  1 )а ,

(j  - l ) b - ( j - 2 ) a <  у  < jb -  ( j  -  1 )а

булганда
К ( х ,у ) = Ку(х -  (/ -  1)(й -  а), у - ( j -  1)(6 -  а)) 

деб аникдаб оламиз. Ушбу

n b - ( n - \ ) a  b 2 b - а  ЪЬ- 2а n b - ( n - \ ) a

!  =I+1 + 1 +-+ J
a a h  2 b - a  ( п - \ ) Ь - ( п - 2 ) а

тенгликни эътиборга олсак, (43) система Фредгольмнинг 
битта

п Ь - ( п - \ ) а

Ф ( х ) - Л  J K(x,y)<P(y)dy = F(y)
а

тенглгамаси куринишида ёзилади.
4. Кучсиз махсусликка эга булган интеграл тенглама­

лар. Агар (1) тенгламанинг ядроси

К(х,у) = , 0 < а  < 1 (44)I х - у Г

куринишга эга булса, бунда Н(х,у) уз аргументларининг 
узлуксиз (ёки чегараланган) функцияси, у холда ( 1 ) тенг­
лама кучсиз махсусликка эга булган интеграл тенглама дейи­
лади.

Би з 2- бандца (1) тенглама урнига, унга ухшаш, итера- 
циялалган ядроли (42) тенгламани текшириш мумкинли- 
гини курдик.

Бу усулдан ядроларнинг айрим махсусликларини йук,о- 
тишда фойдаланиш мумкин, чунки итерацияланган ядро-
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лар, умуман айтганда, бошлангич ядрога нисбатан сил- 
ликрок булади.

Агар (44) типдаги ядро берилган булса, итерапиялан- 
ган К п (х,у) ядро *ам шу типга тегишли булади, факдт а 
сон урнига 1 —«(1 —а )  сон булади. Хдкикдтан \ам, ите- 
рацияланган К 2 (х,у) ядро учун

куринишда ёзиб оламиз. Бу интегралларда мос равишда 

t = x - ( y - x ) s ,  t = х  +  ( у - x ) s ,  t = y  +  ( y - x ) s ,  

алмаштиришларни бажарсак, бу интегралларда :\ар бири

Н *(х,у)

бунда Н*(х,у) — узлуксиз функция, куринишдаги функция 
эканлиги келиб чикдци. Бундан дарх,ол

га эга буламиз, бундаги Н2(х,у) — узлуксиз функция.
Математик индукция усули билан К п_, (x ,y j  итераци- 

яланган ядро учун

тенгликни тугри деб х,исобласак, юк,оридаги мулохдзалар- 
ни кдйтариш натижасида

ь ь
K2(x,y) = fK(x,t )K(t ,y )dt  = j H (x,t)H (t,y)

\x-tf\y-tr
а а

тенгликка эга буламиз. Бу ифодани
X

Н2(х,у)
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к  (x v ) =  Н" (х’у) .л пУХ,У) |̂ |̂-я11-<;5

тенглик уринли булишига ишонч хосил киламиз. Етарли 
катта п учун 1 — л(1 -  а) сон манфий булади, у холда бун­
дай п учун К п (х,у) ядро узлуксиз булади.

Баён килинган фикрлар п улчовли (8 ) тенглама учун 
хам уринли булади. Фак,ат бу холда (8 ) тенгламанинг яд­
роси (44) куринишда булганда, ундаги а  сон 0 < а  < п тенг­
сизликни каноатлантириши зарур.

Шундай килиб, кучсиз махсусликка эга булган интег­
рал тенгламалар учун хам Фредгольмнинг хамма теорема- 
лари уз кучини сакдаб колади.

5. Симметрии ядро. Агар К(х,у) ядро берилган сохадаги 
х  ва у  нинг барча кийматлари учун К(х,у) =  К(у,х) тенглик 
уринли булса, бу ядро симметрии ядро дейилади.

Агар К(х,у) симметрик ядро булса, итерацияланган Кп(х,у) 
ядро х;ам симметрик булади. Хдкикатан хам, (22) формула­
га асосан

ь ь
К„(у,х)  = J...J K{y,t])K(tu t:i)...K(tn_u x)dti...dt„_l

а а

тенгликка эга буламиз. К(х,у) симметрик булгани учун, 
олдинги тенгликни куйидагича ёзишимиз мумкин:

ь ь
(У, х) = | ...J К(х, ?„_,)...К (t2, tx )К (?,, у Щ

а а

Энди / j , ларни tn_r t j  оркали белгилаб олсак,

ь ь
К п(у>х ) = J - J  K(x,tl)K(Jx,t1)...K(tn_x,y)dti...dtn̂  ,

а а

бу эса (22) формулага асосан К п (х,у)  га тенгдир.
Агар (jо, (х) ва <р2 (х) функциялар К(х,у) симметрик ядро- 

нинг бир-биридан фаркли булган Я , ва Я 2 хос сонларига мос 
хос функциялари булса, у  х,олда бу функциялар узаро ортого- 
нал булади, яъни
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b

j  <pi(x)<p2(x)dx  =  0 .
a

Хос функцияларнинг таърифига асосан
ь

(Pi(x) = я, J K(x,y)<pt(y)dy  ,
a

b

(P2(x)  = ^ j  K{x,y)(p2(y)dy  .
a

Бу тенгликлардан биринчисини \ гЧ>2(х) га, иккинчи- 
сини эса Х {<Р\(х) га купайтириб х  буйича а дан b гача 
интеграллаймиз ва \осил булган тенгликларни иккинчи- 
сидан биринчисини айирамиз:

ь
(Я, -  Ъ ) ! (pi(x)(p2(x)dx =

а

Ь ь ь ь
= Л Л г }<P\(.x)dx  ̂K(x,y)<p2(y)dy  -Я,Я2J (p2(x) dxj  K ( x , y ^ p / y ) d y .

q  a  a a

Бу тенгликнинг унг томонидаги иккинчи интегралда 
интеграллаш тартибини узгартириб, ядронинг симметрик- 
лигини эътиборга олсак,

ь

(Я, -  ^)j<pt(x)q>2(x)dx =
а

= \ X 2j(pl( x ) d x j [ K ( x , y ) - K ( y , x ) ] ( p 2(y )d y  =  0
а а

тенгликка эга буламиз. Бундан Я , ^ Я 2 булгани учун 
юк,орида баён килинган фикрнинг тугрилигига ишонч 
\осил киламиз. Бу теоремадан уз навбатида х;ак;щий сим- 
метрик ядронинг хос сонлари %сщик;ий сонлардан иборат були­
ши келиб чикдди.

Фараз килайлик, Я хос сон ва унга мос булган (р{х) 
хос функция комплекс булсин:
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А = А1 +/Л2, <р(х) = q > j { x )  + i(p2(x) ’ 

ср(х) = K(x,y)<p(y)dy .
a

Охирги тенгликда кушма миедорларга утиб,
_  _ъ _
(p(x) = ?ij К(х, y)cp(y)dy

а

тенгликни хосил киламиз. Бундан дархол А хам хос сон, 
унга м ос <р(х) — хос функциялиги келиб чикади. Агар А 2 Ф О 
булса, исботланганга асосан 

ь _  ь
|<p(x)(p(x)dx = J | ф(х) |2 dx = 0  .
а а

Бундан (р(х) нинг айнан нолга тенг эканлиги келиб 
чикади, хос функциянинг таърифига асосан бундай були­
ши мумкин эмас.

Демак, А 2= 0 , яъни А — хаки кий сон. Симметрик яд­
ронинг яна бир мухим хусусиятини айтиб утамиз: х,ак,ищий 
симметрик ядронинг спектри буш булмайди. Бунинг исбо- 
тига биз тухтамаймиз.

6. Вольтерранинг биринчи тур тенгламаси. Вольтерра- 
нинг биринчи тур .

^ K(x,y)cp{y)dy = f ( x )  (45)
а

интеграл тенгламасини текширамиз.
Фараз килайлик, (45) тенгламанинг ядроси ва озод хади 

КУЙидаги шартларни каноатлантирсин:
1) К /х , у ) ,  f'(x )  лар мавжуд ва узлуксиз функциялар,
2 ) К(х,х) хеч каерда нолга айланмайди.
Бу з^олда (45) тенгламани х  буйича дифференциаллаб, 

Вольтерранинг иккинчи тур интеграл тенгламасига олиб 
келамиз:

X
К(х,х)(р(х) + J Кх (х, y)(p(y)dy = / ' ( * )  (46)

а
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(р(х) + J К * (х, y)(p{y)dy = f * ( x ) ,
а

бунда

К *(х у) = КА Х̂ 1  / .  = _ZM _.
К ,У> К(х,х) ’  J К (х,х)

Юк,орида келтирилган шартлардан энг мух,ими К(х,х) 
нинг нолга айланмаслик шартидир, чунки х  нинг бирор 
Кийматида К(х,х) нолга тенг булиб к,олса, Вольтерранинг 
биринчи тур интеграл тенгламасини текширишда катта 
кийинчиликларга дуч келинади. Бу \олда (46) тенглама 
учинчи турдаги интеграл тенгламадан иборат булади. Ле­
кин айрим хусусий хщларда бундай тенгламаларнинг ечим- 
ларини хатто квадратурада ёзиб олиш мумкин булади.

Мисол сифатида Абель тенгламасини текииирамиз.
7. Абельнинг интеграл тенгламаси. Абельнинг

f <P(y)dy 
J ( x - y f

f (x ) ,  0  < a < 1 x > О

интеграл тенгламасини

f <p(y)dy
= / w

куринишда ёзиб олиб, уни — L— га купайтирамиз ва t
(x-t)

буйича 0  дан х гача интеграллаймиз:

г dt f  <p(y)dy _  г

i  o-y)a |(*-o l-a

Бу тенгликнинг чап томонига 2- § нинг 3- бандца келти­
рилган Дирихле формуласини куллаймиз:

dt
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Бу тенгликнинг унг томонидаги ички интегралда 
t = y  +  ( x —y)s алмаштиришни бажарамиз. У \олда

f dt _  f ds
J (x-t)l~a(t-y)a ~  J ( l - s f j 1"0
У 0

= B(a, 1 -  a) = Г (а )Г(  1 -  a) = -Д -

булади.
Шундай килиб,

— f <p(y)dy = I"
s i n m z J  J  (x-t) a

о  о

ёки
X

_  s i n r c a  d f  f(t)dt(p(x) dx J  (X-t) 1-or '

Агар f(x) узлуксиз дифференциалланувчи функция 
булса, охирги тенгликнинг унг томонида аввал булаклаб 
интеграллаб, сунгра дифференциаллаш амалини бажарсак,

/  ч s i n  паФ(х) = / ( 0)  Г  f\t)dt
I (*-/)'‘ a

формулага эга буламиз.
Хусусий хщда, агар а = | булса, I боб таутохрон тугри- 

сидаги масалада хрсил булган интеграл тенгламанинг ушбу

<pW  = 1 4
п dx i Jx-tо

ечимини ^осил киламиз.

4- §. Сингуляр интеграл тенгламалар

1. Интегралнинг бош киймати. Математик анализ кур- 
сидан маълумки, интеграл йигиндиларнинг лимити сифа-
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тида аникданган интеграл фак,ат чегараланган функция­
лар учун маънога эгадир. Агар интеграл остидаги функ­
ция чегараланмаган булса, у холда хосмас интеграл ту- 
шунчаси киритилади. Буни эслатиб утамиз.

f(x) функция а < х  < b кесмада аникданган булиб, бу 
кесманинг с нуктаси атрофида чегараланмаган булсин. .Пе­
кин мусбат £ , ва г  г сонлар к;андай кичик булмасин f(x) 
функция а < х < с — £ х, с + £  2 < х < b кесмаларнинг хар 
бирида интегралланувчи булсин. Ушбу

йигиндини тузамиз.
Агар бу йигинди £ , ва £ 2 бир-бирига боглик, булмай 

нолга интилганда лимитга эга булса, бу лимит f(x) функ­
циянинг хосмас интеграли дейилади.

(47) йигинди, £ , ва £ 2 бир-бирига боглик, булмай нолга 
интилганда лимитга эга булмаслиги, лекин £ , ва е 2 
бирор муносабат билан боглик, булиб нолга интилганда 
лимита мавжуд булиши мумкин.

тенгликка эга буламиз. (48) микдор £ , ва е  2 нолга ин­
тилганда лимитга интилмайди, чунки нисбат бу холда 
ихтиёрий узгариши мумкин. Агар е , ва £ 2 бир-бирига
боглик, булса, масалан £ , = к£ 2, бунда к — мусбат узгар­
мас, у холда (48) йигинди лимитга эга булиб, бу лимит

ь
J f { x ) d x +  | f(x)dx (47)
о

'  х - с  ’
миз. (47) йигиндини тузиб,

Мисол учун f(x) = —7 - ,  а < с  < b функцияни текшира-

(48)
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In — + In к
с -a

га тен г булади. Хусусий холда е , =  е 2= £ десак,

lim
£-»0

с - е  о

f . *  + f 
J х - с  J х - с

= In 6 -с

тенгликни хосил к,иламиз. Бу мисолдан сунг куйидаги таъ- 
рифни киритамиз.

f(x)  функция а < х < b кесмада аникданган булиб, мус­
бат £ сон  к,андай кичик булмасин бу функция а < х  < с — £ 
ва с +  £  < х < b кесмаларда интегралланувчи булсин. Ушбу 
лимит (агар у мавжуд булса)

lim
£—>0

J f (x )d x+  j  f (x)dx

f(x) функциядан a < x < b ораликда олинган интеграл­
нинг Коши маъносидаги бош к,иймати дейилади.

“ Ингтегралнинг бош киймати” урнига купинча сингу­
ляр (махсус) интеграл деб айтилади.

Биз сингуляр интегрални оддий 
ь
J f(x)dx
а

символ билан белгилаймиз. Сингуляр интегрални ифода- 
лашда

h ■Ь **
V.P.\ f(x)dx;  | f(x)dx;  J f(x)dx

a a a

си м вол л ар  хам ишлатилади, бунда V ва Р — 
франзузча valeur principale сузларининг биринчи харфла- 
ри булиб, узбекчада “ бош к,иймат” ни билдиради. Агар 
оддий (хюс ёки хосмас) интеграл мавжуд булса, сингуляр 
интеграл бу оддий интеграл билан устма-уст тушади. (48) 
формуладан ушбу
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сингуляр интегралнинг мавжудлиги келиб чикади.
f(x) функция а < х < b кесмада аникланган булсин. Агар 

а < х  < b кесманинг ихтиёрий иккита х [ ва х2 нуктаси учун

| / ( х , ) - / ( х 2)|< А |х, - х 2 Г

шарт бажарилса, f(x) функция а < х < b кесмада Гёльдер 
(Н) шартини каноатлантиради дейилади, бундаги а, А — 
мусбат узгармас сонлар, шу билан бирга 0 < сх<  1. А — 
Гёльдер узгармаси, а  — Гёльдер курсаткичи деб  юрити- 
лади.

Бу таърифда f(x) функция кесмада берилган эди. Аммо 
функция бирор очик, ёки ёпик, эгри чизикда берилиши 
х,ам мумкин. Икки узгарувчили функция учун таърифни 
шу \ол учун берамиз.

L — очик, ёки ёпик, силлик, эгри чизик, булиб, Ц> (t, т) 
L да берилган функция булсин. Агар L да ётувчи икки 
жуфт t, т ва tx, тх нук,талар учун

тенгсизлик уринли булса, (p(t, т) функция L  да Гёльдер 
(Н) шартини каноатлантиради деб айтилади, бунда К, ц , 
V — мусбат узгармас сонлар, шу билан бирга /и <  1, v < 1. 

Энди, юкорида курган интегралдан умумнйрок

интегрални текширамиз, бунда (х) — Гёльдер шартини 
каноатлантирувчи бирор функция. Бу интегрални

ь
(50)

а
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куринишда ёзиб оламиз. Бу тенгликнинг унг томонидаги 
биринчи интеграл хосмас интеграл сифатида мавжуд, чунки 
Гёльдер шартига асосан

иккинчи интеграл эса (49) билан устма-уст тушади, яъни 
у сингуляр интегралдир.

Шундай к,илиб, ф (х) функция Гёльдер шартини цано- 
атлантирса, (50) интеграл Коши буйича бош щймат маъ- 
носида мавжуд булиб, у  куйидагига тенг булади.

Сингуляр интеграл тушунчаси эгри чизикди интеграл- 
лар учун х,ам худди юк,оридагидай киритилади.

L — булаклари силликёпик,ёки очик,эгри чизик, булсин. 
L эгри чизик, ёйининг бирор нуктадан бошлаб саналади- 
ган узунлиги s булсин. Эгри чизик, параметрик 
t(s) =  x(s) +  iy(s) тенгламасидаги x(s), y(s) функциялар ик­
кинчи тартибгача узлуксиз х,осилаларга эга булсин, яъни 
L эгри чизикнинг эгрилиги узлуксиз. т е  L , У — етарли 
кичик радиусли \ t - х  \ = е  айлана, Аг — ёпик, \ t -  т |< £ 
доирадан ташк,арида ётувчи L нинг к,исми булсин. Рав- 
шанки,

лимит мавжуд булса, у интегралнинг Коши маъносидаги бош 
к,иймати ёки сингуляр интеграл дейилади. Буни х,ам, худди 
юк,оридагидек, интегралнинг оддий символи билан бел- 
гилаймиз:

х - с  \х-с\

ь ь

а а

Le

интеграл оддий тушунчада маънога эга. 
Агар

lim / е(т) = / (г )
е —>0

( 51)L
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Агар f(t) функция Гёлъдер шартини цаноатлантирса, (51) 
сингуляр интеграл мавжуд булади.

Энди комплекс узгарувчили функциялар курсидан маъ- 
лум булган айрим тушунчаларни эслатиб утамиз. Ёпик 
силлик L эгри чизик, билан чегараланган сохани D+ ор­
кали, D++ L нинг барча комплекс текисликкача тулдирув- 
чисини D -  оркали белгилаймиз. Агар f(z) —D+ да анали­
тик, D++L  да узлуксиз булса, ушбу Коши

формуласи уринли булади. Энди/ft) функция булаклари сил­
лик ёпик, ёки очик, L эфи чизикда узлуксиз булсин. У х,олда

интеграл Коши типидаги интеграл дейилади, f(t)  унинг
зичлиги, эса ядроси деб юритилади. 

t-z
L ни ёпик, силлик, эгри чизик хисоблаб, F+ ( г  )  оркали 

z нукта L нинг ичидан туриб L даги т нуктага интилган- 
даги F(z') нинг лимит к,ийматини, F~(t) оркали L нинг таш- 
Карисидан интилгандаги лимит кийматини белгилаймиз.

Агар f(t) функция L да Гёльдер шартини каноатлан- 
тирса, у холда

формулалар уринли булади, бунда интеграллар сингуляр 
интеграллардир.

(53) ва (54) Сохоцкий — Племели формулалари деб ата- 
лади.

Бу формулалар туррисида айрим фикрларни айтиб ута­
миз. L эгри чизик буйлаб соат милига карши х,аракат 
килинганда, бу билан чегараланган соха чап томонда кола-

F(z) = —  f f{t)dt 2ni J t-z
L

(52)

L

L
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ди деб фараз киламиз. z нукта т га интилиши тугрисида 
гапирилганда, z нукта \аракати давомида чизилган эгри 
чизик, L контурга уринмайди деб ^исоблаймиз, акс \олда 
бу формулалар тугри булмаслиги мумкин.

Агар L ёпик эгри чизик булмай, оддий ёйдан иборат 
булса, “ со^анинг ичидан” ва “ со^анинг ташкарисидан” 
тушунчалари маънога эга булмайди, шунга карамасдан, (53) 
ва (54) формулалар уз кучини сакдаб колади. Бу х,олда L 
бирор L' ёй билан соат милига карши айланиб утиладиган 
ёпик контургача тулдирилади. D — бу контур билан чега­
раланган со^а булсин. У \олда (53) ва (54) формулаларда- 
ги + ва — белгиларни мос равишда D со^анинг ичидан 
ёки ташкарисидан йуналиш деб тушунилади.

Ушбу JL  ифода, бунда t ва т  — L контурнинг нукта-
t -z

лари, Коши ядроси, ctg эса, бу ерда а  ва s — [0,2 л:]
2

оралик,да узгарадиган \акикий узгарувчилар, Гильберт яд­
роси деб айтилади.

2. Сингуляр интеграллар композициясининг формуласи.
L — ёпик силлик эгри чизик булиб,

f ( T\ _  * f fO )dt

L

L

булсин, f 2( т )  функциянинг бевосита f(t) оркали кандай 
ифодаланишини топамиз. Шу максадда Коши типидаги

интегралларни текширамиз. (53) формулага асосан

L

7 — М. Сало\иддинов 97
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„ к , ) - ' * , » *
L

Б ул ардан /,(т ) ва /  ( т )  функцияларнинг аниклани- 
шига кура 2

у;(т) = ф+( т ) - 1 / ( т ) ,  / 2 (т) = <Р|+( т ) - 1 / , (г )  (56)

тенгликларни \осил киламиз. (56) дан/ ,  ( г  ) нинг кийма­
тини (р, га олиб бориб куямиз:

1 2ni J  t - z  4я/ J t - z  (5 7 )
L L

(57) даги биринчи интеграл Коши интегралидир, чунки 
унинг зичлиги cp+(t) L эгри чизик, ичида аналитик (p(z) 
функциянинг лимит к,иймати. Демак, бу интеграл (р (т) га 
тенг. (57) даги иккинчи интеграл эса j(p(z) га тенг. Шун­
дай килиб,

<Р\(г) = \<p(z) ва <?Г(т) = j <р+ (г) .

(56) тенгликдан

/ 2(т ) =  ^ Ф + ( т ) -  i  <р+ ( т ) - ^ / ( т )

f x( x )  функциянинг ифодасини

L

куринишда ёзиб олсак, сингуляр интегралларнинг компо- 
зицияси булган ушбу

' [ А [ Л Й = ‘ / ( Т) (58)
(2л iу  3 t-тЗ j - /  4 у v 7

Пуанкаре — Бертран формуласини \осил киламиз. (58) 
формулада икки каррали сингуляр интефалда интеграл- 
лаш тартибини узгартириш мумкин эмас; агарда интег- 
раллаш тартибини узгартирсак,
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интеграл хосил булади, бу интеграл эса нолга тенг. 
Хак>икатан хам д ф т  булса,

dt
(g -t )O -T ) д-т

dtГ dt С jh
J 1-т J t -

C52) формулада f(t) = 1 булсин. Агар z нук,та L эгри чи- 
зикнинг ичида ётса, F(z) =  1 булади. Бу холда, (53) форму- 
ладан

2 я/

Худди шундай

Демак,

г dt _  1
J1 Т̂т ~ 2 ■

L

С dt _  1
I J t - c  2 ■2ni J t - c

L

dt
(g-t)(t-r) 0 , £ * т .

Агар f(t, g )  функция L да Гёльдер шартини каноатлан- 
тирса, (58) га нисбатан умумийрок,

(59)

Пуанкаре — Бертран формуласи тугри булади [15]. Агар 
fO, Я J  функция t га боглик, булмаса, (59) дан дархол (58) 
формула келиб чикдци.

3. Коши ядроли сингуляр интеграл тенгламалар. Интег­
рал тенгламанинг К(х,у) ядроси х =  у  булганда чексизлик- 
ка айланиб, интеграл Коши буйича бош к,иймат маъноси- 
да мавжуд булса, бундай интеграл тенглама сингуляр ин­
теграл тенглама деб юритилади. Коши ядроли интеграл 
тенглама
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а(т)<р( т) + | cp(t)dt = Д т)
L

куринишда ёзилади, бундаги L — очик, ёки ёпик, силлик, 
эгри чизик,.

L да берилган а( т  ) , f ( t ), М( т  ,t) функцияларни Гёль­
дер шартини к,аноатлантиради деб х,исоблаймиз. (60) тенг­
ламанинг ядросини

_  М(т,1)-М(т,т) М(т,т)
T - t t-т t-т

куринишида ёзиб оламиз. Ушбу

М(т,г) = т ,  -  = K(T,t)711 T-t

белгилашларни киритсак, (60) тенглама

а{ г ) ф )  + ^  J ̂ d t  + J K(T,t)cp(t)dt = /(т) (61)
711 J t - Т J

L L

куринишда ёзилади.

а(т)<р(т) + —  {  ^  = / ( т) (62)
L

тенглама (61) тенгламага мос булган характеристик тенг­
лама дейилади.

Куйидаги

s(t) =  a(t) +  b(t), d[r) = a{x) -  b(t) (63)

функцияларни L да нолга айланмайди деб \ис»блаймиз.
Бу ^олда (60) ёки (61) тенглама нормал типдаги тенг­

лама деб айтилади.
Сингуляр интеграл тенгламалар учун Фредгольмнинг 

теоремалари, умуман айтганда, уринли булмайди. Нормал 
типдаги (61) куринишдаги нитеграл тенгламаларнинг на- 
зарияси Н. И. Мусхелишвилининг китобида баён к,илин- 
ган [15]. Биз бу ерда айрим хусусий х,олларнм курамиз. 
Аввало (62) тенгламада а ( т ) = 0 ,  Ь(т) =  1 х;олни, яъни 
биринчи турдаги
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z,

тенгламани текширамиз. L — силликёпик контур булсин.
(58) Пуанкаре — Бертран формуласига асосан

функция (64) тенгламани каноатлантириши келиб чита­
ли. Бу тенгламанинг ечими ягона эканлигига ишонч ^осил
килиш кийин эмас. Хак,ик,атан \ам, (64) тенгламанинг \ар
икки томонини _L —L  га купайтириб, т буйича интег-
раллаймиз.

(65) формулани эътиборга олсак, (6 6 ) ни \осил кдла- 
миз. Киска килиб айтганда, (64) ва (6 6 ) формулалар (65) 
га асосан, бири иккинчисининг натижасидир. Энди (62) 
тенгламадаги а ( т)  ва Ь (т)  коэффициентлар узгармас 
булсин. L — бу ^олда х,ам силлик ёпик контур

(65)

Бундан дархрл

( 66)
L

ni т-д

(67)
I

Бу тенгламанинг \ар икки томонига

операторни куллаймиз:
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Бундан дархол, (63) ифодалар нолдан фаркди булган- 
лиги сабабли, (65) формулага асосан

<68>

ни хосил киламиз. (6 8 ) формула билан аникланган ф(т)  
функциянинг (67) тенгламани каноатлантиришига ишонч 
хосил килиш кийин эмас.

Умумий (61) тенгламани текширилганда

Му/  = a(t)y/(t) -  dg711 J C-t 
L

операторни куллаш натижасида, (61) тенглама Фредгольм 
тенгламасига келади. Агар а, Ь — узгармас булса, хосил 
булган Фредгольм тенгламаси (61) тенгламага эквивалент 
булади. Умумий холда, кушимча текширишларни олиб 
боришга тугри келади.

Агар L — ёпик, контур булмаса, Пуанкаре — Бертран 
формуласи уринли булмайди, ва натижида юкорида баён 
килинган сингуляр интеграл тенгламаларнинг ечиш усу- 
лини татбик килиш мумкин булмай колади. Бу ерда биз 
сингуляр интеграл тенгламани Риман номи билан аталув- 
чи масалага олиб келиб ечиш усули туррисида тушунча 
бериб утамиз. Бу усул очик контурлар учунгина эмас, бал­
ки ёпик контурлар учун хам кулланилади.

L — булаклари силлик очик эгри чизик булсин, (62) 
тенгламани текширамиз. Зичлиги <p(t) булган Коши ти- 
пидаги

L

интегрални караймиз. Сохоцкий — Племели формуласига 
асосан

ср{ т) = F +(r) -  f (  г), ^  J Ч Ш  = F +( г) + F-(z)
L

тенгликларга эга буламиз. Буларни (62) тенгламага куйсак, 

[а(т) + Ь{т)] F +(z) -  [а(т) -  Ь(т)] F~{т) = / ( т )
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ё ки

F + (r) =  g ( r ) / ’- ( r )  +  / ,(T ) (69)

тенглик \осил булади, бунда

Шундай килиб, биз куйидаги Риман масалага келдик.
Лимит цийматлари L эгри чизицда (69) шартни кано­

атлантирувчи F(z) функция топилсин.
Бу масала улаш масаласи ёки Гильберт масаласи х,ам 

деб юритилади. Риман масаласининг тула назарияси [15] 
да баён  килинган.

Агар а(т)  ва Ь(т)  функциялар узгармас булиб, L од­
дий силлик ёйдан иборат булса, Риман масаласини ечиш 
унчалик кийин эмас. F(z) функция

куринишга эга булсин деб х,исоблаймиз ва a>(z) ни шун­
дай тлнлаймизки, у

шартни каноатлантирсин, яъни бир жинсли Риман маса- 
ласин.инг ечимидан иборат булсин. L ёйнинг бошлангич 
ва охирги нукталарини а ва Р оркали белгилаб,

функцияни текширамиз, бунда m — бирор узгармас сон. 
а  нуктанинг атрофини соат милига карши айланиб утганда 
co(z) функция e~mm купайтувчига эга булади. Шундай 
килиб,

F(z) = <P(z)(o(z) (70)

(а + b)co+(т) = (а -  b)co (т) (71)

(72)

ш '(т) = е2гг"”ш+(т).

m сонни

glnim _ (1Л-Ь
а-Ь
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шартдан аник^аймиз. Бу х;олда (72) функция (71) тенгла­
мани кдноатлантиради. Энди co(z) нинг цийматиии (70) 
га, сунгра уни (69) га куйсак,

Ф+(т) -Ф"(т) = Щ { ^  
а+Ь ^ т -а

тенглик хосил булади. Бу эса Риманнинг содда масаласи 
булиб, осонгина ечилади.

Сохоцкий — Племели формулаларидан курин и б  туриб- 
дики, Ф(г) учун ушбу

Ф ( г ) =  .....1...... f { t s r i m
w  2ni(a+b) i ^ t - a  )  t - z

Коши типидаги интегрални кабул килиш мумкин. Бу 
холда

F(z) = -... 1
v<-;  2пЦа+Ь) [  z -P  )  J  ̂I- а  ) t - z

Демак, а ( т ) в а .Ь ( т )  лар узгармас, L оддий ёй булган 
холда (62) тенгламанинг ечими

(p (r )  =  F + ( r ) - F - ( r )

Сохоцкий — Племели формуласига асосан дархол аник,- 
ланади:

(73) ечим, умуман айтганда, ягона эмас. Бунга ишонч хосил 
к^лиш учун яна кушимча тадкикртларни ол и б  бориш за­
рур булади. Текширйлаётган холда бир жинсли (62) тенг­
ламанинг ечими

дан иборат булади. (62) тенгламанинг умумий ечими куйи- 
даги формула билан аникданади:
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бунда с — ихтиёрий узгармас сон. Бу узгармас сонни тан- 
лаш натижасида Ф (т)  ечим L ёйнинг у ёки бу четида, ёки 
иккала четида ?̂ ам чегараланганлигини таъминлаш мум­
кин. Агар L ёпик, контур булса, яъни а = ( } ,  бу *олда та- 
биий с* =0 , ва (73) дан дарх,ол (6 8 ) формула келиб чикади.

4. Хильберт яд рол и сингуляр интеграл тенгламалар. 
Куйидаги тенгламани курамиз:

А  | <p(cr)ctg ̂ Z id a  = f ( s ) ,  (74)
о

бунда (/> (s) — номаълум,/^ — берилган функциялар булиб, 
Гёльдер шартини каноатлантирадилар. (74) тенгламани 
текширишдан аввал 3- банддаги (62) ва (64) тенгламалар­
ни L м:аркази координата бошида ва радиуси бирга тенг 
айлана булган хусусий \олда караймиз.

t - e io, r = eis <«>-

булсин. У \олда
dt ie '°da  

7=7 “  е '°  - e ' s

Бу ифоданинг сурат ва махражини е ' 2 га купайти- 
рамиз ва

е'г = cos z + i sin z, e~lz = cos z -  i sin z 

Эйлер формулаларидан фойдаланамиз:
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<Р(т) ва f(z) ларни <Р(о) ва f(a) оркали белгилаймиз 
(бутун к сон  учун, табиий Ф (а  + 2 к л  J = <Р (сг),
f ( o  +  7 к п ) = f (o )  деб х,исоблаймиз) ва f(o )  ни \ f {a )  га
алмаштирамиз. У х,олда (62) ва (64) формулалар, мос ра­
вишда куиидагича езилади.

2 п  2 я

2 Я О
I <р(о)ctg E - l d a  + ^ J  <p(o)do = f ( s )  t (75)

2^ J /(cr)ctg ̂ Y~da + ~ j  f(t j)do = -<p(s) _ (76)

Бу формулалардан Гильбертнинг тескарилаш формула- 
ларини, яъни (74) тенгламани ечиш формуласи и  и ва унга 
тескари формулани осонгина топиш мумкин. (74) тенглама

2я

J f (o )d a  = 0  (7 7 )
О

шарт бажарилгандагина ечимга эга булиши мумкин. (74) 
нинг ечими бор булсин. (77) ни х,осил килиш учун (74) 
нинг хдр икки томонини s буйича 0  дан 2  п  гача интег- 
раллаймиз

2 п 2 л  2 л

J d s ^  (p(a)c tg^-da  = J f(s)ds
о о

еки

Ушбу

J cpiq)da J ctg ~  ds = J f{s)ds .

2 n
J ctg ds = 0 (78)

куриниб турган тенгликни эътиборга олсак, (77) келиб 
чикдци. (77) шарт бажарилди деб фараз килиб, (74) тенг­
ламанинг кушимча
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2л

| (p(a)da = О 
о

шартни каноатлантирувчи ечимини излаймиз. Аммо, бу 
шарт бажарилганда (74) тенглама (75) тенглама билан уст- 
ма-уст тушади, (75) тенгламанинг ечими эса (76) формула 
билан аникланади, яъни (76) шарт бажарилганда

<P(s) = -  2“  /  /(^)ctg da . (80)
о

(74) ва (80) формулалар (77) ва (79) шартлар билан бир- 
галикда Гильбертнинг тескарилаш формулаларини ифода- 
лайди.

Биз (74) тенгламанинг кушимча (79) шартни каноат- 
лангирувчи ечимини топдик. Хамма бошка ечимлар то- 
пилган ечимга ихтиёрий узгармас сонни кушиш натижа- 
сида х,осил булишини курсатамиз. Аввало, равшанки 
Ф (crj + const (78) ча асосан ечим булади. Энди <Р{(о ) — 
(74) тенгламанинг бирор ечими булиб,

2 п
(р*{о) = щ { о ) ~  J- ^<px{o)do  (81)

О

булсин. Бу функциянинг (74) тенгламани каноатлантири- 
ши равшан. (81) тенгликдаги интегрални С оркали белги­
лаб, (81) нинг икки томонини 0  дан 2  л  гача интегралла- 
сак, <Р’(а) нинг кушимча (79) шартни каноатлантириши 
х,ам келиб чикади, лекин бундай ечим ягона булгани учун 
у топ илган (80) ечим билан устма-уст тушади. Бундан дар- 
^ол ср , (о) = (р ’(а) + С эканлиги келиб чикади.

(74) ва (80) формулалардан дар^ол Гильберт ядроли 
сингуляр интеграллар композициясининг ушбу

W Y  /  CtS dcj =
0 0

формуласи келиб чикади.
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Юкорида айтилганларга асосан куйидаги тескарилаш 
формулалари келиб чикдди:

~  j  <p(a)ctg ~ ~  do  = f (s )  -  i -  J f ( o ) d a  f (82)2 7t
0

2 я 2яJ 
2л

i/I
J /(cr)ctg ^ - d a  = (p(s) -  ̂  J <p(cr)rfcr . (83)
о 0

Бу формулаларни бундай тушуниш керак: агар <Р (а) ва 
f(o ) — Гёлвдер шартини кдноатлантирувчи функциялар булса, 
у хрдца (82), (83) формулаларнинг биридан иккинчиси ке­
либ чикдци. Хдкжатан \ам, (82) формула уринли булсин, 
унинг унг томонини Ij/(s) оркали белгилаб оламиз, яъни

2п
~  J (p(a)ctg ^ - d o  = y/(s); (84)

О

V(s) = f ( s )  -  ^  j  f (o )d o .  (85)

(84) тенгламанинг унг томони (77) шартни каноатланти- 
ришига ишонч \осил килиш кийин эмас. Бунинг учун (85) 
тенгликнинг хдр икки томонини ds га купайтириб, 0  дан
2  7Г гача интеграллаймиз:

2я 2я 2я ( 2  я

J 1ff(s)ds = J f(s)ds  -  - ~ j d s  J f(a )da  
0 0 0 ^ 0  

2я 2я

= J f(s)ds  -  J f(o)dit  = 0 .
о 0

Бундан, (78) га асосан, аввалги айтганларни эътиборга 
олсак,

2я

<p(s) = -  J у/{сг)ctg ̂  da + const =
О

= - i J /<CT)ct8 £r ' ,a  + c (8 6 )о
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тенгликка эга буламиз, бунда с — бирор узгармас. (8 6 ) нинг 
хар икки томонини ds га купайтириб, 0  дан 2  л  гача ин- 
теграллаб

ни хосил к,иламиз. с нинг бу цийматини (8 6 ) формулага 
Куйсак, (83) формула келиб чик,ади. Худди шунга ухшаш, 
(83) дан (82) ни хосил к,иламиз.

(82) ва (83) формулалардан бошкачарок.

формулалар хам уринли булади.
Бу формулаларни исботлаш катта кийинчилик тугдир- 

майди. Фараз килайлик, (87) тугри булсин. Бунинг хар 
икки томонини ds га купайтириб, 0  дан 2  к  гача интеграл- 
лаймиз. (78) га асосан

тенгликка эга буламиз. Бунга асосан (87) формула (82) га 
келади. Кейинги мулохазалар аввалгиларни к,айтаришдан 
иборат булади. (87) дан f(s) нинг кийматини (8 8 ) га куйиб, 
(78) ли эътиборга олсак, (79) шарт бажарилмаган холдаги 
КУйидаги Гильберт формуласи келиб чикдди:

о

2 п 2 тг
2^ | (p(a)ctg ^LJ-da + ^ j  <p(a)da = f ( s ) ) (87)

0 0

j / ( a ) c t g ^ - d a +  ^ j  f (a)d a =cp(s) (8 8 )
0 0

J <p(a)da =1  f (a )d a
о о

^  {  ctg de j  cp(a)ctg da 
7 0 0

= -<p(s) + 2̂ T J  (p{o)da. (89)
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Гильберт ядроли сингуляр интеграл тенглама 

a(s)(p(s) + ^  j  (p (a)c tg ^-d a  K(s,a)(p(a)da = J(s)  (9 0 )

куринишга эга булади, бунда a(s), b(s),f(s), K(s,o) — х;акикий 
функциялар булиб, Гёльдер шартини кдноатланти ради, шу 
билан бирга K(s, а) ядро учун а  = s нуктада

О < а < 1

тенгсизлик уринли булиши мумкин.
Ядро K(s, а) = 0  булганда, (90) га мос булган

Ц> = a(s)<p(s) + ^ ~ - j  <p(cf)ctg da = f{s) (91)

характеристик тенгламага эга буламиз.
Агар a(s), b(s) функциялар узгармас булса, (9 1) тенгла­

мани куйидаги усул билан ечиш мумкин.
Ушбу

2п
May = aco(s) -  A  J* tu(<7 )ctg ds

о

белгилашни киритиб, бунда со (s) — ихтиёрий функция,
(91) тенгламанинг \ар икки томонига бу операторни 
куллаймиз:

MLcp = F(s) ’ F(s) = M f

еки

J>_
In

ML(p = a

2 n

a(p{s) + 2 -  J <p(o)ctg ~  do
0

Г 2 n
I ctg^ - d e  скр(в) + A  ^ (p{a )cig^±d a = F(s).
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(89) формуладан фойдалансак, бу тенглама

2 л

(а2 + b2)(p(s) -  —  J  (p(o)da =  F(s) (92)
о

куринишда ёзилади.
Агар а 2 +Ь2 *  о булса, бу тенглама айниган ядроли содда 

Фредгольм тенгламасидан иборатдир.
Агар а*  О булса, (92) тенглама (91) га эквивалент экан­

лигини курсатамиз. Шу мак;садда (92) тенгламани

ML(p — Mf  = 0 ёки M(L(p  — f ) О

куринишда ёзиб оламиз. L(p—f  =  со белгилашни кирит- 
сак, Ма> = 0 ёки туликрок, ёзсак,

2 л

^  {  «(cT)ctg ^  dcr = 0
о

тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг \ар икки томонига
2л

Ly/ = ay/is) + ^  j  V(o)ctg ~  do

операторни куллаймиз. У холда со (s) функция кдноатлан- 
тириши зарур булган

2 л
ьaa>(s) (o(o)ctg ^  do

2п " 2 п
+ j ^ j c t g ^ d e  асо(в) -  ^  j  c o (o )c t g ^ -d o =  0

тенгламани х,осил киламиз. Бундан дархол (89) формула­
ни куллаб,

2 2л

(а2 + b2)co(s) -  ~  | co(o)do = 0
о
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тенгламага келамиз. Охирги тенгламадан со (s) =  const экан­
лиги келиб чикдди. Аввалги тенгламага co(s) = со (о) = с ни 
куйиб, а2с = 0  ёки с = 0  ни \осил киламиз.

Демак, co(s) =  0 ёки L <?>—/ =  0, яъни (92) тенгламадан 
(91) тенглама келиб чикди. Иккинчи томондан, юкорида 
курдикки, (91) тенгламадан (92) тенглама келиб чиккан 
эди.

Шундай килиб, бу тенгламаларнинг эквивалентлиги 
исбот булди.

(92) тенгламанинг ечимини 3 -§  нинг 1- бандида кур- 
сатилган усул билан топиб олиш кийин эмас.

2 я

J q>{o)da = с

деб белгиласак, (92) тенгламадан

« > «  -  -Р Ъ  * <93>

ни Х.ОСИЛ киламиз. Ф (s) нинг бу кийматини (92) тенглама­
га куйиб с ни топамиз:

2п
1с = —j  J F(a)da .

Бу с ни (93) га куйиб, Ф (s) нинг ифодасини эътиборга 
олсак, (91) тенгламанинг изланаётган ечимини топамиз:

* < * >  =  4 - 2  -  j  / ( C T >c t 8  Ч " d s  +а +Ь 2л (а  +b ) J 1о
Ъ2 2«. (94) 
ГП2Т 1  f W v -2ла(а +Ь )

Агар а2 + Ь2 = 0  булса, исбот кдпиш мумкинки, (91) тенг­
лама умумий х,олда ечимга эга булмайди.

Агар а =  0 булса, (94) формула ярамайди, бу *олни 
биз b = 1 деб ^исоблаб, юкорида курган эдик.
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a (s ) , b(s) функциялар узгармас булган х,олда (90) тенг­
лам анинг \ар  икки томонига М  операторни куллаб, уни 
эквивалент булган Фредгольм тенгламасига келтириш мум­
кин .

"Умумий х;олда (90) тенгламанинг *ар икки томонига 
уш бу

2 я

Мсо = a(s)a>(s) -  ^  f co(o)ctg d a
2 я  J 20

операторни куллаб, Фредгольм типидаги тенгламани \осил 
килам из. Лекин бу тенглама (90) тенгламага эквивалент 
булмаслиги мумкин. Яна шуни ук,тириб утамизки, уму­
мий куринишдаги (90) тенгламанинг х,амма хоссаларини 
текш ириш га \ож ат йук,, чунки бу тенгламани Коши ядро- 
ли тенгламага келтириш мумкин [15].
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III Б О Б
ГИПЕРБОЛИК ТИПДАГИ ТЕНГЛАМАЛАР

1- §. Тулк,ин тенглам аси

1. Тор тебраниш тенгламаси. Даламбер формуласи.
Маълумки, торнинг эркин тебраниши

тенглама билан тасвирланади. ( 1) тенгламанигсг характе- 
ристикалари тенгламаси

dx2 — a2d t 2 = О

дан иборат. Бундан дархол (1) тенгламанинг характерис- 
тикалари х  — a t =  с,, х  + at = с2, с,, с2 — const, тугри  чизик*- 
лардан иборат эканлиги келиб чикади.

Умумий назарияга асосан

деб белгилаб оламиз.
Бу янги узгарувчиларга нисбатан (1) тенглам а

тенгламага келади. (2) тенгламани

£ =  х — a t , rj =  х + at

куриниш да ёзиб оламиз. Бундан
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бу ерда / ( 77) — ихтиёрий функция.
Х осил булган тенгламани, £ ни параметр деб караб, rj 

буйича интеграллаймиз, у *олда

= f  f(n)dr} + М €).

Ушбу
\ f { r ] )dri  = f 2(ri) 

белгилашни киритиб,

и ^ ,ц ) = Ш )  + Ш )

формулани ^осил киламиз. Бунда / 2(??) — ихтиё­
рий функциялар.

Эск:и х  ва t узгарувчиларга кайтсак, аввалги формула

« (х, t) = f x(x -  at) + / 2(jc + at) (3)

куриниш да ёзилади.
А г а f v f 2 икки марта узлуксиз дифференциалланувчи 

функциялар булса, (3) формула билан аник,ланган и(х, t) 
функция ( 1) тенгламанинг ечими эканлигига ишонч \осил 
к,илиш кийин эмас. (1) тенгламанинг (3) ечими Даламбер 
ечими дейилади.

Бу е чимдан фойдаланиб, чегараланмаган тор учун Коши 
масаласини, яъни ушбу

« U  =<р(х),  о =(pi ( х ) ,  - о 0 < х <«.  (4)

бошлан кич шартларни каноатлантирувчи ( 1) тенгламанинг 
ечимин и топиш к,ийин эмас.

Бу м асаланинг ечими мавжуд деб фараз к,иламиз. У 
х;олда, б у  ечим (3) формула билан аник,ланади (чунки у 
умумий ечим). (3) формуладаги / ,  ва f 2 функцияларни 
шундай топамизки, натижада (4) бошлангич шартлар к,ано- 
атланти рилсин, яъни

и (х ,0 )  = ^ ( х )  + f 2 (x ) = (p (x ),
ди
I t^ L 0 = a f;(x ) + a f ' (x )  = <p1(x ) .  (5)
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Иккинчи тенгликни интеграллаб,
X

~ f i{ x )  + f 2 {x) = ^ ( p , { s ) d s  + C  (6)
о

ни хосил киламиз, С — бирор узгармас.
(5) тенгликнинг биринчисидан ва (6 ) дан

О

/ 2 (х )  = ±<р(х) + ± \ < р  1 ( * ) *  + § .
О

f x в а ^  нинг бу кийматларини (3) формулага куйиб, ушбу

x - a t

формулага эга буламиз. (7) ни Даламбер формуласи дейи­
лади. Коши масаласининг ечими мавжуд д еб , (7) форму­
лани келтириб чик,ардик.

Агар берилган функциялардан (р (х) и к к и  марта, <р,(х) 
эса бир марта узлуксиз дифференциаллану»чи булса, (7) 
формула билан ани^ланган и(х, t) ф ункциянинг ( 1) тенг­
ламани ва (4) бошлангич шартларни к,аноатлантиришини 
текшириб куриш кийин эмас. Бу м асаланинг ягоналиги 
(7) формулани келтириб чикдриш усулидан дархол келиб 
чикдци. (7) формула билан аникланган а (х , t) ечим 
бошлангич шартларга узлуксиз боглик, булади. Х,ак,икатан 
Хам, хар бир е  > 0 учун шундай 8 >  0 ни курсатиш мум- 
кинки, (р(х) ва ф,(х) ни <р‘ (х) ва <р\ (*) га алмаштириш 
натижасида

|̂ >(л:) -  < <5, |<Р| (х) — cpj (х)| < S

булсин. (р[ (х) ва (р\ (х) бошлангич ш артларга мос ечим- 
ни ы,(х, t) орцали белгилаб олиб, и (х, t) — и, (х, t) айирма- 
ни бахолаймиз:
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\u (x, t ) -  И, (x, f) | <  i  |<p(x-a/)-<jp' (x-af)| +

2 
X + flf

|<р(х+а/)-<р'(х+й )̂|

2̂ - J |<Pi (5 ) - <р 1 (s ) |< fc < $  + 5 f.

бирор чекли ораликда узгарганда (яъни t e  [0 ; /0] да) S 
5 < шартни каноатлантирадиган килиб танлаб од­ни

сак,

\u (x ,t) -u ,(x , t) \< e ,  0 < t < t 0.

тенгсизл:икни \осил киламиз. Демак, (1), (4) масала кор- 
рект куйилган масала экан.

Энди (7) ечимнинг физик маъносини а н и к л а й м и з .  Шу 
максадда аввал (3) формулага мурожаат киламиз. Аввало 
f 2 =  0 булган хусусий ^олни курамиз, яъни торнинг сил- 
жиши

и (х, Г) = f / x  -  at)

формула билан аникланади.
Ф араз килайлик, торнинг тебранишини кузатувчи t — 0 

вактда торнинг х =  с нуктасидан чикиб, х  укнинг мусбат 
йуналиш и буйича а тезлик билан юра бош ласин, яъни 
унинг абсциссаси t вактда х =  с +  at ёки х — a t =  с форму­
ла билан аникданади. Бундай кузатувчи учун и = / х{х — at) 
формула билан аникланадиган торнинг силжиш и /,(с ) га 
тенг булиб, ^амма вакт узгармас булиб колади, яъни х  
УКнинг мусбат томонига 
караб  а те зл и к  билан  
\аракат килган киши тор- 
чинг нукгасини х;ар доим 
(с) баландликда куриш и 

серак. Д ем ак, тор \ам  
>нг том олга  караб а тез- 
(ик б илан  ^аракат килар 
кан (8 - чизма).
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и = f / x  — at) функция билан тасвирланадиган х,одиса турри 
тулциннинг тарцалииги дейилади.

Худди шунга ухшаш, и = f 2(x + at) ечим тескари тул- 
к,инни ифодалайди, бу тулкин х укнинг м анф нй йуналиш 
и буйича а тезликда таркалади. Бошлангич импульс, яъни 
тор нукталарининг бошлангич тезлиги нолга тенг булсин, 
(р/х) = 0 . Бу \олда ечим

u (x ,t) = ^ [cp (x -a t)  + (p(x + at)] (8)

формула билан ифодаланади. Бу формуладан ечим тугри 
ф (х — at) ва тескари ф (х + at) тулк,инларнинг урта ариф­
метик к,ийматидан иборат эканлиги келиб чик.ади. Бунинг 
графигини чизиш учун одатда бундай кдгсинади: t =  0 вактда 
и =  (р (х) функция графигининг иккита бир хил нусхасини 
ясаб, устма-уст куйилади. Сунгра икки томонта а тезлик­
да сурилади. Торнинг t вактдаги графиги юкоридаги гра- 
фикларнинг урта арифметиги сифатида х,осил булади, яъни 
торнинг бу графиги t вактда сурилган граф кклар ораси- 
даги ордината кесмаларини иккига булади.

Мисол учун бошлангич вактда тор учбурчак шаклда 
булсин (9- чизма).

(р(х) =

0, ( - а ,а )  дан ташкарида булганда 
х  + а , - а  < х  < 0 
- х  + а , 0 < х  < а.

10 - чизмаларда торнинг

. _  а  а  а  2а 
~  4а ’ 2а ’ 7  ’ ~а

вактлардаги графиги тасвирланган.
Бу чизмалардан куф и н яп ти ки , 

t < ~  булганда икки тулки н н и н г  устма- 
уст тушадиган кисми бор; t = ^  вакт-
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дан бош лаб, бу тулкинлар устма-уст тушмайди ва турли 
томонга кдраб узоклашади.

Ф араз килайлик, ср(х) функция бошлангич вактда 
бирор (— а, а) кесмада нолдан фаркуш булиб, бундан таш ­
карида нолга тенг булсин. Ю корида айтилганларга асосан 
тайин х  абсциссали тор нуктасининг тебраниш характери 
тугрисида гапириш мумкин. Агар х  > а  булса, бошлангич 
вактда торнинг нуктаси абсцисса укида ётган булиб, у 
бошлангич силжишда иштирок этмайди. Унг томонга караб 
\аракат  килаётган тулкин /, = вактда бу нуктага етиб 
келади ва бу нуктадан бошлаб торнинг нуктаси тебрана 
бошлайди. Тулкин текшираётган нуктадан утиб кетиши 
биланок, яъни t2 = вактдан бошлаб, бу нукта яна тинч 
\олатда булади. t { вактда х  нуктага тулкиннинг олдинги 
фронти, t2 вактда эса — орк,а фронт етиб боради. Шундай

Х ~  (X Х~\~С(Килиб, торнингтекширилаётган нуктаси ——  < t < —— ёки
— а <  х — at < а  ораликда тебраниш жараёнида иштирок 
этади. Агар 0 < х < а  булса, нукта оркали тугри ва тескари
тулкинлар утади. Икки тулкиннинг олдинги фронти нукта- 
нинг олдида жойлашган булади; тескари тулкиннинг орка 
ф ронти нукта оркали вактда, тугри тулкиннинг
орка ф ронти эса /2 = вактда утади. t > t2 булганда тор­
нинг нуктаси тинч \олатда булади, яъни х  укда ётади.

►.х

►
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Худди шунга ухшаш, ~ a < x  + a t < a  булганда нукта- 
лар тебраниш жараёнида иштирок этади; агар — а  < х  < О 
булса, нукта оркали тескари тулк,иннинг орка фронти утиб 
булганда, яъни t = да, тебранишлар тугайди.

Агар текисликда х  ва t узгарувчиларнинг Декарт коор­
динат системасини чизиб олсак, юкорида баён к,илинган 
жараённи яккол тасвирлаш мумкин. Текисликдаги хар бир 
(x,t) нукта t вактдаги абсциссаси х булган торнинг нукта- 
сига мос келади. Хусусий холда, абсцисса ( t=  0) укининг 
нукталари бошлангич вактдаги торнинг нукталарига мос 
келади.

Биз юкорида курдикки, агар — а  < х  — at < сх. булса, х  
нуктадан t вактдатугритулкин, агарда —а < х  + а г < а  бул­
са, тескари тулкин утади.

Текисликда х  — at  =  ± а ,  х +  at =  ± а  тугри чизиклар- 
ни, яъни ( 1) тенгламанинг характеристикалари ни чизиб 
оламиз. Бу холда t > 0 ярим текислик олти кисмга ажрала- 
ди ( 11- чизма).

х  — at = а

—а +а

11- чизма

Бу чизмада битта х  уки курсатилган. Тебраниш  факат 
I, II ва III зоналардагина содир булади, II зонада тугри 
тулкин, III да тескари тулкин, I да эса у хам, бу хам хара- 
кат килади. IV ва V зоналарга мос нукталарда хозирча теб­
раниш йук> чунки буларга тугри (IV зона), тескари (V зона) 
тулкинларнинг олдинги фронтлари етиб келмаган, VI зо-
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нага мос нукталарда эса тебраниш йук, чунки булар орк,а- 
ли иккала тулкиннинг х,ам орк,а фронтлари утиб кетган.

Ю цоридагиларга асосан, киска килиб, тулкинлар ха- 
рактеристикалар буйича таркалади деб айтиш мумкин.

Бошлангич силжиш нолга тенг, яъни ср (х) =  0 булган 
\олн и  курамиз. Бу х,олда Даламбер формуласи

jc+at

= i  J <Pi(s ) ds (9)
x - a t

куринишга эга булади. функциянинг бошлангич
ф ункциясини Ф /х )  оркали белгилаб оламиз, яъни

X
(j)rfs = ф, (jc) .

о

Бунга асосан (9) формула

и (х, t) =  Ф /х  +  at) — Ф /х  — at)

куриниш да ёзилади. Бундан куринадики, бу \олд а  *ам 
тугри ва тескари тулкинларнинг таркалишига эга була­
миз.

Ф араз килайлик, <р,(х) — а  < х  < а  ораликда нолдан 
фаркли мусбат функция булсин, бу ораликдан таш карида 
эса нолга тенг булсин. ( — °о, +  оо ) орал икни бешта булакка 
ажратамиз ( 12- чизма).
1. ( —°°, —a t —а ), 2 .(—a t—a , —a t+ a ) ,
3. ( —a t  + a , a t - a ) ,  4. ( a t - a ,  a t+ a ) ,  5. ( a t+ a ,  +«>,) .
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Торнинг тебринишини t>  j  вак,тдан бошлаб текши- 
рамиз. х  биринчи ораликда узгарганда (9) интегралнинг 
юк>ори чегараси —« д а н  кичик булади, барча интеграллаш 
оралиги (—а , а )  дан ташк,арида ётади, бу ерда (р/х) = 0  
булгани учун и х,ам нольга тенг булади. Худди шунга 
ухшаш, бешинчи ораликда \ам  и =  0 . х  иккинчи ора­
ликда узгарганда

— a t —a < x < —a t + a  ёки — а  < х  +  a t  < а

тенгсизлик уринли булади. Иккинчи томондан t > у  
булгани учун

— 2at < —2 а  

булади. Охирги икки тенгсизликни кушиб,

х — at < —а

ни \оси л  киламиз.
Бунга асосан (9) формуладан

- а  х+<?/ x + a t

= i  I + i  j <Pi(s)ds = ^  J
x - a t  - a  —or

келиб чицади. Худди шунга ухшаш, х туртинчи ораликда 
узгарганда

а

и = i  I ъ W ds
x - a t

га эга буламиз. Ва них,оят х  учинчи ораликда узгарганда 

x  — a t < —a  ва x + a t > a  

тенгсизликлар уринли булади, яъни

( —а ,а )  с  (х — at, х  + at).
Бундан

а
u = ^ j (Pi(s)ds (Ю)

-а

Х.ОСИЛ булади, яъни бу х;олда и микдор узгармасдан ибо­
рат.
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Юк,оридагиларга асосан, бирор t > ^  вактдаги торнинг 
ш аклини куйидагича ифодалаш мумкин. 3 булак х  укддан 
( 10) н инг унг томонига тенг булган масофада турувчи тугри 
чизикнинг кисмидан иборат (13- чизма).

Торнинг бу кисмидан тугри ва 
тескари  тулкинлар утиб кетган 
булиб, бу вактда туири тулкин 4

3'
. У Ч».булакд.ан,тескариси эса 2 дан ута- 

ётган булади. 1 ва 5 булаклар тинч 13_ чизма
холатда булади, чунки бу ерга
Хали тулкин л ар етиб келмаган. 3 булакдан утган тулкин- 
лар узи  утганлиги туррисида гуёки из колдириб кетади. Бу 
булаккинг нук,талари бир хил масофага силжиган холда 
Колади. Бу ерда ажралиб турадиган нарса шундан иборат- 
ки, тулкинларнинг олдинги фронти аник булади,

13- чизмада — a t —а  ва at + а  нукталар билан курса- 
тилган , тулкинларнинг орка фронти булмайди, яъни тул- 
цинларнинг диффузияси содир булади деб айтилади.

2. Чегараланган тор. Узунлиги / га тенг ва икки чети 
муста\камланган торни текширамиз. Бундай торнинг теб- 
раниш и тугрисидаги масала (1) тенгламанинг (4) бош лан­
гич шартлардан ташкари

« 1 х - о = 0 »  M L = / = °

чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимини топиш - 
га келади. Бу холда, равшанки, ср(х) ва (р /х ) функциялар 
факат О < х < I ораликда берилган. Бу масалани ечишда 
Хам (3) Даламбер ечимидан фойдаланиш мумкин, аммо 
берилган <р(х) ва (р ,(х) функциялар 0 < х < 1  ораликда 
аникланган булгани учун бу функциялар оркали топилган 
f x{x) ва / г(х) функциялар хам шу ораликда аникданган 
булади.

Д ем ак , (3) формуладан фойдаланиш мумкин булиши 
учун/Д х) ва./г(х) функцияларни ёки тула эквивалент булга­
ни сабабли (р{х) ва ф,(х) функцияларни (0 , I) ораликдан 
таш карига давом эттириш зарур булади. ср (х) ва (р/х) функ­
цияларни давом эттириш учун чегаравий шартлардан фой- 
даланам из. (3) формуланинг унг томонига х  = 0  ва х  =  1 
ни куйиб,
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тенгликларни хрсил киламиз ёки at ни л: оркали белгилаб 
олсак,

/ ( - * )  = - / ,( * ) ,  f 2( l + x )  =  - f l( l -X)  ( 11)

тенгликларга эга буламиз. х аргумент (0 , 1) ораликда узгар- 
г а н д а ( 11) формулалардан биринчиси /,(х ) функцияни 
( -  /, 0) ораликда, иккинчиси эса, f 2(x) ф ункцияни (/, 2/) 
ораликда аникдайди. Демак, иккови f x(x) в а /2Сх) функция­
лар узунлиги 21 га тенг булган ораликда тула аникданади. 
Сунгра, (11) дан куйидаги тенгликлар келиб чикдди:

/ 2(х +  21) =  - f x( - x )  = f 2(x) , f / x  +  21) = f x(x)

я ъ н и /(х )  ва f 2(x) лар даври 21 га тенг булган даврий функ- 
циялардир. Шундай к,илиб,/(х) ш / 2(х) ф ункциялар барча 
\акик,ий хлар  учун аникданди. Бошлангич ш артларга асо­
сан,

ф (х )  = / ; ( х )  + / 2 (х ), <р, (х) = а [ / 2, ( х ) -  / '( * ) ] •

Булардан дарх,ол 

ч> ( ~ х )  = f x ( -х )  + / 2 ( -х )  = - / 2 (х) -  у; (х) = -ц> (х) ,

<Р\ {~х ) = а [ Л (- х ) ~ / ' ( - * ) ]  = а [ / ' ( * )  -  /2 (■*)] = -Vi  (* ) , 

<р(х + 21) = <р(х), (Pi (х + 21) — ф, (х )

тенгликлар келиб чикдци. Бу формулалар ш уни курсата- 
дики, ср(х) ва ф,(х)  функциялар (0, I) ораликдан ( —1, Q) 
ораликда токдик к,онуни буйича 21 давр билан давом этади. 

М у\им  бир хулосага тухталиб утамиз.
Агар f x(x) ва f 2(x) функциялар узларининг иккинчи тар- 

тибгача х,осилалари билан бирга узлуксиз булгандагина, 
(3) тенглик билан аникданган функция ( 1 ) тенгламани 
кдноатл антирад и. Чегараланган тор учун б и з  х,осил кил- 
ган ечим шу хоссаларга эга буладими деган савол тугила- 
ди. Бундай булиши учун давом эттирилган ср(х)  ва (р /х )  
функциялар
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ср СО) =  q> О) =  0, (p"(0) =cp"(l) =0 , (p /0) =  (p/l) =  0

шартларни каноатлантириши зарур. Бу эса бошлангич ва 
чегаравий шартларнинг мувофиклаштириш шартидан ибо- 
ратдир.

3. Тулкин тенгламаси учун Коши масаласи ечимининг 
ягоналнги. Ушбу

и (х, t) = f ( x ,  t) ( 12)

тулкин тенгламасини текширамиз. ( 12) тенгламанинг ха- 
рактеристикалари тенгламаси

дш
~di *2£

1= 1

дш
дх,

= 0

дан иборатдир. Текшириб куриш к,ийин эмаски, учи 
(х0, t j  нук,тада булган характеристик конус деб аталувчи

-  а \ 1 -  0 2+ | х - х 0|2 =  0 (13)

сирт (12) тенгламанинг характеристикасидир. Энди харак­
теристик сиртга утказилган ташки п нормалнинг йунали- 
шини толам из.

Соддалик учун а =  1 деб \исоблаймиз. Бу нормал t ук 
билан уткир бурчак \осил килиб, бу бурчакнинг косинуси 
мусбат булади. (13) тенгликнинг чап томонини со (х, t) ор­
кали белгилаб олсак, дифференциал геометриядан маъ- 
лум булган формулага асосан

cos (n, t)  = -
дш
Hi

да^\ Д { дш /1 
dt i t i ldxj

4 t- t0) _ 2{t-t0) _ 1 

^ 4 ( r - /0)2+ 4 |x -x 0|2 ^8  ( / - / 0 )2 ^

Бу тенглихдан куйидаги му^им муносабат келиб чикади

п
^  COS2 ( « ,  Xj  ) +  cos2 ( п , t ) =  1 
1=1
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ёки
п 1 £  cos2 (/!,*,•) = 1 - c o s 2 ( л, / )  = _ .  ( 14)

/=1

Демак, п ташки нормал характеристик конуснинг Ot 
уки билан 45° бурчак ташкил килар экан. Бундан дархол, 
характеристик конус ясовчиларининг хам Ot у к  билан 45° 
бурчак ташкил килиши келиб чик,ади.

?= const текисликлар ( 12) тенглама учун характерис­
тик сирт булмагани сабабли, t = const да К ош и шартлари- 
ни бериш мумкин.

К о ш и  м а с а л а с и .  Шундай и(х, t) ф ункция топил­
синки, у 0 ( t  >0^f) C'(t>  0)  синфга тегишли булиб, /> 0  
ярим фазода ( 12) тенгламани ва t = + 0  да

« U ,  = <р(х),  % \ г. л =<Р\{х) (15)

бошлангич шартларни каноатлантирсин.
Бу масала ечимининг ягоналигини курсатамиз.
Фараз килайлик, Е" фазодаги бирор ёпик, j x - x 0| ^ tg 

* шарда ( 12) тенглама учун куйилган иккита К ош и масала­
сининг бошлангич функциялари устма-уст гуш син.

Агар иккала масала х,ам биринчи ва иккинчи тартибли 
%осилалари билан узлуксиз булган ечимга эга булса, у  %олда 
бу ечимлар t > 0 ярим фазода учи (xg, t j  нущтадаги характе­
ристик конуснинг ичида ва чегарасида уст м а-уст  тушади.

Бу икки ечимни w,(x, t) ва и2(х, t) оркали  белгиласак, 
бу функциялар ( 12) тенгламани ва (15) бош лангич шарт­
ларни каноатлантиради. У холда буларнинг айирмаси, яъни

и(х, t) =  и /х , t) -  и2(х, 1)

функция

тенгламани (а =  1 деб хисоблаймиз) ва

« U +o = 0 , J u > = 0 ,  \ х - х 0\1 < t l  ( 17)
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бошлангич шартларни каноатлантиради. |х -  х0| < t] шар-
I ди I 1 1

дан ташкарида и L+o> *"1'=+о функциялар кииматлари- 
нинг к,андай булиши биз учун фарки йук •

(х, t) нукталарнинг i ? +1 фазосида tg— t =  \х — х0| харак­
теристик конус ва / =  0 гипертекислик билан чегаралан­
ган D сох,ани текширамиз. Бу сох,анинг ичида ёки чегара- 
сида ихтиёрий (*,/) нукта олиб, K : t - t  = \ x - x 0j харак­
теристик конус хрсил киламиз (14- 
чизма).

Бу янги конус ва t =  0 гипертекис­
лик билан чегараланган со^ани G ор­
кали белгилаймиз. Gcox;a t =  О гипер- 
текисликда аввалги |х - х 0[2 < tl  шар­
нинг бир кисми булган Q : \х -  xj < t 
шар билан  чегараланган. Бу янги 
шарда (17) шартлар уринли булади.
(16) тенгламанинг \ар  икки томони- 

д и
ни -jf га купайтириб , х,осил булган 
тенгликни G со\а буйича интеграл- 
лаймиз:

з2, Л
\
G

Ушбу

д 1и

~ d F
-  A ll dxdt = 0 .

/

д и д 2 и 1 д д и
■»

Г
~dt 2 d t T t ’

д и д 2 и д
/  \  

д и  д и d ' d u  '
~di д х ? д х j d t  д х . 

\  '
2 d t dX;

\  ' /

айниятларни эътиборга олиб, аввалги тенгликни бундай 
ёзиб ол:амиз:

д и  f  +  ^  |* д и  4
d t

Бу интегралга Гаусс 
куллаб,

Остроградский ф ормуласини
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J
etur L

COS (rt, ?)

тенгликни хосил киламиз. Бу ерда Gcoxa QU А'чегараси- 
нинг элементи ds орк^али белгилаб олинди. (17) бошлан­
гич шартларга асосан Q шарда р  = О, и = 0 айниятлар ба-ot
жарилади. Охирги айниятни х. узгарувчи буйича диффе- 
ренциаллаб, Q шарда

£ - 0, / = 1, 2,..., я

айниятни \осил киламиз.
Демак (18) тенгликда Q шар буйича олинган интеграл 

нолга айланиб, куйидаги тенгликка эга буламиз:

J
ч2 п / \ 2"

1к
ди
дХ:

V > /=i 1 1 ) _
cos (п, /) -  2]Г cos (и, X,.) I Л  = О 

i=i ' J

Бу тенгликнинг хар икки том онини  узгармас 
-4- = cos (n, t )  га купайтирамиз ва (14) муносабатни эъти- 
оорга олиб,

I t
К  '=1

2 (  Й Л1
cos2 (п, X, ) + cos2 (п, t) -

V '  У

~ 2-£-£;со*(п'х<)со&м ds = О

ёки

J E  I f  cos ( л . х , ) - ^  cos (и, О
К  1=1

ds = О

тенгликни хосил к,иламиз. Бундан К  конусда

^  cos (л ,х , ) -  ~  cos (n, t )  =  0, / = 1,2 ,3 , . . . , / !
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тенглик келиб чикади.
Д емак,

д и  1 \  д и  / \  д и  ( , \: cos (п, х, ) = ... = _ ;  cos (я, х„) = — : cos (я , 1) = и .

Агар А" конус ихтиёрий ясовчисининг йуналишини I 
орк,али белгиласак, олдинги тенгликка асосан,

= v

5  = f c o s ( / ,0  + X ^ c o s ( / , x , )  =
/=1 '

л
COS (л, /) COS ( / , / )  +  ^  COS ( / ,  X ,) cos (я, X, ) и cos (я ,/)  = О

тенгликка эга буламиз, чунки конуснинг ясовчиси конус 
сирти га утказилган нормал билан ^амма вакт тугри бур- 
чак таш кил килгани учун cos (я, /) = 0 .

Бундан К  конуснинг ихтиёрий ясовчисида и =  const 
эканлиги келиб чикади. Жумладан, u(x,t) функциянинг ко­
нуснинг (х, учидаги киймати, I ясовчисининг t =  О ги- 
пертекисликда ётувчи нуктасидаги киймати билан устма- 
уст тушади, Лекин бу нуктада (17) шартга асосан и =  0. 
Бундан u [ x , t j = 0 . (х, t) нукта D со\анинг ихтиёрий 
нуктаси булгани учун, (x ,t)e D, u(x,t) = 0  булади.

Ш у билан тулкин тенгламаси учун Коши масаласи ечи­
мининг ягоналиги исбот булди.

Бу ягоналик t < 0 булган *олда х,ам уз кучини саклай- 
ди, яъии D со \а  jx -  х0|2 < шар ва ясовчилари Ot ук би ­
лан — 45 ° бурчак ташкил килиб, t < 0 ярим фазода ётувчи 
|х — х0| = tQ—t характеристик конус билан чегараланган 
булса \а м  ечим бу сохада бирдан-бир аникяанади.

u(x,t) функция (12) тенгламага (а — \)  куйилган Коши 
масаласининг ечими булиб, тенгламанинг унг томони 

f(x, t) тайинланган функция булсин.
Исботланган теоремадан шундай нарса келиб чикади- 

ки, и(х, t) функциянинг ихтиёрий (xv , t j  нуктадаги кий­
мати бош лангич функцияларнинг факат |х -  х0|2 < t] шар- 
даги кийматлари оркали аникяанади.

Бу ш ар (х0, t j  нукта учун ботик^ик со^аси дейилади.

9 — М. Сало^иддинов 129
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Агар а *  1 булса, (хд , t j  нукта учун боиш клик  со^аси 
jx -  x0j2 < a 2t£ шардан иборат булади.

, ,  аи | ,2 _ 2
И з о х • и ва лар кииматларининг |х -  х0| < /q шар- 

да берилиши, и(х, t) ечимнинг |х - х 0 < ^  асосга эга 
булган, ясовчилари Ot ук, билан ±45 ° бурчак таш кил кдгсув- 
чи ва уки Ot га параллел булган конуслардан тацщарида
ётувчи \еч  кдндай А нуктада аникламайди.

Буни исботлаш учун шундай й (x, t )  ечим  мавжуд 
булиб, и, ^  лар | * - х 0| ^ t l  шарда нолга тенг булса х,ам

ot ' 1
й( А)  ф 0 булишини курсатиш етарлидир.

F(X) ихтиёрий икки марта дифференциалланувчи функ­
ция булиб,

= 1, щ = const
/=1

булса,

t + Ŷ CCjX,

функция (16) тенгламани каноатлантиради. 
Хакикатан,

(  п \dF
W  = F

d 2F
~dF

= F'

i = 1 

n
t + Y j a ix>i=i

?L
’ Эх, 

d 2F
’ (?2X,

= a,F' t + Y j a ixi

2 7“*A= a/ F t + ]T a ixi

(19)

(20)

/ = 1

Бундан дар\ол , (19) шартга асосан

a F  = F" -  ^ a f F "  = 0 _
( =  1

(20) функция x&p к^андай
n

t  + ^  cijXj = C ,  С = const 
i=i
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гипертекисликда узгармас кийматга эга булиб, (21) гипер- 
текисликларнинг хар бири Ot ук билан 45° бурчак ташкил 
килади. Узгармас сонларни шундай танлаб оламизки, 
(21) гипертекисликлар оиласининг А нуктадан утадиган 
гипертекислиги |х - х 0| < t\ шарни кесиб $т"масин. Бун­

дан сунг, F(X) функцияни шундай танлаб олиш мумкин-

ки.
i=i

функция А нук,тада нолдан фаркли

булиб, -  х0|2 < tl шарда нолга тенг булсин. У холда

(  П 
a ( x , t )  = F t + YjO-iXi

\

изланган ечим булади.
4. Коши масаласи ечимини берадиган формулалар. Уч

улчовл и
д 2и  2 V  ^ 2U 
^  = (22)

тулк^ин тенгламасини текширамиз ва унинг

и \ , ^ = ( р ( х ) ,  ^ \ lm0=y f ( x ) , x  = (xi ,x2, x3) (23)

бош лангич шартларни каноатлантирувчи ечимини излай­
миз.

Берилган (р(х)  функция учинчи тартибгача, у /(х ) эса 
иккинчи тартибгача узлуксиз хосилаларга эга деб хисоб- 
лаймиз.

М аркази х =  (xx,xv x j  нуктада ва радиуси r =  at булган 
Ь — х| =  г2 сферани Sr оркали белгилаб оламиз.

А гар ц  (х) — Sr да берилган икки марта узлуксиз диффе­
ренциалланувчи ихтиёрий функция булса,

Sr

интеграл (22) тенгламанинг ечими булади х,амда

“ Uo=°. J U o  = /* (* )

131

www.ziyouz.com kutubxonasi



шартларни каноатлантиради.
y t узгарувчилар урнига у  — х.— £г, / =  1,2,3 формулалар 

орк,али янги £,. узгарувчиларни киритамиз. (£,х, £2, ^  лар 
|£| =  1 сфера радиусларининг йуналтирувчи косинуслари, 
яъни

£ ,= s in 0 cosy, £2 = sin в sin у, £3 = c o s6

бунда в  бурчак 0 дан к  гача, у  бурчак эса 0 дан  2л  гача 
узгаради. у  =  (у,,у2,уу> нукта Srсферани чизганда g = 
нукта маркази координата бошида ва радиуси бирга тенг 
булган 5, бирлик сферани чизади, шу билан бирга

dS =  r’-dŜ  — г1 sin0 d6 dy* .

Бунга асосан, (23)  интегрални

u ( x , t )  = ^  j  u ( x i +  f y , х 2 + хъ + £3г ) d S x
Sl

куринишда ёзиб оламиз. Бундан дарх,ол

4= о  = 0

эканлиги келиб чикади. ^  ни \исоблаймиз:

Охирги формуладан

д и  I / \

булишига ишонч ,\осил киламиз.
Энди u(x,t) функциянинг (22) тенгламани каноатлан- 

тириш ини курсатамиз.
д и

Ш у максадда ни ушбу

dSr = °^У,УъУ?)- dd d y  ф о р м у л а га  асо са н . 
г D(r,e,Y)
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куринишда ёзиб оламиз. Sr сфера билан чегараланган шар­
ни Dr оркали белгилаб, Гаусс — Остроградский формула- 
сини куллаймиз

Dr шар буйича олинган интегрални J  орк,али белгилаб, 
ушбу

ди _ и J  
d t t  A n  a t

тенгликка эга буламиз. Бундан

d 2u _  _  и 1 du _  J  1 dJ
dt2 7  t dt Anat2 ^Tiat dt

du
-ft нинг ифодасини эътиборга олиб,

д 2и _  1 dJ 
dt2 ^na t dt

тенгликни хосил киламиз. J  нинг ифодасида У1,У2,У3 де- 
карт координаталаридан р, в, у  сферик координаталарга 
утамиз:

у, -  х, = р sin в cos у, у 2 -  х2 = р  sin в  sin у,
у 3 -  Х 3 = р COS0,

0 <  р  < г, 0 < 0 < тг, 0 < у  < 2 п  .

Ушбу

dy1dy2dyi = ~ц гУ̂  = p h m d d p d e d y  
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тенгликни эътиборга олсак, J  куйидаги куринишга эга 
булади:

J  = ГГ Г Г ̂  + *?£ + ^ ) р 2 sin e d p d e d y
J J J dyt dy{ dyt
О О О V 1 /

Бу ифодадан, дарх,ол

з Г Г Г + —у + 1 a2/2 sin QdQdy =
J J dvt dv4 dvid t  0 0 I  ^  ^  JP -o .

* *2,.

тенгликка эга буламиз. 
Демак,

^ "  = ' f v ^ r 24Щр 4xt ) f^Oyf r ■ U4)5> ,=1 '

Иккинчи томондан, (23) га асосан

Г у  i ^ i d S r П с,
I } • (25)

д \ _  _  _ 1  f  V  ^  

1<?х2 4яа2'

(24) ва (25) тенгликлардан (23) формула билан аник,- 
ланган u(x,t) функциянинг (22) тенгламани кдноатланти- 
риши келиб чикдди.

Энди ^  ни и (x,t) оркдли белгилаб оламиз, яъни

Агар II (х) функция Sr сферада уч марта узлуксиз диф- 
ференциалланувчи булса, v  (x,t) функция (22) тенгламани ва

u ( * , 0 | , . o = A * ( * ) .  J | , - о  =  О

шартларни к;аноатлантиради.
Аввал t —» О да и(х, t) -» ц{х)  эканлигини курсатган 

эдик. Маълумки,
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dSr =  a2t 2dS{ эканлигини эътиборга олсак, олдинги тенг- 
ликдан

—  I -  О*  |»-о -  и

булиши дарх,ол келиб чикдци.
v  (x,t) функциянинг (22) тенгламани цаноатлантири- 

ш ини курсатиш учун
ди _  и J
dt t  4 n a t

ифодани эътиборга олиб, v(x ,t) ни куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

у (х, t) = ^  |  ц (х, + г, х 2 + £2г, х 3 + £,/•) dSx +
Si

aI+ .4л 5l '=1

ьундан

t i  dx> An I  t i  w\ m ds"

*1

(24) тенгликка асосан

^ i  = _ L  f y ^ J i d S r = ^  
dt 4nt ^ t i ^ y f  4л I  iT i^yf

Бундан

d r  4 n J j - t  dyf 4я J I 1 dyx ^  dy2 ^  dy3 dyj*>1 O] V

тенгликка эга буламиз.
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Охирги тенгликлардан v  (x,t) функциянинг (22) тенг­
ламани каноатлантириши дархол келиб чикдди.

Берилган бошлангич шартлардаги (р (х)  ва цг (х) функ- 
цияларга куйилган талабларга кура, юк,орида исботлан- 
ганларга асосан ушбу

формула билан аниьутнган u(x,t) функция (22), (23) Коши 
масаласининг ечимидан иборатдир.

(26) формула Кирхгоф формуласи дейилади.
Даламбер формуласини текширганда айтганимиздек, 

тулк,ин тенгламасининг ечими u(x,t) билан тасвирланувчи 
физик ходиса тулщиннинг тарцалиши, u(x,t) ечим нинг узи 
эса тулцин дейилади.

Т у ш и ш  м е т о д и .  Агар Кирхгоф ф ормуласидаги 
бошлангич функциялар ср ва у/, х3 узгарувчига боишк, 
булмаса, и ечим хам х3 га боглик, булмайди. Бу холда 
u(xx,x2,t) функция

тенгламанинг ечимларидан иборат булади. Бош лангич 
функциялар х3 узгарувчига боЕгсик, булмагани учун (26) 
формуладаги Sr сфера буйича олинган интегралларни, бу 
сферанинг х хОх2 текислик билан кесишиши натижасида 
Хосил булган С. дойра буйича олинган интеграллар билан

алмаштириш мумкин (15- чизма).
Сферанинг м аркази  (х{,х2,0 )  

нукталарда булгани учун унинг 
тенгламаси

(И - )2 + {Уг- x 2f  +У1 = г 2, г = at
куринишда булади. Ю крри ярим 
сферанинг С га проекциясини ту- 

ширамиз, бунда

Уъ = ^ г 2 - ( У1- х х)2 - ( у 2 - х 2)2 .
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Маълумки, сфера юзи элемента dSr нинг С доирадаги 
проекцияси

dCr =  cos(n,x3)dSr

ф орм ула билан ифодаланади, бунда п — Sr сферанинг 
(У{>У2,Уу) нук,тадаги нормали, cos( п , Х у )  ни \исоблаймиз:

cos (п, х}) = -

Демак,

! | (yj-Xl? , (У2-Х2? 
г2-{У1 ~xi ? ~(Уг~х2 f  г2-(Я ~х\ ?~(У2~х2f

_  yjr2-(y i-xi)2-{y2-x2)2

rdCr
dSr = -1------------------------г

^ r 2- ( y , - x , ) 2- ( y 2- x 2)

Куйи ярим сферанинг хдм худди шунга ухшаш Сг га 
проекциясини туширамиз. Натижада, (26) формуладан 
ушбу

w{y\,y2)dy\dy2

Cr yjг2-{У\~х\)2-(У2~х2f

<р(У],У2)^У2 
2па dt J / 2 1 \2 , ^ 2  

С г Г  - ( -V i--* !) - ( У 2 ~ х 2 )

+ 1 _ д_ J  ___ 4>{y \,y i)dy \dy2 __  (28)

келиб чикдди, бунда С \ ( у — х ,)2+ (у 2— х2)2< г  2.
(28) тенглик Пуассон формуласи деб аталади.
Агар (р ва у/ бошдангич шартлар факдт битта х = х ,  

фазовий узгарувчига боглик, булса, (28) формуладан дар-
)̂ ОЛ

д 2и _  а 2 д 2и 
dt2 дх2

тенглам а учун

“ \,-0=<р{х, ) ,  % \ , =й = v ( x i )
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бошлангич шартларни кдноатлантирувчи ечим келиб чи-
кдци.

Хакикатан хам, (28) формулада у, ва у 2 узгарувчилар 
урнига г], ва г}2 узгарувчиларни у —х х = rj,, у 2 =  rj2 форму- 
лалар  оркали  к и р и т са к , Сг д о и р ан и н г  тен гл а м а с и  
77,2 +rjl < a2t2 дан иборат булади. Бу холда, (28) формуладан 
Куйидаги тенглик хосил булади:

2f2_̂ 2

" ( * - ')  = э Л  И * , * J  j  ^
- a  - f V Z j '*

a t  ^ 2'2 -nf

+ т~7г~  f 9  (xi + Jli )dri l [ drii  —I n a d t  J V  '■ ^ 2 , 2 ^ 2 ^ 2
- a t

a t

2^  j  v ( Xi  +r7l)arcsin
^ 2'2-n2

- a t

dr], +

1 О
2 п  a  d

a t

-  J (p (х, + r7j ) arcsin
-a? ■ni

F

- f

dr\ i

X|  +  Л/

= ^[<p(xl + a t )  + <p(xi - a t ) ]  + -^  |  iir(s)ds.
.vj -  at

Бизга маълум булган Даламбер формуласи хосил булди.
Тулк,ин тенгламаси учун Коши масаласининг ечимини 

берувчи юкорида хосил килинган формулалар бошлангич 
функцияларни аник функцияларга купайтириш натижа­
сида хосил булган ифодалардан олинган интеграллар ва 
бундай интеграллардан вакт буйича олинган хосилалар- 
дан иборат.

www.ziyouz.com kutubxonasi



п =  1 булганда интеграллар фак,ат бошлангич функци- 
ялардан олинган. Бу^олда Коши масаласи ечимининг бош­
лангич шартларга узлуксиз богликлигини курсатган эдик. 
Худди шунга ухшаш, (26), (28) формулаларда бошлангич 
(р ва у/ функцияларни етарли кичик узгартирсак, u(x,t) 
ечим нинг \ам  етарли кичик узгариш ига ишонч х,осил 
к,илиш кийин эмас, яъни ечимнинг бошлангич шартларга 
узлуксиз боглик булишига эга буламиз.

2- § . Бир ж инсли булмаган тулк,ин тенглам аси

1. Фазовий узгарувчилар учга тенг булган х,ол. Кечикув- 
чан потенциал. Ушбу

->2 3 ->2О и 2 о и Г,
+ (29)

тенгламанинг

и|,=о =<Р(х),  ^ |/= о  = W(x), х  = (x ,,x 2x3)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин.
Бу К ош и м а с а л а с и н и н г  е ч и м и н и  u(x, t )  = 

= v  (х, t) + w (х, /) куринишда излаймиз, бунда v  (x, t ) ф унк­
ция (22) тенгламанинг (23) бошлангич шартларни каноат­
лантирувчи ечими булсин. Бундай бирдан-бир функция 
мавжуд булиб, у Крихгоф формуласи билан аникланади.

Бу х,олда w{x, t )  ф у н к ц и я  (29 ) т е н г л а м а н и  ва 

w ,=0= 0, ^ | , =0= 0 бошлангич шартларни каноатлантира­

ди. Ш унинг учун х,ам, бошлангич шартларни аввалданок 
нолга тенг, яъни

MU  = 0, § | , . 0 = 0 (30)

деб х,исоблашимиз мумкин.
Ш ундай килиб, асосий масала (29) тенгламанинг (30) 

шартларни каноатлантирувчи ечимини топиш дан иборат. 
Бу масаланинг ечимини топиш учун куйидаги ёрдамчи 
масалани текширамиз. (22) тенгламанинг ушбу
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, .r= 0  , ^ | |-т= / ( х ,т )  (31)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечими топилсин.
Бу ерда вактнинг бошлангич моменти учун t  =  0 эмас, 

t =  r  олиняпти, бунда т — бирор параметр. (2 2 ), (31) ма­
саланинг ечими Кирхгоф формуласи билан ифодаланади. 
t ни t — т билан алмаштириб dSr =  r 2dSx, r =  a ( t — т), ни 
эътиборга олиб, Sr сферадан бирлик 5, сферага утсак, бу 
формула

v(x,  t , r )  = ~ j  / ( * ,  + х2 + £2r, х3 + & , T ) d S ,

куринишда булади.
(29), (30) масалаларнинг ечими 

t

u(x, t )  = ^v(x, t ,T)dz ,  x = (xl, x 2, x i ) (32)
о

формула билан аникланишига ишонч х,осил килиш ки­
йин эмас.

Хаки катан х,ам,

о

Бу тенгликдан дар^ол

—  I = 0  dt 1'=°

булиши келиб чикади.
Энди (32) формула билан аникланган u(x,t) ф ункция­

нинг (29) тенгламани каноатлантиришини курсатамиз:

',3  о
dr

ы\ дх! о '=1 Х̂‘

^  * 1  ̂ + l ^ r dx = f i x ' t ) + \ l F d T -О 0

, t 
д и dv
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Бу икки тенгликдан, v  (х,Г) функция (22) тенгламанинг 
ечим и булгани учун u(x,t) функциянинг (29) тенгламани 
кдноатлантириши келиб читали. Шундай к,илиб,

t
м(х ’ J ( / -т )« /т J У (jci +%lr , x 2 +%2r , x 3 + f r , T ) d S l

О Sj

тенгликка эга булдик.
r =  a(t — т) дан г  = 0 да г  =  at, т =  t, г  =  0, dx  = -  — були- 

dS аш ини , \ам да dS{ = — Xj + £,•/■ = у, ,  / = 1, 2, 3 ларни эъти­
борга олсак, аввалги тенглик куйидаги куринишда ёзила- 
ди:

0 s r

5  сф ера билан чегараланган шарни .О.орк.али белгила- 
ганимизни эсга олсак, аввалги формула ушбу

1 г Ау\>Уг,Уз,1~\
U ^  = 4 ^  J ------г--------  У\dy 2dy  ̂ (32’)

Dr

куриниш га эга булади.
(32> формуладаги/функцияда тулк,инни кузатувчи ва^т- 

дан оркдда колувчи вактнинг t -  ^  к,иймати катнашаётга- 
ни учун  (32) ифода кечикувчи потенциал дейилади.

2 . Ф азови й  узгарувчилар сони иккита ва битта булган 
*ол. Худди юкрридагидек, (28) формулага асосан

1 Г /{У\,У2^У\^У2V [ Xl, X2, t , T ) -  —  J
Cr V7" “IУ2~х2)

ф ункция (27) тенгламанинг

u L = 0, = f ( x u x 2, т)

ш артларни кдноатлантирувчи ечими булгани учун ушбу
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и

ифода, бунда г  =  a(t  —т)

(34)
\ 7

тенгламанинг

ш артларни кдноатлантирувчи ечимидан иборат булади. 
Худди шунга ухшаш бир жинсли булмаган

тор тенгламаси учун нолга тенг булган бошл ангич шарт­
ларни кдноатлантирувчи ечим

формула билан аник^ланади.
(34), (35) тенгламаларда ва демак (33), (36) формула- 

ларда f ( x vxv t),f(x ,t)  функциялар, мос равиш да иккинчи ва 
биринчи тартибли узлуксиз хосилаларга эга деб х,исобла- 
нади.

3 - §. Коши м асаласининг ечимини берувчи  
ф орм улаларни текш ириш

л =  3 булган хол. Фазовий узгарувчилар сони п = Ъ  
булган холда (26) формуладан куринадики, (22) тулк,ин 
тенгламаси учун Коши масаласининг ечим и  характерис­
тик  конус асосининг фак,ат чегарасидагина бошлангич 
функцияларга б о ти к , булади.

Агар п =  1 ёки « = 2  булса, Даламбер ва Пуассон фор- 
мулаларидан куриняптики, ечим бошлангич: функциялар­
га характеристик конуснинг барча асосида б о т и к , булади.

д г
= а (35)

x + a ( t - r )

(36)
О x - a ( t - r )
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Аввало п =  3 булган \олни текширамиз. Бу х,олда тул- 
кинларнинг таркалиши п = 2  (п =  \ )  булган хрлдан тубдан 
фар к. килади.

Ф араз килайлик, бошлангич (р ва у/ функциялар би­
рор чекли D е  Е ъ сохада нолдан фаркли булиб, D дан таш ­
карида айнан нолга тенг булсин.

£)сох;адан ташкарида ётган бирор х0 = (xf.xj.x® ) нук­
тани оламиз. u(x,t) функциянинг t вактда х0 нуктадаги 
киймати бошлангич функцияларнинг маркази х0 нуктада 
ва радиуси г  =  at булган Sr сферадаги кийматлари оркали 
Кирхгоф формуласи билан аникланади.

u(x0,t) функция 5  сфера D со^а билан кесишган \олда- 
гина нолдан фаркли булади. х0 нуктадан D со^агача булган 
энг якин ва энг узок масофаларни мос равишда 8  ва d  
оркали белгилаб оламиз (16- чизма).

Агар t етарли кичик, яъни 
t < t t =  — булса, Sr сфера D со \а  
билан кесишмайди ва натижада 
(26) формуладаги сфера буйича 
оли н ган  интеграл нолга тенг,
я ъ н и  u(x0,t)  =  0 , тулкинланиш
^али х0 нуктага етиб келмаган.
1Х= ~  вактдан бошлаб, t2= ^  вакт-
гача S J t x< t < t2)  сфера D со \а  би­
лан кесиш ади, яъни бу >^олда 1 6 - чизма 
u(x0, t )  * 0 булиб, х0 нукта тул­
кинланиш  ^олатида булади. / > t  булганда D со^а Sal сфе- 
ранинг ичида колади, u(xQ,t) = 6  булиб, тулкинланиш х0 
нуктадан утиб кетган булади.

Агар бирор вактда бошлангич му\итга унча якин бул­
маган мух,итни текширсак, бу мух,итда уч хил нукталар 
булади: айрим нуктар тинч ^олатда булади, чунки тулкин­
ланиш  буларгача етиб келмаган; бошкалари тулкинланиш 
х.олатида, учинчилари эса, яна тинч \олатда, чунки бу нук- 
талардан тулкинланиш утиб кетган булади.

D  со^анинг чегарасини S  оркали белгилаб, S  нинг \ар  
бир нуктасини марказ килиб at радиусли сфералар чиза­
миз. Бу сфераларнинг ташки урамаси (яъни D дан таш-
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кдрида S  дан 5 =  at масофада ётган нук,таларнинг геомет­
рик урни) тинч \олатдаги сохани нук,талари тулк^нланишда 
булган со^адан ажратади.

5, сирт тулк,инларнинг олдинги фронти дейилади.
Демак, тулкинларнинг олдинги фронти тулк,инланиш 

содир булаётган сохани тулк,инланиш етиб бормаган с о з ­
дан ажратиб туради.

Тулк,инланиш содир булаётган сохани тулк,инланиш 
утиб кетган сохддан ажратиб турувчи S2 сирт тулк,инлар- 
нинг орца фронти дейилади (17- чизма).

Худди аввалгидек тулк,инларнинг оркд фронти х  нук,- 
тадан t = — булган вак,тда утади. Ш ундай к,илиб, п =  3 
булганда аник, олдинги ва аник, оркд фронтларга эга бул­
ган тулк,инларнинг таркдлишига эга буламиз. Бу даъво 
тулк,инлар назариясида Гюйгенс принципи деб аталади.

п =  2 булган *ол. Бошлангич функциялар чегараси Г 
дан иборат булган (7 сохдца берилган булиб, G дан  ташкд- 
рида улар нолга тенг булсин.

Пуассон формуласига асосан t вак,тда х0 =  (х*,х*)  нук,-
тадаги u(xv xv t) функциянинг к,иймати маркази х0 нук,тада
ва радиуси r =  at булган С доирадаги бошлангич функци-

г <5 *яларнинг к^ймати оркдли аникданади. t < t = -  (S —xQ дан
Г контургача булган энг к,иск,а масофа) булганда u(xa,t) =  О,
яъни х0 нук,тага тулк,ин етиб келмаган. t =  t{= — моментда
х0 нук,тага тулк,инларнинг олдинги фронти етиб келади.

Агар t > f, булса хдм u(x0,t) *  0 булади. t > -  к,ийматла-
рида ( d —x0 дан Г гача 
булган энг катта масо­
фа) G сохд Сгдоиранинг 
ичида ётади. Шу сабаб-

л  ли u (x ,t) ф у н к ц и я  бу 
\ к,ийматларда хам, л = 3  
I булган \олд ан  фарк,ли, 

нолга тенг булмайди.
Бу шу нарсани бил- 

дирадики, t =  tl вактдан 
б о ш л аб , х 0 нук,тада 
т у л к и н л а н и ш  х,осил
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булади, умуман айтганда, у усади сунгра бирор вак,тдан 
бошлаб нолгача камаяди (чунки, Пуассон формуласи мах- 
ражида t2 булган учун г да u(x, t)  —> 0 ).

Ш ундай к,илиб, аник, олдинги фронтга эга булган орк,а 
фронтга эса эга булмаган тулк,инланишлар \одисаси руй 
беради. Бу х,олда тулщнларнинг диффузияси (яъни орк,а 
ф ронтнинг ювилиб кетиши) содир буляпти дейилади. 
Ю ^орида курсатганимизга асосан, л =  3 да дифф узия 
булмайди. п>  3 ток, сонлар учун тулк,инлар диффузияси 
булмаслигини курсатиш мумкин.

4- §. Коши ва Гурса м асалалари

1. Умумий куйилган Коши масаласининг ечилиши.
Х,озиргача биз Коши масаласидаги бошлангич шартлар 
х,,..., х п, t узгарувчиларнинг £ >,+1 фазосидаги / =  0 текис­
ликда берилган >^олни курдик.

Энди

^ - ^  = 0 (37)дх7 Hi1

тенглама мисолида Коши масаласи умумий куйилганда 
(I боб, 6- §) бошлангич шартларнинг t =  0 дан фаркди 
булган, берилиш сох,аси L к,андай булишини ва берилган 
функциялар масала коррект куйилган булиши учун к,ан- 
дай шартларни к,аноатлантиришини курсатамиз.

D орк,али x ,t узгарувчилар текислигида чегара булак- 
лари силлик S  Жордан чизигидан иборат булган сох,ани 
белгилаймиз.

Ф араз к,илайлик, u(x,t) функция D  сохдца (37) тенгла­
манинг регуляр ечими булиб, D  U 5 да биринчи тартибли
узлуксиз \осилаларга эга булсин.

Ушбу
з Г ■>.. \  ̂ ! -..Л

=  0д ' ди  ' _ д ди
дХу дХу^

айниятни Z)cox,a буйича интеграллаб, Гаусс — Остроградс­
кий формуласини куллаймиз:

10 — М. Сало\иддинов 145
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D

д j  ди _ э ' ди
дХ\ 1 дх< dtx dx]dtl -J

du j .  du , = 0 . (38)

Фараз к,илайлик, L — ёпик булмаган силлик Жордан 
чизиш  булиб, куйидаги икки шартни к,аноатлантирсин:

a) (37) тенгламанинг x + t =  const, x — t =  const харак- 
теристикалар оиласига тегишли булган х,ар бир тугри чи- 
зик L билан биттадан ортик нуктада кесишмасин;

b) L эгри чизикка утказилган уринманинг йуналиши 
\е ч  бир нуктада (37) тенглама характеристикаларининг 
йуналиши билан устма-уст тушмасин.

Ихтиёрий C(x,t) нуктадан чикадиган x t — x =  tx — t, 
x l—x =  t — tl характеристикалар L эгри чизикбилан  А ва В 
нукталарда кесишсин (18- чизма).

(38) формулани АВ  эгри чи­
зик, СА ва СВ харатеристика- 
лар билан чегараланган со^ада 
Куллаб, ушбу тенгликни \осил 
киламиз.

АВ+ВС+СЛ

СА ва ВС т.,  мос равишда, 
dxl =  dt l ва dxx=  — dt { булгани 

учун аввалги тенглик куйидаги куринишда ёзилади:

J
АВ

du dt, + dtx -  |  du + \ d u  = 0дх|
ВС СА

Бундан дар^ол

и(С)  = ± и ( А )  + ± и ( В )  + ±  | ди
дх\ dt, ди .

+ x dx< (39)

тенгликка эга буламиз.
Агар (37) тенгламанинг u(x,t) ечими

I du I (40)

шартларни каноатлантирса, бунда ср ва у/ берилган, мос 
равишда икки ва бир марта узлуксиз дифференциалланувчи
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ф ункциялар, / эса L да берил­
ган йуналиш  булиб, L нинг 
уринмаси билан устма-уст туш- 
майди, у холда номаъ-
лум функциялари^

ди dx\ ди dt{ 
дх\ ds dt\ ds

dtp
ds

ди dtr 19- чизма

L нинг ёй узун-

du dx j 
d x x dl

тенгликлардан аник^аб оламиз, бу ерда s ■ 
лиги.

М аълум и, — , — микдорларни (39) тенгликнинг унг 
ЭХ) Эл

томонига куйиб, (37) тенгламанинг (40) шартларни к,ано- 
атлантирувчи ечимини хосил к,иламиз. Ю корида юритил- 
ган мулохазалардан шу нарса келиб чикддики, Коши ма­
саласи келтирилган куйилишда бирдан-бир тургун ечимга 
эгадир.

Z . Гурса масаласи. Асгейрссон принципи. Тайин А(х0 , y j  
ну^тадан чикдциган (37) тенгаманинг АВ: х ,— х0 —
AD: jf, — x0= t 0— tl характеристкалари ва C(x,t) нук,тадан чи- 
кддиган СВ: х, — х = t — tv CD: х, — х = ti — t характеристка- 
ларидан ташкил топган характеристик туртбурчакни С о р ­
вали  белгилаб оламиз (19- чизма).

G  соха учун (38) формулани куллаб,

AB+BC+CD +DA

р -  dt, + р  dx , = 0 
дх, 1 dt, 1

тенгликка эга буламиз. АВ ва CD да d x = d t v ВС  ва DA да 
dx =  —dtl булгани учун аввалги тенгликни куйидаги кури- 
ниш ла ёзиб оламиз:

f p L  dxs + p d t ,  -  f p - d x ,  + p - d t ,  + f p d X] + p d t t
1 ^ 1  1 l c  dx\ 1 atx L dx. ' ^

= S d u - j d u  + j  d u - j  du =
DA 1 1 АВ BC CD DA

= 2u(B) -  2u(A) -  2u(C) + 2u(D) = 0 .
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Бундан
и(С) =  и(В) + u(D) -  и(А) (41)

ёки
и(А) +  и(С) =  и(В) + u(D). (42)

(42) тенглик Асгейрссон принципы ёки ур т а  щймат  
тугрисидаги теорема деб айтилади.

Бунга асосан (37) тенглама и(х,1) ечимининг характерис­
тик туртбурчак к,арама-к,арши учларидаги щийматларининг 
йитндиси бир-бирига тенгдир.

В ва D нук,таларнинг координаталари м о с  равишда 
( x + x a+t - t 0 ' X-XQ + t+tQ j ва |£+Хд-Л+?о -X+XQ + r+fQ j пярпан и б о ­

рат.
Агар Гурса масаласининг шартлари маълум булса, яъни 

u \ab = <P ( x l ) , u \ AD = v ( x l ) ,  q>(A) = y / ( A )  

у х,олда (41) га асосан

+ (43)

(р(х) ва у/(х) функциялар икки марта узлуксиз диффе­
ренциалланувчи функциялар булса, (43) формула билан 
аникданган u(x,t) функция Гурса масаласининг ечимидан 
иборатдир.

Бу масаланинг ягоналиги Асгейрссон принципидан ёки 
(43) формулани хрсил к,илиш усулидан \ам  дар^ол келиб 
чикади.

5- §. Риман усули

1. Катима дифференциал операторлар. Ушбу

+ (44)
i , j =1 J /=1

чиЗик,ли дифференциал операторни текш ирамиз.
D — ЕР фазода булаклари силлик, S  сирт бил ан чегара­

ланган сох;а булсин. Фараз киламиз, Д.. коэффициентлар
148
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иккинчи тартибли, А — биринчи тартибли узлуксиз х,оси- 
лаларга эга, А0 коэффициент эса узлуксиз булсин.

i ,j = l J / = 1
(45)

ифода Lu га кушма дифференциал оператор дейилади. 
Бевосита х,исоблаш билан

vL u -  uM v = ^
/=1 dXi ;=i

А  ди Х ац »)
'J dXj dXj

+ Ai m

тенгликнинг туррилигига ишонч \осил киламиз. 
Агар

;=|

Л ди d(A jjv) VA;{ -— -  U J
'J dXj дХ:

+ AfUU

белгилашни киритсак, аввалги тенглик куйидаги куриниш­
да ёзилади:

v L u - u M v  = У  Э̂х 
/=1 а х ‘

еки

v L u - u M v  = P, Р = (Р,,..., Рп)'

Агар L = М  булса, L оператор узи-узига щушма оператор 
дейилади.

L операторни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

L u = Y ,
ij=l

д_
дХ:

у  у  А. + А и̂.
f c l 9x ,dxj  f a  ' дх,

Агар

= л  = с
j=i j

белгилашларни киритсак, L бундай куринишга келади:
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Бу холда М  оператор ушбу

дАп , dvM v = \  —- A  дх,/.7=1
, ! / v  + А/ .д х , у дх, - I <?Х; + Л и =

" Л
= Е  —

ч
. <?и 

^  йх~V У
У  ()(А ^  + Си^  <9г- /=| ах*

куринишга эга булади.
Агар М  оператор берилган булса, унга кушма оператор 

L булишини текшириб куриш к,ийин эмас. (44) ва (45) 
формулалардан куриняптики, кушма операторлар факдт 
урта хадлари билан бир-биридан фарк, к,илади.

Равш анки, 5.= О, i =  \ ,2, . . . ,n да факдт шу холдагина 
М =  L булади. Бундан дархол узи-узига кушма операторни

L u = ± J L
дХ/ 

l,J = I '

А ди
V 1х: + Си, A,J = Aj,

куринишга келтириш мумкин эканлиги келиб чикдци.
Бизга маълум булган Лаплас ва тулк,ин оператори узи- 

узига к^шма операторлардир, лекин иссинушк таркалиш 
оператори эса узи-узига кушма оператор булмайди.

2. Риман функцияси. Биринчи бобдан бизга маълумки, 
иккинчи тартибли икки узгарувчи хусусий хосилали диф ­
ференциал тенгламанинг коэффициентлари етарли уму- 
мий шартларни кдноатлантирганда, уни

Lu дги
дхду + а (х ' У ) ^  + ь (х ’ У ) %  + с (*• у ) и = f  ( * ’ у )  (46 )

каноник куринишга келтириш мумкин. Агар (46) тенгла­
манинг а ва А коэффициентлари дифференциалланувчи 
деб хисобласак, L операторга кушма булган оператор

Ми дги
дхду дх

куриниш да ёзилади.
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L  операторнинг Риман функцияси деб , куйидаги шарт­
ларни каноатлантирувчи v  (х,у) функцияга айтилади.

1 . М и = 0 ,  (47)
2. jc = х х , у  — у, характеристикаларда

U ( x  i,T)dr ]b{t,y i)dt
v ( x {, y )  = ey' , v ( x , y x) = e x' , ’

бу ерда (xx,yx)  нукта (46) тенглама берилган D сох,анинг 
тайин нуктасидир.

Агар кушимча Y x'lfy  ва с(х >у)  Функцияларнинг узлук- 
сизлиги талаб килинса, у х,олда Риман функцияси мавжуд 
булади.

\ак,икатан ^ам, (47) тенгламани х, дан х  гача ва у х дан 
у  гача икки марта интеграллаш натижасида куйидаги тенг­
ликни ^осил киламиз:

У

u ( x , ^ ) - u ( x , ^ 1) - u ( x 1,>’) + d ( x 1, ^ )  -  J a ( x , z ) v ( x , r ) d z  +
Л

У х  X

J a ( x l , z ) v ( x l , r ) d r  -  | b ( t , y ) v ( t , y ) d t +  J b( t , yx) v ( t , y l ) d t  +
У\ X\ *i

x  У

+ j  dt j  c ( t , T ) v ( t , r ) d r  = 0. (49)
*1 У\

(48) шартларга асосан 

ёки

v

У_

+

{x, у )  -  J* b (t, y x) v ( t , y l ) d t  = 1,
»y

v ( x x, y ) - j ^ a ( x t , r ) v ( x x, z ) d T  = 1,
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Буларни эътиборга олсак, (49) тенглик v  (х ,у) га нис- 
батан Вольтерранинг иккинчи турдаги чизикуш интеграл 
тенгламаси куринишида ёзиЛади:

X у
v ix >y) - J  b( t , y ) v ( t ,  y)d t -  |  a ( x , z ) v ( x , z ) d z  +

X] У1

x у /50)
+ |  d t j  c ( t , z ) v  { t , z ) d z  = 1.

(50) тенглама изланаётган функцияни бир к,ийматли 

v  ( х , у )  = w (x, у)  + J* w(t ,  y )b( t ,  у ) exp^J* b(l {, у )  dtx j  dt  +

+ w (x ,r)fl(x ,T )ex p | j * a(x ,  r l )dTl \d x

алмаштириш натижасида куйидаги интеграл тенгламага 
келади:

г* . ГУw(*,>0 + Г<*Г K0 ( x , y , t , z ) w ( t , z ) d z  = 1, (51)
Jx \  J y {

бу ерда

K 0 { x , y , t , z )  = c ( t , z ) - b ( t , y ) a ( t , z ) e x p ^ j * a ( t , z [) cfr, 'j -

-  a ( x , z ) b  ( t , z ) exp^ j * b (ft, r )  dt{

+ b ( t , z ) j \ ( t l , T ) c x p ^ b { t 2, r ) d t 2y t l +

+ а {*>Х) \ 1 С Tl ) eXP f a (*’ T2 ) dz2 ] d x \ ■

II бобдан маълумки, (51) тенглама ягона ечимга эгадир.
Риман ф ункцияси факдт х ,у  узгарувчиларга боглик, 

булмай, х п у { узгарувчиларга х,ам богаик, булгани учун, уни

v  =  R(x,y ; x t, y {)

куринишда белгилаб олиш табиийдир.

152
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(48) га асосан, ушбу

ЭК{Х' д р - -  - a ( x l , y ) R ( x l , y - x l , y i ) = 0,

д Ц х .у ^ ^ )
дх

b ( x , y ]) R ( x , y l ;xu y l ) = 0, (52)

R { x i, y l \ x l , y l ) = 1

ва

R ( x , y ; x , y l ) = е п , R ( x , y , x h y ) e  

шартларни эътиборга олиб,

™i * £ * U a(x , y , ) R ( x , y ; x , y l ) = О,

i ^ ± ^ t b ( x „ y ) R ( x , y , x „ y )  = 0, (J3)

R (х, у\ Х,у) = 1

тенгликларни хосил к,иламиз.
Риман функцияси (47) тенгламанинг ечими булгани 

учун, яъни

еки
M R(x.,y.;x,y) = 0

тенглик уринлидир. Бунга асосан, /)сохадаги етарли сил- 
лик, и (х1,у ])  функция учун ушбу

(Р" Г ~1
д ^ 1 и (х^У1)К (х>’У1’х’У ) г  я (х\ ,Уйх,  у)  Lu(xi, y l )

_Э_ и ( ~  - b R )
- J j м

-  1*1 J.
(54)

аиниятнинг тугрилигига ишонч хосил килиш кииин эмас.
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(54) айниятни х, ва у, узгарувчилар буйича х0< х ,< х , 
у0< у х< у  сраликдарда интеграллаб, бу ерда (х0, y j  D со^а- 
нинг ихтиёрий нуктаси, (52) га асосан куйидаги тенглик­
ни х,осил киламиз:

и (х ,у )  = и (х0, у) R (х0, у; х, у)  + и(х,  у0) R(x,  у0; х, у)  - 

- u ( x a, y 0) R ( x Q, y0-,x,y) +

+ {  а { х 0, у 1) Я ( х 0, у 1; х , у ) - дЯ Х̂о,У1’х,у')
УО

ду{

x u ( x 0, y l ) d y l + |  [b(xl , y0) R ( x l , y0;x,  у ) -  

u(x i, y 0)dx) -dR (xb y0\x ,y )
дхх

х \ У

J  </хj  R ( x l , y l ; x , y ) L u ( x l , y i )dy l .

(55)

*0 УО

Бу ердаги Риман функциясининг х,осилалари кдгнаш- 
ган интегралларни булаклаб интеграллаймиз:

У
J и ( * о . и )
№

dR{x0,yi\x,y)
д у х dyx = u{xa, y ) R { x 0, y ,  х , у ) -

-  и (х0, у0) R (х0, у0; X, у)  -  |  R (^ , у ; х, у ) Эи^ ~  ̂dyx,дУ\

} и (*i. Уо) DR(Xx̂ -'- ^ l  dXi = u ( x , y 0) R ( x , y 0; x , y ) -
XQ

- u ( x 0, y 0) R ( x 0, y 0; x , y ) ~  |  R (x,, ya; x, y)  dx,.
*o

Буларга асосан, (55) тенглик
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u ( x , y )  = u(x0, y 0) R ( x 0, y 0\x,  у) -
л

+ J <М*1,Уо)
дх, b { x l, y 0) u ( x l, y 0)

] R( xn, y i -x , y )  dui ^ l  + a ( x (), y l ) u ( x 0, y i )
УО
х у
|  </xJ R( x l, y l ; x , y ) L u ( x ], y l )dyx

dxt + 

dyi +

*0  У0

куриниш да езилади.
Агар u(x,y) =  R(x0,y0;x,y) булса, (56) дан (53) га асосан

JC у
J  dx, j  R (х,, y t -x, у )  L R (х0, у^; х,, у ,) dyt = 0 (57)

айният \осил булади.
(57) айниятдан R(x,y;xx,y J  Риман функцияси охирги 

жуфт х,, у , узгарувчиларга нисбатан бир жинсли

LR(x, y;xx, yx)  = 0 (58)

тенгламанинг ечими эканлиги келиб чикдди. (46) тенглама­
нинг унг томонидаги f(x,y) функция узлуксиз булганда, ушбу

X у
и*{х,у)  = \  dxj J R ( x l , y 1; x , y ) f ( x i , y i )dyl

* 0  УО

ф ункция унинг хусусий ечимларидан бири булади. Бунга 
(53) ва  (58) га асосан, бевосита \исоблаш  билан ишонч 
Х.ОСИЛ к,илиш кийин эмас.

3. Гурса масаласи. (55) айниятдаги и(х,у) функцияни 
(46) тенгламанинг ечими деб \исоблаймиз. У х,олда, (55) 
формуланинг унг томонидаги и(х,у0)  ва и(х0,у) ларни их­
тиёрий дифференциялланувчи функциялар билан, u fx ^ y j  
ни ихтиёрий узгармас, Lu(x{,y J  ни f (x vy j  функция билан 
алмаш тирсак, Риман функциясининг хоссаларига асосан
(55) формула (46) тенгламанинг регуляр ечимини беради.
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Демак, (46) тенглама учун

и(х,Уо) =  Ф (х), и(х0,у)  =  у/ (у).

Гурса масаласи, бунда ср (х) ва у/ (у) — берилган узлук­
сиз дифференцияланувчи, cp (x j =  y /(yu) ш артни кдноат- 
лантирувчи функциялар, ягона тургун ечимга эга булади 
ва бу ечим ушбу

“ ( х , у ) =  R ( x , y 0; x , y ) ( p ( x ) +  R(x^,y\  х, y ) t y ( y ) -

-  R { x 0, y 0;x,y)q>(x0) +
X г- -1
Г д+  J b ( x u y 0) R ( x l, y n; x , y ) -  —  R ( x i , y0\ x , y )  cp(xl )dxl +

XQ
У г  -|

+ f  a ( x 0, y l ) R ( x 0, y i; x , y ) - - ^ ~  R(x0, y i-,x,y) ij / ( y I)dyi +

X у
+ \ d x x J  R ( x i , y i - , x , y ) f ( x l, y l )dyl

Уо

Уо

формула билан аникланади.
4. Коши масаласи. D сохдца ётувчи узлуксиз эгриликка 

эга булган очик, Жордан чизигини 5 оркали белгилаймиз. 
Бу чизик, шундай хоссага эга булсинки, узининг >̂ еч бир нук- 
тасида (46) тенгламанинг характеристикалари билан ури- 
нишга эга булмасин / — <5 да берилган вектор булиб, 8 нинг 
уринмаси билан \еч кандай нуктада устма-уст тушмасин.

Кош и масаласи бундай куйилади. (46) тенгламанинг 
ушбу

П..

(59)и \s = v,  %\ s  = v

Q(x,y,) бошлангич шартларни ifаноатлан-
тирувчи ечими топилсин,  бу ерда бе­
рилган (р ва у/ мос равишда икки 
марта ва бир марта узлуксиз диф­
ференциалланувчи функциялардир. 

Q(x{,у) Р(х,у) нуктадан чикувчи х, = х , 
у, =  у  характеристикалар 8  эгри 
чизик билан Q' ва Q  нукталарда 

20- чизма кесишади деб фараз киламиз.

Р(х ,у)
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PQ , PQ '7урри чизик^ар ва 5 эгри чизик,нинг QQ' к,ис- 
ми билан чегараланган ссдани С орвали белгилаб оламиз 
(20- чизма).

G сох,адаги ихтиёрий икки марта узлуксиз дифферен­
циалланувчи u(xvy {)  ва v  (xry t)  функциялар учун куйида- 
ги айният уринли булади:

Бу айниятни G со\а буйича интеграллаб, Гаусс — Ос­
троградский формуласини куллаш натижасида

тенглихни х,осил киламиз, бунда S  — G со\анинг чегара- 
си, яъни

PQ да d y { = 0 , PQjxa. dxx = 0  булгани учун аввалги тенглик 
куйидаги куринишда ёзилади:

Бу иф оданинг унг томонидаги иккинчи ва учинчи интег- 
ралларда u(xvy x)  функциянинг \осилалари к,атнашган \ад - 
ларни булаклаб интеграллаб, ушбу

(60)

J^dy,  дух

PQ + QQ' + Q P

(61)
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n v % - u
dv

ду\ "  дух
+ 2 auv

(62)

тенгликларга эга буламиз.
(61) формулада u(xvy x)  функция (46), (59) Коши 

масаласининг ечими, v  (xr y j  эса Риман ф ункцияси, яъни 
v  (xvy x)  =  v  (F )  =  R(xvy ],x,y) = R (F , Р) булсин деб х,исоб- 
лаймиз.

У \олда, 8  эгри чизикка Р' нуктадан утказилган нор- 
мални п оркали белгилаб, dyx = ^ d s ,  dxx = ~ d̂ d s  фор- 
мулаларни эътиборга олсак, (61) дан (62) га ва Риман функ- 
циясининг (52) хоссаларига асосан

u ( P )  = \ u { Q ) R { Q , P ) + X- u { Q ' ) R { Q ' , P ) -

М П
d N

R { P \ P ) - u ( P ' ),ч d R {P ,P ) '
d N

ds --и
- J  + (63)

QQf

+j f ( P ' ) R { P ' ) d x xdyx

формулани \оси л  киламиз, бунда

д _  dxx д dyx д 
dN  dn dyx dn dxx

du
(59) бошлангич шартларга асосан (63) формуладаги ^  ни
х,амма вакт бир кийматли аниклаб олишимиз мумкин. (63) 
формула билан аникланган и(х,у) ф ункциянинг (46) тенг­
ламани кдноатлантиришини текшириб куриш к,ийин эмас.

Ш ундай килиб, (63) формула (46), (59) Koutu масаласи­
нинг ечимидан иборатдир. (63) формулани *осил килиш 
жараёнидан, бу масаланинг ягоналиги ва туриунлиги \ам  
келиб чикади.
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ЭЛЛИПТИК ТИПДАГИ ТЕНГЛАМАЛАР

1- § .  Гармоник ф ункциялар

1. Асосий тушунчалар. Лаплас тенгламасининг фундамен- 
тал ечими. Эллиптик типдаги тенгламалардан энг содда- 
си ва мух,ими Лаплас

тенгламаларидир.
Е" фазода бирор ёпик, 5  сирт билан чегараланган чек­

ли ёки чексиз D со\ани караймиз.
Агар и( х )  = и (х ,,...,х„) функция чекли D сохдда икки 

марта узлуксиз дифференциалланувчи булиб, Лаплас тенг­
ламасини кдноатлантирса, и(х) ни D со\ада гармоник функ­
ция дейилади.

Агар и(х) функция фазо чекли нуктасининг етарли ки ­
чик атрофида, яъни маркази шу нуктада булган етарли 
кичик радиусли шарда гармоник булса, уни шу нуктада 
гармоник деб аталади.

Агар и(х) функция чексиз D сохднинг координата бо- 
шидан чекли масофада ётган ихтиёрий х нуктасида гармо­
ник булиб, етарли катта |х | лар учун (|х| = yjxj + ... + х 2п)

( 1)

ва Пуассон
Д и = / ( х ) (2)

с -  const

тенгсизлик бажарилса, и(х) функция чексиз D  сохдда гар­
моник дейилади.
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Е"  фазодаги икки х =  (х, £п) нукта
орасидаги масофани г оркали белгилаб оламиз, яъни

Бевосита текшириш билан ишонч х,осил килиш  мумкин- 
ки , ушбу

функция х ф Е, булганда х буйича хдм, £ буйича х,ам 
Лаплас тенгламасини каноатлантиради.

Хакикатан,

Охирги ифодани (1) тенгламанинг чап томонига олиб 
бориб куямиз. У \олда

Худди шунга ухшаш п =  2 \о л  текш ириб курилади. 
Е(х,Е;) функция х ва £ га нисбатан симметрик булгани 
учун бу функция х ф £ да £ буйича *ам Л аплас тенглама­
сини каноатлантиради деб айтишимиз мумкин.

(3) формула билан аникланган Е{х,Е) ф ункцияни Лап­
лас тенгламасининг элементар ёки фундаментал ечими 
дейилади.

Чексизликда

(3)

(2 - п ) г  "(х, - £ )

Ц  = (2 -  п) г -  -  (2 -  п) пг- 2 (х,- -  )2 .

А Е  = п{2  -  п ) г  " -  п(  2 -  n ) r  " 2^ ( * ,  ~ Z i f  =0 .

бах,о уринли булади.
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Х акикдган хам, Е{х,£) функциянинг етарли катта | х  \ 
лардаги к,иймати кдоик.тираётгани учун | х  | > 2 | £, | деб оли- 
ш имиз мумкин.

У холда
г = \х -В ,  |>  \ х \ - \ £ \

тенгсизликка асосан, |£| < й- булгани учун |/-| > й  тенгсиз­
лик келиб чикдци. Бундан дархол

£ ( х , £ ) < ^ 4
\х \

тенгсизликка эга буламиз.
Ук„тириб утамизки, кийматлари икки нукта уртасидаги 

масофа г  га ботик, булган Лаплас тенгламасини к,аноат- 
лантирувчи и{г) функциялар орасида С, E {x,t;) + С2 кури- 
ниш даги функциялардан бошк,а функция мавжуд эмас, 
бунда С,, С2 — узгармас сонлар.

Ф араз кдолайлик, шундай функция мавжуд булсин, яъни 
и{х) =  Л(г). Бу функциядан х. узгарувчи буйича хосилалар- 
ни хисоблаймиз:

ди _  ди dr _  Xj-^j  дХ 
дх, дг дх, г дг

, (х/-* )2 ’1  ------2--- .г

Бу хосилаларни (1) тенгламага куйсак, Лаплас тенгла­
маси урнига

Л ' + ~ Л '  = 0г

оддий дифференциал тенглама хосил булади.
Бу тенгламанинг умумий ечими

С\Е (х,£) + С2

дан иборатдир.
2. Грин формулалари. D — булаклари силлик,. S  сирт 

билан чегараланган ЕР фазодаги соха булиб, и (х) ва v  (х) 
ф ункциялар С 2(D) П С1 (D) синфга тегишли булсин.

11— М. Сало\иддинов 161

д 2и = (х,-?,)2 d2X + \_dx_ 
дх2 Р  dr2 г dr
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D co^a буйича куйидаги

dXj dXj ’
dv du

du
V —  - U -  

dx.

айниятларни интеграллаб ва Гаусс — Остраградский фор­
муласини куллаб,

формулаларни х,осил киламиз, бунда п — S  га утказилган 
таш^и нормал (4) ни Гриннинг биринчи, (5) ни эса  иккинчи 
формуласи деб юритилади. Агар и{х) ва v  (х) функциялар 
D да гармоник булса, у \олда (4) ва (5) формулалар куйи- 
даги куринишга эга булади:

(6) ва (7) формулаларга асосан гармоник функциялар- 
нинг катор содда хоссалари келиб чикади.

1) Агар D сохада гармоник булган и(х) функция D U 5  да 
узининг биринчи тартибли х,осилалари билан бирга узлуксиз 
булиб, D соланине чегараси S да нолга тенг булса, у  %олда 
барча х  е  D {] S  лар учун и(х) =  0 булади (гармоник функци­
янинг ягоналик хоссаси).

Агар (6) тенгликда и(х) =  v  (х) десак, ундан бу хосса 
дарров келиб чикади. Хдкикатан, у е  5 д а н  (у) = 0  булга­
ни учун (6) дан

(4)

j ( v A u - u A v ) d x  = f ( v ^ - u ^ ) d s
D S

' du dvV -z— — и —— , dn dn (5)

(6)

(7)
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'  = 1 D V ' J S

ёки

Ш л - °

тенглик келиб чикади.
Д ем ак, ~  = 0 ,/ = \ , . . . , п , х е  D , яъни барча х е  D  ларdXj

учун и (х ) =  const. Бундан y e  S, и(у) = 0  булгани сабабли, 
ёпик D  U S  сохада и(х) нинг узлуксизлигидан барча х е  Z)U S  
лар учун и(х) = 0 .

2) А гар D сохада гармоник, D U S  да биринчи тартибли 
х,осилалари билан узлуксиз булган и(х) функциянинг ^  нор­
мал х,осиласи D нинг чегараси S  да нолга тенг булса, барча 
х е  D нук,талар учун и =  const булади.

Бу хосса барча у  €  S  лар учун =  0 булгани сабабли,
(8) текгликдан дархол келиб чикдци.

3) D  сох,ада гармоник, DU S  да узининг биринчи тартиб­
ли %осилалари билан узлуксиз булган и(х) функциянинг ~  
нормал х,осиласидан S  буйича олинган интеграл нолга тенг.

Х,ак;икатан, (6) формулада v { x )  =  \ , x g  D десак,

[ p d S  = 0J дп
S

ХОСИЛ б у лаДИ.
3 . С 7 синф функцияларининг ва гармоник функциялар­

нинг интеграл ифодаси. 2- бандда киритилган D соханинг 
узгарувчи нуктасини £ оркали белгилаб оламиз. и(£) функ­
ция С?( D) П С ( D  ) синфга тегишли булсин. D соханинг 
ихтиёрий х нуктасини оламиз ва бу нуктани марказ килиб 
£ радиусли Qe шар чизамиз, 5  шарнинг сирти булсин. е 
радиуснги шундай кичик килиб оламизки, Qe шар D сохада 
тула ётси н . D — Qe ни Ef оркали белгилаб оламиз. Рав- 
шанки Е ¥  сохада и(х) ва Е(х,Е) функциялар С 2(1У)(С [(1У))
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синфга тегишли. De сохдца бу функцияларга (5) Грин фор- 
муласини куллаймиз:

J [ E ( x , S ) A u - u A E ( x , S ) №  =  f [ E ( x , 0 ~ - u d* £ ^ ] d S  +

бу ерда дифференциал белгисидаги £ индекс интеграл- 
лаш £ буйича бажарилаётганини билдиради.

Маълумки, АЕ = 0 . Аввало п > 2  булсин. S e сферада 
г  =  |х -  £| =  е, п — нормал Dc сохдга ташки булганлиги са- 
бабли £ радиусга карама-карши йуналган. Ш унинг учун

Б и р л и к  сф еран и  5, оркали  белгиласак , м аъ л у м ки , 
dSe = e n~'dS] , £ - х  = 0е алмаштиришни баж арсак, £ e S e 
булганда, булади. Шу сабабли аввалги формулани
Куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

(9) формуланинг унг томонидаги биринчи интеграл £ 
га бокиик эмас.

ЭЕ д  Г 1 1 л -2
дп дг lr"~2 J r=f е"

s 1

Равшанки,

+  J  [ е  Т п  и ( х  +  6  £ )  d S t .

u ( % ) e C l(D)

булгани учун < М  , М  — const,
дЬ
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Бундан дархрл

< enM LS, е->0

•S', — бирлик сферанинг юзи.

lim£■->0
(п -  2) |  и(х + в e ) d S }

Sl
= - ( п -  2) ^jOIlS ,

Д емак, (9) тенгликдан ушбу 

_1
- 2 Щ

и(х)  = — 1 r f - L  диы  
( ) ( л - 2 ) Ш  J г п- Эп “® T n 7 * \ d*S -

( 10)

формула \осил булади. Эслатиб утамиз, бирлик 5, 

сф ера сиртининг юзи Ls.l = 2f  \  , п =  2 булганда ( 10)

формула уз маъносини йук,отади. Ъу \олда Е(х,%) = 1п-

эканлигини эътиборга олиб, аввалги \исоблаш ларни к,ай- 
тарсак,

- d ^ S  -

(И)

формулага эга буламиз .
А гар х  нук,та D сохдцан ташкарида ётган булса,
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формулалар х,осил булади.
Энди w(£) функция (10) ва (11) формулаларни чикд- 

ришдаги шартдан ташкари D со\ада гармоник \ам  бул­
син. Бу х,олда (10), (11) формулаларда Дм = 0 булади, на- 
тижада гармоник функцияларнинг куйидаги интеграл 
ифодасига эга буламиз:

(л-2М  J » > 2' " 2>

и(х) = 2 п Я 1" ' M l - 1/(1 ) A  i n iдп Э/J г
d cS,  л =  2 . (13)

Т е о р е м а .  Бирор сохада гармоник булган и(х) функция 
шу сохада барча тартибли х;осилаларга эга булади.

И с б о т. и(х) функция D сохада гармоник булсин, D 
да тула ётувчи, яъни узининг чегараси билан бирга Z), со- 
\ан и  оламиз. D, ни шундай танлаб оламизки, унинг чега­
раси Г{ булаклари силликсиртдан иборат булсин. Равшан- 
ки, и(х)е 0 ( Ъ  [) ва Z), сохдга ( 12) формулани куллаймиз:

и (х ) =
(л-2)|5,

1 Зи({)
~Н=Т д п

х  е Д .

( £\ д 1 
- и & э ~ п 7 ^ dqr u (14)

хнуктанинг атрофида (14) интеграл остидаги функция 
х ва £ узгарувчилар буйича узлуксиз ва х нуктанинг барча 
х ,,...,хя координаталари буйича барча тартибли х,осила- 
ларга эга. Параметрга боглик булган интегралларни диф- 
ференциаллаш хдкидаги теоремага асосан, и{х)  функция 
х нуктада x v ...,xn лар буйича барча тартибли ^осилаларга 
эга ва бу хосилаларни (14) формулада интеграл остида диф- 
ференциаллаш  натижасида х,осил килиш мумкин.
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4. Урта циймат хак,идаги теорема. и(х) функция бирор 
шарда гармоник булиб, шарнинг чегарасида узлуксиз булсин. 
У  х,олда, и(х) функциянинг шар марказидаги циймати, шу 
шарни чегаралаб турувчи сферадаги кийматларининг урта 
арифметигига тенг.

Теорема шартидаги шарнинг маркази х0 нук,та ва ради- 
уси R  га тенг булсин. Бу шарни QR билан ва уни чегара­
лаб турган сферани SR оркали белгилаб оламиз. QRl би­
лан Qr шарга концентрик булган /?,< R радиусли шар­
ни , SR орк,али ун и н г ч е га р а с и н и  б е л ги л а й м и з . 
и(х)е C 2( Q д ) булгани сабабли (12) формулага асосан

sRl

Бу формулада х = х 0 деб оламиз. У х,олда /•= /?, булиб, 
п — ташк,и нормал булгани учун Л, радиус буйича йунал- 
ган булади. Шу сабабли

п -2
г.Щ ~

ва олдинги формула

и(х0) = ------■_ f ^ -d tS g , + , , 1 „ , f u(Z)d£SR
0 (л-2)|5,|Л1'" 2 дп i  Л1 l^lAj'1-1 b i  Л|

куринишида ёзилади. и(х) функция QR шарда гармоник 
ва С2 (QRx ) синфга тегишли булгани учун

i  t A s * =  0

Натижада

“ (* > = j s i | W  (15)

формулага эга буламиз. и{х) функция Q r шарда узлуксиз 
булгани учун R > R да интеграл остида лимитга уташ  
мумкин.

д_ J  
дп г

д_
дг г " '
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Демак,

U(Xo) = LŜ 1" I UdSR * (16)
1 11 Sr

(16) формуланинг унг томони м(х) функциянинг сфе- 
радаги кийматларининг урта арифметигидан иборатдир. 

п =  2 булганда

куринишда ёзиб оламиз. Бу тенгликни буйича 0 < R <  R 
ораликда интеграллаб,

дир. (16) ва (17) формулалар мос равишда сфера ва шар 
буйича гармоник функциялар учун урта арифметик фор­
мулалар номи билан хам юритилади.

5. Экстремум принципи. Чекли D сохада узгармас сон- 
дан фарцли булган и(х) гармоник функция D соханинг ички 
нук,таларида максимум ва минимумга эриша олмайди.

И с б о т .  Фараз к,илайлик, бирор х0е  D нуктада и(х) 
функция максимумга эришсин, яъни м(х0) =  М. D сохада 
ётувчи | х - х 0|< е  шарни оламиз. Бу ш арнинг хар бир 
нуктасида м(х) =  М  булади. Х а^икатан хам , агар у, 
\у -  у а \ < е , нук,тада и(у) < М  (и (у) > М  тенгсизлик були­
ши мумкин эмас) тенгсизлик уринли булса и(х), функция 
узлуксиз булгани учун бу тенгсизлик у  нуктанинг бирор 
\ % - у \ < 5  атрофида хам уринли булади. У холда (17) 
формулани |х -  х0| < е шарга нисбатан куллаш натижаси­
да М  < М  булган маъносиз тенгсизликка эга буламиз.

Демак, барча |х -  х0| < е шарда ы(х) =  М . Энди х — D 
соханинг ихтиёрий нуктаси булиб, / эса х ни х0 билан

(15) формулани

(17)

I с \ĵ n
формулага эга буламиз, бунда — -  QR ш арнинг хажми-
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туташтирувчи ва D да ётадиган узлуксиз эгри чизик бул­
си н . D соханинг чегараси S  билан / эгри чизик орасидаги 
масофадан кичик булган е сонни оламиз. \п -  у\< е шар­
нинг у  марказини х0 нуктадан х нуктага караб / чизик 
буй ича силжитиб борамиз. Юкорида исботланганга асо­
сан у  ихтиёрий холатда булганда хам бу шарнинг ичида 
и =  Мва и(х) =  М булади. Демак, барча D m  и(х) =  М. Х,осил 
булган карама-каршилик теореманинг биринчи кисми 
тугри эканлигини курсатади. Худди шунга ухшаш иккин­
чи кисм и, яъни минимум хол исботланади.

1 - н а т и ж а ^  Агар м(х) функция чекли D сохада гар­
м он и к булиб, D да узлуксиз булса, у холда и(х) функция 
узининг энг катта ва энг кичик кийматларини соханинг 
чегарасида кабул килади, яъни т < и{х) < М, бу ерда т ва 
М лар и(х) функциянинг D чегарасидаги энг кичик ва энг 
катта кийматлари.

Б у натижанинг тугрилиги юкорида исботланган экст­
ремум принципи ва математик анализдан маълум булган 
Вейерштрас георемасидан келиб чикади .

2 -  н а т и ж а . Агар и(х) функция чекли D сохада гармо­
ник булиб, D нинг чегараси S да нолга тенг булса, барча D 
да айнан нолга тенг булади .

Хдкикатан хам, т =  А/ =  0 дан ихтиёрий х е  D учун 
и(х) =  0 булади.

3 - j i  а т и ж а . Агар и, ва и2 функциялар D сохада гармо­
ник, D да узлуксиз булиб, 5 да бир хил кийматларни кабул 
киле а, барча D да улар айнан бир-бирига тенг булади.

Х.акикатан хам, и - и { — и2 десак, w|s = 0  булади. 2- 
нати-жага асосан барча D да и = О ёки и, = и2 булади.

И з о х -  Экстремум принципининг исботида асосан 
гармоник функциянинг узлуксизлигидан ва урта киймат 
хакидаги теоремадан фойдаланилди. Ш у сабабли экстре­
мум гтринципини бошкачарок формада келтириш мумкин.

Аеар узгармас сондан фарк,ли булган и{х) функция D со­
хада узлуксиз булиб, бу соханинг х,ар бир х0 ну^таси учун R 
нинг барча кичик щйматларида

И(Хо) = Щ  i" UdSR ёки и{х) = к Т г  I
S r  I ’ I q r
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тенглик уринли булса, и(х) функция D сох;анинг ички нуцта- 
ларида максимум ва минимумга эга булмайди.

6. Кельвин алмаштириши. Радиуси R га тенг в а марка­
зи координаталар бошида булган сферани SR орк^али бел­
гилаб оламиз.

Агар х  ва у  нуцталар сфера марказидан утувчи нурда 
ётиб, |х| • |у| = R2 тенглик уринли булса, у \олда б у  нук,та-

лар SR сферага нисбатан куиша ёки симметрик н у  к, тал ар 
дейилади.

Симметрик ну^таларнинг декард координаталари ку­
йидаги муносабатлар билан богланган булади:

я2
У = пт х ’

еки
я2 R2

У; = п т х/. х> = -гттУг
М М

(18) алмаштириш инверсия алмаштириши дейилади.
Агар и(х) функция бирор п улчовли сохада гармоник 

булса, равшанки, и (ах +  Ь) =  и (ях, + ахп+  Ьп) функ­
ция х,ам шу хоссага эга булади, яъни сохд параллел кучи- 
рилганда ва ухшашлик маркази ихтиёрий х0 нуктада булган 
ухшашлик алмаштиришида функциянинг гармониклиги 
бузилмайди. Инверсия алмаштиришида гармони клик сак,- 
ланиб крладими, деган савол тугилади. Умуман айтганда, 
п > 2 булганда инверсия алмаштиришининг узп  функци­
янинг гармониклик хоссасини сакдаб к,олмайди.

Соддалик учун R =  1 деб оламиз. М асалан, п =  3 да

и(х) = А  функция х * 0  булган нукталарда гарм оник. 
у

х ~ ĵ jT ал м аш ти р и ш  натиж асида \ о си л  булган

м 2
1ж = |у| функция эса гармоник булмайди. Лекин

А,инверсия алмаштиришининг бу камчилигини ш у  алмаш-
тиришдан сунг функцияни \у\2~" га купайтириш натижа­
сида бартараф килиш мумкин.
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функция и(х) функциянинг Кельвин алмаштириши дейи­
лади.

К е л ь в и н  т е о р е м а с и .  Агар и(х) функция D со^ада 
гармоник булса, (19) формула билан аницланган функция D 
со^адан унинг бирлик сферага нисбатан инверсияси нати­
жасида х,осил булган D' со^ада гармоник булади.

И с б о т .  D[ соха узининг чегараси билан D' да тула 
ётувчи соха булсин, £>, эса Z)* нинг инверсия алмаштири­
ши натижасида хосил булган образи булсин. Бу холда Z), 
сох;а /)д а  узининг чегараси билан тула ётувчи соха булади. 
D{ со\анинг чегарасини Гх оркдпи белгилаб оламиз. (12) 
формулага асосан

и(х) = (я-2)|5,|

?  1 ^  

1 д и Ю - и ( 0  г"~2
д п дп

(19) Кельвин алмаштиришига кура

<J
г,

Ф )  =
И

М4)
" - 2 дп “ УЬ/дп

М " '2 г Н
и

\уГ
W

7ГТ л г,.
•» 1

(20)

Ушбу
1

Ь Г 2 1 21 ’
п -2

И
ифода £ га нисбатан гармоник функция, у  буйича хам гар­
м оник функция булади. Хдкикдтан хам,
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Шундай к,илиб ,

М "' 1« Г
п-2

W

Бу ифода £ *  булганда гармоник функциядир, £ е  Гх

да бу тенгсизлик уринли булади.
Демак, (20) формула билан аник^данган v  (у) функция 

у  буйича гармоник функциядир.
Агар п =  2 булса,

v(y) = и
\у\

= и У1 Уг

\у\2 ’ \у\2

функция D'  со\ада гармоник булади. Бевосита х,исоблаш 
натижасида бунга ишонч хосил к,илиш мумкин.

Кельвин теоремасидан фойдаланиб, одатда гармоник 
функциянинг чексиз узокдашган нук̂ та атрофидаги таъ- 
рифи берилади.

Агар v(y)  = \у\2 " и -та ~ |ХГ 2 и(х ) функция у  = 0  нук,-

тада lim и (у) сифатида кушимча аникданган булиб, у  = 0

нук,та атрофида гармоник булса, и(х) функция чексиз узок,- 
лашган нук,та атрофида (яъни етарли катта радиусли ёпик, 
| х| < R шардан таищарида) гармоник деб айтилади.

Бу таърифга кура V (_у) функция у  =  0 нукта атрофида 
чегараланган булганлиги сабабли бундан дархол 1 - бандда 
берилган таъриф келиб чикдци.
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Л е м м а .  Агар и(х) функция чексиз узокдашган нукта­
да гармоник булса, ушбу тенгсизликларни каноатланти­
ради.

|m W |<-A t, \D'u\ < , /? > 3, (21)
И И

бунда D 'u -u (x )  функциянинг /-тар ти бл и  ихтиёрий 
^осиласи

А|и(х)| < А , ди ди
дХ\ > дх2

п = 2 . (22)

И с б о т . Лемманинг шартига кура v  (у) =  \ х  \"~2 и(х) 
функция у  — 0 нуктада гармоник, демак у = 0  нуктанинг 
бирор |у| < е атрофида чегараланган булади. Шу атроф- 
даги v  (у) функциянинг энг катта кийматини А0 десак, 
А > А 0 да (21) тенгсизликларнинг биринчиси дар^ол келиб 
чикади.

Уш бу

ду,
дхк

-2хк 1хГ

и г2 -  2 1хГ4 х 2

ди
тенгликни эътиборга олиб, ни х,исоблаймиз:
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атрофнинг инверсияси натижасида \осил булган обра- 
хкзида пг нисбат чегараланган булгани учун, шундай 
II ди ^ Ак

Ак(к = 1,2,3,...,п) сонлар мавжудки, дх. тет тенгсиз­
лик бажарилади. Л^сонларнинг энг каттасини А  орк,али 
белгилаб олсак, (21) тенгсизликлар / =  1 булган \олда ке­
либ чикдци. Худди шунга ухшаш бошкд / лар учун (21) 
тенгсизликнинг уринли булишига ишонч \осил килиш 
мумкин. п =  2 булган \олда \осилалар учун камайиш тар- 
тиби, (21) формулаларга нисбатан бирга ортик, булган ба- 
хони \осил килиш мумкин.

Хаки^атан \ам, бу х,олда

ди _  1 d v(y) _  2хк 
дхк Г '

1

х\ дук 

dv _  2хк
дУк 1*Г

X] dv х2 dv
I~7\d^

Х]_ dv(y) х2 dv(y)
дУ\ дуг

Бундан дарх,ол (22) тенгсизликлар келиб чикдци.

2- §. Л аплас тенгламаси учун Дирихле 
ва Нейман м асалалари. Грин функцияси

1. Дирихле ва Нейман масалаларининг куйилиши хдмда 
улар ечимларининг ягоналиги. D — Ег фазода чекли со\а 
булиб, унинг чегЕцэаси S булаклари силлик, сиртдан ибо­
рат булсин^ Е п— D ни Z>, оркдии белгилаб оламиз, яъни 
£>, = Е Я-  D.

Дирихленинг ички масаласи. D со\ада гармоник 
D =  DU S да узлуксиз ва

lim и(х) = (р (х0), х0 <= S, х е  D (23)

чегаравий шартни кдноатлантирувчи и{х) функция то ­
пилсин.
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Дирихленинг ташки масаласи. Z), сохада гармоник шун­
дай и(х) функция топилсинки, у 5  да берилган узлуксиз 
к,ийматларни кабул килиб, яъни

lim и(х) = ср (х ,) ,  х0 е S, х е  D, (24)
л:—̂ дго

|*| —» да п > 2 булган холда |х|2~" дан секин булмай нол­
га интилсин, п =  2 да эса чекли лимитга интилсин.

Нейманнинг ички масаласи. D сохада гармоник, ZJUi” 
да узининг биринчи тартибли хосилалари билан бирга уз­
луксиз булган и(х) функция топилсинки, унинг нормал 
буйича олинган хосиласи 5 да аввалдан берилган киймат- 
ларга тенг булсин, яъни

= х е  D’ x° s S ’ <25> 

бу ерда п — S га утказилган нормал.
Нейманнинг ташки масаласи. Z), сохада гармоник шун­

дай и(х) функция топилсинки, унинг нормал буйича олин­
ган хосиласи S да аввалдан берилган кийматларни кабул 
Килсин, яъни

lim ~  = у/ (х0), х е  Dt, х0 е S  (26)дг-чдгО ОП ' ' '

хамда функциянинг узи чексиз узокдашган нуктада п > 2 
булган холда нолга, и =  2 да эса чекли лимитга интилсин.

Дирихленинг ички ва ташкой масалалари биттадан ор- 
тиц ечимга эга булмайди.

Хакикатан хам, бу масалалар бир хил чегаравий шарт­
ларни каноатлантирувчи иккита г/, ва и2 ечимга эга булсин. 
У \олда, и = щ - и 2 функция ( 1)тенгламани ва ы|^=0 
шартни каноатлантиради. Аввал ички масалани курамиз. 
Экстремум принципининг иккинчи натижасига кура бар­
ча D  сохада и = 0 булади, демак ы, = и2.

Энди ташки масалани текширамиз.
А ввал п >2  булсин. Ш артга асосан  и(х) функция 

/), сохада гармоник, шу билан бирга ы|5 = 0  ва х

нук,та коорд и н ата  б о ш и д а н  етарли у зок л аш ган д а
I С|м(х )| -  7~̂ =т ’ С ~ const, тенгсизлик уринли булади.

м
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Маркази координата бошида ва радиуси R га тенг булган 
\амда S сиртни тула уз ичига олувчи SR сферани оламиз. 
и(х) функцияни S сирт ва SR сфера билан чегараланган DR

сохада кдраймиз. Агар радиус етарли катта булса, SR сферада
|и(яг)| < -^гт тенгсизлик бажарилади. Ихтиёрий е >  О сон-
ни оламиз ва R ни шундай катта килиб танлаймизки, 
С7?2'"  < £ тенгсизлик бажарилсин. DR сохдца и(х)  функ­
ция узининг энг катта ва энг кичик кийматларига ёки S 
да, ёки да эришади, демак, бу кийматлар модул буйича 
£ дан катта эмас. х  — Dx со\анинг ихтиёрий нуктаси булсин. 
Етарли катта R да бу нукта DR га тушади, шунинг учун х,ам 
| и | < £. Аммо е — ихтиёрий мусбат сон булганлиги сабаб- 
ли и(х) =  0 , демак их(х) =  иг(х).

Агар п =  2 булса, конформ алмаштириш (масалан каср 
чизикли) натижасида чексиз сохдни чекли сох,ага утка- 
зиш мумкин. Бунда Лаплас тенгламаси яна Лаплас тенг- 
ламасига, чексиз сохада гармоник булган и(х) функция 
эса чекли со\ада гармоник булган функцияга утади ва бу 
функция сохднинг чегарасида нолга тенг булади. Ш ун­
дай килиб, чексиз сохд учун Дирихле масаласи ечими­
нинг ягоналиги исбот килинган чекли сохдцаги Дирихле 
масаласига келади.

Лаплас тенгламаси учун Нейманнинг ички масаласи узгар­
мас сон ани^лигида топилади, яъни масаланинг иккита ечи­
ми бир-биридан узгармас сон билан фарк, щлади.

Фараз килайлик, бу масала бир хил (25) шартларни 
каноатлантирувчи иккита их(х) ва и2(х) ечимга эга  булсин. 
У хдлда, бу ечимларнинг айирмаси и(х) =  их(х) — и2(х) функ­
ция ( 1) тенгламани ва ~^\s = 0  шартни каноатлантиради. 
Охирги шартни каноатлантирувчи гармоник функция 2- 
банддаги 2) хоссага асосан барча D со\ада узгармас сонга 
тенг булади, яъни и(х) =const ёки их(х) =  и2(х) =  const. Ней­
маннинг ички масаласи х,амма вакт хдм ечимга эга  була- 
вермайди. 2- банддаги 3) хоссага асосан

J  y/dS = 0 ^
s
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булиши керак. Бу шарт Нейман ички масаласининг ечим­
га эга булиши учун зарурий шартдир. Кейинчалик (27)нинг 
етарли шарт эканини х,ам курсатамиз.

Агар фазонинг улчови п >  2 булса, у  х,олда Нейманнинг 
ташци масаласи биттадан ортин; ечимга эга булмайди.

Бу фикрнинг тугрилигига ишонч ^осил килиш учун 
юк,орида киритилган чегаралари S ва SR дан иборат булган 
Dr сох;ага (8) формулани куллаймиз:

(28)
'  = 1 DR V 1 )  S S d

SR сфера буйича олинган интегрални ба^олаймиз. R етар­
ли катта булганда 1- § нинг 6- бандидаги леммага асосан

в"-1 С, С, -  const

тенгсизликлар уринли булади. У \олда

SR

dli г р
R R"

ди г
АП*
интеграл нолга тенг.

= 0 булгани учун (28) формуладаги S буйича олинган 
Шундай килиб, /?—»<» да

2

Демак, ди
дх,

V/  =  1 о 

= 0 , / =  1, ..

—  \ d x - ^ 0 .
ОХ;

п, и =  const.
0 учун, и = 0  эканлиги келиб чик,ади.

Агар п =  2 булса, Нейманнинг ташци масаласи узгармас 
сон ани^лигида топилади.

Бу х,олда ^ам худди юкоридагидек, и =  const тенгликка 
эга буламиз. Чекли узоклашган нуктада п =  2 да гармоник 
функция чегераланган булгани учун, юкоридаги фикри- 
мизнинг тугрилигига дар^ол ишонч х,осил киламиз.

2. Дирихле масаласининг Грин функцияси. Лаплас 
тенгламаси учун чегараси S сиртдан иборат булган бирор 
D сохдца Дирихле масаласининг Грин функцияси деб, ик-
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кита х,£ е D\J S  ну^таларнинг функцияси булган ва куйи- 
даги шартларни к а н о а т л а н т и р у в ч и  G(x,£) функцияга 
айтилади:

1) G ( x ушбу куринишга эга

бу ерда Е(х,%) — Лаплас тенгламасининг фундаментал ечи­
ми, g(x,g) эса, х  e D  буйича х,ам, £eD  буйича хам гармо­
ник функциядир;

2) х ёки £ нук,та D соханинг S  чегарасида ётганда

Бу таърифга асосан G(x,E) функция £ нук,тадан ташк,а- 
ри барча D сохада гармоник функциядир.

Бу таърифдан яна шу нарса куринадики, G функция 
g(x,%) ёрдамида аникданади, g(x,£) эса, уз навбатида D да 
гармоник булиб, S да -In 1 ,  п -  2 ёки - -J z ?  , п > 2  к.ий- 
матларга тенг. Бу ерда g(x,£) шундай гармоник функция- 
ки, у чегарада махсус к,ийматларни к,абул к,илади. Айрим 
Холларда бундай функцияни топиш анча кулай булади. Бу 
маълум булгандан сунг чегарада ихтиёрий к,ийматни кабул 
кдлувчи гармоник функцияни топиш мумкин булади. Агар 
(12) ёки (13) формулада и(х) ни Дирихле масаласининг 
ечими деб хисоблаб, Е(х,£) урнига G(x,£) ни олсак, у холда 
( 12) формулани, тугрироги ( 10) формулани чикдришдаги 
мулохазаларни к,айтариб, хамда (29) ва (30)ни эътиборга 
олсак,

формула хосил булади.
Агар Грин функцияси мавжуд булса, (31) формула Д и­

рихле масаласининг ечимини беради. (31) формула билан 
ифодаланган и(х) функциянинг гармониклиги G(x,£,) ниш 
х *  £ да х  нинг гармоник функцияси эканлигидан келиС 
чикдди. Бу функциянинг

G(x,€) = E(x,£) + g ( x , £ ) , (29)

G (x,£) = 0 . (30)

www.ziyouz.com kutubxonasi



lim u(x) = cp (x0), x0 e S, x  e D 
*->*o

чегаравий шартни каноатлантириши ало^ида исбот талаб 
килади.

1) Барча D сохада G (х,£) > 0. Х,аки катан \ам, G(x,E) 
функциянинг махсус нуктаси ни марказ килиб етарли 
кичик S радиусли Q/J;) шар чизамиз, бу шарнинг чегара- 
сини Ss оркали, D — Qsни эса Ds оркали белгилаб оламиз.
lim (? (х ,| ) = +оо булгани сабабли етарли кичик S учун
Qs(£) шарда G{x£) >0 булади.

Демак, /^сохднинг 5 +  Ss чегарасида G(x,£) > 0. 
Бундан, экстремум принципига асосан, хе 0 5нукталар 

учун \ам G(x,^)> 0 булади. Бундан дар^ол барча Z)U 5fla 
G(x,£) > 0 эканлиги келиб чикади.

Бу тенглик (31) формуладан барча D да и{х) =  1 бул­
ганда дар\ол келиб чикади.

3) G{x,t;) Грин функцияси х ва £ нукталарга нисбатан 
симметрик функциядир, яъни

Бу хосса н и  исботлаш  учун х, £ е  D нукталар- 
ни м а р к а з  к илиб ,  етарли к и ч и к  с р а д и у с л и  
Q€(х ) : \у -  х| < е, Ql(t;): |у-<f;|< е шарларни чизамиз. Бу 
шарларнинг чегарасини С ва С1 оркали белгилаб оламиз. 
D -  Qe( х )  -  Q'I (£) = De десак, Dtсохдда G(y,*), G {y£) функ­

циялар гармоник булади.
Бу х,олда (7) га асосон, ушбу

Грин функциясининг хоссалари

2) х е  D нукталарда -  | dtS = 1 .

G(x, ^) =  (Ц£, х).

S+С

тенглик уринли булади. С |5 = 0 булгани учун
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тенглик хосил булади. Бундаги биринчи интегрални / ,  
оркали белгилаб оламиз, яъни

Бунда у е С , х е С  булгани сабабли, С да

Щ х А )
дп

< А, А = const, |/j| < A j  G (у, x )d S

тенгсизликлар уринли булади.

G {y>x ) = - ^  + s { y , x )

ни эътиборга олсак, С да г =  е булгани учун 

\G\C < - l y  + Д , Д = const

тенгсизликка эга буламиз. Бунга асосан 

|/,| < - 4 \dC + A A j dC = J ^ \ S \ e ^  + М  | %  гаг
с с

(32) тенгликдаги иккинчи интегрални J2 оркали белгилаб 
оламиз, яъни

ЭС(у,х)

-»о.

J2 = - l G { y , Z ) * ™ > d C m

д д
гг — Deсо^ага нисбатан ташки нормал булгани учун 
Ш у сабабли С да

<9(7___<?<7
дп де
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Демак,

J2 = j G ( y , Z ) ^ [ e 2-" + g(y ,x )]dC =
С

=  (2 -  ri)e'-n\ G(y,Z)dc  + J G ( y , 0  ^ d C .
С г

Равшанки,

J ^ . e ^ L ^ - T J o - » 0 .с

y  =  x + G s  алмаштиришни баж арсак, у е  С булганда, 
в £  — бирлик сфера булади. Шу сабабли

j G ( y , Z ) d C =  jC ( x  + ее, W ' d S t .  
с st

Бунга асосан,

П ш /2 = ( 2 - / j)|5,|G(jc,| ).

Худди шунга ухшаш

Демак;,

G(x,Z) = G(£,x).

3. Дирихле масаласининг шар учун ечилиши. Агар D со\а 
шардан и борат булса, Грин функциясининг аник, ифода- 
сини топи ш  мумкин. Бу \олда (31) формула билан аник,- 
ланган гармоник функциянинг чегаравий шартни цаноат- 
тантириш ини курсатиш \ам к,ийин эмас.

Ш ундай килиб, D со\а маркази координата бошида ва 
эадиуси R  га тенг булган шар булсин. Уни чегаралаб тур- 
ан сф ерани 5доркали белгилаб оламиз. х  ва £ бу шар- 
шнг ички: нукталари булсин.
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Фараз килайлик, х *  0 булиб, х га SR сферага нисбатан 
симметрик нукта у  булсин, яъни

(32)

|x| < R булганлиги сабабли, у  нукта SR сферадан ташкари­
да ётади. Ушбу

g(x ,£)  =

In, R

лп-2
R

(И M l

/7 = 2 

n > 2

функция у  нуктадан ташкари барча £, нукталарда гармо­
ник, хусусий х^олда D со\ада \ам гармоник булади. Тек­
шириб куриш кийин эмаски, % eSR булганда бу функция 
*п_р^| , п = 2 , |х -  \̂2 " , п > 2 кийматни кабул килади.
Хакикатан х,ам, агар %e Sr булса,ОхЕ, ва ОЕ,у учбурчаклар 
(21- чизма) ухшаш булади, чунки улар умумий Обурчак- 
ка эга ва бу бурчакни хрсил килган томонлари (32') тенг­
ликка асосан пропорционалдир.

Демак,
\х-$\ N ёки — = R
W  ̂= -R M l  И М

Шундай килиб, ушбу

G(x,& =
2 71 In, ■ - I n ,

и

1 1
/ \ 

R
л-2

(«-2)|5,| мг2[ИМ;

= > i n i f e l  
2л R\x-£\

п >  2
(33)

21-чизма 

182
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функция со\а шардан иборат булган холда Грин функци- 
ясининг барча шартларини каноатлантиради.

Бу функциядан фойдаланиб, (31) формулага асосан, шарда 
гармоник ва SR сферада олдиндан берилган узлуксиз (р (х) 
функцияга тенг буладиган функцияни хосил килам из.

Агар в  оркали Ох ва ОВ, векторлар орасидаги бур- 
чакни белгилаб олсак, у холда

Бунга асосан аввалги тенгликни бундай ёзиб оламиз:

Ш ар учун ташки нормал ва радиуснинг йуналишлари 
устма-уст тушгани учун

dG_ _  3G  I 
дп

Бу хосилани хисоблаш учун олдинги тенгликни эъти­
борга олиб, G(x,£) ни куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

Л̂
х ва у  нукталар симметрик булгани учун И  = -ĵ j-

\x-S\ = \Zl*f + |£ Г -  2 |<g | |х| cos 0 , |§ -  у  |

2 -п

-  R2 + l*flf I2 -2\х\\£, |cos0
\

\ /
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Бунга асосан,

9G

т ’ | { | . л  2

-  2 |х||£ |cos0 ) 2 | -2 |x|cos0 ) -

2-п
'~2~ R2 + 1- IJ j.J -  2 |лг| |<Ц| cos в т ■ 2 |х| cos в

i\=R

Л2-Ы 2 1 л2-И 2

Шундай кдпиб, D со\а маркази координата бошида ва 
радиуси R га тенг шар булган х,олда (31) формула ушбу 
куринишга эга булади.

“ М - р р (34)
S R

еки

“ м  = д а  I' ' Sr

R1- Ы2

| я 2 -|х|2 -2 /?|х| cos 0 j 2

- ^ { ^ ) d S R. (340

п =  2 булган \олда (33) дан фойдаланиб, яна (34) ёки (34')

формулани *осил кдла£ш^(34) ёки (34') формула Пуассон

формуласи дейилади, я унинг яфоси деб аталади. Агар

(р(х0) функция SR сферада узлуксиз булса, П уассон фор­
муласи билан аникданган и(х) функция Sx сфера билан 
чегараланган шарда гармоник булиб,

lim и(х) = ф(х0) ,  х0 е SR
X—*XQ '  '  4 '

шартни каноатлантиради.
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и (х) функциянинг гармоник булишини (31) формула­
ни хосил к,илганда айтиб утган эдик. Энди (35) шартнинг 
бажарилишини курсатамиз. Грин функциясининг 2) хос- 
сасига асосан ёки тугридан-тугри (34) формуладан

Иsr

d 2 j |2

R— ¥ L d S R =1 
х-4\И R (36)

х нук,та сферанинг ичидан бу сферада ётувчи х0нук,тага 
интилаётган булсин. (36) формулани (р (х0) га купайтириб, 
сунгра уни (34) дан айирамиз:

и(х) - ср (х0) = Jp j J [<р (£) - ср (х0)] dSR (37)

<р(£) функция SR сферада, демак, х0 ну^тада узлуксизли- 
гидан ихтиёрий е > О учун SR да х0 нук,танинг шундай 
о(х0) атрофи мавжуд буладики, унга тегишли барча £ нук,- 
талар учун

|ф(£)-(р(х0)| < у£

тенгсизлик уринли булади. w(x)-<p(x0) айирмани бахщ ай- 
миз. Ш у ма^садда (37) интегрални куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

и(х) -  ср (х0) = ^  J \j> (§) _  (р (х0)] do  +
а

+  р р  !  = Jl + J 2-
Sr - o

Бундан

ш  =
№

1 e Г /f -W
PiTjtJ da < -  f2 Щ Л  J

1 ' SR
R W dSR = ^ .
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У, интеграл учун х  нук,танинг холатига (яъни шарнинг 
кайси к,исмида ётишига) боглик, булмаган бахони хосил 
Килдик. / 2 интегрални х ва х0 нук,таларни бир-бирига як,ин 
олиш натижасида етарли кичик к,илиб олиш мумкин. ср (х) 
функция ёпик, тупламда узлуксиз булгани учун у чегара­
ланган булади, яъни

\(р(£)\<М, \(р(^)—(р (х0)| < 2 М  .

Бунга асосан

\ т  \ < Ж .  f * 2- И 2 H S  
2 |5,|Л J \x-tf * ’

Sr - o

х  нук,тани х0 га етарли як,ин кдлиб олсак, яън и | х | -> R да 
Î eSR— a  булгани учун |х —£|*0 булади. Ш у сабабли,
| J2\ < е/2 к,илиб олиш мумкин. Демак,

|ы(х) -  <р(х0)| < е , яъни lim и(х)  = (р (х0), V  х0 е SR.

Энди и(х) функция |х - х 0| < R шарда гармоник, шар­
нинг чегараларида узлуксиз булиб,

lim и(х) = (р(у), jx-xoj < R,
х - * у

шартни к,аноатлантирсин. У холда w(z) =  u(z + *ц) функ­
ция | z | < R шарда гармоник, | z | ^ R да узлуксиз булиб,

lim н-(х) = ф (/ + х0), | г | < /?, И  =  R

шартни каноатлантиради. (34) формулага асосан

= | з р  J  ^ -^ r ( p ( t  + xQ)dSR, SR : | / |= R.

Бундан дархол, t + х0 = £, z = х  — х0 десак, |х —х0\ < R 
шар учун Пуассон формуласи келиб чик,ади:
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u(x) = W( Z - X 0) = ^ j  R2̂ l  <p (£) dSR,
№  *R \X-

Sr - .\^-x,\ = R.

(38) формуладан x = x0 булганда, яна (16) урта арифметик 
формула келиб чикдци.

4. Шарнинг танщариси учун Дирихле масаласи. D сохд 
маркази координата бошида ва радиуси R га тенг булган 
SR: | х  | =  R сфера билан чегараланган | х \ < R шарнинг
таш ^и  к,исмидан иборат булсин.  D да гармоник ва

lim и(х) = (р (х0) шартни каноатлантирувчи функция
топилсин. Агар и(х) функция |х|<7? шарда гармоник 
булса, Кельвин теоремасига асосан

п п - 2

о(}>) =  — - у  и ■у

функция SR сферага нисбатан х нуктага симметрик булган, 
яъни | лс || .у | = /?2 шартни каноатлантирувчи у  нукталарда 
гармоник булади. и(х) функция эса, (34) формула билан 
аникла-нади. Демак,

Л2- — v2
R"~2 (  R2 \ R "-2 1 f  М 4

\у\

( ч R”' 1
,М  = Г ргтИ

R
У ^ ) d S R.

У ш бу

■y-S
/2

- у - Ъ

R.

/
2 \Уг

У2

тенгликни эътиборга олсак, олдинги формула куйидаги 
куринишда ёзилади:
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•JR

Бу формула шарнинг ташк,ариси учун Пуассон форму­
ласи дейилади.

Агар у  нук,та шардан ташк,арида ётиб, сферадаги х0 нук,- 
тага интилса, v (у) функция (р(х0) га интилади, чунки х 
нуцта шарнинг ичида ётиб, х0 нуктага интилганда и(х) 
функция (р(х0) кийматга интилади.

Энди v (у) функциянинг чексиз узокдашган нуктадаги 
характерини текширамиз:

I j ' - f l a M - f l ' M - *

тенгсизликка асосан
>12_ £»2

1 1 sR

тенгсизликка эга буламиз. Бизни ]у| нинг етарли катта 
к,ийматлари кизиктираётгани учун |yj > 2R д еб  х,исобла- 
шимиз мумкин. Бу х,олда

М<

<Ы
2

. м

чЯ-Г < С - 2\у\ _  2" С

|зГ

Шундай к,илиб, v  (у) функция у  -> 0 да п  =  2 учун че­
гараланган булади. п > 2 учун нолга интилади.

5. Ярим фазо учун Дирихле масаласини ечиш. Энди D 
со^а х >  0 ярим фазо билан устма-уст туш ган х,олни 
курамиз. Дирихле масаласининг изланаётган ечими 
чегараланган булсин деб хисоблаймиз. х  ва — ярим фа-
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зонинг нукталари булиб, =  (t>v...,t>n_v £п)  нукта |л = 0  те- 
кисликка нисбатан £, нуктага симметрик нукта булсин. 
g(x, £) =  — Е(х, £ ') функция х >  0, £„> О булганда х  буйича 
\ам, £ буйича хдм гармоник функция булади. Бундан 
ташкари \п =  0 да Е(х, cj — Е(х, \') = 0  булади. У \олда

(40)

функция текширилаётган ярим фазо учун Грин функция- 
сидан иборат булади. Дирихле масаласининг изланаётган 
и(х) ечими учун (31) формула уринли деб хисоблаймиз. 
Ш ундай булади, агар барча x s  D  лар учун|х| —> да 
ушбу

|и(х)| < ■ ди
dXj

< А 
- W 1 '

тенгсизликлар бажарилса, бунда А ва И — мусбат сонлар.

Бунга мос равишда етарли катта р =
(  л-1 у 2

учун V =  0

текисликда берилган функция \ам |(р| <
V

шартни каноатлантириши керак. (40) Грин функцияси- 
нинг (3 1)даги нормал буйича хосиласини х,исоблаймиз:

2 -п
2

2 -п

Е ( * , - Ч )2 + (xn + z „ f  
/=1

п-1

+ (х„+%„)
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Бунга асосан
2(п-2)х„

П '

Бу ифодани (31) формулага куйиб, ярим фазо х >  О 
учун чегаравий шарти

булган Дирихле масаласининг ечимини берувчи куйидаги 
Пуассон формуласини хосил к,иламиз:

бунда берилган ф (£ )  функция узлуксиз ва чегараланган.
(42') формула билан аник,ланган и(х) функция Лаплас 

тенгламасини цаноатлантириши равшан, бу функциянинг
(41) шартни каноатлантиришини курсатамиз.

Е"  фазода ихтиёрий R радиусли шар QR учун

формула уринлидир ((17) формулани \осил к,илишга карал- 
син). Ш у билан бирга

lim и(х) = <р{ух, . . . , уп. х), х „ > 0 ,  у„ = 0  (41)
х -> у  4

1
и (х)  = - (42)

еки

(42')

R
j  u{Z)d£ = l d r j  udSr

Qr 0 s,
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л-1
Буларни эътиборга олиб 7-2 = X  (Х' _ ) белгилашни 

киритсак, /?—> оо да ушбу ,_1

-  [ г +xiy I 2 j 0 (r +х«)2

тенгликка эга буламиз. х„> 0  булгани учун t = ~  ал- 
маштиришни бажарсак, куйидаги тенгликни хрсил кила­
миз:

2 j J ^ \ d r  = 2 j ^ L _ .
О (г2+ X2)2 о (1+,2)2

Охирги интегралда

s = i
,т1+л

алмаштириш бажарамиз. У х,олда

2j - - T r  = j ^ 0 - ^ P *  = « f  " - y - \
О ( ]  +  , 2 j 2  О V

Г| zr I г  П

чунки Г|^| = Я2 . Демак,

¥1П 2
2 (•*|_1|)2+хп /= 1

(43)

Агар у  =  (уг  ... ,ул_,), * „ > 0  ярим фазо чегарасидаги би - 
рор нук,та булса, (42') ва (43) га асосан
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Я 2 — Г^1/ с ч2 2 
/=1

х[(р (| )-<?(>>)]</£,

тенгликни \осил киламиз. а  (у) оркали у  нук,танинг

Л-1
< S

шарт билан аникданувчи атрофини белгилаб оламиз. (р (£ ) 
функция узлуксиз булгани учун 5 ни етарли кичик килиб 
танлаб олиш мумкинки, а (у) атрофига тегишли булган 
£ нукталар учун

\<Р №)-<р {у )|< £

тенгсизлик бажарилади. (44) тенгликни а (у) атроф ва 
унинг ташкариси буйича олинган икки интегралнинг йи- 
гиндиси сифатида ёзиб оламиз, сунгра \(р (£)| < Л/ булган- 
лиги сабабли

| |  ( w , ) 2 < f

булганда

f rfji-rfg-t < g + M sx„
И  х ) - < р ( у ) < е  + 2Мх п 1------  г. . ]/ ^

(й-л-)2 > 5 I  (дг/-5,Г/«I

бу ерда M s - 8  га боглик булган бирор мусбат узгармас. 

Агар хп ни етарли кичик деб \исобласак, 

\и(х)-ср(у)\<2е,
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яъни л:л> 0  ярим фазодаги х нукта унинг чегарасидаги у  
нуктага интилганда и (х ) —> <р ( у ) .

6. Урта к,иймат х,акдцагн теоремага тескари теорема.
D — Ег фазонинг ихтиёрий чекли со\аси ва w(x)e C(D) 
булсин.

Агар узининг чегараси билан D сох,ада тула ётадиган шар 
учун и(х) функция

шартни к,аноатлантирса, ух,олда бу функция D да гармоник 
булади.

Хак,ик,атан хдм, маркази х0 нуктада ва радиуси R га 
тенг булган шарни QR оркали белгилаймиз^ v  (х) функ­
ция Qr шарда с  D j гармоник булиб, QR да узлуксиз 
булсин ва 5лда и(х) кийматни кабул килсин. Бундай функ­
циянинг мавжудлиги Пуассон формуласидан келиб чита­
ли. v (jc) — u (х) айирма QR шарда узлуксиз булиб, SR да 
айнан нолга тенг. Бундан ташкари бу айирма учун урта 
арифметик киймат \акидаги формула уринли, чунки бу 
хоссага v (х) ва и(х) функциялар эга.

Демак, v (х) — и(х) айирма узгармас сондан фаркли 
булса, экстремум принципидаги изох,га асосан QR шар- 
нинг ички нукталарида максимум ва минимум кийматга 
эга булмайди.

A mmo SR да v  (х) — и ( х ) =  0 булгани учун барча QR да 
и (х ) — и(х) = 0, ёки v  (х) =  м(х) булади. Шундай килиб, 
м(х) функция Qr да гармоник булади. х0 нукта ихтиёрий 
булганлиги учун и(х) нинг барча D сохдца гармоник фун­
кция эканлиги келиб чикади.

7. Четлаштириладиган (кутилиб буладиган) махсуслик 
тукрисидаги теорема. Агар и(х) =  и(х{,..., хп) функция D со- 
у̂ анинг х () ну^тасидан ташкари барча нукталарда гармоник 
булиб, б у  нуцтанинг бирор атрофида чегараланган булса, и(х) 
функциянинг х0 нуцтадаги цийматини шундай аницлаш мум- 
кинки, натижада у  барча D со^ада гармоник булади.

Теоремани исботлаш учун маркази х0 нуктада ва ради­
уси £ га тенг булган /)со^ада ётувчи Q  шар чизамиз. Qe 
нинг чегарасини Se оркали белгилаймиз.
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Пуассон формуласига асосан Qe шарда гармоник булган 
ва Se да и(х) билан устма-уст тушадиган w,(x) функцияни 
аникдаймиз. 8  < е сонни олиб, Qt га концентрик булган 
Qj шар чизамиз, Ss бу шарнинг чегараси булсин. Qe дан 
Qg ни чикдриб ташлаш натижасида \осил булган со\ани 
QSr оркдли белгилаб оламиз, v  (х) =  и(х) — м,(х) функция 
Se да нолга тенг ва S га боглик, булмаган шундай узгармас 
С >  0 сонни курсатиш мумкинки, щах |и | < С булади.

функцияни текширамиз, бунда г = |х -  х0|.
Равшанки, бу функция QSe со^ада гармоник. Агар x e S e, 

яъни г = £ булса, t>5(x) =  0, x e S s, яъни г  = 8  булса, 
vs(x) =  Сбулади. Экстремум принципига асосан, Q5fco\a- 
да куйидаги тенгсизликлар уринли булади:

Бундан д —> 0 да лимитга утсак, барча Qe да э^тимол х0 
нуцтадан ташкдри, v  (х) =  0 булади. v (х0) =  О деб х,исоб- 
лаб, барча Q да v  (х) =  0 ёки и (х) =  и, (х) булишига эри- 
шамиз.

Теореманинг исботидан куринадики, и(х) функция х0 
нукда атрофида чегараланган булмай, х —> xq да ушбу

Ушбу

п = 2

Е

п >  2

м

vs (х) ~ v (х ) > 0 , vs (х ) + v (х ) > 0 •
Демак,

|о(х)|<и5 (х) .
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шартни кдноатлантирса >̂ ам теорема уз кучини саклаб 
Колади, яъни и(х) функция х0 махсус нукта атрофида 
p W (ln j  , п = 2j га нисбатан секинрок усса теорема тугри 
булади.

Хак,ик,атан \ам, v(x)  функция x e S £ да нолга тенг. х0 
нук,танинг кичик атрофида шартга кура г"~2 и(х)етарли 
кичик, г/^х) функция бу атрофда чегараланган булгани учун 
г"~2 м,(х) \ам етарли кичик булади. Ш у сабабли

|и(х)| < 4 “г|
I '  '\г=5 г  lr - S

тенгсизликка эга буламиз, бунда £ ( 8 ) микдор <5-> 0 да нол­

га интилади. Экстремум принципига асосан v  (х) функ- 
е (<5)

ция учун 1_2 функция можорант булади. Агар х0 нукта -

дан фаркли бирор нуктада и (х) ф 0 десак, дадоол карама-
е ( 5 )  х

каршиликка келамиз, чунки —̂  ни бу нуктада о етарли

кичик булганда етарли кичик килиб олиш мумкин.
Демак, и (х0) =  и, (х0)деб олсак, и(х) функция и,(х) функ­

ция билан барча Q да устма-уст тушади.
8. Гарнак тенгсизлиги. Лиувилл ва Гарнак теоремалари. 

Агар и(х) функция маркази х0 нуктада ва радиусы R га 
тенг булган QR шарда манфий булмаган гармоник функция 
булса, шарнинг ичидаги х нук,талардаги бу функциянинг %ий- 
матлари учун ъуйидаги тенгсизлик уринли булади:

R - 2 — ---  I м(х0) < н(х) < R"~2 — R+r„ I ы(х0) . (45)
(Л +r) 0 7 (Л-r)

Бунда г =  | х — х0| Qrx (R{ < R) шарнинг х нукталари учун

Пуассон формуласи уринли булади. r <  Rt , — х0| =  Л, 
булгани учун
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R{ — r<  |£ —х| < Rx+ г 

тенгсизлик тугри булади (22 - чизма).

£

22- чизма

Бундан и ( £ ) > 0  булгани учун Пуассон формуласига 
асосан ушбу

тенгсизлик х,осил булади. Урта к,иймат \ак,идаги теорема- 
га асосан

1
Щ\$ =г1  “ ( * №  = « ( * , ) .

SR\

Демак,

R' ~2 7 u (x° ) -  “ (x ) -  R"~2 i в M '(л1+0

Бу тенгсизликдан /? да дар^ол (45) келиб чикдци.
(45) тенгсизлик Гарнак тенгсизлиги дейилади.
Л и у в и л л  т е о р е м а с и .  Агар и(х) функция барча Е" 

фазода гармоник булиб, к;уйидан ёки юцоридан чегараланган 
булса, у  х;олда и(х) узгармасдир.

Хакикатан \ам, барча х е  Е" нук,талар учун и(х)< М  
булсин, М — узгармас. М  — и{х) функция Е" фазода 
манфий булмаган гармоник функциядир. Бу функцияга 
(45) тенгсизликни куллаб, R - *  °° да лимитга утсак,
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М  — w(x0)< М — и (х)< М — и (х0) тенгсизлик х,осил булади. 
Бундан М  — и{х) — М  — и (х0) ёки и(х) =  и (х0).

Лиувилл теоремасига асосан 5- бандда текширилган 
ярим фазо учун Дирихле масаласининг чегараланган функ­
циялар синфида ягоналигини курсатиш к,ийин эмас.

Бу масаланинг иккита w,(x) ва и2(х) ечими мавжуд 
булсин. Буларнинг айирмаси и(х) =  «,(х) — и2(х) хп =  0 да 
и(х) =  0 чегаравий шартни кдноатлантиради.

функцияни текширамиз. Бу функция х <  0 да х>ам, х >  О 
да \ам гармоник булади. Бундан ташк.ари, W(x) функция 
барча Е? фазода гармоник булади, чунки ихтиёрий R >0 
учун | х  | < R шарда бу функция | х  | =  R да W*(x) =  W(x) 
чегаравий шартни кдноатлантирувчи W(x) гармоник функ­
ция билан устма-уст тушади. Шарт буйича Щ х) функция 
чегараланган булганлиги сабабли, Лиувилл теоремасига 
асосан у  узгармасдир. Аммо хп =  0 да W  (х) =  0 булгани 
учун барча Р  фазода W (х) =  0. Демак w,(x) =  ы(х).

Г а р н а к н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар чекли 
D со^ада гармоник, D да узлуксиз функцияларнинг {ик (х)} 
(к =  1,2,3, . . . ,) кетма-кетлиги D нинг чегараси S да 
текис якинлашувчи булса, у \олда

1) {ик (х)} кетма-кетлик D ёпик; со^ада текис якинла­
шувчи булади;

2) и ( х )  = lim uk (х)  лимит функция D да гармоник була-

3) D со%анинг ихтиёрий ёпик, D* к,исмида ик(х) функция­
лар ихтиёрий тартибдаги х,осилаларининг кетма-кетлиги ли­
мит и(х) функциянинг мос тартибли %осиласига текис якин- 
лашади. ,• i N *

И с б о т . {м4(х)}кетма-кетлик S  да текис як,инлашувчи 
булгани учун ихтиёрий е > 0 учун шундай N  номер топи- 
ладики, k  > N лар ва ихтиёрий натурал р сон  учун

Уш бу

ди;

I ^к+р(х) -  ик(х)\ < £ (46)
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тенгсизлик уринли булади. ик+р{х), ик(х) функциялар гар­
моник булгани сабабли, уларнинг айирмаси \ам D да гар­
моник, D да узлуксиз булади. Экстремум принципига асо­
сан (46) тенгсизлик барча D со^ада тугри булади, бу эса 
{ик(х)} кетма-кетликнинг ёпик, D со^ада текис як,инла- 
шувчанлигини курсатади. Демак, D да аникданган ва уз­
луксиз и ( х )  = lim w* (х)  лимит функция мавжуд. D сох,а- 
нинг ихтиёрий х0 нук,тасини марказ к,илиб, R радиусли D 
да тула ётувчи QR шар чизамиз. Пуассон формуласига асо­
сан хе Qr нук,талар учун

“*(*) = J “ * ( £ ) *  (x,£)dSg, К(х,%)
SR

1 R - 1: -Xo\

{ма(х)} кетма-кетлик текис якинлашувчи булгани сабабли, 
аввалги тенгликда к— да лимитга утиб, лимит функция 
м(х) учун

и ( х ) =  J u{£)K {x ,Z )d S R
Sr

формулага эга буламиз. Бу формула и(х) нинг QR да гар­
моник функция эканлигини курсатади. Бундан QR ихти­
ёрий шар булгани учун и(х) нинг барча D со^ада гармоник 
функция эканлиги келиб чикдци. Аввалги тенгликларнинг 
унг томонини х  нук,танинг функцияси сифатида QR шар- 
нинг ичида ихтиёрий сон марта дифференциаллаш мум­
кин. Ушбу

д  еи (х ) д еик(х )

д х ?  .. .дх*” д х ? . . ■дхе" j  |м(£)-и*(£)|
Qr

д  еХ { х Л  )
d x f1 ■■■дхе„п

dSp

бунда I = /, + ... + /„ , тенгсизликдан ^осилалар кетма-кет- 
лигининг к —> оо да х  га нисбатан бу нуктанинг бирор ат- 
рофида, масалан, маркази х0 ну^тада ва радиуси QR шар- 
нинг радиусидан икки марта кам булган шарда текис як,ин- 
лашувчанлиги келиб чикдци. Агар £>' со\а D да тула ётувчи 
ёпик, со\а булса, Гейне — Борел леммасига асосан £)' ни 
чекли сондаги шарлар билан коплаш мумкин. Бунга асо-
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сан хрсилалар кетма-кетлигининг D ' да текис якинлашув- 
чи булишига ишонч хрсил киламиз.

Г а р н а к н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар D со- 
%ада гармоник функцияларнинг {uk(x)j кетма-кетлиги моно­
тон усувчи булиб, соланине камида битта нуцтасида якин­
лашувчи булса, у  х,олда бу кетма-кетлик D со%ада бирор и(х) 
гармоник функцияга ящнлашади. Шу билан бирга ихтиёрий 
ёпик, с  D сох,ада яцинлашиш текис булади.

И с  б о т .  Теореманинг шартига кура их(х )< и 2 (х)< ...
< ик(х) ва бу кетма-кетлик jc0g  D нуктада якинлашувчи бул­
син. Юкоридагидай маркази х0 нуктада булган QR с  D 
шарни оламиз. хе QR нукталар учун Гарнак тенгсизлиги

О < ик+р ( х ) - и к (х) < [ “ *+, ( * о ) "  и* (*о )]

уринли булади. Бу тенгсизликдан маркази хп нуктада булган
/?бирор шарда, масалан, у  радиусли ёпик шарда {«*(*)} кет­

ма-кетликнинг текис якинлашувчанлиги келиб чикади. D 
сохднинг ихтиёрий х нуктаси атрофида {ик(х)} кетма-кет­
ликнинг текис якинлашувчи булишини курсатиш учун х0 
нуктани х  нукта билан D да тула ётувчи узлуксиз эгри 
чизик билан бирлаштириб, экстремум принципининг ис- 
ботидаги мулохдзаларни кайтарамиз. Худди юкоридаги- 
дек, х  нуктани уз ичига олган шарда (ик(х)} кетма-кетлик 
текис якинлашувчи булади. Гейне — Борел леммасига асо­
сан бу кетма-кетликнинг £)' сохдда текис якинлашувчи 
булиши келиб чикади.

3- §. Потенциаллар назарияси

1. Потенциаллар тушунчаси ва уларнинг физик маъно-
си. Агар D булаклари силлик S сирт^илан чегараланган 
сохд булиб, и{х) функция O(D)  П С '( D )  синфга тегишли 
булса, 1- § нинг 3- бандидан маълумки, и(х) функция ( 10) 
ёки (11) формула билан ифодаланади. Бу интеграл ифода 
махсус куринишга эга булган ва математик физикада му- 
х,им роль уйнайдиган учта интеграл операторни киритиш-
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га имкон беради. (10) формулада А и (Е), и (Е,) ва )

функцияларни ихтиёрий р  (Е), (Л (Е) ва сг(£) функциялар
билан алмаштирамиз . Натижада, х га параметр сифатида 
боглик, булган учта

« ( x )  = J ^  » v (x ) = d4S ,
D S

w {x ) = \ ^ T diS > r = \x -^\ 
s

интегралга эга буламиз. u(x) х,ажм потенциалы ёки Нью­
тон потенциали, v  (х) иккиланган катлам потенциали, w(x) 
эса оддий к;атлам потенциали дейилади. р  (Е), ц (Е) ва сх(£) 
функциялар бу потенциалларнинг зичлиги деб аталади.

п =  2 булган х,олда, ( 11) формуладан юк,оридаги потен- 
циаллар урнига логарифмик потенциаллар деб аталувчи 
куйидаги интеграллар *осил булади:

« ( x )  = J p ( £ ) l n i r f $ ,  и ( х )  = Ld^S,
D S

w(x) = Jcx(£) In I
s

Х.ажм ва оддий к,атлам потенциаллари жуда содца фи­
зик. маънога эгадир. Фараз кдпайлик, уч улчовли фазо- 
нинг бирор х0 нук,тасида нук,тавий электрик q заряд жой- 
лашган булсин. Физикадан маълумки, бу заряд электро- 
статик майдон \осил к,илади, бу майдоннинг х0 нуктадан 
фарк^лй ихтиёрий х нук,тадаги кучланиши Е  ушбу

Е  = kq -С- г = |х-х0| 
г

формула билан аникланади, бунда к — пропорционаллик 
коэффициенти, у танлаб олинган бирлик системасига бог- 
лик, булади. Аввалги формула проекцияларда куйидагича 
ёзилади:

EXi= k q ^ l ,  EX2= k q t ^ , E Xj* k q 2 = & .
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Бу тенгликларнинг унг томони тескари ишораси би­
лан

и (х) =  kq j  +const

функциянинг х,осилаларига тенг, яъни Е  =  — grad и; и 
берилган электростатик майдоннинг потенциали дейила- 
ди. Одатда х-**> да и{х) —> 0 учун const = 0  к,илиб олина- 
ди. Математикада соддалик учун к =  1 деб ^исобланади.

Шундай к,илиб, микдори q га тенг булган нук,тавий 
заряд и = -  потенциал х,осил килади. Маълумки, бир нечта 
нук,тавий зарядларнинг умумий потенциалини топиш учун 
уларнинг потенциалларини кушиш керак. Шу сабабли, 
узлуксиз так,симланган зарядлар х,осил килган потенциал- 
ни йигиндининг лимита сифатида, яъни интеграл сифа- 
тида топилади.

Агар заряд \ажм зичлиги р  булган V \ажм буйича 
тар калган булса, бу заряд \осил к,илган потенциал хджм 
потенциалига тенг булади. Агарда заряд S сирт буйича тар- 
кдлган булса, потенциал оддий кдтлам потенциалидан ибо­
рат булади.

Энди иккиланган к,атлам потенциалининг физик маъ- 
носини текширамиз. Фараз килайлик, иккита q ва — q 
зарядлар / укда бир-биридан е масофада жойлашган 
булсин. Шу билан бирга бу зарядлар х0(х01, х02, х03)  нук,та- 
га интилаётган булиб, — q дан q гача йуналиш / нинг мус­
бат йуналиши билан бир хил булсин (23- чизма).

х0 нук,тадан фаркди ихтиёрий нукта- 
даги потенциал бир-бирига тенг булиш- 
га интилаётган икки микдорнинг айир- 
масидан иборат булади. Шу сабабли, тек- 
ширилаётган потенциал нолга тенг. Агар 
х;аракат вак,тида q заряд шундай узгарса- 
ки,

q e = p  =  const

булиб к^олса, потенциал куйидаги ли- 
митга тенг булади:

www.ziyouz.com kutubxonasi



и (х ) = lim ^Г — -  — I = lim —^-5- = lim — / 2 ?4 '  *-_ьП  I Л  Г-* е _ к П  F Г .К  * _ * Л  F  ( Л + Л  Wf —>0 I Г] Г2 I е -> 0  £ Г[Г2 е-*0 £ (r2 + f 1 У1Г1  ■

гх ва г2 масофаларни чизмага асосан дар\ол \исобла- 
шимиз мумкин:

тенгликнинг тугрилигига ишонч \осил к,илиш к,ийин эмас. 
Х,ак,ик,атан хам

Физикада зарядларнинг лимитик жойлашиши дипол 
дейилади, р микдор момент, I ук,ни диполнинг щ и  деб ай- 
тилади. Фараз кдгсайлик, аник, йуналишга эга булган S сирт 
берилган булсин, яъни бу сиртда ички ва ташк,и томонлар 
аник, курсатилган. Бу сиртда момент зичлиги ц(%), S 
булган дипол таркдлган булсин. Бундан ташкари \ар бир 
% нук,тада дипол ук,ининг йуналиши S сиртнинг шу нук,та- 
даги нормали (ички ёки ташк,и) йуналиши билан бир хил 
булсин (24- чизма).

Бу дипол \осил килган потенциал иккиланган кдтлам 
потенциалидан иборат булади:

г2 = г 1 + -  гг cos(7r -  (р) = г2 + ~  + re cos ф, 

г 2 = г 2 + -  re cos <р, г 2 -  г 2 = 2г cos (р.

Демак,

Ушбу

(47)
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2 .  Параметрга 6 ofjimk, булган 
хосм ас интеграллар. Юкррида ки- 
ритилган потенциалларнинг на- 
зариясини баён килишда пара­
метрга бокли*; булган хосмас ин- 
тегралларга дуч келамиз. Ш у

п

24 - чизма.
сабабли бу интеграллар назария-
синин г асосий тушунчаларини эслатиб утамиз. ЕР фазода- 
ги чегараланган D сохдца F(x,^функция х нук,тадан бошкд 
барча нук,таларда узлуксиз булиб, х  нинг атрофида чегара- 
ланмаган булсин. Бу хщда

интеграл х  га параметр сифатида боглик, булган хосмас 
интегралдир. Аввало хусусий, яъни

булган Х.ОЛНИ курамиз.
М аркази х нук,тада, радиуси R га тенг ва D сохдни уз 

ичига олувчи шарни QR оркдли белгилаб оламиз. У \олда

Д емак, а <  п булганда юкрридаги интеграл мавжуд ва
Is I

R "~а га тенг, а  > 0 булганда эса у мавжуд эмас. Агар 
F(x, функция ушбу

I ( x )  = j F { x , S ) d £ (48)
D

D Qr

Маълумки, d £ =  drdSr =  r"-'dr dSx . Бунга асосан

a < n
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тенгсизликни кдноатлантирса, (48) хосмас интеграл абсо­
лют якинлашувчи булади.

Агар ихтиёрий кичик е > 0 учун шундай 8  (е) курсатиш 
мумкин булиб, I х  — х0 1< 8 (е) тенгсизликни каноатланти- 
рувчи х нукталар учун ва х0 нуктани уз ичига олган ^амда 
диаметри d < 8 ( e )  булган ихтиёрий Ds сох,а учун

J F{x,Z)dE
Ds

< Е

тенгсизлик бажарилса, (48) интеграл х0 нуктада текис 
якинлашувчи дейилади.

Т е о р е м а .  Агар (48) интеграл х0 нуктада текис якин­
лашувчи булса, 1(х) функция шу нуктада узлуксиз булади.

И с б о т . Ихтиёрий кичик £ > 0 сон учун, ха нуктани 
уз ичига олган ва текис якинлашувчанлик таърифидаги Ds 
со\ани олиб, (48) интегрални

/ ( х ) =  J F ( x , £)</£ + J F (x,£)dl; = /, (х) + 1 2 (х)
Ds D -D g

куринишда ёзиб оламиз. Бу щлда

1(х) -  I(Xq)  =  1/х) + 1/х) -  l/ x j -  I/xJ -
Бундан

11(х) -  I(xJ | =  | I/х )  | + | / / V  I +1 Ч х> -  W I •

х  нукта Ds сох;анинг ичида ётган булсин. У х,олда, (48) 
интеграл текис якинлашувчи булгани учун х0 куктада

£
7i ( * )  < ? ’ 7' ( * о ) <

тенгсизликлар уринли булади. / 2(х) да интеграллаш D — Ds 
со^а буйича бажарилаётгани, х0 нукта эса Ds со\ а  ичида 
ётгани учун I/х )  функция х0 нуктада ва унинг бирор ат- 
рофида узлуксиз булади, яъни

| М * о )"Л  W | < y -
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Демак,
|/ ( х ) - / ( х 0)|<£.

Бундан, (48) интегралнинг jc0 нук,тада узлуксизлиги 
келиб чикдци. (48) интеграл урнига умумийрок,

интегрални текшириш мумкин, бу ерда F(x,B) аввалги 
функция, (р(х,%) эса D сохада чегараланган функция. Бу 
интеграл учун х,ам исботланган теорема уз кучини сакдаб 
к,олади.

Юк,орида киритилган тушунчалар ёпик, S  сирт буйича 
олинган, параметрга боглик, булган

\ F ( x ,^ ) d ^
s

хосмас интеграл учун хам уз кучини сакдайди.
3. Х,ажм потенциали. Ушбу

и М  = / £ с т ^  (49)
D

Хажм потенциалини текширамиз. р  (t)  зичлик D сохада 
интегралланувчи функция булсин. Агар х  нук,та D сохадан 
ташк,арида ётса ( г*0 ) ,  (49) интеграл хос интеграл булади. 
Бу холда и(х) функция узлуксиз ва барча тартибли х,осила- 
ларга эга. Бу хосилаларни интеграл белгиси остида диф- 
ференциаллаш натижасида хосил к,илиш мумкин, хамда D 
сохадан ташк,арида и(х) функция Лаплас тенгламасини 
кдноатлантиради, яъни Дм = 0  .

Энди, л: нук,та ихтиёрий йуналиш буйича чексизликка 
интилганда

Iм M l < С -  const 
И

тенгсизлик уринли булишини курсатамиз. Етарли катта
I х| лар учун I х\ > 2\ £| деб олишимиз мумкин. Бунга асо­
сан,
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r = \x ~£\ -  \X\~W  • ёки r >  2 ■

Демак,

бунда
С = 2(л-2)Л р ( ф £

D

Шундай к,илиб, и(х) >̂ ажм потенциали D со\адан таш- 
карида гармоник функция экан.

1- т е о р е м а .  Агар р(Е) зичлик D соу;ада чегараланган 
ва интегралланувчи функция булса, у  %олда и(х) потенциал 
ва унинг биринчи тартибли х,осилалари барча фазода узлук­
сиз булади ва бу ххосилаларни интеграл белгиси остида диф- 
ференциаллаш натижасида х;осил цилиш мумкин.

И с б о т . Аввало, (49) интеграл ва уни х. узгарувчи буйи­
ча формал дифференциаллаш натижасида х,осил булган

интеграл ихтиёрий х0 нук,тада текис як,инлашувчи эканли- 
гини курсатамиз. D со*а ичида х0 ну^тани уз ичига олган 
Ds сохрани оламиз. Маркази х0 нук^тада ва радиуси 8 га 
тенг булган шарни Qs орк,али белгилаб олсак, |р(£)| < А, 
А — const булгани учун ушбу

тада ва радиуси 28 га тенг булган шарни белгиласак, 
куйидаги тенгсизликни х,осил киламиз:

(50)
D

тенгсизликка эга буламиз. Агар Q2S орк,али маркази х  нук,-
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Ихтиёрий кичик £ > 0 учун <5 = J килиб олсак (х0 
нукганинг танлаб олишига боглик, эмас),

Os

булади. Бу тенгсизлик эса (49) интегралнинг D со^анинг 
ихтиёрий х0 нуктасида текис якинлашувчи эканлигини 
курсатади.

Х1удди шунга'ухшаш

<-* J £ < л !  т ^ - А \ |2<5 <е,
05 (*0) Qis(x)

агар 8 < S (е ) = -щ щ  ■ Бундан Х /х )  нинг \ам текис 
як.инлашувчанлиги келиб чикади., (49) ва (50) интеграл- 
ларнинг текис якинлашувчанлиги р  (£) зичликнинг чега- 
раланганлигини талаб килиб исботланганлиги учун, бу ин- 
теграллар р  (£) функциянинг узилиш нукталарида *ам 
узлух:сиз булади. D со^а чегараси нукталарини сохадан 
ташкарида нолга тенг булган р  (£) зичликнинг узилиш 
нукталари деб караш мумкин.

Ш ундай килиб, и(х) потенциал ва Х /х )  функция 
барча. В  фазода узлуксиз булади. Энди, и(х) функциянинг 
хусусий х;осиласи Х /х) функция тенглигини курсатамиз. 
х  нук,танинг х, координатасига Дх. орттирма бериш на- 
тижасида х,осил булган нуктани х  оркали, х  ва £ нукта- 
лар орасидаги масофани г, оркали белгилаб оламиз, яъни 
пх =  |х'-4|. Ушбу

1

Ах,
\

Гп~
\  1 ;

-  Х / х )  =

d £ - ( / . - 2 ) J p ( £ ) i ^

айирм:ани текширамиз ва уни Дх. билан бирга чексиз ки­
чик булишини курсатамиз. х  ва х'  нукталарни уз ичига
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олган, D нинг к,исми булган | х — £ | < S шартни Q s оркали, 
D нинг к,олган к,исмини Z), оркали белгилаб оламиз. У \олда 

“ ( * ) =  j  +
Qs А

Х , ( х ) = - ( п - 2 ) 1 р ( ( ) ! ^ Ш ( -
Qs

- ( n - 2 ) \ p ^ ) ^ i ^ X i1+ X,2.
А

Буларга асосан

Т ( х ) = “ l ( * ') - “ l(* )  _  Х 1 и2(х ')-и 2{х ) _  х -2 
'  > Лг ' Дх, '

Бу ифодани ба^олаймиз:

/ ( ф щ (x')-U i(x)
Ахi + \х}\ +и2(х ')-и 2(х )

Дх,

х  нук,та Z), со^ага тегишли булмагани учун

lim U2(x ’ )-U2(x)
Д Xj —»0 Дх,

А

= - ( „ - 2  ) J p ( 4 ) i i e
А

Аввалги тенгсизликдаги биринчи ифодани ба^олаймиз. 
Уни /,(* ) орк,али белгилаб олсак, яъни

k i M h
и/х’Уи/х)

Дх,
dt.~  |Дх,| I  \Р & \  г " " 2

1 1 05

Энди |г, — г| < Дх тенгсизликни, х,амда

г"’2 -  г " '2 = (г -  г,)(г”-3 + г"'4/; + ... + гу ”' 3)

тенгликни эътиборга олиб, аввалги тенгсизликни
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QsM

куринишда ёзиб оламиз. (^сохдни иккига ажратамиз: г > г, 
булган к,исмини £?4‘ , г <  гх булганини эса Qs2 орк,али бел­
гилаб оламиз, у хрлда

|/, ( х ) \ < А ( п - 2 )  J  J l r + A ( n - 2 )  J
Л *1

Демак,

J ^ r < ’ j  J ^ r <  J
Q l  1 025 М  1 Q 2 0 й ( х )

Худди шунга ухшаш

К '  ( ф ( " - 2) / | р ( £ ) | ^ ^ <
05

< ^ ( « - 2) J ^ fr  = ^ (/.-2 )| 5 ,| 5 .
Qs

Шундай к,илиб,

|/, (х)\ -  \х. (х)| < 2 (п -  2) A I J, 15 + (п -  2) А |5, | <5 + 

+ (л -  2)у4|5,|(5 = 4 ( n - 2 ) A \ S l\5.

Я Е
И х ти ёр и й  КИЧИК £  > 0 учун  5 НИ °  <  8(n-2)/4|Sj| тенг_ 

си зл и к н и  к,аноатлантирадиган ки л и б танлаб ол са к ,

Дх, < т

х в а х  нукталар Dt со^ага тегишли булмагани учун, юк,ори- 
дагига асосан, £ > О учун шундай 5, > 0 сон топиладики, 
|Дх| < 6 , булганда

ц2(^')-“2(^) _ ^ 2
Ддс, < j
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тенгсизлик бажарилади. Агар <52 =m in (S,St)  булса, |/(е)| < е 
булади, яъни

lim  Щ - и 2(х )  = ( х )  ёк и  to  = _ (и  _  2 ) Г ( 5 )  х ф  ^  
дх/—>о Дх,- « v / dx,- J г"

2- т е о р е м а .  /1гяр р(£) зичлик D сохада чегараланган 
биринчи тартибли узлуксиз хрсилаларга эга булса, и(х) х,ажм 
потенциали D да иккинчи тартибли узлуксиз %осилаларга 
эга булади %амда ушбу

Ди(х)  = -(«-2 )| 5 ,| р (л :), я > 2

Дм(х) = -2лр(х), п = 2

Пуассон тенгламасини каноатлантиради.

И с б о т . —— L . = -  д.. булганлиги сабабли
Xj г” 1 д£, г" 7

(51)

= J ~\̂ Qcos(n&)dS’
D ' S

бу ерда S  сирт D сох;анинг чегараси, п эса £ нуктада S га 
утказилган ташки нормал. (51) тенгликнинг унг томони- 
даги иккинчи кушилувчи x € j) булганда х  узгарувчилар 
буйича биринчи тартибли узлуксиз ^осилаларга эга, бу 
х;осилаларни интеграл белгиси остита дифференциаллаш 
натижасида \осил килиш мумкин. функция D сохдца 
чегараланган ва узлуксиз булгани учун 1 - теоремага асо­
сан (51) тенгликдаги биринчи кушилувчи х,ам узлуксиз 
х;осилаларга эга. Энди, (49) *ажм потенциалининг Пуас­
сон  тенгламасини каноатлантиришини курсатамиз. Ш у 
максадда и(х) функциянинг иккинчи тартибли \осилала- 
рини \исоблаймиз. (51) га асосан
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9̂
дх

д 1
- \ / ( t ) ^ ™ ( " ^ ) d S - { w , w , ^ d i -

Демак, x e D  булганда

s /=1 ' в 1=1 *'

х нук,тани марказ килиб, £ > 0 радиусли D со^ада тула 
ётувчи Qe(x) : | х —  ̂| < £ шар чизамиз, бу шарнинг чегара- 
си Se булсин. D со^анинг шардан ташк,ари кисмини De 
орк,али белгилаймиз, яъни D =  D — Qe. У х>олда,

‘  i  » < ■ * ) ■ § ; <52)

Бу ердаги иккинчи интефал остидаги функцияни куйи- 
даги куринишда ёзиб оламиз:

др д 1 _ д
db г'л-2 - Р ( 0 д _L  

ар7 гп-
Бунга асосан,

J Z f  ^ ^ ^ = l s P ( Z ) i ^ ; 7^ ™ 4 ” ’ Z ) d S  + 

^ \ p ^ ) Y , ^ . - ^ T cos{n^ > )dSe -  j  P ( % ) 1 L j g ^ = T dZ-

x t l ;булганда, = о булгани учун, ушбу
ы\ г

De /=1 *5/ *6 г"

- S » & f , 7 ^ d s + ! p & l - ^ ds-
(53)
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тенгликка эга буламиз. (52) ва (53) тенгликларга асосан, 
хе D булганда

Se сферага утказилган ташк,и нормал бу сферанинг ра- 
диусига карама-кдрши йуналганлиги учун

Бу ифодада £ = х  +  ев  алмаштириш бажарсак, £eS e 
булганда 6teS, ' булади ва d£ =  е л_1 dO . Шу сабабли

Аи = -  (л — 2) lim | [р  (х  + £0) -  р ( х ) ] ^ ,  -

2- теоремани исботлашда кулланилган барча амаллар ва 
формулалар D сохднинг чегараси S етарли силлик, сирт 
булгандагина уринли булади.

Агар и(х) функцияни

куринишда ёзиб олсак, бунда QR. |£ — х  | < R шар D сох,ада 
ётади, Dr эса D сох;анинг QR шардан ташкдри к,исмидир, .S' 
сиртга куйилган шартларнинг х,ожати булмайди. (54) ифо- 
данинг унг томонидаги биринчи кушилувчи QR шарнинг 
ичида гармоник функциядир, иккинчи кушилувчига эса 
юк,орида келтирилган мулохдзалар тугри булади. Худди 
шунга ухшаш, л =  2 булган *олда 2- теорема исботланади.

Исботланган теоремага асосан, D со^ада

Бунга асосан

( л - 2) р ( х )  JdS, = - (л -2 )| 5 Ц р (х )

(54)
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Пуассон тенгламаси учун куйилган

« Ь  =<Р

Дирихле масаласини Лаплас тенгламаси учун Дирихле 
масаласини ечишга дарх,ол олиб келинади.

Х,акикатан х,ам, агарах) функция D со\ада чегаралан­
ган ва биринчи тартибли чегараланган узлуксиз х,осила- 
ларга эга булса,

функция (55) тенгламанинг ечимидан иборат булади. У 
х,олда (55)  тенгламанинг ечимини и(х) =  и0(х )+  v  (х) 
куринишда изласак, v (х) функция Ди =  0 Лаплас тенгла­
масини ва и (*)|j = _  и0 ( х )|5 = цг чегаравий шартни 
Каноатлантиради. Шу билан бирга берилган (р функция 
узлуксиз булса, у/ \ам узлуксиз функция булади.

4. Ляпунов сиртлари. Оддий ва иккиланган катлам по- 
тенциалларининг хоссаларини урганишда S  нинг Ляпу­
нов сирти булиши талаб килинади. Шу муносабат билан 
бу сирт тушунчасини киритамиз.

Куйидаги шартларни каноатлантирувчи S сирт Ляпунов 
сирти дейилади:

1) S сиртнинг х,ар бир нуктасида уринма текислик мав- 
жуд, демак аник; нормал мавжуддир;

2) шундай узгармас d > О сон мавжудки S нинг ихтиёрий 
х нук,тасини марказ щлиб, d радиусли ёки d дан кичик 
радиусли сфера чизсак, х нуктада утказилган нормалга па- 
раллел myFpu чизицлар сферанинг ичида ётган S нинг к,исми- 
ни биттадан ортик, нуктада кесмайди;

3) S сиртнинг ихтиёрий х ва £ нукталаридан утган нор- 
маллар орасидаги бурчак в булиб, г = \х -  £ | булса, шундай а 
ва а мусбат сонлар мавжуд буладики,

в < ага (0 < а < 1) (56)

тенгсизлик бажарилади.
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п =  2 булган ^олда S  ни Ляпунов эгри чизиги дейила-
ди.

Бу таърифдан Ляпунов сиртлари силлиьушги С ['а> бул­
ган сиртлар синфига тегишли эканлиги келиб чикдци. 
Бунга биз кейинчалик ишонч *осил киламиз. Биз бундан 
кейин d ни етарли кичик к,илиб олиб,

ad°< 1 (57)

тенгсизлик бажарилади деб фараз к,иламиз, яъни S  нинг х 
нук,тасини марказ к,илиб, d радиусли Srf(x) сфера чизсак, х 
нук,тадаги нормал билан S нинг Sd{x) ичида ётган ихтиё­
рий £ нук^тасидаги нормал орасидаги в бурчак у  дан 
кичик булади.

1- шарт Ляпунов сиртининг \ар бир нук,тасида ма*ал- 
лий |р <fj2, координата системасини тузишга имкон 
беради, яъни бу шундай декарт координаталар система- 
сики, координата бош и х ну^тада £2, . . ., £л_,, укдар S 
га х  нук,тада уринма булган (п — 1) улчовли текисликда 
жойлашган, %п ук, эса S  га х  нуктада утказилган нормал 
буйича йуналтирилган.

2- шарт шу нарсани курсатадики, S сиртнинг5,(х) сфе­
ра ичига тушган цисмининг тенгламасини махдллий ко­
ордината системасида

= / « , .  « ,......... (58)

куринишда ёзиш мумкин.
Ма^аллий координата системасининг координата боши 

булган х  ну^тада £л =  0 текислик S сиртга уринма булгани 
учун

/ ( 0 ,0 ,  . . . ,0)  = О, | _ / ( 0 , 0 , . . . , 0 )  = 0 , / = 1 ,2 ,3 ,..., п -1  

булади.
Энди /(£ ,, t,v . . £п_{) функция ва унинг биринчи тар­

тибли *осилаларини Sd(x) ичида кичиклик тартибини 
аникдаймиз. S нинг ^,(х) ичида ётган кисмига тегишли £ 
нук,тани оламиз ва бу нук,тага утказилган нормалнинг йуна- 
лишини v орк,али белгилаймиз. У \олда,
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co s (v ,^ „ )  = cos(v ,/i) = cos0 = 1 -  2 sin2 j  > 1 -

Бундан, (56) га асосан,

cos(v ,£ „)>  1 — i f l V “

(57) га  кура a 2r 2a< a2d 2a < 1 булгани учун

c o s ( v ,| „ )> i .

(58) тенгламага асосан

l
л-1

1+Z i l
r, c o s ( v , £ , ) = -

dj_

"t№
(60)

Бундан, (57) ва (59) ни эътиборга олиб,

Ш 1
=  1 +  - 2 С  1 +  - Д ------------------

\-\a2d2°
< 1 + а г2 „2а

тенгсизликни х,осил кдпамиз, еки \ар икки томонини квад- 
ратга кутариб,

л-1

/=1
К
К,

< 2а2г 2а + а4г4а

тенгсизликка эга буламиз. г < d булганлиги учун, (57) га 
асосан

л-1

т < За2г 2а
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Демак,

М-
Н,

(60)-формулага мувофик,

|cos(v,^)| <?/

Ушбу

< 7 зага , / = 1, 2, п -  1 .

Р2 = Х ^ 2

(62)

белгилашни киритамиз, у \олда

г2 = р2 + & ' (63)

(61) формулада 4 / ^  га утказилган ихтиёрий йуналишни,
хусусий *олда р  буйича йуналишни билдириши мумкин. 
У \олда

Бундан

<?/
Эр

< \f3ara < \fiada < л/3 (64)

(65)

Демак,

I l<V3P ( 66)

Бу бах,они яна х,ам яхшилаш мумкин. (63) ва (66) тенг- 
сизликларга асосан г < 2 р  булади.

Бунга мувофик, (64) тенгсизлик куйидагича ёзилади:

Шундай килиб, охирги тенгсизликка кура (65) ушбу
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куринишга келади. р <  г булгани учун

тенгсизликни х,осил к,иламиз.
Ма^аллий координата системасида координата бош и- 

дан t, нуктагача булган масофа г булгани учун куйидаги 
тенгликни ёзамиз:

тенгсизликка эга буламиз.
5. Телес бурчак. Булаклари силлик,, умуман айтганда, 

ёпик, булмаган ва унда нормалнинг мусбат йуналиши аник,- 
ланган /си р т н и  текширамиз. Бу сиртнинг ихтиёрий нук,- 
тасини ^ орцали ва бу нук,тада Г  га утказилган нормални 
п оркдли белгилаймиз. ЕР фазонинг х  нук,таси шундай 
жойлашган булсинки, х  ну^тадан ихтиёрий £е .Г нуктага 
Караб кетган радиус-вектор п нормал билан уткир, хеч 
булмаганда тугри бурчак ташкил килсин, яъни cos(п,г) > О 
булсин. х  нук,тадан Г  сиртнинг барча нукталарига радиус- 
векторлар утказамиз. Бу радиус-векторлар Г  сирт билан 
\амда бу  сиртнинг четки ну^таларига келиб тугаган ради- 
ус-векгорлар ^осил килган К  коник (коническая) сирт 
билан чегараланган со^ани коплайди (25- чизма).

c o s ( v , r )  = £ c o s ( v  , ? / ) c o s ( r , | , )  = j i f - c o s ( v , { , )

" S - c o s M , )  , (* '.« »>  /=) Г

(62) ва (67) тенгсизликларга асосан,

^  = cos ( г , S i ) < 1, |cos(v,£„)| < 1

булгани учун, аввалги тенгликдан

|cos(v,r)| < а2га, о2 = >/Зо(я -  1) + а, (68)
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Агар Г ёпик, сирт булса, х  нукта Г 
нинг ичида ётиши керак (акс \олда (п,г) 
бурчак утмас бурчак булиб крлиши мум­
кин) ва юкрридаги сох;а / ’ сиртнинг ичи- 
дан иборат булади. х ну^тани марказ 
к,илиб ихтиёрий R радиусли сфера чи- 
замиз. /Гконуснинг ичида ётган бу сфе- 
ранинг к^смини aR оркдли белгилаймиз.

Ушбу
х

25 - чизма (69)

нисбат R га боглик, булмайди. Уни телес бурчак дейилади, 
бу бурчак остида х  ну^тадан Г  сирт куринади.

Юкорида юритилган муло\азаларда Г  да co s (п,г) < О 
булиши \ам мумкин. Бу ^олда со/Г) телес бурчак деб, бу 
бурчак остида х  нуктадан Г сирт куринадиган (69) нинг 
тескари ишораси билан олинган нисбатни айтилади.

Умумий \олда cos(п,г) уз ишорасини узгартириши мум­
кин. Бу *олда Г  ни У",, Г2 , ... кисмларга ажратиш мумкин 
ва бу к,исмларнинг \ар бирида cos(п,г) ишорасини сакдай- 
ди деб фараз киламиз. Бундай сирт учун телес бурчак 
куйидаги формула билан аникданади:

Агар (70) к,атор абсолют як,инлашувчи булса (масалан, 
Г. ларнинг сони чекли булса), хдмма х;ол учун \ам (ох(Г) 
телес бурчак п > 2  булганда

формула билан аникданишини курсатамиз.
Г да cos(п,г) ишорасини узгартирмайдиган ^олни тек- 

шириш етарлидир. Аввало, кейинчалик фойдали булган 
битта формулани келтириб чик,арамиз:

сох (Г) = ^ с о х (П ) . (70)

Г
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Л ек и н

булгани учун

х е Г  ва cos(п,г) >0  булсин. R ни етарли кичик килиб
оламизки, Г  ва oR сиртлар умумий нукталарга эга булма-
син. D орк,али Г, ак ва булар орасидаги К  конуснинг кис-

1
ми билан чегараланган со^ани белгилаймиз. Бу сохада -p̂ zj

функция £ нинг функцияси сифатида гармоник булади.
У хрлда, маълумки, бу функция нормал х,осиласидан D 
со\а чегараси буйича олинган интеграл нолга тенг, яъни

бу ердаги v — D га нисбатан ташки нормал. Г  да v =  n, 
х,амда cos(n,r) > 0. г радиус вектор К  конуснинг ясовчиси 
булгани туфайли,  v нормал унга тик булади, яъни 
cos (n,v) = 0.

[I
OR К

Демак,

°я да
д  1 _  _ д  1 | 
dv г” - 1 дг г " -2 'r=R R"-'

булгани учун, дар\ол

■ л

формулага эга буламиз.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Агар cos (г, п)<  О булса, Г  да v =  — п, у \олда

= j  daR = ( n - 2 ) ^  = - ( n - 2)шх ( Г ) .
Г  °R

Агар Гсирт Гх, Г2, ... булакларга булинган булиб, улар- 
нинг х,ар бирида cos(r,«) ишорасини узгартирмаган х,олда, 
равшан ки

д 1
дп г" 2

d r .

6. Гаусс интеграли. Иккиланган кдтлам потенциали- 
нинг зичлиги бирга тенг булган х,олда, у яъни

(71)

интеграл Гаусс интеграли дейилади.
Агар S ёпик, Ляпунов сирти булса, Гаусс интеграли- 

нинг к,ийматлари ушбу формула билан аниьуганади:

(я - 2 ) | 5 ,| = -  2(кП } \ 2 ,х  нук.та S нинг ичида

и0(х)

етганда,

О, х нук,та S нинг таищаррисида ётганда,

- ^ 1 5 | 1 = - (W~2^ 2 , х е  S', п <  2; (72) 
2 г ф

an г

-2л, х  нукта S нинг ичида ётганда 
О, х нук;та S нинг ташкдрисида ётганда, 
-л , x e S ;  п =  2 .

(72) формуладаги биринчи иккита тенглик ихтиёрий булак- 
лари силлик, ёпик, 5 сирт учун х,ам тугри булади. Хак,ик,атан 
х,ам, S шундай сирт булиб, х нукта S  нинг ичида ётсин. Бу 
нук,тани марказ килиб, е  радиусли S  нинг ичида ётувчи
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S /x )  сфера чизамиз (26- чизма). S  ва S /x )  сиртлар билан 

чегараланган сохада гармоник функция булгани учун

f|  f | _ -1 т </5е = 0 .
J дп J дп г

5е (х )

5
26- чизма

Sc да
1 I =  л-2  

дг гп~2 I'-”* е " ' 1

Демак,

I  тп -p!=T ^  I  dSe = (п -  2) = (п -  2) I 5, I
Se SE

Агар л: нукта S  сиртдан ташкарида ётган булса, 
функция S  нинг ичида гармоник булади, у \олда

S

Энди S  ёпик, Ляпунов сирти булиб, хе S булсин. х  нук,- 
тани марказ килиб етарли кичик £, 0 < е <d , радиусли S /x)  
сфера чизамиз. S сиртнинг Sc сферадан ташкарида ётган 
к,исмини St оркали, S е сферанинг S ичидаги кисмини S le 
оркали белгилаб оламиз (27- чизма). Хосмас интегралнинг 
таърифига асосан

(73)
S

х  нукта S, ва Si сиртлар билан чегараланган сохддан
1ташкарида ётгани учун, бу сохада гармоник функция 

булади. У х,олда
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f T-4 r dSi + f 4--TTdS! = °-J dn r 1 J dn r " '2 s 
51 4

Демак, (73) га асосан

f 1 - 4 ^  = -  lim f r - l r ^ 1 J dn r e—>o J dn r

S le буйича олинган интегралнинг кийматини ^исоблай- 
миз. S'e да

d 1 d 1 | _  л -2
И п 7 ^ ~

булгани учун

е етарли кичик булганда S'£ сирт уринма текисликка 
ёпишган ярим сферага як,ин булади. Шу сабабли

l'm f т “ 4 т  dS\ = ( п -  2) lim -Ы- = ( п -  2) lim £ |5,|
МО J dn r"~2 с v '<г->о£'^т  v / £-»0 2е 2 1 1 •

4

Бу мулох,азаларга туларок, ишонч \осил к,илиш учун 
п — 3 булган \олда о;щинги интегрални \исоблаймиз. Мар­
кази х  ну^тада булган сферик координаталарни кирита-
миз:

JLL
d nr

dS\ = е2 sin0 dB d(p.

У \олда
in  e (v )  2я

j  jj~dSl = | | sin0 'c/0V<p = j  [ l  - c o s 0 (<p)] d(p =
cl 0 0 0

2f , ч (75): 2л -  I cos 9[(p)d(p.
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Ушбу

lim f c o s 6>(ср )ф  = 0 (76)
£->0 о

тенглик бажарилишини курсатамиз. Ш у мак,садда маркази х  
нук,тада булган ма\аллий c,v |3 координата системасини 
киритамиз. £3 укни х нуктада S сиртга утказилган нормал 
буйича йуналтирамиз, с2 текислик сифатида х  нуктада 
S га утказилган уринма текисликни оламиз. (е, ср, в(ср)) 
нук,талар Se сферанинг S Ляпунов сирти билан кесишган 
чизигида ётишини укдириб утамиз. Бу \олда (68) га асосан

\cos6(q>)\ < а2 е “
тенглик уринлидир.

Бунга асосан £ —» 0 да cos9((р) нинг нолга текис, яъни х 
га бокпик булмай, интилиши келиб чикади. Бундан дар- 
*ол (76) тенгликнинг тугрилигига ишонч \осил киламиз. 

Демак, (75) формулага асосан

Е->04

ёки (74) га биноан

\ f ~ ]- d S  = -2n
J дп г
S

7. Иккиланган к,атлам потенциали. Ушбу

v (x ) = \ » i£ ) y n ^ d s s  (7?)
j

иккиланган катлам потенциалини текширамиз. Агар ц(Е,) 
зичлик S да интегралланувчи булса, V (х) потенциал S билан 
умумий нук;тага эга булмаган ихтиёрий чекли ёки чексиз со- 
у;ада гармоник функция булади.

Х,акикатан *ам, х  е 5  да иккиланган катлам потенциа­
ли барча тартибли \осилаларга эга ва бу ^осилаларни интег­
рал остида дифференциаллаб х,исоблаш мумкин. Бундан 
дар^ол х ф  £да гармоник функция булгани учун v (х )
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нинг \ам гармониклиги келиб чикади. х нукта S сиртнинг 
ташкарисида ётган х,олда v (х) нинг чексиз узоклашган нук- 
тадаги характерини аниклаймиз.

Шу максадда v (х) ни бахдлаймиз:

тенгсизликни хосил к,иламиз. /!(%) з и ч л и к  интегралланув- 
чи булгани учун олдинги тенгсизликнинг унг томонидаги 
интеграл чеклидир.

Шундай к,илиб, иккиланган кдтлам потенциали S  сирт- 
дан ташк,ари барча Е" фазода гармоник булиб, чексизда 
\х\~<п~1> каби нолга интилади. Гаусс интегралидан кури- 
надики, умуман айтганда иккиланган катлам потенциали 
х  нукта S  сиртни кесиб утганда узилишга эга. 
к х0 е  S  булсин. х  нукта S нинг ичида ётиб, х0 нуктага 

интилгандаги v (х) нинг кийматини v / x j  оркали, х  нукта 
5"дан ташкарида ётиб, х0 га интилгандаги кийматини v / x j  
оркали белгилаймиз. v  (х) нинг х0 е  S  нуктадаги киймати 
бу потенциалнинг тугри к̂ иймати дейилади, ва у и (х0)  ор ­
кали белгиланади.

Т е о р е м а .  Агар S ёпик; Ляпунов сирти булиб, /л(£) зич­
лик S да узлуксиз булса, иккиланган цатлам потенциали v (х) 
учун цуйидаги лимит муносабатлар уринлидир:

< (п -  2) J |/*( £ )|£ I |cos(п,х,.) d tS.
S 1

Ушбу

|г| = \х-£\ > \х\-\%\, г > н ,  |Х/ -^|<r|cos(/j,x,-)|< 1

тенгсизликларга асосан
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vi (xo ) = ~ V  (X° ) + V (X° ) ’

S i \h ( x 0 )  +  v ( x 0 ) ,ve (x0) л-2 i n > 2 ;

k ( x 0) = - ^ ( x 0) + L>(x0) ,  

[ue (x 0) = ^ ( x 0) + u (x 0) ,
n = 2.

(7 8 ')

И с  б о т . v (х) функцияни куйидаги

и(х) = J [ ^ - / ^ 0) ] | ^ ^ ( * o ) f  =
s  s

= и ,(х) + ц (х 0)и0(х). (7 9 )

кури н и ш да ёзиб оламиз.
и/х^потенциалнинг jc0 нук,тада узлуксиз эканини курса- 

там из. Щ у ма^садда х0 нуктани м арказ к,илиб, г] радиусли 
сфера ч и за м и з. S  сиртнинг бу сф ера ичидаги к,исмини 5 , 
о р к ал и , таш кдрисидагини S2 оркдли белгилаб олам и з. У  
\олда

*>,(*) = J  [ц  (О -  И (хп) ] ^  dts 1 +
•Si

-+ J[//(|)-^ (x0) ] | r- lT ^ 2 = v } ( x ) +  v2(x). 
s2

Б у н г а  асосан  

|fl(x) -  t>i (x 0 )| < |u‘ (x)| + vl (x 0 ) + v,2 ( x )  -  v f  (x 0 ) (8 0 )

И(£) Ф у н к ц и я  узлуксиз булгани учун г] ни ш ундай тан- 
л а й м и зк и , | Е, —х0| < т] булганда,

\ц(£) ~ fi(x0)\ < 

225

www.ziyouz.com kutubxonasi



булсин, бу ерда

<с .

Бу холда, ихтиёрий х е  ЕР учун

(и,1 (х)|< J j/ i  { ? ) - ц  (х 0)|||- - L dtSt <

Х усуси й  холда

u i(x 0) 3 '

(81)

(82)

и2(х )п о т е н ц и а л д а  интеграл S2 буйича б аж ар и л я п ти , х 0 
нукта эса  5 , да ётади. Ш унинг учун у зл укси з, яъни ш ун­
дай 5  > 0 сон  м авж уд буладики, | х  - х 0| < <5 булган да

|и,2( х ) - ц 2(х 0)| t»,2( x ) - u i  (х0) з ' (83)

(8 0 ) — (83) м уносабатларга асосан , агар | х  — х (,| < 5  булса,

u , ( x ) - u i ( x 0) < е (84)

булади, яъни х 0 нуктада v /x j  потенциал у зл у к си з. Ш ун­
дай экан  V /xJ  потен ц и алн и н г лимит ки й м атлар и  ва тугри 
Киймати х 0 нуктада устм а-у ст туш ади, яън и

U|,(*o) = uie(*o) = u '(* o ) -  

(7 2 ) ф ормулага асо са н

v0i (*о) = - ( п  — 2) 15 , 1, v j x 0) =  0 , и0(*о )

(85)

л - 2
Д 1-

(7 9 ) ва (85 ) ф ормулалардан u ( x fl) ва v  f (x0) л и м и т  киймат- 
л ар н и н г м авж удлиги келиб чикади, шу б и л а н  бирга
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ц (х 0) = Vt(x0) + ju(x0)v0.(x0) = i ) 1 ( X o ) - ( « - 2 ) | 5 1 | / i ( X o ) ,  ( 8 6 )

ve(x0) = Ui(*b) + M(x0)v0e(x0) = v ,(x 0).

С ун гра

v i(x 0)

(87 )

(8 6 ) в а  (87) муносабатлардан дар\ол (78 ) ф ормулалар к е ­
либ чикади .

1 -  и з о ^ . х е  Sp булганда, (79) дан

Э н д и  х  нуктани S  буйлаб х 0 га и н ти лти рам и з, и, (х) 
у зл у к си з булгани учун

яъни /и (х) зичлик S  да узлукси з булса, V (х) п отенциал 
^ам S  д а  узлуксиз булар экан .

2 -  и з о > ( .  И ккиланган катлам потенциали V (х) у зи - 
ни н г л и м и т  кийматларига си ртн и н г ичидан *а м , таш к а- 
р и си д ан  )^ам текис интилади. Х д ки катан  ^ам , ц  (х) зи ч ­
ли к S  д а  узлуксиз, дем ак, .S' ёп и к  сирт булгани учун тек и с 
у зл у к с и з  булади. Бу х,олда h радиусни х0 н у ктан и н г S  даги 
ж о й л аш ган и га  боглик булмаган хрлда тан лаб олиш  м у м ­
кин. и,2 (х )  потенциал аслида и кки та х  е  Ег ва  х 0е S  н у кта­
нинг ф ункциясидир. Агар И радиус тайин б ул са, х0е  S, 
\х — х 0| <  — h муносабатлар билан ан и клан ган  ч егар ал ан -

( * )  = Vy (х )  -  ^  |5| I fi(x0).

lim и ( х )  = и ,(х 0) - ^ | 5 ' 1| ^ (х0) .
ДС—> JCO

(79) г а  кура

и(Хо) = o i ( x b ) - - ^ | 5 1|/i(x0).

Д е м а к ,
lim  v ( х )  = о (х 0),
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ган ёпик, тупламда и2(х )  узлуксиз, дем ак, т ек и с  узлуксиз 
булади. Ш унинг учун хдм (84) тенгсизликда и ш тирок этув- 
чи 5  ни фак,ат е  га боЕлик, килиб олиш м у м к и н . Бу эса, 
x0e S  нук,тага нисбатан х^> х0 да V /x )  нинг V /x ^  га теки с 
интилиш ини курсатади. Гаусс интеграли булган Оп(х) функ­
ция 5  си ртнин г ичида \ам, таш кдрисида х,ам узгармас 
булганлиги сабабли, агар 5  нинг ичидан ёки таш кар и си - 
дан х —> х0 да, V0(x) узининг лимит к,ийматларига текис 
интилади. (79 ) ф ормуладан бу хоссага V (х) н и н г \ам эга 
экан ли ги  келиб чикдди.

8. Оддий катлам потенциали. Ушбу

оддий к,атлам потенциали а(х) зичлик интегралланувчи 
булганда х £  S  ну^таларда гармоник функция б у л и б , чек- 
си зл и кд а | х \<п'2> каби нолга интилиш ига худди иккилан- 
ган к,атлам потен ц и али га ухш аш , иш онч ^ о си л  к,илиш 
Кийин эм ас.

Агар S  ёпик, Ляпунов сирти булиб, <7(х) зичлик интеграл­
ланувчи ва чегараланган булса, оддий патлам потенциали 
барча ЕР фазода узлуксиз булади. w(x) ф ун кц и ян и н г х  е  S 
да узл укси зли ги  равш ан булгани учун, х е  S  нукталарда 
унинг узлуксизлигини курсатамиз. Бунинг учун  ( 8 8 ) ин- 
тегр алн и н г S  сирт нук,таларида текис як^инлашувчи були- 
ш ини и сботлаш  киф оядир.

Ш у м аксадд а х  нук,тани марказ килиб, tj <  d  (d — Л я ­
пун ов сирти таъриф идаги сон ) радиусли S  сф е р а  чиза- 
м из. S  си ртн и н г бу сф ера ичидаги кисм ини S * , ташк,ари- 
си даги  к,исмини эса , S 2 оркали белгилаб о л а м и з.

у  — ЕР ф азонинг ихтиёрий нук,таси булсин. т) < d  булга­
ни учун да х  нуктани марказ к,илиб 4„ махаллий 
коорди наталар си стем аси н и  тузиш мумкин. у  нук,танинг S 
га х  нуктада утказилган  уринма теки сли кд аги , яъни <̂л =  О 

теки сл и кд аги  п р оекц и яси  у' булсин. у ’ н ш у  м а\аллий ко- 

ординатлари (ylty2,....,yn l,0), булади. р 2 = £ ( £ *  ~ Ун? бел'  
ги лаш н и  ки ри там и з. 1=1

р  — % ва у  нук,таларни бирлаштирувчи к е см а н и н г  £л= 0  
тек и сл и к д аги  п р оекц и яси н и н г узунлигидир. Равш ан ки ,

( 8 8)
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р<\% -у\. £,j сиртнинг t;n = 0 теки сл и кд аги  п р оекц и яси - 
ни D  ̂ д есак ,

d^,--,dZn_ 1 = c o s  (v,£,n)d tS

ф ормулани эътиборга олиб, \о(%)\ < М  =  co n st, co s ("v ,^ > ^  
тен гси зли кларга асосан

w, W I - < 2 М  f ^ i-^ azL  
J п"-2
°п

тен гси зли кн и  хосил к,иламиз. Энди у  нуктани х  га ш ундай 
якин килиб оламизки,|у — jc | < ~ б ул си н . Агар £ е  ^
булса,

р < |£ -  у\ = \4 -  X + х -  у\ < |4 -  х\ + \х -  у\ < 2

3»?Бу тен гси зл и к  Д] со^анинг (п — \) улчовли  р с  -у  ш арда 
тула ётиш ини курсатади. Д ем ак,

Ы ф 2 М  J
__Зг, V (89 )

Е п~1 ф азода маркази у' нуктада булган  сф ерик коорди - 
наталарни киритамиз. У холда, d£it . . . ,dt,n X =  pn2dpdSl, 
бу ерда dS{ оркали ф азодаги 5 , би р л и к сф ера ю зи - 
нинг эл ем ен та  белгиланган. У  \олда, (8 9 )  тен гси зл и к

3£
2

|w| (у)| < 2Л/j  dp\ dSt = 3
0 S\

куриниш да ёзилади. Бу ба*о  х  нук,та S  си р тн и н г кдерида
филга 

е
щ щ

ётиш ига б о т и к  эмас. е > 0 — берилган со н  булсин. г/ сонни 
ш у н д а й  т а н л а й м и з к и , г? = J j  , б у л с и н . Б у  х о л д а

\у х\ <
з Щ |  бУл с а >
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тенгсизлик уринли булади. Равш анки, (90) тен гси зли к >> = х  
булганда \ам тугри булади. (90) тен гси зли к (8 8 ) интеграл- 
нинг д: нуктада тек и с якинлаш увчанлигини билдиради. 
Д ем ак, 2 - банддаги теоремага асосан  w(x) ф ункция х е  S  
да узлукси з булади.

Оддий к,атлам потенциалининг нормал х,осиласи. А ввал- 
гидай S  ни ёпик, Л япунов сирти деб ^исоблайм из. х — Е" 
ф азонин г ихтиёрий нуктаси, п эса  х  нуктадан утувчи S 
си ртнин г ташк,и нормали булсин.

Агар х  е  S  булса, у х,олда ( 88 ) п отенциалнинг п нормал 
йуналиш и буйича х;осиласини тугридан-тугри интеграл 
белгиси ости д а  дифф еренциаллаш  билан х,исоблаш мум­
кин:

5

5- банддагига ухш аш  ^исоблаш ларни б аж ар сак , куйи- 
даги ф ормулани *о си л  киламиз:

^ ^ r  = ^ c o s ( r , « ) .  (91 )

Бунга а со са н

^  = (92)

х е  S  булси н . Агар а(Е,) зичлик интегралланувчи ва чега­
ралан ган , I <т(%)\< М =  const булса, (92) интеграл я к и н л а­
ш увчи булиш ини и сботлайм из. S  сиртнинг S , г/ < d  сф ера 
ичида ётувчи S* кисм ини ажратиб олам из. У ш бу

Sri

и н тегр алн и н г якинлаш увчи булиш ини курсатиш  етарли - 
дир.

М ар кази  х  нуктада булган мах,аллий координаталар си с­
тем аси н и  ки р и ти б, охирги интегрални
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f ( ) C O S ^  f ( ) Co s(r ,.)t/g, . . ф ,
J VW r „-i { j  \ ь / r„ - i , v ^ 4

4j

куриниш да ёзиб олам из. Бу интеграл ости д аги  ф ункция­
ни ба^олайм из:

в { ( )  c „ s ( ,„ )
cos(v 4„)

^ ^ r | c o s (г,п)\, Р 2
2М

р' ы\
4- банддаги  |cos(7-,/i,)| < аг га , г< 2 р  тен гси зл и к л ар га  а с о ­
сан , олди н ги  тен гси зли к куйидаги куриниш да ёзилади:

cos(r.n)
cos(v,£„)

2 atia2M
„ n - l - а

Б у  тен гси зли к эса , (92) интегралнинг як,инлаш увчан-
лигигси билдиради. (9 2 ) и н тегр алн и н г х е  S  нуктадаги
к,иймати оддий к,атлам потенциали н орм ал х,осиласининг
myFpu циймати дейилади ва -д- орк,али белгиланади. S

т  , „ dw
си р тн и н г ичидан еки таищ арисидан х  ->  х  е  S  даги 
нинг л и м и т  к,ийматларини (агар улар м авж уд  бул са), яъни

ни
dw(x) dw[x)

дп

орк,али белгилайм из.дп, ’ дп.
А гар бу лимитга интилиш х  га нисбатан теки с булса, у 

х,олда б у  лимит к,ийматлар myFpu нормал х,осилалар дейилади.
Т е  о р е м а .  Агар S  ёпик; Ляпунов сирти (эгри чизиги) 

булиб, о(х) зичлик S  да узлуксиз функция булса, оддий пат­
лам потенциали S  да унинг ичидан у;ам таищарисидан х,ам 
myFpu нормал ^осилаларга эга булади ва бу х,осилалар куйи- 
даги формулалар орк;али ифодаланади:

п-2 |Г I / ч 9w - № ( * )  + ■If = — + J i T ’
dw n - 2 I r I / \ dw
з г  = - — N f f M + j j .

n > 2; (93 )
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п = 2.

Бу теор ем ан и  исботлаш  учун зичлиги а  (х) булган

и кки л ан ган  к,атлам потенциалини киритиб, уш бу

йигиндини текш и рам и з. х  нукта нормал буй и ча хдракат 
к,илиб, S  си ртни кеси б утганда F(x) йиги н ди н и н г у зл ук­
си з узгари ш и н и  курсатиш  кийин эм ас. х0е  S  б ул и б , п — х 0 
нуктада S  га утказилган  нормал, х  эса  п норм алдаги  S дан 
таш кари да ёки  ичкарида ётувчи ихтиёрий н у к та  булсин. 
х 0 нуктани м ар каз килиб, r\<d радиусли сф ер а чизам и з. S 
си р тн и н г бу сф ера ичидаги ки см и н и , худди ю к о р и д аги - 
д ек , S* таш каридаги  кисмини оркали б ел ги л ай м и з. У  
х,олда

s

К уйидаги  равш ан  булган айниятларга эгам из:

www.ziyouz.com kutubxonasi



К оор д и н ата боши х0 нук,тада булган ма^аллий ко о р - 
д и н а т а л а р  с и с т е м а с и н и  к и р и т а м и з . Б у  с и с т е м а д а  
х =  нук,та п нормалда ётган лиги учун унинг к о -
ор д и н атал ар и  (0, ......0, x j  булади, я ъ н и  1 < / < и - 1  да
Xj = O,cos(/t, <£,■) = 0, cos(п, %п) = 1. У  \олда 

—  1 +  — - - 1 
дп г"'2 dv г"~^

= [ ] -  cos(v> ^ ) ]  "  X Т - cos(v' ’/= 1

А гар  г0 = |£ -  х 0| десак , (62) га асо сан

| cos(v, £ ,) |< Л а г ? , i = 1, 2 , . . . ,  п -  1.

С ун гр а (59 ) га кура

c o s ( v , £ „ ) > l - ^ .

Б ун д ан ,
„ 1 .2 а  а  1

1 — cos(v,

Д е м а к ,
д_ 1 д  1 
дп rn~2 dv г"~2

У ш б у
П-1

Р 2 = 5 #
1*1

белги лаш н и  киритиб, ю крридагидек S  ̂ си ртн и н г х0 нук,- 
тада у ткази л ган  уринма теки сли кд аги  п р оекц и яси н и  D* 
орк,алн белгилайм из. М аълум ки, г0 < 2р  . И кки н ч и  т о -  
монда.н

г* = ~ x i ?  = Х ^ 2 + (£л -  х пУ *  Р 2-
/=1 1=1

Б у н д ан , р < г. Энди (95 ) дан

< ^ т ,  с - c o n s t .  (9 5 )
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дп г"~2 dv г" 1

тен гси зли к келиб чикади. 
\а(Е)\< М булси н , у х,олда

2“  с
.п-1-а

= 2а сМ  f < 2“+1сЛ/ f
j, р" cos(v,^rt) J.
45 ■ а! Р

л-1-а

Ц| сохада р <  г <  77 тен гси зли к уринли булгани учун, Ц} 
бутунлай Р  ш арда ётади. Ш ундай килиб,

|/; (х)|< 2a+lcM  J _ п -1 -а
рйг)

= 2 ^ c M \ d s ] p ° - ' d p  = ^ M r f .
5) О

Бу бах>о, х 0 нуктада 5  га утказилган н орм алдаги  х  нук- 
тан и н г ихтиёрий хрлатида уринлидир, шу б и л а н  бирга х 
нукта х0 билан у стм а-у ст  тушиши хдм мумкин.

Бундан, агар е > 0  берилган булса, г) ни

Л < Ъ-2а cM\S\\

тен гси зли к н и  каноатлантирадиган килиб о л с а к ,

И И < т

т ен гси зл и к  баж арилади . (94) га асосан
F  (х) -  F  (х0) = ^ ( x ) - F { (xa)+ F2(x )~  F2( x 0).

Бундан

|F  ( x )  -  F  ( * 0 )| < |/j (x)| + 1/; (x0 )| + \F2 ( x )  -  F2 (x 0)| 

ёки  (9 6 ) га би н оан

\F (x) -  F  (x0)| < |  + 1F2 ( x ) - F 2 ( x 0 )|. (97)
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F /x )  интегралда интеграллаш  S* си рт буйича баж арила- 
ётгани учун , х0 нукта эса  да ётганлиги сабабли F2(x) 
ф ункция х0 нуктада ва унинг бирор атроф ида узлуксиз 
булади. Ш ундай килиб, х0 нуктага етарли яки н  булган х  
нукталар учун

I г 2 ( Х ) - Г 2 \ Х о ^ < е

(97) га би н оан  

Д ем ак,

Ш ундай килиб,

/ Н * ) - М * о ) | < з -

| ^ ( x ) - F ( x 0 )|<e. 

lim  F(x) = F (x 0).

f W  =  f * » W

йигинди x  нукта 5  сиртни кесиб утганда у зл у кси з экан . У  
Холда, бу йигиндининг лимит кийм атлари ва тугри ки й - 
мати у ст м а-у ст  туш ади:

М х с )  ( Ч _  < Ч *0) , ч < М х 0 ) .
~dar~ + v^ x° f - - A i r  + Ve w - — + u w -

Бундан, (7 8 )  га асосан

М хо) _  - (  \ „  <М *°) - (',-2)l5il <М хо)
ЬЛ хо) + — п j  ° У Х<'> + ~ д ^ ~ ’

М * о ) _  \ „  \ , М ъ )  _  ( п - 2 p i \ „ f v  \ , d w ( x o )
~ d i ^ - v \x о )  v e ( x o )  +  — ^ Г ~  2 а \Х ° ’  +  - * Г  ■

Бу и кки  тенгликни бирини и ккин чисидан ай и рсак, од ­
дий катлам  потенциалининг зичлигини унинг нормал хрси- 
лалари л и м и т кийматлари билан богловчи  ф ормула келиб 
чикади:

Энди w(x) оддий катлам потенциалининг S  сиртда тугри 
ю р м ал  хоси л алар га эга эканлигини курсатиш  колди. Ш у 
лаксадда
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dw(x) _  dw[x) 
dn dn + v (x )  - v ( x ) =  F ( x ) - u ( x )  (98)

тенгликни текш и рам и з. 7 - бандцаги 2 - и зо вд а  юритилган 
мулохазаларни кайтариб, х нукта нормал буй и ча 5  нинг 
ичидан ёки таищ арисидан х0 е  S  нуктага интилганда F(x) 
узини нг F fx J  ли м и т кийматига теки с интилиш ига ишонч 
хосил ки лам и з. М аълум ки, иккиланган катлам  п отенциа­

ли v (х) узи н и н г лим ит кийматига теки с интилади. (98)
dw(x)

ф ормулага асо сан  бу хоссага дп хам эга булади. Ьу эса , 
таъриф га кура, одций катлам потенциали 5 1 нинг ичида 
Хам, таищ арисида хам тугри нормал хо си л ага  эга экан л и - 
гини билдиради.

4- §. Дирихле ва Нейман масалаларини 
потенциаллар ёрдамида ечиш

1. Чегаравий масалаларни интеграл тенгламаларга кел- 
тириш. Д ирихле ва Н ейманнинг ички ва таш ки  м асал ала­
рини м о с рави ш да D ., De , Nj ва Ne оркали белги лаб  о л а­
м из. S — ё п и к  Л яп ун ов сирти булиб, бу си р т  билан ч ега­
раланган чекли сохани Q оркали, Q га н и сбатан  таш ки 
булган ва шу S  си рт билан чегараланган ч е к с и з  сохани Ц  
билан белги лай м и з. Дирихле масаласини

и кки лан ган  катлам  куриниш ида, Н ейман м асал аси н и  эса

оддий катлам  куриниш ида излаймиз.
Н ом аълум  а(^) зичликларни S  да у зл у к си з ф унк­

ц и ялар  булси н  деб  фараз киламиз. Ч егаравий м асалалар­
ни бундай иф одалаш да, дархол S  нинг и чи да хам, тацщ а- 
рисида хам  гар м он и к ф ункцияларни хоси л килам из, ф а- 
Кат чегаравий шартларни каноатлантириш тутрисида уйлаш

(99)
5

( 100)
s
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керак. Ш у  нарсани уцтириб у там и зки , De ни текш и рган  
^олда ай р и м  к,ийинчиликлар келиб чикдци, чунки ечи м - 
нинг тар ти б и  0(| х |2~"} булиши керак. А ммо (9 9 ) п о тен ц и ­
ал тезр ок, камайиб боради, яъни унинг тартиби 0 ( \х |1_л) 
га тенг. Ш у'саб абли , х,ар кдндай гар м он и к ф ункцияни х,ам 
(99) кури н и ш да ифодалаб булавермайди.

А в в а л о  Дирихленинг ички Ъ  м асаласи н и  текш и р а- 
миз. ( 2 3 )  чегаравий шарт ва (78) ф ормулага асо сан

т ен гли кн и  *о си л  киламиз. Бу тен гли кда хд урнига ян а х  
ёзиб, у н и  -  га купайтириб, ju(x)  ном аълум  ф ун к­

цияга н и сб атан  ушбу

интеграл тенгламага эга буламиз. Худди ш унга )гсшаш (2 4 ), 
(25 ), ( 2 6 )  чегаравий шартлар ва (7 8 ), (93 ) ф ормулаларга 
асосан  бош к,а учта чегаравий м асал а учун интеграл т е н г­
л ам ал ар н и  \осил киламиз. К улай ли к учун барча т ен гл а- 
м аларни бир к,атор ёзиб олам из:

( А )

W ’

(D) —(№ J  тенгламаларда x eS .  ( 6 8 ) ва (9 1 ) ф ормулалар бу 
тен глам ал ар н и н г кичик м ахсу сл и кка эга  булган интеграл 
т е н г л а м а л а р  экан л и ги н и  к у р са т а д и . Б у н д ан  таш к,ари

—  —L - ,  — — L  ядролар \ак,ик,ий ва  бири и к к и н чи си д ан  х
dv г”' 1 дп  г" '2
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ва £  нукталарнинг урнини алмаштириш н ати ж аси да х,осил 
булади. Бундан (D) ва (N J, (D )  ва (N ) тен глам аларн и н г 
узаро куш ма интеграл тенгламалар эканлиги келиб чикдди.

2 . ( D )  ва (7V) интеграл тенгламаларии текшириш. (D) 
ва (N J  тенглам алар Д ирихленинг ички ва Н ейманнинг 
таш ки м асалаларига м ос келади. Бу тен глам ал ар  ихтиё­
рий (р (х) ва у/ (х) узлуксиз функциялар учун ягон а ечимга 
эга  булиш ини курсатам из.

Ш у мак,садда Ne тенгламага м ос булган ушбу

= 0  ( 101)

бир ж и нсли тен глам ан и  текш ирамиз.
Ф араз ки лай ли к, (101) тенглам анинг н олд ан  фаркли 

булган узлукси з о 0(х) ечими мавжуд б у л си н . Бу ечим ёр- 
дам и да куйидаги оддий катлам потен ц и али н и  тузамиз:

w0 ( * )  =

Бу потенциал S  таш карисидан тугри н ор м ал  хосилага 
эга  ва бу хоси л а (9 3 ) формулага асосан  у ш б у  куринишга 
эга:

^  = - ^ \ S l\a0 (x) + j o 0 {$ )± ; - ± Td{S '
s

Бундан (1 0 1 ) тенглам ага асосан , бу н о р м а л  хосиланинг 
н олга тенглиги кели б чикади, яъни

ЭМ Х) = о
дпе

Н ейм ан таш ки  м асаласин инг я го н ал и ги га  асосан 

w0 (х )  = 0, х е  Q,.

О ддий катлам п отенциали барча ф азода у зл у к с и з  булгани 
учун
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Э нди, w0(x) потенциални й  со^ада текш и рам и з. Бу с о -  
хдда w0(x) гармоник функция ва S  да (1 0 2 ) ш артни кдн о- 
атлантиради. D. м асала ечим ининг ягон али ги га асосан

Д ем ак, сг0 (х) = 0 ,  яъни (101 ) бир ж и н сли  интеграл 
тен глам а факдт нолга тенг ечим га эга. Ф р ед гольм  альтер- 
н ати васи га кура Nt таш ки м асалан и н г интеграл тен глам а­
си  (N J  ихтиёрий узлуксиз у/ (х) ф ункция учун бирдан бир 
еч и м га эга булади.

Ш ундай ки ли б, п арам етр н и н г Я = ------------ ки й м ати
й 1

ядро учун характеристик со н  э редгол ьм -

н и н г теорем асига асосан  бу сон  куш м а ядро учун
хдм характеристик сон  булмайди. Бундан дарх,ол Z) м а са ­
л ан и н г (D) интеграл тенглам аси ихтиёрий (р (х) у зл укси з 
ф ункция учун ягона ечимга эга экан ли ги  келиб чикдди.

А гар D. ьа Ne масалаларнинг интеграл тен глам алари  
еч и м га эга булса, у холда м асалалар н и н г узи хдм ечим га 
эга  булади. Бундан куйидаги хулоса кели б чикади.

1) Агар S  Л яп ун ов сирти булса, у хдлда Д и р и хлен и н г 
и чки  м асаласи бу сирт учун ихтиёрий у зл у кси з чегаравий 
ш артларда ечимга эга ва бу ечим и кки лан ган  катлам  п о ­
тен ц и али  билан ифодаланади.

2 )  Агар S  Л яп ун ов сирти булса, Н ей м ан н и н г таш ки  
м асал аси  бу сирт учун ихтиёрий у зл у кси з чегарави й  ки й - 
м атлар  учун ечим га эга ва бу ечим ни оддий катлам  п о т ен ­
ц и ал и  билан ифодалаш мумкин.

3 . (Z)e) — (N )  интеграл тенгламаларни текшириш. (D J
ва (N J  ин теграл тен гл ам ал ар га  к и р ган  п а р а м е т р н и н г

w0 ( * )  =  0 ,  Х £  О..

А м м о бу х,олда

(9 3 ) формулага асосан

ан'р(х) _  а>Уо(х) 
drij дпе = («  -  2 )|^i|cro ( * )  = 0 .
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3 -  2 „ д \ д \~ (/*-2 )1̂ 1 киимати ^ 7^ 2- ,  ^ 7^2  ядроларнинг хар бири

учун хам характеристик сон  булади.
Х ак и кд тан  хам , (72) формулага асосан  De м асал ан и н г 

бир ж и н сл и  интеграл тенгламаси

<103>

- 2
нолдан ф аркли ц0(х) =  1 ечимга эга. Бу эса Я =

сон -5— ядро учун характеристик сон эканлигини курса-
1  г  „ Э \

тади. Ф р ед гольм  теорем асига асосан  бу сон куш м а 
ядро учун хам  характеристик сон булади. У  холд а, N. м а ­
сал ан и н г бир ж и нсли интеграл тенгламаси

a ° ( x ) + ( ^ l a < '& T n 7 ^ dsS  = 0 (Ю 4)

кам ида битта нолдан фаркли а 0(х)  ечимга эга булади.
Энди (103 ) ва (104) тенгламаларнинг ц0(х) ва ст0(х) ечим - 

лари билан чизикли б о т и к  булмаган нолдан ф аркли ечим - 
ларга эга  эм асли ги н и  курсатиш  кийин эм ас. Я н а  Ф р ед ­
гольм  тео р ем аси га  асосан  бундай хоссага (104) т ен гл ам а­
ни н г эга  экан ли ги н и  курсатиш  кифоядир. Зи члиги о й(Е) 
булган оддий к,атлам потенциалини тузамиз:

wo {x) = \ ^ r diS.
s

(9 3 ) ф орм ула ва (1 0 4 ) тенглам ага асосан

^ = 0 .  (1 0 5 )

w0(x) ф ункция S  сирт билан чегараланган Q со х а д а  гар­
м о н и к  булганлиги сабабли, N. масала ечи м и н и н г я го н а ­
лиги хаки даги  теорем ага асосан

w0 ( х )  = С0 = const, х  е  Q..

Ш у  билан бирга С0 Ф 0  булади. Х аки катан  хам , агар 
С0 =  0  б ул са , w0 = 0 ,  x eQ  булади. Оддий катлам п отен ц и а-
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ли н и н г узлуксизлигига биноан, w0 = 0 ,  xeS . De м асала 
ечи м и н и н г ягоналигига асосан  w0 =  О, x e Q t булади.

Бу холда

т г ' 0 - < ю б )

(93) ф орм улага кура

булгани учун (105) ва (106) га асосан  а 0(х) = 0. Бу э с а  а0(х) 
нинг нолдан фаркли ечим экан ли ги га карам а-карш идир.

Ш ундай килиб, С0* 0 .  Ш у билан бирга йул-йулакай 
ушбу ф икр х,ам исботланди.

Агар S  сиртнинг ичида оддий цатлам потенциали нолга 
тенг булса, унинг зичлиги \ам нолга тенг булади.

Э н д и , (104 ) тенглама яна битта о к(х) ечим га эга булсин 
деб ф араз килам из. Ушбу

S

оддий кдтлам потенциалини текш и р ам и з. Ю коридаги м у- 
ло^азапарни кдйтариб, х е  Q  булганда w, (х )  = С, = con st 
натиж ага келам из.

Куйидаги белгилаш ни киритам из:

а 2(х) =  Схо а(х) -  CgCr/x).

Равш ан к и , а г(х) функция \ам (1 0 4 ) тен глам ан и н г ечим и 
булади. У ш бу

wi { x ) = l ^ r des
S

оддий кдтлам  потенциали, х  е  Q  булганда w2(x )  = С,С0 -
-  С0С, =  0 булади. Аввалги исботланган фикрга асосан  а 2(х)

s  0. Бундан

ст' (х ) = § “сто (*)•'-'0
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Ш ундай килиб, (104) тенгламанинг ихтиёрий ечими, 
с70(х)  ечимидан узгарм ас купайтувчи билан ф арк к,илади.

Э нди, Н ейм ан ички м асаласининг бир ж и н сли  булм а­
ган (N J интеграл тенгламасини текш ирам из. Б у  тенглам а 
Ф редгольм альтернативасига асосан \у (х) ф ункция куш ма 
бир ж и н сл и , яъни (103) тенгламанинг хдмма ечимларига 
ортогонал булган \олда ва фак,ат шу хрлдагина ечимга эга 
булади. (1 0 3 ) тен глам а фак,ат битта ц0(х) s  1 ечим га эга.

Ш ундай ки ли б, (N)  тенгламанинг ечим га эга булиши 
учун

JV (x )£ / S  = 0  (107 )
5

ш артнинг баж арилиш и зарур ва етарлидир.
Агар (N ) тен глам а ечимга эга булса, Н ей м ан н и н г ички 

м асаласи  \ам ечим га эга булади.
Д ем ак , (1 0 7 ) ш арт Ni м асаланинг ечи м га эга булиши 

учун етарлидир. А м м о N. масаланинг ечим га эга булиши 
учун (107 ) ш артнинг зарурий ш арт булиш и 2 - § даги 1- 
бандда курсатилган  эди. Ш ундай килиб, куйидаги нати- 
ж ага  келдик. Агар S Л япунов сирти булиб, у/е C(S) булса 
ва (107) шарт бажарилса, Нейман ички м асаласининг ечими 
мавжуд ва бу ечимни оддий катлам потенциали билан иф о- 
далаш  м ум кин .

Энди Д ирихле таш ки масаласининг (D J  интеграл тен г­
лам аси н и  текш и ри ш  колди . Бу интеграл тен глам ан и н г 
ечим га эга  булиш ини нг зарурий ва етарли ш арти

J*(р (х)сто (x )dS  = 0  (108 )
S

тен гли кн и н г бажарилиш идан иборат.
Агар (1 0 8 ) ш арт баж арилса, (D J  тен гл ам а ечимга эга 

булади. У  \олда, иккиланган катлам потенциали билан 
и ф одаланиладиган, дем ак, чекси зли кда \ х  l 1-" каби кам а- 
ядиган De м асал ан и н г ечими мавжуд булади.

Б и зга  м аълум ки , De масаланинг ечими м авж уд булса, у 
я гон а эди. Л ек и н  унинг ечимга эга  булиш и учун (108 ) 
шарт келиб чикяпти. Бунинг асосий сабаби гармоник функ­
ц иянинг чекси зли кд аги  тартиби 0 {\ х  |2-я) булган х,олда биз
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ечи м н и  0(| х  I1'") тартибга эга булган и кки лан ган  к,атлам 
потенциали орк,али иф одалаганимиздадир. Агар (108) ш арт 
баж ари лм аса, (D J  тенглам а ечим га эга  булмайди.

Бундан Д ирихленинг ташк,и м асаласи  ечи м га эга  эм ас 
д еган  хулоса келиб чик,майди. Ф акдтги н а икки лан ган  к,ат- 
л ам  потенциали билан иф одаланадиган ечим  мавж уд эм ас 
д еган  натижа келиб чикдци.

4. Дирихле ташци масаласининг ечилиши. К
бош и н и  S  сиртнинг ичига ж ой лаш ти рам и з. ^"-2 ф унк­

ц и я координат бош ини уз ичига олм аган  х,ар кдндай сохд - 
д а гарм оник булади. De м асал ан и н г ечим ини

куриниш да излаймиз. ц (1;)  х,ар к,андай у зл у кси з ф ункция 
булм аси н  (109) ф ормуланинг унг том он и  £2{ со^ада гар м о­
н и к  функция булади. ц(%) ф ункцияни шундай танлаб олиш  
к ер ак к и , (24) чегаравий ш арт баж ари лси н . Бу ш артни 
к,аноатлантириб, номаълум /и(£) ф ункция учун куйидаги 
интеграл тенгламани х,осил к,иламиз:

( 1 10 ) тенгламанинг #v г^  + ^п-2 ядроси ядро каби
к и ч и к  м ахсусликка эга. Ш ун и н г учун (1 1 0 ) тен глам ага 
Ф р ед гольм  назариясини куллаш  м ум кин. Бу тен глам ага 
м о с  бир жинсли

тен глам ан и  караймиз. ц0(х) ф ункция ( 111) тен глам ан и н г 
би рор узлуксиз ечими булсин. Q x со^ада гар м он и к уш бу

/ \

( 110)

д

(111)s  V. 1 1
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ф ункцияни тузам и з. ( I l l )  тенгламага асосан  м0( х )|5 = 0 . 
Д и р и х л е  таш к,и м а с а л а с и н и н г  я го н а л и ги г а  б и н о а н , 
м0(х )  = 0  , х е  Q.r  я ъ н и

(113)
s  Iх ! s

(113 ) ни | jc j "_2 га купайтириб, | х  | -»  °° да ли м и тга утамиз. 
Ч екси з узоклаш ган  нук,тада иккиланган катлам п о тен ц и а­
ли | х  |1-л каби кам аяди , шу сабабли лимитга утганда би­
ринчи куш илувчи нолга интилади ва

j V 0 ( £ ) 4 ^  = o (114)
5

тен гли кн и  хоси л ки лам и з.
Ш ундай килиб, (1 1 1 ) тенглам анинг хар к,андай ечими

(1 1 4 ) м уносабатни кдноатлантиради. Бу холда (1 1 1 )  тен г­
л ам а соддалаш ади ва ушбу

+ (115) 

куриниш га келади. Бу тенглам а эса, De м асал ан и н г бир 
ж и н сли  интеграл тенглам аси  (103) билан бир хилдир. (115) 
тен глам а аввал  и сботлаган и м и зга биноан, фак,ат битта, 
бирга тен г ечим га эгадир. У  холда, унинг ум ум ий ечими 
Мо (х) = С = const булади . Буни (1 1 4 ) га о л и б  бориб 
Куямиз, натиж ада С|5| = 0  ёки С =  0 ни хосил к,иламиз, 
яъни м (х ) = 0 -  Д ем а к , (111 ) тенглама факдт н о л га  тенг 
ечи м га эга  булади. Ф редгольм  альтернати васига асосан , 
бир ж и н сл и  булм аган ( 110) тенглама ихтиёрий узлукси з 
(р(х) ф ункция учун ечи м га эга. Ш у билан бирга ихтиёрий 
узл укси з чегаравий ср(х) функция учун Д и ри хлен и н г таш - 
к,и м асал аси  ечи м га эга  ва бу ечимни (109 ) куриниш да 
иф одалаш  м ум кин.
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5. Эркли узгарувчиларнинг сони иккита булган хол. Бу
холд а ^ам Дирихле ва Н ейман м асалалар и н и н г ечим ини 
и кки лан ган  ва оддий кдтлам логари ф м и к потенциаллари 
куриниш ида излаймиз:

м (х ) = М * )  t ln 7 dSS ’ (1 1 6 )

и(х)  = J f f ( £ )  l i l i e s .  (1 1 7 )

Бу  ерда S — ёпик, Л япунов эгри чизиги. ц(%) ва а(£)  
зи чли клар н и  узлукси з ф ункциялар деб  ф араз к,иламиз. 
И кки лан ган  к,атлам логариф мик потенциали 5  эгри ч и ­
зи к н и н г ичида \ам, ташк,арисида хам  гар м он и к ф ункция 
булиб, чексизликда 0(|х|”' ) бахога эга  булади. О ддий кат- 
лам логариф мик потенциали S  нинг ичида гарм оник ф унк­
ция булиб, 5 н и н гташ кари си да, п >2 холдан ф аркди, уму- 
ман айтганда, гармоник булмайди. М аълум ки , т ек и сл и к - 
д аги  чекси з сохада гармоник булган ф ункция, чекси зли кда 
чегараланган булиши керак, оддий катлам логариф м ик п о ­
тен ци али  эса , умумий холда ч екси зли кд а 1п|х| каби у са ­
ди. Т еки сл и кд а Дирихле ва Н ей м ан н и н г м асалаларини 
текш и р ган д а, п >2 булган холдан ф аркли булган т о м о н - 
л ар и га тухталамиз. Энг мухими п =  2 булганда Ne м асал а­
н и н г иккита ечими бир-биридан узгар м ас сон  билан ф арк 
Килади. Nt масалани текш ираётгандаги ян а бир хусуси ят 
Куйидаги лем м а билан аникланади.

Л е м м а .  (117 ) оддий патлам потенциали ушбу

И ^ Н ^  = 0 (118)

шарт бажарилган у;олда ва фак,ат шу \олдагина |х| —> <» да  
нолга интилади. Агар (118) шарт бажарилмаса  (1 1 7 ) фор­
мула билан аник^шнган и(х) функция |х| —> °° да модули буйича 
чексиз усади.

Х^акикатан ^аМ; текисликда ихтиёрий х  нуктани оли б, 
(1 1 7 )  интегрални куйидагича ёзи б олам и з:

www.ziyouz.com kutubxonasi



Jff(f)lni</4 5  = _[ст(£)1пЛ</4 S + Jcr(£)lnM</^ =
s  s  1 1 s

в 1п и И О ^  + f f f ( £ ) ln Y dtS-
1 1 5  5

Бу йигиндида |jc| - > “ д а иккинчи к^шилувчи н олга инти­
лади, биринчи куш илувчи эса

J o r ( £ ) ^ * 0
5

ш арт баж арилган \олда ва фак,ат шу х,олдагина модули 
буйича ч екси з усади. Бундан дархдп лем м ан и н г тугри ли - 
ги келиб чикдди. Д ирихле ва Нейман м асалаларини (116), 
(1 1 7 ) потенциаллар ёрдамида ечиш (2 3 )— (26) чегаравий 
ш артлар ва (7 8 ') , (9 3 ')  формулаларга асосан  куйидаги ин­
теграл тенглам аларни ечиш га келади:

S

v ( x ) + j l v ( Z )  ^ - l n i  d ^ s = x- ( p ( x ) ,
s

Tn Xn~r di s =
s

a (x) j z ln7dts = -jj;'i'(x)-
s

Бу интеграл тенглам аларнинг ядролари S  Л япу н ов эгри 
чизиги булганда кичи к м ахсусликка эга булади. (D )—(N )  
интеграл тен глам алар , п >2 булган холга ухшаш т ек ш и р и - 
лади. А ввало (N J  тенглам ани к,араймиз. Бизга м аъл у м ки , 
Ne м асал ан и н г ечим и чекси зли кда чегараланган ф у н к ц и я- 
дир. (N J  тен глам а ечим ини (агар у мавжуд б у л са) зичлик 
килиб оддий катлам  потенциалини тузсак , бу п отен ц и ал 
ч ек си зл и к д а чегараланган  булган \олда ва ф акат шу хол-

( А )

(Д«)

( * < )
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дагина у /V масаланинг ечимидан иборат булади. Ю крри- 
да и сботланган  лемм ага асосан  оддий катлам  потен ци али - 
нинг ч екси зли кд а чегараланган булиш и учун

| a ( ^ S  = 0
S

ш артнинг бажарилиш и зарур ва етарли. (N J  тен глам ан и н г 
\ар и к к и  томонини dxS  га купайтириб, S  буйича и нтег- 
раллайм из:

И к к и  каррали интегралда интеграллаш  тартибини уз- 
гар ти р ам и з, яъни х ва £ ларнинг урнини алм аш ти р ам и з, 
бунда п нормал v га алмаш ади:

(72') ф ормулага асосан олдинги тенгликдаги фигурали к авс 
ичидаги интегралнинг к,иймати л  га тен г. Буни эъти борга 
ол сак , (1 1 9 )  тенгликдан

тен гли к келиб чикдди.
Ш ун д ай  кдлиб, (N J  интеграл тен глам а ечим и ёр д ам и - 

да тузи л ган  оддий катламнинг ч ек си зл и к д а  чегаралан ган  
булиш и учун ( 120) ш артнинг баж арилиш и зарур ва етар - 
лидир. Л е м м а га  асосан , бу ш арт баж арилганда тузи лган  
п отен ц и ал  чекси зли кда нолга интилади.

\a{x)dxS -  ]-\\a(0 -̂n \rxX- d tSdxS
s ss

(119 )

s

11s s ss

( 120)
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Э нди (N J  тенглам анинг ихтиёрий у/ (х) у зл у кси з функ­
ция учун ечим га эга эканлигини курсатамиз. Ф редгольм 
альтер н ати васи га биноан бир жинсли

( 121)
s

тен глам ан и  к,араймиз.
ст0 ( х )  ф ункция бу тенгламанинг бирор ечи м и  булсин.

( 121) тенглам анинг озод  хади нолга тенг булгани учун ( 120) 
ш арт баж арилади , д ем ак,

п отен ц и ал бир ж и н сли  7V масаланинг ечи м и д ан  иборат 
булади. Ne м асала ечим ининг ягоналигига а с о с а н , S  дан 
таш карида и0(х) = С =  const. Оддий катлам потенциали бар­
ча тек и сл и к д а у зл укси з булгани учун S  да х ам  и0(х)  = С. 
Н и хоят, D. м асалан и н г ягоналигига биноан S  ни н г ичида 
\ам и0(х) = С. У  холда

Д ем а к , (1 2 1 ) тенглам а нолдан фаркли еч и м га  эга эмас. 
Бундан дархол, (N J  тенглам анинг ягона еч и м га  эга экан - 
лиги  келиб чикади. Бунга асосан , (D) т ен гл ам а  (N J  тен г­
л ам ага  куш м а булгани учун (D) тенглам а х а м  ихтиёрий 
(р (х) у зл у кси з ф ункция учун ягона ечимга э г а  булади.

(D J  ва  (N J  интеграл тенгламаларни тек ш и р и ш  худди 
п > 2 булган холдагидай олиб борилади ва у ш а натижалар 
Хосил килинади: (120) шарт N. масаланинг еч и м га  эга були- 
ш и н и н г зарур ва етарли шартидир; De м асал ан и н г бир 
ж и н сл и  интеграл тенглам аси  факат у згар м ас ечим га эга 
булади.

щ(х) = | ff0( ^ ) l n i ^ 5
S

(9 3 ')  ф орм улага асосан
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D м асал ан и н г ечиминие

и(х) = J / z ( £ ) i - h \±deS +  jn (Z )d eS
s s

куриниш да излаш  мумкин. Бу э с а , уш бу

м (х ) + H ( t [ n7 dzS +  \<р {х )
S '  '

интеграл тенглам ага олиб келади.
Худди 4 - банддагидай бу тенглам анинг хамма вак,т ечи м ­

га эга булиши курсатилади.

5- §. Иккинчи тартибли эллиптик типдаги 
чизик/1и тенгламалар ум ум ий  назариясидан 

айрим м аълум отлар

Б и з  бу параграфда иккинчи тартибли икки узгарувчи - 
ли чи зи кли  эллиптик тенглам алар н азариясидан айрим  
туш унчаларни келтирамиз. С од дал и к учун тен глам а ч ега ­
раси S  эгри чизикдан иборат D сохад а кан он и к кури н и ш ­
га келтирилган деб хисоблайм из. А гар эркли узгарувчи ­
ларни х  ва у оркали белгиласак, тен глам а ушбу

Lu = Ди + а (х ,у ) ^ +  b (x ,y ) ^  + с(х,у)и  = f ( x ,y )  (1 2 2 )

Э̂  д ^куриниш да ёзилади, бу ерда Д = — г  + — т .
дх* ду*

1. Ч егаравий масалаларнинг куйилиш и. р х(х,у), р г(х,у), 
q(x,y) в а  r(x,y) S  да берилган хаки кий ф ункциялар булсин.
( 122 ) тен гл ам а учун куйиладиган бир катор чегаравий м а- 
салаларни П уанкаренинг ушбу чизи^ли масаласи  уз ичига 
олади: D сохада  (122 ) тенгламанинг

Pl x̂ ,y ^  + Р2(Х>У) ^  + Я(х,у)и  = r (x ,y ) , ( х ,у )е  S  (1 2 3 )

чегаравий шартни ц,ано^тлантирувчи и(х,у) регуляр ечими 
топилсин, бу ерда ^  ва и(х,у)  деган да бу ф ун кц и я-
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ларнинг D ичидан туриб S  даги лим ит кийматлари ту- 
ш унилади.

р /х ,у ) = р2(х,у) = 0 ,  q(x,y) Ф 0 булган х,олда (123) чега­
равий шарт

и(х,у) = g (x ,y ) ,(x ,y )e  S  (124)

куриниш да ёзи лади , бунда g(x,y) =  r(x,y)/q(x,y).
(1 2 2 ), (1 2 4 ) м асала биринчи чегаравий м асал а ёки Ди­

рихле масаласи  дейилади.
П уанкаре м асаласи н и н г q(x ,y )= 0  булган холи, яъни

РЛХ,У ) ^  + Р г & ,у )~  = r (x ,y ) , (х ,у )е  S  (125)

ция хосилали масала  дейилади.
(1 2 5 ) ш артда, барча S  эгри чизикда р /х ,у )  = c o s  (п,х), 

р2(х,у)=  cos (п,у), бу ерда п S  га утказилган нормал булса, 
к,ия хосилали м асал а иккинчи чегаравий масала ёки Нейман 
масаласи  дейилади.

2. Экстремум принципи. Дирихле масаласи ечимининг 
ягоналиги. Б и зга  маълумки, Дирихле масаласи Аи =  0 Л ап ­
л а с  тен глам аси  учун, яъни гарм они к ф ункциялар учун 
биттадан ортик, ечи м га эга булмайди. ( 122 ) тен глам а учун 
хам  ш ундай я го н ал и к  теорем аси  уринли буладими ёки 
йук,ми деган  табиий савол тугилади. Бу са в о л  хар доим 
хам  иж обий ж авоб га  эга булавермайди.

Ш у м аксадца ушбу

А и + к ги = 0 (126)

тен глам ан и  текш и р ам и з, бунда к2 — узгарм ас сон.
(1 2 6 ) тен глам ан и н г ечимини узгарувчиларни ажратиш  

усули (би з бу усулни V II бобда туларок б аён  кдлам и з) 
би лан , яъни

и(х,у)  = X (x)Y(y)

куриниш да ки ди рам и з. Бунга асосан  (126 ) тен глам адан

-  ~  + к 2 = const
Л  /
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тенгликларни хосил киламиз. Бу ерда узгармас бирор м у с­
бат а 2 сондан иборат булиб, а 2 < к2 булсин деб, хи со б л ай - 
миз. А ввалги  тенгликлардан

Х' + а 2Х = О, Y'+ (к2 - a 2)Y = О

тенглам аларни хосил киламиз. Бу тенглам аларни и н тег- 
раллаб, куйидагиларга эга буламиз:

Бундан дархол (126) тенглам а нолдан фаркли булган 
бошк,а ечимлари орасида

ечи м га хам эга булади. Бу ечим

туртбурчакнинг барча чегарасида нолга тенг.
Д е м а к , (1 2 6 ) тен глам ан и н г (1 2 7 )  ечим и ю кор и д аги  

туртбурчакнинг чегарасида нолга тен г булса хам , туртбур­
ч акн и н г ичида нолдан фарклидир.

Э к с т р е м у м  п р и н ц и п и .  Агар барча D соу^ада 
с(х,у) <  0 тенгсизлик уринли булса, у х,олда D со%ада

тен глам ан и н г и(х,у) регуляр ечим и хеч бир (х,у) е  D н у к- 
тада у зи н и н г мусбат м аксим ум ига ва манф ий м и н и м у м и - 
га эриш м айди.

А ввал о  с < 0 булсин. и(х,у) ечим (х ,у)е D нуктада м у с­
бат м акси м у м га эрйш син деб ф араз ки лам и з. У  холд а, бу 
нуктада

X = С, cos ах + С2 sin ах ,

Y = С3 cos \jk2 -  а 2 у + С4 sin yjk2 -  а 2 у.

(1 2 8 )
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Аи< 0 , а + Ь^- = 0, си < 0 .  дх ду

Д ем ак, текш ирилаётган нуктада Ьи < О . Б у  эса  (128) 
тенглам ага карам а-карш идир.

Худди ш ундай, (х,у)е D нуктада и(х,у) ечи м н и н г м ан - 
фий м инимумига эриш маслиги курсатилади. Энди с < 0  
булган холни курамиз. Бу \олда и(х,у) ф ункция урнига

алмаш тириш  ёрдам ида янги Х)(х,у) функция киритамиз. 
Бунда А, а  — кей и н чали к мос равиш да тан л аб  олинади- 
ган мусбат сонлардир. (128) тенгламага и(х,у) урнига (129) 
иф одани олиб бориб куйганимиздан сунг, Х)(х,у) га нисба- 
тан (128 ) га ухш аш

а  ни етарлича катта килиб танлаб о л ам и зк и , D соадда 
а2 + асс + с > 0  тен гси зл и к  уринли булсин ва  А учун е“  
ф ункциянин г Д д аги  юкори чегарасидан катта  булган кий- 
матни о л сак , А — е“х > 0 тенгсизлик баж арилади . У  \олда 
—сА > 0 булгани сабабли , с'<  0 тен гси зли к баж арилади .

Ш у билан экстр ем ум  принципи исбот булди.
Бу при'нципдан (1 2 2 ), (124) Дирихле м асал аси  ечим и­

ни н г ягонали ги дар\ол келиб чикади.

(129)

Ди + а*(х, у) —  + b*(x, у ) ^  + c * ( x ,y ) v  = О

тен глам а х;осил булади, бу ерда

, Ь*(х, у)= Ь(х, у ) ,
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Хак^икатан хам, бу м асаланинг и ккита и, ва и2 ечим и 
бор булси н . У  холда v  =  «, — и2 айирм а (128 ) нинг ечим и 
булиб, D сохан и н г чегараси S  д а  нолга тенг булади.

Агар v  функция D нинг ичида нолга тенг булм аса, у D 
нинг ичида мусбат ёки манф ий кийматларни к,абул 
ки л ади . _

Д ем а к , v  функция D да у зл укси з булганлиги учун 
бирор (х ,у)б D нук,тада мусбат м акси м ум  ёки манф ий м и ­
ним ум га эриш ади. Бу эса с < 0  булганда экстрем ум  при н - 
ципига карама-^арш идир. Бу ш арт бажарилганда \/(х,у)е D 
нук,тада v(x,y) =  0 , яъни их = иг.

Ш ундай кдлиб, (122 ), (124 ) м асалан и н г бирдан бир 
ечим га эга  булиши учун ( 122) тен глам а с(х,у) коэф ф и ци - 
ен ти н и н г иш ораси мухим ахам и ятга эга.

3. Иккинчи тартибли чизик^ли эллиптик тенглама ечи­
мининг мавжудлиги. ( 122 ) тен глам ан и н г а, Ь, с коэф ф и ц и ­
ентлари в а /  озод хади аналитик ф ункциялар булган холда 
бу тен глам ан и н г кичик D сохалар учун ечим га эга  були ­
ши К о ш и  — К о вал ев ск ая  тео р ем аси д ан  келиб чикдди . 
А м м о улар аналитик ф ункциялар бул м аса, (122 ) тен глам а 
еч и м и н и н г мавжудлигини курсатиш  учун бош ка усуллар- 
ни куллаш га тугри келади. а, Ь, с ва /  ф ункцияларни 
Q (D +S) синф га тегиш ли булсин д еб  хисоблайм из. Б и з па- 
раметрикс деб аталувчи

у/(х,у;£,г]) = -\пг, г2 = ( х -£ )2 + ( у - г ))2

ф ункцияни текш ирам из. М аълум ки , хар бир жуфт (х,у), 
(£>4) нук,таларга нисбатан (х,у)ф  (£,??) да бу ф ункция 

Л ап лас тен глам аси н и н г ечимидан иборат булади, шу б и ­
лан би рга

и ( х > У )  = \ ¥ { x , y , ^ , r i ) p ( ^ , r } ) d  ^d t]

D

Хажм потенциали p(^,rj) зичлик G (D  U S) синф га т еги ш ­
ли булган да,

Д V =  —2пр (х, у) (1 3 0 )

П у ассо н  тен глам аси н и н г ечим идан иборат булади.
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Энди р(х,у) е  C Y D )  функцияни шундай танлаб оли ш - 
га хдракат к,иламизки,

и(х, у) = v(x, у) + со(х, у) (131 )

функция ( 122) тенглам анинг ечими б ул си н , бу ерда 
со(х,у)— 0 (D  U S) синф га тегишли ихтиёрий ф ункциядир.

(131) ифодани ( 122) тенгламага олиб бориб куямиз. (130) 
тен гли кка асо сан ,

Ди = Дсо -  2пр.

Бунга биноан, Ьи оператор куйидаги куриниш да ёзилади:

Lu = Leo -  2пр + J (ау/х + Ъц/у + су/)p(^,rj)dE,dr\.
D

Агар биз к;иск,алик учун ушбу

К{х,у\$,,г)) = ^  (ау/х + Ьц/у + су/) =

1
2 п а(х, у) + Ь(х, у) + с(х, у)\пгГ Г

(132)

g(x ,y ) = ~ ( L c o - f ) ( 133)

белгилаш ларни киритсак, р(х,у) функцияни аник^лаш учун

Р (х ,у )~  j  К  (x,y\i;,ii)p(Z,ri)d£dr) = g { x ,y )  (134) 
D

интеграл тен глам ан и  х,осил киламиз. Бу ин теграл тен гла­
м ан и н г (132 ) ядр оси  jc =  у =  ri булганда ^ куриниш да- 
ги м ахсу сл и кка эга , д ем ак , унинг квадрати D сохад а ин- 
тегралланувчи булмайди. Ш у туфайли (134 ) интеграл тен г­
лам ага бевоси та Ф редгольм  назариясини кулл аш  мумкин 
эм а с . А м м о, интеграцияланган ядро

К2(х,у;£,т]) = J K(x,y;s,t)K(s,t;^ ,T])dsdt (135)
D
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бу со\ ад а квадрата билан интегралланувчи булади. Ш у ­
ни н г учун (134) интеграл тенглам а урнига аввал  интегра- 
ци ялан ган

Р { х ,у ) - \ К 2 (x,y,£,ri)p(Z,Ti)d£dTi = h (x ,y )  (136 )

интеграл тенгламани текш ирам из, бу ерда 

h = g + j  К(х, y\^,ri)g (£,ri)d£dri (137 )

(о ва /  функцияларга куйилган _ш ар тларга асо сан  (137 ) 
тенгликдан h(x,y) функцияни O (D )  синф га тегиш ли були­
ши кели б  чикдди. Агар D кичик соха булса, яъни

jd^ drij К} (x ,y ,£ ,ri)dxdy < 1 (1 3 8 )

ш арт баж арилса, (136) интеграл тенглам ага м о с булган бир 
ж и н сл и  тенглама факдт тривиал, яъни н олга тен г булган 
ечим га эга булади. _

Д е м а к , (136) тенглама хдмма вакт O (D )  си н ф га т е ­
гиш ли булган ягона ечимга эга булади. (1 3 4 ) тен глам ан и н г 
хар бир ечими (136) тенглам анинг хам ечим и булади. П е­
ки н  (1 3 8 )  шарт баж арилганда, би з курдикки, (1 3 6 ) тен гл а­
ма я го н а  р  (х,у) ечимга эга. р  (х,у) ёрдам ида янги

Pi (х ,у ) = g(x ,y) + j  K (x,y;£,ri)p(£,ri)dZ dri (1 3 9 )
D

ф у н к ц и я н и  хоси л к и л ам и з. А гар б и з б ар ч а  D со х а д а  
Р\(х,у) =  р  (х,у) эканлигин и к у р сатсак , шу би лан  бирга 
р  (х,у) (1 3 4 ) тенгламанинг ечими булиши исботланган була­
ди. Ш у м аксадда (136 ) тенглам ани (1 3 5 ) га асо сан

р  (s, t) = h(s, t) +

+J P {Z ,l)  \K(s,t\sl,t^ )K (su t^ ,r ] )d s idtl d^drj =

= h(s, t) + $ K  ( s ,f ;  j„ / ,)  J  К dsx dtj
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ёки (1 3 9 ) га биноан,

p ( s ,t )  = h(s,t) + J  AT ( j ,  /, лг,, ) [p! ( j , , /,) -  g ( j , , Г,)] ctej dtx
D

куриниш да ёзи б олам из.
Бу иф одани K(x,y;s,t) га купайтириб, сун гра интеграл- 

лаб, куйидаги тенгликни хосил киламиз:

J К (х, у ; s, t)p(s, t) dsdt = J K(x, у, s, t)h(s, t) dsdt +
D D

+J К (x, y; s, t) | J K(s, t ; s,, tx) [p, ( j , , f,) -  g(sl , )] dsldtl j dsdt = 

= | K(x, у ; s, t)h(s, t) dsdt +
D

+ 1 (x, у ; 5,, /,) [p, (5!, /,) -  g ( j , , tt)] dsxdtx.
D

(137 ) ва (1 3 9 ) тенгликларга асосан

Pi ( * ,  .у) -  g ( * ,  У) = J К (x, у; s, t)g(s, t)dsdt +

dsdt +

t-J K2(x, y; j ,  , /, )p, (5,, f , ) dsidti -  J  K2 (x, y^s^t^g  ( s , , /,) dstdt{

еки

Pi {x ,y )~  j  K(x,y-^,T])p, (£,ri)d!;dT) = h (x ,y )

тен гл ам ага эга  булам и з, яъни р /х ,у )  (136) тен глам ан и н г 
ечимидан иборат. Ш ундай кдгсиб, бу тенглама я го н а  ечимга 
эга булгани учун р /х ,у )  = р(х,у) эканлиги к е л и б  чикдди. 
А м м о р х —р  учун (1 3 9 ) тенглик (134) ин теграл тенглам а 
билан у ст м а-у ст  туш ади. (134) тен глам ан и н г р (х ,у )  ечи­
м ини (1 3 1 ) ф ормулага куйиб, Д сохдД а ( 122) тен глам ан и н г
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ихтиёрий со(х,у) €  0 (  D)  функцияга бокпик булган ечим­
лари оиласига эга буламиз.

Шундай к,илиб, (138) шартни каноатлантирувчи D со -  
\ада коэффциентлари С ( D )  синфига тегишли булган (122) 
тенгламанинг хдмма вак,т ечимга эга булиши исботланди.

4 . Э л ем ен тар  ечимлар. (122 ) тенгламага мос булган

Au + a j ;  + bj t  + cu = 0 ( ]4°)
бир жинсли тенгламани караймиз.

й со хд д а  (138) шарт бажарилган деб х,исоблаймиз ва бу 
со\анинг ихтиёрий нуктасини (x0, y j  оркали белгилаб ола- 
миз. D  со^адан маркази (x0, y J  нуктада булган етарли ки­
чик е радиусли г 2 = (х  -  хй)2 + (у -  у0)2 < е 2 доирани чи- 
Кариб ташлаб, D со^анинг колган кисмини Z)f билан бел­
гилаймиз. Аввалги бандцаги мулох,азаларни кайтариб Dt 
со^ада (140) тенгламанинг ие ечимини

2nus (jc,y-,x0,y 0) = -ln r  + j y / ( x ,y ,Z , r i ) p e (%,ri)d£dri (141)
D

формула ёрдамида тузамиз, бу ерда р е ушбу

Ре “  j  к  {x ,y ,t ,n )P edZdn = 8 (х ,У ,х0,у0) (142) 
ое

тенгламанинг ечимидан иборат. (142) тенгламанинг ядро- 
си (1 3 2 ) формула билан аникланади, унг томони эса

g (х,у;хо,уо) = 2̂ ^ 1п г.

(142) тенгламанинг p t(x,y;x^y^  ечими, куриниб турибди- 
ки е -^О  да

Р(х,у)~ J  K ( x , y , x 0,y 0)p(£,Ti)d£dTi = g ( x , y , x 0,y 0)
D

тенгламанинг р(х,у;х0>уа) ечимига текис интилади.
(141 > тенгликдан е  -^>0 да лимитга утиб,

Y(x,yix:o,y0)=\imus=-±\nr+^liir(x ,y£,Ti)p(Z ,7i-x0,y0)dZdTi 

17 — М. Сало^иддинов 257
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функцияни Х.ОСИЛ циламиз.
Бу функция
а) (х,у)-£ (х0,у{))  булганда D сохдца (1 4 0 ) тенгламанинг  

регуляр ечимидан иборат;
б) (xn,y,J нук,та атрофида

ба\олар уринли булади, бу ерда R — D со хд н и н г диаметри.
а ), б) хоссал ар га эга  булган ечимлар о д атд а  фундамен- 

тал ёки элементар ечимлар деб аталади.
Агар (140 ) тенглам анинг а, Ь, с коэф ф ицентлари С1 (DJ 

синф га тегиш ли булса, бу тенгламанинг эл ем ен тар  ечимла- 
ри ^еч булмаганда, кичик D со^алар учун мавлсуд булади.

Гарм оник ф ункциялар назариясига ухш аш , б у  ерда \ам, 
умумлаш ган оддий ва иккиланган кдтлам потенциаллари 
туш унчасини киритиб, улар ёрдамида (140 ) тен гл ам а учун 
Дирихле ва Н ейм ан масалаларини Ф редгольм нинг иккинчи 
турдаги интеграл тенгламаларига келтириш  м ум ки н .

Ю к,орида б а ён  ки л и н ган  эк стр е м у м  п р и н ц и п и  ва 
парам етрикс усули п > 2  булган \олда, яъни

куринишдаги тенгламалар учун х,ам уз кучини сак,лаб крла- 
ди.
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У Б О Б

П А Р А Б О Л И К  Т И П Д А ГИ  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Б и з  бу бобда параболик типдаги тен глам аларн и н г ти ­
пик ваки ли  булган ушбу

и сси к д и к  утказувчанлик тен глам аси н и  текш ирам из.

1. М асал ан и н г к^йилиши. Р ф а з о д а  (t=  0 теки сли кд а) 
чегараси  £ булган чекли £ со \ а н и  олам и з. А соси  D ва я со в - 
чилари t укка параллел булган цилиндрик сирт ясай м и з. 
Бу си р тн и н г t = 0 , t = Т (Т  =  const) 
теки сли кл ар  орасида ётган кисм ини 
5 г орк,али, D нинг t = Т теки с/ "'^ "'’ *

( 1)

еки
ди 2 * п — -  а А.и = О dt (2)

1- §. Биринчи чегаравий м асала. 
Экстрем ум  принципи

А гар (xv ...,xn,t) узгарувчилг 
бирор туплам ини G орк,али 
л асак , G да хг ...,хп узгару! 
буйича р  тартибгача, t буйича <7 тар-

ги п р о е к ц и я с и н и  Dr op 
(x v ... , x n,t)  ф а з о д а г и  ч е г  
D {lB Tyj DT булган сох,ани QT с 
белги лай м и з (2 8 - чизма).
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тибгача узл укси з \осилаларга эга булган ф ункциялар си н - 
фини Op̂ (G) орк,али белгилаб оламиз.

Биринчи чегаравий масала бундай_куйилади: (^ со ^ а д а  
(1 ) тен глам ан и н г С 2Л) (QTl) DT) f] C (  QT)  си н ф га тегиш ли 
булган

«|,.о = <р(х),хе D (3)

бош лангич ш артни ва

u\Bi = <p(x,t), х е  S, t e  [ 0 ,Г ]  (4)

чегаравий ш артни каноатлантирувчи ечими то пилсин.
2. Экстремум принципи. (2) тенгламанинг Q T сощдаги 

C(QT) П Ca v)(Qr U DT) синфга тегишли булган u(x,t) ечими 
узининг максимум ва минимум цийматларини D U ВТ да, 
яъни, ёки 7 =  0 да, ёки QT цилиндрнинг ён сиртида кабул цила- 
ди.

Агар бу прин ципда курсатилган u(x,t) ф ункция бирор 
нук,тада м акси м ум га эриш са, у \олда шу нук,тада —u(x,t) 
ф ункция м и н и м ум га эриш ади. Ш у туфайли экстрем ум  
принципини м акси м ум  ^ол учун исботлаш  би лан  чегара- 
ланам из.

Уш бу

М — m ax и(х,1), /л=  m ax u(x,t)
(x,t)e QT (x ,t)eD {]B T

белгилаш ларни киритам из. Равш анки ц < М. М аксим ум  
принципи ц  =  М эканлигини курсатиш дан иборат. 

Т еск ар и си н и  ф араз кдлам из, яъни ц < М булси н .
Бу  х,олда, u(x,t) функция QT да узлукси з булгани учун 

м акси м ум  ки й м атга QTi ки DTда ётувчи бирор (xQ,t J  нук,- 
тада эриш ади, яъни

и(х0, t j  =  М, (X ptje QTU DT.

Ёрдамчи

V (x,t) =  u(x,t) +  KzJL ( t - 1 )
IT
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ф ункцияни текш ирамиз.
А гар (x,t)e D\J Вт булса, t0—t< t0< T  булади. Бунга

асо сан

u ( * . 0 |(,.,ki)uвт <V + < М .

И кки н чи  томондан,

v (x 0,t0) = u(x0,t0) = М.

Д ем ак , Z)U 5 г дан ташк,арида шундай нук,та борки, бунда
V (x,t) функция М кийматни кабул килади, вахрланки D\J Вт 
да b ( x j )  нинг к,иймати М дан ки чи к. Бундан v  (x,t) ф ун­
кция QT д а  максимумга QTe ки DT да эриш иш и келиб 
чик,ади.

v (x,t) функция максимумга эриш ган нуктани (xx,tx)  ор ­
кали белги лай м и з. А ввало, (xx,tx) e  QT булсин. Бу нуктада 
м акси м ум н и н г зарурий

до п  Эи п Э и  .  л  ■ 1 'л ^
э7 ’ Я Г ° -  а ? 5 0 - '

шарти бажарилади. Бунга асо сан  (xx,tx)  нуктада

^  -  a 2Av > 0  •
Э t

И кки н чи  тсм он дан ,

ди 2 л ди 2 » M-U. M-U  n  _ - а Ди = _ - а Д М- ^  = - - ^ <  0 . (5 )

Бу кдрам а-карш иликдан (x{,tx)eQ T кели б чи кади .

Э н д и , (xx,tx) e  DT булсин. Бу э с а  /, =  Т, х хе  D э к а н л и ги ­
ни билдиради.

У \ олда, tx нукта (0 ,Т )  ор ал и кн и н г чегара н у к таси , х, 
эса  D со хд н и н г ички нуктаси булгани учун (xx,tx)  н у ктад а- 
ги м акси м ум н и н г зарурий ш артига асо сан

£ > 0 , ^  = 0 , <6 )
О t aXj д  x f
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И ккинчи том он дан  яна (5) тенгсизлик баж арилади. Бу 
кдрам а-кдрш илик (xx,tx)e  D, эканлигини курсатади.

Ш ундай к,илиб, QT U DT йигиндига теги ш л и  булиши 
керак булган нук,та QT га х,ам, DT га \ам теги ш ли булмай- 
ди.

Бу кдрам а-карш и ли к ц < М деган ф арази м и зн и н г но- 
т у ф и  эканлигин и курсатади. Д ем ак, /л < М . Ш у билан 
экстр ем ум  принципи исбот булди.

А йрим адабиётларда бу принцип максимум принципи 
д еб  *а м  ю ритилади.

3. Биринчи чегаравий масала ечимининг ягоналиги. (1) 
тенглама учун цуйилган биринчи чегаравий масала битта- 
дан ортик, ечимга эга булмайди.

(1 ) тен глам ан и н г (3 ) ва (4) шартларни к,аноатланти- 
рувчи иккита ux{x ,t) ,u 2(x,t) ечими м авж уд булсин деб

ф араз к,иламиз.
У  хрлда бу ечимларнинг айирмаси, v  (x,t) =  — и2 функ­

ция (2 ) тенглам ани ва бир жинсли, яъни н олга тенг булган 
бош лангич ва чегаравий шартларни каноатлантиради. Бун- 
дан дарх;ол экстр ем ум  принципига асосан  v (x,t) функция 
м акси м ум  ва м иним ум  кийматларининг н о л га  тенглиги 
келиб чикдци. Д ем а к , v (x,t) = 0, ux(x,t) =  u2(x,t).

Агар ux(x,t), u2(x,t) ечимлар бош лангич в а  чегаравий 
ш артларининг фар^и модули буйича £ дан (£  > 0 ) кичик 
б ул са, у ^олда экстр ем ум  принципига а со с а н  I ux(x,t) —
— u2(x,t) I < е  булади, бу эса биринчи чегаравий масала ечи­
м и н и н г бош лангич ва  чегаравий ш артларга у зл у кси з 6 of- 
лиьутигини, яъни бу м асала ечимининг тургунлигини бил- 
диради.

Биринчи чегарави й  масала ечим ининг мавж удлигини 
Ф ур ье усули билан V II  бобда исботлаймиз.

2- §. Коши масаласи

К ош и  м асал аси  (1 )  тенглама учун куйидагича к^йила- 
ди : t > 0 ярим фазода (1 )  тенгламанинг С 2,1 (t > 0 )  П С (t > 0 ) 
синфга тегишли булган ва

И 1,-чо = <Р(х), х е  ЕГ (7)
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бошланшч шартни цаноатлантирувчи ечими топилсин, бу 
ерда <р(х) берилган узлуксиз чегараланган ф ункция.

1. Коши м асаласи  ечимининг ягоналиги. (1) тенглама
(7) бошланшч шартни цаноатлантирувчи биттадан ортик, 
чегараланган ечимга эга булмайди.

Х,ак,ик,атан х,ам, агар бундай ечим лар иккита и, ва и2 
бул са, уларнинг айирмаси v (x,t) = u{(x,t) — u2(x,t) (2 ) тен г­
лам ан и  ва

u l „ o = 0  ( 8 )

бош лан гич шартни каноатлантиради. Бу ф ункция и ккита 
чегараланган функциялар айирм аси булгани учун чегара­
л ан ган  булади, яъни I г) (х ,$  ^ М.

t — О теки сли кда (яъни Е" ф азода) м аркази координата 
б ош и д а, радиуси R га тенг булган WR ш арни карайм из. Бу 
ш ар нинг чегараси SR булсин.

Я совчилари /укда параллел ва йуналтирувчиси SR булган 
цилиндрик сирт ясайм из. Бу си ртн и н г t > 0 булган к и см и - 
ни В орк,али белгилайм из. (xv ...,xn, t) ф азода чегараси  

В  булган со\ани Q оркдли белги лаб, ушбу

v R ( х , ( )
2 Мп 
R2

+ a212 п 1=1

ёрдам чи ф ункцияни текш ирам из.
Бу функция (2 ) тенгламани кдноатлантириш ини т ек - 

ш ириб куркш  кийин эм ас. Сунгра
.2

(8 ) тен гл и к к а  асосан

^ К = о = 0 -

В а  ни\оят,

ил|в = и л |х2 = л2 > м  >]и|д . 

О хи р ги  икки тенгсизликдан
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тен гси зли к ка эга  буламиз.
Бундан дар\ол vR+ v, vR—v  м и кдорларн инг \ар бири 

W r [ } B jx& манф ий эмаслиги келиб чикади. Бундан таищ а- 
ри бу м икдорларнинг \ар бири (2 ) тенгламани кдноатлан- 
тиради. _

У х,олда, экстр ем у м  принципига а со са н , ё п и к  QT со -  
х,ада, бунда х е  W r  , 0 < t< T , Т =  con st, ия+  v  йигинди 
х,ам, vR— v  ай и р м а ^ам минимум кийм атни WR\J В да 
Кабул ки лади , шу билан бу миним ум лар м анф ий эм ас. 
Д ем ак ,

ил+  v > 0 , vR— и > О, х2< R2, t>  0.

Ш ундай ки л и б , х2̂  R2, t > 0 да

х  ва / ни ихтиёрий белгилаб (ан и кдаб), R ни ч екси з- 
л и к к а  и н ти лти р ам и з. Бу \олда, охирги т е н гси зл и к д а н  
|и (x,t)\ < 0 , яъни v (x,t) =  0 .

Ш у билан К ош и масаласи ечим ининг ягон али ги  и с- 
ботланди. К ош и  м асаласи ечими ягон али ги н и н г и сбот- 
лаш  усулидан унинг тургунлиги *а м  келиб чикади .

2. Иссицлик утказувчанлик тенгламасининг фундамен- 
тал ечими. У ш бу

- v ^ v <  ия ,

яъни

2Мп(
\ J

Г‘

ф ункция t > 0  ярим  ф азонинг барча (x,t) нук^таларида (2 ) 
тен глам ан и н г ечим идан иборатдир.
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дЕ -  П С~4Л  | 1
dt 2 (2 а^л t)"t (2 а^я t)"t2 4 а2

Л — т~Г е 4а2,

( 2 I г*
4^¥ 21

д Е  _  _  1 -  4а 2 I x i ~£/ _  _  Xj ~ £ / p i  „  Е 

<?-X, (2 а^л t)n 2a 2 t 2a 2 t ’ ’ ’

0 = ' £ ( * , £ ,  О + £ ( * , £ ,  Г) =дх, 2а t 4а г

4 а 4 /2 2 ? Т  

АЕ =

E(x,S, t) ,

(  2Г л
4 а 4/2 "" 2 ? /

V У

Э£
Э/

-  а 2Д £  =
г _  п 

4?Л^ 2/ £ ( х ,£ ,Г )
4 ? 7  2/

E(x,Z,t)  = О.

(9 ) ф ункция (2) тенглам анинг фундаментал ечими д ей и ­
лади.

3. Коши масаласи ечимининг мавжудлиги. Уш бу

. А
ц ( х , / ) =  \ f ср^)е *°2'd£, (Ю)

(2а Щ  J£ „

ф орм ула билан аникданган ф ункция ( 2 ) тен глам а учун 
К ош и масаласининг ечимидан иборатдир. Бу ерда Е 1 буйи­
ча оли н ган  интегрални куйидагича туш униш  л ози м :

оо оо 

—оо —оо

( 1 0 )  формула Пуассон формуласи дейилади.
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А ввало, П уассон  формуласи билан аникданган  u(x,t) 
ф ункциянинг t > 0 булганда узлуксиз булишини и сботлай - 
миз. Ш у м а^садда xt,...,xn, t узгарувчилар ф азоси да

Ьс2|</2, 0 < t < T ( 11)

тен гси зли клар  билан аникданган со^ани карай м и з, бунда 
I, Т — м усбат узгарм аслар.

( 10) ф ормулада иш тирок этаётган

интеграл нинг х  ва t буйича ( 11) со\ада теки с як,инлаш ув- 
чанлигини курсатам из. Етарли катта R сонни о л и б ,

интегрални ба^олаймиз.
ф(£) ф ункция чегараланган, яъни \ср( )̂\< М =  const. 

С унгра, г =\х — Е,\>\ t,\—\x\ >\E,\—l, R >21 д е б  \и соб- 
лай м и з. У  х;олда

Бунга асо сан

Г '

( 12)

г.2

е < е

Д ем а к ,
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ОО Р

J  p"~lе  l(>al тd р
О

интеграл як,инлашувчи булгани учун, (1 3 ) нинг унг т о м о - 
нидаги интеграл R етарли катта булганда исталганча к и ­
чи к булади, бу интеграл х  га х,ам, t га \ам боглик, б улм ага- 
ни учун ( 12) интеграл текис яки н лаш увчи  булади.

Бундан П уассон формуласи билан аникданган  u(x,t) 
ф ун кци ян и н г t > 0  да узлуксизлиги кели б чикдци.

Э н д и  t > 0  булганда u(x,t) ф ункцияни t ва х  нуктани нг 
координатлари буйича исталганча диф ф еренциалланувчи 
экан л и ги н и  ва барча ^осилаларни П у ассо н  ф ормуласини 
интеграл белгиси остида диф ф еренциаллаш  н ати ж аси да 
^оси л килиш  мумкинлигини курсатам и з.

М и со л  учун ~  \осилани текш и р ам и з. Агар П уассон

ф орм уласинин г унг томонини t буйича формал диф ф е- 
р ен ц и алл асак , куйидаги ифодани хоси л к,иламиз:

j£ _
— -  П~ ^ т  f <PG)e4* dz +

2(2ajn)"t 2 £п

1 Г 2 -4- (14)
+ ---------- j  r 2<p(S)e 4°2' ^  .

4a2(2 a jn )nt 2 Еп

Б у  и ф одан и н г унг т о м о н и д а ги  б и р и н ч и  и н т егр а л  
ю крри да курсатганимизга асо сан  ( 11) сохдда теки с як,ин- 
л аш увчи  булади. Ш у сингари и кки н чи  интегрални нг \ам 
бу со\ ад а теки с як,инлаш увчанлиги текш и р и б курилади.

Б ун дан  дархдл ^осиланинг м авж уд ли ги , у зл у к си з­
л и ги  ва (14) ифода билан у стм а-у ст туш иш и келиб чикдди.

Х у дд и  шундай u(x,t) ф ункция бош к,а \осилалар ининг 
м авж удлиги исбот килинади. П у ассон  ф ормуласини б е в о - 
с и т а  диф ф еренциаллаб, u(x,t) ф ун кц и ян и н г хр си лалари - 
ни ( 2 ) тенглам ага куйиб, бу ф ун кц и ян и н г ( 2 ) тен глам ан и  
к,аноатлантириш ига ишонч *о си л  ки л ам и з.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Э нди u(x,t) ф ункциянинг чегараланганлигини ва (7) 
бош лангич шартни каноатлантириш ини исбот кил иш к,ол- 
ди. ( 10) формулада | = х  + l a j t  s алмаш тириш  баж арам и з, 
у \олда бу ф ормула ушбу

2
u(x,t) = л  2 j* ф(х + 2a4ts) е~№ ds (15)

Еп

куриниш да ёзилади. М аълум булган

ОО

J  е~р dp -  yjn
— ОО

ф ормулага асо сан

ОО ОО

п 1 | е -\A1 ds -  к  2 | ... J  е l̂+52+"+5̂ dsl...dsn =
Е" (16)

П П
= л  27Г2 = 1 .

( 15)  ф ормуладан

|и(х,0|  ̂Мп 2 J = М .
Е"

Д ем ак , u(x,t) ф ункция чегараланган. 
( 15)  ва (1 6 ) ф ормул ал арга асосан

- — г  л 2
и(х, /) -  ср(х) = п 2 J Гср(х + 2asfts) -  <р(х)1 е~^ dS . (17 )

Е п

(1 7 ) ф ормуладаги интегрални 15 1 > R ва | s\ < R, б ун д а R — 
бирор у згар м ас с о н , со^алар буйича иккита и н тегралга 
аж р атам и з.

У  \олда

—  2  2 
п 2 Г \<р(х + 2a4ts) -  <р{х)\е~  ̂ ds < 2 М л 2 I* е~^ ds =

М>* Н>«
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п 00 п 00
= 2Мл  2 | pn~le~p2dp j ds{ = 2 М л  2 |s,| | p"~1e~p2d p .

R sj R

Уш бу

] р п-хе~Р2 dp 
О

интеграл як,инлашувчи булгани учун, ш ундай Лд(£) тан - 
л а ш  мумкинки, R > R^(e) булганда

п 00
2Мл  2 |s,| J p"~le~p2 dp < -|

R

тен гси зл и к  бажарилади.
Б ирор R > R0(e) сонни аник^лаб куям и з. У  \олда ш ун­

дай tQ(e) топиш  мумкинки, 0 < t < t0(e) булганда ва и хти ё­
рий s, Ы  < R учун куйидаги тен гси зл и к  баж арилади:

|(р(х + 2-Jts) -  (р(х)| < .

У н д ан  кейин

л  2 | с̂р (х + 2yft ŝ j -  (р (х)
И<« 

Д е м а к

е ds

\u(x,t)-(p(x)\<e, 0  < t < t 0(e),

я ъ н и , £ > 0 ихтиёрий булгани учун

lim и(х, t) = (р(х) .
'->о

4 . Бир жинсли булмаган иссицлик утказувчанлик 
тенгламаси. f(x,t), х е  E ? ,0 < t< °°  берилган у зл у к си з ч ега- 
р ал ан ган  функция булсин. Бош лангич вак,т си ф ати д а t =  0 
ни э м а с , балки / =  т  ни олам и з, бу ерда т  — тай и н  м у сбат 
сон .
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Худди аввалги банддагидай текш ириб куриш м у м к и н - 
ки, ушбу

V(x, t,т) = -—  1 \ f (£ ,т )е  40 ('~r)d% t >  т 
(2a f ( J T ) )  e"j

ф ункция ( 2 ) тенглам ани ва

V (х,т, г) =f(x, т)

бош лан гич шартни кдноатлантиради. Бунга а со са н

2

u(x,t) = fd (x ,t,T )dr = f J f ^ ’z) e 
о о En h a Jx ( t -T ) )

ф ункция ( 1) тенглам ани ва

«(•«,Olt .o  = 0

бош лан гич ш артни к,аноатлантиради.
Ю к;орида баён килинганларга асосан (1) тен глам ан и н г 

(7 )  бош лан гич ш артни кдноатлантирувчи ечими

и(х,/) = — J <р(£)е 4а ('_г)^  + 
\2ayjntj е"

Л
^  К .  f ( F r \  Аг,‘

0 Е" (2а^/я(/-т)|

ф орм ула билан аникуганади.
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3- §. Хусусий х,осилали дифференциал 
тенгламалар ечимлари силлик/шгининг 

хусусияти тугрисида

1 .  Эллиптик ва параболик тенгламалар булган х,ол.
Б и з г а  IV  бобнинг 1- § 3 - банддан м аълум ки, D сохдда 
гар м он и к и(х) функция D сохдда барча узгарувчилар буйича 
и хтиёрий тартибдаги ^осилаларга эга булади. Ш у билан 
б и р га , D сохдда гармоник ф ункция шу сохдда аналитик 
ф ун кц и я булади, яъни абсолю т як,инлаш увчи дараж али 
К атор билан ифодаланади.

и(х) функция D сохдда аналитик ф ункция экан ли ги н и  
курсатиш  учун бу сохдца тула ётувчи ихтиёрий шарда унинг 
ан али ти кли ги н и  курсатиш  киф оядир.

Б у н га  ишонч х,осил килиш учун п =  2 булган \олни т е к ­
ш и р и ш  билан чегараланамиз. Координата бош ини Z) сохдда 
ж о й л а ш г а н  д еб  \ и с о б л а б ,£  =  (Вц,В,2)  н у к т а н и н г  ку тб  
коорди наталарини R, а , х = (хх,хг)  нуктаникини эса  | х|, /3 
о р к ал и  белгиласак, яъни

£ = £, + it,2 = Re'a , х = хх + ix2 = |х| е ,р

б у л с а , IV  боб 2 - § ининг 3 - бандидаги берилган П ауссон  
ф ор м ул аси  куйидаги куриниш да ёзилади:

Ф О  = у -  ! <P(Rc'“ ) - T — тг— гт— т------ ; d a - ( 18>
2я о Л +|х| —2/?[дс|co s(« —/3)

\ х \

Р а вш а н к и , а  -  (3 = в . ^  н и р  билан белги лаб, П ау с­
сон  ф орм уласи н и н г ядросини ушбу

R 2 -\x \2 _  1 - р 2

/?2 +|x |2 -2/?|x |c o s 0  1 + р 2 - 2 р cos в

ку р и н и ш д а ёзиб оламиз. Бу ядро р  < 1 булганда дараж али 
К атор га ёйилади. Х аки  катан хдм
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= _1 + 2 Re — L_. = - 1  + 2/?e £  p keike
1 - р е  k=оl+ p 2- 2 p  co s0

= - 1  + 2 2  Pk c o s кв  = 1 + 2 2  p k c o s k f a  -  /3).
*=o *=1

(19 ) к,атор p  < 1 да абсолю т якинлаш увчи булади. Бун- 
га асо сан , П ауссон  формуласи

куриниш га эга булади. (2 0 ) формулада | х |cos/3, | х  |sin/3 лар- 
ни х, ва х2 билан алмаш тириб, и(х) ф ун кц и ян и н г х ,, х2 
узгарувчилар буйича даражали к,аторга ёй и лм аси н и  \осил 
к,иламиз. Равш анки, бу к,атор | х  | < R доирада аб со л ю т як^н- 
лаш ади. Ш у билан П ауссон формуласидан |х| < R доирада 
Л аплас тенгламаси учун Дирихли масаласининг еч и м и  и(х), 
|х|=У? айланада берилган (р(х) чегаравий ш ар тларнинг 
кийматлари факдт узлукси з булганда \ам ан ал и ти к  эк ан ­
лиги келиб чикдди.

Худди ш унга ухш аш , ушбу бобдаги (10 ) ф орм уладан, 
(р (х) = и(х,0), хеЕ"  ф ункция чегаралан ган  в а  у зл у кси з 
булганда (2 ) тен глам а учун (7) Кош и м асал аси н и н г ечи­
ми и ^ х^ н и н г ихтиёрий тартибдаги ^оси лалар и н и н г м ав- 
жудлиги келиб чикдди.

2 . Гиперболик тенгламалар булган х,ол. I I I  б о б д а  курил- 
ган тулцин тенглам алари учун К ош и, Гурса ва бош кд ма- 
салалар учун аввалги бандда баён килинган ф и крлар тугри 
булмайди. М асал ан , тул^ин тенгламаси учун К о ш и  м аса­
л аси н и н г ечим и u(x,t), (2 6 ) Кирхгоф ф ор м ул аси  билан 
аникланади . Бу ф ормуладаги берилган (р (х) ва у/ (х) функ­
циялар м ос рави ш да уч ва икки марта у зл у к с и з  диффе- 
ренциалланувчи булгандагина u(x,t) ечим и к к и  марта уз­
л у к си з диф ф еренциалланувчи булади.

Ё ки  тор тебраниш  учун Гурса м асал аси н и н г ечими III 
бобдаги (4 3 ) ф ормула билан ифодаланади. Бу ф ормулада 
сод д ал и к  учун х0 = у0 = 0  д есак , (43) формула
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u(x,t) = (p^±L^ + y f ( ^ )  + (p(0) (2 1 )

куриниш да ёзилади.
Бу формуладан куринадики, u(x,t) ечимнинг силлицлик 

тартиби берилган (р (х) ва ц/(х) функцияларнинг силлищлик 
тартиби билан бир хил булади, яъни бу м асала изланаётган 
u(x,t) ечи м и н и н г к тартибдаги \ оси лалар и н и н г м авж уд 
булиш и учун берилган (р(х) ва ц/(х) ф ункцияларнинг к 
тартибли х,осилаларининг мавж удлигини талаб к,илишга 
тугри келади.

А гар (р (х) ёки ц/(х) ф ункция х — 0  нук,тада узилиш га 
эга  б у л са , ( 2 1 ) ф ормулага а с о с а н , u(x,t) ф ункция >̂ ам 
х  + 1 =  2 £ ёки х — t = 21;  характеристикалар буйича узилиш га 
эга булади, яъни (р (х) ва цг(х) ф ункцияларнинг узилиш и 
u(x,t) тулк,иннинг тор тебраниш и тен глам аси н и н г харак- 
теристикалари буйича узилиш ига саб аб  булади.

4- §. Умумлашган ечимлар туррисида туш унча

Б и з  аввалги бобларда курдикки, м атем атик ф изиканинг 
жуда ку п  масалаларида ечим нинг м авж удлиги, бош лан гич 
ва чегарави й  м асалалардаги бери лган  ф ун кци яларн и н г 
ан чаги н а силлик^игини талаб к,илиш натиж асида и сбот 
к,илинади.

М асал ан , I I I  бобда Кош и м асал аси н и  текш и р ган и м и з- 
да бош лан гич шартлар етарли силлик, булганда м асал а­
нинг кор р ект  куйилганлигини курдик. А м м о ф изик м а са - 
лаларда 5̂ амма вак,т х;ам бош лангич ш артлардаги ф ункци­
ялар етарли силлик, булавермайди. Агар бош лангич шартлар 
у злукси з ва кераклича дифф еренциалланувчи булм аса, м ос 
бош лан гич ёки чегаравий м асал ан и н г диф ф еренциалла­
нувчи ечими мавжуд булмаслиги х,ам м умкин.

Б у н д а й  лол лар да д и ф ф ер ен ц и ал  т е н г л а м а л а р н и н г  
“умумлашган ечими” туш унчасини киритиш  му\им а\ам и- 
ятга эгадир.

Х у су си й  ^осилали диф ф еренциал тен глам алар  у м ум ­
л аш ган  ечимларининг назарияси 1930 йилларда акад ем и к 
C .JI. С о б о л е в  том онидан яратилган . Бундай ечим лар ёки  
регуляр ечимлар кетм а-кетли гининг л и м и та сиф атида, ёки
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интеграл айниятлар ёрдами билан ан и клан ади . М исол та- 
рик,асида

тенглам а учун

и(х,0)  = (р (х), а < х < Ь

К ош и м асаласи н и  текш ирамиз.
Агар (р(х) ф ункция а < х < Ь  кесм ада у зл у кси з дифф е- 

ренциалланувчи булса, I бобдаги 6 - § дан м аълум ки, бу 
м асалан и н г D = {(x,t): а < х  + 1 < b} со^адаги ечим и

u(x,t) = <р (x+t) (23 )

ф ормула билан аниьутанади.
Э нди (р (х) ф ункция [а,Ь] сегм ентда у зл у кси з, лекин 

дифференциалланувчи булмасин. М аълумки, бундай функ- 
цияни [а,Ь] сегм ентда узлуксиз хосилаларга эга булган (р/х) 
ф ункциялар тек и с як,инлашувчи кетм а-кетли ги н и н г л и - 
мити сиф атида тасвир лаш  мумкин.

Бу хрлда (2 2 ) тенглам а мос (р/х + 1)  ечим ларининг кет- 
м а-кетли ги  D со^ада (23) ф ункцияга теки с як,инлаш ади. 
Бу нарса э с а  (2 3 ) ф ункцияни (22) тен глам ан и н г умумлаш - 
ган м аънодаги ечими деб х,исоблашга асо с булади.

Агар бирор дифференциал тенгламанинг D со^ада регуляр 
ечимларининг чексиз {иJ  кетма-кетлиги м авж уд булиб, бу 
кетма-кетлик и(х) функцияга текис яцинлашса, яъни

sup |м(х) -  и„(х)I —> 0 , к —» °° ,
xeD

у %олда и(х) функция D со^ада берилган тенгламанинг умум- 
лашган ечими дейилади.

Б аъзан  регуляр ечимларнинг {иJ  кетм а-кетли ги  и(х) га 
уртача як;и нлаш  ганда х,ам, яъни

J  [м(х) -  u„(x)f dx —> 0  ,k  —» °°
D

и(х) ни текш ирилаётган дифференциал тенглам анинг умум- 
лашган ечими дейилади.
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Текш ирилаётган дифференциал тенглама битта булмай, 
бир н ечта  булганда, яъни тенгламалар си стем аси  кдрала- 
ётган \олда \ам умумлаш ган ечим худди ю коридагидай 
таъриф ланади.

У  ёк и  бу чегаравий м асала ечи м лар и н и н г синф ини 
кенгайтириш  ечим ягоналиги саклан и б цолган \олдагина 
мух,им а^амиятга эга булади.

Б и з III бобда текш ирган тулкин тен глам аси  учун К ош и 
м асал аси н и н г ечимини берувчи ф ормулалар билан аник,- 
л ан ган  ф ункция, м асалан , Д алам бер  ф орм уласи  билан 
ан и кд ан ган  u(x,t) функция ёки Гурса м асал аси н и н г ечи ­
мини берувчи (43) формула билан иф одаланган u(x,t) фун­
кция берилган  (р (х) ва у/(х) ф ункциялар у зл у к си з булган 
*ол да м о с  равиш да Кош и ва Гурса м асал аси н и н г умум­
лашган ечими дейилади.

Э н д и  ушбу бобдаги (1) ,  (3 ) ,  (4 ) биринчи чегаравий 
м асаладаги  f  (р ва у/ ф ункцияларга тек и с якинлаш увчи 
ф ункцияларнинг 3 та

i f j , {<Pl, {¥„} 

к етм а-кетл и ги  мавжуд булсин ва

-  а2Аип =

тен глам а

и|*-о = <Рп> и\„т ='1/ п

ш артларни каноатлантирувчи ип ечи м га эга булси н .
И с б о т  килинганига асосан  бундай ечим  я го н а  булади. 

Биринчи чегаравий м асаланинг ечими тургун булганлиги 
сабабли

айирм а, агар m ва п сонлар етарли катта б ул са, аб со л ю т 
ки й м ати  буйича етарли кичик булади. Бу э с а  {иJ  к етм а- 
кетли к чегаравий шартларни каноатлантирувчи и ф ун к­
цияга т е к и с  якинлаш увчанлигини билдиради. u(x,t) ф ун к­
ция х,осилаларининг мавж удлиги тугрисида б и з х,еч нарса
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би лм ай м и з, ш унинг учун х,ам лимит ф ункция ( 1) тенгла­
м ани кдноатлантиради деб айта олмаймиз.

Бу  \олда, u(x,t) функцияни (1) тен глам ан и н г умумлаш­
ган ечими деб атаймиз.

Бундай умумлаш ган ечим ягона булади. Х дкикдтан х,ам, 
агар и кки та бундай ип ва ип кетм а-кетли клар  мавж уд деб 
ф араз к,илсак, у х,олда буларга мос /  ва f  п , <рп ва срп , ц/п 
ва у/п ф ункциялар битта лимитга интилган б ул и б , кетм а- 
кетл и к л ар н и н г узлари эса  турли л и м и тл ар га интилган 
булиб к,олади, ш унинг учун

U\> V\r М2f ип> ^л>***

к е тм а -к ет л и к  узок^аш увчи булиб крлади, бундай булиши 
м ум кин эм ас. Худди ю коридагидай

Ли =f(x)

П у ассо н  тен глам аси н и н г

u\s = (p
ёки

ш артларни кдноатлантирувчи умумлаш ган е ч и м и н и / , (рп 
ёки цгп ф ункциялар кетм а-кетли ги  /  ср ёк и  I// га текис 
яцинлаш ганда

u \s =  <P„

ёки

ш артларни к,аноатлантирувчи Дм = /  тенглам алар ечимла- 
ри н и н г лим ити сиф атида аникданади. Бундай умумлашган 
ечим  м авж удлигини курсатувчи бир мисол келтирам из. 

У ш бу

Аи(хи х2,х 3) = 5 
In Л (In Л/ (24)
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т ен гл ам а  берилган булсин, бу ерда 

R = yfx,2 2 2
1 + *2 + 3̂ '

щ = ( х 2 -  х 2) In |ln R\ 

ф ун кци я (24) тенгламанинг

я=1 —  иа
ч

(2 5 )

чегар ави й  шартни кдноатлантирувчи умумлаш ган ечим и 
булиш ини курсатамиз. Хак,ик,атан х,ам,

ик = (х ? ~ х 2) In |ln Rfc |

булсин, б у н д а  Rk = ^R1 + 8к , к  - »  °° д а  <5*-> 0. Аик ни \и- 
со б л ай м и з:

сЪС]

Rk in/?*

du _  (*i2-*22)*3 
й*з /?| In /fy ’

г  = 2 |п1|" я ‘ 1+ ж т / !,
<?2“A:
dxf

■ V2 '!Л 2 У
R,

d 2«Jfc
dxj

•Vi )
Rk

2х,2

+

*1
Л* In Л* / £ In Л* (In Rk )

Rk In Rk

2xi V2*2
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32Uk _ ( 2 2\
~ V 1 * 2 ) Rk In Rk Л ; In Rk R*(\n Rk f

Буларга а со сан , R2 = R 2 — 8k ни эъ ти б о р га  олиб, КУ- 
йидаги тен гли кн и  ^осил киламиз:

2 2 1
1п&. (In  Rk )

V2 г2 1
In Rt. (In  Я* Г

Равш ан ки , uk кетм а-кетли к А:—»°° да и й функцияга 
теки с як,инлаш ади. Ш у билан бирга, R < ^ д а  Дик кетм а- 
кетлик *а м  (2 4 ) тенглам анинг унг том он и га т е к и с  яки н ла- 
шади.

Х ак и к атан , R < г да ва етарли кичик 8  ̂ да Д и ^ а м ,

V 2  Y 2  * 1  ~ х 2 1
In Л (In  R y

ф ункция >^ам, агар гетар ли  кичик булса, и стаган ч а  кичик 
булади, г < R < j  булганда эса  теки с я ки н лаш и ш и  ш уб- 
хдсиздир.

Д ем ак , и0 ф ункция (2Л) тенгламанинг ум ум лаш ган еч и - 
мидир. А м м о (0 ,0 ,0 )  нуктада и0 ф ункциянинг иккинчи тар ­
тибли \осилалари маънога эга булмайди.

(2 4 ) тен глам ан и н г (25) чегаравий ш ар тн и  кан оатлан ­
тирувчи ечим и мавж уд эм ас. О лдиндан шу нарсани таъ - 
кидлаб у там и зки , и0 функция (0 ,0 ,0 ) н у ктад ан  таш кари 
барча текш и ри лаётган  шарда (24) тен гл ам ан и  оддий м аъ- 
нода каноатлантиради.

Агарда и(х) ф ункция куйилган м асалан и н г ечимидан 
иборат б ул са, и — и0 айирма координат бош  идан таш кари 
хдм м а ж ой да гар м он и к функция булиб, сох ,ан и н г чегара- 
си да нолга тен г булади.

Л еки н  гарм оник функциянинг четлаш тириладиган м ах- 
су с нуктаси  тугрисидаги теорем ага асосан  С IV  боб 3- § 7 -  
банд) битта нуктадан таш кари \амма жойда гар м он и к ф ун­
кция бу нуктада )^ам гармоник булади. Б у н г а  биноан, ш ар -
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нинг си рти да нолга тенг булган гарм оник ф ункция барча 
ш арда нолга тенг булади. Д ем ак , би знинг м асал ам и зн и н г 
булиш и мумкин булган ечими ид дан иборат. Бу ечим 
коор ди н ат бош ида (24) тенгламани кдноатлантирм аган- 
лиги учун куйилган масала умуман ечимга эга  эм ас . У м ум ­
л аш ган  ечим киритиш нинг бошк,а усули х,ам С .Л . С об олев 
том он и д ан  берилган булиб, бу усул интеграл айниятларга 
а со сл ан ган , регуляр ечимлар учун бу айниятлар текш и ри - 
лаётган  тенгламалардан натижа сиф атида келиб чицади.

М асал ан , и(х) =  и(хх x j  ф ункция D сохдда узлукси з 
булиб, ушбу

Lu = ^  + S  W  ^  + b^ u = (26)

тенглам ани кдноатлантирсин, бу ерда а .е  O(D), b , f e  C(D), 
<у(х) ф ункция O(D) синф га тегиш ли булиб, D со\а чегара- 
си н и н г атрофида нолга айлансин. (26 ) тен глам ан и  а(х) 
купайтириб, Dco\a буйича интеграллайм из, сунгра хрсил 
булган ифодани булаклаб интеграллаб,

\[и{х)М  ( о ) - f  (x )o (x )\ d x  = 0  27)
D

тен гл и к н и  Х.ОСИЛ кдлам и з, бун да

v ’  dx{ 4^ dXi 
1 1=2 1

Ш ундай к,илиб, (26) тен глам ан и н г \ар кандай регуляр 
ечими (2 7 )  тенгликни кдноатлантирар экан . Л еки н  бу тен г- 
ли к и(х) функцияларнинг кенгрок, синфлари учун хдм урин­
ли булади, чунки (27) тенгликнинг чап том онида и(х) ф унк­
ц и я н и н г х,осилалари иш тирок этм аяп ти . Ш у н и н г учун 
куйидаги  таърифни бериш табиийдир.

А гар  (27 ) тенглик D сох;анинг чегараси гача м асоф аси  
бирор м у сб ат  рст сондан кичик булган D со^ ан и н г барча 
нук,таларида нолга айланувчи х,ар к,андай у зл у кси з диф ф е- 
ренциалланувчи а(х) функция учун уринли б ул са, у \олда 
и(х) ф ун кци я (26) тенглам анинг D сохдцаги умумлашган 
ечими дей и лади .
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Бу таъриф даги рд сон  турли ст лар учун, таби и й  турли- 
ча булади. Ч егаравий м асалаларнинг ум ум лаш ган ечимла- 
рини текш ирилаётганда, чегаравий шартларни кдндай маъ- 
нода туш униш  кераклигини курсатиб угиш зарурдир. А й­
рим лолларда бу ш артларни (ёки уларнинг би р к,исмини) 
ум ум лаш ган ечимни аникдовчи айниятни узгартириш  на- 
ти ж аси да ^исобга олиш  мумкин булади.

М асал ан , (2 6 ) тенглам а учун х ,> 0  ярим ф азон и н г D 
сохдсида К ош и м асаласи  текш ирилаётган б ул и б , D со\а- 
н инг Г  чегараси  х, =  О гипертекисликнинг Г, к,исмини уз 
ичига ол еи н , Г{ да эса

и(0, х2,..., x j  = (р(х2,..., x j  (28)

ш арт баж арилсин .
А гар Г  — Гх атрофида нолга айланувчи ихтиёрий узлук­

си з диф ф еренциалланувчи а(х) функция учун булак-булак 
у зл у кси з и(х) функция

| [м (х )М  ( ст) - / ( х ) с г ( х )]</х -  

D

- J  (p(x2 , --,xn) a ( 0, x2, --,xn)dx2 , --,dxn = 0

тен гли кн и  кан оатлан ти рса, у х;олда (26 ), (28 ) К о ш и  м аса­
л аси н и н г умумлашган ечими дейилади.

Худди ш унга ухш аш

Lu= х  Аи(хЪ ^  + £ в* х )й  + С{х)и = р{х) (29)1 1 f а I 1i,j=l
тен глам а учун ^ам умумлаш ган ечим туш ун часи н и  кири- 
тиш  м ум ки н . а(х)  ф ункция D сохдца икки м ар та узлуксиз 
диф ф еренциалланувчи, сох,анинг чегарасига як,ин барча 
нукталарда нолга айланувчи функция, М а  эса  Lu  га к у ш м а  

оператор булсин.
У ш бу

| uModx = J  Fadx  
D D
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шартни каноатлантирувчи \ар бир узлуксиз и(х) функция
(29) тенгламанинг умумлашган ечими дейилади.

Агар и(х) функция (30) шартни кдноатлантириб, D 
со\ада икки марта узлуксиз дифференциалланувчи булса, 
у \олда Гаусс — Остроградский формуласини куллаб 
(III боб,5- §, 1- банд), с  нинг D со\а чегарасига якин бар­
ча нук,таларда нолга тенглигига биноан

Бундан <7 функция D да ихтиёрий булганлиги учун D со- 
\ада Lu  =  ^деган хулосага келамиз.

Шундай к,илиб, (30) шартдан и(х) функция О да икки 
марта узлуксиз дифференциалланувчи булган \олда, унинг 
D да (29) тенгламанинг регуляр ечими эканлиги келиб 
чикдци.

(30) таърифнинг узи эса, и(х) функциянинг *атто би­
ринчи тартибли х,осилалари борлигини талаб к,илмайди. 
Биз бу ерда укувчининг эътиборини яна бир му^им фикр- 
га жалб килмокчимиз.

Лаплас тенгламасининг умумлашган ечими

тенглик билан аникданиши керак, бу ерда а(х) юк,орида 
айтиб утилган функциядир.

Лаплас тенгламасининг х,ар бир умумлашган ечими 
унинг регуляр ечимидан, яъни гармоник функциядан ибо­
рат эк:анлигини курсатиш кийин эмас. Куйидаги теорема 
уринлидир.

Т е о р е м а .  Агар D сощда узлуксиз и(х) функция (31) 
шартни цаноатлантирса, у х,олда бу функция D да гармоник 
булади.

D

тенгликни \осил к,иламиз. (30) шартга асосан

J  о  (Lu -  F ) dx =0 .
D

| uAodx =0 (31)
D
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Бу теоремани исботлаш учун урта к,иймат хдкидаги 
теоремага тескари булган теоремага (IV боб 2 -  § 6- банд) 
асосан, D сохднинг ихтиёрий х0 нук,тасидаги и(х) функ­
циянинг к,иймати, маркази х0 нук,тада булган D да тула 
ётувчи шарни чегаралаб турган сферадаги к,ийматлар- 
нинг урта арифметигига тенг эканлигини курсатиш ки- 
фоядир.

Шу ма^садда, маркази х0 нуктада ва радиуси е га тенг 
булган D со\ада тула ётувчи шарни Qs оркдли ва уни чега­
ралаб турган сферани 5  орк,али белгилаб оламиз.

Ушбу

(т(х) =
(г" -  е " )3 , агар г < е булса, яъни х е 0£

О, агар г > е булса, яъни xeQe

функцияни тузиб оламиз, бунда г = |x-jq,| = ^ 2 (х< ~ xoi) •

Бу функция юкорида а  (х) га куйилган барча шартларни 
кдноатлантиради. Энди Дст ни х,исоблаймиз:

Ц  = Зл(г" - £" )2 г" '2 ( х , - х 0,) ,

0  = 6п2 (г" - е п) г2"-4 (х, -  хш )2 +

+ Зп (п -  2) (гл -  е" )2 г"-4 (х, -  хш )2 + Зп (гп -  г" )2 г"-2.

Демак,

До- = 6п2(1"-£"У "-2 +  Зп(п—2)(г"— е")2г"'2 + Зп2(г"— ег)2г*-2 

ёки

1 _ \г"-2 \(2 п~\ )г 2п - ( З п - 2 ) г " е п + ( п - \ )  е 2п] ,  г < е, 

6" [О, г > е.
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Бунга асосан (31) формула

J м(х)/'"”2 Г(2л -  1 ) г 2п -  (3п -  2) г пе п + (л -  \)егЛс1х = 0 (32)
Ое

куринишда ёзилади.
(32 ) тенгликни е буйича дифференциаллаймиз. Бу- 

нинг учун

J { }dx  = } J { }drdSe
Qe О S.

формуладан фойдаланиб, (32) интеграл остидаги ифода 
г =  е  булганда нолга тенглигини эътиборга олсак,

J и(х)г"~2 [(Зя — 2) г" - 2 { п -  1)е”]с6с = О
а

тенгликни \осил киламиз.
Були яна бир бор е буйича дифференциаллаймиз:

е л-[ J u(x)dSe -  2 (л -  1) J u(x)r”-2dx = 0 •
Ое

Бу тенгликни

|S, |£г- гргг J u(x)dS, -  2 (л -  1) J" u(x)r" 2dx = О
а

куринишда ёзиб оламиз. Охирги тенгликни е буйича яна 
бир марта дифференциаллаймиз:

ргт J U W S C - 2 ( л - 1 ) е "  2J  u(x)dSE = 0
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еки

д_
де ИГП7Т J = 0 .

Бундан дар^ол, урта кавс ичидаги сфера буйича олин- 
ган урта кийматнинг сфера радиуси £ га б о т и к  эмаслиги 
келиб чикади, яъни

J u(x)dS£ = С, С = const l^le"'1 = |Sg|.

Бу тенгликда х  =  *„+ 9 е алмаштиришни бажарсак, х  
нукта Se сферани чизганда, 9  бирлик 5, сферани чизади, 
шу билан бирга dSe =  е n-ldS{.

У \олда

р г р т  J u(x)dSe = ^  | и(х0 + e£)dSl .

Бу ифода £->  0 да u fx j  га тенг булади, демак, С =  ufxj.
Шу билан теорема исботланди.
Шундай килиб, Лаплас тенгламасининг регуляр ечи- 

мидан фаркли умумлашган ечими мавжуд эм ас экан.
Худди шунга ухшаш, бир жинсли иссиклик утказув- 

чанлик тенгламаси ва Ди + 1и = 0  тенгламанинг ^ар кан- 
дай (30) интеграл муносабат маъносидаги умумлашган ечи­
ми исталганча дифференциалланувчи булиб, оддий маъ­
нодаги ечимдан иборат булишини курсатиш мумкин [24].
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VI Б О Б  
МАХСУС ФУНКЦИЯЛАР

1- § Эйлер интеграллари

1. Биринчи тур Эйлер интеграли (бета- функция). Бета- 
функция ушбу

В (a, b) = J V -1 (1 - х ) Ь~Х dx ( ! )
О

тенглик билан аникданади. Бу тенгликнинг унг томони- 
даги интеграл Эйлернинг биринчи тур интеграли дейилади. 
Курсатиш кийин эмаски, а >0 ва Ь > 0  булганда (1) интег­
рал як,инлашувчи, агар а ва b параметрларнинг биттаси 
нолга тенг ёки нолдан кичик булса \ам узокдашувчи була­
ди. ( 1) интгералда x — \ —t алмаштириш бажариб,

1
В {a, ft) = J V -1 (1 - t ) aA dt = В (b, а)

о

тенгликни \осил к,иламиз.
Демак, бета-функция узининг а ва b аргументларига 

нисбатан симметрик функция экан. Энди (1) интегрални 
булаклаб интеграллаймиз. Булаклаб интеграллаш амалла- 
рини

и = ( 1- х ) 4 1 , du = - { b  -  1)(1 -  х ) ь 2 dx

dv = x a~ldx, v = —x a 
a

бажариб
Xй =JC‘,_ l- X e_Y l  - x )

айниятни эътиборга олсак, b > 1 булганда
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= * l l  J *«-' (1 -  x )ft_2 d x - ~ j x a~l ( 1 -  x )4"1 rfx =
0 0

=  * i l  Д (д,й).
я  4 ' a 4 7

Бундан

ДСл M =
а+й-1 <2)

Бета-функция а ва b га нисбатан симметрик булгани 
учун

(3>

(2) ва (3) формулаларга асосан

(а — \)В(а -  1 ,Ь)=(Ь -  \)В(а,Ь -  \).

Агар
a — 1 =p,b т \ = q

десак, у х,олда

B ( p ,q  + \) = ^ B ( p  + \,q). (4)

Агар b параметр бутун сонга тенг булса, яъни Ь = п ,  
В(а,п) функцияга (2) формулани кетма-кет к^уллаш нати- 
жасида

г> t \ п~\ л - 2  п- 3 I Dt „  i\В ( а , п ) - ------ г ------ т т  ... — -В {а ,\ )
4 > а+п-1 а+п-2 а+п- 3 а +1 4 '

тенгликка эга буламиз. Аммо

1
В (а, 1) = J x a~xdx -  ^

о

булгани учун
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В (а,п) = В (п,а) = . * 2.3 '-S'*, ^—г\- (5)' ' ' > а(а+1)(а+2)...(а+л-1) '  '

Агарда а параметр ^ам бутун сонга тенг булса, яъни 
а = т, (3) формулани кетма-кет куллаш натижасида куйи- 
даги тенгликни хрсил киламиз:

( m + l ) ( m + 2 ) . . . ( m + / 7 - l )

1 • 2-3-.. .■ («—1) т-1 т -2  1
(т+1)(т+2)...(т+п-1) т т

бундан, 5(1 ,1) = 1 булгани учун

В(т,п)  = В(п,т)  =

Энди ( 1) формулада а = b десак,

(п-1)! (т-1 )!
(т+ я-1)!

В ( а , а )  = J x - 1 (I -  дс)'-1 Лс = J \ -  ( 1  -  х)
о о L

dx

еки
1/2 г

В(а,а)  = 2 j  { - ( у - * )  
о L

dx.

Охирги интегралда 2 ~  х  = ~Т алмаштиришни бажара- 
миз. У ^олда

1 1
B (a>a) = ? s = r j t~2 { l - t)a~'dt

еки

( 1) интегралда

В (а, а) -  В { - , а).

v _ 7 .. ЛX -  j —  еки у  = т—  1+у 1-х

алмаштиришни бажарсак, бета-функция куйидаги кури­
нишда ёзилади:
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Бу формулада 0 < a < 1 х,исоблаб, b = 1 — а десак,

\осил к,илинган интеграл математик анализда Эйлер 
исми билан богланган интеграл булиб, унинг киймати

х,осил булади.
2. Иккинчи тур Эйлер интеграли (гамма-функция). Гам-

ма- функция ушбу

интеграл билан аникданади ва бу интеграл иккинчи тур 
Эйлер интеграли деб аталади.

Бу интеграл о > 0  да якинлашувчи, а < 0 да эса узокда- 
шувчи булади.

Бета ва гамма-функцияларнинг узаро богланишлари- 
ни урнатиш мак,садида (8) да x = ty (t = const > 0) алмаш­
тириш бажарамиз, у *олда

Бу ерда а ни а + b билан ва t ни 1 + 1 билан алмашти- 
риб, куйидагини \осил киламиз:

га тенгдир. Шундай к>илиб,

(7)

Агар хусусий х,олда, а = 1 — а десак,

(В)
о

(9)
о
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г (а+ь\ = f va+b-le '{u,)ydy
0+') I

Охирги тенгликнинг хдр икки томонини f~ l га купай- 
гириб, 0 дан оо гача интеграллаймиз:

ОО J ОО ОО

п °  + *)J dt = J yf"b-'e-’ dy\ t°-'e-»dt.
о о  0

Бундан (6), (8) ва (9 )та асосан
о о

Г  (а + Ь)В (a, b) = J  y * b~le y ^ Q d y  =
о у

о о

= Г  (a) J yh~ie~ydy = Г  (а) Г  (b).
о

Демак,

* М > - З Д -  <««)

Булаклаб интеграллаш натижасида ушбуни
о о  о о  о о

aj x “~ie~xdx = х ае~х ~ + J x ae~xdx = J  x ae 'xdx,
О 0 0

яъни
Г(а + \ )= а Г (а ) (11)

рекурент формулани \осил киламиз.
Бу формулани кетма-кет куллаб, куйидагига эга була­

миз:

Г(а  + п) — (а + п — \) (а + п — 2) ... (а + \)аГ(а).

Агар бунда а =  1 десак ва

о о

r (l)  = JV*<fr = l (12)
о

булиши ни эътиборга олсак, у хрлда 
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келиб чикдди. п =0 булганда (13) формула

0/ = А 1) = 1
куринишга эга булади. ( 11) дан а —> 0 да 

„  / ч Г(а+Ь)—---------—> +°°
4 > а

эканлиги равшан.
Агар (10) формулада b = 1 — а десак, у \олд.а (7) ва (12) 

га асосан

Г  ( а ) - Г  ( а -  1) = - Д -  (14)
v ' v ' sm ая 

формулага эга буламиз. Бундан а булганда

г ( 1 ) - Л .

2- §. Гипергеометрик функция

1. Асосий таърифлар. Ушбу

х(1 —х)у"+[с —( а + Ь  + \)х]/— aby = 0  (15)

гипергеометрик тенглама ёки Гаусс тенгламаси деб аталув- 
чи тенгламани текширамиз. Бу ерда а,Ь,с — учта ихтиёрий 
параметр булиб, хак,ик,ий ёки комплекс «.ийматларни кабул 
к.илади. Булардан иккитаси: а ва b тенгламада симметрик 
иштирок этади.

(15) тенгламанинг ечимини
о о

у = £ А * и (16)
п= 0

даражали кдтор куринишида излаймиз. Бундан

/  = £  пАпх ‘ 
п=\

еки
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y '  = X ( w + 1K * i x " ’
«=о

у ' =  Ё ' , ( Я  +  1 И + 1 * ' " 1 =  Ё ( Л + 1 ) ( ' 7 +  2 И + 2 * ” -
/7 = 1 п = О

Бу досилаларнинг кийматини ва у  ни (15) тенгламага 
куямиз. У \олда

о о

^ х { \ - х ) ( п  + 1)(п + 2)А„,2х п +
п= О

+i , [ c - { a + b + { ) x ] { n + x) A ^ x " - Y , abAX  = ° -
/я=0 л=0

Номаълум Av ... ,  Ап, ... узгармасларни топиш учун аник,- 
мас коэффициентлар усулидан фойдаланамиз, бунга асо­
сан х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициент- 
ларни нольга тенглаш керак. х” олдидаги умумий коэффи­
циента арни нольга тенглаб, ушбу

- ( п -  \)пАп + п(п + 1 )Ап+х-  n ( a + b  +  1 )Ап +
+ с(п + 1 )АяН— аЬАп = 0

тенгликни х,осил к,иламиз. Бундан

л _ (я+а)(я+А) л 
n+i (л+ 1)(с+и) п

рекуррент формулага эга буламиз.
Бу &рда А0 = 1 ва сФ 0, — 1, —2, ... , —п, ... деб х,исоблай- 

миз. (15 ) гипергеометрик тенгламанинг биринчи хусусий 
ечими у к ни F(a,b,c,x) оркали белгилаб, Ап коэффициент- 
ларнинх топилган кийматларини (16) каторга куямиз. У 
\олда

y i = F ( a , b , c , x )  = l + f ^ ^ ^ W .  (17)
п-1 ' 'П \ 'П

Бунда
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К  = 1 n = 1, 2, 3,

хусусий х,олда, ( 1)л = n!
(17) катор гипергеометрик цатор, бу каторнинг йигин- 

диси булган F(a,b,c,x) функция эса гипергеометрик функ­
ция дейилади.

Даламбер принципига асосан,

lim = lim (а+л)(6+л)
( л + 1 ) ( с + л )

Демак, ( 1 7 )  катор | х | < 1  да абсолют як.инлашувчи, 
| х  | > 1 да эса узоклашувчи булади. Исботсиз эслатиб ута- 
мизки, л: =  1 булганда, агар с — а — b > 0 булса, (17) катор 
абсолют якинлашувчи, агар с — а —Ь< 0 булса узоклашув­
чи, х = — \ булганда эса,агар с -  а —Ь > 0 булса, абсолют 
якинлашувчи, агар — \<с —а —Ь<0  булса, абсолютбулмай 
якинлашувчи, агар с — а —Ь < — 1 булса узоклашувчи була­
ди.

Агар (17) формулада Ь = с  булса,

(а)„ = ( - 1 ) ”( - а ) ( - а - 1 )  ... ( - а - п  + \) = ( -1 )"  | „ \п! 

га асосан

F (a ,b ,b \ x )  = 1 + Х ( - 1)” х " = 0  -  х ) а
л=1

п
V  У

биномиал катор ^осил булади.
Агарда а =  1, b = с  булса, (17) формула ушбу

F { l A b ; x )  = l + f , x ' = '
Я =  1

куринишга эга булади, яъни а =  1, b = с  булган \олда ги­
пергеометрик катор геометрик прогрессияга айланади, шу- 
нинг учун ^ам у гипергеометрик катор деб аталган.
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(15) тенгламанинг иккинчи хусусий, умуман айтганда, 
(17) га чизи*уш ботик, булмаган ечимини топиш учун (15) 
тенгламада

у=х!>г\

алмаштиришни бажарамиз. У х,олда (15) тенглама куйида- 
ги куринишда ёзилади:

х (\ - х ) г ]" + [ (с  + 2 р ) - ( а + Ь  + \ + 2 р)х\г}'~

— [ab + р(а + b + р ) — ^ £ z ll] r j=0 .

Бу тенглама (15) тенглама типига тегишли тенглама 
булиши учун ёки р  = 0, албатта бу \ол бизни кизиктир- 
майди, ёки р  =  1— с булиши керак. У х,олда

x ( \ - x ) r i " + { ( 2 - c ) - { ( a - c  + \) + (Ь—с + I) + \}х }г ) '-  
—(а— с + 1 )(Ь — с + l)tj = О

тенгламага эга буламиз. Шундай к,илиб, р =  1 — с булганда 
у =хРГ) алмаштириш (15) тенгламани худди шу куриниш- 
даги тенгламага утказади, фацат а,Ь,с ларни мос равишда

а — с + 1, b — с + 1, 2 — с
ларга алмаштириш зарур. Демак, берилган (15) тенглама 
у, га чизик/1и боглик, булмаган

= х1 ~cF(a — с + 1, b — с + 1, 2 — с; х)

ечимга эга булади. Шу билан бирга, у2

2 —сФО, —1, —2 , . . . ,  —п , . . .

булгандагина маънога эга булади. Шундай к^либ, (15) тенг­
ламанинг умумий ечимини куйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

у — С { F(a,b,c,x) + C2x l~<:F(a — с +  1, b — с + 1, 2 — с; х),

бу ерда С, ва С2 — ихтиёрий узгармаслар.
Агар гипергеометрик функцияга симметрик булиб кир­

ган а ва  b параметрлардан биттаси манфий бутун сон — п

www.ziyouz.com kutubxonasi



га тенг булса, (17) гипергеометрик катор узилиб колади ва 
у п- даражали купхддга айланади.

Агарда a = —nv b =  —nv бунда /?, > 0, п2 > 0 — бутун сон- 
лар булса, у ^олда гипергеометрик катор купхддга айла- 
ниб, унинг даражаси пх, п2 сонларнинг кичигига тенг була­
ди. (17) каторни хадлаб дифференциаллаш натижасида дар- 
\ол ушбу

формулани хосил киламиз.
(17) каторни аввал xf, х* ёки Xе-1 га купайтириб, сунг- 

ра хддлаб дифференциалласак, куйидаги формулалар ке­
либ чикади:

2. Гипергеометрик функциянинг интеграл ифодаси. (17) 
каторни

F  (a, b, а; х )  = ~  F  (а + 1, b + 1, с + 1, х )

~ ^ x aF  (а,Ь, с ;х )]  = аха 1F ( a  + \,b, с; х ) ,

~  [ x AF  (а, Ь, с; х )]  = йх4' 1 F (a ,b  + 1, с; х ) , 

^ : [ х с"1/’ (а, Ь, с ;х ) ]  = (с -  1)х с' 2/’(а, Ъ, с -  1; х ) .
(18)

тенгликни эътиборга олиб, ушбу

Г ( с )  Г ( а )Г ( Ь )  у  Г ( а +п)Г(Ь+п) „ 
Г ( а )Г ( Ь )  Г  (с) %  Г(с+п)п\

Г (с) V  Г(а+п)Г(Ь+п) п 
г И г (* )^ о  Г(с+п)п\Г(с+п)п\

куринишда ёзиб оламиз.
Бундан (10) формулага асосан
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В(Ь + п , с - Ь )  = ^ Ь-+п) Г^ ~ ^
v ' Г ( с + и )

булганлиги сабабли, аввалги тенглик

F ( a , b , c , x ) .  r (a )r^ (c_t) |  х ’ В (Ь + п, с -  Ь)

куринишда ёзилади ёки ( 1) га асосан

F  6 ' '•*> = r w T W F » )  1 '̂ * " [ ■ -  ' Г ‘ "

Бу ердаги интеграл п нинг барча кийматларида якин- 
лашувчи булгани учун

b >0, с —Ь >  0 ёки с > Ь >  0 (19)

шартларнинг бажарилиши зарурдир.
Аввалги тенгликни ушбу

F ( a b с у) -  Г(с) У' г{а+п) г ,п+ь-\ /, _  .у -*-1 ndf =  
t { a , b , c , x )  r(b)r(c-b)L nlr(a) У  ^

1
r w j ,

о
L ~ r ( xt) dt

куринишда ёзиб оламиз. Интеграл остидаги йигинди 
(\ —xt)~a функциянинг чексиз каторга ёйилмасидан ибо­
рат булгани учун

F  Ь' С’ * )  =  Г(Ь)Г(с-Ь)  1  {Ь~1 ( 1  "  ( 1  "  dt  ( 2 ° )

формулага эга буламиз. Бу эса гипергеометрик функция­
нинг интеграл ифодасидир.

(19) шартларни битта

а —Ь — с >0
шарт билан алмаштириш мумкин. Хаки катан \ам, агар а < 0 
булса, —а > 0 булади ва бу тенгсизликниг (19) тенгсиз-
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ликни иккинчиси билан кушиб, а —Ь — с > 0 тенгсизлик- 
ни \осил киламиз; агарда а >0 булса, бу тенгсизликдан,
(19) тенгсизликларнинг иккинчисидан кучлирок, булган 
с —Ь >а  тенгсизликка эга буламиз.

Энди гипергеометрик функциянинг х =  1 даги к,ийма- 
тини х,исоблаймиз. Шу мак,садда, (20) формуладаги ин­
теграл 6 > 0, с > 0 в а | х |<1 булганда текис як^инлашувчи 
булгани сабабли *  —>1 да лимитга утамиз:

dt =lim F (а, Ь, с, х )  = Й  } [ ' * " '  "  ' Г "  С " »)'

- т в Р Ъ Ь ^ о - ' Г ’ о - - ) - } * -

= 7W F S )  { о - 'Г*'"4 л * r w h )  * ( Ь , с - Ь - а )  =

Г (с) Г (Ь )Г (с -Ь -а )  _  Г (с)Г (с -а -Ь )
~ Г (Ь )Г (с-Ь ) Г (с -а )  Г ( с -а )Г (с -Ь ) '

Шундай к,илиб,

Hm F ( a , b , c ; x )  = F  (а, Ь, с; 1) = •

Агар (20) формуладаги интегралда

, 1-5 .. „ 1-1( = —  еки s = — -
1-XS 1 -x t

алмаштириш бажарсак, интеграл куйидаги куринишда ёзи- 
лади:

J  tb~x (1 -  t)c~b~l (1 -  xt)“  dt =
о

= (1 -  x f a-b}  5е-*-1 (1 -  s f '  (1 -  xs)-(c-a) ds =
0

= Г-- г̂ у Ь) (1 -  x )(— ) F ( c - a , c - b , c ;  x).
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Демак,

F(a, b, с; x) =(\ -  x)‘ ~a~hF(c — a, с — b, c, x) .

Бу тенглик автотрансформация формуласи дейилади.
(20) интегралда узгарувчини t =  1 — s формула билан 

алмаштириб

J  t°-' (1 -  0 е' 0' 1 (1 -  Xt)~* dt =
О

= 0 -  х Уь I  0  -  * Г 1 f1 -  5) ds
о

тенгликни хреил к,иламиз. Бундан (20) ни эътиборга ол- 
сак,

F(a, Ь, с; х) =(\ - x ) - bF ( c - a ,  Ь, с, - ^ )  (21) 

формула \осил булади.

еки

3 -  § .  Б е с с е л  функциялари

1. Биринчи турдаги Бессел функциялари. Ушбу

x2y " + x y ' + ( x 2- v 2)y =  О (22)

/ ' + 7 У ' + ( 1 - 4 )>'=0х лг

тенглама Бессел тенгламаси дейилади, бунда v узгармас 
сон (22) тенгламанинг индекси деб аталади. (22) тенглама­
ни (15) гипергеометрик тенгламадан келтириб чик,ариш 
Кийин эмас. Бунинг учун

*  = dx = f i ,  d x > = ^
Aab 2ab 4a b

алмаштириш бажарсак,
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тенглама ^осил булади. а —>°° ва Ь—> °° да 

Еу" +2 су' +£у = О

тенгламага эга буламиз. Бу тенгламада у = %~vz  алмашти­
риш бажариб, с =  v + 1/2 десак,

£ V ' +  & '  +  ( S 2- v 2)z  =  0

тенглама келиб чик,ади. Бу тенглама эса (22) Бессел тенг- 
ламасининг узгинасидир. v > О булсин. Кейинги ^исоблаш- 
ларни содцалаштириш мак,садида (22) тенгламада

У = x vz

алмаштириш бажарамиз. У х,олда z функцияни аникдаш 
учун

z + ^ f z + z  = о (23)

тенгламага эга буламиз. Бу тенгламанинг ечимини

г = £  <**-
и=0

даражали катор куринишида излаймиз. Бундан

z' =  с, + 2сгх  + Зс3х2 + ... + (п + 2 )cn+2x"+l + ...

^  = j  + 2 с2 + 3 съх  + ... + (п + 2)сп+2х!'+ ...

z" = 2 с2 +  2 ■ Зс3х  + 3 ■ 4 с4х2 + ... (п + 1 ) (п  + 2) c i:+2x” + ...

Хосил булган каторларни (23) тенгламага куйиб, куйида- 
ги тенгликни ^осил киламиз:

~ с } + [2 с2 + (2v + \) 2с2 + с0] + [2 • Зс3 +

+ (2v +  1 )Зс3 + сх\х +  [3 • 4с4 + (2v  + I) 4с4+ с2\х2+ ... 
+[(п +  1 )(п  + 2 ) c n+1+ ( 2 v  + \) (п + 2)crt+2+ c n]x n+ ... = 0.

Аникмас коэффициентлар усулига асосан, х  нинг бар­
ча даражалари олдидаги коэффициентларни нолга тенг- 
лаймиз:
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(n + \ ) ( n + 2 ) c n+2+ ( 2 v  + \) (n+2)cn+2+ c n = 0  n =  1, 2, ... 

Бундан

‘■'л+2 (л + 2 )(л + 2v + 2 ) ’

(24) ва (25) га асосан

... —с

п = 0, 1, 2, (25)

2п—1 =  ... = 0

с-, — — - с0

С, = -

2(2v+ 2) ’

_________ с()
4(2v+4) 2-4 (2 v + 2 )(2 v + 4 ) '

^  = Н Г  

= H ) V

Со
2-4....2n(2v + 2)(2v + 4)-<2v + 2л)

со
2 1-2....n(v + l)(v + 2)—(v + л)

Шундай к,илиб, (23) тенгламанинг ечими ушбу

(~ l)V "_________
^  22" -1-2.......... л(у+ l)(v+ 2 ) ••• (v + л) (26)

катор билан ифодаланади. Бунда с0 — узгармасни ихтиё­
рий танлаб олиш мумкин. Даламбер белгисига асосан, (26) 
каторнинг х  нинг барча кийматларида якинлашувчи були- 
шини текшириб куриш к,ийин эмас.

Даражали каторни ^адлаб дифференциаллаш (якинла- 
шиш оралиги ичида) \амма вак,т крнуний булгани учун
(26) к,атор билан ифодаланган z х.акик.атдан х,ам (23) тенг­
ламанинг ечими булади.

Одатда с0 узгармас

2vA(v + l)

деб танлаб олинади. Ушбу
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1 ■ 2 • . . . • л = я! = Д/7 + 1),
(v + \)( v + 2 )  . . . (v + n)T(v + 1)  = ( v + 2 ) (  v + 3 )  . . .

(v + n)T(v + 2) = . . ,=  (v + n)F(v + n) = T(v + n +  \)

тенгликларни эътиборга олсак, гкуйидаги куринишда ёзи- 
лади:

(22) тенгламанинг ечими y = x vz функциядан иборат- 
дир. Бу функцияни J v(x) ор^али белгилаб оламиз. Демак,

J / x )  функция биринчи турдаги v индексли ёки v тар­
тибли Бессел функциялари дейилади.

Айрим адабиётларда бу функциялар цилиндирик функ­
циялар деб \ам аталади.

J / x )  функция (22) Бессел тенгламасининг ечимлари- 
дан биридир. Хусусий v = 0 булган ^олда

22я+1’/’(л + 1)/'(у +л+1)

(27)

(28)

v =  1 да эса

Умуман бутун мусбат v ларда
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(28) ва (29) формулалардан куринадики, v =  0 ёки их­
тиёрий бутун ва жуфт v лар учун J /x )  функция жуфт функ- 
циядан иборатдир.

И з о  \ . v каср булганда х  < 0 лар учун J / x )  функция, 
умуман айтганда, мавхум кийматларни кабул к,илади. ((27) 
га каралсин). Мав\ум кийматлар билан иш курмаслик учун 
J / x )  ни (v каср булганда) х  > 0 лар учун текширамиз. (22) 
тенгла\сада v2 иштирок этаётганлиги туфайли юкрридаги 
муло^азалар v ни —v билан алмаштирганда \ам (22) тенг­
ламанинг ечимига олиб келади. (27) да v ни —v га алмаш- 
тирсак

функция хрсил булади.
J _ / x )  функция хам биринчи турдаги —V индексли Бес­

сел функцияси дейилади.
J /x )  ва J J x )  функциялар v индекс бутун булмаганда 

чизикди боглик, булмайди, чунки бу функцияларни ифо- 
даловчи (27) ва (30) каторларнинг бошлангич хддлари нол- 
дан фарк^ли коэффициентларга эга булиб, х  нинг турли 
даражаларини уз ичига олади.

Шундай к,илиб, бутун булмаган индекс учун (22) тенг- 
ламанинг умумий ечими куйидагидан иборат:

бу ерда С ,, С2 — ихтиёрий узгармаслар.
2. Иккинчи турдаги Бессел функциялари. Агар v бутун 

сон булса, п = 0, 1, . . . , v — 1 лар учун — v + п + 1 ифода 
ноль ёки манфий бутун к,ийматларга тенг булади. Демак, 
п нинг бу кийматларида Г(— v + п  + I) =  булади, шу- 
нинг учун \ам (30) каторнинг мос ^адларини нолга тенг 
деб \исоблаймиз. Шундай килиб, бутун v лар учун

(30)

У = CxJ /x )  + C2J  /х ) , (31)

ft — V
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ёки, п =  v + к десак,

J -v ( * )  = H ) VZ r(A:+l)r(v+fc+l)

Демак, v > 0 бутун сон булган х,олда (32) га асосан J /x )  
ва J / x )  функциялар чизик/ш ботик, булади, яъни бу х>олда, 
аслини олганда (22) тенглама битта хусусий ечимга эга 
булади. Шунингучун (31) Бессел тенгламасининг умумий 
ечими була олмайди. (22) тенгламанинг иккинчи хусусий 
ечимини аникдаш учун каср v лар учун (31) дан С, ва С2 
узгармасларни махсус танлаб, ушбу

функцияни тузамиз. v бутун булганда (33) формуланинг 
сурати У Д х)(-1 )” -/ Д х ) га тенг булиб, бу ифода (32) га 
асосан нолга тенг, махражи \ам нолга тенг булади, яъни
(33) аник,масликдан иборат булади. v ни бутун сонга ин- 
тилтириб, бу аник,масликни очамиз. Лопитал к,оидасига 
асосан

Охирги ифодада J v(x) ва J ./x )  урнига уларни ифода- 
ловчи (27), (30) к,аторларни к^йиб, v буйича дифферен- 
циаллаб, сунгра v урнига бутун п сонни куйсак, бир к,атор 
^исоблашлардан кейин (бу хисоблашлар анча майда ва Г - 
функциянинг махсус хоссалари билан боглик, булгани учун 
уларни келтирмадик), куйидагини хосил к,иламиз:

Yv (х ) = ctgvTr /„ (х ) -  cos ес vn J_v ( х )  =
/v(x)cos vn -J_y(x) 

sin vn
(33)

v->n 71 COS vn

www.ziyouz.com kutubxonasi



бу ерда С =  0,577215664... — Эйлер узгармасидир. Хусусий 
п = 0 булган х,олда

Уп(х) функцияни v = n  булганда (22) тенгламага куйиб, 
х.ак.ик.атан \ам бу тенгламанинг ечими эканлигига ишонч 
\осил киламиз. Шу билан бирга J / x )  ва YJx) функция- 
ларнинг чизиьуш боглик, булиши мумкин эмас, чунки бу- 
лардан биринчиси х  =0 да чекли кийматга эга, иккинчи- 
си эса чексизликка айланади. Демак, Y /x )  функция (22) 
тенгламанинг иккинчи хусусий ечими булади.

(34) формула билан аникданган Yn(x) функция иккин­
чи турдаги п-тартибли Бессел функцияси ёки Вебер функ­
цияси дейилади.

Бессел тенгламасининг бутун v = n  булганда умумий 
ечими ушбу

формула билан аник^анади. Бунда, С, ва С2 — ихтиёрий 
узгармаслар.

3. Турли индексли Бессел функциялари орасидаги му- 
носабатлар. Ихтиёрий v учун ушбу

у = q j / x )  + c 2Y (x)

(35)

(36)

формулалар уринлидир. Худди шунга ухшаш формулалар 
иккинчи турдаги мос функциялар учун х,ам турри булади.
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(35) формула J / x )  урнига унинг (27) ифодасини куйиш 
натижасида дарх,ол келиб чикдци. Ха^икатан \ам

dx

(—1)” 2(л+v). 2n+2v-l

л=0 22"+v r(n+\)(n+v)r(n+v) 
\2n+2v-l

(“‘Л f
X  X  r ( / i + l ) r ( n + v + l - l )  *  / v - 1 W '

Худди шунга ухшаш (36) формула исботланади. Агар
(36) формулада v ни —v билан алмаштириб,

^ [ x V v(x)] = - x V v+1(x ) (37)

тенгликка эга буламиз. Аввало vhh каср х,исоблаб, (35) ни 
c tg v ;rra , (37) ни эса co secv ^ ra  купайтириб, \осил булган 
ифодаларни бирини иккинчисидан айирамиз. У \олда 
cosfv — \)л = —cosvn, sinfv -  1 ) л  =  -sinV7r формулаларни 
эътиборга олсак,

d_
dx

у Jy (x )co sv n -J_ v(x) _  v J v - l  C O S ( v - l ) w - / _ v + i 
X  s i n ( v - l ) ? :

еки
d_
dx [ x T v (x )] = x T H  (x) (38)

тенглик х,осил булади.
(35) да v ни —v га алмаштирсак,

± [ х ^ { х ) \  = х Ч ^ { х )  (39)

формулага эга буламиз.
Энди (36) ни ctgv;r га, (39) ни cosecv7r га купайтириб, 

уларни айирсак, cosfv + \)л =  —cosvn, sinfv — 1 ) п  =  —sinv7r 
тенгликларга асосан, каср v лар учун
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формулага эга буламиз.
Бутун v лар учун (38), (40) формулалар v ни бутун сон­

га интилтириб, лимитга утиш натижасида *осил булади.
(35) ва (36) формулаларнинг натижаси сифатида куйида- 

ги формулалар келиб чикдди.

xJ'v (х) + vJv (х) = x/v_, ( х ) ,

x/v, (x ) -v / v(x) = -x / v+1(x ),

/v-, (x ) -/ v+i(x) = 2/v(x), (41)

/v_, (x ) + /v+, (x ) = ^ / v(x ) .

Бу формулаларнинг биринчи иккитаси (35), (36) ни бе- 
восита дифференциаллаш натижасида, кейинги иккита­
си эса аввалгиларини кушиш ва айириш натижасида х,осил 
булади.

Худди шундай формулалар иккинчи тур функциялар 
учун \ам уринли булади.

4. Бессел функцияларининг айрим хусусий ^оллари.
Математик физикада ушбу

J /x ) ,  J /x ) ,  Y0(x) ва J  L (x )
2

Бессел функциялари энг куп учрайди.
(41) формулаларнинг охиргисидан куриняптики, J 2(x), 

J / x )  ва к. функцияларни *исоблаш J0(x), J / x )  функция- 
ларнинг мос кийматларини х;исоблашга келади. Энди 

J n+l ( х ) ,  бунда п — бутун сон, функцияни кдраймиз. Ав- 
вало /j_ (х ) ,  J  \_ (х ) функцияларнинг кийматларини \исоб- 
лаймиз. (27) га2асосан

1

2 Ч л! г[ | + л )  Vх / „=о 2 2',+ln !r | ^ | + n j
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Маълумки,

г ( И - ! ± - Г ! 2г ( 1 ). r ( i ) - V f .

Шундай к,илиб,

Р„2п+1 “ / 1\л„2л+1
/ ,  (лЛ =  2 V  I J *_______ =  А  у  L _ L L i___

2 W  ^ 2 " / i ! 1 3 . 5 , . , ( 2 / i + 1) [ « J  Ь  ( 2 / f + l ) !

Бу ерда охирги йигинди sinx нинг даражали каторга ёйил- 
масидан иборатдир. Демак,

1
s in x .

Худди шунга ухшаш, (30) дан

J  I ( х ) = 
2

_2_
тех

COS X

тенгликни ^осил киламиз.
(41) формулаларнинг охиргисига асосан

Уз ( х ) :
2

' 2 ^2

71ХV

Js (х ) -  
2

1

— )2 ( -s in  х + -
пх I [ X

I sinx\I-COSX + — I =
Ч У

8Ч *-т Н С08(*-т)

sin |х -  у  j  + cos |.х -  ^

' 2 ' г
7ГХ\

|l -  -^ -jsin(х - п) + ^-cos(x - л )

Умуман, J  i (х ) Бессел функцияси бутун п да эле- 

ментар функциялар оркали ифодаланади, яъни куйидаги 
куринишга эга булади:
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• Ц  w = ( I ) ’  [ p- ( i ) sin (x -  t ) + a - .  ( j ) « *  ( *  -  f ) .

бу ерда P ( - )  —  га нисбатан я — даражали купхдц,j " X X
эса, п — 1 даражали купхдд, шу билан бирга

/*„(0) = 1, Оя_,(0) = 0 . Бундан, х  нинг катта к,ийматларида 
Бессел функциясининг ассимптотик ифодаси келиб чи­
кади:

1

co s( * ~ - r ~ * ) + 0 (j r l )
(42)

1бу ерда 0 (х ~ 1)  оркали тартиби -  булган микдор белги- 
ланган.

Эслатиб утамизки, (42) ассимптотик формула фак,ат 
v = п  +2 да эмас, балки v нинг барча кийматларида \ам 
уринли булади.

5 . Бессел функцияларининг ортогоналлиги ва уларнинг 
илдизлари. Ушбу

х2у" + ху' + (к2х2 -  v2)y  = 0 (43)

тенгламани текширамиз, бунда к — нолдан фаркди ихтиё­
рий узгармас, хузгарувчи урнига янги t =  кх узгарувчи ки- 
ритамиз. У *олда (43) тенглама

(2 ^ У + ( ^У+ ((2 _ у2) 0 
dF  dt \ И

Бессел тенгламасига алмашади. Демак, у =  J /k x )  функция 

х * + х +  {к2х 2 ~ v 2) J v (кх) = О

тенгламанинг ечимидан иборат булади. Бу тенгламани х  
га булиб,

d_
dx

d Jv(kx) с
+

dx
\

к2х  -  — /„ (кх) = О

куринишда ёзиб оламиз. к нинг иккита турли кийматла- 
рини олиб, уларга мос тенгламаларни ёзиб оламиз:
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d_
dx

d_
dx

dJv(k\x)
dx

. d Jv(k2x) 
dx k \ x - v—

1 X Л ( М )  = 0 .

Бу тенгликлардан биринчисини J / k 2x) га, иккинчисини 
J / k {x) га купайтириб ва биридан иккинчисини айириб, 
куйидаги тенгликни х,осил киламиз:

dx

(fcj2 -  к? ) x J v (кхх) J v (k^x) = 

xJy ( к . х ) ^ й -  XJ V (к]Х) ^ р - (44)

Агар (27) формуладан ва (41) формулаларнинг иккин- 
чисидан фойдалансак, (44) тенгликдаги квадрат кдвс ичи- 
даги ифодани х  нинг даражалари буйича каторга ёйиш 
мумкинлигига ва бу ёйилмадаги х  нинг энг кичик даража- 
си x2('v+u эканлигига ишонч хосил киламиз. Шунга асосан, 
агар v > —1 булса, х =0  да бу ифода нолга тенг булади.

Буни эътиборга олиб, (44) тенгликни бирор (0,1) чекли

оралик, буйича интеграллаймиз, = W v  (^ix ) ва
= А:,/' (/:2х)тенгликларга биноан:

I
(к% -  А/) | x J v (kxx ) J v (к2х)  dx = 

о

= / [ v ;  (k J ) Jv (k2i ) - k 2j ; (*,/)/„ (a,/)].
(45)

Хусусий / = 1 булган \олда, бу формула куйидаги ку­
ринишга эга булади:

(kl -  A,2) J x J v (klx ) J v (k2x)dx  = 
о

=  V v 4 * . K ( * 2 ) " V v ' ( W ( * l ) -

(46)

Энди v > —1 да J / x )  Бессел функцияси комплекс ил- 
дизларга эга булмаслигини курсатамиз. Фараз к,илайлик, 
у а + ib комплекс илдизга эга булсин,шу билан бирга
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а *  О. Бессел функциясини ифодаловчи (27) ёйилманинг 
х,амма коэффициентлари \акикий булгани учун J / x )  
фун кция а + ib комплекс илдиздан ташкдри кУшма а — ib 
илдизга \ам эга булиши керак. (46) формулада к{ = а  +  ib 
ва /с2 =  а — ib деб х,исоблаймиз, к 2 к 2 булгани учун

I
J  x J v (kjx )J v (к2х)  dx = О
0

булади. Курилаётган \олда J / k xx)  ва J v(k2x) микдорлар 
КУшма комплекс, яъни

J / k xx) = А +  iB, J / k 2x) = A —iB 
булади; демак, 

J / k xx) J / k 2x) = А2 + В2 >0.

Бунга асосан, х  узгарувчи 0 дан 1 гача ораликда узгара- 
ётгаилиги учун

1
| x J v (Аг,лг) /„ (k2x )d x  ф 0 .
о

Бу карама-к,аршилик J / x )  функция комплекс илдизга эга, 
деган фаразимизнинг нотугри эканлигини курсатади.

J j(x )  функция соф мавхум (яъни а =  О, Ьф 0) илдизга 
*ам э га  булиши мумкин эмас. Хакикатан ^ам, ±  ib ни (27) 
формулага куйиб, факат мусбат ^адларни уз ичига олган 
ёйил мага эга буламиз:

чунки (8) формулада х  >0 да гамма функция Г(х) мусбат 
кийиатларни кабул килади.Энди J / x )  функциянинг 
\акик,ий илдизларга эга булишини курсатамиз. Шу мак- 
садда Бессел функциясининг (42) асимптотик ёйилмаси- 
ни караймиз:

j .  w [ o s  ( * - * - } ) ♦  о  ( . - j ; .

Б у  формулага асосан, х  узгарувчи Ох укининг мусбат 
Кисми буйлаб чексизликка интилганда квадрат кавс ичи-
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даги иккинчи кушилувчи нолга интилади, бирикчиси эса 
—1 дан +1 га чексиз куп марта узгаради, демак, чексиз куп 
марта нолга айланади. Бундан дарх,ол J v(x) функщиянинг 
чексиз куп х.ак.ик.ий илдизларга эга экани келиб чикдди. 
Шундай к,илиб, куйидаги хулосага келдик: агар v > —\ булса 
J / x )  функциянинг барча илдизлари х,ак,ик,ийдир.

Шу билан бирга, яна шуни укдириб утамизки, (27) 
ёйилмада xv ни йигинди белгисидан ташкдрига чикдриб 
ёзсак, йигинди х  нинг факдг жуфт даражаларини уз ичига 
олади, бундан дархрл J / x )  нинг илдизлари абсолют к,ий- 
мати буйича жуфт-жуфт бир хил, ишораси буйича кдра- 
ма-кдршилиги келиб чикдди. Шунинг учун хдм мусбат ил- 
дизларни кдраш етарлидир.

Ушбу
J / x ) =  0 (47)

тенгламанинг р. ва р; >̂ ар хил мусбат илдизлари булсин, 
kt = ~ , к2 = у -  белгилашларни киритамиз. У х,олда (45) 
формуладан бевосита куйидаги Бессел функцияла^ининг ор- 
тогоналлик хоссаси келиб чикдди:

| x J v (р, j )  J v (р, у ) dx = 0, / ф j . (48)

Энди к =  у  булсин, бунда р — (47) тенгламани. нг мусбат 
илдизи. (45) формулада к} = &деб, к2 ни эса, к г а  интилув- 
чи узгарувчи деб ^исоблаймиз, у ^олда

\ x J v ( k x ) J v (k2x)dx =
о 2

Бу тенглик унг томони &2—> к да аник,масликка айланади, 
чунки сурати \ам махражи хдм нолга интилади . Бу аник,- 
масликни Лопитал к,оидаси буйича очиб,

J xJy ( p j ) dx = Y  J ?  ) (49)
о

тенгликка эга буламиз.
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(41) формулаларнинг иккинчисида х = р десак, р  сон 
(47) тенгламанинг илдизи булгани учун

J '/P ) =

тенгликни хрсил киламиз ва (49) формула

J x J l [ p  j ) dx = '-j J l+\{p)

куринишда ёзилади.
Шундай килиб, биз куйидаги формулага эга булдик:

I
{x / v(p ,f )/ v(py f ) ^  =

О, агар / * j ,  (50\
=  {2 _ /2  V >  1 ,

2 К  (Р/) = у Л +|(Р,). агаР ‘ = j.

бу ерда р(. ва р. — J /x )  = 0  тенгламанинг мусбат илдизла­
ри.

6 . Ихтиёрий функцияни Бессел функциялари буйича 
каторга ёйиш. р,, р2, ... , рл, ... лар усиш тартиби буйича 
жойлаштирилган J /x )  = 0  тенгламанинг мусбат илдизла­
ри булсин.

Ю к,ор и да биз курдикки,

Л (p. f )>Л (Р27).-./, (р„ 7),-
функциялар [0,/ J сегментда х вазнли ортогонал система- 
ни ташкил килади. Фараз килайлик, ихтиёрий f(x )  функ­
ция ушбу

/ ( * )  = i aiJ v ( P i j )  . v > ~ { (51)

катор билан ифодаланган булсин.
Бу каторни текис якинлашувчи х,исоблаб, (51) тенг- 

ликни x J / P j  у )  га купайтирамиз ва \осил булган ифодани 
0 дан / гача ораликда интеграллаймиз:
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a< - n i M { x f { x ) J ’ [p‘ i ) d x - <52>

Коэффициентлари (52) формула билан аникланган (51) 
ёйилма f(x )  функциянинг Фурье — Бессел к,аторига ёйил- 
маси дейилади. f(x )  функциянинг (51) каторга ёйилиши 
учун у кандай шартларни кдноатлантириши керак деган 
саволга куйидаги теорема жавоб беради, биз уни исботсиз 
келтирамиз.

Агар f(x ) функция (0,/) оралицда берилган булак-булак 
узлуксиз функция булиб,

о

интеграл мавжуд булса, v > булганда Фурье — Бессел 
цатори яцинлашувчи ва унинг йитндиси (0,1) орали^нинг 
f(x ) чегараланган вариацияга эга булган %ар бир х  нуктасида
2 + 0) + А х  —0)1 га тенг булади.
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VII Б О Б  
Ф У Р Ь Е  УСУЛИ

Фурье усули ёки узгарувчиларни ажратиш усули 
хусуси й х,осилали дифференциал тенгламаларни ечишда 
кенг к^улланиладиган усуллардан биридир. Бу усулнинг 
мох.иятини бир к;атор мисолларда текшириб курсатамиз, 
сунгра узгарувчиларни ажратиш усулининг умумий схе- 
маси туррисида тушунчалар берамиз.

1 - §. Тор тебраниш  тенглам аси  учун 
Ф ур ье  усули

1.А сосий аралаш масалани тор тебраниш тенгламаси 
учун ечиш. Маълумки, бу масала

^  = ( 1)1F  И:7  к }
тенгламанинг

«  1 х - о =  0 .  « L r °  ( 2 )

чегаравий шартларни, х,амда

" L o = < P o ( * ) >  f f U o  = < P i  ( * )  ( 3 )

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини то- 
пишдан иборатдир. Аввало (1) тенгламанинг айнан нолга 
тенг булмаган ва (2) чегаравий шартларни каноатлан- 
тирувчи ечимини

и (х,[) =  Х(х)Т(г) (4)
куринишда излаймиз. Биз бу ерда Х(х) ни факат х  га, T(t) 
ни эса фак,ат t га боглик, деб ^исоблаймиз. (4) нинг унг
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томонини ( 1) тенгламадаги u(x,t) нинг урнига олиб бориб 
куямиз:

X T ' = а2X T  ёки = (5)

Охирги тенгликнинг чап томони х га, унг томони t га
боглик эмас.

т* х *
Демак, ва -р- микдорларнинг х,ар бири х га *ам,

Q I  Л
t га хдм боклик эмас, яъни улар узгармас. Ьу  узгармас- 
ни — Я оркали белгилаб оламиз. У \олда, (5) га асосан

T"(t) + а2ЛТ (?) = 0 , (6)

Х ' ( х )  + XX (х ) = 0 . (7)

Шундай килиб, (5) тенглама иккита тенгламага аж- 
ралди, булардан бири факат х га боглик функцияни, ик- 
кинчиси эса факат t га боглик функцияни уз ичига олади. 
Бундай лолларда узгарувчилар ажралди деб айтилади.

(4) куринишидаги (2) чегаравий шартларни каноат­
лантирувчи айнан нолга тенг булмаган u(x,t) ечимни то- 
пиш учун (7) тенгламанинг

Х ( 0 ) = Х ( 1 ) = 0  (8)

чегаравий шартларни каноатлантирувчи айнан нолга тенг 
булмаган ечимини топиш керак. Шундай килиб, биз куй- 
идаги масалага келдик:

Я параметрнинг шундай цийматларини топиш керакки, 
бу кийматларда (7) тенглама (8) шартларни цаноатланти- 
рувчи нолдан фарк;ли ечимга эга булсин. Бу масала одатда 
спектр масаласи ёки Штурм — Лиувилл масаласи дейила­
ди.

Я нинг бундай кийматлари (7), (8) масаланинг хос ций- 
матлари (сонлари), бу кийматларга мос ечимлар эса хос 
функциялари дейилади.

(7) тенгламанинг умумий ечими Я < О, Я =  0 ёки Я > О 
булишига караб турли куринишга эга булади .

Шунинг учун \ам бу учта \олни ало^ида- алох,ида тек- 
ширамиз.
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1) Я < 0 булган \ол. Бу х,олда (7) тенгламанинг умумий 
ечими

X  (х) = + Сге ^ х

куринишга эга булади. Бунда С, ва С2 — ихтиёрий узгар- 
маслар.

(8)  чегаравий шартларга асосан

С, + С2 =  О, Сle'PXl + С2е ^ ‘ = 0 .

Бу системанинг детерминанти нолдан фаркди булгани 
учун С ,  = С2 =  0. Демак, Х(х) = 0 .

2) Я =  0 булган щл. Бу *олда (7) тенгламанинг уму­
мий ечими куйидаги куринишда булади:

Х(х) =  С, + С2х .

(8) чегаравий шартларни к,аноатлантириб, С, =  0, 
С, + С2 1=  0 тенгликларни *осил киламиз. Бундан С, =  О, 
С2 = 0 ва, демак, Д х) з  0.

3) Я > 0  булган ^ол. Бу \олда (7) тенгламанинг 
умумий ечими

X  (х ) = С, cos у/Хх + С2 sin Д х  (9)

куринишга эга булади. (8) чегаравий шартларга биноан

С, = 0, Сг sin л/я/ = 0 .

Б и з С2Ф 0 деб х,исоблаймиз, акс ^олда Х(х) = 0 булиб 
колади. Демак,

sin y[Xl = О

булган 2х,олда ва факдт шу х;олдагина, яъни 4X1 = пп  ёки 
X = ^ — булганда, бу ерда п — бутун сон, (7), (8) масала 
(9) куринишдаги айнан нолдан фарк^ш ечимга эга була­
ди. sin«x ва sin(-/j)x = -s in  пх функциялар чизик,ли бог- 
лик, булгани учун п нинг 1, 2, 3, ... натурал кийматлари 
билан чегараланиш кифоядир.

3 1 5
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Шундай к,илиб, биз к,уйидаги ху л осага  келдик: 
л 2п2

К  = - р -  > п — 1,2,3,... сонлар (7), (8) масаланинт хос к,ий-

матларидир, С„ sin ^  х функциялар эса, уларга мос хос

функциялардир, Сп — нолдан фаркуга ихтиёрий х,ак,ик,ий 
узгармаслар.

Биз куйида Сд=  1 ,л = 1 ,2 , . . .  деб ^исоблаймиз.
Я = Ял булганда (6) тенгламанинг умумий ечими

т. m at  . • m at
ТЛ Ч  = an C0S —  + К Sin —

куринишга эга булади, бунда an , bn — ихтиёрий узгар­
маслар. Демак, (1), (2) бир жинсли масала чексиз куп 
чи ги ри  боглик, булмаган

un (х, t) = Х„ (х ) Т„ ( 0  = (а„ cos ~  + bn sin ~  )s in  ^  ( Ю)

ечимларга эга булади. ( 1) тенглама чизикути ва бир 
жинсли булганлиги сабабли, ( 10) ечимлариинг чексиз 
йигиндиси х,ам ечим булади.

Энди (1), (2), (3) масаланинг ечимини

/ „\ V* / m at , rmat \ • п лж  /1 1 ч
u(x ,t )  = 2 j [ ancos- j -  + bnsm —  J sin —̂— (И )

f] = I

Катор куринишида излаймиз. Агар бу катор текис як,инла- 
шувчи булиб, уни х  ва t буйича икки марта х,адлаб диффе- 
ренциаллаш мумкин булса, каторнинг йигиндиси \ам ( 1) 
тенгламани каноатлантиради. ( 11) каторнинг х;ар бир вдди
(2) чегаравий шартларни каноатлантиргани учун унинг 
йигиндиси u(x,t) функция х,ам бу шартни кдноатлантиради.

( 11) каторнинг ап ва Ьп коэффициентларини шундай 
аникдашимиз керакки, каторнингйигиндиси ci{x,t)  фун­
кция (3) бошлангич шартларни \ам к,аноатлантирсин. 

( 11) кдгорни t буйича дифференциалл:аймиз:

ди  v 1 т а  / m at , m at  \ ■ т х  / п \
~dt = Zj  ~Т~ \ а" sin ~Т~ " cos ~1~ ) ~ г  (12)Я=1
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(1 1) ва ( 12) да t =  0 деб, (3) бошлангич шартларга асо­
сан ушбу

М х) = i X sin 7̂*, <Pi (х) = Ё  " г  b" sin (I3)
л=] п=\

тенгликларни ^осил киламиз. (13) формулалар берилган 
ср0(х), (рх(х) фунцияларнинг 0 < х < /  ораликда синуслар 
буйича ёйилган Фурье каторидан иборатдир. (13) ёйилма- 
лар коэффициентлари

I
2 Г / \ • ппх j  ап =j]<Po(x)sin —  dx,

2 Г (И )
*  = (x ) s m ~ r dxо

формулалар билан аникланади.
Энди ( 11) каторни ва уни икки марта дифферениал- 

лаш натижасида \осил булган каторларнинг текис якин- 
лашувчанлигини курсатсак, ( 11) катор билан аникланган 
u(x,t) функция \акикатан х,ам ( 1), (2), (3) масаланинг ечи- 
мидан иборат булади. Куйидаги теорема уринлидир.

Т е о р е м а .  Агар %(х) функция [0, /] сегментда икки 
марта узлуксиз дифференциалланувчи булиб, учинчи тартибли 
булак-булак узлуксиз х,осилага эга булса, (р/х) эса узлуксиз 
дифференциалланувчи булиб, иккинчи тартибли булак-булак 
узлуксиз х,осилага эга булса, х,амда

<Р„(0) = % ([) =  0, <р,(0 ) =  <?,(/) =  0, < ( 0 )  = <Р'0 (1 )  = 0 (15 )

мувофик^шштириш шартлари бажарилса, у холда ( 11) к,атор 
билан аницланган u(x,t) функция иккинчи тартибли узлуксиз 
досылаларга эга булиб, ( 1) тенгламани, (2) чегаравий ва (3) 
бошлангич шартларни к,аноатлантиради. Шу билан бирга 
( 11) каторни х ва t буйича икки марта х,адлаб дифферен- 
циаллаш мумкин булиб, %осил булган к;аторлар ихтиёрий t да 
0 < х  < I ораликда абсолют ва текис якинлашувчи булади.

И с б  о т . Аввало (15) мувофиклаштириш шартлари кан- 
дай келиб чикишига тухталиб утамиз. (15) нинг биринчи

www.ziyouz.com kutubxonasi



иккита шарти u(x,t) функциянинг х = О, t = 0 ва х  =  I, t =  О 
нукталарда узлуксизлигидан (2) ва (3) шартларга асосан 
келиб чикдди.

(15) нинг иккинчи иккита шарти эса худди шу нукта- 
ларда ^  хосиланинг узлуксизлигидан х,осил булади. Учин- 
чи жуфт шартни эса куйидагича чицариш мумкин. ( 1) тенг- 
ламада t =  0 деб,

тенгликни хрсил киламиз. (2) шартларни дифференциал- 
лаб,

тенгликларга эга буламиз. Бу ерда t = 0 деб, олдинги тенг- 
ликда х  = 0  ва х = I десак, (15) нинг учинчи иккита шарти 
келиб чикдди.

(14) формулалардаги интегралларни булаклаб интеграл- 
лаймиз. (15) шартларга асосан, куйидагиларни \осил кила­
миз:

дг dt-

Ушбу

<хп = j j ( P o { x ) c o s ^ d x ,
о

о

белгиларни киритамиз. У \олда
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ап ва f}„ микдорлар (р"(х) ва функцияларнинг
Фурье коэффициентларидан иборатдир. Тригонометрик 
Каторлар назариясидан маълумки [1],

у  N у  Ш
Ч  п г Ч  п

Каторлгар якинлашувчи булади. (16) ни ( 11) каторга олиб 
бориб куямиз:

/ .л ( I V 1 / nnat п ппat\ ■ ппх
и ( * ’0  = -  -  Z p r ( a - co s—  + ^ sin — ) sin — ■' ' Я = 1

Бу катор ва уни икки марта \адлаб дифференциаллаш на­
тижасида \осил булган каторлар учун ушбу

с ^ \ Щ ёА с ,  j r  c ^ K M ^ I

С„ С2, С 3 — узгармаслар, якинлашувчи каторлар можаранта 
Каторлар ролини уйнайди. Демак, (11) катор ва уни икки 
марта дифференциаллаш натижасида \осил булган катор­
лар абсолют ва текис якинлашувчи булади. Бундан (И ) 
Каторнинг йигиндиси u ( x , t ) функция узининг биринчи 
ва иккинчи тартибли ^осилалари билан бирга узлуксиз 
эканлиги келиб чикади. Шу билан теорема исбот булди. 

Агар

а =А$,т(р,  b =Acos(pп п ' п’ п п ' п

белгиларини киритсак, биз асосий масаламизнинг ечими
( 11) ни

/ ,\ v 1 а пп х ■ I nnat \
« ( * > 0  = 2 , 4 ,  sin - г * т [ - г  + (р»)

п—\

куринишда ёзиб олишимиз мумкин. Бу каторнинг \ар бир 
х,ади mypFyn тулцин деб аталади. Бунда торнинг х,ар бир
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нуктаси бир хил (рп фазоли, ^nsin ~  амплитудали ва 
nat " _  _со„ = —  частотали гармоник тебраниш ^арак:атини ба-

жаради.
Маълумки, (III боб, 1- §, 2- банд), (1), (2), (3) масала­

нинг ечимини берилган сра{х) ва ц>х(х) функцияларни (0 ;/) 
ораликдан ташкдрига 2/давр билан токлик кокуни буйича 
давом эттириб, Даламбер формуласи билан ифодалаш мум­
кин, яъни

x+at

u ( x , t )  = ^ [ 0 ( x - a t )  + 0 ( x  + at)] + ^  | y/(s)ds,  (17)
x -a t

бу ерда Ф ва у/ функциялар бошлангич (рй(х) ва (р/х) функ­
цияларнинг (0;/) ораликдан ташкарига давомидан иборат- 
дир. Ф ва цг функциялар 2/ даврли булгани учун ушбу

0 (x ) = S ^ sin 7 ^ ’ y/ (x ) = ' Z B» sinП-l п=1

Каторлар билан ифодалаш мумкин. Бу каторларни (17) 
формулага куйиб, синус ва косинусларнинг йигиндиси ва 
айирмаси учун формулалардан фойдалансак, куйидаги

/ / л пп at I n -  n n a t\ - „  ппх
И (х, 0  = X  Г "  C0S ~1~ Ипа В" Sln ~Т~) s in  ~ Г  ( 18)п-1

Каторни \осил киламиз. Бошлангич шартлар бажарили­
ши учун

а„ = А„, Ь„ = В„" " ппа п

булишини эътиборга олсак, (18) катор ( 11)  катор билан 
устма-уст тушади.

2 . Асосий аралаш масала ечимининг ягоналиги. (1), (2) 
ва (3) аралаш масала биттадан ортщ ечимга эга булмайди. 
Бу фикрнинг тугрилигига ишонч х,осил килиш учун 
(р0(х) = (р/х) = 0, 0 < х < /  булганда ( 1), (2), ( 3 )  масаланинг 
факат тривиал, яъни айнан нолга тенг ечимга эга булиши­
ни курсатиш кифоядир. III бобнинг, 1- §, 3 - бандида ис- 
ботланган тулкин тенгламаси учун Коши масаласи ечи­
мининг ягоналигидан ( 1) тенглама учун би р жинсли
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„ „  „  du(x,t) 
u(x, 0) = 0, —Jj—

Коши масаласининг ечими учлари /1(0,0), B(l,0), С( ^>2 ) 
нукталарда булган тугри бурчакли учбурчакда айнан нол- 
га тенг булади.

Энди, (1) тенгламанинг АС  ва AD, бунда D =  ДО, -j ), 
кесмаларда нолга тенг булган ечимининг барча ACD уч­
бурчакда нолга тенг булишини курсатиш к,ийин эмас (29- 
чизма).

( 1) тенгламани га купайтириб, куйидаги айниятга 
эга буламиз:

2Эи
dt dt2

?2 <?V
2 дх2

\_д_ 
2 dt - ° 2 -Гдх

du_dû  I _1_ а 2 
T xdt 2 dt

=  0 .

Ихтиёрий тайин т , 0 < т<  у ни олиб, ACtDt , бунда 
С. = Ст(т, г), DT =  D/0,  г) учбурчакни \осил киламиз. Бу 
учбурчак буйича аввалги айниятни интеграллаб, Гаусс — 
Остроградский формуласини куллаймиз. У х,олда

JЛ С, + Cj Df + А

2 ди ди 22 а --- — dt + a 
д х  dt

?Ji)2 dx + ( ^ ) 2 dx = 0.
д х  1 dt

Бундан АСт ва DAt кесмаларда и =  0 булгани учун

тен гли к

J
СгЛг

келиб

I ' - 1

чикади, 
яъни D C t кесм ада
du(xj)  =  d u ^ t)  = 0  D  с  

dx dt х т
нукталарда и = 0 булгани са- 
бабли, D C x кесмада м = 0. 
D C T кесм а ACD учбурчак­
да ихтиёрий кесма булгани 
учун, дархрл барча ACD уч­
бурчакда u(x,t) — 0 эканли- 
ги келиб чикади.

ди
дх

dx -  0
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Худди ш унга ухшаш B C D { у ч б ур ч ак д а, бунда 

Z), =  /),(/, у ), u(x,t) =  0 эканлиги исботланади.

u(x,t) функция t — 2 ’ ® - х - 1  Да бир жинсли 
и (х, t) = ~  = 0 бошлангич шартларни кдноатлантиргани
учун, юкоридаги мулохдзаларни кетма-кет куллаб, барча 
0 < х < / , г > 0 да u(x,t) =  0 эканлигига ишонч \осил к,ила- 
миз.

3. Бир жинсли булмаган тор тенгламаси. Бир жинсли, 
четлари муста^камланган торнинг ташк,и куч таъсири- 
даги мажбурий тебранишларини текширамиз. Бу маса­
ла ушбу

д 2и 2 д 2и

тенгламанинг

чегаравии ва

и\'=0=<Р0 {х) ,  5|,=o = P i W  (21)

шартларни кдноатлантирувчи ечимини топишдан ибо- 
ратдир. Бу масаланинг ечимини

и (x,t) =  v (x,t) + w(x, t)

куринишда излаймиз, бу ерда v (x,t) (19) тенгламанинг
(20) чегаравий ва

U 1,-0= о, § U  = 0 (22)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечими, w эса

Ж  = (23)

бир жинсли тенгламанинг (20) ва (21) шартларни к,ано- 
атлантирувчи ечимидан иборатдир.

(23), (20), (21) масала 1- бандда ечилган. (19), (20), 
(22) масаланинг ечимини куйидаги к;атор куринишида 
излаймиз:
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u M  = E r * (O sin ^ -  (24)
Л = 1

Агар бу кдтор текис як,инлашувчи булса, (20) чегаравий 
шартлар уз-узидан кдноатланади.

Энди Tn(t ) функцияларни шундай аникугаймизки,
(24) к,атор (19) тенгламани ва (22) бошлангич шартларни 
к,аноатлантирсин. Шу ма^садда (24) к;аторни (19) тенгла­
мага к^йиб, ушбу

^ [T „ '(t) + (o2nT„ ( / ) ] s i n ^  = f ( x , t )  (25)
Л = 1

тенгликни ^осил к,иламиз, бу ерда

f(x,t) функцияни (0,/) интервалда синуслар буйича Фурье 
к,аторига ёамиз:

f ( x ’ t) = ' Z f n ( t) sin (26)
П~\

бунда

fn(t) = j j f { x , t) s i n ^ dx .  (27)
о

(25) ва (26) ёйилмаларни так,к,ослаб, Tn(t) функцияни 
аникугаш учун узгармас коэффициентли

Tn'(t) + co X (t )  = f n {t),  (/1 =  1, 2, . . . )  (28)

оддий дифференциал тенгламани х,осил к,иламиз. (24) катор 
билан аникуганган u(x,t) функция (22) бошлангич шарт­
ларни >̂ ам цаноатлантириши учун Tn(t) функциялар

7’я(0 ) = 0 ,  Г „ '(0 )= 0  (29)

шартларни к,аноатлантириши етарлидир.
(28) тенгламанинг (29) шартлари каноатлантирувчи 

ечими ушбу
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C0„ J

куринишга эга булади ёки f / t )  урнига унинг (27) ифода- 
сини куйсак, куйидагини \осил к.иламиз:

Т” ^  = 7 ^ 1 sin ^  "  т ) d r l  f ” ( * ’ T) sin ~ J  л  ■ (30)
" о  о

T„(t) функцияларнинг бу к,ийматларини (24) га куй- 
гандан сунг, ^осил булган к,атор ва бу каторни х  ва t буйи- 
ча икки марта \адлаб дифференциаллаш натижасида \осил 
булган к,аторлар текис як,инлашувчи булса, у х,олда (24) 
катор (19), (20) ва (22) масаланинг ечимидан иборат була­
ди.

Агар узлуксиз f(x,t) функция х  буйича иккинчи тартиб- 
гача узлуксиз хрсилага эга булиб, t нинг барча к,ийматла- 
рида

Д О ,  0  =  0 ,  Д / ,  0  =  0

шарт бажарилса, юк,орида айтилган каторларнинг текис 
як,инлашувчи булишини курсатиш к,ийин эмас.

Шундай килиб (19), (20) ва (21) масаланинг ечими 
ушбу кдтор билан ифодаланади:

/ V 1 т " • плх v 1 / m at , nnat\r,• rmxы(*> 0  = 2 ,  sin —  + 2 ,  k  COS —-  + b„ sin - J - j  sin —  >
n=l

бу ерда

an = j \ % ( x ) s m - j - d x ,
0

0
Tn(x) коэффициентлар эса (30) формулалар билан аник,ла- 
нади.

Агарда торнинг четлари мустах.камланмай, берилган 
Конун буйича хдракат к,илаётган булса, унинг мажбурий

www.ziyouz.com kutubxonasi



тебранишини аниклаш масаласи (19) тенгламанинг (21) 
бошлангич шартларни ва

«|х-о = ViV), и\хж, =yr2(t) (31)

чегаравии шартларни каноатлантирувчи ечимини топиш- 
га келади. (19), (21), (31) масалани осонликча чегаравий 
шартлари бир жинсли булган масалага олиб келиш мум­
кин. Ха^икатан \ам, ушбу

w(x,t)  = y/I (/) + [у/2 ( t ) -V i  (0 ] у  

ёрдамчи функцияни киритамиз. Равшанки,

w \ x . o = V i ( 0 ,  w|„,= ^ 2( 0 -  (32)

(19), (21), (31) масаланинг ечимини

u(x,t) =  v (x,t)  + w (x,t )  (33)

куринишда излаймиз, бунда v (x,t) — янги номаълум функ­
ция. (3 1) ва (32) чегаравий, (21) бошлангич шартларга асо­
сан v (x,t) функция

и|*=о = 0» и|,./ =0
чегаравий ва

и|,=о= м|,=0 -  w|,=0=<р0( х ) - 1^,(0)- [ ^ 2( 0 ) - ^ ! ( 0 ) ] j  =(Ро(х),

дь
dt

_ ди
,=0~ ~dt ,=0- ^ 7- !/=0= < P i(x)-y /[(0) -  [ ^ ( 0 ) - y , ' ( 0 ) ] y  =<Pi(x)

бошлангич шартларни кдноатлантиради. (33) ифодани (19) 
тенгламага куйиб, куйидаги тенгламани ^осил к,иламиз:

at дх
бу ерда

f i x ,  t) = f { x ,  t) -  yrftt) -  [y/'(t) -  y/'(t)\j.

Шундай к,илиб, u(x,t) функцияни аникдаш учун ушбу

325
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масалага келдик.
Бу масалани ечиш усулини юк,орида баён к;илган эдик.

2- §. Ф ур ье  усулининг умумий схем аси

Фурье усулини факат тор тебраниш тенгламаси учун 
эмас, балки умумийрок, тенгламалар учун хам куллаш 
мумкин. Биз бу параграфда аралаш масалани ечишда Фурье 
усулини, олинган натижаларни цатъий асосламасдан баён 
киламиз.

Ушбу

р (х )
Эг

д_
дх

р(х) ди
дх

q(x)u (34)

гиперболик типдаги тенгламани текширамиз, бу ерда р(х), 
р(х), р'(х) ва q(x) — узлуксиз функциялар, шу билан бирга 
р(х) > р0 > 0, q(x) > О, р(х) > р0 > 0. (34) тенгламанинг

аи(О,О + 0 ^ ^  = О, (35)

y u ( l , t )  + S ^ M =  о

чегаравий, бунда а, Д  у, <5 узгармас сонлар, а 2+ ( 3 2* 0 ,  
у 2 + 8  V  0 ва

«U o= <P o(* )>  | r U = < P i ( * )  (36)

бошлангич шартларни кдноатлантирувчи ечими топил- 
син.

Аввало (34) тенгламанинг тривиал булмаган ва (35) 
чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимини
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куринишда излаймиз. Агар бундай ечим мавжуд булса, уни 
(34) тенгламага куйиб, Х(х) ва T(t) функциялар кдноат- 
лантириши зарур булган тенгламани х,осил к,иламиз:

Т  ( 0 ■ £  [„  (х )  * ' ( * ) ]  -  ,  (х ) X  (х ) Т  (/) = р (х ) X  W  Г  (1)

ёки

£ [ p(x)X '(x)]-q(x)X {x) ^ Г ( , )

Р(х)*(х) W ) ’’

Бу тенгликнинг чап томони фак,ат х га, унг томони эса 
факдт t га боглик булгани учун, бу тенглик узгармас сонга 
тенг булгандагина уринли булади. У узгармас сонни — Я 
оркдли белгилаб оламиз.

У х;олда номаълум Х(х) ва Т(г) функцияларни аникдаш 
учун иккита оддий дифференциал тенглама > о̂сил к,ила- 
миз:

T"(t) +XT(t) = 0 , (38)

~  [р  (х ) X' (х )] + [Яр (х ) -  q (х )]  X  (х) = 0 . (39)

(34) тенгламанинг (35) шартларни каноатлантирувчи (37) 
куринишдаги тривиал булмаган ечимини топиш учун Х(х) 
функция

а Х  (0) + 0Х'(О) = 0, уХ  (/) + 8Х'(1)  = 0 (40)

шартларни кдноатлантириши зарурдир.
Шундай к,илиб, хос к,ийматлар тугрисидаги куйидаги 

масала га келдик: Я параметрнинг шундай цийматларини 
топиш керакки, бу цийматларда (39) тенгламанинг (40) че­
гаравий шартларни цаноатлантирувчи тривиал булмаган 
ечими мавжуд булсин.

Бу масала Я нинг хдр цандай к,ийматида х,ам айнан 
нолдаьг фар*уш (тривиал булмаган) ечимга эга булавер- 
майди.
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(39), (40) масаланинг тривиал булмаган ечимлари мав- 
жуд булган А нинг к,ийматлари хос цийматлар (сонлар), бу 
Кийматларга мос ечимлар эса хос функциялар дейилади. 
Барча хос кийматлар тупламини берилган масаланинг 
спектры деб аталади.

(39), (40) масала хос функциялари ва хос к,ийматла- 
рининг асосий хоссаларини келтирамиз.

1) Масала хос кийматларининг чексиз

туплами мавжуддир.
Бу хоссанинг исботига биз тухталмаймиз.
2) Хар бир хос Як кийматга узгармас купайтувчи аник,- 

лигида Хк(х) хос функция мос келади, яъни Лк га иккита 
Хк(х) ва _Хк(х)  хос функциялар мос к ел са , у х,олда 
Хк(х) = СХк(х)  булади, бунда С — узгармас сон.

Хакик,атан х,ам Хк(х), Хк(х)  функциялар фаразимизга 

асосан

ва а 2 + Р 2*  0 шартларни к,аноатлантиради, у  \олда (39) 
тенглама Хк(х) ва Хк(х)  ечимларининг Вронский детер­
минанта

х  =  0 нуктада нолга тенг булади. Демак, Хк(х) ва  Хк функ­
циялар чизиьуш боглик,.

Юк,орида айтиб утилган купайтувчини шундай танлаб 
оламизки,

аХк (о) + рхк (0) = о,

а Х к (0) + рХ'к (0) = 0

о

булсин.
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(41) шартни к,аноатлантирувчи хос функциялар нормал- 
ланган дейилади.

3) Турли хос кийматларга мос келадиган хос функци­
ялар [0 ,/] кесмада р (х) вазн билан ортогонал булади, яъни

I
J  p ( x ) X k ( x ) X m(x)dx = 0 ( к * т )  (42)
о

тенгликни к,аноатлантиради.
Хак.ик.атан х,ам, Хк(х) ва Хт{х) функциялар Хк, Лт хос 

Кийматларга мос хос функциялар булгани учун (39) тенг­
ламани цаноатлантиради, яъни

^  [Р ( * )  Х'к (* )] + [ХкР { x ) - q  (х)] JT* (х ) = О,

^  [Р (х) Х'т (х)] + [Атр (х) -  q ( x ) ] * m (х ) = 0.

Бу тенгламаларнинг биринчисини Хт{х) га, иккинчисини 
эса А̂ Сх) га купайтириб, \адлаб айирамиз:

j x [Р(х)Х'к (х)] -  Хк ( х ) £ [ р ( х ) Х ' т (х)] +

+ (Лк -Лт) р ( х ) Х к(х)Хт(х) = 0,

ёки
(Ак - Х т) р ( х ) Х к ( х ) Х т(х)  =

= i { p ( * ) [ * «  ( х ) Х ' ( х ) -  Хк (х)Х 'т (х)]} = 0

Бу тенгликни х  буйича 0 дан / гача интеграллаймиз:

(4 , - К) J Р (* )  хк (х ) Хт ( x ) d x  =
о

= р (х ) [Ха (х) X'  (х ) -  Хк ( х ) Х'т (х) \х; ; 0 .

(40) чегаравий шартларга биноан, унг томондаги ифода 
нолга тенг, у ^олда

( A » - * * ) j p { x ) X k ( x ) Xm(x)dx = 0.
о
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J Р ( х ) Хк [ x ) X m{x)dx  = 0 .
о

4) q > 0 булганда барча Я. хос кийматлар мусбат була­
ди.

Бу хоссани исботлаш учун Як га мос Хк(х) хос функция- 
ни нормалланган деб х,исоблаймиз. Хк(х) хос функция 
булгани сабабли

^  [Р ( * )  К  (х)] -  q (х) Хк (х ) = -Хкр (х ) Х к ( х ) .

Бу тенгликнинг х,ар икки томонини Хк(х) га купайти- 
риб, 0 дан / гача интеграллаймиз. (41) тенгликни эътибор- 
га олиб, куйидагини х>осил киламиз:

я*=4 а[р w ̂  w] ■q w ** №* wdx-о

Бундан, биринчи кушилувчини булаклаб интеграл- 
лаб, ушбу

А* = J [Р ( * )  X?  (х ) + q (х) Х\ (x)]dx -
(43)

- [ р ( х ) Х к (х)Х'(х)]

тенгликка эга буламиз. Интеграл таищарисидаги ифода 
мусбат булмасин, яъни

[р(х)Хк(х)Х'(х)]  | ^ < 0  (44)

деб фараз киламиз. Шарт буйичар(х) >р0 > 0 ,  q(x) > 0 булга­
ни учун (43) тенгликдан дар^ол (39), (40) масала хос ций- 
матларининг мусбат эканлиги келиб чикади.

(44) шарт татбикда энг куп учрайдиган.

1) ЛГ(0) = 0 , Х(1) = 0 ; 2 )* '(0 )  = 0, Х\1) = 0;
3) Х Щ  -  h,X{0) = 0 , Х\1) + hjXil) = 0, /г, > О, Аз > 0

чегаравий шартларда бажарилади.

330
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(39) ва (40) масала хос кийматлари ва хос функцияла­
рининг айрим хоссаларини аникдаб олганимиздан сунг, 
энди (38) тенгламага мурожаат кдламиз. Бу тенгламанинг 
Я = Яп булгандаги умумий ечими, уни Tn{t) оркали белги- 
лаб олсак,

T„(t) = ап cos -̂ Я~t + bn sin ,Д ~t

куринишга эга булади, бунда ап ва Ьп узгармас сонлар. 
Шундай к,илиб, (37) га асосан х,ар бир

un(x,t) = Xn{x)Tn{t) = (ап cos ^ t + bn sin J ^ t )X „ ( x )

функция (34) тенгламанинг (35) чегаравий шартларни 
каноатлантирувчи ечимидан иборат булади. (36) бошлан- 
FH4 шартларни каноатлантириш учун, ушбу

u(x,t) = | > „  соs j ^ t  + Ь„ sin yfct)X„(x)  (45)
л = ]

к,аторни тузамиз. Агар бу к,атор ва уни х, t буйича икки 
марта ^адлаб дифференциаллаш натижасида \осил булган 
к,аторлар текис як,инлашувчи булса, у х,олда, равшанки 
унинг йигиндиси (35) чегаравий шартларни цаноатланти- 
рувчи (34) тенгламанинг ечими булади.

(36) бошлангич шартларнинг бажарилиши учун

"|r=o = % ( х )  =  £ а „ Х п( х ), (46 )
п - 1

% \,,0 - Щ { х )  = ± Ь пУ[кпХп(х) (47)
Я = 1

тенгликларнинг бажарилиши зарурдир.
Шундай килиб, биз ихтиёрий функцияни (39), (40) 

чегаравий масаланинг ^„(х) хос функциялари буйича 
каторга ёйиш масаласига келдик.

Фараз к^илайлик, ихтиёрий (р(х) функция (39), (40) че­
гаравий масаланинг Х /х )  хос функциялар буйича

cp(x) = f j AnX„(x)  (48)
/1 = 1

3 3 1
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кдтор куринишда ифодаланадиган булсин. (48) к,аторни 
текис як,инлашувчи деб *исоблаб, унинг Ап коэффициент- 
ларини аник,лашимиз мумкин. Бунинг учун (48) тенг- 
ликнинг \ар икки тамонини р  (х) Хп(х) га купайтириб, 
сунгра х  буйича 0 дан / гача ораликда интеграллаймиз. У 
\олда (41) ва (42) асосан

Исботига тухтамасдан биз куйидаги теоремани кел- 
тириб утамиз.

Т е о р е м а .  (В.А. Стеклов). Ихтиёрий биринчи тартибли 
узлуксиз, иккинчи тартибли булак-булак узлуксиз %осилага 
эга, (40) чегаравий шартларни каноатлантирувчи (р (х) функ­
ция (39), (40) чегаравий масаланинг хос функциялари буйича 
абсолют ва текис якинлашувчи (48) каторга ёйилади.

(46) ва (47) ёйилмаларнинг коэффициентларини то- 
пиш учун (49) формулани куллаймиз. У *олда

Агар (45) катор ва уни х, t буйича икки марта \адлаб 
дифференциаллаш натижасида х,осил булган к,аторлар 
текис як;инлашувчи булса, ап ва Ьп коэффициентларнинг 
топилган к,ийматларини (45) каторга куйиб (34), (35), (36) 
аралаш масаланинг ечимини топамиз.

Фурье усулини фазовий координаталарнинг сони куп 
булган \олда \ам куллаш мумкин.

Биз буни аник, масалаларда курсатамиз.

3- §. М ембрана тебранишларининг м асаласи

1. Умумий х,ол. Четлари мустах,камланган эластик мем­
брана мувозанат х,олида (х,у) текисликда Гэгри чизик, би­
лан чегараланган бирор G со*а билан устма-уст тушсин. У 
\олда бу мембрана тебранишлари

/
А„ = | p(x)(p(x)X„(x)dx. (49)

0

а„ = J p(x)(p0 (x)Xn(x)dx,
О
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тулк,ин тенгламасининг

и(0 ,х ,у)  = щ ( х , у )

--j~-\,=o=<Pl(x,y) ( x , y ) s G  (51)

бошлангич шартларни ва

и (x,y,t)  = 0  , t>  0 , (x ,t)e  Г  (52)

чегаравий шартни каноатлантирувчи u(x,y,t) ечими билан 
тасвирланади.

Бу масаланинг ечимини х,ам, тор тебранишига ухшаш, 
Фурье усули билан излаймиз:

Ф ,У ,0  =  T(t) и (х,у). (53)

Бу ифода (50) тенгламанинг ечими булиши учун T(t) 
ва v (хгу) функциялар мос равишда

ПО + а2 XT = 0 <54>
Av(x, t) + Av(x, t) = 0

тенгламаларни каноатлантириши керак, бу ерда

я = . _ П 0_ = . Д»(х,у)= const. 
a T(t) и(х,у)

(55) тенглама Гельмгольц тенгламаси дейилади. 
u(x,y,t) функциянинг к,ийматини (53) дан (52) чегара­

вий шартга куйиб,

T(t) v (х,у) = 0  , ( х , у ) е Г , t> 0

тенгликни Х.ОСИЛ киламиз. Бу тенглик эса уз навбатида 
v (х,у) функция учун

v (х,у) = 0, (х ,у )е Г  (56)

чегаравий шартга тенг кучлидир.
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(55) Гельгольц тенгламаси учун бир жинсли (56) Ди­
рихле масаласи тривиал булмаган ечимга эга булган Я нинг 
к,иймати хос циймат (сон), бу сонга мос булган v (x ,y )  
функция хос функция дейилади.

Фараз килайлик, (гсо^анинг Г  чегараси булак-булак 
силлик, Жордан эгри ч и з и р и  булиб, v (х,у) функция (55),
(56) масаланинг Я хос сонга мос хос функцияси булсин.

Ушбу

v&v = 4~дх дх +ь ду
dv
дх

V У

\2
дхг
ду

айниятни G со^а буйича интеграллаб ва Гаусс — Остро­
градский формуласини куллаб, (55) тенглама ва (56) чега­
равий шартга асосан

| (yl + v 2) dxdy = j  v ^  d f  -  j  vAvdxdy = Я| v2dxdy

тенгликни Х.ОСИЛ к,иламиз. Бундан хос сон Я >  0 эканлиги 
келиб чикдди.

Шунинг учун \ам Я = pi2, fi — ^а^и^ий сон , белгилаш- 
ни киритишимиз мумкин. Бунга асосан (54-) тенглама­
нинг умумий ечими, маълумки,

T (t ) = Cxcosfiat + C2smnat (57)

куринишга эга булади, С,, С2 — ихт-иёрий хдк^и^ий узгар- 
маслар.

(57) дан, уз навбатида T\t) нинг 2п/ца  даврли даврий 
функция эканлиги келиб чикдци.

G сох,ага цуйилган етарли умумий шартларда (55), (56) 
масала [iv /л2 , ... хос сонларининг саноцли туплами ва бу- 
ларга мос v t(x,y), v2(x,y) , . . .  хос функциялари мавжуд булади.

Биз бу фикрни кейинги бандларда Gxo^a турри туртбур- 
чак ва дойра булган хрлда исбот к,иламиз.

ц п хос сонга мос (55) тенгламанинг 0 1 )  ечимини 
Tn(t) =  ancosfXnat + bsmpinat, бунда ап ва Ь№ — ихтиёрий 
Хак^кий узгармаслар, куринишда олиб, (50) те нглама ечим- 
ларининг тупламини
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u„{x,y,t) = v„(x,y) (a„ cos at + b„ sin p„at) n =  1,2 , . . .

куринишда ёзиб олишимиз мумкин.
Агар vk ва vm— Хк ва Хт хос сонларга мос хос функциялар 

булса, у х,олда

J vk(x,y)vm(x,y)dxdy = О, к *  т. (58)
G

Буни исботлаш учун ушбу

айниятдан фойдаланамиз. Гаусс — Остоградский форму- 
ласини куллаб,

Avk = -Xkvk, Avm = -Xmvm, (x,y)  e G 

vk(x,y) = vm(x,y)  = 0, ( х , у ) е Г

тенгликларни эътиборга олсак,

J  (w*Аи» -  vmAvk) dxdy = (Xk -  Xm )J  vkvmdxdy = 0
G С

тенгликка эга буламиз. Бундан Хк *  Хт булгани учун (58) 
келиб чик,ади. (50), (51), (52) масаланинг ечимини

и(х, y , t ) = Y ,  v„ (*> 0 (ап cos n nat + b„ sin n„at) (59)
n=\

Каторнинг йигиндиси куринишида излаймиз.
u(x,y,t) функция (51) бошлангич шартларни каноатлан- 

тириши учун ап ва Ьп коэффициентлар
оа оо

£ a „ v „ ( x ,y )  = %(х,у) ,  ^ а^ Л ( х , У )  = <Pi(x,y)
п=1 п=1

шартларни к,аноатлантириши зарур. Бу икки тенгликни 
v/ x>y) га купайтириб, (58) тенгликни эътиборга олсак, 
куйидаги формулалар келиб чикдци:

3 3 5
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а" = - f j r ^ l ^ ^ y y o ^ x ^ d x d y ,

бу ерда

/ \

N(v„) = j v 2(x,y)dxdy
J

N (v J  сон v /x ,y ) функциянинг нормаси дейилади
2 . Тугри бурчакли мембрананинг тебраниши. G сохд 

О < х < р ,  0 < у <  q тугри туртбурчакдан иборат булсин. Бун- 
дай мембрананинг кичик тебранишлари (50) тенгламанинг 
(51) бошлангич шартларни ва

чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимини топиш- 
дан иборатдир. Бу масаланинг ечимини (53) куринишда 
излаб, T(t) учун (54) тенгламага, v (х,у) учун (55) тенгла­
мага ва

чегаравий шартларга эга буламиз, (54) ва (55) да Я урнига 
fj? куйиш керак.

(55), (61) масаланинг хос кийматлари ва хос функция- 
ларини топамиз. (55) тенгламада

« | х = 0 = 0 > « | х = р = ° >  и , . о = 0 »  и у - * = °  ( 6 ° )

и | х = о = 0 .  и|*=/>= 0 > ^ ! у = о = 0 ,  и | , . , = 0  ( 6 1 )

v (х,у) = Д х) Y(y) ( 6 2 )

деб, узгарувчиларни ажратамиз:

Бундан иккита оддий дифференциал тенгламага эга 
буламиз:
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бу ерда

= /и2 -  Ц2 ёки Ц2 = Ц2 + Ц2. <6 4 >

(61) чегаравий шартга асосан (63) нинг биринчи тенг- 
ламасини

Х(0) =  Х(р) =  0 (65)

шартларда, иккинчисини эса

YQ) = Y(q)=Q  (66)

шартларда ечиш керак.
(63) тенгламаларнинг умумий ечими, маълумки,

Х(х) =  CjCOSyU,* +  C2sin/^jc,
Y(y) =  C3cos/i2y  +  C4sinn2y

куринишга эга булади.
(65) ва (66) чегаравий шартларга кура С, =  С3 =  0 була­

ди, агар С2 =  С4 =  1 деб \исобласак,

Х(х) =  sin^,x, Y(y) =  s'mfx2y (67)

тенгликларга эга буламиз, шу билан бирга

s i n = 0 ,  sin^2g = 0  (68)
булиши керак.

(68 ) тенгламалардан ва ц 2 чексиз куп

тп пп 1 л  т
> f*2,n ~  > ^ — 1, 2, 3 ,...

к,ийматларга эга булиши келиб чикдди.
У \олда, (64) тенгликдан ц 2 нинг мос к,ийматларини 

\осил циламиз:

nl,„ = n lm + nl,n = к 2
( 2  2 Л т п

■ 7 * 7 ,
(69)

Ш ундай килиб, (69) хос кийматларга (62) ва (67) га 
асосан  (55), (61) чегаравий масаланинг
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« . .< * ,  JO = sin sin ^  (70)

хос функциялари мое келади.
Агар (70) формула билан аник^анган хос функциялар- 

ни -Д = сонга купайтирсак, бу функциялар ортонорма-
yjPQ

ланган функцияларнинг системасини ^осил к,илади, яъни

,  р  4  ,4 Г Г -  тпх ■ т у  ■ тпх  • ппу , ,—  sin ------sin — -  s in -------sin — -  ax ay =pq J  J  p q p q 0 0
Г1, агар m = m', n = ri
[0 , агар тФт' ёки п ф п '.

Бу ерда бир нарсага эътиборни жалб киламизки, (55), 
(61) масаланинг топилган хос к,ийматлари орасида карра- 
ли хос кийматлар булиши мумкин, яъни шундай хос к,ий- 
матларки, буларга битга эмас, бир нечта чизикуш бошик, 
булмаган хос функциялар мос келади.

Бу шундай лолларда буладики, тугри туртбурчакнинг р 
ва q томонлари улчовдош булиб, R. — рационал сон, т, п

q ? 2ва т ', п' лар шундайки, булар учун цтп = jumV булади.

М асалан, р  =  q — 1 булганда ц 2 =  5л2 хос к,иймат икки 
каррали булади, чунки бу сонга иккита чизик/ш боглик, 
булмаган

и, 2 =  sin7Lxsin2jry, v2 , =  sin2®c sin;zy

хос функциялар мос келади.
Энди (54) тенгламага мурожаат к,илсак, курамизки, х,ар 

бир ц 2 = ц 2тп хос к,иймат учун унинг умумий ечими

TJ <) =  Amnc o s a n j  + Bmsinanm„t (71)

куринишга эга булади, бунда Атп ва Втп — ихтиёрий узгар- 
маслар .

Ш ундай к,илиб, (50) тенгламанинг (60) чегаравий шарт­
ларни каноатлантирувчи хусусий ечимлари (5 3 ), (70) ва
(71) га асосан куйидагича булади:
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“m *(x,y,t) = (Кп  c o sanm„t + Вт„ sin a^m„?)sin ^ s i n  

А сосий (50), (51) ва (60) масаланинг ечимини ушбу 

и (*. У > 0 =  X  (Л™ cos anmnt +
m,n=l

(72)
+Втп sin anmnt) sin — -  sin —?■

катор куринишида излаймиз.
Агар бу катор ва уни х , у ва t буйича икки марта 

хддлаб дифференциаллаш натижасида \осил булган катор - 
лар текис якинлашувчи булса, унинг йигиндиси (50) тенг­
ламани ва (60) чегаравий шартларни каноатлантиради. (51) 
бош лангич шартларнинг бажарилиши учун

,.о=<Ро(х,у) = ^ А тп s i n ^ s i n - ^
m,n* I

ди
It , .0=<Pi(x,y)= £  aum„Bm„ s i n ^ s i n nny

«.„.I p

(73)

тенгликларнинг бажарилиши зарурдир.
(7 3 ) формулалар %(х,у) ва (р/х,у) функцияларнинг 

синуслар буйича иккиланган Фурье кдторига ёйилмаси- 
дан иборатдир. Ёйилмаларнинг коэффициентлари ушбу

В „  =

Атп = ̂  J1Фо(х’ sin sin dxdy’
4

о о
Р Я (74)

"" а̂ рч о о
J  J  <р, (х , у) sin sin dxdy

формулалар билан аникланади.
(7 4 ) ни (72) каторга куйиб, масаламизнинг ечимига эга 

буламиз.
А гар бошлангич %(х,у) ва <р/х,у) функциялар I х  \ < р, 

ы <  q турри туртбурчакка то клик конун билан, барча х,у 
теки сликка х  буйича 2р  давр билан, у буйича эса  2q давр
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билан давом эттиргандан сунг турт марта узлуксиз диф- 
ференциалланувчи булса, (72) к,атор икки марта хдцлаб 
дифференциаллангандан сунг текис як,инлашувчи булади.

Бу фикрнинг тугрилигига худди 1- § дагидай ишонч 
^осил к,илиш мумкин. Демак, бу х,олда берилган масала­
нинг ечими учун Фурье усули тула асосланган булади.

3. Доиравий мембрананинг тебраниши. Радиуси R га 
тенг, маркази координата бошида булган ва четлари мус- 
тах,камланган доиравий мембрананинг эркин тебраниш - 
ларини текш ириш  (50) тенгламанинг (51) бош лангич 
шартларини \амда

чегаравий шартни к,аноатлантирувчи ечимини топишга 
келади. Бу масалани урганишда х  =  гсоьв, у =  rsin 0 тенг- 
ликлар билан аникданадиган г, в кутб координатларига 
угиш кулайлик тугдиради. Лаплас оператори цутб коор- 
динаталарида ушбу

куринишга эга булади. Бунга асосан (50), (51), (7 5 ) маса­
ла куйидагича ёзилади:

Бу масалани ечиш учун узгарувчиларни ажратиш усу- 
лини куллайиз:

(75)

дх
+

ду
д 2 + I ^ _ +  1 д 2 

~д?- г дг 7Т ~дв1

(76)

и\ы 0=(р0{г,в), -£\,=0 =<р,(г,0).

“ \,-R =0

(77)

(78)

и (г, Q, t )  = v ( r ,  в) Т (t).

Номаълум Т ( t )  функцияни аникдаш учун 

T '(t)+ a2n 2T(t) = 0
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тенглама х,осил булади. Бу тенгламанинг умумий ечими 

T(t) =  С, cos afi t +  C2sin afj. t 

куринишга эга. v (r,Q) функция учун ушбу

d 2V 1 d v  1 d 2V , , , 2  

dr7" r dr 71 дв

= 0 (80)

чегаравий масалани \осил кдпамиз. Бу масаланинг ечи­
мини

ь (г ,в )  = \¥(г)в(в) (81)

куринишда излаймиз.
Б у  ифодани (79) тенгламага куйиб,

О' r2W’+rW'+u2r2W
Т  = ~ ..........w -------- = «  = const

тенгликни \осил киламиз. Бундан

r 2W '(r) + rW '(r) + {ц 2г2 -  ш )Щ г) = 0, (82)

6"(в) + соО{в) = 0. (83)

W(r) функция г — R да нолга айланиши ва г =  0 да чега- 
раланган булиши керак, буни эътиборга олиб,

Щ0) ф во, W(R) =  0 (84)

чегаравий шартга келамиз. v (г,в) функция бир к,иймат- 
ли булиши учун (81) дан куриняптики 9(в) бир к,ийматли 
булиши зарур, яъни 2 я  даврли даврий функция

в  (в  + 2л) = в  (в  )

булиши керак. Бу эса, уз навбатида (83) тенгламадаги узгар­
мас со =  п2, бунда п — ихтиёрий бутун сон, булиши керак- 
лигини курсатади. Шу сабабли, (83) тенгламанинг уму­
мий ечими

вЛд) = а„ cos пв + sin пО ,

341
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куринишга эга булади, бу ерда ап, Рп — ихтиёрий хак,ик,ий 
узгармаслар. Энди (82) тенгламага кдйтамиз. Бу тенглама 
Бессел тенгламасидан иборат булиб, унинг ечими со =п2 
да

W„(r) = D„J„(nr) + EnYn(nr)

куринишга эга булади. W(r) функция (84) шартга биноан 
г =  R да нолга тенг булиб, г =  0 да чегараланган булиши 
керак. Y /fi г) функция эса, г — 0 да чексизликка айланади. 
Шу сабабли, £"„= 0  деб ^исоблашимиз зарур. (84) нинг 
иккинчи шартига кура Dn J/fiiR) = 0 , D^  0, булгани учун

Jn(\lR) =  0.

fXR = г  белгилашни киритсак, р  ни аникдаш учун

ш =  о

трансцендент тенгламага эга буламиз. М аълумки, бу тенг­
ламанинг чексиз куп мусбат

р/”;, Р2(л>, Р /п), ■ ■ ■ 

илдизлари бор. Бу илдизларга

т ~ 1 ,2 ,..., и = 0 ,1 ,2 ,...
(»)

цийматлар мос келади. (82), (84) масаланинг м о с ечимла­
ри ушбу

(Wnm(r) = J„ R

куринишга эга булади. У х;олда (79), (80) чегаравий маса­
ланинг

Л")
R\ j

хос кийматига иккита чизик,ли боиш к булмаган
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хос функциялар мос келади.
Ю кррида баён ^илинганларга асосан (76) тенглманинг 

(78) чегаравий шартни к,аноатлантирувчи куйидаги кури- 
нишдаги чексиз куп хусусий ечимларини тузиш мумкин:

A m  C O S  +  В п т  S i nп т  п  п т  d

С„„ cos + Dnm sinи т  D  п т  D sin пв Л

cos пв +

рУ г

Бошлангич (77) шартларни каноатлантириш учун ушбу

п-0 т=)
Л " ) ,

Апт cos + Впт sinп т  d  п т  d cos пв +

С„„ cos — j jp  + Dnm sin ^jjr- sin /70 Pin)r
R

(85)

Каторни тузамиз. Бу кдторнинг коэффицентлари бош лан- 
FH4 шартларга асосан аникданади. Хакикдтан х,ам, (85) 
каторда t =  0 деб х,исоблаб,

(0) \
< P o (r,e )= '£ A0mJ 0 ( pln)r 

R

s\

p JL"V
Л

sin

каторни х;осил к,иламиз. Бу кдтор даврий % (г,в)  функция- 
нинг (0 ,2л) ораликда Фурье к,аторига ёйилмасидан ибо- 
ратдир. Демак, cos пв  ва sin/10 функциялар олдидаги 
купайтмалар Фурье коэффициентларидан иборат булиши 
керак, яъни куйидаги тенгликлар уринли булиши керак:

2  л

J <p0(r,e)de = £  А„Л 
0 ">=1
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~  J  % (г, 0 ) cos node = £  A m/„
О

2 п

т = \

№

Р >-  | <?„(/•, 0 ) sin nOde = £  C„mJ„ 
о m=i

Бу тенгликларни куриб чик,сак, улар ихтиёрий Ф(г) 
функциянинг Бессел функциялари буйича

ptfr

ёйилмасидан иборат эканлигига ишонч \осил к,иламиз.
Аввалги бобда курсатган эдикки, ат коэффицентлар 

ушбу

= dr

формула билан аникланади. 
Бу формулага асосан

R 2я
pffV rdrdQ, (86 )

Л т "  n t f j h p W ) ^ (po(r,e)Jl1 о о

А ~ - 7 ^ ^ Ф / ’ ( г ' в ^ 4 1^ ] С 0 1 1 " е Г ‘ 1 г ‘ 1 в '  < 8 7 )

с -  '  Ш / Л ш П  ^г,(»],[^\шпВгЫгМ. (88)

Худди шунга ухшаш, Bom, Впт, Dnm коэффициентларни 
аникдаймиз. Фак,ат бунда (86), (87) ва (88) формулала^да 
% (г ,6 ) ни (рЛг,6) га алмаштириб, мос ифодаларни га
булиш керак. Коэффициентларнинг топилган кийматла- 
рини (85) каторга куйиб, текширилаётган масаланинг ечи­
мини топамиз.

Ш ундай к,илиб, доиравий мембрананинг (7 6 ) , (77), (78) 
тебраниш м асаласи, (85) кдгорни г, в  ва t узгарувчилар
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буйича икки марта ^адлаб дифференциаллаш мумкин деб, 
ёки шунинг узи, берилган бошлангич шартлардаги функ­
циялар тез як,инлашувчи Фурье кдторларига ёйилади деб 
х,исоблаганимизда ечилди.

4- §. Дирихле м асаласини 
Ф урье усули билан ечиш

l.TyFpH туртбурчак учун Дирихле масаласи. Лаплас

тенгламаси учун 0 < х < р ,  0 < y < q  тугри туртбурчакда 

«L=o =<р(х), м|у=9=<р,(х), (90)

¥(У), u\x*P= V i  (У) (91)

Дирихле масаласини ечамиз. Бу ерда <р(х), <р,(х) функ­
циялар 0 < х < р  ораликда берилган ва унинг четларида 
нолга айланувчи узлуксиз функциялардир. yiy), лаР 
эса 0 < y < q  ораликда берилган, четларида нолга айла­
нувчи узлуксиз функциялар. (89), ( 90 ), (91) масаланинг 
ечимини туртбурчакнинг бурчак ну^таларида нолга ай- 
ланиш и, умумиятга \еч канча зиён етказмайди, чунки, 
изланаётган ечимдан гармоник А +  В х+  Су+ Dxy функ­
цияни айириб А, В, С, D узгармасларни мос равишда 
танлаб олиш натижасида эришиш мумкин (30- чизма).

Куйилган масалани ечиш учун, аввало (89) тенглама­
нинг

и{х,у) =  Х(х) Y(y) (92)

курин ишдаги ва х  =  0, х = р  булган- 
да у/(у) = ц/^у) =  0 чегаравий шар- 
тларни кдноатлантирувчи ечими­
ни топам из.

(9 2 )  ни (89) тенгламага куйиб, 
Х'(х) _  Y’(y)

= -Я (93)
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тенгликка эга буламиз, бу ерда Я — узгармас. Бундан Х{х) 
функцияни аникдаш учун хос к,ийматлар ва хос функция­
лар тугрисидаги куйидаги масалага келамиз:

Х'(х) + я в д  = о, 
X ( x ^ = 0 f X(xjix̂ = 0 .

1- § дан маъумки, бу масаланинг хос к,ийматлари ва 
хос функциялари

1 п2л 2 v  / \ ■ пл , лЯ„ = —рг-> A„(x) = s m y x ,  п = 1 ,2 ,...

лардан иборат Ял нинг бу к,ийматини (93) да Я нинг урни- 
га куйиб, У(у) =  У {у) функцияни аник^лаш учун

Y J y ) - ^ Y „ ( y )  = О 

тенгламага эга буламиз. Бу тенгламанинг умумий ечими 

Y„(у) = a„ch у у  + /3„sh у  у, а„, Д, = const

дан иборат. Хп(х) ва К (у) ни (92) куйиб, (92) куринишда- 
ги барча ечимларни йигиб, (89) тенгламанинг х  =  0 , х  = р  
да нолга тенг чегаравий шартларни кдноатлантирувчи

Щ (х , У) = X  (a «ch у  У + & sh у  У )sin у  *  <94)
п — 1

ечимни >^осил к,иламиз. (94) кдтордаги ап ва /Зл коэффици- 
ентларни шундай танлаймизки, натижада бу кдтор (90) 
чегаравий шартларни к,аноатлантирсин. (р (х) ва (р/х) функ- 
цияларни синуслар буйича текис якинлаш увчи Фурье 
кдторларига ёйилади деб х;исоблаймиз, яъни

(p(x) = Y ia„ s i n ^ x ,  (pl(x) = Y /b„ s in - ^ jc  (95)
/1=1 P  л=1 P

<94) да аввал у =  0, сунгра у = q деб ^исоблаб, х,осил булган 
к,аторлар ва (95) кдторлардаги синуслар олдидаги коэф- 
фициентларни такдослаб, куйидаги тенгликларга эга була­
миз:
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« . = fln. А, =

L Ln7Cb„-a„ch— q
_______ P _

, nn sh— q 
P

Буларни (94) каторга куйиб, sh (a  -  /3) = chach/3 -  chash/3 
тенгликни эътиборга олсак, (89), (90), (91) масаланинг 
v(y)  = Wi(y) = 0 булгандаги ечимини хрсил кдламиз:

щ (х , у) = V  (ansh —  ( q - y )  + bnsh —  у) — —  sin —  x. 
ZA \ P P ! s h ™ q P

p
(96)

А га р д а  ( 8 9 ) ,  ( 9 0 ) ,  ( 9 1 )  м а с а л а н и н г  е ч и м и н и  
(p (x) =<p {(x) = 0  булганда изласак, юкрридаги мулохдза- 
лар узгармайди, фак,ат х  ва у нинг уринлари алмаштири- 
лади, яъни

V(y) = YJ ansinr̂ y ,  ¥i(y) = YJ bnsm??r y
Л = 1 4  /7 = 1 4

десак, бу \олда ечим ушбу

и2(х ,у )  = Yj {a„sh —  { p - x )  + bnsh —  x\ *я sin —  у  (97) 
л=1 ' Р Ч I sh— р  9

Я

куринишга эга булади.
(9 6 ), (97) каторларни кушиб, куйидаги каторга эга була­

миз:

и(х,у) = ^

I пп . v , . пп ansh— (q-y)+b„sh— уD D ' ПП------ £---------------- £— sin —  X +.п п  пsh— q и
Р

~ I ПЛ . ч т  . пп  ansh— (p-x)+bnsh— х
+ -------1----------------- i _ sin E L  у

sh™p Я

(98)

Гиперболик синуснинг усиш тартибини эътиборга ол­
сак, (9 8 ) кдторнинг 0 < х < р ,  0 < у <  q тугри туртбурчакда 
икки марта вддлаб дифференциаллангандан сунг текис
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як,инлашувчанлигига ишонч х,осил к,иламиз. Д емак, бу 
цатор тугри туртбурчак учун (89), (90), (91) Дирихле маса­
ласининг ечимини беради.

Худди шунга ухшаш, тугри туртбурчак учун Лаплас тен- 
гламасига куйилган Нейман масаласининг ечимини то- 
пиш мумкин.

2. Дойра учун Дирихле масаласи. Шу бобнинг 3- § ида- 
ги, 3- банддан бизга маълумки, Лаплас тенгламаси кутб 
координаталарида куйидаги куринишда ёзилади:

д2“ + 1 ^ +  1 д1“ = 0  ( " )  
dr7  г дг

Лаплас тенгламаси учун Дирихле масаласини со\а до­
йра булган хдлда ечамиз. Доиранинг радиуси R, маркази 
координат бошида булсин. Доирада гармоник, доиранинг 
чегараси г =  R айланада аввалдан берилган (р (в) узлуксиз 
кийматларни кабул килувчи, яъни

иг. я = (р(в) ,  (ЮО)

и(г, в) функция топилсин.
Изланаётган ечим бир кийматли булиши учун (р (6 ) 

функция 2ядаврли даврий функция булиши керак. Бу ма­
саланинг хусусий ечимларини

и(г,в)  = W(r)0 (в )

куринишда излаб, бундаги номаълум W(r) ва 0 ( 6 )  функ­
циялар учун

в " (в )  + Л в ( в ) = 0 ,  (101)

r JW '(r) + rW '(r) -  Ш (г ) = 0

оддий дифференциал тенгламаларни х;осил киламиз. Маъ­

лумки, 0 ( 6 )  функция 2л:даврли даврий булиши учун Я = п2 
булиши зарур, бунда п — бутун сон. Бунга асосан , (101) 
тенгламанинг ечими

0л(6 )  =  А соъпд + В ьт п б , « =  0 ,1 ,2 ,...

куринишда булади. W(r)  функцияни аниклаш учун
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г 2 W"(r) + r W '  ( r ) -  n2 W(r) = 0  (102)

тенгламага эга буламиз. Бу эса, пФ 0 да Эйлер тенглама- 
сидир. Эркли узгарувчини г = е* алмаштириш натижасида

w ”a - n 2W = 0

тенгламага келамиз. Бу тенглама иккита W = e"5 ва 
W = e~"̂  ёки W = r" ва г " ечимга эгадир. /7=0 булганда 
эса, бу тенглама 1пл ва 1 чизикди боглик, булмаган ечим- 
ларга эга.

Л екин, г"  ва lnr (л = 0  да) ечимлар /•-» 0 да чегара­
ланган булмагани учун, уларни эътиборга олмаймиз. 

Ш ундай к,илиб, битта

WK( r ) = r ,  п = 0 ,1 ,2 , . . .

ечим к,олади. Буларга асосан,

ии(г ,в )  = (Ап cosпв + B sin n 9 ) г п

Лаплас тенгламаси чизиьуш ва бир жинсли булгани учун, 
хусусий ечимларнинг йигиндиси

и(г,в) = Д  + (Д  cos пв + Вп sin пв)г" (ЮЗ)
Л = 1

\ам Лаплас тенгламасининг ечими булади. А0, Ап, 5 пкоэф - 
фициентларни шундай танлаймизки, натижада (100) че­
гаравий шарт бажарилсин, яъни

(р{в) = Д  + j r  (AnRn cos пв + BnR" sin пв).
n=\

Бу к.атор эса, (р(в) функциянинг Фурье к,аторига ёйил- 
масидан иборат, унинг коэффициентлари куйидаги фор­
мулалар билан ани*утнади:

2л 2л

= ш I  <P(T)dT> Ап = J ф )cos n rdr’
0 0

в „ = ~  j  Ф )  sin n rd r.  (104)
о
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Коэффициентлари (104) формулалар билан аникданган 
(103) кдторни г < R да исталган марта г ва 0  буйича хддлаб 
дифференциаллаш мумкин, чунки \ар гал ихтиёрий r0 < R 
да 0 < г < г 0 лар учун текис як,инлашувчи каторлар \осил 
булади. Бундан (103) формула билан аник/танган и(г,0) функ­
ция (99) тенгламанинг ечими эканлиги келиб чикдци.

(103) кдторни интеграл куринишида хдм ёзиш  мумкин. 
Шу максадца (104) коэффициентларни (103) га куйсак, 
ушбу

тенгликка эга буламиз. Квадрат кдвс ичидаги йигиндини 
^исоблаш мумкин. Эйлер формуласига асосан

белгилашни киритсак, унинг модули I q I = r / R  < 1 була­
ди. Бунга асосан, аввалги йигинди махражи q булган чек- 
сиз геометрик прогрессиядан иборат булади:

Бу ифоданинг ^ак^щий кисмини ажратиш учун сурат 
ва махражни махражига кушма булган микдорга купайти- 
рамиз:

ы(г,0) = 1| I  + j r f - 0  c o sп(в — т) (p(r)dT
п п=1 ^ '

cos п(в -  т) = Re ет(в т)
Ш у сабабли,

Агар

Д ем ак,

2
R
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j^ e  1 R2- r 2+2iRrsin(e-T) 
2 R2-2Rr cos(0-t)+/-2

1 Rz- r 1
2 R2-2R r  c o s (0 -T )+ r2

Шундай к,илиб,

и (г ,в )  = ~  j  cp(r)
0

Бу эса  IV бобнинг, 2- § идаги, 3- бандда Грин функ­
цияси ёрдамида олинган шар учун Дирихле масаласи­
нинг /7=2 булган хрлда ечимини берувчи Пуассон фор- 
муласидир.

5- §. Бир улчовли иссик^лик утказувчанлик 
тенглам аси  учун биринчи чегаравий  м асалани 

Ф урье усули билан ечиш

1. Бир жинсли тенглама булган ?^ол. М асала

бошлангич шартни ^аноатлантирувчи ечимини топиш дан 
иборатдир, бунда берилган (р (х) функция узлуксиз, булак- 
булак узлуксиз ^осилага эга ва х  =  0, х  =  / да нолга айлана- 
ди.

Фурье усулига биноан (105) тегламанинг хусусий ечим- 
ларини

2 Эи
Эх

(105)

тенгламанинг

= 0, и\хт1 = 0 (106)

чегаравий шартларни ва

И 1,-0 =<р(х) (107)

u(x,t) =X (x)T(t)

куринишда излаймиз. Буни (105) га куйиб,
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ёки
710 = = ,  

a2T{t) Х(х)

тенгликка эга буламиз. Бундан

T\t) + a1XT{t) = 0, (108)

Х '(х )  + АХ(х) = 0 . (109)

(106) чегаравий шартларга биноан Х(х) функция

ДО) =  О, Х(1) =  О (110)

шартларни к,аноатлантириши зарурдир.
Ш у бобнинг 1- § дан бизга маълумки, (109), (110) 

масаланинг хос кийматлари

лардан, хос функциялари эса
X/ /  \ • П71ХХ„(х) = sin —-

лардан иборатдир. Я параметрнинг Я = Я п кийматларига 
(108) тенгламанинг

Ш  = апе '2

ечимлари мос келади, бунда ап — ихтиёрий узгармаслар. 
Ш ундай к,илиб,

. пла . 2 .

u„(x,t) = a„s,in —  e 1

функциялар (105) тенгламани ва (106) чегаравий шарт­
ларни к,аноатл антирад и.

Бошлангич (107) шартни к,аноатлантириш учун ушбу
пла  2 ,

u(x,t) = ^ а пе 1 s i n ^ -  ( Ш )
п= 1
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тенгликнинг бажарилишини талаб киламиз.
(1 1 2 )  к,атор берилган ср(х) функциянинг (0,1) оралик­

да синуслар буйича Фурье кдторига ёйилмасидан иборат - 
дир. У  нинг коэффициентлари

формула билан аникданади.
Берилган (р (х) функциянинг узлуксиз, булак-булак уз­

луксиз \осилага х,амда х  =  0 ва х  =  / да нолга айланиши 
талаб ь;илингани учун коэффициентлари (113) формула 
билан аникутанган (112) к,атор (р (х) функцияга абсолют ва 
текис як,инлашади. t> 0 булганда

тенгсизлик уринли булгани учун (111) катор t> 0 абсо­
лют ва текис як,инлашувчи булади.

Ш уии нг учун (111) катор билан аникданган u(x,t) 
ф ункция 0 <х <1 ,  t> 0 сохдца узлуксиз ва (106) чегара­
вий, (1 0 7 )  бошлангич шартларни к,аноатлантиради.

И хтлёрий t > 0 да, агар п етарли катта булса,

булгани сабабли, (111) катордан t буйича бир марта,- х  
буйича икки марта хдцлаб дифференциаллаш натижасида 
\оеил б улган к,аторлар х,ам 0 < х  < /, t > 0 сохдца абсолют 
ва те к и с  як,инлашувчи булади. Бу эса, u(x,t) функциянинг 
0 < х < / ,  / > 0  сохдда (105) тенгламани каноатлантириш и- 
ни курсатади.

Худгци шунга ухшаш, 0 < х < / ,  / > 0  со\ада u(x,t) функ­
ц и ян и н г х  ва t буйича ихтиёрий тартибдаги хрсилалари 
мавжудлигини курсатиш мумкин.

(113)
о
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Энди чегаравий шартлар нолга тенг булмаган, яъни

u\x.o=Vi(t), и\хт1= щ (0  (114)
\олни текш ирамиз, бу ерда цг/t), цг20 )  — берилган функ­
циялар.

Бу масалада (105) тенгламанинг (107) ва <114) ш арт­
ларни кдноатлантирувчи ечимини топиш керак.

Ечимни

u{x,t) = YJ Tn(t) s i n ^ i  (115)
п = 1

к,атор куринишида излаймиз, бунда

Tn(t) = j j u ( x , t ) s m ^ d x .  (116)
о

(116) интегрални икки марта булаклаб интеграллаб, 
куйидаги тенгликка эга буламиз:

U D  -  I  [«<0, о -  НУЧ/, о] -  £  J 0  Sini S L  dx.
о

u(x,t) функция (105) тенгламани ва (1 1 4 )  чегаравий 
шартларни кдноатлантиргани учун

В Д  = I -  [> ,«>  -  ( - ! » , « ) ] ( 1 1 7 )
о

Энди (116) ифодани г1 буйича дифференциаллаймиз:

T:(t) = j ^ s m ^ d X. (118)
о

(117) тенгликдаги интеграл урнига унинт к,ийматини 
(118) дан куйиб, T /t)  коэффициентларни аникдаш  учун

В Д  + ( ~  )2 Ш  = -  (-1  ) V 2( 0 ]

тенгламани х,осил к,иламиз.
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Бу тенгламанинг умумий ечими куйидаги куринишда 
булади:

-{njr b  Тп« ) = е У 1 ) х

2  ̂ —(пла̂
Cn + ^JT ~\ е  ̂ ' ' V | ( * )  -  ( - 1 ) > 2(г))й?Т

О

бу ерда, равшанки
С =  Т  (О).

(107) бошлангич шартни каноатлантириш учун 

W(x ,0 ) = f ; r „ ( 0 ) s i n ^  = <?(*)
П-\

тенгликнинг бажарилишини талаб к,иламиз. Демак,

Т„(0) = Cn =^\ср(х)sin ^ d x .  (120)

, „ , „ л 2

2пла2 (П 9 )

Шундай к,илиб, (105), (107), (114) масаланинг ечими 
(115) цатордан иборат булиб, бундаги Tn(t) (119) ва (120) 
формулалар билан аниьутанади.

2. Бир жинсли булмаган иссиклик утказувчанлик тенг­
ламаси. Ушбу

А  + / < * ,,)  (121)

тенгламанинг

"|*=о= >МО, \̂х=1=¥2(0  (122)

чегаравий шартларни ва

«|,=о =<Р(х) ^123^

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топиш м а- 
саласини курамиз.

А ввало чегаравий ва бошлангич шартлар нолга тенг 
булган, яъни
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« и  = о ( 125)

^олни текширамиз.
Бу масаланинг ечимини

u(x,i)  r= ^ T n( t ) s i n (126)
я=]

куринишда излаймиз, бунда (124) чегаравий шартлар уз- 
узидан бажарилади. f(x,t) функцияни х  нинг функцияси 
деб кдраб, Фурье каторига ёйилиши мумкин деб \исоб- 
лаймиз, яъни

f ( x , t )  = jr/ „ (r)s in  (127)
« = ]

бу ерда

/„ (0 = у J /(-х, 0 sin ~  d x .
о

(126) кдторни (121) тенгламага куйиб, (127) ни эътибор­
га олсак,

п= 1
тп ( о + [ Ы т „ ( {) - т

ИЯХsin •—  = О

тенгликка эга буламиз. Бундан,

^ л о + ( " - у - ) 2 т ; ( о  =  / л ( о .  ( 1 2 8 )

Бошлангич (125) шартга асосан,

M(x ,0 )  = £ 7 ; ( 0 ) s i n " ^  = 0 .
П =  \

T (t)  учун

Гл( 0 ) = 0  (129)

бошлангич шарт х,осил булади.
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(128 ) тенгламанинг (129) шартни каноатлантирувчи 
ечими

т;(о= '  J ~r f „ w r (130)

куринишга эга булади. Буни (126) каторга куйиб, (121), 
(124), (125) масаланинг ечимини

куринишда х;осил киламиз. Агар бош лангич шарт нолга 
тенгбулм аса, у х,олда (131) ечимга бир жинсли (105) тенг­
ламанинг берилган u\t_0= (p (x)  бошлангич ва (124) чега­
равий шартларни каноатлантирувчи, 1- бандда олинган 
ечимни кушиб куйиш керак.

Энди бошлангич ва чегаравий ш артлар нолга тенг 
булмаган х,олни курамиз. Бу (121), (122 ), (123) масалани 
юкорида курилган масалаларга осонликча келтириш мум­
кин. Х^акикатан х,ам

деб х;исоблаймиз, бунда v (x,t) функция (105) тенглама­
нинг (122) чегаравий ва (123) бошлангич шартларни кано­
атлантирувчи ечими, w(x,t) функция (121) тенгламанинг 
(124), (125) шартларни каноатлантирувчи ечими.

Равш анки, (132) йигинди (121)—(123) масаланинг ечи­
ми булади.

Эслатиб утамиз, (121)—(123) масалада чегаравий шарт­
ларни умумийликка зарар етказмай, нолга тенг килиб олиш 
мумкин. Бунинг учун u(x,t) функция урнига

тенглик билан янги u(x,t) функция киритиш кифоядир, 
бунда

ппх

и =  V +  W (132)

u(x,t) =  v (x,t) +  U(x,t)

U(х, t) = у/, (0  + [у/2 (0  -  у/, (0 ]  у  ■
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М аълумки, икки улчовли бир жинсли иссик,лик утка­
зувчанлик тенгламаси

куринишга эга булади.
Агар иссиьушк тугри бурчакли пластинкада ёки доира- 

вий цилиндрда таркдлаётган булса, у ^олда биринчи чега­
равий масала Фурье усули билан худди тугри бурчакли 
мембрана ёки доиравий мембрананинг тебранишларини 
текширгандек урганилади. Бу масалаларни ечишни укув- 
чига *авола к,иламиз.
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ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ ДА К^ЛЛАНИЛАДИГАН 

АЙРИМ БОШ КА УСУЛЛАР

1- §. Интеграл алм аш тириш лар усули

1. Иккинчи тартибли чизик,ли оддий дифференциал тенг­
лама ечимларининг интеграл ифодаси. Ечимлари элемен- 
тар функциялар орк,али ёзиладиган дифференциал тенг­
ламалар синфи жуда \ам тор. Аввалги бобда биз хусусий 
х,осилали дифференциал тенгламаларнинг ечимларини 
чексиз к,атор йигиндиси куринишида ифодалашга х,аракат 
к,илдик. Баъзан текширилаётган тенгламанинг ечимини 
берилган функцияни *амда соддарок, тенгламанинг ечи­
мини уз ичига олган интеграл куринишида топиш кулай 
булади.

иккинчи тартибли чизик^ли оддий дифференциал тенгла­
ма кдралаётган булиб, унинг коэффициентлари барча ком ­
плекс текисликда z комплекс узгарувчининг берилган 
аналитик функциялари булсин.

(1) тенгламанинг у(т) ечимини

интеграл куринишда излаймиз, бу ерда С — булакли сил- 
лик, контур, V(x) — \озирча номаълум аналитик функция, 
K(z,E) э са

Ушбу

Ц у) =p(z)y" +  q(z)y' + r(z)y = 0  (1)

(2 )
с
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тенгламани каноатлантирувчи z, С узгарувчиларнинг ана­
литик функцияси, шу билан бирга а(%), Ь(^) ва c(t) — бе­
рилган аналитик функциялар.

Куйида бажариладиган барча амалларни к,онуний деб 
фараз килиб, (2) дан

L{ y )  =
С

ёки (3) га асосан,

L ( y )  = \ M { K ) V { Z ) d Q  (4)
с

тенгламани *осил киламиз, бу ерда М — дифференциал 
оператор:

М - а ( ( )  £  + 4 ( f ) £  + c(C).

(4) ифодани булаклаб интеграллаб \амда интеграл ташк,а- 
рисидаги барча кушилувчиларни нолга тенг д еб  х.исоблаб,

L ( , )  = \ K ( z , t ; ) b f ( v ) d t  (5)
С

тенгликка эга буламиз, бунда

— М операторга щушма булган дифференциал оператор. 
Агар V(x) функция

M '(V )= 0  (6)

тенгламани кдноатлантирса, у \олда (2) формула билан 
тасвирланган y(z) функция шуб\асиз (1) тенгламанинг ечи­
ми булади.

М исол сифатида Бессел

z2y " + z y '+ (z i - n 2) y =  0 ^  (7)

тенгламасини к,араймиз.
(7) тенгламанинг y(z) ечимини (2) формула буйича из­

лаймиз, бунда

К и , € )  = + - е - * * п{.
Я
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Бу \олда

L(K) =  z2K^+ zKz + (z2 —n 2)K  = ( — z2sin2£ — /zsinf +

+ (z2 -n > ))K (z ,C )  (8)

Иккинчи томондан

K(( = ( i v m t - z 2cos2OK(z,Q,

бундан

izsinC K(z,Q = K ( + z 2cos2C K(z,Q.

Буни (8) га куйиб, куйидаги тенгликка эга буламиз:

L(K) =  z2Ka + ZKz +  (z2- п2)К  =  -  Кк-  v2К.

Бунга асосан (4) ва (5) тенгликлар куйидагича ёзилади:

KW = -J(*« =±iJ(K„
с с

Бу тенгликдан, (6) тенглама
d2V Its n— r + v V = О
w

куринишда ёзилиши келиб чик,ади.
Охирги тенгламанинг ечими эса e ±ini дан иборатдир. 
Ш ундай к,илиб, (2) формула билан аниьуганадиган 

функциялар, бунда

K(z,  0  = ± Х- е ' ^ ,  V (£ ) = ё,/vf

(7) Б ессел тенгламасининг ечимлари булади.
Агар Rez > 0 деб х,исоблаб, (2) формулада интеграллаш 

йули С  сифатида, масалан,

£ = 0, -  ° ° < 7 ? < 0 ;

г] = 0, -  л < £, < 0 (9)

£ = -л ,  0 < г/ < °°

ёки
£ = 0 , - о о < п  <0 ;

361

www.ziyouz.com kutubxonasi



Г] =  0 , - 7 Г < £ < 0  (9')

£ = л,  0 < г} < <», С = £ + Щ

синик, чизикдарни (31-чи з- 
ма) олсак, юк,орида бажа-

р и лган  б а р ч а  ам а л л а р

уринли булади. Интеграл-

лаш йули С (9 ) синик, чи-

зик; билан устм а-уст тушиб,

K(z,Q  =  - - е Г ' " " 4 булганда, R e z > 0  ярим текисликда
(2) формула билан аник^ланган (7) тенглам анинг ечими 
учун куйидаги

О -п
Н\, (z) = | exp (-iz  sin irj -  vt])drj -  ^  J  exp(-/zsin£ +

n

+iv^)d^ -  — J exp [iz sin ir\ -  vr) -  nvi) dr) (10)
0

белгилашни С йул ( 9 ')  синик, чизик; билан устм а-уст туш-
1 - > ■ г

ганда ва K(z,f) =  ~ е к булганда эса (31- чизма).

0 к
H i (г) = -  ^  J exp {-iz sin /77 -  щ ) dr] + ^  J  exp {-iz sin | + /v|) x

—  0

x dl; + ~  j  exp (iz sin щ -vq + nvi) dr] (11)
0

С

0
с

31- чизма

белгилашни киритамиз. Ушбу

e~r*-er) _  shrjSin lTj = 2/ ;

www.ziyouz.com kutubxonasi



формулага асосан (10) ва (11) формулалар

о о
#у (^) = —{ J exp(^sh77 -  vri)dr] + — J exp (-iz sin £ + iv%)dt; +

+ -K J  exp (-zshrj -  vt] -  nvi)dr], ( 12 )
я' о [

i
0 . я

Hi (г )  = - ^ 7  | exp(zsh/j -  vrj)dr{ + ^  J  exp (-/^sin^ + iv£,)d£, -  
— о

— ~  Jexp(-zsh77 -  vr] + nvi)drj (13)
о

куринишда ёзилади.
(12) ва (13) формулалар билан аншутанган (7) Бессел 

тенгламасининг ечимлари Ханкел функциялари дейилади, 
уларнинг

J , ( z ) = \ [ H H z ) +  H } ( z j } ,

r , ( z )  = l , [ n l , ( z ) - H ! ( z ) ]  (14)

комбинациялари эса, бизга маълум булган Бессел ва В е­
бер функцияларидан иборатдир.

(1 2 ), (13) ва (14) тенгликларга асосан
Jt

J y (z) = ™  J exp ( - iz  Sin £ + rv£) d£ -
-n

~  | exp (-zshr? -  vrj)(e‘vn -  e~,m) dri 
0

еки
я ---

Jy (г )  = ~  J  exp (-iz  sin £ + ivE,) d% -
- J t

jexp(-^shr7 - vt])dT]. . (15)
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Агар v =  п бутун сон булса, (15) нинг унг томонидаги 
иккинчи кушилувчи нолга тенг булади ва

J " ( г ) = ht J  exP ( - ^ sin  ̂ + =
- Я

О
= 2~  J  exp (~iz sin t, + iv£)d£ +

- Я

я

+ 2̂  I  exp (-iz  sin £ + ivt,) dt, =
0
я

= ~  J  [exp (iz sin t, -  ivt,) + exp (-iz sin £ + ivt,) ]  dt,
о

тенглик келиб чикдци. Ушбу

формулага биноан

■/„ (г )  = ^  }  cos (г sin t , - n t , ) d t ,
о

формулага эга буламиз.
2. Лаплас, Фурье ва Меллин алмаштиришлари. Хдкикий 

t ,Q<t<°o,  узгарувчининг хдк.ик.ий ёки комплекс f(t) функ­
цияси куйидаги шартларни к,аноатлантирсин: 1)чекли  
сондаги биринчи турдаги узилиш мумкин булган нук,та- 
лардан бошк,а барча нукталарда f(t) узлуксиз, 2 ) шундай 
М >  О ва £0 > 0  узгармаслар мавжудки, барча t лар учун 
]f(t)\<Ml(o' тенгсизлик уринли.

Бу шартлар бажарилганда

F ^ )  = ] f ( t ) e ^ d t  (16)
О

интеграл х1ак1ик1ий к,исми Re С, > |0 булган барча £  лар учун 
мавжуд булиб, Re^ > £ 0 ярим текисликда £ =  £ + / 1 7  комп­
лекс узгарувчининг аналитик функциясидан иборат бу­
лади.
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(1 6 ) формула билан аникданган F(Q  функция f(t) функ- 
циянинг Лаплас алмаштириши, тасвири ёки трансформан­
ты д еб  аталади, f(t) нинг узи эса оригынал функция дейи- 
лади.

Л аплас алмаштириши куллан ил ганда куп лолларда f(t) 
оригинал функцияни унинг тасвири F(Q  билан ифодалаш- 
га тугри келади.

И сбот кдпинадики, агар: 1) R e £ > £ 0 ярим текисликда 
F(Q аналитик функция, 2) ихтиёрий а > £0 учун Re £ > а 
булганда argC, га нисбатан

| i m F ( f ) - 0

лимит текис булса ва 3)

| F  (а + ir\)dri

интеграл абсолют я^инлашса, у х,олда (16) га тескари ал- 
маштириш мавжуд булиб, у

f i t) = ^ ] F {a + iri)eia+i,,)'dr1 (17 )

куринишга эга булади, бу ерда интеграл бош циймат маъно- 
сыда тушунылади.

Уш бу

g{t)  = f  (t)e~a,, G (п) = - j L  F  (а + in) 

белгилашларни киритсак, (16) ва (17) формулалар

G (T1) = j ^ ] e~i,,,g(t) dt’ (18) 
v о

е*"° ь ) dt ш

куриниш да ёзилади.
(1 8 )  формула билан аник/1анган G(rj) функция g(t) функ- 

ци ян и н г Фурье алмаштириши ёки трансформанты номи 
билан юритилади. Агар — < t < 0 да g(t) =  0 булса, у *олда
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(18) формуланинг унг томонидаги интегралнинг куйи че- 
гараси учун, равшанки, — °° ни олиш мумкин.

Агар g(t) функция барча — ° ° < t < ° °  да аник^танган 
булса-ю , аммо — °° < / < 0 да нолга тенг булмаса, бу функ- 
циянинг Фурье алмаштириши деб

G (rl) = ^ ] e~h,,g ( t) dt (20)

интегралга айтилади.
(20) Фурье алмаштиришнинг мавжуд булиши учун:
а) g(t) функциянинг чекли сондаги экстремумларга эга 

булиши;
б) g(t) нинг биринчи турдаги узилиши мумкин булган чек­

ли сондаги нуцталардан ташцари барча нуцталарда узлук­
сиз булиши ва

в) J g {t)d t

интегралнинг. абсолют яцинлашувчи булиши етарлидир, шу 
билан бирга (20) га тескари алмаштириш (19) формула би­
лан аник^ланади.

Бу теореманинг исботига биз бу ерда тухталиб утир- 
маймиз.

Узгарувчи ни —rj га алмаштириш натижасида (19) 
формулани Фурье алмаштиришининг бошлантч таьрифи 
сифатида к,абул цилиш мумкинлигига ишонч х,осил килам из, 
бунинг учун (20) тескари алмаштиришдан иборат булади.

0 < / < 0°  ораликда берилган f(t) функциянинг Меллин 
алмаштириши деб

^ ( 5 )  = J ' s" 7 ( 0 < *  (21)
О

интегралга айтилади, бунда комплекс узгарувчи, f~' 
деганда бир к,ийматли

f С-1 = е ((-1)1иг

функция тушунилади, Int эса бу функциянинг бош к,ий- 
мати.
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С, = a — гг булганда (21) формуладаги интеграллаш уз- 
гарувчисини t = et алмаштириш натижасида у формула

курииишда ёзилади.
e°*f(e9  функция Фурье алмаштиришининг мавжуд були­

ши учун етарли шартларни к,аноатлантиради деб \исобла- 
сак, (2 2 ) дан (19) га асосан

тенпгикка эга буламиз ёки t =  е4 узгарувчига к,айтсак,

формулага эга буламиз.
Ш ундай к,илиб, (21) га тескари алмаштириш (23) фор­

мула билан аниьутнади.
Б у  формула баъзан

куринишда \ам ёзилади.
Л ап лас, Фурье, Меллин ва бошк,а алмаштиришларнинг 

мунта_зам назарияси амалий математика булимларидан бит- 
тасин инг мазмунини ташкил к,илади ва у операцией у,исоб 
номи билан юритилади.

3. Хусусий ^осилали дифференциал тенгламалар м аса- 
лаларлга интеграл алмаштиришларни куллаш. Биз говори­
ла (1> оддий дифференциал тенгламанинг ечимини (2) 
интеграл куринишда излаганимизда унинг ядроси K(z.Z)
(3) хусусий \осилали дифференциал тенгламани к,аноат- 
лантирар эди. 1- бандда биз (3) тенгламанинг аник, K(z,E) 
ечимини олиб, унинг ёрдамида (1) тенгламанинг ечимини 
тузган эдик. Энди, маълум маънода, тескари иш к,илишга 
х,аракат к,иламиз. Коэффициентлари фак,ат фазовий х  узга- 
рувчита б о ти к , булган

(22)

eaif  ~  J F  (а -  /г) е ,xidT
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а ( * ) 1 ^  + М * ) $  + Ф ) Й  + йЧ х ) $  + е ( х ) и  = 0  (24)дх dt1 дх dt

ЧИЗИК/1И хусусий хрсилали тенгламанинг 0 < х < I, t > 0 ярим 
полосада регуляр, 0 < х <  I, /■< 0 да узлуксиз,

ы (х ,0 )  = <р(х), диd̂t r-o = v ( x ) (25)

бошлангич ва

“ ( 0 .0  = / (0 >  и (1>0 = А ( 0 (26)

чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи ечими топилсин.
Фараз к,илайлик, (24) тенглама ечимларининг синфи 

ва комплекс £ параметр шундай танланганки,

V ( x , g )  = 'ju (x ,t)e -?'dt (27)
О

ъ  ( 0  = ]u(0,t)e-S'dt,  F2 {t:) = ) u { l , t ) e ^ d t  (2 8)
о о

интеграллар мавжуд ва куйида бажарилган амаллар урин­
ли булсин:

Щ х £ )  = f s, , dV2{x С) = г d2u{x,t) e- q,dt
dx J дх ’ d ?  J дх2

| du(x,t) e = g°j и [ хг^ е i'dt + u (x , t) e s'|q = 
0 0

= g V ( x , g ) - u ( x ,  0 ) ,

f e-t'dt = g f ̂  e « d t  + <TS' ?  ”  =J d? dt dt n

= g 2V ( x , l ; ) - g u ( x ,  0 ) -

(30)

(31)

(24) тенгламанинг x,ap икки томонини e 's' га к^пайтириб, 
t буйича f =  0 дан 1 =  °° гача интеграллаймиз. У *©лда, (25)— 
(31) тенгликларга асосан
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= bcp (x )g  + by/ (x )  + d(p (x ) ,

V(0,£) =  F / f r ) ,  V(l,£J =  F2(&  . (33)

Ш ундай к,илиб, (24), (25), (26) аралаш масалани ечиш 
(32) оддий дифференциал тенглама учун (33) чегаравий ма­
саланинг V(x,£J ечимини топишга олиб келинди.

(3 2 ), (33) масала ечимининг мавжудлиги *ам м а вак;т 
\ам (27) Лаплас алмаштиришига тескари алмаштиришнинг 
\атто борлигига кафолат беролмайди.

Агар (32), (33) масала (27) Лаплас алмаштиришига те с­
кари

алмаштиришни таъминловчи V(x,t)  ечимга эга, шу билан 
бирга бу ечим ягона булса, (24), (25), (26) масала, равш ан- 
ки, биттадан ортик, ечимга эга булмайди. Агарда (34) фор­
мула билан ифодаланган u(x,t) функция узининг иккинчи 
тартибгача \осилалари билан бирга узлуксиз булса, у (24), 
(25), (26 ) масаланинг изланаётган ечими булади.

u(x,t) функцияни (34) фомула билан топиш анча катта 
х,исоблашларни бажаришни талаб к,илади, шу туфайли 
физикада хусусий ^осилали тенгламалар учун аник, м аса- 
лалар ечилганда Фурье алмаштиришидан фойдаланиш  
афзал курилади, бунинг устига, Фурье алмаштиришининг 
тескариси мавжуд булиши учун етарли шартларнинг ба- 
жарилиши тула табиий \исобланади.

4 . Тор тебраниш тенгламаси учун Коши масаласини  
ечишда Фурье алмаштиришини куллаш. Тор тебраниши

u (x , t ) = 2я I  ^ (х , а  + dr) (34)

(35)

тенгламасининг t > 0  ярим текисликда

и ( х ,0 )  = ф ( х ) ,  = v ( x ) (36)
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бошлангич шартларни каноатлантирувчи регуляр ечими 
топилсин, бунда ср(х) ва ty/ (х) — берилган етарли силлик, 
функциялар.

Фараз килайлик, u(x,t) функция ва унинг иккинчи тар- 
тибгача х,осилалари узлуксиз ва улар х 2 + 12—> да нолга 
шундай интилсинки, Фурье

алмаштириши маънога эга булиб, куйидаги амаллар крну- 
ний булсин:

бу ерда Ф(%) ва Ч'(Е) — ср(х) ва ц/(х) функцияларнинг мос 
Фурье алмаштиришлари, (35) тенгламанинг \ар икки то- 
монини е ’х( га купайтириб, х буйича — °° дан гача ин- 
теграллаймиз, у \олда (38) — (41) га асосан

(37)

1 _  г д 2и(r t) c _h

(39)

(40)

(41)

V/ ф  + a ^ 2V(t,x) =  0,

V(0, у  =  Ф (& v/о , У  =  Т О -

(42)

(43)
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(42) одций дифференциал тенгламанинг умумий ечими 

V(t, & =  с, (&е '<> + с2( & е  (44)

куринишга эга булади, бунда с, ва с2 — £ параметрнинг 
ихтиёрий функциялари, t га нисбатан эса узгармаслар. 

(43) ва (44) га асосан

с, + с2 =  Ф ^ , с - с 2 =  ^ Т О ,

бундан

с, ва с 2 нинг бу кийматларини (44) нинг унг томонига 
куйиб, (42) тенгламанинг (43) бошлангич шартларни к,ано- 
атлантирувчи

> '( ' .« )  = - « “ * ) +  щ Ч ' ( 4 ) ( « ВД -« ■ “ ) (45)

ечимини \осил к,иламиз.
(1 9 ) формуладан фойдалансак, (37) Фурье алмаштири- 

шига тескари алмаштириш

куринишда ёзилади, ёки (45) га асосан

" ( * • ')  = - i f  ( * “" + * ' “ ')■е" ф W * + *

x j  (ein ' - е-,т,у х dx = J  [ eiT{x*a,) + e'r(x‘ °')] x
-«* (46)

ХФ (r) J  J ^£0 d r .

(1 9 ) формулага асосан, (40) ва (41) тенгликлар куйида- 
ги куринишда ёзилади:

р (£ ) = 7 ^ -
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j  ек{х+а,)Ф ( г )dr = <р(х + at), 

j  е"(*-°0ф ( r )dr  = cp(x -  at) ,

\амда
x+ at

j  e^dZ = xxt%= l [ e'r(x+") -
x - a t

тенгликка асосан

1 7 >У(Г) [~с'Ф+а') _ etT(x-a')~\dj =
is lIn  J  т L J

~  x+ at x+at (48)

(47) ва (48) тенгликларга биноан (46) формуладан (35),
(36) масаланинг бизга маълум булган

x+at

u (x , t )  = j [q>(x + at) + q>(x-atj ]  + -^ j  y/(Z)d£
x - a t

Даламбер ечимига эга буламиз.
5. Йотма тушунчаси. —о о < х < ° °  ораликда берилган 

f(x )  ва (р(х) функцияларнинг f  * (р йитаси деб

f  *<Р = J  f ( t ) < p ( x - t ) d t  = j  <р (t) f  (х - 1) dt (4 9 )

интегралга айтилади.
Агар
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*’ ( ' )  = j k £ ф « ) е"г^  < 5 0

алмаштиришлар мавжуд булса, у %олда (49) H u f m o h u

f * ( p  = | F ( £ ) o ( £ ) e " ^  (52)

куринишда ифодалаш мумкин.
Хак.икдтан \ам, (51) дан

<Р ( *  -  0  = }  Ф ( £ )  e ' t ^ d t ,

бу ифодани (49) формуланинг унг томонига олиб бориб 
куямиз:

f * < p  = ] f { t ) d t ] 0 ( Z ) e ,eM d S .

Бундан, интеграллаш тартибини узгартириш мумкин 
деб д;исоблаб,

f  * *  = -ш  f ф ^  /  f  (') **'* л

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликнинг унг томонидаги 
иккинчи интегрални F(B,)  билан алмаштириб, (50) га а со ­
сан, (5 2 ) формулани ^осил киламиз.

Ф урье алмаштиришидан фойдаланиб, йигма учун (49) 
ва (52) формулаларга асосан, иссикдик утказувчанлик

* ± - а 2 * 1  = 0 (5 3 >
dt д х

тенгламасининг / > 0  ярим текисликда,

и(х,0) =  ф (х) (54)

бошлангич шартни кдноатлантирувчи, V бобнинг 2- § идаги 
3- бандидан бизга маълум булган
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MM = 4Л ^  (55)

ечимини келтириб чик,ариш кийин эмас.
Хакик,атан \ам, фараз килайлик и(х,?Л Ф (х) функция­

лар етарли силлик, булсин ^амда х2 + t2- * ° °  да шундай тез 
нолга интилсинки, ушбу

у ^ Л )  = ^ ] и {х ^ ) е ^ Ч х ,  (56)

ф (£) = ^ Ь ] ср(х ) е* Ч х  (57)

Фурье алмаштиришлари мавжуд булиб, куйидаги амаллар 
уринли булсин:

1 7 д и { х , е . 1(х±с = а Ц , Л )  (58)
^fln J dt dt

1 jf д М х £  е ^ Ч х  = Г д и ^ )  е _ , 5 Х ( 1 х  =  

n/2?t J  <?jr V27T J

~ 2 ~ ~  (59)
= u ( x , t ) e - ^ d x  = - ^ V { t ^ ) .

1 - iBx
(53) тенгламани ~ ^ е ' га купайтириб, хбуйича 

дан оо гача интеграллаймиз, (54), (56)—(59) га асосан

^ -  + a ^ 2V = 0 ,  (60)

К (0  Л ) = Ф{£)  (61)

га эга буламиз. (60) тенгламани

^ -  = - a ^ d t

куринишда ёзиб олиб, интегралласак, дар\ол унинг

V(t,^)  = c e -^ 2'

3 74
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умумий ечимини хрсил к,иламиз, бунда с — £ нинг ихтиё­
рий функцияси. (61) га асосан с = Ф(с).

Шундай кдлиб, (60) тенгламанинг (61) шартни кдно- 
атлантирувчи ечими

V ( Ц )  = Ф ^ ) e - ^ 2,

функциядан иборат. V(t,x) функциянинг бу к,ийматини (56) 
формулага куямиз:

Ф Î а ^ ' = 1 ъ 1 1 “ (х ’ e >iXdx ■ <62>

(1 9 ) формулага асосан (62) га тескари алмаштириш 
куйидагича булади:

м (х ’ ?) = Т ^ 1 Ф ^ ) е "Лс2,+' ^ '  <63 >

Интеграл алмаштиришлар жадвалидан t > 0  булганда £
2 В2

га нисбатан е~а * ' функциянинг Фурье алмаштириши

х1

f  <*■'> = 75Г Г ^  = . к '

функция эканлигини топиб оламиз.
(4 9 ) ва (52) формулаларни /  *ср йигма учун куллаб, 

(63) дан ушбу

формулани \осил к,иламиз. Бу эса, (55) формуланинг узги- 
насидир.

6.  Диракнинг <5 - функцияси туррисида тушунча. Ш у па-
раграфнинг 2- бандида g(x) функцияга Фурье алмаш тйри- 
ш ининг мавжудлигини таъминловчи шартлар куйилган 
эди. Афсуски, функцияларнинг етарли кенг синфи учун 
Фурье алмаштириши маънога эга булмай к,олади. М аса- 
лан, ^атто G(x) =  const * 0  булган х,олда (19) нинг унг то - 
монидаги интеграл як,инлашувчи булмайди. Ш унга кара-
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масдан, G =  узгармасдан Фурье алмаштириши м ав- 
жудлигининг коидаси берилади, у таърифга асосан , Ди- 
ракнинг 5- функцияси деб аталувчи

5 ( * )  = ^  J  (64)

функцияни беради.
Худди шундай (64) га тескари алмаштириш мавжудли- 

гининг кридаси берилади:

(6 5 >

ёки

J  5 (£)*-*</$ = 1.

Ф араз к и л а й л и к ,/ ^ , — < х < функция узаро т е с ­
кари

<бб> 

F(t)e^ di  <6 7 >
—о о

алмаштиришлар мавжуд булиши учун етарли шартларни 
Каноатлантирсин.

(49 ), (5 2 ), (65), (66) ва (67) тенгликларга а со са н ,/ *< 5  
йигма учун ушбу

/  * 5  = J  /  (/)6 (х  -  t) dt = ]  f  (t) dt ±  J  ^  dt; =

= T S I  •f  ( ' )  j  J f  ( « ) ̂  = 7  W

ифода уринли.
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Ш ундай к,илиб, биз мух;им хулосага келдик: f  * 8  йирма 
/ функциянинг х  нуцтадаги цийматини беради:

f * 8 = f ( x ) .  (68)

Бу формула, квант механикасида учрайдиган катта 
х,исоблашларни анчагина осонлаштиради. Хусусан,/(х) =  1,
— < х  < °°, булган х;олда (68) ва (49) га асосан,

тенгликка эга буламиз.
Айрим х,олларда Диракнинг д - функцияси, (69) тенг- 

ликнинг уринли булишини талаб к,илиб, нолдан фаркди 
барча t лар учун нолга тенг ва 7 = 0  булганда га тенг 
функция сифатида таърифланади.

8  - функциянинг бундай таърифи математик анализ- 
нинг оддий классик тушунчалари доирасига мос келмай- 
ди.

Диракнинг 8 -  функцияси иштирокида юк,орида баж а- 
рилган амалларнинг жиддий математик асосланиши умум- 
лашган функцияларнинг х^озирги замон назариясида бе- 
рилади.

1. Хусусий хосилали дифференциал тенгламаларни чек- 
ли айирмалар билан алмаштириш. М атематик физика м а- 
салалари ечимларининг аналитик ифодасини топиш мум ­
кин булмаган хрлларда уларнинг такрибий ечимларини 
топиш га тугри келади. Хусусий хрсилали дифференциал 
тенгламаларнинг такрибий ечимларини топиш усуллари- 
дан бири чекли айирмалар усули ёки турлар усули деб ата- 
лувчи усулни куйида кискача баён к,иламиз.

Хусусий \осилали иккинчи тартибли икки узгарувчи-
ли

(69)

2- §. Чекли айирм алар усули

+d(x’y) j i  + e(x’y)u = f ( x>y)
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тенглама бирор D со\ада берилган булсин. х, у ларни ор- 
тогонал декарт координаталар деб ^исоблаб, х, у узгарув- 
чилар текислигини

х  — mh, у — nh, т,п = 0 / ±  1, ± 2, ...

квадрат турлар билан к,оплаймиз, бунда И — берилган мус­
бат сон. Бу тур х,ар бир квадратининг учлари тугунлар, ёки 
тугун нуцталар, h эса, цадам дейилади.

Хусусий х;осиланинг таърифига биноан, бешта (х,у), 
(х  — И,у), (х +  h,y), (х,у — h), (х,у + h) нукд-а D сох,ага те- 
гишли булганда, >̂ ар бир (х,у) тугунда х,осилаларни такри- 
бий

ди(х,у) __ u(x,y)-u(x-h,y) ди(х,у) __ и(х,у)-и(х,у-И)
~~Jx h ’ ~ д у  h ’

д 2и(х,у) _  1 u(x+h,y)-u(x,y) u(x,y)-u(x-h,y) _
J x 1 h h h

_  u(x+h,y)+u(x-h,y)-2u(x,y)
Jp .

d 2u(x,y) u(x,y+h)+u(x,y-h)-2u(x,y) 
dy2 V-

к,ийматлари билан алмаштириш мумкин.
Д емак, хусусий ^осилали (70) тенгламани юк,орида 

курсатилган >̂ ар бир тугунда и(х,у), и(х — h,y), и(х + h,y), 
и(х,у — h), и(х,у + h) ларга нисбатан такрибий чизикуш ал- 
гебраик тенглама

а(х,у) [и(х +  И,у) + и(х -  h,y) -  2и(х,у)\ +
+ b(x,y) \и(х,у + h) + и(х,у -И ) - 2 и(х,у)\ +

+ch \и(х,у) — и(х — h,y)\ + dh [и(х,у)  — и(х,у — И)] +
+ h2e(x,y)u(x,y) =  h2f(x,y) (71)

билан алмаштиришга х,ак,к,имиз бор. (х,у) нук,та D сох,ага 
тегишли тугунларни босиб утганда, бу тугунлардаги и(х,у) 
нинг к,ийматларига нисбатан, (71) урнига чизикди алгеб- 
раик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу системага 
кирган микдорларнинг айримлари ёки (71) системага бог- 
лик, булмаган \олда бошлангич ва чегаравий шартларга
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асосан аникданади ёки улар (71) га кушимча чизик,ли ал- 
гебраик тенгламаларни келтириб чикаради, булар (71) би­
лан бирга барча дастлабки масаланинг такрибий турлар 
билан алмашувини ташкил килади.

Ш ундай килиб, Х.ОСИЛ к,илинган чизик^ии алгебраик 
тенгламалар системасининг ечими берилган масаланинг 
такрибий ечими сифатида кдбул к,илинади.

2. Лаплас тенгламаси учун Дирихле масаласи. Чегараси 
S  булган D со\ада Лаплас тенгламаси

0 + 0 = °  с * >

учун Дирихле масаласининг

и(х,у) =  (р (х,у),(х ,у)е S  (73)

такрибий ечими турлар усули билан топилсин.
Бу х,олда (71) система

и(х + И,у) + и(х — И,у) +  и(х,у +  h) +
+ и(х,у -  И) — 4 и(х,у) =  0 (74)

куринишга эга булади.
Qe оркали D да ётувчи турнинг шундай квадратлари 

тупламини белгилаймизки, уларнинг учларидан х,еч бул- 
маганда биттаси S дан аввалдан берилган е > И сондан катта 
булмаган масофада ётсин (32- чизма).

Qe га кирган квадратларнинг \ар бир учидаги и нинг 
к,ийматини шу учига энг як,ин турган чегаравий нук,тадаги 
изланаётган гармоник функциянинг берилган (73) функ­
ция к,ийматига тенг деб \исоблаймиз (агарда бундай нук,- 
талар S  да бир нечта булса, у *олда ср нинг бу нуцталарда- 
ги берилган кийматларидан бирортаси ихтиёрий танлаб 
олинади ва унга и(х,у) тенглаштирилади). Бу билан Qe га 
кирган \амма тугун нук;таларда и нинг такрибий кйймат- 
лари маълум булади.

Энди Qe га кирмаган тугун нук,таларда и ни топиш к,ола- 
ди. Qe га кирмаган ички тугун нук,талар сони N  та булсин. 
j  - нук,тадаги и нинг кийматини и. орк,али, х,ар бир тенгла- 
мадаги Qe га тегишли тугунлардаги и ларнинг кийматлари
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тупламини f. орк,али белгилаб, уларни тенгламанинг унг 
томонига з^казиб ёзсак, (74) система

(/ = l ,2, . . . ,yV)  (75)
j =i

куринишда ёзилади (32- чизма).
(74) ёки (75) тенгламалар системаси хдмма вак^т ягона 

ечимга эга булади.
Олий алгебрадан маълумки, бир жинсли булмаган (75) 

системанинг х,ар к,андайУ^лар учун бирдан-бир ечимга эга 
эканлигини курсатиш учун унга мос бир жинсли

Y j avuj =  0 (г = 1 ,2 ,... . ,  N)  (76)
7=1

система фак,ат тривиал, яъни нолга тенг ечимга эга экан­
лигини курсатиш кифоядир. Фараз килайлик, (76) систе­
ма нолга тенг булмаган ечимга эга булсин. В оркали | и.| 
О =  1 ,2 ,  ... , N)  сонлардан энг каттасини белгилаб оламиз. 
Ф аразимизга асосан В нолдан катта. Умумийликка зиён 
етказмай В сон ларнинг бирортасига тенг деб х,исобла- 
ш имиз мумкин, чунки и лардан бирортаси — В га тенг 
булганда барча и. ларнинг ишорасини тескарисига алмаш- 
тириш натижасида аввалги \олга келади.

uJo = В булсин. у0 нук,тадаги ufi нинг к^иймати туртта 
кушни тугун нукталардаги и к;ийматларининг урта ариф­
метик кийматига тенг булгани учун бу кушни нук,таларда-

ги и ларнинг к,иймати В дан 
кичик була олмайди, и. нинг 
туртта нуктадаги к,ийматлари 
йигиндисининг туртга булин- 
гани В га тенг булиши учун 
уларнинг х,ар бирида и. =  В 
булиши керак. Бу кушни ту­
гун нукталарнинг х,ар бирига 
кушни тугун нук,таларга нис- 
батан \ам шундай мулох,аза-

—  ларни юритиш мумкин. 
х Бу жараённи давом  этти- 

риб, барча ички тугун нук,та-

у

www.ziyouz.com kutubxonasi



ларда ва бу нук,таларга кушни булган Qe тугун нук,таларида 
х,ам и = В булишига ишонч *осил к,иламиз. У х,олда барча 
./, лар бир ва^тда нолга тенг булмай к,олади (чун ки /лар Qe 
нинг тугунларидаги и лар ^ийматларининг комбинация- 
сини тескари ишораси билан унг томонга утказилганига 
тенгдир). Бу эса барча (76) тенгламаларнинг унг томонла- 
ри нолга тенглигига кдрама-каршидир. Демак, бизнинг 
ф аразимиз нотугри, (75) тенгламалар систем аси ягона 
ечимга эгадир.

Агар и(х,у) (72), (73) масаланинг аник ечими булса, у х,олда 
£ > 0 ни етарли кичик танлаб, h ни етарли кичиклаштириш 
натижасида (74) системанинг ечими и(х,у) дан жуда %ам оз 
фарк, ъилишини курсатиш мумкин.

Б и з бу фикрнинг исботини келтирмай, чекли айирма- 
лар тенгламаларининг ечиш усулларига туларок; тухталиб 
утамиз.

Чегаравий масалани чекли айирмалар усули билан ечиш 
жуда к:уп номаълумли алгебраик тенгламалар систем аси- 
ни ечиш га олиб келади. Бундай системани детерминант- 
лар назарияси усули билан ечиш них,оятда техник кийин- 
чиликларни тугдиради. Шунинг учун \ам кетм а-кет як,ин- 
лаш иш  усули билан ечиш анчагина кулай х;исобланади. 
Аввало и,, и2, ..., ы^ларнинг ихтиёрий к,ийматини оламиз 
ва бу кийматларни и ^ ,  и2ю>, ..., u j 0) орк,али белгилаб, уларни
(74) систем а ечимига нолинчи якинлаш иш деймиз. Кей- 
инги як,инлашишларнингтопиш усулини баён к,илиш учун 
барча u ki0) лар турни мос тугунларида ёзилган деб тасаввур 
Килиш кулайдир.

Биринчи як,инлашишни (74) га асосан тузамиз, яъни 
биринчи тугун нуктада м,<0) нинг кийматини учириб, унинг 
урнига биринчи тугун нук,тага кушни булган туртта тугун 
ну^талардаги uki0) лар кийматларининг урта арифметик 
к,ийматиги тенг булган «,(|) ни ёзамиз. Сунгра иккинчи 
тугун нук,тада ёзилган ы2(0) нинг кийматини учириб, уни 
м2(1) сон билан алмаштирамиз, бу сон учун хдм туртта кушни 
нук,талардаги кийматларнинг урта ариф метик киймати 
олинади (булардан биттасида м,(|) булиб колиш и хдм мум­
кин) ва \.к. Шу йусинда барча ички тугун нукталарни ай- 
ланиб утиб, буларда ukw (k =  1, . . . ,  N) ларнинг кийматини 
топам из. ик{1) лар ик(0) лардан кандай топилган булса, ик-
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кинчи ик(2) (к  =  1, ... , N) як;инлашишнинг кийматлари х,ам 
и*<‘> лардан худди шундай топилади. Шу тарзда ик0), ик{А), 
... лар *ам Х.ОСИЛ к,илинади.

Агар ик (74) тенгламанинг аник ечими булса, п —> да 
барча к(к =  1, ... ,N) лар учун

деб белгилаймиз.
Биз п —» оо да vk(n) —> 0 булишини курсати тим и з керак. 

Аввало шуни укдириб утамизки, м/"+и лар ик<п> лардан к,ан- 
дай Х.ОСИЛ булган булса, vk<n+l) сонлар х,ам vk<n> лардан худ­
ди шундай \осил булади, яъни vk(n+v лар к — тугун нуктага 
куш ни булган туртта тугун нук,тадаги vk<n> к,ийматларининг 
урта арифметик кийматига тенг, шу билан бирга, агар 
кушни тугун нук,талардан биттаси чегаравий нуцта ёки Qe 
даги тугун нук,талар билан устма-уст туш са, бу нук,тада 
vk<n) нолга тенг булади. Шунинг учун, агар

десак, у х,олда биринчи тугун нук,тага кушни булган тугун 
нукталардан х,еч булмаганда биттаси чегаравий тугун нук,- 
та булгани учун

uk-

Буни исбот к,илиш учун

и

булади.
Худди шунга ухшаш

А. — (XjA., сс — 1 —-дг ^ 1 •
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|t>H < а" А ( а < 1 )

булади.
Хакикатан \ам, охирги тенгсизликни математик ин­

дукция усули билан исботлаймиз. |и/л~и| < аР~'А булсин, у 
хрлда

ju^j < jCi"~lA < |l -  ~^ja"~lA = а"А (а  < 1) ■

Б у  ерда тугун нуктага кушни нукталардан бири чегара­
вий ёки Qc даги нукта булиб крлиши эътиборга олинди.

Охирги тенгсизликдан п—> °° да vk(n>—» 0 булиши дар\ол 
келиб чикдди. Назарий жих,атдан бу муносабат нолинчи 
якинлаш ишни ихтиёрий танлашда уринли булади. Аммо 
амалиётда бу якинлашиш (74) системанинг аник, ечимига 
якинрок, булиши учун нолинчи якинлашиш Дирихле ма­
саласининг аник, ечимидан катта фарк килмайдиган сон - 
ларни танлаб олиш маъкулрок булади.

К етм а-кет якинлашиш жараёни п нинг шундай кий- 
матларида узилиб коладики, бунда ик(п> ларнинг киймат- 
лари п  нинг усиши билан сезиларли узгармай колади.

Бу и ^ л а р  (74) системанинг такрибий ечими деб кабул 
Киликади.

3. Иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун биринчи 
чегаравий масала. Иссиклик утказувчанлик тенгламаси

= <77 > 

\осилаларни такрибий алмаштириш натижасида ушбу 

а2и (х  + h,t) + а2и (х  -  h, t ) -  2а2и (х , t) +

+ ku(x, t  — h ) - h u ( x , t )  -  0  ------

куринишга эга булади. Шоркали х,7узгарувчилар теки сли- 
гининг t =  О, t = H, Н >  0 тугри чизиклар билан ОА ва 
BN кесмалари ва t =  const тугри чизиклар билан биттадан 
ортик нуктада кесишмайдиган силлик ОВ ва AN  эгри чи- 
зикдар билан чегараланган сох,ани белгилаймиз. S  D сох,а
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чегарасининг ОВ, О А ва AN лардан иборат булган к,исми 
булсин.

Аввалги банддагидай D со^ани турлар билан крплай- 
миз. D сохдца (77) тенгламанинг такрибий ечимини из- 
лашда

u(x,t) =f(x,t), (x ,t)eS

чегаравий шартни х,исобга олиш мак,садида ёп и к  D со\а-
дан чикиб кетмаган тур квадратларнинг тупламини Qh ор- 
кали, бунинг чегарасини эса dQh оркдли белгилаб оламиз.

qh — BN  кесмага ёндашувчи юкори катор ички квад- 
ратларидан та ш кар и, учларидан камида биттаси dQh да ётув- 
чи Qh квадратларнинг туплами булсин (33- чи зм а).

qh квадратларининг учлари булган (х,1) тугунларда u(x,t) 
учун бу тугунга энг як,ин булган S  нинг нуктасидаги/нинг 
кийматини кабул к,иламиз. D да ётувчи бош ка нукталар- 
даги u(x,t) нинг номаълум кийматларини (78) чизикли ал- 
гебраик системани ечиш натижасида топамиз.

3 - §. Вариацион усуллар туррисида туш унча

М аълумки, вариацион *исоб функционалларнинг экс­
тремум кийматларини топиш билан шугулланувчи мате- 
матиканинг булимидир.

Бирор D сох,а буйича олинган

J  = j F ( x , y ,  и, их,иу) dxdy

интегрални, яъни функционал - 
ни караймиз.

Асосий масала D со^ада узи- 
нинг иккинчи тарти бгача \оси- 
лалари билан би рга узлуксиз, 
со\анинг чегарасида берилган 
кийматларга эга булган ва (79) 
функционалга экстремум кий- 
мат берувчи и(х,у) функцияни 
топишдан иборат.

Вариацион * и с о б  курсида 
исботланадики, (7 9 )  функцио-

N

1 1У/,
4h

%

i V
И т

ш т

И D 1_
12

о  ^  /I
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налга экстремум к,иймат берувчи и(х,у) функция Эйлер тен- 
гламаси деб аталувчи

F - - h F ‘ * - h r ; ’ 0  ( 8 0 )

тенгламани каноатлантириши зарурдир.
1. Дирихле принципи. Бир к а̂тор лолларда татбик, этишда 

учрайдиган хусусий \осилали дифференциал тенгламалар 
вариацион масала учун Эйлер тенгламасидан иборат була- 
ди. М асалан, чегараси S  булган D сох,а буйича олинган

D(u)  = \(u2x + u))flxdy (81)
D

Дирихле интегралининг минимум масаласи учун, (80) га 
асосан , Эйлер тенгламаси вазифасини Ди(х,у) = 0  Лаплас 
тенгламаси бажаради.

Д и ^ д а  узлуксиз, D да биринчи тартибли булак-булак 
узлуксиз ^осилаларга ва чекли Дирихле интегралига эга 
булган, S  да аввалдан берилган (р (х,у) кийматларни кабул 
к^лувчи функцияларни мумкин булган функциялар деб атай- 
миз.

D сохдда гармоник, Z )U 5fla  узлуксиз ва

и(х,у) =  (р (х,у), (x ,y )eS  (82)

чегаравий шартни каноатлантирувчи и(х,у) функцияни 
топиш  тугрисидаги Дирихле масаласи билан мумкин булган 
функциялар орасидан (81) Дирихле интегралига минимум 
киймат берувчи функцияни излаш \ак,идаги биринчи вари­
ацион масала уртасида як,ин бсжланиш мавжуд.

Агар S  да берилган (р (х,у) функция шундай булсаки, мум­
кин булган функциялар синфи буш булмаса, у %олда Дирихле 
масаласи ва биринчи вариацион масала эквивалент булади.

Бу фикрнинг тугрилигини айрим кушимча фаразлар 
бажарилганда курсатамиз. и(х,у) — биринчи вариацион 
масаланинг ечими булсин. Мумкин булган функциялар 
синф ини и(х,у) + е h(x,y) куринишда тасвирлаймиз, бунда 
£ — ихтиёрий узгармас, h(x,y) эса

h(x,y) =  0, (x ,y )eS  (83)
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шартни к,аноатлантирувчи мумкин булган функциялар 
синфидан ихтиёрий функция. Равшанки,

D (u + eh) = Д(г/ + eh)2s + (и + e h f^ x d y  =

D , (84)
= D (и) + 2eD{u,  h) + £ D (A) > 0,

бу ерда

D (u, h) -  | (uxhx + uyhy) dxdy .
D

(84) тенгликнинг чап томонини вактинча е нинг функ- 
цияси сифатида G(e) оркали белгиласак, и(х,у) — мини- 
мизацияловчи функция, е — ихтиёрий узгармас булгани 
учун е =  0 да G(e) минимумга эга булади, у \олда G'O) = 0  
булади, яъни

D(u,h) = 0 . (85)

и(х,у), h(x,y) функцияларни ва 5  контурни шундай силлик, 
деб х^исоблаймизки, булар учун куйидаги айниятлар урин- 
ли булсин:

uxhx + uyhy = (uxh\ + (iuyh ) -  hAu,

D(u,h)  = j h ^ d s - j h & u d x d y  = 0, (86)
s  D

бунда n — S  га угказилган таш^и нормал. (8 3 ) ва (85) га 
асосан, (86) дан

J  hAudxdy = 0
D

тенглик келиб чикдци. Бундан, О да Ди ни узлуксиз функ­
ция деб \исоблаб, h нинг ихтиёрийлигидан Дм =  0 га эга 
буламиз.

Д емак, к,абул к,илинган фаразларга асосан , биринчи 
вариацион масаланинг ечими Дирихле масаласининг ечи- 
ми булади.

Энди и(х,у) функция Лаплас тенгламаси учун чегара- 
вий шартлари (82) булган Дирихле масаласининг ечими, 
и(х,у) +  eh(x,y) эса худди юкоридагидай, мумкин булган
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функциялар синфи булиб, шу билан бирга и(х,у) ва h(x,y) 
функциялар учун (86) формула уринли булсин.

Б у  формуладан (83) га асосан ва и(х,у) нинг гармоник 
функция булганлиги учун (85) тенглик келиб чикдци. 
Ш унинг учун х;ам (84) дан

D(u)  < D(u + eh)

тенгсизликка эга буламиз, бу эса  и(х,у) функция Дирихле 
интегралини минимизация килишини, яъни биринчи ва­
риацион масаланинг ечими эканлигини билдиради.

Дирихле интеграли учун вариацион масалаларга экви ­
валент булган Лаплас тенгламаси учун бошкд чегаравий 
масалалар х,ам мавжуд. Булар орасида, масалан, Нейман 
масаласи Лаплас тенгламаси учун чегаравий масалаларни 
Дирихле интеграли учун эквивалент вариацион масала­
ларга келтириш гояси Риманга тегишлидир. Бу гояни Д и­
рихле принципи деб аташ кабул к,илинган.

2. Хос к,ийматлар тугрисидаги масала. V II бобнинг 3- § 
идагп 1- бандда хос к,ийматлар тугрисидаги ушбу масала 
курилган эди: чегараси булаклари силпих, S  дан иборат булган 
чегараланган D сощда

Дм + Ям =  0, (x ,y)eD , Я =  const (87)

тенгл аманинг хос сонлари ва хос функцияларини ани^лаш 
талаб цилинади, яъни Я нинг шундай цийматларини топиш 
керакки, буларда (87) тенглама D со^ада бир жинсли

и(х,у) = 0 ,  (x ,y )eS  (88)

чегаравий шартни цаноатлантирувчи тривиал булмаган ечим- 
ларга эга булсин ва бу ечимлар тузилсин.

(8 7 ) , (88) масаланинг энг кичик хос сони куйидаги ик- 
кинчи вариацион масалани ечиш натижасида х,осил к,или- 
нади: (88) шартни цаноатлантирувчи мумкин булган функ­
циялар орасидан шуниси топилсинки, бунинг учун

J ( u )  = D(u)
И  (и)

функционал энг кичик щйматни кабул цилсин, бу ерда 
Н  (м) = J  u2dxdy.
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Хакикдтан х,ам, и(х,у) — иккинчи вариацион масала- 
нинг ечими булсин, шу билан бирга J(u) нинг эн г кичик 
к,иймати

/м - ! ё г л>0 <89>
булсин.

Мумкин булган и(х,у) + е h(x,y) функциялар синфи 
учун, бу ерда £ — ихтиёрий узгармас, h(x,y) эса (83) шарт- 
ни к д н о а т л а н т и р у в ч и  ихтиёрий мумкин булган функция

р  _  D(u + eh) _  D(u)+2eD(u,h)+£2D(h)  ^  .

“  Н (u + eh) ~ H(u) + 2eH(u,h) + e 2H(h)  ~

тенгсизликка эга буламиз, бу ерда

Н  (и, И) = | uhdxdy.
D

F(e) функция е =  0 булганда минимумга эга булгани учун

F ' ( 0 )  = 2 H(u)D(u>hh D(u)H(u’h) = о 
'  ’ н Щ

Бундан (89) асосан, Н(и) *  0 булгани учун

D(u,h) — Я Н(и,И) =  0. (90)

тенгликни хрсил к,иламиз.
и(х,у), h(x,y) функциялар ва D со^анинг чегарасининг 

силлиьушги (86) формулаларни куллаш имкониятини бе- 
ради деб фараз киламиз. У \олда

D ( u , h ) -  Я # (м ,Л ) = JT (h x/i)̂  + (uyh)  ̂ -  h(Au + Ли)
D

= j h ^ d S - j h  (Дм + Ям) dxdy = 0 .

dxdy =

S  да h нолга тенг булгани сабабли

J h (Дм + Ям) dxdy = Н  (Дм + Ям, И) = О .
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Б у  тенгликдан , h(x,y) ихтиёрий булган лиги учун 
Дм +  Ли = 0  эканлиги келиб чик,ади, яъни и(х,у) функция 
(87) тенгламани к,аноатлантиради.

Агар Я’— Я дан фарк^и хос сон, и *(х,у) эса  бу сонга мос 
(87), (88) масаланинг хос функцияси булса, (86) га асосан

Н  (д и + Л*и , и j = 11 Аи* + Л*и* j и dxdy =

с Г/ * *\ I * *\ л* *
= J г* “ )х + \и> и ) " Ux ~ Uy + dxdy =

= J  и* ^ - d s  -  d {ii j  + Л'Н j  = ~d {ii j  + Я * Я ( М*) = 0,

чунки и * функция (88) шартни каноатлантиради. Бу тенг­
ликдан, (87), (88) масаланинг хос сонлари Уртасида Я сон 
энг кичиги эканлиги келиб чикдди.

Агар Дирихле интеграли урнига ушбу

Е  (и) = J  [/> (ы2 + и2у) + 2 аиих + 2Ьииу + си2J  dxdy
D

квадратик функционални каралса ^ам юк,орида айтилган- 
лар уз кучини сакдаб колади.

Интеграл остидаги ифода коэффициентлари етарли 
силлик, булган, ушбу

р  ( с : + г)2) + eg2 + 2а£д + 2 Ъщ  > ц 2 + ц 2)

шартни каноатлантирувчи квадратик формадан иборат, 
бунда II — хак^кий узгармас.

Е (и) функционал учун Эйлер тенгламаси куйидагича 
ёзилади:

2аих + 2Ьиу + 2 с и -2  (рих)х -  2 {риу)у -  2 {аи)х -  2 (Ьи)у = 0, 
ёки

(рих)х + (риу)+ с 'и  =  0,
бунда

с = с - а х - Ь у.
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3. Минимизацияловчи кетма-кетликлар. Агар мумкин 
булган {и} функциялар синфи буш булмаса, D(u) Дирихле 
интеграли кийматларининг туплами d куйи чегарага эга 
булади. Мумкин булган функция бу чегарага эришадими 
ёки эришмайдими биз буни билмасак х,ам, ам м о бир нар- 
са аник,: мумкин булган функцияларнинг шундай ип, п =  1,
2, ... кетма-кетлиги мавжудки, бу кетма-кетлик учун

lim D(u„) = d (9 1 )Л—в v '

булади.
(91) тенглик уринли булган ип, п =  1, 2, ... кетма-кет­

лик минимизацияловчи кетма-кетлик дейилади.
Худди шуни J(u) функционал тугрисида з^ам айтиш 

мумкин.
М иним изацияловчи кетм а-кетликнинг мавжудлиги 

^али текширилаётган вариацион масала ечимининг мав- 
жудлигини билдирмайди.

Кейинчалик куйидаги саволларга жавоб топиш  керак:
1) минимизацияловчи кетма-кетликни к;андай тузиш ке- 

рак;
2) у яцинлашадими;
3) унинг лимити и = lim и„ мумкин булган функция була- 

дими ?
Бу масалаларни батафсил текшириш учун элементла- 

ри минимизацияловчи кетма-кетликнинг х,адларидан ибо- 
рат булган айрим функционал фазоларни киритиш талаб 
к,илинади. Бу фазолар улчовида минимизацияловчи кет- 
ма-кетлик як,инлашиши курсатилгандан сунг, х;осил к,илин- 
ган лимит ёки юк,орида куйилишдаги вариацион масала­
нинг ечими эканлигини курсатиш керак ёки ечимнинг узи 
тушунчасини ок,илона умумлаштириш керак. Шу билан 
бирга вариацион масаланинг ечими чегаравий масаланинг 
ёки оддий маънодаги, ёки маълум умумлашган маънодаги 
ечими эканлигини курсатиш зарур.

Биз бу масалаларнинг ечилишига тухталмаймиз.
Вариацион ^исобда минимизацияловчи кетм а-кетлик- 

ларни тузиш нинг турли усуллари бор. Бу усуллар хусусий 
^осилали тенгламалар масалаларига мослаб кулланилган-
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да уларни вариацион ёки тугри усуллар деб аташ к,абул 
килинган. Энг му\ими, айрим вариацион усуллар текш и- 
рилаётган масалаларнинг такрибий ечимларини тузиш  
имконини беради. Шундай усулларнинг иккитаси тугри­
сида куйида тухталамиз.

4 . Ритц усули туррисида тушунча. Бу усулнинг мо\ияти 
куйидагидан иборат. Ф(и) функционални минимизация- 
лаш х,ак,ида масала курилаётган булсин. Ф(и) функционал

учун мумкин булган функцияларнинг тула системасиниП
vn, п — 1 ,2 , . . .  ор^али белгилаб оламиз ва ип = ckvk , п =  1,

2,... кетма-кетликни тузамиз, бу ерда ск— ^озирча номаъ- 
лум у^гармаслар.

к =  1 коэффициентларни шундай аник,лаймиз- 
ки, =  0 ( u j  ифода с , , ... , сп ларнинг функцияси сифати- 
да ммнимал булсин.

Ф^нкционалларнинг айрим синфлари учун Ритц шу 
нарса-ни курсатишга муваффак, булганки, {мя} минимиза­
цияловчи кетма-кетлик булиб, як,инлашувчи булади ва 
унинг лимити текширилаётган масалани ечади.

М асалан, D сох,а 0 < х <  л, 0 < у  < л  квадратдан иборат 
булган \олда J(u) функционални минимизацияловчи и к- 
кинчи вариацион масалани текш ирамиз. Умумийликка 
зиён етказм ай

Н ( и )  = 1 (92)

деб х,нсоблаймиз.
Ю к,орида курсатилган тула систем а учун ушбу

sinlcx ■ sinly, k , l=  1,2, ... 

функциялар системасини олишимиз мумкин.

итп = ^ ' £ сы sin he sin !у, т,п = 1,2,. . .
*=i i=i

булсии.
итт(х,у) функциялар равшанки, (88) шартни к д н о а т л а н -  

тиради. Бундан ташк^ари
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т п '* “
= У  У  [ Г с2к, Г к2 cos2 кх sin2 ly + I2 sin2 юс cos2 ly\txdy =

*- i /-i о о (93)

ХГ =  1 /=1

т n n п 2 т п
Н  К *  ) = S  S  J  J  С« Sin2 * *  Sin2 lydxdy = Т  £  X  С*2'-£=1 /=1 о 0 * = 1 /*1

Ритц системасига биноан, (92) асосан
т п .

1 1 ^ 7  (94)
К =  1 /  =  1

шарт бажарилганда (93) ифоданинг минимумини топи- 
шимиз керак.

(93), (94) шартли экстремум масалани еч и б, ихтиёрий 
т ва п лар учун си дан ташкари барча си ларнинг нолга 
тенглигини шу билан бирга

Си = | , dmn = 2

эканлигин топамиз. Шундай к,илиб,
2

lim ит„ = и (х, у) = — sin х  sin у,т—»вв 7Г

lim dmn = D (и) = Я = 2.

5. Хос к,ийматлар тутрисидаги масаланинг такрибий ечи- 
мини тузиш. Бубнов — Галеркин усули тугрисда тушунча.
Ритц усули хос к.ийматлар тугрисида (87), (88) масаланинг 
такрибий ечимини тузишга имкон беради. Ха^и^атан х,ам, 
J(u) функционални минимизациялаш х,а*;идаги иккинчи 
вариацион масаланинг такрибий ечими учун

Н(и) =  1
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ш артда, аввалги банддаги

мЛ х ->') = Е  ckvk (x ’ y)
*=1

ф унхцияни кабул к,илиш мумкин, бу ерда ск, к =  1, 2, ... , 
п коэффициентлар ушбу

d„(cv ... , c J = D ( u n) =  min,
К ( ' .......> 0 = V ( u J  =  1

шартли минимум масаласини ечиш натижасида аникла- 
нади.

Ш ундай к;илиб, тузилган ип(х,у) функцияни (8 7 ), (88) 
м асала хос функциясининг тсщрибий ифодаси учун кабул 
к,илиш табиийдир, шу билан

K = D ( u J

формула шу масаланинг хос сони учун тацрибий ифодани 
беради.

Х о с  кийматлар тугрисидаги масаланинг такрибий ечи- 
мини тузишда Бубнов — Галеркин у су ли х,ам муваффакият 
билан кулланилади.

Б у  усулда (87), (88) масала хос функциясининг такри­
бий ифодаси учун

П
ип{х ,у)  = ^  ckvk {x ,y)  (95)

*=i

функция кабул килинади, факат бу гал ck, к =  1, 2 ,. . . ,  п 
коэффициентлар

п
£  //(Дм* +Xvk,vm) ск = 0, т = 1 ,2 , . . . ,и (96) 
*=i

тенгликлардан топилади.
Бу тенгликлар эса бир жинсли чизикли алгебраик тенг- 

ламалар системасидан иборатдир.
Чи зикли алгебрадан маълумки, бу система Я,

det

/Г (Д и ,+ Я и ,,и ,) ... Н (Ди„ + Яия,и ,) 

Н  (Ди, + Я1»,,ип) ... Н ( Avn +Xv„,v„)
(97)
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тенгламани к^аноатлантирган хщ да ва факдт шу \олдагина 
тривиал булмаган ечимларга эга булади. (97) тенгламадан 
топилган Я нинг цийматларини (87), (88) масала хос сон- 
ларининг такрибий ифодаси учун кабул килинадл. Булар- 
га мос булган хос функциялар учун такрибий ифодалар 
(95) формула билан берилади, ундаги ск, к = 1, 2, ..., п 
лар эса (96) системанинг ечимидан иборатдир.

Хусусий \осилали дифференциал тенгламалгарни ай- 
ник,са, бузиладиган тенгламаларни интеграл тенгламалар 
усули билан ечишда, \амда бундай тенгламалар учун но- 
локал масалаларни куйишда ва уларни текш ириш да ин- 
тегро-дифференциал операторлар му\им роль уйнайди.

Биз кейинги параграфни ана шундай операторларни 
урганишга багишлаймиз.

4- §. Интегро-дифференциал операторлар

1. Каср тартибли Риман — Лиувилл интеграли J (x )  функ­
ция L(a,b) (а < b < °° )  синфдан булсин. Ушбу

куринишдаги ифода а  (0 < а < ° ° )  каср тартибли интеграл 
(Лиувилл — Риман маъносида) деб аталади.

D ^ f ( x )  функция деярли х,амма (а,Ь) да аникданган 
булиб, L(a,b) синфга тегишли булади.

Агар 0 < а , ,  а 2< °° булса, у х;олда деярли х,амгма (а,Ь) да

Щ *  D ~ ? f ( x )  = D -*  D ; p f  ( * )  = ( * )  (99)

X

a

тенглик уринли булади. Х.ак.ик.атан ^ам,

a a
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Охирги ички интегралда t = ( x —s ) r + s  алмаштириш 
бажариш натижасида куйидаги тенгликни \осил киламиз:

}  (х  -  О4 ' 1 (t -  s)a dt = (х  -  s)a,+a2-1 j r 4-1 (1 -  т )02' 1 dr =
5 0

_  r ( « i ) r ( g 2 ) ^  _  ^ y r, + 02-1

Г ( а 1+а 2 )

Бу эса  (99) тенгликнинг тугри эканлигини курсатади.
Таърифга асосан

D °„f(x)  = f ( x )  ( 100)

деб х;исоблаймиз.

Агар р >  1, — < ск < — + 1 ёки р = 1, 1 < а < 2 булиб,
р р  I

/  ( х ) е  Lp (a,b)  булса, у \олда D ^ f ( x )  функция а  - -  

курсаткич билан (а,Ь) да Гёльдер шартини к,аноатланти- 

ради.
Бу фикрнинг тугрилигига Гёльдер шарти таърифидан 

фойдаланиб ишонч ^осил килиш кийин эмас.
2 . а  > 0 каср тартибли Лиувилл \осиласи. а  (0 < а  < °°) 

сон берилган булиб, п > 1 бутун сон п — 1 < а  < п шартдан 
аникдансин. Сунгда,/(х,) функция L(a,b) синфга тегишли 
булиб,

dx‘

функция деярли \амма (а,Ь) да ^осилага [бу косила (а,Ь) 
да жамланувчи булиши шарт эмас] эга булсин.

У хдлда

D~ f ( x ) = - ^ { D-Jn-a)f ( x ) }  (Ю 1)

функция f(x )  функциянинг а  > 0  каср тартибли %осиласи 
дейилади.

а  = п > 1 бутун сон булганда, (101) га асосан

dx
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яъни D ^ f  (х )  ифода f(x )  функциянинг а  тартибли оддий 
х,осиласи билан устма-уст тушади.

Ихтиёрий тартибли интегро-дифференциал оператор- 
ларнинг айрим хоссаларини курсатиб $тамиз.

1) Агар f(x) €  L(a,b) булса, у х,олда ихтиёрий а  > 0  да 
деярли х,амма х е  (а,Ь) лар учун

В Д х “/ ( * )  = / (*)■  (102)

2) D ^ f  (х )  е  L(a,b) мавжуд булсин. У х,олда

д ? ^ / м = / м - £  K ' / w L ^ ^ .  (юз»

Бу икки хоссани умумлаштириш мумкин.
3) f(x ) е  L(a,b) булсин. У ^олда агар /?> а  > 0  булса,

DamD - J f ( x )  = D T a]f { x ) ,  М ) ,  (Ю4)

агарда а  >/3 > 0 булиб, f(x )  функция (а,Ь) да D*~pf ( x )  
х;осилага эга булса,

DaaxD - J f { x )  = Daa; pf ( x ) ,  х е  (а,Ь) . (105)

4) f ( x ) e L ( a , b ) ва D ^ f  ( х ) е  L(a,b)  косила мавжуд 
булсин, бу ерда п -  \ < 0  < п { п > \ ) . У  ^олда ихтиёрий а  >0 
учун

Юк,орида келтирилган хоссаларнинг тугрилигига бе- 
воси та хисоблаш лар билан ишонч х>осил к,илиш мум­
кин.

И зо )^ . операторларнинг таърифида интег-
ралнинг юк,ори чегараси узгарувчи эди, худди шунга ухшаш 
интегралнинг куйи чегараси узгарувчи булган
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DTbf ( * )  = J  (t -  x )a■' /  (t) dt, a  > 0, x  e (a, b) ,
X

D “b f ( x ) = ( - 1)Л ^ [ DT a)f { x ) \  n - l < a  < n

операторлар \ам каралади. Бу операторлар \ам D~° ва Daax 
лар кдндай хоссаларга эга булса, худци шундай хоссаларга 
эга булади.

5) Каср дифференциалланадиган D~“ ва D“b (0 < а  < 1) 
операторлар учун экстремум принципы. [а,Ь] кесмада co(t) 
камаймайдиган мусбат узлуксиз функция ва f(t) узлуксиз 
функция булсин.

Агар [а,Ь] нинг t =х ,  а < х  < Ь, нуктасида f(t) функция 
мусбат максимум (манфий минимум) га эриш са ва бу нук,- 
танинг ихтиёрий кичик атрофида co(t) f(t) купайтма у > а  
курсаткич билан Гёльдер шартини кдноатлантирса, у щпда 

> 0 < О) булади.

Хдк,икатан х,ам,

Г  (1 -  a ) D^co /  = Г  (1 -  / ]  =

= Г  (\- а ) —____!__ f м ( 0 / ( 0 <# ='  ' dx r(l-a) J

= ± [  M(')/(Q-e>(*)/(*),ft + Г c°{x) f {x)dt =
dX  a  (* ~ 0 “ ^  a  ( X ~ ‘ T

= lim  —  f Q)(/)A /)~a,(*)A *)ffr + ±  f w(x)f(x) dt =
£^°  \ dX  a (X- ‘ f  dX  a  (X_, )a J

-1  im f ш(х~£)/(*~£ (*)/(*) dt T
~ ° [  I  ( * - 0 “

- a ' f  “>(0/(0-*> (*)/(*) dt + 7  [> (*)/ (*)] d t .
J  ( X - t )  l+ “  J
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тенгликни эътиборга олсак, (107) куйидагича ёзилади:

Г  (1 -  а )  ш (х)/У} + g Гю W W - f f i A Orf,.
 ̂ 7 ( * -о “ i  ( * -о 1+“

Бу айниятдан юцорида баён кдпинган экстремум прин- 
ципи дарх,ол келиб чикдди. Агар co(t), [а,Ь\ да усмайдиган 
мусбат узлуксиз функция булса, айтилган фикр Daxb опе­
ратор учун *ам  уринли булади.

3 . Айрим айниятлар
1) Агар 0 < а , /3 < 1 ва (х — a)~af(x), (х  — a)~pf(x )eL (a ,b )  

булса, у х,олда деярли у,амма (а,Ь) да

D~J (х  -  аУР {х  ~ аУ° /  ( * )  =

= (х  -  а)~“ D'J (х  -  а )'Р /  (х )  ( 1 ° 8)

муносабат уринли булади.
(49) таърифга асосан II бобнинг 3- параграфидаги Ди­

рихле формуласини эътиборга олсак,

(х  -  а УР (х  -  аУа /  (х ) =

D-J (х  -  аур } (Г-  ауа { х -  t f l f ( t ) d t  =
а

= Т Щ г Щ  J { t - a y a ( s - t ) a' t f {t)dt  =
а  а

= Т Щ гЩ  1 ~ а>> а f ^ dt\ аУР (x ~ s)P~l ( s ~  ' Г 1 *
a  t

тенглик \осил булади.
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Ички интегралда s = t + (х —1)% алмаштириш бажариб,
VI бобдаги (20) формуладан фойдаланамиз, у х,олда

| (s -  а)~р (х  -  s)p~l (s -  t)a i ds = 
t

= a)~p (x  - 1 ) ° j  £ “-* (1 - S ) p-' (l -  £ - s j P dt;

= T W  {x  - F (a -l<-a +

Ш ундай к,илиб,

Dat (x -  a)~p D-* (x  -  a)~“ f  (x )  =

= т & щ  J  (* ~ аУаЧ> ( *  ~ ' Г * -1 f  ( 0  F  (“ >P’ a + S )  ■dt
a

Бу тенгликдан, гипергеометрик функция биринчи икки 
параметр га нисбатан симметрик булгани учун, (108) ай- 
ният келиб чикдци.

2) Агар 0 < 2 а  < 1 ва (х — а)~а f(x),(b  —х)~а f (x )e  L(a,b) 
булса, у холда двярли хамма (а,Ь) да к,уйидаги муносабатлар 
уринли булади:

( х - а у а / ( х )  =

= ( х - о ) " ’ 1 /£“- * / ( * ) ,

D :„ (b~x)2a-1 D : ; ' ( b - x y a f ( x ) =  (109)

= ( Ь - х Г 1 D i r  f { x ) .

(109) формулалар биринчисининг чап томонини g(x) 
орк,али белгилаб, (98) ва (101) формулаларга асосан

8  М = тч^а) i ^ x ~ ()>а ~ 4  ( 5 '~ ^ ^  f ( s) ds=
а  а

= ( *  -  ' Г  ( ' - 5Г ( ' - а)2а'1 dt =
' a  S
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= г ч Ь )  S -  аТ ‘ <* -  s>"!" /  W *  х' я

“ Г  ( * - * ) ' ' ’“ / ( * ) *
а

x F  1̂ -  а , 1 -  2 а , 2 -  2а ; ^ j  fifc

тенгликка эга буламиз. Бундан, VI бобдаги (21) формула- 
га асосан

^ W = r ( 2 ^ ) i f ( s - flr ( S j  2“ х
а

x F  |l — а , 1 — 2 а , 2 -  2а ; /  (s) ds.

Энди VI бобдаги (18) формулаларнинг иккинчисига 
мувофик,

F ( ' - a - l - 2a' 2 - 2a^ ) =

= 0 -  Ц  й Г  f  2 - 2а'2 - 2а; s )

ва F(a,b,b;z) =  (I -  z)~°, Г(2 -  2а) = ( \ -  2а)Г(\ -  2а) му- 
носабатлардан ф ойдалансак, ушбу

* ( * )  = “  s y 2af { s ) d s  = { х -  о)“_| D j “- ' f { x )

тенгликни \осил киламиз.
Худди шунга ухш аш , (109) формулаларнинг иккинчи- 

си исботланади.
Агар (109) да а  ни 1 — (3 га алмаштириб, 0 < 2/3 < 1 деб 

^исобласак, куйидаги формулалар келиб чикдди:

400
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D'-t*âx (x  -  a)l' 2p D-J (x  -  a f ~ X f { x )  = (x  -  a ) *  Dj,;2pf ( x ) ,  

D ¥  (b -  x)'-2p D-J (b -  x f ~ '  f ( x )  = (b -  x )- ' D ^ f ( x ) .

3) / ( x ) e d ° ’̂ (fl,A ) булсин. Ух,олда ушбу 

Di.-OSf  ( * )  = co sш  /  (x )  + J [ i ^ T  Ш ,
a

е д г /М = с о * ™ /( * ) - ^ | ( ^ ) " 'М  <ll0)
a

айниятлар уринли булади.
Бу ерда интеграллар Кошининг бош киймати маъно- 

сида тушунилади.
Ха^икатан х,ам, (98) ва (101) таърифларга асосан

г ( х ) = [ > : ,1> ; ; г Ы )  = I  D -J'-iD2' f ( x )  =

-  т т е  s  I л !  <* -  ' Г - ' Ю  * = - F  i

х J  (х -  /)”“ dt

п dx 

(х )  dsJ  (s -  0 е’ 1 f  ( s ) * + 1 (5 -  0 е’ 1 f  (
- 1 X

Бу ерда биринчи жуфт интегралга Дирихле формула- 
сини куллаймиз, иккинчисининг эса уринларини алмаш - 
тирами з, у ^олда

F  м  *  ^  ж \  \ f  W * j  (*-  ' Г  (s -  ‘ Г  л  -
а  аи а  а

+ J  /  (5) (х -  l)~a (s -  t)a~
X п

dt

И чки интегралларда р = £zi алмаштиришни бажариб,
’  X - I

куйидаги тенгликка эга буламиз:
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F ( x )  = sin^a d
я dx

or — 1

- j f ( s ) d s  J  J ,  dt

Ушбу

(.s - a ) . / ( x - a )

( s - a ) / ( x - a )  _ a _ ] ft »  a _ ,

J e { x ) =  j  f { s ) d s  J  Л -  d $ -  j  f { s ) d s  j  dg
a  0 x + f  ( s - a ) / ( j c - a )

интегрални караймиз. J c (x )  ни x  буйича дифференци- 
аллаймиз, у *олда

( х - е - а ) / ( х - а )  ^

/ ;( х )  = / ( х - е )  | Я Г  rf<= +
а

+ / ( х  + е ) J  ^  ^  +
($+ £ -я )/ (х -д )

+ 7 ' f ^ . T  f ^ ds + г fJ I х - д  J s -x  J 1 x -a

Бу тенгликда г —> 0 да лимитга утамиз:

sinTra Г( s-aY* f{?)d'п па  Г Г s -a  
п J I х -а

М аълумки,

7 £J dt, = nctgna.

Бунга асосан, аввалги тенглик

г  t \ /• / \ sin я а  |Y j - a  Y* f ( s  )dsF  (x )  = c o s яа/ (x ) + -  J - J z r -

www.ziyouz.com kutubxonasi



куринишга келади.
Бундан (110) формулаларнинг биринчиси келиб чик,а- 

ди. И ккинчиси ^ам худди шундай исботланади.
4 )  Агар v ( х ) е  ( -1 ,1 ) ,  0 < 2/3 < 1 булса, у х,олда 

куйидаги айниятлар уринли булади:

d_
dx

1 1+x J -14 '

г ! к - j  D  -  ' Г  -  о  - « O'” } ( ' ) < "  =
д: -1

- * « » м 4 ( й Г ( я * т з ) '

d_
dx

Б у  ерда >̂ ам худди (110) дагидай (111) айниятларнинг 
унг томонидаги интеграллар Кошининг бош к,иймати маъ- 
носида тушунилади.

Уш бу ифодани к,араймиз:

w  = i !  ( * - 5 Г ' - ' Ф - ' Г 2'
- I  -1

-“I “I

-1 {

= Г  ( 2 Р ) Г ( 1 - 2 Р ) [ ±  D $ D t 2» v (x )  + ± d :™d ;('-2% ( x )] .

(1 0 1 ) , (102) формулаларга ва г  (2(3) Г  (1 -  2/J) = . "  - 
асосан  sin 2 0  я

^ М - а й г [ « М + йГ.м о ;,“ -м ,» М ]

4 0 3
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тенгликни Х.ОСИЛ к,иламиз. (110) айниятдан фойдаланамиз. 
Унда а =  — 1, b =  1, а  =  1 -2/3 десак, ушбу

J ' W  = 1 Л ^ И Х)+С05(1_2/3)Я VW +

sin(l-2/3)rc г f  v(?) d { _
n J I 1+x I / -xI 1 +JC J .  —

1V ;  ( 1 1 2 )
1 - • 1-2/3

= * £ / 3 * v ( x ) + j ( i ^ )  

формулага эга буламиз. Энди

^  М  = ж  f  ( * - « ) “ ''<« j  0 -ИУг,о(1)<1г-
-] -1

-I -1

функцияни текширамиз. x e ( —\,\) булганда

X-Z

алмаштиришни бажарамиз. У х,олда

= + = ( п з ,
-1 о -14 '

(112) ва (113) тенгликлардан (111) айниятларнинг би- 
ринчиси келиб чикдци.

Худди шунга ухшаш (111) нинг иккинчиси исботлана-
ди.
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АРАЛАШ ТИПДАГИ ТЕНГЛАМАЛАР

Биз I бобда аралаш типдаги тенгламаларнинг таъри- 
фини берган эдик. Бу ерда яна бир бор эслатиб угамиз. 
Хусусий \осилали дифференциал тенглама текширилаёт- 
ган со^анинг бир к,исмида эллиптик типга, иккинчи к,ис- 
мида эса гиперболик типга тегишли булса, уни аралаш 
типга тегишли дейилади; бу к,исмлар утиш чизиги (ёки 
сирти) билан ажралади, бу чизикда тенглама ёки парабо­
лик бузилади, ёки аникданмаган булади.

Аралаш типдаги тенглама учун чегаравий масалани X X  
асрнинг 20- йилларида биринчи марта Италиялик мате­
матик Франческо Трикоми

у и + и = 0у хх уу

тенглама учун куйган ва текширган.
Биз бу бобда умумлашган Трикоми

signal у jтихх +  иуу =  0 , т =  const > 0  (1)

тенгламасини урганамиз. Бу тенглама у =  0 укнинг ихтиё­
рий кисмини уз ичига олган сохдца аралаш типга тегишли 
булади, яъни >>>0 ярим текисликда эллиптик , у < 0  да 
гиперболик булиб, у =  0 да эса параболик бузилади. 

т =  0 булганда (1) тенглама

signyw^ + иуу=  0

куринишга эга булади.
Бу тенгламани аралаш типдаги тенгламаларнинг энг 

содда вакили сифатида урганишни академик М.А. Л ав­
рентьев тавсия калган ва унинг учун турли масалаларни 
академик А. В. Бицадзе текширган. Ш унинг учун *ам  бу 
тенглама Лаврентьев — Бицадзе тенгламаси дейилади.
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1 - §. (1) тенгламани у < О ярим текисликда  
текшириш

у < 0 ярим текисликда (1) тенглама гиперболик типга 
тегишли булиб, у

~ ( - У )тихх + иуу= 0  (2)

куринишга эга булади.
1. Коши масаласининг куйилиши. Бизнинг асосий мак;- 

садимиз (2) тенглама учун бошлангич шартлар параболик 
бузилиш чизигида берилганда Коши масаласини урга- 
нишдир: (2) тенгламанинг у < 0  да узининг иккинчи тар- 
тибгача уосилалари билан узлуксиз булган ва у =  0 ук,нинг 
бирор к,исмида, масалан, А(—\,0) В(\,0) кесмада

lim и (х ,у )  = т(х),  (3)_̂>0 4 ' v '

! s l r vW <4>
шартларни цаноатлантирувчи и(х,у) ечими топилсин, бу ерда 
х(х) ва v(x) — берилган функциялар узларининг иккинчи 
тартибгача хосилалари билан узлуксиздир.

(2) тенглама

~ т+2 т+2

i  = ” = х + (-•>’)“  <5) 

характеристик координаталарда ушбу

д 2и т 1 А  i  т 1 й  _  п
д Щ  ~ 2 (m + 2 )~ f^ l^  + 2(т+2) ~  ( 6 '

куринишда ёзилади. (6) тенглама Эйлер — Дарбу тенгла- 
маси деб аталувчи

д 2и а  ди в  ди _  ~ .
д&г] {-г, Эц

тенгламанинг хусусий холидир, бу ерда a, fi — ихтиёрий 
узгармаслар.

(5) алмаштириш у  < 0 да махсус булмаган алмаштириш- 
дир, шу билан бирга (5) у < 0 ярим текисликка ц > £  ярим

www.ziyouz.com kutubxonasi



текисликни мос куяди. у =  0 тугри чизик,, яъни г\ — £ =  О, 
бу алмаштиришнинг махсус чизиьидир. Ушбу

п+2

ди
Эу

тенгликларга асосан (3), (4) бошлангич шартлар 

lim « (£ / ? ) = г (| ) ,

т

„ ? р . ( = г Г ( ’' - « = 5 ( | - и ) = 1' Ю  <8>

куринишда ёзилади.
2 . Эйлер — Дарбу тенгламаси учун Риман функцияси.

Бизга I I I  бобнинг 5- § идан маълумки, (7) Эйлер — Дарбу 
тенгламасининг Риман функцияси R(£,  г] , rjl)  ушбу

еки
э2к
д£дт) £,-1) д£ Z-ri дг) (£ _rl) (9)

куш ма дифференциал тенгламани к,аноатлантиради ва 
£ =  t] =  Г7, характеристикаларда

Z\-v
li-m

j  j *

кийматларни к;абул к,илади. Риман функциясини

я ( | ,  ih) = (Z - v )a+l> ( I - £  - * ? ) Р F

407

(10)
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куринишда излаймиз, бу ерда /г\озирча номаълум функ­
ция. (11) дан

-  £i-n
4i-ni i=ft

R(£, nI;Zl,TJl) = (£2L4i-ni \v=ni

Бу тен гл и к л ар д ан  (1 0 ) га а со са н  к у р и н я п ти к и , 
/ 'l^ , = ^ ’ |ч=ч =1 булиши керак. (11) да /^олдидаги купайт- 
мани со оркали белгилаб олиб, R ни ва унинг х,осилалари- 
ни (9) кушма тенгламага куйсак,

+ (®ч + -£j< °)F( + (°>i ~ J I j (0) Fn

Po>n

V

а+Р

( f W
(О F  = 0

тенглама *оси л булади.
со нинг ^осилаларини \исоблаймиз:

( 12)

I а+Р 
^ = \ J ~ s-m

со, соп = а+Р Р 
Z-П \\~П

СО,

<°tn =
(а+Р)(\-(а+Р)) + Р(а+Р) +

{Z-tiY {Z-ri)(Si-r))

а(а+Р) _  оф
(Z-n)(Z-rji) (4i -nj i t -ni )

со.

со ни ва унинг \осилаларини (12) тенгламага куямиз, у 
\олда

еки

e-ti п-т
(й-г))(41 -п) Fi + a  ) д "F . +

+ а р -— ------- F  = 0
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« —■>)({I,-̂ U )  F  p (t -{ , ) ( { - , )  F
£ \ ~ Щ  ”  4

+ a  F„ + a p F  = 0
5 1 -m 4

тенгламага эга буламиз. Ушбу

=  ( 4 - 4 i  ) ( ч - т )  

(Zi-n)($-rh)
а

белгилашни киритамиз.
Ф араз к,илайлик , F  функция а  нинг функцияси 

булсин, яъни F  = F(a). F  ни ва унинг

F = F ( 7 . ,  F  =  F  а  , F  = F  а  сг,+ F  о.{ О { ’ п а п ’ {п ост п ( a in

^осилаларини ^исоблагандан сунг, (13) тенгламага куямиз, 
содда ^исоблашларни бажариб, куйидаги тенгламани ^осил 
Киламиз:

o ( l  -  a) Fog+{ 1 - ( a  + b  + \)a]Fg -  a/3F = 0. (14)

Бизга VI бобдан маълумки, (14) тенглама Гаусс тенгла- 
маси булиб, унинг ечими

* ( « ,  A U ) -*(««.

гипергеометрик функциядан иборатдир.
Бундан дарх,ол =1 эканлиги келиб чи-

кдци. Ш ундай кдлиб, Эйлер—Дарбу тенгламасининг Ри- 
ман функцияси

w €i ,r h )  =

куринишга эга булади.
Бунга асосан, (6) тенглама учун Риман функцияси куй- 

идагича ёзилади:
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R ( 6  »?;£,, ъ ) = (£ -  [(§  -  г?,) (£, -  т,)]-  ^  х

т т 1 
Х Г  I 21Я+4 ’ 2т+4 (5, Х 5 -ift) Г

3. Коши масаласининг ечилиши. Биз юцорида уктириб 
утдикки, г] — Е, =  0 турри чизик, (5) алмаштириш учун мах- 
сус чизикдир, яъни бу чизикда (6) тенгламанинг коэффи- 
циентлари ч екси зл и кк а интилади. Шу билан бирга, 
^ > Т ] + £  ярим текисликда, бу ерда £ — ихтиёрий мусбат 
сон, (6) тенглама учун Коши масаласи, биз III  бобда кур- 
ганимиздек , оддий усул билан ечилади, Коши масаласи, 
бошлангич шартлар у  =  0 параболик бузилиш чизигида бе- 
рилганда махсус текширишни талаб кил ад и.

Шоркали £,=rj + е , £  >0 тугри чизик^инг Q(r]l + £,r\J Q,(£,,
£ — £) кесмаси ва (6) тен- 

,^-s) i гламанинг QP r\=r , . 
QXP : t, =  £, характерис- 
тикалари билан чегара- 
ланган сохрани белгилай-

циалланувчи u(£,,Tj)  ечими 
учун III бобдан (63) фор- 
мулага асосан куйидаги 
айният уринли булади:

миз (34- чизма).
(6) тенгламанинг икки 

марта узлуксиз дифферен-

34- чизма

« (5 i.» ? i)=  2 M(^i + e ’7li)R (nl »7|) +

+2и(£,  r i )R(£,  i j ; £ „  » j , ) x
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Уш бу

Я
dnds = ~dr]’ ^ ds = d% Ba QQi да = dri

\амда

J L d s  = —  ^-ds + — ^ d s  = —  \dN  9 4  dn dr) dn 1 '  1

тенгликларни эътиборга олиб, аввалги айниятни 

* < ( 5i , » ? i )  =  y « ( n i  +e,rji)R[rti +  е , 1 7 , ; £ , . » ? ,  )  +

+ y « ( £ i  >£i — , 5,  ~ £ ;^ i.» 7 i)-

dR(Z,tr4i , rh)  dR(Z ,n£ i , r i i )  2т
т+2тц+е

(15)

+ 2

куринишда ёзиб оламиз.
Гипергеометрик функциялар учун

F (a ,  b , c ,x )  = p 0 ^ ^ F ( a , b , l - c  + a + b , l - x )  +

Г (с )Г (а + Ь -с ) , 

Г > И * )
+ " ч„',~ '  (1 -  х )С ° F  (с  -  о, с -  1 + с -  о -  6,1 -  х) ■.

г (  и 1 \ Г ( с ) Г ( с - а -Ь )  
F ( “ ’ b ’ C’ , ) ‘  Г\с-а)Цс-Ь)

тенгли клар уринлидир. Буларга асосан, содда х,исоблаш- 
ларни бажаргандан сунг

<?R dR 2т 1

dt] т+2 £-т/

4  Г { т+2 
п+2 г 2( т \ 

I 2 т + 4 )

(6  -т )" " 1 [(&  - £ ) ( £ - г?,)]"
m+4

2m+4
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тенгликни *осил к,иламиз.
Ушбу Г(\ + х ) = хГ(х) формулага биноан,

\ т+21  2 [т + 2 ) '

Буни эътиборга олсак, (8) бошлангич ш артларнинг би- 
ринчисига асосан,

lim dR _  9R
f-»0 д£, дг\

г [ ——
_  .-2  i-w+2.

-R(£,ri',Zi,rh) и {£Л  ~ е )  =
n=i-*

Л ----- 2 w+4
= " 2 ) («I -  5 ) Г  2М+4 ** (« ) ■■

(17)

(16)
Г\>1 'И) ' "  [.Vs ''1АЬ1 WJ *• v w

ч 2/Я+4

(8) бошлангич шартларнинг иккинчисига асосан  эса

= №  - 1 ,  > й  -  { ^  v («>.
[ 2/П+4 J

Шу билан бирга 

lim Я (£,.£, -  е; <gi,77j) = ° ,  l im Л (??, + £,??,; г?,) = 0. (1g)

(16), (17), (18) тенгликларга кура, (15) формуладан е - > 0  
да куйидаги формулага эга б^ламиз:

т  ̂ «1 Я+4

-x-/Lx- -WX-. -/j ^  +
”i

Л  ——  2 ДЧ-4

“ ( « и ^ )  = 4 ^ Й  -т У™  H « ) [ « - i ) ( 4 ,  -  А р - "  
' ’ ( s s j j  ч

/ n_̂ L /| — ] £l т

Бу формулада £ = I l _ 2 l / + i i l 5 l  алмаштиришни бажа- 
риб,
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г f - !± ! l  = W l + - * - )  = - > - г (  - i - ]
{ m + 2 )  \ m+2) m+2 {m +2)

тенгликни эътиборга олсак, сунгра
-  W T  t. т т  i.

= x  + ——  у 2 , щ = x -  ——  у 2 ларга асосан эски
т+2 7  ’ ' 1 т+2

(Х>У)  узгарувчиларга к,айтсак, ушбу

формулани х,осил кдламиз.
(1 9 ) формула Дарбу формуласи дейилади.
Бевосита текшириб куриш к,ийин эмаски, берилган т(х) 

ва v(x)  функциялар икки марта узлуксиз дифференциал- 
ланувчи булганда (19) формула билан аникуганган и(х,у) 
функция х  ва у буйича иккинчи тартибли узлуксиз \оси- 
лаларга эга булиб, (2) тенгламани ^амда (3), (4) бош лан- 
FH4 шартларни к,аноатлантиради. Бу Коши масаласининг 
ягоналлги (19) формула, (2) тенгламанинг £ > ц ярим те­
кисликда узининг иккинчи тартибгача х,осилалари билан 
узлуксиз булган ихтиёрий ечими учун уринли буяган (15) 
айниятнинг натижаси эканлигидан келиб чикдди. (19) 
формуланинг куринишидан ечим бошлангич шартларга 
узлуксиз богланганлиги, яъни тургунлиги \ам дар\ол ке­
либ чикдди

2- § . (1} тенгламани у > 0  ярим текисликда
урганиш —

.у > 0  ярим текисликда, яъни (1) тенглама эллиптик 
булганда у

£ ( и) = у" и + и  = 0'  '  хс уу

куринишга эга булади.
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1. (20) тенгламанинг фундаментал ечимлари. Маълум- 
ки, Лаплас тенгламаси, яъни (20) да т = 0  булганда, икки 
нукта орасидаги масофага боглик, булган I n -  фундамен­
тал ечимга эга. Худди шунга рсшаш, (20) тенгламанинг 
\ам икки нук,та орасидаги масофаларга б о и  и к, булган фун­
даментал ечимлари мавжуд. Бу ечимларни топиш  мацса- 
дида ушбу

белгилашларни киритиб, (20) тенгламанинг ечимини

куринишда излаймиз. Бу функциянинг иккинчи тартибли 
^осилаларини \исоблаб, (20) тенгламага куйганимиздан 
сунг, со (р) функцияга нисбатан

тенгламага эга буламиз. (22) тенглама бизга V I бобнинг
2- § идан маълум булган Гаусс тенгламасидан иборат булиб, 
у р  =  1 нук,та атрофида икки га чизик^и боглик, булмаган

ечимларга эга. Буларни (21) га куйиб, (20) тенгламанинг 
иккита ечимини >^осил киламиз:

_  г 2 о  _  т

(21)

р(\ -  р)(о" +  [ 1 -  (\ + 2/3)р] (o '- р 2с о = 0  (22)

о\ (р ) — F(P, /3, 2)3, 1 - р ) ,  
co/p) =  fI - р ) 1-2? F ( 1 -Д 1  - 1 3 , 2 - 2 / 3 ,  1 - р )

£i (х,У\£,г)) =  ̂ (г,2) Р F(P,P, 2/3,1 — р ) , (23)

x F ( l - p , l - p ,  2 - 2 ) 3 , 1 - р ) ,

бу ерда кх ва к2 — узгармаслар.

414
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Гипергеометрик функциялар назариясидан маълум 
булган

формулага асосан, г —> 0 ва /•-> 0 (у >0,) да (23), (24) ечим- 
лар логарифмик махсусликка эга эканлиги келиб чикдди.

Д ем ак, улар (20) тенгламанинг фундаментал ечимла- 
ридан иборатдир. Бу фундаментал ечимлар барча х  лар 
учун

шартларни каноатлантиришини текшириб куриш к,ийин 
эмас. Ш у билан бирга фундаментал ечимлар (х, у), (£, г\) 
нукталарга нисбатан симметрикдир. Бундан кейин

деб ^исоблаймиз.
2 . (2 0 )  тенглама учун асосий чегаравий масалаларнинг 

Куйилиши ва улар ечимларининг ягоналиги. D оркали х  
укининг А(— 1,0) В(\,0) = J  кесмаси ва у  > 0  ярим теки с­
ликда ётувчи, учлари А ва В нук,таларда булган силлик, а  
эгри чизик, билан чегараланган со\ани белгилаб оламиз.

Д и р и х л е  м а с а л а с и .  D сох,ада регуляр, ёпиц D со- 
у,ада узлуксиз ва

чегаравий шартни цаноатлантирувчи (20) тенгламанинг 
ечими топилсин, бу ерда s — В нуцтадан %исобланадиган а  
эгри чизиц ёиининг узунлиги, (р (s) ва т(х) — берилган уз­
л у к с и з  ф ун кц и ялар , шу би лан  б и р га  т (А )= (р (1 ) ,  
т(В) =<р (0) ,  I — а  эгри чизик, узунлиги. _

N м а с а л а .  D со%ада регуляр, ёпин; D со%ада узлуксиз
ва

(25)

2-2р Г 2{\-[1)

I  /(2-2/3)

и \о=(р (5 ) ,  u \ j = r ( x ) (26)
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u\G=cp(s ) ,  lim д- ф У }  = у ( х )  x e J  (27)
a  v > y->0 dy  '  '

чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи (20) тенгламанинг 
ечими топилсин, бу ерда <р (s) — 0 < s < I да берилган узлуксиз 
функция, v(x) эса J  да берилган узлуксиз функция булиб, бу 
интервалнинг четки нук,таларида дан кичик булган тар- 
тибда чексизликка айланиши мумкин.

Бу масалалар ечимларининг ягоналигини исботлаш 
учун эллиптик типдаги тенгламалар назариясидан икки- 
та далилни келтириб утамиз.

Чегараси S  булган G сохдца

д 2и ди д2и ди  > ди п
а д ?  + 2Ь д ^  + СЪ? + а'д ^  + Ь' Ъ  + с'и - °  (28)

тенгламани текширамиз. G со^ада adyP-+2bdxdy + cdx2 = 0  
форма мусбат аник,ланган, яъни (20) тенглама эллиптик 
типга тегишли булсин.

Х о п ф  п р и н ц и п и .  Агар и(х,у) функция (28) тенгла­
манинг айнан нолга тенг булмаган G сох,ада регуляр, G U S  
да узлуксиз ечими булиб,

с, < 0

шарт бажарилса, у х;олда барча G со^ада

агарда сх =  0 булса
minsu < и < maxs\u\

тенгсизлик уринли булади.
Заремба—Жира принципи. и(х,у) функция эллиптик тип­

га тегишли булган (28) тенгламанинг G сох,адаги регуляр 
ечими булсин. Агар G со$а S  чегарасининг Р нуцтасида и(х,у) 
узининг экстремал щйматини к,абул к,илиб, S  контур шун- 
дай хоссага эга булсаки, G да ётувчи Р нуктадан к айланача 
утказиш мумкин булса, у %олда к айланачанинг марказига 
к,араб йуналган г радиус буйича олинган х,осила (агар у 
мавжуд булса) Р нущтада нолдан фарцли булади', шу билан
бирга максимум булган у̂ олда -:г  < 0, минимум булган %олда 

Эиэса > 0 булади.

|м| < maxs\u\
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(2 0 ), (26) Дирихле масаласининг ечими ягона булади. 
Хак^ик,атан х,ам, агар и/х,у)  ва и2(х,у) функциялар (20) тен- 
гламани ва (26) чегаравий шартни каноатлантирувчи ик- 
кита ечим булса, буларнинг айирмаси и —их — и2 (20) тен- 
гламани ва и\а =  0 , и \j= 0 бир жинсли чегаравий шартни 
Каноатлантиради. Бундан, Хопф принципига асосан и = 0, 
яъни м, =  и2 эканлиги келиб чикади. Худди шунга ухшаш 
N масала х;ам биттадан ортик, ечимга эга булмайди. Бу фик- 
рнинг тукрилиги юкорида келтирилган икки принципдан 
дар^ол келиб чикади.

3 . Грин формуласи ва N масаланинг Грин функцияси. 
Ушбу

uE(v ) - vEiu ) ^ [ y ( , ^  - » £ ) ] ♦ £ ( « $  - » f )

айниятни текшириб куриш кийин эмас. Бу айниятнинг 
^ар икки томонини у > 0  ярим текисликда ётувчи Г э г р и  
чизик, билан чегараланган Q  со *а  буйича интеграллаб, 
сунгра Гаусс — Остроградский формуласини кУллаймиз:

j  [ иЕ  И  “ vE  («)] dxdy = J \ут (и -  v f j )  cos (л, x )  +
£2 /-L

бу ерда n — Г  эгри чизикка утказилган таш ки нормал, 
-  c o s ( « ,x ) ,  ^  = - c o s (п ,у)  тенгликларни эътиборга 

олиб,

А Г ] = -  —  —
5 ds дх ds ду

белгилашни киритсак, аввалги тенглик куйидагича ёзила- 
ди:

J  [и Е  (и) -  vE  (и)] dxdy = J  (uAs[v] -  d s . (2 9)
a r

Бу формула Грин формуласи дейилади.
• Агар и, V — (20) тенгламанинг ечимлари булса, (29) 

дан
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г

формула ,\осил булади. Одатда As[ ] ифода конормал коси­
ла дейилади. (29) формулада и s i  булиб, и функция (20) 
тенгламанинг ечими булса, и ни и2 билан алмаштириб, 
ушбу

формулага эга буламиз. Ни^оят, (30) формулада де-
сак,

булади, яъни (20) тенглама Q сохдцаги ечимининг конор­
мал х,осиласидан со\анинг чегараси буйича олинган ин­
теграл нолга тенг.

(20) тенглама учун N масаланинг Грин функцияси деб, 
куйидаги шартларни кдноатлантирувчи G/E,,rj; х,у) функ- 
цияга айтилади.

1) G{(£,ri; х  , у) функция (х,у) нук,тадан ташк,ари барча 
D сохдда (20) тенгламанинг ечимидан иборат;

2) ушбу

куринишга эга булади, бунда #,(£, rj; х, у) (20) тенглама­
нинг фундаментал ечими, о ((£, г); х, у) эса барча D со^ада 
(20) тенгламанинг (х, у) буйича хдм, (£, г\) буйича \ам 
регуляр ечимидир.

Грин функциясини тузиш (25), (31) ва (32) ларга асо­
сан унинг

г
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шартларни каноатлантирувчи и,(£, tj; х, у) регуляр кисми- 
ни топиш га келади.

Лаплас тенгламасини текширганимизда потенциаллар- 
ни тузиб, кандай урганган булсак, бу ерда \ам g,(£, Tj; х, у), 
g2(%, Г); х, у) фундаментал ечимларга асосланиб оддий ва 
иккиланган катлам потенциалларини тузиб, уларнинг хос- 
саларини текшириб, булар ёрдамида и,(£, Г); х, у) регуляр 
ечимни топиб олишимиз мумкин. Бу масалаларни текши- 
ришга биз бу ерда тухталмаймиз. Лекин, сг эгри чизик нор- 
мал эгри чизик; деб аталувчи

<7 ; j , - 2 = J
( ^ 2 f

эгри чизик билан устма-уст тушганда Грин функциясини 
дар^ол ёзиб олишимиз мумкин. У ушбу

G\ (£,ri,x,y) = g l ( ^ r ] , x , y ) - ( R 2) Р g, {^,r},x,y)  

куринишга эга булади, бу ерда
,  т+2 m+i ----

От+2у RL R1

4. N  масаланинг ечими. сг0 нормал эгри чизик ва у =  <5 
тугри чизикнинг кесмаси билан чегараланган сохрани Ds 
оркали белгилаймиз. у =  5  тугри чизикнинг а0 билан ке- 
сиш иш  натижасида *осил булган нукталарнинг абсцис- 
саларини х, ва х2 оркали белгилаймиз. 0 5 со\анинг (х, у) 
нуктасини марказ килиб етарли кичик £ радиусли ва Ds 
да тула ётувчи С. айлана чизамиз. <70 , х, х2 ва С, билан 
чегараланган со\ада Грин функцияси G,(£, Г]; х, у) (20) 
тенгламанинг регуляр ечимидан иборат булади. w(x, у) 
функция (27) шартларни каноатлантирувчи (20) тенгла­
манинг регуляр ечими булсин. Бу икки функцияга (30) 
формулани куллаймиз:

J (uAs [G\}-G{As [u])ds = 0.
Сто+ X i  Х2+ С с

(27) ва  (31) шартларни эътиборга олсак,
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J <P {s) AS[GX ]*  + J v ( I  f t  (£, 0, x , у ) </§ 

£

J («4 [«])<* = °
->
cE

еки

J  («4 [<7,]-<7,4 [ы])Л = - J v (££, (£ ,0,x, Д')^ -
<- x\
Cs

-  | ф ( 5 ) 4 [ ( ? , ]  ds
(33)

ao

тенглик ^осил булади. C£ нинг тенгламасини ^озирча 
I% =  1l(t), г] =  r](t) десак, бевосита хрсилаларни \исоблаш на- 
тижасида ушбу

««'(') „ 2 
-------З"''

+2 (  т+2 т+2 ^
Г) 2 + у 2

т+2

т+2 
2 и Тп 1у

h(x,y,t)
(34)

(m+2)-
х  / -

ифодага эга буламиз, бу ерда

ul = - A TF ( p , p , 2 p , l - p ) t u2 = - ^ vF ( p , p ,  2)3 + 1,1 -р),
К )  ('П

а ( * , л 0  =  2 ( 5 - * ) ^ » ? ' ( 0  +

+ г  (/) (х  -  ( г ? -2 -  / ”+2) .

Энди С, айлананинг тенгламасини кутб координаталарда 
Е, — х  =  £ cos/, Т] — у =  е sin/ ёзиб оламиз. У х;олда

420
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тенгликка асосан

r 2 = £ 2 COS2 / +  4
(т+2У

т+2 т +2
(у + £ sin t) 2 - у  2

= £2 cos2 1 + е1ут sin2 1 + а 2 (y ,t , £ ) , а 2 = 0 ( е 3) 

г)т+2 = (y + £sin/ )m+2 = ут+2 + {т + 2 )еу т+х s in /Ч-у, (>»,/,£),

h (х, у, t) = 2г2 cos21 (у + е sin t)m+> -  е sin t£2 cos21 +
m+2

+ ~ ^ £ ^ ш { т  + 2)£ут̂  smt + Y2 {y,t,e) = - ^ e 1 ^

cos2 i(y  + e sin ?)m+l -  £ sin t cos2 1 + ym+l sin2 1 + y3 (у, /, e) 

limy, = 0e—>0 ■*

Ю^оридаги тенгликларни эътиборга олиб, куйидаги 
ларни х,осил кдламиз:

/ > ^  , . т +  1 
l im  к ( * ’М  - ____т ± 2 Уlim
е->0 r L cos2 /+ym+1 sin2 t ’

(35)

.uiTlf —>0 {m+2 J

-2/3-2 _ 3m+4

£ 5 “’ *  i b l " ’ ’ /3*,/ - (А/ з , 1 + 2/3,1)"

,  2к г <2«  v- “
1{ т + 2 )  Г 2( 13)

(36)

Биз бу ерда VI бобдаги (11),  (21)  формулалардан фойда- 
ландик. Энди, (35) ва (36) га асосан , к{ нинг кийматини 
эътиборга олсак,

www.ziyouz.com kutubxonasi



и(х ,у) ва (Л 2) Р g, ,г}',х,у) функциялар (20) тенгла­
манинг регуляр ечимлари булганлиги сабабли

lim J  (7,Д[г/]Л = О, lim | иА, ( f i2) Р g, (^,rf ,x,y^dt  = О
се се

булади. Ш унинг учун х,ам, (34) ва (37) га асосан

2 п

- l im  | uA\gx]dt J  и {х  + e c o s  t,y + e sin =
о

ce m

In  m In У 2

= u(x,  .y )^ - I" — ----- y-dt = и (x ,y)^-  f cos2' dt = u ( x , y ) .
'  2я J  cos r+ y ” sin2 / о lS 1

Шундай к,илиб, (33) формулада e —> 0 ва <5—» 0 да ли- 
митга утсак,

и { х ,у )  = - Jv  (£)G, (£ ,0 ,x,y)dS  -  J  <р(5)/15[С1]Л (38)
-1 СТО

формулага эга буламиз. (38) формула билан аник*ланган 
и(х, у) функциянинг х,акикатан \ам N  масаланинг ечими 
эканлигига бевосита текшириб куриш билан ишонч х,осил 
килиш мумкин.

5. Дирихле масаласининг ечими. (20) тенглама учун 
Дирихле масаласининг Грин функцияси деб, куйидаги шарт­
ларни каноатлантирувчи G2(£, Г); х, у) функцияга айти- 
лади:

1) бу функция {х, у) нуктадан ташкари барча D сохдца
(20) тенгламанинг ечимидан иборат;

2) (х, у) ёки (£, rj) нукта D со\анинг чегарасида ётганда 
бу функция нолга тенг, яъни

G2( £ , r i ; x  ,у)\а+АЪ = 0~,
3) ушбу

С2( £  ц;  х, у) = g 2(£, г]; х, у)+ v2( £  Tj; х, у)

куринишга эга булади, бу ерда #2(£, г/; х, у) — (20) тенгла­
манинг фундаментал ечими, и2(£, г); х, у) эса барча D со- 
\ада (20) тенгламанинг регуляр ечими.
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D cox,a (Т0 нормал эгри чизик, билан чегараланганда, 
одатда бу \олда сох,ани \ам нормал соха деб юритилади, 
Грин функцияси

G2( £  П; х, у) = g 2(<;, т); х, у) -  (R1)  ~%(q, ц ; х  ,у )  

куринишга эга булади, бу ерда

_ ' л + 2  —  

Л2 = х 2 + т - ± ^ y ^ , X = ^ , y 2 = I J ^ .
{m+2)1 Rl '  R

Бу х,олда Дирихле масаласининг ечими ушбу

и { х , у ) =  j  т ( £ ) д0 #  Л’Х’У) d£ -  J (р ( 5 ) As [G2]ds (39)
-1 ц п=о сто

формула билан ифодаланади. N  масаланинг ечими кдндай 
мулох,азалар билан \осил килинган булса, (39) формула 
х,ам худди шундай мулох,азалар натижасида келтириб чи- 
кдрилади.

3- §. Трикоми масаласи

1. (1 ) тенглама учун Трикоми масаласининг к^йилиши.
D —х, у узгарувчилар текислигида учлари А (—1, 0 ), В{\, 0) 
нукд-аларда булган у > 0  юк,ори ярим текисликда ётувчи 
Ж ордан эгри чизиги а  билан, у < 0 ярим текисликда эса 
(1) тенгламанинг

•s т+2 ~ т  + 2
AC : x - - L =  (-у )—  = - 1 г в С : х  + - ^ г ( - у ) ~  = 1т + 2 4 ' т + 2 4 '

характеристикалари билан чегараланган чекли бир 6 o f-  
ламли аралаш со^а булсин. D со^анинг у > 0  ва у < 0 ярим 
текисликларда ётувчи кисмларини D+ ва D~ ор^али белги- 
лаб оламиз. (1) тенглама бу к,исмларнинг бирида эллип­
тик, иккинчисида эса гиперболик булгани учун уларни D 
со^анинг эллиптик ва гиперболик к;исмлари деб атаймиз.
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Т  м а с а л а .  D сох;ада регуляр, D да узлуксиз о  эгри чи- 
зик,да ва характеристикалардан биттасида, масалан, АС 
да берилган

«I a =  <P(s), u\ac =  V ( x)  (4°)

щйматларни цабул щлувчи (1) тенгламанинг ечими топил- 
син, бу ерда (р (Г) =  у/ (0) , / —а  эгри чизик^нинг узунлиги.

Т  масаланинг шартига кура т (х ) =  и(х, 0) функция — 
1 < х <  1 кесмада узлуксиз булиши керак. Бундан ташкдри,

/ ч ди(х,у) I с!т
v '  ' = — ду—  I>’=0 ва ~dx функциялар очик, — 1 < х  < 1 к ес­
мада узлуксиз ва диффере^щиалланувчи булиши керак .

2. D  ссщанинг ГГ  гиперболик цисмидан келтирилган т  (х) 
ва v (x ) функциялар орасидаги муносабат. D~ со\ада Коши 
масаласининг ечимидан иборат булган, (19) Дарбу фор-
муласи билан аниьуганган и(х, у) функцияни (40) шарт-

2 ^+2
ларнинг икки нчисига асосан  А С : х - - — ^ ( - у )  2 = - 1
характеристикада берилган 1//(х) функцияга тенглаймиз:

2 J. _ 2 _

V (л ) = Yi2m+2 J t [ x  + (х  + l)/ ]( l  -  dt - у 2 ( 1 + x ) m+2 х 
-i

х  J  v [ x  + (x  + 1 )? ] (l -  t2') P dt, -  1 < x  < 0, (41)
-i

бу ерда

у  = Г ( 2/3)  V  _ f m +2 W 2  Г ( 2 - 2 Р )  
п  Т Щ  ’ Y l \ 4 )  Г 2 ( 1 - Р ) '

X _1
Агар х  = алмаштиришни бажарсак, х е [ —1, 0] булган­

да x ^ j —1,1 J булади, сунгра х, урнига яна х ёзсак, (41)

= 2 = 2 j r  ( ^ 1 + ^ ' )  (1 - r f - ' d , -

_ri  | „  (дм  + « 1  , ) ( ! - ,> ) - »  d l 1 < *  < 1
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куринишда ёзилади. Бу тенгликда + = s алмаш - 
тиришни бажарсак, у куйидаги куринишда ёзилади:

г = ух (1 + х ) 1 J  т (5 ) (1 + s 1 ( *  -  s)p 1 ds -  
-1

* ( 4 2 )
-  Уi J v (5) (1 + s) P (x  _  S)~P ds, -  1 < x  < 1

-1

Бу формулани кулайрок, куринишда ёзиб олиш мак^са- 
дида VI I I  бобда киритилган каср тартибли интегралдан 
фойдаланамиз. Шунга мувофик,

I т (s)([ + sf~l (х ~ sf '  ds = r  (P)Dt  (1 + * / * ' '  r (x)
-1

J  v (s ) (  1 + s)~p (x - s)~p ds = Г  (1 - p )  (1 + x)~p v (x).
-1

Буларга асосан, (42) тенглик, ушбу 

D t  (1 + x f "  ,  (х)  = (| t  x f - <  (1 t  х)-> „ W  +

_t. ( * + л )2^ " 1 j  x-t
7 7 W * m  ( 4 3 )

куринишда ёзилади. (43) тенгликнинг \ар икки томонига 
Д51х оператор билан таъсир кдламиз. У \олда V III бобда­
ги (102), (109) формулаларга асосан

(1 + x f ' '  г (х ) = (1 + x f ' 1 Dlfc'v (х )  +

+  1 т л В  / ,  .

ёки

г W  = I v ^  ds + ^ ( x ) '  (44)

бу ерда
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Ушбу

тенгликни бевосита текшириб куриш к,ийин эмас. Бунга 
а с о с а н ,(44)

куринишда ёзилади.
(45) формула, (1) тенгламанинг и(х, у) ечими D~ сохдца 

А С характеристикада берилган у/(х) к,ийматни к.абул к,или- 
шидан аник^анадиган биринчи функционал тенгламани бе- 
ради. Агар у/(х) =  0 булса, (45) формула соддарок,

куринишга келади. Бу тенгликнинг \ар икки томонига

_ sinT/k ’ sin 2)3я = 2 sin /Зя cos (Зл тенгликларга ва V III 
бобдаги (101)  формулага асосан

формулага эга буламиз.
3. Экстремум принципи ва Т  масала ечимининг ягона- 

лиги. АСхарактеристикада нолга тенг булган Тмасаланинг 
и(х, у) ечими ёп щ  D со^ада мусбат максимумни ва ман- 
фий минимумни а  эгри чизицда щабул к,илади.

Хаки^атан ^ам, Хопф принципига асосан D+ сох,анинг 
ичида и(х, у) функция экстремумга эр и ш м ай д^  Фараз 
Килайлик, мусбат максимумга и(х, у) функция D ёпик,

х (х )  = 2 kK sin /Зтг J  v (s)(x  -  s ) 2/3 ds + (x )  (4 5 )
-1

X

-1
2kx sin (ЗлГ (1 -  2)3) D2fx V (x )

Dl x̂ 1 оператор билан таъсир к,илиб, Г  ( i p )  Г  (1 -  2/3)
п
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сохдца —К  х  < 1 кесманинг бирор ички Р(х0, 0) нуктасида 
эриш син. (46) тенгликни

»*■ v  =  т ( * )  +  (I  _  2 В )  f  r ( x ) ~r (5 j  ds 
cos /к ' (1+ x )1' 2  ̂  ̂ J ,  0 + * ) 2~2/S

куринишда ёзиб оламиз. Бу формулага мувофик, х  = х 0 да 
т(х0) > 0 ,  т(х0) —t (.s) >  0  булганлиги сабабли v(xli)> 0  булади. 
Бу тенгсизлик эса Заремба — Жиро принципига царама- 
каршидир. Экстремум принципидан Т  масала ечимининг 
ягоналиги келиб чикади. Чиндан ^ам, агар бир жинсли, 
яъни <р =  Ц! =  0  булган Т  масалани к,арасак, х,озиргина ис- 
ботланган принципга кура D+ сохдца регуляр, D да уз­
луксиз булган и(х, у) ечим узининг экстремумини ст да 
к,абул килади, а  д а э с а  и =  0.

Д емак, барча D+ да и = 0 булади. (46) формуладан 
v (x )  = 0  эканлиги келиб чикади. У ^олда (19) Дарбу фор­
мул асидан и(х, у) функция D~ со\ада *ам  айнан нолга тенг 
булади.

4 .  Т  масала ечимининг мавжудлиги. Аввало (1) тенгла- 
ма учун Трикоми масаласи ечими мавжудлигининг Три- 
коми тавсия килган исботнинг гояси тугрисида тухталиб 
утамиз. Бу foh шундан иборатки, v  ( х )  = lim uv ( х ,  И  функ-' у—>0 у '
цияни маълум деб х,исоблаб, D+ со^ада N  масала, D~ со\а- 
да эса  Коши ёки Кош и—Гурса масаласи ечилади. Сунгра 
^осил килинган иккита ечимни ва уларнинг биринчи тар- 
тибли х,осилаларини параболик бузилиш чизигининг АВ 
кесмасида бир-бирига уланади, яъни тенглаштирилади. 
Ш ундай килиб, Т  масала ечими мавжудлигининг исботи 
v (x )  функцияга нисбатан, Т  масалага эквивалент булган 
сингуляр интеграл тенгламани ечишга келади. Бу тенгла­
манинг ечилиши Т  масала ечимининг ягоналигидан к е­
либ чикди. Энди

gt ( x , 0 ; £ , 0 )  = £, | x -£ | “2/J, 

g, (х ,0 ; £ ,0 )  = к, - s j V  = ktx 2P (1 -  х£)-2Р

тенгликларни эътиборга олиб, N  масаланинг ечимини бе- 
рувчи (38) формулада у = 0  десак,
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r ( x )  = -£,  j v ( £ ) [ | x - £ r 2/J - ( 1 - * £ ) ' 2/3 dZ+qt^x) (47)

формулани \осил циламиз, бу ерда

<рх (х )  = -  J  (р (5 ) As [G, ( £ ,77; х, 0 )]  ds.

(47) формула (1) тенгламанинг и(х, у) ечими D+ сохднинг 
а  чегарасида берилган (р (s) к^ийматни кабул к,илишидан 
аник^анадиган АВ кесмадаги иккинчи функционал тенгла­
мани беради.

Аввалги бандларда олинган натижаларга асосан (1) тенг­
лама учун Трикоми масаласи ечимининг мавжудлиги ма- 
саласи (45) ва (47) тенгламаларнинг ечилиш масаласига 
эквивалентдир. Бу тенгламалардан г(х) ни чикдриб таш - 
лаш натижасида

формулани эътиборга олиб, (48) тенгликнинг *ар  икки 
томонига оператор билан таъсир кдламиз, у \олда

J V (s) (х  -  sy 2pds = -  J  V ( f ) [| x  -  £  \-2p -  (1 -  x£ y 2f> ]  X

тенгликни ^осил киламиз. Ушбу
X
J v (^ )(х  -  s)'2p ds = Г (  1 -  2p )D ^ x lv (x )
-1

1
бу ерда

Я - i f  [<Pi ( x )~ V i  ( * ) ]
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( * )  = - cos Рл d 
л dx

J  (x - 1)2̂ ‘ rffJv(£)[|f-§ \-2p -  (1 -  tE, )'2p 1 dt + h ( x ) .

V III бобдаги (111) айниятга асосан ушбу

-jv  < * > + Я 1  ( т й ) ' И  "  & s ) y w < "  ‘ h ' w

тенгламага эга буламиз, бу ерда

(49)

М х ) =
*(*) 

l+sin Рл ’
Я =_  COS Рл

w(l+sin Рл) ‘

Шундай цилиб, Трикоми масаласини унга эквивалент 
булган v (x ) функцияга нисбатан сингуляр интеграл тенг­
ламага олиб келдик. Ушбу

1+?
1+х

( _ L _ _ L \  =  J _  _  J L .
\t-x 1-х// t -x  1 -xt

айниятдан фойдаланиб, (49) тенгламани

V ^ )  + Al ( r i  "  Т ^ И ' ) Л  + Я 1 K { x , * ) v { t )  = fii ( * )  (50)
-1 -1 

куринишда ёзиб оламиз, бу ерда

х2/3
К  (x,t)  =

1+х ) ( —  ~ — ) \t-x  1-х//*

(50) тенгламада узгарувчиларни
2х 2)

формулалар билан алмаштирамиз. У \олда,

t ] - y 21
1+/5 1+х 

429

2х _  2(t-x)(l-tx)  
(l+/2)(l+ x 2)
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1 _  ('+ '2)(1+* 2) _  (l+'2)(i+*2) I 1
7J-у  2(t-x)(\-tx)

Шу билан бирга

i p y
|+* H J L  _ М

\t-x  1 -x t) '

2 (l-t2) (l+/2f  
dr} = dt, dt = ' Л dri.

M “P I

Буларни эътиборга олсак, (50) тенглама куйидаги кури­
нишга эга булади:

K ^(y 'r]) tii^ ) d r i  + h2 ( y ) ,  ( 5 1 )
-i

бу ерда

ц (у ) = (1 + x 2)v (х )  ,И2 (у) = (\ + х 2) ^  (х )

, . и и(У,Г}) = K (x , t ) .

(51) куринишдаги сингуляр интеграл тенгламалар назария- 
си ^озирги вак,тда тула яратилган булиб, бу назария акаде­
мик Н.И. Мусхелешвилининг [15] китобида батафсил баён 
цилинган. Бу масалалар бизнинг дарслигимиз доирасидан 
тацщарида булгани учун уларни биз бу ерда келтира ол- 
маймиз.

А ммо, (49) тенгламанинг ечимини Карлеман усули 
билан бевосита топиш мумкин, агар унинг унг томони 
h / x )  — 1 < х < 1 интервалда Гёлрдер шартини к^аноатлан- 
тириб, И / х) е Ь р( —1,1), р > 1 булса, (49) сингуляр интеграл 
тенгламанинг бирдан-бир ечими x l~2pv(x) e L / —l,\) функ­
циялар синфида ушбу

(X): 1 А, (х )  -  Я j  \ (/) 1 -г ( J ______L )
\t-x \-x t)

dt

формула билан аник^ланади [23].
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4- §. Айрим бошк,а аралаш масалалар

1. Геллерстедт масалалари. D — 3- § нинг 1- бандида 
аниьутанган сохд булсин. А{—1, 0) 5 (1 , 0) кесмада ихтиё- 
рий Д х 0, 0) ( -  1<х0< 1) нук,тани олиб, бу нук,тадан (1) 
тенгламанинг

характеристикаларини утказамиз. ст эгри чизик,, А С ,, РСХ, 
РС2 ва  ВС2 характеристикалар билан чегараланган со^ани 
Q оркдли белгилаб оламиз (3 5 - чизма).

<7, м а с а л а .  Q сох,ада (1) тенгламанинг

шартларни к,аноатлантирувчи ечими топилсин. 
G2 м а с а л а .  Q со^ада (1) тенгламанинг ушбу

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин.

« 1 а =  < ? ( * ) >  и \рС\ = Vl { Х ) ,

u \pc2 = V 2 { х ) ,  щ  ( х 0 ) = у/2 ( х 0 )
(52)

и |а = (p(s) , и Ц =  уг, (х) ,  и |дС2 = щ  (х )  

^ (_1 ) = ( - 1 ) ,  Ф (0) = 1/̂ 2 (1)
(53)

“ Y

Ж  1,0)

а

К  1,0)»

с
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Ук,тириб утамиз, Р нук,та А ёки В нукта билан устма- 
уст тушганда G{ ва G2 масалалар Т масаладан иборат була­
ди. Бу масалалар ечимларининг ягоналиги 3- § нинг 3- 
бандида исбот к,илинган экстремум принципига асосан ис- 
ботланади. Хак^икатан \ам, (1) тенглама учун куйилган 
Koujh масаласининг ечимини ACt Р ва РС2 В характерис­
тик учбурчаклар учун Дарбу формуласи ((19) формула) би­
лан ёзиб оламиз. Бу формуладан, агар (1) тенгламанинг 
регуляр ечими РС{, РС2 ёки АС ,, ВС2 характеристикаларда 
нолга тенг булса, худди юк,оридагидай, т (х) ва v  (х) функ­
циялар орасидаги — 1 < х  < х0 , х0< х  < 1 интервалларда (46) 
га ухшаш муносабатларни ёзиб оламиз. Буларга асосан, 
(1) тенгламанинг PCV РС2 ёки ACV ВС2 характеристика­
ларда нолга тенг булган регуляр ечими — 1 < х  < х0 , х()< х  < 1 
оралик^арда мусбат максимум ва манфий минимумг а  
эришмаслиги келиб чикдди.

Бунга мувофик, G, масаланинг и(х,у) ечими Р(х0,0) нук,- 
тада нолга тенг булгани учун, и(х,у) нинг барча со\ада ва 
шу билан бирга у < 0 булган сох,аларда \ам нолга тенглиги 
келиб чик,ади.

G2 масалада и(х,у) ечим Р(хй,0) нук,тада нолга тенг эмас. 
Лекин, и(х,у) ечим Р(хо,0) нук,тада мусбат максимум ва 
манфий минимумга эриша олмаслигини исботлаш  к,ийин 
эмас [23]. У  хрлда, экстремум принципидан G2 масаланинг 
ечими биттадан ортик, булмаслиги келиб чикдди.

Бу масалалар ечимларининг мавжудлиги, Т  масалага 
$Ьаиаш, интеграл тенгламаларга олиб келиш билан исбот- 
ланади. Яна шу нарсага укувчининг эътиборини жалб 
киламизки, Gt ва G2 масаланинг ечими (52) ва (5 3 ) шарт- 
ларга асосан факдт Q сохдца аник^анмай, балки РСХСР2 
характеристик туртбурчакда \ам аникданади. Чунки, Gx 
масалада изланаётган и(х,у) ечимнинг к^ийматлари РСХ ва 
РСгхарактеристикаларда берилганлиги сабабли, бу масала 
РС ,С С 2 туртбурчакда (1) тенглама учун Гурса масаласидан 
иборатдир. Бу масала эса ягона ечимга эгадир. G2 масала- 
ни к,аралаётган \олда, аввал масалани Q со\ада ечгани- 
миздан сунг, и(х,у) ечимнинг к,ийматлари РС{ ва  РСХ ха­
рактеристикаларда хдм маълум булади. Демак, яна Гурса 
масаласига келамиз. Бу масалани батафсил текш ириб чи- 
Кишни укувчига \авола киламиз.
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2. Нейман — Трикоми масаласи. (1) тенгламани 3 - § 
нинг 1-бандида аник/тнган D со^ада текширамиз.

TN м а с а л а .  (1) тенгламанинг D сох;ада регуляр, ёпик; 
D соу;ада узуликсиз, D U о  да узуликсиз ихва иу%осилаларга 

эга булган ва

As[u\ т dŷ  Эи _  dx_ ди_ 
ds дх ds ду

= cp(s), 0 < s < I, 

\AC= v ( x )  , - 1  < х < 0

чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечим топилсин, бу 
ерда (р (s) ва ц/ (х) — берилган функциялар.

Ты масаланинг шартига кура и(х) =  т(х) функция [ - 1 , 1 ]
<?ы(х,0)

кесмада узлуксиз, v (х) = —^ —  ва t (x )  функциялар эса —

1 < х < 1 да узлуксиз ва дифференциалланувчи булиши ке-
2

рак. Шу билан бирга v (х) функця х —>0 ва х -> 1  да

дан кичик тартибда (х ва 1—х га нисбатан) чексизликка 
айланиши мумкин.

Бу масала ечимининг ягоналиги 3- § нинг 3- бандида 
исбот килинган экстремум принципдан келиб чикади, 
яъни, агар и(х) функция « ^ = 0 ,  Л5[м]|ст= 0  шартларни 
Каноатлантирувчи (1) тенгламанинг ечими булса, у хрлда 
D да и(х,у) = 0 булади.

Хакикатан \ам, акс х,олда ёки и(х,у) , ёки —и(х,у) о  
нинг бирор А/нуктасида узининг энг катта мусбат кийма- 
тига эришган булар эди. Унда, Заремба — Ж иро принци- 
пига асосан, М нуктада /15[м] < 0 булади.

Бу \осил килинган карама-карш илик D+ да и(х,у) = 0 
булишини исботлайди. D~ да Коши масаласи ечимининг 
ягоналигидан D~ да и(х,у) = 0 булиши келиб чикади.

TN масала ечимининг мавжудлиги худди Т  масалага 
ухшаш сингуляр тенгламалар ёрдамида исботланади.

3. М  масала. D оркали учлари А (—\,0), В(1,0) нукта- 
ларда булиб, у > 0  юкори ярим текисликда ётувчи с  ж ор- 
дан эгри чизиги билан, у < 0 куйи ярим текисликда эса 
АСВ характеристик учбурчак ичида жойлашган L: 
у = —у(х), -1  < х <  / монотон эгри чизик билан у (—\) = 0 ,  
/ +  y(l) =  1 ва (1) тенгламанинг С{В: у = х  — 1, / < х <  1 ха-
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рактеристикаси билан чегараланган со\ани белгилаймиз 
(36- чизма).

М  масала D со^ада (1) тенгламанинг а  ва L эгри чизиц- 
ларда берилган

u\a =  <P(s), u\L = 4f(x), <р (А) = ц/ (А)

шартларни к;абул цилувчи ечимини топишдан иборатдир.
М  масала *ам  L эгри чизик^а маълум шартлар куйил- 

ганда бирдан-бир ечимга эга булади. Аммо М  масала ечи- 
мининг ягоналиги ва мавжудлигини исботлаш, юкорида- 
ги масалалардан фарк^ди уларок,, анча мураккабдир. Ш у- 
нинг учун ^ам биз бу ерда бунга тухталмаймиз.

Укдириб утамиз, аралаш типдаги (1) тенглама ва ундан 
умумийроц булган тенгламалар учун юкррида келтирил- 
ган локал масалалардан таищари бир к,атор локал ва ноло- 
кал масалалар факдт текисликда эмас, балки фазода х,ам 
куйилган ва урганилган.

Аралаш типдаги тенгламалар, хрзирги вак,тда, хусусий 
хреилали тенгламалар назариясининг тез ривожланиб бо- 
раётган катта бир кисмини ташкил к,илади.
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