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SO‘Z BOSHI

Matematik fizika tenglamalari fani klassik mexanika, fizika,
gidrodinamika, akustika va boshqa sohalarda sodir - bo‘ladigan
jarayonlarning matematik modellarini yaratish va bu masalalarni
yechish usullarini qurish bilan uzviy bogliq. Bu modellashtirish
muayyan jarayonlarni ifodalovchi fizikaviy kattaliklar asosida
tenglamalarni  keltirib chiqarish bilan xarakterlanadi. Kvant
mexanikasi, atom va yadro fizikasi, qattiq jismlar nazariyasi,
clementar zarralar fizikasi kabi sohalarning rivojlanishi matematik
tadqiqotlarning asosini tashkil etadi. Mexanika va fizikaning ko‘plab
masalalari xususiy hosilali differensial tenglamalarni tadqiq etishga
keladi. Shuning uchun xususiy hosilali differensial tenglamalar fani
matematik fizikaning zamonaviy holatini o‘rganish va tushunish
uchun zarur bo‘lgan boshlang‘ich bilimlarni beradi.

Matematik fizika tenglamalari faniga bag‘ishlangan darslik-
lar, o‘quv qo‘llanmalar ingliz, rus va boshqa tillarda ko‘plab nashr
gilingan. Bu adabiyotlarning nazariy gismi bilan misol va masalalarga
oid bo‘limlari orasida biroz tafovut borligi seziladi. Hozirgi davr
talabiga javob beradigan yuqori malakali mutaxassislar tayyorlash,
ularning nazariy va amally masalalarni chuqur o‘zlashtirishiga
ko‘maklashuvchi o‘zbek tilida yozilgan darsliklar, o‘quv qo‘llanmalar
yaratish muhim ahamiyatga ega.

Ushbu o‘quv go‘llanma universitetlarning matematika, mexa-
nika, amaliy matematika va informatika yo‘nalishlari o‘quv rejasidagi
asosiy fanlardan biri bo‘lgan matematik fizika tenglamalari faniga
bag‘ishlangan. Fizikaviy jarayonlarning matematik modelini tadqiq
etish xususiy hosilali differensial tenglamalar kursining asosiy qismini
tashkil qgiladi.

Talabalar bu fanni mukammal o‘zlashtirishlari uchun ularga
ma’lum bilimlar majmuasi zarur bo‘ladi. Masalan, matematik fizika
tenglamalari kursi oddiy differensial tenglamalar fanining bevosita
davomi hisoblanadi. Uni mukammal tushunib, o‘zlashtirishlari uchun
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4 ‘ So‘z _boshi

oddiy differensial tenglamalar fanidan ma’lum bilimlar talab gilinadi.
- Bu borada talabalar kuzatuvchi bo‘lib golmasdan, balki o‘zlari misol
va masalalar yechish, mavzularni mustaqil o‘zlashtirishlari lozim.

Qo‘llanmaning” asosiy magsadi, talabalarni matematik fizika,
tenglamalari va ular uchun qo‘yiladigan asosiy masalalar bilan
tanishtirish, ular uchun zarur bo‘lgan boshlang‘ich bilimlarni berish-
dan iborat. Unda matematik fizikaning xususiy hosilali differensial
tenglamalar bilan ifodalanadigan ayrim masalalari o‘rganilgan. Asosiy
e'tibor xususiy hosilali differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi,
ularni- kanonik ko‘rinishga keltirish, Koshi masalasining qo‘yilishi va
uni yechish, giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi tenglamalar
uchun asosiy boshlang‘ich—chegaraviy masalalarning qo‘yilishi va
ularni yechishning ayrim usullarini bayon qilishga qaratilgan.

Ushbu qo‘llanmani yozishda va mustaqgil yechish wuchun
masalalarni tanlashda xususiy hosilali differensial tenglamalar
sohasida o‘zbek va rus tillarida chop etilgan adabiyotlardan keng
foydalanildi hamda muallifning Mirzo Ulug‘bek nomidagi O‘zbekiston
Milliy universiteti talabalariga "Matematik fizika tenglamalari”
fanidan olib borgan nazariyv va amaliy mashg‘ulotlari katta yordam
bo‘ldi.

Qo'lyozmani ko‘rib chigib, o'z fikr—mulohazalarini bildirgan
go‘llanmaning mas’ul muharriri professor J.O.Toxirovga hamda
professor A.Q.O‘rinovga va professor Q.S.Fayazovga muallif samimiy
minnatdorchilik bildiradi.

Qo‘llanmadagi kamchiliklarni bartaraf etish, uning sifatini
yaxshilashga qaratilgan tangidiy fikr va mulohazalarini bildirgan
hamkasblarga va kitobxonlarga muallif avvaldan minnatdorchilik
bildiradi.

Muallif
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I BOB

MATEMATIK FIZIKA TENGLAMALARI
~ASOSIY MASALALARNING QO‘YILISHI

Matematik fizikaning ayrim masalalari ikkinchi tartibli xususiy
hosilali differensial tenglamalar orqali ifodalanadi. Qo‘llanmaning
nshbu - dastlabki  qismida xususiy hosilali tenglamalar hagida
lnshunchalar va ta’riflar gisqacha bayon qilingan.

Matematik fizikaning asosiy tenglamalarini keltirib chigarish,
hu tenglamalar uchun boshlang’ 1ch—chegarawy shartlar va korrekt
(o'yiladigan masalalar berilgan.

Nokorrekt qo‘yilgan masalalarga misollar keltirilgan.

1-8. Xususiy hosilali differensial tenglamalar.
Asosiy tushunchalar va ta’riflar

Noma'lum u(z) = u(zi,z,...,z,) funksiya uning xususiy
irosilalarini va 1, 2, . . . , Z,, erkli o‘zgaruvchilarni bog‘lovchi quyidagi
ifoda,

ou du 5y :
Flz,uy—, ..., 5—,--., ...]=0 1
(x © 021 By Bk 0ak ) M

wususty hosilali differensial tenglama deyiladi.

Bu yerda F(-) — o‘z argumentlarining berilgan funksiyasi,
te€DCRn>2%ki+kea+...+k,=k k=0,m m>1; Desa
(1) tenglamaning bemlzsh sohasi deyiladi.

Misollar.
8u ou ~0,
1) — 5.’1:1 81?2 +...+ %; + u?
2)2—+5{9—2ﬁ+ + & o,
oz2  9zk T 022
ou O%u , 83u

951 02102] | BrrBdm 1 0T TS )
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6 I bob. Matematik fizika tenglamalari ...

Yuqorida keltirilgan tenglamalar mos ravishda birinchi tartibli,
_tkkinchi tartibli va wuchinchi tertibli xususiy hosilali differensial
tenglamalardir.

Demak, differensial tenglamada noma’lum funksiya xususiy
hosilasining eng yuqori tartibiga shu tenglamaning tartibi deyiladi.

 Agar u(z) = u(z1,z2,. .. ,Zn) funksiya biror D sohada anig-
langan, uzluksiz va tenglamada gatnashgan uzluksiz hosilalarga ega
bo'lib, shu sohada tenglamani ganoatlantirsa, u holda bu funksiya
tenglamaning yechimi deb ataladi.

Agar F barcha

F*u

—_— 0<k<m
dxir . ok’ ’

hosilalarga nisbatan chizigli bo‘lsa, u holda (1) tenglama chizigli
zususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.
Chiziqli tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

n

Z > k. ,kn(w) ok = f(z), D ki=k
k=1ky, - kin j=1
yoki .
Lu = f(z)
bu yerda ‘
ok =
223 T onnllppiom Yhek
k=0 k;... - Oln =1

m — tartibli chizigli differensial operator deb ataladi. _
Odatda xususiy hosilali chizigli ikkinchi tartibli differensial
tenglama quyidagicha ifodalanadi

n

Z Qg (97)8 3

i,j=1

Ju= f(z), ()
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1-§. Asosiy tushunchalar va ta ’rif_lar ‘ 7

b yerda ag(x), bi(z), ¢(x) biror chekli yoki cheksiz D schada
herilgan funksiyalar, ular tenglamaning koeffitsiyentlari, f(z) esa
tenglamaning ozod hadi deyiladi. :
Agar chizigli tenglamada f(z) = 0 bo‘lsa, u bir jinsli, aksincha,
yu'ni f(z) # 0 bo'lsa, bir jinsli bo‘lmagan tenglama deyiladi. _
Agar (2) tenglamada uning chap tomonini L(u) orqali
helgilasak, u holda (2) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olish
mumkin: '

Lw)=f@, 3)

hu yerda

Ly =Y ai(z a axj + Zb (x +c(x)u (4)

i,j=1 i=1

ikkinchi tartibli xususiy hosilali diﬁerensial opemtor deyiladi.
Masalan, ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
chizigli differensial tenglama ushbu '

%y %u . 0%
a(z,y) 5 + 2b(x, y)éx_ay +c(z, y)8_y2+

+aa(z, y) +b1(x y)a +cl(w y)u = f(z,y)
ko rinishga ega bo‘ladi.
Bu yerda a’(w7 y)’ ((E, y): C(CE, y)’ a'l(x>y)7 bl(m’y) va Cl(.’l),y) -
tenglamaning koeflitsiyentlari, f(z,y) esa uning ozod hadi bo‘lib, ular

z,y argumentlarning berilgan funksiyalari.
Agar (1) tenglamada F' faqat yuqori tartibli

oMmu i
rn SR ICEL
axk . dzkr —

hosilalariga nisbatan chizigli bo‘lsa, u holda (1) kvazichizigli tenglama
deyiladi.
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8 I .bob.- Matematik fizika tenglamalari ...

Masalan, quyidagi tenglama

du 9u\ o%u 42 gy, 2, 20 &u
a4 ””"”“’ax"ay 972 ¥ "0z’ 8y ) Ozdy

+elz Bu Bu Ou +F |z 'u@a—“—o
c y) 78 ay 6 2 1 ’y) 78x7ay ]

ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichizigli tenglamadir. -
Xususiy hosilalar uchun quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

Uy = 8137 y 8y7 .mz - 8.’22’ TY axay’ Yy — ay2v
va h. k.

~ Agar (4) ifodada aij(z) = 0, 4,j = 1,n, va bi(z) koeflitsiyent-
lardan kamida bittasi noldan fargli bo‘lsa, u holda (4) ifoda birinchi
* tartibli chizigli operator deb ataladi.
Birinchi va ikkinchi tartibli chizigli dxfferensml operatorlar
quy1dag1 xossalarga ega.:

1) L{cu) =cL(u), c¢= const; |
2) L(uy +u2) = L(u1) + L(uy).

Bu xossalarni tekshirib ko‘rish giyinchilik keltirib chiqarmaydi.

Yugqoridagi xossalardan chizigli bir jinsli differensial tenglamalar
uchun muxim bo‘lgan ushbu xulosalar kelib chigadi: -

1-XULOSA. Agar u(z) funksiya biror D sohada bir jinsli xususiy
hosilali differensial L(u) = 0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda,
cu(z), ¢ = const funksiya ham D sohada shu tenglamaning yechimi
bo‘ladi.

2-XULOSA. Agar u3(z) va ug(z) funksiyalar biror D sohada bir
jinsli xususiy hosilali differensial L(x) = 0 tenglamaning yechimlari
bo‘lsa, u holda u;(z) + uz(zx) funksiya ham D sohada shu L(u) =
tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Bu xulosalardan quyidagi natijani olamiz:
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1-§.  Asosty tushunchalar va ta’riflar ... 9

NATIIA. Agar ui(x), u2(x),...,u,(z) funksiyalar biror D
nohada bir jinsli xususiy hosilali differensial L{u) = 0 tenglamaning
yechimlari bo’lsa, u holda bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi

crur(z) + coug(@) + ... + crun(z)

ham D sohada shu L{u) = 0 tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Bu erda ¢;, i = 1, n ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Agar R™ fazoning olchami ikkiga teng, ya'ni n = 2 bo‘lsa, u -
holda 77 = z, 29 = y deb, agar n = 3 bo'lsa, u holda x1 =z, 2 = ¥,
23 = z deb olamiz. '

1-MisoL. Quyidagi berilgan

Y.
a‘) u(m,y, Z) = 'i/'f + '2_2’ b) u(w7y’ Z) = ZyYz,
funksiyalar z > 0, y > 0, z > 0 sohada ushbu
du  Bu | Ou _
Oz * Yoz T25p =0

ox
tenglamaning yechimi bo‘ladimi?
YECHISH. a) Berilgan funksiyaning ug, uy va u, xususly
hosilalarini topamiz:

u 2z Ou 222 2y Ou 2y?

X

Zhr R TR I
va ularni berilgan tenglamaga ko‘yib,
ou  Ou  Au 2w 2?27 27

,—-—" Y — oo T2 mememsnen e ...___.____.=0
oz + Yox + “oz y? y? 22 22
tenglikni olamiz.
2 g2
Demak, u(z,y,2) = Zﬁ + 7 funksiya qaralayotgan sohada be-

rilgan tenglamaning yechimi ekan.

b) Xuddi yuqoridagi kabi berilgan funksiyaning xususiy
hosilalarini topamiz: u; = yz, uy = %z, u, = zy va bularni
tenglamaga qo‘ysak,

TUg + YUy + 2U, = Y2 # 0
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10 I bob. Matematik fizika tenglamalari ...

bo‘ladi. Shunday qilib, u = zyz funksiya z > 0, y > 0 z > 0 sohada
berilgan tenglamani qanoatlantirmas ekan.
2-MISOL. Ushbu

1, | :
u(:c,y) =1In ;1_ 7'2 = (.’.C - 330)2 + (y - yO)Za

funksiya R? tekislikda
Au = Uy + Uy =0

Laplas tenglamasining yechimi bo‘ladimi?
Bu erda (z9,10) € R? tekislikdagi biror fiksirlangan nugta.
YECHISH. Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblash uchun uni
qulay ko‘rinishda yozib olamiz :
L. 2
w(z,y) =ln- = —Elnr .

Bu funksiyaning xﬁsusiy hosilalarini olaylik

:13 — .2

U =-—z 2( ) 2 3
2((E :L'o)z
4
 Xuddi shu kabi berilgan funksiyaning 3 bo‘yicha ikkinchi tartibli
hosilasini hisoblaymiz:

Ugy = (um) = _72‘ +

L 2(y —y)? v
Uyy = _T'—2 + "—‘T“—

Endi olingan tugsz va uy, hosilalarni Laplas tenglamasiga qo‘yamiz.
Natijada barcha (z,y) # (zo, y0) nuqtalarda
2 2z-70)®+2(y—w)® 2

2 —
e iy = =g F ate=0

ayniyatga ega bo’lamiz. .
Demak, u(z,y) = In - funksiya R? tekislikning barcha (z,y) #
(x0,y0) nugtalarida Laplas tenglamasining yechimi bo‘lar ekan.
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. 1-§. Asosiy tushunchalar va ta’riflar ... 11

Xususiy Thosilali differensial tenglamalar xuddi oddiy
differensial tenglamalar kabi aksariyat hollarda berilgan teng-
lunani qanoatlantiruvchi cheksiz ko‘p xususiy yechirf;_larga ega.
Bularning yig'indisi qaralayotgan tenglamaning umumiy yechimini
tashkil giladi, Oddiy differensial tenglamaning umumiy yechimi bilan
xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi o‘rtasida
keskin farq bor. . ‘ ‘ -

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, ushbu

"= f(-'E, Y, y’)1- (5)

ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimi 2 ta ixtiyoriy
o‘zgarmas songa bog'liq bo‘lib, u

y(z) = g(z,c1,02), (6)

ko‘rinishdagi egri chiziglar oilasidan iborat.
Berilgan tenglamaning ixtiyorly xususly yechimi ¢, ¢
parametrlarga qiymatlar berish natijasida hosil bo‘ladi.
- Masalan, ushbu :
Y 4y =0, (7)

ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli differensial tenglamaning umumiy
yechimi .
- y(z) = ¢ cos 2z + ¢y sin 2z,

bu erda ¢;, ¢g ixtiyoriy o‘zgarmaslar. ‘
"Agar berilgan tenglamaning y(0) = 1, ¢/(0) = 1 boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qilinsa, u holda
umumiy yechimda qatnashgan ¢, co o‘zgarmaslarni ¢; =0, cg = 1/2
ekanligi ko‘rinadi. Bundan berilgan (7) tenglamaning xususiy yechimi

1
y(z) = 5 sin 2z

ekanligi kelib chiqadi.
Endi iltki o‘zgaruvchili birinchi tartibli xususiy hosilali quyidagi

ou
F<x7y)u1 %) - 07 (8)
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12 I bob. Matematik fizika tenglamalari ...

tenglamani qaraylik.

Bu tenglamada faqgat u, hosila qatnashyapti, y o‘zgaruvchini
fiksirlangan, deb qaraymiz. Barcha fiksirlangan y larda (8) tengla-
mani oddiy differensial tenglama deb qarash mumkin, bunda z erkli
o‘zgaruvchili, 4 noma’lum funksiya.

Faraz qilaylik, bu tenglamaning umumiy yechimi

U= 90(3:7'% O): (9)

formula bilan aniglansin. Bu yechimda y parametr va ixtiyoriy C
o‘zgarmaslar uchun u (8) tenglamani qanoatlantiradi. (9) funksiya
xususiy hosilali (8) tenglamaning yechimi bo‘lishi uchun C parametr
z ga nisbatan o‘zgarmas bo‘lishi zarur, yani u y o‘zgaruvchining
ixtiyoriy funksiyasi bo‘lishi kerak. Demak, C' ning o‘rniga y ga bog‘liq
bo‘lgan ixtiyoriy 1 (y) funksiya qo‘ysak, natijada (8) tenglamaning (9)
ga garaganda umumiyroq bo‘lgan

u=(z,y,%(y))

ko‘rinishdagi yechimiga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, birinchi tartibli xususiy hosilali (8) tengla-
maning umumiy yechimi C(R) sinfiga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy % (y)
funksiyaga bog'liq bo‘lar ekan.

Buni ayrim misollarda ko‘raylik.

3-MISOL. Ushbu

Ou ‘

U= Tg- w2y? =0, (10)
birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning winumiy
yechimini toping.

YECHISH. Berilgan tenglamani quyidagi

8’U 1 W= —1 2
or zo Y
ko‘rinishda ifodalaymiz.

Bu tenglamada y o‘zgaruvchini parametr deb qaraymiz. Oxirgi
tenglama birinchi tartibli chizigli differensial tenglama bo‘lgani uchun
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1-§.  Asosiy tushunchalar va ta’riflar ... 13

uning umumiy yechimi u = cz — 22y? bo‘ladi. U holda xususiy hosilali
(10) differensial tenglamaning umumiy yechimi

u(z,y) = 29(y) — 5%, P() € O(R),

ko‘rinishda topiladi. S

Xususiy hosilali difféerensial tenglamaning umumiy yechimi
oddiy differensial tenglamadan farqli o‘laroq berilgan tenglamaning
tartibiga teng bo‘lgan sondagi ixtiyoriy funksiyalarga bogliq bo‘lar
ekan. _

4-m180L. Ushbu ugy = 0 yoki

o { du
52 ((‘Tg) =0 (11)

: tenglamaning umumiy yechimini toping.
YECHISH. Berilgan tenglamani z bo‘yicha integrallab,

Uy = Y(y)

tenglamani hosil gilamiz. Bunda (y) — ixtiyoriy funksiya.
Oxirgi tenglamani y bo‘yicha integrallab,

u(z,y) = /1/)(z)dz + 1), (12)
0

~ tenglikni olamiz. Bu erda ;(x) — ixtiyoriy funksiya.
Endi (12) tenglikda

Yy
[ ¥z = a0
0
deb belgilab,
u(z,y) = P1(x) + P2 (y) (13)

formulaga ega bo‘lamiz.
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14 I bob. Mdtematik fizika tenglamalari ...

Bunda 9(y) ixtiyoriy funksiya bo‘lganligi uchun ¢2(y) ham y

o‘zgaruvchining ixtiyoriy funksiyasi bo‘ladi.

 Agar 91(z) va v(y) funksiyalar R sohada bir marta uzluksiz
differensiallanuvchi, ya'ni ¥1(x), ¥2(y) € CY(R) bo‘lsa, u holda
(13) formula orgali aniqlangan u(z,y) funk31ya R? tekislikda (11)
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.

Kususiy hosilali (11) differensial tenglamaning umumiy yechimi
yordamida uning xususiy yechimini ham topish mumkin. Buning
uchun qaralayotgan masalaning berilgan shartlari asosida ;(x) va
2(y) funksiyalarning aniq ko‘rinishlari topiladi.

Shuni ta’kidlash muximki, ayrim xususiy hosilali dlfferens1al
tenglamalarning xususiy yechimlarini aniq ko‘rinishlarini topish mum-
kin. Ko'p hollarda xususiy hosilali differensial tenglamalarining
xususiy yechimlarini topish usullari yaratilgan. Qaralayotgan teng-

‘lamani, ma’lum boshlang‘ich va chegaraviy shartlarni qanoatlantira-
digan yechimlari topiladi.

Fizikaviy jarayonlarning matematik modelini qurish va uni tad-
qiq etish matematik fizikaning asosiy vazifasi hisoblanadi.

Mexanika va fizikaning juda ko‘p masalalari ikkinchi tartibli
xususiy hosilali differensial tenglamalar orqali ifodalanadi.

MASALAN: :

1. Bir jinsli torning ko‘ndalang tebranishi, sterjenning bo‘ylama
tebranishi, o‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, turli muhitlarda tovush
tarqalishi va shu kabi jarayonlar

Uit = 0% (Uag + Uyy + Uzz) + f(2,9,2,1), a= const, (14)

to‘lgin tenglamasi bilan ifodalanadi, va bu tenglama uch o ‘lchovli tol-
qin tarqalish tenglamasi deyiladi.
Ushbu tenglama,

e = a*(tow + Uyy) + f (2,9, 1),
ikki o‘lchovli to‘lgin tenglamasi deb atalidi. (14) tenglama bir o‘lchovli
w = a’ugy + f(2,1),

bo‘lgan holda bir jinsli torning majburiy tebranishini ifodalaydi.
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2. Bir jinsli izotrop jismlarda issiglikning tarqalishi, diffuziya
jarayoni va g'ovak muhitlarda suyuqlik va gazlarning filtrlanishi kabi
jarayonlar

up = a%(Ugg + Uyy + Uzz) + f(2,9,2,1), a=const, (15)

issiqlik targalish tenglamasi orqali ifodalanadi.
Yuqoridagi (15) tenglama uch o‘lchovli issiglik targalish tengla-
masi deyiladi. Ushbu ko‘rinishdagi

U = 042(?1,@; + 'uyy) + f(w, Y, t);

tenglama ikki o‘lchovli issiglik targalish tenglamasi deb ataladi. Bir
o‘lchovli bo‘lgan
U = azu:cz + f(fl??'t),

hol esa, bir o‘lchovli issiglik tarqulish tenglamasi deyiladi.

3. Statsionar issiglik holati, o‘tkazgich sirtida zaryadlarning
muvozanatlashuvi, sigilmaydigan suyugliklarning harakati va shu kabi
jarayonlar :

Ugg + Uyy + Uzz = ~f(z,9,2), (16)

Puasson tenglamasi orqali ifodalanadi.
Agar (16) tenglamada f(x,y, z) = 0 bo‘lsa, u holda bu tenglama

Ugg + Uyy + Uzz = 0, (17)

Laplas tenglamast deb ataladi.

Elektr zaryadi va massasi hisobga olinmagan tortishish maydoni
potensiallari va statsionar elektr maydoni masalalari Laplas tengla-
masi orqali ifodalanadi.

Yuqorida keltirilgan (14)—(17) tenglamalar matematik fizikaning
asosiy tenglamalari deb yuritiladi. Bu tenglamalarni mukammal
o‘rganish turli fizikaviy masalalarni yechish va umumiyroq bo‘lgan
xususiy hosilali differensial tenglamalar nazariyasini yaratishga
imkoniyat beradi.
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2—§. Tor tebranish tenglamasini keltirib chigarish.
Asosiy boshlang‘ich—chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Tekislikda, Oz o‘qi bo‘yicha uchlari mahkamlangan uzunligi [

ga teng bo‘lgan torni (ingichka, elastik ipni) qaraylik.
Ingichka — bu torning ko‘ndalang kesimi uning uzunligiga nisbatan
- cheksiz kichik miqdor, egiluvchan deganda tor uzunligining o‘zarishiga
bog‘liq bo‘lmagan holda shaklini o‘zgarishiga torning hech ganday
qarshilik qilmasligi tushuniladi. Bu tushunchalarning matematik
ma’nosi — torda sodir bo‘ladigan T(z) taranglik kuchi doimo uning
oniy uzunligiga o‘tkazilgan normal bo‘yicha yo‘nalgan bo‘ladi.

Faraz qilaylik, Oz o‘q bo‘yicha torning uchlariga qarama—qarshi
tomonlarga yo‘nalgan Ty taranglik kuchi qo‘yilgan bo‘lsin. Agar tor
tashqgi kuchlar ta’sirida muvozanat holatidan chiqarilsa, u holda tor
tebranma harakat giladi. Bunda torning muvozanat holatidagi N(x)
nuqtasi ¢ vaqtda M holatga o‘tadi (1-shakl).

1 v
T{x+4rx)
a(x-b.ka)
x| K
Tl
e N L o
T, 0 X x+Ax R
1 — shakl.

Tor tebranish tenglamasini keltirib chigarish uchun quyidagi-
larni talab qilamiz:

1) torning barcha nuqtalari bir tekislikda Oz o'qiga
perpendikulyar tebransin, ya'ni tor ko‘ndalang tebransin;

2) torning kichik tebranishlari hisobga olinsin;
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3) og‘irlik kuchining ta’siri inobatga olinmasin, ya'ni taranglik
kuchi shunchalik kattaki, buning natijasida og'irlik kuchining ta’siri
sezilmaydi.

Torning tebranishi bir teklshkda SOdlI‘ bo‘layotgani uchun tor-
* ning tebranish qonuni, ya'™i muvozanat holatidan og‘ishi NM .ikki
o‘zgaruvchili bitta u(z,t) funksiya orqali ifodalanadi. Bunda u —
torning ¢ vaqtdagi abssissasi  bo‘lgan N nugtasining M nuqtagacha
muvozanat holat1dan NM og‘ishi.

Agar tormng kichik tebranishini inobatga olsak, u holda u(z, t)
funksiya ham kichik va etarlicha silliq torning x nuqtasiga ¢ vaqtda
o‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti ug(x,t) ham kichik
bo‘ladi. ‘

Torning tebranishi shunchalik kichik—ki, bunda

(220) <,

bo'lsin. Bu - torning kichik tebranishlarida wuning uzunligini
o‘zgarmasligini bildiradi.
Hagqiqatdan ham, ¢ vaqtda torning M K yoyining uzunligi
z+Ax l

5 2
Ik = / 1+(-8—Z) dz ~ Az
xX

formula bilan aniglanadi.

Demak, torning kichik tebranishlarida uning uzunligi
o‘zgarmaydi. U holda Guk gonuniga ko‘ra taranglik koeffitsiyenti T'
vaqtga ham z ga ham bog'lig emas va u torning barcha nugtalarida
bir xil Ty ga teng.

Endi tor tebranish tenglamasini keltirib chiqaraylik. Buning
uchun torning MK bo‘lakchasini ajratib olamiz va bunga ta’sir
gilayotgan kuchlarni koordinata o‘glariga proeksiyasini tushiramiz.
Dalamber prinsipiga asosan, barcha kuchlar proeksiyalarining
yig‘indisi, inersiya kuchini hisobga olganda nolga teng bo‘ladi. Tarang-
lik kuchining gorizantal o‘qdagi proeksiyalarining yig‘indisi

Fgor = —~T() cos a(z) + Tz + Az) qosgda-tLz)-
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= —Tycosa(z) + Tycos afz + Az) =0,
bu yerda _
- 1 1
Vittg?a(z)  V1+ud(z,1)

Endi taranglik kuchini vertikal o‘qqa proeksiyasini qaraylik:

1.

R

cosafz) =

Fyer = Tysina(z) — Tysina(z + Az) =

. tgaletAs)  tgafx) )
TN\ VittZa@ s M) V1+tga(z) -

- T‘ ug(z + Az, t)  ug(x,t) _
TN Tr 2@ b)) Jita2@h)

= TO[um(z + Awa t) - u:c(xa t)]
Oxirgi formuladan Lagranj teoremasiga asosan
Fyer = Touze (2, 1), 2’ € (z, 2+ Ax)

kehb chigadi.

Torning ko‘ndalang tebranishlari qa.ralayotgam uchun inersiya
kuchi va tashqi kuchlar Ou o‘qgiga parallel yo‘nalgan. Shuning uchun

ularning Ou o‘qdagi proeksiyasini topamiz.

Faraz qilaylik, p(z,t) — torning M K bo‘lagiga ta’sir qilayotgan
uzluksiz tashqi kuch, p(z) esa torning uzluksiz chizigli zichligi bo‘lsin.

U holda tashqgi kuchlarning Ou o‘qiga proeksiyasi

Ftashqi = p(z,1)Az

bo‘ladi. Torning zichligi p(z) bo‘lgani uchun uning M K bo‘lagining

massasi

m = p(z)Az
ga teng.
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Nyuton gonuniga ko‘ra inersiya kuchi

Fip =ma & p(z)Azuy(z”,t), =" € [z,7+ Ax]

formula bilan aniglanadi.
U holda barcha kuchlarning Ou o‘qdagi proeksiyasi

Touze(T', t) Az — p(x)uge(z”, t) Az + p(z,t) Az =0

formula bilan ifodalanadi.

- Bu tenglikni Az 9é 0 ga qlsqaxtmb so‘ngra A — 0 limitga

o‘tsak, :
Touzs(2, 1) = p(2)use(2,t) + p(z,t) = (@)

torning majburiy tebranish tenglamasiga ega bo‘lamiz.

Agar tor bir jinsli bo‘lsa, ya'ni p(z) = const, u holda (1) teng—
lama, quyidagi .
ust = a*uas + f(2,1), )
ko‘rinishga keladi. Bu erda a? = Ty/p, f(z,t) = p(x,t)/p.

Agar (1) yoki (2) tenglamada tashqi kuchlar qatnashmasa, ya'ni
p(z,t) =0, bo‘lsa, u holda (2) tenglama ushbu

Ut = arzu;pm, . (3)

- ko‘rinishga keladi. : :
' Oxirgi (3) tenglama bir jinsli torning erkin tebranish tengla-
mast deyiladi. Bu tenglama bir o‘lchovli to‘lqm tarqalish tenglamasi
deb ham yuritiladi.

Sterjenning bo‘ylama tebranishlari, trubkadagi gazning tebra-
nishlari va boshqa tebranma harakatlar (1) ko‘rinishdagi tenglama
orqali ifodalanadi. ‘

Asosiy boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Xususiy hosilali (1) tenglamaning koeffitsientlari va ozod hadiga
qo‘yilgan ma’lum shartlarga ko‘ra cheksiz ko‘p xususiy yechimlarga
ega bo‘ladi. Shuning uchun (1) tenglamaning o‘zi garalayotgan tor
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tebranishini to‘liq - aniglash uchun etarli emas. Masalaning fizik
mohiyatidan kelib chiggan holda qo‘shimcha shartlarning bajarilishi
talab qilinadi. Fizikadan ma’lumki, nuqtaning harakatini aniqglash
‘uchun uning boshlang‘ich holati va boshlang‘ich tezligini bilish kifoya.
Shuning uchun ham, tor harakatini aniglash uchun t.= 0 da uning
boshlang‘ich holati va boshlang‘ich teziligini bilish etarli bo‘ladi, ya’ni
du(z,t)
at

Bu boshlang‘ich shartlar yoki Koshi shartlari deyiladi.

Torning uchlari mahkamlangan yoki mahkamlanmagan bo‘lishi

~ mumkin. Uchlari mahkamlangan tor uchun quyidagi shartlar o‘rinli
bo‘ladi: .

u(z, ) o= (), o= (a), 0<s<l (@)

w(@,1) lomo=0, (@) |em=0, 0<t<T, (5)

bu yerda T > 0, [ — torning uzunligi.

Bu (5) ko‘rinishdagi shartlar chegaraviy shartlar deb yuritiladi.

Shunday qilib, uchlari mahkamlangan torning harakatini aniq-
lash to‘g‘risidagi fizikaviy masala quyidagi matematik masalaga
keltirildi: zususiy hosilali (1) differensial tenglamaning (4) boshlan-
g'ich va (5) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimi
topilsin. ‘

Bu masala tor tebranish tenglamasi uchun birinchi aralash
masala deyiladi.

Agar torning uchlari mahkamlanmagan bo‘lsa, ya’ni bu uchlar
biror qoida asosida harakatlansa, u holda (5) chegaraviy shartlar
quyidagi ' '

(1) lomo= pa(t), u(z,t) |zmr= p2(t), 0<t<T,

shartlarga almashadi.

Boshqa turdagi chegaraviy shartlarni ham olish mumkin.
Chegaraviy shartlar uch xil turga bo‘linadi:

1) BIRINCHI TUR CHEGARAVIY SHARTLAR:

u(0,t) = pa(t), wu(l,t)=pa(t), 0<t<T, (6)
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bu shart torning uchlari Oz o‘giga vertikal holda pi(t) va ua(t)
funksiyalar bilan berilgan qoida asosida harakatlanishini bildiradi.

2) IKKINCHI TURDAGI CHEGARAVIY SHARTLAR: bunday
chegaraviy shartlar quyidagicha ifodalanadi:

du(z,t) _ du(z, t)
3.’1: - Vl (t)) ax

Bu (7) shartlar torning uchlariga v(t) va vo(t) ma’lum kuchlar qo'-
yilganini anglatadi.
3) UCHINCHI TURDAGI CHEGARAVIY SHARTLAR:

al(t)ua;(O, t) +6(t)u(0,t) = 01(t), 0<t<T, (8a)

ax(t)us(l, ) + Bo(B)u(l, t) = oa(t), 0<t<T, (8)

bu yerda a;(t), Bi(t) va oi(t) (¢ = 1,2) — berilgan funksiyalar, ixtiyoriy
t € [0,7] da yetarlicha uzluksiz va

o (t) + BE(t) # 0.

(8) chegaraviy shartlar torning uchlari elast1k mahkamlanganhglm
ifodalaydi. Agar (6)—(8) chegaraviy shartlarda p;(t), vi(t) va oi(t),
(i = 1,2) berilgan funksiyalar nolga teng bo‘lsa, u holda bunday
chegaraviy shartlar bir jinsli chegaraviy shartlar deyiladi.

Endi ikkinchi va uchinchi tur chegaraviy shartlarni sharxlashga
harakat gilaylik. Buning uchun bir uchi shiftga mahkamlangan,
ikkinchi uchi erkin harakatlanuvchi sterjenning bo‘ylama tebranishi
haqidagi masalani qaraylik (2-shakl).

Sterjenning erkin uchining harakat qonuni berilmagan bo‘lsm
Agar sterjenning mahkamlangan uchi z = 0 da uning og‘ishi u(0, t) =
0, erkin uchi z = ! da esa uning tarangligi nolga teng, ya'ni

=u(t), 0<t<T, (1)

z=0 z=l

du
T(lvt) - kg;(l,t) =

Sterjenga tashqi kuchlarning ta’siri yo‘gligi sababli, uning erkin
harakat giluvchi uchida chegaraviy shart quyidagi

Ug (%, t) |g=i= 0
ko‘rinishda bo‘ladi.
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=

x=7

x\/
2 — shakl.

Agar prujinaning z = 0 uchi ma’lum h(t) gonun asosida
harakatlansa, ' = [ uchiga esa v(t) kuch osilgan bo‘lsa, u holda
chegaraviy shartlar

U, E) lo=0= h(1), uz(z,t) lsm=v(t), 0<t<T,

ko'rinishda beriladi. ‘

Agar prujinaning z = ! uchi elastik mahkamlangan bo‘lsa,
u holda prujinaning erkin harakatlanuvchi uchida chegaraviy shart
ushbu ko‘rinishda beriladi:

kugy(l,t) = —ou(l,t) yoki wug(l,t) = —hu(l,t), 0<t<T,

bu yerda h = a/k, k, @ > 0. Bu holda prujinaning x = ! uchi
ko‘chishi mumbkin, lekin mahkamlangan nuqtadagi elastiklik kuchi shu
uchida ko‘chgan uchining boshlang‘ich holatga qaytarishga intiluvchi
taranglik kuchini yuzaga keltiradi. Guk qonuniga ko‘ra, berilgan kuch
u(l,t) ko‘chishga proporsional, bunda proporsionallik koeffisiyenti
mahkamlangan nuqtadagi bikrlik koeffitsiyenti deyiladi.

Agar elastik mahkamlangan x = [ uchi ko‘chsa va uni bosh-
lang‘ich holatidan chetlanishi 6(t) funksiya bilan aniglansa, u holda
chegaraviy shart quyidagi

uz(l,t) = —h[u(l,t) — 0(t)], 0<t<T. (9)
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ko‘rinishda bo‘ladi. Taranglik kuchi T'(0,t) = —ku;(0,¢) ni e’tiborga
olsuk, £ = 0, ya’'ni chap tomonda elastik mahkamlanganlik sharti

up(0,8) = —h[u(0,t) = 6(t)], 0<t<T,

bo‘ladi. '

Ta’kidlash mumkinki, qattiq mahkamlangan holda (a yetarlicha
katta), ya'ni uchlarning katta bo‘lmagan ko‘chishlarda katta taranglik
vujudga keladi, u holda (9) chegaraviy shart

u(l,t) =0(t), 0<t<T,

birinchi tur chegaraviy shartga o‘tadi.

Elastik mahkamlangan holda {« kichik), ya’ni uchlarning katta
ko‘chishlarda kichik taranglik vujudga keladi.

- Bu holda (9) chegaraviy shart u,(l,t) = 6(t), 0 < t < T ikkinchi
tur chegaraviy shartga o‘tadi (tor erkin uchining sharti).

Agar torning ikkala uchida ikkinchi yoki uchinchi chegaraviy
shartlar olinsa, u holda bunday masalalar giperbolik tipdagi tenglama
uchun ikkinchi yoki uchinchi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Agar torning z = 0 va x = [ uchlarida turli tipdagi chegaraviy
shartlar bilan birga ¢ = 0 boshlang'ich shart berilsa, bunday
masalalar aralash masalalar deyiladi.

3-§. Issiqliq tarqalish tenglamasini keltirib chiqarish. Asosiy
boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Qattiq jism (z,y,2) nuqgtasining ¢ vaqtdagi harorati u =
u(z,y, 2,t) bo‘lsin. Agar qgattiq jismning turli gismlarining harorati
turlicha bo‘lsa, u holda qaralayotgan qattiq jismning ko‘proq isigan
gismidan kamroq isigan qismi tomon issiglik harakati sodir bo‘ladi.
Issiglik tarqalish tenglamasini keltirib chiqarish Fur’e qonuniga
asoslanadi. Bunga ko‘ra AS sirtdan At vaqtda o‘tuvchi AQ issiglik
miqdori quyidagi formula bilan aniglanadi:

ou
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: . 0
bu yerda k — issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti, Y esa AS sirtga

o‘tkazilgan N normal bo‘yicha olingan hosila, u quyidagi formula bilan
aniqlanadi:

ou ou

. N -
N = 52 — cos(N, ) + —-cos(N,y) }——cos(N z) (gradu, N),

oy 0z

ya'ni normal bo‘yicha olingan_ -hosila ikkita
N =icosa+ jcos B+ kcosry

Ou Bu Ju
o= Ty T,
vektorlarning skalyar ko paytmas1ga, teng. |

‘Bu yerda i, J, k = koordinata o‘glarining yo‘naltiruvchi birlik
~ vektorlari, «, £, v esa N normal bilan mos ravishda Oz, Oy, Oz
o‘qlar orasidagi burchak. .

Yuqorida keltirilgan (1) formuladagi minus ishora issiglikning
jismning ko‘proq isigan nuqtasidan kamroq 131gan gismiga issiglik
harakatini bildiradi.

Endi faraz qilaylik, qaralayotgan jism izotrop jism bo‘lsin, ya'ni
Jismning issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k faqat (z, v, 2) nugtaga

gmdu = Vu =

: 0
bogliq, u ga va ﬁ ga bogliq emas.
Agar qattiq jism ahizotrop bo‘lsa, u holda

ou
k= k(m, Y, 2, N, u, 5—1\7)

bo‘ladi.

- Issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib chigarish uchun qattiq
jismdan (z,y, z) nugtani o‘z ichiga olgan yetarlicha kichik ixityoriy V'
parallelepiped ajratib olamiz, ya’ni

V=A{(z,y,2) 2z <&<z+ Az, y‘<.n<y+Ay, 2 < (< z+ Az}
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AL

i =

sy v

3 — shakl.

Endi V parallelepiped uchun issiglik balansni tuzaylik.
Parallelepipedning ¢ = z yuzasi orqali At vaqtda o‘tgan issiglik
miqdori (1) formulaga ko‘ra

) t
Qz = —k(z,y, z)%AyAzAt.
Parallelepipedning £ = z + Az yuzasidan o‘tayotgan issiglik miqdori
esa,

u(z + Az, y, 2, t)
Oz

ga teng. U holda V' hajmda Oz o‘qi bo‘yicha qgolgan issiglik migdori
AQ?: = Qz - Qm+A:c = AyAzAtx

Qurae = —k(z + Oz,9,2) AyAzAt

(e b g yoeas)

A

- 9 ’ 8u(a:’,y,z,t) . ’ N
= 3 (k(x,y,z)-————gx— AzAyAzAt, ' € (z,z+ Az).
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bo’ladi. '
Xuddi shu kabi V paralleleplpedmng qolgan yoqla,n bo‘yicha
issiglik miqdori

8 Oulz, o, 7.t
AQy = By (k(x, y’,z)—u&‘—%}——)—) AyDzAzAt, y' € (y,y+ Ay);

ol
AQ, = 9 (k(a:, v, z’)?u—(z’—%—z—’t—)> AzAyAzAt, 2 € (z, 2+ Az).
Oz 0z
ga teng bo’ladi.
U holda V hajmda At vaqtda oqayotgan umumiy issiglik
miqgdori ‘
‘ leAQw+AQy+AQz=

~ { a%—(k(x',y, SECLLA ”) v —(k(:s,y z)—(’”;,i’z’“)+

: 9 ’ au(w7y’z :t) ,
+az (k(z,y, z )-—8-2— AzAyAzAt, (2)

formula bilan aniqlanadi.

Faraz qilaylik, qaralayotgan V parallelepipedning ichida issiqlik
- manbalari bo‘lsin. Parallelepipeddagi issiqlik manbalarining zichligi
F(z,y,2,t) bo'lsin, ya'ni F(x,y,z,t) funksiya At vaqt ichida AV
hajmdan ajralib chiqqan yoki unga singib ketgan issiglik miqdori
bolsin. U holda tashqi manbalar ta’sirida V hajmdan At vaqt
oralig‘ida ajralib chigqan issiqlik miqdori

Q2= F(‘Ta Y, 2, f)AxAyAZAt) (3)

bo‘ladi. ‘
Qaralayotgan qattiq jismning At vaqtdagi haroratini o‘lchash
uchun Au sarflangan issiglik miqdori
Qs = A C(%y, z)p(x, Y, z)AxAyAz =

= [u(z,y, 2,t + At) — ufz,y, 2, t)]e(z, y, 2)p(z, y, 2) AzDyAz.
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Bu yerda p(x,y,2,) qattiq jismning zichligi, c(z,y,2) esa uning
nolishtirma issiglik sig‘imi bo‘lib, ularni argumentlarining uzluksiz
lunksiyasi deb hisoblaymiz. Lagranj teoremasiga asosan sarf qilingan
insiqlik migdori uchun quyidagi

Q3 = Qgg—%fﬁ)—At c(a:,y, Z‘) (.’L’,y,z)A%AyAz: : (4)

ifodani olamiz. Bu yerda ¢/ € (t,t + At).
Endi V' hajm uchun issiglik balansi tenglamas1m tuza.rmz

Malumki, Q3 = Q1 + Q2, u holda (2)—(4) ifodalardan

o 3
Qe 05 o(5,y, 20l 3, 2) DAy et =

0 / Bu(x’,y,z,t) 0 ’ au(x,y’,z,t)
{ax(k(x,y,z)T +5y k(m,y,z)T +

0 »Oulz,y, 2 1t) .
t5 (k(:z:, v,2) 5 AzAyAzAt+
+F(z,y,z,t) AzAyAzAt.

kelib chiqadi. Oxirgi ifodani AzAyAzAt # 0 ga qisqartirib, so‘ngra
Az — 0, Ay — 0, Az — 0 va At — 0 limitga o‘tsak, ushbu

ou(z,y, z, t 3} ou(z,y, z,t
«-(rn,y,Z)p(w,y,Z)——(—gt——-) =2 (k(a?,y, Z)——La—z_——))%—
0 ou(z,y, z,t) 9 Ou(z,y, z,t)
|5§( (a: y,Z) dy ) + Oz k(m,y,z) 5z +
+F(m,y,z,t) = d'w(k gmdu) + F(m,y,z,t), (5)

tenplnima hosil bo‘ladi. Bunda - vektor—funksiyaning divergensiyasé

quyidnpicha tushuniladi:
Apr a(z,y,2) = (P(z,y,2),Q(z,v,2), R(z,y,2)) bolsa, u

holda,
. oP 3Q 8R
diva(z,y,z) = B _—+ By t 5
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bo‘ladi.

Oxirgi (5) tenglama bir jinsli bo‘lmagan izotrop qattiq jismning
zsszqhk o ‘thazuvchanlik tenglamasi deyllach

Agar qgattiq jism bir jinsli, ya’ni

e(z,y,2) = const, p(z,y,z) = const, k(z,y, z) = const,

bo‘lsa, u holda

. O [0Ou 0 [ Ou g [ du
div(l gradu) = k[gw-(-a—) 4 B_J(a_y) + _8_(8_)} _

a— k(Uzm + u:yy + uZZ) = k: Au-
bo‘ladi. Demak, (5) tenglama quyidagi

Up = az(um + Uyy + uzz) + f(z,y,2, t) T

F(z,y,z,t)
cp )
Agar qaralayotgan bir jinsli qattiq jismda tashqi issiqlik
manbalari bo‘lmasa, yani F(z,y,z,t) = 0 bo'lsa, u holda (5)
tenglamadan ushbu

' ' k
ko‘rinishga keladi, bu yerda a? = v flz,y,2,t) =

up = az(um + tyy + Uzy)

bir jinsli issiglik tarqalish tenglamasini olamiz.

Agar v harorat fagat z,y,t koordinatalarga bog'liq bo‘lsa, u
holda bir jinsli yupqa plastinkada issiqlik tarqalish tenglamasiga ega
bo‘lamiz. (5) tenglama quyidagi

Up = az(um- +uyy) + f(z,y,t), u=u(z,y,t)

ko‘rinishga keladi.
Olchamlari chizigli bo‘lgan jismlar uchun, masalan sterjenda
issiqlik tarqalish tenglamasi

Up = QP Ugy + flz,t), u=u(zt)

ko‘rinishda bo‘ladi.
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Asosiy boshlang‘ich—chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

 Qattiq jismuping ixtiy'or'iy vagtdagi haroratini aniqlash uchun
(5) xususiy hosilali differensial tenglamaning o‘zi etarli bo‘lmaydi.
Buning uchun masalaning fizik xossasiga asosan jism ichida bosh-
lang‘ich vaqtdagi haroratning taqsimlanishi (boshlang‘ich shart)ni va
jismning sirtida issiglik rejimi (chegaraviy shartlar)ni bilish zarur.

Chegaraviy shartlar qattiq jism sntldag1 haroratga qarab
turlicha berilishi mumkin.

1) Agar qattiq jism sirtining har bir nuqtasida bir xil harorat
saqlanayotgan bo‘lsa, u holda chegaraviy shart

u(w,y,z,t) !S= ﬂl(%y,% t)’ (337y) 2 t) € S) tg‘eqo) (6)

ko‘rinishda beriladi.
Bu yerda S qattiq jismning sirti, ;1,1( z,y,2,t) esa S sirtda
berilgan funksiya. ' ‘
2) Qattiq jismning S sirtida issiglik ogimi berilgan bo‘lsin, ya'ni
At vaqtda qattiq jismning AS sirti yuzasidan o‘tuvchi issiqlik miqdori
berilsa, u holda Fur’e gonuniga ko‘ra (1) formulaga asosan quyidagi

_ Q ou
1= 5Aa - Fan

ifoda ofrinli bo‘ladi. Bundan ushbu chegaraviy shart

%’7 = (2, y,2,1) = —%;—), (z,y,2) € 8, tg'eq0, (7)
kelib chiqadi. pa(z,y, z,t) — berilgan funksiya.

3) Qattiq jism sirtida atrof muhit bilan issiqlik almashinishi
nodiv bo‘layotgan bo‘lsa, Nyuton qonuniga asosan At vaqgtda qgattiq
jmming, AS sirtidan atrof muhitga chigayotgan issiglik miqdori
(ubbic jisin sirtining haroratidan atrof muhit haroratining ayrimasiga
proporsional bo‘ladi, ya'ni ‘

q=H<;£L—UO),
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bu yerda H issiglik almashish koeffitsiyenti bo‘lib, u u — ug ayrimaga
bogliq. Energiyaning saglanish qonuniga ko‘ra, bu issiglik miqdori
Fur’e qonuni bilan aniglangan issiglik migdoriga
ou
S
1= ""5n
teng bo‘ladi. _ .
U holda S sirtda ushbu chegaraviy shartni
ou

k—a—ﬁ = H(u—uo),

olamiz, yoki h = H/k deb almashtirib, S da quyidagi

ou
—— + hu = hu,
N + 0
chegaraviy shartga ega bo’lamiz.
Bundan izotrop gattiq jism uchun chegaraviy shartni quyidagi
ko‘rinishda -

ou
(W +h(z,y, z, t)u) .

yozishimiz mumkin.
Shunday qilib, izotrop qattiq jismda issiglik tarqalish tengla-
masi uchun boshlang‘ich—chegaraviy masalalar quyidagicha qo‘yiladi:
BIRINCHI CHEGARAVIY MASALA. Issiglik o‘tkazuvchanlik
tenglamasining ushbu

= 1/13(.’18, Y, 2, t)’ (l‘,ys Z) € S, tg‘eqo' (8)

G=Dx(0,T)={(z,9,21)] (z,9,2) € D C R*, t € (0,T)}
silindrik sohada aniglangan, uzluksiz quyidagi boshlang‘ich
u(m)y,zvt)'t=0 = <p(x,y,z), (xi Y, Z) € D’

va
u(m,y,z,t) ls= :ul(m7y’za t)’ (m,y,z,t) € S) tg‘eqo,
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chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y, z,t) yechimi topilsin.

IKKINCHI CHEGARAVIY MASALA. Issiglik o‘tkazuvchanlik
tenglamasining G = D x (0,T) silindrik sohada aniglangan, uzluksiz
quyidagi boshlang'ich ‘ '

o u(w,y,z., t)|t=0 = (P(w:% Z), (wwyaz) € Da
va

Oou| . q(:ﬁ,y,z,t)
—6—N ‘—NZ(‘T!y)z’t)_

,  {z,y,2) €S, tg‘eqO,
S k‘((L‘,y,Z) ( ) ged

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y, 2,t) yechimi topilsin.
UCHINCHI CHEGARAVIY MASALA. Issiglik o‘tkazuvchanlik teng-
lamasining

G =D x(0,T) ={(z,9,21)| (z,9,2) € D C R?, t € (0,T)}
silindrik sohada aniglangan, uzluksiz quyidagi boshlang‘ich
u(xayaz)t)|t=0 =<p(zvy7z)7 (x,y,z) €D,

va

= '903(1773/’ Zyt)a (x,y, Z) € S: tg‘era
S

Ou
(W + h(z,y, 2, t)u)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y, z,t) yechimi topilsin.

Yugorida keltirilgan masalalar issiglik o‘tkazuvchanlik tengla-
masi, ya'ni parabolik tipdagi tenglamalar uchun asosiy boshlang‘ich-
chegaraviy masalalar deyiladi.
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4-§. Puasson va Laplas tenglamalariga keladigan masalalar.
Asosiy chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Faraz gilaylik, biror S sirt bilan chegaralangan D jism ichida bir
jinsli sigilmaydigan suyuqlik ma'lum v(z,y, z) tezlik bilan statsionar
harakatda bo‘lsin. Agar suyuglik bir jinsli sigilmaydigan suyuqlik,
ya'ni p(z,y,z) = const bo'lsa, u holda —g——'? =0, grad p = 0 bo‘ladi.

Agar suyuglikning harakati uyurmali harakat bo‘lmasa, u holda
v(z,y, z) tezlikning vektor maydoni potensial maydon bo‘ladi, ya'ni
biror skalyar maydonning gradienti '

v = gradp(z,y,2), (1)
bu yerda ¢(zx,y,z) tezlik potensiali deyiladi. Agar D jism ichida
suyuqglikning harakatga keltiruvchi manba bo‘lmasa, u holda

divv(z,y,2) =0, V(z,y,2)€ D, (2)

bo‘ladi. ‘
Endi (1) formulani (2) ifodaga qo‘ysak, quyidagi

div(grady) = Ap =0, V(z,y,z) €D

Laplas tenglamasiga ega bo‘lamiz. S

Demak, bir jinsli sigilmaydigan suyuqlikning uyurmali
bolmagan harakatining tezlik potensiali Laplas tenglamasini
qanoatlantirar ekan.

D hajmli elektr o‘tkazuvchan muhitda zichligi j(=,y, z) bo‘lgan
statsionar elektr tok bo‘lsin. Agar D muhit ichida tok manbai
bo‘lmasa, u holda

divj(z,y,2) =0, V(z,y,2)€ D, (3)

bo‘ladi. Om gonuniga asosan elektr maydoni E tok zichligi orqali

E=

>l
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[ormula bilan aniglanadi. Bu erda A muhitning elektr o‘tkazuvchanligi.
Qaralayotgan D muhitda tok oqimi statsionar bo‘lgani uchun undagi
¢lektr maydoni potensial (uyurmasiz) maydon bo‘ladi, ya’ni D jismda
w(z,y, z) skalyar maydon mavjud va u :

E= —grad(p(x,y,z)_, | (4)

formula bilan aniglanadi. Xuddi yuqori:dagi kabi (3) va (4)
formulalardan :
A (P(Z', Y, Z) = 07'

kelib chlqadl

Demak, garalayotgan muhltda elektr manbai bo‘lmasa, u holda
statsionar tokning elektr maydoni potensxah Laplas tenglamas1n1
qanoatlantirar ekan. :

Agar massani hisobga olmaganda tortnshlsh maydoni potensiali
ham Laplas tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rish mumkin.

Oldingi paragrafda bir jinsli izotrop qattiq jismda ushbu

U = a2(u:rx + Uyy + 'Uwzz)l‘f' f(a:,y,z, t):' o (5)

issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib chiqargan edik.

Faraz qilaylik, qattiq jismning har bir nugtasida bir xil
u(z,y, 2, t) harorat o‘rnatilgan bo‘lsin va bu harorat ixtiyoriy ¢ vaqtda
o‘zgarmas bo‘lib qolsin.

U holda u(z,y,zt) = u(z,y,2) va % = 0 bo‘ladi va (1)

tenglama quyidagi

f(z,y,2) (6)

AU = Ugg + Uyy + Uzz = — 2

ko‘rinishga keladi. Bu (6) tenglama Puasson tenglamasi deyiladi.
Agar qattiq jism ichida tashqi issiqlik manbalari bo‘lmasa, u
holda, (6) tenglamada f(z,y, z) = 0 bo‘ladi va u ushbu
AU = Ugy +’uyy + Uy, =0, (7)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglama Laplas tenglamasi deb ataladi.
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‘Shunday qilib, bir jinsli izotrop gattiq Jlsmda issiglikning
statsionar holati (7) Laplas tenglamasi orqali ifodalanar ekan.
Noma’lum u(z,y, z) funksiyani aniglash uchun boshlang‘ich shartni
emas, balki vagtga bogliq bo‘lmagan holda berI' chegaraviy shart
berlsh kifoya.

Asosiy chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

- 1. DIRIXLE MASALASI YOKI BIRINCHI CHEGARAVIY MASALA.
R? fazoda S bo‘lakli silliq sirt bilan chegaralangan sohani D deb
belgilaylik. Xususiy hosilali (7) tenglamaning D sohada aniglangan va
S sirtda berilgan qiymati orqali u(z,y, ) yechimini topish masalasi
Dirizle masalasi deyiladi, ya'ni (7) tenglamaning D U .S’ sohada
uzluksiz va quyidagi shartni qanoatlantiruvchi

w(z,y,2) |s= p1(z,9,2), (z,9,2) €S,

u(z, v, z) yechimini toping, bu yerda 1 (x,y, 2) — berilgan funksiya.

2. NEYMAN MASALASI YOKI IKKINCHI CHEGARAVIY MASALA.
(7) tenglamaning D sohada aniqlangan, D U S da o‘zining
birinchi tartibli hosilalari bilan uzluksiz va, ushbu chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi

u(z,y,2)| _
_a—]\[_—_ s = §02($:yaz)$ (z’y’z) € Sa

u(z,y, z) yechimini toping, bu yerda @2(z,y, z) — berilgan funksiya,
N esa S sirtga o‘tkazilgan normal.

3. PUANKARE MASALASI YOK! UCHINCHI CHEGARAVIY
MASALA. (7) tenglamaning D sohada aniglangan, D U S da o‘zining
birinchi tartibli hosilalari bilan uzluksiz va ushbu chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi

<8U(g}vz{,2) + a(i,y,z)1¢($,y,z)> = 9"3(%97 Z), (x’y’ Z) € S’

S

u(z,y, z) yechimini toping, bu yerda a(x,y, z) va p3(z, y, 2) — berilgan
funksiyalar, N esa S sirtga o‘tkazilgan normal.
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Agar yugorida keltirilgan masalalarning u(z,y,z) yechimi S
sirtga nisbatan D sohaning ichida (yoki tashqarisida) qidirilayotgan
bo'lsa, u holda bunday masalaga mos rav1shda ‘ichki (yoki tashqz)
masala deyiladi.

Shuni ta’kidlash muhimki, (2) va (3) tenglamala.r bilan bir
jinsli qattig jismda sodir bo‘ladigan .issiglik jarayonlarigina emas,
balki boshqa statsionar jarayonlar ham ifodalanadi. Bunga misol
sifatida 31q11mayd1gan suyuqhklarmng potensial oqimini | keltlrlsh1m1z
mumkin.

5—§. Korrekt qo‘yilgan chegaraviy masala tushunchasi.
Nokorrekt chegaraviy masalalarga misollar

Biz oldingi paragraflarda xususly hosilali tenglamalar
uchun qo‘yvilgan chegaraviy masalalar — bu berilgan differensial
tenglamaning qaralayotgan sohada ma'lum bir qo‘shimicha shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini topishdan iborat ekanligini ko‘rdik.

Qo‘shimcha shartlar ko‘pchilik hollarda chegaraviy shartlar
bo‘lishi mumkin, ya'ni noma’lum funksiyaning qiymati qaralayotgan
jismning sirtida yoki boshlang‘ich shartlar — fizik jarayonni
o‘rganishda uning boshlang‘ich vaqtdagi holati berilishi mumkin.
Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun qo‘yilgan chegaraviy
masalalarning yechimi o‘rganilayotgan fizik jarayonning taqribiy
matematik ifodasini beradi. Fizikaviy jarayonlarning matematik
modellarini qurishda uning ayrim parametrlari abstraktlashtiriladi.
Ko‘pgina ko‘rsatkichlarining jarayonga ta'siri sezilarsiz deb, muhim
hisoblangan parametrlar ajratib olinadi va shu parametrlar asosida
fizikaviy jarayonning matematik modeli xususiy hosilali differensial
tenglamalar orqali ifodalanadi. Fizikaviy jarayonlarning matematik
modellashtirilishidan olingan natijalar taqribiy natijalar hisoblanadi.

Shuning qilib, xususiy hosilali differensial tenglamalar
uchun qo‘yilgan boshlang‘ich—chegaraviy masalalarning korrektligi
tushunchasini kiritamiz. '

Matematik fizika masalalari real fizik jarayonlarning matematik
modelini ifodalagani uchun bu masalalar quyidagi shartlarni
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qanoatlantirishi zarur:
A) qaralayotgan masala ma’lum bir funksiyalar (M) sinfida
yechimga ega (yechimning mavjudligi);

B) qaralayotgan masalaning yechimi bir funksiyalar (M3) s1nﬁda
yagona (yechimning yagonaligi);

C) yechim boshlang‘ich va chegaraviy shartlarga, tenglamaning
koeffitsientlariga, ozod hadiga va boshqa berllganlarga ‘uzluksiz
bog‘liq (yechimining turg‘unligi).

Bu shartlar bir qarashda ofrinlidek ko‘rinadi, lekin ularni
fizikaviy jarayonning qurxlgan matematik modeli asosida isbotlash
kerak.

Qo‘yilgan masalaning korrektligini isbotlash — bu matematik
modelning birinchi aprobatsiyasidir, ya’ni

A) qurilgan model jarayonga zid emas (masalaning yechimi
mavjud); :

B) model fizik jarayonni bir giymatli ifodalaydi (masalaning
yechimi yagona);

c) fizik kattaliklarning hatoliklari qurilgan modelga sezilarsiz
ta’sir giladi (yechim masalaning berilganlariga uzluksiz bog'liq, ya'ni
berilganlarning ozgina o‘zgarishiga yechimning ham ozgina o‘zgarishi
mos keladi).

Yuqoridagi A) — C) shartlarni qanoatlantiruvchi boshlang‘ich—
chegaraviy masala Adamar ma’nosida korrekt go‘yilgan masala deb
ataladi.

Bo'sh bo‘lmagan M = M; N M funksiyalar sinfi boshlangich-
chegaraviy masalaning korrektlik sinfi deyiladi.

Agar boshlang‘ich~chegaraviy masala A) — S) shartlardan
birortasini qanoatlantirmasa, u holda bunday masala nokorrekt
go‘yilgan yoki noto‘q‘ri go‘yilgan masala deyiladi.

Nokorrekt chegaraviy masalalarga misollar

Endi nokorrekt qo‘yilgan masalalarga misollar keltiramiz:
1-MASALA (ADAMAR MIsOLI). D = {(z,y) : = € R,y > 0}
sohada, '
g + iy = 0, (8)
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Laplas tenglamasining
u(z,0) = 7(x), uy(z,0) = v(z), —oo<zr <400, (9)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(z,y) yechimi topilsin.
Bu yerda 7(z), v(x) — berilgan . cheksiz differensiallanuvchi
funksiyalar. ‘
Matematik fizikada (8)-(9) masala Laplas tenglamasi uchun
Koshi masalasi deyiladi. :
YECHIsH. Ushbu

2k+1

u(z,y) = ;, @—Ak T(z) + ‘@%—*T)IA’CV@) (10)

ifoda (8) tenglamani va (9) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirishini
bevosita. tekshirib, ishonch hosil gilish mumkin.

Laplas tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimining yagonaligi
(10) ifodadan kelib chigadi, ya'ni 7(z) = v(z) = 0 bo'lsa, u holda
u(x,y) = 0 bo'ladi.

Endi (8)—(9) Koshi masalasida boshlang‘ich shartlardan birini
ozgina o‘zgartiraylik, ya'ni (8) tenglamaning ‘

sinnx -
n

u(z,0) =0, .uy(:z:,O) =

shartlarni qanoatlantiruvehi yechimini topish kerak bo‘lsin.
Bu masalaning yechimini (10) formula yordamida quyidagi

1 .
u(z,y) = —3 sinnz shny
ko‘rinishda topamiz. Bu yerda shny = (™ — e¢™™)/2 — giperbolik
sinus.
Yetarlicha katta n uchun boshlang‘ich funksiya
—sinnz — 0
n

bo‘ladi. Lekin masalaning yechimi n — oo da

1
u(z,y) = ;l-ishnysinnm — 00, TH#jm j=0,£1,%£2,....
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cheksizlikka intiladi.

Shunday qilib, (8)—(9) ma,sala,mng yechimi turg un emas, ya’ni
boshlang‘ich shartlarning ozgina o‘zgarishi yechimning yetarlicha
katta o‘zgarishiga olib keldi. :

Demak, Laplas tenglamasi uchun Koshi masalasi nokorrekt qo ‘-
yilgan masala ekan.

2-MISOL. Tomonlarining nisbati irratsional bo‘lgan to‘g'ri
to‘rtburchakli ushbu D = {(z,t) : 0 <z <, 0 < t < 6} sohada

Utt — Ugy = 0, . _ (11)

tor tebranish tenglamasining '
u(z,0) = 0, u(0,t) =0, u(m, t) = 0, (12)
u(:z:, Or) = &\/gm_’ gquad0 < z <, n > 0, (13)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimi topilsin.

Noma'lum funksiyaning qiymati qaralayotgan sohaning
chegarasida berilgani uchun (11)—(13) masala tor tebranish tenglamasi
uchun Dirizle masalasi deb yuritiladi.

YECHISH. Ma'lumki [12], qaralayotgan (11)-(13) masalaning
yechimi

_1 sin(nt)sin(nz)

£) = )
u(z;?) vn  sin(@nx) (14)
formula bilan aniglanadi. ) .
(13) chegaraviy shartdan n — oo bo‘lganda SI$Z - 0

bo‘lishini ko‘rsatish giyin emas.

Sonlar nazariyasidan bizga ma’lumki, ixtiyoriy berilgan e,
ratsional son uchun shunday p, va ¢, butun sonlar ketma—ketligi
mavjud bo‘lib, har qanday @ irratsional son uchun quyidagi tengsizlik

_Pn

n

1
<5n=_27
n

[0 —rn| =

o‘rinli bo‘ladi. Unga asosan

|sin(fmgy,)| = | sin(fmwg, — wpyn)| =
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= sin (WQn (0 - &>> [ < Ty
1 /)i

tengsizlikni hosil gilamiz. Oxirgi (15) tengsizlikka ko‘ra qaralayotgan
(11)—(13) masalaning u(z,t) yechimi uchun quyidagi -

|sin(gnt)[sin(gnz)] «q—n
V@n  |sin(frgn)|

tengsxzhkka ega bo‘lamiz.

Bu tengsizlikdan g, — oo bo‘lganda ug,(z, t) — 00 bo‘lishi
kelib chigadi.

- Demak, tor tebranish tenglamasi uchun qo‘yilgan Dirixle
masalasida yechimning turg‘unligi buzilar ekan.

Bundan giperbolik tipdagi tenglamalar uchun qo‘yilgan Dirixle
masalasining nokorrekt ekanligi kelib chiqadi. |

3—MisoL. Ushbu D = {(z,t): 0 < z <7, t < 0} sohada

o Pn
q

(72

< MGnEn = qi’ (15)

n

[tgn (2, )] = | sin(gnt)|| sin(ga)]|

ou 0%
—a-t— —a Ez:—z =0 (16)
issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasining
w(zt)| = % sin(kz), u(0,t) = u(m,t) =0, (17)
=0 :

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini toping.
YECHISH. Bu masalaning yechimi

u(z, t) = %e’(“k)zt sin(kz), (18)

funksiyadan iborat.

Oxirgi fo rmuladan ko‘rinadiki, k ning noldan farqgli har qanday
qiymati uchun bu funksiya o‘zining boshlang‘ich sharti va unga
mos bo‘lgan yechimi mavjud. Shu sababli (18) formulani (16)-(17)
masalaning yechimlari ketma-ketligi deb qarash mumkin.

Boshlang'ich e“/Esin(kx) funksiya k — oo bo‘lganda nolga
intiladi. Lekin (18) formula bilan aniqlangan u(z,t) yechim Adamar
misolidagi kabi yetarlicha katta k uchun u(z,t) — oo bo‘ladi.
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4-MIsOL. D = {(z,t) : —00 < & < +00, ¢t > 0} sohada (16)
tenglamaning '

u(ma t) = ¢0<$),

arl = pi(x), —oo<z<+oo, (19)
t=0 : t=0

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi"u(a:, t) yechimini toping.
Bu yerda @o(z) va p1(z) — berilgan etarlicha silliq funksiyalar.
YECHISH. Faraz qilaylik, (16) tenglamaning (19) boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi mavjud bo‘lsin. U holda benlgan
wolx) va p1(x) funksiyalar uchun quyidagi

900(37) =0 (Pl(x): pl’l t=0, —oco<z< -i-.-OO, (20)

shart  ofrinli. Demak, (16) tenglamaning (19) shartni

qanoatlantiruvchi yechimi fagat (20) tenglik bajarilganda mavijud

bo‘lishi mumkin. Berilgan ¢o(z), ¢1(z) funksiyalar turlicha va ular

hech ganday bir-biri bilan bog‘langan emas. Shuning uchun issiqlik

o‘tkazuvchanlik tenglamasining (19) shartlarni qanoatlantiruvchi

yechimini topish masaslasi nokorrekt qo‘yilgan masala hisoblanadi.
Biz keyinchalik (16) tenglamaning

u(z,t)| = po(z), —00 < T < 400,
t=0
boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasining
korrekt ekanligini ko‘rsatamiz.

Nokorrekt qo‘yilgan masalalar bevosita tadqiq etish, qiyin
bo‘lgan ob’yektlarni o‘rganishda, masalan, Yer osti gidiruv ishlarida,
georazvedka masalalarida, tomografiya va shu kabi jarayonlarni tadqi
etishda uchraydi.
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Koshi masalasi. Koshi—Kovalevskaya teoremasi

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalariga nisbatan chizigli bo‘lgan
ushbu Co ‘

(%, Y) gz + 26(z, y)uzy + c(g:_, y)uyy + f(2,y,u, Uz, uy) = 0, (1)

tenglamani biror D sohada qarayhk

Faraz qilaylik, D sohada silliglanuvchi, chekli uzunl1kdag1 va
parametrik tenglamalari z = z(s), y = y(s), 0 < s < I bo‘lgan L
egri chiziq berilgan va bu egri chiziq (1) tenglamaning xarakteristi-
kasi bo‘lmasin. '

v 4

(

Y

4 — shakl.

‘Bu yerda s orqali L egri chiziq yoyining, [ orqali esa L egri
chiziqning uzunligi belgilangan.

KosHI MASALASI. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
L egri chiziq atrofida aniqlangan, uzluksiz va quyidagi

)| = ), 9e) = 7(9), 2ul ), 0<s<i ()

ON |,
boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y) yechimini toping.
Bu yerda 7(s) va v(s) berilgan etarlicha silliq funksiyalar, N
esa L egri chiziqqa o‘tkazilgan normal.
Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun qo‘yilgan Koshi
masalasi matematik fizikaning muhim masalalaridan biri hisoblanadi. .
Uni tadqiq etish ilmiy va amaliy ahamiyatga ega.
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KOSHI-KOVALEVSKAYA TEOREMAS]I. :

Agar  xususiy hosﬂa.h (1)  differensial - tenglamaning
koeffitsiyentlari va f(-), z(s), y(s), 7(s), v(s) funksiyalar analitik
bo‘lsa, u holda (1)—(2) Koshi masalasi L egri chizigning yetarlicha,
kichik atrofida yagona analitik yechimga ega bo‘ladi.

Nazorat uchun savollar

1. Qanday tenglamalarga xususiy hosilali tenglamalar deyiladi?

2. Nima uchun xususiy hosilali tenglamalarni o‘rganish zarur?

3. Xususiy hosilali differensial tenglamaning tartibi nima?

4. Qanday xususiy hosilali dxfferenmal tenglamalar ChlZlqll
kvazichiziqli deyiladi?

5. Korrekt qo‘yilgan masala deb, qanday masalalarga, aytiladi?

6. Qanday tenglamalar uchun Koshi masalasi korrekt qo‘yiladi?

7. Koshi masalasi qanday tenglamalar uchun nokorrekt qo‘yil-

gan bo‘ladi? Nima uchun?

8. Qanday fizikaviy masalalar g1perbohk tipdagi tenglamalarga
keltiriladi?

9. Parabolik tlpdagl tenglamalarga qanday fizikaviy masalalar
~ keltiriladi?

10. Qanday fizikaviy masalalar elliptik tipdagi tenglamalarga
keltiriladi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1.1. Quyidagi | tenglamalarni  xususiy hosilali differensial
tenglama bo‘lishi yoki bo‘lmasligini aniglang.

1) w2, + uiy — (Ugy — ugpy)z =0.

2)  cos(Ugg + Uyy) — COS Ugg COS Uyy + SN Upy SID Uyy = 0.

3)  sin(ug + uyy) — sin Uy COS Uy — COS Uy SIN Uy + 2u = 4.

4) loguguy — logu, — loguy + 5uy — 9u = 0.

%ctgum — uxycosec2ux —4u+11=0.

o
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1.2. Tenglamalarning tartibini aniqlang.
1) uwuiy + (uﬁm - 2u§y + uz) —2u=0.
2) cos® Ugy = 2UglUzy + Uy + sin? Ugy + Uz = 3.
% 9 3
3) - a{-(’ugc — 2u)? 4 2(ug — 2u)ugy — Ty = 0.

9, 2

o} .
a(uyy ~ Uy) — 2uyy_(—9?y-(uxy ~ug) + 2ug +7=0.

. 9] -

1.3. Qﬁyidagi tenglamalardan qaysi biri chizigli (bir jinslk
yoki bir jinsli bolmagan), qaysi biri chizigsiz(kvazichizigli) ekanligini
aniglang. L

2) uxug,y + 22UUgy — 3TYuy +u = 0.

3)  uylgy — 3m2uumy + 2uy — zyu + 9x2y =0.
0 .
4) ugy+ 25;(113; +u) - 6zsiny =0.
0
5) 5_y(yuy + u2) — 2ugtugy + ug — 6u+ 7° cos(z — y) = 0.

1.4. Ushbu funksiya berilgan tenglamaning yechimi ekanligini
isbotlang. '

1) u(e,y) = cosy— (@~ y)siny, - (&~ Y)tgy —uy =0,

2) u(z,y)=—, TUgy =1uy.

X
y
3) u(zr,y) =zexp (%) s TP Uy + 2TYUgy + YUy = 0.

4) u(z,y)=(z+ y)2 +sin(3z + 2y), 2Ugz — Sy + 3uyy = 0.
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II BOB

IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI
TENGLAMALARNING KLASSIFIKATSIYASI

Xususiy hosilali differensial tenglamalarni qaysi tipga tegishli
bo‘lishi uning yuqori tartlbh hosilalari oldldagl koeffisiyentlari orqali
aniglanadi.

Ushbu bobda xususiy hosilali tenglamalarning klassifikatsiyasi
hamda ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalarning kanonik ko‘rinishga keltirish bayon qilingan.
Kanonik tenglamani yangi noma’lum funksiya kiritish bllan yanada
soddaroq ko'rinishga keltirish ko‘rsatilgan.

6—§. Ikkinchi tartibli chiziqli xususiy hosilali differensial
tenglamalarning tiplari

Quyidagi‘
n : 62 n a
‘ZlAij(:v)am—z_g;—j—l-.‘:;B-( )%-&-C’(z)u— f(z) (1)
2,1= 1= .

ikkinchi tartibli n o‘zgaruvchili chizigli differensial tenglamani R"
Evklid fazosidagi biror D sohada qaraylik.

" Bu yerda z = (21,23,...,2,) € D C R™, ng‘eq2, tenglamaning
koeffitsiyentlari A;;(z), B;i(z), C(z) va ozod hadi f(z) yetarlicha silliq
berilgan funksiyalar.

Agar Vz € D uchun (1) tenglamada A;;(z) = 0 bo‘lsa, u holda
(1) tenglama birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
bo‘ladi. Shuning uchun qaralayotgan D sohada tenglamaning A;;(z)
koeffitsiyentlari bir vaqtda nolga teng bo‘lmasin, deb talab gilamiz,
hamda A;;(z) = Aji(z) tenglik o‘rinli bo‘lsin.
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Faraz qilaylik, zg € D ixtiyoriy nugta bo‘lsin. Chiziqli (1)
tenglamaga mos ushbu xarakteristik forma

Q- 2w) = 3 Ay (2)
=1 .

kvadratik forma deb ataladi.
Algebra kursidan ma’lumki, @ kvadratik formani D soha.nmg

har bir zg nuqtas1da A Ail1,.. 0 6n), 1 = 1,2,...,n xosmas
almashtirishlar yordamida quyidagi '
n .
Q=0 (3)

kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin, Bu yerda o koefﬁtsiyentla,r -1,
0 va 1 giymatlarni gabul giladi.

Qaralayotgan (1) chizigli tenglamaning klasmﬁkatswam (3) for-
maning o; koeffitsiyentlari qabul giladigan qiymatlariga asoslanadi.

Agar barcha o; = 1 yoki @ = —1, (i = 1,n) bo‘lsa, ya'ni (2)
kvadratik forma musbat yoki manfiy aniglangan bo‘lsa, u holda (1)
tenglama xo nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar o; koeffitsiyentlardan biri manfiy, qolganlari musbat (yoki
aksincha) bo'lsa, u holda (1) tenglama zo nuqtada giperbolik tipdagi
tenglama deyiladi.

Agar o; koeflitsiyentlardan kamlda bittasi nolga teng bo'lsa, u
holda (1) tenglama x¢ nuqtada parabolik tenglama deyiladi.

Agar o; koeffitsiyentlarning [ (1 < | < n — 1) tasi musbat,
golgan n — [ tasi manfiy bo‘lsa, u holda (1) tenglama z¢ nugtada
ultragiperbolik tenglama deyiladi.

Agar D sohaning har bir nuqgtasida (3) kvadratik forma
koeffitsiyentlarining barchasi noldan farqli va har xil ishorali, barchasi
noldan farqgli va bir xil ishorali hamda kamida. bittasi (hammasi emas)
nolga teng bo‘lsa, u holda (1) tenglama D sohada mos ravishda
giperbolik, elliptik hamda parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar (1) tenglama qaralayotgan D sohaning turli gismlarida
har xil tipga tegishli bo‘lsa, u holda (1) tenglama D sohada aralash
tipdagi tenglama deyiladi. ‘
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1 — MisoL. Butun R" fazoda ,aniqla.nga.n n o‘lchovli.

Au(m):Zaz;(x) 0, "

“n=1

Laplas tenglamasini qaraylik.
Laplas tenglamasiga mos quyidagi

Qs ) = 3 X2

kvadratik formani tuzamiz.

Agar ¢ = j bolsa, u holda Ajj(z) = 1 va i # j
bo‘lganda. 4;;(z) = 0 bo‘ladi. Shuning uchun (3) kvadratik formaning
koeflitsiyentlari o; = 1, (i = T, n) giymat gabul giladi.

Demak, Laplas tenglamasi butun R" fazoda elliptik tipdagi
tenglama bo‘ladi.

2 — MISOL. R™t1 fazoda aniglangan n o‘lchovli

Elu(:z:, t) = Upt — Z a U(w = Ugt — GzAu = d, (5)

n—l

to‘lgin targalish tenglanasini qarayhk
(6) tenglamaga mos kvadratik forma

T
QO3 Ay Ang1) Z( —P D)+ Moy =22 - Y aPa?

n=1
bo‘ladi.
Bu kvadratik forma & = aX;, (i = 1,n), &1 = A1 almash-
tirish yordamida quyidagi

I S

n=1

kanonik ko‘rinishga keladi. Bunda «; koeffitsiyentlardan biri musbat,
qolganlari esa manfly. Demak, (5) tenglama RZ,}H fazoda giperbolik
tipdagi tenglama ekan.:
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3 — MISOL. ”’* ! fazoda amqlangan n o‘lchovii

u—azza2 z) =y —a?Au=0 |
;- =w—aAu=0, (6)
z7

n=1

issiglik o‘ﬁkazuvchanhk tenglamasini qaraylik.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

QL -+ Apy Apg1) = —a? Z,\Z +0,\,,,+1

n=1

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda o; = —a? < 0, i = 1,7 va apy1 = 0.
: Shunday qilib, (6) issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi
fazoda parabolik tipdagi tenglama bo‘lar ekan.

_ Kvadratik formaning musbat aniqlanganligi hagidagi Silvestr
alomatiga asosan (2) kvadratik formani (3) kanonik ko‘rinishga
keltirmasdan qaralayotgan xususiy hosilali differensial tenglamaning
tipini aniqlash mumkin.

Xususiy hosilali (1) differensial tenglama elliptik tipda bo‘lishi
uchun quyidagi

n41
R4

Ann A ... A
Ayt A ... Aoy 7)
'Anl An2 Ann

simmetrik matritsaning diagonal minorlari musbat aniglangan bo‘lishi
zarur va, etarli. ‘

Agar (1) tenglama ikki o‘zgaruvchili zy = z, 3 = y bo‘lsa, uni
quyidagi

a(Z, Y) ez + zb(msy)umy + C(%fU)“yy = F(z,y,u, U, Uy)a (8)

ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

Q(\1, Xe) = a(x, y) A3 + 2b(z, y) M1 da + ez, ¥) A3, 9)
bo‘ladi.
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Agar a(z,y) # 0 bo'lsa, u holda (9) kvadratik formani ushbu

b \* 8-
Qs =e(nrin) 5% o

ko‘rinishda ifodalash mumkin. 3

Agar §(Mp) = b* — ac < 0 bo'lsa, u holda (9) kvadratik
forma My = (z0, yo) nuqtada musbat yoki manfiy aniglangan bo‘ladi.
Chunki (10) ifoda quyidagi almashtirish

fl%M(A1+gA2), & = ﬂlgl—bjkz
yorda,mida ushbu kanonik ko‘rinishga,
. £ +63, a>0,
Q={—£%—é§, a<0

keladi. Bundan §(Mp) = b% — ac < 0 bo‘lganda (8) tenglamaning
My = (z0, yo) nugtada elliptik tipda bo‘lishi kelib chigadi.

Faraz gilaylik, My = (o, yo) nugtada §(Mp) = b? — ac > 0
bo‘lsin. U holda (10) kvadratik forma

gl=\/m(xl+§,\2>, 52,:\/@151%,\2
almashtirishdan keyin'
£ - &2, a >0,
{hfizz—§f+§§, a<0

ko‘rinishga keladi, ya'ni (3) kvadratik formaning koeffitsiyentlari o
va oy har xil ishorali. Bundan ko‘rinadiki, qaralayotgan (8) tenglama
My = (zg, yo) nugtada giperbolik tipga tegishli ekan.

Agar My = (xo,y0) nuqtada 6(My) = b2 — ac = 0 bo'lsa, u

holda ,
£1=v|al<)\1+2/\2), o =X
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xosmas. almashtirish (10) kvadratik formani quyidagi
g403, a0,
-2 4+ 042, a<0

ko‘rinishga keltiradi. Demak, (3) kvadratik formaning oy va ag
koeffitsiyentlaridan biri nolga teng, ikkinchisi noldan farqli, ya’ni
qaralayotgan (8) tenglama My = (zo,yo) nuqgtada parabolik tipdagi
tenglama ekan. - .

Yugoridagi mulohazalardan qaralayotgan xususiy hosilali (8)
differensial tenglamaning tipini aniglash §(Mp) = ¥ — ac
diskriminantning ishorasiga bog‘liq ekanligi ko‘rinadi.

Agar biror My = (o, yo) nuqtada §(Mp) = b? —ac > 0 bo‘lsa, u
holda (8) tenglama My nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar biror My = (0, yo) nuqtada §(Mp) = b* — ac < 0 bo'lsa,
u holda (8) tenglama My nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.
_ Agar biror My = (2o, %0) nugtada §(Mp) = b* —ac = 0 bolsa, u
holda (8) tenglama shu nuqtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

4 — MISOL. Quyidagi tenglamalarning tipini aniglang.

Q) Ugp — dtigy + QU + Ay + Uzy + 3TYU = 0;
¢)  Augg + Uy + 2uyy + 10ug, + duy, — 6u,, = 0;

YECHISH.  Berilgan  tenglamalarning  yuqori  tartibli
hosilalari oldidagi koeffitsiyentlari o‘zgarmas. Shuning uchun bu
- tenglamalarning tipi butun fazoda aniglanadi.

a) Berilgan tenglamaga mos xarakteristik forma

QA A2, A3) = A2 — AXidg + 203 + 403 + A2 =
= (M = 2\ + A3)? + (A2 + Ag)? — (A2 — A3)®
ko‘rinishda bo'ladi. Quyidagi

Ay = by :]245_2 + gfss Ay = %(Ez +&); A3= %(52 - &3)
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xosmas almashtirish yordamida Q(As, )\2, A3) forma

K (€1, &, 53) 51 +§2 &

kanonik ko rlmshga keladi.

a; (a; = ap = 1, ag = —1) koeffitsiyentlar noldan fargli va har
xil ishorali. Ta'rifga asosan bu tenglama giperbolik tipga tegishli.

b) Yuqorldagl kabi berilgan differensial tenglamaning
xarakteristik formasini tuzamiz

Q1 A2, A3) = A 42X ) — 2M1 g + 2)3 + 623 (%)
va uni to‘la kvadratlarga ajratib, kanonik ko‘rinishga keltiramiz:
Q= /\% +2A122 — 22123 — 293 + /\% + )\% + /\% +2X9 A3 + )\% +4/\§ =

= (A1 + A2 = A3)2 + (A2 + Az)? + 4AL.

Bundan quyidagi xosmas almashtirishlar natijasida
G=M+—A3 L= X+, =2\

Q kvadratik forma ushbu

K(&1,60,83) =& + &5 + &

kanonik ko‘rinishga keladi.

Demak, (3) kvadratik formaning a1, as va az koeffitsiyentlari
noldan fargli va bir xil ishorali. Shuning uchun berilgan tenglama R3
fazoda elliptik tipda bo‘ladi.

Endi kvadratik formaning musbat aniqlanganligi hagidagi
Silvestr alomati yordamida ham berilgan tenglamaning tipini
aniqglaylik.

Buning uchun berilgan tenglamaning (7) matritsaga o‘xshash
matritsasini tuzamiz va uning diagonal minorlarini hisoblaymiz.

Ay A

Al = A11 =1> 0, Az = A21 A22

12

'1 1’ 1>0,
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Ay Aip Ags

1 1 -1
Az = |Ag1 Agg Aozl = 2 0|=4>0.
A3z Asz Azl |-1 0 6

archa A, ¢ = 1,2, 3, determinantlar musbat bo‘lgani uchun Silvestr
leoremasiga-asosan (*) kvadratik forma musbat aniglangan bo‘ladi.
Bundan esa qaralayotgan differensial tenglamaning elliptik tipda
ckanligi kelib chiqadi. : '

c) tenglamaga mos xarakteristik forma

QAL Az, Ag) = 4XF + 6A1 g + 223 + 1003 + ddhods — 6)3 =

.
- Z(}Q + 73)?

=

(41 + 3\ + 5Ag)?

quyidagi

1 3 ‘ : “ o
=58 Foetdls = 26, — 7635 A3 = &3
xosmas almashtirish yordamida

K(&1,60,8) =€ — 5 +083

kanonik ko‘rinishga keladi.
Bundan ko‘rinadiki, o1 = 1, as = —1, ag = 0 ekan. Demak,
herilgan tenglama parabolik tipga tegishli ekan.

7-8. Tkki o“zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish

Biror D € R? sohada ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli ushbu

(i, Y Ugg + 26(, Y) gy + (T, Y)Uyy = F(Z, 4,8, Uz, Uy), (1)

kvnuiclizigli tenglamani garaylik. :

Bu yerda a(z, y), b(z,y), ¢(z,y) — tenglamaning koeffitsiyentlar,
x, 1y o'zgaruvchilarning D sohasida ikki marta uzluksiz
differeusiallanuvehi  berilgan  funksiyalari va ular V(z,y) € D
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sohada bir. vagtda nolga teng bo‘lmasin, F esa argumentlarining

berilgan funksiyasi. ' o
Qaralayotgan (1) tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish

uchun z, -y erkli o‘zgaruvchilar o‘rniga quyidagi tengliklar yordamida

£=Ezy), n=n(y) (2)

yangi £, n o‘zgaruvchilar kiritamiz. : : ‘

Bu yerda &(z,y), n(z,y) funksiyalar D sohada ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi va (2) almashtirishning yakobiani D
sohada noldan fargli, ya'ni

(e &y
NMe My

J = = fm'ﬂy - Synm # 0. (3)

Agar bu tengsizlik bajarilsa, u holda (2) sistemani &, n nuqgtalarning
biror sohasida z, y o‘zgaruvchilarga nisbatan bir giymatli yechish
mumkin. Topilgan = = z(£,7), v = y(&,n) funksiyalar ham £, g
bo‘yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi.

Endi u(z,y) funksiyani C2(D) sinfdan deb hisoblaymiz
va undan yangi £, 1 o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy hosilalarini
hisoblaymiz. Murakkab funksiyalarni differensiallash haqidagi
teoremaga asosan quyidagi '

Up = Ugly + UnTlo; Uy = Ugly + UgMy;

Ugg = (Us)z = (Ugls + Una)e = (Ugle)s + (UgNa)e =
= (Ug)als + Uelaz + (Un)aNz + UgNzg =
= (Ugela + tenNe ) + Uelen + (Unele + UnnNa)Na + UyTles =
= Ugell + gnbatie + UnyT + Ueag + Unlaz;
Uy = (Ua)y = (Uele + UnNe)y = (Ueba)y + (unna)y =
= (ug)yba + ugley + (Un)yTa + Uyliay =
= tgealy + ugn(any + EyNa) + UnyMaNy + Uglay + UnNay;
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tyy = (Uy)y = (ueby + untly)y = (u€£y)y (uny)y =
= (“&)y.fy + ugbyy + (un)ymy + UnNyy =
(ugeby + tenty)y + uebyy + (Unely + %nny)% + UpTlyy =
= ugely + 2ugnbylly + Unyly + Uebyy + UnTyy-

tengliklarni olamiz. |

Demak, u(z,y) funksiyaning xususiy hosilalarini yangi ¢,
i) u'zaruvchilarning hosilalari bo‘yicha quyidagi forrulalar bilan
dodaJandi:
(U = gy + UnNa;
thy = Ugly + UnTly;
Ugs = Ugel2 + 2ugnlalle + U + Uebez + UnTlaz;
Uay = Ugelaly + Uen(Eany + EyMz) + Unnatly + Ugbay + UnTay;
Uyy = Uge€y + 2ugyyny + Unnny + Uebyy + UnMyy-

(4)
Hu tengliklarni (1) tenglamaga qo‘yamiz va natijada (1) tenglama
ynyidagi ko‘rinishga keladi:

a) (Ev 77)”5& + 2b1 (57 77)“57; +c1 (6: "7)“777; = Fl(é', n, U, Ug, u?’l)’ (5)
hu yerda,
a1(€,n) = a£2 + 2b€z&y + £y,
bi(€,m) = alane + b(Exny + gy"]z) + c€ymy, (6)
e1(é,n) = anZ + 2bmgmy + 1.
(1) tengliklarga asosan bevosita o‘rniga qo‘yib, ushbu tenglikning
b% —aycy = (Exny — €y77x)2(b2 — ac)

hajaritishiga ishonch hosil qilishimiz mumkin.

Bundan esa (z,y) o‘zgaruvchilarni (2) va (3) xosmas
almashlirishlar  natijasida qaralayotgan (1) . tenglama tipining
n'zparmasligi kelib chigadi.
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Qaralayotgan (1) tenglamada £(z,y), n(z,y) o‘zgaruvchilarni
ganday tanlaganimizda, u yanada soddaroq ko‘rinishga keladi?

" Bu savolga javob topish uchun & = £&(z,y), 7 = 7n(z,y)
o‘zgaruvchilarni a1 (¢,7), b1.(&, 1) va c1(£,n) koeffitsiyentlardan birini
nolga aylantiradigan qilib tanlaymiz. .

Buning uchun quyidagi lemmalar o‘rinli.
1-LEMMA. Faraz qilaylik, z = ¢(z,y) € CY(D) va D sohada
py(z,y) # 0 (yoki pq(z ,y) # 0) bo'lsin. Agar 2z = ¢(z,y) funksiya
ushbu
a(z,y)22 + 2b(z,y) 202y + c(z, y)z) =0, (7)

birinchi tartibli xususiy hosilali chizigsiz tenglamaning xusu31y
yechimi bo Isa, u holda ¢(z,y) = const ifoda

a(z,9)(dy)? — 2b(x, y)dzdy + c(z, y)(dy)? = 0 (8)

oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali bo‘ladi.

2-LEMMA. Agar ¢(z,y) = eonst ifoda (8) oddiy differensial
tenglamaning umumiy integrali bo‘lsa, u holda z = ¢(z,y) funksiya
(7) chizigsiz tenglamaning xususiy yechimi bo‘ladi.

ISBOT. 1. Faraz qilaylik, z = ¢(z,y) funksiya D sohada (7)
tenglamaning xususiy yechimi bo‘lsin. Agar y o‘zgaruvchi ¢(z,y) =
const oshkormas funksiyadan aniglansa, u holda ¢(z,y) = const teng-
lik (8) tenglamaning umumiy integrali bo‘ladi.

Lemmaning shartga ko‘ra ¢(z,y) funksiya D sohada o‘zining
a(z,y) va @y (z,y) xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz va
wz(z,y) # 0 (yoki ¢y (z,y) # 0) bo‘ladi. Oshkormas funksiya haqidagi
teoremadan y o‘zgaruvchini ¢(z,y) = const tenglikdan y = f(z,c)
ko‘rinishda topish mumkin. Bundan °

e e

y=f(mac)
bo'ladi. Oxirgi tenglikni (8) tenglamaga qo‘yib, ushbu

a(z, y)(dy)? — 2b(z, y)dady + c(z, y)(dy)? =

={a(x,y>(%)2 20(0,) (52 ) + o] (@) =
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- e (-5E5) -

—9(x _‘Pm(x: y) ‘
Zb( ,y)( <Py($,y)) +C(x;y)] y=f(z,c)

ilodaga ega bo‘lamiz. Demak, barcha (z, y) € D uchun quyidagi

(dz)? =0

a(z, Y2 (z,y) + 26(2, ¥)pu(2, ¥) 0y (2, y) + c(z, )02 (z,y) = 0,

yoki
Coa(my)\? L, _pu(,y) _
a(m’y)( soy(a:,y)> Zb(x’y)< %(w,y))-l-c(m,y)_—O

tenglik o‘rinli.
2. Endi ¢(x,y) = const tenglik D sohada (8) tenglamaning
umumiy integrali bo‘lsin. U holda V (z,y) € D uchun ‘

a(2, y)2 (@, y) + 2b(2, 9)pa(m, ¥)py (2, ) + <@, y) ey (2, y) = 0,
bo‘lishini isbotlaymiz. o
Faraz gilaylik, (=/,%') nuqta D sohadan olingan ixtiyorily nugta
ho'lsin. Bu nugta orqali (8) tenglamaning biror ¢(z’,y') = ¢ integral
egri chizigi o‘tsin. U holda bu egri chiziqning tenglamasi p(z,y) = ¢
yoki y = f(x,c') boladi. Integral egri chizigning barcha nuqtalari
nchun 3’ = f(z, ') bo‘lganda ushbu

o) (L) - 2to) (32 + e =

| {a(x,;,)(-%%%) ~ 2wy )( ;;Em—z;) +C(fc,y)} =0

tenglik bajariladi. Bu tenglikda z = 2’ almashtirsak,
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‘yoki

o(z', 1 )ez(2,9) +26(2", 1 )ea(2', 1 )y (2 4 Hela!, o )l (2!, o)
tenglikka ega bo‘lamiz: _
Demak, (z/,y') nugtada z = ¢(z,y) funkmya (7) tenglamani
qanoatlantirishi isbotlandi. Bundan (z’,%') nugtaning ixtiyoriy
ekanligidan z = ¢(z,y) funksiya D sohada (7) tenglamaning yechimi
ekanligi kelib chigadi.
~ (8) oddiy differensial tenglamaga (1) xususiy hosilali differensial.
tenglamaning zarakteristik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglamaning umumiy yechimlari (1) xususiy
hosilali differensial tenglamaning zarakteristikalari deb ataladi.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning tipiga.
ko‘ra uchta holni qaraymiz. _

BIRINCHI HOL. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
diskrminanti D sohada & = 6% — ac > 0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama
D sohada giperbolik tipdagi tenglama bo‘ladi. Ixtiyoriy (z¢,y0) € D
nugtada (1) tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik. Bu nuqtada
a(zo,y0) # 0 yoki c(zo,y0) # 0 bolsin, aks holda (1) tenglama
kanonik ko‘rinishdagi tenglama bo‘ladi.

Faraz qilaylik, a(zo, yo) # 0 bo‘lsin. D sohada § > 0 ekanligidan
(8) xarakteristik tenglama quyidagi ikkita

dy b++vb?—ac

0

a:—E'= o ) ‘ (9)
@_=b—\/b7—ac. (10)
dz a

birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalarga ajraladi.

Bu tenglamalarning o‘ng tomonlari ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi va (zg,%) € D nuqtaning ixtiyoriy atrofida
a(zo,%) # 0. Shuning uchun birinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalar uchun Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yago-
naligi hagidagi teoremaga asosan bu tenglamalarning umumiy
integrallari mavjud va ular hagiqiy va har xil

o(z,y) = c1 = const, P(z,y) = ¢y = const. (11)
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o' Tili.

Demak, (11) umumiy integrallar hagiqiy va har xil bo‘lgani-
uchun giperbolik tipdagi tenglamalar ikkita haqiqiy xarakteristikalar
oilasiga ega bo’lar ekan. . '

Yangi o‘zgaruvchilarni ¢ = ¢(z,y), 7 = ¥(z,y) deb olsak,
yuqoridagi lemmaga ko‘ra al(f n) = c1(€,n) = 0 va b1(&,n) # 0
ho'ladi. '

Bunda (5) tenglamani 2b1 (£, 7) ga bo'lib, quyidagi

F
Ugy = Q(fﬂ%% uﬁ,un)a Q= —-2—l-71—i (12)

ko‘rinishdagi tenglamani olamiz.
Bu giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik ko ‘rinishi deyiladi.
Agar (12) tenglamada &, n o‘zgaruvchilardan yangi o, B
o‘zgaruvchilarga £ = a + 3, n = a — f tengliklar yordamida o‘tsak, u
holda (12) tenglama

ao Uﬁﬁ = Ql(aaﬂa u, uaauﬂ), Q1 =4Q (13)

ko‘rinishga keladi.

Bu tenglama giperbolik tipdagi tenglamaning zkkmchz kanonik
ko‘rinishi deyiladi.

IKKINCHI HOL. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
diskrminanti D sohada § = b? — ac = 0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama
D sohada parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

Farazimizga ko'‘ra, (1) tenglamaning koeffitsientlari bir vagtda
nolga aylanmaydi. U holda § = b% — ac = 0 shartga asosan D
sohaning har bir nuqtasida a # 0 va ¢ # 0 bo‘ladi. Umumiylikka ziyon
qilmasdan D sohaning biror (xg,%o) nuqtasida a # 0 deb olaylik. (1)
tenglamani shu (zg, yo) nugta atrofida kanonik ko‘rinishga keltiramiz.

Bu holda (9) va (10) tenglamalar o‘zaro ustma-ust tushadi va
hitta (x,y) = const haqigly umumiy integralga ega bo‘ladi.

Yangi o‘zgaruvchilarni £ = ¢(z,y) bu yerda ¢(z,y) € C?(D)
va bu funksiya lemmaga asosan (7) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Iindi ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi n = n(z, y) funksiyani D
sohaning biror (zg,yo) nugtasida J # 0 bo‘ladigan gilib tanlaymiz. U
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holda (5) tenglamada a1(¢,n) = 0 bo‘ladi. (6) tengliklardan b (£,7) =
0 ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. Bundan D sohaning biror (030, 0)
" nugtasida ¢; (€,m) # 0 ekanligi kelib chiqadi.
- Agar D sohaning biror (zo,yo) nugtasida c;(£,n) = 0 bo‘lsa, u
holda (6) tengliklardan b = y/ac deb, Va > 0,b > 0 uchun quyidagi

{ Vlalgs + Vlelgy =0,
Vlal m+V]CIny?O
“sistemani olamiz. J # 0 bo‘lgani uchun (14) sistema fagat trivial -
a =0, ¢ = 0 yechimga ega. Bundan b = 0 ekanligi kelib chigadi. Bu

esa |a] + |b] + |c| > 0 shartga zid. Shuning uchun (5) tenglamani har
ikki tomonini ¢1(£,n) ga bo'lsak, u quyidagi

(14)

Upp = Q(&%U,U&“n)a Q Z{l
kanonik ko‘rinishga keladi.

Bu parabolik tenglamaning kanonik ko ‘rinishi deyiladi.

UCHINCHI HOL. Agar D sohaning (o, yo) nuqtasida b? —ac < 0
bo‘lsa, u holda (1) tenglama shu nuqtada elliptik tipdagi tenglama
deyiladi.

Qaralayotgan (1) tenglamaning a(z,y), b(z, y) va c(z,y) koef-
fisientlari D sohaning biror (zg,%yo) nuqtasida analitik funksiyalar
bo‘lsin. U holda (9) va (10) tenglamalarning o‘ng tomonlari analitik
funksiyalar bo‘ladi. Koshi-Kovalevskaya teoremasiga asosan (9) va
(10) tenglamalar D sohaning biror (g, y0) nuqtasi atrofida kompleks—
qo‘shma ‘

(15)

W(my) = <p1(fc,y) + i@z(lﬂ,y) =1,
" (z,y) = p1(z,y) —ipa(z,y) =
analitik yechimlarga ega. Yangi £, n o‘zgaruvchilarni ushbu

s=§@@w+wwm)=mmm

- % ((p(:z:, y) — go*(m,’y)> = pa(z,y)
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tengliklar yordamida kiritamiz.
Bu funksiyalar D sohada -

Plz Ply|
Yoxr P2y

J =

= Plopay — PP £ 0

shartni qanoatlantiradi.
Hagiqatdan ham, D sohanmg biror (wo,yo) nuqtasuia atrofida

J = 991.'1:80234‘_ PlyPrx = 0
bo'lsin. U holda '
Op1 Op1 _Opa D¢y oy Pln P2

: = : 16
ox 8y Oz Oy Y1y P2 (16)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
@(x,y) funksiya D sohada analitik bo'lgani uchun bu funksiya

dp1 _ 92 Op1 Oy

Bz Oy’ oy oz
Koshi—Riman shartini qanoatlantiradi.
Bundan
Pz Py
Pry Yo

kelib chigadi va bu (16) tenglikka zid. Demak, D sohaning biror
(z0,yo) nuqtasida J # 0 bo‘lar ekan.
Endi ¢(z,y) = &(z,y) + in(z,y) ifodani (7) tenglamaga qoyib,

a(és + in5)® + 2b(€x + ine)(&y + iny) + c(éy + iny)* =0,
uning haqiqiy va mavhum qismlarini ajratamiz. Natijada
a2 4 2b€,€, + €2 = ang + 2bnany + cn;

€T + b(f:vny + fy"?a:) + cyne =0

tengliklarga ega bo‘lamiz.
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Oxirgi tengliklardan a1(§,n) = c1(&,n) va bi1(€,1) = 0 ekanligi
kelib chigadi. _
(5) tenglamani har ikki tomomm a1(§,m) ga bo'lib, ushbu

F,
Uge + Uy = Q(&, 1, u, ug, uy), = —1 (17)

ay’
kanonik ko‘rinishdagi tenglamani olamiz. Bu tenglama elliptik
tenglamaning kanonik ko ‘rinishi deyiladi.
Agar (1) tenglamada a(z,y) = c(z,y) va b(:c,y) = 0 bo‘lsa, u
holda berilgan tenglama (17) kanonik ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar qaralayotgan sohaning barcha nuqtalarida

b —ac>0 yoki B —ac=0 yoki b*>—ac<0

bo‘lsa, (1) tenglama shu sohada mos ravishda giperbolik yoki parabolik
yoki_elliptik tipga tegishli deyiladi.

Agar D sohaning turli nuqgtalarida b® — ac ifodaning ishorasi
turlicha bo‘lsa, u holda (1) tenglama D sohada aralash tipdagi
tenglama deyiladi. ‘

Endi (1) tenglamaning o‘ng tomonidagi F funksiya ar-
gumentlarining chizigli funksiyasi bo‘lib, uning koeffitsiyentlari
o‘zgarmas sonlar bo‘lsin.

O‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli xususiy hosilali ushbu
differensial

tenglamani qaraylik. ‘
Bu tenglamaning xarakteristikalari quyidagi

B2 — b— 2 _
y—_‘—.b._—_‘—_%c.x_,_cl’ y:——-i—£$+C2 (19)

to'g'ri chiziglardan iborat.

(19) tengliklardagi radikal ostidagi b — ac ifodaning ishorasiga
qarab mos ravishda o‘zgaruvchilarni almashtirish yordamida (18)
tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishlarga keltirish mumkin:
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a) giperbolik tipdagi tenglama:

{ ugy + agug + byuy + cou = fi(,m), (20)
Uge — Unp + Ggug + bauy + cou = fL(€,7).
b) parabolik tipdagi tenglama: . _
. { .u& + ague + b.gun‘“+ cou = fi(&,m), (21)
Uy + agUg + bgu,'? +cu = fi(&,n)
¢) elliptik tipdagi tenglama

Uge + Uny + agug + bouy + cou = fi(z,y). (22)

Ushbu :
u(é,n) = eMHy(g,n)

formula bilan yangi v(£,n) noma’lum funksiya kiritib, A va p
koeffitsientlarni tanlash hisobiga (20), (21) va (22) kanonik tengla~
malarni yanada soddalashtirish mumkin.

5-MISOL. Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring.

@) Upz — 2C08 Ty — (3 + 8in® T)uyy — yuy = 0;
b)  Ugp — 2Ugy + Uyy + iz + Buy + cu = 0;
C)  Ugg + Qugy + DUy + Ug + 2uy = 0.
YECHISH. a) Tenglamaning tipini aniglaymiz:
§=b—ac=cos’x+3 +sin’z=4>0.

Demak, tenglama giperbolik tipga tegishli ekan. U holda kano-
nik tenglamaning bosh hadi ug, = Q ko'rinishga ega bo‘ladi.
Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

(dy)? + 2 cos zdzdy — (3 + sin® z)(dz)2 =0
Bundan

dy = (—cosz + 2)dz, dy=(—cosz —2)dx
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tenglamalarga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalarni integrallab,
Y —sinx — 2z = ¢, quady +sinx + 2z = ¢

umumiy yechimlafni (tehglamaning xarakteristikalarini) topamiz.
Yangi , ‘
=2z +sinz+y, n=2x—sinr—y

xarakteristik o‘zgaruvchilarga o‘tib, berilgan tenglamada qatnashuv-
chi xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

ug = (2 + cosx)ug + (2 — COST)Uy, Uy = Ug — Uy,

Ugg = (2 + cos z)%uge + 2(4 — cos® 2)ugy + (2 — cos )y, —
— sin zug + sin Tuy,

Ugy = (2 4 cOS T)ugg — 2 o8 Tugy — (2 — COS T)Uyy,

Uyy = Ugg — 2Ugn + Unp-
Bularni tenglamaga qo‘yib, soddalashtirish natijasida

n-¢
16
ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga kelamiz.
b) Tenglamaning tipini aniglaymiz: § = 0. Demak, berilgan
tenglama parabolik tipda ekan. Uning kanonik ko‘rinishi, agar ¢
o‘zgaruvchi ixtiyoriy tanlanganda,

Ugy + (ug —up) =0

Uge = Q(gﬁ U, Ug, u’r])
yoki n o‘zgaruvchi ixtiyoriy tanlanganda
Upn = Q(g’ U, Ug, un)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi

(dy)* + 2dzdy + (dz)? =0 &ki dy-+dz =0

bo‘lib, u bitta ikki karrali y + = = ¢ yechimga ega.
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Qaralayotgan tenglama bitta y+ = ¢ xarakteristikalar oilasiga.
ega. ‘ N o .
Yangi o‘zgaruvchilarni quyidagicha tanlaymiz:

.§=w n=z+y

bu yerda £ o‘zgaruvchini ixtiyoriy tanlash mumkmhg1 uchun uni « -
deb oldik, ravshanki J # 0 bo’ladi. ' :
Hosilalarni hisoblaymiz:

Up = Ug T Uy Uy = Uni
Usg = Uge + 2ugn + Un;

Uy = Ugy + Unn;  Uyy = Unn;
Bu ifodalarni tenglamaga qo‘yib, quyidagi
uge + aug + (a+ Bluy +cu=0

kanonik tenglamam olamiz.
Agar yangi o‘zgaruvchilarni £ =z +y, 7=y deb tanlasak u
holda berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi

Upy + (@ + Bue + Puy +cu =0
bo‘ladi.
c) Berilgan tenglama elliptik tipga tegishli, chunki § = -
Unga mos xarakteristik tenglama
(dy)* = 4dzdy + (dz)? =0
ikkita kompleks—¢o'shma
r+ix—y=c, 2r—1T—Y==cCy

yechimlarga (xarakteristikalarga) ega.
Yangi xarakteristik o‘zgaruvchilar sifatida

§=2r~y, n=z
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funksiyalarni kiritamiz va w(£,n) funksiyaning hosilalarini topamiz:

Uz = 2Ug + Uy, Uy = —Ug
Ugpy = 4ué§ + dugy + Upy
Usy = —2ge — Ugn, Uy = Ugg

Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, ushbu
Uge + Uy + Uy =0

kanonik tenglamaga ega bo‘lamiz.
6-MISOL. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring va.
kanonik tenglamani soddalashtiring.

YECHISH. Tenglamaning tipini aniqlaymiz: § = —1 < 0 bo‘lgani
uchun tenglama elliptik tipga tegishli bo‘ladi.
Xarakteristik tenglamasi

2(dy)? — 2dzdy + (dz)2 =0
bo‘lib, u ikkita kompleks—qo‘shma
y—-z+iz=c, 2y—z—iz =0y

yechimlarga ega.

Yangi £, n o‘zgaruvchilarni § = 2y — z, n = z tengliklar
yordamida kuritamiz. Berilgan tenglamada qatnashuvchi xususiy
hosilalarni hisoblaymiz:

Up = —Ug + Uy, qquaduy = 2ug,
Uy = Ugg — 2Ugn + Uy,
Uzy — 2uge + 2Ugn, Uyy = duge

Bularni tenglamaga qo‘yib, kanonik tenglamani olamiz:
1
Uge + Upy + 2ug + 2uy + Fu= 0.
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Bu tenglé,mani soddalashtirish uchun quyidagi ko‘rinishda yangi
v(§,n) noma’lum funksiya kiritamiz:

U(E,ﬂ) = e)‘£+#ﬂv(£, 77) ’
Xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

ug = Ae tHg 4 ez\£+w7v57
Uy = peretHny 4 e’\f*’”"v,,,
uge = N2y | INM Ty, - MoHHy
Uy = p2eretHny 49 ue’\““”vn + e«\£+unvm.

Bu ifodalarni kanonik tenglamaga qo‘yib, uni soddalashtirsak, nati-
jada ushbu ‘ ‘

1
Vg + Uny + (2 4+ 20)vg + (2 + 2p)oy + (W 4 2+ 23+ 2p + 5 =0

tenglamaga ega bo‘lamiz. A va p sonlarni 2 +2X = 0,24+ 2u =0
bo‘ladigan qilib tanlaymiz. U holda A = -1, y = —1 va

. 1
/\2+u2+2/\+2u+§=1+1—2—2+-;-=—-3§

ho'lib, soddalashtirilgan tenglama
3
Vee + Upy — V= 0

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
7—MisoL. Ushbu tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

Ugy + Ugz + Uyz — Uz + Uy = 0.

YECHISH. Berilgan tenglamaga mos xarakteristik (kvadratik)
forma

Q(A1, A2, A3) = Atde + A1Ag + ApAg =
1 1 2o 1.\
= (5'\1 + 5>\2 + )\3> - <'2°)\2 - 5/\1> — A3

www.ziyouz.com kutubxonasi



66 ' IT bob.  Tenglamalarning klassifikatsiyasi ...

ko‘rinishda. bo‘ladi. |
1 1 1, 1
m=ghtgletds, m=-ghtgh, p=A
~ deb belgilaymiz va Q forma ‘
Q=4 —pf— 43 | |
kanonik ko‘rinishga keladi. Demak, berilgan tenglamd giperbolik tipga

. tegishli, chunki a1 =1, ag = a3 = -1.
Shunday qilib, quyidagi xosmas almashtirish

CAL= 1 o — B3, Ao =i po— Hs, Az = U3

@ kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltiradi.
Yuqoridagi xosmas almashtirish matritsasi

1 -1 -1
M=¢{1 1 -1
0 0 1

ga teng. :
Tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiruvchi xosmas affin
almashtirish matritsasi M matritsaga qo‘shma

1 1 0
M= -1 10
111

bo'ladi. Demak, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiruvchi xosmas
affin almashtirish quyidagi
E=aty, n=-c+y, (=-z-y+z
ko‘rinishda topiladi.
Endi u(¢, 7, ¢) funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

Ug = Ug — Up — U¢, Uy = Ug + Uy — Ug,

Uay = Uge — 2ugy — Uy + Ugg,

Uzz = Un¢ — Up¢ — UCE

Uyz = Ug + Un¢ — U
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Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, soddalashtirsak, quyidagi
Uge = Uny — Ucc + 2un =0 .

kanonik tenglamaga ega .b'o‘l’aimiz.
8—MISOL. Quyidagi tenglamalarning

a)  Ugg + gy + 2uyy + Uy + u.g::= 0;
b)  Upy — TUg +u = 0. '

umumiy echimlarini toping.
YECHISH. a) Berilgan tenglama gi iperbolik t1pga tegishli, chunki
5 =b%—ac=9—-8=1> 0. Unga mos xarakteristik tenglama

(dy)? — 3dzdy + 2(dz)? =0 yoki dy— dz =0, dy —2dz =0
bo‘lib, ularni integrallasak,
| y—r=c, Y—20=0
xarakteristikalar oilasiga ega bo‘lamiz.
f=y-z, n=y-2 (23)

tengliklar yordamida yang1 o‘zgaruvchilar kiritib, hosilalarni
hisoblaymiz:

Ung = Ugg + dugy + 4ty
Ugy = ~Ugg — Stgy — 2tp;
yy = Ugg + 2ugy + Uy
Ugp = —Ug — 2Up; Uy = Ug + Up-

Bu ifodalarni berilgan tenglamaga qo‘yib, ushbu

kanonik tenglamaga ega bo‘lamiz.
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Oxirgi tenglamada

0
| v(é,m) = -a—nu(é’,n)
yangi noma’lum funksiya kiritib,

dv :
d—§+'u—0

-chizigli tenglamani olamiz.
Bu tenglamani integrallab,

w(€,m) = po(n)et

yechimni hosil gilamiz.
(26) ifodani (25) tenglikka qo‘yib.

du
a -¢
an wo(n)e

- (25)

(26)

tenglamaga ega bo‘lamiz va uni integrallab, (24) tenglamaning umu-

miy yechimini hosil gilamiz:
u(€,n) = @1(8) + pa(n)e”%,

bu yerda. ¢1(£), @a(n) — ixtiyoriy funksiyalar.

Oxirgi formulada (23) tengliklar yordamida eski z, y o‘zgaruv-

chilarga qaytib, berilgan tenglamaning

u(z,y) = 1y — ) + " Yipa(y — 22)

umumiy yechimini topamiz.

Bunda ¢1(y — ), @2(y — 2z) — ikki marta uzluksiz differen-

siallanuvchi ixtiyoriy funksiyalar.
b) Tenglamaning umumiy yechimini topish uchun

'U(:l;, y) = 'ng;(CL', y)
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ko‘rinishda yangi funksiya kiritamiz. U holda berilgan tenglama
vy—zvtu=0

ko‘rinishga. keladi, bu yerda u(0,y) = —'U,,(O y) tenglik o rmh
Oxirgi tenglamani z o‘zgaruvchi bo‘yicha differensiallaymiz va
natijada v(z ,y) funkmyaga nisbatan quyidagi ‘

vy-—mvz—O | ' (27)

tenglamani olamiz. -
Buning umumiy yechimi yuqor1da.g1 kabl topiladi. (27) tengla-
mada v, = 2z(z,y) almashtirish bajaramiz.
U holda
2y —x2=0
tenglama hosil bo‘ladi.
x o‘zgaruvchini ﬁksn'laymlz va hosil bo‘lgan oddiy

dz
'; = a:dy

differensial tenglamani integrallaymiz. Natijada

2(z,y) = po(z)e™

yoki v(z,y) funksiyaga o‘tib,

vy = wol{z)e™

tenglamaga ega bo‘lamiz.

Bundan .

w@9) = [ wo(e)eds +()
0

hosil bo‘ladi. v = u, bo‘lgani uchun berilgan tenglamaning umumiy
yechimi

x

t . . )
w(z,y) = / dt / 00(5)eVds + zo1(y) + p2(y) (28)
0

0
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ko‘rinishda topiladi.
Ikki o‘lchovli mtegralda mtegrallash tartibini almashtmb uni
_ bir olchovli 1ntegralga keltiramiz:

X

u(e,9) = [(@= Shoo(s)e?ds + wr(0) + it
J C

Bu erda @o(x), p1(y), p2(y) — ixtiyoriy funksiyalar.

Shuni ta’kidlash muhimki, giperbolik tipdagi tenglamalarnj
kanonik ko‘rinishga keltirish, bunday tenglamalarni integrallash usul-
laridan biri hisoblanadi.

Nazorat uchun savollar

1. Tkkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning
. tipi qanday aniqlanadi?

2. Nima uchun tenglamaning tipi nugtada aniqlanadi?

3. Tenglamaning tipi nimalarga bog‘liq bo‘ladi?

4. Qanday tenglamalar giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar deyiladi? ‘

5. O‘zgarmas koeffitsientli tenglamalarning tipi hagida nima
deyish mumkin?

6. Qanday tenglamaga, aralash tipdagi tenglama deyiladi?

7. Tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirishda yangi
€ =¢&xz,y), n =n(z,y) o zga,ruvchllar qganday shartlarni qanoatlan-
tiradi va nima uchun?

8. Xarakteristik tenglama nima va u qanday olinadi?

9. Yangi o‘zgaruvchilar kiritilganda qaralayotgan giperbolik
tenglamaning koeffitsiyentlari qanday ko‘rinishga keladi?

10. Yangi' o‘zgaruvchilar kiritilganda qaralayotgan parabolik
tenglamaning koeflitsiyentlari qanday ko‘rinishga keladi?

11. Elliptik tenglamalarda yangi o‘zgaruvchilar kiritilganda
uning koeffitsiyentlari ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
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Mustaqil yechish uchun misol va masalalar. -

2.1. Quyidagi tenglamalarning  tipini aniqlang va ‘kanonik
ko‘rinishga keltiring. :

(1 + 22) %t + uyy + 22(1 + 2%)u, = 0.
x2umm + 2zYuzy + yZuyy — 2yu, + yeiL = 0.

[0.9]

1) Upg + 2Ugy — Suyy + 2ug + 6uy = 0;

2)  Ugg + Mgy + Sttyy + Uy + 2uy = 0;

3)  Ugz — gy + Uy + U +u=0;

4) g + Ugy — 2ty — tp — 150y + 277 = 0;

5) Ugg — OUgy + 10Uy + u:c — 3uy = 0;

6) AUpy + gy + Uyy — 2uy = 0;

7)) Upg — 280 TUgy — cOS? Tty — cOSTUY = 0.
)
)

©

1 | ‘
10)  Ugy — 4ugy + 8x2uyy — ;ux +uy = 0.

2.2. Quyidagi tenglamalarni tipi o‘zgarmaydigan sohada
kanonik ko‘rinishga keltiring.

1) Ugg + 2uUgy + 2uyy + duy, + Su,, = 0.

2) Bugy — 2Uz; — Uy, —u = 0.

3) Uz — gy + gz + Ly + Uzz + 3uz = 0.

4) Buyy — gy — 2y, + du = 0.

5)  2uUgg + By + gy — Otigy — dUg, + By, —3u+y —22=0.

2.3. Berilgan tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring va
ularni soddalashtiring.

AUz + 20Ugy + QlUyy + bug + cuy +u =0, a,b,c= const.

1)

2)  Ugg + Uy + oug + Buy +yu =0, o,B,7 = const.
3)  Upy ~— dUsy + Sy — Bug +uy +u =0.

4)  Ugy + Quyy — Ug + duy +u = 0.

5)" Uzy + Uzz — Uy — 10u + 4z = 0.
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.2.4. Quyida berilgan té_n‘glamalarning umumiy yechimini toping.

1) uz —2uy =0.

2) Buz —2uy+u=0.

3) 2uy —uy+2u=0.

4) ug+2uy =sin(z +y).

5) Bug —4uy +sin(dz + 3y)u=0.

6) Ugy + aug =0.

7)) Uge — 28N Tugy — c0s® TUyy — cOs Uy = 0.
8)  Bugy — Bigy — 2yuyy + Ju, + Uy = 2.

9) Uy + aug + buy + abu = 0.

‘ 2
10) 5 (mzum) = xza—g.
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GIPERBOLIK TIPDAGI TENGLAMALAR.

Mexanika va fizikaning tebranish jarayonlari bilan bog'liq bir
gator muammolari, masalan, tor va membrananing tebranishi, gaz,
elektromexanik to‘lqinlarning tarqalishi kabi jarayonlar giperbolik
tipdagi tenglamalar orqali ifodalanadi. Bunday tenglamalar bilan
ifodalanuvchi jarayonlarinng "o‘ziga xos tomoni, tebranishlarning
chekli tezlikda tarqalishidir. ‘

8—-§. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi.
D’alamber formulasi

Mexanika va fizikaning tebranish jarayonlari bilan bog'lig
bir qator masalalari giperbolik tipdagi tenglama bilan ifodalanadi.
Ushbu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
qo‘yilishi, D’alamber formulasi va uning fizikaviy talqini, Koshi
masalasi yechimining turg‘unligini isbotlaymiz. Shu bilan birga bir
jinsli bo‘lmagan tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimni keltiramiz.

KOSHI MASALASINING QO‘YILISHI.

Eng sodda giperbolik tipdagi tenglama ushbu

Ug = G Uz, @ = const, (1)

ko‘rinishda bo'lib, u tor tebranish tenglamasi yoki to‘lgin tarqalish
tenglamasi deyiladi.

To'lgin tarqalish nazariyasida Koshi masalasi muhim o‘rin

_egallaydi. (z,t) tekislikdagi biror
D = {(z,t) : —00 < z < +o0,t > 0} sohada (1) tor tebranish
tenglamasini qaraylik.

TA'RIF. Agar u(z,t) funksiya D sohada aniglangan uzluksiz va
ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, shu sohada (1) teng-
lamani ganoatlantirsa, bu funksiya tor tebranish tenglamasining D
sohadagi regqulyar yechimi deyiladi.
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KosHi MAsaLasl. Tor tebranish tenglamasining yopiq D
sohada aniqlanga.n, uzluksiz va

u(z,0) = po(2), w(w,0)=p1(z), —c0<z< 400, (2)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.

Bu yerda oo(z), ¢1(z) — berilgan yetarlicha silliq funksiyalar.

Tor tenglamasi uchun Koshi masalasi cheksiz uzunlikdagi
tor tebranishining matematik modeli bo'lib, wuning chetki
nugtalari torning boshqa qismlarining tebranishiga ta’sir qilmaydi.
Shuning uchun ham (1)-(2) Koshi masalasida chegaraviy shartlar
qatnashmaydi.

TOR TEBRANISH TENGLAMASINING UMUMIY YECHIMI.

Tor tebranish tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz.
Buning uchun (1) tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

a(z,t)(dt)* — 2b(z, t)dtdz + c(z, t)(dz)? = 0,

bu yerda a(z,t) = a?, b(z,t) = 0, c(z,t) = —1 va § = a® > 0.
Demak, (1) tor tebranish tenglamasi R_E,t tekislikda giperbolik tlpdagl
tenglama ekan. U holda

dt b+ V6

dz a

==+ yoki dzr = +adt

Q|

bo‘lib, u ikkita haqiqiy va har xil -
z + at = ¢ = const, T — at = ¢cg = const

yechimlarga ega. Bu formulalar bilan aniglangan to‘g‘ri chiziglar tor
tebranish tenglamasining xarakteristikalari oilasini ifodalaydi.
Quyidagi
E=zx+at, n=z—at (3)
tengliklarga asosan yangi £, n o‘zgaruvchilar kiritamiz va ug hamda
Ugy Xususiy hosilalarni

Uy = azuﬁg - 2(:c2u§,7 + a2um,
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Ugg = Ugg — 2Ugy + Uny

topmniz. Bu hosilalarni (1) tenglamaga qo‘yib, soddalashtiramiz.
Natijada (1) tenglama ushbu ‘

Ugy =0 -4

kanonik ko‘rinishga keladi.
Oxirgl tenglamani ketma—ket 1ntegrallab kanonik tenglamanmg
umumiy yechimini

u(é,n) = f(€) + g(n) | (8

ko‘rinishda topamiz.

Bunda f(¢), g(n) — ixtiyoriy funksiyalar.

Agar g(n) € C1(R) bo‘lsa, u holda (5) funksiya (4) tenglamani
qanoatlantiradi, ya'ni

g(n) € CYHR) va ug =0

yoki
up=g(n) va g(n)eC*R).

Demak, f(£) va g(n) € C*(R) bo‘lsa, u holda (5) funksiya (4)
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.

Endi (5) formulada & va 7 o‘zgaruvchilardan eski z, t
o‘zgaruvchilarga qaytib, (1) tenglamaning umumiy yechimini olamiz:

u(z,t) = f(z + at) + g(z — at), (6)

bu yerda f(z + at) va g(x — at) — ixtiyoriy ikki marta uzluksiz
hosilalarga ega funksiyalar.

Xuddi yuqoridagi kabi (6) formulada f(x + at) va g(z — at) €
(*(R) bo'lsa, u holda (6) funksiya (1) tenglamaning umumiy yechimi
bo‘ladi.

Endi (6) umumiy yechimning fizikaviy xossasiga to‘htalib
o‘taylik. Avvalo, f(£) = 0 bo‘lsin. U holda torning siljishi

u1(z,1) = g(z — at), (M
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formula bilan aniglanadi.
Faraz qilaylik, torning tebranishini kuzatuvchi ¢t = 0 vagtda

torning z = c¢ nuqtasidan chigib, Oz ‘o‘qining musbat yo‘nalishi
bo‘ylab a tezlik bilan harakatlansin, ya'ni uning abssissasi ¢ vaqtda
x — at = ¢ formula bilan aniglanadi. Bunda kuzatuvchi uchun

wy(z,t) = g(z — at) formula bilan aniglangan torning siljishi g(c) ga
teng va doim o‘zgarmas bo‘lib qgoladi. (7) funksiya bilan aniglangan
jarayon to‘g‘ri to‘lginning tarqalishi deyiladi. '

Xuddi shunday ua(z,t) = f(x + at) yechim teskari to‘lginning
tarqalishini ifodalaydi, ya'ni to‘lgin Oz o‘qining manfiy yo‘nalishi
bo‘ylab a tezlik bilan tarqaladi. U holda (6) formula ikkita to‘g‘ri va
teskari to‘lqinlarning yig‘indisi (superpozitsiyasi)dan iborat. Bu t = 0
vaqtda torning holatini grafik usulda qurish imkoniyatini beradi. Endi
t = 0 vaqtda to‘g'ri va teskari to‘lginlarni ifodalovchi ui(z,0) = g(z)
va ug(z,0) = f(z) funksiyalarning grafigini yasaylik. Keyin ularning
shaklini o‘zgartirmasdan a tezlik bilan har ikki tomonga siljitamiz,
ya'ni uy = g(z) funksiyani o‘ng tomonga va us = f(z) ni esa
chap tomonga a tezlik bilan siljitamiz. Torning t vaqtdagi grafigi
yuqoridagi surilgan grafiklar ordinatalarining algebraik yig‘indisidan
iborat bo‘ladi. ‘

KOSHI MASALASI YECHIMINI QURISH.

Umumiy yechimdagi f(z + at) va g(z — at) funksiyalarni topish
~uchun (2) boshlang‘ich shartlardan foydalanamiz -

w(z,0) = f(z) + g(z) = po(z),

uy(z,0) = af'(z) — ag'(z) = p1(2)
va quyidagi sistemaga ega boﬁamiz:
f(@) + 9(z) = po(x),
/ ' 1
(=) —g(z)==pi(2).

Q

8

Bu sistemaning ikkinchi tenglamasida z ni z bilan almashtiramiz va

www.ziyouz.com kutubxonasi



8§ Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi ... 77

i noldan x gacha integrallaymiz. Natijada ushbu
(@) + 9(2) = wo(x),
1 T
f(z) - g(e) =~ Offm(?-)dz +ec.

aintemani olamiz. Bunda ¢ = f(0) — g(0) — ixtiyoriy o‘zgarmas.
Oxirgi sistemadan f(z) va g(x) funksiyalarni topamiz:

F(z) = 5 po@) + 5 f<p1(z)d2+§ o
9
o(e) = ;m( 5 J o1z — 2

(9) formulada f(z) funksiyaning z argumentini x + at bilan, g(x)
funksiyaning z agumentini esa z — at blla,n almashtiramiz va (6)
umumiy yechimga qo‘yib,

z+at
u(x,t) = % wo(x + at) + po(z — at)] + % / p1(2)dz,  (10)

r—at

ifodani hosil gilamiz.

Bu bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimini ifodalovebi D’alamber formulasi deyiladi.

Koshi masalasining qo‘yilishida ¢o(z), ¢1(z) funksiyalarni
yetarlicha silliq bo‘lsin deb talab qilgan edik. Endi bu funksiyalarning
(aysi sinfga tegishli ekanligini aniglaylik.

Agar @o(z) € C?(RY), ¢y1(x) € CH(R') bo’lsa, u holda (10) for-
mula bilan aniqlangan u(z,t) funksiya (1) tor tebranish tenglamasini
va (2) boshlang'ich shartlarni ganoatlantirishini bevosita tekshirib
ishonch hosil gilish mumkin.

Hagigatan ham, (10) formulada ¢t = 0 desak, u holda

u(z,0) = po(z), r€R
ho'ladi. (10) formuladan ¢t bo‘yicha hosila olamiz

aph(z + at) — agh(z — at 1
= ol )2 o )+Zl- agol(m+at)+a<pl(x-—at)J,
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keyin t = 0 bo‘lganda
u(z,0) = i(z), TER

ekanligini ko‘ramiz. Bu tor tebranish tenglamasi uchun Koshi
masalasining yechimi mavjud ekanligini ko‘rsatadi. (10) formulani
keltirib chiqarish tor tebranish tenglamasining (6) umumiy yechimiga,
asoslangan va barcha bosqichlar bir giymatli bajarildi. Shuning uchun
yechimning yagonaligi esa uning qurish usulidan ham kelib chiqadi.
KOSHI MASALASI YECHIMINING TURG‘UNLIGI. )
Faraz qilaylik, uo(z,t) funksiya (1) tenglamaning quyidagi

Cu(z,0) = g(x), wlz,0)=¢)(z), z€R

boshlang‘ich shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi bo‘lsin. Xuddi
yuqoridagi kabi ug(z,t) funksiya ham (10) formula orgali quriladi.
' Agar :

lpo(z) — pp(2)] < 8, lpr(x) —pi(z)| <8 VzeR
bo‘lsa, u holda Vz € R, t € [0, T], T — ixtiyoriy musbat son uchun

u(z, t) va up(z,t) yechimlarning ayrimasini baholaymiz.

1
[0(a,£) = uo(@, )| < 5 (ol + at) — @§(z + at)|+

x+at

v |

1 0 .
+3 polz —at) = po(z — at) o

p1(2) — p2(z)|dz <

z—at \

. 1 1 x+tat
<55+§5+£6 / dz =
x—at
=5+5§%2at=5(1+t)<‘5(1+T)a (11)

Faraz gilaylik, € ixtiyorly musbat son va § =¢/(1 +T) bo'lsin.
U holda (11) tengsizlikdan Ye > 0 son uchun shunday § =¢/(1+ 7))
son topiladiki, barcha z € R va ¢ € [0, T) larda

leo(@) — 5@ <8, lpr(z) — (@) < 6
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. shartlar bajarilganda, |u(z, t) — ug(x,t)| < ¢ tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bundan, tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
y(w:himi berilganlarga uzluksiz bog'liq ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilab, quyidagi teorema isbotlandi: B

TEOREMA. Agar wo(z) € C*HRY), pi1(z) € CYR') bo'lsa,

1 holda tor tebranish tenglama uchun Koshi masalasining yechimi
mavjud, yagona va turg'un bo‘ladi, ya'ni (1)~(2) masalaning u(zx,t)
yechimi (10) formula bilan aniglanadi. '

Ma’lum bir masalalarni yechishda ¢o(x), ¢i(z) funksiyalar
teoremaning shartlarini bajarmasligi mumkin. Bunda tor febra-
nish tenglamasi uchun (1)~(2) Koshi masalasining regulyar yechimi
tushunchasini kiritib bo‘lmaydi. Bunday hollarda wmumlashgan
yechim tushunchasi kiritiladi.

TA'RIF. Tor tebranish tenglamasi uchun (1)-(2) Koshi
masalasining umumlashgan yechimi deb, (1) tenglamaning

un(z,0) = @no(x), Unt(2,0) = pp1{z), —00 <z < -+o0,

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi un(z,t) regulyar yechim-
larning tekis yakinlashuvchi ketma-ketligining limiti bo‘lgan u(z,t)
funksiyaga aytiladi. ‘ ‘

Bu yerda @ro(x) € C*(RY), pni(z) € CY(RY) va bu funksiyalar
sonlar o‘gining ixtiyorly [, B] segmentida og(z) va ¢1(z) funksiya-
larga tekis yaginlashuvchi ketma—ketliklar, yani

Jim ono(z) = po(e),  lim pn(z) =3 ¢1(2).

Agar ¢o(z), ¢n1(z) € C(R') bo'lsa, u holda (1)~(2) Koshi
masalasining umumlashgan yechimi mavjud, yagona va (10) formula
bilan ifodalanishini ko‘rsatish giyin emas.

KOSHI MASALASI YECHIMINING FIZIKAVIY TALQINI.

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi. masalasining (10)
formula bilan aniglangan yechimi boshlang‘ich tezlik bo‘yicha torning
boshlang'ich siljishini tarqalish jarayonini ifodalaydi. |

Tor tebranish tenglamasining (9) umumiy yechimming fizi-
kaviy xususiyatiga asosan (10) formula ikkita to‘g‘ri to‘lqinning
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yigfindisidan iborat, yami f(z + at) + g(z — at), bulardan biri a
tezlik bilan o‘ng tomonga ikkinchisi esa shu tezlik bilan chap tomonga
tarqaladi,

£p

Bu holda

flz+at) = %goo(x + at) — F(z + at),

g(x — at) = %goo( —at) = F(z —at)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda \

¢

__1_/

T2
0

(z,t) o‘zgaruvchilar tekisligida z + at = ¢; = const va = ~
at = cy = const to'g'ri chiziglar (1) tenglamaning xarakteristikalari
bo‘lgani uchun u(z, t) = po(z+at) funksiya z+at = ¢; xarakteristika
bo‘ylab o‘zgarmas va bu giymat @g(c;) ga teng. Xuddi shunday
u(z,t) = @o(z — at) funksiya £ — at = ¢y = const xarakteristika
bo‘ylab o‘zgarmasdir.
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Faraz qilaylik, po(z) funksiya biror (i, 2} intervalda noldan
farqli va intervaldan tashqarida nolga teng bo' lsm (xl, 0) va (z2, 0)
nugtalardan (1) tenglamaning z + at = ¢; va £ — at = ¢
xarakteristikalarini o‘tkazamiz. Bu xarakteristikalar ¢ > 0 yarim
tekislikni uchta I, IT va I'II bo‘lakka bo‘ladi (5—shakl)

u(z,t) = wo(z — at) funksiya I] : z; < = — at < xa schada
noldan fargli, bunda = — at = z; va = + at = 3 xarakteristikalar
o‘ng tomonga a tezlik bilan tarqalayotgan to g'ri toflqinning oldingi
va orqa fronti deb yurltlladl :

Faraz qilaylik, M = (wo,to) nugta ¢ > 0 yarim tekislikda
fiksirlangan nuqta bo‘lsin. Bu nugtadan (1) tenglamaning = — at =
29 — atg va = + at = xzg + aty xarakteristikalarini o‘tkazamiz. Bu
xarakteristikalar Oz o‘qi bilan P = (21,0) = (zo — ato,0) va
Q = (z9,0) = (zg + alp,0) nuqtalarda ke‘sishadi‘ Tor tebranish
tenglamasining (6) umumiy yechimining M nuqtadagi qiymati
u{zo, to) = g{z1) + f(x2) ga teng, ya'ni f(x) va g(x) funksiyalarning
giymati mos ravishda M PQ uchburchak asosining (z1,0) va (z2,0)
uchlaridagi qiymatlari orqali ifodalanadi (6-shakl).

Bu MP, MQ xarakteristikalar va Oz o‘qgida PQ kesmadan
tashkil topgan MPQ wuchburchak M nuktaning zarakteristik
uchburchagi deyiladi.

Koshi masalasining yechimini ifodalovchi (10) formuladan
torning xo nuqtasini t vaqtdagi u(zo, to) siljishi PQ kesmada. berilgan
boshlang‘ich holat va boshlang‘ich tezlikning P va @ nuqtalardagi
qiymatlariga bog‘liq ekanligi ko‘rinadi. (10) formulani quyidagi

Q
u(M) = —(——)%@—(—@ 5 /901(5)
P

shaklda yozish mumkin. PQ kesmadan tashqarida berilgan boshlan-
g'ich shartlar u(z, t) yechimning M nuqgtadagi giymatiga hech ganday
ta’sir ko‘rsatmaydi.
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|

s, ty)

| Plzg-aiy,l) | Ylmptaly,d)
. 6 — shakl.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ich shartlar
butun o‘qda emas, balki PQ kesmada berilgan bo‘lsa, u holda Koshi
masalasining yechimi MPQ xarakteristik uchburchakning ichida
aniqlanadi.

Endi Koshi masalasini bir jinsli bo‘lmagan

Ut = U + f(2, 1) (12)
tenglama uchun qaraylik, ya’ni (12) tenglamaning
ule=0 = o(2), qquadueli—o = ¢1(z) (2)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topaylik.
Faraz qilaylik, t > 7 da vs(z,t; 7) quyidagi yordamchi

() = a*(Vf )z, —00 <& < 00, (13)

e,
vp(z,7;7) =0, —%{(m,T;T):f(x,T), t=7, —c0o<z<oo (14)

Koshi masalasining yechimi bo‘lsin. D’alamber formulasiga asosan

" z+a(t—7)
wltn) =y@t-nn =g [ fEend  0s)
z—a{t—T)

ifodani topamiz.
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Bu formulalarda 7 fagat parametr, (14) boshlang‘ich shartlar
l = 0 da emas, balki ¢t = 7 da berilgan.
U holda (6) D’alamber formulasini quyidagi

w(z,t) = a;t (2,£50) + vy (2, 0), (16)
ko‘rinishda, yozish mumkin. Bunda ‘
z+at * ' : z+at
v, 60 = 5o [ o1, vielart o> 2 [ wide,
s =at z-at
bo‘lib, ular (13)-(14) masalaning 7 = 0 bo‘lgandagi mos ravishda
% T (2), % = ()

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlari. Shu bilan birga tekshirib
ko‘rish osonki

a+xt

ov o1 T + at) + wol(x — at
P o150 = 2L [ po(eag = 2L 2oz =),
z—at
bo‘ladi.

Bir jinsli bo‘lmagan (12) tenglamaning bir jinsli
w(z,0) =0, uz,0)=0

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini (15) formuladan
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin

¢
u(z,t) = a? /v‘,,o(a:,t;T)dT
0

yoki v, ning giymatini o‘rniga qo‘yib, ushbu
t z+a(t—7)
a
s f&m)dgdr

0 z—a(t—7)

u(z, t) =
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ifodani olamiz.
' Shunday qilib, (12) tenglamaning (2) boshla.ng ich shartlarm
qanoatla,ntlruvchl yech1m1 ‘

u(z, t) =3 [t,oo(a; + at) + po(z — at)]+

t xta(t—T)

z+-at .
1 1 '
z—at 0 z—a(t—7) ‘

formula bilan aniglanadi. Bunda ¢y (2), ¢} (z) funksiyalar uzluksiz va

f(z,t) — birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lgan funksiya,

ya'ni f(z,t) € CY(D). .
1-MASALA. Ushbu

tenglamaning
u(z,0) = 2%, uy(z,0) = 3z,

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, y) regulyar yechimini toping.

YECHISH. Berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirib,
integrallaymiz. Natijada kanonik tenglamaning umumiy yechimi hosil
boladi. Hosil bo‘lgan yechimda z va y o‘zgaruvchilarga qaytib,
berilgan tenglamaning umumiy yechimini

u(z,y) = fi(z +y) + fo(z® + 7 (18

ko‘rinishda yozamiz.

Bu yerda fi(z+y) va fa(z?+9?) - ixtiyoriy ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar.

(18) formuladan va boshlang‘ich shartlardan foydalanib, f; va
fa funksiyalarni topamiz:

fi(z) = '—m + f1(0),
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'l'opilgan funksiyalarni (18) formulaga qof yamlz, natijada berilgan
masalaning quyidagi

3 1 '
u(@,y) = 5 (o+9)* = 5 (& +97) =2+ Soy 472

yechimiga ega bo‘lamiz:
- 2-MAsSALA. Ushbu

Nigy — € gy = 4T (19)
tenglamaning |

u(z, y) |y=z= 7° cos 2, quaduy (z,y) ly=c= &* + 1 (20

»

boshlang ich shartlarm qanoatlantiruvchi u(z,y) regulya,r yechimini
toping.
YECHISH. Berilgan tenglamaning xaraktenstlk tenglamasi

—2dxdy — e~*(dz)? =

bo'lib, u z = ¢, 2y — e”% = ¢ yechimlarga (xarakteristikalarga) ega.
Yangi £, n o‘zgaruvchilar kiritamiz

£ =x,quadn =2y — e ~.
U bolda (19) tenglama
Ugy = &
kanonik ko‘rinishga keladi.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

1
u(€,n) = 5 €+ f1l&) + folm)
bo‘ladi. _
Bundan eski z,y o‘zgaruvchilarga o‘tsak, berilgan tenglamaning
umumiy yechimini '

u(e,y) = £ 2y~ )+ Ale) + Ly - (2)
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topamiz.
Bu yerda fi(z) va fo(2y — e %) — 1xt1yor1y funksiyalar. (21)

ifodadagi f1(z) va f2(2y—e™®) funkmya.la,rm (20) shartlar yordamlda

aniglaymiz:
' 1 5
fi(z) + fo(22 —e7%) + 5 2?22 < e %)y = 2% cosz

2,2z — e %) + 22 =22 + 1

f2(t) = ét + f2(0)

fi(z) = 2°cosz — 23 + ;:::2 T -;— (2z — ™) — f2(0)
bo'ladi.
Topilgan ifodalarni (21). formulaga qo‘yib, soddalashtirsak,
(19)—(20) masalaning yechimini

u(z, y) =z%cosz + (y — 2)(z + 1)

ko‘rinishda topamiz.

9-§. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala‘

Biz I bobda uchlari mahkamlangan torning tebranishi haqi-
dagi fizik masalani ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglama, ya’ni
giperbolik tipdagi tenglama uchun chegaraviy masalaga kelishini
ko‘rdik. Ushbu paragrafda yuqorida aytilgan masalaning qo‘yilishi,
yechimning yagonaligi va mavjudligini batafsil o‘rganamiz.

MASALANING QO‘YILISHI. YECHIMNING YAGONALIGI.

Biror chekli D = {(z,t) : 0 < 2 < [,0 <t < T} sohada bir
jinsli torning majburiy tebranishini ifodalovchi ushbu

Lu = puyt — Toter = f(z,t) (1)

bir jinsli bo‘lmagan tor tebranish tenglamasini qaraylik,
bu yerda [ - torning uzunligi, T' — musbat son, p — torning zichligi,
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14y — torning taranglik kuchi, f(z,t) esa torga ta’sir gilayotgan tashqi
kuchlarning yig'indisi.
ARALASH MASALA. Yopiq D sohada aniglangan va quyidagi
shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, t) funksiya toping:
1) u(z,t) funksiya yopiq D sohada ikki marta uzluksiz

(hfferensmlla,nuvchl va ¥(z,t) € D da (1) tenglamani qanoatlantlrsm,
ya'ni .

w(zt) € CAD); Lu(zt) = f(a,8), ¥(z,t) € D,

bo’lsin;
2) u(z,t) funksiya ushbu

u(@, o = po(z), w(z lmo=w1(z), 0<z<l  (2)

boshlang'‘ich shartlarni qanoatlantirsin:
3) u(z,t) funksiya D sohaning chegarasida quyidagi

u(®, a=o = p1(t), W@ Dlamt = pa(t), 0<t<T; (3)

shartlarni qa,noatlantlrsm bu yerda f(z,t), po(z), ¢1(x), pa1(t) va
pa(t) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar. .

1-TEOREMA. Agar (1)~(3) aralash masalaning yechimi mavjud
bo‘lsa, u holda bu yechim yagona bo‘ladi.

IsBOT. Faraz qilaylik, (1)—(3) masala ikkita u; (z,t) va ua(z,t)
yechimlarga ega bo‘lsin. U holda bu yechimlarning ayirmasi u(z,t) =
uy(z,t) — ug(x,t) € C?(D) bo'lib, v(z,t) funksiya bir jinsli

Lu=L(u1—uz)=Lu1—Luz=f(:c,t)—-f(cc,t)=O (4)
tor tebranish tenglamasini hamda bir jinsli boshlang‘ich

W, t) |0 = [u1(, t) — ua(x, t)]|e=0 = u1(z,t)}t=0 — ua(z, t)|t=0 =

= po(x) — wo(z) =0, 0<z < 5)
ui(®, im0 = [ure(w,t) — uze(, im0 = ure(®, t)le=0 ~ u2e(, )|e=0 =
= ¢1(z) — p1{z) =0, 0<z < (6)
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va chegaraviy

(T, t) |0 = [ur(z, t) — ua(, t)]|z=0 = w1 (z, t)]e=0 — ua(x,t)|z=0 =

| =mt)—m) =0, 0<t<T (")
(@, )|t = [usr (2, t) - u2(%, ko=t = (@, o=t — u2(2, ) o=t =
=p(t) —pa(t) =0,  0<t<T. (8)

shartlarni qanoatlantiradi.

Bir jinsli (4)-(8) masalaning u(z,t) yechimi V(z,t) € D
bo‘lganda aynan nolga teng ekanligini isbot qilamiz.

Buning uchun quyidagi

l

B =3 / {p(%)2+1‘0(%>2} dz, )

0

integralni qaraylik. ‘

Bu integral torning bir jinsli chegaraviy shartlar bilan erkin
tebranish energiyasi saglanish qonunining matematik ifodasi bo'lib,
u torning to‘la energiyasi deyiladi.

Chunki torning t vaqtdagi Az = dr elementining kinetik

energiyasi
!
1 du(z, )\
K“)—z/f’(—a—> d

0
ko‘rinishda bo‘ladi. :
Torning ¢ vaqtdagi Az = dz elementining potensial energiyasi
taranglik kuchining bajargan ishi bo‘lib, u quyidagi

(t) = %/To(g%%t—))de

0

formula bilan aniqlanadi.
Demak, (9) formula torning ko‘ndalang tebranishining to‘la
energiyasi bo‘lib, u torning energiyalari integrali deyiladi.
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Endi (9) integralning t vaqtga bog'liq emasligini ko‘raylik.
Buning uchun (9) formulaning ¢ bo‘yicha hosilasini hisoblaymiz:

T
dE(t
_d_t(—l = / (Pututt + Touxumt) dz, (10)
0 .

Bir jinsli chegaraviy shartlardan

5 ut(O,t) S5 O, Ut(l, t) = O, 0 S t S T,
ekanligi kelib chiqadi. Bu shartlarni inobatga olib (10) formulaning
ikkinchi qo‘shiluvchisini z bo‘yicha 0 dan [ gacha bo'laklab

integrallaymiz, natijada

l

l
/ Touzuzidr = Touzut
2 0

l !
—-/Toutuwda:=—/ Toutuzzdz, (11)
0 0

ifodani olamiz. Topilgan (11) ifodani (10) formulaga qoyib, bir jinsli
(4) tor tebranish tenglamasini inobatga olsak,

l l
E'(t) = / u(pug — Totge)de = / wLudr =0
0 0

tenglikni olamiz.
Oxirgi tenglikdan Vt € [0, uchun E(t) = const ekanligi kelib
chigadi. Shuning uchun bir jinsli bo‘lmagan boshlang‘ich shartlarda -

E(t) = E(0) = _;_/l[p(au(aﬁ,o)y +T0<Q%Q>2}dm _
0

l
- % / [p(p1(@))* + To(wo(x))*]dz. (12)
0
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Bu formuladan ko‘rinadiki, uchlari mahkamlangan torning erkin
ko‘ndalang tebranishining to‘la energiyasi ixtiyorty vaqtda o‘zgarmas
va u torning boshlang‘ich energiyasiga teng bo‘ladi.

Bir jinsli (5) va (6) shartlarni inobatga olib, (12) formuladan

ushbu
50=4 [[o(220) 1, (229) e
(]

tenglikni olamiz. Oxirgi tenglik fagat va fagat V(z,t) € D uchun
ug(z,t) = 0 va ugy(z,t) = 0 bo‘lganda o‘rinli. Bundan esa D yopiq
sohada u(z,t) = const bo‘ladi. Bir jinsli shartlarga ko‘ra D sohada
u(z,t) = 0 bo‘lishi kelib chiqadi. :

Demak, u;(z,t) = us(z, t), farazimiz noto‘g‘ri ekan. Bu ziddiyat
tor tebranish tenglamasi uchun qo‘yilgan aralash masala yechimining
yagona ekanligini isbotlaydi.

YECHIMNING BERILGANLARGA UZLUKSIZ BOG‘LIQLIGI. Faraz
qilaylik, D sohada (1) tenglama bir xil chegaraviy shartlarni va

ur (2, t)]e=0 = 0§(x), u1(z,t)|em0 = i (z);

’U«2($,t)|t=o = LP%(CE), u2t(x7 t)lt=0 = Lﬂg(z),
boshlang‘ich shartlarni qanotalantiruvchi wui(z,t) va wus(zx,t)
yechimlarga ega bo‘lsin.

2-TEOREMA. Agar

o () — oM (@) = po(z), P () — o (z) = 1 ()

funksiyalar va cpa (z) funksiya Vz € [0, ] da absolyut qiymati bo‘yicha
yetarlicha kichik bo‘lsa, u holda u;(z,t) — us(z,t) = u(x,t) ayirma
ham yetarlicha kichik bo‘ladi.

IsBoT. Ushbu uy(z,t) — us(z,t) = u(z,t) ayirma D sohada bir
Jjinsli

Lu = puy — Totge =0 (13)
tenglamani, bir jinsli chegaraviy
wx, )e=0 =0, ulx,t)|zms =0, (14)
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va boshlang‘ich

w(, B)le=o = 90(2),  w(@ D=0 = ¢1(2) (15)

shartlarni qanoatlantiradi. '

Yana energiyalar integralini qaraymiz:
LT fou@m\? . (Bu(@ )’
E = ZNT T —_ 7 d . 16
(02/P(8t>+%<8m>}x (16
0

" Bu integral (13) tenglamaning (14) - chegaraviy shartlarni
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy yechimida o‘zgarmas giymatini saqlaydi,
ya'’ni E(t) = E(0), 0 < t < T. Bundan (15) boshlang’ ich shartlarga

aosan /‘[ <Bu(x t)) +To<§%%ﬁ>2}dx=
0

N /[P(‘Pl(x))2 + To(tpo(x))’]dz

0

kelib chigadi.
Faraz qilaylik, M = max{p, To} bo‘lsin. U holda

E RIS E
0

l
<M / [(1(2))? + (o(2))de
0

tengsizlik o‘rinli boladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi

funksiyalarning yetarlicha kichik ekanligidan

[0 e n (20 e
0
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bo‘lishi kelib chigadi. Bundan esa

! ‘ .
du(z, )\, 62
N ) < .
/ To( Bx ) dx =5
0
bo‘ladi.
v Quyidagi tenglikdan

u(z,t) — u(0,t) = /-8—-1%%2 dx

o

ushbu

lu(ﬁat)ls/gc

0

[/ / (?l‘) de 1/2S [j%j%(%fdx]l/zs
<\/ITOUIT°(gu> dfﬂ]l/zs 5%5%;

tengsizlik yoki |u{z,t)| < e ekanligi kelib chiqadi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalaning
yechimi boshlang‘ich funksiyalarga, ya'ni berilganlarga uzluksiz
bog'liq ekan. Shunday qilib, 2-teorema, isbotlandi.

x
Ou(z,t)
—_— <
T dx < /
0

10-§. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala
yechimining mavjudligi

Bu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun qo‘yilgan aralash
masala yechimining mavjudligini isbotaymiz.
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Unda avval uchlari mahkamlangan bir jinsli torning erkin
tebranishini, yani (1)—(3) masalada p1(t) = pa(t) =0 va f(z,t) =0
bo‘lgan holni, keyin uchlari mahkamlangan torning majburiy teb-
ranishi va so‘ngra uchlari qo‘zg‘aluvchi bo‘lgan torning majburiy
tebranishi, ya'ni (1)—(3) masalaning yechimini Fur’e usulida quramiz.

Uchlari mahkamlangan torning erkin tebranishi

Fur’e usuli, yoki o‘zgaruvchilarni ajratish usuli xususiy hosi-
lali tenglamalarni yechishda ko‘p qo‘llaniladigan usullardan biri
hisoblanadi.

Uchlari mahkamlangan bir jinsli torning erkin tebranishi masa-~
lasi ushbu bir jinsli

2_To

U = G Ugy, @ S ' (1)

tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang‘ich
u(z, =0 = po(z), w(z,t)=o=w1(z), 0=<z<l (2)
va bir jinsli chegaraviy
u(0,t) = 0, u(l,t) =0, 0<t<T, (3)

shartlarni ganoatlantiruvchi w(z,t) yechimini topish masalasiga
keltiriladi. Bu masalaning u(z,t) yechimini C?(D) funksiyalar sin-
fidan izlaymiz.

Buning uchun (1) tenglamaning D sohada noldan farqli va bir
jinsli (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimlarini

u(z,t) = X(z)T'(t) #0, (4)
ko‘rinishda gidiramiz.
(4) ifodani (1) tenglamaga qo‘yib, uning o‘zgaruvchilarini

ajratsak, ushbu
T ()X (z) = a* X" (z)T(t)
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- ) _ X'(x)
1 t " T
T X T ®)

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikning chap tomoni fagat ¢ o‘zgaruv-
chiga, o‘ng tomoni esa fagat x o‘zgaruvchiga bogfliq. Shuning
uchun (5) tenglik, ikki tomoni ham bitta o‘zgarmas —\ songa teng
bo‘lgandagina o‘rinli bo‘ladi. U holda (5) ifodadan ikkita chizigli
ikkinchi tartibli

T'(t) + a?AT(t) =0, 0<t<T, (6)

X"(2)+2X(z) =0, O<z<l, (7)

oddiy differensial tenglamalarni olamiz.
Ixtiyoriy t € [0,T] da T'(t) # 0 bo‘lgani uchun (4) tenglikdan
(3) chegaraviy shartlar asosida quyidagi '

X0)=0, X()=0 (8)

shartlar kelib chiqgadi.

Shunday qilib, biz X(z) funksiyani topish uchun quyidagi
masalaga ega bo‘ldik: A parametrning qanday giymatlarida (7)-
(8) chegaraviy masalaning X(z) yechimi noldan fargli bo‘ladi.
Bunday masala matematik fizikada spektral masala yoki Shtwrm-
Liuwvill masalasi deyiladi.

Shturm-Liuvill masalaning noldan farqli yechimini ta’minlagan
A parametrning qiymatlari spektral masalaning zos giymatlari, unga
mos yechimlar esa zos funksiyalar deb ataladi. (7) va (8) masalaning
xo0s qimatlari to‘plami shu masalaning spektri deyiladi.

Endi qaralayotgan spektral masalaning xos giymatlarini va
ularga mos xos funksiyalarini topaylik.

Buning uchun uchta A < 0, A = 0 va A > 0 hollarni alohida—
alohida qarab chigamiz. '

1) Faraz qilaylik, A = —k? < 0 bo‘lsin. U holda (7) tengla-
maning umumiy yechimi

X (z) = Cre®® + Coe*7,
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ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda C; va Cy — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Shu yechimni (8) bir jinsli chegaraviy shartlarga qo‘ysak, C; va Cy
o‘zgarmaslarni topish uchun quyidagi

X(0)=Ci+Cy=0,
X(l) = Cre® + Cre™® = 0.

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz.

Bu sistemaning asos1y determinanti noldan farqli va u yagona
trivial yechimga ega, ya'ni Cy = 0, Cy = 0.

Demak, bu holda X (z) = 0 bo‘ladi va bu yechim masala shartini
ganoatlantirmaydi.

2) Endi A = 0 bo‘lsin. U holda (7) tenglamaning umumiy
yechimi '

X(z)=C1+Cox

va (8) shartlarga asosan C; = 0, Cy = 0 bo‘ladi, demak, X (z) = 0,
bu yechim ham masala shartini qanoatlantirmaydi.

3) Faraz gilaylik, A = p? > 0, o > 0 bo‘lsin. U holda (7)
tenglamaning umumiy yechimi

X(z) = Cy cos px 4 Cy sin pux
ko‘rinishda bo‘ladi. Oxirgi ifodani (8) chegaraviy shartlarga qo‘ysak,

X(0)=C1+C20=0,
X(l) = Crcospl + Cysinpl =

sistemaga. ega bo‘lamiz. Bundan C; = 0, Cysinpul = 0 ekanligi kelib
chigadi.
Endi Cy; # 0 deb olamiz, aks holda yana X(x) = 0 bo‘ladi.
Shuning uchun sin ul = 0, bundan esa ul = kr, k € Z kelib chiqadi.
Shunday qilib, (7)—(8) masalaning noldan fargli yechimi

faqatgina
k)2
/\k= _l_ 3 (k=1,2,3,)
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giymatlarda mavjud va bu giymatlar qaralayotgan masalaning zos
giymatlari deyiladi. Bu giymatlarga mos zos funksiyalar

Xi(x) = sin kl_7r T

ko‘rinishda bo‘ladi.
Endi topilgan A = )i giymatlarda (6) tenglamaning umumiy
yechimi
kmat . kmat
i + by sin i
ko'rinishda topiladi, bunda ay, by — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Topilgan Xi(z) va Ti(t) funksiyalarni (4) formulaga qo'‘yib,
ushbu

Ty (t) = ay cos

+ by, sin ——— T

l l
funksiyani olamiz. Bu uk(z,t), (k = 1,2,...) funksiyalar aj va by
koefitsiyentlarning ixtiyoriy qiymatlarida (1) tenglamani va (3) bir
jinsli chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

(1) tenglama chizigli va bir jinsli bo‘lgani uchun yechimlarning
chekli yig‘indisi ham tenglamani qanoatlantiradi va u quyidagi

oo
u(z,t) = Z (ak cos kmat + by sin @E) sin k_m:_, (9)
pet -l l l

ug(z,t) = Xie(2)Tk(t)) = (ak cos kmat k7rat> sin =%

qator uchun ham o‘rinli. Agar bu qator tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda bu qatorni z bo‘yicha va t bo‘yicha ikki marta differensiallash
mumkin. (9) gatorning har bir hadi (1) bir jinsli tenglamani va bir
jinsli (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Bu shart (9) formula
bilan aniglangan qatorning yig‘indisi, ya'ni u(z,t) uchun ham o‘rinli.

Endi ixtiyoriy ay va by o‘zgarmas sonlarni topamiz. Buning
uchun (9) formula bilan aniglangan u(z, ) funksiya (2) boshlang‘ich
shartlarga qo‘yamiz. '

(9) formulani ¢ bo‘yicha differensiallab ushbu

[ee]

i
up = Z kra <~ak sin k?;a + by, cos Ifg) sin E%TE, (10)
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tenglikni olamiz. Endi (9) va (10) ifodalarda t = 0 deb, (2) boshlan-
g'ich shartlarga asosan

> . krmz kra knx
fpo(x)=;aksm-l——, 1(90) Z bk mT - (11)

k=1

ifodalarga ega bo‘lamiz. Bu tengliklar @go(z) va ¢1(z) funksiyalarning
(0,1) oraligdagi sinuslar bo‘yicha Fur’e gatoriga yoyilmalaridir.

U holda Fur’e qatorlari nazariyasiga asosan ay va by
koeffitsiyentlar quyidagi

ap = %/(pg(x)_sin Elr—md:z, ' (12)
0 .
2 / k
T
== in — 13
b= [ ol sin = d (13)
0

formulalar bilan aniglanadi.

Shunday qilib, bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun aralash
masalaning yechimi (9) qator ko‘rinishida bo‘lib, undagi ar va bk
koeffitsientlar mos ravishda (12) va (13) formulalar orqali topiladi.

1-TEOREMA. Agar (o(z) funksiya [0,l] oraliqda uch marta
uzluksiz differensiallanuvchi va quyidagi

o(0) = o) =0,  l(0) = h(t) =0, (14)

shartlarni ganoatlantirsa, ¢; (z) funksiya esa [0, !] oraliqda ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi va

©1(0) = p1(l) =0 (15)

bo'lsa, u holda (9) formula bilan aniqlangan u(z, t) funksiya yopiq D
sohada ikki marta uzluksiz hosilalarga ega va D sohada (1) bir jinsli
tor tebranish tenglamasini hamda (2) boshlang‘ich va (3) bir jinsli
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
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IsBOT. Teoremani isbotlash uchun avval (12) formula bilan
aniqlangan integralni uch marta bo‘laklab integrallaymiz. (14) teng-
liklarga asosan

' !
2/ 1\? " knz AW
ak = _7(7@) /(po (z) cos —— dz = -—(W) =L (16)
0

ifodani olamiz.
(13) formulaning o‘ng tomonini xuddi shunday (15) tengliklarni
inobatga. olib, ikki matra bo‘laklab integrallash natijasida

' 1
‘ 2/ 1\ " . knx I3 g
b]c = _2;<_7F];> /(,01(:1:) Slan.’.'C = —(;) F, (17)
‘ 0

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda

!
:-?-/ ”'(x)cos——-—-dm, qk———/ a:)sm-% dzx.
0

Boshlang‘ich shartlarga ko‘ra ¢f'(z), ¢{(z) funksiyalar [0, ]
segmentda uzluksiz, u holda matematik analiz kursidan ma’lum
bo’lgan Bessel tengsizligiga ko‘ra ushbu qatorlar

Yri<? / o) d; qu< /[ A9 i s
0 1]

yaginlashuvchi qatorlar bo‘ladi.
Endi (16) va (17) ifodalarni (9) qatorga qo‘yib, quyidagi

N 1 kmat _ kmat\ .k
u(m,t)=—(;r—) E 3 (pkcos 7;a +qksm$—) sm%x, (19)
k=1

qatorni olamiz.

k=1
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losil bo‘lgan (19) qatorning har bir hadi yopiq D sohaning
V (a, ) nugtasida ushbu yaginlashuvchi

(%)?? & (o +1a).

sonli qatorning hadlari bilan chegaralangan. U holda Veyershtrass
nlomatiga ko'ra - (9) qator yopiq D sohada absolyut va tekis
yaqginlashadi. Demak, u(z, t) funksiya yopiq D sohada yaginlashuvchi
(abtorning yig‘indisi sifatida uzluksiz bo‘ladi.

Endi (9) qatorni x va t o‘zgaruvchilar bo‘yicha ikki marta formal
ravishda hadma-had differensiallash mumkin ekanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun (9) qatorni hadma-had differensiallashdan hosil bo‘lgan
qatorlarning yopiq D sohada absolyut va tekis yaqinlashishini
isbotlaymiz. (19) qatorni hadma-had differensiallab, ushbu

=1 t . kmat\ .k
Uz (T, t) = ;ZE (pk cos——a—l-q;c sin 7;a >sm %a:’ (20)

la? o= 1 krat kwat\ . knx
u(z, t) = — Z P (pk cos —— + gg sin —l_> sin ——, (21)
k=1

qatorlarga ega bo‘lamiz. Bu qatorlar V (z,t) € D sohada

ml
- Z (]pkl + lqk|> m = max{1, az}, (22)
k=1

(qatorga majorant bo‘ladi. Oxirgi (22) qatorning yaginlashuvchi
ho'lishi (18) qatorlarning yaqinlashishidan va quyidagi

1 1 1 1 1
Z:- lpkE kz + pk Ile kz + Qk

tengsizliklardan  kelib chiqadi. U holda (20) va (2) qatorlar
Veyershtrass alomatiga asosan yopiq D sohada absolyut va tekis
yaginlashuvi bo‘ladi. '
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Demak, uUgq(x,t) va uy(z,t) funksiyalar yopiq D sohada
uzluksiz ekan. Endi (20) va (21) qatorlarni (1°) tenglamaga qo‘ysak,
(9) formula bilan aniglangan u(z,t) funksiya tor tebranish tengla-
masini ganoatlantirishiga ishonch hosil gilish mumkin. Shunday qilib,
1-teorema isbot bo‘ldi.

~ YECHIMNING FIZIKAVIY TALQINI. Tor tebranish tenglamasi
uchun aralash masalaning (9) ko‘rinishda topilgan yechimini qaraylik.
Agar bu formulada -

ax = Agsing, by = By cospy

belgilashlarni kiritsak, u holda ug(z,t) xususiy yechimlarni quyidagi

¥

kmrat
ug(x,t) = Ay sin 7r_llcx_ sin(—j—?— + tpk), (23)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda torning har bir nuqtasi bir xil ¢

fazali, amplitudasi Ay sin E;—x ga teng bo‘lgan wy = -k—;[ chastotali
garmonik tebranadi.

Tor harakatining (23) ko‘rinishdagi garmonik tebranishlari
to‘g‘ri to‘lgin deyiladi, ya'ni (34) qatorning har bir hadi to‘g'ri to‘lqin
deb ataladi. Bundan esa (20) ko‘rinishdagi yechim cheksiz ko'p to‘g'ri
to‘lginlarning yig‘indisini ifodalaydi.

Tor tebranish jarayonida o‘zidan tovush chiqaradi. Tovushlar
ikki xil ~ musiqly va musigiy bo‘lmagan turlarga ajraladi.” Musiqiy
tovushlarni notalar, musiqiy bo‘maganlarni esa shovginlar deb yuriti-
ladi. Musiqiy tovushlar ma’lum ma’noda yuqori darajada sifatli bo‘lib,
uni har bir kishi o‘zining imkoniyati darajasida baholay oladi.

Balandligi bo‘yicha kishining qulog‘i ajrata olmaydigan notalar
tonlar deyiladi. Tovushning balandligi tebranish chastotasiga bog'liq
bo‘ladi. Eng past tonning chastotasi asosiy chastota deyiladi va u

o= 2T To
YTV,

formula bilan aniglanadi.
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Asosiy chastotadan balandroq bo‘lgan chastotali tonlar oberton-
lur deyiladi va obertonlar asosiy w; chastotaga karrali bo‘lib, ular
garmonikalar deyiladi. Birinchi garmonika deb asosiy ton hisoblanadi,
tkkinchi garmonika esa chastotasi wy = 2wy bo‘lgan tonlar va hokazo.

Demak, (9) formula bilan aniglangan yechim alohida garmoni-
lnlornin yig'indisi bo‘lib, uning amplitudasi garmonikalarning nomeri
orli) borgan sari nolga intiladi, ya’ni k — oo koeffitsientlar ay — 0
va by, — 0 intiladi. Shu sababli garmonikaning tordan targalayotgan
tovushga ta’siri tovush tembrini hosil giladi. '

Ushbu z = 0, [/k, (21)/k, ..., (k — 1)1/k, | nugtalarda tebra-
nish amplitudasining k& — garmonikasi nolga intiladi, chunki bu nuqta-

k .
larda sin o~ z = 0 bo‘ladi. Bu nuqtalar k — garmonikaning tugunlari

deyiladi va torning tebranish jarayonida bu tugunlar qo‘zg‘almaydi.

2 -
Ly = M, (m = 0, k — 1) nuqtalarda sink—7z—gE = +1 bo'‘lgani

nchun tor maksimal A amplitudali garmonik tebranadi va bu to‘g‘ri
to‘lginlar deyiladi.

Quyidagi

o _7 [T - =2 g [
wETER S, YR T=o =g

formulalar mos ravishda asosiy tonning chastotasini va davrini anig-
laydi. Bu formulalar yordamida tor tebranish qoidasini asoslashimiz
mumkin:

1) Zichligi va tarangligi o‘zgarmas bo‘lgan torning tebranish
davri uning uzunligiga to‘g‘ri proporsional bo‘ladi.

2) Ma’lum uzunlikdagi torning tebranish davri Ty taranglikning
kvadrat ildiziga teskari proporsional ravishda o‘zgaradi.

3) Uzunligi va tarangligi ma’lum bo‘lgan torning tebranish davri
tor zichligining kvadrat ildiziga to‘g‘ri proporsional o‘zgaradi.

Bir jinsli torning majburiy tebranishi

Uchlari mahkamlangan bir jinsli torning tashqi kuchlar ta'-
siridagi majburiy tebranishi quyidagi aralash masalaga ekvivalent
keltiriladi.
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Bir jinsli bo‘lmagan
Ut — azuizft = g(.z‘, t)v v (Cli, t) € D> (24)

tor tebranish tenglamasining (2) boshlang‘ich va bir jinshi (3)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u_(:c, t) yechimini toping.
Bu yerda g(x,t) = f(z,t)/p € C?(D) torga ta’sir giluvchi tash-
qi kuchlar yigindist. .
Bu masalaning u(z, t) yechimini quyidagi
u(z, t) = v(z,t) +w(z,t) (25)
ko‘rinishda gidiramiz. Bu yerda v(z,t) funksiya bir jinsli bo‘lmagan
Ut = azvxm + g(:r,t) (26)

tor tebranish tenglamaning bir jinsli boshlang‘ich

'Ult-—.() = 0’ 7)tlt=0 =0 (27)
va chegaraviy
Vfz=0 =0, V|z=t = 0 (28)
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi;
w(z,t) funksiya esa bir jinsli

Wit = azwm (29)

tenglamaning quyidagi boshlang'ich

wli=0 = wo(T), Welt=0 = p1(x) (30)
va chegaraviy
wlm:O =0, wl:t—"—l =0 (31)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan iborat.

Yuqoridagi masalalardan ko‘rinib turibdiki, v(z,t) funksiya
uchlari mahkamlangan bir jinsli torning g(z,t) tashqi kuchlar
ta'siridagi majburiy tebranishini, w(z,t) esa shu torning erkin
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tebranishini ifodalaydi. w(z, t) funksiyaga nisbatan (29)—(31) masala
yechimining mavjudligini oldingi punktda isbot qildik.

Shuning uchun bu yerda (26)—(28) masalaning v(z,t) yechimini
qurish etarlidir.

Bu masalaning v(z, t) yechimini quyidagi qator

[e ]
v(z,t) = Z Ti(t) sin chlr_az, (32)
k=1

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda T(t) hozircha noma’lum funksiya.
(32) qatorni yopiq D sohada yaqginlashuvchi va shu sohada z va t
o‘zgaruvchilar bo‘yicha hadma-had differensiallash mumkin bo‘lsin.
U holda (32) qator bir jinsli chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

Bu qatorni (27) boshlang‘ich shartlarga qo‘yib, Tk(t)
funksiyalar uchun quyidagi

T:(0) =0, T(0)=0, k=1,23,... (33)

boshlang'ich shartlarni olamiz.
Endi g(z, t) funksiyani [0, [] segmentda z o‘zgaruvchiga nisbatan
sinuslar bo‘yicha Fur’e gatoriga yoyilsin. :

6@t =3 ge(t)sin @ (34)
k=1

bunda f koeffitsientlar quyidagi

l

/g(w, t) sin E%Eda: (35)
0

9k(t) =

~] N

formula bilan aniglanadi.
Ti(t) funksiyalarni topish uchun (32) va (34) ifodalarni (26)
tenglama qo'yib, ushbu

oo

(72 () + wTe(#)] sin 5%5 = oz, 1), (36)
k=1
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' k7
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu yerda wy = TAT

(36) va (34) yoyilmalarni o‘zaro taqqoslab, k£ ning har bir
giymatida chiziqli o‘zgarmas koeffitsiyentli

TY(8) + wiTi(t) = g(t), O0<t<T (67

oddiy differensial tenglamalarga ega bo‘lamiz.

Demak, Ty(t) funksiyalarni topish uchun ikkinchi tartibli (37)
oddiy differensial tenglamani (44) boshlang‘ich shartlarni oldik. Bu
masalaning yechimini o‘zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida
topamiz. Bir jinsli (37) tenglamaning umumiy yechimi

Ti(t) = c1 coswyit + ¢ sinwyt,

bu yerda c¢j, cp — ixtiyoriy o‘zgarmaslar. .
Endi (37) tenglamaning umumiy yechimini

Ti(t) =.c1(t) coswt + co(t) sinwt, (38)

ko‘rinishda izlaymiz.
Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, ¢j(t) va ch(t)
noma’lum funksiyalarga nisbatan quyidagi

& (t) coswit + y(t) sinwyt = 0,
—c} (O)wg sinwgt + (t)wy, cos wit = gi(t),

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bundan cj(t) va ch(t)
funksiyalarni

t
(t) = —g’;( ) sinwgt, ch(t) = cos wit,
k

9k (t)
W

ko‘rinishda topamiz va bu tenglamalarni integrallab, ci(t) va co(t)
funksiyalarni

¢
1
e1t) = “w_k / 9r(7) sin_wmd’r -+ c(l),
0
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t

i ,

eo(t) = — /gk(f) coswTdT + €3,
. ‘
0
ko‘rinishda aniglaymiz. Bunda ¢ va c¢§ — ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
Topilgan c;(t) va cp(t) funksiyalarni (38) formulaga qo‘yib, (37)

lenglamaning umumiy yechimini

t
1
Ti(t) = — /gk(T) sinfwi(t — 7))d7 + ¢ coswyt + S sinwgt, (39)
"3

ko‘rinishda topamiz. (33) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirib, (39)
umumiy yechimdan ¢ = ¢§ = 0 ekanligini olamiz.

Agar gi(t) € C[0,T] bo‘lsa, u holda (37) tenglamaning (33)
boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi

t
Ti(t) = Z}; / g1 () sinluwn (t — 7)]dr, (40)
0

formula bilan aniglanadi.

Endi (32) qatorning yopiq D sohada tekis yaqinlashuvchi
ekanligini hamda z va ¢ argumentlari bo‘yicha ikki marta
differensiallash mumkinligini ko‘rsataylik.

_Agar g(z,t) funksiya yopiq D sohada uzluksiz, shu sohada z
o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi va Vi €
[0, T] uchun g(0,t) = g(l,t) = 0 bo‘lsa, u holda (35) ifodani ikki marta
bo‘laklab integrallaymiz, natijada

!
2 l 2 1 . kmx l 2ak(t)
gk(t)——7<;r—;) /gm(z,t)sm—l—dx——<;> 2 (41)
0

ifodani olamiz, bunda yerda

~| o

t
ax(t) = /g;x(x,t)sin k—:ﬁz dz.
0
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Uzluksiz funksiyalarning kvadratidan tuzilgan ak(t) funksional qator

iaﬁ(t) < oo, VYte[o,T], (42)
k=1

Bessel tengsizligiga asosan yaginlashuvchi qator bo‘ladi. Endi (41)
ifodani (40) formulaga qo‘yamiz va T}(t) ushbu

t
N1 fa(t)
Ti(t) = —(;) oo sinwg(t — 7) dr,
0

ko‘rinishda yoziladi. Hosil bo‘lgan oxirgi ifodani esa (32) formulaga
qo‘ysak,

3, oo !
v(z,t) = —(%) Zlikzl El} /ak(r) sinfwy(t — 7)]d7 sin I—c?, (43)
=l 9

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu gatorning har bir hadi Vt € [0,T' ] bo‘lganda

ushbu
z SZilak(to)i
) a k3
k=1

sonli qatorning har bir hadi bilan chegaralangan.
Bu yerda |ag(to)| = Oréltag%lak(t)I, to biror fiksirlangan nugta.

Shuning uchun (43) qator D sohada absolyut va tekis yaginla-
shuvchi qator bo‘ladi.

Endi (43) qatorni hadma~had ikki marta z va t o‘zgaruvchilari
bo'yicha differensiallaymiz, natijada ushbu

t
] &1 ) . kwz
Ve = — > - / ax(7) sinfwk (¢ — 7)}d7 sin A (44)
k=1""7%
AR
Vi = — <_> Z p—ak(f)T sin ——-+
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+l?a kZ::l % /‘ak('r) sin|wg(t — ’I’)]d’l‘ sin k_7lr_~ - (45)

qatorlarni olamiz. Ma’lumki, bu qatorlar (2,t) € D da quyidagi
qatorlarga ,

l 2 ap(t IN? Sla la N |ag
TZ] kio)[, <_7;> TZI kJSO), +";TZI k/(ftO)l
k=1 k=1

k=1

majorantlanadi. Bu qatorlarning yaqinlashishi (52) qatorning
vaqinlashishidan va

lax(to)l _ 1
2 S gt ai(to)

tengsizlikdan kelib chigadi.

U holda (44) va (45) qatorlar (z,t) € D sohada absolyut va
tekis yaqinlashuvchi boladi, bundan esa D da vgg(x,t) va vy(z,t)
hosilalarning uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Endi (44) va (45) ifodalarni (26) tenglamaga qo‘ysak, (32)
formula bilan aniglangan wv(z,t) funksiya bir jinsli bo‘lmagan
tor tebranish tenglamasini ganoatlantirishiga ishonch hosil qilish
mumkin.

Shunday gilib, quyidagi teoremani isbotladik:

2—-TEOREMA. Agar yg(2) va yi(z) funksiyalar 1-teorema
shartlarini ganoatlantirsa va g(z, t) funksiya yopiq D sohada uzluksiz,
shu sohada ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib, g(0,t) = 0,
g(l,t) = 0 tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda {(24), (2), (3)} masalaning
yagona yechimi mavjud va bu yechim

ZTL 1n———+

krat\ . kwx
-l—bk ——l-— sm—l———;

xR
+ Z <ak cos

k=1
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formula bilan aniglanadi. Bu yerda

¢
Te(t) = k—zv;/sin?(t—’r) dT/g(z,T) sinl—cgdx;
0 0

!
9 f
o = 7/ wo(m)sink—?-dx;
0

l

2 . kmx
= wo(x) sin — dz.

l
) 0
Demak, wv(z,t) funksiya (32) qator ko‘rinishida uning
koeffitsiyentlari (35), (39) formulalar orqali, w(z,t) funksiya esa
(9) ko‘rinishda va uning koeffitsientlari (12), (13) formulalar bilan
aniglanadi.

by

Uchlari go‘zg‘aluvchan torning majburiy tebranishi

Torning uchlari mahkamlanmagan bo‘lib, ular biror qoida aso-
sida harakatlansin va tor biror tashqi kuch ta’sirida tebranayotgan
bo‘lsin. U holda bu masala bir jinsli bo‘lmagan

Ut = @ Ugg + g(x,1),  a® =To/p, (46)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'‘ich
u(z,0) = po(x), wu(z,0)=¢p1(z), 0<z<I, (47)
va chegaraviy
uw(0,t) = m(t), w(l,t)=pa(t), 0<t<T, (48)
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga ekvivalent

bo‘ladi.
Bu yerda g(z,t) = f(i’ )

s 1(t), pa(t) wo(z) va w1(z) — beril-
gan funksiyalar.
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Qaralayotgan umumiy (46)—(48) masala yechimining mavjudli-

gini bir jinsli chegaraviy shartli masalaga keltirib isbotlash mumkin.

Buning uchun p(t) va po(t) funksiyalarni C?[0, T sinfdan deb

talab gilamiz. U holda (48) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi
quyidagi

2(z,8) = (V) + T la(t) — m(0)], (49)

yordamchi funksiyani kiritamiz, ya'ni
Z(O, t) = Ml(t), Z(l,t) = ,Ll.z(t)

Endi (46) tenglamaning (47) boshlang‘ich va (48) chegaraviy
shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini

u(z,t) = v(z,t) + 2z(x, t), (50)
ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda wv{z,f) yangi noma’lum funksiya.
Boshlang‘ich va chegaraviy shartlarga asosan v(z,t) funksiya uchun
quyidagi bir jinsli chegaraviy

Vig=0 = (@, t)le=0 — 2(2, t)]a=0 = p1(t) — pui(t) = 0,
Vlg=t = (2, o=t — 2(2, V) |o=t = pa(t) — p2(t) =0,
va boshlang‘ich

Vgm0 = Ule=0 — 2lt=0 = wo(z) — p1(0) - [12(0) — #1(0)]% = Po()

= ¢1(x)

iy

Vilt=0 = Utle=0 — 2tlt=0 = p1(z) — /1’1(0) - [N’Z(O) - //1(0)]

shartlarga ega bo‘lamiz.
(50) tenglikka ko‘ra yangi noma’lum v(z, t) funksiyaga nisbatan
ushbu '
Vit — @ = (U — 2)y — a2 (U = Z)go =

= Ut — azum - (Ztt - azzm) =
" " " xr _
= g(z,t) — p (8) = (2 (t) — (Ol 7 = 9(=, )
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yoki
vy = @Pugs + (2, 1)

tenglamani olamiz. Bu yerda

§(z,t) = g(z,t) — i (t) - [u5(t) — uf(t)]

Shunday qilib, biz v(z,t) funksiyani topish uchun quyidagi
masalaga keldik: Bir jinsli bo‘lmagan

v = a%vgg + 5(2, t), (51)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang‘ich
v(z, t)li=0 = Go(2),  vi(z,t)]e=0 = $1(2), (52)
va bir jinsli chegaraviy
v(z, t)|z=0 = 0, (2, t)|g=1 = 0, (53)

shartlarni qanoatlantiruvchi v(z,t) yechimini toping.

Bu masalaning yechimini oldingi bosgichda batafsil o‘rgandik.
Agar 9o(z), p1(x) va §(z, t) funksiyalar 2-teorema shartlarini qanoat-
lantirsa, u holda (51)~(53) masalaning C%(D) sinfga tegishli bo‘lgan
v(z,t) yechimi mavjud va yagona bo‘ladi.

Shunday qilib, (46)—(48 aralash masala yechimining mavjud va
yagonaligi hagidagi ushbu teorema o‘rinli:

3—-TEOREMA. Agar berilgan funksiyalar

vo(z) € C°0,1], pi(z) € C*[0,1];  p(t), palt) € C*0,T);

9(=, t), gx(z,t), gw(a:,t)EC(B)

bo‘lib, ular uchun quyidagi tengliklar
#0(0) = (0), @o(l) = p2(0), 5(0) = o(1) =0,

©1(0) = 11(0), @1(D) = pa(0), 9(0,8) = 7 (), g(l,t) = i ()
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o‘rinli bo‘lsa, u holda (46)—(48) aralash masalaning yagona yechimi
mavjud bo‘ladi.
Endi ikkinch aralash masalani Fur’e usuli bilan yechaylik.
1-MASALA. To‘g‘ri to‘rtburchakli D sohada

u  ,0%

32 = 550 z € (0,0), t>0, (54)
tenglamaning quyidagi
u(z,0) = p(z), w(z,0)=9(), 0zl (55)
boshlang‘ich va
w(0,8) =0, ug(lt)=0, 0<t<T, (56)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini toping.
YECHISH. Berilgan bir jinsli tor tebranish tenglamasining
uz(0,t) = ug(l,t) = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, t)
yechimini u(z,t) = X(x)T(t) ko‘rinishda izlaymiz. Bundan X(z)
funksiya uchun ubshu

xX'(0=0 X({)=0, (57)

chegaraviy shartlarni olamiz.
Endi u(z,t) ko‘paytmani (54) tenglamaga qo‘ysak,

X(@)T () = a® X" (2)T(t)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Oxirgi tenglikni a?X (x)T'(t) # 0 ifodaga bo‘lib,

X'z T _

X(z)  a?T(t) A

ifodani olamiz. Bundan esa X (z) funksiyaga nisbatan
X"(z) + \X(z) = 0, (580)
X'(0)=0, X' (1) =0, (58b)

www.ziyouz.com kutubxonasi



112 III bob.  Giperbolik tipdagi tenglamalar

Shturm-Liuvill masalaga, T(¢) funksiyaga nisbatan esa
T"(t) + a’AT(t) =0, t> 0, (59)

tenglamaga ega bo‘lamiz.
(58a) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi

X(z) =cle‘/:7x + cze"mx, agar A< 0;
X (z) =cy cos V Az + ¢y sin vz, agar A > 0;
X(z) =c1z + c3, agar A =20,

ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar A < 0 bo‘lsa, u holda X (z) = 0 bo‘lishini ko‘rsatish giyin
emas. '

Agar A > 0 bo'lsa, u holda yuqoridagi umumiy yechimdan

X’(a:) = -1V AsinVz + céx/Xcos VAz

bo‘ladi. (58b) chegaraviy shartlarga asosan c; = 0 yoki X(z) =
e1cos VAz = 0 kelib chiqadi. Bundan X'(x) = —¢ihcosVAz = 0
bo‘ladi va X'() = 0 chegaraviy shartga ko‘ra v/l = kn yoki Shturm—
Liuvill masalasi cheksiz ko‘p

km\ 2
Ak = ¥/ k=0,1,2,.., (60)
x0s giymatlarga ega ekanligi kelib chiqadi. Bularga mos xos
funksiyalar

Xi(z) = cos —IEZ—rz, k=0,1,2,.., (61)

bo‘ladi.

Agar A = 0 bolsa, u holda (58a) tenglamaning umumiy
yechimidan yugoridagi kabi ¢; = 0 va X () = ¢y ekanligi kelib chiqadi,
bundan esa X' (1) = 0 chegaraviy shart aynan bajariladi. Demak, (58)
Shturm—Liuvill masalasi uchun A = 0 xo0s giymat va unga mos xos
funksiya Xo(z) = 1 bo‘ladi, ya'ni

Ao =0, Xo(x) = 1.
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(58) masalaning A\ xos sonlarini (60) va xos funksiyalarini esa
k = 0 bo‘lganda (61) ko‘rininshda.

2
Ao = (WTO> =0, Xo(z) =,cos7r70x =1

yozish mumkin. »
Demak, (58) Shturm-Liuvill masalasi uchun

A = <le> , Xi(z) =coskT7rx, k=0,1,2,..

xo0s giymat va xos funksiyalarga ega bo‘ldik.
Endi (59) tenglamani qaraylik. Bu tenglama A\ = Ay bo‘lganda
ham ma’noga ega va

T, (t) + a? M T(t) =0, ¢ >0, (62)

tenglamani qaraymiz. Agar k = 0 bo'lsa, oxirgi tenglamaning umumiy
yechimi
To(t) = Ag + Byt

bo‘ladi, bu yerda Ag, Bo — ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
Agar k > 0 bo‘lsa, (62) tenglamaning umumiy yechimi

Ti(t) = Akcos(kl > t+ By sm(k?ﬂ) t, t>0 (63)

ko‘rinishda bo‘ladi, bunda Ag va Bj, — ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
Endi garalayotgan (54)—(56) aralash masalaning yechimini

u(z,t) = Y Xi(z)Tk(t)

k=0

ko‘rinishda izlaymiz, ya'ni

kam kam km
u(z,t) = Ao+Bot+Z|:Akcos( l )t—!—Bksm( l )t} cos<T> z,

k=1
(64)
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Qaralayotgan masalaning boshlang‘ich shartlariga ko‘ra

P(2) = > Xp(@)Tu(0) = Ao + ), AxXi(x), (65)
= k=1
) = ixk(x):r,; =By + Z kﬂBka (66)

bo‘ladi.
Faraz gilaylik, ¢(z) va ¥(z) funksiyalar kosinuslar bo‘yicha.
Fur’e qatoriga yoyilsin, ya’ni ,

o > knz B 2 knx
= 70 + ;akcos(—l—), P(x) = 70 + ;ﬂkcos<T>.

Bu yerda oy va G koefﬁtsiyentlar.

l/go(a: cos( )d:c ﬁk———/w(x)cos( lx)dz,

ko‘rinishda aniglanadi.
Shunday qilib, Fur’e qatorlari uchun standart formulalardan
foydalanib, (64) formuladagi A va By koeffitsiyentlar uchun quyidagi

l
Ak=ak=%/<p(x cos(?)dx, k>0,

Bk= /¢(x)cos< )da: k>0,

! !
Ay = % —;—/cp(x)d:v, By = _5 = /w(m)da:,
0 0

formulalarni olamiz.
Endi topilgan Ay va By, koeffitsiyentlarni (64) formulaga go‘yib,
(54)—(56) aralash masalaning u(z,t) yechimini hosil qilamiz.
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11-§. Tor tebranish tenglamasi uchun Gursa va
Darbu masalalari

Bu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun Gursa masalasini
o‘rganamiz. Bu masala fizikaviy jihatdan ham qiziqarli bo‘lib, u
ko‘plab tadbiqiy masalalarda, aynigsa gaz tozalash, quritish jara-
yonlari bilan bog‘liq masalalarni o‘rganishda uchraydi. Bu masalada
chegaraviy shartlar tenglamaning xarakteristikalarida berilgani uchun
ham Gursa masalasi chegaraviy masela deb yuritiladi.

Gursa masalasi chegaraviy masala bo‘lib, chegaraviy shartlar
tenglamaning bir nugtadan chiquvchi xarakteristikalarida beriladi.
(z,t) o‘zgaruvchilar tekisligida bir jinsli ushbu

Du(:v,t) = Ut — azuxa; =0, ' (1)

tor tebranish tenglamasini qaraylik. Umumiylikka ziyon gilmasdan
(1) tenglamada a = 1 deb olish mumkin. Hagiqatdan ham, (z,t)
tekisligida quyidagicha yangi = = z, y = at o‘zgaruvchilar kiritamiz.
U holda (1) tenglamada qatnashgan hosilalarni hisoblaymiz:

2 2 2 2 2
Utt = Uy Vs + Uylfet = @ Uyy VA Ut — A Ugg = A Uyy — G Ugg = 0
Bundan esa (1) tenglamani
Ou(z,y) = Uge — Uyy = 0, (2)

ko‘rinishda yozib olishimiz mumbkin.
Ma’lumki, (2) tenglama ikkita haqiqiy xarakteristikalar

z—y=const va x-+y=const

oilasiga ega. Berilgan (2) tenglamani xarakteristik to‘rtburchakda
qaraylik, ya’ni (2) tenglamaning AC;, C1B, BC; va C(hA
xarakteristikalari bilan chegaralangan sohani G deb, belgilaylik.
Faraz qilaylik, A = (0,0), C1 = (z1,21), Co = (@2, —22),
bo‘lsin. Bu yerda z; > 0, o > 0.
(GGURSA MASALASI. (2) tenglamaning yopiq G sohada aniglan-
gan, uzluksiz va quyidagi

w(z, Y)ac, = (@, Y)ly=0 = u(z,z) = P1(z), 0<z<z1, (3)
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u(Q:?y)lACz = u(x, y)|y=-m = u(m, —l’) = 1/)2(.’12), <z <y, (4)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y) yechimini toping.
Bu yerda 91(z) va 1112( ) berilgan etarlicha silliq funksiyalar
bo'lib, ular uchun 7 (0) = 12(0) tenglik o‘rinli.

7 — shakl.

Ma’lumki, (2) tenglamaning umumiy yechimi

u(z,y) = flz+y) +9(z-y), (5)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda f, g € C2%(R). (2) tenglama uchun
Gursa masalasining yechimini (5) umumiy yechim asosida quraylik.
Bunda C?(R) sinfga tegishli bo‘lgan f, g funksiyalarni topish uchun
(5) formula bilan aniglangan u(z,y) funksiyani (3) va (4) shartlarga
go'‘yamiz, natijada

w(®, Y)ly== = f(22) + 9(0) = 91 (x),

U(wyy)’y=—m = f(O) + g(Zx) = 7/}2(:3)7
yoki
f(2z) + g(0) = ¢ (2), (6)

F(0) + 9(2z) = ta(x). (7)
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tengliklarni olamiz. Demak, f va g funksiyalarni topish uchun (6)—(7)
tenglamalar sistemasiga ega bo‘ldik. Bu sistemaning birinchisida z ni
z/2 ga almashtirib, f(z) funksiyani

10 =(3) - 90, ®

ko‘rinishda topamiz. Xuddi shunday qilib, (7) tenglamadan g(z)
funksiyani

9(z) = ¥s (§> O )

topamiz. Endi (8) va (9) formulalar bilan topilgan f(z) va g(z)
funksiyalarni (5) umumiy yechimga qo‘yamiz. Natijada (2)-(4) Gursa
masalasining yechimini quyidagi

we) =i () (55 ~mo, 0

ko‘rinishda topaxhiz.

A

¥
1

Y

Ca
8 — shakl.

Agar v1(z) va vo(z) funksiyalar berilgan sohada ikki marta
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (10) formula bilan aniglangan
u(z,y) funksiya garalayotgan sohada (2) tenglamani va (3), (4)
chegaraviy shartlarni gqanoatlantiradi.
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Demak, quyidagi teorema isbotlandi.
1-TEOREMA. Agar v (z) va 9(z) funksiyalar

Y1(z) € C[0, 1] NC2(0, 71), ha(x) € C[0, 23] N C¥0, 2)

bo'lib, ushbu tenglikni 11(0) = 12(0) qanoatlantirsa, u holda (2) teng-
lama uchun Gursa masalasining yagona yechimi mavjud bo‘ladi va bu
yechim (10) formula bilan aniglanadi.

Endi (2) tenglamaning AC : z+y = 0, BC : z —y = [
xarakteristikalari va AB = {(z,y) : ¥y = 0,0 < z < [} kesma
bilan chegaralangan xarakteristik uchburchakni G deb belgilaylik. (2)
tenglamani G sohada qaraymiz.

1-DARBU MASALASI (2) tenglamaning yopiq G sohada aniq-
langan, uzluksiz va va quyidagi

u(z,y) € C(C)NC*@), (11)
u(z,Y)|y=0 = u(z,0) = 7(z), 0<z<I, (12)
Uz, Y)ly=—2 = u(z, ~7) = 9¥(z), 0<z<1/2, (13)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y) yechimini toping.

Bu yerda 7(z) va 9(z) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar
bo‘lib, ular uchun 7(0) = ¥(0) tenglik o‘rinli.

Bu masalani yechish uchun (2) tenglamaning (5) ko‘rinishdagi
umumiy yechimidan foydalanamiz.

wz,y)ly=0 = f(2) + g(x) = 7(=),

Uz, Y)ly=—z = f(0) + g(22) = P(x).
Bundan esa '

9(@) =¥ (;,’;—) - £(0),

$) = 7(0) = o(a) = (@) (%) + 70
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bo'ladi. Topilgan f(z) va g(z) funksiyalarni (5) umumiy yechimga
qo‘yamiz. Natijada 1-Darbu masalasining yechimini

e,g) = o) (52 ) (25 ),

ko‘rinishda hosil gilamiz.

Agar 7(z), ¥(z) € C? bo'lsa, u holda (14) formula bilan
aniqlangan u(z,y) funksiya G sohada (2) tenglamani va (12)—(13)
shartlarni qanoatlantiradi. '

Demak, quyidagi teoremaning o‘rinli ekanligini isbotladik.

2-TEOREMA. Agar 7(z) va ¢(z) funksiyalar

r(z) € C[0, N C*0, 1), %(x) e Clo, 1/2]nC*(0, 1/2)

bo‘lib, ushbu tenglikni 7(0) = 4(0) qanoatlantirsa, u holda (2) teng-
lama uchun 1-Darbu masalasining yechimi G sohada mavjud va
yagona bo‘ladi. Bu yechim (14) formula bilan aniqlanadi.

o

9 — shakl.

2-DARBU MASALASI. (2) tenglamaning yopiq G sohada anig-
langan uzluksiz, (11) (13) va ushbu

ou(z,y)

= = <z<l 15
8y Uy(x, 0) I/(.’I;), 0 ST ( )

y=0

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y) yechimini toping.
Bu yerda v(z) va ¥(z) berilgan etarlicha silliq funksiyalar.

www.ziyouz.com kutubxonasi



120 IIT bob. _ Giperbolik tipdagi tenglamalar

2-Darbu masalasining yechimini topish uchun (2) tenglamaning
umumiy yechimida qatnashgan f va g funksiyalarni (13) va (15)
shartlardan foydalanib topamiz. Buning uchun (5) formulani ketma—
ket (13) va (15) shartlarga qo‘yib, '

uePhme = fO) +0@0) = 9(z),  (16)
e IRT(CE ¢(=) = v(a), (17)

ifodalarni olamiz. Olingan (17) ifodada z ni s ga almashtiramiz va
hosil bo‘lgan tenglikni s bo’yicha noldan z gacha integrallaab, ushbu

/f’(s)ds—-/g'(s)ds:/u(s)ds,
0 ' (4} 0
yoki
f(@) — g(z) = / Y)ds +10) = 9(0) = [v()ds+e  (8)
0 0

ifodaga ega bo‘lamiz. Endi (16) formuladan ushbu g(z) funksiyani

o0 =¥(3) - 10), (19)

olamiz. Olingan ifodani (18) ga qo‘yib, f(z) funksiyani
x
J@) = ¢(g) + [ ws)ds + e f00), (20)
0

topamiz. (19) va (20) formulalar bilan topilgan f(z) va g(z)
funksiyalarning qiymatini (5) umumiy yechimga qo‘ysak, 2-Darbu
masalasining yechimi

z+y

we)=9(S52) + [ uiois +o- 10 +9(25Y) - 0,
0
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yoki

-y

u(m,y>=w(x;y>+w(”;y)+/v(s)ds—wm), (21)
0

hosil bo‘ladi. Bu yerda ¢ — 2f(0) = v%(0).
 Agar (z) € C*0,1/2) va v(z) funksiya [0, ] segmentda
integrallanuvchi (yani v(z) € I[0, 1)) va v(z) € CY{0, ) bo'lsa, u
holda (21) formula bilan aniglangan u(z,y) funksiya G sohada (2)
tenglamani va (13), (15) shartlarni qanoatlantiradi.
Demak, quyidagi teorema isbotlandi:
3-TEOREMA. Agar

v(z) € I0, N CY0, 1), w(z) € Clo, 1/2]NC?(0, 1/2)

bo‘lsa, u holda (2) tenglama uchun 2-Darbu masalasi G sohada
yagona yechimga ega bo‘ladi va bu yechim (21) formula bilan
aniqlanadi.

12—-§. Chiziqli giperbolik tenglama uchun Koshi va Gursa
masalalari. Ketma—ket yaginlashish usuli

Quyidagi ikkinchi tartibli chizigli
Lu= Uy + a(.r, y)ul + b(l? y)uy + C(CL‘, y)u = f(xvy)> (1)

giperbolik tipdagi tenglamani garaylik.

Biz II bobda har qanday ikki o‘zgaruvchili chizigli giperbolik
tipdagi tenglamani (1) kanonik ko‘rinishga keltirilishi mumkin
ekanligini ko‘rdik. (1) tenglamaning xarakteristikalari z = const va
y = const bo‘lishini topish giyin emas..

Riy tekislikda v egri chiziq shunday berilganki, bu egri chiziqni
koordinat o‘glariga parallel to‘g‘ri chiziglar bilan kamida bitta
nugtada kesib o‘tsin.

1. Koshi masalasi.
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< egri chiziq atrofida (1) tenglamaning ushbu

ou

uly =7, =—
- dn
Ty

:I/,

shartlarni qanoatlantiradigan u(z,y) yechimi topilsin.
Bu yerda 7 va v 7 egri chiziq ustida berilgan yetarlicha sillig
funksiyalar, n esa -y egri chiziqqa o‘tkazilgan normal. Bu masalada

yechimning aniqlanish sohasi « chizigning biror atrofidan iborat
bo‘ladi.

w4

0 X1 x X
10 — shakl.

Agar « egri chiziq (1) tenglamaning xarakteristikalari bilan
ustma—ust tushmasa, tenglamaning koeffitsiyentlari va berilgan 7, v,
f{z,y) funksiyalar hamda « egri chiziq analitik funksiyalar bo‘lsa,
u holda Koshi-Kovalevskaya teoremasiga asosan Koshi masalaning v
egri chizigning yetarlicha kichik atrofida analitik yechimi mavjud va
yagona bo‘ladi.

Qaralayotgan (1) tenglama giperbolik tipdagi tenglama bo‘lgani
uchun ham Koshi masalasining yechimi mavjud bo‘ladigan «y egri
chiziqning kichik atrofini aniqlash mumkin. Buning uchun -~ egri
chizigning A va B nugtalaridan (1) tenglamaning z = const va
y = const xarakteristikalarini o‘tkazamiz va ular kesishgan nugtani
C deb belgilaymiz. Natijada hosil bo‘lgan A soha Koshi masalasi
yechimining aniglanish sohasi bo‘ladi.
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Endi (1) tenglama uchun Koshi masalasining qo‘yilishini anig-
fub olaylik. -y egri chiziq y = 7(z) tenglama bilan berilgan bo‘lsin,
d .

1@ S,
dz .

KOSHI MASALASI. (1) tenglamaning egri chizigli A sohada aniq-

langan uzluksiz va quyidagi

bunda z4 < z < xp, v(z) E’Cl[am, zp| va

u(x>y)!AB = u(xay”yzw(x) = T(x)a zqg Lz < zp, (2>
du Ju
= = 5 =v(z), z4a<z<zp, (3)
Onisp  OMlymr(a)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, y) yechimini toping.
Bu yerda 7(z) va v(z) berilgan yetarlicha sillig funksiyalar.
Shuni ta’kidlash muhimki, (2) va (3) Koshi shartlari y =
v(z) egri chiziq ustida u(x,y) va uy(z,y) hosilalarni aniglashga
imkon beradi. Haqgigatdan ham, (2) shartni = o‘zgaruvchi bo‘yicha
differensiallab,

ou

= 7(@) - (@), @

y=(z)

y="(x)
ifodani olamiz.

u(z,y) funksiyadan ~ egri chiziqda normal bo‘yicha olingan
hosila. quyidagicha

u|  Oul du
_— cos{z,n) + — cos(y,n) =
Onl, ~ 85l 0Y ly=y(z)
oudy Ou Ou , ou
=926z By 81! v(z) - oy = v(z), (5)

bo‘ladi. Hosil bo‘lgan (4)—(5) tenglamalar sistemasidan u, va uy
hosilalarni

du ' (x) + v(z)y'(z)

oz y=v(z) T 1492z #z) ©
ou )y (@)~ @) _

ey~ 1@V @
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bir gqiymatli aniglanlaymiz.
1-TEOREMA. Agar (1) tenglamaning koeffitsiyentlari va o‘ng
tomoni ,
a(z,y), b(z,y), c(z,y), f(z,y) € C(B)

hamda berilgan 7(z) va v(z) funksiyalar
T("I") e_cl[‘rfb (L'B], V(‘T) € C[an xB];

bo‘lsa, u holda (1)—(3) Koshi masalasining yechimi mavjud va yagona
bo‘ladi. '

¥4
. C B
................... :
¥ :
1 4
]
'
A . ' ;
yo |- -2 JERRREECIEEE EECEEt :
]
1 4 £ 11
' . '
' ! t

11 — shakl.

IsBOT. Agar quyidagi

ou ou

w= — (8)

R dy’

yordamchi funksiyalarni kiritsak, u holda (1) tenglama ushbu

% = f(z,y) — a(z,y)v — bz, y)w — c(z, y)y;

o)

o = f(@,9) = a(z,y)v - bz, y)w — c(z,y)u )
ou

Evie w(z,y).
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nchta tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo‘ladi.

Endi A sohada ixtiyoriy M(z,y) nugta olamiz va shu nuqgtadan
chiquvehi «y chiziq bilan P va @ nuqtalarda kesishuvchi (1) tenglama-
ning M P va MQ xarakteristikalarni o‘tkazamiz.

(9) sistemaning birinchi va uchinchi tenglamasini QM kesma
y = const bo‘yicha, ikkinchi tenglamasini esa PM kesma x = const
bo‘yicha integrallaymiz hamda (2), (6), (7) va (8) ifodalarni hisobga
olib v(z, ), u(z,y), w(z,y) funksiyalarni ‘

(

v=<ﬁ(¢)+ (7) |f — av(z,m) — bu(z,n) — cu(s,m)dn;
4 +h(f Chs av(§,y) —bw(§,y) — cul§,y)ld§;  (10)
| w=7(z)+ f w(z, n)dn.
L {x)

ko‘rinishda aniglaymiz. Bu yerda

ou
P(y) = Blany”

h(y) esa y(z) ga teskari bo‘lgan funksiya.

Agar u(z,y) funksiya (1)-(3) Koshi masalasining yechimi
bo‘lsa, u holda v(z,v), w(z,y) va u(z,y) funksiyalar (10) integral
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi va aksincha yopig A
sohada (10) sistemaning ixtiyoriy (v,w,u) yechimi (9) differensial
tenglamalar sistemasini va u funksiya esa Koshi masalasi shartlarini
qanoatlantiradi.

Bundan tashqari (4), (6), (9) formulalardan va (10) sistemaning

birinchi tenglamasidan
[ 8
) #E )6-
y="(x) ¢

= p(a) + i;<8“>de - () + afdé—

v(=) v(=)

ou_ ou
8xr  Ox
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X .
= e+ [ 1f— avlen) — bu(,y) - cule,v)lde = v
hiy) B
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, (8) tengliklar bajariladi.

Endi (8) tengliklarni (9) sistemaning birinchi tenglamasiga
qo‘yib, u(z,y) funksiyaning (1) tenglamani va (2), (3) Koshi shart-
larini ganoatlantirishiga ishonch hosil gilishimiz mumkin.

Shunday qilib, (1)—(3) Koshi masalasini (10) integral tengla-
malar sistemasiga ekvivalent ekan. Bu integral tenglamalar siste-
masini ketma-ket yaqinlashish usuli bilan echamiz.

Buning uchun nolinchi yaqginlashish sifatida

Cw=e),  wo=9F), w=1()
~ berilgan boshlang‘ich funksiyalarni olamiz va ketma—ketlikning keyin-
gi hadlarini quyidagi

2

v
5— = 90(33) + f [f(z,n) — avp—1 — bwp—1 — cun_1]dn;

'r(m) ‘
{ s =9@)+ f) [£(&,y) — avp—1 — bwn_1 — cun—dé; (1)
3u |
= =7(z) + f Wn—1(z,n)dn, (n=1,2,...)
| o o

formulalar bo‘yicha quramiz.
Endi yopiq A sohada vy, wy va u, ketma—ketliklarni yaginla-
shuvchi ekanligini isbotlaylik. Buning uchun quyidagi

Uptl — Up = — / [a{vn — vp—1) + blwy, — wp—1) + c(un — Up—1)]dn;
7(z)
z

Wt = w0a =~ [ [0(on = 0n-s) + B(um  n-2) + cln = -l
h{y)
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Yy
Un+1 — Upn = / ('UJn - wn—l)dna . (12)
v(=)

ayirmalarni tuzamiz. |
Agar Kg‘eqmg,x{la] +1b|+1el} va A = const > 0 bo‘lsa, u holda

[Un, — Un—1], |Wn — Wn—1| va |up — un_1| ayrimalar quyidagi

( |on — vp-1] < K7 IA(“—y 7o~ 40)""",
- (n—1)! ’
o (x+y—z0—yo)"?

) o — sl < K14 sy
"LL _— 1|‘<Kn—1A(x+y—m0—y0)n—1_
L e (n—1)! ’

tengsizliklarni qanoatlantirishini ko‘rsataylik.

Bu tengsizliklarning to‘g‘ri ekanligini matematik induksiya usuli
bilan isbotlaymiz. Agar A yetarlicha katta bo‘lsa, u holda n = 1
bo‘lganda (13) baholar to‘g‘ri bo‘ladi. Endi bu tengsizliklar n + 1
bo‘lganda ham o‘rinli ekanligini ko‘rsataylik. Yuqorida tuzﬂgan (12)
ayirmalardan, masalan uning birinchisidan

Y -1

st =l < [ (-4 10+ o) e ta BRI 20 T g
(=)

(x+n—z0—yo)" !
n —
<K A/ P dn =

n

= Aty 20w~ (- =z 5

<KnA(~'6+y—$o—yo)"
_— n! b

bo‘lishi kelib chiqadi.

(x > zo, yg'eqy(x) > o)
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Xuddi shu kabi |wpi1 — wp| v3 |uny1 — 4| ayrimalarni
baholaymiz. Natijada ushbu

B 0o 00 oo ‘
'IUQ‘*'Z(Un"Un—l)a .w0+2(wn"wn—1)7 .U.O'FZ(un‘—un—l) (14)
‘ n=1 n=1 =1 '

qatorlarni olamiz. Bu qatorlarning har bir hadi absolyut qiymati
jihatidan yaginlashuvchi

AN et By —To—yo)™ |
A+AY K Gl A (1+exp{K (z+y—z0—10)})

n=]1

 qatorning hadlaridan kichik. Shuning uchun (14) qatorlar
(13) tengsizliklarga asosan yopiq A sohada absolyut va tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi.

Demak, vn, wy va u, ketma-ket yaqinlashishlar mos ravishda,
yopiq A sohada uzluksiz bo‘lgan v, w va u limitga intiladi. (11)
sistemada n — oo limitga o'tsak, u holda bu ketma—ketliklar mos
ravshida v(z,y), w(z,y) va u(z,y) funksiyalarga intiladi. Bu limit
funksiyalar (10) sistemani ganoatlantiradi, bunda esa uz, uy, vy va
w, funksiyalarning yopiq A sohada uzluksiz bo‘lishi kelib chiqadi.

Endi (10) tenglamalar sistemasi yechimining yagona ekanligini
isbotlaylik.

Faraz qgilaylik, (10) tenglamalar sistemasi v1, wi, uy va vy, wa, up
yechimlarga ega bo‘lsin. Ularning ayirmasini V = vy —vy, W = wy—wy
va U = uy —ug deb belgilaylik. U holda V, W va U funksiyalar ushbu

V(z,y) =~ f [aV — bW — cUldn;.
¥(x)
{ Wiz,y) = - (f) [aV — bW — cUJd¢; (15)
. £ y

Y
U(:v,y) == (f) W(xa U)dﬁ,
¥(z

sistemani qanoatlantiradi. Bundan V = W = U = 0 ekanligini isbot
gilamiz. V, W va U funksiyalar egri chizigli yopiq A sohada uzluksiz
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va, chegaralangan. Demak, shunday B son mavjudki, bu son uchun
Vi<B, |W|<B, |[Ul<B

tengsizliklar o‘rinli bo‘lédi. U holda (15) sisterhadan

Y
V)| < [ (lal+ i+ d)Bin <
(z)

~

(z+y =20~ 40)
U ’
tengsizlikni olamiz. Xuddi shunday W va U uchun ham

< KB(y—y) < KB

T +Y—To— Yo)

Wizl < kpETI R,

B($+y~9«‘o—yo)7

1!
tengsizliklar o‘rinli ekanligini ko‘ramiz. Bu tengsizliklarga matematik
induksiya usulini qo‘llaymiz va ixtiyoriy n uchun quyidagi

|U(z,9)| < K

(z+y—20—y0)".
nt ’

V(z,y)| < K"B

z+y— 20— yo)"
nt ’

W(z,y)] < KB

(x+y — 20— Yo)

n
n! ’

[{U(z,y)] < K"B

baholar o‘rinli bo‘ladi.

Bundan esa n — oo bo‘lganda V = W = U = 0 ekanligi kelib
chiqadi. Shuday qilib, 1-teorema to‘liq isbot bo‘ldi.

2. Gursa masalasi.

Agar AB egri chiziq to‘g'ti burchak tashkil gilsa, ya’ni ZADB
to‘g'ri burchak bo‘lsa, u holda ADB egri chizigda ikkita chegaraviy
shart berib bo‘lmaydi. Buning o‘rniga quyidagi Gursa masalasini
qarashimiz mumkin.
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Giperbolik tipdagi (1) tenglamaning AD, DB, BC va AC
xarakteristikalari bilan chegaralangan to‘g‘ri to‘rtburchakli sohani G
deb belgilaylik. Bu yerda A = (z4,y4), B = (zB,¥y8), C = (zc,v0c),
D = (zp,yp) va 4 = ¢, Y4 = YD, Tp = TB, YO = YD.

GURSA MASALASI. To‘rtburchakli G sohada (1) tenglamaning
quyidagi

w(@,¥)|ap = Uly=yp = ¢1(z), a4 <@ < mD{_' (16)

u(z,)|pB = Us=ep = ¢2(¥), YD <y<ys, (17

chegafaviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(z,y) yechimini toping. Bu

yerda @1(x) va @a(y) berilgan etarlicha silliq funksiyalar va bu
funksiyalar uchun ¢1(zp) = pa2(yp) tenglik o‘rinli.

,Y"’
N B
Yei
‘ G M .
y e e e 0o oo e an ot e b 0p 2 o pe * P
' X £
yo .-.;.-e'b 'Q et D
; : ;
: ¥ ]
i : ! "
0 X4 X b4 bis
12 — shakl.

Gursa masalasi uchun ushbu teoremani isbotlaylik.
2—-TEOREMA. Agar (1) tenglamaning koeffitsientlari va o‘ng

- tomoni

a(z,y), b(x,y), c(z,y), f(z,y) € C(G)

hamda berilgan funksiyalar

1(z) € Ctlza, zp], @2(y) € Cyp, sl
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ho'lsa, u holda (1), (15)-(16) Gursa masalasining u(z,y) yechimi.
(!'(G) sinfda mavjud va yagona bo‘ladi. :
IssoT. Xuddi Koshi masalasidagi kabi quyidagi

o

QY o= e
ox’

w—'é*:&', (18)

yordamchi funksiyalarni kiritsak, u holda (1) tenglama ushbu

% = f(3,9) ~ alz,y)v - b(z, y)w ~ (@, v

.gi;’. = f(z,y) — a(z,y)v — bz, y)w — C_(fﬂa Y)u; (19)
ou |

‘a—y - w(m) y)v

tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo‘ladi. '

Endi G sohada ixtiyoriy M{(z,y) nuqta olamiz va bu nugta
orgali (1) tenglamaning M P va M Q xarakteristikalarini o‘tkazamiz.
Bu yerda‘ P = (mDﬁy)a Q= (1‘, Z/D)

(19) sistemaning birinchi va uchinchi tenglamalarini QM kes-
mada, ikkinchi tenglamasini esa, PM kesmada integrallab, ushbu

(o= v(a,yp) + [ [f - avla,m) - bule,n) - cula,mldn;
YD .
ﬁ w = 'bU(wD,y:) +h(f) [f - av(ﬁay) - bw(&,y) - Cu(gay)]d& (20)
Y

Yy
U= ’Ua(@', yD) + f ’UJ(:L’, n)dnv
\ 7(z)

sistemaga ega bo‘lamiz.
Bu sistemadan (16)—(18) tengliklarga ko‘ra

ou ’ ou ;
v(xo,yp) = 9z =py(z), w(zp,y)= 8—y = po(y)-
Y=Yo =g
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bo‘ladi. Bu tengliklarga asosan (20) sistemani quyidagi

2

v(@,y) = pi(@) + I — av(a,n) - bulz,7) — culz, n)ldn;
YD .

U wle,y) = oy0) + [ 1f — av(,y) — bw(e,v) - cule,n)lde;  (21)

w(e,y) = 1@ + [ wiz,n)dn,

A 72)

ko‘rinishda yozib olish mumkin.
Aksincha, (21) sistemaning ixtiyoriy yechimi (19) sistemani
ganoatlantiradi. Bundan tashqari ‘

Yy
= ei@)+ [ (o, = als, 1o — bz, m)w — cla, )iy =
Yp '

bo‘ladi. Demak, (18) tenglamaning birinchisi o‘rinli ekan. (20) siste-
madan ushbu
Uly=yp = ¢1(x),

Yy Yy
Ulz=zp = P1(2D) + / Wz=zpdn = p1(zp) + / po(m)dn =
' YD ' YD

= p1{zp) + p2(y) — 2(yp) = w2(v)

ifodalar kelib chigadi.

Shunday qilib, (21) sistemaning ixtiyoriy yechimi garalayotgan
Gursa masalasining yechimi bo'lar ekan. Bundan esa (21) sistema
(1) tenglama uchun qo‘yilgan (16)—(17) Gursa masalasiga ekvivalent
ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi Koshi masalasidagi kabi (1), (16)—(17) Gursa masalasi
(21) sistemaning uzluksiz yechimini isbotlashga keltirildi. Bu sistema
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yechimining mavjudligini yquOI‘lda‘fl singari ketma—ket yaqmlashlsh
usuli bilan ko‘rsatish murmkin.

13-§. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi va Gursa .
masalalarini Riman usuli bilan yechish

1. QO‘SHMA DIFFERENSIAL OPERATOR TUSHUNCHASL GRIN
FORMULASI. Ushbu bo'limda chizigli giperbolik tipdagi tenglama
uchun boshlang‘ich—chegaraviy masalalar yechimlarining integral ifo-
dasini olish uchun kerakli bo‘lgan ayrim vordamchl formulalarni
keltiramiz.

Faraz gilaylik,

L[u] = Ugy + aiw,y)uw +b(z, y)uy + c(z,y)u, - ey

chiziqli giperbolik tenglamaga mos differensial operator bo‘lsin.

Bu yerda a(z,y), b(z,y) va, ¢(z,y) qaralayotgan operatorning
koeffitsiyentlari, biror D C R2 sohada berilgan funksiyalar bo’lib,
ular a(z,y), b(z,y) € CH(D) va c(z y) € C(D) bo'lsin.

' L[u] operatorni biror v(z, y) funksiyaga ko‘paytiramiz va bumng
uchun quyidagi ayniyat o‘rinli:

. 0H 0K :
vL[u] — uL*[v] = _(E + 8y> (2)
bu yerda :
L*[] = vy — (av)z — (bv)y + cv, - (3)
va '
Ou v
H= UE& - ub—; + 20uw = = (uv)y — 2u(vy — av),
Au v
K= V5 T Y5 + 2buv = (uv)y — 2ufvy — bv).

(3) formula bilan aniglangan L* operator L operatorga go‘shma
operator deyiladi.
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Agar wL[u] — uL*[v] ayirmani biror H va K ifodalarning
mos ravishda z va y o’zaruvchlar bo‘yicha xususiy hosilalarining
yigindisi ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda ikkita L va
‘L* differensial operatorlar o‘zaro qo‘shma operatoriar deyiladi.

Agar L{u] = L*[u] bolsa, u holda L[u] o‘z-0‘ziga go‘shma
operator deyiladi.

wa tekislikda S bo‘lakli silliq chiziq bilan chegaralangan
soha D bo'lsin. Endi (2) ayniyatni D sohada integrallaymiz va
unga matematik analiz kursidan ma’lum bo‘lgan Grin formulasini
qo‘llaymiz. Natijada

// <vL[u] —.uL*[’UO dxdy = %/(de — Kda), | @)
" S

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu formula ham ikki o‘lchovli Grin formulasi
deyiladi. '

RIMAN USULIL. Nemis matematigi R.Riman chizigli giperbolik
tipdagi tenglamalar uchun Koshi va Gurss masalalarining yechimini
qurish usulini tavsiya gilgan.

Quyidagi Koshi masalasini qaraylik. \

KOosHI MASALASI. Yopiq D sohada aniqlangan, uzluksiz va

u(z,y) € C'(D), usy € C(D); (5)
funksiyalar sinﬁéa tengishli
L{u] = ugy + a(x, y)uz + b(z, y)uy + c(z,y)u = f(z,y),  (6)
tengl#xnanmg quyidagi
Uy = 7@), 32 =u(a) )
y=v(z)

shartlarni qanoatlantiruvchi w(z,y) yechimini toping. Bu yerda
a(z,y), b(z,y) ~ uzluksiz va birinchi tartibli hosilalarga ega, c(z,y)
va f(z,y) — uzluksiz funksiyalar, 7(z), v(z) - berilgan funksiyalar, n
esa y(z) egri chizigga o‘tkazilgan normal. '
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Ma’lumki, (6) tenglamaga mos xarakteristik tenglama dxdy =
0 bo'llib, z = const, y = const to'g'ri chiziglar tenglamaning
xarakteristikalari bo‘ladi.
Tekislikda biror y(z) egri chiziq berilgan bo‘lib, (6) tengla-
- maning xarakteristikalari bu egri chiziqni bittadan ortiq nuqgtalarda
kesib o‘tmasin. :

' «c B
11
1
, ;
Yoo grm - 1
J HE
: H
A D! H
' H :
v 3 :
[ N H
' H [
0 X4 X0 X X

13 — shakl.

M(zo,30) nugtani belgilab, bu nugtadan z = zg, ¥ = %o
xarakteristikalarni o‘tkazamiz. Bu xarakteristikalar berilgan ~(z)
chizig bilan P va @ nuqtalarda kesishib, MPQ egri chizigli
uchburchak hosil qiladi. MPQ egri chiziqli uchburchak bilan
chegaralangan soha A bo‘lsin.

Faraz qilaylik, (5)—(7) masalaning u(z,y) yechimi mavjud
bo‘lsin. U holda yopiq A sohada aniglangan, uzluksiz va

v(z,y) € CY(B), vy € C(A)

shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy wv(z,y) funksiya uchun (4)
ayniyat o‘rinli.

Noma'lum u(z,y) funksiyaning M (zo,yo) nugtadagi giymatini
aniglaymiz. Buning uchun (4) ifodani A sohada integrallab, Grin
formulasini qo‘llaymiz.
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Natijada

/ (vLu — uL*v)dzdy = % /(de — Kdz)
_ _ A ‘ ‘ } ¥
hosil bo'ladi. :
, Bu yerda v kontur PQ yoydan hamda QM va M P xarakteris-
tikalardan iborat.
Endi (4) ifodaning o‘ng tomonidagi QM va M P xarakteris-
tikalar bo‘yicha olingan integrallarni qaraylik. ‘
QM xarakteristikada dy = 0, M P xarakteristikada esa da: = 0
bo‘lgani uchun (4) tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi: ‘

. Q
/ (vLu — ul*v)dzdy = % /(de — Kdz)—
A ' P

) M . P
-2-/Kd$-+§/_Hd1=J1+J2+J3, (8)
Endi J; integrallarni alohida—alohida hisoblaymiz.

J= / u(vpdz — vydy) — v(uzdr — uydy) — 2uv(bdz — ady). (9)

PQ
7 1 1 7 (o
) vV
J2=-2-/de=§ (wv)m — (uv)g —/u<'(-9-;—b1))d-ﬂ, (10)
Q - - Q
w 1| 1 7 (o
| v
Js —E/de_§ (wv)p — (w)m —/u(bz—av)dy, (11)
T L S 7

Topilgan J; integrallarning (9), (10) va (11) ifodalarini (8) formulaga
qo'yib, mos hadlarini soddalashtirsak, quyidagi

w(M)o(M) = u(P)v(P) ; w(Q)v(Q) _
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Q
—/u(vmdrl; — vydy) ~ v(ugdz — uydy) — 2uv(bdz + ady)+
A .

M M .
v v

+ [ u —é———bv dx+/u g——av
A z y=Yo 2 Y

+ 4 / [v(wvy)f(m,y) —uL*v] dvédy- (12)

dy+

=0

formulaga ega bo‘lamiz. (12) formulaning o‘ng tomonidagi ikki karrali
integral va QM va MP xarakteristikalar bo‘yicha integrallarda
noma’lum u(z,y) funksiya qatnashyapti. Riman usulining asosiy
magsadi, shu integrallarni nolga aylantiradigan qilib, v funksiyani
tanlashdan iborat.

Faraz qilaylik, ikki juft (z,y;o,¥0) o‘zgaruvchilarga bog'liq
bo‘lgan v(z,y; zo, yo) funksiya quyidagi

1) A sohada

Ly, v(x,y; %0, Y0) = 0, - (13)

bir jinsli tenglamani va

0
2) (b—xv(way; 0, %0) — b(z, y)v(z, y; xo,yo)> =0, (14)
a v
3) (5-1’(95, Y; o, Yo) — a(z, Y)v(z, ¥ wo,yo)) =0, (15)
y =20

4) z =1 va y = yo bo‘lganda
v(z, y; o, Yo) = 1, (16)

shartlarni qanoatlantirsin.
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Endi (13)-(16) shartlarni qanoatlantiruvchi v(z, y; o, ¥o) funk-
siyaning mavjudligini isbotlaymiz. Buning uchun (14) tenglikda z ni £
bilan almashtirib, hosil bo‘lgan ifodani z dan zo gacha integrallaymiz.
‘Natijada

z

= [ b w)de.

z
Inv(z, yo; Zo, Yo)

T
0 Zo

hosil bo’ladi. Bundan (16) tenglikka asosan QM xarakteristikada
ushbu ‘

z
U("E, Yo; To, y()) = eXp{/b(fyO)df}a (17)
o
tenglikni olamiz.
Huddi shunday qilib (15) tenglikdan M P xarakteristikada esa

Y

v(Zo,Y; Z0, Y0) ‘—“exp{/a(xom)dﬂ}, (18)

Yo

ifodani olamiz. :

Yuqoridagi shartlardan ko‘rinadiki, v(z,y;zo,0) funksiya
birinchi juft argumentlari bo‘yicha (13) tenglamaning (17) va (18)
shartlarni qanoatlantiruvchi Gursa masalasining yechimidan iborat.

Agar (6) tenglamaning a(z,y), b(z, y) va c(z, y) koeffitsiyentlari
C'(A) sinfga tegishli bo‘lsa, u holda (13), (17)=(18) masalaning
yagona yechimi mavjud bo‘ladi. Bundan esa (13)—(16) shartlarni
ganoatlantiruvehi v(z,y; xo,y0) funksiyaning mavjud va yagonaligi
kelib chiqadi.

TA’RIF. Chizigli (6) tenglamaga go‘shma bulgan bir jinsli

L;y[v] = Uy — (a¥)g — (bv)y + cv = 0,

tenglamaning

v(, Yo; 20, Yo) = exp{/b(f, yo)df};

2]
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Y

vz vizo,e) = exp{ [ ateonen

Yo
v(Zo, Yo; o, Yo) =1,

shartlarni ganoatlantiruvchi v(z, y; %o, yo) yechimiga Riman funksiya-
si deb ataladi va bu funksiya R(z, y; %o, yo) deb belgilanadi.
Endi (12) formulada v = R(z,y; zo, yo) deb almashtirib,

w(P)R(P) - uW(@)R(Q) _

u(M) = 2
Q .
——% / u(Rydx — Rydy) — R(ugdx — uydy) — 2uR(bdz + ady)+
P
o
of ] v we v (19

Zo g‘amma(z)

s ifodani hosil gilamiz. Bu yerda %o giymat y(x) = yo tenglamaning
yechimi, ya'ni 3o = v~ (z).
Yugqorida hosil qilingan (19) formula Riman formulasi deyiladi.
Bu formula chizigli giperbolik tipdagi (6) tenglamaning (7) chegaraviy
shartlarni qanoatlantiruvchi u(zo, ¥o) yechimining Riman funksiyasi
R(z,y;zo,yo) orqali integral ifodasini beradi. Riman formulasini
keltirib chiqgarilishidan Koshi masalasi yechimining yagona ekanligi
kelib chigishi mumkin. Chunki u(z,y) funksiyaga nisbatan uning
mavjudligidan boshqa hech qanday ortiqcha shart talab gilinmadi.
Endi (5)—(7) Koshi masalasi yechimining mavjudlgini asos-
laymiz. Oldingi paragrafda berilgan tenglamaning koeflitsiyentlari,
berilgan 7 va v funksiyalar ma’lum shartlarni qanoatlantirganda
Koshi masalasi yechimining yagonaligi va mavjudligini isbot gilingan
edi. (19) formula bilan aniglangan u(zo, yo) funksiya (6) tenglamani va
(7) shartlarni qanoatlantirishini bevosita tekshirib ishonch hosil qilish
mumkin. Demak, (19) formula bilan aniqlangan u(zo, o) funksiya A
sohada (6) tenglamaning yechimi ekanligidan R(z,y;zo,yo) Riman
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funksiyasi ikkinchi juft (zg,yo) argumentlariga nisbatan bir jinsli (6)
tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni

Agar R*(x,y;zo,yo0) funksiya L*v = 0 qo‘shma tenglamaning
Riman funksiyasi bo‘lsa, u holda

R*(z,y; %o, 40) = R(xo,y0; Z,y)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa (20) tenglikning o‘rinli ekanligi
kelib chigadi.

Demak, L operatorning R(z,y;zo,yo) Riman funksiyasida
(z,y) argumentni (zo,y0) ga almashtirilsa, u holda qo‘shma L*
operatorning Riman funksiyasi hosil bo‘ladi.

Agar L = L* bo‘lsa, u holda R*(z,y; zo, yo) Riman funksiyasi
(z,y) va (zo,y0) argumentlarg: nisbatan simmetrik, ya’ni

R(z,y; 20, 390) = R(0,Y0; 7, )

funksiya bo‘ladi.

Shunday qilib, quyidag! teoremaning o‘rinli ekanligi isbotlandi:

- 1-TEOREMA. Agar v(z) € C'za,ys], ¥Y(z) > 0, afz,y),

bz,y), c(z,y), a(z,y), by(z,y), f(z,y) € C(A) va 7(z) €
Cllza, zg], v(z) € Cu:a,zB] bolsa, u holda (5)—(7) Koshi
masalasining yagona yechiini mavjud bo‘ladi va (19) formula bilan
aniglanadi.

Bu teoremaning beatafsil isboti [10] va {13] darsliklarda
keltirilgan.

GURSA MASALASI. To‘rtburchakli G sohada

L[u] = Ugy + a(x, y)um‘ + b(ﬂ?, y)uy + c(m,y)u = f(.’l, y)» (6>
tenglamaning quyidagi
U(w,y)IAD = U|y=yp = (Pl(.T), z4 <z < zp, (21)

Wz, Y)|pB == Ule=zp = 2(y), yp <y <ys, (22)
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chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y) yechimini toping. Bu
yerda 1(z) va pa(y) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar va bu
funksiyalar uchun 1 (zp) = @2(yp) tenglik o‘rinli.

y »

______ C B

6
V0 fremmmeducanas Q
YD pm=n- & P v D
: 1 :
0 W X %D x
14 — shakl.

Shuni ta’kidlash muhimki, xuddi Koshi masalasidagi kabi
chizigli giperbolik tenglama uchun Gursa masalasi yechimining
integral ifodasini Riman funksiyasi orqali topish mumkin.

Buning uchun G sohada fiksirlangan My = (%o,%0) nuqtadan
(6) tenglamaning = = xg va y = yo xarakteristikalarni o‘tkazamiz.
Ularning AD va BD xarakteristikalar bilan kesishgan nuqtasi P va.
Q bo'lsin. '

Endi (4) formulada u(z,y) funksiyani Gursa masalasining
yechimi, v(z,y) ni esa (6) tenglamaning R(z,y;Zo,Yo) Riman '
funksiyasi deb, hosil bo‘lgan ayniyatni M PDQ to‘rtburchakli sohada
integrallaymiz. Natijada quyidagi

u(wo, yo) = u(PYu(P) + U(Q)(Q) — w(D)v(D)+

Tp Yo

+ f 1(2)(Re — bR)lymyods — / 2(4)(Ry — aR) omaydy—
" o Yo yD
- / / f(z,4)R(z, y; 70, v0)dzdy, (23)
Tp YD

www.ziyouz.com kutubxonasi



142 III bob.  Giperbolik tipdagi tenglamalar

Gursa masalasi yechimining integral ifodasini olamlz
2-TEOREMA. Agar

a(z,y), b(z,y), c(@,y), as(z,9), by(z,y), f(z,y) € C(B)

p1(z) € Cl{za, zp), v2(y) € C'lyp,ys] va ¢1(zp) = w2(yp)

bo‘lsa, u holda (6), (21), (22) Gursa masalasining yagona yechimi
mavjud bo‘ladi va (23) formula bilan aniglanadi.

14-§. Telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasi

O‘tkazgichdan elektr toki o‘tganda uning atrofida elektromagnit
maydoni hosil bo‘ladi. Bu maydon o‘tkazgichdagi tok kuchi va
kuchlanishni o‘zgartiradi va bu o‘zgarish o‘tkazgichda tebranish
jarayonini keltirib chigaradi. Bunday tebranma jarayonlarni ifodalov-
chi tenglama matematik fizikada telegraf tenglamasi deb yuritiladi.

Biz ushbu paragrafda telegraf tenglamasini keltirib chigarish va,
shu tenglama uchun Koshi masalasini o‘rganamiz.

1. TELEGRAF TENGLAMASINI KELTIRIB CHIQARISH.

Uzunligi [ bo‘lgan o‘tkazgichni Oz o‘qi bo‘ylab, koordinata
boshiga o‘tkazgichning bir uchini joylashtiraylik. O‘tkazgichdan o‘ta-
yotgan elektr okimi Oz o‘kining musbat yo‘nalishi bilan bir xil
yomalgan bo‘lsin. O‘tkazgichning biror nugtasidagi ¢ tok kuchi va v
kuchlanishi z abssissa va t vaqtning funksiyasi bo‘ladi. Tok kuchi
i va uning v kuchlanishi biror birinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglama bilan o‘zaro bog‘liq bo‘ladi. O‘tkazgichning birlik
uzunligiga mos keluvchi qarshilik R, elektr sigimi C, o'z induksiya.
koeflitsiyenti L va tokning isrof bo‘lish koeffitsiyenti G o‘zgarmas
bo‘lsin. O‘tkazgichning ixtiyoriy = z1 va = = z nuqtalar orasidagi
gismini qaraymiz. Bu gismga Om gonunini go‘llaymiz. Natijada

v(z1,t) — v(z2,1) R/z(x t) dm-}—L/ 9z, ) t z, (1)
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ikkinchidan esa,
7 ov(z, 1)
v(zy,t) — v(x2,t) = — / —%E—’-—-dm

z1

bo‘ladi. U holda yuqoridagi tengliklardan

r2
dv(z, t) di(z,t) , _
/( e +L 5 + Ri(z,t) |de =0

z1

ifoda kelib chiqadi. Bundan esa z1 va z nuqtalarning ixtiyoriy ekan-
ligidan v(z,t) va i(z,t) funksiyalarga nisbatan

Ov(z,t) di(z,t) ,
L t)y =0, 2
e + 50 + Ri(z,t) (2)
tenglamani olamiz.
Bir tomondan, birlik vaqt davomida o‘tkazgichning [z, z2] qis-
midan o‘tayotgan elektr miqdori ’

z'(a:l,t) - i(l‘z,t) = - / az(a:: t) dCL‘, (3)

ga teng bo‘ladi. Ikkinchi tomondan esa, birlik vagtda o‘tkazgichning
belgilangan qismidan o‘tayotgan elektr miqgdori o‘tkazgichning shu
gismni zaryadlashga ketgan va isrof bo‘lgan elektr migdorining yi-
g‘indisiga teng, ya'ni

2 xo
i(e1,0) ~ilen ) =C [ 20l rc e @
Ty x]

bo‘ladi. U holda (3) va (4) formulalardan

/<8i(x, t) LC du(z, ) + Gi(m,y)) dz = 0.

oz ot

Z1
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kelib chiqadi. Bundan esa ushbu

di(z,t) ov(z,t)
T

tenglamani olamiz. v
Keltirib chiqarilgan (2) tenglamani z bo‘yicha, (5) tenglamani
' 0%i(x, t)
Ozt
hosilani ayiramiz, natijada w(z,t) kuchlanishga nisbatan ikkinchi
tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli ushbu

+ Gi(a:,y) =0, (5)

esa ¢ bo‘yicha differensiallab, hosil bo‘lgan ifodalardan

v 2%v
A T

tenglamaga ega bo‘lamiz.
Xuddi shu usul bilan i(z, t) tok kuchiga nisbatan quyidagi

+ (RC+GL)‘—;§ +GRu,

8%i 9%i di .
W——LC@‘*‘(RC%‘GL)&%‘GR@,
tenglamani keltirib chiqarish mumkin.
Shunday qilib, o‘tkazgichdagi v kuchlanish va i tok kuchi bir xil
P =a 62w-+—2b ow
az2 = a2 T 5y

differensial tenglamani qanoatlantirishi kelib chigdi.

Bu yerda ap = LC, 2bg = RC + GL, ¢y = GR.

Agar (6) tenglamada quyidagicha yangi u(z,t) noma’lum
funksiya

+ cow, (6)

b
t=+/apv, w=exp{—-\/—2__(;y}u

kiritsak, u holda bu tenglama soddarog

W—W—F/\ u =0, /\—T,

ko‘rinishga keladi.
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Demak, o‘tkazgichdan o‘tayotgan 4 tok kuchi va v kuchlanishini
ganoatlantiruvchi (6) tenglama telegraf tenglamasi deyiladi.

IzoH. Shuni ta’kidlash lozimki, telegraf tenglamasi uchun bosh~ -
lang‘ich—chegaraviy masalalar va siljishli masalalarning korrektligi
[21] gollanmada A. Q. O‘rinov tomonidan batafsil o‘rganilgan. Biz bu
yerda yuqoridagi qo‘llanmadan foydalanib, telegraf tenglamasi uchun
Koshi masalasini keltiramiz.

‘2. TELEGRAF TENGLAMASI UCHUN Kosm MASALASI.

O‘tkazgichdagi elektr tebranishlarini ifodalovchi ushbu

Lu = Uy — Uy +cu =0, (D

telegraf tenglamasini qaraylik.
Bu yerda ¢ = const # 0, u(z,y) esa tok kuchi.

(7) tenglamaning AC : z +y =0, BC : z — y = | xarakteris-
tikalari va y = 0 o‘qdagi AB kesma bilan chegaralangan (xarakteristik
uchburchak) soha D bo‘lsin. Telegraf tenglamasi uchun D sohada
Koshi masalasini qo‘yamiz.

y A ]

v

C:.
15 — shakl.

KOSHI MASALASL. (7) telegraf tenglamasining yopiq D sohada
aniqlangan uzluksiz va quyidagi

u(z,y) € C(D)yNC (DU AB)YNC*D); (8)
"(m,y)|y=0 = U((IZ,O) = T(.’L’), 0<z< la (9)
Uy (Z, Y)ly=0 = uy(z,0) = v(z), 0<z <, (10)
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shartlarni gancatlantiruvchi w(x,y) yechimini toping. Bu yerda 7(x)
va v(z) yetarlicha sillig berilgan fanksiyalar.

Endi 2Oy tekisligida £ = 2.+ y, n = z — y xarakteristik
o'zgaruvchilarga o‘tamiz. U holda (7) tenglama

Louz-ugn-'l—gu:O, o (11)

ko‘rinishga keladi. D xarakteristik uchburchak esa uchlari Ao(0,0),
Bo(l,1), Co(0,1), nuqtalarda bo‘lgan A = {(£,7) : 0 < £ < 5 < [}
uchburchakli sohaga o‘tadi, bu yerda My = (&,70), P = (£0,%0),
Q= (7707 nO)

U holda (7)—(10) Koshi masalasi quyidagicha qo‘yiladi:

KosHI' MASALASI. (11) tenglamaning yopiq A sohada
aniglangan va, '

w(6,n) € CEYNCHAU ApBo) NC2(A);  (12)

'U(.’E,y)ly:o = u(&, 77)|n=£ = u(&)é) = T(&)a 0<¢< l) (13)

uy(xay)|y=0 = ('U,g - un)ln‘—f = V(£)7 0< § <1, (14)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(€,7) yechimini toping.

y & '
. / y=X
Cg B, ¥
, &
XD p oo oo »gP' 5
H H .
Al x Yo b4

16 — shakl.
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RIMAN FUNKSIYASINI QURISH.
Kanonik shakldagi (11) tenglamaning lean funksiyasini

u=1v(2) = 'v(\/¢(€ ~&o)(mo — 77))., o < €,m < o, (15)

ko‘rinishda izlaymiz. (15) funksiyadan kerakli tartibdagi hosilalarni
hisoblaymiz: a

ug =v'(2)zg; ugy = v (2)zgzy + V' (2)2¢n,
-~ (o —m) _ -8 _c

o e = —7v(2)
"= T, T T gy 0 P T Ty Me T TV
Endi (15) funksiyani va olingan hosilalarni (11) tenglamaga qo‘yib,
quyidagi S _
v'(2)+ ~0'(2) +0(2) =0, (16)

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. (16) tenglamaning xususiy
yechimi maxsus funksiyalar nazariyasida

2 P 28

he)=1l-G+g e Gaer "

nolinchi tartibli Bessel funksiyasi orqah ifodalanadi. Bundan (16)
tenglamaning xususiy yechimi

v=1Iz) = Io(\/C@ —&o)(mo - 77)>’

ekanligi kelib chigadi.
Demak, (11) tenglama uchun Riman funksiyasi

R(¢,m;€0,m0) = Io(\/c(§ —&o0)(no — 77)), (17)
ho'lar ckan.

Shunday qilib, (17) formula bilan aniqlangan Riman funksiyasi
quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

1) Log,R(€,m5€0,m0) = 05 Ligyn, R(E M3 60,m0) = 05
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2) (2@_53) _OR| - =11(z)f@_0_'_77_) =0
86 =ng 8£ =710 2z =10

3) (gj—{-—aR) = % =11(z)3(§’;‘f-)l' =0
on et M le=to 22 le=gg

hamda £ = & va 1 = 1o bo‘lganda .-

R(ﬁoaﬂo; £o,m0) = Ip(0) =1

bo‘ladi. »
Demak, (17) formula bilan aniglangan R(€,7;&,m0) funksiya
(11) tenglama uchun Riman funksiyasi bo‘ladi.

KOSHI -MASALASI YECHIMINI QURISH. Buning uchun oldingi
paragrafda topilgan (19) Riman formulasidan foydalanamiz. 12—
paragrafdagi (6) tenglamada a(z,y) = 0, b(z,y) = 0, c(z,y) =
const, f(z,y) = 0 bo'lsa, telegraf tenglamasi hosil bo‘ladi. Telegraf
tenglamasi uchun Koshi masalasining qofyilishida AB egri chizig

= 7 tenglama bilan ifodalanadi. Xarakteristikalarning bu to‘g‘ri
chiziq bilan kesishgan P, Q nugtalarining koordinatalari P = (&g, &),
Q = (no,m0) bo'ladi. U holda 12-§ dagi (19) Riman formulasiga
asosan quyidagi

u(&o,m) = %u(ﬁo,EO)R(Soafo; £0,7m0) + %u(ﬂo,no)R('no,no;50,770))-4-

10
+% / [u(Re — Ry) — R(ug — uy))lp=edt, (18)
o

ifodani olamiz. Boshlang‘ich shartlarga asosan u(¢,§) = 7(£), (ug —
UnHly=¢ = v(€) ekanligidan

- R(no,m0;&0,m0) = 1o(0) =1,  R(o,%0;0,m0) = Lo(0) = 1;
R(&,&; €0,m0) = To(v/c(€ — wio) (o — £)) = To(20);

dR 8R el =m0) o elbo—€)
(—55 - 5;) == {Io(z)“—z‘:z—o‘ - Io(z)——ﬂz—z-—]

n=£

n=¢
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_ elm &) Ii(2) _ el ~ é0)
2 20 o 2

I1(20);

bo‘ladi. Bu yerda T1(z) = —Ilz—(az-z, 20-= 2lnp=g = /(€ — &o(n0 — £))-

U holda (18) formula quyidagi

( o :
o, mo) = VLT A 2 80) o7 (/o Ea) oo — D1k~
o

2
o
—3 [ 1O Toly/lE = &) lm — Elee, (19)
éo

ko‘rinishga keladi.

‘Demak, telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi
(19) formula orqali ifodalanadi.

IzoH. Riman funksiyasi ! egri chizigning ko‘rinishiga va bosh-
lang'ich shartlarning berilishiga bog‘liq emas.

4-MASALA. Giperbolik tipdagi

T Ugz — Y2 uyy = 0, ' (20)
tenglamaning

w(z,1) = fi(z), uy(z,1) = fa(z) (21)
shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimini Riman usuli bilan

toping.
YECHISH. Berilgan tenglama

Y
- =2 22
=y, =" (22)
almashtirish yordamida
Uge — —}—u =0 (23)
26"
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kanonik ko‘rinishga keladi: y=1 to‘g'ri chiziq tenglamasi yangi &, n
o‘zgaruvchilarda £n = 1 ko‘rinishda yoziladi. (22) tengliklarga asosan

T = %, y=1+En
ekanligidan
én=1 én=1 &n=1 £€n=1

tengliklarni hosil gilamiz.
Bu tengliklardan (21) boshlang'ich shartlarni e'tiborga olib,

o 1.
5| = 5hO+ 5006 @
én=1 '
0 2,
5 =-Sh©+ine, )
En=1
U lgn=1= 1, (26)

ifodalarga ega bo‘lamiz. :
12-§ da keltirilgan (19) formulada integrallash tartibini

o‘zgartirib, @ = 0, 2b = —-é—é, f = 0 desak, masalaning yechimi
quyidagi '

u(fO, 770) = ';‘ [(uv)p + (uv)Q} +

P .
1 du v w Ou v
Q
ko‘rinishda yoziladi. :
Endi v(¢,n; €,7m0) Riman funksiyasini tuzamiz. Buning uchun
1
Vg -+ %vn =0 (28)
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tenglamaning

v(ﬁ,ﬂﬂ; 50#70) = \/Eg; 0(50;7'70'; 50,770) =1 - (29)

shartlarni qanoatlantlruvchl yechimini toplsh Zarur.
Bevosita tekshlrlsh bilan

'l)(i: n;€07 770) = @a | ' (30)

funksiya (28)—(29) masalaning yechimi bo‘lishiga ishonch hosil gilish
mumnokin.

(24)—(26) tengliklardan va (30) Riman funksiyasidan
foydalanib, '

uw(P)= fi(é), w@Q)=h (-1—),
]
1
v(P) = U(ﬁo, 2—;50,77()) =1;
0

v(Q) = v (771—0,770;507770> = v/ &o"o

ekanligini inobatga olsak, masala yechimi uchun

u(€o,70) = %fl(ﬁo) + Ezonoﬁ (—1—>+
o
\/_ f 3 \/— f £
2 513(/2) dg - §13(/2) dg’ (31)
&o &o

formulaga ega bo‘lamiz.
Bu yerda eski z, y o‘zgaruvchilarga qaytlb (21)-(22)
masalaning yechimi

u(z,y) = éfl(xy) + %fl (%)-i—
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:c/'y' v x(y K
W[ HE) e VI [ 5O

4 | e 5 g3z " ‘5
, zy zy
ko‘rinishda topiladi.
-5-MASALA. Tor tebranish tenglamasining
Ui = aPUgy, @ =const, —o00< T < +oo;if t>0,

w(e,0) = (@), wl(,0)=9(@), -0 << +oo,

shartlarni qanoatlahtimvchi regulyar yechimini toping.
YECHISH. Berilgan tenglamaning xarakteristikalari

z—at=c;, x+al=cy,

bo‘lgani uchun .
E=x—at, n=ux+at,

almashtirish (33) tenglamani

kanonik ko‘rinishga keladi.

(32)

(33)

(34)

(35)

Berilgan masalada { chiziq ¢t = 0, ya’'ni oz o‘qidan iborat. t =0

da &£ =z, n = £ bo‘lganligi uchun

—) (f{g - -‘3%) 1

= —E'%D(E)
n=¢

bo‘ladi.
(33) tenglama uchun Riman funksiyasi

Vgy =0

tenglamaning
Vemgo =1, Ulp=no =1

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan iborat.

www.ziyouz.com kutubxonasi

(36)



14-§. Telegraf tenglamasi ... ' 153

a(z,y) =0, b(z,y) = 0 bo‘lgani uchun Riman funksiyasi

- v(€,m;€0,m0) =1

bo‘ladi.
" Yuqorida 12-§da keltirilgan (19) lean formulasi va (36) shart-
larga asosan hamda

10u . 10w,
—}25;7'a "58—6’ f"“oa

ekanligidan masalaning yechimi
+
w(Eo, mo) = (&) +¢m) | / b(2)dz,

ko‘rinishda hosil bo‘ladi.

Bu yerda & = z — at, ng = « -+ at tengliklarga asosan eski z va
t o‘zgaruvchilarga qaytilsa, (33)—(34) Koshi masalasining D’alamber
usuli bilan topilgan yechimi

¢ 1 z+tat
u(z,t) = ple - at) —;—go(x + at) + 5 / Y(z)dz

z—ai

kelib chiqadi.
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Nazorat uchun savollar

1. Tor tebranish tenglama,s1 uchun Koshi masa1351 qanday
qo‘yiladi? Bu masala korrekt bo‘ladimi?

' 2. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi qganday
jarayonni ifodalaydi?

3. - Yechimning berilganlarga wuzluksiz bog* hqhglm qganday
tushunasiz va yechimning turg‘unligi nima degani?

4. D'alamber formulasi tor tebranish tenglamasi uchun Koshi
masalasining yechimi bo‘lishi uchun cpo(:c) va @1{z) funksiyalar
ganday shartlarni qanoatlantiradi?

5. Giperbolik tipdagi tenglama uchun asosiy chegaravxy
masalalar ganday qo‘yiladi? -

6. Chegaraviy shartlar necha xil bo‘ladi?

7. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshl—Gursa masalasi
qanday qo‘yiladi?

8. Giperbolik tenglama uchun Darbu masalasi qanday qo‘yiladi?

9. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalalar qanday
qo‘yiladi?

10. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash ma,sala yechlmlmng
yagonaligi qanday isbotlanadi?

11. Aralash masala yechimining mavjudligini isbotlash
sxemasini izohlab bering.

- 12. Agar @o(z) = 0 bo‘lsa, u holda Fur’e a;, koeffisienti haqlda
nima, deyish mumkin?

13. Fur’e usuli qanday masalalarni yechishda qo‘llaniladi?

14. Chizigli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun wmumlashgan
Koshi masalasi ganday qo'yiladi?

15. Chizigli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun umumlashgan
Gursa masalasi ganday go‘yiladi?

16. Qo‘shma operator deganda nimani tushunasiz?

17. Qanday funksiyaga Riman funksiyasi deyiladi?

18. Riman funksiyasi qanday shartlarni qanoatlantiradi?

19. Riman funksiyasining asosiy xossalarini ayting.
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3.1. Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimini toping.

1) 4xuzy — yuyy + 3uy = 0.

Mustagil yechish uchun misol va masalalar

2) 2y, — 22 thzy + yZUyy + 2ugy + yuy = 0.

' 3)  3zugy — Yuyy — 2uy = 0.

4)  Upy — 2COS TUgy + cos? TUyy — 2uy + (2cosz + sin z)uy = 0.

5) Uy

2 2

z Y

6) gy — 4uxyv Uy — 2ug + Uy = 0.

7 ug

. sinz ~
8)  SinYugy + Uyy + (—y—— - ctgy) uy = 0.

3.2. Quyidagi Koshi masalalarini yeching.

1)
2)
3)
4)

5)

xz 6u;1)y + Buyy + Ug — 2'Uny = 0.

Ugy =3, u(Z,Y) |y=c=sinz, uy(z,y) |y=z= cosz.
Uy =0, u(z,2?) =0, uy(z,2%)= Vi), ez < 1.

qu + —u Uy + -z
T 'y ZY yz Yy T x y3

2

3 _
uy —z° = 0.

Uy + Uy = 0, U(.’L‘, .’17) = §in x, ux(a:,x) = 1.

Ugz + 2Ugy — Sty = 0,

u{z,0) =0, uy(z,0)=z.

42Uze — Ylhyy + Uy = 0,

u(z,1) =22 +1, uy(z,1)=4
ITUgr — YUay + 4ty =0,

u(l,y) =1+9%, us(ly)=o*
3TUzy — 2YUyy + 2uy = 0,

u(z,1) = 3z%,  u,(z,1) =4~ z°.
Pug — 22 Ugg = 0,

w(e,1) = 293, (e, 1) = vz
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u(l,y) =0, us(l,y) =1
10)  ug = ugs + azt,
u(@,0) ==z, u(x,0) =sinz.

3.3. Uzunligi { = 1 bo‘lgan uchlari mahkamlangan boshlang‘ich
holati ¢(z) = Asinnzmz va boshlang'ich tezligi ¥(z) = 0 bo‘lg‘an '
torning tebranishi hagidagi masalani yeching.

3.4. Uzunligi [ = 1 bo‘lgan uchlari mahkamlangan boshlang’ 1ch
holati ¢(z) = z{1—z) va boshlang‘ich tezligi ¥(z) = 0 bo‘lgan torning
tebranishi haqidagi masalani yeching.

3.5. Uzunligi [ = 1 bo‘lgan uchlari mahkamlangan boshlang‘ich
holati ¢(z) = 0 va boshlang‘ich tezligi ¥(z) = ap bo‘lgan torning
tebranishi haqgidagi masalani yeching.

3.6. Uzunligi ! bo‘lgan uchlari ma,hkaml‘angan boshlang‘ich
holati ¢(z) = 0 va boshlang‘ich tezligi () = sin %Elf bo‘lgan torning
tebranishi haqidagi masalam yeching.

3.7. Chekli D = {(z,t) : 0 <z <, t >0} sohada Ut = a%Ugy
tenglamaning u(0, ) = uz(l,t) = 0 chegaraviy va

i
ur(x,0) = cos — 5%
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini toping.
3.8. Ushbu uy = a®uzy + f (2, t) tenglamaning D = {(2,t): 0 <
<1, t > 0} sohada kuyidagi

om
u(z,0) = sin — T

u(0,t) =0, wuy(l,t)+hu{l,t)=0, h>0

chegaraviy va
’LL(.’JC,O) = 90(3;)’ ut(mv 0) =

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini toping.
3.9. Ushbu uy = a?ug,+ f(x,t) tenglamaning D = {(z,t): 0 <
x <1, t > 0} sohada quyidagi

w(0,8) =0, u(l,t)=0
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chegaraviy va

;afc+a, us(2,0) = 0

u(z,0) =

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(z,t) yechimini toping.
3.10. Ushbu gy —us+Au = 0 tenglamaning Riman funksiyasi

v(&,m;€,m) = Jo (#\/(é - &)(n - m-)), p= =N

ekanligini ko‘rsating.
3.11. Quyidagi Koshi masalalarini lean usuli bilan yeching.

1) ugg = a®ugg + c2u + fz,y), —o0 <z < +o00,quadt> 0.
u(z,0) = p(x), u(x,0) =(x), —oco <z < +o00.

2) uy= QPugy — Fu, —oc0 <z <400, t>0,
u(z,0) = p(z), u(z,0) =1v(x), —oo <z < +o0.

3) U =Upy—Au+1, —oc0o<z<+too, t>0,
u(z,0) =0, u(z,0)=0, —oo<z<+00.

4) Upy+2Up+uy+2u=1, 0<z,y<I;

u, Yloty=1 = T, U(Z,Y)|ary=1 = T.
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IV BOB
PARABOLIK TIPDAGI TENGLAMALAR

Parabolik tipdagi tenglamalar issiglik tarqalishi, diffuziya hodi-
salarini va boshqa ko‘plab fizikaviy jarayonlarni o‘rganishda ko‘p
uchraydi.

Ushbu bobda asosan, parabolik tipdagi tenglamalarning sodda
vakili bo‘lgan

issiglik tarqalish tenglamasi uchun boshlang‘ich—chegaraviy masala-
larning qo‘yilishi va ularning yechish usullari bilan tanishamiz.

15-§. Parabolik tipdagi tenglamalar uchun boshlang‘ich va
chegaraviy shartlar

Issiqlik tarqalish jarayoni sodir bo‘layotgan uzunligi | bo‘lgan
sterjenni qaraylik. Sterjenning o‘qi sifatida Oz abssissa o‘qini olamiz.

Faraz qilaylik, ixtiyoriy vaqtda sterjenning barcha nugtasida bir
xil harorat saglansin. Sterjenning ixtiyoriy x nuqtasining ¢ vaqtdagi
temperaturasini u = u(z,t) deb belgilaylik.

Agar sterjenning issiglik sig‘imi ¢, uning zichligi p, sterjenning
issiglik  o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti % hamda ichki issiglik
manbaining zichligi F bo‘lsa, u holda u(z,t) funksiya quyidagi bir
o‘lchovli

cp

Ou o [ Ou
5—5;(/65;)"‘1‘7’, 0<Il<l, t>0

issiqlik tarqalish tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsatish qiyin emas
(I bob, 3-§).

Umuman olganda, ¢, p, k va F parametrlar z, ¢ va u ning
funksiyasi bo‘ladi. Ko‘plab tadbigiy masalalarda bu funksiyalar
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sterjenda temperaturaning o‘zgarishi bilan juda sekin o‘zgaradi va
¢, p, k funksiyalar t vagtga bog'liq bo‘lmaydi. Shuning uchun ular
fagat z o‘zgaruvchining funksiyasi, F' ni esa z va t ga bog'liq deb .
olish mumkin. .

Agar qaralayotgan [ uzunlikdagi sterjen bir jinsli bo‘lsa, u holda
¢, p, k funksiyalar o‘zgarmasga teng bo‘ladi va yuqoridagi tenglamani

Lu=— —a"— = f(z,t), (1)

ko‘rinishda. yozib olishimiz mumkin. Bu yerda a? = -c-k~, f= CE
Agar sterjenning harorati barcha nugtasida bir xil boﬁmasa,
u holda sterjenda issiqlik oqimi sodir bo‘ladi. Bunda issiqlik
oqimi sterjenning yuqori haroratli nuqtasidan past haroratli nuqt351
tomonga yo‘nalgan bo‘ladi.
Sterjenning = ko‘ndalang kesimi orqali birlik vaqtda Oz o'qi

bo‘ylab o‘tayotgan issiglik miqdori uchun

o(e,8) = k() 240

formula o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda g¢(z,t) funksiya issiglik ogimining
zichligi deyiladi.

Agar sterjenning x nuqtasi orqali (to, to+dt) vaqtda issiglik Oz
o‘qi bo‘ylab tarqalayotgan bo‘lsa, u holda g(z,t) funksiyani (o, to)
nugta atrofida musbat, aks holda manfiy deb olinadi. .

Sterjenda issiqlik tarqalishini to‘la aniqlash wuchun (1)
tenglamaning o‘zi etarli bo‘lmaydi. Buning uchun sterjenning bosh-
lang‘ich temperaturasini va uning uchlaridagi issiglik rejimini bilish
zarur bo‘ladi. :

Faraz qilaylik, ¢t = 0 vaqtda sterjenning z nuqtasidagi harorati
¢(z) bo'lsin. U holda

uz,0) =p(z), O<z<l (2)

boshlang'ich shart beriladi.
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Sterjenning x = 0 va x = [ chetlarida uning harorati yoki
issiglik ogimining zichligi ma’lum bo‘lishi yoki atrof-muhit bilan issig-

- lik almashinish shartlarini berish mumkin.

Agar sterjenning z = 0 uchida p;(f) temperatura va x = |
uchida issiglik ogimining zichligi v;(¢) ma’tum bo‘lsa, u holda

w00 =), -k 28—y ®

chegaraviy shartlar beriladi.

Agar sterjenning x = 0 va z = | uchlarida issiglik ckimining

zichligi nolga teng bo‘lsa, u holda sterjenning wuchlari issiglik

o‘tkazmaydigan deyiladi.

Masalan, agar sterjenning z = [ uchi issiglik o‘tkazmaydigan
bo‘lsa, bu holda

' du(l, t)

éx

=0 (4)

chegaraviy shart beriladi.

Agar sterjenmning uchlarida = atrof-muxit bilan issiqlik
almashinishi sodir bo‘layotgan bo‘lsa, u holda birlik vaqtda
sterjenning z kesimidan atrof-muhitga chiqayotgan issiglik miqgdori
sterjenning  temperaturasidan  atrof-muhit  temperaturasining
ayrimasiga proporsional bo‘ladi, ya'ni

q:‘H(u_u’O)>

bu yerda H - issiglik almashinish koeffitsiyenti, u — sterjenning, ug
esa atrof muxitning temperaturasi.

Issiglik ogimi zichligining fizikaviy xossasiga asosan sterjenning
z =0 va z = { uchlarida

60) 2420 _ b0, ) - pa(0) 5
k) 2459 — iy, ) - pagey, 6)

issiglik almashinish shartlarini olamiz.
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Bu yerda Hy va Hj — sterjenning mos ravishda chap va o‘ng
uchlarining issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti, pi(t) va pa(t) mos
ravishda sterjenning uchlari atrofining harorati. -

Yuqoridagi (5)—(6) chegaraviy shartlarni quyidagi

au(oy t) . . _
az - hlu(o’ t) = (t)’ (7)
Au(l,t : :
N O ®
ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu yerda '
Hy _ Hy
hy = (0) >0, he= 70 > 0,

) = g m®, et = gm0

Issiglik tarqalish tenglamasi uchun yuqorida keltirilgan
chegaraviy shartlarni umumiy holda

(20D 4 g0,y = (), >0, ©
oz 6u(l ) + Bou(l,t) = poft), t>0 (10)

yozish mumkin. Bunda o, a2, By va Ba — benlga.n o‘zgarmaslar, ular
uchun ushbu o2 + 8% > 0, of + 7 > 0 tengsizliklar o'rinli, p1(t) va
po(t) berilgan funksiyalar.

Agar a; =0 va 3; # 0 bo‘lsa, u holda (9), (10) shartlar

w(0,t) = m(t), ull,t) = pa(d)
kurinishni oladi va ular birinchi tur chegaraviy shartlar deyiladi.

Agar o; # 0 va B8; = 0 bo‘lsa, u holda (9), (10) shartlar ikkinchi
tur chegaraviy shartlar deyiladi va ular

8u(0,1) _ u(0,8)
e n(t), -5 = va(t)

kurinishda ifodalanadi.
Agar a; # 0 va B; # 0 bo‘lsa, u holda (9), (10) shartlar
uchinchi tur chegaraviy shartlar deyiladi.
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16—§ Issthk tarqalish tenglamasi uchun b1rmch1
chegaraviy masala

"MASALANING QO‘YILISHI. YECHIMNING YAGONALIGI. Berilgan
chekli @ = {(z,t): 0 <z <, 0 <t < T} sohada

_Ou 2.82u _ o
L’u'——g;—a a—ﬁ'_—f(x,t), (1
tenglamaning .
u,t:O = (,O(CB), OS z< l; (2)
boshlang‘ich va
tlg=0 = p1(t), Ula=t =p2(t), 0Zt<T, (3)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan yechimini topish masalasi
birinchi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Bu yerda ! uchi koordinat boshida bo‘lgan sterjenining
uzunligini, 7" esa shu fizik jarayonni o‘rganish gancha vaqt davom
etishini bildiradi, ¢(x), p1(t), pa(t) — berilgan funksiyalar.

Biz izlanayotgan wu(z,t) yechimni Q yopiq sohada uzluksiz
funksiya deb faraz qilamiz va shuning uchun berilgan f(z,t), ¢(z),
p1(t), pa(t) funksiyalarni uzluksizligini va demak,

©(0) = 111(0), (1) = p2(0)

bo'lishini talab gilamiz.

I bobdan ma’lumki, (1)-(3) chegaraviy masala biror qattiq
jismning boshlang‘ich harorati ¢(z), uning chegarasidagi harorati
ma’lum bo‘lsa, bu jismning V¢ € [0,7] vaqtdag1 u(z,t) haroratni
aniqlaydi.

Yugorida qo‘yilgan (1)—(3) masalani yechishda ¢ > 0 bo'lishi
juda muhim, chunki tor tebranish tenglamasidan farqli o‘laroq t
vagtni —t ga almashtirsak, (1) tenglama tubdan o‘zgarib ketadi.
Shuni ta’kidlash muhimki, agar (1) tenglamada t vaqt —t ga
almashtirilsa, qaralayotgan boshlang‘ich—chegaraviy masala umuman
yechimga ega bo‘'lmaydi. Bu fizikaviy jarayonlarga va tenglamani
keltirib chiqarilishiga bevosita bog'liq.
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17 — shakl.

Biz qo‘yilgan (1)—(3) birinchi boshlang‘ich—chegaraviy masalani
to‘liq o‘rganish bilan cheklanamiz. Avval bu masala yechimining
yagona ekanligini ekstremum prinsipi yordamida ko‘rsatamiz va
yechimning turg‘unligini isbotlaymiz. (1)—(3) masala yechimining
mavjudligi esa matematik fizikada keng ko‘llaniladigan usullardan biri
o‘zgaruvchilarni ajratish, Fur’e usuli bilan ko‘rsatamiz.

EKSTREMUM PRINSIPL '

1-TEOREMA. Yopiq @ sohada uzluksiz bo‘lgan va Q soha ichida
bir jinsli

Ug = a'zuz:z: ' (6)

issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini qanoatlantiruvchi u(z,t)
funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga I' chizigda
erishadi.

Bu yerda I' qaralayotgan @ to‘rtburchakning ¢t = 0, z = 0 va
x = [ chiziglar ustida yotgan chegaralarining yig‘indisi.

IsBOT. u(z,t) funksiyaning @Q to‘rtburchakdagi eng katta
qlymati M, ya'ni mgx|u(z,t)| = M va chiziq ustidagi eng katta
giymati esa m, ya’ni mI@x|u(x, t)| = m deb belgilaymiz.

Faraz gilaylik, Q to‘rtburchakda shunday (z*, ¢*) ichki nuqta
topilsinki, bu nuqtada M > m bo‘lsin, bu yerda t* > 0, 0 < z* < 1.
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Quyidagi yordamchi

v(z,t) = u(z,t) + M—m (z — z*)?

412 ,
funksiyani qaraylik. Q to‘rtburchakning asosi t = 0 da, yon tomonlari
z=0vaz=1[da
M-m M 3m

— 4+ — =0M 6 1
1 4 a OM <M, 0<8<
bo‘lishini ko‘rish giyin emas. ’ ,

“Shu bilan birga v(z*,t*) = u(z*,t*) = M. Demak, yordamchi
v(z, t) funksiya ham w(z, t) funksiya kabi o‘zining eng katta qiymatiga
I’ da erishmaydi.

Shunday ekan, v(z,t) funksiya o‘zining eng katta giymatiga.
biror (z1,t1) (0 < 21 <1, 0 < t; < T) nuqtada erishsin.
U holda, matematik analiz kursidan ma’lumki, shu nuqtada

v(z,t) < m -+

2
0 gy 7 S0 va — 6 > 0 bo‘ladi.
Agar t; < T bo‘lsa, u holda bu nuqgtada -g—- = 0 bo‘ladi.
i1
Agar t; = T bo‘lganda esa, 88 2 0 munosabat o‘rinli bo‘ladi.

Demak, (z1,t1) nuqtada

tengsizlik bajariladi.
Ikkinchi tomondan esa
M —-m M—-m
Vt — 6% ez = Ut — @ PUgy — B = o < 0
bo'lishi kerak. Bu esa (7) tengsizlikka zid.

Demak, M > m bo‘ladigan nuqta topilsin, degan farazimiz
noto'g'ri ekan. Ekstremum prinsipini eng katta qiymat uchun
isbotlandi. Eng kichik qiymat uchun ham ekstremum prinsipi xuddi
shunday isbotlanadi.
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1-xULOSA. Agar u(x,?) funksiya issiqlik targalish tenglamasi-
ning yechimi bolib, yopiq @ sohada eng katta (eng lehlk) qiymatiga
ega bo'lsa, u holda bu funksiya Q sohada o‘zgarmasdir.

IsBOT. Faraz qilaylik, V (z,t) € Q da u(z,t) # 0 bo‘lsin. U hol-
da ekstremum prinsipiga asosan u(z,t) funksiya V (z,t) € Q sohada
o‘zining eng katta (eng kichik) qumatlga ' chegarada. erishadi. Bu
esa shartga zid.

2-XULOSA. Agar u(z,t) funkSIya 1ss1qhk tarqalish tenglama31-
ning yechimi bo‘lsa, u holda V (z,t) € Q uchun quyidagi tengsizliklar
o‘rinli:

1) m%nu(a:, t) <ufz,t) < mngu(m,t);

2) |u(e,t)] < max|u(z,t)].

3-XULOSA. Faraz qilaylik u(z, t) funksiya issiglik tarqalish teng-
lamasining yechimi bo‘lsin. Agar V(z,t) € T' uchun u(z,t) > 0(< 0)
bo'lsa, u holda u(z,t) > 0(< 0), ¥ (z,t) € @ bo'ladi. :

Ekstremum prinsipidan foydalanib, (1)—~(3) birinchi chegaraviy
masala yechimining yagonaligi va turg‘unligini isbot gilaylik. '

2-TEOREMA. Agar issiglik tarqalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning yechimi mavjud bo‘lsa, u holda bu yechim
yagona bo‘ladi.

IsBoT. Hagiqatan ham, agar qaralayotgan masala bir xil bosh-
lang‘ich va chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi ikkita
uy(z,t) va ug(z,t) yechimlarga ega bo'lsa, ularning ayirmasi u(z,t) =
uy(z,t) — ug(z,t) bir jinsli (6) issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini
hamda bir jinsli boshlang‘ich

u($> O) = ul(w’o) - 'UQ(IL',O) = (p(:L’) - ()0(1") =0,

va
w(0,1) = u1(0,t) — up(0,t) = p1(t) — pa(t) =0,
u(l>t) = ul(lat) - U2(l,t) = “2(t) - /u?(t) =0,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. U holda ekstremum prinsipiga
ko‘ra minu(z,t) va maxu(z,t) Q sohaning I' chegarasida erishadi.
Q Q
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Bll‘ jinsli shartlarga asosan Q sohaning chegarasida u(z,t) funksiya
nolga teng. Demak V(z,t) € @ uchun u(z,t) = 0 bo'ladi. Bundan'
u1(z,t) = ug(z, t) ekanligi kelib chiqadi.

3—-TEOREMA. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning yechimi f(x,t), ¢(z), pi(t) va pa(t) funksi-
valarga uzluksiz bog'liq bo‘ladi. '

IsBOT. Faraz qilaylik, u;(z,t) funksiya (1)~(3) birinchi chega--
raviy masalaning f(z,t), o(z), pi(t) va py(t) funksiyalarga bog'liq
bo‘lgan yechimi, ug(x,t) funksiya esa f*(z,t), p*(z), ui(t) va ps(t)
funksiyalarga bog'liq bo‘lgan yechimi bo‘lsin. Berilgan funksiyalar
uchun

1/, t) = f*(z,t)] <& VY(z,t)€Q;
lo(z) — " (@) <e, 0<z<Y
i) —pi®) <e, i=1,2, 0<t<T;

tengsizliklar bajarilsin. U holda V(z,t) € @ uchun ekstremum
prinsipidan kelib chiqqan 2—xulosaga ko‘ra

tu (z,t) — ua{z, t)] Smlgx[ul(x,t) —ug(z, t)| =

=max{max|f(z,t) - (=, 1),
Q

max lo(z) — ¢*(z)], X, |pa(t) — w3 (D1}

bo‘ladi. Bundan Q sohada |u;(z,t) — ug(z, t)| < & tengsizlikni olamiz.
Bu tengsizlik (1)—(3) masala yechimining turg‘un ekanligini bildiradi.

17-§. Birinchi chegaraviy masala yechimining mavjudligi

Cekli sterjenda issiglik tarqalish tenglamasi uchun qo‘yilgan
(1)—(3) chegaraviy masala yechimining mavjudligini o‘zgaruvchilarni
ajratish usuli, ya'ni Fur’e usuli bilan isbotlaymiz.

CHETLARI O’ZGARMAS HARORATDA BO’LGAN STERJENDA
ISSIQLIK TARQALISHI. Bu yerda biz @ sohada bir jinsli

us = a?ugy (8)
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issiqlik tarqgalish tenglamasining
| demo = plz),  0<w<l ©
boshlang‘ich va ‘ |
o= (), e =), 0SEST,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi «(z,t) yechimini toping.
Bunda ¢(z), pi(t) va pa(t) — berilgan yetarlicha silliq
funksiyalar. ' v '
Biz izlanayotgan wu(z,t) yechimni @ yopiq sohada uzluksiz
funksiya, deb faraz qilamiz va shuning uchun berilgan @(z), p1(t),
pa(t) funksiyalar uzluksiz va bular uchun

@(0) = 11(0), () = p2(0)

tengliklar o‘rinli bo‘lsin.
Biz ushbu bosgichda qo‘yilgan masalaning yechimini chegaxawy
shartlar bir jinsli p;(t) = pe(t) = 0, ya'ni

U|z=0 = 0, Up=g = 0, 0<t<T. (10)

bo‘lgan holda isbotlaymiz.

Qaralayotgan (8)—(10) masala bir jinsli sterjenda issiglik
tarqalish jarayonining matematik modeli bolib, sterjenning uchlari
doim nol darajadagi haroratni saqlaydi.

Bu masalani yechish uchun Fur’e qatorlari nazariyasiga asoslan-
gan, o‘zgaruvchilarni ajratish usulini qo‘llaymiz. (8) tenglamaning
sohada xususiy yechimlarini

w(z, ) = T(H) X (2) 0, (11)

ko‘rinishda izlaymiz.
Bu ko‘rinishdagi yechimni (8) tenglamaga qo'yib, ushbu tenglik-
larni

X (z)T'(t) = a*T(t) X" ()
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yoki v
T _X'@)
a?T(t)y  X(z) .
hosil qilamiz. Bundan esa quyidagi
T'(t) + a®XT(t) = 0; (12)
X"(z) + AX(z) =0 (13)

chiziqli oddiy differensial tenglamalarga ega bo‘lamiz.

' Berilgan issiglik tarqalish tenglamasining noldan fargli (11)
ko‘rinishdagi u(z,t) yechimini topish uchun (13) oddiy differensial
tenglamaning quyidagi

X(©0)=0, X()=0, (14)

shartlarni qanoatlantiruvchi X (z) yechimini topish zarur. -
Shunday gilib, noma’lum X (z) funksiyani topish uchun quyi-
dagi
X"(x) + XX (z) =0, X0)=0, X() =0, (15)
spektral masalaga ega bo‘ldik. Bu masala chegaralangan bir jinsli

torning ko‘ndalang tebranishi hagidagi masalada o‘rganilgan edik.
Ma'lumki, A parametrning

A= (”T”)z (n=1,2,3,...) (16)

giymatlarida (15) xos qiymatlar va xos funksiyalar hagidagi
masalaning noldan fargli yechimi mavjud va bu yechim

Xn(z) =sin nTﬂx, 17
ko‘rinishda bo‘ladi.
A parametrning A = )\, giymatlariga mos (12) tenglamaning
nan\ 2
~(—)t
Tn(t) = ane ( l ) (18)
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yechimlari mos keladi, a, — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Shunday qilib, quyidagi barcha funksiyalar
‘ nra

Un{(z,t) - Tn(t) Xn(z) = an exp{—~ (-—l—-)2 t} sin %71.1 (19)

qaralayotgan (8) tenglamani va (9) chegaraviy shartlarni qanoatlan-
tiradi. Bu funksiyalardan ushbu S

o0 2
u(z,t) = E p, exp{— (f‘_;[‘_‘) t} sin ? z (20)
n=1 ’

qatorni tuzamii : :
Endi (20) qatorni (9) boshlang‘ich shartni ganoatlantirishini
talab. qilib,

u(z,0) = p(z) = Z G sin 5 . (21)

ifodani olamiz. Hosil qilingan bu (21) 1foda (x) funksiyaning (0,1)
oraligda sinuslar bo‘yicha Fur’e qatoriga yoyilmasi bo‘lib, uning a,
koeflitsientlari

Ay =

NIL\:J

1
/ p(z) sin 2Z—~da: (22)
0

formula, bilan aniglanadi.

Agar o(z) funksiya (0,1) oraliqda uzluksiz va u yerda birinchi
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lib, ¢(0) = ¢(l) = 0 bo'lsa, u
holda (21) qator (0,1) oraliqda ¢(z) funksiyaga absolyut va tekis
yaqinlashadi.

shu bilan birga ixtiyoriy ¢ > 0 da

2
0< exp{— (_71_7;2) t} <1
bo‘lgani uchun (20) gator ham tekis va absolyut yaginlashuvchi
bo‘ladi. Shuning uchun (20) qator bilan aniqlangan u(z,t) funksiya

@ sohada uzluksiz bo'lib, boshlang‘ich va chegaraviy shartlarni
ganoatlantiradi.
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Endi u(z,t) funksiya 0. < = < I, t > 0 sohada (8) issiqlik
tarqalish tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsataylik. Buning uchun
(20) gatorni ¢ bo‘yicha bir marta va x bo‘yicha ikki marta hadma-had
dlfferensm,lla,ymm va quyidagi

ut(:c,vt)=~(g—;r) Zanﬁzexp{ (“’m) lsm . (23)
. ) n=1 .
um,-(xt ( > Zann exp{ (mlra>2t}sin%zx (24)

qatorlarni hosil qilamiz.
Bu qatorlarning hadlari 0 < z <, tg'eqto > 0 sohada

i |an|n? eXp{— (27—;2)2 to} yoki Mi |an|
. : n=1

n=1

vaqginlashuvchi sonli gatorning hadlari bilan chegaralangan va
nwa\2 nwa\ 2
0<(7°) exp{'“ () t°}<1’
0< (2 erpd - (M) 4 <
i) P VA

U holda (23) va (24) qatorlar Veyershtrass alomatiga ko‘ra
t > to > 0 da absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan
esa u(z,t) va ugy,(z,t) funksiyalarning yopiq ¢ > t; > 0 sohada
uzluksiz ekanligi kelib chigadi. ¢5 > 0 ixtiyoriy bo‘lgani uchun u(z, t)
Va Upe(x,t) funksiyalar @ sohada uzluksiz bo‘ladi. (23) va (24)
formulalarni (8) tenglamaga qo‘ysak, (20) formula bilan aniglangan
u(z,t) funksiya @ sohada berilgan tenglamaning yechimi bo‘lishiga
ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib, issiglik tarqalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masala yechimining mavjudligi hagidagi ushbu teorema
isbotlandi.

1-TEOREMA. Agar p(z) € C[0,1] va p(0) = ¢(I) = 0 bo'lsa, u
holda (8)~(10) masalaning yagona yechimi mavjud va bu yechim (20)
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qutor hilan aniglanadi, qatornmg koefﬁtswntla,n esa (22) formula bilan
Innohlanadi.

XULOSA. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
magalaning u(x,t) yechimi @ sohada cheksiz differensiallanuvchi,
yu'ni u(z, t) € CT°(Q) bo'ladi.

CHETK!I NUQTALARI O’ZGARUVCH HARORATDA BO’LGAN
YI'YRIENDA ISSIQLIK TARQALISHI. Endi bir jinsli issiglik tarqalish
tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalada (3) chegaraviy
shartlar bir jinsli bo‘'lmagan xolda yechimining mavjudligini Fur’e
nsulida isbotlaymiz. '

Chekli Q = {(x,t): 0 <z <!, 0 <t <T} sohada bir jinsli

ut = a%Ugy (25)
issiqlik tarqalish tenglamasining
uli=0 = (), 0<z <, (26)
hoshlang‘ich va
Ulg=o = pa(t), Ule=i = p2(t), 0<t<T, @7)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiravchi u{z,t) yechimini topig.
Bu yerda (), ui(t) va po(t) — berilgan etarlicha silliq

funksiyalar.
Oxirgi masalaning yechimini

u(z,t) = f: To.(¢) sin “l—“ z, (28)

n=1

ko‘rinishda izlaymiz. Bunda

Nll\)

!
/ u(z,t) sin = 7 d. (29)
0
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Endi 7,(t) nomalum funksiyani topamiz. Buning uchun (29)
ifodani ikki marta bo‘laklab integrallaymiz. Natijada

. ol
. ) 2 . .
To(t) = 52-7; [u(O, £ - (—1)"u(l,t)] 2 gﬁ- sin 7 5 da.

nzﬂz

o (m t) funksiya (25) tenglamani va (27) chegaraviy shartlarni qano-
atlantirgani uchun oxirgi formulani

. . l
E 2 n 21 % . nm
() = = ) - (-) )] - 2 [T aas (30
. 0

ko‘rinishda yozib olish mumkin. v
(29) ifodani ¢ bo‘yicha differensiallaymiz va

l

dT.(t) 2 [ou nw

di —7/6— SlDTIL'd’.B (31)
0

formulani olamiz. (30) ifodadan

2 j i wds = —(T2) 0,4 25 s (1)
0

topamiz va buni (31) formulaga qo’ysak, T, (t) noma’lum funksiyaga
nisbatan ushbu

2 2
T+ () 70 = o - o]

tenglaméga ega bo‘lamiz.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

To(t) = exp{— (TZ—@) zt}Tn(0)+
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t :
z na e PN
m 0/ { ( ) (t—T)}I:#l(T)—(—'l) #zé )Jd (32) .

ho'ladi. Bu yerda

le

l ,
/ ) sin -—:z:dz (33)
0

Shunday qilib, (25) bir jinsli issiqlik tarqalish tenglamasining
(26) boshlang’ich va (27) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi (28) qator ko’rinishda aniglanadi, bunda Ty, (t) koeffitsiyentlar
(32) va (33) formulalar orqali topiladi.

(28) qatorning yaqinlashishi, uni z o’zgaruvchi bo‘yicha ikki
marta va ¢t bo‘yicha esa bir marta differensiallashdan hosil bo’lgan
(atorlarning yaqinlashishini tekshishini o’quvchilarning o’zlariga -
havola gilamiz.

18-§. Bir jinsli bo’lmagan issiglik tarqalish tenglamasi

Ushbu paragrafda bir jinsli bo’lmagan issiqlik tarqalish
tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalani qaraymiz.
Chekli Q = {(z,t): 0 <z <, 0 <t < T} sohada

vy = a’uzs + f(2, 1), 1)
issiglik tarqalish tenglamasining
uli=0 = ¢(z), 0<z<l, | (2)
hoshlang'ich va,
Uz=o = p1(t), Ulz=t = p2(t), 0<t<T, 3)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini topig.

Bn yerda f(z,t), @(z), pi(t) va pa(t) — berilgan uzluksiz
[unksiyalar.
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Bu masala yechimining yagonaligi 16-§da ekstremum prinsipi
yordamida isbotlangan.

Qaralayotgan (1)—(3) masala yechimining mavjudligini bir jinsli
chegaraviy shartli masalaga keltirib isbotlaymiz.

Buning uchun 1 (t), p2(t) funksiyalarni C1[0, T) smfdan bo’lsin,
deb talab gilamiz. U holda (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi

x
wiz,t) = p1(t) + S [ka2(t) = pa(2)]
yordamchi funksiya kiritamiz, ya’'ni
w(O, t) = /-‘l(t)’ v w(l’t) = /‘2(t)'

Endi (1) tenglamaning (2) boshlang’ich va (3) chegaraviy shart-
larni qanoatlantiruvchi yechimini quyidagi

u(z,t) = v(z, t) + w(z, t), (4)
yig'indi ko'rinishida izlaymiz. Bu yerda v(z,t) yangi noma’lum
funksiya. (2) boshlang’ich va (3) chegaraviy shartlar asosida v(z,t)
funksiyaga nisbatan quyidagi

v(0,1) = u(0,1) — w(0,t) = p1(t) — pa(t) = 0;
v(l,t) = u(l,t) — w(l,t) = pa(t) — pa(t) = 0;
. X o~
(@, 0) = u(,0) ~ w(2,0) = p(z) - p1(0) + 7{K2(0) ~ m (0)] = &(x)

chegaraviy va boshlang’ich shartlarga ega bo’lamiz. Noma’lum v(z, t)
funksiyaga nisbatan tenglama esa

Vg — @2gg = (U — W)t — AU — W)y =

= Ut — G Uy — (wy — azwm) =

= fe,t) = i (0) = Thalt) = i (8] = (=),

yoki
U = a2y + g(2, t), (5)
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ho'lib, bunda
9@, 1) = f(@,1) — () = Tha(®) = i (0]

Shunday qilib, noma’lum v(z,¢) funksiyani topish uchun
quyidagi masalaga keldik. Bir jinsli bo’lmagan (5) tenglamaning

o = B(2) " (6)
boshlang’ich va bir jinsli
v‘x:O = 0, le:l =0 (7)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi v(z,t) yechimi topilsin. Bu
yerda g(z, t) funksiya uzluksiz va z bo’yicha bo’lakli uzluksiz hosilaga
ega hamda barcha ¢ > 0 lar uchun ¢(0,t) = g(l,t) = 0 bo’lsin, deb
talab qilamiz.

Oxirgi (5)—(7) masalaning yechimini

v(z,t) = vz, t) + vg(x, t)

yig'indi ko’rinishida izlaymiz.

Bu yerda wi(z,t) funksiya bir jinsli issiqlik tarqalish
tenglamasining (6)—(7) shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimi bo’lib, u
avvalgi paragrafda (20) formula bilan, a, Fur’e koeffitsienti esa (22)
formula bilan aniglangan. (22) formulani inobatga olib, {20) gatorni
quyidagi

mra

2 & 3
nm nwx
vi(z,t) TZ/[ SIHTSlnT p(€)dE,
0

n=1

ko’rinishda yozishimiz mumkin.
va(z, t) funksiya esa (5) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich va
(7) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi echimidan iborat, ya’ni

32'03 zd v2
o2 " 9z?

www.ziyouz.com kutubxonasi

+ g(z,t)



176 IV bob.  Parabolik tipdagi tenglamalar

tenglamaning bir jinsli
g va(z,0) =0, ’Uz(O,_t)'= 0, wvw(l,t)=0

boshlang’ich va. chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan

iborat. o
Oxirgi masalaning echimini

va(a, 1) ZTn(t) m@ (8)

ko’rinishida izlaymiz. g(x t) funksiyani sinuslar bo’yicha Fur’e
qatoriga yoylb ushbu

g(z,t) = Zgn(t sm——-—— (9)

n—l
ifodani olamiz. Bu yerda

l
-?—/ (z, t)sm———d:v (10)
0

Endi (8) qatorni (5) tenglamaga qo’yamiz va (9) ifodani hisobga olib,
Vz € (0,1) da o’rinli bo’lgan quyidagi

i [T;;(t) + (271)2 Th(t) - gn(t):l }sin 17;_:1: = 0.

n=1

tenglikni hosil qilamiz. Bundan esa

Tn(t) =9n(t)s (n‘: 172,"')’ (11)

/() + (amr)

l

tenglamalarga ega bo’lamiz.
Endi (8) qatorni (6) bir jinsli boshlang’ich shartga qo’yib

vo(z,0) = ZT(O mnT—az:O

n=1
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ckanligini topamiz, bundan esa T,,(t) funksiyalar uchun

boshlang’ich shartlarni olamiz.
Hosil bo’lgan (11)—(12) ifodalar chiziqgli differensial tenglama
uchun Koshi masalasi bo’lib, uning yechimini topish ortiqcha -
qiyinchilik tug’dirmaydi. O’zgarmasni var1at31ya1ash usuli yordamida
bu masalaning yechimi

gn(7)dr, (13

1=

ko’rinishda bo’lishiga ishonch hosil qilish mumkin.
Topilgan Ty, (t) ifodani (8) formulaga qo’yib, (5)—(7) masalaning
yechimini

t

o nmay?
vo(z, t) = Z I:/ e_( l ) (t—T)gn(T)dT:| sin # (14)

n=1 0

korinishda hosil gilamiz.
Endi gn(t) uchun topilgan (10) ifodadan foydalanib, (14)

formulani quyidagicha
T a>2(t )
-—T
l' ! sin 22 sin mrﬁ} } (& 7)dédr,

w57

yozishimiz mumbkin. :
Yuqorida topilgan v1{x, t) va va(z, t) funksiyalarni hisobga olib,
(5)—(7) masalaning yechimini

n=1

(15)

0 .

n=1
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F 2 — _(@)2@,,) 'mr.c nmé |
+//{723 { m——-l—-sm-l—- }g(&,T)dﬁdT;

1
- / G2, €, 0)p(€)dé + / / G, &t~ 1) g(€, 7)dedr, (16)
0 ,

ko'rinishda topamiz. Bu yerda

5 & <n7ra)2(t ) . ¢
-\ -T
G(m,{;t—*r):TZe l sin—njlr—sin%.

n=1

(16) formuladagi G(z,&;t—7) funk31ya oniy issiqlik manbai yoki
Grin funksiyasi deyiladi.

Endi mavzuga oid bir nechta masala qaraylik.
1-MASALA. Bir jinsli bolmagan ushbu

Ut = a2ux:c + f(xa t)v (17)

issiglik tarqalish tenglamasining D = {(z,t) : 0 < z < [,t > 0}
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi boshlang’ich

u(m,O) = QD(iL‘), 0<z<l, (18)

va chegaraviy
uz(0,8) =0, uy(l,t) +hu(l,t) =0, h>0, (19)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini toping.

Bu masalada garalayotgan sterjenning x = 0 uchida issiglik
oqgimining zichligi nolga teng, ya'ni sterjenning z = 0 uchi issiqlik
o’tkazmaydi. Issiqlik ogimi zichligining xossasiga asosan sterjenning
¢ = [ uchida esa atrof muhit bilan issiglik almashish jarayoni sodir

bo’ladi. Shuning uchun sterjennmg z = [ uchida issiqlik almashish
sharti berilgan.
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YECHISH. Berilgan aralash masala yechimini
u(z,t) = ui(z, t) + ua(z, t)

yig'indi kp’rinishida izlaymiz. Bu yerda ui(z, t) bir jinsliltenglama,ning
(48)—(49) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi, ya'ni
' Ut = azumm, :
ui(z;t) 1 { u(z,0) =p(z), 0<z<], : (20)
uz(0,8) =0, wz(l,t) +hu{l,t)=0, h>0;
ug(z,t) esa (17) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich va chegaraviy
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan iborat, ya’ni
Ut = a'zux:v + f(w’t),
up(z,t): { w(z,0)=0, O0<z<l, (21)
ue(0,8) =0, wugx(l,t) +hu(l,t) =0, h>0;
1%, Avval (20) masalaning yechimini topaylik.
(19) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi bir jinsli issiqlik

tarqalish tenglamasining yechimini u(z,t) = X(x)T'(¢) ko’rinishda
izlaymiz. Bundan X (z) funksiyaga nisbatan ushbu

X' =0, XO+rX({1)=0

chegaraviy shartlarni olamiz. u(z,t) funksiyani bir jinsli tenglamaga
qo’yib, sodda almashtirishlardan so’ng X {(z) funksiyaga nisbatan

X"(2) + A X(z) = 0, o)
X0 =0 XO+hX()=0, h>0
SHturm-Liuvill masalasini, T'(t) funksiyaga nisbatan esa
T'(t) + a>AT(t) =0, >0, (23)

tenglamani olamiz.
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Ma'lumki, A = 0 va A < 0 giymatlarida (22) Shturm—Liuvill
masalasi fagat X(z) = 0 yechimga ega ekanligini ko’rsatish qiyin
emas. ‘

Endi A > 0 bo’lgan holni qaraylik. (22) tenglamaning umumiy
yech1m1 ’

X(x)=¢ cos(\/Xz) + ¢z sin(V/A x) |
ko’ rxmshda bo’ladi. Bundan
X'(z) = —e1VAsin(VAz) + cavVAcos(VA )

tenglikni olamiz. Bir jinsli X' (0) = 0 shartga ko’ra ¢; = 0 va X(z) =
¢1 cos(vAz) bo’ladi. Ikkinchi X (I) + hX(l) = 0 chegaraviy shartga
asosan esa —v/X sin(v/X l)—l—hcos(\/— [) = 0 tenglikni olamiz. Bundan

esa .
VAtg VAl = h . (29

tenglamaga ega bo’lamiz. (24) tenglama cheksiz ko'p A, £ = 1,2,...
- yechimlarga ega ekanligini grafik usulida ko’rsatish mumkin.

Shunday qilib, Ay > 0 qiymatlarda g tg Ayl = h tenglamaning
yechimlari (22) Shturm-Liuvill masalasining xos qiymatlari, ularga
mos xos funksiyalar '

Xi(z) =cos gz, k=1,2,.. (25)
boladi. (23) barcha A = A\, giymatlarida o’rinli bo’ladi, ya’ni
Ty (t) + a®ATi(t) =0, t>0.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi
Ti(t) = agexp{—a?\pt}, >0, (26)
bu yerda ay, — ixtiyoriy o’zgarmaslar.

Endi (20) masalaning echimini u(z,t) = E Xi(x)Tr(t)
ko'rinishda izlaymiz. Yuqorida topilgan (25) va (2 ) fmmulalarga
asosan (20) masalaning yechimi

[ o] o0
r,t) = Z Xi(z)Ti(t) = Z ar, exp{—a® it} COS A, (27)
= k=1
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ko’rinishda aniglanadi. Bu yerda a}c koeffitsiyentlarni topish uchun
(18) boshlang’ich shartdan foydalanamiz va

u(z,0) = p(z) = iak cos ez, (28)
k=1

ifodaga ega bo’lamiz. Bu boshlang’ich shartda qatnashgan ¢(x)
funksiyaning kosinuslar bo’yicha Fur’e qatoriga yoyilmasini beradi.
ar koeffitsiyentlarni qanday bo’lishini aniglash uchun
(28) tenglikning har ikki tomonini cos\pz funksiyaga skalyar
ko’paytiramiz va cheksiz gatorni chekli integralga almashtiramiz.

Natijada-
! : l

ag / cos? /\kmdbs = / @(x) cos® \pzdz
0 0 :
ifodaga ega bo’lamiz. Oxirgi tenglikning chap tomont -

S l
ack./cos2 Apzdr = %k /(1 + cos 2\ x)dz =
0 0

ag 1 . .
— —sin 2\
5 <l+ T sin 2A\;

teng bo’ladi. (24) tenglamadan sodda almashtirishlardan keyin

sin Ay | h cos \x | Ak
kbt = T /——=—, kb= —F/——=
\/ A2+ h? | /A2 + h?

kelib chiqadi. (29) ifodaning o’ng tomonini sin2zx = 2sinzcosz
formuladan foydalanib, soddalashtiramiz

sin(2Axl) I+ sin(Agl) cos(Ael)
X A -

L1 h N o U2 +R)+R
- . = 5 ;
./\k Ai + h2 \//\Izc + h2 /\k + h?

z=t ag 1

=0

[+

=1
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N atijada oy koeffitsiyentlar i;chun

_ _20%+h?)
ap = m (p(il') COS(/\[Q x)dx
0
tengliklarn.i olamiz.
Topilgan aj, koeffitsiyentlarni (27) formulaga qo’yib, (20)
masalaning u(z,t) yechimini

' \ l
[ 20\ + A2
uy(z,t) = ;{W () cos(Ag x)da:} X

x exp{=a®At} cos(\; z)dx (30)

ko'rinishda topamiz.

20, Endi (21) masalani qaraylik. Bunda u = aug, +
f(z,t) tenglamaning u,(0,t) = uz(l,t) + hu(l,t) = O shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimini

u(z,t) iTk(t) COS A\, (31)
k=1

ko'rinishda, izlaymiz.
Faraz qgilaylik, f(z,t) funksiya V¢ € [0, T da cos Az funksiyalar
bo’yicha Fur’e qatoriga yoyilsin, ya'ni

f@,6) = Y fi(t) cos M, (32)

k=1

bu erda fx(t) Fur’e koeffitsiyentlari

~f B

l
fr(t) = /f(:v> t) cos \pzdz, (33)
0

formula yordamida aniglanadi.
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Endi (31) va (32) formulalarga ko'ra (21) tenglama

i [T,;(t) + a2>\2Tk(t)] COS AT '--'.i fu(t)cos ez
k=1 k=1 -
ko’rinishni oladi. Bundan esa ' | :
| TI(t) + a2 XTk(t) = fult)y k=1,2,.. (34)
chizitengl'amalarg@ ega bo’lamiz. o ’ '

(31) ifodadan T}(t) funksiyalar uchun quyidagi
T(0) =0, k=12,.. (35)

boshlang’ich shartlarni olamiz. )
Ma'lumki, (34)-(35) Koshi masalasi V fi(t) € C[0,T] da
yagona yechimga ega bo’ladi. Oddiy differensial tenglamalar kursida
ma’lumki, o’zgarmasni variatsiyalash usuli bilan (34)—(35) Koshi
masalasining yechimini ushbu ' '

t .
Ti(t) = /fk(T) exp{—az)\z(t - T)}dT, k=1,2,.. (36)
0

ko’rinishda topiladi. (33) formulaga asosan oxirgi echimni

l

t
Ti(t) = % //f({,f) exp{—az)iz(t - T)} cos \édédr, k=1,2,..
0

deb yozib olish mumkin.
Endi topilgan T(t) ifodani (31) formulaga qo’yib, (21) bir jinsk
aralash masalaning uz(z,t) yechimiga

ug(z,t) =

NIM

k=1

o L
Z//f(f,T)exp{-—az)\Z(t—T)}COS/\kaOS/\kEdfd'T,
00

ega bo’lamiz.
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- Yukorida topilgan wu;(z,t) va up(x,t) funksiyalarga asosan
issiqlik tarqalish tenglamasi uchun (17)—(1 9) aralash masalaning
yechmn v

!
N2 A2+h2
u(z,t) =Z{ )\§+h2 +h/cp(x ) cos(Ag z) d:z:}
0
X

exp{—a?\t} cos(\, z)dx+

o t 1
'*"?“ Z//f(f, )exP{-az/\2(t—'r)}cos/\k:ccos/\kfdqu-,
0 0

ko’rinishda, aniglandi.

19-§. Chegaralanmagan sterjenda issiqlik tarqalishi
(Koshi masalasi)

KOsHI MASALASI. YECHIMNING YAGONALIGI. Bu paragrafda
sirti issiqlik o‘tkazmaydigan (izolyasiyalangan) chegaralanmagan bir
jinsli sterjenda issiglikning tarqalishi haqidagi fizikaviy masalaning
matematik qo‘yilishi quyidagicha ifodalanadi.

Ushbu issiqlik tarqalish tenglamasini

Lu = u; — a®ugy =0, (1)

t > 0 yarim tekislikda qaraylik.
KosHI MASALASL. (1) tenglamaning ¢ > 0 yarim tekislikda aniq-
langan, uzluksiz va quyidagi boshlang‘ich

ult=0 = p{z), —o0 <z < o0, (2)

shartni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimi topilsin. Bu yerda o{x)
berilgan uzluksiz va chegaralangan funksiya.

Qofyilgan (1)—(2) Koshi masalasi yechimining yagonaligini
isbotlaymiz.
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1-TEOREMA. Agar (1)—(2) shartlarni qanoatlantiruvchi chega-
ralangan u(z,t) funksiya mavjud bo‘lsa, u holda bu funksiya yagona
aniglanadi. -

IsBoT. Faraz qilaylik, u(z,t) yechim qaralayotgan sohada
chegaralangan bo‘lsin, ya’ni har qanday t > 0 va —00 < z <
uchun shunday musbat son M mavjudki, ju(z,t) < M bo'lsin.

(1)-(2) Koshi masalaning ikkita u;(x,t) va up(z,t) yechimi
mavjud bo‘sin. U holda w(z,t) = wui(z,t) — ug(x,t) funksiya
(1) tenglamani va bir jinsli w(x,0) = 0 boshlang‘ich shartni
qanoatlantiradi va : .

|w(z, t)] < |ui(z, t)] + |uz(zx, t)] 'S oM

bo‘ladi. '

Soha cheksiz bo‘lganligi uchun w(z,t) funksiyaga yuqorida
isbotlangan ekstremum prinsipini bevosita qo‘llab bo‘lmaydi. Lekin
shu prinsipdan foydalanish magsadida quyidagi chekli

Q={(=zt): |z <L, 0<t<T} : (3)
sohani qaraymiz. Bu yerda L va T ixtiyoriy o‘zgarmaslar. ¢} sohada
yordamchi \

4M (= 2
v(z,t) = Iz (—2— +a t)

funksiya kiritamiz. Bu funksiya (1) tenglamani ganoatlantirishini
ko‘rsatish qiyin emas. Shu bilan birga tekshirib ko‘rish osonki,

v(z,0) > w(z,0) =0,
u(£L,t) 2 2M 2 |w(£L,t)|

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
Q sohada
u(z, t) = vz, t) — jw(z, t)|

funksiya uchun ekstremum prinsipini qo‘llaymiz.
Natijada V(z,t) € Q uchun

v(z,t) —w(z,t) >0, v(z,t) +w(z,t) >0
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tengsizliklarga ega bo‘lamiz. Bundan esa yopiq Q sohada
—v(z,1) < wlz,t) < v(z,t)

yoki - "

' v M [z

jwte, 0] <ol ) = (5 +%)

ekanligi kelib chiqadi.

' Oxirgi tengsizlikda (z,¢) nugtani Q sohada fiksirlaymiz, ya’ni
z = xo, t = tg va (xo,%y) € Q bo'lsin. L ning ixtiyoriy ekanligidan
shunday € > 0 uchun Ly > 0 mavjudki, barcha L > Lg¢ uchun
lw(zo, to)| < € tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan € va (2o, to) nuqtani
ixtiyoriyligini hisobga olsak, ¢ sohada w(z,t) = 0 bo‘ladi yoki
uj = ug kelib chigadi. :

Demak, - issiqlik- o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi
masalasining yechimi yagona ekan. Shu bilan 1-teorema isbotlandi.

KOSHI MASALASI YECHIMINING MAVJUDLIGI.

Bu masalani yechish uchun o‘zgaruvchilarni ajratish (Fur’e)
usulini go‘llaymiz, ya’ni yechimni

w(z, t) = T() X (x) (4)

ko‘rinishda izlaymiz. (4) ifodani (1) tenglamaga qo'yib, T(t) va X (z)
funksiyalar uchun ushbu '

T'(t)+a®X°T(t) =0,  X"(z)+AX(z) =0

tenglamalarga kelamiz, A\?> — o‘zgarmas son. Bu tenglamalarni
integrallab topamiz:

T(t) = C "Xt X(x) = Acos Az + Bsin Az, (5)

bu yerda A, B va C o‘zgarmas sonlar. (1)-(2) Koshi masalasida
chegaraviy shartlar bo‘lmaganligi uchun X - parametr ixtiyoriy
bo'ladi. (5) yechimlarda C = 1, A = A(\), B = B()\) deb, uni (4)
ifodaga qo‘yib,

ux(z, t) = e““2’\2t{A(/\)cos)\x + B(\) sin Az (6)
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formulaga ega bo‘lamiz.

Bu uy(z,t) funksiya 1xt1yor1y A va A(X), B(}) koeffitsiyentlar
uchun (1) tenglamaning xususiy yechimlari bo‘ladi. (6) formulani A
parametr bo‘yicha —oo dan +co gacha integrallaymiz, natijada

u(:ﬁ,t),: / a~ N A(X) cos Az + B()) sin Azld), . (7)

—00
’

ya'ni (1) tenglamaning yechimi hosil bo‘ladi.
Agar bu integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (7) mtegraldan
t bo‘yicha bir marta,  bo‘yicha ikki marta hosila olish mumkin.
Endi A(\) va B(\) koeffitsientlarni shunday tanlaylikki, (7)
formula (2) boshlang‘ich shartni gqanoatlantirsin. Buning uchun
yugoridagi (7) formulada t = 0 deb, ushbu

| o(z) = / [A(X) cos Az + B(A) sin Az]dA - (8)

ifodani olamiz.
Ikkinchi tomondan ¢(x) funksiya uchun quyidagi Fur’e integrali

plz) = -217; / dX / o(€) cos Mz — £)dé =

—00 —00

=—21?/ [cos/\x/ga({)cos/\fd§+sin/\w/go(é‘)sin/\fdﬁ} dr

-0

ham o‘rinli bo‘ladi. Bu formulani (8) bilan solishtirsak,

AN =5 [ e eorede,  BO) =g [ p©sinxds, ©
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bo'lishi kelib chigadi. Endi hosil bo‘lgan (9) ifodalarni (7) formulaga

qo‘yib
u(z,t) = % / e~ "Nt gy / ©(€) cos Az — £)dE,
—00 —00

yoki bu formuladagi birinchi integral ostidagi funksiya A ga nisbatan
juft funksiya ekanligini hisobga olib,

[o0] o0 .
u(z,t) = ;r- / go(&)d{/e"“2’\2t cos Mz — &)dA. (10)
—00 0 v
ifodaga ega bo‘lamiz.

Bu yerda ichki integralni bevosita hisoblashimiz mumkin.
Buning uchun ‘

' a\t = 2, Mz — &) = pz
deb belgilashlarni kiritamiz. Bulardan

_z=¢

gz r-¢
wrt P

bo'ladi. U holda (10) formulaning o‘ng tomonidagi ichki integralni

A =

0o (o]
0/ ™M cos A(z — £)dA = a—lﬁ 0/ e cos pzdz = ;% J(w), (11)

ko‘rinishda yozish mumkin.

(11) integral tekis yaginlashuvchi bo‘lgani uchun uni p parametr
bo‘yicha differensiallab,

e ¢]
J'(u) = —-/e“zzz sin pzdz
0
ifodaga. ega bo‘lamiz. Endi oxirgi ifodani bo‘laklab integrallaymiz.

Natijada

T () = -

=

o0
/e‘z2 cos pzdz = —%J(u)
0
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tenglikni olamiz. Oxirgi tenglikdan

J'() = —%J(u) bundan esa, . J(u)=ce 4

kelib chlqadx
Buyerda =0 deb ke o‘zgarmasni

o0

c#J(O) = /e‘zzdz=§—
0

topamiz. Shuning uchun

M

N

J(p) = 76

bo‘ladi (11) formulani hlsobga olib,

Ze‘“ Xt cos Mz — £)dA 2;/:2 exp{—— (54;\/?2 }

ekanligini olamiz.
Bu formulani (10) ifodaga qo‘yib, (1)—(2) Koshi masalasining
u(z,t) yechimi uchun quyidagi

B N T
u(z,t) = 2o p(€)e  4a’t de. (12)
~00
formulani hosil gilamiz. Bu yerdagi
. -9
Glo,ti8) = 5= 4a’ (13)

funksiya (z,t) bo‘yicha (1) tenglamani qanoatlantiradi va shu tengla-
maning fundamental yechimi deyiladi.
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Demak, quyidagi teorema o‘rinli.

2-TEOREMA. Agar ¢(z) funksiya (—oo,+o00) da uzluksiz va
- chegaralangan bo‘lsa, u holda (1)—(2) Koshi masalasining yechimi
mavjud va bu yechim (12) formula bilan aniglanadi.

IsBoT. R = {-00 < z < +oo} sonlar o‘qida aniglangan
uzluksiz ¢(x) funksiya uchun (12) formula bilan aniglangan u(z,t)
funksiya @ sohada .chegaralangan va (1)—(2) Koshi masalasining
yechimi ekanligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun (12) formulani (13) belgilash asosida quyidagicha

o0

u@ )= [ 6o 0Ok (14)

—0Q

yozib olishimiz mumkin. Bu formula (1) tenglamani ganoatlantirishini
bevosita hosila olib ko‘rsatish qiyin emas.
Haqigatdan ham,

1 z-¢ | (z-€)72 1.
G”"_z—\/_?E(ZZtTS/_z "XP{“ 40t }

BN (z — &) (z—£)%|
Coo = 2v/m | 2(a?t)3/? * 4(a2t)5/2} exp{-—za‘ 2¢ }

_r [ @ d-¢) (z-?].
G = o7z | " a@ee T aaee ] P '{_ a2t |’

bundan
Gt = asz

ekanligi kelib chiqadi. U holda (12) integralni hamda uni z va
t o‘zgaruvchilari bo‘yicha ixtiyoriy marta differensiallashdan hosil
bo‘lgan integrallarning biror

Qo={(z,t): ~L<z<+L, 0<tu<t<T}
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sohada tekis yaqginlashuvchi ekanligini ko‘rsatish etarli. = °
(12) integral yaginlashuvchi bo‘ladi. Hagqiqatdan ham,

+oc
M = max lp(x)] va / e P dz = /7

-0

bo‘lgani uchun (12) formuladan

. +00
1 1 -6\, _
et <Mz | m—'z‘fxp{- i }dﬁ -

O
= M-— -2* =M
77 e ?dz
-0
kelib chiqadi.
Bu yerda
» 5 +00
z.— 2 —
z=2a\/f; /e"dz:«/’n‘.
—00

Endi (12) integralni z va ¢ o‘zgaruvchilari bo‘yicha bir necha
marta differensiallab,

+00
1 (- &)?
@0 =5 [ ¢(€)(w—6)mexr>{— htas (19)
—00
kabi integrallar yig‘indisini olamiz.
_z=¢
20/t
formula yordamida o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida (15)
integral

z t>0. (186)

+o0
J= (2a)m+1tmét'1"‘”‘ / oz — 2az\/2)zme‘zzdz
-0
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ko'rinishga keladi.
Bundan (15) mtegralmng tekis yaginlashuvchi- bo‘lishi kelib
chigadi. Chunki oxirgi ifodada integral ostidagi funksiya

lp(z — 2az\/f)zme‘z2| < Mlz[™e™*

funksiyaga majorirlanadi va bu funksiya (—o0,+o0) oraliqda
integrallanuvchi bo‘lganligi uchun oxirgi integral ¢ > o > 0 bo‘lganda
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi, ya’ni

0< / Mlzl’ﬁe‘z2dz < +00

integral Vm > 0 yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak, (12) formula bilan
aniglangan u(z,t) funksiya t > 0 da uzluksiz va z, t o‘zgaruvchilar
bo‘yicha ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega.

(12) formula bilan berilgan u(z,t) yechim (2) boshlangich
shartni ham qanoatlantirishini isbotlaymiz, ya’ni

gin(l)u(x,'t) = p(z), —00 < & < +00
o‘rinlidir. ¢ o‘zgaruvchining o‘rniga (16) formula asosida yangi z

o‘zgaruvchini kiritaylik. U holda (12) integral

u(z, t) = —\71—_7;—!0 oz + 2az\/£)e"22dz (17)

ko‘rinishiga keladi.
Bundan, Vz € R da |p(z)] < M bo'lgani uchun (z,t) € Q
sohada |u(z,t)] < M bo‘lishini ko‘rsatish giyin emas.

|u(z, t)] / lo(z) + 2az\/_)|e‘z dz <
7 dz =
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chunki

, e | '
e
—_ =1. 1
\/77/“ dz=1 _ (8)
%0 :

Demak, u(z,t) funksiyaning chegaralanganligi isbotlandi.

Endi (12) formula (2) boshlang‘ich shartni qanoatlantirishini
ko‘rsataylik. Buning uchun (18) formulani ikki tomonini ¢(z)
funksiyaga ko‘paytirib, so‘ngra (17) ifodadan ayirsak, natijada

u(z, t) — p(z) = \/_ / [o(z + 2a2v/t) ~ p(z)]e™ “dz

hosil bo‘ladi. Bundan {¢(z + 2azv/t) — (z)| < 2M ekanligini hisobga
olib,

. o< -

2M L2
u(wt) — pla)l < 2 [ e da=

v

o0

N

2M 2 2

=— 2 0y + “zdz+/e"zdz,
ﬁ_w \/—

deb yozish mumkin. Bundan esa har qanday kichik £ > 0 berilganda
ham N ni shunday tanlab olish mumkinki,

<5 [
N

-N
2M

il
—00

bo‘ladi. Demak,

—z2

oalm
I/\
wi®™

lu(z, t) — p(z)] < ——+— / |z + 2zaVt) — p(z)|e” 24z (19)

deb yozish mumkin. ¢(z) funksiyaning uzluksizligidan yetarli kichik
t>0va|z] £ N uchun

lp(z + 2a2t) — p(x)] <

wilm
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bajariladi. U holda (19) tengsizlikka asosan

2¢ € 1 2
.t} <2 E ~22 g, <
_l“(“,t) p(z)| < 3+3ﬁ e " dz <
-N
2 1 7 2
£ € 2 e €
< — —_—— -z yAR—I _——
< 3+3 W/e' d 3 3 €

Bundan € > 0 ixtiyoriyligidan -
lim u(z,t) = ()

ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shunday wusul bilan Koshi masalasining yechimi
turg'un ekanligini ham isbotlash mumkin. Démak, issiglik tarqalishi
tenglamasi uchun Koshi masalasi korrekt qo‘yilgan masala ekan.

Agar Koshi masalasida (2) boshlang‘ich shart ¢ = 0 da emas,
biror ¢ = 7 da berilgan bo‘lsa, (12) formulada ¢ ni ¢t — 7 bilan
almashtirish lozim, ya’ni

Gz, t;€,7) = M—} (20)

1
2a+4/7(t —7) exp{—~4a2(t =)

- Bu funksiya Koshi masalasining Grin funksiyesi ham deb
yuritiladi va chegaraviy masalalarning yechimlarini oshkor ravishda
topishda keng qo‘llaniladi.

20-§. Bir jinsli bo’lmagan issiqlik tarqalish tenglamasi
uchun Koshi masalasi

Endi ¢ > 0 da bir jinsli bo’lmagan issiglik tarqalish tenglamasi
Ut = a/2ux:c + f(.’l'/',t),
uchun Koshi masalasining yechimini topaylik.
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(1)~(2) Koshi masalasining yechimini u(z, t) = uy (z, t)+ug(z, t)
yip'indi ko’rinishida izlaymiz, bu yerda wuy(z,t) funksiya bir jinsli -
mwiqlik tarqgalish tenglamasining (2) boshlang’ich shartni qanoatlan-
liruvchi yechimi, ug(z,t) esa (1) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich -
shartni qanoatlantiruvchi yechimi.

Yugorida bir jinsli tenglamaning (2) boshlang’ich shartni
qanoatlantiruvchi yechimini (12) formula orqali topgan edik.

Endi u (z, t) yechimning integral ifodasini topamiz. Agar f(x,t)
funksiya £ > 0,—00 < ¢ < +o0 da uzluksiz va chegaralangan bo’lsa,

1t holda.
L7 (¢
“57@?74 rem o] -1 oy

funksiya t > 7 da v; = a®vy, tenglamani va t = 7 da esa v(x, t,t) =
f(z,t) tenglikni qanoatlantiradi.
Ushbu

v(z,t,7) =

t
u(z,t) = /v(x, t, T)dr, (21)
0

lunksiyani qaxaylik. Bu funksiya uchun quyidagi tengliklarning
t
uw(z,0) =0, wlz,t) =v(z,t,t)+ /'ut(x,t,’r)dT

0
t

Ugy = /vm(x,t,'r)dr
0
o’rinli ckanligiga ishonch hosil qilish giyin emas. Bu tengliklardan (21)
funksiya (1)—(2) masalaning yechimi ekanligi kelib chigadi.
Demak, v(z,t,7) funksiyaning ifodasini (21) tenglikka qo’yib,
bir jinshi ho'lmagan issiglik tarqalish tenglamasi uchun bir jinsli Koshi
rvilisining

o) = e / o | —ﬁit_;exp{—ﬁ—(;—f-’i—)}.f<f,r>ds, (22)
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yech:mlga ega bo’lamiz.
~ Endi yuqorida topilgan (12) va (22) formulalarni qo’shib, issiglik
tarqalish tenglamasi uchun (1)—(2 ) Koshi masalasining y,echum

ufz,t) = » \/—/w(ﬁ)e p{ (4 2? }d£+ |

.t +oo 1 ' (x ' f) 9 '

" 0/ ] 4 o exp{ P }f(E,T)dédr, @)
hosil gilamiz.

3—-TEOREMA. Agar ¢(z) funksiya (—o0,+00) oraliqda, f(z,t)
funksiya ¢t > 0, —00 < & < 400 sohada uzluksiz va chegaralangan
bo’lsa, u holda (1)—(2) Koshi masalasining yechimi mavjud va yagona
bo’lib, bu yechim (23) formula bilan aniglanadi.

Bu yerda f(z,t) € C*(t > 0) va uning birinchi va ikkinchi
tartibli barcha hosilalari ¢ > 0 da chegaralangan funksiyalar.

1-NATLJA. Issiglik tarqalish tenglamasi uchun qo’yilgan Koshi
masalasining u(x,t) yechimi @ sohada cheksiz differensiallanuvchi,
ya'ni u(z,t) € C°(Q) bo’ladi.

2-1z0X. Yuqoridagi natijaga ko'ra qaralayotgan Koshi masala-
sining u(z, t) yechimini t > 0 bo’lganda x va t o’zgaruvchilar bo’yicha
differensiallash berilgan ¢(z) funksiyaning silligligiga bog’liq emas.

Issiglik tarqalish tenglamasi yechimining silliqligi tor tebranish
tenglamasi yechimidan tubdan farq giladi. Qaralayotgan sohada tor
tebranish tenglamasi yechimining silligligi berilgan funksiyalarning
silligligiga bog’liq bo’ladi.

3-1z0X. (2) formuladan ko’rinadiki, issiglik sterjen bo’ylab biror
tezlik bilan emas, balki oniy tarqaladi. Hagiqatdan ham, faraz qilaylik, -
boshlang’ich harorat (o, ) integralda ¢(z) > 0 va undan tashqarida
p(x) = 0 bo’lsin. U holda u(z,t) temperaturaning keyingi tarqalishi

uchun
—¢ 2
T 2% \/_ Je p{ (4a2t)‘}d5
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for nmlaga ega bo’lamiz.

Bu formuladan yetarhcha kichik ¢ > 0 va yetarlicha katta
r uchun wu(z,t) musbat ekanligini korish qiyin emas. Bundan '
kerinadiki, sterjenda issiqlik cheksiz tezlik bilan, ya'ni oniy tezlik
hilan tarqaladi. Tabiiyki, bunday bo’lishi mumkin emas. Demak, (1)
lenglama sterjenda issiglik tarqalish masalasi to’liq ifodalamas ekan.
B issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib ch1qar1shdag1 ayrim fizikaviy
noaniqliklar bilan bog’liq.

YECHIMNING BERILGANLARGA UZLUKSIZ BOG’ LIQLIGI '

Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi -
herilganlarga uzluksiz bog’liq bo’ladi. Faraz qilaylik, u(z,t) funksiya
(1) tenglamaning (2) boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi,
ue(z,t) funksiya esa (1) tenglamaning

ue(a,0) = gela), @

shartni qanoatlantiruvchi yechimi bo’lsin.
Agar ixityoriy z € (—o0, +00) bo’lganda [p(x) — @e(z)] < €
bo’lsa, u holda barcha x va t > 0 uchun {u(z, t) — u.(z,t)] < € bo’ladi.
Hagaqatdan ham, (1) tenglamaning (2) va (22) boshlang’ich
shartlarni qanoatlantiruvebhi u(z,t) va wuc(z,t) yechimlari mos
ravishda (12) formula bilan aniglanadi. Ularning ayirmasi

+00 2
e ] [cp(»z)—%(fnexp{—(ﬁaz? }da

ho'ladi. Bu ayirmani baholaymiz natijada

a8) = el 0] < 5= / ex p{ wotr }d.s

— 5 almashtirish yordamida

X
2a\/t

u(z, t) — ue(z,t) =

yoki z

1 +00
,2
—Us < g — -z ==
[u(z, t) uo(x,t)}_sﬁ/e dz=¢€
-0
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kelib chiqadi.
Demak, issiqlik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasining
yechimi boshlang’ich funksiyaga uzluksiz bogliq ekan.
FUNDAMENTAL YECHIMNING XOSSALARI. ‘
Mam’lumki, yuaqorida keltxrllgan (z,t;€,7) argumentlarga
bog’liq bo’lgan ’

i w7
San/n(t = 1) exp{ T 42t - 7)? }

funksiya issiqlik tarqalish tenglamasmmg fundamental yechimi
“deyiladi.

Bu funksxya quyidagi xossalarga ega:

1°. E(z,t;€,7) funksiya (x,t) o’zgaruvchilar bo’yicha bir jinski
issiqlik tarqalish tenglamasini qanoatlantiradi.

20, E(z,t;¢,7) funksiya (£,1) o’zgaruvchilar bo’yicha bir Jmsh
issiglik tarqalish tenglamasiga qo’shma bo’lgan

E(z,t;¢,7) =

E,+ d’E,, =

tenglamani qanoatlantiradi.

30, Agar x # £ bolsa, u holda 11m E’(w t;€,7) = 0 tenglik
o’rinli bo’ladi.

49, Agar ¢(x) funksiya Vz € [0,1] bo'lganda uzluksiz, ya'ni
¢(z) € C[0,1] bo'lsa, u holda E(z,t;&,7) fundamental yechim uchun
ushbu

©(0), agar z =0 b,
p(z), agarz € (0,0)b,  (24)
e(l), agarz=1Db,

11m/E'(a: 6 &, Tp(€)dE

VR R

tenglik o’rinli bo’ladi.

Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun fundamental yechimning 1°
va, 29 xossalarining bajarilishiga bevosita tekshirib ishonch hosil qilish
mumkin.

Biz bu yerda 3° va 4° xossalarini isbotlaymiz.
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30, Ma'lumki, E(z,t;&,7) funksiya 7 — ¢ da aniqmaslikka ega.
Shuning uchun bu funksiyani ushbu

At)

E(fl),t;f,’l’) = §(‘E)’7

formal ko’rinishda ifodalab olamiz. Bu yerda

1 _ (z —€)?
0=y 0= {wwn)

Lopital goidasiga asosan

e At
hm E(z,t;¢,7) = hm B0
_a . V-7 (z—€%\ _
VS ey e"p{"za%tw)}“)

kelib chigadi.
4. Bu xossani isbotlash uchun (24) formulaning chap tomonida

el
2a+/t — T

almashtirish bajaramiz. U holda

=z, ya'ni £ =2 —2axv/t—7

T x—1

—— ¢=1d ——
204/t — T ¢ aesaz 20/t — T

tengliklar o’rinli bo’ladi. Bu tengliklarga asosan (24) formula

(E=0daz=

x
! 2av/t—T
/ oz - 2azvt — 7)dz,

1
Bz, 46, m)p(§)dE = —=
J v z—1
2a+/t - T
(25)
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ko’rinishga keladi. Ushbu

+o0 - 0 +0o0
/‘ﬁ_zzdz = /; e dz = / e dz = —?;
—o0 ' -0 0
ayniyatlarni inobatga. olib, (25) formulada Tt limitga o’tamiz va,
Tavisr ’
hm /E(a; t; &, T)p(€)de -.—~— hm / p(z—2azv/t — T)dz =
W

% ©(0), agar z = 0 bolsa,

(), agar z € (0,1) bo’lsa,
% @(l), agar z =1 bo'lsa,

tengliklarga ega bo’lamiz.

Fundamental yechimning 4° xossasidan quyidagi natija kelib
chiqadi:

2-NATIJA. Agar (24) formulada ¢(z) = 1 bo’lsa, u holda

l %, agar x = 0 bo’lsa,
limt/E(x,t;é,T)df = 1, agar & € (0,]) bo'lsa,
T

0 —;—, agar z = [ bo’lsa.

tengliklar o’rinli bo’ladi.

FUNDAMENTAL YECHIMNING FIZIKAVIY XOSSASI.

Sterjenning biror zg nugtasi atrofidan kichik segmentini ajratib
olaylik, ya'ni (xg — €, zo + €), bu yerda € > 0. Faraz qilaylik,
@(x) boshlang’ich harorat shu segmentda o'zgarmas ug > 0 va bu
segmentdan tashqarida nolga teng bo’lsin.

Buni fizikaviy tasavvur gilish giyin emas, boshlang’ich vaqgtda.
sterjenning (o — ¢, 2o + €) segmentiga Q = 2ecpuyg issiqlik miqdori
berilgan, bunda ¢ sterjenning issiglik sigimi, p sterjenning zichligi,
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sterjenning (zo — €, zo + €) qismida harorat ko’tarilib ugp ga teng
ho’ladi. Vaqtning keyingi momentlarida sterjendagi issiqlik tarqalishi
(12) formula bilan aniglanadi, biz garayotgan holda u quyidagicha

| sote (3 £)? |

1 e Pt
ue(z,t) = éa_-\/';—rf Uge 4a?t dé =

xo—€

zo+e (.’L‘ — 6)2

Q@ 1 / Ry T
= = — e 4a%t ,
2acp\/nt 26 %

To—€
ifodalanadi.

Agar ¢ ni nolga yagin qilib kichiklashtirsak, unda sterjenning
juda kichik gismiga Q issiqlik miqdori tagsimlandi, deb hisoblashimiz
mumkin. U holda t = 0 vaqtda sterjenning z = xg nuqtasida
joylashgan kuchlanishi Q bo’lgan oniy issiglik manbaiga ega bo’lamiz.
Bunday oniy issiglik manbai ta’sirida sterjenda issiglik tagsimoti
quyidagi '

0 ) zote  (x — §)2
. N . 2
!%us(w,t) = m 6113(1)% / e 4a%t d¢, (23)

xo—¢€

formula bilan aniglanadi.
O’rta qiymat hagidagi teoremaga ko'ra

zo+e (.Z‘ - 5)2 (m - 50)2
-é—s- / e 4at dé =e 4a2t
To—€

tenglikni olamiz. Bu yerda zo — & < & < zo + €, agar € = 0 bo’lsa,
zo — &y bo’ladi. U holda (23) formula

(zo — &0)?

e  4a2t

S0
o

Q

3
o~

ko’rinishga keladi.
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. Shunday qilib, (13) fundamental yechim sterjenning x = £ nug-
tasidagi ¢ = 0 boshlang’ich vactda joylashgan kuchlanishi Q = ¢p
ga teng bo'lgan oniy issiglik manbaining tagsimotini bildiradi. Issig-
lik tarqalish tenglamasining (13) formula bilan aniglangan G(z,t;¢)
fundamental yechimining

(z-*

e- 4a2t

1
2a+/7t
_grafigini fiksirlangan ¢ uchun z ning funksiyasi sifatida aloda t vaqt-
ning 0 < #; < t3 < tz3 < ... momentlarida quyidagi chizmada
keltirilgan. '

E(z,t;¢) =

TE

s

20 B 0 6 Gaow 646 0 R
18 — shakl
Har bir egri chiziq ostidagi yuza birga teng, ya'ni
+o0 (.’L‘ - § )2 +00
/ 1 e— 4a2t d¢ = 1 / e_zzdz =1
2a+/7t VT )
—00 —oe

Bu sterjendagi @ = ¢p issiqlik miqdori vaqt o’tishi bilan o’zgar-
mas ekanligini bildiradi. 18-shakldan ko’rinadiki, agar t > 0 yetarlicha
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kichik son bo’lsa, u holda (13) egri chiziglar bilan chegaralangan
deyarli barcha yuzalar abssissalar o’qida (zg9 — €, zg + €) oraligning
ustida joylashgan bo’ladi. Bu yuzaning qiymatini cp ga ko’paytmasi
boshlang’ich vaqtdagi issiglik migdoriga teng. Shunday qilib, £ > 0
yetarlicha kichik bo’lganda, deyarli barcha issiqlik z = £ nuqtaning
kichik atrofida uyushgan bo’lar ekan. Demak, ¢ = 0 vaqtda barcha
issiqlik miqdori z = ¢ nuqtaga joylashgan bo’ladi, ya'ni biz oniy
issiglik manbaiga ega bo’lamiz.

Endi yuqoridagi mulohazalarga asosan (12) yechimning fizik
ma’nosini keltirish qiyin emas. Hagiqatdan ham, sterjenning z =
¢ kesimiga boshlang’ich vaqtda ¢(¢) harorat berish uchun shu
nuqgtaning yetarlicha kichik df yuzasiga dQ = cpp(£)d¢ teng bo’lgan
issiglik miqdori taqgsimlashimiz zarur yoki sterjenning { nuqtasiga
kuchlanishi d@ bo’lgan oniy issiqlik manbaini joylashtirish zarur. Shu
oniy issiglik manbai ta’sirida issiqlikning tagsimlanishi (13) formulaga

k ?
o (z - £)?

e— 4a2t

1
w@%%ﬁg

bo’ladi. Boshlang’ich ¢(£) harorat ta’sirida sterjenning barcha nuqg-
talaridagi harorat shu yuzalarning yig'indisidan iborat bo’ladi, ya’ni
(12) formula kelib chiqadi.

1-MASALA. Ushbu

Ut = Ugg, —o<r<4oo, t>0,
tenglamaning
u(z,0) = sinzx, —00 < T < 400

boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.
YECHISH. Masala yechimini (12) formula yordamida topamiz.
Bu yerda a = 1, ¢(z) = sinz bo’lgani uchun (12) formulaga ko’ra

+00
1 . _(z- 8
u(z,t) = m_/ smfexp{ T }df (24)
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hosil bo’ladi. Ushbu
r—&=2/ts, df=-2V1ds

almashtirish yordamida (24) integral

“+o00
u(m,'t) = 5—\1-7_7? / e~ (sinxcos 2v/ts — cos z sin 2\/53) ds
. ,

ko'rinishga keladi.
' +o00 ~Foo
/ e*” cos 2bsds = y/me ™, / e’ sin 2bsds = 0
0 -0

tengliklarga asosan oxirgi ifodadan 1-masalaning yechimi

© () =e tsinz

kelib chigadi.
' 2-MASALA. Ushbu bir jinsli bo’lmagan

1 .
Up = Zuw +efsinz, —oo <z < 00, t> 0y
tenglamaning
—z? .
u(z,0) = e sinz, —oo <z < +00,

shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
YECHISH. (21) formulaga

a=1, f@f)=csinz, )= sing
funksiyalarni qo’yib,
1 7 2
u(z,t) = —-\/_—7;_2 / et sinfexp{—(x—_f)*}d&-
-0 : .
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t +oo
cefsing (z-¢)° £)? _ -
+/~/ \/T'V:— { }dfd’l‘ I + Ip; ' ‘26)

tenglikni olamiz.
Endi I; va Iy integrallarni hlsoblaymm
Birinchi I integral

£ = t s T
t+1 t+1°

& =1/

almashtirish natijasida

+o0 ' '
I ——l—-/e"sz ——E——ex - a? sin —-t-—s+--:£-— ds
LT Um Vir1 o2 Tex 1’ Fr1 i+l

ko’rinishga keladi. Bundan

5 +o0 :
I R expl — ad sin d / e cos i sds+
A+ t+1 t+1 t+1

—00
+co ;
—s d
+COSt+1/e Sin t+18 S}
C =00

bo’ladi.
Bundan (25) tengliklarga ko'ra

I = ! sin z ex ____4x2 +i
Sy s el WY et BRVTONEEY
ifodaga ega bo’lamiz.
Ikkinchi [2 integral esa,

¢
I, = / " tsinzdr = sinasht
0
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ga teng.
I va I 1ntegrallarmng giymatlarini (26) formulaga qo’ysak,
2-masalaning yechimi

u(z,t) = sinzsht +

1 sin T expd — 4z 4+t
Y/ R S i & RVTT S
hosil bo’ladi. | '

3—-MASALA. Quyidagi

u(z, t) = Z o Ak'r(x), (27)
=0
. funksiya -

n
Z Ugz; — Ut = 0, (28)

i=1

tenglamaning

u(z,0) = 7(z), —00 < T < 400, (29)

shartni ganoatlantiruvchi yechimi ekanligini isbotlang
92

Bu yerda z = (z1,%2,...,2,), A= Z +—5 — Laplas opera-
1_1
tori, 7(x) = 7(x1, 22, ...,Zn,) cheksiz dlfferen31allanuvch1 funksiya;

Faraz qgilaylik, (27) va uning hosilalaridan tuzilgan qatorlar tekis
yaqinlashuvchi bo’lsin.

IsBoT. (27) qatorni i,Z3,...,%, o'zgaruvchilari bo’yicha
ikki marta, t bo’yicha bir marta differensiallashdan hosil bo’lgan
qatorlarning tekis yaqinlashuvchi ekanligidan u(, t) yig’indi uchun

k 6 T(.’II) > tk k+1
Z’Wv;mz Z k' z 8.'1:12 kz-o F A T(x);

i=1 k=0 ge=]
up = Z (k — 1)' kr(x) kg Ak+L,
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holladi. Demak, (27) funksiya berilgan (28) tenglamani

yanoatlantiradi.
(27) funksiyadan (29) shart bevosita kelib chiqadi, ya’ni

u(z,t) =7(z) + Z %"l Arr(z),
k=1

bundan t — 0 da limitga o’tsak,
%ir% u(z,t) = u(x,0) = 7(x)

ekanligi kelib chigadi.
Demak, (28) tenglamaning (29) boshlang’ich shartni qanoat-
lantiruvchi yechimi (27) formula orqali ifodalandi.

21-§. Birinchi chegaraviy masala yechimining
integral ifodasi

Bu paragrafda issiqlik tarqalishi tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalani qaraymiz. 2Ot tekisligida uchlari A(0,0), B(l,0),
E(1,T) va F(0,T) nugtalarda bo’lgan ABEF to’g'ri to’'rtburchakni
@ deb belgilaymiz. :

Berilgan chekli Q = {(z,t): 0 <z <, 0 <t < T} sohada

— au 26211, _ ‘

L'U,v= 5{ - Q 8_132' = f(m, t)) (1)‘

tenglamaning .
uli=0 = (), o<z <, (2)

boshlang’ich va
Ulp=0 = Ul(t), Ulg=t = #Z(t): 0<t<T, (3)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradigan u(z,t) yechimini toping.
Bu yerda f(z,t), @(z), p1(t) va ps(t) — berilgan funksiyalar
bo’lib, bu funksiyalar uchun quyidagi PR

©(0) = 11(0),  @(l) = p2(0)
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. tengliklar o’rinli.

Bu masala yechimining yagonaligi oldingi paragrafda ekstre-
mum prinsipi yordamida isbotlangan, echimning mavjudligi esa
- o’zgaruvchilarni ajratish, Fur’e usuli bilan ko’rsatilgan.

Biz bu paragrafda (1)-(3) masala yechimining mavjudligini
_Grin funksiyasi yordamida isbotlashga harakat gilamiz va yechimning
_integral ifodasini keltirib chiqaramiz.

ISSIQLIK TARQALISH TENGLAMASI UCHUN GRIN FORMULASI.

Bu yerda issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masala yechimining integral ifodasini keltirib chigaramiz.

Buning uchun ushbu

M’U = azvxm + Vt, (4')

operatorni qaraylik. . | :
Faraz qilaylik, ¢(z,t), 9¥{z,t) - ixtiyoriy cheksiz
differensiallanuvchi funksiyalar bo’lsin. L va M operatorlar uchun

quyidagi
o op 0O 0 .
— — 2._ RO — —
Vi — oMy =a Ox (¢ o 89:) ot ((p w) ’

ifoda o'’rinli, bu ifodani @, soha bo’yicha bo’laklab integrallaymiz.
Natijada Grin formulasiga asosan

/ / [¢L¢ - wa} dedt = / [gm,[)da:-l-a (w g‘” %)dt], (5)
o oQ

r

formulaga ega bo’lamiz. Bu yerda Q, = {(z,t) : 0 <z < ,0< ¢t < 7}
to’g’ri to’rtburchakli soha, 8Q; esa Q. sohaning chegarasi, yamit = 0,
z=lt=7vaz=0.

Agar Ly = f va M1 = 0 bo’lsa, u holda (5) formulani quyida-

gicha
Op o
odx"r/ (‘pag, ‘Pa:c>
BE

//1,/)L<pdmdt= /(pd)
Q- iB
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+'/tp1/) dx+/a2<¢§£—<p%)
P Ox oz
EF A

dt, (6)

z=0

yoki

'/(P@bt:de:./gmpt:def:/aZ( g—i‘—@%%)

EF AB BE o=l

dp  \|
- [ (03 v5)
. AF

dt + //chp dzdt, (6)
z=0 o

dt—

yozib olish mumkin. '

Faraz qilaylik, ¢(x,t) = u(z,t) funksiya (1) tenglamaning biror
yechimi, ya'ni Lu = f(z,t); ¥(z,t) = E(z, t;£, 7) esa issiqlik tarqalish
tenglamasining fundamental yechimi, ya'ni

(a—gp
E(z,t:6,7) = — e 20%(t=7) @)

2a+/m(t —T)

bo’lsin.

Ma'lumki, E(z,t;¢,7) funksiya , t o’zgaruvchilar bo’yicha
LE = 0 tenglamani, &, 7 o’zgaruvchilar bo’yicha esa ME = 0
tenglamani ganoatlantiradi.

Faraz qilaylik, M(z,t) qaralayotgan (), sohadan olingan
fiksirlangan nuqta, M; esa koordinatalari , t+h, b > 0 bo’lgan nugta
bo’lsin. M nuqta orqali EF xarakteristika o’tkazamiz, (6) formulada
z ni € ga t ni esa 7 deb almashtiramiz. U holda (6) formulani ABEF
soha bo’yicha

o6, 7) =u(&,7), () =E@,t+héT),
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funksiyalarga qo'llaymiz. Natijada -

/2a,\1/§?"ﬁe"p{'(4 2h) } (6, t)dg =
EF N aE)

=/“(5,0)E($,t+h;§,0)d§+/ (EEZ_ 5
: BE

AB

Ou. oF
- [ (E??Z'“ae>
AF

ifodaga ega bo’lamiz. '
FABE sohada E(z,t + h;&,7) va %? funksiyalarning h ga

nisbatan uzluksiz ekanligidan hamda ushbu

1 2
i [ — mexp{—%ﬁfl—)—}u@,t)d@u(x,t)
EF ,

tenglikka asosan, oxirgi formulada h — 0 bo’lganda limitga o’tamiz.
Agar (z,t) nuqta E'F kesmada yotsa, u holda quyidagi

dr—

dr + // E(z,t+ h; &, 7)Lu dédr,
Qr

Ou oF ) dr

u(e,t) = [ 6,008,560 + g (Ea—g—u =
AB BE =l

Ou OF
-/ (Ea—a‘“ dé)
AF

asosiy integral ifodaga ega bo’lamiz.

Bu formula issiglik tarqalish tenglamasi uchun boshlang’ich—
chegaraviy masala yechimini bermaydi, chunki sohaning AF va BE
chegarasida u funksiyani emas, balki ug ni ham bilish kerak.

Faraz qilaylik, v funksiya qo’shma Mv = 0 tenglamaning EF
da nolga teng bo’lgan biror yechimi va u funksiya bir jinsli issiglik
tarqalish tenglamasi Lu = 0 ning yechimi bo’lsin.

dr+ / E(x, t;€,7){(€,7) dédr, (8)
=0
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Yuqorida olingan (6) formulani FABE sohada u va v
funksiyalarga qo’llaymiz. U holda

0= /u(ﬁ,O)’v({,O)df'f‘/a’ (vg-é_ugz>
iB BE

o633

13) 0 _
AP 5 ¢/ 1m0
formulani olamiz.

Endi (8) formuladan (9) formulani ayiramiz, natijada

u(wt) = [ u(e,0G(@, 66,00k + [a (G%—u‘;f)
’ BE
dr+ / Gz, t:€,7) F(€,7) dedr, (10)
“ R

| du G
2
- |Gz —u—
/ ( 3 o€ ) =0
AF
ifodaga ega bo’lamiz. Bu yerda

G(a.t;6,7) = B(x,t6,7) - v(z,67).  (11)

Agar qaralayotgan sohaning F'A va BE chegarasida v = 0 deb
tanlasak, u holda u(z,t) funksiya uchun quyidagi

Cdr—

dr—

dr+

x=l

w(wt) = [ u(606( g 0)dt — [ ut) %%

AB BE

+a2Aé u(O,T)%% w=0d¢+£ Gz, t;¢,7)f(€,7) dédr,

integral ifodaga kelamiz. Oxirgi tenglikdan (2)—(3) shartlarga asosan
ushbu

dr+

13 1
w(at) = [ p©6(a i€, 0)de - o? [ 9g B
0 0 =
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t t 1
g %G| - Gln 1)
@ 0/ W) 5 Lﬁzdw 0/ O/G(m,t,g,f)f(g,T)dng, (12)

formulaga ega bo’lamiz. Bu funksiya (1) issiqlik tarqalish tenglamasi
uchun birinchi boshlang/ich—chegaraviy masalaning yechimini beradi.
Shunday qilib, issiglik tarqalish tenglama uchun birinchi
_chegaraviy masala echimining integral ifodasida asosiy qiyinchilik
v(¢,7) = v(z, ¢, 7) funksiyani aniglash hisoblanadi.
Bu funksiya quyidagi shartlar asosida aniqlanadi:
1. v(z,t;¢,7) funksiya Q sohada aniglangan uzluksiz hamda
V{2, t;&,7) hosila @ mavjud va uzluksiz bo’lib, z = 0 va z = [ da
integrallanuvchi;
' 2. v(x,t;€,7) funksiya 7 < t uchun issitarqalish tenglamasiga
qo’'shma bo’lgan Mv = 0 tenglamani qanoatlantiradi;
3. v(x,t; ¢, 1) funksiya Q sohaning chegarasida z = 0 va z = |
da v(z,t;£,7) ga teng, ya'ni

UI:L’=0 = E(Oa t;6,7>, vlm:l = E(l,t>£v7-)

shartlarni qanoatlantiradi;

4. Agar £ # z € (0,1) bo’lsa, u holda k_r_% v(z,t;€,7) = 0 tenglik
o’rinli bo'ladi.

Bu shartlarga ko’ra, v = v(z, t; €, 7) funksiya z,t parametrlarga
bog’lig bo’lib, u qo’shma Mv = 0 tenglama uchun (1)—(3) masalaga
o’xshash chegaraviy masalaning yechimi kabi aniglanadi.

Demak, ikki juft o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan (11) ko’rinish-
dagi G(z,t; €, 7) funksiya issiglik tarqalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deyiladi.

Shunday qilib, issiglik tarqalish tenglamasining ixtiyoriy
yechimi Grin funksiyasi yordamida (12) formula bilan aniglanadi.

To’g’ri to’rtburchakda (1)—(3) masalaning Grin funksiyasi
uchun quyidagi

+00
Gz, 4, €,7) =" Z [E(;x,t;& +2nl,7) — E(z,t;—¢ + 2nl,7)|, (13)

n=-—00
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qatorni qarayxmz

Bu qator 0 < z < I, 0<£<lva0<a<t—T<Asohada
absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

Haqgiqatdan ham, n = +1,%2,43,... uchun

|+ &—2nl—z| >2nl| — | ££—z| > 2[nl| -2,
u holda n = 0 dan boshqga hollarda fundamental yechim uchun

L[ m= 0
2a\/Ta P 4a%A

|E(z, t; € + 2nl,7)| <

tengsizlik o rmh
Demak, (13) qatorning har bir hadi n =0 dan boshqa hollarda

1 = 12(n—1)?
2a«/wa;e}(p|:_‘ 402 A ]

yaqinlashuvchi sonli qatorning hadlari bilan chegaralangan.
Bundan esa (13) gatorning qaralayotgan sohada absolyut va
tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

O’rganilayotgan masalaning Grin funksiyasi

' 1
G(z,5€,T) = — ==X
(@ 667) 2a+/7(t —7)
oo 2 2
(z — € —2nl) (z 4+ €& — 2nl)
X Z {GXP{ 4a2(t—T1) | P 4a%(t — 1) , (19)
n=—oco
ko'rinishga ega bo’ladi va buni quyidagi
+00
Gz, t;€,7) = Bz, t;6,7) + Y 'E(z,5;£+l,7)~
n=—00
+o0
- Z E(z,t;—¢ + 2nl,7) (15)
n=-od

ko’rinishda. yozib olish mumkin.
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+o0 , )
Bu yerda )  / belgi yig'indini n noldan boshqa butun
. oo -
giymatlari bo’yicha olinganligini bildiradi.
Bundan (11) tenglikka asosan (1)—(3) masala uchun

+00 :
v(x, t€,7) = Z E(z,t;—¢ + 2nl,7)—

n=--00

+00 -
- Z [E(a:, tE+2nl,7) + E(x, t;€ — 2nl, T)}
: n=1% ' '
bo’lar ekan.
Endi issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masala Grin funksiyasining asosiy xossalarini keltiramiz:
1°. G(z,t;&,7) funksiya z, ¢ o’zgaruvchilar bo’yicha bir jinsli

Gt = aszx
issiqlik tarqalish tenglamasini qanoatlantiradi.
20. G(z, t;¢,7) funksiya &, 7 o’zgaruvchilar bo’yicha qo’shma,
ya'ni
G+ a’G e = 0
tenglamani qanoatlantiradi. '
Grin funksiyasining 1° va 2° xossalarini bevosita hisoblashlar

yordamida ko’rsatish mumkin.
3%. G(z, t;¢,7) funksiya uchun quyidagi

G(z,t;0,7) =0, G(z,t;l,7)=0

chegaraviy shartlarni o’rinli.
Tengliklarning birinchisi G(x, t; §, 7} Grin funksiyasining (14)
ko'rinishidan bevosta kelib chiqadi, ikkinchisi esa

1

20 /7t —1)
S e

www.ziyouz.com kutubxonasi

Gz, t;l,7) =




21-§. ... yechimning integral ifodast 215

tenglikka asosan orinli bo’ladi. .
49, Agar (#zT€E (0,1) bo'lsa, u holda

lim G(z,¢,7) =0

tenglik o’rinli bo’ladi.
Grin funksiyasida quyidagi t — 7 =¢

2 2
_f : — 9l
z— &~ 2nl —hy >0, (x4 & —2n, —hy >0

2a 2a -

belgilashlarni kiritamiz. U holda
lim G(z,1;¢,7) = lim G(z, t;€,t —€) =

s—»O ehl/e e—0 ehz/e

2a\/_ f{ e ~H l/_\_/_g}

bo’ladi. Bundan Loptial teoremasiga ko’ra

%E&_G(xat;gﬂ') = ;%G(x,t;{,t - 5) =

1 .11 E T1 e

= S Z {15%['271917] ‘%[%WH =0
ekanligi kelib chiqadi. =~

Endi issiglik tarqalish tenglama31 uchun birinchi chegaraviy
masala yechimini beruvchi (12) formula (1) tenglamani, (2)
boshlang’ich va (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantirishini ko’rsatay-
lik. Buning uchun quyidagi teorema o’rinli:

TEOREMA. Agar ¢(x) € C[0,1], pi(t), pa(t) € C[0,T] va
f(z,t) € C(Q) bo’lsa, u holda (12) formula bilan aniglangan u(z, )
funksiya (1)~(3) masalaning yechimi bo’ladi.

IsBOT. (12) formulani quyidagi ko’rinishda

4
u(z,t) = Z ui(z, t),
3=]
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. yozib olamiz va har bir qo’shiluvchini alohida—alohida o 'rganamiz. Bu
- yerda :

o !
w(z,1) = / P(€)C(z, €,0) de;
0

0G(z,1;0,1)

T dr;

ug(x,t) =q? //.L1(7‘)

) t
ug(x,t)=a2/u 3G(.Z’tl’r)d7_

0

bl

ua(z,1) = / / Gz, t;¢,7) [ (€, 7) dédr.
00

1°. Dastlab u; (z, t) funksiyani qaraymiz. Grin funksiyasining 1°
xossasiga asosan V{z,t) € Q U EF uchun

]
Ut — a2Upgy = / ©(€)[Gt — a*Gyy) dE = 0
0

bo’ladi.

Grin funksiyasining (13) ko’rinishini e'tiborga olib, wu(z,t)
funksiyani ushbu

{

(et = [POBE,6E0) e+

0
; +0oo +co
+/¢(§){ Y B te+2ml,0)— Y E(st —§+2nl,0)}d§
0 n=-—00 n=--00

ko’rinishda yozib olamiz. Bundan fundamental yechimning 3° va, 4°
xossalariga asosan Vz € (0,1) uchun-

tgr_{xoul(x,t) =p(z), =z € (0,])
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tenglik kelib chiqadi.
Agar t > 0 deb, E(z,t;¢, ) va G(z,t;&, 1) funksiyalarning (7)
va (13) ko'rinishlarini e’tiborga olib, u;(z, t) funksiyani quyidagicha

! oo

w(t) = o) 3
0

n=—0oo

[E(w, t; € +2nl,0) — E(z, t; —& + 2nl, 0)} d¢

yozib olamiz. Oxirgi tenglikdan

lim - t)=
gy =0

ekanligi kelib chiqadi.
Xuddi shu kabi

x}-l};{l—o 1 (:L', t) =0

bo’lishini ko’rsatish qiyin emas. Chunki # = ! da butun n ning
—oo dan 400 gacha o'zgarganida (13) ketma—ketlikning birinchi
qgo’shiluvchisi 1+2n va ikkinchi qo’shiluvchisi —14-2n toq sonlar, ya’ni
,—3,—2,—1,+1,+2,+3,. kabiozgaradi Bundan esa yuqoridagi
qatornmg mos qo ShlluVChllaII o'zaro qisqaradi.
20. Endi ug(x,t) funksiyani qaraylik. Agar (z,t) € QU EF
bo'lsa, (z,t) # (0,7) bo’ladi. U hoda Grin funksiyasining 1° va 4°
xossalariga ko’ra

Upt — QP Ugpy = — ll_n& p1(7)Ge(z, 60, 7)+

t
+/u1(7)§¢: [Gt(x,t;f, O) - azam(x’t;§>0) dr =0
S
0

tenglik o’rinli bo’ladi. Demak, us(z,t) funksiya issiqlik tarqalish
tenglamasini qanoatlantirar ekan.
Grin funksiyasining tuzilishiga asosan, ushbu

t

+o0
ws(z,t) = / mr) 3 2= " B, b 20l, 7)dr =

t—

0 n=-—0o0
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2

1 z —
- 4a\/7_r/ﬂ1(T) =18 €xp ["'4a2(t —7)

,:1: "nl m-—2ﬁ12 o
i 0 5 el 22

- tenglik o’rinli. U holda, agar t > 0 bo’lsa, -

} dr+

72
hm uz(x t) = _++0 4a\/_// (T ) )3/2 p[—zaz(t—_rﬂdf_

-1l / R, n n??
‘Za\/EO/ul(T) n__E_: (t —7)3/2 xp {_ a®(t — 7'):’ ar

=00

bo’ladi. Bu yerda ikkinchi qo’shiluvchi nolga teng. Birinchi integralda

= e T=1 l
20/t —7 T 40202
almashtirish bajaramiz va
o0
.'172 2
1115_1 uz(a: t) = 11 7 / M (t - m) e % da
x

tenglikni olamiz. Oxirgi ifodada ¢ musbat bo’lgani uchun
o
lim s (z, ) = —= (1) / e da = pa(t)
£ 0 20y L) = \/;T- Ky = 1
0

bo’ladi.
(16) tenglikka asosan

t

T _ _ 272
xgﬁOU2(w,t)=/u1(T) > Mexn[ = 2n)1 }d =0.

S 2k 4a2( —7)
g =
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holth ehigadi. ‘ - ,
Agar z € (0,1) bo'lsa, Loptial qoidasiga ko’ra V7 <t van = - v
t, 11,4£2,... uchun o

x—zni' [ (cv-2nl)2]

(t —7)3/2 <P 4a2(t— 1) < oo

(englsizlik o’rinli, 7 — ¢ da esa bu ifoda nolga intiladi. U holda (16)
forinulada ¢ — 40 da limitga o’tamiz, natijada

tl-lg-lo uz(,6) =0

tenglikka ega bo’lamiz.
3%, Xuddi yuqoridagi kabi
¢

uz(z,t) = —a2/p2(T)G5(z,t;l,T)dT
0

funksiya issiglik targalish tenglamasini qanoatlantirishini hamda bu
(unksiya uchun quyidagi

tll.,rilou?’(m’t) =0, Ve (OJ)»
ngoug(x,t) =0, vt e (0,T];
lirlnoug(a:,t) = pa(t), Vte(0,T]
T—l—

tengliklarning o’rinli ekanligini ko’rsatish mumkin.
49. Endi ug(z,t) funksiyani qaraymiz: ixtiyoriy (z,t) € QNEF
bo'lsin. U holda

l
= @Pugzs = i [ F6,06(, 156, 06+
0

t l
+ 0/ dr 0/ G5 (Gt - asz>d€
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PN

bo'ladi. Grin funksiyasining xossasiga asosan yugoridagi ifodaning
ikkinchi qo’shiluvchisi nolga teng va natijada

o l
it = aPgzs = limy [ £(6,0)G 0,8, 0)de
0

ega bo’lamiz. (14) formulani e’tiborga olib,

l
Uat — Uty = yt_rg/f(ﬁ,t)E(w,t; £, t)dé+
- )

400
+lim/[ Z 'E(z,t €+ 2nl,t) — E(z,t;—& + 2nl,t) | dé -
T

p m=—oo

ifodani olamiz. Bu ifodadan E(z,t;¢,7) funksiyaning 3% va 40
xossalariga ko’ra V (z,t) € Q N EF bo’lganda

Ugt — QPUger = f(z,t)

kelib chiqadi.
Endi £ > 0 bo’lsin. U holda (7) va (14) formulalarga asosan

t !
hr_r:ou,; z, t)—/dT/f
0

X Z [E(O t;& -+ 2nl,7) — E(0,t; —€ + 2nl, ’r)]

n=—c

tenglik o’rinli bo’ladi. Xuddi shu kabi ¢ > 0 da

Hm wug(z,t) =0

w—»l—

ekanligini ko’rsatish mumkin.
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Ma’lumki, Vz € (0,1) vaVt € (0,T) da .

o
/ F(6,7)G a1, €,7)de
0

funksiya uzluksiz ekanligidan

t l :

t&r_x:()m(m,t) tEIEO/dT/f(&T)G(x,t,,,T)df 0
0 0

ho'ladi.
Yuisbotlanganlarni va p(0) = p1(0), (1) = u2(0) tengliklarni
inobatga olsak, (12) formula bilan aniglangan u(z,t) funksiya (1) -
issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalaning
harcha shartlarini qanoatlantirishi kelib chigadi.
Shu bilan teorema isbotlandi.

IzoH. Issiglik tarqalish tenglamasi uchun har xil sohalarda
ikkinchi, uchinchi boshlang’ich-chegaraviy masalalar hamda turli
noklassik masalalarning qo’yilishi va ularning yechish usullari [22]
u'quv qo’llanmada batafsil bayon qilingan.

www.ziyouz.com kutubxonasi



222 1V bob.  Parabolik tipdagi tenglamalar

Nazorat uchun savollar

1. Qanday fizikaviy masalalar parabolik tipdagi tenglamalar
orqali ifodalanadi?

2. Issiqlik tarqgalish tenglamasida u; va ug, hosilalar qanday fizik
ma’noga ega?

3. Parabolik tenglama uchun asosiy chegaraviy masalalar
qanday qo‘yiladi?

4. Birinchi chegaraviy masalaning korrektligi haqida nima
deyish mumkin?

5. Parabolik tipdagi tenglama uchun Koshi masalasi qanday
qo‘yiladi? ,
6. Koshi masalasi yechimining mavjudligi ganday isbotlanadi va
yechimning ko‘rinishi qanday ifodalanadi?

7. Issiglik tarqgalish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimining yagonaligi qanday isbotlanadi?

8. Koshi masalasi uchun ekstremum prinsipi qanday
qo‘llaniladi? : '

9. Qanday usullarda Koshi masalasi yechimining mavjudligi
isbotlanadi?

10. Issiklik tarkalish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimining mavjudligini isbotlashda Fur’e usuli qanday qo‘llanildi?

11. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun maksimum prinsipi
qanday ifodalanadi?

" 12. Ekstremum prinsipidan qanday xossalar kelib chiqadi?

13. Parabolik tipdagi tenglama echimining silligligi haqida nima
deyish mumkin? '

14. Chegaraviy shartlarning qanday turlari bor?

15. Fundamental echim qanday fizikaviy xossaga ega?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
4.1. Yon sirti issiglik o‘tkazmaydigan birlik uzunlikdagi sterjen
berilgan bo‘lsin. Agar sterjenning uchlaridagi harorati nolga teng va
uning boshlang‘ich temperaturasi u(z,0) = ¢(z) = z(1 — z) bo'lsa, u

holda sterjenda issiglikning u(z,t) tarqalishini aniglang.
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4.2. Ushbu us = a%ugy tengla2maning 0 <z <[, t> 0 sohada
(nyidagi boshlang'ich u(z,0) = sin -%:E va bir jinsli chegaraviy shart-
Jarni gqanoatlantiruvehi u(z, t) yechimini toping.

4.3. Ushbu u; = a%ug, tenglamaning 0 < x < I, t > 0 sohada
(uyidagi

w(z,0) =¢p(z), 0<z<I

hoshlang‘ich va :
u(0,t) = ux(l,t) =0, t>0

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini toping.
4.4. Ushbu u; = a%ug, tenglamaning 0 < z < [, t > 0 sohada
quyidagi
u(z,0) = Az, 0<z<I

boshlang‘ich va :
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, t) yechimini toping. '
4.5 Ushbu u; = auge + f(z) tenglamaning 0 < z < [, ¢ > 0
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi

w(z,0)=A(l—-=z), 0Zz<l

hoshlang‘ich hamda

u(0,8) =0, uw(l,t)=p8, t>0,
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, t) yechimini toping.

4.6 Ushbu u; = 0?uzz — fu tenglamaning 0 < z < [, t > 0
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi
u(z,0) =p(z), 0<z<l

boshinng'ich hamda

uy(0,8) =0, ug(l,t)=0, t>0,

cheguraviy shartlarni ganoatlantiruvehi u(z, t) yechimini toping.
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4.7. Issiglik tarqalish tenglamasi uchun qo‘yilgan quyidagi Koshi Kk
.. masalalarini yeching.

1. up =Ugy, —00<z<+00, t> 0;

u(z,0) =sinlz, —oo <z < +oo.

2. dug=Upy, —00<z<H400, t>0;
u(z,0) = 62”‘”:2, —00 < T < +00.

2. dus =ug,, -—-oco<z<+oo, >0
u(z,0) = e % o0 < < +o00.

3. Ut = Ugy +sint, —oo0 <z <400, t>0;
w(z,0) = e, —00 <z < +00.

4. Ut =Ugp +3t2, —c0 <z <400, t>0;

' u(z,0) =sinz, —oo <z < +00.
5. Ut = Ugg +Uyy, —00<T,y<+00, t>0;

u(x,y,0) =sinlizsinlyy, -oo<z,y< 400, .
6. Ut = Ugy + Uy, —00<T,y<+00, t>0;
u(z,y,0) =sinliz + coslyy, —oo < z,y < +00.

4.8. Ushbu us = a?uy, tenglamaning £ > 0, ¢ > 0 sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(,0) = ¢(z), zg'eq0

boshlang‘ich hamda
u(0,t) =0, t>0,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(z, t) yechimini toping.
4.9. Ushbu u¢ = a?uge — hu tenglamaning z > 0, t > 0 sohada
aniqlangan uzluksiz va quyidagi

u(z,0) = ¢(z), zg'eq0
boshlang‘ich hamda
ug(0,8) =0, t>0,
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chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvehi u(x,t) yechimini toping.
4.10. Faraz qilaylik, f(z,t) € C?(tg'eq0) va Vig'eq0 da z
argument bo‘yicha garmonik bo‘lsin. Agar

oz, t) | fz,T)dT
[1ene

bo'lsa, u holda u(z,t) funksiya ushbu
wp = a?Au+ f(z,t);  Ule=o =0

Koshi masalasining yechimi ekanligini isbotlang.
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V BOB
ELLIPTIK TIPDAGI TENGLAMALAR

Elliptik tipdagi tenglamalarga asosan statsionar holatdagi,
- ya'ni vaqt o‘tishi bilan o‘zgarmaydigan fizik jarayonlarni o‘rganish
masalalari keltiriladi. Eng sodda elliptik tipdagi tenglama sifatida
Au= g—g- =0
i=1 L

Laplas tenglamasini garaymiz. Bu tenglama yechimining asosiy
xossalari erkli o‘zgaruvchilar soni n ga bog'liq emas.

Shuning uchun qollanmada n = 2 bo‘lgan holni garaymiz,
. zarur joylarda n > 2 bo‘lganda asosiy ta'rif va tushunchalarning
farqini tushuntirib o‘tamiz.

22-§. Elliptik tenglamalar haqida umumiy ma’lumotlar

Faraz gilaylik, R™ evklid fazosida biror .S sirt bilan chegaralan-
gan sohani D deb belgilaylik. Bu sohada quyidagi

" 82 = ou
Lu= Z am(.’lf)m -+ sz(x) o + c(:z:)u = f(.’l:), (1)
=1 TR = t

chiziqli xususiy hosilali differensial tenglamani qaraylik. Bu yerda
aij(z), bi{x), c(z) tenglamaning koefBtsiyentlari, f(z) esa uning ozod
hadi deyiladi.
Agar (1) tenglamada f(z) = 0 bo‘lsa, u holda berilgan tenglama
bir jinsli, aks holda bir jinsli bo‘lmagan tenglama deyiladi.
- D sohadan biror ixtiyoriy zo = (x§°), xgo), ceey x%o)) nugta
olamiz va bu nugtada (1) tenglamaga mos ushbu

QN = QO A2,y An) = D ag(z)Nidy, (2)

1,5=1
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kvadratik forma tuzamiz, A;, (¢ = 1,2,...,n) haqiqiy o‘zgaruvchilar.

1-TA’RIF. Agar (2) kvadratik formaning ishorasi zg € D
nuqtada musbat yoki manfiy aniglangan bo‘lsa, u holda (1) tenglama
shu nugtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar D sohaning har bir nugtasida (1) tenglama elliptik bo‘lsa,
u holda bu tenglama D sohada elliptik tenglama deyiladi.

2-TA’RIF. Agar noldan fargli bo‘lgan bir xil ishorali k; va ko
hagiqgiy sonlar mavjud bo'lib, barcha = € D nuqtalar uchun

n
LOZA Za,, (@)X < ky YN (3)
2,7=1 i=1
tengsizlik bajarilsa, u holda (1) tenglama D sohada tekzs ellzptzk
tenglama deyiladi.

Qaralayotgan tenglamaning tekis elliptikligi oddiy elliptiklik
shartiga qaraganda umumiyrog, chunki tekis elliptik bo‘lishidan
qaralayotgan tenglamaning elliptik tenglama ekanligi kelib chiqadi,
aksinchasi noto‘g'ri.

1-mr1soL. Ushbu

. 8%

Au= —
= )
= Oz

=0, n>2, 4)
Laplas tenglamasini qaraylik. Bunda a;; = 0, agar ¢ # j bo’lsa va
aij = 1, agar i = j bo'lsa. U holda (4) tenglamaga mos kvadratik
forma n
QO Az, da) = DN, (5)
i=1
bo‘ladi. Demak, (4) tenglama butun R" fazoda elliptik tipga tegish-
li, chunki (5) kvadratik forma A € R™\{\A = 0} bo‘lganda mus-
bat aniglangan. Laplas tenglamasining R" fazoda tekis elliptik tipga
tegishli bo‘lishi (3) tengsizlikdan kelib chigadi.
Bunda kg =1, k1 = 1 yoki kg = -;—, k1 = 1 deb tanlab olish kifoya.
2-MiSOL. zOy tekislikdagi biror D C RZ, sohada quyidagi
ikkinchi tartibli xususiy hosilali

a(x, Yz + 26(2, Y)Uzy + (T, YUy = F(2, 9, U, Uz, uy)  (6)
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.« differensial tenglamani qaraylik.

Bu tenglamaga mos kvadratik forma
Q(A1, A2) = aX? 4+ 2bA1 )2 + ¢)3, (7)

~ ko‘rinishda bo‘ladi. -

Agar § = b% — ac < 0, bo'lsa, u holda (7) kvadratik formaning
. ishorasi aniglangan bo‘ladi va D sohaning § < 0 bo‘lgan barcha
 nugtalarida (6) tenglama elliptik tipdagi tenglama deyiladi.
‘ 3-MISOL. Quyidagi

YUgg + Uyy = 0

tenglama Trikoms tenglamasi deyiladi. Bu tenglama y > 0 da elliptik
tipga tegishli bo‘ladi, chunki § = b* — ac = —y. Lekin qaralayotgan
D sohada Trikomi tenglamasi tekis elliptik tenglama bo‘lmaydi.

23—§. Garmonik funksiyalar

R™ evklid fazosida biror S sirt bilan chegaralangan sohani D
deb belgilaylik. Bu sohada quyidagi

=0 (1)

Laplas tenglamasini qaraylik.

Demak bundan keyin n o‘lchovli fazoning z nugtasi deganda
koordinatalari xj,g,...,2, boflgan z = (z1,22,...,2,) nuqtani
tushunamiz.

L-TA'RIF. Agar u(z) = u(x1,Zg, ..., %) chekli D sohada barcha
argumentlari bo‘yicha ikki marta uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan va (1)
Laplas tenglamasini qanoatlantirsa, u holda bu funksiya D sohada,
garmonik funksiya deyiladi, ya'ni

u(z) €C*(D)  va  Au(z)=0, YzeD.
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2-TA'RIF. Agar u(z) funksiya cheksiz DD sohaning. koordinat
boshidan chekli masofada yotgan har bir z nuqtasida garmonik bo‘hb
yetarlicha katta || nugtalar uchun

@) < o 2

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda w(z) funksiya cheksiz D sohada

garmonik deyiladi. Bu yerda n fazoning o‘lchovi, C' — biror o‘zgarmas

son, |z| = /x} + 25 +... + 22, '
Ikki o‘lchovli cheksiz sohada garmonik bo‘lgan funksiya (2)

tengsizlikka asosan cheksizlikda chegaralangan bo‘lishi kerak.
1-m1soL. Ushbu

n
w(z1,Z2,...,%p) = Zaixi +b

chizigli funksiya ixtiyoriy I C R™ sohada garmonik funksiya bo‘ladi,
chunki

o _ o e
ox; 3%2 o
2—M1soL. Ikki o‘lchovli (z,y) tekislikda ushbu
1 T .
u(x,y):Re(;) =m, 2 =2+ 1y,

funksiya (0,0) nuqtani o'z ichiga clmagan ixtiyoriy sohada garmonik
bo‘ladi.
Hagigatdan ham u(z,y) funksiya yordamida

1 Y

funksiyani qurish mumkin. Koshi-Riman shartlariga ko‘ra u(z,y)
funksiyaning garmonik ekanligini ko‘rsatish giyin emas.

3-misoL. Ikki argumentli u(z,y) = =z? + y? funksiya
garmonik bo‘lmaydi. Chunki bu funksiya Laplas tenglamasini
qanoatlantirmaydi, ya’ni tekislikning ixtiyoriy nuqtasida

Aulz,y) = A(z* +4*) =4 #0
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230 V bob.  Elliptik tipdagi tenglamalar

bo‘ladi. o
4-M1soL. Ikki argumentli u(z,y) = z? — y? funksiya ixtiyoriy
chekli sohada garmonik bo‘ladi.

Chunki bu funksiya Laplas tenglamasml qanoatlantiradi, ya’ni
tekislikning ixtiyoriy nuqtasida ushbu

Au(z,y) = A(z? —y*) =2—-2=0.

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

v Agar biror D sohada wui(z),uz2(x),...,un(z) funksiyalar
garmonik bo‘lsa, u holda Laplas tenglamasining bir jinsli va chizigli

ekanligidan bu funksiyalarning

arug(z) + onug(x) + ...+ oun(z), o = const

chizigli kombinatsiyasi ham garmonik funksiya bo‘lishi kelib chiqadi.
Agar u(z) funksiya biror D sohada garmonik bo‘lsa, u holda

u(az +b) = w{azy +b1,az2 + be, ..., axy + by)

funksiya ham D sohada garmonik funksiya bo‘ladi.
‘Bunda a, b;, (i = 1,n) haqiqiy o‘zgarmaslar.
Haqigatdan ham,

y:’aaz+b=(aml+bl,qm2+bz,...,amn+bn')

almashtirish kiritamiz va yangi o‘zgaruvchilar bo‘yicha u(z)
funksiyaning xususiy hosilalarini topib, (1) tenglamaga qo‘yamiz.
Natijada

%u o0y; u(1
z = zu(aw+b) Z 3y(y) (5‘%) z J) ),

i=1 i=1

hosil bo‘ladi.
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24—§. Laplas tenglamasining fundamental yechimi .

Faraz qilaylik, (z,y) va (£,71) ikki olchovli R? tekislikdan
olingan fiksirlangan nuqtalar va ular orasidagi masofa r2 = (z —&)2 +
(y — n)? bo'lsin. ’

Ushbu

,, Lo
oz yn=m=, r’=(r- &%+ (y — )%,

funksiya R? tekislikda (£,7) nuqtani o'z ichiga olmagan ixtiyoriy
sohada garmonik funksiya bo‘lishini ko‘rsataylik.
‘ Shuni ta’kildash muximki, (£,7) nugtani o‘z ichiga olmagan
ixtiyoriy sohada ¢(z,y;&,7n) funksiya va uning ixtiyoriy tartlbdagl
hosilasi uzluksiz bo‘ladi.

Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblash uchun uni quyidagi

1 1
g(z,y) = ln; = _Elnrz’

ko‘rinishda yozib olamiz.
Bu funksiyaning xususiy hosilalarini olaylik

1 1 2 x—f
Qx='_'2‘;,‘§(7‘ Jo == 2
1 2z —¢&)>?
Qe = ((Ia:)x = ""r_2' + “g";zé')““

Xuddi shu kabi berilgan funksiyaning y bo‘yicha ikkinchi tartibli
hosilasini olamiz

Endi olingan uy; va y, hosilalarni Laplas tenglamasiga qo‘yamiz.
Natijada barcha (z,y) # (£,7) nugtalarda -

2z~ €)% +2 2
qm+qyy——;~2- (z - +2(y — n)___g

74 =0

2
T3

ayniyatni olamiz.
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Demak, ¢(z,y;€,m) = 1n% funksiya R? tekislikning barcha
(z,y) # (€,m) nugtalarida garmonik funksiya bo‘lar ekan.

Endi R" fazoda Laplas tenglamasining fundamental yechimini

" keltiramiz.

Faraz gilaylik, R", ng‘eq3 fazoda ikkita z = (21,2, ...,%,) va
(51,52, .+, &p) nugtalari bo‘lsin. Ular orasidagi masofam

n

r=lo—g =, | > (o - &)

k=1

deb belgilaylik. Ushbu

W6 = =g, m23 3)

funksiya har qanday = # £ nuqtada garmonik funksiya ekanligini
ko'rsatish giyin emas.

Bu funksiya £ nuqtani oz ichiga olmagan har qanday sohada z
bo'yicha Laplas tenglamasini qancatlantiradi. Hagigatan ham,

Ov n-20r _ (n—2)(zk— &)
Dy, =1 9z rn '

v _ n-2 N n(n - 2)(x — &)?*

dx? rn rnt2
n~—2 (n(mk ~ &)? )
= -13.
rn T‘2
Bundan

2 n

V"\ d n — n <
~X 5= [ﬁka—& —nJ=0

k=1 9%k k=1

ekani kelib chigadi.
Endi (3) funksiya (2) shartni ham qanoatlantirishini
ko‘'rsataylik. r = |z — £|g‘e|z| — |¢] bo'lishi ravshan. Yetarlicha
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katta |z| lar uchun |z| > 2|£] deb olishimiz mumkin. U holda

1€l < 1|.7:] bo‘ladi, bundan esa r > Elae| kelib chigadi. Natijada (3)

loxmulaga asosan v
on—2

v(z,§) < w2 |

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bundan esa v(z,£) funksiyaning cheksiz
sohada ham garmonik bo‘lishi kelib chigadi.

Yugorida ko‘rilgan g(z,y;&,n) va v(zx,§) funksiyalar Laplas
tenglamasining fundamental yechimi deyiladi.

Bu funksiyalarning muhim tomoni shundaki, agar r — oo
bo'lsa, bu funksiyalar cheksizlikka intiladi.

Laplas tenglamasining fundamental yechimi n = 2 bo‘lgan
holda logarifmik mazsuslikka ega, n > 2 bo‘lganda esa darajali
mazsuslikka ega deyiladi. ' ’

Tkki o‘lchovli R? tekislikda konform akslantirishlar Laplas
tenglamasini o‘zini o‘ziga akslantiradi. :

Faraz qilaylik, z = 2(¢) = z(&,n) + (&, n) golomorf funksiya ¢
tekisligidagi D sohani z tekisligidagi {2 sohaga konform akslantirsin.
Q) sohada wu(z,y) funksiya garmonik bo‘lsin. U holda u(§,n) =
ul(z(&,m),y(&,n)) funksiya D sohada garmonik funksiya bo‘ladi. Buni
isbotlash uchun '

?u %

M =gE t op

hosilalarni hisoblaymiz. Buning uchun

Ug = Uz Tg + UyYe; Uy = UgTy + UyYn;

va
Uge = uwwx? + 2Uzy Teye + %y%? + UpTeg + UyYee;

~ 2 2 :
Upy = Uga Ty + 2Ugy Ty + UyyYp + UaTyn + UyYn-

Oxirgi ifodalarni qo‘shamiz. Bunda z(€,7) va y(£,n) funksiyalar 2(¢)
analitik funksiyaning haqgiqgiy va mavhum gismlari bo‘lgani uchun z y
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funksiyalar £ va 17 bo‘yicha garmonik va ular Koshi—Riman tenglamasi
bilan boglangan. Quyidagi munosabatlar o‘rinli, ya'ni

9z Oy Oz 9y A
6§ = 877, 57] = 36’ AciL = AC -—Q.

.. Bundan |

2 2 '
aa=|(5) +(5) |sn=roras

bo‘ladi. Bu erda '
_0%u | 0%
= 52 + ?@2-

Oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, agar A,u = 0 bo‘lsa, undan
A,u = 0 bo'lishi kelib chiqar ekan. Demak, konform akslantirishlar
n = 2 da garmonik funksiyani yana garmonik funksiyaga o‘tkazar
ekan.

Ixtiyoriy n > 2 bo‘lganda garmonik funksiyani yana garmonik
funksiyaga akslantiruvchi akslantirish mavjud, bunday almashtirish
Kelvin almashtirishi deyiladi. Buni biz keyingi paragrafda o‘rganamiz.

Au

25—§. Kelvin teoremasi

Faraz qilaylik, u(z) funksiya R™ fazoda garmonik bo‘lsin. R™
fazoni biror tekislikka nisbatan simmetrik akslantirsak, u holda u(z)
funksiya garmoniklik xossasini saglaydi.

Markazi zg = 0 nuqtada bo‘lgan R radiusli sfera Sp bo‘lsin.
Agar z va £ nuqtalar sfera markazidan o‘tuvchi zzg nurda yotib, bu
nuqtalar uchun quyidagi

R? 2_ .2, .2 2 2
§=mr— rr=aitxs+ ..+ x;, = o (1)

yoki koordinatalari bilan
R? Rp—

&‘i:xiﬁ) t=L,n
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munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u holda (1) tenglik Sr sferaga nisbatan
inversiya deb ataladi.

Bu holda & va ¢ nuqtalar garmonik qo‘shma yoki szmmetmk
nugtalar deyiladi. (1) tenglikka asosan

o} - €] = R @)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Umuman olganda ng‘eq2 bo‘lganda inversiya almashtirishi
natijasida funksiyaning garmoniklik xossasi saglanib qolmaydi. Misol
tarigasida n = 3 bo‘lgan holda ushbu ' '

1

u(z1, T2, 23) = T T (3)
1

garmonik funksiyani qaraylik. Bu funksiya |z| # 0 nuqtada garmonik
bo‘ladi. Birlik sferaga nisbatan

=% p=l=yB+G+. 8

inversiya almashtirishi natijasida (3) funksiya

U({l, €2$ 53) = U(%, %7 %) =
ko‘rinishga keladi. Bu esa garmonik funksiya bo‘lmaydi.

Inversiya almashtirishining bu kamchiligini shu almashtirishdan
so‘ng funksiyani p?~" ga ko‘paytirish natijasida bartaraf gilish
mumkin.

Buning uchun quyidagi teorema o‘rinli.

KELVIN TEOREMASI. Agar u(z) funksiya D sohada garmonik

bo'lsa, u holda
1 £
6 = sz () @

formula bilan aniqlangan v(£) funksiya D' sohada garmonik bo‘ladi.
Bu yerda D’ soha D sohaga qo‘shma bo‘lib, u birlik sferaga
nisbatan inversiya natijasida hosil bo‘ladi.
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IsBOT. Faraz qilaylik, D sohaning ixtiyoriy nugtasi
z = (z1,22,.. a:n) va D'’ sohaning ixtiyoriy nuqtasi esa ¢ =
(&1,€2,...,6n), & = 5, 1= 1,n; z nugtadan koordinata boshigacha
bo‘lgan masofa r, £ nuqta,dan koordinata boshigacha bo‘lgan masofa
esa p bo'lsin.
_ Bu nuqtalar uchun (2) formulaga asosan r - p = [z| - |¢] =
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Quyidagi '

Av(€) = r"FAu(), - ' (5)

tenglikning to‘g‘ri ekanligini isbotlaymiz.

Avval ushbu hosilani hisoblaylik:

dzy [ p7P-pto2e, k # i; ©)
| R S T
U holda (3) formuladan
v _ 1-n P 2-n N Ou(z) Bz _
e @ o ag; )+ Z Do 0%
. —Ng ——2 - 6”(:8) -
= (2 - n)p f’L'U'(-T) —2p & ; Bxx Ext
+p 8;’(3» (2 n)J1 2J5 + J3. (7)

Endi (6) formula asosida (7) ifodaning o‘ng tomonidagi
funksiyalarning &; bo‘yicha hosilalarini topamiz:

aJ e -
D1 = (o) + p7"u(a)-
i
2 du(z) au( )
_9 —n—4¢2 -—n —2¢2
p ; Far T &
8J2 —n—d +2 L 6“( _ -9 5u($
—_— = 9 (2 i o\ n—
661 (n + "’)p 51 P axk g
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L 8u oz Bu
—n—2 ¢2 m -n—2 ¢ -
k=1 m=1 :
e Oulx e ou(z
=—(7’L+2) n4£z ai n2§‘ ai)
k=1 k
n n
, 0 Ou \ oz
9y 62 __(___) m +
P Zk::l Z_l Bo \ Gy ) BE, ok
"8 [ Ou ou
—n—4g § : =2 .

0J3 2, O | _p "8 [Ou) Oz
og = P Sy te ;8% 97 ) &

n—2. Ou e 8 (0u a0
=-np™" 2&'7—2,0 " 451’2——'(%)&-*% " 2%_2“-
. 1 1

U holda topilgan hosilalarga ko‘ra (5) formulaning o‘rinli ekanligi kelib |
chiqadi, ya'ni

i 3.]1 = Ja < J3
Av(§)=(2—-n _;_ v Y
/) )lc=1 85‘ kZ 08 kX: 9%
=—(2- n)np‘"u(w) +(2 - n)p""u(x)—

‘HZ — 6+ (2 n)p"”‘zz

g=1

+2(n+2)p™"? Z ék 2np™" Z €k+

k=1

—n_4 Z 8 gmék—zl)_n—‘l Z 3.’1:1312 gzﬁk“’

km=1
2p—n—2 Z _g_;_"; & — —n—-2 Z Rl &
i=1
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i~ % n—2 = 8%u n+2
e — & —n- bl .
k,i=1 3=1 t
Shunday qilib, (5) tenglikning to‘g'ri ekanligi isbotlandi.
' Demak, (4) funksiya p # 0 bo‘lganda D’ sohada garmonik
funksiya bo‘lar ekan. '
. IzoH. (4) funksiyaning ixtiyoriy R radiusli Sg sferaga nisbatan

inversiyasi \ o
R\™ R% )
v = —_— Ul —
w0=(3) (e
ko‘rinishda bo‘ladi.

Kelvin teoremasidan foydalanib, odatda garmonik funksiyaning
cheksiz uzoglashgan nuqta atrofidagi ta’rifi beriladi.
TA'RIF. Agar

o) = () = ket

funksiya p = 0 nugqtada lir% v(§) sifatida qo‘shimcha aniglangan
p—>

bo'lib, p = 0 nuqta atrofida garmonik bo‘lsa, u holda u(z) funksiya
cheksiz uzoqlashgan nugta atrofida garmonik deyiladi.

Bu ta'rifga ko‘ra v(£) funksiyaning p = 0 nugta atrofida
chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.

Ushbu lemmani isbotsiz keltiramiz:

LEMMA. Agar u(x) funksiya cheksiz uzoglashgan nuqta atrofida
garmonik bo‘lsa, u holda ushbu

A Olu(z) A
"U,(l>l < [min_z’ ozt = ‘x|n_2+i, nZz 3: (8)
| Ou ou A
< SR — —- =

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda A musbat o‘zgarmas son.
Yugqoridagi (8) va (9) tengsizliklar garmonik funksiyaning cheksiz
uzoqlashgan nuqtada regulyarlik sharti ham deb yuritiladi.
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26—§. Garmonik funksiyalar uchun ekstremum prinsipi

Bu paragrafda garmonik funksiyalarning muhim xossalaridan
biri ekstremum prinsipini o‘rganamiz. Bu yerda talabalarni
ekstremum prinsipidan kelib chiqadigan ayrim natijalar bilan
tanishtiramiz. Keyinchalik ekstremum prinsipidan foydalanib, Laplas
tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining yagonaligi va turg'un-
ligini isbotlaymiz. ,

Faraz gilaylik, R™ Evklid fazosida silliq S sirt bilan chegaralan-~
gan soha D bo'lsin, ya’ni D ¢ R*, D = DU'S.

1-TEOREMA. Agar u(z) funksiya chekli D sohada garmonik,
yopiq D sohada uzluksiz va o‘zgarmasdan farqli bo‘lsa, u helda bu
funksiya D sohaning ichki nugtalarida o‘zining eng katta va eng kichik

giymatiga erishmaydi, ya’ni bu funksiya o‘zining eng katta va eng
kichik giymatiga D sohaning S chegarasida erishadi.

IsBoT. Faraz gilaylik, msg.xu(oc) = m, mgxu(:c) = M bo‘lsin
va u(z) funksiya D sohaning ichki nuqtalarida m dan katta qiymatga
erishsin. U holda D schada shunday z, nuqta topiladiki, bu nuqtada
u(xg) = M, M > m boladi.

Quyidagi ko‘rinishda

Y K
yordamchi funksiya kiritamiz. Bu erda r = p(z,z¢) ikkita z va xp
nugtalar orasidagi masofa, :

v(z) = ufz) +

2 = p*(z,20) = (31— 292+ ..+ (@i = 20)? + .+ (20— 20)%
= (21,22, ..., Tiy---,%n), Tp = (m?,wg,...,m?,,..,xg);

d esa D schaning diametri, ya'ni D soha nuqtalari orasidagi maksimal
masofa. Agar D soha chekli bo‘lsa, u holda d chekli musbat son bo‘lib,
ixtiyoriy € D uchun r < d bo‘ladi.

Shuni ta’kidlashimiz mumkinki,

1) v(zg) =u(ze) =M, bunda r=0, yani z= o
M—-m M-m M+m
pYE =g M

2) v(z)|s = u(z)ls + r?| <m+
s
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Shunday qilib, v(z) funksiya ham D sohada xuddi u(z) funksiya
kabi xossalarga ega, ya'ni v(z) funksiya D sohaning ichki zg nuqtasida
M qiymatni qabul giladi va sohaning S chegarasida M dan kichik
giymatga ega. Demak, v(x) funksiya maksimum qiymatga D sohaning
ichki & = (£1,&,...,&,) nuqgtalarida erishishi mumkin. U holda bu
nuqtada ekstremumning zaruriy shartiga ko‘ra ushbu

ov 82'0

=0 va

P < 0’ ) = i":—

’l.

z=£

ifodalarga ega bo‘lamiz. Bundan wv(z) funksiya uchun Laplas
operatorining z = £ nuqtadagi qiymati

-3 5

l’\

(2)

Q)
"N

bo‘ladi.
Ikkinchi tomondan (1) tenglikka asosan

a(r?) 0 8%(r?) 2 - 8%(r%)
= s =2 = =2
oz, ~lFTEh =2 A ; o7 "
ekanligini inobatga olsak, z = £ nuqtada
M-m ,
Av(z) = A(u(z) t—om T ) =
-Au(a’)+M Mz =n MM

2d? d?

tengsizlikni olamiz. Bu esa (2) tengsizlikka zid.

Bu ziddiyat garmonik funksiya o‘zining maksimum qiymatiga
sohaning ichki nuqtalarida erishishini isbotlaydi. Xuddi shunga
o‘xshash minimum bo‘lgan hol isbotlanadi.

1-LEMMA. Agar u(z) funksiya D sohada garmonik, yopiq D
sohada uzluksiz va eng katta (eng kichik) qiymatiga D sohaning ichki
nuqtalarida erishsa, u holda bu funksiya o‘zgarmasdir.
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IsBOT. Faraz gilaylik, ixtiyoriy € D bo‘lganda u(x) # const
bo‘lsin. U holda 1-teoremaga asosan u(z) funksiya o‘zining eng katta
giymatiga D sohaning S chegarasida erishadi. Bu esa u(:z:) = con st
shartga zid. : :
Yugorida isbotlangan 1-teorema va l-natijaga asosan quyldag1
kuchsiz ekstremum prinsipi o‘rinli. -

2-LEMMA. Chekli D sohada garmonik, yopiq D sohada uzluksiz
bo‘lgan u{z) funksiya o‘zining eng katta va eng kichik qiymatiga D
sohaning S chegarasida erishadi.

Hagigatdan ham, agar yopiq D sohada u(z) # const bo' Isa,
u holda 1-teoremaga ko‘ra bu funksiya eng katta va eng kichik
qiymatiga fagat D sohaning S chegarasida erishadi. Agar yopiq D
sohada u(z) = const bolsa, u holda u(z) funksiya eng katta (eng
kichik) giymatga yopiq D sohaning ixtiyoriy nuqtasida, xususan S
chegarada ham erishadi.

3-LEMMA. Agar u(z) funksiya D sohada garmonik, yopiq D
sohada uzliksiz va D sohaning S chegarasida u(z) > 0 bo‘lsa, u holda
yopiq D sohada u(z) > 0 bo‘ladi.

IsBoT. Faraz gilaylik, D sohada shunday z’ € D nuqta
mavjudki, bu nuqtada u(z’) < 0 bolsin. U holda u(z) funksiya
D sohada etarlicha kichik manfly giymatga sohaning S chegarasida
erishadi. Bu esa D sohaning S chegarasida u(x) > 0 bo‘lsin degan
shartga zid.

4-LEMMA. (Taqqoslash xossasi) Agar u(z) va v(z) funksiyalar
D sohada garmonik, yopiq D sohada uzluksiz va S chegarada u(z) >
v(z) bo'lsa, u holda ixtiyoriy € D uchun u(z) > v{z) bo‘ladi.

IsBoT. Bu natijani isbotlash uchun quyidagi w(z) =
u(z) — v(z) ayirmani garaymiz. Bu ayirma 3-natijaning shartlarini
qanoatlantiradi. U holda z € D bo‘lganda w(z) > 0 yoki u(z) > v(z)
ekanligi kelib chigadi. ’

5-LEMMA. Agar u(z) funksiya D sohada garmonik va yopiq D
sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda ixtiyoriy € D uchun quyidagi a)
m5i1n u(z) < u(z) < max u(z);

b) fu(z)} < max |u(z)|. tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
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6—-LEMMA. Agar D soxada garmonik va yopiq D sohada uzluksiz
funksiyalar ketma-ketligi sohaning S chegarasida. tekis s yaqinlashuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiyalar ketma—ketligi yopiq D sohada tekis
yaqinlashuvchi bo‘ladi.
IsBOT. Faraz qilaylik, u,(z) € C(D) garmonik funk31yalar
ketma~ketligi bo‘lib, bular uchun u,(z)|s = fn(z) o‘rinli bo‘lsin.
. Lemma, shartiga ko‘ra uzluksiz f,(z) funksiyalar ketma-ketligi S
sohada tekis yaqinlashuvchi, u holda Koshi alomatiga asosan ixtiyoriy
€ > 0 bo‘lganda shunday ng € N son mavjud be‘lsaki, barcha z € S va
barcha n,m > ng lar uchun |f,(z) — fm(z)| < € tengsizlik bajariladi,
bu yerda n,m € N.
Endi garmonik funksiyalarning quyidagi un(z) — um(z)
ayirmasini qaraylik, bu ayirma uchun

= uy(x)

[un (@) — um(z)]
S

—um(z)| = fal@) ~ fm()
S S
tenglik o‘rinli.
Yuqorida keltirilgan 5-lemmaga ko‘ra ixtiyoriy # € D va barcha
n,m > ng lar uchun

[un(z) — um($)| < mgx[un(m) ~ up(z)| < m3x|fn(:r) — fm(z)| < €

bofladi. Demak, u,(z) garmonik funksiyalar ketma-ketligi uchun
yopiq D sohada Koshi alomati o‘rinli, bundan esa u,(z) ketma—ket-
likning shu sohada tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Puasson tenglamasi uchun qat’ly ekstremum prinsipini
isbotlaymiz. -

2-TEOREMA. Agar u(z) € C'(D) N C%(D) va ixtiyoriy z € D
uchun Au(z) = g(z) bolib, g(z) > 0(< 0) bo‘lsa, u holda u(x)
funksiya o‘zining eng katta (eng kichik) qiymatiga D sohaning ichki
nuqtalarida erishmaydi. Bu u(z) funksiya o‘zining eng katta - (eng
kichik) qiymatga D sohaning S chegarasida erishadi.

IsBoT. Faraz qilaylik, u(x) funksiya D sohaning ichki nuqtacida
maksimumga erishsin, ya’'ni D sohada shunday xq nugta mavjudki,
bu nuqtada u{zg) = mﬁaxu(:c) bolsin. U holda shu nuqtada
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rkstremumning zaruriy shartiga asosan

i=1 i

ho‘ladi. Bu esa Au(zg) = g(xg) 0 shartga zid. Bu ziddiyat esa
Y-teoremani isbotlaydi.

7-LEMMA. Agar u(z) € C’(D) M C%(D), ixtiyoriy = € D uchun
Au(z) = g(x) bo'lib, g(z) > 0(< 0) va S chegarada u{x) < 0(> 0)
bo'lsa, u holda D sohada u{z) < 0(> 0) boladi.

27—8. Grin formulalari

Ushbu paragrafda garmonik funksiyalar uchun Grin formulalari
va undan kelib chiqadigan garmonik funksiyaning sodda xossalarini
keltiramiz. Shu bilan birga C? sinfdagi va garmonik funksiyaning
integral ifodasini keltirib chigaramiz.

zOy tekisligida bo‘lakli silliq S egri chiziq bilan chegaralangan
soha D C R? bo'lib, unda C(D) N C?(D) sinfga tegishli bo‘lgan
u(z,y) va v(z,y) funksiyalar berilgan bo‘lsin. D sohaning S
chegarasiga o‘tkazilgan tashgi normalni 7 deb belgilaymiz. D = DuS.

Qaralayotgan D sohada ushbu ayniyatlar o‘rinli:

VAU = (Vig)g + (Vity)y — (Vzls + Uyty);

vAY = (’UU,J; —_ Ua;u)z + (UUy - Uyu)y + 'U'AU7
9% 32

ba? 6 By?
nohndu integrallaymiz va Gaues~OstrogTadsk1y formulasini go‘llab,

// vAudzdy = — /‘/(vmugc + vyuy Ydzdy +/v—8—gds, (1)
" D 5

Ou Sv
// (wAu — uAv)dzdy = / ( - u%) ds, (2)
S
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formulalarga ega bo‘lamiz. Bu formulalar mos ravishda birinchi va
tkkinchi Grin formulalari deyiladi.

Agar bu formulalarda u(z,y) va v(zx,y) funksiyalar D sohada
garmonik bo‘lsa, u holda (1) va (2) formulalar ushbu

ou
//(vxuz +quy)dxdy = /U—éﬁds, (3)
S :

~ :
Ju v
/(vb? — ub—ﬁ> ds =0, (4)
S .

ko‘rinishga keladi. Oxirgi hosil bo‘lgan formulalardan garmonik
funksiyalarning sodda xossalari kelib chiqadi.
1) Agar D sohada garmonik bo‘lgan u(z,y) funksiya

u(z,y) € CHD) va u(z,y)|s ~=0

bo‘lsa, u holda barcha (z,y) € D uchun u(z,y) = 0 bo‘ladi.
IsBOT. Hagiqatdan ham, (2) formulada u(z,y) = v(z,y) bo‘lsa,

bundan 5
2 2 _ U
//(ux + uy)dzdy = /ub—gds, (5)
. D

S

//(ui +u§)da:dy =0
D

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi tenglikdan barcha (z,y) € D uchun
Uz = 0, uy = 0 bo‘ladi. Bundan esa barcha (z,y) € Sdau|s =0
bo‘lgani sababli va u(z,y) € CY(D) ekanligidan u(z,y) = 0 bo‘lishi
kelib chiqadi.

2) Agar D sohada garmonik bo‘lgan u(z,y) funksiya

yoki

wz,9) € C*D) va 2| =0
on g

bo‘lsa, u holda barcha (z,y) € D uchun u(z,y) = const bo‘ladi.
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Bu xossaning isboti barcha (z,y) € S da u|s = 0 bo‘lgani sa-
habli, (5) tenglikdan kelib chigadi. -
3) Agar u(z,y) funksiya D sohada ga.rmomk va u(m y) e
('1(D) bo'lsa, u holda
Ju
on|g

ho'ladi. :
Haqiqatdan ham, (4) formulada (z,y) € D uchun v(z,y) = 1
deb olsak,

ou

2

hosil bo‘ladi.

Endi Grin formulalaridan foydalanib, C? sinfdagi va garmonik
funksiyalarning integral ifodalarini keltirib chiqaramiz. Qaralayotgan
D sohaning o‘zgaruvchi nuqtasini (£,7) deb belgilaymiz. w(&,n) €
C'(D) N C?(D) bo'lsin. D schaning ixtiyoriy (,y) nuqtasini markaz
qilib, & radiusli d, doira chizamiz va uning chegarasi S¢ bo‘lsin. ¢
radiusni shunday kichik qilib olamizki, &, doira to‘la D sohada yotsin.
D = D\é. deb belgilaylik.

Ma’lumki, D, sohada u(z,y) va v(z,y) funksiyalar C1(D;) N
C?(D,) sinfga tegishli.

U(x,y;&n):ln%, r=+v{@-62+(@y—n)?

deh, De sohada bu funksiyalarga ikkinchi Grin formulasini go‘llaymiz.
Natijada ushbu

[ 10u o} 1
// (ln—Au uln = )d&dn /[111 B Yo (ln;)}ds-i—
1, S

‘[ 1 0u o 1
- - - £3 6
+'/ [lnré?ne uc")ne (lnr>]ds (6)

tenplikni olamiz.
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) 1
Ma’lumki, In= Laplas tenglamasining fundamental echimi
T .

bo‘lgani uchun A Inl = 0 bo'ladi. é. sohaning S. chegarasiga
T

o‘tkazilgan tashqi n. normal r radiusga garama—qarshi yo‘nalganligi
1

uchun 5 5 ,
1
on, (1 ~) ,rz:—  On, (ln ;> e , (7)

teng. u(z,y) funksiyaning birinchi tartibli hosilalarining
uzluksizligidan

r=e

max <,

€

e

bo‘ladi, bu yerda C o‘zgarmas ¢ ga bog‘liq emas. Shuning uchun & — 0
intilganda

1 du
, / lnr B dse| =

bo‘ladi.
(7) tenglikni hisobga olib, ¢ radiusli aylanadan birlik aylanaga
o‘tamiz, x — £ = ecosp, y — p = €sin g, ds, = £ ds; natijada ushbu

/
a
S,

In Ou dse

8 <C-27e- 1n——+0

Ss

1 1
o (}n ;) ds. = - /u(m —ecosp,y — esingleds; = 2ru(z,y),
e 5
tenglikka ega bo‘lamiz.
Endi (6) formulada ¢ — ¢ limitga o‘tsak, D, esa D ga intiladi,
uning o‘ng tomonidagi ikkinchi integral —2ru(z,y) ga intiladi, ya'ni

. 4. 18u 8 ( 1]
_ . = 2
lim {ln " an, u e \B7 ) dse {z,v).

HDe

Natijada quyidagi

i 1
u(,u,y)-—z?/ In > Audédn+
D
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1 16u 8 ( 1
-l—_é;l: [ln ;‘.—6—';; - 11,5’;7—’ <1ﬂ ;)} dS, (8)

2 sinfdagi funksiyalarning in’cegi'al ifodasi hosil bo‘ladi.
Agar u{z,y) funksiya D sohada garmonik bo‘lsa, u holda bu
funksiyaning integral ifodasi (8) formuladan

u(z,y) = 5- / [m-}g% _ u% (m %)]ds | ©)
S

ckanligi kelib chigadi.
Agar n > 3 bo'lsa, u holda C? sinfdagi funksiyalarning integral

ifodasi N 1
@) = =575 é IE=TGL

MO S/ T ()| 00

ko‘rinishda bo‘ladi.
Endi n = 3 bo‘lganda |S;| = 47 ga teng bo'ladi va C? sinfdagi
funksiyalarning integral ifodasi, ya’ni (10) formuls.

u(@) = 5= [[ 7w der
D

L L Fa“@ _ u-é%(l>jldgs, (11)

4 r on T
S

ko'rinishga keladi. :
Oxirgi (10) va (11) formulalardan garmonik funksiyaning
mtopral ifodasini giyinchiliksiz olish mumkin.
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28-§. Dirixle va Neyman masalalari.
" Yagonalik teoremalari

Bir bu paragrafda elliptik tipdagi tenglamalar uchun asosiy
chegaraviy masalalar, Dirixle va Neyman masalalarni o‘rganamiz.
‘Bu masalalarni Laplas tenglamasi uchun yechimning yagonahgl va
, turfr unligini isbotlaymiz.

Elliptik tipdagi tenglamalar odatda ikki xil chekli va cheksiz
sohalarda o‘rganiladi. Har ikki holda ham qaralayotgan sohaning
- chegarasi chekli sondagi bo‘lakli silliq chiziglar (sfera)dan iborat,
deb faraz gilinadi. Ayrim hollarda elliptik tenglamalar yarim
- chegaralangan sohalarda qaraladi. Bunday sohalarning chegarasi
cheksiz bo'lib, unga yarim tekislik, yarim fazo miscl bo‘ladi.

Matematik fizika tenglamalari kursida elliptik tipdagi
tenglamalar uchun ikki xil chegaraviy masalalar, ichki va tashqi
masalalar o‘rganiladi.

Agar noma’lum funksiyani chekli sohadan topish talab gilinsa,
bunday chegaraviy masalaga ichki masala, agar bu funksiyani cheksiz
sohadan izlansa, u holda bunday chegaraviy masala tashqi masala
deyiladi.

Faraz qilaylik, D C R™ bo‘lakli silliq S sirt bilan chegaralangan
chekli soha, f{z) esa D sohada berilgan va uzluksiz funksiya bo‘lsin.

Ushbu umumiy ko‘rinishdagi

LuE—'Zla,J( )aaa +Zb(x)——+c(1)u— flz), (1)

elliptik tipdagi tenglamani qaraylik.
DIRIXLE MASALASL Elliptik tipdagi (1) tenglamaning chekli D
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(z) € C(D) N C¥(D);

lim u(z) = @(zo), o€ S, ’ (2)

T

shartlami qanoatlantiruvchi u(z) yechimini toping.
Bu yerda ¢(z¢) berilgan uzluksiz funksiya.
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NEYMAN MAsaLAsI. Elliptik tipdagi (1) tenglamaning chekli
D) sohada aniglangan, D U S uzluksiz va quyidagi

. Ju(x)

cos(v, z) = ¥(zo), zy € S, 3)

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi u(z) yechimini toping. A
Bu yerda zg € S, v esa S sirtga o‘tkazilgan normal va 9(xg) -
berilgan uzluksiz funksiya. -
Agar u(z) € CY(DUS)NC?(D) sinfga tegishli bo‘lsin, deb talab
qgilinsa, u holda (3) chegaraviy shartni
a;;(x) %u_(a,) cos(v, zx)| = ¥(zo), x5 € S, (3"
Tp, s
ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar (1) tenglamada a;;(x) = &;; bo‘lsa, u holda tenglamaning
bosh qismi Laplas operatoriga aylanadi va (1) tenglama '

Lu = —Au(z) + bi(x)ug, + c(z)u = f(z), (4)

ko‘rinishga keladi. (3’) chegaraviy shart esa
du N
5| =v¥(z0), w0 €S, (5)
ov|g " »

sodda ko‘rinishni oladi. B

Tashqi Dirixle va Neyman masalalarining mos ichki
masalalardan farqi shundaki, noma’lum funksiyadan |z] — oo
da go‘shimcha

C

Pt C = const > 0, (6)

fuz)| <

shartning bajarilishi talab gilinadi.
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Yechimining yagonaligi haqidagi teoremalar

Bu yerda Laplas tenglamasi uchun Dirixle va Neyman
masalalari yechimining yagonaligi haqidagi teoremalarni isbotlaymiz.

1-TEOREMA. Agar Laplas tenglamasi uchun ichki (tashqi)
Dirixle masalasining yechimi D sohada mavjud bo‘lsa, u holda bu
yechim yagona bo‘ladi.

ISBOT. 1) Faraz qilaylik, Laplas tenglamasi uchun ichki Dirixle
masalasi u3{x) va uz(z) yechimlarga ega bo‘lsin. Bu funksiyalarning
u(z) = u3(z) — us(x) ayirmasi uchun quyidagi

1) u(z) € C(D) N C*(DY;
2) Au(z) = Aur(z) — u2(2)) = Awa(z) — Aug(z) =0

9 u(e)| = (o)~ ) ‘S = o(2) — plz) =0

shartlar o‘rinli.

Demak, u(z) funksiya D sohada garmonik, yopiq D sohada
uzluksiz va u(z)ls = 0. Yuqorida isbotlangan ekstremum prinsipiga
asosan bu funksiya mgn u(z) va mgxu(x) sohaning S chegarasida

erishadi. D sohaning chegarasida esa u(z) = 0. U holda yopiq D
sohada u(x) = 0 bo‘ladi. Bundan u;(z) = uz(z) ekanligi kelib chiqadi.

2) Endi 1-teoremani tashki Dirixle masalasi uchun isbot
qilaylik. Buning uchun » > 2 bo‘lgan holni qaraymiz. Tashqi Dirixle
masalasining (6) shartiga asosan u(z) = uy(x)—ua{z) funksiya cheksiz
D sohada garmonik bo‘ladi.

S sirtni markazi koordinata boshida sferasi Sgp bo‘lgan R
radiusli shar bilan o‘raymiz va Dy halqasimon sohada funksiyani
qaraylik.

Ma’lumki, u(z)|s = 0, bundan tashqari koordinata boshidan
etarlicha uzogda bo‘lgan nugtalar uchun (6) shart o‘rinli. Bundan
shar radiusi etarlicha katta bo‘lganda, ya'ni Sg sferada

C
lu(z)] < —= Tt C = const > 0,
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
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Ixtiyoriy € > 0 uchun R radiusni shunday tanlaymizki, natijada
CR?*™ < e bo'lsin. Ekstremum prinsipiga asosan Dg halgasimon
sohada u(z) funksiya o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga,
yoki S da, yoki Sg da erishadi, lekin bu qiymatlar modul jihatdan &
dan katta bo‘lmaydi.

Faraz qilaylik, z cheksiz D sohaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin.
R radiusni shunday tanlaymizki, natijada = nuqta Dg da etadi va
li(z)| < € bo'ladi. € ixtiyoriy musbat son bo‘lgani uchun u(z) =0 va
bundan u;(z) = ug(z) ekanligi kelib chiqadi. '

Endi Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining
turg‘unligini isbotlaylik.

2—-TEOREMA. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining
yechimi chegaraviy funksiyaga uzluksiz bog'liq bo‘ladi.

IsBOT. Faraz qilaylik, w;(z) funksiya (3)—(5) masalaning
ui(z)ls = i(x) chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi yechimi,
ug(z) funksiya esa (3)—(5) masalaning us(z)|s = o(z) shartni
qanoatlantiruvchi yechimi bo‘lsin. U holda uj(zx) — uz(z) ayirma
qaralayotgan masalaning

(u1(z) — ua(2))]s = ¢1(x) — pa(z)

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.

Agar ixtiyoriy € > 0 son va z € S uchun |p1(z) — p1(z)] < €
bo‘lsa, u holda

[u1(2) — uz(2)| < max |ui(z) — uz(2)] = max|p1(z) ~ pa(z)[ <e

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bu Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining
turgtun ekanligini bildiradi.

Endi Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasi yechimining
yagonaligini isbot qilaylik.

Agar u(z) € CH{D)NC?%D) va S sillig sirt bo‘lsa, u holda u(z)
funksiya S da to‘g‘ri normal hosilaga ega bo'ladi.
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Chekli D sohada ichki Neyman masalasini qaraylik, ya’ni

u(z) € CY(D) N C*(D);

Au(z) = f(z), z € D

du(zx)
ov |g

7 (7)
= (o), z9 € S;

3—TEOREMA. Agar Laplas tenglamasi uchun ichki Neyman
masalasi D sohada ikkita yechimiga ega bo‘lsa, u holda bu yechimlar
bir-biridan o‘zgarmasga farq giladi.

IsBOT. Faraz qilaylik, (7) masala D sohada uj(z) va ua(z)
yechimlarga ega bo‘lsin. Ularning ayrimasi u(z) = u; (z)~ua(z) uchun

Ou(z)|

Au(z) =0, 5 Is

=0, (8)

munosabatlar o‘rinli ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. u(z) funksiyaga
D sohada Grin formulasini go‘llaymiz. Natijada

//L(éxz) dz = g“d | (9)A

tenglikka ega bo‘lamiz.

u(z) funksiyaga D sohada uzluksiz ekanligidan u yopiq D da
chegaralangan bo‘ladi va Ou/8v giymat (8) ga ko‘ra nolga tekis
yaqinlashadi. (8) chegaraviy shartdan va (9) tenglikdan

[ 5:(5e) o=

ifodani olamiz. Oxirgi tenglikdan Ou/dz; = 0, 1 = 1,2,..,n va
bundan esa u(zx) = const yoki u1(z) = us(z) + ¢ kelib chigadi.
Endi tashqi Neyman masalasini n > 2 bo‘lgan holda qaraylik,
4-TEOREMA. Agar Laplas tenglamasi uchun tashqi Neyman
masalasining yechimi D sohada mavjud bo‘lsa, u holda bu yechim
yagona bo'ladi.
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IsBOT. Faraz qilaylik, cheksiz D sohada Neyman masalasi u;(x)
va ug(x) yechimlarga ega bolsin. Ularning u(z) = ui(z) — ua(x)
ayrimasi

u(z) € CY(D) N C*D);
Au(z) =0, z € Dy

$ Qul: 10)
-66—(5)— =0, To € 5 : (
wz) =O0(|z[*™), a— o0,

munosabatlarni qanoatlantiradi.
Cheksiz D sohada yotuvchi va S sirtga parailel bof ]Gan Sy, sirtni
quramiz. Endi markazi koordinata boshida bo‘lgan Sy, sirtni o'z ichiga

olgan R radiusli Sg sfera o‘tkazamiz. D%) soha Sg va S, sirtlar bilan

chegaralangan va Dg esa S va Spg sirtlar bilan chegaralangan. D( )

soha chekli va unda u(x) € C? (D(h)) bo‘lgani uchun Grin formulasini
go‘llash mumkin. Unga ko‘ra

/ / w(z) Au(z)ds = — / / Z( 8%) da-+

(h)

bo‘ladi. Oxirgi ayniyatda h — 0 limitga o‘tamiz va (10) munosabat-

larga asosan _
ou
//Z(&E) dx__/ u—ds, (11)

Sr
tenglikka ega bo* la,m1z. (10) shartlarga va u(z) funksiyaning D sohada
garmonik ekanligidan va etarlicha katta R uchun quyidagi

u(x) < -—nCTZ, C = const > 0,
o=k &
aif(x) < gl_l, Cy = const > 0,
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tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizliklarga asosan (11) formulaning
o‘ng tomoni uchun

ou CC1[Sr| _ CCy|S]
Ua 48| S pmTs = pas
S : '
bahoni olamiz. Bunda n > 2 bo‘lgani uchun R — oo da limitga
»o‘_tamiz. Natijada

St

du e
E = —ds < ZAAPL
// (axJ =) Ve S A, TR 0

Sk

tenglikka ega bo‘lamiz.

o) .
Oxirgi tenglikdan 5} = 0 yoki u(z) = const kelib chiqadi.
Masalaning shartiga ko‘ra zz(x) funksiya cheksizlikda nolga intiladi.

Shuning uchun u(z) = 0 bo‘ladi. Bundan esa uy(z) = ug(z) ekanligi
kelib chigadi.

29—-§. Doira uchun Dirixle masalasi.
Puasson formulasi

Bu paragrafda yuqorida keltirilgan Dirixle masalasi yechimining
mavjudligini n = 2 bo‘lganda, ya’'ni tekislikda o‘zgaruvchilarni
ajratish usuli bilan isbotlaymiz. SHu bilan birga ixtiyoriy radiusli
doirada Dirixle masalasi yechimini beruvchi Puasson formulasi va
uning xossalarini o‘rganamiz.

Doirada Dirixle masalasi

x20y tekislikda birlik aylana S : x2-+y? = 1 bilan chegaralangan
doira D = {(z,y) : 2% +4? < 1} bo'lsin. Birlik D doirada quyidagi

Py 9%y
Aufz,y) = Frol i 0, (1)
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Laplas tenglamasini garaylik.
DIRIXLE MASALASI Laplas tenglamasining D yopiq sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(z,y) € C(D) N C*(D);

u(z,y)| = flo), 0<¢p<o2n, @)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y) yechimini toping.

Bu yerda f(y) etarlicha silliq berilgan funksiya, ¢ esa Oz o‘qi
bilan OM radius—vektor orasidagi burchak va f(yp) funkﬂya uchun
f(0) = f(2x) tenglik orinli.

Doirada.  (1)—(2) Dirixle masalasini  yechish  uchun
o‘zgaruvchilarni ajratish usulidan foydalanamiz. Buning uchun
berilgan f(¢) funksiya [0, 27| segmentda uzluksiz va uzluksiz hosilaga
ega, yani f(p) € C1[0,2n] bo'lsin.

D sobhada z = pcosp, y = psing, 0 < p< 1,0 < ¢ < 2w qutb
koordinatalariga o‘tamiz. U holda Laplas tenglamasi

qupﬂ + pup + Uy =0, (3)

ko‘rinishga o‘tadi.
Bu tenglamaning ixtiyoriy u(z,y) = wu(pcosy,psing)
u{p, p) yechimini
u(p, ) = R(p)®(p) # 0, 4)

ikki funksiyaning ko‘paytmasi ko‘rinishida izlaymiz.
Endi (4) formulani (3) tenglamaga qo‘yib,

P"R"(p)3(p) + pR!(p)®(y) + R(p)B(p) = 0,

ifodani olamiz. Oxirgi ifodani R(p)®{p) ko'paytmaga bo‘lamiz.
Natijada
R'(p) , R(p)_ _%(p)
2
P + p = Tz > (5)
R(p) " R(p) 2y
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikning chap tomoni fagat p o‘zgaruv-
chiga, o‘ng tomoni esa ¢ o‘zgaruvchiga bog'liq. Bu tenglik uning o'ng
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va chap tomonlari faqat bitta A o‘zgarmasga teng bo‘lganda o‘rinli.
U holda (5) terglama ikkita

3" () + A2 (p) = 0, (6)

P’R"(p) + pR/(p) - MR(p) =0, (7
chiziqli cddiy differensial tenglamaga ekvivalent bo‘ladi.
Chegaraviy funksiya f(p + 27) = f(p) ekanligidan (4)
. formulaga asosan ®(p+ 27) = ®(p) bo‘ladi. Demak, ® davri T = 27
bo‘lgan davriy funksiya ekan. Bu faqat A = n% n € N bo‘lganda
o‘rinli bo‘ladi.

¥4
T
. ,
o | x
|/
19—shakl.

(6) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
®n(p) = ancosnyg + by sinng

formula bilan aniqlanadi, bunda a,,, b, ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
(7) tenglama esa A = n? bo‘lganda ikkita

Ri(p)=p", Ra(p)=p"

chizigli erkii yechimlarga ega.

Dirixle masalasining yopiq D sohada uzluksiz yechimi
qidirilayotgani uchun (7) tenglamaning yechimi sifatida R(p) = p"
funksiyani olamiz. U holda (4) formulaga ko‘ra

un(p, ) = p™(an cosnp + by, sin 1)
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formulani topamiz. Shunday qilib, (3) tenglamaning D doirada
garmonik bo‘lgan xususiy yechimini topdik.

Agar A = 0 bo'lsa, (3) tenglamaning yechimi u(z,y) = const -
bo‘ladi va aniqlik uchun const = ag/2 deb clamiz. U holda Dirixle.
masalasining yechimini ushbu )

. +00
a . '
ulp,) = 5 + D " (an cosnyp + by sin ), ®
n=1
yig‘indi ko‘rinishda izlaymiz.
Faraz qilaylik, ushbu ay, b, ketma—ketliklar chegaralangan va
M = max{|ao|/2, |an]| + |br]} bo'lsin. Agar p < p; < 1, ixtiyoriy p1
n
fiksirlangan musbat son bo‘lsa, u holda (8) qator ushbu

_‘_oo

sonli gator bilan majorantlanadi. Veyershtrass alomatiga asosan (8)
gator ixtiyoriy yopiq p < p; doirada tekis yaqginlashuvchi va bu -
qatorning yig‘indisi yopiq p < p1 doirada uzluksiz bo‘ladi. Budan -
p1 € (0,1) oraligda ixtiyoriy ekanligidan u(p,¢) funksiyaning D
doirada uzluksiz bo‘lishi kelib chiqadi.

Endi (8) qatorni D doirada uzluksiz p va ¢ -o‘zgaruvchilar
bo‘yicha &k marta differensiallash mumkin. Hosil bo‘lgan qatorlar
p < p1 < 1 (9) kabi yaginlashuvchi sonli gator bilan majorantlanadi.

Hagiqatden ham, (8) qatorni & marta formal differensiallash
natijasida i
400

k
o t;(ppk,@ — zn(n_l)""’(n“k"l’1)Pn—k(aﬂn003n§0+bnsinmp),

n=k
(10)
y I km . k)
p,cp Zln [ an, cos(n<p+—§— + by, sin nq)+—é—) , (11)
hosil bo‘lgan (10) qatorning hadlari p < p1 < 1 sohada ushbu
+00
Zn(n—l)- (n—k+1)p 7k < Man nk ML(]H—m)kpl ,
n=k n=k =0
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yaqinlashuvchi sonli qatorning hadlari bilan chegaralangan.
(11) qator esa mos ravishda

+o0
k. n
MZn o1
n=1

qatorga majorantlanadi. v

Bundan' (10)—(11) qatorlar p < p; yopiq doirada absolyut
va tekis yaqginlashuvchi, shuning uchun bu gatorlarning yig‘indisi D
sohada uzluksiz bo‘ladi.

Agar (10) qatorda k =1 va k = 2, (11) qatorda esa k = 2
bo‘lganda hosil bo‘lgan ifodalarni (3) tenglamaga qo‘ysak, (8) gator
bilan aniqlangan u(p, ) funksiya D doirada tenglamaning yechimi
bo'lishiga ishonch hosil gilamiz.

SHunday qilib, (8) gator D sohada garmonik funksiya ekan. U
holda (8) gatorni (2) chegaraviy shartga qo‘yamiz, natijada

o
a : .
u(p, )| = flp) = 70 + > p"(ancosni + by sinnyp), (12)
5 n=1

hosil bo‘ladi.

Bu f(y) funksiyaning [0, 27] segmentda sinus va kosinus bo‘yi-
cha Fur’e gatoriga yoyilmasi deyiladi.

Uning a,, va b, koeffitsientlari

2
w=> [ 1), (13)
0
27
an:%/f((p)COSTLg’)ng, n=901,2,..., (14)
0
2m
b, = %/f(cp) sin npdp, n=1273,..., (15)
0

formulalar yordamida aniglanadi.
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Agar f(y) funksiya [0, 2] segmentda uzluksiz va shu segmentda
uzluksiz birinchi tartibli hosilalarga ega bo‘lsa, u holda (12) qator
[0,27] segmentda f(p) funksiyaga tekis yaginlashadi, bunda (12)
gatorning har bir hadi ushbu

16l 5 (fanl + ), (16)
n=1

yaqinlashuvchi sonli qatorning hadlari bilan majorantlanadi.

Demak, (8) qator ixtiyoriy p < 1 bo‘lganda (16) gatorga
majorantlansa, u holda Veyershtrass alomatiga ko‘ra (8) qator yopiq
D sohada absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Endi f(y) ixtiyoriy uzluksiz funksiya bo‘lganda, koeflitsientlari
(13)—(15) formulalar bilan aniglangan (8) gator
p < 1 sohada Dirixle masalasining yechimi ekanligini ko‘rsatamiz.
Buning uchun p = 1 aylanada berilgan f(y) funksiyaga intiluvchi
fm(g) funksiyalar ketma-ketligini quramiz.

Faraz qilaylik, u, funksiya wumls = fm(p) shartni
ganoatlantiruvchi Dirixle masalasining yechimi bo‘lsin. 6-lemmaga
asosan U,, ketma-ketlik p < 1 doirada uzluksiz bo‘lgan u(z,%)
funksiyaga intiladi va bu funksiya p = 1 da f(y) funksiyaga teng.

Faraz qilaylik, f,.(¢) funksiyaning Fure koeflitsientlari o', 03"
bo‘lsin. Ve > 0 olinganda barcha n lar uchun etarlicha katta m larda

lan —ap| <e,  |ba—by|<e
bo‘ladi.

Bundan

“+oo
% + z p"(an cos np + by sin ) — “m! =

n=1

+00

ag — at .

% = 5™ o (an — ) cosmp + (bn — B) Smmp)ll <
n=1

el 1
< 2 " = 2z —
< ;p =
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kelib chlqadl :
: Demak, (8) formula bilan amqlanga,n u(z,y) funksiya p < 1
“sohada (1)~(2) Dirixle masalasining yechimi ekan.
Shunday qilib, quyidagi teoremaning o ‘rinli ekanligi isbotlandi.
1-TEOREMA. Agar f(y) € C'[0,27] va f(0) = f(27) bo'lsa, u
holda D sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining yagona
~ yechimi mavjud bo‘ladi. Bu yechim (8) qator bilan, uning ag, an va
br. koeffitsiyentlari mos ravishda (13), (14) va (15) formulalar bilan
aniglanadi. '

Puasson formulasi
Endi (8) qatorni (14)-(15) formulalarni inobatga olib

" o‘zgartiramiz. Buning uchun (14) va (15) koefﬁtmyentlarm (8) qatorga
go‘yamiz. Natijada p < 1 sohada

. +00 b
a . . 1
u(p, ) = —29 + Y p"(an cosnp + by sinny) = g/f(lf)d?fwL
0

n=1
1 oo 2
+; {/ f(t) cosntdtcosnyp + / f(t) sinntdt sin ngp}
n=1 0

= / f()dt + - /f(t) Z p"{cosnt cosny + sinntsinnp}dt =

n=1

= -2—17? er(t) [1 + 272 p" cosn{t — (p)] dt, (17)

formulaga ega bo‘lamiz. Oxirgi formulada t — ¢ = w deb belgilaymiz
va Eyler formulasidan foydalansak, qavs ichidagi ifoda quyidagi

o o] oC
-2Zp7‘cosn(t—<p) = 1+2Zp"cosnw =
n=1

n=1
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. [ee] [o.o]
= -«1+22pncosnw= —1+2ReZz’"=

n=0 n=0
1 1 1= p?
= —1+42R = -1 — = 1
HaRerT +2R61—pe’w 1+ p2—2pcosw’ (18)

ko‘rinishga keladi.
U holda (18) ifodani (17) formulaga qoyib, p < 1 bo‘lganda

u(p,0) = = / 7(0) b d,  (19)
= o 1+ p% —2pcos(t —w)
0

formulani olamiz.
Bu formula Puasson formulasi deyiladi va bu p < 1 sohada
Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimini aniglaydi.
Ixtiyoriy R radiusli doira uchun Puasson formulasini topish
uchun (19) formuladan p ni p/R ga almashtirib,

2
1 -7
= — dt,
wps ) 27 _/ 7 RZ+p? — 2pR cos(t — w)
0

HO) = f(tR) = f(s), dt = ds/R, s = @R ixtiyoriy R radiusli aylana
yoyining uzunligi. U holda

2nR R 9
— P
= s 2
e ) 27 R / £(s) R? + p% — 2pRcos(s/R — w) ds,  (20)
0

formulaga ega bo'lamiz.
Bu formula p < R sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasining

u(p, P)lp=r = u(R, ) = f(Rp) = f(s), O<sp<2tR  (21)
shartni gqanoatlantiruvchi u{p, @) yechimini beradi.
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Endi (20) formulada integral ostidagi ifoda Puasson yadrosi
deyiladi va uni
R2 _ ﬂ2
R? + p2 — 2pRcos(s/R — w)

(p, p,s) =
orqali belgilaymiz. Puasson yadrosi quyidagi xossalarga ega:

1) O{p,¢,s) >0, p<R, bunda R?+p?> 2Rp;
2) {(p,p,5) = +o0, agar p— R, s=0R;
3) H(p,¢,8) eCHp<R), p<R

doirada garmonik funksiya bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash muhimki, (20) formula f(s) € C?[0, 27| shart
asosida olindi. Bu formula p < R doirada Laplas tenglamasi uchun
Dirixle masalasi yechimini beradi. (20) formulani keltirib chiqarish-
da f(s) funksiyaga qo‘yilgan talabni kamaytirish mumkin, masalan
f(s) € C[0,2x] bo'lishi ham etarli.

Hagiqatdan ham, Puasson yadrosining 3 xossasiga asosan
(20) formulani p < R doirada p va ¢ bo‘yicha ixtiyoriy marta
differensiallash mumkin hamda hosil bo‘lgan integrallar p < By < R
yopiq doirada tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

Demak, (20) formula bilan aniglangan u(p, @) funksiya
f(s) € CI0,2x] bo'llganda p < R doirada p va ¢ bo'yicha
ixtiyoriy marta differensiallanuvchi bo‘ladi va p < R doirada
Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. Bundan esa (20) formula bilan
aniglangan u(p, @) funksiya p < R doirada garmonik funksiya ekanligi
kelib chigadi.

Endi (20) va (21) formulalar bilan aniglangan u(p, ) funksiya
yopiq p < R doirada uzluksiz, ya'ni-p = ¢y bo‘lganda

lirr}l:au(p, ¥) = f(so), bunda sq= Ry, (22)
p—
ekanligini isbotlaylik.

Buning uchun [0,27R] segmentda f(s) funksiyaga tekis
yaginlashuvchi C1[0, 27 R] sinfga tengishli bo‘lgan f,(s) funksiyalar
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ketma-ketligini tuzamiz. Berilgan f,(s) funksiyalar ketma-ketligi
asosida p < R doirada garmonik bo‘lgan va

Un(p,P)lp=k = fn(s), 0< < 2nR,

shartni gqanoatlantiruvchi quyidagi’

27R
1
i) = 3o [ Fale) o0, s
0

Puasson formulasini ko‘ramiz.

Oldingi paragrafda isbotlangan 6-lemmaga ko‘ra un(p,¢)
ketma—ketlik yopiq p < R doirada tekis yaqinlashuvchi bo‘lib, uning
limit funksiyasi

2nR

wpp) = 5oz [ FO o0 ds
0

D sohada uzluksiz bo‘ladi. Bu yesa (22) formulaning to‘g‘ri ekanligini
ko‘rsatadi.

Shunday qilib, biz quyidagi teoremaning o‘rinli ekanligini
isbotladik.

2-TEOREMA. Agar f(s) € C[0,2Rn] va f(0) = f(2R7) bo'lsa,
u holda ixtiyoriy p < R doirada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasining yagona yechimi mavjud bo‘ladi va bu yechim (20)
formula bilan aniglanadi.

NATILJA. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining u(p, ¢)
yechimi p < R doirada cheksiz differensiallanuvchi bo‘ladi, ya'ni
u(p, ) € C*(p < R).
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30-§. Garmonik funksiyaning xossalari

Bu paragrafda Oy tekisligida garmonik funksiyalarning ayrim
xossalarini keltiramiz. Keltiriladigan xossalarni isbotlashda ixtiyoriy
R radiusli' Dg, doira uchun qurilgan va yopiq doirada uzluksiz bo‘lgan
Puasson formulasidan foydalanamiz. '

Agar n = 1 bo‘lgan holda Laplas tenglamasi

o
Ozx?

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi

_—_ux;z._—.o

u(z) = az + b, (1)

-bu yerda a va b ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar, ya'ni bu chizigli
funksiya. Ma’lumki, garmonik funksiyalarning ko‘plab xossalari shu
chizigli funksiyaning xossalari kabi bo‘ladi. Masalan, (1) chiziqli
funksiyaning [o, 8] kesmaning o‘rtasidagi qiymati

a+B\ a+p8 _eat+b+af+b  ula)+u(f)
“(T)”“ g b= 3 = 2 =

B8 8
Ig—i&—/u(m)dac = —E—i—& /(am +b)dz.

e (<4
kesmaning uchlaridagi qiymatlarining o‘rta arifmetigiga teng bo‘ladi.
Garmonik funksiyalar ham xuddi shunday xossaga ega.
1-TEOREMA. Agar u(r, ) funksiya Dg = {(r,¢) : 7 < R}
doirada garmonik va yopiq Dp doirada uzluksiz bo‘lsa, u holda
bu funksiyaning Dg doira markazidagi qiymati 7 = R aylanadagi
gqiymatlarining o‘rta arifmetigiga teng, ya’ni

27R 2R
1 1 .
w(0,9) = o / f(s)ds = 5— / u(R,s/R)ds, - (2)
0 0

bo'ladi.
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IsBOT. Teorema shartiga ko‘ra, u(r,¢) funksiya oldingi
paragrafdagi 2-teorema shartini ganoatlantiradi. Shuning uchun bu
funksiyani quyidagi

2R
1 7 R% — ¢2
u(r,¢) = 27R / 1(s) R2 4+ r? — 2rRcos(s/R — w) ds,
0 o

3)

Puasson integrali ko‘rinishida ifodalash mumkin.

Oxirgi formulada 7 = 0 deb, (2) tenglikni olamiz. Bu %(0,¢)
qiymat, garmonik funksiyaning » = R aylanadagi qiymatlarining o‘rta
arifmetigidir.

Yugorida keltirilgan (1) chizigli funksiya sonlar o‘qida cheksiz
differensiallanuvchi va analitik funksiya bo‘lgani kabi, garmonik
funksiyalar ham xuddi shunday xossaga ega.

2—-TEOREMA. D sohadagi har qanday garmonik funksiya shu
sohada cheksiz differensiallanuvchi va analitik funksiya bo‘ladi.

IsBoT. Markazi (zg,y0) nugtada bo‘lgan R radiusli Dg doira
to'liq D sohada yotsin, ya'ni (zg,%) € Dg va Dr C Dg bo‘lsin.
U holda u(z,y) funksiyani Dg doirada (3) Puasson formulasi orqali
ifodalash mumkin. 19-§ dagi 2-teoremaning natijasiga ko‘ra u(z,y)
funksiya Dpg doirada, xususan {zg,yo) nuqtada ixtiyoriy tartibdagi
hosilalarga ega. u{z,y) funksiyaning Dg doirada analitik bo‘lishi esa
uni (o, yo) nuqtaning kichik atrofida (z — z¢) va (y — yo) darajalari
bo‘yicha Teylor qatoriga yoyilishini anglatadi, '

+o0o I+m, l m
N "™ u(xo, yo) (z — z0)' (¥ — yo)
wey)= ) B oy™ !
I,m=0

Bu teoremaning to‘liq isboti Puasson formulasi yordamida dars-
liklarda keltirilgan.

NATIJA. Garmonik funksiyaning ixtiyoriy tartibdagi hosilasi
yana garmonik funksiya bo‘ladi. ‘

Buni isbotlash uchun quyidagi tenglikning

FFu ok
A(awaw) = Gorog oW k=pTa
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o'rinli ekanligini ko‘rsatish etarli bo‘ladi.

3-TEOREMA. Agar u(x %) biror D sohada garmonik va yopiq
D sohada uzluksiz bo‘lib, D sohaning ichki nuqtalarida eng katta.
(eng kichik) giymatga erishsa, u holda bu funksiya yopiq D sohada
o'zgarmas bo‘ladi.

Bu teorema [9, 10] darsliklarda batafsil isbotlangan. Shunmg
uchun uning isbotini bu erda keltirmadik.

~ Shuni ta’kidlash muhimki, sonlar o‘gida berilgan (1) chizigli
funksiya quyidan yoki yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda bu
funksiya o‘zgarmas bo‘ladi.

Hagigatdan ham, (1) chizigli funksiyaning R sonlar o‘gida quyi-
dan yoki yuqoridan chegaralangan bo‘lishi uchun a = 0 bo‘lishi zarur
va etarli.

Xuddi shunday xossa garmonik funksiyalar uchun ham o‘rinli.

4-TEOREMA. (Liuvill teoremasi.) Agar u(z,y) funksiya butun
tekislikda' garmonik bo‘lib, quyidan va yuqoridan chegaralangan
bo‘lsa, u holda bu funksiya o‘zgarmasdir.

IsBoT. Faraz gilaylik, u(x,y) tekislikda quyidan chegaralangan
bo'lsin, ya’'ni shunday M > 0 hagiqiy son mavjudki, R? tekislikdagi
barcha (z,y) nuqtalar uchun u(x,y) > M bo‘lsin.

Aytaylik, R? tekislikdagi ixtiyoriy nuqta Q = (z,y) = (p,¥)
bo‘lsin va u(Q) = (0, 0), ya'ni u(z, y) = const ekanligini ko‘rsatamiz.
Markazi (0,0) nuqtada bo‘lgan (z,y) nuqgtani o‘z ichiga olgan R
radiusli doira Dg bo‘lsin. U holda Puasson formulasi

27R R 2

u(r, @) ———"/ I(s R2+r2 2chos(s/R w)

ds, (4)

o‘rinli bo‘ladi.
Bu yerda f(s) = u(R,¢) = u(R, s/R) va —1 < cos(s/R—p) < 1
ekanligidan barcha (r,p) € Dg nuqtalar uchun ushbu tengsizlik

R—r< R? —¢2 ' R+r
R+r = R247r2-2Rrcos(s/R—¢) ~ R—r1’
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o'rinli. Bu tengsizlikka

1 xR
0

integral operatorni qo‘llaymiz. Yuqoridagi (2) va (4) tengliklarni
inobatga olib, quyidagi :

R—r R+r - :
_— < <7
BT 0.0 < ulne) < BT u00,0) ©)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Bu tengsizlik Garnak tengsizligi deylladl [10]. Endi (6)
tengsizlikda R — 4oco da limitga o‘tsak,

u(0,0) < u(r, ) < u(0,0)

hosil bo‘ladi. Oxirgi tengsizlikdan u(r,¢) = u(0,0) bo‘lishi kelib
chigadi.

5-TEOREMA. (1-Garnak teoremasi.) Agar chekli D sohada
garmonik, yopiq D sohada uzluksiz {u,(z,y)} funksiyalar ketma—
ketligi sohaning S chegarasida yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu
ketma-ketlik yopiq D sohada tekis yaginlashuvchi, limit funksiya D
sohada garmonik va D da uzluksiz bo‘ladi.

IssoT. 18 - §da isbotlangan 6-lemmaga ko‘ra {un(z,y)}
funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis yaginlashuvchi
bo‘lgani uchun bu ketma~ketlikning limit funksiyasi yopiq D sohada
uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Faraz qilaylik, D sohadagi ixtiyoriy nugta Q = (r,¢) bolsin.

] holda shu nuqtani o'z ichiga oluvchi shunday R radiusli Dg doira
Lopiladiki, bu doirada us|s = frn(s) shartni qanoatlantiruvchi un(z,y)
Munksiyani ushbu

" 2nR R 9 , 9

«(Ln(’" W) 27.‘.1{ / fn( ) R2 472 - 2rR COS(S/R - ’LU)
0

ds, (7)

Puasson integrali ko‘rinishida ifodalash mumkin.
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{un(x,y)} funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis
yaginlashuvchi ekanligidan (7) tenglikda n — +oo limitga o‘tamiz.
Agar 1i1}1 un(z,y) = ul(z,y), 111}_1 = f(s} bo‘lsa, u holda
N—-100 n—+0o0

(7) tenglikdan

2nR

() = — /f<) ’ e v ds, (8)
ulr, ¢ %R niS R?2 412 —2rRcos(s/R—w) '
) 0

kelib chiqadi. Integral ostidagi f(s) funksiya [0,27R] segmentda
uzluksiz bo‘lgani uchun Puasson formulasining xossasiga asosan (8)
integral Dy sohada garmonik funksiya bo‘ladi.

@ = (r,4) nugta ixtiyoriy bo‘lganligidan u(z,y) funksiyaning
D sohada garmonik funksiya ekanligi kelib chigadi.

Xuddi yugoridagi kabi teorema garmonik funksiyalar qatori
uchun ham ofrinli ekanligini ko‘rishimiz mumkin.

5*-TEOREMA. Agar chekli D sohada garmonik, yopiq D sohada

o
uzluksiz +Z un(z,y) funksiyalar qatori sohaning S chegarasida tekis
n=1
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu qator yopiq D sohada tekis
yaqinlashuvchi, uning yig‘indisi D sohada garmonik va D da uzluksiz
bo‘ladi.
Garnakning ikkinchi teoremasini isbotsiz keltiramiz.
6-TEOREMA. (2-Garnak teoremasi.) Agar chekli D sohada
garmonik funksiyalar {un,(z,y)} ketma-ketligi monoton o‘suvchi
bo‘lib, sohaning kamida bitta nugtasida yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
bu ketma—ketlik D sohada biror u(z,y) funksiyaga yaqinlashuvchi
bo‘ladi. Shu bilan birga ixtiyoriy D C D sohada tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi.
Garmonik funksiyalarning chetlashtiriladigan maxsuslik to‘g‘-
risidagi, cheksizlikda regulyarligi baqidagi va boshqa xossalarini
talabalar [9}-{11] kabi darsliklardan o‘zlashtirib olishlari mumkin.
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31-§. Laplas tenglamasi uchun tashqgi Dirixle masalasi

Faraz gilaylik, R™ evklid fazosida 6D = 1T sirt bilan
chegaralangan soha D bo‘lsin. D sohaning yopiq I' sirtga nisbatan
tashqarisini Q = R\ D UT = R™\D deb belgilaylik.

Chegaralanmagan ) sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasini qaraymiz. Shuni ta’kidlash muhimki, chegaralanmagan
sohada Dirixle masalasining korrekt bo‘lishi yechimning cheksizlikdagi
xususiyatiga bog‘liq bo‘ladi.

TASHQI DIRIXLE MASALASI. Chegaralanmagan Q) sohada quyi-
dagi shartlarni qanoatlantiravchi u(z) garmonik funksiya toping:

u(z) € C(Q) N CEO); (1)
Au(z) =0, Vze _ (2)
u(z)lr = f(x), Vzel; (3)
w(z) =0, |z = o0 (4)
ya'ni, n > 3 bo‘lganda Yz € 2 uchun illim u(z) = 0, agar n = 2
Z|—00
bo‘lsa, u holda masalaning (4) sharti
u(z) =O(1) agar |z|— oo, (5)

ya'ni u(z) funksiya cheksizlikda chegaralangan bo‘lsin. Bu yerda f(z)
berilgan uzluksiz funksiya, 72 = |z| = 23 + 22 + ... + 2.

1zoH. Tashgi Dirixle masalasi n > 3 bo‘lganda (1)—(4) shart-
larni, n = 2 bo‘lganda esa (1)—(3) va (5) shartlarni ganoatlantiradi.

Qaralayotgan tashqi Dirixle masala yechimining yagonaligi
haqidagi teoremaga o‘tishdan oldin chegaralanmagan sohalarda
pnrmonik funksiyalar uchun ekstremum prinsipini isbotlaymiz.

I rOREMA. Agar u(z) funksiya chegaralanmagan () sohada
(1) va (2) shartlarni qanoatlantirib, r — co da

1
a(ryIn=, agar n=2
u(z) = (r)ln—, ag

n—2
?

a(r)r agar n > 2

www.ziyouz.com kutubxonasi



270 ' V bod.  Elliptik tipdagi tenglamalar

bo‘lsa, u holda barcha @ € Q nuqtalarda u(z) funksiya uchun ushbu
lu(z)] < C- max lu(z)|, C = const, (6)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Bu yerda, r — oo intilganda, a(r) — 0 bo‘ladi.

[sBOT. Faraz gilaylik, koordinatalar boshi Q schada bo‘lmasin.
Endi markazi koordinatalar boshida bo‘lgan R radiusli Sp sirtga
nisbatan inversiya almashtirishini qaraylik. Bunda R"™ fazoning Q
sohada yotuvchi barcha nugtalari koordinatalar boshini o‘z ichiga
olgan chekli ©* sohaning nuqtalariga bir giymatli akslantiriladi,
sohaning I' chegarasidagi nugtalar esa 2* sohaning I'* chegarasidagi
nuqtalarga, cheksiz uzoglikdagi co nuqta esa koordinatalar boshiga
akslanadi. U holda Kelvin teoremasiga asosan

. (i”t) ?U(R—,f ) = (;)Z o) R

‘ v(€

!

funksiya *\{¢ = 0} schada garmonik bo‘ladi va r = |¢| — 0
bo‘lganda ushbu

a*(r) ln%, agar n =2

R
=3 1
a*(r) —aTge agar n> 2
. . R2\
shartni qanoatlantiradi. Bu yerda o*(r) = R"?a - = 0.

Agar r — 0 intilsa, o*(r) — 0 bo‘ladi. U holda (7) funksiya
£ = 0 nugtada garmonik bo‘ladi, yai v(¢) funksiya Q* sohaning
nuqtalarida garmonik funksiya bo‘lar ekan.

Shunday qilib, v(¢) funksiya chekli O* sohada uzluksiz va
{2* sohada garmonik ekanligidan, ekstremum prinsipiga asosan bu
funksiya o7ining eng katta va eng kichik qiymatiga * sohaning
G'amme’ chegarasida erishadi, ya'ni V¢ € O* bo‘lganda v(¢) funksiya
uchun quyidagi tengsizlik

[(€)] < max v (©)]
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o‘rinli. Bu tengsizlikdan (7) formulani inobatga olib, Y z € Q nuqtalar

uchun
)M w(©)! < (5> mgx(;g)”‘z u@)l <

= | oy

lu(z)| = (

’ n-—2 : ‘
< (L> max fu(z)] < C - max [u(z)],

r

_x\ n—2
kelib chigadi. Bu yerda r* = max r, C = sup(-r_—«\} .
r Q T/
Shunday qilib, (6) tengsizlik isbotlandi.
2—-TEOREMA. Agar tashqgi Dirixle masalasining vechimi mavjud
bo‘lsa, u holda bu yechim yagona bo‘ladi. '

- IssoT. Faraz qilaylik, tashqi Dirixle masalasi uq(z) va ug(z)
yechimlarga ega bo‘lsin. U holda ularning ayirmasi u(z) = u;i(z) —
ug(z) bir jinsli chegaraviy shartni qanoatlantiradi. Buning uchun
1-teorema shartlari bajariladi va (6) baho o‘rinli. u{z) funksiya
qaralayotgan sohaning I' chegarasida nolga teng bo‘lgani uchun (6)
tengsizlikdan |u(x)| < 0 kelib chiqadi.

Bundan esa Vz € ) uchun u(z) = 0 yoki u1(z) = ug(x) bo‘ladi.
Demak, tashqi Dirixle masalasining yechimi yagona ekan.

Endi tashqi Dirixle masalasi yechimining mavjudligini n = 2
bo‘lgan holda isbotlaymiz.

Faraz qgilaylik, markazi koordinata boshida bo‘lgan R radiusli
I'r aylana bilan chegaralangan Dg doiraning tashqarisi Qg = R?\Dpg
bo‘lsin. (g sohada Laplas tenglamasi uchun (1)—(3) va (5) shartlarni
qanoatlantiruvehi tashgi Dirixle masalasi yechimini quramiz, bunda
(3) chegaraviy shart Tg = {(z,v) : 2% +y* = R?} aylanada

u(z,y)lrg = u(reosp,rsing)lr=r = f(R,0), 0<p<2m, (3)

berilgan bo‘ladi. Bu yerda f berilgan uzluksiz funksiya va f(0) =
J(27) tenglik o‘rinli.

www.ziyouz.com kutubxonasi



272 V bob.  Elliptik tindagt tenglamalar

Xuddi avvalgi paragrafdagi kabi bu masalaning yechimini
o‘zgaruvchilarni ajratish ususli bilan echamiz va yechimni ‘

ag Ry R " | b, si ]
u(r, ) = D) + Z " (an cos i + by sinnp), 8
n=1

Fur’e qatofining yig‘indisi ko‘rinishida quramiz. Uning a, va b,
koeffitsiyentlari

27
an:%/f(ﬁﬂ)cosnwdtp, n=0,1,32,..., (9)
0
i 27
bn = ;/f(‘P) Sinntpdﬁp) n= 1’ 2737 Tt (10)
0

formulalar yordamida aniglanadi. ,

- Bu (9) va (10) formulalarni (8) qatorga go‘yib, malum
almashtirishlarni bajargandan so‘ng quyidagi

2R
1 r? — R?

= - ds, 11
ulr, ) -2rR / £(s) 72 + R% — 2rRcos(s/R — w) s (1)
0

Puasson formulasiga ega bo‘lamiz. Bu yerda r > R.

Agar f(Ryp) funksiya [0, 27] segmentda uzluksiz bo‘lsa, u holda
(11) qator bilan aniqlangan u(r, ) funksiya Dg doiradan tashqarida
garmonik hamda (3’) chegaraviy shartni qanoatlantirishini ko‘rsatish
mumkin,

32—§. Dirixle masalasining Grin funksiyasi

Faraz qilaylik, R® fazoda bo‘lakli silliq S sirt bilan chegara-
langan D C R? soha bo'lsin. Yopiq D sohada P(z,y,2), Qlz,y, z)
va R(z,y,z) funksiyalar hamda ularning Py(z,y,2), Qy(z,y,2) va
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R (z,y,z) hosilalari uzluksiz bo‘lsin. U holda bu funksiyalar uchun

uyidogt oP 0 OR
///( ~—Q~+—5—>dxdydz=

= / (P cosa+ Qcos 5+ Rcosy)dsS, (1)

Gauss—Ostrogradskiy formulasi o‘rinli bo‘ladi.
Bu yerda N sohaning S sirtiga o‘tkazilgan tashqi normal, cos c,
cos 3, va cosy birlik N vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari, ya'ni
= (cos @, cos B, cos7y), [N| =1, dS esa S sfera yuzasining elementi.
Faraz qgilaylik, u(z, v, 2), v(z,y, z) € C*(D) bo'lsin. U holda (1)
formulada P = uvs, @ = uvy va R = uv, almashtiramiz. Natijada
quyidagi

P+ Qy+ Ry = (uvg)z + (wuy)y + (uv;), =
= Ugly + UyVy + Uz + U(Ugg + Vyy + Vaz) =
= UgVy + Uyly + UzV; + uAY;

Pcosa+ Qcosf8+ Rcosy=

dv

éﬁr

tengliklarga ega bo‘lamiz. Endi bu tengliklarni (1) formulaga qo‘yib,

///[umvx + Uy Uy + UV |dzdydz =
D
// u———dS—l— /// uAvdzdydz, (2)
D

birinchi Grin formulasnu hosil gilamiz.
Birinchi Grin formulasida u« va v funksiyalarni o‘rnini almash-

tirib,
/ / / [tgvg + uyvy + UV, |drdydz =
D
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// v~——d5’+/:D// yAudmdydz, - 3)

ifodani olamiz. (2) formuladan (3) ni ayiramiz va quyidagi

/ / (uAv — vAu dxdydz = / / ( )dS (4)

La,pla,s operatori uchun ikkinchi Grin formulasiga ega bo‘lamiz.
DIRIXLE MASALASINING (GRIN FUNKSIYASL.
TA’RIF. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining Grin
funksiyasi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi
G(M, My) funksiyaga. aytiladi:
bu erda M = (QJ,?},Z), My = (:EO)yOaZO)
1) Az y,.G(M, M) = 0, ya’ni G(M, My) funksiya D\ Mg sohada
garmonik funksiya;
2) G(M, Mo)|pmes = 0, quadMp € D;
3) G(M, Mp) funksiya D sohada quyidagi ko‘rinishga ega:

G(M, Mo) = g(M, Mo) + g(M, My), (5)
bu yerda ¢(M, M) Laplas tenglamasining fundamental yechimi va u
quyidagi ko‘rinishga ega:

1 1

In
2 . — 2 PRV
q(M, M) = i \/(a" zo)? + %’y %o)

— = =, agar n=23;
4 /(@ — 20)2 + (y — %0)? + (2 — 20)?

agar n =2,

g(M, My) yopiq D sohada uzluksiz va My€D uchun M nugtaning
koordinatalari bo‘yicha D sohada garmonik funksiya.

GRIN FUNKSIYASINING XOSSALARI.

1% Agar M — My bo'lsa, u holda G(M, My) — +oo bo‘ladi.

Bu xossaning to‘g'ri ekanligi Grin funksiyasining (5)
ko‘rinishidan kelib chiqadi.

2°. G(M, Mp) funksiya D sohada musbat, ya'ni G(M, Mp) > 0.
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Haqiqatdan ham, G(M, Mp) funksiyaning My nuqtasini markaz
qilib, etarlicha kichik § radiusli [M — My| < 6, Mg € D shar chizamiz
va D sohaning bu shardan tashqaridagi gismini D5 deb belgilaylik.
Grin funksiyasining 1° xossasiga ko‘ra, etarlicha kichik ¢ uchun yopiq
|M — Mp| < 6 sharda G(M,Mp) > 0 bo‘ladi. Demak, G(M, My)
funksiya Dj sohada garmonik va yopiq Ds sohada uzluksiz ekanligidan
Djs sohaning chegarasida ham G(M, Mg) > 0 bo‘ladi. Ekstremum
prinsipiga asosan M € D nuqgtalar uchun G(M, Mp) > 0 bo‘ladi.

Bundan esa barcha D U S sohada G(M, My) > 0 ekanligi kelib
chiqadi.

3%. G(M, Mg) Grin funksiyasi uchun M,My; € D, M 7£ M,
bo‘lganda quyidagi

11

0<G(M, Mg§<zlf; agar 1= 3;

va,
: 11
0<G(M,My) < — =, agar n=2
2r r

baho o‘rinli.
Hagigatan ham, Grin funksiyasining (5) ko‘rinishidan va 2°
X08saga, asosan
11

g(M, Mp)|pes = oL e n= 3;

1 1
g(M, Mo)|yes = 5= o~ agar n=3

bo‘ladi. Bundan esa g(M, M) funksiya garmonik bo‘lganligi uchun
ekstremum prinsipiga ko‘ra D sohada g(M, My) < 0 bo‘lishi ko‘rinadi.

4% G(M, My) Grin funksiyasi M va Mj nugtalarga nisbatan
simmetrik funksiya, ya'ni

G(M, My) = G(Mo, M).

Grin funksiyasining simmetrikligi [11] darslikda batafsil
isbotlangan. Shuning uchun bu yerda uni isbotsiz keltirdik.

5%. Agar Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining Grin
funksiyasi mavjud bo‘lsa, u holda bu funksiya yagona bo‘ladi.
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Faraz qilaylik, ikkita G1(M, My) = q(M, M) + g1(M, My) va
G2(M, Mg) = q(M, My) + go(M, My) Grin funksiyasi mavjud bo‘lsin.
Ularning

G1(M, Mo) — Ga(M, My) = g1(M, Mo) — g2(M, Mq)

~ayirmasini tuzamiz. U holda

[Gl(MaiMo) = GoM, Mo)l|mes = [g1(M, Mo) — g2(M, Mo)]|mes = 0

yoki
, 91(M, Mo)|mes = go(M, Mo)|sres
bo‘ladi. ‘
Ekstremum prinsipiga asosan yopiq D sohada
91(M, Mo) = go{M, M),
bundan esa,

G1(M, Mp) = Go(M, M)

bo‘lishi kelib chigadi.

Endi Laplas tenglamasi uchun D C R® sohada Dirixle
masalasini qaraylik.

DIRIXLE MASALASIL Chekli D sohada aniglangan uzluksiz va
quyidagi

u(z,y,2) € C(D) N C*(D); (6)
Au(x,y,z) =0, (xayvz) € D; (7)
uls = f(P), PeS, (8)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(z,y,z) funksiya toping, bu yerda S
qaralayotgan D sohaning chegarasi va f(P) esa shu sirtda berilgan
etarlicha silliq funksiya.

TEOREMA. Agar D sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasining G(M, Mp) Grin funksiyasi mavjud, f(P) funksiya
J(P) € C(S) hamda qaralayotgan D sohaning S sirtida w(M )
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funksiyva normal bo‘yicha hosilaga ega bo‘lsa, u holda (6)—(8) Dirixle
masalasining yechimi mavjud bo‘ladi va bu echim

u(Mo) = - / [ o0 M) 0

ko‘rinishda aniglanadi. Bu yerda G( M’ Mpy) Dlrlxle masalasining Grin
funksiyasi.

IsBoT. Faraz qilaylik, u(M) = u(z,y,2) funksiya (6)—(8) “
masalaning yechimi va S sirtda normal bo‘yicha hosilasi mavjud
bo'lsin. My = (zg,y0,%0) € D ixtiyoriy nugta bo‘lsin. D sohada
w(M) € C*D) bo'lgani uchun bu yerda ikkinchi Grin formulasini
go‘llab bo‘lmaydi. Buning uchun D sohaning S chegarasini § ga
siljitamiz va hosil bo‘lgan sohani Ds uning chegarasini esa S; deb
belgilaymiz, ya'ni Dy C D bo'lsin.

20 — shakl.

Grin funksiyasining ta’rifiga ko‘ra, M — My da
G(M, My} — oo bo‘lgani uchun Dj sohaning My nugtasini etarlicha
kichik £ radiusli S, sfera bilan ajratib olamiz va Djs sohaning qolgan
gismini D5 deb belgilaymiz,
yani Des = Ds\U(My, ), Se = 8U (Mo, €).

Endi D5 sohada w(M) va G(M, Mp) funksiyalar ikki marta
uzluksiz hosilalarga ega, shuning uchun w(M) va v(M) = G(M, My)
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funksiyalarga ikkinchi Grin formulasini go‘llash mumkin. U holda D
sohada Au(M) = 0, Ay G(M, Mo) = 0 bo‘ladi va Grin formulasidan

// ( () 9GO, Mo) dG’(M Mp) oM, M) au(M))dS_O

ON
SsUSe

tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan esa

/ / (u(M) .‘?-G(f%)l — G(M, M) 6*2%4)) dS+
Ss

/ / < (M) 2220 8G(M Mo) G(M M, )8U(M))d5=0, (10)

bo'ladi.
Oxirgi (10) tenglikda G(M, MQ)IMeg = 0, u(M)|s = f(M)
OG (M, M,

N
uchun ¢ — 0 limitga o‘tamiz, natijada

/ / (u(M) aG(g’]I\’]MO) G%)d5~— / f(M)_M
Se

(11)

o
ekanligidan va S sirtda 5% va, ———2— hosilalar mavjud bo‘lgani

ifodani olamiz.
Endi (11) formulada € — 0 limitga o‘tish uchun uning chap
tomonidagi integralda ayrim almashtirishlarni bajaramiz.

1_//( MMO) oMMy (M)dSZ

// M\aG(MMf’)ds // MM)au(M’dS I — I
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Avval birinchi integralni garaylik.

I= / / w(M) {-5% <Z71r7 +9(M, Mo)> ds =
Ss

- = // u(M) o (%) ds + // u(y) 22010 45 = 11y + 1
Se Se

69(1%, MO)
ION

My nuqtaning kichik U(Mg,e) atrofida u(M)
funksiyalar uzluksiz bo‘lgani uchun

lim I12 = 0, (12)
e—0

Iy = Zlv? // “(M)??%f G) »
Se
_ Z%//U(M)45= Egl//d5=u(1\7),
Se Se

bu yerda M € S. va u(M) funksiyaning Mo nuqtada uzluksizligidan

Birinchi integral

lim Ipy = lim u(M) = u(Mo), - (13)
e—0 e—0

Endi I> integralni qaraymiz.
10
L= //G’M MO)——dS-47r //—-ﬁds+

// G(M, MO) — dS Iny + Iaa,

— o
M, nugtaning kichik U(My, €) atrofida g(M, Mo) va 3% funksiyalar

uzluksiz bo‘lgani uchun
lim Iy =0, (14)
£+
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U(My, ) sharda Su

N funksiya chegaralangan, ya'ni M € U(Mpy, €)

Se

uchun

u(M)| -
<
ON |~ K

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U holda
2
- 47re
Se

1 8u
T 8N

Ju
N

ds <

IR/
“Aws// :———-4775 = Ke.

bo‘ladi. Buning & — 0 da,gl limiti

lim 121 = 0, (15)
e—0 :
teng.
Demak, (12) — (15) tengliklardan
| lim I = lim (I — Iy) = u(Mop), (16)
e—0 e—0 :
bo‘ladi.

Shunday qilib, (11) formulada (16) tenglikni inobatga olib, £ —
0 da limitga o'tsak, (9) formulaning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Biz yuqorida (9) formulani uw(Mp) funksiya (6)—(8) Dirixle
masalasining yechimi bo‘lsin, deb hosil gildik. Shuni aytish muhimki,
(9) formula bilar aniglangan u(Mp) funksiya Laplas tenglamasini va
chegaraviy shartni qanoatlantiradi.

Grin funksiyasining xossasidan D\ M sohada

An, G(M, Mp) = 0,

bo‘ladi. D sohada My nugtaning ixtiyoriy ekanligidan va garmonik
funksiyaning xossasidan

A bg) = / F00) 800 (GO, M) ) =
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= - [ 100 2 (A0, ) s =0
S

kelib chiqadi. Demak, (9) funk‘siya, Laplas tenglamasini qanoatlantirar
ekan.
- Agar S sirt etarlicha silliq bo‘lsa, u holda (9) funksiyadan

lim w(Mo) = f(Po), Poe€S, an
Mo—PFPy . .

bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.

 Agar (9) formulada f(M) = 1 bo‘sa, u holda Grin
funksiyasining xossasi va ekstremum prmsmloa asosan u(Mo) = 1
bo‘ladi. U holda (9) formuladan

oo
5

tenglikni olamiz. (18) tenglikdan va (9) formuladan foydalanib,
quyidagi '

w(Mo) - / [1rn - 1Pz

ayirmani tuzamiz.

S sirtdagi Py € S nugtani § radiusli shar bilan ajratib olamiz.
S sirtning 6 radiusli shar ichidagi gismi o bo'lsin. ¢ radiusni shunday
tanlaymizki, unda M € ¢ bo‘lsin. f funksiyaning uzluksizligidan

FM) - fP <z e>0, (19)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. U fxolda
w(Mp) / [F(M) ~ S(P)| oS~

- / [1500) - 1P gaS = h+

S\o
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integrallarni baholaymiz.
Birinchi integral (18) va (19) formulalar yordamida quyidagicha,

] < //lf(M) - f(p)|f~__ is <

7

baholanadi. f(M) funksiya S uzluksiz bo‘lganidan bu - funksiya
|f(M)] < K chegaralangan, u holda J; integral uchun

|J2!(2Kj/

S\o

oG

1<_
oN a5

E

2

dN

baho o‘rinli ekanligini ko‘rishimiz mumkin. Shunday qilib,
lu(Mo) — f(Po)l < €

bo‘lar ekan. Bundan (17) limitning o‘rinli ekani kelib chiqadi.

Demak, Laplas tenglamasi uchun (6)—(8) Dirixle masalasining
yechimi Grin funksiyasi yordamida (9) formula bilan ifodalanishi
isbotlandi.
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Doira uchun Grin funksiyasini qurish

Faraz qilaylik, D markazi koordinatalar boshida bo‘lgan R
radiusli doira va uning chegarasi Sg bo‘lsin. Doira ichidan ixtiyoriy
Mg, 1) nuqta olamiz va p =-]|OMy| deb belgilash kiritamiz. Endi
My nuqtaga Sy aylanaga nisbatan simmetrik bo‘lgan Mo nuqtani
ko‘ramiz. Bu nuqta OMj to‘g‘ri chiziqda Sk aylanadan tashqarida
koordinata boshidan p; masofada yotadi, bunda pp; = R2.

yv1 ¥,

L: 3

21—shakl.

Dpg doirada My nugta bilan ustma—ust tushmaydigan ixtiyoriy
M (z,y) nugta olamiz.

Faraz qilaylik, (M M| = r, [MMy| = 71, pr = |[OMy| bo'lsin
va M nugta aylanada yotgan holda r va r; orasidagi munosabatni
aniglaylik. OMoM va OMoM uchburchaklarning o‘xshashligidan

r-R=p-ry, (20)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Grin funksiyasining ta’rifiga ko‘ra,

1 1
g(f\/f, MO)ISR, = ——2—; In ;, Me SR
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shartni qanoatlantiradigan g(M, Mg) regulyar qismini topishimiz
zarur bo‘ladi. . R
Yuqoridagi {20) tenglikdan - = ;7‘— ekanligi kelib chiqadi..
o

Bundan esa g(M, My) regulyar gismini

1 R
g(M, My) = —2—7;111;‘7;

déb olishimiz zarur bo‘ladi. U holda Grin funksiyasi

G(M, M) = % (m% —In ;)]ril) (21)

ko‘rinishga keladi.

Haqgiqatdan ham, (21) funksiya Grin funksiyasining ta’rifida
keltirilgan shartlarni qanoatlantiradi. Endi doirada Dirixle masa-
lasining yechimini olishimiz uchun (21) Grin funksiyadan normal
bo‘yicha hosilani hisoblaymiz.

OG(M, My) 0 1 d R\
ON " AN <1n r) 8N (In prl) ’ (22)
bu yerda,
0 1 . 1lx—zg ; Y—1Y / —
W(ln ;) == [ " cos(N,z) + " cos(N, y)] =

= —%[cos(r, ) cos(N, z) + cos(r, y) cos(N, y)] = —% cos(r, N);

xuddi shuningdek

bo‘ladi.
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Endi OMyM uchburchakdan p? = R2 +712 ~2Rr cos(r, N) teng-
likni olamiz, OM¢M uchburchakda esa p? = R?+r?—2Rr; cos(ry, N)
bo‘ladi. Bu tengliklardan

R24 2 52 R? 472 = o2
cos(r,N) = ——————23{7 P , cos(ry, N) = -—————; Iglrl 1
Topilgan ifodalarni (22) formulaga ko‘yamiz va (20) tenglikni
inobatga olib, uni soddalashtirsak, natijada Grin funksiyasining
normal bo‘yicha hosilasi

OGUMMO) 2 con(r, N) + = cos(r, ) =
. 1

aN

_ R4 72— p? R2+r%—p%:
2Rr? 2Rr?

_ 2R2 2—'R27“%'—,0%7"2 _ —RZ__p2
2Rr2r2 Rr2

ekanligi kelib chiqadi.
Endi buni (9) formulaga qo‘yib, Laplas tenglcunam uchun Di-
rixle masalasining yechimini quyidagi

2 _ 2
w(Mo) = s [ 100 T ds (23
S

ko‘rinishda hosil gilamiz. Demak, zOy tekisligida Laplas tenglamasi
uchun Dirixle masalasining yechimi Grin funksiyasi yordamida (23)
formula bilan aniqlandi.

Xuddi n = 3 bo‘lgandagi kabi (23) formula qaralayotgan
sohada Laplas tenglamasini va chegaraviy shartni ganoatlantirishini
ko‘rsatish mumbkin.
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Nazorat uchun savollar

1. Qanday ko'rinishdagi tenglamalarga elliptik tipdagi

tenglamalar deb ataladi? '

2. Tekis elliptik tenglamalar deganda ganday tenglamalarni
tushunasiz?

3. Qanday funksiyalar garmonik deyiladi?

4. Laplas tenglamasining fundamental yechimi.

5. Garmonik funksiya uchun ekstremum prinsipi.

6. Ekstremum prinsipidan kelib chiqadigan garmonik
funksiyalarning ganday xossalari bor?

7. Elliptik tipdagi tenglamalar uchun asosiy chegaraviy
masalalarning qo‘yilishi.

8. Dirixle masalasi yechimining yagonaligi va uning turg‘unligi
ganday isbotlanadi? :

9. Dirixle masalasi yechimini ifodalovchi Puasson formulasi
qanday xossalarga ega?

10. Dirixle masalasining korrektligi qanday tushuniladi?

11. Laplas tenglamasi uchun tashqi Dirixle masalasi qanday
go‘yiladi? '

12. Garmonik funksiya uchun Neyman masalalari ganday qo‘-
yiladi?

13. Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasi qachon bir
giymatli echiladi?

14. Elliptik operatorlar uchun Grin formulalari.

15. Grin funksiyasi nima va u chegaraviy masalalarni yechishda,
ganday o'rin tutadi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

5.1. Agar u(z,y) funksiya biror D sohada garmonik bo‘lsa, u
holda ushbu
1) ugiy; 2)  TUy — Yuy; 3) i “32;3
funksiyalarning shu D schada garmonik bo‘lishini isbotlang.
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5.2. Quyidagi funksiyalar k ning qanday qiymatlarida garmonik
funksiya bo‘ladi:

1) sin3zchky; 2) Hk, |zf? = Zmz’

S 2 2 ‘

5.3. Ushbu u(z,y) = % — y? funksiyaning %— + %— < 1 sohada
ekstremum nuqtalarini toping.

5.4. Birlik doirada u(l,) = f(p) chegaraviy shartni

ganoatlantiruvchi u(r, ) garmonik funksiyani toping:

1) flo)=cos’p; 2) flp)=sin’e; 3) f(p)=sin®ptcos’e.

5.5. R radiusli doira ichida @ = f(p) shartni

or
=R
ganoatlantiruvchi u(r, ) garmonik funksiyagi toping:
1) flo)=cosg; 2) flp)=cos2p; 3) [(p)=cos’y.

5.6. R radiusli z2 + y2 = r? < R? doirada ushbu Dirixle
masalasini yeching:

Au(z,y) =0, 0<r<R;

=2(z% +y).
r=R

5.7. R radiusli 22 + y2 = r2 < R? doiradan tashqarida ushbu
Dirixle masalasini yeching:

w(z,Yy)

Aulz,y) =0, R <r < o0

=222 —z+y, |ulz,y)|<oc.
r=R

5.8. Chekli D sohada garmonik va C* (D U S) bof lga,n u(z) va
v(z) funksiyalar uchun

[ o B2 - i) 252 a5, =
)

U(ac Y)
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bo‘lishini keltirib chigaring.
~ 5.9. Chekli D sohada garmonik va C*(D U S) bo‘lgan u(z) va
v(z) funksiyalar uchun

/ 0uly) 45, — 0

v
S

_bo‘lishini keltirib chigaring.
5.10. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining G'(x Y)

Grin funk51yah uchun G(z,y) = G(y, z) tenglikning o‘rinli ekanligini
1sbotla,ng
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289

Nazorat uchun testlardan namunalar

1 — nazorat uchun testlar
1. Agar 1 < z < 2, 3 <y < 4 bo'lsa, u holda ushbu
Ugz + yzuyy + 2yu, — 3yuy =0
tenglamaning tipini aniglang.
a) giperbolik, b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.
2. Agar 5 < x < 6, y = 0 bo‘lsa, u holda ushbu
Uy + yZUyy + 2yugy — 3yuy =0
tenglamaning tipini aniqlang.
a) giperbolik, b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.
3. Agar 1 < 22 + 9% < 3 bo'lsa, u bolda ushbu
Ugy + 2Y gy + y2uyy —3zuy =0
tenglamaning tipini aniqlang.
a) giperbolik, D) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.
4. Agar 2 < z +y < 5 boflsa, u holda ushbu

gy — 2(x — Y)Ugy + (1 — TY)Uyy — 32Uz =0

tenglamaning tipini aniglang.
a) giperbolik, b) parabolik,

www.ziyouz.com kutubxonasi



290 Matematik fizika tenglamalari

c) aralash, d) elliptik.
"~ 5. Ushbu
B 2 2 _
T Ugy — 2TYUgy + Y Uyy — Uy =0
tenglamani qanday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?
8) E=2 -yt n=a; b) E=a 4yt =y
c) {=zy,n=1z; = d) {=z/y,n=y.
_6. Ushbu
2 6 o _
Y Uz + T Uyy — Ug + Uy = 0
tenglamani qanday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?
a) £=2% n=21% b) £=27+2% n=27-1%
c) =gy’ n=x; d) £=222 p=yt
7. Ushbu
€2 Uy + gy + 2¢2 Uyy + Uy =0
tenglamani qanday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?
a) {=2+e n=e"2 b) £=2+at n=2y" -2}
C) '§=<’L'4jl/2, n=2a; d) 6:21'27 77=y4-
8. Ushbu 1
9y uss + 6y” sin TUgy + sin TUyy — Uy +u =10
tenglamani qanday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?
a) E=cosz+yd =1 b) E=2"+2% n=27-2%
c) §=a'’ n=u; d) €=22%n=y"
9. Ushbu berilgan

Ugy + stuxy + 9w6uyy — Ug + 3uy =0
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tenglamaning kanonik shaklini belgilang.

%u Ou O
a)62+f@n,n£ “>=m

32 Bu Bu
' 62u 82 Ju Ou ,
C) (952 + f(fﬂh U, 65’%) =0;

62u 32u Bu Bu

10. Ushbu benlgan
sin® Tugzy + cos* Yyy + 9TUz — Uy —u =0

tenglamaning kanonik shaklini belgilang.

8%u ou Ou
a) 52+f(S7777 78F 6 )=07

%u ou Ou
b)%%+fen,%€a> 0
0% 82 ou Ou
. C) aé-z +f<£ mu a'égxé"')_ )
(32 62u 8u Ju

11. Ushbu berllgan
th TUgg — 2y tE TUy + y2uyy —uy =0

tenglamaning kanonik shaklini belgilang.
) &u +fem du Ou — o
a 8 2 7 » Uy 8£ 3 W
82u Bu 8u

0%u 82u 6u du

¢ = 2Z)Y =0

C) 852 (5)7]1'“'7 (96’ 8?]) 0)

?u all 62u 47 Ju Ouy _ ~0
85877 877 S?”?) I 65 d
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12. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

8%y ou Ou
3¢, +f<§,77,%6—§,55) =0

kanonik shaklga ega bo‘ladi?

: a) Uy + 2ZUgy + Uyy + ty = 0;
b) z?ug, + y2uyy — 2u, =0,
¢) Ugy + sin? TUyy + 3uy = 0;
d) Uzz — dUgy + Buyy — duy = 0.

13. Quyidagi tenglamalaining gaysi biri

8%y Ou du
555 + f(fﬂ?;'“u 557 8—77) =0

kanonik shaklga ega bo‘ladi?
a) T Ugy + 2TUgy + Uyy — Uy = 0;
b) 2ug, + Y2 Uyy + 3uy = 0;
c) Uyy + sin? TUyy — Uy = 0;
d) Ugy — dUgy + uyy — duy = 0.

14. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

Pu 9%y du Au
5&»—2_ + W + f(fﬂb%g‘éa 57;) -
kanonik shaklga ega bo‘ladi?
a) T2y +y2uyy + 2zug 4+ uy = 0;
) Uzg + Lugy — Suyy = 0
) sin® Zugg + 28in TUgy + Uy, + tg DUy = 0
) Ugr — 2x2uxy + az4uyy + zu, = 0.

0 o

15. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

8%u Ou Ou
aeap (615 5y) =0
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kanonik shakiga ega bo‘ladi?

a) Urg + Qay + Uyy + Up + Uy —u =0;

b) Uy + dUugy + Buyy = 0;

¢) sin? Tugy + 280 Ty + Uyy + tE U = 0;
d) Uy — 28%Ugy + Tty + Uy = 0.

2 — nazorat uchun testlar

1. Ushbu berilgan vz, + zum = ( tenglamaning umumiy
yechimini toping. Y '

a) u(z,y) = p(z)e?;

b) u(z,y) =y~ % (y) + ¥(z);

c) u(z,y) =y p(x) + 9(y);

d) w(z,y) =27%p(y) + ¥ (y).

2. Ushbu berilgan ugzy — 3uy = 0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.

a) u(z,y) = 2>p(y) +¥(z);

b) w(z,y) = e¥p(z) + ¥ (y);
u(z,y) =y~ %p(z) +¥(y);
u(z,y) = e p(y) + $(z).

R ,

c
d

w

Ushbu berilgan uy, = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.
) w(z,y) = ze(y) + P(z);
b) u(z,y) = yp(z) + Y(v);
c) w(z,y) =yp(z)+¥();
d) u(z,y) = ze(y) + DY)

2

4. Ushbu berilgan wuy, ~ ;/—uy = { tenglamaning umumiy
yechimini toping. )
2) w(z,y) = e%p(y) +Y(u);
b) u(z,y) = y’e(z) + ¥(z);
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c) u(z,y) = e¥p(z) + Y(z);
d) u(z,y) = zp(y) + Y(y).

5. Ushbu berilgan uy, + 2u, = 0 tenglamaning umumiy
. yechimini toping. .

a) w(z,y) = e~ Mop(z) +9(z);

b) w(z,y) = ye(z) + ¥(y);

c) u(z,y) = e™¥p(z) + 9(y);

d) u(z,y) =y~ %p(z) +P(z).

6. Ushbu u(z,y) = e 2p(y) + ¥(z) funksiya quyidagi qaysi
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi?.

a) Uy + 2uy = 0; b) Uy + 2uy = 0;

C) Ugy —2xuy =0;  d) Uy + 3u, =0.

7. Ushbu u(z,y) = ¢(z) + ¥ (y) funksiya quyidagi qaysi tengla-
maning umumiy yechimi bo‘ladi?

a) Ugy+2uy =0; b)) ugy =0;

C) Uzy —2zuy =0; d) ugy +3uy, =0.

8. Ushbu u(z,y) = 3%p(z) + ¥(y) funksiya quyidagi qaysi
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi? '
a) Uz, + 3uy =0; b) uyy — 2uy = 0;

C) Uy — j:z'/“u:r =0 d) Uyy — :,l;u?} =0.

9. Ushbu u(z,y) = e®p(y) + ¥(x) funksiya quyidagi gaysi
tenglamaning umurmiy yechimi bo‘ladi?
a) Mgy — 2Uy = 0 b) gy — 2uy = 0;

c) uyy—i,—uy=0; d) uxy—l—;uy:().-

9. Ushbu 4wugze — yugy + Tu, = 0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.

a) u(z,y) = y 2 Po(x®y?) + ¥(y);

b) u(z,y) = 2530 (2%®) + P(z);

) u(z,y) = vPelzy?) + ()
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~7/3

w(z,y) =y~ PBo(ay®) + ¥(z).

. Ushbu wgy + uyy = 0 tenglamaning umumiy yechimini

u(z,y) =z —y) + ¥(x);
U(w, y) = e "p(z —y) + ¥(z);
w(z,y) = z%¢(z — y) + P(y);
u(z,y) = e®p{z — y) + ¥(¥).

-

' 2
. Ushbu ugy + —uy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
x

u(z,y) = wzw(y) +P(x);
u(z,y) = 22p(y) + P(x);
u(z,y) = xS0 (zy?) + ¢(z);
u(z,y) =y~ p(zty) + ¥(y).

. Ushbu 2z, + 2u; = 0 tenglamaning umumiy yechimini

w(z,y) = y* 2p(zy) + ¥(z);
u(z,y) = 2?3p(a%y) + ¥(v);
u(z,y) = w(y) =2 4 (y);
w(z,y) = yie(zy) +¥(y).

. Ushbu 2uzy —uyy —3uy, = 0 tenglamaning umumiy yechimini

w(z,y) = y(zy?) + ¥(y);

u(z,y) = /2 f(z + 2y) + g();
u(z,y) =1 w(avy?} + ¢(z);

u(z,y) =y~ 2o(z%y) + ().

. Ushbu tgy — 3ty —5uy, = 0 tenglamaning umumiy yechimini

u(z,y) = s?p(zy) + ¥(x);
u(z,y) = zo(x3y?) + ¥(y);
u(z,y) = e o3z +y) + ¥(z);
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d) u(z,y) =y 20(z) + ¥(y).

15, Ushbu zuzs + yuzy = 0 tenglamaning umumiy yechimini l
toping.

a) u(z,y) = zp(zy) +¥(z);

b) u(z,y) = yp(z?y) + P(y);

c) u(@,y) = 2%p(zy?) +y(z);

d) u(z,y) = vy (%) +9%(y).

3 — nazorat uchun testlar

1. Ushbu
u(l,y) =3y° +5,  us(ly)=3y+1
boshlang‘ich  shartlarni quyidagi funksiyalardan qaysi biri

qanoatlantiradi?

9 9
a) u(z,y)=5— §y+lnx+ —2—x2/3y+3y2;

v 9
b) u(x,y)=9y+3y3—21na:—§x2/3y+5;
c) “(x/!/):5-7:29’24‘57‘g$3/2y+3y2—2}5/9y+3y;
d) w(z,y) =3y +5 -y +3y* — 2Inz + 5.

2. Ushbu

[

u(z,1) = 222, uy(z,1) =3z +1
boshlang‘ich  shartlarni quyidagi funksiyalardan qaysi biri
ganoatlantiradi?
3 3
a) u(z,y) =5z + - zy® — ~ 2% + 1 + 322,
5 23l L3 3
b) ¢ e BV 2_2 2.
) ul(z,y) 5 %Y LY + 2z 2x+4,
¢) u(z,y) =9y + bry — 523y? + 3uy? — 325/% + 3y;
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9 9 £2/3
d) ulz,y) = —y+3y y+3y* - 2lnz + 5.
3. Ushbu
u(z,1) = 2a°, uy(:c., 1) =3z
boshlang‘ich  shartlarni quyidagi funks lyala' dan qaysi biri
qanoatlantiradi? :
9 9
a) u(z,y)=5— §y+lnx+ §w2/3y+3xz;
9
b) u(z,y) = §-x+3x —2lnz — 3% 23y,
5 - ‘
c) u(w,y) = bz? 412 — ) 232y + 322 — 325/% + 3z
9 9
d) u(z,y) =~ay*3 + 223 - = z.
‘ 4 4
4. Ushbu
u(ly) =1+2y,  u(l,y) =3y
boshlang‘ich  shartlarni quyidagi funksiyalardan qaysi biri

qanoatlantiradi?
a) u({z,y)=5— g-y +Inz + 2?3y + 32%
b) u(z,y) = % o?y? + 1+ 2y — gyz;
¢) u(z,y)=5z2+12— g-xg/Zy + 322 — 32%/%y + 3u;
d) u(z,y) = —1y4/3 +22° — %1

5. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

u(z,y) =y~ f(aPy*) + 9(v)

bo‘lsa, u holda u(1,y) = 3¥°, u.(1,y) = 3y* boshlang‘ich shartlarni

ganoatlantiruvehi u(z,y) funksiyani toping.

9 .
a) u(z,y)=5- —2—y+lnx+ ;2:1;2/3y+3y2;
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b) u(z,y) =%y +3y> — 2Inz — gmz/sy + 5;
¢) ulz,y) =5z%y%+5— ) .123/2 + 3y? — 25/% + 3y;
d) u(x,y) = % y* (:c17/4 - 1) + 39°. |
6. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi
u(e,y) = 572 f(z%) + g(a)

bo‘lsa, u holda u(z,1) = 32242, uy(z, 1) = 2% boshlang* ich shartlarm
qanoatlantiruvehi u(z, y) funksiyani toping.

a) u(zr,y)= %x"(y — 1)+ 322 +2;
b) u(z,y) =9y +3y° — 2lnz — §z2/3y‘+ 5;
¢) u(z,y) = 52%% + 5 — gwmy +3y* — &% + 3y;
d) u(z,y) = %y‘i (337/4 — 1> +. 340,
7. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi
u(z,y) =Iny f(zy) + g(zy)

bo‘lsa, u holda u(z,1) = 222, u,(z,1) = z? boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvchi «(z,y) funksiyani toping.
a) u(z,y) =zt —1)+322 +2;

b) u(z,y) =9y +3y° - 2Inz — -Z—xz/sy + 5;
3 5
c) u(z,y) =5z2y® + 5~ 5 232y 4 32 — 25/% + 3y;
22
d) ’U(ZE, y) = ? + x2y2
8. Agar biror tenglamaning umumiy vechimi
u(z,9) = — [(a*) + g(ay)
Y) = 7y TY) T nxYy
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bo'lsa, u holda u(z,1) = 1 + 222, uy(z,1) = 42? boshlang'ich shart-
larni ganoatlantiravechi u(z,y) funksiyani toping.
a) u(z,y) =z(y* — 1) +32° + 2;
9
b) u(z,y) =2lnz - 3 223y 4 5;
&) ulz,y) = 1+ 225
)

d) ulz,y) = % + 23292

9. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

uz,y) = Vey f (%) + g(zy)

bo‘lsa, u holda u(z,1) = 2¢/x, uy(z,1) = /z boshlangich shartlarni
qanoatlantiruvchi u{z,y) funksiyani toping.

a) ulz,y) = 2,/7y;

b) u(z,y) =2y + 2,/TY — Szy;

) u(z,y) =1+zy%

d) u(z,y) = /Ty + 22%y%.

10. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi
1 2
u(z,y) = " f(@*y) + 9(zy)

bo‘lsa, u holda u(z,1) = 2z, uy(x,1) = z boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u{z,y) funksiyani toping.
a) u(z,y) =2(y* - 1) +32% +2;

b) u(z,y)=2Mnz— 3 2% +5;
¢) u(z,y) = =z(1+y);
d) u(z,y) = % + 2222,

11. Agar £ = 22 + 3y, n = bz — 4y bo‘lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi '

w(€,n) = ¥ f(&) + g(n)
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bolsa, u holda u(0,y) = 1, u,(0,5) = 1 boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvchi u(z, y) funksiyani toping. ’
a) u(@,y) =a4(y* - 1) + 322+ 2;
b) u(z,y) =2mnz - §m2/3y+ 5;
c) -u(-«'v,'y) = I(] +y)
22

1 23z

12. Agar £ = 5x — 6y, n = = + 2y bo'lganda berilgan
tenglamamng umumiy yechimi

u(€,n) = e* f(n) + 9(6)

bo‘lsa, u holda u(0,y) = 4, u;(0,y) = 1 boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvchi u(z,y) funksiyani toping.
2) w(z,y) = z(y* +4) +32% 4 4;
b) u(z,y) =2nz — gx2/3y + 5;
¢) u(z,y) ==z(1+y); 3
1 6
d , ]6::
) u(a,y) = + g
13. Agar £ = 3z — 4y, n = 5z + 6y bo‘lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi

w(€,n) = e™* f(&) + g(n)

bo'lsa, u holda w(0,y) = 2, uz(0,y) = 3 boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvehi u(z, y) funksiyani toping.

2 -87x/2.

199@ ’

b) u(zr,y) =2Inz - 12—x2/3y +5;

c) w(z,y) ==z(1+y);

d) uw(z,y)=z*y* - 1)+ 322 + 2.

a’) 'LL(IE,?/) = I’g -

14. Agar £ = 2z + 3y, n = 4z — 5y bo'lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi

w(&,n) = e £(€) + g(n)
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bo‘lsa, u holda u(0,y) = 1, uz(0,y) = 2 boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u{z,y) funksiyani toping.
a) w(z,y) =z(1+y);
b) u(z,y) =2Inz — gm2/3y+ 5;
Q) ulw,y) = o5 4
d) u(z,y) =z —1) +32% +2.

15. Agar £ = z%y* n = z bo‘lganda berilgan tenglamaning
umumiy yechimi ' ‘

u(,n) =n"** £ (8) + g(n)
bo‘lsa, u holda u(zx,1) = 4z?%, uy(z,1) = 6z boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(z,y) funksiyani toping.
a) u(z,y) = -'ggll +9); o
b) u(z,y) = 7xy7/4 +4z2 — -
- ¢) u(z,y) =2z - gxz/e'y +5;
d) u(z,y) = a*(y* — 1) + 32? + 2.

4 — nazorat uchun testlar

1. Laplas tenglamasining z = rcosp, y = rsing qutb
koordinatalaridagi ifodasi qaysi javobda to‘g‘ri berilgan?

16/ 6u 1 0% 10/( du
7;5;(7"5)%5@-0’ b) Fm( &) 0

i L Tag ey T
© 2 op2 ror\ Oor r2 g2 ' 9z2

2. Agar u{r) = u(z1,%3,...,%n) garmonik funksiya bo‘lsa,
quyidagi funksiyalar garmonik bo‘ladmi?

a) u(z + h), h — o'zgarmas vektor;

b) Ziuz, — TUz,, =25

www.ziyouz.com kutubxonasi



302 Matematik fizika tenglamalari

ou Bu

) 6:01 5.’232
d) To'g'ri javob a) va v).

n=2;

3. Ushbu 2%+ azy? funksiya a ning qanday qiymatida garmOni_k

bo‘ladi.
a) a=1; b) a=-1; ¢) a=-3; d) a=-2.

4. Ushbu z? + 3% + az? funksiya a mng qanday quma‘mda

garmonik bo‘ladi.
a) a=1; b) a=-2; ¢) a=-1; d) a=-3.

5. Ushbu .sin3z; chazy funksiya @ ning ganday qiymatida
garmonik bo'ladi.

a) a==%3; b) a=~2; ¢) a=1; d) a==2.

6. Laplas tenglamasining fundamental yechimini aniqlang.
a) E(x,y)=—-Inlz—y|, n=2;

1 (-89,
b) E(w’y> - 2&\/;1'_t-exp{ 4a2t i
¢) E(z,y)=(mn-2)te -y, n>2;
d) To‘g'ri javob a) va v).

7. Agar ¢ = (x1,29,23) va ¥ = (y1,¥2,y3) bo'lsa, u holda «
ushbu E(z,y) = |z — y|~! funksiya qaysi tenglamaning fundamental
yechimi bo‘ladi?

=1 022 ror\ or
3. 9%y 4 9%y
— y d —_— O;

8. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri garmonik bo‘ladi?
a) v(r,y) = 2%+ 9%

b) v(z,y) = 2% —y?;

¢) viz,y) =222 +3y2 + 7,
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d) v(z,y) =5y +4y? - 9.

9. Laplas tenglamasi uchun quyida keltirilgan qaysi masala
nokorrekt qo'yilgan?

a) Koshi masalasi; b) Dirixle masalasi;

c) Neyman masalasi; - d) Gursa masalasi.

10. Laplas tenglamasi uchun quyida keltirilgan qaysi masala
korrekt qo‘yilgan?

a) Koshi masalasi;

b) Dirixle masalasi;

¢) Neyman masalasi;

d) To‘g'ri javob b) va c).

11. Elliptik tipdagi tenglama uchun ganday masala korrekt
qo'yilgan deyiladi?
a) masalaning echimi mavjud bo‘lsa;
) masalaning echimi yagona bolsa;
) masalaning echimi berilganlarga uzluksiz bog'lig bo'lsa;
) To‘g'ri javob: a), b) va ¢).

o T

{o W

12. Issiglik tarqalish tenglamasining fundamental yechimini
aniglang.
2) B(s,y)=—lls—yl, n=2
1 (z—- 6.
b) E(z,y) = zamexp{~_m‘},
¢c) E(my)=(n—-2)" z—yP™ n>2
d) To‘g'ri javob a).

13. Ushbu u; = u,, tenglamaning u(z,0) = sinlz boshlang'ich
shartni qanoatlantiruvchi u(z,t) yechimini toping.

a) u(z,t) = coslzsint;

b) u(z,t) =sinlz;

c) u(x,t) = et sinlz;
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. d) To'g'ri javob a).

14. Ushbu u = wugs + Uyy issiglik tarqalish tenglamasining
u(z,y,0) = sinkz cos ly boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi u(z, t)
yechimini toping.

ca) ulz,t) = e~ R+ gin kg cos ly;
- b) u(z,t) =sinlz;

“¢) u(z,t) = e sinkz cosly;

- d) To‘g'ri javob a).

15, Ushbu wp = upy + uyy 1351qhk tarqahsh tenglamasmmg

u(z,y,0) = sinkz + cosly boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi
u(z,t) yechimini toping.

a) u(z,t) = sinkz + cosly;

) u(z,t) = e *t sinkz + et cosly;
) u(z,t) =e Pt sinkzcosly;

) u(z,t) = e~Pt(sin kxz + cosly);

a0 o
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1tevilnn misol va masalalarning javoblari.

1 hohda horilgan misollarning javoblari:

! ) Tenglama bo‘ladi: uge =0, Uzy = 06;
2)  'l'englaama emas: 0 = 0;

)
)
3) Tenglama emas: 4 = 2;
D Tenplama bo'ladi: Buy, — 9u = 0;
) Tenphnmn cmag: 4w = —11;
) I kmehi tnetibli
0 kel bbbl
1) Uil Ciakily,
o T boanehy Tt
WY kel tartable
I By B pandy cheagh tenglnma,
1) Chstepes Lonp b,
b P gl hveschiagh tenplhomag
B Lo jiosdt Bodhogeon kvacdehizigh tenglama,;
b e b b lmagsnn chivagli tenglama,
I pbeoul ot plr) ey e yerda @(y) — ixtiyoriy
TR (1) TR KT TT AT boliven by olapnni,
Ptcppd nle o) o) | ya(n); y(e) = ez + c2;
b gendo o ty) vaoge(y) slayorly uzluksiz funksiyalar, ¢; va ¢z esa
by oty o parnilng,

Vi) J@) 1 g) 18 w(z,y) = fz) + gy)e
Lo, y) = f(2)e* + g(y);
b1 ) u(z,y) = zy + f(z) + 9(y);

2) ufz,y) = %z3 + %xzy + f@)z + 9(y);

3) wul(z,y) = flz) +zo:1(y) + 52(y);
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9 ule) = @ en{ Ly }+ww;
5) () = 503+ 5° + o) + fola);

| 6) u(z, y) f(x)—!—g(u)-{—fdthtT
xg ¥
bu - yerda va yuqorldacrl 7-10 formulalarda. f va g ixtiyoriy

C(R) sinfga tegishli funksiyalar. (zo,y0) esa tekislikning ixtiyoriy
fiksirlangan nuqtasi.

II-bobda berilgan misollarning javoblari:

2.1.° 1) Giperbolik: ug, + %'u,g =0,
E=z+y, n=3x—~y

2) Elliptik: vge + tpy +up =0, £=22-y, n==2
3) Parabolik: uy, +us+u=0, =24y, n=y.
4) Giperbolik: ugy, +ug — 2up, +£+n =0,
E=22—y, n=zx+vy. :
5) Eliptik: vz + Upy +ug =0, &=z, n=3z+y.
6) Parabolik: uy, +ue =0, £=z-2y, n=r=.
7) Giperbolik: ug; =0, €=2x+4y—cosz,
7=-—T+Yy—Cosz.
8) Elliptik: uge + upy =0, &=y, n= arctgz.
9 z#0, y # 0 da parabolik:

1
“nr)+2§““§+'e£=0 e=2 n=y
n? 7 z

1
-——’Uf = 0,

10) Elliptik: Uge + Upy + e

E=y+a, n=a.

2.2. 1) Elliptik: Uge + Upy + uee =0,
E=z,n=-z+y, (=2 -2+ 2.
2) Giperbolik: ugge — tpy + uce +u =0,
] ) /B

1
=yt n= -2ty (= —=2— =yt oz
STytem v VBT R 2
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. 3
A taperhohl, e ! ’lL,,],,-*-’(Lcc+3u§+-2— u,7~;u§ =0,

1/ 1 :
! T ,,(;r ] y-‘{-z), C=~§<3x+y—z).

N Panhiolik: g Uy + A= 0,
ooy Yo 2w (=x—z

WY Pmonholik, gy f o, = 3u 4 -—1—2- (E+n)—-3C=0,

7

| 3 :
ro \/'.’.z, (=ux+ 2.

! o
ety

b L | N VA T I

T BT T T Y T T T 8

b bt h
(R} f /i

e by RIT
R [E | Y (NN 1,

|

|
TR l"v]o{ ;'(IH | “,'/)l“(-".ll)-

Ih

Do by, ! ()

nten) "‘*l'(i,""‘ [ :v;>'u(&',1;).
oy e 0, €=22—y n=nz
u(lon) - exp(=€ — 6n)v(E, 7).

h) gy 1 9u +4(E =) exp(§ +1) =0,
Loy oz on=uy;

w(&, 1) = exp(—€ — n)v(&,n).
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24. 1) u(z,y) =2z —y).
) (o) = o2+ %) exp( 4
: \

3 (o) =l + w)
1) ulz,y) =92z —y) - g cos(z +y).

.5)- u(z,y) = p(4z + 3y) exp (% sin(4z + 3y)> .
6)  u(z,y) = f(y) +g(z)e™.
7 u(z,y) = flz+y—cosz)+ g(z — y + cosz).
; 8) ulzy) = z-y+ flz -3y + g2 +
y) eXD( y; x)

9)  u(z,y) = [f(z) + g(y)] exp{—bz — ay}.

10) ule9) = 3 |fa =)+ oo+ ).
III-bobda berilgan masalalarning javoblari:
31 1) ul(z,y) =af(zy") +g(e);

&= :cy4, N=1x; U+ n_lu,g =0.

2) ulz,y) = flzy)Iny +g(y);

E=2Y, N=Y; Upm+n"

uy = 0.
3)  wu(z,y) = f(z) + =3g(ay®);
— — 3. 1
6“1’7 =y uﬁn—g—éunzo-
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w(x,y) = f(y +sinz) + g(y + sinz)e?®;
ylsing, n=1x; Uy —2u, =0

a(ayy) (7% +92) + g(2? + y?)a® + 107125

g 1

UG =207y — =0

wlen) SO y) 1 et gl + 2y);

[
N TR 7] tooHyy Ly 0.

7 ,
uhe o b !/)-wnn-{' | ,,} (2 +y);
l
e vy 1y el nn (),
I
wie u) Teo vy 1 yla),
i
! | ! 0
Cbey 1o " .
N I ) )

A \ . ,
g oi) L0ty 1 iny 4 3y,

{ ’
nie, ) !(_1/"/" le[*2); |zl <1, O0<y<l1.

u(ayy)  siny+e™ V-1 4) wu(z,y) = xy+%2-
u(a,y) = 2% +y*. 6) u(z,y)=zy*+1.
u(z,y) = 2(y* ~ 1) + % (1 - y®) + 322,

uw(z,y) = 2./TY. 9)  wu(z,y) = (z— 1)y

azt? )
u(z,t) =z + e +sinzsint.
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3.3.

3.4.

3.5.

Drat].

3.6.
37,

3.8.

bu yerda aj =

fe(t) =

u(z,t) = Asinmnz cos Tnaxz.

8 +oo .
u(z, Z (2k+1) Sm[(2k+l)7ro:] cos[(2/c+1)7rqt].
4&0 +o0 1 ) ' .
u(z,t) = .Eigomsm[@k + 1)mz] sin[(2k +.
1. . 2. . 2 .
y(w, t) = -2——&7; sin e tsm-—l—— z.
u(z, 1) = —2151 =t n7r +0035mrt o7
1 v n 2 S1 T 27 sin 3] x.
u(z,t) = E a, oS at sin Apz+
k=1
1 0o 1 {
= 3 — [ fu(r)sinadg(t — 7)sin )\k.’l‘dT
0, k=1 ’\k 0
2(h? +22) !
1(h2 +X3) +_h [ e(z) Sln)\kl‘dx
2(h? +23)

Z(m [ f(z,t) sin \zdz;

Ak esa Ay cos Agl + hsin Al = 0 tenglamaning ildizlari.

3.9.

. Xl 2 % 12 fr
b, 1) = 1L1 [LW (a — 0 ﬁ) (kﬁa)Z] *

Fhme )\ (k7r x Pfy . [kr \
xco,s;\—T—t) sin —l—x) + 3 Wsm <)

\ k=1
bu yerda
1
= 2 [ (=) sm(]:—- a:) dz.
rd !
311 1) wu(z,t) = —2—[<p(x —at) + p(z + at)]—
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ct wtat

S |
-5, J t(\/ ___@3_2@2) Jl(c tza‘%ﬁ)«/}@d&

1 ¢ x+a t- T) ( )

= [ Jo C\/(i—TV )f(&T)dédf
‘8“ 0 z— a(t 7)
2)  u(x,t) =

3ol + at) + plz - at)}+

g vt _T ' ? -
|',' },!(\//,‘5 (: azf)z) Il(C t2 ( §) >¢(§)

&y \E k
1) (e, () A { {k - l)k( )(6 "Slgk‘()n 771) dn dfl

| YA *‘«AII,MJ 1 iy (z? t2)k+1
';\.‘,( "’('l) (k1 )12 ”Z,?;a(”l) (Z) (k+ D2

|
wteon) o 0h Bydespll o y)

() wow

v oot ) eepla 8 3(‘_(/ ‘}[)}.
hohda becilpan masalalarning javoblari:
{-ox

bt ufa,t) ;-Z ST exp{ (2k+1)?ma?t} sin(2k+1) 7z
k=0

2
ar . T
12 wu(z, t) = exp —(El— t} sin —-

2l
$o0 1 2 2k +1
4.3, u(g;’ t) = kE ap eXp{__ [(2]9 'j;l )a’/r} f} sin ( ;—l )71' x.
={)

l 2k + 1
Bu yerda ai = %f () sin ( —Zi I zdz.
2 ]
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2 +o0 k-+1 . 2 .
44.  u(z,t) = -—1—4 > (= 112 exp{*(ﬁkj) t} smﬁﬂx

P l {

4.5. u(z,t) =v(z,t) + w(z); !

oo
v(z,t) = > ag exp{—-aQ)\it} CO8 A\, T;

k=0
Gk %fl[A(l - x) w(z)] cos A\gzda;
0 ..
{ x f
o(e) =0 - 5 ([ repae)az+ 5 (] 0 )
: T /mr
)\kz-z—l'-f——l-, ]4520,1,2,...

4.6. u(z, t) Zakexp{ [(gi;——>2+ﬁ}t}cos(%z>x;

7

11! 14 km
ag = z-fgg(x)d:z, ap = 7f<p(:r) cos| —= zdz, k=1,2,..
0 0
4.7 1) u(z,t) =ePtsinlz

1 2z — 22 + ¢
2) u($,t)=\/mexp<———m——~),

2
3 ) =1—cost+(1+4t)"V2exp( ——2__}.
) u(z,t) cost + ) exp( T

4)  u(z,t) =13 +etsinz.

5)  u(z,y,t)= e~ G+B)t sin iz sin loy.

6) wu(z,y,t)=eHisinliz+ e B coslyy.

48, wu(z,t)= ZOG'O(:C, t; &)()dE.

Bu yerda
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1 ' ; — 2 ;- 2

49, u(zt) = f G (. ; €)p(£)de.

Bu yerda

—ht 2 2
i el 258 {32

V-bobda berilgan masalalarning javoblari:

5.1. 1) Garmonik; 2) Garmonik; 3) Garmonik.

52. 1) k=43 2) k=0, k=n-2, n>0, |z|#0.
5.3. 1) Berilgan funksiya (£2,0) nuktada maksimumga
Umaz = 4; va (0, £3) nuktada Upm = —9 minimumga erishadi.

54. 1) u(re) = ;-(1 + 72 cos 2(p>;

2y u(re) = 2 (3 sing — r?sin 3(,0) ;
' = =4
3) wu(re) = é + %1"4 cos 4.

5.5. 1)  wu(r,¢)=rcosp+C;

56. u(z,y) =2 —y*+2y+ R%

4 2
5.7 u(x,y>=32+(—§) (2 - ) - (-@) (@— ).
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Nazorat testlarining to‘g‘ri javoblari kaliti

1-testning to‘g‘ri javoblar kaliti

1121314156567 8‘ 9101112 1311415
glblviviviglalajta|vVv]|a|lg|la]a]|yvw
2—-testning to‘g'ri javoblar kaliti
1{2(3/4(516{7(8(9]10({11/12]13]714]15
viglv|iblalb|bjv ala|v|bijv]|g
3—testning to‘g'ri javoblar kaliti
1{213,4!5(6|7[8[9|10{111211314]15
ajblglblg glv vigilglajlv]Db
4—testning to'g'ri javoblar kaliti
11213(41516(71819110|11112]13]14]15
algiv|b g blalglegl|b{v|a]|b
Baholash mezoni:
a’lo baho — 26 — 30 ball;
yaxshi baho — 21 — 25 ball;

goniqgarli baho — 16 — 20 ball;

Har bir to‘g'ri javob — 2 balldan.
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