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SO‘Z BOSHI

Matematik fizika tenglamalari fani klassik mexanika, fizika, 
gidrodinamika, akustika va boshqa sohalarda sodir bo'ladigan 
jarayoniarning matematik modellarini yaratish va bu masalalarni 
yechish usullarini qurish bilan uzviy bog'liq. Bu modellashtirish 
muayyan jarayordarni ifodalovchi fizikaviy kattaliklar asosida 
tenglamalarni keltirib chiqarish bilan xarakterlanadi. Kvant 
lnexanikasi, atom va yadro fizikasi, qattiq jismlar nazariyasi, 
elementar zarralar fizikasi kabi sohalarning rivojlanishi matematik 
tadqiqotlarning asosini tashkil etadi. Mexanika va fizikaning ko'plab 
masalalari xususiy hosilali differensial tenglamalami tadqiq etishga 
keladi. Shuning uchun xususiy hosilali differensial tenglamalar fani 
matematik fizikaning zamonaviy holatini o'rganish va tushunish 
uchun zarur bo'lgan boshlanghch bilimlarni beradi.

Matematik fizika tenglamalari faniga bag'ishlangan darslik- 
lar, o ‘quv qodlanmalar ingliz, rus va boshqa tillarda ko‘plab nashr 
qilingan. Bu adabiyotlarning nazariy qismi bilan misol va masalalarga 
oid bo'limlari orasida biroz tafovut borligi seziladi. Hozirgi davr 
talabiga javob beradigan yuqori malakali mutaxassislar tayyorlash, 
ularning nazariy va amaliy masalalarni chuqur o'zlashtirishiga 
ko‘maklashuvchi o'zbek tilida yozilgan darsliklar, o ‘quv qo'llanmalar 
yaratish muliim ahamiyatga ega.

Ushbu o ‘quv qo'llanma universitetlarning matematika, mexa- 
nika, amaliy matematika va informatika yo'nalishlari o ‘quv rejasidagi 
asosiy fanlardan biri bo'lgan matematik fizika tenglamalari faniga 
bag'ishlangan. Fizikaviy jarayonlarning matematik modelini tadqiq 
etish xususiy hosilah differensial tenglamalar kursining asosiy qismini 
tashkil qiladi.

Talabaiar bu fanni mukammal o ‘zlashtirishlari uchun ularga 
ma'lum bilimlar majmuasi zarur bo'ladi. Masalan, matematik fizika 
tenglamalari kursi oddiy differensial tenglamalar fanining bevosita 
davomi hisoblanadi. Uni mukammal tushunib, o'zlashtirishlari uchun
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4 Sn ‘z boahi

oddiy differensial tenglamalar fanidan ma’lum bilimlar talab qilinadi. 
Bu borada talabalar kuzatuvchi bo£lib qolmasdan, balki o'zlari misol 
va masalalar yechish, mavzularni mustaqil o'zlashtirishlari lozim.

Qo‘llanmaning asosiy maqsadi, talabalarni matematik fizika, 
tenglamalari va ular uchun qo‘yiladigan asosiy masalalar bilan 
tanishtirish, ular uchun zarur bo ‘lgan boshlang'ich bilimlarni berish- 
dan iborat. Unda matematik fizikaning xususiy hosilali differensial 
tenglamalar bilan ifodalanadigan ayrim masalalari o ‘rganilgan. Asosiy 
e'tibor xususiy hosilali differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi, 
ularni kanonik ko'rinishga keltirish, Koshi masalasining qo‘yilishi va 
uni yechish, giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi tenglamalar 
uchun asosiy boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo'yilishi va 
ularni yechishning ayrim usullarini bayon qihshga qaratilgan.

Ushbu qo'llanmani yozishda va mustaqil yechish uchun 
masalalarni tanlashda xususiy hosilali differensial tenglamalar 
sohasida o ‘zbek va rus tillarida chop etilgan adabiyotlardan keng 
foydalanildi hamda muallifning Mirzo Ulug'bek nomidagi O ‘zbekiston 
Milliy universiteti talabalariga "Matematik fizika tenglamalari" 
fanidan olib borgan nazariy va amaliy mashg‘ulotlari katta yordam 
bo ‘ldi.

Qo'lyozmani ko'rib chiqib, o ‘z fikr-mulohazalarini bildirgan 
qo'llanmaning mas'ul muharriri professor J.O.Toxirovga hamda 
professor A.Q .O ‘rinovga va professor Q.S.Fayazovga muallif samimiy 
minnatdorchilik bildiradi.

Qo‘llanmadagi kamchiliklarni bartaraf etish, uning sifatini 
yaxshilashga qaratilgan tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan 
hamkasblarga va kitobxonlarga muallif avvaldan minnatdorchilik 
bildiradi.

Muallif
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I BOB
M ATEM ATIK FIZIKA TENGLAM ALARI.
ASOSIY M ASALALARNING QO‘YILISHI

Matematik fizikaning ayrim masalalari ikkinchi. tartibli xususiy 
liosilali differensial tenglamalar orqali ifodalanadi. Qo'llanmaning 
iislibu dastlabki qismida xususiy hosilali tenglamalar haqida 
lnshunchalar va ta’riflar qisqacha bayon qilingan.

Matematik fizikaning asosiy tenglamalarini keltirib chiqarish, 
liu tenglamalar uchun boshlang'ich-chegaraviy shartlar va korrekt 
i |o‘yiladigan masalalar berilgan.

Nokorrekt qo'yilgan masalalarga misollar keltirilgan.

1—§. Xususiy hosilali differensial tenglamalar. 
Asosiy tushunchalar va ta’riflar

Noma’lum u(x) =  u(x\, x2, . . . ,  xn) funksiya uning xususiy 
liosilalarini va x\, x 2, . . . ,  xn erkli o ‘zgaruvchilarni bog‘lovchi quyidagi 
ilbda

F x,u,
du 
dx\'

du
dxn

dku
' ’ dxks . . .  dxkn ’ '

=  0 ( 1)

xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.
Bu yerda F(-) — o ‘z argumentlaxining berilgan funksiyasi, 

x e fic  Rn, n >  2; k\ +  k2 +  . -. +  kn =  k, k =  0, m; m >  1; D  esa 
( 1) tenglamaning berilish sohasi deyiladi.

Misollar.

1)

2)

3)

du du 
dx\ ^  dx2 
d2u d2u 
dx\ dx\ 
du d3u

+

du ,  „
+  ^— H u — 0;C/Xji

d2u .
+  ^ 2  + sm ?i =  0;

d3u
dx\ dx\dx\ dx\dxsdxz

f(x\ ,x2,x 3,u);
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6 I  bob. Matematik fizika tenqlamalari ...

Yuqorida kcltirilgan tenglamalar mos ravishda birinchi tartibli, 
ikkinchi tartibli va uchinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalardir.

Demak, differensial tenglamada noma'lum funksiya xususiy 
hosilasining eng yuqori tartibiga shu tenglamaning tartibi deyiladi.

Agar u(x) — u(x\,x2, funksiya biror D  sohada aniq- 
langan, uzluksiz va tenglamada qatnashgan uzluksiz hosilalarga ega 
bo'lib, shu sohada tenglamani qanoatlantirsa, u holda bu funksiya 
tenglamaning yechimi deb ataladi.

Agar F  barcha

dku
dx^1. . .  dxfr ’

0 < k < m ,

hosilalarga nisbatan chiziqli bo ‘lsa, u holda (1) tenglama chiziqli 
xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

Chiziqli tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

ak
k~X fci,***

■,kn(x)
dku

dx\l . . .  dxkF =  f(x ),

yoki
Cu f ( x )

bu yerda

^ k j  =  h
/=1

 ̂— zC ak i-kn(x )
d k

k —0 ...kfi dxk l .. .  dxk" ’

n

X )  ki ~  k ’
3=1

rn — tartibli chiziqli differensial operator deb ataladi.
Odatda xususiy hosilali chiziqli ikkinchi tartibli differensial 

tenglama quyidagicha ifodalanadi

V -  , dlu “ du . . , ,  ,
X s  +  +  c^ u =. axtox3 0X% (2)
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1-jj. Asosiy tushunchalar va ta ’riflar ... 7

lnt yerda aij{x), 6j(x), c(x) biror chekli yoki cheksiz D  sohada 
licnlgan funksiyalar, ular tenglamaning koeffitsiyentlari, f ( x )  esa 
l i'tiglamaning ozod hadi deyiladi.

Agar chiziqli tenglamada f ( x )  =  0 bo ‘lsa, u bir jinsli, aksincha, 
yiihii / (x) 0 bo‘lsa, bir jinsli bo ‘Imagan tenglama deyiladi.

Agar (2) tenglamada uning chap tomonini L(u) orqali 
lielgilasak, u holda (2) tenglamani quyidagi ko'rinishda yozib olish 
mumkin:

L(u) =  f (x ) ,  (3)

Im yerda

L(u) =  an(x ) 
*d=i

d2u
dxidxj

n *

i= 1

du
dxi

+  c(x)u, (4)

ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial operator deyiladi.
Masalan, ikki o'zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali 

chiziqli differensial tenglama ushbu

a(x, y)
d2u
dx1

+  2b(x, y)
d2u

dxdy
i \®2u 

+  C(X,y)^ 2  +

+ a i(x , y )—  +  h (x ,  y )—  +  c i(x , y)u =  f (x ,  y) 

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Bu yerda a(x,y), b(x,y), c(x,y), ai(x,y), h (x ,y )  va cffx,y)  — 

tenglamaning koeffitsiyentlari, f (x ,  y) esa uning ozod hadi bo‘lib, ular 
x, y  argumentlarning berilgan funksiyalari.

Agar (1) tenglamada F  faqat yuqori tartibli

dmu
dxi1 . . .  dx„n ’

n
kj =  m

3= i

hosilalariga nisbatan chiziqli bo ‘lsa, u holda (1) kvazichiziqli tenglama 
deyiladi.

www.ziyouz.com kutubxonasi



8 I  bob. Matematik fizika tenqlamalari ...

Masalan, quyidagi tenglama

a
du du

™ T X'd y
d2u
dx2

+  2 b x ,y ,u
du du 

’ dx ’ dy
d2u

dxdy

+c
du du 

x,y , u ,— . —  ox  oy
d2u (  du du
dtf  + F l

=  0,

ikki o ‘zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichiziqli tenglamadir.
Xususiy hosilalar uchun quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

du du d2u d2u d2u
u* =  Yx' Uy =  &y' Uxx =  ^  Uxy =  d ^ ’ U y y = d ^ '

va h, k.
Agar (4) ifodada aij(x) =  0, i, j  =  l ,n , va bi(x) koeffitsiyent- 

lardan kamida bittasi noldan farqli bo ‘lsa, u holda (4) ifoda birinchi 
tartibli chiziqli operator deb ataladi.

Birinchi va ikkinchi tartibli chiziqli differensial operatorlar 
quyidagi xossalarga ega:

1) L(cu) =  cL(u), c =  const;
2) L(ui +  u2) =  L(u\) +  L(u2).

Bu xossalarni tekshirib ko‘rish qiyinchilik keltirib chiqarmaydi.
Yuqoridagi xossalardan chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar 

uchun muxim bo'lgan ushbu xulosalar kelib chiqadi:
1 - x u l o s a . Agar u(x) funksiya biror D  sohada bir jinsli xususiy 

hosilali differensial L(u) =  0 tenglamaning yechimi bo'lsa, u holda 
cu(x), c — const funksiya ham D  sohada shu tenglamaning yechimi 
bo'ladi.

2 -  XULOSA. Agar u\(x) va u2(x) funksiyalar biror D  sohada bir 
jinsli xususiy hosilali differensial L(u) =  0 tenglamaning yechimlari 
bo'lsa, u holda u\(x) +  u2(x) funksiya ham D  sohada shu L(u) =  0 
tenglamaning yechimi bo ‘ladi.

Bu xulosalardan quyidagi natijani olamiz:
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l-§ . Asosiy tushunchalar va ta!riflar ... 9

Na tija . Agar « i (x ), u2(x ), . . . , un(x) funksiyalax biror D 
i«iliiula bir jinsli xususiy hosilali differensial L(u) =  0 tenglamaning 
yechimlari b o ’lsa, u holda bu funksiyalarning chiziqli kombinatsiyasi

ciu i(x ) +  C2U2(X) +  . . .  +  cnun(x)

li;i.tn D  sohada shu L(u) =  0 tenglamaning yechimi bo'ladi.
Bu erda Cj, i =  1, n ixtiyoriy o ‘zgarmaslar.
Agar Rn fazoning odchami ikkiga teng, ya’ni n =  2 bo ‘ lsa, u 

liolda x\ — x, x 2 —y deb, agar n =  3 bo ‘lsa, u holda x\ =  x, x2 =  y, 
:/,'3 =  z deb olamiz.

1-MISOL. Quyidagi berilgan

x2 xp1
a) u (x ,y ,z)  =  - y  +  - j ,  b) u (x ,y ,z)  =  xyz,

y z .

funksiyalar x > 0 , y > 0, z > 0  sohada ushbu

dx dx 
tenglamaning yechimi bo'ladimi?

du du du 
x —  +  y —  +  z —  =  0

dx

Y b c h ish . a) Berilgan funksiyaning ux, uy va u
hosilalarini topamiz:

du 2x du 2x2 2 y du 2 y2
dx y2 ’ dy ------T  ^— 2 >y6 zA dz =

va ularni berilgan tenglamaga ko‘yib,

du du du 2x 2 2x2 2y2 2 y2
z T x + v r D z d x r‘ - w - ~ f + ^ - - >  =  (>

tenglikni olamiz.
x2 y2

Demak, u(x,y ,z)  =  -=  +  +r 
yz z^

rilgan tenglamaning yechimi ekan.
b) Xuddi yuqoridagi kabi berilgan 

hosilalarini topamiz: ux =  yz, u 
tenglamaga qo‘ysak,

funksiya qaralayotgan sohada be-

x z ,
funksiyaning xususiy 
uz =  xy  va bularni

xux +  yuy +  zuz =  xyz  ^  0
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10 I  bob. Matematik fizika tenglamalari ...

bo'ladi. Shunday qilib, u =  xyz  funksiya x > 0 ,  y > 0 ,  z > 0 sohada 
berilgan tenglamani qanoatlantirmas ekan.

2-MISOL. Ushbu
l .

u(x,y) =  ln r2 =  (x — x0)2 +  (y — y0)2, 

funksiya R2 tekislikda

A u  — Uxx  “b Uyy  --- 0

Laplas tenglamasining yechimi bodadimi?
Bu erda ( x q , j/o) 6 R2 tekislikdagi biror fiksirlangan nuqta. 
Y e c h ish . Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblash uchun uni 

qulay ko'rinishda yozib olamiz

u(x,y) =  l n -  =  —- l n r 2. 
r 2

Bu funksiyaning xususiy hosilalarini olaylik

ux — -  —  (r2) 2 r2  ̂ h
x - xq 

r2 ’

u  -  (u  ) -  _ !  + 2(g -  ô)2

Xuddi shu kabi berilgan funksiyaning y  b o ‘yieha ikkinchi tartibli 
hosilasini hisoblaymiz:

uyy ~ r2 +
1 , % - y o )2 r

4

Endi olingan uxx va uyy hosilalarni Laplas tengla.ma.siga qo'yamiz. 
Natijada barcha (x,y)  ^  (xo,yo) nuqtalarda

urr : +  Uyy —
2 2 ( x -  x0)2 +  2(y -  y0)2

,.2 +  ».4
— -  n

'  r 2 +  r 2 —  0

ayniyatga ega bolamiz.

Demak, u(x, y) =  ln — funksiya R2 tekislikning barcha (x, y) ^  
(xQ,yo) nuqtalarida Laplas tenglamasining yechimi bo ‘lar ekan.
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.?-$■ Asosiy tushunchalar va ta'riflar ... 11

Xususiy hosilali differensial tenglamalar xuddi oddiy 
dilfcrensiai tenglamalar kabi aksariyat holiarda berilgan teng- 
lamani qanoatlantiruvchi cheksiz ko‘p xususiy yechimlarga ega. 
liularning yig‘indisi qaralayotgan tenglamaning umumiy yechimini 
tiishkil qiladi, Oddiy differensial tenglamaning umumiy yechimi bilan 
xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi o'rtasida 
keskin farq bor. .

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma'lumki, ushbu

y" = f(x,y,y'),~ (5)
ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimi 2 ta ixtiyoriy 
o'zgarmas songa bog‘liq bo ‘lib, u

y{x) =  g{x ,c i ,c2), (6)

ko‘rinishdagi egri chiziqlar oilasidan iborat.
Berilgan tenglamaning ixtiyoriy xususiy yechimi ci, 

parametrlarga qiymatlar berish natijasida hosil bo ‘ladi.
Masalan, ushbu

y" +  Ay =  0, (7)

ikkinchi tartibli bir jinsli chiziqli differensial tenglamaning umumiy 
yechimi

- y{x) — ci cos 2x +  C2 sin 2x,

bu erda ci, ixtiyoriy o‘zgarmasla.r.
Agar berilgan. tenglamaning y{0) =  1, y'{0) =  1 boshlang'ich 

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qilinsa, u holda 
umumiy yechimda qatnashgan ci, C2 o ‘zgarmasla,rni ci =  0, C2 =  1/2 
ekanligi ko‘rinadi. Bundan berilgan (7) tenglamaning xususiy yechimi

y{x) =  ^ sin 2x

ekanligi kelib chiqadi.
Endi iltki o ‘zgaruvchili birinchi tartibli xususiy hosilali quyidagi

(  du\
F \ ' V)U''dx ) = 0 , (8)
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12 I bob. Matematik fizika tenqlamalari ...

tenglamani qaraylik.
Bu tenglamada faqat ux hosila qatnashyapti, y o'zgaruvchini 

fiksirlangan, deb qaraymiz. Barcha fiksirlangan y larda (8) tengla- 
mani oddiy differensial tenglama deb qarash mumkin, bunda x erkli 
o ‘zgaruvchili, u noma'lum funksiya.

Faraz qilaylik, bu tenglamaning umumiy yechimi

u -<p (x ,y ,C ),  (9)

formula. bilan aniqlansin. Bu yechimda y parametr va ixtiyoriy C 
o ‘zgarmaslar uchun u (8) tenglamani qanoatlantiradi. (9) funksiya 
xususiy hosilali (8) tenglamaning yechimi bodishi uchun C  parametr 
x ga nisbatan o'zgarmas bo'lishi zarur, ya’ni u y o'zgaruvchining 
ixtiyoriy funksiyasi bodishi kerak. Demak, C  ning o'rniga y ga bog'liq 
bo'lgan ixtiyoriy 'ip(y) funksiya qo'ysak, natijada (8) tenglamaning (9) 
ga qaraganda umumiyroq bo'lgan

u =  <p(x,y,ip(y))

ko‘rinishdagi yechimiga ega bo'lamiz.
Shunday qilib, birinchi tartibli xususiy hosilali (8) tengla- 

maning umumiy yechimi C(R) sinfiga tegishli bo ‘lgan ixtiyoriy tp(y) 
funksiyaga bog‘liq b o ‘lar ekan.

Buni ayrim misollarda ko‘raylik.
3 - m is o l . Ushbu

UU 9 9  ■ , .
u -  x -  x2y2 =  0, (10)

birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy 
yechimini toping.

Y ec h ish . Berilgan tenglamani quyidagi

du
dx

J. 9----- u =  — xy
x

ko‘rinishda ifodalaymiz.
Bu tenglamada y o ‘zgaruvchini parametr deb qaraymiz. Oxirgi 

tenglama birinchi tartibli chiziqli differensial tenglama bo ‘lgani uchun
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1-lj. Asosiy tushunchalar va ta'riflar ... 13

uning umumiy yechimi u — cx — x 2y2 bo ‘ladi. U holda xususiy hosilali 
(10) differensial tenglamaning umumiy yechimi

u(x, y ) =  xip(y) -  x2y2, ip(y) e C(R),

ko'rinishd'a topiladi. . .
Xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi 

oddiy differensial tenglamadan farqli o ‘laroq berilgan tenglamaning 
tartibiga teng bo'lgan sondagi ixtiyoriy funksiyalarga bog‘liq bo ‘lar 
ekan.

4 - m is o l . Ushbu uxy =  0 yoki

tenglamaning umumiy yechimini toping.
YECHISH. Berilgan tenglamani x  bo‘yicha integrallab,

( 11)

%  =  $ (y)

tenglamani hosil qilamiz. Bunda tp(y) -  ixtiyoriy funksiya. 
Oxirgi tenglamani y bo ‘yicha integrallab,

y
(12)

o

tenglikni olamiz. Bu erda ipi (x) -  ixtiyoriy funksiya. 
Endi (12) tenglikda

yj ip(z)dz =  i<2(y)

(13)

formulaga ega bo‘lamiz.
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14 I bob. Matematik fizika tenqlamalari ...

Bunda ip(y) ixtiyoriy funksiya bo ‘lga.nligi uchun '02(y) ham y 
o ‘zgaruvchining ixtiyoriy funksiyasi bo'ladi.

Agar -ipi (x) va Va O;) funksiyalar R sohada bir marta uzluksiz 
differensiallanuvchi, ya’ni 4>i(x), ip2(y) € bo'lsa, u holda
(13) formula orqali aniqlangan u(x,y)  funksiya R2 tekislikda (11) 
tenglamaning umumiy yechimi bo ‘ladi.

Xususiy hosilali (11) differensial tenglamaning umumiy yechimi 
yordamida uning xususiy yechimini ham topish mumkin. Buning 
uchun qaralayotgan masalaning berilgan shartlari asosida ip\(x) va 
ip2(y) funksiyalarning aniq ko‘rinishlari topiladi.

Shuni ta'kidlash muximki, ayrim xususiy hosilali differensial 
tenglamalarning xususiy yechimlarini aniq ko‘rinishlarini topish mum- 
kin. Ko‘p hollarda xususiy hosilali differensial tenglamalarining 
xususiy yechimlarini topish usullari yaratilgan. Qaralayotgan teng- 
lamani, ma'lum boshlang'ich va chegaraviy shartlarni qanoatlantira- 
digan yechimlari topiladi.

Fizikaviy jarayonlarning matematik modelini qurish va uni tad- 
qiq etish matematik fizikaning asosiy vazifasi hisoblanadi.

Mexanika va fizikaning juda ko‘p masalalari ikkinchi tartibli 
xususiy hosilali differensial tenglamalar orqali ifodalanadi.

M a s a l a n :
1. Bir jinsli torning ko'ndalang tebranishi, sterjenning bo ‘ylama 

tebranishi, o ‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, turli muhitlarda tovush 
tarqalishi va shu kabi jarayonlar

utt =  a2(uXx +  Uyy -\-uzz) +  f ( x ,y ,z , t ) ,  a =  const, (14)

to ‘lqin tenglamasi bilan ifodalanadi, va bu tenglama uch o ‘lchovh to ‘l- 
qin tarqalish tenglamasi deyiladi.

Ushbu tenglama

utt =  a2(uxx +  Uyy) +  f (x ,  y, t),

ikki o ‘lchovli to ‘lqin tenglamasi deb atalidi. (14) tenglama bir o ‘lchovli 

utt -  a2uxx +  f ( x ,  t),

bo ‘lgan holda bir jinsli torning majburiy tebranishini ifodalaydi.
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l-§ . Asosiy tushunchalar va ta'riflar ... 15

2. Bir jinsli izotrop jismlarda issiqlikning tarqalishi, diffuziya 
jarayoni va g‘ova.k muhitlarda suyuqlik va gazlarning filtrlanishi kabi 
jarayonlar

ut =  a2(uxx +  uyy +  uzz) +  f (x ,  y, z, t), a =  const, (15)

issiqlik tarqalish tenglamasi orqali ifodalanadi.
Yuqoridagi (15) tenglama uch o ‘lchovli issiqlik tarqalish tengla- 

masi deyiladi. Ushbu ko‘rinishdagi

Ut — a (uxx +  Uyxf) +  f (x ,  y, t),

tenglama ikki o ‘lchovli issiqlik tarqalish tenglamasi deb ataladi. Bir 
offchovli bo'lgan

ut — a uxx +  f (x ,  t),

hol esa, bir o ‘lchovli issiqlik tarqalish tenglamasi deyiladi.
3. Statsionar issiqlik holati, o'tkazgich sirtida zaryadlarning 

muvozanatlashuvi, siqilmaydigan suyuqliklarning harakati va shu kabi 
jarayonlar

UXX +  Uyy +  uzz =  f (x ,y ,  Z), (Ifi)

Puasson tenglamasi orqali ifodalanadi.
Agar (16) tenglamada f ( x ,  y ,z )  =  0 bo'lsa, u holda bu tenglama

UXX +  Uyy +  UZZ -- 0, (l7)

Laplas tenglamasi deb ataladi.
Elektr zaryadi va massasi hisobga olinmagan tortishish maydoni 

potensiaUari va statsionar elektr maydoni masalalari Laplas tengla- 
masi orqali ifodalanadi.

Yuqorida keltirilgan (14)-(17) tenglamalar matematik fizikaning 
asosiy tenglamalari deb yuritiladi. Bu tenglamalarni mukammal 
o'rganish turli fizikaviy masalalarni yechish va umumiyroq bo‘lgan 
xususiy hosilali differensial tenglamalar nazariyasini yaratishga 
iinkoniyat beradi.
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16 I bob. Mgtematik fizika tenqlamalari ...

2-§ . Tor tebranish tenglamasini keltirib chiqarish.
Asosiy boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Tekislikda, Ox o ‘qi bo'yicha uchlari mahkaxnlangan uzunligi l 
ga teng bo ‘lgan torni (ingichka, elastik ipni) qaraylik.
Ingichka — bu torning ko'ndalang kesimi uning uzunligiga nisbatan 
cheksiz kichik miqdor, egiluvchan deganda tor uzunligining o'zarishiga 
bogdiq bodmagan holda shaklini o ‘zgarishiga torning hech qanday 
qarshilik qilmasligi tushuniladi. Bu tushunchalarning matematik 
ma’nosi — torda sodir bodadigan T(x) taranglik kuchi doimo uning 
oniy uzunligiga o ‘ tkazilgan normal bo ‘yicha yo‘nalgan bo ‘ladi.

Faraz qilaylik, Ox o ‘q bo‘yicha torning uchlariga qarama-qarshi 
tomonlarga .yo'nalgan Tq taranglik kuchi qo'yilgan bo ‘lsin. Agar tor 
tashqi kuchlar ta’sirida muvozanat holatidan chiqarilsa, u holda tor 
tebranma harakat qiladi. Bunda torning muvozanat holatidagi N(x) 
nuqtasi t vaqtda M  holatga o ‘tadi (1-shakl).

Tor tebranish tenglamasini keltirib chiqarish uchun quyidagi- 
larni talab qilamiz:

1) torning barcha nuqtalari bir tekislikda Ox o ‘qiga 
perpendikulyar tebransin, ya'ni tor ko‘ndalang tebransin;

2) torning kichik tebranishlari hisobga olinsin;
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2-§. Tor tebranish tenqlamasi ... 17.

3) og'irlik kuchining ta/siri inobatga olinmasin, ya!ni taranglik 
kuchi shunchalik kattaki, buning natijasida og‘irlik kuchining ta'siri 
sezilmaydi.

Toming tebranishi bir tekislikda sodir bo'layotgani uchun tor- 
ning tebranish qonuni, ya'ni muvozanat holatidan og‘ishi N M  ikki 
o‘zgaruvchili bitta u(x,t ) funksiya orqali ifodalanadi. Bunda u -  
torning t vaqtdagi abssissasi x b o ‘lgan N  nuqtasining M  nuqtagacha 
muvozanat holatidan N M  og'ishi.

Agar torning kichik tebranishini inobatga olsak, u holda u(x, t) 
funksiya ham kichik va etarlicha silliq torning x  nuqtasiga t vaqtda 
o'tkazilgan urinmaning burchak koefhtsienti ux(x,t) ham kichik

bo'lsin. Bu torning kichik tebranishlarida uning uzunligini 
o'zgarmasligini bildiradi.

Haqiqatdan ham, t vaqtda torning M K  yoyining uzunligi

formula bilan aniqlanadi.
Demak, torning kichik tebranishlarida uning uzunligi 

o ‘zgarmaydi. U holda Guk qonuniga ko‘ra taranglik koeffitsiyenti T 
vaqtga ham x  ga ham bog‘liq emas va u torning barcha nuqtalarida 
bir xil To ga teng.

Endi tor tebranish tenglamasini keltirib chiqaraylik. Buning 
uchun torning M K  bo ‘lakchasini ajratib olamiz va bunga ta'sir 
qilayotgan kuchlarni koordinata o'qlariga proeksiyasini tushiramiz. 
Dalamber prinsipiga asosan, barcha kuchlar proeksiyalarining 
yig‘indisi, inersiya kuchini hisobga olganda nolga teng bo ‘ladi. Tarang- 
lik kuchining gorizantal o'qdagi proeksiyalarining yig‘indisi

Fgor — —T(x) cos a(x)  +  T(x  +  Ax)

bo‘ladi.
Torning tebranishi shunchalik kichik-ki, bunda

X
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18 I  bob. Matematik fizika tenqlamalari ...

=  — Tq cos a (x ) +  Tq cos a(x  +  Ax)  =  0,

bu yerda

cos a(x)  =
1 1

=  1
y 'l  +  tg2a(a:) +  u2(x ,t)

Endi taranglik kuchini vertikal o'qqa proeksiyasini qaraylik: 

Fver =  Tq sin a(x) — Tq sin a(x +  Ax)  =

kelib chiqadi.
Torning ko‘ndalang tebranishlari qaralayotgani uchun inersiya 

kuchi va tashqi kuchlar Ou o'qiga parallel yo'nalgan. Shuning uchun 
ularning Ou o'qdagi proeksiyasini topamiz.

Faraz qilaylik, p(x, t) -  torning M K  bo'lagiga ta'sir qilayotgan 
uzluksiz tashqi kuch, p(x) esa torning uzluksiz chiziqli zichligi bo'lsin. 
U holda tashqi kuchlarning Ou o ‘qiga proeksiyasi

b o ‘ladi. Torning zichligi p(x) bo'lgani uchun uning MI< bo ‘lagining 
massasi

V 1 + ul(x  +  Aa:, t) y/1 +  u%(x,t) 

=  Tq[ux(x +  Ax, t) -  ux (x, t)].

Oxirgi formuladan Lagranj teoremasiga asosan

Fver =  T0uxx(x', t), x1 <E (x ,x  +  Ax)

^tashqi ~  P(x -> t)Ax

m =  p(x)Ax

ga teng.
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2-§. Tor tebranish tenqlamasi ... 19

Nyuton qonuniga ko‘ra inersiya kuchi

F{n — ma =  p(x)Axutt(x " , t), x "  €  [x,x +  Ax] 

formula bilan aniqlanadi.
U holda barcha kuchlaming Ou o ‘qdagi proeksiyasi

Tquxx(x ' , t )A x  — p(x)utt(x", t )A x +  p(x, t )A x  =  0

formula bilan ifodalanadi. •
Bu tenglikni A x  ^  0 ga qisqartirib, so‘ngra A  —> 0 limitga 

o ‘tsak,
. T0uxx(x, t) -  p(x)utt(x, t) +  p(x, t) =  0 (1)

torning majburiy tebranish tenglamasiga ega bolam iz. *
Agar tor bir jinsli bo'lsa. ya’ni p(x) =  const, u holda (1) teng- 

lama quyidagi
' ua =  a2uxx +  f (x ,  t), (2)

ko'rinishga keladi. Bu erda a2 =  T0/ p, f ( x , t )  =  p(x,t)/p.
Agar (1) yoki (2) tenglamada tashqi kuchlar qatnashmasa, ya’ni 

p(x, t) =  0, bo ‘lsa, u holda (2) tenglama ushbu

Utt =. a uxx,

ko‘rinishga keladi.
Oxirgi (3) tenglama bir jinsli toming erkin tebranish tengla- 

masi deyiladi. Bu tenglama bir o'lchovli to'lqin tarqalish tenglamasi 
deb ham yuritiladi.

Sterjenning b o ‘ylama tebranishlari, trubkadagi gazning tebra- 
nishlari va boshqa tebranma harakatlar (1) ko‘rinishdagi tenglama 
orqali ifodalanadi.

Asosiy boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Xususiy hosilaii (1) tenglamaning koeffitsientlari va ozod hadiga 
qo'yilgan ma’lum shartlarga ko‘ra cheksiz ko‘p xususiy yechimlarga 
ega bo ‘ladi. Shuning uchun (1) tenglamaning o ‘zi qaralayotgan tor
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20 I  bob. Matematik fiztka tenqlamalari ...

tebranishini to'liq aniqlash uchun etarh emas. Masalaning fizik 
mohiyatidan kelib chiqqan holda qo'shimcha shartlarning bajarilishi 
talab qilinadi. Fizikadan ma'lumki, nuqtaning harakatini aniqlash 
uchun uning boshlang'ich holati va boshlang'ich tezligini bilish kifoya. 
Shuning uchun ham, tor harakatini aniqlash uchun t 0 da uning 
boshlang'ich holati va boshlang'ich teziligini bilish etarli bo ‘ladi, ya’ni

u{x, t) |t=0=  ip{x), |*=D= '&ix), 0 < x < l ,  (4)

Bu boshlang‘ich shartlar yoki Koshi shartlari deyiladi.
Torning uchlari mahkamlangan yoki mahkamlanmagan bodishi 

mumkin. Uchlari mahkamlangan tor uchun quyidagi shartlax o'rinli 
bo'ladi:

u{x, t) |a,= o =  0, u{x, t) |x=i=  0, 0 < t < T ,  (5)

bu yerda T  >  0, l -  torning uzunligi.
Bu (5) ko‘rinishdagi shartlar chegaraviy shartlar deb yuritiladi.
Shunday qilib, uchlari mahkamlangan toming harakatini aniq- 

lash to ‘g‘risidagi fizikaviy masala quyidagi matematik masalaga 
keltirildi: xususiy hosilali (1)  differensial tenglamaning (4)  boshlan- 
g ‘ich va (5) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u{x,t) yechimi 
topilsin.

Bu masala tor tebranish tenglamasi uchun birinchi aralash 
masala deyiladi.

Agar torning uchlari mahkamlanmagan bo'lsa, ya'ni bu uchlar 
biror qoida asosida harakatlansa, u holda (5) chegaraviy shartlar 
quyidagi

u{x, t) jx=0=  pfft), u{x, t) |x=i=  fi2{t), 0 < t < T ,

shartlarga almashadi.
Boshqa turdagi chegaraviy shartlarni ham olish mumkin. 

Chegaraviy shartlar uch xil turga bofiinadi:
1) B ir in ch i t u r  c h b g a r a v iy  SHARTLAR:

u{o, t) =  fifft), u{l, t) =  fi2{t), 0 <  t < T, (6)
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2-§. Tor tebranish tenglamasi ... 21

l)ii shart torning uchlari Ox o‘qiga .vertikal holda pL\{t) va p2(t) 
f'unksiyalar bilan berilgan qoida asosida harakatlanishini bildiradi.

2) Ik k in c h i TURDAGI CHEGARAVIY SHARTLAR: bunday 
chegaraviy shartlar quyidagicha ifodalanadi:

du(z,t )
dx vi(t),

du(x, t)

x=0 dx =  v2(t), 0 < t < T ,  (7)
X

Bu (7) shartlar torning uchlariga vi(t) va v2(t) ma'lum kuchlar qo‘- 
yilganini anglatadi.

3) UCHINCHI TURDAGI CHEGARAVIY SHARTLAR:

a i(t)u x(0, t) +  /3i(t)u(0, t) =  ai(t), 0 < t < T ,  (8a)

a2(t)ux(l,t) +  /32(t)u(l,t) =  a2(t), 0 <  t <  T, (86)

bu yerda ccj(f), (3i(t) va a^(t) (i =  1, 2) -  berilgan funksiyalar, ixtiyoriy 
t G [0, T\ da yetarlicha uzluksiz va

<*i_(t) +  0 i ( t ) £  0.

(8) chegaraviy shartlar torning uchlari elastik mahkamlanganligini 
ifodalaydi. Agar (6) - (8) chegaraviy shartlarda m(t), Vi(t) va az(t), 
(i =  1, 2) berilgan funksiyalar nolga teng bo'lsa, u holda bunday 
chegaraviy shartlar bir jinsli chegaraviy shartlar deyiladi.

Endi ikkinchi va uchinchi tur chegaraviy shartlarni sharxlashga. 
harakat qilaylik. Buning uchun bir uchi shiftga mahkamlangan, 
ikkinchi uchi erkin harakatlanuvchi sterjenning bo‘ylama tebranishi 
haqidagi masalani qaraylik (2-shakl).

Sterjenning erkin uchining harakat qonuni berilmagan bo‘lsin. 
Agar sterjenning mahkamlangan uchi x =  0 da uning og'ishi u(0, t) =  
0, erkin uchi x =  l da esa uning tarangligi nolga teng, ya’ni

f)v
T(l,t) =  k— (l,t) =  0.

Sterjenga tashqi kuchlarning ta’siri yo'qligi sababli, uning erkin 
harakat qiluvchi uchida chegaraviy shart quyidagi

ux(x,t) |x—i 0

ko'rinishda bo'ladi.
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Agar prujinaning x =  0 uchi ma’lum h(t) qonun asosida 
harakatlansa, x =  l uchiga esa v{t) kuch osilgan bo ‘lsa, u holda 
chegaraviy shartlar

u(x,t) \x=o=  h(t), ux(x,t) \x=i= v(t), 0 < t < T ,

ko‘rinishda beriladi.
Agar prujinaning x  — l uchi elastik mahkamlangan bo ‘lsa, 

u holda prujinaning erkin harakatlanuvchi uchida chegaraviy shart 
ushbu ko‘rinishda beriladi:

kux (l,t) — —au(l,t) yoki ux (l,t) =  —hu(l,t), 0 < t < T ,

bu yerda h =  a/k, k, a  >  0. B u 'holda prujinaning x  — l uchi 
ko‘chishi mumkin, lekin mahkamlangan nuqtadagi elastiklik kuchi shu 
uchida ko‘chgan uchining boshlang‘ich holatga qaytarishga intiluvchi 
taranglik kuchini yuzaga keltiradi. Guk qonuniga ko‘ra, berilgan kuch 
u(l,t) ko‘chishga proporsional, bunda proporsionallik koeffisiyenti 
mahkamlangan nuqtadagi bikrlik koeffitsiyenti deyiladi.

Agar elastik mahkamlangan x =  l uchi ko‘chsa va uni bosh- 
lang'ich holatidan chetlanishi 9(t) funksiya bilan aniqlansa, u holda 
chegaraviy shart quyidagi

ux(l, t) =  - h[u(l, t) -  6(t)}, 0 <  t < T. (9)
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ko'riuishda bo'ladi. Taranglik kuchi T(0,t) =  —kux(0,t) ni e'tiborga 
olsak, x =  0, ya’ni chap tomonda elastik mahkamlanganlik sharti

ux(0,t) = —h[u(0,t) — d(t)], 0 < t < T ,

bo'ladi.
Ta’kidlash mumkinki, qattiq mahkamlangan holda (a  yetarlicha 

katta), ya’ni uchlarning katta bo'lmagan ko‘chishlarda katta taranglik 
vujudga keladi, u holda (9) chegaraviy shart

u(l,t) =  9(t), 0 < t < T ,

birinchi tur chegaraviy shartga o ‘tadi.
Elastik mahkamlangan holda (a  kichik), ya’ni uchlarning katta 

ko‘chishlarda kichik taranglik vujudga keladi.
Bu holda (9) chegaraviy shart ux(l, t) =  9(t), 0 <  t <  T  ikkinchi 

tur chegaraviy shartga o ‘tadi (tor erkin uchining sharti).
Agax torning ikkala uchida ikkinchi yoki uchinchi chegaraviy 

shartlar olinsa, u holda bunday masalalar giperbolik tipdagi tenglama 
uchun ikkinchi yoki uchinchi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Agar torning x =  0 va x =  l uchlarida turli tipdagi chegaraviy 
shartlar bilan birga t =  0 boshlang‘ich shart berilsa, bunday 
masalalar aralash masalalar deyiladi.

3—§. Issiqliq tarqalish tenglamasini keltirib chiqarish. Asosiy 
boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Qattiq jism (x ,y ,z)  nuqtasining t vaqtdagi harorati u =  
u (x ,y ,z ,t )  bo ‘lsin. Agar qattiq jismning turli qismlarining harorati 
turlicha bo'lsa, u holda qaralayotgan qattiq jismning ko‘proq isigan 
qismidan kamroq isigan qismi tomon issiqlik harakati sodir bo'ladi. 
Issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib chiqarish Fur’e qonuniga 
asoslanadi. Bunga ko‘ra A S sirtdan A t vaqtda o ‘tuvchi A Q issiqlik 
miqdori quyidagi formula bilan aniqlanadi:

A Q  =  ~ k m A S A t’ (i)
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du
bu yerda k -  issiqlik o ‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti, esa A S sirtga 
o'tkazilgan N  normal b o ‘yicha olingan hosila, u quyidagi formula bilan 
aniqlanadi:

du du , „ T , du ' AT , du , , , , ,
d N ^ d x  cos(N ’ X^+ dy cos(A7, y) +  —  cos(N, z ) =  (#rad u, / / ) ,

yahii normal bo'yicha olingan hosila ikkita

. ./V =  icosa : +  jc o s /3  +  fccosq .

, _  .du .dugradu =  V u  =  *—  +  j  —  
o x  oy

+  k
du
dz

vektorlarning skalyar ko'paytmasiga teng.
Bu yerda i , j , k  -  koordinata o'qlarining yo'naltiruvchi birlik 

vektorlari, a, /3, 7 esa N  normal bilan mos ravishda Ox, Oy, Oz 
o'qlar orasidagi burchak. -

Yuqorida keltirilgan (1) formuladagi minus ishora issiqlikning 
jismniiig ko'proq isigan nuqtasidan kamroq isigan qismiga issiqlik 
harakatini bildiradi.

Endi faraz qilaylik, qaralayotgan jism izotrop jism bo'lsin. ya’ni 
jismning issiqlik o ‘tkazuvchanlik koeffitsienti k faqat (x, y, z) nuqtaga

bog'liq, u ga va ga bog'liq emas.

Agar qattiq jism anizotrop b o ‘lsa, u holda

k =  k[ x ,y ,  z, N, u,
du
dN

bo'ladi.
Issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib chiqarish uchun qattiq 

jismdan (z, y, z) nuqtani o ‘z ichiga olgan yetarlieha kichik ixityoriy V  
parallelepiped ajratib olamiz, ya ’ni

V  =  { ( x ,y ,z )  : x  <  £ <  x  +  A x, y <  rj <  y +  A y, z <  (  <  z +  A z } .
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3 — shakl.

Endi V  parallelepiped uchun issiqlik balansni tuzaylik. 
Parallelepipedning £ =  x  yuzasi orqali A t vaqtda o ‘tgan issiqlik 
miqdori (1) formulaga ko‘ra

Qx =  -k (x ,  y, z) dU X̂fa  Z’ ^  AyAzAt.

Parallelepipedning £ =  x +  A x  yuzasidan o'tayotgan issiqlik miqdori 
esa

„  . ,  . . du(x +  Ax, y ,z ,t )  . .
Qx+Ax =  - k { x  +  Ax, y, z ) ------------------------- -A yA zA tax

ga teng. U holda V  hajmda Ox  o ‘qi bo ‘yicha qolgan issiqlik miqdori

AQx — Qx Qx+Ax — AyAzAtx.

, , , . ,du(x +  A x ,y ,z , t )  , . ,d u (x ,y ,z ,t )
x [ k ( x + A x , y , . z ) ^ -------a_ ■■ ~  k(x, y, z) K ,y ’ ’ '

dx dx

d_
dx

k(x',y,z) du(x', y, z, t) 
dx

A xA yA zA t, x' € (x ,x  +  Ax).
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bo’ladi.
Xuddi shu kabi V  parallelepipedning qolgan yoqlaxi bo ‘yicha 

issiqlik miqdori

A Qy =
3_

dy
H x ,y ' ,z )

du(x, y', z, t) 
dy A yA xAzA t, y' e  (y,y +  A y);

A Q Z = d_
dz

k(x, y, z')
du(x, y, z', t) 

dz A zA yAxA t, d  £ (z, z +  Az).

ga teng bo ’ladi.
U holda V hajmda At  vaqtda oqayotgan umumiy issiqlik 

miqdori
Qi =  AQ x +  AQy +  A Q Z =

d_
dx

, , . du('x, y ,z , t )\  d /  . . du(x,y',z ,t)
dy

formula bilan aniqlanadi.
Faraz qilaylik. qaralayotgan V  parallelepipedning ichida issiqlik 

manbalari bo ‘lsin. Parallelepipeddagi issiqlik manbalarining zichligi 
F (x ,y ,z ,t )  bo'lsin, ya’ni F (x ,y ,z ,t )  funksiya At  vaqt ichida A V  
hajmdan ajralib chiqqan yoki unga singib ketgan issiqlik miqdori 
bo ‘lsin. U holda tashqi manbalar ta'sirida V  hajmdan At  vaqt, 
oralig‘ida ajralib chiqqan issiqlik miqdori

Q2 =  F(x, y, z, t )A xA yAzA t,  (3)

bo ‘ladi.
Qaralayotgan qattiq jismning At  vaqtdagi haroratini o ‘Ichash 

uchun Atu sarflangan issiqlik miqdori

Q3 — A tu c (x ,y ,z )p (x ,y ,z )A xA yA z  =

=  [u(x, y ,z , t  +  At) -  u(x, y, z, t)\c(x, y, z)p(x, y, z )AxAyAz.
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llu ynrda p (x ,y ,z ,)  qattiq jismning zichligi, c (x ,y ,z ) esa uning 
iKilit'ilitinna issiqlik sig'imi bo ‘lib, ularni argumentlarining uzluksiz 
limksiyasi deb hisoblaymiz. Lagranj teoremasiga asosan sarf qilingan 
itisiqlik miqdori uchun quyidagi

q 3 =  duix ’ V̂  +  t \^ t C(X) z)&xAyAz,  (4)
ot

il'odani olamiz. Bu yerda t' G (t, t +  A t).
Endi V  hajm uchun issiqlik balansi tenglamasini tuzamiz. 

Ma'lumki, Qz =  Q i +  Q‘h u holda (2)-(4) ifodalardan

du(x,y t ) ^  ^  z)p(x, y, z )A xA yA zA t  =

d_
dx

k(x',y,z)
du(x’ ,y ,z ,t )  

dx -
d_

dy
k(x,y',z)

du(x, y', z, t) 
dy

+

+ |  j  j  A x A ,A ,A i+

+ F (x , y, z, t )AxAyAzAt.

lutlib chiqadi. Oxirgi ifodani A xA yA zA t ±  0 ga qisqartirib, so'ngra 
Ax  —>• 0, A y —> 0, Az  —> 0 va At  —»■ 0 limitga o ‘tsak, ushbu

<\x,y,z)p(x,y,z)
du(x, y, z, t') 

dt
d_

dx
k(x,y ,z)

du(x,y,z,t)
dx +

d_
dy

k(x,y,z)
du(x,y,z,t)

dy
, d , ,  du(x,y,z,t)

+  3J  m , ! , , . ) — --------|+

+ F (x ,y ,z ,t )  =  div(k gradu) +  F (x ,y ,z ,t ) ,  (5)

l i i 11 111 m n hosil bodadi. Bunda vektor-funksiyaning divergensiyasi 
qiiyidncjcha tushuniladi:

Agar a(x,y,z) =  (P (x ,y ,z ) ,Q (x ,y ,z ) ,R (x ,y ,z ) )  bo‘lsa, u

www.ziyouz.com kutubxonasi



28 I  bob. Matematik fizika tenglamalari ...

b o ‘ladi.
Oxirgi (5) tenglama bir jinsli bodmagan izotrop qattiq jismning 

issiqlik o ‘tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi.
Agar qattiq jism bir jinsli, ya’ni

c(x ,y ,z )  =  const, p (x ,y ,z) =  const, k(x ,y ,z) =  const, 

bo ‘lsa, u holda

div(k gradu) =  k d f  du\ d f  du\ d fdu  
d x \ d x )  ^  d y\ d y  )  dz \ dz

, —  k ( U x x  ~ b  Uyy  ~ b  U z z ) —  k  

b o ‘ladi. Demak, (5) tenglama quyidagi

ut =  a2(uxx +  uyy +  uzz) +  f (x ,y ,  z, t)

k
ko‘rinishga. keladi. bu yerda ar — — , F (x ,y ,z ,t )

cp cp
Agar qaralayotgan bir jinsli qattiq jismda tashqi issiqlik 

manbalari bo'lmasa, ya'ni F (x ,y ,z , t )  =  0 bo ‘lsa, u holda. (5) 
tenglamadan ushbu

U% -- a (uxx ~b Uyy +  Uzz)

bir jinsli issiqlik tarqalish tenglamasini olamiz.
Agar u harorat faqat x ,y , t  koordinatalarga bogdiq bo ‘lsa, u 

holda bir jinsli yupqa plastinkada issiqlik tarqalish tenglamasiga ega 
bo'lamiz. (5) tenglama quyidagi

ut =  a2(uxx +  uyy) +  f (x ,  y, t), u =  u(x, y, t)

ko‘rinishga keladi.
0 ‘lchamlari chiziqli bo ‘lgan jismlar uchun, masalan sterjenda 

issiqlik tarqalish tenglamasi

ut =  a2uxx +  f (x ,  t), u =  u(x, t)

ko'rinishda bodadi.
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Asosiy boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Qattiq jismning ixtiyoriy vaqtdagi haroratini aniqlash uchun 
(5) xususiy hosilali differensial tenglamaning o ‘zi etarli bodmaydi. 
Buning uchun masalaning fizik xossasiga asosan jism ichida bosh- 
lang‘ich vaqtdagi haroratning taqsimlanishi (boshlang'ich shart)ni va 
jismning sirtida issiqlik rejimi (chegaraviy shartlar)ni bilish zarur.

Chegaraviy shartlar qattiq jism sirtidagi haroratga qarab 
turlicha berilishi mumkin.

1) Agar qattiq jism sirtining har bir nuqtasida bir xil harorat 
saqlanayotgan bodsa, u holda chegaraviy shart

u(x, y, z, t) I5— ni(x, y , z, t), (x, y, z, t) <E S, tgleqO, (6)

ko‘rinishda beriladi.
Bu yerda S qattiq jismning sirti, y\(x ,y ,z ,t)  esa S sirtda 

berilgan funksiya.
2) Qattiq jismning S sirtida issiqlik oqimi berilgan bo'lsin, ya'ni 

A t vaqtda qattiq jismning A S sirti yuzasidan o ‘tuvchi issiqlik miqdori 
berilsa, u holda Fur’e qonuniga ko‘ra (1) formulaga asosan quyidagi

Q  _  , du
q ~  A S A t  ~  dN'

il'oda o ‘rinli bo‘Iadi. Bundan ushbu chegaraviy shart

du
m =  fJ-2 (x ,y ,z ,t)

q (x ,y ,z ,t )  
k (x ,y ,z )  ’

( x , y , z ) e S ,  tg‘eqO, (7)

kclib chiqadi. y,2(x ,y ,z ,t )  -  berilgan funksiya.
3) Qattiq jism sirtida atrof muhit bilan issiqlik almashinishi 

iioilii InVlayotgan bo ‘lsa, Nyuton qonuniga asosan At  vaqtda qattiq 
ji:iinnm/>; AS  sirtidan atrof muhitga chiqayotgan issiqlik miqdori 
1 jn 1.1.i< 1 jimn sirtining haroratidan atrof muhit haroratining ayrimasiga 
l>io|>on-)ioual bo‘ladi, ya’ni

q =  H(u — uq)
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bu yerda H  issiqlik almashish koeffitsiyenti bo ‘lib, u u  — uq ayrimaga 
bog'liq. Energiyaning saqlanish qonuniga ko‘ra, bu issiqlik miqdori 
Fur'e qonuni bilan aniqlangan issiqlik miqdoriga

Q = —k
du
dN

teng bo'ladi.
U holda S sirtda ushbu chegaraviy shartni

k—  =  H ( u - u 0),

olamiz, yoki h — H jk  deb almashtirib, S da quyidagi

du
8N +  hu =  huo

chegaraviy shartga ega bo'lamiz.
Bundan izotrop qattiq jism uchun chegaraviy shartni quyidagi 

ko'rinishda

+ h(x ,y , z,t)u
s

ipz(x ,y ,z ,t) , ( x , y , z ) e S ,  tg‘eq0. (8)

yozishimiz mumkin.
Shunday qilib, izotrop qattiq jismda issiqlik tarqalish tengla- 

masi uchun boshlang'ich-chegaraviy masalalar quyidagicha qo‘yiladi: 
BlRINCHI CHEGARAVIY MASALA. Issiqlik o ‘tkazuvcha.nlik 

tenglamasining ushbu

G =  D  x (0, T) =  { (x ,  y, z, t)\ (x, y, z) G D C R3, t £  (0 ,71) }  

silindrik sohada aniqlangan, uzluksiz quyidagi boshlang‘ich 

u(x ,y ,z ,t )  |t=0 =  y>(x, y ,z), (x ,y ,z )  € D,

va
u(x,y ,z ,t)  \s =  y i(x ,y ,z , t ) ,  ( x , y , z , t ) e S ,  tg‘eq0,
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chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y, z, t) yechimi topilsin.
Ik k in c h i c h e g a r a v iy  m a s a l a . Issiqlik o't'kazuvchanlik 

tenglamasining G =  D  x (0, T ) silindrik sohada aniqlangan, uzluksiz 
quyidagi boshlang'ich :

u{x,y,z,t)\t=o =  y (x ,y ,z ) ,  (x , y , z ) e D ,

va

du
m

/_  ^  q(x;y ,z ,t)
r M x ’ y -z S = - ~ w m ’

(x ,y ,z )  €  S, tg‘eq0,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y, z, t) yechimi topilsin.
UCHINCHI CHEGARAVIY MASALA. Issiqlik o ‘tkazuvchanlik teng- 

lamasining

G =  D x (0,T) =  {(x,y,z,t)\ (x ,y ,z )  G D  C R3, t e  (0,T )}  

silindrik sohada aniqlangan, uzluksiz quyidagi boshlang‘ic:h

u(x,y,z,t)|t=0 =  <p(x,y,z), (x ,y ,z )  € D,

va

du
dN

+  h(x,y,z, t)u =  ^3 (x ,y ,z ,t) ,
s

(x, y, z) e  S, tg‘eq0,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y, z, t) yechimi topilsin.
Yuqorida keltirilgan masalalar issiqlik o'tkazuvchanlik tengla- 

masi, ya’ni parabolik tipdagi tenglamalar uchun asosiy boshlang‘ich- 
chegaraviy masalalar deyiladi.
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4—§. Puasson va Laplas tenglamalariga keladigan masalalar. 
Asosiy chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Faraz qilaylik, biror S sirt bilan chegaralangan D  jism ichida bir 
jinsli siqilmaydigan suyuqlik ma'lum v(x, y, z) tezlik bilan statsionar 
harakatda bo'lsin. Agar suyuqlik bir jinsli siqilmaydigan suyuqlik,• r\
ya’ni p (x ,y ,z ) =  const bo ‘lsa, u holda —  =  0, gradp =  0 bo'ladi.

Agar suyuqlikning harakati uyurmali harakat bo'lmasa, u holda 
v(x ,y ,z )  tezlikning vektor maydoni potensial maydon bo'ladi, ya'ni 
biror skalyar maydonning gradienti

v =  grady>(x,y,z), (1)

bu yerda ip(x,y,z) tezlik potensiali deyiladi. Agar D jism ichida 
suyuqlikning harakatga keltiruvchi manba bo'lmasa, u holda

divv(x,y ,z) =  0, \/(x,y,z)&D, (2)

bo‘ladi.
Endi (1) formulani (2) ifodaga qo'ysak, quyidagi

div(gradip) =  Atp =  0, V(x, y,z )  € D

Laplas tenglamasiga ega bo'lamiz.
Demak, bir jinsli siqilmaydigan suyuqlikning uyurmali 

bodmagan harakatining tezlik potensiali Laplas tenglamasini 
qanoatlantirar ekan.

D hajmli elektr o ‘tkazuvchan muhitda zichligi j (x ,  y, z) bo'lgan 
statsionar elektr tok bo'lsin. Agar D  muhit ichida tok manbai 
bo'lmasa, u holda

div j (x ,y ,z )  =  0, V(x,y,z) e  D, (3)

bo'ladi. Om qonuniga asosan elektr maydoni E  tok zichligi orqali

www.ziyouz.com kutubxonasi



334~§. Laplas va Puasson tenqlamalari ...

formula bilan aniqlanadi. Bu erda A muhitning elektr o ‘tkazuvchanligi. 
Qaralayotgan D  muhitda tok oqimi statsionar bo'lgani uchun undagi 
elektr maydoni potensial (uyurmasiz) maydon bo‘ladi, ya’ni D  jismda 
(p(x,y,z) skalyar maydon mavjud va u

E =  -gradip(x,y,z),  (4)

formula bilan aniqlanadi. Xuddi yuqoridagi kabi (3) va (4) 
formulalardan

A  <p(x,y,z) = 0,

kelib chiqadi.
Demak, qaralayotgan muhitda elektr manbai bodmasa, u holda 

statsionar tokning elektr maydoni potensiali Laplas tenglamasini 
qanoatlantirar ekan. .

Agar massani hisobga olmaganda tortishish maydoni potensiali 
ham Laplas tenglamasini qanoatlantirishini ko'rish mumkin.

Oldingi paragrafda bir jinsli izotrop qattiq jismda ushbu

V*t — a (Vxx d~ Uyy d“ 'U'zz) “h f fa , V, Z, f), (^ )

issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib chiqargan edik.
Faraz qilaylik, qattiq jismning har bir nuqtasida bir xil 

u(x, y, z, t) harorat o'rnatilgan bodsin va bu harorat ixtiyoriy t vaqtda 
o'zgarmas bo'lib qolsin.

du
U holda u(x ,y ,z ,t )  =  u(x ,y ,z )  va —  =  0 bo'ladi va (1) 

tenglama quyidagi

Au — U>xx 4” 'Uyy d” Uzz
f ( x , y , z)

(6)

ko'rinishga keladi. Bu (6) tenglama Puasson tenglamasi deyiladi.
Agar qattiq jism ichida tashqi issiqlik manbalari bodmasa, u 

holda (6) tenglamada f (x ,  y, z) =  0 bo'ladi va u ushbu

A u -- Uxx d- U*yy “F Uzz 0, (7)

ko'rinishga keladi. Bu tenglama Laplas tenglamasi deb ataladi.
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Shunday qilib, bir jinsli izotrop qattiq jismda issiqlikning 
statsionar holati (7) Laplas tenglamasi orqali ifodalanar ekan. 
Noma’lum u(x ,y ,z)  funksiyani aniqlash uchun boshlang'ich shartni 
emas, balki vaqtga bogdiq bodmagan holda biror chegaraviy shart 
berish kifoya.

Asosiy chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

1. D ir ix l e  m a sa l a si y o k i  b ir in c h i c h e g a r a v iy  m a s a l a . 
R3 fazoda S bo'lakli silliq sirt bilan chegaralangan sohani D  deb 
belgiiaylik. Xususiy hosilali (7) tenglamaning D  sohada aniqlangan va 
S sirtda berilgan qiymati orqali u(x, y, z ) yechimini topish masalasi 
Dirixle masalasi deyiladi, ya’ni (7) tenglamaning D  U S sohada 
uzluksiz va quyidagi shartni qanoatlantiruvchi

u{x,V,z) |5=  Vi(x ,y ,z),  (x ,y ,z )  e  S,

u(x, y, z) yecliimini toping, bu yerda tpi(x,y,z) -  berilgan funksiya.
2. N e y m a n  m a sa l a si y o k i  ik k in c h i c h e g a r a v iy  m a s a l a . 

(7) tenglamaning D  sohada aniqlangan, D U S da o ‘zining 
birinchi tartibli liosilalari bilan uzluksiz va ushbu chegaraviy shartni 
qanoatlantiruvchi

du(x,y,z)
dN 1P2(x ,y ,z ), (x ,y ,z )  e  S,

u(x ,y ,z)  yechimini toping, bu yerda <pz(x,y,z) -  berilgan funksiya, 
N  esa S sirtga o'tkazilgan normal.

3. P u a n k a r e  m a sa l a si y o k i  u ch in c h i c h e g a r a v iy  
Ma s a l a . (7) tenglamaning D  sohada aniqlangan, D  U S da o ‘zining 
birinchi tartibli hosilalari bilan uzluksiz va ushbu chegaraviy shartni 
qanoatlantiruvchi

du(x, y, z) 
dN +  a(x ,y ,z )u (x ,y ,z ) V>3 (x ,y ,z),  ( x , y , z ) e S ,

u(x, y, z) yechimini toping, bu yerda a(x, y, z) va <pz(x, y, z) -  berilgan 
funksiyalar, N  esa S sirtga o'tkazilgan normal.
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Agar yuqorida keltirilgan masalalarning u (x ,y ,z ) yechimi S 
sirtga nisbatan D  sohahing ichida (yoki tashqarisida) qidirilayotgan 
bo'lsa, u holda bunday masalaga mos ravishda ichki (yoki tashqi) 
masala deyiladi.

Shuni ta’kidlash muhimki, (2) va (3) tenglamalar bilan bir 
jinsli qattiq jismda sodir bo'ladigan . issiqlik jarayonlarigina emas, 
balki boshqa statsionar jarayonlar ham ifodalanadi. Bunga misol 
^ifatida siqilmaydigan suyuqliklarning potensial oqimini keltirishimiz 
mumkin.

5—§. Korrekt qo‘yilgan chegaraviy masala tushunchasi.
Nokorrekt chegaraviy masalalarga misollar

Biz oldingi paragraflarda xususiy hosilali tenglamaiar 
uchun qo‘yilgan chegaraviy masalalar — bu berilgan differensial 
tenglamaning qaralayotgan sohada ma'lum bir qo'shinicha shartlarni 
qanoatlantiruvchi yechimini topishdan iborat ekanligini ko‘rdik.

Qo‘shimcha shartlar ko‘pchilik hollarda chegaraviy shartlar 
bo'lishi mumkin, ya’ni noma'lum funksiyaning qiymati qaralayotgan 
jismning sirtida yoki boshlang'ich shaxtlar — fizik jarayonni 
o'rganishda uning boshlang‘ich vaqtdagi holati berilishi mumkin. 
Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun qo‘yilgan chegaraviy 
masalalarning yechimi o'rganilayotgan fizik jarayonning taqribiy 
matematik ifodasini beradi. Fizikaviy jarayonlarning matematik 
modellarini qurishda uning ayrim parametrlari abstraktlashtiriladi. 
Ko‘pgina ko‘rsatkichlarining jarayonga ta'siri sezilarsiz deb, muhim 
hisoblangan parametrlar ajratib olinadi va shu parametrlar asosida 
fizikaviy jarayonning matematik modeli xususiy hosilali differensial 
tenglamalar orqali ifodalanadi. Fizikaviy jarayonlarning matematik 
modellashtirilishidan olingan natijalar taqribiy natijalar hisoblanadi.

Shuning qilib, xususiy hosilali differensial tenglamalar 
uchun qo'yilgan boshlang'ich-chegaraviy masalalarning korrektligi 
tushunchasini kiritamiz.

Matematik fizika masalalari real fizik jarayonlarning matematik 
modelini ifodalagani uchun bu masalalar quyidagi shartlarni
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qanoatlantirishi zarur:
a ) qaralayotgan masala m a’lum bir funksiyalar (M \)  sinfida 

yechimga ega (yechimning mavjudligi);
b ) qaralayotgan masalaning yechimi bir funksiyalar (M 2) sinfida 

yagona (yechimning yagonaligi);
c )  yechim boshlang'ich va chegaraviy shartlarga, tenglamaning 

koeffitsientlariga, ozod hadiga va boshqa berilganlarga uzluksiz 
bogdiq (yechimining turg'unligi).

Bu shartlar bir qarashda o'rinlidek ko'rinadi, lekin ularni 
fizikaviy jarayonning qurilgan matematik modeli asosida isbotlash 
kerak.

Qo'yilgan masalaning korrektligini isbotlash — bu matematik 
modelning birinchi aprobatsiyasidir, ya’ni

a ) qurilgan model jarayonga zid ernas (masalaning yechimi 
mavjud);

b ) model fizik jarayonni bir qiymatli ifodalaydi (masalaning 
yechimi yagona);

c )  fizik kattaliklarning hatoliklari qurilgan modelga sezilarsiz 
ta'sir qiladi (yechim masalaning berilganlariga uzluksiz bog'liq, ya'ni 
berilganlaming ozgina 0 ‘zgarishiga yechimning ham ozgina o'zgarishi 
mos keladi).

Yuqoridagi a ) —  c) shartlarni qanoatlantiruvchi boshlangfich- 
chegaraviy masala Adamar ma’nosida korrekt qo‘yilgan masala deb 
ataladi.

Bo‘sh bo'lmagan M  =  M\  fi M 2 funksiyalar sinfi boshlangich- 
chegaraviy masalaning korrektlik sinfi deyiladi.

Agar boshlang'ich-chegaraviy masala a ) — s) shartlardan 
birortasini qanoatlantirmasa, u holda bunday masala nokorrekt 
qo‘yilgan yoki noto‘g ‘ri qo‘yilgan masala deyiladi.

Nokorrekt chegaraviy masalalarga misollar

Endi nokorrekt qo‘yilgan masalalarga misollar keltiramiz:
1—MASALA (A d a m a r  MISOLl). D =  { ( x ,y ) : X 6  R, y >  0 }  

sohada

Uxx U'yy — 6) (8)
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Laplas tenglamasining

u (x , 0)  =  t (x ), uy(x,0) =  v (x ),  - o o  <  x  <  + oo , (9)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimi topilsin.
Bu yerda t (x ), v ( x ) -  berilgan cheksiz differensiallanuvchi 

funksiyalar.
Matematik fizikada (8 )-(9) masala Laplas tenglamasi uchun 

Koshi masalasi deyiladi.
Y e c h ish . Ushbu

OO

u(x,y) =
k=0

ifoda (8) tenglamani va (9) boshlang'ich shartlarni qanoatlantirishini 
bevosita tekshirib, ishonch hosil qilish mumkin.

Laplas tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimining yagonaligi 
(10) ifodadan kelib chiqadi, ya’ni r (x) =  v(x) =  0 bo'lsa, u holda 
u(x, y) =  0 bo ‘ladi.

Endi (8)-(9) Koshi masalasida boshlang‘ich shartlardan birini 
ozgina o ‘zgartiraylik, ya’ni (8) tenglamaning

„2 k „.2fc+l
V -A  kr(x)  +  r y] :T - - ~Akv(x)

(2 k)\ (2 k + 1)!
(10)

■u(x,0) =  0, uy(x, 0) =
sin nx

n
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish kerak bo ‘lsin.

Bu masalaning yechimini (10) formula yordamida quyidagi

u(x,y) =  sinnxshm/ 
n.

ko'rinishda. topamiz. Bu yerda sh ny =  (eny -  e~ny)/2 -  giperbolik 
sinus.

Yetarlicha katta n uchun boshlang‘ich funksiya ,

— sin nx —> 0
n

bo ‘ladi. Lekin masalaning yechimi n oo da

u(x,y) =  -^shnysinnx —> oo, x ^  j  =  0, ± 1, ± 2, -----
nz
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cheksizlikka intiladi.
Shunday qilib, (8 )-(9 ) masal'aning yechimi turg!u,n emas, ya’ni 

boshlang'ich shartlarning ozgina o ‘zgarishi yechimning yetarlicha 
katta o ‘zgarishiga olib keldi.

Demak, Laplas tenglamasi uchun Koshi masalasi nokorrekt qo 
yilgan masala ekan.

2-MISOL. Tomonlarining nisbati irratsional bo ‘lgan to ‘g ‘ri 
to ‘rtburchakli ushbu D =  {(x ,t )  : 0 <  x <  n, 0 <  t < 6n} sohada

. ^tt 'U'xx — 0, (H )

tor tebranish tenglamasining

u(x, 0) =  0, u(0,t) =  0, u (ir ,t )=0 ,  (12)

u(x, Otx) =
sm nx

~ W '
qquadO < x < ir, n >  0, (13)

shartlami qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimi topilsin.
Noma’lum funksiyaning qiymati qaralayotgan sohaning 

chegarasida berilgani uchun (11)—(13) masala tor tebranish tenglamasi 
uchwi Dirixle masalasi deb yuritiladi.

Y e c h ish . Ma'lumki [12], qaralayotgan (11)—(13) masalaning 
yechimi

, 1 sin(nt) sin(nx)u(x, t) =  —7= ---- -— ------ \
y/n sm(6mv) (14)

formula bilan aniqlanadi.

(13) chegaraviy sliartdan n —»■ oo bo'lganda — -=— —> 0
y n

bodishini ko'rsatish qiyin emas.
Sonlar nazariyasidan bizga ma'lumki, ixtiyoriy berilgan en 

ratsional son uchun shunday pn va qn butun sonlar ketma-ketligi 
mavjud bo ‘lib, har qanday 6 irratsional son uchun quyidagi tengsizlik

[0 -  Dil = 6 - ^
Qn

< £

o'rinli bo'ladi. Unga asosan

| sin(6brgn)| =  | sm(6Trqn -  npn)\ =
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<  i c q n e n  =  — 7 (15)

tengsizlikni hosil qilamiz. Oxirgi (15) tengsizlikka ko‘ra qaralayotgan 
(11)-(13) masalaning u(x,t)  yechimi uchun quyidagi

sin( 7rqn ( o -  — \ j

Vi 8 - *
\ V QnJ Qn

N n O M ) I =
1 |sin(g„t)||sin(gna:)l 

yfq/ |sin(57rgn)|
> ■\/Qn 

7r
sin(gnt)||sin(gna:)|

tengsizlikka ega bodamiz.
Bu tengsizlikdan qn —* oo bo'lganda uqn(x,t)  —> oo bo'iishi 

kelib chiqadi.
Demak, tor tebranish tenglamasi uchun qo‘yilgan Dirixle 

masalasida yechimning turg'unligi buzilar ekan.
Bundan giperbolik tipdagi tenglamalar uchun qo'yilgan Dirixle 

masalasining nokorrekt ekanligi kelib chiqadi.
3-MISOL. Ushbu D =  {(aq t) : 0 <  x <  tt, t <  0 }  sohada

du
dt

— a
82u 
dx2 =  0 (16)

issiqlik o ‘tkazuvchanlik tenglamasining

u(x,t) =  — sin(A;x), u(0, t) =  u ( tt, t) =  0, 
kt=o

(17)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping. 
Y e c h ish . Bu masalaning yechimi

u(x,t) =  \ e~(afe)2t sin(fc:r), 
k

(18)

funksiyadan iborat.
Oxirgi fo rmuladan ko'rinadiki, k ning noldan farqli har qanday 

qiymati uchun bu funksiya o'zining boshlang‘ ich sharti va unga 
mos bo'lgan yechimi mavjud. Shu sababli (18) formulani (16)-(17) 
masalaning yechimlari ketma-ketligi deb qarash mumkin.

Boshlang'ich e_v/^sin(kx) funksiya k —> oo bodganda nolga 
intiladi. Lekin (18) formula bilan aniqlangan u(x,t)  yechim Adamar 
misolidagi kabi yetarlicha katta k uchun u(x, t) —* oo bo ‘ladi.
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4-MISOL. D — {(x ,t )  : —oo < x <  +oo, t >  0 } sohada (16) 
teriglamaning

u(x, t) =  <Po(x), 
t=o

du
dt t=o

V>i(x), —oo <  x  <  +oo, (19)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u (x ,  t) yechimini toping.
Bu yerda tpq(x ) va ipi(x) -  berilgan etarlicha silliq funksiyalar. 
Y ech ish . Faraz qilaylik, (16) tenglamaning (19) boshlang‘ich 

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi mavjud bodsin. U holda berilgan 
<Po(x) va <pi(x) funksiyalar uchun quyidagi

<Po(x) =  a2tp[(x), pri t =  0, - o o  <  x  <  +oo, (20)

shart o ‘rinli. Demak, (16) tenglamaning (19) shartni 
qanoatlantiruvchi yechimi faqat (20) tenglik bajarilganda mavjud 
bo'lishi mumkin. Berilgan <fo(x), <P\(x) funksiyalar turlicha va ular 
hech qanday bir-biri bilan bog‘langan emas. Shuning uchun issiqlik 
o ‘tkazuvchanlik tenglamasining (19) shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimini topish masaslasi nokorrekt qo'yilgan masala hisoblanadi.

Biz keyinchalik (16) tenglamaning

u (x , t )
t=o

Po(x), —oo < x <  +oo,

boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasining 
korrekt ekanligini ko'rsatamiz.

Nokorrekt qo'yilgan masalalar bevosita tadqiq etish, qiyin 
bo'lgan ob'yektlarni o ‘rganishda, masalan, Yer osti qidiruv ishlarida, 
georazvedka masalalarida. tomografiya va shu kabi jarayonlarni tadqiq 
etishda uchraydi.
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Koshi masalasi. Koshi—Kovalevskaya teoremasi

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalariga nisbatan chiziqli bo ‘lgan
ushbu

a(x, y)uxx +  2b(x, y)uxy +  c(x, y)uyy +  f (x ,  y, u, ux, uy) =  0, (1)

tenglamani biror D sohada qaraylik.
Faraz qilayhk, D sohada silliqlanuvchi, chekli uzunlikdagi va 

parametrik tenglamalari x =  x(s), y =  y(s), 0 <  .s <  l bodgan L 
egri chiziq berilgan va bu egri chiziq (1) tenglamaning xaxakteristi- 
kasi bodmasin. ,

Bu yerda s orqali L egri chiziq yoyhiing, l orqali esa L egri 
chiziqning uzunligi belgilangan.

K oshi MASALASI. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning 
L egri chiziq atrofida aniqlangan, uzluksiz va quyidagi

u(x,y) = u (x (s) ,  y(s)) =  t (s), 
L

du

ON
u(s), 0 < s < l  (2)

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.
Bu yerda r(s) va u(s) berilgan etarlicha silliq funksiyalar, N  

esa L egri chiziqqa o ‘tkazilgan normal.
Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun qo‘yilgan Koshi 

masalasi matematik fizikaning muhim masalalaridan biri hisoblanadi. . 
Uni taxiqiq etish ilmiy va amaliy ahamiyatga ega.
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K oshi- K o v a l e v s k a y a  t e o r e m a s i .
Agar xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning 

koeffftsiyentlari va /(•), x(s), y(s), r(s), v(s) funksiyalar analitik 
bo ‘lsa, u holda ( l)-(2 ) Koshi masalasi L egri chiziqning yetarlicha 
kichik atrofida yagona analitik yechimga ega bo'ladi.

Nazorat uchun savollar

1. Qanday tenglamalarga xususiy hosilali tenglamalar deyiladi?
2. Nima uchun xususiy hosilali tenglamalarni o ‘rganish zarur?
3. Xususiy hosilali differensial tenglamaning tartibi nima?
4. Qanday xususiy hosilali differensial tenglamalar chiziqli, 

kvazichiziqli deyiladi?
5. Korrekt qo‘yilgan masala deb, qanday masalalarga aytiladi?
6. Qanday tenglamalar uchun Koshi masalasi korrekt qo'yiladi?
7. Koshi masalasi qanday tenglamalar uchun nokorrekt qo‘yil- 

gan bo ‘ladi? Nima uchun?
8. Qanday fizikaviy masalalar giperbolik tipdagi tenglamalarga 

keltiriladi?
9. Parabolik tipdagi tenglamalarga qanday fizikaviy masalalar 

keltiriladi?
10. Qanday fizikaviy masalalar elliptik tipdagi tenglamalarga 

keltiriladi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1.1. Quyidagi tenglamalarni xususiy hosilali differensial 
tenglama bodishi yoki bo'lmasligini aniqlang.

1) ^xx 'h 'U'xy ~~ (^xx ~ ^xy) — 0.
2) cos(uxx +  uyy) — cos uxx cos Uyy +  sin uxx sinuyy =  0.
3) sin(ua; +  Uyy) — sin ux cos uyy — cos ux sin uyy +  2u — 4.
4) log uxuy -  log ux -  log uy +  5ux - 9 u  =  0.

9 9
5) —  ctgux — « x.„cosecux — 4u +  11 =  0. 

oy
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1.2. Tenglamalarning tartibini aniqlang.

1)
2)

3)

4)

5)

u x u x y  T  i u x x  2U Xy  +  u y )  2u 0.

COS U x y  2 u x U x x  +  Z U y  +  Siri u x y  +  u x  3.

d
— ( UX -  2u)2 +  2 ( v , x  -  2u ) u x y  -  xy2 =  0. 
oy
Q d

fa.(uyy ~ uy) — —  (uxy ~ ux) +  %ux + 7  — 0.

d
2'Ux x u x x y  ~  ( u x x  ~  u y )  ~  2 U y U Xx y  +  u x  =  0.

1.3. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri chiziqli (bir jinsli 
yoki bir jinsli bo'lmagan), qaysi biri chiziqsiz(kvazichiziqli) ekanligini 
aniqlang.

1) 3UXX ^Uxy +  7 uy ux 0.
2) u x u x y  +  2xmixy — 3xyuy +  u =  0.

3) uyuxy — Zx2uuxy +  2ux ~ xyu +  9x2y — 0.

4) u Xy  +  2—  ( u 2 +  u) ~  6rrsiny =  0.

d5) —  (yuy +  ul ) ~  2uxuxy +  ux - 6 u +  x3 cos(x -  y) =  0.

1.4. Ushbu funksiya berilgan tenglamaning yechimi ekanligini
isbotlang.

1)

2)

3)

4)

u ( x ,  y) =  cos y -  ( x  — y) siny, . ( x  -  y)uxy ~ u y — 0. 

u ( x ,  y) =  ^  , x u Xy =  Uy.

u(x, y) =  x. exp ^  J , x2uxx +  2xyuxy +  y2uyy =  0- 

u(x, y) =  (x +  y)2 +  sin(3x +  2y), 2uxx ~ 5uxy +  Zuyy =  0.
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II BOB

IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI 
TENGLAM ALARNING KLASSIFIKATSIYASI

Xususiy hosilali differensial tenglamalarni qaysi tipga tegishli 
bo ‘lishi uning yuqori tartibli hosilalari oldidagi koeffisiyentlari orqali 
aniqlanadi.

Ushbu bobda xususiy hosilali tenglamalarning klassifikatsiyasi 
hamda ikki o'zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial 
tenglamalarning kanonik ko'rinishga keltirish bayon qilingan. 
Kanonik tenglamani yangi noma'lum funksiya kiritish bilan yanada 
soddaroq ko'rinishga keltirish ko‘rsatilgan.

6-§. Ikkinchi tartibli chiziqli xususiy hosilali differensial 
tenglamcdarning tiplari

Quyidagi .

. d2u du . . . .  . v
Z )  Ai^ d ^ T -  +  5 Z  +  c ^ u =  ( i j
i j =1 * J i=1 1

ikkinchi tartibli n o ‘zgaruvchili chiziqli differensial tenglamani Rn 
Evklid fazosidagi biror D  sohada qaraylik.

Bu yerda x — (aq, X2, ■ .., xn) £ D c  Rn, ng‘eq2, tenglamaning 
koefiitsiyentlari A{j(x), Bi(x), C(x) va ozod hadi f (x )  yetarlicha silliq 
berilgan funksiyalar.

Agar V x e D  uchun (1) tenglamada Aij(x) — 0 bo'lsa, u holda 
(1) tenglama birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama 
bo'ladi. Shuning uchun qaralayotgan D  sohada tenglamaning Aij(x) 
koeffitsiyentlari bir vaqtda nolga teng bo'lmasin, deb talab qilamiz, 
hamda Aij(x) =  Aji(x) tenglik o ‘rinli bofisin.
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Faraz qilaylik, xq 6 D  ixtiyoriy nuqta bo'lsin. Chiziqli (1) 
tenglamaga mos ushbu xarakteristik forma

n .

Q (A j,. . . ,  An) — ^   ̂ (2)
• * j= i

kvadratik forma deb ataladi.
Algebra kursidan ma'lumki, Q kvadratik formani D  sohaning 

har bir xo nuqtasida Aj =  A j(£ i,. . .  ,£n), i =  1, 2, . . . , n  xosmiis 
almashtirishlar yordamida quyidagi

n

Q =  J > ^ 2 (3)
i=i

kanonik ko'rinishga keltirish mumkin. Bu yerda ctj koeffitsiyentlar —1, 
0 va 1 qiymatlarni qabul qiladi.

Qaralayotgan (1) chiziqli tenglamaning klassifikatsiyasi (3) for- 
maning a.i koefhtsiyentlari qabul qiladigan qiymatlariga asoslanadi.

Agar barcha — 1 yoki â  — —1, (i =  l ,n )  bo ‘lsa, ya’ni (2) 
kvadratik forma musbat yoki manfiy aniqlangan bo ‘lsa, u holda (1) 
tenglama xq nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar cnj koeffitsiyentlardan biri manfiy, qolganlari musbat (yoki 
aksincha) bo‘ lsa, u holda (1) tenglama xq nuqtada giperbolik tipdagi 
tenglama deyiladi. .

Agar a , koeffitsiyentlardan lcamida bittasi nolga teng bo'lsa, u 
holda (1) tenglama xq nuqtada parabolik tenglama deyiladi.

Agar ai koeffitsiyentlarning l (1 <  l < n — 1) tasi musbat, 
qolgan n — l tasi manfiy bo ‘lsa, u holda (1) tenglama xq  nuqtada 
ultragiperbolik tenglama deyiladi.

Agar D sohaning har bir nuqtasida (3) kvadratik forma 
koeffitsiyentlarining barchasi noldan farqli va har xil ishorali, barchasi 
noldan farqli va bir xil ishorali hamda kamida bittasi (hammasi emas) 
nolga teng bo'lsa, u holda (1) tenglama D sohada mos ravishda 
giperbolik, elliptik hamda parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar (1) tenglama qaralayotgan D sohaning turli qismlarida 
har xil tipga tegishli bo'lsa, u holda (1) tenglama D sohada aralash 
tipdagi tenglama deyiladi.
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1 — MISOL. Butun Rn fazoda aniqlangan n o'lchovli

A  u(x)
n

n ~  1

d2u(x)
dx\ =  0,

Laplas tenglamasini qaraylik.
Laplas tenglamasiga mos quyidagi

(4)

n

Q(X1,. . . ,X n ) =  J 2 Xi
. . . n = 1

kvadratik formani tuzamiz.
Agar i — j  bo'lsa, u holda Atj (x) =  1 va i ^  j

bo'lganda Ajj(a:) =  0 bo'ladi. Shuning uchun (3) kvadratik formaning 
koeffitsiyentlari at =  1, (i — 1 ,n) qiymat qabul qiladi.

Demak, Laplas tenglamasi butun Rn fazoda elliptik tipdagi 
tenglama bo'ladi.

2 -  MISOL. Rn+1 fazoda aniqlangan n o'lchovli
n

□ u(x, t) =  utt -  a2
n= 1

d2u(x)
utt — a2Au =  0,

to'lqin tarqalish tenglani'asini qaraylik.
(5) tenglamaga mos kvadratik forma

(5)

<5(Ax, - • -, An, An+x) — ^  ' ( -a2 X2) +  A2
n

An+i -  X ] 0,2 ̂

n = l
■ n-M

n = l

bo'ladi.
Bu kvadratik forma & =  a\t, (i =  l,n ),  ^i+i =  An+i almash- 

tirish yordamida quyidagi

Q =  £ + 1 - J 2 a2£
n= 1

kanonik ko'rinishga keladi. Bunda a* koelfitsiyentlardan biri musbat, 
qolganlari esa manfiy. Demak, (5) tenglama Rn+1 fazoda giperbolik 
tipdagi tenglama ekan.
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3 -  MISOL. fazoda aniqlangan n o'lchovli

ut - a 2^ 2  ^ ~ ut -  a2Au =  0, (6)
n = l  *

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini qaraylik.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

n

Q (Xi,. . . ,  An, An+i) =  — a2 X{ +  0 An+1
n =  1

ko'rinishda bodadi. Bunda at =  —a2 < 0 ,  i =  l ,n  va a n+i =  0.
Shunday qilib, (6) issiqlik o ‘tkazuvcha,nlik tenglamasi f?” ))1 

fazoda parabolik tipdagi tenglama bo'lar ekan.
Kvadratik formaning musbat aniqlanganligi haqidagi Silves.tr 

alomatiga asosan (2) kvadratik formani (3) kanonik ko'rinishga 
keltirmasdan qaralayotgan xususiy hosilali differensial tenglamaning 
tipini aniqlash mumkin.
. Xususiy hosilali (1) differensial tenglama elliptik tipda bo'lishi 
uchun quyidagi

/  A u  A i 2 ■ ■ ■ A in  N 

A 2 1 A 22  ■ ■ ■ A 2n  /7 \

\-A n i A n 2 . . .  A  nn /

simmetrik matritsaning diagonal minorlari musbat aniqlangan bo'lishi 
zarur va etarli.

Agar (1) tenglama ikki o ‘zgaruvchili xi =  x, X2 =  y bo ‘lsa, uni 
quyidagi

a(x, y)uxx +  2b(x, y)uxy +  c(x, y)uyy =  F(x, y, u, ux, uy), (8)

ko'rinishda ifodalash mumkin.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

Q(Ai, A2) =  a(x, y)X\ +  2b(x, y) Ai A2 +  c(x, y)A|, (9)

bo‘ladi.
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Agar a(x, y) ^  0 bo‘lsa, u holda (9) kva,dratik formani ushbu 

<3(Ai, A2) = a^Ai + ^A2̂ ------ - Â , (10)
kok'inishda ifodalash mumkin.

Agar 5(Mo) =  b2 — ac <  0 bo ‘lsa, u holda (9) kvadratik 
forma M 0 =  (x0, y0) nuqtada musbat yoki manfiy aniqlangan bo'ladi. 
Chunki (10) ifoda quyidagi almashti'rish

£i — v R l  ^Ai +  -  A2^j, £2 =

yordamida ushbu kanonik ko‘rinishga

ac - b2 A2

Q
a >  0, 

a <  0

keladi. Bundan 5(M0) =  b2 — ac <  0 bo'lganda (8) tenglamaning 
M0 — (x0,y0) nuqtada elliptik tipda bodishi kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, M 0 =  (x0,y0) nuqtada 5(M0) =  b2 -  ac >  0 
bo ‘lsin. U holda (10) kvadratik forma

£1 =  vT®I(ai + ^ A2) , & = a2

almashtirishdan keyin

?i ~ t i  a >  0,

hfill -  £j +  £§> a <  0

ko+inishga keladi, ya'ni (3) kvadratik formaning koeffitsiyentlari au 
va a -2 har xil ishorali. Bundan ko‘rinadiki, qaralayotgan (8) tenglama 
M 0 =  (x0,y0) nuqtada giperbolik tipga tegishli ekan.

Agar M 0 =  (x0,y0) nuqtada 5(M0) =  b2 -  ac =  0 bo ‘lsa, u
holda

£1 =  v /R Ai 4—  A2
a £2 =  a2
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xosmas almashtirish (10) kvadratik formani quyidagi

£ ? + '0&  « > 0,

—£i +  0£2, a <  0

ko'rinishga keltiradi. Demak, (3) kvadratik formaning aq va a 2 
koefStsiyentlaridan biri nolga teng, ikkinchisi noldan farqli, ya’ni 
qaralayotgan (8) tenglama M q =  (xo,yo) nuqtada parabolik tipdagi 
tenglama ekan.

Yuqoridagi mulohazalardan qaralayotgan xususiy hosilali (8) 
differensial tenglamaning tipini aniqlash S(Mo) =  b2 — ac 
diskriminantning ishorasiga bog‘ liq ekanligi ko'rinadi.

Agar biror M q =  (xq, yo) nuqtada 5(M q) — b2 — ac >  0 bo ‘lsa, u 
holda (8) tenglama M q nuqtada giperbolik Updagi tenglama deyiladi.

Agar biror M q =  (xo,yo) nuqtada S(Mo) =  b2 — ac <  0 bo'lsa, 
u holda (8) tenglama M q nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar biror M q =  (xq, yo) nuqtada 5(M q) =  b2 — ac =  0 bo ‘lsa, u 
holda (8) tenglama shu nuqtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

4 — MISOL. Quyidagi tenglamalarning tipini aniqlang.

a) UXX +  2 V>XZ +  +  ‘ll +  ■>).cyv. 0,

b) uxx +  2 uxy — 25 uyz +  2 uyy +  6 uzz +  xuz +  x 2yu =  0;

c) 4 UXX +  Guxy +  2 Uyy  +  10 UXZ +  4 UyZ 0,

Y e c h ish . Berilgan tenglamalarning yuqori tartibli 
hosilalari oldidagi koeffitsiyentlari o ‘zgarmas. Shuning uchun bu 
tenglamalarning tipi butun fazoda aniqlanadi.

a) Berilgan tenglamaga mos xarakteristik forma

Q(Ai, A2, A3) = Aj — 4Ai A2 +  2A1 A3 +  4A| + X 2 =

=  (A1 — 2A2 +  A3)2 +  (A2 +  A3)2 — (A2 — A3)2 
ko'rinishda bo'ladi. Quyidagi

Aj =  Q +  -£ 2 +  -4"3; A2 =  -(£2 +  6 ) ;  A3 =  - ( 6  -  £3)
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xosmas almashtirish yordamida Q(\i, \2, A3) forma

K(€u €2,€3) =  £1 + € 2 -£ 3

kanonik ko'rinishga keladi.
oti (a\ — a2 — 1, «3 =  —1) koefhtsiyentlar noldan farqli va har 

xil ishorali. Ta'rifga asosan bu tenglama giperbolik tipga tegishli.
b) Yuqoridagi kabi berilgan differensial tenglamaning 

xarakteristik formasini tuzamiz

Q(\1) A2, A3) =  +  2A1A2 — 2A1A3 +  2Arj +  6A3 (*)

va uni to ‘la kvadratlarga ajratib, kanonik ko'rinishga keltiramiz:

Q — \\ +  2A1A2 — 2A1A3 — 2A2A3 +  Â  +  A3 +  A| +  2A2A3 +  A3 +  4A| =

=  (Ai +  A2 — A3)2 +  (A2 +  A3)2 +  4A3.

Bundan quyidagi xosmas almashtirishlar natijasida

£1 — Ai + A2 — A3, £2 =  A2 + A3, £3 =  2A3.
Q kvadratik forma ushbu

^ ( 6 ,  £2, £3) =  Ci +  £2 +  £f

kanonik ko'rinishga keladi. V
Demak, (3) kvadratik formaning a2 va 0:3 koefHtsiyentlari 

noldan farqli va bir xil ishorali. Shuning uchun berilgan tenglama /?,3 
fazoda elliptik tipda bodadi.

Endi kvadxatik formaning musbat aniqlanganligi haqidagi 
Silvestr alomati yordamida ham berilgan tenglamaning tipini 
aniqlaylik.

Buning uchun berilgan tenglamaning (7) matritsaga o'xshash 
matritsasini tuzamiz va uning diagonal minorlarini hisoblaymiz.

A i =  A n  =  1 >  0, A 2 A n A 12 1 1
A21 A22 1 2 =  1 > 0,
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Au A12 A 13 1 1 - 1
a 3 = A21 A 22 A 23 = 1  2 0

^31 ^32 ^33 - 1 0  6

I tardia A*, i =  1,2,3, determinantlar musbat; bodgani udrnn Silvestr 
lcoromasiga asosan (*) kvadratik forma musbat aniqlangan bo'ladi. 
Ituudan esa qaralayotgan differensial tenglamaning elliptik tipda 
okimligi kelib chiqadi.

c) tenglamaga mos xarakteristik forma

Q(Ai, A2, A3) — 4Af +  6A1A2 +  2Af +  IOA1A3 +  4A2A3 — 6A3 —

= — (4Ai + 3A2 + 5A3)2 — — (A2 + 7A3)2

quyidagi

Ai =  - £ l -  +  4£3; A2 =  2̂ 2 -  7̂ 35 A3 =  £3

xosmas almashtirish yordamida

t f (6 , 6 ,& ) =  C i-£2  +  o 2̂

kanonik ko‘rinishga keladi.
Bundan ko‘rinadiki, « i  =  1, a 2 =  —1, 0:3 =  0 ekan. Demak, 

berilgan tenglama parabolik tipga tegishli ekan.

7-§. Ikki o'zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali 
tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish

Biror D  G R2 sohada ikki o ‘zgaruvchili ikkinchi tartibli ushbu

u(u:, y)uxx +  2b(x, y)uxy +  c(x, y)uyy =  F(x, y, u, ux , uy), (1)

kvnvbdiiziqli tcnglamani qarajdik.
Itu yorda a(x,y), b(x,y), c(x,y)  -  tenglamaning koeffitsiyentlar, 

, y o'zgaruvchilarning D  sohasida ikki marta uzluksiz 
diH'ortHisiallanuvchi berilgan funksiyalari va ular V(x,y) £ D
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sohada bir vaqtda nolga teng bodmasin, F  esa argumentlarining 
berilgan funksiyasi.

Qaralayotgan (1) tenglamani kanonik ko'rinishga keltirish 
uchun x, y erkli o'zgaruvchilar o'rniga quyidagi tengliklar yordamida

yangi £, r) o'zgaruvchilar kiritamiz.
Bu yerda £(x,y), r)(x,y) funksiyalar D  sohada ikki marta 

uzluksiz differensiallanuvchi va (2) alrnaslitii'ishning yakobiani D 
sohada noldan farqli, ya’ni

Agar bu tengsizlik bajarilsa, u holda (2) sistemani I, r/ nuqtalarning 
biror sohasida x, y o'zgaruvchilarga nisbatan bir qiymatli yechish 
mumkin. Topilgan x =  x(I,rj), y =  y(£,,r]) funksiyalar ham £, rj 
bo ‘yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo'ladi.

Endi u(x,y) funksiyani C 2(D) sinfdan deb hisoblaymiz 
va undan yangi £, rj o ‘zgaruvchilar bo ‘yicha xususiy hosilalarini 
hisoblaymiz. Murakkab funksiyalarni differensiallash haqidagi 
teoremaga asosan quyidagi

Uxx — (Ux)x '— (u^x d“ Urifjx̂ x =  (u ^ x)x d~ (Urjr)x)x ~  

( u t )x f ix  +  U ^ x x  +  ( u ri)xV x +  U^rjxx =

=  (uH^x +  u^nr)x)^x +  u ^ xx +  (Ufj^x +  umr)x)r]x +  u^r/xx =  

U^^x +  Cu^C'rix +  +  UfCx +  UrjTjxx',

UXy (u x ) y  (u^^x + UjjTJx^y =  ( u ^ x )y  + (UrjVx^y =

=  (u )̂yl,x +  U^xy +  (Uj^yrjx +  Û rixy =

Û ^̂ x̂ y +  Ufr^xVy +  îyVx) +  Umr]xT)y +  U^xy +  UjjT/xy',

£ =  £(*>i/). v =  v(x,y) (2)

(3)

UX U ^ x  +  UjjT)X ] Uy  --- U ^ y  +  UjjTly]
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"'vv ~  (uy)y =  (ui£y “1” ur?%)y =  (u(£y)y +  (u,nrly)y ~

=  ( u (,)y£y + u (£ y y  + ( u 'n)yr)y + u v rlyy ~

( u ((£ ,y + u £,nrly )£ y + u (£ y y  F  ( u n (^y + u nnrly ) r)y + UnVyy ~

— u((£y +  2u(n£yVy +  unnr)y +  u(£yy +  unr)yy 
li'ii|',liklami olamiz.

Dernak, u(x,y) funksiyaning xususiy hosilalarini yangi ■£, 
ij o ‘/,garuvchilarning hosilalari b o ‘yicha quyidagi formulalar bilan 
iln<lalaiidi:

u x =  u (^ x  + u nrh  >
V,y =  U ^ y  +  U^Tjy,

' u xx  ~  u £(£,x + ‘2,u£r)^xrlx + UrfnVx + u (^,xx + Uy'Qxx,

UXy = U ^ ^ x ^y + U ^ (^ x r]y + ^yTjx ) + U^yTlxTjy + U ^ x y  + U yVxy,

< uyy ~  u((Cy +  2 utntyVy +  Unn̂ y +  u(£yy +  unr)yy
(4)

Itu fcngliklarni (1) tenglamaga qo‘yamiz va natijada (1) tenglama 
qiiyidagi ko'rinishga keladi:

«1 (£iV)u(( +  25i(£,v)u(n +  ci (tiV)unn ~  Fr(tiViu, u( i un)’ (5)

lni yerda

( oi(£, y) — a£,x +  2b̂ x ŷ +  c£y,

\ b l ( £ ,V )  = u £xV x + b (£ xV y  + £ yV x ) + C^yVy, (5)
l  Ci (£, v) =  avl +  2brjxVy +  crj .̂

((>) fcngliklarga asosan bevosita o'rniga qo‘yib, ushbu tenglikning

b f  ~  ffllcl = ( £ x V y  ~  £y V x ) (b  ~  oc)
l»i jai ilialiiga ishonch hosil qilishimiz mumkin.

Hundan esa (x,y)  o'zgaruvchilarni (2) va (3) xosmas 
nlinaslifirishlar natijasida qaralayotgan (1) tenglama tipining 
(>‘zi’;nrmasligi kelib chiqadi.
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Qaralayotgan (1) tenglamada £(x,y), 't](x,y) o ‘zgaruvchiIarni 
qanday tanlaganimizda, u yanada soddaroq ko'rinishga keladi?

Bu savolga javob topish uchun f  =  £(x,y), rj =  y(x,y)  
o ‘zgaruvchilarni ai (£,??), bi(£,rj) va Ci(£,rj) koeffitsiyentlardan birini 
nolga aylantiradigan qilib tanlaymiz.

Buning uchun quyidagi lemmalar o'rinli.
1— LEMMA. Faraz qilaylik, 2 =  ip(x,y) £ C^(D) va D  sohada 

tpy(x,y)  ^  0 (yoki ipx(x,y)  0) bo ‘lsin. Agar 2; =  ip(x,y) funksiya 
ushbu

a(x, y)zl +  2b(x, y)zxzy +  c(x, y)z2y =  0, (7)

birinchi tartibli xususiy hosilali chiziqsiz tenglamaning xususiy 
yechimi bo ‘lsa, u holda tp(x, y) =  const ifoda

a(x,y)(dy)2 -  2b(x,y)dxdy +  c(x,y)(dy)2 =  0 (8)

oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali bo ‘ladi.
2—LEMMA. Agar ip(x,y) =  const ifoda (8) oddiy differensial 

tenglamaning umumiy integrali bo'lsa, u holda z =  <p(x, y) funksiya
(7) chiziqsiz tenglamaning xususiy yechimi bo'ladi.

Is b o t . 1. Faraz qilaylik, z =  tp(x,y) funksiya D sohada (7) 
tenglamaning xususiy yechimi bo‘lsin. Agar y o ‘zgaruvchi <p(x, y) =  
const oshkormas funksiyadan aniqlansa, u holda <p(x, y) =  const teng- 
lik (8) tenglamaning umumiy integrali bo ‘ladi.

Lemmaning shartga ko‘ra <p(x, y) funksiya D  sohada o ‘zining 
<px(x,y)  va <py(x,y)  xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz va 
<px(x, y) =4 0 (yoki <py(x,y)  ^  0) bo ‘ladi. Oshkorinas funksiyahaqidagi 
teoremadan y o'zgaruvchini <p(x,y) =  const tenglikdan y =  f ( x , c ) 
ko‘rinishda topish mumkin. Bundan '

dy_
dx

¥>x(x,y)
.{Py(x <y) y= f(x ,c )

bo'ladi. Oxirgi tenglikni (8) tenglamaga qo‘yib, ushbu

a(x, y)(dy)2 -  2b(x, y)d,xdy +  c(x, y)(dy)2 =
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a ( x , y ) [ - Tx{x,y)
Ty{x,v)

+ c { x , y ) (d x f  =  0
Ty{x ,y) / J y=f(x,c)

ilodaga ega bo'larniz. Demak, barcha (x, y) € D  uchun quyidagi

a(x, y)<pl(x, y) +  2 b(x, y)tpx(x, y)ipy(x, y) +  c(x, y)y\(x, y) =  0,

yoki

a(x,y) <Px(x,y)
<Py(x,y)

-  ^ ( x , y ) [ -
<Px(x,y)

<py(x,y)
+  c(x,y) =  0

lcnglik o ‘rinli.
2. Endi <p(x,y) =  const tenglik D sohada (8) tenglamaning 

mrmmiy integrali bo'lsin. U holda V (x ,y ) E D uchun

a(x, y)<pl(x, y) +  2 b(x, y)<px(x, y)tpy(x, y) +  c(x, y)<pl(x, y) =  0, 

lio'lishini isbotlaymiz.
Faraz qilaylik, (x', y') nuqta D  sohadan olingan ixtiyoriy nuqta 

bo'lsin. Bu nuqta orqali (8) tenglamaning biror y>(x',y') =  c' integral 
i'gri chizig'i o ‘tsin. U holda bu egri chiziqning tenglamasi tp(x,y) =  c' 
yoki y =  f ( x ,d )  bo ‘ladi. Integral egri chiziqning barcha nuqtalari 
uchun y' =  f(x ,c ')  bodganda ushbu

^•»)(|) =

a(x,y) <Px(x,y) -  2b(x, y) -
<Px(x,y)

<Py(x,y)J <py(x,y)

tcnglik bajariladi. Bu tenglikda x =  x' almashtirsak,

+  c(x, y) =  0

a(x,y) <Px(x,y)
<Pv(x,y)

2 b(x,y) <Px(x,y)
<Py(x,y)

+  c(x,y) =  0
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yoki

o(*/. y')pl(x', y') +  2b(x'i y ')px(x ', y')<Py(x', y ')+ c (x ', y ')v 2v{x', y') =  0
tenglikka ega bo ‘ lamiz.

Demak, (x',y') nuqtada z =  <p(x,y) funksiya (7) tenglamani 
qanoatlantirishi isbotlandi. Bundan (x',y ') nuqtaning ixtiyoriy 
ekanligidan 2 =  <p(x, y) funksiya D  sohada (7) tenglamaning yechimi 
ekanligi kelib chiqadi.

(8) oddiy differensial tenglamaga (1) xususiy hosilali differensial 
tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglamaning umumiy yechimlari (1) xususiy 
hosilaii differensial tenglamaning xarakteristikalari deb ataladi.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning tipiga, 
ko‘ra uchta holni qaraymiz.

B ir in c h i h o l . Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning 
diskrminanti D  sohada 5 =  b2 -  ac >  0 bo ‘lsin. U holda (1) tenglama 
D  sohada giperbolik tipdagi tenglama bodadi. Ixtiyoriy (xQ,y0) e  D 
nuqtada (1) tenglamani kanonik ko'rinishga keltiraylik. Bu nuqtada 
a(x0,y0) /  0 yoki c(x0,yo) T4 0 bo ‘lsin, aks holda (1) tenglama 
kanonik ko'rinishdagi tenglama bo'ladi.

Faraz qilaylik, a(x0,y0) /  0 bo'lsin. D  sohada <5 >  0 ekanligidan 
(8) xarakteristik tenglama quyidagi ikkita

dy b +  y/W — ac 
dx a (9)

dy b — \/b2 -  ac , ,
s  = — ;— ■ (10>

birinchi tartibli oddiy differensial tengiamalarga ajraladi.
Bu tenglamalarning o ‘ng tomonlari ikki marta uzluksiz 

differensiallanuvchi va (x0,y0) € D  nuqtaning ixtiyoriy atrofida, 
a(xo,y0) ^  0. Shuning uchun birinchi tartibli oddiy differensial 
tenglamalar uchun Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yago- 
naligi haqidagi teoremaga asosan bu tenglamalarning umumiy 
integrallari mavjud va ular haqiqiy va har xil

<p(x, y) =  c\ — const, ip(x, y) =  ci =  const. (11)
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Itii'liwli.
Demak, (11) umumiy integrallar haqiqiy va har xil bo'lgani 

ur.lnm giperbolik tipdagi tenglamalar ikkita haqiqiy xarakteristikalar 
nilnsiga ega bo ’lar ekan.

Yangi o ‘zgaruvchilarni £ — (p(x,y), y  =  ijj(x,y) deb olsak, 
yuqoridagi lemmaga ko‘ra a i(£ ,r]) =  Ci(£,y) =  0 va bi(^,rj) yO 0 
lio'ladi.

Bunda (5) tenglamani 2b\ (£, r() ga bo‘lib, quyidagi

Fi
uZn =  Q (t,ihu ,uz , ‘uv), <3 =  - ^ -  (12)

ko‘rinishdagi tenglamani olamiz.
Bu giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik ko ‘rinishi deyiladi.
Agar (12) tenglamada £, r/ o ‘zgaruvchilardan yangi a, /3 

o ‘zgaruvchilarga £ =  a +  /3, rj =  a — /3 tengliklar yordamida o ‘tsak, u 
holda (12) tenglama

uaa -  u0p =  Qi(a,/3,u,ua,up), Qi =  4Q (13)

ko'rinishga keladi. •
Bu tenglama giperbolik tipdagi tenglamaning ikkinchi kanonik 

ko‘rinishi deyiladi.
Ik k in c h i h o l . Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning 

diskrminanti D  sohada 6 =  b2 — ac =  0 bo ‘lsin. U holda (1) tenglama 
D sohada parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

Farazimizga ko‘ra, (1) tenglamaning koeffitsientlari bir vaqtda 
nolga. aylanmaydi. U holda 5 =  b2 — ac =  0 shartga asosan D 
sohaning har bir nuqtasida a ^  0 va c ^  0 bo ‘ladi. Umumiylikka ziyon 
qilmasdan D  sohaning biror (xo,yo) nuqtasida a ^ O  deb olaylik. (1) 
tenglamani shu (xo,yo) nuqta atrofida kanonik ko‘rinishga keltiramiz.

Bu holda (9) va (10) tenglamalar o ‘zaro ustma-ust tushadi va 
liitta (p(x,y) =  const haqiqiy umumiy integralga ega bo‘ladi.

Yangi o ‘zgaruvchilarni £ =  <p(x,y) bu yerda ip(x,y) 6 C2(D) 
va bu funksiya lemmaga asosan (7) tenglamaning yechimi bo ‘ladi. 
Endi ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi r/ =  rj(x, y) funksiyani D 
sohaning biror (xq, yo) nuqtasida J  /  0 bo‘ladigan qilib tanlaymiz. U
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holda (5) tenglamada 01( ^ 17) =  0 bodadi. (6) tengliklardan 61(4, rj) =  
0 ekanligini ko'rsatish qiyin emas. Bundan D  sohaning biror ( x q , y o )  
nuqtasida ci(£, 77) f  0 ekanligi kelib chiqadi.

Agar D  sohaning biror (*o,J/o) nuqtasida ci(Q  rf) =  0 bo ‘lsa. u 
holda (6) tengliklardan 6 =  ^fac deb, Va >  0, b > 0 uchun quyidagi

\ / H 6 e +  V W l t y  =

V\ a\ Vx +  y/\c\Vy =  0
(14)

sistemani olamiz. J f  0 bo‘lgani uchun (14) sistema faqat trivial 
a =  0, c =  0 yechimga ega. Bundan 6 =  0 ekanligi kelib chiqadi. Bu 
esa jaj +  |6| +  |c) >  0 shartga zid. Shuning uchun (5) tenglamani har 
ikki tomonini c\ (£, rj) ga bo ‘lsak, u quyidagi

' F\um =  Q(i,'n,u,u^,ur)), Q =  — , .. (15)
c\

kanonik ko+inishga keladi.
Bu parabolik tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi.
Uchinchi HOL. Agar D  sohaning (xo, yo) nuqtasida 62 — ac <  0 

bo ‘lsa, u holda (1) tenglama shu nuqtada elliptik tipdagi tenglama 
deyiladi.

Qaralayotgan (1) tenglamaning a(x,y), b(x,y) va c(x,y)  koef- 
fisientlari D  sohaning biror (xo,yo) nuqtasida analitik funksiyalar 
bo ‘lsin. U holda (9) va (10) tenglamalarning o ‘ng tomonlari analitik 
funksiyalar bo ‘ladi. Koshi-Kovalevskaya teoremasiga asosan (9) va. 
(10) tenglamalar D  sohaning biror (xo, yo) nuqtasi atrofida kompleks- 
qo‘shma

ip(x,y) =  y>\(x,y) +  iip2(x,y)  =  ci,

H H m /) =  <P\(x,y) -  iy>2(x,y)  =  c2 
analitik yechimlarga ega. Yangi £, r/ o ‘zgaruvchilarni ushbu

ip(x,y)+y>*(x,y) ¥>\(x,y),

¥>(x,y) -ip*(x ,y ) <P2(x,y)
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t,englikla.r yordamida kiritamiz. 
Bu funksiyalar D  sohada

ty+x

p̂2x

ty+ y 
<fi2y

— tyhx*P2y P\yP2x 7̂  0

shartni qanoatlantiradi.
Haqiqatdan ham, D  sohaning biror {xo,yo) nuqtasida atrofida

■J — !p\x'p2y P\y!P2x — 0

bo‘lsin. U holda

d p i  d p i  _  dip2 . dtp2 yoki f } x  _  f 2x 
dx ' dy  d x  ' d y  p\y y>2V

(16)

tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.
<p(x, y) funksiya D  sohada analitik bo'lgani uchun bu funksiya

dipi _  dp2 d(p\ _  dp>2
dx dy ’ dy dx

Koshi-Riman shartini qanoatlantiradi. 
Bundan

tydx
<Ply p2x

kelib chiqadi va bu (16) tenglikka zid. Demak, D sohaning biror 
(xo, yo) nuqtasida J 0 bo ‘lar ekan.

Endi tp(x,y) =  £(x,y) +  irj(x,y) ifodani (7) tenglamaga qo'yib,

a (^  +  irjxf +  2b(£x +  ir)x)(£y +  iyy) +  c(£y +  ir)yf  =  0,

uning haqiqiy va mavhum qismlarini ajratamiz. Natijada 

a f  +  2 bZxZy +  c£y =  ar)x +  2 br)xr)y +  crfy ;

a£xVx +  xVy +  ^yVx) +  c£yVx 0  

tengliklarga ega bo'lamiz.
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Oxirgi tengliklardan ai(£,rj) — Ci(£, rj) va bi(£, rj) =  0 ekanligi 
kelib chiqadi.

(5) tenglamani har ikki tomonini ai(£, rj) ga bo'lib, ushbu

F\u ^ + v .m =  Q(^,t],u, u^,uv), Q =  — , (17)

kanonik ko‘rinishdagi tenglamani olamiz. Bu tenglama elliptik 
tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi.

Agar (1) tenglamada a(x ,y ) . — c(x,y)  va b(x,y) =  0 bo ‘lsa, u 
holda berilgan tenglama (17) kanonik ko'rinishda b o ‘ladi.

Agar qaralayotgan sohaning barcha nuqtalarida

b2 — ac >  0 yoki b2 -  ac =  0 yoki b2 -  ac <  0

bo‘lsa, (1) tenglama shu sohada mos ravishda giperbolik yoki parabolik 
yoki elliptik tipga tegishli deyiladi.

Agar D  sohaning turli nuqtalarida b2 -  ac ifodaning ishorasi 
turlicha bo ‘lsa, u holda (1) tenglama D  sohada aralash tipdagi 
tenglama deyiladi.

Endi (1) tenglamaning o ‘ng tomonidagi F  funksiya ar- 
gumentlarining chiziqli funksiyasi bo'Iib, uning koeffitsiyentlari 
o'zgarmas sonlar bo'lsin.

0 ‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli xususiy hosilali ushbu 
differensial

auxx +  2 buxy +  cuyy +  a\ux +  b^uy +  c\u — f(x ,  y), (18)

tenglamani qaraylik.
Bu tenglamaning xarakteristikalari quyidagi

b +  Vb2 — ac
y = ------------------- x +  ci,

a
b — Vb2 — ac

y = ------------------- x  +  c2a (19)

to'g'ri chiziqlardan iborat.
(19) tengliklardagi radikal ostidagi b2 — ac ifodaning ishorasiga. 

qarab mos ravishda o'zgaruvchilarni almashtirish yordamida (18) 
tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishlarga keltirish mumkin:
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a) giperbolik tipdagi tenglama:

f U{v +  a2Uf +  b2Urr+-C2U =  fi(€,ri),

U££ U'qrj a2U£ "b blUq ~k Ĉ U fl(fi  r]).

b) parabolik tipdagi tenglama:

( u#  +  a2U£ +  b2uv +  c2u =  fi(£,rj),

\ uvv +  a2U£ +  b2uv +  c2u =  fc(£, rf)

c) elliptik tipdagi tenglama

u# +  Urjfj +  a2U£ +  b2uv +  c2u =  fi(x , y).

( 20)

(21)

(22)

Ushbu
u(£,rj) =  eK +m v(i,rj)

formula bilan yangi v(^,rj) noma'lum funksiya kiritib, A va /x 
koefhtsientlarni tanlash hisobiga (20), (21) va (22) kanonik tengla- 
malarni yanada soddalashtirish mumkin.

5-MISOL. Quyidagi tenglamaiarni kanonik ko‘rinishga keltiring.

a) uxx — 2 cos xuxy — (3 +  sin2 x)uyy — yuy =  0;

b) uxx 2uxy +  uyy +  cyux +  j3uy +  cu 0,

c) UXX +  4 Uxy  +  5 Uyy  +  ux +  2 Uy 0.

Y e c h ish . a) Tenglamaning tipini aniqlaymiz:

<5 =  b2 — ac =  cos2 x +  3 +  sin2 x =  4 >  0.

Demak, tenglama giperbolik tipga tegishli ekan. U holda kano- 
nik tenglamaning bosh hadi u v̂ =  Q ko'rinishga ega bo ‘ladi.

Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

(dy)2 +  2 cosxdxdy -  (3 +  sin2x)(dx)2 =  0

Bundan

dy =  (— cos x +  2)dx, dy =  (— cos x -  2)dx
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tenglamalarga ega bo'lamiz, Bu tenglamalarni integrallab,

y — sin x  — 2x =  ci, quady +  sin x  -f 2x =  C2

umumiy yechimlarni (tenglamaning xarakteristikalarini) topamiz. 
Yangi

£ =  2x +  sin x  +  y, rj =  2x — sin x — y

xarakteristik o'zgaruvchilarga o'tib, berilgan tenglamada qatnashuv- 
chi xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

ux =  (2 +  cos x)u£ +  (2 — cos x)uv, uy — û  -  uv, 
uXx =  (2 +  cosx )2u ^  +  2(4 -  cos2 x)u^v +  (2 -  cos x )2um -  

— sin xu^ +  sin xuv,
uxy =  (2 +  cos x)u^  — 2 cos xu ^  — (2 -  cos x)um,
Uyy  211 r +  Uyy.

Bularni tenglamaga qo'yib, soddalashtirish natijasida

ri — £
uiv d (ut ~ un) =  0

ko'rinishdagi kanonik tenglamaga kelamiz.
b) Tenglamaning tipini aniqlaymiz: 6 =  0. Demak, berilgan 

tenglama parabolik tipda ekan. Uning kanonik ko'rinishi, agar £ 
o ‘zgaruvchi ixtiyoriy tanlanganda

ua  =  Q (^ n ,u, ui , uv) 

yoki rj o'zgaruvchi ixtiyoriy tanlanganda

ut]t] — Q(£j Vi Ur u£i ur])

ko‘rinishda bo ‘ladi.
Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi

(dy)2 +  2 dxdy +  (dx)2 =  0 eki dy +  dx =  0 

bo'lib, u bitta ikki karrali y +  x =  c yechimga ega.
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Qaralayotgan tenglama bitta y + x  — c xarakteristikalar oilasiga
ega.

Yangi o'zgaruvchilarni quyidagicha tanlaymiz:

£ =  x, r) =  x +  y

bu yerda £ o ‘zgaruvchini ixtiyoriy tanlash mumkinligi uchun uni X. 
deb oldik, ravshanki J  ^  0 bo'laxli.

Hosilalarni hisoblaymiz:

U j, “  Uf  ̂ ~h U y , 'Ujy   U y ,

U>xx ~~ U +  d-  +  U j j ,

U xy  ~~ U ^  +  U-y'q, Uyy U qrj,

Bu ifodalarni tenglamaga qo‘yib, quyidagi

Uft +  au£ +  (a +  (3)^  +  cu =  0

kanonik tenglamani olamiz.
Agar yangi o ‘zgaruvchilarni £ =  x +  y, rj =  y deb tanlasak, u 

holda berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi

um +  {a +  [3)u£ +  (3uv +  cu =  0

bo'ladi.
c) Berilgan tenglama elliptik tipga, tegishli, chunki 5 =  -1 .  

Unga mos xarakteristik tenglama

(dy)2 — 4 dxdy +  (dx)2 =  0

ikkita kompleks-qo‘shma

2x +  ix -  y =  c\, 2x -  ix — y =  c%

yechimlarga (xarakteristikalarga) ega.
Yangi xarakteristik o ‘zgaruvchilar sifatida

______7-fj. Tenqlamalarni kanonik ko ‘rinishga keltirish ..._______63

£ =  2 x - y ,  rj =  x
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funksiyalarni kiritamiz va tt(£, rf) funksiyaning hosilalarini topamiz:

Ux  2 u ^  "k , 'tty —

U x X —  4 U t f  +  4 U£V +  Um

U x y  ? U y y  —

Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, ushbu

U^£ +  Ujjq +  Uyj =  0

kanonik tenglamaga ega bo ‘lamiz.
6-MISOL. Quyidagi tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring va 

kanonik tenglamani soddalashtiring.

^ U x x  +  2 y +  U yy  +  4/i'j: +  4 Uy  +  U -- 0.

YECHISH. Tenglamaning tipini aniqlaymiz: 5 =  - 1  <  0 bo‘lgani 
uchun tenglama elliptik tipga tegishli bo‘ladi.

Xarakteristik tenglamasi

2 (dy)2 — 2 dxdy +  (dx)2 — 0

bo‘lib, u ikkita kompleks-qo‘shma

2y — x  +  ix =  ci, 2 y — x — ix — ci

yechimlarga ega.
Yangi £, rj o'zgaruvchilarni £ =  2y — x, r) =  x  tengliklar 

yordamida kuritamiz. Berilgan tenglamada qatnashuvchi xususiy 
hosilalarni hisoblaymiz:

ux = — U(. + un, qquaduy = 2u^,

UXx  “  U££ 2Uf^y +  U yy ,

UXy  2 +  2 v , ( rj , U yy  1=2 4li££

Bularni tenglamaga qo‘yib, kanonik tenglamani olamiz:
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Bu tenglamani soddalashtirish uchun quyidagi ko‘rinishda yangi 
u(£, T]) noma'lum funksiya kiritamiz:

u(t,ri) =  eX(+mv(£,r])

Xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

=  \eX(+mv +  e ^ + ^ ,  
uv — iieX(+mv +  eX(+mvv,

=  \2eX£-+mv +  2\ext+mv̂  +  eX(+mv^, 
uvv — /i2eX(+mv +  2 [iext+mvv +  eX(-+mvvv.

Bu ifodalarni kanonik tenglamaga qo'yib, uni soddalashtirsak, nati- 
jada ushbu

l
v^  +  vvv +  (2 +  2\)vj: +  (2 +  2 fi)vv +  (A2 +  /x2 +  2A +  2/U +  — )v =  0

tenglamaga ega bo'lamiz. A va /i sonlarni 2 +  2A =  0, 2 +  2/x =  0 
bodadigan qilib tanlaymiz. U holda A =  — 1, /j =  — 1 va

A2 +/x2 +  2A +  2/r +  — =  1 +  1 — 2 — 2 +  — =  — —

bo'lib, soddalashtirilgan tenglama
3

Vrm ~  2 v =  ®

ko'rinishga ega bo'ladi.
7-MISOL. Ushbu tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

U x y  +  U x z  +  U y z  U x  +  U y  --  0.

Y ec h ish . Berilgan tenglamaga mos xarakteristik (kvadratik)
forma

Q(Ai ,A2, A3) =  A1A2 +  A1A3 +  A2A3 =

=  2^2 ^3)   ̂ ~  _  o^ 1)  _
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ko‘rinishda bo'ladi.
1 1 1 1

M i  —  ^ 3 ’ ^2 =  — ^ A i  +  2^ 2 ’ +3 — 3̂

deb belgilaymiz va Q forma

kanonik ko‘rinishga, keladi. Demak, berilgan tenglama giperbolik tipga 
tegishli, chunki aj. =  1, c*2 =  <*3 =  — 1-

Shunday qilib, quyidagi xosmas almashtirish

Al =  /21 -  M2 -  M3j 2̂ =  )l\ +  yU2— ^3, ^3 =  1*3

Q kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltiradi.
Yuqoridagi xosmas almashtirish matritsasi

Tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiruvchi xosmas affin 
almashtirish inatritsasi M  matritsaga qo'shma

bo ‘ladi. Demak, tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiruvchi xosmas 
affin almashtirish quyidagi

£ =  x +  y, r) =  - x  +  y, C =  ~ x ~ y  +  z

ko'rinishda topiladi.
Endi u(£,r), Q  funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

Q =  i 4 - / 4 - f 4

ga teng.

Ux  — U£ — Uy ~  U^, Uy — U £ + U v — u ^  

u x y  u «  *2u£n U -̂q ~f~ U ^  ?
UXz ”  u r)C U«  U« >
U yZ ~  U ^  -f- Uy^ u «  *
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Topilgan ifodalarni tenglamaga qo'yib, soddalashtirsak, quyidagi

: ' U££ — um — u^  +  2uv — {)

kanonik tengiamaga ega bodarniz.
8 - m is o l . Quyidagi tenglamalarning

d) Uxx +  ^Uxy +  2w,.yy +  Ux +  Uy 0,

b) uxy — xux +  u — 0. 

umumiy echimlarini toping.
Y e c h ish . a) Berilgan tenglama giperbolik tipga tegishli, chunki 

5 =  62 - a c  =  9 -  8 =  l > 0. Unga mos xarakteristik tenglama

(dy)2 — 3 dxdy +  2 (dx)2 — 0 yoki dy — dx =  0, dy — 2 dx =  0

bo:lib, ularni integrallasak,

y - x  =  ci, y - 2 x  =  c2

xarakteristikalar oilasiga ega bodamiz.

£ =  y - x ,  r) =  y - 2 x  (23)

tengliklar yordamida yangi o ‘zgaruvchilar kiritib, hosilalarni 
hisoblaymiz: .

Uxx ~  ”b 4 "b j
/Ujxy  —  2  Urjrj)

^yy — ~b
2 Uyj) Uy —

Bu ifodalarni berilgan tenglamaga qo‘yib, ushbu

Ufr +  uv =  0 (24)

kanonik tenglamaga ega, bo'lamiz.
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Oxirgi tenglamada

drj
d

yangi noma'lum funksiya kiritib,

dv
di

+  v — 0

chiziqli tenglamani olamiz.
Bu tenglamani integrallab,

v(i ,v) =  <Po(r})e €

(25)

(26)

yechimni hosil qilamiz.
(26) ifodani (25) tenglikka qo'yib.

du
dr) =  ¥>o(»7)e *

tengiamaga ega bo'lamiz va uni integrallab, (24) tenglamaning umu- 
miy yechimini hosil qilamiz:

U(Z,V) =  <Pi(0 +  <P2(v)e 4>

bu yerda <£i(0> <P2(n) ~ ixtiyoriy funksiyalar.
Oxirgi formulada (23) tengliklar yordamida eski x, y o'zgaruv- 

chilarga qaytib, berilgan tenglamaning

u(x,y) =  ipi(y - x ) + e x y(p2(y -  2x) 

umumiy yechimini topamiz.
Bunda pi(y  — x), ip2(y — 2x) -  ikki marta uzluksiz differen- 

siallanuvchi ixtiyoriy funksiyalar.
b) Tenglamaning umumiy yechimini topish uchun
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ko'iinishda yangi funksiya kiritamiz. U holda berilgan tenglama

vy — xv +  u =  0

ko'rinishga keladi, bu yerda u(0,y) =  - v y(Q,y) tenglik o'rinli.
Oxirgi tenglamani x o ‘zgaruvchi bo ‘yicha differensiallaymiz va 

natijada v(x, y) funksiyaga nisbatan quyidagi

Uxy XVx — 0 (27)

tenglamani olamiz. -
Buning umumiy yechimi yuqoridagi kabi topiladi. (27) tengla- 

mada vx — z(x,y)  almashtirish bajaramiz.
U holda

Zy  —  X Z  =  0

tenglama hosil bo'ladi.
x o ‘zgaruvchini fiksirlaymiz va hosil bo ‘lgau oddiy

dz ,—  =  xdy 
z

differensial tenglamani integrallaymiz. Natijada

z(x ,y)  =  ipo(x)exy 

yoki v(x, y) funksiyaga o ‘tib,

vx =  y>o(x)exv

tenglamaga ega bo ‘lamiz. 
Bundan X

(p0(s)esyds +  tpi(y)
o

hosil bo'ladi. v =  ux bo ‘lgani uchun berilgan tenglamaning umumiy 
yechimi

X t
u(x,y) =  J  dt J  (p0(s)esyds +  xipi(y) +  p^(y) (28)

www.ziyouz.com kutubxonasi



70 II bob. Tenglamalarninq klassifikatsiyasi ...

ko‘rinishda topiladi.
Ikki o ‘lchovli integralda integrallash tartibini almashtirib, uni 

bir o ‘ lchovli integralga keltiramiz:

X
u{x ,y )  =  J { x  -  s)ip0{s)esyds +  x<pi(y) +  <p2{y)- 

°

Bu erda <po(x), <pi(y), <P2(y) ~  ixtiyoriy funksiyalar.
Shuni ta'kidlash muhimki, giperbolik tipdagi tenglamalarni 

kanonik ko‘rinishga keltirish, bunday tenglamalarni integrallash usul- 
laridan biri hisoblanadi.

Nazorat uchun savollar

1. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning 
tipi qanday aniqlanadi?

2. Nima uchun tenglamaning tipi nuqtada aniqlanadi?
3. Tenglamaning tipi nimalarga bog‘liq bo ‘ladi?
4. Qanday tenglamalar giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi 

tenglamalar deyiladi?
5. 0 ‘zgarmas koeffitsientli tenglamalarning tipi haqida nima 

deyish mumkin?
6. Qanday tenglamaga aralash tipdagi tenglama deviladi?
7. Tenglamani kanonik ko'rinishga keltirishda yangi

£ =  Q +  y), V — v(x > y) o ‘zgaruvchilar qanday shartlarni qanoatlan- 
tiradi va nima uchun?

8. Xarakteristik tenglama nima va u qanday olinadi?
9. Yangi o'zgaruvchilar kiritilganda qaralayotgan giperbolik 

tenglamaning koeffitsiyentlari qanday ko'rinishga keladi?
10. Yangi' o ‘zgaruvchilar kiritilganda qaralayotgan parabolik 

tenglamaning koeffitsiyentlari qanday ko‘rinishga keladi?
11. Elliptik tenglamalarda yangi o'zgaruvchilar kiritilganda 

uning koeffitsiyentlari qanday ko'rinishda bo ‘ladi?

www.ziyouz.com kutubxonasi



Nnzarat v.r.hun smmllar va masalalar 11

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

2.1. Quyidagi tenglamalaming tipini aniqlang va kanonik 
ko'rinishga keltiring.

1) 'U'xx +  2 V>xy S U y y +  2ux +  6Uy =  0;

2) V*xx +  4 Uxy +  5 U y y +  UX +  2?iy "= 0;

3) Vxx 2 Uxy +  U y y  +  U X + u =  0;

4) V*xx +  Uxy ~ 2 U y y 3 ux -- 1 5 % +  2 7 x  =  0;

5) Vxx 6 Uxy +  10 U y y  +  Ux — 3 U y =  0;

6) 4:UxX ~f* 4UfXy  +  U y y — 2 U y =  0;

7) UXx — 2sin XUxy COS2 X U y y  ~  COS X U y  =  0.

8) ( l  +  & ) Uxx +  U y y , +  2x(l +  x 2)ux =  0 .

9) x2uxx +  %3''yUxy + V uyy -  2yuQc +  ye* =  0.

10) uxx -  4xuxy + ’ U y y  - - ~ U X +  U y  =  0.
X

2.2. Quyidagi tenglamalarni tipi o'zgarmaydigan sohada 
kanonik ko‘rinishga keltiring.

1) 'lt j-X  1  2U x y  ' “k l U f y z  4“ 3 x 1  ZZ H*

2) hjLg;y htgz XJLyZ ^ -- 0.
3) Xlxx IXLxy 4“ 2Xlxz 1 A lly y  4~ XXzz i 3Xlx d*

4) 3Uyy  — 2 UXy ~  2UyZ +  4'U =  0.

5 )  ‘2iXXxx 4 ”  O ‘Jyy ~k 2 11./z * Oxixy 4 XLxz 3xMyZ 3 Xt +  2/ 2z 0 .

2.3. Berilgan tenglamalarni kanonik ko'rinishga keltiring va 
ularni soddalashtiring.

1) axixx +  2 auXy +  auyy +  bux +  cuy +  u =  0, a ,b ,c  =  const.

2) uxx +  uyy +  aux +  /3uy +  au =  0, a,(3, j  =  const.

3) Xlx x  l a Xy  +  3uyy 3 ux +  Uy +  u 0.

4) uXy +  2 Uyy ux +  l a y +  u — 0.

5) uxy +  uxx — xty — lOu +  4x =  0.
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2.4. Quyida berilgan tenglamalarning umumiy yechimini toping.

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
9)

10)

2 U y    0.
3ux 2u  ̂"i“ 11 =  0.
2 ux — Uy +  2u — 0.
ux +  2 Uy =  sin(x- +  y ) .
3ux -  Auy +  sin(4x +  3y)u =  0.
Uxy +  aux — 0.
uxx -  2 sin xuxy — cos2 xuyy -  cos xuy =  0.
3 UXX — b l l Xy  2 y U y y  +  3 UX +  Uy  — 2. 
uxy +  aux +  buy +  abu =  0.

d_
dx x2ux

d2u 
dy2 '

\
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III BOB
GIPERBQLIK TIPDAGI TEN G LAM ALAR

Mexanika va fizikaning tebranish jarayonlari bilan bog'liq bir 
qator muaminolari, masalan, tor va membrananing tebranishi, gaz, 
elektromexanik to'lqinlarning tarqalishi kabi jarayonlar giperbolik 
tipdagi tenglamalar orqali ifodalanadi,: Bunday tenglamalar bilan 
ifodalanuvchi jarayonlarinng o ‘ziga xos tomoni, tebranishlarning 
chekli tezlikda tarqalishidir.

8—§. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi. 
D ’alamber formulasi

Mexanika va lizikaning tebranish jarayonlari bilan bog‘Iiq 
bir qator masalalari giperbolik tipdagi tenglama bilan ifodalanadi. 
Ushbu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining 
qo'yilishi, D'alamber formulasi va uning fizikaviy talqini, Koshi 
masalasi yechimining turg‘unligini isbotlaymiz. Shu bilan birga bir 
jinsli bo'lmagan tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi 
yechimni keltiramiz.

K oshi m a s a l a s in in g  q o ‘y il is h i.
Eng sodda giperbolik tipdagi tenglama ushbu

utt =  a2uxx, a =  const, (1)

ko'rinishda bo'lib, u tor tebranish tenglamasi yoki to ‘lqin tarqalish 
tenglamasi deyiladi.

To'Iqin tarqalish nazariyasida Koshi masalasi muhim o ‘rin 
egallaydi. (x, t) tekislikdagi biror
D =  {(x ,t )  : —oo < x <  +oo , t >  0} sohada (1) tor tebranish 
tenglamasini qaraylik.

T a ’ r i f . Agar u(x,t ) funksiya D sohada aniqlangan uzluksiz va 
ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi boTib, shu sohada (1) teng- 
lamani qanoatlantirsa, bu funksiya tor tebranish tenglamasining D 
sohadagi regulyar yechimi deyiladi.
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K oshi MASALASI. Tor tebranish tenglamasining yopiq D 
sohada aniqlangan, uzluksiz va

«(z»0 ) =  <Po(x), ut(x,0) =  <pi(x), - o o  <  x <  +oo, (2)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimini toping. 
Bu yerda y 0(x), ip\(x) -  berilgan yetarlicha silliq funksiyalar. 
Tor tenglamasi uchun Koshi masalasi cheksiz uzunlikdagi 

tor tebranishining matematik modeli bo'lib, uning chetki 
nuqtalari toming boshqa qismlarining tebranishiga ta ’sir qilmaydi. 
Shuning uchun ham (1)—(2) Koslii masalasida chegaraviy shartiar 
qatnashmaydi.

T o r  t e b r a n is h  t e n g l a m a s in in g  u m u m iy  y e c h im i .
Tor tebranish tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiramiz. 

Buning uchun (1) tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

a(x,t)(dt)2 -  2b(x,t)dtdx +  c(x,t)(dx)2 =  0,

bu yerda a(x,t) =  a2, b(x,t) =  0, c(x,t) =  -1  va 6 =  a2 > 0. 
Demak, (1) tor tebranish tenglamasi R2 t tekislikda giperbolik tipdagi 
tenglama ekan. U holda

dt _  b ±  ^  1
dx a a

yoki dx =  ±adt

bo‘lib, u ikkita haqiqiy va har xil

x  +  at =  Ci =  const, x — at =  ĉ  =  const

yechimlarga ega. Bu formulalar bilan atiiqlangan t,o‘g ‘ri chiziqlar tor 
tebranish tenglamasining xarakteristikalari oilasini ifodalaydi. 

Quyidagi
£ =  x +  at, r) =  x — at (3)

tengliklarga asosan yangi £, rj o'zgaruvchilar kiritamiz va utt hamda 
uxx xususiy hosilalarni

utt =  a2U££ — 2 a2u^  +  a2um
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'M'xx — Urfq

l.d|)amiz. Bu hosilalarni (1) tenglamaga qo‘yib, soddalashtiramiz. 
Nntijada (1) tenglama ushbu

— 0 (4)

kanonik ko‘rinishga keladi.
Oxirgi tenglamani ketma-ket integrallab, kanonik tenglamaning 

umumiy yechimini
=  f ( 0  +  9{r)) (5)

ko'rinishda topamiz.
Bunda /(£ ) ,  g(rj) -  ixtiyoriy funksiyalar.
Agar g(rj) G C l (R) bo'lsa, u holda (5) funksiya (4) tenglamani 

qanoatlantiradi, ya’ni

g(rj) e  ^ ( R )  va =  0

yoki
=  g(rj) va g(rj) <E C2(R).

Demak, /(£ )  va g(rj) e  C 2(R) bo ‘lsa, u holda (5) funksiya (4) 
tenglamaning umumiy yechimi bo ‘ ladi.

Endi (5) formulada £ va 77 o ‘zgaruvchilardan eski x. t 
o‘zgaruvchilarga qaytib, (1) tenglamaning umumiy yechimini olamiz:

u(x, t) =  f ( x  +  at) +  g(x — at), (6)

bu yerda f ( x  +  at) va g(x — at) -  ixtiyoriy ikki marta uzluksiz 
liosilalarga ega funksiyalar.

Xuddi yuqoridagi kabi (6) formulada f ( x  +  at) va g(x — at) e 
( '2(R) bo ‘lsa, u holda (6) funksiya (1) tenglamaning umumiy yechimi 
bo‘ladi.

Endi (6) uinumiy yechimuing fizikaviy xossasiga to ‘htalib 
o'taylik. Awalo, /(£ )  =  0 bo ‘lsin. U holda torning siljishi

ui(x,  t) =  g(x — at) (7)
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formula bilan aniqlanadi.
Faraz qilaylik, torning tebranishini kuzatuvchi t =  0 vaqtda 

torning x — c nuqtasidan chiqib, Ox o ‘qining musbat yo'nalishi 
bo'ylab a tezlik bilan harakatlansin, ya'ni uning abssissasi t vaqtda 
x — at =  c forniula bilan aniqlanadi. Bunda kuzatuvchi uchun 
U\(x,t) — g(x — at) formula bilan aniqlangan torning siljishi g(c) ga 
teng va doim o'zgarmas bo ‘lib qoladi. (7) funksiya bilan aniqlangan 
jarayon to ‘g ‘ri to ‘lqinning tarqalishi deyiladi.

Xuddi shunday u^(x,t) =  f ( x  +  at) yechim teskari to'lqinning 
tarqalishini ifodalaydi, ya’ni to ‘lqin Ox o ‘qining manfiy yo'nalishi 
bo'ylab a tezlik bilan tarqaladi. U holda (6) formula ikkita to ‘g ‘ri va 
teskari to'lqinlarning yig'indisi (superpozitsiyasi)dan iborat. Bu t =  0 
vaqtda torning holatini grafik usulda qurish imkoniyatini beradi. Endi 
t =  0 vaqtda to ‘g‘ri va teskari todqinlarni ifodalovchi u\(x, 0) =  g(x) 
va ui(x, 0) =  f ( x )  funksiyalarning grafigini yasaylik. Keyin ularning 
shaklini o'zgartirmasdan a tezlik bilan har ikki tomonga siljitamiz, 
ya’ni v,\ =  g(x) funksiyani o ‘ng tomonga va û  =  f (x )  ni esa 
chap tomonga a tezlik bilan siljitamiz. Torning t vaqtdagi grafigi 
yuqoridagi surilgan grafiklar ordinatalarining algebraik yig‘indisidan 
iborat bo ‘ladi.

K oshi m a s a l a s i y e c h im in i q u r is h .
Umumiy yechimdagi f ( x  +  at) va g(x — at) funksiyalarni topish 

uchun (2) boshlang‘ich shartlardan foydalanamiz

u(x, 0) =  f ( x )  +  g(x) =  ip0(x),

ut(x,0) =  af'(x) -  ag'(x) =  ip\(x) 

va quyidagi sistemaga ega bodamiz:

( f ( x ) + g ( x ) = < p 0(a:),

\ f ' ( x ) - g ' ( x )  =  -ip\(x).  ̂ ^v a

Bu sistemaning ikkinchi tenglamasida x ni z bilan almashtiramiz va
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iiiii imldan x gacha integrallaymiz. Natijada ushbu

{f ( x )  +  g(x) =  cp0(x),
1 x

f ( x )  -  g(x) =  -  /  <fi(z)dz +  c. 
a 0nititnmani olamiz. Bunda c -  / (0 )  — ,g(0) -  ixtiyoriy o ‘zgarmas. 

Oxirgi sistemadan f (x )  va g(x) funksiyalarni topamiz:

|  / ( s )  =  \ To(x ) +  ^  f  Ti(z)dz  +  |

I 1 1 * c
I 5 (*) =  2^ °(x ) -  2^ -  2

(9)

(!)) formulada f (x )  funksiyaning x  argumentini x  +  a,t bilan, g(x) 
limksiyaning x  agumentini esa x — at bilan almashtiramiz va (6) 
uinumiy yechimga qo‘yib,

u(x, i) =  - <p0(x +  at) +  <p0(x -  at)
x+at

+ Ya J Mz)dz> (10)

x —at

ifodani hosil qilamiz.
Bu bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi 

yechimini ifodalovchi D ’alamber formulasi deyiladi.
Koshi masalasining qo'yilishida <po(x), <p\(x) funksiyalarni 

yetarlicha silliq bo ‘lsin deb talab qilgan edik. Endi bu funksiyalarning 
qaysi sinfga tegishli ekanligini aniqlaylik.

Agar <po(x) e C 2(R}), <pi(x) e C l (R}) bo'lsa, u holda (10) for- 
mula bilan aniqlangan u(x,t)  funksiya (1) tor tebranish tenglamasini 
va (2) boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirishini bevosita tekshirib 
ishonch hosil qilish mumkin.

Haqiqatan ham, (10) formulada t =  0 desak, u holda

u(x, 0) =  <po(x), x  €  R 

bo'ladi. (10) formuladan t bo ‘yicha hosila olamiz

’<k
a<Po(x +  at) -  a<Po(3 at) 1 

2a
ap\(x +  at) +  a<pi(x — a,t)
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keyin t =  0 b o ‘lganda

ut(x, 0) =  <pi(x), x e R

ekanligini ko'ramiz. Bu tor tebranish tenglamasi uchun Koshi 
masalasining yechimi mavjud ekanligini ko‘rsatadi. (10) formulani 
keltirib chiqarish tor tebranish tenglamasining (6) umumiy yechimiga 
asoslangan va barcha bosqichlar bir qiymatli bajarildi. Shuning uchun 
yechimning yagonaligi esa uning qurish usulidan ham kelib chiqadi. 

K oshi m a s a l a s i y e c h im in in g  t u r g 'u n l ig i.
Faraz qilaylik. Uo(x,t) funksiya (1) tenglamaning quyidagi

u(x,0) =  ipq(x ), ut(x,0) =  <Pi(x), x e R

boshlang‘ich shartlarini qanoatlantiruvchi yechimi bo'lsm. Xuddi 
yuqoridagi kabi v,q(x , t) funksiya ham (10) formula orqali quriladi. 

Agar

\(fo(x) -  (fio(x)\ < 5, \(pi(x) -  y??(x)| < 5  Vx £ R

bo'lsa, u holda Vx t  R, t £ [0, T], T -  ixtiyoriy musbat son uchun 
u(x,t) va uo(x,t) yechimlarning ayrimasiiii baholaymiz.

\u(x,t) -  u0(x ,t )| <  - (po(x +  at) -  (p®(x +  at) +

+ -  \(po(x -  at) -  (Pq(x  -  at)
x-\-at

+ 2 a
x —at

<p i (z ) -  <Pi(z ) dz <

x-\-at
1 r 1 r 1 r f  ,< —  ̂+  — 5 +  —  5 dz =2 2 2a J

x —at

=  5 +  5 ~ 2 a t  =  S(l +  t) < 5 ( 1 +  T), (11)

Faraz qilaylik, e ixtiyorij'' musbat son va 5 =  e/(l +  T) bo ‘Isin. 
U holda (11) tengsizlikdan Ve > 0 son uchun shunday 5 =  e/(l +  T) 
son topiladiki, barcha x € R va t € [0, T\ larda

\(po(x) -  ^o(x)| <  5, \(pi(x) -  <Pi(x)\ < 5
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, ..littrtlar bajarilganda |u ( x , t )  — uo(x,t)\ < e tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Bundan, tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining 

yeehimi berilganlarga uzluksiz bog ‘liq ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilab, quyidagi teorema isbotlandi:
T e o r e m a . Agar <po(x) G C2(R}), <pi(x) G C^-jR1) bo'lsa, 

u hoida tor tebranish tenglama uchun Koshi masalasining yechimi 
inavjud, yagona va turg'un b o ‘ladi, ya’ni ( l ) - ( 2) masalaning u (x , t )  
yechimi (10) formula bilan aniqlanadi.

Ma'lum bir masalalarni yechishda <po(x), <pi(x) funksiyalar 
teoremaning shartlarini bajarmasligi mumkin. Bunda tor tebra- 
uish tenglamasi uchun ( l ) - (2 )  Koshi masalasining regulyar yechimi 
tushunchasini kiritib bo'lmaydi. Bunday hollarda umumlashgan 
yechim tushunchasi kiritiladi.

T a 'r if . Tor tebranish tenglamasi uchun ( l)-(2 ) Koshi 
masalasining umumlashgan yechimi deb, (1) tenglamaning

Un(x, 0) = <pno(x),  Unt(x, 0) = <pn\(x), -00 < X <  +OO,

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi un(x , t )  regulyar yechim- 
larning tekis yakinlashuvchi ketma-ketligining limiti bo ‘lgan u (x , t )  
funksiyaga aytiladi.

Bu yerda <pno(x) G C2(Rl), <pn\(x) G C 1^ 1) va bu funksiyalar 
sonlar o‘qining ixtiyoriy [a, j3\ segmentida <po(x) va <p\(x) funksiya- 
larga telds yaqinlashuvchi ketma-ketliklar, ya’ni

lim <pno(x) =4 <po(x), lim <pnl(x) =t <pi(x). 
n —»oo n—+oo

Agar <po(x), <pni(x ) G C jR 1) bo ‘lsa, u holda ( l ) - (2 )  Koshi 
masalasining umumlashgan yechimi mavjud, yagona va (10) formula 
bilan ifodalanishini ko'rsatish qiyin emas.

K oshi m a sa l a si y e c h im in in g  f izik a v iy  t a l q in i.
Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi. masalasining (10) 

formula bilan aniqlangan yechimi boshlanghch tezlik bo ‘yicha torning 
boshlanghch siljishini tarqalish jarayonini ifodalaydi.

Tor tebranish tenglamasining (9) umumiy yechimning fizi- 
kaviy xususiyatiga asosan (10) formula ikkita to ‘g‘ri todqinning
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yig'indisidan iborat, ya’ni f ( x  +  at) +  g(x -  at), bulardan biri a 
tezlik bilan o ‘ng tomonga ikkinchisi esa shu tezlik bilan chap tomonga 
tarqaladi,

5 — shakl.

Bu holda

f ( x  +  at) =  ^ pq(x +  at) -  F (x  +  at),

g(x -  at) =  \<po(x -  at) =  F (x  - a t )  -

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu yerda

€

m = hj m)ds-
o

(x,t) o ‘zgaruvchilar tekisligida x  +  at =  C\ =  const va x — 
at =  C2 =  const to'g'ri chiziqlar (1) tenglamaning xarakteristikalari 
bodgani uchun u(x, t) =  (p0(x +  at) funksiya x  +  at =  cx xarakteristika 
bo ‘ylab o‘zgarmas va bu qiymat (pa(cx) ga teng. Xuddi shunday 
u(x,t) =  (po(x — at) funksiya x — at =  ĉ  — const xarakteristika. 
bo'ylab o‘zgarmasdir.
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Faraz qilaylik, 'ipo(x) funksiya, biror (x\, x%) intervalda noldan 
l'arqli va intervaldan tashqarida nolga teng bo'lsin. (x\, 0) va (x^, 0) 
nuqtalardan (1) tenglamaning x  +  at =  c\ va x  — at =  c2 
xarakteristikalarini o ‘tkazamiz. Bu xarakteristikalar t >  0 yarim 
tekislikni uchta I, I I  va I I I  bodakka bo'ladi (5-shakl).

u(x,t) =  <po(x — at) funksiya I I  : x\ < x  — at < x2 sohada 
noldan farqli, bunda x — at =  x\ va x  +  at =  x2 xarakteristikalar 
o ‘ng tomonga a tezlik bilan tarqalayotgan to ‘g‘ri to'lqinning oldingi 
va orqa fronti deb yuritiladi. *

Faraz qilaylik, M  =  (xo,to) nuqta t >  0 yarim tekislikda 
fiksirlangan nuqta bo ‘lsin. Bu nuqtadan (1) tenglamaning x — at =  
xo — ato va x  4- at =  xo +  ato xarakteristikalarini o ‘tkazamiz. Bu 
xarakteristikalar Ox  o ‘qi bilan P  =  (x j,0 ) =  (xo — ato,0) va 
Q =  (x2, 0) =  (xo +  ato,0) nuqtalarda kesishadi. Tor tebranish 
tenglamasining (6) umumiy yechimining M  nuqtadagi qiymati 
u(x0,t0) =  g(x\) +  f ( x 2) ga teng, ya’ni f (x )  va g(x) funksiyalarning 
qiymati mos ravishda M P Q  uchburchak asosining (x\, 0) va (x2,0) 
uchlaridagi qiymatlari orqali ifodalanadi (6-shakl).

Bu MP, M Q  xarakteristikalar va Ox o ‘qida PQ  kesmadan 
tashkil topgan M P Q  uchburchak M  nuktaning xarakteristik 
uchburchagi deyiladi.

Koshi masalasining yechimini ifodalovchi (10) formuladan 
torning x0 nuqtasini t0 vaqtdagi u(x0, t0) siljishi PQ  kesmada berilgan 
boshlang'ich holat va boshlang‘ich tezlikning P  va Q nuqtalardagi 
qiymatlariga bog‘liq ekanligi koTinadi. (10) formulani quyidagi

u(M) =
ip p (P )  + < p 0 (Q )  

2

Q
+ 1  /  « ( #

p

shaklda yozish mumkin. PQ  kesmadan tashqarida berilgan boshlan- 
g‘ich shartlar u(x, t) yechimning M  nuqtadagi qiymatiga hech qanday 
ta'sir koTsatmaydi.
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Demak, tor tebranish tenglamasi uchun boshlang‘ich shartlar 
butun o ‘qda emas, balki PQ  kesmada berilgan bo ‘lsa, u holda Koshi 
masalasining yechhni M P Q  xarakteristik uchburchakning ichida 
aniqlanadi.

Endi Koshi masalasini bir jinsli bo ‘lmagan

utt =  a2uxx +  f ( x ,  t) (12)

tenglama uchun qaraylik, ya’ni (12) tenglamaning

«|t=o =  <Po(x),qquadut\t=o =  <Pi(x) (2)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topaylik.
Faraz qilaylik, t >  r  da Vf(x, t\ r )  quyidagi yordamchi

(vf)u =  a2(vf )xx, - o o  <  x <  oo, (13)

V f ( x , r ; r ) =  0, ^ f ( x , r ; r )  =  f ( x ,r ) ,  t =  r, - o o  < x <  oo (14)

Koshi masalasining yechimi bo'lsin. D ’alamber formulasiga asosan

x+ a(t—r )

Vf(x,t;r) =  V f(x ,t-T\T) =  ^  J f(€,T)d£. (15)
x —a(t—r)

ifodani topamiz.
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Bu formulalarda r  faqat parametr, (14) boshlang'ich shartlar 
/. =  0 da emas, balki t — r  da berilgan.

U holda (6) D ’alamber formulasini quyidagi

dvu
u(x,  t) uvo

dt
(x,t\ 0) -+-uVl(x ,t ;0), (16)

x+at

ko'rinishda yozish mumkin. Bunda
x-\-at '

, . ^  i

;  2i
x —at x —at

bo'lib, ular (13)-(14) masalaning r  =  0 bo'lgandagi mos ravishda

(x ,t ;0) =   ̂J <pi(0<%, *Vo(x’t;0) =  J; J

dvf_
dt

=  <px(x),
T—0

dvj_
dt

=  <Po(x)
r=0

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlari. Shu bilan birga tekshirib 
ko‘rish osonki

o 4 -xt
dv,ifiO

dt = I MQd(=<po(x + at) +  <po(x — at)

x —at

bo'ladi.
Bir jinsh bo'lmagan (12) tenglamaning bir jinsli 

u(x, 0) = 0, u t(x , 0) = 0
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini (15) formuladan 
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin

r

u ( x , t )  = a2 J v V0(x,t\T)di

yoki Vu>0 ning qiymatini o ‘rniga qo‘yib, ushbu

t x + a (t-r )

u(x,  t) J f(t,T)d£di
0 x —a ( t —r )
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ifodani olamiz.
Shunday qilib, (12) tenglamaning (2) boshlang‘ich shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimi

u(x, 0  =  ^ [v̂ oOz +  at) +  tp0(x -  at))+

.' x+at  . t x + a {t -r )

+ht J J f (t’T')dzdT (i7)
x -a t  0  x -a ( t -T )

forinula bilan aniqlanadi. Bunda tp'o (.r), (x) funksiyalar uzluksiz va
f ( x , t )  -  birinchi tartibh uzluksiz hosilalarga ega bo ‘lgan funksiya, 
ya'ni f ( x , t )  (z C l (D).

1—MASALA. Ushbu

yaxx (x +  y)‘axy +  X ttyy  = : 0, X  > 0

tenglamaning
u(x, 0) =  x2, uy(x, 0) =  3x,

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) regulyar yechimini toping.
Y e c h ish . Berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirib, 

integrallaymiz. Natijada kanonik tenglamaning umumiy yechimi hosil 
bo ‘ladi. Hosil bo'lgan yechimda x va y o ‘zgaruvchilarga qaytib, 
berilgan tenglamaning umumiy yechimini

' a(x,y) =  f i ( x +  y) +  f 2(x2 +  y2) (18)

ko‘rinishda yozamiz.
Bu yerda f i ( x + y )  va h ( x 2+ y 2) -  ixtiyoriy ikki marta uzluksiz 

differensiallanuvchi funksiyalar.
(18) formuladan va boshlang‘ich shartlardan foydalanib, / i  va 

/2 funksiyalarni topamiz:

h (x )  =  ^ x 2 +  f i (  0),

,f2(x2) =  - ^ X 2 -  h ( 0) .
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Topilgan funksiyalarni (18) formulaga qo‘yamiz, natijada berilgan 
masalaning quyidagi

u(x,y) =  ^ (x  +  y)2 - ^ ( x 2 +  y2) =  x2 +  Zxy +  y2.

yechimiga ega bo ‘lamiz:
2 - m a s a l a . Ushbu

2 uxy — e~xuyy — 4x (19)

tenglamaning

u(x, y) |y=x=  x5 cos x , quaduy(x, y) |y=x=  x2 +  1 (20)

boshlang'ich shartlaxni qanoatlantiruvchi u(x,y) regulyar yechimini 
toping.

YECHISH. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi 

—2 dxdy — e~x(dx)2 — 0

bo'lib, u x  =  c, 2y -  e~x — c yechimlarga (xarakteristikalarga) ega. 
Yangi £, rj o'zgaruvchilar kiritamiz

£ =  x, quadrj — 2y — e~x.

U holda (19) tenglama
'U,£r) — £

kanonik koTinishga keladi.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

«(£, n) =  \  (,2v +  / i ( 0  +  h (n )

bo'ladi.
Bundan eski x, y o ‘zgaruvchilarga o'tsak, berilgan tenglamaning 

umumiy yechimini

u(x,y) =  -  x2(2y -  e~x) +  fi(x )  +  / 2(2y — e x) (21)
Zi
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topamiz.
Bu yerda fi (x )  va f 2(2y -  e~x) -  ixtiyoriy funksiyalar. (21) 

ifodadagi fi (x )  va f 2(2y—e~x) funksiyalarni (20) shartlar yordamida 
aniqlaymiz:

f i (x )  +  h (2 x  -  e~x) +  i  x 2(2x  -  e~x) =  a:5cosa:

2/2 (2x — e~x) +  x 2 =  x 2 +  1

Bundan

h (t )  =  ~ t  +  f 2(0)

/1 (x) =  x 5 cos x -  x3 +  i  x2e~x -  i  (2x -  e_x) -  / 2(0) 

bo'ladi.
Topilgan ifodaiarni (21) formulaga qo‘yib, soddalashtirsak,

(19)-(20) masalaning yechimini

u(x,y) =  x 5cosx +  (y -  x )(x2 +  1)

ko‘rinishda topamiz.

9—§. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala

Biz I  bobda uchlari mahkamlangan torning tebranishi haqi- 
dagi fizik masalani ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglama, ya!ni 
giperbolik tipdagi tenglama uchun chegaraviy masalaga kelishini 
ko‘rdik. Ushbu paragrafda yuqorida aytilgan masalaning qo‘yilishi, 
yechimning yagonaligi va mavjudligini batafsil o'rganamiz. 

M a s a l a n in g  q o ‘y il ish i. Y e c h im n in g  y a g o n a l ig i .
Biror chekli D =  {(x ,t )  : 0 < x < l , 0 < t < T }  sohada bir 

jinsli torning majburiy tebranishini ifodalovchi ushbu

Lu =  putt -  T0uxx =  f (x ,  t) (1)

bir jinsli bodmagan tor tebranish tenglamasini qaraylik,
bu yerda l -  torning uzunligi, T  -  musbat son, p -  torning zichligi,

www.ziyouz.com kutubxonasi



9-§. Tor tebranish tenqlamasi uchun aralash masala ... 87

7J| -  torning taxanglik kuchi, f (x ,  t) esa torga ta’sir qilayotgan tashqi 
kiichlarning yig‘indisi.

A r a l a sh  MASALA. Yopiq D  sohada aniqlangan va quyidagi 
sliartlarni qanoatlantiruvchi u(x ,t ) funksiya toping:

1) u(x ,t ) funksiya yopiq D  sohada ikki marta uzluksiz 
differensiallanuvchi va V(x, t) e D  da (1) tenglamani qanoatlantirsin, 
ya’ni

u(x, t) e C2(D); Lu(x , t) =  f (x ,  t), V(x, t) e D,

bo’lsin;
2) u(x, t) funksiya ushbu

u(x,t)\t=o =  ip0(x), ut(x,t)\t=o =  <pi(x), 0 <  x <  l; (2)

boshlang'ich shartlarni qanoatlantirsin:
3) u(x,t) funksiya D  sohaning chegarasida quyidagi

u(x, t)|x=o =  fii(t), u(x, t)\x=i =  //2(0» 0 < t < T ;  (3)

shartlarni qanoatlantirsin; bu yerda f (x , t ) ,  (fio(x), <pi(x), pi(t) va 
/i2 (t) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar.

1—TEOREMA. Agar ( l ) - (3 )  aralash masalaning yechimi mavjud 
bo‘lsa, u holda bu yechim yagona bo'ladi.

Is b o t . Faxaz qilaylik, ( l ) - (3 )  masala ikkita ui(x ,t)  va u2(x,t) 
yechimlarga ega bo‘lsin. U holda bu yechimlarning ayirmasi u(x, t) =  
ui(x, t) -  u%(x, t) e C2(D) bo'lib, v(x, t) funksiya bir jinsli

Lu =  L(ui -  u2) =  Lui -  Lu2 =  f (x ,  t) -  f ( x ,  t) =  0 (4)

tor tebranish tenglamasini hamda bir jinsli boshlang‘ich 

u(x,t)\t=o =  [ui(x,t) -  u2(x,t)]\t=o =  wi(x,i)|t=0 -  u2(x,t)\t=o =  

=  (p0(x) -  tpo(x) =  0, 0 <  x < l; (5)

Ut(x,t)\t=0 =  [uit(x,t) -  U2t(x,t)\\t=0 =  Uit(x,t)\t=o -  U2t(x,t)\t=0 =  

=  tpi(x) -  <pi(x) =  0, 0 < x < l ;  (6)
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va chegaraviy .

u(x, f)U=o =  [ui(x, t) -  u2(x, f)]|x=o =  u^(x, f)|x=0 -  u2(x, f)|x=0 =

=  A i i ( f ) - f i i ( f )  = 0 ;  0 <  f <  T ; (7)

u(x,t)\x==i =  [u i(x ,t ) -  u2(x,t)]\x=i =  ux(x,t)\x=i -  u2(x,t)\x==l =  

=  fi2(t) -  /i2(t) =  0; 0 <  f <  T. (8)

shartlarni qanoatlantiradi.
Bir jinsli (4)-(8) masalaning u(x,t) yechimi V(x, f) e  /V 

bo'lganda aynan nolga teng ekanligini isbot qilamiz.
Buning uchun quyidagi

integralni qaraylik.
Bu integral torning bir jinsli chegaraviy shartlar bilan erkin 

tebranish energiyasi saqlanish qonunining matematik ifodasi bo ‘Iib, 
u torning to ‘la energiyasi deyiladi.

Chunki torning f vaqtdagi A x  =  dx elementining kinetik 
energiyasi

o
ko'rinishda bo ‘ladi.

Torning t vaatdagi A x  =  dx elementining potensial energiyasi 
taranglik kuchining bajargan ishi bo ‘lib, u quyidagi

o

formula bilan aniqlanadi.
Demak, (9) formula torning ko'ndalang tebranishining to ‘la 

energiyasi bo'lib, u torning energiyalari integrali deyiladi.
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Endi (9) integralning t vaqtga bog‘liq emasligini ko'raylik. 
Buning uchun (9) formulaning t bo ‘yicha hosilasini hisoblaymiz:

dE(t)
dt

i

( P'ut'Utt "h Tq'U'x'U'xt ) dx,
o

(10)

Bir jinsli chegaraviy shartlardan

ut( 0 , f ) = 0 ,  ut( l , t )= 0 ,  0 < t < T ,

ekanligi kelib chiqadi. Bu shartlarni inobatga olib (10) formulaning 
ikkinchi qo‘shiluvchisini x bo'yicha 0 dan l gacha bo ‘laklab 
integrallaymiz, natijada

/ Touxuxtdx — Touxut
i

o

i
j  1 o'ttf tJ'Xx tlx —
0

lj Toutuxxdx, (ff)
0

ifodani olamiz. Topilgan (11) ifodani (10) formulaga qo'yib, bir jinsli 
(4) tor tebranish tenglamasini inobatga olsak,

£ '(t)
i

To'Uxx)dx j utLudx = 0

tenglikni olamiz.
Oxirgi tenglikdan Vt € [0 ,T] uchun E(t) =  const ekanligi lcelib 

chiqadi. Shuning uchun bir jinsli bo ‘hnagan boshlang‘ich shartlarda

l
=  \ j [ p ( T i ( x ) ?  +  To(vo(x))l 2\dx. (12)
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Bu formuladan ko‘rinadiki, uchlari mahkamlangan torning erkin 
ko'ndalang tebranishining to ‘la energiyasi ixtiyoriy vaqtda o ‘zgarmas 
va u torning boshlang'ich energiyasiga teng bo ‘ladi.

Bir jinsli (5) va (6) shartlarni inobatga olib, (12) formuladan
ushbu

du(x, t) 
dt

2

+  T0
du(x, t) 

dx

2 '

dx =  0

tenglikni olamiz. Oxirgi tenglik faqat va faqat +/(x,t) £ D  uchun 
ut(x,t) =  0 va ux(x,t) =  0 bo'lganda o ‘rinli. Bundan esa D  yopiq 
sohada u(x, t) =  const bo ‘la,di. Bir jinsli shartlarga ko‘ra D  sohada 
u(x, t) =  0 bo ‘lishi kelib chiqadi. .

Demak, ui(x, t) =  u^(x, t), farazimiz noto‘g‘ri ekan. Bu ziddiyat 
tor tebranish tenglamasi uchun qo ‘yilgan axalash masala yechimining 
yagona ekanligini isbotlaydi.

YECHIMNING BERILGANLAR.GA UZLUKSIZ BOG'LIQLIGI. Faraz 
qilaylik, D  sohada (1) tenglama bir xil chegaraviy shartlarni va

«iOM)|t=o =  <Po(x), ult(x,t)lt=0 =  <fil(x); .

U2(x,t)lt=0 =  <Po(x ), u2t(x,t)\t=o =  y>?(*); 
boshlang'ich shartlarni qanotalantiruvchi ui(x,t) va u^(x,t) 
yechimlarga ega bo'lsin.

2 - t e o r e m a . Agar

<p{o \ x )  -  V i ](x) =  yo(x), <pf\x) -  y i ](x) =  ipi(x)

funksiyalar va (p'0(x) funksiya Vx £ [0, l] da absolyut qiymati bo'yicha 
yetarlicha kichik bo‘ lsa, u holda ui(x,t) -  u%(x,t) =  u(x,t) ayirma 
ham yetarlicha kichik bo ‘ladi.

Is b o t . Ushbu ui(x,t) — u^(x,t) =  u(x,t)  ayirma D  sohada bir
jinsli

Lu =  putt TqUXx =  0 (13)
tenglamani, bir jinsli chegaraviy

u(x,t)\x=o =  Q, u(x,t)\x=:l =  0, (14)
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va boshlang'ich

u(a;,t)|t=o =  (^o(x), ut(x,t)\t=o =  <Pi(x)

shartlarni qanoatlantiradi.
Yana energiyalar integralini qaraymiz:

l r

E ^ \ j
fd u (x , t )\ 2 , ( du(x, t)

' ( - a r )  + T o l
dx.

(15)

(16)

Bu integral (13) tenglamaning (14) chegaraviy shartlarni 
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy yechimida o ‘zgarmas qiymatini saqlaydi, 
ya’ni E(t) =  E (0), 0 < t < T. Bundan (15) boshlang'ich shartlarga 
asosan

i r

/
(  du(x,t) 
V dt

Tq
du(x, t) 

dx
dx =

=  J ( p ( M x ) ) 2 +  T o(M x)f}d -

kelib chiqadi.
Faraz qilaylik, M  =  max{p, Tq}  bo'lsin. U holda

l r

+ T J au{x' t)
dt dx

dx <

L

< m J  ((<pi(x))2 +  (<^o(x))2]da

tengsizlik o ‘rinli bo'ladi. Bu tengsizlikning o ‘ng tomonidagi 
funksiyalarning yetarlicha kichik ekanligidan

l r
( du (x ,t )\2 (  du(x,t)

+ r o l “ & “
dx < 52

2
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bcflishi kelib chiqadi. Bundan esa

0

bo'ladi.
Quyidagi tenglikdan

u(x,t) -  u(0,t) =  [  ^  dx
J ox  
0

ushbu
X X

tengsizlik yoki |?t(x,f)| <  e ekanligi kelib chiqadi.
Demak, tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalaning 

yechimi boshlang'ich funksiyalarga, ya’ni berilganlarga uzluksiz 
bog'liq ekan. Shunday qilib, 2-teorema isbotlandi.

10—§. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala 
yechimining mavjudligi

Bu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun qo'yhgan aralash 
masala yechimining mavjudligini isbotaymiz.

www.ziyouz.com kutubxonasi



9310-§. Aralo,sh masala yechimininq mavjudliqi ...

Unda avval uchlari mahka.mla.ngan bir jinsli torning erlcin 
tebranishini, ya'ni ( l )-(3 ) masalada (t) =  0 va f (x ,  t) =  0
bo'lgan holni, keyin uchlari mahkamlangan torning majburiy teb- 
ranishi va so‘ngra uchlari qo‘zg‘aluvchi bo'lgan torning majburiy 
tebranishi, ya’ni ( l) - (3 )  masalaning yechimini Fur’e usulida quramiz.

Uchlari mahkamlangan torning erkin tebranishi

Fur’e usuli, yoki o ‘zgaruvchilarni ajratish usuli xususiy hosi- 
lali tenglamalarni yechishda ko‘p qo‘llaniladigan usullardan biri 
hisoblanadi.

Uchlari mahkamlangan bir jinsli torning erkin tebranishi masa- 
lasi ushbu bir jinsli

_  2 2 _  Tq
'U'tt —  & 'U'xxi ® —  )

p

tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang‘ich

(1 )

u(x,t)\t=o =  <po(x), ut(x,t)\t=o =  <pi(x), 0 <  x < l, (2)

va bir jinsli chegaraviy

« ( 0 , 0 = 0 ,  u(l,t) =  0, 0 <  t <  T, (3)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) yechimini Jtopish masalasiga 
keltiriladi. Bu masalaning u(x,t) yechimini C2(D) funksiyalar sin- 
fidan izlaymiz.

Buning uchun (1) tenglamaning D  sohada noldan farqli va bir 
jinsli (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimlarini

u(x,t) =  x ( x ) T ( t ) ^ o ,  (4)

ko'rinishda qidiramiz.
(4) ifodani (1) tenglamaga qo‘yib, uning o'zgaruvchilarini 

ajratsak, ushbu
T "(t)X (x) =  a2 X "  (x)T(t)
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yoki
T '(t) X " (x )

. a2T(t ) “  X ( s )  “

tenglikka ega b o ‘lamiz. Bu tenglikning chap tomoni faqat t o ‘zgaruv- 
chiga, o ‘ng tomoni esa faqat x  o ‘zgaruvchiga bog‘liq. Shuning 
uchun (5) tenglik, ikki tomoni ham bitta o ‘zgarmas — A songa, teng 
bo ‘lgandagina o'rinli bo'ladi. U holda (5) ifodadan ikkita chiziqli 
ikkinchi tartibli .

T” (t) +  a2\T(t) =  0, 0 <  t < T, (6)

X ' (x) +  XX(x)  =  0, 0 <  x < l, (7)

oddiy differensial tenglamalarni olamiz.
Ixtiyoriy t <G [0,T] da T(t) ^  0 bo ‘lgani uchun (4) tenglikdan 

(3) chegaraviy sliartlar asosida quyidagi

X(0 )  =  0, X(l )  =  0 (8)

shartlar kelib chiqadi.
Shunday qilib, biz X( x )  funksiyani topish uchun quyidagi 

masalaga ega bo'ldik: A parametrning qanday qiymatlarida (7 )- 
(8) chegaraviy masalaning X( x )  yechimi noldan farqli bo'ladi. 
Bunday masala matematik fizikada spektral masala yoki Shturrn- 
Liuvill masalasi deyiladi.

Shturm-Liuvill masalaning noldan farqli yechimini tahninlagan 
A parametrning qiymatlari spektral masalaning xos qiymatlari, unga 
mos yechimlar esa xos funksiyalar deb ataladi. (7) va (8) masalaning 
xos qimatlari to'plami shu masalaning spektri deyiladi.

Endi qaralayotgan spektral masalaning xos qiymatlarini va 
ularga mos xos funksiyalarini topaylik.

Buning uchun uchta A < 0 ,  A =  0 va A >  0 hollarni alohida- 
alohida qarab chiqamiz.

1) Faraz qilaylik, A =  — k2 <  0 bo ‘lsin. U holda (7) tengla- 
maning umumiy yechimi

X( x )  =  Ciekx +  C2e~kx,
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Wrinishda bo'ladi. Bu yerda C\ va C 2 -  ixtiyoriy o'zgarmas sonlar. 
Slm yechimni (8) bir jinsli chegaraviy shartlarga qo‘ysak, C\ va C'2 
o'zgarmaslarni topish uchun quyidagi

r x ( o )  =  Ci +  a 2 =  o,

\ X( l )  =  ciekl +  C 2e - kl =  0.

tenglamalar sistemasiga ega bodamiz.
Bu sistemaning asosiy determinanti noldan farqli va u yagona 

trivial yechimga ega, ya'ni C\ =  0, C 2 =  0.
Demak, bu holda X (x ) =  0 bo'ladi va bu yechim masala sliartini 

qanoatlantirmaydi.
2) Endi A =  0 bodsin. U holda (7) tenglamaning umumiy 

yechimi
X( x)  =  C !  +  C 2x

va (8) shartlarga asosan C\ =  0, C 2 =  0 b o ‘ladi, demak, X (x )  =  0, 
bu yechim ham masala shartini qanoatlantirmaydi.

3) Faraz qilaylik, A — /i2 >  0, fi >  0 bo'lsin. U holda (7) 
tenglamaning umuiniy yechimi

X (x )  =  C\ cos fix +  C 2 sin fix

ko‘rinishda bo'ladi. Oxirgi ifodani (8) chegaraviy shartlarga qo‘ysak,

X(0)  =  C\ +  C2 0 =  0,

X(l )  =  C\ cos fil +  C2sinfil =  0.

sistemaga ega bo'lamiz. Bundan C\ =  0, C2 sin \il =  0 ekanligi kelib 
chiqadi.

Endi C2 7̂  0 deb olamiz, aks holda yana X( x)  =  0 bo'ladi. 
Shuning uchun sin fil =  0, bundan esa fd =  kir, k G Z  kelib chiqadi.

Shunday qilib, (7)—(8) masalaning noldan farqli yechimi 
faqatgina

Afc =
kn\
T )

2
(k =  1, 2, 3, . . . )
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qiymatlarda mavjud va bu qiymatla.r qaralayotgan masalaning xos 
qiymatlari deyiladi. Bu qiymatlarga mos xos funksiyalar

X k(x)
. kis 

sm —  x

ko‘rinishda bo'ladi.
Endi topilgan \ =  \k qiymatlarda (6) tenglamaning umumiy 

yechimi

Tk(t) =  ak cos
kirat

l
, . kirat

+  bk sm — —

ko'rinishda topiladi. bunda ak, bk -  ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlar.
Topilgan X k(x) va Tk(t) funksiyalarni (4) formulaga qo'yib,

ushbu

uk(x,t) = X k(x)Tk(t)) = kirat kirat
ak cos •—----- b bk sin — -— sin kirx

~T~’
funksiyani olamiz. Bu uk(x,t), (k =  1 ,2 , . . . )  funksiyalar ak va bk 
koeffitsiyentlarning ixtiyoriy qiymatlarida (1) tenglamani va (3) bir 
jinsli chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

(1) tenglama chiziqli va bir jinsli bodgani uchun yechimlarning 
chekli yig'indisi ham tenglamani qanoatlantiradi va u quyidagi

u(x,t) =  Y^
k- 1

kirat . kTrat\ . kirx 
ak cos —------b bk sm — ;—  ) sin - (9)

qator uchun ham o ‘rinli. Agar bu qator tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u 
holda bu qatorni x  bo'yicha va t bo ‘yicha ikki marta differensiallash 
mumkin. (9) qatorning har bir hadi (1) bir jinsli tenglamani va bir 
jinsh (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Bu shart (9) formula 
bilan aniqlangan qatorning yig‘indisi, ya’ni u(x, t) uchun ham o ‘rinli.

Endi ixtiyorij'- ak va bk o ‘zgarmas sonlarni topamiz. Buning 
uchun (9) formula bilan aniqlangan u(x, t) funksiya (2) boshlang'ich 
shartlarga qo'yamiz.

(9) formulani t bo'yicha differensiallab ushbu

u t  =  J 2

kira

k=1
. knat kirat\ kirx

-ak sm —------ b bk cos — ;— | sin ■
■

l l (10)
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tenglikni olamiz. Endi (9) va (10) ifodalarda. t — 0 deb, (2) boshlan- 
g‘ich shartlarga asosan

. , . knx , , /c7ra . knx . .
<Po(x ) =  ^ a fc S in —p ,  lpl{x) =  2_ _ , -y -6fc s m - y -  (11)

fc=l fc=l

ifodalarga ega bodainiz. Bu tengliklar va TdX^) funksiyalarning
(0, Z) oraliqdagi sinuslar bo'yicha Fur’e qatoriga yoyilmalaridir.

U holda Fur’e qatorlari nazariyasiga asosan va 
koeffitsiyentlar quyidagi

( 12)

bk
2

kira

i
J  <po(x) sin
o

kirx . 
——  dx (13)

formulalar bilan aniqlanadi.
Shunday qilib, bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun aralash 

rnasalaning yechimi (9) qator ko'rinishida bo'lib, undagi a  ̂ va 
koeffitsientlar mos ravishda (12) va (13) formulalar orqali topiladi.

1-TEOREMA. Agar <po(x) funksiya [0, /] oraliqda uch marta 
uzluksiz differensiallanuvchi va quyidagi

M0)  =  MI)  = o, ¥>o(o) =  <Po (!) =  o> (14)

shartlarni qanoatlantirsa, <p\ (x) funksiya esa [0, 1] oraliqda ikki marta 
uzluksiz differensiallanuvchi va

¥>i(0) =  <pi(l) =  0 (15)

bo'lsa, u holda (9) formula bilan aniqlangan u(x, t) funksiya yopiq D 
sohada ikki marta uzluksiz hosilalarga ega va D  sohada (1) bir jinsli 
tor tebranish tenglamasini hamda (2) boshlang'ich va (3) bir jinsli 
chogaraviy shartlarni qanoatlantiradi.
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Is b o t . Teoremani isbotlash uchun avval (12) formula bilan 
aniqlangan integralni uch marta bo ‘laklab integrallaymiz. (14) teng- 
liklarga asosan

(16)

ifodani olamiz.
(13) formulaning o ‘ng tomonini xuddi shunday (15) tengliklarni 

inobatga olib, ikki matra bo‘laklab integrallash natijasida

tenglikka ega bodamiz. Bu yerda

Boshlang'ich shartlarga ko‘ra ^ q' ( x ), ip"{x) funksiyalar [0,1] 
segmentda uzluksiz, u holda matematik analiz kursidan malum 
bodgan Bessel tengsizligiga ko‘ra ushbu qatorlar

°° 9 r °° 9 p
X>* -  7 f [v>o {x)]2 dx-, Yqk-J
*=1 n k=l 1 i

dx. (18)

yaqinlashuvchi qatorlar bo‘ladi.
Endi (16) va (17) ifodalarni (9) qatorga qo‘yib, quyidagi

n{x,t)  =  -  ( 1 )  E b

3 oo

k= 1 k3 Pk cos -
kirat

+  Qk sin ■
kirat\ . kirx

l
sm ■

l . (19)

2

a

qatorni olamiz.
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llosil bo ‘lgan (19) qatorning har bir hadi yopiq D  sohaning 
V /.) nuqtasida ushbu yaqinlashuvchi

Nonli qatorning hadlari bilan chegaralangan. U holda Veyershtrass 
aloinatiga ko‘ra ■ (9) qator yopiq D  sohada absolyut va tekis 
ynqinlashadi. Demak, u(x, t) funksiya yopiq D sohada yaqinlashuvchi 
qatorning yighndisi sifatida uzluksiz bo ‘ladi.

Endi (9) qatorni x va t o ‘zgaruvchilar bo‘yicha ikki marta formal 
ravishda hadma-had differensiallash mumkin ekanligini ko‘rsatamiz. 
I iuning uchun (9) qatorni hadma-had differensiallashdan hosil bo'lgan 
qatorlarning yopiq D  sohada absolyut va tekis yaqinlashishini 
isbotlaymiz. (19) qatorni hadma-had differensiallab, ushbu

:(x,t) =
l oo - (  knat . knat \ . knx

(20)
7r

! pk cos —— +  qk sm J1SU1 / !k=1

X, t) =
la2 oo (  kwat . kirat'\ . knx

(21)
7T fc=1

! Pk cos +  qk sm )sm   ̂ ,

qatorlarga ega bo'lamiz. Bu qatorlar V (x, t) G D sohada

ml
7T

(b/fel +  k fciy  m =  m ax{l, a2} , (22)
fc=1

qatorga majorant bo'ladi. Oxirgi (22) qatorning yaqinlashuvchi 
liodishi (18) qatorlarning yaqinlashishidan va quyidagi

 ̂IPfci < 2 (fc2 + 2(f + ^)

tengsizliklardan kelib chiqadi. U holda (20) va (2) qatorlar 
Veyershtrass alomatiga asosan yopiq D sohada absolyut va tekis 
yaqirilashuvi bo‘ladi.

www.ziyouz.com kutubxonasi



100 III bob. Giperbolik tipdaqi tenqlamalar

Demak, uxx(x,t ) va utt(x,t)  funksiyalar yopiq D  sohada 
uzluksiz ekan. Endi (20) va (21) qatorlarni (1°) tenglamaga qo'ysak, 
(9) formula bilan aniqlangan u(x, t) funksiya tor tebranish tengla,- 
masini qanoatlantirishiga ishonch hosil qilish mumkin. Shunday qilib, 
1-teorema isbot bo'ldi.

Y e c h im n in g  f iz ik a v iy  t a l q in i . Tor tebranish tenglamasi 
uchun aralash masalaning (9) ko'rinishda topilgan yechimini qaraylik. 
Agar bu formulada

ak =  Ak sin <pk, bk =  Bk cos <pk

belgilashlarni kiritsak, u holda uk(x,t)  xususiy yechimlarni quyidagi

' / \ a 7rfcx ( krcat \ . ■uk(x, t) =  Ak sm —— srn — ------ \-(pk ) ,  (23)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda torning har bir nuqtasi bir xil <pk 
fazali, amplitudasi Ak sin —— ga teng bo'lgan cok =  —  chastotali

l V
garmonik tebranadi.

Tor harakatining (23) ko'rinishdagi garmonik tebranishlari 
to ‘g ‘ri to ‘Iqin deyiladi, ya'ni (34) qatorning har bir hadi to ‘g ‘ri to'lqin 
deb ataladi. Bundan esa (20) ko‘rinishdagi yechim cheksiz ko‘p to ‘g ‘ri 
todqinlarning yighndisini ifodalaydi.

Tor tebranish jarayonida o ‘zidan tovush chiqaradi. Tovushlar 
ikki xil -  musiqiy va musiqiy bodmagan turlarga ajraladid Musiqiy 
tovushlarni notalar, musiqiy bo ‘maganlarni esa shovqinlar deb yuriti- 
ladi. Musiqiy tovushlar rna/lum ma'noda yuqori darajada sifatli bo ‘lib, 
uni har bir kishi o ‘zining imkoniyati darajasida baholay oladi.

Balandligi bo'yicha kishining qulog‘i ajrata olmaydigan notalar 
tonlar deyiladi. Tovushning balandligi tebranish chastotasiga bog‘liq 
bo ‘ladi. Eng past tonning chastotasi asosiy chastota deyiladi va u

uji =
aix
T

- / t

i V p

formula bilan aniqlanadi.
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Asosiy chastotadan balandroq bo'lgan chastotali tonlar oberton- 
lar dcyiladi va obertonlar asosiy u>i chastotaga karrali bo'lib, ular 
iiarmonikalar deyiladi. Birinchi garmonika deb asosiy ton hisoblanadi, 
ikkinchi garmonika esa chastotasi u>2 =  2u>i b o ‘lgan tonlar va hokazo.

Demak, (9) formula bilan aniqlangan yechim alohida garmoni- 
knlamin yig‘indisi bo ‘lib, uning amplitudasi garmonikalarning nomeri 
nrl,il> borgan sari nolga, intiladi, ya'ni k —> oo koefhtsientlar —> 0
va bk —> 0 intiladi. Shu sababli garmonikaning tordan tarqalayotgan 
Invushga ta’siri tovush tembrini hosil qiladi.

Ushbu x =  0, l/k, (2l)/k, 1) l/k, l nuqtalarda tebra-
nish amplitudasining k -  garmonikasi nolga intiladi, chunki bu nuqta-

larda sin —  a; =  0 bodadi. Bu nuqtalar k -  garmonikaning tugunlari
deyiladi va torning tebranish jarayonida bu tugunlar qo‘zg‘almaydi.

(2m +  1)1 . ---------- , , . knx , „ , ,, .
xm — --------------- , (m  =  0, k — 1) nuqtaiarda sm ——  =  ±1 bo igam

l
ucliun tor maksimal At  amplitudali garmonik tebranadi va bu to‘g ‘ri 
lo'lqinlar deyiladi.

Quyidagi

u>x yoki

l'ormulalar mos ravishda asosiy tonning chastotasini va davrini aniq- 
laydi. Bu formulalar yordamida tor tebranish qoidasini asoslashimiz 
mumkin:

1) Zichligi va tarangligi o ‘zgarmas bodgan torning tebranish 
davri uning uzunligiga to ‘g‘ ri proporsional bo'ladi.

2) Ma'lum uzunlikdagi torning tebranish davri Tq taranglikning 
kvadrat ildiziga teskari proporsional ravishda o'zgaradi.

3) Uzunligi va tarangligi madum bo'lgan torning tebranish davri 
l.oi' zichhgining kvadrat ildiziga to ‘g‘ri proporsional o ‘zgaradi.

Bir jinsli torning majburiy tebranishi

Uchlari mahkamlangan bir jinsli torning tashqi kuchlar ta!- 
siridagi majburiy tebranishi quyidagi aralash masalaga ekvivalent 
keltiriladi.
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Bir jinsli bo'lmagan

utt -  a2uxx =  g(x, t), V (x , t) e  D; (24)

tor tebranish tenglamasining (2) boshlang‘ich va bir jinsli (3) 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t ) yechimini toping.

Bu yerda g(x, t) =  f (x ,  t)/p G C 2(D)  torga ta'sir qiluvchi tash- 
qi kuchlar yigindisi.

Bu masalaning u(x,t)  yechimini quyidagi

u(x, t) =  v(x, t) +  w(x, t) (25)

ko‘rinishda qidiramiz. Bu yerda v(x, t) funksiya bir jinsli bo'lmagan

t̂t — & X̂X +  g(x,t) (26)

tor tebranish tenglamaning bir jinsli boshlang‘ich

u|i=o =  0, vt\t=o =  0 (27)

va chegaraviy
■y|x=o =  0, v\x=i =  0 (28)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi; 
w(x,t) funksiya esa bir jinsli

wtt =  a2wxx (29)

tenglamaning quyidagi boshlang‘ ich

w\t=0 =  <Po(x), wt\t=Q =  g>\(x) (30)

va chegaraviy
w |*=o=0, w\x=i =  0 (31)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan iborat.
Yuqoridagi masalalardan ko‘rinib turibdiki, v(x, t) funksiya 

uchlari mahkamlangan bir jinsli torning g(x, t) tashqi kuchlar 
ta'siridagi majburiy tebranishini, w(x, t) esa shu torning erkin
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i i’l m i«.ilishini ifodalaydi. w(x,t)  funksiyaga nisbatan (29)-(31) masala 
yrrhimining mavjudligini oldingi punktda isbot qildik.

Shuning uchun bu yerda. (26)-(28) masalaning v(x, t) yechimini 
qurish etarlidir.

Bu masalaning v(x, t) yechimini quyidagi qator

00
v(x, t) =  ^ 2  Tk(t) sin - p ,  (32)

fc=1

ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda Tk(t) hozircha noma'lum funksiya. 
(32) qatorni yopiq D  sohada yaqinlashuvchi va shu sohada x  va t 
o'zgaruvchilar bo'yicha hadma-had differensiallash mumkin bo'lsin. 
IJ holda (32) qator bir jinsli chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

Bu qatorni (27) boshlang'ich shartlarga qo‘yib; Tk(t) 
funksiyalar uchun quyidagi

Tk( 0) =  0, Tk( 0) =  0, k =  1 ,2 ,3 , . . .  (33)

boshlang'ich shartlarni olamiz.
Endi g(x, t) funksiyani [0,1] segmentda x o ‘zgaruvchiga nisbatan 

sinuslar bo'yicha Pur’e qatoriga yoyilsin. •

00 u
g(x, t) =  J 2  9k(t) sin -  (34)

fc=i

bunda f k koeffitsientlar quyidagi

(35)

formula bilan aniqlanadi.
Tk(t) funksiyalarni topish uchun (32) va (34) ifodalarni (26) 

tenglama qo‘yib, ushbu

00 b.

t7* W + WkTk(t)\ sin = 9(x, t),
fc=1

(36)
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(36) va (34) yoyilmalarni o ‘zaro taqqosiab, k ning har bir 
qiymatida chiziqli o !zgarmas koeffitsiyentli

Tk(t) +  w2kTk(t) =  gk(t), 0 < t  < T  (37)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo'lamiz.
Demak, Tk(t) funksiyalarni topish uchun ikkinchi tartibli (37) 

oddiy differensial tenglamani (44) boshlang'ich shartlarni oldik. Bu 
masalaning yechimini o'zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida 
topamiz. Bir jinsli (37) tenglamaning umumiy yechimi

ko‘rinishda izlaymiz.
Differensial tenglamalar kursidan ma'lumki, c' t̂') va cf2(t) 

nomalum funksiyalaxga nisbatan quyidagi

tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz. Bundan c[(t) va c2(t) 
funksiyalarni

ko'rinishda topamiz va bu tenglamalarni integrallab, c\(t) va. c^(t) 
funksiyalarni

. Tk(t) =  cj cos u>kt +  C2 sinu)kt,

bu yerda c i , C2 — ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Endi (37) tenglamaning umumiy yechimini

Tk(t) =-ci(t) cosujt +  C2(t) sintuf, (38)

c[(t) costokt +  d2(t) sintu^f =  0,

-c'^fjuifc sintUfcf +  c'2(f)tufc costufcf =  gk(t)

t

0
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t

C2(t) =  —  gk(r) cosivkTdT +  c%,
J '0

ko'rinishda aniqlaymiz. Bunda c® va c% ~ ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Topilgan C\(t) va ĉ (t) funksiyalarni (38) formulaga qo'yib, (37) 

Uiiiglamaning umumiy yechimini .

t
Tk(t) — —  5fc(r)sin[cufc(t-.r)]dr + c °  coso>fc£ +Cjsinu/fct, (39)

a>k Jo

ko'rinishda topamiz. (33) boshlang'ich shartlarni qanoatlantirib, (39) 
uinumiy yechimdan c® =  c° =  0 ekanligini olamiz.

Agar gk(t) G (7(0, T] bo ‘lsa, u holda (37) tenglamaning (33) 
boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi

t
Tk(t) =  —  [  gk(r) sin[ujk(t -  r)]dr, (40)

0>k J0
formula bilan aniqlanadi.

Endi (32) qatorning yopiq D  sohada tekis yaqinlashuvchi 
ekanligini hamda x va t argumentlari bo ‘yicha ikki marta 
differensiallash mumkinligini koTsataylik.

Agar g(x,t)  funksiya yopiq D sohada uzluksiz, shu sohada x 
o ‘zgaruvchi bo'yicha uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi va Vf G 
[0, T] uchun g(0, t) — g(l, t) — 0 boTsa, u holda (35) ifodani ikki rnarta 
boTaldab integrallaymiz, natijada

. 2 /  l \ 2 f u . . kwx ( l \ 2ak(t) , .
9‘ ( ‘ ) =  - 7 ( r t )  —  * ,  =  - ( - ]  - p - .  ( " )

0
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ifodani olamiz, bunda yerda
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Uzluksiz funksiyalarning kvadraticlan tuzilgan a.fc(f) funksional qator

OO
X > f c W < ° o ,  V t e [ 0,T ], (42)
k= 1

Bessel tengsizligiga asosan yaqinlashuvchi qator bo'ladi. Endi (41) 
ifodani (40) formulaga qo'yamiz va Tk(t) ushbu

0

ko'rinishda yoziladi. Hosil bo'lgan oxirgi ifodani esa (32) formulaga 
qo'ysak, •

v(x , t) =  - ak(r) sin[6Jfc(t — r)]drsin
kirx
~ T

(43)

ifodaga ega bodamiz. Bu qatorning har bir hadi Vt 6 [0, T\ bo ‘lganda 
ushbu

/ t \ 3T ^ |afc(to)j 
\7T J a A:3

sonli qatorning har bir hadi bilan chegaralangan.
Bu yerda |afc(to)| =  m axjafc(f)|, to biror fiksirlangan nuqta.

Shuning uchun (43) qator D  sohada absolyut va tekis yaqinla- 
shuvchi qator bodadi.

Endi (43) qatorni hadma-had ikki marta x  va t o'zgaruvchilari 
bo ‘yicha differensiallaymiz, natijada ushbu

l 1
VxT, -- air k k=l

afc(r)sin[wfc(f -  r)]drsin kirx
(44)

vtt =  -
2 oo

S l W t ) r s i n
kirx

- +
k=1 l
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qatorlarni olamiz. Ma'lumki, bu qatorlar (x, i) G D  da quyidagi 
qatorlarga

majorantlanadi. Bu qatorlarning yaqinlashishi (52) qatorning 
yaqinlashishidan va

tengsizlikdan kelib chiqadi.
U holda (44) va (45) qatorlar (x , t) G D sohada absolyut va 

tekis yaqinlashuvchi bo ‘ladi, bundan esa D da vxx(x,t)  va vtt{x,t) 
hosilalarning uzluksiz ekanligi kelib chiqadi.

Endi (44) va (45) ifodalarni (26) tenglamaga qo'ysak, (32) 
formula bilan aniqlangan v(x, t) funksiya bir jinsli bo'lmagan 
tor tebranish tenglamasini qanoatlantirishiga ishonch hosil qilish 
mumkin.

Shunday qilib, quyidagi teoremani isbotladik:
2-TEOREMA. Agar ipo(x) va <pi(x) funksiyalar 1-teorema 

shartlarini qanoatlantirsa va g(x, t) funksiya yopiq D  sohada uzluksiz, 
shu sohada ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lib, g(0, t) — 0, 
g(l,t) =  0 tengliklar o'rinli bo'lsa. u holda {(24), (2), (3 )} masalaning 
yagona yechimi mavjud va bu yechim

M*o)l
k

0 |qfc(to)l -. 
k ~  k2-  12 +  ak(f'0)

knx
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formula bilan aniqlanadi. Bu yerda

Tfe(i) = j  sin - j -  (t — t )  dr J g(x,r)  si
knx , 

sm —— dx\

l

ak =  J  J <Po(x)l
2 /' . kirx ,

) sm ——  dx\
o

i

bk — J <Po(z) sin dx. 
o

Demak, v(x,t)  funksiya (32) qator ko‘rinishida uning 
koefhtsiyentlari (35), (39) formulalar orqali, w(x,t)  funksiya esa 
(9) ko‘rinishda va uning koeffitsientlari (12), (13) formulalar bilan 
aniqlanadi.

U chlari q o ‘zg ‘aluvchan torn in g  m a jb u riy  tebranishi

Torning uchlari mahkamlanmagan bo ‘lib, ular biror qoida aso- 
sida harakatlansin va tor biror tashqi kuch ta'sirida tebranayotgan 
bo ‘lsin. U holda bu masala bir jinsli bodmagan

'U'tt — & 'U'xx +  g(x,t),  a2 =  Tq/p , (46)

tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich

u(x ,0) =  <p0(x), ut(x, 0) =  <p\(x), 0 < x < l , (47)

va chegaraviy

u(0,t) =  m(t), u(l, t) =  /r2(t), 0 <  t < T, (48)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga ekvivalent 
bo‘ladi.

f  (x
Bu yerda g(x,t)  =  ■ ■ ■ ’ , m(t),  (t) (p0(x) va tpx(x) -  beril-

gan funksiyalar.
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Qaralayotgan umumiy (46)-(48) masala yechimining mavjudli- 
gini bir jinsli chegaxaviy shartli masalaga, keltirib isbotlash mumkin.

Buning uchun va fj.2 (t) funksiyalarni C 2[0, T\ sinfdan deb 
talab qilamiz. U holda (48) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 
quyidagi

z ( x , t )  =  fii(t) +  j\fJ,2(t) -  fJ.i(t)], (49)

yordaxnchi funksiyani kiritamiz, ya’ni

z (0 , t )  =  fj.i(t), z ( l , t )  =  fj.2(t).

Endi (46) tenglamaning (47) boshlang‘ich va (48) chegaraviy 
shartlarni qanoatlantiruvchi u ( x , t ) yechimini

u ( x , t )  =  v ( x , t )  +  z ( x , t ) ,  (50)

ko'rinishda izlaymiz, bu yerda v ( x , t )  yangi nomadum funksiya. 
Bosiilang‘ich va. chegaraviy shartlarga asosan v ( x , t )  funksiya uchun 
quyidagi bir jinsli chegaraviy

«ix=o =  ti(a:,OU=o -  z ( x , t )\x= 0 =  fJi(t) -  fii(t) =  0,

v|j;=j = u(x, f)|x=j -  z(x, t)\x=i = fJ2(t) ~  fJ.2(t) = 0,
va. boshlang‘ich

X
v\t=Q =  u|t=o -  z|t=0 =  <Po(x) -  Mi(0) -  [fj.2(0) -  l+ (0 )]-  =  ipo(x)

X
Vt\t=0 =  U t ! t = 0  -  Zt\t=0 =  <Pl(x) -  fl‘{(0) -  [fj2( 0 )  -  fj 1( 0 ) ] —  =  <Pl(x) 

shartlarga ega bo ‘lamiz.
(50) tenglikka ko‘ra yangi noma'lum v( x ,  t) funksiyaga nisbatan

ushbu
vtt -  a2vxx =  (u -  z)tt -  a2( u -  z ) xx =

=  utt — a~uxx — (ztt — a zxx) =
=  g(x,t) -  ni(t)  -  \p2(t) -  Pi(t)\j =  g(x,t)
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yoki
vtt =  a2vxx +  g(x, t)

tenglamani olamiz. Bu yerda

g(x,t) =  g(x,t)  -  n'{(t) -  \jj%(t) -

Shunday qilib, biz v(x,t)  funksiyani topish uchun quyidagi 
masalaga keldik: Bir jinsli bodmagan

vtt =  a2vxx +  g(x,t),  (51)

tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich

v(x,t)\t=o =  <Po(x), vt(x,t)\t=o =  (pi(x), (52)

va bir jinsli chegaraviy

v(x, t )|x=0 = o, v(x, t)\x=i =  0, (53)

shartlarni qanoatlantiruvchi v(x,t )  yechimini toping.
Bu masalaning yechimini oldingi bosqichda batafsil o ‘rgandik. 

Agar ip o (x ), ipi(x) v a g(x, t) funksiyalar 2-teorema shartlarini qanoat- 
lantirsa. u holda (51)-(53) masalaning C 2(D) sinfga tegishli bo'lgan 
v(x,t)  yechimi mavjud va yagona bo'ladi.

Shunday qilib, (46)—(48 aralash masala yechimining mavjud va 
yagonaligi haqidagi ushbu teorema o ‘rinli:

3 - t e o r e m a . Agar berilgan funksiyalar

Po(x) G C3[0,l], ip^x) G C 2[0, l]; Ml(f), p2(t) € C2[0,T];

g(x,t), gx(x,t), gxx(x,t)  G C(D)  

bo ‘lib, ular uchun quyidagi tengliklar

^o(O) =  Mi(0), <po(l) =  n2(0), <Pq(0) =  ip'q(1) =  0,

<P\(0) = Pi(0), Vi ( 0 = a4(0 ), 9(0, t) =  px(t), g(l,t) =  &(t )
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o'rinli bo'lsa, u holda (46)-(48) aralash masalaning yagona yechimi 
mavjud bo ‘ladi.

Endi ikkinch aralash masalani Fur’e usuli bilan yechaylik.
1—m a s a l a . To‘g‘ri to'rtburchakli D  sohada

d2u 2 d2u 
dt2 a dx2 ’

x € (0, l), t > 0, (54)

tenglamaning quyidagi

u(x, 0) =  ip(x), ut(x, 0) = -0(x), 0 < x < l ,  (55)

boshlang'ich va

ux(0,t) =  0, ux(l,t) =  0, 0 < t < T ,  (56)

cliegaraviy shartlarni qanoatlantiruvclii u(x,t ) yechimini toping.
YECHISH. Berilgan bir jinsli tor tebranish tenglamasining 

ux(0,t) =  ux(l,t) — 0 chegaraviy shartlaxni qanoatlantiruvchi u(x,t) 
yechimini u(x,t) =  X(x)T(t )  ko'rinishda izlaymiz. Bundan X(x)  
funksiya uchun ubshu

x' (0)=0,  x'(l) = 0, (57)

chegaraviy sliartlarni olamiz.
Endi u(x, t) ko'paytmani (54) tenglamaga qo‘ysak,

X(x)1*'(t) =  a2 X"(x)T( t)

tenglikka ega bodamiz.
Oxirgi tenglikni a2X(x)T( t )  =4 0 ifodaga bo'lib,

X " (x )  f ( t )  
X (x )  a2T(t)

ifodani olamiz. Bundan esa X (x )  funksiyaga nisbatan

X " (x )  +  XX(x)  =  0,

x ' ( 0) = 0 , x'(l) = 0 ,
(58 a) 

(586)
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Shturm-Liuvill masalaga, T(t) funksiyaga nisbatan esa

T" (t) +  a2XT(t) =  0, t > 0, (59)

tenglamaga ega bo'lamiz.
(58a) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi

X (x ) =c\e^~^x +  c2e~^~^x, agar A <  0;

X (x ) = c i cos \f\x +  c2 sin V\x,  agar A >  0;
X(x )  —c\x +  c2, agar A =  0,

ko‘rinishda bo ‘ladi.
Agar A < 0 bo ‘lsa, u holda X(x)  =  0 bo'lishini ko‘rsatish qiyiir 

emas. '
Agar A > 0 bo'lsa. u holda yuqoridagi umumiy yechimdan

X  (x) =  — ci\/Asin V\x  +  c2V\cos V\x

bo‘ ladi. (586) chegaraviy shartlarga asosan c2 =  0 yoki X(x)  =  
cicos\ /A x =  0 kelib chiqadi. Bundan X'(x)  =  —C\ \ cos \f\x =  0 
bo ‘ladi va X  (l) =  0 chegaraviy shartga ko‘ra V\l =  kix yoki Shturm- 
Liuvill masalasi cheksiz ko‘p

(  kit \ ^
Xk= [ T ) >  k =  0 ,1 ,2 , ( 6 0 )

xos qiymatlarga ega, ekanligi kelib chiqadi. Bularga mos xos 
funksiyalar

X k( x ) = c o s ~ x ,  k =  0, 1, 2,..., (61)

bo'ladi.
Agar A =  0 bo ‘lsa, u holda (58a) tenglamaning umumiy 

yechimidan yuqoridagi kabi ĉ  =  0 va X (x )  =  c2 ekanligi kelib chiqadi, 
bundan esa X  (l) =  0 chegaraviy shart aynan bajariladi. Demak, (58) 
Shturm—Liuvill masalasi uchun A =  0 xos qiymat va unga mos xos 
funksiya X 0(x) =  1 bo ‘ladi, ya’ni

Aq =  0, X 0(x) =  1.
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(58) masalaning Afc xos sonlarini (60) va xos funksiyalarini esa 
k =  0 bo :lganda (61) ko'rininshda

7r0 \ ^
A ° = ( — ) = 0 ,  X q{x ) =  cos x =  1

7r0
T

yozish mumkin.
Demak, (58) Shturm-Liuvill masalasi uchun

\k — (t )' Xk (x) =  cos x, k — 0, 1, 2,...

xos qiymat va xos funksiyalarga ega bo'ldik.
Endi (59) tenglamani qaraylik. Bu tenglama A =  Â  bodganda 

ham ma’noga ega va

T  W  "(■ \kTk(t) — 0, t >  0, (62)

tenglamani qaraymiz. Agar k — 0 b o ‘lsa, oxirgi tenglamaning umumiy 
yechimi

To(t) — Aq +  Bot

bo ‘ladi, bu yerda Ao, B0 -  ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Agar k > 0 bo'lsa, (62) tenglamaning umurniy yechimi

Tk(t) =  Akc o s ( ^ ^  t + B ks i n ^ ^ j t ,  t >  0 (63)

ko‘rinishda bo'ladi, bunda Ak va Bk -  ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Endi qaralayotgan (54)-(56) aralash masalaning yechimini

u ( x , t )  =  ^ 2 X k(x )Tk(t) 
k=o

ko‘rinishda izlaymiz, ya'ni
OO

u(x ,t ) =  Ap+Bpt+'y '
00 r (  kan \ . (  kan AAfccos —r— t+Bfcsm ----- 1

k=l L V 1 V l J .
kir\

cos | —  J x, 

(64)
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Qaralayotgan masalaning boshlang'ich shartlariga ko‘ra
oo oo

<P(X) =  Y Xk(x )Tk(°) =  A0 +  Y Akx k(x ), (65)
fc=0 k —l

^ x )  =  Y,Xk(x)T'k(0) =  B0 +  Y  - f^ B kX k(x), ( 66)
fc=0 fc=l 1

bo‘ladi.
Faraz qilaylik, y>(x) va ^ (^ ) funksiyalar kosinuslar bo'yicha 

Fur’e qatoriga yoyilsin, ya’ni

ip(x) = Y  +  X j afcCOS( ~ 7 “ ) ’ ^ ( x ) =  y  +  X j ^ C0S(
/  fc7ra:

= |j ̂ )cos(++)dx, h = -+)i,(x)cJh"''jdx ,

Bu yerda o/c va [3k koeffitsiyentlar. 
t

2

o
ko‘rinishda aniqlanadi.

Shunday qilib, Fur’e qatorlari uchun standart formulalardan 
foydalanib. (64) formuladagi Ak va Bk koeffitsiyentlar uchun quyidagi

i
a 2 f  f k T r x \  ,Ak =  ak =  -  (p(x) cos ! —j— jdx,  k >  0,

t

Bk = = iL /  f(l) cos (^ r ) <fe' * =■ °'
o

t i

A o =  T  =  7 j ^ ) d x ,  B° =  Y  =  ] L , h {x)dx’
o o

formulalarni olamiz.
Endi topilgan Ak va Bk koeffitsiyentlarni (64) formulaga qo‘yib, 

(54)-(56) aralash masalaning u(x, t) yechimini hosil qilamiz.
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l l - § .  Tor tebranish tenglamasi uchun Gursa va 
Darbu masalalari

Bu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun Gursa masalasini 
ohganamiz. Bu masala fizikaviy jiliatdan ham qiziqarli bo'Iib, u 
ko'plab tadbiqiy masalalarda, ayniqsa gaz tozalash, quritish jara- 
yonlari bilan bog'liq masalalarni o'rganishda uchraydi. Bu masalada 
chegaraviy shartlar tenglamaning xarakteristikalarida berilgani uchun 
ham Gursa masalasi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Gursa masalasi chegaraviy masala bo ‘Iib, chegaraviy shartlar 
tenglamaning bir nuqtadan chiquvchi xarakteristikalarida beriladi. 
(x, t) o'zgaruvchilar tekisligida bir jinsli ushbu

Bu(x,t)  =  utt -  a2uxx =  0, (1)

tor tebranish tenglamasini qaraylik. Umumiylikka ziyon qilmasdan 
(1) tenglamada a =  1 deb olish mumkin. Haqiqatdan ham, (x,t) 
tekisligida quyidagicha yangi x =  x, y — at o ‘zgaruvchilar kiritamiz. 
U holda (1) tenglamada qatnashgan hosilalarni hisoblaymiz:

Uft — u-yyyt T  Uyytt — a Uyy va Utt a Uxx — a Uyy a uXx b

Bundan esa (1) tenglamani

E—tu(x, y) — uxx Uyy — 0, (2)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin.
Ma'lumki, (2) tenglama ikkita haqiqiy xarakteristikalar

x  — y =  const va x  +  y =  const

oilasiga ega. Berilgan (2) tenglamani xarakteristik to ‘rtburchakda 
qaraylik, ya’ni (2) tenglamaning AC\, C\B, BC2 va C^A 
xarakteristikalari bilan chegaralangan sohani G deb, belgilaylik.

Faraz qilaylik, A =  ( 0 , 0 ) ,  G\ =  (xi,xi), C2 =  (X2, - X 2), 
bodsin. Bu yerda Xi >  0 ,  X2 >  0 .

G u r sa  m a s a l a s i . (2) tenglamaning yopiq G sohada aniqlan- 
gan, uzlulcsiz va quyidagi

u(x,y)\ACi =  u(x,y)\y=x =  u(x,x)  =  ipi(x), 0 <  x < x x, (3)
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u i x i y)|A C 2 =  u(x, y)\y=_x =  u(x, - x )  =  ip2(x), x <  x < 2, (4)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,y)  yechimini toping.
Bu yerda tpi(x) va ip2(x) berilgan etarlicha silliq funksiyalar 

bo ‘lib, ular uchun ipi(0) =  ip2(0) tenglik o'rinli.

Ma'lumki, (2) tenglamaning umumiy yechimi

u(x, y) =  f ( x  +  y) +  g(x -  y), (5)

ko'rinishda bo ‘ladi. Bu yerda f , g £  C2(R). (2) tenglama uchun 
Gursa masalasining yechimini (5) umumiy yechim asosida quraylik. 
Bunda C2(R) sinfga tegishli bo'lgan / ,  g funksiyalarni topish uchun 
(5) formula bilan aniqlangan u(x,y)  funksiyani (3) va (4) shartlarga 
qo'yamiz, natijada

u(x,y)\y=x =  f (2x)  +  g(0) =  ipi(x),

u(x,y)\y=_x =  f ( 0 ) + g ( 2 x )  =  ip2(x),

yoki
f (2x) +  g( 0) =  ipi(x), 

f(0) +  g(2x) =  ip2(x).

(6)

(7)
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tengliklarni olamiz. Demak, /  va g funksiyalarni topish uchun (6)-(7) 
tenglamalar sistemasiga ega bo ‘ldik. Bu sistemaning birinchisida x ni 
x /2  ga almashtirib, f ( x )  funksiyani

■ =  ~ 9(0), .(8)

ko'rinishda topamiz. Xuddi shunday qihb, (7) tenglamadan g(x) 
funksiyani

g{x) =  -  /(0 ) ,  (9)

topamiz. Endi (8) va (9) formulalar bilan topilgan f ( x )  va g(x) 
funksiyalarni (5) umumiy yechimga qo‘yamiz. Natijada (2)-(4) Gursa 
masalasining yechimini quyidagi

u(x,y)  +  ’̂2 ( ~ T ^ )

ko'rinishda topamiz.

Agar ip\(x) va ^%(x) funksiyalar berilgan sohada ikki marta 
differensiallanuvchi bo ‘lsa, u holda (10) formula bilan aniqlangan 
u(x,y)  funksiya qaralayotgan sohada (2) tenglamani va (3), (4) 
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.
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Demak, quyidagi teorema isbotlandi.
1-TEOREMA. Agar 'ipi(x) va ip2(x) funksiyalar

i>i(x) e C[0 ,  a : i ]  n  C2(0 ,  x{), ip2(x) e C[0 ,  x2] n  C 2(0 ,  x2)

bo'Iib, ushbu tenglikni tpi(Q) =  ip2(0) qanoatlantirsa, u holda (2) teng- 
lama uchun Gursa masalasining yagona yechimi mavjud bo ‘ladi va bu 
yechim (10) formula bilan aniqlanadi.

Endi (2) tenglamaning AC : x +  y =  0, BC : x  -  y =  l 
xarakteristikalari va AB =  {( x ,y )  : y =  0, 0 <  x  <  1} kesma 
bilan chegaralangan xarakteristik uchburchakni G deb belgilaylik. (2) 
tenglamani G sohada qaraymiz.

1 -D a r b u  m a s a l a s i . (2) tenglamaning yopiq G sohada aniq- 
langan, uzluksiz va va quyidagi

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.
Bu yerda r(x)  va ip(x) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar 

bo'lib, ular uchun r ( 0) =  ip(0) tenglik o ‘rinli.
Bu masalani yechish uchun (2) tenglamaning (5) ko‘rinishdagi 

umumiy yechimidan foydalanamiz.

u ( x , y ) e C ( G ) n C 2(G), (11)

u(x,y)  jy=0 =  u(x,0) =  r(x),  0 <  x < l, (12)

u(x,y)\y=_x =  u ( x , - x )  =  ip(x), 0 < x < l / 2 ,  (13)—X

u(x , y)\y=o =  f ( x ) +  g(x) =  r(x)

«(* ,j/)lw = -x  =  f ( 0 ) + g ( 2 x )  =  Ip(x).

Bunda.n esa

/ ( * )  =  T(x) ~ d(x) =  T(x) ~  +  / ( ° )
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l>o‘ladi. Topilgaii f ( x)  va g{x)  funksiyalarni (5) umumiy yechimga 
qo'yamiz. Natijada 1-Darbu masalasining yechimini

u(x, y) =  r (x  +  y) -  tp 1̂4)

ko‘rinishda hosil qilamiz.
Agar t (x ), ip(x) € C 2 bo'lsa, u holda (14) formula bilan 

aniqlangan u(x,y)  funksiya G  sohada (2) tenglamani va (12)-(13) 
shartlarni qanoatlantiradi.

Demak, quyidagi teoremaning o'rinli ekanligini isbotladik.
2 - t e o r e m a . Agar r(x )  va ip(x) funksiyalar

r(x) e C[o, /] n C2(o, l), i/i(x) e  C[o, 1/2] n c 2(o, 1/2)

bo‘lib, ushbu tenglikni r (0) =  ip(0) qanoatlantirsa, u holda (2) teng- 
lama uchun 1-Darbu masalasining yechimi G sohada mavjud va 
yagona bo ‘ladi. Bu yechim (14) formula bilan aniqlanadi.

9 — shakl.

2 -D a r b u  m a s a l a s i . (2) tenglamaning yopiq G sohada aniq- 
larigan uzluksiz, (11) (13) va ushbu

=  Uy(x,Q>) — u(x), 0 < x < l ,  (15)
y=0

du(x, y) 
dy

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.
Bu yerda v(x) va ip(x) berilgan etarlicha silliq funksiyalar.
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2-Darbu masalasining yechimini topish uchun (2) tenglamaning 
umumiy yechimida qatnashgan /  va g funksiyalarni (13) va (15) 
shartlardan foydalanib topamiz. Buning uchun (5) formulani ketma— 
ket (13) va (15) shartlarga qo‘yib,

u(x, y)\y=-x =  / ( 0) +  g(2x) =  ijj(x), (16)

=  / ' ( * ) . -  g'(x) =  v(x),  (17)
y=o

ifodalarni olamiz. Olingan (17) ifodada x  ni s ga almashtiramiz va 
hosil boigan tenghkni s bo'yicha noldan x  gacha integrallaab, ushbu

du
dy

yoki

x x xJ f ( s ) d s -  J g'(s)ds — J v(s)ds,
o 0 0

X Xf(x)-g(x) =  Jv(s)ds + f(0)̂ g(0) =  J v(s)ds +  c (18) 
o o

ifodaga ega boiamiz. Endi (16) formuladan ushbu g(x) funksiyani

9(x) =  1>(j j j - f (0 ) ,  ( 19)

olamiz. Olingan ifodani (18) ga qo'yib, f(x) funksiyaui
Xf(x) =  +  J v(s)ds + c - f(0 ) ,  (20)

o

topainiz. (19) va (20) forniulalax bilan topilgan f(x) va g(x) 
tunksiyalarning qiymatini (5) umumiy yechimga qo'ysak, 2—Darbu 
masalasining yechimi

x + y

u(x,y) = ij(j~̂ J + J v(s)ds + c- f(0) +  - / ( 0 ) ,

0
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yoki

x + y

u(x,y)  =  ^ ( —7̂ )  +  /  ~ (21)
0

hosil bo'ladi. Bu yerda c — 2 /(0 ) =  ^(0).
Agar tp(x) <E C2(0, 1/2) va i/(x) funksiya [0, 1} segmentda 

integrallanuvchi (ya'ni v(x) e  /[0 , i]) va v(x) 6 C'1(0, i) b o ‘lsa, u 
holda (21) formula bilan aniqlangan u(x,y)  funksiya G sohada (2) 
tengiamani va (13), (15) shartlarni qanoatlantiradi.

Dernak, quyidagi teorema isbotlandi:
3 - t e o r e m a . Agar

v(x)  e/[o, ijnc^o, /)» ->P(x) eC[o, 1/2} n c 2(0,1/2)

bo'lsa, u holda (2) tenglama uchun 2-Darbu masalasi G sohada 
yagona yechimga ega bo'ladi va bu yechim (21) formula bilan 
aniqlanadi.

12- § .  C hiziqli g ip erbolik  tenglam a uchun K osh i va G ursa 
m asalalari. K e tm a -k e t  yaqinlashish usuli

Quyidagi ikkinchi tartibli chiziqli

Lu, =  uxy +  a(x,y)ux +  b(x,y)uy +  c(x,y)u =  f ( x, y) ,  (1)

giperbolik tipdagi tenglamani qaraylik.
Biz I I  bobda, har qanday ikki o'zgaruvchili chiziqli giperbolik 

tipdagi tenglamani (1) kanonik ko!rinishga keltirilishi mumkin 
ekanligini ko'rdik. (1) tenglamaning xarakteristikalari x =  const va, 
y =  const bodishini topish qiyin ernas.

Rxy tekislikda 7 egri chiziq shunday berilganki, bu egri chiziqni 
koordinat o ‘qlariga parallel to ‘g ‘ri chiziqlar bilan kamida bitta 
nuqtada kesib o'tsin.

1. K osh i masalasi.
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122 III bob. Giperbolik tipdaqi tenqlamalar

7 egri chiziq atrofida (1) tenglamaning ushbu

du

shartlarni qanoatlantiradigan u(x, y) yechimi topilsin.
Bu yerda r  va u 7 egri chiziq ustida berilgan yetarlicha silliq 

funksiyalar, n esa 7 egri chiziqqa o ‘tkazilgan normal. Bu masalada 
yechimning aniqlanish sohasi 7 chiziqning biror atrofidan iborat 
bo ‘ladi. . .

Agar 7 egri chiziq (1) tenglamaning xarakteristikaiari bilan 
ustma-ust tushmasa, tengiamaning koefBtsiyentlari va berilgan r, u, 
f ( x , y )  funksiyalar hamda 7 egri chiziq analitik funksiyalar bo'lsa, 
u holda Koshi-Kovalevskaya teoremasiga asosan Koshi masalaning 7 
egri chiziqning yetarlicha kichik atrofida analitik yechimi mavjud va 
yagona bo‘ladi.

Qaralayotgan (1) tenglama giperbolik tipdagi tenglama bodgani 
uchun ham Koshi masalasining yechimi mavjud bo'ladigan 7 egri 
chiziqning kichik atrofini aniqlash mumkin. Buning ucliun 7 egri 
chiziqning A  va B nuqtalaridan (1) tenglamaning x =  const va 
y =  const xarakteristikalarini o ‘tkazamiz va ular kesishgan nuqtani 
C  deb belgilaymiz. Natijada hosii bodgan A  soha Koshi masalasi 
yechimining aniqlanish sohasi. bodadi.

0 x
10 — shakl.
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Endi (1) tenglama uchun Koshi masal&sining qo‘yilishini aniq- 
lul) olaylik. 7 egri chiziq y =  7 (2:) tenglama bilan berilgan bo ‘lsin,

dj(x)
dx

>  0.luinda x a <  x <  x&, 7(1) €  C 1\xa , x b \ va

KOSHI MASALASI. (1) tenglamaning egri chiziqli A  sohada aniq- 
langan uzluksiz va quyidagi

u(x,y)\AB =  u(x, y)\y=^f^  = r ( x ) ,  xA <  x <  x B , 

du
dn AB

du
dn y=y(x)

=  n(x), xA <  x <  x B ,

(2)

(3)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.
Bu yerda t (x) va u(x) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar.
Shuni ta’kidlash muhimki, (2) va (3) Koshi shartlari y =  

y(x)  egri chiziq ustida ux(x ,y )  va uy(x,y)  hosilalarni aniqlashga 
imkon beradi. Haqiqatdan ham, (2) shartni x o ‘zgaruvchi bo ‘yicha 
differensiallab,

du
dx y = j(x )

du
dy

y ' ( x )  -  t ' (x ),
y=x(x)

(4)

ifodani olamiz.
u(x,y)  funksiyadan 7 egri chiziqda normal bo ‘yicha olingan 

hosila. quyidagicha

du
dn 7

du I
—— cos(rr,n.) +

7(»)

du
dy

cos (y, n) =
y=i(x)

du dy du d u .  du
=  a i t  ~  Tv =  w  “  a i  =  " (ar)'

bo'ladi. Hosil bo'lgan (4 )-(5) tenglamalar sistemasidan u 
hosilalarni

X

(5)

va uy

du T'(x)  +  u(x)"f'(x) .
1 +  7  » (* )  = v ( x ) '

(6)

du
dy y = l(x )

t '(x )i '(x ) -  u(x) _
1 + 7 '2(x ) n ) ’

(7 )
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124 IH bob. Giperbolik tipdaqi tenqlamalar

bir qiymatli aniqlanlaymiz.
1—TEOREMA. Agar (1) tenglamaning koeffitsiyentlari va o ‘ng 

tomoni
a(x,y), b(x,y), c(x,y), f ( x , y )  6 C(A ) 

hamda berilgan r (x ) va u(x) funksiyalar

r (x ) e  C'lxA, xB\, v (x ) € C\xA, xB\,

bo ‘lsa, u holda (1)—(3) Koshi masalasining yechimi mavjud va yagona 
bo'ladi.

Is b o t . Agar quyidagi

v =
du
dx'

w =
du
dy'

yordamchi funksiyalarni kiritsak, u holda (1) tenglama ushbu

dv
8y
ow
dx
du
dy

= f (x,  y) -  a(x, y)v -  b(x, y)w 

= f(x,y) -  a(x,y)v -  b(x,y)w 

= w(x,y).

c(x, y)u\ 

c(x, y)u;

(8)

(9 )
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udita tenglamalax sistemasiga ekvivalent bo'ladi.
Endi A  sohada ixtiyoriy M( x,  y) nuqta olamiz va shu nuqtadan 

cliiquvchi 7 chiziq bilan P  va Q nuqtalarda kesishuvchi (1) tenglama- 
ning M P  va MQ  xarakteristikalarni 0‘tkazamiz.

(9) sistemaning birinchi va uchinchi tenglamasini QM  kesma 
y =  const bo ‘yicha, ikkinchi tenglamasini esa P M  kesma x =  const 
bo'yicha integrallaymiz hamda (2), (6), (7) va (8) ifodalarni hisobga 
olib v(x,y) ,  u(x,y), w(x,y)  funksiyalarni

' y
v — y>(x) +  f  [ /  — av(x,rj) — bw(x,rj) — cu(x,rj)\dr}-,

7 Q)_  X
< w =  j>(y) + f  [f  ~  av(£, y) -  bw(£, y) -  cu(£, y)]dQ, (10)

Hv)y
u =  r ( x ) +  f  w(x,rj)dr}.

\ iix)
ko‘rinishda aniqlaymiz. Bu yerda

ip(y) =. du
dy x=h(y)

h(y) esa j ( x )  ga teskari bo'lgan funksiya.
Agar u(x,y)  funksiya ( l ) - (3 )  Koshi masalasining yechimi 

bo'lsa, u holda v(x,y),  w(x,y)  va u(x,y)  funksiyalar (10) integral 
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi va aksincha yopiq A  
sohada (10) sistemaning ixtiyoriy (v,w,u)  yechimi (9) differensial 
tenglamalar sistemasini va u funksiya esa Koshi masalasi shartlarini 
qanoatlantiradi.

Bundan tashqari (4), (6), (9) formulalardan va (10) sistemaning 
birinchi tenglamasidan.

du
dx

dw
<% =
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X= ip(x)+ J'[f'-av(£,y)-bw(£,y)—cu(€,y)]d{; = v,
h(y) - .

b o ‘lishi kelib chiqadi. Demak, (8) tengliklar bajariladi.
Endi (8) tengliklarni (9) sistemaning birinchi tenglamasiga 

qo'yib, u(x,y) funksiyaning (1) tenglamani va (2), (3) Koshi shart- 
larini qanoatlantirishiga ishonch hosil qilishimiz mumkin.

Shunday qilib, (1)—(3) Koshi masalasini (10) integral tengla- 
malar sistemasiga ekvivalent ekan. Bu integral tenglamalar siste- 
masini ketma-ket yaqinlashish usuli bilan echamiz.

Buning uchun nolinchi yaqinlashish sifatida

v0 = tp(x), w0 = 7p(y), u0 = t(x)
berilgan boshlang'ich funksiyalarni olamiz va ketma-ketlikning keyin- 
gi hadlarini quyidagi

dv ^
—  =  tfi(x) + /  [f(x,i7) -  avn-1 -  bwn-i -  eun_i]d?7;

7 (x)dw — x, — =  ij;(y) +  /  [f(£,y) -  avn - 1  -  bwn-\ -  cun_ i ] d £ ;  ( n )
° n  K y )
3u y
—  = t(x)+ f wn-i(x, rj)drt, (n = 1 , 2 , . . . )
° n  7(*)

formulalar bo'yicha quramiz.
Endi yopiq A  sohada vn, wn va un ketma-ketliklarni yaqinla- 

shuvchi ekanligini isbotlaylilt. Buning uchun quyidagi

yvn+\ -vn = - j [a(vn -  un_ i )  +  b(wn -  mn_ i )  +  c(un - un-i)]dr);
7(x)

XWn+1 -wn = - J [a(vn -  un_ i )  +  b(wn -  wn-i) +  c(un -  u n_ i ) ]d ^ ;  

Kv)
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Un+1

y

7(»)

-  W n- l ) d 7), (12)

ayirmalarni tuzamiz.
Agar K g leqmax.{\a\ +161 +  |c|} va A — const >  0 bo ‘lsa, u holdaA

\vn — vn-i\, |wn -  wn-\\ va |un — un-\\ ayrimalar qujddagi

( n - ! ) !
\u u . K p - u ^  +  ^ ^ - y o ) "  .\un u n ~  1 \  J\ Jl , . ,

( n -  1)!

(13)

tengsizliklarni qanoatlantirishini ko‘rsataylik.
Bu tengsizliklarning to ‘g‘ri ekanligini matematik induksiya usuli 

bilan isbotlaymiz. Agar A  yetarlicha katta bo‘lsa, u holda n =  1 
bo'lganda (13) baholar to ‘g‘ri bo'ladi. Endi bu tengsizliklar n +  1 
bo'lganda ham o'rinli ekanhgini ko‘rsataylik. Yuqorida tuzilgan (12) 
ayirmalardan, masalan uning birinchisidan

y

K + i - ^ n | <  J (\a\ +  \b\ +  \c\)Kn- lA
+x)

(x +  r j - x o -  y0)n- 
(n -  1)!

dr) <

y

< K nA /
(x +  r) - x 0 -  y0)n 1
----------( ^ T j ! ----------dn

K n
=  —.- A[ (x  +  y -  x0 -  yo)n -  (x -  x0)n] <n\

< K nA (x +  y— — y ° L t ( x >  x0, yg‘eqj(x) > y0)
n!

bo ‘lishi kelib chiqadi.
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Xuddi shu kabi |u>n+i — wn\ va |un+i — un\ ayrimalarni 
baholaymiz. Natijada ushbu

oo oo oo
+  Y2(vn - v n- l ) ,  Wo +  ̂ 2 (w n - W n- i ) ,  Uo +  ̂ i U n - U n - i )  (14)

n = l  n = l  n = l

qatorlarni olarniz. Bu qatorlarning har bir hadi absolyut qiymati 
jihatidan yaqinlashuvchi

a + a  — ~  =  0-+exp{K (x+ y - xo-yo)})
n—1 ' ' .

qatorning hadlaridan kichik. Shuning uchun (14) qatorlar 
(13) tengsizliklarga asosan yopiq A  sohada absolyut va tekis 
yaqinlashuvchi bodadi.

Dernak, vn, wn va un ketma-ket yaqinlashishlar mos ravishda 
yopiq A  sohada uzluksiz bo‘lga,n v, w va, u limitga intiladi. (11) 
sistemada n —» oo limitga o ‘tsak, u holda bu ketma-ketliklar mos 
ravshida v(x,y),  w(x,y)  va u(x,y)  funksiyalarga intiladi. Bu limit 
funksiyalar (10) sistemani qanoatlantiradi, bunda esa ux, uy, vy va 
wx funksiyalarning yopiq A  sohada uzluksiz bodishi kelib chiqadi.

Endi (10) tenglamalar sistemasi yechimining yagona ekanligini 
isbotlaylik.

Faraz qilaylik, (10) tenglamalar sistemasi Vi, w-\, U\ va V2, w ,̂ u% 
yechimlargaegabodsin. Ularningayirmasini V =  v i—v ,̂ W  =  W\-W2 
v&U =  u\ — U2 deb belgilaylik. U holda V, W  va. U funksiyalar ushbu

' v
V(x, y)  =  -  f  [aV — bW — cU]dr); 

t(®)
< W( x, y )  =  — f  [aV - b W  -  cU]d£; (15)

Hv)

U(x,y)  =  -  f  W(x,r))drj,
,  j ( x )

sistemani qanoatlantiradi. Bundan V =  W  =  U =  0 ekanligini isbot 
qilamiz. V, W  va U funksiyalar egri chiziqli yopiq A  sohada uzluksiz
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va chegaralangan. Demak, shunday B son mavjudki, bu son uchun 

|V| < B ,  |W \ < B , \U]<B

tengsizliklar o ‘rinli bodadi. U holda (15) sistemadan

|V0r,y )| <  J  (|a| +  |6| +  \c\)Bdrf < 

t(x +  y - x 0 - y 0)

7 (x)

< K B (y  -  y0) < K B - 1!
tengsizlikni olamiz. Xuddi shunday W  va U uchun ham

| W (x ,y )\ < K B

\U(x,y)\ <  K B

(x +  y - x o -  y0) 
1! ’

(x +  y - x o -  y0) 
1! ’

tengsizliklar o'rinli ekanligini ko'ramiz. Bu tengsizliklarga matematik 
induksiya usulini qo'llaymiz va ixtiyoriy n uchun quyidagi

\V (x,y)\<K nB (x +  y - x o -  yo)r
n\

n\

| U (x ,y )\ < K nB (x +  y - x o -  ya)n
ni

baholar o ‘rinli bo ‘ladi.
Bundan esa n —» oo bo'lganda V =  W  =  U =  0 ekanligi kelib 

chiqadi. Shuday qilib, 1-teorema to'liq isbot bo‘ldi.
2. Gursa masalasi.
Agar AB  egri chiziq to ‘g ‘ri burchak tashkil qilsa, ya’ni Z.ADB 

to ‘g‘ri burchak bo ‘lsa, u holda ADB  egri chiziqda ikkita chegaraviy 
shart berib bo'lmaydi. Buning o ‘rniga quyidagi Gursa masalasini 
qarashimiz mumkin.
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Giperbolik tipdagi (1) tenglamaning AD, DB, B C  va AC  
xarakteristikalari bilan chegaralangan to ‘g‘ri to ‘rtburchakIi sohani G 
deb belgilaylik. Bu yerda A =  (xA,yA), B =  (xb ,Vb ), C =  (xc , y c ), 
D  =  (x d , v d ) va x A =  x c , yA =  v d , x d  -  xB, yc  ■

G ursa MASALASL To‘rtburchakli G sohada (1) tenglamaning 
quyidagi

u(X,y)\AD =  U\y= yD =  <Pl(x), XA < X < X D , (16)

u(x,y)\DB =  u\x=XD =  <p2(y), yD < y <  yc,  (17)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping. Bu 
yerda <pi(x) va <p%(y) berilgan etarlicha silliq funksiyalar va bu 
funksiyalar uchun <pi(xD) =  <p2(yD) tenglik o'rinli.

y

y c

y

yo

o

i ,

C  B

G  M

A
i * *I 1 *

• 5
J _______ 1______________1_______ L

D

XA SJX X

12 — shakl.

Gursa masalasi uchun ushbu teoremani isbotlaylik.
2—TEOREMA. Agar (1) tenglamaning koeffitsientlaxi va o ‘ng 

tomoni
a(x,y), b(x,y), c(x,y), f ( x ,y )  € C(G) 

hamda berilgan funksiyalar

<pl(x) G C l [xA, xD\, <p2(y) G C l [yD, Vb \,
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lio'lsa, u holda (1), (15)—(16) Gursa masalasining u(x ,y ) yechimi 
<'1 (C) sinfda mavjud va yagona bo'ladi.

ISBOT. Xuddi Koshi masalasidagi kabi quyidagi

du o u
w

d x ’ w dy' 

yordamchi funksiyalarni kiritsak, u holda (1) tenglama ushbu

(18)

V

dv
dy
ow
dx
du
dy

=  f ( x ,y )  -  a(x,y)v -  b(x,y)w -  c(x,y)u; 

=  f (x ,  y) ~ o.(x, y)v -  b(x, y)w -  c(x, y)u;

=  w(x,y);

(19)

tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo'ladi.
Endi G sohada ixtiyoriy M (x,y )  nuqta olamiz va bu nuqta 

orqali (1) tenglamaning M P  va M Q  xarakteristikalarini o ‘tkazamiz. 
Bu yerda P  =  (xD,y), Q =  (x ,yD).

(19) sistemaning birinchi va uchinchi tenglamalarini QM  kes- 
mada, ikkinchi tenglamasini esa P M  kesmada integrallab, ushbu

V

y
v =  v(x, yo) +  f [ f  -  av(x, rf) -  bw(x, 77) -  cu(x, r])}dri;

VD

w =  w(xD, y) +  f  [f -  av(t, y) -  bw(£, y) -  cu(£, y)]d£;
Hv)
y

u =  u(x,yD) +  f  w(x, rj)dr);
i{+)

(20)

sistemaga ega bo‘lamiz.
Bu sistemadan (16)-(18) tengliklarga ko‘ra

v (xo,Vd )
du
dx

=  if>x ( x ) ,
y=yo

w(xD,y)
du
dy =  V2 (y)-

X — X Q
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bo‘ladi. Bu tengliklarga asosan (20) sistemani quyidagi 

' / y
v(x , y) =  p x (x ) +  f [ f  -  av(x, rf) -  bw(x, rj) -  cu(x, rjj]dry,

VD
X

< w(x, y) =  P2(y) +  f i f -  av(€, y) -  bw(£, y) -  cu(£, y )]d f; (21)

y
u(x,y) -  ip!(x) +  f  w(x,r])drj,

, .  yv

ko‘rinishda. yozib olish murnkin.
Aksincha, (21) sistemaning ixtiyoriy yechimi (19) sistemani 

qanoatlantiradi. Bundan tashqari

du
dx

y

=  tp'i(x)+ f
VD

dw
dx

dy =

y
=  p'1(x) +  J [f(x, rj) — a(x, rfjv -  b(x, tj)w  -  c(x,rj)u]drj =  v

VD

bo'ladi. Demak, (18) tenglamaning birinchisi o'rinli ekan. (20) siste- 
madan ushbu

«1 v= vd  = <Pi(x), 
y v

u\x=XD =<pi(xD) +  J w\x=XDdrj =  p\(xD) +  J <p2(rj)drj =
VD \ VD

=  p \(x D) +  pi(y) -  p%(yo) =  pi(y)

ifodalar kelib chiqadi.
Shunday qilib, (21) sistemaning ixtiyoriy yechimi qaralayotgan 

Gursa masalasining yechimi bo ‘lar ekan. Bundan esa (21) sistema 
(1) tenglama uchun qo‘yiIgan (16)—(17) Gursa masalasiga ekvivalent 
ekanligi kehb chiqadi.

Xuddi Koshi masalasidagi kabi (1), (16)-(17) Gursa masalasi 
(21) sistemaning uzluksiz yechimini isbotlashga keltirildi. Bu sistema
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yechimining mavjudligini yuqoridagi singari ketma-ket yaqinlashish 
usuli bilan ko'rsatish mum'kin.

13-§. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi va Gursa 
masalalarini Riman usuli bilan yechish

1. Q o 'sh m a  d if fb r e n sia l  o p e r a t o r  t u s h u n c h a s i. G rin  
FORMULASI. Ushbu bo ‘3imda chiziqli giperbolik tipdagi tenglaina 
uchun boshlang‘ich-chegaraviy masalalar yechimlarining integral ifo- 
dasini olish uchun kerakli bo'lgan ayrim yordamchi formulalarni 
keltiramiz.

Faraz qilaylik, .

L[u] =  uxy -f a(x, y)ux +  b(x, y)uy +  c(x, y)u, (1)

chiziqli giperbolik tenglamaga mos differensial operator bo'lsin.
Bu yerda a(x,y), b(x,y) va c(x,y)  qaralayotgan operatorning 

koeffitsiyentlari, biror D  c Rxy sohada berilgan funksiyalar bo'lib, 
ular a(x,y), b(x,y) €  C r(D) va c(x,y) £ C(D) bo'lsin.

L[u\ operatorni biror v(x, y) funksiyaga ko'paytiramiz va buning 
uchun quyidagi ayniyat o'rinli:

i /'8H  dK\
(2)vL[u\ -  uL*[v] =  -  ^

, dx +  dy )  ’

bu yerda

va

L [v] — vxy (av)x -  (bv)y +  cv, (3)

H  =  v ~  -  u ~  +  2auv =  (uv)y -  2u(vy -  av), 
dy dy , '

K  =  v ^ -  -  U”  +  2buv =  (uv)x -  2u(vx -  bv). 
ox ox

(3) formula bilan aniqlangan L* operator L operatorga qo‘shma 
operator deyiladi.
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Agar vL[u] — uL*[v} ayirmani biror H  va K  ifodaiarning 
mos ravishda x va y o'zaruvchlar bo'yicha xususiy hosilalarining 
yig‘indisi ko'rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda ikkita L va 
L* differensial operatorlar o ‘zaro qo‘shma operatorlar deyiladi.

Agar L[u\ =  L*[u] bo ‘lsa, u holda L[u\ o ‘z -o ‘ziga qo‘shma 
operator deyiladi.

R^y tekislikda S bo'lakli silliq chiziq bilan chegaralangan 
soha D  bo'lsin. Endi (2) ayniyatni D  sohada integrallaymiz va 
unga matematik anaiiz kursidan ma'lum bo ‘lgan Grin formulasini 
qo'llaymiz. Natijada

^uA[u] — uL*[v]jdxdy =  ^ j (Hdy — K dx ), (4)
D  s

ifodaga ega bo'lamiz. Bu formula ham ikki o ‘lchovli Grin formulasi 
deyiladi.

RlMAN USULI. Nemis matematigi R..Riman chiziqli giperbolik 
tipdagi tenglamalar uchun Koshi va Gursa masalalarining yechimini 
qurish usuhni tavsiya qilgan.

Quyidagi Koshi masalasini qaraylik. \
K oshi MASALASI. Yopiq D  sohada aniqlangan, uzluksiz va

u(x,y) eC^^D), ux y e C (D ) -  (5)

funksiyalar sinfiga tengishli

L[u\ =  uxy +  a(x, y)ux +  b(x, y)uy +  c(x, y)u =  f (x ,  y), (6)

tenglamaning quyidagi

u\y=i(x)
du
dn = v(x),

j i= 7 ( x )

(7)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping. Bu yerda 
a(x,y), b(x, y) -  uzluksiz va birinchi tartibli hosilalarga ega, c(x,y) 
va f (x ,y )  -  uzluksiz funksiyalar, t ( x ) ,  v ( x ) -  berilgan funksiyalar, n 
esa 7(2:) egri chiziqqa o ‘tkazilgan normal.
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Ma'lumki, (6) tenglamaga mos xarakteristik tenglama dxdy =  
0 bo'lib, x =  const, y =  const to ‘g‘ri chiziqlar tenglamaning 
xarakteristikalari bo'ladi.

Tekislikda biror j ( x )  egri chiziq berilgan bo'lib, (6) tengla- 
maning xarakteristikalari bu egri chiziqni bittadan ortiq nuqtaiarda 
kesib o'tmasin.

M(xo,yo) nuqtani belgilab, bu nuqtadan x =  xo, y =  yo 
xarakteristikalarni o ‘tkazamiz. Bu xarakteristikalar berilgan 7 (2;) 
chiziq bilan P  va Q nuqtalarda kesishib, M PQ  egri chiziqli 
uchburchak hosil qiladi. M P Q  egri chiziqli uchburchak bilan 
chegaralangan soha A  bo'lsin.

Faraz qilaylik, (5)-(7) masalaning u(x ,y ) yechimi mavjud 
bo'lsin. U holda yopiq A  sohada aniqlangan, uzluksiz va

v(x,y)  € C ^ A ), vx y e C ( A )

shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy v(x,y)  funksiya uchun (4) 
ayniyat o'rinli.

Noma'lum u(x,y) funksiyaning M(xo,yo) nuqtadagi qiymatini 
aniqlaymiz. Buning uchun (4) ifodani A  sohada integrallab, Grin 
formulasini qo‘llaymiz.
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Natijada

J J (vLu — uL*v)dxdy — ^ J (H d y  — Kdx)
A  7

hosil bo'ladi.
Bu yerda 7 kontur PQ  yoydan hamda Q M  va M P  xarakteris- 

tikalardan iborat.
Endi (4) ifodaning o ‘ng tomonidagi QM  va M P  xarakteris- 

tikalar bo'yicha olingan integrallarni qaraylik. .
Q M  xarakteristikada dy =  0, M P  xarakteristikada esa dx — 0 

bo'lgani uchun (4) tenglik quyidagi ko'rinishga keladi:

. Q
J J (vL u  — uL*v)dxdy ~ 7 ;J {H d y  — K dx)—
A  p

M  P

2 j  Kdx  +  -  J  Hdy =  J\ +  J2 + Jz,
Q M

M (8)

J\ =  J  u(vxdx — Vydy) —  v(uxdx —  uydy) —  2uv(bdx — ady). (9) 
PQ

Endi J{ integrallarni alohida-alohida hisoblaymiz.

J2

Js

M

-\hKdx  =  -  2

P

=\!
M

Hdy =  -

(u v ) m  -  ( u v ) q

( u v ) p  -  ( u v ) m

M  /

/ -Q x

dv
dx

-  6u j dx, (10)

M

u \ avjdy,  (11)

Topilgan Ji integrallarning (9), (10) va (11) ifodalarini (8) formulaga 
qo'yib, mos hadlarini soddalashtirsak, quyidagi

u(M )v(M) =
u(P)v(P) -  u(Q)v(Q)
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QJ u(vxdx — V y d y ) — v(uxdx — uydy) — 2uv(bdx +  ady)+ 
P

dy+
X = X Q

+ v (x ,y ) f (x ,y ) uL*v dxdy. (12)

formulaga ega bo ‘lamiz. (12) formulauing o!ng tomonidagi ikki karrali 
integral va Q M  va M P  xarakteristikalar bo ‘yicha integrallarda 
noma'lum u(x,y) funksiya qatnashyapti. Riman usulining asosiy 
maqsadi, shu integrallarni nolga aylantiradigan qilib, v funksiyani 
tanlashdan iborat.

Faraz qilaylik, ikki juft (x ,y ,x 0,y0) o ‘zgaruvchilarga bog‘liq 
bo'lgan v(x,y;xo,yo)  funksiya quyidagi 

1) A  sohada

Lxyv (x ,y ;x 0,yo) =  0, (13)

bir jinsli tenglamani va

2) ( -q^v(x’ y; xo, yo) -  b(x > y)v(x> v, xo, yo) =  0, (14)
y—yo

3) ( q^v(x, y; x0, vo) -  a(x, y)v(x, y; xQ, y0) =  0, (15)
x — x q

4) x — x0 va y =  y0 bo ‘lganda

v (x ,y ;x 0,y0) — 1, (16)

shartlarni qanoatlantirsin.
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Endi (13)-(16) shartlarni qanoatlantiruvchi v(x, y; xo, r/o) funk- 
siyaning mavjudligini isbotlaymiz. Buning uchun (14) tenglikda x  ni £

hosil bo'ladi. Bundan (16) tenglikka asosan Q M  xarakteristikada 
ushbu

ifodani olamiz.
Yuqoridagi shartlardan ko'rinadiki, v (x ,y ;x 0,yQ) funksiya 

birinchi juft argumentlari bo ‘yicha (13) tenglamaning (17) va (18) 
shartlarni qanoatlantiruvchi Gursa masalasining yechimidan iborat.

__Agar (6) tenglamaning a(x, y), b(x, y ) va c(x, y) koeffitsiyentlari
C ^ A ) sinfga tegishli bo'lsa, u holda (13), (17)-(18) masalaning 
yagona yechimi mavjud bodadi. Bundan esa (13)—(16) shartlarni 
qanoatlantiruvchi v(x, y; xo, yo) funksiyaning mavjud va yagonaligi 
kelib chiqadi.

T a ’r if . Chiziqli (6) tenglamaga qo'shma bulgan bir jinsh

bilan almashtirib, hosil bo ‘lgan ifodani x  dan xQ gacha integrallaymiz. 
Natijada

X

X

(18)
3/0

L *xy\v \ =  v xy ~ (av)x -  (bv)y +  CV =  0,

tenglamaning

X
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y
a(x0,rj)dri

yo

v(x0,y0;x 0,y0) =  1,

shartlarni qanoatlantiruvchi v(x, y; x0, y0) yechimiga Riman funksiya- 
si deb ataladi va bu funksiya R(x, y; x0, y0) deb belgilanadi.

Endi (12) formulada v =  R(x, y; x0, y0) deb almashtirib,

u{M ) =  u(p )R (p ) ~ < Q )R (Q )

v(x0,y ;x 0,y0) — exp{ /

QJ u(Rxdx -  Rydy) — R(uxdx — uydy) — 2uR(bdx +  ady)+
p

+
yo yo

R(x, y; x0, y0) f (x ,  y)dxdy.
&0 g  a m m a (x )

(19)

« ifodani hosil qilamiz. Bu yerda y0 qiymat -y(x) — y0 tenglamaning 
yechimi, ya'ni y0 =  7_ 1(x).

Yuqorida hosil qilingan (19) formula Riman formulasi deyiladi. 
Bu formula chiziqli giperbolik tipdagi (6) tenglamaning (7) chegaraviy 
shartlarni qanoatlantiruvchi u(x0,y0) yechimining Riman funksiyasi 
R (x ,y ;x 0,y0) orqali integral ifodasini beradi. Riman formulasini 
keltirib chiqarilishidan Koshi masalasi yechimining yagona ekanligi 
kelib chiqishi mumkin. Chunki u(x,y)  funksiyaga nisbatan uning 
mavjudligidan boshqa hech qanday ortiqcha shart talab qilinmadi.

Endi (5)-(7) Koshi masalasi yechimining mavjudlgini asos- 
laymiz. Oldingi paragrafda berilgan tenglamaning koeffitsiyentlari, 
berilgan r  va v funksiyalar m alum  shartlarni qanoatlantirganda 
Koshi masalasi yechimining yagonaligi va mavjudligini isbot qilingan 
edi. (19) formula bilan aniqlangan u(x0, y0) funksiya (6) tenglamani va 
(7) shartlarni qanoatlantirishini bevosita tekshirib ishonch hosil qihsh 
mumkin. Demak, (19) formula bilan aniqlangan u(x0,y0) funksiya A  
sohada (6) tenglamaning yechimi ekanligidan R (x ,y ;x0,y0) Riman
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funksiyasi ikkinchi juft (®o,2/o) argumentlariga nisba.tan bir jinsli (6) 
tenglamani qanoatlantiradi, ya’ni

L R (x ,y ;x 0,y0) =  0. (20)

Agar R *(x ,y ;x0,yo) funksiya L*v =  0 qo‘shma tenglamaning 
Riman funksiyasi bo'lsa, u holda

R *(x ,y ;x0,yo) =  R (xo,yo;x,y)
' ' i

tenglik o ‘rinli b o ‘ladi. Bundan esa (20) tenglikning o ‘rinli ekanligi 
kelib chiqadi.

Demak, L operatorning R (x ,y ;x 0,y0) Riman funksiyasida 
(x ,y)  argumentni (x0,y0) ga ahnashtirilsa, u holda qo‘shma L* 
operatorning Riman funksiyasi bosil bo ‘ladi.

Agar L =  L* b o ‘lsa, u holda R *(x ,y ;x0,y0) Riman funksiyasi 
(x,y)  va (x0,y0) argumentlarga nisbatan simmetrik, ya'ni

R(x, y; x0, y0) =  R(x0, y0; x, y)I
funksiya bo'ladi.

Shunday qilib, quyidagi teoremaning o ‘rinli ekanligi isbotlandi: 
1—t e o r e m a . Agar j ( x )  £ C 1[x a ,V b \, '/(x) >  0, a(x,y), 

b(x,y), c(x,y), ax(x,y), by(x,y), f ( x ,y )  £ C (A ) va t ( x ) £  

C 1[x a , x b ], v ( x ) £ C^^j i a x̂ b ] bo ‘lsa, u holda (5)—(7) Koshi 
masalasining yagona yechimi mavjud bodadi va (19) formula bilan 
aniqlanadi.

Bu teoremaning brtafsil isboti [10] va [13] darsliklarda 
keltirilgan.

G u r sa  m a s a l a s i . T'o‘rtburchakli G sohada

L[u\ =  uxy +  a(x, y )ux +  b(x, y)uy +  c(x,y)u =  f (x ,y ) , (6)

tenglamaning quyidagi

u(x,y)\AD =  u\y=VD =  <pi(x), X A  < x < X D , (21)

u(x,y)\DB z= U\X=XD =  <p2(y), v d < v <  v b , (22)

www.ziyouz.com kutubxonasi



13-§. Riman usuli ... 141

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping. Bu 
yerda <pi(x) va <-Pri(y) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar va, bu 
funksiyalar uchun '̂ >\(xd ) =  <P2(vd ) tenglik o'rinli.

14 — shakl.

Shuni ta’kidlash muhimki, xuddi Koshi masalasidagi kabi 
chiziqli giperbolik tenglama uchun Gursa masalasi yechimining 
integral ifodasini Riman funksiyasi orqali topish inumkin.

Buning uchun G sohada fiksirlangan Mq — (xo,yo) nuqtadan
(6) tenglamaning x — x0 va y =  yo xarakteristikalarni o ‘tkazamiz. 
Ularning AD  va BD  xarakteristikalar bilan kesishgan nuqtasi P  va 
Q bo'lsin.

Endi (4) formulada u(x,y)  funksiyani Gursa masalasining 
vechimi, v(x,y)  ni esa (6) tenglamaning R (x ,y ,x 0,yo) Rirnan 
funksiyasi deb, hosil bo ‘lgan ayniyatni M P D Q  to'rtburchakli sohada 
integrallaymiz. Natijada quyidagi

tx(x0,yo) =  u(P)v(P) +  U(Q)v(Q) -  u(D)v(D) +  x£y yo
+  J </?i(x)( -R x ~ bR)\y=yod3' ~ j  ^ 2 {y){̂y “  &R)\x=xqdy—

xq ' VDxq yo
- J j f(x,y}R(x,y',Xo,ŷdxdy’ ( 2 3 )

x d  Vd
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Gursa masalasi yechimining integral ifodasini olamiz.
2 - t e o r e m a . Agar

a(x,y), b(x,y), c(x,y), ax(x,y), by(x,y), f ( x , y ) e C (A )

ipi(x)  e  C ^ x a ^x d ), <p2(y)  e  C l [yD , y B} va <pi(xD) =  ip2(yD )

bo'lsa, u holda (6), (21), (22) Gursa masalasining yagona yechimi 
mavjud bodadi va (23) formula bilan aniqlanadi.

14—§. Telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasi

0 ‘tkazgichdan elektr toki o ‘tganda uning atrofida elektromagnit 
maydoni hosil b o ‘ladi. Bu maydon o ‘tkazgichdagi tok kuchi va 
kuchlanishni o ‘zgartiradi va bu o ‘zgarish o ‘tkazgichda tebranish 
jarayonini keltirib chiqaradi. Bunday tebranma jarayonlarni ifodalov- 
chi tenglama matematik fizikada tdegraf tenglamasi deb yuritiladi.

Biz ushbu paragrafda telegraf tenglamasini keltirib chiqarish va 
shu tenglama uchun Koshi masalasini o ‘rganamiz.

1. T e l e g r a f  t e n g l a m a s in i k eltir ib  c h iq a r is h .
Uzunligi l bo ‘lgan o ‘tkazgichni Ox o ‘qi bo‘ylab, koordinata 

boshiga o'tkazgichning bir uchini joylashtiraylik. 0 ‘tkazgichdan o ‘ ta- 
yotgan elektr okimi Ox o'kining musbat yo ‘nalishi bilan bir xil 
yo‘nalgan bo ‘lsin. 0 ‘tkazgichning biror nuqtasidagi i tok kuchi va, v 
kuchlanishi x abssissa va t vaqtning funksiyasi bo'ladi. Tok kuchi 
i va uning v kuchlanishi biror birinchi tartibli xususiy hosilali 
differensial tenglama bilan o‘zaro bog‘liq bo'ladi. 0 ‘tkazgichning birlik 
uzunligiga mos keluvchi qarshilik R, elektr sig‘imi C, o ‘z induksiya 
koefiitsiyenti L va tokning isrof bo'lish koeffitsiyenti G o'zgarmas 
bo'lsin. 0 £tkazgichning ixtiyoriy x =  xi va x =  x2 nuqtalar orasidagi 
qismini qaraymiz. Bu qismga Om qonunini qo‘llaymiz. Natijada

®2 X2
v ( x i , t ) - v ( x 2,t) =  R J i(x,t)dx + L  j  — J jJ ) dx, (1)

XI Xl
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ikkinchidan esa,
X2

u ( * l . t) -  V(X2, 0  =  -  J  ^Q~~dX
X I

bo'ladi. U holda yuqoridagi tengliklardan

J  +  L +  R i(x ,t)^  dx =  0

ifoda kelib chiqadi. Bundan esa x\ va x2 nuqtalarning ixtiyoriy ekan- 
ligidan v(x,t)  va i(x,t)  funksiyalarga nisbatan

dv(x, t) 
dx

+  L +  R i(x ,t )  — 0, (2)

tenglamani olamiz.
Bir tomondan, birlik vaqt davomida o'tkazgichning [a,'j , x2] qis- 

midan o'tayotgan elektr miqdori
X2 „

/ x / v f  di(x,t)
i(* i, 0  -  *(*2, *) =  -  J  ..Qx~~dx'

X\

(3)

ga teng bodadi. Ikkinchi tomondan esa, birlik vaqtda o ‘tkazgichning 
belgilangan qismidan o'tayotgan elektr miqdori o ‘tkazgichning shu 
qismni zaryadlashga ketgan va isrof bo ‘lgan elektr miqdorining yi- 
g‘indisiga teng, ya’ni

X2
i(x\, t) -  i(x2,t) — C j  — g j  ' dx +  G J  v(x,t)dx, (4)

X I  X l

bo ‘ladi. U holda (3) va (4) formulalardan

J ( ^  +  c ^ ) + G ! ( i + = 0

X \  '
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kelib chiqadi. Bundan esa, ushbu

di(x,t) ^ d v (x , t )
+  C - ——------h G i(x ,y) — 0,dx dt (5)

tenglamani olamiz.
Keltirib chiqarilgan (2) tenglamani x bo ‘yicha, (5) tenglamani

d2i(x, t) 
dxdt

esa t bo'yicha differensiallab, hosil bo'lgan ifodalardan
hosilani ayiramiz, natijada v(x,t)  kuchlanishga nisbatan ikkinchi 
tartibli o'zgarmas koefhtsiyentli ushbu

d2v
d x 2

d2 v d v
L C  -^2 +  (R C  + G L)  —  +  G Rv,

tenglamaga ega bodamiz.
Xuddi shu usul bilan i(x, t) tok kuchiga nisbatan quyidagi

d2 i 
d x 2

d21
— L C  — -„ +  (R C  +  G L)-^j +  G Ri,

tenglamani keltirib chiqarish mumkin.
Shunday qilib, o ‘tkazgic.hdagi v kuchlanish va i tok kuchi bir xil

d2w
J J 2 a o

d2w
iH2 26q

dw
~dt ■ C0 w, (6)

differensial tenglamani qanoatlantirishi kelib chiqdi.
Bu yerda a0 =  LC, 2b0 =  RC  +  GL, c0 =  GR.
Agar (6) tenglamada quyidagicha yangi u(x,t)  noma'lum 

funksiya

t =  -s/aoy, w =  e x p { - - ^ _ y  1 u
l  V « o  j

kiritsak, u holda bu tenglama soddaroq

d2u d2u 
d x 2 d y2 +  X2 u =  0, ^2 _  bo ~  fflpco 

a0 ’

ko‘rinishga keladi.
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Demak, o'tkazgichdan o'tayotgan i tok kuchi va v kuchlanishini 
qanoatlantiruvchi (6) tenglama telegraf tenglamasi deyiladi.

Iz o h . Shuni ta'kidlash lozimki, telegraf tenglamasi uchun bosh- 
lang‘ich-chegaraviy masalalar va siljishli masalalaming korrektligi 
[21] qo'llanmada A. Q. O ‘rinov tomonidan batafeil o'rganilgan. Biz bu 
yerda yuqoridagi qo'llanmadan foydalanib, telegraf tenglamasi uchun 
Koshi masalasini keltiramiz.

2. T e l e g r a f  t e n g l a m a s i  u c h u n  K oshi m a s a l a s i . 
0 ‘tkazgichdagi elektr tebranishlarini ifodalovchi ushbu

L u  — Uxx ' uyy T  C U 0, ( 'i)

telegraf tenglamasini qaraylik.
Bu yerda c =  const 0, u(x,y) esa tok kuchi.

(7) tenglamaning AC : x  +  y =  0, BC : x  — y  =  l xarakteris- 
tikalari va y — 0 o'qdagi AB  kesma bilan chegaralangan (xarakteristik 
uchburchak) soha D  bo ‘lsin. Telegraf tenglamasi uchun D  sohada 
Koshi masalasini qo'yamiz.

15 — shakl.

K oshi m a s a l a s i . (7) telegraf tenglamasining yopiq D  sohada 
aniqlangnn uzluksiz va quyidagi

u(x,y) G C (D )C C \ D \ jA B )r \ C 2(D)-, (8)

u(x,y)\y=o =  u(x,0) =  t(x), 0 <  x < l, (9)

uv(x,y)\y= 0  =  uy(x, 0) =  v(x), 0 <  x < l, (10)
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shartlaxni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping. Bu yerda r(x)  
va v(x) yetarlicha silliq berilgan funksiyalar.

Endi xOy  tekisligida £ =  x +  y, q =  x -  y xarakteristik 
o‘zgaruvchilarga o ‘tamiz. U holda (7) tenglama

r eLqu =  utn +  -  u =  0, , : (11)

ko‘rinishga keladi. D  xarakteristik uchburchak esa uchlari Ao(0,0), 
Bo(l,l), Cq(0,1), nuqtalarda bo'lgan A  =  { (£ ,7?) : 0 <  £ <  rj <  1} 
uchburchakli sohaga o'tadi, bu yerda M 0 =  ( £ o , ? ? o ) ,  P  — ( £ o , £ o ) ,  

Q =  (» 7 o ,*7 o )-
U holda (7)-(10) Koshi masalasi quyidagicha qo‘yiladi:
KOSHI MASALASI. (11) tenglamaning yopiq A  sohada

aniqlangan va

«(£ ,»7) e c ,( S ) n c 1(A U i4 0B 0) n C 2(A ); (12)

w(*.y)lw=o = "(£,»7)l  ̂= «(£,£) = r(£), 0 < £ < 1, (13)
uy(x>y)\y=0 = (u£ ~ ur])\ij=£ = (̂̂ ), 0 < £ < l, (14)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(£, r/) yechimini toping.
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R im a n  fu n k siyasin i q u r is h . .
Kanonik shakldagi (11) tenglamaning Riman funksiyasini

«  =  v(z) =  a/ c( C - ? o)(77o - 77) ) ,  £ o < Z ,V < m ,  (15)

ko'rinishda izlaymiz. (15) funksiyadan kerakli tartibdagi hosilalarni 
hisoblaymiz:

U£ =  v'(z)zt., Ufr =  v'{z)ztzv +  v'(z)z{:v,

ze
c(Vo -  v)

Zn —
c( 0̂ -  0

z(.n
c

' 4? uZv - l u(z).
2z 7 2 z

Endi (15) funksiyani va olingan hosilalarni (11) tenglamaga qo'yib, 
quyidagi

v " ( z }+  - v'(z) +  v(z) =  0, (16)

oddiy differensial tenglamaga ega bodamiz. (16) tenglamaning xususiy 
yechimi maxsus funksiyalar nazariyasida

. . z2 z4 z6
° {z) ~  ¥  +  (2^4)2 _  (2 • 4 • 6)2 +  ...

nolinchi tartibli Bessel funksiyasi orqali ifodalanadi. Bundan (16) 
tenglamaning xususiy yechimi

v = I0(z) = I0 ( y c ( t  -  £,0)(vo ~ V )j,
ekanligi kelib chiqadi.

Demak, (11) tenglama uchun Riman funksiyasi

R(Z,v,to,vo) =  /0  V c(£-£.o)(vo-v)), (17)

lio'lar okan.
Shunday qilib, (17) formula bilan aniqlangan Riman funksiyasi 

quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

1 )  L*0£VR(£, v, to, Vo) =  0; I'otonoR&  V, £o,Vo) =  0;
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dR
=  / l f » c(»?o -  V)

77=770 ^ 77=770

_  aR

liamda ?; =  £0 va 77 =  %  bodganda

3) f - : / X(z)

2a

c(?o -  £)

=  0;

(=(o 2 z

l?=T}0

(=(o

R(€o,Voi€o>Vo) =  / o ( 0 )  =  1

b o ‘ladi.
Demak, (17) formula bilan aniqlangan -R(£,t?;£oj»?o) funksiya

(11) tenglama uchun Riman funksiyasi bo'ladi.
K oshi m a s a l a s i y e c h im in i q u r is h . Buning uchun oldingi 

paragrafda topilgan (19) Riman formulasidan foydalanamiz. 12- 
paragrafdagi (6) tenglamada a(x ,y) =  0, b(x,y) =  0, c(x ,y ) — 
const, f ( x ,y )  =  0 bo'lsa, telegraf tenglamasi hosil bo'ladi. Telegraf 
tenglamasi uchun Koshi masalasining qo‘yilishida AB  egri chiziq 
C — V tenglama bilan ifodalanadi. Xarakteristikalaming bu to ‘g‘ri 
chiziq bilan kesishgan P, Q nuqtalarining koordinatalari P  =  (£o,£o), 
Q  — (r?o, % ) b o ‘ladi. U holda 12—§ dagi (19) Riman formulasiga 
asosan quyidagi

« ( & , » ?  0)  =  ^ « ( £ 0 , & ) # ( & ,  £ o ;£ o ,» ? o )  +  ~u(rj0,vo)R(m, »?o; £ o ,  m))+

m

+  2 J — Rrj) ~~ R(u( ~~ 'u?j)]|??=£<̂£> (18)
(o

ifodani olamiz. Boshlangdch shartlarga asosan u(£,£) =  r(£), (u% — 
uQlrf—̂ =  p (Q ekanligidan

R(vo, Vo', £ o ,  Vo) =  / o ( 0 )  =  1 ,  R ( C o ,  € o ; ^ o ,  ? ? o )  =  / o ( 0 )  =  1 ;  

R(€,&£o,vo) =  M V C(£ -  x io)(vo -  f l )  =  /o(^o);

_ _  \j'{ M v - V o )  y M c(^0 - O l
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c ( r ? o  -  C o )  h(z) c(m ~  £ o ) y

=  — =  — l( o)’

bo‘ladi. Bu yerda I i (zq) = h(z)
Zo ’

Zo — z\n=( =  Vc(£ - €o(no -  £))•
U holda (18) formula quyidagi

«(&,%) = T(C0)Y^ +Cfa,2 ^  j  T(t)h{y/c(Z -  6)(b0 -  £M~
??0J v(0  IoWc(t -  £ o ) ( r ? o  -  0 ] ^ >  ( 1 9 )

&

ko'rinishga keladi.
Demalc, telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi 

(19) formula orqali ifodalanadi.
IzOH. Riman funksiyasi l egri chiziqning ko‘rinishiga va bosh- 

lang‘ich shartlarning berilishiga bog'liq emas.
4-MASALA. Giperbolik tipdagi

X2u xx -  y 2uyy =  0, (20)

tenglamaning

u(x,  1) =  f i ( x ) ,  uy (x, 1) =  f 2(x)  (21)

shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimini Riman usuli bilan 
toping.

Y e c h ish . Berilgan tenglama

f  =  x y ,  7] =  |  (22)

almashtirish yordamida

=  0 (23)
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kanonik ko‘rinishga keladi. y — 1 to ‘g‘ri chiziq tenglamasi yangi rj 
o‘zgaruvchilarda £r) =  1 ko‘rinishda yoziladi. (22) tengliklarga. asosan

ekanligidan

du

ir]=l

1 du 1 du\
2dx

in=i

du 
dr)

tn=i

£2 du £ du 
2 dx 2 %

tengliklarni hosil qilamiz.
Bu tengliklardan (21) boshlang'ich shartlarni e'tiborga olib,

du

du
dr)

tv=i

tv=i
~ / i ( 0  +  | /2(0 ,

(24)

(25)

(26)U |^»7=l—  1 )

ifodalarga ega bo ‘lamiz.
12—§ da keltirilgan (19) formulada integrallash tartibini 

o'zgartirib, a — 0, 2b =  f  =  0 desak, masalaning yechimi
quyidagi .

u(£o,r)0) = (uv)P +  ( u v ) q +

P /
1 f f d u

+ 2 J y d t - -
Q x

du dv uv\ (  du d v \ ,
u— -----— } — j v—  -  u—  dr). (27)

^  £ dr) dr)

ko'rinishda yoziladi.
Endi v(£,r)-+o,r)o) Riman funksiyasini tuzamiz. Buning uchun

viv +  2f Vr' ~  ® (28)
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tenglamaning

v(Z>W,£;o,Vo) = \ l j ;  v(to,r)o;Zo,r]o) = 1

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish zarur. 
Bevosita tekshirish bilan

(29)

v(£, v; 0 ,  vo)
i£o (30)

funksiya (28)-(29) masalaning yechimi bo ‘lishiga ishonch hosil qilish 
mumkin.

(24)-(26) tengliklardan va (30) Rirnan funksiyasidan 
foydalanib,

u(P) =  /i(Co), u(Q) =  / x f 1

V(P) =  m o ,^ ; ( o , » ) o

1

^ 0/

i;

V^oVo

ekanligini inobatga olsak, masala yechimi uchun

v(Q) = v\ — ,r)0;to,Vo \Vo ,

u(Co, Vo) =  2 / 1 ^ 0)  +  /1 j  +

r/na _  i/no
t V& f Wo f  h (0  ,,
+~T J lW dt - - T  J

& Co

(31)

formulaga ega bo'lamiz. .
Bu yerda eski x, y o'zgaruvchilarga qaytib, (21)-(22) 

masalaning yechimi

u(x,y) =  f̂ i (x y) +  \ h  ( - 1 +
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+

x/y

V K  f  f i ( 0
4 ./ £3/2

xy

x/y

xy

ko‘rinishda topiladi.
5-MASALA. Tor tebranish tenglamasining

htt =  a2Uxx, a =  const, —oo < x <  + o o , . t >  0,

u(x, 0) =  <p(x), ut(x, 0) =  ip(x), —o o <  x < + o o ,

shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimini toping. 
Y e c h ish . Berilgan tenglamaning xarakteristikalari

(32)

(33)

(34)

x — at =  ci, x +  af =  C2,

bo ‘lgani uchun
 ̂ £ =  x — at, rj =  x +  at,

almashtirish (33) tengiamani

(35)

kanonik ko'rinishga keladi.
Berilgan masalada l chiziq t =  0, ya’ni ox o ‘qidan iborat. t =  0 

da £ =  x, rj =  £ bo ‘lganligi uchun

«tu=e =  t (0 ,
Qu Qu
ae Qr) :1>(€)

bo'ladi.
(33) tenglama uchun Riman funksiyasi

=  0

tenglamaning
=  1

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan iborat.

(36)
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a(x, y ) — 0, b(x, y) =  0 bo ‘lgani uchun Riman funksiyasi

. .  v(£,v;€o,m) =  1 .

bo'ladi. • '
Yuqorida 12-§da keltirilgan (19) Riman formulasi va (36) shart- 

larga asosan hamda

_  1 du _  1 da,
H =  2 d i f  K ~  2 a c ’ /  =  o,

ekanligidan masalaning yechimi

«(£o , m )  =
<p((q) +  <p(m) , 

2 • 2 a

mj ip(z)dz, 
£o

ko'rinishda hosil bodadi.
Bu yerda £o =  x — at, t)q =  x +  at tengliklarga asosan eski x va 

t o ‘zgaruvchilarga qaytilsa, (33)-(34) Koshi masalasining D ’alamber 
usuli bilan topilgan yechimi

x-\-at

■ x —at

kelib chiqadi.
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Nazorat uchun savollar

1. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi 
qo ‘yiladi? Bu masala korrekt bo'ladimi?

2. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi 
jarayonni ifodalaydi?

3. Yechimning berilganlarga uzluksiz bogdiqligini 
tushunasiz va yechimning turg'unligi nima degani?

4. D'alamber formulasi tor tebranish tenglamasi uchun Koshi
masalasining yechimi bodishi uchun (fo(x) va funksiyalar
qanday shartlarni qanoatlantiradi?

5. Giperbolik tipdagi tenglama uchun asosiy chegaraviy 
masalalar qanday qo'yiladi?

6. Chegaraviy shartlar necha xil bo'ladi?
7. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi-Gursa masalasi 

qanday qo'yiladi?
8. Giperbolik tenglama uchun Darbu masalasi qanday qo'yiladi?
9. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalalar qanday 

qo'yiladi?
10. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala yechimining 

yagonaligi qanday isbotlanadi?
11. Aralash masala yechimining mavjudligini isbotlash

sxemasini izohlab bering. .
12. Agar ipo(x) =  0 bo ‘lsa, u holda Fur’e koeffisienti haqida 

nima deyish mumkin?
13. Fur’e usuli qanday masalalarni yechishda qo'llaniladi?
14. Chiziqli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun umumlashgan 

Koshi masalasi qanday qo‘yiladi?
15. Chiziqli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun umumlashgan 

Gursa masalasi qanday qo'yiladi?
16. Qo‘shma operator deganda nimani tushunasiz?
17. Qanday funksiyaga Riman funksiyasi deyiladi?
18. Riman funksiyasi qanday shartlarni qanoatlantiradi?
19. Riman funksiyasining asosiy xossalarini ayting.

qanday

qanday

qanday

www.ziyouz.com kutubxonasi



Nazorat uchun savnllar vn rrmsnlalar 155

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

3.1. Quyidagi tenglamalarnmg umumiy yechimini toping.

1 } y U y y  ~f" 3U y    0 .

2 ) x 2uxx -  2 x y u xy +  y 2uyy +  x u x +  y u v =  0 .

3) 3XUXy — yUyy ~~ 2Uy = 0 .

4) uxx — 2 cos x u xy +  cos2 xuyy — 2 ux +  (2 cos x  +  sin x )u y =  0 .

_ £  x2 2 y 2 — x 2 3
5) 'U'XX 2 'U'xy H JT 'M'yy V>£ 4“ q 'U"U

y y yz yy X y6
6 )  4:V,XX 4 U Xy  "i~ 'M'yy 2 "U x  H" U y  —  0 .

7) V 'x x  ^'U'xy “i~ Q'U'yy 4* 2ILy — 0.
* ( sinx \ ^

8) sm y u xy +  uyy +  I — -------c t g y J  uv =  0 *

3.2. Quyidagi Koshi masalalarini yeching.

1) ^ x y  “  3, 2/) ly=ai~ sitlX , U y ( x ^ y ' )  COS X.

2 ) uxy =  0 , u (x ,x 2) =  0 , uy(x ,x 2) =  \J\x\, |rc| <  1 .

3) uxy +  Ua, =  0 , u ( x ,x )  =  sinx, ux ( x , x )  =  1 .

4) U XX +  2U Xy  3 U y y  --  0,

u (x ,  0) =  0 , uy (x ,  0) =  x .

5) 4 X U x x  y U y y  +  3 U y  — 0,

u (x ,  1) =  x 2 +  1, uy (x ,  1) =  4.

6) 3 xu xx -  y u xy +  4ux =  0, 

u ( l , y )  =  l +  y 4 , ux ( l , y )  =  y 4 .

7) 3 XUxy — 2 yUyy +  2 Uy =  0,

u ( jc, 1) =  3x2, u y (x, 1) =  4 —  x 2 .

3) t Utt x  uxx — 0 ,

u (x ,  1 ) =  2  ̂ fx, ut (x, 1 ) =  \fx>
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9) . 2,XV/xx IJ'U'xy “i“ 5'Ug; — 0} .
« ( 1, 2/) =  o, ux(l ,y )  =  y5.

10) utt =  uxx +  axt,
■ u(x, 0) =  x, ut(x ,Q )=sinx.

3.3. Uzunligi l — 1 bo ‘lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich 
holati ip(x) =  A  sin nirx va boshlang'ich tezligi ip(x) =  0 bo'lgan 
torning tebranishi haqidagi masalani yeching.

3.4. Uzunligi l =  1 bo ‘!gan uchlari mahkamlangan boshlang‘ich 
holati tp(x) =  x ( l —x) va boshlang'ich tezligi ip(x) =  0 bo ‘lgan torning 
tebranishi haqidagi masalani yeching.

3.5. Uzunligi l =  1 bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang‘ich 
holati <p(x) =  0 va boshlang‘ich tezligi if)(x) =  «o  bo ‘lgan torning 
tebranishi haqidagi masalani yeching.

3.6. Uzunligi l bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang‘ich
holati <p(x) =  0 va boshlang‘ich tezligi ip(x) =  sin — j —  bo‘lgan torning 
tebranishi haqidagi masalani yeching.

3.7. Chekli D  =  { (x ,t )  : 0 <  x <  l, t >  0 } sohada utt =  a2uxx 
tenglamaning n(0,t) =  ux(l,t) =  0 chegaraviy va

u(a;,0) =  sin^-a;, ut(x, 0) =  cos ^-x
Zil

boshlang‘ ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
3.8. Ushbu utt =  a2uxx +  f (x ,  t) tenglamaning D =  {(cr, t) : 0 < 

x < l, t >  0} sohada kuyidagi

u(Q,t)=Q, ux(l,t) +  hu(l,t) =  0, h >  0

chegaxaviy va
u(x,Q) =  ip(x), ut(x, 0) =  0

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) vechimini toping.
3.9. Ushbu Uu =  a2uxx +  f ( x , t )  tenglamaning D =  {(x , t) : 0 < 

x  <1, t > 0}  sohada quyidagi

156________ III bob. Giperbolik tipdaqi tenqlamalar______________

u(0, t) = 0 ,  u(l,t) =  0
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chegaraviy va

3  — ot
11.(2;, 0) — — -— x +  a, ut(x j,0) =  0

. I/

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
3.10. Ushbu uxx- u tt +  Xu =  0 tenglamaning Riman funksiyasi

v(£,mtuvi) = Jo \/(£ -  6)(j? - m)j . m = -^ 2>

ekanligini ko'rsating.
3.11. Quyidagi Koshi masalalarini Riman usuli bilan yeching.

1) utt =  a2uxx +  c?u  +  f ( x ,  y ), —00 <  x  <  + 00 , quadt >  0.

u(x,  0) =  <p(x), u t(x ,  0) =  i>(x),  —00 <  x  <  + 00.

2) utt =  a2uxx — c2u, —00 <  x <  + 00, t >  0,

u(x, 0) =  <p(x), ut(x ,0) =  i/>(x), —00 < x <  + 00 .

3) utt =  uxx — Au +  1, —00 <  x <  +00, t >  0,
u(x, 0) =  0, ut(x, 0) =  0, —00 < x < +00.

4) uxy +  2ux +  uy +  2u =  1, 0 <  x ,y  <  1;
a(x, y) |a;+y=i =  x, ux(x, y)\x+y=i x.
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IV  BOB

PARABOLIK TIPDAGI TEN GLAM ALAR

Parabolik tipdagi tenglamalar issiqlik tarqalishi, diffuziya hodi- 
salarini va boshqa ko'plab fizikaviy jarayonlarni o ‘rganishda ko‘p 
uchraydi.

Ushbu bobda asosan, parabolik tipdagi tenglamalarning sodda 
vaJdii bo'lgan

Lu =
du , d2u

— a
dt dx2

issiqlik tarqalish tenglamasi uchun boshlang‘ich-chegaraviy masala- 
larning qo'yilishi va ularning yechish usullari bilan tanishamiz.

15—§. Parabolik tipdagi tenglamalar uchun boshlang‘ich va 
chegaraviy shartlar

Issiqlik tarqalish jarayoni sodir bo ‘layotgan uzunligi l bo'lgan 
sterjenni qaraylik. Sterjenning o ‘qi sifatida Ox  abssissa o'qini olamiz.

Faraz qilaylik, ixtiyoriy vaqtda sterjenning barcha nuqtasida bir 
xil harorat saqlansin. Sterjenning ixtiyoriy x  nuqtasining t vaqtdagi 
temperaturasini u — u(x, t) deb belgilaylik.

Agar sterjenning issiqlik sig'imi c, uning zichligi p, sterjenning 
issiqlik o'tkazuvchanlik koeffitsiyenti k hamda ichki issiqlik 
manbaining zichligi F  bo'lsa, u holda u(x, t) funksiya quyidagi bir 
o'lchovli

du d f , du
Cp~di ~ d i \ k~di +  F, 0 <  x <  l, t >  0

issiqlik tarqalish tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsatish qiyin emas 
(I bob, 3—§).

Umuman olganda, c, p, k va F  parametrlar x, i va u ning 
funksiyasi bo ‘ladi. Ko‘plab tadbiqiy masalalarda bu funksiyalar
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sterjenda temperaturaning o'zgarisbi bilan juda sekin o ‘zgaradi va 
c, p, k funksiyalar t vaqtga bog‘liq bo'lmaydi. Shuning uchun ular 
faqat x  o ‘zgaruvchining funksiyasi, F  ni esa x  va t ga bog'liq deb 
olish mumkin.

Agar qaralayotgan l uzunlikdagi sterjen bir jinsli bo ‘lsa, u holda 
c, p, k funksiyalar o ‘zgarmasga teng bo'ladi va yuqoridagi tenglamani

Lu =
du
dt

id 2u
a W  =  , { x ’ t) ’ ( i)

ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerda a2 _
cp cp

Agar sterjenning harorati barcha nuqtasida bir xil bo'lmasa, 
u holda sterjenda issiqlik oqimi sodir bo'ladi. Bunda issiqlik 
oqimi sterjenning yuqori haroratli nuqtasidan past haroratli nuqtasi 
tomonga yo‘nalgan bo ‘ladi.

Sterjenning x  ko'ndalang kesimi orqali birlik vaqtda Ox o ‘qi 
bo ‘ylab o'tayotgan issiqlik miqdori uchun

q(x,t) =  - k (x )
du(x, t) 

dx

formula, o'rinli bo'ladi. Bu yerda q(x,t) funksiya issiqlik oqimining 
zichligi deyiladi.

Agar sterjenning xq nuqtasi orqali (to, to + d t)  vaqtda issiqlik O x  
o ‘qi bo'ylab tarqalayotgan bo ‘lsa, u holda q(x,t) funksiyani (x0,to) 
nuqta atrofida musbat, aks holda manfiy deb olinadi. ,

Sterjenda issiqlik tarqalishini to ‘la aniqlash uchun (1) 
tenglamaning o ‘zi etarli bo‘lmaydi. Buning uchun sterjemiing bosh- 
lang‘ich temperaturasini va uning uchlaridagi issiqlik rejimini bilish 
zarur bo ‘ladi.

Faraz qilaylik, t — 0 vaqtda sterjenning x  nuqtasidagi harorati 
<p(x) bo‘lsin. U holda

u(x,0) =  tp(x), 0 < x < l  (2)

boshlang‘ich shart beriladi.
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Sterjenning x  =  0 va x — l chetlarida uning harorati yold 
issiqlik oqimining zichligi ma'lum bo'lishi yoki atrof-muhit biian issiq- 
lik almashinish shartlarini berish mumkin.

Agar sterjeniiing x =  0 uchida ju i(f) temperatura va x =  l 
uchida issiqlik oqimining zichligi v\\{t) ma’lum bo'isa, u holda

u(0, t) =  m (t), -k ( l )  =  ” i(t) (3)

IV  bob. Parabolik tipdaqi tenqlamalar _________

chegaraviy shartlar beriladi.
Agar sterjenning x  =  0 va x =  l uchlarida issiqlik okimining 

zichiigi nolga teng bo'lsa, u holda sterjenning uchlari issiqlik 
o ‘tkazmaydigan deyiladi.

Masalan, agar sterjenning x =  l uchi issiqlik o ‘tkazmaydigan 
b o ‘lsa, bu holda

du(l, 
dx

chegaraviy shart beriladi.
Agar sterjenning uchlarida atrof-muxit bilan issiqlik 

almashinishi sodir bo ‘layotgan bo'lsa, u holda birlik vaqtda 
sterjenning x kesimidan atrof-muhitga chiqayotgan issiqlik miqdori 
sterjenning temperaturasidan atrof-muhit temperaturasining 
ayrimasiga proporsional bo'ladi, ya’ni

q =  H(u -  u q ) ,

bu yerda H -  issiqlik almashinish koeffitsiyenti, u -  sterjenning, uq 
esa atrof muxitning temperaturasi.

Issiqlik oqimi zichligining fizikaviy xossasiga asosan sterjenning 
x  =  0 va x  — l uchlarida

fe(°) d̂ dx^ ' =  Hl tn(0, 0 -  Pl ’ (5)

fc(0 =  H2[u(l, t) -  p2(t)\, (6)

issiqlik almashinish shartlarini olamiz.

t) =  0 (4)
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Bu yerda H\ va H2 -  sterjerming mos ravishda chap va o !ng 
uchlarining issiqlik o'tkazuvchanlik koefRtsiyenti, pi{t) va Pi{t) mos

(7)

(8)

keltirilgan

(9) 

( 10)

yozish mumkin. Bunda cti, a2, /?i va (32 — berilgan o'zgarmaslar, ular 
uchun ushbu a \ + P l >  0, a\ +  f}\ >  0 tengsizliklar o'rinli, m{t)  va 
p2 (t) berilgan fimksiyalar.

Agar ai =  0 va /3j ^  0 bo'lsa, u holda (9), (10) shartlar 

u(0,t) =  Mi W j u{l,t) =  p2 (t)

kurinishni oladi va ular birinchi tur chegaraviy shartlar deyiladi.
Agar Oi 0 va /3< =  0 bo'lsa, u holda (9). (10) shartlar ikkinchi 

tur chegaraviy shartlar deyiladi va ular

^ - ■ ' W .
kurinishda ifodalanadi.

Agar aj 7̂  0 va 7̂  0 bo'lsa, u holda (9), (10) shartlar 
uchinchi tur chegaraviy shartlar deyiladi.

ravishda sterjenning uchlari atrofining harorati.
Yuqoridagi (5)-(6) chegaraviy shartlarni quyidagi

' du{ 0, t)
dx

du{l, t) 
dx

- h i u { 0,t) =  fii{t), 

-  h2u{l,i) =  ii2{t),

ko'rinishda yozib olish mumkin. Bu yerda

h\ =

(0  =  -

H\
m
Him

> 0 ,

pi{t),

h2
Hi_
k{l)

> 0 ,

Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun yuqorida 
chegaraviy shartlarni umumiy holda 

du{ 0, t)
a i

a 2 ■

dx
du{l, t) 

dx

+  fau{0,t) =  in{t), t > 0 , 

+  p2u{l,t) =  p2{t), t >  0
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16—§. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi 
chegaraviy masala

M a s a l a n in g  q o 'y il is h i. Y e c h im n in g  y a g o n a l ig i . Berilgan
chekli Q =  {(x, t) : 0 < x <  l, 0 <  t < T }  sohada

r du 0d2u „, ,
L u s m - a 'S^ =  f l x ’ t) ’ (1)

tenglamaning
u\t=o =  <p(x), 0 < x < i , (2)

boshlang‘ich va

ll|a;=0 = ■ Pi(t), u\x=i =  fx2(t), 0 < t < T , (3)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradigan yechimini topish masalasi 
birinchi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Bu yerda l uchi koordinat boshida bodgan sterjenining 
uzunligini, T  esa shu fizik jarayonni o ‘rganish qancha vaqt davom 
etishini bildiradi, ip(x), p\(t), fi2(t) -  berilgan funksiyalar.

Biz izlanayotgan u(x,t)  yechimni Q yopiq sohada uzluksiz 
funksiya deb faraz qilamiz va shuning uchun berilgan f ( x , t ) ,  p>(x), 
fJ-i(t), (i2(t) funksiyaiarni uzluksizligini va demak,

V>( 0) =  Mi(0), <p(l) =  fJ,2(0)

bo'lishini talab qilamiz.
I  bobdan madumki, ( l ) - (3 )  chegaraviy masala biror qattiq 

jismning boshlangfich harorati <p(x), uning chegarasidagi harorati 
ma'lum bo'lsa, bu jismning Vt £ [0,T] vaqtdagi u(x,t)  haroratni 
aniqlaydi.

Yuqorida qo'yilgan (l ) - (3 )  masalani yechishda t >  0 bo'lishi 
juda muiiim, chunki tor tebranish tenglamasidan farqli o'laroq t 
vaqtni —t ga almashtirsak, (1) tenglama tubdan o'zgarib ketadi. 
Shuni ta'kidlash muhimki, agar (1) tenglamada t vaqt —t ga 
almashtirilsa, qai'alayotgan boshlang‘ich-chegaraviy masala umuman 
yechimga ega bo'lmaydi. Bu fizikaviy jarayonlarga va tenglamani 
keltirib chiqarilishiga bevosita bog'liq.
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t o

i
c

Jf
0

17 — shakl.

Biz qo'yilgan ( l ) - (3 )  birinchi boshlang'ich-chegaraviy masalani 
to'liq o'rganish bilan cheklanamiz. Awal bu masala yechimining 
yagona ekanligini ekstremum prinsipi yordamida ko'rsatamiz va 
yechimning turg‘unligini isbotlaymiz. ( l ) - (3 )  masala yechimining 
mavjudligi esa matematik fizikada keng ko'llaniladigan usullardan biri 
o'zgaruvchilarni ajratish, Fur’e usuli bilan ko‘rsatamiz.

E k s t r e m u m  p r in sip i.
1—TEOREMA. Yopiq Q sohada uzluksiz bo'lgan va Q soha ichida 

bir jinsli
~  O Uxx (6)

issiqlik o ‘tkazuvchanlik tenglamasini qanoatlantiruvchi u(x ,t ) 
funksiya o ‘zining eng katta va eng kichilc qiymatlariga F chiziqda 
erishadi.

Bu yerda F qaralayotgan Q to ‘rtburchakning t — 0, x  =  0 va 
x — l chiziqlar ustida yotgan chegaralarining yig‘indisi.

ISBOT. u(x,t)  funksiyaning Q to ‘rtburchakdagi eng katta 
qiymati M,  ya’ni mux|«(a;, t)| =  M  va chiziq ustidagi eng katta

qiymati esa m, ya’ni max|«(a;, t)\ =  m deb belgilaymiz.
Faraz qilaylik, Q to'rtburchakda shunday (x*, t*) ichki nuqta 

topilsinki, bu nuqtada M  > m  bo ‘lsin, bu yerda t* >  0, 0 <  x* <  l.
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164 IV  bob. Parabolik tipdagi tenqlamalar

Quyidagi yordamchi

/ , M  — m . . .ov(x, t) =  u(x, t) +  ■ 2 (* -  x *)2

funksiyani qaxaylik. Q to ‘rtburchakning asosi t =  0 da, yon tomonlari 
x =  0 va x  =  l da

v(x, t) < m  +
M - ■ m M  3 m „ . ,  „

—  — —— I— — =  6M  <  M, 0 <  6 <  1 
4 4 •

bo ‘lishini lco'rish qiyin emas. .
Shu bilan birga v(x*,t*) =  u(x*,t*) =  M.  Demak, yordamchi 

v(x, t) funksiya ham u(x, t) funksiya kabi o'zining eng katta qiymatiga 
T da erishmaydi.

Shunday ekan, v(x,t )  funksiya o ‘zining eng katta qiymatiga 
biror (x\,t\) (0 <  x\ < 1, 0 < t\ < T )  nuqtada erishsin.

U holda, matematik analiz kursidan ma'lumki, shu nuqtada 
d2v dv- —2 <  0 va —— >  0 bo'ladi. 
oxf  Ot\

Agar t\ < T  bo'lsa, u holda bu nuqtada

dv

dv
dt\

0 bo'iadi.

Agar t \ = T  bo ‘lganda esa, —— >  0 munosabat o ‘rinli bo'ladi. 
Demak, (a + fi)  nuqtada

V\ (X Vxx ^  6 (7)

tengsizlik bajariladi.
Ikkinchi tomondan esa

2 2 M  — m M  - m
vt - a  Vxx =  u t -  a ux x -------= --------------- <  0

bo'lishi kerak. Bu esa (7) tengsizlikka zid.
Demak, M  > m bo ‘ladigan nuqta topilsin, degan farazimiz 

noto‘g ‘ri ekan. Ekstremum prinsipini eng katta qiymat uchun 
isbotlandi. Eng kichik qiymat uchun ham ekstremum prinsipi xuddi 
shnnday isbotlanadi.
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1 - XULOSA. Agar u(x, t) funksiya issiqlik tarqalish tenglamasi- 
ning yechimi bo ‘lib, yopiq Q sohada eng katta (eng kichik) qiymatiga 
ega bo'lsa, u holda bu funksiya Q sohada o ‘zgarmasdir.

Is b o t . Faraz qilaylik, V (x, t) 6 Q da u(x, t) ^  0 bo'lsin. U hol- 
da ekstremum prinsipiga asosan u(x, t) funksiya V (x, t) €  Q sohada 
o ‘zining eng katta (eng kichik) qiymatiga F chegarada erishadi. Bu 
esa shartga zid. ::

2 -  XULOSA. Agar u(x, t) funksiya issiqlik tarqalish tenglamasi- 
ning yechimi bo'lsa, u holda V (x,t) e  Q uchun quyidagi tengsizliklar 
o ‘rinli:

1) mmu(x,t) < u(x,t) <  max.u(x,t)-,

2) \u(x,t)| <  m ax|«(x,t)\.
3 -  XULOSA. Faraz qilaylik u(x, t) funksiya issiqlik tarqalish teng- 

lamasining yechimi bo'lsin. Agar V (x, t) G F uchun u(x, t) >  0 (<  0) 
bo ‘lsa, u holda u(x, t) >  0 (<  0), V (x, t) e Q bo ‘ladi.

Ekstremum prinsipidan foydalanib, ( l ) - (3 )  birinchi chegaraviy 
masala yechimining yagonaligi va turg‘unligini isbot qilaylik.

2 - t e o r e m a . Agar issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi 
chegaraviy masalaning yechimi mavjud bo‘lsa, u holda bu yechim 
yagona bo ‘ladi.

ISBOT. Haqiqatan ham, agax qaralayotgan masala bir xil bosh- 
lang‘ich va chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi ikkita 
u%(x, t) va U2(x, t) yechimlarga ega bo‘lsa, ularning ayirmasi u(x, t) =  
ui(x,t) -  Ui(x,t) bir jinsli (6) issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasini 
hamda bir jinsli boshlang‘ieh

u(x, 0) — ui(x,  0) — U2(x ,0) =  tp(x) -  tp(x) — 0,

va
u(o,t) =  «i(o,t) -  ti2(o,t) =  m(t) -  m(t) =  o,

u(i, t) =  m(i, t) -  u2(i, t) =  m(t) -  M2(t) =  o,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. U holda ekstremum prinsipiga 
ko‘ra ininu(x,t)  va m axu(x,t) Q sohaning F chegarasida erishadi. 

Q Q
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Bir jinsli shartlarga asosan Q sohaning chegarasida u{x,t)  funksiya 
nolga teng. Demak V (x , t) G Q uchun u(x, t) =  0 bo'ladi. Bundan 
ui(x,t) =  U2(x, t)  ekanligi keiib chiqadi.

3—TEOREMA. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi 
chegaxaviy masalaning yechimi f ( x , t ) ,  ip(x), fii(t) va fi2(t) funksi- 
yalarga uzluksiz bog‘liq bo ‘ladi.

ISBOT. Faraz qilaylik, u\(x,t) funksiya ( l ) -(3 )  birinchi chega- 
raviy masalaning f ( x , t ) ,  <p(x), pi(t)  va p2(t) funksiyalarga bog'liq 
bo'lgan yechimi, u2(x,t)  funksiya esa f*(x,t ) ,  <p*(x), pl(t)  va p%(t) 
funksiyalarga bog'liq bo'lgan yechimi bo‘lsin. Berilgan funksiyalar 
uchun

l /O M ) -  f*(x,t)\ <  e; V ( x , t ) e Q ;

\<p(x) — <p*(x)| <  e, 0 <  x  <  l;

Il*i(t) -  p*(t)| <  e, i =  1,2, 0 <  t < T;

tengsizliklar bajarilsin. U holda \/(x,t) €  Q uchun ekstremum 
prinsipidan kelib chiqqan 2-xulosaga ko‘ra

|ui(x,t) -  u2(x,t)\ <m ax|ui(x,t) — u2(x,t)\ =

=  m ax{m ax|/(a;, t) -  f*(x,t)\,
Q

“ [M ~  t“ oaT] ^  ~

bo'ladi. Bundan Q sohada \u\(x, t) — u2(x, t)| <  e tengsizlikni olamiz. 
Bu tengsizlik ( l ) -(3 )  masala yechimining turg‘un ekanligini bildiradi.

17—§. Birinchi chegaraviy masala yechimining mavjudligi

Cekli sterjenda issiqlik tarqalish tenglamasi uchun qo'yilgan 
( l ) - (3 )  chegaraviy masala yechimining mavjudhgini o'zgaruvchilarni 
ajratish usuli, ya’ni Fur'e usuli bilan isbotlaymiz.

C h e t l a r i  o ’z g a r m a s  h a r o r a t d a  b o ’l g a n  st e r je n d a  
ISSIQLIK TARQALISHI. Bu yerda biz Q sohada bir jinsli

Uf =  (l Uxx (8)
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issiqlik tarqalish tenglamasining

^|t=o =  <p(x), 0 <  x <  l, (9)

boshlang'ich va

tt|a;=0 =  tt| x = l  =  M2 (0 >  9  — t — T,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
Bunda <p(x), fii(t) va fi-2(t) -  berilgan yetarlicha silliq 

funksiyalar.
Biz izlanayotgan u(x, t) yechimni Q yopiq sohada uzluksiz 

funksiya, deb faraz qilamiz va shuning uchun berilgan <p(x), (t),
p2 (t) funksiyalar uzluksiz va bular uchun

<p(ty =  P i(0), <p(l) =  P2(0) .

tengliklar o'rinli bo‘ lsin. ,
Biz ushbu bosqichda qo'yilgan masalaning yechimini chegaraviy 

shartlar bir jinsli p\(t) =  (jl2(t) — 0, ya’ni

«U=o =  0, «|*=j =  0, 0 < t < T .  (10)

bo'lgan holda isbotlaymiz.
Qaralayotgan (8)-(10) masala bir jinsli sterjenda issiqlik 

tarqalish jarayonining matematik modeh bo!lib, sterjenning uchlari 
doim nol darajadagi haroratni saqlaydi.

Bu masalani yechish uchun Pur'e qatorlari nazariyasiga asoslan- 
gan, o'zgaruvchilarni ajratish usulini qo'llaymiz. (8) tenglamaning Q 
sohada xususiy yechimlarini

u(x, t) =  T( t )X(x)  ^  0, (11)

ko‘rinishda izlaymiz.
Bu ko‘rinishdagi yechimni (8) tenglamaga qo‘yib, ushbu tenglik-

larni
X(x)T'(t )  =  a2T(t)X"(x )
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yoki I)ML = ̂ 1M =  x
a?T{t) X (x )

hosil qilamiz. Bundan esa quyidagi

T'{t) +  a2\T{t) =  0; (12)

X"{x )  +  XX {x) =  0 (13)

chiziqli oddiy differensial tenglamalarga ega bo'lamiz.
Berilgan issiqlik tarqalish tenglamasining noldan farqli (11) 

ko‘rinishdagi u{x,t)  yechimini topish uchun (13) oddiy differensial 
tenglamaning quyidagi

X (0 ) =  0, -X{1) =  0, (14)

shartlarni qanoatlantiruvchi X  {x) yechimini topish zaxur.
Shunday qilib, nomailurn X{x)  funksiyani topish uchun quyi-

dagi
X"{x )  +  XX(x) =  0, X(0)  =  0, X(l)  =  0, (15)

spektral masalaga ega bo'ldik. Bu masala chegaralangan bir jinsli 
torning ko‘ndalang tebranishi haqidagi masalada o ‘rganilgan edik. 

Ma'lumki, A parametrning

— )  (n =  1 ,2 ,3 , . . . )  (16)

qiymatlarida (15) xos qiymatlar va xos funksiyalar haqidagi 
masalaning noldan farqli yechimi mavjud va bu yechim

777T
X n(x) =  sin — x, (17)

ko‘ rinishda bo'ladi.
A parametrning A =  An qiymatlariga mos (12) tenglamaning

/na7T\2 
Tn(t) =  ane \ l ) (18)
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yechimlari mos keladi, an — ixtiyoriy o ‘zgarmas sonlar. . ~
Shunday qilib, quyidagi barcha funksiyalar

un(x, t) =  Tn(t)Xn(x) =  an e x p /— ( —y—)  A  sin ~ x  (19)

qaralayotgan (8) tenglamani va (9) chegaraviy shartlarni qanoatlan- 
tiradi. Bu funksiyalardan ushbu .

OO

u(x, t) =  an exp
n—1

(20)

qatorni tuzamiz. .
Endi (20) qatomi (9) boshlanghch shartni qanoatlantirishini 

talab qilib,
OO

u(x, 0) =  (p(x) =  an sin (21)
n—1

ifodani olamiz. Hosil qilingan bu (21) ifoda <p(x) funksiyaning (0, l) 
oraliqda sinuslar bo'yicha Pur'e qatoriga yoyilmasi bo ‘ lib, uning an 
koeffitsientlari

la71 =  1 J s^n  ~J~̂X (22)
o

formula bilan aniqlanadi.
Agar <p(x) funksiya (0, l) orahqda uzluksiz va u yerda birinchi 

tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lib, cp(0) =  <p(l) =  0 b o ‘lsa, u 
holda (21) qator (0, l) oraliqda <p(x) funksiyaga absolyut va tekis 
yaqinlashadi.

Sliu bilan birga ixtiyoriy t >  0 da

0 <  exp

bo'lgani uchun (20) qator ham tekis va absolyut yaqinlashuvchi 
bo'huli. Hlmning uchun (20) qator bilan aniqlangan u(x,t)  funksiya 
Q soliada uzluksiz bo ‘lib, boshlang‘ich va chegaraviy shartlarni 
qanoailantiradi.
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Endi u(x ,t ) funksiya 0 <  x < l, t >  0 sohada (8) issiqlik 
tarqalish tenglamasini qanoatlantirishini ko‘rsataylik. Buning uchun 
(20) qatorni t bo'yicha bir marta va x  bo'yicha ikki marta hadma-had 
differensiallaymiz va quyidagi

(  a7r\
ut(x,t) =  - (  J ^ a „ n 2exp| — (~ T ~ j it} sin 'J '

'  '  n = l  . 1 I

Ux

n -  

2 oo
/ I 71 \ v- '  9 I /n7ra\2 I . rm

t(x, t) -  -  ( y  ) 2_ jann exP) -  \~~l~) —  x
n =  1

x  (23) 

(24)

qatorlarni hosil qilamiz.
Bu qatorlarning hadlari 0 <  x  <  l, tgleqto >  0 sohada

oo e o \ 00
l«n|n2 expi -  t0 i  yoki M  ^  |an|

n = l  ^ I  n = l

yaqinlashuvchi sonli qatorning hadlari bilan chegaralangan va

(Ti„ / nrra\20 <  ( —~  } exp /n7ra\2 , ,
\ T )  i o ( <:L>

„  / n  7r\ 2  r /n 7 r a \ 2  ) ,
0 < ( t )  « p { - ( — )  4 < L

U holda (23) va (24) qatorlar Veyershtrass alomatiga ko‘ra 
t > t0 > 0 da absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo ‘ladi. Bundan 
esa ut(x,t)  va uxx(x,t)  funksiyalarning yopiq t > t0 >  0 sohada 
uzluksiz ekanligi kelib chiqadi. t0 > 0 ixtiyoriy bo ‘lgani uchun ut(x,t) 
va uxx(x,t)  funksiyalax Q sohada uzluksiz bo ‘ladi. (23) va (24) 
formulalarni (8) tenglamaga qo'ysak, (20) formula bilan aniqlangan 
u(x, t) funksiya Q sohada berilgan tenglamaning yechimi bo'lishiga 
ishonch hosil qilamiz.

Shunday qilib, issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi 
chegaraviy masala yechimining mavjudligi haqidagi ushbu teorema 
isbotlandi.

1—TEOREMA. Agar (p(x) €  <71[0,Z] va <p(0) =  cp(l) — 0 bo'lsa, u 
holda ( 8) —(10) masalaning yagona yechimi mavjud va bu yechim (20)
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i|ul,<n l)ilu,n aniqlanadi, qatorning koeffitsientlari esa (22) formula bilan 
liiMolilunadi.

X u l o s a . Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy 
iunaalaning u(x,t)  yechimi Q sohada cheksiz differensiallanuvchi, 
ya'ui u(x,t ) €  C +0°(Q)  bo ‘ladi.

CHETKI NUQTALARI O'ZGARUVCH HARORATDA BO'LGAN 
HTERJENDA ISSIQLIK TARQALISHI. Endi bir jinsli issiqlik tarqalish 
tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalada (3) chegaraviy 
nliartlar bir jinsli bo'lmagan xolda yechimining mavjudligini Fur'e 
usulida isbotlaymiz-

Chekli Q =  {(a;, t) : 0 < x < l , 0 < t < T }  sohada bir jinsli

Uf =  Cl UXx  (25)

issiqlik tarqalish tenglamasining

w|t=0 =  ip(x), 0 < x <1,  (26)

boshlang‘ich va

«U=o =  fJ>i(t), u\x=i =  (t), 0 < t  < T ,  (27)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini topig.
Bu yerda (fi(x), fii(t) va pi2(t) -  berilgan etarlicha silliq 

funksiyalax.
Oxirgi masalaning yechimini

OO

u(x, t) =  Y2  T n s i n  ~ f  x » (28)
n = l

l«)‘ i'iiiisbda izlaymiz. Bunda

i

o
(29)
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Endi Tn(t) noma’lum funksiyani topamiz. Buning uchun (29) 
ifodani ikki marta bo'laklab integralla.ymiz. Natijada

21 f  d2u .' n-K
----- 7T-o t—t; sm —-  x dx.

nAn^ J  ax/ l 
o

u(x,t)  funksiya (25) tenglamani va (27) chegaraviy shartlarni qano- 
atlantirgani uchun oxirgi formulani

Tn(t) =
n-K

u(0, t) -  (—1 )nu(l,t)

M f ) - ( - i ) V 2(0
21 f  d2u , m r  

0

ko'rinishda yozib olish mumkin.
(29) ifodani t bo'yicha differensiallaymiz va

dTn(t) 2 f  du . wk

~ d T  =  l j  m smT xdx (31)

formulani olamiz. (30) ifodadan 

l

U du , 7 i i r ,  ( nna
S “" T xdx =  ~ ( —

2

Tn(t) +
2nna
T F - L ( t ) - ( - i  ) > 2(t)

topamiz va buni (31) formulaga qo'ysak, Tn(t) noma'lum funksiyaga 
nisbatan ushbu

dTn(t) 
dt +

nna
~ T

2

Tn(t) = 2nna2
T F ~

tenglamaga ega bo'lamiz.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

Tn(t) -  exp nna
~ T t fTn(0) +
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'Ik i h i 2 f  ( ( 7rna\2 . .1
A»i(r) -  ( - 1) > 2(t ) dr (32)

lio‘ lmli. Bu yerda

i
Tn{0) =  j J  <p(x)sm™xd,x.  (33)

o

Shunday qilib, (25) bir jinsli issiqlik tarqalish tenglamasining 
(2<i) boshlang’ich va (27) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 
yiichimi (28) qator ko'rinishda aniqlanadi, bunda Tn(t) koeffitsiyentlar 
(32) va (33) formulalar orqali topiladi.

(28) qatorning yaqinlashishi, uni x o ’zgaruvchi bo'yicha ikki 
marta va t bo'yicha esa bir marta differensiallashdan hosil bo'lgan 
(jatorlarning yaqinlashishini tekshishini o ’quvchilarning o ’zlariga 
havola qilamiz.

18—§. Bir jinsli bodmagan issiqlik tarqalish tenglamasi

Ushbu paragrafda bir jinsli bo'lmagan issiqlik 
licnglamasi uchun birinchi chegaraviy masalani qaraymiz. 

Chekli Q =  { ( r ,  t) : 0 <  x  <  l, 0 < t < T }  sohada

tarqalish

Uft — a Uxx ~i~ f(^i f)i ( ! )

issiqlik tarqalish. tenglamasining

u\t=o =  <p(%), 0 <  x < l, (2)

boshhuig'ich va

«U=o ^  Ah(f)> u\x=i =  p2(t), 0 < t  < T , (3)

eliegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t)  yechimini topig.
Bu yerda f ( x , t ) ,  ip(x), Hi(f) va (t) -  berilgan uzluksiz 

liniksiyalar.
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Bu masala yechimining yagonaligi 16-§da ekstremum prinsipi 
yordamida isbotlangan.

Qaralayotgan (l ) - (3 )  masala yechimining mavjudligini bir jinsli 
chegaraviy shartli masalaga keltirib isbotlaymiz.

Buning uchun m(t)  funksiyalarni C^O,T\ sinfdan bo'lsin, 
deb talab qilamiz. U holda (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi

X •
w(x, t) =  fj,i(t) -(- j [ n 2(t) -  /il(t)] 

yordamchi funksiya kiritamiz, ya'ni

w(0,t) =  Mi(f), u(l,t) =  fi2(t).

Endi (1) tenglamaning (2) boshlang'ich va (3) chegaxaviy shart- 
larni qanoatlantiruvchi yechimini quyidagi

u(x,t)  =  v(x, t) + uj(x , t), (4)

yig'indi ko'rinishida izlaymiz. Bu yerda v(x,t)  yangi noma'lum 
funksiya. (2) boshlang'ich va (3) chegaraviy shartlar asosida v(x, t) 
funksiyaga nisbatan quyidagi

u(0, t) =  u(0, t) -  w(0, t) =  m  (t) -  m  (t) =  0;

v(l,t) =  u(l,t) -  u(l,t) = m ( t )  ~ m(t)  =  0;

u (x ,0) =  u(x,0)  - m ( x , 0) =tp(x)  -  /i i(0) -f j [m ( f y  -  Pi (0)] =  <p(x)

chegaraviy va boshlang'ich shartlarga ega b o ’lamiz. Noma'lum v(x, t) 
funksiyaga nisbatan tenglama esa

vt -  a2vxx =  ( u -  ui)t -  a2(u -  uj)xx =

=  Uf a uxx (uJt a uixx) =

=  f ( x , t )  -  m(t) -  j [m ( t )  -  m(t)\ =  g(x,t),

yoki
vt =  a2vxx +  g(x, t), (5)
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lio'lih, bunda

g(x, t )  =  f ( x yi) -  (t) -  j [ / 4 (0  - . / 4 (0 ] ■

Shunday qilib, nomadum u(x, i) funksiyani topish uchun 
qiiyidagi masalaga keldik. Bir jinsli bo'lmagan (5) tenglamaning

v\t=Q =  !p(x) (6)

l.ioshlang’ich va bir jinsli

v\x=o =  0, v\x=i =  0 (7)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi v(x, t )  yechimi topilsin. Bu 
yerda g(x, t) funksiya uzluksiz va x  bo ’yicha bo'lakli uzluksiz hosilaga 
ega hamda barcha t > 0 lar uchun g(0, t) =  g(l , t) =  0 bo'lsin, deb 
talab qilamiz.

Oxirgi (5)-(7) masalaning yechimini

v(x,  t) =  vi (x, t) +  v2(x, t) 

yig’indi ko’rinishida izlaymiz.
Bu yerda V\(x,t) funksiya bir jinsli issiqlik tarqalish 

tenglamasining (6)-(7) shartlaxni qanoatlantiruvchi yechimi bo'lib, u 
avvalgi paragrafda. (20) formula bilan, an Pur’e koeffitsienti esa (22) 
formula bilan aniqlangan. (22) formulani inobatga olib, (20) qatorni 
quyidagi

vi(x , t )  = \ti
—  on=1)

/ri7ra\ 2

A ~ r ) t . mr£ . mxx 
sm ——  sm —— </($)<%,

ko’rinishda yozishimiz murnkin.
v2(x, t )  funksiya esa (5) tenglamaning bir jinsli boshlang’ieh va 

(7) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi echimidan iborat, ya'ni

d2v2
dt2

=  a
d2v2
dx2

+  g(x ,t )
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tenglamaning bir jinsli

v2(x, 0) =  0, v2(0, t) '=  0, v2(l, t) =  0

boshlang’ich va chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan 
iborat.

Oxirgi masalaning echimini

OO .
V2(x,t)  =  ] [ ]  Tn(i) sin (8)

n= 1 .

ko’rinishida izlaymiz. g(x,t)  funksiyani sinuslar b o ’yicha Fur’e 
qatoriga yoyib, ushbu

ob

. 9(x,t) =  Y ^ 9 n ( t ) s i n - (9)
n = 1 1

ifodani olamiz. Bu yerda

l9n(t) =  y J g(x , t ) s in^^-dx .  (10)
o

Endi (8) qatorni (5) tenglamaga qo’yamiz va (9) ifodani hisobga olib, 
V x £ (0, l) da o ’rinli bo'lgan quyidagi

E k „ W  +  ( = ) 2r „ (4)
71=1 L

9n(t)
. mrx „ 

sm —— =  0.

tenglikni hosil qilamiz. Bundan esa

Tn(t) +  { ~ ) 2Tn( t ) = g n(t), (n =  1, 2, - - - ) ,  (11)

tenglamalarga ega bo'lamiz.
Endi (8) qatorni (6) bir jinsli boshlang'ich shartga qo’yib

u2( z ,0) =  ] > > ( 0) s i n ^  =  0
n = l
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okanligini topamiz, bundan esa Tn(t) funksiyalax uchun

Tn(0) =  0, (n — 1,2, • • •) (12)

boshlang’ich shartlarni olamiz.
Hosil bo'lgan (11)-(12) ifodalar chiziqli differensial tenglama 

uchun Koshi masalasi b o ’lib, uning yechimini topish ortiqcha 
qiyinchilik tug’dirmaydi. 0 ’zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida 
bu masalaning yechimi

t /mra\2
Tn(t) =  J e V l )  ( \ n(T)dr, (13)

0

ko’rinishda bo'lishiga ishonch hosil qilish mumkin.
Topilgan Tn(t) ifodani (8) formulaga qo’yib, (5)-(7) masalaning 

yechimini

v2(x,t)

2 '
(£—r)

9n(r)dr
. rmx

sin ■
l

(14)

korinishda hosil qilamiz.
Endi gn(t) uchun topilgan (10) ifodadan foydalanib, (14) 

formulani quyidagicha

v2(x,t) e
, mrx 

sm —— g(£,T)d£dT

(15)
yozishimiz mumkin.

Yuqorida topilgan vi(x, t) va v2(x, t) funksiyalarni hisobga olib,
(5)-(7)' masalaning yechimini

m r £  . n-KX 
\ i J sm —j -  sm —— <p(Q<%+
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/nna\2
\~j~J „-_nTtx nittjsin -

l
sm ■ g($,T)d£dT;

yoki

v(x,t)
l t l

=  J G (x , t ; f ,0  )tp(Qd£ +  J J G ( x , £ ; t - r )  g ( £ , T ) d £ d T ,  (16) 
0 0 0

ko'rinishda topamiz. Bu yerda

: oo /rw raN»
n t t  2 v-> - ( - 7 -1  ( t - T )  . nnx . n-rrt,
&(x, f;  t — t ) =  y  2__, e '  t 7 s m ——- s m —— .

. £ „ t ln—X
(16) formuladagi G (j;, £; t — r ) funksiya oniy issiqlik manbai yoki 

Grin funksiyasi deyiladi.

Endi mavzuga oid bir nechta masala qaraylik.
1-MASALA. Bir jinsli bolmagan ushbu

ut =  a2uxx +  f ( x , t ) ,  (17)

issiqlik tarqalish tenglamasining D =  {(x, t )  : 0 <  x < l,t >  0} 
sohada aniqlangan uzluksiz va, quyidagi boshlang’ich

u(x,0) =  (p(x), 0 < x < l ,  (18)

va chegaraviy

ux(0,t) =  0, ux(l,t) 4- hu(l,t) =  0, h >  0, (19)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t)  yechimini toping.
Bu masalada qaralayotgan sterjenning x =  0 uchida issiqlik 

oqimining zichligi nolga teng, ya’ni sterjenning x =  0 uchi issiqlik 
0’ tkazmaydi. Issiqlik oqimi zichligining xossasiga asosan sterjenning 
x =  l uchida esa atrof muhit bilan issiqlik almashish jarayoni sodir 
bo'ladi. Shuning uchun sterjenning x =  l uchida issiqlik almashish 
sharti berilgan.
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Y echish. Berilgan aralash masala yechimini

u(x,t) =  Ul(x,t)  + U 2 (x ,t )  '

yig'indi ko’rinishida izlaymiz. Bu yerda ui(x, t) bir jinsli tenglamaning 
(48)-(49) shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi, ya'ni

{Uf — O, U x x ,

u(x,0) =  <p(x), 0 < x < l ,  (20)

ux(0, t) =  0, ux(l, t) +  hu(l, t) =  0, h >  0;

U2 (x, t) esa (17) tenglamaning bir jinsli boshlang'ich va chegaraviy 
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimidan iborat, ya’ni

{ut =  a2uxx +  f (x ,t ) ,

u(x, 0) =  0, 0 < x < l ,  (21)

ux(0,t) =  Q, ux(l,t) +  hu(l,t) =  0, h >  0;

1°. Avval (20) masalaning yechimini topaylik.
(19) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi bir jinsli issiqlik 

tarqalish tenglamasining yechimini u(x,t) =  X(x)T(t)  ko'rinishda 
izlayrniz. Bundan X(x)  funksiyaga nisbatan ushbu

X '(0 )  =  0, X'(l) +  hX(l) =  0

chegaraviy shartlarni olamiz. u(x, t) funksiyani bir jinsli tenglamaga 
qo’yib, sodda almashtirishlardan so'ng X (x )  funksiyaga nisbatan

{ X" (x )  +  \ X (x )  =  0,
< , ■ (22)
(  X  (0) =  0, X  (l) +  hX(l) =  0, h >  0;

SHturm-Liuvill masalasini, T(t) funksiyaga nisbatan esa

T' (t) +  a2\T(t) =  0, f > 0 ,  (23)
tenglamani olamiz.
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Ma'lumki, A =  0 va A <  0 qiymatlarida (22) Shturm-Liuvill 
masalasi faqat X (x )  — 0 yechimga ega ekanligini ko'rsatish qiyin 
emas.

Endi A >  0 bo'lgan holni qaraylik. (22) tenglamaning umumiy 
yechimi

X(a:) =  cx cos(VAa;) +  C2sin(\/Ax) 

ko’rinishda bo'ladi. Bundan

x ' ( x )  — — ciV x  sin(y/Xx) +  C2\/Acos(\/Aa;)

tenglikni olamiz. Bir jinsli X'  (0) =  0 shaxtga ko’ra C2 =  0 va X (x )  =  
cx cos(V \x) bo'Iadi. Ikkinchi X  (l) +  h,X(l) =  0 chegaraviy shartga 
asosan esa — \/A sin(\/AZ) +  hcos(\/AZ) =  0 tenglikni olamiz. Bundan 
esa

VXtgVXl =  h (24)

tenglamaga ega bo'lamiz. (24) tenglama cheksiz ko’p Afc, k =  1,2,... 
yechimlarga ega ekanligini grafik usulida ko'rsatish mumkin.

Shimday qilib, A*, >  0 qiymatlarda \}z tg\kl =  h tenglamaning 
yechimlari (22) Shturm-Liuvill masalasining xos qiymatlari, ularga 
mos xos funksiyalar

Xk(x) =  cosXk x, k =  1, 2,... (25)

boladi. (23) barcha X =  Xk qiymatlarida o ’rinli bo'ladi, ya’ni 

Tk(t) +  a2XTk(t) =  0, t >  0.

Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

Tk(t) =  afcexp{-tt2Afct}, t > 0, (26)

bu yerda ak -  ixtiyoriy o ’zgarmaslar.
OO

Endi (20) masalaning echimini u(x,t) =  E  X k(x)Tk(t)
. k~l

ko’rinishda izlaymiz. Yuqorida topilgan (25) va (26) formulalarga 
asosan (20) masalaning yechimi

OO OO

u(x,t)  =  y ^ X k(x)Tk(t) =  ak exp{—a2Xkt}  cos Xkx, (27)
k=1 fc=1
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ko'rinishda aniqlanadi. Bu yerda ak koeffitsiyentlarni topish uchun 
(18) boshlang’ich shartdan foydalanamiz va

OO

: u(x, 0) =  ip(x) =  ^ 2  Ofc cos AfcX, (28)
■ fe=i

ifodaga ega b o ’lamiz. Bu boshlang’ich shartda qatnashgan ip(x) 
funksiyaning kosinuslar bo ’yicha Fur’e qatoriga yoyilmasini beradi.

dfc koeffitsiyentlarni qanday bo'lishini aniqlash uchun 
(28) tenglikning har ikki tomonini cos Xk x  funksiyaga skalyar 
ko’paytiramiz va cheksiz qatorni chekli integralga almashtiramiz. 
Natijada

l i
cos2 Afcxdx =  J <p(x) cos2 Xp-xdx 

- 0 0 
ifodaga ega bo'lamiz. Oxirgi tenghkning chap tomoni -

~2

O'k i cos2 Akxdx - 11

J0
( X ~ l  ^

V
— —  sin 2Afc x
2Afc

^ f l  +  ± - s m 2 X kl )  (29)

teng bo’ladi. (24) tenglamadan sodda almashtirishlardan keyin

h , , Afc
sin Afc l =

v ,4  +  '*2 ’
cos Afc l =

v ^ i + A 2

0

kelib chiqadi. (29) ifodaning o ’ng tomonini sin 2x — 2 sin x cos x 
formuladan foydalanib, soddalashtiramiz

, sin(2AfcO , , sin(Afc/) cos(AfcO _
Z +  - 2A r " _  Afc

7_l 1 Afc _  l(X\ +  h2) +  h

+ Xk' yjH + ti1 \lK + V~ A |  +  /l2 ’
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Natijada ak koefFitsiyentlar uchun

2(A| +  h2) f  , 4 ,
k ~  m r w T h  J

o

tengliklarni olamiz.
Topilgan ak koefEtsiyentlarni (27) formulaga qo’yib, (20) 

masalaning ui(x,t )  yechimini

x e x p { -a 2At} cos(A* x)dx (30)

ko’rinishda topamiz.
2°. Endi (21) masalani qaraylik. Bunda ut =  a2uxx +  

tenglamaning ux{0,t) =  ux {l,t) +  hu{l,t) =  0 shartlarni 
qanoatlantiruvchi yechimini

(X )

^ (M j^ T fc ^ c o s A fc a :,  (31)
. k=l

ko'rinishda izlaymiz.
Faraz qilaylik, / {x, t) funksiya V t €  [0, T] da cos \kx  funksiyalar 

bo ’yicha Fur’e qatoriga yoyilsin, ya'ni

CO

f (x ,  t) =  J P  f k (t) cos Akx, (32)
fc=i

bu erda fk{t) Fur’e koefhtsiyentlari

l

fk{t) = j J f{x,t)cos\kxdx, (3 3 )

o

formula yordamida aniqlanadi.

www.ziyouz.com kutubxonasi



18-§. ... bir jinsli bo’lmaoan tenqlama... 183

Endi (31) va (32) formulalarga ko'ra (21) tenglama

fc=1
X ]  T'(t) +  a2X2rr k(t)

■ - oo

cos Xkx  -  Y 2 f k(t) cos Xkx
k=1

ko’rinishni oladi. Bundan esa

Tk(t) +  a2X2Tk(t) =  f k( t f  k =  1,2,...

chizitengiamalarga ega bo'lamiz. '
(31) ifodadan Tk(t) funksiyalar uchun quyidagi

Tfc(0) =  0, k =  1,2,...

(34)

(35)

boshlang'ich shartlarni olamiz. '
Ma’lumld, (34)-(35) Koshi masalasi V / fc(t) €  C [0,T] da 

yagona yechimga ega b o ’ladi. Oddiy differensial tenglamalar kursida 
ma'lumki, o'zgarmasni variatsiyalash usuli bilan (34)—(35) Koshi 
masalasining yechimini ushbu

Tk(t) =  j  /fc(r) exp| —a2A2(t — r )| d r , fe =  1 ,2 ,... (36)
o

ko’rinishda topiladi. (33) formvilaga asosan oxirgi echimni

t l
Tfc(t) =  j  J y / ( ^ , r ) e x p | - a 2A2( t - r ) | c o s A f c ^ d r ,  fc =  l , 2,...

o 0
deb yozib olish mumkin.

Endi topilgan Tk(t) ifodani (31) formulaga qo’yib, (21) bir jinsh 
aralash masalaning v,2(x,t)  yechimiga

oo 4 1
u2(x,t) =  j  J f ( £ ,T ) e x p f^ - a 2X2( t - T ) ^ c o s X kxcosXk£d{;dT,

fc=i o 0

ega bo'laniiz.
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Yukorida, topilgan ui{x,t)  va u^{x, t) funksiyalarga asosan 
issiqlik tarqalish tenglamasi uchun (17 )-(l9 ) aralash masalaning 
yechimi

u(x ' t] =  +  +  /  v(x) co s(Jl x)d1}  x

x e x p { -a 2At} cos(Afc x)dx+

t i

E / / / K . -
*=1 0 0

r)exp<j - a 2\2{t -  r) cos Afca; cos A k£d£dr,

ko’rinishda aniqlandi.

1 9 -§ . C hegaralanm agan sterjen d a  issiqlik tarqalishi 
(K osh i m asalasi)

K oshi MASALASI. Y e c h im n in g  YAGONALIGI. Bu paragrafda 
sirti issiqlik o‘tkazmaydigan (izolyasiyalangan) chegaralanmagan bir 
jinsli sterjenda issiqlikning tarqalishi haqidagi fizikaviy masalaning 
matematik qo'yilishi quyidagicha ifodalanadi.

Ushbu issiqlik tarqalish tenglamasini

Lu =  u t -  a2uxx =  0, (1)

t >  0 yarim tekislikda qaraylik.
K oshi M A S A L A S i .  (1) tenglamaning t >  0 yarim tekislikda aniq- 

langan, uzluksiz va quyidagi boshlang'ich

w|t=o =  f i x ) ,  —oc <  x <  oo, (2)

shartni qanoatlantiruvchi u{x,t)  yechimi topilsin. Bu yerda ip{x) 
berilgan uzluksiz va chegaralangan funksiya.

Q o‘yilgan ( l)-(2 ) Koshi masalasi yechimining yagonaligini 
isbotlaymiz.
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1—T E O R E M A .  Agar (1)=—(2) shartlarni qanoatlantiruvchi chega- 
ralangan u(x, t) funksiya mavjud bo'lsa, u holda bu funksiya yagona 
aniqlanadi.

I s b o t . Faraz qilaylik, u(x,t ) yechim qaralayotgan sohada 
chegaralangan bo ‘lsin, ya'ni har qanday t >  O v a —o o < x < o o  
uchun shunday musbat son M  mavjudki, \u(x, t) < M  bo'lsin.

( l ) - (2 )  Koshi masalaning ikkita ui(x,t )  va U2(x,t)  yechimi 
mavjud bodsin. U holda w(x,t) — u\(x, t) — u2(x, t) funksiya 
(1) tenglamani va bir jinsli w(x,  0) =  0 boshlang'ich shartni 
qanoatlantiradi va

\w(x,t)\ <  |tti(m, £)| +  \u2(x,t)\ <  2M

bo'ladi.
Soha cheksiz bo'lganligi uchun w(x, t) funksiyaga yuqorida 

isbotlangan ekstremum prinsipini bevosita qo‘llab bo'lmaydi. Lekin 
shu prinsipdan foydalanish maqsadida quyidagi chekli .

Q — {(x, t) : \x\ < L, 0 <  t < T }  (3)

sohani qaraymiz. Bu yerda 
yordamchi

v(x,t)

L va T  ixtiyoriy o'zgarmaslar. Q sohada

4M
U

+  al t
x

funksiya kiritamiz. Bu funksiya (1) tenglamani qanoatlantirishini 
ko+satish qiyin emas. Shu bilan birga tekshirib ko+ish osonki,

v(x,0) > w(x,0) — 0, 

v(±L,t )  > 2 M  > \w(±L,t)\

tengsizliklar o ‘rinli bo'ladi.
Q sohada

u(x, t) =  v(x, t) -  \w(x, t) |

funksiya uchun ekstremum prinsipini qo'llaymiz.
Natijada 'i(x, t) €  Q uchun

v(x, t) — w(x, t) >  0, v(x, t) +  w(x, t) >  0
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tengsizliklarga ega bo'lamiz. Bundan esa yopiq Q sohada 

—v(x, t) <  w(x, t) <  v(x, t)

yoki

\w(x, t) I <  v(x, t) =  ~ ( ^ -  +  a2? j 

ekanligi kelib chiqadi.
Oxirgi tengsizlikda (x, t) nuqtani Q sohada fiksirlaymiz, ya’ni 

x  =  xo, t =  to va (xo,to) € Q bo'lsin. L ning ixtiyoriy ekanligidan 
shunday e >  0 uchun Lq >  0 mavjudki, barcha L >  Lq uchun 
|m(a:o,to)| <  £ tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bundan e va (a:o,to) nuqtani 
ixtiyoriyligini hisobga olsak, Q sohada w(x,t)  =  0 bo'ladi yoki 
u\ =  'u2 kelib chiqadi.

Demak, issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi 
masalasining yechimi yagona ekan. Shu bilan 1-teorema isbotlandi. 

Koshi masalasi yechimining mavjudligi.
Bu masalani yechish uchim o'zgaruvchilarni ajratish (Fur’e) 

usulini qodlaymiz, ya’ni yechimni

u(x, t) =  T (t )X  (x) (4)

ko‘rinishda izlaymiz. (4) ifodani (1) tenglamaga qo'yib, T(t) va X (x )  
funksiyalar uchun ushbu

T'(t) +  a2X2T(t) =  0, X "(x )  +  X2X(x )  =  0

tenglamalarga kelamiz, A2 -  o ‘zgarmas son. Bu tenglamalarni 
integrallab topamiz:

T(i) =  Ct ~a X t , X (x )  =  Acos Xx +  BsinXx,  (5)

bu yerda A, B  va C  o'zgarmas sonlar. ( l ) - (2 )  Koshi masalasida 
chegaraviy shartlar bo'lmaganligi uchun A -  parametr ixtiyoriy 
b o ‘ladi. (5) yechimlarda C  =  1, A =  A(X), B  =  B(X) deb, uni (4) 
ifodaga qo‘yib,

u\(x, t) =  e a2\2t [d(A)cosAx +  B(X)  sin Xx\ (6 )
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formulaga ega bo'lamiz.
Bu u\(x,t) funksiya ixtiyoriy A va A(A), B (A) koeffitsiyentlar 

uchun (1) tenglamaning xususiy yechimlari bo'ladi. (6) formulani A 
parametr bo'yicha —oo dan + oo  gacha integrallaymiz, natijada

OO

u(x,t) =  j  a - a2xH[A(X)cos\x +  B(X)sm\x]dX,  (7)
: —OO •

ya'ni (1) tenglamaning yechimi hosil bo'ladi. -
Agar bu integral yaqinlashuvchi bo ‘lsa, u holda (7) integraldan 

t bo'yicha bir marta, x  bo'yicha ikki marta hosila olish mumkin.
Endi A(X) va B(X) koeffitsientlarni shunday tanlaylikki, (7) 

formula (2) boshlang'ich shartni qanoatlantirsin. Buning uchun 
yuqoridagi (7) formulada t =  0 deb, ushbu

OO

tp(x) =  J  [A(\)cos\x +  B(\)sin\x]d\ (8)

— OO

ifodani olamiz.
Ikkinchi tomondan ip(x) funksiya uchun quyidagi Fur’e integrali

OO OO

<p(x) =  J^ j  d\ J  v?(0  cos \(x -  £)d£ =
—OO —oo

o o

+  /
2ir J

' o o  o o

cos \x J <p(0  cos \t)df) +  sinA2; j <p(£) sin \t)dl( d\

ham o ‘rinli bo ‘ladi. Bu formulani (8) bilan solishtirsak,

o o  oo

A{X) = h /  ^ ) c o s A ^ ’ Bw = h /  ^ ) s i n A ^ >  <9 )
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bo'lishi kelib chiqadi. Endi hosil bo'lgan (9) ifodalarni (7) formulaga 
qo£yib

oo oo

U(X,t) = 5H J  e~aiXH(iX J  p(0^sX(x~Od̂
■ —oo —oo

yoki bu formuladagi birinchi integral ostidagi funksiya A ga nisbatan 
juft funksiya ekanligini hisobga olib,

oo oo

u(x, t) =  — J <p(£)d£ J e~a2x2t cos X(x — £,)dX. (10)
—oo 0

ifodaga ega bo'lamiz.
Bu yerda ichki integralni bevosita hisoblashimiz mumkin. 

Buning uchun
aX'/t =  z, X(x — £) =  pz 

deb belgilashlarni kiritamiz. Bulardan

dX =
dz

a\ft’
_

M ay/i
bo ‘iadi. U holda (10) formulaning o ‘ng tomonidagi ichki integralni

OO oof e~a A * cos X(x — £)dX =  f  e~*2 cos pzdz =  — J(fx), (11) 
J a y t  J ay/t0 0

ko‘rinishda yozish mumkin.
(11) integral tekis yaqinlashuvchi bo'lgani uchun uni /r parametr 

bo ‘yicha differensiallab,

J'(p) =  -
o

ifodaga ega bo'lamiz. Endi oxirgi ifodani bo ‘laklab integrallaymiz. 
Natijada

e z zsmpzdz
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tenglikni olamiz. Oxirgi tenglikdan

J'(n) =  —^J(ju) bundan esa, J(jj) =  ce  4
/u

kelib chiqadi.
Bu yerda fi =  0 deb, c o'zgarmasni

OO

c =  J(0) =  j e ~ z2dz =  
o

topamiz. Shuning uchun

J(H) =

bo ‘ladi (11) formulani hisobga olib,

- ( ) i y =  i ^ e x p { - ^ | ^ }
0

ekanligini olamiz.
Bu formulani (10) ifodaga qo'yib, ( l) - (2 )  Koshi masalasining 

u(x, t) yechimi uchun quyidagi

oo (x — £)2
u(x,t) =  j <p(Z)e~ 4aH <%. (12)

formulani hosil qilamiz. Bu yerdagi

0 ( l ' « ) =  w 4“ ! f  (13)

funksiya (x, t) bo ‘yicha (1) tenglamani qanoatlantiradi va shu tengla- 
maning fundamental yechimi deyiladi.
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Demak, quyidagi teorema o'rinli.
2 - t e o r e m a . Agar <p(x) funksiya ( - 00, + 00) da uzluksiz va 

chegaralangan b o ‘lsa, u holda ( l ) - (2 )  Koshi masalasining yechimi 
mavjud va bu yechim (12) formula bilan aniqlanadi.

I s b o t . R — { —00 < x <  + 00}  sonlar o ‘qida aniqlangan 
uzluksiz <p(x) funksiya uchun (12) formula bilan aniqlangan u(x,t)  
funksiya Q sohada chegaralangan va ( l ) - (2 )  Koshi masalasining 
yechimi ekanligini ko'rsatamiz.

Buninguchun (12) formulani (13) belgilash asosida quyidagicha

OO

u ( x , t ) =  I  G(x,t;£)<p(£)d£. (14)
“ OO

yozib olishimiz mumkin. Bu formula (1) tenglamani qanoatlantirishini 
bevosita hosila olib ko'rsatish qiyin emas.

Haqiqatdan ham,

^  _  1 „ [  ( * - 6 2 ] 
x 2 /̂tt 2(a2f )3/2 eXP| 4a2f [ ’

~*xx —

Gt =

1

1
2̂ /lx

1  , ( «  -  o 2
2(a2f )3/2 4(a2t)5/2 exp ( g - 0 2 l .

4a2f J  ’

a2 a2(x -  £)2 
2(a2t)3/2 +  4(a2t)5/2 exp<

4a2t J ’

bundan
Gt =  a2Gxx

ekanligi kelib chiqadi. U holda (12) integralni hamda uni x  va 
t o'zgaruvchilari bo'yicha ixtiyoriy marta differensiallashdan hosil 
bo'lgan integrallarning biror

Qo =  { ( z ,  t) : - L  < x <  +L, 0 < t 0 < t < T }
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sohada tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatish etarli.
(12) integral yaqinlashuvchi bo'ladi. Haqiqatdan ham,

+oo
M  — max |ip(x) | va e~z dz =  fJc

bo'lgani uchun (12) formuladan
+ o o

|u(x, t)\ < M
1

2 V ?

-t-OO f

/

(s  -  o 2
4 a2t

>d£ =

+ o o
1 f  _ , 2

=  M - 9= e Z*dz - -M .
V* J

kelib chiqadi. 
Bu yerda

2a\ft

4 -co

; J e~z%dz — f-rc.

Endi (12) integralni x  va t o ‘zgaruvchilari bo ‘yicha bir necha 
marta differensiallab,

= ̂  J  y(fl(s ~  g)mex p | -  ^ 4 ^ - } ^ ’ (15)

kabi integrallar yig'indisini olamiz.

_  *  - £  
 ̂ 2 a f t '

t >  0. (16)

formula yordamida o'zgaruvchilarni almashtirish natijasida (15) 
integral

+CO

J =  (2a)m+1tmf k~n J <p(x -  2azVt)zme~z2dz
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ko‘rinishga keiaxii. .
Bundan (15) integralning tekis yaqinlashuvchi bo ‘lishi kelib 

chiqadi. Chunki oxirgi ifodada integral ostidagi funksiya

\ip(x -  Iazsft)zme - Z% | <  M\z\me~*

funksiyaga majorirlanadi va bu funksiya (—00, + 00) oraliqda 
integiallanuvchi bo'lganligi uchun oxirgi integral t > to >  0 bodganda 
tekis yaqinlashuvchi bo'ladi, ya’ni

-f-OO

0 <
— OO

integral Vm  >  0 yaqinlashuvchi bo'ladi. Demak, (12) formula bilan 
aniqlangan u(x, t) funksiya t >  0 da uzluksiz va x, t o ‘zgaruvchilar 
bo'yicha ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega.

(12) formula bilan berilgan u(x ,t ) yechim (2) boshlang'ich 
shartni ham qanoatlantirishini isbotlaymiz, ya’ni

lim u(x,t) = tp(x), —oo<x<+oo

j  M\z\me~z2d z < +  00

o'rinlidir. £ o'zgaruvchining o ‘rniga (16) formula asosida yangi z 
o'zgaruvchini kiritaylik. U holda (12) integral

OO

u(x, t) — —pz (p(x +  2az\fi)e~
V 71" J

dz (17)

ko‘rinishiga keladi.
Bundan, Va; G R da |<!o(a:)| <  M  b o ‘lgani uchun (x,t)  G Q 

sohada \u(x,t) \ < M  bo'lishini ko‘rsatish qiyin emas.

u(x,t)\ < \<p(x) +  2az\ft)\e z2dz <

OO

—OO
e~z2dz =  M,
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chunki ' OO

f  a~z2 dz =  1.
v n  J

. — OO

(18)

Demak, u(x, t) funksiyaning chegaralanganligi isbotlandi.
Endi (12) formula (2) boshlang'ich shartni qanoatlantirishini 

ko'rsataylik. Buning uchun (18) formulani ikki tomonini <p(x) 
funksiyaga ko'paytirib, so'ngra (17) ifodadan ayirsak, natijada

u(x,t) -  <p(x) =

OOJ [</?(ar +  2azsft) — <p(x)\e~z dz

hosil bo'ladi. Bundan \<p(x: +  2az\/t) — <p(x) \ <  2M  ekanligini hisobga 
olib,

• OO • ,
2M  f  _,2 . .

\u(x, t) — <p(x)\ < —=  e da =
V 7r J

- N N= J e~z2dz +  J a~z2dz +  J e~z2dz,
-o o  - N  N

deb yozish mumkin. Bundan esa har qanday kichik e > 0 berilganda 
ham N  ni shunday tanlab olish mumkinki,

- N
2 M  f  ,2

OO

f  _ z 2 j  e  2 M f  _ z. _  ^

J ~ 3 ’ ~
-oo N

.2 .  ,  £ 
3

bodadi. Demak,
N

|u(x, l) — <p(x)\ < +  —7= f  |<p(x +  2zaVi) — <p(x)\e z dz (19)
3 J

- N

deb yozisli mumkin. <p(x) funksiyaning uzluksizligidan yetarli kichik 
t > 0 va \z\ < N  uchun

\<p(x +  2az\Tt) -  <̂ (.'r)| <  |
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bajariladi. U holda (19) tengsizlilcka asosan

N

\u(x,t)  -  <p(x) | <  y  +  |  J e ~ z2dz <

—N

2e e 1 f  _ z 2 2e e
~ Y  +  3 ^ J e ^ = T  +  3 = £ '

— OO

Bundan e >  0 ixtiyoriyligidan

limu(a;,t) — (p(x) 
t—>o

ekanligi kelib chiqadi.
Xuddi shunday usul bilan Koshi masalasining yechimi 

turg‘un ekanligini ham isbotlash mumkin. Demak, issiqlik tarqalishi 
tenglamasi uchun Koshi masalasi korrekt qo'yilgan masala ekan.

Agar Koshi masalasida (2) boshlang‘ich shart t ~  0 da emas, 
biror t =  r  da berilgan bo'lsa, (12) formulada t ni t — r  bilan 
almashtirish lozim, ya’ni

G ( x , t ] £ , T )
1

------ exp
2a^ir(t — r )

(*  -  0 2 
4a2(t -  r )

(20)

Bu funksiya Koshi masalasining Grin funksiyasi ham deb 
yuritiladi va chegaraviy masalalarning yechimlarini oshkor ravishda 
topishda keng qodlaniladi.

20-§. Bir jinsli bo’lmagan issiqlik tarqalish tenglamasi 
uchun Koshi masalasi

Endi t >  0 da bir jinsli bolmagan issiqlik tarqalish tenglamasi 

ut =  a2uxx +  f (x , t ) ,  

udrun Koshi masalasining yechimini topaylik.
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( l ) - (2 )  Koshi masalasining yechimini u(x, t) =  u\(x, t ) +U2(x, t) 
yi/','iiKli ko'rinishida izlaymiz, bu yerda u\(x,t) funksiya bir jinsli 
iMsiqlik tarqalish tenglamasining (2) boshlang'ich shartni qanoatlan- 
Ih uvchi yechimi, Ui(x,t) esa (1) tenglamaning bir jinsli boshlang'ich 
Mlmrtni qanoatlantiruvchi yechimi.

Yuqorida bir jinsli tenglamaning (2) boshlang'ich shartni 
(janoatlantiruvchi yechimini (12) formula orqali topgan edik.

Endi u\(x, t) yechimning integral ifodasini topamiz. Agar f (x ,  t) 
limksiya t >  0, —oo < x <  + oo  da uzluksiz va chegaralangan bo'lsa, 
ii holda ,

v(x, t, t)
1

^/2air(t — r)

4-ooJ /(£ , r)  exp
— OO

(g -  o 2
4a2(t — t )

funksiya t >  r  da vt — a2vxx tenglamani va t — t da esa v(x, t, t) 
f (x ,  t) tenglikni qanoatlantiradi.

Ushbu

u(x, t) =  J v(x,t,r)dT, 
o

limksiyani qaraylik. Bu funksiya uchun quyidagi tengliklarning
t

ti(a:,0) = 0, Ut(x,t)  =  v(x ,  t , t )  +  J vt(x,t,T)dr

( 21)

t

0
o'rinli ckanligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. Bu tengliklardan (21) 
lunkMiya ( l ) - (2 )  masalaning yechimi ekanligi kelib chiqadi.

Demak, v(x ,t ,r )  funksiyaning ifodasini (21) tenglikka qo'yib, 
lui jiiiuli bo'lmagan issiqlik tarqalish tenglamasi uchun bir jinsli Koshi 
uiiiMalasiiiing

u(x, t) 1My/ 7T
t +oo

hl+k exp (s -  £)2
4a2(f — r)

f & r ) # ,  (22)
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yechimiga ega b o ’iamiz.
Endi yuqorida topilgan (12) va (22) formulalarni qo'shib, issiqlik 

tarqalish tenglamasi uchun ( l ) - (2 )  Koshi masalasining yechimi

+

u(x, t) =
1

+oo .J + (6exp|
—oo '

(x  -  0
2ay/ni 4a2t

t +oo
1 I (x - 0 2 \f

0 —oo
2a^J-n(t — t ) 1 4a2(t — r )

d£+

f(£, T)d£dT, (23)

hosil qilamiz.
3-TEOREMA. Agar ip(x) funksiya (—oo ,+ oo ) oraliqda, f ( x , t ) 

funksiya t >  0, —oo < x <  + oo  sohada uzluksiz va chegaralangan 
bo'lsa, u holda ( l ) -(2 )  Koshi masalasining yechimi mavjud va yagona 
bo'lib, bu yechim (23) formula bilan aniqlanadi.

Bu yerda f ( x , t )  e  C 2(t >  0) va uning birinehi va ikkinchi 
tartibli barcha hosilalari t >  0 da chegaralangan funksiyalar.

1 -  N A T lJA . Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun qo:yilgan Koshi 
masalasining u(x,t)  yechimi Q sohada cheksiz differensiallanuvchi, 
ya’ni u(x,t)  € C°°(Q) bo ’ladi.

2 -  IZO X . Yuqoridagi natijaga ko’ra qaralayotgan Koshi masala- 
sining u(x, t) yechimini t >  0 bo'lganda x  va t o'zgaruvchilar bo'yicha 
differensiallash berilgan ip(x) funksiyaning silliqligiga bog’liq emas.

Issiqlik tarqalish tengfamasi yechimining silliqligi tor tebranish 
tenglamasi yechimidan tubdan farq qiladi. Qaxalayotgan sohada tor 
tebranish tenglamasi yechimining silliqligi berilgan funksiyalarning 
silliqligiga bog'liq bo'ladi.

3 -  IZ O X . (2) formuladan ko'rinadiki, issiqlik sterjen bo'ylab biror 
tezlik bilan emas, balki oniy tarqaladi. Haqiqatdan ham, faraz qilaylik, 
boshlang’ich harorat (a, /3) integralda <p.(x) >  0 va undan tashqarida 
(p(x) — 0 bo'lsin. U holda u(x,t)  temperaturaning keyingi tarqalishi 
uchun

u{x' t ) = ^ > s
Q
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lornmlaga ega bo'lamiz. :
Bu formuladan yetarlicha kichik t >  0 va yetarlicha katta 

.i' uchun u(x, t )  musbat ekanligini ko'rish qiyin emas. Bundan 
ko'rinadiki, sterjenda issiqlik cheksiz tezlik biian, ya’ni oniy tezlik 
hilan tarqaladi. Tabiiyki, bunday b o ’lishi mumkin emas. Demak, (1) 
l englama sterjenda issiqlik tarqalish masalasi to'liq ifodalamas ekan. 
I iu issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib chiqarishdagi ayrim fizikaviy 
noaniqliklar bilan bogliq.

Y e c h i m n i n g  b e r i e g a n l a r g a  u z l u k s i z  b o g ' l i q l i g i .
Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi 

I >erilganlarga uzluksiz bog ’liq bo'ladi. Faraz qilaylik, u(x , t )  funksiya 
( l) tenglamaning (2) boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi, 
ue(x,t )  funksiya esa (1) tenglamaning

uE(x,0)  =  tp£(x),  (22)

shartni qanoatlantiruvchi yechimi bo'lsin.
Agar ixityoriy x  £ (—oo, + oo ) bo'lganda |<p(x) — <p£(x)\ < e  

bo'Isa, u holda barcha x  va t >  0 uchun |u(x, t) — ue(x, t)\ < £ bo'ladi.
Haqaqatdan ham, (1) tenglamaning (2) va (22) boshla,ng’ich 

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x , t )  va ue(x , t )  yechimlari mos 
ravishda (12) formula bilan aniqlanadi. Ularning ayirmasi

u(x, t )  -  ue(x, t )
2 a f̂rrt J b (0  -  ¥>e(0] exp {“ - ^ 2 f ”

bo'ladi. Bu ayirmani baholaymiz, natijada
+oo

|u(r,t) -  ue( x , t )| <
MVTT',

—  C50

x -  £
yoki z

cla\pKt 

almashtirish yordamida

+oo fJ exp|- {x ~ j f
4a2t

>d£

>di
—  CO

Iu(x, t) — Ue(x, t)| <  £

- f o o

/ e - ^  =  e
-o o
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kelib chiqadi.
. Demak, issiqlik taxqalish tenglamasi uchun Koshi masalasining 
yechimi boshlang'ich funksiyaga uzluksiz bogliq ekan.

F u n d a m e n t a l  y e c h i m n i n g  x o s s a l a r i .
Mamlumki, yuqorida keltirilgan (® ,f;£ ,r ) argumentlarga 

bog'liq bo'lgan

E(x, t; £, r) =
1

2a^Jn(t — t )
exp

4a2(t — r )2 J

funksiya issiqlik tarqalish tenglamasining fundamental yechimi 
deyiladi.

Bu funksiya quyidagi xossalarga ega:
1°. E(x, t; f, r ) funksiya (x , t) o'zgaruvchilar bo ’yicha bir jinsli 

issiqlik tarqalish tenglamasini qanoatlantiradi.
2°. E(x, t; £, r )  funksiya (f, rf) o'zgaruvchilar bo'yicha bir jinsli 

issiqlik tarqalish tenglamasiga qo'shma bo'lgan

E t +  o 2E x x  — 0

tenglamani qanoatlantiradi.
3°. Agar x J  £ bo'isa, u holda iim E(x, t; r) =  0 tenglikT—

o'rinli bo'ladi.
4°. Agar <p(x) funksiya Vx 6 [0,1] b o ’lganda uzluksiz, ya’ni 

p(x)  e  C [0 ,1] bolsa, u holda E(x, t; f,  r ) fundamental yechim uchun 
ushbu

l

bm J  E(x,t;£,T)(p(£)d£ =  <
o

1
-p (0 ) ,  agar x =  0 b, 

p(x), agar x  € (0, l) b, 

2 ^ (0 > agar x =  lb ,

(24)

tenglik o'rinli bo'ladi.
Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun fundamental yechimning 1° 

va 2° xossalarining bajarilishiga bevosita tekshirib ishonch hosil qilish 
mumkin.

Biz bu yerda 3° va 4° xossalarini isbotlaymiz.
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3°. Ma’lumki, E(x,t-,£,r) funksiya r  —»■ t da aniqmaslikka ega. 
Sliuning uchun bu funksiyani ushbu

E(x,t;Z,T) mB(ty
formal ko'rinishda ifodalab olamiz. Bu yerda 

A(t) =
2a-y/7r(f — r ) 

Lopital qoidasiga asosan

1 ' B(t)=<iXP{ 4 ? ( / 7 )

, ,  , .. A'(t)

a r  y t - T
"7= bni --------expy 7r r-+t (x — £7

(g -  o 2
4a2(t — r)

= 0

kelib chiqadi.
4. Bu xossani isbotlash uchun (24) formulaning chap tomonida

x - t
2 a\jt — r  

almashtirish bajaxamiz. U holda

x

=  z, ya’ni £ =  x — 2az\Jt — r

£ =  0 da z
2a>/t — t

; £ =  l da esa z
x — l

2as/T-

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengliklarga asosan (24) formula

2 a-\/t — tJ E(x,l-,£,T)<p(£)d£ =  J e z2(p(x -  2az\Jt-T)dz,

x — l 
2a\JT

(25)
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ko'rinishga keladi. Ushbu

+oo 0 +00

—oo —oo 0

ayniyatlarni inobatga olib, (25) formulada r  —> t limitga o'tamiz va

l lay/t-T
lim J  E(x, t; T)tp(£)d£ =  —= lim j  e~z2<p(x-2az/t — r)dz =

{ -  <p(0), agar x  =  0 bo ’lsa,
<p(x), agar x  € (0,1) bo'lsa,

-  <p(l), agar x  =  l bo ’lsa,

tengliklarga ega bo'lamiz.
Pundamental yechimning 4° xossasidan quyidagi natija kelib 

chiqadi:
2 - n a t ij a . Agar (24) formulada <p(x) =  1  bo'lsa, u holda

l T —, agar x  =  0 bo ’lsa,
lim J E(x,t\£,T)d£ =  < 1, agar x  €  (0, 1) bo'lsa,

0 I agar x  =  l bo ’lsa.
/i

tengliklar o ’rinli bo'ladi.
F u n d a m e n t a l  y e c h i m n i n g  f i z i k a v i y  x o s s a s i .
Sterjenning biror xq nuqtasi atrofidan kichik segmentini ajratib 

olaylik, ya'ni (x0 -  e, x0 +  e), bu yerda e >  0. Faraz qilaylik, 
<p(x) boshlang'ich harorat shu segmentda o ’zgarmas uq >  0 va bu 
segmentdan tashqarida nolga teng bo'lsin.

Buni fizikaviy tasawur qilish qiyin emas, boshlang'ich vaqtda 
sterjenning (xq — s, xq +  e) segmentiga Q =  2ecpuo issiqlik miqdori 
berilgan, bunda c sterjenning issiqlik sigimi, p sterjenning zichligi,
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sterjenning (xq -  e, xo +  e) qismida harorat ko'tarilib uq ga teng 
bo'ladi. Vaqtning keyingi momentlarida sterjendagi issxqlik tarqalishi 
(12) formula bilan aniqlanadi, biz qarayotgan holda u quyidagicha

xa+s  (x  —  £)2

ue(x ,t ) -  J u°e 4fl2lt ^  =
. XQ— e

xo+e (x — f )2

=  «  1  / . - 3 5 - « ,
^acppirt 2e y 

xo—e

ifodalanadi.
Agar e ni nolga yaqin qilib kichiklashtirsak, unda sterjeiming 

juda kichik qismiga Q issiqlik miqdori taqsimlandi, deb hisoblashimiz 
mumkin. U holda t — 0 vaqtda sterjenning x — xq nuqtasida 
joylashgan kuchlanishi Q bo'lgan oniy issiqlik manbaiga ega bodamiz. 
Bunday oniy issiqlik manbai ta’sirida sterjenda issiqlik taqsimoti 
quyidagi

xo+s (x — £)2
lim uF(x, t) — -----—-7=  hm —  [  e 4a2t df, (23)
e-»o ’ 7 ‘lacpypiit e-̂ 0 2e J

x o - e

formula bilan aniqlanadi.
0 ’rta qiymat haqidagi teoremaga ko’ra *

*o+e 0  -  0 2 (x -  fr>)2 
—  e 4 aH d£ =  e 4a2t

x o -e

tengiikni olamiz. Bu yerda a;o — e < £0 <  +  e, agar e
xo —> <fo bo'ladi. U holda (23) formula

Q 1

cp 2a\pHt
e

(xp -  g o ) 2

4a2f,

0 bo ’lsa,

kohinishga keladi.
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. Shunday qilib, (13) fundamental yechim sterjenning x — £ nuq- 
tasidagi t — 0 boshlang'ich vaqtda joylashgan kuchlanishi Q — cp 
ga teng bo'lgan oniy issiqlik manbaining taqsimotini bildiradi. Issiq- 
lik tarqalish tenglamasining (13) formula bilan aniqlangan G{x, t; £) 
fundamental yechimining

i (x ~ 0 2

J ( , ^ I =  W 5 <"  4“ 2‘
grafigini fiksirlangan £ uchun x  ning funksiyasi sifatida aloda t vaqt- 
ning 0 <  t\ < t2 < h  <  .■. momentlarida. quyidagi chizmada 
keltirilgan.

18 — shakl.

Har bir egri chiziq ostidagi yuza birga teng, ya’ni

-f-oo {x -  £)2 +oo
f  c~ 4a2t = 1 f<

J ‘la\pKt
—co

V * J
—oo

Bu sterjendagi Q =  cp issiqhk miqdori vaqt o'tishi bilan o'zgar- 
mas ekanliginj. bildiradi. 18-shakldan ko’rinadiki, agar t >  0 yetarlicha
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kichik son bo'lsa, u holda (13) egri chiziqlar bilan chegaralangan 
deyarli barcha yuzalar abssissalar o ’qida (xo — e, xo +  e) oraliqning 
ustida joylashgan bo'ladi. Bu yuzaning qiymatini cp ga ko’paytmasi 
boshlang’ich vaqtdagi issiqlik miqdoriga teng. Shunday qilib, t >  0 
yetaxlicha kichik bo'lganda, deyarli barcha issiqlik x  =  £ nuqtaning 
kichik atrofida uyushgan bo'lar ekan. Demak, t =  0 vaqtda barcha 
issiqlik miqdori x  =  £ nuqtaga joylashgan bo'ladi, ya'ni biz oniy 
issiqlik manbaiga ega bo'lamiz.

Endi yuqoridagi mulohazalarga asosan (12) yechimning fizik 
ma'nosini keltirish qiyin emas. Haqiqatdan ham, sterjenning x  =  
£ kesimiga boshlang'ich vaqtda <p(£) harorat berish uchun shu 
nuqtaning yetarlicha kichik yuzasiga clQ =  cp<p(Q)dt) teng bo ’lga.n 
issiqlik miqdori taqsimlashimiz zarur yoki sterjenning £ nuqtasiga 
kuchlanishi dQ bo'lgan oniy issiqlik manbaini joylashtirish zarur. Shu 
oniy issiqhk manbai ta'sirida issiqlikning taqsimlanishi (13) formulaga 
ko’ra ,

( * -  +  

iaH
bo ’ladi. Boshlang'ich <p(Q) harorat ta'sirida sterjenning barcha nuq- 
talaridagi harorat shu yuzalarning yig’indisidan iborat bo'ladi, ya’ni 
(12) formula kelib chiqadi.

1—M A S A L A .  Ushbu

ut =  uxx, — oo <  x <  + 00, t >  0,

tenglamaning

u (x ,0) =  sinx, —oo <  x < +oo

boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.
Y echish. Masala yechimini (12) formula yordamida topamiz. 

Bu yerda a =  1, <p(x) =  sinx bo'lgani uchun (12) formulaga ko'ra

+oo

—oo

(g -  0 2 
4f

(24)
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hosil b o ’ladi. Ushbu

x — £ =  2 Vts, dt; — —2 Vtds 

almashtirish yordamida (24) integral

+oo 

—00

ko'rinishga keladi.

sin x  cos 2\fts — cos x  sin 2 f t s j  ds

-foo -J-coJ es2 cos 2bsds =  f n e  &2, J es2 sin 2bsds =  0 (25)

OO — OO

tengliklarga asosan oxirgi ifodadan 1 -masalaning yechimi 

: u(x, t) =  e- t sina;

kelib chiqadi.
2—M A S A L A .  Ushbu bir jinsli bo'lmagan 

1 t .
ut =  - u xx +  el sm x, —oo < x <  +oo, t >  0; 

tenglamaning

u(x, 0) =  e- *2 sinx, - o o  <  x <  +oo,

shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y e c h ish . (21) formulaga

1 _  2 
a — =  e sinx, <p(x) =  e x sinor

funksiyalarni qo’yib,
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t +OO
+

0 —’ oo

eT sin£

VWWe x p i  |d£dr =  h  +  / 2; ( 26)

tenglikni olamiz.
Endi / i  va /2 integrallarni hisoblaymiz. 
Birinchi h  integral

t x „
s "b 7~TT> ^  “t + 1  t + 1

almashtirish natijasida

+ O O

t
t + 1

-ds

h + 1 t
t +  1

ko'rinishga keladi. Bundan

- 1 fexp\ -

exp<
x

t +  1

x
V + i + I ) t +  1

X
sm •

t +

sm

+00

t/

t X \-s +  - ------- r  I ds
t +  1 t +  1

e s cos
t + 1

sds+

+ 0 0

+ COS
£ + 1

e sin 1 /  —^-r-sds
t +  1

bo'ladi.
Bundan (25) tengliklarga ko’ra

1 . / x \ f 4x2 +1
h  =  sm j 7 -7-7  ) exp<

V T + T  \ t +  1 4(i + 1 )

ifodaga ega bo ’lamiz.
Ikkinchi h  integral esa,
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ga teng.
h  va h  iiitegrallarning qiymatlarini (26) formulaga qo'ysak,

2-masalaning yechimi

u(x ,  t) =  sino;sht + 1 . x—,—  -  sm     expVT+1 t + 1 F
4 x 2 + 1 

4 (t +  1)

hosil b o ’ladi.
3 - m a s a l a . Quyidagi

00 tk
u(x , 0  =  X )  i i 'Afcr(*)« (27)

fc=o

funksiya
n

^ ] uXjXj ~~ ui =  0, (28)
i=i

tenglamaning

u (x ,0) =  r (x ), —oo < x  <  +oo, (29)

shartni qanoatlantiruvchi yechimi ekanligini isbotlang.
n Q l

Bu yerda x  =  ( x u  x 2, ■. . ,  x n), A  =  J2 -  Laplas opera-
i= 1 trXj

tori, r (x ) =  t (x \,X2, . . . ,  x n) cheksiz differensiallanuvchi funksiya;
Faraz qilayhk, (27) va uning hosilalaridan tuzilgan qatorlar tekis 

yaqinlashuvchi bo'lsin.
Is b o t . (27) qatorni x i , X 2, . . . , x n o'zgaruvchilari bo'yicha 

ikki marta, t bo'yicha bir marta differensiallashdan hosil bo’lgan 
qatorlarning tekis yaqinlashuvchi ekanligidan u(x ,  t) yig'indi uchun

OO

fc=l

tk~ 1
A kr( x )
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ho'ladi. Demak, (27) funksiya berilgan (28) tenglamani 
i janoatlantiradi.

(27) funksiyadan (29) shart bevosita kelib chiqadi, ya’ni •

°° fk
u(x,t) = r ( x )  +  Y^u_ A kr(x )-' 

k = lK'

bundan t —> 0 da limitga o'tsak,

limu(x,t) =  u(x,0) =  r(x)

ekanhgi kelib chiqadi.
Demak, (28) tenglamaning (29) boshlang'ich shartni qanoat- 

lantiruvchi yechimi (27) formula orqali ifodalandi.

21—§. Birinchi chegaraviy masala yechimining 
integral ifodasi

Bu paragrafda issiqlik tarqalishi tenglamasi uchun birinchi 
chegaraviy masalani qaraymiz. xOt tekisligida uchlari A(0 ,0), B (1,0), 
E(l,T)  va F(0,T)  nuqtalarda bo'lgan A B E F  to'g'ri toktburchakni 
Q deb belgilaymiz.

Berilgan chekli Q =  {(x, t) : 0 < x < l , 0 < t < T }  sohada. .

du o o^u ' , .
(1)Lu =  ~ m ~ a

tenglamaning

boshlang'ich va

u\t=o — tfi(x)> 0 < x < l, (2)

ll\x=0 =  Pi (t), u\x=i =  p2(t), 0 < t < T , (3)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradigan u(x, t) yechimini toping.
Bu yerda f (x , t ) ,  <p(x), m(t) va /x2(t) -  berilgan funksiyalar 

bo ’lib, bu funksiyalar uchun quyidagi , . • ■ :

<p(0) =  pi(  0), p(l) =  fi2(0)
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tengliklar o'rinli.
Bu masala yechimining yagonaligi oldingi paragrafda ekstre- 

mum prinsipi yordamida isbotlangan, echimning mavjudligi esa 
o'zgaruvchilarni ajratish, Rir'e usuli biian ko'rsatilgan.

Biz bu paragrafda (l ) - (3 )  masala yechimining mavjudligini 
Grin funksiyasi yordamida isbotlashga harakat qilamiz va yechimning 
integral ifodasini keltirib chiqaramiz.

I S S I Q L I K  T A R Q A L I S H  T E N G L A M A S I  U C H U N  G R I N  F O R M U L A S I .  
Bu yerda issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy 
masala yechimining integral ifodasini keltirib chiqaramiz.

Buning uchun ushbu

M v =  a2vxx +  vt, (4)

operatorni qaraylik.
Faraz qilaylik, ip(x,t), ip(x,t) — ixtiyoriy cheksiz

differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsin. L va M  operatorlar uchun 
quyidagi

fW -  vMi, = (<f | f  -  V |  (vf j ,
ifoda o ’rinli, bu ifodani QT soha bo'yicha bo'laklab integrallayiniz. 
Natijada Grin formulasiga asosan

tpLip — ipMip
Qr ‘  ' dQT ' ~

formulaga ega bodamiz. Bu yerda Qr =  {(x ,t )  : 0 < x < 1,0 < t < t } 
to ’g’ri to'rtburchakli soha, dQr esa Qr sohaning chegarasi, ya’ni t =  0, 
x  =  l, t =  t  va x =  0.

Agar Lip =  f  va Mip =  0 b o ’lsa, u holda (5) formulani quyida-
gicha

JJ -ip L<p dxdt =  J ipip d x +  J c?(ip -  ip
Q r A B  *=° B E  V

dxdt
- /

cp ipdx +  a2[ip
dip dip 
dx

- p -
ox

dt , (5)
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d(p
dx

dt +
x = 0

ip Lp dxdt, (6)

yoaib olish mumkin.
Faraz qilaylik, <p(x,t) — u(x ,t ) funksiya (1) tenglamaning biror 

yechimi, ya’ni Lu =  f (x ,  t); i'p(x, t) =  E(x, t; r ) esa issiqlik tarqalish 
tenglamasining fundamental yechimi, ya'ni

E(x,t-,e.,r)
(x -  0 2 

1 e 4a2(t -  r) 
2ay/ir(t — r)

(7)

bo ’lsin.
Ma'lumki, E(x,t-,£,r) funksiya x, t o'zgaruvchilar bo ’yicha 

LE  =  0 tenglamani, r  o'zgaruvchilar bo'yicha esa M E  =  0 
tenglamani qanoatlantiradi.

Faraz qilaylik, M (x,t)  qaralayotgan Qr sohadan olingan 
fiksirlangan nuqta, M\ esa koordinatalari x, t+h, h >  0 bo ’lgan nuqta 
bo'lsin. M  nuqta orqali E F  xarakteristika o ’tkazamiz, (6) formulada 
x ni £ ga t ni esa r  deb almashtiramiz. U holda (6) formulani ABEF  
soha bo'yicha

9?(£,r) = u (£ ,r ) ,  rp(f,r) =  E (x ,t  +  h-,£,r),
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funksiyalaxga qo'llayrniz. Natijada

/  —4 = e x p { -% -^ -  }u{£,t)di =J 2aVvh
EF

4 a2h

: j  0)E(x, t +  h-,S, 0)<% +  J  o,2( e j

' "  ~E

JSE { x ’

AB

- 1
AF

du dE
a' [ E F C u H

BE  '
dr~

x = l

2/ „  9 «  dE\
a i E S ( - UV

dr +  E(x, t +  h;£, r)Lu d^dr,

ifodaga ega bo'lamiz.
dE

F A B E  sohada E(x, t +  h;£, r ) va funksiyalarning h ga 

nisbatan uzluksiz ekanligidan hamda ushbu

f — /= =  e x p ( — , *)<% =  u(.x > t)Ii m , __
J 2 a v  7r/i

EF
ia2h

tenglikka asosan, oxirgi formulada h —> 0 bo'lganda limitga o ’tamiz. 
Agar (x, t) nuqta E F  kesmada yotsa, u holda quyidagi

u(x,t) =  I u(£,0)E(x,t-,
AB

AF

£.0 R +  J
BE

' „ d u  dE
E F C u !Tt

dr—
x^l

dr +
x={)

Jj E(x,t;(;,T)f(£,T)dtdT, (8)
Qt

asosiy integral ifodaga ega bo ’lamiz.
Bu formula issiqlik tarqalish tenglamasi uchun boshlang'ich- 

chegaraviy masala yechimini bermaydi, chunki sohaning A.F va BE  
chegarasida u funksiyani enias, balki u  ̂ ni ham bilish kerak.

Faraz qilaylik, v funksiya qo'shma Mv =  0 tenglamaning E F  
da nolga teng b o ’lgan biror yechimi va u funksiya bir jinsli issiqlik 
tarqalish tenglamasi Lu =  0 ning yechimi bo ’lsin.
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Yuqorida olingan (6) formulani FA B E  sohada u va v 
funksiyalarga qo'llaymiz, U holda

u( 
AB ..

o =  J ^ , o w c , o k  +  J

- M

0 ! du dv
a { v d { - u Tt

. dr-
x=l

(  du dv
v r ( ~ u ir(

dr, (9)
0

formulani olamiz.
Endi (8) formuladan (9) formulani ayiramiz, natijada

« ( M )  =  J u(( ,0 )G (x ,t ;( ,0 )d ( +  J (g
AB BE

du 8G
d £ ~ u dt

dr—

-7
AB

2 /

“  i G T( - u T )

X = l

AF ' ~ Q t
ifodaga ega bo ’lamiz. Bu yerda

d r +  ff G ( x , t ] ( ,T ) f ( ( , r ) d ( d T ,  (10)
x-=0 J J

G(x,t;£,T)  =  E (x,t\ i ,r )  -  v (x , t ; t ,r ) . (11)

Agar qaralayotgan sohaning F A  va J3F chegarasida w =  0 deb 
tanlasak, u holda u(x, t) funksiya uchun quyidagi

dG
( x , t ) =  J u(£,0)G(x,t;£,0)d$ -  a2 J u(1,t )

AB BE

+o? J u(0,t) ^  dT +  JJ G (x ,t ;i ,T )f(( ,T )d (d T ,+
AF -  -  Qt

integral ifodaga kelamiz. Oxirgi tenglikdan (2)-(3) shartlarga asosan 
ushbu

t t
(x ,t) =  J ip(£)G(x,t;t,0)d£ -  a2 J /ia(r) dG dT+

«=0
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t t l_

/  dT + /  j  G ( * ' t ^ > r ) ^ > T ) d^d r >
0 =̂‘ 0 0

( 12)

formulaga ega b o ’lamiz. Bu funksiya (1) issiqlik tarqalish tenglamasi 
tichun birinchi boshlang/ich-chegaraviy masalaning yechimini beradi.

Shunday qilib, issiqlik tarqalish tenglama uchun birinchi 
chegaraviy masala echimining integral ifodasida asosiy qiyinchilik 
u(£,T) =  v(x > £tT) funksiyani aniqlash hisoblanadi.

Bu funksiya quyidagi shartlar asosida aniqlanadi:
1. v (x ,t ;£ ,r )  funksiya Q sohada aniqlangan uzluksiz hamda 

vx(x ,t ;£ ,r )  hosila Q mavjud va uzluksiz bo'lib, x — 0 va x — l da 
integrallanuvchi;

2. v(x ,t ;^ ,r )  funksiya r  <  t uchun issitarqalish tenglamasiga 
qo'shma bo'lgan M v — 0 tenglamani qanoatlantiradi;

3. v (x , 1 ; £ , t ) funlcsiya Q sohaning chegarasida x  =  0 va x =  l 
da v(x, t; r )  ga teng, ya'ni

u|x=o =  E(0, t ;£ ,t ), v\a~i =  E(l,t;£,T) 

shartlarni qanoatlantiradi;
4. Agar £ ^  x e  (0, l) bo'lsa, u holda lim v(x, t; £, r ) — 0 tenglik

T — > t
o ’rinli bo'ladi.

Bu shartlarga ko’ra, v =  v(x, t; / ,  r )  funksiya x, t parametrlarga 
bog'liq bo'lib, u qo ’shma Mv  =  0 tenglama uchun (l)-(3 ) masalaga 
o'xshash chegaraviy masalaning yechimi kabi aniqlanadi.

Demak, ikki juft o'zgaruvchiga bog'liq b o ’lgan (11) koVinish- 
dagi G(x, t; / ,  r )  funksiya issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi 
chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deyiladi.

Shunday qilib, issiqlik tarqalish tenglamasining ixtiyoriy 
yechimi Grin funksiyasi yordamida ( 12) forrnula bilan aniqlanadi.

To’g ’ri toTtburchakda ( l ) - (3 )  masalaning Grin funksiyasi 
uchun quyidagi

+oo

G(x, t ;£ ,r )  =  V E(x, t;£ +  2nl, r )  — E(x, t; —£ +  2nl, r ) , (13)
n = —oo u
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qatorni qaraymiz.
Bu qator 0 <  x  <  l, 0 < £ < . Z v a 0 < a < t  — r  < A  sohada 

absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
Haqiqatdan ham, n =  ± 1 , ± 2 , ± 3 , . . .  uchun

j ±  £ — 2nl — x\ >  2\nl\ — | ±  £ — x\ >  2\nl\ — 2,

u holda n =  0 dan boshqa hollarda fundamental yechim uchun

, .. 1 [ (\nl\-l)2]
\E(x, t; ± e  +  2"*» r )l ^  2flV5Fo 6XP [ 4a2A _

tengsizlik o ’rinli.
Demak, (13) qatorning har bir hadi n =  0 dan boshqa hollarda

1
2a\pKOL

^ P exp
n—1

l2(n — l )2
4a2A

yaqinlashuvchi sonli qatorning hadlari bilan chegaralangan. 
Bundan esa (13) qatorning qaralayotgan sohada absolyut va 
tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

0 ’rganilayotgan masalaning Grin funksiyasi

G (x,t]£ ,r )  =
2a\/Tr(t — r )

+ o o

-  E

(x -  £ -  2nl)2 (x +  £ — 2 nl)2
exp

i---
-

P to i i__
_ — exp

4 a2(t — t ) _

ko'rinishga ega bo'ladi va buni quyidagi

+ o o

G(x,t;£,T) =  E (x ,t ;Z ,T )+  'E(x,t;Z  +  2nl,r)~
n = —oo

-fo o

-  E (x , t ; -£  +  2nl,T) (15)
n = —oo

ko'rinishda yozib olish mumkin.
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+oo .
Bu yerda Y  ' belgi yig'indini n noldan boshqa butunn~—oo

qiymatlari b o ’yicha olinganligini bildiradi.
Bundan (11) tenglikka asosan ( l ) - (3 )  masala uchun

+oo
v(x,t-,Z,T)= E ( x , t ] - £  +  2n l, T ) -

n——oo

-f-oo

- En—1E(x, t; C +  2nl, r )  +  E(x,  t; £ -  2nl, r)

b o ’lar ekan.
Endi issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy 

masala Grin funksiyasining asosiy xossalarini keltiramiz:
1°. G(x, f; £, r )  funksiya x, t o'zgaruvchilar bo'yicha bir jinsli

Gt — a2Gxx

issiqlik tarqalish tenglamasini qanoatlantiradi.
2°. G (x ,t ;£ ,r )  funksiya £, r  o'zgaruvchilar bo'yicha qo’shma,

ya’ni
Gt +  a2G^ =■ 0 

tenglamani qanoatlantiradi.
Grin funksiyasining 1° va 2° xossalarini bevosita hisoblashlar 

yordamida ko'rsatish mumkin.
3°. G(x, t; £, r )  funksiya uchun quyidagi

G (x ,t ;0,r )  — 0, G (x ,t ; l ,r )  =  0

chegaraviy shartlarni o ’rinli.
Tengliklaming birinchisi G (x ,t ;£ ,r )  Grin funksiyasining (14) 

ko'rinishidan bevosta kelib chiqadi, ikkinchisi esa

G (x ,t ; l ,r )  — 1
2a^/nx{t — t )

+oo

E exp (x — (2n -  1 )l)2' (x — (2 n — 1 )l)2'
4a2(t — r) exp

4a2(t — r)
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tenglikka asosan o'rinli bo'ladi. .
4°. Agar £ J  x  € (0, /) bo'lsa, u holda

lim G(x, t; £, r )  =  0
T —>t

tenglik o'rinli bo'ladi.
Grin funksiyasida quyidagi t — t =  e

belgilashlarni kiritamiz. U holda

lim G(x, t; £, t ) =  lim G(x, t; £, t — e) =
t—»r e—>0

2a\fn ' 1 e-*o e^1 ' 61 e-4) e "2' e I
v n = —o o  v

bo'ladi. Bundan Loptial teoremasiga ko’ra ,,

lim G(x, t; £, r )  =  lim G(x, t; £, t -  e) =t—►t e—>0

2ayjr

+oo (
V '  { lim
^  1 e-+0 

n = —oo v

1 \Ji
2h\ efti /£

— lim
e—>0

1 \Je

2h2 eM!e }
ekanligi kelib chiqadi.

Endi issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy 
masala yechimini beruvchi (12) formula (1) tenglamani, (2) 
boshlang’ich va (3) chegaraviy shartlarni qanoatlantirishini ko’rsatay- 
lik. Buning uchun quyidagi teorema o'rinli:

T E O R E M A .  Agar tp(x) e  C[0,l], H\(t), pt2(t) €  C[Q,T\ va 
f ( x , t )  6 C(Q) bo'lsa, u holda (12) formula bilan aniqlangan u(x,t) 
funksiya ( l ) - (3 )  masalaning yechimi b o ’ladi.

Is b o t . (12) formulani quyidagi ko’rinishda

4

u(x,t)  =  Y^Ui(x,t),
i —1

www.ziyouz.com kutubxonasi



216 IV  bob. Parabolik tipdaqi tenqlamalar

yozib olamiz va har bir qo'shiluvchini alohida-alohida o ’rganamiz. Bu 
yerda

l
Ul(x,t) =  J <p(Z)G(x,t-,t,0)dZ;

o .

r 2 f  t \ 9G (x ,t;0 ,r )u2(x,t) =  a2 J  m ( r ) ----- ’  dx;

t
U s(x , t )  =  a2 J fi(T)

dG (x ,t ;l ,r )
d£

dr;
t l

ui ( x , t) =  J J G(x, t; £, r)f(£ ,  r ) d£dr.
o o

1°. Dastlab ui(x,t)  funksiyani qaraymiz. Grin funksiyasining 1° 
xossasiga asosan V(x, t) € Q U E F  uchun

0

l
Uit ~  o^uixx =  J <£>(£) [G< — a^Gxxj d£ =  0

o
bo'ladi.

Grin funksiyasining (13) ko'rinishini e'tiborga olib, ux(x,t) 
funksiyani ushbu

i
ui(x,t) =  J cp(QE(x,t;£,0)d£+  

o
L _1_

/ ( _ ° °  + O O  >

*>(£){ 'E (x ,t ;£  +  2 n l ,0 ) -  ^  E (x , t - , - t  +  2rd,0)\dt
q '•n=—oo n —~ oo *

kohinishda yozib olamiz. Bundan fundamental yechimning 3° va 4° 
xossalariga asosan Vx e  (0, l) uchun
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tenglik kelib chiqadi. :
Agar t >  0 deb, E (x ,t :£ ,r )  va G(x,t-,£_,r) funksiyalarning (7) 

va (13) ko'rinishlarini e’tiborga olib, ui(x,t)  funksiyani quyidagicha

/  +°° r '
tp(£) E (x ,t ;£  +  2nl,Q) -  E (x , t ; - £  +  2nl,0)

•n — — •

yozib olainiz. Oxirgi tenglikdan

lim ux(x, t) =  0 
x —>+0

ekanligi kelib chiqadi.
Xuddi shu kabi

. lim ui(x,t) =  0
x —>1—0

bolishini ko’rsatish qiyin emas. Chunki x — l da butun n ning 
—oo dan + co  gacha o'zgarganida (13) ketma-ketlikning birinchi 
qo’shiluvchisi l + 2n va ikkinchi qo’shiluvchisi — l + 2n toq sonlar, ya’ni 
. . . ,  - 3 ,  —2, - 1 ,  +1,4-2, + 3 , . . .  kabi o ’zgaradi. Bundan esa yuqoridagi 
qatorning mos qo’shiluvchilari o ’zaro qisqaradi.

2°. Endi ttofx. t) funksiyani qaraylik. Agar (x,t) 6 Q U EF  
b o ’lsa, (x,t)  (0, r ) b o ’ladi. U hoda Grin funksiyasining 1° va 4°
xossalariga ko’ra

U‘2t ~  a2u2xx =  -  lim fj,i(r)G^(x,t;0,r)+T — ;

+ / « m |
0

tenglik o'rinli bo'ladi. Demak, u2(x,t) funksiya issiqlik tarqalish 
tenglamasini qanoatlantirar ekan.

Grin funksiyasining tuzilishiga asosan, ushbu

Gt(x, t; £, 0) -  a2Gxx(x, t; 0) dr =  0

u2(x,t)
t  + o o

n n = —oo

x — 2nl
t -  T

E(x,t;2nl,r)dr  =
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t

=  4 ^ / M l ( T )

X
(t — r )3/2 4a2(t — r)

x
dr+

2a\fn

■j /* +oo

s  ' ( S
2 nl

( t - T / l 2
exp (a: — 2 nl)2 

4 a2(i — r)
dr, (16)

tenglik o'rinli. U holda, agar t >  0 b o ’lsa,

\  f  X
lim u 2( x , t )  =  lim - — -= m (r)   -------—— exp

z-++o x - ^ + o i a / n J  ' (t — r )3/2
o

H-OO» a r u u
n

(t — r )3/2x exP

4a2(t — r) 

n 2l2

d r —

a2(t -  r)
dr

bo'ladi. Bu yerda ikkinchi qo'shiluvchi nolga teng. Birinchi integralda

a ■
2a\/t — r '  

almashtirish bajaramiz va

r  =  t •
4a2a 2

lim Ui (x , t )  =  lim -^= /  ^  / ;t -  — -
r - » + o  v 1 1 * - * + o  \/n J ^ \ 4 a2a2 J e 01 da

2a\/n

tenglikni olamiz. Oxirgi ifodada t musbat bo'lgani uchun
OO

lim U2(x,t) =  —=  tix(t) e~c‘2da =  uUt)
x-^ + o  V 71" J

bo'ladi.
(16) tenglikka asosan

t
-{-OO

^ 0 U 2 ( M )  =  /  ^ i ( r )  E  - 4

/(1 -  2n) exp ( 1  - 2n)2i:2
4a2(t — r)

dr =  0 .
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lu'lil* rhiqadi. '
Agar x e  (0, l) b o ’lsa, Loptial qoidasiga ko’ra Vr <  t va n — 

II, I I, ± 2, . . .  uchun ,

x — 2 nl (x — 2rd)2
(t -  r )3/2 eX^ _ 4a2( t - r )

<  +oo

l ciiglsizlik o ’rinli. r  —> t da esa bu ifoda nolga intiladi. U holda (16) 
ionnulada t —> +0 da limitga o'tamiz, natijada

lim U2(x,t) — 0 
t->+o

tunglikka ega bo'lamiz.
3°. Xuddi yuqoridagi kabi

t

u3(x,t) -  -a ?  J H2(T)G^(x,t-,-l,T)dT .
o

liutksiya issiqlik tarqalish tenglamasini qanoatlantirishini hamda bu 
fuuksiya uchun quyidagi

lim uz(x,t) =  0, Vx e (0, n ;
{—H-0

lim uz(x, t) =  0, v t e ( o , r ] ;
x—►-H)
lim uz(x,t) =  /r2(t),

x—>(—0
Vt e (0,T)

lengliklarning o'rinli ekanligini ko’rsatish mumkin.
4°. Endi u±(x,t) funksiyani qarayiniz: ixtiyoriy (x,t) € Q n E F  

bo'Lsiu. U holda
l

U'41 — & ~  lim /  f(£,, t)G(x, t ,£, t)d̂ ~\~T~>tJ
o

+ j dr j f(f,T) ̂Gt ~ a2Gx̂j d£
o 0
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bo'ladi. Grin funksiyasining xossasiga asosan yuqoridagi ifodaning 
ikkinchi qo’shiluvchisi nolga teng va natijada

' . i ■
uit -  a2u4xx =  lim J  /(£ , t)G(x, t; £, t)d£

. 0 .

ega bo'lamiz. (14) formulani e'tiborga olib,

i
uit -  a2uixx =  lim f(£ ,t)E (x ,t ;£ ,t)d£+

T - > t  J
o

p r +oo •

+  hm /  ^ 2  'E(x,t;^ +  2nl, t) — E(x, t; — /  +  2nl,t)
q -̂n=~oo ■

ifodani olamiz. Bu ifodadan E (x ,t ;£ ,r )  funksiyaning 3° va 4° 
xossalariga ko’ra V (x, t) € Q n E F  b o ’lganda

U4t -  a2uixx =  f ( x ,  t)

kelib chiqadi.
Endi t >  0 b o ’lsin. U holda (7) va (14) formulalarga asosan

lim
x —»-f0

t i

U\(x, t) =  j d-r J
0

f (C ,r )x

x
-foo

E E (0, t; £ +  2nl, r )  -  E(0, t; - £  +  2nl, r) d£ =  0
n —~oo  *-

tenglik o'rinli boiadi. Xuddi shu kabi t >  0 da

lim U 4 , ( x , t ) = 0  
x —>l—0

ekanligini ko’rsatish mumkin.
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Ma'lumki, V x G (Q, Z) va V £ € (0, T ) da

i

'o

fimksiya uzluksiz ekauligidan

t i
lim u A x ,t ) =  lim 

i—»+o t-*+o
J dr J f(Z,T)G(x,t;£,T)d£ =  0 
0 0

l)o’]adi.
Yuisbotlanganlarni va <£>(0) =  fxi(0), <p(l) =  1x2(0) tengliklarni 

inobatga olsak, (12) formula bilan aniqlangan u(x,t) funksiya (1) 
issiqlik tarqalisb tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalaning 
barcha shartlarini qanoatlantirishi kelib chiqadi.

Shu bilan teorema isbotlandi.

IZOH. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun har xil sohalarda 
ikkinchi, uchinchi boshlang’ich—chegaraviy masalalar hamda turli 
nnklassik masalalarning qo’yilishi va ularning yechish usullari [22] 
u'quv qo'llanmada batafsil bayon qilingan.
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Nazorat uchun savollar

1. Qanday fizikaviy masalalar parabolik tipdagi tenglamalar 
orqali ifodalanadi?

2. Issiqlik tarqalish tenglamasida ut va uxx hosilalar qanday fizik 
ma'noga ega?

3. Parabolik tenglama uchun asosiy chegaraviy masalalar 
qanday qo'yiladi?

4. Birinchi chegaraviy masalaning korrektligi haqida nima 
deyish mumkin?

5. Parabolik tipdagi tenglama uchun Koshi masalasi qanday 
qo'yiladi?

6. Koshi masalasi yechimining mavjudligi qanday isbotlanadi va 
yechimning ko‘rinishi qanday ifodalanadi?

7. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasi 
yechimining yagonahgi qanday isbotlanadi?

8. Koshi masalasi uchun ekstremum prinsipi qanday
qo'llaniladi? ’

9. Qanday usullarda Koshi masalasi yechimining mavjudligi 
isbotlanadi?

10. Issiklik tarkalish tenglamasi uchun Koshi masalasi 
yechimining mavjudligini isbotlashda, Pur’e usuli qanday qofilanildi?

11. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun maksimum prinsipi 
qanday ifodalanadi?

12. Ekstremum prinsipidan qanday xossalar kelib chiqadi?
13. Parabolik tipdagi tenglama echimining silliqligi haqida nima 

deyish mumkin?
14. Chegaraviy shartlarning qanday turlari bor?
15. Pundamental echim qanday fizikaviy xossaga ega?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

4.1. Yon sirti issiqlik o'tkazmaydigan birlik uzunlikdagi sterjen 
berilgan bo'lsin. Agar sterjenning uchlaridagi harorati nolga teng va 
uning boshlang‘ich temperaturasi u(x,0) — <p(x) =  x(\ — x) bo ‘lsa, u 
holda sterjenda issiqlikning u(x, t) tarqalishini aniqlang.
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4.2. Ushbu ut =  a2uxx tenglamaning 0 < x < l , t > 0  sohada 
(|iiyidagi boshlang‘ich u(x, 0) =  sin —j— va bir jinsli chegaraviy shart-
ln i ni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.

4.3. Ushbu ut — a2uxx tenglamaning 0 <  x < l, t > 0 sohada 
(|iiyidagi

u(x, 0) =  ty(x), 0 <  x < l

boshlang'ich va
u(0,t) =  ux(l,t) =  0, t >  0

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.4. Ushbu ut =  a2uxx tenglamaning 0 < x < l, t > 0 sohada 

quyidagi
u(x, 0) =  Ax, 0 <  x < l

boshlang'ich va
u(0, t) =  u(l, t) =  0, t >  0,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.5 Ushbu ut =  a2uxx +  f ( x )  tenglamaning 0 < x < l, t > 0 

sohada aniqlangan uzluksiz va quyidagi

u(x,0) =  A(l — x), 0 < x < l

boshlang‘ich hamda

nx(0, t) =  a, u(l, t) =  (3, t > 0,

diogaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
4.6 Ushbu Ut =  a2uxx — (3u tenglamaning 0 < x < l ,  t > 0  

Holmda aniqlangan uzluksiz va quyidagi

u(x, 0) =  ip(x), 0 <  x < l

b (i ; i l i la i ig ‘ ic b  h a m d a

Uai(0, t ) = 0, ux(l,t) =  0, t >  0,

clicgaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
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4.7. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun qo‘yilgan quyidagi Koshi 
masalalaiini yeching.

1. Ut — uxx , — oo <  x  <  + o o , t >  0 ;

u(x ,  0) == sin Ix, —oo <  X <  +oo.

2. 4  ut =  uxx, -o o <  x  <  + o o , t >  0 ;

u ( x ,0 )  = 11 to 1 to

—oo <  x  <  +oo.

2 . 4ut =  uxx, -o o <  x  <  + o o , t >  0;

u(x ,  0) =„ g2x—x2 —oo <  x  <  +oo.

3. u t =  uxx +  sin£, —oo <  x  <  +oo, t >  0 ;

u(x ,  0) == e ^ 2, —oo <  x  <  +oo.

4. Uf “  ^xx +  3t2, —oo <  x  <  + oo , t > 0 ;

u ( x ,0 ) = sinx, —oo <  x  <  +oo.

5. ttf — Uxx +  Uyy, —oo <  x ,  y  <  +oo, t >  0;

u ( x , y ,  0) =  s m l i x s i n h y ,  —oo <  x, y  <  +oo.

6 . Uf — Ux x +  Uyy, —oo <  x,  y  <  +oo, t >  0 ;

u ( x , y , 0 ) =  sinZia: +  cosl^y,  —oo < 8+V

4 .8. Ushbu ut =  a2uxx tenglamaning x  >  0, t >  0 sohada 
aniqlangan uzluksiz va quyidagi

u ( x ,0 )  =  ip(x), x g leq0

boshlang'ich hamda
u(0 , t) =  0 , t >  0 ,

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,  t) yechimini toping.
4.9. Ushbu ut =  a2uxx — hu tenglamaning x  >  0, t >  0  sohada 

aniqlangan uzluksiz va quyidagi

u(x,  0) =  <p(x), x g ‘eq0

boshlang'ich hamda

ux (0,t)  =  0, t >  0 ,
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rluigaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
4.10. Faraz qilaylik, f (x ,  t) G C2(tg‘eq0) va Vtgleq0 da x 

argument bo ‘yicha gaxmonik bo ‘ lsin. Agar

t
u(x,t) J f ( x ,r )d r  .

o

bo'lsa, u holda u(x, t) funksiya ushbu '

ut — a2Au +  f (x ,  tf, u\t=o 0 

Koshi masalasining yechimi ekanligini isbotlang.
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V  BOB

ELLIPTIK TIPDAGI TEN GLAM ALAR

Elliptik tipdagi tenglamalarga asosan statsionar holatdagi, 
ya'ni vaqt o ‘tishi bilan o'zgarmaydigan fizik jarayonlarni o'rganish 
masalalari keltiriladi. Eng sodda elliptik tipdagi tenglama sifatida

a x ^ d 2u n
Au =  E - ^  =  o

i—1 dxj

Laplas tenglamasini qaraymiz. Bu tenglama yechimining asosiy 
xossalari erkli o ‘zgaruvchilar soni n ga bog'Iiq emas.

Shuning uchun qo'llanmada n =  2 bo ‘lgan holni qaxaymiz, 
zarur joylarda n >  2 bo ‘lganda asosiy ta!rif va tushunchalarning 
farqini tushuntirib o ‘tamiz.

22—§. Elliptik tenglamalar haqida umumiy ma’lumotlar

Faraz qilaylik, Rn evklid fazosida biror S sirt bilan chegaralan- 
gan sohani D  deb belgilaylik. Bu sohada quyidagi

r   v—1V , . d^U , . du . . .
Lu =  +  c^ u =  /(*)>  (J) 

j , i = i  1 3 i= i  4

chiziqli xususij^ hosilali differensial tenglamani qaraylik. Bu yerda 
a.ij{x), bi(x), c(x) tenglamaning koeffitsiyentlari, f ( x )  esa uning ozod 
hadi deyiiadi.

Agar (1) tenglamada f (x )  =  0 bo'Isa, u holda berilgan tenglama 
bir jinsli, aks holda bir jinsli bo ‘lmagan tenglama deyiladi.

D  sohadan biror ixtiyoriy xo =  (xf*\ x®\ . . . ,  a4° )̂ nuqta 
olamiz va bu nuqtada (1) tenglamaga mos ushbu

n

Q(\) =  <9(Ai, A2, . . . ,  \n) =  ^  a,ij(x)\i\j,
i,j=1

(2)
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kvadratik forma tuzamiz, A,-, (i =  1 , 2 haqiqiy o ‘zgaruvchilar.
1 -  t a ’r if . Agar (2) kvadratik formaning ishorasi xq <E D 

uuqtada musbat yoki manfiy aniqlangan bo'lsa, u holda (1) tenglama 
shu nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar D  sohaning har bir nuqtasida (1) tenglama eliiptik bo ‘lsa, 
u holda bu tenglama D sohada elliptik tenglama deyiladi.

2 -  t a ’r if . Agar noldan farqli bo ‘lgan bir xil ishorali k\ va k2 
haqiqiy sonlar mavjud bo ‘lib, barcha x  G D nuqtalar uchun

n n n

ko A; <  Y 2  ad (x )AiAi  -  5 1  Ai (3)
i = 1 i , j = 1 i = 1 .

tengsizhk bajarilsa, u holda (1) tenglama D sohada tekis elliptik 
tenglama deyiladi.

Qaralayotgan tenglamaning tekis elliptikligi oddiy elliptiklik 
shartiga qaraganda umumiyroq, chunki tekis elliptik bo'lishidan 
qaralayotgan tenglamaning elliptik tenglama ekanligi kelib chiqadi, 
aksinchasi noto‘g‘ri.

1-MISOL. Ushbu
A _  A  d2u n 
A u ~ ^ d x 1 ~  ’Z=1 %

n >  2, (4)

Laplas tenglamasini qaraylik. Bunda ay =  0, agar i ^  j  bo ’lsa va 
aij =  1, agar i =  j  bo ’lsa. U holda (4) tenglamaga mos kvadratik 
forma n

Q( Ai,A2, . . . , A n) =  J > f ,  (5)
i —1

bo'ladi. Demak, (4) tenglama butun R n fazoda elliptik tipga tegish- 
li, chunki (5) kvadratik forma A € Rn\{\ — 0 } bo'lganda mus- 
bat aniqlangan. Laplas tenglamasining Rn fazoda tekis elliptik tipga 
tegishh bo ‘lishi (3) tengsizlikdan kelib chiqadi.

Bunda ko — 1, /q =  1 yoki ko =  - ,  k\ =  1 deb tanlab olish kifoya.
2 - m is o l . xOy  tekislikdagi biror D c R\\y sohada quyidagi 

ikkinchi tartibli xususiy hosilah

u{x, y'j'Uxx 4” 2b(x,y{uxy c(x,y{uyy — f (x ,y ,  u,ux, Uy) (6)
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differensial tenglamani qaraylik.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

Q(Ai ,A2) =  o A f +  26Ai A2.+ cX l  (7)

ko‘rinishda bo ‘ladi.
Agar S =  b2 —ac < 0, bo‘lsa, u holda (7) kvadratik formaning 

ishorasi aniqlangan bo‘ladi va D  sohaning S <  0 bo‘lgan barcha 
nuqtalarida (6) tenglama elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

3—MISOL. Quyidagi

y'U'XX +  'U'yy — 0

tenglama Trikomi tenglamasi deyiladi. Bu tenglama y >  0 da elliptik 
tipga tegishli bodadi, chunki 5 =  b2 — ac =  —y. Lekin qaralayotgan 
D  sohada Trikomi tenglamasi tekis elliptik tenglama bo'lmaydi.

23-§. Garmonik funksiyalar

Rn evklid fazosida biror S sirt bilan chegaralangan sohani D  
deb belgilaylik. Bu sohada quyidagi

A t i  =  v r - r r  =  0

*=1 9X1 (1)

Laplas tenglamasini qaraylik.
Demak bundan keyin n o ‘lchovli fazoning x  nuqtasi deganda 

koordinatalari x 1} x 2, • • •, xn bo‘lgan x — {x\, aj2, . . . ,  xn) nuqtani 
tushunamiz.

1 - t a ’r if . Agar u(x) =  u(x i , X 2, . . . ,  xn) chekli D  sohada barcha 
argumentlari bo ‘yicha ikki marta uzluksiz hosilaga ega bo'lgan va (1) 
Laplas tenglamasini qanoatlantirsa, u holda bu funksiya D  sohada 
garmonik funksiya deyiladi, ya’ni

u(x) G C2(D) va A u(x) =  0, Vx € D.
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2 - t a ’ R I F .  Agar u(x) funksiya cheksiz D  sohaning. koordinat 
boshidan chekli masofada yotgan har bir x nuqtasida garmonik bo ‘lib, 
yetarlicha katta jr| nuqtalar uchun

l” W I  s  (2)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda it(x) funksiya cheksiz D sohada 
garmonik deyiladi. Bu yerda n fazoning o'lchovi, C  -  biror o'zgarmas 
son, |x| =  \Jx\ +  x\ + , . . .  +  x2m.

Ikki odchovli cheksiz sohada garmonik bo'lgan funksiya (2) 
tengsizlikka asosan cheksizlikda chegaralangan bo ‘lishi kerak.

1 - m is o l . Ushbu
n

u(x  1, X2 , ■ ■ • , xn) -  a i x i  +  b
i ~  1 .

chiziqli funksiya ixtiyoriy h c i i "  sohada garmonik funksiya bo'ladi, 
chunki

du d2u
=  a-i va =  0. -

OX%

2 - M I S O L .  Ikki o'lchovli. (x,y)  tekislikda ushbu

u(x,y) =  R e ( -  [ =  - y q — 2-, z ~ x  +  iy,
\ z j  x  ̂+  y^

funksiya (0, 0) nuqtani o ‘z ichiga olmagan ixtiyoriy sohada garmonik 
bo'ladi.

Haqiqatdan ham u(x, y) funksiya yordamida

v(x,y) =  I m ( ±

funksiyani qurish mumkin. Koshi-Riman shartlariga ko‘ra u(x,y) 
funksiyaning garmonik ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

3 - M I S O L .  Ikki argumentli u(x,y) -  x2 +  y2 funksiya 
garmonik bo'lmaydi. Chunki bu funksiya Laplas tenglamasini 
qanoatlantirmaydi, ya’ni tekislikning ixtiyoriy nuqtasida

A u(x, y) =  A (x 2 +  y 2) =  4 J  0
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bo'ladi.
4 - m is o l . Ikki argumentli u(x ,y ) =  x2 — y2 funksiya ixtiyoriy 

chekli sohada garmonik bo'ladi.
Chunki bu funksiya Laplas tenglamasini qanoatlantiradi, ya'ni 

tekislikning ixtiyoriy nuqtasida ushbu

Au(x, y) =  A (x2 — y2) =  2 — 2 =  0.

tenglik o ‘rinli bo'ladi.
Agar biror D  sohada ui(x),U2(x ) , . . .  ,un(x) funksiyalar 

garmonik bo'lsa, u holda Laplas tenglamasining bir jinsli va chiziqli 
ekanligidan bu funksiyalarning

a  iui(x) +  a^u^^x) +  ■ • • +  cenun(x), on =  const

chiziqli kombinatsiyasi ham garmonik funksiya bo'lishi kelib chiqadi. 
Agar u(x) funksiya biror D  sohada garmonik bo'lsa, u holda

u(ax +  b) =  u(ax\ + -61, 0x2 +  62, . . . ,  axn +  bn)

funksiya ham D  sohada garmonik funksiya bo ‘ladi.
Bunda- a, bi, (i =  1 ,n) haqiqiy o ‘zgarmaslar.
Haqiqatdan liam,

y =  ’ax +  b =  (axi +  61, ax2 +  62, . . . ,  axn +  bn)

almashtirish kiritamiz va yangi o ‘zgaruvchilar bo'yicha u(x) 
funksiyaning xususiy hosilalarini topib, (1) tenglamaga qo'yamiz. 
Natijada

E | U * + ^ E ^ ( f f W E ^ o .
»=1

hosil b o ‘ladi.
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24—§. Laplas tenglamasimng fundamental yechimi ,

Faraz qilaylik, (x,y)  va (£ ,77) ikki o ‘lchovli R2 tekislikdan 
olingan fiksirlangan nuqtalar va ular orasidagi masofa r2 =  (x — £)2 +  
(y — rj)2 bodsin.

Ushbu

q(x,y-R,v) =  f o p  r2 =  (x -  £)2 +  (y -  rif,

funksiya R2 tekislikda (€,tj) nuqtani o ‘z ichiga olmagan ixtiyoriy 
sohada garmonik funksiya bodishini ko'rsataylik.

Shuni ta ’kildash muximki, (£,r)) nuqtani o ‘z ichiga olmagan 
ixtiyoriy sohada q(x,y,£,rj) funksiya va uning ixtiyoriy tartibdagi 
hosilasi uzluksiz bo'Iadi. '

Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblash uchun uni quyidagi

q(x,y) =  h i^  =  - ^ l n r 2,

ko'rinishda yozib olamiz.
Bu funksiyaning xususiy hosilalarini olaylik

Qx - -  —  (r2)2 r 2^  )x
x ~ £ .  

r2 ’

Qxx -- (Qx)x --
1 , 2Q - £ ) 2

r2 r4
Xuddi shu kabi berilgan funksiyaning y  bo ‘yicha ikkinchi tartibli 
hosilasini olamiz

1 , 2( y - r ) ) 2 
Vyy — ri r4 •

Endi ohngan uxx va uyy hosilalarni Laplas tenglamasiga qo'yamiz. 
Natijada barcha (x,y)  ^  (£,rj) nuqtalarda , ,

-
9.X X  +  Qyy — - ^ 2

2(x -£ ,)2 +  2(y - rj)2 _ 2 , 2 _  n
A  O ' 0

ayniyatni olamiz.
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Demak, q(x, y; 77) =  ln -  funksiya R2 tekislikning barcha 
(x,y) ^  (£,??) nuqtalarida garmonik funksiya bo ‘lar ekan.

Endi Rn fazoda Laplas tenglamasining fundamental yechimini 
keltiramiz.

Faraz qilaylik, Rn, ng‘eq3 fazoda ikkita x — (x^, x^,. . . ,  xn) va 
/  =  (£1,^2, • • •, 4n) nuqtalari bo'lsin. Ular orasidagi masofani

n

r =  I* —f| =
N

-  a )2
k=1

deb belgilaylik. Ushbu

V (x ’ 0  r n - 2’ n — 3 (3)

funksiya har qanday x ^   ̂ nuqtada garmonik funksiya ekanligini 
ko'rsatish qiyin emas.

Bu funksiya £ nuqtani o ‘z ichiga olmagan har qanday sohada x 
bo ‘yicha Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. Haqiqatan ham,

Bundan

dv =  n - 2  dr =  (n -  2)(xk -  &)
dxk rn_1 dxk r”

d2v 
dx2

= n ~ 2 +  n (n  ~  2)(xk -  6 0 2
r n ' r n-i-2

n  -  2  /  n(a;jfc -  & .) 1

Au n  — 2
5  X > *  -  & ) 2 n

k= l
=  0

ekani kelib chiqadi.
Endi (3) funksiya (2) shartni ham qanoatlantirishini 

ko'rsataylik. r =  \x — £\g‘e\x\ — |£| bo ‘lishi ravshan. Yetarlicha
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katta |x| lar ucliun \x\ >  2j£j deb olishimiz mumkin. U . holda

|£| <  -|x| bo'ladi, bundan esa r >  -jx| kelib chiqadi. Natijada (3) 2 2 
formulaga asosan

2n~2
“ (*.«> < P P =2

tengsizlik hosil bo ‘iadi. Bundan esa v(x,£) funksiyaning cheksiz 
sohada ham garmonik bo'lishi kelib chiqadi.

Yuqorida ko‘rilgan q(x,y,£,rj) va, v(x,£) funksiyalar Laplas 
tenglamasining fundamental yeehimi deyiladi.

Bu funksiyalarning muhim tomoni shundaki, agar r —> oo 
bo'lsa, bu funksiyalar cheksizlikka intiladi.

Laplas tenglamasining fundamental yechimi n =  2 bo ‘lgan 
holda logarifmik maxsuslikka ega, n >  2 bo ‘lganda esa darajali 
maxsuslikka ega deyiladi.

Ikki o'lchovli R2 tekislikda konform akslantirishlar Laplas 
tenglamasini o ‘zini o ‘ziga akslantiradi.

Faraz qilaylik, z =  z(C) =  x(£, rj) +  iy(f, rj) golomorf funksiya C 
tekisligidagi D sohani z tekisligidagi ti sohaga konform akslantirsin.

sohada u(x,y) funksiya garmonik bo‘lsin. U holda u(f,r?) =  
u(x(f,r]),y(^,rj)) funksiya D  sohada garmonik funksiya bo ‘ladi. Buni 
isbotlash uchun

_ d2U d2U

A <U ~  W  +  drj2

hosilalarni hisoblayrniz. Buning uchun

Uj  ̂ —  “ f "  ~  V,XXy  “ h  Uyy^jj

va
+  Uyyy  ̂ +  +  ^yy^i

Ujjy — u xx X,i +  lU xyXriyr) +  +  V^x^rjrf +  Uy'IJq.

Oxirgi ifodalarni qo‘shamiz. Bunda x(f, rj) va y(f, rj) funksiyalar z(Cj) 
analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari boMgani uchun x y
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funksiyalar £ va r/ boVicha garmonik va ular Koshi-Riman tenglamasi 
bilan bog'langan. Quyidagi munosabatlar o ‘rinli, ya’ni

Bundan

dx dy dx
d£ drj ’ dr}

9y_
dt'

A^x =  Ac =  0.

A  = dx'
+

dy 2n
A zu 2r'(C)|2A 2'U

bo'ladi. Bu erda
d2u d2u

. zU dx2 dy2 ’
Oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, agar =  0 bo'lsa, undan 

A zu =  0 bo'lishi kelib chiqar ekan. Demak, konfbrm akslantirishlar 
n =  2 da. garmonik funksiyani yana garmonik funksiyaga, o ‘tkazar 
ekan.

Ixtiyoriy n >  2 bodganda garmonik funksiyani yana garmonik 
funksiyaga akslantiruvchi akslantirish mavjud, bunday almashtirish 
Kelvin almashtirishi deyiladi. Buni biz keyingi paragrafdao'rganamiz.

25—§. Kelvin teoremasi

Faraz qilaylik, u{x) funksiya Rn fazoda garmonik bo'lsin. Rn 
fazoni biror tekislikka nisbatan simmetrik akslantirsak, u holda u{x) 
funksiya garmoniklik xossasini saqlaydi.

Markazi xo =  0 nuqtada bodgan R radiusli sfera Sr b o ‘lsin. 
Agar x va £ nuqtalar sfera markazidan o ‘tuvchi xxq nurda yotib, bu 
nuqtalar uchun quyidagi

o2
C =  x-^2-, r2 =  x\ +  x\ +  . . .  +  x2 =  \x\2 (1)

yoki koordinatalari bilan
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munosabatlar o'rinli bo ‘lsa, u holda (1) tenglik Sr sferaga nisbatan 
inversiya deb ataladi.

Bu holda x  va f  nuqtalar garmonik qo‘shma yoki simmetrik 
nuqtalar deyiladi. (1) tenglikka asosan

l * H £ l  =  -R2 (2)

tenglik o'rinli bo'ladi.
Umuman olganda ng‘eq2 bo'lganda inversiya almasht'irishi 

natijasida funksiyaning garmoniklik xossasi saqlanib qolmaydi. Misol 
tariqasida n =  3 bodgan holda ushbu

u(x i , x 2,x 3) =
1

•\Ai +  ’
(3)

garmonik funksiyani qaraylik. Bu funksiya |ar| ^  0 nuqtada garmonik 
bo!ladi. Birlik sferaga nisbatan

x i ~  ’ P ~  1̂ 1 — t/C l +  ^2 +  ' • ' +

inversiya almashtirishi natijasida (3) funksiya

£2 £3
p* v v =  p

kohinishga keladi. Bu esa garmonik funksiya bodmaydi.
Inversiya ahnashtirishining bu kamchiligini shu almashtirishdan 

so‘ng funksiyani p2~n ga ko‘paytirish natijasida bartai'af qilish 
mumkin.

Buning uchun quyidagi teorema 0‘rinli.
K e l v i n  t e o r e m a s i . Agar u(x) funksiya D  sohada garmonik 

bo ‘lsa, u holda

(4)
formula bilan aniqlangan u(£) funksiya D' sohada garmonik bo ‘ladi.

Bu yerda D' soha D  sohaga qo‘shma bo ‘lib, u birlik sferaga 
nisbatan inversiya natijasida hosil bo'ladi.
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- Isbo t . Faraz qilaylik, D  sohaning ixtiyoriy nuqtasi 
x — (xi,X2, ■ ■ ■ ,x n) va D' sohaning ixtiyoriy nuqtasi esa £ =  
(£l>£2, • • ■ ,£n), £» =  i =  1 ,n ; a: nuqtadan koordinata boshigacha 
bodgan masofa r, £ nuqtadan koordinata boshigacha bo ‘lgan masofa 
esa p bo ‘lsin.

Bu nuqtalar uchun (2) formulaga asosan r • p — [a:j • |£| =  1 
tenglik o'rinli bodadi.

Quyidagi
At>(£) =  rn+2Au(a:), (5)

tenglikning to'g'ri ekanligini isbotlaymiz.
Aw al ushbu hosilani hisoblaylik:

=  f  P~2 ~ ' 2£i ’ M  »5 , s
. d£i \ - 2/?_ 4 £fc • £i; k ^ i .  '

U holda (3) formuladan

dv(0 (2 -  njp1 n^ - u ( x )  +  p2
^  fc=i

du(x) dxj, 
dxk d£i

=  (2 -  n)p-'%u(x) -  2p -"~ %  j h  £fc+
t i  dxk

+P~n = (2 -  ri)J\ -  2J2 + J3. (7)

Endi (6) formula. asosida (7) ifodaning o !ng tomonidagi 
funksiyalarning £* bo'jucha hosilalarini topamiz:

8Ji
W i

— -n p  n 2l+ u (x )+ p  nu (x ) -

dJi
d£i

- 2 p~n~
' « ? E

fc=i
du(x) r . - n - 2 r f  M * ) .

■ & 7 &  +  ' ’  6  ^ 7 ’

—(n +  2)p'
fe=i

<9w(a:)
dxk £fc + p - ” - 2

n

E
/c=l

9u(a;)
£fe+
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= -(n+2),-"-'{fE^&+/'-”-2E
fc=i 

n n

du(x)
dxk '*K" r

£fc'

-2p -n —6
*  E  E  i ( | ; )  t r ^ +

fe=l m = l

+ , - “ - 4« .  E
d f  du

fc=l dxi \dxk ik +  P -n —2 #: 5-u

<9Js
%

-np n—2 =

=  —np - n - 2 3n _n_4 - d (  &u 'V c ,udir2p p

n—29 2Xi

U holda topilgan hosilalarga ko‘ra (5) formulaning o'rinli ekanhgi kelib 
chiqadi, ya’ni

M a  =  P - « ) E F - ! E s 4 E
n d J2 A  d.h

fc=l fc=l fc=i

' =  — (2 — n)np nu(x) +  (2 - n ) p  nu(x)-

fc=l 7=1

+ 2( „  +  2) , - - E £ & - ^ - “ - 2E ^ & +
fc=l fc=l

+ 4  p -n —4
E  2 ^ S r - e = & - M - ” - 4axm9xfc “ r  jf+; dxidxk

/c ,m =l «,7—i

t=i i=l
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- 2  p -n —4
E

k,i=1

d2U

dxidxk + p n 2y :
i = l

d2u 
dx? pB+2Au(a:).

Shunday qilib, (5) tenglikning to ‘g‘ri ekanligi isbotlandi.
Demak, (4) funksiya /  0 bo'lganda D' sohada garmonik 

funksiya bo'lar ekan.
Iz o h . (4) funksiyaning ixtiyoriy I? radiusli Sr sferaga nisbatan 

inversiyasi

ko'rinishda bo ‘ladi.
Kelvin teoremasidan foydalanib, odatda garmonik funksiyaning 

cheksiz uzoqlashgan nuqta atrofidagi ta’rifi beriladi.
T a 'r if . Agar

V(t) = -̂ 2U(̂ ) = W "  Mx)
funksiya p — 0 nuqtada sifatida qo'shimcha aniqlangan

p->0

b o ‘lib, p — 0 nuqta atrofida garmonik bo ‘lsa, u holda u(x) funksiya 
cheksiz uzoqlashgan nuqta atrofida garmonik deyiladi.

Bu ta ’rifga ko'ra v(£) funksiyaning p — 0 nuqta atrofida 
chegaralangan ekanligi kelib chiqadi.

Ushbu lemmani isbotsiz keltiramiz:
L e m m a . Agar u(x) funksiya cheksiz uzoqlashgan nuqta atrofida. 

garmonik bo ‘lsa, u holda ushbu

'u(x) | < A
\x\n~2 ’

dlu(x)
dxl

<

|u(x) < A, du du
dx\ } 0X2

A n , ,
|x |n_2+i> n > 3 :  (8)

A
S j i p  n =  2, (9)

tengsizliklar o'rinli bo ‘ladi. Bu yerda A  musbat o‘zgarmas son. 
Yuqoridagi (8) va (9) tengsizliklar garmonik funksiyaning cheksiz 
uzoqlashgan nuqtada regulyarlik sharti ham deb yuritiladi.
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26—§. G arm on ik  funksiyalar uchun ek strem u m  prinsipi

Bu paxagrafda garmonik funksiyalarning muhim xossalaridan 
biri ekstremum prinsipini o'rganamiz. Bu yerda talabalarni 
ekstremum prinsipidan kelib chiqadigan ayrim natijalar bilan 
tanishtiramiz. Keyinchalik ekstremum prinsipidan foydalanib, Laplas 
tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining yagonaligi va turg'un- 
ligini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, Rn Evklid fazosida silliq S sirt bilan chegaralan- 
gan soha D  bodsin, ya’ni D  C Rn, D — D  U S.

1—T E O R B M A .  Agar u(x) funksiya chekli D  sohada garmonik, 
yopiq D  sohada uzluksiz va o'zgarmasdan farqli bo ‘lsa, u holda bu 
funksiya D  sohaning ichki nuqtalarida o ‘zining eng katta va eng kichik 
qiymatiga erishmaydi, ya’ni bu funksiya o ‘zining eng katta va eng 
kichik qiymatiga D  sohaning S chegarasida erishadi.

I s b o t . Faraz qilaylik, maxu(x) =  m, maxu(x) =  M  bo ‘lsin
va u(x) funksiya D  sohaning ichki nuqtalarida m dan katta qiymatga 
erishsin. U holda D  sohada shunday xq nuqta topiladiki, bu nuqtada 
u(xo) =  M, M  > m bo'ladi.

Quyidagi ko'rinishda

v(x) =  u(x) +  — r W

yordamchi funksiya kiritamiz. Bu erda r =  p(x ,xo) ikkita x va xq 
nuqtalar orasidagi masofa,

r2 =  p2(x ,  x q ) =  ( x i  — x i )2 +  . . .  +  ( x i  — x ®)2 +  . . .  +  (xn — x°)2;

x =  (xi, x%,. . .  ,Xi,. . . ,  xn), xq =  (rq, x^,. . .  ,X j, . . . ,  xn),
d esa D  sohaning diametri, ya’ni D  soha nuqtalari orasidagi maksimal 
masofa. Agar D  soha. chekli bo ‘lsa, u holda d chekli musbat son b o ‘lib, 
ixtiyoriy x E D uchim r <  d bo'ladi.

Shuni ta’kidlashimiz mumkinki,

1) v ( x q )  =  u ( x q )  =  M, bunda r =  0, ya'ni x =  x q \

2 )  v ( a :)|5 =  w (.x)|s’ +
M  ■

2 d2
rn o 

rl < m  +
M  — m M  +  m < M

2
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240 V bob. Elliptik tipdaqi tenqlamalar

Shunday qilib, v(x) funksiya ham D  sohada xuddi u(x) funksiya 
kabi xossalarga ega, ya’ni v(x) funksiya D  sohaning ichki xq nuqtasida 
M  qiymatni qabul qiladi va sohaning S chegarasida M  dan kichik 
qiymatga. ega. Demak, v(x) funksiya maksimum qiymatga. D  sohaning 
ichki £ .=  (£i)£2) • ■ • >£n) nuqtalarida erishishi mumkin. U holda bu 
nuqtada ekstremumning zaruriy shartiga ko‘ra ushbu

dv
dxi

=  0 va
d2v
8x1 < 0,

x=i
i =  l ,n

ifodalarga ega bo'lamiz. Bundan v(x) funksiya uchun Laplas 
operatorining x  =  £ nuqtadagi qiymati

,  8 2 V
Av(x)  =  X )  ^  0’ (2)

i = l  1

bodadi.
Ikkinchi tomondan (1) tenglikka asosan

d(r2)
2(xi -  z°),

d2(r2)
dxi “ v”1 ~in dx2 

ekanligini inobatga olsak, x =  £ nuqtada

2, A r2 =  ^
i = l

82(r2)
8x1

— 2 n

Av(x) =  a ( u(x) +  M^ J n r2)  -

=  Au(x) + M - m
2 d2

A r2 =  n
M  — m
~~!F~ > 0

tengsizlikni olamiz. Bu esa (2) tengsizlikka zid.
Bu ziddiyat garmonik funksiya o'zining maksimum qiymatiga 

sohaning ichki nuqtalarida erishishini isbotlaydi. Xuddi shunga 
o'xshash minimum bodgan hol isbotlanadi.

1—LEMMA. Agar u(x) funksiya D  sohada garmonik. yopiq D 
sohada, uzluksiz va eng katta (eng kichik) qiymatiga D  sohaning ichki 
nuqtalarida erishsa, u holda bu funksiya o'zgarmasdir.
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I s b o t . Faraz qilaylik, ixtiyoriy x € D  bo'lganda u(x) const 
bo ‘Lsin. U holda 1-teoremaga asosan u(x) funksiya o ‘zining eng katta 
qiymatiga D  sohaning S chegarasida erishadi. Bu esa u(x) =  con,st 
shartga zid. .•

Yuqorida isbotlangan 1-teorema va l-na,tijaga asosan quyidagi 
kuchsiz ekstremum prinsipi o'rinli. ‘ 1

2 -  l e m m a . Chekii D  sohada garmonik, yopiq D  sohada uzluksiz 
bo ‘lgan u(x) funksiya o'zining eng katta va eng kichik qiymatiga D 
sohaning S chegarasida erishadi.

Haqiqatdan ham, agar yopiq D  sohada u(x) ^  const bo ‘lsa, 
u holda 1-teoremaga ko‘ra bu funksiya eng katta va eng kichik 
qiymatiga faqat D  sohaning S chegarasida erishadi. Agar yopiq D 
sohada u(x) =  const bo'lsa, u holda u(x) funksiya eng katta (eng 
kichik) qiymatga yopiq D  sohaning ixtiyoriy nuqtasida, xususan S 
chegarada ham erishadi.

3 -  l e m m a . Agar u(x) funksiya D sohada garmonik, yopiq D 
sohada uzluksiz va D  sohaning S chegarasida u(x) >  0 b o ‘lsa, u holda 
yopiq D  sohada u(x) >  0 b o ‘ladi.

I s b o t . Faraz qilaylik, D  sohada shunday x' £ D  nuqta 
mavjudki, bu nuqtada u(x') <  0 bo‘lsin. U holda u(x) funksiya 
D  sohada etarlicha kichik manfiy qiymatga sohaning S chegarasida 
erishadi. Bu esa. D  sohaning S chegarasida u(x) > 0 bo'lsin degan 
shartga zid.

4 -  l e m m a . (Taqqoslash xossasi) Agar u(x) va v(x) funksiyalar 
D  sohada gaxmonik, yopiq D sohada uzluksiz va S chegarada u(x) > 
v(x) bo'lsa, u holda ixtiyoriy x € D  uchuri u(x) >  v(x) bo'ladi.

I s b o t . Bu natijani isbotlash uchun quyidagi w(x) =  
u(x) — v(x) ayirmani qaraymiz. Bu ayirma 3-natijaning shartlarini 
qanoatlantiradi. U holda x € D bo'lganda, w(x) >  0 yoki u(x) > v(x) 
ekanligi kelib chiqadi.

5 -  L E M M A .  Agar u(x) funksiya D  sohada garmonik va yopiq D 
sohada uzlulcsiz bo'lsa, u holda ixtiyoriy x  e  D  uchun quyidagi a) 
rmnu(a:) <  u(x) <  m axu(x);

b) \u(x)\ <  max |u(x)|. tengsizliklar o'rinh bo'ladi.
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6 - l e m m a . Agar D  soxada garmonik va yopiq D  sohada uzluksiz 
funksiyalar ketma-ketligi sohaning S chegarasida tekis yaqinlashuvchi 
bo ‘lsa, u holda bu funksijralar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis 
yaqinlashuvchi bo'ladi.

Is b o t . Faraz qilajdik, un(x) €  C(D)  garmonik funksiyalar 
ketma-ketligi bo ‘lib, bular uchun un(x )|15 =  f n(x) o ‘rinli bo'lsin. 
Lemma shartiga ko‘ra uzluksiz f n(x) funksiyalar ketma-ketligi S 
sohada tekis yaqinlashuvchi, u holda Koshi alomatiga asosan ixtiyoriy 
£ >  0 bo'lganda sliunday uq € N  son mavjud bo'lsaki, barcha x € S va 
barcha n ,m >  uq lar uchun | f n(x) — f m(x)| <  e tengsizlik bajariladi, 
bu yerda n, m e  N.

Endi garmonik funksiyalarning quyidagi un(x) — um(x) 
ayirmasini qaraylik, bu ayirma uchun

[“ « (* )  -  um(x)]
s

um (x) =  fn (x )  -  fm (x)  
S

tenglik o'rinli.
Yuqorida keltirilgan 5-lemmaga ko‘ra ixtiyoriy x € D  va barcha 

n ,m >  no lar uchun

|u„(x) -  um(x )| <  max \un(x) -  um(x )| <  max|/n(x) -  f m(x)\ <  e
■ o S

bodadi^ Demak, un(x) garmonik funksiyalar ketma-ketligi uchun 
yopiq D  sohada Koshi alomati o'rinli, bundan esa un(x) ketma-ket- 
likning shu sohada tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Puasspn tenglamasi uchun qa fiy  ekstremum prinsipirii 
isbotlaymiz.

2 - t e q r e m a . Agar u(x) € C(D)  fi C2(D) va ixtiyoriy x  €  D 
uchun A u(x) =  g(x) bo ‘lib, g(x) >  0 (<  0) bo ‘lsa, u holda u(x) 
funksiya o'zining eng katta (eng kichik) qiymatiga D  sohaning ichki 
nuqtalarida erishmaydi. Bu u(x) funksiya, o'zining eng katta (eng 
kichik) qiymatga D  sohaning S chegarasida erishadi.

ISBOT. Faraz qilaylik, u(x) funksiya D  sohaning ichki nuqtacida 
maksimumga erishsin, ya'ni D  sohada shunday xo nuqta mavjudki,
bu nuqtada u(xo) =  rnax u(x) bo ‘lsin. U holda shu nuqtada

D
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nksU'emumning zaruriy shartiga asosan

A u (xq) = E
£= 1

d2u(x q) 
dx2

< 0,

l)o‘ladi. Bu esa Au(x0) =  5(x0) >  0 shartga zid. Bu ziddiyat esa 
2-teoremani isbotlaydi.

7-LEMMA. Agar u(x) € G(D) fl C2(D), ixtiyoriy x  G D  uchun 
A u(x) =  g(x) bo ‘lib, g(x) >  0 (<  0) va S chegarada u(x) <  0 (>  0) 
bo‘lsa, u holda D sohada u(x) < 0  (>  0) bo ‘ladi.

27—§. G rin  form ulalari

Ushbu paxagrafda garmonik funksiyalar uchun Grin formulalari 
va undan kelib chiqadigan garmonik funksiyaning sodda xossalarini 
keltiramiz. Shu bilan birga C2 sinfdagi va garmonik funksiyaning 
integral ifodasini keltirib chiqaramiz.

xOy  tekisligida bo ‘lakli silliq S egri chiziq bilan chegaralangan 
soha D  C R2 bo ‘lib, unda CX(D) D C2(D) sinfga tegishli bo ‘lgan 
u(x,y) va v(x,y)  funksiyalar berilgan bo ‘lsin. D sohaning S 
chegarasiga o ‘tkazilgan tashqi normalni n deb belgilaymiz. D  =  DuS. 

Qaralayotgan D sohada ushbu ayniyatlar o'rinli:

vAu — (vu%)x 4“ ( v V y ) y  (Vx Vx  4" VyUy) ,

vAu  =  (vux -  vxu)x +  (vuy — vyu)y +  uAv,

d2 d2Im yerda A  =  —=  +  -=-=■ -  Laplas operatori. Bu ayniyatlarni D 
' oxA oyl

n<ilnula integrallaymiz va Gauss-Ostrogradskiy formulasini qo‘llab,

11  vAudxdy 
'/)

(vxux +  vyUy)dxdy +  J ( ! )

D  S

dv' 
dn JI I  (vAu -  uAv)dxdy =  j  ~ u ds, ( 2)
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244 V bob. Elliptik tipdaqi tenglamalar

formulalarga ega bo ‘lamiz. Bu formulalar mos ravishda birinchi va 
ikkinchi Grin formulalari deyiladi.

Agar bu formulalarda u(x ,y ) va v(x, y) funksij-alar D  sohada 
garmonik bo ‘lsa, u holda (1) va (2) formulalar ushbu

/ / <
D

. , , f  du 
uxux +  vyUy)dxdy =

s
(3)

f  f  du dv\ _ . .

5
(4)

ko'rinishga keladi. Oxirgi hosil bo ‘lgan formulalardan garmonik 
funksiyalarning sodda xossalari kelib chiqadi.

1) Agar D  sohada garm'onik bo'lgan u(x,y)  funksiya

u ( x , y ) e C l (D) va' u (x ,y )|s =  0

bo‘lsa, u holda barcha (x, y) € D uchun u(x, y) =  0 bo‘ladi.
ISBOT. Haqiqatdan ham, (2) formulada u(x, y) =  v(x, y) bo‘lsa,

bundan Jj ( UX +  Uy)dxdy =  J u^ d s ,
. D S

(5)

yoki

Jj (ul  +  u2y)dxdy =  0 
D

tenglik kehb chiqadi. Oxirgi tenglikdan barcha (x,y)  € D uchun 
ux =  0, uy — 0 bo ‘ladi. Bundan esa barcha (x,y)  e  S da « [5- =  0 
b o ‘lgani sababli va u(x,y) €  C l (D) ekanligidan u(x,y) =  0 bo‘lishi 
kelib chiqadi.

2) Agar D  sohada garmonik bo'lgan u(x,y) funksiya

u(x ,y) € C^(D) va du
dn

=  0 
s

bo ‘lsa, u holda barcha (x, y) € D  uchun u(x, y) — const bo'ladi.
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Bu xossaning isboti barcha (x,y)  £ <S da u\s =  0 bo ‘lgani sa- 
bnbli, (5) tenglikdan kelib chiqadi. . ,

3) Agar u(x,y) funksiya D sohada, garmonik va u(x,y) € 
<'l (D) bo ‘Isa, u holda

du 
dn

lio'ladi.
Haqiqa,tda.n ham, (4) formulada (x,y)  6 D  uchun v(x,y) =  1 

deb olsak,
du
dn

=  0 
s

hosil bodadi.
Endi Grin formulalaridan foydalanib, C2 sinfdagi va garmonik 

funksiyalarning integral ifodalarini keltirib chiqaramiz. Qaralayotgan 
D sohaning o'zgaruvchi nuqtasini (C,v) deb belgilaymiz. u(£,rj) 6 
C l (D) n C2(D) bo'lsin. D sohaning ixtiyoriy (x, y) nuqtasini markaz 
qilib, e radiusli Se doira chizamiz va uning chegarasi S£ bo'lsin. e 
radiusni shunday kichik qilib olamizki, 5e doira to ‘la D sohada. yotsin. 
De =  D\8e deb belgilaylik.

Ma'lumki, De sohada u(x,y)  va v(x,y)  funksiyalar C X(D£) n 
C 2(D£) sinfga tegishli.

J ___________________
v(x, y \£, rj) =  ln - ,  r =  \/(x -  £)2 +  (y -  v)2 

r

<lol>, De sohada bu funksiyalarga ikkinchi Grin formulasini qodlaymiz. 
Natijada ushbu

t i ' i i| ' , l i l o i i  o l a i n i z .
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Ma’lumki, ln -  
r Laplas teiiglamasining fundamental echimi

bo'lgani uchun A ^ l n —J =  0 bo'ladi. S£ sohaning SE chegarasiga

o'tkazilgan tashqi n£ normal r radiusga qarama-qarshi yo'nalganligi 
uchun

9
dn£

d
dne

1
r~e S (7)

teng. u(x, y) 
uzluksizligidan

funksiyaning birinchi tartibli hosilalarining

max
Ss

du
dn£ < C ,

bo ‘ladi, bu yerda C  o ‘zgarmas £ ga bog'liq emas. Shuning uchun e —* 0 
intilganda

/

1 du , 1 /  du— — ds£ 
r on£ n e J ~drie dSe

Se

< C -  2tt£-  In — 
£ 0

b o ‘ladi.
(7) tenglikni hisobga. olib, e radiusli aylanadan birlik aylanaga 

o ‘tamiz, x  -  £ =  e cos <p, y -  y — e sin <p, dse =  e ds\ natijada ushbu

/ ( In r ) dSe =  e / £COSV ' V ~ SsinV)£dsi =  27rn(a;,y),
S±

tenglikka ega bodamiz.
Endi (6) formulada e —> 0 limitga o ‘tsak, De esa D  ga intiladi, 

uning o ‘ ng tomonidagi ikkinchi integral -2iru(x,y)  ga intiladi, ya'ni 1

lim /  
«—o J

1 du
ln “ 75-------ur un£

d
dn£ ds£ =  -2  (x,y).

Natijada quyidagi

u(x,y) — —  JJ l n - A ud£drj+
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+ 2tt
In

1 du 
r dn

ds, (8)

C2 sinfdagi funksiyalarning integral ifodasi hosil bodadi.
Agar u(x, y) funksiya D  sohada garmonik boMsa, u holda. bu 

funksiyaning integral ifodasi (8) formuladan

u(x ,y)
3

(9)

ekanhgi kelib chiqadi.
Agar n >  3 boMsa, u holda C2 sinfdagi funksiyalarning integral 

ifodasi
u(x)

(n ■

+ (n 2)|Si| J [r«-
D

1 duD) d 
u2 dn dn \ r■n—2 d( S. (10)

koMMnishda boMadi.
Endi n — 3 boMganda |5i| — 47r ga teng boMadi va C 2 sinfdagi 

funksiyalarning integral ifodasi, ya’ni (10) formula

D

_1_
47T / r dn

8 (1  
U a n / r

d( S, ( 11)

koM iuishga keladi. •
Oxirgi (10) va (11) formulalardan garmonik funksiyaning 

mlt'gml ifodasini qiyinchiliksiz olish mumkin.
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28—§. Dirixle va Neyman masalalari. 
Yagonalik teoremalari

Bir bu paragrafda elliptik tipdagi tenglamalar uchxm asosiy 
chegaraviy masalalar, Dirixle va Neyman masalalarni o'rganamiz. 
Bu masalalarni Laplas tenglamasi uchun yechimning yagonaligi va 
turg'unligini isbotlaymiz.

Elliptik tipdagi tenglamalar odatda ikki xil chekli va. cheksiz 
sohalarda o'rganiladi. Har ikki holda ham qaralayotgan sohaning 
chegarasi chekli sondagi bo'lakli silliq chiziqlar (sfera)dan iborat, 
deb faraz qilinadi. Ayrim hollarda elliptik tenglamalar yarim 
chegaralangan sohaiarda qaraladi. Bunday sohalarning chegarasi 
cheksiz bo'lib, unga yarim tekislik, yarim fazo misol bo'ladi.

Matematik fiizika tenglamalari kursida elliptik tipdagi 
tenglamalar uchun ikki xil chegaraviy masalalar, ichki va tashqi 
masalalar o ‘rganiladi.

Agar nomadum funksiyani chekli sohadan topish talab qilinsa, 
bunday chegaraviy masalaga ichki masala, agar bu funksiyani cheksiz 
sohadan izlansa, u holda bunday chegaraviy masala tashqi masala 
deyiladi.

Faraz qilaylik, D  C Rn bo'lakli siliiq S sirt bilan chegaralangan 
chekli soha, f (x )  esa D sohada berilgan va uzluksiz funksiya bodsin.

Ushbu umumiy ko‘rinishdagi

elliptik tipdagi tenglamani qarayhk.
D ir ix l e  m a s a l a s i . Elliptik tipdagi (1) tenglamaning chekli D  

sohada aniqlangan uzluksiz va quyidagi

u(x) € C(D)  n C2(D); 

lim u(x) — (p(xo), xq € S, (2)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x) yechimini toping. 
Bu yerda <p ( x q ) berilgan uzluksiz funksiya.
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N e y m a n  m a s a l a s i . Elliptik tipdagi (1) tenglamaning chekli 
D sohada aniqlangan, D U S uzluksiz va quyidagi

du(x̂ \
lim dij(x) v ’ cos(i/, xk) =  tp(xd),

x- x̂q ' OXk xq e  S, (3)

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi u(x) yechimini toping.
Bu yerda ®o € S, v esa 5” sirtga o ‘tkazilgan normal va ip(xo) 

berilgan uzluksiz funksiya.
Agar u(x) e  C 1 ( E > U 5 ) n C ' 2 ( D )  sinfga tegishli bo ‘lsin, deb talab 

qilinsa, u holda (3) chegaraviy shartni

di j  ( x )
du(x)
dxk cos(v, xk) =  ip(xo), 

s
XQ €  S, (3')

ko'rinishda yozish mumkin.
Agar (1) tenglamada a.Lj ( x )  =  5ij bo'lsa, u holda tenglamaning 

bosh qismi Laplas operatoriga aylanadi va (1) tenglama ,

Lu =  - A  u(x) +  bi(x)uXi +  c(x)u =  f (x ) ,  (4)

ko'rinishga keladi. (3’) chegaraviy shart esa

=  i>(xo), x0 e S, (5)
s

sodda ko‘rinishni oladi.
Tashqi Dirixle va Neyman masalalarining mos ichki 

masalalardan fai'qi shundaki, nomadum funksiyadan \x;\ —> oo 
da qo‘shimcha

du
!h>

l'«(3;)l <  r in~2  ̂ C  =  const >  °) (6)\x\

sliartning bajarilishi talab qilinadi.
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Y ech im in ing  yagonaligi haqidagi teorem alar

Bu yerda Laplas tenglamasi uchun Dirixle va Neyrnan 
masalalari yechimining yagonaligi haqidagi teoremalarni isbotlaymiz.

1—T E O R E M A .  Agar Laplas tenglamasi uchun ichki (tashqi) 
Dirixle masalasining yechimi D  sohada mavjud bodsa, u holda bu 
yechim yagona b o ‘ladi.

I s b o t . 1) Faraz qilaylik, Laplas tenglamasi ucliun ichki Dirixle 
masalasi ui(x)  va vaix) yechimlarga ega bo'lsin. Bu funksiyalarning 
u(x) — u\(x) — u2(x) ayirmasi uchun quyidagi

1) u(x) e C ( D ) n c 2(D)-
2) Au(x) =  A(ui(a:) — u2(x)) =  Aui(x) — Au^(x) 0;

3) u(x) ui(a;) -  u2(x) =  <p(x) — ip(x) =.0
s

shartlax o'rinli.
Demak, u(x) funksiya D  sohada garmonik, yopiq D sohada 

uzluksiz va m^)),?  =  0. Yuqorida isbotlangan ekstremum prinsipiga 
asosan bu funksiya m inu(x) va maxu(x) sohaning S chegarasida

erishadi. D  sohaning chegarasida esa u(x)  =  0. U holda yopiq D 
sohada u(x)  =  0 bo'ladi. Bundan U\(x) =  u2(x) ekanligi kelib chiqadi.

2) Endi 1-teoremani tashki Dirixle masalasi uchun isbot 
qilaylik. Buning uchun n >  2 bo'lgan holni qaraymiz. Tashqi Dirixle 
masalasining (6) shartiga asosan u(x) =  u\(x)—u2(x) funksiyacheksiz 
D  sohada garmonik bo'ladi.

S sirtni markazi koordinata boshida sferasi Sr bo‘lgan R 
radiusli shar bilan o'raymiz va D r halqasimon sohada funksiyani 
qaraylik.

Ma'lmnki, u(x)\s =  0, bundan tashqari koordinata boshidan 
etarlicha uzoqda b o ‘lgan nuqtalar uchun (6) shart o'rinli. Bundan 
shar radiusi etaxlicha katta bo'lganda, ya’ni Sr sferada

. / \ i C u(x) < ——1 ' ' 1 — JJn—2 1 C =  const >  0,

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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Ixtiyoriy e >  0 uchun R radiusni shunday tanlaymizki, natijada 
CR2~n < e bo'lsin. Ekstremum prinsipiga asosan D r halqasimon 
sohada u(x) funksiya oVining eng katta va eng kichik qiymatlariga, 
yoki S  da, yoki Sr da erishadi, lekin bu qiymatlar modul jihatdan e 
dan katta bo'lmaydi.

Faraz qilaylik, x  cheksiz D  sohaning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. 
R  radiusni shunday tanlaymizki, natijada x  nuqta D r  da, etadi va 
|u(x)| <  e bo'ladi. e ixtiyoriy musbat son bodgani uchun u(x) =  0 va 
bundan u i(x ) = u2(x) ekanligi kelib chiqadi.

Endi Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining 
turg'unligini isbotlaylik.

2—TEOEEMA. Laplas tenglamasi uclnm Dirixle masalasining 
yechimi chegaraviy funksiyaga uzluksiz bog‘liq bo ‘ladi.

ISBOT. Faraz qilaylik, u\(x) funksiya (3 )-(5 ) masalaning 
iti(a:)|5 =  tp\(x) chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi yechimi, 
U2(x) funksiya esa (3 )-(5 ) masalaning tt2(a:)|5 =  <p2(x) shartni 
qanoatlantiruvchi yechimi bo ‘lsin. U holda u-\(x) — u2(x) ayirma 
qaralayotgan masalaning

(u\(x) -  u2(x))|s  =  <p\(x) -  ip2(x)

chegaraviy shartni qanoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.
Agar ixtiyoriy e >  0 son va x  E S uchun \<pi(x) -  <p\(x)\ < s 

b o ‘lsa, u holda

|ux(x) -  u2(x)\ <  max|ui(a') -  u2(x ) j =  max|(/?i(r) -  <p2(%)\ <  e 5  S '

tengsizlik o'rinli bo ‘ladi.
Bu Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining 

turg‘un ekanligini bildiradi.
Endi Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasi yechimining 

yagonaligini isbot qilaylik.
Agar u(x) e  CX(D) nC2(D) va S silliq sirt bo'lsa, u holda u(x) 

funksiya S da to ‘g‘ri normal hosilaga ega bo'ladi.
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Chekli D sohada ichki Neyman masalasini qaraylik, ya’ni

u(x) € n C 2(£>);

A u(x) =  f  (x), x  e  D)
du(x)

sdv f>(xo), x0 €S ]
(7)

3 - t e o r e m a . Agar Laplas tenglamasi uchun ichki Neyman 
masalasi D  sohada ikkita yechimiga ega bo'lsa, u holda bu yechimlar 
bir-biridan o ‘zgarmasga farq qiladi.

Is b o t . Faraz qilaylik, (7) masala D  sohada iii(x) va Ui(x) 
yechimlarga ega bo'lsin. Ularning ayrimasi u(x) =  xii(x)-U2(x) uchun

A  u(x) 0, du(x)
dv

=  0 ,
s

(8)

munosabatlar o'rinli ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. u(x) funksiyaga 
D  sohada Grin formulasini qodlaymiz. Natijada

ds, (9)

tenglikka ega bo'lamiz.
u(x) funksiyaga D  sohada uzluksiz ekanligidan u yopiq D  da 

chegaralangan bodadi va du/dv qiymat (8) ga ko‘ra nolga tekis 
yaqinlashadi. (8) chegaraviy shartdan va (9) tenglikdan

Jlt
D  t=1

du
dxi

2

dx =  0

ifodani olamiz. Oxirgi tenglikdan dujdxi =  0, i =  1,2, ...,n va 
bundan esa u(x) =  const yoki u\(x) =  va(x) +  c kelib chiqadi.

Endi tashqi Neyma-n masalasini n  >  2 bo ‘lgan holda qaraylik.
4 - t e o r e m a . Agar Laplas tenglamasi uchun tashqi Neyman 

masalasining yechimi D  sohada mavjud bo'lsa, u holda bu yechim 
yagona bo'ladi.
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Isb o t . Faraz qilaylik, cheksiz D  sohada Neyman masalasi u\ (x) 
va U2{x) yechimlarga ega bo ‘Isin. Ulaxning u{x) =  wi(a:) — u^ix)
ayrimasi __

' u{x) e C'{D)  (1  C2{D);

A  u{x) =  0, 
du{x)

dv
=  0,

u{x) =  0{\x\

x € D; 

x o €  S;

2_” ), x —> oo,

(10)

munosabatlarni qanoatlantiradi.
Cheksiz D sohada yotuvchi va S sirtga parallel bodgan Sh sirtni 

quramiz. Endi markazi koordinata boshida bo ‘lgan Sh sirtni o ‘z ichiga 
olgan R radiusli Sr sfera o ‘tkazamiz. D^) soha Sr va Sh sirtlar bilan 
chegaralangan va Dr esa S va Sr sirtlar bilan cliegaralangan. D ^  
soha chekli va unda u{x) e C2{ D ^ )  bo'lgani uchun Grin formulasini 
qo'llash mumkin. Unga ko‘ra

/ /
nW

u{x) A u{x)dx = -JJt du
dxi

2
dx+

du , f  du 
—  d s +  u —  ov J ov

Sr

ds,

bo'ladi. Oxirgi ayniyatda h 
larga asosan

/ / £
Dr 2=1

du
dxi

0 limitga o ‘tamiz va (10) munosabat-

(11)dx
du , 

u —  ds, 
ov

Sr

tenglikka ega bo'Iamiz. (10) shartlarga va u{x) funksiyaning D  sohada 
garmonik ekanligidan va etarlicha katta R uchun quyidagi

u{x)

du{x)

< C

dv

1*1=R

\x\=R

Rn~ 2 ’ 

Ci
R n - l  ’

C  =  const > 0,

C\ — const >  0,
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tengsizliklar o'rinli bo ‘ladi. Bu tengsizliklarga asosan (11) formulaning 
o ‘ng tornoni uchun

IUdu
dv

ds
c c ^Sr I c Ci \S\\ 

~ K2n~3 Rn~2 ’

bahoni olamiz. Bunda n >  2 b o ‘lgani uchun R —> oo da hmitga 
o'tamiz. Natijada

L
D

2 ‘ 
dx — f  du lim u 

R- * o o  J  ov 
Sr

ds <  lim
H—>oo

CCtlS-L
R n -2 =  0

tenglikka ega bodamiz.
Ou

Oxirgi tenglikdan =  0 yoki u(x) =  const kelib chiqadi. 
O X i

Masalaning shartiga ko‘ra u(x) funksiya cheksizlikda nolga intiladi. 
Shuning uchun u(x ) ■= 0 bo'ladi. Bundan esa ui(x) =  u%(x) ekanligi 
kelib chiqadi.

2 9 -§ . D oira  uchun D irix le  masalasi. 
Puasson  form ulasi

Bu paragrafda yuqorida keltirilgan Dirixle masalasi yechimining 
mavjudligini n =  2 bodganda. ya'ni tekisiikda o'zgaruvchilarni 
ajratish usuli bilan isbotlaymiz. SHu bilan birga ixtiyoriy radiusli 
doirada Dirixle masalasi yechimini beruvchi Puasson formulasi va 
uning xossalarini o'rganamiz.

D oirada  D irix le  m asalasi

xO y  tekislikda birlik aylana S : x2+ y 2 =  1 bilan ehegaralangan 
doira D  =  { (x ,y )  : x2 -f y2 < 1} bodsin. Birlik D  doirada quyidagi

A u(x, y)
d2u , d2u 
dx2 dy2 ’ (1)
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Laplas tenglamasini qaraylik.
D i r i x l e  m a s a l a s i . Laplas tenglamasming D  yopiq sohada 

aniqlangan uzluksiz va quyidagi .

u(x,y) e C ( D ) n C 2(D)-f

u(x,y)
s

0 < < p <  2ir, (2)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x,y)  yechimini toping. ‘
Bu yerda f(<p) etarlicha silliq berilgan funksiya, <p esa Ox  o ‘qi 

bilan O M  radius-vektor orasidagi burchak va f(<p) funksiya uchun 
/ ( 0) =  / ( 2tt) tenglik o'rinli. •

Doirada ( l ) - (2 )  Dirixle masalasini yechish uchun
o ‘zgaruvchilarni ajratish usulidan foydalanamiz. Buning uchun 
berilgan f(<p) funksiya [0, 27rj segmentda. uzluksiz va uzluksiz hosilaga 
ega, ya’ni f(<p) € C'1[Q, 2-7rj bo'lsin.

D  sohada x =  pcos<p, y =  psm<p, 0 <  p < 1, 0 <  <p < 2ir qutb 
koordinatalariga o'tamiz. U holda Laplas tenglamasi

P V'pp P^'p Utpip 0 , (3)

ko'rinishga o ‘tadi.
Bu tenglamaning ixtiyoriy u(x,y) =  u(pcos<p, psin<p) =  

u(p, <p) yechimini
u(p, <p) =  R(p)$(<p) ^  0, (4)

ikki funksiyaning ko'paytmasi ko'rinishida izlayrniz.
Endi (4) formulani (3) tenglamaga qo'yib,

P2R "(pM<p) +  pR'(p)$(<p) +  R(p)$(<p) =  o,

ifodani olamiz. Oxirgi ifodani R(p)<b(<p) ko‘paytmaga bo'lamiz. 
Natijada

*tf' (p)  , / ( p) =  _f!M
p R(p) + P R(p) $"(<p)’ (5)

tenglikka ega bo ‘lamiz. Bu tenglikning chap tomoni faqat p o ‘zgaruv- 
chiga, o ‘ng tomoni esa <p o'zgaruvchiga bog‘liq. Bu tenglik uning o ‘ng
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va chap tomonlari faqat bitta A o'zgaxmasga teng bo'lganda o ‘rinli. 
U holda (5) tenglama ikkita

§"(<p) +  =  0, (6)

f?R"{p) +  p & ( p ) - \ R ( p ) = 0 ,  (7)

chiziqli oddiy differensial tenglamaga ekvivalent bo'ladi.
Chegaraviy funksiya f(<p +  2-ir) =  f(<p) ekanligidan (4)

formulaga asosan $(y>+27r) =  $(<p) boiadi. Demak, $  davri T =  2n 
boigan davriy funksiya ekan. Bu faqat A =  n2, n E N  boiganda 
o ‘rinli boiadi.

(6) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi

<&n(+) =  an cos n<p +  bn sin mp

formula bilan aniqlanadi, bunda an, bn ixtiyoriy o ‘zga,rmaslar.
(7) tengiama esa, A =  n2 boiganda ikkita

Ri(p) = Pn, R2(p) = P~n
chiziqli erkli yechimlarga ega.

Dirixle masalasining yopiq D sohada uzluksiz yechimi 
qidirilayotgani uchun (7) tenglamaning yechimi sifatida R(p) =  pn 
funksiyani olamiz. U holda (4) formulaga ko‘ra

un(p, <p) =  pn(an cos n<p +  bn sin rup)
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formulani topamiz. Shunday qilib, (3) tenglamaning D  doirada 
garmonik b o ‘lgan xususiy yechimini topdik.

Agar A =  0 bo'dsa, (3) tenglamaning yechimi u(x, y ) -  const 
bo'ladi va aniqlik uchun const — ao/2 deb olamiz. U holda Dirixle 
masalasining yechimini ushbu 

. +oo

u(p, <p) ~  Pn(0n cos ntP +  bn sin nif) , (8)
n=l .

yig'indi ko‘rinishda izlaymiz.
Faraz qilaylik, ushbu an, bn ketma-ketiiklar chegaralangan va 

M  — max{|a0|/2, |a„| +  |6„|} bodsin. A.ga,r p <  pi <  1, ixtiyoriy p\
Th

fiksirlangan musbat son bo'lsa, u holda (8) qator ushbu
-{-OO

M(1 +  p\ +  p\ +  . . .  +  p\ + . . . )  — M  2 2  Pi (9)
n = 0

sonli qator bilan majorantlanadi. Veyershtrass alomatiga asosan (8) 
qator ixtiyoriy yopiq p <  pi doirada tekis yaqinlashuvchi va bu 
qatorning yighndisi vopiq p < pi doirada uzluksiz bo'iadl. Budan 
pi € (0,1) oraliqda ixtiyoriy ekanligidan u(p, tp) funksiyaning D 
doirada uzluksiz bodishi kelib chiqadi.

Endi (8) qatorni D  doirada uzluksiz p va <p o ‘zgaruvchi!ar 
bo'yicha k marta differensiallash mumkin. Hosil bo'lgan qatorlar 
P <  Pi < 1 (9) kabi yaqinlashuvchi sonli qator bilan majorantlanadi.

Haqiqatdan ham, (8) qatorni k marta formal differensiallash 
natijasida _

4-oo

2 2  n(n -  1 ) - . . . - ( n - k  +  1 )pn k(an cos rvp +  bn sin rnp),

(10)
n=k

- f o o

dku(p, <p) = 
dpk

dku(p, <p) 
dipk

hosil bo ‘lgan (10) qatorning hadlari p < pi <  1 sohada ushbu 
4-.00 +oo +oo

2 2  u(n—l ) - . . ,( n -k + l)Prk < M 2 2 nkPi~k =  M 2 2 ( k+ m)kP?

5 > V
72 — 1

(  kn\ . . (  k-K{ np +  —  ) + 6n sm! rup +  —(a„cos^n</> +  ^ , (11)

n=k n=k m 0
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yaqinlashuvchi sonli qatorning hadlari bilan chegaralangan. 
(11) qator esa mos ravishda

qatorga majorantlanadi.
Bundan (10)—(11) qatorlar p < pi yopiq doirada absolyut 

va tekis yaqinlashuvchi, shuning uchun bu qatorlarning yig‘indisi D  
sohada uzluksiz bo ‘ladi.

Agar (10) qatorda k =  1 va k — 2, (11) qatorda esa k =  2 
bo'lganda hosil bo'lgan ifodalarni (3) tenglamaga qo‘ysak, (8) qator 
bilan aniqlangan u(p,(p) funksiya D  doirada tenglamaning yechimi 
bo ‘lishiga ishonch hosil qilamiz.

SHunday qilib, (8) qator D  sohada garmonik funksiya ekan. U 
holda (8) qatorni (2) chegaraviy shartga qo'yamiz, natijada

hosil bo ‘ladi.
Bu f (p )  funksiyaning [0, 27r] segmentda sinus va kosinus bo ‘yi- 

cha F'ur’e qatoriga yoyilmasi deyiladi.
Uning an va bn koeffitsientlari

OO

=  f ( v )  =  yr +  Y ] p n(an cosri(p +  bnsinmp), (12)
& ra=l

(13)
o

0

0
formulalar yordamida aniqlanadi.
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Agar f(<p) funksiya [0, 27t] segmentda uzluksiz va shu segmentda 
uzluksiz birinchi tartibli liosilalarga ega bo'lsa, u holda (12) qator 
[0,27rj segmentda f(<p) funksiyaga tekis yaqinlashadi, bunda (12) 
qatorning har bir hadi ushbu

yaqinlashuvchi sonli qatorning hadlari bilan majorantlanadi.
Demak, (8) qator ixtiyoriy p <  1 bo'lganda (16) qatorga 

majorantlansa, u holda Veyershtrass alomatiga ko'ra (8) qator yopiq 
D sohada absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Endi f(<p) ixtiyoriy uzluksiz funksiya bo'lganda, koefhtsientlari
(13)—(15) formulalar bilan aniqlangan (8) qa,tor
p <  1 sohada Dirixle masalasining yechimi ekanligini ko'rsatamiz. 
Buning uchun p — 1 aylanada berilgan f(<p) funksiyaga intiluvchi 
f m(<p) funksiyalar ketma-ketligini quramiz.

Faraz qilaylik, um fimksiya um\s =  fm(<p) shartni 
qanoatlantiruvchi Dirixle masalasining yechimi bo'lsin. 6-lemmaga 
asosan um ketma-ketlik p <  1 doirada uzluksiz bo ‘lgan u(x,y) 
funksiyaga intiladi va bu funksiya p =  1 da f(<p) funksiyaga teng.

Faraz qilaylik, f m(<p) funksiyaning Fure koeffitsientlari an , b™ 
bodsin. Ve >  0 olinganda barcha n lar uchun etarlicha katta m  larda

(16)

bo'ladi.
Bundan

-f-co

+  Y , P n\(an -  ) cosrup +  (bn -  6]T)sinn^)| <
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kelib chiqadi.
Demak, (8) formula bilan aniqlangan u (x ,y ) funksiya p <  1 

sohada ( l)-(2 ) Dirixle masalasining yechirni ekan.
Shunday qilib, quyidagi teoremaning o'rinli ekanligi isbotlandi.
1—t e o r e m a . Agar f(ip) <5 C'1[0,2tt] va / ( 0 )  =  f(2n)  bo'lsa, u 

holda D  sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining yagona 
yechimi mavjud bodadi. Bu yechim (8) qator bilan, uning ao, an va 
6n koeffitsiyentlari mos ravishda (13), (14) va (15) formulalar bilan 
aniqlanadi.

P u asson  form ulasi

Endi (8) qatorni (14)-(15) formulalarni inobatga olib 
o'zgartiramiz. Buninguchun (14) va (15) koeffitsiyentlarni (8) qatorga 
qo'yamiz. Natijada p <  1 sohada

aQ +2̂  i  22T ■
u(p, V) =  y  +  ^ 2  Pn(an cos rup +  bn sin mp) =  —  f(t)dt+

n—l f.

n = 1

2 ir

/  (t) cos ntdt cos np +
o

2ir

/  / ( / )  sin ntdt sin nyp 
o

2tt 2-rr

—  J f(t)dt +  — J f  (t) pn{cos nt cos np  +  sin nt sin
n n

2tt

2-7T
/ '  LAJ

/ (* ) !  +  2 E

n L n = l

pn cos n(t — p) dt, (17)

formulaga ega bo'lamiz. Oxirgi formulada t — p  =  w deb belgilaymiz 
va Eyler formulasidan foydalansak, qavs ichidagi ifoda quyidagi

OO CO

1 +  2 pn cos n(t — p) =  1 +  2 pn cos nw =
n = l  n = l
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=  - 1  +  2 ^ 2  pn cos nw — - 1  +  2 Re zn
n = 0 n = 0

1 1 i . 2
-1 +  2J?e------- ---  - 1  +  2Re--------- =- =  ------- -----------------1 — z 1 — petw 1 +  p2 — 2/9cos u; , (18)

ko'rinishga keladi. ,
U holda (18) ifodani (17) formulaga qo‘yib, p <  1 bo'lganda

27T
1«— p2

+  p2 — 2pcos(t — w)
dt, (19)

o

formulani olamiz.
Bu formula Puasson formulasi deyiladi va bu p <  1 sohada 

Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimini aniqlaydi.
Ixtiyoriy R radiusli doira uchun Puasson formulasini topish 

uchun (19) formuladan p ni p/R. ga almashtirib,

2it

u(p, <p) 2ttjrn R2
R2 +  p2 — 2pRcos(t -  w)

dt,

f(t)  =  f(tR ) — f(s) ,  dt — ds/R, s =  pR  ixtiyoriy R radiusli aylana 
yoyining uzunligi. U holda

u(p, <p)
2-kR

2 wR

/  « * >

R 2 -  p2

R2 +  p2 — 2pRcos(s/R -  w]
■ ds, (20)

1

o

formulaga ega bo ‘lamiz.
Bu formula p < R sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle 

masalasining

u(p,<f)\p̂ R =  u(R,p) =  f (R p )  =  f(s) ,  0 < < p < 2 * R  (21)

shartni qanoatlantiruvchi u(p, <p) yechimini beradi.
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Endi (20) formulada integral ostidagi ifoda Puasson yadrosi 
deyiladi va uni

n / x R2 -  p2_______ _
^ ' ' R2 +  p2 — 2pRcos(s/R -• w)

orqaii belgilaymiz. Puasson yadrosi quyidagi xossalarga ega:

1) n (/9, ip, s) > 0 ,  p < R, bunda R2 +  p2 >  2Rp;
2) II(p, ip, s) —► +oo, agar p —>• R, s =  <pR;

.3) IL(p,<p,s) G C k( p < R ) ,  p < R

doirada garmonik funksiya bo'ladi.
Shuni ta’kidlash muhimki, ( 2 0 )  formula f (s )  e  C 2 [ 0 ,  2 7 t] shart 

asosida olindi. Bu formula p < R doirada Laplas tenglamasi uchun 
Dirixle masalasi yechimini beradi. ( 2 0 )  formulani keltirib chiqarish- 
da f (s )  funksiyaga qo‘yilgan talabni kamaytirish mumkin, masalan 
f ( s )  £ C[0 ,27r] bodishi ham etarli.

Haqiqatdan ham, Puasson yadrosining 3 xossasiga asosan
(20) formulani p < R dcirada. p va, <p bo'yicha ixtiyoriy marta 
differensiallash mumkin hamda hosil bo ‘lgan integrallar p < Ri < R 
yopiq doirada tekis yaqmlashuvchi bo'ladi.

Demak, (20) formula bilan aniqlangan u(p,<p) funksiya 
f (s )  € C[0,27r]' bodganda p < R doirada p va ip bo'yicha 
ixtiyoriy marta differensiallanuvchi bo'ladi va p < R doirada 
Laplas tenglamasini qanoatlantiradi. Bundan esa (20) formula bilan 
aniqlangan u(p, <p) funksiya p < R  doirada garmonik funksiya ekanligi 
kelib chiqadi.

Endi (20) va (21) formulalar bilan aniqlangan u(p, <p) funksiya 
yopiq p <  R doirada uzluksiz, ya/ni -<p — <po bo ‘lga,nda

lim u(p,<p) =  f ( s 0), bunda s0 =  R<p0, (22)
p—̂ Ft

ekanligini isbotlaylik.
Buning uchun [0,27ri?] segmentda f ( s )  funksiyaga tekis 

yaqinlashuvchi C l [0,2nR] sinfga tengishli bc>‘lgan f n(s) funksiyalar
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ketma-ketligini tuzamiz. Berilgan / n(s) funksiyalar ketma-ketligi 
asosida p < R doirada garmonik bo'lgan va

Puasson formulasini ko'ramiz.
Oldingi paragrafda isbotlangan 6-lemmaga ko‘ra un(p,<p) 

ketma—ketlik yopiq p < R  doirada tekis yaqinlashuvchi bo'lib, iming 
limit funksiyasi

D  sohada uzluksiz bo ‘ladi. Bu yesa (22) formulaning to ‘g‘ri ekanligini 
ko'rsatadi.

Shunday qilib, biz quyidagi teoremaning o ‘rinli ekanligini 
isbotladik.

2-TEOREMA. Agar f ( s )  €  C[0,2Rn] va / ( 0 )  —  / ( 2 jR tt)  bo ‘lsa, 
u holda ixtiyoriy p <  R doirada Laplas tenglamasi uchun Dirixle 
masalasining yagona yechimi mavjud bo ‘ladi va bu yechim (20) 
formula bilan aniqlanadi.

N a t ij a . Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining u(p, ip) 
yechimi p <  R  doirada cheksiz differensiallanuvchi b o ‘ladi, ya'ni 
u(p,<p) € C°°(p <  R).

'U-n(Pi tp)\p—R —  / n ( ® ) :  0 < <p < 2-irR,

shartni qanoatlantiruvchi quyidagi

2nR

0

0
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30—§. G arm on ik  funksiyaning xossalari

Bu paragrafda xOy  tekisligida garmonik funksiyalarning ayrim 
xossalarini keltiramiz. Keltiriladigan xossalarni isbotlashda ixtiyoriy 
R  radiusli D r doira uchun qurilgan va yopiq doirada uzluksiz bo'lgan 
Puasson formulasidan foydalanamiz.

Agar n — 1 bo'lgan holda Laplas tenglamasi

d2u
dx2 — 'U'xx *— o

ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi

u(x) =  ax +  b, (1)

bu yerda a. va b ixtiyoriy haqiqiy o'zgarmas sonlar, ya’ni bu chiziqli 
funksiya. Madumki, garmonik funksiyalarning ko'plab xossalari shu 
chiziqli funksiyaning xossalari kabi bo'ladi. Masalan, (1) chiziqli 
funksiyaning [a, 6) kesmaning o'rtasidagi qiymati

uf ̂ ±£') _ + f3 ^   ̂_  aa +  b +  af3 +  b _  u(a) +  u(f3)

1
/3 — a

a P
1 ^—— j  (ax +  b)dx.

kesmaning uchlaridagi qiymatlarining o'rta arifmetigiga teng bo'ladi.
Garmonik funksiyalar ham xuddi shunday xossaga ega.
1—TEOREMA. Agar u(r,ip) funksiya Dr =  {(r , <p) : r <  R }  

doirada garmonik va yopiq D r  doirada uzluksiz bo'lsa, u holda 
bu funksiyaning D r doira markazidagi qiymati r =  R  aylanadagi 
qiymatlarining o ‘rta arifmetigiga teng, ya'ni

u(Q,<^) =
2 irR

2-ttR 2tt Rj  f(s)ds =  j  u(R,s/R)ds, (2)

b o ‘Iad.i.
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Isb o t . Teorema shartiga ko‘ra, u(r, tp) funksiya oidingi 
paragrafdagi 2-teorema shartini qanoatlantiradi. Shuning uchun bu 
funksiyani quyidagi

1 2} R R2 -  r2
“ ( r -y )  =  2m  ]  M & + r > - 2 r R « * [ s l R - w ) i8 ' (3)

. o . ■ .

Puasson integrali ko‘rinishida ifodalash mumkin.
Oxirgi formulada r =  0 deb, (2) tenglikni olamiz. Bu «(0,</?) 

qiymat, garmonik funksiyaning r =  R aylanadagi qiymatlarining o ‘rta 
arifmetigidir.

Yuqorida keltirilgan (1) chiziqli funksij'-a sonlar o'qida cheksiz 
differensiallanuvchi va anahtik funksiya bo'lgani kabi, garmonik 
funksiyalar ham xuddi shunday xossaga ega.

2—TEOREMA. D  sohadagi har qanday garmonik funksiya shu 
sohada cheksiz differensiallanuvchi va analitik funksiya. bo ‘ladi.

Isb o t . Markazi (xo,yo) nuqtada bo'lgan R  radiusli D r doira 
to ‘liq D  sohada yotsin, ya’ni (xo,yo)  6 D r  va D r C D r bo ‘lsin. 
U holda u(x, y) funksiyani D r  doirada (3) Puasson formulasi orqali 
ifodalash mumkin. 19—§ dagi 2-teoremaning natijasiga ko‘ra u(x,y )  
funksiya D r doirada, xususan (xo,yo)  nuqtada ixtiyoriy tartibdagi 
hosilalarga ega. u(x, y) funksiyaning D r  doirada analitik bo'lishi esa 
uni (xo,yo)  nuqtaning kichik atrofida (x — x q ) va (y -  yo) darajalari 
bo'yicha Teylor qatoriga yoyilishini anglatadi,

( \ _  dl+mu(x^  vo) (x -  xo)l(y -  yo)m
u (x>y) 2 A  dxldym Hml

l,m=0 y

Bu teoremaning to ‘liq isboti Puasson formulasi yordamida dars- 
liklarda keltirilgan.

N a t ij a . Garmonik funksiyaning ixtiyoriy tartibdagi hosilasi 
yana garmonik funksiya bo‘ladi. '

Buni isbotlash uchun quyidagi tenglikning

( f l  Y  gf _ (A „ ) ,  k = p + q
\ dxP dyq J dxP dyq

A
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o ‘rinli ekanligini ko'rsatish etarli bo'ladi. '
__ 3 - t e o r e m a . Agar u(x, y) biror D  sohada garmonik va yopiq
D  sohada uzluksiz bo ‘lib, D  sohaning ichki nuqtalarida, eng katta. 
(eng kichik) qiymatga erishsa, u holda bu funksiya yopiq D  sohada 
o'zgarmas bo'ladi.

Bu teorema [9, 10] darsliklarda batafsil isbotlangan. Shuning 
uchun uning isbotini bu erda keltirmadik.

Shuni ta'kidlash muhimki, sonlar o ‘qida berilgan (1) chiziqli 
funksiya quyidan yoki yuqoridan chegaralangan bo'lsa, u holda bu 
funksiya o ‘zgarmas bo ‘ladi.

Haqiqatdan ham, (1) chiziqli funksiyaning R  sonlar o ‘qida quyi- 
dan yoki yuqoridan chegaralangan bo ‘lishi uchun a — 0 bo'lishi zarur 
va etarli.

Xuddi shunday xossa garmonik funksiyalar uchun ham o ‘rinli.
4 - t e o r e m a . (Liuvill teoremasi.) Agar u(x ,y ) funksiya butun 

tekislikda garmonik bo'lib, quyidan va yuqoridan chegaralangan 
bo ‘lsa, u holda bu funksiya o ‘zgarmasdir.

I S B O T .  Faraz qilaylik, u(x, y ) tekislikda quyidan chegaralangan 
bo ‘lsin, ya’ni shunday M  >  0 haqiqiy son mavjudld, R2 tekislikdagi 
barcha (x ,y)  nuqtalar uchun u(x,y) >  M  bo'lsin.

Aytaylik, R? tekislikdagi ixtiyoriy nuqta Q =  (x,y) =  (p, cp) 
b o ‘lsin va u(Q) =  u(0,0), ya’ni u(x, y) =  const ekanligini ko'rsatamiz. 
Markazi (0,0) nuqtada bo'lgan (x, y) nuqtani o ‘z ichiga olgan R 
radiusli doira Dr bo'lsin. U holda Puasson formulasi

2 wR
u(r, <p) =

2rrR Sm Rr — r2
f ?2 +  r2 — 2rRcos(s/R — w)

ds, (4)

o ‘rinli bo'ladi.
Bu yerda f ( s )  =  u(R, <p) =  u(R, s/R) va —1 <  cos(s/R—<p) <  1 

ekanligidan barcha (r, <p) €  D r nuqtalar uchun ushbu tengsizlik

R  — r R? — r2 R +  r
R +  r ~  R2 +  r2 — 2Rr cos(s/R — <p) ~ R — r ’ (5)
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o'rinli. Bu tengsizlikka

——rr [  f ( s ) . . ,d s  
2 ttR  J j w

0
integral operatorni qo‘llaymiz. Yuqoridagi (2) va (4) tengliklarni 
inobatga olib, qu)ddagi

tengsizlikka ega bodamiz.
Bu tengsizlik Gamak tengsizligi deyiladi [10). Endi (6) 

tengsizlikda R —> + co  da limitga o ‘tsak,

hosil bo ‘ ladi. Oxirgi tengsizlikdan u(r, <p) — u(0,0) bo'lishi kelib 
chiqadi.

5 - t e o r e m a . (1-Garnak teoremasi.) Agar chekli D  sohada 
garmonik, yopiq D  sohada uzluksiz {un(x ,y )}  funksiyalar ketma- 
ketligi sohaning S chegarasida yaqinlashuvchi bo ‘lsa, u holda bu 
ketma-ketlik yopiq D  sohada tekis yaqinlashuvchi, limit funksiya D 
sohada garmonik va. D  da uzluksiz bo'ladi.

Is b o t . 18 -  §d a  isbotlangan 6-lemmaga ko‘ra {un(x, y)}  
funksiyalar ketma-ketligi yopiq D  sohada tekis yaqinlashuvchi 
bo'lgani uchun bu ketma-ketlikning limit- funksiyasi yopiq D  sohada 
uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Faraz qilaylik, D sohadagi ixtiyoriy nuqta Q — (r, <p) bodsin. 
U liolda shu nuqtani o ‘z ichiga oluvchi shunday R radiusli D r  doira 
lopiladiki, bu doirada un\s =  / n(s) shartni qanoatlantiruvchi un(x,y) 
limkniyiuii ushbu

u(0,0) <  u(r, <p) <  u (0, 0) (6)

u(0,0) <  u(r, <p) < u(0,0)

/72 +  -r2 — 2rR cos(s/R — w) ^ ^
o

l'uasson integrali ko'rinishida ifodalash mumkin.
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{un{x ,y )}  funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis 
yaqinlashuvchi ekanligidan (7) tenglikda n —> +oo Hmitga o'tamiz, 

Agar lim un(x ,y ) — u(x,y), lim =  f (s )  bo ‘lsa, u holda
n—H-oo n—>+oo

(7) tenglikdan'

2-kR

u(r, <p) =
2-kR fn(s)

R?
R2 +  r2 — 2 rR  cos (s/R — w)

ds, (8)
2

kelib chiqadi. Integral ostidagi f (s )  funksiya [0,2?ri?] segmentda 
uzluksiz bo'lgani uchun Puasson formulasining xossasiga asosan (8) 
integral Dr  sohada garmonik funksiya bo'ladi.

Q =  (r,<p) nuqta ixtiyoriy bo ‘lganligidan u(x,y) funksiyaning 
D  sohada garmonik funksiya ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi yuqoridagi kabi teorema garmonik funksiyaiar qatori 
uchun ham o+inli ekanligini ko‘rishimiz mumkin.

5*—t e o r e m a . Agar chekli D  sohada garmonik, yopiq D sohada
+oo

uzluksiz +  un(x, y) funksiyalar qatori sohaning S chegarasida tekis 
n=l

yaqinlashuvchi bo ‘lsa, u holda bu qator yopiq D sohada tekis 
yaqinlashuvchi, uning yig'indisi D  sohada garmonik va D  da uzluksiz 
bodadi.

Garnakning ikkinchi teoremasini isbotsiz keltiramiz.
6-TEOREMA. (2-Garnak teoremasi.) Agar chekli D  sohada 

garmonik funksiyalar {un(x ,y )}  ketma-kethgi monoton o'suvchi 
bo ‘ lib, sohaning kamida bitta nuqtasida yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda 
bu ketma-ketlik D  sohada biror u(x,y)  funksiyaga yaqinlashuvchi 
bo'ladi. Shu bilan birga ixtiyoriy D  C  D  sohada tekis yaqinlashuvchi 
b o ‘ ladi.

Garmonik funksiyalarning chetlashtiriladigan maxsuslik to ‘g‘- 
risidagi, cheksizlikda reguiyarligi haqidagi va boshqa xossalarini 
talabalar [9j—[11] kabi darsliklardan o'zlashtirib olishlari mumkin.
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31—§. Laplas tenglamasi uchun tashqi Dirixle masalasi

Faraz qilaylik, Rn evklid fazosida dD =  F sirt bilan 
diegaralangan soha D  bodsin. D  sohaning yopiq F sirtga nisbatan 
fashqarisini 0  =  Rn\D UF =  Rn\D deb belgilaylik.

Chegaralannragan O sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle 
masalasini qaraymiz. Shuni ta'kidlash. muhimki, chegaxalanmagan 
sohada Dirixle masalasining korrekt bo'lishi yechimning cheksizlikdagi 
xususiyatiga bogdiq bodadi. _

T a s h q i D ir ix l e  m a s a l a s i . Chegaralanmagan 0  sohada quyi- 
dagi shartlarni qanoatlantiruvchi u(x) garmonik funksiya toping:

u(x) e C ( 0 )n<C2(0 ); (1)

A u(x) =  0, V r  € 0 ; (2)

u(x)\T - f ( x ) ,  V r  G F; (3)

u(x) —> 0, \x\ —> oo; (4)

ya'ni, n >  3 bo ‘lganda Vx G O uchun lim u(x) =  C
* |:r|—k x )

bo‘lsa, u holda masalaning (4) sharti

), agar n =  2

u(x) =  0 (1) agar \x\ —> co, (5)

ya'ni u(x) funksiya cheksizlikda chegaralangan bodsin. Bu yerda f (x )  
berilgan uzluksiz funksiya, r2 — |x| =  x\ +  x\ +  . . .  +  x\.

IzOH. Tashqi Dirixle masalasi n > 3 bo'lganda (l ) - (4 )  shart- 
larni, n — 2 bo'lganda esa ( l ) - (3 )  va (5) shartlarni qanoatlantiradi.

Qaralayotgan tashqi Dirixle masala yechimining yagonaligi 
liaqidagi teoremaga o'tishdan oldin chegaralanmagan sohalarda 
f'armonik funksiyalar uchun ekstremum prinsipini isbotlaymiz.

I THOR.EMA. Agar u(x) funksiya chegaralanmagan 0  sohada 
( I) va, (2) shartlarni qanoatlantirib, r —* co da
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bo'lsa, u holda barcha x E fl nuqtalarda u{x) funksiya uchun ushbu

|tt(a;)| <  C ■ max |u(x)|, C  =  const, (6)

tengsizlik o'rinli bodadi.
Bu yerda, r —> co intilganda, a(r) —> 0 bodadi.
I s b o t . Fai-az qilaylik, koordinatalar boshi Q  sohada bodmasin. 

Endi markazi lcoordinatalar boshida bo ‘lgan R  radiusli Sr sirtga 
nisbatan inversiya almashtirishini qaraylik. Bunda Rn fazoning 
sohada yotuvchi barcha nuqtalari koordinatalar boshini o ‘z ichiga 
olgan chekli fi* sohaning nuqtalariga bir qiymatli akslantiriladi, 
sohaning F chegarasidagi nuqtalar esa O* sohaning F* chegarasidagi 
nuqtalarga, cheksiz uzoqlikdagi oo nuqta esa koordinatalar boshiga 
akslanadi. U holda Kelvin teoremasiga asosan

v (0
R
r

n—2

U
r
R

n —2

u{x),

funksiya fl*\{£ =  0}  sohada garmonik bo'ladi va r =  |£| —» 0 
bo ‘lganda ushbu

{a*(r) ln-^r, agar n =  2
1

a§ ar n > 2

{  R?\
shartni qanoatlantiradi. Bu yerda a*{r) =  Rn~2a y — J -+ 0.

Agar r —4 0 intilsa, a*{r) —> 0 bo ‘ladi. U holda (7) funksiya 
£ =  0 nuqtada garmonik boladi, ya’ni v{£) funksiya. fT sohaning 
nuqtalarida garmonik funksiya bo‘lar ekan.

Sbunday qilib, v{{) funksiya chekli fl* sohada uzluksiz va 
fl* sohada garmonik ekanligidan, ekstremum prinsipiga asosan bu 
funksiya oVining eng katta va eng kichik qiymatiga fi* sohaning 
G'amma* chegarasida erishadi, ya’ni G f2* bodganda w(£) funksiya 
uchun quyidagi tengsizlikH 0\ < max|«(OI
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o'rinli. Bu tengsizlikdan (7) formulani inobatga olib, V x £ Q. nuqtalar 
uchun

|u(.t) R
r

n—2

K O I  <
R
r

n—2

max
r

r
R

n—2
|u(t )| <

< V*

r

n—2
rnax |ti(x)j:<  C  • max |«(t )|, r r

f r * \ n~2
kelib chiqadi. Bu yerda, r* =  max r, C =  supj —• ) .

r  n \ r }
Shunday qilib, (6) tengsizlik isbotlandi.
2—TEOREMA. Agar tashqi Dirixle masaiasining yeehimi mavjud 

bo'lsa, u holda bu yechim yagona bo ‘ladi.
I s b o t . Faraz qilaylik, tashqi Dirixle masalasi u-L{x) va U2(x) 

yechirnlarga ega bodsin. U holda ularning ayirmasi u ( x )  =  u \ ( x )  —  

u-2(x)  bir jinsli chegaraviy shartni qanoatlanfiradi. Buning uchun 
1—teorema shartlari bajariladi va (6) baho o'rinli. u ( x )  funksiya 
qaralayotgan sohaning T chegarasida nolga teng bodgani uchun (6) 
tengsizlikdan \u(x)\  < 0 kelib chiqadi.

Bundan esa Vx € O uchun u ( x )  =  0 yoki U i ( x )  =  U 2 ( x )  bo'ladi. 
Demak, tashqi Dirixle rnasalasining yechimi yagona ekan.

Endi tashqi Dirixle masalasi yechimining rnavjudligini n =  2 
bo‘lgan holda isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, markazi koordinata boshida bo'lgan R radiusli 
T r  aylana bilan chegai'alangan D r  doiraning tashqarisi =  R 2\ D r  
bo‘lsin. Qr sohada Laplas tenglamasi uchun (l) - (3 )  va (5) shartlami 
qanoatlantiruvchi tashqi Dirixle masalasi yechimini quramiz, bunda 
(3) chegaraviy shart =  {(x , y) : x 2 +  y2 =  R?} aylanada

u(x,y)\rR =  u(r cos<p, r sin.(p)\r- R =  f(R,<p), 0 < <p <  2tt, (3')

berilgan bo'ladi. Bu yerda /  berilgan uzluksiz funksiya va / (0 )  =  
f(2w) tenglik o ‘rinli.
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. Xuddi avvalgi paragrafdagi kabi bu masalaning yechimini 
cfzgaruvchilarni ajratish ususli bilan echamiz va yechimni

a +°° ( r \ nu (r> <P) =  -tf +  Y 2  _  (an COS HiP +  b'<- Sin nlP) > (8)
2  n = l V  ^ /

Pur’e qatorining yig'indisi ko‘rinishida quramiz. Uning an va bn 
koeffitsiyentlari

27T

an =  — f(<p)cosrupd<p,
n J 0

n =  0, 1, 2, . . . , (9)

, 2tr
bn — — j  f('P) sin n<pdip, 

0
formulalar yordamida aniqlanadi.

7i =  1 , 2 ,3 , . . . , (10)

Bu (9) va (10) formulalarni (8) qatorga qo!yib, ma'lum 
almashtirishlarni bajargandan so‘ng quyidagi

2 ttR
u(r,<p)

2ttR j R2
r2 +  R2 — 2rRcos(s/R — w)

ds, (11)
r

o

Puasson formulasiga ega bo'lamiz. Bu yerda r > R.
Agar f(R<p) funksiya [0, 2vr] segmentda uzluksiz bo'lsa, u holda 

(11) qator bilan aniqlangan u(r, <p) funksiya. Dr doiradan tashqarida 
garmonik hamda (3’) chegaraviy shartni qanoatlantirishini ko‘rsatish 
mumkin.

32—§. Dirixle masalasining Grin funksiyasi

Faraz qilaylik, R?J fazoda bo'lakli silliq S sirt bilan chegara- 
langan D  C R? soha bo ‘lsin. Yopiq D  sohada P (x ,y ,z ) ,  Q (x ,y ,z )  
va R (x ,y ,z )  funksiyalar hamda ularning Px(x ,y ,z ) ,  Qy(x ,y ,z )  va
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Rz(x ,y ,z )  hosilalari uzluksiz bo'lsin. U holda bu funksiyalar uchun 
quyidagi

(dP dQ dR 
\ dx dy dz

dxdydz =
D

= //(p
s

cos a  +  Q cos (3 +  R cos 7 )dS, (1)

Gauss-Ostrogradskiy formulasi o ‘rinli b'o'ladi.
Bu yerda N  sohaning S sirtiga o ‘tkazilgan tashqi normal, cos a, 

cos/3, va cos^  birlik N  vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari, ya’ni 
N  =  (co sa ,co s /? ,co s7 ), |Ar| =  1, dS esa S sfera yuzasining elementi.

Faraz qilaylik, u(x, y, z), v(x, y, z) G C2(D) bo ‘lsin. U holda (1) 
formulada P  =  uvx, Q =  uvy va R  =  uvz almashtiramiz. Natijada 
quyidagi

P x  +  Q y  +  R z  =  (U V X) X 4 - (u v y )y +  (u v z)z =

=  U XVX +  UyVy  +  Uz v z +  u(vxx +  Vyy +  Vz z ) =

=  uxvx +  UyVy +  uzvz +  uNv,

P  cos a  +  Q cos (3 +  R  cos 7 =
dv

=  u(vx cos a +  Vy cos ,5 +  vz cos 7] =  u ; 

tengliklarga ega bodamiz. Endi bu tengliklarni (1) formulaga qo‘yib,

[uxv x +  UyVy +  uzvz\dxdydz =
D

dv
Ud N dS +

S D
/ / /

uAvdxdydz, (2)

birinchi Grin formulasini hosil qilamiz.
Birinchi Grin formulasida u va v funksiyalarni o ‘rnini almash-

JfflUxVx +  uvvy +  uzvz]dxdydz =

tirib
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— JJ vJ ^ d S  +  JJJ vA udxdydz, (3)
S D

ifodani olamiz. (2) formuladan (3) ni ayiramiz va quyidagi

JJJ(uAv -  vAu)dxdydz =  Jj - v ~  J dS, (4)
D s ^  '

Laplas operatori uchun ikkinclii Grin formulasiga ega bo'lamiz. 
D ir ix l e  m a s a l a s in in g  G rin  f u n k s iy a s i.

, T a ’r if . Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining Grin 
funksiyasi deb, quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi 
G(M, M 0) funksiyaga aytiladi: 
bu erda M  =  (x, y, z), M0 =  (x0, y0, z0)

1) A 3hŷzG(M, M0) =  0, ya'ni G(M, M0) funksiya D\M0 sohada 
garmonik funksiya;

2) G(M, M o)|m €S =  0, quadM0 g D;
3) G(M, M0) funksiya D  sohada quyidagi ko‘rinishga ega:

G(M, M0) =  q(M, Mq) +  g(M, M0), (5)

bu yerda q(M, M 0) Laplas tenglamasining fundamental yechimi va u 
quyidagi ko‘rinishga ega:

q(M,Mo) = —  ln ---■■■......  ...............—  ,
2 tt s/ ( x ~  x 0 ) 2 +  (y -  y 0 ) 2

J _  1

47r V(x ~ xo)2 + ( y -  y o ) 2  +  ( z -  ^ o ) 2  ’

agar n =  2 

agar n =  3

g(M ,M 0) yopiq D sohada uzluksiz va M0gD  uchun M  nuqtaning 
koordinatalari bo'yicha D  sohada garmonik funksiya.

G rin  f u n k siy a sin in g  x o s s a l a r i .
1°. A.gar M  —*■ M0 bo'lsa, u holda G(M, M0) —► + oo  bo'ladi. 
Bu xossaning to ‘g‘ri ekanligi Grin funksiyasining (5) 

ko‘rinishidan kelib chiqadi.
2°. G (M ,M 0) funksiya D sohada musbat, ya’ni G (M ,M 0) >  0.
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Haqiqatdan ham, G(M, M q) funksiyaning M q nuqtasini markaz 
qilib, etarlicha kichik S radiusli |M  — M q\ < 5, Mq e  D shar chizamiz 
va, D  sohaning bu shardan tashqaridagi qismini D$ deb belgilaylik. 
Grin funksiyasining 1° xossasiga ko‘ra, etarlicha kichik 5 uchun yopiq 
\M -  M q\ < 5 sharda G ( M , M q) >  0 bo'ladi. Demak, G ( M , M q) 
funksiya Dg sohada garmonik va yopiq Dg sohada uzluksiz ekanligidan 
D$ sohaning chegarasida ham G(M, M q) >  0 bo'ladi. Ekstremum 
prinsipiga asosan M  G D  nuqtalar uchun G(M, M q) > 0 bo'ladi.

Bundan esa barcha D  U S sohada G(M, M q) > 0 ekanligi kelib 
chiqadi.

3°. G(M, M q) Grin funksiyasi uchun M, M q € D, M  ^  M q 
bodganda quyidagi

* 1 1
0 <  G(M, M q) < ------ , agar n — 3;

' 47r r
va

0 <  G(M, M q) < ------ , agar n =  2
' 27r r

baho o ‘rinli.
Haqiqatan ham, Grin funksiyasining (5) ko'rinishidan va 2° 

xossaga asosan

1 1
9 ( M , M q)\m €s = - r - ~  agar n =  3;47r r

g(M, M o)|mg5 =  _  2tt ln r ag&r n =  2;

bo'ladi. Bundan esa g(M,Mo) funksiya garmonik bo ‘lganligi uchun 
ekstremum prinsipiga ko‘ra D  sohada g(M, M q) <  0 bo ‘lishi ko‘rinadi.

4°. G ( M , M q) Grin funksiyasi M  va M q nuqtalarga nisbatan 
simmetrik funksiya, ya’ni

‘ G(M, M q) =  G (M q, M).

Grin funksiyasining simmetrikligi [11] darslikda batafsil 
isbotlangan. Shuning uchun bu yerda uni isbotsiz keltirdik.

5°. Agar Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining Grin 
funksiyasi mavjud bo'lsa, u holda bu funksiya yagona bo'ladi.

www.ziyouz.com kutubxonasi



276 V bob. Elliptik tipdagi tenqlamalar

Faraz qilaylik, ikkita. G\{M,Mq) =  q(M,M0) +  g\(M,M0) va 
G%(M, M0) — q(M, M0) +  g%(M, M0) Grin funksiyasi mavjud bo ‘lsin. 
Ulaming

G\(M,M0) — G2(M ,M 0) =  g\(M,M0) -  g2(M ,M 0)

ayirmasini tuzamiz. U holda

[G\(M,M0) -  G2(M,M0)}\M€s = [g\(M,M0) -  g2 (M,M0)]\M<=s =  0 

yoki
g\(M, M0)\Mes =  92(M, M0)\mzs

bo'ladi. .
Ekstremum prinsipiga asosan yopiq D sohada

g\(M, M0) =  g2(M, M0),

bundan esa,
G\(M,M0) ~ G 2(Af,M0)

bodishi kelib chiqadi.
Endi Laplas tenglamasi uchun D C R3 sohada Dirixle 

masalasini qaraylik.
D ir ix l e  MASALASI. Chekli D  sohada aniqlangan uzluksiz va 

quyidagi
u ( x , y , z ) e C ( D ) n C 2(Dy, (6)

Au(x, y, z) =  0, (x, y, z) G D\ (7)

u\s =  f (P ) ,  P  € S, (8)

shartlarni qanoatlantimvchi u(x,y ,z)  funksiya toping, bu yerda S 
qaralayotgan D  sohaning chegarasi va f (P )  esa shu sirtda berilgan 
etarlicha silliq funksiya.

T e o r e m a . Agar D  sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle 
masalasining G (M ,M 0) Grin funksiyasi mavjud, f (P )  funksiya 
j (P )  G C(S) hamda qaralayotgan D sohaning S sirtida u(M)
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funksiya normal bo :yicha hosilaga ega bo:lsa, u holcla (6) - ( 8) Dirixle 
masalasining yechimi mavjud bodadi va bu echim

u(M0) =  -  Jj dS, (9)
s  ..

kohinishda aniqlanadi. Bu yerda G(M, M q) Dirixle masalasining Grin 
funksiyasi.

ISBOT. Faraz qilaylik, u(M) — u(x,y ,z)  funksiya (6) - (8) 
masalaning yechimi va S sirtda norrnal bo‘yicha hosilasi mavjud 
bo'Isin. Mq — (xo,yo,zo) € D  ixtiyoriy nuqta bohsin. D  sohada 
u(M) G C 2(D) bodgani uchun bu yerda ikkinehi Grin formulasini 
qo'llab bo'lmaydi. Buning uchun D sohaning S chegaxasini d ga 
siljitamiz va hosil bo'lgan sohani Dg uning chegaxasini esa S$ deb 
belgilaymiz, ya'ni T )$  C  D  bodsin.

Grin funksiyasining ta'rifiga ko‘ra, M  —» M q da 
G(M, M q) —» co bodgani uchun D$ sohaning M q nuqtasini etarlicha 
kichik e radiusli SE sfera bilan ajratib olamiz va D$ sohaning qolgan 
qismini Ds$ deb belgilayrniz, 
ya'ni D£$ =  D$\U(M0,e), S£ =  dU(M0,e).

Endi De$ sohada u(M) va G ( M , M q) funksiyalar ikki marta 
uzluksiz hosilalarga ega, shuning uchun u(M) va v(M) =  G(M, Mq)
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funksiyalarga ikkinchi Grin formulasini qo'llash mumkin. U holda De$ 
sohada A u(M ) =  0, A « G (A f, Mq) — 0 bo ‘ladi va Grin formulasidan

SgJSi
u(M)

dG(M, M0) 
dN -  G(M, M0)

du(M)
~ d N ~ dS =  0

tenglikka ega bodamiz. Bundan esa

ss

u(M) dG(M ,M 0)
dN

G(M, Mq) du(M)
~~dN~ dS+

+ / /  ( “ W  aG(a / Mo) -  o (M , m „) ds =  o, (io)
S£ '

bodadi.
Oxirgi (10) tenglikda G(M. M0)|m €5 =  0, u(Ad)|5 =  f (M )  

, 3 «  dG(M ,M 0) ,
ekanhgidan va S sirtda va — dN ~ ~  losi a ar mavjud bodgani 
uchun 5 —> 0 limitga o ‘tamiz, natijada

/ /
u(M) 8G(M, M0) „  du

dN - G
dN \dS =  -

s
(11)

ifodani olamiz.
Endi (11) formulada e ->■ 0 limitga o'tish uchun uning chap 

tomonidagi integralda ayrim almashtirishlarni bajaramiz.

dG(M, M0) 
dN G(M, Mq)

du(M)
dN dS =

se

dG(M, Mq) 
dN d S - f  f  G(M, M 0) ^ l d S  =  l x - h
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Awal birinchi integralni qaraylik.

JJ U(M)h  =  II  u
Ss

A L L
8 N  \47rr +  g(M ,M 0) dS

L / “ ( M ) L L + / / “ ( M )

dg(M, Mq)
8N

Mo nuqtaning kicliilc U(Mo,s) atrofida u(M) va 
funksiyalar uzluksiz bo'lgani uchun

-dS =  In  +  h i  

dg(M,Mo)
dN

lim 112 =  0, £—>0
(12)

Birinchi integral

In hjju{M)—  =  
d N \ r

Se S,

j j  dS =  u(M),

bu yerda M  6 S£ va u(M) funksiyaning Mo nuqtada uzluksizligidan 

lim h i  — l im u(M )  =  u ( M q), (13)
£—>0 s—»0

Endi h  integralni qaraymiz.

+  jj G(M, M0) jh dS =  hi  +  hii
Se

du
Mo nuqtaning kichik U(Mo,e) atrofida g(M ,M 0) va funksiyalar 
uzluksiz bo'lgani uchun

lim I\2 =  0)£—>0
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_
U(M q,£) sharda —— 

pN
uchun

funksiya chegaralangan, ya'ni M  €. U(M0, e) 
se , .

du(M)
dN

<  K

tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda.

1̂21| <
4 tt

1 du
dS < -----  [ [ du

r dN ~ 4tteJJ
Se

dN

<

Se .

J L  I f  dS=  -J—4n£2 = Ke. 
4 tx£ J J  4 tT£

Se

dS <

bo'ladi. Buning e 0 dagi limiti

lim h i  =  0,e—>0

1

teng.
Demak, (12) -  (15) tengliklardan

lim I  =  lim (I\ — / 2) =  u(M q), 
£—»0 £—>0

(15)

(16)

bodadi.
Shunday qilib, (11) formulada (16) tenglikni inobatga olib, e —»■ 

0 d.a limitga o'tsak, (9) formulaning o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Biz yuqorida (9) formulani u(M q) funksiya (6) - ( 8) Dirixle 

rnasalasining yechimi bo'isin, deb hosil qildik. Shuni aytish muhimki, 
(9) formula biian aniqlangan u(M q) funksiya Laplas tenglamasini va 
chegaraviy shartni qanoatlantiradi.

Grin funksiyasining xossasidan D\M  sohada

A MuQ (M ,M q) =  0,

bo ‘ ladi. D  sohada M q nuqtaning ixtiyoriy ekanligidan va garmonik 
funksiyaning xossasidan

Au(M0) = - j j  f (M)AMq j ^ G ( M , M 0j d S  = 
s
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= - f f  f ( M ) ~  ( A m 0 G ( M ,  M^j dS  =  0

5
kelib chiqadi. Demak, (9) funksiya Laplas tenglamasini qanoatlantirar 
ekan.

Agar S sirt etarlicha silliq bo'lsa, u holda (9) funksiyadan

lim u(Mq) — /(P o ), Pq G S, (17)
M0-*Po .

bo'lishini ko'rsatish mmnldn.
Agai' (9) formulada f ( M ) — 1 bo'lsa, u holda Grin

funksiyasining xossasi va ekstremum. prirxsipiga asosan u(Mq) — 1 
bodadi. U holda (9) formuladan

(18)
s  .

tenglikni olamiz. (18) tenglikdan va (9) formuladan foydalanib, 
quyidagi

u(Mq) -  f (P )  =  - f f  \f(M) -  f ( P ) ) ^ d S  
s

ayirmani tuzamiz.
S sirtdagi Po e  S nuqtani 5 radiusli shar bilan ajratib olamiz. 

S sirtning 5 radiusli shar ichidagi qismi a bo'lsin. 6 radiusni shunday 
tanlaymizki, unda M  E a  bo ‘lsin. /  funksiyaning uzluksizligidan

| / ( M ) - / ( P ) | < | ,  e > 0 ,  (19)
tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi. U holda

u(M0) -  f (P )  =  -  f f  \f(M) -  f ( P ) ] ^ . d S -
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integrallarni baholaymiz.
Birinchi integral (18) va (19) formuialar yordamida quyidagicha

\Ji\< J f \ f ( M ) - f ( P ) \
cr

dG
dN

d S <

< og

dN
d S <  -  

-  2

baholanadi. f ( M )  funksiya S uzluksiz bodganidan bu funksiya 
\f(M)\ <  K  chegaralangan, u holda Ji integral uchun

\M <  2K
/ /
S\cr

dG
dN

dS < -  
~ 2

baho o'rinli ekanligini ko‘rishimiz mumkin. Shunday qilib,

\u(M0) -  f (P 0)\ < e

b o ‘lar ekan. Bundan (17) limitning o ‘rinli ekani kelib chiqadi.
Demak, Laplas tenglamasi uchun (6) - ( 8) Dirixle masalasining 

yecliimi Grin funksiyasi yordamida (9) formula bilan ifodalanishi 
isbotlandi.
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D oira  uchun G rin  funksiyasini qurish

Faraz qilaylik, D r  markazi koordinataiar boshida bo'lgan R 
radiusli doira va uning chegarasi Sr . bodsin. Doira ichidan ixtiyoriy 
M(xo,yo)  nuqta olamiz va p — \OMq\ deb belgilash kiritamiz. Endi 
Mq nuqtaga Sr aylanaga nisbatan simmetrik bo'lgan M q nuqtani 
ko'ramiz. Bu nuqta OM q to ‘g‘ri chiziqda Sr  aylanadan tashqarida 
koordinata boshidan p\ masofada yotadi, bunda pp\ =  R?.

D r doirada M q nuqta bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy 
M (x ,  y)  nuqta olamiz.

Faraz qilaylik, \MMq\ =  r, |MMo| =  r\, p\ =  \OMq\ bo‘lsin 
va M  nuqta aylanada yotgan holda r va r\ orasidagi munosabatni 
aniqlaylik. O M qM  va O M qM  uchburchaklarning o'xshashligidan

r ■ R  =  p ■ r\, (20)

tenglik o'rinli bo'ladi. Grin funksiyasining tahifiga ko‘ra,

g(M,Mo)\sR =  h i^ , M  e  S R
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shartni qanoatlantiradigan g(M,Mo) regulyar qismini topishimiz 
zarnr bo‘ladi.

1 R
Yuqoridagi ( 20) tenglikdan -  — ----- ekanligi kelib chiqadi.

r pr\
Bundan esa, g(M, M q) regulyar qismini

g(M,.MQ) =  ~ \ n  —  
i 7r pr i

deb olishimiz zarur bodadi. U holda Grin funksiyasi

{2 1 )

ko‘rinishga keladi.
Haqiqatdan ham, (21) funksiya Grin funksiyasining ta'rifxda 

keltirilgan shartlarni qanoatlantiradi. Endi doirada, Dirixle masa- 
lasining yechimini olishimiz uchun (21) Grin funksiyadan normal 
bo ‘yicha hosilani hisoblaymiz.

8G(M, Mp) _ d f  1 
dN ~  8N [ In r

_ £ _ / ]  JL
d N \ n pn (22)

bu yerda

COS(N, x) +  cos(N, y)

=  ~~[cos(r, x) cos(N, x) +  cos(r, y) cos(N, y)] =  - -  cos(r, N)-

xuddi shuningdek

1  - A
dN \ pn

_1_
n

cos(rx, N)

b o ‘ladi.
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Endi OMqM  uchburchakdan p2 = R2+ r 2-2R rcos (r ,N )  teng- 
likni olamiz, OM qM  uchburchakda esa p{ =  R2+ r{  -  2Rr\ cos(ri, N) 
bo'ladi. Bu tengliklardan

cos (r ,N) =
R2 +  r2 -  p2 

2Rt'■
cos{r\,N)

R2 +  r\ -  p\ 
2Rr\

Topilgan ifodalarni (22) formulaga ko'yamiz va (20) tenglikni 
inobatga, olib, uni soddalashtirsak, natijada Grin funksiyasining 
normal bo ‘yicha hosilasi

9G(M, M q) 
dN

■- cos(r, N) +  — cos(ri,N) 
r ?’i

R? +  r2 -  p2 R2 +  r2 -p \  __ 
W r 2 +  2Rr\ _

2 R2r2 — R2r\ — p\r2 R2 — p2
2 Rr2r\ Rr2

ekanligi kelib chiqadi.
Endi buni (9) formulaga qo‘yib, Laplas tenglamasi. uchun Di- 

rixle masalasining yechimini quyidagi

“ ( M o ) = 2 ^ / / ( M , ^ V ^ *  <23)
s

ko'rinishda hosil qilamiz. Demak, xO y  tekisligida Laplas tenglamasi 
uchun Dirixle masalasining yechimi Grin funksiyasi yordamida (23) 
formula bilan aniqlandi.

Xuddi n =  3 bo'lgandagi kabi (23) formula qaralayotgan 
sohada Laplas tenglamasini va chegaraviy shartni qanoatlantirishini 
ko'rsatish mumkin.
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Nazorat uchun savollar

1. Qanday ko'rinishdagi tenglamalarga elliptik tipdagi 
tenglamalar deb ataladi?

2. Tekis elliptik tenglamalar deganda qanday tenglamalarni 
tushunasiz?

3. Qanday funksiyalar garmonik deyiladi?
4. Laplas tenglamasining fundamental yechimi.
5. Garmonik funksiya uchun ekstremum prinsipi.
6. Ekstremum prinsipidan kelib chiqadigan garmonik 

funksiyalarning qanday xossalari bor?
7. Elliptik tipdagi tenglamalar uchun asosiy chegaraviy 

masalalarning qo'yilishi.
8. Dirixle masalasi yechimining yagonaiigi va iming turg'unligi

qanday isbotlanadi? .
9. Dirixle masalasi yechimini ifodalovchi Puasson formuiasi 

qanday xossalarga ega?
10. Dirixle masalasining korrektligi qanday tushuniladi?
11. Laplas tenglamasi uchun tashqi Dirixle masalasi qanday 

qo‘yiiadi?
12. Garmonik funksiya uchun Neyman masalalari qanday qo‘- 

yiladi?
13. Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasi qachon bir 

qiymatli echiladi?
14. Elliptik operatorlar uchun Grin formulalari.
15. Grin funksiyasi nima va u chegaraviy masalalarni yechishda 

qanday oTin tutadi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

5.1. A.gar u(x,y) funksiya biror D  sohada garmonik bo'lsa, u 
holda ushbu

1)  uxuy; 2) xux -  yuy; 3) u2x -  uy; 

funksiyaiaruing shu D  sohada garmonik bodishini isbotlang.
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5.2. Quyidagi funksiyalar k ning qanday qiymatlarida garmonik 
funksiya bo'ladi:

1) sin 3x ch. ky; 2)
1_
r i i ’ |x|2 =

i=1
x* y*

5.3. Ushbu u(x, y) =  x2 -  y2 funksiyaning —  +  y  <  1 sohada 
ekstremum nuqtalarini toping.

5.4. Birlik doirada u(l,<p) =  f{<p) chegaraviy shartni
qanoatlantiruvchi u(r, <p) garmonik funksiyani toping:

1) f(ip) =  cos2 <p\ 2) f(<p) =  sin3<p; 3) f(<p) =  sin6 <p+cos6 <p.

5.5. R  radiusli doira ichida
du
dr

— f(ip) shartni
r = R

qanoatlantiruvchi u(r, cp) garmonik funksiyani toping:

1) f(np) =  cos <p; 2) /  (<p) =  cos 2<p; 3) f(<p)=cos4<p.

5.6. R radiusli x2 +  y2 =  r2 <  R2 doirada ushbu Dirbde 
masalasini yeching:

A u(x, y) =  0, 0 < r < R;

u(x,y) — 2(x2 +  y).
r = R

5.7. R  radiush x2 +  y2 — r2 < R2 doiradan tashqarida ushbu 
Dirixle masalasini yeching:

A  u(x, y) =  0, R < r < oo;

u(x, y) — 2x2 — x +  y, \u(x, y)\ <  oo.
r = R

5.8. Chekli D  sohada garmonik va C4(D U S) bo'lgan u(x) va 
v(x) funksiyalar uchun

/

' , s du(y) _ /-A dv(y)
v( y ) - i r - -  u(y) ~dv dv

dSy=  0
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288 V bob. Elliptik tipdaqi tenqlamalar

bo'lishini keltirib chiqaring.
5.9. Chekli D  sohada garmonik va C l (D  U S) bo'lgan u(x) va 

v(x) funksiyalar uchun

• ■ s

bo'lishini keltirib chiqaring.
5.10. Laplas tenglarnasi uchun Dirixle masalasining G(x,y)  

Grin funksiyali uchun G (x,y ) =  G(y,x)  tenglikning o'rinli ekanligini 
isbotlang.
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Nazorat uchun testlardan namunalar

1 — nazorat uchun testlar

1. Agar l < s < 2 ,  3 < j / < 4  bo'lsa, u holda ushbu

'U'xx +  V 'Ujyy ~b 2.yux 0

tenglamaning tipini aniqlang.
a) giperbolik, b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.

2. Agax 5 < x < 6, y =  0 bo ‘lsa, u holda ushbu

'U'xx +  y ' ŷy +  ~y ̂ x 3yUy “  0

tenglamaning tipini aniqlang.
a) giperbolik, b) parabohk, 
c) aralash, d) elliptik.

3. Agar 1 <  x 2 -f y2 <  3 bo ‘lsa, u holda ushbu

'U'xx +  ‘̂ y '^ x y  A  V 'Uyy x.XV,y ■ 0

tenglamaning tipini aniqlang.
a) giperbolik, b) parabolik, 
c) aralash, d) elliptik.

4. Aga.r 2 <  x  +  y <  5 bo'lsa, u holda ushbu

4m xx -  2{x  -  y)uxy +  (1 -  xy)uyy -  3xux =  0

tenglamaning tipini aniqlang.
a) giperbolik, b) parabolik,
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290 Matematik fizika tenqlamalari

c) aralash, d) elliptik.

5. Ushbu

& uxx 2XyUXy d" y 'U"yy Ux ”  0

tenglamani qanday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?
■ a) £ =  x 2 -  y2, r] =  x\ b) £ =  x 2 +  y2, rj =  y;

c) ^ =  xy,rj =  x\ : d) € =  x/y,ri =  y.

6. Ushbu .

. V 'U'XX +  •£ Uyy Ux +  OUy =  0

tenglamani qanday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi? 
a) £. =  2y 2, rj =  x2; b) £ =  2y2 +  x4, rj =  2y2 -  x 4; 
c) f  =  a;4y2, rj =  x; d) £ =  2« 2, r/ =  y4.

7. Ushbu

e X̂UXX +  2U3;.y +  2e X̂Uyy +  UX =  0 .

tenglamani qanday almashtirisli kanonik ko‘rinishga keltiradi?
a) £ =  2y +  e_2:E, rj =  e~2x; b) £ =  2y2 +  a;4, 77 =  2y2 -  a:4;
c) £ =  a:4y2, rj =  x; d) £ =  2x2, rj =  y4.

8. Ushbu ,

®y4uXx +  6y2 s in xn ^  +  sin2 xuyy -  uy +  u =  0

tenglamani qanday ahnashtirish kanonik ko'rinishga keltiradi?
a) £ =  cos x  +  y3, y =  x; b) £ =  2y2 +  x4, rj =  2y2 -  x4;
c) £ =  a 4y2, rj =  x) d) £ =  2a:2, 77 =  y4.

9. Ushbu berilgan

«3=3: +  6 X 3 U Xy  +  9 X 6Uyy ~  U X +  3 U j/ =  0
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tenglamaning kanonik shaklini beigilang. 
d2u f  du du\

. d2u du du\

.. . d2u d2u (  du du
c) o j  + !h f  +  / (^ ’ 7?,u’

d2u d2u (  du du
d> m  +  W  +  l \i ' ,,'u'^ 'a ~ n

=  0;

) = 0.

10. Ushbu berilgan

sin2 xuxx +  cos4 yuyy +  9xux — uy -  u — 0

tenglamaning kanonik shaklini belgilang.
\ d2u , J £ du du\

a) v + / l { ’ ’ ' , ” ’ a « ’ 9 +  ’
d2u A . r ( t  9 u  d u \ n

b) m  +  f \i ’ ’, ’ u' a ( ’ ^ J =  ’
d2u d2u (  du du\

• c) d j  +  W  +  d t ' l h j )
d2u d2u (  du du

d) ^  +  ^  +

=  0;

) = 0.

11. Ushbu berilgan

tg2 X UXX -  2tJ tg X UXy  +  y 2 Uyy  ~ U y  =  0

tenglamaning kanonik shaklini beigilang.
. d2u (  du du\

a) d j  +  f \ t ,ri' u’ dz'dTi)  _ 0 ;
d2u (  du du\

m + f { ( ' ’ ,'u" ' W ' ^ ) = '
d2u Q2u (  du du\

du du

b)

c)

d)
d2u d2u (

~ ^  +  lhf2 + f J r}'U' d ( , dr}

—  0;

1 = 0.
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12. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

d2u (  du du
=  0

kanonik shaklga ega bo ‘ladi?
* a) X  'Uxx “t~ 2 x u Xy Uyy  ”f" Uy —

b) X  UXx “b U 'U'yy 2Ux =  Oj
c) u xx  +  sin2 x U y y  +  S u y  — 0;
d) UXX ^ U Xy  +  3 Uyy  '1 (l y — 0.

13. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

d2u 
drj2 +  f £,y,u,

du du 
di; ’  drj

=  0

kanonik shaklga ega bo'ladi?
a) x  uxx +  2 x u Xy +  Uyy ux — 0;
b) X2 UXX +  y2uyy +  3Uy =  0;
c) uxx +  sin2 xuyy - u x =  0;
d) U x x  4 Ux y  +  SUyy  4Ŵ  =  0.

14. Quyidagi tengiamalarning qaysi biri

d2u d2u

w + w + f
€,ii,u ,

du du 
d f ’ drj

=  0

kanonik shaklga ega bo‘ladi?
a) x2uxx +  l / u y y  +  2xux +  U y =  0;
b) uxx +  4uxy 5Uyy =  0;
c) sin2 xuxx +  2 sin xuxy +  uyy +  tg xux =  0;
d) uxx 2x uxy +  X  U yy +  XUX — 0.

15. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

d2u (  du du
=  0
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kanonik shaklga ega bo'ladi?
a) Uxx 2v.xy  H- "b lly U 0,
b) Vxx ”i~ 4Uxy +  3 -̂ yy — d.
c) sin2 xuxx +  2 sin xuxy +  uyy 4- tg xux =  0;
d) uXx — 2x2uxy +  x^Uyy +.xux =  0.

2 — nazorat uchun testlar

1. Ushbu. berilgan uxy +
2
~ Ux
y

yechimini toping.
a) u(x,y)  -  ip(x)e-2;
b) u(x,y)  =  y~2cp(y) +ip(x);
c) u(x, y) =  y~2ip(x) +  ip(y):
d) u(x,y) =  x~2<p(y) +  ip(y).

0 tenglamaning umumiy

2. Ushbu berilgan uxy -  3uy =  0 tenglamaning umumiy 
yechimini toping.

a) u(x,y) =  x3ip(y) +  tp(x);
b) u(x, y) =  e3y<p(x) +  xp(y);
c) u(x, y) =  y~2<p(x) +  ip(y);
d) u(x,y)  =  eZx<p(y) +  ip(x).

3. Ushb-u berilgan uyy =  0 tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

a) u(x, y) =  x<p(y) +  tp(x);
b) u(x,y)  =  yp(x) +  ip(y);
c) u(x,y)  =  ycp(x)+ ip(x);
d) u(x,y)  =  x<p(y) +  ip(y).

2
4. Ushbu berilgan uy y ------uy =  0 tenglamaning umumiy

yechimini toping. .
a) u(x,y) =  x2ip(y) +ip(y);
b) u(x,y) =  y3<p(x) +  ip(x); '
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c) u(x, y) =  eytp(x) +  ip(x);
d) u(x,y) =  x<p(y) +  tp(y),

■ 5. Ushbu berilgan uyy +  2uy =  0 tenglamaning umuiniy
yechimini toping.

a) u(x, y) =  e~2yp(x) +  xp(x);
b) u(x,y) =  y2p(x)+ip(y); .
c) u(x, y) =  e~2ycp(x) +  ip(y);
d) u(x,y) =  y~2<p(x) +tp(x).

6 . Ushbu u(x,y) =  e~2x<p(y) +  ip(x) funksiya quyidagi qaysi 
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi?

. a) Uyy +  2 Uy =  Oj b) UXy +  2 Uy =  Oj 
c) uxy -  2xuy =  0 ; d) uxy +  3uy =  0 .

7. Ushbu u(x,y) =  <p(x) +  '<p(y) funksiya quyidagi qaysi tengla- 
maning umumiy yechimi bo‘ladi?

a) uxy +  2uy =■ 0 ; b) uxy =■ 0 ;
c) u xy  -  2x u y  =  0 ; d) u xy +  3u y =  0 .

8 . Ushbu u(x,y) =  y3p(x) +  ip(y) funksiya quyidagi qaysi 
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi? *

&) 'Mxy 3Uy —
N ' 3 oc) y*xy " ‘ !̂ x — O5

y

b) u yy  '
d) Uyy

2uy =  0 ;
3
-  Uy =  0.

9. Ushbu u(x,y) =  e2x<p(y) +  'ip(x) funksiya quyidagi qaysi 
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi?

c) u.

2 u. 
2

0 ; b) uxy — 2uy =  0 ;

yy Uy  - 0, d) UXy  +
X

Uy =  0.

V

y
9. Ushbu 4xuxx -  yuxy +  7ux =  0 tenglamaning umumiy 

yechimini toping.
a) u(x,y) =  y~2!zp(xzy2) +  ip(y);
b) u(r,,y) =  x5/zp(x2ys) + ip(x);
c) u(x,y) =  y3p(xy4) +  ip(y); -
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d) u(x,y) =  y 7'3ip(x2y3) +  ip(x). ■

10. Ushbu uxy +  uyy =  0 tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

a,) u(x, y ) =  tp(x -  y) +  ip(x);
b) u(x, y) =  e~xip(x -  y) +  ip(x);
c) u(x, y) =  x2tf(x - y )  +  i>(y);
d) u(x,y)  =  ex<p(x -  y) +  ip(y).

2
11. Ushbu uxy H— uy =  0 tenglamaning umumiy yechimini

toping. .
a) u(x,y) =  x2tp(y)+ip(x); .
b) n(a;, y) =  x2tp(y) +  ip(x);
c) u(x, y) =  x~5/'6tp(xy4) +  ip(x);
d) u(x,y) =  y~6 5̂p(x4y) +  ip(y).

12. Ushbu uxx +  2ux =  0 tenglarnaning ummniy yechimini 
toping.

a) u(x, y) =  y5/2p(xy)  +  ip(x);
b) u(x,y)  =  x 2!3<p(x2y) +  ip(y);
c) u(x, y) =  tp(y)e~2x +  ip(y);
d) u(x, y) =  y2tp(xy) +  ip(y).

13. Ushbu 2uxy—Uyy—3uy =  0 tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

a) u(x,y)  =  y3tp(xy2) +  ip(y);
b) u(x,y) =  e3x/2f ( x  +  2y) +  g(x);
c) u(x, y) =  x2p(xy2) +  ip(x);
d) u(x,y) =  y~2ip(x2y) +  ip(y).

14. Ushbu u Xy - 3u y y - 5u y =  0 tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

a) u(x,y) =  x2<p(x3y) +  ip(x); '
b) u(x,y)  =  xtp(x3y2) +  ip(y);
c) u(x,y) =  e5x tp(3x +  y) +  ip(x);
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d) u.(x,y) =  y 2<p(x2y) +  ip(y).

15. Ushbu xuxx +  yuxy — 0 tenglamaning umumiy yechimini 
toping.

a) u(x, y) — x<p(xy) +  ip(x)-,
b) u(x,y) =  yp(x2y) +  ip(y);
c) u(x,y). =  x2ip(xy2) +  ip(x);

d) u(x,y)  =y<p( +ip(y).

3 -  nazorat uchun testlar

1. Ushbu

u(l ,y)  =.3y3 +  5, ux(l ,y)  =  3y +  1 .

boshlang'ich shartlarni quyidagi funksiyalardan qaysi biri
qanoatlantiradi? ■

a) u(x, y) =  5 -  -  y +  In x +  -  x2/3y +  3y2;

b) u(x, y) =  9y +  3yz -  2 lna- -  ^ x 2/3y +  5;
5

c) u(x, y ) =  5x2y2 +  5 -  -  x3/2y +  3y2 -  x5/9y +  3y;
d) u(x,y)  =  3y +  5 -  x 2/3y +  3y2 -  2 ln x  +  5.

2. Ushbu t

u(x, 1) =  2a;2, uy(x, 1) =  3a: +  1

boshlang'ich shartlarni qujddagi funksiyalardan qaysi biri
qanoatlantiradi?

a) u(x, y) =  5x +  -  xy2 -  -  xy3 +  1 +  3x2;

b) u(x,y) =  ^ xy2 -  ^ y4/3 +  2x2 -  ^ x  +

c) u(x, y) =  9y2 +  5xy -  5x3y2 +  3xy2 -  3x5/9y +  3y;
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d) u(x, y) =  7 y +  Sy3 -  7 x2'3y +  3y2 -  2 ln x +  5:. 
o o

3. Ushbu

u(x, 1) =  2x3, 1) =  3x

boshlang'ich shartlarni quyidagi funksiyalardan qaysi biri
qanoatlantiradi?

a) u(x,y) =

b) u(x,y) =

c) u(x,y)  =

d) u(x,y) =

4. Ushbu

= 5 -  ^ y  +  ln x  +  ^ x2/3y +  3x2;

= ~ x +  3x3 -  2 ln x  -  ^ x2/ 3y;
C

= 5x2 +  12 -  -b x3/2y +  3x2 -  3x5/9y +  3x;

= -  xy4/3 +  2x3 — -- x.
4 4

u(l ,y) =  l  +  2y, ux (l ,y) — 3y2 

boshlang‘ich shartlarni quyidagi funksiyalardan qaysi biri
qanoatlantiradi?

a) u (x ,y ) =

b) u(x,y) --

c) u (x ,y ) =

d) u(x,y)  -

= 5 — ^ y +  ln x +  x2/3y +  3x2;

= ^ x2y2 +  1 +  2y -  ~ y2;

= 5x2 +  12 -  ^ x3/2y +  3x2 -  3xo/9y +  3x;

= 7 xy4/3 +  2x3 -  x.
4 4

5. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi 

u(x,y)  =  y -5/3 f ( x zyA) +  g(y)

bo‘lsa, u holda u(l ,y)  =  3y5, ux(l ,y )  =  3y4 boshlang‘ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.

a) u(x, y) =  5 -- ^ y +  ln x +  -  x2/3y +  3y2;
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9
b) u(x,y) =  9y +  3y3 — 2 l n x - - x2f3/y +  5;

<u
5

c) u(x, y) =  hx2y2 +  5 -  -  x3/2y +  3y2 -  x 5'/9y +  3y;

d) u(x, y) =  ^  y4 ^x17/4 “  1 j  +  3J/5-

6. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

y) =  oT2 / ( x 3y2) +  g (»)

b o ‘Isa, u holda u(x, 1) =  3x2+ 2 , uy(x, 1) =  x4 boshlang'ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.

a) u(x,y) =  i x 4(r/4 -  l )  +  3x2 + 2 ;

: - b) u(x, y) = 9 y  +  3y3 — 2 ln x — ^ x2f3y +  5;
5

c) u(x, y) =  5x2y2 +  5 — -  x 3/2y +  3y2 -  x 5/9y +  3y; .
9

d) u(x,y) =  j y 4 ( x̂7f4 -  +  3y5.

7. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

u(x, y) =  ln y f ( x y )  +  g(xy)

bo'lsa, u holda u(x, 1) =  2x2, uy(x, 1) =  x2 boshlang'ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.

a) u(x, y) =  x4(y4 -  1) +  3x2 +  2;
q

b) u(x, y) =  9y +  3y3 -  2 ln x — -  x2f3y +  5;
5

c) u(x, y) =  5x2y2 +  5 -  -  x3f2y +  3y2 -  x5f9y +  3y;

d) u(x,y)  =  +  x2y2.

8. Agar biror tenglamaning urnumiy yechimi .

u(x, y) =  - -  f ( x 2y) +  g(xy)
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bo'lsa, u holda u(x, 1) =  1 +  2x2, uy{x, 1) =  4x2 boshlangdch shart- 
larni qanoatlantiruvchi u{x,y)  funksiyani toping.

a) u{x, y ) =  x4{y4 — 1) +  3x2 +  2;
9

b) u{x,y) =  21na: -  -  x 2̂ y  +  5;

c) u{x,y)  =  1 +  2x2y2;

d) u(a-,y) =  ~  +  2x2y2. '■

9. Agar biror tenglainaning umumiy yechimi

bo'lsa, u holda u{x, 1) =  2sfx, uy{x, 1) =  Ĵx boshlang'ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi u{x, y) funksiyani toping.

a) u{x,y) =  2y/xy-, ;
b) u{x,y) =  2lnxy  +  2^/xy -  5xy;
c) u{x,y) =  1 +  xy2;
d) u{x, y) =  ^Jxy +  2x2y2.

10. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

bo'lsa, u holda u{x, 1) =  2x, uy{x, 1) =  x boshlang‘ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi u{x, y) funksiyani toping.

a) u{x, y) =  x4{y4 — 1) +  3x2 +  2;

b) u{x,y) =  2\nx - - x 2/3y +  5",
c) u{x,y)  =  x { l + y ) ]

11. Agar £ =  2x +  3y, rj =  5x -  4y bo'lganda berilgan 
tenglamaning umumiy yechimi

u{x,y)  =  —  f { x 2y) +  g{xy)
xy

u{£, rj) =  / (£ )  +  g{ri)
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bo'lsa, u holda u(0,y) — 1, ux(0,y) =  1 boshlang'ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi u(x,y)  funksiyani toping.

a) u(x, y) =  x4(y4 -  1) +  3x2 +  2;9 <b) ■ u(x,y) — 21na: -  -  x2/zy  +  5;
c) u(x,y) =  x ( l  +  y);

d) u(x,y) =  ~ e 23x +  ^ .

12. Agax £ =  5x — 6y, r/ =  x  +  2y bodganda berilgan 
tenglamaning umumiy yechimi

«(&»7) = f(v) + g(0
bo'lsa, u holda u(0,y) =  4, ux(0,y) =  1 boshlang'ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi u(x,y)  funksiyani toping.

a) u(x, y) =  x(y4 +  4) +  3a;2 +  4;

b) u(x,y) =  2 l n x - ^ x 2/3y +  5;
c) u(x,y) = x ( l + y ) :  _

d) u(x,y) =  —  e16x +  — .j \ lg  t  16

13. Agar £ — 3x — 4y, y =  5x +  6;y bo ‘lganda berilgan 
tenglamaning umumiy yechimi

u (^ ,r? )= e  3,' / ( 0 + 5(^)

bo'lsa, u holda «(0 , y) =  2, ux(0,y) =  3 boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvchi 

a) u(x,y) -
u(x, y) funksivani toping. 
. 1 2 ___ fL e—57e/2.

19 19 ’ '
9 „b) u(x,y) =  21na: -  x2/3y +  5;

c) u(x,y) = x ( l  +  y);
d) u(x,y) =  x4(y4 -  1) +  3a:2 +  2.

14. Agar  ̂ — 2x +  3y, y =  4x — 5y bo'lganda berilgan 
tenglamaning umumiy yechimi

«(/»??) =  e2?? f(0 + g(v)
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bo'lsa, u holda u(0,y) =  1, ux(0,y) =  2 boshla.ng‘ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi u(x,y)  funksiyani toping.

a) u(x,y)  =  x(l  +  y)\

b) u(x, y) =  2 ln x -  ^ x2f3y +  5;

d) u(x, y) =  x4(yA — 1) +  3x2 +  2.

15. Agar £ =  x3y4, rj =  x bodganda berilgan tenglamaning 
umumiy yechimi

« ( £ , » ? )  =  r}-A/3 f ( 0  +  g(v)

bo‘lsa, u holda u(a:, 1) =  4x2, 1) =  6a: boshlang'ich shartlami
qanoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.

a) u(x,y)  =  x(l  +  y)\

b) u(x,y)  =  —  x y 1!4 +  4x2 -  —  x;

c) u(x,y)  =  21nx -  ^ r 2/ 3y +  5;

d) u(x, y) =  x4(y4 — 1) +  3 r2 +  2.

4 — nazorat uchun testlar

1. Laplas tenglamasining x =  rcosy>, y =  r sinc/? qutb 
koordinatalaridagi ifodasi qaysi javobda. to ‘g‘ri berilgan?

a)

c )

1 d /  du 
r dr V 9r
1
r2 dy>2

0;

clr
=  0 ;.

d2u 
"** dz2

=  0;

2. Agar «(a:) =  u(xi ,x2, ■ ■ ■ , x n) garmonik funksiya bo ‘lsa, 
quyidagi funksiyalar garmonik bodadmi?

a) u(x  +  h), h -  o ‘zgarmas vektor;
b) xiuxi -  X2UX2, n =  2;
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d) To‘g ‘ri javob a) va. v).

3. Ushbu x3 +  axy2 funksiya a ning qanday qiymatida garmonik
bo'ladi.

a) a — 1; b) a — —1; c) a =  —3; d) a — —2.

4. Ushbu x 2 +  y2 +  az2 funksiya a ning qanday qiymatida 
garmonik bo ‘ladi.

a) o = . l ;  b) a =  — 2; c) a =  —1; d) a =  — 3.

5. Ushbu . sin 3a:x ch 0X2 funksiya a ning qanday qiymatida
garmonik bo ‘ladi. ,

a) a =  ±3 ; b) a =  — 2; c) a =  1; d) o =  ±2.

6. Laplas tenglamasining fundamental yechimini aniqlang. 
a) E(x,y )  =  - ln | x  -y\,  n =  2;

7. Agar x =  (x i,X 2,x 3) va y =  (yi,y2,V3) bo ‘lsa, u holda 
ushbu E (x ,y ) =  \x -  y |-1 funksiya qaysi tenglamaning fundamental 
yechimi b o ‘la,di?

c) E(x,y)  =  ( n -  2) 1 jx -  y |2 n, n >  2;
d) To'g'ri javob a) va v).

•n

8. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri garmonik bo'ladi?
a) v(x,y)  = x 2 +  y2;
b) v(x,y) =  x 2 -  y2;
c) v(x,y) =  2x2 +  3y2 +  7;
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d) v(x, y) =  5xy  +  4y4 — 9.

9. Laplas tenglainasi uchun quyida keltirilgan qaysi masala 
nokorrekt qo'yilgan?

a) Koshi masalasi; b) Dirixle masalasi;
c) Neyman masalasi; d) Gursa masalasi.

10. Laplas tenglamasi uchun quyida keltirilgan qaysi masala 
korrekt qo'yilgan?

a) Koshi masalasi;
b) Dirixle masalasi;
c) Neyman masalasi; ■
d) To‘g ‘ri javob b) va c). '

11. Elliptik tipdagi tenglama uchun qanday masala korrekt 
qo'yilgan deyiladi?

a) masalaning echimi mavjud bolsa;
b) masalaning echimi yagona bo'lsa;
c) masalaning echimi berilganlarga uzluksiz bog‘liq bo'lsa;
d) To‘g‘ri javob: a), b) va c).

12. Issiqlik tarqalish tenglamasining fundamental yechimini 
aniqlang.

a) E(x,y)  =  - ln | x  -  y\, n =  2;

b )  =  W ^ e x p { “ ^ r " } ;

c) E(x, y) — (n — 2)_ i \x — y\2~n, n >  2;
d) To‘g‘ri javob a).

13. Ushbu Ui =  uxx tenglamaning u(a:,0) =  sin Ix boshlang'ich 
shartni qanoatlantiruvchi u(x,t)  yechimini toping.

a) u(x, t) =  cos Ix sin f ;
b) u(x, t) — sinlx-,
c) u(x, t) =  e~l2t sin lx\
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d) To‘g‘ri javob a).

14. IJshbu ut — uxx +  uyy issiqlik tarqalish tenglamasining 
u{x. y, 0) ~  sin kx cos ly boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi u(x, t) 
yechimini toping.

.. a) u(x,t) =  e— sinkxcosly,
- : b) u(x, t) =  s'mlx-,

c) u(x, t) =  e~l2t sin kx cos ly\ .
d) To‘g‘ri javob a).

15. Ushbu ut — uxx +  uyy issiqlik tarqalish tenglamasining 
u(x, y, 0) =  sin kx +  cos ly boshlang'idi shartni qanoatlantiruvchi 
u(x, t) yechimini toping.

a) u(x, t) =  sin kx +  cos ly\
b) u(x, t) =  e~k%t sin kx +  e~l2t cos ly;
c) u(x,t) =  e~l2f sinkxcosly;
d) u(x,t) =  e~l2t(sin kx +  cos ly);
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niisul va masalalarning javoblari.

I ImiImIu lini il|.*;im inisollarning javoblari:

I I  I )  T i ' i i g l a m a  b o ‘ l a d i :  uxx —  0 ,  uxy =  0 ;
2 )  ' 1 ’c n g l a m a  e m a s :  0  =  0 ;
3 )  T e n g l a r n a  e m a s :  u =  2 ;
I)  T n n g l n m n ,  l i o O a d i :  5w,x  — 9 «  =  0 ;  

f i )  T i * n j i ; l i i i |i n  c m n s :  T u  =  — 1 1 ;
I ‘ I ) II I , i n < 111 I iii I i l i l i ;

1) II L 111• l n  I i n I i l i l i ,
I) l l i l i l m  l n  I i i i I i b l r ,
I) II I m i • 111 I; 11111 * 11 
’>) llililni lil IinIiMi;

I I 1 ) 1  Oi |mi,li i lit'Mij11 (>■ 1 1 1 1111mi,
'.’ ) < ' In' /. ti|iii7,  l . i*ni<. l n m n ;
11 I ! ii i i i i n l !  K vn  ' i i  l n / l i i l l  I r i i i ' J n i i m ;
l i  l i n  )111111 I n i ' 1 111M j 1111 I ; \ , i ' i i ' l i i / , H| l i  l o n g l a m a ;
i i  I h i  1111 li 11.1 1111n f . i i 11 i l i i / i i | l i  l i ' i i g l a m a ;

I i , | i i/| ■ ( / / ) ,  / / ( /  ) r ,  I m  y i ' n l n  tp(y) — i x t i y o r i y
n . I i i l n i '  I iii i ! - i  i , i , i i - l i v " i h  11' / , / i ,m 11111; i.

I ............ . n( ’ ,v) Vl (//)■ '• I ^(W); !/(■ >:)= clx +
l , n  \ i 111 n | ( / / )  v , i  i / u ( / / )  i x h y o r i y  u / l n k s i ' /  f u u k s i y a l a r ,  c\ v a  c-i e s a  
i l ! \ ■ • 11\ 11’ |iiii i m i ' i l i u  .

I V .  u(,r)y) J'(x) | / / ( ; / / ) ;  1 . 8 ,  u(x,y) =  f(x )  +  g(y)e~5x;

I !>, u(x,y) =  f (x )e Sx +  g(y)\

1 1 0  I )  u(x,y)  =  xy +  f (x )  +  g(y)\

1 1  .
2 )  u(x, y) =  - x s +  - x 2y +  f(y )x  +  g(y)\

3 )  u(x, y) =  f (x )  +  xgi (y) +  g2(y) ;
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4) u(x,y)  =  / ( x ) e x p | iy 2| +  g(y)\

1 ] „
5) u(x, y) =  - xy2 +  ~ys +  yfi(x)  +  f 2(x);

. . x y
6) u(x,y) =  f ( x )  +  g(y) +  f  dt J F(t,r)dr.

. ' x0 yo
bu yerda va yuqoridagi 7-10 formulalarda /  va g ixtiyoriy
C l (K) sinfga tegishli funksiyalar. (xo,yo) esa tekislikning ixtiyoriy 
fiksirlangan nuqtasi.

II—b o b d a  berilgan  m isollarn in g  javoblari:

2.1. 1) Giperbolik: û v +  -u^ =  0,
£ =  x +  y, rj =  3x — y.

2) Elliptik: +  um  +  uv =  0, £ =  2x — y ,  rj =  x.
3) Parabolik: uvv +  û  +  u =  0, £ =  x  +  y, r\ =  y.
4) Giperbolik: u v̂ +  û  -  2uv +  £ +  g =  0, 
i  =  2 x - y ,  rj =  x +  y.
5) Elliptik: u^ +  uvv +  û  =  0, £ =  x, rj =  3x +  y.
6) Parabolik: uvv +  u% =  0, £ =  x — 2y, =  x.
7) Giperbolik: u$v =  0, £ =  x +  y  — cos x,
q =  —x +  y  — cosx.
8) Elliptik: +  uvv =  0, £ =  y, rj =  arctgx.
9) x  ^  0, y  =4 0 da parabolik:

£2 1 v
u vv + 2 +  - e *  =  0, £ =  r/ =  y. 

rjJ 7} x

10) Elliptik: u^  +

£ =  y, +  x2, r] =  x2
+  =  ».

2.2. 1) Elliptik: u^  +  uvv +  =  0,
£ =  x, rj =  —x  +  y, (  =  2x -  2y +  z.
2) Giperbolik: u^ -  uvv +  +  u =  0,

„ 1 2  v/6£ =  2/ +  x, r/ =  —x +  y, £ =  —= x -  —= y +  — - 2:.
VO v 6 2
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II < i 11 M'l llllllli ■ " U 1 Ujpi 
\

3
-U^+3u^+-Ur,-

»
' l (

■»' 1 l1 1- X ) , c  =  -- 2 ( 3 x + ! ;
1) 1 ' imiliiilik:

/
nvv +  4 u = o,

» U 1 ' i  '1 // 2x, C = x - -  z.

•) 1 'lll lilnilik, »7,1, 1\ U,m-  3u +

\i
\ ’ ■ " ;

, /.

, r  1 \/2 C =  x  +

1 1 * T, i'in 11. ' // X, v/ x;

•il / , l/> •—i */1 i i />/)•*(.’.. //),

/.* hi , ? //
I t

hil * /•)■ '.!//

'I /•,, . ' ’l/17 1 » II,

•»l 1 lll
( 1 

, , “ l ’ | ,,l

II.

1 tli/) | /•(,/', //),

II r , , 1 „ '' <>. (  2 x  +  2/, ?/ =  *:

:i \u[t .Ij) ‘"i'  ( y * ) 2 »/ j ' " ( C , ' / ) .

‘ ) 'tv 0, £ =  2 x - y ,  »/ =  x ;

« x i > ( - ^  - Qy)v(t,v)- '

!') I-9v +  4(£ -  rj)exp(£ +  r/) =  0, 

( V x, i] =  y\

■»■(£> n) =■ e x p ( —?  -  ? ? M £ , »?).
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2.4. 1) u(x,y) =  (p{2x -  y).

2) u(x, y) =  ip(2x +  3y) exp .

3) u(x,y) =  tp(x +  2y)e2y.
1

4) u(x,y) =  p(2x - y ) ~ -  cos(x +  y).

5) u(x, y) =  p(4x +  3y) exp ( | sin(4x +  'Zy) J  .

6) u(x,y) =  f ( y ) + g ( x ) e  ay.

7) u(x, y) =  f ( x  +  y -  cos x) +  g(x -  y +  cos x).

8) u(x,y) =  x -  y +  f ( x  -  3y) + g(2x +

9) u(x, y) =  [f(x)  +  g(y)] exp {-fcr  -  ay}.

III—bobda berilgan masalalarning javoblari:

3.1. 1) u(x,y) =  x~l f ( x y A) +  g(x);

£ =  xyA, g =  x; uiv +  r?_ 1u  ̂ =  0.

2) u(x,y) =  f ( xy )h iy  +  g(y);

£ =  xy, r) =  y; um +  =  0.

3) u(x, y) =  f (x )  +  x ^ 3g(xy3);

10) u(x,y) =  -  f ( x - y )  +  g(x +  y) . 
x
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■I) u(x, y) — f(y +  sinx) +  g(y +  sinx)e2x;

( y | sin x, t/ —— CCj T̂JTj 2Uyj 0.

u(x,y) f(x2 +  !J2) +  g(x2 +  y2)xs +  10 lx5;

•' . '2 | y‘\ v u,m -  2y -  rf =  0.

Iil '»( '. il) l(» ( '.’;»/) 1 t'x'/2g(x +  2y);

i i i '//. »/ i
1

1 ■ '0/'/ .|,0/

/ 1 II1 • u 1 / i i '  i //) " - i 'l  » 1 | 1 ,'/('4;/' + ?/);

/ 11 l »/. >i
1

' < 1 //, »»/,, ,,»»/, 0

,l 1 iii i i/1 /i i i
1"»,/ /) | ,/(i ), 
«

/ ' 1 >" 1»/ '/
1

i, »»/,, 1 »».,, o. 
»/

1 i "i ' i/l : ! c J I //') | sin;// + 3xj/.

'1 »»(»,»/) |:/:|r)/ 2); |x| < 1 , 0 <  y <  1.

■1) »»(•»•,//) s\u y-{-ex~v — l. 4) u(x, y) =  xy +  ̂ —.
O

l') u(x,y) ■■= x2 +  y4. 6) u (x ,y )= x y 4 + 1.

/) u(x, y) ■■= 2(//2 - 1) +  ^ x2(l -  y5) +  3a;2. 
0

») u(x, y) --= %\/xy- 9) u(x,y) =  ( x - l ) y 5.

10) u(x, t) dxt^
=  x ---- —  +  sin x sin t.

6
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3.3. u{x , t) =  A sin imx cos irnax.

3.4. «(a;, t) .8 +2? 1 
L-j

3.5. u(x ,t )

7T3 fc=o (2k +  l )3 
4ao+2? 1

sin[(2A;4-i)ira:] cos[(2/s + l)7rai].

l)-7rat].
air2 (2k +  l )2 sin[(2fc +  l ) 7rx] sin[(2A; +

o c  /  1.  . 2aw . 2'K3.6. u(x,t)  =  - — sin—— ism  —  s.
2i(X 7T t l

n / .. 21 . a-K -k 5a7r 57r3.7. u(a:,i) — — sm —  t sm — a: +  cos —— t sm — x.
■ a-K 21 21 21 21

OO

3.8. u(x, t) =  Ofc cos aAfcf sin Afc.-r+
fc=i

1 ao 1 7 .
+ ~  1 fk(r)  sin a \k(t -  r ) sin Akxdr;

a  fc= l /'fc o

, , 2(/i2 +  A|) * , . , ^
buyerdE afc =  ^ " + A l )  +  4 y (3 :)S m W X i

_ L L t ± l L  j f(Xj t ) sin Afcxda;;
/fc(4) /(/i2 +  A2) +  /i £

Afc esa AfcCosAkl +  hsm\kl =  0 tenglamaning ildizlari.

3.9. n ( a ; , t ) = 2
fc=l tirV k '  PJ

/ kira \ . ( kn \ 25, l2f k . ( kn \
x c o Sj _ , ) « » ( _ * )  +  E j s p  s m ( - ^ ) ;V i

bu yerda.

/fc =  j f  / ( * )  sin( y -  *")

3.11. 1) u(x,t)  =  [̂y>(a: — at) +  <p(a: +  af)]-
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Ji c J t 2 -
c t y u
2 x —at \V a2
I t x+o(t—r) /  j  ■! _ c\2\

l ^ /  /  / « , r )d e d r . -
0 iB - a ( t - r )  V V G /

2) 0  =  ^ b (.x  +  at) '+ip(x~ at)]+ ,

-1
• r f / 2 ^ # 1a4 o/-

-l o ll fc-0

/( / \ x *■ («'11,/+!  _  1 ~  , / A \ k(x2 - t 2)k+1

A u I / |(A: I l)!|2 4 E ( - » ‘
fc=0 , 4 ;  [(k +  1)\]2 ’

11 n| 1 . 1/) ( I ( I 11/ ) r\|i( I r 1/ )

( 4' 1 ,, ) ■ 1 'l'-'l l /y)|

/ ' l 1. 1/, ■’..//) (  I 2(y »/)}.

IV linlnlii I> 1 • 1 il|',nu mnHalalarning javoblari:

K I »1 1
■" «(*.'■)■ - E ™y fc=o 2A, + 1
, ,, ( ,4 1 / a 7r \ . -?ra;•I .1, u(x, t) =  exp{ -  ( —  ) t> sm — .

exp{-(2A;+l)27ra2i}sm(2A:+l)7ra;. 

2

+ 0 0

+3. u(®,t)= E « * e x p { -
k= 0

(2A; +  l)a?r
W

T 2 . (2A: +  l ) 7r
t t s m  21

R 1 2 { . (2& +  1)7TBu yerda — -  J ip(x) sm -— — xdx.
I n Z i
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, . 21A +2? ( —l ) fe+1 f / akir\2 'l . kn
4.4. “ ( M )  =  — ! : — * — < * ? { - ( — )  t ) s m ~ x .

4.5. u(x, t) =  v(x ,  t) +  uj{x )\

v ( x ,  t) =  ak exPi ~ a2\ 2kt > cos \kx;
fe=0 l v J

2 1
Ofc — -  — x) — w(x)] cos Xkxdx;

t o '

w(x) = ^ “  3  /  (7 /(O ^ ) /  ( f  f ( O d t )  dz
a 0 \0 / a 0 \0 /

4’ 7T kiv , „  „ „

A f e _ 2Z +  T : fc- 0>1’ 2>-

4.6. u(x,t) =  22 ak exp{  -
A:=G

'ofcTrV /  
- -  + ,J £ !> cos ( 27;

ao =  j  /  <p(x)dx, ak =  j  f  (p(x) c o s ( ~ ) x d x ,  k =  1,2,..I

4.7,

o 1 o

1) u(x, t) =  e“ j2t sin Ix

2) u(x,t)
1 (  2x — x 2 +  £

exp
v T f l t ~f~ 1

3) u(x,t)  =  1 -  cost +  (1 +  4£)~1|/2 exp (  — y ~( 'j •

4) u(x,£) =  £3 +  e-<:sin2;.

5) u(x, y, t) =  e V T I f  sin l\x sin hy.

6) u(x, y, t) =  e“ ;2t sin l\x +  e ~ W  cos hy.

4.8. u(x, t) =  f  G0(x,t;()ip(()d(.  
o

CO

Bu yerda

www.ziyouz.com kutubxonasi



Javnhlnr 313

c , ( l ' t f l = s ( “ p { _ l ! S r

OO ;

4.9. u(x,t) =  /  
o

exp ( s + o 2 n  
4 a2f  /  J

Bu yerda
g— /  /  {g, — t\2 'j /

G l (x ’ 4’ ^ =  i ^TTt vexp i  4^ r  / + e x p i  ~

V —b o b d a  berilgan  m asalalarning javoblari:

( » + o 2 n
4a2t J y ’

5.1. 1) Garmonik; 2) Garmonik; 3) Garmonik.
5.2. l j  k — ±3 ; 2) k =  0, k — n — 2, n >  0, |x| ^  0.
5.3. 1) Berilgan funksiya (±2,0)  nuktada maksimumga 
Uroaa: =  4; va (0, ±3 ) nuktada umm — —9 minimumga erishadi.

5.4. 1) u(r, (p) =

2) u(r, p) =

3) u(r, (f) —

5.5. 1) u(r, (p) =  ■

2) u(r, (p) =

5.6. u(x, II « ro 1

5.7. u(x, y) =  R2 +

- !

5 5 4
— —  r  < 8 8

r
2R

2

(® -  2/)-
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N azora t testlarin ing t o ‘ g ‘ri javob lari kaliti

1-testning to ‘g‘ri javoblar kaliti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
g b V V V g a a a V a g a a. V

2-testning to‘g‘ri javoblar kaliti

1 2 3 4 5 6 7 8 . 9 10 i i 12 13 14 15
V g V b a b b V V a a V b V g

3-testning to ‘g‘ri javoblar kaliti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
a b g b g a g V a V g g a V b

4-testning to‘g‘ri javoblar kaliti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
a g V b a g V b a g g b V a b

B aholash  m ezon i: 
a ’ lo  baho — 26 -  30 ball;
yaxsh i baho — 21 -  25 ball;
qon iqarli baho — 16 -  20 ball; 
Har bir to ‘g‘ri javob — 2 balldan.
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