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SOZBOSHI

Matematik analizfaniningfunksional ketma-ketliklar, funksional
gatorlar, xosmas integrallar, parametrga bog 'liq bo ‘1gan integrallar
bo jimlarini o zlashtirishda talabalar ancha giyinchiliklarga duch
keladilar, bu ularning yuqoridagi bo'limlar bo'yicha misol va
masalalarni yechishida yaqqol ko finadi.

Mazkur qo'llanmani yozishda talabalarda ko'rsatilgan
bo 'limlarga oid misol va masalalarni samarali yo 7 bilan yechish
Ko 'nikmalari hosil gilishni 0z oldimizga maqsad qilib go ydik va
go 'llanma talabalar uchun doimiy maslahatchi bo 1ib golishiga umid
gilamiz.

@] '‘quv go 'llanma to 'rt bobdan iborat bo 'lib, birinchi bohda sonli
gatorlar, ikkinchi bohda funksional ketma-ketliklar vafunksional
gatorlar garalgan. Qo 1lanmaning uchinchibohixosmas integrallarga
bag'ishlangan va, nihoyat, to'rtinchi bobda parametrga bog'lig xos
va xosmas integrallar qaralgan. O'z navbatida, har bir bob tegishli
paragraflarga bo 1ingan bo 'lib, har bir paragraf mavzuga taalluqli
asosiy ta 'riflar, tasdiglar va teoremalarni o 7 ichiga oladi, shuningdek,
ularning har biri an anaviy misollarni batafsil tahlil gilish bilan
yechish orqgali namoyish gilingan. Qo 1lanmada jami 220 ga yaqin
misol va masala yechilgan, 800 ga yagin misol va masala esa mustaqil
yechish uchun tavsiya gilingan va ularning javoblari ham berilgan.

Ushbu qo 1lanmani yozishga bizni undagan narsa ko p yillar
mobaynida Alisher Navoiy nomidagi SamargandDavlat universitetida
matematik analiz kursidan olib borgan ma’ruza va amaliy
mashg ‘ulotlarimizda orttirgan tajribamiz natijasidir. O ylaymizki,
go'llanma o'z o'quvchilarini topadi va boshga mavjud o'quv
adabiyotlari gatorida matematik analiz kursining aytib o'tilgan
bo'limlari bo'yicha ularga bilimlarini oshirishga ko'Tak beradi.

O ‘quv qo1lanma hagqidagi fikr-mulohazalar, undagi mavjud
kamchiliklar bo yicha hamkasblarimizning takliflarini mamnuniyat
bilan gabul gilamiz.

Mualliflar
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SONLI QATORLAR
1- 8. Yaginlashuvchi gatorlar va ularning yig'indisi

Ushbu sonlar ketma-ketligi berilgan boisin:

1.1- ta’rif. Quyidagi ax+a2+..+an+...ifodaga sonli gator yoki
cheksiz sonli gqator deyiladi va gisgacha kabi belgilanadi:

5)fl,=a, +fl2+...+e,+..., (i.1)

bunda ala2...an... gatorning hadlari, anesa gatorning umumiy hadi
deyiladi.
(1.1) sonli gatorning hadlaridan ushbu

8§ —a)], S*=a]+a2, S}—at+a*+a3, S n=ax+a, +... t+an

yig'indilar ketma-ketligini tuzamiz. Bunday tuzilgan {S,}

yig'indilar ketma-ketligi (1.1) sonli gatorning gismiy yig'indilar
ketma-ketligi deyiladi. Bundan keyin sonli gator deyish o'rniga
gator deymiz.

1.2-ta’rif. Agar/? —» o0 da (1.1) gatorning {S,,} gismiy yig'indilar
ketma-ketligi chekli limitga ega, ya’ni
II_Ii_[POSn: S

bo'lsa, u holda (1.1) gator yaginlashuvchi deyiladi. Bu limitning

giymati S son esa (1.1) gatorning yig indisi deyiladi va u quyidagicha
yoziladi:

S =al+a2+..+an+...= }a,,
Ji=1

1.3-ta’rif. Agarn 00 da (1.1)gatorning {Sn} gismiy yig'indilar

ketma-ketligining limiti cheksiz bo'lsa yoki mavjud bo'Imasa, u holda
(1.1) gator uzoglashuvchi deyiladi.
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Qator qismiy yig indilari ketma-ketligining limitini topishda bu
ketma-ketlikning umumiy hadini qulay shaklga keltirish muhim

ahamiyatga ega. Buning uchun ko p hollarda quyidagi formulalardan
foydalanish magsadga muvofiq bo ‘ladi:

y y n+l
At(x)= x+x2+.. +x" = |.X 1-x X-1 bo'lganda,
(A)
n x=1 bo'lganda;
-1 ” 0 +n)x" .
(1-x)2 (1-)2 > x*] boiganda,
Bn(x) = 1+ 2x +... + nx" (B)
n(n + 1)
2 X = | bo'lganda;
r2ii
Cn(X) = X +Xx3+...+xn 1= \_Xi **+1 bo'lganda,
Hw, x = +| bo'lganda;
Dn{x) = 1+ 3x2+ ..+ (2n d)x2'-2 =
1+ x2 (2n-1)x2mt2-(2 n+ 1)x2
(1-x 2)2 (1-x 2)2 > g1 %1 bo'lganda, (E)

x~=\ bo'lganda.

(A) formula maktab matematika kursidan ma’lum bo'lganligi

uchun uni isbotsiz, (B), (D) va (E) formulalarni esa isboti bilan
keltiramiz.

Bizga maiumki, x=1 bo'lsa,

5,(1)=1+2+3+..+n="(n+1)
2
bo'ladi. Endi x @1 bo'lsin. Bu holda (B) tenglikning ikkalatomonini
x ga ko'paytinb, hosil bo'lgan tenglikni B (x) dan ayiramiz:
(I-x)Bn(x) =1+ x+x2+...+xM~nxn=1_x"-n x"

bundan

1- x\ - tLIl-1-x"-n-x" +n-x*I . ! n-xm>(\ +n)xn

0-7)2 a-.)2 ATE 'Sy — ,
ya’ni talab gilingan formulani olamiz.



(D) formulani isbot gilamiz. x = x| bo'lsin, u holda
Cn()= 1+#1+ ..+ 1=n, Cn(—)=—1-1—.—1=_n
bo'ladi. x® £\ bo'lsin. Bu holda ham tenglikning ikkala tomonini x
ga ko'paytiramiz:
XCJIX) = x2+xXA+... + X2
Oxirgi tenglikning o'ng tomoniga (A) formulani qo'llab, quyidagiga
ega bo'lamiz:

XC.(X) = X.2 I-X 2
1-x'

Bundan (D) formula o'rinli ekanligi kelib chigadi.
(E) formulaning o'rinli ekanligini isbotlaymiz.x = +1 bo'lsin, u
holda
D, (xl) =1+3+5...+(2/j-1) =n2

Endi x ®+1 bo'lsin. Bu holda Dn(x) ning ikkala tomonini x2ga
ko'paytirib, hosil bo'lgan tenglikni Dn(x) dan ayiramiz:

(1- x2)Dn(x) = 1+ 2x2+ 2x4+... + 2x2"-2- (2n- )x2'=
=1+2x2-1_*m---(In-\)x2n
I_XII

Bu yerdan (E) formula o'rinli ekanligi kelib chigadi.
1.1-teorema. Agar (1.1) gator yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
1, ™a" =0 U-2)
bo'ladi.
Eslatma. (1.2) shart qator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun zaruriy
shart bo'ladi, lekin yetarli shart bo'Imaydi. Agar gatorning umumiy

hadi nolga intilmasa, ya’ni Jimat * 0 bo'lsa, (1.1) gator uzoglashuvchi

bo'ladi.
1.1-misol. Ushbu Z{' \ r gatorni yaginlashishga tekshiring.
n= n

Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadian= * ninglimitini
yn

topamiz: liman=1Iim !_=0.
M=%

N—oo /A



Qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti (1.2) bajarilayapti, lekin
berilgan gator uzoglashuvchi. chunki

S =Y !-Sn t =n/n,limyfn =00,
k= yjk \In
bundan H_@Snz” . Demak, 1.3- ta'rifga asosan, berilgan qgator

uzoglashuvchi.

f2n2-3r

1.2- misol. X 2n2+1 gatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadini quyidagi

1—
2n
ko'rinishda yozamiz:an

1.

Ikkinchi ajoyib limitdan foydalanib, n —00 da anning limitini

topamiz: liman=lim -e- =e2*b.

1+

Qator yagqginlashuvchi bo'lishligining zaruriy sharti (1.2)
bajarilmaydi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
1.3- misol. Hadlari geometrik progressiyadan iborat bo‘lgan

£ bg"=b +bq+bqg2+... +bgn-l+...

n=0
gatorni yaqginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. g* 1 bo‘lsin, (A) formulaga asosan, Snqismiy
yig'indini topamiz:
b _bqgn
1-q 1-g
Bu yerda berilgan gatorning yig'indisini topish uchun bir nechta holni
garash lozim:

Sn-b +bq+bq' +...+bg"



1.[*<1 bo‘lsa,lim#* =0 bo'ladi.n —0 da S ning limitini

topamiz:

\-g I~qJ \-q
Demak, S= chekli son bo'lganligi uchun berilgan gator

1-q
yaqginlashuvchi.

2. ||>1 bo'lsa, lim q" =+°° . Bu holda

S =1imS,, =lim — 00
n—°"° n—=m

bo'lib, berilgan qator uzoglashuvchi bo'ladi.
3.gq=1bo'lsa, Sn=bnbo'ladi. n —°° da Snning limitini topamiz:
S =limSn=Ilimnb ="
Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
4. g=- lbo'lsa,5,=b-b +b-h +..+(-1)" 'b. n —°° da Snning
limitini topamiz:
0, agar n-juft bo'sa,
b, agar/j-toq bo'lsa.

Bu holda Snning limiti mavjud emas. Demak, ta’rifga asosan,
berilgan gator uzoglashuvchi.
Shunday qilib, berilgan gator |t/[<1 bo'lganda yaginlashuvchi,

g > 1bo'lganda esa uzoglashuvchi bo'ladi.

1.4- misol. Ushbu gatorni yaqginlashuvchilikka tekshiring:

.
3 9 27
Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig'indisi

bo'ladi. Snni (A) formuladan foydalanib, quyidagicha yozib olamiz:



S, =1+
v 3/ v 3y
f jn
3( 1Y
1- 4 4, 3y
Endi, n da limitga o'tib, S ni topamiz:
S =1limS,, = lim 3.3 j

Demak, 1.2- ta'rifga asosan, berilgan gator yaginlashuvchi.

1.5- misol. 1-6 +27-...+(-1)""'-3n+ ... gatorni yaginlashuv-
chilikka tekshiring
Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig'indisi
Sn=1-6+27-...+(-1)"-"-3n
bo'ladi. Snni topish uchun (B) formulada x ni -3 bilan almashtiramiz:

1 . n-(\73)"+‘—(1+ «)m(=3)" _ir

s = , y 1-(3y{an +|)1.
(1-(-3)) (i—-3)) 6l y > J

Agarw = 2k,ke N bo'lsa, Sk = 1’%[I-9‘(8&+ )] bo'ladi.

1
Agarn=2k- Lke N bo'lsa, SX_ " [I+324 «(8n—3)] bo'ladi.

Bu yerdan
Li_r}npSZ(z II(imSZk_, = +°°
bo'lishi kelib chigadi. Demak, 1.3- ta’rifga asosan, berilgan gator
uzoqglashuvchi.
1.6- misol. Ushbu gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring:
1 3 5 2n-1
2 22 23 2n
Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig'indisini quyidagi
ko'rinishda yozamiz:



(E)formuladax =

deb belgilasak, u holda gqatorning «-qismiy
v2

yig'indisi
2n-1 2n-1
+
2" 2

da limitga o'tib. S ni topamiz:

S=3

ko'rinishga ega bo'ladi.« —»

S=Ilim5 =3+Ilim _ - lim ) -.--=3.

Demak, 1.2- ta’rifga ko'ra, berilgan gator yaginlashuvchi.
1.7- misol. * + ° ‘ +mm gatorni yaqinlashuvchilikka
5 125 3125
tekshiring.

Yechilishi. Berilgan gatorning hadlari geometrik progressiyani
tashkil etganligini e’tiborga olib, uning umimiy hadini topamiz:

a. =

Endi gatorning qgismiy yig'indisini (D) formuladan foydalanib
hisoblaymiz:

1 -
_tef11f11 4 4 14

5 .5, Ay 5,

5 25 1 rnz‘rH~
lj V 5_151
vsy 145

Bu yerdan
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1
imsSn=|im 2=
H—% H—;Hﬁll 5 U5y 24
Demak, 1.2-ta'rifga asosan, berilgan gator yaginlashuvchi bo'ladi
va uning yig'indisi 5 ="

1.2- teorema. Agar istalganne N uchun (1.1) gatorning umumiy
hadi a - b -b /4y ko'rinishda tasvirlansa va

H%bn =b (1.3)

chekli limit mavjud bo'lsa, (1.1) qator yaginlashuvchi va uning

yig'indisi 6 ga teng bo'ladi, ya’ni X a«=X AT~">+l)=bl-b
N=

n=1 1
Isboti. Teoremaning shartiga ko'ra (1.1) gatorning S qismiy
yig'indisini quyidagi ko'rinishda yozamiz:

S,=X 8&k=X (K -*bM )= - b2)m{b2-mbp) mmee+{h,, Kx)= - inH.
k=1 k=1
(1.3) shartga ko'ran -4 » da limitga o'tib, 5 yig'indini topamiz:

S :Hg%s,, = H&;(fc, -bm])=&,-*.
Bundan esa teoremaning isboti kelib chigadi.
1.8- misol. Ushbu gatorning yaginlashuvchiligini ko'rsating va
yig'indisini toping:

%(?’(a +n¥\’(% +0+ 1§'>(« "1,-2,-8,...)

Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadini

=, - .=b -D
(a+n)(a+«tl)

+1

a-+n
shartlari bajariladi. Hagigatan ham,

ko'rinishda yozamiz, bundabn= . 1.2-teoremaning hamma

a, =b -b +, limbn=Ilim —=0=b, b=— .
" "+ 1 «>ea +n 1+a

n



Demak, berilgan gator yaginlashuvchi boiib, uning yig'indisi

1 1
ir(a+n)(a+n+1) 1l+a *

1.9- misol.X (n/« +2-2n/« + 1+ n/n) qatorning yaqginlashuvchi-

ligini ko'rsating va yig'indisini toping.
Y echilishi. Berilgan gatorning umumiy hadini quyidagi
ko'rinishda shakl almashtiramiz:

an=yn+2 2+ 1+\fn —(\fn —yfn +i)-
-(>/«+1-yjn + 2} =bn-b nH,

bundabn=yfn—yjn+ 1 . Endin—» da bnning limitini topamiz:

=i ZAY—— =0 =
Hmw}ﬂ+n/rl+1 0 =b.

1.2- teoremaning hamma shartlari bajariladi. Demak, berilgar

limbn=1lim(Vn - n/17|"+7)

gator yaginlashuvchi va uning yig'indisi S = 1- n/2 bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Qatorlarning yaqinlashuvchiligini ko'rsating va yig'indisini
toping:

[T T T SR 1

+o..
1-2 2-3 n(n +1)
701 1 1
+ +.+ +... m
1-4 4-7 (3/i-2) (3/2+1)
13 1 1 1
*"1-2-3-4 2 3-4-5 fi(t+ 1)(j+2)(lj +3)

14. 3 + 5 + + 2n+1l +
12-22  22-32 n2.(n+ 1)2
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1 2 5 >
15 O+O,+O,+ 1+ + ...+
\ y 10
+F 14 2 4 f

yi0" 10" 10n2

1.6. 1+ 1 4.+ *  +.. (meN)
1(1+T1) 2-(2+w) «(I7 +w)
11 R i
1.7.1- "+ ;-...+$/ ") +.. .18V n
5 5 5"- tr(2«-1)2(2n+1)2
1.9. 1+ ?—+1+ 4 + ..+ R + o .
V3 3n/3 3/
1.10. 1+1+...+ +
3 8 n2-1
1 1
1N11-1?216n2-8n-3" 1712 A36n 2+ 12>7-35
(1 2 >
113. X In M] 114 X0
A 1 3

1.15. | .sinr cosr, .
H  z z

Qatorlar uchun gator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti
bajarilmasligini ko'rsating:

A3n3-2 V
116.1 gpgyq - 1.M%(72+%)bAZ- w118 %\, 7 -

n+-

N AN n n
1.19. Ysinna, bunda a® kT, meZ .120. 277 v
n=1

u:1 q+ l_

121, ,002. 122 X (n+D)arctS
7+2

13



N o+l i 1 XT 32+ 5
123. / arcsin - 1.24. > .
Ano+3 n +2 tr\6/! +7

VI oyiRk+4

A n+3
Misollarning javoblari

11.5=1.125=1.13.5=1 14 5=1 .15 S= ~
3 18

36
1(. 1 5 1
1.6.5= (1+ +...+ . IT7 5= T8 5=
12 m 6
2
19. 5=3(Vv3+1I). 1.10. 5=3 .1.11. 5=1 .112 5=
2V ’ 4 4 21

1.13.5 =-In2. 1.14.5 =-In3 .1.15.5 = ésinZ .

2- Yaginlashuvchi gatorlarning xossalari

2.1-xossa. Agar (1.1) gator yaginlashuvchi boisa, Z can qgator

N=1

ham yaginlashuvchi va

X can=cZ an

A=1 N=1

tenglik o'rinli bo'ladi (c - ixtiyoriy o'zgarmas son).

2.2-xo0ssa. Agar X a" vaX A qatorlar yaginlashuvchi bo'lsa,
fi=1 n=1

X (a"- bn) gator ham yaginlashuvchi va

L (2.1

tenglik o'rinli bo'ladi.
14



21  -eslatma. (2.1)tenglikning chap tomoni yaginlashuvchiligidan
uning o'ng tomonining yaginlashuvchiligi har doim ham kelib

chigavermaydi. Masalan, umumiy hadlari «,=u+- , bn=-n

bo'lgan qatorlar uzoqglashuvchi, lekin =X
n=1 n=r »

yaqginlashuvchi geometrik gator.

«2.1- misol. Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiring:

X A x"(i*<l, M — o'zgarmasson).
jiz3]

Yechilishi. Berilgan gatorning n- gqismiy yig'indisi

n "
Sn=" Mxk=M +Mx+Mx2+...+Mx" =M (Il +x+..+x")=
£0 k=0
Bundan, (/1,) formulaga asosan
M Mx"'4 , .M Mx"H M
S= - , hm5 =lim( - =
X 1—X #*~ 1—~x  1-—X 1-x

Demak, 2.1- xossaga asosan berilgan gator yaginlashuvchi va

+tMx-=M
Ji=) Ji=) 1n
o'rinli bo'ladi.
1 1
2.2- misol. X 3 + 5 gatorni yaginlashishga tekshiring.

Yechilishi. 2.2- xossaga asosan qatorni yaqinlashishga

1 Nl
tekshiramiz. 2:l|J\_/ va2:\|_/vjv' gatorlarning n- gismiy yig'indilarini
w ] .

topamiz va ularning limitini hisoblaymiz:



Xon va X 7n qgatorlar yaqginlashuvchi, u holda 2.2- xossaga

n=\ * n=1 «

M 14
asosamn X 3" + 5 gator ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi
™ /

S=lim(S'+S')=1+1=3
2 4 4

2.1-ta’rif. (1.1) gqatorning birinchi m ta hadini tashlasak, u holda
hosil bo'lgan ushbu

«IMH + « MH2+eom+ «, +eem= X (2.2)
n=m+|
gator (1.1) gatorning m ta hadidan keying! qoldig'i deyiladi.
2.3- xossa. Agar (1.1) gator yaqinlashuvchi bo'lsa, uning istalgar

goldig'i (2.2) ham yaqginlashuvchi bo'ladi va, aksincha (2.2) istalgan
goldig'ining yaginlashuvchiligidan berilgan (1.1) gatorning ham
yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

Natija. Agar (1.1) gator yaqginlashuvchi bo'lsa, uning

m=ami +am2+—~ X a* qoldig'i m-~°° da nolga intiladi.

n-m+\
2.2- eslatma. Qatorning chekli sondagi hadlarini olib tashlash
yoki gqatorga chekli sondagi hadlami go'shish bilan uning yaginlashish
xarakteri o'zgarmaydi.

2.3-misol. %+ 212+ "t . + "' gatorningqoldig'iniyaqinlashishga
tekshiring.
Yechilishi. Ma’lumki, bu geometrik gator yaqinlashuvchi. Bu
gatorning m - hadidan keyingi qoldig'ini tuzamiz:
1 i 1
m 2m A v e
Qoldiq gatorning //-qismiy yig'indisini hisoblaymiz:



bunda m — tayinlangan son. Shuning uchun qoldiqg gator
yaqginlashuvchi bo'ladi. Natija tasdig'ining to'g'riligini ko'rsatish
uchun

rm
1.1 27
2

ni topib, m —°° da limitga o'tamiz:

(1.1) gator hadlarini guruhlab, quyidagi gatorni tuzamiz:

(a, +a2+... +al)+(«,,+, +a,H2+ - +a,, )teom+
bundarc,,<n2<..) larnatural sonlar ketma-ketligining biror

{nt} qismiy ketmaketligi bo'lib, k —00 da nk —

2.4- xossa. Agar (1.1) gator yaqginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi
C bo'lsa, uning hadlarini (o'rinlarini o'zgartirmasdan) guruhlash
natijasida tuzilgan

(2.3)

gator ham yaqginlashuvchi va uning yig'indisi ham C ga teng bo'ladi.
2.3- eslatma. Bu xossaning teskarisi o'rinli emas, ya’ni (2.3)
gatorning yaqginlashishidan (1.1) gatorning yaqinlashishi har doim

ham kelib chigavermaydi. Masalan, 1) qgator uzoglashuvchi,

lekin uning hadlarini ikkitalab guruhlashdan tuzilgan
1-D+(@Q- D+...+ (- D+... gator — yaqginlashuvchi.

2.5-  xossa. Agar (1.1) gatorning hadlari musbat va uning hadlarini
guruhlash natijasida tuzilgan

2"Ar bunda [, = £ aXP\=1» p\< s> <eee)



| | | 1
V2 +2V3+3V4 + + «n/™+T7+

Yechilishi. Berilgan gatorning hadlarini guruhlash natijasida hosil
bo'lgan

\
et 1+ 1+ 1+ 1
V2 17203 3V4, \A4n/5 5n/6 607 T8
\
! T, ! ®
8v9 o' 150/16 2"n/2"+1 ... 2,4-"~nirn1

gatorni garaymiz. Bu (*) gatorning har bir hadini baholaymiz:

1 1 < 1 1< 2 _ 1
2n/3  3n/4  2n/2 3n/3  Vi7 _ V2’

1,1 101 1 1 1
4VS 576 6n/7 TAl8  4V4 ifl Arj2 A2
1 1 1
pul— N g S — T
2"v 2"+l (9n- 3/ oH S(2-4-1)3  (n/2)"

(*) gatorning {S,.,} gismiy yig'indilar ketma-ketligi uchun quyidagi
baholarga ega bo'lamiz:

s= L+..+ < n- ,
V2 "m (2"+l-1)V 2~ V2 2 (Th)2

+(i)_Sl\ +V/\+U I+ + |7| r " >/2+V2'r

{5n} ketma-ketlik monoton o'suvchi va yuqoridan chega-

ralangan, u holda (*) gatorning {5,.} gismiy yig'indilar ketma-ketligi
chekli limitga ega bo'ladi. 1,2-ta’rifga ko'ra, (*) gator yaginlashuvchi.
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Demak, 2.5- xossaga asosan berilgan gator yaginlashuvchi.
2.1- teorema(Koshi kriteriysi). (1.1) gator yaqginlashuvchi bo ‘lishi

uchun istalgan musbat e > 0 son olinganda ham shunday nO(e)e N

mavjud bo'lib, barchan >n0(e) vape N lar uchun

Sn+p~Sn\= ant+am2+- +and <£ (2.4)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2.1- teoremaga ixtiyoriy qator yaqinlashishining Koshi kriteriysi
deyiladi.

2.4- eslatma. (2.4) shart bajarilmasa, ya’ni

>0:Vice N 3n>k3peN:

|Sn+p~Sn =\anH+an+2+...+amp >£0 (2.5)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, (1.1) gator uzoglashuvchi bo'ladi.

N ocosn
2.5- misol. Koshi kriteriysidan foydalanib, 2~ ™ gatorning
n=| N

yaginlashuvchiligini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan gator uchun (2.4) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

[Cos(«+ 1) cos(n+2) cos(n+p)
YWip A | 2R 2mp
s 1 1 1 ~ 1 1 1 1
2n 2mp 2 2 2p 2n

Endi berilgan Ve >0 songako'ranO(e )= [-log, e] +1debolinsa,

barchan>n0(e) vape N laruchun S - Sn <e tengsizlik o'rinli

bo'ladi. Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan gator
yaqginlashuvchi bo'ladi.
2.6- misol. Koshi kriteriysidan foydalanib ushbu

| .
n=1 J(Nn +\)n

gatorning uzoglashuvchi bo'lishini ko'rsating.
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Yechilishi.e()=- debolamiz. Farazqilaylik,/7=Hbo'lsin. U holda

barchane N laruchun

1 1
$2,-S, +
yJn+\)(n +2) yl(n+2)(n +3)
1 1 11 1 " 11
B > + +...+ > = ->-=f
"N2n(2n+1) n+2 n+3 2n+1  2n+1 Q,_l 4
"

Demak, (2.5) shartga asosan, berilgan gator uzoglashuvchi.

Mustagil yechish uchun misollar

Qatorlarning gismiy yig'indilari ketma-ketligini va yig'indisini
toping:

le' 3 +H I N , 1 _ 1
2% 2.9 225 7 552 sn+3
S’ 11 2ti +1
n—1 n+1 2.4 %:’; I/IZEVHI)\Z
n-yjn2-1 y 1
25 X, .
E yjn(n+1) 2,6° (4n+5)(4n +9)

Qatorlarning yaqinlashuvchiligini Koshi kriteriysidan foydalanib,
ko'rsating:

2.7. + a» + (a <10).
10 102 10” \Y ’
>0 sinx + sinfa'+ . sin nx .
3 3"
29 cosx—€0S2x ™ c0s2X —€0S 3X cos ux—cos(n +I)x N
Y 22
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2.11. 1+ + +...+ +....
32 n2

2 12 sin31l-jc sin32x + sin' nx
2-4 3-5 (n+1)(n+3)

Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi gatorlarning uzog-
lashuvchiligini ko'rsating:

23" -1 o 2N4- 1+ 3 +4+0C 6 +" "

215 AL 4 4 1 4
3 5" 7 2n+1
2.16. 2 +3+ 4 + ..+ !]_T__]:.p.
5 8 13 n"+4
1+l
2.18.
Tr3 sl S(2u - 1)(2n+1)
Misollarning javoblari
1 1 1
22. = - 5 =
3 5n+3 15
1 1
23. §,9°- % S =
n+l n+2

2ATS" 1 ~+D2°S 1-2,5,5" bi+l1°S 1

1 1 1
9 4n+9 1 36
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3- §. Musbat hadli gatorlar
3.1. Musbat gatorlarning yaginlashuvchi bo4ishlik sharti. Biror

@Y

n—

gator berilgan bo'lsin.

Agar an>0,(/? =1,2,...) bo'lsa, (3.1) gator musbat hadli gator

yoki gisqacha musbat gator deb ataladi.

3.1- teorema. (3.1) musbat gator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun
uning gismiy yig'indilar ketma-ketligining yuqoridan chegaralangan
bo'lishi zarur va yetarlidir.

3.1- natija. Musbat hadli qatorning qismiy yig'indilari ketma-
ketligi yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa, gator uzoglashuvchi
bo'ladi.

3.1- misol. Ushbu gatorni yaqginlashuvchilikka tekshiring:

cos: 1 cos22 cos2n
+ +...+ +
1-2 2-3 n(/i +1)

Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadi uchun quyidagi

tengs?zilfk o%inli: a = c0s:k 2 _ 1 -1 1  chynki
X(*41) *(*+1) k k+1
cos~n< 1. U holda
i)
S =Y n <Y -~ -1 1 <1
"UEtk(k+D) tt Kk Kk+1 %1

{Sn}qismiy yig'indilar ketma-ketligi yugoridan 1 soni bilan

chegaralangan. Demak, yuqoridagi 3.1- teoremaga asosan berilgan
gator yaginlashuvchi.
3.2- teorema. Agar (3.1)gatorning hadlari monoton kamayuvchi,

ya'nian>amd >0 [n=1,2,3,...) bo'lsa, u holda (3.1) gator bilan

=a\+2a2+...+2ka2 +... (3.2)
k0

gator bir vagtda yaqginlashuvchi yoki bir vaqtda uzoqglashuvchi
bo'ladi.
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3.2- misol. Ushbu umumlashgan garmonik gatorni yaginlashishga
tekshiring:

Yechilishi. 1) p <0 bo'lganda berilgan gatorning uzoglashuvchi
ekanligi 1.1-teoremadan kelib chigadi, chunki bu holda gatorning
umumiy hadin —°o da nolga intilmaydi.

2) p>0 bo'lsin, u holda 3.2-teoremadan foydalanib, gator
yaginlashuvchiligini tekshiramiz, chunki uning hadlari monoton

kamayuvchi, ya'ni >
np

bo'ladi. Bu yerda bir nccha hoi bo'lishi mumkin:

a) p>1bo'lsa, u holda 2"-p<\ Va)t(:B*L(p_Q cheksiz kamayuvchi

geometrik gator hosil bo'ladi. Bu gator yaginlashuvchi va uning

yigindisi S - X,
b) 0</7<1 bo'lsin, u holda 21/°’>1 bo'ladi. Shunga asosan,

N 2M p>geometrik gator uzoglashuvchi bo'ladi.

d) p=1bo'lsa, u holda 2§P=\. Natijada 1+1+...+ 1+... gator
hosil bo'ladi. Bu gator esa uzoglashuvchi.

Shunday qilib, berilgan umumlashgan garmonik gator, 3.2-
teoremaga asosan, p> 1 bo'lganda yaqinlashuvchi, p <1 boiganda
esa uzoqglashuvchi bo'ladi.

3.2. Musbat hadli gatorlarni taqgoslash haqidagi teoremalar.
Ikkita
=at+a, (3.3)
X K =b,+b2+...+bn+... (3.4)

musbat gatorlar berilgan bo'lsin.
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3.3- teorema. Agar n ning birorn,,(n,, >1) giymatidan boshlab
barcha /?>/?,, lar uchun an <bn tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.4) qatorning
yaginlashuvchi bo'lishidan (3.3) gatorning ham yaginlashuvchi
bo'lishi yoki (3.3) gatorning uzoglashuvchi bo'lishidan (3.4) gatorning
ham uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.

a 4
3.4- teorema. Agar/? —o00 da 7" \ar, - > 0) nisbat

n

lima™=k (0 <k <+00)
bn y

limitga ega bo'lsa, u holda:
a) k< +oo bo'lganda (3.4) gatorning yaqinlashuvchi bo'lishidan
(3.3) gatorning yaginlashuvchi bo'lishi;
b) k>0bo'lganda (3.4) gqatorning uzoglashuvchi bo'lishidan (3.3)
gatorning ham uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
3.2- natija. Agar
lima" =«
-1. bn
limit o'rinli bo'lib, 0 < Kk <00 bo'lsa, (3.3) va (3.4) gqatorlar bir vaqtda
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo'ladi.
3.3- natija. Agar/? —00 da an~ bnbo'lsa, (3.3) va (3.4) gatorlar
bir vaqtda yaqginlashuvchi yoki bir vaqtda uzoglashuvchi bo'ladi.

3.5- teorema. Agar /? ning biror /2,(n0>1) giymatidan boshlab

barcha /2> /?, lar uchun

—, @&k

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda (3.4) gatorning yaqginlashuvchi
bo'lishidan (3.3) gatorning ham yaqinlashuvchi bo'lishi yoki (3.3)
gatorning uzoqlashuvchi bo'lishidan (3.4) gatorning ham
uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.

»5 +3(-)"
3.3- misol. %ﬁ —Uu+3 gatorni yaginlashishga tekshiring.
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Yechilishi. Ravshanki, barchane N laruchun2<5 +3(-1)" <8

boiadi. Bu holda

5+3(-1)"" 1

boiishi kelib chigadi. Ma’lumki,X"T geometrik gator’<?=2<

yaqinlashuvchi. Demak, 3.3- teoremaga ko‘ra, berilgan gator ham
yaginlashuvchi boiadi.

A &" +n}
3.4- misol. 2 j3,,+in2 gatorni yaginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Asimptotik formulalardan foydalanib, quyidagilarga

ega boiamiz:n — dae"+n3 ~ e", 3"+In2(n+1)~ 3”.

e +n fev
Bu holdan — daa,
" 3" +In2(n+1) v3,

bunda g<|. M a’lumki, ?(t geometrik qator
yaqinlashuvchi. Yugorida keltirilgan 3.3-natijaga asosan, berilgan

gator yaginlashuvchi boiadi.

3.5- misol. X X gatorni yaginlashishga tekshiring.

"=2(n + i),

Yechilishi. Berilgan gatorni %&1 garmonik qgator bilan
n

solishtiramiz. Ravshanki, bu ikki gator umumiy hadlari nisbatining
limiti

,InGi+l)

----- =lim--—--—5 =hme'n" =
J o - n—

(n+ N
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boiadi. Yuqorida keltirilgan 3.4-teoremaga ko'ra berilgan qator
uzoglashuvchi bo'ladi.

3.3. Musbat hadli gatorlar uchun yaqinlashuvchilik alomatlari
Dalamber alomati. Biror

)n(:i a" (barcha ne N laruchun a >0) (3.5)

gator berilgan bo'lsin. U holda:

a) agar shunday ge (0,1) sonva/«(me N) nomer mavjud bo'lib

vaVn>m dan boshlab

— 7
a,,

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.5) gator yaginlashuvchi bo'ladi.
b) agar shundaym (me N) nomer mavjud bo'lib, barchan>m
lar uchun
Vi >1

an

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.5) qator uzoglashuvchi bo'ladi.
3.4- natija (Dalamber alomatining limit ko‘rinishi). Agar (3.5
gator uchun

s Qe
Iim "™ =4 (3.6)

mavjud bo'lib, A<1 bo'lsa, (3.5) gator yaqginlashuvchi, 4>1
bo'lganda esa, gator uzoqlashuvchi bo'ladi.

G/\
3.6- misol. >9) , @> 0 gatorni yaginlashishga tekshiring.
tin'.

L an+1
Yechilishi. Berilgan gator uchun a,,- 0 8,1 = [0+ bo'ladi.

Dalamber alomatining limit ko'rinishidan foydalanib, gatorni
yaginlashishga tekshiramiz:
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lim --+1=lim - ¢”I=]lim-- =0=A
an  "»* («+ D! a" >+

Demak,A =0<1 bolganligi sababli, berilgan gator yaqinla-
shuvchi.

3.7-misol. Ushbu gatorni yaqinlashishga tekshiring:

1 2 nn
Yechilishi. Berilgan gator uchun:

31! 32-2! Y -n\
+ .+ ..

~3"n\ _3"A(m+ 1)
an — . | oan+l , L1+
n (n+1)
a 3 (n+D)! n" / -
lim % = i o, (1D 0 =hm3 =-3>1

bo‘lganligi sababli, yuqoridagi 3.4- natijaga ko‘ra, berilgan gator
uzoglashuvchidir.
3.8- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:

LT Tt 14 +cos'ka (X70)
Yechilishi. Agar x=0 bo‘lsa, berilgan gator yaginlashuvchi

boiadi. x ®0 deb faraz gilamiz. Bu holda berilgan gatorning umumiy
hadi

n bl1® 1N §1
=1l 1+ x-+cos- ka (I+x2)n

X nx

i(1+n2)" Qatorga ega bolamiz. Dalamber

alomatidan foydalanib hosil bolgan gatorni yaginlashishga
tekshiramiz:

nx . (n+h)x
nI«I T O\nra n+1 / Whl’
(1+X) (I+Xx)
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. . n+1 1 1
lim = lim <\,
n 1+ x2 1+x2
hosil bo'lgan gator yaginlashuvchi. Demak, tagqoslash alomatiga
ko'ra, berilgan gator ham yaginlashuvchi.
Koshi alomati. Ushbu gator berilgan bo'lsin.

(barchane N lar uchun an>0) 3.7

U holda:
a) agar shunday qe (0;1) sonvaw nomer mavjud bo'lib, barcha

n>m dan boshlab

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.7) gator yaqinlashuvchi bo'ladi;
b) agar shunday ni nomer mavjud bo'lib, barchan Sni lar uchun

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (3.7) gator uzoglashuvchi bo'ladi.
3.5- natija (Koshi alomatining limit ko'rinishi). Agar (3.7) gator
uchun

(38)

limit mavjud bo'lib, A<l bo'lsa, (3.7) gator yaqinlashuvchi, A>1
bo'lganda esa, uzoglashuvchi bo'ladi.

3.1-eslatma. Agar (3.6) va (3.8)shartlarda A= 1 bo'lsa, Dalamber
va Koshi alomatlari gatorning yaginlashuvchi va uzoglashishi
to'g'risida hech narsa ayta olmaydi: gator yaqinlashuvchi ham,
uzoqglashuvchi ham bo'lishi mumkin.

Bizga ma’lumki,

=in Ve §=] n2 gatorlarning ikkalasi ham (3.6)

va (3.8) shartlarni ganoatlantirib, A=1 bo'ladi, lekin ulardan
birinchisi uzoglashuvchi, ikkinchisi yaginlashuvchi (3.2-misolga q.)
bo'ladi.

3.2- eslatma. (3.6) limitning mavjudligidan (3.8) limitning
mavjudligi kelib chigadi, lekin buning teskarisi o'rinli emas, ya’ni
(3.8) limitning mavjudligidan (3.6) limitning mavjudligi har doim
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ham kelib chigavermaydi. Shuning uchun gatorlarni yaginlashishga
tekshirishda Koshi alomati Dalamber alomatiga garaganda sezgirroq
bo'lib hisoblanadi.

3.9- misol. gatorni yaginlashishga tekshiring, bunda

n-juft bo'lganda.
g — musbat.
n-toq bo'lganda,
Yechilishi. Quyidagi nisbatni garaymiz:

nl I« -toq bo'lganda,

a,, «-juft bo'lganda.

g @1 bo'lganda Q11 chegaralanmagan bo'ladi, shuning uchun u

chekli limitga ega emas. Lekin «-—»o00 da =Qg'th 3—q

bo'lganligi uchun, q <1 bo'lganda, gator yaginlashuvchi, q > 1
bo'lganda esa, qator uzoqlashuvchi bo'ladi. Shunday qilib, Koshi
alomati Dalamber alomatiga garaganda sezgirroq ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.

4« + 5y’

3.10-misol. y gatorni yaqinlashishga tekshiring.
™ b« + 6

Yechilishi. Berilgan gator uchun:

6 "4« +5 * 4«+5
” Za,, =n" -momeme ,
B« + 6 5« +6
. . -An+5 4
lim2cr = limn " —-—----= —<'1
5«+6 5

bo'lganligi sababli, Koshi alomatiga ko'ra, berilgan gator yagin-
lashuvchi.
vl «!

3.11- misol. %1211 X qatorni yaqginlashishga tekshiring.
«

Yechilishi. Stirlingning asimptotik formulasidan foydalanamiz:



k- J b
Bu holda «—00 da u]Jan ~e~'(2n)*m2~ m ~~ bo'ladi.

Yuqorida keltirilgan 3.3- natijaga ko ‘ra berilgan gator uzoglashuvchi
bo‘ladi.

. n-1 S , .
3.12- misol. X Vet y gatorni yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Berilgan gator uchun
a = n—1 Iy -\l
' n+l n+1
yi-1
lim =lim 1- !

n+1

bo'lganligi sababli, Koshi alomatiga ko'ra, berilgan gator
yaginlashuvchi.

3.5- teorema (umumlashgan Koshi alomati). Agar | i m =q,
n—"°° w

a, >0, (n=12,..) bo'lsa, u holda: a) q<1bo'lganda gator
=1
yaginlashadi; b) g > 1 bo'lganda esa uzoglashadi.
=1
SYRACUN
3.13-misol. gatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.
n= 2

Yechilishi. Quyidagi ifodani garaymiz:

1 — 1
Agar« = 2£, bo'lsa,AT, = 32 valim/C,, = —.
2" 2 Rk 2

Agar n=2k —\, ke N bo'lsa, = bo'ladi.

Umumlashgan Koshi alomatiga ko'ra lim Kn= 5 < 1 Va berilgan
<«

gator yaginlashuvchidir.

30



Raabe alomati. Agar

)n(zlﬂ»(a,, >0, barcha/re N lar uchun) 3.9)

gatorda ne N ning blrorn0 («0>1) giymatidan boshlab

barchan >n0 giymatlar uchun

/a \ ( VN
n-1.>r>1 n, n-1.<1

A

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda (3.9) gator yaqginlashuvchi
(uzoglashuvchi) bo'ladi.

3.6- natija (Raabe alomatining limit ko'rinishi). Agar (3.9) gator
uchun

-1 -p  (p =const)

limit mavjud bo'lib, p > 1 bo'lsa, (3.9) gator yaginlashuvchi, p <1
bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.

3.3-eslatma. Agar (3.9) gatoruchun limn " -1 =p = 1bo'lsa,

u holda qator yaginlashuvchi bo'lishi ham, uzoglashuvchi bo'lishi
ham mumkin.

2/7-1)1t 1
3.14-misol. (2n)!t 2" gatorni yaginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan gator uchun

_ (@1 1 @7+ 1
a"~ (2! 2" A~ (2u+ 211 2.4
an 2(27+2 2217+ 2
( ),Iimn "— 1 =limn ( ) Zo>1
aml  (1+1) 2r+1

bo'lganligi sababli, Raabe alomatiga ko'ra, berilgan gator
yaqginlashuvchi.
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3.15- misol. X gatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Dalamber alomatiga ko'ra. berilgan gatorning
yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo'lishi to'g'risida biror garorga

kelib bo'Imaydi, chunki lim "# =1. Ammo Raabe alomatiga ko'ra,
n— Tl
n
berilgan gator uzoglashuvchi bo'ladi.
Haqgigatan ham, berilgan gator uchun

ya+1

1 M+ |
n\ Y= e, gy
R =n =n / Ly lim/J. = limn f i\
1+ - 1 -

Vv

Bu limitni hisoblash uchun x —0 da In(l +x) va ex larning

Teylor formulasida yoyilmasidan foydalanib, Rnni quyidagi
ko'rinishda ifodalaymiz:

! —mn(]H—i) \
R =n =n e(l+-T -1 ee n-1
n

@+-)"
n

o TG ) L ee TR g 0
=M 1+ — +o(H— 1
2n n 2

11 i~ 1 1
Demak, limRn=lim +°( ) bo'ladi, ya’niA= <1
n— n—>° 2 n 2 2

bo'lganligi sababli, Raabe alomatiga ko'ra, gator uzoglashuvchi.
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Gauss alomati. Agar (3.9) gator uchun

a

A1
bo'lsa, u holda:
A>1bo'lganda, (3.9) gator yaqginlashuvchi;
A< 1bo'lganda, (3.9) gator uzoglashuvchi;
d) h =1bo'lib,” >1 bo'lganda, (3.9) gator yaqinlashuvchi;

n jU 0
ﬂ*;* i (1©,|<c, e >0)

e =1bo'lib, <1bo'lganda, (3.9) gator uzoglashuvchi bo'ladi.

(211 —1n
3.16- misol, gatorni yaqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan gator uchun

P
27— @f+nnT
! AM— 5542y
bo'ladi. nisbatni garaymiz:
/2«+2Vv 1
1+ 1+ > - +
2n+1 2n+1ly 23+1
+ K?.-.D +,,  N—» 00,

2(2n+1) N2,

Gauss alomatiga ko'ra, berilgan gator/? >2 bo'lganda,
yaqinlashuvchi, p <2 bo'lganda esa uzoglashuvchi bo'ladi.
3.17- misol. Ushbu gatorni yaqginlashishga tekshiring:

p(p+\)...(p+n-\) 1

Yechilishi. Ravshanki, p — butun manfiy yoki nol bo'lganda
berilgan gator yaqinlashuvchi bo'ladi. Shuning uchun biz bu holni

garamaymiz. Bu gatorda "1 nisbatni quyidagicha ifodalaymiz,
ant

bunda
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1>+ 1. (2 +«-1) 1

vy
a = n+1 e
1+ - 1+

M P+u /| Vv

1
Biz bu yerda va (I+x)Hfunksiyalarningx —»0 da Teylor

formulasi yoyilmasidan foydalanib,

f i\
B _pao( ) I+2+1to(1)
Ay n n n n
ni topamiz.
Demak, Gauss alomatiga asosan,qg-p +1>1 yokig>p
bo'lganda berilgan gator yaginlashuvchi bo'ladi.

Koshining integral alomati. Agar /(x) funksiya[A; +°°) (Ae N

— biror son) da aniglangan, uzluksiz, o'smaydigan va manfiy

bo'Imagan funksiya bo'lib, F (x) =jf(t)dt funksiyafix) funksiya
K o
uchun boshlang'ich funksiyava X fl" (/M) bo'lsa,
limF(x)=limJ/ (t)dt
X~° X~*°° K
mavjud va chekli bo'lganda (3.7) gator yaqinlashuvchi, bu limit
mavjud bo'Imaganda yoki cheksiz bo'lganda (3.7) gator
uzoglashuvchi bo'ladi.

1
3.18- misol-~ ,, in,in(in;;) qatorni yaginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadi an=
«In«ln (In/;J

U holda /(x) = funksiya [3;+ °°) da aniglangan,
InxIn(Inx)
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uzluksiz, o'smaydigan va manfiy bo'Imagan funksiya. f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi esa

F(x)=f n = Inlninx —nInin3
e /Inrinin?

bo'lib, X —>00 da F(x)— Demak, Koshining integral alomatiga

ko'ra, berilgan gator uzoglashuvchi bo'ladi.
3 _.4
3.19-misol. 2uln e gatorni yaqginlashishga tekshiring.
=

Yechilishi./(x) = xle~x funksiya x>1 dakamayuvchivamanfiy

bo'lmagan funksiya./(x)=x 3~* funksiya uchun F(x) boshlan-

g'ich funksiyani topamiz:
F(je)=J*V J4A =
| N
x — da F(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli, ya’ni
U_@:F (x)= Ze .Demak, Koshining integral alomatiga ko'ra, berilgan

gator yaginlashuvchi.

Mustagil yechish uchun misollar

Qatorlarni 3.1- teoremadan foydalanib yaqginlashishga tekshiring

sin 2n Inw
1+ g", 0<g<1l
31-b(n+\)(n+2) =
\% n vy
A -arctgrt A onm™

335t;(» +NE7T+2)(7+3) m3A  «m'+4 o

Qatorlarni 3.2- teoremadan foydalanib yaginlashishga tekshiring:

, 4 1 o1 ti+l
3.5.&’ .3.6.Y .3.7.yI r-In
m «(In«y n2 «(In «Y (In/7)V m2\fn  MN—1
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v-' 1/7 ¥ 3 Vi1 J
-3.9. .3.10.X
=n t~14 +n~ m3uingininu

3.11.X
mninn(Ininn)

Taqqoslash teoremalaridan foydalanib, gatorlarni yaginlashishga
tekshiring:

312, £ 5+3(*°)  3.13.y sind3« 3.14, f" \

o Y i1 S
n
3.15. V arc'é« . 3/16. 317. Y —
von2e 1 A 7 A —W
*= b= nl21 - N(2,2+n +\jy
3.18. ¥ 7] . 3.19. X Sin'". 3.20. X 'y
ff2"+3" fr 2 Mmin(n+ 1)
321. X 2 ° m3.22. X ' 3.23. X BA-
S n~—4n+5 tTV«2+2«

3.24. Y (yjn2+n+1--y/n2-n +1\ .3.25. 'Ytg—
tn \ / “ 4n
Mn 2V
3.26.
|+ n3/

Dalamber alomatidan foydalanib, gatorlarni yaginlashishga

tekshiring: X a,,
=]

177 212 ? 10 4
~ (rH2 ) =47 .

3.29. «,='° .a*e 0>0. 3308 =3'6"""arcsin 1
r ("+1)! 2
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2n)! n\(\Zn +\)\
33l. a =y * 332.a,= .
(«1)2 (3!
2-5...(3n + 2) 1-3-5...(2/3-1)
3.33.an= ; . .3.34.a = \ .
2" o(/; +1)! " 2-5-8...(3u-1)
101«

3-35-a>=r +1e 3-36-an= 4, -n*2-

Koshi alomatidan foydalanib, qatorlarni yaginlashishga

tekshiring: Z a,,m

| 2 Y
+5
337.a,=, y .n>2 338.a 339.a - "
" insY > n2+6
/ n \r "7+ 42
3.40. a =3" . 341, an=
n+K v5/7-3,
yi(n-1)
-1
3.42. 343 a -
(In(n +1)) 21+1
& ;
3.44. a = .345.8,= ' 346 a =
] «(VI)"

Umumlashgan Koshi alomatidan foydalanib, qatorlarni
yaginlashishga tekshiring.

acoszE—| ~ 2+€-I)\n “ 5+3é—1§n.
3.47. - 3.. 3.48.X -3.49.1
ZI-I n=1
-N+H)"Y
3.50.X - 2+ coslj

3.52. Agaran>0 V/?e N larda antl<anbo'lib, Xlﬂ» gator
=
yaginlashuvchi bo'lsa, Ii_rynol;fln:O ekanini‘isbotlang.
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3.53. Agarlimna =a bo'lib, a®O bo'lsa, . gator
»A

uzoglashuvchi bo'lishini isbotlang.

3.54. m gator (an>0) berilgan bo'lib, n- na larda
* j - P >* Dbo'lsa, berilgan gator yaqginlashuvchi, n>n0
larda ~ * bo'lsa, uzoglashuvchi ekanini ishotlang.

3.55. Agar X a,,>XA- qatorlar yaginlashuvchi bo'lsa, X a>A .
JH WL

X (a»+”7q) > X ' qatorlar ham yaqinlashuvchi bo'lishini

n=1 n
isbotlang
Raabe va Gauss alomatlaridan foydalanib, quyidagi gatorlarni

yaginlashishga tekshiring: .
\a
27+ 11
3.56. a =
(2n+2)n
3.57. ~ — , #>()e

(a+ V2 jfl +V3)...(1 + 2+1)

n.e
3.58. a, = (" +1) ., £>0. 359. a, ma.
fI(P+\)...(P +n)"

p(p+12)..(//+7+1)

9(9 +1)...(4+1/7-1)

3.60. a =

361 fl _ 1e4-—(3"—2)e295...(3/7+2)
n\(n +\)\9"
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3.62 a,,=

3.63. a,,—

1n21in3...1n(n+ 1)

1n(2+a)ln(3

ninn

Koshining integral
yaqginlashishga tekshiring:

Miso

+a)...ln(u+1+a)' a>®s

,N>2¢364. a, =

alomatidan foydalanib, gatorlarni

llarning javoblari

3.1. Yaginlashuvchi. 3.2. Yaginlashuvchi. 3.3. Yaqinlashuvchi.
3.4.Yaqinlashuvchi. 3.5. p>\ da yaqinlashuvchi, p <1 da

uzoglashuvchi. 3.6. Vg, p> 1 da yaqinlashuvchi, p=\, g>\ da

yaginlashuvchi. 3.7. Uzoqlashuvchi. 3.8. Uzoglashuvchi.
3.9. Yaginlashuvchi. 3.10. Uzoqlashuvchi. 3.11. Yaqginlashuvchi.

3.12.
3.15.
3.18.
3.21.
3.24.

Yaqginlashuvchi. 3.13.
Yaqinlashuvchi. 3.16.
Yaqinlashuvchi. 3.19.
Yaginlashuvchi. 3.22.
Yaqinlashuvchi. 3.25.

Yaqginlashuvchi. 3.14.Yaqginlashuvchi.
Uzoglashuvchi. 3.17. Yaginlashuvchi.
Yaginlashuvchi. 3.20. Uzoglashuvchi.
Uzoglashuvchi. 3.23. Uzoglashuvchi.
Uzoglashuvchi. 3.26. Yaginlashuvchi.
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3.27. Yaginlashuvchi. 3.28. Yaginlashuvchi. 3.29. Uzoglashuvchi.
3.30. Uzoglashuvchi. 3.31. Uzoqlashuvchi. 3.32. Yaqinlashuvchi.
3.33. Uzoglashuvchi. 3.34. Yaginlashuvchi. 3.35. Uzoqglashuvchi.
3.36. Yaginlashuvchi. 3.37. Yaginlashuvchi. 3.38. Yaqinlashuvchi.
3.39. Yagqginlashuvchi. 3.40. Uzoglashuvchi 3.41. Yaqinlashuvchi.
3.42. Ixtiyoriy a lar uchun yaginlashuvchi. 3.43. Yagqinlashuvchi.
3.44. Uzoqlashuvchi. 3.45. Yagqinlashuvchi. 3.46. Yaginlashuvchi.
3.47. Yaginlashuvchi. 3.48. Yagqinlashuvchi. 3.49. Yaginlashuvchi.

a
3.50. Yaginlashuvchi. 3.51. Yagqinlashuvchi. 3.56. +p>\ da

yaqinlashuvchi, ® +p < lda uzoqglashuvchi. 3.57. Yaginlashuvchi.

3.58. a +fi> 2 da yaqinlashuvchi, a +P< 2 da uzoglashuvchi.
3.59. a> 1 da vyagqinlashuvchi, a<\ da wuzoglashuvchi.

3.60. a(q-p)>\ da yaginlashuvchi. 3.61. Uzoqlashuvchi. 3.62.
Uzoglashuvchi. 3.63. Uzoglashuvchi. 3.64.Uzoqlashuvchi. 3.65.
Yaginlashuvchi. 3.66. Uzoglashuvchi. 3.67. Uzoqglashuvchi. 3.68.
Yaginlashuvchi. 3.69. Yaginlashuvchi. 3.70. Yaqginlashuvchi. 3.71.
Yaqinlashuvchi. 3.72. Yaginlashuvchi. 3.73. Yaqinlashuvchi. 3.74.
Yagqginlashuvchi. 3.75. Yaqinlashuvchi. 3.76. a >1 fieR da

yaqginlashuvchi, agar a =1p > 1boisa, yaqinlashuvchi, a va b ning
boshga giymatlarida uzoglashuvchi.

4 - 8. Ixtiyoriy ishorali gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi

4.1. Qatorlarning absolut va shartli yaqginlashuvchiligi. Hadlari
ixtiyoriy ishorali

X a-=e,+0j+...e,+... (4.1)
nel

gator berilgan boisin. Bu gator hadlarining absolut giymatlaridan
ushbu gatorni tuzamiz.

X e.>4, +il i+ - (4.2)

n=|
4.1- ta’rif. Agar (4.2) gator yaqginlashuvchi boisa, (4.1) qator
absolut yaginlashuvchi gator deyiladi.
4.2- ta’rif. Agar (4.1) gator yaginlashuvchi boiib, (4.2) gator
uzoglashuvchi boisa, (4.1) gator shartli yaginlashuvchi deyiladi.
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4.1- teorema. Agar (4.2) gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (4.1) gator
ham yaginlashuvchi bo'ladi.
4.2- teorema. Agar (4.1) gator absolut yaginlashuvchi bo'lib, {bj

ketma-ketlik esa chegaralangan bo'lsa, ya’ni3M >0: V/re N uchun

bn <M bo'lsa, gator absolut yaginlashuvchi bo'ladi.
4.3- teorema. Agar ixtiyoriy ishorali va gatorlar
n=1 n-1

absolut yaginlashuvchi bo'lsa, barcha X,/ue R o'zgarmas sonlar
uchun

E(Asn,+",)

n=1

gator ham absolut yaginlashuvchi bo'ladi.

4.4-teorema. Agar (4.1) gator absolut yaginlashuvchi bo'lsa, (4.1)

gator hadlarining o'rinlarini almashtirish natijasida tuzilgan

n=1
gator ham absolut yaginlashuvchi bo'ladi va uning yig" indisi (4.1)
gatorning yig'indisiga teng bo'ladi.
4.5- teorema. Agar (4.1) qator absolut yaginlashuvchi bo'lsa, u

holda £ Ca,, (C— o'zgarmas son) gator ham absolut yaginlashuvchi
(p=1

bo'ladi.
4.6- teorema. Agar

1A =al+a2+.m,, +...., (A)
Jjbn=bl+b2+..bn+... (B)
n=1

gatorlar absolut yaginlashuvchi bo'lib, ularning yig" indilari mos
ravishda S', S’ ga teng bo'lsa, ular hadlarining istalgan tartibdagi
a b ko'paytmasidan tuzilgan gator ham absolut yaqinlashuvchi
bo'fadi va uning yig'indisi S' mS" ga teng bo'ladi.
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4.1- eslatma. (4.2) gatorning uzoglashuvchi bo'lishidan (4.1)
gatorning uzoglashuvchi bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

4.2- eslatma. Agar {A) va (B) gatorlarning biri yaginlashuvchi,
ikkinchisi absolut yaginlashuvchi bo'lsa, u holda qgatorlarni
ko'paytirishda Koshi qoidasi o'rinli bo'ladi:

%zlc- =)n(:\a- %S\_ * o=« A +«A-.

4.3- eslatma. (A)va (2?2 qatorlar shartli yaqginlashuvchi bo'lganda,
ularning ko'paytmasi uzoglashuvchi bo'lishi ham mumkin. Masalan,

(-
=l yjn
ekanligini ko'rsatish giyin emas.

Bu gatorni Koshi gqoidasiga asosan o'zini-o'ziga ko'paytiramiz:

C HF 1HF\1Hr\ +Hr

gatorning Leybnis alomatiga ko'ra shartli yaginlashuvchi

T3'n/ ™|
= ( r+ r - S S et +..+ 1 )
1-\In - y}2-yIn A \[K\Jn —«x + 1 Jnul

Qavs ichidagi har bir go'shiluvchi * dan katta bo'lganligi
n

uchun cn >1 bo'ladi. Demak, ko'paytma qator uzoqlashuvchi
bo'ladi.

. vl i Jn+4 AIn+1 . .
4.1-misol. X (-1) gatorning absolut yaqginlash-
Nl n

uvchiligini ko'rsating.
\fn~+4 — +1

Yechilishi. Berilgan gator bilan birga gatorni
=1 n

garaymiz. Bu gatorning umumiy hadini quyidagicha shakl
almashtiramiz:

V»+4 Aln+\ _ 1 1 1
n 3n(\in+4+Jn+1) in|
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@ i 3
Demak, £ ----—-- gator yaginlashuvchi, chunki p= >1. U
*u n>

holda 4.1- ta’rifga ko'ra, berilgan gator absolut yaginlashuvchi
bo'ladi.

4.2- misol. V ~ ~ sinnx gatornjyagqinlashishga tekShiring.

=1 n
-
Yechilishi. bn= sin nx, an:( ) deb belgilaymiz. Vne N,
n
(] o "
V.ve/? uchun bn\= jsinm: <1, ’ — qator absolut
n=1 n=\ n

yaginlashuvchi, chunki T '\ — gator yaqginlashuvchi. Demak, 4.2-
AN
teoremaga asosan, berilgan gator absolut yaginlashuvchi bo'ladi.
4.3- misol. Ushbu gatorlar yig' indisining absolut yaginlashuvchi
ekanligini ko'rsating:

v 4cos/tv sinnx
, 2 va 2, -2 (x*2nn, ne Z).
2n "2 m

Yechilishi. Ravshanki, berilgan gatorlar 4.2- teoremaga asosan,
absolut yaginlashuvchi bo'ladi. Endi quyidagi yig'indi gatorni
garaymiz:

cosrx st s+ SINGg )
A 2n S 27 A n

Hosil bo'lgan gator 4.2- teoremaga asosan, absolut yaginlashuvchi
bo'ladi.

Demak, 4.3- teoremaga asosan, absolut yaqginlashuvchi
gatorlarning yig' indisidan tuzilgan gator ham yaqinlashuvchi bo'lar
ekan.

4.4- misol. Ushbu qgatorlarning ko'paytmasini hisoblang:
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Yechilishi. Ma'lumki, bu berilgan gatorlar absolut yaginlashuvchi
|

bo'lib, ularning yig' indilari mos ravishda e 2va e 3 ga teng bo'ladi.
Endi bu gatorlarni Koshi formulasi bo'yicha ko'paytiramiz.
Ko'paytma gatorning umumiy hadi

Cc —1 (N 3l 1('2) ’ h'# (_2)* (_5)”
n\ I (-1 K\ (n-k)\
n\ tik\(n-k)\ 3 n\

. e (-23)"
Endi Y ( ) gator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan

P— gatorni absolut yaqginlashishga tekshiramiz: Dalamber

alomatiga asosan, qator yaginlashuvchi. Demak, 4.6- teoremaga
asosan, ko'paytma gator absolut yaginlashuvchi va uning yig'indisi
A\ \

e~2-e éze éga teng bo'ladi.

+ 3)cos3w
> («.------)-- gatorning absolut yaqginlashuv-

v«7+3/+4

4.5- misol.

chiligini ko'rsating.
Yechilishi. Barcha ne N lar uchun /+3<4«, cos3n!<lI,

nJ+3n +4>nJ tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda, nA

4 v
>1 bo'lib, 2L " gator yaqinlashuvchi. Demak, taqgoslash
n=|

alomatiga ko'ra berilgan gator absolut yaginlashuvchi bo'ladi.
4.2. Ishorasi almashinuvchi qatorlar.
4.3- ta'rif. Ushbu (bundaan>0 yoki an<0, V«e N ) gator

ishorasi almashinuvchi yoki Leybnis qatori deyiladi.
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E(-1)"Han~ax-a2+a}—.. + ()™ san+.... (4.3)
™

4.7-  teorema (Leybnis alomati). Agar ishorasi almashinuvchi (4.3)
gatorning hadlari absolut gqiymati bo'yicha monoton kamayuvchi.
ya’ni

an>an+]>0 (Vl/ie /V) (4.4)
va fiman=0 (4.5)

boisa, (4.3) qator yaqinlashuvchi bo'ladi.

4.4- eslatma. Absolut yaginlashuvchi gatorlar uchun Leybnis
alomatining shartlari bajarilmasa ham ishorasi almashinuvchi gator
yaginlashuvchi bo'lishi mumkin.

4.5- eslatma. Absolut yaqinlashuvchi bo'Imagan ishorasi
almashinuvchi, hadlari monoton kamayuvchi qatorlar yaqginlashuvchi
bo'lishi uchun Leybnis alomatidagi shartlarning bajarilishi zarur va
yetarli.

4.6- eslatma. Leybnis alomatidagi uchala shart ham, ya’ni
gatorning hadlarini ishora almashinuvchiligi, absolut giymati
bo'yicha monotonligi va ularning nolga intilishi absolut
yaqinlashuvchi bo'Imagan gatorlarning yaqinlashishi uchun muhim
shart bo'lib hisoblanadi. Shulardan birortasi buzilsa, u holda gator
uzoglashuvchi bo'ladi.

Bundan keyin, Leybnis alomati shartlarini ganoatlantiruvchi
gatorlarni Leybnis tipidagi gatorlar deb ataymiz.

Natija. Leybnis tipidagi qatorlarda N uchun quyidagi
tengsizliklar o'rinli bo'ladi:

§2,<S<S2,, \S-Sn\<antV 0<5<a,.

4.6- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:

1 1 1 1 1 1
— + = [ H—— ...+ — ...

2 3 4 5 @r-1)  (inf
Yechilishi. Berilgan qator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan

1 1 1 1 1
1+ 7 + F + +.+ + +...

2 34 4 5 (2w-1)4  (2nf

gator yagqinlashuvchi, chunki bu qgator \54]3 gator bilan
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taggqoslanganda, berilgan gatorning har bir hadi bu gatorning mos

hadlaridan katta emas. Lekin '\I'/\I'IA -yaginlashuvchi gator. Shuning

uchun berilgan qator absolut yaginlashuvchidir.
Endi Leybnis alomatining shartlarini tekshiramiz. n—» da

1 1
a, —0, lekin monotonlik sharti o'rinli emas: 1> , > -
2 3 34<43

Demak, 4.4- eslatmaga asosan, ishorasi almashinuvchi gatorlarda

H_r;;,an: 0 shart bajarilib, monotonlik sharti bajarilmaganda ham

gator yaginlashuvchi bo'lishi mumkin.
4.7- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:

11111111
------- T ==
12 2 3 3 3 4 4
Yechilishi. Qator hadlarining ishorasi almashmayapti, lekin
hadlari absolut giymati bo'yicha monoton kamayib nolga intiladi.
Qismiy yig'indilarining ko'rinishi ushbu
1, n=2k-\,keN bo'lganda
0, n=2k,keN bo'lganda,

2
shaklda bo'lgan ketma-ketlik limitga ega emas. Shuning uchun
berilgan gator uzoglashuvchi bo'ladi.
4.8- misol. Ushbu gatorni yaginlashishga tekshiring:
., 1 1 1 11 11
1--+ + + ..+ +
2 2 4 3 6 n 2n
Yechilishi. Qator ishorasi almashinuvchi gator va umumiy had
absolut giymati bo'yicha nolga intiladi, lekin monoton emas. Bu
gator uzoqglashuvchi bo'ladi, aks holda, bu gator yaginlashuvchi
bo'lsa.

-+f|_1/\ 11 1

S
il TR+ "o “27a" Tan

gator ham yaginlashuvchi bo'lar edi, lekin gavs ichidagi qator
uzoqlashuvchi-garmonik gator. Shunday qilib, Leybnis teoremasining
ikkinchi sharti bajarilmasa ham gator uzoglashuvchi bo'lar ekan.
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4.9- misol. Ushbu gatorni yaqginlashishga tekshiring:

3 5 i2~+1
-4 -...+(-1S +..
2 8 Vv - 2~
Yechilishi. Ravshanki, berilgan gator absolut yaginlashuvchi

emas, chunki

1

3 5 2" 4\
+ o+ 4+ +
2 8 2
gatorda gator yaginlashishing zaruriy sharti bajarilmaydi.
Leybnis alomati bo'yicha qgatorni tekshiramiz. Berilgan gator
ishorasi almashinuvchi va uning hadlari absolut giymati bo'yicha
monoton kamayuvchi, ya’ni V/3e N lar uchun

1

2"+ 1 2"+1

~n ns +n *

Lekin (4.5) shart bajarilmaydi, ya’ni

lima =lim2"1+1 = 1«p
n ,» 2" 2

Demak, 4.6- eslatmaga ko'ra, berilgan gator uzoqglashuvchi
bo'ladi.

~ ()1

4.10-misol. Y, » gatorni absolut va shartli yaginlashishga
tT  np

tekshiring.
Yechilishi. 1) Berilgan gator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan

11 1
£ np+
gatorni garaymiz. Bu umumlashgan garmonik gator. 3.2- misolga
asosan, p >1 bo'lganda yaginlashuvchi, p <1 bo'lganda esa
uzoglashuvchi bo'ladi.
2) Berilgan qatorni Leybnis alomatiga ko'ra, shartli
yaqginlashishga tekshiramiz:

a) agar”"<0 bo'lsa, Leybnis alomatidagi Ai_man:O shart

bajarilmaydi. Demak, p <0 bo'lganda gator uzoglashuvchi;
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b) agar 0<p <1bo'lsa, uholda gator Leybnis alomati shartlarini
ganoatlantiradi:

1> 1 , V»e N, lim 1 =0.
np (a+ly ""Acenp

Demak, berilgan gator p >1da absolut yaginlashuvchi, 0<p <1

da shartli yaginlashuvchi, p <0 da uzoqglashuvchi.

4.11- misol. V (-1)"" M gatorni yaginlashishga tekshiring.
el n

Yechilishi. <p(*)= deb belgilaymiz va Lopital goidasiga

asosan uning limitini topamiz:

lim<p(x)= lim X=0.

A—o00 A-
Endi (p(x) funksiyaning monotonligini tekshiramiz. Buning

uchun(p(x) funksiyaning hosilasini topamiz:

(P'(x)=1I™ (2-\nx).

ketma-ketlik n> e~ da (4.4) va (4.5) shartlarni ganoatlantiradi.
Shunday qilib, Leybnis alomatiga asosan, berilgan gator
yaginlashuvchi.

Abel va Dirixle alomatlari. Biror

A =aA +aX2+..+ambn+.. (44)

ko'rinishdagi gator berilgan bo'lsin, bunda {an} va {bj — ixtiyoriy
hagiqiy sonlar ketma-ketligi.

4.8- teorema (Dirixle alomati). Agar o gatorning gismiy

yig'indisi chegaralangan, ya’ni
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3M >0: V«e N lar uchun => <M
k=1

va {a,} monoton ketma-ketlik bo'lib, ya’ni 3nwtopilib, V «>«0lar

uchun an+l>an yoki antl<ar va limon=0 bo'lsa, (4.4) gator
yaqginlashuvchi bo'ladi.

4.9-teorema (Abel alomati). Agar {a} ketma-ketlik monoton va

chegaralangan bo'lib, " gator yaqginlashuvchi bo'lsa, (4.4) gator

yaqginlashuvchi bo'ladi.
4.7- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib
chigadi.

Abel alomatiga ko'ra, {a,} ketma-ketlik chekli limitga ega. (4.4)

gatorni

n=\ n=1
ko'rinishda yozib olsak, yig'indidagi ikkinchi go'shiluvchi gator shart
bo'yicha yaqinlashuvchi, birinchi gatorga Dirixle alomatini
go'llaymiz.
4 8- eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Leybnis alomatini

olish mumkin. Buning uchun bn=(-1)"+ deb olish kifoya.

Aln,00« . nn
4.12- misol. 2 sin A gatorni yaginlashishga tekshiring.
nr& n 7 q yaq g g

Yechilishi. Berilgan gatorni Dirixle alomatiga asosan tekshiramiz.

Ma’lumki, Bn=Y sin ~J1 chegaralangan:
i 4

K nmn_ . n . nn_. n+l
,smp =sinosin=zsin="n N
T sin—

EI\)

tra,,]lj\”D «Ir ketma-ketlik yetarlicha katta n larda nolga

monoton intiladi. Hagigatan ham,
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lim x-' In10x = 100 lim x“' In" x = 10099 lim x“ «Ind8x = ... =

X—>+00 X —>+00 X —»+00

=100!'lim 1=0, (xInloox)'<0, x>em.
*_*+___X

Demak, Dirixle alomatiga asosan. berilgan qator yaginlashuvchi.

» COS-

4.13- misol.y-i 4n/27r+1 1 gatorni yaginlashishga tekshiring.

n=2

rcK
Yechilishi. cos 1741 ifodani quyidagicha shakl almashtiramiz:

Tt fn2
cos =(-D cos n 1-K|‘| = (—1) Cos
+

ns o1 n 77401
/

(-1)/“1(:05 A
7+ 1

S 177 —

Abel alomatiga asosan gatorni yaginlashishga tekshiramiz: Zj~;l'1—
»3 In"n

gator Leybnis alomatiga ko'ra yaginlashuvchi, {a,} = COSAjTJ

ketma-ketlik esa, monoton o'suvchi va chegaralangan. Demak,
tekshirilayotgan gator Abel alomatiga ko'ra yaqinlashuvchi.
4.10 - teorema (Riman teoremasi). Agar ixtiyoriy ishorali

Y,an=a,+az+...+an+... (4.5)
el
gator shartli yaginlashuvchi bo'lsa, har ganday A (chekli yoki cheksiz
son) olinganda ham berilgan gator hadlarining o'rinlarini shunday
almashtirish mumkinki, hosil bo'lgan gatorning yig' indisi xuddi shu
A songa teng bo'ladi.

4.14- misol. Quyidagi shartlar bajarilsin:

a) X a" gatorning umumiy hadi w—00 da an—>0 bo'lsin;
n=1
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b)'Sanqator hadlarining o‘rinlarini o'zgartirmasdan guruhlab

tuzilgan gator yaginlashuvchi boisin;
P |
d)An- " a i (L=Px<p2<es) ga kiruvchi a. qo'shiluvchi
i
hadlarning soni chegaralangan boisin. U holda gator

N=1

yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

Isboti. gatorning gismiy yigIndilar ketma-ketligini {S*}

deb belgilaymiz. Unda

Snk = a\l+ a2+ eee+ N -1 + «ft + + eee+ ap,-1+ - + +
+ap,t, + e+ ak+ aM + - + -1 = Sk+ aM + mm+ apy,-1>
(A A +1~D ,
bu yerda gatorning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi.
n=\
a) shartgako‘ra n— da an—0 hamda{attl+...ap |4} ={cA
ketma-ketlik;

d) shartga asosan chegaralangan bolganligi uchun, A—co da

¢* —0 . Shuning uchun = boiadi. Demak, berilgan

gator yaqinlashuvchi boiadi.

4.15- misol. Ushbu

a, +Oj +...+alh_, -eft + fooe (4.6)

qator bilan £ ( - 1 ) " X fl. - | = Pi < A < em) <4 -7
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gator bir vaqtda yaginlashuvchi yoki uzoqglashuvchi bo'lishini
isbotlang.

Isboti. a) (4.6) gator yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda uning
istalgan gismiy yig'indilar ketma-ketligi yaqinlashuvchi bo'ladi.
Jumladan, (4.7) gatorning

XHr[T/1=B4
gismiy yig'indilar ketma-ketligi ham yaqinlashuvchi bo'ladi. Bundan
(4.7) gatorning yaqginlashuvchiligi kelib chigadi.
b) (4.7) gator yaqinlashuvchi bo'lsin. U holda gator yaqinla-
‘=IV 1>
shishining zaruriy shartiga asosan, An= ~ a, —0 . Bu yerdan a.
<=Pn
musbat bo'lganligini e’tiborga olganda, 4.11- misolga
asosan,at+ ... +ap*_I yig'indi ham nolga intiladi va

=Jm™5,
o'rinli bo'ladi. Bundan (4.6) gatorning yaginlashuvchi bo'lishi kelib
chigadi.
4.16- misol. \{’ I/Ir gator yig'indisining In2 ga tengligini
n:' N
bilgan holda 1- -+ 1 1 gatorning avvalo ketma-ket p ta

2 3 4 5
musbat va q ta manfiy hadlarini, so'ngra yana p ta musbat va g ta
manfiy hadlarini joylashtiramiz va hokazo. Natijada hosil bo'lgan

=\

P

gatorning yig'indisi In ga tengligini isbotlang.

Isboti. Berilgan gatorning hadlarini shartda aytilgandek guruhlab
quyidagi gatorni tuzamiz:

11 111 11 1
I+ F 4+ T N + tot
3 5 2p-1 2 4 29 2p+\ 2p+3
L 11 1 _ 1, (4.8)
4/7-1 -2q+2 2q+4 4q

52



(4.8) gatorning hadlaridan quyidagi gatorni tuzamiz:

3 5 2p-\ 2 4 2q 49)

+ + ..
201+1 2p+3 Ap-\
1 1 1

+

+.+
29+2 2g9+A 4q

Agar (4.9) gator yaginlashuvchi bo'lsa, u holda 4.12- misolga
asosan (4.8) gatorning yigindisi (4.9) gator yig'indisiga teng bo'ladi.
Ushbu

y ( N N +

m 2{n-\)p+\ 2(n-\)p +3

+ 1 1 _ 1 1) (4n0)
2071;-1 2(/7-ey+2  2(/7-1)c/+ 4 2nq

gatorni garaymiz. (4.10) gator (4.9) gator hadlarini ikkitadan
guruhlash natijasida tuzilgan. Agar (4.10) gatorning
yaginlashuvchiligini ko'rsatsak va yig'indisini topsak, u holda 4.11-
misolga asosan (4.9) gator ham yaginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi
(4.10) gatorning yig'indisiga teng bo'ladi.

a) p >q bo'lsin. U holda (4.10) ning gismiy yig'indisi

1+1 ! + . + ! 1 ot
2 3 4 7 2ng 2ng+\ 2ng+3  2np-\ (4.11)
ko'rinishda bo'ladi. (4.11) ifodaga
1 1 11 1 1 1
- + +

2ng+2 2nq+4 2np 2 nq+1 ng+2 np

yig'indini ham go'shib, ham ayiramiz va
1 1 1 m Em-"0/1
+ .+t —In +£
mfl m+2 n n m —> 00

asimptotik formuladan foydalanib, (4.11) dan



tenglikni hosil gilamiz, bunda (C2p ketma-ketlik vn;\) |-|

yaginlashuvchi gatorning juft gismiy yig'indilar ketma-ketligidir.
Shunday qilib, (4.12) dan

5= lim S =In2+1In”=In ni hosil gilamiz.
n—>° " 2 q
b) p<qg bo'lgan holni ham xuddi yuqoridagidek isbot gilish
mumkin.
Xususiy holda, agarp =2, g=1bo'lsa, u holda
L0101 1 1 1
1+ — + "+
3 2 5 7 4

agar p =\, =2 bo'lsa, u holda:
bo'ladi.

SNELEY

4.17-misol. 2j r shartli yaqinlashuvchi gator hadlarining

n=i
o'rinlarini shunday almashtiringki, natijada hosil bo'lgan gator
uzoglashuvchi bo'lsin.
Yechilishi. Berilgan gatorning hadlarini guruhlab quyidagi gatorni
tuzamiz:

1 1 1 1 1 1
+-1=+
73 V5 V2 bl7 79 Vn V4
1 1 11

+
n/lén-5 \]Jbn—3 y/6n-\ yfbi

+...=2 -2</

nlel;—5 nl6/r-3  nléu—1 \I2n
Bu gatorning uzoglashuvchi ekanligini ko'rsatamiz:

= 1+ 1+ 1 _ 1> 2 > 1>0
ylon—5 n/om—3 nlem—1 V2« n/6un-1  \[2n
tengsizlik o'rinli. Bu tengsizlikka asosan,
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1 1 1 1 1
+N = = 4+ - >

'_n/6~n-13 Veén —3 n/6/r-1  n/2n nlenr —5

deb yozish mumkin. Ravshanki, v 1 J gator uzoglashuvchi. U

holda, 3.3-tagqoslash teoremasiga asosan, X a" qator uzoglashuvchi
=
boiadi.

Mustagil yechish uchun misollar

Qatorlarning absolut yaqinlashuvchiligini isbotlang.

e ne “e2- Xq r ' ILr if
4.3.£(-1)" In 1+sin2—1. 4 .4 .£ (-1)" Vnarctg +1
n3+2
f-1) ,100
»3 (2n) 3+-
\Y nj
. nn
sin
4.8. 4.9.X -- C0Os— cosnn
=L g +sin- nsin - n

4.10.£ sin\ wa11- X ussinne .4.12 X_2"Sin31
A 2" =
1 1
4.13. XH y arctg r - arcsin r
yjn \Jn
) /Y .
sinp - Sin & i1 x (-if In2n
) [T o 2.
VAL //
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Ishorasi almashinuvchi gatorlarni absolut, shartli yaginlashishga
yoki uzoqglashishga tekshiring.

4.1* n2:2H F_3’_‘t2.4.1?:1.2H )-2""‘

jri-t-z

(2«)|!
4.20. £ (1) ATTHUA 4 .21 i(-1)-
(2/7-1)n

4.22.S(-1)'«-*.4.23. £(-1)" '
«:i( )« nzé ) nm n

2+

4-24. X (~1) - 4.25.X (* 0" Vnsin
sl w2

4.26. X:J3 +(°-13/' . 427, th(“ 1)" ‘8 4Vyfn'

Qatorlarni Dirixle va Abel alomatlari bo”yicha yaginlashishga
tekshiring.

/ .\nSin /7 XUsin nx . Y COS-}S-/-F--
4.30.X (-0 .4.31.X A ta >0 .4.32. Y 7+ 1
n 2| 1.2
S nn
sinnsin/; sin/7a |
4.33. £ ) N4cos
n A In(In (« +2)) nm
( i 1 sinnx
4.35. X }*' +...t
vV 2 n n
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Qatorlarni yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang va ularning
yig‘indisini toping:

.3 5 7 11111
436, 1--+---4+.... 4.37.1+ - + + - +...
2 4 8 274" 8 16 32
11111
4. L1 -
88 1y*3 4 5 6

AR . 1.2 1,1 1 1 1 1141
2 4 6 8 3 10 12 14 16 5

2 3456 789

441. £ yaginlashuvchi gatorning hadlarini shunday

»=yjn

almashtiringki, hosil boigan gator uzoglashuvchi boisin.

Qatorlarni yaqginlashishga tekshiring.

442, JL-J-+ 1 1 11
F 2“ Y 4" 5P 6q

101 1 1 1
4.43 1 f— n
Y 2P 5P 7p 4P

.01 1 1 1 1 1 11
4447+ ¢ i i +

+...
3p \p 5P T Y 9P llp

L2 1 1 2 1 1 21

4.45. 1—- + H-ee- 3me b — +
20 Y 4P 5q 6P Ip

\' n+2 K
446. X H) r=r-"arctg r-
g=] yin +4 yin
nn rri

/[ \ncos 2n

4.47. é(_l) N 4.48.3&“ n

«

HY

.4
n tt np

4.50. £ 4.51. X §Mw

(2n-1)11 sinn
452, XHT 453. X r

(ZM)” ,=1 yin + Sinn
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Misollarning javoblari

4.16. Absolut yaginlashuvchi. 4.17. Shartli yaqinlashuvchi. 4.18.

Shartli yaginlashuvchi. 4.19. Absolut yaqinlashuvchi. 4.20. Shartli
yaqginlashuvchi. 4.21. Uzoglashuvchi. 4.22. Absolut yaqinlashuvchi.
4.23. Absolut yaginlashuvchi. 4.24. Uzoqglashuvchi. 4.25. Shartli
yaqginlashuvchi. 4.26. Absolut yaqinlashuvchi. 4.27. Shartli
yaqinlashuvchi. 4.28. Uzoqglashuvchi. 4.29. Absolut yaqginlashuvchi.

4.30. Yaginlashuvchi. 4.31. Vxe R lar uchun yaginlashuvchi. 4.32.
Yagqginlashuvchi. 4.33. Yagqginlashuvchi. 4.34. Va lar uchun

2 10
yaginlashuvchi. 4.35. Yaginlashuvchi. 4.36. ~ . 4.37. .4.38.In 2

4.39. 0. 4.40. In 2. 4.42.p>1qg>1da absolut yaginlashuv-
chi,0< p =q =\ da shartli yaginlashuvchi. 4.43.p > 1 da absolut
yaginlashuvchi, p = 1 da shartli yaqginlashuvchi. 4.44. p>\ da
absolut yagqginlashuvchi, p=1 da shartli yaqginlashuvchi.

4.45.p >1 gq>1da absolut yaginlashuvchi, 0<p =g <1 da shartli
yaqinlashuvchi. 4.46. Yaqinlashuvchi. 4.47. Yaqginlashuvchi. 4.48.

Shartli yaginlashuvchi. 4.49. p >lda absolut yaginlashuvchi,

9 < P~ 1da esa shartli yaginlashuvchi. 4.50. Uzoqlashuvchi. 4.51.

Uzoglashuvchi. 4.52. p > 2 da absolut yaginlashuvchi, 0<p <2 da
shartli yaqinlashuvchi. 4.53. Uzoqglashuvchi.
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Il BOB

FUNKSIONAL KETMA-KETLIKLAR
VA QATORLAR

5- 8. Funksional ketma-ketliklar, funksional gatorlar
va ularning yaginlashuvchiligi

5.1. Funksional ketma-ketliklar va ularning yaginlashuvchiligi.
Elementlari biror X a R to'plamda aniglangan

f(x),f2(x),....fn(x),... (5.1)

funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlikfunksional

ketma-ketlik deb ataladi va gisgacha{/,(*)} kabi belgilanadi.

Umumiy holda{f,,(x)} ketma-ketlik turli hadlarining aniglanish

sohasi, umuman aytganda, turlicha bo'lishi ham mumkin. Biz bu
yerda X sifatida shu sohalarning umumiy gismini olamiz. (5.1) ketma-

ketlikdagi f,,{x) funksiya shu ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.

X to‘plamdanx0 (x0e X) nuqtani olib va (5.1) ketma-ketlik har bir
hadining shu nuqtadagi giymatini hisoblab, natijada

fA(*0)” )>eee’fn C*0)>e"
sonli ketma-ketlikni hosil gilamiz.

5.1- ta’rif. Agar {/,(x0)} sonli ketma-ketlik yaqginlashuvchi
(uzoglashuvchi) bo'lsa, {/,,(*)} funksional ketma-ketlik xOnugtada
yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

5.2- ta’rif. Agar {/,,(xX)} funksional ketma-ketlik X to'plamning

har bir nuqtasida yaginlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa, u X
to'plamda yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

5.1- eslatma {/,(xX)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish
sohasi {/,,(x)} funksional ketma-ketlikning aniglanish sohasiga teng,
yoki uning bir gismi, yoki bo'sh to'plam ham bo'lishi mumkin.

Farazqgilaylik, {/,,(x)} funksional ketma-ketlik X<zR to'plamda
yaginlashuvchi bo'lsin. U holda Vx{e X uchun unga mos kelgan
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[ 1(*0)’/2(*0 Xi (*'w))’ -
ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ladi, ya’ni
|'T/,,(x0)=/(x0)

Agar X to'plamdan olingan har bir .v ga, unga mos kelgan
f\(x),f2( x ) , . . . ketma-ketlikning limitini mos qo'ysak,
ya’ni

fix-> Iir%fn(x)
deb olsak, unda X to'plamda aniglangan biror f(x) funksiya hosil

bo'ladi. /(n) funksiya{/,(*)} funksional ketma-ketlikning limit
funksiyasi deb ataladi va uni

lim/,,(*) = fix) (xe X) (5.2)

/1—»00

kabi yozamiz yoki, gisqacha, /,(*)->/(*,) deb belgilaymiz. (5.2)
ni "e" tilida quyidagicha ham yozish mumkin:

Ve>0 3«0=n0(e,x) Vn>n0,Vxe X => \f,,(x)~f(x)\<e.
funksional ketma-ketlikning limit
funksiyasini toping.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning hamma hadlariX = /1 da

aniglangan. Shuning uchun bu ketma-ketlikning aniglanish sohasi

. . . fl2+1 o
X~R dan iborat. Umumiy hadi /,(m*)= 2 . ¢« Endi limit

1+-V
lim/,(x) = lim "
Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit
R . o li2+1_ R
funksiyasi f(x) =\ bo'ladi, ya’ni 2 2~>1-
n +x
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5.2-misol. {/,,(*)}:\In- sin 2 )| funksional ketma-ketlikning
nx

yaginlashish sohasi va limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning hamma hadlari

(-00;0)u(0;+°°) to'plamda aniglangan. Bu ketma-ketlikning

umumiy hadi /,(*)= sin 2 . Limit funksiyani topamiz:
Vxe (*°;0)u(0;+°°) lar uchun
1

Sin 2 1 1

lim/n(x) = lim---=_.
= — 1 L

Xxn2

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (-°0;0)u(0;-H*>) da

1
yaginlashuvchi, uning limit funksiyasi  ga teng:
n2sin ! >1.
n x X

5.3- misol.{/,,(xX)} ={x" +3x"+} ¢7=1,2,..) funksional ketma-
ketlikning yaginlashish sohasi va limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan [x" +3x"+#j ketma-ketlikning hamma hadlari
(Loo;+00) da aniglangan. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi

/,,(x) =x"+ 3x"+. Ketma-ketlikning yaginlashish sohasini topish
uchun quyidagi hollarni garaymiz:

a) Vxe (1;+°°) da lim/n(x) = lim(x" +3xml) = +°°
b) Vxe (—1)da lim/,(x) = lim(x"+3x"+) = 0;
d)x=Ilda IL’{'Q/,,(l) = r_l;l;(l" +3TH)=4;

e) Vxe (-°°;-11 bo'lganda esa berilgan funksional ketma-
ketlikning limiti mavjud emas.
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Shunday qilib, {/,,(x)} ={x" + 3x"+I} funksional ketma-ketlikning
yaginlashish sohasi .V = (—L 1] bo'lib, limit funksiyasi esa

) [0,-1<x<1 bo'lganda
fix) =
[4, X =1 bo'lganda
bo'ladi. Bu yerda funksional ketma-ketlikning yaqginlashish sohasi
aniglanish sohasining gismi bo'ladi, ya'ni (-1 Ilc=("°, +°0).

5.4- misol. {/,,(*)} = {cosux} funksional ketma-ketlikning
yaginlashish sohasi va limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan {coshjc} ketma-ketlikning hamma hadlari
(-o05+ 00) da aniqlangan bo'lib, bu ketma-ketlik limit funksiyaga
ega emas.

Demak, {/,,(*)} = {coshx} ketma-ketlikning yaqginlashish sohasi
bo'sh to'plamdan iborat.

4 X N

n" e
5.5- misol. {/,,(-Y)}=vn 5+ funksional ketma-
n +e

ketlikning X = [0;+°0) oraligda limit funksiyasini toping.
Yechilishi. {/,,(*)} funksional ketma-ketlikni quyidagi ko'rinishda
yozamiz:

4 X

/,,(x)=In5+In 1+ ne
5(n6+e3x)

t—0 da In(l+ 1) ~t, uholda n-> oo da
4eX
/,(x)~In5 +

+ 1x)-
5(n°+e,x) sn2 91

Bu yerdan [0;+°°) da limit funksiyani topamiz:
. . e
limg,,(x) = lim 2+|n5 =1In5=/(x)

2.2
| X

5.6- misol. {f,,ix)) funksional ketma-ketlikning

[I +rtv

X = (-00;+00) oraligda limit funksiyasini toping
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Yechilishi. Agarx ®0 bo‘lsa, u holda

wyY2 n2xX2 1
1, «'= '1+x4h4 <X4n4:X2n-2- A0
boiadi, X=0 boigan holda esa barchane N lar uchunfn(x) =0
boiadi. Demak, (-°°;+°°) da limit funksiya/(x) =0 boiadi.
5.2. Funksional gatorlar va ularning yaginlashuvchiligi. Biror X
(XcR ) to'plamda m,(x), u2(x),..., m,(x),... funksiyalar ketma-

ketligi berilgan bo'lsin.
5.3- ta’rif. Ushbu

ul(x) +u2(x) +... +un(x) +...

ifoda funksional gator deyiladi va u X w/lx) kabi belgilanadi:

ul(x) +u2(x) +...+un(x) +... =""uii(x) . (5.3)
el
Bunda ul(x),u2(x),...,un(x),... lar gatorning hadlari, ujx) esa

funksional gatorning umumiy hadi deb ataladi. (5.3) funksional
gatorning hadlaridan tuzilgan ushbu

St(x) = ul(x)

S2(x) = u](x) +u2(x)

(5.4)
Sn(x) = ut(x) + u2(x) + ...+ un(x)

yig'indilar ketma-ketligi (5.3) funksional gatorning gismiy yig'indilari
ketma-ketligi deyiladi va u {S,(xX)} kabi belgilanadi.

5.2-eslatma. ~ u,(x) funksional gator turli hadlarining aniglanish

sohalari (to'plamlari), umuman aytganda, turlicha bo'ladi. Biz bu
yerda X to'plam sifatida shu sohalarning umumiy gismini tushunamiz.

X to'plamdan xQx0e X) nugqtani olib va (5.3) funksional gator

har bir un(x)(n =1,2,...) hadlarining shu nuqtadagi giymatini
hisoblab, ushbu sonli gatorni hosil gilamiz:
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XMAXA = 1,(X0) + M*0) + "=+ U,(*0) + — (5.5)

5.4- ta’rif. Agar (5.5) sonli gator yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo‘lsa, (5.3) funksional gator x0 nuqtada yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) deyiladi.

5.5- ta’rif. Agar (5.3) funksional gator X to‘plamning har bir
nuqtasida yaqginlashuvchi (uzoglashuvchi) boisa, (5.3) funksional
gator X to plamda yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

Faraz gilaylik, (5.3) funksional qator Ado‘plamda yaqinlashuvchi

boisin. U holdaV.v0e X uchun unga mos kelgan (5.5) gator

yaginlashuvchi boiadi va uning yig‘indisi biror Snsonga teng boiadi.
Agar X to‘plamdan olingan har bir vga

?'(lﬂ‘ M(*) = M(*) + «:(*) + B+ «,,(¥) + o=

gatorning unga mos yig'indisini mos qo’ysak, u holda X to’plamda

aniglangan biror S(x) funksiya hosil bo‘ladi. BuS/.vJ funksiya X w1x)

=1

funksional gatorning yig‘indisi deyiladi va u S(x) = u n(x) kabi

yoziladi.

Sonli gatorlarning yaginlashish (uzoglashish) ta'rifiga asosan,
funksional gatorning xOnuqtadagi yaginlashish (uzoglashish) ta’rifini
quyidagicha ham berish mumkin.

5.6-ta’rif. Agarn—  da (5.4) funksional ketma-ketlik Monuqtada
yaqginlashuvchi (uzoglashuvchi) boisa, (5.3) funksional gator x0
nugtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

Agarn —00 da{Sn(.v)} funksional ketma-ketlik X to'plamda S(x)

limit funksiyaga ega, ya’ni 1|t5s(ac)=5(ac) boisa, S(x) funksiya

(5.3) gatorning yig "indisi deyiladi.
5.7- ta’rif Agar

X uix) = UM) + u2(x) +...+ ujx) +.. (5.6)

funksional gator x=x0nuqtada yaginlashuvchi boisa, (5.3) funksional
gator xo nugtada absolut yaginlashuvchi deyiladi.

5.8- ta’rif. Agar X to'plamning har bir nuqtasida (5.6) gator
yaginlashuvchi boisa, (5.3) funksional gator X to’plamda absolut
yaginlashuvchi deb ataladi.
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Agar x=xgnuqtada (5.6) gator uzoqglashuvchi bo'lib, (5.3) gator
yaginlashuvchi bo'lsa, (5.3) gator x=xgnugtada shartli yaginlashuvchi
deyiladi.

(5.3) va (5.6) gatorlar yaginlashadigan nuqtalar to'plami mos
ravishda (5.3) gatorning yaginlashish va absolut yaginlashish sohasi
deyiladi.

5.3- eslatma. Berilgan (5.3) funksional gatorning yaginlashish
va absolut yaqginlashish sohasini topishda sonli gatorlar mavzusida
ko'rib o'tilgan Dalamber va Koshi alomatlaridan foydalanish
mumkin.

5.6-misol. Ushbu funksional gatorningX = (0-H>°) da yig'indisini
toping:

Y nx
“fl+x)(I+2x)---(I+nx)"

Yechilishi. 1.2- teoremaga ko'ra funksional gatorning umumiy
hadini quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz:

T X)L+ 2x) (1 reX)

1 1

@+X)A+2X)-(1 +(M-1)X) @+X)DL+2X)--(1 + (M -1)X)1+ nx)

AXx)

U holda funksional gatorning n- gismiy yig'indisi

X
@+ xX)(l +2X) *e(1 + nx)
bo'ladi. Endin -> « da limitga o'tamiz:

limSBx) = lim
@+ X)(l +2X) *ee(1 + ux)
Demak, berilgan funksional gatorning yig'indisi S (x)-\ bo'ladi.

5.7- misol. funksional gatorning yaginlashish sohasi

fl=0
va yig'indisini toping.
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning n- gismiy yig'indisini
topamiz:

Sn(x) = I—x+ (I-x)x +.---+(I-x)x" =

=10 X+ X —X2 U---VX" —X"H = 1- X"
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Qatorning yaginlashish sohasi va yig'indisini topish uchun
quyidagi hollarni garaymiz:

a) agar xe (1) bo'lsa,S(x) = lim Sn(x) = 1 bo'ladi;
b) agar n- 1bo'lsa, 5(x) = lim Sn(x) = 0 bo'ladi;

n-> oo

d)agar xe (l;+00) bo'lsa,S(x) =limSn(x) = -°° bo'ladi;

e) agar xe (—20;-1] bo'lsa, u holda SJx) ketma-ketlik limitga
ega emas.

Shunday qilib, berilgan funksional gatorning yaginlashish
sohasi X = (-1; 1] to'plamdan iborat, yig'indisi esa

0,x =1 bo'lganda,
S(x) = | J

[1, xe(-1;1) bo'lganda

5.8-  misol. Funksional gatorning (shartli va absolut) yaginlashish

sohasini toping:
Lagx -1y

Wb o x-1
Yechilishi. Berilgan gatorning absolut va shartli yaginlashish
sohalarini topish uchun (5.7) gator hadlarining absolut giymatlaridan
tuzilgan ushbu

(5.7)

1

£1v1t ©8)

gatorga Dalamber alomatini qo'llaymiz, bunda n ni parametr deb

hisoblaymiz. Ravshanki,
un(x) = 2x—1" 1 2X —1
= «»iW =
X— yin+1 X—

bo'lib,

untM) _ 4n  2X-1
m,(x) j sfn+1l1 x—

DJx) =

bo'ladi. n —00 da DJx) ifodaning limitini topamiz:
2X—

limD,,(x) =
n—" X—l
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Ma’lumki, 2x-1 o 1 bo‘lsa, (5.8) gator yaginlashuvchi boiadi.
X -1

u holda 5.8- ta’rifga asosan,0<x<"3 da (5.7) gator absolut

r2 n
yaginlashuvchi boiadi. ZXTl >1 boisa, ya’ni(-°°;0)u e
X_

da esa, (5.8) gator uzoglashuvchi boiadi. Endi x=0 va*-~"
chegaraviy nuqtalarda (5.7) funksional gatorni yaginlashishga

tekshiramiz.x=0 boigandabizgama’lumbolgan r
HELW

2
uzoqlashuvchi sonli gator hosil boiadi. x = boiganda esa

A 133 A Vn
sonli gator hosil boiadi. Ma’lumki, Leybnis alomatiga ko‘ra,

-2

2, ;r sonli gator shartli yaginlashuvchi, chunki uning hadlarining
AT 4

absolut giymatidan tuzilgan gator uzoqlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan (5.7) funksional gator (0;— da absolut

2
yaqginlashuvchi, (-°°;0]Ju (" ;+°°) dauzoglashuvchi, x = dashartli

yaginlashuvchi. 0;: esauning yaginlashish sohasi boiadi.

X(x + n)

5.9-misol. X N funksional gatorning (absolut va shartli)
yaginlashish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan gatorning absolut va shartli yaginlashish
sohalarini topish uchun
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gatorga Koshi alomatini gollaymiz, bunda .vni parametr deb olamiz.

X(x +n)

Ravshanki, ua(x) = N bo'lib.

X(x+n)
KAX)=\1“M) =] = X 1+ =
boiadi./; —00 da KJx) ifodaning limitini topamiz:

limKn(x) = x .

Maiumki, x <1 boiganda, ya’ni (—;1) da berilgan funksional

gator absolut yaginlashuvchi, x >1 da esa funksional gator

uzogqlashuvchi.
Endi x=1 va x=-\ bolgan hollarni garaymiz.
Agar x=1boisa, u holda

_ \+ 1
a0 Ry
sonli gator uzoglashuvchi boiadi, chunki gator yaqinlashishining
zaruriy sharti bajarilmaydi, ya'ni

. .1 1
liman=Ilim~ +
n

Agar.v=-1 boisa, u holda
1_

ishorasi almashinuvchi gator hosil boiadi. Bu qator
uzoglashuvchi, chunki Leybnis alomatining liman=0 sharti

bajarilmaydi, ya’ni



Demak, berilgan funksional qator (—4;1) da absolut
yaginlashuvchi.
~ Xryn

5.10- misol. ¥ n~~n (*>0,>’>0) funksional gatorning
nFLX +y

(absolut va shartli) yaginlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning umumiy hadi

e
U, (x,y)= « +yy . Bu gatorga Dalamber alomatini qollaymiz

(bunda x vay ni parametrlar deb hisoblaymiz):

y, X>y >0 boiganda,
X, 0 <Xx<v boiganda.

Demak, O<min(x,y)<| bo‘lsa, u holda funksional gator
chizmadagi shtrixlangan sohada absolut yaginlashuvchi boiadi,

min(x,>") > 1 sohada esa uzoqlashuvchi boiadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

X to‘plamda {/,,(x)} funksional ketma-ketliklarning limit
funksiyasif (x)ni toping.



5-3- fn(x) =x"—4x"3 +3x™+4, X =[0;1].

5.4. f,(x) =x4c0s— ,If = (0;+00)
Xn

5-6- /,(*) =n(x; -1),1r=[1;3].
5.7. f,,(x) =n22sin4-, A'=(-00;+»0).
n
5-8. /,(x) =Vx"+1, X =[0;2], 5.9./n(x)=e"*4 X =][l:+00).

5.10. /n(x) =e“< ' )2, X =[-2;2],
/.M =«[in(x+n)-/r], Ar=][l;-foo).

5.12. yMx)=/?%sin *, Jf =[o-H).
n
I\2Y
J 1+x™ + , X =[0;+00).
\Y v2
= N =1t]
5.14. /,,(x) Irr]1x7 , tl;+00).
2
5.15. fn(x)~ arctgwx, X = (-00;+00).
n
5-16- /,(-*m) =Xxarctg/ur, Ar= (0;+°0).

517. f.(x)=n  X+- - \[x

. arctg/rx
518. /W= r7-70 =K H
nil+xz

5.19. /,(*)=In x*+ " Ar=[:+00).
5-20- /a(x) =~ ax,X =[0;4].
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Funksional gatorlarning (absolut va shartli) yaginlashish
sohalarini toping.

/
' . . 2
521 MM ' 522V 1 53 K1LSWe@w—D L X

sH N 1+ 2
at sinnx
5.24. X (@>QO0<x<n)t525" n"tg
+n4 «1 2
St X ™ 1 Tp , ixn-i*!

125.27.X (-0 It.528 X(_1>

tg”x
5.29.X 2"sin . . 5.30.X 2y,* 531 X J
= J JE=1 H

2. X In(l+x7) >0).533. X * Y--
5.32. , (v>0). 5. Hnaye )-

5.34.X.VIX"™ + Y ' 535- b.& Mx + Y).
[1z] 151

sM(,V i)t +)- 587- i« -' 5J)8-

/ ax \u
5.39.x O 5.40. X € smnx.

\% SN

Misollarning javoblari

5.1. 1x)=0.5.2. x)=1.5.3. [1x)=0. 5.4./(x) = x4. 5.5./(*) = x
5.6./(x) =Inx. 5.7.J[x)=x3

[, 0 <x <1 bo‘lganda,

[x, 1< x <2 bo'lganda.

5.9. Ax)=0. 5.10. An)=0. 5.11. Ax)=x.

58./0) =

1, 0<x < 1lbo'lganda,

5.12./(x) = Vx. 5.13. /(*) = X, 1l<x <2 bo'lganda .
X2

— ,X >2 bo'lganda.
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5.14. /(.y)-0. 5.15. f(x) =sgnx . 5.16. f{x)

5.17. /(x) =~ = . 5.18. /(.v)=0. 5.19. f(x) = \nx2.

5.20./(*) = 5.21.( ,») — absolut

yaginlashuvchi. 5.22. (1,+°°) — absolut yaginlashuvchi. 5.23. x * 1

— absolut yaginlashuvchi; x =-1 — shartli yaginlashuvchi. 5.24.
q>p+\ — absolut yaqginlashuvchi; p<g<p+\ — shartli
yaginlashuvchi. 5.25. (-2;2) — absolut yaginlashuvchi.

5.26.(-°0,+00) — absolut yaginlashuvchi. 5.27. (e;+°°) — absolut

yaqginlashuvchi;(l;e] — shartli yaqginlashuvchi. 5.28. (i;+°°) -
absolut yaqginlashuvchi, (0;] — shartli yaqginlashuvchi. 5.29.
(Loo;+00) — absolut yaqginlashuvchi. 5.30. (“»;u(3;+°°) —

T
absolut yaginlashuvchi. 5.31. \x-kk\< - — absolut yaqinlashuvchi;

K i
Xx--~+nk — shartli vyaqginlashuvchi, keZzZ. 5.32.

0 <X <1l —00< y< o0

x=hy=>1 absolut yaqginlashuvchi. 5.33.
X>1y >2
X <1 0<V<+°°
shartli yaqinlashuvchi. absolut

X >1y > X

yaginlashuvchi. 5.34. max(x,, y ) <1 — absolut yaginlashuvchi.

5.35. x-kn < ke Z — absolut yaginlashuvchi. 5.36.(l;+°0)

absolut yagqginlashuvchi. 5.37.(-°0;-Du(l;+°0) — absolut
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yaginlashuvchi. 5.38. (—2;1) — absolut yaqinlashuvchi. 5.39. x*O

absolut yaginlashuvchi. 5.40. i>0vax =-7tk ke N —absolut
yaginlashuvchi.

6-8. Funksional ketma-ketlik va gatorlarning
tekis yaginlashuvchiligi

6.1. Funksional ketma-ketliklarning tekis yaqinlashuvchiligi.
Ushbu

f\{x),f2(x),...,fr{x),... (6.1)
funksional ketma-ketlik X (X ¢ R) to'plamda yaginlashuvchi va
uning limit funksiyasi / (x) bo'lsin.

6.1- ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday 3mee N
nomer topilib, V/; >m va Vxe X lar uchun bir vagtda
f.M)-f(x) <£

tengsizlik bajarilsa, {/,,(jc)} funksional ketma-ketlik X to'plamda
fix) ga tekis yaginlashadi deyiladi va u gisgacha

fs f
kabi belgilanadi.
6.1- eslatma. 6.1-ta’rifdagi in natural son fagat e ga bog'lig bo'lib,
x larga bog'lig bo'Imaydi.
6.2-ta’rif. \/'meN olinganda ham,3e,>0, 3n>m vaxoe *
mavjud bo'lib,

/.(*0)-/(*.)
tengsizlik bajarilsa, {/,,(x)} funksional ketma-ketlik X to'plamda
f(x) ga tekis yaginlashmaydi deyiladi va u gisgacha
\%
fnl /
kabi belgilanadi.

X %

6.3-ta’rif. Agar/,,(*)—»/0*0 bo'lib, lekin f,,(x)1 /(x) bo'lsa,
{/1,,(x)} ketma-ketlik X daf(x) ga tekis yaginlashmaydi (notekis
yaginlashadi) deyiladi.
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Xususiy holda, agar/,,(*)-»/(*) va 3£20>0, Vme N 3n>m
va 3xne X f,(xn)- f(xn) >eo (6.2)

shart bajarilsa, {/,(*)} ketma-ketlik A'da f(x) ga tekis
yaginlashmaydi deyiladi.

Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketliklar quyidagi
xossalarga ega.

1- xossa. Agar {/,,(*)} va {g.(*)} funksional ketma-ketliklar

X

X
/,I f, g, g bo‘lsa, uholda {A/,(X)+/xg,(x)} (bundaX,/U -
ixtiyoriy haqgiqgiy sonlar) funksional ketma-ketlik ham

Ael,,(X) + H-gn(x)l HAef(x) +/neg(x)

bo'ladi.

2- xossa. Agar {/,(x)} funksional ketma-ketlik / (x)IX/(x)

bo'lib, gfxj funksiya esa X to'plamda chegaralangan bo'lsa, ya'ni

3M >0: Vxe X1 g(x) <M

bo'lsa, u holda {g(*)/,,(-v)} ketma-ketlik ham g(x)fn(x)l g(x)f{x)
bo'ladi.
6.1-teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X to'plamda/f'xj ga
tekis yaginlashishi uchun
"ms)léﬂ [, (xX)-1(x) =0 (6.3)
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
6.2- teorema. (6.1) funksional ketma-ketlik X to'plamda f(x) ga

tekis yaginlashishi uchun shunday {a,} sonli ketma-ketlik (bunda

liman=0) va shunday m nomer mavjud bo'lib, barcha n>m va

N—»00

barchaxe. X laruchun

[, W -I/W <a,,
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
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r lwSnfx | . o
6.1- misol. 1AW /H f funksional ketma-ketlikning
X =[0;+0°) to'plamda tekis yaginlashuvchi ekanligini ko'rsating.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

bo'lib, X =[0;+°°) da yaqinlashuvchi bo'ladi.
Endi yaqginlashish xarakterini aniglaymiz. Ve >0 son olinganda

ham m= 1 deyilsa, unda barcha n>m va\/xe X lar uchun
e

nnC /\!:u Sul/ri<i<

Ne )-/w =]cos
n n n m+\

bo'ladi. Yuqoridagi 6.1- ta’rif va 6.1- teoremaga ko'ra,

————————— l‘ ketma-ketlik f(x)=o0 limit funksiyaga tekis

X
yaginlashadi: £2 ~ 1 0.
n
6.2-  misol. Ushbu funksional ketma-ketlikni X = [0;+°°)da tekis

yaqginlashuvchilikka tekshiring:

Yechilishi. {/,,(*)} ketma-ketlikning limit funksiyasi
fix) =limfix) =limarct§ " =o
A n+yjXx

bo'lib, u X =[o0;+°°) da yaginlashuvchi bo'ladi.
Endi yaginlashish xarakterini aniglaymiz. Bizga ma’lumki,
barcha ne N va Vxe X laruchun
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O<arctgn\[x <M, n+\[x >n

bo'ladi. U holda,Ve>0 son olinganda ham m= deyilsa,

barchan>m vaVxe X lar uchun

arctg«n/x n 2
fAX)~J(x)= r < < <£

n+ yjx 2n n
bo'ladi. Yuqoridagi 6.1-ta’rifga asosan, n+y~ j

ketma-ketlik f(x)=0 limit funksiyaga tekis yaginlashadi:

arctgnVx X
9V o,

n+\jx
6.3- misol. {/,(X)}=j"jx+ -vxj funksional ketma-

ketlikniA' =[0;+°°) da tekis yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Barcha xeX va V/te N lar uchun

X+ n < 4>® 1  tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda

0<*Ix+ ’-Vx=Y

n
fix + —+\Ix
n
(\fx+-j=)2—Vx =a.

\fn  \fn

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan funksional ketma-ketlik
[0;+°°) daf(x)-0 limit funksiyaga tekis yaginlashadi.
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6.4- misol. {JIM }- ![I-F«4x4,{ funksional ketma-ketlikni

A =[-1; ] da tekis yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

r
J (x) = iim 4 4=0
1+ 7 X

bolib, f —f boiadi. Buyerda

o< 1 2"V < 1
2 nt l+ny Inl

bolganligi sababli. x ning har ganday giymatida fn(x)< £

tengsizlikning o‘rinli boiishi uchun n>./ qilib olish kifoya.
V2e

Shunday qilib, bu holdam = \/2* deyilsa, bir vagtning o ‘zida x
e

X
ning barcha giymatlari uchun u yaroqglidir. Demak, f 1 0.

6.5- misol. {/» ’\_J2+nxj funksional ketma-ketlikning

X =[0; 2] da notekis yaginlashuvchiligini ko'rsating.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

1
o

/[(x) =lim
2+

bo'ladi.
Endi berilgan ketma-ketlikning/fxJ*O limit funksiyaga notekis
yaginlashishini ko'rsatamiz. Ve >0 son olinganda ham m natural

1 .
son sifatidam = . , X ®0 olinsa, u holda Vm < n uchun
X
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¢l \ ft \  unx ., bIX 1 1
* —'a A o — N A
HBX)-1(*) ='8% 0= ° = 9% mx < st - T i)x <©

bo'ladi. Ravshanki, x=0 daV/?e N lar uchun/,, (0)=/(0)=0
bo'ladi. Bu holda «r ning x ga bog'ligligi evaziga, ixtiyoriy natural n

son uchuneo= 1 vaxn= *e (0;21 deb olsak,
4 n

fn{xn)-fix,) =
2+ —1 J
n

bo'ladi. Buesa berilgan {/,, (x)} funksional ketma-ketlikning/"xj=0
limit funksiyaga notekis yaqinlashishini bildiradi, ya'ni x e [0;2] ning

barcha giymatlari uchun bir vaqtda yaraydigan nomer mavjud emas.

6.2-ta’rifga ko'ra berilgan ketma-ketlik /,,(x) = mn PZ]O
2+ nx

6.6- misol. {/,,(x)} = {x"} funksional ketma-ketlikning xe[o;l)
da notekis yaqinlashuvchiligini ko'rsating.

X
Yechilishi. Bu ketma-ketlik xe [0;1) da yaginlashuvchi /,,— /,

ya’ni /(x) =limx" =o.

Endi (6.2) shartning bajarilishini ko'rsatamiz. x,=-7- ketma-
o
ketlikni olamiz, u holda barchaneiV lar uchunxne [0;1) bo'lib
val,, (x,)-f(xmM\=\X"- of=i =eo0 bo'ladi.
Demak, jx"} ketma-ketlik [0;1) daf(x)=0 funksiyaga notekis
yaginlashadi.
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4 X \

6.7- misol. {/,(*)}=jIn 5+ ne funksional ketma-
nb+e3<y

kcllikning:

a) N =[o;+°°) da notekis; b) Xt=[o0;a] (a>0) da tekis
yaginlashuvchiligini ko'rsating.

Yechilishi. a) 5.4- misolda bu ketma-ketlikning limit
funksiyasi/(x) = In5 ekanligi ko'rsatilgan. Endi berilgan ketma-
ketlik uchun (6.2) shartning bajarilishini ko'rsatamiz. Agarxn= 2Inn
deb olsak, u holda

4 _2lnn\

_I(* = 5+ -In5 =
[.(*)-1(*,)=1In e+

in(5+ " ,)-In5 =1In1"=¢().
2-n 10 0

Shunday qilib, £o= In;4 va VneN lar uchun (6.2) shart

N

ndex
Lo e*\1.i|n 5+ ketma-ketlik
bajariladi. Demak, {/»(**)}-iln N6+ e x

X =[0;+°0) da/(x) = In5 ganotekis yaginlashadi.
b) Berilgan ketma-ketlik [0,a] da tekis yaginlashuvchi ekanligini

ko'rsatamiz. Ravshanki, barcha t >0 lar uchun In(l +t)<t tengsizlik
o'rinli bo'ladi, u holda

ne n e <
_ +
0</,(*)-/(*)=In 1 5{n6+e3v)  5(nb+e3t)

nd ex N ea
<

, = 8,
5-n Sn2

Demak, 6.2- teoremaga asosan, berilgan ketma-ketlik X x= [0;a]

da/ (x) = In5 ga tekis yaginlashadi, ya’ni fjX jns.
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6.8- misol. {/,,(x)} ={x"-x'#} funksional ketma-ketlikni
X =[0; 1] to'plamda tekis yaqginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, je=1 x=0 da /,1)=/(0)=0,
0<x<I daesa HIjm(x"-x'l#) =0 bo'ladi. Demak, berilgan funksional

ketma-ketlik X da yaginlashuvchi, uning limit funksiyasi f(x)=0
bo'ladi. Endi (6.3) shartning bajarilishini tekshiramiz. Buning uchun
[0;1] da f(x) funksiyaning ekstremum nugqtalarini topamiz. f(x)
funksiyaning hosilasi

fr(x) =x""(n-x(n + 1))
bo'ladi. [0;1] kesma ichida x,u[s-x(/; +1)]=0 tenglama yagona
n
X ~X,,~ n+\ ildizga ega. Agar xe(0;xj bo'lsa,
f'(x)>0; xe(xml) bo'lganda esa, f'(x)< 0 bo'ladi. Shuning
uchun, V.re X dasupfn(x) = maxfn(x) = fn(xn) bo'ladi. Demak,

limsup|/,, (X)- /(x)| = limsup/,(x) =limfjx) = lim---- =----—-- L=o.

«Al "~>~xeX »- R |

Bunda (6.3) shart bajarilayapti, shuning uchun y \X Q

6.9- misol. {/,(-xX)}={x"-x2'} funksional ketma-ketlikni
X =[0; 1] to'plamda tekis yaqginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, x=1 va x=0 nugtalarda
/,(0)=/(1)=0, 0<x<I| daesa liFm(x"-XZ‘) =0 bo'ladi. Demak,
berilgan funksional ketma-ketlik X da yaqinlashuvchi, uning limit
funksiyasi f(x)=0. Bu yaginlashishning xarakterini aniglaymiz.
Buning uchun [0;1] dafjx) funksiyaning ekstremum nugqtalarini
topamiz.fjx) funksiyaning hosilasi

fn(x) = nxn\ \-2x").

|
[o;1] kesma ichidanx" '(1- 2x")=0 tenglama+ - x,,-
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yagona ildizga ega. Agarxe (0;xj boisa,/,,'(x) >0; xe(x,,;l)
boigandaesa/'(x) <0 boiadi. Buyerdan/n(x) =x"-x2' funksiya

1
X"~ sjl nu4tada 0Z'n’nS maksimum gqiymatiga erishishi kelib

chigadi. Natijada

sup |/, (X) - £ (X)| =supf,,(x) = max,/,(x) =/, (X,,) = :

tsX X

bolib, limsup/,, (*)-/(x)|= Z*o boiadi.
jre.V

jre.

Demak, (6.3) shart bajarilmayapti, berilgan ketma-
ketlik X =[0; 1] da notekis yaqginlashadi.

6.10- misol. {/n(x)} = {arctg«x} funksional ketma-ketlikni
X = (0;+°°) to'plamda tekis yaqginlashishga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

/(x) = limarctgnx = |2<
n->~

Endi {/,00} ketma-ketlikning /(x) =- limit funksiyaga
yaqinlashish xarakterini aniglash uchun (6.3) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

n . K n
sup arctg/rx- = lim =~ -arctgwx = * '(3
rex | 2 2 2

Bu yerda (6.3) shart bajarilmayapti. Demak, {/,,(*)} = {arctg/ix}

K
ketma-ketlik (0;+°°) da f(x)= 2 ga tekis yaginlashmaydi.

6.11- misol. {/ (x)}:|{XIn*)1 funksional ketma-ketlikni
n n

X =(0;1) to'plamda tekis yaqinlashishga tekshiring.
Yechilishi. Bu ketma-ketlikning limit funksiyasi

X X n X - 1nn
/(x)=hm In" =xhm =0
._>00 N n

n-+oo n
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boiadi. Endi berilgan ketma-ketlikning X da f'(.x) =0 limit funksiyaga
yaginlashish xarakterini aniglash uchun (6.3) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

X _Inn

sup /,, (x)-/(x) =sup * In ,
t€ X reXx n n n

limsup f,,(x)~ f(x) = lim 'M,? = 0.

n~*°° xyX n-> - n

(6.3) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan {; Inxn} ketma-

ketlik A"=(1;0) daf(x)=0 funksiyaga tekis yaginlashadi.

Faraz gilaylik, X to'plamda{/,,(x)} funksional ketma-ketlik
berilgan boisin.

6.3- teorema (funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi
uchun Koshi kriteriysi). {/,,(x)} funksional ketma-ketlik X to'plamda
limit funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis yaginlashishi uchun,
ixtiyoriye>0 da .y ga bog'liq bo'Imagan shunday nomerm(e)
mavjud bo'lib, n>m bo'lganda va istalganpe N da .vning X dagi
hamma giymatlari uchun bir vagtning o'zida

<f
tengsizlikning o'rinli bo'lishi zarur va yetarli.
6.3-teoremadagi Koshi shartini, gisqacha, kvantor belgisidan
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin:

Ve >0 3m(e): V«e>m,\/pe N,Vxe X :f,,+p(x)-fn(x)\<e, (6.4)

yoki boshgacha ko'rinishda:

Ve>0 3w(e): Ve>m, YKk>T,Yxe X :\f, (x)-fk(x) <£. (6.5)
Agar Koshi sharti bajarilmasa, ya’ni

3e0>0: We N, 3n>k 3pe N 3xe X :fmp(x)-fn(x) >eo(6.6)

bo'lsa, u holda {/,,(x)} funksional ketma-ketlik X to'plamda notekis
yaginlashuvchi deyiladi.
Xususiy holda, agar

3e0>0: 3me N Vn>m 3pe N 3x,e X : frp(xn)~ f(xn) >eo

bo'lsa, {/,,(x)} ketma-ketlik X to'plamda tekis yaqginlashuvchi
bo'Imaydi.
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6.12-misol. UL o)} 42V funksional ketma-ketlikning
\In + 2x

A'=[0;+°0) to'plamda tekis yaqinlashuvchiligini Koshi
teoremasidan foydalanib ko'rsating.

., .cosn/u*

Yechilishi. "’ —— » ketma-ketlik uchun [0;+©) da
V«+ 2x

(6.4) shartni bajarilishini ko'rsatamiz:

cosyj(n +p)x COS4nx v COSj(n + X COS yfnx
|/rHP\N-/,,W|= yi( p) <l i( p) + y

yjin + p + 2x "In + 1x yjn+p +2x yjn+ 2x
<sup cosJ(n + p)x +sup cos yfinx
Jn+p+2x xex \In+2X  yfn+P 'Fn

AgarVe >0 songa ko'ra natural m son m = +1 deb olinsa.

u holda barcha n>m va barchap e N laruchun
1 1 2
n +jr<Jnc<¢£
bo'ladi. Demak, Ve >0 son olinganda ham shunday natural m son
mavjudki, Vn >m,Vpe N vaVxe [0;+°°) lar uchun

U4 (*)-1, (%) ,<E

COSyfnx ]

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu esa ketma-ketlikning, Koshi

\In + 2x

teoremasiga ko'ra, X da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatadi.

In nx
6.13- misol. {/,,(x)} - funksional ketma-ketlikning X=( 1,0)
to'plamda notekis yaginlashuvchiligini ko'rsating.

Yechilishi. Shunday £0>0 son topiladiki, barchake N nomer

uchun n-k,p =k-n, x =—=—deb olamiz, u holda (6.6) shart
K n

bajariladi, ya’ni
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(1n

Demak, berilgan ketma-ketlik X to'plamda tekis

yaginlashuvchi bo'Imaydi.
6.2. Funksional gatorlarning tekis yaginlashuvchiligi. Ushbu

X,y (X) = Hy(X) + e (.t) + -oo+ 3/ (*) + ooe (6.8)

funksional gator X (X e R) to'plamda yaginlashuvchi va uning

yig'indisi S(x) bo'lsin, ya’ni
lim5,,(x) = S(x) = X MW-

6.4- ta’rif. Agar (6.8) funksional gatorning {S,(X)} gismiy
yig'indilari ketma-ketligi X to'plamda S(x) ga tekis yaginlashsa,
(6.8)funksional gator X to'plamda S(x) ga tekis yaginlashadi deyiladi
va u gisqacha

X
5,()1 S(x) (6.9)
kabi belgilanadi.

6.1- eslatma. Funksional gatorlarning tekis yaginlashuvchiligi
(yaginlashmovchiligi) tushunchasi ham ularning oddiy
yaqinlashuvchiligi singari, funksional ketma-ketliklarning tekis
yaginlashuvchilik (yaginlashmovchiligi) tushunchasi orqgali kiritiladi.

6.4- ta'rifni gisqacha, kvantor belgisidan foydalanib, quyidagicha
yozish mumkin:

Ve >03m(e) :Vn>mVxe X —=Sn(x)-S(x) <e. (6.10)

6.5- ta’rif. (6.8) gatorning dastlabki n ta hadini tashlab
yuborgandan so'ng, hosil bo'lgan

r,(X) = MH(a:) + M#2(x) +---= X LL(x)

gator (6.8) funksional gatorning n ta hadidan keyingi qoldig'i deyiladi.
Bunda
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rJx) =S(x)-SJx)
bo'ladi. U holda (6.9) shartni quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:

m(x)l o. (6.11)

(6.9) va (6.11) shartlar teng kuchli.
6.6- ta’rif. Agar X to'plamda S (x) ketma-ketlikning limit
funksiyasi mavjud bo'lsa va (6.10) shart bajarilsa, ya’ni

Ve(>0:VAe N 3n>k VWe X —SJIx)-S(x) >e0

bo'lsa. Sfxj ketma-ketlik to'plamda S(x) ga notekis yaginlashadi
deyiladi.

6.14-misol. 0 " ~e ") funksional gatorni, ta’rifga ko'ra,

a)X = (0;+00); b)Xt=[5+°°),<5 >0 sohalarda tekis yaginlashishga

tekshiring.
Yechilishi. Berilgan gatorning n- gismiy yig'indisini topamiz:

SJIx)=(1-e X)s(l+e x+e"2 +m+e~")X) =

=(l-e ) =\—e
l—e

Bundan limS”x) =1, S(x) = 1.
M=o
a) Funksional gatorni ta’rifga ko'ra tekis yaginlashishga
tekshirish uchun rjx) = S(x) —SJx) ayirmani qaraymiz:

S0l="T+e-“ - 1W

\/e >0 son olgandam= ‘in* +1 (x ®0) deyilsa, u holda n>m
X e

lar uchun
VAx) = SIx)-S(x) =e-m<£ (6.12)
tengsizlik bajariladi.
Agar x=0 bo'lsa, ravshanki, V/ire N lar uchun 5/(0)=0; S(0)=1
bo'lib, r (0) = Sn(0)-S(0) =1 bo'ladi. m natural son e>0 va

X (0 <x <+°°) larga bog'liq bo'lib, ubarcha x lar uchun umumiy bo'la
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olmaydi, chunki m- )yE +1 ning(0;+°°) da x bo'yicha
maksimumi chekli son bo'Imaydi, ya’ni son V«e N olsak ham

£0

3e0>0 12 va3 xn= "e (0,+»0) nuqta topiladiki,
n
v e J

>£,
v’/
bo'ladi. Demak, berilgan funksional gator, 6.6- ta’rifga ko'ra,
X = (0;+c«) sohada notekis yaginlashuvchi bo'ladi.
b) Ve >0 sonolinganda ham m]= max frilnll +i}= [ilnil
T (O ] S5 .
deb olinsa, V« >mx va Vxe [<5;+°°) lar uchun birdaniga (6.12)

tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, (6.10) shartga asosan, berilgan

funksional gator [5;+°<>) sohada xga nisbatan tekis yaginlashuvchi

[S:+
bo'ladi, ya’ni Sn(x) I 1.

6.15- misol. Ushbu funksional gatorni JY =(0;+°0) da tekis
yaginlashuvchilikka tekshiring:

H [(«+ D)x + 1] (nx + 1)
Yechilishi. 1.2-teoremaga asosan, berilgan funksional gatorning
n- gismiy yig'indisi
1 1
$.0)= w1 1+ (n+1)n
bo'ladi, uning yig'indisi esa
1 1 1

S(x) =Ilim -
1+x I+ (n+1)x 1+ X
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Ta’rifga ko‘ra,V£>0 son olingandam - -1 -1 (x ®0)
X

dcyilsa, barcha n>7 uchun

1 - L 1 = 1 <
1+x 1+ (P+1)x 1+x I+(n+D)x

(m+2\<+| Q

bo‘ladi. Agar x=0 boisa, ravshanki, V/r uchun5n(0)=0, 5(0)=1

sn{x)~s {x)

bolib, Sn(0)-S(0) =1 kelib chigadi. Bundagi m natural sonf >0

vax (0 <x <+°°) nuqtalargaboglig bolib, ubarchax (0 <x<+°°)

lar uchun umumiy bola olmaydi (bu holdam =
X \£ )

ning(0;+°°) da Xbo‘yicha maksimumi chekli son emas). Boshgacha

gilib aytganda, istalgan n natural son olinganda ham 3£()>0

(masalan £ =-)vai,= * € (0;+°°) nuqta topiladiki,
4 n+1

ne1Y STt 2
Demak, berilgan funksional gator, 6.6- ta’rifga asosan, notekis
yaginlashadi.
6.3- teorema. (6.8) funkional gatorning X da tekis yaginlashishi uchun
limsup/;(x) =0 (6.13)

n~*° xeX
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.
6.4- teorema (zaruriy shart). Agar (6.8) funksional gator X da
tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda uning umumiy hadi

un(x)(n=1,2,...) M,,(x)lx 0 boiadi.

6.16- misol. Ushbu funksional gatorni: a) X =(-g\ q), bunda
0<<7<1; b)X =(-1;1) to'plamlarda tekis yaginlashuvchilikka
tekshiring:
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AX 11+ X+ X' + omli- X' + eoee

Yechilishi. (A) formulaga asosan funksional gatorning n- gismiy
yig'indisi
S,.(X) —1+ X~ H-——-f x p %
1-X
ga teng bo'ladi. Endi (—;1) da berilgan funksional gatorning
yig'indisini topamiz:

S(x) = limSn(x) =lim~ X = ,
1-X  1-Xx

va r() =800:5.00= X = mb) <

a) X =(</;</) da berilgan funksional gatorni tekis yaqinla-

shuvchilikka tekshiramiz: sup\m(x)\ = sup o ,
xeX xeX \ —X 1—J
limsup m(x) <lim =0.
xeg () m*1- q

Demak, 6.3- teoremaga asosan, berilgan funksional
gator X =(-q\ q) (0<g<\) da tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

b) X = (—% ) da funksional gatorni tekis yaginlashuvchilikka
tekshiramiz:

N
sup|rn(x)| = sup = lim
xe A' xeX 1-X x—10 1-x

Demak, limsup|/;(x)| =0 shart bajarilmayapti, shuning uchun
xeX

berilgan funksional gator (—;1) da notekis yaginlashuvchi.

. vl )" i . .
. _ ) A = . +oo
6.17- misol 2 o funksional ﬂ/?tornl X =1 ) da tekis

yaginlashuvchilikka tekshiring.
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Yechilishi.X =[0;+°°) da j J ketma-ketlik barchaxe X

lar uchun monoton kamayuvchi va nolga intiladi. Leybnis alomatiga
asosan, berilgan funksional gator X da yaginlashuvchi va S(x)

yig'indiga ega. Bizga maiumki, barchane N va berilganxe X lar
uchun ishorasi almashinuvchi gatorlarda

B0 ) = el " T
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu yerdan (6.13) shartning bajarilishi kelib
chigadi.
Demak, berilgan funksional gator [0;+°°) da tekis yaqinla-
shuvchi.
6.5- teorema (funksional gatorning tekis yaqinlashishi uchun Koshi
kriteriysi). (6.8) funksional gator X da tekis yaqinlashishi

uchunVe>0 son olinganda ham 3m(e)(me N) nomer topilib,

Vh >m (e). barcha butun p> 0 sonlarvaVxe X laruchun
n+p

-s,,= £ «,w <f

k-n+\
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
6.6- eslatma. Koshi kriteriysidan, ya’ni 6.5- teoremadan, xususiy
holda, p=0 bo'lganda, 6.4- teorema kelib chigadi.
Agar 6.5-teoremaning shartlari bajarilmasa, ya’ni

n+p

3e0>0 me N 3n>m 3pe N 3xe X -> £ uk(x) >e0 (6.14)

k=n+\
bo'lsa, (6.8) funksional gator X da tekis yaginlashuvchi bo'Imaydi.
Xususiy holda, agar
3e0>0 3n0eNV n>NO03x,e Jf-> un(xn) >e0  (6.15)
bajarilsa, u holda (6.8) funksional gator X da tekis yaqginlashuvchi
bo'Imaydi.

_ BAsinnx : : o
6.18- misol. Zj v funksional gatorning Koshi kriteriysiga

A

ko'ra, X =[0,+ °°) da tekis yaqginlashuvchi ekanligini ko'rsating.

Yechilishi. Smp- Sn ayirmani tuzamiz va uni baholaymiz:
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_Isin(A2+ I)x  s\n(n + 2)x sin(« + /?)x,
sp N 3 32 ‘et 3N

N
A SN N N S U D | I X
I T -0 33 5p s

"

E(-Y
1 .LV _=J_ @d@dr)<i
3] 3" 2 3 g

_1
3
Ve>0 son olinganda ham w =[log, £]+I deb olinsa, u holda

Vxe[0,+°°), \fn>m va V/? lar uchun Sn+p-Sn<£ tengsizlik
bajariladi.
Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan funksional gator
X =]o,+ «) da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
00 |

6.19-misol. X 2 s'n

v funksional gatorni X = [0, + °°) da tekis
n=| J X

yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Har bir xe X uchun s->» da quyidagiga ega
bo'lamiz:

«,,(*) =2"sin
3% y3y

Bu yerdan, taqqoslash alomatiga ko‘ra, berilgan funksional
gatorning X da yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Berilgan

funksional gatorni X da tekis yaginlashishga tekshirish uchun Koshi
teoremasini qo'llaymiz. e0~\,p=n va x =y b°‘lsin- U holda
barchan > 1 lar uchun

SptP(X) -5, (X)i= 2'# sin J+ ... + 2mpsin 1 >2misin 1 >£,

bo'ladi. Demak, (6.14) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan
funksional gator X da tekis yaginlashuvchi bo'Imaydi.
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6.20-misol. T V"e ~ funksional gatorni X = [0, +°°) da tekis
X

yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Shunday £0=- sonva 3me N topilib. barchan>m

hamda3 xn=\fne X uchun

sfn -N
MCO = Xe =g >£0

bo'ladi. Demak, (6.15) shart bajarilayapti, shuning uchun berilgan
funksional gator X da tekis yaginlashuvchi bo'Imaydi.

6.21-misol. )n<:| 7 x e " funksional gatorni X =[(),+°°) da tekis

yaqginlashuvchilikka tekshiring.

e
Yechilishi. Bizga ma’lumki, barcha/>0 lar uchun e >—

tengsizlik o'rinli. Agar x>0 bo'lsa, u holda
3!

! 6
0<uU,(X)<nxl1 o= o2 .
(n X) n X

Taqggoslash alomatiga asosan, berilgan funksional gator [0, + °°)
da yaginlashuvchi bo'ladi. Endi X da (6.14) shartning bajarilishini

ko'rsatamiz. Harganday meé N uchun n=m, p=n, x= \ e X va
rr_

£0 =e~n deb olamiz. U holda

X u*(*): N k3X2E3~|<’X>n}\e "m=e-4=£0
i kn+1 N

bo'ladi. Demak, berilgan funksional gator X da notekis
yaginlashuvchi.
6.6- teorema (Veyershtrass alomati). Agar (6.8) funksional

gatorning har bir hadi X da aniglangan bo'lib, Vxe X va >na

uchun |«n(x)| <c, tengsizlikni ganoatlantirsa va



X &G=CQ+C2+ - +G, + -

sonli gqator yaqginlashuvchi bo'lsa, u holda (6.8) funksional gator X da
absolut va tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Natija. Agar X s» bunda a,, = sup u,,(x), sonli gator yaginlashuvchi
n=| xeR

bo'lsa, (6,8) funksional gator tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

1 [

6.22- misol. funksional gatorni A"=[0;+°°) da tekis

2j
YT n+n
yaqginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional gator har bir belgilangan.ve X
uchun Leybnis alomatiga ko'ra, yaqinlashuvchi bo'ladi va

~ (=)

.y = o
A*) )r$:| yig'indiga ega.

X-tn

Endi, Veyershtrass alomatiga ko'ra, berilgan gatorni tekis
yaginlashuvchilikka tekshiramiz. Bu funksional gator uchun X da
majorantlovchi yaqginlashuvchi sonli gator mavjud emas. Haqigatan
ham,

max un(x) = max 0" 1o ,
xeX "

xeX X +n n

0° j

X n sonli gator uzoglashuvchi. Berilgan funksional gatorni, tekis

yaginlashish ta’rifiga ko'ra, tekis yaqginlashuvchilikka tekshiramiz.
U holda Ve >0 uchun 3/u(e) nomer topilib, barcha n>m(e) va

Yxe [0;+°°) lar uchun

y.- < < <e
ks, x+k x+n n

S(x)-Sn(x) =
tengsizlik bajariladi. Bunda m(e)= ~ +1 deb olinsa, berilgan
e

funksional gator [0;+ °0) da tekis yaginlashadi.
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6.7- eslatma. 6.21- misoldan ko'rinib turibdiki, Veyershtrass
alomati funksional gatorning tekis yaqginlashishi uchun fagat yetarli
shart bo'lib, lekin zaruriy shart bo'la olmaydi.

6.23-misol. i 4 1 4 funksional gatorni X = (-00;+00) da tekis
M X +n

yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Bu funksional gatorning umumiy hadi un(x) = -
X +n

funksiyadan iborat. Xdagi barcha x vace N lar uchun

B S N I
o . Y 1 : : :
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bunda Zu 4 sonli gator yaginlashuvchi.
A n

Demak, Veyershtrass alomatiga ko'ra, berilgan funksional gator X
da absolut va tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

6.24-misol. 4 Tarctg funksional gatorni X=[—41] da

"rt  +x-~

tekis yaginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Ma’lumki, V/ei#t lar uchun arctgt<”| bo'ladi.

¥xe X uchun n4+x2>n4o'rinli ekanligini e'tiborga olib,

)1~X X X x ]

tengsizlikni hosil gilamiz. X 4 sonli gator yaginlashuvchi

n=\"n
bo'lganligidan, Veyershtrass alomatiga asosan, berilgan funksional
gator X da absolut va tekis yaqginlashuvchi bo'ladi.
A X
6.25- misol. 2j, 2 4 funksional gatorni X=[0; +«) da tekis
n=l 1+ X n
yaginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning umumiy hadi
mx)= funksiyadan iborat. Bu funksiyani X da
1+Xx'n
ekstremumga tekshiramiz. u,,(x) funksiyaning hosilasi
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bo‘ladi. Bu x = , nuqgtada

vy <0
boiadi. Demak, u (x) funksiya x= e X nuqtada maksimumga
n

erishadi. Uning maksimum giymati esa '- ga teng, ya’ni
In2

sup un(x) =max un(x) =u,(x)= 1l-=a,
2n

xeX

m 1
boiadi va r gator yaginlashuvchi. Demak, Veyershtrass

alomatiga asosan, berilgan funksional gator X da absolut va tekis
yaginlashuvchi.
Quyidagi funksional gatorni garaymiz:

’\:la,,(x)bn(x): a,(x)bt(x)+ ~+an(x)bn(x)+ ~, (6. 15)

bunda a,(x), bn(x),(n =1,2,...) funksiyalar X(XczR) da aniq-
langan.
Dirixle alomati. Agar: 1) {an(x)} funksional ketma-ketlik

VxeX lar va \/ne N lar uchun monoton boiib, anj (x)<an(x)
yoki am{{x}>a,,(x) vaanU)IXO boisa;
2) X b,{X) qatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi
n=1

n
B,,(x):%lgiibk(x) Vne N,\/xe X larda chegaralangan boisa,

ya’ni 3M>0: \/neN, Vxe X uchun



B,,(X) <M

bo‘lsa, u holda (6. 15) gator to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Abel alomati. Agar: 1) ZjbJx) gator X to'plamda tekis

X
yaginlashuvchi bo'lsa, ya’ni Bn(x)I B(x) ;
2) {an{x)} ketma-ketlik X to'plamda monoton bo'lsa, ya’ni
V«eN,VxeX uchun a,t(x)<a,(x) yoki a,#(x)>a,(x) va

3M>0: Vh€ jv, \Ix s X lar uchun an(x) <M bo'lsa, u holda

(6. 15) funksional gator X da yaqinlashuvchi bo'ladi.
6.8-  eslatma. Dirixle alomatidan xususiy holda Abel alomati kelib
chigadi.

COS NX ] ) ]
6.26-misol. a funksional gatorni X =|e,2n-ej, e >0

da tekis yaginlashuvchilikka tekshiring.

Yechilishi. Agar a> 1 bo'lsa, Veyershtrass alomatiga ko'ra,
berilgan funksional gator X da tekis yaqginlashuvchi bo'ladi.
Hagigatan ham, Vxe X vaVne N lar uchun

COS nX
cosnx <1, r\(x)i= <

T

bo'lib, X sonli gator yaqinlashuvchi bo'ladi.

ketma-ketlik monoton

kamayuvchiva anl 0. Ushbu X cosnx funksional gatorning gismiy
yig'indilari ketma-ketligi uchun

. nx (n+ Dx
sin— cos--------
2

J sin—
2

formula o'rinli. Bundan Vxe X va VneN lar uchun
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2 2

tengsizlik o‘rinli bo'ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko'ra, berilgan
gator X da tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Agar a<0 bo'lsa, u holda berilgan funksional gator X da
uzoglashuvchi boiadi. Hagiqgatan ham, har bir berilgan xe X uchun
gator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi, ya’ni un(x)

X
X to'plamda 0 ga tekis intilmaydi: limun(x) I 0.

6.27- misol. y—t m T a.Xv? funksional gatorni X=[0; 1] da

n=l vw + VX n
tekis yaginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

bn(x)= an(x) = (I + Xy.
e+ nix n

Veyershtrass alomatiga ko'ra, b, (x) gator X da tekis yaginla-

shuvchi, ya’niVxe X vaVneN lar uchun. b,,(x)< — tengsizlik

orinliva X, rr sonl gator yaginlashuvchi.
™ Vn~

{afx)}=1(1+ ) f ketma-ketlik [0;1] da chegaralangan.

<(1+ )'<e
n

va <P(t)- 1+ ™ funksiyabarchat>1va Vxe X laruchun o'suvchi

funksiyadir. Demak, berilgan funksional gator, Abel alomatiga ko'ra,
[0;1] da tekis yaginlashuvchi bo'ladi.



Mustaqil yechish uchun misollar

X da {/,(v)}funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchiligini
isbotlang:

61-/,(x)=e"\ A=[l;+«>).
6.2. f.(x)= X . X-[0-, I-e],0<ex<I.
1+ X

6.3. fn(x)=xA X =[0;e], O<ex<l

cos nx
6.4. /,,(x)=In(l+ -——- ), X =[0;+00)
biM + X

6.5. /,,(x)=.1x2+ , X =(-0°+0°) .
V n

6.6. fnx)=er~nM\ X =[-4;4] .

3
6-7. /n(x) =ndxe~"x, X=[0;+°°) m

6.8. /n(x) = nl«sin-A=, A'=(-00;+00)
INIn

6.9. /,,(X): 1 , A =(0; + oo0)
X+ 17

6.10./.(*) = T+ =1o;1].

1+W+X
6.11. fn(x)=<\+x", Jf= [0;2] -

6.12. /,(x) =/rsin ', X =[l;+°°).
nx

2
6.13. /,,(x)= 2" 2, A'=[d;I].
T+ X

6.14. f,(x)— 2”7 , arctgniwx, X =[0;+*>).
X'+

6.15./n(x) = x\fne , Ar=[e;+°°), £ >0.
A'da {/»} funksional ketma-ketlikni tekis hamda notekis
yaqginlashuvchilikka tekshiring:
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6.16. /»(x)=j~ ,, a)Ar=[l-e;l+e]; b)X =[l+e;+°°), £ >0
6-17. f,, (x)=e-ix~-n)2, X = (—20;+ 00).
6.18. f,,(x)=Xn*, X =[\-+~).
nx
6.19. fn(x) =x"+xn-2x3", X =[0;1].
6.20. f,,(x)=sin * a>0, X =R.
n

4nsfnx

6.21. /,,(*) = §+_11I’I2>-(’

X =[e;+00),£>0 .

6.22. fn{x)=nx(\-x)" ,X=m\.
fg
6.23. f,(x) = cos 2X

6-24- fn(x) =n(yfx-1), JT=[ga], I<a<+°°,
6.25 Agar f(x) funksiya [a/>] da aniglangan ixtiyoriy funksiya

bo‘lsa, f,,(x)= & -(/i =1,2,...) funksional ketma-ketlikning(a;6)

da/"Xyl ga tekis yaginlashishini isbotlang, bunda [u4x)] — ushbu
nffx) ifodaning butun gismi.
6.26. Agarf(x) funksiya [0;1] da aniglangan va uzluksiz bo‘lsa,

nx):gzon *n)cy (1-*r>*

funksional ketma-ketlikning [0;1] daf(x) ga tekis yaginlashishini
isbotlang.
6.27. Agar [0;1] daf0(x)=0 bo‘lsa,

fn(x) =yxfnl(x) Wm=1.2,..)

funksional ketma-ketlikning [o;1] da tekis yaginlashuvchiligini
isbotlang.

6.28. Agar f(x) funksiya (a;b) da uzluksizf(x) hosilaga ega
bo'lsa,
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f(x) =n[f X+ - -/«]
V n/
funksional ketma-ketlikning [a; /J]([a;/3] cz (a;d) da/’(x) funksiyaga
tekis yaqginlashishini isbotlang.

6.29. X=[0;1] da

n, 0<X<1
n
22 4 2
| o« = WI{— x)X, <X <
" n n "
2
0, x>
n

funksional ketma-ketlikni tekis yaginlashishga tekshiring.

Inunx
6.30. JSX)~ b'i'& ketma-ketlikning X=(0,1) da notekis

yaginlashuvchiligini isbotlang.

X va X2to‘plamlarda {/,(*)} funksional ketma-ketlikni tekis
hamda notekis yaqinlashuvchilikka tekshiring:

6.31. fn(x)=e-(x72, X,=(-4;4) X2=(-00;+ 00).

6.32. 1,(x)= ™23 xx=[0: 1, X2=[0:+00).
n +x

6.33. /,,(*) =«arctg , X, =(0;2), X2=(2;+00).
nx

634 [/, W=V«sin j(:7 X x= [O;Tr], X,:[7r;+°°)
yjn

our
6.35. /,(*) = 2T, X,=[0;1], JT2 =(l;+co).
1+ N X
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6.37./n(x) =nx2e “, X,=[0;+00), X2=[£;+°<), > 0.

6.38. /,,(*)=1In x24 , X, =(0;+<9 X2=(a;+°), a>0
6.39. /,(x)=a rctg X,=(od, X2=(*1)

6.40. /,,(x)= X,=(0;1), X2=(1;+00).

Hn \
2X +2
6.41. /,(x) =1nl+sin * 7 ), X,=(0;1), X, =(1+°0)

X +n

I
6.42. [,(x)= i-x , X{=[-&a],a>0, X2=(—%;+00)

6.43. fn(x)=41+7, X,=[0;2], X2=[2;+00).
6.44. /,,(x) =sin ——, A =(0;1), M\ =(1+°)
e +e X

6.45. f,,{x)=n(\[x=2[x), NI,=(-;1), X2=(1;+00)

Tekis yaqginlashish ta’rifidan foydalanib. X da berilgan funksional
gatorni tekis yaginlashuvchi ekanligini ko'rsating:

6.46. 1V , X =
n-1
(xn1 X" _ _
647. X° . X =EHIL
X", 8dwx  sing7 + Dx o
6.48. 2.( r ( ) ), X = (=20;+00)
\jn +1
/

. A= (—0;+00)
VX2+n\fn !

650. X  r"—" - Xx=[0; 2].
»l 3 n/1+WX
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Funksional gatorlarning ko‘rsatilgan oraliglarda tekis
yaginlashuvchiligini, Veyershtrass alomatidan foydalanib, isbotlang:

651']%_MT)IZ|')T X = [0;+00)

6.52. Z. * =
wi2 \Jn x

N C0S22hy
6.53.1vr-7'

A nn + X

(-D
6.54./2/§l Izﬁ+llnrx -No +-).

(-
65. X T r T a-”" 3»

N (-1)" sinf7X
6.X ( )

6.56. A=(-~:+00)
“° 3 +cosx ( )
cos3ux
657. X r1=7" X =[0;+00)

m=1 an + X

84tV XNe»,

6.59. £ * 2. X=[0; +00)

6+ n X
6.60. X'n<1- 1IN~ =Jo;100].
tr A
6.61. X V77 ,X =[0;+00 .

COS YIX nl- ! \
6.62.X /rr- 4, * =(— ;+-)
B vniin M +X
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6-63-! "‘s;n;? d w X=Ne +"» m
1
N3G+ (IT—Dje
@ yj\ _Xn
6-65. 'Z - , X =[-11]

n=\ n

X* sitis/nx

666 Z / - = ~00;+oo.
™ «vIn n +xJ ( )

6.67. X52‘sin2/ X X =[a;+00), a>0

6.68. }_(n +n7x2)\5 Af=[0;+<),
of1
6-69. X U.T-> A =(-2;+
m XA
~ n2 I
*U_*x * A
6.70. )n(zlnynrl ( ) 5 E|*1n2

6.71. ®§ X =(-a:a), a>0

6.72. X AV “, X=[0;+00)

6.73. Xarctg 22](23 X = (-<*,;+ °0)

6.74. }thl'ﬁz le> X =(-00;+00)

Al 4 nx)
6.75.2 n— > l+a”~x<+o00, a >0.

™ X
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Xto'plamda quyidagi funksional gqatorlarning tekis yoki notekis
yaginlashuvchiligini aniglang:

6.76. Z3"sin 1 | X =(0;+°°).
m ' X

w A =10
6.77. X (D" [0;25].
2
6.78. X arctg — , X =[0;+0°)
X +n
\

1+ z , X =[0;+°°).
6.79. X>n2 1+ zor [ )

2nn

6.80. X / 3 > X = (-((:;+°°)

n=ly j X

‘A sinx*sin«X r_ 4
6.81.X E— , X=[03+00).

A \Vin+x

6.83. 2> . Jf=(0;+~>_

n=1

sin 2Xy X {-0 +oo)\
6.84. ' =0
"Kx + X1
6.85.
V1+ nx

6.86 Xe'"Vsinnx, JT=[0;1].



“ o (=y
6.88. —7=" A'= [0 4-00).

*=1 X + ydn

6.89.X > N =[£;+°°). e>0.
X (_) [£:+°)

6.90. X * 1 A =[*+00).

- (_1)"
6.91. £ r arct&" * =[1;+°°).
Ml

Misollarning javoblari

6.16. a) /(x)=0 ga tekis yaginlashadi. b) /(x) =1 ga tekis

yaqinlashadi.

6.17./(x)=0 ga notekis yaqginlashadi. 6.18./(x)=0 ga tekis

yaqinlashadi.

6.19. f(x)=0 ga notekis yaginlashadi. 6.20. f(x)=0 ga notekis

yaqinlashadi. 6.21. /(n)=0 ga tekis yaqginlashadi. 6.22./(x)=0 ga
notekis yaqginlashadi. 6.23. /(.\)=1 ga tekis yaqinlashadi. 6.24. An)=1n.x
ga tekis yaqginlashadi. 6.29. Notekis yaginlashadi. 6.31. Funksiyaga
X, da tekis yaginlashadi, X2da esa notekis yaqinlashadi. 6.32./(x)=0
funksiyaga Xt da tekis yaginlashadi, X2da esa notekis yaqinlashadi.
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6.33. f(x) - —funksiyaga X, da tekis yaginlashadi. X tda esa notekis

yaginlashadi. 6.34.f(x)= x funksiyaga X {da tekis yaginlashadi, X"
da esa notekis yaginlashadi. 6.35. f(x)-0 funksiyaga X' da tekis

yaginlashadi, X fda esa notekis yaqinlashadi. 6.36.f(x) = -\-

funksiyaga X2da tekis yaginlashadi, X da esa notekis yaginlashadi.
6.37.J[x)= 0 funksiyaga X2da tekis yaqinlashadi, X fda esa notekis
yaginlashadi. 6.38. fIx)-2\nx funksiyaga X, da tekis yaqinlashadi,

X{da esa notekis yaginlashadi. 6.39./(*) = : funksiyaga X tda tekis

yaginlashadi, X2da esa notekis yaqinlashadi. 6.40.f[x)~ x funksiyaga
X2da tekis yaginlashadi, X {da esa notekis yaqginlashadi. 6.41. /(.\)=0
funksiyaga A”da tekis yaginlashadi, X da esa notekis yaqginlashadi.
6.42./(.\)=evfunksiyaga Xt da tekis yaqginlashadi, X2da esa notekis

yaqinlashadi. 6.43./(x) = -[F’ x €[0’l)’ funksiyaga X da tekis
X, xe[l;00)

yaginlashadi, X2da esa, notekis yaginlashadi. 6.44. x)=0 funksiyaga

X't da tekis yaqginlashadi, X2 da esa, notekis yaginlashadi.

In Jt

6.45.f(x)= funksiyaga X f da tekis yaginlashadi, X, da esa

notekis yaginlashadi. 6.76. Notekis yaginlashadi. 6.77. Tekis
yaginlashadi. 6.78. Tekis yaginlashadi. 6.79. Tekis yaqginlashadi.
6.80.Tekis yaqinlashadi. 6.81. Tekis yaqginlashadi. 6.82. Tekis
yaginlashadi. 6.83. Notekis yaginlashadi. 6.84. Tekis yaqinlashadi.
6.85. Tekis yaginlashadi. 6.86. Notekis yaqginlashadi. 6.87. Notekis
yaginlashadi. 6.90. Notekis yaginlashadi. 6.91. Tekis yaqinlashadi.
6.92. Tekis yaginlashadi. 6.93. Notekis yaginlashadi. 6.94. Notekis
yaginlashadi. 6.95. Notekis yaginlashadi.

7- 8. Funksional gatorlar yig ‘indisining vafunksional
ketma-ketlik limit funksiyasining funksional xossalari

7.1. Funksional gator yigMndisining uzluksizligi. X to'plamda
yaginlashuvchi
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XM (*) = M) M2 (<) - + K, (5) 400 (7.1)

funksional gator berilgan bo'lib, uning yig'indisi ,S(x) bo'lsin.

7.1- teorema. Agar (7.1) gatorning har bir unx) («=1,2,...)
hadi X to'plamda uzluksiz bo'lib, gator X da tekis yaqginlashuvchi
bo'lsa, u holda gatorning yig'indisi 5(x) ham X to'plamda uzluksiz
bo'ladi.

7.1- eslatma. 7.1- teoremadagi (7.1) gatorning X da tekis
yaginlashuvchilik sharti funksional gator yig'indisi S(x)ning
uzluksiz bo'lishi uchun yetarli shart bo'ladi, lekin zaruriy shart bo'la
olmaydi.

7.1- misol. Ushbu

X[axB_“ -(u - DxErnY)X]
n=\
funksional gatorning X=[0; 1] da notekis yaginlashishini, lekin uning
yig'indisi X da uzluksiz funksiya bo'lishini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning n- gismiy yig'indisini
topamiz:

S,.(x) =1 - (k - Dxe~(k,)x] = xe~x+
k=1

+2xe~Ix - xe~x+ 3xe~3X- 2xe~X+ ...+

+nxe~"x - (n -\) x e H"™~)x =nxe~"x.

E ndida 5nx)funksiyaning limitini hisoblaymiz:

. . nx
S(x) = limSn(x) = lim =0.

n—>00 £>MX

Demak, berilgan funksional gatorning yig'indisi 5%(x)=0
garalayotgan X to 'plain da uzluksiz funksiya ekan. Ammo berilgan
gator X da tekis yaqginlashuvchi emas. Hagigatan ham,

sup 5h(X )-5(x)= sup nxe~rx = * =>
xe[0;1] *e[0;1] €

=>lim sup m(x) =e- * 0.

Shuning uchun, gator X da o'zining S(x) vyig'indisiga tekis
yaginlashmaydi.
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7.2- misol. Ushbu

funksional gatorning yig‘indisini A"=[0;1] da uzluksizlikka
tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksional gatorning har bir un(x)=x2 nx
(«=1,2...) hadi X da uzluksiz bo'lib, bu funksional gator X da,
Veyershtrass alomatiga ko'ra, tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Hagigatan ham, V/?e N va Vxe [0;1] lar uchun

1
o

v N
va XA{P« sonli gator yaqinlashuvchi. Hagigatan ham,
n_

1
S(x) = X 1 ,X>0. o=0 bo'lganda S(0)=0. Demak, 7.1-teoremaga
e

asosan, berilgan funksional gatorning yig'indisi X da uzluksiz
funksiya bo'ladi.
_ (. 1V R
7.3- misol. f{x) =Y, x+ n) 2 funksiyaning aniglanish
sohasini toping va uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. Koshi alomatiga asosan funksional gatorning
yaginlashish sohasini topamiz:

(1

L= (XY,
\Q n

K =1 @c+'y =k B fmkn=*
V2. n n 2 2

a) \x\<2 agar bo'lsa, funksional gator yaginlashuvchi bo'-
ladi;

b) \x\>2 agar bo'lsa, funksional gator uzoglashuvchi bo'ladi,
chunki gator yaginlashuvchi bo'lishining zaruriy sharti bajarilmaydi,
ya’ni gatorning umumiy hadi nolga intilmaydi.
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tenglik o'rinli bo'ladi.
7.5" misol. Ushbu limitni toping:

hmf U T =
Xx+n-\ xn+\'
Yechilishi. Berilgan funksional gator X =[1; +°°) to'plamda Abel
alomatiga ko'ra, tekis yaqginlashuvchi bo'ladi (6.21- misolga g.), ya'ni

~ r_n"H x
a) ?<fx +n-1 S(x*

b) barcha xeX vaVneN lar uchun a,(x)=1- " <l va
X

a,;+(x) <an(x) bo'ladi. Bundan tashqari,
. I CL RS B (-1yH
APA) = W00s= W ax e 2n O
00/1\A41

-1
1 n=\ 217

ne N .

50 g

yaginlashuvchi va uning yig'indisi ~ In2 ga teng. 7.3- teoremaning

shartlari bajarilayapti. Endi funksional gatorda hadma-had limitga
o'tish mumkin:

Umy (-1 X =if(-r =iln2
ent(x+n-\x"+\ 2tf n 2
7.4. Funksional ketma-ketlikda hadma-had limitga o‘tish. (7.2)

ketma-ketlik X to'plamda berilgan bo'lib, uning limit funksiyasi f(x),
x0nugta esa X to'plamning limit nugtasi bo'lsin.

7.4- teorema. Agar x —x0 da {/,,(x)} ketma-ketlikning har bir
1,(v) (n=1,2,.) hadi chekli



limitga ega bolib, bu ketma-ketlik X da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa,
u holda {aj ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi bo'ladi, uning

lima,=a limiti esa f(x) ning x—x0 dagi limitiga teng:

limf(x) =a.
XJ\)O()

7.6- misol. {/,,(x)} = {- -} funksional ketma-ketlik [0;1]
I+ (L+4)"

da 7.4- teoremaning shartlarini ganoatlantirishini ko'rsating.
Yechilishi. lelglf (x) ni topamiz:
1 1
lim/,,(x) = lim “ =a, V/I?7e N .

X ( IV
L+ (14 )% 1+ g,
n

Berilgan funksional ketma-ketlikning [0;1] da tekis
yaginlashuvchiligini ko'rsatamiz:
limfnx)=lim-—-———=7-1 - =/(x);
1+0+9"  l+e*

1 1 ex—1+—)"
n "
\fn(X) ~ f (Xt = ex—{l+—)
1+0+-r?" l+e' (Lem(a+(1+.1)

< sup ex-(I +I) <max{(e—(1+F)", F(“F)” I}:F(“F)" ' <h--->0.

re[0;1]
Vxe [0;1].
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik [0;1] da tekis
1

yaginlashuvchi.  {an} yaginlashuvchi va
1+

. . . 1

lima =——, limf(x) = lim = =a.

~ | +e x4 x4 1+e I+e
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Shunday qilib, funksional kema-ketlik 7.4- teoremaning hamma
shartlarini ganoatlantirar ekan.

7.5. Funksional gatorni hadma-had integrallash. Yaginlashuvchi
(7.1) funksional gator X =[a;/>] segmentda berilgan bo'lib, uning
yig'indisi SfxJ bo'lsin.

7.5- teorema. Agar (7.1) gatorning har bir un(x) hadi X=[a;b\
segmentda uzluksiz bo'lib, gatorning o'zi shu segmentda tekis
yaginlashuvchi bo'lsa, u holda

JIn, (x)dx FJu2(x)dx +... + Jun(x)dx +.

gator ham yaginlashuvchi bo'ladi va

tenglik o'rinli bo'ladi.

7.4- eslatma. 7.5- teoremada qgatorning tekis yaginlashuvchiligi
yetarli shart bo'lib. lekin zaruriy shart bo'la olmaydi, ya’ni ba’zan
tekis yaginlashuvchilik sharti bajarilmagan funksional gatorni ham
hadma-had integrallash mumkin.

7.7- misol. *2' 1) funksional gatorni [0: 1] da hadma-

had integrallash mumkinmi?
Yechilishi. Berilgan funksional gatorning n- gismiy yig'indisini
topamiz:

Sn(x) = (x3-.t) + (jt5—x})+... + (x2'1 —~x2'-}) +

+(x2H - x 2'-)=x2M -X.

Endi /; —o00 da limitga o'tamiz:
S(x) = lim(xa¥ -x) = 0,x=0,x =1 bo'lganda,
I-x,0<x<1 bo'lganda.

Demak, berilgan funksional gatorning yig'indisi uzilishga ega
bo'lgan funksiyadir. Shu sababli berilgan funksional gator uchun
[0;1] da tekis yaqginlashuvchilik sharti bajarilmaydi. Demak, 7.5-
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teoremani qo'llash huqugiga ega emasmiz. Lekin gator yig'indisini
va gatorni hadma-had integrallash mumkin:

\s(x)dx =~, y F(XA-XAMxX =Y( 2"+1-3HI) =
) 2t tl 2(«+1) 2n
=1r =i __L)=1

2tfw'('w +T) 2 A A+l 2

Buni e’tiborga olsak,

1 13 | 1 .11 1
Js(jo)floc = J [£ (x2"™4 - x I )]dx = £ j( x2"H —x2"'~")dx
0 0"4 »410

tenglik o'rinli bo'ladi.

. _ VvV C0s2 L T
7.8- misol. JW = =n(n + 1 funksiyaning R da uzluksizligini
In
isbotlang va J f(x)dx integralni hisoblang.

S €0S2nx .
Yechilishi. un(x)= (n=1,2,.) funksiyalar R da
«(«+1)

uzluksiz. Vxei? va V«e N lar uchun un(x)< ‘ tengsizlik
n(n+1)

o'rinli bo'ladi. Veyershtrass alomatiga ko'ra, berilgan funksional
gatortekis yaginlashuvchi. 7.1-teoremaga ko'ra, f(x) funksiya R da
uzluksiz. Bu yerda 7.5- teoremaning ham hamma shartlari bajariladi.
Shuning uchun berilgan funksional gatorni hadma-had integrallash
mumKin:

A cos?nx " oos?X , 2Rcos?Ix . 2 cos®nx .
> dx = dx+ X+ ..+
Itfn(n +1) D 12 D 2-3 J«(«+1)
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X
Demak, Jf(x)dx =K
0

7.6. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. (7.2)

yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik [c/;6]da berilgan boiib,
/f.vjuning limit funksiyasi boisin.

7.6- teorema. Agar {/,,(*)} funksional ketma-ketlikning har bir

f,,(x) (n=1,2,...) hadi [a b\ segmentda uzluksiz boiib, funksional
ketma-ketlik [a',b\ segmentda tekis yaginlashuvchi boisa, u holda

h b b
\f(x)d>r, J/2(x)(/.v,. ,J/,,(v)</v

b

ketma-ketlik yaginlashuvchi. uning limiti esa ff\x)dx boiadi, ya’ni
"

b h b

lim [f I(x)dx = [Ilm f(x)dx = \f(x)dx

X-+<x> )

tenglik o'rinli boiadi.
|
7.9-misol. {/,, (X)} = {n—xe~""x} ketma-ketlik 7.6-teoremaning

hamma shartlarini qanoatlantlrlshlnl ko'rsating, ya’ni

HmJ/,,(x)dx —J(Ilm fn(x))dx n
“o on
tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
i
Yechilishi. fn(x) =n2xe~x (n=1,2,...) funksiyalar [0;1] seg-
mentda uzluksiz hamda

Jim/.(x) =0, f(x)=0,
.\Sé:,ld)]]\.f,,(x)'f(x)\= su]]n2xe~"x<n2 Ha-' :/;jT‘I‘AO'
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Demak, {fn(x)} ={n2xe “} ketma-ketlik [0;1] segmentda tekis
yaginlashuvchi. U holda, 7.6- teoremaga asosan, berilgan funksional
ketma-ketlikni hadma-had integrallash mumkin:

1 1 1 i
jxe~xdx, jxe~2dx, jxe~3dx,..., jxe~dx,...
0 0 0 0

Bu ketma-ketlik yaginlashuvchi va uning limiti 0 ga teng.

Shunday qilib, (*) tenglikning o'rinli ekanligiga ishonch hosil
gilamiz.

7.7. Funksional gatorni hadma-had integrallash. Yaqinlashuvchi
(7.1) funksional gator [a;b\ segmentda berilgan bo'lib, S(.v) uning
yig'indisi bo'lsin.

7.7- teorema. Agar (7.1) gatorning har bir un(x) hadi [a;b]
segmentda uzluksiz u'Jx) hosilaga ega bo'lib,

=1
gator [a;b] segmentda tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda (7.1)
gatorning S(x) yig'indisi [a;b\ segmentda S*(x) hosilaga ega va

S\x) = (£ «,(*))'=X un(x)
=1 =1
bo'ladi.
7.5- eslatma. 7.7- teoremadagi funksional gatorning tekis

yaginlashuvchilik sharti yetarli bo'lib, lekin u zaruriy shart emas.

7.10-misol. ’r\Flarctg ~ funksional gatorni (-°0;+<x,) dahadma-
n

had differensiallash mumkinmi?
Y echilishi. Berilgan gatorning umumiy hadi
u,,(x)= arctg X4 (ne N) (-00;+00) ”a uzluksiz unh(x)=
n n +x

hosilaga ega bo'ladi. (-o0;+00) da berilgan funksional gator

taqqoslash alomatiga ko'ra (n —»°° da arctg LI )yaginlashuvchi
n n

va 5(.v) yig'indiga ega. Bundan tashqari, hosilalardan tuzilgan



funksional gator (~x>+00) da Veyershtrass alomatiga ko'ra tekis
yaginlashuvchi bo'ladi.
Demak, berilgan funksional gatorning yig'indisi (—eo' {-00) da
S'fxJ hosilaga ega va
4
S'w = (t£t arctg ;) —t)(in g+x_2.

7.11-misol. f(x) =\ """ funksiyaning (-oo:+00) da uzluksiz
— N

va uzluksiz hosilaga ega ekanligini ko'rsating.
sin nx .
Yechilishi. u,,(x)- n4 n=1.2,.) funksiyalar (-00;+00) da
uzluksiz va uzluksiz u\(x) = X (n=1,2,..) hosilalarga ega.
n

1COSNX fynksional gator, Veyershtrass alomatiga asosan, (-00;+00)
3

da tekis yaginlashuvchi.
Demak, 7.7- teoremaga asosan, berilgan gatorni hadma-had
differensiallash mumkin va
/A .
smnx SIn nx COS nX
£00 =% n Tt :
Bundan tashqari, 7.2- teoremaga asosan,/fx,) vaf‘(x) funksiyalar

(_Loo;+00) da uzluksiz bo'ladi.

7.8. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensiallash.
[la;b] segmentda yaqginlashuvchi (7.2) funksional ketma-ketlik berilgan
bo'lib, uning limit funksiyasi/Ya,) bo'lsin.

fix) =

7.8- teorema. Agar {/,,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir
fjx) hadi [a;b\ segmentda uzluksiz fn'(x) hosilaga ega bo'lib, bu
hosilalardan tuzilgan

(X)) 12X),.0 0 (X)),
funksional ketma-ketlik [a;b] segmentda tekis yaginlashuvchi bo'lsa,
u holdaf(x) limit funksiya shu [a;b\ segmentdaf(x) hosilaga ega

bo'lib, bu hosila {f'(x)} ketma-ketlikning limitiga teng bo'ladi.
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7.12- misol. {/,,(*)}:{narctgx"} funksional ketma-ketlik

(-00;+00) da f(x) limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham. Lekin
['!i_m/,,(x)]lﬁl"lnimw/,,'(l)
bo'lishini ko'rsating.
Yechilishi. Barcha xe (-00;+00) va Vne N lar uchun
/[(x)=1lim r’:arctgx" =0

bo‘ladi. {f'(x)} funksional ketma-ketlikning (-00;+00) da tekis
yaginlashuvchi ekanligini ko'rsatamiz:

1 | K
sup |/,,(x)-/(x)! =sup arctgx" =  =a,,

jee(-00;00) xeR M Zn

limsup /,,(x)-/(x) =lim~ =0, frnzO.

xeR 2n

Endi f'(x)=(21(arctgx™)'= ™ 2 | [/, (1)=* boMadi. Bu
n n{l+x ) 2

yerdan
[lim/, 0011 = [0]'y, =0, lim/,/(I)=5: 0% 5.

7.13-misol. /,,(x) = wx(I-x)" (n=1,2,..) ketma-ketlikning [0;1]
segmentda notekis yaginlashuvchiligini hamda

1 1
lim Jf n(x)dx = Jlim f n(x)dx *
o} o"

tenglikning o ‘rinli ekanligini ko'rsating.
Yechilishi. x = 0vax = 1dafn0) = 0, fn(l) = 0. 0<x<I da

limux(l-x)"=0; /(x)=0, xe [0;1],

A1n
sup |/,, (x)-/(x)|= sup Inx(l XY [*
xe[0;1] are[0;1]
Y
lim sup [/ n(x)-/(x)|=1im sup |[nx (I-x)" |=1lim -e~' *0
V)
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Demak, {nn(Kx)"} berilgan ketma-ketlik J\x)=0 ga [0; 1]
segmentda notekis yaginlashuvchi. Endi (*) tenglikning o ‘rinli
ekanligini ko‘rsatamiz,

1

I|m Fﬂ(l—x dx = lim ”
> »>“ (n+1)- (M+2)
i
\W\mnx(\-x)ndx =0.
0

Bu yerdan (*) tenglikning o ‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Mustagil yechish uchun misollar

X to'plamda quyjdagi funksional gatorlar yig‘indisining uzluksiz
ekanligini ko'rsating.

vlarctgwx ~
13rf-~= (-;+4 72§ \.* =[4:8].
n:I \Jn +x "oon+x~
7.3. . % =[0;+ oo0). 74 Y cos "n . \ =(-00;+ 00)

« = n(ii+\)

X | /i n |

cos/U, .V =1 1-7.6. 2, [ ] , N =(-°°:+°0).

» 1\l 3 3 In *n\

ST

, sm vyl - ! 1;+°°).
» [\l +\ sIII\ " |yJ (« )

/(\) lunksisaniitu aiiiglaiiish sohasini loping va uni uzluksizlikka
tekshiring.

.V Vlln"X
78. 1 ('>"1.. 2 1.9, [(v)=
,i(h n) «

—A " _x)= ” -
7.10. /(.v) //}> cosnx. 7.11. /(-*)= X “J+c ngl—

°d n

712 (%)=

Quyidagi limitlarni toping.



715 Ita |> V '\ 7.6, , i | 2.7,
O m

2 sinux sin(/? +
717. ta | |+,v - 7.18.

7.19. [in? L \

Funksional gatorlarni X to'plamda hadma-had integrallash
mumkinmi?

7.20. i > 242-x 2", Jr=[-1;1].

Y — - . X = (0;+°0).
7.21. t,\/llﬂ(%... \Y
N sinnx ,
7.22. L 4 >N =(-a;e)-
n
723 it", vt X -bl 11 0<,<1.
N
724, X 1, * =(-e;+°°X £>0-
N
as X ., r I
7.25. X > X = [<rti\.
S
726 x X A-taa) asd

Funksional gatorlarni Z to'plamda hadma-had differensiallash
mumkinmi?

727t 7 *=(-;+-). 1X * =[£;+-), e>0.

729 * = (— ;+-). 7.30. A=



7-35- {/,,(*)} = {nxe "x~}funksional ketma-ketlik [0; 1] segmentda
fix) limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham, lekin

J
JV™/ | (x)]dx cblimjI 1,, (x)dx

bo'lishini ko'rsating.
7-36- {f,,(x)}={nx(\-x)"} funksional ketma-ketlik [0;1]
segmentdaf(x) limit funksiyaga tekis yaginlashsa ham, lekin
i i
limj f n(x)dx =J limf n(x)dx
n>0 0
bo'lishini ko'rsating.
7.37. Quyidagi integral belgisi ostidagi ifodada limitga o'tish
mumkinmi?
Ii' nx I! nr
dx .

7-38- {/,,(*)}={.*"} funksional ketma-ketlik [0; 1] segmentda

) [0,0<x<I bo'lganda
fix)-
I,x =1 bo'lganda

limit funksiyaga notekis yaqinlashsa ham, lekin
] |
!.lnmgf n(x)dx = ngl»% f (x)dx

bo'lishini ko'rsating.



2 1 K
7.39. {/,(*)}= {x*+ nsin/;(x+ 2)} funksional ketma-ketlik
(-00;+°0) daf(x) limit funksiyaga tekis yaqginlashsa ham, lekin
[bm /n(x)]'"Mlim/;(x)

bo'lishini ko'rsating.

Misollarning javoblari
7.8. (-00; +00) da mavjud, x - o uzilish nuqtasi. 7.9. [e~";e],
7.10. (-00;+00). 7.11. (—o0;+00) . 7.12. [1—£;I+£],0<£< 1. 7.13. 1

7.14. *In2. 7.15. e wm7.16. 1 7.17. K .7.18. 1 7.19. 7.20.
2 e-l 6 2

Mumkin. 7.21. Mumkin emas. 7.22. Mumkin. 7.23. Mumkin. 7.24.
Mumkin. 7.25. Mumkin. 7.26. Mumkin emas. 7.27. Mumkin. 7.28.
Mumkin. 7.29. Mumkin emas. 7.30. Mumkin. 7.31. Mumkin. 7.32.
Mumkin. 7.33. Mumkin. 7.34. Mumkin emas.

8- 8. Darajali gatorlar

8.1. Darajali gator, uning yaginlashish radiusi va yaginlashish
intervali. Ushbu

X a"(x-xo0)" =al0+a](x-x0)+ a2(x-x0f + ..+ an(x-x0)" +uun (8.1)
=0

gator darajali gator deyiladi. Bunda a0,a, a2,...,an,... 0'zgarmas
haqgigiy sonlar darajali gqatorning koeffitsiyentlari deyiladi, x0 esa

ixtiyoriy o'zgarmas son.
(8.1) darajali gator )n(:(,)u,,(x) funksional gatorning xususiy holi
bo'lib hisoblanadi:

un(x) = an(x-x0)", «=0,1,2,....
x-x 0=t belgilash yordamida (8.1) darajali gatorni
antn—s$0  at+aM2+e—\-arth — (8.2)

«0
ko'rinishga keltirish mumkin. Shuning uchun biz bundan keyin

121



X anx" =a0+atx + aX 2 H----karx'" + eee

ko'rinishdagi gatorlarni o'rganish bilan kifoyalanamiz.
8.1- teorema (Abel teoremasi). Agar (8.2) darajali gator x ning

x=x0(x0;*0) giymatiga yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda x ning

x < x0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida (8.2)
darajali gator absolut yaginlashuvchi bo'ladi.
Natija. Agar (8.2) gator x ning x = x0 giymatida uzoqlashuvchi

bo‘lsa, u x ning |x > xj tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida uzoglashuvchi bo'ladi.

8.2- teorema. Har ganday darajali (8.2) gator uchun 3p (p >0
son yoki +00)son mavjud bo'lib:

a) agar p*0 va p*+°° bo'lsa, u holda (8.2) qgator

K={x\ x <p} intervalda absolut yaqinlashuvchi bo'ladi va K
intervalning tashqgarisida uzoqglashuvchi bo'ladi;

b) agar p =0 bo'lsa, (8.2) darajali gator fagat x =0 nuqtada
yaginlashuvchi bo'lib, sonlar o'gining golgan hamma nuqtalarida
uzoglashuvchi bo'ladi;

d)agar p = bo'lsa, (8.2) darajali gator sonlar o'gining hamma
joyida yaginlashuvchi bo'ladi.

8.1- ta’rif. 8.2- teoremadagi p son (8.2) darajali gatorning
yaginlashish radiusi, K ={xe R: jx <p} esa darajali gatorning
yaginlashish intervali deyiladi.

8.1- eslatma. K intervalning chegarasida, ya’ni x =+p da (8.2)
darajali gqator yaqinlashuvchi bo'lishi ham, uzoglashuvchi bo'lishi
ham mumkin. K ga nisbatan kichik istalgan Kx= {x:|x <p, <p}

intervalda (8.2) gator absolut va tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
8.3- teorema (Koshi — Adamar). Agar: 1) chekli yoki cheksiz

lim ~J\a~ mavjud bo'lsa, u holda (8.2) gatorning yaqinlashish radiusi
puchun
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formula o‘rinli;

2) chekli yoki cheksiz lim a"™ mavjud boisa, u holda (8.2)
Untli

darajali gatorning yaqinlashish radiusi r uchun

P=lim — (8.4)

formula o ‘rinli.
8.2- eslatma. Darajali gatorlarning har bir hadi (-00;+00) da

berilgan funksiya boisa ham, tabiiyki, darajali gatorlar ixtiyoriy
nuqgtada yaqinlashuvchi boiadi, deb ayta olmaymiz.

8.3- eslatma. 'n%a,,(x~xoY darajali gatorning yaqinlashish

intervali (x0-p;x0+ p) boiadi, bunda p ushbu )n(:Oa"X" gatorning

yaginlashish radiusi.

8.4- eslatma. (8.3) — (8.4) limitlar mavjud bolmasligi ham
mumkin. Ammo (8.2) darajali gatorning yaqinlashish radiusini
hisoblash uchun umumiy formula

1
limWiaj 8-5
T &9
ga egamiz. (8.5) formula Koshi — Adamarformulasi deyiladi.

2+ (-1 "
8.1- misol. X 3 x'* darajali gatorning yaginlashish

radiusini toping.
Yechilishi. Berilgan darajali gator umumiy hadining koeffitsiyenti

2+ (-

3 Endi p radiusni topish uchun {KJ = {I(J\a"}

ketma-ketlikning limitini topamiz:
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Ravshanki, {KJ ketma-ketlikning limiti mavjud emas. Berilgan

{Kn} ketma-ketlikning gismiy limitlari mavjud, ya’ni

JmKX=!, |limn2_ =

>

{Kn} ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limitlari orasida

1
eng kattasi 1, eng kichigi esa  ga teng ekanligini ko'‘rish giyin emas.
Demak,
lim/: :Iim2+(&I) =1 lim K, :Iim2+(§-1) :31.

8.4- eslatmaga ko‘ra, berilgan darajali gatorning yaginlashish
radiusi

p=lim f2¥C\y Vo oy

bo'ladi.
8.2- misol. 7" darajali gatorning yaqinlashish

radiusi, yaginlashish intervali va yaqinlashish sohasini toping.

b
Yechilishi. Berilgan darajali gator «-hadiningkoeffitsiyenti a, = ol

Qatorning yaginlashish radiusini (8.4) formulaga asosan topamiz:

p=+o00. Yaginlashish intervali (—@D4-00) bo'ladi. Demak,

berilgan darajali gatorning yaginlashish sohasi ham (—oo'4-00) dan
iborat ekan.



8.3- misol. ]J£( -)"*" darajali gatorning yaqinlashish radiusi,
n=0 3

yaginlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.

2Y
Yechilishi. Bu yerda a,,=( A j eQatorning yaginlashish radiusini

(8.3) formulaga asosan topamiz:

1 a1
= ,—=||m-
lim da.. {(2v 2

v3,

Demak, berilgan darajali gatorning yaqginlashish radiusi P : X

33
yaginlashish intervali esa 2.9 bo'ladi. Endi x =%p :12 da

darajali gator mos ravishda
1 1+l — (D), 1L+ 1

sonli gatorlarga aylanadi. Bu gatorlarning uzoglashuvchiligi
ravshan. Demak, berilgan darajali gatorning yaginlashish sohasi

n
) 2 intervaldan iborat.

8.4- misol. yil nn  darajali gatorning yaginlashish radiusi,
= n>

yaginlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan darajali gqator n - hadining koeffitsiyenti

1
an —.j e Qatorning yaqginlashish radiusini (8.4) formulaga asosan
3 n

topamiz;

lim an =|im ====mmmm——— Iim3'f,+|] __31 p:3
— L »»¢ b’ - ny
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8.3- eslatmaga ko‘ra, x0 =1, p —3, berilgan gatorning

yaginlashish intervali esa (x0—p; x0+p) =(-2;4) boiadi.

Endi gatorning yagqinlashishini yaginlashish intervalining
chegaralarida tekshirib ko'ramiz. Agar:

a) X =-2 boisa, %I.,; 3 gator hosil boiadi. Bu gator Leybnis

alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi.

b) X =4 boisa, uzoglashuvchi garmonik gator hosil boiadi.

n=l n
Demak, berilgan darajali gatorning yaginlashish sohasi [-2;4)
yarim intervaldan iborat.
- w3 X 2n
Z 3 l' , darajali gatorning yaginlashish
A\ n +
radiusi, yaginlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.
Yechilishi. x2=t deb belgilaymiz, u holda berilgan darajali gator
Y v f *
tf(«3+)3" b)
. - I
ko‘rinishga ega boiadi, bu yerda an- -yn — . (8.4) formulaga
(« +1)3
asosan gatorning yaginlashish radiusini topamiz:

(41 3 +1) e,

=V
3
n

(*) gatorning yaqginlashish intervali (-3; 3) boiadi, ya'ni Y<3.
Endi berilgan darajali gatorning yaqginlashish intervalini topamiz:
t'=jx2 =x2 <3 yoki 'x1<73.

Berilgan darajali gatorning yaqinlashish intervali (—/3->/3
boiadi. Intervalning chegaralarida gatorni yaqinlashishga
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00 J

tekshiramiz: x=%x73 da X 3  sonli gator hosil bo'lib, uning

n=l« +1

umumiy hadi uchun

lima,, =lim Mgnfjlzmo
bo'lganligi (ya’'ni sonli gator yaginlashishining zaruriy sharti
bajarilmaganligi) sababli, gator uzoglashuvchi bo'ladi. Demak,
berilgan darajali gatorning yaqinlashish sohasi ham (—V3;n/3)
intervaldan iborat ekan.

8.6- misol. darajali gatorning yaginlashish radiusi,
g2

yaginlashish intervali va yaginlashish sohasini toping.
Yechilishi. Bu yerda an=n\. Qatorning yaqginlashish radiusini
(8.4) formulaga asosan topamiz:

p=Ilim a" =lim o=
nooo g N (« + )]

Yaginlashish radiusi p =0, u holda berilgan gator fagat jc=0
nuqtada yaqginlashuvchi, son o'gining golgan nuqtalarida esa
uzoglashuvchi bo'ladi.

8.7- misol. £ 1-nr X" darajali gatorning yagqinlashish

radiusi, yaqginlashish intervali va yaqginlashish sohasini loping.

Yechilishi. Berilgan darajali gatorda un= . Darajali

n2
gatorning yaginlashish radiusini (8.3) formulaga asosan topamiz:

1 1 . 1 1 -1
P lim 1(1-)* fimd—>" f~

Darajali gatorning yaginlashish intervali (- o b ) dan iborat.

1
Berilgan darajali gator X <e da absolut yaginlashuvchi.

127



Yaginlashish intervalining chegaralarida darajali gatorning
1
yaginlashish xususiyatini tekshiramiz: x:e bo'lganda

V 1 m

1
/r\1=10 2) ' \n sonli gator hosil bo'ladi. Koshi alomatiga ko'ra

[imKn=limJ(l- 1)" 1 =lim 1(1- \f =1¢'=- <1
= n e" e n e e &

Demak, x:e* nuqtada darajali gator yaqinlashuvchi. Xuddi

shunday, x =- e bo'lganda ham darajali gator yaqinlashuvchi
bo'ladi. Shunday qilib, berilgan darajali gatorning yaginlashish

sohasi L~el eL5 segmentdan iborat ekan.

8.2. Darajali gatorlarning xossalari.

1- xossa. Agar (8.1) gatorning yaginlashish radiusi p (p >0)
bo'lsa, 0<r<p tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday p son
topiladiki, (8.1) gator [-/+; r] da x ga nisbatan tekis yaginlashuvchi
bo'ladi.

2- xossa. Agar (8.1) gatorning yaqinlashish radiusi p bo'lsa, bu
gatorning S(x) =/r;-0a nx" yig'indisi (-p;p) da uzluksiz funksiya
bo'ladi.

3- xossa. Agar (8.1) gatorning yaginlashish radiusi p bo'lib, bu

gator x =p (x =-p) nuqtada yaqinlashuvchi (hech bo'Imaganda
shartli yaginlashuvchi) bo'lsa, gatorning S(x) vyig'indisi
Xx=p (X=-p) nuqtada chapdan (o'ngdan) uzluksiz bo'ladi, ya'ni



4- xossa. Agar (8.1) gatorning yaqginlashish radiusi p bo'lsa, bu
gatorni [a, ff] ([a, fjc (-p;p)) segmentda hadma-had integrallash
mumkin, ya’'ni

b b n ® b
JS(X)dx = janx"dx.
a a n=Q n=0 a

5- xossa. Agar (8.1) gatorning yaginlashish radiusi p bo'lsa, bu

gatorni (-p; p) da hadma-had differensiallash mumkin, ya’ni

(~ \%
k9

6- xossa. Ushbu darajali gatorlar bir xil yaginlashish radiusiga
ega:

by e om b
8.8-misol. Xx-4x2+9x3-16x4+... darajali gatorning yig'indisini
toping.
Yechilishi. Berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusini (8.4)

formula orgali topamiz:
p=lim " , bunda an=(-1)" ‘u2. p=ljm~ C? ry =1,
T>1(-1)"(n+1)2

Darajali gator yig'indisini ,S(X) =x-4x2+9x3-16x4+...
kabi belgilaymiz. Berilgan gator yig’indisi S(.v) ni x (x ~ 0) ga bo'lib,

uni darajali gatorlarning 5-xossasiga ko'ra, jx] <1intervalda hadma-
had integrallaymiz:

fas(gq’ic =X-2X2+3x3-14X4+..+C :

=(x2-x3+x4—.) X +x2-x3+..+C= — +C.
(1+x)2

Bu tenglikni hadma-had (x<I,x~0) differensiallab,
6\(thrx(1_x%) ni topamiz (Jx]<1 x"~0O). Bu yerda x"O degan
shartni olib tashlash mumkin, chunki 5(0) =0.
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8.9- misol. Ushbu

T ((22;?)!'!')\/ =Vrry CKxsh

darajali gqatorni hadma-had integrallashdan foydalanib,
I+y(2n-2)10 1 =n
tho@nmit 2n+1 2
bo'lishini ko'rsating.

Yechilishi. Bu darajali gatorni, 4- xossaga asosan,
[0;x] ([0;x] ¢ (-I;1),x >0) segmentda hadma-had integrallash
mumkin. U holda arksinusning bizga ma’lum boigan yoyilmasiga
ega boiamiz:

N -
T arcsiny =x+ 5 /UM XM
D7[T7 fr (n)! 2n+1

Bu hosil bo'lgan darajali gatorning yaginlashish intervali (—; 1)
bo'ladi. x =#1 da
v (2n-1)I1 x2'+4
X+>
ti @2nlt 2n+1
darajali gator
1+y(29-1)1 1
tt (2ni 2n+1

sonli gatorga aylanadi. Bu qgator, Raabe alomatiga ko'ra,
yaginlashuvchi bo'ladi. U holda x=1 da

{1 @nn 2n+1 2

bo'ladi.
8.10- misol. ﬁ,yrd\x "' funksional gatorning yig’indisini

toping.
Yechilishi. Ma’lumki (1- bob, 1- § dagi (D) formulaga garang),

X+X3+.. +xnl+...
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darajali gator (- 1, 1) da yaginlashuvchi va uning yig’indisi ga
1-x2

teng:
Yx2- =
H - r2
Bu gatorni 5-xossaga asosan, (-1; 1) da hadma-had diffe-
rensiallash mumkin, ya’ni
d 1+x

£(2«-1)x2"-

dx dt (1-x2)2

Oxirgi tenglikning chap va o‘ng tomoniga xe(-I;I) ni
ko‘paytirib, berilgan gatorning yig’'indisiga ega bolamiz:

8.11- misol. Ushbu darajali gatorning yig’indisini toping:

2X+ %x3+%x5+...+ -2+ .

2
2n +1
Yechilishi. Berilgan darajali gator umumiy hadining koeffitsiyenti

2
.»- o +i' Darajali gatorning yaqginlashish radiusini (8.4)
formulaga asosan topamiz:

2 . 2n+3
=lim =

2n+\ 2n+b 2n+1

Darajali gatorni (-1; 1) intervalda, 5-xossaga ko‘ra, hadma-had
differensiallash mumkin:

p =lim 1, p=L

\
frax 2 e wox (Zxaaxa+ + 2¢ x@\, 1
I 3 ° y 13 ° 21+1 /

:2(|+x2+x4+...+X2"+ (x <1).

4- xossaga asosan, keyingi tenglikni |x <lda hadma-had
integrallab.
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ifodaga ega bo'lamiz. Bunda x=0 deb, C=0 ekanligini topamiz.
Shunday qilib,

4 In \
2X 1+% ZL( +..+ +.. =Inl+* (*I<]).
3 5 2n +1 1-X
8.12- misol. Ushbu darajali gatorning yig'indisini toping:
A2n-1)1 x24
X+ >
“f 2'm\ (/7+]1)
Yechilishi. (8.4) formulaga asosan:
. (2/7-1)n /7 + 1) T+ 1) (2/7+3)
p =lim : =lim =1;
2'Wm (27 +1) 2'i+(n+1)(2m +3) @/7T+1)(2« +1)
p =1. Darajali gatorning yaqinlashish intervali (-1; 1) dan iborat.

5- xossaga ko'ra, darajali gatorni (-1; 1) intervalda hadma-had
differensiallash natijasida ushbu
1+£(2/7i-1)!
£ 2

gatorni hosil gilamiz. Ma’'lumki, f\<1 da

(I+<r =1+ y» («-1W "»-» +i)(.
n\

yoyilma o'rinli. Keyingi yoyilmada t=—x", m =1 deyilsa,

(W<1) 0
H- N e
ga ega bo'lamiz. (1) gatorni yaqinlashish intervali ichida hadma-had
inlegrallasak,

XM2n-1)I1 x2n# (
> x<l)
tt 2\ 2/7+1 1

bo'ladi. Bunda x=0 deb va arcsin0=0 ekanligini e’tiborga olib, C=0
ekanligini topamiz.

arcsinx =C + x+



Shunday qilib, berilgan darajali gatorning yig’indisi arcsin.v
funksiyadan iborat bo'lar ekan, ya’ni

2n+\

arcsinx =x +¥
tt 2"\ 27+1 @

Bu darajali gatorni (-1; 1) intervalning chegaralarida yaqin-
lashishga tekshirishda Raabe alomatini qollab,

. ARmn+h@212+3) n_ . &/R+57 3
lim un =lim =" >
/7+1)2 YT HfT+1 2

ekanligini topamiz. Demak, X =#1 boiganda darajali gator absolut
yaginlashuvchi bolar ekan.

Shunday qilib, Abel teoremasiga asosan, (2) tenglik Vxe [-1; ]
lar uchun o'rinli bo'lar ekan.

Mustaqil yechish uchun misollar

Darajali gatorning yaginlashish radiusi, yaginlashish intervali
va yaginlashish sohasini toping:

( _'N\a ® V ® a1
Xa.
8--§ (-,[' »- 82 1,Ybln*3-1 3n- ?
1 v 1(x—)" Vv o* oA
1+ . .
8.4. 11» 3V "y 8.5. o 43 8.6. 2/¢g ]
X / 2 In/7+1) ,# AR B

AH) 5~ ©r 882 u X -89-p X
A\

X

1+ "8l X .o
At +ft

e A 1 1
g.12. £ 7 ' 8.13. X(1+2+...+ X .

n

- N\
B+EDT g 15, X nm

=1 4
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n

i "(2/i-1)11Y 8.18. X
816 % WX ™EI X (/i 18X sinx
5" +(-3)" ,, A A2 +1-3/2u-1
8.19. T\(/7‘2 x 8.20. X (x+3\
n+1 n/m
m(m-1)..{m- n+1)
821. X N\

822 X v :2 A\ (a>0,b> 0).8i23. X 3"(«3+2)(x-1)2"

19}

M
8.24.% 4.>"+ C«>D- 8.25. ?&\ﬁlftril X -
Qatorlarning yaqginlashish sohalarini toping:
A4 o Is x
8.26, X.x  sin,,,-8.27.% .

5

8.28. X(8w(n/UTT-n/«))(x +1)".

8.29. X Aty ., (x.5)% 830. X » (x_1>
8.31. X(2-Ve)(2-Ve)...(2-Ve)x”. 8.32. X,y sinL-
X(2-Ve)(2-Ve)...(2-Ve) X, 610y

8.33. £
n!

Darajali gatorlarning yig’indilarini hadma-had differensiallash
yordamida toping:

8.34. x+ X3+X5+, 8.35. --.)5.3;. X5_
3 3 5
1 13 2 135 > x4
8.36.1+ 34 837 1+ o4 Xy

X+ X + X3+
277 2-47 T 2-4-6
X X2 X3

+ + +.. .
1-2 2-3 34

Darajali gatorlarning yig’indilarini hadma-had integrallash
yordamida toping:

8.38.
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8.39. X +2x~+3x +... .8.40. X+ X+ Xx3+..+ Xn +..
2 3 n+\

8.41. 12X +2m3X2+3-4x3+... .

Misoiiarning javoblari

8.1. p=Vs, (3-n/5 3+V5), [3-n/5; 3 -n/5)

8.2. p=3 (=33), [-3;3].

8.3. p =27, (-27;27). 8.4. p =1,(-1;1), [-1;1].

8.5. p =3, (-2;4) . 8.6. p=73, (-n/3,n/3).

8.7. p=V2',(-V2;V2),[-T2;V2]. 88. p=1,(-1;1), [-1;1).

_ : _1/ 1
8.9. P—l, (% 1). 8.10. P—e,( e’eIS‘
8.11. p = max(a;ft), (-p;p). 8.12. p =1, (1), (—L1].

1,11,
8.13. p =1, (—%1). 8.14. p= ,(- ; ) 8.15 p=0,x =0

8.16. p-+° (-°0;+00) .8.17. p=1 0<x<2. Agarp>|
bo‘lsa, x=0 da absolut yaqginlashuvchi. Agar 0<p<1 boisa,
x =0 da shartli yaginlashuvchi. 8.18. p =0, x =0.

8.19. p=*, (-'h, [-5:5). 8.20. p =1 (-4;-2), [-4;-2].

8.21. p =I, (%1), agar m>0 bo‘lsa, x=-1 da absolut
yaginlashuvchi, agar m <0 boisa, X =-\ da uzoglashuvchi. Agar
m> 0 boisa, x =1 da absolut yaginlashuvchi, agar —4<m<0

'L 1n
boisa, x =1 da shartli yaginlashadi. 8.22. p - min

Agar a<b boisa, x =-p da absolut yaginlashuvchi, agar a>b
boisa, x =-p da shartli yaginlashadi. Agar a<b boisa, x =p da
absolut yaginlashadi. Agar a>b boisa, x =p da uzoglashadi.
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8.23. p =+°, (-°°+°°). 8.24. p =

8.25. p =1, (% 1), [-L!). 8.26. (~V2;Vv2). 8.27. [-KI";10].
\

8.28. (-2;0). 8.29. (0;6). 8.30. « 8.31. (-1;1).
\ y

8.32. JU( :+00). 8.33. (—1L1). 8.34. ~nj~ (* <D-

8.35. arctgx- (x<l). 8.36. [I----- (-1<x<1).

8.39. X .2 (IX<1. 840. -In 1 <.
%) <D n X (x <)

2X
8.41 (1_Xx)S (*l<m).

9- 8. Teylor gatori

9.1. Funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish. f(x) funksiya
X0 (x0e /?)nugtaningbiror

Us (x0) ={xe R:x0-5 <x <x0+5} (<5>0)

atrofida berilgan boiib, u shu atrofda istalgan tartibdagi hosilaga
ega boisa, ushbu

(9.1)

darajali gator, u yaginlashuvchi boiadimi, yaginlashuvchi boiib,
uning yig'indisi f(x) funksiyaga teng boiadimi yoki yo‘gmi, bundan
gatiy nazar, f(x) funksiyaning x =x0 nuqtadagi Teylor gatori
deyiladi. Bu gator (8.1) darajali gatorga o‘xshash boiib, bunda
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lar Teylor koeffltsiyentlari deyiladi.
Xususiy holda, ya'ni x0=0 boiganda (9.1) Teylor gatori

ko‘rinishga keladi. Bu gator ko‘p hollarda Makloren gatori deb
yuritiladi.

9.1- teorema. f(x) funksiya biror Us(x0) to‘plamda istalgan
tartibdagi hosilaga ega bolib, (9.1) gator uning X - x 0 nuqgtadagi

Teylor gatori boisin. Bu gator Us(x0) daf(x) ga yaginlashishi uchun
uning

Teylor formulasi goldiq hadi Vxe Us(x0) da nolga intilishi, ya’ni
limm(x) =0 boiishi zarur va yetarli.

Ma'lumki, Teylor formulasi qoldiq hadi:
a) integral ko'rinishda

b) Lagranj ko‘rinishida

bunda ¢ =x0+6(x-xa), O<0<1,;
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d) Koshi ko‘rinishida

>i(*) = N ('-9)"(x-x0Y+, ¢ =x0+8(x-x0), 0,<B <l

¢) Peano kolrinishida
r (x) =o((x-x0)")
boiadi.
9.2-teorema. /(n) funksiya (x0-p,x0+p) (p >0) oraligda
darajali gatorga yoyilgan, ya’ni:
/(X) =a0+a,(x - X0) +a2(x - x0)2+...+a,, (x-x0)" +...
boisa bu gator/fxj funksiyaning Teylor gqatori boiadi, bunda

1 2! 3! 1\

9.3- teorema. Agar fIx) funksiya biror (x0- p,x0+p) intervalda
istalgan tartibdagi hosilaga ega bolib, shunday o‘zgarmas M >0
son topilsaki, barcha xe (x0-p,x0+p) hamda barcha ne N lar
uchun

/ (N)(x)'<M

bajarilsa, u holda (xo-p,x0+p) intervaldaf(x) funksiya Teylor
gatoriga yoyiladi, ya'ni

n\
boiadi.
9.1-misol. /(x) =cosax funksiyani x =x0 nuqta atrofida Teylor
gatoriga yoying.
Yechilishi. Bizga ma’lumki, berilgan cos ax funksiyaning n- tartibli
(ne N) hosilasi quyidagicha boiadi:

/ <9)(x) =(cosax)(n) =a"cos(ax +n7) m
. [ Lo
Bundan, x=x0 da f in)(x0) =a"cos(ax0+n ) boiishi kelib
chigadi. Demak, berilgan funksiyaning Teylor gatori
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a cosax0

cosaxn-asm ax0(x -x 0)- ”1 (x-x0)2+
" 0+n2
a sinax, a" cos(ax - (x-X0)"+
3l u n\

bo'ladi. Bu gatorning yaginlashish intervalini topamiz. Buning uchun

2" cos(ax0+n—)
“»W —

a" cos(ax0+(m+1)ﬂ—)
wA(x) = — x4
rHJ&i( ) (n+2)
bo'lganligini inobatga olib, Dalamber alomatiga ko'ra, ning har bir
berilgan giymatida quyidagi limitni hisoblaymiz:

am cos(ax0+u” +M)w!(x - x0)"4

=lim

W,y(X) " COS(&XO"‘I/IH—)(« +1)!1(x-x0)"
0, n=2k, ke N,

0, n=2k-\, ke N

D =0<1bo'lganligi uchun garalayotgan gatorning yaginlashish
intervali (-°0;+00) bo'lishini aniglaymiz. /(x) =cosax funksiya
Teylor formulasining Lagranj ko'rinishidagi qoldig hadi

q
amcos(ac+(« +1)—

©) = epy XX

bo'ladi, bunda ¢ =x0+8(x-x0), ()<0<1. Endi Teylor
formulasidagi r (x) goldig hadning nolga intilishini ko'rsatamiz.
Harganday ne N va ¥Yce R uchun
it
a a _
o(n+1)!
o'rinli. Demak, harganday chekli xeR uchun Lim/;(x) =0 bo'ladi.
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Shunday qilib, berilgan cosax' funksiya istalgan tartibdagi
hosilaga ega va limr (x) =0 boigani uchun, 9.1-teoremaga asosan,
bu funksiya x - x 0 ning darajalari bo'yicha Teylor gatoriga yoyiladi.

asmaxn

n(x-xnf +

a sinax0 , cos(ax0+« ™)

+ t (X-x0Y-... Fommmmmmeee S — (x-x0)" +...

9.2-misol. /(x)= 1* funksiyani x=2 nuqgta atrofida Teylor
+X
gatoriga yoying.

Yechilishi. Berilgan /(x):1 1 funksiyaning istalgan tartibli
+X

hosilalarini topamiz, so'ngra uning va hosilalarining x0=2
nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

fix) =x+1 =ix +iy\ f(2) =3

(X + 1)+ 34

Topilganlarni (9.1) formulaga qo'ysak, /(*) = funksiyaning
Teylor gatori
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| I (x- -1l "
1 l(x-2 +2'r Vx 2)2+...+( D"nl(x —=2) +

3 3 B2 3 n! (.,

A9 3
ko‘rinishda boiadi. Bu gatorning yaqinlashish intervalini Koshi
alomatidan foydalanib topamiz:
X2
© 3

u”(*):(% (x-2)\  lim?2Jun(x) :Iim)]_ﬂ(s!) (x-2)" <1
Endi x-2<3 tengsizlikni yechamiz: -3<x-2<3=>
=>-|l<x<b5. (**) gatorning yaginlashish intervali (-1; 5) boiadi.
Intervalning chegaralarida, ya'ni x=-1 va x=5 nuqtalarda mos
ravishda
1+1+1+.. va 1-1 +1-1 +..
uzoglashuvchi gatorlar hosil boiadi.

Demak, (**) gatorning yaginlashish sohasi (-1; 5) intervaldan

iborat boiadi. Bu (**) gator (—%5) intervalda /(X)ZE
X

funksiyaga yaginlashishi uchun f(x) funksiya Teylor formulasining
goldig hadi barcha xe (—;5) da nolga intilishi zarur. Hagigatan
ham,

Hryx-2) ~ ;
(3+0(x—2)) foq(x-2)T2"™
3

1+ T

bunda O<0<1. Shunday qilib, 9.1- teoremaga asosan, (**)gatorning

. 1
yig* Indisi ga teng boiadi, ya'ni
.. 'Etsa W

9.3- misol. f(x)=e~x funksiyani [—p;p], p >0 da Makloren
gatoriga yoying.
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Yechilishi. Berilgan funksiya [-p;p] da istalgan tartibli hosilaga
ega, ya'ni
f()(x)=ExM=(-iye-x, ne N
va shunday o‘zgarmas M >0 son topiladiki, barcha X e[-p;p]

hamda barcha ne N lar uchun

tengsizlik o‘rinli, u holda 9.3-teoremaga asosan, / (x) =e xfunksiya
[-p;p] da Makloren qgatoriga yoyiladi, ya'ni

-X

o :1_x+x2_ X

LoH(-l +...
2 = n\

9.2. Elementar funksiyalarning Teylor qatorlari. (9.1") formulada
x0=0 deb, amaliyotda ko‘p uchraydigan ba’'zi elementar

funksiyalarning darajali gatorlarga yoyilmalarini keltiramiz:
1 Ko‘rsatkichli funksiyalar:

e ~Zjn] (-00<X<+00, p=°°). (9.2)

a =zh Jn a.a>0 ad\ (—=°<x<+°, p=°°). (9.3)

2. Trigonometrik funksiyalar:

3. Darajali funksiyalar:
(X+|)a=|+X c>\ (96)

a(a-1)-...(a-(n-1))
N\
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Agar a®O,adn,(ne N) bo'lsa, (9.6) gatorning yaginlashish

radiusi 1ga teng bo'ladi.
(9.6) formulaning muhim hususiy hollari:

L =lgN <L P=D 7
wux g 100 (<L P=i); (9.8)
1y =% Ne b,(bl<1, P=1). (9.8)

4. Logarifmik funksiyalar:

Inl+x) =X H I ‘- (-1<X<1, P=1); (9.9)
In(I-x) =-Y (-1<x<1, p =I). (9.10)
t! U
5. Giperbolik funksiyalar:
X2y 1 (-n <X<400,p =0°) (9.11)
= , - ) =0"), .
to (2m)! P
¢ "4
= (-o0<X<+-, p=00) (9.12)
"(2n +1)

6. Teskari trigonometrik funksiyalar:

tgx =£(-1)""" (x < =1), 9.13
aretgx t!( ) 2n—\ be<ip=y 6.13)
§<£/2«+1)”X2'41 1<UP =1 9.14
= N < =1)
aresmx =X oyynau+1) ¢ oo 614
X (2«-1)1Tx 2 i n
Pl =T"?2(M LW 2»-1)" <wW ’,=1)'914>
arcetgx =7+ (D" EF acip =, (9.147)
2 to  2n+l
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9.4-misol. f(x) =cos4x funksiyani x0= Igl nuqta atrofida Teylor
gatoriga yoying va yaginlashish radiusini toping.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, cos2x = 1(I +cos2x), u holda

/(*) = (I+cos2x) = 2 + 21c052x+ ;cos4x

bo'ladi. So'ngra x =t+ A almashtirishni bajaramiz:

f(x)=f(t +- ) =g(t )_/;3_'_/\4' (cos21- sin2t) - ésinA. (9.15)

Endi (9.4) va (9.5) yoyilmalardan foydalanib, cos2?, sin It va
sin Auchun

oo A
cos , _ (-1)"22 sin2? =~ 21X
o (2n)! ti @r+]!

17244
sind? =~ (-1)"
i (21+1)

tengliklarga ega bo'lamiz. cos2/, sin2/ va sin At funksiyalarning
yoyilmalarini (9.15) ga keltirib qo'ysak,

3 -k (y (UMD ¥y

««-1* 4 h (2n)! (221 +1)!
_ly(-1)"4M| /24
8~ @/7+1)

ifodaga ega bo'lamiz. Endi t:x-78r ekanligini hisobga olsak,

natijada
—J +V2 YDZ> Y (-) 221, (x_m" 1
2 )I N+ 18
_F](-D -2- f
/7+ 1) 8
bo'ladi. Hosil bo'lgan gatorning yaginlashish radiusi p =°°.
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9.5- misol. Ushbu funksiyani Makloren qatoriga yoying va
yaginlashish radusini toping:
3x+5
[ >4
(3jc—5)(9jc +25) -
Yechilishi. Berilgan to‘g‘ ri kasrni, anigmas koeffitsiyentlar
usulidan foydalanib, oddiy kasrlarga ajratamiz:
3r+5 A . Bx+C
(3x- 5)(9x2+25) (3x-5) (9x2+25)
Bu yerdan quyidagi ayniyatga ega bo‘lamiz:
3x +5=A(9Ix2+25) +(fix +C)(3x - 5).
X ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsientlarini tenglashtirib,
so‘ngra hosil bo‘lgan tenglamalar sistemasini yechib,

/W=

(9.16)

3
,B =- 5,C =0 bo'lishini topamiz. Topilgan koeffitsiyentlarni

5
(9.16) ga keltirib go‘ysak,
1 -3X 1 3x
f(x

=5(3x 5) 5(9x2+25) 25(l--x) 1251 +(—)2)

boiadi. Endi (9.7), (9.8) yoyilmalardan foydalanib, quyidagiga ega
boiamiz:

=. X"+ 3x t(-D - "=
f(x) 254 sy

25 }/0 \5 \By
Bu gatorning yaginlashish radiusi P -  boiadi.

9.6- misol. /(x) =In(6x-5-x2) funksiyani x0=3 nuqta atrofida
Teylor gatoriga yoying va yaginlashish radiusini toping.
Yechilishi. Kvadrat uchhadni quyidagi ko‘rinishda ifodalaymiz:

6x-5-x2=(5-x)(x-1). n holda /(x)=In(5-x) +In(x-I)

boiadi. Endi t=x- 3 almashtirishni bajaramiz:
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f(x) =f{t +3) =git) =In(2- 0 +In(/+2) =Ind+In(l- ') +In(l +").
(9.9), (9.10) formulalardan foydalanib,

0=In4-jT
9 J£ «2" tf  «2"

ifodaga ega bo'lamiz. Endi t =x—3 ekanligini hisobga olsak,

/(x) =In4- ((-1)" +D)(x- 3)" =In4- £

n—\ k=i
bo'ladi. Hosil bo'lgan gatorning yaginlashish radiusi 2 ga teng,
yaginlashish intervali esa [1; 5] bo'ladi (o'ylab ko'ring!)

9.7-misol. /(X) =(shx—ehx)2 funksiyani Makloren gatoriga
yoying.
Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz:
/ (X) =sh2x - 2shxchx +eh2x =eh2x - sh2x .

(9.11) va (9.12) yoyilmalardan foydalanib, ushbu yoyilmaga ega
bo'lamiz:

,, o9z

@ ~2n 2n @ ~2n+\  2n+\

f(x) =(shx- ehx)2=X —.. "X
ti (2n)l ti (2n+)

22 2X
=X 1
iS (2un)! 2w+
9.3. Tagribiy hisoblashlarda gatorlarning tadbig‘i. Taqribiy
hisoblashlarda sonli va funksional gatorlar keng qo'llaniladi.
Tagribiy hisoblashlarda gatorlar go'llanishlarining ba’zi muhim

hollarini keltiramiz.
a) Funksiyalarning giymatini gatorlar yordamida hisoblash.f(x)

funksiyaning x =x0 nuqtadagi qiymatini biror berilgan aniglikda
hisoblash talab gilingan bo'lsin.
Faraz qgilaylik, xOnugtani ichiga olgan (a-p;a +p) intervalda
berilgan funksiya
f{x) =a0+alix-a) +..+arix-a)n+..
darajali qatorga yoyilgan bo'lsin. U holda
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f(x0) =a0+a,(x0-a) +.. +an(x0-a)" +...

boiadi. Bu sonli gatorning birinchi n ta hadini olib,
f(x Q~Sn(xn) =a0+al(x0-a) +... +aii(x0-a)"
tagribiy tenglikka ega boiamiz. n ning o'sib borishi bilan bu
tenglikning anigligi oshadi. Bu tagribiy tenglikning absolut xatoligi,
ya'ni /(x0)-S,,(x0)] qator qoldiglining moduliga teng boiadi:
f(x0)- S n(xO\= m(x0)l,
bunda
K )=a,(*0 - a)"++amAx0- a)"R2+....

Bizga f(x) funksiyaning x =x0 nuqtadagi giymatini £>0 aniglik
bilan hisoblash talab gilinganda, gatorning shunday n ta hadlar
yig‘indisini olish kerakki, natijada K(x0)-Sn(x0) =r (x0) <£
boisin. Maiumki, funksiya darajali gatorga yoyilganda. bu yoyilma
f (x) funksiyaning Teylor gatoridan iborat boiib,

&= («=01,...)

boiadi. Teylor gatorining goldigi r (x0) ni berilgan aniglikda
baholashda Teylor (yoki Makloren) formulasi qoldig hadi
formulalarining biri ishlatiladi.

9.8- misol./(x) = ex funksiyaning x=I nuqtadagi giymatini
£=0,001 aniqlikda hisoblang.

Yechilishi. Maiumki, el funksiyaning x bo'yicha yoyilmasi
+ X2+X3+...+ Ve +

I3 n\
ko‘rinishda boiadi. Bundanx=I boiganda

e=1+1+ 1—|+3—1|+...+ 1 +...

1\
munosabatga ega boiamiz. Bu gatorning n +1 ta hadini olib,

e =1+ + 1+ 1+,,,+ 1
21 3 1\

X
e =l+x

taqribiy tenglikni hosil gilamiz.
f"*'\x)=exekanligini e’'tiborga olib, Makloren gatorining rnx)
qoldiq hadini Lagranj ko'rinishida baholaymiz:
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r(x)= 6 x"H 0<c<x.
(n+1)
€ .
x-\bo'lganda, ,‘(1):( " 0 <¢ <1 Ravshanki, ec <e' <3
« + |

tengsizlikni €’tiborga olsak, m(\)< 3 tengsizlikka ega bo'lamiz.
/71+1)

n =5 bo'lganda 3 =3=1 >000"
#+1 6! 240
M=6bo'lganda e sa-—--g’--— 3 _ 1<0 001 bo'ladi.
n+1)! 7 1680
Demak, e' funksiyaning n'=1 nuqtadagi gqiymatini £=0,001
aniqglikda hisoblash uchun gatorning/7=6 ta hadini olish yetarli.
1 1 1 1 1

273 0 s e

e=1+1+
yoki
e =1,0000 +1,0000 +0,5000 +0,1667 +0,0417 +
+0,0083 +0,0014 =2,7181.
Shunday qilib, ¢ sonining 0,001 aniglikdagi giymati e=2,7181
bo'lar ekan.
b) Integrallarni gatorlar yordamida hisoblash.

rsinx
9.9-misol. % X dx integralni 0,001 aniglikda hisoblang.

Yechilishi. sinx funksiyaning x bo'yicha (9.5) yoyilmasini, ya’'ni
x3 x5

+ -
3 5l

munosabatni e’tiborga olib, berilgan integralni quyidagicha yozib
olamiz:

SinX =X -




Hosil bo'lgan tenglikning o'ng tomonidagi gator ishorasi
almashinuvchi gator bo'lib, u Leybnis teoremasiga ko'ra,
yaginlashuvchi. Shuning uchun

5-5>r,:<c, H

bunda CH = . (*) qator yig'indisini 0,001 aniglikda

(Zn+ }Xf« + 1!
topish uchun
\i<a .= <0,001
"o (2n+1)(2n+1)!
tengsizlikni ganoatlantiradigan n ni topamiz:

/=2 bo'lganda 5.5! = §+0>0,001 "’

n=3 bo'lganda ? =35280 <°'001 bo'ladi.

Demak, gs'nx !ix integralni 0,001 aniglikda hisoblash uchun (*)
X

gatorning uchta hadini olamiz:

rsinX =1L + 1 —0 o4
{x 33 5.5

Shunday gilib, berilgan integralning 0,001 aniqglikdagi taqribiy

i . fsinx i
giymati, J  “ dx-0,946 bo'ladi.
0 *

d) Limitlarni gatorlar yordamida hisoblash.

9.10- misol. Ushbu limitni toping:

. sinx-arctgx

lim ) g
arcsinx

Yechilishi. sinx, arctgx, arcsinx funksiyalarning x bo'yicha

(9.5), (9.13), (9.14) yoyilmalaridan foydalanib, limitni topamiz:

x3 x5 x3 X5
. X 1 X 4 —
. sinx-arctgx _ . 31 51 3 5
lim =lim--—--- —_— e e By
arcsinx X+-1x 3+ X5+ -
- 2-4-5
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e) Differensial tenglamalarni gatorlar yordamida yechish.

9.11- misol. y" =y cosx +x differensial tenglamaning

*¥(0) =1>Y (0) =0 boshlang‘ichshartlarniganoatlantiruvchixususiy
yechimining darajali qatorga yoyilmasidagi birinchi (noldan fargli)
uchta hadni toping.

Yechilishi. Berilgan differensial tenglamaning yechimini ushbu

y=y(0) +y*(0)x +y"(0)X +/'(°)*!+.. *)

Makloren gatori ko'rinishida izlaymiz.
x=0 da y =1 bo'lishini e’tiborga olib, berilgan differensial
tenglamadan y "(0) ni topamiz:
y'(0) =1cos0+0 =1
Y*(0) ni topish uchun berilgan differensial tenglamaning har ikkala
tomonini differensiallaymiz:
y" =v'cosx -y sinx +1.

Bundan

yw(0) =y'(0) cos0- y(0)sin0+1=1.

y(0)=1/(0) =0, /7(0) =1, ynr{0) =\
larni (*) gatorga qo'yib, berilgan differensial tenglamaning taqribiy
Xususiy yechimi

ekanligini hosil gilamiz.
Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo'yicha darajali
gatorga yoying:



9.1.y =sin3x +9.2.Y - ~ m9.3.y =1n(l+X+Xx2+x3)e

9.4.y = 3.2.95.y =cos2x m9.6.y =arcsinx3.
y v X) y y

9.1y = Ve9-8° ¥Y=ex(\-x)+e-x(\+x).

'3
1+ X+X +X +Xx

9.9.y =In(x +V1+x2). 9.10.y = arccos(1- 2x2).

xcosa -Xx2
9.11. y= .9.12. y=e-'.9.13yY ,
vl +x2 I-2xcosa +Xx
1
9.14. y =exxmcos(xsina). 9.15. v= ——————
(1-x )vi-x

9.16. y =4x

Funksiyalarni ko‘rsatilgan nuqta atrofida Teylor gatoriga yoying
va bu gatorlarning yaginlashish radiusini toping:

9.17. f(x) =sin2~X, x0=3. 9.18. /(x)= 2 ' X0=-2.
3 X +4x +7

9.19. /(x) =ex, x0=3. 9.20. /(x) =Vx, x0=lI.

KX X
9.21. /(x) =cos xn=I. 9.22. /(x)= 2 , X0=5.
2 X - 5X+6

9.23. /(x) =2\x0=I. 9.24. /(x) =In(x2+2x +2), x0=-1.

9.25. /(*)= W2 gx+6 X0=1-

9.26. /(x) = — e , X0=6.
Vx -12x +40

9.27. /(X)= - , x0=3.
VX" —6x +36

9.28. /(x)= 1 -y, x0=1
(x -2x +3)
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9.29. /M VX-4X+8 X0=2.

9.30. /(x) =cosdx, x0= 121

Quyida Keltirilgan sonlarni ko'rsatilgan aniqlikda hisoblang:

9.31. cos18°. 0,0001. 9.32. e2, 0,00001.
9.33. In0,98, 0,0001. 9.34. V27, 0,001.

9.35. ch0,3, 0,0001. 9.36. 0,0001.
Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish yordamida,
berilgan integralni ko'rsatilgan aniqlikda hisoblang:
1

0

. in2y
9.37.je~xdx, 0,001.9.38. J -------- dx, 0,001
0 0 X

°fin(l+x) , n °rex—
9.39. J ( )dx, 0,000 940 f

0 X 0 Xx

1 1

0,001. 9.42.jH9IE£*, 0.001.
0 X 0o X

Limitlarni darajali gatorlar yordamida hisoblang:

§.43. ﬁm ?5---9-r°—t9" *9.44, hm 17COSX

dx, 0,001

*»0 £Ex —] _ x
8% “g%chx COSX g 45 hm arcsin2x- 2 arcsinx
X3
O =6 ‘
9.47. lim —  .948.lmX

Differensial tenglamaning berilgan boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini darajali gatorlar yordamida
toping:

9.49.y"'-y—8,j(0)=1. 9.50. (\+x3y'~ 1=0, y(0)=0

9.51. y"+Xy=0, jH0)=1, y'(0)=0
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Differensial tenglamaning berilgan boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini ko'rsatilgan sondagi noldan
fargli hadlarini darajali gatorlar yordamida toping:

9.52. y" =x+y2, y(0)=0, y'(0) =I. Birinchi to'rtta hadini
toping.
9.53. y' =x +y 3, v(0) =I. Birinchi to'rtta hadini toping.

9.54. y"= V- * y(I) =1 jk'(1)=0. Birinehi oltita hadini
y

X
toping.
Misollarning javoblari
91 ﬁy(_ly¥(2/7+1)! ,(/*<+°4
92 o e/
(LD)-"+1+(-1)"1(-1)r
93. X k X" (H<x<l).

9.4, £ (« +1)-x3",(x <I). 95 1+£(-1)" 2 x2',(x <+°0).
v MmO\ e

9.6. x3+Y UV 3 ,(|x <|
ttrn\(Zp (ll I

n=0 n:0

W2at ®  X2n+2
98. 2y / _--2Y (X <+-).
El(2n+'\)\  ti{2»+")! 'V ’

99 @M 113 A
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9.10.2, + *-1L] (m,<!)
1 h @) 2n+1) " '

14 4

9.11. x +£ A x2'4 (Jick 1).
i)

Ne

n 2n

wt £ n (A <+»). 9.13.~x"cosna .Ix <lI).

48 CcfV (< H . (<))

X*i* (re2)I P =VE 000 €'Y 1(-3)" =,
-0 « !

,2al (-'far 3r.™,),p=5

9-2I 1(215)! I 1)--P =4"-

922 £ (" (*-5T-NENe (M-5T, p=2
n=l A P

9.23. 2 £ In"2(x-1T ,p =+
S m

924 X (1) (e+1)2, 2=1 925 £(1-2""")(x-1T, p =1,
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9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

9.31.
9.34.
9.36.

9.40.

me§ < MA " " 2)(*-31' P

t HS +1)(*-U“.P -1
1 (A=) .2, .
2%1 LU, R

(2]1; 2 Wx+y

S* &

0,9551. 9.32. 1,648719. 9.33. In0,98 =-0,0202 .

V27 =5,196 .9.35. ch0,3 =1,0453.
&/ LI -1,0192- 9.37. 0,245. 9.38. 0,946.

0,102. 9.41. 0,337. 9.42. 0,507. 9.43.

1 1 VX
1. 9.47. In2. 9.48.-.. 9.49.Y =X

9.39. 0,098.

1
.9.44. 1 9.45.1.

X

9.46. n\:e .
2w
9.50. * =arctg*
S 29+1
951y x3 X6 X9
. =1 +
2- 3 2-3-5-6  2-3-5-6-8-9
x3 X4 xe6 N c 3x2 17x3
9.52.y =x+ + +  + 953y =1+, + — + +
6 12 45 noo2 3!
x—)2 2(x-1)4 3(x-1)5
9.54.v:I-( )2_2(x-1) + (x-1) +Hatee,

2! 4! 5!
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Il BOB

XOSMAS INTEGRALLAR

10- 8. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar
10.1.  Chegaralari cheksiz xosmas integrallar. Biror f(x) funksiyz
[a,+00) oraligda berilgan boiib, bu oraligning istalgan

[a,t] (a<t<+co) gismida (Riman ma’nosida) integrallanuvchi
boisin, ya'ni V/(/>a) uchun ushbu integral mavjud boisin:

(10.2)
a

10.1-  ta’rif. F(t) funksiyaning t->+<> dagi chekli yoki cheksiz

limiti f(x) funksiyaning [a,+°°) oraliq bo'yicha birinchi tur xosmas

integra/i deyiladi va u J f{x)dx kabi belgilanadi.

a a

10.2- ta’'rif. Agar /-++«0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud
boiib, uchekli boisa, (10.1) xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi.
f(x) esa (a;+°°) oraligda integrallanuvchifunksiya deb ataladi.

10.3- ta’rif. Agar /—»+°° da F(t) funksiyaning limiti cheksiz
yoki mavjud boimasa, (10.1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

f(x) funksiyaning (-°°;a] va (-0o0;+00) oraliglar bo'yicha xosmas
integrallari, ularning yaqginlashuvchiligi, uzoglashuvchiligi ham
yugoridagi kabi ta'riflanadi:

f(x)dx= f(x)dx,

f(x)dx = lim Y(r;T)= lim |f(x)dx . (10.2)
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10.1-  eslatma. (10.2) da chekli limit t va t laming mos ravishda
400 va -00 ga ganday intilishiga bog'liq bo'Imasligi kerak.
Boshgacha aytganda, integral, fagat va faqat

|
I|m ff( )dx =lim F(t) =/ va lim ff( ydx = lim &(1) =12

>>>>> /—+00 7= ~00 X ——00

limitlar chekli boigandagina, yaginlashuvchi bo'ladi, bunda ae R.
Bu holda u, xosmas integralning ta’'rifiga ko'ra, /,+/, ga teng
bo'ladi, ya’'ni

+0 a +

Jf(x)dx =13 f(x)dx+ J f(x)dx

10.1-misol. /= %4 xosmas integralning yaginlashuvchi-

+x2

ligini ko'rsating va giymatini toping:
Yechilishi. Ta’rifga ko'ra.

/=1 =limf - =limF(t)
D4+x  '"M°D4+x
bo'ladi. Bunda
h()= rooxe 1arctg X 1arctg {a
*4+x 2 29 2 2
Endi da F(t) funksiyaning limitini topamiz:

1 t
I—I_%F —I|m arctgz—4

limit mavjud va chckli. Demak, berilgan xosmas integral

yaginlashuvchi va uning giymati /=TT1.

10.2- mlsoTr X 1, dx xosmas integralning uzoglashuvchi

-tx—+1
ekanligini ko'rsating.
Yechilishi. Xosmas integralning ta'rifiga ko'ra
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lim =lim |- M In(T2+1)-arctgr —+00.

Demak, 10.3- ta'rifga asosan, berilgan xosmas integral
uzoglashuvchi bo‘ladi.

10.3 - misol. o xosmas integralni yaginlashuvchi-
X +6x+14

likka tekshiring.
Yechilishi. Yuqoridagi ta'rifga ko‘ra

dx o dx . dx
J =lim [ =lim
X' +6X +14  7oee (X +3)J 45 T(x+3)“+5
dx : 1 Xx+33 1 x+3" Jl
. = lim -arctg + T-arctg
J(x+3) +5

t+3 1

= hm %arctg -7~ Am arctgt+3— Lny neo- 1
V5 A s

= =,
V5 V52 2 V5

ya'ni chekli. Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi
boiadi.
D
10.4-misol. /=Jsinxdx xosmas integralni yaginlashishga
0
tekshiring.
Yechilishi. Ta'rifga ko‘ra
| = J\sin xdx = lim [sinxdx = lim F(t)
|
Bunda F(t) =Jsinxdx =-cosx Q=1-cost.

t—+o0 da cost funksiya hech ganday limitga intilmaydi.
Demak, berilgan xosmas integral uzoglashuvchi va uning giymati
mavjud emas.



10.5- misol. f{ dx ¢ (a>c¢) xosmas integralni yaginlashuv-
X-C
chilikka tekshiring.
Yechilishi. Ta'rifga ko'ra

/=} dx =limf dx =lim X078\
“(.r-c)" (x- ¢)“ 1-a

. {t-ctaJa-cf L
=i = lim F(t).
)—% 1-a 1-a ®

a> 1 bo'lganda, limF(f) =-"a mavjud va chekli

1—a
bo'lgani uchun, 10.2- ta’'rifga asosan, berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi.

a <lbo'lganda, lim F(t) =+°°. Bu holda, 10.3- ta'rifga ko'ra,
berilgan xosmas integral uzoglashuvchi.

a - 1botsa, © X =Mh(x-c)t =heo .
. X—¢ a
Demak, a >1bo'lganda, xosmas integral yaginlashuvchi, a <1
bo'lganda esa, xosmas integral uzoglashuvchi bo'ladi.
10.2. Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy
formulalar.

1-xossa. Agar J f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsa,
J f(x)dx (t>a) integral ham yaginlashuvchi bo'ladi va, aksincha,

t
+00 +00

ya'ni J f{x)dx integral yaginlashuvchi bo'lsa, J f(x)dx integral
| a

ham yaginlashuvchi bo'ladi, shu bilan birga

0 t 4
J /7 (x)dx =Jf(x)dx +J / (x)dx
a a t

tenglik o'rinli.
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2- xossa. J f(x)dx integralning yaginlashuvchi boiishidan

a

+00

lim ff(x)dx =0 bo'lishi kelib chigadi.
t

+00 +00

3-xossa. Agar j f(x)dx va J g(x)dx integrallar yaginlashuvchi

a a

+00

bo'lsa, barcha a,fie R sonlaruchun, J (a f(x)x Ag(x))dx integral

ham yaginlashuvchi bo'ladi va

+00 +00

J(@/M £Pg(x))dx =a j f {X)dx+/2J g(x)dx

a a

tenglik o'rinli.
4-xossa. Agar Vxe [a;+°°) uchun f(x)<g(x) bo'lib, J f(x)dx

va J g(x)dx integral yaginlashuvchi bo'lsa, J f(x)dx <J g(x)dx

tengsizlik o'rinli bo'ladi.

5- xossa (Nyuton — Leybnis formulasi). f(x) funksiya [a;+°°)
oraligda uzluksiz bo'lib, F(x) uning shu oraligdagi boshlang'ich
funksiyasi bo'lsin. U holda

+00

1f(x)dx =F ( x =F(+°0)- F(a) (10.3)

bo'ladi, bunda f(+") = lim F(t).

Odatda (10.3) ham Nyuton — Leybnisformulasi deyiladi.
6-  xossa (o'zgaruvchilarni almashtirish formulasi). f(x) funksiya

[a;+°°) oraligda uzluksiz, cp(t) funksiya esa [a;/3) da uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya va a =(p(a) <(p(t)<i_|;E10<q/)=+oo

160



bo'lsa, 1f(x)dx, jf((p()<p'(t)dt integrallardan birining

yaginlashuvchiligidan, ikkinchisining ham yaginlashuvchiligi kelib
chigadi va ushbu o'zgaruvchilarni almashtirish formulasi o'rinli:
B
jf(x)dx =jf(<p(t))<p'(t)dt. (10.4)

7-  xossa (bo‘laklab integrallash formulasi) Agar u-u(X) va v—¥(x)
funksiyalar [a;+°°) da uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib,

-foo

mavjud bo'lsa, Jiidv, Jvdu integrallardan birining yaginlashuv-

chiligidan ikkinchisining ham yaginlashuvchiligi kelib chigadi va
ushbu bo'laklab integrallash formulasi o'rinli bo'ladi:

-too

qudv =(mvy - vadu ,buyerda (kv) & :,]lggb(uv)- u(a)v(a).

a
10.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:
w _4 5 N
- X
vr'-4 +(v+3) y

Yechilishi. f(x)= ~ |, g(x)= deb belgilaymiz. f(x)

x2-4 T (x +3)

va §(x) funksiyalar uchun, mos ravishda,
Fo= X% e
4 x+2 2(x +3)

boshlang'ich funksiyalar mavjud bo'ladi. (10.3) Nyuton — Leybnis
formulasi bo'yicha quyidagilarga ega bo'lamiz:



Demak, xosmas integralning 3- xossasiga asosan, berilgan
integralning giymati:

dx—al X 450 7,5
etx -4 (Xx+3) ex —4 ~M(x+3)1 3
10.7-misol. T ** integralni hisoblang.

-(x4+4)2

Yechilishi. B = §(3 2,+°° luksi
echilishi. Bunda /(x) (xd24)2 [\/2;+°°) da uzluksiz

funksiya, x =\ft funksiya esa [2+<>) da monoton o'suvchi va
differensiallanuvchi boigani uchun (10.2) xosmas integralda

o'zgaruvchilarni almashtirish formulasidan foydalanamiz: x =tft

deb belgilab olganimiz uchun, x}x ="dt va yangi chegaralar
a =2, AB=+ boiadi. Demak,

7ox3x 17 dt 11 1
i (x4+4)2_ 4] (t+2)2 st+2. 16

. el (1 I
10.8- misol. J[—é—dx integralni hisoblang.
X

Yechilishi. Bunda w(x) =Inx, v(x) [2;+°°) da uzluksiz

=-N_
2xy2

va differensiallanuvchi funksiyalar boigani uchun xosmas

integrallarda boiaklab integrallash formulasidan foydalanamiz.

Agar i/=Inx, dv— - deyilsa, du=-x, v=—* Dboiib,
X X 2X

quyidagiga ega boiamiz:

Inx X 1f( ax
X = - - +
- 1v2p 13 «x3

Bunda
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rodnxto L Aln2 Inx'_In2 7 dx_1
f 2X2J2 ~2x2, 8 ] x3'™8

In v
boiishini topamiz. Demak, j dx = Inde

10.9- misol. Ushbu tengsizlikni isbotlang:

K
dx <

xP+64 16'

Isboti. Ravshanki, [V2;+°°) dagi barcha n lar uchun

o< X _ X NoX
XDR+64 _ (x4+4)(x8- 4x4+16) x4+4
Bunda./(x)- 0o , g(x) =-4 bo'ladi. Keyingi tengsizlikni
[n/2;+°0) da integrallaymiz
xax

0<f rx ~dx<f
i*'2+64  h X4+

Agar
7 xdx 17 d(x2) I r _14 4 4
boiishini e’'tiborga olsak, 0 < J' xdx <7 boiadi.
-x2+64 16

10.10- misol. Ushbu tengsizlikni isbotlang:

1 ‘tx30+I 1 1
< X< =+
29 -fx60+| 29 59

Yechilishi. Vxe[l,+°°) lar uchun

1 xW+1 X™Me\_ 1 1
x30<|+x60< x8 ~x30+x®
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tengsizlik o‘rinli bo‘lganligi uchun, 3-, 4- xossalarga asosan,

e 1 400/ AN +00 +uo,d
X

L»dx<\ b +7),b=1>-+| -t *)
Bundan

7dxk __ xM™M =1 7dx=_x-5+_1

JW) 993 9 §xB 591 59
Bularni e’tiborga olsak, (*) tengsizlikdan isbot gilinishi talab
gilingan tengsizlik kelib chigadi.

10.3. Chegarasi cheksiz bo‘lgan xosmas integrallarning ba’zi bir
tatbiglari.
10.3.1. Xosmas integrallar yordamida yuzni hisoblash. f(x)

funksiya [a,+°°) da aniglangan, uzluksiz va Vxe [a,+00) uchun

f(x)> 0 boisin. Unda D ={{x,y): a<x<+ 0<y< f(x)} soha-

ning yuzi ushbu S = f/ (x)dx xosmas integral orgali ifoda gilinadi.

10.11- misol. ¥ =xe~X,0<x<+°° funksiyaning grafigi hamda
Ox o'gning musbat gismi bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning yuzini hisoblang.

Yechilishi. lzlanayotgan trapetsiyaning yuzi quyidagi xosmas
integral orgali hisoblanadi:

+00

S=Jxe dx.
0

Bu integralni xosmas integralning ta’rifiga asosan hisoblaymiz:

S- 7 Y« - 220 rpa-*1»=-28"""1- 2 Ocvhirl).

10.3.2. Xosmas integral yordamida aylanma jism hajmini
hisoblash. Ushbu D ={(.x,y):a <x <+°°, 0 <y <f (x)} egri chizigli
trapetsiyani Ox va Oy o‘glar atrofida aylantirish natijasida hosil
bolgan aylanma jismning hajmi mos ravishda quyidagi formulalar
yordamida hisoblanadi.
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+00 +00

=« J f 2(x)dx, F =2k xvdx.

10.12- misol. Ushbu chizig bilan chegaralangan shaklni Ox o'q
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan jismning hajmini toping.

y= -'— xe[0;+°°).
V4 +x2

Yechilishi. Aylanma jismning hajmini topish uchun
V=K j o

integralni hisoblaymiz. Bunda

rodx n x1 _4 7T
V=K = _arct =" arctg(+°°) =
J4+x2 2 : 20 2 9+
10.3.3. Xosmas integrallar yordamida aylanma sirtning yuzini

topish. f(x) funksiya [a,+°°) da aniglangan, uzluksiz va uzluksiz
fix) gaegabo'lib, u f(x)> 0 bo'lsin./fxj funksiya grafigini Ox

0'q atrofida aylantirish natijasida hosil bo'lgan aylanma sirt yuzi
ushbu formula yordamida hisoblanadi:

5=2n1 f{x) g/ +[f'ix)]2dx *

10.12- misol. y - e % xe[0;+°°) chizigni Ox o'q atrofida
aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirtning yuzini hisoblang.

Yechilishi. Berilgan chizigni ifodalovchi funksiyadan hosila
olamiz. y'=-e~* ekanligini hisobga olib va (*) formuladan
foydalanib, aylanma sirt yuzini hisoblaymiz:

S=2kJ y\+e-2dx =-2k J VI +e~-2die~x) =
ro-i W
-2k N +e~X+ " Ine™ PN\ +e~X =/r(V2+In(l +V2)),
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S — {yjl +In(1 +V2 ¥Y (kv.birl.).

10.4. Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi hagida
taqgoslash teoremalari. Integralning absolut yaginlashuvchiligi. f(x)
funksiya [a; +00) oraliqda berilgan bo'lib. ixtiyoriy xefa;+°°) da
f(x) >0 ba'lsin.

400
10.1- teorema. f(x) funksiyaning Jf(x)dx xosmas integrali

yaginlashuvchi bo'lishi uchun, Vre [a;+°°) da

{f(0}= j/7(*)*

to'plamning yugoridan chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

Agar bu to'plam chegaralanmagan bo'lsa, Jf(x)dx xosmas

integral uzoglashuvchi bo'ladi.
10.2-  teorema.f(Xx) vag(x) funksiyalar [a,+o0) oraliqda berilgan
bo'lib V.re[a,+°°) larda 0<f(x)<g(x) munosabat o'rinli va

0 +®
J 9(x)dx yaginlashuvchi bo'lsa, Jf(x)dx ham yaginlashuvchi

bo'ladi va agar J f(x)dx uzoglashuvchi bo'lsa, j g(x)dx ham

uzoglashuvchi bo'ladi.
10.3-teorema. [a,+°°) oraligda manfiy bo'Imagan f(x) va g(x)

funksiyalar berilgan bo'lib, x — da /M nisbatning limiti

9(x)
mavjud va u biror K ga teng bo'lsin:

lim a(%: k (0</:<+o00) .

Bunda:
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a) K<+°° boiib, Jg(x)dx yaginlashuvchi boisa, J f(x)dx
ham yaginlashuvchi boiadi;

4o +00

b) A>0 boiib. J g(x)dx uzoglashuvchi boisa, J f(x)dx ham

uzoglashuvchi boiadi.
10.2-natija. 10.3- teoremaning shartlarida agar 0</t<+°<> boisa,
D 4
j*/ (x)dx va Jg(x)dx integrallar bir vagtda yaginlashadi yoki
bir vagtda uzoglashadi.
L)
Xususiy holda, agar X_..o daf~g boisa, |f{x)dx va

J g(x)dx integrallar bir vagtda yaginlashadi yoki uzoglashadi.
a

Y ugoridagi teoremada tagqoslanayotgan funksiyalarning o'rniga
aniq funksiyalar olib, amaliyotda ko‘p gollaniladigan alomatlarni
keltiramiz.

10.4- teorema. f(x) funksiya A ning istalgancha katta
giymatlarida

a>o)

shaklda tasvirlangan boisin. U holda:

a) agar A>1va Vx >x0uchun <p(x)<C <+00 boisa, J f(x)dx

yaginlashuvchi boiadi;
0
b) agar A<1 va <p(x)>C>0 boisa, J f(x)dx uzoglashuvchi

a

boiadi.
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10.5- teorema. Agar x->+°° daf(xJ funksiya — ga nisbatan
X

a (a >0) tartibli cheksiz boisa, J f(x)dx integral «<>1 boiganda

a

yaginlashuvchi, a <lboiganda esa uzoglashuvchi boiadi.

10.13-misol. Ushbu J —dXx integralning yaginlashuvchiligini
1x2
ko‘rsating.

Yechilishi. Bunda f(x)=—  <x)=Inx>0, a= —<1
X2

Demak, 10.4-teoremaning b) bandiga asosan, xosmas integral
uzoqlashuvchi.

0, |
10.14- misol. [—e XX integralning yaginlashuvchiligini
i X
ko'rsating.
Yechilishi. Bu integral uchun

"1l J 1
F(t) = f~Ye Xix =¢ 1—
mX e

i
boiib, V7e[l;+°°) da F(t)=e‘-e< 1 boiadi. Unda, 10.1-
teoremaga asosan, berilgan integral yaginlashuvchi bo'ladi.

+00

10.15- misol. | 2xxdx integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.

0
t 21 | |

Yechilishi. F(t) = \IxxdX =-----(?---—--- )+ —mmmee- - Bu funksiya
] In2 m2° (m2)

t— da yuqoridan chegaralanmagan. Shuning uchun, 10.1-

natijaga ko'ra, berilgan integral uzoglashuvchi bo'ladi.
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dx

10.16- misol. | g/71 integralni yaqinlashuvchilikka
tekshiring.
r dx . : : :
Yechilishi. J 7j=f xosmas integralni garaymiz. Bu integral
i VX

uzoglashuvchi. Endi

+ .
im N2 X Kmojo1 1
X —>+0° 1 X —>4-00 9+ k | V3
X3

bo‘lishini e’tiborga olsak, 10.3- teoremaga asosan, berilgan xosmas
integral uzoglashuvchi bo'ladi.

10.17- misol. 1 , Ux integralni yaginlashuvchilikka
N4 +X
tekshiring.

. K
Yechilishi. Ravshanki, Vx>I| uchun arctgx va

arctgx Kk 1 . o ¥ odx . .
, b , tengsmllklar o'rinli. Unda - integralning
4 +x 2 4 +x- J 4+x2

yaqinlashuvchiligini e’tiborga olsak, 10.2- teoremaga asosan,

berilgan integral yaginlashuvchi bo'ladi.
w2y

r cos jic

10.18- misol. ~  ------- dx integralning yaginlashuvchiligini
i Vx7+1

ko'rsating.
Yechilishi. Ravshanki, barcha x€[l;+°°) lar uchun

f(x)=cos23x=",bunda p(x)="ii<C<+o00, A=->
B77\ Ui s+t 5
X
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boigani uchun, 10.4- teoremaning bandiga asosan, berilgan xosmas
integral yaginlashuvchi boiadi.

10.19- misol. | )@( integralning yaginlashuvchiligini ko‘r-
¢ X +i
sating.
L7 dX . . . . .
Yechilishi. xosmas integralni garaymiz. Bu integralning
Jx +1

yaginlashuvchi ekanligi ravshan, ya'ni

f P =arctgx =arctg(+«=)-arctgl =—
L g g(+«=)-arctg 2

Endi

X

lim AB¥ = jim 235X i 2oy

X->+00 X —>+00 4; ] X->+00 1

boiishini e’tiborga olsak, 10.2- natijaga ko‘ra, berilgan xosmas
integralning yaqinlashuvchi boiishi kelib chigadi.

10.5. Ixtiyoriy funksiya xosmas integralining yaqinlashuvchiligi.

10.6- teorema (Koshi teoremasi). Ushbu 1 f(Xx)dx xosmas
a

integralning yaginlashuvchi boiishi uchun, Ve >0 son olinganda
ham, shunday t0=t0(e) (t0>a) son topilib, t'>ty t">t0
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi lar uchun

.
\Ft)-F(t"YW\f{x)dx<e
I( |
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Xosmas integrallarning uzoglashuvchiligini isbotlash uchun

ko‘pincha quyidagi tasdigdan foydalaniladi: agar shunday e0>0
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son topilib va barcha t>a lar uchun 3t' >t,t" >t mavjud boiib,

.
\f(x)dx >en
It
40
tengsizlik bajarilsa, J f(x)dx integral uzoglashuvchi boiadi.

a

7 cosr
10.20- misol. J X2 dx xosmas integralning yaginlashuvchi

ekanligini Koshi kriteriysidan foydalanib ko'rsating.

Yechilishi. Ve>0 berilgan songa ko'ra, 3tQ=t0(e)= J—
o/2nE

(t0>1) son topilib, t'=2nn>t0, f =2nn+In >t0 (ne N)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi lar uchun
t a 2NTH2n Xj 2H2n <
FU)-F(,=/“f * =} J > =
¢ n Inn X Inn X
=_12121 1 _ 1 2n
X 2m 2nn  2nn+2n  2kn-(2nn+2n)
! < L <£

n2n(n+\  2m~

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, Koshi kriteriysiga asosan, berilgan

xosmas integral yaginlashuvchi bo'ladi.
-}$>Si.n2X

—~" dx integralning uzoglashuvchi
1 X

10.21-misol. a< 1 uchun

ekanligini ishotlang.
Isboti. te (1;+°°) bo'lsin. n natural sonni shunday tanlaymizki,

n-n>t tengsizlik o'rinli bo'lsin, =n n va t2=2n n debolaylik.
U holda
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Shunday qilib, shunday £0~4. son mavjud boiib, barcha t > 1lar

uchun hamda t{=nn >t va t2=2nk >1 sonlar uchun

fsin2x
% -a

bo'ladi. Demak, a <1 uchun berilgan integral uzoglashuvchi.

10.6. Absolut va shartli yaginlashuvchi xosmas integrallar.

+00

10.7-teorema. Agar J f(Xx) dx integral yaginlashuvchi boisa, u
4
holda | f(x)dx integral ham vyaginlashuvchi bo'ladi va

@ 0
J f(x)dx <J jf(x) dx tengsizlik o'rinli.
la \ a

+00

10.1- eslatma. Ushbu J f(x)dx integralning yaginlashuvchi-

a

ligidan har doim ham J f{X)\dx integralning yaginlashuvchiligi

kelib chigavermaydi.

10.4- ta'rif. Agar J f(x) dx yaqginlashuvchi bo'lsa, J f(x)dx
absolutyaginlashuvchi integral, f(x) funksiya esa [a;+°°) da absolut
integrallanuvchi funksiya deyiladi.
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10.5-ta’rif. Agar ff(x)dx yaginlashuvchi bo'lib, J f(x) dx

+00

uzoglashuvchi bo‘lsa, J J(x)dx shartli yaginlashuvchi integral

a

deyiladi.
10.22- misol. Ushbu integralni absolut va shartli yaginlashishga
tekshiring:
7 cosx ax

i
Yechilishi. a) col bo‘lsin, u holda Vxe[l;+°0) uchun

cosx o 1 bothd. ﬂavshanki', ?dg( yaginlashuvchi integraldir.

Unda tagqoslash hagidagi 3.2-teoremaga asosan,

7 cOsx
[ dx

[
integral yaginlashuvchi. 3.7- teoremadan esa

7 cosx dx

J ya

integralning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Demak, berilgan
integral absolut yaginlashuvchi.

b) 0<a<]| boisin, u holda foosx dx integralni bolaklab
i *

integrallaymiz:

“f cosx sinx . _"{sinx
J Tk dx — V& +a J{ r«+->dX
sinx _ 7 sinx _
bunda ©) el integral esa absolut

yaginlashuvchidir. Demak, berilgan integral yaginlashuvchi.
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COSX f cuwvn

f :
Endl Jllx& dx=) a dx integralni garaymiz. Ravshanki,

1 T
cosx >cos' X - (1+cos2x)sunda ixtiyoriy t>1 lar uchun

¢ cosx 1Tdx 1 fCos2x
x> +

—dX m "
J x“ 2\xa 2"' v¢ *)
M a’'lumki,
rdx _7 dx —+%
A w IV T
rcos2x , Alsin2/  Isin2'\ a7sin2x
42 ta ~ 2 ) 2\ xatrdx-

Agar ] Qﬁ ning uzoglashuvchiligini, J C3 Xdx njng €sa
) | X

yaginlashuvchiligini e’tiborga olsak, u holda (*) tenglikda * ~

f COSX
da limitgao‘tib, J ¥@ dx xosmas integralning uzoqlashuvchiligini

topamiz.

Demak, berilgan integral shartli yaginlashuvchi.

c) a<0 bo'lsin. Koshi teoremasidan foydalanib, berilgan
xosmas integralning uzoglashuvchiligini ko‘rsatamiz. ucbun
neN son shunday tanlansinki, 2nn>t tengsizlik bajarilsin

t =Inn +~7/ =2nm+- larnitanlaymiz. Shartgako‘ra *e |y t*

lar uchun cosx >~ va ~ >1 (x>1 va a <0), tengsizlik 0‘nny

boiadi, u holda



Demak, shunday £0= "~ son mavjudki, barcha t> 1 lar uchun

t =2nn+J1; t"=2«k-n +13] sonlar mavjud bo‘lib, quyidagi
0

Vcosx M A
J Xa ~eo tengsizlik o'rinli boiadi.

Shunday qilib, berilgan integral a >1 da absolut yaginlashuvchi,
0 <a <1da shartli yaginlashuvchi, a <0 da esa uzoglashuvchi.

10.23- misol. .[ CO&S()dX integralning absolut yaginlashuvchi-
X +

ligini ko'rsating.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun ixtiyoriy xe [1;+°°) da

COSX 1
X2+9] ~x2+9
i
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Ravshanki, ; *+9 yaginlashuvchi

0
integraldir. Unda, 10.2- teoremaga asosan, 5 IQZ)c_% dx integral ham
X

"7 cosx
yaginlashuvchi bo'ladi. 10.7- teoremadan esa

integralning yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Demak, berilgan
integral absolut yaginlashuvchi.
10.7. Xosmas integrallar yaqinlashuvchiligining yetarli shartlari.

10.8-  teorema (Dirixle teoremasi). f(x) va g(x) funksiyalar

[a;+°°) da berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) f(x) funksiya [a;+°°) da uzluksiz va uning shu oraligdagi
boshlang'ich funksiyasi F(x) (F\x)=f(x)) chegaralangan;
2) g(x) funksiya [a+<*>) da uzluksiz g\x) hosilaga ega;
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3)g(x) funksiya [a;=} da monolon;
4) lim g(x) =0.
10
U holda, j f(x)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo'ladi.

10.9-  teorema (Abel teoremasi)./f.vj va g(x) funksiyalar [a;+°°)

da berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
D

1) f(x) tunksiya [a;+°°) da uzluksiz va [f(x)dx integral
yaginlashuvchi;

2) 9(x) funksiya [a;+°°) da chegaralangan;

3) g(x) funksiya uzluksiz differensiallanuvchi va [a;-fo°) da
monoton bo'lsin.

U holda J f(x)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo'ladi.

a
1D

10.24- misol. J sinx2dx integralni yaginlashishga tekshiring.
1

0 D
Yechilishi. x2=t deb belgilaymiz, uholda | sin.v2dx =J Sm*dt
1 1

bo'ladi. Integral ostidagi funksiyani Sin/=sin/ 1 =f(t)g(t)
25Tt 2-0t

ko'rinishda yozamiz. Bu yerda f(t) =sint, g(t)= >+ f(t) va
2jt
g(t) funksiyalar Dirixle teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi:
1)/(/) =sin/ funksiya [1;+°°) da uzluksiz va uning F(t) =-cost
boshlang'ich funksiyasi chegaralangan;

2) g(t)= funksiya [1;+°°) da uzluksiz g'(t)=- 1
20t 4n7
hosilaga ega;
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3) g(t)=  _ funksiya [1;+°°) da kamayuvchi;

4 /I—qug(?) :/-L%Z-/; =0.

Demak, 10.8- teoremaga ko'ra, berilgan xosmas integral
yaginlashuvchi.

I COSX
10.25- misol. J a arctgX*X xosmas integralning a> 0 da
i X

yaginlashuvchiligini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan xosmas integralning yaginlashuvchiligini

. COSX
Abel teoremasidan foydalanib ko'rsatamiz. /(x)= -0-,

g(x) =arctgx deb belgilaymiz.
1) /(x)=Q0SV funksiya [1,+29da uzluksiz va a>0 bo'lganda
X“

+0
yuqoridagi 10.22- misolga asosan, reosx dx integral yaginlashuvchi;

2) g(x) =arctg.v funksiya [1;+°°) da chegaralangan, ya'ni
larctgx| <[;

3) arctgx funksiya [1;+°°) da uzluksiz differensiallanuvchi

\
gAx) =7li)'(.f.> 0 vamonoton o'suvchi.

Demak, berilgan xosmas integral Abel teoremasining hamma
shartlarini ganoatlantirgani uchun u yaginlashuvchi bo'ladi.

10.8. Xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshirishda
funksiyaning bosh gismini ajratish usuli. Bosh gismni ajratish usuli
quyidagicha ifodalanadi: agar integral ostidagi f(x) funksiyani
x —>+°°da f(x) =g(x) +R(x) ko'rinishda tasvirlash mumkin bo'lsa,
bunda R(x) - absolut integrallanuvchi funksiya bo'lsa, u holdaf(x)
va g(x) funksiyalar bir vagtda yoki absolut integrallanuvchi, yoki
shartli integrallanuvchi bo'ladi, yoki integrallanuvchi bo'lmaydi.

177



2X
10.26-misol. farctg CE)jsij dx integralni yaginlashuvchilikka

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani

Cos2X 1 1  COS2X
arctg —+ = +R(X), X-»+00

V7 2377 2V 7

ko'rinishda tasvirlaymiz, bunda |-K®] <—2, i?(x) funksiya absolut

integrallanuvchidir. Berilgan integralning yaginlashish xarakteri

+°( n 1, \
sk
({277 217 1

integralga bog‘lig. Ravshanki, oxirgi integral uzoglashuvchi, chunki
C0oS2X 1
N funksiya integrallanuvchi, 7rj funksiya esa

integrallanuvchi emas. Demak, berilgan integral uzoqlashuvchi
ekan.

. . COSX . . .
10.26- misol. 1 sin dx integralni absolut va shartli

yaginlashuvchilikka tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani x —+<»da

\
COSX COSX
+

sin R(x)
J7
ko'rinishda tasvirlaymiz, bunda barcha =1 lar uchun
J +
BAl < —p- tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, fR(x)dx

Slx 5v x5
absolut yaginlashuvchi. Yugoridagi 10.3- misolga ko'ra, (a =

4 cosx ., ) . . .
“\|~j-r dx integral absolut yaginlashuvchi. Shuning uchun, berilgan
1 \Ix

integral ham absolut yaginlashuvchi.
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10.27- misol. Ushbu xosmas integralni yaginlashishga tekshiring:

Yechilishi. Berilgan integralda t =x3 almashtirishni bajaramiz:
\ 1 T oo
X =t\ dx=-3t Ht; X ~>0da t->0va X-»+0° da t-»+°°,

cosx3/1 14 . ( cost

X'sin iX . dt .
1+Xx "3 H l+tm

Integral ostidagi funksiyani t —+° da

. cost cost
sin
1+tm 1+1
ko‘rinishda tasvirlaymiz, bu yerda R(t) =- Barcha

1+f1/33

?¢[0,+00) uchun \R({{)\<------~-r- F ------ N-r  integral absolut
1 @a+2133 T 3

yaginlashuvchi.
Demak, R(x) funksiya absolut integrallanuvchi ekan. Berilgan

integralning yaqinlashish xarakteri 5-9-9-Sjﬁjdt integralning

yaginlashish xarakteriga bog'lig. Lekin 4 cost'l------ W integral

oo . . .
uzoglashuvchi, J ---- W dt integral esa Dirixle alomatiga asosan,

yaginlashuvchi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral shartli
yaginlashuvchi bo'ladi.
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Mustaqil yechish uchun misollar

Xosmas integrallarning yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating va
giymatini toping:

101 1 dx.102 Jebdx.103. J  dx

\ /x5 0 X +2X+2
10.4. Ixendx. 105 J aTandx. 106, [ dx

n , 1+ X (x+2)In: (x+2)
10.7. ¥ 2xdx .108. f dx . 10.9. T dx

b (X2+1)3 1(X +1)3 | (x2+x +1)2

9
10.10. J a'dx, (a>1).
Xosmas integrallarning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang:

10.11. ? fJS( 1012, " 3% . 1013, 7 cosxe/x.
J r24«| AT J

+00
f (1X +°°

10-14- }VZI]%F_;(T ,015- f (X &WH(X)W-}B{G- {4 Aix.

1017, § 25{dx. 1018 \xexdx.
J x2+\L j
Xosmas integrallarni hisoblang:

10.19. f xdx .1020. I dx .10.21. 7 (k

12(x2+1)3 \ (\+x)yfc le x+"e
w2 1 +°
10.22. J dx__ 10.23. \X4+] dx. 10.24. ] x'G-dx.
VH(x-NA 2T aX +1

10.25. f InX dx. 10.26. 7 arct&Y
{ 1+X2 J
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10.27. J e “sinbxdx, a>0.10.28. J e axcosbxdx, a>0.

‘0

10.29. J X"e~dX.

Funksiyalarning grafiklari va abssissalar o‘qgi bilan
chcgaralangan shakllarning yuzini hisoblang:

10.30. /(*)= 4_|_XT’ -ol<x<+°°,

10.31. f(x) =x2~ , 0<x<+°°-
10.32. f{x) =- , l<x<+~.
(1+x)

10.33. /(*) =
+eX
10.34. /(x) = 2(--J-)-(7 , 0<x<+0.
1+x5

10.35. f(X) =sinx e~%, 0<x<+=«,
Chiziglar bilan chegaralangan shakllarni Ox o‘q atrofida
aylantirish natijasida hosil bo‘lgan jismning hajmini toping:

10.36. j =1, xe[l;+00). 10.37. y =xe~X, Xxe[0;+~>).
X

10.38. y =¢ xyjsmx, xe[0;+°°).
10.39. y =x2~A xe(-0°,+00).

1 1
10.40. >=2 xe [1;+°°).
VX roj
Tengsizliklarni isbotlang:

6 1

o e
10.41. 0< £ FEX <01 1042 025< .. rfx<0,35.
w X X+ i+l
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10 43. I cos4dx <&l<

{x+4 4 ro* +1 19

10.45. O<fedx< *
{ 4e4

s

10.46. 0< J e xdx- \e xdx-<0,5"
(0] 0

Integrallarning yaginlashuvchiligini isbotlang.

+oe 3 +00 +00

10.47. ij dx. 10.48. J * ?2dx. 10.49. J(cosX-I)rfx.

0 Vll+1)2"7
1050.3 e x-e ' ix. 10.51 dx
. xeln x
J
InI+x+x>/x
10.52. fn )V 10.53. f % Ldx.
VX3 JJIx3+1
2

+
10.54J X3*+7T 4x 10,55, \S'n Xix m

10.56. 11 dx. 10.57.7 arct8”x dx .
xshx X j o Wx
Integrallarning uzogqlashuvchiligini isbotlang.

8 3 n

10.58. J _ « « - 10.59. f , . 10.60.7 sin x Jx
0 s o \IXs+2 1=
+ Sini «d
10.61. J y Ox. 10.62. J Xox
n 1+x2sin2x
X - COS—

X

rl X
10.63. [k arctgy Ty dx
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Integrallarni absolut va shartli yaginlashuvchilikka tekshiring:

10.64. fxcosx4fr. 10.65. fSIn(™ ) ~. 1066. f xcos7x dx_

0 0 »> qXxX2+2x+2
0
10.67. J cos3(x2+2x)dx. 10.68. J arctgl7=rdx-
0 1 VX2
1069. ' ™ ax. 1070, TVXCOSX gy 1071, [SINGINX) gy
1 x4 J x+100 1 7

10.72. fIn2[ 1+ 1 jsinxc . 10.73. [ cos(1+2x) dx .

J 1 = 1 (V~-Inx)
10.74. .10.75.7™wun + * .
-1rx +Inx J I/Ix“ Arn)

10.76. 7sin(x+-)— . 10.77.7(33_ dx .
qJ X x* { x Ini
1078>T1(|ng:)

+00

10.79. £ ning ganday giymatlarida J x*<ii integral yaginla-

0
shuvchi bo‘lishi mumkin?
10.80. k va t ning ganday giymatlarida , < ' integral
01+x
yaginlashuvchi boiadi?
Toax Foodx

10.81. K ning ganday giymatida: 1) J x*,nx, 2) J x(Inx)*

integrallar yaginlashuvchi boiadi?
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Misollarning javoblari

3 1 1 3k 1 1
10.r . 10.2. =.10.3. K HO4. , . 10.5. . 10.6.
2 5 2 32 In3

1 1 4n: 1 1 n -
10.7. .10.8.- .10.9. r- .10.10., .10.19 - .10.20 ™ .
2 2 /3 1 36 2

3n nsa

3Y |
10.21. 2(1- In2). 10.22. f " 10.23.4 A .10.24. 10!. 10.25. 0.

,2.10.29. n\ 10.30.

10.26. + -. 10.27. .2 +10.28.
0.26 4 2 0 a"+b§ 0.28 C|2+b~ 2

. 10.31. . 10.32. 10.33. 21n@ +72). 10.34.

2(7-0- 1036 *e 1037 4' ,0'38- 5(.-% )-

bka2n 4 . . .
10.39. 7 . 10.40, A . 10.64. Shartli yaginlashuvchi. 10.65.

Shartli yaginlashuvchi. 10.66. Shartli yaginlashuvchi. 10.67. Shartli
yaqinlashuvchi. 10.68. Absolut yaginlashuvchi. 10.69. Absolut
yaqginlashuvchi. 10.70. Shartli yaginlashuvchi. 10.71. Shartli
yaginlashuvchi. 10.72. Absolut yaginlashuvchi. 10.73. Absolut

yaginlashuvchi. 10.74. a >1 da absolut yaginlashuvchi, a <1 da
shartli yaginlashuvchi. 10.75. «>1 da absolut yaqinlashuvchi,
-l<a<lIda shartli yaginlashuvchi. 10.76. «>1 da absolut
yaginlashuvchi, 0<a <1da shartli yaginlashuvchi. 10.77. a >1da

absolut yaginlashuvchi, ~ <a<Ida shartli yaginlashuvchi. 10.78.

a >1da absolut yaginlashuvchi, 0 <a <1da shartli yaginlashuvchi.
10.79. k ning harganday giymatida uzoglashuvchi. 10.80. £>-1 va
t>k +1bolganda yaginlashuvchi. 10.81. 1) k>\ da yaginlashuvchi,
k <1 da uzoglashuvchi; 2) agar k<1 bo'lsa, | = n

(&) (In2)
k >1 da uzoglashuvchi.
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11- 8. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

11.1. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari
tushunchasi

11.1- ta’rif.//x) funksiya chekli [a\b] oraliqgda berilgan bo'lib,

[a;c), (c;6] oraliglarda chegaralanmagan boisin. Bu holda ¢ nugta
f(x) funksiya uchun maxsus nuqta deyiladi.

f(x) funksiya [a\b) oraliqda berilgan bo‘lib, u
[a;b-r}] (0 <77 <b-a) oraligda xos ma’'noda (Riman ma’nosida)

b-y

integrallanuvchi, ya'ni F(r\)= J f(x)dx integral mavjud boisin,
[b-T]-, b) da esa integrallanuvchi boimasin, ya'ni V77 >0 uchun
f(x) chegaralanmagan boisin.

11.2- ta'rif. Agar rj—0 da F(rj) funksiyaning (chekli yoki

cheksiz) lim F{r\) limiti mavjud boisa, bu limit f(x) funksiyaning
7)->0

[a;b) oraligda olingan 2- tur xosmas integrali deyiladi va u

b

Jfix)dx (ii.i)
kabi belgilanadi:

b b-T]
f)dx= limF(7)) =lim f(x)dx.

rj-*0 ri->0 J
a

11.3- ta'rif. Agar m—0 da F(T]) funksiyaning limiti mavjud
boiib, u chekli boisa, (11.1) xosmas integral yaginlashuvchi, f(x)
esa [a\b) da xosmas ma’noda integrallanuvchifunksiya deyiladi.

Agar 1/ —0 da F(r\) funksiyaning limiti cheksiz boisa, u holda
(11.1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

11.1- eslatma. 7—0 da F(r\) funksiyaning limiti mavjud
boimaganda ham (11.1) integral uzoglashuvchi boiadi, deb kelishib
olamiz.

Shuningdek, a nugta f(x) funksiyaning maxsus nuqgtasi boiganda
ham (a,b] oralig bo‘yicha olingan xosmas integral yuqoridagidek
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ta’riflanadi. a va b nuqgtalar bir vaqtda berilgan funksiyaning maxsus
nuqtalari bolganda (a;h) oraliq bo'yicha xosmas integral quyidagicha
ta’riflanadi:

Jf/(x)dx =lim f f(x)dx .
e _j'd)é . . . . .
11.1-misol. /= integralni yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun n=0 nuqgta maxsus

fdx
Xa

nugtadan iborat. Ushbu F{/u)= (0</n<\) integralni garaymiz:

11 (117, a ¢ 1lboiganda,
-a

nx -In /n, a =1lboiganda.

Agar a <l1bo‘lsa, lim F(fi) = boiadi.
p>0 1

Agar a> lboisa, hi_r;réF") =-°° boiadi.

Shunday qilib, yugoridagi ta'rifga asosan, a <1 boiganda /
integral yaginlashuvchi, a> | bo‘lgandaesa/integral uzoglashuvchi
boiadi.

¢ (a<c<b)nuqta 4n) funksiya uchun maxsus nuqta boisin. Agar
f(x) funksiya [</ic) va oraliglarda xosmas ma’noda
integrallanuvchi boisa, f(x) funksiya [a;b\ da xosmas ma'noda
integrallanuvchi deyiladi. Bu holda xosmas integral quyidagi tenglik

bilan aniglanadi:

p e n c-t n
J\f(x)dx :J\f(x)dx+J\f(x)dx :5]17% Jf(x)dx + | f(x)dx
£ CHi
dx

r
11.2- misol. J jn v integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.



Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=I nugta maxsus
nuqtadan iborat. U holda, yuqoridagi ta'rifga asosan, quyidagiga

ega bo'lamiz:
rdx fdx rdx . (l'Fd§z+>dx
+ =
IInx olpX 1lnx %2% * X nx
£>0, p>0va0<x<2 boisin.
1 1
- In(I+(A-1)]" =
In* In(l+(x-1)) Hn+(A-D)]

(X-1)-* (X -1)2+ % (x-1)3+. Loy Ty ofx-1f
X -\ 2

I-t

(E)=1J dX —Anx— A+ 1(l1-£) +0(£2):
’ Inx 2

@
=InE-*+0(£2)+C,,
dx in x-1
Inx
©)

=-Inh~%+o0(h2)+C2

(2) va (3) ni (1) ga go‘yamiz:

de =lim In — (E+/N)+o(L} )+0o(E~)+C, +C,
Inx ﬁ’% n 2
Oxirgi tenglikda o‘rta gavs ichidagi ifodaning limiti mavjud emas.
Demak, berilgan 2- tur xosmas integral uzoglashuvchi boiadi.
integralni yaqginlashuvchilikka tekshiring.

) rodx
11.3-misol. i?"X’]ﬂZX

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya x=I nuqtaning atrofida
chegaralanmagan. Ta'rifga ko'ra



Demak, berilgan integral uzoglashuvchi boiadi.

| cosx

11.4- misol. J rm— dx integralni yaqginlashuvchilikka
g \sin X

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi f(x)= cosx funksiya x=0 va x=1
J/sinx
nuqtalarning atrofida chegaralanmagan. Ta’'rifga ko‘ra

I cosx .V cosx Y cosx |,
------- ax =lim - (X =- lim —_dx+
*  /cin v £70 J */cin v £>0 ] JoinV
@
lim f COSX dx =lim /.(E) +lim/.(u).
v01 Jdin X 1= I
Bunda
/. on , - =-2"™ =-20T(n-¢) +2
VBinx @
.1 COSX |, [ o
2(/m=1 ax = Zvsinx = 271 —¥sin /i &)
(2), (3) larni (1) ga go'yib, limitni hisoblaymiz:
-I— Ldx =4.
on/smx
Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi.
11.2. Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Asosiy

formulalar. f(x) va g(x) funksiyalar [a; b) da berilgan boiib, b
nugta shu funksiyalarning maxsus nuqtasi boisin.

b b
1- xossa (integralning chizigliligi). Agar [f(x)dx va Jg(x)dx
a a

xosmas integrallar yaqginlashuvchi boisa, barcha a, /e R sonlar
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b
uchun J[af(x)£Pg(x)]dx xosmas integral ham yagqinlashuvchi
bo'lib.
h b b

jlaf(x)xPg{x)]dx =aj f(x)dx£pj g(x)dx

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda tenglikning o'ng tomonidagi
integrallarning mavjudligi muhim. Aks holda, chap tomondagi
integralning mavjudligidan o'ng tomondagi integrallarning
mavjudligi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan, x3

, dx integrallar uzoglashuvchi.

2- xossa (integrallash tengsizligi). Agar Vxe fa/?) lar uchun

h h
/(x)<g(x) bo'lib, \f(x)dx va jg(x)dx integrallar yaginlashuvchi

bo'lsa.
b b
jf(x)dx <jg(x)dx
bo'ladi.
2- xossadagi f(x) vag(x) funksiyalar quyidagi shartlarni ham

ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a\b) da chegaralangan, ya’'ni shunday m va M
o'zgarmas sonlar mavjudki, Vxe [a;b) da m </(x) <M\

2) g(x) funksiya [a\b) da o'z ishorasini o'zgartirmasin, ya’'ni
barcha x (xe [a\ b)) larda g(x)>0 yoki g(x)<0 bo'lsin. U holda
o'rta giymat hagidagi teorema o'rinli.
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3- xossa (o‘rta giymat hagidagi teorema). Agar Jf(x)g(x)dx va

b
Jg(x)dx integrallar yaginlashuvchi boisa, shunday o'zgarmas
a
M (M<M<M) son topiladiki,
b b

Jf(x)g(x)dx =n «J g(x)dx

tenglik o'rinli boiadi.

4 -xossa (Nyuton — Leybnis formulasi). Agar f(x) funksiya [a;b)
da uzluksiz bo'lib, F(x) esa uning shu oraligdagi boshlang'ich
funksiyasi (F'(x)- f(x)) bo'lsa,

h "h-0
1f(x)dx =F(X)\ =F(b-0)-F(a) @)

bo'ladi, bunda F(b-0)= )%F{t)

(*) formula Nyuton - Leybnisformulasi deyiladi.

5- xossa (o‘zgaruvchini almashtirish formulasi). f(x) funksiya
[a\b) da (p(X) uzluksiz, funksiya esa [«;/3) da uzluksiz
differensiallanuvchi funksiya bo'lib, a =(p(a) <(p(t)<t!ig_10(p(t)-b

b p
bo'lsa, J/(x)</x, | f((p(t))(p\t)dt integrallarning biri yaginlashuv-

a

chi bo'lsa, ikkinchisi ham yaginlashuvchi va

h p
i) dx =jf((p(1))(p\t)dt

tenglik o'rinli bo'ladi.
6- xossa (boiaklab integrallash formulasi). Agar u=u(x) va v=v(.v)
funksiyalar [a\b) da uzluksiz, differensiallanuvchi, tj‘igo(r/v) mavjud

b b
bo'lib judv, jvdu integrallarning birortasi mavjud bo'lsa,
b h b
judv =(u-v) I —jvdu (n 2)
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tenglik o‘rinli, bu yerda
h

(r/v) = lim u(t)v(t) —u(a)v(a)

n

11.2-eslatma. Agar Juv'dx yoki jvu'dx integral yaginlashuvchi

a a

boiib, lim r/(x)y(x) mavjud va chekli boisa, (11.2) formula o'rinli

<->b-0

boiadi.

o
11.5-misol. Ne FF% integralni hisoblang.

0 v*
Yechilishi. Xosmas integralning 1-chiziglilik xossasidan
foydalanib, quyidagiga ega boiamiz:

i\[x +2)’ \dx \ dx r dx
& e WL
1 1 1

(0;1] da berilgan 4" 3 funksiyalar uchun, mos
ravishda,

4 <7 , s tf7 , 1T *
3 5

funksiyalar boshlang'ich funksiyalar boiadi. Nyuton — Leybnis
formulasi bo‘yicha:

Fn 44N _ 4 f* g7 _8 \dx 2y[x =2_
UK 3 3 J 5 « 5 «
Demak,
J, 3 5 15
0

11.6-misol. JIncosxdx integralni hisoblang.
0
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K
Yechilishi. x -y nuqta atrofida integral ostidagi funksiya

chegaralanmagan. Berilgan integralda x =~ ~1 almashtirish

bajaramiz. Natijada

— A
2 2
JIncosxofx =JInsinfr# *)
0o 0

hosil bo'ladi. Tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi

m

funksiya uchun f=0 nugta maxsus nuqta bo'ladi. Jlnsin/d/
0

integralning mavjudligini ko‘rsatish uchun boiaklab integrallash
formulasidan foydalanamiz: %<=!nsin?, dv-dt, du =ctg tdt,

v=t,uholda

Unsin/fifr =/-Insim - j[t igtdt = ligy(? +Insin 0 -

- jt ectgtdt - -jt ectgtdt.

r-ctgt funksiya 0 ;é da chegaralanganligi uchun oxirgi integral

mavjud.

Demak, Jinsintdt integral ham mavjud bo'ladi, (*) ga asosan
0

berilgan integral ham mavjud. J =J Insin integralda t=2u

o — NS

almashtirishni bajaramiz:
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J =2 Insin2udu =2J (In2+Insinu + Incosu)du -

0 0
/4 a/4
=—1In2+ J Insini//m+2J Incosudu.
2 /1 A

n
Keyingi integralda u~~~z almashtirishni bajarib, uni

JIn(sinr)Jr ko‘rinishga keltiramiz. Natijada
0

J =—In2+2J Insin wev+2J Insin zdz =
2 A [
:1—In2 +2Jf|nsinzdz =—In2+2J.

T-
Bu tenglamadan 7 = - —In2 boiadi. Shunday qilib.

flncosxdx — 721In2 .

2 N
11.7-misol. [|--------- ' integralni hisoblang.
i(4-x)s)2-x

Yechilishi. Berilgan xosmas integralni hisoblash uchun
o'zgaruvchilarni almashtirish tormulasidan foydalanamiz. 2 —x =t~
deb belgilaymiz, r>0, bu yerdan x=2-T, dx=2tdt,
a =V2, /3=0 boiadi. Demak, quyidagiga ega boiamiz:

f dx 7f tdt _af dt _\2

J(4-XW2~-" i~ 2+42)" ] TF+2= 4 *

Bu yerda o'zgaruvchilarni almashtirgandan so'ng, xosmas integral
xos integralga aylantirildi.
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j-COS2?
11.8-misol. (2 dlt integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integralda /(0 =cos't, g(t) =" deb, o‘rta

giymat hagidagi teoremaga asosan,
2 / \
O-SI— t*' : ec0s2”, x<E,<\
X

ni hosil gilamiz. Ve >0 son berilgan bo‘lsin, u holda Vxe 1+
e

laruchun

cos-.ﬂl N cos2E

bo‘lgani sababli x->+0 da :C"ti“dt-*w". Berilgan limitni

hisoblash uchun Lopital qoidasini qoilaymiz:

€0S2X
jl;l_gx-j[ I 1dt:Jlr|_[B 1 =|XI_£%COSZX =1
X2
11.3. Chegaralanmagan funksiya xosmas integrallarining ba'zi
bir tatbiglari.
11.3.1. Yuzni xosmas integral yordamida hisoblash. f(x) funksiya

[a; b) daaniglangan, uzluksizva \/xe [a\b) uchun /(x)>0 boisin.
Unda D={(x;y):a<x <b, 0<~< /(x)} sohaning yuzi ushbu

b
S =Jf(x)dx xosmas integral orqgali ifoda gilinadi.
2
11.9- misol. y =x 3, y=0, x=-I, x=I chiziglar bilan
chegaralangan shaklning yuzini hisoblang.
Yechilishi. Talab gilingan yuzni quyidagi xosmas integral orqali
hisoblaymiz:
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I 2 * 2 2
S-J\x Jx = lim  |x ldX+J_L\X Ax

4 5-»0+0in
= lim/3]e3+Ij+3(l-rj"3)1=6 (kv.birl.).
00

11.3.2. Aylanma jismning hajmini xosmas integral yordamida
hisoblash. Ushbu D ={(x;j>):a<x<b, 0<y </(x)} egri chizigli

trapetsiyani Ox va Oy o'qglar atrofida aylantirish natijasida hosil
boigan aylanma jismlarning hajmi, mos ravishda,

b b
W-n A f2(x)dx, M =2nj\xy\dx (11.3)

xosmas integrallar orqgali hisoblanadi.

11.10- misol. y= J — , xe (1;2] chiziq bilan chegaralangan
vx —1
shaklIni Ox o‘q atrofida aylantirish natijasida hosil bo'lgan aylanma
jism hajmini toping.
Yechilishi. Talab gilingan aylanma jismning hajmini (11.3)
formula orqali topamiz;

V=n\ *— =limk \ =Arlim2\Ix-\ ~2n (kv.birl.).
eV~ <V ox-1 fre

11.3.3. Aylanma sirtning yuzini xosmas integrallar yordamida
hisoblash. f(x) funksiya [a\b) da aniglangan, uzluksiz va uzluksiz
f(x) hosilaga egabo'lib, u /(x)> 0 bo'lsin. f(x) funksiya grafigini
Ox o'q atrofida aylantirish natijasida hosil bo'lgan aylanma sirtning
yuzi ushbu formula orqali hisoblanadi:

h
S=2njf (X)yj\+(f'(x))2dx . (11.4)

Shunga o'xshash, Oy o'q atrofida aylantirish natijasida hosil

bo'lgan aylanma sirtning yuzi ushbu formula orgali hisoblanadi:
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a
S=1nax(y)yIN +(x'(y))2dy . (L s5)

[

Mustaqil ycchish uchun misollar

Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligini ko‘rsating va
giymatini toping:

rdx r ax r dx r dx

11.1. 1 ,/-m 11.2. r— [-11.3. 1 fr— - 11.4. 115 -
1VX W 1-x  xvinx x+\jx
r xdx rx +1 marcsinx

| yfx— 1L6- _ W

> dx r x2/x rarccosx ,

u | U "l

Q_}

re’ . r cOSX
11.11. \-Jdx- 11.12. I r-— dx.

, X ; /sinx
Xosmas integrallarning uzoglashuvchi ekanliginii isbotlang:

K

fdx rodx } xdx r ocosX

11.13. |—-11.14.{ v ,, 11.15. J!S 2. 11.66. 1 r—2—dx
X e -1 Bx -1 ovsin x

i i i f
11.17. ) r~ s+ 11.18. J — 11.19. {— 11.20. [tgxdx.

;XN X X j

Xosmas integrallarni hisoblang:

A9 0.2)

viji(x-1)V x

11.23 J ; - 1124, Vigxx.  11.25 § Incos xdx.
xn/x 0 0

11.26. Jx Insinxdx. 1127. Jx/ctgxdx.
0 0



dx . ¢ Xax
Mn.28. f-—-—- = - n-29-\
i(16- x2)VI V2 »Sj(X—a)(b- X

|'| @Jx'arcsn?m(.

n/1-x2
L|m|tlarn| hisoblang:

VI +t1dt jtretdt

11.31. im0 11.32. lim o
X >4 ,In-_

X

1 N1+
11.33. I}_r%czﬂf ¢ odt.11.34 %l\fxit dt.

Berilgan funksiyaning grafigi va abssissalar o'gi bilan
chegaralangan shaklning yuzini toping:

11.35. Y= r~~" xe .0
Vx +1 (=0

11.36. Y= xG [0;0,4)
y/2-5x

X
117 1 x£(2;5
1" r}_x25x) Xe (29)

11.38. Y= Cwe[°).

arcsin \[x
11.39. Y=—I xe 0;1).

11.40. y:JIZX , Xe [0;2a).

11.41.y =xIn\+X, xe [0; 1)
1-x

Berilgan chiziqg va uning asimptotalari bilan chegaralangan
shaklning yuzini toping.
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11.42. y2_8_4x _ 11.43.y2(x+1)=x2, x<0.

11.44.(1-x2y2=x2, x>0.

11.45. x =cost,y =cos2?tg/, /e

Misollarning javoblari

10
111, ). 11.2. 70 11.3. 2. 11.4. 21n3. 11.5 8. 11.6.
2 2" 3 7
K s b 1190?1110 72
R T
625 K 4 n TIn2
11.21. 11.22. 23, - . 11.24.
1 , W . u )
1T+|nn/2+1 q
11.26. - 7F'M2.11.27. 28.
S0 4y

K(a +b) 7 1
11.29. 5 11.30. y 11.31. g L1132, 1. 11.33. 0. 11.34. 2.

11.35. ¢ 1136, 7Y
3 5

2

11,37, 7-2” .11.38. 2. 11.39. 2.

11.40 ¥ 11.41.1.11.42.4mr 11.43. * 11.44.2.11.45.2 +".

12 - 8. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi
haqidagi teoremalar

12.1. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi. f(x) funksiya
[a\b) da berilgan boiib, b nugta shu funksiyaning maxsus nuqtasi
bo‘lsin.

12.1- teorema. [a\b) da manfiy bolmagan f(x) funksiyadan
olingan
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\f(x)dx

a

xosmas integralning yaginlashuvchi boiishi uchun Vte [a\b) da

{F(0}=11/(a-Ne|<C (C =const)

boiishi zarur va yetarli.
12.2-teorema. f(x) vag(x) funksiyalar [a\b) da berilgan bolib,Ji
nugta shufunksiyalarning maxsus nuqtasi boisin. Agar VVxe [a\b) da

h
0</(x)<g(x) tengsizlik bajarilsa, fg{x)dx integralning

a

b
yaqginlashuvchiligidan |/(x>/x integralning yaginlashuvchiligi;

b b
J/(x)fifx integralning uzoglashuvchiligidan jg(x)dx integralning

uzoglashuvchiligi kelib chigadi.
12.3-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a\b) da aniglangan,

/(x) >0, g(x) >0 bolib,

lim %E£- =k (0<k<+°°)

Xx-*b-0 g ( X)

b
mavjud boisin. Agar k<+°° bolib, Jg(x>/x yaqginlashuvchi
a

b
boisa, J/(xVx ham yaqinlashuvchi boiadi. Agar A>0 bolib,

a

b b
Jg(x)flfx uzoglashuvchi boisa, J/(x)c/x ham uzoglashuvchi
boiadi.
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. rc sin X . . . S
12.1-misol. |——-----—adx integralning yaginlashuvchiligini
Ae ~v
ko‘rsating.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya [0; 1) da musbat. V /¢e[0;l)

j £Xsln- X . .
da F(t)=\ " dx funksiyao'suvchi. So‘ngra

oe —1)
F(t) =f e, SIn *2dx < fsin2if / ' , dx=

ole —I
=_2sin-1(gt x_ DR2i, =2sin21r(e _i),2_(gl_ _ p2N=
e ° B L J

_2sin”l _e/-e_'~_-' ” 2sin"1 e-1  2sin21 r--—---l_c
T e ) e )" T e (e-nn2” ve—==¢

Demak, Fft) funksiya yugoridan chegaralangan, ya'ni F(t) <C.

Shunday qilib. 12.1- teoremaga asosan, berilgan xosmas integral
yaqginlashuvchi boiadi.

12.2- misol. f - dx integralni yaqginlashuvchilikka
oVl-x4

tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=I nuqta maxsus
nuqta boiadi. Ravshanki, Vxe [0; 1) da

a2
Q<arctgx _ arctgx___ N "f6
mi-xa  vi+x2VI-X2  l—x2
tengsizlik o'rinli. Ushbu xosmas integral yaqginlashuvchi:

rdx . to 1
- =arcsinx =
0 2
) jrarctg2x )
Demak, 12.2- teoremaga binoan, J I-I ----- j ax integral ham
ovi-X

yaqginlashuvchi boiadi.



12.3- misol. J.\f;-—zdx integralning uzogqglashuvchiligini
- X
ko'rsating.
Yechilishi. Ma’lumki, Vxe [0; 1) da M +x2>1bo'ladi. Demak.
[0; 1) dagi barcha x lar uchun

W1+x2 1
[-x >1-x

o‘rinli. Ma’lumki, f ~x xosmas integral uzoglashuvchi. Demak.
orixn

12.2- teoremaga binoan, f_VT_ 5(2dx integral ham uzoglashuvchi

0 |~x
bo'ladi.
I fa
12.4- misol. [ __ - integralni yaqginlashuvchilikka
narcsinx
tekshiring.
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nuqgta maxsus
1/\
nuqta bo'ladi. Bu integral bilan birga ushbu f yaginlashuvchi
ov*
integralni garaymiz. Ravshanki,
J__
lim “arcsir|x__ ijm — =1,
5> 1 Mtoil arcsinx

Demak, A=1bo'lgani uchun, 12.3- teoremaga asosan, berilgan
integral ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

A

12.5- misol. | 1 , dx xosmas integralni yaginlashuvchilikka
+X

tekshiring.
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Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun +°° va 0 nuqtalar
maxsus nuqtalardan iborat. Shuning uchun

Inx dX:r In.v’ d5<+7 Inx’
1+X L1+ x 1 +x
0<A<1 bo'lganda hm : b =fim X X =0 bo'lgani
TH1I+X X [+x°

uchun, 12.3-teoremaga asosan, i!' Inx. dx yaginlashuvchi.

01+x
Inx 1 X2 In
1<d<2 bo'lganda, lim~ 2: A=lim -—--- 2 ZXAZO.
ANE1+x2 x>l +x2 x2

Demak, 5ot ogk ham, 10.3-teoremaga asosan yaginlashuvchi

bo'ladi. Shunday qilib, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi.
12.4- teorema. f(x) funksiyani x ning b ga yetarli yaqin
giymatlarida

/(X):(b-x)a (a>0)

ko'rinishida tasvirlash mumkin bo'lsin. U holda (p(x)<C <+°° va

b
a< 1 bo'lganda, J/(x)c/x yaginlashuvchi; <p(x)>C>0 va a >1
b
bo'lganda esa J f(x)dx uzoglashuvchi bo'ladi.

12.5- teorema. f(x) funksiya x —=6-0 da b* ga nisbatan
- X

h
a (a >0) tartibli cheksiz katta miqdor bo'lsin. U holda j f(x)dx

a

integral a< 1 bo'lganda yaginlashuvchi, a> 1 bo'lganda esa
uzoglashuvchi bo'ladi.
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n
Natija. x->6-0 da f(x)~g(x) boisin. U holda, jf(x)dx va

a

Jg(x) dx integrallar bir vagtda yaginlashadi yoki uzoqlashadi.

12.6-misol. """ X dx integralning uzoglashuvchiliginiko‘rsating.

0 x
Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x=0 nugta maxsus

nugta boiadi. Bu integral bilan birga fdX uzoqlashuvchi integralni
of

garaymiz. Ravshanki,
sinx

lim —XZ_ = [jm SI0X
n—»0 1 x»+0  x

esinx . .
12.3-teoremaga asosan, IR dx integral ham, uzoglashuvchi

boiadi.
12.7- misol. f dx integralni yaginlashuvchilikka
-2(4-x)f 4-x2
tekshiring.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya uchun x =+2 nuqtalar
maxsus nuqtalar boiadi. So‘ngra

r — =1 == A —
-2(4->{$v4-x2 2(4-x)n/4-x2 o(4-x)vE=x2
(*) ning o'ng tomonidagi integrallar ostidagi funksiyalarni, mos
ravishda, quyidagi ko‘rinishda tasvirlaymiz:

1
1 (4-xb/2-x _ (p(x) ,
(4- x)V4- x2 V2 +x W2 +X
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bunda (p(X) va ([(x) funksiyalarningyuqoridanchegaralanganligini

va a =2 <1 ekanligini e'tiborga olsak, u vaqtda 12.4- teoremaga

asosan, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi bo'ladi.

12.8-misol. J SmaXdr integralni yaqginlashuvchilikka tekshiring
0 *
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani

i o L] . . sinx . .
Ko rinishda tasvirlaymiz, bunda <p(x) = absolut giymati

bo'yicha chegaralangan funksiya. Bu yerda a-I< | bo'lganda

integral yaginlashuvchi, a-1>1 bo'lganda esa uzoqglashuvchi
bo'ladi.

Demak, 12.4- teoremaga asosan, berilgan integral a <2

bo'lganda yaginlashuvchi, a >2 bo'lganda esa uzoglashuvchi
bo'ladi.
12.9- misol. Ushbu integralni yaginlashuvchilikka tekshiring:

Yechilishi. Integral ostidagi funksiya A=Onuqtaningo‘ng atrofida
chegaralanmagan va x —=0+0 da

r dx
bo'ladi; J integral esa yaginlashuvchi. U holda, yuqoridagi

natijaga ko'ra, berilgan integral yaginlashuvchi bo'ladi.



b
12.6- teorema (Koshi teoremasi). J/(x)c/.v xosmas integral (b -

maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo'lishi uchun, Vf >0 sonolinganda
ham, shunday 8 >0 topilib, b-8 <tx<h, b-8 <t2<b tengsizlik-
larni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy I{va t2lar uchun

if i
F(2,)- ) =j/(x)dx-Jf(x)dx =jf(x)dx <e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Koshi teoremasidan ko'p hollarda xosmas integrallarning
uzoglashuvchiligini isbotlashda  foydalaniladi: agar

3e0>0, Vrje [a\b) uchun va 3rj, ¢ [rj,b) va 7j,e[7];/») uchun

r
Jf(x)dx >e0

b
tengsizlik bajarilsa, J / (x)dx xosmas integral uzoglashuvchi bo'ladi.

a

12.10- misol. Ushbu integralning yaginlashuvchiligini Koshi
teoremasidan foydalanib ko'rsating:

i(l-x)sin ——
N P\ W)
! xJ'-2x +2 ix.

Yechilishi. Ve>0 berilgan songa ko'ra,

topilib, t'- 1-./-— >t0, t"- 1-] >0 (ne N) tengsizliklarni
v 2KnN VK

ganoatlantiruvchi V t\ t" lar uchun
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“i/i (1-x)sin

1Dy (LX) gy =
. X2-2X +2 Lo X2-2X +2
-mi i-Ji
1 37 i
(24 L 0 = et T
A2 m 12¢* )
+1
-In 7t,” n<f
+1
2Kn

tengsizlik bajariladi, ya'ni n->°°da F (0 ~~(0]->0, shunday
qgilib, berilgan integral yaginlashuvchi.
foma( 1 7dx integralning uzoglashuv-
0 o-x, 1=
chiligini isbotlang.

Yechilishi. V0€[O;1) sonni va n> ! ten%sizlikni
tt(1-0)

ganoatlantiruvchi n natural sonni olamiz. 1. 1 ;1. -1. oraligda
Kn 2nit

\]Sln I \dx
vi-xy1-X

integralni quyidan baholaymiz:

1 ~dx _aysi'nzt Ml 2

= dr>--—-- sin~tdt =
1—X 1-x L | 2nn i
1 rl-eo0s2? 1
__________________ dt =—
2nn J > n
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Bu tengsizlikijan Be :41 son mavjud bo‘lib, \/se [0;1) uchun

shunday 0, =1- 1 va& =1- 1 sonlar mavjud boladiki,
nK ‘ 21K

ndx | 1
>e =

w x J X 4
tengsizlik o‘rinli boiadi. Bu esa, Koshi teoremasiga asosan, berilgan
integralning uzoqlashuvchi ekanligini ko'rsatadi.

Koshi teoremasi muhim ahamiyatga ega boigan teorema, lekin,
uning yordamida, amaliyotda, xosmas integrallarning
yaqinlashuvchiligini tekshirish har doim yengil bolavermaydi.
Shuning uchun xosmas integral yaginlashuvchiligining yetarli
shartlaridan foydalanish qulay boiadi.

12.2. Xosmas integrallarning absolut va shartli yaginlashuvchiligi.

f(x) funksiya [a;b-ri] (77 >0) da xos ma’'noda integrallanuvchi
boisin.
b
12.7- teorema. Agar J f{x)dx integral yaginlashuvchi boisa,

b
J/ (x) dx integral ham yaginlashuvchi boiadi.
b
12.1-eslatma. J] /0) dx integralning uzoglashuvchi bolishidan

b
Jf(x)dx integralning uzoglashuvchi boiishi har doim ham kelib

a

chigavermaydi.

b
12.1- ta’rif. Agar Jf(x) dx integral yaginlashuvchi boisa,

a

b
Jf(x)dx integral absolut yaqginlashuvchi deyiladi, f(x) funksiya

esa [a; b) da absolut integrallanuvchifunksiya deb ataladi.
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12.2- ta’rif. Agar J/(x)dx integral yaqginlashuvchi bo‘lib.

a

*
Jff{x) dx integral uzoglashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx shartli yaginla-
a a
shuvchi integral deb ataladi.
. I COS 2kx . .
12.12- misol. 1-1 dx xosmas integralning absolut
05 vi1—x-
yaqinlashuvchiligini ko‘rsating.

Yechilishi. Vxe[0,5;1) wuchun /(v) = Q)s27rv < \
vi-x2 v 1—X2

*odx _ 1_K
tengsizlik o'rinli. J T-----] ~ arcsinx - Demak, 12.2-
05y1i—x 3
I cos2kX . . .
teoremaga asosan, | ;- - dx integral yaginlashuvchi. Shunday
0,sWI-x2

gilib, 12.1- ta'rifga asosan, berilgan integral absolut yaqinlashuvchi
bo'ladi.
o1
) i sin— ) ) )
12.13- misol. r f__X j xosmas integralning shartli

J v3/2 ux
X

yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating.
Yechilishi. (11.2) formulaga asosan, berilgan integralni bo'laklab
integrallaymiz:

1

ot N i COSs —
J =\[xcos - f—d-dx,

X, 2" =)

1
J I cos —

bunda limVxcos =0. JO—"‘-dX integral absolut yaginlashuvchi

X X

1
lcos—
bo'lganligi uchun, 12.7- teoremaga asosan, f—j™-dx
0 Vv*



yaginlashuvchi, u holda Zintegral ham yaginlashuvchi boiadi. Endi

absolut yaqginlashishga tekshiramiz:

sinx >sin: x tengsizlikdan foydalanib.

N

.1
Sin — i rr\Qg i

munosabatga ega bolamiz. Bunda 0 integral uzoglashuvchi.
- ;

Demak, 12.2- teoremaga ko'‘ra,

uzoglashuvchi. Shunday qilib, 12.2- ta'rifga ko‘ra, J integral shartli
yaqinlashuvchi boiadi.

12.3. Xosmas integrallar yaqinlashuvchiligining yetarli shartlari.
f(x) va g(x) funksiyalar [a;b) da berilgan bolib, b shu
funksiyalarning maxsus nuqtasi boisin.

12.8- teorema (Dirixle teoremasi)./ (xj vag(x) funksiyalar [a\b)
da berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a;6) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich F(x) (F'(x) =f (x)) funksiyasi chegaralangan, ya'ni

3M=> 0: Vxe [a,b) -> F(x) <M;

2)g(x) funksiya [a;b) da g’(x) uzluksiz hosilaga ega;

3)g(x) funksiya [a;ft) da monoton, ya'ni Vxe [a,b) lar uchun
g'(x)™0 yoki g'(x)<0;

4) lim g(x) =0.

U holda

209



0
37 (x)g(x)dx *)
a

integral yaginlashuvchi bo'ladi.
12.9- teorema (Abel teoremasi).f(x) va g(x) funksiyalar \a\b)
da berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

b

1) f(x) funksiya [a\b) da uzluksiz va J/(x)c/x integral

a

yaginlashuvchi;
2)g(x) funksiya [a\b) da chegaralangan;
3) g(x) funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi va [a,b) da
monoton, ya’'ni Vxe [a,b) uchun g'(x)>0 yokig'(x)<0 bo'lsin.
U holda (*) integral yaginlashuvchi bo'ladi.

o f o\~
12.14-misol. [sinf N ~AX xosmas integralni yaginlashuv-
J §Mx sinx
chilikka tekshiring.
Yechilishi. Berilgan integralni Dirixle teoremasidan foydalanib,
yaqinlashuvchilikka tekshiramiz:
cosx . T & N

/(*)= Si X) =tgx
( sin'" x Invsinx/ 0(x) =tg

deb belgilaymiz.//x,)funksiya [—1;0) da uzluksiz va uning

boshlang'ich funksiyasi cos * ga teng bo'lib, u chegaralangan.
sinx

g(x) funksiya esa [—£0) da uzluksiz differensiallanuvchi va o'suvchi
bo'lib, XI_g&)tgx =0 bo'ladi.
Demak, integral ostidagi funksiya Dirixle teoremasining hamma

shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun berilgan xosmas integral
yaqinlashuvchi bo'ladi.

A ,
12.15-misol. J x_isin ax xosmas integralni yaginlashuvchi-
oe X

likka tekshiring.
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Yechilishi. Berilgan integral ostidagi  funksiyani
1.1 X . . . . . .
f(x)= sin dx, g(x) = —  kabi belgilab, integralni yaginlashi-
X X e
shga tekshirishda Abel teoremasidan foydalanamiz:

s,n

X e

i ‘1 mg'ln?
1) f(x) funksiya (0;1 da uzluksiz va J(:X ’]‘x— JI dt

yaqinlashuvchi;

X
2) x=0 nugtaningatrofida g(*)= j chegaralangan funksiya,

chunki lljl%exx-l =1
3) g(x) funksiya (0;1] da uzluksiz va differensiallanuvchi bo'lib,

e4\-x\-\
uning hosilasi Vxe(0;1] da ¢'(x)- . <0, demak, g(x)
(ex-1)2
funksiya kamayuvchi.

Shunday qilib, berilgan integral ostidagi funksiya Abel
teoremasining hamma shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun
berilgan integral yaginlashuvchi.

12.4. Xosmas integrallarning bosh giymati.

12.4.1.Chegarasi cheksiz integralning bosh giymati. //*; funksiya

(—e0, +00) oraligda berilgan bo'lib, bu oraligning istalgan chekli
gismida xos ma’'noda (Riman ma’nosida) integrallanuvchi bo'lsin.
-

Ma’lumki, J f(x)dx xosmas integral ushbu [(10.2) gaq.] tenglik

orqali aniglanar edi:

+00 t

| f(x)dx :Tlim [f(x)dx . (1)
Bunda t bilan rlarning bir-biriga bog'lig bo'Imasdan o'z limitlariga
intilishi talab gilinadi. t va rlarning bir-biriga bog'liq bo'Imagan (1)

limiti mavjud bo‘lmagan, ya'ni J f(x)dx integral uzoglashuvchi
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bolgan holdatva 1 lar /=-x shartni ganoatlantirib, o‘z limitlariga
intilganda (1) limit mavjud bolishi ham mumkin. Shuning uchun bu
holni garash muhim ahamiyatga ega. Masalan,

2 1

Bdx = lim j’xdx = Jim XZ ]IT: lim (F-T2)
! S <) >

Bu limit mavjud emas. Agar lva r lar t--x shartni

1., 2 -
ganoatlantirsa, u holda lim (t -1 )=0 boiadi.
/=t

t
12.3-ta’rif. Agar t=—% boiib, t—-K« da jf(x)dx ifodaning

+00

limiti mavjud va chekli boisa, J f(x)dx uzoglashuvchi xosmas

integral bosh .giymat ma’nosida Koshi ma'nosida yaqinlashuvchi
I +00

deyilib, lim jf(x)dx limitesa J f(x)dx xosmas integralning bosh

t €0

+°0

giymati deyiladi va V.P.j f(x)dx kabi belgilanadi.

Demak,

+00 /
V.P. J[f(x)dx =lim Jff{x)dx .

-00 -t

Bunda V.P. belgisi fransuzcha «valcur principiale» — «bosh
giymat» so‘zlarining birinchi harflarini ifodalaydi.

+00

12.2-eslatma. J f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi boisa,

u bosh giymat ma’nosida ham yaqinlashuvchi boiadi va ular bir-
-
biriga teng boiadi. Lekin j f(x)dx xosmas integralning bosh giymat

ma’'nosida yaqinlashuvchi bolishidan uning xosmas ma’noda
yaqinlashuvchi bolishi har doim ham kelib chigavermaydi.
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12.3- eslatma. f(x) toq funksiya bo'lsa, har doim
+0 t

V.P. Jflf(x)dxz lim ff(x)dx =0

/—>+00 )

bo'ladi.
Agar/ (x) juft funksiya bo'lsa,
I I u
V.P. ff(x)dx =lim Jff{x)dx :2|Iim ff(x)dx =2 Iimjff(x)dx
» /—>+00 —>-foo JO /—>+00
bo‘ladi.
n +00
Shuning uchun J f(x)dx va J f(x)dx integrallarning birortasi
—® 0

+00

uzoglashuvchi bo'lsa, V.P.j f{x)dx ham mavjud bo'Imaydi.

Ma’'lumki, (-«<>; +°°) ning istalgan chekli gismida xos ma'noda
integrallanuvchi ixtiyoriy f(x) funksiyani (shu funksiya kabi
xossalarga ega bo'lgan) juft va toq funksiyalar yig'indisi shaklida
tasvirlash mumkin:

f(x) =<px) +y/(x)
bunda (p(x) = x) — juft funksiya, y/(x) = —*- A —

+00

— toq funksiya. 12.3- eslatmaga asosan, agar J (p(x)dx integral

yaginlashuvchi bo'lsa,

00 +00

V.P.jf(x)dx= \(p(x)dx (2)
bo'ladi.
) r x+5 . . .
12.16-misol. V.P.J 2 dx integralni toping.
_X2+16'

Yechilishi. Integral ostidagi f(x) funksiyani ushbu



ko‘rinishda tasvirlaymiz, bunda <p(x)=L5— — juft funksiya,

x2+16
V/(x)= = ----—--toq funksiya. (2) formulaga asosan,
X +16
V.P.7 X+5 x:.7- 5 % 2,,7 _5 dx= 1Oarctg X,I~= 5n:
33X +16 ix 2+16 ~xX +16 4 4 ° 4

rodx . . .
12.17-misol. V.P.J g integralni toping.
X +4

1
Yechilishi. Integral ostidagi / (x) = —y juft funksiya bolgani
X

uchun, 12.2- eslatmaga asosan,

*7dx dx 1 x4
VP - =210 . =2- Tarctg ;=
j X2+4 mx +4 2 210 2°
7 dx ) . ) .
Demak, J x2+”~ — xosmas integral yaqinlashuvchi bolgani

uchun bu integral bosh giymat ma’nosida ham mavjud va ularning
giymati bir-biriga teng.

4.2. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh
giymati. f(x) funksiya [a;b] kesmaning c(a<c¢<b) nugtasidan
tashgari hamma nuqtalarida aniglangan boiib, (a;c) va (c\b) ning
gismidan iborat bolgan istalgan kesmada integrallanuvchi bolsin.

U holda agar

b

g% c.-le/(x)dx+ J f(x)dx

limit mavjud va chekli boisa, f(x) funksiya [a\b] kesmada Koshi
Ta ‘nosida integrallanuvchi deyiladi va limitning bu giymati
integralning Koshi Ta "nosidagi bosh giymati deb ataladi va u
b
V.P.jf(x)dx

kabi belgilanadi.
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Demak,

n XJ.: 0
VPff dx—hgb f f(x dx+Jff(x)dx

12.4-eslatma. jf(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo'lsa, u
a
holda u bosh giymat ma’nosida ham yaginlashuvchi bo'ladi va ular
bir-biriga teng bo'ladi, :]f(x)dx lekin xosmas integralning bosh
giymat ma’nosida yaqinlaashuvchi bo'lishidan uning yaginlashuvchi
bo'lishi har doim ham kelib chigavennaydi.

) r dx . . .
12.18-misol. (a<c<b) integralning xosmas integral
JX—
ma’'nosida mavjud emasligini, bosh giymat ma’nosida esa
mavjudligini ko'rsating.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’rifiga ko'ra,

ce, b
CH dx "o =lim -In(c-x) | +In(x-c) |
e,-»)
_>0 a c+e2
e b-c
fIne —In(c-a) +In(6—)-Ine,l =lim In=+In------
gﬁ% (c-a) +In(6—¢)-Ine,l o8 g —

In—l— mavjud emas. Shunga ko'ra, berilgan xosmas integral

mavjud emas. Lekin £.=£,=£ shartga ko'ra limIn 1=0.
fle £2

Demak, berilgan integral xosmas integral ma’'nosida mavjud
emas, lekin bosh giymat ma’nosida mavjud va u



Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarning yaqinlashuvchiligini isbotlang:

Vo dx 2r dx r yfx dx
121. 33737 T 12-2- 120b --T
12.4 \]1 o o
U \[x +arctgx 125 16-x No
" dx dx rin(sinx) ix
12.7. Jsin COSX 12.8. ’lﬂ'PlTCI’ « 12.9. j .
rodx
1210 gn 4
Integrallarning uzoglashuvchiligini isbotlang
4 dx dx
1211 JlIn(x-1) 12012- \]M]+Xy”“3 \ex—eosx
14 j x—9 )lln sinx) i
A4V g dx- 12.15. wVsinx

rxax
12016- U (\-x2)5"
Xosmas integrallar a ning ganday giymatlarida absolut va shartli

yaqginlashuvchi boiadi:

“ | m(
12.17. \] r sin dx. 12.18. j / cosx dx.
0

1 1
12.19. |x“arctgxcos dx. 12.20. jtg"xcos(ctgx)dx

f(l-x)* 1] i .
1221, 1922 Gin 2k 12.22. K= sin_dx-
X X e -1 X
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Xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi bosh giymatni toping:

12.24. V.P.J cosxdx. 12.25. F.P.J arctg.x <vs

mavjud?

Misollarning javoblari

12.17 a> -1 da absolut yaginlashuvchi, -2 < «< -1 da shartli
yaqginlashuvchi. 12.18. a>—1 da absolut yaqinlashuvchi.
-3<a<-| da shartli yaginlashuvchi. 12.19 «> -2 d;i absolut
yaginlashuvchi, -3<«<-2 da shartli yaginlashuvchi. 12.20.

a >-1 da absolut yaginlashuvchi, 2<«<-l da shartli
yaginlashuvchi. 12.21. a > -1 da shartli yaginlashuvchi. « < -1 da
uzoglashuvchi. 12.22. a> 0 da absolut yaginlashuvchi. -1<«<{()

da shartli yaginlashuvchi. 12.23. a >1 da absolut yaginlashuvchi.
a < -1 da shartli yaginlashuvchi. 12.24. Mavjud emas. 12.25. 0.

12.26. n. 12.27. 0. 12.28. 0. 12.29. - 2. 12.30. 1], 3. 12.31
3 2 5

-91n2. 12.32. In2. 12.33. 0. 12.34. Mavjud emas. 12.35. «> -1.
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IV BOB

PARAMETRGA BOG'LIQ BO‘LGAN
INTEGRALLAR

Matematika va matematik fizikaning ko‘p sohalarida parametrga
bog'liqg bo'lgan integrallar asosiy apparat sifatida ishlatiladi. Shuning
uchun biz bu bobda parametrga bog'liq bo'lgan integrallarning
funksional xossalarini o'rganish bilan shug'ullanamiz.

13- 8. Parametrga hog‘lig bo'lgan xos integral tushunchasi
f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a\b],ye Eci!} to'plamda
berilgan bo'lib, y ning E to'plamdan olingan har bir tayinlangan
giymatida, f(x,y) funksiya x ning funksiyasi sifatida [a; 6] da (xos
ma'noda) integrallanuvchi, ya'ni

Jf(x,v)dx

integral mavjud bo'lsin. Buintegraly o'zgaruvchining Edan olingan
giymatiga bog'liq bo'ladi va uni
b

1(y) =\f(x,y)dx (13.1)

deb belgilaymiz. Odatda (13.1) integral parametrga bog'liqg bo'lgan
integral, y o'zgaruvchi esaparametr deb ataladi.

13.1-misol. f(x,y) =cosxy funksiyaning x o'zgaruvchi bo'yicha
[a;/?7] dagi integrali y ning funksiyasi ekanligini ko'rsating, bunda
yt- 0.

Yechilishi. f{x,y) =cosxy funksiya y ning E =R\{0}
to'plamdan olingan har bir o'zgarmas giymatida, x o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a\b] da xos ma’noda integrallanuvchi, ya’ni

Lsn*= 1[cosW(J,)=sin'v-sin"\
a %l a N

Demak, integral E-R\{0} to'plamda berilgan
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funksiyadan iborat bolar ekan.

I(y) funksiyaning funksional xossalarini (limiti, uzluksizligi,
differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi va h.k) o‘rganishda,
(13.1) integral ostidagi f(x,y) funksiyaning r bo'yicha limiti va unga
intilish xarakteri muhim rol o'ynaydi.

13.1. Limit funksiya. Tekis yaqginlashish. Limit funksiyaning

uzluksizligi. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2; a<x<b,
ye EczR] to‘plamda berilgan boiib, y0esa E to'plamning limit
nuqtasi boisin. Agar y ->y0daf(x,y) funksiyaning limiti mavjud
boisa, bu limitx o'zgaruvchining [a;b] dan olingan giymatiga bogliq

boiadi, ya'ni gh%f(x,v) =1J3"(x,y0) =(p(x).

13.1- ta'rif. Agar Ve>0 olinganda ham, V.ve[a;6] uchun
shunday 5 =<5(e,x)>0 topilib, J -y 0 <8 tengsizlikni ganoatlan-
tiruvchi Vje E uchun

f(x,y)-(p(x) <€
tengsizlik bajarilsa, (p(x) funksiya/fxj>J funksiyaning y —y 0 dagi
limit funksiyasi deyiladi.

f(x,y) funksiya M to'plamda aniglangan boiib, °° esa E
to'plamning limit nuqtasi boisin.

13.2- ta’'rif. Agar Ve>0 olinganda ham, V xe[a,i] uchun
shunday O =/A(£,4r)>0 topilib, y >/ tengsizlikni ganoatlanti-
ruvchi Vve E uchun

f(x,y)-<p(x) <€
tengsizlik bajarilsa, tp(x) funksiya/fx,” funksiyaning y — dagi

limit funksiyasi deyiladi.
13.2- misol. f[x,y)=x2a.xc\gy funksiya



to'plamda berilgan bo'lsa, Y — da f(x,y) =x2arctgv funksiya-

ning limit funksiyasini toping.
n
Yechilishi. Ravshanki, v— da f(x,y) =x arctgy
funksiyaning limiti (p(x) =x2 bo'ladi. VE>0 sonni olaylik. Agar

ft
8=¢ desak, u holda vy - 4 <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi

Vve [0; ] va Vxe [0,1] lar uchun

f{x,y)-(p(x) - x2arctgv-x2 = x2 arctgv-1 =

| 2n " m
=X arctgv - arctg4 <v- 4 <o=¢

munosabat o'rinli bo'ladi. Demak, 13.1- ta'rifga ko'ra, y —>Z da

f(x,y) =x2arctgy funksiyaning limit funksiyasi

<p(x) = Iimrx2arctgv =x2
4
bo'ladi.
13.3-misol. /(x, v) =(—x)arctgxv funksiya M ={(x,y)e R2:
:0<x <L 0<v<l]} to'plamda berilgan bo'lsa, y —0 da bu

funksiyaning limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Agar x o'zgaruvchi tayinlangan bo'lsa,

limx* =1, lirpo(l-x)arctng:4—(l-x) =a>(x).

V->0
Hagigatan ham. Ve>0 songako'ra, $=logt(I-£), (x*1) deb

olinsa, unda y-y 0=y <8 tengsizlikni ganoatlantiradigan

Vve [0; 1 uchun
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f(x,y)-q>(x) =11-x)arctgxv- K(1-x) =1-x arctgxv-arctgl<
<1l-x"<I-xlBdg=1I-(I-£) =£

tengsizlik bajariladi. Demak, 13.1-ta’'rifga asosan y —0 da berilgan

K
f(x,y) funksiyaning limit funksiyasi <P(X) = (1—x) bo‘ladi.

13.4- misol. J'(x,y) = ,cos
X

funksiya M ={(x,v)eR~:

:0<x <1 0<y <o} to'plamda berilgan bo'lsa, y —+ « da berilgan
funksiyaning limit funksiyasini toping.
Yechilishi. Agar x o'zgaruvchi tayinlangan bo'lsa,

fim ! cosX = m—=(p(x)
X y X

bo'ladi. Hagigatan ham, Ve >0 songaasosan, = J__debolinsa,
\I2xe

unda y >A tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye (0;+00) uchun

1 1 11!, 1! 1
,cosx- =2 sin X—-|sm X < <f£

y x| X3 2\ \ 2y 2xy’
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, ta’'rifga asosan, y —+oo da

f(x,y) = 1 cos X funksiyaning limit funksiyasi (p(x) = ]3 bo'ladi.
X3 y X
13.1- eslatma. Yuqorida keltirilgan 13.2- misolda limit funksiya

ta'rifida 8 =£ bo'lib,fagat £ gagina bog'liq. 13.3, 13.4-misollarda
esa 8 =logr(l-x), A= J_ ba'lib, y berilgan £>0 bilan birga
V2x£
garalayotgan x nuqtaga ham bog'liq ekanligini ko'ramiz.
Limit funksiya ta’rifidagi <5>0 ning qaralayotgan x nuqtalarga

bog'lig bo'Imay, fagat e >0 gagina bog'liq ravishda tanlab olinishi
mumkin bo'lgan hoi, muhimdir.
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13.3- ta’'rif. f(x,y) funksiya M to'plamda berilgan bo'lib, uning
Y vy, dagi limit funksiyasi c¢p(x) bo'lsin. Agar Ve >0 olinganda
ham 3<5=8(e) >0, y-y0<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi

Vve E va Vie [a;b] uchun

f(x.y)-(p(x)<e
tengsizlik bajarilsa, f(x,y) funksiya [a\b] da o'z limit funksiyasi
<p(x) ga tekis yaginlashadi deyiladi.

13.4- ta’'rif. f(x,y) funksiya M to'plamda y yO0da (p(x) limit
funksiyaga ega bo'lsin. V< olinganda ham, shunday
£0>0, x0e[a,Z>] va ,y-y0 <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
yte E topilib,

f(x0,yt)-(p(x0) >£,

tengsizliko'rinlibo'lsa,funksiya $(x) limitfunksiyaga notekis
yaginlashadi deyiladi.

Yuqoridagi keltirilgan 13.2- misolda berilgan funksiya o'zining
limit funksiyasiga tekis yaginlashuvchi, 13.3- va 13.4- misollarda
esa notekis yaginlashuvchi bo'ladi.

f(x,y) funksiya M to'plamda berilgan bo'lib,” esa E to'plamning
limit nuqtasi bo'lsin.

13.1-teorema. f(x,y) funksiya y —y 0da (p(x) limit funksiyaga
ega bo'lishi va unga tekis yaginlashishi uchun, Ve>0 olinganda

ham x ga (xE[a;6]) bog'liq bo'Imagan 35 >0 topilib,
y~y0 <8, iy - v0i<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi X/v',y€ E va

Vie [a,b\ uchun f(x,y)- f(x,y")<£ tengsizlikning bajarilishi

zarur va yetarli.
13.2-teorema. Agar f(x,y) funksiyaj-ning Eto'plamdan olingan

har bir tayin giymatida i1 0o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b\
da uzluksiz bo'lsa va y—yn da f(x,y) funksiya cp(x) limit
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funksiyaga tekis yaginlashsa, u holda (p(x) funksiya ham [a,ft] da
uzluksiz boiadi.

2y X

13.5-misol. Ushbu f(x,y)=
\+y X

a>4 funksiya

M =\(x,y)e R2:xe R,ye (0+<>}
to'plamda berilgan bo'lsin. y0-»+°0 da f(x,y) funksiyaning limit
funksiyasini toping va uni tekis yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Agar x=0 bo'lsa, V>>e(0;+°°) uchun /(0,”) =0
bo'ladi. Agar x @0 bo'lsa, Vye (0;+°°) uchun

2Xy2 <2v x _ 2y2 2

f(x,
(x.¥) +X¥a Xx2ya XxXya

bo'ladi. Bundan lim/(*,y) =0.

Shunday qilib, M to'plamda berilgan f{x,y) = 2vx
1+yax2

funksiyaning limit funksiyasi <p(x) =0 bo'lar ekan. x~O uchun
a

\+yax2>2j"| x| tengsizlik o'rinli.
Ve>0 berilganda A:a—_f7£:7: deb olsak, u holda y> A ni

ganoatlantiruvchi Vye (0;+°°) uchun

2y | 2v2xl 1

Mx,y)-Wx) = = <f£

Y X 2yl Yy
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, Vxe R uchun y —+°° da berilgan
f(x,y) funksiya o'zining <p(x) =0 limit funksiyasiga tekis
yaginlashadi.
13.6- misol. Ushbu

f(x,y)= Y+\' m ={(x,y)e R2:xe [-I;I],ye (0;+-)},
y +X
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funksiyaning limit funksiyasini toping va unga intilish xarakterini
aniglang:

Yechilishi. lim f(x,y)= lim —y =1 <p(X)=1. VE >0 songa
y —0 y—Ho.X _

y
ko‘ra, A :Edeb olsak, u holda y > A tengsizlikni ganoatlantiruvchi
Vye (0;+0°) uchun

r 4 4]__|¥+1_

fx,9)* (o (x} pls 2t

) <e
y+X y +X y

tengizlik o'rinli bo'ladi. Demak, f(x,y) funksiya (p(x)-l limit
funksiyaga tekis yaginlashadi.

13.7- misol. Ushbu funksiyaning limit funksiyasini toping va unga
intilish xarakterini aniglang:

1 ,

f(x,y)=y-sin M ={(x,y)eR 10<x<+ve (0;+°°)}
Xy

Yechilishi. Ma’lumki, /—0 da sin<~£. Buni e’tiborga olgan

holda, y —+°° da y sin * ~y ~ . Berilgan funksiyaning v —
yX yX

dagi limit funksiyasi (0,+°°) da f(x)= )% funksiyadan iborat.

0<x<l da vsin * funksiya _y—+00 da * limit funksiyaga
yX X

notekis yaginlashuvchi bo'ladi. Hagigatan ham, x, = * deb olsak, u
Yy

holda

f(xt,y)-(p(x,) =vsin * - 1 =ysinl— —
Y{ xt

=>>(l-sinl) >1—sin1=£0,y >1
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1 1
Shunday qilib, v—+°° da ysm ~ funksiya (0;1 da <PX) =
limit funksiyaga notekis intiladi, 1<x <+°0 da esa tekis intiladi.

Hagigatan ham, Ve >0 songa ko‘ra, [, = * deb olsak, u holda
e

y > A tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vve (0;+°°) uchun

ySin1 - II:ysi'n S— y <! <£,

yX X yX  yX 2y x y
chunki V (eiJ uchun sin/—1,< tengsizlik o'rinli.

13.2. Parametrga bog'lig bo'lgan integrallarning xossalari. f(x,y)
funksiya M ={(x,y)e R2:xe[a,b],ye Ea R] to'plamda berilgan
bo'lib, y Oshu E to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

13.3- teorema (integral belgisi ostida limitga o‘tish). Agarf(x,y)
funksiya:

1)y ning Eto'plamdagi har bir tayin giymatida x ning funksiyasi
sifatida [u\b] da uzluksiz bo'lsa;

2) y -»y0 da (p(x) limit funksiyaga ega va unga x ga nisbatan
tekis yaginlashsa,

b h
lim/(y) =lim If(x,y)dx = \(p(x)dx
Y->Yo y~>yo%1 Ja

tenglik o'rinli, ya'ni parametr bo'yicha integral belgisi ostida limitga
o'tish mumkin.
n
13.8-misol. y_n;bit_(x2+0052xv)dx ni toping.

Yechilishi. 1) Integral ostidagi /(x,y)=(x2+cos2xy)
funksiyaning M ={(x,y)e R2:xe [-Tr; n],ye [-1; 1]} da uzluksiz-
ligi ravshan.

2) Limit funksiyani topamiz: lim(x2+cos2xy) =x2+1.
Demak, limit funksiya <p(x) =x2+1 ekan. Ve>0 olinganda,

g=Y®
K

deb olinsa, Vxe [-x;4] va Vve [ 1] uchun
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f(x,y)-<p(x) =x +COS xy-x -I! =cos xy-I
= sin2xy <jxy~ <£
boiadi. 13.3- teoremaga asosan,

n n n
lim I (x2+cos2xX\)dx = flim(x2+cos2xy)dx = f(x2+I)dx =
=0 3070 3

\ Y
=2j(x2+1)dx= (n2+3).

0 3

13.9- misol. Ushbu integralda limit belgisini integral ostiga kiritish
mumkinmi:

lim f - dx?
yNi(y2+x2)2

Yechilishi. Faraz gilaylik, limit belgisini integral ostiga kiritish

mumkin boisin. U holda, tayinlangan x lar uchun lim % ''22=0
V> (y2+x2)2

ekanini ko'rish giyin emas. Demak,

|

flim - dx =0

{y~(y2+x2)2
boiadi. Endi integralning giymatini hisoblab, so‘ngra limitga
o'tamiz:

M 2xyl dx=v2\d¥y2+x2)=_ / i 1
I (y2+x2)2 Y 1(y2+x2)2 y2+x2 [/ +T
lim — =1

y-oy - + ]

Shunday qilib, limit belgisini integral ostiga kiritish mumkin emas

2xy2
‘ekan, chunki J\x,y)~ (y :;2) funksiya (0;0) nuqtada uzilishga

egava M ={(x,y)e R2:xe [0; I],ye [-1; 0)u(0; 1]} to'plamda esa
o'zining limit funksiyasiga tekis intilmaydi.
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r\n(x+j>
13.10-misol. A1!J In(jc2+y?2) integralni hisoblang.

- In(j» +jjy) , .
Yechilishi. /(*,y) = + 2/ funksiya tayinlangan _y(y >1)

da x bo'yicha [1; 2] da uzluksizva y —» da / (x\y) —=
Hagigatan ham, Vxe [1; 2] va y >\lee-1 bo'lganda.

2X V
In(l+~ L )
Inx+y) 1 X"+ y

In(x +y ) 2 2in(x +y ) (x2+y2)In(x2+y2)

2H ! <£
(I+y2In(l+y2) In(l+/)

rtT
bo'ladi. Shunday gilib, Ve>0 songa ko'ra, A=\ee -1 debolinsa,
IVl >A va Vxe [L 2] lar uchun
Inx+]y) _1< 1
In(x2+y2) 21 In(l+y2)

tengsizlik bajariladi.
Demak, 13.3- teoremaga asosan, parametr bo'yicha integral ostida
limitga o'tish mumkin, ya’'ni

1 -
Iim (n,o|+|<) * = Jllm n()‘(cbly) dX- 1.
_vr00) |ﬂ(X +y ) 'y.s*ﬂfllv]n(x‘ +y ) 2
13.11- misol. Ushbu limitni hisoblang:

rinfl#x+y sinx) "

Wy hex
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Yechilishi. /(x,y) =In(1+* +>'sinj[:) funksiya tayinlangan
\+x

ye[O0;lI] larda x bo‘yicha [0; ] da uzluksiz va y -»0 da

(p(x) = I +  ga tekis yaginlashuvcHi bo'ladi.
+X

Hagigatan ham, Ve >0 songa ko'ra, 8 =£ deb olsak,

f(x,y)-(p(X)\ In(l+x+ysinx) In(l+x)_

1+x 1+x
1 y sinx _ y 'sinx
=-  In(l+- -)<r -2<y<f.
1+x 1+ x @+x)
Demak, 13.3- teoremaga asosan,
. rin(l +x +ysinx) ,, ir.. In(l +x +y sinx In22
lim ( y )dx:\”llm In(l +x +y )dx = e )
2-5010 1+x @y s 1+x 2
13.4- teorema (Integralning parametr bo‘yicha uzluksizligi). Agar

f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a\b],ye [c\d]} to'plamda
berilgan va uzluksiz bo'lsa, u holda

H{y) =11{x.y)dx

funksiyay bo'yicha [c,d\ da uzluksiz bo'ladi.
f x2
13.12- misol. /G =Jiz+r2+1rix> =e Nel integralni
M =[(x,y)€ R2:.ve [0,1], ye [0,1]} to'plamda uzluksizlikka

tekshiring.

X2
Yechilishi. f(x,y) = 3— 2+ funksiya M to'plamda uzluksiz.

13.4-teoremaga asosan, I(y) funksiya [0;1] da uzluksiz bo'ladi.
Hagigatan ham,

= qX3'|:); +1* = élnl|+*3+/||!>: élni_”‘_yT

funksiya [0; 1] da bo'yicha uzluksiz.
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13.2- eslatma. Agar f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:
:xe [a\b],ye [c\d]} to'plamda uzluksizva y Oe [c\d] boisa, uholda

b b
lim [f(x,y)dx= [lim f(x,v)dx
)’~+yogd n .]d}’~*)’0

formula o‘rinli.
[
13.13-misol. Ii%fJx2+y2 dx,ye.[—4 1] ni toping.
Ay

Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y)=jx2+y2 funksiya

M ={(x,y)e R2:xe [-I;l],ye [L1]} to'plamda uzluksiz va
y0=0e [% 1] bo'ladi, u holda, 13.2- eslatmaga ko'ra,
i i i
lim J Ajx2+y2dx =lim J yjx2+y2dx =J pgdx =1.
w0 r>0 i -i
13.5- teorema (integralni parametr bo‘yicha differensiallash).
f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a;b],ye [c\d]) to'plamda
berilgan va y o'zgaruvchining [¢c,d] dan olingan har bir tayin
giymatida X o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a; b\ da uzluksiz
boisin. Agarf(x,y) funksiya M to'plamda/j,'(x,y) xususiy hosilaga
ega bo'lib, u M da uzluksiz bo'lsa, u holda
b

Hy) =\f(x,y)dx

funksiya [c\d] da I\y) hosilaga ega va ushbu

b

J\y) =\f\x,y)dx

a

tenglik o'rinli. Bunga Leybnis qoidasi ham deyiladi.

3n
4

13.14- misol. 1{y)= J In(y2sin2 funksiyaning 1\y)

K
4

hosilasini toping.
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Yechilishi. Integral ostidagi /(x,y) =In(y2sin2x) funksiya

f ) a 3T
*Ux,y)e R2:xe YR 0<y0<y <y, <+oolto'plamda uz-

luksiz hamda f'(x,y)=  hosilaga ega va u ham M da uzluksiz. U

holda 13.5- teorema bo'yicha (ya’'ni Leybnis qoidasini go'llash
mumkin):

3T 3n

T T
I'(y) = f(In(v2sin2x)).dx = \dx =—.
i Y { Yy

13.15-misol. /(y) =JIn(sin2x +y 2cos2x)cEt, yd 0 integralni
0
hisoblang.

Yechilishi. y>0 va yp 0 bo'Imasin. f(x,y) =In(sin2x +

+y 2c0s2x) funksiya M =\(x,y)e R2:xe ,yebijl top-

ci 2y C0S2X

-2 2 2 hosilaga ega va u ham M da
ay sin"x+y cos X

uzluksiz. U holda, 13.5- teoremaga asosan,

lamda uzluksiz,

n
) \  2ycos2x
100= J5in? X Fy¥ cos? x X

bo'ladi. Bu integralni hisoblash uchun ?=tgx almashtirishni olamiz.
Unda

dt 1 1
| —2Y j = dt
W) —2y] (f2+1)(/72+y?2) W_Z-\{Jf t2+1 r2+y?2
2y arctg?———larctg i K
y2—1 y y 771

bo'ladi va bu yerdan I(y) topiladi:
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/(V)=TIn V+1 +C.
3>0 boiganda, I(y) uzluksiz va /(1)=0 bo'lgani uchun

C=-7tIn2. Demak, y>0 boiganda, 7(y) =aln'r™"'. I(y) juft

funksiya ekanligini hisobga olgan holda, y * 0 uchun

y +1
7(y) =Trn )
ifodani hosil gilamiz.
i
13.16-misol. /(v)= [arctg dx funksiyaning y=0 nuqtadagi
0 Yy
hosilasining mavjud yoki mavjud emasligini tekshirishda Leybnis
goidasidan foydalanish mumkinmi?
Yechilishi. y>0 boiganda, berilgan integralga Leybnis goidasini
gollash mumkin boisin deb, faraz gilamiz:

, r o xdx 1 y 2
700 = 6x2+y2:in1+y2'
Endi berilgan integralni bevosita hisoblaymiz:

i X X i |
I(y) = farctg dx =xarctg* - f ~ dx =arctg -
yPp ir+x2 y

)/Jn/ I1_ 1.1 X2
-=1 +X)=arctg -+ -y In
2 (y2 %IO gy 2y 1+y

X
Agar integral ostidagi f(x, y) =arctg funksiyaning y=0vay>0
y

dagi giymatini n ga teng desak, u holda 7(0)= . Demak, I(y)
2 2
funksiyay=0 nuqtada uzluksiz boiadi.
I(y) funksiyaning y =0 nuqtadagi hosilasini ta'rif bo'yicha
topamiz:

v->0 y 140 y

Bu limitni hisoblashda arctg-Y ning |x]|>l bo‘lgandagi
yoyilmasidan foydalanamiz:
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Shunday qilib, berilgan I(y) funksiyay=0 nuqtada chekli hosilaga
ega emas. Bu holda Leybnis goidasini go'llash mumkin emas, chunki

f'(xy)=- funksiya (0;0) nugtada uzulishga ega.
7 X2+y?2
13.6r teorema (integralni parametr bo'yicha integrallash). Agar

f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2: xe[a;b], ye[c;d]} to'plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda

d dvb 1 b d
I/(y)dy =\ ji(x,y)dx dy =jdxjf(x,y)dy *)
c c\a J a c

formula o'rinli, ya'ni integral ostida parametr bo'yicha integrallash
mumKkin.
13.17- misol. Ushbu integralni hisoblang:

* *
J =j cos(lni)xv .
X

dx (y, >0,y2>0).
Inx

Yechilishi. Ravshanki, x>0 da
XA -X-\ _ W
" :vxydy .
Inx
Bu tenglikni e’tiborga olib, berilgan integralni quyidagi
ko'rinishga keltiramiz:
1 ¥
J_\dxj\xy cos |, dx
0 % *)

Bunda f{x,y) =xy cos(ln =} funksiya M ={(x,y)e R2:0 <x <],

y, <y <y2} to'plamda uzluksiz (/ (0;y)=0 deb garaymiz). Shuning
uchun, 13.6- teoremaga ko'ra

1 I o1 j
J =]dx ] xvcos(ln )dx =] dyJ xy cos(In —3dx
o X Yy, 0 X

deb yozish mumkin. Keyingi ichki integralda x =¢ almashtirish
bajarib, quyidagiga ega bo'lamiz:



J =jdyje 'sH costdt.
¥

(0]
+00
Endi J{=|e~W)costdt integralni ikki marta bo'laklab
0
integrallash natijasida, ga nisbatan chizigli tenglamani hosil gilib,
undan J = v+  ekanligini topamiz. Natijada
(v+1)2+1
J=\—j dy

integralga ega bo‘lamiz, bundan
J= L In y2 +3)y +z'|)3£r’= -ll’n }/2?4-2\/2+2
2 yZ+2yx+2

kelib chigadi.
13.18- misol. Quyidagi integrallar o‘zaro teng bo‘ladimi:

Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y)--l/—t)f-, funksiya (0;0)
(x+y f

nuqtada uzilishga ega. Shuning uchun 13.6- teorema o ‘rinli bolmaydi.
Hagigatan ham,



Shunday qilib. bu integrallar bir-biriga teng emas.
Y ugqorida bizko'rib o'tgan integrallarning chegaralari o'zgarmas
edi. Endi integralning chegaralari ham parametrning funksiyalari

bo'lgan holni qaraymiz. f(x,y) funksiya M ={(x,v)eR2:
:xe [a,b] ye [c,d]}to'plamda berilgan. y o'zgaruvchining [c,d]
dagi har bir tayin giymatida f(x,y) funksiya x o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi bo'lsin.

x=a(y) va x =P(y) funksiyalarning har biri [¢,d] da berilgan
va Vve [c,d] uchun

a<a(y)<p(y)<b (13.2)
shartni ganoatlantirsin. Bu shartlarda
Ply)
i f(x,y)dx (13 3)
a(yl
integral mavjud va uy o'zgaruvchi (parametr) ning funksiyasi bo'ladi:
Piy)
F(y)= ] f{x.y)dx.
at(y)

Agar(13.3)da a(y) =a, p(y) =b (ye [c,d~\) deb olsak, uholda
(13.3) integral (13.1) integralga aylanadi.

13.7- teorema.f(x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz, a(y), /3y)
funksiyalarning har biri [c,d] da uzluksiz va ular (13.2) shartni
ganoatlantirsin. U holda

P(yl
F(y)= J f(x,y)dx
a(y)
funksiya ham [c,d] da uzluksiz bo'ladi.

13.8-teorema. f(x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz, f'(x,y)

xususiy hosilaga ega va u ham M da uzluksiz, a(y), 7Z3(y)

funksiyalar esa a'(y), f)'(y) hosilalarga ega hamda ular (13.2)
shartni ganoatlantirsin. U holda

Ply)
ny)= 1J f(x,y)dx

alv)
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funksiya [c\d] da F'(y) hosilaga ega va u

P(Y)
F\y)= J fXxy)dx +I13Xy)f(li(y).y)-axXy)f(a(y).y)(\3A)
a(y)
formula orqali topiladi.
siny
13.19-misol. F(y) = J chyx2dx funksiyaning F'(y) hosilasini
toping.
Yechilishi.  f(x,y) =chyx2 funksiya M ={(x,y)e R2:
cxe [aft], ye [a,,a2]}to'plamda uzluksiz, f'(x,y) =xZhvx2

hosilaga ega va u ham M da uzluksiz, x =cosy, x =siny funksiyalar

[a,;a2] da mos ravishda, x'=-sinv, x'=eosy hosilalarga ega
hamda ular (13.2) shartni ganoatlantiradi. U holda (13.4) formulaga
asosan,
siny
F'(v) =cosy ch(ysin2y) +siny ch(ycos:y)+ J xXh(yx2)dx

cosy

boiadi.
4y .
13.20-misol. F(y)= f dx funksiyaning F'{y) hosilasini
o X
2y
toping.

Yechilishi. Integral ostidagi f(x,y)= arctiSty funksiya
X
M ={(x,y)e R2:x* 0, xe R, ye[apaZ2]} to'plamda uzluksiz,

f'(x,y) = — — hosilaga ega. x =2y, x =4y funksiyalar ham
v ' | +x2y2

[a,,a,] da mos ravishda, x'=2, x =4 hosilalarga ega va (13.2)

shartni ganoatlantiradi. Shuning uchun (13.4) formulaga asosan

, Vo odx arctgdv2 arctg2y2 _ aretgdy2-aretg2y?
My) -

- r2 + ~
2,1+xy Y Yy \Y%
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13.21- misol. F{a) =jdx J cos(x2+y2-a 2)dy funksiyaning

0 xa
F'(a) hosilasini toping.
Yechilishi. Agar
x+a
f(x,a)~ J cos(x2+y 2- a 2)dy
X-a

a
deb belgilasak, u holda F(a) - jf(x,a)dx ni hosil gilamiz.
0
Ravshanki, f(x,y) funksiya uchun 13.8- teoremaning shartlari
bajariladi. Bunga (13.4) formulani gollasak,
a

F\a) =jf\x,a)dx +f(a,a)

0
boiadi, bunda
/d(x,a) =cos(jc2+(x+a)2-a 2)+cos(x2+ (x-a)2-a 2)+
a
+2a | sin(x2+y 2- a 2)dy.
X-a
Shunday qilib,
2a a
F\a) = | cosy Ay +2J cosIx1lcoslaxdx +
0 0
a X+a
+2ajdx J sin(x2+y2-a 2)dx.
0 x-a

a
13.22- misol. F(a) =jf(x +a,x-a)dx funksiyaning F'(a)
0
hosilasini toping.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani f{u, v) deb belgilaymiz,
bunda u=x+a, v=x-a.Bu flu, v)funksiyawnva vo'zgaruvchilari
bo'yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega, ya'ni 13.8- teorema
shartlarini ganoatlantiradi, deb faraz gilamiz. U holda (13.4)
formulaga asosan,
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‘\tdf(u,v) _df{u,v) dx,

F"(a) =/(2a,0) +J
dv

bunda df =/, +/, ekanligini e'tiborga olsak,

J(/;- /)dx =2j ./>-/(2a,0)+/(a,- a)
0 0
bo‘ladi. Shunday qilib,
a
F'(a) =f(a,-a)+2jf'dx

Mustagil yechish uchun misollar
Berilgan to'plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping:
13.1. /(x,y) = -sinxv; M ={(xj)e/?2:ie(0,+ «),
J

ye (04}, Yo~

13.2. /(*,m)= TIX M ={(x,n)e R2:xe [0,1], ne N},
[+n +Xx

13.3. f(x,n) =n X+ X-J=Xx

M ={(x,n)e R2:xe (0,+°°), ne N},n0=-Hb».

(v N\
13.4. f(x,n) =n ¢"-1
\Y /
M ={(x,«)e A2:xe [l,a], »e N}, =+°°,

13.5. f(x,y) =Ix- +1i,

M ={(x,y)e R2:xe R,ye (0,+°°)}, y0=b>°-
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13.21-misol. F(a) =jdx J cos(x2+y2-a 2)dy funksiyaning
0 X-a
F’(a) hosilasini toping.
Yechilishi. Agar
x+a
f(x,a) = | cos(x2+y2-a 2)dy

X-a

a
deb belgilasak, u holda F(a) =jf(x,a)dx ni hosil gilamiz.
0
Ravshanki. f(x,y) funksiya uchun 13.8- teoremaning shartlari
bajariladi. Bunga (13.4) formulani gollasak,
a
F\a) =Jf\x,a)dx +f(a,a)
0

boiadi, bunda

f'a(x,a) =cos(x2+(x +a)2-a 2)+cos(x2+{x-a)2-a 2)+
X+a
+2a j sin(x2+y2- a 2)dy.
X-a
Shunday qilib,
2a a

F\a) = cosy2dy+2Jocos 2x2cos laxdx +
0
a X+a

+2ajdx J sin(x2+y2- a 2)dx.
0 x-a
a
13.22- misol. F(a) =jf(x +cc,x—a)dx funksiyaning F\a)
0
hosilasini toping.

Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani f(u,v) deb belgilaymiz,
bunda u=x+a, v=x-a. Buflu,v)funksiyawnva vo‘zgaruvchilari
bo'yicha uzluksiz xususiy hosilalarga ega, ya'ni 13.8- teorema
shartlarini ganoatlantiradi, deb faraz gilamiz. U holda (13.4)
formulaga asosan,
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F‘(a) :/(2a,0) +3(af(u, V) _ sl(m,v))dX’

ar dv
r
bunda o =/'+/v ekanligini e’'tiborga olsak,

Y(/;- fryix=2j» - /(2a,0)+/(a,-a)
0 0
bo'ladi. Shunday qilib,
a
F'(a) =f(a,-a) +2jf'dx
0

Mustagil yechish uchun misollar

Berilgan to'plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping:
13.1. f(x,y) =—sinxy; M ={(x,v)e R2:xe (0,+°°),
Yy
ye(0,+°°)}, ya=+°°

132 f(x,n)= TIX M ={(x,n)e R2:xe [0,1], ne N},
[+n+x

n0 =+o°.

13.3. f(x,n) =n X+ *-Vx

M ={(x,n)e R2:xe (0,+°°), ne N} n0=+°°,

f 1 n
13.4. f(x,n) =n X" -1

M ={(x,n)e R2:xe [l,a], ne N}, n0O=+°

135, f(x,y) ="x +-,

M-{(x,y)e R2:xe R, ye (0,+°°)}, Jo "400-
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13.6. /(x,n) =arctgwc;
M ={(x,H)e R2:xe (0,+°°), ne N}, n0=+o0°.

13.7. f(x,a) =x2cos * ,
ax

M ={(x,a)e R2:xe [0,2],ae [0,2]}, a0=+o0.

13.8. f(x,y) =\[xsiny,

M ={(x,y)e R2: xe [0,+00),ye (0,n)}, y0O=TI1.

13.9. f(x,n) =nx2sin X,
n

M ={(x,n)e R2:xe¢ R, ne N], n0=+

13.10. f(x,n) =n2x(l-x2y, M- \(x,n)e. R1:xe [0,1], ne N}, A0=+~
Berilgan to'plamda funksiyaning limit funksiyalarini toping va
yaqginlashish xarakterini tekshiring:

13.11. f(x,n) =x",

M ={(x,ii)ei: :x6[0,~],n€"], n0O=+°°

.. NXx2
13.12. f(x,n) =
n+x

M ={(x,n)e R2:xe [1,+°°), ne N}, n0=+4<>
13.13. f(x,n) =x"-x"+#,

M ={(x,n)e R2:xe [0,1], ne N}, «,=+«>.
13.14. f(x,n) =x"-x2n,

M ={(x,n)e R2:xe [0,1], ne N\, n0=+°°,

13.15. a)' f(,n) =205y g0y =sin®t
n n

M :{(X,n)e RZ:Xe R, ne N}l V|0:+°°.
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13.16. a) f(x,n) =arctgwx; b) f(x,n) =xarctg/?x;
M ={(x,n)e R2:xe (0,+°°), ne N}, n0=+°"

vV
13.17. a) f{x,n)= 1+ , M ={(x,n)e R2\xe R, ne NJ;

M ={(x,n)e R2:xe (a,b)- cheklioralig, ne A/}, n0=+°°

( vV N\
13.18. f(x,n) =n Xn-

M ={(x,«)e ﬁixe[la] ne NJ, n0=+°°,

13.19. f(x,n) =nxe ™,
M ={(x,n)e R~:xe [0,1], ne N}, n0=+°

13.20. f(x,n) =nx(\-x)",
M ={(x,«)e R2:xe [0,1], ne N), n0=+°°,
13.21. Ushbu funksiyalarning R da uzluksiz ekanligini isbotlang:

1) 1(a) = fsm2ax2d>€\ 2) 1(a) = f————— f—- T~idx-

N+X +ax
1
13.22. I(a) =Jsign(x-a)dx funksiyaning R da uzluksizligini
0

isbotlang.
13.23. Limitlarni hisoblang:



13.24. Ushbu limitlarni integral ostiga kiritish mumkinmi:

i jL 3
lim fAre yldx; 2) lim farctg — ..dx?
120j y y->0J 1+y

)
13.25. f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz, a <a(<x <h.

lim 1 \[f(t +y)-f(t)]dt =f(x)-f(a0)
A o yi

ekanligini isbotlang.
Funksiyalarning hosilalarini toping:

13.26. 1(y) =Jsinyxdx. 13.27. I(y)- J cos™ x "dx.
0 1 X

13.28. /00= T * dx. 13.29. I(y) =] HX+yX)dx.
1 x

0 X
2y . cosy S
13.30. I(y)=j s'nyx dx. 13.31./00= J e'~dx.
v X sinv

yev

13.32. /00= J In(l +(xyf)dx.

ye~v

a2 X+a
13.33. I(y)= \dx | sin(x2+y2-a 2)dy.
0 X-a
1
13.34. a - 0 bo'lganda, I(a)=\\n(x1+al)dx funksiyaning

hosilasini Leybnis goidasi bilan topish mumkinmi?

o dx
13.35. | — integralni a(a>0) — parametr bo'yicha
px2knE g (a>0) —p y
% dx

differensiallab, J (x2+a2)2 'nte8ra'n*hisoblang.
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u

13.36. F{a) =j{x +a)f(x)dx funksiya berilgan, bunda f(x)m
0
differensiallanuvchi funksiya boisa, F(a) ni toping.
i1 \ i(\
13.37. | jf(x,a)da dx va J J/(x,a)dx da integrallarning

teng yoki teng emasligini aniglang.

2XbJ1
Agar: 1) 2) f(x,a):(Xb— X®
VaA a3y
boisa.
Misollarning javoblari
13.1. ¢p(x) =0. 13.2. (p(x) =x. 13.3. (p(x) =
2\[x

13.4. (p(x) =Inx. 13.5. <p(x) =N 13.6. <P(x): "

8
13.7,<p(x) =x2. 13.8. (p(x)= 2 V*. 13.9. (p(x) =x\

13.10. cp(x) =0. 13.11. <p(x)=0ga tekis yaginlashadi.
13.12. (p(x)=x2ga tekis yaginlashadi. 13.13. <p(x)=0 ga tekis
yaginlashadi. 13.14. (p(x)=0 ga notekis yaginlashadi.

13.15. a) <p(x) =0 ga tekis yaqginlashadi; b) <p(x) =0 ga notekis

yaginlashadi. 13.16. a) <p(x)= m ga notekis yaginlashadi; b)

(p(x)=X" ga tekis yaginlashadi. 13.17. a) (p(x)=e* ga tekis
yaginlashadi; b) (p(x)=?' ga notekis yaqginlashadi. 13.18. <p(x)=Inx
ga tekis yaginlashadi. 13.19. <p(x)=0 ga notekis yaqginlashadi.
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K In3
13.20. (p(x)=0 ganotekisyaginlashadi. 13.23.1) 1;2) -;3) 1;4) ;

e—t /[ \ ysiny +cosy-1
5 3 ;6)0.13.24. 1)yo'q; 2) ha. 13.26. I \Y)~ y2

vy U COS21y —€0s , edy-e
13.27. = gy Y 13.28. Hy)= Zy Y
2In(l (K sin2y2-siny2
1329, 7= D aiaa0 1y = RYEEINY:
y y

cosy
vicos v|

13.31. J Vi—*"e" dx- smye']"™-cosy-ef

siny

2
13.32. I'(y) =4shy +— (arctg(yV v)- arctg(yV ))+
y

+Hy +VeyIn(l +y*e2y) —y - le~" In(l +y 4e~2y).
a2+a a2

13.33. I'(a) =2a J sin(y2+a4-a 2)dv+2] sin2x2cos2axdx-

-2aj dx J cos(x2+y2-a 2)dy. 13.34. Yo'q.

0 X-a

1
13 35 arctg —+ .
223093 2a 2(a2+h2)

13.36. F\a) =3f(a)+2af\a). 13.37. I)Tengemas; 2) Teng
emas.

14- 8. Parametrga bog'lig bo‘lgan xosmas integrallar

14.1. Parametrga bog‘lig boMgan xosmas integral tushunchasi.
1. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a,+°°),ye Ec R}da
berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchining E dagi har bir o‘zgarmas

giymatida Xbo'yicha [a,+°0) da integrallanuvchi, ya'ni
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xosmas integral mavjud va chekli boisin. Bu integraly ning giymatiga
bog'lig boladi:

(14.1)

a

(14.1) integral parametrga bog'lig (chegarasi cheksiz) bolgan
xosmas integral deyiladi.

f(x,y) funksiya M'={(x,y)e R:xe yeEaR?}
(M'={(x,>>)€ R:xe (-°°+°°), yeEciR}) to'plamda berilgan va
o‘zgaruvchining E dan olingan har bir tayin giymatida ,yv ning
funksiyasi sifatida ((-00;,+00)) da integrallanuvchi boisin ,
ya'ni

(14.2)

integral mavjud boisin. (14.2) integral ham, parametrga bog'liqg
bo "lgan xosmas integral deb ataladi.

2. f(x,y) funksiya ={(x,y)e R~:xe[a,b),ye Ea R}
to'plamda berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchining E dan olingan har bir
o‘zgarmas giymatida n ning funksiyasi sifatida qaraganda x -b nuqta
maxsus nugta boisin vabu funksiya [a,fr) da integrallanuvchi, ya'ni

b)
Jf(x,y)dx (ye Ec R)
mavjud boisin. Ravshanki, bu integral ham y ning giymatlariga
bogliq boladi:

(14.3)

a

Bu integralga chegaralanmaganfunksiyaning parametrga bog ‘liq
bo "lgan xosmas integrali deyiladi.



Xuddishunday, ushbu

b b)

if(xy)dx, jf(xy)dx

xosmas parametrga bog‘lig bolgan integrallarning ham ta’riflari
yuqoridagi kabi beriladi.

3. f(x,y) funksiya M2={(x,_y)s R2:xe ye Ec
to'plamda berilgan bo‘lib, y o‘zgaruvchining E to‘plamdan olingan
har bir tayin giymatida x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida
garalganda, uning uchun x=c maxsus nuqta boisin va bu funksiya
(c;+00) da integrallanuvchi, ya'ni

chegaralanmagan funksiyaning chegarasi cheksiz xosmas integrali
mavjud boisin. Bu integral y ning giymatiga bogliqg boladi:

(14.4)

(14.4)  integral chegaralanmagan funksiyaning parametrga bog ‘iq
bo ‘Igan chegarasi cheksiz xosmas integrali deb ataladi.
Masalan, ushbu

13(cc) = \] xa 'e Xix (a>0)
0
integrallar parametrga boglig bolgan xosmas integrallardir.
Parametrga boglig bolgan xosmas integrallarni o‘rganishda
integralning tekis yaginlashish tushunchasi muhim ahamiyatga
ega.
14.2. Parametrga bog‘lig bolgan xosmas integrallarning tekis

yaqinlashishi

1. f{x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:xe [a-Hx>), yeEczR} da
aniglangan bolib, y ning E dan olingan har bir tayin giymatida
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Hj) = Jf(x,y)dx

integral mavjud boisin. U holda, cheksiz oralig bo'yicha olingan
xosmas integrallarning ta'rifiga ko'ra,

H t

I t->+00] />3
a a

t
ko‘rinishda yozamiz, bunda F(t,y) =\ f(x,y)dx .

Shunday qilib, I(y) funksiya F(t,y) funksiyaning
(y =const) t-» +°° dagi limit funksiyasi boladi.

14.1-  ta'rif. Agar t—-1> da F(t,y) funksiya o‘z limit funksiyasi
I(y) ga Eda tekis yaginlashsa, ya'ni Ve >0 olinganda ham, shunday
8 =S(e) >0 topilib, \/t>8 va Vve E uchun

tengsizlik bajarilsa, u holda J f(x,y)dx integral E to‘plamda tekis

a

yaqinlashuvchi deyiladi. (14.5) tengsizlik

tengsizlikka teng kuchli.
14.2- ta'rif. Agar t +o00 da F(t,y) funksiya o‘z limit funksiyasi
/(y) ga E da notekis yaginlashsa, ya'ni V6>0 olinganda ham,

shunday e0>0, \e E va / >5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi

t{e [a,--00) topilib,

(14.6)
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tengsizlik bajarilsa, u holda J f(x,y)dx integral Eto'plamda notekis

a »
yaginlashuvchi deyiladi.

2. f(x,y) funksiya M]={(x,y)e R~:xe[a,b),ye EcR}
to'plamda berilgan boisin.y o‘zgaruvchining E dan olingan har bir
tayin giymatida ushbu

M
1(y) =\f(x,y)dx

a
integral mavjud boisin. Xosmas integralning ta'rifiga ko‘ra, ixtiyoriy

[a,r] (a<t<b) da FXt,y) ="~f{x,y)dx integral mavjud va
a
AN — [
) gf(x,y)dx Jim Fe(ty)

boiadi. Demak, I{(y) funksiya Ft(t,y) funksiyaning t-~ b -0 dagi
limit funksiyasi boiadi.

14.3-  ta'rif. Agar t™~ b - 0 da FXt,y) funksiya o'z limit funksiyasi
It(y) ga E to‘plamda tekis (notekis) yaginlashsa, ya'ni Ve >0 son

olinganda ham, shunday b'=b\e)>0 son topilib,
(b'e [a,6)) VEe [b',b) va Vye E uchun

\b)

Ji{x,y)dx <E
Is
(30>0,3] e [b',b),3y0e E va \/b’e[a,b) uchun
1 * 1 B

ijf(x,y0)dx >e0) tengsizlik bajarilsa, u holda \]f(x,y)dx integral
Is !

E to‘plamda tekis (notekis) yaqinlashuvchi deyiladi.
14.1- misol. j e=arctgxydx integralning (-°0,+00)=R day
0

parametr bo'yicha tekis yaginlashish xarakterini tekshiring.
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Yechilishi. Ve >0 son uchun 35 =InK >0 topiladiki, V/>8 va
e

Vye R uchun

C i 29 C.1 g . K x
Je arctgxyyd\ <™ Je dx—"e - :§<£

Demak, 14.1- ta'rifga asosan, berilgan integral (-°0;+o00) day
parametr bo'yicha tekis yaginlashuvchi boladi.

1

14.2- misol. f(v)= f integrating a) E =[0;+°°);
{(x-y)2+4
b) Ex=(-°°;0] to'plamlarda v parametr bo‘yicha tekis yaginlashish

xarakterini tekshiring.
Yechilishi. a) Dastlab, berilgan integralni yaqginlashishga
tekshiramiz. Chegarasi cheksiz xosmas integralning ta’rifiga ko‘ra

F(ty) = o = Tarctg XIN _ Moretg Y warctg Y
{(x yf+a 2 2 p 2 2 2y
Bundan, har bir tayinlangan y uchun ?— da F(ty)

funksiyaning limitini topamiz:
. . n 1
I(y)= lim F(t,y) —im 1 .+ arctgv.
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi. Endi garalayotgan

5
integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz. £0= 5 desak, u holda

\5e (0,+°°) olinganda ham, tx>8 ni ganoatlantiruvchi barcha
va 3y0 =txuchun

I‘—'(t yn= K dx =" -arct%t'_yﬂz "N —go
“ (x-y0) +4 2 4 6 0
T
Shunday qilib, Ve0e(0,— uchun (14.6) tengsizlik o‘rinli.

Demak, 14.2- ta'rifga ko‘ra berilgan integral E =[0;-K*>) to‘plamda
y parametr bo'yicha notekis yaginlashadi.
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b) VE>0 son olinganda ham, 8 =8(e) =2ctg2e deyilsa, u
vaqtda V/>8 va V je Exuchun

sup F(7,)-/(v)j =sup £ T

veE, ysE, t (X —y ) + 4

C1(k t-y \_1 t
—SUp1, 2-arctg 2 If=2arcctg2 <£

tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan integral, 14.1-ta’rifga ko‘ra,
Exday parametr bo'yicha tekis yaginlashuvchi boladi.

dx

14.3-misol. Ixy) :J[ w

integralni a) £'=(0;1); b) £ =(0;a)(a<l)

to'plamlarda tekis yaginlashishga tekshiring.
Yechilishi. Xosmas integralning ta’'rifiga ko‘ra

/ iy, M1
)= B =i Y XFY t
{xy Ao {x Y A0 1-v ]__y

Demak, berilgan integral (0;1) da yaginlashuvchi. Endi, bu
yaginlashishni tekis yaqginlashishga tekshiramiz:
a) ye(0;l) bo‘lsin. g —0+0 da integral ostidagi funksiya

a i Al-n
chegaralanmagan bo‘ladi. f— = / integralni baholaymiz.
{xy 1-y
'~ A-
sup J— =sup y:Iim , y:+°°’
ysSE OX j yeE | -y y->1-01 —y

bo‘lgani uchun

VS =8(e), 3e0>0, 3A>0(0 <A<8(e)),3y0e (0;1) j >e

tengsizlik bajariladi.
Shunday qilib, berilgan integral y parametr bo'yicha Ex=(();«)
to'plamda notekis yaginlashadi.
b) je(0,a) (a<l) bo'lsin. VE>0 son olinganda ham,
i
8 =(e(l-a))!-« deb olinganda, 0<A<<5(£) va Vye(0,a) uchun
\dx AKv - P
— =-—-<e tengsizlik bajariladi.
i X i-y
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Demak, 14.3 -ta’'rifga asosan, berilgan integral Ex={Q\a)
to'plamday parametr bo‘yicha tekis yaginlashadi.
0
14.4- misol. je~vdx integralning: a) £ =[6;+c«) (6>0)
0
to'plamda tekis yaginlashuvchi; b) Et=(0;+°°) to'plamda esa
notekis yaginlashuvchiligini isbotlang.
Isbot. a) t> 0, y>b> 0 bo'lsin.

7fe xydx:ey',
t Yy

y>b bo'lganligi uchun, agar t> 11n-1 bo'lsa, Ve>0 va

Vye E uchun

+°9 -th

0<fe—~xvdx— ------ <e
\ b

o201
tengsizlikbajariladi. 5(e) =max(cr(£);0),bunda <x(£)- —n—2 deb

belgilasak, V/e [<T(£);+°°) va Vye E uchun

1+0

Jexdx <£

t

tengsizlik bajariladi. Demak, 14.1- ta'rifga asosan, berilgan integral
E da tekis yaginlashuvchi boiadi.

1
b) V5 >0 uchun t =1+, y0- " deb olsak,

g

-y<fl
e¥dx= " =(1+S)e-">e-’,
1 Yo

ya'ni £0=e~ da (14.5) tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, 14.2-

ta'rifga asosan, berilgan integral (0;+°°) da notekis yaginlashadi.
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14.3. Parametrga bog‘liq boigan xosmas integrallarning
yaginlashish alomatlari.

1. f(x,y) funksiya M ={(x,v)e R2:xe [«;+°°),ye Ec n} da
berilgan bo'lib, y ning Edagi har bir tayin giymatida x ning funksiyasi

sifatida [a+°<=) da integrallanuvchi, ya’'ni
/(y)= \] f(x,y)dx (14.6)
a
xosmas integral mavjud boisin.
14.3- ta'rif. Agar Ve>0 35 =<5(e)>0, t'>8,t">8 ni
ganoatlantiruvchi Vv€ E uchun
v
jf(x,y)dx<e
v
bajarilsa, (14.6) xosmas integral E dafundamental integral deyiladi.

Koshi teoremasi. I(y) =1J f(x,y)dx integralning E to‘plamda
tekis yaginlashuvchi boiishi uchun uning E da fundamental boiishi
zarur va yetarlidir.

14.1-natija. Agar V5e [a;+°°) uchun 3e”,3t'j'e [5;-H»),3v0e E
topilib,

\f(x,y0)dx>eo (147)
¢
tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6) integral y bo'yicha E to'plamda
notekis yaqginlashuvchi boiadi.

Koshi teoremasidan quyidagi natija kelib chigadi.

14.2- natija. Agar ixtiyoriy xe [0;+°0),ye E uchun
0 <f(x,y) <(p{x,y) tengsizlik bajarilib, (14.6) integral
0

yaginlashuvchi va \]<F(x>y)dx integral y bo'yicha tekis
a

yaginlashuvchi boisa, u holda (14.6) integral Eto'plamday bo'yicha
tekis yaginlashuvchi boiadi.
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2. f(x,y) funksiya M ={(x,y)e R-:xe\a,b),ye Ea R}
to'plamda berilgan bo'lib, y ning E dan olingan har bir tayin
giymatida .v ning funksiyasi sifatida [aZ>) (b — maxsus nuqta) da
integrallanuvchi, ya’ni

b)

H(y) =jf(x,y)dx (14.6")
a
xosmas integral mavjud bo'lsin.

14.4- ta'rif. Agar Ve>0 son olinganda ham, shunday
8 =8(e) >0 topilsaki, b-8 <t'<b, b-8 <f<b bolgan Vf,t”lar
va V>'€ E uchun
i
f(x,y)dxI<£

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.6") integral Eto‘plamda fundamental
integral deb ataladi.

b)
Koshi teoremasi. I1(y) =] f(x,y)dx integrating E to'plamda
a

tekis yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun uning E da fundamental bolishi
zarur va yetarlidir.

Natija. Agar V<5e[a;&) uchun 3e0>0, 3 t',t's [b-8;b) va
3 v0e E topilib,

if(x,y0)dx >e0 (14.70

tengsizlik bajarilsa, u holda (14.60 integral E to'plamda notekis
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

fe)

14.5-misol. I(v)= rsmvxdx integrating a) E=[a;l](a>0);

{ x
b) £, =[0;1] to'plamlarda y parametr bo‘yicha tekis yaginlashish
xarakterini Koshi teoremasidan foydalanib tekshiring.
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a
a) Ve >0 son olinganda ham. 5 =5(g) =— deyilsa, u holda
am

V/'=nn >8,t"=2nn >8{ne N) va Vye E uchun

[sii® U i-1lcos™ s -1fcos™ )=
X X v L yJ X

- lcosvt 1 cosvtf* 1Q/cos XV

- { y t,n y - y Xz dx<
J 1 + 1 + 1 ycosxy | 1 1 pdx: i
Tty hy' yfl,"kl dx - l v

Demak, berilgan parametrga bog‘liq boigan xosmas integral
Koshi teoremasiga asosan Eto'plamda tekis yaqginlashuvchi boiadi.

b) V<5>0 son uchun y5=8, té =§0—, s=— deg)otanlasak, u
holda

msjny5x dx 2 sin5; ¢ _}sm

T
38 3

_e,

boiadi, bunda e() >0. Demak, berilgan integral, yugoridagi natijaga

asosan, ye £, da notekis yaginlashadi.

7 dx
14.6-misol. J integralning £e(-°<>;0] to'plamday

parametr bo'yicha tekis yaginlashish xarakterini tekshiring.

Yechilishi. f(x =— J4_ s n=(p(x,y) tengsiz-
(x.y) X741 oy % (p(x.y) teng
. T dx )
lik Vxe [0;+co], ye (-°°;0] uchun bajariladi. , integ
J(x-y) +16

raining har bir tayinlangan y uchun yaginlashuvchi ekanligini
ko'rsatamiz. M aium ki,
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dx 1 In(x-2)2+2-JI{x-y)+4
D(x-.y)4+16 32v2 (x-yf-2\f2(x-y)+4

1 2sl2{x-y) 1 -2V2NV+4 1 2sl2v
+— 7=arctg----------->- 7 _n Y4-----—arctg 27
16>/2 4-(x-yf 32 2n/2y+4 N\ 4~y

Demak, bu integral yaginlashuvchi ekan. Ravshanki,

7 dx
J v integral £4 o‘plamda tekis yaginlashuvchi (14.2-misol-

ning b) bandiga garang). Shunday qilib, berilgan integral, 14.2-
natijaga asosan, E to'plamda yaginlashuvchi bo‘ladi.

f arctgvx

14.7-misol. J U z;/ ax integralni Koshi teoremasidan foydalanib,
oU x

E =[o; 1 to'plamda tekis yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. Ve >0 son olinganda ham, $= 1_6 , deyilsa, uholda
e

V/'=1 1 >& t -1 ' >5 (He N) va Vve E uchun
2n 4n

—
[ arct&™ gx <1J A1 (X))
J+«-X2Y 2 (1-je)v 2 I-y
2n 2n (*)
1 V'y \1'y

2(1-v)

M a’lumki, barcha x >y >0, L<1lar uchun

Xa- yU<;M(x-y) w~
tengsizlik o‘rinli. Bu tengsizlikni e’'tiborga olgan holda (*)
tengsizlikdan
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<£
2 (4n)'L

In

bajariladi. Shunday qilib, berilgan integral Koshi teoremasiga asosan,

E =Ney] to'plamda tekis yaginlashuvchi boiar ekan.

Veyershtrass alomati

3. \x,y) funksiya M ={(x,y)e R2\xe [a;+°°),ye Ec R } da
berilgan bolib, y ning E dagi har bir tayin giymatidaJ(x,y) funksiya
x ning funksiyasi sifatida [a,+°°) da integrallanuvchi boisin. Agar
shunday <p(x) funksiya (xe [a;+°°)) topilsaki:

1) Vxe [a;+°°) va Vye E uchun f(x,y) <(p(x) bolsa;

2) \]<P(x)dx xosmas integral yaqginlashuvchi bolsa, u holda
a

~J f(x,y)dx integral E da tekis yaginlashuvchi boladi.
a

4. f(x,y) funksiya Mx={(x,y)e R2:xe \a,b),ye Ec R\
to'plamda berilgan bo‘lib, uning E dan olingan har bir tayin
giymatida f(x,y) funksiya x ning funksiyasi sifatida [a,b) da

b)
integrallanuvchi boisin, ya'ni /(>>)=jf(x,y)dx integral mavjud
a

boisin. Agar \a,b) da shunday (p(x) funksiya topilsaki:
1) Vxe [a,b) va Vye E uchun f{x,y)]<(p(x) bolsa;

b)
xosmas integral yaqinlashuvchi bolsa, u holda
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V)

/(> =Jf(x,y)dx integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi

boiadi.
14.8-misol. Ushbu integralning E=[-a,a\ (a>0) to'plamda
tekis yaginlashuvchiligining Veyershtrass alomatidan foydalanib
ko'rsating:
£ In(I+x)arctgvx
,b \%
Yechilishi. Berilgan integralni ikkita integralga ajratib, ularning
har birini tekis yaqginlashishga tekshiramiz: /=/,+/,;

[In,]"arc:ynn dx
h(y) J v J r

/ integralda Vxe [0; ) vajjgf uchun
In(l +x)arctgvx
X2 X

Demak, tagqoslash alomatiga ko'ra integral E to'plamda
tekis yaginlashuvchi, 12(y) integralda Vxe[l;+°°) va Vye[-a;a]

lar uchun |7(x,y)I<|In('t A) =<p(x) tengsizlik o'rinli.

. o S x
In(+x) __In(l+%) +Jfl— L dx=In2 +In

X
X2 X Y U 1+v ] 1+Xx

Veyershtrass alomatiga ko'ra 1Jy) integral E=[-a,a] (a>0)
to'plamda tekis yaginlashuvchi. Shunday qilib, berilgan integral ham

E to'plamda tekis yaginlashuvchi.

in 4.

r ax
14.9- misol. J*“7 integralni a) £, =[y0;-k») (y0>0),
i X
b) E2=(l;+°°) to'plamlarda tekis yaqginlashishga tekshiring.

Yechilishi. a) Agar Vxe[l;+°°) va Vyef, uchun <

ekanligini c'tiborga olsak va (p(x) = ~ deb belgilasak, u holda
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+° 0 J

[(p()dx = [— =

\ \x¥y n-1
integralning yaginlashuvchiligidan, Veyershtrass alomatiga asosan,
berilgan integral E, da tekis yaginlashuvchi boladi.

b) ye E2bo‘lsin.

Ndx Ay . Ay
— lim —t-°
AX y-1 Ses1+0y —

bo'lganligidan, VA>0 va Ve>0 uchun 3y> 1 topiladiki,

7 dx
J — >£ boladi. Demak, bu holda berilgan integral E, to‘plamda
4 X
notekis yaginlashadi.
14.10- misol. Ushbu integralning R to‘plamda tekis yaginlashishga
tekshiring:

+00 n
[ arctg dx, ye R
i Yy + %
ih H . OOLI Zy Ay\_
Yechilishi. Vye R\/xe 6,+ ) uchun arcts~2 + ~3 y2+x3

2
tengsizlik bajariladi. Tayinlangan xe (1;+°°) larda <p(y)= , ’y
y +X

funksiya y =+ \[xnuqtada ekstremumga erishadi.

2 I - -
VyeR, Vxe (1,+°°) uchun arctg < tengsizlik o‘rinli
y+x j X

7 dx
bo‘ladi. J 32 xosmas integral yaginlashuvchi bolganligi uchun
i X

Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan integral R to'plamda y
parametr bo'yicha tekis yaginlashuvchi boladi.

Abel alomati. f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M ={(x, v)e R2:
:xe [a;+00),ye E R} da berilgan. y ning E dagi har bir tayin
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giymatida g(x,y) funksiya x ning funkiyasi sifatida [a;+°°) da
0

monoton funksiya bo‘lsin. Agar J f(x,v)dx integral Eto'plamda
a

tekis yaginlashuvchi va V (x,y)e M uchun ]g(x,_y)|]<C(C =const)

bo'lsa, u holda
10

Jf(x,y)g(x,y)dx

a
xosmas integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
14.11- misol. Integralni tekis yaqinlashishga tekshiring:

J arctgvxe™ dx (>e£ =[a;400)) (a>0) .
1 x5

Yechilishi. f(x,y) =arCt]~-, g(x,y) =e>y deb olib, Abel

c2
Carctgnx n
alomati shartining bajarilishini tekshiramiz. Ushbu ] 5 dx
1 XP

integral Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis yaginlashuvchi,
g(x,y) =e=y esa y ning £ =[a;+°0) dan olingan har bir tayin
giymatida x ning kamayuvchi funksiyasi va Vxe[l;+°°),
Vye E =[a;+°0) uchun Jg(xy)] =e'" <l boladi. Demak, berilgan
integral Abel alomatiga asosan, [a;+°°) da tekis yaginlashuvchi.

Dirixle alomati. J{x,y) va g(x,y) funksiyalar M da berilgan bo'lsin.
Agar V?>a hamda, Vye E uchun

l
jf(x,y)dx <C (C - const)

bo‘lsa vay ning E to'plamdagi har bir o‘zgarmas tayin giymatida
x —>t+°0 da g(x,y) funksiya <p(v)=o limit funksiyaga tekis

+00

yaginlashsa, u holda, j f(x,y)g(x,y)dx integral £to‘plamda tekis
a

yaginlashuvchi bo'ladi.
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14.12- misol. Ushbu integralni tekis yaginlashishga tekshiring:
7 cosxy Inx

J

— cX £ =[a;+°°),a >0)
2 V*

Yechilishi. Agarf(x,y) =cosxy, g(x,y)= Yy deyilsa, u holda
VX

V/>0,Vye £ uchun

}}RX, Vj\d-X = TCOSXde :jSIn tv—sin 2y <2

2 2 v

boiadi. x->+00 da g(x,y)= InX funksiya £ da nolga tekis
VX
. . . Inx ~
yaginlashadi, ya'ni g(x,v)= r 1 0 .
n/x

Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga asosan, E =[g;+°°)

da tekis yaqinlashuvchi.
14.13- misol. Ushbu

7 COSX
e
] Xy

thr  (/2>0)

integralni E =[0;+°0) to‘plamda tekis yaginlashishga tekshiring.

COSX

S
Yechilishi. Integral ostidagi funksiyani J \xyy)=

g(x,y) =e~\t deb belgilab, Abel alomati shartlarining bajarilishini

tekshiramiz: cos% dx integral p >0 da Dirixle alomatiga ko'ra
m Xp

tekis yaginlashuvchi boiadi, g(x\y)=ewyx funksiya y ning
£ =[0;+°°) dan olingan tayin giymatida x ning kamayuvchi
funksiyasiva Vxe [1;+°°), ye [0;+°°) laruchun g(x;y) =e-yx <L1.

Demak, berilgan integral Abel alomatiga ko‘ra, [0;+00) to'plamda
tekis yaqinlashuvchi.

258



Mustaqil yechish uchun misollar

I(y) integrallarning E to'plamda tekis yaginlashuvchanligini

isbotlang:
0

14.1. /(y)=1J xye ixdx,ye E=[l;4].
1

142. /(v)=1 —ye E=[a;+°°),a>1
2 X(Inx)

143. /(v)= | X dx, ve E=(-00;+00).
\Xx +y

144, 1(y)= \C * idx>Ye £ = (<>+<),

1

145. 1(y) =JV™lIn3xdx,ye E=J[a;4],a>0.
0

146. ;W =~ =
0\ I—X~

14.7. 1(y)= J 9™ - Xdx,y& £ =[l;+00).
2 LLx

148. /(v)= [ e-vdx,ve £ =[0+<>).
1 yjx
+00

14.9. I(y) = | cos(xy~dx,ye E =[l;+°°).
0

siin (yA)
Y

.
14.10. 7(v)= f / dx,yeE ={\-+™)

o X #y/

+00

14.11. I{y)= J xye2e=dx,ye £ =[l;2],

2

14.12. /(y)=?Co" -V  ve E=[a;+°°),a >0.
n *
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Hy) integr™n

Ko rsating. arning £ to'plamda notekis yaginlashuvchiligini
14.13. /(y) ~
J dx yE€E=[3%.
{(.X-2y L
14.14. / (y)~
TL ’dx 4,ye£‘=[0;+co)v.
09+(x—y)
1415- ") X

N ) x2e  dx,ye E=(0;+°°).
1416- 70 'K 1 2

V JeA~y)dx,ye E =[0;+°0).
14.17. /(y)

f dXy,yef£ =(H
/fyj mtegral o(x+l)

1418, fly) A larni E to'plamda tekis yaqinlashishga tekshiring:
 .m yef =(I+~).
14.19. / (*) n
J.-ACOEX . e E =[o;+4

14.20. 7(v) I

14.21. /

[sm 1 y ye E=(0;3).

14.22. /(j,
A rcos dex r
----- e £ =[0L0"

14.23. Hy) n -
J
0
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14.24.

14.25.

14.26.

14.27.

13.28.

14.29.

14.30.

14.31.

14.32.

/(V)=7 CS- - ye £=(0;-H»).

o I+*'v

/(v)= £=[0;n).

[o] 1+ x

I(y)= Tsinx?arctg(’\)fibr,ye £ =(-00:+00).
0

11 1
I(y)~ f cos 2Xdx, ve£ =(-00;l],
0x X

7 ()= 940 yep =~ 5~
/(y)= 1 In(e ~X)dx,yeE =(2;3).
O *

/()= Sin® t8<4’)* 3,6 £=
| VR

/(jO= \] SmXe-xdxy<E £ =[0;-H»).
0 *

I(y)= \™ — dx,ye.E =\y,2\
i X

Misollarning javoblari

14.18. Notekis yaginlashadi. 14.19. Tekis yaqginlashadi. 14.20.
Notekis yaginlashadi. 14.21. Notekis yaqinlashadi. 14.22. Tekis
yaginlashadi. 14.23. Notekis yaginlashadi. 14.24. Tekis
yaqginlashadi. 14.25. Tekis yaqinlashadi. 14.26. Tekis yaqginlashadi.
14.27. Tekis yaqginlashadi. 14.28. Tekis yaginlashadi. 14.29. Notekis
yaqinlashadi.14.30. Tekis yaqinlashadi. 14.31. Tekis yaginlashadi.
14.32. Tekis yaqginlashadi.
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15- § Parametrga bog‘liq ho‘lgan xosmas integrallarning
funksional xossalari

15.1. Integral belgisi ostida limitga o‘tish. f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R2:xe [a\+°°),ye EciR } to'plamda berilgan, y0
nugta Eto'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

15.1- teorema. Agarflx.y) funksiya:

1)y ning Edan olingan har bir tayin giymatida x o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,+°°) da uzluksiz;

2) y —=y0da V]a<] (a<t<<yda tp(x) limit funksiyaga tekis
yaqinlashuvchi;

+00

3) I(v)= J f(x,y)dx integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi

bo'lsa, y —y0 da I(y) funksiya limitga ega va

lim I(y) =lim ff(x,y)dx= flim f(x,y) = | (p(x)dx

Y->Yo Y~>Yo .1cl % V~>vo a

tenglik o'rinli bo'ladi.

f(x,y) funksiya J¥, ={(x,j)e R2:xe [a\b), ye EaR) to'plamda
berilgan bo'lib, vo'zgaruvchining E to'plamdan olingan har bir tayin
giymatida x-b nuqta uning maxsus nuqtasi, ygesa E to'plamning
limit nuqtasi bo'lsin.

15.2- teorema. Agar f(x,y) funksiya:

1) v o'zgaruvchining E to'plamdan olingan har bir tayin
giymatida vo'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a;b) da uzluksiz;

2) Y->Y, da ixtiyoriy [aj] (a<t<b) oraligda (p(x) limit
funksiyaga tekis yaginlashuvchi;

b)
3) L y) =Jf(x,y)dx integral E to'plamda tekis yaginlashuvchi

a
bo'lsa, y —y0da IJy) funksiya limitga ega va

b) b) b>

lim I, (j) =lim [f(x,y)dx = flim f(x,y) =[(p(x)dx
V->.V0 v-».v0 Ja ’;,v»yo ;
tenglik o'rinli bo'ladi.
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15.1- misol. Ushbu tenglikning o'rinli ekanligini ko'rsating:
-+ 2 +° n

lim farctg — dx = farctg dx.
J y+ X \ \+Xx

Yechilishi. 15.1- teoremadan foydalanib, yuqoridagi tenglikning
to‘g‘ri ekanligini ko‘rsatamiz:

2
1) integral ostidagi f(x,y) :arctgy-_k\)/( funksiya [1;+°°) dan

olingan har bir tayinlangan y uchun [1;+°°) da .v ning funksiyasi
sifatida uzluksiz;
?
2) y—1 da V]I/] (I<f<°o0) da f{x,y)->arctg”-
Haqgigatan ham, Ve>0 son olinganda, S-e deb olinsa,
Vxe [1,+°°) va Vye [1;+°°) uchun

arct 2y arct 2 . 2\I y\(x3+y2) c
. j-arctg—-i 9 a2 1 2 W i A <g=
gy+ J g +xJ )’24’-% {+§ (y +x})(1+x3) S

tengsizlik bajariladi;

3) arctg—’gv—-dx integral £=1[I; +00) to'plamda v parametr
i Y +x

bo'yicha tekis yaginlashuvchi (14.7- misolga garang). Shunday qilib,
15.1-teoremaga ko'ra, yuqoridagi tenglik o'rinli.

15.2-misol. lim f dt =K unosabatning o'rinli ekanligini
v¥ox +Y 4

ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan integralda, x =tv (/>0,>>>0) almashti-
rishni bajaramiz:

“rc,gfrf, —I|m|arc8f dt
VYWl oty +y yN) o1+

arctg <n 1 T dt _n
I+ 2 1+y Qi+F ~2
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r yarctgx:
boiganligi uchun Veyershtrass teoremasiga asosan, J 2 yz ax
0X +

: : . arctglv : . . -
tekis yaginlashuvchi. 2 funksiya uzluksiz boiganligi uchun

arctgty _ arctg/
1+2 ~ 1+

£
Ve>0 gako‘ra, 8 :2 >0 debolinsa, Vte(a,b) uchun

arctgty arctg/! 2 t e 1S £
J— - < =
1+t 1+ A2

tengsizlik bajariladi. 15.1- teoremaga asosan,

imTT nn limaCgf d =T— ? 1 -*",
0 I+< : i+< {1+ 4

15.2. Paramertga bog'liq boigan xosmas integralning parametr
bo‘yicha wuzluksizligi. /(x,y) funksiya M =
:xe [a;+00),ye [cc/]} to‘plamda berilgan boisin.

15.3- teorema. [ x,y) funksiya M to‘plamda uzluksiz va

+00

I(y)=j f(x,y)dx
integral \c,d\ oraligda tekis yaqginlashuvchi boisin. U holda I(y)
funksiya [c,d\ oraligda uzluksiz boiadi.
f(x,y) funksiya Mi={(x,ye R2:xe [a,b),ye [c,cf])j to‘plamda

berilgan. y o‘zgaruvchining [cd-\ oraligdan olingan har bir tayin
giymatida x=b nuqta uning uchun maxsus nuqta boisin.
15.4- teorema. j(x,y) funksiya Mtto‘plamda uzluksiz va

b)
It(y) =jf(x,y)dx

integral [c;c?] da tekis yaginlashuvchiboisin, u holda I”(y) funksiya
[c;d] oraligda uzluksiz boiadi.
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15.3- misol. F(y) - \]sin(yXZ)ctc funksiyaning £ =[l;+00)
0

to‘plamda uzluksizligini ko‘rsating.

Yechilishi. Berilgan integralda t =yx2 almashtirishni bajaramiz:

-H K | f | . m ] A
rsin(yx‘)\<1|r:_i ?STQ'-’:dt_ [ﬂp\?dH r3|[1dt .
0 Moty M Myjty 1 sjty

Bu integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz. smt funksiyaning
V?

t- 0 dagi giymatini 0 ga teng deb gabul qilsak, f(t v)= SlUM
2eby

funksiya M ={(x,y)e R2:0<x<+°°,| <y<+°°} to‘plamdauzluksiz

bo‘ladi. sin? funksiya [0;+°°) da chegaralangan boshlang‘ich

funksiyaga ega, g(t,y) :-2.7: funksiya esa, />1 va y>\ da

7 sintdt
boigani uchun J integral, Dirixle alomatiga ko'ra, [1,+°°)

to'plamda tekis yaqginlashadi. Vye[l;+°°) va V7e[0;l]] uchun

in?
sin it tengsizlik o‘rinli; j\[tdt integral yaqginlashuvchi

Jty

o fsmt , . , .
boiganligi uchun ~~ —dt integral Veyershtrass alomatiga ko‘ra tekis
0
yaginlashuvchi. Demak, 15.3- teoremaga asosan, F(y) funksiyaning
uzluksizligi kelib chiqgadi.
15.4- misol. Ushbu integralni uzluksizlikka tekshiring:



Yechilishi. 0<£<a<2-£<2 boisin. Berilgan integralni uch
boiakka boiamiz va ularni baholaymiz:

r sinx ) r xdx \Y dx
dx<\ + +
Dx“(n-x)a gx°(/r~x)“ J xa(n-x)a
LT dx ,<rd,x+K_2+ } dx .
Ixa(n-xr* Jx- i(~-x)tk

Tengsizlikning o‘ng tomonidagi integrallar yaqginlashuvchi
boigani uchun, Veyershtrass alomatiga asosan, e<a< 2-e
boiganda berilgan integral tekis yaginlashuvchi.

/(x,a) = Sinje funksiya 0 <x <K, e<a< 2-e boiganda

xu(n-x)a
uzluksiz. U holda 15.3- teoremaga asosan, F(a) funksiya
0<x<;r, £<a< 2-e boiganda uzluksiz, e ning ixtiyoriyligini

hisobga olganda, F{a) funksiyaning 0 <a <2 oraligda uzluksizligi
kelib chiqgadi.
15.5- misol. Ushbu tenglik o'rinli ekanligini isbotlang:

lim 7 e SIN" gy - ASINX gy (15.1)

v—0 J J v

Isboti. Agar sinv funksiyani x=0 nuqtada uzluksizlikka gayta
X

aniqlasak, ya’'ni sinx funksiyaning giymatini x=0 nuqtadagi
X

giymatiga teng deb qgabul gilsak, f(x,y)-e~xySmX funksiya
X

{(x,y)e R2:x>0, v>0} to'plamda uzluksiz bo'ladi.
sinx funksiya chegaralangan boshlang'ich funksiyaga ega,
sinx )

e funksiya x >Q y >0 da

-~ ™
%y =- ® Gexvy<o <L iim-t=o

oX X X X X X
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. T sinjc _ . )
boigani uchun e=T""—J dx integral, Dirixle alomatiga ko‘ra,

X
n

[0,+°°) oraligda y bo'yicha tekis yaginlashuvchi. 15.3-teoremaga
asosan,

rey)= ey =r dx
J X

funksiya ixtiyoriy [0//>] oraligda uzluksiz. Xususiy holda, y=0
nuqtada ham uzluksiz, ya'ni g%/(y) =/(0). Shuning uchun (15.1)
tenglik o‘rinli boiadi.

i sin 2

15.6-misol. F(a) = [-----—dx funksiyaning -°°<a<2 oraligda
&y

o n

uzluksizligini ko'rsating.

Yechilishi. Integral ostida x =" (/>0) almashtirishni bajarib,
F(a)- IS‘--dt ni hosil gilamiz. -oo<a<2i boisin. U holda
t

sinat 1 . T A
V?e [l,+00) uchun —— -<m™ tengsizlik o'rinliva #ltegral

t Jy[?

yaginlashuvchi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, J 2a dt
i *

integral -» <a <~ da tekis yaginlashuvchi.
2

f(x,a) =sina/ funksiya />1 boigandauzluksiz. 15.3-teorema-
ga asosan, F(a) funksiya "] da uzluksiz boiadi.
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I 2
Endi <a<?2-e boisin, e >0. U holda J s*natdt S —<4.
1 (X

z

funksiya a ning belgilangan giymatida r-» -H» da monoton

ravishda nolga intiladi, chunki ™ a ~ — tengsizlik o'rinli. Demak,

Dirixle alomatiga asosan, berilgan integral tekis yaqinlashuvchi.

Integral ostidagi funksiya V/ >1va » <a <2-e dauzluksiz. Bulami

e'tiborga olsak, F(a) funksiyaning " <a<2-e oraliqgda uzluksiz

ekanligi kelib chigadi.

Shunday qilib, F(a) funksiya -°°<a< 2-e oraligda uzluksiz
ekan. £>0 sonning ixtiyoriyligini hisobga olsak, bundan F(a)
funksiyaning <a< 2 oraligda uzluksizligi kelib chigadi.

15.3. Parametrga bog‘lig boigan xosmas integrallarni parametr

bo‘yicha differensiallash. f(x,y) funksiya M =[(x.,y)e R2:
:xe [a;+°°), ye to'plamda berilgan boisin.

15.5- teorema. f{x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz, f'(x,y)
uzluksiz xususiy hosilaga ega v aj o'zgaruvchining [c;d] dan olingan
har bir tayin giymatida

+00

1(y)= J f(x,y)dx

+00

integral yaginlashuvchi bo'lsin. Agar \] fy(x>y)dx integral [c\d] da

a

tekis yaginlashuvchibo'lsa, 1(y) funksiya ham [c\d\ oraligda I'v(y)
hosilaga ega bo'ladi va
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I'(y) =J f'(x,y)dx

munosabat o'rinli boiadi.
j(x,y)funksiya M ={(x,v)e R2: xe [a;+°°), ve [c;d]} to'plamda

berilgan,y o'zgaruvchining [c; d] dan olingan har bir tayin giymatida
Xx=b nuqgta uning maxsus nuqtasi boisin.
15.6- teorema. x,y) funksiya Mxto'plamda uzluksiz va f'(x,y)

uzluksiz xususiy hosilaga ega hamda y o'zgaruvchining [c;d] dan
olingan har bir tayin giymatida
@
() =j f(x,y)dx
a
b)

integral yaginlashuvchi boisin. Agar \ fy(x”~y)dx integral [c-,d] da
a

tekis yaginlashuvchi bo'lsa, /,(y) funksiya ham [c,d] oraligda I\(y)
hosilaga ega boiadi va
0
/') =1 f'(x,y)dx
munosabat o'rinlidir.
Parametrga bog'liq bo'lgan xosmas integrallarni hisoblashda
quyidagi integrallardan foydalanamiz:

+00

/. = fe-axcos Bxdx = -,a>0, /5eR, 1)
J a +H}~
e~axsin Bxdx=~ |, ,a>0, /3e4. (2)
H a +/3
(1), (2) formulalar 7/, 1, integrallarni ikki marta bo'laklab

integrallash natijasida hosil gilinadi.
15.7- misol. Ushbu integralni parametr bo'yicha differensiallash
teoremasidan foydalanib. hisoblang:
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/(4‘,@:?- CBIXe-pr, p> O

Yechflishi. 1 OBpx funksiyaning x=0 nuqtadagi giymatini 0 ga
X
tengdebqgabulgilsak, f(x,a)= ' cosaxe-" f'(x,a) =sinaxe~Iix
X

funksiyalar M ={(x;a)e R2:0<X <+°°, aeR} to'plamda
uzluksiz bo'ladi.
Berilgan integralni yaginlashishga tekshiramiz:

7|1 cosax -‘de 2 Sln20(:xe~JF5<d +2 sin 10 Md’le’.ﬂf
0 X 2 \ 2 X 1 2
Zsin2 ----- ey f \
X —»+ a --------- g’- -------- :dl &x
2ax e
2 r 1 (4>1)
u”y

bo'lganligi sababli, tagqoslash teoremasiga asosan, /, va [l integrallar
yaginlashuvchi bo'ladi.

+00

Endi jsinaxep*dx integralni aeR da tekis yaginlashishga
0

tekshiramiz: V/l >0 uchun

+00

ePxsinax <e-Px, Jep'dx

0

integral yaginlashuvchi bo'lganligidan, Veyershtrass teoremasiga

ko'ra sinaxdx integral ae R to'plamda tekis yaginlashuvchi.
0
Demak, 15.5- teoremaga asosan,
+D
Ja(a,j3)- J ePxsmaxdx
0

bo'ladi. (2) formulani e’tiborga olsak,
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aQCP) a2+p2

Bu yerdan

J(a,P)= X\na2+p2'+C(p), J(0,P) =0

( \
boiganligi uchun C(/J)=-In/J boiib, J(a,p)~"1n '1+°'2,
v
boiadi.
15.7- misol. Ushbu
,, « Isina.x
/(a)= dx, a>0 (@)
o

Dirixle integralini hisoblang.
Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun quyidagi integralni
garaymiz:
F(a,p)= [e-P* "% dx, p>o0- (5)
i X

e~Px funksiya (0-H>) oraligda monoton kamayuvchi, sinttx
X

funksiyaesa a @0 boiganda chegaralangan boshlang'ich funksiyaga
ega, ya'ni

Jsina/d/ =

1-cosa.x

a

a =0 boiganda (5) integral nolga teng. Dirixle alomatiga
asosan, belgilangan p>0 va ixtiyoriy a® 0 uchun (5) integral

yaqinlashuvchi.
Integral ostidagi funksiya va uning @ bo'yicha hosilasi x va a

bo‘yicha M ={(x,a)e R~:xe [0+<>)ae [0;+°°)} da uzluksiz.

+~ (@]
fePxcosaxdx = _m
] a24+p2

integral @ ga nisbatan tekis yaginlashuvchi, chunki



ie  cosax <e Px,J e Pdx
0

integral yaqginlashuvchi. Demak, 13.5- teoremaga asosan, (5)
integralni a parametr bo'yicha differensiallash mumkin; a >0 uchun

munosabatga ega bo'lamiz. Buni [0;a] oraligda integrallab,

F(a,P)-F(0,P) =P°l dt =arctg*“
01 P

ifodani hosil gilamiz, bunda F(0,/?)=0 bo‘lgani uchun
a: . . . . . oy
F(a,P) =arctg ifodani hosil gilamiz. Shunday qilib,

F(a,P)= ! ep sinax dx =arctg a
0 * P

Endi a> 0 deb, (4) integralni hisoblaymiz. Belgilangan a>0

larda (5) integral P bo'yicha [0; I] oraligda tekis yaginlashuvchi,

chunki sinax (a>0 — belgilangan) chegaralangan boshlang'ich

funksiyaga ega, ePX funksiya esa monoton kamayuvchi

<0,P>0 wva Tqjl 7— 0. Dirixle alomatiga
X

st
v / =

asosan, (5) integral [0,1] oraligda P bo'yicha tekis yaginlashuvchi,

hamda e Bxs'nax funksiya Ux,p)e R2:xe [0;+°0),/3¢e [0;I]}
X

to'plamda uzluksiz bo'lgani uchun. F(a,P) funksiya [0;l]] da p
bo'yicha uzluksiz. 15.1- teoremaga asosan, (5) integralda integral
ostida P —+0 da limitga o'tish mumkin:
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P sin ax * sinax a _K
lim [ oW dx=\ — — dx ="urn arctg —=—
/1>+0 - X '

sihax funksiya a bo'yicha toq funksiya boiganligi uchun

J:O]Osmax a’x-nsigna aeR 7
X 2 ’ : )
Xususiy holda, a =1 boiganda
*sinx , n
ax
% 2

15.4. Parametrga bog‘lig bolgan xosmas integrallarni parametr

bo‘yicha integrailash. f{x,y) funksiya M ={(x,y)e R2:

:xe [a;+0°),j€ to‘plamda berilgan boisin.

15.7- teorema. Agar x,y) funksiya M to‘pldamda uzluksiz va

Hy) - Jf(x,y)dx integral [c;d] oraligda tekis yaginlashuvchi

a

boisa, I(y) funksiya [c;d] da integrallanuvchi va

a a b 4P a
\l(y)dv =\ | f{x,y)dx dy=j jf(x,y)dy dx

munosabat o‘rinli.

ftx.y) funksiya M]=](x,v)e R2:xe [a\+°°),y& [c;+°°)} to'p-

lamda aniglangan boisin.

15.8- teorema./(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz hamda

+00 +00

\f(x,y)Ix, \f(x,y)dy

a C

integrallar, mos ravishda, [a;+°°), [c;+°°) oraligda tekis

yaginlashuvchi boisin.
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Agar
+00 +00

Jdx J f{x,y) dy, Jdy | J{x,y)dx

a ,C ¢ a

integrallarning hech bo‘Imaganda bittasi yaginlashuvchi bo'lsa, u
holda

Jdx \f{x,y)dy , Jdy J/ (x,y)dx
a Ld J C La

integrallar ham yaginlashuvchi va ular o‘zaro teng boiadi.

f(x,y) funksiya M2={(x, v)e R2:xe \a\b),ye [c;c/]} to'plamda

berilgan, vning \c,d\ dan olingan har bir tayin giymatida x-b nuqta

uning maxsus nuqtasi bo'lsin.
15.9- teorema.[1x,y) funksiya J1/,to'plamda aniglangan, uzluksiz va

*)

lify) =jf(x,y)dx

a
integral [e;c/] oraligda tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda IXy)

funksiya [c;<f] oraligda integrallanuvchi va

d d h by d
JA(y)dy =jdy\f(x,y)dx =j dxjf(x,y)dy

¢ o a a ¢

munosabat o'rinli.
“Fsin” Vv
15.8- misol. J dx integralni hisoblang.
0 X
Yechilishi. Integral ostidagi sin'x funksiyani quyidagi ko'rinishda
ifodalaymiz:
sin x =sinxsin x —(8—2 c0os2x+ 8cos4x)sinx =
= 5sin'x- gin3>'<+1 sin5x.
8 16 16
Bu tenglikni e’tiborga olgan holda, berilgan integralni
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“Fsin"x ,  5'Fsinx 5 Fsm3x ., 1'7sinbx 3 rsmx
1 dx = —d dx + X X
0 X 8' X 16D x 6D x 8' X

r +Fsinx , , A
ko‘rinishga keltiramiz. Endi, J = dx Integralni hisoblash
n X

O 1

1 .
uchun :(Pek“’bly munosabatdan foydalanamiz:
X Q

+00 +00

J =1 sinxdx J e=xdy.

[} 0
Bu yerda integrallash tartibini almashtirish mumkin, deb faraz
qgilib, (2) formulani e’tiborga olgan holda,

+00 +00

d K
J=\dy\e-*ysmxdy= ] y -
0 o o Ty
+00 +0
munosabatga ega boiamiz. Endi J = J sinxdx J €'Vdy integralda
[} 0

integrallash tartibini o‘zgartirishning mumkin ekanligini asoslaymiz,
ya'ni 15.8- teoremaning shartlarini tekshiramiz. f(x,y) =e X sinx
funksiya M, ={(x,y)e R2:xe [0;+°°) ye [0;+°°)} to‘plamda uzluk-
siz. 0 <a<A <+o0 deb olamiz. Unda

oA

j Sin* dx =JsinxdxJ e xydy = j dyje xysinxdx =
0

@, sina +cosa vsinA+cos™ Ay
= , e -=m e~ yidv =
| 1+V 1+y
=sinamf — e adv+cosamf — e ady-
11+/ ' {:+y:
-sin A1l —-e~"dv- cosAs? — e Ady
U+y2 ' 1+/
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boiadi. Keyingi ikki integral A (A>A0>0) ga nisbatan tekis

yaginlashuvchi. Shuning uchun A — da integral ostida limitga
o‘tsak, ularning nolga intilishini ko‘rish giyin emas.

Ikkinchi integral a (4>0) ga nisbatan tekis yaginlashuvchi,
a—»0 da y —". sinaj® V, e~ydy integralning a~ O da nolga
intilishini ko‘rsatamiz:

f YV eady=f -- e'dt-f-* e‘dt+] 2 -e~'dt
\ ma

{ 1+y2 +t {a2+t2 Na2+t2
0
1
Ii%sinJ |n(1+ )-InaU.J? e'd,<JO:c,
>
Ialgbcsmazo.
+sinx _n
Demak, J ~ 5 ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib,
4-;(#)O§iiml*sxd)(=iK
o X 16
15.9- misol. Ushbu tenglik o'rinli boiadimi:
o ® 2 2 o+ 2 2

Yechilishi. Ravshanki,



Demak, berilgan integrallar teng emas, ya'ni berilgan integralda
integrallash tartibini almashtirish mumkin emas, chunki 15.8-
teoremaning hamma shartlari bajarilmaydi:

mf(X,y)= (x2+y2f funksiya

Mx={(x,y)6 R2:1<x <+o00,| <y <+°0J to‘plamda uzluksiz,

2 2 2 2
N VN
T sy ™ Towh) ¥

integrallar, mos ravishda, y >1, x >1bo‘lganday vax parametrlarga
nisbatan tekis yaqinlashuvchi, lekin

e Doy 2 Y Y \y2-x 2\
my, J dyj
(x-+/y (S +y>)

integrallar uzoglashuvchi. Hagigatan ham,

TRy X Ayt T Y
ydx) .2 Wody=)dx (¢ +rf dy
/

W11
= ;-x2+y2 1 x2+y2 X A=fU * I+X '

=(Inx-arctgx) =+°0.

Shunga o‘xshash, ikkinchi integralning ham uzoqlashuvchi
ekanligini ko‘rsatish mumkin.

Shunday qilib, 15.8- teoremani qoilash mumkin emas, ya’ni
tenglik o‘rinli emas.

d
15.10-misol. /=f * —f y integralni, integrallash
iNT7il+ x y2

tartibini almashtirish haqgidagi teoremadan foydalanib, hisob-
lang.
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Yechilishi. f(x,y)- - - - funksiya
V\-X (L+x~y )

M2={(x,.y)e R2:0<jc<l, 0< v<I}

1 I

to'plamda uzluksiz. | ----- dx integral*bo'yicha [0;l]
0 \1 %= (I +X2y~)

da tekis yaginlashuvchi.

Hagigatan ham, Vxe[0;l) va tayinlangan jve [0;1] uchun

1 < 1 rdx
J(I+Xy )-Ji_x2 tengsizlik o'rinli, J integral

yaginlashuvchi.

| J
Demak, [ r-— dx integral, Veyershtrass teoremasiga
W I-r(l +.tV)

asosan, tekis yaginlashuvchi. 15.9- teoremaga asosan,

j_f dx j dy _\U/M\ dx
IS~ U +xY {yi™~7(\ +x22)

tenglik o'rinli bo'lgani uchun, x-cos(p almashtirishni bajarib,
quyidagiga ega bo'lamiz:

S
15.5. Ba’'zi bir muhim aniq integrallarni hisoblashda parametrga

bog'liq integrallardan foydalanish. Biz shu vaqtgacha aniq integrallarni
hisoblashda ikki muhim usuldan foydalanib keldik: bulardan
birinchisida aniq integralni integral yig'indining limiti sifatida qarab,
ikkinchi usulda esa integral ostidagi funksiyaning boshlang'ich
funksiyasini topib, Nyuton — Leybnis formulasidan foydalanib
hisobladik. Lekin, ba’zi bir hollarda integral ostidagi funksiyaning
boshlang'ich funksiyasini elementar funksiyalar yordamida ifodalab
bo'Imaydi. Bunday integrallarni hisoblashda parametrga bog'liq
integrallar nazariyasidan foydalanish muhim ahamiyatga ega.
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Frullani integrallari

1 Agar f(x) funksiya [0;+°°) da uzluksiz bo'lib, chekli

lim f(x) =f(+°°) maviud bolsa, Va>0.6>0 lar uchun

f f{ax)- f{bx) dx —{/(0)- ¥Y(-t°0)]Inb (1)
JO r cl

Frullani formulasi o‘rinli.
Hagigatan ham, /(x) funksiya uzluksiz bo'lganligi uchun

Y[N;A9] (0<A<B<+°) da

/@0 100 g, 0 ax-BR)ox

X

I z b.4 z aA Z aB 2
integral mavjud. Ma’'lumki. berilgan integral quyidagicha
aniglanadi:

w(ax) - f(bx) ~ =|imJ/(z) & _lim | /(2)

Z.
) 7 BME ™
aA aB

Keyingi ikki integralga umumlashgan o‘rta giymat haqidagi
teoremani go'llab, quyidagilarga ega bolamiz:

J 4@ d=1@®)J r=/nb M <£<

bB r/ \ bB 1 i
fl(z)dz=/(7?)f =/(7)dn (FIfi <71 < N49)
[ 4 a

A-»0da £->0, 5->+00 da esa Li-» ¥ ekanligini e’tiborga
olgan holda, yugoridagi mulohazalardan

ff(axX)- ~(6X)dx=[/(0)- /(+~)]Inb
° X a
tenglikning o‘rinli boiishi kelib chigadi.
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2. Agar x —+°° da /(x) funksiyaningchekli limiti mavjud boimasa,

lekin VA >0 uchun dz integral mavjud boisa, u holda

{n
i X
formula o‘rinli.

3. Agar x=0 nuqtada f(x) funksiyaning uzluksizligi buzilib,
A r/ \

f
0 2

o‘rinli:

dz(A <+°°) integral mavjud boisa, u holda ushbu formula

= (n
a
15.11- misol. Integralni (1) formuladan foydalanib hisoblang:

7 | 7+3~ dx

[------- ,a>6',b>6'-

J 7+3? X

X

Yechilishi. Berilgan integralda /(x) =lg(7 +3e_XJ. Bu funksiya
[0;+00) da uzluksiz, lim /(x) =/(0) =1 3 lim /(x) =/(+»°)=lg 7.

Demak, (1) formulaga asosan, fIgYH3e—Lu = 3
J  T7+3e |

15.12-misol. fs*ax Sn
0 X
formuladan foydalanib, hisoblang.

dx, a> 0, /3>0 integralni, (1)

Yechilishi. Berilgan integralda /(x) =sinx boiib, /(0) =0 va
x —>+00 da sinx funksiyaning limiti mavjud emas. VA >0 uchun

7 sinx

J dx integral Dirixle alomatiga asosan yaginlashuvchi. Demak,
A X

(10 formulaga asosan, integral yaginlashuvchi va
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+sinax -sin flxak —0.
0 *

15.13- misol. Ushbu integralni, (1") formuladan foydalanib
hisoblang:

| — — dx, a> 0, b>0.

J \%

Yechilishi. Ravshanki, f (x) =sin ' boiib, x=0 nuqtada uzilishga

X
ASin—
ega, / (+°°)=0. VA >0 uchun Jfy—dx integral yaginlashuvchi.
Demak, (1') formulaga ko‘ra,
.1

+~8iN------ Sin=--—- ,

fo—ee- bx_dx —f (+00)in —0.

. v a

Mustaqil yechish uchun misollar

15.1. Agar x) funksiya (0;+°°) da absolut integrallanuvchi

boisa,
+0 +0

lim I/ (x)sinnxdx =0, lim f/(x)cosnxdx=0
[RE= 00 ]

ekanligini isbotlang.
15.2. Ushbu tenglikni isbotlang:
.2 '
lim rig_omxoas)g =1.
ane7t D x' +@r

-too

15.3. J ae~axdx integralda da integral ostida limitga
0
o‘tish mumkinmi?

15.4. Agar fix) funksiya [0;+°°) da uzluksiz, chegaralangan va
/(0)=0, g(x) funksiya esa [0;+°°) oraligda absolut
integrallanuvchi boisa, u holda
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ekanligini isbotlang.
15.5. Agar fix) funksiya (0;+°0) da integrallanuvchi bo‘lsa,

ekanligini isbotlang.

15.6. F(a) =J sin(«x2)dx funksiyaning E =[L +°°) to'plam-
0

da uzluksizligini isbotlang.

t’ co™/x

15.7. F(a)= - dx funksiyaning £m=/? to‘plamda uzluk-

sizligini isbotlang.

.. a
i sin—

15.8. F(a)~ JF—--)Zé—dx funksiyaning i;=(0;l) to‘plamda
o

n

uzluksizligini isbotlang.

funksiyaning E=(2;+°°) to‘plamda
0

uzluksizligini isbotlang.

15.10. F(a)= 199" dx funksiyaning ii=(0;+°0) to‘plamda
I
uzluksizligini isbotlang.
Funksiyalarni ko‘rsatilgan oraligda uzluksizlikka tekshiring:



dx
15.13. F(a)=T71 .. . £=[0;1).
(@)1 gyeg £5100)
*sin(l - a 1)x
0
15.15. F(a)= J ae axdx, E =R
0
+0
15.16. F(a) =J e~axcosx2dx, E =[0; +°3
0
Dirixle integralidan foydalanib, integrallarni hisoblang:
A Y/ .
1- -
1517. 17 %% dx. 1518, 3 5™ gx. 1519, 3 8™ gy
0 X
I ﬂ)S?nxs +wsinx-xcosx
15.20. J dx. 15.21. J dx.
0 X 0
" sinx cos4
1522 Jsin'a Y dx. 15.23. * dx.
15.24. Jcosax—cosflx dx.

Dirixle yoki Frullani integrallaridan foydalanib, integrallarni
hisoblang:

15.25. Jasmax—smax dx, a >0.

0

Js,in ax-sin fix
X

15.26. dx, a >0, P>0.

15,07, TSINAXSINAX 4 5 5§ A>H, a f
i X

696, 7 SIN'XCOS0X g 4 >3
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Parametr bo‘yicha integral ostida differensiallab, integrallarni
hisoblang:

15.29. I(cc) —J ’ dx, (a >0, P >0) integralni hi-
0 X
soblang.
£ g~ax _
15.30. Hoc)= [ sinmxdx, (a>0, B3>0, m*0)
0 *

integralni hisoblang.

Wgax _£
1531, f coslxdx, a> 0, 3>0 integralni hisoblang.
O *

15.32. farc*8ax dx integralni hisoblang.
ox\jl-x2

15.33. [ aietEax dx :2—In(1+a ) (a >0) ekanliginiisbotlang.

IX[\~x )
-
tx K
15.34. 15.33- misolning natijasidan foydalanib, t_ dx:?lnz
0 tgx

ekanligini isbotlang.
i j
15.35. \xa 'dx- ,a>0 ekanligidan foydalanib,
0 a
I
jxa=-Inxmdx, me N integralni hisoblang.
0

+00

15.36. I(b)= J e~ax cosbxdx (b> 0) integralni hisoblang.
0

15.37. J x2re~x coslbxdx (ne N) integralni hisoblang.
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{ dx’ZTC (0>0) formuladan foydalanib,

15.38. ,
mX la 2a

I, ,v+i’ (neN) integralni hisoblang.
a ]

7 . T*
15:39. Ushbu J(cc) — CO-Sa),( dx, K'(a)= Sinax dx Laplas

0 1+*~ I 1+*

integrallarini hisoblang:

15.40. Ushbu Frenel integrallarini hisoblang:

+00 +00

J =1Js\nx2dx, J]=1J cosx2dx .
0 0

+00

15.41. Ushbu | exdx Eyler — Puasson integralini hisoblang.

X n .
15 42" sina X b a >0 'dan foydalanib,

) X
+0
rcosocxxeosbx X_Tc(b-a)

0 * 2
bo‘lishini isbotlang.
40 |
15.43. feadX=—, a >0 munosabatdan foydalanib,
(0] «

le~ax-e-px , b L
J dx- In , a>o0, b>0 bo‘lishini isbotlang.

+0 |

15.44, Jf e Xdx = --é--Eerr— Puasson integralidan foydalanib,
quyidagi munosabatlarni isbotlang:
1) \el—lizai-zrx)dx:Jél ea,cc>
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2) \e... j— dx=2jn(jp-ja\ a>0,p >0;

3)Je x~dx="-e~2a, a >0.
0 2
15.45. Integrallash tartibini almashtirish mumkinmi:

fdxf ' X,dy?9
\  o(x+yY
Misollarning javoblari

15.11. Uzluksiz. 15.12. Uzluksiz. 15.13. Uzluksiz. 15.14. ad +1
da uzluksiz; a =-1va a - 1 da uzilishiga ega. 15.15. a*O da

uzluksiz; a - 0 da uzilishga ega. 15.16. Uzluksiz. 15.17.

1518;| 1519;| 1520)K1521 " 1522K" 152337{‘
R - Nl Ul A L S T

15.24. P-a)*. 15.25. alna. 15.26. e -
( ) 5 Olﬂ(@)

15.27. ) 15.28.0. 15.29. 1(a) :é In;\ (a >0, p >0).
1. /r+A

15.30. /(/wn) =arctg P -arctg 2 15.31. In ' .
m m 2 a'+A

— b2
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16- 8. Eyler integrallari

16.1. Beta funksiya va uning xossalari. Ushbu

|
ix“I(1-x)A&'dx (a>0,b>0) (16.1)
0

xosmas integral Betafunksiya voki /- tar Eyler integrali deyiladi va
B(a,b) kabi belgilanadi, ya'ni

(16.2)
0

Integral ostidagi funksiya uchun:

l)a<l, b>1boiganda n=0 nuqta;

2) a>\, b<1lboiganda,v=I nuqta;

3)a<l b<1lboiganda x=0vax=1nuqtalar maxsus nuqtalar
boiadi.

Demak, (16.1) integral parametrga bogiiq boigan xosmas
integraldir.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.
1-xossa. (16.1) integral

M ={(a,b)e R2: ae (0;+°°), 6e(0;+=>}
to'plamda yaginlashuvchi.
2- xossa. (16.1) integral MO={(a,b)e R2: ae [a0;+°°),

be [*0;+°°)}, aa>0, ba>0 to'plamda tekis yaginlashuvchi, lekin
M to'plamda esa notekis yaginlashuvchi.
3- xossa. B(a,b) funksiya M to'plamda uzluksiz funksiyadir.

4-xossa. \J(a,b)e M uchun B(a,b) =B(b,a) (simmetrik) bo'ladi.
5- xossa. B(a,b) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

6-xo0ssa. V(a,b)e ={(a,b)e R2:ae (0;+°°),be (1;+°°)} uchun

Bab)= b 1 Bab-1.
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7- xo0ssa. b-n bo‘lganda,

B{an)= 7 1 -~-2--... —B(a,\),B[a,)\)=-.
tan a+n-la +n-2 n+1( )BLaN) a
8 -xossa. g{m,ns':@f'-f'-)-!-(-m--f-l-)-l (m,ne N).
(n+m-—1)!
T . 1
9- xossa. B(a,l-a)= - (0O<a<l), xususiy holda a= -
sinan 2
boiganda, B - 1 1”=7r.

2’2

16.2. Gamma funksiya va uning xossalari. Ushbu

O
J xa~exdx (a>0) (16.3)
0

xosmas integral Gammafunksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi
va kabi belgilanadi, ya'ni
+00
I(a) =J xatexdx (a>0). (16.4)
0

Integral ostidagi funksiya uchun:
l)a<Iboiganda n'=0 nugta maxsus nuqta;

2) a>1boiganda (16.3) integral yaginlashuvchi;
3) a<0 boiganda (16.3) integral uzoglashuvchi;
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.

1-xossa. () =Yimn® =22i.rod) : (16.5)
a(a+\)---(a+n+\)
(16.5) formula Eyler - Gauss formulasi deyiladi.
2- xossa. (16.3) integral Vae [a0,b()] (0 <a0<b0<-H») oraligda
tekis yaginlashuvchi, ae (0;+°0) da esa notekis yaginlashuvchi.

3- xossa. '(a) funksiya (0,+°°) oraligda uzluksiz va barcha
tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega, ya'ni
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+00

I (¢"\a)=J x°-'e-x(Inx)""dx (ne N)

4- xossa. ' (a+1)=al(a) (a>0).
5-xo0ssa. (N +\)=n\

H{alr{b
6-xossa. B(a,b) = {)r{b)
MNa+b)
7-xossa. '(a)l (\-a) =B(a, I-a)= i O<a<l.
smart
-1
8- xossa. ' n+ 2(2/;"1)"bIIK, ne K.
9- xossa. Lejandr formulasi: '(a)l a+- =-2T(2a).
v

16.1- misol. Ushbu integralni Beta funksiya orgali ifodalang:
Jxa~\a"-x"-'dx, a>0, a>0, p>0, n>Q.
0

Yechilishi. Berilgan integralda x =at" (t> 0) almashtirish
bajarib,
a a+np-n 1
Jjc-r @ -x")prdx = - JIre(l- O"1dt
0 n 0
ni hosil gilamiz. (16.2) formulaga ko‘ra

a a+tnP-n /o \
\xa-\a"-x")M dx = ---------- B B-,p
0 n vn )

16.2- misol. jx 2\]Ja2- x 2dx (a >0) integralni hisoblang.

Yechilishi. Xususiy holda, 16.1- misolda n- 2, P=— a =3

deb olsak,
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munosabatga ega bo‘lamiz. Gamma funksiyaning 5-, 6- va 8-
xossalariga asosan,

{ 2 M3 16
ekanligini topamiz.
n d
16.3-misol. /:lr.l — X 2 integralni Eyler integrallari
oV X (x+2)

yordamida hisoblang.

3X
Yechilishi. Berilgan integralda ) " =t almashtirish bajaramiz
+X

va X = 21 , dx = dt ekanligini e'tiborga olib,
3-t (x+2)

ifodani hosil gilamiz. Beta funksiyaning ta'rifi va Gamma
funksiyaning 4-, 6-, 7- xossalaridan foydalanib, '(2)=1 ekanligini
e'tiborga olgan holda.

13 n
2V6e 1,2’2] 4Vs
bo'lishini topamiz.

16.4- misol. Jl(ln 1y xp~'dx, a, ft >0 integralni hisoblang.

Yechilishi. Berilgan integralda In =t, (/>0) almashtirish
X

bajarib, so'ngra Gamma funksiyaning ta'rifidan foydalangan holda.



16.5-misol. 7 XX

(a>0,6 >0, >0) integralni hisob-
J(@+bx Y

lang.

Yechilishi. Berilgan integralni hisoblash uchun x = '\'/r-t, (t>0)
a

almashtirish bajaramiz, so‘ngra Beta funksiyaning 5- xossasidan
foydalangan holda,

xmdx 1 1 'm+1 Ww+,n
T— -t ~A7B P—
J (@a+bxp nap d(\+t)p ypP, nap~  n

ifodani hosil gilamiz.

Berilgan integral 0 <m+”<p boiganda yaqinlashuvchi.
n

16.6- misol. Ushbu integralni hisoblang:

/= r(x—alrr(_t_)—x)"dx (0 <a<b,c>8) ]

{ (x+c)mn2
Yechilish. Bu integralda *— =b~—t almashtirish bajarib, uni

x+c b+c
i
(b-dymml vt
" (b+cl'(a+cr'i
shaklga keltiramiz. So‘ngra m>-1, n>-1 deb. Beta funksiyaning
ta’rifini e'tiborga olgan holda,

m+n+\

- (b+((tz)r-?-'){a +cy+‘B(rn *Loa+y

munosabatni olamiz.
N

16.7- misol. /=Jsinmxcos" xdx (m>-\,n>-1) integralni
0

hisoblang.

Yechilishi. sinx=Mt (/>0) almashtirish bajarib, berilgan
integralni ushbu ko‘rinishga keltiramiz:
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Hosil bo‘lgan integralga Beta funksiyaning ta’rifini qo'llab,

|=—B
2
ifodani olamiz.
. tB“x . A
16.8-misol. /= — dx, O0<a</| integralni hisob-

m(Sin X +C0SX)
lang.
Yechilishi. Berilgan integralda tgx =f (t>0) almashtirish
bajarib,

| tgax dx _? fdt
I cos2x (1+tgr)2 ](1 +02
munosabatga ega bo'lamiz.

O0<a<| shartda berilgan integral yaginlashuvchi. So‘ngra
keyingi hosil bo‘lgan integralga Beta funksiyaning 5-xossasini,
Gamma funksiyaning 4- va 7- xossalarini qo'llash natijasida

I =B\+a, \-a)=al{a)l(\-a)=— —

sin cot
boiishini topamiz.

L stMxak
16.9-misol. 1 ~J N+/£cosxy ~ < ' integralni hisoblang.

Yechilishi. Bu integralda t= * almashtirish bajaramiz.

Natijada
i T ttée f 1-k
a=

- o +knl (1+a2t2y y 1+k

ifodani hosil gilamiz. Bu integralda at =y[z almashtirish bajarib.
Beta funksiyaning ta’'rifiga asosan,



(r-*2» {2' 2
ifodani topamiz.

16.10- misol. /7 =jflIn dx {p>-1) integralni hisoblang.
o/

Yechilishi. Bu integralda t=1In almashtirish bajarib,

iy 25
[In dx =] tpe~'dt=T(p +1)

X) 0
ega bo‘lamiz.

16.11-misol. /=] xpe~-ax\X\xdx (a> 0) integralni hisoblang.
0

Yechilishi. Berilgan integralda t-ax almashtirish bajarib,
/= p ['tpe~ \ntdt—" a \tpe~'dt
@ pi) apy

munosabatni hosil gilamiz. Bunda birinchi integral p+1>0 argumentli

Gamma funksiyaning hosilasini beradi (Gamma funksiyap+1>0 da

istalgan tartibdagi hosilaga ega), ikkinchi integral esa "'(p+1) ni

ifodalaydi. Shunday qilib,

. d (F(p+1)’

/=17 kL)- Jq_}{ (P+1) ,
P “dp1 o apt

bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Integrallarni Beta va Gamma funksiyalar orgali ifodalang:
16.1. J Xp-'e-axdx, p>0, a >0-
0

+00

16.2. J xp~*cosax dx, \>p>0.



X 1
163 T — " e dx, p>~, b>0 a+2\[b>0-
1(x2+ax +bY 2
+~ 9
164. J 6 dx, me N, a> 0.
0 X
+ a1l
16.5. \X , O<a<l.
J 1+x
+~ H fix J
16.6. f . 16.7. f ax4. 16.8. I'A
-1 Ol+*

I
16.9. IJx“(I-x™)ldx, /3>0, a>—, v>—

16.10.

16.12. f SI" X dx, p> 1.
s 14 eosx

1613, ' sin“ 1Xcos™ 1X

- L,O0x. B, a>0-¢
" (sinx +cosx)“+#

16.14. rSI—n; xcos™ Ix dx, O<ab, 0O<a.

"(a s\n x+b cos x)a

16.15. f-—-Sm' X , dx, 0<|/J]<l.
Ol +j3cosx)2

16.16. 0<«<6, 0O<c.
J a+cy

Eyler integrallaridan foydalanib. integrallarni hisoblang:

2 10 M

16.17. \x44-x2dx. 1618 J X dx
0 0'1+x)
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16.19. f dx
v \-x"

. n>\.

1620 f B . Webf F . dx
jx2(2-x) iN](2-X)(\+%)3

16.22. 13/(2-x)2(x-1)dx- 16.23.9 X1 &

i i V2—X (1+x)3
16.24. f 16.25. [M X)3 dx m
0(2- x)yjx2(\- x) i (*+0
16.26.7 & ,6.2,.7
| (1+%*)3 in+ 1
1 la/i \a
16.28. f* -l <a<2e
{ (1+x)3
16.29.7 J* Inxdx . 16.30. fY bIlxdx, a <1«
J 1+ , 1+x2
16.31. fl, 1+J= * 16.32.7'CIrT|n(g;-")* .
A 1-x V(I-x)2(1+x) | X' +3x
h%]?,% HIn2x"x a* O
0* +«
16.34. X o/x ,0<a<l. 16.35. \x In xdx
0 1+* o 1+*
16.36 7 Xp"‘ldX
[ <o
16.37. f ta“xc/x 2¢/x, O0O<a <1,

* (sinx +cosx)
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«r n 2«1

16.38. J *1+X2dx- 0<a<l1

16.39. Jsin4x cos6x dx
(0]

Tengliklarni isbotlang:

16.40. g(p;?7)=j f— dx, p>0, g>0

16.41. étg?;axdx: _— ,Ja|<—
2 osot4 13

1 n’ 0>0.
16.43.
0 (1+%)
16.44. J e~ dx ] x2=~* dx =
0 8V2
16.45.? o'x }xzdx , N
1~ 7 u 7 4 !
+°° .
16.46. J xp~*sinaxdx = pIr(p)sin-—, |p]<l -
16.47. 1 dH?-alfn=r(1-~).(x-al-*
MN(1-a) dx* (x-t)a rl-a-/1)
O<a<l, 0O<ju<l
16.48. 1 dW~ardt=o, 0<acxl.

M(l1-a) dxe (x-0a
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Misollarning javoblari

16.1. r (p). 16.2. 1 '(p)cos?

16.3. K
yfa(a+2~fb)  I'(p)

164.22 a2r "ies @ 166 r(p) . 167
{2, sinas 2V2

168. 18 o | . 169, a*l i

a oM C 4 p
16.10.6(*3-a, a)

- +
1611187, 41 27 1612275 P71/
3 3

p 2@
16.13.S(a, /7). 16.14., 2'2 1615~ _ 5(-,-).

2(a,b)a (1-")1 4 4
1616.  *(*~f)2__ .16.17./2, 1618. . 16.19.—

8{a+c)2(b+c)2 ijl nsin <<

16.20.2a . 16.21.4V2 . 16.22. 2n . 16.23.4 "

Vv 3 9V 3 100

T 5,
16.24. 2" ("2-1) «16.25392 4 .16.26.5(-, J
Vi

16.27. )
sinan

. an

sin=—

16.30. 9 2 2
4 cos"
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K "
16.33. In- .<l+7r 16.34. M cosan

sin2an

B g5 pz @rcostan) joqp (1<) o777 @
sin an sinan sinan

16.38. 'V . 16.39. 3N

2 sincot 512
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