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Сўз боши 

 

Мазкур қўлланма «Математик анализ» фани бўйича ўқув-

услубий мажмуанинг таркибий қисмларидан бири бўлиб, унда 

математик анализнинг аниқмас интеграллар, аниқ интеграллар ва 

уларнинг тадбиқлари ҳамда кўп ўзгарувчили функциялар бўлимлари  

бўйича асосий тушунчалар келтирилган. 

Ўқув қўлланма тўрт бобдан иборат. Биринчи бобда бошланғич 

функция ва аниқмас интеграл қаралган ҳамда интеграллаш 

усулларининг барчаси очиб берилган. Қўлланманинг иккинчи боби 

аниқ интеграл, уни ҳисоблаш усуллари бўйича мавзуларни ўз ичига 

олган. Учинчи бобда аниқ интегралнинг физика, механика, иқтисодиёт 

каби соҳаларда учрайдиган масалаларнинг ечилишига тадбиқлари 

қаралган. Охирги, тўртинчи бобда nR  фазо, кўп ўзгарувчили 

функциялар, уларнинг лимити, узлуксизлиги, хусусий ҳосилалари, 

дифференциаллари, юқори тартибли хусусий ҳосилалари, 

экстремумлари қаралган. 

Ўз навбатида, ҳар бир боб тегишли параграфларга бўлинган 

бўлиб, ҳар бир параграф мавзуга таъаллуқли асосий таърифлар, 

тасдиқлар, теоремаларни ўз ичига олади, шунингдек, уларнинг ҳар 

бири анъанавий мисолларни батафсил таҳлил ёрдамида ечиш орқали 

намойиш қилинган. Қўлланмада жами 198 та мисол ва масалалар 

ечилган, 1566 та мустақил ечиш учун мисол ва масалалар тавсия 



қилинган ҳамда уларнинг жавоблари берилган. Ҳозирги вақтда 

амалиётда бир неча яхши ривожланган математик дастурлар (Mathcad, 

Maple, Mathematica, Mathlab ва ҳ.к.) математик масалаларни 

компьютер имкониятларидан фойдаланиб ечишда самарали натижалар 

бермоқда. Шу анъанадан четда қолмаслик учун, қўлланмада баъзи 

бўлимлар бўйича мисол ва масалалар ечишда «Maple» тизимининг 

қўлланилиши ва унинг қулайликлари намойиш этилган. 

Ушбу қўлланмани ёзишга муаллифларни ундаган нарса, 

уларнинг кўп йиллар мобайнида Самарқанд давлат университетида 

математик анализ курсидан олиб борган маъруза ва амалий 

машғулотларида орттирган тажрибаси натижасидир. Ўйлаймизки, 

қўлланма ўз ўқувчиларини топади ва бошқа мавжуд ўқув адабиётлари 

қаторида математик анализ курсининг айтиб ўтилган бўлимлари 

бўйича уларга билимларини оширишга кўмак беради. 

Ўқув қўлланма ҳақидаги фикр мулоҳазалар, ундаги мавжуд 

камчиликлар бўйича таклифларни муаллифлар мамнуният билан қабул 

қиладилар. 

 

Муаллифлар 

 

 

 



I-боб. АНИҚМАС ИНТЕГРАЛЛАР 

 

1-§. Бошланғич функция, аниқмас интеграл тушунчалари. Аниқмас 

интегралнинг содда хоссалари. Аниқмас интеграллар жадвали. 

 

1.1. Бошланғич функция тушунчаси. Аниқмас интеграл. 

 Ҳаракат бошлангандан ўтган t  вақт ичида моддий нуқта  ts  йўл ўтган 

бўлсин, у ҳолда,  tv  оний тезлик,  ts  функциянинг ҳосиласига тенг, яъни 

   tstv '  . Амалиётда тескари масала ҳам учрайди: моддий нуқтанинг  tv  

ҳаракат тезлиги берилганда, унинг босиб ўтган  ts  йўлини топинг. 

Амалиётдаги бундай масала,  xf  функциянинг бошланғич функцияси 

тушунчасига олиб келади. 

 xf  ва  xF  функциялар бирор X  (очиқ ёки ёпиқ: чекли ёки чексиз) 

оралиқда аниқланган бўлиб, улар  

)()(' xfxF       (1.1) 

муносабатда бўлсин. 

 



1.1–таъриф. Агар  xF  функция бирор X  оралиқда 

дифференциалланувчи бўлиб,  Xx  лар учун (1.1) тенглик ўринли бўлса, у 

ҳолда  xF  функцияда X  оралиқда  xf  функциянинг бошланғич функцияси 

дейилади
1
. 

 1.2-таъриф. Агар  xf  ва  xF  функциялар ];[ baX   кесмада аниқланган 

ва ),( bax  учун )()(' xfxF  ёки dxxfxdF )()(   бўлиб, a ва b нуқталарда 

       bfbFafaF  0',0'  тенгликлар  ўринли бўлса, у ҳолда  xF  

функцияга ];[ baX   кесмада  xf  функциянинг бошланғич функцияси 

дейилади. 

 1.1-теорема. Агар  xF  ва  x  функциялар X  оралиқда 

дифференциалланувчи бўлиб, уларнинг ҳар бири  xf  функциянинг X  

оралиқдаги бошланғия функциялари бўлса, у ҳолда  xF  ва  x  функциялар 

X  да бир-биридан ўзгармас сонга фарқ қилади, яъни 

.,)()( XxCxFx   

 Агар  xf  функциянинг X  оралиқда бирор  xF  бошланғич функцияси  

 

1.«Бошланғич» функция термини, биринчи бўлиб, XVIII асрнинг охири XIX асрнинг бошларида Лагранж  

томонидан киритилган. 



маълум бўлса, унинг бошқа исталган бошланғич функция   CxF   формула 

орқали топилади. 

 1.3-таъриф.  xf  функциянинг X  оралиқдаги барча бошланғич 

функциялар тўпламига,  xf функциянинг аниқмас интеграли дейилади ва у  

 dxxf )(  

каби белгиланади, бунда  - интеграл белгиси,  xf  - интеграл остидаги 

функция,  dxxf   эса,  -  интеграл остидаги ифода дейилади. 

 Агар  xF  функция X  оралиқда  xf  функциянинг бирор бошланғич 

функцияси бўлса, у ҳолда  xf функциянинг аниқмас интеграли 

  CxFdxxf )()(   (С – ихтиёрий ўзгармас сон) 

ёки 

   CxFdxxf )()(  

каби ёзилади. 

 1.1– мисол. Берилган оралиқда берилган  xF  функция берилган  xf  

функциянинг бошланғич функцияси эканлигини кўрсатинг ва аниқмас 

интегралини ёзинг: 
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Ечилиши. 1) 3)( xxf   функциянинг   RX  ,  оралиқдаги 

бошланғич функцияси 
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 4) xxf )(  функциянинг   ;0X  оралиқдаги бошланғич функцияси 
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x
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функцияси  1cos)(  xxxF  дан иборат бўлади, чунки 

   
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1.2– мисол.  xf  функциянинг, графиги  берилган  00 , yxA  нуқта орқали 

ўтадиган, бошланғич функциясини топинг. 
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Ечилиши. 1) 3)( xxf   функциянинг   RX  ,  оралиқдаги 

бошланғич функцияси   C
x
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функциянинг графиги )2;2(A  нуқтадан ўтсин. 2,2  yx  ларни  xF  ва x  
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1.2. Аниқмас интегралнинг асосий хоссалари. Элементар 

функцияларнинг аниқмас интеграллари жадвали. 

1
0
. f (x) функция X  оралиқда бошланғич функцияга эга бўлса, у ҳолда, 

Xx учун 

  dxxfdxxfd )()(        (1.2) 

тенглик ўринли бўлади, яъни дифференциал белгиси d , интеграл белгиси 

 дан олдин келганда d  ва   белгилар ўзаро қисқариб интеграл остидаги 

ифодага тенг бўлади; 

2
0
. Функция дифференциалининг аниқмас интеграли, шу функция билан 

ўзгармас соннинг  йиғиндисига тенг, яъни 

  CxFxdF )()(  ёки )()()(' constCCxFdxxF    (1.3) 



тенглик ўринли бўлади, яъни   интеграл белгиси, d  дифференциал белгиси  

дан олдин келганда,  ва d  белгилар ўзаро қисқаради, лекин бу ҳолда, F(x) 

функцияга ихтиёрий ўзгармас сон C  ни қўшиш керак. 

 3
0
 Агар f (x) ва g (x) функциялар X  оралиқда бошланғич функцияларга 

эга бўлиб,  ва  лар ҳақиқий ўзгармас сонлар бўлса, у ҳолда )()( xgxf    

функция ҳам шу оралиқда бошланғич функцияга эга бўлади, ҳамда  

   dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([     (1.4) 

тенглик ўринли.  

 1.2–эслатма. (1.4) формуладаги тенглик, шартли равишда, яъни 

тенгликнинг ўнг ва чап томонлари ўзаро ихтиёрий ўзгармас сон аниқлигида 

тенг, деб қаралади. 

 Содда элементар функцияларнинг аниқмас интеграллари жадвали 

қўйидагичадир: 
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 Аниқмас интегралнинг таърифи ва хоссаларидан фойдаланиб, қуйида 

берилган баъзи аниқмас интегралларни ҳисоблаймиз. 

 1.3– мисол.      dxxxx 322  интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. Аниқмас интегралнинг 3 – хоссаси, ҳамда жадвалдаги 3 – 

формулага асосан: 
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xx

dxxxxdxxxx 3
45

2342 2
45

632  бўлади 

 Текшириш. Топилган бошланғич функция ҳосиласининг интеграл 

остидаги функцияга тенг ёки тенг эмаслигини текшириб кўрамиз: 
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 Демак, берилган функциянинг аниқмас интеграли тўғри топилган экан. 

Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш: 

> Int((x)^2*(x+2)*(x-3),x)=int((x)^2*(x+2)*(x- 

 3),x); 
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 1.4– мисол.   
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 Ечилиши. Интеграл остидаги функциянинг аниқланиш соҳасида, 

аниқмас интегралларнинг 3 – хоссаси, ҳамда 3-, 4- формулаларига асосан,  
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эканлигини топамиз.  

 Текшириш. Топилган бошланғич функция ҳосиласининг интеграл 

остидаги функцияга тенг ёки тенг эмаслигини текшириб кўрамиз: 
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Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш: 

> Int(4*(x)^(-3)-2*(x)^(-2)+3/x,x)=int(4*(x)^(-3)-



 2*(x)^(-2)+3/x,x); 
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 1.5 – мисол. 



dx

x

xx

4

22

16

424
 интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. Интеграл остидаги функциянинг аниқланиш соҳасида, 

аниқмас интегралнинг 3 – хоссаси, ҳамда интеграллар жадвалидаги 16 ва 17 

формулаларидан фойдаланиб,  
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эканлигини топамиз.  

 Текшириш. Топилган бошланғич функция ҳосиласининг интеграл 

остидаги функцияга тенг ёки тенг эмаслигини текшириб кўрамиз: 
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Шундай қилиб, интеграл остидаги функцияни ҳосил қилдик, демак 

аниқмас интеграл тўғри топилган. 



 1.6–мисол.  dxxctg 2  интегрални ҳисобланг 

 Ечилиши. Интеграл остидаги функциянинг аниқланиш соҳасида, 

аниқмас интегралнинг 3– хоссаси ва интеграллар жадвалининг 9–формуласига 

асосан: 
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 Текшириш. Топилган бошланғич функция ҳосиласининг интеграл 

остидаги функцияга тенг ёки тенг эмаслигини текшириб кўрамиз: 

  xctg
x

Cxctgx 2

2

'
1

sin

1
  

Демак, аниқмас интеграл тўғри топилган.  

 1.7–мисол. 


dx
x

xx

10

52
 интегралларни ҳисобланг 

Ечилиши. Аниқмас интегралнинг 3–хоссаси ва интеграллар 

жадвалнинг 5- формуласидан фойдаланиб,  
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бўлишини топамиз.  

 Текшириш. Топилган бошланғич функция ҳосиласининг интеграл 



остидаги функцияга тенг ёки тенг эмаслигини текшириб кўрамиз: 
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Демак, топилган бошланғич функциянинг ҳосиласи интеграл остидаги 

функцияга тенг экан. 

 

Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги функцияларнинг битта бошланғич функциясини топинг. 

1.1. 45)( xxf  .  1.2. xxf 2cos)()2  .  1.3. .)()3 31 xexf   

1.4.  xctgxf 3)()4  . 1.5. x

x
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2
2
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1
)()5  . 1.6. 3)()6 xxxf  . 

Берилган оралиқда  xF  функция  xf  функциянинг бошланғич 

функцияси  эканлигини кўрсатинг ва аниқмас интегралини ёзинг: 

1.7.
x

xf
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3
2)()1

2
 .   1.8. xctgxf 5)()2 2 .  

1.9. 4)53(3)()3  xxf .   1.10. xxxf cos2sin)()4  . 

1.11.

2
2

1

sin22sin
)()5 














tgx

xx
xf .  1.12. xxxf 21 lnln)()6   . 



 xf  функциянинг, графиги  берилган  00 , yxA  нуқта орқали ўтадиган 

бошланғич функциясини топинг. 

 1.13. )2;3(,)()1 2 Axxf  .  1.14. 







 3;

2
,2cos)()2


Axxxf . 

 1.15. 




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

2

7
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1
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x
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1.18. .0,
2

3
,)32sin(4)()6 23








 
  Axexf x  

 Агар F(x) функция  xf  функциянинг бошланғич функцияси бўлса, 

берилган функциянинг бошланғич функцияларини топинг. 
 

1.19. )5(5)1 xf .  1.20. 








2
3)2

x
f .  1.21. )34(4)3  xf . 

1.22. )23(3)4  xf . 1.23. 







 7

3

2

5

4
)5 xf . 1.24. )()6 baxcf  . 

Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 1.25.  .4 7dxx   1.26.  .
5x

dx
  

1.27.   .)8325( 23 dxxxx   1.28. 


.
4653 434

dx
x

xxxx
  

1.29. 


.
752 34

dx
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xxxx
  1.30.  








 .

2
2

2/3

2/3 dx
x

x  



 Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 1.31.   .)2()1( dxxx    1.32.   .)35()1(2 dxxxx

 1.33.   .)18( 33 2 dxxx    1.34.
 



.

1
3

dx
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x
 

  1.35. 



.

3

9
dx
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


.

5

125
3

dx
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 Куйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 1.37.  .8 dxx      1.38.   .53 dxe xx   

 1.39. 
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
.
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dx
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1.41.   .)46(6 dxxx    1.42.    .)13()13( dxxx  

 Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 
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 Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 1.49.  .
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 Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 
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 Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 
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dx
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.
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    1.66.  

.
4 24 xx
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 Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 1.67.  .
22 xshxch

dx
   1.68.  .

2
)2

22 xshxch

xch
 

 1.69.  .2 dxxsh    1.70.  .2 dxxch  

1.71.  .2 dxxth    1.72.  .2 dxxcth  



 Қуйидаги интегралларни ҳисобланг  )0( a  

 1.73.  .dxеax    1.74. .)(sin  dxbax  1.75. .)(cos  dxbax  

 1.76. .0,1,  bbdxbax  1.77. .
cos 2 ax
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  1.78. .

sin 2 ax
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 1.79. .  axb
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  1.81.  

.
222 xba

dx
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 xba

dx
  1.84. .222 dxxba   
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2axsh
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Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 1.94. .43


 dxe x    1.95.   .512

7

  dxx   1.96. .79  dxx  
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Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 
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2- §. Интеграллаш усуллари 

2.1. Ўзгарувчиларни алмаштириш усули. 

 Ўзгарувчиларни алмаштириш усули аниқмас интегрални ҳисоблашнинг 

энг муҳим усулларидан бири бўлиб, унда ҳисоблаш талаб қилинган интеграл, 

ҳисоблаш учун қулай (осон) бўлган интегралга алмаштирилади, у эса, 

қуйидаги тасдиққа асосланади: 

)(xt   функция бирор X  (интервал ёки сегмент, ярим ўқ ёки сон  ўқи) 

оралиқда аниқланган ва дифференциалланувчи бўлиб, унинг қийматлар 

тўплами }{tT   бўлсин. Т тўпламда  tg  функция аниқланган бўлиб, унинг учун 

 tG  функция бошланғич функция бўлсин, яъни  

  CtGdttg )()( .     (2.1) 

У ҳолда X  тўпламнинг ҳамма нуқталарида )]([ xgG  функция 

)(')]([ xxg  функция учун бошланғич функция бўлади, яъни  

  CxGdxxxg )]([)(')]([      (2.2) 

 



 Ушбу 

 dxxf )(       (2.3) 

интегрални ҳисоблаш талаб қилинган бўлсин. Кўп ҳолларда, янги ўзгарувчи 

сифатида шундай дифференциалланувчи )(xt   функцияни танлаш мумкин 

бўладики, бунда 

dxxxgdxxf )('))]([()(      (2.4) 

тенглик ўринли бўлиб,  tg  функция,  xf  функцияга нисбатан осон 

интегралланади, яъни 

  CtGdttg )()(  

бундан )(xt   алмаштириш натижасида ҳисоблаш талаб қилинган 

интегрални ҳосил қиламиз: 

  CxGdxxf )]([)(            (2.5) 

(2.3) интегрални ҳисоблашнинг бу усул, ўзгарувчиларни алмаштириш усули 

дейилади. 

 Албатта, интеграллашнинг бу усули ҳамма интегралларни ҳисоблаш 

учун ҳам қўлланилавермайди. Интегралларни ҳисоблаганда, ўзгарувчиларни 

алмаштириш усулини қўллашда, алмаштиришни тўғри танлаш 



ҳисобловчининг маҳоратига боғлиқ. 

 Мисол учун,  dx
x

x

)(

)('




 кўринишдаги интегралларни ҳисоблашда, албатта, 

)(xt   алмаштириш, олиш керак: 

     CxCt
t

dt

x

xd
dx

x

x
xt )(lnln

)(

)(

)(

)('
)( 








     (2.6) 

Шу типдаги интеграллар турига  dxctgx  ҳам киради:  

   Cxdx
x

x
dxctgx sinln

sin

)'(sin
. 

 Баъзи ҳолларда, интегрални ҳисоблашда, ўзгарувчиларни алмаштириш 

усулини қўллаш учун, аввало, интеграл остида функциянинг шаклини 

ўзгартириш мақсадга мувофиқ бўлади. Масалан,   dx
xsin

1
 интегрални 

ҳисоблашда, 
2

cos
2

sin2sin
xx

x   тенгликни эътиборга олиб, интеграл остидаги 

ифоданинг шаклини ўзгартириб, (2.6) формулани эътиборга олсак, натижада 

 

 



   dx
xx

dx
x

2
cos

2
sin2

1

sin

1
 

=    















.
2

lnln

2

2

2
cos

2
2

1

2

'

2

C
x

tgCtdx
x

tg

x
tg

dx
xx

tg
x

tgt
       (2.7) 

бўлишини топамиз. 

 2.1 – мисол. Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

    



;0,

ln2
)3;)3;

sin31

cos
)2;

3
)1 3

6

2

x
x

x
dtg

x

xdx

x

dxx
  

 .
7

1
)7;)6;)5

246

2

22
dx

xxx

x

tat

dt
dxxax  






  

Ечилиши.  1)   6

2

3 x

dxx
 интегрални ҳисоблашда t = x

3
 алмаштиришни 

олиш қулай. Бу алмаштиришни бажариб, интеграллар жадвалининг  

15–формуласига асосан, қуйидагига эга бўламиз: 

 

 

 



 
.

3

3
ln

36

1

3

3
ln

36

1

33

1

33

1

3

,
3

1
,3

3

3

2226

2

22

3 C
x

x
C

t

t

t

dt

t

dt

x

dxx

dtdxxdxxdt

xt





































   

 

Мисолни  Марlе тизимидан фойдаланиб, ечиш: 

> f:=(x^2)/(3-x^6); 

 := f
x2

3 x6
 

> Int(f,x); 

d









x2

3 x6
x  

> int(f,x); 

1

9
3









arctanh

x3 3

3  

> Int(f,x)=int(f,x); 

d









x2

3 x6
x

1

9
3









arctanh

x3 3

3

 

 2) 
 x

xdx

sin31

cos
 интегрални ҳисоблашда xt sin31  алмаштиришни олиш 

мақсадга мувофиқ бўлади. Бундан  



.sin31
3

2
2

3

1

3

1

3

1

sin31

cos

,
3

1
cos,cos3

sin31

2

1

2

1

   























CxCtdtt
t

dt

x

dxx

dtxdxxdxdt

xt

 

Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш: 

> f:=cos(x)/sqrt(1+3*sin(x)); 

 := f
( )cos x

1 3 ( )sin x
 

> Int(f,x); 

d








( )cos x

1 3 ( )sin x
x  

> int(f,x); 
2

3
1 3 ( )sin x  

> Int(f,x)=int(f,x); 

d








( )cos x

1 3 ( )sin x
x

2

3
1 3 ( )sin x

.

 

3)   dtg 3  интегрални ҳисоблаш учун  tgtarctgt  ,   алмаштириш ва 

 



.cosln
2

1ln
2

1

2
1ln

2

1

2

1

)1(

2

1

211
,

1

1

2
2

2
2

2

2

22

22

3
3

2

C
tg

Ctg
tg

Ct
t

t

tdt
dt

t

t
tdt

t

t
dtgdt

t
d

tgt




































   











 

бўлади.  

 4) dx
x

x


 ln1
  интегрални ҳисоблашда xt ln1  алмаштириш оламиз. 

Натижада 

   




















.)ln1(
3

2

3

2ln1
, 3

ln1

2

3

2

1

CxCttdttdttdx
x

x

x

dx
dt

xt

 

бўлади.  

Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш: 

> f:=sqrt(2+ln(x))/x; 

 := f
2 ( )ln x

x
 

> Int(f,x); 

d








2 ( )ln x

x
x  

> int(f,x); 

 



2

3
( )2 ( )ln x

( )/3 2

 

> Int(f,x)=int(f,x); 

d








2 ( )ln x

x
x

2

3
( )2 ( )ln x

( )/3 2

.

 

 5)   dxxax  - интегрални ҳисоблашда xat   алмаштиришни олиш 

қулай бўлади. Бундан, xat 2 , ,2,,
2

1 2 dttdxtaxdx
xa

dt 


  

      dttatdtttadxxax 4222 22  

=   CaaxxC
tt

a
xat













22
53

23
15

2

5
2

3
2  

 Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш: 

> Int(x*sqrt(a-x),x)=int(x*sqrt(a-x),x); 

d


x a x x 

2 ( )2 a 3 x ( )a x
( )/3 2

15 .
 

 6) 
 22 tat

dt
  интегралда 

t
x

1
  алмаштириш олиб, уни қуйидагича 

ҳисоблаймиз: 



   






 2

2

1
2

222 2

1
xadxa

xa

dxx

tat

dt
 

= C
t

aCxa

t
x












21

2 1
2

2

1

2

 

Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш: 

> Int(1/(t^2*sqrt(a+t^2)),t)=int(1/(t^2*sqrt(a+t^2)),t); 

d









1

t2 a t2
t 

a t2

t a
.

 

 7) dx
xxx

x





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2

7

1
  интегралда аввало, интеграл остидаги ифоданинг 

шаклини ўзгартирамиз: 

 









dx

x
x

xdx
xxx

x

2

2

2

246

2

1
7

1
1

7

1
 

 
























 ,
5

5
1

1

22 t

dt
dx

x
x

x
xd

 



бунда
x

xt
1

 . Энди интеграллар жадвалининг 17-формуласига асосан, 

интегрални ҳисоблаймиз. Натижада, 

.
1

7
1

ln.5ln
7

1
2

2

1

2
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2

C
x

x
x

xCttdx
xxx

x

x
xt






 







 

бўлади.  

Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш: 

> Int((x^2+1)/sqrt(x^6-7*x^4+x^2),x)=int((x^2+1)/sqrt(x^6-

7*x^4+x^2),x); 

 

d










x2 1

 x6 7 x4 x2
x

 

1

2

x  x4 7 x2 1






















ln   

7

2
x2  x4 7 x2 1















arctanh
 2 7 x2

2  x4 7 x2 1

 x6 7 x4 x2

 

2.2. Бўлаклаб интеграллаш усули. 

 Интегралларни ҳисоблашда бўлаклаб интеграллаш усули мухим 

усуллардан бири хисобланади. Бу усул қуйидаги тасдиққа асосланган: 

  xu  ва  xv  функциялар бирор X  оралиқда аниқланган ва 



дифференциалланувчи бўлсин. Агар шу оралиқда    xuxv '  функциянинг 

бошланғич функцияси мавжуд бўлса, у ҳолда )(')( xvxu  функциянинг ҳам 

бошланғич функцияси мавжуд бўлади ва  

  dxxuxvxvxudxxvxu )(')()()()(')(     (2.8) 

ёки 

  vduuvudv      (2.8`) 

формула ўринли. (2.8) ёки (2.8`) формула бўлаклаб  интеграллаш формуласи 

дейилади. (2.8) формула  dxxvxu )(')(  интегрални ҳисоблаш масаласини, 

 dxxuxv )(')(  интегрални ҳисоблаш масаласига олиб келади. Кўп ҳолларда, 

охирги интеграл, олдинги интегралга қараганда осонроқ ҳисобланади. 

 2.3 - мисол. Ушбу 

 Rdxxx  ,ln  

интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. 1) Аввало, интегрални 1  бўлганда хисоблаймиз. 

dxxdvxu  ,ln  деб белгилаб,  
1

,
1








x
v

x

dx
du  формулаларга асосан, 



Cx
x

C
x

x
x

dxxx
x

xdxxJ 




























 1

1
ln

1)1(
ln

11

1
ln

1
ln

1

2

111







  

эканлигини топамиз. 

 2) 1  бўлсин. Бу ҳолда  

    .ln
2

1
)(lnln

ln
ln 21 Cxxdxdx

x

x
xdxx  

 2.4 - мисол. Ушбу  

 dxx x32  

интегрални хисобланг. 

 Ечилиши. dxdvxu x3,2   деб белгилаб, (2.8) формулага асосан, 

топамиз: 

 






.3
3ln

2

3ln

3
3

,
3ln

3
,2

2
2 dxx

x
dxx

vxdxdu

x
x

x

x

   (2.9) 

Охирги интегралга яна (2.8) формулани куллаймиз: dxdvxu x3,   деб 

белгилаб, (2.8)  формулага асосан,  



.
)3(ln

3

3ln

3
3

3ln

1

3ln

3
3

3ln

3
,

2

xx
x

x
x

x

x
dx

x
dxx

vdxdu













 

эканлигини оламиз. Охирги натижани (2.9) га келтириб қуйсак, натижада 

.
)3(ln

2

3ln

2

3ln

3

)3(ln

32

)3(ln

32
3

3ln

1
3

2

2

32

22 C
x

x
x

xx
xxx

xx 
















  

бўлишини топамиз. 

Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш: 

> restart:with(student):J=Int(((x)^2)*(3)^x,x); 

 dxxJ x32
 

> J=intparts(Int(((x)^2)*(3)^x,x),x^2); 

 


 dxx
x

J x
x

3
3ln

2

3ln

32

 

> intparts(%,x); 

dx
xx

J
xxx


22

2

)3(ln

32

)3(ln

32

)3ln(

3
 

> value(%); 

32

2

)3ln(

23

)3ln(

32

)3ln(

3 xxx xx
J   



 2.5 - мисол. Ушбу 

 dxarctgxx2  

интегрални хисобланг. 

 Ечилиши. dxxdvarctgxu 2,   деб белгилайлик. У ҳолда, 

,
3

,
1

1 3

2

x
vdx

x
du 


   формулаларга асосан, интегралнинг қиймати 

   


 dx
x

x
arctgxxdxarctgxx

2

3
32

13

1

3

1
 

  
















2

22
3

2

3

1

)1(

6

1

63

1

13

1

3

1

x

xdx
arctgxxdx

x

x
xarctgxx  

  Cx
x

arctgxx  2
2

3 1ln
6

1

63

1
  

бўлади.  

2.6 – мисол.  Ушбу  

 dxxx sin2  

интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши.   Берилган интегрални ҳисоблаш учун dxxdvxu sin,
2

   деб 

олиб, (2.8) формулага асосан,  ,cos,2 xvxdxdu   бўлишини топамиз  



Унда  

  .cos2cossin
22

xdxxxxdxxx       (2.10) 

бўлади. Охирги муносабатнинг ўнг томонидаги  интегрални ҳисоблаш учун 

унга яна бир марта (2.8) формулани қўллаймиз:  

xvdxdudxdvxu sin,,cos,   

Бундан 

   .cossinsinsincos xxxdxxxxdxxx  

эканлигини топамиз. Олинган натижани (2.10) га келтириб қўямиз. 

Натижада,   .sin2cos2cos2sin2cossin 222 Cxxxxxxxxxdxxx   

 2.7 – мисол.  dxaxI  
22  интегрални ҳисобланг.  

 Ечилиши.  dxdvaxu  22   деб белгилаб, (2.8) формуладан 

фойдаланиб, берилган интегрални қуйидаги ҳолга келтирамиз:  

.
22

2
2222

 



ax

dxx
axxdxax    (2.11) 

(2.11) нинг ўнг томонидаги интегрални ҳисоблашда, интеграллар 

жадвалининг 17 - формуласидан фойдаланамиз: 



.ln
222

22

2

22

222

axxaI
ax

dx
aIdx

ax

aax








   (2.12) 

(2.12) ни (2.11) га олиб бориб қўйиш натижасида,  

caxx
aaxx

dxax 



22

222
22

ln
22

   (2.13) 

эканлигини топамиз. 2-бандда ечилган мисолларни таҳлил қилиш 

натижасида, бўлаклаб интеграллаш усули билан ҳисобланадиган 

интегралларнинг кўпроқ қисмини, шартли равишда, қуйидаги уч гуруҳга 

ажратиш мумкин.  

 1. Биринчи гуруҳга интеграл остидаги функция таркибида кўпайтувчи 

сифатида   

),...(ln,)(,)cos(

,)sin(,,cos,sin,ln

22

2

xtgxarcxarc

xarctgxarcxarcxarcx


 

функциялардан бири қатнашган интеграллар киради (2.3, 2.5 – мисолларга 

қаранг). 

 1-эслатма.  Интеграл остидаги функция таркибида кўпайтувчи сифатида 

,...)cos(,)(
22

xarctgxarc  функциялар қатнашса, интегрални ҳисоблашда (2.8) 

формула икки марта қўлланилади. 



 2. Иккинчи гуруҳга  dxaxpdxkxxpdxkxxp kx)(,)sin()(,)cos()(  

кўринишдаги интеграллар киради, бунда p(x) – ўзгармас коэффициентли n – 

даражали кўпҳад, k  - ўзгармас сон.  

 2–эслатма. Иккинчи гуруҳдаги интегралларни ҳисоблашда p(x) 

кўпҳаднинг даражаси қанча бўлса, шунча марта (2.8) формула қўлланилади, 

бунда u(x) сифатида p(x) ни олиш мақсадга мувофиқ бўлади. (2.8) формула 

ҳар бир қўлланганда, p(x) кўпҳаднинг даражаси биттага камаяди. (2.4, 2.7 – 

мисолларга қаранг).  

3. Учинчи гуруҳга, қуйидаги 

    ....,)cos(ln,)sin(ln,cos,sin dxxdxxdxbxedxbxe
axax  

интеграллар киради (2.6 – мисолга қаранг).  

 Энди, юқорида келтирилган учта гуруҳнинг бирортасига ҳам 

кирмайдиган, лекин (2.8) бўлаклаб интеграллаш формуласи ёрдамида 

ҳисобланадиган интегралларнинг баъзиларини қараймиз.  

2.8 - мисол. Қуйидаги 

 constbadxbxeJdxbxeJ axax    ,cos,sin 1  

интегралларни хисобланг. 



 Ечилиши. bxdxdveu ax sin,   деб белгилаб, (2.8) формулага асосан,  








bxdxe
b

a

b

bxe
J

b

bx
vdxaedu

ax
ax

ax

cos
cos

cos
,

    (2.14) 

бўлишини оламиз. Охирги  (2.14) муносабатнинг ўнг томонидаги интегрални 

ҳисоблаш учун, унга яна бир марта (2.8) формулани қўллаймиз: Бунда 

dxbxdveu ax cos,    деб белгилаймиз. У ҳолда, 

b

bx
vdxeadu ax sin

,   

ва 

   .sin
1

sin
sin

cos I
b

a
bxe

b
dxbxe

b

a

b

bxe
dxbxe axax

ax
ax      (2.15)  

(2.15) ни (2.14) га олиб бориб қўйсак, натижада, 

I
b

a
bxe

b

a

b

bxe
I ax

ax

2

2

2
sin

cos



 , 

I  га нисбатан биринчи тартибли чизиқли тенгламани ҳосил қиламиз. Бу 

тенгламадан, 

ax
e

ab

bxbbxa
I

22

cossin




   



эканлиги келиб чиқади. 

Шундай қилиб,  

 



 .

cossin
sin

22
Сe

ab

bxbbxa
dxbxe axax         (2.16) 

Худди шундай усул билан,  

Сe
ba

bxabxb
dxbxeI axax 




  221

cossin
cos    (2.17) 

эканлигига ишонч ҳосил қилиш мумкин. 

 2.9 – мисол.  Ушбу  

dx
x

x
 2

sin
 

интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши.  Бу интеграл юқоридаги уч гуруҳ интегралларнинг 

бирортасига ҳам кирмайди, лекин у, (2.8) бўлаклаб интеграллаш формуласи 

ёрдамида, осонгина ҳисобланади. Бунда 
x

dx
dvxu

2
sin

,   деб белгилаб,  

СxxctgxСuxctgx
u

du
xctgx

dx
x

x
xctgxdxctgxctgxx

x

dxx

xu






 


sinlnln

sin

cos

sin

sin

2

 



бўлишини топамиз. 

 2.10 – мисол.  Ушбу  

 ,...,2,1,
)( 22




  nconsta
ax

dx
I

nn  

интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши.  Бу интеграл ҳам юқорида келтирилган уч гуруҳ 

интегралларнинг бирортасига ҳам кирмайди. Бу кўринишдаги интегралларни 

ҳисоблаш учун рекуррент  формула келтириб чиқарамиз: бунинг учун 

 
dxdv

ax
u

n



 ,

1
22

  деб белгиласак,  

  .,2
122 xvdxaxnxdu

n



 

бўлади. 

 У ҳолда, (2.8) бўлаклаб интеграллаш формуласига асосан, 

     

 
.22

2

1

2

22

122

2

2222



















  

nnn

nnnn

InaIn
ax

x

ax

dxx
n

ax

x

ax

dx
I

 

бўлади. Бундан 1nI  ни топамиз: 



 
.

2

12

2
2222

1 nnn I
na

n

axna

x
I





     (2.18) 

Бу рекуррент формула, 1nI  интегрални ҳисоблашни nI  интегрални 

ҳисоблашга, яъни индекси битта кам бўлган интегрални ҳисоблашга 

келтиради. (2.18) рекуррент формула, 1I  интеграл ҳисобланганда, 2I  

интегрални ҳисоблашда  ҳеч қандай қийинчилик туғдирмайди. Ўз навбатида, 

2I   берилганда, (2.18) формулада 2n   деб, 3I  интеграл топилади, ва ҳоказо n  

нинг қолган бошқа исталган қийматига тўғри келган интегрални ҳисоблаш 

ҳеч қандай қийинчилик туғдирмайди. 1I  интеграл эса, интеграллар 

жадвалнинг  14-формуласига асосан, ҳисобланади.  

 2.11 -мисол.  Ушбу  

  .0,
22

adxxaI  

интеграл ҳисоблансин. 

 Ечилиши. Берилган интеграл юқоридаги уч гуруҳ интегралларнинг 

бирортасига ҳам кирмайди, лекин у бўлаклаб интеграллаш усули билан 

ҳисобланади. Ҳақиқатан ҳам,  dxdvxau  ,
22  деб олинса, у ҳолда  



,,
22

xv
xa

xdx
du 


   бўлади ва (2.8) формулага асосан,  

.
22

2
2222





xa

dxx
xaxdxxaI  

Охирги муносабатнинг ўнг томонидаги интегрални ҳисоблаш учун, интеграл 

остидаги функцияни қуйидагича шакл алмаштирамиз:  

,22

22

2

22

222

22

2

xa
xa

a

xa

aax

xa

x











 

ва ҳисоблаймиз:  

.sin
2

2
22

22

2

22

2

I
a

x
arc

a
dxxadx

xa

a
dx

xa

x






   

Шундай қилиб, берилган интегрални ҳисоблаш учун,  

  I
a

x
arc

a
xaxI  sin

2

2
22  

муносабатни ҳосил қиламиз. Бундан,  

.sin
42

222

c
a

x
arc

axax
I 


     (2.19) 

 2.12– мисол.  Ушбу  



  2,sin)2;2,
sin

)1 ndxxIndx
x

dx
I n

nnn  

кўринишдаги интегралларни ҳисоблаш учун рекуррент формулалар келтириб 

чиқаринг.  

Ечилиши. 1)  x

dx
n

sin
 интегрални бўлаклаб интеграллаш усули 

ёрдамида ҳисоблаймиз: 

  

   

      .22
sin

cos

sin
2

sin
2

sin

cos

sin

cos
2

sin

cos
,cossin2

,
sin

,
sin

1

sinsinsin

212

1

2

1

1

2222
































nnnn

nnn

n

n

nnnn

InIn
x

x

x

dx
n

x

dx
n

x

x
dx

x

x
n

x

x
ctgxvdxxndu

x

dx
dv

x
u

xx

dx

x

dx
I

 

Бундан,  

 
.

1

2

sin1

cos
21 







 nnn I

n

n

xn

x
I     (2.20) 

 (2.20) рекуррент формулани қўллашда, аввало 3n  ёки 3m  деб, 

 ,
sin

1
x

dx
I  x

dx
I

cos
1  интеграллар ҳисобланади.   x

dx

sin
 интегрални ҳисоблаш 



юқорида кўрсатилди (2.7 формулага қ.). 

 2)  dxxI
n

n sin  интегрални ҳисоблашнинг рекуррент формуласини 

чиқариш учун, уни қуйидагича бўлаклаб интеграллаймиз: 


  

   
    .11sincos

sin1sin)1(sincoscossin1

sincoscos,cossin1

,cos,sincossinsin

2

1

22122

12

11

nn

n

nnn

nn

nnn

n

InInxx

dxxxnxxdxxxn

xxxvdxxxndu

xddvxuxdxdxxI



















 



 

Бундан  

2

1
1sincos






 n

n

n I
n

n

n

xx
I  

кўринишдаги рекуррент формулани топамиз.  

Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 2.1.   .72 dxxx   2.2. 


.
35 3

2

dx
x

x
  2.3.  

.
)4( 33

3

x

x

e

dxe
 

 2.4.  
.

82x

xdx
   2.5.  


.

5

12
2

dx
xx

x
  2.6.  


.

38

32
2

dx
xx

x
 



 2.7. 



.

453

56

2
dx

xx

x
 2.8. 




.

2

1

2
dx

xx

x
  2.9.  


.

5

310
23

2

dx
xx

xx
 

Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 2.10.  
.

72 x

x

e

dxe
  2.11.  .

2

5

dx
x

dxe x

  2.12.  .
ln

1
dx

xx
 

 2.13.  .
ln7 5

dx
x

x
  2.14. 

 .
312 dxex x   2.15.  

.
59

5
x

x dx
 

 2.16.  
.

4 10

5

dx
e

e
x

x

  2.17. 


.
181

9

x

x dx
  2.18.  .

lg

1
dx

xx
 

Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

2.19.  .tgxdx    2.20.  .ctgxdx   2.21.  .cossin 5 dxxx  

 2.22.  .
sin

cos
5

dx
x

x
  2.23.  .

coscos

sin
2

dx
xx

x
 2.24.  .

cos

128
2

7

dx
x

tgx
 

 2.25.  .
sin 27 4 xxctg

dx
 2.26. 



.
5

/1 4

dx
x

e x

  2.27.  .
sinsin

cos
2

dx
xx

x
 

Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

2.28. .
1

arcsin41

2



dx

x

x
 2.29.  

.
1 2

4

dx
x

arctgx
  2.30.  

.
)1( 2 arctgxx

dx
 



 2.31. 
 .sin1cos5 xdxe x  2.32.  

.
5cos

sin
2 x

xdx
  2.33.  .

2
cos

4

3

dx
x

x  

 2.34.  
.

sin2

cos
2 x

xdx
  2.35. 


.

5ln 2 xx

dx
  2.36.  .

sin 52

4

x

dxx
 

Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

 2.37.  .3 shxdxxch   2.38.  .
2

dx
xch

shx
  2.39.  .7 dxchxxsh  

 2.40.  .
2

dx
xsh

chx
  2.41.  .

2
dx

xsh

cthx
  2.42.  .

2
dx

xch

thx
 

Қуйидаги интегралларни ҳисобланг: 

2.43.  dxxxsin     2.44. .cos)3(  xdxx  

2.45.   .sin)41( xdxx    2.46.   .)42( dxex x  

2.47.   .6)5( dxx x     2.48.  .cos2 dxxx  

2.49.    .sin32 dxxx    2.50. .)2( 2


 dxexx x  

2.51.  .
cos 2

dx
x

x
    2.52.  .

sin 2
dx

x

x
 

 



Интегралларни ҳисобланг:  

2.53.  .ln dxx     2.54.    .1ln 2 dxx  

2.55.   .)4ln(2 dxxx    2.56.  .dxxarctgx  

2.57.  .
arcsin

2
dx

x

x
    2.58.    .1ln 2 dxxx  

2.59.  .
arccos

3
dx

x

x
    2.60.  .3arctgxdxx  

2.61. 


.
1

arccos

2
dx

x

x
x    2.62. 


.

2

2
arcsin

dx
x

x

 

Қуйидаги интегларни ҳисобланг:  

 2.63. .cos xdxe x

     2.64. .sin xdxe x

  

2.65.  .cos2 xdxx    2.66.   .0,sin 22 badxbxeax  

2.67.   .0,cos 22 badxbxeax   2.68.  .cos2 dxxex x  

 2.69.  .sin 2 dxxxe x    2.70.  .)(lnsin dxx  

 2.71.  .)(lncos dxx    2.72.  .)(lnsin2 dxxx  
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3-§.  РАЦИОНАЛ ФУ НКЦИЯЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ  

 

3.1. Номаълум коэффициентлар усули. 

 Иккита алгебраик кўпҳаднинг нисбатига, яъни  

 
 
 xQ

xP
xf

n

m        (3.1) 

ифодали рационал функция ёки рационал каср дейилади. Бунда, 

  m

mm xbxbbxP  ...10  ва   n

nn xaaaxQ  ...10 ( 1,0,0,  nmab nm ) ҳақиқий 

коэффициентли кўпҳадлар, деб фараз қилинади.  

 Агар m<n бўлса, у ҳолда 
 
 xQ

xP

n

m   тўғри каср рационал функция, nm   

бўлганда эса, нотўғри каср рационал функция дейилади. Агар (3.1) рационал 

каср, нотўғри каср бўлса, у, касрнинг суратини махражига бўлиш йўли билан,  

   
 
 

 nk
xQ

xP
xwxf

n

k          (3.2) 

кўринишга келтирилади, бунда w(x) – бирор кўпҳад.  

 Олий алгебра курсидан маълумки, ҳар қандай  xQn  кўпҳадни, ушбу  



      vxxxaxQ nn  ....        (3.3) 

(бунда na -  xQn  кўпҳадда х нинг юқори даражаси олдидаги коэффициент, 

 ,...,,  лар -   0xQn  тенгламанинг илдизлари) кўринишда тасвирлаш 

мумкин. 

 Агар кўпҳаднинг илдизлари ичида ўзаро тенглари бўлса, у ҳолда, 

кўпҳад, 

       tsr

nn vxxxaxQ  ....      (3.4) 

кўринишга келтирилади, бунда tsr ,...,,   - бутун сонлар,   ,...,,  сонлар эса, 

мос равишда,  xQn  кўпҳаднинг tsr ,...,,  каррали илдизлари дейилади ва 

ntsr  ...   бўлади.  

Кўпҳаднинг (3.3) даги илдизлари ичида комплекс илдизлар ҳам бўлиши 

мумкин.  Алгебра курсидан маълумки, агар iba   ҳақиқий 

коэффициентли кўпҳаднинг r  – каррали илдизи бўлса, у ҳолда унга қўшма 

iba  сон  ҳам кўпҳаднинг r  - каррали илдизи бўлади. Бошқача айтганда, 

агар (3.4) нинг таркибида    ibax
r

   бўлса, у ҳолда, (3.4) нинг 

таркибидаги  rx   ва  rx   ларнинг кўпайтмаси, қуйидагича бўлади:  



          

      
  ,2

2

2

222222

r

rr

rrr

qpxx

baaxxbabiaxbiaxx

biaxbiaxxx





 

 

бунда ,0,, 222  qpbaqap  p ва q – ҳақиқий сонлар. 

 Худди шундай юқоридаги мулоҳазаларни бошқа комплекс илдизлар 

учун ҳам юритсак, у ҳолда, (3.4) қуйидаги кўринишни олади:  

          ,...,22.... 22 ktsr

nn vuxxqpxxxxАxQ     (3.5)  

бунда   vuqp ,,,,...,,  - ҳақиқий сонлар, ktsr ,,...,, – натурал сонлар. 

 Алгебра курсида қуйидаги теорема исбот қилинади.  

 3.1–теорема:  Агар 
 
 xQ

xP

n

m  тўғри рационал каср таркибидаги  xQn  кўпҳад 

(3.5) шаклда тасвирланган бўлса, у ҳолда, рационал каср, ягона равишда,  

 
     

   
....

2
....

22
...

.......

222

22

2

11

2

21




























t

tt

r

r

n

m

qpxx

NxM

qpxx

NxM

qpxx

NxM

x

A

x

A

x

A

xQ

xP


    (3.6) 

(бунда ,...,,...,,,...,,.., 221121 ttr NMNMNMAAA  - номаълум ҳақиқий сонлар) кўринишда 



тасвирланади. (3.6) тенглик, х нинг  xQn   кўпҳаднинг ҳақиқий илдизларига 

тенг бўлмаган ҳамма қийматларида ўринли.  

 (3.6) даги номаълум коэффициентларни топиш учун (3.6) ни умумий 

махражга келтириб (умумий махраж  xQn ) икки кўпҳаднинг тенглиги 

ҳақидаги теоремага асосан, ўнг томонидаги суратдаги ҳосил бўлган кўпҳад 

билан  xPm  кўпҳаддаги х нинг бир хил даражалари олдидаги 

коэффициентларни тенглаштириш натижасида, номаълум коэффициентларга 

нисбатан чизиқли алгебраик тенгламалар системаси ҳосил бўлади. Бу 

системадан номаълум коэффициентларни топиб, топилган қийматларни (3.6) 

тенгликка келтириб қўямиз. Касрнинг ёйилмасидаги номаълум 

коэффициентларни топишнинг бу усули, номаълум коэффициентлар усули 

дейилади.  

 Шундай қилиб,  
 
 xQ

xP
xf

n

m  рационал касрнинг интегралини ҳисоблаш, 

  k

kk
axcxcxw 


....

1

10  шаклдаги кўпҳадни интеграллашга ва қуйидаги 

   rr
qpxx

NMx
IV

qpxx

NMx
III

x

A
II

x

A
I









 22
.,.,.,.


      (3.7) 



 1r   (бунда qpNMA ,,,,,   – ҳақиқий сонлар, 0
4

2


p

q ) кўринишдаги 

содда касрларни интеграллашга келтирилади. Бу содда касрларнинг 

интеграллари қуйидагича ҳисобланади.  

Қуйидаги,  
   

RqpaCBA
qpxx

CBx

ax

A
km







,,,,,(,

2
, ), Nmk    

кўринишдаги  содда касрларни қараймиз. У ҳолда: 

1) 1m  бўлганда,  





CaxA
ax

dx
Adx

ax

A
ln . 

2)
 

1m  бўлганда,  
 

 
  








C

axm

A
dxaxAdx

ax

A
m

m

m 1

1

1
. 

3) 1k  бўлганда, t
p

x
p

qa 
2

,
4

2
2  алмаштириш олиб, квадрат 

учҳадни, 222 taqpxx   кўринишга келтирамиз, ва  берилган касрнинг 

аниқмас интегралини топамиз: 

 

  C
pq

px
arctg

pq

BpD
qpxx

B

ta

dtBpD

ta

tdt
Bdx

qpxx

DBx























  
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22222
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2
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4) 1k бўлганда, t
p

x
p

qa 
2

,
4

2
2  алмаштириш олиб, квадрат 

учҳадни 222 taqpxx   кўринишга келтирамиз ва берилган касрнинг 

аниқмас интегралини топамиз: 

   
 

 













.
2

21

1

1

2 221222 kkk
ta

dtBpD

tak

B
dx

qpxx

DBx
 

Охирги ифодадаги интеграл эса, қуйидаги 

     
 

   














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



 122122222

32
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1
kkk

ta

dt
k

ta

t

akta

dt
 

рекуррент формула орқали топилади. 

 I ва II типдаги касрларнинг интеграллари,  xt  алмаштириш 

ёрдамида ҳисобланади:  

      

 















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
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


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


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.lnln
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xr

A
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tr

A

t

dt
Adx

x

A

cxActA
t

dt
Adx

x

A

rxtrrr

xt










 

 III типдаги касрнинг интегралини ҳисоблаш учун, квадрат учҳадни 

қуйидагича шакл алмаштирамиз: 
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
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
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

p
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p
xqpxx  

2
,

4

2 p
xt

p
qa   деб белгилаб олиб, интегрални ҳисоблаймиз: 

 
















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











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        (3.8) 

 IV типдаги касрнинг интегралини ҳисоблашда юқоридаги 



4
,

2

2p
qa

p
xt   белгилашлардан фойдаланамиз:  
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2

, 

кейинги интеграл (2.18) рекуррент формула орқали ҳисобланади.  

 Шундай қилиб, ҳар қандай ҳақиқий коэффициентли ҳақиқий 

ўзгарувчили рационал (рационал каср) функциянинг бошланғич функцияси – 

логарифм, арктангенс ва рационал функция орқали ифодалар экан. 

 3.1 – мисол.  Ушбу  

dx
xxx

xxxx
 



45

4932
35

2346

 

интегрални  ҳисобланг   

 Ечилиши.  Интеграл остидаги каср – нотўғри каср бўлганлиги 



учун, (3.2) га асосан,   4932 2346

6  xxxxxР  кўпҳадни   xxxxQ 45 35
5   

кўпҳадга  бўлиб, w(x)=x бўлинма ва   41333 334
4  xxxxP  қолдиқни 

топамиз, яъни 

.
45

41333

45

4932
35

234

35

2346

xxx

xxx
x

xxx

xxxx









 

Равшанки,   xxxxQ 45 35
5   кўпҳад 1x  ҳақиқий илдизга эга, 

  xxxxQ 45
35

5   кўпҳадни 1x  га бўлиб,  

      22115  xxxxxxQ  

кўринишга келтирамиз. 

 3.1–теоремага асосан, 
 
 xQ

xP

5

4  каср (3.6) кўринишдаги содда касрлар 

йиғиндиси сифатида тасвирланади, яъни  

     22112211

41333
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
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
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D
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B

x

A

xxxxx

xxx
.  (3.9) 

Охирги  тенгликни умумий махражга келтириб, ушбу  

     
        212141

414141333
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xxxExxxDxxxC

xxBxxxAxxx
 

тенгликни ҳосил қиламиз. Тенгликнинг ўнг томонидаги қавсларни очиб, 



кўпҳадларнинг ўзаро тенглиги ҳақидаги хоссадан фойдаланиб, х нинг бир хил 

даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаштирамиз:  
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    (3.10) 

Натижада, A,B,C,D,E номаълумларга нисбатан бешта чизиқли алгебраик 

тенгламалар системаси ҳосил қилинди. Бу системани ечиб, номаълум 

номаълум коэффициентларни топамиз:  бунда, 1A , (3.10) системанинг 

иккинчиси ва тўртинчисини бирга ечиб, 1CB   эқанлигини, биринчи ва 

учинчисини бирга ечиб, ED    эқанлигини топамиз. Буларни эътиборга 

олиб, тўртинчи тенгламадан, 
2

1
,

2

3
 BC  эканлигини топамиз. Шундай 

қилиб, номаълум коэффициентларнинг ҳаммаси топилди:  

1,1,
2

3
,

2

1
,1  EDCBA . 

Демак, 
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 Тўғри рационал касрларни номаълум коэффициентли (3.6) кўринишдаги 

содда касрлар йиғиндиси шаклида тасвирлаганда, ундаги номаълум 

коэффициентларни юқорида кўрсатилган (3.1–мисолга қ.), номаълум 

коэффициентлар усулидан фойдаланиб топишда, чизиқли алгебраик 

тенгламаларни ечишга тўғри келади, лекин чизиқли тенгламалар системасини 

ечиш, ҳар доим ҳам енгил бўлавермайди. Хусусий ҳолларда, номаълум 

коэффициентлар усулига қараганда, қулайроқ бўлган, яъни номаълум 

коэффициентларни топишда осонроқ бўлган, усуллар мавжуд. Масалан, 

Хевисайд усули,  Горнер схемаси, дифференциаллашдан фойдаланиш 

усуллари, шулар жумласига киради.  

 3.1.1.Хевисайд усули. Агар 
 
 

)( nm
xQ

xP

n

m    тўғри касрнинг махражи 



 xQn , ушбу  

       ,1,,...,21  nnnn axxxaxQ     (3.11) 

кўринишда тасвирланса, n ,...,, 21  – ҳақиқий сонлар бўлиб, 

   niQ in ,1,0  ,  унинг (3.6) шаклдаги содда касрларга ёйилмасидаги 

коэффициентларни, Хевисайд усулидан фойдаланиб, топиш мақсадга 

мувофиқ бўлади. Бу усулни, қисқача, қуйидаги тартибда амалга оширамиз:  

 1-қадам.  
 
 

)( nm
xQ

xP

n

m    тўғри касрнинг махражи  xQn  нинг (3.11) 

ифодадаги кўпайтувчилари орқали ёзиш, яъни 
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 2-қадам.   xQn  нинг   nix i ,1  кўпайтувчисини вақтинча ёпиб, i нинг 

ҳар бир қийматида ёпилмаган кўпайтувчиларда х ни i  сон билан 

алмаштирамиз. Бу эса, ҳар бир i  илдиз учун iA  сонни беради:  
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 3-қадам.  
 
 

)( nm
xQ

xP

n

m   рационал касрни  

 
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кўринишда ёзиш. 

Мисол учун, бу усулни  3.1 - мисолга татбиқ қилсак, EDCBA ,,,,  

коэффициентларни осонгина топиш мумкин: 

1 - қадам. 

2,2,1,1,0,
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 3 - қадам. Берилган 
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кўринишда ёзамиз. 

 Кўп ҳолларда x  нинг қийматларини, масалан, ....,2,1,0 x  кабиларни, 

танлаш ёрдамида ҳам номаълум коэффициентларни топиш қулай бўлади. 

 3.2-мисол. x  нинг сонли қийматлари ёрдамида 

321)3()2()1(
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ифодадаги CBA ,,  коэффициентлар топилсин. 

 Ечилиши. Дастлаб тенгламада касрдан қутиламиз: 

).2()1()3()1()3()2(12  xxCxxBxxAx     (3.12) 

Энди CBA ,,  коэффициентларни топиш учун, мос равишда, (3.12) тенгликда 

,3,2,1  xxx  қийматларни кетма-кет қўямиз: 
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Натижада, 
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бўлади. 

 

3.3 - мисол. Ушбу 

6116 23  xxx

x
 

касрнинг номаълум коэффициентли содда касрлар йиғиндиси шаклидаги  

ифодасидаги номаълум коэффициентларни топинг. 



 Ечилиши. 1 - қадам. Берилган касрнинг махражини кўпайтувчиларга 

ажратамиз: 

).3()2()1()65()1(6116)( 223

3  xxxxxxxxxQ  

 Демак, )(3 xQ  махраж 3,2,1, 321    содда ҳақиқий илдизларга 

эга. Шунга асосан, берилган касрни, 
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кўринишда ёзиб оламиз. 

 2 - қадам.  
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 3 - қадам. Берилган касрни, ушбу 
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6116 23 
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
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
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 xxxxxx
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кўринишда ёзамиз. 



 3.1.2. Дифференциаллашдан фойдаланиш усули. Бу усулни, 
 
 xQ

xP

n

m  

)( nm   тўғри касрнинг )(xQn  махражи, ҳақиқий каррали илдизларга эга 

бўлганда қўллаш қулай бўлади.  

3.4 - мисол.  Ушбу 
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тенгламада CBA ,,   номаълум коэффициентларни дифференциаллашдан 

фойдаланиш усули бўйича топиш жараёнини батафсил қараб чиқамиз. 

 Ечилиши. 1-қадам. Дастлаб касрдан қутиламиз: 

  CxBxAx  )2(21
2

    (3.13) 

Бу тенгламада, 2x  деб олсак, 3C  бўлишини топамиз. 

 2-қадам. (3.13) тенгликнинг иккала томонини x  га нисбатан 

дифференциаллаб, 

BxA  )2(21          (3.14)  

тенгликни ҳосил қиламиз. Бунда 2x  деб олсак, 1B  бўлади. 

 3-қадам. Энди (3.14) тенгликнинг иккала томонини x  га нисбатан 

дифференциалласак, натижада  



0,20  AA  

бўлади. 

Демак,  
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3.1.3 Горнер схемаси. Ҳар қандай n  – даражали 
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кўпҳадни x  иккиҳаднинг даражалари бўйича ёйиш мумкин: 
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nn  

   

бунда ),0( niAi   номаълум коэффициентлар. Горнер схемасини кетма-кет 

қўллаш ёрдамида, ),0( niAi   номаълум коэффициентларни топиш жадвалини 

келтирамиз: 
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n
x   га бўламиз, натижада, 
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содда касрларга ёйган бўламиз: 
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3.5- мисол. Ушбу 
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xx
 тўғри рационал касрни содда касрларга 

ёйинг. 



 Ечилиши. Горнер схемасидан фойдаланиб, 32)( 24

4  xxxP  

кўпҳадни 1x  иккиҳаднинг даражалари бўйича ёямиз. Дастлаб қуйидаги 

жадвални тузамиз: 
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  1 0 -2 0 3 

х
0
 -1 1 -1 -1 1 2=А0 

х
1
 -1 1 -2 1 0=А1  

х
2
 -1 1 -3 4=А2   

х
3
 -1 1 -4=А3    

х
4
 -1 1=А4     

 

Бу жадвалга асосан, 2)1(0)1(4)1(4)1()( 234

4  xxxxxP  кўпҳадни 

тузамиз. Энди )(4 xP кўпҳадни 5)1( х  га бўлиб, берилган тўғри рационал 

касрни содда касрлар орқали ёйилмасига эга бўламиз: 
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3.6 - мисол. Ушбу  
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интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. 1 - қадам. Берилган интегралда ,84)( 2
2 xxxP   

,)1()1()( 222
6  xxxQ  интеграл остидаги функция тўғри касрдан иборат 

бўлгани учун, 3.1- теоремага асосан, интеграл остидаги тўғри касрни 

қуйидаги содда касрлар йиғиндиси шаклида тасвирлаймиз: 
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бунда NMEDCBA ,,,,,, - номаълум коэффициентлар. 

2 - қадам. Охирги касрни умумий махражга келтириш натижасида, 

        
222222 111184 xEDxxxBxAxx  

+     11 22
 xxNMx      (3.15) 

муносабатга эга бўламиз. (3.15) нинг икки томонидаги кўпҳадларнинг мос 

коэффициентларини тенглаштириш натижасида, номаълум 
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системаси ҳосил бўлади. Лекин, бу системани ечишга нисбатан қулайроқ 



(осонроқ) усул мавжуд бўлиб, у қуйидагича амалга оширилади: (3.15) 
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 Рационал касрларни содда касрларга ёйиб интеграллашда кўп ҳолларда, 

мураккаб ҳисоблашлар бажаришга тўғри келади. Баъзи ҳолларда, интеграл 
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3.2. Интегралнинг рационал қисмини ажратишда Остроградский 

усули. 

 
 
 xQ

xP
   тўғри касрнинг махражи каррали комплекс илдизларга эга 

бўлганда, уни  интеграллашда, мураккаб ҳисоблашлар бажаришга тўғри 

келади.  

 Бундай ҳолларда, ушбу 

 
 

 
 

 
   dx
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1     (3.16) 

Остроградский формуласидан фойдаланиш қулай бўлади, бунда  xQ2  

илдизлари  xQ  кўпҳаднинг ҳамма содда (бир каррали) илдизларидан иборат 

бўлган кўпҳад,        xPxQxQxQ 121 ,  ва  xP2  лар ноъмалум 

коэффициентли  кўпҳадлар бўлиб, 
 
 xQ

xP

1

1  ва 
 
 xQ

xP

2

2  тўғри касрлардан иборат. 

 xP1  ва  xP2  кўпҳадларни топиш учун, уларни ноъмалум 

коэффициентлар ёрдамида ёзиб олиб, сўнгра, (3.16) нинг иккала томонини 

дифференциаллаймиз, натижада, (3.16) тенгликка тенг кучли,  
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тенгликга  эга бўламиз. Бу тенгликдан номаълум коэффициентлар усулидан 

фойдаланиб,  xP1  ва  xP2  ларнинг таркибидаги номаълум 

коэффициентларни топамиз. Остроградский формуласи, интегралнинг 

рационал қисмини (интегралламасдан) ажратишга имкон беради, 
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деб  ёзиб оламиз. DCBA ,,,  номаълум коэффициентларни топиш учун, 

юқоридаги тенгликнинг  иккала томонини дифференциаллаймиз: 
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4-§. Баъзи иррационал ифодаларни интеграллаш 

 Агар интеграл остидаги функция иррационал функция бўлса, баъзи 

ҳолларда унинг интегралини ҳисоблаш масаласи, рационал функциянинг 

интегралини ҳисоблашга олиб келинади. Бу усулга интеграл остидаги 

ифодани рационаллаштириш усули дейилади. Биз бу параграфда иррационал 

ифодалар қатнашган интегралларнинг баъзи турларини рационаллаштириш 

усулларини келтирамиз. nxxx ,...,, 21  ўзгарувчиларга  нисбатан рационал 

бўлган функцияни  nxxxR ,....,, 21  деб белгилаймиз. 

4.1.   dxxxxxR  ,...,,, кўринишдаги ифодаларни интеграллаш. 

 Бунда   xxxxR ,...,,, - ўз аргументларининг рационал функцияси, 

s

s

n

m

n

m

n

m
  ....,

2

2

2

2  - рационал сонлар. Бу интегрални ҳисоблаш, 

,....,( 21 nnktx k   ларнинг энг кичик умумий бўлинувчиси) алмаштириш 

ёрдамида рационал функциянинг интегралини ҳисоблашга келтирилади. 



4.1-мисол.  Ушбу  dx
xx

xx






)1( 3

6

 интегрални ҳисобланг. 

Ечилиши. Интеграл остидаги функция, 6

1

3
3

1

21 ,, xxxxxx   

ўзгарувчиларга нисбатан рационал функция. Берилган интеграл 4.1- банддаги 

интеграл кўринишида  бўлиб, 6,6,3,
6

1
,

3

1
21  knn . Уни ҳисоблаш, 

4.1- бандга асосан, 6tx   алмаштириш ёрдамида рационал функциянинг 

интегралини ҳисоблашга келтирилади: ,6 5dttdx   
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    CxxarctgxxCtarctgttt  363 234 1ln363
2

3
1ln363
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3
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4.2. 

       dxbaxbaxbaxxR ],...,,,[


,    (4.1) 
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  ( ,,,, Rdcba  0 cbad )     (4.2) 

кўринишдаги ифодаларни интеграллаш. 

(4.1) ёки (4.2) кўринишидаги интеграллар, мос равишда,  ktbax   ёки 



kt
dcx
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


 алмаштириш ёрдамида рационаллаштирилади, бунда k  -  ,...,,   

рационал сонларнинг энг кичик  умумий бўлинувчиси. 

4.2-мисол.  Ушбу  dx
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x
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21 
  интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши.  Берилган интеграл (4.2) кўринишдаги интеграл бўлиб, 
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4.3.          dxaxxRdxxaxRdxxaxR 222222 ,,,,,   кўринишдаги 

ифодаларни интеграллаш. 

Қуйидаги 

         dxaxxRdxxaxRdxxaxR 222222 ,,,,,   (4.3) 

кўринишдаги интеграллар, мос равишда 0,,sec,,sin  aRataxatgtxtax , 



алмаштиришлар натижасида рационаллаштирилиб, ҳисобланади. 

4.3 -мисол.  Ушбу  dxxx  22 4  интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши.  Берилган интеграл (4.3) кўринишдаги ифодаларнинг  

биринчи интеграли кўринишида бўлганлиги учун, tx sin2   алмаштиришни 

бажариб, ҳисоблаймиз: 

 tttdtdxtxdxxx cos2sin44,cos2,sin24 222  
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формулаларни эътиборга олган ҳолда, эски ўзгарувчига қайтиб, интегрални 

ҳисоблаймиз: 

dxxx  22 4   Cxx
xx

Ctt  22 42
42

arcsin24sin
2

1
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4.4.    04,0, 22  acbadxcbxaxxR    кўринишдаги ифодаларни 

интеграллаш. 

 Қуйидаги 

 dxcbxaxxR 
2,         (4.3') 

интегрални ҳисоблаш, ундаги cbа ,,  коэффициентларга боғлиқ, учта 

алмаштириш ёрдамида рационал функциянинг интегралини ҳисоблашга 

келтирилади: 

1-ҳол. 0a бўлганда, (4.3') интегралда xatcbxax 2   

алмаштириш бажарилади.  

2-ҳол. 0c бўлганда, (4.3') интегралда cxtcbxax 2  

алмаштириш бажарилади. 

3-ҳол. 04,0 2  acba  бўлганда эса, (4.3') интегралда 

 1

2 xxtcbxax   ёки  2

2 xxtcbxax   алмаштириш бажарилади. 

 Одатда, юқорида келтирилган учта алмаштиришлар - Эйлер 

алмаштиришлари деб айтилади. 



4.4 -мисол.  Ушбу 
 


 211 xxx

dx
 интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. 21 xx   квадрат учҳад комплекс илдизга эга ва 0,0  ca  

бўлгани учун 2-ҳол  асосан 11 2  txxx  алмаштиришни бажарамиз: 
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 4.5 -мисол.  Ушбу 



dx
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2

2

  интегрални ҳисобланг. 

Ечилиши.Интеграл остидаги 232  xx   квадрат учҳад 2,1 21  xx  

ҳақиқий илдизлага эга бўлгани учун, 4.4- банддаги 3-ҳолга асосан, 

,  1232  xtxx  алмаштириш бажариб, берилган интегрални ҳисоблаймиз: 
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Охирги интегралда, интеграл остидаги ифода тўғри каср бўлганлиги учун, 

1.3.1 – теоремага асосан, уни, содда касрлар йиғиндиси шаклида,  
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кўринишда тасвирлаб, EDCBA ,,,,  номаълум коэффициентларни топамиз. 

Юқоридаги тенгликдан, 



           
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ttEtttD
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муносабатни ҳосил қиламиз.  Охирги тенгликда 2,1,1  ttt  қийматларни 

кетма – кет қўйиб, 
27

16
,

3

1
,

4

3
 BEA  эканлигини топамиз. D  коэффици-

ентни топиш учун, 
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тенгликнинг иккала томонини дифференциаллаб, сўнгра унга 1t ни 

келтириб  қўямиз. Дифференциалланганда тенгликнинг ўнг томонида  1t  

да нулга айланмайдиган ҳадларни ёзиб оламиз: 

     ]12[]22[44 ttEttDt    

Бундан 1t  деб,
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5
,

3

5
6560  DDED  эканлигини топамиз.Худди 

шундай, С коэффициентни топишда ҳам, 
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тенгликнинг иккала томонини дифференциаллаб, тенгликнинг ўнг томонида 

1t  да нолга айланмадиган ҳадларни ёзиб оламиз: 
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Бундан, 1t  деб олиб, 
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4.5. Биномиал дифференциалларни интеграллаш.  

 4.1-таъриф. Ушбу   dxbxax
Pnm  -кўринишдаги ифодага, биномиал  

дифференциал дейилади, бунда ba,   - ҳақиқий сонлар, pnm ,,  - лар эса, 

рационал сонлар. 

   dxbxax
Pnm      (4.4) 

кўринишдаги интегрални ҳисоблаш, қуйидаги учта ҳолда, рационал 

функцияни интеграллашга келтирилади: 



1-ҳол. p - бутун сон. Бу ҳолда nm,  каср сонлар махражининг энг кичик 

умумий бўлинувчисини   орқали белгилаб, (4.4) интегралда tx   

алмаштириш бажарилса, интеграл остидаги ифода рационал ифодага айланиб, 

(4.4) интеграл рационал функцияни интеграллашга келтирилади. 

2-ҳол. 
n

m 1
- бутун сон. Бу ҳолда (4.4) интегралда ,sn tbxa   ( s  сон - p  

касрнинг махражи) алмаштириш бажарилса, интеграл остидаги ифода 

рационал ифодага айланиб, (4.4) интегрални ҳисоблаш рационал функцияни 

интеграллашга келтирилади. 

3-ҳол. p
n

m


1
-бутун сон бўлсин. Бу ҳолда (4.4) интегралда, baxt ns    

( s  сон - p  касрнинг махражи) алмаштириш бажарилиши натижасида рационал 

функция интегралини ҳисоблашга келтирилади. 

4.6 – мисол.   dxxx 
4

31  интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. Интеграл остидаги ифода биномиал дифференциал 

шаклидаги ифода бўлиб, бунда 4,
3

1
,

2

1
 pnm . p бутун бўлганлиги учун, 

4.5 - банддаги  1-ҳолга  асосан, 66 , txxt   алмаштириш олинса, интеграл 



остидаги ифода рационал кўринишга келади:  
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4.7 – мисол. 


dx
x

x
5

41
 интегрални ҳисобланг. 

Ечилиши. Бу  ҳолда, 
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1
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бўлгани учун, 4.5- банддаги  2-ҳолга асосан, 241 tx   алмаштириш олиниб, 

интеграл остидаги ифода рационаллаштирилади: 

     

     













 


dt
t

t

tt

dtt

tdttdxtxdxxxdx
x

x

22

2

4/324/52

2

4

3
2

4

1
2

4

1
45

5

4

12

1

112

1

]1
2

1
,1[1

1

 



   











  22222

2

12

1

12

1

1

11

2

1

t

dt

t

dt
dt

t

t
 

 



 Сn

t
ttt 1ln

8

1

18

1
1ln

8

1
1ln

4

1
1ln

4

1
 

 
С

t

t

t

t

tt

t


















218

1

1

1
ln

8

1

18

1

1

1
ln

8

1
 

бунда 41 xt    

4.8 – мисол.  dxxx 3 21  интегрални ҳисобланг. 

Ечилиши. Берилган интегралда 1
1

,
3

1
,2,

3

1
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
 p
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m
pnm  бутун 

бўлгани учун, 4.5– банддаги  3- ҳолга асосан, 3

2
1

1
t

x
   алмаштириш бажариб,  

ҳисоблаймиз:  
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Охирги интегралларда, интеграл остидаги ифодалар тўғри каср бўлгани учун, 

уларни номаълум коэффициентли содда касрлар йиғиндиси шаклида 

тасвирлаб, сўнгра номаълум коэффициентларни топиб, содда касрни 

интеграллаш усулидан фойдаланиб, интегралларни ҳисоблаймиз: 
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бунда        tcBtttA  111 2 ,      tСBtttA  111 2    тенгликда 1t   

деб, 
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A  эканлигини топамиз. t  нинг бир хил даражалари олдидаги 

коэффицентларни тенглаштириб, қуйидаги 
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системани ҳосил қиламиз. Бундан, 
3

1
,

3

2
 BC  бўлиши келиб чиқади. 



Худди шундай, 
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тенгликни ҳосил қиламиз.   

Охирги тенгликда  1t  деб, 
3

1
B  эканлигини топамиз. 
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тенгликнинг икки томонини дифференциаллаб, 1t  да нулга айланмайдиган 

ҳадларни ёзиб оламиз:  
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Бундан, 1t деб олсак, 
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5-§. Таркибида тригонометрик функциялар 

қатнашган ифодаларни интеграллаш 

5. 1.   dxxxR cos;sin  кўринишдаги интегралларни ҳисоблаш. 

 Ушбу 

  dxxxR cos;sin      (5.1) 

интегрални қараймиз.  

1)  xxR cos;sin  -   xsin  ва  xcos  ларнинг рационал функцияси бўлсин. Бу ҳолда 

(5.1) интегралда    x
x

tgt
2

 универсал алмаштириш олиниб, уни 

ҳисоблаш, t  га нисбатан рационал функциянинг интегралини ҳисоблашга 

келтирилади. Ҳақиқатан ҳам, қуйидаги         

222 1

2
,

1

1
cos,

1

2
sin

t

dt
dx

t

t
x

t

t
x










     (5.2) 

муносабатларни эътиборга олсак, (5.1) интеграл,  

   













 dt

tt

t

t

t
RxxxR

22

2

2 1

2

1

1
,

1

2
cos,sin   

кўринишга келади.   



2)    xxRxxR cos;sincos;sin   бўлса, у ҳолда,  ;0,cos  xxz   

алмаштириш бажарилса, (5.1) интеграл остидаги ифода, z  нинг   рационал 

функциясига келтирилади. 

3)    xxRxxR cos;sincos;sin   бўлса , у ҳолда, 









2
;

2
,sin


xxz  

алмаштириш бажарилса, (5.1) интеграл остидаги ифода, z  нинг рационал 

функциясига келтирилади.  

4)    xxRxxR cos;sincos;sin   бўлса, у ҳолда, 









2
;

2
,


xtgxz  ёки 

xz 2cos  алмаштиришлардан бири бажарилса, (5.1) интеграл остидаги ифода, 

z  нинг  рационал функциясига келтирилади.   

5.1-мисол. Ушбу    6cos2sin xx

dx
  интегрални ҳисобланг. 

Ечилиши. 
2

x
tgt   универсал алмаштириш олиб ва (5.2) формулаларга 

асосан, уни t  га нисбатан рационал функциянинг интегралини ҳисоблашга 

келтирамиз: 



 















   Ctarctg

t

dt

tt

dt

xx

dx
)

4

1
(

31

4

31

2

16

31

4

12

1

824
2

6cos2sin 22
 

 C
x

tgarctg  )
4

1

2
(

31

4

31

2
. 

5.2-мисол. Ушбу   xx

dx

cossin 4
 интегрални ҳисобланг. 

Ечилиши. Агар 
xx cossin

1
4

 ифодада xcos  ни xcos  га алмаштирсак, у 

ҳолда, унинг ишораси, қарама - қарши ишорага ўзгаради. Шунинг учун, 











2
;

2
,sin


xxt алмаштиришни олиш қулай бўлади. Бунда, 

22

2
1sin1cos,

1

1
,arcsin txxdt

t
dxtx 


 , 

ва  

 






  242244 11

1

1

1

cossin tt
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C
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




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





  sin1

sin1
ln

2

1

sin

1

sin3

1

1

1
ln

2

11

3

1

1 33224
. 

5.3-мисол. Ушбу   xx

dx
23 cossin

  интегрални ҳисобланг. 



Ечилиши. Интеграл остидаги ифодада xsin  ни xsin  га   алмаштирган-

да, у ўз ишорасини тескарисига алмаштиради. Бу ҳолда 2) алмаштиришни, 

яъни  ;0,cos  xxt   деб олиш қулай бўлади. Бунда, 

3232322

2
)1()cos1(sin,1cos1sin,

1

1
,arccos txxtxxdt

t
dxtx 




ва  

   
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





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t





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


  

5.4-мисол. Ушбу     xx

xdx

cos3sin2

sin
  интегрални ҳисобланг. 

Ечилиши. Интеграл остидаги ифода, xsin  ва xcos  ларни ,мос равишда, 

xsin  ва xcos  ларга алмаштирганда, ўз ишорасини  ўзгартирмайди. Бу ҳолда 











2
;

2
,


xtgxt   алмаштириш бажарилиб, берилган интеграл остидаги 

ифода t  нинг рационал функциясига келтирилади: 
21

,
t

dt
dxarctgtx


  ва  



  





 21)32(32cos3sin2

sin

tt

tdt

tgx

tgxdx

xx

xdx
. 

 21)32( tt

t


 тўғри рационал касрни, номаълум коэффициентли (3.6) 

кўринишдаги содда касрлар йиғиндиси шаклида тасвирлаймиз:  

  22 1321)32( t
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



 

Ундаги номаълум коэффициентларни топиш учун, юқорида кўрсатилган 

номаълум коэффициентлар усулидан фойдаланиб, чизиқли алгебраик 

тенгламалар системасини  ечамиз: 

     321 2 tCBttAt















,03

,123

,02

0

2

CAt

CBt

BAt

 ,
13

2
,

13

3
,

13

6
 CBA  


















  dt
t

t

t

dt
dt

t

CBt

t

A

xx

xdx
22 1

23

13

1

3213

6
]

132
[

cos3sin2

sin
 

.
13

2
cos3sin2ln

13

3

13

2
1ln

26

3
32ln

13

3 2 CxxCarctgttt   

 

 



5.2.  dxxx  cossin ,  dxxx  sinsin ,  dxxx  coscos  кўринишидаги 

интегралларни ҳисоблаш. 

 Бу интеграллар остидаги ифодаларда, қуйидаги  

    ,sinsin
2

1
cossin xxxx           (*) 

    

    xxxx

xxxx









coscos
2

1
coscos

,coscos
2

1
sinsin

 

формулалардан фойдаланиб, уларни интеграллаш мумкин.   

5.5-мисол. Ушбу    xdxx  cossin   интегрални ҳисобланг. 

Ечилиши. (*) формуладан фойдаланиб  интегрални ҳисоблаймиз: 

.6cos
12

1
10cos

20

1
)6sin10(sin

2

1
2cos8sin Cxxdxxxxdxx    

 

5.3.  xdxx nm cossin ),( Zmn   кўринишдаги интегралларни ҳисоблаш. 

I. mn,  - лар манфий бўлмаган жуфт сонлар бўлган ҳол. Бу ҳолда, 

даражани пасайтириш, яъни  



   xxxx 2cos1
2

1
cos,2cos1

2

1
sin 22   

формулалар қўлланилади. 

 II. mn,  - лар натурал сонлар бўлиб, хеч бўлмаганда уларнинг бирортаси 

тоқ бўлган ҳол. Бу ҳолда, мисол учун, m  тоқ бўлганда, tx sin  ; n  тоқ  

бўлганда эса, tx cos  алмаштириш олинади ва xx 22 sincos1   ёки 

xx 22 cossin1   формулаларнинг биридан фойдаланишга тўғри келади. 

 III. n, m - ларнинг иккаласи ҳам  бутун манфий бўлиб, n ва m  сонлар 

жуфт ёки тоқ бўлган ҳол. Бу ҳолда ttgx   ёки tctgx   алмаштириш олиниб, 

x
xctg

x
xtg

2

2

2

2

sin

1
1,

cos

1
1   

формулаларнинг биридан фойдаланилади. 

 Ушбу  

  0,
cos

0,
sin

m
dx

ваn
x

dx
mn

 

интеграллар  ҳам  III - ҳолга келтирилиб, хисобланади.  

Ҳақиқатан ҳам, 
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 IV. mn,  - бутун манфий сонлар бўлиб, n ва m  сонларнинг бири тоқ 

бўлган ҳол. У ҳолда, агар m  -  тоқ бўлганда эса, tx sin , n - тоқ бўлса эса, 

tx cos алмаштириш олиш мақсадга мувофик бўлади. Баъзи ҳолларда n ва 

m  ларнинг даражалари катта бўлганда интеграл остидаги функциянинг 

суратида 1 ни xx 22 cossin   йиғинди билан алмаштириш қулай бўлади. 

 V. n  - жуфт сон, m  - эса бутун манфий сон бўлган ҳол. Бу ҳолда 

xx 22 cos1sin   формуладан фойдаланиб, интеграл 

N
x

dx
 


,

cos
 

кўринишдаги интегралга келтирилади. 

m - жуфт сон, n - эса, бутун манфий бўлганда xx 22 sin1cos   

формуладан фойдаланиб, ҳисобланиши керак бўлган интеграл,  



N
x

dx
 


,

sin
 

кўринишдаги интегралга келтирилади. 

 VI. n  - тоқ, сон m  - эса, бутун манфий сон бўлса, бу ҳолда tx cos  

алмаштириш олиб,  xx 22 cos1sin   формуладан фойдаланиш керак. 

 m  - тоқ, n  - эса, бутун манфий сон бўлганда алмаштириш олиб, 

xx 22 sin1cos   формуладан фойдаланиш керак. 

 Баъзи ҳолларда, яъни n ва m   даражалар етарли катта бўлган 

интеграл остидаги функциянинг суратидаги 1 ни xx 22 cossin  га алмаштириш 

қулай бўлади. 

 5.6 - мисол. Қуйидаги интегралларни хисобланг: 

 ;
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32 dx
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 Ечилиши. 1) Бу ерда  2,4  mn  бўлгани учун, I- ҳолга асосан, 

 xx 2cos1
2

1
sin 2    формуладан фойдаланиб, интегрални ҳисоблаймиз: 
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    dxxxxxx 6cos2cos
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2sin
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 Cxxxxx 6sin
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  xdxx 23 cossin)2  интегрални ҳисоблашда II- ҳолдаги алмаштиришдан 

фойдаланамиз: бунда 3n , яъни у тоқ бўлгани учун, tx cos  алмаштиришни 

бажариб, куйидагига эга бўламиз: 

    xxdxxxdxxdxx coscoscos1coscossincossin 222223  

  
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42 x

dxxx .
5

cos5

C
x
  

 3) интегралда 5,3  mn  бўлиб, n ва m  ларнинг иккаласи ҳам  тоқ 

бўлгани учун, III - ҳолга асосан, tctgx   алмаштиришни бажариб, 

x
xctg

2

2

sin

1
1     формуладан фойдаланган ҳолда, хисоблаймиз: 
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II-боб. Аниқ интеграл 

6-§. Аниқ интегралнинг таърифлари 

6.1. Риман интеграли. 

  xf  функция ],[ ba  кесмада аниқланган бўлсин. ],[ ba  кесманинг 

bxxxxxa nn  1210 ...   шартни қаноатлантирадиган чекли сондаги 
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kkx
1
 нуқталар системасига ],[ ba  кесманинг бўлиниши дейилади ва у n

kkxP 1}{   

каби белгиланади.  nkxk ,1  нуқта P  бўлинишнинг бўлувчи  нуқтаси ],[ 1kk xx  

кесма эса, қисм оралиғи дейилади. Агар  ],[ ba   кесманинг  ихтиёрий  P   

бўлинишидаги қисм оралиғининг узунликлари бир хил бўлса, у ҳолда, бундай 

бўлиниш, ],[ ba  кесманинг регуляр бўлиниши дейилади. 

   kkkk
nk

xxxxPdd  


1
10

max , P  бўлинишнинг диаметри, деб аталади. Ҳар 

бир  ],[ 1kk xx кесмадан   knk  1,0  нуқтани оламиз: 1 kkk xx  . 

 

 

 



 6.1 – таъриф. Ушбу 
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0

}{,            (6.1) 

йиғиндига,  xf  функциянинг, P  бўлинишга ва k  нуқтани танлашга мос 

келган, интеграл йиғиндиси (Риман йиғиндиси) деб аталади. 

 6.2– таъриф. Агар 0  олинганда ҳам, шундай   0   мавжуд 

бўлиб, диаметри   Pd  бўлган ],[ ba  кесманинг ҳар қандай P  бўлинишида, 

ҳамда  1 kkkk xx   нуқтани танлашга боғлиқ бўлмаган  ҳолда,  

   




1

0

}{,
n

k

kP fJ     (6.2) 

тенгсизлик бажарилса, у ҳолда, шу J  сон, интеграл йиғиндининг лимити 

дейилади ва у 
 

 fJ P
Pd


0

lim


  каби ёзилади. 

 6.3– таъриф. Агар  xf  функция учун, (6.1) интеграл йиғиндининг 

  0Pd  да J  лимити мавжуд бўлса, у ҳолда,  xf  функция ],[ ba  кесмада 

Риман маъносида интегралланувчи дейилади.  

 Интеграл йиғиндининг J  лимитига  xf  функциядан ],[ ba  кесма бўйича 

олинган аниқ интеграл (Риман маъносида) дейилади ва у  
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Jdxxf  (6.3) 

символ орқали белгиланади (6.3) да, f - интеграл остидаги функция, a  сон- 

интегралнинг қуйи чегараси, b  сон эса,- интегралнинг юқори чегараси, деб 

аталади. Интеграл остидаги x  ўзгарувчини бошқа ўзгарувчига алмаштириш 

ҳам мумкин, яъни 
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а

b

b
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a

a

dxxfdxxfdxxf ,0  ( ba   деб оламиз).  

6.1– мисол.   xxf   функция ихтиёрий ],[ ba  кесмада Риман маъносида 

интегралланувчи эканлигини кўрсатинг. 

Ечилиши. ],[ ba  кесманинг  n
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интеграл йиғиндини тузамиз: 
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Демак,   xxf   функция ихтиёрий ],[ ba  кесмада Риман маъносида 

интегралланувчи экан. 

 Аниқ интегралнинг таърифидан, ҳар қандай Риман маъносида 

интегралланувчи функция чегараланган бўлишига ишонч ҳосил қилиш қийин 

эмас, лекин ҳар қандай чегараланган функция ҳар доим ҳам интегралланувчи 

бўлавермайди. 

6.2– мисол. Ушбу 

 





andabosonirratsonalx

andabosonratsonalx
xD

lg',0

,lg',1
 

Дирихле  функцияси  baRba ],[  кесмада Риман маъносида 

интегралланувчи эмаслигини кўрсатинг. 



 Ечилиши. ],[ ba  кесманинг P  бўлинишини олиб, қуйидаги 

    

     kk

n

k

kP

k

n

k

kkP

xDD

xDD

















1

1

;

,;

 

йиғиндиларни тузамиз. ],[ 1 kkk xx   нуқта сифатида ],[ 1 kk xx   кесмадаги 

ихтиёрий рационал нуқтани, k  сифатида эса  ],[ 1 kkk xx  , шу кесмадаги 

ихтиёрий иррационал нуқтани оламиз. У ҳолда,     0,1  kk DD  бўлади. 

Шунинг учун,  

      0;,;
1




kР

n

k

kkР DabxD   

Демак, 0 ab  учун Дирихле функциясининг интеграл йиғиндиси,  

6.2– таърифга биноан, лимитга эга эмас. Шунинг учун, Дирихле функцияси  

],[ ba  кесмада  интегралланувчи эмас.  

 6.3 – мисол. Ушбу 

 







andabosonirratsonalxx

andabosonratsonalxx
xf

lg',

,lg',
 

функциянинг  baRba ],[  кесмада Риман маъносида интегралланувчи 



эмаслигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. ],[ baJP   кесманинг ихтиёрий бўлиниши бўлсин. Унда  

],[ baJ   кесма nJJJ ...,,, 21  кесмаларга бўлинади. kkkk Jxx   ],[ 1  нуқта 

сифатида, ],[ 1 kk xx   кесмадаги ихтиёрий рационал нуқтани, k  ],[ 1 kkk xx   

сифатида эса, шу кесмадаги ихтиёрий иррационал нуқтани оламиз. У ҳолда, 

    

     k

n

k

kkk

n

k

kP

k

n

k
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n

k

kkP

xxff

xxff













11

11

)(;

,;





 

йиғиндиларни тузамиз. Бунда   kP f  ;  йиғинди   xxf 1  функция учун 

интеграл йиғинди бўлади ва у 6.1-мисолга асосан,  

 
  .

2
}{;lim

22

0







b

a

kP
Pd

xdx
ab

f   

бўлади.   kP f  ;  йиғинди  эса,   xxf 2  функция учун интеграл йиғинди 

бўлиб,  

 
  .

2
}{;lim

22

0







b

a

kP
Pd

xdx
ab

f   

бўлади. Шундай қилиб, берилган интеграл йиғинди ягона лимитга эга эмас. 



Демак, берилган функция ],[ ba  кесмада Риман маъносида 

интегралланувчи эмас. 

 6.4– мисол. ],[ ba  кесмада чегараланмаган функциянинг Риман 

маъносида интегралланувчи эмаслигини исботланг. 

 Ечилиши.  xf  функция ],[ ba  кесмада чегараланмаган бўлсин. ],[ ba  

кесмани чекли n

kkxP 1}{   нуқталар системаси ёрдамида чекли сондаги ],[ 1 kk xx   

кесмаларга бўламиз, у ҳолда,  xf  функция шу кесмаларнинг, ҳеч бўлмаганда, 

бирида чегараланмаган бўлади. Умумийликни бузмаслик учун,  xf  функция 

 10 , xx  кесмада чегараланмаган бўлсин, деб фараз қиламиз. Қолган 

],[],...,,[],,[ 13221 nn xxxxxx  кесмалардан n ,...,, 32  нуқталарни олиб, уларни 

белгилаймиз ва ушбу 

        nnkРР xfxfff   ...}{, 22  

 йиғиндини тузамиз. Энди  xf  функцияни ],[ 10 xx  кесмада қараймиз.  xf  

функция ],[ 10 xx  кесмада чегараланмаганлиги учун,  ихтиёрий олдиндан 

берилган 0M  сон учун, бу кесмадан шундай 1  нуқта топиладики, бу 

нуқтада  
 

1

1

~

x

M
f Р







  бўлади. Бундан,   Mxf Р   ~
11  бўлади. Шунинг 



учун, n

kkxP 1}{   бўлинишга мос келган интеграл йиғинди, 

            Mfxffxfxff PP

n

k

kkkp  


 1111

1

}{,  

тенгсизликни қаноатлантиради. 

 


n
n

Mlim  бўлган }{ nM  сонлар кетма–кетлигини, ҳамда ],[ ba  кесманинг 

диаметрлари   0pdn бўлган ...,...,, 21 nPPP  бўлинишлари кетма – кетлигини 

қарайлик. Бу бўлинищларга мос ва   n
n
p Mf   шартни қаноатлантирувчи 

 }{ fn
p  интеграл йиғиндилар кетма –кетлигини ҳам қараймиз. Бу интеграл 

йиғиндилар кетма – кетлиги узоқлашувчи бўлади, яъни  xf  функция ],[ ba  

кесмада интегралланувчи бўлмайди. Шундай қилиб, юқоридаги таъриф ва   

6.2-6.4- мисоллардан, қуйидаги хулосани чиқариш мумкин. 

 Агар  xf  функция ],[ ba да  интегралланувчи бўлса, у ҳолда, у шу 

кесмада чегараланган бўлади. Бу тасдиқнинг тескариси ўринли эмас  

(6.2 - мисолга қаранг), яъни  xf  функциянинг  интегралланувчи бўлиши учун, 

унинг чегараланганлиги зарурий шарт бўлиб, лекин етарли шарт бўла олмас 

экан. 



 Аниқ интегрални, таъриф бўйича, яъни интегрални интеграл 

йиғиндининг лимити сифатида қараб, ҳисоблашга доир мисоллар келтирамиз: 

 6.5 – мисол. Ушбу  
2

0

cos



dx   интегрални таъриф бўйича ҳисобланг.  

 Ечилиши. ]
2

;0[


 кесманинг регуляр P  бўлинишини, яъни 










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,....,
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,0 10


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n
xxP  бўлинишни қараймиз. У ҳолда, 

n
xxx kkk

2
1


   

бўлади. k  нуқта сифатида, ],[ 1kk xx  кесманинг ўнг четки нуқтасини оламиз, 

яъни ,tkk x   Функциянинг   нуқталардаги қийматларини ҳисоблаймиз: 

   
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 Энди xcos  функциянинг ]
2

;0[


 кесма учун интеграл йиғиндисини тузиб, 

унинг n  да лимитини ҳисоблаймиз: 
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 
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4
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1
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4
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Бунда, x
n

n
n

sin,
24

sin2lim





 нинг узлуксизлигини эътиборга олсак, у ҳолда, 

  .1
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4
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2
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


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 6.6. – мисол. Ушбу  

  

b

a

m mbadxx 1,0  

интегрални таъриф бўйича ҳисобланг. 

 Ечилиши. ],[ ba  кесманинг регуляр бўлмаган бўлинишини, яъни 











 n
k

kn
a

b
qaqxbxxxaxP ,бунда...210  бўлинишни  қараймиз. k  

нуқта сифатида, ],[ 1kk xx  кесманинг чап четки нуқтасини оламиз, яъни kk x . 

У ҳолда, интеграл йиғиндининг кўриниши қуйидагича бўлади: 

         
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Бундан, геометрик прогрессия хадлари йиғиндиси формуласини ҳисобга олган 

ҳолда, 
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муносабатни  ҳосил қиламиз, бунда n  да 1 n

a

b
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формулани эътиборга олсак,  

    .
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 1m  бўлган ҳолда, 



   













 111

n
p

a

b
nqnx  

бўлади. Буерда a
a
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 формулани эътиборга олсак, у ҳолда, 
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эканлиги келиб чиқади. 

 6.7– мисол. Ушбу dxe x


1

0

 аниқ интегрални таъриф бўйича хисобланг. 

Ечилиши.   xexf   функция ]1,0[  кесмада аниқланган. ]1;0[  кесманинг 

}1.......
1

0{ 10 
n

n
x
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k
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n
xxP nk  регуляр бўлинишини қараймиз.  

Равшанки, ];[ 1kk xx  кесманинг узунлиги, .
1

n
xk   k  нуқта сифатида, 

кесманинг чап четки нуқтасини оламиз, яъни  1,...,1,0  nk
n

k
xkk . 

 Энди шу P  бўлинишга мос келган интеграл йиғиндини тузамиз: 
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 Шундай қилиб, 
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Бундан,  
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 Демак, 
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  edxeJ x . 

 

 

 



6.2. Дарбу йиғиндилари. 

 Биз бундан кейин, ҳамма вақт чегараланган функцияларни қараймиз, 

чунки чегараланмаган функция Риман маъносида интегралланувчи эмас  

(6.4 – мисолга қаранг). 

 xf  функция ],[ ba  кесмада чегараланган бўлсин. ],[ ba  кесманинг 

ихтиёрий }...{ 210 bxxxxaP n   бўлинишини қараймиз.  xf  функция 

],[ ba  кесмада чегараланган бўлгани учун, у ],[ 1 kk xx   кесмада ҳам чегараланган 

бўлади.  xf  функциянинг ],[ 1 kk xx   кесмадаги km  аниқ қуйи, kM аниқ юқори 

чегаралари, яъни    xfMxfm
kk

kk xxx
k

xxx
k







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1

sup,inf  мавжуд бўлади ва 

],[ 1 kkk xx   учун   kkk Mfm    тенгсизликлар ўринли. 

 6.4 – таъриф. Ушбу 
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kknnP xMxMxMxMfS
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2211 ....        (6.5) 

йиғиндилар, мос равишда,  xf   функциянинг, берилган n

kkxP 1}{   бўлинишга 



мос келган, қуйи ва юқори Дарбу йиғиндилари дейилади. 

 Дарбу йиғиндилари қуйидаги хоссаларга эга: 

1-хосса. Дарбунинг ҳар қандай (6.5) қуйи йиғиндиси, Дарбунинг (6.4) 

юқори йиғиндисидан ошмайди:    fSfs PР  . 

2-хосса.  1 kkkk xx   нуқтани танлашга боғлиқ бўлмаган  ҳолда, 

Дарбу йиғиндилари учун,      fSffs PPР   тенгсизликлар ўринли. 

 3-хосса. Ҳар қандай P  бўлиниш учун,  

    kP
xx

P ffS
kkk




;sup
],[ 1

 ,     kP
xx

P ffs
kkk




;inf
],[ 1

  

муносабатлар ўринли.  

 4-хосса. Дарбунинг (6.5) қуйи йиғиндилари тўплами юқоридан 

чегараланган, (6.4) юқори йиғиндилари тўплами эса, қуйидан чегараланган.  

5-хосса. Агар  ],[ baP   кесманинг ихтиёрий бўлиниши бўлиб, *P  эса, - 

P  бўлинишнинг нуқталарига чекли сондаги янги бўлиниш нуқталари 

қўшишдан  ҳосил бўлган бўлиниш бўлса, у ҳолда, 

       fSfSfsfs РPPP  ** ,         (6.6) 

муносабатлар ўринли бўлади.  

6.4 – таъриф.  }{ fsР  тўпламнинг аниқ юқори чегараси,  xf  функциядан 



],[ ba  кесма бўйича олинган Дарбунинг қуйи интеграли деб аталади ва у,    

   

b

a

Р
Р

dxxfJfs }{sup  

каби белгиланади. 

6.4
/
– таъриф.  }{ fSР  тўпламнинг аниқ қуйи чегараси,  xf  функциядан 

],[ ba  кесма бўйича олинган Дарбунинг юқори интеграли деб аталади ва у, 

   

b

a

Р
Р

dxxfJfS }{inf  

каби белгиланади. 

 6-хосса. Дарбунинг қуйи интеграли, унинг юқори интегралидан катта 

бўла олмайди, яъни  

JJ  . 

 6.5 – таъриф. Агар  xf  функциянинг ],[ ba  кесмадаги қуйи ва юқори 

Дарбу интеграллари бир – бирига тенг бўлса, у ҳолда  xf  функция ],[ ba  

кесмада Дарбу маъносида интегралланувчи дейилади ва уларнинг умумий 

қиймати 

JJJ   



 xf  функциянинг  ],[ ba  кесмадаги аниқ интеграли (Дарбу маъносида) 

дейилади ва у  

 dxxfJ

b

a

  

 каби белгиланади. 

 Агар JJ   бўлса, у ҳолда,  xf  функция ],[ ba  кесмада 

интегралланувчи эмас дейилади. 

 6.3 – ва 6.5 – таърифлар, ўзаро тенг кучли таърифлардир. 

 6.8– мисол.   3xxf   функция учун, ]3;2[    кесмада, ихтиёрий регуляр 

P  бўлинишга мос келган, қуйи ва юқори Дарбу йиғиндилари тузилсин. 

Ечилиши. ]3;2[   кесманинг ушбу  
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 . (6.3) ва (6.4) формулаларга асосан, Дарбу 

йиғиндиларини тузамиз. 

Берилган функция ]3;2[  кесмада ўсувчи бўлганлиги учун, у ўзининг 



аниқ қуйи ва аниқ юқори чегарасига, мос равишда, кесманинг чап ва ўнг четки 

нуқталарида эришади, яъни 
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Бу формулаларни эътиборга олиб, охирги тенгликдан, 
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Худди шундай,  
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 6.9-мисол.  








 1,
4

6
,

2

1
,

4

1
,

8

1
,0],1,0[,2 Pxxxf  ва ,

8

3
,

16

3
,

16

1
321    

4

3
,

8

5
54   бўлсин. У ҳолда:  

54321 ,,,,) xxxxxa  қийматлар; 

;max)
51

i
i

xb Р 


  

54321 ,,,,) mmmmmc  қийматлар; 

         ,,,,,) 54321  fffffd  қийматлар; 

,,,,,) 54321 MMMMMe  қийматлар 

 fsf P)  қуйи Дарбу йиғиндиси;  

 fSg *)  Риман йиғиндиси; 

 fSn P)  юқори Дарбу йиғиндиси топилсин ва 

       fSfSfsi PP  *  муносабатнинг бажарилиши кўрсатилсин.  



Ечилиши. Берилган   xxf 2  функция, ]1;0[  кесмада  узлуксиз, ўсувчи 

функциядан иборат. ]1;0[   кесма P  бўлиниш ёрдамида,5 та, 
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  6.10 – мисол.   xxf 2  функция учун, ]1;0[   кесмада, 







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
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1
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8

1
,02P  бўлинишларга мос келган, Дарбу йиғиндиларини тузинг ва 

уларни солиштиринг.  

 Ечилиши.1) 1P  бўлиниш, ]1;0[  кесмани,  1;0]1,
2

1
[],

2

1
;

4

1
[],

4

1
;0[ 40  xx  

қисм кесмаларга бўлади.   xxf 2  функция, ]1;0[  кесмада узлуксиз ва ўсувчи 

бўлгани учун, кесмаларнинг чап четки нуқталарида  3,2,1imi  минимал 

қийматларига, ўнг четки нуқталарида  3,2,1iM i  максимал қийматларига 

эришади, яъни  
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  3;2;1ixi қисм кесмаларнинг узунликларини топамиз: 
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У ҳолда, (6.3) ва (6.4) формулаларга асосан, 
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 ,5,1 ixi  қисм кесмаларнинг узунликлари: 
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У ҳолда, (6.3) ва (6.4) формулаларга асосан, 
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 Энди, Дарбунинг, 1P  ва 2P  бўлинишларга мос келган, қуйи ва юқори 

йиғиндиларини солиштирамиз: 
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яъни, бу ҳолда ҳам, P  бўлинишга янги бўлиниш нуқталарини қўшиш  билан, 

Дарбунинг қуйи йиғиндиси камаймаслиги, юқори йиғиндисининг ортмасли-

гига ишонч ҳосил қиламиз.  
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 6.13 – мисол. Ушбу 
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Мустақил ечиш учун мисоллар  

 6.1.   1 xxf   функция учун ]2;1[  кесмани тенг n  та бўлакка бўлиб, 

ҳамда   nii ,1 нуқтани ];[ 1 ii xx     кесманинг ўртаси деб олиб,  fP  интеграл 

йиғиндини тузинг. 

 Қуйидаги берилган  xf  функция  учун кўрсатилган кесмани тенг n  та 

бўлакка бўлиб, Дарбунинг  fsP  ва  fSP  йиғиндиларини тузинг: 
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 Қуйидаги интегралларни, Риман интеграл йиғиндисининг лимити 

сифатида қараб, ҳисобланг: 
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кесмаларнинг чап четки нуқталарини олиб; 

]4;1[)2  кесмани тенг бўлакларга бўлиб,  i  нуқта сифатида қисм 

кесмаларнинг ўнг четки нуқталарини олиб; 

]4;1[)3  кесмани тенг бўлакларга бўлиб,  i  нуқта сифатида қисм 
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]4;1[)5  кесмани  nxxxx ,...,,, 320   (бунда nk
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6.25.  Аниқ интегралнинг тарифига кўра, агар  xf  функция бирор 

кесмада интегралланувчи бўлса, у ҳолда унинг шу кесмада чегараланган 
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7-§. Аниқ интегралнинг мавжудлиги. Интегралланувчи 

функцияларнинг  синфлари.  Аниқ интегралнинг хоссалари 

7.1. Аниқ интегралнинг мавжудлиги.  

7.1– теорема. ],[ ba  кесмада чегараланган   xf  функция, шу кесмада Дарбу 

маъносида интегралланувчи бўлиши учун, 0  олинганда ҳам, шундай 

  0   сон топилиб, ],[ ba  кесманинг диаметри   Рd  бўлган ҳар қандай 

Р  бўлинишига нисбатан, Дарбу йиғиндиларининг,  

     fsfS PP       (7.1) 

тенгсизликни қаноатлантириши зарур ва етарлидир. 

 Агар  xf  функциянинг  1,0],[ 1  nkxx kk  кесмадаги тебранишини k  

деб белгиласак, у ҳолда (7.1) тенгсизлик, қуйидаги, 







1

0

n

k

kk x    

тенгсизликка тенг кучли бўлади. 

  



 7.2– теорема.  xf  функциянинг  ],[ ba  кесмада Риман маъносида 

интегралланувчи бўлиши учун, унинг Дарбу маъносида интегралланувчи 

бўлиши, зарур ва етарлидир. 

Бу ҳолда, Риман интеграли, Дарбу маъносидаги интегралга тенг бўлади. 

Биз бундан кейин, «Дарбу маъносидаги интеграл» деган терминни 

ишлатмасдан, ўша интегрални «Риман маъносидаги» интеграл деб атаймиз. 

7.2. Интегралланувчи функцияларнинг синфлари. 

 7.3 – теорема. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада  узлуксиз бўлса, у ҳолда, 

 xf  функция шу кесмада интегралланувчи бўлади. 

 7.4 – теорема. Агар  xf  функция  ],[ ba  кесмада чегараланган ва 

монотон бўлса, у ҳолда,  xf  функция шу кесмада интегралланувчи бўлади. 

 7.5– теорема. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада  чегараланган ва 

кесманинг чекли сондаги нуқталарида узилишга эга бўлиб, қолган барча  

нуқталарида узлуксиз бўлса, у ҳолда,  xf  функция шу кесмада 

интегралланувчи бўлади. 



 Аниқ интегралнинг таърифи бўйича, яъни уни, интеграл йиғиндининг 

лимити сифатида қараб, баъзи бир содда функцияларнинг интегралларини 

ҳисоблаш мумкин. Лекин, кўпинча, ҳар қандай узлуксиз функциянинг аниқ 

интегралини, интеграл йиғиндининг лимити сифатида қараб, ҳисоблаш анча 

ноқулайликларга ва қийинчиликларга олиб келади.  

 7.1 – мисол. Ушбу    
2

0

sin



dxx    интегрални ҳисобланг.  

 Ечилиши.    xxf sin  функция ]
2

;0[


 кесмада узлуксиз бўлгани учун, 

7.3– теоремага кўра,  у қаралаётган кесмада интегралланувчи бўлади. 

 Демак, берилган функциянинг ]
2

;0[


 кесма бўйича интегралини таърифга 

кўра ҳисоблашда, ]
2

;0[


 кесманинг  P  бўлинишини, ҳамда ҳар бир ],[ 1kk xx  қисм 

кесмадан k  нуқталарни олиб, интеграл йиғиндини тузиш ва унинг лимитини 

ҳисоблашга қулай қилиб олиш имкониятига эга бўламиз. Шуларни эътиборга 

олган ҳолда, ]
2

;0[


 кесмани n  та тенг бўлакка бўлиб,  1,0  nkk  нуқталар 



сифатида ],[ 1kk xx  кесманинг чап четки нуқталарни олиб,  fP  интеграл  

йиғиндини тузамиз: 
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Энди интеграл йиғиндининг n  даги лимитини ҳисоблаймиз: 
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Бундан,   xxf sin  функциянинг қаралаётган кесмада узлуксизлигини, ҳамда 
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4lim 
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n

n
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 эканлигини эътиборга олсак, у ҳолда,  
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sin2sinsinlim
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бўлади.  

 Демак,   xxf sin  функция ]
2

;0[


 кесмада узлуксиз бўлгани учун, у 

интегралланувчи бўлар экан. 

 Агар  xg  функция ],[ ba  кесмада аниқланган ва кесманинг чекли сондаги 

нуқталарида,  xf  функциянинг кийматларидан фарқли (бошқа) қийматлар 

қабул қилса, у ҳолда,  xg  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлади ва  

    
b

a

b
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dxxfdxxg  

тенглик ўринли. 

7.2-мисол. Ушбу  
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функцияни  1;0  кесмада интегралланувчи эканлигини кўрсатинг. 

Ечилиши. Берилган функция,  1;0  кесмада чегараланган ва кесманинг 

0x  нуқтасида узилишга эга бўлиб, қолган барча  нуқталарида узлуксиз. 

Демак, 7.5- теоремага асосан,  берилган функция,  1;0  кесмада 

интегралланувчи бўлади. 

7.3-мисол.  









3,7

]4,3()3,0[,2

x

x
xg  

функциянинг ]4,0[  кесмада интегралланувчи эканлигини кўрсатинг ва 

интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. Берилган функция, ўзгармас    ]4,0[,2  xxf  функциядан, 

фақат 3x  нуқтада фарқ қилади.  

Равшанки, 

  

4

0

8dxxf . 

Энди ]4,0[  кесманинг ихтиёрий P  (регуляр ёки регуляр бўлмаган) бўлинишида,  

8 сони    gSIgs PP   тенгсизликларни қаноатлантирадиган ягона I   сондан 

иборатлигини кўрсатсак, 



  
4

0

8dxxg  

бўлиши кўрсатилган (исботланган) бўлади. 

 ]4,0[P   кесманинг ихтиёрий бўлиниши бўлсин. Бу бўлинишдан ҳосил 

бўлган ],[ 1 ii xx   қисм кесмаларнинг  ҳар бирида   ,,...,2,1,2min
],[ 1

nixgm
ii xxx

i 


 

  .,...,2,1,2max
],[ 1

nixgM
ii xxx

i 


   У ҳолда, қуйи Дарбу йиғиндиси, 

    ,8422...22...22 121  xxxxxxgs nnP  

ва юқори Дарбу йиғиндиси,  

    8422...22...22 121  xxxxxxgS nnP  

бўлади. 

 Шундай қилиб, ]4,0[  кесманинг барча P  бўлинишларида,    gSgs PP  8  

тенгсизликлар ўринли. 

 Энди ягоналикни исботлаймиз. ]4,0[  кесманинг барча P  бўлинишларида, 

   gSIgs PP        (7.2) 

 бўлсин, деб фараз қиламиз.   8gsP  муносабат, барча P  бўлинишлар учун 

бажарилганлигидан, I , ҳеч бўлмаганда, 8 га тенг бўлади. Энди, фараз 



қилайликки, 8I  бўлсин ва ]4,0[  кесманинг P  бўлинишини шундай 

ўзгартирамизки,  8
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max  IxiР   ва 4...3...0 121   nii xxxxx  

бўлсин. У ҳолда, 
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бўлиши келиб чиқади, бундан, I  соннинг (7.2) муносабатни 

қаноатлантирмаслиги келиб чиқади. Бу қарама–қаршилик, I  соннинг 8 дан 

катта бўлмаслигини, яъни 8I  бўлишини исботлайди. 

7.3. Аниқ интегралнинг хоссалари. 

 Аниқ  интегралнинг, таъриф-дан бевосита келиб чиқадиган, қуйидаги 

хоссаларини келтирамиз: 

 1
0
.  

b

a

abdx . 

2
0
. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлса, у исталган 

],[],[ ba  кесмада ҳам интегралланувчи бўлади. 



3
0
. Агар  xf  функция  ],[ ca ва ],[ bc  кесмаларда интегралланувчи бўлса, 

у ҳолда,  xf  функция ],[ ba  да ҳам интегралланувчи бўлади ва ушбу  

        
b

a

c

a

b

c

bcadxxfdxxfdxxf , ,    (7.3) 

тенглик  ўринли. 

 4
0
 . Агар  xf  ва  xg  функциялар ],[ ba  да интегралланувчи бўлса, у 

ҳолда, R ,  лар учун    xgxf    функция ҳам ],[ ba  кесмада 

интегралланувчи бўлади ва  

         

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf  ][      (7.4) 

тенглик ўринли.  

 7.1 – натижа. Агар      xfxfxf n,...,, 21  функциялар ],[ ba  кесмада 

интегралланувчи бўлса, у ҳолда,      xfCxfCxfC nn ...2211   nkconstCk ,1,   

функция ҳам шу кесмада интегралланувчи бўлади ва  

       dxxfCdxxfCdxxfCxfC

b

a

b

a

n

b

a

nnn   ...]...[ 111       (7.5) 

 тенглик ўринли. 



 5
0
. Агар  xf  ва  xg  функциялар ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлса, 

у ҳолда, уларнинг  xf  xg  кўпайтмаси ҳам шу кесмада  интегралланувчи 

бўлади. 

 7.2 – натижа. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлса, 

Nn  учун,   nxf ][  функция ҳам шу кесмада интегралланувчи бўлади. 

 6
0
.  Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлиб, ],[ bax  

учун,   0xf  тенгсизлик ўринли бўлса, у ҳолда,   

    

b

a

badxxf 0  

 тенгсизлик ўринли. 

 7.3– натижа. Агар  xf  ва  xg  функциялар ],[ ba  кесмада 

интегралланувчи бўлиб, ],[ bax  учун,    xgxf   тенгсизлик ўринли бўлса, у 

ҳолда,  

   dxxgxf

b

a

b

a

       (7.6) 

тенгсизлик ўринли.  

 7
0
. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлса,  xf  



функция ҳам шу кесмада интегралланувчи бўлади ва  

    

b

a

b

a

dxxfdxxf     (7.7) 

тенгсизлик ўринли.  

 Бу хоссанинг тескариси ҳар доим ҳам ўринли эмас, яъни  xf  

функциянинг шу кесмада интегралланувчи эканлигидан,  xf  функциянинг 

интегралланувчи эканлиги келиб чиқмайди. 

 8
0
. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлса, у ҳолда, 

 шундай   ўзгармас сон  Mm    мавжуд бўлади ва 

    

b

a

abdxxf   (7.8) 

тенглик ўринли, бунда    )(,)( supinf xfMxfm
bXabXa 

 . 

 9 0 (ўрта қиймат ҳақидаги теорема). Агар  xf  ва  xg  функциялар 

],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлиб,  xg  функция шу кесмада ўз ишорасини 

сақласа, у ҳолда,  шундай   ўзгармас сон  Mm    мавжуд бўлади ва  

     dxxgdxxgxf

b

a

b

a

         (7.9) 



тенглик ўринли. 

 7.4 – натижа. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада узлуксиз бўлса, у ҳолда, 

],[ ba  кесмада шундай  ],[ ba  мавжуд бўлади ва 

      )( abfdxxgxf

b

a

      (7.10) 

тенглик ўринли. 

 Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлса  ,ba   у ҳолда 

у аниқ интегралнинг 2
0
 -хоссасига асосан,  bxaxa ],[  кесмада ҳам 

интегралланувчи бўлади. Аниқ интегралнинг юқори чегараси b  ни x  га, 

интеграл остидаги ифодада x  ўзгарувчини  t  га алмаштирсак, у ҳолда, 

 dttf
x

a

  

x  га боғлиқ ифода ҳосил бўлади, уни  x  орқали  белгилаймиз: 

   
x

a

dttfxФ      (7.11) 

 Бу функция қуйидаги хоссаларга эга: 

 10
0
. Агар  xf функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлса, у ҳолда, 



   dttfxФ

x

a

  ва    dttfxF

b

х

  

функциялар ҳам шу кесмада узлуксиз бўлади. 

 11
0
.  Агар  xf функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлиб, бирор 

],[0 bax   нуқтада узлуксиз бўлса, у ҳолда,   xФ  ва  xF  функциялар ҳам 0x  

нуқтада дифференциалланувчи бўлади ва  

       00

'

00

' , xfxFxfxФ      (7.12) 

тенгликлар ўринли. 

 7.1-эслатма. Агар 0x   нуқта, ],[ ba  кесманинг четки нуқталари билан 

устма-уст тушса, у ҳолда,  x  функциянинг 0x  нуқтадаги ҳосиласи, ўнг ёки 

чап ҳосила деб тушунилади. 

 7.5– натижа. ],[ ba  кесмада узлуксиз бўлган ҳар қандай  xf  функция, 

шу кесмада бошлангич функцияга эга бўлади. Шу бошланғич функциялардан 

бири 

     

х

a

Cdttfdxxf     (7.13) 

бўлади. Бу формула аниқмас интеграл билан аниқ интеграл орасидаги 



бошланишни ифода қилади. 

7.4-мисол. Ушбу  

 









.lg'12/1,1

,lg'2/10,

andabox

andaboxx
xf  

функциянинг  1;0  кесмада интегралланувчи эканлигини кўрсатинг. 

Ечилиши. Берилган функция  1;0  кесмада чегараланган ва кесманинг 

2

1
x  нуқтасида узилишга эга бўлиб, қолган барча  нуқталарида узлуксиз. 

Демак, 7.5-теорема ва 3
0
 - хоссага  асосан,  берилган функция,  1;0  

кесмада интегралланувчи бўлади, яъни 

 
8

5

2

1

8

1
1

1

2/1

2/1

0

1

0

  dxxdxdxxf . 

7.5 – мисол.  xP  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи ва манфий 

эмас,  xf  функция эса, ],[ ba  кесмада   Mxfm   муносабатларни 

қаноатлантирсин. Агар    xPxf  функция шу кесмада интегралланувчи бўлса, у 

ҳолда, 

       dxxPMdxxfxРdxxРm

b

a

b

a

b

a

        (7.14) 

тенгсизликлар  бажарилишини исботланг. 

Ечилиши. Шартга кўра, bxa   учун,   Mxfm   бўлганлигидан, 



       xMРxРxfxmР   тенгсизликлар ўринли. Бу тенгсизликларни, a дан b  

гача, ҳадма – ҳад  интеграллаш натижасида, (7.14) тенгсизликларни ҳосил 

қиламиз. 

 7.6 – мисол.        xxxfxP  ,,,  функциялар ],[ ba  кесмада берилган 

бўлиб, улар қуйидаги шартларни қаноатлантирсин: 

  xPа)  манфий эмас; 

     ;) xxfxb    

           xPxxPxxPxfc  ,,)  функциялар ],[ ba  кесмада интегралланувчи 

бўлсин. У ҳолда, 

             

b

a

b

a

b

a

dxxPxdxxPxfdxxPx     (7.15) 

тенгсизлик бажарилишини исботланг. 

 Ечилиши. Шартга кўра,        xxfxxP   ,0  бўлганлиги учун, 

           xPxxPxfxPx    тенгсизликлар ҳам ўринли бўлади. Бундан (7.15) 

тенгсизликлар  келиб чиқади. 

 7.7 – мисол. Ушбу  



5
0

5 2 22

sin
0







  dx
x

x
 

тенгсизликларни исботланг. 

Ечилиши.    
5 2 2

1
,sin




x
xfxxP  деб белгилайлик. ];0[  кесмада 

0sin,
2

1

2

1
0

55 2



 x

x
. 7.5– мисолдаги (7.14) тенгсизликларга кўра, 

 







0
55

0
5 2 2

sin
2

1

1

sin
0 xdxdx

x

x
 

эканлиги исботланади. 

 7.8 – мисол. Ушбу  

102

1

2310

1
1

0
2

9




  dx
x

x
 

тенгсизликларни исботланг. 

 Ечилиши.    
2

9

2

1
,

x
xfxxP


  деб белгиласак, у ҳолда, ]1;0[  

кесмада   0xР  ва интегралланувчи,   ,
2

1

3

1
 xf  ҳамда    xРxf   функция 

интегралланувчи. 



Демак, 7.5 – мисолдаги (7.14) тенгсизликларга кўра,  

 




1

0

9

1

0
2

91

0

9

2

1

23

1
dxxdx

x

x
dxx . 

Бундан, 
102

1

2310

1
1

0
2

9





  dx

x

x
 тенгсизликларнинг ўринли эканлигини 

оламиз. 

 7.9 – мисол . 0,sin
6

3

 xxx
x

x  тенгсизликлардан фойдаланиб, ушбу  

3

24sin

21

220 2

0

  dx
x

x
 

тенгсизликларни исботланг. 

 Ечилиши. ]2;0[  кесмада 0x  бўлганлиги учун, 7.6-мисолдаги  (7.15) 

тенгсизликларга асосан, 

.
sin6

2

0

2

0

2

0

3

dx
x

x
dx

x

x
dx

x

x
x

 



 

 Бундан,  



3

24

,
21

220

2

7

2

6

1

3

2
4

6

16

2

0

2

12

0

2

7
2

0

2

5

2

12

0

3

























dxxdx
x

x

dxxx
x

x
x

 

бўлганлигидан, 

 

2

0
3

24sin

21

220
dx

x

x
 

тенгсизликларнинг ўринли эканлиги келиб чиқади.  

 7.10- мисол. Ушбу  

 
  

  




1

0

1
6

1

32
1

25

4
edx

xx

e
e

x

 

 тенгсизликларни исботланг. 

 Ечилиши.  
  xx

xf



32

1
 функциянинг ]1;0[  кесмадаги 

 
   22

/

32

12

xx

x
xf




  ҳосиласи, 

2

1
x  нуқтада нолга тенг бўлади. 

Функциянинг ҳосиласи, 
2

1
x  нуқтадан ўтишда, ўз ишорасини, манфийдан 



мусбатга ўзгартиради. Шунинг учун,  xf  функция бу нуқтада минумумга 

эришади, яъни .
25

4

2

1
min 








f  Функция максимум қийматига ]1;0[  кесманинг 

четки нуқталарида эришади, яъни    
6

1
10 maxmax  ff . Шундай қилиб, 

   2

1
,0,

6

1

32

1

25

4



 xx

xx
 ва 1x  бўлганда эса,  

     




1

0

1

0

1

0
6

1

3225

4
dxe

xx

e
dxe x

x
x , 

 
  

 .1
6

1

32
1

25

4 1

0




  edx
xx

e
e

x

 

 Демак, 7.5 – мисолдаги (7.14) тенгсизликларга асосан,  

     




1

0

1

0

1

0
6

1

3225

4
dxe

xx

e
dxe x

x
x . 

Бундан талаб қилинган тенгсизлик келиб чиқади. 

 7.11 – мисол. Қуйидаги 

dxx 
1

0

21  ва 
1

0

xdx  

интегралларнинг қайси бири катта? 



 Ечилиши. 21 x  ва x  функциялар ]1;0[  кесмада узлуксиз 

(интегралланувчи). ]1;0[  кесмада 21 xx   тенгсизлик ўринли. У ҳолда (аниқ 

интегралнинг 6
0
- хоссасига асосан),  

dxxxdx  
1

0

1

0

21  т 

тенгсизлик ўринли бўлади. 

 7.12– мисол. Агар  xf  ва  x  функциялар ],[ ba  кесмада 

интегралланувчи бўлса, у ҳолда,  

        

b

a

b

a

b

a

dxxdxxfdxxxf 22       (7.16) 

тенгсизлик ўринли бўлишини исботланг. Одатда, бу тенгсизлик, Коши – 

Буняковский тенгсизлиги деб аталади. 

 Ечилиши.     2][ xxf   функцияни қараймиз. Бунда   - ихтиёрий 

ҳақиқий сон. Бу функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи. Аниқ интегралнинг 

6
0
 - хоссасига асосан, 

    0][ 2  dxxxf

b

a

  



ёки 

        02 222   dxxfdxxxfdxx

b

a

b

a

b

a

 . 

 Бу тенгсизликнинг чап томони   га нисбатан квадрат учҳаддан иборат  

бўлиб, у   нинг барча қийматларида номанфий, демак,  квадрат учҳаднинг 

дискриминанти манфий эмас: 

        ,0

2

22 








 
b

a

b

a

b

a

dxxxfdxxdxxf   

бундан  (7.16)  тенгсизликнинг ўринли эканлиги келиб чиқади. 

 7.13 – мисол. Ушбу  

24
cos

32

0

2 



 dxxx  

тенгсизликни исботланг. 

 Ечилиши.     xxgxxf cos,2   деб олсак,  (7.16)  формулага асосан, 

24
coscos

32

0

2

0

2
2

0

2 



  dxdxxdxxx  

бўлиши келиб чиқади. 



 Агар    xx  ,  функциялар, ],[ ba  кесмада дифференциалланувчи бўлиб, 

],[ bax  учун,   BxA   бўлса,  xf  эса, ],[ BA  кесмада узлуксиз бўлса, у 

ҳолда 

   
 

 

bxadttfxF

x

x

  ;





 

функция ],[ ba  кесмада дифференциалланувчи бўлади ва  

 
 

 

         хxfxxfdttf
dx

d
x

x

'' 




    (7.17) 

формула ўринли. 

7.14- мисол. Ушбу 

 

3

2

41

x

x
t

dt

dx

d
 

ҳосилани ҳисобланг. 

 Ечилиши.  (7.17)  формулага асосан, 

  812

2

8

2

124 1

2

1

3
2

1

1
3

1

1

1

3

2 x

x

x

x
x

x
x

xt

dt

dx

d
x

x 












 . 

7.15– мисол. Ушбу  



 









cxA

cxbax
xgc

,

,],;[,0
  

функция учун,  

  0 dxxg
b

a

c  

эканлигини исботланг. 

 Исботи. ],[ ba  кесманинг,  bxxxaP n  ...10  бўлинишини 

оламиз. Фараз қилайлик, c  нуқта, қисм кесмаларнинг бирида ётсин, мисол 

учун, ],[ 1 mm xxc  бўлсин. Берилган  xgc  функциянинг P  бўлинишга мос 

келган интеграл йиғиндисини тузамиз: k  деб, қисм кесмаларнинг чап  четки 

нуқталарини оламиз: 

        mmcmmck

n

k
ccP xgxgxxgg  





  11

1

0

, 

қолган йиғиндилар нолга тенг. Шартга кўра, 

  Axgc   

бўлгани учун, 

   mmcP xxAg  1 . 



Бундан, 
 

  0lim
0




cP
Pd

g  яъни   0 dxxg

b

a

c
 эканлиги келиб чиқади. 

 7.16- мисол. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлиб, 

унинг қийматини бирор ];[ bac  нуқтада ўзгартирсак, натижада, янги ҳосил 

бўлган  xf1  функция ҳам, ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлишини ва  

   dxxfdxxf

b

a

b

a

 1  

тенгликнинг ўринли эканлигини исботланг. 

 Ечилиши. Шартга кўра, 

 
 

   








.lg',

,lg'],;[,

1

1
andabocxxfxf

andabocxbaxxf
xf  

Демак,      ,1 xgxfxf c бунда,  

 









.lg',

,lg'],;[,0

andabocxA

andabocxbax
xg

c
 

Аниқ интегралнинг 4
0
 - хоссасига, ҳамда  7.15 - мисолга асосан, 

        .1 dxxfdxxgdxxfdxxf

b

a

b

a

c

b

a

b

a

   



 7.2 - эслатма. 7.15- ва 7.16- мисолларга асосан, қуйидаги хулосани 

чиқариш мумкин:  xf  функциянинг интегралланувчилиги, унинг баъзи 

берилган нуқталардаги қийматларига боғлиқ бўлмайди. 

Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги функцияларнинг берилган кесмада интегралланувчи 

эканлигини кўрсатинг. 

7.1.  






















.lg'1,1

,lg'0,0

,lg'10,
1

ln

andabox

andabox

andabox
x

xx

xf  7.2.  
















.lg'32,3

,lg'21,0

,lg'10,1

andabox

andabox

andabox

xf  

7.3.  












.lg'0,2

,lg'10,
1

cos

andabox

andabox
xxf   7.4.  













.lg'32,

,lg'21,
2

1

2
andaboxx

andabox
x

xf  

7.5. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлса, унинг шу 

кесмада чегараланган эканлигини исботланг. 

7.6.  xf  функциянинг ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлиши учун, 

0  олинганда ҳам, шундай   0   сон топилиб, ],[ ba  кесманинг, 

диаметрлари   дан кичик бўлган, ҳар қандай 1Р ва 2Р  бўлинишларида 



      ff PP 21
 

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини исботланг. 

7.7. ],[ ba  кесмада ҳар қандай чегараланган  монотон функциянинг шу 

кесмада интегралланувчи эканлигини исботланг. 

7.8. Агар  xf  ва  xg  функциялар ],[ ba  кесмада узлуксиз,   Pk

kkxР
0

  

бу кесманинг бўлиниши, ,],,[],,[ 111   iiiiiiiii xxxxxxx  Pki ,...,2,1   бўлса, 

у ҳолда, 

        




b

a

ii

k

i

i dxxgxfxgf
P

P




1
0

lim  

тенглик ўринли эканлигини исботланг. 

 7.9. Агар  xf  функция ]1;0[  кесмада монотон бўлса, ]1;0[  кесмада 

  
















 



n
n

O
n

k
f

n
dxxf

i

n

i

,
11

1

0 1

 

эканлигини исботланг. 

 7.10. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада чегараланган ва қавариқлиги 

юқорига қараган (ботиқ) бўлса, у ҳолда унинг шу кесмада интегралланувчи 

бўлиши ва  



 
   

    






 



  22

ba
fabdxxf

bfaf
ab

b

a

 

тенгсизлик ўринли эканлигини исботланг. 

 7.11. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада  Риман маъносида 

интегралланувчи  бўлса, у ҳолда, 

     


b

a

PP dxxffSfs
PP 00
limlim


 

тенглик ўринли эканлигини исботланг. 

 7.12. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада интегралланувчи, ],[ baх лар 

учун    dxfc   бўлиб,  xg  функция ],[ dс  кесмада узлуксиз бўлса, у ҳолда, 

  xfg  функциянинг ],[ ba  кесмада  интегралланувчи эканлигини исботланг. 

 7.13. Квадрати интегралланувчи бўлиб, ўзи интегралланмайдиган 

функцияга мисол тузинг. 

 7.14. Йиғиндиси  интегралланувчи бўлиб, қўшилувчиларнинг ҳар бири 

интегралланмайдиган функцияларга мисол тузинг. 

 7.15.    xgxf  функциянинг ],[ ba  кесмада интегралланувчи бўлишидан, 

 xf  ва  xg  функцияларнинг ],[ ba  кесмада ҳар доим интегралланувчи бўлиши 



келиб чиқадими? 

 7.16. Агар  xf   функция ],[ ba  кесмада аниқланган  ),( ba  кесмада 

узлуксиз бўлса, у ҳолда  ],[ ba  кесмада интегралланмайдиган функцияга мисол 

тузинг. 

 Қуйидаги интегралларни баҳоланг. 

 7.17.  .sin
2

1
1

2

0

2 dxxJ  



  7.18.  


2

0

.
cos310 x

dx
J  

 7.19.  .
2

1

0
2




xx

dx
J    7.20. .

1

0

2


 dxeJ x  

 7.21. .
1

1

0

6

dx
x

x
J 


    7.22. 

3

3

3

.xarctgxdxJ  

 Қуйидаги тенгсизликларни исботланг. 

 7.23.    .01
2

2

0

sin  

 Re
R

dxe RxR 



 7.24.  1
61

5,0

5,0

0
2




  n
x

dx

n


. 

 7.25.
2446

1

0
32





 

xx

dx
.  7.26. .2

2
2

0
4

2

edxe
e

xx  
  



 7.27.  .
2

1

15

2
2

1

2 



x

xdx
   7.28. 5,9

2

1
9

18

8





  dx

x

x
. 

 7.29.  





1
1

1

1
k

k
kx

dx

k
ва  



n

nx

dx

n
1

1

1
...

2

1
1

1
...

3

1

2

1
 

 7.30. 
2

3

8

1

9

1
1

1
3 23





 



dx
x

arctgx


. 7.31. 








1

1

2
1

2

cos

3

2
dx

x

x
. 

 Қуйидаги интегралларнинг қайси бири катта (интегрални ҳисобламасдан 

хулоса қилинг)?  

 7.32. dxx 

1

0

21 ёки  
1

0

xdx .  7.33. 
2

0

10sin



xdx  ёки  
2

0

2sin



xdx . 

 7.34. dxe x




1

0

 ёки dxe x




2

0

2



.  7.35.  xdxe x






0

2cos
2

 ёки 


2

0

2cos
2

xdxe x . 

 7.36. dx
x

x

2

0

sin



 ёки dx
x

x



0

sin
.  7.37.  

1

2/1 x

dx
 ёки  .

1

2/1
3 x

dx
  

 7.38. dxxe x sin

1

0


  ёки xdxe x sin

1

0

2


 . 7.39. 



2

1
21 x

dx
 ёки 

2

1
x

dx
 . 



 7.40. 
1

0

22 sin xdxx  ёки 
1

0

2sin xdxx  7.41. 
2

1

ln dxx  ёки   dxx
2

1

2
ln  

 7.42. 
4

3

ln xdx  ёки  
4

3

2ln dxx  .  7.43. 




0

2cos
2

xdxe x  ёки 






2

2cos
2

xdxe x   

 7.44. Агар  xf  функция ),( aрaр   кесмада узлуксиз ва ўсувчи бўлса, у 

ҳолда, 

     2222 222 pqaafdxqpxxfpqaf

ap

ap

 




 

тенгсизликларни  исботланг. 

 Ушбу 

 





 

0

11

2sin,1,
1

xdxm
m

ab
dxx

mmb

a

m  

муносабатлар ва  7.6 – мисолдаги  (7.15)  тенгсизликлардан фойдаланиб, 

қуйидаги интегралларни баҳоланг: 

 7.45. .
1

1

0
3

7

dx
x

x



   7.46. 


4

1

2

2

.
sin1

dx
x

x
 

 7.47. .sin12
0

xdxx 


  7.48. .ln1 2

1

3 2 dxxх

e

   



 7.6-мисолдаги (7.15)  формула  ва  )0(

120
6

sin
6 5

33





 x
x

x
xx

x
x  

тенгсизликдан фойдаланиб қуйидаги интегрални баҳоланг. 

 7.49. .
sin5,0

0
dx

x

x
J   7.50. .sin

64,0

0 xdxxJ   7.51. .sin

512,0

0

3 xdxx  

7.6- мисолдаги  (7.15)  формула ва  )0(
32

)1ln(
2

322

 x
xx

xx
x

x  

тенгсизликлардан фойдаланиб,  қуйидаги интегралларни баҳоланг. 

 7.52. 


1

5,0

.
)1ln(

dx
x

x
   7.53.  

1

0

.)1ln( dxxx  

 Коши -Буняковский тенгсизлигидан фойдаланиб, қуйидаги  

тенгсизликларни исботланг. 

7.54. .
3

5
11 3

1

0

2  dxxx    7.55. .2,11

1

0

4  dxx  

 7.56. .
5

2
sin

50

0

2 
 dxxx     7.57. .

2
2sin)1(

4

0

2 




 dxxx  

Қуйидаги ҳосилаларни ҳисобланг. 



 7.58. .1

2

0

2 dtt
dx

d
x

     7.59. .cos

cos

sin

3dtt
dx

d
x

x

   

 7.60. 
x

dt
t

t

dx

d

2

.
sin2

     7.61.  

x

xtdt
dx

d

1

).0(ln  

 7.62.  

x

x

xdtt
dx

d

1

2 ).0()cos(   7.63. 
b

a

dxx
da

d
.sin 2  

7.64. Агар  0ln,ln

1

2

1 2

2

  tdtttytdttх

t

t

 бўлса, у ҳолда, 
dx

dy
  ни топинг.  

7.65. Агар dzeydz
z

z
х

t

z

t

 

ln

52

,
ln

 бўлса,у ҳолда, 
dx

dy
  ни топинг.  

Қуйидаги лимитларни ҳисобланг. 

7.66. .

cos

lim 0

2

0 x

dxx

x

x




    7.67.  .

sin

lim

0

sin

0

0





 tgx

x

x

dxx

dxtgx

 

Аниқ интеграл ёрдамида қуйидаги функцияларнинг берилган 

кесмалардаги ўрта қийматини топинг. 



7.68.   .]15;1[,
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8-§. Аниқ интегрални ҳисоблаш 

Ҳар доим, ҳар қандай интегралланувчи функциянинг аниқ интегралини, 

интеграл йиғиндининг  лимити сифатида қараб, ҳисоблаш осон бўлавермайди, 

яъни интеграл йиғиндини тузиб, унинг лимитини ҳисоблашда анча 

ноқулайликлар ва қийинчиликларга дуч келинади. Шунинг учун, аниқ 

интегрални юқоридаги таъриф бўйича ҳисоблаш усулидан бошқа соддароқ 

усулини топиш зарурияти туғилади. Бу усулларни қуйида келтириб ўтамиз. 

8.1. Ньютон-Лейбниц формуласи.  

Юқорида кўрдикки, агар  xf функция ],[ ba  кесмада узлуксиз бўлса, у ҳолда 

у шу кесмада бошланғич функцияларга эга бўлади. Аниқ интегралнинг 11
0
 -

хоссасига асосан, 

   
x

a

dttfxФ  

Функция,  xf  функциянинг бошланғич функцияларидан биридир. 

)()( xfxF  функциянинг ],[ ba  кесмадаги ихтиёрий бошланғич функцяси 



бўлсин. Маълумки,  хФ  ва  xF  бошланғич функцияларнинг бири, 

иккинчисидан ўзгармас сонга фарқ қилади, яъни  

    bxaСxFdttf
x

a

 , . 

 Бундан, ax   деб олиб,  

   aFССaF  ,0  

эканлигини топамиз, яъни ],[ bax  учун, 

     aFbFdxxf

b

a

     (8.1) 

Ньютон – Лейбниц формуласига эга бўламиз. Одатда, (8.1) формула, интеграл 

ҳисобнинг асосий формуласи, деб ҳам юритилади. 

 8.1-эслатма. Одатдагидек, 

       aFbFxFxF bx
ax

b
a  

  

белгилашни олсак, у ҳолда, (8.1) Ньютон – Лейбниц  формуласини, 

    b
a

b

a

xFdxxf   

кўринишда ҳам ёзиш мумкин. 



 8.1– мисол. Ушбу 1,  mdxx
b

a

m   интегрални Ньютон – Лейбниц 

формуласи орқали ҳисобланг. 

 Ечилиши. Маълумки, интеграл остидаги   mxxf   функциянинг 

бошланғич функцияси,  
1

1






m

x
xF

m

 дан иборат. Ньютон – Лейбниц 

формуласига асосан, 

1,
11

111












 m
m

ab

m

x
dxx

mm
b

a

mb

a

m  

бўлади. Хусусий ҳолда, 1m  бўлганда,  

abx
x

dx
b

a

b

a lnlnln   . 

 Шундай қилиб, аниқ интегрални ҳисоблаш масаласи, интеграл остидаги 

интегралланувчи функциянинг бошланғич функциясини топиш масаласига 

келтирилар экан. Лекин, ҳар қандай интегралланувчи функциянинг ҳам 

бошланғич функциясини топиш осон бўлавермайди. Шунинг учун, аниқ 

интегрални ҳисоблашда, бошқа усуллардан ҳам фойдаланишга тўғри келади. 



8.2.Аниқ интегралларда ўзгарувчиларни алмаштириш усули. 

 8.1– теорема.  tgx   функция ],[   кесмада аниқланган узлуксиз 

дифференциалланувчи ва унинг қийматлари тўплами ],[ ba  кесмадан иборат 

бўлиб,     bgag   ,  бўлсин. Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада узлуксиз 

бўлса, у ҳолда, 

     dttgtgfdxxf

b

a

 
'][





 (8.2) 

формула ўринли. 

 Бу формулага, аниқ интегралда  ўзгарувчиларни алмаштириш форму-

ласи дейилади. 

 8.2 – мисол. (8.2) формулани исботланг. 

 Ечилиши.  xf  функция ],[ ba  кесмада узлуксиз бўлгани учун, 

7.5 - натижага асосан,  xf  функция, ],[ ba  кесмада,  хФ  бошланғич функцияга 

эга бўлади. Бу ҳолда,        ttgФtF ],[  мураккаб функция ҳосилага эга: 

         tgtgftgtgtF '''' ][][  . 



 Бундан, Ньютон – Лейбниц формуласига асосан,  

           

        .][

][][ ''

dxxfaФbФgФ

gФFFdttFdttgtgf

b

a


















  

 8.3 – мисол. Ушбу  
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интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. tx cos  алмаштиришни оламиз. Бу алмаштиришнинг 

тўғрилигини кўрсатиш учун,  8.1– теореманинг шартларини текшириб 

кўрамиз:   ttgx cos  функция R  да узлуксиз, янги t ўзгарувчи, ]
2

;
4

[

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ttg   кесмада узлуксиз. Демак,  

8.1– теореманинг ҳамма шартлари бажарилади. 
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 8.4 – мисол. Ушбу  
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интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. tex 1  алмаштиришни бажарамиз: 01 x  бўлганда, 

3ln,2 21  xt   бўлганда, 22 t . Демак, x  ўзгарувчи, ]3ln;0[  кесмада 

ўзгарганда, янги t  ўзгарувчи ]2;2[   кесмада ўзгаради.  1ln 2  tx  функция, 

1 xet  функцияга тескари, ]2;2[  кесмада монотон, узлуксиз ва 
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2
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t

t
xt . 



 Шундай қилиб,  8.1– теореманинг ҳамма шартлари ўринли, шунинг учун, 
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8.3.  Бўлаклаб интеграллаш усули. 

 8.2 – теорема. Агар  xuu   ва  xvv   функциялар, ],[ ba  кесмада 

узлуксиз ва узлуксиз  ҳосилаларга эга бўлиб, уларнинг хосилалари, шу кесмада 

интегралланувчи бўлса, у ҳолда, 
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формула ўринли. 

 8.5 – мисол. Ушбу  
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интегрални ҳисобланг. 

 Ечилиши. Интеграл остидаги функциялар, 8.2– теореманинг барча 

шартларини қаноатлантиришига ишонч ҳосил қилиш қийин эмас. 
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Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб, ечиш: 

> int(x*arctan(x),x=0..sqrt(3)); 

.
2

3

3

2



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 8.6 – мисол. Ушбу  
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интегрални ҳисобланг.  
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Бундан, кетма – кет бўлаклаб интеграллаш натижасида, 
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рекуррент формулани ҳосил қиламиз. 

 8.7 – мисол. Ушбу  
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интегрални ҳисобланг.  
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 Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб,ечиш: 

> int(x*(ln(x))^2,x=1..exp(1)); 

4

1

4

1 2 e  



 8.8 – мисол. Ушбу  
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эканлигини келтириб чиқарамиз, чунки 
   01  xQ m
m . Бундан  (8.5) тенглик-

нинг ўринли эканлиги келиб чиқади. 



Мустақил ечиш учун мисоллар 
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 Қуйидаги интегралларни ҳисобланг. 
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 Қуйидаги интегралларни, ўзгарувчиларни алмаштириш усулидан 
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интеграл остидаги функция учун бошланғич  функция бўлиб, у, 20  x  да 



узилишга эга. 8.30. 
x

arctg
1

 функция, 0x   нуқтада узилишга эга. 

8.31. Интеграл остидаги 
x

1
 функция ва унинг xln   бошланғич функцияси, 

]1;1[  кесмада узилишга эга. 8.32. .6  8.33. 1. 8.34. .0  

8.35  .122
4

3 3    8.36. .6/  8.37. .
7

45
 8.38. .  8.39. .0  8.40. .

3

2 3
 

8.41. .
48

19216 
  8.42 .16  8.43 .0  8.44. .

3ln

8
 8.45. .

12


 8.46. .5,1ln  

8.47. .    8.48.  .7/4
4

1
arctg   8.49.  .5/2ln

6

1
  8.50. .1sin  

8.51. .
4


   8.52. .

2

3

3



  8.53. .

6


   8.54. .3/14  

8.55. .3/2    8.56. .2)3    8.57. .2    8.58. .0  

8.59. .8/1    8.60. .6/1    8.61. .2/1    8.62. .0  

8.63. .0    8.64. .32    8.65. .
4

3
   8.66. .

5

1
 

8.67. ./2     8.68. .3ln
2

1
   8.69. .0   8.70. .ee   



8.71. .
4c


   8.72. .2/3   8.73. .2   8.74. .0 8.75. .2sin

2



 

8.76.
 

.
51

212
ln




  8.77. .

21

1
ln

2



 ee
 8.78. .

72

3
 8.79. .

4


 8.80. .2ln  

8.81. .
12


   8.82.  .122    8.83. .0)8  8.84. .

2


 8.85. Йўқ. 

8.86. Мумкин.  8.87. Йўқ.   8.88. .51 4 e  8.89. .
4

3
4ln   

8.90. .
8

42 
  8.91. .2ln

4

1

8



 8.92. .

18
2ln

3

3 2
  8.93. .

16

15
2ln4   

8.94. .52 1 e   8.95. .
8

1

8

3 4 e  8.96. .12 е    8.97. .
1

2

1
2

  

8.98. .2
2

2ln 


  8.99. .
4

23

24





 8.100. .1

2



  8.101. .

4

17
2ln10   

8.102. .0    8.103. .63    8.104. .
2

3

3

2



  8.105. .

64

2ln

256

15
  

8.106. .
32


   8.107.  .1

5

3
e  8.108. .a  8.109. .

6

1
 8.110. .

270

29
 

8.111. .1    8.112. .Cx   8.113.   .coscos Cxarc   

8.114. 
 

.
2

1][][
][ C

xx
xx 


    8.115. 

  
.

12

1][21][][
][

2

2

C
xxx

x
x




  



8.116.   .cosarccos
1

Cxx 


  8.117.  lxlx 
2

1
. 8.118. .1  

8.119.  .!7ln14     8.120. .
30


   8.121. 

4

2
 . 

8.122.  .!ln n     8.123. .
2


th  

 



III-боб. Аниқ интегралнинг тадбиқлари 

9-§. Аниқ интеграл ёрдамида текис шаклнинг юзини ҳисоблаш 

9.1. Декарт координаталар системасида берилган текис шаклнинг 

юзини ҳисоблаш. 

 Текисликда xOy  Декарт координаталар системаси берилган бўлсин. 

9.1-таъриф. Текисликнинг L  оддий (каррали нуқталарга эга бўлмаган) 

ёпиқ эгри чизиқ билан чегараланган қисми- текис шакл (фигура) дейилади. 

Бунда L - текис шаклнинг чегараси дейилади. 

Ўқларга нисбатан стандарт соҳалар. 

9.2-таъриф. Координаталари, ],[ ba  кесмада узлуксиз  xf1  ва  xf2  

функциялар учун,  xfyxfbxa 21 )(,   муносабатларни 

қаноатлантирадиган  yxM ,  нуқталар тўплами OxD   ўққа нисбатан стандарт 

соҳа дейилади. 

Таърифнинг геометрик маъноси шундан иборатки, D  cоҳа чапдан ва 

ўнгдан, мос равишда, byax  ,   тўғри чизиқлар кесмалари билан ( бу 

 



кесмалар нуқталарга айланиш ҳам мумкин) чегараланган;  xf2  функциянинг 

графиги D  cоҳа нинг юқори чегарасидан,  xf1  функциянинг графиги эса, 

унинг қўйи чегарасидан иборат (9.1-чизма). 

9.3- таъриф. Координаталари, ],[ dc  кесмада узлуксиз  yg1  ва  yg2  

функциялар учун,  ygxygdyc 21 )(,   муносабатларни 

қаноатлантирадиган  yxM ,  нуқталар тўплами OyD 1  ўққа нисбатан 

стандарт соҳа дейилади. 

Таърифнинг геометрик маъноси шундан иборатки, 1D  cоҳа юқоридан  

ва пастдан, мос равишда, dycy  ,   тўғри чизиқлар кесмалари ( бу кесмалар 

нуқталарга айланиш ҳам мумкин) билан,  чапдан ва ўнгдан мос равишда  xg1  

ва  xg2  функцияларнинг графиклари билан чегаралангандир (9.2-чизма). 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

   9.1-чизма.          9.2-чизма. 

 

Ўқларга нисбатан стандарт соҳаларнинг юзаларини ҳисоблаш 

формулалари: 

1.Ox  ўққа нисбатан стандарт      },:,{ 21 xfyxfbxayxD   

cоҳанинг DS  юзи  

    

b

a

D dxxfxfS ][ 12  

формула бўйича ҳисобланади. 

2.Oy  ўққа нисбатан стандарт      },:,{ 211 ygxygdycyxD   

cоҳанинг 
1DS  юзи  



    

d

c

D dyygygS ][ 121
 

формула бўйича ҳисобланади. 

Хусусий ҳолда 

3.  xf  функция ];[ ba  кесмада аниқланган ва узлуксиз бўлиб, ];[ bax  

да   0xf  бўлсин. 

 Юқоридан   xf  функциянинг графиги, ён томонлардан ax   ва bx   

тўғри чизиқлар, пастдан эса Oх  ўқ билан чегараланган шаклнинг (одатда 

бундай шакл, эгри чизиқли трапеция, деб юритилади) юзи, 

 dxxfS

b

a

          (9.1) 

формула бўйича ҳисобланади (9.3 – чизма). 



  

   9.3 – чизма.     9.4 – чизма. 

 4. Агар ];[ ba  кесмада аниқланган, узлуксиз  xf  функция манфий, яъни 

  0xf  бўлса, у ҳолда, асоси ];[ ba  кесмадан иборат бўлиб, қуйидан  xfy   

функциянинг графиги билан чегараланган (9.4 - чизма) трапециянинг  юзи 

манфий бўлади. 

   dxxfdxxfS

b

a

b

a

   

 5. Агар ];[ ba  кесма, чекли сондаги қисм оралиқларга бўлинган бўлиб, 

уларнинг ҳар бирида функциянинг қиймати манфий эмас   0xf  ёки 



мусбат эмас   0xf  бўлса, у ҳолда, (9.1)  интеграл, чекли сондаги, Oх  ўқдан 

юқорида ва ундан пастда жойлашган (юзи манфий), эгри чизиқли соҳалар 

юзларининг йиғиндисига тенг бўлади (9.5 - чизма), яъни  

          .

4

4

3

3

2

1 2

1

  
b

х

x

x

x

x

x

a

x

x

dxхfdxхfdxхfdxхfdxхfS  

          

   9.5 – чизма.        9.6 - чизма 

6.    xgxf ,  функциялар ];[ ba  кесмада аниқланган узлуксиз, 

    0,0  xgxf  ва ];[ baх  учун,    xgxf   бўлсин. У ҳолда, 

    bxaxxgyxfy  ,,,  чизиқлар билан чегараланган соҳанинг юзи, 

    dxxgxfS

b

a

  ][      (9.2) 



формула орқали топилади (9.6 - чизма) 

Тасаввур қилинадиган (ифодаловчи) тўғри тўртбурчаклар. 

 Биз юқорида кўрдикки, аниқ интеграл, Риман йиғиндисининг лимити 

шаклида, қуйидагича ифодаланади:  

        ]...[lim 2211
0

nn

b

a
P

xfxfxfdxxf 


      (9.3) 

Бунда i , ],[ 1 ii xx   оралиқдаги ихтиёрий танланган нуқта,  if   эса,  xf  

функциянинг шу оралиқда тасаввур қилинадиган қийматидир. Агар  xf  

функция мусбат бўлса,   ii xf   кўпайтма, 9.7 – чизмада кўрсатилган тасав-

вур қилинадиган тўғри тўртбурчакнинг юзини беради. 

 

   

  9.7-чизма.      9.8-чизма. 



(9.3) формула бизга, берилган эгри чизиқдан пастда жойлашган юзани, 

тасаввур қилинадиган тўғри тўртбурчаклар юзалари йиғиндиси сифатида, 

тасвирлаш мумкинлигини кўрсатади (9.8-чизма). 

Энди   соҳа, юқоридан  xf  функциянинг графиги, пастдан эса,  xg  

функциянинг графиги билан чегараланган бўлсин  (9.9 - чизма). 

   

     9.9-чизма.     9.10-чизма. 

Унда   соҳанинг юзи,    xgxf   функцияни, ax   дан bx   гача, x  бўйича 

интеграллааш ёрдамида топилади (ҳисобланади), яъни  

    dxxgxfS
b

a

  ][ . 

 Бу ҳолда  Риман йиғиндиси, 



            nnn xgfxgfxgf  ][...][][ 222111   

шаклида бўлади ва тасаввур қилинадиган тўғри тўртбурчакларнинг ўлчамлари 

қуйидагича:    ii gf    - «баландлиги» ва ix  - «асоси» (9.11-чизма) бўлади. 

 Энди y  га нисбатан интеграллаш ёрдамида юзаларни ҳисоблаш 

формуласини келтириб чиқарамиз. 9.11 – чизмада кўрсатилган   соҳанинг 

чегаралари, x  нинг функциялари бўлмасдан, улар y  нинг функцияларидан 

иборат бўлган ҳолни қараймиз. 

        

   9.11-чизма.         9.12-чизма. 

Бу ҳолда тасаввур қилинадиган тўғри тўртбурчакларни горизонтал кўри-



нишда оламиз ва юзани, 

            nnn yGFyGFyGF  ][...][][ 222111   

Риман йиғиндисининг лимити сифатида, тасвирлаймиз (9.12-чизма).  

Демак, берилган соҳанинг юзи, 

    dxyGyF
d

c

  ][  

интеграл орқали ифодаланади. Бу ерда интеграллаш, 

   yGyF   

«горизонтал бўлиниш» ни y  га нисбатан бажаради. 

9.1-мисол. 
2yx   ва 2 yx  чизиқлар билан чегараланган соҳанинг 

юзини: xa) га нисбатан; yb)   га нисбатан интеграллаш ёрдамида 

ҳисобланг. 

Ечилиши. Аввало, берилган чизиқларнинг   )2;4(,1;1   нуқталарда 

кесишишига ишонч ҳосил қилиш мумкин. 

)а  x  бўйича интеграллаш учун, тасаввур қилинадиган тўғри 

тўртбурчакларни вертикал жойлаштирамиз ва тенгламаларни y  га нисбатан 



ечамиз: 2yx   тенгламани y га нисбатан ечиб, xy   бўлишини оламиз, 

бунда xy  - параболанинг юқори ярмидан, xy   эса, параболанинг қуйи 

ярмидан иборат. 2 yx  тўғри чизиқ  тенгламасини , 2 xy  шаклида 

ёзамиз (9.13- чизма). Қаралаётган соҳанинг юқори чегараси, xy   эгри 

чизиқдан иборат. Унинг қуйи чегараси эса, иккита, ҳар хил тенгламалар 

орқали ифодаланади:  0x  дан 1x  гача ўзгарганда, xy  эгри чизиқ, 1x  

дан 4x  гача ўзгарганда эса, 2 xy  тўғри чизиқ.  Шундай қилиб, соҳанинг 

юзи, 

      

   9.13-чизма.     9.14-чизма. 



       

1

0
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1

1
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1

]2[2]2[][ dxxxdxxdxxxdxxxS  
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3

2
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4
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1

0

2  xxxx  

)b  y  бўйича интеграллаш учун, биз тасаввур қилинадиган тўғри 

тўртбурчакларни горизонтал  жойлаштирамиз (9.14-чизма). Бунда, ўнгдан 

чегараловчи тўғри чизиқ  2 yx     ва  чапдан  чегараловчи эгри чизиқ эса, 

2yx  . Модомики, y , 1  дан 2  гача ўзгарар экан, 

.
2

9
]3

3

1
22

2

1
[

2

1

2

1

]22[ 





 yyydyyyS  

9.2– мисол. Ушбу xy 2  тўғри чизиқ  ва 
23 xy   парабола билан 

чегараланган соҳанинг юзини  топинг. 

Ечилиши. Берилган тўғри чизиқ билан параболанинг кесишиш нуқта-

ларини топамиз: 









23

2

xy

xy
, 3,1;032,23 21

22  xxxxxx  . 

Демак, тўғри чизиқ билан парабола  2;1  ва  6;3   нуқталарда 



кесишади. 

 Шундай қилиб, изланаётган соҳанинг юзи (9.15 чизма), 

 
3

32
9

3

5
999

3

52

3

3
3

1

3

]23[

1

3

2 



  









x
x

xdxxxS   (кв. бир).      

  

        9.15 чизма.           9.16- чизма. 

9.3 – мисол. Ушбу   32
xxy   эгри чизиқ ва 1x  тўғри чизиқ билан 

чегараланган соҳанинг юзини топинг. 

 Ечилиши. Равшанки, xy,  нинг ошкормас функцияси  сифатида, 0x  

учун аниқланган. xxxy   эгри чизиқнинг  xxxyxxxy  21 ,  



шахобчаларидан биринчиси  ҳар доим мусбат бўлиб, 0x  да,    xyxy 21
  

тенгсизликни  қаноатлантиради (9.16 - чизма). (9.2) формулага асосан, 

     
5

45
5

4
2][

1

0

1

0

1

0

1

0

21   хdxxxdxxxxxxxdxxyxyS (кв. бир.) 

 Агар  S  соҳа, ушбу         yxxyxdycyxS 21,:,   кўринишда 

бўлса (9.17- чизма),  у ҳолда унинг S  юзи,  қуйидаги , 

    

d

c

dyyxyxS ][ 12     (9.3') 

формула орқали топилади. 

    

      9.17- чизма.     9.18-чизма 



9.4– мисол. Ушбу  0,02,02 2222  aayaxyaxx  эгри чизиқлар 

билан чегараланган соҳанинг  юзини топинг. 

 Ечилиши. Қаралаётган D  соҳа, Oх  ўққа нисбатан стандарт 

бўлмаганлиги учун, уни, Oх  ўққа нисбатан стандарт бўлган учта соҳаларга 

ажратамиз (9.18-чизма) : 

 

}.22,0:),{(

},22,0:),{(

},22;02:,{

22

3

22

2

22

1

axxyaxaaxyxD

axayaxxaxyxD

axayaxaxayxD







 

 D  соҳа Oх  ўққа нисбатан симметрик бўлганлиги учун, унинг S  юзи Oх  

ўққа нисбатан стандарт бўлган    }20;02:,{ 2

1 axayxayxD  ва 2D  

соҳалар юзларининг иккиланганига тенг: 

 

  











]2[2]2[2

]222[2

0

22

2

2

0

2

2

2

0

22

0

2

2

dxaaxdxaxadxaxxdxaxa

dxaxxaxadxaxaS

aa

a

aa

a

a

а  

     
 32ln32

]22ln
2

2
22

2

322
3

2
[2

22

002










aa

axxax
a

axx
ax

aax
a

aaa

a
 



Берилган соҳа Oy  ўққа нисбатан стандарт соҳадан иборат:  

   }
2

,33:,{ 22
22

ayax
a

ay
ayayxD 


  

Бу D соҳанинг симметриклигидан яна фойдалансак, қуйидагига эга бўламиз  

 .32ln32

3

3222ln222322

3

0

22

22

3

0

2
22


























aa

a

y
ayyaayya

a

dya
a

y
aayS

a

 

9.2. Тенгламаси параметрик шаклда берилган эгри чизиқ билан 

чегараланган соҳанинг юзини ҳисоблаш. 

Фараз қилайлик, текисликдаги шаклни ўраб турувчи чизиқ,  

 
 

  







t

tyy

txx
 

параметрик тенгламаси билан берилган бўлсин. 

 1) Агар     tyytxx  ,  функциялар ],[   да узлуксиз, ],[ t  да 



    0,0  tytx  ва  tx  функция узлуксиз манфий бўлмаган  tx '  ҳосилага эга 

бўлса, у ҳолда изланаётган соҳанинг юзи  

   dttxtyS '

 





        (9.4) 

формула бўйича топилади. 

 2)      tyytxx  ,  функциялар ],[   да узлуксиз, ],[ t  да 

    0,0  tytx  ва  ty  функция, узлуксиз, манфий бўлмаган  ty '  ҳосилага 

эга бўлса, у ҳолда, изланаётган соҳанинг юзи, 

   dttytxS '

 





      (9.5) 

формула орқали топилади. 

 9.5 – мисол. Ушбу    
 

 
 20

cos1

,sin









t

tay

ttax
 эгри чизиқ ва Oх  ўқ 

билан чегараланган соҳанинг юзини топинг. 

 Ечилиши. Циклоиданинг бир аркаси, t  нинг, 0  дан 2  гача ўзгариши 

натижасида чизилади, чунки     ,020  yy  t  нинг қолган   қийматларида, 

  00,0  xy  ва   ax  22  . 



 Шундай қилиб, изланаётган соҳанинг юзи, 



a

dxyS

2

0

 

формула орқали топилади. Бунда,      dttadxtayttax cos1,cos1,sin   

эканлигини эътиборга олсак, у ҳолда ( ]2;0[, ax   оралиқда ўзгарганда, ]2;0[, t  

оралиқда ўзгаради),  

      2

2

0

22

2

0

3cos1cos1cos1 adttadttatаS 


  (кв. бир.). 

Демак, изланаётган юза, радиуси a  га тенг бўлган доира юзининг 

учланганига тенг экан (9.19 - чизма). 

  

       9.19 – чизма.     9.20 - чизма 



9.6– мисол. Ушбу 1

3/23/2



















b

y

a

x
 эгри чизиқ билан чегараланган 

соҳанинг юзини топинг. 

  Ечилиши. Равшанки, эгри чизиқ Оx  ва Оy  ўқларга нисбатан  симмет-

рик (9.20 - чизма) бўлади. Шунинг учун, эгри чизиқли OAB  учбурчакнинг 

юзини топиб, уни 4 га кўпайтирсак, изланаётган  соҳанинг юзи топилган 

бўлади. 

 Эгри чизиқнинг тенгламасини, параметрик,  20cos,sin 33  ttbytax  

шаклда тасвирлаймиз. Бунда,   ]
2

;0[.
2

,00


axx 







  оралиққа эгри чизиқ-

нинг 


АВ  ёйи тўғри келади. Эгри чизиқли OABS  учбурчакнинг юзини,  

(9.4) формула орқали, ҳисоблаймиз: 

   
2

0

'



dttxtySOAB .       (*) 

 Бу юзани ҳисоблашни соддалаштириш мақсадида, охирги интегрални 

бўлаклаб интеграллаймиз: 



               dttytxdttytxtxtydttxtySOAB

'
2

0

'
2

0

2

0

2

0

'

 




    (**) 

( * ) билан (**) ни  қўшамиз: 

        
2

0

'' ][
2

1



dttytxtxtySOAB          (***) 

Унда, (***) формулага асосан, 

 
2

0

22
2

0

2424 cossin
2

3
]cossinsin[cos

2

1



dttt
ab

dtttttSOAB  

 
32

3
4cos1

8

3
2sin

8

3 2

0

2

0

2 ab
dtt

ab
dtt

ab 



   

Шундай қилиб, изланаётган  соҳанинг юзи, 

8

3

32

3
44

abab
SS OAB


 . 

 

 

 



9.3. Тенгламаси қутб координаталар системасида берилган эгри 

чизиқ билан чегараланган соҳанинг юзини ҳисоблаш. 

Фараз қилайлик,  rr   функция ];[   оралиқда аниқланган   20  , 

узлуксиз ва ];[   да   0r  бўлсин. У ҳолда,  rr   функциянинг 

графиги ҳамда 


OA  ва 


OB  радиус векторлар билан чегараланган соҳа – эгри 

чизиқли секторни қараймиз (9.21- чизма). 

 

9.21 - чизма 

Қаралаётган секторнинг юзи, 

  




drS  2

2

1
          (9.6) 



формула бўйича ҳисобланади. 

9.7– мисол. Ушбу  0,3sin  aar  , эгри чизиқ  билан чегараланган  

соҳанинг юзини топинг. 

 Ечилиши. Берилган эгри чизиқ, ҳар бири эгри чизиқли сектордан 

иборат бўлган соҳани (9.22-чизма) чегаралайди. Улардан биринчисини, яъни  

   








 


 3sin0,
3

0:;1 arrS  секторни қараймиз, унинг юзи, 

(9.6) формула ёрдамида ҳисобланади: 

.
12

3sin
2

1 3

0

2
22

1  






a
daS  

Шундай қилиб, изланаётган соҳанинг юзи, 
412

3 2
2 a

aS


   (кв. бир.) 



  

  9.22-чизма. φ3asinρ  , 0a .   9.23-чизма. 





33 cossin

cossin3




a
. 

 9.8 –мисол. Ушбу  axyyx 333   эгри  чизиқ билан чегараланган соҳа-

нинг юзини ҳисобланг. 

 Ечилиши. Берилган эгри чизиқнинг қутб координаталар системасида-

ги тенгламаси қуйидагича бўлади:    sincos3cossin 33 a . Бундан,  






33 cossin

sincos3




a
 

 ]
2

;0[


 оралиқнинг ичида, тенгликнинг ўнг томони мусбат, оралиқнинг 

четки нуқталарида, яъни 0  ва 
2


  да 0  бўлади. У ҳолда, 

2
0


   



сегмент ҳалқага акслантирилади (9.23- чизма). Ҳалқанинг юзини, ушбу 


2

0

2

2

1



 dS  

формула бўйича ҳисоблаймиз: 

 









d
a

dS 



2

0

233

222

0

2
2

cossin

sincos

2

9

2

1
. 

 





d


233

22

cossin

sincos
 аниқмас интегралда, tgz   алмаштиришни олиб, унинг 

бошланғич функциясини топамиз: 

   

     
.

cossin3

cos

13

1

1

cos1cossin

sincos

33

3

323

2

223

2

233

22

СС
zz

dzz

d

tg

tg
d








































 

Бундан,  

 
.

2

3
]

3cos3sin3

3cos
[

2

29 2

0

2aa
S 










 



Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги чизиқлар билан чегараланган соҳанинг юзини топинг. 

9.1. .2, 2xyxy     9.2.   .1,32
 xxxy  9.3. ., 22 ayxaxy   

 9.4. .3,76 2  xyxxy  9.5. .0,0,sin  xyxy  

 9.6. .3,12  yxxy   9.7. .01,122  yxxy  

9.8. .,2 322 xyxy    9.9. .0,,,0,
1

 babxaxy
x

y  

 9.10. .,0,0, axyxey x    

Қуйидаги чизиқлар билан чегараланган соҳанинг юзини топинг. 

9.11. .0,cos,
2

 xxyxy


 9.12.
4

0,cos,sin


 xxyxy . 

9.13. .0,2,2  xyy x   9.14.    .100,sin,1
2

 yyyxxy   

9.15. .1
2

2

2

2


b

y

a

x
     9.16. 1,0,,  axayay x . 

9.17. .1,,/1,0,log  aaxaxyxy a  9.18. .0,cos
3

2
,  xxytgxy  

9.19. 42, 22  xxyxy  



9.20-9.26 мисоллардаги чизиқлар орқали берилган соҳани чизинг. 

Сўнгра соҳанинг юзини: xа)  бўйича ; yb) бўйича интеграл сифатида 

тасвирланг 

9.20  .2,2,2  yxyxxyxy  9.21. .
2

1
,2, 323









 yxyxxyxy   

9.22.  .6,6; 2  yxyxxyxy  

9.23.  .83,0,83,  yxyyxxyxy  

9.24. .5,4 2  xyx    9.25. 







 1,9,

2
1,9,2 yxyx

y
xxyyxxy  

9.26. .17, 23/1  xxyxy  

9.27- 9.32  мисолларда берилган чизиқлар билан чегараланган соҳани 

чизинг ва унинг юзини ҳисобланг. 

9.27. .04,44 2  yxyyx   9.28. 22 23, yxyx   

9.29. .0,0 23  yyxyyx  9.30. ].
4

,
4

[,sec,cos 2 
 xxyxy  

9.31. ].,[,2sin,cos  xxyxy  9.32. .]2/,0[,cossin 4  xxxy  

9.33. Берилган    1,3),3,1(,0,0  нуқталардан ўтувчи учбурчакнинг юзини, 

интеграллаш амалини бажариб, ҳисобланг. 



9.34. Учлари,        2,7,1,5,1,1,2,2   нуқталарда ётган трапециянинг 

юзини, интеграллаш амалини бажариб, ҳисобланг. 

9.35.  0,6 2  xxyxy  ва  0 xxy  чизиқлар билан 

чегараланган соҳани чизинг ва унинг юзини ҳисобланг.  

9.36. 2xy   ва 4y  чизиқлар билан чегараланган соҳани чизинг. Бу 

соҳа, cy   чизиқ орқали, иккита, тенг юзали, қисм соҳаларга бўлинган бўлса, 

с  ни топинг.  

Қуйидаги мисолларда, қиймати берилган соҳанинг юзига тенг бўлган, 

интегрални ёзинг. 

9.37 Соҳа, Ox  ўқ, xy 3  тўғри чизиқ ва 422  yx  айлана билан 

чегараланган бўлиб, биринчи чоракда ётади.  

9.38. Соҳа, 422  yx ва     422
22
 yx  айланаларнинг кесишиши 

натижасида ҳосил қилинган. 

9.39. Тўғри тўртбурчакнинг бир учи, координаталар бошида, қарама – 

қарши учи эса, 
nbxy   чизиқнинг ax   бўлган  0,0,0  nba  нуқтасида, 

унинг томонлари эса, координаталар ўқларига параллел. У ҳолда, тўғри 



тўртбурчакнинг nbxy   чизиқдан пастда жойлашган қисми юзининг, тўғри 

тўртбурчакнинг тўла юзига нисбати, фақат n га боғлиқ бўлишини, яъни 

нисбат a  ва b  ларга боғлиқ бўлмаслигини кўрсатинг.  

9.40- 9.49  мисолларда берилган чизиқлар билан чегараланган соҳанинг 

юзини ҳисобланг. 

9.40.  .5,00,cos,156 2  xxyxxy   9.41.  .sin,2sin xyxy   

9.42. .1,0, 2  xxyxarctgy   9.43. .,2 32 xx exyexy   

9.44. .2,4,2 2222 xyyyxxy    9.45. .123,4 22  xyxy  

9.46. .0,2,  xxyxy            9.47. .0,arccos,arcsin  yxyxy  

9.48. .,
2

5
,1, 222 xy

x
yxxyxy    9.49. .

32

9
,

32

9
,1

94

22
22

xyxy
yx

  

9.50.  xy 22   парабола 822  yx   айлана билан чегараланган доиранинг 

юзини қандай нисбатта  бўлади? 

9.51.  222 ayx   айлана,  
4

2
2

22 a
yx   гипербола ёрдамида учта қисмга 

бўлинган. Шу қисмларнинг юзларини топинг. 

9.52. 222  xxy  парабола,   унга )5;3(M  нуқтада ўтказилган уринма ва 

ординаталар ўқи билан чегараланган соҳанинг юзини топинг.  



9.53 342  xxy  парабола ва  унга )0;3(),3;0( 21 MM   нуқталарда 

ўтказилган уринмалар билан чегараланган соҳанинг юзини топинг.  

9.54. 942  xxy  парабола ва   унга абсциссалари 0,3 21  xx  бўлган 

нуқталарда ўтказилган уринмалар билан чегараланган соҳанинг юзини 

топинг.  

Қуйидаги, тенгламаси параметрик шаклда берилган, чизиқлар билан 

чегараланган соҳанинг юзини топинг. 

9.55.       .0,20cos1,sin  yttayttax  9.56. .sin,cos 33 taytax   

9.57. .0,, 322  atatxtatx   9.58. .151,1 23 tyttx   

9.59.  abtbaytbatx  0cos,sin    трохоиданинг бир тармоғи.  

9.60.    ttayttax cos1sin,cos1cos  кардоиданинг ичида ётган 

соҳанинг юзини  топинг.  

9.61. .0,sin,2sin  ataytax      9.62.   .0,cos1,sin
2









 atayttax


 

9.63.     .0,sin2,cos21  attgtaytax   

Қуйидаги, тенгламалари қутб координаталар системасида берилган, 

чизиқлар билан чегараланган соҳанинг юзини топинг. 



9.64. 4cos22 ar    ( лемниската) .  9.65.  cos1ar   (кардоида). 

9.66. ar    (гиперболик спирал)   21221  . 

9.67. 
2

a
r     (Архимед спирали)  21221  .  

 9.68. 0,Re  kr k (логарифмик  спирал)  21221  . 

9.69. .sin2,cos32  aar     9.70. .cos,cos2  r  

9.71. 












24cos1








p
r (парабола). 9.72. .

24cos1




















p
r  

9.73.



33 sincos

sincos


 ar 










2
0


 .  9.74.   .,cos1 arar    

9.75.   .,,cos2122 ararar     

9.76. 2cosar     чизиқ билан чегараланган ва   
2

a
r     доиранинг 

ичида ётган соҳанинг юзини  топинг.  

9.77.  cos1 ar  чизиқ билан чегараланган ва cos3ar   чизиқнинг 

ташқарисида жойлашган соҳанинг юзини  топинг. 
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10-§. Аниқ интеграл ёрдамида чизиқнинг ёйи узунлигини 

ҳисоблаш 

10.1. Декарт координаталар системасида берилган чизиқнинг ёйи 

узунлигини ҳисоблаш. 

Фараз қилайлик, 


АВ  ёй, фазода       ],[,,,  ttzztyytxx , тенгламалар 

системаси орқали аниқланган бўлсин. Бунда,      tztytx ,,  функциялар, ];[   

кесмада узлуксиз дифференциалланувчи функциялардир. Бу ҳолда, 


АВ  

ёйнинг узунлиги , 

         dttztytxl  





2'2'2'     (10.1) 

формула бўйича  ҳисобланади. 



АВ  ёй текисликда берилганда, унинг узунлиги, 

      dttytxl  





2'2'       (10.2) 

формула орқали ҳисобланади.  



Агар эгри чизиқнинг (


АВ -ёйнинг) тенгламаси ошкор, яъни 

  ],[, baxxfy   кўринишда берилса, (  xf узлуксиз 

дифференциалланувчи), унинг ёй узунлиги, 

  dxxfl

b

a

  2' ][1          (10.3) 

формула орқали топилади.  

 10.1 – мисол. Ушбу 90,
5

4 4/5  xxy  эгри чизиқнинг ёй узунлигини 

топинг. 

 Ечилиши. Берилган эгри чизиқнинг ёй узунлигини, (10.3) формуладан 

фойдаланиб, топамиз: 

;
4

5

5

4
4

1

4

1

' xxyx    .11

9

0

2

19

0

2' dxxdxyS x    

Охирги интегралда, tx 1  алмаштиришни бажариб,  

 
15

232
14 2

2

1

2   dtttl  

эканлигини топамиз. 

 10.2- мисол. Ушбу      20,cos1,sin  ttayttax ,  эгри  чизиқнинг 



ёй узунлигини топинг. 

 Ечилиши. Берилган эгри чизиқнинг ёй узунлигини,   (10.2) формула 

орқали топамиз: 

  dt
t

ayxtaytax tttt
2

sin2)()(,sin,cos1 2'2'''  , 

a
t

adt
t

al 8
2

cos4
2

02
sin2

2

0

 


. 

10.3- мисол. Ушбу      00,
2

sin4,cos,sin1 tt
t

azttaytax  , эгри 

чизиқнинг ёй узунлигини топинг. 

Ечилиши. Берилган эгри чизиқнинг ёй узунлигини, (10.1) формула 

орқали топамиз: 

   2'2'2'''' )()()(,
2

cos2,cos1,sin tttttt zyx
t

aztaytax  

  .4)
2

cos2cos1(2)
2

cos2()cos1()sin( 222222 a
t

ta
t

atata   

Демак, .22 0

0

0

atdtal

t

   

 10.4 – мисол. Ушбу  



  

t t

ttdydx
1 1

01,
cos

;
sin








 

тенглама  билан берилган эгри чизиқнинг узунлигини топинг. 

 Ечилиши. Равшанки, 1t  бўлганда, эгри чизиқ координаталар боши-

дан ўтади. 
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Шундай қилиб, изланаётган чизиқнинг узунлиги, (10.2) формулага асосан, 

 
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tt

tt t
t

dt
dtyxS . 

 

 

 

 

 

 



10.2. Қутб координаталар системасида берилган чизиқнинг ёйи 

узунлигини ҳисоблаш. 

Агар 


AB  эгри чизиқ ёйи қутб координаталар системасида    21   rr  

тенглама билан берилган бўлиб,  r  функция  21,    да  узлуксиз ва узлуксиз  

ҳосилага эга бўлса, у ҳолда, эгри чизиқнинг ёй узунлиги, 

      


2

1

2/2


 drrABl        (10.4) 

формула бўйича ҳисобланади. 

 10.5 – мисол. Ушбу   
62

,sin1





  ar  тенглама билан берилган 

чизиқ ёйнинг узунлигини топинг. 

 Ечилиши. Берилган чизиқнинг,  sin1 ar    тенгламасидан,  

 



 

sin12cossinsin21

cossin1)(,cos

22

22222'2'





aa

aarrar
 

эканлигини топамиз. Энди, изланаётган  чизиқ ёйининг узунлиги,  

(10.4) формула ёрдамида топилади:     



adadal 2sin12sin12
6

2

6

2

 




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






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Мустақил ечиш учун мисоллар  

 Қуйидаги берилган чизиқларнинг кўрсатилган кесмалардаги ёй 

узунликларини топинг. 

10.1. .
5

12

4

3
,ln  xxy    10.2. .

3
0,cosln1


 xxy  

10.3. .
9

7
0,sin1 2  xxarcxy  10.4.  .0 0xxey x   

10.5.  .1ln
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1 2 eyyyx    10.6. .
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5
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3
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
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

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
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
 ax
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x
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10.7.    .10,1
3

0  xxx
x

y  10.8.     .3201
3

2 3
 xyx  

10.9.   .52,1ln 2  xxy  

10.10. 
a

x
chay   чизиқнинг,  aA ;0  нуқтадан,  hbB ;  нуқтагача бўлган 

қисми. 



10.11. xy sinln  чизиқнинг, абсциссалари, 
2


 ва 

3


 бўлган нуқталар 

орасидаги қисми. 

10.12. 32 xy   чизиқнинг 
3

4
x  тўғри чизиқ билан кесилган қисми.  

10.13. 1
2

2


x

y  чизиқнинг Ox  ўқ билан кесилган қисми.  

10.14.  32 1 xy  чизиқнинг 4x  тўғри чизиқ билан кесилган қисми. 

10.15. xearcy  sin  чизиқнинг, 0x  дан 1x  гача бўлган қисми.  

Қуйидаги берилган чизиқларнинг кўрсатилган кесмалардаги ёй 

узунликларини топинг. 

10.16.      .20cos1,sin  ttayttax  

10.17.    ,cossin,sincos tttaytttax   .20  t  
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10.20. taytax 55 sin,cos   .20  t   

10.21.      .01, Ttchtaytshtax   
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10.24.  .20,,sin2,cos2  tatztaytax  
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10.27. .
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0,sin),
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ln(cos 0
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 tttay

t
tgtax  

Қуйида берилган чизиқларнинг кўрсатилган кесмалардаги ёй 

узунликларини топинг. 
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r   10.29. .0,2  r  

10.30. ar   Архимед спиралининг радиуси a2 бўлган доиранинг 

ичидаги қисми. 
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11-§. Аниқ интеграл ёрдамида айланма жисмнинг ҳажмини 

ҳисоблаш 

11.1. Декарт координаталар системасида берилган айланма 

жисмнинг ҳажмини ҳисоблаш. 

Фараз қилайлик, бизга бирор T  жисм берилган бўлиб, унинг Oy  ўққа 

параллел бўлган кесимларининг юзаси маълум бўлсин. Бу юза, x  

ўзгарувчининг функцияси бўлади, уни   xSS   орқали белгилаймиз  

(11.1-чизма). 

Агар  xSS    функция  ba;  кесмада  узлуксиз бўлса, T  жисмнинг V  

ҳажми, ушбу 

 
b

a

dxxSV      (11.1) 

формула бўйича ҳисобланади. 



 

11.1-чизма. 

11.1-мисол. Ушбу 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 эллипсоид сирт билан чегараланган 

жисмнинг ҳажмини топинг. 

Ечилиши. Дастлаб берилган тенглама бўйича эллипсоидни ясаймиз. 

Эллипсоидни Oxz  текисликка параллел бўлган,  bby ;  кесмада ўзгарувчи, 

py   текисликлар билан кесамиз. Кесимда эллипс ҳосил бўлади: 

1,01,1
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Бунда эллипснинг ярим ўқлари, 

 ., 22

1

22

1 pb
b

c
cpb

b

a
a   Бу кесимларнинг  юзлари, p га боғлиқ бўлган, 

эллипс билан чегараланган юзага тенг бўлади: 



   22

211 pb
b

ac
bapS 


 . 

 pS  кесимларнинг юзасини  (11.1) формулага келтириб қуйиб, V жисмнинг  

ҳажмини топамиз: 
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Фараз қилайлик,  xfy   функция ],[ ba  кесмада аниқланган ва 

узлуксиз бўлиб, ],[ bax  учун   0xf  бўлсин.  Юқоридан  xfy   функция 

графиги, ён томонлардан bxax  ,  вертикал тўғри чизиқлар, пастдан Ox  

ўқдаги ],[ ba  кесма билан чегараланган шаклни Ox  ўқ атрофида  

айланишидан ҳосил бўлган айланма T   жисмнинг ҳажми (11.2-чизма),  

 dxxfV

b

a

x  2           (11.2) 

формула бўйича топилади. 

Агар  D  эгри чизиқли трапеция, юқоридан  xf , пастдан  xg  узлуксиз  

эгри  чизиқлар билан, ён томонлардан  эса, ax    ва bx   тўғри чизиқлар  



билан чегараланган  бўлса, унинг Ox  ўқ  атрофида  айланишидан ҳосил 

бўлган айланма T   жисмнинг ҳажми (11.3-чизма),  

    dxxgxfV

b

a

x   22       (11.3) 

формула бўйича топилади. 

      

      11.2- чизма.     11.3- чизма. 

 xyy    функция, ],[   кесмада    tyytxx  ,  параметрик 

тенгламалари  билан берилган бўлсин. Бу функциялар ],[   да узлуксиз, 

],[ t  кесмада   0ty  ва  tx  функция, узлуксиз, манфий бўлмаган  tx '
 



ҳосилага эга, ҳамда     ybxa  ,  бўлса, у ҳолда, T  айланма   жисмнинг 

ҳажми, 

   dttxtyV '2

 





            (11.4) 

формула бўйича топилади. 

Агар  tx  функция ],[   кесмада камаювчи ва     ybxa  ,  бўлса, у 

ҳолда, юқоридаги шартлар бажарилганда, T  айланма   жисмнинг ҳажми, 

   dttxtyV '2

 





  

формула бўйича топилади. 



     

      11.4- чизма.          11.5- чизма. 

  0хOу ўқ атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган Ф айланма 

жисмнинг ҳажми (11.4-, 11.5- чизма), юқоридаги  (11.2), (11.3), (11.4) 

формулаларга ўхшаш қуйидаги 

 dyygV

d

с

у  2 , 

    dyygyfV

d

c

y   22 , 



   dttytxV '2

 





  

формулалар бўйича топилади. 

11.2-мисол. Қуйидаги, axypxy  ,0,22  чизиқлар билан чегараланган 

шаклни,  0yOx ўқ атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айланма 

жисмнинг ҳажмини топинг.  

Ечилиши. D  соҳа, юқоридан pxy 22   узлуксиз функция билан, ён 

томонлардан, ax    ва 0x  тўғри чизиқлар, пастдан эса,   0yOx   ўқ билан 

чегараланган. Энди, D  эгри чизиқли соҳани  0yOx ўқ атрофида 

айлантиришдан ҳосил бўлган айланма жисмнинг ҳажмини, (11.2) формула 

бўйича ҳисоблаймиз: 
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ppxdxdxyV

aa

x     

11.3-мисол. Қуйидаги,      ,21,cos1,sin  ttayttax 0y  

чизиқлар билан чегараланган шаклни  0yOx  ўқ атрофида айлантиришдан 

ҳосил бўлган айланма жисмнинг ҳажмини топинг.  

Ечилиши. Айланма жисмнинг ҳажмини (11.4) формула бўйича 



топамиз: 
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11.2. Қутб координаталар системасида берилган айланма жисмнинг 

ҳажмини ҳисоблаш. Агар 


АВ эгри чизиқнинг тенгламаси қутб координаталар 

системасида  rr  ,  20  , кўринишда берилган бўлиб, ],[   

кесмада  r  - узлуксиз бўлса, у ҳолда, қутб нури атрофида 

     rrrT  0,:,  айланма секторнинг ҳажми,  

  






drV  sin
3

2 3     (11.5) 

формула бўйича топилади. 

Агар 


АВ  эгри чизиқ тенгламаси қутб координаталар системасида 

 rr  , 
22





 , кўринишда берилган бўлиб, ],[   кесмада  r   

узлуксиз бўлса, у ҳолда, 
2


   қутб нури атрофида 

     rrrT  0,:,   айланма секторнинг ҳажми,  



  






drV  cos
3

2 3  

формула бўйича топилади. 

11.4-мисол. Ушбу  cos1 ar кардиоданинг қутб ўқи атрофида 

айлантиришдан ҳосил бўлган айланма жисмнинг ҳажмини топинг.  

Ечилиши.  cos1 ar кардиоданинг қутб ўқи атрофида 

айлантиришдан ҳосил бўлган айланма жисмнинг ҳажмини, (11.5) формулага 

кўра,  топамиз: 
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













 
 

Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги чизиқлар билан чегараланган фигураларни кўрсатилган ўқ 

атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айланма жисмларнинг хажмларини 

топинг. 

11.1. :0,sin  xxy  Oxa)  ўқ атрофида. Oyb)  ўқ атрофида.  



11.2. :0,2 2  yxxy Oxa)  ўқ атрофида. Oyb)  ўқ атрофида.  

11.3. :0,
2

0,2sin  yxxy


 Ox  ўқ атрофида.  

11.4. ax
a

x
by 








 0,3

2

Ox ўқ атрофида.  

11.5. 0,4,1,4  yxxxy Ox  ўқ атрофида.  

11.6. axyexy x   ,0, Ox  ўқ атрофида.  

11.7.
a

x
chay  Ox  ўқ   ва ax   тўғри чизиқ атрофида.  

11.8. :1,0,arcsin  xyxy Oxa)  ўқ атрофида. Oyb)  ўқ атрофида.  

11.9. xyxy  ,42 Ox  ўқ атрофида.  

Қуйидаги чизиқлар билан чегараланган фигураларни кўрсатилган ўқ 

атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айланма жисмларнинг хажмларини 

топинг. 

11.10.    baabyx  0222 , Ox  ўқ атрофида.  

11.11. babxaxykxy  0,,,0,2 , Oy  ўқ атрофида.  

11.12.   baybxapy  0,0,2
22 , Oy  ўқ атрофида.  



11.13. mxa
b

y

a

x
 ,1

2

2

2

2

, Ox  ўқ  атрофида.  

11.14. ba
b

y

a

x
 ,1

2

2

2

2

, Ox ўқ  атрофида.  

11.15. axypxy  ,0,22 , Ox  ўқ  атрофида. 

11.16.     axaxaxaxy 30,342  , Ox  ўқ  атрофида.  

11.17.   0,4
32  xxy , Oy  ўқ  атрофида.  

11.18.   :2,2 22
apyaxpy  Oxa)  ўқ  атрофида. Oyb)  ўқ  атрофида.  

Қуйидаги чизиқлар билан чегараланган фигураларни кўрсатилган ўқ 

атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айланма жисмларнинг хажмларини 

топинг. 

11.19.      :20cos1,sin  ttayttax  Oya)  ўқ атрофида;      ayb 2)   

тўғри чизиқ атрофида. 

11.20   :20cos,sin 33  ttbytax  Oxa)  ўқ атрофида; Oyb)  ўқ атрофида.   

11.21. :4,2 32 ttyttx   Oxa)  ўқ атрофида; Oyb)  ўқ  атрофида.  

Қуйидаги чизиқлар билан чегараланган фигураларни кўрсатилган ўқ 

атрофида айлантиришдан ҳосил бўлган айланма жисмларнинг хажмларини 

топинг. 



11.22. 2sinar  ,  қутб ўқи атрофида. 

11.23. sinar  , қутб ўқи атрофида.  

11.24.   20,0  aar   (Архимед спирали), қутб ўқи атрофида.  

11.26. 2sin2ara  , қутб ўқи атрофида.  

11.27.   0,0 ar , қутб ўқи атрофида.  

11.28. 2cos0 ar   , қутб ўқи атрофида.  

11.29. 
6

,3cos0 3


  ar  , қутб ўқи атрофида.  

11.30. 
3

0,
cos

sin
20

2 





 ar  , қутб ўқи атрофида. 

11.31. 
2

,sin


  ara  нур атрофида.  

11.32. 
2

,
6

,3cos3





  ara  нур атрофида.  

11.33. 
3

,
3

,
cos

2cos
0










 ar  нур атрофида.  

Қуйидаги сиртлар билан чегараланган жисмнинг ҳажмини топинг: 

11.34. .0,,1
2

2

2

2

 HHz
b

y

a

x
 11.35. .0,0,,1

2

2

2

2

 zzx
a

c
z

b

y

a

x
 



11.36. .,1
2

2

2

2

2

2

cz
c

z

b

y

y

x
   11.37. .,1

2

2

2

2

2

2

Hcz
c

z

b

y

a

x
   

11.38. .0,0,0,12  zyxzyx  11.39. .0,0,0,1
2

2




 zyx
a

zx

a

y
  

11.40. .2222 azxyzxyzyx   11.41. ., 222222 azyazx   

11.42.  .0,0,0,1
2

2

2

2

 z
c

z

b

y

c

z

b

y

c

z

a

x
 

Қуйидаги эгри чизиқлар билан чегараланган фигурани Ox  ўқ атрофида 

айлантиришидан ҳосил бўлган жисмнинг ҳажмини топинг. 

11.43. .2244 xayx      11.44. 244 2axyyx    

11.45.   .42322 xayx      11.46.    .222222 yxayx    

Қуйидаги эгри чизиқлар билан чегараланган фигурани Oy  ўқ атрофида 

айлантиришидан ҳосил бўлган жисмнинг ҳажмини топинг. 

11.47. .344 ayyx      11.48. .2 244 axyyx    

11.49.     .
2222322 yxayx    11.50.     .

2222322 yxayx   

 

  



Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 

11.1. .2).5,0) 22  ba  11.2. .
3

8
).

15

16
)  ba  11.3. .25,0 2  11.4. .

7

3 2ba  

11.5. .12  11.7.  ].211[25,0 2 ae a     11.8.  .425,0 223  eea  

11.9.   .25,0).825,0) 22  ba    11.10. .
15

128
  11.11. .2 22 ba  

11.12.  .2 2 abk   11.13. .
3

4 3ba
p
  11.14.    .2

3

1 22

2
amamb

a
  

11.15. .
3

4 2ba   11.16. 2ap . 11.17.  .2ln16155,0 3 a    11.18. .5,58   

11.19. .
3

4
).

15

32
) 33 pbpa    11.20. .7).6) 3233 abaa   

11.21. .
105

32
).

105

32
) 22 babbaa   11.22. .

105

64
).

35

64
)  ba  11.23. .

105

64 3a  

11.24.  .
4

32a
 11.25.   .6

3

2 324 a   11.26. .
3

2
  11.27.   .3/62 324 a   

11.28. .21/4 3a  11.29. .24/3a  11.30.   4/2ln64513 a .  11.31. .
15

4 3a
 



11.32. .
4

3 3a
 11.33.   .3/833 a  11.34. .2 abH  11.35. .

3

2
abc  

11.36. .
3

8 abc
 11.37.  .3

3

2

2
cHH

c

ab



 11.38. .

15

4
  11.39. .

15

4 3a
 

11.40. .
3

24 3a
 11.41. .

3

16 3a
   11.42. .

3

4abc
 11.43. .

3

2 3a
 

11.44. .
3

2 3a
 11.45. .

21

4 3a
 11.46.   .

3

2
12ln

22

3
















a
 11.47. .

16

32a
 

11.48. .
3

4 3a
 11.49. .

15

8 3a
  11.50.   .105/92164 3 a  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



12-§. Аниқ интеграл ёрдамида айланма жисм  сиртининг 

юзини ҳисоблаш 

12.1. Декарт координаталар системасида берилган айланма сирт 

юзини ҳисоблаш. 

 xfy   функция  ];[ ba  кесмада аниқланган узлуксиз ва узлуксиз  xf '  

ҳосилага эга бўлиб, ];[ bax  учун,   0xf  бўлсин. Бу функция графигининг 

  afaA ;  ва   bfbB ;  нуқталар орасидаги 


АВ  ёйини Oх  ўқ атрофида 

айлантириш натижасида ҳосил бўлган сиртнинг  юзи,  

  dxxfxfQ

b

a

х   2))('(12       (12.1) 

формула орқали ҳисобланади. 

 Агар 


АВ  эгри чизиқ,       ttytx ,, , тенглама билан берилган 

бўлиб,    tt  ,0  функция, t    дан   гача ўзгарганда, a  дан b  гача ўзга-

риб,      ba   ,   бўлса, у ҳолда, (12.1) формулада,  tx   алмаштириш 



натижасида,  

      dttttQx  





 22 )'()'(2     (12.2) 

формулани ҳосил қиламиз, яъни 


АВ  эгри чизиқнинг тенгламаси параметрик 

шаклда берилганда, унинг Oх  ўқ атрофида айланиши натижасида ҳосил 

бўлган сиртнинг юзини топиш формуласини ҳосил қиламиз. 

 12.1 – мисол. Ушбу  0
2 02 xxpxy   чизиқнинг: Оxa)  ўқ Оyb);   ўқ 

атрофида айланиши натижасида ҳосил бўлган сиртнинг юзини топинг.  

Ечилиши. )a  Берилган чизиқнинг Oх  ўқ атрофида айланиши 

натижасида ҳосил бўлган сиртнинг юзи, (12.1) формулага асосан топилади, 

бунда,       .
2

1)(1,
2

,2 2''

x

p
xf

px

p
xfpxxf   

Шундай қилиб, берилган чизиқнинг Oх  ўқ атрофида айланиши 

натижасида ҳосил бўлган сиртнинг юзи: 

   

  ].22[
3

2
])2([

3

2

22)(12

2

0

2

0

33

0

0

2'

0

00

ppxpxppxp
p

dxxppdxxfxfQ

xx

x



 





 



)b  Берилган чизиқнинг Oх  ўққа нисбатан  симметриклигини эътиборга 

олиб, изланаётган  сиртнинг  юзини,  

    dyyxyxQ

px

y

2'

2

0

][14
0

   

формула орқали  топамиз: 

 

   
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p
Q
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pxpx
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



















 







 

 12.2– мисол.  Ушбу      20cos1,sin  ttayttax , чизиқнинг Oх ўқ 

атрофида айланиши натижасида ҳосил бўлган сиртнинг юзини топинг. 

 Ечилиши. Изланаётган  сиртнинг юзи,  (12.2) формула орқали 

ҳисобланади: 



 

  ,
2

sin2cos12sincos1

)()(,sin,cos1

222

2'2'''

dt
t

adttadttata

dtyxdstaytax tttt




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64
sin16

2
sin42

2
sin2cos12

avdva

dt
t
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ataQ
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

 
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



 
 

12.2. Қутб  координаталар системасида берилган айланма 

сиртнинг юзини ҳисоблаш. 

Агар 


АВ  эгри чизиқнинг тенгламаси, қутб координаталар системасида, 

 rr  ,   , кўринишда берилган бўлиб,  r  - ],[   кесмада  узлуксиз, 

узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у ҳолда, (12.2) формула, 

      




drrrQ   22 )'()(sin2     (12.3) 

кўринишда бўлади. 

12.3 – мисол. Ушбу  2cos22 ar   чизиқнинг: )а  қутб ўқи; )b  
2


   ўқ 



атрофида  айланиши натижасида ҳосил бўлган сиртларнинг юзларини топинг. 

 Ечилиши. )а  Маълумки, 2cosar   - Бернулли лемнискатаси бўлиб, 

координаталар  ўқларига нисбатан симметрик жойлашган, координаталар 

боши - қутб билан, мусбат ярим ўқ - қутб ўқи билан мос тушади. Шунинг 

учун, изланаётган  сиртнинг юзи, (12.3) формулага асосан топилади: 

     

 .222sin4,
2cos

)(,
2cos

2sin

,sin2cossin,)'(sin4
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rr
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ardrrrQ
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)b  Худди, юқоридаги )а  банддагидек, 

.22cos4 2
4

0

2

2

adaQ 






 


 

)b  Бу ҳолда, 
4


   нурни, ,1r  системадаги қутб ўқи, деб қабул қила-

миз,  у ҳолда,      .
4

,1


  rr  Шундай қилиб, изланаётган  сиртнинг юзи: 

21 QQQ   бўлиб, 1Q  ва 2Q  ,мос равишда,  



      ,)(sin4
4

2
0

2'

1

2

111 ' 






drrrQ 





    ( * ) 

      





drrrQ 2'

1

2

1

0

4

12 )(sin4  




 

формулалар орқали топилади( ,1r системасида,  , 
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   дан 0 гача 

ўзгарганда, sin  функция манфий қийматлар қабул қилади). (*) формула-
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Мустақил ечиш учун мисоллар 

 Қуйидаги чизиқларни кўрсатилган ўқ атрофида айлантиришда ҳосил 

бўлган айланма сиртларининг  юзларини  ҳисобланг. 

12.1. 
2

2x
y   параболанинг 5,1y  тўғри чизиқ билан  кесилган қисмини, 

2x  ўқ атрофида.  

 12.2. xy  42  параболанинг 2x  тўғри чизиқ билан кесилган 

қисмини Ox  ўқ атрофида.  

12.3. 
a

x
y

2
cos


  чизиқнинг, ax 1  дан ax 2 гача бўлган қисмининг Ox  

ўқ атрофида.  

 12.4. 1243 22  yx эллипснинг Oy  ўқ  атрофида.   

 12.5. Oxxtgxy ,
4

0 










 ўқ  атрофида.  

 12.6.   Oxaxey x ,0   ўқ  атрофида.  

 12.7.   Oxaxxaay ,02 22   ўқ  атрофида.  

12.8.   Oyeyyyx ,1ln
2

1

4

1 2   ўқ  атрофида.  



 12.9.   Oyyyyx ,
3

5

4

5
ln 2









  ўқ  атрофида.  

 12.10.   Oyyyxy ,21ln242   ўқ  атрофида.  

 12.11.   Oybx
a

x
chay ,,   ўқ атрофида.. 

 12.12.   Oxax
x

y ,1
1

 ўқ  атрофида.  

Қуйидаги чизиқларни кўрсатилган ўқ атрофида айлантиришда ҳосил 

бўлган сиртларнинг  юзларини ҳисобланг. 

12.13. ,
2

0),3sinsin3(),3coscos3(


 tttayttax   Oxa)  ўқ  атрофида;  

Oyb)  ўқ  атрофида.  

12.14. Oxtteytex tt ,
2

0,cos,sin


  ўқ  атрофида . 

12.215.      ,20cos1,sin  ttayttax Oxa)  ўқ  атрофида;  Oyb)  ўқ  

атрофида; ayc 2)   тўғри чизиқ атрофида.  

12.16. xytaytax  ,sin,cos 33   тўғри чизиқ атрофида.  

12.17. ,22,
2

4,
3

23

 t
t

y
t

x  Ox  ўқ  атрофида.  



12.18. tytx 2sin,cos32  Ox  ўқ  атрофида.  

12.19.   )3(
3

,1 22 t
at

ytax  Ox  ўқ  атрофида.  

12.20. 
 

1
,

1 2

3

2 







t

tta
y

t

a
x Ox ўқ  атрофида.  

12.21.    ,cossin,sincos tttaytttax    t0 Ox ўқ  атрофида.  

 Қуйидаги чизиқларни кўрсатилган ўқ атрофида айлантиришда ҳосил 

бўлган сиртларнинг  юзларини  ҳисобланг. 

12.22. 
4

0,sin2


  ar , қутб ўқи  атрофида.  

12.23. 
4

0,2cos


 r , қутб ўқи  атрофида.  

12.24. 
3

2
0,2sin22 

  ar , қутб ўқи  атрофида.  

12.25. 
2

0,
2

sec2 



 ar , қутб ўқи  атрофида.   

12.26. ,2cos2 22 ar   )a қутб ўқи  атрофида;
2

)


 b  нур атрофида; 

4
)


 c  нур атрофида. 



12.27. 2cosar   (лемниската),  xy   тўғри чизиқ атрофида.  

Қуйидаги цилиндрик чизиқларни кўрсатилган ўқ атрофида айланти-

ришда ҳосил бўлган сиртларнинг  юзларини ҳисобланг. 

12.28 ba
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x
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 12.30. hyh
b

y

a

x
 ,1

2

2

2

2
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12.31. amxa
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x
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12.32. ,0,22 axpxy  Ox  ўқ  атрофида.  

12.33. ,0,23 aypxy  Ox  ўқ  атрофида. 

Қуйидаги цилиндрик сиртларнинг белгиланган қисмидаги сиртлари 

юзларини ҳисобланг. 
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13-§. Аниқ интегралнинг механика масалаларига тадбиғи 

13.1 Силлиқ эгри чизиқнинг статик моменти ва оғирлик маркази.  

Бирор m - массага эга бўлган моддий нуқтанинг бирор p  ўққа нисбатан 

статик моменти деб, унинг m массаси  билан ундан p  ўққача бўлган d  

масофанинг кўпайтмасига,  яъни  mdМ p   сонга айтилади. Текисликда ётган 

массалалари мос равишда ,,...,, 21 nmmm  p   ўқга нисбатан масофалари 

nddd ,....,, 21  бўлган n та моддий нуқталар системасининг статик моменти, 





n

i

iip dmМ
1

 

бўлади,  бунда ўқнинг бир томонида ётган  нуқталарнинг масофалари мусбат 

ишора билан, иккинчи томонида ётганларининг масофалари эса, манфий 

ишора билан олинади. 

 Агар масса, айрим олинган нуқталарда тарқалмасдан, бирор силлиқ 

чизиқ ёки текис фигура бўйлаб текис тарқалган бўлса, у ҳолда, статик 

моментдаги йиғинди ўрнига интеграл олинади. 



 Фараз қилайлик,  Oxy  текисликда m  

массали  бирор )(AB силлиқ эгри чизиқ берилган 

бўлиб,  унинг узунлиги l  бўлсин.  

)(AB  силлиқ эгри чизиқнинг ҳар бир 

нуқтасидаги чизиқли зичлик  s   - s   

     13.1-чизма.  ўзгарувчининг узлуксиз функцияси бўлсин 

(13.1- чизма). У ҳолда, )(AB силлиқ эгри чизиқнинг массаси қуйидаги 

формула бўйича топилади: 

 
l

dssm
0

 , 

бунда    22
dydxdl  - ёй дифференциали, l  эса, берилган чизиқнинг 

узунлиги. 

 Эслатма. Агар )(AB  силлиқ эгри чизиқни биржинсли деб фараз қилсак, 

у ҳолда,  унинг   чизиқли зичлиги  (бир бирлик узунликдаги масса, унинг 

узунлиги билан ўлчанади), ўзгармас, деб қараймиз. Соддалик учун, 1  деб  

оламиз. 

 )(AB чизиқнинг элементар ds  бўлагини ажратамиз. Юқоридаги 



фаразимиз бўйича, ds  элементар бўлакдаги масса, m  сон орқали  

ифодаланади. Чизиқнинг элементар ds  ёйини, тақрибий моддий нуқта, деб 

қабул қилсак, у ҳолда, унинг Oх  ўққа нисбатан элементар статик моменти, 

ydsdМ x   

бўлади. Эркли ўзгарувчи сифатида, A   нуқтадан бошлаб ҳисобланадиган, ds  

ёйни олиб, элементар статик моментларни йиғсак, натижада 

   
l

x dsssyМ
0

   

бўлади.  Худди шундай, Oу  ўққа нисбатан статик момент,  

   
l

y dsssxМ
0

  

бўлади. 

 m  массали, чизиқли зичлиги  s   бўлган )(AB  эгри чизиқнинг 

 MM yxM ;  оғирлик маркази  координаталари эса,  ушбу 

   
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формулалар ёрдамида хисобланади.  

m  массали, чизиқли зичлиги  s   бўлган )(AB  эгри чизиқнинг Oх  ва 

Oу  ўқларга нисбатан инерция моментлари,  

    ,
0

2


l

x dsssyI     
l

y dsssxI
0

2   

формулалар ёрдамида ҳисобланади.  

Хусусий ҳолда, биржинсли (   1s ) бўлган )(AB  эгри чизиқнинг m  

массаси, Oх  ва Oу  ўқларга нисбатан, yx MM , статик ва  yx II , инерция 

моментлари,   ҳамда  MM yxM ;   оғирлик марказининг координаталари, мос 

равишда,  

,
0

 

l

ldsm     
l

x dssyМ
0

,  
l

y dssxМ
0

 

  ,
0

2


l

x dssyI  
l

y dssxI
0

2        (13.1) 

l

M
y

l

M
x x

M

y

M  ,  

формулалар ёрдамида хисобланади.  

 Теорема (Гульдиннинг биринчи теоремаси).  AB  эгри чизиқни, уни 



кесиб ўтмайдиган, ўқ атрофида айлантириш натижасида ҳосил бўлган 

айланиш сиртининг юзи, унинг оғирлик маркази чизган айлана узунлигининг 

шу эгри чизиқнинг l  ёй узунлигига кўпайтмасига тенг: 

dlyly

l

M 
0

22       (13.2) 

13.1– мисол. Ушбу 1
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x
 эллипс юқори қисмининг Ox  ўққа 

нисбатан статик моментини топинг. 

 Ечилиши. Эллипс юқори қисмининг Ox  ўққа нисбатан статик моменти  
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  эллипснинг эксцентриситети. 

 Шундай қилиб,  
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 13.2 – мисол. Ушбу       20cos1,sin  ttayttax  , эгри чизиқнинг 

оғирлик марказини топинг. 

 Ечилиш. Берилган биржинсли эгри чизиқ, ax   тўғри чизиққа 

нисбатан симметрик бўлгани учун, унинг оғирлик маркази шу тўғри чизиқда 

ётади, яъни axM  .  10.2 - ва 12.2 - мисолларни эътиборга олган ҳолда, 

Гульдиннинг  биринчи теоремасига асосан, яъни (13.2) формуладан,   

aaayM
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4
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64
82 2    

эканлигини оламиз. Демак,  циклоиданинг оғирлик маркази, 
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




aaM

3

4
; . 

13.2. Tекис фигуранинг статик моментлари ва оғирлик маркази. 

Текис фигура, юқоридан  xfy 2 , пастдан  xgy 
1

 функциялар, ён 

томонларидан эса, ax   ва bx   вертикал чизиқлар билан чегараланган 

бўлсин. m  массали текис фигуранинг ҳар бир нуқтасида чизиқли зичлиги 



 x   x  ўзгарувчининг узлуксиз функцияси бўлсин (13.2-чизма). 

 

13.2-чизма. 

Текис фигуранинг m  массаси, Oх  ва уO  ўқларга нисбатан, yx MM ,  

статик ва  yx II ,  инерция моментлари, ҳамда  MM yxM ; оғирлик марказининг  

координаталари, мос равишда, қуйидаги, 

       , 
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dxxxgxfm   
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формулалар ёрдамида хисобланади.  

13.1-эслатма. Текис фигура бўйлаб масса текис тарқалган,  яъни унинг 

сирт зичлиги   ўзгармас бўлсин. Умумийликни бузмасдан, 1  деб оламиз. 

У ҳолда, текис фигуранинг m  массаси, Oх  ва Oу  ўқларга нисбатан yx MM ,  

статик ва  yx II ,  инерция моментлари,   ҳамда  MM yxM ;  оғирлик марказининг  

координаталари, мос равишда,  
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M  ,  

формулалар ёрдамида хисобланади, бу ерда    
b

a

dxxyS текис  фигуранинг 



юзи.  

Оғирлик марказининг ординатаси формуласидан, dxySy

b

a

M  22   

муносабатни ҳосил қиламиз. Бу формуланинг ўнг томони, ABCD  фигурани Ox  

ўқ атрофида айлантириш натижасида ҳосил бўлган жисмнинг ҳажмини 

ифодалайди, чап томони эса, оғирлик маркази ва у чизган айлана узунлигини, 

фигуранинг юзига кўпайтмасига тенг бўлар экан. Шундай қилиб, қуйидаги 

Гульдиннинг иккинчи теоремасига келамиз. 

 Теорема (Гульдиннинг иккинчи теоремаси ). Текис фигурани, уни 

кесмайдиган ўқ атрофида айлантириш натижасида ҳосил бўлган жисмнинг 

ҳажми, унинг оғирлик маркази чизган айлана узунлигини  текис фигуранинг 

юзига кўпайтмасига тенг, яъни  SV  2 . 

Қутб координаталар системасида сектор,         ,0 rr , 

тенгсизликлар орқали берилган бўлсин, бунда  20  ,  r  функция 

],[   кесмада узлуксиз. Масса секторда текис тарқалган бўлсин, яъни  унинг 

  зичлиги  ўзгармас бўлсин. Бу ерда ҳам, умумийликни бузмаслик учун, 1  

деб оламиз. У ҳолда,  Ox ва Oу  ўқларга нисбатан статик моментлар ва оғирлик 



марказининг координаталари,  қуйидаги 
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формулалар орқали топилади,  бунда  S  - секторнинг  юзи, яъни 
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 13.3 – мисол. Ушбу  0,0,0,0,1  bayx
b

y
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x
 чизиқлар билан 

чегараланган текис фигуранинг Ox  ва Oу  ўқларга нисбатан статик 

моментлари ва оғирлик марказининг координаталарини топинг.  

 Ечилиши. (13.3) формулаларга асосан, 
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 13.4 – мисол. Ушбу  0,
2

,cos,sin  yttbytax


  чизиқлар билан  

чегараланган соҳанинг Ox ва Oy  ўқларга нисбатан статик моментлари ва 

оғирлик марказининг координаталарини топинг. 

 Ечилиши. (13.3) формулаларга асосан, 
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 13.5– мисол. Гульдиннинг иккинчи теоремасидан фойдаланиб, 

  baabyx  ,222 ,  доиранинг Oх ўқ атрофида айланиши натижасида ҳосил 

бўлган торнинг ҳажмини  топинг. 

 Ечилиши. Маълумки, берилган доиранинг юзи 2aS  , доиранинг 

оғирлик маркази, унинг марказида бўлади. Демак, доиранинг Oх ўқ атрофида 

айланиши натижасида, унинг оғирлик маркази чизган айлананинг узунлиги, 

b2  га тенг. У ҳолда, Гульдиннинг иккинчи теоремасига асосан, изланаётган  

ҳажм,   

babaV 222 22   . 

13.6 – мисол. Ушбу      20cos1,sin  ttayttax  циклоида 

тармоғи билан чегараланган соҳа оғирлик марказининг координаталарини 

топинг. 

 Ечилиши. Юқоридаги 9.5 - ва 11.3 – мисоллар, ҳамда Гульдиннинг 

иккинчи теоремасига  асосан,  
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,532;52 23223   , 

соҳанинг симметриклигидан, .axM  . 

 Шундай қилиб,  
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Мустақил ечиш учун мисоллар 

 Қуйида берилган чизиқларнинг xM  ва yM  статик  моментларини 

топинг. 

 13.1. .0,0,1  yx
b

y

a

х
  13.2. .0,422  yyx   

 13.3. .10,  xchxy     13.4. .,0,1
2

2

2

2

bay
b

y
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x
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 13.5. Биринчи чоракда жойлашган 3

2

2

3

3

2

ayx   астроида ёйининг  

координаталар  ўқларига нисбатан статик моментларини топинг. 

 13.6. xy cos , ,
22











x косинусоиданинг  Oх  ўққа нисбатан статик  

моментини топинг.  

 13.7. xy sin , ,0  x  синусоиданинг Ox  ўққа нисбатан статик  

моментини топинг.  

 13.8. Ушбу 









2
022 p

xpxy  парабола ёйининг 
2

p
x   тўғри чизиққа 

нисбатан статик моментини топинг.   

 Тенгламалари параметрик шаклда берилган қуйидаги чизиқнинг xM  ва  

yM  статик  моментларини топинг. 

 13.9. battbytax  ,
2

0,cos,sin


  1 .  

 13.10.   1
2

0,cos,sin 33  


ttaytax  .   

 Қутб координаталар системасида берилган чизиқнинг xM  ва yM   статик  

моментларини топинг. 



 13.11.   .1
2

0,cos2  


ar   13.12.    1,cos1   a .  

 13.13.   .120,  aer   

 Қуйидаги берилган чизиқлар оғирлик марказининг Mх  ва My  коорди-

наталарини топинг. 

 13.14.  .0,422  yyx     13.15. .0,0,3/23/23/2  yxayx  

 13.16.    .,/ bxaxachy     13.17.  .21,ln
2

1

4

1 2  yyyx  

 13.18.      .20,cos1,sin  ttayttax  

 13.19.   .0,cos1   ar   13.20.  .
2

, 
  aer  

 13.21. Радиуси a  га тенг бўлган ярим айлана оғирлик  марказининг 

координаталарини Гульдин теоремаси ёрдамида топинг.  

 Қуйидаги берилган чизиқларнинг, Oх  ўққа нисбатан, xI  инерция 

моментини топинг. 

 13.22 .,22 rxrxry     13.23. .5,00,  xey x  

 13.24.   .0,5,0 // axeeeay axax    

 13.25. .20,sin,cos   RyRx   



 Қуйидаги берилган чизиқнинг, координаталар ўқларига нисбатан, 

xI  ва yI инерция моментларини топинг.  

 13.26. .10,  xchxy    13.27. .
2

0,sin,cos 33 
 ttaytax  

 13.28.     .20,cos1,sin  ttayttax  

 Қуйида берилган чизиқлар билан чегараланган текис шаклларнинг xM  

ва yM статик  моментларини топинг. 

 13.29. .0,0,1  yxух   13.30. .0,
2

,cos  yxxy


 

 13.31. .,2 xyxy     13.32. .0,0,,
1

2 2

2



 xxxy

x
y  

 13.33. .0,
22

,sin,cos  yttbytax


 

 13.34.     .0,20,cos1,sin  yttayttax   

 Қуйидаги мисолларда берилган эгри чизиқлар билан чегараланган 

соҳанинг графигини чизинг ва оғирлик марказини топинг. 

 13.35. .,6 2 xyxxy      13.36. .042,42  yxyx   

 13.37. .2,23 xyxy      13.38. .6,2 22 xxyxxy    



 13.39 .0,01 2  yxx   

13.40. 22xy   ва 23 xy   параболалар билан чегараланган соҳани 

қопловчи юпқа текис пластинканинг оғирлик марказини топинг  

13.41. Биринчи чоракда, Оy  ўқ, 
4

2x
y   парабола ва 4y  тўғри чизиқ 

билан чегараланган «учбурчакли» соҳани қопловчи юпқа текис 

пластинканинг оғирлик марказини топинг.   

 13.42.    tayttax cos1,sin  , циклоиданинг бир арки ва унинг  асоси 

билан чегараланган пластинканинг Ox  ўққа нисбатан статик моментини 

топинг.  

 Қуйидаги мисолларда берилган эгри чизиқлар билан чегараланган 

соҳанинг оғирлик маркази координаталарини топинг. 

 13.43.   .0,01
2

2

2

2

byax
b

y

a

x
  

 13.44. 01642  yx  ва Ox  ўқ билан чегараланган.  

13.45. xy


2
  тўғри чизиқ ва  0sin  xxy . 

 13.46. 44 22  yx  ва 422  yx (биринчи чоракдаги қисми) . 
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14-§. Аниқ интегралларни тақрибий ҳисоблпш 

 Ушбу 

 
b

a

dxxf      (14.1) 

интегрални ҳисоблаш талаб қилинган бўлсин, бунда  xf  функция ],[ ba  

кесмада узлуксиз, деб фараз қилинади.  Биз,  юқорида,  аниқ интегрални 

ҳисоблаш усулларини кўриб ўтдик, лекин баъзи физик, механик масалаларни 

ечишда, интеграл остидаги функциянинг бошланғич функциясини элементар 

функциялар орқали ифодалаб бўлмайдиган интеграллар учрайди. Бундай 

интегралларни тақрибий ҳисоблашга тўғри келади. Интегралларни тақрибий 

ҳисоблаш учун бир нечта формулалар мавжуд бўлиб, биз қуйида уларнинг 

баъзилари билан танишамиз. 

14.1. Тўғри тўртбурчаклар усули. 

],[ ba  кесманинг, ихтиёрий   bxxxaP n  220 ...   регуляр бўлинишини 

қараймиз. ],[ 222 kk xx   кесманинг ўртасидаги нуқтани 12 kx  орқали 



белгилаймиз(14.1-чизма).  Тўғри тўртбурчак усули, (14.1) интегрални, мос 

равишда, баландликлари  ,12 kxf  асослари эса, 
n

ab
xx kk


 222  га тенг бўлган,  

тўғри тўртбурчаклар юзларининг,  

     ]...[ 1231 
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nxfxfxf
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йиғиндисига тақрибий алмаштиришдан иборат, яъни  

        
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nxfxfxf
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dxxf ]...[ 1231 .   (14.2) 

(14.2) формулага, тўғри тўртбурчак формуласи дейилади. Бу формулани, 

«қўшимча» ҳад  ёрдамида, ушбу 

        Rxfxfxf
n

ab
dxxf

b
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n 


  ]....[ 1231     (14.3) 

кўринишда ёзиш мумкин, бунда R  қолдиқ ҳад. 



     

        14.1-чизма.     14.2-чизма. 

 Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада узлуксиз иккинчи тартибли ҳосилага 

эга бўлса, у ҳолда шу кесмада шундай   нуқта топиладики,  (14.3) формула-

даги қолдиқ ҳад учун, 
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тенлик ўринли бўлади 

14.2. Трапециялар усули. (14.1) интегрални ҳисоблаш талаб қилинган 

бўлсин. ],[ ba  кесманинг ихтиёрий   bxxxaP n  ...20  регуляр 

бўлинишини оламиз ва  xfy   функциянинг 



   ,, 1100 xfyxfy   nn xfy .....,  

қийматларини ҳисоблаймиз.  Трапециялар  усули, (14.1) интегрални,  
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йиғиндига, ёки асослари, мос равишда,  1kxf  ва  kxf  ларга, баландликлари 
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ab
xx kk


 1  га тенг бўлган, трапециялар юзларининг йиғиндисига  

(14.2-чизма) тақрибий алмаштиришдан иборат, яъни 
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(14.4)  формулани, қолдиқ ҳад ёрдамида,  
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кўринишда  ёзиш мумкин, бунда trR - қолдиқ ҳад. Агар  xf    функция ],[ ba  

кесмада узлуксиз иккинчи тартибли ҳосилага эга бўлса, у ҳолда, ],[ ba  кесмада 

шундай   нуқта топиладики, trR  учун,  
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тенглик ўринли бўлади. 

14.3. Параболалар усули. 

(14.1) интегрални ҳисоблаш учун, ],[ ba  кесманинг ихтиёрий 

 bxxxaP n  220 ...  регуляр бўлинишини оламиз. ],[ 222 kk xx   

кесманинг ўртасидаги нуқтани 12 kx   орқали белгилаймиз: 
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  Параболалар  усулида берилган (14.1) интеграл,   xf  

функция графигининг, абсциссалари 1222 ,  kk xx  ва kx2    бўлган нуқталардан  

 

14.3-чизма. 
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йиғиндисига тақрибий алмаштирилади, яъни 
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бунда paR - қолдиқ ҳад. 

 Агар  xf  функция ],[ ba  кесмада узлуксиз тўртинчи тартибли ҳосилага 

эга бўлса, у ҳолда ],[ ba  кесмада шундай нуқта топиладики,  

(14.5) формулалардаги ҳад paR -  учун, 
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тенглик ўринли бўлади.  (14.4) формулага, параболалар (Симпсон) формуласи 

дейилади (14.3-чизма). 

 14.1- мисол. Ушбу  

dxx 
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45  

интегрални, интеграллаш оралиғини, 8 та ўзаро тенг  бўлакка бўлиб: 1) 

Ньютон – Лейбниц; 2) тўғри тўртбурчаклар; 3) трапециялар ва 4) параболалар 

формулалари ёрдамида ҳисобланг, сўнгра тақрибий ҳисоблаш формуласида 

қўйилган абсолют ва нисбий хатоларни фоизларда топинг. 

 Ечилиши. 1) Берилган интегрални, Ньютон – Лейбниц формуласига 

асосан, ҳисоблаймиз: 
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 2) Тўғри тўртбурчаклар формуласи бўйича ҳисоблаймиз:   ]9;1[  

кесманинг, }9...1{ 820  xxxP  регуляр бўлинишини қараймиз.  
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3911,3
2

23
)

2

3
()(,

2

3
11  fxfx , 

0620,4
2

33
)

2
5()(,

2
5

33  fxfx , 

6368,4
2

43
)

2
7()(,

2
7

55  fxfx , 

1478,5
2

53
)

2
9()(,

2
9

77  fxfx , 

6124,5
2

63
)

2
11()(,

2
11

99  fxfx

 0415,6
2

73
)

2
13()(,

2
13

1111  fxfx , 

4420,6
2

83
)

2
15()(,

2
15

1313  fxfx , 

8190,6
2

93
)

2
17()(,

2
17

1515  fxfx . 

Ҳар бир кесманинг узунлиги .1
8

19



h  Функциянинг топилган 

қийматларини (14.2) тўғри туртбурчаклар формуласига келтириб қўйиб, 

ҳисоблаймиз: 



1526,42
2

93

2

83

2

73

2

63

2

53

2

43

2

33

2

23

15

632
45

9

1

1   dxxJ . 

Тақрибий ҳисоблашлардаги абсолют хато: 

0193,01526,421333,421526,42
15

632
1  JJ . 

Нисбий хато (фоизларда): %.0458,0
632

1000193,015
%100 







J
  

3) Трапециялар формуласи бўйича ҳисоблаймиз:      

      .9,1 80  xbxa  

 

7)9()(9

0934,37

6332,644)8()(8

2449,639)7()(7

8309,534)6()(6

3851,529)5()(5

8989,424)4()(4

3588,419)3()(3

7416,314)2()(2

,3)1()(1
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Функциянинг топилган қийматларини (14.4) формулага келтириб қўйиб, 



ҳисоблаймиз: 

42,09340924,375)]44393429241914(273[
2

1

15

632
2 J . 

Абсолют хато:  2JJ  = 0399,00934,421333,420934,47
15

632
 . 

Нисбий хато (фоизларда): %0946,0
632

%100*399,0*15
%100 




J
 . 

 4) Параболалар формуласи бўйича ҳисоблаймиз: 

22 x ,   14)2()( 2  fxf , 

34 x ,       19)3()( 4  fxf , 

46 x ,                            24)4()( 6  fxf ,  

 58 x ,                             29)5()( 8  fxf , 

610 x ,                           34)6()( 10  fxf , 

712 x ,    39)7()( 12  fxf , 

814 x  ,                          44)8()( 14  fxf , 

Топилган қийматларни (14.5) формулага келтириб қўйиб, ҳисоблаймиз: 





  
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6
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6
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2
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2
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2
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2
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Абсолют хато:  3JJ 0005,01328,421333,42  .    

Нисбий хато (фоизларда): %.0111,0
632

1000005,015
%100 







J
  

 14.2- мисол.Ушбу  dxx




0

2

2 1  интегралнинг қийматини: 1) трапециялар 

усули  4n ; 2) Симпсон усули  4n , бўйича яқинлашишлар бажариб, 

ҳисобланг. 

 Ечилиши. 1). Трапециялар усулидан  фойдаланиш: 

)a   4],0,2[],[,12  nbaxxf  бўлгани учун, ]0,2[  кесманинг 









 0,
2

1
,1,

2

3
,2P  регуляр бўлинишини қараймиз, ҳамда бўлиниш нуқта-

ларида функциянинг қийматларини ҳисоблаймиз: 



      10,
4

3

2

1
;01;

4

5

2

3
;32 

















 fffff  

Унда  

       
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3
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1
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3
0

4

5
[213

4

1

]
2

1
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

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
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
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fffffdxx

 

Энди  
2

1
,2''  hf   эканлигидан фойдалансак,  

08,0
12

1
2

4

1

12

2
trR  

бўлади. 

 )b Интегрални бевосита ҳисоблаймиз: 

     .67,0
3

2
2

3

8
20

3

8
0

3
1 0

2
0

2

30

2

0

2

2
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2

2 






 
 



 x
x

dxdxxdxx  

 Демак, 08,075,067,0 trR . 

 )c  Тақрибий ҳисоблашдаги абсолют хато ва нисбий хатоларни (фоиз- 

ларда) топамиз: 



 ,
12

1

12

1

12

98

4

3

3

2



  %.125,0%100

8

1
%100

2

12

1
3




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Демак,   %125,0),08,0;
3

2
),08,0;75,0). cbaI . 

2).Симпсон усулидан фойдаланиш. )а  dxx



0

2

2 1 интегралнинг тақрибий 

қийматини, Симпсон усули бўйича ҳисоблаш учун, бизга, функциянинг, 

бўлинишда ҳосил бўлган нуқталардаги қийматларидан ташқари, 

4,3,2,1],,[ 1  ixx ii  қисм  кесмалар,  

]0,
2

1
[],

2

1
,1[],1,

2

3
[],

2

3
,2[   

нинг ўрта нуқталари бўлган,  
4

1
;

4

3
;

4

5
;

4

7
4321    нуқталарда 

функциянинг         
16

15
;

16

7
;

16

9
;

16

33
4321   ffff  қийматлари керак 

бўлади. Унда  
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2
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157933
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3
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1



  

   00
2

1

180

2
4

 c

IV

c RfR  . 

)b  Интегрални бевосита ҳисоблаймиз:  
3

2
1

0

2

2 


dxx . 

 Демак, 0
3

2

3

2
cR . 

)c  Тақрибий ҳисоблашдаги абсолют хато ва нисбий хатоларни (фоиз- 

ларда) топамиз:  %0 .   Демак,   %0),0;
3

2
),0;

3

2
))2 cba . 

Яна  биз ушбу  
b

a

dxxf  интегрални қараймиз, бунда f  функцияни ],[ ba  

да узлуксиз ва чизмада қулай бўлиши учун, уни мусбат функция, деб фараз 

қиламиз. ],[ ba  кесмада регуляр },,...,,,{ 1210 nn xxxxxP   бўлиниш оламиз, у 



берилган кесмани бир хил 
n

ab 
 узунликдаги n  та қисм кесмаларга бўлади: 

.],,[...],[...],[],[ 11110
n

ab
xxxxxxxxxba iiinnii


   

 14.3-чизмадаги  i  соҳа бир неча усуллар билан яқинлаштирилиши мумкин: 

           

       14.4-chizma     14.5-chizma. 

 1. ],[ 1 ii xx   кесманинг чап четки нуқтасида функциянинг қиймати бўйича 

ясалган тўғри туртбурчак орқали, унда бу тўғри тўртбурчакнинг юзи  

(14.4- чизма), 

юза    
n

ab
xfxxf iii


  11  



бўлади. 

 2. ],[ 1 ii xx   кесманинг ўнг четки нуқтасида функциянинг қиймати бўйича 

ясалган тўғри тўртбурчак орқали (14.6-чизма), унда бу тўғри тўртбурчакнинг 

юзи  

юза    
n

ab
xfxxf iii


  

 бўлади. 

          

      14.6-chizma.     14.7-chizma 

3. ],[ 1 ii xx   кесманинг ўрта нуқтасида функциянинг қиймати бўйича 



ясалган тўғри тўртбурчак орқали (14.7- чизма), бу тўғри тўртбурчакнинг юзи 

юза i
ii

i
ii x

xx
fx

xx
f 







 








 
 

22

11  

бўлади. 

 4. Асосларини ],[ 1 ii xx   кесманинг чап ва ўнг четларида функциянинг 

қийматлари ташкил этувчи трапеция орқали, унинг юзи (14.8-чизма)  

юза        
n

ab
xfxfxxfxf iiiii


  ][

2

1
][

2

1
11  

бўлади. 

 5. Параболик соҳа орқали (14.9-чизма),  бунда юқорида тилга олинган 

учта нуқталарга мос келган нуқталардан ўтувчи CBxAxy  2  парабола 

қаралади, унинг юзи  

юза         .
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4[]
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       14.8-chizma.     14.9-chizma 

 

 Равшанки, агар бу учта нуқталар бир тўғри чизиқда ётса, парабола ёйи 

тўғри чизиққа айланади ва параболик соҳа трапецияли соҳа (4-ҳол) га 

келтирилади.  

 Шундай қилиб, i  соҳани биз юқорида кўриб ўтган яқинлаштиришлар 

 
b

a

dxxf  интеграл қийматининг қуйидаги яқинлашишларига олиб келади. 

1) Чап четки нуқта орқали  яқинлашиш: 

     ][ 110 


 nn xfxfxf
n

ab
Z .    (14.6) 



2) Ўнг четки нуқта орқали  яқинлашиш: 

     ][ 21 nn xfxfxf
n

ab
R 


 .   (14.7) 

3) Ўрта  нуқта бўйича  яқинлашиш: 
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4) Трапеция бўйича  яқинлашиш  (трапециялар қоидаси): 

           
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   (14.9) 

5) Парабола бўйича  яқинлашиш  (Симпсон қоидаси): 
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.]
2

...
2

[4

][2[
6

110

1210








 








 











nn

nnn

xx
f

xx
f

xfxfxfxfxf
n

ab
S

  (14.10) 

Бу яқинлашишларнинг дастлабки учтаси, яъни nn RZ ,  ва nM  лар Риман 

йиғиндилари бўлиб, nT  ва nS  лар эса, Риман йиғиндилари сифатида ёзилиши 

мумкин. 



14.3-мисол. Ушбу  dxx 

3

0

34  интегралнинг тақрибий қийматларини, 

6n  деб олиб: )a чап четки нуқта орқали  яқинлашиш; )b ўнг четки нуқта 

бўйича; )c  ўрта нуқта бўйича; )d  трапеция бўйича (трапеция қоидаси); 

)e парабола (Симпсон қоидаси) бўйича  яқинлашишларини топинг. 

Ечилиши. 6n  бўлганда ҳар бир ],[ 1 ii xx   қисм кесманинг узунлиги, 

2

1

6

03
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
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n

ab
 га тенг бўлади. Бўлиниш нуқталари 

3,
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3
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;0 6543210  xxxxxxx  

  34 xxf   функциянинг бу бўлиниш нуқталаридаги қийматларини 

ҳисоблаймиз:     ;716,2
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;236,21;031,2
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],[) 1 ii xxc   қисм кесмаларнинг )6,5,4,3,2,1( i  ўрта нуқталарини 
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Топилган нуқталарда   34 xxf   функциянинг қийматларини 

ҳисоблаймиз (бу ерда ҳам ҳисоблашларни учта ўнликлар хонасигача 

яхлитлаймиз): 
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У ҳолда, (14.8) формуладан 
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)d    (14.9) формуладан, 6n  бўлганда қуйидагини ҳосил қиламиз. 
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)e   (14.10) формулада 6n  бўлганда 
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032,74754,29568,7
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14.5- мисол. dxx
1

4

 интегралнинг қийматини: 1) трапециялар қоидаси 

бўйича; 2) Симпсон қоидаси бўйича яқинлаштиришлар бажариб 

ҳисоблаганда, n  нинг,  абсолют хато берилган 001,0  дан кичик бўлишини 

кафолатлайдиган қийматини топинг. 

Ечилиши. I. Tрапециялар қоидаси бўйича яқинлашиш бажарилганда   

нинг қолдиқ   tpR  бўлишини таъминлайдиган қийматини топамиз. Бунинг 

учун, формулада 
nnn

ab
h

314
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



 ,     2  бўлсин.  Унда   0884,0'' f . 
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бўлиши талаб қилинади. Бу ердан, 



001,0
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2


n
 

тенгсизлик ёки  

199
001,0

199,02 n  

бўлиши, яъни 15;14  nn бўлишини оламиз. 

 Демак, трапециялар қоидаси бўйича яқинлашиш бажарилганда, абсолют 

хато 001,0  дан  кичик бўлишини кафолатлаш учун, ]4,1[  кесмани, камида 

15 та қисм бўлакларга бўлиш лозим бўлади. 

2) Симпсон қоидаси бўйича яқинлашиш бажарилганда, n  нинг, қолдиқ  

001,0 cR  

бўлишини таъминлайдиган қийматини топамиз. 2;
4

3
 h  бўлсин. У ҳолда, 

      0828,02  IVIV ff  . 
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бўлиши талаб қилинади. Бу ердан,  

61681
001,0

681,1
,001,0

68,1 4

4
 nn
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бўлишини оламиз. Демак,  7n . 

Мустақил ечиш учун мисоллар  

 Қуйидаги интегрални берилган қадамда тўрт бурчак формуласи 

ёрдамида тақрибий ҳисобланг. 
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 Қуйидаги интегрални берилган қадамда трапециялар формуласи 

ёрдамида ҳисобланг. 
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1
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 Қуйидаги интегрални берилган қадамда Симпсон формуласи ёрдамида 

тақрибий ҳисобланг. 
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 Қуйидаги интеграл учун берилган қадамда тўрт бурчак формуласи 

ёрдамида абсолют хатони ҳисобланг. 
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 Қуйидаги интеграл учун берилган қадамда трапеция формуласи 

ёрдамида  абсолют хатони ҳисобланг: 
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2 .5,0,ln hxdx  

 Қуйидаги интеграл учун берилган қадамда Симпсон формуласи 

ёрдамида абсолют хатони ҳисобланг 
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 Қуйидаги интегрални тўғри тўрт бурчак формуласи ёрдамида 

ҳисоблаганда, қуйидаги хатонинг берилган   дан ошмаслиги учун h  қадам 

қандай бўлиши керак? 
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 Қуйидаги интегрални трапеция формуласи ёрдамида ҳисоблаганда 

қўйилган хатонинг берилган   дан ошмаслиги учун h  қадам қандай бўлиши 

керак? 
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1

3.10,sin xdx    14.32. 
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5,0

0

4.10,sin xdxarc  

 Қуйидаги интегрални Симпсон формуласи ёрдамида ҳисобланганда, 

қўйилган хатонинг берилган   дан ошмаслиги учун h  қадам қандай бўлиши 

керак. 
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 14.37 -14.41 мисоллардаги талаблар икки қисмдан иборат бўлиб, 

улардан бири трапеция қоидаси, иккинчиси эса, Симпсон қоидасини қўллаб, 

интегрални тақрибий ҳисоблаш сўралади. 

I. Трапеция қоидаси ( усули)дан фойдаланиш: )a интегрални 4n  қадам 

учун яқинлаштиринг  ва  
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муносабатдан фойдаланиб, tpR  учун юқори чегарани топинг; )b  интегрални 

бевосита ҳисобланг ва tpR  ни топинг; )c тақрибий ҳисоблашдаги нисбий 

хатони (% ларда) топинг. 

I I. Симпсон (парабола) қоидаси (усули) дан фойдаланиш. )a интегрални 

4n  қадам учун яқинлаштиринг ва  
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муносабатдан фойдаланиб, cR  учун юқори чегарани топинг; )b  интегрални 

бевосита ҳисобланг ва сR  ни топинг; )c  тақрибий ҳисоблашдаги нисбий 

хатони (% ларда) топинг. 
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Қуйидаги мисолларда жавобларни тўртти ўнликлар хонасигача 



яхлитлаб ёзинг. 

14.42. Ушбу dxx
12

0

2  интегралнинг қиймати: )a  чап четки нуқта бўйича 

12( n деб олиб); )b  ўнг четки нуқта бўйича 12( n деб олиб);  )c  ўрта нуқта 

бўйича 6( n деб олиб);  )d трапециялар қоидаси бўйича ( 12n  деб олиб); 

)e Симпсон қоидаси бўйича ( 6n  деб олиб) яқинлашишлар бажариб, 

ҳисобланг. Натижаларни, интеграллашни бажариб, текширинг (солиштиринг).  

14.43.Ушбу 
1

0

2sin xdx  интегралнинг қийматини:  )a чап чекти нуқта 

бўйича ( 3n  деб олиб); )b ўнг четки нуқта бўйича ( 3n  деб олиб); 

)c трапециялар қоидаси бўйича ( 6n  деб олиб);  )d Симпсон қоидаси бўйича 

( 3n  деб олиб) яқинлашишлар бажариб, ҳисобланг. Натижаларни 

интеграллашни бажариб, текширинг (солиштиринг). 

14.44.Ушбу 


1

0

21 x

dx
 интегралнинг қийматини: )a трапециялар қоидаси 

( 4n  деб олиб); )b Симпсон қоидаси ( 4n  деб олиб) бўйича яқинлашишлар 

бажариб, ҳисобланг  



14.45. Ушбу dxx


1

1

2cos  интегралнинг қийматини: )a ўрта нуқта бўйича 

( 4n  деб олиб); )b трапециялар қоидаси бўйича ( 8n  деб олиб); )c Симпсон 

қоидаси бўйича ( 4n  деб олиб) яқинлашишлар бажариб, ҳисобланг.  

14.46.Ушбу dxe x




2

0

2

 интегралнинг қийматини: )a трапециялар қоидаси 

( 10n  деб олиб); )b Симпсон қоидаси ( 5n  деб олиб) бўйича яқинлашишлар 

бажариб, ҳисобланг.  

Қуйидаги мисолларда, интегралнинг қийматини: )a трапециялар қоидаси 

бўйича; )b Симпсон қоидаси бўйича яқинлаштиришлар бажариб ҳисоблаганда 

n  нинг  абсолют хато берилган  дан кичик бўлишини кафолатлайдиган 

қийматини топинг. 
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0

 



dxx   14.50.  

3

1

.01,0, dxe x . 



14.51. .0001,0,)5

2

0

2

  dxe x   

Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 

14.1. .37,6  14.2. .23,0  14.3. .1,16  14.4. .822,0   14.5. .002,2  14.6. .3296,0  

14.7. .482,3  14.8. .8350,0   14.9. .4859,2   14.10. .5,16   14.11. .8821,0  

14.12. .4024,5  14.13. .16,00  R  14.14. 01059,3 2   R . 

14.15. .053,00  R  14.16. .1006,81012,9 35   R  

14.17. .1028,267,1 3 R   14.18. .1061,195,6 5 R  

14.19. .1029,11077,9 33   R  14.20. .1012,31059,9 33   R  

14.21. 55 1091,0103,1   R . 14.22. .1023,81001,1 45   R   

14.23. .1008,1042,1 6 R   14.24. .1026,31002,1 52   R  

14.25. .20/1   14.26. .
42


  14.27. .50/1   14.28. .8/1)4  

14.29. .1   14.30. .
55

3
  14.31. .13/1   14.32. .18/1 14.33. .

4


  

14.34. .6/1   14.35. .1,0   14.36. .5/1  



14.37. %.0).0;5,1).0;5,1).%0).0;5,1).0;5,1). cbaIIcbaI   

4.38. %0).0;67,2).0;67,2)..%30312,0).08,0;67,2).08,0;275). cbaIIcbaI   

14.39. %.0).0;6).0;6)..%40417,0).25,0;6).5,0;25,6). cbaIIcbaI   

14.40. %.2018,0).009,0;5,0).03125,0;509,0). cbaI  

%.08,0).0004,0;5,0).002604,0;5004,0). cbaII   

14.41 %.23,0).00457,0;2).0066,0;00456,2).%.5052,0).1039,0;2).161,0;8961,1). cbaIIcbaI   

14.42. .576;578;572;650;506 61261212  STMRZ  

14.43. .1614,1;1533,1;1852,1;9122,0;394,1 36366  STMRZ  

14.44. 7854,0;7828,0 44  ST  . 14.45. 8090,1;7915,1;8440,1 484  STM . 

14.46. 8821,0;8818,0 510  ST . 14.47. .2);8)  nbna   

14.48. .10);238)  nbna  14.49. .4);51)  nbna 14.50. .3);37)  nbna  

14.51. .7);78) ba  

 

 

 

 

 



15-§. Аниқ интегралнинг физика масалаларига тадбиқлари 

15.1.Жисмнинг босиб ўтган йўли. 

Жисм тўғри чизиқли ҳаракат қилганда, унинг t  вақт давомида ўзгармас v  

тезликда босиб ўтган йўли s , ушбу 

vts        (15.1) 

формула бўйича аниқланади. 

 Агар жисм текис ҳаракат қилмаса, унинг  v  тезлиги t  вақтга боғлиқ 

равишда ўзгаради, яъни 

 tfv  . 

Бу ҳолда жисмнинг 1tt   дан 2tt   гача бўлган вақт давомида босиб ўтган 

йўлини топиш учун, 12 tt   вақт оралиғини n  та тенг ва жуда кичик t  

бўлакларга бўламиз. Фараз қилайлик, t  вақт оралиқларининг ҳар бирида 

жисмнинг тезлиги ҳар бир қисм вақт оралиғининг охирида, сакрашга эга 

бўлган ҳолда,  ўзгармас бўлиб, қолсин, 12 tt   вақт оралиғи 1t ceк 

оралиқларга бўлинган бўлсин. 



Фаразимизга кўра, вақт оралиғининг биринчи секундида жисм текис 

ҳаракат қилиб, унинг охирида ўз тезлигини ўзгартиради, иккинчи секундда 

эса, олинган тезлик бўйича текис ҳаракат қилади ва иккинчи секунднинг  

охирида янги тезликка эга бўлади ва учинчи секунд давомида текис ҳаракат 

қилади ва ҳ.к. 

 Шунинг учун, жисмнинг t  вақтда босиб ўтган йўли (15.1) формула 

орқали топилади ва тақрибан   ttf   га тенг бўлади, қаралаётган 12 tt   вақт 

оралиғида босиб ўтилган йўл эса, 

 



2

1

t

tt

ttfS  

ифодага тенг бўлади. 

 Энди n   бўлинишлар сонини кўпайтирамиз, у ҳолда t  ҳамда ҳар бир t  

оралиқнинг охирида тезликнинг ўзгаришидаги сакрашлар, борган сари 

кичрайиб боради. 

 Агар n  бўлса,  0t , демак,   .0ttf  Бу шартда жисмнинг 

тезлиги, сакрашларсиз, яъни узлуксиз ўзгаради ва унинг босиб ўтган йўли,   

 





2

1

0
lim

t

tt
t

ttfs  



ифодага  тенг бўлади, бундан, аниқ интегралнинг таърифига кўра,  

      .,lim
2

1

2

1

2

1

0
 





t

tt

t

t

t

t
t

dttfsdttfttfs    (15.2) 

15.1 - мисол. Жисмнинг ҳаракат тезлиги 

  сексмttv /2 2   

тенглама орқали берилган. Жисмнинг ҳаракат бошлангандан сўнг 6 секунд 

вақт давомида ўтган йўлини аниқланг. 

 Ечилиши.   (15.2) формулага асосан, 

    смttdttts 1626
2

1
6

3

22

2

13

3

2
6

0
2 23

6

0

2   . 

15.2. Куч бажаргич иш. 

Фараз қилайлик, жисм ўзгармас F  куч таъсири остида тўғри чизиқ бўйлаб 

ҳаракат қилсин. У ҳолда босиб ўтилган x  йўлда бу F  куч томонидан 

бажарилган P  иш,  

FxP       (15.3) 

формула бўйича топилади, бунда x  метрларда, F - килограммларда, P эса 



килограммометрларда ифодаланади. 

 Агар жисм ўзгарувчан куч таъсири остида ҳаракат қилса, унинг 

бажарган иши анча қийин аниқланади. Бу ҳол учун формулани келтириб 

чиқарамиз. 

 Фараз қилайлик, О нуқтада тинч ҳолатда турган жисм, ўтилган йўл x  га 

боғлиқ равишда ўзгарадиган F  куч таъсири  остида ҳаракат қилаётган бўлсин, 

яъни 

 xfF   

 Шунингдек, вақтнинг баъзи моментларида жисм A  ва B  нуқталарда 

бўлсин  (15.1- чизма), бунда aOA  ва bOB   бўлсин. 

 

15.1-чизма. 

Энди йўлнинг abAB   бўлагида берилган куч бажарган ишни қандай 

аниқлаш мумкинлигини кўрсатамиз. Бунинг учун, йўлнинг кўрсатган AB  

бўлагини n  та, ўзаро тенг ва жуда кичик x  кесмаларга бўламиз. Бу ерда ҳам 



юқоридаги йўлни топиш масаласидаги каби, ҳар x  кесмада куч, ўзгармас 

қолиб, унинг охирида, сакрашга эга бўлиб, ўзгаради, деб фараз қилинади. У 

ҳолда, (15.1)  формулага асосан,  йўлнинг x  бўлагида кучнинг бажарган иши, 

тақрибан  

  xxf   

ифодага тенг бўлади, кучнинг бутун abAB   йўл давомида бажарган иши 

эса, тақрибан, 

 



b

ax

xxfP  

бўлади. 

Энди бўлинишлар сони n  ни чексиз ортиррсак, x  миқдор, ва демак, 

  xxf   миқдор ҳам чексиз кичик миқдорлар бўлади. Бунда куч, сакрашларга 

эга бўлмасдан, узлуксиз ўзгаради ва изланаётган иш,  

 





b

ax
x

xxfP
0

lim  

ифодага, бундан аниқ интегралнинг таърифига кўра,  

 dxxfP

b

a

         (15.4) 



бўлади. 

15.2-мисол. 1 кг миқдордаги куч пружинани 3 см га чўзганда, у  қандай 

иш бажаришини аниқланг. 

Ечилиши. Гук қонунига асосан, куч пружинанинг чўзилиши ёки 

қисилишига тўғри пропорционал, яъни  

kxF  , 

бунда x пружинанинг чўзилиш ёки қисилиш миқдори, k  пропорционаллик 

коэффициенти. Қаралаётган масалада k  нинг қийматини топиш учун, 

берилганларни, Гук қонунини ифодаловчи, kxF   тенгламага келтириб 

қўямиз: 03,01  k , бу ердан 
03,0

1
k  эканлиги келиб чиқади. 

 Демак, пружинани чўзувчи куч 

xF
03,0

1
  

кўринишда ифодаланади.  

 Куч тинч ҳолатда бўлган пружинага таъсир қилгани учун, (15.4) 

формуладаги интегралнинг қуйи чегараси 0a  бўлади, юқори чегараси эса, 

03,0b  бўлади.  



Демак, изланаётган иш: 

 
.015,0

2

03,0

03,0

1

2

2

03,0

1

03,0

1
03,0

0

2
03,0

0

кГм
x

xdxP    

15.3– мисол. Массаси m  бўлган жисмнинг Ер сиртидан вертикал h  

масофага кўтаришда бажариладиган ишни  топинг. 

 Ечилиши. Ернинг  тортиш кучини F , Ернинг массасини em  орқали 

белгиласак, у ҳолда, Нъютоннинг  қонунига асосан, 
2x

mm
GF e  бўлади, бунда, 

x  жисмдан Ернинг марказигача бўлган масофа. У ҳолда KGmme   деб 

белгиласак ,  RRhxR
x

K
F ,,

2
Ернинг радиуси. Rx   бўлганда, 

 RF куч, жисмнинг массаси mgP   га тенг бўлади, яъни  

 
2

2
2

2
,,

x

PR
хFRPKР

R

K
 . 

 Шундай қилиб, (13.3) формуласига асосан, топамиз: 

.
12

2

2

2

2

hR

PRh

x
РR

x

dx
РRdx

x

РR
A

hR

R

hR

R

hR

R






  

15.4 – мисол. Оғирлиги mP 5,1  бўлган ракетани Ер сиртидан 2000H  



км баландликка кўтариш учун бажарилиши зарур бўлган ишни топинг. 

 Ечилиши. Ернинг жисмни тортиш кучи F  ва жисмнинг оғирлиги, 

унинг Ернинг марказидан қандай x  узоқликда жойлашганлигига боғлиқ 

бўлади: 

  ,
2x

xF


  бу ерда   ўзгармас сон. 

 Агар P  жисмнинг, у Ер сиртида, яъни Ернинг марказидан  R   радиусга 

тенг масофада жойлашгандаги  оғирлиги бўлса, у ҳолда 2

2
, PR

R
P  


  ва  

кўтарилаётган двигателнинг, ракета Ернинг марказидан x  масофада бўлган 

моментдаги, бартараф қиладиган F  кучи, x  нинг маълум функциясидан 

иборат бўлади:  
2

2

x

PR
xF  . Энди ракетани x  баландликка кўтаришда унинг 

двигатели ишини қандайдир  xq  функция деб, ҳамда ракетани яна dx  кичик 

баландликка кўтаришда, F  функция ўзгармайди деб, бажарилган иш 

орртирмаси учун,  

  dqdx
x

PR
dxxFq 

2

2

 

тақрибий қийматни топамиз. 



 Ракетани Ер сиртидан H  баландликка кўтаришда x ўзгарувчи R  дан 

HR   гача ўзгаради. Шу сабабли, изланаётган A  иш,  

 
HR

PRH

x
PR

x

dx
pRdxxFA HR

R

HR

R

HR

R










 




12

2

2  

интеграл орқали ифодаланади. 

kmRkmHtР 6400,2000,5,1    бўлганлигидан,  mkQ 0007142852  

dj24228543402  бўлади. Энди двигателнинг,  ракетани Ернинг тортилишидан 

тўла озод қилиш учун бажариш керак бўлган ишини,  H чексиз ортиб 

борганда,  HA  ишнинг лимити сифатида аниқлаш мумкин: 

  .limlim PR
HR

PRH
HA

HH






 

P  ва H  нинг юқорида берилган қийматларида бу иш 9600 000 000 кГм  

94176000 000 бўлади. 

 15.5 – мисол. Баландлиги mH 5,1  ва радиуси mR 4,0  бўлган цилиндр 

(10330 кг/м
2
) атмосфера босими остида газ билан тўлдирилган бўлиб, 

поршень билан ёпилган. Поршенни цилиндр ичида mh 2,1  масофага 

кўчириш учун газни изотермик кесишда сарфланадиган иш (миқдори) 

топилсин. 



 Ечилиши. Газ ҳолатининг изотермик, яъни температура ўзгармаган 

ҳолда, ўзгаришида v  ҳажм ва газнинг p  босими орасидаги боғланиш,  

Бойль – Мариотт қонунига асосан, constcpv   формула орқали ифодаланади. 

 Шунинг учун, агар поршень цилиндрнинг ичида  x  масофага итарилса, 

поршеннинг юза бирлигига газнинг  xp  босими,  

 
   

,
xНS

c

xv

c
xp


  

поршеннинг тўла S  юзасига бўлган босим эса,      
xH

c
xSpxP


  бўлади. 

 Энди поршенни мx  га итаришда сарфланадиган ишни қандайдир  xq   

функция деб олиб, ва поршенни кичик dx  масофага итаришда унга таъсир 

қиладиган  xP  босимни ўзгармас, деб ҳисоблаб,  xq  функция ортирмаси 

дифференциалининг тақрибий миқдорини топамиз: 

  dqdx
xH

c
dxxPq 


  

Изланаётган умумий A  ишга x  нинг o  дан h  гача ўзгариши мос келади, 

шунинг учун, 



 
hH

H
cxHc

xH

dx
cA h

h





  lnln 0

0

. 

mH 5,1 , mR 4,0 , mh 2,1 , 2

0 /10330 mkр   бўлганда, 

.7,1229513,12533;2,2479;24,0 00
32

0 жmkQvpcmHRv    

 

15.3. Иқтисодий ҳисоб-китобларга тадбиқлар бўйича мисоллар. 

15.6 – мисол. Агар корхонадаги ишчининг меҳнат маҳсулдорлиги 

  4
13

3





t
tf  

функция орқали ифодаланса, ишчи иш кунининг учинчи соати давомида 

қанча  ҳажмдаги маҳсулот ишлаб чиқаришини аниқланг. 

Ечилиши. Агар ишчининг t  вақт давомидаги меҳнат маҳсулдорлиги 

узлуксиз  tf  функция орқали ифодаланса, ишчи 1t  дан 2t  гача ўтган вақт 

оралиғида, ҳажми 

 dttfV

t

t


2

1

      (15.5) 



формула бўйича аниқланадиган, маҳсулот ишлаб чиқаради. Қаралаётган 

мисолда, 

  3,2;4
13

3
21 


 tt

t
tf  

бўлганлигидан, изланаётган ҳажм,  

  

4
7

10
ln87ln1210ln

413ln
3

2
4

13

3
3

2














  ttdt

t
V

 

бўлади. 

15.7– мисол. Агар магазинга янги товар олиб келиниши   52  ttf  

функция орқали ифодаланса, магазинда уч кун мобайнида  қанча ҳажмда 

товар тўпланишини аниқланг. 

 Ечилиши. Қаралаётган мисолда  

  3,0,52 21  ttttf  

бўлганлигидан, изланаётган ҳажм учун, (15.5) формуладан фойдаланган 

ҳолда, 



  241595
2

22
52

3

0

3

0

 







 t

t
dttV  

бўлишини оламиз. 

15.4. Электр энергиясининг сарфланишини башорат қилиш 

(олдиндан айтиш). 

Маълумки, электр энергиясининг ҳар бир чироқ ёки фонар томонидан 

сарфланиши, қуёш ботгандан то у чиққунча давом этади. Кеча қанча қисқа 

бўлса, шунча кам электр энергияси сарфланади. Йилда энг қисқа тун 22 июнга 

тўғри келганлигини, энг узун тун эса, 22 декабрга тўғри келганлигини ҳисобга 

олсак, улардан биринчисида, иккинчисидан кам энергия сарфланишини 

оламиз. 

Шундай қилиб, энергиянинг сарфланиши   тебранишли жараёндан 

иборат экан. Бу жараён,  

  025,02cos  tcbw        (15.6) 

функция  орқали ифодаланиши мумкин. Бунда 0,025 қўшилувчи, 

максимумнинг, 025,0t  қийматга тўғри келишини, яъни ҳар бир йил 



бошланишидан 93650250   кун олдинга, 22 декабрга тўғри келишини 

кўрсатади; 2  кўпайтувчи эса, узунлиги 1 га (йилга) тенг бўлган даврни 

аниқлайди.  

15.8- мисол. Тармоқ томонидан, 0x  дан 1x  гача, бир йилда энергия 

сарфланиши, (15.6) функция орқали ифодалансин, бу ерда  b  ва c  қандайдир 

сонлар. У ҳолда, тармоқ 0t  дан 1t  гача ўтган бир йилда  қанча энергия 

сарфлашини аниқланг. 

Ечилиши. Юқоридаги бандларда  бажарилган ишларни ҳисобга олган 

ҳолда, dt  вақт давомида сарфланган энергия dtw ,  йил  давомида сарфланган 

энергия эса, 


1

0

wdt  

интегралга тенг бўлишини кўрамиз. У ҳолда, 

  

   .025,02cos

]025,02cos[

1

0

1

0

1

0

dttcb

dttcbwdt
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







 

Охирги интегрални ҳисоблаш  учун,   zt  025,02  алмаштириш оламиз. 



Натижада, 

  

  0sin
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1
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2

1
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
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z
t
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






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бўлади. 

 Бу ердан, бир йилда энергиянинг сарфланиши, b  бирлик қувватни 

ташкил этишини оламиз. 

15.9 – мисол. Ҳар бир лампа ва  фонарнинг 0x  дан 1x  гача энергия 

сарфлаши (15.6) функция орқали ифодаланган бўлсин,бунда b  ва c  

қандайдир сонлар. Туманнинг ёритиш тармоғи atuu  0  чизиқли қонун 

бўйича ўссин (ортсин), бу ерда t  йиллар билан ўлчанади. У ҳолда, 

тармоқнинг 0t  дан 1t  гача ўтган 1 йилда сарфлаган энергиясини 

ҳисобланг. 

 

 



 Ечилиши. Бу мисолда dt  вақт бирлиги давомида сарфланган энергия  

tdwu  миқдорга, бир йил давомида сарфланган энергия эса, 


1

0

tdwu  

интегралга тенг бўлишини кўрамиз.  

Демак,  

 

    

.025,05,0

usulishalmashtiriarnizgaruvchilo'

usuli,shintegrallalaklabbo'

]025,02cos[

0

1

0

0

1

0

1

acabbu

dttcbatuuwdt





 

 

Бу ердан, тармоқ томонидан 1 йилда сарфланган энергия миқдори 

acabbu 025,05,00   бирлик қувватдан иборат бўлиши келиб чиқади. 

 

 

 

 



Мустақил ечиш учун мисоллар  

15.1. Бўшлиқда пастга тушаётган жисмнинг тезлиги секмtv /8,9  

формула бўйича аниқланади. Жисм тушиш бошлангандан 10 секунд вақт 

ўтганда қанча йўл босиб ўтишини аниқланг.  

15.2. Жисмнинг ҳаракат тезлиги   сексмttv /23 2   формула бўйича 

аниқланади. Жисм ҳаракат бошлангандан 4 секунд вақт ўтганда қанча йўл 

босиб ўтади?  

15.3. Жисмнинг ҳаракат тезлиги секмtv /45   формула бўйича 

аниқланади. Жисм ҳаракат бошлангандан 9 сек вақт ўтганда қанча йўл босиб 

ўтади?  

15.4. Жисмнинг ҳаракат тезлиги секcм
t

tv /)
6

4(
2

 .Унинг учинчи  

секундда босиб ўтган йўлини аниқланг.  

15.5. 6 кГ миқдордаги куч пружинани 8 см га чўзганда, у қандай иш 

бажаришини аниқланг.   

15.6. Пружинани 4 см га чўзганда 10 кГм миқдордаги иш бажарилиши 



маълум. Пружинани 10 см га чўзиш учун қандай бажарилишини топинг.  

15.7. Радиуси R  га тенг бўлган  ярим шар шаклидаги қоғоздан сувни 

чиқаришда сарф бўладиган иш миқдорини  аниқланг.  

15.8. Цилиндрда диаметри 20 см ва узунлиги 80 см бўлган поршень 

ҳаракат қилади. Бу цилиндр 2

0 /10 смкгP   босим остида буғ билан тўлдирилган 

бўлса, температурани ўзгартирмасдан қандай иш бажарилганда, буғнинг 

ҳажми икки баравар камаяди?  

15.9.  Агар 5 кг куч пружинани 25 см га чўзса, у ҳолда пружинани  6 см   

га чўзиш учун қандай иш бажариш керак?  

15.10. Агар 1 кг куч эластик пружинани 1 см га чўзса, у ҳолда, 

пружинани 10 см га чўзиш учун қандай иш бажариш керак (Гук қоидасидан 

фойдаланиш керак)?  

15.11. Агар корхонадаги ишчининг меҳнат маҳсулдорлиги   1
14

4





t
tf  

функция орқали ифодаланса, ишчи иш кунининг тўртинчи соати давомида 

қанча  ҳажмдаги маҳсулот ишлаб чиқаришини аниқланг.   

15.12. Агар магазинга янги товарлар олиб келиниши   52  ttf   

функция орқали ифодаланса, магазинда 6 кун  мобайнида  қанча ҳажмда товар 



тўпланишини аниқланг.   

15.13.Тармоқ томонидан 0x  дан 1x  гача ўтган, бир йилда энергия 

сарфланиши   025,02cos23  tw     функция орқали ифодалансин. 2 йилда, 

яъни 0t  дан 2t  гача ўтган даврда сарфланган энергия миқдорини 

аниқланг.  

15.14. Ҳар бир лампа ва  фонарнинг 0x  дан 1x  гача ўтган вақтда 

энергия сарфлаши   025,02cos23  tw    функция орқали ифодаланган 

бўлсин. бунда b  ва c  қандайдир сонлар. Туманнинг ёритиш тармоғи 

tu 52   чизиқли қонун бўйича ўссин (ортсин), бу ерда t  йиллар билан 

ўлчанади. У ҳолда тармоқнинг 0t  дан 1t  гача ўтган 1 йилда сарфлаган 

энергиясини ҳисобланг.  

15.15. Ҳар бир лампа ва  фонарнинг 0x  дан 1x  гача энергия 

сарфлаши   025,02cos23  tw    функция орқали ифодаланган бўлсин,бунда 

b  ва c  қандайдир сонлар тўпламининг ёрилиши тармоғи 221 tu   квадратик 

қонун бўйича ўссин (ортсин), бу ерда t  йиллар билан ўлчанади. У ҳолда, 

тармоқнинг 0t  дан 1t  гача ўтган 1 йилда сарфлаган энергиясини 

ҳисобланг. 



Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 

15.1. м490 .   15.2. .48 м   15.3. м
3

134
.  15.4. см9  

15.5. .24,0 кГм   15.6. .5,62 кГм  15.7.  .
4

4

кГм
R

. 13.8. смк1740 . 

13.9.  мкА  6,3 .  13.10. .5,0 kJА   15.11.  1
13

17
ln  . 15.12. .66   

15.13. 4  бирлик қувват. 15.14. 25,9  бирлик қувват.15.15. 26,5  бирлик қувват.  



IV-боб. КЎП ЎЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР 

16-§. Евклид текислиги ва Eвклид фазоси. 

Евклид фазосидаги муҳим тўпламлар 

16.1. Евклид текислиги ва Eвклид фазоси. 

 x ва y  ҳақиқий сонларнинг мумкин бўлган ҳар қандай тартибланган 

 yx,  жуфтлари - тўпламига координаталар текислиги дейилади. Бунда ҳар 

бир  yx, - жуфтлик координатлар текислигининг нуқтаси дейилади ва 

қисқача, M  ҳарфи орқали белгиланади. x  ва y  сонлар- M  нуқтанинг 

координаталари дейилади.  yxM ,  ёзувда, x  ва  y   -  M  нуқтанинг 

координаталарини англатади. 

 16.1– таъриф. Агар координаталар текислигининг  ихтиёрий  111 ; yxM  ва 

 222 ; yxM  нуқталари орасидаги  21, MM  масофа  тушунчаси киритилган 

бўлиб, у  

     221
2

2121, yyxxMM   

 



формула бўйича аниқланса, у ҳолда координаталар текислиги Евклид 

текислиги дейилади ва 2R  орқали белгиланади. 

 m ўлчовли координаталар фазоси ва Евклид фазоси тушунчалари ҳам 

шунга ўхшаш киритилади. mxxx ,...,, 21  ҳақиқий сонларнинг мумкин бўлган ҳар 

қандай тартибланган mxxx ,...,, 21  қийматлар тўпламига координатлар фазоси 

дейилади. Бунда ҳар бир координаталар фазосининг ( mxxx ,...,, 21 )  нуқтаси M  

ёки M ( mxxx ,...,, 21 ) орқали белгиланади, mxxx ,...,, 21  сонлар эса, M  нуқтанинг 

координаталари дейилади.  

 Агар координаталар фазосининг  ''

2

'

1 ,...,,' mxxxM   ва  ""

2

"

1 ,...,," mxxxM  

нуқталари  орасидаги   ",' MM масофа  тушунчаси киритилган бўлиб, у  

       2'''2'

2

''

2

2'

1

''

1

'' ...,' mm xxxxxxMM   

формула бўйича аниқланса, у ҳолда координаталар фазоси, Eвклид фазоси 

дейилади ва 
mR  каби белгиланади. 

 
mR  фазода x ва y  нуқталар орасидаги  yx,  масофа қуйидаги 

хоссаларга эга:  

 1
0
.     0,,0,  yxyx   фақат ва фақат yx   бўлганда; 



 2
0
.    xyyx ,,   ; 

 3
0
.      yzzxyx ,,,   . 

16.2. Евклид фазосидаги муҳим тўпламлар. 

 Евклид фазосидаги  M  тўпламга доир мисоллар келтирамиз. 

 1)         222
,,:, rbyaxRyRxyxM    тўпламга, 2R  фазода, 

маркази  baM ;0  нуқтада, радиуси r  га тенг бўлган ёпиқ доира 

(     222
rbyax   га очиқ доира) дейилади. Мос равишда,    32121 ,,,, xxxxx  

ва  mxxx ....,,, 21  тартибланган жуфтлик, учлик ва ҳоказоларни икки ўлчовли, 

уч ўлчовли ва m  ўлчовли векторларнинг координаталари деб ҳам қараш 

мумкин:  

     mxxxxxxxxxxx .....,,,,,,,, 2132121  . 

 Кўп ҳолларда,  mxxxx ,.....,, 21  символга,  коодинаталари mxxx ,...., 21  

бўлган M  нуқта ёки OM  вектор, деб қаралади. 

 16.1-эслатма. Агар mR  координаталар  фазосини координаталари 

mxxx ,...., 21  бўлган x  векторлар фазоси деб қаралса, у ҳолда, 



   mm yyyyxxxx ,...,,,,...,, 2121   векторларнинг йиғиндиси деб, координаталари 

mm yxyxyx  ,....,, 2211  бўлган векторга айтилади;  mxxxx ,...,, 21  векторнинг 

бирор   ҳақиқий сонга x  кўпайтмаси деб,  координаталари mxxx  ,...,, 21  

бўлган векторга айтилади. 

 Агар mR - векторлар фазоси деб қаралиб, унинг элементларини қўшиш 

ва бирор ҳақиқий сонга кўпайтириш амаллари аниқланган бўлиб, бу амаллар, 

қуйидаги:   ;)1 xyyx          ;)2 zyxzyx       3) шундай 0 ноль элемент  

мавжуд бўлиб, x  элемент учун  ;0 xx       4) x    учун унга қарама – қарши 

'x  вектор мавжуд бўлиб, 0'  xx ;    5)   ;yxyx     6)   xxx   ;  7) 

   xx   ;   8) xx 1  аксиомаларни  қаноатлантирса, у ҳолда, mR - чизиқли 

вектор фазо дейилади. 

 mR  чизиқли вектор  фазода иккита    mm yyyyxxxx ,...,,,,...,, 2121   

векторга   



m

i

ii yxyx
1

,  сонни мос қўйиш орқали, икки векторнинг  yx,  

скаляр кўпайтмаси аниқланади. ),( xx  сон x  векторнинг узунлиги дейилади 

ва y x  каби  белгиланади.  



 Агарда   0, yx  бўлса, у ҳолда, x  ва y  векторлар ўзаро ортогонал 

дейилади.  

 Агар x  ва y  векторлар нулдан фарқли векторлар бўлса, у ҳолда, улар 

орасидаги   0  бурчак  

 
yx

yx,
cos   

формула орқали топилади. 

 2)           2222
,,,:,, rczbyaxRzRyRxzyxM   

тўплам  
3R  фазода маркази  cbaM ,,0  нуқтада, радиуси r  га тенг бўлган ёпиқ 

шар        2222
( rczbyax  очиқ шар ) дейилади ва у қисқача, 

    yMMrMM  00 ,,,   каби ёзилади.  

 3)     21,,,:, dbydaxRyRxyxM   тўплам маркази  baM ;0  

нуқтада бўлган координаталар тўғри тўртбурчаги,  

    321 ,,,,,:,, dczdbydaxRzRyRxyyxM   

тўплам эса, маркази  cbaM ,,0  нуқтада бўлган координаталар 

параллелепипеди дейилади. 



 4)           22020

22

20

1121 ....,,1,:,...,, rxxxxxxmiRxxxxM mmim   

тўплам, mR  фазода, маркази  00
2

0
10 ,...,, mxxxM  нуқтада, радиуси  r  га тенг бўлган 

ёпиқ шар дейилади ва  қисқача,   rMM 0,  шаклида ёзилади 

   rMM 0,( очиқ шар). 

 5)           22020

22

20

1121 ....,,1,:,...,, rxxxxxxmiRxxxxM mmim   

тўплам, mR   фазода,  маркази  00
2

0
10 ,...,, mxxxM  нуқтада, радиуси  r  тенг бўлган 

сфера дейилади.  

 16.2-эслатма. Маркази  00
2

0
10 ,...,, mxxxM  нуқтада, радиуси r  га тенг бўлган 

очиқ шарга, маркази  00
2

0
10 ,...,, mxxxM  нуқтада радиуси r  га тенг бўлган сферани 

қўшсак, натижада маркази 0M  нуқтада радиуси r  га тенг бўлган ёпиқ шар 

ҳосил бўлади. 

 16.2 – таъриф. Маркази  00
2

0
10 ,...,, mxxxM  нуқтада радиуси 0  бўлган 

очиқ    0,MM  шарга 0M  нуқтанинг атрофи дейилади. 

    mmmim dxxdxxdxxmiRxxxxM  0

2

2
0

221

2
0

1121 ,...,,,,1,:,...,,  

тўплам ( mddd ,..,, 21  лар  бирор ўзгармас сонлар), m - ўлчовли очиқ 



координаталар параллелепипеди ёки 0M   нуқтанинг тўғри бурчакли атрофи 

дейилади. 

 Қуйидаги элементар тасдиқлар ўринли: 0M  нуқтанинг ихтиёрий   - 

атрофи, 0M  нуқтанинг бирор тўғри бурчакли атрофида жойлашади; 0M  

нуқтанинг ихтиёрий тўғри бўрчакли атрофи, унинг бирор   - атрофида 

жойлашади.  

 Ҳақиқатан ҳам, белгиланган 0  да 
m

ddd m


 ...21  деб олинса, у 

ҳолда кўрсатилган mddd ,..,, 21  ларда 0M  нуқтанинг тўғри бурчакли атрофи 

унинг  - атрофида жойлашади. 

 Агар 0,...,0,0 21  mddd  лар белгиланиб,  mddd ,...,,min 21  деб 

олинса, у ҳолда,  0M  нуқтанинг (кўрсатилган  mddd ,..,, 21  ларда ) тўғри 

бурчакли атрофида, унинг   - атрофи ётади. 

 16.3 – таъриф. Агар   mRMM   нуқтанинг шундай   - атрофи мавжуд 

бўлиб, бу атрофнинг барча нуқталари  M  тўпламга қарашли бўлса, у ҳолда, 

M  нуқта,  M  тўпламнинг ички нуқтаси дейилади. 

 Агар mRM   нуқтанинг шундай   - атрофи мавжуд бўлиб, бу атрофнинг 



барча нуқталари   M  тўпламга қарашли бўлмаса, M  нуқта,  M  тўпламнинг  

ташқи нуқтаси дейилади.  

 16.4–таъриф. Агар   mRMM   нуқта,  M  тўпламнинг ички нуқтаси 

ҳам, ташқи нуқтаси ҳам бўлмаса, у ҳолда, M  нуқта,  M  тўпламнинг чегара 

нуқтаси дейилади. 

 16.5–таъриф. Агар   mRM   тўпламнинг ҳамма элементлари унинг ички 

нуқталари, яъни унинг ихтиёрий M  нуқтаси, ўзининг ихтиёрий   атрофи 

билан  M  га қарашли, бўлса, у ҳолда,  M  тўплам, очиқ тўплам дейилади. 

 16.6 – таъриф. 0M  нуқтани ўзида сақловчи ихтиёрий очиқ тўпламга 0M  

нуқтанинг атрофи дейилади. 

 16.7– таъриф. Агар ихтиёрий   mRM   тўплам ўзининг ҳамма чегара 

нуқталарини ўзида сақласа, у ҳолда,  M  тўплам,  ёпиқ тўплам дейилади. 

 16.8 – таъриф. Агар mRА  нуқтанинг ихтиёрий   атрофида   mRM   

тўпламнинг,  ҳеч бўлмаганда, А  дан фарқли битта нуқтаси мавжуд бўлса, у 

ҳолда, А  нуқта,  M  тўпламнинг лимит нуқтаси дейлади. 

  M  тўплам ёпиқ бўлиши учун, унинг ҳамма лимит нуқталари унга 



қарашли бўлиши зарур ва етарлидир. 

 16.9 – таъриф. Агар шундай m - ўлчовли шар мавжуд бўлиб,  M  

тўпламнинг барча элементлари шу шарга қарашли бўлса, у ҳолда,  M  

тўплам, чегараланган дейилади. 

 16.10– таъриф. Ушбу 

          ttxtxtxRxxxML mm
m

m ,,...,,:,..., 22121 , 

 тўплам, бунда      ttt m ,...,, 21  функциялар ];[   сегментда узлуксиз 

функциялар, узлуксиз чизиқ дейилади.      mA ,...,1  ва      mB ,...,1  

нуқталар L  чизиқнинг учлари  дейилади. 

 Ушбу  

   ttxxtxxtxxRxxxM mmm

m

m ;,...,,:,..,,, 0

2

0

221

0

1121   

(бунда mmxx  ,...,,;,..., 21

00

1 қандайдир сонлар)  тўплам, 
mR  фазода тўғри чизиқ 

дейилади. Маълумки, бу тўғри чизиқ  00
2

0
10 ,...,, mxxxM  нуқтадан ўтади ( 0M  

нуқта 0t  га мос келади).  

 16.11 – таъриф. Агар  M   тўпламнинг ихтиёрий иккита нуқтасини, шу 

тўпламда тўлиқ ётувчи узлуксиз чизиқ билан туташтириш мумкин бўлса, у 



ҳолда,  M  тўпламга боғламли тўплам дейилади. 

 16.12– таъриф. Агар mRE   тўплам очиқ боғламли тўплам бўлса, у 

ҳолда, E  тўплам, mR  фазода соҳа дейилади. 

 Соҳа  ва унинг чегарасининг бирлашмаси – ёпиқ соҳа дейилади. 

 16.1 – мисол. Текисликда координаталари,  ушбу  

    2532
22
 yx        (16.1) 

тенгсизликни қаноатлантирадиган нуқталар тўпламининг геометрик ўрнини 

аниқланг.  

 Ечилиши. Маълумки,         222
:,:, rbyaxRyRxyxM   тўплам, 

2R  фазода, маркази  baM ,  нуқтада, радиуси r  га тенг бўлган очиқ доирани 

ифодалайди. Шунинг учун, координаталари (16.1) тенгсизликни 

қаноатлантирувчи нуқталар тўплами - маркази  3;20 M  нуқтада, радиуси 

5r  бўлган очиқ доирани ифодалайди (16.1-чизма). 



     

   16.1-чизма.      16.2-чизма. 

 16.2 – мисол. Текисликда координаталари  

   









01

,2524
22

yx

yx
     (16.2) 

тенгсизликлар системасини қаноатлантирувчи нуқталар тўпламининг 

геометрик ўрнини аниқланг. 

 Ечилиши. Маркази  2;40 M  нуқтада, радиуси 5 га тенг бўлган ёпиқ 

доирада ётган барча нуқталарнинг  координаталари     2524
22
 yx  

тенгсизликни қаноатлантиради.  



 01 yx  тенгсизликни 1 xy  кўринишда ёзиб оламиз.  1 xy  тўғри 

чизиқда ва ундан юқорида жойлашган нуқталарнинг координаталари 

01 yx  тенгсизликни қаноатлантиради (16.2-чизма). 

     2524
22
 yx  айлана билан 1 xy  тўғри чизиқнинг кесишиш 

нуқтасини топиш учун 
   









01

2524
22

yx

yx
системани биргаликда ечиб, 

   3;4,2;1 BA  эканлигини топамиз. (16.2) тенгсизликлар системасини 

қаноатлантирувчи нуқталар тўплами,     22
524  yx  айлана ва унинг ичида 

жойлашган, ҳамда 1 xy  тўғри чизиқ ва ундан юқорида жойлашган 

нуқталарнинг кесишмасидир. 

 16.3 – мисол. Фазода координаталари,  









0232

,36222

zyx

zyx
 

 тенгсизликлар системасини қаноатлантирувчи нуқталар  тўпламининг 

геометрик ўрнини аниқланг. 

 Ечилиши. 36222  zyx  тенгсизликни, 36222  zyx   сферада ва 

ундан ташқарида ётган,  0232  zyx  тенгсизликни эса, yxz 322   



текислик ва ундан юқорида жойлашган нуқталар  тўпламининг 

координаталари қаноатлантиради. Демак, системани, yxz 322   фазо билан 

36222  zyx  шарнинг кесишган қисмини олиб ташлаш натижасида ҳосил 

бўлган қисмидаги нуқталарнинг координаталари қаноатлантиради. 

 16.4 – мисол. Маркази   2;10M  нуқтада, радиуси 4 га тенг бўлган 

доирадаги нуқталар тўпламини,  
   








xyx

bxa



,
 тенгсизликлар системаси 

кўринишида тасвирланг. 

 Ечилиши. Равшанки, берилган доирадаги нуқталарнинг абсциссаси – 3 

дан 5 гача ўзгаради.     1621
22
 yx  айлана тенгламасини, 

xxy 2152 2   кўринишда ёзамиз. 

 Бунда, xxy 2152 2   айлананинг юқори қисмини, 22152 xxy   

эса, айлананинг пастки қисмини ифодалайди. Демак, ]5;3[x  сегментда 

ўзгарганда, y  нинг қийматлари 22152 xx  дан 22152 xx  гача 

ўзгаради. Шундай қилиб, берилган доиранинг нуқталари тўплами, 













22 21522122

,53

xxyxx

x
 

тенгсизликлар системаси ёрдамида берилган экан. 

 16.5 – мисол. Ушбу 1
1625

2
22

 z
yx

 эллипсоид билан чегараланган 

тўпламни,  қуйидаги,    
   














yxzyx

xyx

bxa

,,

,

,

  тенгсизликлар системаси кўринишида 

тасвирланг. 

 Ечилиши. Берилган  эллипсоид тенгламасидан 
1625

1
22 yx

z   

эканлигини топамиз. Демак, z  нинг ўзгариш соҳаси,  0
1625

1
22


yx

 дан иборат. 

Бу соҳа, 1
1625

22


yx

 эллипс билан чегараланган. Эллипс тенгламасидан, 

25
14

2x
y   бўлишини топамиз. Бундан x  нинг - 5 дан 5 гача ўзгариши келиб 

чиқади. ]5;5[x  сегментда ўзгарганда y  ўзгарувчи, 
25

14
2x

  дан 
25

14
2x

  



гача ўзгаради. 

 Агар M  нуқта эллипснинг ичида ётса, учлари 
1625

1
22 yx

  ва 

1625
1

22 yx
  бўлган қисми эллипсоиднинг  ичида ётади. Демак, эллипсоид,  





















1625
1

1625
1

,
25

1
25

14

,55

2222

22

yx
z

yx

x
y

x

x

 

тенгсизликлар системаси ёрдамида берилади.  

 16.6-мисол.  M  - текисликда координаталари 2522  yx  тенгсизликни 

қаноатлантирувчи нуқталар тўплами   бўлсин. У ҳолда,  4;3А  нуқта,  M  

тўпламнинг лимит нуқтаси эканлигини исботланг. 

 Ечилиши.  4;3А  нуқтанинг,  104,3   yx   тенгсизликлар 

орқали берилган ихтиёрий атрофини оламиз. 









2
4,

2
3


B  нуқта бу атрофда 



ётади ва 2543
2

4
2

3 22

22





















 тенгсизлик ўринли бўлади. Демак, B  

нуқта  M  тўпламга қарашли экан. Шундай қилиб, 16.8- таърифга кўра,  4;3А  

нуқта - M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлади. 

 16.7 – мисол. Текисликда 2xy   тенгсизликни қаноатлантирувчи барча 

нуқталар тўплами  M  нинг ёпиқ тўплам эканлигини исботланг. 

 Ечилиши. Маълумки,  M  тўплам ёпиқ бўлиши учун, унинг барча 

лимит нуқталари ўзига қарашли бўлиши керак. Шунинг учун, ихтиёрий 

   MbaA ;  нуқта  M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлмаслигини кўрсатиш 

етарли.     MbaA ;  бўлсин. У ҳолда, 2ab    тенгсизликка эга бўламиз. 

02  ba  деб оламиз. Шундай 
2


   топиладики,  ax  тенгсизликдан  

2

22 
 ax  бўлиши келиб чиқади. У ҳолда,    byax ,  

тенгсизликлардан  

        0
22

2222222 


axybbaaxybbayx . 

 Демак, A  нуқтанинг   атрофи  M  тўпламга қарашли эмас. Шунинг 



учун, A  нуқта- тўпламнинг лимит нуқтаси бўла олмайди. Шундай қилиб,   M  

тўплам ёпиқ экан. 

 16.8 – мисол. Ушбу 10022  yx   тенгсизлик орқали берилган  M  

тўпламнинг чегара нуқталарини топинг. 

 Ечилиши. Берилган тенгсизликни қаноатлантирувчи нуқталар тўплами 

– маркази координаталар бошида, радиуси 10 га тенг бўлган  айлананинг 

ичидаги нуқталар тўпламидан иборат (айланадаги нуқталар  M  тўпламга 

қарашли эмас).  

 Геометрик нуқтаи назаридан, равшанки,  M  тўпламнинг чегараси 

10022  yx   айланадан иборат, 10022  yx  ва 10022  yx  тенгсизликлар 

билан берилган тўпламлар очиқ тўпламлардан иборат. Шунинг учун, 

10022  yx  тўпламнинг нуқталари ҳам  M  тўпламнинг чегара нуқталари 

бўла олмайди. 

 Энди  10022  yx  айлананинг нуқталарини қараймиз.  baA ;  нуқта шу 

айланада ётсин. A  нуқтанинг ихтиёрий атрофини қараймиз. Бу атрофда 

координаталари byax  ,  тенгсизликларни ва byax  ,  



тенгсизликларни қаноатлантирувчи  yxB ,  нуқталар мавжуд. Биринчи 

тенгсизликларни қаноатлантирувчи  нуқталар учун, ,1002222  bayx  

иккинчи тенгсизликларни қаноатлантирувчи нуқталар учун .10022  yx  

 Демак  baA ;  нуқта  M  тўплам учун, 16.4-таърифга кўра, чегара нуқта 

бўлади. Маълумки, берилган тўпламнинг ҳамма чегара нуқталари, унинг 

чегараси бўлади.   

 16.9 – мисол.  M  - текисликда иккала координаталари ҳам рационал 

бўлган нуқталар тўплами  бўлсин. У ҳолда текисликдаги ихтиёрий  baA ;  

нуқта  M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлишини исботланг. 

 Ечилиши.  baA ;  нуқтанинг ихтиёрий   byax ,  атрофини 

қараймиз. a  дан фарқли шундай 1r  рационал сон топиладики,  ar1    худди 

шундай, b дан фарқли 2r  шундай рационал сон топиладики,  br2  бўлади. 

У ҳолда,  21;rrB  нуқта  M  тўпламга қарашли бўлиб, у  baA ;  нуқтанинг 

белгиланган атрофида ётади     baArrB ,; 21  .  Демак, A  нинг ихтиёрий 

атрофида  M  тўпламнинг A  дан фарқли нуқтаси мавжуд экан. Шунинг учун, 

16.8- таърифга кўра,  baA ;  нуқта,  M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлади. 



Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги тенгсизликлар билан берилган  нуқталар тўпламининг 

геометрик ўрнини аниқланг. 

16.1. 42  xy      16.2.  .62 xy  .  

 16.3.     .2564
22
 yx    16.4. .02626 22  yyxx  

 16.5.  










.16

,9

22

22

yx

yx
    16.6.  











.2

,250

2

22

xy

yx
  

16.7. А тўплам,  122  yx  тенгсизлик, 422  yxB  тенгсизлик, 

28 xyD   тенгсизлик, 2xyС   тенгсизлик билан аниқланганда, 

 )a    ;DCBA     )b    ;DCBA   

тўпламларнинг геометрик ўрнини аниқланг. 

 16.8. 064 22  yyxx  айлана ва 012  yx  тўғри чизиқ билан 

чегараланган  айланма сегментнинг нуқталари  тўпламини тенгсизликлар 

системаси ёрдамида ифодаланг. 

 16.9. Учлари,        2;0,4;6,7;3,2;1  DCBA  нуқталарда бўлган  

тўртбурчакнинг нуқталари тўпламини тенгсизликлар системаси ёрдамида 



ифодаланг.  

16.10. Учлари        1;1,2;6,4;2,1;3  DCBA  нуқталарда бўлган ABCD  

параллелограммнинг нуқталари тўпламини тенгсизликлар системаси 

ёрдамида ифодаланг.   

 16.11. 62  xy  параболадан 12  xy  тўғри чизиқ ёрдамида кесиб 

олинган  сегментнинг нуқталари тўпламини тенгсизликлар системаси 

ёрдамида ифодаланг.  

 16.12. Текисликда 043  yx  тўғри чизиқдан юқорида, маркази 

 1;20 M  нуқтада, радиуси 10 га тенг бўлган доирадан ташқарида жойлашган 

нуқталар  тўпламини тенгсизликлар системаси ёрдамида ифодаланг. 

 16.13. Ушбу 1
1625

22


yx

 эллипсда ва унинг ичида  ётган нуқталар, учлари 

     0;3,6;3,5;0 CBA   нуқталарда бўлган учбурчакнинг нуқталари ҳамда 2xy   

параболадан юқорида ётган нуқталар тўпламининг умумий қисмидан иборат 

бўлган, учта тўпламнинг нуқталари тўпламини тенгсизликлар системаси 

ёрдамида ифодаланг. 

 Қуйидаги берилган тўпламларни битта ёки бир нечта, 



   







xyx

bxa


 кўринишдаги тенгсизликлар системаси ёрдамида ифодаланг: 

 16.14.  Томонлари: 0246,0423,5,3  yxyxxx  бўлган 

параллелограми. 

16.15. 4,0,0 22  yxyx  тенгсизликлар билан берилган соҳа.  

16.16.   1
1625

22 yx
 эллипснинг ички қисми. 

16.17.  xyxy  ,2  параболалар билан чегараланган соҳа. 

16.18.  xy 62   парабола ва 2x  тўғри чизиқ билан чегараланган соҳа. 

16.19.  xyx  ,2  тўғри чизиқлар ва 1xy  гипербола билан чегараланган 

соҳа. 

 Фазода тенгсизлик ёки тенгсизликлар системаси ёрдамида берилган 

нуқталар тўпламининг геометрик ўрнини аниқланг:  

 16.20.  














.0

,0

,0

z

y

x

    16.21.  .0xyz  

 16.22.  .9222  zyx    16.23.  .164 222  zyx  



 16.24.  










.3

,25

22

222

yx

zyx
  

 16.25. Фазодаги  5;1;4A  нуқтадан 012362  zyx  текисликка параллел 

текислик ўтказилган айланма параболоидни шу текислик билан кесганда 

ҳосил бўлган соҳани тенгсизликлар системаси орқали ифодаланг.  

 Қуйидаги берилган тўпламларни,  

   
   














yxzyx

xyx

bxa

,,

,

,

  

тенгсизликлар  системаси кўринишида ифодаланг:  

 16.26. 1
91625

444


zyx

  сирт билан чегараланган соҳа. 

 16.27. 1
2

2
2

2

2

2

2











c

z

b

y

a

x
 сирт билан чегараланган соҳа. 

 16.28.  8,4,2,0,0,0  zyxyxzyx  текисликлар билан 

чегараланган соҳа. 

 16.29.  222 yxaz   параболоид ва 2222 3azyx   шар билан 

чегараланган соҳа. 



 16.30.  2222 Rzyx   шар ва  0222  yzyx  конус билан чегараланган 

соҳа.  

 16.31.  M  - текисликдаги иккала координатаси ҳам иррационал бўлган 

нуқталар тўплами   бўлсин. У ҳолда,  текисликнинг ихтиёрий  baA ;  нуқтаси, 

 M  тўпламнинг лимит нуқтаси эканлигини исботланг. 

 16.32.  M  - текисликда  абсциссаси рационал, ординатаси эса, 

иррационал бўлган барча нуқталар тўплами  бўлсин. У ҳолда, текисликнинг 

ихтиёрий   baA ;  нуқтаси  M  тўпламнинг лимит нуқтаси эканлигини 

исботланг. 

 16.33. Текисликнинг  ,......2,1,
1

;
1









nm

nm
A  кўринишдаги барча 

нуқталаридан иборат бўлган   M  тўпламнинг лимит нуқталарини топинг. 

Координаталар боши  M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўладими? 

 16.34.  4;3A  ва  2;1B  нуқталар ва фақат шу нуқталар  лимит нуқталари 

бўлган, ҳеч бўлмаганда, битта тўплам тузинг. 

 16.35. Ҳамма лимит нуқталари фақат  nA ;0  ( n  бутун сон) кўринишда 

бўлган тўпламни тузинг. 



 16.36. Иккита очиқ тўпламларнинг йиғиндиси очиқ тўплам эканлигини 

исботланг.  

 16.37. Иккита ёпиқ тўпламларнинг йиғиндиси ёпиқ тўплам эканлигини 

исботланг. 

 16.38. Координаталари қуйидаги   100,5 22  yxyx  тенгсизликларни 

қаноатлантирадиган нуқталар тўпламининг очиқ тўплам эканлигини 

исботланг. 

 16.39. Координаталар ушбу 100,5 22  yxyx  тенгсизликларни 

қаноатлантирадиган нуқталар тўпламининг ёпиқ тўплам эканлигини 

исботланг. 

 Қуйидаги тенгсизликлар орқали аниқланган тўпламларнинг қайси бири 

соҳа бўлади? 

16.40. .254 22  yx    16.41. 








.11

,104 22

y

yx
 

 



Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 

16.1. 42  xy  тўғри чизиқ ва ундан пастдаги нуқталар. 

16.2.   xy 62   парабола устида ётувчи ва ундан ташқаридаги нуқталар 

тўплами.  

16.3. Маркази  6;40 M  нуқтада, радиуси 5 га тенг бўлган айланада ва унинг 

ичида ётган нуқталар тўплами. 16.4. Маркази  1;30 M  нуқтада, радиуси 6 

га тенг бўлган айланадан ташқарида жойлашган нуқталар тўплами. 

16.5. Маркази  0;00M  нуқтада, радиуслари 3 ва 4 бўлган концентрик 

айланалар орасидаги нуқталар тўплами. 

16.6.  Маркази  0;00M  нуқтада, радиуси 5 га тенг бўлган айлананинг ичидаги 

ҳамда 22xy   параболадан юқорида жойлашган нуқталар тўплами.  

16.8.  
   
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16.16. 
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16.12. 
 

   











.10012

,4
3

1

22
yx

xy
  16.13.  





























.3

,5
3

5

,5
3

1

,

,1
1625
2

22

xy

xy

xy

xy

yx

 

16.14.
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16.18. 
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16.20. Биринчи октантдаги нуқталар (координаталар текисликларидан 



ташқари). 16.21. Биринчи, учинчи, олтинчи ва саккизинчи октантдаги 

нуқталар (координаталар текисликларидан ташқари) .  16.22. Маркази 

координаталар бошида, радиуси 3 га тенг бўлган шарнинг нуқталари. 

16.23.  Радиуслари 2 ва 4 га тенг бўлган концентрик сфералар билан 

чегараланган соҳа (бу сфералар ҳам киради). 

16.24.  Маркази координаталар бошида, радиуси 5 га тенг бўлган сфера ҳамда  

ўқи Oz  ва радиуси 3 га тенг бўлган доиравий цилиндр  билан чегараланган 

соҳа (соҳа чегараларидан ташқари).  

16.25. 2936222  zyxzyx . 16.26.
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16.27. 
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16.34.  
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
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1
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n
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1
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16.40.  Соҳа.      16.41.  Соҳа эмас. 

 

 



17-§. Кўп ўзгарувчили функция тушунчаси ва 

унинг аниқланиш соҳаси 

  M  (  2RM  ) тўплам берилган бўлсин.  

 17.1 – таъриф.  M  тўпламнинг ҳар бир  yxM ,  нуқтасига бирор қонун 

ёки қоида ёрдамида u  сон  Ru  мос қўйилган бўлса,   M тўпламда икки 

ўзгарувчили  Muu   ёки    yxfMfu ,  функция аниқланган дейилади. 

Бунда  M  тўплам- функциянинг аниқланиш соҳаси,  u  тўплам эса, 

функциянинг қийматлар тўплами ёки ўзгариш соҳаси дейилади.  

   mRM   тўплам берилган бўлсин. 

 17.2 – таъриф.  M  тўпламнинг ҳар бир  mxxxM ,...,, 21  нуқтасига бирор 

қонун ёки қоида ёрдамида бирор u  сон  Ru  мос қўйилган бўлса, 

 M тўпламда m  ўзгарувчили функция аниқланган дейилади ва у  Muu   ёки 

   mxxxfMfu ,...,, 21  каби белгиланади. Бунда  M  тўплам функциянинг 

аниқланиш соҳаси дейилади.  u  тўплам эса,  унинг қийматлар тўплами ёки 

ўзгариш соҳаси дейилади. Бундан буён, функциянинг аниқланиш соҳасини 



 ,fD  ўзгариш соҳасини эса,  fE  орқали белгилаймиз. 

 17.3–таъриф.      RCCxxxfMf m  ,...,, 21  шартни қаноатлантирувчи 

 mREEM   нуқталар тўпламига,  Mf  функциянинг C – сатҳи дейилади. 

Кўп ҳолларда, икки ўзгарувчили  yxf ,  функциянинг C  – сатҳи, сатҳ чизиғи, 

уч ўзгарувчили  zyxf ,,  функциянинг C – сатҳи эса, сатҳ сирти деб 

юритилади.  

  Mfu   функция E  соҳада  mREM   берилган бўлсин. 

 17.4–таъриф. Агар REMEM   ,,  учун  

     mm xxxfxxxfMf ,....,,,...,, 2121

   

тенглик ўринли бўлса, у ҳолда  Mf    даражали бир жинсли функция 

дейилади.  

 Агар юқоридаги шартларда    MfMf
m

   тенглик ўринли бўлса, 

  mMf  даражали мусбат биржинсли функция дейилади. 

 Масалан,   ,, Rxxxf   1- даражали биржинсли функция,   ,, Rxxxf   

1- даражали мусбат биржинсли фуцнкциядир.  

 17.1 – мисол . Қуйида берилган функцияларнинг аниқланиш соҳаси ва 



ўзгариш соҳасини топинг: 

....)3;ln)2;16)1 22

2

2

1

22

mxxxuxyuyxu   

 Ечилиши. 1) Берилган функция текисликнинг координаталари 

016 22  yx  тенгсизликни қаноатлантирадиган  yxM ,  нуқталар тўпламида 

аниқланган. Бу тенгсизлик,  1622  yx  тенгсизликка тенг кучли. Охирги 

тенгсизлик, маркази  0,00M  нуқтада, радиуси 4 га тенг бўлган доирани ифода 

қилади. Демак, функциянинг аниқланиш соҳаси   :uD  текисликдаги маркази 

координаталар бошида, радиуси эса, 4 га тенг бўлган ёпиқ доирадан, 

қийматлар тўплами ёки ўзгариш соҳаси   :uE  ]4;0[  сегментдан иборат экан. 

 2) xyu ln  функция, текисликнинг координаталари 0xy  тенгсизликни 

қаноатлантирадиган  yxM ,  нуқталар тўпламидан иборат. Охирги тенгсизлик,  

0,0);0,0)  yxbyxa  тенгсизликлар системасига тенг кучли.  

 Демак, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси, координатлар 

текислигининг биринчи ва учинчи чоракларидан иборат (координаталар 

ўқлари кирмайди), ўзгариш соҳаси  uE  эса,  u  сон ўқидан иборат. 

 3) 
22

2
2
1 ... mxxxu   функция 

mR  фазода аниқланган бўлиб, унинг 



ўзгариш соҳаси, ),0[   дан иборат. 

 17.2 – мисол. Қуйида берилган функцияларнинг аниқланиш соҳаси 

топинг ва уни чизмада кўрсатинг.  

   ;lnln)3;32)2;
3

)1 yxuyxu
yx

yx
u 




  

;
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22
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yxx

xyx
u




       

222

2

9
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zyx

zyx
u




 . 

 Ечилиши. 
yx

yx
u






3
)1  функция, x  ва y  ўзгарувчиларнинг, касрнинг  

махражини нолга айлантирмайдиган қийматлари тўпламида аниқланган,  яъни 

 uD  бутун текисликнинг xy 3  тўғри чизиқдан ташқари қисмидан иборат 

экан (17.1-чизма). 



      

      17.1-чизма.         17.2-чизма. 

 2)   32  yxu  функциянинг маънога эга бўлиши учун, 

   032  yx  тенгсизлик ўринли бўлиши керак. Бу тенгсизлик, 








03

,02

y

x
 

ёки 








03

02

y

x
 тенгсизликлар системасига тенг кучли.  

 Биринчи системанинг ечими, 3,2  yx  дан иборат; иккинчи 

системанинг ечими эса, 3,2  yx  дан иборат. Изланаётган соҳани, яъни 



берилган функциянинг аниқланиш соҳасини, топиш учун координаталар 

текислигида 2x  ва 3y  тўғри чизиқларни чизиш етарли (17.2- чизма). 

 3) yxu lnln   функциянинг маънога эга бўлиши учун, 0,0  yx  

тенгсизликлар ўринли бўлиши керак. Демак, берилган функциянинг 

аниқланиш соҳаси, координаталар текислигининг биринчи чорагидан иборат 

(координаталар ўқлари кирмайди) (17.3-чизма) 

 

       

   17.3-чизма.      17.4-чизма. 



 4) 





22

22

2 yxx

xyx
u  функциянинг аниқланиш соҳаси,  текисликда 

координаталари, 0
2 22

22






yxx

xyx
 тенгсизликни қаноатлантирадиган  yx,  

нуқталар тўпламидан иборат. Бу тенгсизлик қуйидаги  
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иккита тенгсизликлар системасига тенг кучли. 

 Биринчи тенгсизликлар системасини маркази 







0;

2

1
0M  нуқтада, радиуси 

2

1
 га тенг бўлган ёпиқ доиранинг ташқарисидаги нуқталарнинг, ва маркази 

 0;11M  нуқтада, радиуси 1 га тенг бўлган очиқ доиранинг ичкарисидаги 

нуқталарнинг, координаталари қаноатлантиради; иккинчи тенгсизликлар 



системасини эса, маркази 







0;

2

1
0M  нуқтада, радиуси 

2

1
 га тенг бўлган ёпиқ 

доиранинг ичидаги нуқталарнинг ва маркази  0;11M  нуқтада, радиуси 1 га тенг 

бўлган очиқ доиранинг ташқарисидаги нуқталарнинг  координаталари 

қаноатлантиради (17.4-чизма). 

 Шундай қилиб, берилган функциянинг аниқланиш соҳаси: 

координаталари xyxx 222   тенгсизликни қаноатлантирувчи нуқталар 

тўпламидан иборат экан.  

 5) 
222

2

9 zyx

zyx
u




  функция маънога эга бўлиши учун, zyx ,,   

ўзгарувчилар 09 222  zyx  ёки 9222  zyx  тенгсизликни 

қаноатлантириши керак. Бу тенгсизлик, фазода маркази координаталар 

бошида,  радиуси эса, 3 га тенг бўлган очиқ шарни ифодалайди (17.5-чизма).  



 

17.5-чизма. 

 17.3 – мисол  yxyxu  2222 sinsin1   функциянинг аниқланиш 

соҳасини топинг. 

 Ечилиши.  221 yx  ифода x  ва y  нинг ихтиёрий ҳақиқий 

қийматларида мавҳум  

сонни ифодалайди.Шунинг учун берилган функция-нинг аниқланиш соҳаси x  

ва y  нинг 

0sinsin 22  yx             (*) 

тенгламани қаноатлантирадиган қийматлар тўпламидан иборат бўлади. (*) 

дан 0sin,0sin  yx  . Бу тенгламаларни, x  ва y  нинг бутун қийматлари 



қаноатлантиради, яъни  mnA ;  нуқталар тўплами ( n ва m  бутун сонлар), 

берилган функциянинг аниқланиш соҳасини ифодалайди. 

 17.4 – мисол. Қуйидаги берилган функцияларнинг C  – сатҳ чизиқлари 

топилсин: 

 ,)1 xyu       ,)2 xyu   

 ;9436)3 22 yxu      .0
2

)4 222

222



 zyx

zyx

z
u  

 Ечилиши. 1) xyu   функциянинг сатҳ чизиқлари оиласи - x  ва y  

ларнинг,  Cxy   тенгламани қаноатлантирадиган  yx,  қийматлари 

тўпламидан иборат бўлади, бунда RC . C  га  ҳар хил қийматлар бериш 

натижасида, ҳар хил сатҳ чизиқларини ҳосил қиламиз. Масалан, nC ,...,2,1  

қийматларда nxyxyxy  ,...,2,1 , биринчи ва учинчи чоракларда 

жойлашган гиперболоидлар оиласини; nC  ,...,2,1  қийматларда эса, 

nxyxyxy  ....,,2,1  иккинчи ва тўртинчи чоракларда жойлашган 

гиперболоидлар оиласини ҳосил қиламиз. 0c  да ,0xy  яъни  сатҳ 

чизиқлари  0x  ва 0y  тўғри чизиқлардан иборат бўлади.  



 2) Cxyxyu  , , бундан 2Cxy  .  Демак, берилган xyu   

функциянинг сатҳ чизиғи, 0C  бўлганда,   2;0 C  ва  21;1 C  нуқталардан  

ўтувчи  тўғри чизиқдан,  0C   бўлганда эса,   - бўш  тўпламдан иборат. 

 3) 22222222 3694,9436,9436 CyxCyxCyx  . Агар ]6;0[C  

бўлса, берилган функциянинг сатҳ чизиғи-  маркази  0;0  нуқтада, фокуси Ox  

ўқда, ярим ўқлари эса, мос равишда, 
3

36
,

2

36 22 cc 
 бўлган эллипсдан; 6C  

бўлганда,  0;0  нуқтадан; ]6;0[C  бўлганда,   - бўш тўпламдан иборат 

бўлади.  
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 Агар 0C  бўлса, у ҳолда, берилган функциянинг сатҳ сирти – радиуси 

C

1
, маркази 









C

1
;0;0  нуқтада бўлган  сферадан  0;0;0(  нуқтадан ташқари) 

иборат; агар 0C  бўлса,  0;0;0  нуқтадан  ташқари 0z  текисликдан иборат 

бўлади. 



 17.5 – мисол. Ушбу 
y

x
y

x

y
xu cossin 22   функциянинг биржинсли 

эканлигини исботланг ва унинг биржинслилик даражасини топинг. 

 Ечилиши. x  ни x  га, y  ни y  га  алмаштириб, топамиз:  

 
 
 

 
 
 

.cossin

cossincossin

2222

222222

u
x

y
y

x

y
x

y

x
y

x

y
x

y

x
y

x

y
xu


























 

 Демак, 17.4 – таърифга кўра, берилган функция биржинсли ва унинг 

биржинслилик даражаси 2 . 

 17.5 – мисол. Ушбу 
yztxyz

ztxy
u




  функциянинг биржинсли эканлиги 

исботланг ва унинг биржинслилик даражасини топинг. 

 Ечилиши. x  ни x  га, y  ни y  га, z  ни z  га, t  ни t  га алмаштириб, 

топамиз: 

u
yztxyz

ztxy

yztxyz

ztxy

tzyzyx

tzyx
u 1

33

22 1 













 








. 

 Демак, берилган функция биржинсли ва унинг бир жинслилик даражаси 



1 . 

Мустақил ечиш учун мисоллар 

 Қуйидаги функциянинг аниқланиш соҳасини топинг ва  чизмасини  

чизинг. 

 17.1.  .1 22 yxu      17.2.  .11 22  yxu   

 17.3.  .
1

yx
u


      17.4. .

yx

y

yx

x
u





   

 17.5.  .
9

cos
22 yx

caru


     17.6.   .84ln 2  xyu   

 17.7. .
1

222

222

ryx
yxRu


   17.8.   

 
.

1ln

4
22

2

yx

yx
u




  

 17.9.   .41 2222 yxyxu    17.10. .
2 22

22

yxx

xyx
u




  

 Қуйидаги функциянинг аниқланиш соҳасини  топинг. 

 17.17.   .1ln zyxu     17.12.   .
1

1

222 zyx
u


   



 17.13.  .cos
22 yx

z
arcu


   17.14.  .428 222 zyxu   

 17.15.   .
111

zyx
u       17.16.   .arcsinarcsinarcsin

c

z

b

y

a

x
u   

 17.17.  .9
9

ln 22

22



 yx

yx
xyu  17.18.  .

1

22 yxz
u


  

 17.19.      .12
2222222  zyxzyxu  

17.20.   .5ln
1

lnln
zyx

y

zx
u 




   

 Қуйидаги  yxfu ,  функциянинг    Eyx ,   тўпламдаги қийматлари 

тўпламини ( ўзгариш соҳаси) топинг   2, Ryx  : 

 17.21.    .0,0,1;,;32  yxyxyxEyxu   

 17.22.     .1:,,22  yxyxEyxyxu   

 17.23.     .25:,,251612 2222  yxyxEyxyxu   

 17.24.       .0,0,2:,,32ln 22  yxyxyxEyxu   

 Қуйидаги функциянинг сатҳ чизиқларини топинг. 

 17.25.  .xyu       17.26.  .xyu     



 17.27.   .22 yxu      17.28.    .22 yxu   

 17.29.   .
1

22 yx
u


     17.30.   .

2

1
22 yx

z


   

 17.31.   .sin xyu   

Қуйидаги мисолларда берилган функциянинг аниқланиш ва ўзгариш 

соҳаларини топинг ҳамда унинг  сатҳ чизиқларини аниқланг. Сатҳ 

чизиқларидан бирини чизинг. 

17.32.   .9, 22 yxyxf     17.33.   .
1

,
xy

yxf  . 

 Қуйидаги функциянинг сатҳ сиртларини топинг. 

 17.34.   .zyxu      17.35.  .222 zyxu    

 17.36.   .
2

1
222 xzyx

u


   17.37.    .ln 222 zyxu   

 17.38.  .
2

222 zyx

z
u


   17.39.      .11 222222

zyxzyxu   

Қуйидаги мисолларда берилган функциянинг аниқланиш ва ўзгариш 

соҳаларини топинг ҳамда унинг  сатҳ сиртларини аниқланг. Сатҳ сиртлари- 

дан бирини чизинг. 



17. 40.   .,, 22 zyxzyxf    17.41.   .
1

,,
222 zyx

zyxg


   

 Қуйидаги функцияни бир жинслиликка текширинг ва унинг 

биржинслилик даражасини топинг. 

17.42.  .0,

22




 x
x

yx
u   17.43.  .

2

3

22

22

yxyx

yxyx
u




  

17.44  .26 524326 zxyzyxzxu    17.45.  4) .2222 tzyxu   

17.46.  .
yztxyz

ztxy
u




    17.47.   





 
1

1

1 .lnln
n

i

iii xxxu   

17.48.  .22 yzzyxu    

 17.49.  yx,  ўзгарувчиларнинг ҳар қандай   жуфт  даражали биржинсли 

функциясини,   









x

y
xyxf 


;  кўринишда тасвирлаш мумкинлигини 

кўрсатинг. 

 17.50. yx,  ўзгарувчиларнинг  ҳар қандай   тоқ  даражали бир жинсли 

функциясини,   











x

y
xxyxf 

 1
;  кўринишда тасвирлаш мумкинлигини 

кўрсатинг. 



 17.51. Ушбу   









x

z

x

y
xzyxf ,,; 


 функциянинг   жуфт  даражали 

биржинсли эканлигини исботланг.  

 17.52. zyx ,,  ўзгарувчиларнинг ҳар қандай тоқ даражали биржинсли 

функциясини   











x

z

x

y
fxxzyxf ;,;

1
 кўринишда тасвирлаш мумкинлигини 

исботланг. 

Мустақил ечиш мисолларнинг жавоблари 

17.1.  Маркази )0;0(  нуқтада, радиуси 1 га тенг бўлган ёпиқ доира. 

17.2.  1,1  yx . 17.3.   xy   тўғри чизиқ нуқталаридан ташқари 

текисликнинг ҳамма нуқталари. 17.4.  Бурчак биссектрисалари билан 

чегараланган ўнг вертикал бурчакнинг ички қисми. 

17.5.  Маркази координаталар бошида, радиуси 3 га тенг бўлган доира. 

17.6.  Учи (2;0) нуқтада ва фокуси (3;0) нуқтада бўлган параболанинг ташқи 

қисми. 

17.7. Текисликнинг 222 Ryx   ва 222 ryx   айланалар орасидаги қисми. 



17.8.Текисликнинг xy 42   параболанинг ичи билан 122  yx  айлана 

орасидаги қисми (парабола ёйи киради, айлана ёйи кирмайди). 

17.9. 41 22  yx - ҳалқа.  17.10. xyxx 222    - ойча. 

17.11.       1;0;0,0;1;0,0;0;1  нуқталардан ўтувчи текисликлар билан чегараланган 

ва  0;0;0  нуқтани ўзида сақловчи очиқ ярим фазо. 

17.12.  Маркази  0;0;0  нуқтада, радиуси 1 га тенг бўлган очиқ шар. 

17.13. 0222  zyx  конуснинг ташқи томони (чегараси киради, учи 

кирмайди).  17.14. Фазонинг  1
248

222 zyx
эллипсоид билан 

чегараланган қисми (эллипсоиднинг нуқталари киради). 

17.15. Биринчи октантда. 17.16. 














cz

by

ax

,

,

 

17.17. Фақат 922  yx   айлананинг нуқталари.  

17.18.  0,2  yxz   параболанинг Oz  ўқ атрофида айланиши натижасида ҳосил 

бўлган айланма параболоиднинг ички қисми. 

17.19. Маркази  0;0;0  нуқтада, радиуси 1 га тенг бўлган сфера. 



17.20. Учлари (4;1;0) , (0;1;0), (0;5;0), (0;1;4) нуқталарда бўлган очиқ 

пирамида. 17.21.  2;5  . 17.22. 







1;

4

1
. 17.23.  150;50 . 

17.24. 







12ln;

5

24
ln .  17.25.   С;0   ва  С1;1  нуқталардан ўтувчи тўғри 

чизиқ. 

17.26.   Агар 0С    бўлса,  2;0 С   ва )1;1( 2С   нуқталардан ўтувчи тўғри чизиқ; 

агар 0С   бўлса  - бўш тўплам. 

17.27.  Концентрик айланалар. 

17.28.  xy   умумий асимптотага эга бўлган тенг томонли гиперболалар 

оиласи. 17.29.  0С   бўлганда, маркази  0,0  нуқтада, фокуси Ox    ўқда, 

ярим ўқи 
С

1
 бўлган гипербола;  0С  бўлганда,  - бўш тўплам. 

17.30.  Эллипсга ўхшаш фигуралар оиласи. 

17.31. Агар 0С  бўлса,  xСy sin2 синусоида, агар 0С  бўлса,  - бўш 

тўплам. 17.32.     ),0[,2  fERfD , эллипслар. 

17.33.     ,00:,  yvaxyxfD      .,00; fE , гиперболалар. 

17.34.   Параллел текисликлар оиласи. 



17.35.   Маркази координата бошида бўлган сфералар оиласи. 

17.36.  Агар 1С  ёки 0С  бўлса маркази  0,0,1 ,  радиуси 
С

С 1
 бўлан 

сфера; 1С  бўлса,  0,0,1  нуқта, 01  С  бўлса,  - бўш тўплам. 

17.37.  Маркази  0;0;0  нуқтада, радиуси 2/Сe  га тенг бўлган сфера. 

17.38.  0С  бўлганда, маркази 








С

1
;0;0  нуқтада,  радиуси 

c

1
 га тенг бўлган 

сфера (  0;0;0  нуқта кирмайди), 0С  бўлганда,  0;0;0  нуқтадан ташқари 

0z  текислик.  17.39.    Агар 2С  бўлса, 
   

1
12/2/

2

22

2

2







С

zy

С

x
 эллипсоид; 

2С  бўлса,  1;1  кесма; 2С  бўлса,   - бўш тўплам. 

17. 40.  fD : Oxyz  фазонинг барча нуқталари,   :fE  барча ҳақиқий сонлар, 

эллиптик параболоид .122  yxz  17.41.   3RfD  \   0,0,0 ,   :fE  мусбат 

ҳақиқий сонлар, сфера  .1222  zyx  

17.42.   .0  17.43.  1 . 17.44.  3/4 . 17.45.  1 . 

17.46.   1 . 17.47.   .  17.48.  Биржинсли эмас.  



18-§. mR  фазода сонлар кетма – кетлиги ва унинг лимити 

 mR  фазо  ва N - натурал сонлар тўплами  берилган бўлсин. Ҳар бир 

 Nnn   натурал сонга, бирор қонун ёки қоида ёрдамида, mR  фазонинг бирор 

муайян         m

n

n
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nn

nn RMxxxMM  ,...,, 21  нуқтаси мос қўйилган, яъни  

      
      

      
.................................

,...,,

.................................

,,...,,2

,,...,,1

21

22

2

2

12

11

2

1

11

n

m

nn

n

m

m

xxxMn

xxxM

xxxM







 

бўлса,  
mR  фазода ,...,...,, 21 nMMM  сонлар кетма – кетлиги аниқланган 

дейилади ва қисқача   m
nn RMM   каби  белгиланади. 

 Мисоллар:   ,...
1

,
1

,...,
2

1
,

2

1
,1,1:

1
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)1 21 
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
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
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
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
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
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
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1
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nn
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Бу кетма-кетликларнинг биринчи ва иккинчиси, 2R  фазонинг нуқталаридан, 

учинчиси эса, 3R  фазонинг нуқталаридан ташкил топган сонлар кетма-

кетликларидир. 

 
mR  фазода  

,...,...,, 21 nMMM      (18.1) 

соҳалар кетма-кетлиги ва   m

m RaaaAA  ,...,, 21  нуқта берилган бўлсин. 

 18.1-таъриф. Агар 0  олинганда ҳам, шундай Nn 0  топилсаки, 

барча 0nn   лар учун  

   AMn ,       (18.2) 

тенгсизлик бажарилса, A  нуқта  nM  кетма-кетликнинг лимити дейилади ва 

AM n
n




lim  ёки n  да AM n   каби белгиланади. 

Агар (18.1) кетма-кетлик лимитга эга бўлса, у, яқинлашувчи кетма-кетлик 

дейилади. Лимит таърифидаги шартни қаноатлантирувчи A  нуқта мавжуд 

бўлмаса,  nM  кетма-кетлик лимитга эга эмас дейилади, кетма-кетликнинг 

ўзи эса, узоқлашувчи деб аталади. Кетма-кетликнинг лимити таърифидаги   

ихтиёрий мусбат сон бўлиб, изланаётган  Nnn 00  эса, шу   га боғлиқ 



равишда топилади, шунинг учун, баъзи ҳолларда,  00 nn   каби ёзилади.  
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тенгсизлик бажарилади.  Демак,    AM n ; . 18.1- таърифга кўра, 
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 18.2 - мисол. 2R  фазода, берилган        11
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
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nn MM  кетма-

кетликнинг лимити мавжуд эмаслигини кўрсатинг. 



 Ечилиши. Тескарисидан фараз қилайлик, яъни берилган кетма-кетлик 

лимитга эга ва унинг лимити  21,aaAA   бўлсин.  Лимитнинг таърифига кўра,  
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зиддиятни ҳосил қиламиз. 

 Бу зиддиятга сабаб, қаралаётган кетма-кетлик лимитга эга, деган 

фаразимиздир.  Демак, берилган кетма-кетлик лимитга эга эмас. 

18.1 – теорема. 
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эканлиги келиб чиқади. 

18.2-таъриф. m

n RM   бўлсин. Агар 0  олинганда ҳам, шундай Nn 0  

топилиб, барча 00 , npnn   )( Np лар учун    npn MM ,  тенгсизлик 

бажарилса,  nM  кетма-кетлик mR  фазода фундаментал кетма-кетлик деб 

аталади.  

Равшанки, агар    m

nn RMM   кетма-кетлик mR  фазода фундаментал 

кетма-кетлик бўлса, nM  нинг координаталари ҳосил қилган         n

m

nn xxx ,...,, 21  

кетма-кетликларнинг ҳар бири фундаментал кетма-кетлик бўлади ва аксинча,  

        n

m

nn xxx ,...,, 21  кетма-кетликларнинг ҳар бири фундаментал кетма-кетлик 

бўлса,    m

nn RMM   кетма-кетлик mR  фазода фундаментал кетма-кетлик 

бўлади, яъни қуйидаги теорема ўринли. 

 18.2– теорема. 
mR  фазода       n

m
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nn xxxMM ,...,, 21  кетма – кетликнинг 

фундаментал бўлиши учун, унинг координаталаридан ҳосил бўлган 



        n
m

nn xxx ,...,, 21  кетма–кетликларнинг ҳар бири фундаментал кетма – 

кетлик бўлиши зарур ва етарли. 

18.3-теорема(Коши принципи).  nM  кетма-кетликнинг яқинлашувчи 

бўлиши учун, унинг фундаментал кетма-кетлик бўлиши зарур ва етарли.  

18.4-теорема. Агар  nM  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлса, унинг 

лимити ягонадир.  

18.3-таъриф. Агар  nM  кетма-кетликнинг барча ҳадларидан тузилган 

тўплам чегараланган бўлса,  nM  кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик 

деб аталади. 

18.4-таъриф. Агар 0R  мавжуд бўлиб, n  лар учун   ROMn ,  

тенгсизлик бажарилса,  nM  кетма-кетлик чегараланган кетма-кетлик 

дейилади,  бунда  0,...,0,0O . 

18.5-теорема. mR  фазода  nM  кетма-кетликнинг чегараланган бўлиш 

учун, бу кетма-кетликнинг координаталаридан иборат         n

m

nn xxx ,...,, 21 ,… 

сонлар кетма-кетликлари ҳар бирининг чегараланган бўлиши зарур ва 

етарлидир. 



18.6-теорема. Агар  nM  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлса, у 

чегараланган бўлади.  

18.7-теорема. Агар  nM  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиб, унинг 

лимити A  бўлса, у ҳолда    RkkMn   кетма-кетлик ҳам яқинлашувчи бўлиб, 
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18.8-теорема. Агар  nM  ва  nN  кетма-кетликлар яқинлашувчи бўлиб, 

уларнинг лимитлари, мос равишда, A  ва B  бўлса, у ҳолда  nn NM   кетма-

кетлик ҳам яқинлашувчи бўлади ва унинг лимити A B  га тенг бўлади, яъни  
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mR  фазода       n

m

nn

nn xxxMM ,...,, 21  кетма-кетлик берилган бўлсин. Бу 

кетма-кетликнинг  ,..2,1,......,...,...,, 2121  kNnnnnnnn kkk  номерли 

ҳадларидан ташкил топган, ушбу ,.....,....,,
21 knnn MMM  ,...2,1,  kRM m

nk
 кетма-

кетлик, берилган кетма-кетликнинг қисмий кетма-кетлиги дейилади ва у 

 
knM  каби белгиланади. 
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кетма–кетликлари бўлади. 

 18.9-теорема. Агар }{ nM  кетма-кетлик яқинлашувчи бўлиб, унинг 

лимити A  )( mRA  бўлса, у ҳолда,  бу кетма-кетликнинг ҳар бир }{
knM  қисмий 

кетма-кетлиги ҳам яқинлашувчи бўлади ва унинг лимити ҳам A  га тенг 

бўлади.  

 18.1-эслатма. Кетма-кетлик қисмий кетма-кетликларининг лимити 

мавжуд бўлишидан, берилган кетма-кетликнинг лимити мавжуд бўлиши ҳар 

доим ҳам келиб чиқавермайди. Масалан, ушбу 

            11
1;1,...,1;1,1;1,1;1,1;1




nn   кетма–кетлик  лимитга эга эмас, лекин 

унинг қисмий кетма – кетликлари,  мос равишда,  1;1  ва  1;1  лимитларга 

эга. Шундай қилиб,  nM  кетма–кетлик лимитга эга бўлмаса ҳам, унинг 

қисмий кетма – кетликлари лимитга эга бўлиши мумкин экан. 



 18.9-теорема (Больцано-Вейерштрасс). Ҳар қандай чегараланган 

кетма-кетликдан яқинлашувчи қисмий кетма-кетлик ажратиш мумкин. 
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Ечилиши. Берилган кетма-кетликнинг координаталаридан ташкил 

топган кетма-кетликлар, сонлар кетма-кетликлари бўлиб, улар қуйидаги 

кўринишда бўлади: 

    .
522100

5325
,

32

32
1

2

32

1 nn

nn
n

nn

nn
n xx













 

Равшанки,  

   

 
,27

13/2

273/24
lim

32

32
limlim

32

1 














 n

n

nnn

nn

n

n

n
x  

 

2

15

2)5/2(100

15)5/2(5
limlim 2 






 n

n

n

n

n
x . 

Демак, 18.1-теоремага кўра, берилган кетма-кетликнинг лимити 

.
2

15
;27

522100

5325
,

32

32
limlim

132

































AM

n

nn

nn

nn

nn

n
n

n
 



 18.4- мисол. 4R  фазода  






































n

nn
nn

n

n

n
nnMM

2
1;

12
;

1
;1

2

2

 

кетма-кетликнинг лимитини топинг. 

 Ечилиши. Берилган кетма-кетликнинг координаталаридан ташкил 
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 Демак, 18.1-теоремага кўра, берилган кетма-кетликнинг лимити-

 2;2;1;0 eA  бўлади. 
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фундаментал бўлишини кўрсатинг. 



 Ечилиши. Берилган 0  га кўра, 1
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тенгсизлик ўринли бўлади. Демак, 18.2- таърифга кўра, берилган кетма-

кетлик фундаментал бўлар экан. 
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фундаментал эмаслигини кўрсатинг. 
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Бундан, pn 2  бўлганда, 

    
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2
0,;0,   nnpnpn xMxM  

эканлиги келиб чиқади. Бу эса, берилган кетма-кетликнинг фундаментал 

эмаслигини кўрсатади. 

 18.7- мисол. 2R  фазода  
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 Ечилиши. Берилган кетма-кетликнинг яқинлашувчи эканлигини 

кўрсатиш учун,  унинг фундаментал кетма-кетлик эканлигини кўрсатиш 

етарли. Бунинг учун   nnn yxM ,  кетма-кетликнинг координаталари ҳосил 

қилган    nn yx ,  кетма-кетликларнинг ҳар бири фундаментал эканлигини 
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тенгсизлик ўринли бўлади.  

 Демак,  nx  кетма-кетлик фундаментал бўлар экан. 
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 кетма-кетликнинг фундаментал 

кетма-кетлик  эканлигини кўрсатамиз. Берилган 0  га кўра, 1
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тенгсизлик ўринли бўлади. 

 Шундай қилиб, 18.2- теоремага кўра, берилган кетма-кетлик 

фундаментал кетма-кетлик бўлади, бундан эса, 18.4- теоремага асосан, 



берилган кетма-кетликнинг яқинлашувчи эканлиги келиб чиқади. 

Мустақил ечиш учун мисоллар 

2R  фазода қуйидаги кетма – кетликнинг лимити  2RAA   эканлигини 

исботланг. 
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 2R  фазода қуйидаги кетма – кетликнинг лимити  2RAA   эканлигини 

исботланг: 
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19-§. Кўп ўзгарувчили функциянинг лимити 

19.1. Кўп ўзгарувчили функциянинг лимитининг таърифлари. 

  Mfu   функция   mRM   тўпламда берилган бўлиб,  maaaA ,..,, 21   

нуқта   M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин.  

 19.1- таъриф (Гейне таърифи). Агар  M  тўпламнинг нуқталаридан 

тузилган ва A  га интилувчи ҳар қандай    ...2,1,  nAMM nn  кетма-кетлик 

олинганда ҳам, функциянинг унга мос келган   nMf  қийматлари кетма-

кетлиги  ҳамма вақт, ягона B  (чекли ёки чексиз) лимитга интилса, шу B  га 

 Mf  функциянинг A  нуқтадаги (ёки AM   даги) лимити дейилади ва у  

BMf
AM




)(lim  ёки   Bxxxf m

ax

ax
ax

mm








,...,,lim 21

...........
12

11

 ёки AM   да BMf )(  

 каби белгиланади.  

19.2.-таъриф (Коши таърифи). Агар 0  сон учун, 0  бўлиб, 

    AM ;0  тенгсизликларни қаноатлантирувчи барча  MM   нуқталарда   



  BMf  

тенгсизлик бажарилса,  шу B  сонга  xf  функциянинг A  нуқтадаги ( AM   

даги) лимити дейилади. 

 Mfu   функция   mRM   тўпламда аникланган бўлиб,   эса,  M  

тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин.  

 19.3- таъриф (Гейне таърифи). Агар }{M  тўпламнинг нуқталаридан 

тузилган ҳар қандай  nM  кетма-кетлик учун M  да функциянинг унга мос 

келган   nMf  қийматлари кетма-кетлиги  ҳамма вақт ягона B  сонга интилса, 

шу B  сонга  )(Mf  функциянинг M  даги лимити дейилади ва 

  BMf
M




lim  каби белгиланади. 

 19.4-таъриф. Агар 0  сон учун, шундай 0E  бўлиб,   EOM ,  

тенгсизликни қаноатлантирувчи барча  MM   нуқталарда    BMf  

тенгсизлик бажарилса, B  сон )(Mf  функциянинг M  даги лимити 

дейилади ва   BMf
M




lim  ёки   Bxxxf m

x

x

x

m








,....,,lim 21

.......

2

1

 каби белгиланади.  



 19.5-таъриф (Коши таърифи). Агар 0  сон учун 0  бўлиб, 

    AM ,0  тенгсизликни қаноатлантирувчи барча }{MM   нуқталарда  

   )(;)()( MfMfMf  бўлса, )(Mf  функциянинг A  нуқтадаги ( AM   

даги) лимити    дейилади. 

 19.1- мисол.  Ушбу  
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функциянинг      0,00;0,  yxAyxM  даги  лимити  нолга тенг эканлигини 

кўрсатинг. 

Ечилиши.  yxf ,  функция 
2R  да берилган бўлиб,  0;0A  нуқта шу 

тўпламнинг лимит нуқтасидан иборат. 

1) Гейне таърифи буйича: 
2R  тўпламдан  0;0A  нуқтага интилувчи 

ихтиёрий           ,...2,1,0;0;  nAMyxMM n

nn

nn  кетма-кетликни оламиз. 

Функциянинг унга мос келган   nMf  қийматлари кетма-кетлиги учун,  
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   
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бўлади. Бундан      0,0  nn yx   да      0 nn yx . 

Демак,   0limlim
22

0
0







 yx

xy
Mf

y
xAM

. 

2) Коши таърифи бўйича: 0  сонга кўра,  2   дейилса, у ҳолда, 

    )0,0(;0 AM  тенгсизликларни каноатлантирувчи  барча  yxM ;  

нуқталарда  
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тенгсизлик  ўринли бўлади.   

19.2-мисол. Ушбу  
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  функциянинг    0;0, AyxM   

 0,0  yx   даги лимити мавжуд эмаслигини кўрсатинг. 

Ечилиши. Бу функция   0;0\2R  тўпламда  аникланган бўлиб,  0;0A  

нуқта-  шу тўпламнинг лимит нуқтасидир. Равшанки,  
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 кетма-кетликлар n да    0;0,0;0 AMAM nn  . Функциянинг бу кетма-



кетликларга мос келган            nnnn yxfyxf ,,,  қийматлари кетма-кетлиги 

учун, мос равишда,  
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бўлади. Бу эса,    0;0; AyxM   да берилган функциянинг лимити мавжуд 

эмаслигини англатади. 

 19.3 – мисол. Ушбу  
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 лимитни ҳисобланг.  

 Ечилиши. Равшанки, xyyxyx  22  тенгсизлик доимо ўринли. Бундан, 
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тенгсизликни оламиз. Буердан,  

0
11

limlim0
22


























 yxyxyx

yx

y
x

y
x

. 



 Шундай қилиб,  0lim
22







 yxyx

yx

y
x

. 

 19.4-мисол.  Ушбу   
42

24

,
yx

yx
yxf




  функция  yx ,  да лимитга эга 

бўлмаслигини исботланг.  

 Ечилиши. 4, tytx   деб олинса, t  да  yx ,  ва 

  0lim,lim
162

84
4 






 tt

tt
ttf

tt
. 

Иккинчи томондан tytx  ,2  дейилса,    





 44

28
2 lim;lim

tt

tt
ttf

tt
. 

 Демак, 
42

24

lim
yx

yx

y
x 






 - мавжуд эмас. 

 19.5.-мисол. Ушбу   ,,lim

3
0

yxf

y
x



бунда  
 














,lg'0,3

,lg'0,
sin

, 2

2

andabox

andabox
x

yx

yxf  

лимитни ҳисобланг. 

Ечилиши. 3,0  yx  бўлса, берилган касрнинг сурати ҳам, махражи ҳам 

нолга айланади. Шунинг учун, yx2  деб олинса, у ҳолда, 0x  ва 3y  

бўлганда 0   ва  



   
331

sin
lim

sin
lim

sin
lim

3
02

2

3
02

2

3
0















yy
yx

yx

x

yx

yy
x

y
x 




.  

Агар 0x  бўлса,   3, yxf  ва   3,lim
3




yxf
y

. 

19.5-мисол. Ушбу  

2

22
lim)

x

y
x yx

xy
a 













;    
22

22

0
0

lim)
yx

y
x

yxb 




 

лимитларни ҳисобланг:  

Ечилиши. )a  Равшанки, xyyx 222   тенгсизлик ўринли.  Бундан 

2

1
22


 yx

xy
 ўринлидир. Буларни эътиборга олган ҳолда,  

0
2

1
0

22

22























x

xx

yx

xy
 

эканлигини оламиз. 

Демак,  бу тенгсизликдан, 0lim

2

22














x

y
x yx

xy
 эканлиги келиб чикади. 

 )b  10 22  yx   бўлганда,  



       22222

4

1
222222222 1,

4

1 yxyx
yxyxyxyx


  

тенгсизликлар ўринли. Бу  тенгсизликларни эътиборга  олиб,  

   
1limlimlim

ln
4

1

00

4

1

00

4

1
22

0

0

22222










tt

t

t

t

yx

y

x
etyx  

эканлигини топамиз. 

Демак, (*) тенгсизликка асосан,   1lim
22

22

0
0






yx

y
x

yx  эканлиги келиб чиқади. 

)(Mfu   функция mRM }{  тўпламда берилган бўлиб,  maaaA ,...,, 21  

нуқта  M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин. 

19.2. Чексиз кичик ва чексиз катта функциялар. 

  M  функция   mRM   тўпламда аникланган бўлиб,  maaaA ,...,, 21  нуқта 

 M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин.  

19.6-таъриф. Агар AM   да  M  функциянинг лимити нол, яъни 

  0lim 


M
AM
  бўлса, у ҳолда,  M  функция, AM   да  чексиз кичик функция 

дейилади. 



19.1-эслатма. Берилган  Mf  функция AM   да B  лимитга эга бўлиши 

учун,     BMfM   нинг чексиз кичик функция бўлиши зарур ва етарли. 

Демак, AM   да  Mf  функция B  лимитга эга бўлса, бу функцияни, 

ҳар доим,  

   MBMf       (19.1) 

кўринишда ифодалаш мумкин, бунда   M  чексиз кичик функция. 

 Чексиз кичик функциялар қуйидаги хоссаларга эга: 

1- хосса. Агар AM   да  M ва  M   чексиз кичик функциялар бўлса, 

у ҳолда,    MM    ҳам чексиз кичик функция бўлади.  

2- хосса.  Агар AM   да  M - чексиз кичик функция,  M  функция 

эса, чегараланган бўлса, у ҳолда,    MM    (уларнинг кўпайтмаси) ҳам 

чексиз кичик бўлади. 

19.7-таъриф.  Агар   mRM   тўпламда  аниқланган  MF  функция учун 

  


MF
AM

lim  бўлса,  MF  функция AM   да чексиз катта функция дейилади. 

3- хосса.  Агар AM   да  M  чексиз кичик   0M  функция бўлса, у 



ҳолда 
 M

1
 - AM   да  чексиз катта функция  бўлади.  

4- хосса. Агар AM   да  MF  чексиз катта функция бўлса, 
 MF

1
 

функция AM   да чексиз кичик функция бўлади. 

19.3. Лимитга эга бўлган функцияларнинг хоссалари. 

  mRM   тўпламда  Mf  функция аниқланган бўлиб,  mRAA   нуқта  

 M  тўпламнинг лимит нуқтаси бўлсин  

1- хосса. Агар   BMf
AM




lim  мавжуд бўлиб,  qBpB   бўлса, у ҳолда A  

нуқтанинг етарли кичик атрофидаги  MM   ( AM  ) нуқталарда 

    qMfpMf   бўлади.  

Хусусан, 0B  бўлса, у ҳолда, A  нуқтанинг етарли кичик атрофида 

  0Mf  бўлади. 

2- хосса. Агар   BMf
AM




lim  мавжуд бўлса, A  нуқтанинг етарли кичик 

атрофидаги   AMMM    нуқталарда  Mf  функция чегараланган бўлади. 



  mRM   тўпламда  Mf ва  Mg  функциялар берилган бўлсин. 

3- хосса. Агар  Mf ва  Mg  функциялар, AM   да, мос равишда, B  ва 

C  лимитларга эга бўлса, у ҳолда        MgMfMgMf  ,  ва 
 
 

 0C
Mg

Mf
 

функциялар  ҳам, мос равишда, 
C

B
CBCB ,,   лимитларга эга бўлади. 

19.2- эслатма  Mf ва  Mg  функцияларнинг йиғиндиси, кўпайтмаси ва 

нисбати лимитга эга бўлишидан, бу функциялардан  ҳар бирининг лимитга 

эга бўлиши  ҳар доим ҳам келиб чиқавермайди. 

 19.3- эслатма. Агар:  

 1)     0lim,0lim 


MgMf
AMAM

 бўлса, 
 
 Mg

Mf
 ифода; 

 2)     


MgMf
AMAM

lim,lim бўлса,  
 
 Mg

Mf
 ифода; 

 3)     


MgMf
AMAM

lim,0lim  бўлса,    MgMf   ифода;  

 4)  Mf ва  Mg  функциялар AM   да турли  хил ишорали чексиз 

лимитга эга бўлса,    MgMf   ифода; мос равишда, 



,0,,

0

0
 

кўринишидаги аниқмасликларни ифодалайди. 



 19.4- эслатма. Агар:  

 1)     0lim,0lim 


MgMf
AMAM

 бўлса;  

 2)     


MgMf
MAM
lim,1lim бўлса;  

 3)     0lim,lim 


MgMf
AMAM

 бўлса,  

у ҳолда,     MgMf ][  ифода,  мос равишда, 00 ,1,0   кўринишдаги  

аниқмасликларни  ифодалайди. 

 19.1-теорема(Коши критерийси). )(Mfu   функциянинг чекли 

лимитга эга бўлиши учун, 0  сон олинганда ҳам, шундай 0  бўлиб, 

      AMAM ,0,,0  тенгсизликларни қаноатлантирувчи барча 

}{, MMM   нуқталарда  )()( MfMf  тенгсизликнинг бажарилиши зарур 

ва етарли.  

19.4. Такрорий лимитлар. 

 Биз юкорида    mxxxfMfu ,...,, 21  функциянинг  maaaAA ,...,, 21  

нуқтадаги  лимити BMf
AM




)(lim  ёки    Bxxxf m

ax

ax
ax

mm








,...,,lim 21

...........
12

11

 билан танишдик.  



Демак, функциянинг лимити, унинг аргументлари mxxx ,...,, 21  ларнинг 

бир йўла, мос равишда, maaa ,...,, 21  сонларга  интилгандаги лимитидан  

иборат экан. Биз бундан буён, бу лимитни, каррали лимит деб атаймиз.  

Кўп ўзгарувчили функцияларгагина хос  бўлган, бошқа кўринишдаги, 

лимит тушунчасини киритамиз.    mxxxfMfu ,...,, 21  функция   mRM   

тўпламда берилган бўлиб,  maaaAA ,...,, 21  нуқта-  M  тўпламнинг лимит 

нуқтаси бўлсин. Берилган функциянинг 11 ax   (қолган барча 

аргументларини тайинлаб) даги лимити   m
ax

xxxf ,...,,lim 21
11

 ни карайлик, бу 

лимит mxxx ,...,, 32  ўзгарувчиларга боғлиқ бўлади:  

   mm
ax

xxxxxxf ,...,,,...,,lim 32121
11




. 

Энди  mxx ,...,21  функциянинг 22 ax   (қолган барча аргументларни 

белгилаб)  даги лимитини қараймиз, бу    m
ax

xxx ,...,,lim 321
22




 лимит mxxx ,...,, 43  

ўзгарувчиларга боғлик бўлади:     mm
ax

xxxxxx ,....,,,...,,lim 432321
22

 


.  

Худди шундай, бирин кетин, mm axaxax  ,...,, 4433  да лимитга ўтиб, 

 m
axaxax

xxxf
mmmm

,...,,lim.....limlim 21
1111  

 ни ҳосил қиламиз.Бу лимитга  mxxxf ,...,, 21  



функциянинг такрорий лимити дейилади. 

Худди шундай,  mxxxf ,...,, 21  функциянинг 
kiii axx ,...,,

21
 аргументлари, 

мос равишда,  
kiii aaa ,...,,

21
 ларга интилгандаги  m

axax
xxxf

iikiki

,...,,lim....lim 21
11


 такрорий 

лимитни ҳам қараш мумкин.  

Равшанки,  mxxxf ,...,, 21   функциянинг mxxx ,...,, 21  аргументлари, мос 

равишда, 
kiii aaa ,...,,

21
 сонларга,  турли тартибда интилганда, функциянинг 

турли такрорий лимитлари ҳосил бўлади.  

19.6-мисол.    
yx

yxyxf
1

sin
1

sin,   функциянинг    0;0, OyxM    да 

чексиз кичик функция эканлигини исботланг. 

Ечилиши. Чексиз кичик функциянинг таърифига кўра,   0,lim

0
0






yxf

y
x

 

тенгликнинг ўринли  эканлигини кўрсатиш етарли. Равшанки, берилган  yxf ,  

функция координаталар ўқларида аниқланмаган, лекин  0;0O  нуқта  функция 

аниқланиш соҳасининг лимит нуқтасидан иборат. Шунинг учун, берилган  

функциянинг   0;0O    нуқтадаги лимитини қараш мумкин. Бу лимитни, 

лимитнинг Коши таърифи бўйича қараймиз. 0  сонга кўра, 2/   деб 



олинса, у ҳолда,        220;0;, yxOyxM  дан x  ва y  бўлиши келиб 

чиқади. Демак,       2
1

sin
1

sin0, yx
yx

yxyxf . Бундан, таърифга 

кўра,     0
1

sin
1

sinlim,lim

0
0

0
0







 yx

yxyxf

y
x

y
x

 эканлиги келиб чиқади.  

Шундай қилиб, берилган функциянинг 0M  да чексиз кичик функция 

эканлиги исботланади. 

19.7- мисол. Ушбу    
yx

yxyxf
1

sin
1

sin,   функциянинг  0;0O  нуқтада 

такрорий лимитлари мавжудми?  

Ечилиши.  


yxf
xy

,limlim
00

  такрорий лимитнинг  



yxf

нбелгилангаy

x
,lim

,0

0
ички 

лимитини караймиз.  Аввало, берилган  yxf ,  функцияни қуйидагича 

тасвирлаймиз:  
yx

y
yx

xyxf
1

sin
1

sin
1

sin
1

sin,  . Бунда, белгиланган 0y  учун, 

биринчи қўшилувчининг 0x  даги лимити, яъни 0
1

sin
1

sinlim
0


 yx

x
x

; иккинчи 

қўшилувчидаги 
y

y
1

sin кўпайтувчи,  Zn
n

y 


1
  бўлганда, нолдан фарқли 



ўзгармас сон, 
x

1
sin  кўпайтувчи эса, 0x  да лимитга эга эмас, демак, иккинчи  

қўшилувчи лимитга эга бўлмайди. У ҳолда,  
yx

y
yx

xyxf
1

sin
1

sin
1

sin
1

sin,   

функция, белгиланган   y  ( nyy  ,0 ) учун, 0x  да лимитга эга бўлмайди. 

Шундай қилиб, ички лимит мавжуд эмас, шунга кўра,   yxf
xy

,limlim
00 

 такрорий 

лимитнинг мавжуд эмаслиги келиб чиқади. Худди шундай, 

 yxf
xy

,limlim
00 

такрорий лимитнинг ҳам мавжуд эмаслигини кўрсатиш мумкин.  

19.5- эслатма. 19.6- мисолда      
yx

yxyxf
1

sin
1

sin,   функциянинг 

 0;0O   нуқтадаги каррали лимити мавжуд ва унинг нолга тенг эканлиги 

исботланган эди. 19.7-мисолда эса, унинг такрорий лимитларининг мавжуд 

эмаслиги кўрсатилди. Демак, функциянинг нуқтада каррали лимити  ҳар доим 

мавжудлигидан, унинг шу нуқтада  такрорий лимитлари мавжудлиги келиб 

чиқмаслиги тўғрисида хулоса чиқариш мумкин экан.  

19.8- мисол.  
22

2
,

yx

xy
yxf


  функциянинг  0;0O  нуқтадаги такрорий 

лимитларини хисобланг  



 Ечилиши. Такрорий лимитларни топамиз: 

  .0
0

lim
2

limlim,limlim
2022

0

0000


































 xyx

xy
yxf

x

x
белгиx

yxyx
 

 Худди шундай,   0,limlim
00




yxf
xy

 эканлигини кўрсатиш мумкин. 

19.6-эслатма. 19.2- мисолда  
22

2
,

yx

xy
yxf


  функциянинг  0;0O  

нуқтада каррали лимити мавжуд эмаслиги кўрсатилган эди. Демак, 19.2- ва 

19.8- мисолларга асосан, берилган нуқтада  такрорий лимитларнинг 

мавжудлиги ва уларнинг тенглигидан, бу нуқтада функциянинг каррали 

лимити мавжудлиги  ҳар доим келиб чикавермас экан, деган хулоса чиқариш 

мумкин.  

 19.9- мисол. Ушбу  

  






















,lg',0

,lg',

,

22

andaboxy

andaboxy
yx

yxyx

yxf  

 функциянинг 0,0  yx  даги такрорий  лимитларини ҳисобланг.  



 Ечилиши. y  белгиланган ва 0y  бўлсин. У ҳолда,  

  ,1lim,lim
222

00
y

y

yy

yx

yxyx
yxf

xx











 

бундан,     11lim],lim[lim
000




yyxf
yxy

 бўлиши келиб чиқади.  Энди x  

белгиланган ва 0x  бўлсин. У ҳолда, 

  ,1lim,lim
222

00
x

x

xx

yx

yxyx
yxf

yy











 

бунда      11lim],lim[lim
000




xyxf
xyx

 бўлиши келиб чиқади. 

Шундай қилиб, берилган функциянинг такрорий лимитлари мавжуд, 

лекин улар ўзаро тенг эмас, яъни    ],lim[lim],lim[lim
0000

yxfyxf
xyyx 

 .  

19.7-эслатма. 19.9- мисолдан кўринадики, функциянинг каррали ва 

такрорий лимитларининг тенг бўлиши учун, маълум шартларнинг 

бажарилиши керак бўлар экан.  

 19.2- теорема.  Mfu   функция      2

0

1

02 ,:, dyydxxRyxM    

тўпламда берилган бўлиб, y  қуйидаги шартларни қаноатлантирсин:  

1)    00 ,, yxyx   да  yxf ,  функциянинг   Byxf

yy

xx





,lim

0

0
каррали лимити  



мавжуд; 

2) ҳар бир тайинланган x  да    xyxf
yy




,lim
0

 мавжуд,  ҳар бир 

тайинланган  y да    yyxf
xx




,lim
0

 мавжуд бўлсин.  У ҳолда  yxf
yyxx

,limlim
00 

 ва 

 yxf
yyxx

,limlim
00 

  такрорий лимитлар ҳам мавжуд ва улар B  га тенг бўлади.  

Натижа. 19.2- теореманинг  шартлари бажарилганда,  

     yxfyxfyxf
xxyyyyxx

yy

xx
,limlim,limlim,lim

0000

0

0 




  

муносабат ўринли.  

Мустақил ечиш учун мисоллар 

 Қуйидаги лимитларни ҳисобланг: 

19.1. .coslim

2ln

xe y

y
x



     19.2. .lim
22

1
1 yx

yx

y
x 






 

19.3. .lnlim

1

1
zyx

ez

y

x







   19.4. .

sin
lim

0 x

xy

ay
x



   



19.5. .
2

lim
2

0
1 yx

xytg

y
x



    19.6.   .1lim 222

3
0

xyyx

y

y
x

xy 





  

19.7.  .lim
22 yxyx

byax

y
x 






   19.8.  .lim
44

22

yx

yx

y
x 






 

19.9.  .lim
33

22

yx

yx

y
x 






   19.10.     
.lim

22 yx

y
x

yx





  

19.11.   .lim 22

0
0

x

y
x

yx 




 

 19.12. Ушбу  yxf

y
x

,lim

1
0




ни ҳисобланг, бунда 

  













.lg'0,2

,lg'0,
11,

2

2

2

2

andaboyx

andaboyx
yx

yx

yxf  

 Қуйидаги каррали лимитларни ҳисобланг. 

19.19. .
11

lim
22

22

0
0 yx

yx

y
x 






   19.14.
 

 
.

sin
lim

222

24

0
0 yx

yx

y
x 


  

19.15. 
 

 
.

cos1
lim

22

22

0
0 yx

yx

y
x 






  19.16. .lim
44

1

0
0

44

yx

e yx

y
x 






 



19.17.   .1lim 22

1
22

0
0

yx

y
x

yx 




    19.18. 
 

 
.lim

242

2

yx

yx

y
x 






 

19.19.    .
1

sinlim
22

22

yx
yx

y
x 






  

19.20. Ушбу  yxf

y
x

,lim

1
1




 лимитни ҳисобланг, бунда  

 

















.lg',3/4

,lg',
32

, 33

22

andaboyx

andaboyx
yx

yxyx

yxf  

Қуйидаги каррали лимитларнинг мавжуд эмаслигини исботланг. 

19.21. .lim

0
0 yx

x

y
x 



    19.22. .lim

0
0 yx

yx

y
x 






 

19.23. .lim
22

22

0
0 yx

yx

y
x 






   19.24. 
 

.
ln

lim

0
1 y

yx

y
x






 

19.25. Ушбу  

















.lg')0,0(),(,0

,lg')0,0(),(,
, 24

33

andaboyx

andaboyx
yx

yx

yxf  

функциянинг  0,0  нуқтада каррали  лимити мавжуд эмаслигини кўрсатинг. 

19.26. Ушбу  



 


























andaboyx

andaboyx
yxyxf

yx

lg'0,1

,lg'0,
1

1
,  

функциянинг   yx ,  даги каррали лимити мавжуд эмаслигини 

исботланг. 

Қуйидаги   yxf
yyxx

,limlim
00 

 ва   yxf
xxyy

,limlim
00 

 такрорий лимитларни 

ҳисобланг. 

 19.27.   .0,0,, 00

22

22





 yx

yxyx

yxyx
yxf  

 19.28.  
 

.0,0,
32

sin
, 00 




 yx

yx

yx
yxf   

19.29.   .0,0,
coscos

, 00

22





 yx

yx

yx
yxf   

19.30.   .,,, 00

42

22





 yx

yx

yx
yxf  

 19.31.   .0,,
1

, 00 


 yx
x

x
yxf

y

y

  

19.32.   .,,
2

sin, 00 


 yx
yx

x
yxf


  



19.33.   .,0,
1

1
, 00 


 yx

xy

xy
tg

xy
yxf   

19.34.   .0,1),(log, 00  yxyxyxf x   

19.35.   .0,0,
136

23sin
, 00 




 yx

xy

xy
tg

yx

ytgx
yxf  

Қуйидаги берилган функцияларнинг  00 , yx  нуқтада каррали  ва 

такрорий лимитлари мавжудми? 

19.36.   .0,0,, 00

22

22





 yx

yx

yx
yxf  

19.37.   .0,1),(log, 00  yxyxyxf x  

19.38.   .0,0,
sinsin

, 00 



 yx

yx

yx
yxf   

Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 

19.1. .2  19.2. .5,0  19.3. 1. 19.4. а . 19.5. 2 . 19.6. 3e . 19.7. .0  

19.8. .0  19.9. .0  19.10. .0  19.11. .0  19.12. 2. 19.19. 0 . 19.14. .0  

19.15. .0  19.16. .0  19.17. .1  19.18. .0  19.19. .1  19.20. 
3

4
. 



19.27. 1,1 . 19.28. 
2

1 , .
3

1  19.29. 
2

1
 ва 

2

1
. 19.30.  0  ва  1. 19.31.  

2

1
 ва  1.  

19.32.  0  ва  1. 19.33.  0  ва  1. 19.34.  1 ва   . 19.35.  
2

1
 ва 

3

2
 . 

19.36.  Каррали  лимит мавжуд эмас,    1,limlim
00




yxf
yx

 ва    .1,limlim
00




yxf
xy

  

19.37. Каррали  лимит мавжуд эмас,    1,limlim
01




yxf
yx

 ва    .,limlim
10




yxf
xy

  

19.38.    yxfyxf
yx

y

x
,limlim,lim

00

0

0 




   1,limlim

00



yxf

xy
. 



20-§. Кўп ўзгарувчили функциянинг узлуксизлиги 

20.1. Узлуксиз функциянинг таърифлари. 

  Mfu   функция mRM }{  тўпламда берилган бўлиб,  maaaAA ,...,, 21  

нуқта }{M  тўпламнинг лимит нуқтаси  ва }{MA  бўлсин. 

20.1-таъриф. Агар AM   да  Mfu   функциянинг лимити мавжуд 

бўлиб,  

   AfMf
AM




lim  ёки    mm

ax

ax
ax

aaafxxxf

mm

,...,,,...,,lim 2121

.........
22

11








 

бўлса, у ҳолда  Mf  функция A  нуқтада узлуксиз деб аталади, MA
AM

 lim  

бўлгани учун, функциянинг узлуксизлик шартини, 

   MfMf
AMAM 

 limlim        (20.1) 

кўринишда ҳам ёзиш мумкин.  

}{M  тўпламнинг функция узлуксизлиги шартини қаноатлантир-

майдиган нуқталари функциянинг узилиш нуқталари дейилади. 

 



 20.2-таъриф (Гейне таърифи). Агар mRM }{  тўпламнинг нуқталаридан 

тузилган, }{MA  га интилувчи ҳар қандай }{ nM  кетма-кетлик олинганда ҳам, 

унга мос келган  }{ nMf  кетма-кетлик, ҳамма вақт  Af   га тенг бўлса,  Mf  

функция A  нуқтада узлуксиз деб аталади. 

20.3-таъриф. (Коши таърифи). Агар  0 сон учун, шундай 0  

топилсаки,    AM ,  тенгсизликни қаноатлантирувчи барча }{MM   

нуқталарда,  

     AfMf  

тенгсизлик бажарилса,  Mf  функция A  нуқтада узлуксиз деб аталади. 

Агар  Mf  функция }{M  тўпламнинг ҳар бир нуқтасида узлуксиз бўлса, 

у ҳолда  Mf  функция }{M  тўпламда узлуксиз дейилади.  

 Ушбу     AfMfu   айирмага  Mf  функциянинг A  нуқтадаги 

орттирмаси ёки тўлиқ  орттирмаси дейилади.  

 A  ва M  нуқталар, мос равишда,  maaa ,...,, 21   ва mxxx ,...,, 21 координаталарга 

эга бўлсин. Ушбу 

mmm xaxxaxxax  ,...,, 222111  



 белгилашлардан фойдаланиб, функция аргументларининг mxxx  ,...,, 21  

орттирмаларига моc келувчи орттирмаси учун, 

),...,,(),...,,( 212211 mmm aaafxaxaxafu   

ифодани ҳосил қиламиз. Равшанки,  Mfu   функциянинг A  нуқтада узлуксиз 

бўлиши учун, унинг орттирмаси A  нуктада чeксиз кичик бўлиши зарур ва 

етарли, яъни 

     0limlimlim 


AfMffu
AMAMAM

   ёки   0lim

0

.............

0

0

2

1








u

mx

x

x
     (20.2) 

бўлиши зарур ва етарли. (20.2) шартга  Mfu   функциянинг A  нуктада 

узлуксизлигининг айирма шакли дейилади. 

Кўп ўзгарувчили функциянинг битта аргументи бўйича (қолганлари 

белгиланган деб) узлуксизлик тушунчасини ҳам киритиш мумкин. Бу 

тушунчани киритиш учун,    mxxxfMfu ,...,, 21  функциянинг, унинг 

аниқланиш соҳасига тегишли  mxxxM ,...,, 21  нуқтадаги, хусусий орттирмалари 

деб аталувчи тушунчаларини киритамиз. Бошқа аргументлари белгиланган 

деб қараб, функциянинг биринчи аргументига 1x  орттирма берамиз. Ушбу 



mxxxx ,...,, 211   

координаталарга эга бўлган нуқта функциянинг аниқланиш соҳасида ётсин. 

Бу орттирма, функциянинг  mxxxM ,...,, 21  нуқтадаги, х аргументнинг 1x  

орттирмасига мос келувчи, хусусий орттирмаси дейилади ва ux1
  каби 

белгиланади: 

),...,,(),...,,( 212111 mmx xxxfxxxxfu  . 

Функциянинг қолган аргументлари орттирмаларига мос келувчи хусусий 

орттирмалари ҳам, шунга ўхшаш аниқланади: 













),...,,(),...,(

.............................................

),...,,(),...,,(

2121

212212

mmmx

mmx

xxxfxxxxfu

xxxfxxxxfu

m

 

  Агар 0 kx  да функциянинг fxk  хусусий орттирмаси ҳам нолга 

интилса, яъни 0lim
0




fxk
xk

 бўлса,  mxxxf ,...,, 21  функция  mxxxM ,...,, 21  нуқтада 

хк  ўзгарувчи бўйича узлуксиз дейилади.  

20.1-эслатма. Агар  mxxxf ,...,, 21  функция   }{,...,, 00

2

0

10 MxxxM m   нуқтада 



(бир йўла) узлуксиз бўлса, функция шу нуқтада ҳар бир ўзгарувчи бўйича ҳам 

узлуксиз бўлади, лекин функциянинг бирор нуқтада ҳар бир ўзгарувчи бўйича 

хусусий узлуксиз бўлишидан, унинг шу нуқтада (бир йўла) узлуксиз бўлиши 

ҳар доим ҳам келиб чиқавермайди. 

20.1- мисол. Ушбу  

 

   

   





















andaboyx

andaboyx
yx

yyxx

yxf

lg'0,0,,0

,lg'0,0,,

,

22

4224

 

функциянинг 
2R  да  узлуксиз эканлигини кўрсатинг.  

Ечилиши.       0,0,, 2  baRba   нуқтани оламиз: 

   baf
ba

bbaa

yx

yyxx
yxf

by

ax

by

ax
,lim,lim

22

4224

22

4224



















 

тенглик ўринли бўлади. Бу эса, берилган функциянинг 20.1-таърифга кўра, 

 ba,  нуқтада узлуксизлигини билдиради. 

Энди берилган функциянинг  0;0  нуқтада  узлуксиз эканлигини 

кўрсатамиз. Бунинг учун қуйидаги алмаштиришни оламиз:  sin,cos ryrx  . 



       0sincoslimsin,coslim,lim 422

00
0
0







 rrrfyxf
rr

y
x

 

Демак,     00;0,lim

0
0






fyxf

y
x

. Бундан   yxf , функциянинг  0;0  нуқтада 

узлуксиз эканлиги келиб чиқади. 

20.2- мисол. Ушбу   zyxyxf  32,  функциянинг 2R  да  узлуксиз 

эканлигини кўрсатинг.  

Ечилиши 0  сонга кўра, 
6


   деб олинса, у ҳолда, 

            
2

0

2

0

2

00000 ,,,,, zzyyxxzyxMzyxM  

 тенгсизликни қаноатлантирувчи   mRzyxM  ,,  нуқталарда,  

         

       



663

23232,,,,

2

0

2

0

2

000

0000000

zzyyxxzzyy

xxzyxzyxzyxfzyxf
 

тенгсизлик ўринли бўлади. Бундан, 20.3- таърифга кўра,   zyxyxf  32,  

функциянинг  0000 ,, zyxM  нуқтада узлуксизлиги келиб чиқади. 

20.3-мисол. Ушбу  
3

42
,

22 




yx

yx
yxf  функциянинг   2

000 , RyxM   

нуқтада  узлуксиз эканлигини кўрсатинг.  



Ечилиши.  000 ; yxM  нуқтага yx  ,  ортирмалар бериб, берилган  

функциянинг тўлиқ орттирмасини топамиз:  

     

   

   

           

      ]3[3

]3[42]42[3

3

42

3

42

,,,

2
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2

0

2

0

2

0

2

0

2
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2

0

2

0

2

0

2

0
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2

0

2

0

00

000000


















yyxxyx

yyxxyxyyxxyx

yx

yx

yyxx

yyxx

yxfyyxxfyxf

 

Бу тенгликдан   0,lim 00

0
0






yxf

y
x

 эканлиги келиб чиқади. (20.2) шартга кўра, 

берилган функциянинг  000 , yxM  нуқтада узлуксиз эканлиги келиб чиқади. 

20.4- мисол. Ушбу  

 




















andaboyx

andaboyx
yx

yx

yxf

lg'0,0

,lg'0,

,
44

44

44

22

 

функциянинг  0,0O  нуқтада ҳар бир ўзгарувчиси бўйича узлуксиз, иккала 

ўзгарувчиси бўйича бир йўла узлуксиз эмаслигини кўрсатинг. 

Ечилиши.  yxf ,  функциянинг  0,0O  нуқтадаги хусусий 



орттирмаларини қараймиз: x  бўйича хусусий ортирмаси 

    0000,00,  fxfux  

Равшанки, 0lim
0




ux
x

. Бундан  yxf ,  функциянинг  0,0O  нуқтада x  

аргумент бўйича узлуксизлиги келиб чиқади. 

Худи шундай,  yxf ,  функциянинг  0,0O  нуқтада y  аргумент бўйича 

ҳам узлуксизлиги кўрсатилади. 

Энди  yxf ,  функциянинг  0,0O  нуқтада  иккала ўзгарувчи бўйича бир 

йўла узлуксиз эмаслигини кўрсатамиз.  yxM ,  нуқта  0,0O  нуқтага,   0,0O  

нуқтадан ўтувчи kxy   тўғри чизиклар бўйлаб интилсин. У ҳолда, 

.
1

limlim
4

2

444

42

044

22

0

0 k

k

xkx

xk

yx

yx

x

kxy

y

x 





 






 

Демак,  yxM ,  нуқта, турли тўғри чизиклар ( k  нинг  ҳар хил кийматида) 

бўйича,  0,0O  нуқтага интилганда лимитнинг қиймати турлича бўлади. Бу 

ҳол, каралаётган лимитнинг мавжуд эмаслигини билдиради. Шундай қилиб, 

берилган функциянинг  0,0O  нуқтадаги каррали лимити мавжуд эмас экан. 

20.5- мисол Ушбу  



  

















andaboyx

andaboyx
yx

yx

yxfu

lg'0,0

,lg'0,
coscos

,  

функцияни  0;0O ,  )
4

;
4

(


A  нуқталарда  ҳар бир аргументи ва иккала 

аргументи бўйича бир йўла узлуксизликка текширинг. 

Ечилиши. Косинуслар айирмаси формуласидан фойдаланиб, берилган 

функцияни қуйидаги кўринишда ёзиб оламиз:  

  






















,lg'0,0

,lg'0,2
sin

2
sin2

,

andaboyx

andaboyx
yx

yxyx

yxf  

1)    .0,0010

2

2
sin

lim
2

sinlim

2

2
sin

lim
2

sinlim,lim
0

0

0

0

0

0

0

0

0
f

t

t

yx

yx

yx

yx
yxf

t

y

x

y

x

y

x

y

x





























 

Демак,  yxf ,  функция  0;0O  нуқтада иккала аргументи бўйича бир йўла 

узлуксиз. У ҳолда,  20.1-эслатмага асосан,  ҳар бир аргументи бўйича ҳам 

узлуксиз бўлади.  



2)       1

2

2
sin

limsinlim,lim

4

4

4

4

4

4


















 yx

yx

yxyxf

y

x

y

x

y

x












, 

лекин 0
4

;
4













f  бўлгани учун,  yxf ,  функция 









 4
;

4


A  нуқтада иккала 

аргументи бўйича бир йўла узлуксиз эмас.  

Ушбу 



































andabox

andabox

x

xx

xf
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4

,0

,lg'
4

,

4

2

4sin
2

4sin2

4
,










 

функцияни қараймиз. Функциянинг берилишига кўра, x  учун 0
4

, 






 
xf , 

жумладан,  у  
4


x  да ҳам нолга тенг бўлади. 


























 2/)
4

(

2
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2

4sinlim

4

2

4sin
2
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4
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4444


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.0
4

,
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











f  

Демак, 








4
,


xf  функция 
4


x  да узлуксиз эмас. 

Энди 
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
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




 

функцияни қараймиз. Функциянинг берилишига кўра, y  учун, 
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











f  

Демак, 







yf ,

4


 функция 

4


y  нуқтада узлуксиз эмас экан. 



20.6- мисол Ушбу  

  
33

,
yx

yx
yxf




  

функциянинг узилиш нуқталарини топинг. 

Ечилиши. Берилган функция, каср рационал функция бўлиб, унинг 

сурати ҳам, махражи ҳам узлуксиз функциялардан иборат. Шунинг учун,  

функциянинг узилиш нуқталари, 033  yx  шартни қаноатлантирувчи 

нуқталардан иборат бўлади. Бу тенгламани y  га нисбатан ечамиз: xy  . 

Шундай қилиб, берилган функциянинг узилиш нуқталари, xy   тўғри 

чизиқнинг нуқталаридан иборат экан. 

0,0 00  yx  ва 000  yx  бўлсин. У ҳолда, 

.
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limlim
2

000

2

0

2233

0

0

0

0 yyxxyxyxyx

yx

yy

xx

yy

xx 
















 

Демак,  0 xxy  тўғри чизиқнинг нуқталари,  
33

,
yx

yx
yxf




  

функциянинг йўқотилиши мумкин бўлган (биринчи тур) узилиш нуқталари  

бўлар экан. 





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









 22
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1
limlim

yxyxyx
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y
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y

x
 

муносабатдан эса,  0,0O  нуқта берилган функциянинг чексиз (иккинчи тур) 

узилиш нуқтаси  эканлиги келиб чиқади. 

20.2. Узлуксиз функциялар устида арифметик амаллар. Мураккаб 

функциянинг узлуксизлиги. 

  Mfu   ва  Mgv   функциялар mRM }{  тўпламда берилган,  mRA  

нуқта эса, }{M  тўпламнинг лимит нуқтаси  ва }{MA  бўлсин. 

20.1-теорема. Агар )(Mf  ва  Mg  функциялар A  нуқтада узлуксиз 

бўлса,        MgMfMgMf  ,  ҳамда 
 
 

  0Ag
Mg

Mf
 функциялар ҳам шу 

нуқтада узлуксиз бўлади. 

 20.2-эслатма. Иккита функциянинг йиғиндиси, айирмаси, кўпайтмаси 

ва нисбати узлуксизлигидан, улардан ҳар бирининг узлуксизлиги ҳар доим 

ҳам келиб чиқавермайди. 

20.7-мисол. Ушбу      22 1,1:, RyxRyxM   тўпламнинг рационал 



нуқталари ( ҳар иккала координатаси ҳам рационал сон) тўпламини  pM  деб 

белгилаймиз.  M  тўпламда  
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yxf
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yxf
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,,1
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функцияларни қараймиз. Бу функцияларнинг йиғиндиси 

         Myxyxfyxf  ;0;; 21  

бўлиб, у шу тўпламда узлуксиз, лекин    yxfyxf ;,; 21  функцияларнинг  ҳар 

бири  M  тўпламда узлуксиз эмас. 

 20.3-эслатма. Юқоридаги 20.1-теорема қўшилувчилар сони ихтиёрий 

чекли бўлган ҳолда ҳам ўринли. 

   mxxxfMfu ,....,, 21  функция      mRMM   тўпламда берилган 

бўлиб, mxxx ,...,, 21  ўзгарувчиларнинг  ҳар бири, ўз навбатида, 

      .....2,1 kRNN k  тўпламда,  
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 кўринишда берилган бўлсин.     k

k RNtttt  ,...,, 21  бўлганда 

    m

m RMxxxMM  ,....,, 21  деб қараймиз. Натижада,  ҳар бир 

   MxxxM m ,...,, 21  нуқтага, (20.3) формула ёрдамида,  

          tFtttFtttttttttfu kkmkk  ,...,,,...,,,...,,...,,,,...,, 2121212211   

 нуқта мос қўйилади, яъни  мураккаб функция ҳосил бўлади. 

20.2-теорема. Агар    mittt ki ,...,2,1,...,, 21   функцияларнинг ҳар бири 

 00

2

0

10 ,...,, ktttt   нуқтада узлуксиз бўлиб,    mxxxfMf ,...,, 21  функция эса, 

 00

2

0

10 ,...,, ktttt   нуқтага мос,  

          00

2

0

1

000

12

0

2

00

2

0

11

0

1

00

2

0

100 ,...,,,...,,...,,,...,,,...,, knmkkm tttxttxtttxxxxxM     

нуқтада узлуксиз бўлса,  ktttFu ,...,, 21  мураккаб функция  00

2

0

10 ,....,, ktttt   

нуқтада узлуксиз бўлади.  



20.3. Нуқтада узлуксиз бўлган функцияларнинг локал хоссалари. 

  Mfu   функция mRM }{  тўпламда берилган бўлсин. Бу тўпламдан 

  }{,..., 00

10 MxxM m   нуқтани олиб, унинг етарли кичик атрофини қараймиз. 

1-хосса. Агар )(Mf  функция 0M  нуқтада узлуксиз бўлса, у ҳолда, 

функция 0M  нуқтанинг етарли кичик атрофида чегараланган бўлади. 

2-хосса. Агар )(Mf  функция М0 нуқтада узлуксиз бўлиб, 

    000  MfMf  бўлса, 0M  нуқтанинг етарли кичик атрофидаги M  

нуқталарда ҳам     00  MfMf  бўлади. 

3-хосса. Агар )(Mf  функция 0M  нуқтада узлуксиз бўлса, 0M  нуқтанинг 

етарли кичик атрофидаги ихтиёрий }{},{ 21 MMMM   нуқталар учун, 

     || 21 MfMf  тенгсизлик ўринли бўлади. 

 

 



20.4.Узлуксиз бўлган функцияларнинг  глобал хоссалари. 

20.4-таъриф. Агар шундай c  ва C  сонлар мавжуд бўлиб,  MM   учун 

  CMfc   тенгсизлик ўринли бўласа,  Mfu   функция шу }{M  тўпламда 

чегараланган  дейилади. 

20.3–теорема(Больцано-Кошининг биринчи теоремаси).  Mfu   

функция mRM }{  боғламли  тўпламда берилган ва узлуксиз бўлсин. Агар бу 

функция тўпламнинг иккита     }{,...,,},{,...,, 2121 MbbbBMaaaA mm   нуқтасида 

ҳар хил ишорали қийматларга эга бўлса, у ҳолда, шундай   }{,...,, 21 McccC m   

нуқта топиладики, шу нуқтада функция нолга айланади, яъни 

    0,...,, 21  mcccfCf . 

20.4–теорема(Больцано-Кошининг иккинчи теоремаси).  Mfu   

функция mRM }{  боғламли тўпламда берилган ва узлуксиз  бўлиб, }{M  

тўпламнинг иккита    mm bbbBaaaA ,...,,,,...,, 2121  нуқтасида    BfAf   бўлса, у 

ҳолда,  Af  ва  Bf  қийматлар орасида ҳар қандай C  сон олинса ҳам, }{M  

тўпламда шундай  mcccC ,...,, 21  нуқта топиладики,     CcccfCf m  ,...,, 21  



бўлади. 

20.5– теорема (Вейерштрасснинг биринчи теоремаси).  Aгар  Mfu   

функция, mRM }{ –чегараланган ёпиқ тўпламда берилган ва узлуксиз бўлса, 

функция шу }{M  тўпламда чегараланган бўлади. 

20.6– теорема(Вейерштрасснинг иккинчи теоремаси). Агар  Mf  

функция чегараланган ёпиқ mRM }{  тўпламда узлуксиз бўлса, у шу тўпламда 

ўзининг аниқ юқори ҳамда аниқ қуйи чегарасига эришади. 

20.5. Кўп ўзгарувчили функциянинг текис узлуксизлиги. 

  Mf  функция mRM }{  тўпламда берилган бўлсин. 

20.4– таъриф. Агар 0  сон учун, шундай 0  топилсаки, }{M  

тўпламнинг     MM ,  тенгсизликни қаноатлантирувчи }{, MMM   

нуқталарида  

     MfMf  

тенгсизлик бажарилса,  Mf  функция }{M  тўпламда текис узлуксиз дейилади. 

20.4-эслатма. Функциянинг текис узлуксизлиги  таърифидаги 0  сон 



фақат 0  га боғлиқ бўлади. 

20.7–теорема (Кантор теоремаси). Агар  Mf  функция чегараланган 

ёпиқ тўпламда берилган ва узлуксиз бўлса, функция шу тўпламда текис 

узлуксиз бўлади.  

20.5-эслатма. Чегараланган }{M  тўпламнинг }{, MMM   нуқталари 

орасидаги  MM ,  масофанинг аниқ юқори чегарасига }{M  тўпламнинг 

диаметри дейилади. 

Натижа. Агар  Mf  функция чегараланган ёпиқ тўпламда берилган ва 

узлуксиз бўлса, у ҳолда 0 сон учун шундай 0  топилиб, }{M  тўпламни, 

диаметри   дан кичик бўлган,     kiMM i ,..,2,1  бўлакларга бўлганимизда 

бу бўлакларнинг ҳар бирида ҳам,  Mf  функциянинг тебраниши   дан кичик 

бўлади. 

20.8-мисол. Ушбу 
22

33

yx

yx
u




  функцияни     10:, 22  yxyxM  

тўпламда текис узлуксизликка текширинг. 

Ечилиши. Берилган функциянинг сурати 
33 yx   ва махражи 

22 yx   

 M  тўпламда узлуксиз. Демак, функция  M  да узлуксиз       MMO .0,0    



тўплам ёпиқ тўплам эмас. Шунинг учун, бу ҳолда Кантор теоремасини қўллаб 

бўлмайди, лекин  yxu ,  функцияни  0;0O  нуқтада кайта аниқласак, яъни 

  00;0 u  десак, у ҳолда  yxu ,  функция  0;0O  нуқтада узлуксиз бўлади. 

Ҳақиқатан ҳам,  sin,cos  yx  алмаштиришни олсак, 0,0  yx  да 

0 , яъни      0limsin,coslim,lim
00

0
0
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







uyxu
p

y
x

 Шундай қилиб,  yxu ,  

функцияни  0;0O  нуқтада қайта аниқласак, яъни   00;0 u  десак, у ҳолда 

берилган функция     1:, 22  yxyxM  ёпиқ тўпламда узлуксиз бўлади. 

Демак, Кантор теоремасига асосан, берилган функция, маркази  0;0O  олиб 

ташланган  M  доирада, яъни  M  тўпламда текис узлуксиз бўлади. 

 20.9- мисол Ушбу  
y

x
arcyxfu sin,   функцияни аниқланиш соҳасида 

текис узлуксизликка текширинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг аникланиш соҳаси:  

    0,:,  yyxyxM . 

Бу соҳада  
y

x
arcyxf sin,   функция узлуксиз функцияларнинг суперпозицияси 



сифатида, узлуксиз. Энди бу функцияни  M  соҳада текис узлуксизликка 

текширамиз:  ...2,1
1

;
1

,
1

;
1 ' 

















n

nn
M

nn
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22

' . 

Функциянинг бу нуқталардаги кийматлари,  

        11sin21sin1sin' arcarcarcMuMu nn  

муносабатни қаноатлантиради, яъни 20.4- таърифнинг шарти бажарилмайди.  

Демак, берилган функция  M  тўпламда текис узлуксиз эмас.  

Мустақил ечиш учун мисоллар 

 Қуйидаги функцияларнинг узилиш нуқталарини топинг. 

20.1. .
1

22 yx
u


     20.2. .
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  

20.3.  .9ln 22 yxu     20.4. .
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20.5. .sin
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x
u      20.6. .

1
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xy
u   



 Қуйидаги функцияларнинг ҳамма узилиш нуқталарини топинг ва улар 

ичида иккала аргумент бўйича йўқотилиши мумкин бўлган узилиш 

нуқталарини кўрсатинг. 

20.7. .
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      20.8. .
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20.9. 

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.lg'0,3

,lg'0,
33
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andaboyx
yx

yx

u  20.10. .
sinsin

1
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20.11. .sin
22

2

yx

x
xu


    20.12. .
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sinsin
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20.13. 
 
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
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
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.lg'1,0
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1
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sin1
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andaboyx

andaboyx
yx

yx
u  

 Қуйидаги функцияларни кўрсатилган нуқталарда ҳар бир аргументи ва 

ҳамма аргументлари бўйича бир йўл узлуксизликка текширинг. 

20.14.     2;10;00

,lg'0,0

,lg'0,

44

44
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22
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andaboyx

andaboyx
yx

yx

u

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 20.15.  0;0
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,lg'0,

44

44

44

23

O

andaboyx

andaboyx
yx

yx

u











 ва  54 10;10 A .  

20.16.  0;0
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20.17.     .1;00;0
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u
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20.18.   














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 Қуйидаги функцияларнинг кўрсатилган соҳада чегараланган ёки 

чегараланмаган эканлигини аниқланг. 

20.19.      25:,, 2222  yxyxMyxu .  

20.20.      25:,, 2222  yxyxMyxu .  

20.21.  ayx
yx

byax
u (,0, 22

22

22





  ва b  ҳақиқий сонлар).  



20.22.  
   

0,
sinsin




 xy
xy

yxyx
u . 

20.23. Ушбу  














andaboyx

andaboyx
yx

xy

u

lg'0,0

,lg'0,

22

22

22  

функция  0,0O  нуқтада: 1) x  бўйича узлуксиз;  2) y  бўйича узлуксиз;  3) 

иккала аргументи бўйича бир йўл узлуксиз бўладими? 

20.24.  a  нинг қандай қийматида ушбу  








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



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andaboyxa

andaboyx
yx

yx

u

lg'0,

,lg'0,

22

22

22

22

 

функция  0,0O  нуқтада: 1) x  бўйича узлуксиз;  2) y  бўйича узлуксиз;  

3)  0,  kxky  чизиқ  бўйича узлуксиз; 4) иккала аргументи бўйича бир 

йўла узлуксиз бўладими? 

 20.25.  a  нинг қандай қийматида ушбу 

















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andaboyxa

andaboyx
yx

xyx

u

lg'0,

,lg'0,

22

22

22
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функция  0,0O  нуқтада: 1)  0, 22   tytx  чизиқ  бўйича узлуксиз; 2) 

иккала аргументи бўйича бир йўлла узлуксиз бўлади? 

20.26.Ушбу 
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
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
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функциянинг   0,0O  нуқтада:    ttytx 0sin,cos   чизиқ  бўйича 

узлуксизлигини;  иккала аргументи бўйича бир йўла узилишга  эга 

эканлигини кўрсатинг.  

20.27.  a  нинг қандай қийматида ушбу 

 









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
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andaboyxa

andaboyxe
yxu

yx

lg'0,

,lg'0,
1

1

 

функция 2R   да узлуксиз бўлади.    

20.28.  a   ва  b нинг қандай қийматларида ушбу 



,lg'94

lg'9,

,49

,lg'4,
22

22

2222

22

andaboyx

andaboyxb

yxyx

andaboyxa

u 














  

функция 2R  да узлуксиз бўлади. 

Қуйидаги функциянинг кўрсатилган соҳада чегараланганлигини 

исботланг, унинг аниқ чегараларини топинг ҳамда функциянинг аниқ 

чегараларига эришиши ёки эришмаслигини аниқланг. 

20.29. 0, 22

22

22





 yx

yx

yx
u . 

20.30.     90:,, 22

22

66





 yxyxM

yx

yx
u . 

20.31. 0, 44

44

22




 yx
yx

yx
u .  

20.32.     0,0:,,   yxyxMxyeu xy .  

Қуйидаги функцияларнинг кўрсатилган тўпламда текис узлуксиз 

эканлигини  таърифга асосан  исботланг. 

20.33. )0,0(,  bacbyaxu ,  2R  . 

20.34.     1:,, 2222  yxyxMyxu . 



20.35.      yxyxMyxu ,:,,22 . 

20.36. ,222 zyxu 
3R . 

20.37.     20,21:,,33  yxyxMyxu . 

20.38.     250:,, 22

22

44





 yxyxM

yx

yx
u . 

20.39.     10,10:,,
1

sin  yxyxM
y

xyu . 

20.40.       1:,,ln 2222  yxyxMyxu т. 

Қуйидаги функцияларнинг кўрсатилган тўпламда текис узлуксиз 

эмаслигини кўрсатинг. 

20.41.     10:,, 22

22

44





 yxyxM

yx

yx
u . 

20.42.     10,10:,,
1

sin  yxyxM
y

xu . 

20.43.     10:,, 22

44

22





 yxyxM

yx

yx
u . 

20.44.     1:,,
1

sin 22

22



 yxyxM

yx
u


. 



20.45.     1:,,
1

sin 22

22



 yxyxM

yx
u


. 

Қуйидаги функцияларни кўрсатилган тўпламда текис узлуксизликка 

текширинг. 

20.46. ,532  yxu      yxyxM ,:, . 

20.47.     4:,,4 2222  yxyxMyxu . 

20.48. ,arcsin
x

y
u      xyyxM  :, . 

20.49.  yxfu ,  функция 2R  да узлуксиз бўлса,  yxfu ,  2R  да текис 

узлуксиз бўладими?  

Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 

20.1.  0;0O . 20.2.  0;00 . 20.3.  922 yx  айлананинг ҳамма 

нуқталари.  20.4. 0 yx чизиқнинг ҳамма нуқталари. 

20.5. 0y  тўғри чизиқнинг ҳамма нуқталари. 

20.6. Координата ўқларининг ҳамма нуқталари. 

20.7.  0;00  йўқотилиши мумкин бўлган узилиш нуқта. 



20.8.   0;00 . 20.9. 0 yx  чизиқнинг (1;-1) ва (-1;1) нуқталардан бошқа 

ҳамма нуқталари узилиш нуқталари бўлади, (1;-1) ва (-1;1) нуқталар эса, 

йўқотилиши мумкин бўлган узилиш нуқталари бўлади. 20.10.   Znknk ,,; . 

20.11.  0;00   йўқотилиши мумкин бўлган узилиш нуқтаси. 

20.12.   .,,; Znknk   20.13.  Узилиш нуқталари йўқ. 

20.14. O  ва A  нуқталарида функция ҳар бир аргументи бўйича узлуксиз.  

20.15.  O  ва A  нуқталарда функция ҳар бир аргументи ва ҳамма аргументлари 

бўйича бир йўла узлуксиз. 20.16. O  нуқтада функция ҳар бир аргументи ва 

ҳамма аргументи бўйича бир йўла узлуксиз, A  нуқтада эса, ҳар бир аргументи 

ва ҳамма аргументи бўйича бир йўла узилишга эга. 

20.17. O   нуқтада функция х  аргументи бўйича узлуксиз, у  аргументи ва 

ҳамма аргументлари бўйича бир йўла узилишга эга. A  нуқтада ҳар бир 

аргументи ва ҳамма аргументи бўйича бир йўла узлуксиз. 

20.18. O  нуқтада функция ҳар бир аргументлари ва ҳамма аргументлари 

бўйича бир йўла узлуксиз; A  нуқтада ҳар бир аргументи ва ҳамма 

аргументлари бўйича бир йўла узилишга эга. 

20.19.  Чегараланган.  20.20.  Чегараланмаган. 20.21.  Чегараланган. 



20.22.  Чегараланмаган. 20.23. )1 Ҳа. )2  Ҳа. )3  Йўқ.  

20.24. )1 1. )2  1 . )3  1 . )4  Мавжуд эмас.  20.25. )1 0 . )2  0 . 20.27. 0 .  

20.28. .5,5  ba   20.29. 1sup u , бунга эришади, масалан,  0,1  

нуқтада, 1inf u ,  бунга эришади, масалан,  1,0  нуқтада. 

20.30. 81sup u , бунга эришади, масалан,  3;0  нуқтада, 0inf u ,  бунга 

эришмайди. 20.31. 5,0sup u , бунга эришади, масалан,  1,1  нуқтада, 

0inf u ,  бунга эришади, масалан,  1,0  нуқтада. 

20.32. 
e

u
1

sup  , бунга эришади, масалан,  1;1  нуқтада, 0inf u ,  бунга 

эришади, масалан,  0,0  нуқтада.  20.46. Текис узлуксиз. 

20.47. Текис узлуксиз.  20.48. Текис узлуксиз эмас.  20.49. Йўқ. 

 

 

 

 

 



21 -§. Кўп ўзгарувчили функциянинг хусусий ҳосилалари ва 

дифференциаллари 

21.1. Кўп ўзгарувчили функциянинг хусусий ҳосилалари. 

   mxxxfMfu ,...,, 21  функция очиқ  M  ( mRM }{ ) тўпламда 

аниқланган бўлсин. Бу тўпламдан  mxxxM ,...,, 21  нуқтани оламиз ва 

функциянинг kx  аргументига kx  орттирма берамиз (қолган аргументларини 

ўзгармас, деб ҳисоблаймиз). Натижада, функция ҳам u
kx  орттирма олади.  

Ушбу  

   

k

mmkkkk

k

x

x

xxxfxxxxxxxf

x

u
k









 ,...,,,...,,,,...,, 211121       (21.1) 

нисбатни қараймиз, бунда   }{,...,,,,...,, 1121 MxxxxxxxM mkkkk   . 

21.1–таъриф. Агар 0 kx  да (21.1) нисбатнинг лимити мавжуд ва 

чекли бўлса, бу лимит  mxxxf ,...,, 21  функциянинг  mxxxM ,...,, 21  нуқтадаги kx  

аргументи бўйича хусусий ҳосиласи дейилади ва  
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каби белгиларнинг бири орқали ёзилади. Таърифга кўра,  

k

x

x
k x

u

x

u
k

k 








 0
lim  

кўринишда ёзиш мумкин. 

21.1-мисол.  21.1-таърифдан фойдаланиб, ушбу 

  yxyxf  23,  

функциянинг  0,0O  нуқтадаги    '' , yx ff   хусусий ҳосилаларини  ҳисобланг. 

 Ечилиши.  21.1-таърифга кўра, '' , yx ff  хусусий ҳосилаларини топамиз: 
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 Демак,     .3ln0,09ln,0,0 ''  yx ff  

21.2-мисол.Ушбу 

     22
11,  yxyxf  



функциянинг  1,1A  нуқтадаги  '' , yx ff   хусусий ҳосилалари мавжуд 

эмаслигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Фараз қилайлик,     1;1, yx  бўлсин, у ҳолда,  '' , yx ff  хусусий 

ҳосилаларни топамиз: 
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yxf
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yxf yx  

Демак,    1;1, yx  да берилган функциянинг хусусий ҳосилалари мавжуд. 

21.1-таърифга кўра, берилган функциянинг    1;1,1;1 ''

yx ff  хусусий 

ҳосилаларини топамиз: 
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Бунда ,lim
0 x

x

x 


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y

y

y 



 0
lim  лимитлар ҳар хил қийматларга эга бўлганлиги учун, 

лимитлар мавжуд эмас. 

Демак, берилган функциянинг  1,1A  нуқтада хусусий ҳосилалари 

мавжуд эмас. 



21.3-мисол. Қуйидаги: 

  ;arcsin,)1
y

x
yxf     xyzezyxf ,,)2  

функцияларнинг хусусий ҳосилаларини топинг. 

Ечилиши.   )1   
2

/
/

1
sinuarc

u

u


 формулага асосан,  yxf x ,/  ва   yxf y ,/   

хусусий ҳосилаларни топамиз: 
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2)    '' uee uu   формулага асосан, берилган функциянинг хусусий 

ҳосилаларини топамиз: 
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21.4-мисол. Ушбу  yxyxu  )(
2

1 22  функция yx
y

u

x

u










 

тенгламани қаноатлантирадими? 

Ечилиши. Дастлаб,  берилган функциянинг 
y

u

x

u








,  хусусий 



ҳосилаларини топамиз: 

   .',' yxy
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
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


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Энди бу хусусий ҳосилаларни тенгламага олиб бориб қуйямиз: 

    .'' yxyxyxyxyyxx    

Демак,  yxyxu  )(
2

1 22  функция биринчи тартибли хусусий 

ҳосилали дифференциал тенгламанинг ечими экан. 

21.1-эслатма. Берилган нуқтада функциянинг ҳамма хусусий 

ҳосилаларининг мавжудлигидан, унинг шу нуқтада узлуксизлиги келиб 

чиқавермайди. Масалан, 
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andaboyx

andaboyx
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lg'0,0
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22
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22 . 

функция  0,00M  нуқтада узлуксиз эмас, лекин бу функция кўрсатилган 

нуқтада x  ва y  аргументлари бўйича хусусий ҳосилаларга эга: 
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чунки     .0,0,00,  yfxf   



21.2. Кўп ўзгарувчили функциянинг дифференциалланувчанлиги 

шарти. 

  Mfu   функция  M  ( mRM }{ ) тўпламда берилган бўлсин. Маълумки, 

 Mfu   функциянинг  mxxxM ,...,, 21  нуқтадаги тўлиқ  орттирмаси:  

   mmm xxxfxxxxxxfu ,...,,,...,, 212211       (21.1) 

ифодадан иборат (20-§ га қаранг).  

21.2–таъриф. Агар  Mfu   функциянинг М нуқтадаги тўлиқ 

орттирмасини  

,...... 222211 mmmm xxxAxAxAu        (21.2) 

бунда mAAA ,...,, 21  лар, mxxx  ,...,, 21  ларга боғлиқ бўлмаган ўзгармаслар, 

m ,...,, 21  лар эса,  mxxx  ,...,, 21  ларга боғлиқ ва 0,...,0,0 21  mxxx  да 

0,...0,0 21  m  ( 0...21  mxxx  бўлганда эса, 0...21  m  

деб олинади), кўринишда ифодалаш мумкин бўлса,  Mf  функция 

 mxxxM ,...,, 21   нуқтада дифференциалланувчи дейилади.  

 

 



21.1-теорема. Агар    mxxxfMfu ,...,, 21  функция  mxxxM ,...,, 21  

нуқтада дифференциалланувчи бўлса,  бу функциянинг  mxxxM ,...,, 21  нуқтада 

барча аргументлари бўйича хусусий ҳосилалари мавжуд ва  miA
x

u
i

i

i ,...,2,1



 

бўлади, бунда iA  mi ,...,2,1  лар (21.2)  шартдан топилади. 

 21.1-натижа. (21.2) дифференциалланувчанлик шартини,  

 ox
x

u
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u
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1

      (21.3) 

кўринишда ёзиш мумкин, бунда  -  mxxxM ,...,, 21  ва 

   MxxxxxxM mm  ,...,, 22111  нуқталар орасидаги масофа, яъни 

....
22

2

2

1 mxxx   

21.2–натижа. Агар  Mfu   функция  mxxxM ,...,, 21  нуқтада 

дифференциалланувчи бўлса, унинг тўлиқ орттирмаси (21.2) шаклида 

тасвирланиши ягонадир. Агар  Mfu   функция  mxxxM ,...,, 21  нуқтада 

дифференциалланувчи бўлса, у шу нуқтада узлуксиз бўлади.  

21.2-теорема. Агар  Mfu   функция  00

10 ,..., mxxM  нуқтанинг бирор 

атрофида барча аргументлари бўйича хусусий ҳосилаларга эга бўлиб, бу 



ҳосилалар 0M  нуқтада узлуксиз бўлса, у ҳолда, берилган  функция 0M  нуқтада 

дифференциалланувчи бўлади. 

21.6-мисол. Ушбу   3, xyyxf   функциянинг  0,0O  нуқтада хусусий 

ҳосилаларга эгалигини ва у шу нуқтада дифференциалланувчи эмаслигини 

кўрсатинг. 

Ечилиши. Таърифдан фойдаланиб, берилган функциянинг  0,0O  

нуқтадаги хусусий ҳосилаларини топамиз: 
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 0,0O  нуқтада берилган функциянинг тўла орттирмасини топамиз: 

      30,0,0,0 yxfyxff       (*) 

Фараз қилайлик, берилган функция  0,0O  нуқтада дифференциалланувчи 

бўлсин. У ҳолда, (*) орттирма ушбу 

       oyfxff yx  0,00,00,0 ''  

кўринишда ифодаланади, бунда  22 yx  . Қуйидаги лимитларни 



қараймиз: 
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Демак, берилган функция  0,0O  нуқтада дифференциалланувчи эмас. 

21.3. Кўп ўзгарувчили функциянинг дифференциали. 

 Mfu   функция  M  ( mRM }{ ) тўпламда берилган бўлиб, бу функция 

   MxxxM m ,...,, 21  нуқтада дифференциалланувчи бўлсин. У ҳолда  Mfu    

функциянинг u тўлиқ орттирмаси учун (21.2) формула ўринли:  

mmmm xxxAxAu   ...... 1111 . 

21.3–таъриф.  Mfu   функция u  орттирмасининг mxxx  ,...,, 21  ларга 

нисбатан чизиқли бош қисми,  Mfu   функциянинг M  нуқтадаги 

дифференциали (тўлиқ дифференциали) деб аталади ва dfduy ,,  ёки 

 mxxxdf ,...,, 21  каби белгиланади. 



Демак,  

  mmm xAxAxAxxxdfdfdu  ...,...,, 221121    (21.4) 

21.1-теоремани эътиборга олсак, у ҳолда, (21.4) функция дифференциали ни 

қуйидаги,  
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        (21.5)  

кўринишда ҳам ёзиш мумкин.  mixi ,...,2,1  ўзгарувчининг дифференциалини 

idx  mi ,...,2,1  деб, ихтиёрий  mxxx ,...,, 21  ларга боғлиқ бўлмаган сон 

тушунилади. Бу сонни, бундан кейин, ix   mi ,...,2,1  га тенг деб олишга 

келишиб оламиз, яъни idx = ix  mi ,...,2,1 .  Бу келишувни эътиборга олсак, 

(21.5) ни қуйидаги,  
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     (21.6)  

кўринишда ёзиш мумкин. 

5.6-мисол. Ушбу 
22yxez    фукциянинг dz  биринчи тартибли тўлиқ 

дифференциалини топинг 

Ечилиши. Берилган функциядан x  ва y  ўзгарувчилар бўйича хусусий 



ҳосилаларни топамиз: 
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Топилган биринчи тартибли хусусий ҳосилаларни dyzdxzdz yx

''   формулага 

келтириб қўямиз 

)(222
22222222

xdyydxxyeydyxedxxyedz yxyxyx  . 

21.7- мисол.  Функциянинг орттирмасини унинг дифференциалига 

алмаштириб, ушбу   01,2
98,0   сонни тақрибий ҳисобланг.  

Ечилиши.Қуйидаги  yxu    функцияни қараймиз. Бу функциянинг  2;1  

нуқтадаги қиймати    12;1 u  бўлади. yxu   функциянинг  01,2;98,0  нуқтадаги 

қийматини ҳисоблаймиз. 

Дастлаб  yxu   функциянинг  2;1  нуқтадаги '' , yx uu  хусусий 

ҳосилаларини топамиз: 

    .02;1,ln;22;1, '''1'  

y

y

yx

y

x uxxuuyxu  

Берилган сонни         уyxuxyxuyxuууxxu yx  ,,,, ''  формула 

бўйича ҳисоблаймиз, бунда 01,0,02,0  yx , 



  01,2
98,0          уuxuuu yx 2;12;12;101,02,02,01 ''  

  96,001,0002,021  . 

21.4. Кўп ўзгарувчили мураккаб функциянинг ҳосиласи. 

   mxxxfMfu ,...,, 21  функция  M  ( mRM }{ ) тўпламда берилган 

бўлиб, mxxx ,...,, 21  ўзгарувчиларнинг ҳар бири, ўз навбатида, kttt ,...,, 21  

ўзгарувчиларнинг функцияси сифатида,  N  ( kRN }{ ) тўпламда берилган 

функциялар бўлсин:   
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       (21.7) 

Бунда,    Nttt m ,...,, 21  бўлганда, унга мос келган    Mxxx m ,...,, 21  бўлсин, 

деб фараз қилинади. Натижада, ушбу  

      kmkk tttttttttfu ,...,,,...,,...,,,,...,, 21212211   

кўп ўзгарувчили мураккаб функцияга эга бўламиз. 

21.3-теорема. Агар (21.7) фнкцияларнинг ҳар бири    NtttN k 00
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нуқтада дифференциалланувчи бўлиб,  mxxxfu ,...,, 21  функция эса  унга мос  
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нуқтада дифференциалланувчи бўлса, у ҳолда,     kmk ttttttf ,...,,,...,,...,, 21211   

мураккаб функция  ҳам  00
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      (21.8)  

формулалар орқали топилади. 

 21.4-эслатма. Хусусий ҳолда, (21.8) даги функцияларнинг ҳар бири 

фақат битта t  га боғлиқ бўлса, у ҳолда, биз фақат t  га боғлиқ бўлган 

   txxxxfu iim  ,,...,, 21  ( ki ,...,2,1 ) мураккаб функцияга эга бўламиз. Бу 

мураккаб функциянинг ҳосиласи  
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формула бўйича топилади.  

Икки ўзгарувчили функция учун занжир қоидаси: Агар  yxfW ,  

диференциалланувчи функция, x  ва y  лар эса,  t  эркли ўзгарувчининг 

диференциалланувчи функциялари бўлса, у ҳолда, W  функция ҳам t  эркли 

ўзгарувчининг диференциалланувчи функцияси бўлади ва 

dt

dy

y

W

dt

dx
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W

dt
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формула ўринли. 

Бу тасдиқнинг «дарахт диаграммаси» қуйидагича:  
dt

dW
 ни топиш учун, 

W  дан бошлаб, ҳар бир йўл бўйича пастга қараб ҳаракат қилиниб, йўлда 

учраган ҳосилалар кўпайтирилиб, сўнгра улар қўшилади: 
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Уч ўзгарувчили мураккаб функция учун занжир қоидаси: Агар 

 zyxfW ,,  диференциалланувчи функция, x , y  ва z  лар эса,  t  эркли 

ўзгарувчининг диференциалланувчи функциялари бўлса, у ҳолда, W  функция 

ҳам t  эркли ўзгарувчининг диференциалланувчи функцияси бўлади ва 
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формула ўринли. 

 Бу тасдиқнинг «дарахт диаграммаси» қуйидагича: 
dt

dW
 ни топиш учун, 



W  дан бошлаб ҳар бир йўл бўйича пастга қараб ҳаракат қилиниб, йўлда 

учраган ҳосилалар кўпайтирилиб, сўнгра улар қўшилади: 
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Иккита эркли ўзгарувчи ва учта ўрта ўзгарувчилар учун занжир 

қоидаси: Агар  zyxfW ,,   srgx , ,  srhy ,  ва  srkz ,  

диференциалланувчи функциялар бўлса, у ҳолда, W  функция ҳам r  ва s  

эркли ўзгарувчиларга нисбатан хусусий ҳосилаларга эга бўлади ва улар учун, 
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формулалар ўринли. 

Бу тасдиқнинг «дарахт диаграммаси» қуйидагича: ,
r

W




 

s

W




 ни топиш 

учун, W  дан бошлаб ҳар бир йўл бўйича пастга қараб ҳаракат қилиниб, йўлда 

учраган ҳосилалар кўпайтирилиб, сўнгра улар қўшилади:  
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Агар  ,xfW   srgx ,  диференциалланувчи функциялар бўлса, у 



ҳолда, W  функция ҳам r  ва s  эркли ўзгарувчиларга нисбатан хусусий 

ҳосилаларга эга бўлади ва улар учун, 
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формулалар ўринли. 

 Бу тасдиқнинг “дарахт диаграммаси” қуйидагича: ,
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 ларни топиш 

учун, W  дан бошлаб ҳаракат қилиниб, 
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dW
 ҳосила x  ўрта ўзгарувчининг r  ва 

s  эркли ўзгарувчилар бўйича хусусий ҳосилаларига кўпайтирилади: 
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dW

r

W









 

s

x

dx

dW

s

W
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





 



 ,,...,, 21 nxxxfw         tххtххtхх nn  ,.....,, 2211  ( n  та ўрта ўзгарувчилар, 

битта эркли ўзгарувчи ҳоли) бўлса, дарахт диаграммаси  

 

кўринишни олади ва w  функциянинг  t  эркли ўзгарувчи бўйича тўлиқ 

ҳосиласи,  

dt

dx

x

f

dt

dx

x

f

dt

dx

x

f

dt

dw n

n












 ...2

2

1

1

 

формула бўйича ҳисобланади. 

  ,,...,, 21 nxxxfw       mnnmm tttхtttхtttх ,...,,,.....,,...,,,,...,, 2121222111    

функция учун “дарахт диаграммаси” 



 

кўринишни олади ва w  функциянинг  ,,...,2,1, miti   эркли ўзгарувчилар 

бўйича хусусий ҳосилалари,  
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t
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Формулалар ёрдамида ҳисобланади. 



21.8-мисол. Ушбу 423 ,1, tytxxyxW   мураккаб функциянинг 

)a занжир қоидасидан фойдаланиб; )b  бевосита t  бўйича дифференциалаб, 

dt

dW
 ни t  нинг функцияси сифатида ифодаланг, сўнгра  

dt

dW
  нинг берилган 

1t   нуқтадаги қийматини топинг. 

Ечилиши. )a
dt

dW
 ни топиш учун, «дарахт диаграммаси»га асосан,  W  

дан бошлаб, ҳар бир йўл бўйича пастга қараб ҳаракат қилиб, йўлда учраган 

ҳосилаларни кўпайтирамиз, сўнгра уларни қўшамиз: 

      .342412263 23242 








 ttttttt

dt

dy

y

W

dt

dx

x

W

dt

dW
 



 

)b  Мураккаб функциянинг 
dt

dW
 ҳосиласини 

dt

dy

y

W

dt

dx

x

W

dt

dW









  формула 

бўйича топамиз: 

  ,263133 424222 ttttyx
x

W





  ,12 



tx

y

W
  ,2t

dt

dx
   ,4 3t

dt

dy
  

      .342412263 23242 








 ttttttt

dt

dy

y

W

dt

dx

x

W

dt

dW
 

Энди 
dt

dW
  нинг берилган 1t   нуқтадаги қийматини топамиз: 

  .2342
1

1

2 





tt
tdt

dW

t
 



21.9-мисол. Ушбу 2yez x , 22 vux  , vuy     мураккаб функциянинг 

хусусий ҳосиласини топинг. 

 Ечилиши. )),(),,(( vuyvuxz  мураккаб функциянинг  хусусий ҳосиласини 

топиш формуласидан фойдаланамиз: 

,2ye
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  mxxxfu ,...,, 21  функция mRM }{  тўпламда берилган бўлсин. 

21.4- таъриф. Агар   M  ( mRM }{ ) тўпламнинг ҳар бир нуқтасида ва 

ҳар бир t  лар учун  

   m
p

m xxxfttxtxtxf ,...,,,...,, 2121       (21.9) 

тенглик бажарилса,  mxxxfu ,...,, 21  функция  M  ( mRM }{ )  тўпламда p -

даражали биржинсли функция дейилади. 

21.4-теорема(Биржинсли функциялар ҳақида Эйлер теоремаси). 



Агар  mxxxfu ,...,, 21  функция }{M  тўпламда дифференциалланувчи p -

даражали биржинсли функция бўлса, у ҳолда }{M  тўпламнинг ҳар бир 

 mxxxM ,...,, 21  нуқтасида pux
x

u

x

u
x

x

u
m

m















...

2

1

1

 тенглик ўринли.  

21.10- мисол. Агар  zyxf ,,  функция }{M  тўпламда 

дифференциалланувчи p -даражали биржинсли функция бўлса, 

     zyxfzyxfzyxf zyx ,,,,,,,, '''  хусусий ҳосилалари 1p -даражали биржинсли 

функциялар эканлигини исботланг. 

Ечилиши. Шартга кўра,  

   zyxfttztytxf p ,,,,   

бўлиб, тенгликнинг чап томони дифференциалланувчи. Тенгликни  x  бўйича 

дифференциаллаймиз: 

   zyxftttztytxf x

p

x ,,,, ''   ёки    zyxfttztytxf x

p

x ,,,, '1'  . 

Бундан  zyxfx ,,'  функция 1p - даражали биржинсли функция эканлиги келиб 

чиқади.  zyxf y ,,'  ва  zyxf z ,,'  функцияларнинг ҳам 1p - даражали биржинсли 

функция эканлиги худи юқоридагидек кўрсатилади. 



21.5. Дифференциал шакли инвариантлигининг сақланиши. 

   mxxxfMfu ,...,, 21  функция  M  ( mRM }{ ) тўпламда берилган 

бўлсин. Биз юқорида кўрган эдикки, агар mxx ,...,1  аргументлар эркли 

ўзгарувчилар бўлса, функциянинг дифференциали (тўлиқ дифференциали)  

m

m

dx
x

u
dx

x

u
dx

x

u
du




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


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
 ...2
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1

1

     (21.10) 

кўринишда тасвирланади. Энди mxxx ,...,, 21  аргументлар эрксиз ўзгарувчили, 

яъни бирор   }{,...,, 00

2

0

10 NtttN k   нуқтада, дифференциалланувчи 

  ),...,2,1(,...,, 21 mitttx kii  функциялар,  mxxxfu ,...,, 21  функция эса,  

 00

2

0

10 ,...,, mxxxM  нуқтада дифференциалланувчи бўлсин, деб фараз қилайлик. Бу 

ҳолда,  mxxxfu ,...,, 21  функцияни, kttt ,...,, 21  ўзгарувчиларнинг мураккаб 

функцияси деб қараймиз. 21.3-теоремага асосан, бу мураккаб функция 0N  

нуқтада дифференциалланувчи бўлади ва унинг дифференциали,  

m

m

dt
t

u
dt

dt

u
dt

t

u
du












 ...2
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1

1

    (21.11) 



кўринишда тасвирланади, бунда 
it

u




лар (21.8) формулалар орқали топилади. 

it

u




 ларнинг ифодаларини (21.8) дан (21.11) га келтириб  қўйиб ва 

ix

u




 ларнинг 

коэффициентларини жамлаб, натижада  
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 (21.12) 

муносабатни ҳосил қиламиз. Маълумки,  mi
x

u

i

,...,2,1



 нинг коэффициенти, 

 kii tttx ,...,, 21  mi ,...,2,1  функциянинг idx  mi ,...,2,1  дифференциалини 

ифодалайди. Шунинг учун, (21.12) нинг кўринишини, (21.11) кўринишда ёзиш 

мумкин.  Демак, mxxx ,...,, 21  лар эрксиз ўзгарувчилар бўлганда ҳам, 

 mxxxfu ,...,, 21  функциянинг дифференциали (21.11) кўринишда бўлар экан, 

яъни кўп ўзгарувчили мураккаб функциянинг биринчи тартибли 

дифференциали шакли инвариантлиги (кўриниши) сақланар экан.  

 Mfu   ва  Mgv   функциялар очиқ  M  ( mRM }{ ) тўпламда берилган 

бўлиб,  M  тўпламда дифференциалланувчи бўлса, у ҳолда,  0,,  v
v

u
uvvu  

функциялар ҳам шу M  нуқтада  дифференциалланувчи  ва уларнинг 



дифференциали учун,  қуйидаги, 

const) (ccdu       d(cu)   

d u v du dv( )   , 

d uv udv vdu( )   , 

d
u

v

vdu udv

v









 


2  

формулалар ўринли бўлади. 

21.6. Йўналиш бўйича ҳосила. Градиент. 

Маълумки, бир ўзгарувчили  xfy    RyRx  ,  функциянинг 
dx

df
 

ҳосиласи, берилган функциянинг ўзгариш тезлигини билдиради. Кўп 

ўзгарувчили    Mfxxxfu m  ,...,, 21    RuRxxx m

m  ,,..,, 21  функциянинг  

ҳусусий ҳосилалари ҳам бир ўзгарувчили функциянинг ҳосиласи каби 

эканлигини эътиборга олиб, 
mx

f

x

f

x

f












,...,,

21

 функциялар ҳам,  mxxxfu ,..,, 21  

функциянинг, мос равишда, mOxOxOx ,...,, 21  ўқлар бўйича mR  да ўзгариш 

тезлигини ифодалайди, деб қараш мумкин.  

Энди кўп ўзгарувчили функциянинг ихтиёрий йўналиш бўйича ўзгариш 

тезлигини ифодаловчи тушунча билан танишамиз. Соддалик учун, уч 



ўзгарувчили функцияни қараймиз.    Mfzyxfu  ,,  функция очиқ 3}{ RM   

тўпламда берилган бўлсин.   cos,cos,cos


 rr  бирлик вектор  билан 

аниқланадиган бирор 


l  йўналишни қарайлик. }{M  тўпламда ихтиёрий 

 0000 ,, zyxM  нуқтани олиб, бу нуқта орқали ўтувчи, йўналиши, 

  cos,cos,cos


 rr  вектор йўналишига мос келган 


l  йўналишни қарайлик. 



l  йўналишда  0000 ,, zyxM  нуқтага яқин ётган ихтиёрий ўзгарувчи  zyxM ,,  

нуқтани оламиз  }{MM  . 


MM 0 йўналган кесма 3}{ RM   тўпламга тегишли,  

у ҳолда, 

     









cos

,
,cos

,
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, 0

0

0

0

0

0 








MM

zz

MM

yy

MM

xx
  (21.13) 

бўлади. 

21.5-таъриф. Агар  zyxM ,,  нуқта 


l  йўналган тўғри чизиқ бўйлаб 

 0000 ,, zyxM  нуқтага интилганда  0MM  , ушбу  

   
 

   
   zyxzyx

zyxfzyxf

MM

MfMf

,,,,,

,,,,

, 000

000

0

0







 

нисбатнинг лимити мавжуд бўлса, бу лимитга    Mfzyxf ,,  функциянинг 



 0000 ,, zyxM  нуқтада 


l  йўналиш бўйича ҳосиласи деб аталади ва у  






l

Mf 0   ёки  

 






l

zyxf 000 ,,
 каби белгиланади.  

21.5-таърифга кўра, уни 

   
 MM

MfMf

l

f

MM ,
lim

0

0

0 









. 

кўринишда ёзиш мумкин. 

21.6-теорема. Агар    Mfzyxfu  ,,  функция очиқ 3}{ RM   тўпламда 

берилган бўлиб, у   }{,, 0000 MzyxM   нуқтада дифференциалланувчи бўлса, у 

ҳолда,     Mfzyxfu  ,, функция шу нуқтада ҳар қандай 


l  йўналиш бўйича 

ҳосилага эга бўлади ва бу ҳосила,  

       
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,, 000
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     (21.14) 

формула орқали топилади. 



21.11- мисол. Ушбу   
y

x
arctgyxf ,  функциянинг  0,0O  нуқтадан  1,10M  

нуқтага қараб йўналган  


l   йўналиш бўйича ҳосиласини топинг.  

Ечилиши. 


l   биринчи квадратнинг  1,10M  нуқтасидан ўтувчи ва  0,0O   

нуқтадан  1,10M  нуқтага қараб йўналган биссектрисадан иборат бўлади. 

(21.13) формулага асосан, 
4


  . Берилган функция  1,10M  нуқтада 

дифференциалланувчи бўлгани учун, унинг йўналиш бўйича ҳосиласини 

(21.14) формула бўйича топамиз:  

     
2

2

4
cos

,

4
cos

,,
22

2

2 
































 yx

x

yx

y

y

yxf

x

yxf

l

yxf 
 

Демак, 
 

0
1,1







l

f
. 

21.12- мисол.  Ушбу   22, yxyxf   функциянинг  0,00M  нуқтада 

 ихтиёрий 


l  йўналиш бўйича ҳосиласи 
 

1
0,0








l

f
 эканлигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Қуйидаги нисбатни тузамиз:  



   
 

,1
,

22

0

0 











yx

MM

MfMf
 

бундан,  

 







l

f 0,0    
 

1
,

lim
0

0

0




 MM

MfMf


. 

21.13- мисол.  Ушбу   ||, yxyxf   функциянинг  0,00M  нуқтада Ox  ва 

Oy  координаталар ўқлари бўйича ҳосиласи мавжудми?  

Ечилиши. Берилган   ||, yxyxf   функциянинг  0,00M  нуқтада Ox  

координаталар  ўқи бўйича ҳосиласи 1 га тенг бўлиб, Oy  координата ўқи 

бўйича ҳосиласи мавжуд эмас.  

21.4- эслатма. Функция бирор нуқтада дифференциалланувчи бўлмаса 

ҳам, у шу нуқтада бирор йўналиш бўйича ва ҳатто ҳар қандай йўналиш 

бўйича ҳосилага эга бўлиши  ҳам мумкин. Масалан, ушбу   22, yxyxf   

функция  0,00M  нуқтада дифференциалланувчи эмас, лекин биз юқорида 

кўрдикки, бу функция  0,00M  нуқтада ихтиёрий йўналиш бўйича ҳосилага 

эга.  



21.7- таъриф. Компоненталари (координаталари) 
z

u

y

u

x

u












,,  бўлган 

вектор,  zyxfu .,  функциянинг  0000 ,, zyxM  нуқтадаги градиенти, деб 

аталади ва у  

 
     














 k

z

Mu
j

y

Mu
i

x

Mu
Мgradu 000

0     (21.15) 

каби белгиланади, бунда 
z

u

y

u

x

u












,,  хусусий ҳосилалар  0000 ,, zyxM  нуқтада 

ҳисобланган.   cos,cos,cos


 rr  эканлигини эътиборга олсак, у ҳолда 

(21.14) ни,  ушбу 











 


gradur

l

u
,   (21.14) кўринишда ёзиш мумкин. 

222









































z

u

y

u

x

u
gradu       (21.16) 

эканлигини ҳисобга олиб, (21.15) формулани,  

cos|||| 



 


gradur

l

u
 

кўринишда ҳам ёзиш мумкин, бунда 


 r  билан градиентнинг орасидаги 

бурчак. 1|| 


r  бўлгани учун,  



cos|| 






gradu

l

u
. 

Бу формуладан кўринадики, йўналиш бўйича ҳосила ўзининг максимум 

max




















l

u
 қийматига 1cos   бўлганда яъни r

  векторнинг йўналиши 

градиентнинг йўналишига  мос тушганда эришади, ||

max

gradu

l

u





















. Агар 


r  

нинг йўналиши градиентга перпендикуляр йўналган бўлса, 0






l

u
 бўлади, 

чунки 0
2

cos,
2




 . 

21.14- мисол.  Ушбу 222 zyxu   скаляр функциянинг  1,1,1P  ва 

 1,1,1 Q нуқталардаги градиентлари орасидаги бурчакни топинг.  

Ечилиши. Дастлаб, берилган функциянинг   1,1,1P  ва  1,1,1 Q  

нуқталардаги хусусий ҳосилаларини топамиз: 



.2,2,2

,2,2,2

,2,2,2














































z

u

Qz

u

P
z

z

u

y

u

Qy

u

P

y
y

u

x

u

Qx

u

P
х

x

u

 

(21.15), (21.16)  формулаларга асосан, 222 zyxu   скаляр функция 

учун )(),( QgraduРgradu  ҳамда )(,)( QgraduРgradu  ларни ҳисоблаймиз: 

,222)(,222)(


 kjiQgradukjiРgradu  

.32)(,32)(  QgraduРgradu  

Энди градиентлар орасидаги бурчакни топамиз: 

   
   

.
3

1

3232

22)2(222





QgradPgrad

QgradPgradu
сos  

Демак, берилган u  скаляр функциянинг  1,1,1P  ва  1,1,1 Q  

нуқталардаги градиентлари орасидаги бурчак .
3

1
arccos  

 



Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги функцияларнинг хусусий ҳосилаларини топинг. 

21.1. .3 3222 yxyxu    21.2. 
 

.
2y

yxx
u


  

21.3. .
yz

x
xyzu     21.4.  .sin yzxyu   

 21.5.   ./ yxeyxtgu      21.6. .cossin
x

y

y

x
u    

 21.7.  .sincos yxyeu x    21.8. .yxu   

 21.9. .

z

x

y
u 








      21.10. .ln

22

22

xyx

xyx
u




  

 21.11. .arcsin
22

22

yx

yx
u




   21.12.   .sin1

ln2 y
xu   

 21.13. .xzy zyxu     21.14.   .sincos,  rrrg   

 21.21.   .
111

,,
321

321
RRR

RRRf   21.16.   .,,,
V

nRT
VTRnP    

Қуйидаги функцияларнинг берилган нуқтадаги хусусий ҳосилаларини 

топинг. 



21.17.  1;1,
2y

x
u  .    21.18.   2;1,1ln 










y

x
u . 

21.19.  1;1,sin xyxyeu   .   21.20.     1;1,2
2


 yx

yxu . 

21.21. Ушбу    3 xyu    функциянинг  0;0O   нуқтадаги хусусий 

ҳосилаларини топинг. Бу функция  0;0O  нуқтада дифференциалланувчи 

бўладими? 

Қуйидаги берилган  yxu ,  функциялар  0;0O  нуқтада хусусий 

ҳосилаларга эгами;   0;0O  нуқтада дифференциалланувчи бўладими?  

 21.22. .42 yxu     21.23. 44 yxu  . 

 21.24. 5 xyu      21.25. 3 22 yxu  . 

 21.26. 












.lg'0,0

,lg'0,

22

22
1

22

andaboyx

andaboyxeu
yx

  

 21.27. 

















.lg'0,0

,lg'0,

22

22

22

44

andaboyx

andaboyx
yx

yx

u   

 21.28.  yxu ,  функция: 



;)
22 yx

x
ua


      22ln) yxyxub    

кўринишларда бўлганда, 
y

u
y

x

ux









 ифодани ҳисобланг.  

 21.29.  zyxu ,,  функция: 

   ;) xzzyyxua    
zy

yx
xub




)  

кўринишларда бўлганда,  
z

u

y

u

x

u














 ифодани ҳисобланг. 

 21.30-21.35- мисолларда  mxxxfu ,...,, 21  функция учун қуйидаги 

тасдиқларнинг қайси бири тўғри, қайси бири нотўғри?  

 21.30.  mxxxf ,..,, 21  функция бирор нуқтада ҳамма аргументлари бўйича 

хусусий ҳосилаларга эга бўлса, у шу нуқтада  узлуксиз бўлади.   

 21.31. Агар функция 
mR  фазонинг ҳар бир  нуқтасида ҳамма 

аргументлари бўйича хусусий ҳосилаларга эга бўлса, у 
mR  да узлуксиз 

бўлади.  

 21.32. Агар функция бирор нуқтада дифференциалланувчи бўлса, у шу 

нуқтада ҳамма аргументлари бўйича хусусий ҳосилаларга эга бўлади.  



 21.33. Агар функциянинг бирор нуқтада ҳамма аргументлари бўйича 

хусусий ҳосилалари мавжуд бўлса, у шу нуқтада  дифференциалланувчи 

бўлади.  

 21.34. Агар функция бирор нуқтада дифференциалланувчи бўлса, у 

ҳолда, шу нуқтада функциянинг ҳамма аргументлари бўйича узлуксиз 

хусусий ҳосилалари мавжуд бўлади.  

 21.35. Агар функциянинг бирор нуқтада узлуксиз хусусий ҳосилалари 

мавжуд бўлса, у ҳолда, функция шу нуқтада дифференциалланувчи бўлади.  

21.36. Агар   Oxyyxf ,   текисликдаги G   очиқ соҳада аниқланган, унинг 

xf  ва yf хусусий ҳосилалари G  да чегараланган бўлса, у ҳолда,  yxf ,  G  да 

узлуксизлигини исботланг. 

 Қуйидаги берилган функцияларнинг дифференциалини топинг. 

21.37.  .32 3224 yxyxxu     21.38.    .32
423  xyu  

21.39.  .
y

x

x

y
u       21.40.  .

22 yx

x
u


  

21.41.  .x

y

au


      21.42.   22ln yxxu  . 



21.43.  .
1

sinln
y

x
u


     21.44.  .

yx

yx
arctgu




  

21.45.    .1
y

xyu   

 Қуйидаги функцияларнинг берилган нуқталардаги дифференциалини 

топинг. 

21.46.     .1;0):1;1).
22

22

ba
yx

yx
u




   21.47.  .1;2,

y

x
xyu   

21.48      zyxMxzxyu ,,,cos  ва 








6
;

6
;1


N  нуқталарда. 

21.49.  yxMeu xy ,  ва   0;0O  нуқтада.  

21.50.  yxMxu y ,,  ва  3;20M нуқталарда. 

21.51.    yxMxyxu ,,ln ва  1;10 M  нуқталарда. 

21.52.  1,0,1,
222

M
zyx

x
u


 .  21.53.  1,2,3,

2
M

z

xy
arctgu  . 

21.54.  1,1,1, M
y

x
xyu

z









 . 

Қуйидаги берилган  uf  функцияни дифференциалланувчи ва унинг uf  

ҳосилалани аниқ деб фараз қилиб,   uf  функция функция учун yx ff ,   топинг. 



21.55. yexu  2  . 21.56. 3 23 xyxu  . 21.57.  .ln yxarctgu   

Қуйидаги берилган      wvufvufuf ,,,,,  функцияларни  

дифференциалланувчи ва уларнинг wvu fff ,,  ҳосилалари аниқ деб фараз 

қилиб, қуйидаги   функциянинг дифференциалини топинг. 

21.58.   .,
2

x

y
xyuuf    

21.59.   .,,,)2 32 yxv
yx

y
uvuf 


  

21.60.   .,,,,, 222 xyzwzyxvzyxuwvuf   

21.61.  Aгар   texxyW  ,sin   ва  1ln  ty  бўлса, 0t  да 
dt

dw
 ҳосилани 

ҳисобланг.   

21.66. Агар   rsysrxyxW  ,sin,2sin  бўлса, r  ва 0s  бўлганда, 

мос равишда, 
t

w




 ва 

s

w




 хусусий ҳосилаларни топинг.  

21.67.  Ушбу   xzyzxyzyxW ,,  функциянинг tztytx 2cos,sin,cos   

эгри чизиқдаги t  бўйича ҳосиласининг 1t  даги қийматини топинг.  

21.68.  
x

y
arctgyxrzfw   ,,, 22  бўлсин. У ҳолда,  



x

w




 ва 

y

w




 ларни топинг ва жавобингизни r  ва   орқали ифодаланг. 

Қуйидаги мисолларда: )a занжир қоидасидан фойдаланиб; )b  бевосита t  

бўйича дифференциалаб, 
dt

dW
 ни t  нинг функцияси сифатида ифодаланг, 

сўнгра  
dt

dW
  нинг берилган 0tt    нуқтадаги қийматини топинг. 

21.69.  0

22 ;sin,cos, ttytxyxW . 

21.70. .3;
1

,sin,cos, 0

22  t
t

ztytx
z

y

z

x
W  

21.71.   .1;,,1ln,ln2 0

2  tezarctgttytxzyeW tx  

21.72. Агар      srzsrysrxzyxW  sin,cos,,
2  бўлса, 

 
   

r

W

sr




 1;1,

   топинг. 

21.73. Агар 22,12,2  vuyvux
x

y
xW  бўлса, 

   u

W

vu



 0;0,

 ни 

 топинг. 

21.74. Агар arctgxW   ва vex u ln бўлса, 
       v

W

u

W

vuvu 







 1;2ln,1;2ln,

,  ларни 



 топинг.  

21.75.  Агар a  ва b - ўзгармас сонлар, uthuuw cos3   ва byaxu   

 бўлса, 
x

w
b

y

w
a









 муносабат ўринли эканлигини кўсатинг. 

21.76. Агар   uf   ихтиёрий дифференциалланувчи функция бўлса, у 

 ҳолда,    22, yxyfyx   функция, 


x
y

xy
x

y 







2  тенгламани 

 қаноатлантиришини исботланг. 

21.77. Агар   uf   ихтиёрий дифференциалланувчи функция бўлса, у 

 ҳолда,   









x

y
xfxyyx,  функция, 












xy

y
y

x
x  тенгламани 

 қаноатлантиришини исботланг. 

21.78. Агар   uf   ихтиёрий дифференциалланувчи функция бўлса, у 

 ҳолда,    xyfxyx sinsinsin,   функция, 











xy

y
x

x
y coscos  

 тенгламани қаноатлантиришини исботланг. 

21.79. Агар   vuf ,   ихтиёрий дифференциалланувчи функция бўлса, у 

 ҳолда,   







 22,,, zyx

y

x
fzyx  функция, 0)2(22 2 















z
yx

y
yz

x
xz


 



 тенгламани қаноатлантиришини исботланг. 

21.80. Агар   ssfw   нинг дифференциалланувчи функцияси, xys 5  

 бўлса, у ҳолда 05 









y

w

x

w
 мусбат бажарилишини кўрсатинг. 

21.81.  Агар a  ва b - ўзгармас сонлар, uthuuw cos3   ва byaxu   

 бўлса, 
x

w
b

y

w
a









 мусбат ўринли эканлигини кўсатинг. 

21.82. Агар  wvuf ,,  диференциалланувчи функция ва zyvyxu  ,  

 ҳамда xzw    бўлса,  0














z

f

y

f

x

f
  эканлигини кўрсатинг. 

21.83. Фараз қилайлик,  yxfW ,  диференциалланувчи функцияда 

 cosrx   ва sinry   қутб координаталарига ўтиш амалга оширилган ( 

 қутб алмаштиришлари бажарилган) бўлсин. У ҳолда 

,cossin
1

,sincos) '''' 


 yxyx ff
W

r
ff

r

W
a 









 

 эканлигини кўрсатинг; 

)b   )a  банддаги тенгламаларни '

xf  ва '

yf  ларга нисбатан ечиб, уларни 

 
r

W




 ва 



W
 лар орқали ифодаланг; 



)c    
2

2

2
2'2' 1






























W

rr

W
ff yx  

 эканлигини кўрсатинг. 

21.84.  f  ва xg   ва y  нинг шундай функциялардан иборатки, 
x

g

y

f









 

ва 
y

g

x

f









  муносабат ўринли бўлсин. Фараз қилайлик,     52,12,1,0 




gf

x

f
 

ва   40,0 f бўлсин. У ҳолда,  yxf ,  ва  yxg ,  ларни топинг.  

21.85.  Биринчи тартибли хусусий ҳосилалардан ye
x

w x cos1



 ва 

yey
y

w x sin2 



 ҳамда  0,2ln  нуқтадаги қийматини 2ln2  га тенг бўлган 

    yxfwf ,,2ln20,2ln   функцияни топинг. 

 21.86. Агар  zyxfu ,,  функция бирор E  соҳада дифференциалланувчи 

бўлиб, pu
z

u
z

y

u
y

x

u
x 














 тенгламани қаноатлантирса, у ҳолда, унинг p - 

даражали бир жинсли функция бўлишини исботланг. 

 21.87. Агар  zyxfu ,,  функция бирор E  соҳада икки марта  



дифференциалланувчи бўлса, у ҳолда,   uppu
z

z
y

y
x

x 1

2























 

тенгликнинг ўринли эканлигини исботланг. 

21.88. Ушбу xy yxu   функция  uuyx
y

u
y

x

u
x ln









 тенгламани 

қаноатлантиришини исботланг. 

21.89. Ушбу 
zy

xt

tz

yx
u









   функция  0




















t

u

z

u

y

u

x

u
 тенгламани 

қаноатлантиришни исботланг. 

Қуйидаги функциянинг 0M  нуқтада 


MM 0  йўналиш бўйича ҳосиласини 

топинг.  

21.90.      .1,5,2,1,105, 0

52  MMyyxxyxf   

21.91.      .1,5,7,1,2,3,, 0

32 MMzxyyxf    

21.92.      .4,5,1,1,1,1,arcsin,, 0
22

MM
yx

z
zyxf


   

21.93. Ушбу   xyyxyxf  343,  функциянинг  2,10M  нуқтада, Ox  ўқ 

билан 135  бурчак ташкил қилган нурнинг йўналиши бўйича ҳосиласини 

топинг.  



21.94. Ушбу  
x

y
arctgyxf ,  функциянинг  xyx 222   айлананинг 















2

3
,

2

1
0M  нуқтасига ўтказилган ташқи нормалнинг йўналиши бўйича  

ҳосиласини топинг.  

21.95. Қуйидаги     zyx eeezyxf  ln,,  функциянинг  0,0,00M  

нуқтада, OzOyOx ,,  координаталар ўқлари билан, мос равишда, 
4

,
3


 ва 

3


 

бурчакларни ташкил қилган нурнинг йўналиши бўйича ҳосиласини топинг.  

21.96-21.97- мисолларда берилган  yxf ,  функциянинг 0P нуқтада  

камайиш ва  ўсиш йўналишларини топинг ва ҳар бир йўналиш бўйича 

ҳосиласини топинг. Шунингдек,  yxf ,  функциянинг 0P  нуқтада 


v  вектор 

йўналишидаги ҳосиласини топинг. 

21.96.  










 jivPyxyxf 43,

4
,

4
,coscos, 0


.  

21.97.      ,1,1,1,632ln,, 0  Pzyxzyxf


 kjiv 632 . 

Қуйидаги скаляр майдоннинг берилган нуқтадаги градиентини топинг.  

 21.98. 
 

.?,132),(
,

2 
yxM

graduyxyxyxu  



 21.99. 
 

?,35),(
,

432 
yxM

graduyxyyxyxu  

 21.100. ,22 yxu   
 


2;3

gradu ?   

 21.101. .4 22 yxu 
 


1;2

gradu ?   

 21.102. 
 

?.arctg
1;1
 gradu

x

y
u  

21.103.
y

x
arctgu   скаляр майдоннинг )1;1(  ва )1;1(  нуқталардаги  

градиентлари орасидаги бурчакни топинг.  

 21.104. xyyxzyxz 33, 2

22

1   функцияларнинг  4,3   нуқтадаги 

градиентлари орасидаги бурчакни  топинг. 

 21.105.    gradgradgrad   тенгликни исботланг. 

 21.106. ),(),,(),,( yxvyxuvuz     функциялар берилганда, 

gradv
v

gradu
u

zgrad











 тенгликнинг тўғрилигини кўрсатинг. 

21.107-21.111 мисолларда функциянинг орттирмасини унинг 

дифференциалига алмаштириб, қуйида берилган ифодаларни тақрибий 

ҳисобланг.  



21.107.   .02,1
05,4     21.108. .03,604,8 22   21.109.     .97,002,1

23
  

21.110. .59cos32sin 00  21.111.  .99,09,0ln 33   21.112. .503,2 02,02 е  

Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 

21.1. 222'3' 93,62 yxyuxyxu yx  . 21.2. .
2

,
2

3

2
'

2

'

y

xxy
u

y

yx
u yx





  

21.3. 
2

'

2

'' ,,
1

yz

x
xyu

zy

x
xzu

yz
yzu zyx  . 

21.4.  ,cos' yzxyyux       yzxyyuyzxyzxu zy  cos,cos '' . 

21.5. 
 

  ,
1

cos

/

2

/
'

y
eyxtg

yx

e
u yx

yx

x 


  
 

  












2

/

2

/
'

cos y

x
eyxtg

yx

e
u yx

yx

y . 

21.6. ,sinsincoscos
1

2

'

x

y

y

x

x

y

x

y

y

x

y
ux   

x

y

y

x

xx

y

y

x

y

x
u y sinsin

1
coscos

2

'  . 

21.7.  ,cossinsin' yyyxeu x

x    yyxeu x

y sincos'  . 

21.8. xxuyxu y

y

y

x ln, '1'   . 

21.9. ,
2

1

'

zz

x
x

y

x

z

x

y

x

y
zu 






























.ln, ''

x

y

x

y
u

x

y

y

z
u

z

z

z

y 
















  



21.10. 
22

'

22

' 2
,

2

yxy

x
u

yx
u yx





 . 

21.11.
   

.
22

,
22

44

222

'

44

222

'

xyy

yxyx
u

yxy

yxxy
u yx









  

21.12.   ,sin1ln2sin
1ln2' 


y

x xgxu    .sin1lnsin1
1 2ln2' xx
y

u
y

y    

21.13. zzyxzyxu xzyxzy

x ln11'   ,  ,ln 11'   xzyxzy

y zyxxzyxu  

11' ln  xzyxzy

z zyxyzyxu . 

21.14. 


 cossin,sincos rr
g

r

g










. 

21.21.  ;
1

;
1

2

22

2

11 RR

f

RR

f










.

1
2

33 RR

f





 

21.16.  ;;
V

nT

R

p

V

RT

n

P










.;

2V

nRT

V

P

V

nR

T

P










 

21.17.      .21;1,11;1 ''  yx uu   21.18.     .
6

1
2;1,

3

1
2;1 ''  yx uu  

21.19.       11;1,11;1 ''

yx uu . 21.20.     .11;1,21;1 ''  yx uu  

21.21.     00;0,00;0 ''  yx uu . Функция  0;0O  нуқтада дифференциалланувчи 

эмас.  21.22.    0;0,0;0 ''

yx uu лар мавжуд эмас,  yxu ,  функция 0(0;0) 



нуқтада дифференциалланувчи. 21.23.      yxuuu yx ,;00;00;0 ''   функция 

 0;0O  нуқтада дифференциалланувчи. 

21.24.      yxuuu yx ,;00,00,0 ''   функция 0(0;0) нуқтада диференциалланувчи 

эмас.  21.25.      yxuuu yx ,;00,00,0 ''   функция  0;0O  нуқтада 

дифференциалланувчи. 21.26.      yxuuu yx ,;0,00,0 ''   функция  0;0O  

нуқтада дифференциалланувчи.  21.27.    ;0,00,0 ''

yx uu   yxu ,  

функция  0;0O  нуқтада дифференциалланувчи. 

21.28. .2);0) ba   21.29. .1),0) ba  21.30. Нотўғри. 

21.31.  Нотўғри ( 1n  бўлганда).   21.32. Тўғри. 

21.33.  Нотўғри ( 1n  бўлганда) .   21.34. Нотўғри. 21.35.  Тўғри. 

21.37.    dyyxxdxyxxyx 23223 6368  . 

21.38.     dyxyxydxyxy 2223 234324  . 21.39. .
22













y

dy

x

dx

xy

yx
 

21.40.    .
2/322 xdyydxyxy 


  21.41.  xdyydx

x

axy 

2

/ ln
2 . 

21.42. 

















22

1

yxx

ydy
dx

y
.  21.43. dy

y

x
dx

y

x
ctg

y






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22-§. Кўп ўзгарувчили функциянинг юқори тартибли хусусий 

ҳосилалари ва дифференциаллари  

22.1. Юқори тартибли хусусий ҳосилалар. 

    Mfxxxfu m  ,...,, 21  функция mRM }{  очиқ тўпламда берилган 

бўлиб, унинг ҳар бир  mxxxM ,...,, 21  нуқтасида ''' ..,,
21 mxxx fff  хусусий ҳосилаларга 

эга бўлсин. Бу хусусий ҳосилалар, ўз навбатида, mxxx ,...,, 21  ўзгарувчиларнинг 

функцияси сифатида, }{M  тўпламда аниқланган бўлсин. 

 mi
x

u

i

,....,2,1



 функция ҳам, бирор }{MM   нуқтада kx  аргумент бўйича 

хусусий ҳосилага эга бўлиши мумкин. Бу kx  аргумент бўйича хусусий  

ҳосила- берилган  mxxxfu ,...,, 21  функциянинг иккинчи тартибли хусусий 

хусусий ҳосиласи дейилади ва у      mkmiuf
xx

u
kiki xxxx

ik

,...,2,1;,...,2,1,, 22
2





 каби 

белгиланади, бунда ki   бўлса, у ҳолда 
ik xx

u



2

 хусусий ҳосилага, аралаш 

 



хусусий ҳосила дейилади, ik   бўлганда f
xx

u

kk




2

 деб ёзиш ўрнига, 22

2

kx
k

f
x

u





 

каби ёзилади. Худди шундай,  mxxxf ,...,, 21  функциянинг учинчи, тўртинчи, ва 

хоказо, тартибли хусусий ҳосилаларининг таърифи берилади.  mxxxf ,...,, 21  

функция 
niii xxx ,...,,

21
 аргументлари бўйича ( 1n )-  тартибли хусусий 

ҳосилаларга эга бўлсин. Бу ( 1n ) тартибли хусусий ҳосилалар ҳам, 

  }{,....,, 21 MxxxM m   нуқтада 
ni
x  аргументи бўйича хусусий ҳосилага эга 

бўлсин. Бу ҳосила,  mxxxfu ,...,, 21  функциянинг 
niii xxx ,...,,

21
 аргументлар 

бўйича M  нуқтадаги n -тартибли хусусий ҳосиласи дейилади. Шундай қилиб, 

mmii xxxx ,,...,, 121   аргументлар бўйича n -тартибли хусусий ҳосилани,  
































 1212
....,..., 1

1

1 iim

n

miimm

n

xxx

u

xxxxдx

u
 

каби ёзиш мумкин. Агар niii ,...,, 21  индексларнинг ҳаммаси бирданига бир-

бирига тенг бўлмаса, у ҳолда 
12

... iim

n

xxx

u




 хусусий ҳосила n -тартибли аралаш 

хусусий ҳосила дейилади.  



 22.1-мисол. Ушбу    22ln, yxyxf   функция 0
2

2

2

2





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



y

f

x

f
 тенгламани 

қаноатлантиришини кўрсатинг. 

 Ечилиши.  Берилган функциянинг x  ва y  бўйича иккинчи тартибли 

хусусий ҳосилаларини топамиз: 
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 тенгламага иккинчи тартибли хусусий ҳосилаларни келтириб 

қўямиз: 
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Демак, берилган функция тенгламани қаноатлантирар экан. 

 22.1-теорема.  yxfu ,  функция 
2}{ RM   очиқ тўпламда аниқланган 

бўлиб, шу тўпламда ""'' ,, yxxyyx ffff  хусусий ҳосилаларга эга бўлсин. Агар 

аралаш ҳосилалар   }{, 000 MyxM   нуқтада узлуксиз бўлса, у ҳолда, шу 



нуқтада, 

   0000 ,, yxfyxf yxxy
  

бўлади.  

 22.2-мисол. Ушбу   22 2, xyxyxf   функциянинг иккинчи тартибли 

хусусий ҳосилаларини топинг ҳамда 
yx

f



 2

  ва 
xy

f



2

 аралаш хусусий 

ҳосилаларнинг ўзаро тенглигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 

хусусий ҳосилаларини топамз: 
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Энди  аралаш хусусий ҳосилаларни  
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 22

 тенгликка келтириб қўямиз: 
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 22.3-мисол. Ушбу 
y

x
arctgu   функциянинг иккинчи тартибли хусусий 

ҳосилаларини топинг. 



 Ечилиши. Биринчи ва иккинчи тартибли хусусий ҳосилаларни топамиз: 
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Бу мисолда 
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u



2

 ва 
yx

u



 2

 аралаш хусусий ҳосилалар бир-бирига тенг. Умумий 

ҳолда, бу аралаш хусусий ҳосилалар бир-бирига тенг бўлмаслиги ҳам мумкин.  
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 22.4-мисол. Ушбу 
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 аралаш хусусий ҳосилаларининг  0,00M  нуқтада 

мавжудлиги ва уларнинг бир-бирига тенг эмаслигини кўрсатинг. 

 Ечилиши. Биринчи тартибли хусусий ҳосилаларни топамиз: 
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бўлгани учун,  

1

||

lim|
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Худди шундай, 1| 0,0
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
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
 yx

ух

u
 эканлигини топамиз. Шундай қилиб,  0,00M  

нуқтада 
yx

u
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u
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




 22

 экан. 

 



 22.2-теорема.  mxxxfu ,...,, 21  функция mRM }{  очиқ тўпламда 

аниқланган, бу тўпламда мумкин бўлган ҳамма ( 1n )- тартибгача хусусий 

ҳосилаларга ва n -тартибли аралаш ҳосилаларга эга бўлиб, бу ҳосилалар  M  

тўпламда узлуксиз бўлса, у ҳолда ихтиёрий n -тартибли аралаш ҳосиланинг 

ифодаси, ҳосилани топиш тартибига боғлиқ бўлмайди.  

22.2. Юкори тартибли дифференциаллар. 

 Кўп ўзгарувчили функциянинг юқори тартибли дифференциали 

тушунчасини киритишдан аввал, функциянинг n  марта  

дифференциалланувчанлиги  тушунчасини киритамиз. 

   Mfxxxfu m  ,...,, 21  функция mRM }{  очик тўпламда берилган  бўлиб, 

  }{,...,, 00

2

0

10 MxxxM m   бўлсин.  mxxxfu ,...,, 21  функция  M  тўпламда 
mxxx fff  ,...,,

21
 

хусусий ҳосилаларга эга бўлсин. Агар 
mxxx fff  ,...,,

21
 функциялар 0M  нуқтада 

дифференциалланувчи бўлса,  Mf  функция 0M  нуқтада икки марта  

дифференциалланувчи дейилади.  

Агар  Mf  функция  M  тўпламда ( 1n )–тартибли хусусий ҳосилаларга эга 

бўлиб, бу хусусий  ҳосилалар 0M  нуқтада дифференциалланувчи бўлса,  Mf  



функция n  марта дифференциалланувчи деб аталади. 

 22.3-теорема. Агар mRM }{  очик тўпламда  Mf   функциянинг n -

тартиблигача барча хусусий  ҳосилалари мавжуд ва }{0 MM   нуқтада узлуксиз  

бўлса,  Mf  функция 0M  нуқтада n -марта дифференциалланувчи бўлади. 

   Mfxxxfu m  ,...,, 21  функция mRM }{  очик тўпламда берилган  бўлиб, 

}{MM   нуқтада дифференциалланувчи бўлса, у ҳолда, унинг M  нуқтадаги 

дифференциали 

m
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dx
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дu
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дu
dx

дx

дu
du  ...2

2

1

1

      (22.1) 

 кўринишда бўлади, бунда mdxdxdx ,...,, 21  лар mxxx ,...,, 21  ўзгарувчиларнинг 

ихтиёрий орттирмаларидир. 

Фараз килайлик,  Mf  функция }{MM   нуқтада икки марта 

дифференциалланувчи бўлсин.  Mf  функциянинг M  нуқтадаги 

дифференциали  Mdf  нинг дифференциали, берилган  Mf  функциянинг 

иккинчи тартибли дифференциали деб аталади ва у  dfdfd 2  каби 

белгиланади.  (22.1)  формулани эътиборга олиб, дифференциаллаш 

формулаларидан фойдалансак, қуйидагини топамиз: 
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 (22.2) 

   Mfxxxfu  321 ,...,,  функциянинг учинчи, тўртинчи ва ҳоказо тартибли 

дифференциаллари ҳам худди юкоридагидек таърифланади. Шундай қилиб, 

 Mf  функциянинг M  нуқтадаги ( 1n )- тартибли дифференциали ud n 1  нинг 

дифференциалига берилган  Mf  функциянинг n -тартибли дифференциали 

дейилади ва  uddud nn 1  каби белгиланади. (22.2) формуладан кўринадики, 

юқори тартибли дифференциалнинг тартиби ошган сари унинг хусусий 

ҳосилалар орқали ифодаси мураккаблашиб боради. Шу сабабли, юқори 

тартибли дифференциалларни соддароқ формада ифодалаш учун,  Mf  

функциянинг  
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дx

дu
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1
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дифференциалини, символик равишда ( u  ни формал равишда қавсдан 

ташкарига чиқариб), қуйидагича  
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ёзамиз. Унда функциянинг иккинчи тартибли дифференциал,  
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каби ёзилиши мумкин. Бунда, символик равишда. қавс ичидаги йиғинди 

квадратга кўтарилиб, сўнгра u  га «кўпайтирилади», бунда даража 

кўрсаткичлари хусусий ҳосилаларнинг тартиби, деб қаралади. Худди шундай 

символик равишда функциянинг n -тартибли дифференциали  
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каби ёзилади.  

Хусусий ҳолда,  х  ва у  эркли  ўзгарувчиларга боғлиқ бўлган  yxfu ,  

функциянинг иккинчи ва учинчи тартибли тўлиқ дифференциалларини, 

қуйидаги  
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кўринишларда ёзиш мумкин. 

 22.9-мисол. Ушбу 
y

x
yxu ln22    функциянинг иккинчи тартибли 

тўлиқ дифференциалини топинг. 

 Ечилиши. Дастлаб берилган функциянинг биринчи тартибли хусусий 

ҳосилаларини топамиз: 
x

x
x

u 1
2 




,   

y
y

y

u 1
2 




. Иккинчи  тартибли 

хусусий ҳосилаларини топиб, (22.3)  формулага келтириб қўямиз: 
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22.3. Мураккаб функциянинг юқори тартибли дифференциаллари. 

 Биз юқорида қараган,     mitttxxxxfu kim ,...,2,1,,...,,,...,, 2121    

мураккаб функциянинг  юқори тартибли дифференциалини топамиз. 

 Маълумки,    mitttx kii ,...,2,1,,...,, 21   функцияларнинг ҳар бири 

  k

k RNtttN  }{,...,, 00

2

0

10  нуқтада дифференциалланувчи бўлиб,  mxxxfu ,...,, 21  

функция эса,  мос равишда,   m

m RNxxxM  }{,...,, 00

2

0

10  нуқтада 

дифференциалланувчи бўлса, у ҳолда, 21.3-теоремага асосан, мураккаб 

функция kRNN  }{0  нуқтада дифференциалланувчи бўлади ва 

дифференциал шаклининг инвариантлик хоссасига асосан, мураккаб 

функциянинг дифференциали,  
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du  ...2
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кўринишда бўлади. Фараз қилайлик,    mitttx kii ,...,2,1,,...,, 21   

функцияларнинг ҳар бири   k

k RNtttN  }{,...,, 00

2

0

10  нуқтада икки марта диффе-

ренциалланувчи,  mxxxf ,...,, 21  функция эса,  унга мос,   m

m RNxxxM  }{,...,, 00

2

0

10  

нуқтада, икки марта дифференциалланувчи бўлсин. У ҳолда мураккаб 



функция ҳам,  00

2

0

10 ,...,, ktttN  нуқтада икки марта дифференциалланувчи бўлади. 

Дифференциаллаш қоидаларидан фойдаланиб, функциянинг иккинчи 

тартибли дифференциалини топамиз:  
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(22.3') 

 Худди шундай усулда мураккаб функциянинг, кейинги, юқори тартибли 

дифференциаллари ҳам топилади. 

 (22.1) ва (22.3) формулаларни солиштириш натижасида, иккинчи 

тартибли дифференциалларда дифференциал шакли инвариантлигининг 

сақланмаслигини кўрамиз. 

 22.5-эслатма. Агар    mitttx kii ,...,2,1,,...,, 21   функцияларнинг  ҳар бири,  

 kttt ,...,, 21  ўзгарувчиларнинг  
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чизиқли функциялари бўлса, у ҳолда,  mxxxf ,....., 21  мураккаб функциянинг 

юқори тартибли дифференциаллари шакли инвариантлиги сакланишини 

кўриш қийин эмас.  

 22.10-мисол. Ушбу       xyyxvyxyxuvufW cos,,sin,,,   мураккаб 

функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини топинг. 

 Ечилиши. Маълумки,  vufW ,  функциянинг биринчи тартибли 

дифференциали ,'' dvfdufdW vu   мураккаб функциянинг иккинчи тартибли 

дифференциали эса, 

,)()()()( 2'""2'""''2 vdfdvdvfdufudfdudvfdufdvfdufddWdWd vvvuvuuvuuvu   

кўринишда бўлади, бунда  ,cossin dyyxdxydu  ,cossin dyxdxxydv   

,sincos2 22 ydyxdxdyyud  .sin2cos 22 dxdyxxdxvd   Энди  бу ифодаларни 

мураккаб функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини топиш 

формуласига келтириб қўямиз: 
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22.4. Ўрта қиймат ҳақидаги теорема. 

    Mfxxxfu m  ,...,, 21  функция  M  ( mRM }{ ) тўпламда берилган 

бўлсин. Бу тўпламда шундай  maaaA ,...,, 21  ва  mbbbB ,...,, 21  нуқталарни 

олайликки, бу нуқталарни бирлаштирувчи,  

        10;,...,,:,...,, 222211121  tabtaxabtaxabtaRxxxE mmmm

m

m  

тўғри чизиқ кесмаси, шу  M  тўпламга қарашли, яъни ME   бўлсин. 

 22.4-теорема. Агар  Mf  функция E  кесманинг A  ва B  нуқталарида 

узлуксиз бўлиб, кесманинг қолган нуқталарида дифференциалланувчи бўлса, 

у ҳолда, E  кесмада шундай C  нуқта топиладики   mccccC ,...,, 21 , 

            mmxxx abCfabCfabCfAfBf
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бўлади.  

 



22.5. Кўп ўзгарувчили функциянинг Тейлор формуласи. 

  Mfu   функция mRM }{  тўпламда берилган бўлсин.  Mf  

функциянинг }{MM   нуқтадаги k -тартибли дифференциалини ukd
M

 деб 

белгилаймиз. 

 22.5-теорема.    Mfxxxfu m  ,...,, 21  функция  00

2

0

10 ,...,, mxxxM  нуқтанинг 

 }{0 MM   бирор  0MU  атрофида 1n  марта дифференциаланувчи бўлсин. У 

ҳолда, берилган функциянинг  00

2

0

10 ,...,, mxxxM  нуқтадаги    0MfMfu   тўлиқ 

ортирмаси қуйидаги  
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кўринишда тасвирланади, бунда  0MUN   атрофдаги  mxxxM ,...,, 21  нуқтага 

боғлиқ бўлган бирор нуқта, ukd
M 0

 ва und
N

1  ифодаларда қатнашувчи idx  

лар 0

iii xxx   га тенг. (22.4) формулага  mxxxfu ,...,, 21  функциянинг Тейлор 

формуласи деб аталади. 



 Агар 0

iii xxx   mi ...,,2,1  деб белгилаб,  ukd
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бунда  mn xxxP ,...,, 21  - mxxx ,...,, 21  ўзгарувчиларга боғлиқ бўлган n  даражали 
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  қолдиқ кўпҳад.  mn xxxP ,...,, 21  - кўпҳадга Тейлор 

кўпҳади дейилади. 

0n  бўлганда, (22.5) формула кўп ўзгарувчили функция учун чекли 

орттирмалар ҳақидаги Лагранж формуласи дейилади, у қуйидаги 
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(22.5) формуладаги қолдиқ ҳад  n

n oR 1    Пеано кўринишдаги қолдиқ ҳадга 

эга бўлади. 

 22.6-мисол. Ушбу   xyxyxyxf 42, 323   функцияни  1;1A  нуқта 

атрофида Тейлор формуласи бўйича ёйинг. 

 Ечилиши. Дастлаб берилган функциянинг  1;1A  нуқтадаги қийматини 

ҳисоблаймиз:    .241211;1 f  Энди берилган функциянинг хусусий 
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Берилган функциянинг қолган хусусий ҳосилалари нолга тенг. Тейлор 

формуласи бўйича қуйидаги изланаётган ёйилмага эга бўламиз: 
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Мустақил ечиш учун мисоллар 
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иссиқлик  ўтказувчанлик тенгламасини қаноатлантиришини кўрсатинг. 
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 22.40. rf   аргументнинг икки марта дифференциалланувчи функцияси, 
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 Берилган  yxf ,  функцияни  берилган  нуқта атрофида Тейлор 

формуласи бўйича ёйинг. 
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 22.49.    .1;2,5105, 223  Ayxyxyxxyxf  

 Берилган   yxf ,  функцияни  берилган  нуқта атрофида Тейлор 



формуласининг учинчи  )3( n  ҳадигача  ёйинг. 

 22.50.   ,1, 22 yxyxf   0,0O .   22.51.    .1;1,, Axyxf y  

 Қуйида берилган функцияларни Тейлор формуласи бўйича иккинчи 

ҳадигача ( 2n ) ёйинг. 
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22.20.  dxdydxu  22 .   22.21. 222 24 dydxdydxud  . 



22.22. .2ln32 222 dydxdyud   

22.23. ].[2][ 22 dzdxdydzdxdydzdydxeud   

22.24.  32233 336 dydxdydydxdxud  . 

22.25.      2233 cos8 yxydyxdxud     2222 sin12 yxdydxydyxdx   
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Wd 2  2'"2""2 ]2[ dxffyfxyfx vvvuvuu    dxdyffxyfyxfxy vuuuvvv ][2 '""22"
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23-§. Кўп ўзгарувчили функциянинг экстремумлари 

23.1. Функциянинг максимум ва минимум қийматлари. 

    Mfxxxfu m  ,...,, 21  функция очиқ     }( mRMM   тўпламда берилган 

бўлиб,    MxxxM m 00

2

0

10 ,...,,  бўлсин. 

 23.1– таъриф. Агар 0M  нуқтанинг шундай  

           MxxxxMMpMMMU mm 








 

2020

1100 ...,:  

 атрофи мавжуд бўлиб,   0MUM   учун         00 MfMfMfMf   

тенгсизлик бажарилса,  Mf  функция 0M  нуқтада максимумга (минимумга ) 

эга дейилади.  0Mf  қиймат эса,  Mf  функциянинг максимум (минимум) 

қиймати ёки максимуми (минимуми) дейилади ва у, 

    
 

    
 











 00

00 max
MUMMUM

MfMfMfMf


 каби белгиланади. 

 23.2 – таъриф. Агар 0M  нуқтанинг шундай  0MU  атрофи мавжуд 

бўлиб,    00 / MMUM   учун         00 MfMfMfMf   тенглик бажарилса, 



 Mf  функция 0M  нуқтада қатьий максимумга (қаътий  минимумга) эга 

дейилади,  0Mf  қийматга эса,  Mf  функциянинг қатьий максимум (қатъий 

минимум) қиймати ёки қатьий максимуми (қатъий  минимуми) дейилади.  

Функциянинг максимуми  ва минимуми, умумий ном билан, унинг экстремуми 

деб юритилади. 

23.1. ва 23.2 – таърифлардаги 0M  нуқта  Mf   функцияга максимум 

(минимум), қатьий максимум (қаътий  минимум)  қиймат берадиган нуқта 

дейилади. 23.1. ва 23.2 – таърифлардан кўринадики,  Mf   функциянинг 0M  

нуқтадаги  0Mf  қиймати, унинг шу нуқта атрофидаги нуқталардаги 

қийматлари билан солиштирилар экан. Шунинг учун, функциянинг 0M  

нуқтадаги экстремуми, локал экстремум деб юритилади.  

 Мисол. Қуйидаги  

2222 1)3;)2;)1 yxuyxuyxu   

функцияларни қараймиз. Равшанки,  0;00M  нуқта: 1) функция учун қатъий 

минимум; 2) функция учун, минимум; 3) функция учун эса, қатъий максимум 

нуқтаси бўлади. Ҳақиқатан ҳам,  0;00M  нуқтанинг шундай 



      10:,0;0 2222  rryxRyxU r  атрофини қарайлик. Бу атрофдан 

олинган  )}0;0/{)0;0(),( rUyxM  учун, 1)0;0(1 22  Uyxu бўлади.  

23.2. Функция экстремумининг зарурий шарти. 

 )()....,,( 21 Mfxxxfu m   функция очиқ     mRMM   тўпламда 

аниқланган бўлсин.  

 23.1 – теорема (экстремумнинг зарурий шарти). Агар  Mf  функция 

0M  нуқтада экстремумга эга бўлиб, шу нуқтада барча ''' ,...,,
21 mxxx fff  хусусий 

ҳосилаларга эга бўлса, у ҳолда,        0,...,0,0 0

'

0

'

0

'

21
 MfMfMf

mxxx  бўлади. 

 23.1-эслатма.  Mf  функциянинг бирор 'M  нуқтада барча ''' ,...,,
21 mxxx fff  

хусусий ҳосилаларга эга ва       0,...,0,0' '''''

21
 MfMfMf

mxxx  бўлишидан, 

унинг шу 'M  нуқтада экстремумга эга бўлиши ҳар доим ҳам келиб чиқа- 

вермайди. 

 Масалан,   xyyxfu  ,  функция mR  тўпламда аниқланган бўлиб, 

x
y

u
y

x

u





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


,  хусусий ҳосилаларга эга бўлиб, улар  0;00M  нуқтада нолга 



айланади. Аммо, бу функция  0;00M  нуқтада нолга айланади,  0,0U  

атрофда эса, мусбат ва манфий қийматлар қабул қилади. 

 Демак, 23.1 – теорема функция экстремумга эга бўлишининг зарурий 

шартини ифодалар экан.  Mfu   функциянинг биринчи тартибли хусусий 

ҳосилаларини нолга айлантирувчи нуқталарга  стационар нуқталар дейилади. 

Стационар нуқталарда функция экстремумга эга бўлиши ҳам, эга бўлмаслиги 

ҳам мумкин. 

 23.2 – эслатма. Агар  Mf  функция 0M  нуқтада дифференциалланувчи 

бўлса, у ҳолда функция экстремумга эга бўлишининг зарурий шартини, 

  00 Mdf   кўринишда ҳам ёзиш мумкин.  

 23.1 – мисол. Ушбу  

  22, yxyxfu   

функция   0;00M  нуқтада экстремумга эга бўладими?  

 Ечилиши. Берилган функция  0;00M  нуқтада нолга айланади.  0;00M  

нуқтанинг ихтиёрий       0:, 222

0   yxRyxMU  атрофини қараймиз. 

Унда    0, MUyxM   учун     00;0, 22  fyxyxf  бўлади. 



 Демак, берилган функция  0;00M  нуқтада минимумга эга ва  

  0},min{ yxf  бўлади. Лекин,   22, yxyxf   функция  0;00M  нуқтада 

хусусий ҳосилаларга эга эмас.  Шундай қилиб,  mxxxfu ,...,, 21  функция, очиқ 

  mRM   тўпламнинг: 

 1) барча хусусий ҳосилалар нолга айланадиган, яъни 

0,...,0,0
21
















mx

u

x

u

x

u
 тенгламаларни қаноатлантирадиган нуқталарида; 

 2) хусусий ҳосилалар мавжуд бўлмаган нуқталарида экстремумга 

эришиши мумкин. 

23.3. Функция экстремумининг етарли шарти.  

 23.3.1. Квадратик форма тўғрисида қисқача маълумот. Квадратик 

формалар алгебра курсида батафсил ўрганилса-да, биз, келгусида 

қўлланиладиган,  квадратик формага оид баъзи бир тушунчаларни келтириб 

ўтамиз. Ушбу,  

   22
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(ёки )
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
m

ji

jiij xxaQ  ифодага, mxxx ,...,, 21  ўзгарувчиларнинг квадратик формаси 

дейилади, бунда ika  
jiij aa   лар - квадратик формасининг коэффициентлари 

дейилади. Бу коэффициентлардан тузилган,  
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матрицага – квадратик форманинг матрицаси дейилади. Ушбу 
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детерминантларга эса, A  матрицанинг минорлари дейилади. Равшанки, 

0...21  mxxx  бўлганда ҳар қандай квадратик форма учун,   00,...,0,0 Q  

бўлади. Энди бошқа нуқталарни қарайлик. Бунда қуйидаги ҳоллар бўлиши 

мумкин: 

1.Барча 0... 22

2

2

1  mxxx нуқталар учун,    0,..., 21 mxxxQ  бўлса, бу ҳолда 

квадратик форма мусбат аниқланган дейилади. 



2. Барча 0... 22

2

2

1  mxxx  нуқталар учун,    0,..., 21 mxxxQ  бўлса, бу ҳолда 

квадратик форма манфий аниқланган дейилади. 

3. Баъзи  mxxx ,...,, 21  нуқталар учун,   0,..., 21 mxxxQ , баъзи  mxxx ,...,, 21  нуқталар 

учун эса    0,..., 21 mxxxQ бўлса, бу ҳолда квадратик форма ноаниқ  

(аниқланмаган) дейилади. 

4. Барча 0... 22

2

2

1  mxxx  нуқталар учун,   0,..., 21 mxxxQ  ва улар орасида,  

  0,..., 21 mxxxQ  бўладиган  mxxx ,...,, 21  нуқталар ҳам бор бўлса, квадратик 

форма - ярим мусбат аниқланган дейилади. 

5. Барча 0... 22

2

2

1  mxxx  нуқталар учун,   0,..., 21 mxxxQ  ва улар орасида, 

  0,..., 21 mxxxQ  бўладиган   mxxx ,...,, 21  нуқталар ҳам бор бўлса, квадратик 

форма - ярим манфий аниқланган дейилади. 

 Сильвестр аломати.    



m

ki

kiikm xxaxxxQ
1,

21 ,...,,  квадратик форманинг 

мусбат аниқланган бўлиши учун, 0,....,0,0 21  m  тенгсизликларнинг; 

манфий аниқланган бўлиши учун,   01.....,,0,0,0,0 4321  m

m
  

тенгсизликларнинг бажарилиши зарур ва етарли. 

Функция икки ўзгарувчига боғлиқ бўлган хусусий ҳолни қараймиз.  



  yxfu ,  функция  000 , yxM  нуқтанинг бирор 

        0,:, 0

2

0   MMpRyxMU  атрофида аниқланган, у барча биринчи 

ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий ҳосилаларга эга бўлиб, 0M  нуқта 

 Mfu   функциянинг стационар нуқтаси,  яъни 

    0,0 0

'

0

'  MfMf yx  

бўлсин.      0

''

120

''

120

''

'' 22 ,, MfaMfaMfa
yxyx

  деб белгилаймиз.  

 1
0
. Агар 02

122211

2221

1211
 aaa

aa

aa
 ва 011 a  бўлса,  Mf  функция 0M  нуқтада 

минимумга эришади. 

 2
0
. Агар 02

122211  aaa  ва 011 a  бўлса,  Mf  функция 0M  нуқтада 

максимумга эришади. 

 3
0
. Агар 02

122211  aaa  бўлса,  Mf  функция 0M  нуқтада экстремумга 

эришмайди. 

 4
0
. Агар 02

122211  aaa  бўлса,  Mf  функция 0M  нуқтада экстремумга 

эришиши ҳам мумкин, эришмаслиги ҳам мумкин.  

 



 23.3-теорема (шартсиз экстремумнинг етарли шарти).  Mf   функция 

 00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқтанинг бирор атрофида иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 

ҳосилаларга эга ва  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқта -  Mf  функциянинг стационар 

нуқтаси бўлсин. У ҳолда:  

1) агар 

 
 

jk

n

k

n

j jk

n dxdx
xx

Mf
dxdxdxВ 

  




1 1

0

2

21 ,...,,  

квадратик форма, яъни  Mf  функциянинг  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқтадаги иккинчи 

тартибли дифференциали  ndxdxdxВ ,...,, 21  0

2 Mfd  мусбат (манфий) 

аниқланган бўлса,  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқта -  Mf  функциянинг  минимум  

(максимум) нуқтаси бўлади. 

2) агар  ndxdxdxВ ,...,, 21  квадратик форма аниқланмаган бўлса ( ҳам мусбат, ҳам 

манфий қийматлар қабул қилса),  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқта -  Mf  функциянинг  

экстремум нуқтаси бўлмайди. 

 23.2 – мисол. Қуйидаги  

2222 );) yxyxubyxyxua   



функцияларни  экстремумга текширинг. 

 Ечилиши. )a  Берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз ва 

нолга тенглаштирамиз. 02,02 ''  yxuyxu yx . Бу системани ечиб, 

экстремумга шубҳали,  0;00M  нуқтани топамиз. Энди иккинчи тартибли 

хусусий ҳосилаларни топамиз: 2;1;2 ''

22

''

12

''

'' 22 
yxyx

uauaua . Бу хусусий 

ҳосилаларнинг  0;00M  нуқтадаги қийматларни ҳисоблаймиз:  

      2,1,2 0

''

0

''

0

''
22  MuMuMu

yxyx
 

Шундай қилиб,   02,0314122 11

22

122211  aaaa .  

Демак, Сильвестр аломатининг 1
0
 – шартига асосан, функция  0;00M  нуқтада 

минимумга эришади, яъни     00;00;0min UU . 

Мисолни Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш 

> readlib(extrema): 

> extrema(x^2-x*y+y^2,{},{x,y},'z');z; 

0{ }
 

y = 0, x = 0{ }{ }
 

 )b Худди )a   банддаги сингари, yxuyxu yx 2,2 ''    хусусий 



ҳосилаларни топиб, уларни нолга тенглаштирамиз: 

02,02 ''  yxuyxu yx . Бу системани ечиб,  0;00M  стационар нуқтани, 

яъни экстремумга шубҳали нуқтани топамиз. 

Иккинчи тартибли хусусий ҳосилаларни топиб, уларнинг  0;00M  стационар 

нуқтадаги қийматларини ҳисоблаймиз: ;1;2 ''

12

''

'' 2  xyx
uaua  

2''

22 2 
y

ua . Унда   .05141)2(2
22

122211  aaa  

 Демак, Сильвестр аломатининг  3
0
 - шартига асосан, функция  0;00M  

нуқтада экстремумга эришмайди. 

 23.3 – мисол. Ушбу  16422 222  zyxzyxu  функцияни 

экстремумга текширинг. 

 Ечилиши. Берилган функциянинг хусусий ҳосилаларини топиб, уларни 

нолга тенглаштирамиз:   .062,044,022 '''  zuyuxu zyx  Бу 

системани ечиб,  3;1;10 M  стационар нуқтани топамиз.  

Энди иккинчи тартибли хусусий ҳосилаларни топиб, уларнинг  3;1;10 M  

стационар нуқтадаги қийматларини ҳисоблаймиз: 

          ,0,0,0,0,2 0

''

0

''

0

''

0

''

0

''
2  MuMuMuMuMu zxxzyxxyx

 



        0,00,4 0

''

0

''

0

''

0

''
22  MuMuMuMu

zzyyzy
. 

Унда 

016

200

040

002

,08
40

02
,02

333221

232221

121211

3

2221

1211

2111 

aaa

aaa

aaa

aa

aa
a   

бўлади. 

Демак, 0,0,0 321   . Шундай қилиб, Сильвестр аломатига асосан, 

 3,1;10 M  нуқтада функция минимумга эришади:   113;1;1min  uU . 

23.4. Кўп ўзгарувчили функциянинг шартли экстремуми. 

 Бизга  бирор очиқ G  )( nRG   тўпламида аниқланган, n  ўзгарувчили  

   Mfxxxfz n  ,...,21         (23.1) 

функция берилган бўлиб, унинг nxxx ,...,, 21  аргументлари ўзаро ушбу  

 

 

  

















0,....,

..............................

0,....,

0,....,

211

212

211

nm

n

n

xxx

xxx

xxx







    (23.2) 



қўшимча муносабатлар билан боғланган бўлсин  nm  . 

 (23.2) тенгламалар системаси – боғланишлар тенгламалари ёки 

боғланишлар дейилади. Координаталари (23.2) системани қаноатлантирадиган 

нуқталар  тўпламини )( GEE   орқали белгилаймиз. 

 23.3 – таъриф. Агар 0M  ( EM 0 ) нуқтанинг шундай  0MU  атрофи 

мавжуд бўлиб,  0MUE  тўпламдан олинган  M  нуқталар учун,  

        00 MfMfMfMf   

тенгсизлик бажарилса, EM 0  нуқта  Mf  функциянинг, (23.2) боғланишларга 

нисбатан, шартли максимум (минимум) нуқтаси дейилади. 

 23.4 – таъриф. Агар 0M  ( EM 0 ) нуқтанинг шундай  0MU  атрофи 

мавжуд бўлиб,  0MUE  тўпламдан олинган  M  нуқталар учун  

        00 MfMfMfMf   

тенгсизлик бажарилса, EM 0  нуқта  Mf  функциянинг, (23.2) боғланишларга 

нисбатан, шартли қатъий максимум (минимум) нуқтаси дейилади. 

Бу ерда ҳам, шартли максимум ва шартли минимум, умумий ном билан, 

шартли экстремум деб юритилади. 



Бошқача айтганда, шартли максимум (минимум) - функциянинг, 0M  ( EM 0 ) 

нуқтанинг  0MU  атрофдаги барча нуқталарга нисбатан эмас, балки,  0MU  

атрофдаги (23.2) системани қаноатлантирадиган нуқталарга нисбатан  0M  

нуқтадаги энг катта (энг кичик) қийматидан иборатдир. 

 Масалан,   xyyxfu  ,  функция   0,  xyyx   боғланишга нисбатан 

 0,0O  нуқтада шартли қатъий минимумга эга, чунки   00,0 f , аммо 0 xy  

тенгламани қаноатлантирадиган   ,0,,   нуқталарда функциянинг 

қийматлари мусбат:   0, 2  f . 

 Шартли экстремумни топиш ҳақидаги масалани ечишнинг иккита 

усулини қараймиз. 

 23.4.1. Ўзгарувчиларнинг бир қисмини йўқотиш усули.  Фараз 

қилайлик, 0M  ( EM 0 ) нуқтанинг бирор  =  0MU  атрофида: 1)  Mf  функция 

ва (23.2) системадаги   mixi ,1,    функциялар дифференциалланувчи; 2)  

),1;,1(, njmi
x j

i 



 хусусий ҳосилалари 0M  нуқтада узлуксиз; 3) ушбу  
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          (23.3) 

матрицанинг бирорта m - тартибли минори  0M  нуқтада нолдан фарқли 

бўлсин. Масалан, 0
),...,,(

),...,,(

21

21 
n

m

xxxD

D 
, яъни (23.3) матрицанинг 0M  нуқтада 

ранги m  га тенг бўлсин. У ҳолда, 0M  нуқтанинг кичик атрофи, Q =  0MU  

параллелепипедда, (23.2)  система,  қандайдир m  та ўзгарувчиларга, масалан, 

mxxx ,...,, 21  ўзгарувчиларга нисбатан ягона ечимга эга бўлади, яъни 

  mixxxxx nmmmii ,1,,...,,, 211   ,    (23.4) 

бунда m ...,,, 21  лар (23.2) системадан аниқланадиган ошкормас 

функциялар.  У ҳолда, Q  параллелепипедда (23.2) система,  nmm xxx ,...,, 21   

ўзгарувчилар эркли деб қараладиган, (23.4) боғланишларга тенг кучли бўлади. 

 Агар   mixxxxx nmmmii ,1,,...,,, 211   ,  функцияларни ошкор равишда 

топиш мумкин бўлса, уларни (23.1) га келтириб қўйиб, mn   ўзгарувчили,  



      '11111 ,...,...),,...,(,...,,..., Mgxxgxxxxxxfz nmnmnmmnm    

функцияни ҳосил қиламиз. Q   параллелепипед билан чегараланган соҳада 

 'Mg  функциянинг ихтиёрий  nm xxM ,...,' 1  нуқтадаги қиймати,  Mf  

функциянинг (23.4) тенгламаларни қаноатлантирадиган, ёки (23.2) 

тенгламаларни қаноатлантирадиган,  унга мос  nxxxM ..., 21  нуқтадаги қиймати 

билан устма – уст тушади. Шу сабабли, (23.1) функциянинг Q  

параллелепипеддаги (23.2)  боғланишлар бажарилгандаги шартли экстремум 

масаласи,  'Mg  функциянинг шартсиз экстремуми масаласига келтирилади. 

 23.4 – мисол.  Ўзгарувчиларнинг бир қисмини йўқотиш усули бўйича, 

  )),,((, 321

2

3

2

2

2

1 хххМxxxМf   

функциянинг экстремумини  

1321  xxx       (*) 

боғланишлар бажарилганда топинг. 

 Ечилиши. Масаладаги   01321  xxxM  тенгламадан 123 1 xxx   



ни топиб,  xf  функцияга келтириб қўямиз ва икки ўзгарувчили 

    )'(122,222,' 2

212

2

2

2

121 RМxxxxxxxxgМg   

функцияни ҳосил қиламиз. Шундай  қилиб, берилган   2

3

2

2

2

1 xxxМf   

функциянинг (*) тенгламага нисбатан  ЕхххМ ),,( 0

3

0

2

0

10  нуқтадаги шартли 

экстремумини топиш масаласини,  'Мg  функциянинг  0

2

0

1 , ххР  нуқтадаги 

шартсиз экстремумини топиш масаласига келтирдик. Энди охирги масаланинг 

стационар нуқталарини топамиз: 













































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3

1

,
3

1

012
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0224

0224

2

1

12

21

12

2

21

1

x

x

xx

xx

xx
х

g

xx
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Демак,   









3

1
,

3

1
, '

0

0

2

0

1

'

0 МххМ  нуқта,    )'(' 2RММg   функциянинг стационар 

нуқтасидир. Бу стационар нуқта,   )'(' 2RММg   функциянинг  (абсолют) 

минимум нуқтаси бўлади, чунки  21, xxg  қатъий қавариқ функциядир. 

Ҳақиқатан ҳам, бу функциянинг иккинчи тартибли хусусий ҳосилалари 



матрицаси  








42

24
 бўлиб, унинг бош минорлари    012,04 21   матрица 

мусбат аниқланган. 

 Энди 
3

1
,

3

1 0

2

0

1  xx  қийматларни 213 1 xxx   ифодага келтириб қўйиб, 

3

10

3 x  эканлигини топамиз. 

 Демак, 









3

1
,

3

1
,

3

1
),,( 0

0

3

0

2

0

10 МхххМ  нуқта - берилган шартли экстимум 

масаласида минимум нуқтаси бўлади. Максимум нуқтаси мавжуд эмас, чунки,  

  3

3213

2

2

2

1 ,1,sup Rxxxxxxx  . 

 Агар (23.4) функцияларни ошкор кўринишда топиш қийинчилик 

туғдирса ёки унинг иложи бўлмаса, қуйидагича иш кўриш мумкин. Фараз 

қилайлик, (23.4) функциялар (23.1) га келтириб қўйилган ва унинг натижасида 

 'Мg   функция ҳосил қилинган,  ҳамда улар (23.2) тенгламаларга келтириб 

қўйилган, натижада тенгламалар айниятларга айланган бўлсин. У ҳолда  'Мg  



функциянинг дифференциалини, биринчи дифференциал шаклининг 

инвариантлигига асосан,  


 




n

i

i

i

dx
x

f
dg

1

     (23.5) 

кўринишда ёзиш мумкин, бунда  nmm dxdxdx ,...,, 21  эркли ўзгарувчиларнинг 

дифференциаллари, mdxdxdx ,...,, 21  лар эса, - (23.4) ошкормас функцияларнинг 

дифференциалларидир. Юқорида ҳосил қилинган айниятларни 

дифференциаллаб,  






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










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
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




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...........................................................

,0...

2

2

1

1

1
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2

1
1

1

1

n
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mmm

n

n

dx
x

dx
x

dx
x

dx
x

dx
x

dx
x





      (23.6) 

чизиқли тенгламалар системасини ҳосил қиламиз. Бу системадан (23.4) 

ошкормас функцияларнинг mdxdxdx ,...,, 21  дифференциалларини, эркли 

ўзгарувчиларнинг nm dxdx ,...1  дифференциаллари орқали ифодалаймиз. 



mdxdxdx ,...,, 21  лар  учун олинган ифодаларни (23.5) муносабатга келтириб 

қўйиб,  

  i

n

mi

ni dxxxxAdg 



1

21 ,...         (23. '5 ) 

тенгликни ҳосил қиламиз, бунда  

  mjxxxx nmmjj ...2,1,,...,, 21    

 Агар  'Мg  функция  00

21

0'

0 ,...,, nmm xxxМ 
  нуқтада экстремумга эришса, 

,0'
0

dg
М

 яъни  

  0,...,,,...,, 00

1

00

2

0

1

1





 inmm

n

mi

i dxxxxxxA        (23.7) 

бўлади, бунда 

    mjМxxxx jnmmjj ,1,,...,, '

0

00

2

0

1

0    . 

nmm dxdxdx ,...,, 21   лар  эркли ўзгарувчиларнинг дифференциаллари 



бўлганлигидан, (23.7) муносабатдан,  

  nmixxxxxA nmmi ,1,0,...,,,...,, 0

1

00

2

0

1     (23.8) 

эканлигини оламиз. 

 Шундай қилиб, (23.8) тенгликлар системаси,  'Мg  функциянинг '

0М  

нуқтада экстремумга эга бўлишининг зарурий шартларини ёки  Мf  

функциянинг, (23.2) боғланишлар қатнашганда,  00

2

0

10 ,...,, nxxxМ  нуқтада 

шартли экстремумга эга бўлишнинг зарурий шартларини ифода қилади. Бу 

ердан, қаралаётган масалада экстремумга шубҳали  бўлган  00

2

0

10 ,...,, nxxxМ  

нуқталарни топиш учун,  n   та  nxxx ,...,, 21   номаълумларга нисбатан, n   та, 

 

 









nmixxxA

mixxx

ni

ni

,1,1,0,...,,

,1,0,...,,

21

21
    (23.9) 

тенгламалар системасини ечиш лозим бўлади.  

Агар экстремумга шубҳали  бўлган  00

2

0

10 ,...,, nxxxМ  нуқта  топилган бўлса, уни 



экстремумга текшириш, fd
М

2

'
0

 иккинчи тартибли тўлиқ дифференциални 

ҳисоблашга боғлиқ бўлади. Буни ҳисоблашда, f  ва i  ( mi ,1 ) функциялар 

икки марта дифференциалланувчи деб фараз қилиб, dg  учун  олинган (23. '5 ) 

тенгликни дифференциаллаш ва (23.4) ошкормас функцияларнинг 

mdxdxdx ,...,, 21  дифференциаллари учун (23.6) системадан топилган 

ифодалардан фойдаланиш зарур. Натижада, биз nmm dxdxdx ,...,, 21   

ўзгарувчиларга нисбатан fd
М

2

'
0

 - квадратик формани ҳосил қиламиз. 

 Агар бу квадратик форма мусбат (манфий) аниқланган бўлса, (23.1) 

функция 0М  нуқтада шартли минимум (максимум) га эришади.  

 23.5 – мисол. Ўзгарувчиларнинг бир қисмини йўқотиш усули ёрдамида, 

  321321 ,, xxxxxxfu          (23.10) 

функциянинг экстремумини,  









1

13121212444

21

321

3

3

3

2

3

1

xx

xxxxxx
      (23.11) 



боғланишлар тенгламалари бажарилганда топинг. 

 Ечилиши. Бу масалани ечишда юқорида келтирилган иккинчи усулдан, 

яъни (23.11) тенгламаларда ўзгарувчилардан қандайдир иккитасини учинчиси 

орқали ошкор равишда ифодалаш мумкин бўлмаган усулдан фойдаланамиз. 

 (23.11) система икки марта дифференциалланувчи  12 xx  ва  13 xx  

ошкормас функцияларни аниқлайди, деб фараз қиламиз ва улар боғланишлар 

тенгламаларига келтириб қўйилган деб ҳисоблаб, (23.11) тенгламаларни 

айниятлар системаси каби қараймиз. (23.11) айниятларни ҳар иккала 

томонидаги дифференциалларни ҳисоблаб,  натижада 

     







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0111

21

3

2
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21
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1
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dxxdxxdxx
 

муносабларни ҳосил қиламиз. Бу ердан, 


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3

1
3

12

1
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dx
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x
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dxdx

       (23.12) 



эканлигини топамиз. Бу ифодаларни, (23.10) функциянинг  321 dxdxdxdu   

кўринишдаги дифференциали  ифодасига келтириб қўйиб,  

112

3

1

1

12
Adxdx

x

x
du 




          (23.13) 

муносабатни ҳосил қиламиз. 

 Энди, (23.11) тенгламалар ва 0A  тенгламалардан ташкил топган, 
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тенгламалар системасини (бу система, қаралаётган ҳол учун (23.9) системадан 

иборат) қараймиз. Бу система, ягона 0,
2

1
,

2

1
321  xxx  ечимга эга, яъни 









 0,

2

1
,2/10M   - (23.10) функциянинг (23.11) боғланишларга нисбатан 



экстремумга шубҳали бўлган ягона нуқтасидир. 

 Энди du  нинг (23.13) даги ифодасини дифференциаллаймиз: 

   

 
12

3

3311

2

32

1

21212
dx

x

dxxxdxx
ud




 . 

Охирги ифодадан, (23.12) тенгламаларни ҳисобга олиб, 

 2

1

2 2
0

dxud M   

муносабатга келамиз. Модомики,   1

2

12 dxdx   бир ўзгарувчининг мусбат 

аниқланган квадратик формаси экан, (23.10) функция (23.11) боғланишларда 

0M  нуқтада минимумга эришади. 

 23.3-эслатма. Биз масалани, (23.11) система икки марта 

дифференциалланувчи  12 xx  ва  13 xx  функцияларни аниқлайди,  деб фараз  

қилиб, ечдик. Энди, бу шартнинг  0,2/1,2/10 М  нуқтанинг бирор атрофида 

бажарилишини кўрсатамиз. Бунинг учун, 1- банддаги 1)- 3) шартларни 



текширамиз.  

  13121212444,, 321

3

3

3

2

3

13211  xxxxxxххх  ва   1,, 213212  ххххх  

функциялар 0М  нуқтанинг ихтиёрий атрофида дифференциалланувчи; 

    0,1,112,112
3

2

2

22

3

3

12

2

1

1 



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













хх
х

х
х

х


 хусусий ҳосилалар 0М  нуқтада 

узлуксиз;  3211 ,, ххх  ва  3212 ,, ххх функциялар 0М  нуқтада нолга айланади ва 

 
 

.012

3
,

2

2
,

1

0


xxD

D

M


 

Демак, 1)- 3) шартларга асосан, (23.11) система 0М  нуқтанинг бирор атрофида 

ягона  12 xx  ва  13 xx  функцияларни аниқлайди. Бундан ташқари,  3211 ,, ххх  ва 

 3212 ,, ххх функциялар 0М  нуқтанинг ихтиёрий атрофида икки марта 

дифференциалланувчи, у ҳолда  12 xx  ва  13 xx  функциялар ҳам икки марта 

дифференциалланувчи бўлади. 

 



 23.4.2. Кўп ўзгарувчили функциянинг шартли экстремумини 

топишнинг Лагранж кўпайтувчилари қоидаси. Шартли экстремум 

масаласини  ечишда  юқорида кўриб ўтилган  усулларни  кўп ҳолларда қўллаб 

бўлмайди, яъни боғланишлардан ўзгарувчиларнинг бир қисмини қолганлари 

орқали ошкор ёки ошкормас шаклда  ифодалаш мумкин бўлмайди. 

Бундай масалаларни ечишда қуйидагича иш кўрилади. 

Бизга, (23.1) функциянинг экстремумини, (23.2) боғланишлар бажарилганда, 

топиш масаласи қўйилган бўлсин, ҳамда  Mf ,    ),1(, miMi   функциялар 

 00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқтада ва унинг бирор атрофида узлуксиз 

дифферинциалланувчи, ва ниҳоят, 
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матрицанинг ранги m  га тенг бўлсин. Қуйидаги mn  ўзгарувчили 

         MMMMfML mm  ...., 2211    (23.14) 



функцияни киритамиз, бунда    m

mn RRGGМ  ...,,,,, 21 . 

m ...,,, 21 - Лагранж кўпайтувчилари,  - Лагранж  вектори,  ,ML  функция 

эса, Лагранж функцияси деб аталади. 

 23.4-теорема (Лагранж кўпайтувчилари қоидаси). Фараз қилайлик, 

 00

2

0

10 ,...,, nхххМ  -  Mf  функциянинг (23.2) боғланишлар бажарилгандаги 

шартли экстремум нуқтаси бўлсин. У ҳолда, шундай ягона )...,,,( 00

2

0

1

0

m   

Лагранж  вектори топиладики, ),( 0

0 M  жуфтлик учун, 
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муносабатлар бажарилади. 

 (23.15), (23.16) муносабатларни қаноатлантирувчи ),( 0

0 M  жуфтлик- 

Лагранж функциясининг стационар нуқтаси, шартли экстремум масаласининг 

шартли стационар нуқтаси дейилади. 

23.4-теоремадан келиб чиқадики, (23.1)  функцияга,  (23.2)  боғланишлар 

қатнашганда, шартли экстремум бериши мумкин бўлган нуқталарни топиш 



учун, mn  та, ,,...,, 21 nххх m ...,,, 21 , номаълумларга нисбатан, 

 

 
)17.23(
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mn  та тенгламалар системасини ечиш лозим бўлади. (23.17) тенгламалар 

системаси- стационарлик тенгламалари системаси дейилади.   

Шундай қилиб, агар ),( 0

0 M  жуфтлик (23.17) тенгламалар системасининг 

ечими бўлса (бундай ечимлар бир нечта бўлиши ҳам мумкин),  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  

нуқта - (23.1)  функцияга, (23.2) боғланишлар қатнашганда, шартли экстремум 

бериши мумкин бўлган нуқта бўлади. Бу нуқтанинг шартли экстремум 

нуқтаси бўлишини аниқлашда, (23.1) функция ва (23.2) боғланишларда 

қатнашаётган функциялар иккинчи тартибли узлуксиз хусусий ҳосилаларга 

эга, деб фараз қилиниб, Лагранж функциясининг, белгиланган 00

2

0

1 ...,,, m  лар 

учун,  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқтада nххх ,...,, 21  ўзгарувчилар бўйича ҳисобланган, 

   
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n
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j jk

dxdx
xx
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
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0

2 ,
,


           (23.18) 



иккинчи тартибли  дифференциали қаралади. 

 23.5-теорема (шартли экстремумнинг иккинчи тартибли зарурий 

шарти) Фараз қилайлик,  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  -  Mf  функциянинг  (23.2) 

боғланишлар бажарилгандаги шартли минимум (максимум) нуқтаси,  Mf ,  

  ),1(, miMi   функциялар  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқтанинг бирор атрофида иккинчи 

тартибли узлуксиз хусусий ҳосилаларга эга, ҳамда  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқтада 

(23.3) матрицанинг ранги  т  га тенг бўлсин. У ҳолда, шундай )...,,,( 00

2

0

1

0

m   

Лагранж  вектори топиладики, ),( 0

0 M  жуфтлик - Лагранж функциясининг 

стационар нуқтаси бўлади ва  
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      (23.19) 

тенгламалар системасини қаноатлантирувчи ndxdxdx ,....,, 21  лар учун 

    )0,(0, 0

0

20

0

2   MLdMLd  

муносабат бажарилади. 

 



 23.6-теорема (шартли экстремумнинг етарли шарти).  Mf ,  

  ),1(, miMi   функциялар  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқтанинг бирор атрофида иккинчи 

тартибли узлуксиз хусусий ҳосилаларга эга,  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқтада  

(23.3) матрицанинг ранги  т  га тенг, ҳамда ),( 0

0 M  жуфтлик- Лагранж 

функциясининг стационар нуқтаси бўлсин. У ҳолда: 

1) агар  0

0

2 ,MLd , ndxdxdx ,....,, 21  лар (23.19) тенгламалар системасини 

қаноатлантирганда, мусбат аниқланган квадратик форма бўлса,  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  

нуқта -  Mf  функциянинг, (23.2) боғланишлар бажарилганда, шартли 

минимум нуқтаси бўлади. 

2) агар  0

0

2 ,MLd , ndxdxdx ,....,, 21  лар (23.19) тенгламалар системасини 

қаноатлантирганда, манфий аниқланган квадратик форма бўлса, 

 00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқта -  Mf  функциянинг,  (23.2) боғланишлар бажарилганда, 

шартли максимум нуқтаси бўлади. 

3) агар  0

0

2 ,MLd , ndxdxdx ,....,, 21  лар (23.19) тенгламалар системасини 

қаноатлантирганда, аниқланмаган квадратик форма  (ҳам мусбат, ҳам манфий 

қийматлар қабул қилувчи) бўлса,  00

2

0

10 ,...,, nхххМ  нуқта -  Mf  функциянинг 



шартли экстремум нуқтаси бўлмайди. 

 Хусусий ҳолда,  yxfu ,  функция   0, yx   боғланишлар  тенгламаси 

билан берилган бўлса, Лагранж функцияси қуйидаги кўринишда бўлади: 

     .,,,, yxyxfyxL    

(23.17) тенгламалар системаси,  учта тенгламадан иборат бўлади: 
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),( 0

0 M  жуфтлик- Лагранж функциясининг стационар нуқтаси бўлсин ва  

   
     
     

.

,,
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

MLMLM
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yyxyy

xyxxx

yx

  

Агар 0  бўлса,  00

0 , yхМ  нуқта -  yxfu ,  функциянинг,    0, yx  

боғланишлар бажарилганда,  шартли максимум нуқтаси бўлади. 

Агар 0  бўлса,  00

0 , yхМ  нуқта -  yxfu ,  функциянинг,    0, yx  

боғланишлар бажарилганда,  шартли минимум,  нуқтаси бўлади. 



 Изоҳлар.  

1. Функцияларнинг экстремумини боғланишлар қатнашганда топиш 

масалалари жуда кенг тарқалган, улар экстремал масалаларнинг бир қисмидан  

иборат бўлиб, уларни ўрганувчи  бўлим – экстремал масалалар назарияси, 

ҳозирги вақтда, кўп амалий масалаларда қўлланилмоқда. 

2. Биз юқорида кўрган масалаларда, ҳам  экстремумини топиш талаб қилинган 

функцияни, ҳам боғланишлар  функцияларини етарли силлиқ, деб фараз 

қилган эдик. Лекин боғланишлар фақат тенгликлар кўринишида эмас, балки 

тенгсизликлар кўринишида ҳам бўлиши, улардаги функциялар одатдаги 

маънода дифференциалланувчи бўлмаслиги ҳам мумкин.  

3. Боғланишлар  функциялари ёрдамида тузилган (23.3) матрицанинг ранги т  

га тенг бўлсин, деган талаб ҳам анча кучли, кўп масалаларда бундай талабни 

қўйиш мумкин эмас. Бу ҳолда, Лагранж  кўпайтувчилари усулининг 

умумлашмасидан, аниқроғи, умумлашган Лагранж функциясидан 

фойдаланилади. 

 23.6-мисол. Лагранж усулидан фойдаланиб, ушбу 542  yxu   

функциянинг 12522  yx  боғланишларни қаноатлантирувчи шартли 



экстремумларини топинг. 

 Ечилиши. Дастлаб Лагранж функциясини қурамиз: 

   125542,, 22  yxyxyxL  . 

Энди Лагранж функциясидан хусусий ҳосилаларни олиб, (23.17)  тенгламалар 

системасини тузамиз: 
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Бу система иккита ечимга эга: 

.2,0,10,5;2,0,10,5 111111   yxyx  

 ,, yxL  Лагранж функциясининг иккинчи тартибли хусусий ҳосилаларини 

топиб, иккинчи тартибли дифференциалини тузамиз: 

 20,2
2

22

2

2
















y

L

yx

L

x

L
,  222 2 dydxLd   . 

 2,01   бўлганда 02 Ld  . Шунинг учун, 23.6-теоремага  асосан, 

 10;51 M  нуқтада u  функция шартли минимумга эга ва   .5510,5min  uu  



2,02   бўлганда 02 Ld  . Шунинг учун, 23.6-теоремага  асосан,  10;52M  

нуқтада u  функция шартли максимумга эга ва унинг максимум қиймати  55  га 

тенг,    .4510,5max  uu  

u  функцияни шартли экстремумга текширишнинг бошқа йўлини қараймиз. 

2,01   бўлганда     ,1010,5,2,2,125, '''22  xyx yxyxyx   

  ,2010,5' y  .4,00,4,0
2

22

2
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Демак,  

0200

4,0020

04,010

20100









  

Демак,  10;51 M  нуқтада u  функция шартли минимумга эга ва  унинг 

максимум виймати  55  га тенг, яъни   .5510,5min  uu  

Худди, шунга ўхшаш,  2,02    бўлган  ҳолда  ва  10;52M  нуқтада 

0200

4,0020

04,010

20100





 . 

Демак,  10;52M  нуқтада u  функция шартли максимумга эга ва  унинг 



қиймати 45 га тенг, яъни   .4510,5max  uu  

Мисолни  Марlе тизимидан фойдаланиб ечиш 

> readlib(extrema): 

> extrema(2*x+4*y-5,{x^2+y^2-125=0},{x,y},'u');u; 

-55, 45{ }
 

y = 10, x = 5{ }, y = -10, x = -5{ }{ }
 

 23.7-мисол. Лагранж усулидан фойдаланиб,  yzxyu    функциянинг 

)0,0,0(2,222  zyxzyyx  боғланишларни қаноатлантирувчи 

экстремумларини топинг. 

 Ечилиши. Дастлаб Лагранж функциясини тузамиз: 

     .22,,,, 22  zxyxyzxyzyxL   

Бу Лагранж функциясидан хусусий ҳосилаларни олиб,  




































































.2

,2

,0

,02

,02

.2

,2

,

,2

,2

22

22
zy

yx

y

yzx

xy

zy

yx

y
z

L

yzx
y

L

xy
x

L













 

тенгламалар системасини тузамиз. Бу системадан    ва   сонларни ва  

стационар нуқтанинг  координаталарини топамиз:  ,1 zyx .1,
2

1
   

 ,,,, zyxL  Лагранж функциясининг иккиинчи тартибли дифференциалини 

топамиз ва унга 
2

1
  қийматни келтириб қўямиз: 

  .22222 22222 dydzdxdydydxdydzdxdydydxLd    

Боғланишлар тенгламасидан, dzdxdy    эканлиги келиб чиқади. Буни 

эътиборга олсак, у ҳолда 023 2222  dzdydxLd  бўлади. 

 Демак, 23.6-теоремага  асосан,  1,1,10M  нуқтада u  функция шартли 



максимумга эга ва унинг қиймати 2 га тенг, яъни   21,1,1max  uu . 

23.5. Кўп ўзгарувчили функциянинг энг кичик ва энг катта 

қийматлари. 

 Агар )(Mfu   функция чегараланган ёпиқ     )( mRMM    тўпламда 

узлуксиз бўлса, у ҳолда бу функция шу тўпламда ўзининг аниқ юқори ва аниқ 

қуйи чегараларига эришади (Вейерштрасс теоремаси). 

 )(Mfu   функция чегараланган соҳада дифференциалланувчи ва 

соҳанинг чегарасида узлуксиз бўлса, бу функция, ёки стационар нуқталарда, 

ёки соҳанинг чегара нуқталарида ўзининг энг катта ва энг кичик 

қийматларига эришади.  

 Кўп ўзгарувчили функциянинг энг кичик ва энг катта қийматларини 

топиш қоидаси қуйидагича : 

 1) берилган соҳада жойлашган стационар нуқталарни топиш ва 

функциянинг бу нуқталардаги қийматларини ҳисоблаш; 

 2) соҳани чегарасини ташкил қилувчи чизиқда функциянинг энг кичик 

ва энг катта қийматларини топиш; 



 3) функциянинг топилган барча қийматларини солиштириш: буларнинг 

энг кичиги ва энг каттаси, мос равишда,  функциянинг қаралаётган соҳада энг 

кичик ва энг катта қиймати бўлади. 

 23.8-мисол. Ушбу 22 4 yxxu     функциянинг 1622  yx  доирадаги 

энг кичик ва энг катта қийматларини топинг. 

 Ечилиши. 1. 22 4 yxxu   функциянинг биринчи тартибли хусусий 

ҳосилаларини топамиз: 

42  xux ,  yuy 2 . 

Бу хусусий ҳосилаларни нолга тенглаштириб, системани ечиб, битта )0;2(0P  

стационар нуқтани топамиз, унда функциянинг қиймати -4 га тенг, яъни 

4084)0;2( z  

2. Энди функциянинг чегарадаги, яъни  1622  yx  айланадаги энг кичик ва 

энг катта қийматларини топамиз. 22 4 yxxu    функцияни бу айлана 

нуқталарида битта x  ўзгарувчининг функцияси сифатида ифодалаш мумкин. 

22 16 xy   функцияни u  функцияга келтириб қўямиз: 

16424 222  xxyxxu  .  216 xy   функциянинг аниқланиш соҳаси  



 4;4   бўлади. 

Шундай қилиб, икки ўзгарувчили функциянинг 1622  yx  айланадаги энг 

кичик ва энг катта қийматларини топиш, бир ўзгарувчили, 1642 2  xxu  

функциянинг  4;4  кесмадаги энг кичик ва энг катта қийматларини топишга 

келтирилди. Бу функциянинг  4;4  оралиқдаги критик нуқталарини топамиз 

ва оралиқнинг четларидаги қийматларини топамиз: 44  xu , 44 x , бундан 

1x  критик нуқтани оламиз: 181 xu , сўнгра 04xu , 324xu  эканлигини 

топамиз. 

3. Берилган функциянинг стационар ва чегара нуқталардаги қийматларини 

ҳисоблаб, уларни солиштирамиз: 

4)0;2( u ,  11)22;1( u ,   0)0;4( u ,     11)22;1( u ,  32)0;4( u  

16)4;0( u ,   16)4;0( u . 

Демак, берилган функциянинг энг кичик қиймати -16, энг ката қиймати эса, 

32 бўлади, 

16)4;0()4;0(.  uuu kiche ,    32)0;4(.  uu kate . 

 23.9-мисол. Тўғри бурчакли параллелепипеддан иборат усти очиқ бак V  

литр ҳажмга эга. Бакнинг ўлчовлари қандай бўлганда, унга сарфланадиган 



материал энг кам бўлади? 

 Ечилиши. Тўғри бурчакли параллелепипеднинг ўлчовларини 

zyx ,, )0,0,0(  zyx  деб белгилаймиз.  У ҳолда,  унинг ҳажми, xyzV   бўлади. 

Бундан 
xy

V
z  . Масаланинг шартига кўра, тўғри бурчакли 

параллелепипеднинг тўла сирти,  

xy
yx

Vxy
xy

V
yxxyyzxzyxSS  )
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бўлади. ),( yxS  функциянинг энг кичик қийматини топамиз. Равшанки, 
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Стационар нуқталарни топиш учун, хусусий ҳосилаларни нолга 

тенглаштириб, ҳосил қилинган системани ечамиз: 
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Икки ўзгарувчили функция минимумининг етарли шартини текширамиз: 



2)2,2(,
4 33

3
 VVS

x

V
S xxxx  

2)2,2(,
4 33

3 22  VVS
y

V
S

yy
 

1)2,2(,1 33  VVSS xyxy  

0)(,0314)()()( 0000 22  PSPSPSPS xxxyyx
. 

Демак, ),( yxS  функция, )2,2( 33
0 VVP  нуқтада минимумга эга бўлади: 

2
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4
)(

3

3 2
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0

V

V

V

yx

V
Pz   ;   3 23 2

330min 434)
2
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1
(2)( VV

VV
VPSS  . 

Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги икки ўзгарувчили функцияларни экстремумга текширинг: 

23.1. .2 xyxu      23.2. .2 22 yxyxu   

23.3. .333 yxyxu     23.4. .444 xyyxu   

23.5. .6622 22 yxyxyxu   23.6. .9 33 yxyxu   

23.7. .186 33  yxyxu   23.8.  .1 yxxyu    

23.9. .6543 22  yxyxyxu  23.10. .2822  xyxu  



23.11. .6322 yxyxyxu    23.12. .433 232 yyxxu   

23.13. .543 22  yyxu   23.14. .2 22 yxyxyxu   

23.15. .6322 yxyxyxu   23.16.   .2/2 xeyxu   

23.23. .3 33 yaxyxu     23.18. .ln10ln422 yxyxyxu   

23.19.  ,sinsinsin yxyxu  бунда .
2

0,
2

0


 yx  

23.20. .sin yxyxeu      23.21. .
8

y
y

x

x
u   

23.22.   .422, 22  yxyxyxyxf   

23.23.   .232, 33 yxyxyxf     23.24.   .33, 2233 yxyxyxf   

Қуйидаги уч ўзгарувчили функцияларни экстремумга текширинг: 

23.25. .264222 zyxzyxu    23.26. .2222 zxxyzyxu   

23.27. .)1( 222 xxyzyxu    23.28. .46223 zxyzyxu   

23.29.  .216 zyxxyzu     23.30. .
226 2

22

z
z

y

y

x

x
u   

23.31. .1
1

 x
x

y

y

z

z
u    23.32. .3/23/23/2 zyxu   

Қуйидаги икки  ўзгарувчили функцияларни шартли экстремумга текширинг: 



23.33. .02,  yxxyu    23.34. 01,22  yxyxu . 

23.35. .01243,22  yxyxu   23.36. .0532,  yxxyu  

23.37. .012,2  yxxyu   23.38. .03,422  yxyxxyyxu  

23.39. .0
4

,coscos 22 


yxyxu  23.40. .25,435 22  yxyxu    

23.41. .88,841 22  yxyxu   23.42. .1, 2222  yxyxyxu  

Қуйидаги уч  ўзгарувчили функцияларни шартли экстремумга текширинг. 

23.43. .013,432 222  zyxzyxu  

23.44. .0,0,0,012,32  zyxzyxzxyu   

23.45. .09,22 222  zyxzyxu   

23.46. .108,22  xyzyzxzxyu  

23.47. .0,0,0,1,
2

2

2

2

2

2
222  cba

c

z

b

y

a

x
zyxu  

23.48.   23, yxyxf   функциянинг 122  yx  айланадаги  экстремум 

қийматларини топинг. 

23.49.   yyxyxf 23, 22   функциянинг  122  yx  доирадаги экстремум 

қийматларини топинг. 



23.50.   zyxzyxf ,,  функциянинг 1222  zyx   бирлик сферадаги 

экстремум қийматларини топинг. 

23.51.    zyxzyxf ,,  функциянинг 122  yx  тўғри доиравий конус ва 1xz  

гиперболик цилиндрларнинг кесишиш чизиғидаги экстремум қийматларини 

топинг. 

Қуйидаги функцияларнинг кўрсатилган D  тўпламда энг катта ва энг кичик 

қийматларини топинг. 

23.52.   .2120:,,3 233  yxRyxDyxyxu  

23.53.   .1,0,0:,,52 2  yxyxRyxDyxu  

23.54.   .9:,,4 22222  yxRyxDyxxu  

23.55.     .8,0,0:,,4 2  yxyxRyxDyxxyu  

23.56.   .4040:,,279 233  yxRyxDyxyxu  

23.57.     .2/02/0:,,sinsinsin 2   yxRyxDyxyxu  

Қуйидаги функцияларнинг кўрсатилган D  тўпламда энг катта ва энг кичик 

қийматларини топинг: 

23.58.   .2222:,, 2  yxRyxDyxxyu  



23.59.   .1120:,,186 233  yxRyxDyxyxu  

23.60.   .94:,,23 222  yxRyxDxyu  

23.61.   .9:,, 22244  yxRyxDyxu  

23.62.   .9)2()2(:,, 22222  yxRyxDyxu  

23.63.     .00:,,coscoscos 2   yxRyxDyxyxu  

Берилган функцияларнинг берилган R  соҳада максимум ва минимум 

қийматларини топинг. 

23.64.   ,33, 22 yxyxyxyxf   :R  биринчи квадрантда 4 yx  тўғри чизиқ 

билан кесилган учбурчакли  соҳа.  

23.65.   xyxyyyxf 23, 2  , 2: xR  ва 2y  тўғри чизиқлар билан 

чегараланган квадратик соҳа.  

23.66.   yxyxyxf 42, 22  , :R  пастдан Ox  ўқ,  юқоридан 2 xy  тўғри 

чизиқ ва ўнгдан 2x  тўғри чизиқ билан чегараланган учбурчакли соҳа. 

23.67.   2233 33, yxyxyxf  , 1: xR  ва 1y  тўғри чизиқлар билан 

чегараланган квадратик соҳа. 



Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 

23.1.   .00,0max  uu  23.2.   .00,0min  uu  

23.3.  1;1  стационар нуқтада экстремум йўқ. 

23.4.      0;0,21;11;1min Ouuu   стационар нуқтада экстремум йўқ. 

23.5.   .122;2max  uu  

23.6.   ,273;3min  uu  0;0O  стационар нуқтада экстремум йўқ. 

23.7.   .05,0;1max  uu  23.8. .
27

1

3

1
;

3

1
max 








 uu  

23.9. 









5

2
;

5

7
 стационар нуқтада экстремум йўқ. 23.10.   .180;4min  uu  

23.11.   .93;0min  uu  

23.12. ,
3

4

3

2
;0min 








 uu 










3

2
;2  стационар нуқтада экстремум йўқ. 

23.13. Экстремум йўқ.  23.14.   .01;1min  uu  23.15.   .93;0max  uu  

23.16.   .
2

0;2min
e

uu   



23.23.   ,;0 3

max aaauudaa  .   3

min ;0 aaauudaa  . 

23.18.   .2ln1072;1min  uu  23.19. .3
2

3
)

3
,

3
(max 


uu    23.20. Экстремум йўқ. 

23.21.   .62;4min  uu  23.22.    82,2min  ff . 23.23.  .
4

1

2

1
,

2

1
max 








 ff  

23.24.    42,0.min  ff ,   40,2.max  ff . 

23.25.   .141;3;2min  uu  23.26. .
3

4
1;

3

1
;

3

2
min 








 uu  

23.27. .
3

1
1;

3

1
;

3

2
min 








 uu   23.28.   .1122;18;6min  uu  

23.29.   .1282;4;4max  uu    23.30.   .602;4;8min  uu  

23.31.     .31;1;1,51;1;1 maxmin  uuuu  23.32.   .00;0;0min  uu  

23.33.    .11;1max  uu     23.34.    .5,05,0;5,0min  uu  

23.35.  .
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23.37.    .
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23.40.     .304;3,204;3 maxmin  uuuu   

23.41.      .71;4,91;4 maxmin  uuuu  

23.42.  ,
2

1

2

2
;

2

2
min 


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


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




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2
max 














 uu  

23.43.   .1563;4;6min  uu   23.44.   .69126;4;2max  uu   

23.45.     .92;2;1,92;2;1 minmax  uuuu   23.46.   1083;6;6min  uu . 

23.47.      .;0;0,0;0; 2

min

2

max ccuuaauu   

23.48. maxf     ,10,11,0  ff   minf   10,1 f .  

23.49.   ,51,0max  ff   
3

1
3/1,0min  ff . 

23.50. maxf ,3
3

1
,

3

1
,

3

1









f  minf .3

3

1
,

3

1
,

3

1









f   

23.51. 







2,

2

1
,

2

1
 ва 








 2,

2

1
,

2

1
- максимум нуқталари, уларда функция 

2

3
 қиймат қабул қилиди; 








 2,

2

1
,

2

1
 ва 








 2,

2

1
,

2

1
- минимум 

нуқталари, уларда  функция 
2

1
 қиймат қабул қилади. 



23.52.     ,11;01;1..  uuu kiche   .131;2..  uu kate  23.53.    .60;1..  uu kate  

23.54.     ,1122;122;1..  uuu kiche   .210;3..  uu kate  

23.55.    ,644;4..  uu kiche  .
27

64

3

4
;

3

4
.. 








 uu kate  

23.56.       .914;00;4,03;3 ....  uuuuu katekiche   23.57.   .3
2

3
3/;3/..  uu kate  

23.58. .14,6 ....  katekiche uu   23.59. .249,7 ....  katekiche uu  

23.60. .12,6 ....  katekiche uu   23.61. .81,81 ....  katekiche uu  

23.62.  .25,0 ....  katekiche uu   23.63. .1,
8

1
....  katekiche uu  

23.64.    ;284,0max  ff
4

9
0,

2

3
min 








 ff . 

23.65.  2,2max  ff ,   .
4

17

2

1
;2min 








 ff  

 23.66. maxf   ,80,2 f  minf   10,1 f . 

23.67. maxf   ,40,1 f  minf   41,0 f . 

 



24-§. Ошкормас функциялар 

24.1. Ошкормас функция ҳақида тушунча. 

 Фараз қилайлик, x  ва y  ўзгарувчиларнинг қийматлари, ўзаро, ушбу 

  0, yxF          (24.1) 

тенглама орқали боғланган бўлсин. Бунда  yxF , , икки ўзгарувчининг 

функцияси сифатида,      dycbxaRyxM  ,:, 2  тўпламда берилган 

бўлсин. Бирор 0x  сонни  bax ,(0  ) олиб, уни (24.1) тенгламадаги x  нинг 

ўрнига қўйсак, натижада, y  ни  топиш учун, қуйидаги 

  0,0 yxF          (24.2) 

 тенгламага эга бўламиз. Бу тенгламани ечишда қуйидаги ҳоллар бўлищи 

мумкин: 

 1
0
. (24.2) тенглама ягона 0y  ечимга эга , 

 2
0
. (24.2) тенглама битта ҳам ечимга эга эмас ,  

 3
0
. (24.2) тенглама бир нечта, ҳатто, чексиз кўп, ечимга эга бўлиши 

мумкин. 



 Масалан: 1)   01,
2

2

2

2


b

y

a

x
yxF  тенглама  aa,  кесмада y  ни, x   нинг 

икки қийматли функцияси сифатида аниқлайди: 22 xa
a

b
y  . Буни  

  01,
2

2

2

2


b

y

a

x
yxF  тенгламадаги  y  нинг ўрнига қўйсак, натижада айният 

ҳосил бўлади.  

2)   023, 2  xyyxF  тенглама, x  нинг  33:\  xRxR  дан олинган 

ҳар бир қийматида, ягона 
3

2

2 


x
y  ечимга эга, бундан 0

3

2
,

2
















x
xF . 

Юқоридаги келтирилган 1) ва 2) мисолларда, y ни x  орқали ифодалаш мумкин 

бўлди. Лекин, ҳар доим ҳам бундай осон бўлавермайди. Масалан, ушбу 

   100sin,   yxyyxF       (24.3) 

тенгламани  қарайлик. Бунда y  ни, x  орқали элементар функциялар ёрдамида 

аниқлаб бўлмайди. Лекин,     100sin,   yxyyxF  тенглама, умумий 

ҳолда, y  ни, x  нинг бир қийматли функцияси сифатида аниқлайди. Ҳақиқатан 

ҳам,  тенгламани      ;sin yyyyx   кўринишда ёзиб олиб,  y  

функциянинг   ;  оралиқда  узлуксизлигига, ҳамда   0cos1'  yy   



ҳосилага эга эканлигига ишонч ҳосил қиламиз. Унда, тескари функциянинг 

мавжудлиги тўғрисидаги теоремага асосан,  ягона  xy 1   функция мавжуд. 

(24.3)  тенглама - Кеплер тенгламасини ифодалайди. 

Демак, (24.3)  тенглама,  ягона  xy 1  ечимга эга, бунда    0, 1  xxF  . 

3)     00ln, 22  yyyxyxF  тенглама,  x  нинг   ;  оралиқдан олинган 

ҳеч қандай қийматида ечимга эга эмас. Чунки, доимо 0ln2  yy  муносабат 

ўринли.  Бу ҳолда  берилган тенглама битта ҳам  ечимга эга эмас.  

  0, yxF  тенглама учун, 1-ҳолнинг ўринли бўлиши муҳим аҳамиятга эга. 

Унинг ёрдамида функция аниқланиши мумкин. 

x   ўзгарувчининг қийматларидан иборат, x  нинг ундан олинган  ҳар бир 

қийматида   0, yxF  тенглама ягона ечимга эга бўлган,  X  тўпламни 

қараймиз. X  тўпламдан ихтиёрий x  сонни олиб, унга,   0, yxF  тенгламанинг 

ягона ечими бўлган, y   ни мос мос қўямиз. Натижада, X  тўпламдан олинган 

ҳар бир x  га, юқорида кўрсатилган қоидага кўра, битта y  мос қўйилиб, 

функция ҳосил бўлади. Бунда x  ва y  ўзгарувчилар орасидаги боғланиш, 

  0, yxF  тенглама ёрдамида  ифодаланган  бўлади. Одатда,  бундай 



аниқланган функция, ошкормас функция дейилади ва у   0,:  yxFyx  каби 

белгиланади. Масалан, 2), 3) мисоллардаги  ошкормас функциялар,  

     0,:,0
3

2
,,

3

2 11

22

















  xxFxyx

x
xF

x
yx   

каби ёзилади. 

 24.1-эслатма. Агар   0, yxF  тенглама ошкормас кўринишдаги 

функцияни аниқламаса, баъзи ҳолларда,   y  га маълум шарт қўйиш 

натижасида берилган тенглама, ошкормас функцияни аниқлаши мумкин. 

Масалан,   01, 22  yxyxF  тенглама  x  нинг  1;1  оралиқдан олинган ҳар 

бир қийматида, иккита,  22 1,1 xyxy   ечимларга эга. Агар y  га, унинг 

қийматлари  0,1  кесмада бўлсин, деган шарт қўйилса, у ҳолда, берилган 

тенглама ёрдамида аниқланган,   

  01,,1 22  xxFxyx  

кўринишдаги ошкормас функция ҳосил бўлади. 

 



24.2. Ошкормас функциянинг мавжудлиги. 

 24.1 – теорема.  yxF ,   функция   2

000 , RyxM   нуқтанинг бирор 

     kyykyhxxhxRyxyxU kh  0000

2

00, ,:,,   0,0  kh атрофида 

берилган бўлиб,  у қуйидаги шартларни қаноатлантирсин: 

1)   00, yxU kh  да узлуксиз; 

2) x   ўзгарувчининг  hxhx  00 ,  оралиқдан олинган ҳар бир тайин қийматида, 

y  ўзгарувчининг функцияси сифатида, ўсувчи; 

3)   0, 00 yxF  бўлсин. 

У ҳолда  000 , yxM  нуқтанинг шундай 

       0000

2

00, ,:,, yyyxxxRyxyxU  kh   0,0  

атрофи  топиладики: 

 )a     00 , xxx  учун   0, yxF  тенглама, ягона y  ечимга 

 ),( 00   yyy  эга, яъни   0, yxF  тенглама ёрдамида   0,:  yxFyx  

ошкормас кўринишдаги функция аниқланади; 

0) xxb   бўлганда, 0yy   унга мос келди; 



)c    0,:  yxFyx  ошкормас  функция    00 , xx  оралиқда узлуксиз 

бўлади. 

24.3. Ошкормас функциянинг ҳосиласи. 

 24.2 – теорема.  yxF ,  функция   2

000 , RyxM   нуқтанинг бирор 

     kyykyhxxhxRyxyxU kn  0000

2

00, ,:,,  0,0  kh  атрофида  

берилган бўлиб, у қуйидаги шартларни қаноатлантирсин:  

1)   00, yxU kn  да узлуксиз; 

2)   00, yxU kn  да узлуксиз    yxFyxF yx ,,, ''  хусусий ҳосилаларга эга ва 

  ;000

' yxFy  

3)   0, 00 yxF . 

У ҳолда,  000 , yxM  нуқтанинг шундай  

       0000

2

00, ,:,, yyyxxxRyxyxU  kh   0,0  

атрофи  топиладики: 

)a    00 , xxx  учун   0, yxF  тенглама ягона,  y  ечимга 

    00 , yyy  эга, яъни,   0, yxF  тенглама ёрдамида,   0,:  yxFyx    



ошкормас функция аниқланади;  

)b  0xx   бўлганда, 0yy   унга мос келди; 

)c    0,:  yxFyx  ошкормас кўринишда аниқланган функция    00 , xx  

оралиқда узлуксиз бўлади; 

)d  ошкормас кўринишдаги функция    00 , xx  оралиқда узлуксиз  ҳосилага 

эга бўлади ва унинг ҳосиласи 

 
 00 ,

,
'

yxF

yxF
y

y

x
x         (24.4) 

формула бўйича ҳисобланади. 

 yxF ,   функция,   00, , yxU   атрофда узлуксиз иккинчи тартибли  

     yxFyxFyxF
yxyx

,,,,, """
22  ҳусусий ҳосилаларга эга бўлсин.  y  нинг x  га 

боғлиқлигини эътиборга олиб, (24.4) тенгликни x  бўйича дифференциаллаб, 

қуйидагини топамиз: 

 3'

"

2

2'"

2

2'"''2
"

y

yxxyxyyx

F

FFFFFFF
y


 . 

Худди шундай, ошкормас кўринишдаги функциянинг учинчи ва ҳоказо 

тартибдаги ҳосилалари топилади. 



24.4. Кўп ўзгарувчили ошкормас функциялар. 

    yxxxFyxF m ,,...,,, 21  )),...,,(( 21

m

m Rxxxx   функция 

    dycbxabxabxaRyxM mmm

m   ,,....,,:, 221111

1  

тўпламда аниқланган бўлсин. Ушбу 

    0,,...,,, 21  yxxxFyxF m     (24.5) 

тенгламани қараймиз. mRx  нуқталардан иборат, ундан олинган ҳар бир 

x  нуқтада (24.5) тенглама ягона ҳақиқий ечимга эга бўлган, )( mRXX   

тўпламни қараймиз. X  тўпламдан ихтиёрий x  нуқтани олиб, унга (24.5) 

тенгламанинг ягона ҳақиқий ечими y  ни мос қўямиз. Натижада, X  тўпламдан 

олинган ҳар бир x  нуқтага, юқорида кўрсатилган қоидага кўра, битта y  мос 

қўйилиб, функция ҳосил қилинади. Бундай аниқланган функцияга, кўп 

ўзгарувчили ( m ўзгарувчили) ошкормас кўринишда аниқланган функция деб 

аталади ва у,  

    0,,...,,:,...,, 2121  yxxxFyxxxx mm  

каби белгиланади. 



 24.3-теорема.    yxxxFyxF m ,,...,,, 21  функция   1

0

0 ,  mRyx  нуқтанинг 

бирор  

    ,....,,:,,,,...,, 2

0

222

0

21

0

111

0

1

1

0

0

21
hxxhxhxxhxRyxyxU m

khhh m
   

kyykyhxxhx mmmmm  00

00 ,   0,,...,2,1,0  kmihi  

атрофида  аниқланган ва у қуйидаги шартларни қаноатлантирсин: 

1)  ),(,,...,, 0

0

21
yxU khhh m

 да узлуксиз; 

2) ),...,,( 21 mxxxx   ўзгарувчининг 

 mmmmm

m hxxhxhxxhxhxxhxRx  00

2

0

222

0

21

0

111

0

1 ,....,,:  

тўпламдан олинган ҳар бир тайин қийматларида, y  ўзгарувчининг функцияси 

сифатида, ўсувчи (камаювчи); 

3)   0, 0

0 yxF . У ҳолда,    1

0

0 ,  mRyx  нуқтанинг шундай  

    ,....,,:,,,,...,, 2

0

222

0

21

0

111

0

1

1

0

0

21
   xxxxxxRyxyxU m

m
 

  00

00 , yyyxxx mmmmm  )0,,...,2,1,0( kmihii    

атрофи  топиладики:    ,:),...,,{() 1

0

111

0

121   xxxRxxxxa m

m  

},.., 00

2

0

222 mmmmm xxxxxx     учун,    0, yxF  тенглама, 

   00 ,( yyyy  ягона ҳақиқий ечимга эга, яъни (24.5) тенглама, 



    0,,...,,:,...,, 2121  yxxxFyxxxx mm  ошкормас кўринишдаги функцияни 

аниқлайди; 

)b  0xx   бўлганда, 0yy   унга мос келди; 

)c  ошкормас кўринишда аниқланган      0,,...,,:,...,, 2121  yxxxFyxxx mm  

функция, 

,:),...,,{( 1

0

111

0

121   xxxRxxx m

m },.., 00

2

0

222 mmmmm xxxxxx    

 тўпламда узлуксиз бўлади. 

 24.4-теорема.    yxxxFyxF m ,,...,,, 21  функция   1

0

0 ,  mRyx  нуқтанинг 

бирор  

    ,....,,:,,,,...,, 2

0

222

0

21

0

111

0

1

1

0

0

21
hxxhxhxxhxRyxyxU m

khhh m
   

kyykyhxxhx mmmmm  00

00 ,   0,,...,2,1,0  kmihi  

атрофида  аниқланган бўлиб, у қуйидаги шартларни қаноатлантирсин: 

 0

0 ,,,...,,)1
21

yxU khhh m
 да узлуксиз; 

)2   0

0 ,,,...,,
21

yxU khhh m
 да   ),,...,2,(,,...,, 21 miiyxxxF mxi

  yxxxF my ,,...,, 21  узлуксиз 

хусусий хосилаларга эга ва   ;0;' yxFy  

  .0,)3 0

0 yxF  



У ҳолда,    1

0

0 ,  mRyx  нуқтанинг шундай  

    ,....,,:,,,,...,, 2

0

222

0

21

0

111

0

1

1

0

0

21
   xxxxxxRyxyxU m

m
 

  00

00 , yyyxxx mmmmm  )0,,...,2,1,0( kmihii    

атрофи  топиладики: 

)a

},..,,:),...,,{( 00

2

0

2221

0

111

0

121 mmmmm

m

m xxxxxxxxxRxxxx    

учун,    0, yxF  тенглама,    00 ,( yyyy  ягона ҳақиқий ечимга эга, яъни 

(24.5) тенглама,     0,,...,,:,...,, 2121  yxxxFyxxxx mm  ошкормас кўринишдаги 

функцияни  аниқлайди; 

)b  0xx   бўлганда, 0yy   унга мос келди; 

)c  ошкормас кўринишда аниқланган      0,,...,,:,...,, 2121  yxxxFyxxx mm  

функция, 

},..,,:),...,,{( 00

2

0

2221

0

111

0

121 mmmmm

m

m xxxxxxxxxRxxx    

 тўпламда узлуксиз бўлади. 

)d  ошкормас кўринишдаги функция узлуксиз хусусий хосилаларга эга 

бўлади. 

 24.1 – мисол. Ушбу  



0sin4 224  xyxy  

тенгламадан  y   ни, ошкор  шаклда, x  орқали ифодаланг. 

 Ечилиши. zy 2  алмаштириш олиб, 0sin4 22  xzxz  квадрат 

тенгламага эга бўламиз. Бундан, 0,sin42 242

2,1

2  yxxxzy   бўлгани 

учун,  квадрат илдиз олдидаги    “+”     ишорани оламиз: 

xxxy sin42 42  . 

 24.2 – мисол. Ушбу  

02 24632  xxxyxy     (24.6) 

тенглама, y  ни  0,00M  нуқта атрофида x нинг бир қийматли узлуксиз 

функцияси сифатида аниқлайдими? 

 Ечилиши.   3124632 22,2, xyFxxxyxyyxF y  . Бу ҳосила  0,00M  

нуқтада    00;0' yF  бўлади. Демак, ошкормас функциянинг мавжудлиги ва 

узлуксизлиги ҳақидаги  24.1 – теореманинг шартлари бажарилмайди. Шунинг 

учун, берилган тенглама,  0;00M   нуқтанинг атрофида ошкормас функцияни 

аниқламайди. Ҳақиқатан ҳам, (24.6) тенгламани  y  га нисбатан ечиб, 

123  xxxy  ни ҳосил қиламиз. Бу функциялар 0x  ва 1x  да аниқланган 



бўлиб,  0;00M  нуқтанинг атрофида, (24.6)  тенгламани қаноатлантирувчи 

 0;00M   нуқтадан  бошқа бирорта ҳам нуқта мавжуд эмас.  0;00M  нуқта-   эгри 

чизиқнинг яккаланган нуқтаси бўлар экан. 

 24.3 – мисол. Ушбу 

01ln  yxye x  

тенглама, 0x  нуқта атрофида,  узлуксиз  xfy   функцияни аниқлайдими? 

Агар аниқласа, бу функция ҳосилага эгами? Агар ҳосилага эга бўлса, унинг 

ҳосиласини ҳисобланг.  

 Ечилиши. 01ln  yxye x  тенгламага 0x  қийматни қўйиб, 1y  

бўлишини топамиз. Энди  1;00M  нуқта атрофида   1ln,  yxyeyxF x  

функциянинг 24.2 – теореманинг шартларини қаноатлантиришини текшириб 

кўрамиз:  

 1)   1ln,  yxyeyxF x  функция, 0y  ярим текисликда аниқланган, 

узлуксиз. Унинг хусусий ҳосилалари мавжуд ва узлуксиз: 

;,ln ''

y

x
eFyyeF x

y

x

x   



  01
1

0
1;0)2 0'  eFy . 

 Шундай қилиб, 24.2 – теореманинг шартлари бажарилади, шунинг  

01ln  yxye x  тенглама  1;0M  нуқтанинг  атрофида   01ln:  yxyexyx x  

кўринишдаги ошкормас узлуксиз функцияни аниқлайди. Бу ошкормас 

функция, қуйидаги узлуксиз  ҳосилага эга: 

 
xye

yyey

y

x
e

yye

F

F
y

x

x

x

x

y

x











lnln
'

'

' . 

 24.4 – мисол. Ушбу   08ln2  xyxe y   ошкормас кўринишда берилган 

функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли ҳосилаларини топинг. 

 Ечилиши. 08ln2  xyxe y  тенгликни x  бўйича ( y  ни x  нинг 

функцияси, деб қараб)  икки марта дифференциаллаймиз: 

 ;0ln2) ''22 
x

y
xyyxeea yy  

    .0ln22)
2

''
''''22''2'2 




x

yxy

x

y
xyyeyexyeyeb yryyy  

)a  дан  



y

y

y

y

xex

x

y
e

xxe

e
x

y

y
2

2

2

2

'

2lnln2
'










 ,      (24.7) 

)b  дан 

 
.

ln2

12
2

'222'
''

xxe

yexxexy
y

y

yy




     (24.8) 

 Агар (24.8)  да 'y  нинг ўрнига (24.7)  даги ифодани  келтириб қўйсак, 

натижада ''y  нинг x  ва y  орқали ифодаси топилади. 

 24.5 – мисол. Ушбу 833  xyzz  тенгламанинг  2;1;00 M  нуқта атрофида, 

ягона,  yxfz ,  ошкормас функцияни аниқлашини исбот қилинг. Унинг 

 1;0' xz  ва  1;0' yz  хусусий ҳосилаларни топинг. 

 Ечилиши.   83,, 3  xyzzzyxF  функция  2;1;00 M  нуқта атрофида 

дифференциалланувчи. Унинг  xyzxyzFz  22' 333  ҳосиласи  2;1;00 M  

нуқтада узлуксиз, ҳамда     0122;1;0,02,1;0 '  zFF . Демак,  

24.4 – теореманинг ҳамма шартлари бажарилади. Шунинг учун, берилган 

тенглама,  2;1;00 M  нуқтада ягона, дифференциалланувчи,  yxfz ,  

кўринишдаги ошкормас функцияни аниқлайди. 



  yxfz ,  функциянинг )1;0(   нуқтадаги қийматини ҳисоблаймиз: 

  2,8,08103 33  zzzz . 

 Энди 833  xyzz  тенгламани,  мос равишда, x  ва y  бўйича  

дифференциаллаймиз: 

,0333 ''2  xx xyzyzzz      (24.9) 

03333 ''2  yy zxyxzxzzz        (24.10) 

(24.9)  га 2,1,0  zyx  қийматларни келтириб  қўйиб,  

    5,0,010321343 '''  xxx zzz  

бўлишини топамиз.  

(24.10) га 2,1,0  zyx  қийматларни келтириб қўйиб,  

    0,010321343 '''  yyy zzz  

эканлигини топамиз.  

 24.6 – мисол. Ушбу  1coscoscos 222  zyx  тенглама билан  аниқланган 

 yxz ,  ошкормас функциянинг хусусий ҳосилаларини ва тўлиқ 

дифференциалини топинг. 

 Ечилиши. 01coscoscos 222  zyx  тенгламани,  мос равишда,  x  ва y  



бўйича ( z  ни x  ва y нинг функцияси,  деб қараб) дифференциаллаймиз: 

.0sincos2sincos2

0sincos2sincos2

'

'





y

x

zzyy

zzzxx
 

Бу тенгламалардан,  
z

y
z

z

x
z yx

2sin

2sin
,

2sin

2sin ''    хусусий ҳосилаларни топамиз. 

Икки ўзгарувчили функциянинг тўлиқ дифференциалини топиш формуласига 

асосан, 

z

ydydxx
dyzdxzdz yx

2sin

2sin2sin'' 
 . 

 24.7 – мисол. Ушбу zzyx 2222   тенглама билан аниқланган  yxz ,  

функциянинг хусусий ҳосилалари, биринчи ва иккинчи тартибли тўлиқ 

дифференциалларини топинг.  

 Ечилиши. zzyx 2222   тенгламани, мос равишда, x  ва y  бўйича 

дифференциаллаймиз: 

,0222 ''  xx zzzx     (24.11) 

.0222 ''  yy zzzy     (24.12) 

Бундан, ,
1

,
1

''







z

y
z

z

x
z yx           

z

ydyxdx
dz






1
 . 



(24.11),  (24.12)  ларни,  мос равишда, x  ва y  бўйича дифференциаллаймиз: 

 

  .01

,01

''''2'

''''2'

22

22





yyy

xxx

zzzz

zzzz
 

Бу тенгламалардан, 

   
 

 

 

 

 
.

1

1

,
1

1

1

1
1

1

1

3
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3
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2
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2

2
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xz
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x









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








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(24.11) ни y  бўйича, (24.12)   ни x   бўйича дифференциаллаб, 

   3
''

3

''

1
,

1 z

xy
z

z

xy
z yxxy





  аралаш ҳосилаларни топамиз. Икки ўзгарувчили 

функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини топиш қоидасига асосан,  

 

   
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24.5. Тенгламалар системаси билан аниқланадиган ошкормас 

функциялар. 

 Ушбу    mixxxuuuF mni ,1,...,,,,...,, 2121   функциялар бирор  

  },....,,...,;,...,,,,...,, 1111112121 nnnmmm

nm

mn ducducbxabxaRxxxuuuD  

 тўпламда берилган бўлсин. 

 

 

  

















0,....,,,,...,,

...........................................................

,0,...,,,,...,,

,0,...,,,,...,,

2121

212122

212111

mnnn

mn

mn

xxxuuuFF

xxxuuuFF

xxxuuuFF

     (24.13) 

тенламалар системасини  қараймиз.  mxxxx ,...,, 21  ўзгарувчининг 

қийматларидан иборат, ундан олинган ҳар бир  ''

2

'

1

' ,...,, mxxxx   нуқтада  

(24.13) система ягона nuuu ,....,, 21   ечимлар системасига эга бўлган, 

  m

mmm

m

x RbxabxaRxD  ,...,: 111  тўпламни қараймиз. xD  тўпламдан 

олинган ихтиёрий  mxxxx ,...,, 21  нуқтани олиб, унга (24.13) системанинг 

ягона, nuuu ,....,, 21  ечимлар системасини мос қўямиз. Натижада, xD  тўпламдан 

олинган ҳар бир x  нуқтага, юқорида кўрсатилган қоидага кўра, nuuu ,....,, 21  лар 

мос қўйилиб, n  та функция ҳосил бўлади. Бундай  аниқланган функциялар, 



(24.13) тенгламалар системаси ёрдамида аниқланган ошкормас функциялар 

система деб аталади.  

 24.5–теорема.  niFi ,1  функцияларнинг ҳар бири, 

   00

2

0

1

00

2

0

1

00 ,....,,,,....,,, mn xxxuuuxu   нуқтанинг бирор  

   
  ,,....,,:,

,,,...,,,,,

00

2

0

222

0

21

0

111

0

1

0

0

,...,

00

, 2121

mmmmm

nm

khhhkkkhk

kuukukuukukuukuRxu

yxUxuU
mn






 

mmmmm hxxhxhxxhxhxxhx  00

2

0

222

0

21

0

111

0

1 ,....,,  

  njkmih ji ,...,2,1,0,,...,2,1,0   

атрофида аниқланган бўлиб,  улар қуйидаги шартларни қаноатлантирсин:  

  00 ,)1 xuU kh  да узлуксиз; 

  00 ,)2 xuU kh  да барча хусусий ҳосилаларга эга ва улар узлуксиз;  

3) хусусий ҳосилаларнинг  00 , xu  нуқтадаги қийматларидан тузилган 

детерминат нолдан фарқли: 
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4)  00 , xu  нуқтада    nixuFi ,10, 00  . 

У ҳолда,  00 , xu  нуқтанинг шундай       00

........

00

, ,,
2121

xuUxuU
nm    

 njkmihn jjiii ,1,0,,1,0    атрофи  топиладики, бу атрофда:  

 )a  (24.5) система, ошкормас функциялар системасини аниқлайди, 

уларни   nixxxfu mii ,1,,...,21  орқали белгилаймиз; 

 )b  0xx   нуқтада   niyxf ii ,1,00  ,  бўлади;  

 )c  ошкормас кўринишда аниқланган  nif i ,1  функциялар 
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m xxxxxxRx   00

1

0

111
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1 ,.....,:  тўпламда узлуксиз ва 

узлуксиз хусусий ҳосилаларга эга бўлади.  

 24.8 – мисол. Ушбу  
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система,  0,2;1;1   нуқтанинг  атрофида, ошкормас функцияларни 

аниқлайдими? 

 Ечилиши. Равшанки,     1,,,,,,, 21  yvxyvuyxFvuyxvuyxF  

функциялар  0,2;1;1  нуқтанинг атрофида узлуксиз  ҳамда барча  
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хусусий ҳосилаларга эга ва улар ҳам узлуксиз.   0,2;1;1  нуқтада 
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 Демак, 24.5 – теоремага кўра, берилган система, u  ва v  ларни,  x  ва y  

ўзгарувчиларнинг функцияси сифатида аниқлайди: 

x
y

v
y

yxu 
1

,
1

2 . 



 24.8 – мисол.  yxu ,  ва  yxv ,  ошкормас функциялар,  ушбу  
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
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система орқали аниқланган. Агар 1,1  yx  да  yxu ,  ва  yxv ,  функциялар  

    21;1,21;1  vu  қийматларни қабул қилса, у ҳолда уларнинг барча 

хусусий ҳосилалари, биринчи ва иккинчи тартибли тўлиқ 

дифференциалларини топинг.  

 Ечилиши. Берилган системани икки марта дифференциаллаймиз: 
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(24.14) системага 2,2,1,1  vuyx  қийматларни келтириб  қўйиб,  
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эканлигини топамиз.  Бундан, .2,1,0,1 
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2,2,1,1  vuyx  қийматларни, ҳамда dv  ва du  ларнинг, юқорида 

топилган,  қийматларини (24.15) системага келтириб қўйиб, 
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бўлишини топамиз.  Бундан,  

     

      .22,24

,24,62
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Демак, икки ўзгарувчили функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини 

топиш формуласини эътиборга олсак, 

2,1,1,2,1
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 ларни топамиз. 

Мустақил ечиш учун мисоллар 

Қуйидаги тенгламаларни y  га нисбатан ечиб, x  нинг функцияси сифатида 

ифодаланг. 



24.1. .045 422  xyxy   24.2. .0sin4 224  xyxy  

24.3. .06854

 xe yx   24.4. .0363 225342  xyyxyyx  

24.2. Қуйидаги тенгламалар системасини,  y  ва  z  ларга нисбатан ечиб, x  

нинг функцияси сифатида ифодаланг. 

24.5. 








.6

,
22

2

xzyzy

xzy
  24.6. 

 


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

.13

,
22

4

xzyxzy

xyz
 

Қуйидаги тенгламалар, кўрсатилган нуқта атрофида, ошкормас функцияни 

аниқлайдими? 

24.7.    .1;1,03, 34 AyxyyyxF   

24.8.    .2;4,03, 3333 aaAyaxyxyxF   

24.9.    .0;2,07sin, 3 AxxyeyxF y   

24.10.        .0;0,, 2222 AyxayxxyxF   

Қуйидаги ошкормас кўринишда берилган функцияларнинг  берилган A  

нуқтада  '' , yx ff  хусусий ҳосилаларини  ҳисобланг. 

24.11.  .1;1,022 23 Auxyxuu   24.12.  .1;0,0133 Auxyu   

24.13.  .0;102 Axyueu    24.14.    .1;1,0ln  Auyxu  

Қуйидаги ошкормас кўринишдаги функцияларнинг биринчи  тартибли 



ҳосиласининг берилган нуқтадаги қийматини топинг. 

24.15.  1;1,02 23  xyyx .   24.16.  2;1,0722  yxyx .  

Қуйидаги ошкормас кўринишда берилган функцияларнинг биринчи ва 

иккинчи тартибли ҳосилаларини  ҳисобланг. 

24.17. .0422  yx    24.24.   .0ln1  xyxy eexy  

24.19.   .022cos2  xyyx   24.20. .0333  xyyx  

Қуйидаги ошкормас кўринишдаги функцияларнинг биринчи  тартибли 

ҳосиласининг берилган нуқтадаги қийматини топинг. 

24.21.  1;1;1,0233  yyzxyz .  

24.22.         ;;,0sinsinsin  zxzyyx .  

Қуйидаги ошкормас кўринишда берилган функцияларнинг биринчи тартибли 

хусусий ҳосилаларини  ва тўлиқ дифференциалларини ҳисобланг. 

24.23. .06222  xzyx   24.24. .2 2222 axzzyx    

24.25. .02  xyz     24.26. .023 23  xyzxz  

Қуйидаги ошкормас кўринишда берилган функцияларнинг биринчи  ва  

иккичи тартибли тўлиқ дифференциалларини ҳисобланг. 



24.27. .02222  zzyx  24.28. .3 33 axyzz   24.29. .0ln)3 
y

x
zx  

24.30.  yxu ,  ва  yxv ,  ошкормас кўринишдаги функциялар, ушбу  
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yvu

xvu
 

система орқали аниқланган.   yxu ,  ва  yxv ,  ошкормас кўринишдаги 

функцияларнинг биринчи  ва  иккинчи тартибли тўлиқ дифференциалларини 

ҳисобланг. 

24.31.   yxu ,  ва  yxv ,  ошкормас кўринишдаги функциялар, ушбу  


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




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vuxy

yvxu
 система орқали аниқланган.   yxu ,  ва  yxv ,  ошкормас 

кўринишдаги функцияларнинг биринчи  ва  иккинчи тартибли тўлиқ 

дифференциалларини ҳисобланг. 

24.32.  yxu ,  ва  yxv ,  ошкормас кўринишдаги функциялар, ушбу  




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vxuy

yxvu
 система орқали аниқланган.   yxu ,  ва  yxv ,  ошкормас 

кўринишдаги функцияларнинг биринчи  ва  иккинчи тартибли тўлиқ 

дифференциалларини ҳисобланг. 



Мустақил ечиш учун мисолларнинг жавоблари 
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1-илова 

 
Баъзи чизиқларнинг тенгламалари ва графиклари  

 

 

 

        
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  
 

 

                   
 



 

    
 

 

    
 

 

 



 

   
 

                
 



 

 

               
 

 

 

  
 



  
 

 

      
 

 

 

 



 

     
 

 

  
 



 

 

         
 

      



 

 

  
 

         



          
 

      



 

 

   
 

 

 

 

 

 

 



 

     
 

 

              



       
 

 

     
    

 



 

        
 

 

     
 



    
 

 

           



 

     
 

 

     
 

 



 

  
 

 

 
 

 

 



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



2- илова 

Амалиётда кўп учрайдиган баъзи  ўзгармаслар ва уларнинг қийматлари 

Миқдорлар x  xlg  Миқдорлар
 x  xlg

 

  3,14159 0,49715 
е

1
 0,36788 -1,56571 

2  6,28318 0,79918 2е  7,38906 0,86859 

2


 1,57080 0,19612 e  1,64872 0,21715 

4


 0,78540 -1,89509 3 e  1,39561 0,14476 



1
 0,31831 -1,50285 eM lg  0,43429 -1,63778 

2  9,86960 0,99430 10ln
1


M
 2,30258 0,36222 

  1,77245 0,24857 1 радиан "45'17570   

3   1,46459 0,16572 01arc  0,01745 -2,24188 

e
 2,71828 0,43429 g  9,81 0,99167 
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