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SO‘ZBOSHI

Ushbu o*‘quv qo‘llanma «Matematik analizdan ma’ruzalar» (1- gism)
kitobining davomi bo‘lib, dastur materiallari 6 bob, 39 ta ma’ruzaga
ajratib bayon qilingan. Bu ikkinchi gism ko‘p o‘zgaruvchili funksiya,
uning limiti, uzluksizligi, differensial va integral hisobi, funksional
ketma-ketlik, funksional qatorlar mavzularini o‘z ichiga oladi.
Qo‘llanmani yozishdagi asosiy tamoyillar 1- gismda yozilgan
so‘zboshida keltirilgan bo‘lib, 2- qismni tayyorlashda ham shu
tamoyillarga amal qilindi.

Mazkur o‘quv go‘llanma matematika va mexanika bakalavr yo‘na-
lishlarida ta’lim olayotgan talabalarga mo‘ljallangan bo‘lsa-da, undan
matematika kengroq o‘gitiladigan oliy ta’lim muassasalari talabalari
ham foydalanishiari mumkin.

Qo‘Hanmani tayyorlashda mualliflar Mirzo Ulug‘bek nomidagi
O‘zbekiston Milliy universiteti mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o‘qitilish jarayonida yig‘ilgan tajribalaridan
irnkon darajasida foydalanishga harakat gildilar,

Kitob go‘lyozmasini sinchiklab o‘gib chigib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga oz hissalarini go‘shganliklari uchun
professor R.R. Ashurov, R.N. G‘anixo‘jayevlarga mualliflar minnat-
dorchilik bildiradilar.

Qo‘llanmaning sifatini yaxshilashga qaratilgan fikr-mulohazalarini
bildirgan hamkasblarga ham avvaldan o'z minnatdorchiligimizni
bildiramiz. - R

Mualiifiar.
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" 11-BOB
SONLI QATORLAR (davomi)

53- ma’ruza
Ixtiyoriy hadli gatorlarda yagqinlashish alomatlarl

1°. Leybnits alomati., Ushbu
z‘(—l)”‘I ==ttt (1)

qatorni qaraymlz, bunda ¢, >0, (n=1,2,3,...). ' b
Odatda, bunday qator had!anmng ishoralari navbat bilan o zgartb
keladigan gator deviladi.

Ravshanki, (1) qator ixtiyoriy hadli gatorning bitta hohdlr
Masalan, ushbu

i | I 1 1...1 _ r_n_ll
Z{( 1) = §+§ Z+...+( 1) —+

gator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan gator :
bo‘ladi.

1- teorema. (Leybnits alomati.) Agar hadlarining ishoralar navbat
bilan o‘zgarib keladigan (1) gatorda:

1) ¢,o <c,, (n=1,2,3,.); :
2) lim ¢, =0 bo‘lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi bo'ladi.

4 (1) gatorning dastlabk1 2m ta (me N) hadidan iborat qismiy
vig“indist
Szm =6 — 0 + Cy - Cy + ...+ Capm_t _CZm .

ni olaylik. Unda S,y uchun o

Syimst) = Sam t (Copmay = Cpraa)
bo‘lib, ¢;,,,; < ¢ip,; bo‘lganligi sababli (bunda ¢y, — ¢y >0
bo‘ladi)

SZ(HHI] g Szm 4 (m = ]., 2, 3,...)
bo‘ladi. Demak, {S5,,,} ketma-ketlik o‘suvchi.
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Endi S,,, vig‘indini quyidagicha yozamiz:
Som =6 —(c; —3)—{cg ~5)— .= (Crp 3 — O3y ) — Copy -
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada gatnashgan gavs ichidagi
ayirmalarning, shuningdek, ¢,,, ning musbat bo‘lishini ¢ tlborga olib,
8w <q :
bo‘lishini topamiz. Demak, {5, } ketma-ketlik yugoridan chegaralangan.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra
’}11_1}1 Sy, =8, (S — chekli son) @
mavjud.

Endi (1) qatorning dastlabki 2m — 1 ta (m e N) sondagi hadidan .
iborat ushbu

Sypmel =€ —Cy +C —Cp +eaF Cypp
qismiy yig‘indisini olaylik. Ravshanki,
Syt = Sap + O
Teoremaning n — « da ¢, — 0 bo‘lishi sharti hamda (2) muno-
sabatdan foydalanib topamiz:
lim $;,. = llm(Szm +0,)=3.

Shunday qilib, berilgan (1) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat
ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko‘rsatildi. Demak, (1) gator

yaginlashuvchi. »

e

11 1 (-1)"
Masal -
asalan, 1-5+< TR (3)

gator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlan-

tiradi. Teoremaga ko‘ra (3) gator yaginlashuvchi bo‘ladi ((3) qatoming

yaginlashuvchanligi va vig‘indisi In2 ga teng bo‘lishi ko‘rsatilgan edi).
2°. Dirixle—Abel alomati. Faraz qilaylik,

G, a4, 43, .. a,,,
: b, b, b,

Dmyony hagiqiy sonlar ketma- ketllklan bo‘hb

S,=a tay +..+a o N

bo'lsin. U holda Yne N, Yme N uchun '

www.ziyouz.com kutubxonasi



et -1

Zakbk = Z Si by — by 1)+Sn+m g - "Snwlb_n. - @
ke=n ’

. munosabat o‘rinli bo ladl
QOdatda, (4) munosabat Abel aynivati deylladl

«Ravshanki, a, = S, - S, boladi. U holda )’ a, 4, vig'indiushbu

k=n
Htt H4ar n+p

z ab, = z Sebr - z Seby ' (5

ko'rinishga keladi. Bu tenghknmg o‘ng tomomdagl blrmchl 9o ‘shiluv-
chml quyidagicha:

n+m Hem—|

> Sibi= D Sibi+Sunbun
k=n k=n Ll

sﬁaklda, ikkinchi go‘shiluvchini esa quyidagicha

Fit nim-1 P |
ES;( by = z Sib k= Spiby+ D Sibiw ¢
ke=n—1 k=n RARETL T

shaklda yoz1b olamiz. Natijada (5) tenglik quyidagicha;

i =1 —
ZSkbk = z Sk k + n+m n+m z Skka_S -lb = . ;\:rin!“

r

m-m—l
= Z Sk (bk - bk+1) - Smmbmm - Sn—lbn

k=n

bo‘ladi.
2- teorema. (Dirixe—Abel alomati.) Aytaylik,

Zakbk =gy +ab + L ta b+ L (6) |
k=1

gator berilgan bo‘lsin. Agar:
1) {b,} ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik miqdor,

2) Z 4 -gatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi chegaralangan
k=l

bo‘lsa, (6) gator yaqinlashuvchi bo‘ladi. -
6
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<« Agar Z a, - gatorning qismiy yigéindisini 77 1% 5

k=1

S,=aq +a, +..+aq,

desak, unda teoremaning shartiga ko‘ra, shunday M > 0 son topiladiki,
barcha #ne N uchun
1Saf< M (7)
bo‘ladi.
Shartga ko‘ra {#,} ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik
miqdor. Unda ve > (0 ga ko‘ma shunday me N topiladiki, v# > no da

0<h, < — 3 M . )
bo‘ladi. Endi Z a.b, yigindiga Abel aymyatlm qo llaymlz
k=n
H4 4]
Yoab= Y S b))+ Spmbum — Spby,
k M . 1 k=n
Natijada
H+em n+m -1 ’ o
q bk s I‘Sk(bk - bk+])| | n+mbn+m| + 'Sn—] bn' =
ik=n k=n
2 [Skl (bk —bk+l)+|Sn+m| e m |S —Il'bn e
- _ R Er

bo‘ladi. o
(7) tengsizlikdan foydalanib topamiz: ' :

2 a. b,

n+m-1 - .
= M[ 2 (b}c bk+!)+bn+m:| bﬂ" e .:.

’ k=w
Agar
i1
2 (bk = bk+l)+bn+m =(bn u+i )+( el ~ n+2)+ +( nem-f T )+bn+m = b
k=n

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

n+m

z ab,

k=n

<2M b,
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bo‘lib, (8) munosabatga ko‘ra S .

L 7t

2 a by
k=K

<g

Hm
bo‘ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko‘ra Z ab|<e qatormng
k=n
yaginlashuvchanligi kelib chigadi. p .
Misol. Ushbu Zmzkx cols ol c0522x +...+c°ih+.;'. gator

a=1

yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda x — tayinlangan haqgiqiy son.
 Agar x = 2n bo‘lsa, berilgan

k=l k=1 k=l
gator garmonik gator bo‘lib, u uzoglashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, x # 2n bo‘lsin. Berilgan qatorda

1

a, =coskx, b = E

belgilashlami bajaramiz.
Ravshanki, {§, } = {%} ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik

miqdor bo‘ladi (kK — « da i — 0},

Endi z Q= Z COS kX qatorning gismiy yig'indisi S, ni topanuz
k=1 k=1

=

S, =) coskx = ——-—-Z2sin;éos kx =

i 1 sin(n+—l-)x*siI{£. -
= . [sm(k+j—)stin(k—-5)x] 2 2

. X
251n5
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Kevingi munosabatdan, 2xn ga karrali bo‘lmagan x la"r uchun :

|l<S

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, {5} ketma-ketlik chegaralangan, Unda
berilgan qator 2- teoremaga ko‘ra yaqmlashuvclu bo‘ladi.

Mashglar .
1. Quyidagi munosabatda 2 xatolik topilsin:

ln2=1~l+l—l+...=(1+l+l+%+...)—2(£+%_:+...)=

27373 273 274
1.1 1 b1
_(1+§+§+E+...)+—(l+5+§+Z+...)—0.

’ o COs— - ‘ . ‘
35 I . - _
2. Ushbu g{ i (n+fj (l + n) qator yaginlashuvchanlikka tek-
shirilsin. '
54- ma’ruza
Cheksiz ko‘paytmalar

T°. Cheksiz ko‘paytma tushunchasi. Faraz qilaylik, biror
: {c, Y €.65,05,..0C,, :
haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘Isin. Ular yordamida ushbu
€ €y C3 it Gy )]
ifodani tuzamiz. -‘ a

(1) ifoda cheksiz ko ‘paytma deyiladi va u H ¢, kabi belgilanadi:

=l
ch :C, 'Cz 'C} '...‘C".‘.’

bunda ¢,,c,,...,c,... sonlar cheksiz ko paytmanmg hadlan, ¢, esa
ko‘paytmaning wmumiy voki #- hadi deyiladi.
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- Quyidagi B =¢q-0.c,, (n=12,3.)
ko‘paytma (1) cheksiz ko‘paytmaning #- qismiy ko‘paytmasi deyiladi.
Demak, (1) cheksiz ko‘paytma berilganda har doim uning gismiy
ko‘paytmalaridan iborat ushbu {£,}:

B.PL P2, e e b
ketma- kethkm hosil gilish mumkin. Masalan, . - -7 70w 0 0 e

{'1”52‘)'[1‘3%)“'[1‘:_2}" (n=2,3,..) | )

cheksiz ko‘paytmaning »- qismiy ko‘paytmasi

B, =[1—2i2)-[1 -3%](1 _%]:

227330 A T2
i

bo‘ladi.

I- ta’rif. Agar n — ~ da {£,} ketma-ketlik noldan farqli chekli
P songa intilsa {yaqinlashsa), {1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi
deyiladi, P esa uning giymati deyiladi:

lim B, =P, P= HP

H-poo

oo

Agar {P, } ketma-Ketlik limitga ega bo‘lmasa (yoki uning lumt.l 0
( bo Isa), (1) cheksiz ko‘paytma uzoglashuvchi deyiladi. A

Masalan yugorida keltirilgan H (I - -~] cheksiz ko‘paytma uchun

n=2
) R 25 N
im £, = lim 5 -~ =5

bo‘ladi. Demak, H(l - ——) cheksiz ko‘paytma yaqm]ashuvchl va
n=2 . .

uning giymati 5 ga teng.
10
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2°. Yaginlashuvchi cheksiz ko‘paytmaning xossalari. Aytayhik, biror

BN
ch = Cl 'Cz 'Cs ‘...‘Cn TP - (1) .
n=l o
cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘lsin. <4 w7y 1T bl 6B
Ushbu . Y ¥ SN E T
Il e =tmtmar @
r=pr+l oy

cheksiz ko‘paytma (bunda m — taymlangan natural son) (1) cheksiz
ko‘paytmaning qoldig‘i deyiladi.
1) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa, (2) cheksiz
ko‘paytma ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha. _
<« (1) cheksiz ko'paytmaning qismiy ko'paytmasi
P =¢-c..c,,
(2) cheksiz ko‘paytmaning gismiy ko‘paytmasi

(m} — R 4133

E il Cme2 o Conek
laruchun - 2, - QU
(bunda # =m + k) bo‘ladi. Bu munosabatdan n—o da P, mng
chekli limitga ega bo‘lishidan k — s da O\ ning ham chekli limitga
ega bo‘lishi; shuningdek, & — « da Qk ning chekli limitga ega
bo‘lishidan, » - «~ da P, ning ham chekli limitga ega bo‘lishi kelib
chigadi. »

2) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

iiill(cmﬂ Cpped o Copage ) =1

bo‘ladi.

4 Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi bo‘lib, umng
giymati P bo‘lsin. Unda *

P "Coued G2 o Cpap e T P .
. Pt
bo‘lib, undan m — ~ da -
C c C PP
nel " bmad Cee g = 5 7 5 T
P, P

bo‘lishi kelib chigadi. »
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3) Agar (1) cheksiz ko‘payima yaqmlashuvchl bo‘lsa, u holda _
lime, =1

H—re

bo‘ladi.
<« Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma vaginfashuvehi bo Ilb umng
givmati P bo‘lsin:

lim B, = llm(c1 6 )= Pl

H—3m H=pim
U holda P, =P, -¢c,, ya’ni ¢, = > B porib
n-}
P
Pl?l-l;fn}oc = H—en P - }; - l

bo‘ladi. P

Yugorida keitirilgan xossalardan quyidagi xulosalarni chiqgarish
mumkin.

Cheksiz ko‘paytmalarning yaqinlashishida, ularning dastlabki chekli
sondagi hadlarining ta’siri bo‘lmaydi.

Agar cheksiz ko‘paytma yaqginiashuvchi bo‘lsa, unda 7 = o da
¢, — 1 bo‘lganligi sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi had-
larini musbat deb olish mumkin bo‘ladi.

Bu xossalar yaqginlashuvchi cheksiz ko‘paytmalarda ularning
hadlarini musbat deb olish imkonini beradi.

3°. Cheksiz ko‘paytmalar bilan gatorlar orasidagi bog‘lamsh Faraz
gilaylik, .

Hc,, =0 e €y (6,20, n=1,2,.)
n=l

cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘lsin. Bu cheksiz ko‘paytma hadlarining
logarifmlaridan ushbu

Z“lnc,,=lnc,+lnc2 +..+lneg, +... : (3
n=1
qatorni hosil gilamiz.
1- teorema. (1) cheksiz ko‘paytmaning vaqinlashuvchi bo‘lishi
uchun (3) qatorning vaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yagintashuvchi bo‘lsin:
lim £, = llm(cl €y et ) = P, (P — chekli son).

oo

12
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U holda (3) qatorning gismiy yi_g‘indisi uchun -
= Zinck =lng +Ine, +..+Ing, =Infe - ¢3 -.i¢,) o
=
bo‘lib, _ _
lim S, = hmln(c1 € wn-Cy)=IMP

Hesoe

bo ladl Demak, (3) gator yaqiniashuvchi.
Yetarliligi. Aytayhk (3) gator yaginlashuvchi bo‘lsin:

TR

lim S, ulunzlnck-hm]n(c, Gy Cy) =S
H—yea H—yos =l
U holda (1) cheksiz ko‘paytmaning gismiy ko‘paytmasi uchun
Po=¢-¢ .. ¢ =eMaa-o
bO‘lib, Sl ’ lim Pn = lim eln(q €3ty ) =g’
Fi—pe H—yvo

bo‘ladi. Demak, (1) cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi. >

Ko‘pincha, l—[ ¢» cheksiz ko‘paytmani o‘rganishda, uning umu-

n=l

miy hadi ¢, ni quyidagicha
¢, =l+a, :
ifodalash qulay bo‘ladl U holda (1) cheksiz ko paytma

H(l+a)

n=l Lo TE L PN

ko‘rinishga, cheksiz qgator esa

i In(1+a,)
n=i

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Faraz gilaylik, #» ning (re N) yetarlicha katta giymatlarida ..
a, >0 (yoki a, <0)

bo'lsin.
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2- teorema. Ushbu - - H(l +a,)

n=l

cheksiz ko‘paytmaning yaqinlashuvchi bo‘lishi uqhun\“{"

2.4

n=1

gatorning yaqgintashuvchi bo‘lishi zarur va vetarli. -

« Ravshanki, H(l +a,) cheksiz ko‘paytma va z ay 'qhtc:irning
n=L . n=i
yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun avvalo

lim a, =0 SR TR ST

H=bea
bo‘lishi kerak. Shu munosabat bajarilsin. ~ ~  © © o
Keltirilgan teoremaning isboti

lim In(i+a,}

H—yos ay,

=]

munosabat hamda - teoremaning qo‘llanishidan kelib chigadi. P
Masalan, bu teoremadan fovdalanib, ushbu

.H(l+;§;)= (1+1)'(1+El‘;)'(l-kglg)""{l‘*:—a);_

cheksiz ko‘paytmaning o > 1 bo‘iganda yaginlashuvchi bo‘lishini
e 1 . i

_ (chunki Z—a, (a > 1) — yaqginlashuvchi),

. 1] M

- 1 1 i 1

E(Hﬂ:(lﬂ)-(l +5)-(1+§)...(1 +E)...

- cheksiz ko‘paytmaning esa uzoglashuvchi bo‘lishini (chunk-i.z_% -

uzoglashuvchi) topamiz,
14
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Mashglar ~ i .

Dow

" 1. Ushbu H(l+x2”), (xl <1) - FAAD
n=1

cheksiz ko‘paytmaning vaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin va giymati
topilsin.

. 1 :
. 2, Ushbu H et R S

tenglik isbotlansin, bunda e, ¥ Z:-__

Lid
. !
¢ = lim E ~~Inn
. hoee k=]k :

(Eyler o‘zgarmasi). - .. .

R
o
, k
e Iz o .2
x i boRTie > .
i
K

15
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12-BOB

KO‘P O*ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR,
ULARNING LIMITI, UZLUKSIZLIGI

55- ma’ruza
R" fazo. R” fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar

1°. R"™ fazo tushunchasi, Hagiqiy sonlar to‘plami R yordamida
. ushbu

RxRx - xf?:{(x;,xz,...,xm) xR xeR, .., x,e R} (1)
m ta
to‘plamni (R ning dekart ko‘paytmalaridan tuzilgan to‘plamni) hosil
qilaylik. Ravshanki, (1} to‘plamning har bir elementi m ta x,, x,, ..., X,,
haqigiy sonlardan tashkil topgan tartiblangan m lik :
(xla JCZ, e xm)
~dan iborat bo‘ladi. Uni (1} to‘plamning nugtasi deyilib, bitta harf
" bilan belgilanadi: '

X 7= Xy, Xpy aeey Xp)

Bunda x,, x,, ..., X, sonlar x nugtaning mos ravishda birinchi,
ikkinchi, ..., m- koordinatalari deviladi. _

Agar x = (X}, Xy, .y Xp,), ¥V = (V) Vay s V) Dugtalar uchun
XU= Y, X3= Vg ooy Xy =Y, bO'Isa, x=y deyiladi.

Faraz gilaylik,

X = (xls xza Trey xm ¥ y = (yp yQa raey ym)

lar (1) to‘plamning ixtivoriy ikki nuqtasi bo‘lsin. Ushbu

' 1’2(% "xk)z

miqdor x va y nugtalar orasidagi masofa deviladi va p(x,y) kabi belgilanadi:

P(x,y)=1f§,(yk*’xk)2 . ' (2)

Endi masofaning xossalarini keltiramiz:
16
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1) Har doim p(x,»}2 0 va p(x,y) =0 x =y bo'ladi.
<4 (2) munosabatga ko‘ra, har doim p(x,y} 2 0 boladi. Agar
p(x,¥) =0 bo‘lsa, u holda o

2 2
(yl_x!) + (1 = %) et (P =%, ) =0 .
bo‘lib, natijada x; = y;, X, = ¥y, vy X = Vins ya ni x = y bo‘lishi kelib

- chigadi. Aksincha, agat x,= y,, X, = ¥, ..., X,,= J,, bo‘lsa, unda (2) .

- munosabatdan foydalanib p(x,y) =0 bo* lishini topamiz.

2) p(x,y) masofa x va y ularga nisbatan simmetrik bo‘ladi:-__

p(x,y) =p(y,x}.
4 Bu xossanig isboti (2) munosabatdan kelib chiqadi:

p(x,¥) =J2(yk ~x ) = D -w) =e(rnx). p
k=1 k=t

3) (1) to‘plamning ixtiyvoriy

x=(x[$x2)'"!xm)7 y=(y1,yi!,---gym)s z=(Z1}Z2$“'9Zm) ’
nugtalari uchun

p(x,2) < p(x,¥) +p(¥,2)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

uchun

\/i (a, +5,) \/zak \/gbi (3) |

bo‘ladi (qaralsin, [1], 12- bob, 1- §; odatda, bu tengsizlikni Koshr— )

Bunyakovskiy tengsizligi dcyﬂadl) 3) tengsxzhkda

T

QG =Y, — X, =2, -y, (k=12,..,m)
deb topamiz:

Sa-ni s Soe-nis Sa-nt.

7
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< Ma’lumki, ixtiyorly 6,4, ..., @, va b,b,, ..., b, haqigiy sonlar

: 1 ©



Bu esa

p(x,2) < p(x, ¥)+p(y,2)
boflishini bildiriladi. » '
Shunday gilib, (1) to‘plamda (to‘plam elementlari ora31da) masofa
~ tushunchasining kiritilishini hamda masofa uchta xossaga ega bo‘lishini
ko‘rdik. T
~ Odatda, (1) to‘plam R” fazo deyiladi. Demak

R™ ={(x,x,,...x,): 5 e R, x, e R,...,x, € R}
"'+ Endi R™ fazodagi ba’zi bir to‘plamlarni keltiramiz.
Aytaylik, biror @ = (g ,az Y )e R™ nugta va r> 0 son berilgan

bé‘lsin.
Ushbu

B, (a) ={(x,,x2,. SX,)e R": ‘j(xl a) +..+(x, —a,) cr}
yoki gisqgacha,

B (a) :{x e R” 1 p(x,a) < r}
to‘plam markazi a nugta, radiusi » bo‘lgan shar (m o‘Ilchovli shar)
deviiadi.
Quyidagi
B(a)={xe R" :p(x,a) < r}
to‘plam R" fazoda yopiq shar, _
B'(a)={xe R" : p(x,a) = r}
~ to‘plam esa R™ fazoda sfera (1 o‘lchovli sfera) deyiladi.
Ravshanki,

B.(a)= B(a)u B}(a)
bo‘ladi. g :
Ushbu _
[(a,..a,:8.b,...5,) = 3
={(x, %, Xy e R™ 1oy <x < by, @ <X <By,by <X, <bm}
to‘plam R’” fazoda parallelepiped deyiladi, bunda a,,a,,...,4,,;

b,b,. — hagqigiy sonlar.
18
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2°. R fazoda nuqt'al_ling atrofi. Biror x°

nugta hamda € > 0 son berilgan bo‘lsin.
1- ta’rif. Markazi x% nuqtada, radiusi € bo‘lgan R” fazodagi shar
X' R™ nuqtaning sferik atrofi deyiladi va U (x*) kabi belgilanadi:
U (x®y={xe R" p(x,x*) <¢}. .
2~ ta’rif, Ushbu

H(a;,82...,6m)_—"{(xl,X2,...,xm)E Rﬂ:
X =8 < < +8, X =8, <X <X 8y, Xy =8y <X, < X 45}

=(x. %2, x2)e R™

paralleleplped x® nugtaning parallelepipedial atrofi deyiladi va
Uhl By B (x*) kabi belgilanadi, bunda 5, >0,8,>0,...,8, >0.

R” fazodagi nugtaning bu atroflan orasidagi munosabatni quyidagi
lemma ifodalaydi. _

Lemma. x° ¢ R” nuqtaning har ganday U, (x°) sferik atrofi olin-
ganda ham har doim x° nugtaning shunday (751 5300 (x") paralle-
lepipedial atrofi topiladiki, bunda

Us 8.8m (x°) U, (x°)

bo‘ladi. -

Shuningdek, x® nuqtaning har qanday ﬁgl 52 sl (x*) paraliele~

pepidial atrofi olinganda ham har doim x° nuqtaning shunday U{x%
slerik atrofi topiladiki, bunda

Ue(x’) Usss, .5, (x")
bo'ladi.

4 x’ € R™ nuqtaning sferik atrofi
Uy =lxe B plx,x) < &}

berilgan bo‘lsin. Demak, & > 0 son berilgan, Unga ko‘ra 8§ < JS_E
tengsizlikni qanoatlantiruvchi § sonni olib, x° nugtaning ushbu
ffs(xﬂ) = gﬁs._.ﬁ(xo) = {(xl 1K 500e; xm) e R™:
A _sex; <x¥ 8,4 -8<x <x) +8,.., X2 —8<x, <x +8}

19
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parallelepipedial atrofini tuzamiz. Natijada x? nugtaning
U0 va (75 (x*)

Y

atroflariga ega bo‘lamiz.
.. Aytaylik, Vx e Uy (x°) bo'lsin. U holda

b ~ad <8, (k=1,2,.,m)y " T

bo‘lib,

\[i(xk - x} ) <\]i82 =5.vm
o i

bo-‘lacli. Yugoridagi 8 < % tengsizlikni e’tiborga olib topamiz: ¢

/ 8 . ; .
z(xk - Xk Y <e. oo R R L T

Demak, p(x,%) <t bo'lib, x & U, (x°) bo'ladi. Bundan

‘ Us(x") c U, (x°)
'bo‘llslu kelib chigadi. L
x® & R™ nugtaning parallelepipedial atrofi
5,61“.6,,, ()= {(xl,xz,...,xm)e R" :
—8 <xy <X} +8, % -8<X <X 48y, .y X =8, <X, <X +8,)

- berilgan bo‘lsin. Berilgan §,,3,,...,8,, musbat sonlar yordamida
£ = min{al,az,..,am}

sonini topib, x® nuqtaning ushbu o

U (x") ={xe R" :p(x,x*) <&} o
sferik atrofini tuzamiz. Natijada x? nuqtaning '

Di:(xo) va '{75132 By (x{i)

atroﬂariga__ ega bo‘lamiz.
20
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Aytaylik, Vx e U, (x®) bolsin. U holda. -

P = I3 (i - <28y, (k=12imm)

bo‘lib,

e —xp| < 8, (k=1,2,..,m)

bo‘ladi. Bundan esa x e g5, 5 (x°) bo‘lishi kelib chigadi. Demak,, .

UE. (xo) < {75152 - (xo) . ’

Bu lemma R” fazo nuqtasining bir atrofidan ikkinchi atrofiga
o‘tish imkonini beradi.

3°. R" fazoda ochiq va yepiq to‘plamlar. Aytaylik, R” fazoda
biror G to‘plam (G < R™) berilgan bo‘lib, x* € G bo'lsin.

Agar X® nugta G to‘plamga tegishli bo‘lgan U.(x%} atrofga ega
bo‘lsa, (U4 < 6) x, nuqta G to‘plamning ichki nugqtasi deyiladi.

3- sa’rif. G to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nugtasi bo‘lsa,
u ochiq to ‘plam deyiladi.

1- misol. R” fazodagi ushbu

B.ay={xe R" : p(x,a) < r}

sharning ochiq to‘plam ekanligi ko‘rsatilsin.

4 vx°’ ¢ B, (a) nugtani olamiz. Unda

r- p(xo s a)
migdor musbat bo‘ladi. Uni & deylik:
8 =r-p(x?,a) (22-chizma).
Endi »® nuqtaning ushbu
Ug(x") ={xe R" : p(x,x") < &}
atrofini garaymiz.
Bunda U3(x°) = B,(a) bo‘ladi. Haqi-
qatan ham,

vxe Us(x*) = p(x,x°) < 8

22- chizma.
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bo'lib, masofaning 3- xossasiga ko‘ra

p(x,a) < p(x,x")y+p(x?,a) <5 +p(x",a)=r
bo‘ladi. Demak, s

Vx e Ua(xo)z:» xe B (x°).

Bundan U;(x°) c B.(x*) bolishi kelib chigadi.
Demak, B,(a) to'plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtas1
bo‘ladi. Binobarin, B,(a) — ochiq to plam > :
Aytaylik, F ¢ R™ to‘plam hamda x° € R™ nugta berilgan bo‘l-
sin. Agar x? nugtaning ixtivoriy U{x°} atrofida (¥e > 0) Fto‘plamning
X0 dan fargli kamida bitta nugtasi bo‘lsa, x° nuqta F to plamnmg

limit nugtasi deyiladi.
Masalan, ushbu

el

B.(a)= {xe R™ 1 p(x,a) < r}
to'plamning har bir nuqtasi uning limit nugtasi bo‘ladi. Ayni paytda,
={xe R :p(x,a) = r}
to‘plamning barcha nuqtalari ham shu B, (@) to‘plamning limit nuqtasi
bo‘ladi. Birog, bu limit nugtalar B, (@) to‘plamga tegishli bo‘lmaydi.
4- ta’rif. Agar F < R™ to‘plamning barcha limit nuqtalari shu
to‘plamga tegishli bo‘lsa, F yopig ro ‘plam deyiladi.
Masalan,
Br(2)={xe R" :p(x,8) < r}
to‘plam (R™ fazodagi yopiq shar) yopig to‘plam bo‘ladi
Biror M — R™ to‘plam hamda x° € R™ nuqtani qaraylik.
Agar x° nuqtaning ixtiyoriy U(x°) atrofida ham M to‘plamning,
ham R™M to‘plamning nugqtalari bo‘lsa, x° nugta M to‘plamning
chegaraviy nugtasi deyiladi. M to‘plamning barcha chegaraviy nuqtalari

uning chegarasini tashkil etadi. M to‘plamning chegarasi d(M) kabi '

belgilanadi. Masalan,
B(a)={xe R" : p(x,a) = r}
to‘plam '

' B,(a):{xe R" :p(x,a)<r} |
2
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to‘plamning chegarasi bo‘ladi:
3(B.(a)) = BY(a). __
Agar F < R” to‘plamning chegarasi ¢(M) shu to‘plamga tegishli
bo‘lsa, F yopiq to‘plam bo‘ladi. Masalan,
B (a)={xe R™ : p(x, a)<r}
yopiq to‘plam bo‘ladi, chunki
d(B.(a)) = B¥(a) < B (a). _
4°. R "™ fazoda to‘g‘ri chiziq va kesma. Faraz qilaylik, R" fazoda
a=(a,a,..a,), b=(b,b,..,b,)
nuqtalarbcnlgan bo‘lsin. Bu nuqtalar koordinatalari yordamida quyidagi
xl =a!r+b1 (1‘*:),
x2 =azt+bz(l—f), ) : .
............................ @

=q,f+b,01-8)
ni tuzib, (bunda te Ryio Zgaruvchjga bog‘lig bo‘lgan R™ fazomng
X = (xl 1 X2 5e m)

nuqtalarlnl hosil gilamiz. Bunday nuqtalar to'plami
| {x:(xl,.xz,...,xm)e R” i x =ayf +b (1 -1,

X, =t + b -1, ..,x, =a,t+b,{1-1),tc R}
R™fazoda a=(ay,a,....,a,)} va b={(b,b,...b,) nuqtalar orqali
o‘tuvchi to‘g'ri chizig deyiladi.

Endi yuqoridagi ¢ va b nugtalaming keordinatalari yordamida
tuzilgan (4) munosabatda (< ¢ <1 bo‘lsin. R™ fazoning bunday nug-

talari to“plami
{x =(x1,x2,...,xm)e R" :xp=at+b(-£), x;, =ayt +b,1-1),
, =t +bh,1-1), 0<r<l1}

R” fazoda a va b nuqtalaml blrlashtlruvchl rog ri ch:th kesmasi
deyiladi. ' : . o _

.
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R” fazoda chekli sondagi nuqtalar berilgan bo‘Isin. Bu nuqtalarni
birin-ketin to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirishdan tashkil topgan
chiziq sinig chizig deyiladi.

Agar M < R” to‘plamning j_xtiyori}’ ikki nuqgtasini birlashitruvchi
shunday sinig chiziq topilsaki, u ushbu M to‘plamga tegishli bo‘lsa,
M bog'lamli to‘plam deyiladi.

3-ta’rif. Agar M < R™ to‘plam ochiq hamda bog‘lamli to‘plam
bo‘lsa, u soha deyiladi, Masalan,

B.(a) ={xe R™ : p(x,a) < r}
to'plam soha bo‘ladi.

5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R” = R bo‘lib, u barcha
haqiqiy sonlardan iborat to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plamning har bir
elementi to‘g*ri chizig nuqgtasini, to*plamting o'zi esa to'g'ri chizigni
ifodalaydi.

Ikki xe R, y e R nuqtalar orasidagi masofa

plx,y) =[x -,
X, € Rnugtaning atrofi

U (x)={xe R:pi(x,xy) <&} = (xo -&, X t¢e)
bo‘ladi.
m = 2bo‘lganda R™ = R? bo'lib, u barcha tekislik nugtalaridan
iborat to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plamning ikki x = (x;, xg), =5 p)
nugtalari orasidagi masofa

)
p(x,¥) = J(r - %) + (2 - %)
x? = (x4,¥,) nugtaning sferik atrofi

U, (x") ={Ce,y)e R :p((x,9) (X, 05)) < g} = -

:{(x,y)e R?: (x—x0)2 +(JV-.V0)2 <8}

bo‘ladi. -
R? fazoda ushbu SR

e B p(em) oy <y
24
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23 chizma.

{nne R :x20, y20, x+y<1)
to‘plam esa yopiq to’plam bo‘ladi. Ular 23- chizmada tavsirlangan.

Mashglar

1. Agar G, c R”, G, < R™ ochiq to'plamlar bo‘[sa,
GuR® GnNnR
to‘plamlarning ochiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.
2, Agar F; < R", F, ¢ R™ yopiq to‘plamiar bo'lsa,
FEuR" FEAR" '
to‘plamlarning yopiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.

56- ma’ruza
R” fazoda ketma-ketlik va uning limiti

1°. R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti tushunchalari. Aytaylik,
biror goidaga ko‘ra har bir natural son » ga R” fazoning bitta

= (o LX), (n=1,2,..)

nugtast mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bu moslik natijasida R”™ fazo nugtala-
ridan tashkil topgan ushbu

1 2 2
G 30wy, (2 @ x @Y, L (e x®)
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yoki qisqacha,
K0 XD X
to! plam hosﬂ bo‘ladi. Uni R” fazoda ketma-ketlik deyilib, {x"} kabi

belgilanadi. Demak, {x?} ketma-ketlikning hadlari R™ fazo nuqtalari-
dan iborat bo‘lib, bu nugtalaming koordinatalari m ta

{xm}, I, L ), (=12, .
sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi. oo e
Faraz gilaylik, R™ fazoda {x*}:
xU XD x W
ketma-ketlik hamda _ I
a=(a ,a;,.,0,)eR"

nugta berilgan bo‘lsin.
I- ra’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday »#,€ N son topllsakl
barcha # > n, uchun

cex™ia)<e, R LY

ya’ni ._
Ve>0, Amye N, Vo> p(x,a) <¢
bo‘lsa, a nugta (X} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

limx"™ =g yoki n oo da x" 54

H—y00

kabi belgilanadi.

Vn> nyda

p(x\”, a) <

- tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning #, dan katta nomerli
hadlari @ nugtaning UJ(a) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hol
(1) ketma-ketlikning limitini quyidagicha fa’riflash imkonini beradi.

2-ta’rif. Agar a ¢ R™ nuqgtaning ixtivoriy U{a) atrofi olinganda
ham, {x} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘lsa, g nuqta {x*} ketma-ketiikning limiti deyiladi.

1- misol. R™ fazoda ushbu {x(")} = {ﬁ ) % 3 e %} ketma-ketlik-
ning limiti ¢ = (0, 0, ..., 0) bo'lishi ko‘rsatilsin.
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4 Ve > 0 sonini olib, unga ko‘ra #y = [-‘?]+l ni topamiz.
U holda ¥r > n; uchun | '.

im

" g=pfl, L W oo ano ¥E
plx ,a)—p(n, PR n), (0,0,.._,,'0))_ ; <4 [\ﬁ;]“ e
. N ’: -"'='.j.' . _"3'""

bo‘ladi. Demak, lim x® =a. »

2°, Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, R" fazoda
{x"} ketma-ketlik va ¢ € R™ nuqgta berilgan bo‘lsin. :
1- teorema. Agar R™ fazoda

x = (M X0, XY, (n=1,2,.)

ketma-ketlik
a = (al,%,...,am)
limitga ega bolsa: <. limx" =g, .. .. o
) H—po . . n BRI -1
v holda
(n) _
X
fim 7 -,
(m _
lim 5" =a,
fm x5 = g
bo‘ladi. - = -f='

« Aytaylik lim x‘“) =@ bo'lsin. Limit ta’rifiga binoan Vr > ny e N
uchun
*Me U (a) = {xe R : p(x,a) <<}, (Vs > 0)
bo‘ladi. Ravshanki, : -

U (@) < U, (),
bunda
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Ug(a) = {(xlaxzs-“axm)e Rm :
B —E<X) <8 +E G —€<X, <Ay +& .oy Uy —E£< X, <dy +E}.
- Keyingi munosabatlardan, ¥V > n, uchun
(n)
@ -e<x" <o +g,

a, -t < xi" < a, +e,

(") 4 1)
. O =€ <Xy < Gy +E, N
s . . (n) e \‘

Syani oo x" -al<e , _ ‘
‘xg”’ -02]<e ,
(n S I
\x,,,) am‘ <e
bo‘lishini topamiz. Bundan esa S U LS
' P ) I : e
lim =, L AT

Fr—poa

lim " = a,

Hipoo

lim X" = g,

bo‘lishi kelib chigadi. P .
2- teorema. Agar R" fazodagi .
b= {dm, 7, L X)) (n=120)
ketma-ketlik va ¢ = (g4, a, ..., ,,) nugta uchun a
lim x" = q,,

Hepeo

limx{” =a,,

f=soo
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bo‘lsa, u holda- {x"”} ketma-kethk llmltga egarbﬁfﬁb ff«:

lim x™* =
H—pee
bo‘ladi.
4 Teoremaning sharti hamda limit ta’rifidan foydalanib topamiz:
Hmx™ =g = ve>0, I e N, va>ufh :|x" a,‘< TE'

im x™ = (2) 2.
limx}" =, = Ve >0, 3 e N, >

} £
%" —Gzl<:{:,
limxf,,")zamz:»‘v'€>0, Ein((,’”) Vn>né’"): ]‘,‘,7(”:rr)_am'< 3

bo‘ladi.
Agar
ny = max{n”, ni?, ..., u{™}

deyilsa, u holda ¥n > n; da bir yo‘la

i - | < _f; (k=1,2,..,m)
tengsizliklar bajariladi. U holda

( g,y < =) =e, = - W

ya’'ni _
bo‘ladi. Demak, -

imx" =a. »
H=do
Bu teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chiqadi.
R" fazoda  {x™}={(x", x{”, ., ™)} ketma-ketlik
a=(a,a,,..,a,) imit A
lim x = ¢
H—ea
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ga egabo‘]jshuhéhun ;l:lil'~ yo'la ‘ Gint ot .-:_z' mrnd

; {n) _ . C e :
lim X" = a, . T
i {ny _ ey
Llnlxz = alz, ' ) ‘ : -l L

.............

~ bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu muhim tasdig bo‘lib, u R™ fazodagi ketma-ketliklar limitlarini
o‘rganishni sonlar ketma-ketliklar limitiarini o‘rganishga olib keladi.
Sonlar ketma-kethklarining limiti esa 6—8- ma’ruzalarda batafsil bayon
etilgan.

Agar (1) ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi keima-
ketlik deyiladi.

Yugorida keltirilgan tasdigdan foydalanib, isbotlanadigan muhim
teoremani keltiramiz. Avvalo R™ fazoda ketma-ketlikning fundamen-
talligini ta’riflavmiz.

3~ ta’rif. R™ fazoda {x*"} ketma-Kketlik berilgan bo‘lsin. Agar Ve > 0
olinganda ham shunday n, ¢ N topilsaki, Vi > n,, VP> 1, lar uchun

p(x", ¥y <e

tengsizlik bajarilsa, {x"} fundamental ketma-ketiik deyiladi.

3- teorema. (Koshi teoremasi) {x*} ketma-ketlikning yaqinlashuv-
chi bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va vetarli.

Bu teorema 9- ma’ruzada keltirilgan 3- teorema kabi isbotlanadi.

3°. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi. " fazoda mar-
kazlan

™ = (&, d",...a™), (n=12,.)

nugtalarda, radivslari 7, > 0 (r = 1,2,...) bo‘lgan ushbu - ERE

BI = Brl (a“)) = {x e Rm: p(x, a“)) = f]}, L
B, =B (a")={xe R": p(x,ad®)<n},

Il

......................................

......................................
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yopiq sharlar ketma-ketligini qaraylik. Agar bu yopiq sharlar ketma-
ketligining hadlarn uchun quyidagi

BoBo.oB .

munosabat o‘rinli bo‘lsa, {B,} ichma-ich }oyt'ashgan yopig sharlar -

ketma-ketligi deyiladi.
Aytaylik, {B,} R” fazoda ichma-ich joylashgan yopiq sharlar
ketma-ketligi bo‘lsin.
4- teorema. Agar n — o da shar radiuslari 7, nolga intilsa, ya'ni
Nimr, =0

bo‘lsa, u holda barcha yopiqg sharlarga tegishli bo‘lgan 4 nugta {(a € R™)
mavjud va u yagona bo‘ladi.
+{ Shar markazlaridan tuzilgan

{a”}, (@ e R, n=1,2,.)

ketma-ketlikni garaylik. Uning fondamental ketma—kethk bo‘hshlm
ko‘rsatamiz. -

Shartga ko‘ra lim#, =0. U holda

Fi—yoa
ve>0, Inge N, n>m: r<e
bo‘ladl Ayni paytda, yoplq sharlar ichma-ich Joylashganllgldan lxtlyorly

P>n>n
(001)11) ) S Eq, (Q(P) > Ef,, (a("))]
bo'lib, p(a®,aP)sr <& boladi.

Demak, {4} — fundamental ketma-ketlik. U holda Koshl teo-
remasiga ko‘ra u vaginlashuvchi bo‘ladi:

lima'™ =a, (ae R™).

e
Bu a nugta E,,n (@) to‘plamning limit nugtasi va E,n (a'™) yopiq
bo‘lganligi uchun ae B, (), (n=1,2,...) bo‘'ladi. Demak, @ — bar-
cha sharlarga tegishli bo‘lgan nuqta. Faraz qgilaylik, a nugtadan fargli
barcha sharlarga tegishli bo‘lgan » nugta (be R™) mavjud bo‘lsin:
be B, (d'™), b # a. Masofaning 3-xossasidan foydalanib topamiz:

3
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p(a, b) < pla, ) +p(a™, b) < 2r,.

Agar n-> e da r, — 0 bo‘lishini e’tiborga olsak, kevingi muno-
sabatdan p{a, = 0, ya’ni ¢ = b bo‘lishi kelib chigadi. »

Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi
deviladi.

4°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-—Veyershtrass teoremasi.
R” fazoda {x\"}:

PRONSTC B O I
ketma-ketlik berilgan bo'isin. Ushbu ketma- kethk

x("” x(nz)’ s ("k)

3

bunda m<m<..<m<.; BeNN, k_12

berilgan {x""} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va u
{xU)} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Agar {x"} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, N

iim x* = a
n—peo

bo‘lsa, bu ketma-ketlikning har ganday qgismiy ketma-kethgl {x("“ )}
ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

il{lm r("*]—r' . o _
bo‘ladi. Bu tasdigning isboti Ketma-ketlik limiti ta’rifidan bevosita

kelib chiqadi.
Aytaylik, R™ fazoda biror M to‘plam berilgan bo‘lsin: Mc R”.
Agar R™ fazoda markazi (0,0,...,0) ¢ R™, radiusi r > 0 bo‘jgan shar

U° = {0540 Xa0 o %) & R 2 p((510 20 %) (0,0, 0)) < 1}

topilsaki, bunda
McU?
bo‘lsa, M chegaralangan to ‘plam deyiladi.
Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltn‘amlz §
5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) R” fazoda har
ganday chegaralangan ketma-ketlikdan vaginlashuvchi qismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.
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5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R” = R bo‘lib, undagi
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-
ketligi va uning limiti 6—8- ma’ruzalarda batafsil o‘rganilgan.

m = 2 bo'lganda R™ = R? bo'lib, undagi ketma-ketlik tekistik
nuqtalaridan iborat

gan b (x.y ), o (X ¥p)sooy (v, e R, ¥, e R, n=1,2,..)

ketma-ketlik bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {x,} va {y,} sonlar -
ketma-ketliklarining limitlari crqali o‘rganiladi.

Masalan, ushbu

{1, D"} <L -1, (LD, (<L-1), oy (CD7, (=D, ..
ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi, chunki e

xﬂ = (_l)ns yn =(_l)ns (n= 132:'") .
" ketma-ketliklar limitga ega emas. i e

R T TroL A

Mashqlar

1. Agar x” ¢ R™ nuqta M c R™ to*plamning limit nugtasi bo‘lsa,
M to*plam elementlaridan tzshkil topgan va x° nugtaga yaginlasha-
digar .
e (x e B2 XMk x,, n=1,2,.)
.- kefmia-ketlikning mavjudligi ko rsatilsin.

2. Agar

imx" =a, (x™ecR" acR", n=12,.)

Hdoo

bo'lsa, {x*} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko‘rsatilsin.

57-ma’ruza
Ko*‘p o*zgaruvchili funksiya va uning limiti

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz qgilaylik, R"”
fazoda F to‘plam berilgan bo‘lsin: £ < R".

I- ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir x = (x,x,,...x,,) nugtaga
biror fqoidaga ko‘ra bitta haqigiy # son mos qo‘yilgan bo‘lsa, £ to'p~
33
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lamda ko‘p o‘zgaruvchili (m ta o‘zgaruvchili} funksiya berilgan ¢aniq-
langan) deyiladi. Uni
fix=0x.%,.,%x,)—u yoki u= f(x)=f(x,%,....%,)
(x=(x,%,..%,)e R", ue R)

kabi belgilanadi. Bunda E — funksiyaning berilish (aniglanish) to‘p-
lami, x,, x,, ..., (erkli o‘zgaruchilar) — funksiva argumentlari,
U €Sa Xy, Xy ooy Xy 1am1ng funksiyast deytladl

Masalan, f har bir

X =(x,%,.X,)e M,

nugtaga ushbu

2 2
(X, %5400y Xy, )—)\/l .)c1 — X5 — =X,

goida bilan bitta haqiqiy # sonini mos qo‘ysin. Bu holcla M < R’” _
to‘plamda aniglangan

u=\/l—x12~x§*—...-x§, S

funksiya hosil bo‘ladi.

Aytaylik, = f(x,x;,...,x,) funksiya (ko‘p hollarda bu funk-
siyani # = f(x) kabi yozamiz) Ec: R™ to‘plamda berilgan bo‘lsin.
X =(x, %, ..., x2)e E nuqtaga mos keluvchi u, son u = f(x)
Junksivaning X° nugtadagi xususiy qivmati deyiladi: .

Berilgan funksiyaning barcha xususiy giymatlaridan iborat ushbu

fu=f(x):xe E} | 4]

sonlar to‘plami 1 = f(x) funksiva givmatlari to plami deyiladi. Agar
(1) to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u = f(x) = f(x, X3 ,...s X, ) Sunk-
siya E to‘plamda chegaralangan deyiladi.

R™! fazodagi ushbu

{ix, f(x): x=(x,%,..%,) € R", f(x)e R}
to‘plam ko'p o‘zgaruvchili u = f(x,,x,,..., %, ) funksiyaning grafigi
deviladi. : : N e
34
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Faraz qilaylik, yuqorida qaralayotgan f(x;,x,,...,x,,) funksiyada

X =@ (1) =@ h),t, 8 ),
o xl:(PZ(I)ztpl(tlstlv":tk)a

xm = (Pm (t) = ('pm(r13!23'"stk)
bo‘lsin, bunda ¢,(s) funksiya (i =1,2,...,m) T c R* to‘plamda

anigfangan bo‘lib, r=1(z,4,....5;)e T bo‘lganda unga mos
X =(x,%;,..X, )€ E bo'lsin. Natijada

f(x(!‘)) = f(('PI (tl ,...,tk ), (pz (Il 5“"tk )!““’(pm (f] ""5tk )) = F(q ’tZ""!tk)

funksiya hosil bo‘ladi. Uni murakkab funksiva deyiladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiva {(x e R”") E < R™ to‘plamda berilgan,
x & R™ nugta E ning limit nuqtasi bolsin. U holda R” fazoda
shunday {x}: '

W x@

ketma-ketlik topiladiki, bunda ' B R
1) vrne N da x" e E, x'" =x"; A
2)n—>eda x5 x°

bo‘ladi (bunday ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi).
2- ta’rif. (Geyne ta’riif.) Agar
1) vie N da xXWe E, x" zx°;

2)”"“)0'°dax -—)xo 'z"‘- Lt Lot

shartlarni ganoatlantiruvehi ixtivoriy {xt"} ketmarketlm ywchun -
n—seda fX"M) > A .

bo‘lsa, Ason f(x) = f(x,%,...., x, ) funksiyaning £ =(x0, xg, o xo)
nugtadagi limiti (karvali limiti) deyiladi. Uni hm f(x)= A4 voki

x—)x

35

www.ziyouz.com kutubxonasi



lim F(x,% 00 %,) = 4

xl —9x10

kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar

G}, e B x™ 2 x® n=12,000, . e
DY e B,y 2 x% n=1,2,.)

ketma-ketliklar uchun # —  da

D A A

bo'lib, -
o Gy s A, SOy 5B, A% B
bo‘lsa, f(x) funksiva x% nugtada limitga ega bo‘lmaydi.
3- ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar ve> 0 son olinganda ham shunday
8 = 8(¢) > 0 topilsaki, 0 < p(x,x") < & tengsizlikni ganoatlantiruv-
chi vxe E (EcR") da
f(x)-Aj<e
tengsizhik bajarilsa, A son f(x) funksivaning x° nuqgtadagi limiti (karvali
limiti) deyiladi.
Bu ta'rifni gisqacha qilib quyidagicha ham aytsa bo'ladi. Agar
Ve>0, 3B>0, Vxe EnW;(xX)\ XD [F(x) - 4|<e
bo‘lsa, 4 son f{x) funksivaning x% nugtadagi limiti deyiladi.
3°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, f{x)=
= f(x,%,...x,) funksiya Ee R" to‘plamda berilgan bo‘lib,
X =(x, 23, ..., ) nugta E to‘plamning limit nuqtasi bo'lsin.
1- teorema. (Koshi teoremasi.) f(x) funksiva X nugtada limitga

ega bo‘lishi uchun ve > 0 son olinganda ham shunday § > 0 son
topilib, .
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vx'e Er“-(Ua(x N, Vx"e En (U (xX")\ {x*))
nuqtalarda

f(x7) - f(x) <e

tengsizlikning bajaritishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. Aytaylik, f(x) funksiya x® nugtada A limitga ega bo‘Isin:

hm f(x) A \f‘ HEREEEEE A £
x»—)t L

Limit ta’rifiga ko‘ra, _
ve>0, 38>0, Yxe Enl(x)H\{x*}):
[fx) - Al <5
bo‘ladi. Jumladan,

x'e EnUs(IN{X')), x"e EnU; )\ {x"}):
nugtalar uchun
FOy-al<s, [f)- A<
bo‘ladi.
Keyvingi tengsizliklardan
F(xy = FO] <] f () - A]+[F(x) - 4] < e
bo‘lishi kelib chigadi. '
Yetarliligi. Aytaylik, Ve > 0 son olinganda ham shunday 8> 0 son
topiladiki, bunda
vx'e EnUs 0N, Yx"e En (U )\ {x%) _
nugqtalar uchun o
| ) - f1x) <o
tengsizhik bajariladi.
x® nuqtaga intiluvchi ikkita {x*' ¢, {y"} ketma kcthklaml ola-
miz: # = o da _ _

X X (e B, X 2 x®, n=1,2,..),

yo S xt (e B, v X’ n=1,2,.).
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Bu ketma-ketliklar hadlaridan foydalanib, ushbu
O,y @y

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni {#™} ketma-ketlik deylik. Ravshankl
bu ketma-ketlikning ham limiti x* bo‘ladi: # e da ..., . ...

z(n) - x » (Z(H) € E! Z(H) # x L] o= 1329---)! .“.‘;\.‘ -

Limit ta’rifiga binoan yuqoridagi 8 > 0 songa ko‘ra shunday n,e N
topiladiki, Vi > 1%, Vm > n°da

e En (Ua(xﬂ) \ {x°),

2™ e En (Ug(x*)\ {x°})
bo‘ladi, S

Teoremaning shartidan T T Y S
™) - £z <e

tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Demak, {f (z")} sonlar ketma-
ketligi fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Binobarin, u yaqginlashuvchi:
. n— e da f{zZ"} — A4
U holda r — <« da

fOy = 4, f") >4

bo‘lib, funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra SR
hm fixy=4
bo‘ladi.

4°. Takroriy limitlar. Faraz qilaylik, £(x) = £(x,, %y, X,) funk-

‘siya £c R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, x° =(x, xJ,...x2) ¢ R"

shu E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

mta x,, X, ..., X, o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lgan f(x,,...,x,)
funksiyada x,, x,, ..., X, o‘zgaruvchilar tayinlansa, ravshanki, u bitta
x, o‘zgaruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya
X = x,o da limitga ega bo'lsin: ;
hm FO0, %00 X,) =@ (X, X500y X )

X -—)Xl
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Endi ¢ (x,%;,..,x,) funksivada x;, x;, ..., >

zgaruvchilar
tayinlanib, so'ngra x, — x3 limitga o‘tilsa, L

Mm@ (%, %5500 %) = 0206, %100y %)

X ——312

bo'lib, berilgan funksiyaning

IR

llm lim. S( > X )
o xle

x —>xz X saenidy BE
limiti hosil bo‘ladi. . T
Xuddi shunga o‘xshash f(x;,x,,...,x,,} funksiyaning
X, X X,

IR JE IR Mt

o‘zgaruvchilari mos ravishda x,] . xg R ,k larga mnlgandagl lumtl

lim .. llm S(xX,%,..,%,)
Xy —>x_? xq —x?
% U]

ni ham garash mumkin. S
Odatda, bu limitlar f(x;, x,,..., X,,) funksiyaning takroriy limitlari

deyiladi. f(x,x,,...,x,) funksiya argumentlari x;, x,, ..., x,, lar

mos ravishda x, x3,..., x) sonlarga turli tartibda intilganda funk-

sivaning turli takroriy limitlari hosil bo‘ladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti (karrali limiti) hamda uning
takroriy limitlan turlicha munosabatda bo‘ladi. Ular hagida xususiy
holda, keyingi bandda bayon ctamiz.

5°. Xususiy hollar. m = | bo‘lganda bitta o‘zgaruvchiga bog‘liq
bo‘lgan R fazodagi biror to‘plamda aniglangan ¥ = f(x) funksivaga
ega bo‘lamiz. Bu funksiya va uning limiti 11- va 12- ma’ruzalarda
o‘rganilgan va to‘lig ma’lumotlar keltirilgan.

m = 2bo‘lganda R’ fazodagi (tekislikdagi) biror to‘plamda anig-
langan ikki o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan u = f{x,y) funks1yaga
ega bo‘lamiz. Masalan,

_In(x2+y?-1) B raad

Ty . o
-39
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24-chizma. . 25-chizma.
Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami tekislikning ushbui: v
. K x2 +y2 _] S 0, R IR
4-x? -yt >0 _
sistemani ganoatlantiradigan nugtalar to‘plami 24- chizmada tasvir-
langan halqani ifodalaydi:
Ikki o'zgaruvchiga bog'liq bo‘lgan u = f(x, y) funksiyaning grafigi

umuman R* fazoda (biz yashab turgan fazoda) sirtni ifodalaydi. Masa-
an, ushbu

u=x*+ y2
funksivaning grafigi R* fazoda 25- chizmada tasvirlangan aylanma
paraboloid bo‘ladi.

Aytaylik, f(x, y) funksiva £ < R? to‘plamda berilgan bo‘lib,
(xp,0) € R? nuqta E ning limit nuqtasi bo‘lsin. Bu ikki o‘zgaruvchili
funksiya limiti ta’riflari quyidagicha bo‘ladi:

Agar: 1)Vune Nda (x,,y,)e E, (x,,y,) = (x5, )

2)n—>eoda (x,,y,) - (x5, %) L
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {(x,,y,)} nugtalar ketma-ketligi uchun
n—ooeoda f(x,,v,)-> A4
bo‘lsa, A son funksivaning (xy, ¥} nugtadagi limiti (karrali limiti)
deyiladi va

- hm  f(x,y)=A yoki lim f(x,y)=4
(x.y)=(x0 Yo } _ x—x) °
kabi belgilanadi.

40
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Agar ve>0 olinganda ham shunday & > 0 topilsaki,
0 <p((x,¥),(x,¥)) <8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¥(x,y)e E da
f(x,y)-Al<e
tengsizlik bajarilsa, A son f(x, y) funksiyaning (x;,y,) nuqtadagl limiti

(karrali limiti) deyiladi.
Berilgan funksivaning ikkita takroriy limitlari:

: XX ¥
bo‘lishi mumkin.
1- misol. Ushbu

lim lim f(x y), lim lim f(x,y) 1 .
Y=oko x—=x ,

XY 2 2 ‘
——, agar x° +y° #0 bo'lsa, .
FyY =2y

0 , agar x* +y* =0 bo'lsa

AR Lo

funksiyaning (x, y) — (0, 0) dagi limiti 0 bo‘lishi ko‘rsatilsin,.
<+« Koshi ta’rifidan foydalanib topamiz: et
Ve >0 son uchun 3 = 2¢ deyilsa,

0 <p((x,9),(0, 0))<d

tengsizlikni ganoatlantiruvehi V(x,y)e R? da

1 ' ’is'

flx,y)-0 <—x2+ (x,)00<88
I | m 3 29( ¥ ( ))
bo‘ladi. Demak, lim /(x,5)=0. »
y»=0 _
2- misol. Ushbu R
fxp)= 2;1~m

funksiyaning (0, 0) nugtada limiti mavjud emasligi ko‘rsatilsin.
<4 Ravshanki, bu funksiya

R?\{(0,0)}
to‘plamda aniglangan va (0, 0) nuqta shu to‘plamning limit nuqtasi.
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EF t

( 2 ) hamda (~ ——) nuqtalarda (n=1, 2, 3) berﬂgan funksnya-

n Pf
ning qivmatlari

! (:7%)= L f (i’“l)z“““;ﬁ: (n=1, 2, 3)

non 4n
N 1] 1o
.bo llb, f(;s;)‘_“)la f(;,-—;)—)(]

bo‘ladi. Funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, berilgan funk-
sivaning (x, ) — (0, 0) da limitga ega emashgml topamiz. P
3- misol. Ushbu

xy
Flx,p) =yt +y?

0 ,agar x’ +y? =0 bo'lsa EIC

,agar x’ +y? =0 bo'lsa,

funksivaning (0,0) da takroriy limitlari topilsin.
4 Berilgan funksiyvaning takroriy limitlarini topamiz; . :. .

2

hmf(x y)—llm =0, limlim f(x,y) =0, o
x +y2 y—=0 x=0 P

11m (x,y) =lim =0, lxmhm (x,»)=0
Fxiy) =i 2 Fy

Y xal yoy

Demak, berilgan funksivaning (G, 0) nuqtadagi takroriy limitlari bir-
biriga teng bo‘lib, ular 0 ga teng, P

2x-y
4- misol. Ushbu f(x,y) ={/x+3p’ .
0 ,agar x+3y =0 bo'lsa

agar x+3y =0 bo‘lsa.,.

funksiyaning (0,0) muqgtadagi takroriy limitlari topilsin.
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« Berilgan funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha bo‘ladi;

mzi‘lz__l, lim llmzxy _1; .
x=0 x+3y 3’ y-mx-m x4+3y 3 L

llmz—%—y 2, lim lim 2x-y =2,

y—0 X+3y x=0yo0 x+3y

Ayni paytda, berilgan funksiva (x,y) — (0,0) da limitga (karrali li-
mitga) ega bo‘lmaydi, chunki
1 1 5 4
(;, ;) - (0,0), (:& ]-> 0.0 . .o

ketma-ketliklar uchun .

11 _1 6 6 %a BT PINF TR
f(?f"}{) 4’f(n r:) 71 '

bo‘lib, wiar bir-biriga teng emas. »
5- misol. Ushbu RERPINN

| R
x+ysin~, agar x #0 bo'lsa, -
f(x,y)={ YRy %

0 , agar x=0 bo'lsa
funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin. i< %
<4 Bu funksiya uchun _
limf(x»}’) = X, lim lim f(x,y) = 0 I 3 ?H;:.d
-0 x=0 y-=0 R N o
bo‘lib, ) -
© lim lim £ (x, y)
. y=20xo0

esa mavjud bo‘lmaydi.
Ayni paytda, (x,v) — (0,0) da berilgan funksnyamng llmltl (kar—
rali limiti) mavjud bo‘ladi, chunki s

|f(x,p) -0 = ‘x + ysin - ‘ x|+ |y, (x=0)

bolib,
lim f(x, y) - 0- RIS ] FIL IR SR S A
X ..
| x> S
bo‘ladi. . % ; o
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Faraz gilaylik, f(x,y) funksiva R? fazodagi: =& - - =% =
E={(x,)e R : x—x|<a,ly~y|<b} =7 =0
to‘plamda berilgan bo‘lsin. :
2- teorema. Agar

1) (x,y) = (x4,¥) da f(x,y) funksiyaning limiti (karrali limiti)
maviud va :
lim f(x,y) = 4;

2) har bir tayinlangan x da ° e
o Bim f(x,p)=q(x)- e @)
.mavjud bo‘lsa, u holda Con
lim lim £(x,3)

X=Xn ¥ ¥i

takrorly limit mavjud va
o lim lim f(x,y) =4

XXy ¥=¥) ;.
bo‘ladi. o .
<4 Aytaylik, lim f(x,y)=A4
x—=xp
a1} .

bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan, Ve >0 olinganda ham.shunday 3>0
topiladiki, ushbu

{(x,y) e R*: jx - xoi < §, Iy - yot < 5} cE . T
to‘plamning barcha (x, ¥) nugtalari uchun
[f(x,y) -4 <e
tengsizlik bajariladi. Keyingi tengsizlikdan, y - y, da limitga o‘tib topamiz:
lo(x) - 4| €. -
Demak, J!vl»nx.i. o(x)y=A. S : - 3)
(2) va (3) munosabatiardan S
lim lim f(x,y)=A4 > = o
XXy Y=g . )
bo‘lishi kelib chigadi. » R S ST

44

www.ziyouz.com kutubxonasi



Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
3- teorema. Agar:
1) (x,y) - (x5,¥) daf(x, y) funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavijud va
' . hm f(x, y) = A; Lo RTa sy T
y—).vn s s

2) har bir taymlangan yda

__ | Jlim f(x,y) = o(y)
mavjud bo‘lsa, u holda -

lim lim f (x y)
_ X=Xy Y=Yy
takroriy limit mavjud va
lim lim f(x,y)=A4
X=Xy Y=Ye
bo‘ladi.
Natija. Agar f(x,») funksiva uchun bir vaqtda yugoridagi 2- va
3- teoremalarning shartlari bajarilsa, 1 holda
11m fix,»= hm hm flx, = Lm lim f(x,p)

FH i3 x—)
y—»m
bo‘ladi.
Mashglar

1. Funksiya limiti Geyne va Koshi ta’riflarining ekvivalentligi
ko‘rsatilsin.

2. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari keltirilsin.

3. Ushbu

imfGon=4 - .
P T '

limit ta’riflansin::

4. Ushbu
o0 Hm (x? y )e )L
R e .
limit hisoblansin.
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58- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. -~
Tekis uzluksizlik. Kantor teoremasi -

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Faraz qi-
lavlik, f(x)= f(x;, %y, ..., x,,) funksiva R” fazodagi E to‘plamda
berilgan bo‘lib, x* € E nuqta E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar
fim f(x) = f(x%) M
bo'lsa, f(x) funksiya X nugtada uzluksiz deyiladi.
2- ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar:
1) Vhe Ndax”e E,
2) n 5 da X X0
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x} ketma-ketlik uchun
n—=e da fx") - f(x0 e
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqgtada uzluksiz deyiladi. e
3- ta’rif. (Koshi ta’rifi.). Agar

ve>0, 36>0, Vxe ENU;(xY), ‘f(x)-f(x”)] <e
bo'lsa, f(x) funksiya x° nuqgtada uzluksiz deyiladi. N
Umuman, # = f(x) funksivaning x* € E nugtadagi uziuksizligi
quyidagini anglatadi: _
o Ve>0, 38>0, Vxe ENUS(X"), f(x)e U, (f(x").
Odatda, ushbu

Au= f(xy= (XN, (x=(x,%, . %), x* =0, .., )
ayirma u = f(x} funksiyaning x° nuqtadagi orttirmasi (to‘liq orttirmast)
deyiladi.

Agar

AX =X =X, AXy =Xy = X3, ooy AXy, =X, —X0 ..
deyilsa, u holda .
Au=f(xX A, XX +ax, o, x4+ Ax ) - LR, XD, xD)
bo‘ladi. Yuqoridagi (1} munosabatdan foydalanib quyidagi tasdigni
ayta olamiz:
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f (x) funkswa X0 nugtada uzluksiz bo‘lishi uchun

lim Au =0, ya'ni hm Au=0

X A S

bo‘lishi zarur va yetarli,

Yugoridagi ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘tadi. '

Agar (1) munosabat bajarilmasa, #(x) funksiya x? nugtada vzilishga
ega deyiladi. _

4-ra’vif. Agar f(x) funksiva E to‘plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu £ to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarda funksivaning nugtadagi to‘liq
orttirmasi tushunchasi bilan bir gatorda uning xususiy orttirmalari
tushunchalari ham kiritiladi.

Ushbu

Agu=f(x fo,,zf,,\go,...,J\;?,)nf()qﬂ,%),m,xﬂ),
At =f(), 00 +8%,%, ., 5) - f(X, %, %),

................................................

A, w=FO7, X, Xy, X+ A, )= F(4, %, %)

ayirmalar mos ravishda f (x) funksiyaning x° nuqtadagi x;, x,, ..., x,,
o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy orttirmalari deyiladi. Ravshanki,

"lim ﬂqu——-o,
11mé. JU = 0,
lim Ar =0 = {220

=X,
[ hmOAxmu =0

DXy ~¥

bo‘ladi. Birog, A, =0 da A, u—>0 (k =1,2,...,"m) bolistidati’

llm AH = 0 . o 3&»'
X=Xy

bolishi har doim kelib chigavermaydi (bunga mlsof keymgl bandda
keltiriladi). RS
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2°, Uzluksiz funksiyalarning sodda xossalari. Faraz gilaylik, f(x)
va g(x) funksiyvalar Ec R” to‘plamda berilgan bo‘lib, X’ e E nuqtada
uzluksiz bo‘lsin. U holda

e S0, f)Ee00, £() -5 L (g(x") #0)
- funksiyalar ham x° negtada uzluksiz bo‘ladi, bunda ¢ = const. -
Bu tasdigning isboti 15- ma’ruzadagi mos tasdigning isboti kabidir.
ttaylik, '

xi =@ f,t,.00) = @ (1),
Xy =@t bt ) = 0, (7), S
P R ¢
Xp = QO (fi ty, 0, ) =0, (F)

~ funksiyalarning har biri M R¥ to‘plamda aniglangan bolsin. Bu (2)
' munosabat natijasida M to‘plamning har bir 7 =(#,4,...,% ) nug-
~ tasiga mos keluvchi R™ fazoning x = {x;,X;,..., X, ) nugtast hosil bo‘-

= - ladi. Bunday nuqtalar to‘plamini £ deylil:. Ravshanki, £c R” bo‘ladi.

Faraz gilaylik, £ to‘plamda
U= f(x) = f(xl}xZ:'"’xm)

»funksiya aniglangan bo‘lsin. Natijada
te M »xe £ - ue R,

VM (et ) e M (4, %0 X)€ E > ue R bolib,
u= fx(O) = [{@ (s 8,9 (Baes B )y @y Uy s 1) =

=‘I)(t) = q)(!l,fz,...,fk)

. murakkab funksiva hosil bo‘ladi.
: 1- teorema. Agar

=9 #), X3 =0,(t), ..., %, =0,0), ¢=(,..5))
funksiyalar £ = (t;”,...,tf)e M < R* nuqgtada vzluksiz, u = f{x)
“ funksiya x° =(x{,.x},..,xp)e Ec R"™ nuqtada (x} = ¢ (:*),
x5 =@ ("), x% =, (t*) uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x(z))=
= f{@,,0,.-.,9,,) prurakkab funksiva 1° nugtada uzluksiz bo‘ladi.
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4 Shartga ko‘ra f(x) funksiya x* nugtada uztuksiz. U holda ta’-
rifga binoan

ve>0, 38>0, Vxe Enl;(x%): [f(x)-f(x")|<e (3
bo‘ladi. Ravshanki. '
vre EnlU; ()= jx -x) <8, ((=12,.,m) @
bo‘ladi. Shartga ko‘ra ¢,(#) (i =1,2,...,m) funksiyalar /° nugtada
uziuksiz. Ta'rifga binoan & > 0 uchun shunday §; > 0 topiladiki, bunda
Vie MU (°): o (1)~ ¢,(°) <8
bo'ladi, i =1,2,....m
Endi min {§,3,,. 8,,,} & deb olamiz. U holda Vte M r‘\Ua(to)
va barcha i =1,2,...,m lar uchun

0, (-0, (1")| <8, ya'ni

bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan vte M U, (+°) uchun - -

f () = f(x(y)f <€

bo‘lishi kelib chiqgadi. Demak, murakkab /(x(#) funksiya #* nugtada
uzluksiz. ™

3°. To‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Endi
to‘plamda vzluksiz bolgan funksivalarning xossalarini keltiramiz.

2- tecrema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq £c R”
. 1o‘plamda uzluksiz bo'lsa, funksiva F da chegaralangan bo‘ladi.

< Aytaylik, funksiya shu £ to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsin.
U holda

Vae N, 3" ¢ E:lf(xX) 2 n, (n=1,2,.)

bo‘ladi. Ravshanki, {x"} ketma-ketlik clhiegaralangan. Bolsano—Véyer—
shirass teoremasiga ko‘ra yaginlashuvchi '

{x} (x"* e E, k=12,.)
gismiy ketma-ketlik mavjud:
koo dax™ 5x"va xX"e E. . s
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Ayni paytda, f(x) funksiyaning £ da uzluksiziigidan . . - g .
k >« da f(xl"k)) N f(x(}) SRRERILE AT

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa S
k — e da !f(x(”"))] D R U Rt

deyilishiga zid. Ziddiyat f(x) funksiyaning E da chegaralanmagan de-
vilishidan kelib chiqdi. Demak, f(x) funksiyva £ da chegaralangan.

3- teorema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq £c R” to’p-
lamda uzluksiz bo‘lsa, funksiva shu to‘plamda o‘zining aniq yuqori
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, va’ni

W e E, sup{ f{x)} = F(xX9),
xe E .
™ e E, inf {f(x)} = £(X)

bo‘ladi. g '
<« Yuqgoridagi teoremaga ko‘ra f(x} funksiva £ to‘plamda chega—
ralangan bo‘ladi. U holda bu funksiya aniq chegaralarga ega: = - .

sup{f(x)} = a, inf {f(x)}=b.
Aniq yuqgori chegara ta’rifiga ko‘ra
Ve N, k™ c E:a- % < f(xMy<a, (n=12,..)
bo‘ladi. Ravshanki, {x™} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lib, undan
{x% } gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki,
k—oda x" 55 vaxPeE (5
‘bo‘ladi. Berilgan funksiyvaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
ke da fx™)) o f(x7).
Ayni paytda, _
vne N da a-i < f(x'"y<q
n, _
" bo‘lib, undan k& — = da
f(x“‘“) Sa I S S (6)

bo‘lishi kelib chiqadi. (5) va (6) munosabatlardan .-
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fOy=a=sup{f(x)}, (x" ¢ E) u
bo‘lishini topamiz. ' R
Xuddi shunga o*xshash
FxUy =p=inf {f(x)}, (x? € E)
bo‘lishi isbotlanadi.
4- teorema. Faraz qilaylik, f(x)} = f(x;,x;,...,x,,) funksiya bog‘-
lamli £ R™ to‘plamda berilgan bo'lsin.

Agar:
1) f(x) funksiya E da uzluksiz,

) a=(a,.a,....a,)e E, b=(4,b,.. . b,)e E
muqtalarda turli ishorali giymatlarga ega:
(f(a)>0, f(&)y<0 yoki flay<0, f(b)>0)
bo‘lsa, u holda shunday ¢ ={¢,¢0;,....¢,, ) € £ nuqgta topiladiki,

fle)=0
bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x} funksiya boglamli £< R™ to‘plamda vzluksiz
bo‘lib,

flay<0, f(b)>0
bo‘lsin.

E — bog‘lamli to‘plam. Binobarin, ¢ va & nuqgtalarni birlashtiruvchi
va shu to‘plamga tegishli siniq chiziq topiladi. Agar bu siniq chiziq
uchlarini ifodalovchi nuqtalarning birida £ (x) funksiya nolga aylansa,
teorema isbotlanadi. '

Agar siniq chiziq uchlarida f(x) funksiya nolga aylanmasa, u
holda siniq chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning bir uchi
a =(a,a;,..,a,) da f(a’) <0, ikkinchi uchi & = (8/,5;,....8,)
da f(d) > G bo'ladi.

En_di f(x) = f{x;,x,,...,X,) nishu kesma
C awi ko= {(x, s Xy Xy )ERT DXy =l (B - a)), e
X, =a +1b -y}, oy X, =0y, + (B, ~ay))
(0 <r<1) da garaymiz. U holda
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f(af +Hd ~-a)), @ +1(b] ~ay), ..., a4, +i(b, —a,))=F(t)
bo‘lib, bitta ¢ o‘zgaruvchiga bog‘lig funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya
[0, 1] segmentda uzluksiz va

F(hy=f(a)<0, FOH=fd)Y>0
bo‘ladi. U holda 16- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra shunday
t, € (0,1} nuqta topiladiki, bunda :
F()=10

ya'ni

fla +1,(b ~al), a5 +5,(b —ay), ..., a, +§(b, —a,))=0
bo‘ladi. Agar
c=a +hH(b -a)), o =a+5{(by-x), .., ¢, =a, +4(b, -a,)
deyilsa, u holda ¢ ={(¢),¢,...,¢,, ) € £ nugtada '

f(e)y=0

bo‘ladi. »

5- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiva bog’ lamli £c R”‘
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Agar:

1} f(x) funksiya £ da uzluksiz,

2Y ae E, be E nugtalarda f{a)=A, f(b)=R
giymatlarga ega va 4 # B bo‘lsa, u holda A bilan B orasida har
ganday C son olinsa ham, shunday ce E nuqta topiladiki, bunda

flo)y=

bo‘ladi.

<« Bu teorema yuqoridagi 4- teorema kabi isbotlanadi. »

4°. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi. Aytaylik,
f(x) funksiva £c R” to‘plamda berilgan bo‘lsin. _

5-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 = 8(e) > 0
son topilsaki, )

p(x’,x") < 8 _

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x" ¢ £, x“e £ uchun

(X)) - f(x) <2
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E to ‘plamda tekis uzluksiz deylladl
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Agar f(x) funksiva E to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

+4 Hagqigatan ham, yuqgoridagi ta’rifda x” nugta sifatida x’< £
olinsa, funksiyaning x° nuqtada uzluksizligi, binobarin, E to‘plamda
uzluksizligi kelib chigadi. »

Ff(x) funksivaning Ec R™ to‘plamda tekis uzluksiz emasligi quyi-
dagicha:

e, >0, V60, e E, Ix"e E, p(x',x"y<8:|f(x")- f(x") 2g
ko‘rinishda bo‘ladi.

6- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x) funksiya chegaralangan
yopiq £< R" to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda
tekis uzluksiz bo‘ladi.

« Faraz qilaylik, f(x) funksiya chegaralangan yopiq £< R™
to‘plamda uzluksiz bo°lib, u shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lmasin.
U holda biror g, > 0 son va Va# € N uchun £ to‘plamda

p(x™, ") < -:;, (n=1,2,3,..)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday

xMeE, yWeE
nuqtalar topiladiki, bunda
F) = ()

280

bo‘ladi. Ravshanki,
{xm}, x™ e B, n=1,2,3,.) | |

ketma-ketlik chegaralangan. Undan yaqinlashuvchi gismiy ketma- -

ketlik ajratish mumkin: :

0

koo da x% 5 x% va x%¢ E.

Masofa xossasidan foydalanib topamiz:
P, x%) < p(y™), XMy 4+ p(x™) Xy < ;;1; +p(x%), x").

Keyingi munosabatdan, & — « da limitga o‘tish bilan

)y 50

bo‘lishini topamiz. f(x) funksiva E to‘plamda, jumladan, x% E
nugtada uzluksiz. U holda £ - « da
53
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FEUOY S £, f) S f(x )

bo‘lib, undan

FNY~ fymy 50
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

[FC) ~ (™) 2
deb qilingan farazga ziddir. Demak, f(x) funksiyva £ to‘plamda teki
uzluksiz.
Aytaylik, R" fazoda biror E to‘plam berilgan bo‘lsin: Ec R”
Ushbu
o= sup p(x’,x")
xXeE xeE

-migdor E 1o ‘plamning diametri deyiladi.
- 6-1a’rif. f(x) funksiva Ec R to‘plamda aniglangan bo‘lsnL U hold:
ol f, E) = sup {f(x )= f(x}
x E s ek

son f(x) funksiyaning E to plamdagi tebranishi deyiladi.

Natija. f(x) funksiva chegaralangan yopiq £c R" to plamdc
uzluksiz bo‘lsa, u holda ¥e > 0 son uchun shunday § > 0 son topiladiki
bunda £ to‘plamni diametri & dan kichik bo‘lgan E, to‘plamlarg:
ajratish mumkin;

LkJEk =FE, E,nE =0, (k21
va har bir E, da
o(f;E)<¢
bo‘ladi.

<4 Natijaning shartidan /(x) funksiyaning F to‘plamda tekis uz-
luksizligi kelib chigadi. U holda ta’rifga binoan Ve > 0 uchun shunday

& > 0 topiladiki, bunda p(x",x") < & tengsizlikni ganoatlantiruvch
ixtiyoriy x’ € E,x” e E nugtalarda

I/ YN<e
bo‘ladi.
Ravshanki, vx'e E,, Yx"e E, nuqtalar uchun -
p(x’,x"} < 8 '
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tengsizlik bajariladi. Demak, - - S LU
f)-fD<e.
Keyingi tengsizlikdan | o
sup  {lf()-f(x}se,
y x'eEp xeky _

ya'ni
. oflf,;E)<¢
bo‘lishi kelib chigadi.
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R" = R va bundagi to‘plamda
berilgan funksiyaning uzluksizligi bir o‘zgaruvchili # = f(x) funksiya- -
ning (x e R, u £ R) uzluksizligi bo‘lib, uning xossalari 15—17-ma’-
ruzalarda o‘rganilgan. m = 2 bo‘lganda R™ = R? va undan M to‘p-
lamda berilgan funksivaning uziuksizligi, ikki o‘zgaruvchili « = f(x,y)

funksiyaning ((x,y)e £ < R?,ue R) uzluksizligi bo‘lib, uning -

(xy,¥o) € E nuqgtadagi uzluksizligi quyidagicha bo‘ladi. Agar:
Rt |
boflsa yoki Ve>0, 33>0, vix,y)e EnlU;((xy, 1)) :
f(x,p) = f(xg, )| <
bo‘lsa, yoki Ve N da (x,,y,)e £ bo‘lgan va n—~ da
(%, s ¥, ) = (xg,¥, ) bo‘ladigan ixtivoriy {(x,,y,)} ketma-ketlik uchun
F(x,,1,) > f(x4,¥) bo‘lsa, yoki
Jim f(x,y) = im [f(x + A, 3 +4y) - f(%, 3)] =0
Ay—0 Ay—0
bo‘lsa, f(x,¥) funksiya (x;, »,) nugtada uzluksiz bo‘ladi.
1- misol. Ushbu

_ flx,y)y=x+y
funksiyaning R? da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin,

4 Ve > {) sonini olamiz. Unga ko‘ra 6 > 0 soni & = % devilsa, u
holda

P06, 2), (X0, 700y = (X =% + (¥ -y )} <8
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¥(x,y)e R? nugtalarda
(x5, =fxp, p0)) = |x+ ¥ = (X + )| <

Slx-xp|+y—yols2x—x)? <28=¢

bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra berilgan funksiyaning ¥(x,, yo) < R2_
nuqtada vzluksiz bo‘lishini bildiradi. P

Aytaylik, f(x,») funksiva Ec R? to‘plamda berilgan bo‘lib,

(xy,¥) € E bo‘lsin. Ma’lumki, bu funksiyaning to‘liq orttirmasi *~

A (xg,¥9) =[x + 8%, Yo + Ay) = f (X0, %)

Xususiy orttirmalari ;

A (X, 0) = g +8%, ¥) = f(xp, ¥}y v iad

Ayf(x{)ayi))=f(xi)ay(}'l'&y)_f(xb:yi)) : :‘“_l

bo'ladi {(x +Ax, yy + AV} e E, (% +AX, yy)e E, (%, ¥y +AV) e E)‘

Agar lim A f(xg,y)=0, |limA, f(x,y)=0
Ax—l Ap—0

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,, y,) nudfada x o‘zgaruvchi bo‘yicha (y o'z~

garuvchi bo‘yicha) uzluksiz deyiladi. Ravshanki, f(x,)) funksiya (x, y,)

nugtada uvzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi

bo‘yicha uzluksiz. bo‘ladi. _
Birog, f{x,)) funksiyaning (x,, ¥y} nuqtada har bir o‘zgaruvchisi

bo‘yicha uzluksiz bo‘lishidan uning shu nugtada uzluksiz bo‘lishi

har doim ham kelib chigavermaydi.
2- misol. Ushbu

2xy 2 2 e
———, agar x~ +y° #{0 bolsa,

flx,p) = x+y?
0 , agar x* +y° =0 bo'lsa

funksiya (0, 0) nuqtada nzluksiziikka tekshirilsin.
4 Berilgan funksiyaning (0, 9) nuqtadagi xususiy orttlrmala.n
A, f(0,0) = £(0+ax,0)- £(0,0) =0,

_ A, f(0,0)= f(0,0+Ay) - f(0,0)=0
bo‘lib,
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: lim A, f(0,0) =0, llmA ,f(0,0) =0

bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiya (0, 0) nugtada har bir o zgaruvch1s1
bo‘yicha uzluksiz.
Qaralayotgan funksiyaning (0,0) nugtadagi to‘liq orttirmasi

AF(0,0) = £(0 + Ax, 0+ Ap) — £(0,0) = 2254V

Ax2+Ay2
bo‘ladi. Ushbu - - o
ggloﬂf(ﬂ,ﬂ)
Ay -l
limit mavjud bo‘lmaydi, chunki
Ax=~l~—>0 21:2_ P
" da AF(0,0)= A =2,
Ay:g—)»o ' L 450
n o . o
ax=L50 . 1.1
! da AF(0,0)=—" 2 =11,
1 1 _

Demak, berilgan funksiya (0, 0) nugtada uzluksiz bo‘lmaydi. »
- 3- misol. Ushbu

1
sin? mx+sin® my

fx, )=

funksiyaning uzilish nuqtalari topilsin.
<« Bu funksiya R? to‘plamning

sinmx =0,

sinmy =0

sistemasini ganoatlantiruvchi (x, y) nuqtalarida uzilishga ega. Ravshan-
ki, sistemaning yechimi

{(x,y)e R x=neZ, y=me Z}
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| to‘plam nuqtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nug-
talari cheksiz ko‘p bo'lib, ular_

{n,m)e R*; ne Z, me Z} -
to‘plamni tashkil etadi. » :

Mashglar

1. Agar biror £ R” to‘piam va xc R™uchun = 3 e
p(x, E)=infp(x,y)
ye E
bo‘lsa, ushbu

| f(x) = p{x, E)
funksiyaning R” da uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu
Zny
F(x,p)=3{xt+y?’
0, agar x=y =0 bo‘lsa
funksiya nzluksizlikka tekshirilsin.

agar x*+y? >0 bo'lsa,
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13-BOCB

KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILA
VA DIFFERENSIALIARI

59- ma’ruza |
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
Funksiyaning differeasiallanuvchanligi

1°. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchast. Faraz gilaylik,
f(x) = f(x,Xy ..y X, } funksiy Ec R" to’plamda berilgan bo‘lib,

x —(x],JC2, )GE (xP+Axl’x2os-"ax.gr)E Es (Axlzo)

bo‘Isin. Bu funksiyaning x° nuqtadagi x; o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
orttirmasi

Ay FOO) = £ + A%, %, ) = f(, 0,0 )
Ax, ga bog‘liq bo'ladi.

A x°
1- ta’rif. Ushbu lim -4 f&)

ax)—0 Axl
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) = f(x;,x;,.... x,, ) funksiyaning

x? =(x}, 1, ..., x}) nugtadagi x| o‘zgaruvchisi boyicha XUsusiy
hosilasi deyiladi. Uni

redy o,
o VORI ST

kabi belgilanadi:
o ) i ag PG e, B AR B, )
—fx = ——— = lim .
axl 1 ﬂx]—)ﬂ Ml ﬁxl—-)o. Axl
Berilgan funksiyaning bu xususiy hosilasini quyidagicha
_ 0
)=t T RIAE A)
> —x) X1 xl

deb ta'riflasa ham bo‘ladi.
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f(x,%,...,x,) funksiyaning boshqa x,,x;,..., x,, o‘zgaruvchilari
bo‘yvicha xususiy hosilalari ham xuddi shunga o‘xshash ta’riflanadi:

) _ o Sl AR et 8, ,xf»’-) AA, B %)
oy sz—m Axy M3—>0

Y Bl OO SO et ) (, B 8)
0X,,  Ar,-0  AX, At AX,,

(Axkz()’ k - 23 3) H m)

Yugorida keltiriigan ta’riflardan ko‘p o‘zgaruvchili funksivaning
xususiy hosilalari bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligi
ko‘rinadi. Demak, ko‘p o‘zgaruvchili funksivaning xususiy hosilalarini
topishda ma’lum jadval va goidalardan foydalanish mumkin. Jum-
ladan, agar

f(x) f(xlax2$ ax ) g(X)— (x]’x2s. )
funksiyalar Ec R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, xe £ nuqtada Xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda:

Aef (x)) _ af (x), Gl ety
Bxk ) axk ? : )
3(f(x)+g(x)) _ af (x) _ 9g(x),
2) axk - axk + axk ’

A (X)e(x) _ of (x) ().
3) 5% = o, g(x)+f(x)—a;;_,

of £
0 J—Jg‘:" 57 00( G g0 100 %2

{(g(x)=20), k=1L2,...,m
bo‘ladi.
2°. Ke‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchanligi.
Zaruriy shart. Aytaylik, f(x)= f(xl,xz, s Xy ) funkswa Ec R"
to‘plamda berilgan bo‘lib,

60
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x® =, xf, . Xye E, (x[[' + A, X))+ A, XD+ AX, ) e E
bo‘lsin. Ma’lumki, berilgan funksiyaning x® nugtadagi to‘la orttirmasi
AF(x%)y = Fu® + A%, XY+ Ak, ., X8 A - (P, KD X))

bo'lib, u Axj, Ax,, ..., Ax,, larga bog‘liq bo'ladi.
2-ta’rif. Agar Ax, Ax,, ..., Ax,, orttirmalarga bog‘lig bo‘lmagan -
shunday A, 4, ..., 4, sonlar topilib, funksiyaning x® nuqtadagi to‘liq
orttirmasi ushbu
AF(xY) = AjAxy + AAX, .+ A, AX, +
+ o AX| + 0pAX, + ...+ 0, AX,, " (1)
ko’ rlmshda ifodalansa, f(x) funksiva X’ nugtada differensiallanuvchi

deyiladi, bunda o, «,, ..., o, lar Ax,, Ax,, ..., Ax,, larga bog‘liq va
ax - 0,Ax, > 0,..., Ax,, — 0 da cheksiz kichik miqdorlar.

Agar (x,x?, .., x2) hamda (x? + Ax, x0 + Ax,, ., x0 + Ax )
nugtalar orastdagi masofa

= Jaxt + A 4.+ AxD
uchun Axq; - 0, Ax, - 0,...,Ax, — 0 da
o AX) + 0LAX + ..+ 0, AX, = 0(p)
bo‘lishini e’tiborga olsak, (1) munosabat ushbu
Af (x°) = A;Ax) + A%y ... + A, A%, +O(p) )

ko‘rinishga keladi.

Odatda, (1) va (2) munosabatlar f(x) funksivaning x? nuqtada
differensiallanuvchanlik sharti deyiladi.

1- misol. Ushbu

2
S = (X, %, 00 X)) =X + X3 + .0t X2,

funksivaning V(x,", x3, .., x2)e R” nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi ko‘rsatilsin. -

« Berilgan funksiyaning x° = (x?, x?, ..., x)) nugqtadagi to‘lig
orttirmasini topamiz; .
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BT L sl o SO

AR = (o + 807+ (A o (60 + A, ) -

2 2
(o ek e x®) = 2004 +2x] AXy + ..+

o 0 2 2 2 T
_ 12X, AX,, + AXp + AXS +... + AX,. S
- Agar ' 2
B 0 0 0 L T
Al = 2x1 » A2 = 2x2 3 sary Am = me, ’
CC] = Axl . (12 = sz 5 vrey am = Axm ..:'_.'- .:!_ ey e

deyilsa, u holda
AF(x") = A Ax + A AN, +...+ A A, +0qAY + 0L,AX, +... + 0,,AX,,
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya vx® e R™ nugtada differensial-
lanuvchi. P
Agar f(x)} funksiva £c R™ to'plamning har bir nuqtasida diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, funksiva £ to‘plamda differensiallanuvchi de-
viladi. '
1- teorema. Agar f(x) funksiyva x?e Ec R™ nugtada differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda funksiva shu nuqgtada vzluksiz bo‘ladi.
4 Shartga ko‘ra f{x) funksiva x° nuqtada differensiallanuvchi.
Demak, funksivaning shu nuqtadagi to‘liq orttirmasi
AF(x%) = AAx + A A%, + ..+ A, A%, + 04 AX + Oy A +... + 0,AX,,

bo‘ladi. Bu tenglikdan
e, lim A (x%) =0
. S o Axy -0

bo‘lishini topamiz. Demak, f(x) funksiva x° nuqtada uzluksiz.
2- teorema. Agar f(x) funksiya x® nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiya shu nugtada barcha xususiy hosilalarga ega va

f;] (xo) =Als f_;:; (‘xo) = Als rena jj\"m(xu) = Am

bo‘ladi.
4 Shartga ko‘ra f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi.
Binobarin, (1) shart bajariladi. U holda

Axl;&O, Ax2:Ax3:'"=Axsz
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www.ziyouz.com kutubxonasi



deb olinsa, quyidagi
Dy S(X") = A +oyAx
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikdan topamiz;

ﬁx:f(xo) oy o r s i
T _alxl,IPﬂ(A' +oy) =4 )

axy =0 AX|

Demak, Sa (%)= 4.
Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyaning x° nuqtada f; (x*),
S (XY, ., £ (x") xususiy hosilalarining mavjudligi hamda

fo 0= 4y, £LO0) =45, £ ()= 4,
‘bo'lishi ko‘rsatiladi. »
Bu teoremadan x* nuqtada differensiallanuvchi f(x) funkswanmg
orttirmasi uchun

A (x%) = 7 (")A + f, () Ax +..+ £ (£°)Ax, +0(p)
bo‘lishi kelib chigadi.

Eslatma. f(x) funksiyaning biror x* nugtada barcha xusu51y
hosilalari v

S5O0, f 6 f (0, e £ (X0)
ning mavjud bo‘lishidan, uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’-
lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).

Yuqorida keltirilgan teorema va eslatmadan f(x) funksiyaning x°
nugtada barcha xususiy hosilalarga ega bo‘lishi funksiyaning shu nugtada
differensiallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti ekanligi kelib chigadi.

3°. Funksiya differensiallanuvchanligining yetarli sharti. Faraz
qilaylik, f(x) funksiya £c R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, Uy(x") < £
bo'lsin (§ > 0).

3- teorema. Agar f(x) funksiya U;(x") da barcha xususiy hosilalarga
ega bo‘lib, bu xususiy hosilalar x* nuqtada uzluksiz bo‘lsa, £(x) funk-
siva x* nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

<4 Ushbu

(x +4axy, X) + A%y, .., X0 + AX,, ) € Us(x)

www.ziyouz.com kutubxonasi



nuqtani olib, berilgan funksiyaning x° = (x, x7, ..., x%) nugtadagi

to‘lig orttirmasini garaymiz;
APy = £ + A%y, x) + A%y, o, X8 A = £, XD, L, xD) -
Bu orttirmani quyidagicha yozib clamiz:

Af(xo)z[f(xf’-uxx,, X+ A%y, oy XD+ AX,, ) -
(X8 g, X+ AX, )]+ e
+[f(x?,x2°+Ax2,...,x2,+Ax,,,)— e {3)

—f(x,o,xg,x§’+Ax3,...,xﬂ,+Axm)]+ o
o 0 0 . .0
+...+[f(x,°, X, xt L x0 eax, ) - £, D, xm)].

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

Fl+ax, 2 +a%, .., 35 +A%,)- F(, 2 +ax,.., 0 +ax)=
= fr (30 40 Ax, X +A%, ..., X +AX,)- A%,

SO 8 v, 2 +ax,)- f(X, 4, § +4x%, .., % +4x,)=
L 40 A, D+ AN, 2+ A%,)AX;

PR R, Br )= (L B )= ©

:ﬁ,,, (xlﬁ! x“?’"-’ )&t—l ] xl’;: +9mAXm)'A)§”,
(0<9, <1, k=1,2,.., m)

Shartgako‘ra £, £, ... Sy, xususiy hosilalar x° = (x, 22, .., 22)

.' nugtada uzluksiz. U holda

£ 40 A%, X + A%, ., X +A%, ) = £ (X )+,
£ (g + 6,80, 08 +Ax%, ., B +ax, )= £ (F)+oy,
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bolladi. Bunda - e e hw i) w

Ax >0, Ax, »0,..,Ax, -0 da o -0, az.--'-—i_;ﬂ-;-_:.;,.ocg,;z:w),,():..
Yuqoridagi (3), (4) va (5) munosabatlardan :

+01|Axl + CCZAXE + ... +CLmAxm AR

bolishi kelib chigadi. Demak, f(x) funksiya x? nugtada differensial-
lanuvchi. »

Bu teorema f(x) funksiyaning xD nuqtada differensiallanuvchi '
bo‘lishining yetarli shartini ifodalaydi.

4°. Murakkab funksiyaning dlﬂ'erensmllanuvchanllgl Murakkab
funksiyaning hosilasi. Aytaylik, ushbu

i =) =0 (t, 6,5 b ),
X =) =0, (1, by s ),

: Xm = (pm(r) =0, (tlﬂ By s tk) EFER
funksxyalammg har bir Mc R* to‘plamda, .
a"f(xlvx25' 9xm) _ B
funksiya esa R

E={(x, %), Xu )& R™; X = 0 (1), X3 = (1), s Xy = 9, (D)}
to‘plamda berilgan bo‘lib, ular yordamida
S, 000, s 0, ()= Flt, 1y 1)
murakkab funksiya hosil gilingan bo‘lsin.
4- teorema. Agar x; =¢; (f, &, ..., {; } funksiyalarning har biri
(i=1,2,.,m), (#,4,..,18)e M nuqtada differensiallanuvchi
bo'lib, £ {x, %y, ..., X, } funksiva mos (x}, x7, ..., x2} nuqtada

(40 = 0 (0 8 ), 38 = 00 (s ) 2 = 0 (s )
differensiallanuvchi bo‘lsa, v holda murakkab

Sl (s ) @2 (Bs s 2 ) s ooos @ (B s By )]
funksiya (#°, ¢, ..., £} nugtada differensiallanuvchi bo‘ladi. . .
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4 (.8, ... )e M nuqgtaning koordinatalariga mos ravishda
Aty, Afy, ..., At orttirmalar beraylikki, bunda -

(fl +At|,t2 +At2,.- Ik +A1‘k)eM

bo Isin. U holda harbir x; = ¢; (1, £, ..., ;) funksiva (i = 1,2,...,m)
ham Ax; (i =1,2,...,m) orttirmalarga va nihoyat f(x)} funksiva Af
orttirmaga ega bo‘ladi. _

Shartga ko‘ra x; =; (f, %, ..., &) funksiyalarning har biri
(#, 8, .., 1)) nugtada differensiallanuvchi. Demak,

ox; axl Bxl .
Ax = = A+ 2L 5 At, +°”+8ka +0{p), R
. Ax =—8£At1+ax2 Aty ¥ .. +-aﬂaq +0(p),
ot at, R
............. 8
- ax_m dxp, 9,
Ax, = P Al + o Aty +...+—37;(—Ark +0{p)
bo‘ladi, bunda _ _ _
B (i =L20m; j=1,2,00k)
3 e
xususty hosilalarning (£0, ¢, ..., £ } nugtadagi qumatlan olm,gan wva

p=ARR + A2 + .+ AL .
Shartga ko‘ra f(x), %3, ..., X,,) funksiya {x0, xJ, ..., x2 } nuqtada
_differensiallanuvchi. Demak,
=aaj: Ax2+ +afox + A +0,A0 +. oA, (7)

bo‘ladi, bunda ;;;{_, (i =1,2,..., m) xususiy hosilalaming (x?, x7, ..., x3)

nugtadagi qivmatlari olingan va

Ax; =50, Ax; - 0,...,Ax, -0 da o — 0, a2—>0 o, = 0.
(6), (7) munosabatlardan topamiz: . o S
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_ _aL Iaxl_ Bxl .._._
=3 [ar, At +a Atz + . + Atk +0(p) |+

af 8x2 aXQ
+— + —=Af, +
ax; [a:l AL o, T ?

+ e} Aty + O(p}] +ot
afk

af axm axm axm
et AL +0
e [ar, Al + 7 ~Z Al +.. 4+ 3 At +0(p) |+

o ox af ax2
Axy + ... = = +.. +
+F O AN O Ay o AX, = ( o o T o

o 9x, Y W o i ox,
+ + s b b AL
ox,, ok an + X 0 ox, oy Xy arz 2
[
af ox; . aof 9xy af %
N I +. At
(ax, FrARE PR T v T
e

+ (i + ﬁ‘{_‘. + ...+ axi] 0(p) + O'.EAxl + OﬂzAX2 +...+ OLmAxm S
M e

Bu tenglikdan (i + ;f— S —) O{p) =0(p).
2 X

At > 0,A - 0,.,A -0, yanip—>0da .

Ay = 0,8x, = 0,..,47, »0va o 50,0, 50,0, 50
bo‘lgani sababli CT
0L AX; + O A, + ...+ o, Ax, = 0(p)

bo‘lishi hamda quyidagi

of axl o of oxp
;= ot —
4; Xy az axz % ax,,, a:

(f=1,2,..., k) belgilashlar natijasida R
Af = AN + A AL + ..+ A AL, + 0(p) )

bo‘ladi. Demak, murakkab funksiva #° nuqtada differensiallanuvchi. B
Aytavlik, £ (x(#)) murakkab funksiya yuqoridagi teoremaning shart-
larini qanoatlantirsin. 1 holda :

M(r) Ar, af v an + +—f-Al‘k+0(p)
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bo‘ladi. Bu hamda (8), (9) munosabatlardan foydalanib murakkab
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha
¥ _ A ¥, Y

A ax 94 axy Ay 09Xy of
o o oy ox o ax,
— = e E LT
aty ox o  oxy I ax,, of

af —E}f—?fl+iaﬁ+...+£}c—ax’”
o, 0x oty ox; oty Xy, Ol
bo‘lishini topamiz.
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda bir o‘zgaruvehili u = f(x)
{xe R, ue R) funksiya hosilasi tushunchasiga kelamiz. Bular ha-
qidagi ma’lumotlar 19—21- ma’ruzalarda bayon etilgan.
= 2 bo‘lsin. Bu hoelda ikki o‘zgaruvchili u= f(x,y)

((x,y)e E — R?, ue R) funksiyaning xususiy hosilalari

o _ m 8« f -~ lm Sx+8x,9)- f(x,¥) i s
« e ax—el] AX  ax—b Ax ’

af = lim )’f = lim (JC,Y'*-‘-‘-.V)'-J’(X,}’]

ay Ap—0 Ay Ap—0 Ay

hamda quyidagi o .
A =f(x+8x, y+ay)-F(x,p)= AAx+BAy+(x,Ax+oe,2Ay
differensiallanuvchanlik shartiga ega bo‘lamiz. .
2- misol. Ushbu flx,y)=n tg%

funksiyaning xususty hosilalari topilsin. o
« Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha botladi: :

- o _ [1 ) 1 11 2.
' tg - T -= m‘._'n_—"_ ? . :
i & g% '::os”c ¥ ysingi' e ow
f _ 3 (1 x) 1 1 ( x ) -2
== _—11n tg—. = - = >
3 Y ) wE e \ V) yran?X
¥ ¥
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3- misol. Ushbu R BRI B N

2xy) , agar (x,y}=(0,0) bo'lsa,
flx,y)=1x :
0 , agar (x,y)=1(0,0) bo'lsa
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin. it
« Aytaylik, (x, ¥) # (0,0) bo‘lsin. U holda B
¥ i[ Zxy ]= 2yl +p?)-2xp 2x _ 2y{y? -x?)
e T e,
o .9._[ 2y Y 2xlxtey?)-2ap 2y _ 256 y?)
»ow x2+y2] (ch+yz)2 (ch+y2)2

bo‘ladi. .
Aytaylik, (x, ¥} = (0, 0) bo‘lsin. Bu holda ta’rifdan foydalanib topanuz;_'___
FON _ o SO+85,0)-FO0) L 2800
CaX Ax—sD Ax axs0 AxS
YO0 _ iy 00480} -F00) _ (2800 _ 4y,
ay Ap—0 Ay . Ay Ay

4- misol. Ushbu £ (x,y}=x* + )’ funksnyamng xusu31y hosi-

lalari topilsin.
o Aytaylik, (x, ¥} = (0, 0) bo‘lsin. Bu holda

Y _2 ey a 2 =k L e
= = = = , :
ax  ox 2Jx2+y2 {x2+y2"

L3

F—
L i\.

ay | 2sz y? - Jx2+y2
bo‘ladi.
Aytaylik, (x, ¥) = (0, ) bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra
af(o,[)) - iy L0 0)-10.0) _ sy
Ax->0 AX Ax—0 AX s
B‘f(0 0) _ f(0 0+ay)-f(0,0) _ M '
ay Ay—:[) Ay ay-m Ay

bo‘lib, bu limitlar mavjud bo‘lmaganligi sababli berilgan funksxya
(0,0) nugtada xususiy hosilalarga ega bo‘lmaydi. b
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£- misal. Ushbu

x3y

FGny)={xbey?’
0 , agar (x,y)=(0,0) bc'lsa
_ funlsiyanirg (0, 0) nuqtadagi xususiv hosilalar topiisin. 7 - SR
<« Ta’rifza ko‘ra ERERE
YO0 _ o S0+62,0)-£(0.0) 0.
ax ' :3x—>0 Ax
af(0,0) - im J0,0+ay)~ F(0,0) -0
ay Ay-+0 Ay

“agar (x,y)=(0,0) bo'lsa,

bo‘ladi. Birog berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo* lmaych -
chunki :

. (n,}P)-a(o,O) da f(ﬂ,n3)_5—>5 £(0,0). p
6- misol. Ushbu

xy

, agar (x,y)=#(0,0) bo'lse, =k
f(x,J") = ;x2+y2 AR S T
- 0, agar (x,y)=(0,0) bo'lsa

funksivaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalarining mavjudlig, S0
shu nugtada differensiallanuvchi emasligi ko‘rsatilsin.
« Ravshanki,

=0,
ox Av—s0 Ax

(0,0 _ f(O, ay)- f(0,0) _ 0
ay ay—>0 Ay ’

Demak, berilgan funksivaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalari mavjud
va ular 0 ga teng.

Bu funksjya (0, 0) nugtada differensiallanuvchi bo‘lmaydi. Shuni
isbotlaymiz. Teskarisini faraz gilaylik, garalayotgan funksiya (0,0)
nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin: .
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N-(0,0) = af(a?f‘{)) AX + afgz"O) Ay + O AX + 0 Ay = e
:a[Ax+a2Ay9 (Ax'—)O, Ay “-)O da (‘.f,l ---)0’ az__)o). .
Ayni pavida,

AF (0,0) = £(0+ax, 0+ Ay) - £ (0.0) = £ (Ax, Ap) = 25

\; +Ay

AxA
bo‘ladi. Demak, —~——J5— = o Ax 4 ¢, Ay
\[‘Ax +.r.‘}

Bu tenglikdan, Ax = Ay >0 bo‘iganda

1
bo‘lishi kelib chigadi. Buesa Ax = Ay > 0. da o, - 0, o, ~> 0 bo'-

* lishiga zid. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada differensialia-
nuvchi emas.

7- misol. Agar f(x,y) funksiva R? da differensiallanuvchi bo'lib, .
af of

L . _ . . o _J'__ y .
X =rcosg, y=rsin¢ bo'lsa, o’ 3 lar topilsin.
<€ Ravshanki,
f(x,3) = f(reeso, rsing).
Murakkab funksiyaning xususiy Liosilalarini topish qgoidasiga ko‘ra

ar ox I Iy o Jx +y E}x B _
o _F x . i S Y
36 = ax a(P+ay 3 rsing = +;c09(pa yax ' >
Mashgqlar
1. Ushbu
N o
¥ . X+l
IyY=1=) . ,¥) = Insin~=
faen=(5) . Sy =mnsin’z
funksiya'arning xususiy hosilalari topilsin.
’ 71
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2. Agar

Fle,py=xsiny+ysing, x=%y=uv
¥

‘Isa, =, 21 ilsin,
bolsa, 3’ 3 ay topilsin

3. Aytaylik, f(x) va g{x) funksiyalar Us(x") < R” da aniqlangan
bo‘lib,

1) f(x) funksiya x° nuqtada differensiyallanuvchi va f(x) = 0,

2) g(x) funksiya x* nugtada uzluksiz bo‘lsa, £ (x} - g(x) funksiyaning
x9 nugtada differensiallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4. Ushbu Fe, vy =]

funksivaning (0,0) nugtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin,

60- ma’ruza
O‘rta qiymat haqida teorema. Yo*nalish bo‘yicha hosila

1°. O‘rta qiymat haqida teorema. Faraz qilaylik, f(x)=

= (X, Xy ey X ) funksiva Ec R™ to‘plamda berllgan bo‘lsin. Bu
E to‘plamda shunday

a—(alsazs ﬂ‘ )5 —(bl b2

nugtalarmi garaymizki, bu nuqtalarni bn’lashtlruvchl to g l'l ch1z1q

kesmasi F to‘plamga tegishli bo‘lsin.
Ravshanki, bu kesma ushbu

K ={(x,,x2,...,xm)e R": x=q +i(y —q),
* x,=a +Hb -a),..,x, =a, +1(b, -a,), © St <1}

nuqtalar to‘plami bilan ifodalanadi; Kc F.

1- teorema. Agar f(x) funksiva K kesmaning ¢ va b nugtalarida
uzluksiz bo‘lib, kesmaning qolgan barcha nugtalarida differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda K kesmada shunday ¢ = (¢, ¢;, ..., ¢, ) nugta
topiladiki, bunda

F(B) - flay=fo ()B —a) + £, ()b - )+ .+ £ (Kb, —a,) (1)
bo‘ladi. U S T N R R SN DRt
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- 4 f(x) funksiya K< E kesmada quyidagi .~ . - 3
f(x)=f(x],x2,...,xm]: . ) .
=f(a v+t —a), o+ -y, ..., ap + (b, ~a,)), O<t<D

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu ¢ o‘zgaruvchining funksivasini A7) bilan belgi-
lavlik:

Fy=f(aqy+t(h-a),ay+t(h - @), ..., a, +1(b, - a,)).
Ravshanki, A1) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lib, (0, 1) da
F'it)=fo (h ~a)+ fo (b —a)+ .t fy (b, -a,)
hosilaga ega bo‘ladi. Bunda £y, £y, , ..., f._ xususiy hosilalarming
(@ +1(by~a), o +1(by— @), ... a, +1(b, - a,))

nugtadagi giymatlari olingan.
Lagranj teoremasidan fovdalanib topamiz:

FU) - FO)= F'(ty), (0<t, <1). @
Agar
F(0)=f(a), F()=f(b) S )
hamda
Flt)=fo(a+t (b -a),a+4 (b -a), . g, +5 (b, ~a,))x
x(by—a )+ £, (6 44 (0-a), & +4 (b ~a), ., 4y +4 (B, -4, )X ()
x(by ) +...+ S (@ +1 (b~a), ..., 4, +5 (b, -a,)) (8, -a,)

bo‘lishini e’tiborga olsak, so‘ngra ushbu

- &+l (bl —01)=Cl,

Catt (b —a) =0,

a, +h (bm - am) =Cy
bcigilashlami bajarsak, u holda
c=(c, ¢, ¢, )e K

bo'lib, (2), (3) va (4) munosabatlardan
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SB) - fa)=f3 ()b - @)+ fo ()b =) +...+ [ ()b, —a,)

bo‘lishi kelib chigadi. »
Odatda, (1) formula Lagranining chekli orttirmalar formulasi
deyiladi.
2°. Xususiy hollar. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. m = 1 bo‘lganda
yuqoridagi teoremada keltirilgan formula

fb)y - fla)=fc) {b-a)

{(ae R, be R, a <c < b) ko‘rinishga keladi. Bu Lagranj teoremasini
ifodalovchi formula bo‘lib, 21- ma’mzada o‘rganilgan.
n = 2 bo'lganda (1) formula

f) - fla)= ()b —a)+ f ()b -a),
(b:(b,,b;,)e R, a=(a,m)e R, c={q,¢)e Rz)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Ma’'lumki, u = f(x), (xe R, ue R) funksiyaning hosilasi f’(x)
shu funksiyaning o‘zgarishini (o‘zgarish tezligini) ifodalar edi.
u= f(x), ((x,y)e Rue R) ikki o‘zgaruvchili funksivaning
£ (x,y), f{x,¥) xususiy hosilalari funksivaning mos ravishda OX
hamda OV o‘qlar bo‘vicha o‘zgarish tezligini bildiradi. Boshqacha
aytganda, f{x,)) funksiyaning xususiy hosilalari koordinata o‘qlari
yo‘nalishi bo‘yicha hosilalar bo‘ladi.

Endi f(x,)) funksiyaning tekislikdagi ixtivoriy tayin yo‘nalish
bo‘yicha hosilasi tushunchasini keltiramiz.

Faraz qgilaylik, f(x,y) funksiva Ec R? to‘plamda berilgan bo‘l-
sin. Bu funksiyani Dekart koordinatalar sistemasida tasvirlangan
A =(x, ¥} nugtaning U; (4))c E, (§>0) airofida garaymiz.
Ushbu 4 =(x,y)c U; (4,) nugtani olib, 4, va A nugtalar orqali
to‘gri chizig o‘tkazamiz. Undagi ikki vo‘nalishdan birini musbat
yo‘nalish (26- chizmada ko‘rsatilgandek), ikkinchisini esa manfiy
yo‘nalish deb gabul gilamiz. Bu yo‘nalgan to‘g‘ri chizigmi / bilan -
belgilaymiz. 4, va A nuqtalar orasidagi masofa

p=p(4,A)= \/(x - onz +(y —}'0)2 Cooet i
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S

26- chizma.

bo‘lib, bu masofa m vektorning yo‘nalishi I ning vo‘nalishi bilan

bir xil bo‘lsa, musbat ishora bilan, aks holda, manfiy ishora bilan
olinadi.

Agar / ning musbat yo‘nalishi bilan OX va OY koordinata
o‘qlarining musbat yo‘nalishlari orasidagi burchakni mos ravishda
o va B deyilsa (26~ chizma), u helda

XX, =
____p__':!. = COS O, 1.__5)_’9. = cosf

bo‘lishi topiladi.

I-wa’rif. Agar Nim f(;‘!l"[;f(_AQ TR Y

limit mavjud bo‘lsa, bu limit £(x,) ﬁmk31yan1ng Ao (xo yg) nuq?-
tadagi / yo‘nalish bo‘yicha hosilasi deyiladi. Uni

of (Ap) . Y (xp)
—_ ,_a_._f___ yOk] —.-—.—....é_,..__--.

. . . f (4y) SA)- f{Ao) L
____________ = ]1 AT
kabi belgilanadi. Demak, ~~3; Py 5 -
1- misol. Ushbu S(x,y)=3x );

funksiyaning (0, 0) nugtada barcha yo‘nalishiar bo‘icha hosxlalannmg
mavjudligi ko‘rsatilsin. )
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_ 4 Aytaylik, o = ig bo‘lsin. Bu holda
y=tgo x

Flx, )=y tga = x\ﬁg—a
p((x,1),(0,0)) = yx? + x? g2 o = x| 1 +1g2

bo‘ladi. U holda berilgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi o # ig bo‘lgan
ixtivorty yo‘nalish bo‘vicha hosilasi, ta’rifga binoan,

af (0,0) Flx.p)~F(0,0) Yreo - x
22 = lim = lim

al p—-}ﬂ ' P p->0 !l+tg o1l

bolib, -

bo‘ladi.
" Agar "% <o <g bo‘lsa, u holda x > 0, |x|=x bo'lib,

o (0.0) _ iza
of Jletg? o

bo‘ladi. - -
ot Agar g< o< 32’—5 bo‘lsa, u holda x < 0, x| = —x bolib,
. : 7 (0.0) _ 3r“—tg0£ | S
ol \Hl+tg2 o
_. ..bo ladi.

_ Aytaylik, o # +— bo'lsin. Bu holda x =0, f(O y) 0 bo llb
' bu yo‘nalishiar bo* ylcha hosila

“of (0,0) _
== 0

bo‘ladi. M _
1- teorema. Agar f(x,y) funksiva 4, =(x,¥;) nuqtada diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, u holda funksiva shu nuqtada har ganday

yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega va
af(AO) af(xﬂ :yl]) af(x[l)y[b) f(IO yﬂ)

= = Ccos
YRR AR R

cosB (3)
bo‘ladi. ' L
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« Aytaylik, f(x,y) funksiva 4, = (xp,y,) nugtada dlffenenslalla-
nuvchi bo‘lsin. U holda .

FAD-f(4)=1(x9)-S(x,¥)

orttirma uchun

FD-F(A)= af(A” (x - )+af(A0 (y J’o)"‘o(P)

boladi, bunda  p=+(x-x) + (¥ - o) .
Keyingt tenglikning har ikki tomonini p ga bo‘lamiz: SRR

S-S A) _¥(A) x-—x AA) y-yo O0p) = "
P ox P oy P Pl

Y~ .

. T x-
Ma'lomki, = . —bnxﬂ:cosa, cosP.

Shuni e’tiborga olib, p — 0 da limiiga o'tib topamiz; _
p—0 P ox

cos o + o €03

A Y(do) _ (%0, 30) o (xq, yn)
Demak, S T gy cosat % cosp . »

2- misol. Ushbu fx, y) x? +y s

funksiyaning (1,1) nugtada 7 =7 +2j vektor yo nahsh bo ylcha hOSl-

lasi topilsin.
« Ravshanki, bu holda

i 2 : ¥ i".’.}%’:i
cosa=7§, cosf = B
¥y _ alEn?) ¥
ax ox =2x, T =2,
Fey) _ Ae?) o oLl _
oy w P Ty T
bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
YW 5 1 5. 26 o
Y] 2 \/-5- + 4 Jg - \/—5— . b 4
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Faraz qgilaylik, f (x,y) funksiva ochiq £c R" to‘plamda differensial-
lanuvchi bo‘lsin. Binobarin, funksiya £ to‘plamning har bir (x,y) e £
nugtasida :

A (xy) A lxy)
ax y
xususiy hosilalarga ega bo‘ladi. Koordinatalari shu xﬁsusw hosnlalardan
iborat bo‘lgan vektorni tuzamiz:

Fxy) 7, 8f(xy) SRS
ox 3y ... ®

bunda 7 va j — koordinata o‘qlari bo‘vicha yo‘nalgan birlik vektorlar.
(6) vektor f(x,y} funksivaning gradiyenti deyiladi va grad f kabi bel-
gilanadi;

gradf = af(x’y) I+ af(;; ¥) j.

Demak, grad f Eto plamnmg har bir (x,y¥) nuqgtasiga bltta vektom1

mos qo‘yuvchi goida, boshgacha aytganda, ikki o‘zgaruvchili vektor
funksiya bo‘ladi.

S{x,y) funksiyaning & = (cosa,cosp} vektor yo‘nalishi bo‘yiéha

af (x,y)
o

qatan ham, grad fva & vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
T af (x,y) of (x.y)
ay

hosilasini uning gradiyenti orqali ifodalash mumkin. Haqi-

é-gradf =cosu +cosP

f( ,y)

0

bo‘lib, u (5) formulaga ko‘ra ga teng bo‘ladi:

egradf = afg;.y ) .

Ayni paytda, ¢ va grad f vektorlarning skalyar ko‘paytmasi shu
vektor uzunliklari ko‘paytmasining ular orasidagi burchak kosinusiga
ko‘paytirilganiga teng bo‘ladi:

e gradf = |gradf|-e|. cos(é :gradf). o - ®

Ravshanki, |él=1. (7) va (8) munosabatlardan
78

www.ziyouz.com kutubxonasi



= |gradf (x,y)|- cos(€, grad f (x,y))

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikdan ko‘rinadiki, ¢ hamda grad f(x,y) vektoriar
o ( ,yJ

o (x.y)
al

parallel bo‘lganda -

lgrad f (x,y)u = (1200 + £ ()

ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, f(x,y} funksiyaning gradiyenti grad f funksxyanmg
{x,y) nuqtadagi eng tez o‘sadigan tomonga yo‘nalgan bo‘lib, uning
unzunligi shu yo‘nalish bo‘yicha ofsish tezligiga teng ekan.

3-misol. Ushbu £ (x,y)=x*+2y?

funksiyaning (1, 1) nuqtada eng tez o‘sadigan yo‘nalishi aniglansin
va shu yo‘nalish bo‘vicha o‘sish tezligi topilsin.

ning giymati eng katta va u

4 Ravshanki,
¥y _aled+2y?) 5 (LY _
ax ax TR T %
af (xy) _ 3 (x2+2y?) I
yo o w Ty
bo‘lib, gradf (1,1) =27 +4],

2

lgradf (1L,1) =22 + 4% =25
bo‘ladi.

Mashqlar

1. Aytaylik, f(x) funksiya bog‘lamli £e R™ to‘plamda differen-
siallanuvchi bo‘lsin. Agar Eto‘plamning har bir x € £ < R” nugqtasida
S (%) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo‘Isa, funksiya
E to‘plamda o‘zgarmas bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar f(x,y) funksiya {0,0) nugtada barcha yo‘nalishlar bo‘yicha
hosilaga ega bo‘lsa, f{x,y) funksiya (0,0) nugtada differensiallanuvchi
bo‘ladimi?
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_ L 61- ma’ruza -
Ko‘p ofzgaruvchili funmksiyaning differensiali

2 }°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x)=
= f(%,%,...x,) funksiva EcR" da berilgan bo'lib, X=

= (x0,x),...,x2)e E nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U
holda ta’rifga ko‘ra funksiyaning x® nugtadagi to‘liq orttirmasi

A () = af fa(;c") af( 0)
2

AXy + .+ Ax,, +o(p) 1))
- bo‘ladi. Bu munosabatda

= JAxE + A 4.+ AX B

bolib, Ax, -»0,Ax) —»0,..,4x, -0 dap—>0.
1- ta’rif, f(x) funksiyaning Af (x%) orttirmasidagi . ... .,
af{x°) ar(x%) af(x“)
: . axl a Mz axm Axm
ifoda f(x) funksiyaning x* nugtadagi differensiali (to‘liq differensiali)
- deyiladi va

Axy +

df(x°) voki df(x?,xg,...,xg) |
kabi belgilanadi: . T i

xl)

AX,, .

Demak, f(x) funksnyamng x? nuqtadagl differensiali Ax,, sz y ey Axm
larga bog‘liq va ularning chiziqli funksiyasi bo‘ladi.

Agar
Ml = dxl, A-xz = dxz, ey Mm = dxm

deyilsa, f(x) funksiyaning x° nugtadagi differensiali ushbu

I () = af(x )dx af( )mCZ af(x")dxm )

¥ ax,,
ko‘rinishga keladi. Demak,
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AF(x") =df (x*) +0(p) -
Keyingi tenghkdan p—0 da
e Af(x*) = df (x°)
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu taqribiy formulanmg mohiyati shundaki,
funksivaning orttirmasi Ax;, Ax,, ..., Ax,, larning, umuman aytgan-
da, murakkab funksivasi bo‘igan holda funksivaning differensiali
AXy, AX,, ..., Ax,, larning chizigli funksiyasi bo‘lishidadir.
2°. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning

invariantligi. Aytaylik,

= {t)=¢ (), 6, 1),

Xy = (p2(t) = (t] 1 t2’ B ] rk)ﬂ

| . 'xm = (Pm(t) :(95 (r]g fz,..., fk)
funksiyalarning har biri Me R* to‘plamda bertlgan bolib,

E :{(xlsxzs s X e RT 1y =i (D=9 (4,8, .., 8 ),
X =0 (0 =0 (i hy s iyl X = @D =0y (5, 1y, o 1))

to‘'plamdaesa 1 (x,,x,,...,x,, ) funksiva aniglangan bo‘lsin. Bular yor-
damida

FO@)Y = £, % (B, oy X, (O = F{t, by, s te) — F
murakkab funksiva hosil gilingan bo'lsin.

Ma'lumki, x; = @ (1], ..., &) (=1,2,....m) funksiyalar ° = (¢, ..., #?)
nugtada differensiallanuvchi bo‘lib, f(x) = f (x;, x5, ..., x,,) funk-
siva mos x° = (xP, x3,..,x)) nuqtada ( = (), )dj o (),
o X2 =g, (1")) differensiallanuvehi bo‘lsa, murakkab funksiya
* =(#, ..., ) nuqtada differensialanuvchi bo‘ladi.

Modomiki, f(K1)) ﬁ.mkswa L, 6. . 1, 0‘Zgaruvchilarga bog'liq
ekan, u holda
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=Y drl LA iyt id; )

bo‘ladi.

Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash fonnulalan-
dan foydalanib topamiz:

F_A x ¥ w Y a,

I ox on oy o "V ag, am o

¥ o x F x Y A, ‘
312 Bx, 8!2 ax2 8@ h axm afz ’ s ;
A _Y N Y o 2y,

afk Bxl afk a'X2 afk axm a!'k

Bu xususiy hosilalami (3) ifodadagi ai aa{ ;}Tf lam'ing o‘rniga
k

go‘yamiz. Natijada
df = [_@f o A ¥ LA ax"']a'r,

) a)-'l 3!1 Bx;_ 8!‘1 Elxm df
_——— e — = 4 +...
{ + |:3x1 81‘2 * ax2 afz + axm 83‘2 dfz *

af a3‘1 af 3)(2 I axm
. = di, =
+[ax1 afk oy 8‘1:2 a.",‘ + axm Btk &

_ af ax} aXI axl
=5 [3f| dy + dr;, v dri
Bf ax; 8x2 N —xz Sl e L
axz {arl ag + S dy o+ 5 dar, | +.. +.:e N
i
of | dx,, Bx,,, A st
L ¥ Xy [ el ah+ a’t2 + drk
' bO‘Iadi- . a ‘ s
Ravshanki, ' N
U o 8‘x1 axl axl ' _
kT af + - % dty +...+ _aﬂdr" = dx,,
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ST A R

T ax ax ax
al‘lz df] 2 dt2 + .+ -u-z‘-dtk = dxl,

.............................

o ge o B e o 3t e
1 2
ot VRIS

DPemak, murakkab funkswaning differensiali
daf = 2L dxl + T f dxy 4 % dx,, )

bo‘ladi.

Biz yuqorida f{x} hamda f (x(¥)) murakkab funksivaning differen-
siallari uchun (2) va (4) ifodalarni topdik. Bu ifodalami solishtirib,
ularning shakli (ko‘ninishi) bir xil, ya’ni (2) va (4) formulalarda funk-
siyaning differensiali xususiy hosilalarning mos differensiatlarga ko‘payt-
malaridan tuzilgan yig‘indiga teng ekanligini paygaymiz. Bu xossa
differensial shakiining invariantligi deyiladi.

Eslatma. f(x) funksiya differensialining (2) ifodasidagi
dx,,dx,,...,dx, lar mos ravishda Ax,,Ax,,..., Ax,, lar bo'lsa, £(x (¥))
funksiva differensialidagi dx,,dx,,...,dx,, lar 4,4,...,4, o‘zgaruvchi-
larning funksiyalari bo‘ladi. Demak, (2) va (4) formulalarning ko‘ri-
nishlarigina bir xil bo‘iadi.

3°. Sodda qoidalar. Aytaylik, o

t=1(Xy, X500 %), V= 0(X, X,00 X, ) ‘

funksiyalar Ec R to‘plamda berilgan bo‘lib, x° = (x? XX ) e E

nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda: - R
1 du+v)=du+dv,

2) d(u-v) = vdu+udv, . :
u) _ vdu—udv PR -,
3) d(;) = "'"‘;"2‘“—--, (U #* 0)
bo‘ladi.
Bu munosabatlardan birining, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz.
< Aytaylik, F= f;_'
bo‘lsin. Bu holda F funksiya w va v larga hamda u va v lar oz
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navbatida x,.x;,...,x,, o‘Zzgaruvchilarga bog'liq bo‘lib, murakkab funk-

sivaga ega bo‘lamiz. Differensial shak]jning invariantlik xossasiga ko‘ra
dF = d + 3 oF Cdv

bo‘ladi. Ravshanki,

du v adv o
Demak, : dF =1 a'u - md - gffiav;udv’
e _' du—udv
L e K d(5)=v v
ya'ni - : r

bo‘ladi. »

4°. Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.
Aytaylik, m = | bo‘lsin. Bu holda u = f (x), (xe R, ue R) funksiya
va uning differensiali

du =df = f'(x)dx

ga ega bo‘lamiz.

Ma’lumki, u = /(x) funksivaning differensiali shu funksiya tasvir-
langan egri chizigqa {x;, f(x)) nuqtada o tkazﬂgan urinma ordma-
tasining orttirmasini ifodalaydi (27- chizma}. - R

. Ya
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= 2 bo‘lsin. Bu holda ikki o‘zgaruvchili u= f(x,y),
((x,y)e R?,ue R) funksiyaga ega bo‘lib, uning (x,, y,) nuqtadagi
differensialt

a 3 a ’
du = df (%o, = f{;iyﬂ)dx-k-f();';yﬂ)dy

bo‘ladi, bunda dx = Ax, dy = Ay.
Ax va Ay lar yetarlicha kichik bo*lganda

Af(xthyﬂ): df_(x(],y()),.

. I (xp, df (xg,
ya'mi  f (x, + A%, g + AV} = £ (X0, p0) + f(ai ) g + f(ai’yulay
i "

tagribiy formula hosil bo‘ladi. '

1- misol. Ushbu =
funksivaning differensiali topilsin,

4 Ravshanki, w yx¥ M nx.

oax ay

U holda (5) formulaga ko‘ra

i

du = yx* 7 dx + x¥ In xdy
bo‘ladi. »

2- misol. Tomonlari x = 6 m va x = § m bo‘lgan to‘g'ri to‘rthurchak
berilgan. Agar bu to‘g'ri to‘rtburchakning x tomonini 5 sm ga oshi-
rilsa, y tomonini 10 sm ga kamaytirilsa, to‘rtburchakning dioganali
ganchaga o'zgaradi?

« Agar berilgan tog‘ri to'rtburchakning dioganalini » desak, unda

u=+xt+y |
bo‘ladi. Endi
Au(lu,)’o) Ax + ém Ay
JXO +y0 \/xo +_VO
bo*lishini e’tiborga olib, topamlz. '
X Ax 4+ 2 Ay = xoﬁx+yoAy

Au(xy, o) = . —
X+ \/;‘3 +74 x5+

85

www.ziyouz.com kutubxonasi



. Bu munosabatda o L e
| Xy = 6m, Ax = 0,05 m, y0-=3 m, Ay =-0,10 m
dévilsa, v holda o

_ 6:0,06+8(-0,10)

Au
N36+64

m=-0,05m

bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning diagonali taxminan 5 sm ga
kamayar ekan. p

Endi f(x, y) funksiya differensialining geometrik ma’nosini kel-
tiramiz.

Aytaylik, 2= f(x,p)
funksiva ochiq Ee R to‘plamda differensiallnuvchi bo‘lsin, Bu funksiya
grafigi R? fazoda biror I'(f) sirtni ifodalasin. T(f) = {(x, y,2Ye R :
(x,¥)e £, 2= f(x,9)} sirtda (%, ¥, %) € T, (2 = (%, 3)) -
nudtani va shu nugtadan o‘tuvchi, qaralayotgan sirtga tegishli bo‘lgan
silliq

F={x=x@),y=y{f),z=z(t):a<i<B}

egri chizigni olamiz. Modomiki, egri chiziq sirtda yotar ekan, u holda

(5 = f(x(2), p(8)), P
((X(to)a}’(te)az(l‘n)) =(x,¥0.% ), g € (Q,B)) '
bo‘ladi. Ravshanki, S
(1) = f(x(2}, (1))

_ murakkab funksiya bo‘lib, uning #, nuqtadagi differensiali, differensial
shaklining invariantlik xossasiga binoan, ushbu

' d , d ,
Pyt g Tl g

ko‘rinishga ega.
Koordinatalari dx, dy, dz bo‘lgan vektor I egri chiziqqa (Xp, ¥y, 2 )
nugtada o‘tkazilgan urinma vektor bo‘ladi.
Endi koordinatalari

_f'f_(fo-yo) _ 3f(x{|£9) { . P S
ax ’ ay r

L R Ry |
S S T D ]
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bo‘lgan A vektorni qaraylik. Yuqoridagi (6) munosabat # vekior
urinma vektorga (x;, ¥, % ) nuqtada ortogonal bo‘lishini bildiradi.
Shuning uchun # vekior egri chizigga (xy,¥s, 2y} nugtada ortogonal
deyiladi.

Ma’lumki, I egri chiziq (X, ¥y, %) nugtadan o‘tuvchi va I'(f)
sirtda yotuvchi ixtivoriy egri chizig edi. Binobarin, # vektor shu
{(xa,¥a,% ) nugtadan o‘tuvchi va T'(f) sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri
chiziqqa ortogonal bo‘ladi. Shuning uchun # vektor I'(f) sirtning
(x4, Y0+ 2 ) nuqtasidagi normal vektori deyiladi.

Sirtning (g, ¥y, 25 ) nugtasidan o‘tuvchi va sirtning normal vek-
toriga ortogonal bo‘lgan tekislik, T'(f) sirtga (Xy,Vy,% )} nuqtada

o‘tkazilgan urinma tekislik deyiladi. Uning tenglamasi _
Dot
Z = af(x.’_) ,Jg) (X 0) afgx{] ;}0)(}; e i

bo‘ladi, bunda (XY, Z) urinma teklsllkdagl o‘zgaruvchi nugta: Bu
tenglikdan foydalanib, P

_f(xoy) F (Xo.ba) o L
Z-z = P (x~x )+ BV (y~») SR
ifodani olamiz. Keltirilgan tenglik va (6) munosabatdan
df (%, ¥0)=2Z -2 R’
bo‘lishi kelib chiqgadi. : o : f

ZJ\

£ g
R

T
(xi)! y[))

o Y Y

e

28- chizma. L
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Shunday qilib, z = f(x, y) funksiyaning (x,, y,) nuqtadagi diffe-

rénsmll df (x5, y;) bu funksiya grafigiga (x,, ¥,/ (%, yp)) nuqtadagi
urinma tekislik applikatasining orttirmasini ifodalar ekan (28- chizma).

Mashqlar

1. Ushbu f(x2 +y? , arctg -ii), (x* +y* >0)
- funksivaning differensialt topilsin. ' _
2. Ushbu o = (1,02 )3’01 miqdorning taqribiy giymati topilsin. |

62- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosnla va
differensialiari. Teylor formulasi

1. Yugori tartibli xususiy hosilalar. Faraz qilaylik, f(x}=
= f(x,%;,...,x,,) funksiva ochiq Ec R" to‘plamning har bir
X ={X], X3, .-y X, }€ £ nugtasida
e IV n

J(;):: = fx,— : (I = 1, 2a°--a m) Horiealn nplaen
xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu xususiy hosilalar x,, x,, ..., x,,
o‘zgaruvchilarning funksivasi bo‘lib, ular ham xususiy hosilalarga ega
bo‘lishi mumkin:
. A (x) ’ ! .
Ca ( 5 ) (2N, Gh=1,2,.m).
Bu xususiy hosilalar berilgan f(x) funksivaning ikkinchi ran‘:bh
xususiy hosilalari deviladi va :

d? fix) PP A
. Dx, 0% yoki fxka(x)w (hk=1,2,..,m)
kabi belgilanadi:

3? a°f(x) o (x) ) -
Bxkdx f"f"" (x) = a{ ax; ] ' =

8%
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Agar i = k bo‘lsa, gariCon

axkax
ikkinchi tartibli xususty hosila aralash hosila deyﬂadl e
Agar i = k bo‘lsa, ikkinchi tartibli - C S

2
a——-f—(ﬁ fx,xk (x)

J(x) funksivaning uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi xususiy
hosilalari xuddi yuqoridagiga o‘xshash ta’riflanadi. Umuman,
fx) = f{x,x,...,x,) fonksiyaning x;, %, ;... X; , ,%, o‘zgaruvchi-
lar bo‘yicha »- tartibli xususiy hosilasi berilgan funksiyvaning (# — 1)-
tartibli xususiy hosilasi

A U Ry AN |
ning 'x,.” o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi sifatida ta’ﬁﬂaﬁéc__li:_

3" £ (x) __i[ 8”.‘1(5.1.___]

0, 0m, O Oy O { 9, 9x 9,

:r—l
Bu holda ham /), 7, ..., i, lar bir-biriga teng bo‘lmaganda_

L
ox; ...0%; Bx,]

aralash hosila deyiladi. .
Agar i\ =i, =...=1I, = k bo‘lsa, »- tartibli xususiy hosilalar qu-
yidagicha yoziladi: : S

. o - 32 f . 82 f . -
Ushbu o ::}};5)? ax axk (i * k) _ .
aralash hosilalar funksiyaning turli o zgaruvchllan bo ylcha dlﬂeren-
siallash tartibi bilan farq qiladi: :

89
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3f

Idxgox;

da f(x,%,...,X, ) funksiyaning avval x, o°zgaruvchi bo‘yicha, so‘ng-
1a x, o‘zganivchi bo‘yicha xususiy hosilasi hisoblangan bo‘lsa,
3f
axax
ifodada esa avval x, o‘zgaruvchi bo‘yicha, so‘ngra x; o‘zgaruvchi
bo‘yicha xususiy hosila hisoblangan, Ular bir-biriga teng ham bo‘lishi
mumkin, teng bo‘lmasdan qeolishi ham mumkin (misollar keyingi
bandda keltiriladi).
Aralash hisilalarning tengligini quyidagi teorema ifodalaydi.
1- teorema. Faraz qilaylik, f/(x,X,..,x,) funksiya x®=
={x),x3,...x% }e E c R™ nuqgtada n marta differensiallanuvchi bo‘l-
“sin. U holda x® nugtada /(x7,x;,..., x,,)} funksiya ixtiyoriy #- tartibli
- aralash hesilalarining qiymati x,, x,, ..., x,, o‘zgaruvchilar bo‘yicha
ganday tartibda differensiallanishiga bog’liq bo‘lmaydi.
< Buteoremaning isboti, keyingi bandda ikki o‘zgaruvchili funk-
siva uchun keltiriladigan teorema isboti kabi bo‘ladi. p
2°. Yuqori tartibli differensiallar. Faraz qilavlik, f(x) =

= [ (x1,%,.... %, ) funksiya ochiq Ec R™ to‘plamda berilgan, xe £ .

nugtada ikki marta differensiallanuvchi bolsin.

I-ta’rif. f(x) funksiya differensiali df (x) ning differensiali berilgan
Junksiyaning x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d 3 (x)
kabi belgilanadi:

& f(x) = d (& (x)).

Endi funksiya ikkinchi tartibli differensialini uning xususiy hostlalari
orgali ifodalanishini ko‘rsatamiz.
Ravshanki,

)= L0 ax + Ly 1.+ YD g,

"m

bo‘lib, u x =(x{,%,..., X,, } ga hamda dx,,dx,,...,dx,, larga bog'liq
bo'ladi. Bu tenglikda dx,, dx,, ..., dx,, lami tayinlangan deb hisoblab,
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df (x) ni x;, X3, ..., X, o‘zgaruvchilarning funksiyasi sifatida qarab,
uning differensialini topamiz: CEREE

d(df):d[g--dxl af-dx2 +if-dx)=

NEEEAY s 2L}
= dx] [E(-a“x—;—] dxl + a._X2 (axl J dxz -+ axm (axl ] dxm]""_ o

. a{ao KN kLS o
+dX2 [é:a(é}:]dxl + a—xi(éxz dez +..+ o, [ax2 ]dxm]+___+

.................................................

3 (o 3 (o o (¥ o
+ ey [a—{a—)d" s [a ]d"? e a*(aT,,, )“'xm] =

2
LI Y SR | B 1Y A v W
xf x% ;” ax oxy
e L e, vt O dvds, + 0 dede, v 2 dodv, +
oy L3 E o R T e e M T R
2

Bunda simvolik yozuvdan foydalaniladi. U quyidagicha tushuniladi:
qavs ichidagi yig‘indi kvadratga ko‘tarilib, so‘ng fga «ko‘paytiriladi».
Kevin daraja ko‘rsatkichlari xususiy hosrlalar tartibi deb hisoblanadi.
Demak, :

2
& f(x) = (aa—, o + Lty v L, ) foow

S (x} funksivaning x nuqgtadagi uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi
differensiallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning x nuqtadagi (#—1)- tartibli differensiali
d"™f(x) ning differensiali f(x) ning n- tartibli differensiali deyiladi
va d"f (x) kabl belgilanadi:

d"f(x) =d(d™ f(x))-

e
R S 4

51

www.ziyouz.com kutubxonasi



* Agar f(x) funksiya x nuqtada » marta dlf‘ferensmlanuvchl bo Isa,
u holda
m ey (2 e+ 2 2y
d"f{x)= (ax] d»c1+ax2 a'x2+...+aJ.r ]f ()

m

bo‘ladi.

3°. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Biz
yuqorida funksiyaning yugori tartibli differensallarini bayon etdik.
Unda funksiya argumenti x,, x,, ..., x,, lar erkli o‘zgaruvchilar edi.

Aytaylik, f(x} = f(x;, %, ..., x,,) funksiyada x;, x,, ..., x,, 0'zga-
ruvchilarning har biri 4, #, ..., #, o‘zgaruvchilarning funksiyalari bo‘i-
sin (%, = ¢, (8,6, 0, ).

Qaralayotgan f(x) va x; =;(), (i =1,2,...,m) funksiyalar
n marta differensiallanuvchanlik shartlarini bajargan deb, murakkab
F () funksivaning yugori tartibli differensiallarini hisoblaymiz.

Ma’lumki, differensial shaklning invartantligi xossasiga binoan,
murakkab funksiyaning differensiali

df = dxl af dx2 aaxidxm

boladi. Diﬁ"erensiallash qmdalandan foydalanib funksiyaning ikkinchi
tartibli differensialini topamiz: ’

de:d(df)=d(%f~dxl+if_dx2+...+a_i£dxm]: .
qd(af dx1]+d{af dx2)+ +d[ o dxm]z
0%
| =a’(3f) dx, + fd(dx,) d(af ] dx, + L d(di )+
o dxy
+a’(af ) dx,, T d(dx,,,)—

df . B y
_d(a—] dx1+d(ax dez +4:)’{a )dx. +.

%) 2 X1

af 2 & 5 9 p
axl d°x + T —d°x, +“‘+ax,,,d X,

2 X ¥,
(axlafx, axzdr2+ +ax jf+ =-d°x + 2dx2+...+§;;dxm
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Demak, -

. ; , .
2 ¢ a_ E.‘ S
df - {'a;]dxl —!——--2 de +...+§xm dxm}f +

ax .
3
I n I ¥
+${l_dxl+§g-dx2+...+a?n:dxm-

Shu yo‘l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi
differensiallari topiladi.
l-eslatma. (1) va (3) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli
differensialarda differensial shaklning invariantligi xossasi o‘rinli emas-
ligini ko‘ramiz.
2-eslatma. Agar f{x,%,..x,) funksiya argumentlari
X{, Xy, ..., X, larning har biri 4, 4, ..., £, o'zgaruvchilarning chizighi
funksiyasi bo‘lsa, u holda f'(x) funksivaning ikkinchi tartibli (umuman,
n- tartibli) differensiali differensial shaklning invariantlik xossasiga
ega bo‘ladi.
« Aytaylik,
Xp=braf vay +orat, (i= L2,.,k)
bo‘lsin. U holda, ravshanki,
ad!] = d2{2 = .= dztk = 0
bo‘lib,
d*x, = a d*t +a, d*t + ..+ a, d°y =0
bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:
2
20 {9 9 S -
d’f -(ax] dx +ax2 dxy +...+amef,
Bu esa d*f ning (1) formula ko‘rinishiga ega ekanligini bildiradi. »
4°, Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Aytaylik,
f(x)= f(x, x5, ..., x,, ) funksiya ochiq £c R" to‘plamda berilgan
bo‘lib, Us(x°) < E bo'lsin, bunda x° = (x{, x§, ..., x2) va & > 0.
Ravshanki,
W = (550 %) € Up (), X0 = (X0, 20)
nuqgtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi
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A= {x,o + (% —-xlo), xg' +1(x, —xg), ey x,?, +(x,, -x,?,); Dt I}
shu Us(x®) ga tegishli bo‘ladi. '
Faraz qilaylik, f (x;,Xy;..., X, )} fonksiya U;(x®) to‘plamda (n+1)
marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksivani A to‘plamda garasak,
[0, 1] segmentda aniglangan ushbu
F(t) = f(xlﬂ +1(x —x?), x? +{xy — xg ) - xg, +Hx, — x?,, ))
funksiyaga ega bo‘lamiz. F(r) funksiva [0, 1] da hosilaga ega bo‘lib,

}f"’(t)ziaf-:-‘(xl —.w:lﬂ)+%‘(x2 —x§)+...+§; Ay =x2) =

™ (xl"xl)+§""(x2_x2)+ ( ~Xp )
(i Vo

bo‘ladi, bunda f(x} funksiyvaning barcha xususiy hosﬂalari

(xf’ (g ~xP ), X w10 =), ., 2 +£(x, -xﬂ,)) @
nuqtada hisoblangan. |
Umuman, hosil gilingan A7) funksiya - tartibhi (k = 1,2,...,n+1) .
hosilalarga ega va u

k
FO (1) = [ > (v - x?)+a%-»(xz—x3)+---+%(xm~x2,))f

ga teng, bundagi barcha xususiy hosilalar (4) nugtada hisoblangan,
Bu munosabatning to‘g‘riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotianadi.

Shunday qilib, A ) funksiva F'(¢), F™(1), ..., F{””)(t) hosilalarga
ega bo‘ladi. Teylor formulasiga ko‘ra (qaralsin, 24- ma’ruza) 4, nugtada
(0<t <)

Fiy=F()+ F’(to)(r.— ty)+ % Fr{t)(t - o) +.o+

I (k) " 1 (m+) n+l
+ 2 F () -1 1) +mF" ©-(t-4)

)

bo‘ladi, bunda ¢ = #, +6(f —1#,)}, 0 < © < 1. Butenglikda % = 0,7 =1
deyilsa, u holda
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F(l)= FO)+ 5 F/(0)+ 3 F (0 + ot L FP (04 1 F™ (6)
bo‘lishi kelib chiqadi,

Ayni payida,
CFO=f(, L),
- F(l) = f(x] bl xZ 3 xm)s } ;
d 2
f*":(k}_“’h(_a?l'(xl—x?)+gz‘(x2—x§’)+ +_...,, )j (6)

(bunda [ funksiyaning barcha xususiy hosilalari (xl Xy ey X0 ) UG-
tada hisoblangan) bo‘lishini e’tiborga olsak, u hoida (5) va (6) tenglik-
lardan ushbu

1

-ﬂ,!x

M=

f(xl?xb AR xm)=f(x;}=x|2}$ e xf?f)-'-
1

J )
X{g;l"(x: -x{ )+ gx“g'(xz —x) )+ +a—xa---(x,,, e DI € SO B

= E
1]

i

! g 2 n+l
+m)"l[“ax“]"(xi x?)+a_?c2_(x2 —X2) x.._(xm )]

il

Xf(xt +8(x —xl) X5 -!-B(x2 —xf) by X0 +6(x, mx,'f,))

(0 <9 < 1) tenglikka kelamiz. Bu ifoda ko‘p o‘zgaruvchili f (xy, Xy ,..., X, )
funksivaning Lagranj ko ‘rinishidagi qoldig hadli Teylor formulasi deyiladi.

5°. Xususiy hollar, Aralash hosilaning tengligi hagida teorema.
m=1bo‘lsin. Bu holda ¥ = f(x) (xe R, ue R) funksiyaning yuqori
tartibli hosila va differensiallariga kelamiz. Ular 23- ma’mzada batafsil
bayon etilgan.

m=2bo‘lganda u =f(x, ¥}, ({(x,») € R?, ue R) ikki o‘zgaruvchili
funksiva bo‘lib, uning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari (ular 4 ta
bo‘ladi} quyidagicha bo‘ladi; S

A xy) (Bf(x y)) Ff(xy) _ __(af(x,y)) .
wr axl ax ax )

3’ f(x,p) [af(xy)] CoA () [Bf(xy)]

Taxdy | ox| oy B Ay
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1- misol. Ushbu  f(x,y) = arctg— (y 20)

funksiyvaning ikkinchi tartibli xususiy hosn lalari topllsm

Cpeend ey
<« Ravshanki, - F
o 1 1 _ oy of 1 (x) X ..
ax Wy T T gy T AT | T T
AR VSRR AN SR P Xy
y y
bo‘ladi.

Endi ta’rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini topamiz;

a ax|xtyt (x2ay? ) o
BRI y Y X
SRt ay et ) (ey?) CLow
82f X Y X7 e y_z._ o i
axdy ax x* 4yt (22 +y? )2 ’
’f 8( a J_ 2xy
T T a2 | S
Ay | x4y (x2+y2) >
2- misol. Ushbu | Y
. , e

xy x 4
IR IS ey .
0 , agar x* +y? =0 bo‘lsa,
funksiyaning (0, 0) nuqtadagi aralash hosilalari topilsin. .
Aytaylik, (x,y) = (0,0) bo‘lsin. Bu holda

af y x). _yZ . 4x2y2 af . x2 __y2 4x2y2
Fr 7.2 7P v (2. av
T (2ay2) v T (2

oL _i(i)= oyt 82
Codvx oyl\ax)  x24y? (x2+y2)z ’

agar x* +y? >0 bo'lsa;
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P (1) 2ot (1, 8}
axd ax ay 2+y2 (x +y 2
bo‘ladi.
Awtaylik, {(x,y) = (0,0} bo‘lsin. Bu holda funksnyanmg hosﬂalanm
ta’rifgga ko'ra hisoblaymiz:

P00 _ . S(ax0)-£(0,0) _

lim 0,
ox Ax-30 AX o
FO0) _ o FOA)-£O0) (0 B
day Ay—b Ay Tt
) ¥ (0,ay) 3 (0,0) ) T
a f(o O) ]_Im ..._M__h_..._., ._M__... = lin] —A_’_}} = —l.}"\ : i_?” &(; :l\‘
ayax Ay -0 Ay Ay =0 Ay3 Fnty on
‘ af (ax,0) 3f(0,0)
2 T ; 3
a f((]' 0_) = lim B A = lim &y =1.»
ay Ax -3 Ax Axo0 Ax3

Yugorida keltirilgan misollardan korinadiki, f(x,y) funksiyaning
if IS

gy’ dyax
aralash hosilalari bir-biriga teng ham bo‘lishi mumkin, teng bo‘lmasdan
golishi ham mumkin ekan.
2- teorema. Faraz qilaylik, £ (x,y) funksiya (o, o )& R? nuqtaning

Us (x4, ¥4 )) atrofida

*S(y) 3 xw)
axay ' dyax ((xy)e Us ((xan0)))
aralash hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar (x;,,y;) nuqtada uzlukf;lz
bo‘lsin. U holda f(x,y} funksiyaning aralash hosilalari (x,,y,) nugtada
teng bo‘ladi:

3 f(xay0) _ 0 f(x0.3)
ayox  oxdy

<€ Aytaylik, (x, + Ax, ¥y + AV), (xp + Ax, ¥p), (X0, +Av) nug-
talar (x,,y,) nuqtaning atrofiga tegishli bo‘lsin:
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K DAY, AY) = f(Xp + AX, Vg + AY) — £ (Xp ¥ AX, ¥ ) = - L

(XO +Ax W +AY)E Uy ((Xas_Va)) (xo + AX, yo)e Us ((xosJ’o))s
' (X5,¥o +Ay)e Us (%0, )
Lishbu

~F(xg. yo + Ay} + (%, 4 )
o(x) = f (x5 +AY) - f(x.3%)

funksiyalarni garaylik.
- Ravshanki, '

D(AX, Ay) = @(Xy + Ax) — 9(X; )
bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teoremasinig ikki marta
qo‘llab topamiz:

9{xo + Ax) —@(xp )} = ¢"(xp +8; - AX) Ax =

ot [af(x0+e] AX, Yy +AY) af(x[,+e, ,yg):l
_____ AX =
ox ox

E 3 “J (%0 +61A%, g +624)

Vo) ax -y, (0<8,,8, <1).

Shartga ko'ra aralash hosila (x,,y,) nuqtada uzluksiz. Demak‘

Wy -0, Ay — 0 da

0 f (xo+614%, yg +6,4)) _ 3 f{xom) ' |
E —_ oK AxAy = e AxAy + 0(1) .
bolib, : il
2 .
o(ax,ap) = TN s oy @
B dyox '
bo‘ladi.

~ Endi- ®{Ax, Ay) funksiya bilan birga quyidagi
yi(y) = f{x +ax,y)- f(x,¥)
funksivani qaraymiz. Ravshanki,
{ax,ap) =y (v + &) - win) -
bo‘ladi. Yuqgoridagidek, bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj feore-
98
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masini ikki marta qo‘llab. so‘ng aralash hosilaning (x,,»,) nugtada
uziuksizligidan foydalanib topamiz:

B {xp+ax, yg+6] A (xp .y +05)
v (% +Ay)_q,(yﬂ):[_{E?‘!{__}x or6iav) (o v+ 6 _{2] A

Jy ay
9% f (xo+8)A%,¥) +6]AY) 9 F(x0.70) Coab
Jxay Axay axay Axay +0(1), S

(0<#y, 05 <1, ax -0, Ay — 0).

Demak,  ®{Ax,4y)= é‘fa(gyg’@ Axay +0(1). . (8)

{7) va (Sj' munosabatlardan

& flxgm) _ 3 f(x.0)

Coxdy . ayox
bo‘lishi kelib chigadi. '

Mashqlér

chi tartibli differensiali topilsin. I

2. Ushbu u = y - @{x* - y) funksiya quyidagi L
low taw_w - -

- - e = . B
xax  yoy 2
tenglikni ganoatlantirishi isbctlansin,
63- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari -

1°. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart. Faraz qi-
faylik, f(x) = f(x, x5, ..., x,,) funksiya Ec R" to‘plamda berilgan
bo'tib, x° =(x0, x2, ..., x%)e £ boksin.

1- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki,

T Us(x) < E bo‘lib, vx & Us (x*) da f(x)< F(x")
5199
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bo‘lsa, f(x) funksiva x° nugtada lokal maksimumga, f(x) = f(x°)
bo‘lsa, f{x) funksiva x° nuqtada lokal minimumga erishadi deyiladi.

2- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki, U; (x*) = £ bo'lib,
Yxe Us(x")\ {x"} da f{x) < f(x") bo‘lsa, f(x) funksiva x nugta-
da gat’iy lokal maksimumga; f(x) > f(x°) bo‘lsa, f(x) funksiva x? .
nugtada gat’iv lokal minimumga erishadi deyiladi.

Funksivaning lokal maksimumi, lokal minimumi umumiy nom
bilan funksiyaning /lokal ekstremumi deyiladi. Bunda x° nuqta f(x)
funksivaning lokal ekstremum nuqrasi, f(x°) ga esa funksivaning lokal
ekstremum giymati deyiladi. _

Funksivaning maksimum (mlmmum) giymati quyidagicha belgi-
lanadi;

S0 = max f(x), {f(x0)= max f(x))-

xe g (x7) xalg (x") e

Ma’lumki, A(x") = f(x) - f(x°)
ayirma funksiyaning x® nuqtadagi to‘liq orttirmasi deyilar edi.
F{x) funksiya x® nuqtada lokal maksimumga erishsa, u holda
vx e Us(x®) da
Af(x*) <0
bo‘ladi va aksincha. Shuningdek, f(x) funksiva x nuqtada lokal -
minimumga erishsa, u holda vx e U;(x°) da

MOEY 20
bo‘ladi va aksincha. B
I- teorema. Agar f(x) = f(x;, x,..., X, ) funksiya x*= (x,
X7, ..., X3 ) nugtada lokal estremumga erishsa va shu nuqtada barcha
Bx, (i "m) N 1 T AT IS A
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda L
70 _ I
) W =0, (l L2,. ) GEURL -
boladi. it o4 E o R
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« Aytaylik, f(x) = £(x, %, ..., X,,} funksiya x° = (x0, xJ, ..., x2)
nugtada lokal minimumga erishsin. U holda
VX = (X537, X ) € U (X)) da F (X, % 000X ) 2 F (o285 x0)
tengsizlik bajariladi. Jumladan,
Flad g )2 fd a8 0x)
bo‘ladi. Agar
¢(x )= f(xl,xz 23 e ) X

deyilsa, Vx; e (x! -8, x) +8) da
o(x) = e(x)

bo‘lib, bir o‘zgaruvchili ¢{x; ) funksiya x? nugtada lokal minimumga
erishadi. U holda 25- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra

(x0) = i PO
¢’ (x)) =0, ya’ni o, =0

bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash e T
I AC.
Xy =0 Tox, =0 BRIt Y
bo‘lishi isbotlanadi. P :
I-eslatma. Agar f(x) funksiva biror x° nuqgtada lokal ekstre-
mumga erishsa va shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

df (x*) =0
bo‘ladi.
2-eslatma. f(x}=f(x, %, .., x,) funksiyaning biror x° nuq-
tada barcha xususiy hosilalarga cga va - .

r(x%) _ -
= 0, (i=12,..,m)
bo‘lishidan, berilgan funksiyaning shu nuqtada lokal estremumga eri-
shishi har doim kelib chigavermaydi {misollar keyingi bandda kelti-
riladi).
Demak, I- teorema funksiyaning lokal ekstremmumga erishishining
zaruriy shartini ifodalaydi.

it
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f(x) funksiva xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar
uning statsionar nugtelari deyiladi.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti. Aytaylik,
fX)=f(x, X, .., x,) funksiva x* ¢ R™ nuqtaning biror Us(x") atro-
fida berilgan, shu atrofda barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ¢ga va :

A’y .
- 0, (i=12,.,m)
bo'lsin. Bu funksiyaning Teylor formulasi {(62- ma’ruzada keltirilgan
Teylor formulasida » = 2 bo‘lgan hol)

YO _o, (1=1,2,...m)

ax;
shartni hisobga olgan holda quyidagicha

S =7k Z P

ko‘rinishda ifodalanadi, bunda 1kk1nch1 tartibli xususiy hosﬂalar
(xl +6- mc,,x2 + 60 Ay, .y X + 8- AX,,) o
(0 < 8 < 1) nugtada hisoblangan va bunda
A = -x], Ay =X — X3, oy AX, =X, —X0. -

Berilgan f(x) funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalarining x® statsm- -
nar nuqtadagi qiymatiarini

Qy = Sooy (i,k=12,.,m) ot
bilan belgilaymiz. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar . e
?f
axfaxlk

larning x° = (x?, ¥, ..., x%) nugtada uzluksmllgldan
P o G Sy
hamda

102
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32 f(x) +9M1, X +8.8%7, ..., x?,,+9Axm) -~ 2r(x0)
Ax;3x;, T ko
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
Ax; -0, (i=12,.,m) da ay —0.
Natijada (1) tenglik ushbu

O = dy + Oy

A () = flx) - f(xo)—— ZakAxAxk+2akAxAxk

ey _

ko nmshga keladi. Agar '
' ' p= \/Axl +,ch2 +.. +/_\,

=p-& (i=12, ) _

deyﬂsa songra Ax; >0 (i=1,2,.,m) da, ya'ni p — 0 da "

Z oy Axg AX; = p’ Zafkgigk =p’ -a(p)
ik

=1

(bunda, p - 0. _da af{p) —» 0) bo'lishini e’tiborga olsak, u holda

af(x“)— »[Z @4 Gi +a(p)] @

ik=1
bo‘lishini topamlz
Ma’lumki, Af(x%)= f(x)-f(x?) ayirma Ugx®) da lshora

saglasa, ya'ni vx e U, (x") da

A®)z0

bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada lokal minimumga;

A (x%) <0

bo‘lsa, f(x) funksiya x? nuqtada lokal maksimumga erishadi. .
Yugoridagi (2) tenglikdan ko‘rinadiki, Af (x°) ning ishorasi koeffitsi-
yentlari

Lo {-s."-". o

_ azf(x ) _
O = =5 , (Lk=12,..m)
103
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bolgan - . 3w, ck €
i k=1 . .

kvadratik shaklga bog‘lig bo‘ladi. o

2- teorema. Agar (3) kvadratik shakl musbat amqlangan bo‘lsa,
f(x) funksiya 2 nugtada lokal minimmmga; manfiy aniglangan bo‘lsa,
lokal maksimumga erishadi. '

Agar (3) kvadratik shak} noaniq bo‘lsa, f(x) funksiva x? nuqtada
lokal estremumga erishmaydi.

< Bu teorema, keyingi bandda, xususiy holda, va’ni ikki o‘zga-
ruvchili funksiyalar uchun isbotlanadi. » (Qaralsin, [1], 13- bob).

3°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lsin. Bu holda u=f(x), (xe R ue R)
funksivaning lokal ekstremumlari, ekstremumning zaruriy va vetarli
shartlar kabi tushuncha va tasdiglarga kelamiz, Ular 25- ma’rozada
bayon etilgan.

m = 2 bo‘lsin. Bu holda u = f(x,¥), ((x,y)e R, ue R) ikki
o‘zgaruvchili funksiyvaning lokal ekstremurn tushunchalari yuzaga kelib,
bu hol uchun vlarning ta’riflari guyidagicha bo‘ladi.

Aytaylik, u = f(x,y) funksiva £c R" to‘plamda berilgan bo‘lib,
(Xa.p) € E bo'lsin.

Agar 8 > 0 shunday son topilsaki, Uy((x%,3")) < E bo‘lib,
V{x,y)e Us ((x9,¥0)) uchun

f(xsy)zf(xﬂsyo)a (f(x,y)Sf(xg,yo)) -

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,5,) nugtada lokal minimumga (lokal mak-

simumga) erishadi deyviladi. {x,,y,) nugta f(x,y) funksivaning lckal

minimum (maksimum) nuqtasi, f(x,,,) miqdor esa funksiyaning
minimum (maksimum) giymati deyiladi.

Agar shunday 8> 0 son topilsaki, Uy(x%)%) < E bo‘lib,

Vix,yle Us ((xg,yg)]\{(xo,yg)} uchun

Fx3) > fxgm)s (f(x9)<f(x%:0))

bo'lsa, f(x,y) funksiya {x;,y,} nugtada qat’iy lokal minimumga {qat’iy
lokal maksimmumga) erishadi deyiladi,

1- misol. Ustibu / (x,) = y1-x’ -y’ funksiyaning (0,0) mug-
tada qat’ty maksimumga erishishi ko‘rsatilsin.
104
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45> 0, (0 <3< 1)sonni olib, (0,0) nugtaning {5((0,0)) atrofini
hosil gilamiz. U holda ¥ (x,y)e Us ((0,0))\ {{0,0)} uchun

Fy)=\1-xt —y? < £(0,0)=1
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiva (0,0) nugtada maksimumga eri-
shadi. b

Agar f(x,y) funksiva (x;,y,) € £c< RS> 0" nugtada lokal

ekstremumga erishsa va shu nuqtada
. . - _a:f'- -9‘-{:

ax’ oy
x¥ususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

FEETaY _m.ex-t\:?_i:e:# =
Flam) o ¥las) o

. ::- ] Jx ' a}’ . e
bO‘ladi. i . A LS Ve R

. . 3 .
Biroq, f(x,y) funksiyaning biror (x*,y*) nuqtada 5})—;, 3% XUSusiy

hosilalari mavjud bo‘lib, ular shu nuqtada nolga teng bo‘lsa, qara-
layotgan funksiya (x*,y*) nugtada ekstremumga erishmasdan qolishi
muinkin. Masalan,

_ Sx» = xy
o of

funksiya _ Frefiap 8 i
xususiy hosilalarga ega bo‘lib, ular (0,0) nugtada nolga teng:
of (0,0) _ 0 3f(0.0) _

oTw T
bo‘lsa ham, bu funksiva {0,0) nugtada ekstremumga erishmaydi (funk-
siva grafigi — giperbolik paraboloidni tasavvur giling}.

Aytaylik, f(x,)) funksiva (x,,y,) € R nuqtaning biror Us((xg,y,))
atrofida (8 > 0} berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x,y) funksiyals((x,.¥,)) da uzluksiz va uzluksiz f;, f;, fx"; ,

f&» Jp xususiy hosilalarga ega,
2} (x,, y,) statsionar nugta:

S (x.00) =0, ﬁ(xo:."o)=0— S

www.ziyouz.com kutubxonasi



" Bu f(x) funksiya uchun 2° da yuritilgan mulohazalarni qo‘llab
A (xp.¥0) = (6 ¥) - f (X, ) =
1

= (@, Ax? + 20, AXAY + Gy AY? + 0 AX? + 20, AXAY + appAY? ) (%)

bo‘lishini topamiz, bunda

ay =S3 (%.%), G =S5 (% 00) = S (%, 06), % =3 (%, %)

bo‘lib, -

Ax -0, Ay >0 da o; 50, o 20, 05p 50
bo‘ladi. '

3- teorema. Agar .

g A + 2a, AXAY + apAy? o o @)

kvadratik shakl musbat aniglangan, ya’ni ' '

4 op

ty Op

bo‘lsa, f(x,y} funksiya (x,,y,) nugtada lokal minimumga erishadi,
agar (4) kvadratik shakl mantiv aniglangan, ya’ni

_ 2 '
ay >0, =ayay; —a; >0

ay  qp

. 2
ag < 0, =d iy ~ap > 0

ay a4y
bo‘lsa, f(x,)) funkusiya (x,,y,) nugtada lokal maksirmumga erishadi.

4 Ma’lumki, f(x,y) funksiyaning (x,,»,) nugtada ekstremumga
erishishi U((x,,))) da ushbu

A (%, %0 ) = [ (x,¥) - f (%0, 70)
ayirmaning ishora saglashi bilan bog‘liq; '
v {x,y)e Us {(x4,¥y)) da & {x5,¥) >0 bo'lsa,

(x4,¥) nuqgtada lokal minimum; Af (x5.¥5) <0 bo‘lsa, (xg,y)
nugtada lIokal maksimum sodir bo‘ladi.

Af (xp, ¥o ) ayirmaning ishorasini aniqlash qulay bo‘lishi magsadida
(4) da
__ Ax=p-cOsS¢p , Ay =p-Sing

106
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almashtinish bajaramiz, bunda : L L
Natijada (*)} munosabat ushbu TR 8

p2 2 . . . . i 2
Af (x5, ¥ ) = 7[(“]1 cos? ¢+ 2a;, cOs @SN ¢ + ay, sin’ @) +
+(ctg, cos? @ + 2cry; COS @SN @ + tyy sin? cp)] (5)

ko‘rinishga keladi. Aytaylik,

ay >0, ayay —ah >0
bo‘lsin. Ravshanki,

ayy o8 @+ 24y, COS QSIN @ + 4y, sin® @ =

' 1 . 2 )
= H,T[(a“ cos @+ ay, sin¢)” +(a,8y — ah ) - sin cp].

Ayni paytda, bu funksiva ¢ ning funksivasi sifatida [0,2n] da
uzluksiz bo‘lib, o‘zining eng kichik givmati (uni s bilan belgilaylik)
m ga ega bo‘ladi:

lar; cos” @ + 2y, cos@sin @ + ay, sin” @[z m > 0.

Ikkinchi tomondan, Ax - 0, Ay - 0,ya’ni p - 0 da o; — 0,
o, — 0,0y, — 0 bolganligi sababli, p ning yetarli kichik qiymat-
larida
\oc“ cos® @ + 20, COS QSIN @ + 0.y, Sin? (p\ S Joyg |+ 2 oy, |+ oy | <
‘bo‘loladi.
~ Demak, a, >0, a4, -a, >0 bo‘lganda (5) tenglikning o‘ng
tomeonidagi ifoda musbat bo‘ladi. Binobarin,

Af (xg,00) >0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (x,,5,) nugtada lokal minimumga erishadi.
Aytaylik, ay <0, ayay —ah >0

bo‘lsin. Bu holda (5) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda manfiy bo‘ladi.
Binobarin,

Af (x5, )0} <0
bo'lib, f{x,y) funksiya {(x,,y,) nuqtada lokal maksimumega erishadi. »
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3-eslatma. Agar 4@y —ay <0 bo'lsa, f(x,y) funksiya (xg,%,)
nuqtada ekstremumga erishmaydi.

4-eslatma. Agar g,,0,, — gy = 0 bo'lsa, f(x,y) funksiya (x5,y,)
nuqtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumkin {qaralsin, [1], 13- bob).

2- misel. Ushbu

Fx,y)=xt +xy+y* =2x -3y
funksiya ekstremuimga tekshirilsin.
<4 Avvalo berilgan funksiyaning statsicnar nugtalarini topamiz:

Lxy)=2x+y-2, 2x+y-2=0, X =

fJ;(x,y)=x+2y—3, x+2y-3=0, }{,

wl-h‘-'""‘

.Dem'ak, (% . ;) — statsionar nuqta. Ravshanki,

[0 =2, fo (=1 fi(xy)=2.
a,ay, —aj, =3 >0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya (%, g)
nugtada lokal minimumga erishadi va

. 1 4 7
mlnf(x9y)=f(§: §)=_§
‘bo‘ladi.

3- misol. Ushbu

fi (x,y):x“ +y4’ T sEy uaby g
Aley)==(t+yY),
)=t eyt AL

funksiyalar ekstremumga tekshirilsin. .
<« Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsiofidt nuqta bo‘ladl Bu

funksiyalar uchun
S - o
Lo @nty G —O

T e e Rty
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bo‘ladi. Ravshanki, (0,0) nugtada fi(x,y} funksiya minimumga, £(x,y)
funksiva esa maksimumga erishadi. f;(x,y) funkmya (0 0) nuqtada
ekstremumga ega bo‘lmaydi. P

Mashglar

o

1. 3- teoremada keltlrllgan Fix»m funksnra uchun (xﬂ, yo) statsmnar
nugtada

f (XOst’o) £y (o 30)=[F5 (%, Wl <0 _' ;

holsa, f(x,y) funksiya (xg),) nuqtada ekstremumga eriishma'slig‘__i
isbotlansin. .

2. Ushbu £ (x,y)=(y-x)" +(y+2) funksiya ekstremumga tek~
shirilsin.

e

- 64- ma’ruza
i Oshkormas funksiyalar

1°. Oshkormas funksiya tushunchasi. Ma'lumki, x< R, Y R
to‘plamlar va biror f'qoida berilgan holda har bir xe X songa fqoidaga
ko‘ra bitta y € ¥ son mos qo‘yilsa, X to‘plamda y = f{(x} funksiya
aniglangan deyilar edi.

x va y o'zgaruvchilarni bog‘lovchi goida turlicha, jumladan,
analitik ifodalar yordamida, jadval yordamida, egri chiziq vordamida
bo'lishi mumkin.

Endi x va y o‘zgaruvchilar tenglama yordamida bog‘langan holda
funksiva yuzaga kelishini ko‘rsatamiz,

Aytaylik, x va ¥ o‘zgaruvchilarning f(x, y) funksiyasi

E = {(xy)eﬁ2 a<x<b, c<y<d}

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ushbu Lot U
Fx,y)=0 o

teglamani qaraylik. Har bir tayinlangan x = x, da (1) teng]ama yga

nisbatan tenglamaga aylanadi. Bu tenglama yagona y, yechrmga ega
bo‘lsin. Demak, _

F(x95y0)= 0
HI
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Bunday xususiyatga ega bo‘lgan x, nugtalar bir gancha bo‘lishi
mumkin. Ulardan tashkil topgan to‘plamni X deylik. Ravshanki, bunda
X< (a, b)bo'ladi.

Endi Xto‘plamdan olingan har bir x ga (xe A) (1) tenglamaning
yagona yechimi y ni mos go‘vaylik. Natijada X da aniglangan funksiya
hosil bo‘ladi. Uni ¢(x) deylik. Demak,

p:x—y va F(x,0(x))=0.

Bu ¢(x) oshkormas (oshkormab ko‘rinishda berilgan) funksnya
deyiladi.

1- misol. Ushbu

Fx,p)=yIx* -1-2=0 | (2)
tenglama yordamida oshkormas fuksiva aniglanishi korsatilsin.
<« Ravshanki, (2) tenglama har bir x e (oo, ~1} (1, +o0) da yagona

y= {p( X} = _...2__._
¥xt-l
yechimga ega va
F(x,0(x))=0. -
Demak (2) tenglama oshkormas funksiyani anlqlaydl >
2- misol. Ushbu

B

F(x,y):x—y-r%sinyzo .
tenglama yordamida oshkormas funksiva aniglanishi ko‘rsétils_in..".. g
< Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:
o,
x=y-gsiny =o(y), (ye(-w=,t)).
Bu at(y) funksiya R da uzuluksiz va o ( y)=1- % cos y > 0 bo‘ladi.
U holda o(y) funksiya (—oo, +00} da teskari y = &' (x) funksivaga ega va
Flx,00"(x)) =
bo‘ladi. Demak, bu tenglama ushbu
¢:x — o (%)

oshkormas funksivani aniglaydi. P
110
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3- misol. Ushbu . o { SRR

Fx,y)=x*+y' -lny=0, (y>0)
tenglama y ni x ning oshkormas funksivasi sifatida aniglaydimi?

« Aniglamaydi, chunki harbir x & (o, +2) da y? —=Iny > 0 bol-
sanligl sababli, yechimga ega emas. P

Oshkormas funksiyalarnj o rgamshda quyidagi masalalar muhimdir:

1) FAx,y) funksiya biror £c R to‘plamda berilgan holda y = ¢(x)
oshkormas funksiva mavjud bo‘ladimi va bu funksivaning aniglanish
to‘plami qanday bo‘ladi?

2) (1) tenglama bilan aniglangan y = ¢(x) oshkormas funksiya
ganday xossalarga ega va bu xossalar F(x,y) funksiya xossalari bilan
ganday bog‘langan?

2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligi.

1- teorema. Faraz gilaylik, #(x,y) funksiva (x,,y,} nuqtaning biror
atrofi
U ((xo,yo))z{(x,y)e RE:xg—h<xaxyg+h y~k<y<y, +k}

da (h >0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) Ax,y) funksiva Uy ((x,%)) da uzluksiz;

2) Har bir tayin xe (x; - A4, X, + #) da y o‘zgaruvchining funk-
sivasi sifatida o‘suvchi,

3) F(XO,yo)— 0.
U holda (x,,5,) nugtaning shunday atrofi

Use (X0, 30 ) =42, p) € R? 2 =8 <x < xy + 8, Yo —£< Y < Yo +€}
topiladiki (0 <8 < #,0 <& < k), bunda: '
a) Vxe (x5 —-8,x +8) da
Flx.y)=0 |
tenglama yagona y(ye(y, -¢, Y, +¢€)) yechimga ega, ya'ni

F(x,y}=0 tenglama yordamida y = ¢(x) oshkormas funksiva
aniglanadi;

b) (X} =y, boladi;
d) y = ¢(x) funksiya (x; — 8, x; +8) da uzluksiz bo‘ladi.
i
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« Uy ((x.9)) atrofga tegishii bo‘lgan ---.._ﬁ;-;"é_f'?: i
(X, Yo —€), (x4, ¥ +¢), (O<e<k)
' nuqtalarni olib, [y, —¢, y, +£] segmentda - R
w(y)=F(x.y).
funksivani qaraymiz. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra y(y) o suvchl, |
3- shartiga ko‘ra w{(yy) = F{xy,yy)} =0 bo‘ladi. Bunda esa

v (¥ ~e)= Flx.y -€) <0,

o Wiy +€)= F{x5,¥ +e)>0
bo‘lishi kelib chiqgadi. S
Teoremaning I- shartiga ko‘ra Ax,y) funksiva U}, ((x0, ¥ )) dauzduk-
siz. U holda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko‘ra, x;, nugtaning shunday
(xy ~ 8, xp + 8) atrofi (0 <8< h) topiladiki, Vxe (x5 -8, x, +5) da

fa s v i s Filxy-g)<0, . R

. | | Fx,yy+€)>0 . &
bo’ ladl End! (xy,¥,) nugtaning

Use (X0, 30 )) ={(x,¥)e R? 1 xy —8 < x < X +8’;:|Jf'9;:t S§y< Yo +¢}
atrofida - e
Fix,y)=0
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniglashini ko‘r-
satamiz.
Ixtiyoriy x* € {x, -3, X, +8) nuqtani olib, [y, —¢, ¥, +¢] da
ushbu .

gyy=F(x',y)
funksiyani qaraymiz. Ravshanki, bu funksiva [y — €, ¥y +¢] segment— :
da uzhuksiz va aymi paytda (3} munosabatga binoan

g(y[l —g): F(x Yo —8){ O)H

g(yo+e)=F(x",yy+e)>0 S,
bo‘ladi. U holda Bolsano—Koshi teoremasiga ko ra shunday
¥' e [y ~-¢, y +¢] nuqta topiladiki, bunda = .. ¢ Lo 0
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gy )=F(x",y") =
bo‘ladi. ’
Ayni paytda, g(y) funksiya [yg ~¢, ¥y +a-,] da o‘suvchi (qat’iy
o‘suvchi) bo‘lganligi sababli, ¥ shu oraliqda bittadan ortiq nugtada
nolga aylanmaydi.

Shunday qilib, ixtiyoriy xe (x5 ~8, x5 + 5) uchun vagona

ye (yy -,y +¢) topiladiki, bunda
Fix,y)=0
bo'ladi. Bu esa Uy {(xp.)} da F(x,y)=0 tenglama ¥ ni x ning
oshkormas funksiyasi sifatida aniglashini bildiradi:
y=0(x): F(x,p(x))=0. -
Aytaylik, x = x; bo‘lsin. U holda teoremaning 3- shartiga ko‘ra
F(xo»J’O) =0

bo‘ladi. Binobarin, aniglangan oshkormas funksiyaning x, nuqtadagi
giymati ¢(x,) =y, bo‘ladi.

Modomiki, vx e (x3 ~ 8, x5 +8) uchun ¢(x) ga ko‘ra unga mos
keladigan y € (¥, ~¢€, ¥y +¢) bo‘lar ekan, u holda

- xpl < 8= [y -y =lo(x) ~@(xy) < &
bo‘ladi. Demak, oshkormas funksiya x, nugtada uzluksiz.

Oshkormas funksiyaning ¥x" e {x, ~ 8, x, +8) nuqtada uzluksiz
bo‘lishini ko‘rsatish bu funksiyaning x, nugtada uzluksiz bo‘lishini
ko‘rsatish kabidir. Demak, mavjudligi ko‘rsatilgan oshkormas funksiya
(xp — 8, xy +3) da uzluksiz bo‘ladi. »

3°. Oshkormas funksiyaning hosilalari. Oshkormas funksiyaning
hosilasini aniqlaydigan teoremani keltiramiz.

2- teorema. Faraz qilaylik, F(x, ») funksiya (x,, ¥,} nuqtaning
biror atrofi Uy ((x,.¥y)) da (5 > 0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlarni bajarsin;

1) Up ((%,¥0 )} da uzluksiz;

2) Upg ((xq+ 7)) dauzluksiz F/(x,y), F;(x,y) xususiy hosilalarga
cga va Ev’(xﬂvy{})io; -
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U holda (xg, y,) nuqtaning shunday U ((x,¥,)) atrofi
(0<8<h 0<e<k) topiladiki, F(x,v)=0 tenglama y ni x ning
¥ = ¢(x) oshkormas funksivasi sifatida aniglaydi va bu y = ¢(x)
funksiya {x; — 8, xy +8) da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,

y Fi(x,0(x))
ela=- £ (x,0(x))
bo‘ladi.

« Teoremaning shartiga ko‘ra £; (x, y) funksiva Uy ((x;.¥)) da
- uzluksiz va £/ (x,y9) # 0. Aytaylik, F, (xp,,) > 0 bo‘lsin. Uzluk-
siz funksiya xossasiga ko‘ra (xy,y,) nuqtaning shunday U, ((x,,¥))
atrofi (0<8<h,0<e<k) topiladiki, V{x,y}e Us ((x,%)) da
F)(x,y) > 0 bo'ladi. Bundan esa har bir tayin x € (xy ~ 8, x, +8) da
F(x,y) funksiya y o‘zgaruvchining funksivasi sifatida o‘suvchi bo‘lishi
kelib chigadi. U holda |- teoremaga ko‘ra F(x,v)=0 tenglama
(xp — 8, Xy +8) da y ni x ning y = @(x) oshkormas funksiyasi sifatida
aniglaydi va y = ¢(x) oshkormas funksiya xe (x, -3, x4 +8) da
uzluksiz bo'lib, ¢(x,) =y, bo‘ladi.

Aytaylik, xe (x5 ~8, xp +8), x+Axe (x5 -8, x +8) bolsin.
Ravshanki, _ .

F(x,y)=0, F(x+Ax,y+Ay)=0

bo‘lib, bundan quyidagi ifodani hosil gilamiz: :

| AF(x,p)= F(x+Ax, y+ay)~F(x,y)=0. &

.. Teoremaning shartidan F (x,y} funksiyaning (x,y) nugtada differen- -

sialanuvchi bo‘lishi kelib chigadi. Binobarin, .
AF (x,y)= F/ (x,y)Ax+ F (x, WAy+a- Ax+[3 Ay - (5

bo'lib, Ax > 0,Ay - 0 da x> 0, B — 0 boladi.
(4) va (5) munosabatlardan topamiz:

Rt

Ay F (x,y)}+o
ax  E(xypB’

* Keyingi tenglikda Ax — 0 da llmltga o‘tsak, u holda
I'i4
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ces " _ F Ef,y)
(P (x) - y ( ,}’)

hosil bo‘ladi. Uy, ((xp.1,)) da F/ (x,y), £/ (x,y) xususiy hosilalar
uzluksiz va £/ {x,y) # 0 bo‘lishidan oshkormas funksivaning hosilasi

’ F F{xy)
¢'(x) = “Fixy) |
ning (x, -8, xy +38) da uzluksiz bo‘lishi kelib chlqadl P .
4- misol. Ushbu

F(x,y)=¢€" +ysinx-x>+7=0

tenglama (2, 0) nuqtaning atrofida y ni x ning oshkormas funk31y331
sifatida aniqglashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.

+« Ravshanki,
F(x,y)=€" +ysinx—x*+7
funksiva R? da aniqlangan va uzluksiz. Binobarin, v (2, §) nugtaning

atrofida uzluksiz, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha
bo‘ladi;

aFg,y) = i(e}’ +ysinx-x* +7) = ycosx -3x?,

Demak, F(x,y) funk31yan1ng xususiy hosilalari R? da, jumladan,
(2, 0) nuqtaning atrofida uzluksiz.
So‘ngra
oF (2.0
oy

=(e” +sinx),., yoo =14sin2 #0

Va nihovat, .
F(2,0)=(e¥ +ysinx—x’ +7),5,0=0 o s
bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra
Flx,p)=¢” +ysinx-x*+7=0 B
tenglama (2, 0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
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sifatida aniglaydi va bu oshkormas (p(x) funkswamng hosilasi quylcla-
gicha bo‘ladi: .
Fi{x.») _ _Ycos x=3x?
Fy(x,y) ¥ +sin x

1-eslatma. Oshkormas funksivaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa bo‘ladi:

@ (x)=— >

F(x,y)=0
ni (yo‘zgaruvehi x ning funksiyasi ekanini hisobga olib) differensiallab
. topamiz:

- FAx,y)+ F(xy) ¥y =0
Keyingi tenglikdan esa quyidagi ifoda kelib chiqadi:

F__ Filxy)
= )

Aytayh.k F (x,y) funkswa Use (x5 30)) da uziuksiz 1kk|nch1 tartlbh .
| - Fi(xy), Fo(xy), Ei(x)
xususiy hosilalarga ega bolsin. Ma’lumki,

y’ = F_Fx(x)y)
Fpxy) ™

Buni differensiallab topamiz:

‘ L y’=_- _(F;(x,y));'ﬁ:[x,y) ( (x’y)) F(x,y)
(F )
Agar (F(x2)), = F3 (x9)+ ) (x9) N

V-
A

(F: (x,9), = Ex (x,9)+ F3 (x, ). y

ekamm hisobga olsak. U holda L

= (Bl B2 (60) V) E(x D B2 (% 0+ By (%9 9) 5(“’5’:; |
(B
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Fie (5.9} B (x.9)- B2 (%3 Fm%[gau» ECx )~ £ x» §(53] 5
B e
bo‘ladi. Bu ifodadagi ¥’ ning o‘rniga
Fi(x,y)
T F(x,)

ni go‘yib, oshkormas funksiyvaning ikkinchi tartlbh hosﬂa31 uqhun
quyidagi formulaga kelamiz:

¥ ¥ » ’ ” S ;:Si:;: .
2FFy Py —F Fy —F2-Fp
ll
£ ¥

Ld

y_.

2-eslatma. Oshkormas funksivaning yugori tartibli hosilalarini
quyidagicha ham hisobiasa bo‘iadi. Yugorida

F(x,9)=0 "

ni dfferensiallab, : i
Fl(x,9)+ F(xy)- ¥y =0

bo‘lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:

[F'(x n+Ex»-v] =
= (F(x, y) + ¥ (F(x, y)) + F(x,¥) ¥y =0.
Agar (6) munsabatlardan foydalansak, keyingi tenglik ushbu _
SO+ 2EN(x,y) Y+ B,y 2 + Fl(x,y) -y =0
tenglikka _keladi. Undan esa o

. Fp(enn2Fy (e y) Ve £ (6 9y »?
Fr{x,y)

bo‘lishi kelib chigadi.
5- misol. Ushbu
F(x,¥)=x¢" +yef -2 =0 |

tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi topilsin.
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~. <« Differensiallab topamiz:
(F(x,y)), = (xe’ +ye* -2), =0,

& 1yt +(xe 465y v =0, N
eV +yet
y= eX+xe’ e (8)

¥ Endi (7} ni yana bir marta differensiallaymiz:
c e Yy ye 4y rxe”y Y +xe’ Y+ yet + et =0.
Keyingi tenglikdan
Y =- 2¢Y Y12y +xe¥ 7t +ye*
xe +e*

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglikda y " ning o‘rniga (8) da ifodalangan
qgiymatini qo‘vib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartlbll h0311a31
© topiladi. » - . o

Mashglar
1. Ushbu Y4y-x=0 : |
tenglama bilan aniqlan_gan oshkormas funksivaning grafigi yasalsin.
2. Ushbu - - XY=y, (xry) oS

tcnglama bilan aniglanadigan y = ¢(x) oshkormas funkswamng R4 ’
va y hosﬂalan topllsm
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14-BO B ;
FUNKSIONAL KETMA-KETLIK VA QATORLAR

65- ma’ruza

v Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis
yaqinlashuvchanligi

1°. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchatari. Aytaylik,
har bir natural n songa £ < R to‘plamda aniglangan bitta f(x)
funksivani mos qo‘yuvchi qoida berilgan bo‘lsin. Bu goidaga ko‘ra

Si(x), f(x)s ey frlX), (D

to‘plam hosil bo‘ladi. Uni funksional ketma-ketlik deyiladi. Eto‘plam
(1) funksional ketma-ketlikning aniglanish to plami deyiladi.

QOdatda, {1) funksional ketma-ketlik, uning #- hadi yordamida
{£,(0} yoki £,(x) kabi belgilanadi. Masalan,

ntl 2 3 n+l
xX)= - , y eens y e}
fn( ) nex? 1+ 2+x2 X
ﬁ}(x)zsin-‘%_-: sn‘/i_ mn{,..,sin—‘éf:,...

lar funksional ketma-ketliklar bo‘ladi va ularning aniqlanish to‘plami
mos ravishda

E =R, E =[0,+)
bo‘ladi. Ravshanki, x o‘zgaruvchining biror tayinlangan x = e E
giymatida ushbu

{j:, (xO )} ji (xl})s fz (xo), vees fn (xo),

sonlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.

I-ta’rif. Agar {f,(x,)} sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi (uzogla-
shuvchi) bo‘lsa, {£,(x)}} funksional ketma-ketlik x = x;, nugtada yaqin- -
lashuvchi (nzoglashuvchi) deyiladi. x, nuqta esa bu funksional ketma-
ketlikning yaginlashish (uzoglashish) nugtasi deyiladi.

2-ta’rif. {f(x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish
nuqtalaridan iborat £, < Eto‘plam {/,(x}} funksional ketma-ketlikning
vaginlashish to ‘plami deyiladi.
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Masalan, ushbu

Sux)=x" cx,xE, x% X",

funksional ketma-ketlik aniglanish to plam1 E= Rbo lib, u Vxe( 1,1] .
nuqtada yaginlashuvchi, x e R\ (~1,1] da uzoglashuvchi bo‘ladi.
Demak, ketma-ketlikning yaqinlashish to‘plami £, = (—1, 1] bo‘ladi. .

"‘5«.‘

Faldies o v

T2y o R

Faraz gilaylik, {f,(x;)} funksional ketma-ketlikning yaginlashish

to*plami £, (£ e R) bo‘lsin. Ravshanki, bu holda har bir xe £ da

Si(x), f5(x), oy S (XD, e
ketma-ketlik yaginlashuvchi, ya’ni

llmf {x)

mavjud bo‘ladi. Endi har bir xe Ega l1m £, (x) ni mos qoysak ushbu.

x> hm f,,(x)

funksiya hosi! bo‘ladi. Bu f(x) funkswa {, (xo)} ﬁlnkswnal ketma-
ketlikning limit funksiyasi deyiladi:

lim £,() = £(x), (xe By)- ¢,

Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtivoriy € > 0 son va har bir.

x € Eyuchun shunday natural n, = n, (g, x) son topiladiki, ixtiyoriy
n > n,da
() - fx)| <=,
ya'ni
ve>0, 3 =m(e,x)e N, Yu>nm: | f(0)- f(D)|<e.
bo‘ladi. Lt

1- misol. Ushbu Sp{x) = nsin l/:

funksional ketma-ketlikning limit funks1yas1 topllsm

s M

<« Berilgan funksional ketma-ketlik £ = [0, +e) dé amqlangan. '

Uning limit funksiyasi

f(x)= hm S (x)= llm nsin £ = Ll_n; Sm_ I.\/ﬂ \/—

n vt
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bo‘ladi. Demak, funksional ketma-ketlik £ = [0, +<) da yaqmlashuv-
chi va . Cin

) Iim nsm X _oJx.»
2- misol. Ushbu S (x)=x"

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
< Bu funksional ketma-ketlik £ = R.da aniglangan. Ravshanki,

vx e (1,+) da liﬂlf,,(x) = rlri_,r&xn = 4oo,

vYxe (-1,1) da lim f, (x) = }}m x"=0, e
x=1da lim f,(x)=limi=1, N
Vx e (—ee,~1) da lim fo{x) mavjud emas.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £, = (__1; 1] da yaqginlashuy-
chi bo‘lib, uning limit funksivasi . .

Fx) = limx = {0 8830 —L<x <l bo'lsa,

f—oo 1, agar x=1 bo‘lsa i

bo‘ladi. P ¥y
3- misol. Ushbu - - ;
LGy=n Wx -mlx), (x>0 odlv L

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin. :
+« Berilgan funksional ketma- kethkmng limnit funkswasr quylda*

gicha topiladi; ey
2 i)
f(x)= llm (fn(x))= llm n? (&x " Yx ) = lim n? \xr — x4
FH—yoo
141 1 5
L I A I :
= lim n? xnH (x“ il —1)= lim ;’2 P i B TV *
fi—3o0 H—oe P54 1 _.l__
m+n o
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_ 2‘ Funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchanligi. Faraz
qilaylik, {£,(x)}:
Fi(x), [1(x), s [ (),

funksmnal ketma-ketlik £, to‘plamda yaqinlashuvchi (ya’ni yaginla-
shish to‘plami £;) bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x) bo‘isin:

lim £, (x) = f(x).
Ma’lumki, bu munosabat
Ve>0, 3 =m(e,x)e N, Vo> [f(X)- fix)<e
bo‘lishini anglatadi. Shuni ta’kidlash lozimki, yuqoridagi natural #, .
sofi ixtiyoriy olingan € > { son bilan birga qaralayotgan xe £ nuqtaga
ham bog‘liq bo‘ladi (chunki, x € E; ning turli qiymatlarida ularga
mos ketma-ketlik, vmuman aytganda, turlicha bo‘ladi). -

3- ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shu € > 0 gagina bog‘lig

bo‘lgan natural #y = 1, (€) son topilsaki, Va > #, va ixtiyoriy xe £ da
. () - f(x)| <
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
Ve>0, dny =m(e)e N, Ya>ny, Vxe Ey: |f,(x)- f(x)<e
bo‘lsa, {f,{(x;}} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x) ga tekis
vaginlashadi (funksional ketma-ketlik E; to‘plamda rekis yaginla-
shuvehiy deyiladi.

Shunday qilib, {f,(x;}} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x)
limit funksivaga ega bo‘lsa, uning shu limit funksivasiga yaqinalishish
ikki xil bo‘lar ekan: ,

1) ve>0, 3y =n(e,x)e N, Va>n: |f(x)- f(x)|<a
bo'lsa, {f(x)} funksional ketma-ketlik £, da f(x) ga yaqmlashadl
(oddiy yaqinlashadi). Bu holda

fn(x) f(X), (X = Eﬂ)
kabi belgilanadi. _ '

2) Ve>0, I =mle)e N, V> n,Vxe B |f(0)- flx)]<e
bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £, da f(x) ga tekis yaginlashadi.
Bu holda .

Su () Sf(x), (xe K)
-kabi belgiianadi.
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£3 X

29- chizma. o

/

Ravshanki, {£,(x)} fﬁnksional ketma-ketlik E, to‘plamdé fxy -
funksiyaga tekis yaqinlashsa, u ushbu to‘plamda f(x) ga yaginlashadi:

S S0 5 f(0), (xe By)-

Aytavlik, Fx) 31 (x), (xe Ey)
bo‘lsin. Bu holda Vu > ny va Vxe E; da : -
[£,(x) - f(x){ <&, yani f(x)-e< f(x)< F(x)+¢
bo‘ladi. Bu esa {f,(x)} funksional ketama-ketlikning biror hadidan
boshlab, keyingi barcha hadlari f(x) funksiyaning «e-oralig‘i»da
butunlay joylashishini bildiradi (29- chizma)
4- misol. Ushbu

sin ax

£y () = 0

funksional ketma-ketlikning R da tekis yaginlashuvchanligi ko‘rsatilsin.
<4 Rawvshanki,

fim £,(x) = lim 2% =g

R

Demak, limit funksiya f(x) = 0. _ - o
Agar Ve > 0 son olinganda », = [%] deyilsa, u holda Vr > ny \_fé
¥xe Ruchun TR
BY:
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sin rx —0l = sin ax

ARG

bo‘lishini topamiz. Demak, ta’rifga binoan

= < £

1
T on

e
e+l

sin rx — g
"

bo ladi. > ;
Faraz gilaylik, {£(x)} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x) ?
limit funksiyaga ega bo‘lsin. \
1- teorema. {/,(x)} funksional ketma-ketlik & to plamda F{x) funk-
Slyaga tekis yagilashishi uchun

lim sup |7, (x) - /()] =
bo‘lishi zarur va vetarli.
A Zarurligi. Aytaylik,
Lx)3F(x), (xe Ey)
bo‘lsin. Ta’rifga binoan
Ye>0, Iy =mleye N, Va>n, Vxe £y : ’j,',(x) f(x)[«cs
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan '
sup () - f(X)| <2

XEn

" bo‘lib, undan
lim sup |/, (x) - /()] =0

Hdoo pe B 0
bo llShJ kellb chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik

lim sup 1 (x) = f(x).|¢ 0
bo‘lsm Limit ta’rifga ko‘ra _
Ye>0, 3me N, ‘v’n>n0 sup|jj,(:-x)—.f(x)|<_e_. \
.bo ladi. Ravshanki R
" o) = F(I S sup|,() - fa).

U holda ¥xe £, uchun
124




T R ()= F(x)] <e s S
bo‘ladi, Bundan | I
" LRI, (ke B)
bo‘lishi kelib chigadi. »
~ 5- misol. Ushbu f(x)= x*+ Lz - )
M
funksional ketama-ketlikning £,= R da tekis yaginlashuvchiligi ko‘r-
satilsin.
4 Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

f(xy=1lim f,(x) = tim [x} + = =|x|, (xe R)
H—yom H—haa 41 1

boladi. Endi - suplf,(0-f0] -

i topamiz- Lo SR et

|| n” 1 | 1
sup x? +--_. 'xl—Sup 2 fgpl. 1 1
i [ 2 1 ERH [\/;2 i ] n

+n—+[x| +?+lx|
Demak, Ilmsup”x +-I——|x| ~lim)=0
N ” noe
_ . 1 -
bo'lib, x4 D], (xeR)

ifodaga ega bo‘lamiz. P
Eslatma. Agar {f(x)} funksional ketma-ketlik uchun £< R
to‘plamda

lim sug]ﬂ,(x) - f{x)| =0

bo‘lsa, {f{x)} funksional ketma-ketlik £ da tekis yaniglashishi shart
emas.

Endi funksional ketma-ketlikning limit funksivaga ega bo‘lishi va
unga tekis yag'inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz.
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2- teorema. (Koshi teoremasi.) {f (x)} funksional ketma-ketlik
E to‘plamda limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaginlashishi
uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday #, = #y,, € N topilib,
Vu>n,Ype N vav¥xe Eda

[foep (XY = S0} < £,
ya'ni Ve>0, 3m =m(e)e N, Van>n, Vpe N va ¥xe F da
llfn-{-p(x) - fn(x)‘ <€ (2)
bo‘lishi zarur va yetarli. '

A Zarurligi. Aytaylik, Eto‘plamda {f{x)} funksional ketma-ketlik
limit funksiya f(x} ga ega bo‘lib, unga tekis yaqginlashsin:

LX) 2 f(x), (xe Eyp).
Tekis yaqginlashish ta’rifiga ko‘ra _
Ve>0, I =m(e)e N, Yh>n, Vxe E:|f(x)- f(x) < g

bo‘ladi. Xususan, k=n, n>n va k=n+p, pe N da

)= £ < 5, |y () = S0 < >
tengsizliklar bajarilib, ulardan '

U R AtV RV CORRICIRIVACIENICY) ERE

< fp ()= S+ £ (0 - F)| < S+ =

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, (2) shart o‘rinli.
Yerarliligi. {f,(x)} funksional ketma-ketlik uchun (2) shast bajarﬂsm
Uni quyidagicha yozamiz:

ve>0, Iy =m(g)e N, Vun>n,, Vpe N, Vxe £ da )

g0 = £ 0] < 5 ©)

bo‘ladi.

Ravshanki, tayin x, € £ da {f,(x)} sonlar ketma-ketligi uchun (3)
shartning bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib
chigadi. Koshi teoremasiga ko‘ra {;f,(xo)} yaqmlashuvchi bo‘ladi. Bino- -
barin, chekli .
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lmfGw) T @
limit mavjud. '
Modomiki, har bir xe £ da (4) limit mavjud bo‘lar ekan u
holda avval aytganimizdek, £ to‘plamda aniglangan o
P llm (%), (xe E) o

funksiya hosil bo‘ladi. Uni f (x) bilan belgilaymiz. Bu fl.lI‘ikSlYa {f;,(x)f
funksional ketma-ketlikning limit funksivasi bo‘ladi:

L) = f(), (xe E). (e
Endi (3) tengsizlikda n va x larni tayinlab (n# > ry, X E ) p 00 da
limitga o‘tamiz. Natijada :

Lf(x)~ fr(x)] s -—<€
hosil bo‘ladi. Bu quyidagicha bo‘lishini blldiradi: e e
5 (x) jf(x)_, (xe Ey). P
6- misol. Ushbu

N N T Y N R
TIRITLR DN U REETA

f( )_lnnx

funksional ketma-ketlik £ = (0,1) to‘plamda, tekﬂs yaqmlashuvchan-
likka tekshiriisin.
4 Agar ixtiyoriy ke N uchun

n:k,p:k:n, x'z.;{.: "
deyilsa,
I 1y _ |2 _, | _In2 _
‘f;wp(x)_f(x)‘—;ﬁn (;‘I)_'}‘;T(E) = -\/—-? | l‘— > = £
bo‘ladi. Demak, _
Jey = %Vk N, 3nzk, Ipe N, 7

=& (0,1): [fop () - £,(5)] 2 0,

Bu esa yugoridagi teorema shartining bajarilmasligini ko‘rsatadi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik E»—(O 1) da tekis yaginla-
shuvchi emas.
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Aytaylik, {£,(x)} funksional ketma-ketlik £ to‘plamda yaqintashuv-
<chi bo'lib, f(x) funksiva uning limit funksivasi bo‘lsin:
: LX) = fix), (xe E).

Agar

3, >0, Vke N, 3n>k, Ix' e E: |[f,(x") - f(x')| 2

bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £ tof plamda F(x) funksivaga
notekls vaginlashadi deyiladi.

7- misol. Ushbu £, (x) = nsin J;

funksional ketma- kethk E=(0, 1) da tekis yaqmlashuvchanhkka tek-
shirilsin.

!
§in — -
!

« Ravshanki, %m f, fx)— lim 7sin LIPS Jim - =,
n-se H—pos nx . H—sen le X
c nx

Demak, bertlgan funksional ketma- ketllkmng limit funksivasi f (x) = -
bo‘ladi.

Aytaylik, x* =% bo‘lsin. U holda & i

I,

munosabat ixtivoriy ne N da o‘rinli bo‘ladi. -
Demak fux)=n sm — funksnonal ketma-ketlik limit ﬁmksnya

Filx)=— gaE 0, da tekls yaqinlashmaydi. »

3. Tekls yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.
Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketliklar qator xossalarga ega.
Bu xossalarni keltiramiz.

Aytaylik, {f {0}
L), [(x), . S0, ..

funksional ketma-ketlik £c Rto‘plamda yaqmlashuvchx bo‘hb f (x)
uning limit funkmyam bo'lsin:

£,(0) = F(x), (xe E).

=lnsinl —nl 2 1-%inl =g, +

A
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1- xossa. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir £,(x),
(n=1,2,3,...) hadi E to‘plamda vzluksiz bo‘lib,

£ (x) 3 f(x), (xe E)

bo‘lsa, limit funksiya f{x} shu E to‘plamda uzluksm bo‘lach Demak
bu holda

s

lim (lim 7, (1)) = lim (1im f, (r}) o ,.

F3X A=

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
2- xessa. Agar {f(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f,(x},
{(n=1,2,3,...) hadi £=[a,b] da uzluksiz bo‘lib,

L) 2, (xeladl)
bo‘lsa, o

b @ ;..-r.‘_.'-l-_; R
lim _lrf;,{x)dx = _[f (o) mEa
bo'ladi. Demak, bu holda
' ] b
lim j £ (xydx = [(lim £, (x)) dx

a

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
3- xossa. Agar {f(x)} funksional ketma- kethkmng har bir £ (x),

(#=1,2,3,...) hadi £ = [a,b] da uzluksiz f/(x), (n=1,2,3,...) hosi-
lalarga ega bo‘lib, g

L) D ex), (xelab])

bo‘isa,

ga ega bo‘lamiz.

Shu kabi xossalarga keyinrog o‘rganiladigan tekis yaqmlashuvchl
funksional gatorlar ham ega bo‘ladi. Ayni paytda, ular bir mulohaza
asosida isbotlanadi. Mazkur xossalarning isbotini funksional gatorlarga
nisbatan keltiramiz.
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I SRS N T Mashglar

1. Ushbu f;y (x) = n( X+ _l_ - J;] funksional ketma-ketlik
E = (0,+=) da tekis yaqmlaShUVChanhkka okshirilsine ¢

2. Avtaylik, f (x) funksiva (g,8) da uzluksiz /(%) hosﬂaga ega_
bo‘lib,

£,00) = n[f (x+1)- f(x)] SRR

_ bo‘lsin. Bu funksional ketma-ketlikning [4;,5] < (a,b) da f'(x) ga
tekis yaginlashishi isbotlansin.

66- ma’ruza

Funksional gatorlar va ularning tekis
yaginlashuvchanligi

1°. Funksional qator va uning yig‘indisi. Faraz qilayli%k;{fﬁ‘ CR
to‘plamda aniglangan '

u (x), iy (X}, ..y 1, (X), ..
funksional ketma-ketlik bertlgan bo Isin. Bu ketma- ketllk hadlan
yordamida tuzilgan quyidagi R

XY+ (X)) + . 4w, () + .

ifoda funksional qator deyiladi va Zu,, (x) kabi belgilénadi:
=1

iu,,(x) =)+ (x)+.. +u,(x)+.. " ()]
=1

Bunda £ — funksional qatorning aniglanish to‘plami deyiladi. Masalan,

1) Zx“‘l =lex+x? o 4x" 4

b

2) Zne"" =e* +2e* +3&™ +..+ ne™ +...

#36

www.ziyouz.com kutubxonasi



funksional gatorlar bo‘lib, ularning aniglanish to‘plami £ = (—oo +oo)
bo‘ladi. (1) funksional gator badlaridan ushbu PR

Si(x) = ul(x), IR A
S5 (%) = (x} +u, (x),

...................... e\

Tatigoy evds L S0 = () g (X) + ok (x), e

..............................

yig‘indilamni twzamiz. Ular (1) furksional qatorning qismiy yig ‘indilari
deyiladi. Demak, (1) funksional qator berilgan holda har doim bu
qatorning (2) qismiy vig‘indilaridan iborat {5 (x)}:
S1{x) S (x) . S, (%), -
funksional ketma-ketlik hosil bo' ladl Ravshanki, X=XE Enugtada
{5,(x,)} sonlar ketma-ketligi bo* ladi.
1-ta’rif. Agar {S,(x)} yaqginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa,

2 i, (x) funksional qator x = x, nuqtada yaginlashuvchi {uzoqla-
n=1

shuvchi) deyiladi, x, nugta funksional qatorning yaqginlashish (uzog-
lashish) nuqtam deyiladi.

2-ra’rif. 2 u#, (x} funksional gatorning barcha yvaqinlashish nuq-

n=1

talaridan iborat E < E, to‘plam, zu (x) funksional gatorning

n=l1

yaqinlashish to ‘plami deyiladi. Bu holda Zuﬂ {x) funksional qator
n=l
£, to‘plamda yaqginlashuvchi deb ham yuritiladi.
Agar E, to‘plamda ushbu

E|u (x)] = g ()] + [igy (X} + ...+ [, ()] +

n=1

gator yagintashuvchi bo‘lsa, Z i, (x) funksional qator E; da ab,so;‘ut
n=l
yaginlashuvchi deyiladi.
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| 3- ta’rif. Zu,,(x) funksional qafdrning gismiy yig‘indilaridan
n=l

iborat {5,(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):
S, (x) - S(x), (xe £),

z #, (x) funks:onal qator yigindisi deyiladi va quyldaglcha yoznladl

=1

Zu,,(x) =5(x), (xe Ey).

n=l

.. - 1-misel. Ushbu Zx”“ =l+x+x+.. +x™!
=]

funksional qatorning yaginlashish to‘plami va yig‘indisi topilsin.

« Berilgan funksional qatorning aniqlanish to‘plami £= Rbo* ladl

Qatorning gismiy vig‘indisini topamiz:

+..

._.x'" .-.“\
S ) =l+x+x+..+x"1 =05 agar x =1 ST
o n, agar x=1.

Do

Ravshanki, # — = da S,(x) ning limiti x ga bog‘lig bodadi:”

- *y_ 1,
a) xe (-1,1) da th (x) hm(l_x _)*G"

H—pos i-x
b xe[l,+=) da lmS,(x)=c;
d) x e (—e, ~1] da lim §, (x) mavjud emas. L e

Demak, berilgan funksmnal gatorning yaqmlashlsh to plaml'
E,=(—1, 1) bo'lib, vig‘indisi

S{xy =i e s
2- misol. Ushbu Z

n=1

X+ funksional qatoming yaginiashishto‘p-
lami topilsin. B T

132

www.ziyouz.com kutubxonasi



< Sonli qatorlar. nazarlyamdagl Dalamber alomatidan foydalamb_
topamlz
‘ xm-] xn
Tl .

|
lim lﬂaﬂ.ﬁ:“_). - 1;

n—woi u,(x) H—yoo 1+x

) )
@) xe (LD da timEEED gy

[kl I KN

" Bu holda berilgan funksional qator (—1,1) da yaqinlashuvchi
bo‘ladl

b) xe(—m ~1)U(1 o) da

1 1
—+._.
. 2n . 2n+l x !
_ llm]f(—]f;‘_i-” = lim X N 1
n—->ee1 | i ‘ H—po 1 1 X
x2n+d

bo‘lib, funksional qator xe (-e,-1)w(l,+=) da yaginlashuvchi
bo‘ladi.
d) x = £1 da berilgan funksional gator mos ravishda ushbu

i 2 (-
sonli gatorga aylanadl va ular uzoqldshuvchl bo'ladi.

Shunday qilib, qaralayotan funksional gatorning yaqmlashlsh
to‘plami

Ey = R\{-1, 1} = (—=, - 1)U (-1,1) (], +=)

bo‘ladi. P
2°. Funksional qatorning tekis yaginlashuvchanligi. Avtaylik,

iu (X)) =t (X)) + 1 (X)) + .o+ 1, (X)) + ...

n=1

funksional qator £ to‘plamda yaqinlashuvchi {ya'ni qatorning yaqin-
lashish to‘plami £,) bo‘lib, yig‘indisi S(x) bo‘lsin:

S (x) = S(X), (XE‘ EO S (3)
133
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bunda S,(x) = (x) + 1, {x)+... + u,(x). (3) munosabat

ves>0, Vxe £y, dny =nm(e,x)e N Vn> By |S(x)- S(x)<e
bo‘lishini anglatadi.
4- ta’rif. Agar E; to‘plamda
S,(x} 3 8(x), (xe E)
ya’'ni
Ve>0, Jmy =my(e)e N, Yno>ny, Vxe Ey: [S,(x)}~S(x)<e

bo'lsa, 2 1, (x) funksional gator E, to‘plamda tekis yaginlashuvchi
#=l
deyiladi. Agar P
Ax)=S8(x)-S,(x)

deyilsa, funksional qatommg E, to'plamda tekis }{aqmlashuvchanhb]m
quyidagicha

r,,(X):O, (XEEO)* Y
va'ni _ R
Ye>0, Any=nicra N, Va>n, Vxe £, (x)} < £
ko‘rinishda 4 riilash mumkin bo‘ladi. Shunday gilib,

Eu (= (X)) +iu (x)+ ... +u,(x)+..

n=1
funksional gator, uning gismiy vig‘indisi

Sy (X) = w (X) + 1 {X) + oo + 1, (x) oo
va yig'indisi S(x) uchun CRRTE D
S (x) > S(x), (xe B} oo w0 Tnaded
bo‘lsa, funksional gator E, da yaginlashuvchi; = 3%
S, (x) 2 S(x), (xe E)
bo‘lsa, funksional qator £, da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

1- teorema. Zu (x) funksional qator £, da qator ylg lﬁdm

=1

S(x) funksiyaga tekis vaginlashishi uchun
134
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“ s limosup S, (x) - S(x)‘ [ f §ia

i
i=e xe Ly

e

ya'ni o
lim sup |, (x)}{=0
e N a1
bo'lishi zarur va yetarli. :
< Bu teoremaning isboti ravshan (qaralsin, 65 ma’ruza, 1-teo-
rema.) » o
N 1 - : u%

3- misol. Ushbu Zl‘(x+n)(x4—n+1)

funksional gaterning [0, +e<) da tekis yaginlashuvchi bolishi isbot-
lansin.

<« Berilgan funksional gatoming gismiy yig“indisini hisoblab, so‘ng-
ra vig‘indisini topamiz:

T
| 1 |
Sy (x) = GG T e Tt Gamaai)
_(L_ ..’_)+(L_H_‘,__.)+ ( 1 _ _l_)z_’_ 1
TAx+l x+42 x+2  x+3 x+#  x+a+l x+l  x+nel’
' 1 ! |
lim 5, (x) = '“"(}41 'x;nTz')“;';'f-
-‘.'_?:Je- l §
S(x) = .
i : x+l : : oo gk
Ef"hélda ‘s, (x) Soy= Lo b L L o,
et x+I x+nbl  x+l T x+n+l ’
S S-SEl=gy

ga ega-.bo?lléfﬁii. _. Keyingi tenglikdan
lim sup [5,(x)-S(x)=0

== xa[0, +o)

bo‘lishi kelib chigadi. 1- teoremaga ko' ra berilgan funksxonal gator
[0, +e) da tekis yaginlashuvchi. P _
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“Eslatma. Agar lim sup |S,(x)- S(x)lveO

H—deo XE{O +00)

bo‘lsa, z u, (x) funksional gator £ da tek1s yaginlashuvchi bo‘lishl

n=!
shart emas. Masalan,

Zx"‘l =l+x+x2 +..+x" e
=1

ﬁlnksmnal qatormng( 1,1) da yaqmlashuvchl yig 1nd151

S(x)= —

-X
bo'lishiti ko' rgan edik. Bu funkmonal gator uchun 77
lim sup S, (x) - §(x)| = lim sup El oo

A== _lexe Hree L exat [1-X i

bo‘ladi. Demak, funksuonal gator (—1,1) da tekis yaginlashuvchi emas.
Faraz gilaylik,

iun(x} = (X)+ th{(x)+.. +u, () +...
n=1

funksional gator to*plamda berilgan bo‘lsin.

n=]

2- teorema. (Koshi teoremasi.) Zu (x) funksional qator Fto'p-

lamda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun
Ve>0, 3my =m(e)e N, Yu>n, VYpe N, ¥Yxe E da

‘Sf&p(x) - Sn(x)‘ = Ium-l (X) + Hye (X) +.. m-p(x)‘ < £
bo‘lishi zarur va vetarli.
Bu tenglamaning isboti 65~ ma’ruzadagi 2- teoremadan kelib chigadi.
3°. Funksional gatorlarning tekis yaginlashuvchanlik alomatlari,
a) Veyershtrass alomati. Aytaylik, £ to‘plamda

iu,,(x) =W (X)+ W (X)+ . U (XY + ()]
n=1 .

funksional gator berilgan bo'lib, -~ .- ¢ - e
136 : '
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) Vne N, Vxe E da |u,(x)|$C,, - o v = s

2) iC’n =C +Cy +...+C, +... IS(IJ.nIi gator yaqinlashuvchi bo‘l-
n=i
sin. U holda (4) funksional gator £ to‘plamda tekis vaginlashuvchi
bo‘ladi.

« |- shartga ko‘'ra Vn > n,, Vpe N va Vxe £ uchun

{1 €6 + 83 (O + sy, (0] S [ty OO + ity (XN + .+ iy ()] <
€ Gy + Cpag + oo+ Gy

bo‘lib, 2- shartdan, ya’'ni ZCH gatorning yaginlashuvchanligidan

=1
Koshi teoremasiga binoan
Ve>0, 3n, =mede N, Ya>ny, Yvpe N da &

_ Cont +Cpa o+ Gy <2
bo‘ladi. Demak,

[t (XY + g (X + o ¥ 1, (x)-i <E.

Yugoridagi 2- teoremaga ko‘ra Z i, (x) funkswnal gator E'to plamcla

=1

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

I

xsinx

4-misol. Ushbu Z \/1 funksional cja;of tekis yaqinla-
+ .

w2 (L)

shuvchanlikka lekshmlsm

4 Berilgan gatorning aniqlanish to‘plami £ = (—eo,+ec) bo'lib,
uning umumiy hadi :

3

(n—l 2,3,. . _. o

xsinx

i, (x

(x) = N (lﬂi-nx2

bo‘ladi. Ravshanki, .
xsinx | x} -

|un (x)l =

Jl-i—n2 (14nx? )l _ \ll+n2 (l+nx2:):f-'\_:._-;;'} TR A .
ks -"1.3?
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Endi ¥xe (~oo,400) uchun ¢+ B w0
o1
Lenx? | 2dn

bo‘lishini__c__’tiborga olib topamiz:

Jien? (Lenx?) 2\/7+n 2"3/2
Demak, berilgan funksional gatoming hadlari uchun

P HEI] R
|un(x)[ < 2,372

bo'ladi. Ma’lumki, Z ;;:;lﬁ gator yaginlashuvchi. Binobarin, Veyer-
n=l]

shtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator {—e,+c) da tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi.

Funksional qatorlarning tekis yaginlashishini ifodalovchi keyingi
alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

b) Dirixle alomati. Aytaylik, £c R to‘plamda aniglangan u,(x)
va v,(x), (n=1,2,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vxe Eda{u,(x)} ketma-ketlik monoton;

2} {u,(x)} funksional ketma-ketlik £ da 0 ga tekis yaginlashuvchi:

u,(x) 20, (xe E);
. 3 shunday Ce R mavjudki, Vhe N, Vxe Eda

) ) 0,0 =i§"‘,uk<x)|<c

T kel N
Uholda = D u,(x)-v,(x)
.-: n=1 : H ‘
funksional qat_of"f_._'?' tq‘plamda tekis vaginlashuvchi bo‘ladi.
. S sin x-sin ax
S« misol. Ushbu . HZ;; I

funksional qator E = [0, 4-) da tekis yaqinlashuvchiligi isbotlansin.
138 '
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< Aytaylik,
L L o
= Trx X)=sinx-s
u(x) Jf:l-_x () X lnnx. -
bo‘lsin. Bu funksivalar uchun Dirixle alomatidagi uchta shart baja-

riladi. Haqigatan ham, i

1) Vxe £ da u,(x) =

uchun . - gy
VH+x . e

___l.._, - I - Rt x -va+x 1 - s -§'> 0
_ Nnex o nilex Jnexdnelex J(n+x)(n+l+x)-(Jn+I+x+\/tH-—x)

bo‘lganligidan, uning kamayuvchiligi kelib chigadi;

I

D) Ravshanki, 1, (x) = S o, mvee da w00
- Demak, u,(x) 3 0, (xe E). e
3) Bu hOlda R
v (%)) = =2cos sin % . smfﬂx <2
X > :
k=1 k=t
bo‘ladi.

Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan funksional qator £ = [0, ) da
tekis yaqinlashuvchi. »

d) Abel alomati. Aytaylik, £< R to‘plamda aniglangan u,(x) va
v,(x), (n=1,2,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vxe Eda {u,(x)} ketma-ketlik monoton;

2) shunday Ce R topiladiki, Yae N, Vxe Fda

(XN < C;
3) z v, (x) funksxonal qator E to plamda tekis yaqmlashuvchl
n=1
U holda

S 4, (x) - 0, (x)
n=1

funksional gator to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. L
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b SR SR

G- misol. Ushbu

. "
o om=l
funksional gatorning £={0, l] da tekis yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.
<« Aytaylik, ,(x)=x", o, (x)_ﬂ_, (x e [0,1))

bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun Abel alomatidagi uchta shart bajariladi
{bu ravshan). U holda Abel alomatiga ko‘ra berilgan funksional qator
[0, 1] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Mashglar

1.Agar Zu,, (x), {x e E) funksional qator £ to‘plamda tekis
=1
yaginfashuvchi bo‘lsa, {#,(x)} funksional ketma-ketlikning F to‘plamda
0 ga tekis yaginlashishi isbotlansin.

n+x

A+l
2. Ushbu Z 1) arctg nx, (x e R) funksional qator R da tekis

yaqinlashuvchl ekanligi isbotlansin,

67- ma’ruza B
Tekls yaqinlashuvchi funksional gatorlarning xossalari

1°. Funksional qator yig‘indisining uzluksizligi. Faraz qgilaylik,
Ec Rto‘plamda

ZM,?(,»C)=ul(x)+u2 (X) oot 22, (X) + .. )
#=1
funksional gator berilgan bo‘lib, uning vig‘indisi S(x) bo‘lsin. -
1- teorema. Aytaylik, (1) qator ushbu shartlarni bajarsin:
1) qatorning har bir u,(x), (n=1,2,3,...) hadi £ to‘plamda
vzluksiz;

2) Z u,(x) qator E da tekis yaginlashuvchi. U holda funksional

n=1
gatorning vig‘indisi S{x) funksiva E to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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4 Awtaylik, x, € £,
S, (x) =1 (x)+ uz(x)-i- U, (x)
bo‘lsin. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra
S,(x) 2 S(x), (xe £)
bo‘ladi. Ta’rifga binoan

Ve >0, Jny =nm(e)e N, Vn$n0 va Vxe E da e
S0 -S)[<5, @

jumladan, S, (xo)—S(x0)|<E B )

= tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar » ning #, dan katta biror
muayyan #, qumatlda ham o‘rinli bo‘ladi:

e |Sm(x)—S(x)‘<§, e @

|5, G) = SCe)| < 5. e

Teoremaning 1- shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksivalar
yig‘indisi yana uzluksiz bo‘lishidan

S (X)) =4 (x)+ i (x)+ ... +u, (x)
funksiyaning E to‘plamda uzluksiz ekanligi kelib éhiqadi. Demak, S, (x)
funksiya x = x; da uzluksiz. U holda, ta’rifga binoan ve >0, 38=8() >0,
[x — xp| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xe E da

[Sn ()~ S,y ()] < 3 @
bo‘ladi. Yugoridagi (27), (3) va (4) tengsizliklardan foydalanib topamiz:

[SG) =8 (%] = (S =8, () +(S, ()-8, () +(Sy (%)~ S ()| 8

<[S() -8, ([ +[8, ()-8, (o) +[S, ()-S(x) <5 +5+5 =2

Bu esa S(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishini bildiradi.
Modomiki, x, nuqta E to‘plamning ixtiyoriy nuqtasi ekan, S(x)
funksiya £ to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. & -

141

www.ziyouz.com kutubxonasi



Yuqorida keltirilgan teoremaning shartlarl bajanlganda umng
tasdig‘ini quyidagicha ifodalash mumkm

lim Zu,,(x) = Z( lim u,,(x)].

2°. Funksional qatorlarni hadlab integrallash. Faraz qﬂayllk [a b]-
- Segmentda

iu,,(x)=u,(x)+uz(x)+...+u,,(x)+... B .(5) |

n=l
ﬁmkswnal qator berilgan bo‘lsin. '
2- teorema. Aytaylik, (5) qator quyidagi shartlarni baJarsm

" 1) qatorning har bir «, (x), (n=1,2,3,..) had: [a, b] segmentda
uzlukstz,

2) Zu,,(x) gator [a, b} segmentda tekis yaginlashuvchi,

3) iu,(x)=5(x).- |

U holda 2 j u, (1)dt = ju, (t)dt+j::2(t)dt+

n=l g a

qator [a, b] da yaqginlashuvchi va

. _,&:'f' e T

3 j u, ()t = j S@at, (xc—: La.8])

H‘la

bo‘ladi. . o
« Berilgan funksional gatoming gismiy yigindisi *

S, = (D ru(x) L
ni olamiz. U holda teoremaning 2- va 3- shartiariga ko'_‘-i'a- T
8,7 §x), (x < [a,b)) o
bo‘ladi. Tekis yagintashish ta’rifiga bmoa.n Ve > 0 Iny = ny(e)e N,
Vn > n, va Ve {a,b] da -
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S, (1) ~ ()| < _f_

tengsizlik bajariladi. -
Teoremaning 1- shartidan hamda yugorida isbot etﬂgan l teorema—
_dan foydalanib

j u, (Od1, (n=123,.); J‘S(t)d: o ufh

a

integrallarming mavjudligini topamiz. Ushbu

Eju (rdi = j“l(’)d”]“z(f)dw _Tu,,(t)dm

n=l 4 4

funksional gatorni qaraymiz. Bu qatormng gismiy yig‘indisi

0, {x) = ZIuk(t)dt (x e [a, b])

k=1 4

bo‘lsin. Ravshanki,

>

[ N—

w (1)dt = J[Z uk(r)} i

k=1 u A k=l |

L Demak, T 6,(0)= I S, (r)dt.
| S e
Endi DN PROY. S R

H‘=la

funksional gatorning [a, 5] da-tekis yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsa-
tamiz. Quyidagi

6, (X) - j S(1dt

~ ayirma uchun

o, (x) - jS(:)dr jS(:)dr-J'S(z)dr

< J‘|S,,(r)-S(t)]dt < Ef_ajd: = - (x-a)<e
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bo‘ladi. Démak;

e, () 3f Sy, (xela,0]).

- n=l o

funksional gatorning [a,b] da tekis yaqinlashuvchi v@
Y fuwde={s@yar
n=l q a ' SR I

bo'lishini bildiradi. »
Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdi-
g‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:

KN zjuk(t)dt—j[zuk(t)]dr

k=l g u =1

3°. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash. Faraz qllayhk
[a, b} segmentda _ EEE

Zu,,(x) =t () + 1 (X)+ . +u, (X)) +... | (6)

n=1
funksional gator berilgan bo‘lsin.
3- teorema, Aytaylik, (6) funksional qator quyidagi shartlami bajarsin:
1) Qatorning har bir «,(x), (#=1,2,3,...} hadi [a, §] segmentda
~wzluksiz ) (x), (n=1,2,3,...) hosilaga ega;
2) Ushbu

iu;(x) = U(X) + (X + ot Uy (X) 4+ TR
n=1

funksional qator [z, b} da tekis yaqinlashuvchi;
3) x, € la, ] nugta mavjudki, bunda

Zu (x) = 1 (%) +15(%) + ... (x0)+

Tom=l
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gator yaginlashuvchi. U holda - >
a) z.u,, (x) funksional gator la, b] da tekis yaginlashuvchi;

n=|

b) bu qatorning yig'indisi
S(x):Eu”(x)
n=1 . Lo

[a, b} da uzluksiz S’(x) hosilaga ega;

&) 5= Y 1 (x) bo'ladi.

n=1

<4 Ushbu | | Zu,’,(x)- --::- .-: :
. .;='f" n=|
gatorning yig‘indisipsi ‘l‘__S(’x_) biian belgiiaylik:_, o
T | olx) = Z“ (x) spef oo (?)

Bu gator tekls yaqmlashuvchl va har bir hadi la, b] da uzluksiz.
Yugorida keitirilgan 2- teoremaga ko‘ra (7) ni hadlab integrallash
mumkin;

Ic(x)dx z J i, (x)dx

Ri] w=1xy
.

bunda xy e [a,0], x € [a,b]. Ayni paytda, ~ 0 PR o

z J u,(x) funksional qator [a, b] da tekls yaqlnlashuvchl

n=l X

Ravshanki, [ i, (x)dx = u, (x) - u,,(xo) :
Demak, Z u,{x)-u, (xo)) qator |a, ] da tekls yaqmlashuvchl
’!_] . . . L
Shartga ko'ra - .
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n=l]

gator yaqinlashuvchi (uni [a, 8] da tekis yaginlashuvchi deb garash
mumkin). Shunday qilib

3 (1)t 5), 5 )

qatorlar {a, b] da tekls vaginlashuvchi bo lad1 Bundan esa bu qator-
larning yig‘indisi bo‘lgan L L s

ey

funksional gatorning [a, 5] da tekls yaqmlashuvchl ekanllgl kehb chi-
gadi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

jo(x)dx (0~ 14, (%)) = Zu;,(x) Zun(m)—S(x) S0%)-
n=1

o(x) funksiya har bir hadi uzluksiz, o‘zi tekis yaginlashuvchi

Zu (x)
qatorning vig‘indisi bo‘lgani uchun l- teoremaga ko‘ra, [a b} da
uzluksiz bo ladi. U holda keyingi tenglikdan
o(x) = (S(x) = S(xy)) —S(x)
bo‘]lshl kelib ch1qac11 Demak,

n=]

qator yig mdlm uz.luksu hosﬂaga ega va

S =Y (x)
.. P . . ”_'l o
bo‘ladi. P o

Bu keltirilgan teoremaning shartlarl bajarlfga“nda umng tasdlg ini
quyidagicha yozish mumkin: SR
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{(Sno ] Sftmin)

7=l i EEF R

LTS S LR

(F-?H-)(m X) (0L x € 4o0) - it
n(nel+x) - NS RE

" 1- misol. Ushbu Zl

funksional qatorning yig mdlsl topilsin. :
: . < 1 r ; e o
. Ma’lumkl, E (P;IJL_](H—HH_) g i Vielenerothd oibsd
n=l

funksional qator [0, 4+e0) da tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uning yvig‘indisi

S'(x) = ..

ga teng (garalsin, 66- ma ruza)

SR E R (RPN
Mringt deginedt
o s e TR PR
v T+x {n+x)(n+l+x)

Ravéllanki, bu gatorning har bir hadi [0, 4+) da uzluksi%_.- Demak,
uni 2- teoremaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin: '

R !i; =In(l+0f =t +x), ..,

(m";;m“' f L S
_ _ _ (n+1)(n+x)
= ln(n+t)|0 ln(n+1+r)[0 =In "n'(}:'+l+x) -
" (n+1)(n+x)
__Dem,ak E T rea =In(l+x). ¥
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Mashqlar

- 1. Ushbu Znt . ( I<x<l) funkswnal qatormng ‘yig‘indisi

=1

topilsin.
2. Ushbu S(x) = Z -\-‘2—‘;1—-,--, (x € R) funksiva funksional gatorni
=1 o+ xs
hadlab differensiallash bilan topilsin.

68- ma’ruza -

Darajali qatorlar, ularning yaqmlashlsh radmsn va
yaqinlashish intervallari

- 1°. Darajali qator tushunchasi. Abel teoremasi. Har bll‘ h”édl a
uty=a,(t-56)Y, (he R n=0,1,2.)

fu'nksiyadan iborat bo‘lgan ushbu

"y -
Y a,(t-1,) =g +a(t-t)+va(t-H) +.. oD
n=l) T

funksional qator dargjali gator deyiladi, bunda DU S S

Coi

aps Qs vy Ay s e
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffi isiyentlari deylladL ar
(1) da r -, = x deyilsa, u quyidagi o

Za,,x” =at)+a]x+a/2x2 +.o.+a,x"+.., (xe R) (2}
n=0
ko‘rinishga keladi va biz shu ko‘rinishdagi darajali gatorlarni o‘rga-
namijz.
Ravshanki, (2) gqatorning qismiy yig‘indisi

8, (x) =ay +ayx + ax* + ...+ a,x"

ko‘phaddan iborat. Ayni paytda, x =0 da §, (0) = g, bo‘ladi. Demak,
har ganday (2) ko‘rinishdagi darajali qator x = 0 nuqtada yaqinlashuv-
chi bo'ladi.
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1- teorema. (Abel teoremasi). Agar -

| - SRt
"o 2 ”

Z’anx = an + a‘x+a2x + ...+ a“x .

n=0

darajall qator X=X, %0 nuqlada yaqmlashuvchl bo'lsa, ushbu

tengsizlikni ganoatlantiravchi barchd x larda darajali gator yaqmla—"
shuvchi (absolut yvaginlashuvchi) bo‘ladi.

4 Aytaylik, x =x; # 0 da

z a, xg
n=0
qator yaginlashuvchi bo Isin. Qator yaqmlashlshmmg zarur,ty shartlga
ko‘ra N .
Lo limay =0

bo‘ladi. Demak, {a,x7} ketma-ketlik chegaralangan: ..

IM >0, Yne N da !aﬁxﬂgM.

2

* Ravshankd, - |,x"| = |a, x|

L4

2 o« M2

X0

®

oo

va ]x] x| da i._J g <1 bo‘ladi. Demak, 2};}}?’=Z‘I"

=0} n=0

geometnk qator ydqmldShUVChl U holda ushbu
) i d '
S mlz
=0 YU, L
qator ham vaginlashuvchi bo‘ladi. (3) munosabatm e tlborga ollb
so‘ngra solishtirish teoremasidan foydalanib,

> o

darajali gatorning yaqmlaslnshlm (absolut yaqmlashlshnn) topasz >
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Natija. Agar Z a,X" = 8y + GX + BX° + o+ 3, X"+

sr=0) i

darajali gator x = x, nuqtada uzoqglashuvchi ( ushbu

RPN

Za lI =dy +a]x] +a7xl +a-nxln +“.f EREERE

sonli gator uzoqlashuvchi) bo‘lsa, quyidagi
x> X

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda E a,x” gator uzoqla-
n=0
shuvchi bo‘ladi.

-« Teskarisini faraz gilaylik, 2 a,x" qator x| > |x] tengsizlikni
n=0)

ganoatlantiruvchi biror x = x* nugtada (: ‘> ) yvaqinlashuvchi

bo‘lsin. U holda Abel teeremasiga ko‘ra ix| < ix*] tengsizlikni gqano-
atlantiruvchi barcha x larda vaginlashuvchi, jumladan, x, nugtada
ham yvaginlashuvchi bo‘lib goladi. Bu esa shartga ziddir. »
Abel teoremasi va uning natijasi darajali gatorlarning vaqinlashish
(uzoqlashish) to‘plamining strukturasini (tuzilishini} aniglab beradi.
2°. Darajali qatorning yaqginlashish radiusi va yaqinlashish intervali.
Faraz gilaylik,

T Ea,,x" =dy +aqx+ azxz tota@,X L Ll e 8y
: n=0

darajali qator berilgan bo‘lsin. Bu gatorning yaginlashish yoki
uzoqlashish nuqgtalari hagida quyidagi uch hol bo*lishi mumkin;

[} barcha musbat sonlar gatorning vaginlashish nuqgtalari bo‘ladi;

2) barcha musbat sonlar gatorning vzoglashish nugtalari bo‘ladi;

3) shunday musbat sonlar borki, nlar gatorning yaqginlashish nug-
ralari bo‘ladi, shunday musbat sonlar borki, ular gatorning uzogla-
shish nugqtalari bo‘ladi.

Birinchi holda, Abel teoremasiga ko‘ta darajali qator barcha
x e R da vyaginlashuvchi bo‘lib, darajali gatorning yaqmlaahlsh to* p—
lami F = (-e,+o0) bo‘ladi. Bunday qatorga ushbu
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=3

Z-!}x” lex+ gy ly
Al 20 Al

Tt
n=l}
darajali qator misol bo‘ladi. : '
Ikkinchi holda, Abel teoremasining natijasiga ko‘ra darajali gator
barcha x e R\{0} da uzoglashuvchi bo‘lib, uning yaqmldbhlsh to*plami

£ = {0} bo*ladi. Bunday gatorga ushbu

zn!x" =x+21x? #3004

=1 K £

darajali gator misol bo‘loladi. s i
Endi uchinchi holni garaymiz. Bu holga ushbu
Zx” =lex+x + o +x" ; L f
1n=0

darajali gator misol bo'ladi. Bu darajali gator barcha x e (0,1) da
yaginlashuvchi va demak, Abel teoremasiga ko‘ra qator (—1,1) da
yaginlashadi, barcha x & [1,++) da qator vzoglashuvchi va demak,
Abel] teoremasining natijasiga ko‘ra qator (—ee, —1] [1, 40} da uzog-
lashadi. Demak, darajali gatorning yaqinlashish to‘plami £= ( 1,
bo‘ladi.

Aytaylik, z @, X" =dy + X+ GX .+ a,x"
pz)
darajali gator r, nuqtada (r, > 0) vaginlashuvchi, R, nuqtada (R, > 0)
nugtada esa uzoglashuvchi bo‘lsin, Ravshanki,

>R . g .'..;'*E
- 4 L )
- bo*ladi. Agar Ea,,x" darajali gator
n=0 RSN
n+R 4 |

nugtada yaginlashuvchi bo‘lsa,

f‘z—ﬂ—ﬂﬁ R, =R

deb; uzoglashuvchi bo'lsa,
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4+
n=n. &= ._1__2___1
deb r, va R, nuqtalarni olamiz. Ravshanki,
Ry-r
r! £?‘3,Ri 2R2 va R2 —'rz =—-]2—l
bo‘ladi. Bu munosabatdagi r, va R, sonlarga ko‘ra r; va R, sonlarni
yuqoridagiga o‘xshash aniglaymiz.

Agar z a,x" darajali qator

pn=i)

deb; uzoglashuvchi bo‘lsa,
"2+R2 . Co L S

"= B, R3 = 3 .
deb ry va R; nugtalami olamiz. Bunda quyidagicha bo‘ladi.: .
Ry—n

R, Rz2Rva R-n=—5-.

Bu jarayonni davom ettirib borilsa, Za,,x” darajali gatorning

=0
yaginlashish nugtalaridan iborat {r,}, uzoglashish nuqtalaridan iborat
{R.} ketma-ketliklar hosil bo‘ladi. Bunda

hHEns.€rns., R2R=.2R =.,

va H — = da Rn"ﬁ::‘—,"-'-*?*o

bo'ladi. U holda [1], 3-bob, 8-§ da keltirilgan teoremaga Ko'ra
limr, va lim R, limitlar mavjud va : o P

M40 M=o

limr, = lim R,
Fiad H—rod

bo‘ladi. Uni 7 bilan belgilaymiz:
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limr, = im R, =r. S IS

H 3o o

Endi x o zgaruvchmmg x| < r tengsizlikni qénoatlamlruvchl
ixtiyorty giymatini olaylik. U holda
lime#, =r

H—res

bo‘lishidan, shunday #, e N topiladiki, bunda . .x = on 0

X} < Py <7 i
bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali gator 7, nuqtada,'_d'effﬁak, qara-
layotgan x nuqgtada yaginlashuvchi bo’ ladl _
x o‘zgaruvchining |x1 > r tenglikni qanoatlanttruvchl l.thyOl'lY
giymatini olaylik. Bunda

mR, =r

o
bo'lishidan, shunday #, ¢ N topiladiki,
x| > R, >r

bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali gator R,,,1 nugtada, demak, gara-
layotgan x nugtada uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Demak, 3- holda z a,x" darajali gator uchun shunday musbat

n=0
r soni mavjud bo‘ladiki, |x| < 7, ya’ni Vx < {(-r,r) da qator yagin-
lashuvchi; [x| > r, va’ni Vxe (—es,—r) U {r,+) da gator uzogla-

shuvchi bo‘ladi. x = &7 nugtalarda za,,x" darajali qator vaginla-
’ n=0
shuvchi ham bo‘lishi mumkin, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

1- ta’rif. Yugorida keltirilgan r son Z a,x" darajali qatorning
n=0
yvaginlashish radiusi, (—r,r) interval esa darajali gatorning vaginlashish
intervali deyiladi. _
Eslatma. I- holda darajali gatoring yaginlashish radiusi 7 = +e
deb, 2- holda darajali gatorning vaqginlashish radiusi » = 0 deb olinadi.
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3°. Darajali qatorning yaqginlashish radiusini topish. Biror

Za,,x” =y F X+ GXT @ X e,

n=0 e e epe ;
darajali gatorni qaraylik. Bu gator koeffitsiventlaridan tiiZilgan" {'c;,,},
{n=0,1,2,..) ketma-ketlik uchun o

1) vn20daa, =0, - = - °
i | : ®e ’
2) km &n i mavjud bo‘lsin. U holda zanx’_'.-_darajali-, gatorning
Hrea [y —~ -. i \\!

iyt

’yaqinlashish radivsi quyidagicha bo‘ladi:

. a
r=1lim !u—i'-—!.
e By |

<4 Aytaylik, darajali gator uchun

lim

RS

“lop, (a,20, n=0123.)

Iy l

bo‘lsin. Qaralayotgan z a,x" darajali qatorda x ni parametr hisob-
=0 :

lab, Dalamber alomatiga ko‘ra uni vaginlashishga tekshiramiz:

! x+1 f 4
i )=l 22 = il =
i “n —
. Gpal |
Demak, - . |—L—|<l,ya’ni <L -
bo‘lganda qator yaginlashuvchi bo‘ladi;

251, vani [x]> L
I »1,¥ x|
bo‘lganda darajali gator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Bundan Za,,x” darajali gatorning yaqinlashi'sh"radiﬁ_s;i?_ -

n=0
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) ) G Areli
bo‘lishi kelib ChiQﬂdi_. > . R
1- misol. Ushbu ;-: RN O A SRV
)R (TS VI
n=0 e"n! ?L

darajali gatorning vaqinlashish radiusi topilsin. g$!
<4 Bu gator uchun

HR (n+l)ﬂ+l
qd = - R A —
"t T (i)
oyl \ P
bo‘ladi. Ravshanki,
O gt
. la Pl ;2 ) L . e :
llm |-—"— = ——— _____._(. \...‘.._),_ = llm R =1 b
R |yl n...m.|e",n1 {n i)f“']

=, ( l*_l r
1

Demak, berilgan darajali gatorning vaqinlashish radiusi » = 1 bo‘ladi. »
Dxtiyoriy darajali gatorning yaqinlashish radinsini aniglab beradigan
teoremani ishotsiz keltiramiz.
2- teorema. (Koshi—Adamar teoremasi.) Ushbu . .

Za,,x” =y + GX A+ B A @ X L ER S

n=l} o :
darajali gatorning yaginlashish radiusi
1
F= = ER
lim ";.i|an{ '
H-3oo i

bo‘ladi. {11

Eslatma. Agar limgfla,| =+ bo‘lsa, Za,,x" darajali qa-
H 3o . o

torning yaginlashish radiusi » = 0 deb; li_li_i{/iﬁ,,_g' =0 bo‘lsa, ) a,x"
e phl]
darajali gatorning vaginlashish radiusi » = +e deb olinadi.
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L2

- 2- misol. Ushbu z 2" x*" darajali qatorning yaqinlashish radiusi
' n=0

topilsin.
4 Avvalo 2x* =t deb olamiz. Natijada berilgan qator quyidagi
z: =l+t+2 4.+t +
n=0
ko‘rinishga keladi. Bu gatoming vaginlashish radiusi (5) formulaga ko‘ra_

- = =1
lim#fa,|  lim ¥

H—domr Mo

bo‘ladi. Demak, Jf{<1 da qator yaqginlashuvchi, }f|>1 da gator
uzoglashuvchi. U holda o

: . 1 . . .
|2x5‘ <1, ya'ni x| < 7 da berilgan gator vaginlashuvchi;

da gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

2x° | >1, ya'ni |x|>

p f .

-

Benlgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi » = -\7-_- bo‘ladi. »

- 3- misol. Ushbu 35;?},. x" darajali gatorning yaginlashish

-0 v

to‘plami topilsin.
. (-1 =y _
k_l a, = —————r HY

<« Ravshanki, @, 7T =

Berilgan darajali gatorning yaginiashish radivsini (4) formulaga ko‘ra
topamiz:

| ay,

D" 3| e el g

r=lim e
N AT o

H=ree [y

n—ea

m

L ;
Darajali gator x = —3 nuqtada ushbu Zj; sonli gatorga ayla-
=l

nadi va bu sonli gator vzoglashuvchi bo‘ladi. x =3 nugtada esa
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Z 3%" sonli gator hosil bo‘ladi va bu qator Leybnits teoremasiga
- H

ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, berilgan darajali gatorning
yaqinlashish to‘plami £ = (—3, 3] dan iborat.

Mashglar

1. Agar Z a,x" darajah gatorning yaqmlashlsh rad1u31 r> 0-
n=0 PR S PR I
bo‘lsa, ushbu \
- 2 n 1 ;
o Z(n +1)a,x Z}}-Ea,,x”
Dt w=0 : #=()

ddrajah qatorlammg yaqmlashlsh radiuslari ham r ga teng bo‘llshl'
isbotlansin.

2. Ushbu -—Fn'—-x darajali gatorning vaqinlashish intervali
topilsin.

- 69- ma’ruza

Darajali qatommg tekis yaqinlashishi. Darajall qatormng
xossalari

1°. Darajali gatorning tekis yaqginlashishi. Aytaylik, ushbu

Y ax" =ay + Gx+ GX ot @ X (n
n=l '
darajali gatorning yaqinlashish radiusi r > 0 bo‘lsin.

1- teorema. (1) darajali qator |o.,Bl< (~r,7} da tekis yaqginla-
shuvchi bo‘ladi, bunda oe R, pe R.

< Ravshanki, (1) darajali qator (-r, #) da absolut vaginlashuvchi
bo'ladi.

Aytaylik, ae (0,r) bo‘lsin U holda ¥rn =0 va Vxe[-o,«] da

facc‘
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bo'‘lganligi uchun Vevershtrass alomatiga ko‘ra, (1} qator [—o,c] da
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Demak, Z a,x” darajali gatorning yaginlashish radiusi > 0 bo‘l-
=0
sa, yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra bu gator [-¢,c] < (~r,r) da
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bunda ¢ sonni r songa har gancha vaqin
qilib olish mumkin bo‘lsa-da, gator (—r, ) da tekis yaginlashmasdan
golishi mumkin. Masalan, ushbu

Ex” =l4+x+xP ++x"+..
n=0
darajali qatorming vaginlashish radiusi r = 1, birog gator (—1,1) da
tekis yaqinlashuvchi emas.
2°. Darajali gatorning xossalari. Ma’lumki, darajali qatorlar funk-
sional gatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yaginlashuvchi
funksional gatorlarning xossalari kabi xossalarga ega.
2- teorema. Agar

> ax" =g +ax+amxt +.+a,x"+..
n=0
daraili Gatorning yaginlashish radiusi » > 0 bo'lib, yig‘indisis .44

S(x) = Za x"

bo‘lsa, S(x) funkswa (—r r) da uzluksm bo' ladl
<4 Ravshanki, garalayotgan darajali gator (—r, ¥) da vaqinlashuvchi
bo‘ladi. Aytaylik, x, € (-7, r) bo‘lsin. Ushbu
x| <e<r
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢ sonni olaylik. U holda darajali gator
[=c, ¢} da tekis yaginlashuvchi boladi. Tekis vaginlashuvehi funksional

gatorning xossasiga ko‘ra 2 a,x" darajali gatorning yig‘indisi S(x}
n=0
funksiya [—¢, ¢] da uzluksiz, jumladan, x, nugtada uzluksiz. »
3- teorema. Aytaylik, darajali qatoming vaginlashish radiusi » > 0
bo‘lib, yig‘indisi S(x) bo‘lsin:
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S(x) = i a,x".
n=0

Bu qatorni (-r, #) ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy [a, ] bo‘yicha
(la,b] (=r,r)) hadlab integrallash mumkin:

‘b[ S(x)dx = i [:i- a,x"dx ] J .; | ?_. «

n=0 o

Xususan, v¥x e (-r, r) uchun quyidagicha bo‘ladi:

e+l :
| _[S(r)dr ; S @
« Ravshanki, darajali qator |a,b] da ([a,b) < (-, r))} tekis yaqin-
lashuvchi bo‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional qatorning xossasiga
ko‘ra uni hadlab integrallash mumkin. Ayni paytda, (2) qatorning
yaqinlashish radiusi  ga teng bo‘ladi. Haqgiqatan ham, Koshi—Adamar
teoremasiga ko‘ra '

e s e
hme |.._"_..|l = = lim# |' - p e s
e Y i+l poes B F e Do e

.'-1fodaga ega bo‘lamiz. » R

Natija. Aytaylik, Z a,x" darajali gator berilgan bo‘lib, uning yaqgin-
=0

lashish radiusi r > 0 bo‘lsin. Bu gatorni [0, x] bo‘yicha (vx,e (-r, 1))
ixtivoriy marta hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida
hosil bo‘lgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng
bo‘ladi. '

4- teorema. Faraz gilaylik,

Y ax" =ay tax+ Xt b+ X
S o
darajall qatommg yaqmiashlsh radiusi r > 0, yig‘indisi S(x) bog:lsmz
Zax =8S(x).
n=0 o .
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U holda funksiya (-, #) da $’(x) uzluksiz hosilaga ega va .- -

S(x)-Znax BT )]

bo‘ladi, bunda (3) qatommg ydqm]ashlsh radiusi ham r ga teng.

<« Berilgan darajali gator {—c, c] da (0 < ¢ < #) tekis yagintashuvchi
bo'ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatoming xossasiga ko‘ra darajali
qatorni hadlab differensiallash mumkin, Demak, Vx,< (-#, #) da

5'(x) = i(a xy = ina x"

n=0 A=l
Bu darajali gatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo‘lishi
quyidagi munosabatdan kelib chigadi:

g, = fim (o -gfa]) = fmyfa,).
F—yon H—jen M

Natija. Aytaylik, Zanx" darajali gator berilgan bo‘lib, uning
p=l
vaqinlashish radiusi # > 0 bo‘lsin. Bu gatorni (-, #) da ixtiyoriy marta
hadlab differensiallash mumkin. Differensiallash natijasida hosil
bo‘lgan darajali gatorning yaqiniashish radiusi ham r ga teng bo‘ladi.
5- teorema. Aytaylik,

Zanx" =yt x+ alx2 ot a,x" PRI Tt ,
[ n=0 . B .
-t‘d_a'l_r_ajali'qatorning yaginlashish radiusi » > 0, yig‘indisi S(x) bolsin:
Zax —S(x) o W
n=() E o . _ :
U holda Vr=0da o '
85U
T

bo‘ladi. -
4 (4) munosabatda x =10 deb topamlz

a, = S(0).
(4) gatorni hadlab differensiallaymiz:
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S(t)—Z(ax Y —Znax

m=l}
Bu tenghikda x = 0 deyilsa RER Lt E R
_ a, = S0}
bo‘lishi kelib chigadi. Shu jarayonni davom ettirib
5 (0) _
a, = TR0 (n = 2:3!) cpt

bo'lishini topamiz, P

1- misol. Ushbu znx" X420 43
n=} o
daragali gator vig‘indisi topilsin.

4 Ma’lumki, Zx darajali qator (- l) da yaginlashuvchi va

n=l _ P!

X
uning vigtindisi = 8ateng:

Z X" = o ol WF
© tex ' .
- n=t Lo

RO A T sl

Bu qatorni hadlab differensiallab topamiz:

dxn)_d ( x ) SIS 1

xX = — | —- HX e —

dx [; ] de\l-x/» ;}f (1-x)"
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x ga ko‘paytirsak,

DY S X
sefaerd Taid

inxﬂ = —.i__ R "2 &
- (1-x)’
bo'lishi kefib chigadi. » e S,
) & " Lo
2- misol. Ushbu _anx =In{] "'?f) ;
n=0

tenglikning to‘g'riligi isbotlansin. _ :
+« Ravshanki, Zx" darajali qator (-I,.ll} da yaginlashuvchi bo‘-

lib, uning yig‘indisi l—"l; ga teng: :';- o "
: ' ‘161
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g.fxfﬂhiu‘? 3{5,;{ jixﬁ :iézi

n=0

Bu tenglikda x ni —x ga almashtirsak, natijada - - .. 10000

2(1

: tengllk hosﬂ bo‘ladi. Uni [O x] bo‘yicha (0 < x <:1) 1ntegrallab topamlz

x -;}4 St enEE e

J].;o -1y tndt—om
2( " jr"d:_m(z SOF,
=0

2( 1)” =In(f+x).

=0 )

o (- ])H x2n+|
2n+l

3- misol. Ushbu
| ~ e e
" darajali gator yig mdlsl topllsm va undan foydalamb :

o (-1 _=®

2ntl 4
n=f]
bo‘lishi ko'rsatilsin. )
77 ¢ Ma'lumki, = Clex<l), |
pour l -x’
. . . . N n In |
Bu tenglikda x ni —x? ga almashtiramiz. Natijada Z(—l) x* =2

hosil bo‘ladi. Uni [0 x] bo‘vicha (0 < x < 1) integrallab topamiz:

#=0 SRR
Z( 1)"J’r2"d:aarctg:po e
L oy N D T KL
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i i " xz??-hl o
(1) Z——- =arctg x,

2n+l
. n=l .
Keyingi tenglikda x = | deylik. U holda tenglikning chap tomoni. .

- (-1)7
2n+l

SOI’III gatorga aylanib, u Lcybmts teoremdmga ko‘ra, yaqmlashuvchl
bo‘ladi. Demak,

Mashglar _
. 1. Hadlab differensiallash bilan ushbu - - . ...

y
X X H
] + 'i'? + _4"' + e

darajah qatorning vig‘indisi topilsin,

2. Hadlab integrallash bilan ushbu T L e

x-4xr +9x" —16x% +...
darajali qatorning yig‘indisi topilsin.
70- ma’ruza o i
Teylor gatori '

it
\

1°. Funks:yanmg Teylor qatori. Aytayl:k f (x) funkmya xne R_
nuqtaning biror

Us{xp)={xe R: xy~8<x<x+8; 5>0}
atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lsin. Bu hol f (x) funk-

siyaning Teylor formulasini yozish imkonini beradi: : oo
f die
J0= £ )+ 280 )+ LT o
7 ) o
__;.(T).CP_). (X =~ Xp ) +, (x)'

bunda r,(x) — qoldiq had. -,
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Meodomiki, f(x) funksiya Ua(xo) da 1stalgan tartibdagi hosnlaga
ega ekan, u holda

£ )+ 20 ey L0 e +f(-—’-(*°)(x ) 4 ()

darajali qatorm garash mumkin bo‘ladi,
(1) darajali gatorning koeffitsiyentlari sonlar bo‘lib, ular f(x} funk-
siya va uning hosilalarining x, nugtadagi qiymatiari orqali ifodajangan.
(Y) daragjali qator f(x) funksivaning Teylor gatori deyiladi.
Xususan, x;, = 0 bo‘lganda (1) darajali gator ushbu

LOPAC SO0, 0,
/() 0 B WAL

ko‘rinishga keladi. Faraz qilaylik, f(x) funksiva biror(—r, n da{r> Q)
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, uning x, = 0 nuqiadagi Teylor
qatori

FA0) £70) 5 f“’) (0}

f(0)+—-x+——-—x +. oy L O )
bo‘lsin. Bu qatorning qoldig hadlm r.{x) deylik: SR
f(O)+ f-ﬂ]-?- X + fz{'m 24 -f—-;ﬂ@—] X" 45, (x).

1~ teorema. (2) darajah qator (7, ) da f(x) ga vaginlashishi uchun
nshbu

flx) =

f(O) f(O) e Fy
31 ...+_———ﬁ-!--—---x +r,,(x). |

Teylor formulasida Vx e (~—r, r) uchun

lim r,(x) = 0

Hepoo
bo‘lishi zarur va yetarli.

oA Zarurligi. Avtavlik, (2) darajalt gator (—r, r) da vaqinlashuvchi,
vig‘indisi f{x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan

Iim S, (x) = f(x), (xe(-r, )
bo‘ladi, bunda

8,00 = f@)+ L

Lg {n)
PACLIC R A U

21 n!

+
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~ ‘Ravshanki, Vx e (-r,r) da lim S, (x) = f(x) bo‘lishidan

lim[f(x)-5,(x)]=lim¥r(x)=0
bo‘lishi kelib chiqadi.
- Yetarliligi. Avtaylik, vx e (-r,r) da lim #,(x) = 0 bo'lsin. U holda

1‘1{;

_ Um[f(x) -5, ()= }Fi_gg r,(x)=0
boflib, undan

llmS (x)= f(x)
bo lishi kelib chigadi. Demak

f{x) = f{0)+ I@x + fz(IOJ 24 +'_L;§)2 Fon i b
bo‘ladi. &
Odatda, bu munosabat o‘rinli bo‘lsa, f{x) funkswa Teylor gatoriga
yoyilgan deyiladi.
2’. Funksiyani Teylor qatoriga yoyish. Faraz gilaylik, f(x) funksiva
biror (-r, r) da istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo‘lsin.

2- teorema. Agar 3M >0, Vxe(-r,r), Ynz0 da

F () < M .
bo‘lsa, f(x) funksiya (-, 1) da Teylor qatoriga yoyiladi: ~~ * _'-?"-'"”1
hid (#) e 1) .
£l = f_(_) S @+ L0 S D %_(9.? " O)

n=0
4 Ma’lumki, f(x) funksivaning Lagranj ko*rinishidagi qoldlq hadli
Teylor formulasi quyidagicha bo‘ladi:

” (n)
Fo =@+ LPx e LB L ),
__ .
bunda =2 -{%ﬂflx”*', ©<o<l).

Teoremaning shartidan foydalanib topamiz:

_| S0 al g R
5 = [ ¥ =M G (x e (=r,r)).

fe's
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. R fIEN | o
Ravshanki, lim

_ poe (41
- Demak, ¥x,€ (-r, ) da |
limz, (x}=0 -
bo‘lib, undan qaralayotgan /{x) funksnyanmg Teylor qatonga yoylllsln
kelib ch1qad1 >
3°. Elementar funksiyvalarni Teylor qatoriga yoyish.
a) Ko‘rsatkichli va giperbolik funksivalarning Teylor gqatorlarini
topamiz. Aytaylik,
f{x)=¢ -
bo‘lsin.  Ravshanki, f(O =1 "0 =1,(ne N) bo'lib,
¥xe (-a;0) da (o> 0) ;

0< fixy<e*, 0<f(x)<e”

bo‘ladi. Binobarin, 2- teoremaga ko‘ra f{x) = ¢* funksiya (—a,tx) da
Teylor gatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz;

E %" .
—-2 —1+ B TR 0'=. . @

o> 0 1xny0ny musbat son. Demak, (4) darajali qatommg yaqgin-
lashish radiusi ¥ = +« bo‘ladi. .
(4) munosabatda x ni —x ga almashtirib topanuz

e =3O 2y

Ma’lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus funksiyalari
quyidagicha ta’riflanar edi:

e¥—eg™* eXpe®
shx= , ¢chx=
2 2
Yugoridagi o g
: x x* .
4 =1+-‘ —2?+ s : s
_ x
ex=1—~—‘+'—-i-—..+(—l)n—T+
M

168,
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formulalardan foydalanib topamiz: et e
B ARG

3 2n+l 28+l

X X
SR = et Gy 2(2n+1)"
2 q 2n 2
X X X X
) chx=1+ Tttt Gwi +.= g;’ Gl

Bu shx, chx funksiyalarining Teylor gatorlari bo‘lib, ular ifoda-
1angan darajali gatorlarning vaqinlashish radiusiari » = 4 bo‘ladi.

b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor gatorlarini topamiz.
Aytaylik, f(x)=sinx bo'lsin. Ravshanki, vxe R, Vne N da

e RVEIEY S
bo'lib, £(0). /(0 =1, fCP @) =0, fC"™DO)=(-1)", (ne N)

bo‘ladi. Demak, 2- teoremaga ko‘ra f(x) =sin x funksiva Teylor
gatoriga yoyiladi va {3) formulaga binoan

-n" ey 1 3 0 5
§in x = Z(2n+l)' = X=X g X - {5)
bo‘ladi. Aytaylik,
fixy=rcosx

bolsin. Bu funksiva uchun vxe R, Yne N da . o

SN, M) s
bo'lib,
f=1 £0=0 f20=D", f2YW0)=0, (ne N)

bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra f{(x) = cosx funksiva Teylor
gatoriga voyiladi va (3) formulaga binoan

o t o ,
COSX = ) pzmsy X7 =l gou® ™ — . ®

bo‘ladi. -
(5) va (6) darajali gatorlarning vaginlashish radiusi r = +e bo‘ladi.
d) Logarifmik funksiyaning Teylor qatorini topamiz. Aytaylik,

S(x)=In{+x)
o 167
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bo‘lsin. Ma’lumki,

-1
{ 1) (H—-l) , (n
Q+xf

. (7 n-1
al i
boladi. Bu funksiyaning Teyior formmlasi

£ (x) = eNy

X X ¥ el X7 iy
ln(1+x)4x—T+—j——-—4f+...+(_l) =+

ko‘rinishga ega. : Sy e
f(x) = 1In (1 + x) funksiyani Teylor qatoriga yoyishda 1- teorema-
dan foydalanamiz. Buning uchun (7) formulada 7, (x) ning 0 ga intili-
shini ko‘rsatish vetarli bo‘ladi.
Aytaylik, xe {0,1] bo‘lsin. Bu holda Lagram ko‘rinishida yozilgan

(1 )

r, :4—7,(0{9{1) ,.
(r+D(1+6x)"" __ )
qoldig had uchun | I, (x)] < w0
bo‘ladi va iim r(xy=0""

tenglik bajariladi. Aytaylik, x e [-«, 01 bot Ism (0 o< 1) Bu holda

Koshi ko‘rinishida vozilgan .

(~1)" (18 )" -2
(148, x)"!

rx) = L (0<8 <1)

goldiq had uchun

i I
bo'lib, quyidagiga ega bo lamiz;

hmr (x)=0.
Pemak, vxe ( 1, 1] S
limr,(x)=0. .

H=tea
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UJ holda 1- teoremaga ko‘ra e A

r-1 S 3 o
nl+x)= v ¢ —”—a x" “x—%+?—-v # (Al a3 x A+' @)-
n=l P ) .,-.‘\ o e
bo‘ladi. - PR R
(8) darajali qatorning yaqinlashish radinsi » = | ga teng. Agar
vuqgoridagi In(i1 + x) ning voyilmasida x ni —x ga almashtirilsa, u

holda

In(l~ x)--Z—- S S

n=|
formula kelib chigadi.
e) Darajali funksivaning Teylor gatorini topamiz.
Aytaylik,

'f(x)=(1+x)°‘, (e R)
bo‘lsin. Ma’lumki,

_ FPx) =ale-D{a-2)...(a- n+l)(l-|~x)‘Hr .
bo‘lib, : _
Y@= ala-Da-Dlamn+D) o
bo‘ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu | |
(1+x)" =1+%x+-—-(%2x2 +. +?E)-}}—Ea JPIJrl)x" 1, (x)
ko‘rinishga ega. Rt

Endi n -3 <= da r,(x) — 0 bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Ma’lumki, Teylor formulasidagi qoldiq hadning Koshi ko’ nmsh1
quyidagicha

r”(x)_(u —Me=2). [la-1)-(n-1)] . x(1+8x)al(l 9) ’

n! 1+6x

(0 <8 < 1) bo‘lar edi. Aytaylik, x < (-1, 1) bo‘lsin. Bu holda:

1) lim (o= 1~ 2)...[(a = 1)~ 2 - D]x" =0 bo'ladi,
chunki limit ishorasi ostidagi ifoda yaginlashuvchi ushbu
169
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- 2] “(“‘1)%“‘""'1')_,-3'6"'? N

gatorning umunty hadi; _
2) o xi(l —]x])“‘] <o x1+6x)" <o xi(1+ [x[)a_l

f ‘<I bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydal'mb
l+ex l+9 _

Vxe (-1,1) da
_ ,],Tl r{x)=0
‘bo‘lishini topamiz. 1- teoremaga ko'‘ra _
L@ afa-1) 2 ofa—1)..{a—n+l} Xt (9)

i ]
{1+ x) X X Feet e

bo‘ladi. Bu darajali qatorning vaginlashish radivsi «= 0, oo e N bol-
ganda 1 ga teng: »= 1.
(9) munosabatda o = -1 deb olinsa, u holda ushbu T

I:__Z( DY xT =l x4+t -x e x? —. 1) X

formula hosil bo‘ladi. Bu formulada x ni —x ga almashtirib topamiz:

1~1— Z( D' x" =l+x+x3+. +x"+...
por

1+x

1- misol. Ushbu f{x) = ln — funk51ya Teylor qatonga yoyllsm.

A Malumki, =@+ x)-In(i-x) boladic -
Biz ynqorida

2
mU+x)y=x-" +% _ s
_ 7+ a
2
_ h‘l(l'"'x) = _x._:]:____ - -
bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu munosabatlardan foydalani_i!'_ topamiz: .
170 Hib topamiz.
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m+x)-nl-x)=x-% +5 -+ (1" x__n+
2 3 I

PR n 3 5 T B
X X X 2x 2x 2x SR
ey - e = Em2x e I
( X573 P ) R S T

l+x PEE x2n : .
Demak, In T = 2[x Fop et St ] 1)
(10) darajali qatorning yaqginlashish radiust » = 1 bo‘lib, yagin-
" lashish to‘plami (—1, [} bo‘ladi. &
2- misol. Ushbu f(x) = J‘E‘iﬂ dt funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.
U]
3

E) . - . . E_ o '_ -1 .
4 Ma’lumki, sinf/=¢ e e+ (1) Gt

',.2 m-1

. 2 a 2n-
S _ _ f_ 1!‘__ _ _ p-k _I__'_
Uholda 3 =1-Tal —a (D™ ey

Bu darajali gatorni hadlab integrallab topamiz:

X . ~ 2 4 2n-2 P
N (RICHREN g W
0 0

+... bo‘ladi.

t 5! 2n-1)1
3 5 2n-1
X X -1 X
=x—gmtas S e e

Keyingi darajali qatorning yaqinlashish radiusi » = e bo‘ladi. »
3- misol. Ushbu f(x) = -2~ 'i_'__s_ funksiya Teylor qatoriga yoyilsin
Xo+x-

va bu gatorning yaqinlashish radiusi topilsin.
« Awvalo f(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

2x-1 1 i ] 1
= + =

o f
P
v

o - D . R

Ma’lumki, 1«:;—2(4) X I_—}'_Zx _

’ n=b L =0 -
171



Bu formulalardan foydalanib topamiZ'

T LTS

() S () SR G e

n=0 =

“{‘“1—1] RIS o X' (0 =3

3| 1-2
3I

Demak, quyidagi Teylor qatorini olamiz: " - v

2x-1 o (- 1)” < 1" 1 o -
x2+x 6 2n+l Z3n+l z 2n+] 3n+l .

n=0

| 'Bu darajali gatorning yaginlashish radiusi » = 2 bo‘ladi. p

Mashqlér

1. Ushbu f(x)=sin’x, f(x)=In{1-x?), f(x)-a—

l+x+x

3
funksivalar Tevlor gatoriga vovilsin.

2. Ushbu Z %—«— (x € R) gatorning yig‘indisi -topilSix‘i..:—-

7I - ma’ruzo

Uzluksnz funksiyani ko‘phad bilan yaqmlashtmsh
F it  Veyershtrass teoremasi -

1°. Bernshteyn ko‘phadi. Aytaylik, f{x) funkswa [0 1] segmentda
berilgan bo‘lsin. Ushbu b

Ef( J Chxk (1 =) = £(0)- = x)”+f[ )C‘x(l—x)"_l;. +f(1)x" |

ko‘phad f(x) funksiyaning Bernshteyn ko phadi deyiladi va B, (f;x)
kabi belgilanadi:

B, (f:x)= 3 r(E)cht a -
172 k=0 :
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i _ nln=1)n-2) -- (n—k+l) :
Bunda C, = i

Demak, Bernshteyn ko‘phadi n- darajall ko phad bo* hb umng
koeffitsiyentlari £(x) funkmyamng

" .%’ BT
—, (k =0,1,2,...,n)
nuqtalardagi qiymatlari orgali ifodalanadi. Masalan

B (f;x)=f@)+[f 1) - f(0x,

B (f;x)=f(O)+[2f(%]—2f(0)]i+[f(0)+2f(%)+f(l)]x2
bo‘ladi. '

2°. Muhim lemma. Ushbu

N k-t =1, R
k=0
[ 2 ' _ "
SE-a) cixta-o 2D 0sxcn @
pars n n

aynivatlar o‘rinli.
« Nyuton binomi formulasi

ZC: P S LR R E
k=0 _
daa =x, b=1—x deyilsa, n holda } J
Yokt -xyF o
ek RN
bo‘lishi kelib chigadi. ST ’

(2} aynivatni isbotlash uchun quyidagi

Z Chxk (1 -

%=0
yig‘indilarni hisoblaymiz.

k?
-5

M=

Chx -yt

0 7

bl
i

Bu yig‘indini hisoblashda vuqorida keltirilgan C* nmg 1fod351 va
Nyuton binomi formulas1dan foydalanamiz:

'1_7"3 .
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Z% "(1 x)”k=z Ckx"(l x)"'k ZC*llx"(l x)"’k—

k=0 k=] ) k=|

-—xz e )"'“")—x[xm O =x

Demak, =~ D AChFa-xrFax. T
P e k=D
N . Ho.3 - . P
CEndi ¢ Zk—zC,fx" (1-x)" AT T
k=t _ L o
yig‘indini hisoblaymiz: . e
o2 "
SRk -t =Y Kokl a -yt =
k=0 " =
y f:l--}-c_-l Txk - x)"{+z Chixk (1 -xY™ =
= o :
BN Rk (1R LY gkt (-
T S 5
_ e " 1-
=f-]=x2[x+(l—x)] 2+%x[x+(1—x)] ' = 2+f(nx)-
il - -~ b
Demak, z k_C:-'xk - x)n—-k - x2 + x(l—x) . (4)

k=0 !

. Yugqoridagi (1), (3} va (4) munosabatlardan foydalanib _topﬁmj{z;

I 2 ) 0.2 . e
):(5 - x) Chxt (1-x™* =Y & ka1 x)™ -
" k=0

k=0
&K nk 3 ke k ko
_2x2;Cn A-x" +x ZC,,x A-x"= 5 -0

= x? +iln-x—) 2x - x + x° x(lnx) »

174
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Natija. vx ¢ [0,1}, Yre N uchun-.. i

&k ) bk -k 1 .:
( Chxk 1-x)"* < L G)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. D
4 Ravshanki, ¥x e [0,1] uchun

x(]_x) g;_ e B e "f

bo‘ladi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o'rinli
bo‘lishi kelib chigadi. »

3°. Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaginlashtirish.

1- teorema. (Bernshteyn teoremasi.) Agar f(x) funksiya [0, 1]
segmentda uzluksiz bo‘lsa, v holda

hmmax\f(x) B, (f.x) =

n—yos DEx

bo‘ladi, bunda |
B, (f;x)= Zf( leka ot e
"« (1) va (6) munosabatiardan foydalanib topamiz: - -

8, (0= f = Y[ 7 (5)- reo]cixt a- s

(=0
Kantor teoremasiga ko‘ra garalayotgan f(x} funksiya [0, 1] da
+tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda ta’rifga binoan

ve>0, 38>0, vx', x"e[0,1) uchun jx'-x"<d 7

bo‘lganda (X - f(xN) <
tengsizlik bajariladi. Ma’lumki,
B, (f;x)-f(x)

ayirmani ifodalovchi yig‘indida n+1 ta had bo‘lib, ular k mng"?
0,1,2,....n qivmatlarida yuzaga keladi. Bu & ning ushbu
‘i——xl <8, (xe[0,1]

AT5
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tengsizlikni qanoatlantiradigan giymatlari to‘plamini £, (k) bilan;

f%—x 28, (xe(0,1])

tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatlari to‘plamini F£,(k) bilan bel-
gilaylik. Ravshanki,

E, (k)u F,(k)={0,1,2,...,n}
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, yuqoridagi yig'indini ikki gismga ajratamiz:

Fid

Z[f(i)_f(x)]C§Xk (-2 = 2 [f(i)—f(x)] Coxk (1-x)"" 4

k=0 Ey i}
+Z[ ( ) (x)]C“xk a-x“.
(k) D

Endi bu yig‘indilarni baholaymiz. f(x) funksiyaning [0 1] da tekts
uzluksizligidan hamda lemmadan foydalanib topamiz:

[Z[f(n) f(x)]C"x"(I x)""“‘ Z'f() f(x)ric;’;g‘(ll'_x)"“":

Enlk) Ep ch

lf (%) -

Ckx* (1--)«:)"_’_{C <§ Z Cx1-0"" <

L' Enik)

»
%—xid‘)

pph

n—k
22C"x" (1-x) =§

Ravshank1 f{x} funksiya [0, l] da chegaralangan. U holda
max f f(x)] = M e R bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

o O=xs=i |
Z [ (n) f(X)]C"xk - x)" kll .

Fally

> Y-

=—x]
n

I

CxF (- <

D g

J'I—C-—Jurl‘r:ﬁ
»

176
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ot His ‘ 1

.Agar ‘; - X 52

bo‘lishini hisobga olsak, u holda lemmaga ko‘ra

21

o2
za:»(ﬁ-x) .
I

k k n—-k 1 i n—k
Cpx* (1-x) ’SB_Z Z (;—x) G -x0"< .
: 'kzif—xza k:|;-x>a _ 8
| ) L
<= S {=~x} x" (1-
52;:',( x) T

bo‘ladi. Shunday qilib,

1B, (f3x)~ f(x) < Z[f(,,) f(x)]C*x"(l x4

Entk) Biind
k __I ko k _ n—-k‘ £ ﬂ
+F%)[f(;;) f(JC)]C,,X (1 X) .{2 +2n62_. .
"
J . M . el e T
bo‘ladi. Agar n > EYen deyilsa, u holda
‘g
M <le
28%n 2 -
bo‘lib, natljada quyidagiga ega bo‘lamiz: ISR e

‘Bn (fsx)_f(x)l <E
Bu muneosabatdan esa
lim max‘B (f3x)- flx)] =

H-zes DX

bo‘lishi kelib chigadi. »
Bu teoremadan n - < da

: B(fix) 2 f(), OsxsD o
bo‘lishini topamiz. Demak, [0, 1] da uzluksiz bo‘lgan f *) ﬁlﬁksnfﬁ
B, (f;x) ko‘phad bilan yaginlashtirildi:

177

f(x)~2f( ]C"x*(I x), (O.s.;csl).
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Aytaylik, f(x) ﬁmkswa [a, b] segmentcla uzluksu: bo‘lsm Ma -
lumki, ushbu

1. a
b-a b-a

chizigli almashtirish [a,b] segmentm [0,1] segmentga almashtlradl
Bu almashtirishdan fovdalanib ushbu ol

o =fla+G-a)), ©O<rcD = 2 (7)

funksiyani hosi! gilamiz. Ravshanki, ¢(#) funksiya [0, 1] da ﬁzluksiz
bo‘ladi. Yuqoridagi teoremadan foydalanib topamiz:

H—as Dgrs]

limmax|B, (@:0) - (0] =0, @
bunda L

B, (¢31) = Zq)( Jeurk a-nt

7y va 8) munesabatlardan

fim max

H=3en g<xsh

B {f:52%)- £(0) =

bo‘lishi kelib chiqadi, bunda

B {1i575)= X1 as Bkt (z::)*(l--zfz)

— f(a"l’“;ak)ck(x ﬂ} (b—x)
i=o n (b-a)"

Shunday gilib quyidagi teoremaga kelamiz. '
2- teorema (Veyershtrass teoremasi.) Agar f(x) funkSIya [a, b]
segmentda uzluksiz bo‘lsa, C

lim mayx

n—res AEXES

B, (£:772)- f(x)i -0

bo‘ladi.
i78
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Mashqlar
1. Agar f(x) funksiva [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lsa, Vx e [0; 1] da
an( DFf(E)ext -t =0 7

Hdoa

bo‘lishi isbotlansin.
.. 2.Agar f(x) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lsa, . ...

|B,{f; xelaflL
sup | (f;x)- f(x)| ;9
bo‘lishi isbotlansin, bunda @(8) — funksiya f{x) ning uziuksiz moduli.

72- ma’ruza
Furye qatori tushunchasi

3 Davriy funksiyalar hagida ba’zi ma’lumotlar. f(x} funksiva
R ={—0,+) to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, shunday
T e R\ {0} son topilsaki, ¥xe R da

fx+T)y=f(x)
tenglik bajarilsa, f{x) — davriy funksiva, T=0 son esa uning davri
deyilar edi.
Agar f(x) davriy funksiyva bo‘lib, T# 0 son uning davri bo‘lsa, kT
sonlar (k = +1,+2,...) ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) davriy funksiyalar bo‘lib, T2 0 ularning davri bo‘lsa,

F)£g(x), fx)-g(x), j}—) (g(x) #0)

funksiyalar ham davriy bo‘lib, ularning davri 7 ga teng bo‘ladi.

. Aytaylik, f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T bo'‘lsin. Agar
“bu funksiya grafigining tasviri [e, a+7T'| oraligda (ae R} ma’lum bo‘lsa,
uni birin-ketin

x=a+ kT, (k=%1,£2,..)
vertikal to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik ko‘chirish natijasida
F(x) ning (-, +=) dagi grafigi hosil bo‘ladi (30- chizma).
Bu jarayonni [a, a+T | da berilgan funksiyani (—e, 400} da davny

davom etrmsh deb ham vuritiladi.

179
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L 2
L

30- chizma. - r : |

Shuni ta’kidlash lozimki, 7 davrli f(x)} funksiva [a, a+7] da
uzluksiz bo‘lsa, uni (~os, +00) ga davriy davom ettirishdan hosil bo‘igan
funksiya (uni ham f(x) deymiz) (~c, 4+e0) da uzluksiz yoki bo‘lakli
uzluksiz (va'ni x = ¢ + AT nuqtalarda (k = t1,+2,...}) uzilishga ega
bo'lib, boshga barcha nugqtalarda uzluksiz) bo‘lishi mumkin.

Masalan, [0, 1] da berilgan

F(x)=2Jx U -

funksiyani (o, +00) da davriy davom ettmshdan hosil bo‘lgan ﬁmkswa
(o0, +0) da uzluksiz bo‘ladi (31- chizma).

31- chizimna.

[—1, 2] da berilgan
' fx) = o ;
funk&uyam {—ee, +o0} da davriy davom ettmshdan hosil bo‘lgan funkmya
(=2, +o) da bo‘lakli uzluksiz bo‘ladi (32- chizma):
Lemma. Agar f(x) — davriy funksiva, uning davri T bo‘lib,
[a, a+T] da integrallanuvchi bo‘isa, u holda

a+T T

I F(x)dx = J' Fde. (e R)
a b

bo‘ladi.
180
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i ‘ . e FETIETA . Y“ . '-"r‘.-'.".": ,yj}; I;_;,,

R
P b

_.23 _'2 _‘1 O i_ T
32- chizma.
< Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz: -
aif b+T a+T
| e = jf(x)dx + j fGyder [ fodx. ()
a b+T o
‘I el | P LN
Bu tenglikdagi '- J f{x)dx £ BT
o+

integralda x = ¢ + T almashtirish bajaramiz, Natijada % ~“*‘ 'y,

a+d ',j:'-
[ reode= jf(HT)dz ujf(r)dt = jf(x)dx )
b+l
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan Lrew o an gRR N
a+T [ :
j f(x)dx = j F(x)dx
bo‘lishi kehb chiqadi. P | Ii.;.‘_.:

2°. Garmonikalar. Ushbu

f(x) = Asin (ax +B) . )
funksivani garaylik, bunda A4, o, p — haqlqu sonlar Bu davriy
funksiva bo‘lib, uning davri L

T—— {0 = Q)

ga teng bo'ladi. .o ST PR TR
181
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< Hagiqatan ham,

Y 2n o _
f(x + E') =A sm(a(x + —&—)4- B]- Asin (ax..+ B+2r)=
= Asin{ax+p) = f(x). »
Odatda, (3) funksiva garmonika deyiladi, Garmonikaning grafigi
y = sinx funksiya grafigini OXva QY o‘qlar bo‘yicha sigish (cho‘zish)
hamda OX o‘q bo‘vicha surish natijasida hosil bo‘ladi.
Garmonikani quyidagicha yozish ham mumkin:
F(x) = Asin{ox +p) = A(cosaxsinp +sin ox cosp) =
=AsinpB-cosoax + AcosP-sin ox = acos ox + bsin ax,
bunda '
N a=Asinp, b= Acosp.
Aksincha,
fixyY=acosox+ bsinox

funksiya garmonikani ifodalaydi:

a wcosax-b—b—si.ncxx =
vat +b* NPT

= A (sinpcosox + cosPsinox) = Asin (ox +B),

f(x) =acosax + bsinox = \/aT-:?}?[

bunda at +b° = A,

ﬁ = sin B, \7;%;—2- =COSP. + i
3°. Forye qatorining ta’rifi. Har bir hadi

u,(x) =a, cosux+ b, sinnx, (n= (},1,_2,...) .

garmonikadan iborat ushbu L S

ay + Z(an cosnx + b, sinnx) - (4)

ﬂ':.'l
funksional qator trigonometrik qator deyiladi. Bunda
s Q1. By @0, by, 0, B, ..
sonlar trigonometrik qatorning koeffitsiventlari deyiladi. <. oo oy
182
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Odatda, (4) trigonometrik qatorning gismiy yig‘indisi.« ;&
n el
T,(x)=ay + Y (g coskx+ b, sin kx)
hn k=t

trigonometrik ko ‘phad deyiladi.

Avtaylik, f(x} funksiva [-rx, n] da berilgan bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin.

Ravshanki,

f(x)cosmx, f(x)sinmx, (n=12.3,.)
" funksiyalar ham integrallanuvchi bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan funk-
sivalarning integrallarini quyidagicha belgilaymiz:

a":%][.f(x)dx» ‘

- a, = % J f(x)cosmxdx, (n=1,2,..) 5
s =1 [resinma, (n=12,.)
So‘ng ushbu 529 + (a, cosnx +b,sinnx) )

n=i
trigonometrik gatorni tuzamiz.
Ravshanki, (6) trigonometrik qator (5) munosabatlardan topiladigan

a,a, b, a4,b,..,a,.8,, ..
sonlar bilan to‘la aniglanadi.
1-1a’rif. Koeffitsiyentlari (5) munosabatlar bilan aniqlangan (6)
trigonometrik gator f(x) funksiyaning Furye gatori deyiladi. Bunda
Qos Qs Oys Gy s By ooy Qs By oo
sonlar f{x) funksiyaning Furye koeffitsiventlari deyiladi.
Demak, f(x) funksivaning Furye gatori shunday trigonometrik
gatorki, uning koeffitsiventlari (5) formulalar yordamida aniglanadi.
Shuni e’tiborga olib, funksivaning Furye gatori quyidagicha yoziladi:

F(x) ”%*2(‘% cosnx + b, sinnx).
n=l

183
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1-misol, Ushbu - «ovgimosn s 0 amionn 000l
f(x)=¢*, (r<x<max0)

funksiyaning Furye qatori topilsin.
4 (5) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye koef-
fitsiventlarini hisoblaymiz:

w I “"dx—-—~(e e =—-2—Sh(11'|:, S
n an
17 1 c
a, =_Jeax cos nxdx = - o Osi‘;*'”;m X e
n T
bt}
=L 2 sshax, (n=1,2,..),
n o +n’
T . b
b, = I—Je‘” sinnxdx=l-a8mn§_"fosnxe‘“ -
I n o +n -x
=T
- 2n
=L ——shom, (n=12,..).
T o +n
Demak, fi{x)=e*

funksiyaning Furye qatori

f(x)=eu-“ _,?+2(aﬂcogm+aisinnx)= PO

n=1

= 25}‘““[ 2 (1) 5 (ocos nx — nsin nx)
n 0!, +ﬁ
bo'ladi. B :
Aytaylik, ushbu shartlar bajarilsin:
) Quyidagi
+Z(a cos nx + b, smnx) M

=l

trigonometrik gator [-rt | da yaqmlashuvchl va uning vig'indisi
f{x) ga teng: ' .

184
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filx)= %ﬂ ¥ Z (a, cosnx + b, sin nx); oA ®)
n=1

2) (8) ifoda hamda uni coskx va sinkx larga (k=0,1,2,...) ko‘pay-
tirishdan hosil bo‘lgan

f(x)coskx = --coskx+2(a €0S 1x €08 kx + b, sin nx cos kx), -
n=l

F(x)sinkx = %“-sin kx + Z‘(ar,r cos nx sin kx + b, sin soxsin kx),

gatorlar [-x, 1] da hadlab integrallansin. U holda o

an,a,,bl ag,bzg , 4, b",... . Ceel el
sonlar f(x} funksivaning Furye koeffitsiyentlari bo‘ladi, (?) trigono-
metrik gator esa f(x} funksiyaning Furye qatori bo‘ladi. Bu tasdigning
isboti quyidagi

]Ef(x)dx, _Tf(x)coskxdx, Tf(x)sinkxdx fy _

mtegraliarm hisoblashdan kelib chigadi. - '

4°, Juit va toq funksiyalarning Furye qatori. Fara? qgilaylik, f (x)
funksiva {-m, =] da berilgan juft funksiva bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koetﬁtsiyentlarini
topamiz:

n ] n
= :? j S (x)cos nxdx = -:-{J f(x)cosnxdx+jf(x)cosnxdx] =
-T - gl

PRV I Sy
PR L

- %lf(x) cosnxdx, (n=0,12,..), “
. o o o
b, = H F(x)sin nxdx = %[ j F(x)sin nxdx'g+£ £(x) Smnxdx:' -

!
n

—]Ef(x) sin_ nxdx + ]Ef(x) sin nxdx} =0, (r=12,.).

185
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, Demak, juft f(x) funksivaning Furye koeffitsiyentlari

a,

fl

R

]‘f(X)cos nxdx, (n=0,1,2,..)
o IR

bn =0, (n=1,2,...)
bo‘lib, Furye qatori N
o .. L
L S 7+§an cosmxX Ly
bo‘ladi. - o |
Aytaylik, f{x) funksiya [-r, n] da berilgan toq funksiya bo‘lib, u

shu oraliqda integarallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koef-
fitsiventlarini topamiz:

n 0 n
a, :-:Ejf(x)cosnxafx: {jf(x)cosnxdx+jf(x)cosnxdx}=
- - 0

[_ ;

iy 0 = |
b, = % _[ F(x)sin naxdx = ':E[-[ f(x)sin nxdx+Jf(x)sin nxaix} =
—-r -r . o C e 2

li
Al

(R |

f(x)cosnxdx ~ f{x)cos nxaﬁc} =0, {(n=012,..),

_2
T r

_Tf(x) sin nxdx], (n=1,2,..).
i)

" Demak, f(x} toq funksiyaning Furye koeffitsiventiari :
a, =0, (#=0,1,2,.),

b, = i‘jf(x)sinnxafx, (n=12,..) :
0 T

bo‘lib, Furye qatori quyidagidan iborat:

Sfi(x) ~ Z bn sinnx . V e P; G

r=1
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2- misol. Ushbu fxy=x*, (-n <xs ﬁ)

juft funksivaning Furye gatori topilsin, L
<« Avvalo berilgan funksiyaning Furye koefﬁtswenﬂanm tgﬁ LN

e g
n
= [
T[
a

n
2 2, sinax|"
a, :—Ix2 cos mx dx = = x? 25
i
0

||
W] =]
&

4

xsinmxdx =

n n

o e
-
e

0

|
n

. _ 4 xcosmx"
nn

rlm{)

o e,

oS nxdx]=(—1)” -iz, (n=12,.).
n

Demak, f(x) = x? funksiyaning Furye gatori

P

2 o ;
7 on 7 COS RX _
fxy=x"~ 5 +4n2=;(—1) e
bo‘ladi. > o
3- misol. Ushbu f(x) = x, (~% < x < n) toq funksiyaning Furye
gatori topilsin.
+ Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiventlarini hisoblaymiz:

n n—|
b, =3J‘xsinnxdx=3[ == ljcosnxdx] 2w
T 0 m A n .
Demak, f(x) = x funksiyaning Furye gatori ST X T
fix) - Z( 2 SIIl "o,

n=1
bo‘ladi. »
5°. [, ] oraliqda berilgan fanksiyaning Fm'ye gatori. Faraz
qilaylik, f(x) funksiya [/, /] oraliqda (/ > 0) berilgan bo‘lib, u shu
oraligda integrallanuvchi bo'lsin.

Ravshanki, ushbu 7= ?x almashtlrlsh natuasmla {—1, 1] oralig

[-m, n] oraliqqga o‘tadi. Agar
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- rlLi)- (r)

. deyilsa, ¢(9) funksxya [-#, =] oraligda berilgan va shu orallqda mtegral-
lanuvchi funksiya bo‘ladi. Uning Furye gatori

23 s

Co(f) ~ %‘l + Z(a,, cos nf + b, sin-nt)

bo‘lib’ -__.'-,_';'- a, = i J- (p(l‘) cos ntdt, (n = 0’1’2’.) : -,_

.,:3 1 T ] .
e b, = - I o(t)ysinntdt, (n=12,.)

bo‘ladi. Endi ¢ = ? x bo‘lishini e’tiborga olib topamiz: .. ...
(p(i;x)~-“+§;(a,,cosn x+b sinn x) : T
W !:;' eQ =':!‘,.{' l ! .l..'-’,.
=7 I (P(l )cosn “xdx, (rn=0,1,2,...), Fuaep
Pt j-r RECIEIN -~ . ,i %1""
1 . k -\
= I‘P(; )sm nZxde, (n=12,.) -
-

Natijada berilgan f(x) funksiyaning Furye gatori quyidagichas:s::

X
S(x) - —+”Zl(a cos % +b sin ---{----)
bo‘lib, bunda:
e ?If(x)COS—dx (n= 0,112,. )

= f, jf(x) sin ° xdx' ; (n =12) R
: —f - BRI [T I B
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4- misol. Ushbu - f(x)=¢€“, (-1<x<}
funksiyaning Furye qatori topilsin. -

4 Yugoridagi formulalardan foydalamb f (x) = ¢* funksiyaning
Furye koeffitsiventilarini topamiz: :

1 RS L L
ay = je"dx =e-¢’, T S
~t .
1 . 1 :
AT SN AEX—COS X E
a,,:Je"cosmcxdx: S| = .
e l+p°n -1 oy
-t
e—e~ : :
= 2 slecosmm~e ' cosmm) = (1) . (n=1,2,7.0),
l+# it
) :
: SEn X - T COS M i1
b, = Je’ cos HRxdx = >3 e*
4 l+n°n | R L
1 i nn(-1)" ( ) RRIORM E
= e (emz COS AT + HTe™ COS mt) 3 =
l+r° 2 lentn® i
-
ntl e—e
={-1) T n=12..).
Chppte gy el obiems
Demak, : SR ' o

fx)=¢€", (-1<x<1) . f

funksiyaning Furye gatori quyidagicha *

ntl )
e!) {---I-Jw—-cos 4 - L P smmrxJ
2[ +n*n? e 1+rfn? _n_
ko‘rinishda bo‘ladi. » . l R
 Mashglar . ! e 5

1. Uéhbu F(x) = 2sin (2x + 2) garmonikaning grafigi topilsin.

2. Ushbu f(x) =|x|, (-n<x<n) funksiyaning Furye qatori
topilsin. :
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73- ma’ruza
Furye qatorining yaginlashuvchanligi

I°, Lemmalar. Furye qatorining yaqinlashishini isbotlashda muhim
bo‘lgan lemmalami keltiramiz.
1- lemma. Agar ¢(x) funksiva [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa,

& F]
lim | @(x}sin pxdx =0,  lim | @(x)cos pxdx =0

Py L e
q . a
bo‘ladi.
<4 Ravshanki, lemmaning shartidan
¢{x)sin px, o(x)cos px
funksiyalar [a,b] da integrallanuvchi bo‘ladi. {a,b] s.egmentda
Xy Xps cves Xnogs Xps (@ =X <X €25 <. < Xy <X, =)
nugtalarni olib,

1]
J ¢(x) sin px dx

ni quyidagicha yozib olamiz:

-

& g BT i
Im(x) sin px dx = Z J q)(x)sm pxdx= _
" ._ P ‘:f} T RETL T e
nel Mgl ) ael Figl o
I [o(x) - m, ]sin pxdx + Z m, I sin px dx, )
k=0 5 T k=0 '

bunda m, = inf  ¢o(x), (k=0,1,2,.,n —1)

xE[J:k * xk"l
Bu (1) tenglikning o‘ng tomonidagi integrallami bahiclaymiz:

L=t %kat p-l *hsl P . .
z j [9(x) — my ]sin px dx| < 2 j @, dx = zmkAXk’
k=0 I k=0 x

bunda @, — funksiya @{x)ning [x, x,.,] dagi tebranishi, Ax;, = x,,, ~ x;.
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Modomiki, ¢(x) funksiva [@,8] da integrallanuvchi ekan, u holda
n=1
§ oan < o
k=0 :

qlhb olinishi mumkin.

Endi (1) tenglikning o‘ng tomonidagi 1kkmch1 lntegralm baho-
laymiz: .
I | Jr}H-l
‘ m, | sin pxdx

=0} x;[

COS PXg =008 Py |

m=l
52|mk|'

=] n=1

<Z|mkl "—“Z| m|.

Ravshanki, p ni vetarlicha katta gilib olish hisobiga

e

& e aats
=z m, |« =
; Q el <3 3)
- ga erishish mumkin. Natijada (1) , (2) va (3) munosabatlardan ,
. _
j(p(x) sin px dx| < € -

llrn _[q)(x) sin pxdx =0

1foda kellb chnqadx Xuddl shunga o‘xshash

lim I@(x) cos pxdx =0
po=

isbotlanadi. »
Agar [a, b] oraligni shunday
[ao, al]’ [01, 02], ey [a -1 an]’ (ao =4a,a, = b)

bo‘laklarga ajratish mumkin bo‘lsaki, har bir (g, 4a,,) da
(k=0,1,2,...,0-1) f(%) funk31ya uzluksiz bo‘lib, x = ak nugtalar-
da chckh o‘ng . _ .
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iy f(ak + 0), (k = 0’ l;2,”.,n_ 1) , ."J‘
va chap o

Sfla, -0), (k=0,1,2,...n)
limitlarga ega bo‘lsa, f(x) funksiva [a,b} da bo lakli uzluksiz deyiladi.
Yugoridagi lemma ¢(x)} funksiya [a,5] da bo‘lakli uzluksiz funksiya
bo‘lgan holda ham o‘rinli bo‘ladi.
1- lemmadan quyidagi natija kelib chiqadi. :
Natija. Agar f(x) funksiva [-r, n] oraligda bo‘lakli uzluksiz bo‘lsa,
uning Furye koeffitsiyentlari # — - da nolga intiladi:

lim a, = lim% j f(x)cosmxdx =0,

fimb, = hm If(x) sin nmxdx = 0.

H—3oo

|z sin(zml)g
2- lemma. Ushbu 5+ Zcos ki = — tenglik o‘rinli.
k<) ' Zsini

T

<4 Ravshanki,

2 cos ku = .—”"' [31.11 + 22 sin 5 cos ku]

k=1 ezsmE

bo‘ladi. Agar

s U . 1 . 1 X 1 Cu
;2 sin 5 cos u = é[sm(k + i) u~sin (k - 5) u] _sm(n+ 5) u—sin

bo‘lishini e'tiborga olsak, u holda yugoridagi tenglikdan

- sin(2#+1
1+Zcosku=-~————( +)
2 LU

k=I 25111—2»

tenglikni keltirib chigaramiz. o

2°. Furye gatorining qismiy yig‘indisi. Dirixle integrali. Funksional
qatorlar nazariyasidan ma’lumki, gatorning yaqinlashishini aniglashda
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avvalo uning gismiy yig‘indisi topilib, so‘ngra bu qismiy yig‘indining
limiti o‘rganilar edi.

Funksiya Furye gatorining yaginlashishini aniglashda ham avvalo
uning gismiy yig'indisi topiladi.

Aytaylik, f(x) funksiya [-n, n]) oraligda integrallanuvchi bo‘lsin.
Bu funksivaning Furye koeffitsiyentlarini topib, uning Furye qatorml
tuzamiz:

T

a, =] jf(r)cosktdr {(k=0,1,2,...),

= !

1] _
b E‘[f(t)smktdt (k=1,2,..),

f(x)~%['~+2(ak cos kx + b, sin kx). :
pai

PR BN
i iy

Ravshanki, bu gatorning gismiy yig‘indisi
E(fix)=24 Z(Qk 08 kox + by, sin kx)

bo‘ladi. Bu tenglikdagi a, va bk larnmg o‘rniga uvlarning yuqonda
keltirilgan ifodalarini qo‘yib topamiz: _

E, (f;x) = ;ﬂ ]E FOdr + ii— I f){cos kr_coskaf + sin ktsin kx] _{k =

k=1

If ) [* +Zcosk(r—x)]dr T
Ma’lumki, 2- lemmaga ko‘ra |

:;111(2.vfr+l)£%£ :
+Zcosk(r-x) —
k=1 ZSlnT J ragd

b -

bo‘ladi. U holda F,{f; x) vig'indi Quyidagi ko‘rinishga keladi:
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s1n(2n+l) d TR HAN

F(fi%)= 0 Jro——- d.
Odatda, (4) tenglikning o‘ng tomonidagi integral f(x) funksiyaning
Dirixle integrali deyiladi,

F,(f; x} yig‘indining bu ifodasini yanada o‘zgartirib, n — « da
F, (f; x) ning limitini topishga qulaylik keltiradigan ko‘rinishga olib
kelamiz.

Avvalo (4) integralda + — x = ¢ almashtirishni bajaramiz. Bunda
integral ostidagi funksiya 2n davrli bo‘lganligi sababli integrallash
chegarasining o‘zgarmay qolishini e’tiborga olib topamiz:

sin(2n+ DY
E(f;x)=5- jf(x+u) —— 2.
2sin—
. 2
Bu tcnglikni ikki qismga ajratib:
t sm(2n+l sm(2n+l)
F, (f,x)_-— jf(x+u) du+If(x+u) A 2 dul,

Zsmi 251115

TR

o‘ng tomondagi birinchi integralda u ni —u ga almshtirib topamiz:

O 'ii sm(2n+l) o
F,(f;x)= j[f (eru)e fix= WS gy, i
2sm-2- \

‘Xususan, f(x)=1 bo‘lganda o

l "sf{
sin| #+— C
E (%)= lJ‘Mdu

fn s Zsm% ' )
bo‘lib, u 1 ga teng bo‘ladi. . '
Hagigatan ham, 2- lemmadan foydalansak u hoida

Dbty 3 R
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F, (1, x_):%I2[~+2cosku]du._l+iz_[cos kudu_ i
I k=1
PR sinkuu“ : o
=1l+= =1 -4

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

- dit . ©)

U A
3 2sin—
2

" 3°. Lokallashtirish prinsipi. /(x) funksiya Furye qatorining gismiy
yiglindisi

1=

ERE

F(f3x) =1 J[f(x+u)+f(x u)]ﬂmj‘zm ©

Zmn—
mpier 4o 2

ning bitta muhim xossasini keltiramiz.
Ixtiyoriy 8 sonni (0 < 8 < =) olib, (6) integralni ikkita integralga
ajratamiz.

5 sin !‘H-l
E(f:x)= ij[f(x+u)+f(x—u)]l—z}—ldu+
0 .

2ﬂn5
» | | 0
£om i sinl B+
._§¢%j[f(x+u)+f(x u)]- g—idﬂ =Jy (1, 8) +J3 (1, 8).
s smE

- 1- teorema. 1 — c da J, (#,8) ning limiti nolga teng bo‘ladi:
. 11m 1 J, (n,8)=0.
4 f(x) funksiva [-=, n] da integrallanuvchi bo‘lganligi sababli «

(P(u)=~2—f—y[f(x+u)+f(x—u)]
SIHE
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’mtegralga ajratamiz. Natijada R
E, (f,x)——[f x+0)+f(x 0)] J1+J2

bo'‘ladi.

Endi J, va J, integrallarni baholaymlz J, integralni baholash
uchun avvalo ixtiyoriy & (0 <& < =) sonni olib, J; ni ikki gismga
ajratib yozamiz:

§ sin, m-l
Ji =%I[f(x+u)—f(x+0)]i—2‘kdu+

. H
SN~

T sin A+ P
ATcen-rioo) Lol a *
. 5 . |

2sin?
sm2

Iz

Lokallashtirish prinsipiga asosan gt g

SIn A+—
11m I[f (x+u)-f(x+ 0)]J—2kdu = Qi

25in=
‘Sl.l'l2

.'.‘_;_Demak ve>0, Iy =ne,d)e N, Yun>n da

- f<x+0>fil’“ 2y o

bo‘ladi. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [-m, n} da bo‘lakli differen-
siallanuvchi. U holda vx e [-x,n] da

jﬁow = f(x+0) _ Belt LT

mavjud bo‘lib, 33, >0, O<u <y, da
fx+u)-f (x+0)

i

< M, (M, =const) '
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tengsizlik o‘rinli-bo‘ladi. Shuningdek, 33,.> 0; O <u <3, da

. ,\J," E?;‘ fi R L S N T )
2 < —_ ) P
- = Mz, (M2 = COI‘ISI) 0
: _ _ sin= .
o o 2 B LRI N T S WA
tengsizlik bajariladi. e Cope

Endi min{S,,Sz, =8 deb olamiz. Natijada, Vue N

s
IM M,
bo‘iganda (8) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral uchun
ushbu

=

lj flsu)-f(x+0)] 3 sin(n+ 1)ara’nr £ o
) . = > <
(10)
u
<! j AELD 1L | N EPASS UYR PR i
g u S'mg, R 3,: . g

bahoga ega bo‘lamiz. (8}, (9) va (10} munosabatlardan

W= ~J[f(x+u) f{x+0) ]jnﬂdu <er s

bo‘lishi kelib chiqadi. 1, ’-’wi"h y
J, integral ham xuddi shunga o‘xshash baholanadi va - W

. 1

! ]tlrf(x'—u)—f(x-())]i—%}du <€
2sin=
2

l‘!Ziz ; L
0

vodmde B s T
bo‘lishi topiladi. Demak,

[f(x+95+ f(x 0)]I <2e

bo‘lib, undan SNSRI RT3 FETT, i
. :_..19_9
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lim F, (/3 x)= 5[f (x+0)+ £ (x-0)]

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiya Furye gatorining vaqinla-
shuvehi va

%+i(ak cos kx + by sin kx) =;-[f{x+0)+f[x-0)]
k=]

bo‘lishini bildiradi. »
Natija. Agar ffunksiya yugoridagi teoremaning shartlarini bajarib,
x nugtada vzluksiz bo‘lsa, u holda quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:

% 1 3" (@ coskx+ by sin kx) =/(x).
k=1 .

Misol. Ushbu
f(xy=cosax, (-n<x<n, azne Z)

funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.

< Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz. Qaralayotgan
funksiya juft bo'lgani uchun

b, =0, (n=1,2, 3 )

bo‘lib,
=2
o

a, jcosaxcosnxdx I[cos(a n)x +cos(a+n)x|dx =

0

=smﬂan(_‘l) [—-l—+—l—]

a+n  a-n

bo‘ladi. Demak,

fx) ~ Sin:ﬁ[ 2( D" (—~ + E—)cos nx} |

Agar f{x) = cos ax funksiya teoremaning hamda natijaning shart-
larini bajarishini e’tiborga olsak, u holda

cosax = 2nan [l + Z(~1)” (_l—'+ _—L)cos nx]
noja & a+n  a-nj _

bo‘lishini topamiz. »
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Keylngl tenghkda x = 0 deyilsa,

smax a g;'( -1 (a+n a—n) e o
bo‘lishi kelib chigadi.

Mashglar

1. Ushbu

LT A

x, agar —x<x <0 bo'lsa,
, agar O<x<m bolsa

re-{

funksiyaning Furye qatori topllsm va uni yaginlashishga tckshmlsm
2. Ushbu

flx) = -ln|sin ;\ (x 2 2kn, ke Z)
funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaqinlashishga-tclcshirilsin_._g_

e R
,,,,,,

201.

www.ziyouz.com kutubxonasi



15-BOB
- PARAMETRGA BOG*LIQ INTEGRALLAR

74- ma’ruza
Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha yaginlashishi

.1°. Limit funksiya. Faraz qilaylik, f(x,y) fanksiva R? fazodagi

M:{(x,y)e RPa<x<h, yeEcR}
to‘plamda berilgan va y, € R nugta E to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin,
Ravshanki, har bir tayin x e [a,b] da f(x,y) funksiya y o‘zga-
ruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya x e [g,b] da
lim f(x,y)
Y=¥
limitga ega bo‘lsin.

Har bir x ¢ [a, ] ga f(x,y)} funksiyaning y — y, dagi hmmm mos .

go‘yish natijasida
' @ x—»limf(x,y)

funksiva hosil bo‘ladi.
Odatda, bu funksiya f(x,y) funksiyaning y - y, dagi ltmu' ﬁmlmyasr
deyiladi:

Jim fx,yy=09(x), (xelabl). ¢
(1) munosabat quyidagicha tushuniladi: ¥e > 0 son olinganda
ham shunday § = §(e, x) > 0 son topiladiki, bunda G <|y - yy| <8
tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vy € £ uchun
f(x,p)-e(x)|<e, (xela,b))

bo‘ladi.
Endi f(x,y) funksiva

M ={(x,y)e R xe [a b] ye Ec R}
- to‘plamda berilgan va - «nuqta» E to*plamning limit nuqtast bo‘isin.
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Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday §=3(g,x)> 0 son
> & tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vy e £ uchun

If (x.¥)-o(x)| < ¢
tengsizlik bajarilsa, @(x) funksiya f(x,y) ning y — = dagi limit funks1y331
deyiladi. o

1- misol. Ushbu #(x,y) = xy funksiyani

M={xy)eR: 0sx<l, ye[0,1]}
to‘plamda garaylik. Bu funksiyaning y — y, =1 dagi limit funk-
sivasi o(x) = x bo‘lishi ko‘rsatilsin.

« Ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra, har bir x e [0,1] uchun §=¢ deb
olinsa, u holda |y —y|=|v-1j< 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ye[0,1] uchun L

[fGe.y) ~ox) =y -x=|xly -1 <|]y-1<8=¢
bo‘ladi. Demak,

Iimxy=x.,p»
y=l
2- misol. Ushbu £ (x,¥)=x*, (0° =0} funksiyani

M ={(x,y)e R*: 0<x<1, ye[0,1}}

to‘plamda qaraymiz. Bu funksiyaning y — y, =0 dagi limit funk-
siyasi topilsin.

. - 4 Aytaylik, x = 0 bo‘lsin. Bu holda vy e [0,1] uchun 3
: f(0,y)=0 . e
bolib, y > 0 da (0,5} — 0 bo'ladi.
Avtaylik, x # 0 bo‘Isin. Bu holda y - 0 da - e

fx,y)=x" 5x% =1
bo‘ladi. Hagigatan ham, ixtivoriy £ > 0 songa ko‘ra & = log, (1-¢)
deyilsa (x > 0), uholda |y - yo| =¥ - 0| = |y| < & tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi y e [0, 1] uchun
£ (x,9) —o(x)| = |xy - 1( =l-x*<l-x°1F ] _(1-g)=¢
bo‘ladi. Demak, y — 0 da f(x,¥)=x” funksiyaning limit funksiyasi
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e e M1 agar xe (0, 1] botlsa,
L) = 0.1 .
o 0,agar x=0 bo'lsa
bo‘ladi.
2°. Limit funksiyaga tekis yaqinlashish. Faraz qﬂayllk f (x,y)
funksiva
M={(x,y)e R*:asx<b, ye EcR}

to‘plamda berilgan bo‘lib, y, € R nugta £ to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin, Bu funksiya har bir tayinlangan x ¢ [a,b] da y o‘zgaruvchining
funksivasi sifatida y ~» y; da limit funksiyaga ega bo‘lsin:

y‘L‘i% flx,y) =q(x). :
f{x,») funksivaning @(x) ga intilish xarakteri olingan x ga bog‘liq,

chunki x ning turli givmatlarida f(x,y) funksiva, umuman aytganda,
y o‘zgaruvchining turlicha funksiyalari bo‘ladi. Bu vaziyat

lim f(x,y) =9(x), (xela,b])
Y=

tushunchasidagi ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra topiladigan & > 0 sonning
qaralayotgan x ga bog‘lig yoki bog'liq emasligida namoyon bo‘ladi.

Yuqorida keltirilgan misollaming birinchisida 8 = ¢ bo‘lib, u faqgat
¢ > 0 gagina bog'liq, ikkinchisida esa 8 = log, (1 ~ £) bo‘lib, u olingan
£ > 0 bilan birga garalayotgan x ga ham bog‘liq ekanini ko‘ramiz.

1. ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 = 8(¢) > 0
son topilsaki, |y —yy|< 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ye E
vx e [a,b] uchun

[f(x,y)-o(x) <
tengsnzlxk bajarilsa, va'ni S
' Ve >0, 38=8() >0, y-y]<8, ye E,
vxe [a,b]: [f(x,y)-9(x) <&
bo‘lsa, £(x,y) funksiva o(x) ga [a,b] da tekis yaq1nlashadlﬁeyﬂad1
© 3-misol. Ushbu f(x,y)=xsiny funksiyani S

o M ={(;c,y)e R*: 0<x<l, ye [O,Tt]_}_‘-_
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to‘plamda garaylik. Bu funksiyaning y — y, = E da limit funksiyasi
topilib, unga {0, 1] da tekls yaginlashishi ko* rsatllsln

< Ravshankl | L e e
L limxsiny=1§_3_x_._ '
Demak, _ o(x) = ? P B

Agar Ve > 0 ga ko‘ra & = ¢ deyilsa, u holda ‘y - 31 <3 tcngmz-
llkm qanoatlantiruvchi y ¢ {0,n] va vx e [0,1] uchun

xsiny—-‘?-x = |x| smy——-i

_ lf(st’)—‘P(x)| =

=|x|1siny—sin5is‘y—fl<6=e

bo‘ladi. Ta’rifza binoan, y —)-;5 da f(x,y}=xsiny funkswg
o(x) = l‘[:x limit funksiyaga [0,1} da tekis yaginlashadi. »
Eslatma. Aytaylik, }}}g}n F(x,¥) = ¢(x) bolsin.
Agar ¥8>0 son olinganda shunday ey >0, x; ¢ [a,b] va
Iy — ¥l < 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, € £ topilsaki, bunda

1f(x0,y1)-(p(x0)] 2 €

bo'lsa, f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya ¢(x) ga tekis yagin-
lashmaydi deyiladi. Masalan,

flopy=x", 0 =0)
funksiya y — 0 da limit funksiva

(x) 1, agar xe (0,1] bolsa i
0, agar x = ¢ bolsa
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ga tekis yaginlashmaydi. Haqgigatan ham, v¥& > 0 son olinganda,
. 1

7+ 0<y <8 tengsizlikni ganoatiantiruvchi y; va x, =2 %

deb olinsa, u holda

SD:

f oy -e(m)|=1-x =1-3 =3 >

bo‘ladi. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
M={(x,y)e R®:a<x<b, ye Ec R}

to‘plamda berilgan va yy€ R nugta E'to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
Agar F'to‘plam y, ga intiluvchi {y,} ketma-ketlikdan 1borat bolsa,
S{x,y) funksiyani {a, b} da aniglangan _ .

Sl = f(x,,) :
funksional ketma-ketlik sifatida qarash mumkin. Masalan,

fx,p) = ny
y

+ funksiyani Moz{(x,y)eRz. xe[0,1], ye E= {

I\Ji'—

.

lamda qarasak, u quyidagi

£ (x )“ 2xn

l+n?x

funksional ketma-ketlikka aylanadi.

1- teorema. Agar y — y, da f(x,y) funksiya ¢(x)} ga [4,b] da tekis
vaqinlashsa, u holda E'to‘plamdagi y; ga intiluvchi har bir {y,} ketma-
ketlikda (y, c E)

S ()= f(x.y,) L
funksional ketma-ketlik ham [a,b] da ¢{(x) ga tekis yaginlashadi. -
4 Aytaylik, f(x,y) funksiya y — y, da @(x) funksiyaga [a,b] da
tekis yaqinlashsin. U holda ta’rifga binoan Ve > 0, 38 = 8{g) > 0,
0<|y-yy{ <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ye £,
vx e [a,b]: |f(x,¥) - o(x) <& boladi.
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Modomiki, {y,} ketma-ketlik y, ga intilar ekan,
v8>0, Inge N, Va>ny |y, -y <8 v g
tengsizlik bajariladi. Demak,
ve>0,35> 0, [y,, Yo| < 8,3, E, Vxe [a,b]: \f(xy,,) tp{x)]<a

L (x)-o(x)| <€

boladi. Bu esa f,(x) funksional ketma-ketlikning {a,5] da o(x) funk-
siyaga tekis yaqinlashishini bildiradi. »

~ Endi f(x,y) funksiyaning limit funksivaga ega bo‘lish va unga
tekis yaqintashishi haqgidagi teoremani keltiramiz.

2- teorema. f(x,y) funksiva y — y, da limit funksiya @(x) ga ega
bo‘lishi va unga tekis yaginlashishi uchun ve > 0 olinganda ham x ga
bog‘liq bo‘lmagan shunday 38 =8() >0 topilib, [y —ys|< 38,
[v" - ¥y < 8 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y, y'e E

hamda Vx e {a,b] da
fCay)=F{xy)<¢
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

A Zarurligi. Aytavlik, f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya
o{x) ga [a,b] da tekis vaginlashsin. U holda ta’rifga binoan ;

Ve>0, 38>0, ly-yl<8, Vye

@

vx e [a,b]: |f{x,y) - o(x)] <'§', '(3)?'
jumladan, |y’ - y| <8, y’e E uchun ham '
£y - o)< 5 - @
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan UL
‘f N<e gty

bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tayin-
langan Vx e [a,b] va |y — vyl <8, '
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: [f(x,y)—f(x,y')’f.e
tengsizlik bajarilar ekan, u holda Koshi teoremasiga ko‘ra y — y,¢€a -
f(x,p) funksiya limitga ega bo‘ladi. Uni ¢(x) bilan belgilaylik:

llm F{x,y)=o(x).

Endi y o zgaruvchmmg ' - yO[ < § tengsizlikni qanoatiantlra- e
digan giymatida (2) tengsizlikda y’ - y, da limitga o‘tib topamlz o

|f (xy)-o(x)]<e.

- Bu esa y - y, da f(x,y) funksivaning ¢(x) ga [a,b] da tekis
vaqginlashishini bildiradi.

3- teorema. f{x,y) funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin

1) har bir tayin vy € E da f(x,y) funksiya [aq,4] da x o‘zgaruv-
-chmmg funksiyasi sifatida uzhiksiz,;

2) y = y, da f{x,y) funksiya [a,b] da ¢(x) ga tekis yaginlashsin.

- U-holda ¢(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘ladi.

4 Fio'plamda y, ga mtiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma- kethk ohb ,

(ypoe E,n=12,.,y, - ¥) [8,b] segmentda aniglangan ushbu

f;1 (X) =f(-xsyn)

* funksional ketma-ketlikni hosil gilamiz. Teoremaning shartlariga ko‘ra:

1) f,(x) funksional ketma-Ketlikning har bir hadi [a,b] da uziuksiz
bo‘ladi;

2) mazkur ma’ruzadagi 2- teoremaga binoan y — y, da f(x)
funksional ketma-ketlik ¢(x) funksivaga [a,b] da tekis yaginlashadi.

U holda ¢(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘ladl (qaralsm,
65- ma’ruza). » :

) Mashglar

1. Ushbu Fix, };)-n[ x+£“\/—]

funksiyani M ={(x,n)e R*: xe (0,), ne N} to' plamda qal‘ab
uning # -» = dagi limit funksiyasi topilsin. S
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| ( L O A T i
2. Ushbu flxy)y==-\-x* )xy

funksiyani M ={(x,y)e R xe B,l], ye (0,1]} to‘plamda qa-

-rang. Bu funksiya uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo'lishi isbotlansin:
Jim/ (59)=
3. Avytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R: xelabl, ye Ec R}
to‘plamda berilgan va y, € R esa £ ning limit nuqtasi bo‘lsin. y — y, da
J(x,y) funksivaning ¢(x) ga [a,b] da tekis yaginlashishi uchun £to‘p-
lamdagi y, ga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma-ketlikda

_)‘;,(X) = f(xsyn)
funksional ketmz-ketlikning [a,b] da @(x) ga tekis vaginlashishi zarur
va yetarii ekani isbotlansin.
75- ma’ruza
Parametrga bog‘lig integrallar
1°. Parametrga bog‘liq integral tushunchasi. Aytaylik, f(x,y) -
funksiva
M={(x,y)e R :a<sx<b, ye EcR}

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan ye E da
x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida {a,8] da integrallanuvchi, ya'ni

T~ jf(x y)dx

mav;ud deylik. Qaralayﬁtéan integralning q1yrffai:‘i tai(lrﬂéngan Ly ga
bog‘liq bo‘ladi:

Vel

R A = Jf (x.y)d S
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Masalan, y # 0 bo‘lganda

| Jeﬂdx=fix— _—.ey_l
Ie"xdle
0
bo‘ladi. Demak,
e’ —1

-, agar y#0 bo'lsa,
I, agar v»=0 bo'lsa. -

" Qdatda, (1) integral parametrga bog‘liq integral, y esa parametr
deviladi.

Ravshanki, J(y) funksiya (parametrga bog‘liq integral} berilgan
Fx,y) funksiya orgali aniglanib, unga bog‘liq bo‘ladi.

Parametrga bog‘lig integral mavzusida f(x,») funksiyaning funk-
sional xossalariga ko‘ra J(y) funksiyaning funksional xossalari (limiti,
uzluksizligi, differensiallanuvchanligi, integrallanuvchanligi) o‘reaniladi.

2°. J(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, f{x,y} funksiya

M={(x,y)e RR:a<x<h, yeEcR}

to‘plamda berilgan bo'lib, yye R esa E to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin. Bu funksiva uchun har bir tayin ye F da

- . . 1

h
TG = f(x,y)dx

mavjud bo'lsin.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni
bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(x,y) funksiva x o‘zgaruvchining
funksivasi sifatida [a,b] da uzluksiz;

2) ¥y -y, da f(x,y} funksiya limit funksiya @(x) ga [a,b] da tekis
yaqginlashsin.
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U holda y - yﬂ da J(y) funksiya limitga ega bollib,:

hm.f(y) Jtp(x)dx e

bo‘ladi.

L | Kcltmlgan teorema shartlarining bajanhshldan 74- ma ruzadagq
3- teoremaga ko‘ra, limit funksiya @(x) mng [a,b] da nzluksiz bo‘llshl
kelib chigadi. Demak, y

b .
jwm o

integral ma\gud
Ayni paytda, y — y, da f(x,p} funksiyaning |a,5] da ¢(x) ﬁmkswaga
tekis yaginlashuvchi bo‘lishidan, ta’rifga binoan,

Ve > 0,38 >0,]y~yi<8 Vye E, Vxe [a,b]:|f(x,y)~<p(x)\<$

bo‘lishini topamiz. Ushbu

b e
J(y) - jcp(x)dx‘ -

T

ayirmani garaylik.
Ravshanki, 1y y0| < & tengsizlikni qanoatlantlruvchl v{tlyorly
ye £uchun

jf(x - T‘P(") E

) - jcp(x)tb«\

- jlf(x ¥) - ox)|dx < o= ja’x =e

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan
lim J(y) = ftp(x)dx : Coir e ':_.;';‘:.'_ss
e % R AL A

bo‘lishi kelib chigadi. »
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(2) munosabatni quyidagicha
b b
fim jf(x,y)-dx =j[1im f(x,y)]dx
y=¥o o s Ly

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu integral belgisi ostida limitga
o‘tish qoidasini ifodalaydi.

3°. J(y) funksiyaning uzluksizligi. (v} funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

2- teorema. Agar f(x,y} funksiya

My ={(x,y)e R®:a<x<bh, c<y<d}

to‘plamda uzluksiz, bo‘isa, J(y) funksiva [c,d} da uzluksiz bo‘ladi.

« Ixtiyoriy y; e [c,d] va y, + Ay e [¢,d] nuqtalarni olib, J(3)
funksiyaning orttirmasini topamiz;

s A (y0)=‘.l (v + AV}~ J (¥g) = I[f(x,ya +Ay) -~ f(x,y)]dx

J{x,») funksiya M, to‘plamda tekis uzluksiz. Unda Ve > 0 uchun
shunday 8§ > 0 topiladiki, |Ay| < 8 bo‘lganda, Vx < [a,b] uchun

(o +aY) - f (. m) <e

b
AT 00 = |1 (v +8Y) - £ (x,30) ]| < e(b- @)

bo‘ladi. Keyingi munosabatdan
lim AJ () =0

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa J(») funksivaning ixtiyoriy y, nuqtada,
binobarin, {c,d] da vzluksiz bo‘lishini bildiradi. »

4°. J(y) funksiyani differensiallash. Aytaylik, £ (x,») funksxya M,
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

3- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiva quyidagi shartlarni
bajarsin:
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1) har bir tayin y e {c,d] da f(x,y) funksiva [a,b] da x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida uzluksiz;
2) f(x,y) funksiya M, to‘plamda f; (x,y) xususiy hosilaga ega va

Sy (x,y) funksiya M, da vzluksiz.
U holda J(¥} funksiva [c, 4] da hosilaga ega va

IO =[flepa @)

bo'ladi.
A ye e, d], v+ aye [c,d] nugtalarni olib, topamiz:

Jorany-J () _ ]"f(x,ymy)—f(x,y) x
Ay - Ay ’

. _Lagranj teoremasiga ko‘ra

SO y+8p)-f(x,) _ prpo
[ /D - vy von), @<o<)

bo'‘lib,

TR

Lo IO [y vom)ax, @<o<h) @
bo‘ladi.
£, (x,y) funksiya M, to‘plamda tekis uzluksiz bolganligi sababli
ve> 0,38 >0, |ay| < §, Vx e la,B): |f) (x,y +8Ay) - f, (x,y)iI < b—:
tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalanib
I _

1]
J’(J’+Ay)'f()’_) __Ifyf (x,y)dx

b -
A < I]fy’ (x,y+04y) - £ (x, y)|dx <g

bo‘lishini topamiz. Demalk, e

b H -
tim LI [ e yyae

Ay -0 Ay

Buesa J'(v) = [ £ (x.y)dx ekanini bildiradi. B * ", - [= "7
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. (3) munosabatm quyldaglcha

If(x y)dx = J 4 /s, y)dx

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu dlfferen51allash amalmt mtegra]
belgisi ostiga o‘tkazish qoidasini ifodalaydi.

5°. J(y) funksiyani integrallash. Faraz qilaylik, f(x,y} funksiya

M, to‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. U holda 2- teoremaga ko'‘ra

J(y)= Jf(x v)dx

funksiya [c,d] da uzluksiz bo‘ladi. Binobarin, bu funksiya [c,d] da
integrallanuvchi, ya’ni

d
_[J (y)dy
mavjud bo‘ladi. | (
4- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to plamda uzluksiz bo‘léa, il
holda quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi: . o

o j[jf(x ym}ay j[jmy)dy]

R

4 Y7 € [¢,d] nuqgtani olib, ushbu

cLa

F() = j[j’f(x,y)dx} b O0- f[]f(x;y)’dy] o

flf’l]ksiyalami garaymiz. Ravshanki,

L4

) . F'(r) =['r|-[-’if(x, y)dx]d}’] ) .b[f(x’i)dx,h 5'

¢ La

r

Y ol i b -
(D'(t)z[j[jf(x,y)dy]dx] =I[If(x,y)dy] dx:j.f(x,t)dx.

t
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L _ b
Demak, (¢ F()=®0)=[fande =

bo‘lib, undan . st e
F() = @)+ C, (C =const) :_.“ e i gt
bo‘lishi kelib chigadi. Agar ¢ = ¢ deyilsa, ' :
F(e)=®{c)=0 AR
bo‘ladi va keyingi tenglikdan C = 0 bo‘lishini topaﬁiiﬁ 'B{-.n
F(1) = P(1). o
Xususan, t = d bo‘lganda FA(d) = ®(d) bolib, B

.T[jf(x’y)dle dy = jl:j f(x, y) dy] dx }-‘.;fi.-:":-",- Lo

‘bo‘ladi. B -
Mashglar - 5 i vt

Sl

0yt
lUshbu f(x,y):%(l—xy)xy

funksiyani {(x, Ve R xe [5,1],y c (0,1]} i
to‘plamda qaraylik. Bu funksiya uchun |
_ , 1 | FEEE
Jim, ! fx, y)dx s ! [ lim f(x, y))dx.{:}._?f-”-' -

‘bolishi isbotlansin.
‘o2, Agar f(x) funksiya [0,1] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa,

1
J(¥) = [ F(x)signsin (xy) dx, (v >0)
D .

funksiyaning hosilasi topilsin. o i
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jcostycosx)dx (yve R)

:al*—-

3. Agar Sy (¥) =

bo‘lsa, u quyidagi yJo »y)+J; (y) + yJ’0 (y) 0 tenglamam qanoat-
lantirishi ko‘rsatilsin,

76- ma’ruza
Chegaralari o*zgaruvchi parametrga bog‘llq mtegrallar

Faraz qilaylik, f(x,y} funksiya
Ml}:{(x:y)e R tasx<h, cgysd}

to‘plamda berilgan va har bir tavin ye [c,d] da f(x,) funksiyé
x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi bo‘isin.
afy) va B(y) funksiyalarning har biri [¢,d] da berilgan va vy e [¢, 4] uchun

a<o(y)<p(y)<h (D
tengs1zhldar bajanlsm Ushbu

J‘ f(x,y)dx g crtepal b F
afy) : '
_integral, ravshanki, y o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘ladi:

Bly}
ho)= [ feapde. w0 @
a(r) : o

2} integral chegaralari ham parametrga bog ‘lig infegral deyiladi.

1°. J;(y) funksiyaning uzluksizligi. J,(y) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

I1- teorema, Faraz gilaylik, f(x,y) funksiyva M, to‘plamda uzluksiz
bo'lib, o.(y) va B(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda uzluksnz bo‘Isin.
U holda .

B{y)

)= [ fx )
S afy} ’
funksiya [c,d] da nziuksiz bo‘ladi.
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o Ixtiyoriy ¥, e [¢,d] nuqtani olayhk Integra]nmg ma’lum x0s58-
laridan fovdalanib topamiz: . .

B(y) o) B(w)

= [ fxyax= If(xydx+ jf(xy)dx+
aly) aly) () L .
B(») B ) B(» u(y)
w [ Sy | S(xy)des j fupd- | f(xp)de 3
) o{x) a(m)
. B(r0) .
Ravshanki, = - I fx,y)dx

ofyp)
integral chegarasi o‘zgarmas bo‘lgan parametrga bog 11q 1ntegral Bu
funksiya 75- ma’ruzada keltirilgan 2- teoremaga muvofiq y o‘zgaruv-
chining uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Demak,

B(»o) Bixn)
ey YW@ | fay)ars | fuy)d=di(n) @
o af{3) x(ra) -

bo‘ladi.
~ fix,») funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lganligi sababli y shu
to‘plamda chegaralangan bo‘ladi: :

£ (x,¥) 5 C, (C=const).

Shartga ko‘ra ay) va B(y} funksivalar {c,d] segmentda uzluksiz.
Demak:

Cy -y daa(y) - oaly),
y— ¥ da 5(}’)—?’]3(3’0)-

Fa et

<CBOY-BOB), -

_ B

Badi || f(xy)d
o fermEy T blw)

ety

| Fxpyax

@(¥)

<C \a (y) a(yo)!
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munosabatlardan -~ 0 L Al E
B(Y) B(¥) o
¥y -y da I f(xp)d =0, yoyda [ flx,y)dx—0
B(») : alv) ST
bo‘lishini topamiz.
(3) tenglikda, y — y, da limitga o‘tish va unda (4) va (5) muno-
sabatlarni hisobga olish natijasida g

¥y da Ji(y) = J ()

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, J,(y) funksiya [c,d] da uzluksiz. »

2°. Ji(y) funksiyani differensiallash. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya

MO:{(x,y)eRZ:astb, cSygd} _
to‘plamda, ay) va B(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda berilgan bo*-
lib, o(y), B(») funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya’ni vy e [¢, d] uchun
asa{y)<p{y)<b

~ boflsin.

2- teorema. Ayvtaylik, f(x,y), oy) va B(»} funksivalar quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) f(x,y) funksiva M, to'plamda uzluksiz,

2) f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz. £, (x,y) xususiy hosi-
laga ega;

3} ody) va B(y) funksiyalar [c,d] da o (y) va B’(y) hosilalarga ega.
U holda

By}
Ji(v) = j flxy)dx

aly}
funksiya [c,d] segmentda J; (y) hosilaga ega bo‘lib,

B()
K= | £x0)dep () £ (B),¥)- 0 () £y}, »)
aly}
bo‘ladi.
4 y, e [e,d), y, + Ay e [c,d] nuqtalamni olib, topamiz:
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B(yy+a¥) " B()
5, (0 +a)-4 () =L f(ny+Ay)dx jf(x,yu)dx

Ay
ot yp +A7) A aiv)
Agar T T e
B(xo +4y) B(yo} - P
I f(x Yo + Ay)dx = j f(x y[,+Ay)dx+ o
al(¥o+ay) © ey} Do I
Plyo+ay) alyg+ay) . _
_[ S, p +ay)de - j f(6m +ap)dx o
B{»o) wl(¥) N
bo‘lishini ¢’tiborga olsak, u holda e

oo (¥ +ay)-J41{%) I [f(x,y0+Ay) f(x»}’u)]dx+ y

g af v} 8y RIEER R
( By +ay) . a{py +4y) _
= | Slanmrayyax-o J rlan+ayax ©
Y Ay T
Blyo) a{)g} : :

bo‘tishi kelib chigadi. 75- ma’ruzadagi 1- teoremaga ko‘ra -

B(¥%) RN £t S B o
o [f(xn+ap)-f(e3)] , : '
S 3)1’12}0 .[ Ay dx =
"“% . , :'r':’, \i:'.- a(yn} . \ . u-‘ - (?)
T BOw) By} o
_ ]im [f(x yn +A.V ’yﬂ ]dx j f X y
- Ay—D A}’ 0
- a(m) «(0)

bo‘ladi. O rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib, topamiz:

By +ap}
S (x,yy +Ay)dx = £ (X, 3 +89)[B(3% +2)-B(%)],
By}
ofyo+ar)
f(xp +ay)de= f(x", 3 +89)[@(h +A¥)-a(n)].
) _ SO ’~
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‘Bunda x’ nuqta B(y,), B{y, +Ay) nuqtalar orasida, x” esa
a{ys), (¥ +Ay) nuqtalar orasida joylashgan. y — y, da limitga
o‘tishi bilan quyidagi tengliklarga kelamiz:

Byo +av)

. ]
| :3{312)10&_}? I S{x,yy +Ay)dx =
Blra}

_ ,11},1_1;'0 F (X7 + AY) (B(xo +A;3~l3(1"6'ﬂ' =f(B (%) 3%)B (%)

u(}h+fw) o o :
ol . S e

= J&l;r—?{] f(x’s Yo + Ay) [a(yD_I—A:}?_a(yo ]] = f(Ol (yO)syl} )(I(}h )' |

Yuqoridagi (6) munosabatda Ay — 0 da limitga o‘tib, (7) va (8)
tengliklarnt ¢’tiborga olib, ushbu

By}
fim Si(n+ay)-5(n) _ .[ £ (x, 30 ) d

S Ayl Ay

o)
BB 06) - S (a(3). 3 ) ()
tenglikka kelamiz. Demak,

By} N
Tio)= | £ o) de+ £ (B0 )8 (0) - S (o), 3 )l (). P
«(¥) c .

1 - :

Misol. Ushbu J, () = jex ly - x| dx funksiyaning hosilasi topilsin.
0 ' .

o Aytaylik, y € (-=,0) bo‘lsin. Bu holda

I 1
J{y)= —yje"dx+jxe’fdx= ya-e+fe—(e-1)]=U-ep+]
0 1 '

bolib, J{(y)=1-e ga ega bolamiz. 7
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- Aytaylik, y e (0,1) bo‘lsin. Bu holda
. :tgrfl ;’,3- .

S (») =j(y—x)€dx—j(y— x) e‘dx:jiye" dx— -,
0 y ] L

—j-xe”dx—‘i.yexdx+_i‘xe‘dx=2ey ~{e+1)y-1
0 ¥

PRSI LS FYETE ¢

bolib, J/(¥)=2e" —e—-1 bo‘ladi.
Aytaylik, y e [1,4<0) bo‘lsin. Bu holda

i
Ji(p)=yferde-
o

va J{(y)=e-1 bo‘ladi. Demak,

l-e, agar —eo <y <

. I S
J(y)=42¢" —e-1, agar O0<y<l,
e—1, agar 1<y <=

bofladi. B o
o Mashglar =~

1. Agar | Jl (»)= _[ 4 <x<l) R

bo‘lsa, u holda 0 <y<l1 uchun

¥
, 1 e*dx
R § ==
W) J37+-[|;\/y—z

bo‘lishi isbotlansin. .
- i . Loy ‘ - R A

.2. Agar J, (y) = _[

l+x°+

& 7 bo'lsa, }%J](y) t?pilsih.' -
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77- ma’ruza
Parametrga bog‘liq xosmas integrallar
1°. Parametrga bog‘liq xosmas integral tushunchasi, Faraz qilaylik,
f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R* : xe [a,4+=), ye ECR}

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiva har bir tayin y ¢ £ da x o‘z-
garuvchining funksiyasi sifatida [a,+e<] da integrallanuvchi, va’ni

+j:’f(x,y)of«‘!’x_' SO L

xosmas integral yaginlashuvchi. Ravshanki, mtcgrahnng‘; qumatl yo ‘z-
garuvchiga bog‘lig bo‘ladi;

FO)= | Fle)dis gy

Masalan, y > 1 bo‘lganda B |
d—x_hm -dﬁ~11m ! (t'y 1)«——
l x¥ f—rwl x¥ f—pou l—y . y- 1

" boladi. Demak, bu holda

FI=4

ifoda kelib chiqadi.

(1) integral parametrga bog‘liq chegarasx cheksm xosmas integral,
¥y esa parametr deyiladi. T
Xuddi shunga o‘xshash

F(y)- jf(x y)dx, F(y)= J‘f(x y)dx
'parametrga bog‘liq xosmas integrallar tushunchalari klrltlladl
Aytaylik, f(x,y) funksiya
' M ={(x,y)e R* :xe[a,b), ye Ec R}
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to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayin ye £ da x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida garalganda uning uchun » maxsus nugta
bo‘lib, u [4,b] da integrallanuvchi, ya’'ni

Tf(x,y)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu holda ham.
integralning qiymati y o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘ladi:

D(y)= _[f(x,y)dx, SRR A )

Masalan, 0 < y < 1 bo‘lganda

& _ tim (2 x)V 7 dx = hm _[(Z—IJK"' : ']'=__l_
’ 2-xy :—»2 0 =2 . Iy

bo‘ladi. Demak, bu holda

cb(y)=$

bo‘ladi. -

(2) integral parametrga bog‘liq, chegaralanmagan funksivaning
Xosmas integrali, v esa parametr deyiladi.

Umumiy holda, parametrza bog‘liq, chegaralanmagan funksivaning
chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.

Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning funksional xossalari
(limiti, vzhuksizligi, differensiallanishi, integrallanishi)ni

F(y)= [ f(x,y)dx

integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz.
2", Integralning tekis yaqginlashishi. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M :{(x,y)e R’ :xela,+e), ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, har bir tayin ye E da

F(y)= +J?f(.wc,y).:ix g

K MTE
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xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan

F(y)= jf(x,y)dx = lim jf(x y)dx, (a<t< oo)
bo‘ladi. Natijada berilgan f(x,y) funksiya yordamida

G(y,r) =jf(x,y)dx, (a<t<eo)

F(y)= If(x,y)dx RS
funksnyalar yuzaga keladl va N - --r;;;.*-.-;;;,.-
' lim G(y,1) = F(y) (yeE)

munosabat bajaniadl
Demak, G(y,H funksiya f — +e da limit funk51ya F(y) ga ega
bo‘ladi.
1- ta’rif. Agar ¢ — + da G(y,# funksiya limit funksiya Hy) ga
E to‘plamda tekis vaginlashsa,

Psieid o S By = Jf(x J’)dx

mtegral E to pIamda tekis yaqginlashuvchi deylladl
Integralning Eto‘plamda tekis vaginlashuvchanligini quyidagicha
anglash lozim:

1) har bir tayin ye £ da j S (x,y)dx xosmas integral vaqin-

lashuvchi;
2) Ve > 0 olinganda ham shunday & = 3(¢) > 0 topiladiki, bunda
Yt > 6 vaVy e Fuchun

B

<E

] £y

tengsizlik bajariladi,
224 -

www.ziyouz.com kutubxonasi



v A iwisd

1- misol. Ushbu J e™* cos xy dx
;-

X0smas integralning (—o, +o0) da tekis yaginlashuvchi ekani ko*rsatilsin.
<« Har bir tayin y € (—, +e0) da garalayotgan xosmas integralning
yaginlashuvchi ekanligi ravshan.
Ve>0gako'ra d = ln% deyilsa, u holda V¢ > § va Yy € (oo, +o0}
uchun
I e™* cos xy dx|

f

_]ng

oo
Sje"‘dx=e"£e“5=e e ="<g

£

2

boladi, Demak, berilgan integral (—ee, +o) da tekis yaginlashuvchi. »
2- ta’rif. Agar t - +eo da G(y,") funksiva limit funksiva Ay) ga

E to‘plamda tekis vaginlashmasa,

ot L

T

- F(y)=Tf(x,y)dx

“integral E to‘plamda tekis yaginlashmaydi deyiladi.
Integral £ to‘plamda yaqginlashuvchi, ammo u shu to plamda
tekis yaginlashmaydi degani quyidagini anglatadi:

: i
1) har bir tayin ye F da I S {x,y)dx xosmas integral yaginla-

shuvchi;
2) ¥8 > 0 olinganda ham shunday ¢, >0, y,e E va s > &
bo‘lgan 4 € [a,+) topiladiki, bunda quyidagi ifoda o'rinli bo‘ladi:

2-‘ nnsol Ushbu -

j ve ¥ dx

xosmas 1ntegralmng (0, 40} da tekis yaqinlashmasligi ko* rsatllsm
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-4 Ravshanki,

- , .. P A . BN
Iye—xydx = hm Iye‘xydx = lim (l—e_"’)t 1.
5 .“—>+w0

f—+ee

Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi. Aytaylik,
ye E =(0,+) bo‘lsin. Ixtxyony musbat & sonni olayllk Agar

€ =3 & >3 va y = deb olsak, u holda St

L
3

I yue"’.“"0 dx

fn

= g "oh =e_] >§-=80

bo‘iadi. Bﬁ esa T ye ¥ dx integral E= (0,‘+w) da tei(i_s yaqinlasl}-
masligini bildiradi, |

- Yugoridagi F(J’) = jf(x y)dx
parametrga bog‘liq xosmas mtegralnmg paramefr ¥ bof yichﬁ E to- ‘p-

lamda tekis yaginlashishini quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi.
J- ta’rif. Agar

lim sup = lim sup
4= ye £ {3+ yo F

F(y)- | f(x,y)dx

| flxpax =0
!
{a<t<+) bo'lsa,
F(y)= j S (x,p)dx
. Xosmas 1ntegral to plamda tekis yaqmlashuvchl dcylladl '

3- misol. Ushbu F (v) = [ "—f xosmas integralninig E = [2,+o0)
f X

to‘plamda tekis vaginlashuvchi ekani ko‘rsatilsin. -+ - - - . ..
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<4 Ravshanki, 1 < ¢ < +4e uchun

B

0< sup j-di
yel2, 4|7 b

N

1
= Ssu
paf2e) P

J‘dx

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral £ = {2, +e) to‘plamda tekis

yaginlashuvchi. p
Endi integralning tekis yaqinlashishini ifodalovchi teoremani

keltiramiz. T v

<o
F S v

bo‘lib, - | . lim sup

f—34ea ye[2 w)

e
1- teorema. Ushbu  F{y) = j F(x,y)dx

integralning £ to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun ve > 0
olinganda ham y ga bog‘liq bo‘lmagan shunday 8 = 8(¢) > 0 topilib,
¢’ > 8, t"> 38 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi v¢', +” va Vye E da

< £

Tf(x,y)dx

teng31zllkn1ng bajarilishi zarur va yetarli.
Bu teoremaning isboti ravshan.
3°. Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning parametr ho‘ylcha

tekis yaqginlashish alomatlari. +
2- teorema. (Veyershtrass alomati.) Aytaylik, f(x,))} funksiya
M ={(x,y)e B’ :xc[a,+=), ye Ec R}
to‘plamda berilgan va har bir tayin ye F da f(x,y) funksiya [a,+) da

integrallanuvchi bo‘lsin.
. Agar [a,4+-c) da aniglangan shunday ¢(x) funksiya topilsaki,

1) ¥x ¢ [a,+), Yy € E uchun | (x,y)| < 9(x) bo'lsa,
2) ushbu J ¢(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
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T
Ao TG R

F(y) = jf(x y)dx

integral E to plamda tekis vaginlashuvchi bo‘ladl
4 Modomiki, j ¢(x)dx yaqinlashuvchi ekan, v holda ve > 0 olin-

ganda ham shunday 8 3(¢) > 0 topiladiki, £ > 8, #” > & bo‘lganda

"‘i ] P *‘~

tengsizlik bajariladi. Ayni paytda, . R TITRRRS T
jf(x y)dxi< j|f(x y)dx < jcp(x)?& (%

QQJSanlmn sababli o B R A IR

(x,y)dx|<e

bo‘ladl"Yuqond'akehmlgan I- teoremaga muvofiq

F(y) = _[f(x L
'i'Ew

mtegral Eto plamcla tekls yaqlnlashuvchj bo‘ladi. ) o

4- misol. Ushbu I cosxy dx, (yeE-= (—oo +m))

l+x

mtegralnmg tekis yaqmlashuvchl ekani ko‘rsatilsin.

| Ravshanki, Vx e [0,.'.90) va Vy p (“W,*I-OO) uchun’ e

:
cos xy 1 o
SR e i ‘f(x )I 1+x2_ .
bo‘ladi. Ayni paytda,
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e ton TSNP D ST P
[
14x? :
xosmas integral yaqmlashuvcm bo‘lganligi sababh Veyershirass
alomatiga ko‘ra berilgan integral £ = (—ss,+o) da tekis yaginlashuv-
chi bo‘ladi. »
Integrallarning tekis yaginlashishini aniglashda ko‘p foydala-

niladigan Abel hamda Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.
3- teorema. (Abel alomati.) f(x,y) va g(x,¥) funksiyalar

M ={(x,y)e R* : xe [a,+), ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) har bir tayin y € E da g{x,y) funksiya [a,4<~) da monoton bo‘lsm,
2 v(x,y)e M uchun lg (x.y) < ¢, (c=const) bo'lsin;

“ 3) ushbu I S (x,y)dx integral £ to‘plamda tekis yaginlashuvchi
bo‘lsin. U holda

Tf(x,y)g(x,y)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. .
4- teorema. (Dirixle alomati.) f{x,y) va g(x,y) funk51yalar Mto p—
lamda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin: -

1) ¥iza hamda vie E da

<e¢, {c=const)

tengsizlik bajarilsin;
2) har bir tayin y € £ da g(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x)=0 ga
tekis yaginlashsin. U holda

If(x yye(x,y)dx

mtegral E to plamda tekis yaginlashuvchi bo* ladl S
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5- misol. Ushbu

one g, G- 2)
2 _
1ﬁtegral tekis vaginlashuvchanlikka tekshirilsin. v
4 Berilgan integralda

Slxy)=sinxy, glxy)=1

deyilsa, u holda Loty
) vi>0, Vye[l,2] uchun - '+ .-
I-costy

<2

b

jf(x,y)a’x

jsinxydxl:
]

2) x o400 da glx,y)= }C funksiya E=[1,2] da nolga tekis
yaginlashuvchi.

Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan integral £ = (1, 2] da tekis vagin- -

lashuvchi bo‘ladi.

Mashglar
1 Ushbu [ %’%Lﬁ‘ integralning £ = [2, 10} to‘plamda tekis
! ST

yaginlashishi isbotlansin.

2. Ushbu J 1dxy , (¥ > 1) integral tekis yaginlashishga tekshirilsin.
g lex '

.3. Aytaylik, f(x) funksiya R da uzluksiz bo‘lib, Vxe Rda f(x) =0
;, bo‘Isin, Ushbu

o . 0 R T A
[r0-0 ] 0=

integrallarning y parametr bo‘vicha ixtivoriv chekli {a, b] cR seg—. -
-mentda tekis vaqgintashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
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. 78-ma’ruza - .. <y
Parametrga bog‘liq xosmas mtegrallammg
funksional xossalari

i __U_'s__hbu mgf_guzada parametrga bog‘liq xosmas il_ltegra_l_ i‘ "

F(y)= jf(x y)dx

ning limiti, uzluksizligi, dlfferenmallanishl hamda mtegrallamshl
masalalarini bayon etamiz. :
1°. Ay) funksiyaning [imiti. Aytaylik, f(x,y) funksiva **

M={(x,y)e B :xe[a,+), ye Ec R}

to‘plamda berilgan, y, € R esa £ to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y} funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1} har bir tayin ye E da f(x,y} funksiya x o‘zgaruvchining funk-
sivasi sifatida [a,+) da uzluksiz;

2} y = y,da f(x,y) funksiva ixtiyoriy [a, #] da (@ < ¢ < o) limit
funksiva ¢(x) ga tekis yaginlashsin;

3) ushbu F(y) = I f {x,y)dx integral E to‘plamda tekis yaginla-
shuvchi bo‘lsin. U holda y — y, da F(y) funksiya limitga ega va

st A fim P(y) = Itp(x)dx S e e i
R A Y=h o o ’ . Lo ta
bo‘ladi. I
4 Teoremaning 1- va 2- shartlarining bajarilishidan ¢(x) funk-
sivaning [a,+<) da uzluksiz bo‘lishini topamiz. Binobarin, ¢(x)
ixtiyon;iy [a,1] da (a < ¢ < <) integrallanuvchi bo‘ladi. Modomiki,

F(y)= j f(x,y)dx

integral Fto plamda tekis yaqmlashuvchl ekan, u hol?:ia 77 ma’tuza-

~ dagi 1- teoremaga ko‘ra ... - L
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Ye>0, B=58(e)>0, ¢>8, t">8, VI,t", Vye E:

r'
f f(x,p)de<e
i ’ . kfh' ¥, v PN .
bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda, y — y, da limitga o*tsak, u holda
o
. jq:(x)dx <e

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bundan @(x) funksxyamng [a,+oo' lnth-
rallanuvchanligi kelib chigadi. Ushbu : oot

Tf(x,y)dx —Tcp(x)dx

ayinna‘ni__qaraymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik béj&rilé&if

jf(x y)dx - jq)(x)dx

s

sjif(x ¥) - (%)) dx + jf(x V) + jcp(x)dx (@a<t<e). (1)

Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi qo‘shiluvchilarni baholaymiz.

I F(x,y)dx integral E to‘plamda tekis vaginlashuvchi bo‘lganligi

sababli,
C Ve>0, 3§ =8{(e) >0, Vi>§, Wye E;
}j Fp)ax<s o
[ | . i
bo‘ladi.
I @(x)dx

integral yaqmlashuvchl bo‘lganhgl sababli 0T
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Ve> 0,38, =8,(e)>0, Vi>3,: <§”'(3

Tmmw

ifodaga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, V7 > §; : (85 = max(3,3,)) da (2) va (3) tensizliklar bir
yo‘la bajariladi. Funksiya f(x,y) y = y, da [a,f] segmentda (+ > §;)
limit funksiya @(x) ga tekis yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli

ve > 0,38 = 8'(g) > 0,

(a<t <o)

Fen-eWl<ggms @
boladi. (1), (2), (3) va (4) munosabatlardan |

<€

_[f(x y)dx - J(p(x)dx

bo llShl kellb chigadi. Demak

Jlim F (y) = lim jf(x y)dx = Iw(x)d" A

Keymgl tenglikni quyldaglcha ham yozish mumntkin:

ylgpn !f(x,y)dx :![ylgg f(x,y)]dx

1- misol. Ushbu lim [ e SINX i =J SRX e tengllk 1sbot—
B y=+0 X x b

lansin. _
4 Agar o(x) = % funksiyaning x =0 nuqgtadagi qivmatini
@(0)=1 deb olinsa, u holda

—xy Sinx
flx,y)=e -

funksiva {(x,y)e R? : xe [0,4=),y e [0, +m)} to‘plamda vzluksiz
bo‘ladi. : o -
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Ravshanki, har bir tayin y e [0,4<=) da f(x,» funksiya x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida [0,+~) da uzluksiz bo‘lib, y — +«~ da
bu funksiya ixtiyoriy [0, f] da (0 < < ee) ¢(x) = f’%—f— funksivaga
tekis vaginlashadi. Endi

oo . S,
- s5inx
Jer BXax
X .

xosmas integralni parametr y bo‘yicha [0,+o) da tekis yaginlashuvchi
bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Agar 77- ma’ruzada keltirilgan Abel alomatida f(x,)) funksiya
sifatida ?; £(x,y) funksiva sifatida ¢= funksiyalar olinsa, ular

uchun Abel alomati barcha shartlarining o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish
givin emas. Demak, alomatga ko‘ra

- S Xx
je  SIX

X .
0 . I e
e Py
integral tekis yaginlashuvchi. < Y
~Yugqorida keltiriigan 1- teoremaga binoan . -

e +,, P i
. - SN x . - sinx

lim e”’—dx=j(hme"”—)dx

y—>+00 X y=H) X o e

sinx

dx bo‘lishi kelib

- bo‘lib, undan hm J' wxy Smx I

chigadi. » ’
2°. Hy) funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, f(x,)) funksiya

My ={(x,y)e R : x e [a,+), veled]l} -

to‘plamda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lib'

F»)= [ £(xy)de
integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda Ry) funksiya

" [¢,d] da uzluksiz bo‘ladi,
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<4 Ixtiyoriy y, e [e,d], ¥y + Ay e {e,d] nugtalarni olib, F(y)
funksivaning orttirmasini topamiz:

AF(y) = Flyo +89) = F(y) = [ [f (e + &) - f(x, 9] dx.
Shartga ko‘ra j S (x,y)dx integral {¢, d] da tekis yaqinlashuvchir:'
U holda ‘ | :

Ve> 0,36 =8(e) >0, Vi, >3, Vyee,d]: If(xy)dx

fo

<= (S:I)
bo‘ladi. Ravshanki, f(x,y) funksiya o
MIO ={(xsy]E R2 Xe [a,fﬂ], yE[C,d]}’ (a<t0 €+°°j»'2.

to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
VE)O 38]:8](€)>0 Ay<51(€)2

FGeyo + )= flem)l < sy 7T @)

£a ega bo lamlz Agar §, = max{8,5 } deyllsa uning uchun (35) va

(6) tengsizliklar bir vo‘la bajariladi. (5) va (6) munosabatlarni e’tiborga
olib topamiz:

IAF ()] = + ) - f(x,3)] x| <

+ <£

If(x Yo + Ay¥)dx

n
Demak, ' 31_{10 AF(y,)=0
Bu esa F(y) funksivaning {¢, d] oraligda vzluksizligini bildiradi. »

Jf(xJ’G

Ty

< J F(x0 + A9) = £(x, 3 )] +

+ 3

2- misol. Ushbu F (y) = j ") dx integral y parametmning uz-
0 .

luksiz funksiyasi bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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o Berilgan integralda x — y = ¢ almashtirish bajaramiz. U holda

F(y)= Te"zdt = j‘ e dt + T«z‘"2 dt = ]:e“’2 dt++fe"l dr
-y -y 1] { 1]

bo‘lib, bu yig‘indining har bir go‘shiluvchisi y ning uzluksiz funksiyasi

bo‘lgani uchun berilgan integral y parametrning uvzluksiz funksiyasi

bo‘ladi. »
3°. F(y) funksiyani differensiallash. Faraz qilaylik, f{x,y) funksiya
M, to‘plamda berilgan bo'lsin.
3- teorema. f{x,y) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
1) f(x,y) funksiyva M, to‘plamda uziuksiz;
- 2) fy(x,y) xususiy hosila mavjud va u M, to‘plamda uzluksiz;
. 3) Har bir tayin y ¢ [¢,d] da

Fo)= [ faoyde 7

integral yaginlashuvchi;

.+ 4) Ushbu _[ f,{x,y)dx integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi..

U holda Ay) funksiya [c, d] da F(y) hosilaga ega va .
Fyy= | fixpdx

bo‘ladi. . ' T
< 3, < [c,d], y, + Ay € [c,d) nugtalarni olib, topamiz’” < . -

F(p+M)=F(ny) _ T FIXYp+A-F(x.%)
= _[ dx

o Ay Ay A ]
“ . Lagranj teoremasiga kora .
Sy +89)-f(x.30) _ f_:(x, Yo +0A), (0<8<]),. .

Ay

F(yo+A§;—F(J’0) - I £ (x,yy + 0Ay)dx
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bo‘ladi. Demak, oo N “’;
. F(yo+Ay) F(yo) A
I = Jim J' f)(x,y, +0AVYA%,  (7)

Shartga ko‘ra f;(x,y) funkmya M, to‘plamda uzluksiz. Kantor
teoremasiga binoan u R
M, {(x Ve R :xelat], ye [c,d]} (a<r<m)
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda .

Ve > 0,35 = 8() > 0, [Ay] < B(e), Vxe fa,1], - " H
L (x, 3 + 88Y) - £(x, )| < & |
bo‘ladi. Demak, Ay — 0 da f;(x,y, +6Ay) funksiva f,(x,y,) ga
telrus yaqmlashadl Shartga ko‘ra

AL

L " jfy(x Yo )dx

integral tekis yaqmlashuvchl U holda Y
o Vex0, 3§ = 8(e)>0 t'>8, t">8, W, \:(y.__e [e,d]: . :

’(x,y)dx

<eg,

jumladan,

X,y +0AY )X <&

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa

[ £,609 +0ny)dx

integra]ning tekis Yaqinlashuvchanligi kelib chiqadi Ushbﬁ ma’ruzada
keltirilgan 1- teoremani (?) tengllkmng o'ng tomomga qo‘llab to-
pamiz; . y . e _
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im, [ 50 +oaae = [ fim £ veae=

- ®

Ap—0

= | fxyy)ax.
(?) va (8) munosabatlardan
F(yy)= Ify (e}

bo‘lishi kellb ch1qacl1
(%) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

da’'f e
d_y If(an)d-x —I P dx

Bu differensiallash amalini integral ostiga o‘tkazish qoidasini ifo-
dalaydi. »
4°. F(y) funksiyani integrallash. Aytaylik, f(x,)) funksiya
My ={(x,y)e R? :xe{a,+e), yele.d]}
to‘plamda berilgan bo‘lsin.
4- teorema. Agar f{(x,y) funksiyva M, to‘plamda uzluksnz va

F(y)= I f(x,y¥dx integral [¢, d} da tekis vaginishuvchi bo‘lsa, u

holda Fy) funksiva {c, d} da integrallanuvchi va

d ] oo +oo | of

jF(y)dy ;j{j f(x,y-)dx]dw f{ff(x;y)dy]dr
bo‘ladi. '

« Ravshanki, A(y) funksiva [c, d] da uzluksiz bo‘ladi. Bmobann,
u e, d] da integrallanuvchi. Shartga ko‘ra

F(yy= [ fx,y)x

integral [¢, d} da tekis yaginlashuvchi. U holda
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Tf (x,y)dx

bo‘ladi. Shu tengsizlik bajariladigan ¢ ni olib topamiz:

Ve>0,38=3(e)>0, vr>38, Vyeled: <€

oo t oo
" Jf(x,y)dx= Jf(x,y)dx+ _[f(x,y)dx.-
Natijada - Codinie

]j[:ff(x,y)dx}dy =TUf(x,y) dx]dy+T[T f(x,9) d.'x] dy =

T

,_

0 -

,_‘
£y o,

jf(xs ») dy]a&"'_ll[_[ f(x, y)dx] dy .- ;

L. T

_po‘ladi. Agar

ff(x,y)au{ tr<e(d-9

TF (y)dy - ] Tf (x, y)dy] dxi <

!

gpc

| ;ﬁo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

TF(y)dy = }iﬂjﬁf(x,y)dy dx =

s:t..-—.._.g

[T £ x;y)dy] dx

bo‘lib,

Iy aQ

R #af d
I{I f(x,}’)dx:I dy = J If(x,y)dy] dx
ekanligi kelib chigadi. P R

- Mashqlar .
1. Agar F(x) funksiva (0, «) da integrallanuvchi bo‘lib, ~

F(y) = [ f(x)ax .
v 23
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‘ . :._ _ . T -yx . _” i T
bo‘lsa, }!Ln}o F(y) - ylf_,n;lo,!e f(x)dx = Jf(-?c)d-’-"f--- T

bolishi isbotlansin. T I DL R T
2. Ushbu F(y) :Te'yzx ydx, (e <y < tw) fﬁx-l-i:ksiya uzluksiz-
likka tekshirilsin. 0 - et

2t 79-ma’ruza

Ba’zi xosmas integrallarni hisoblash S

Parametrga bog'liq integrallar va ularning funksional xossalaridan
foydalanib, ba’zi xosmas integrallarni hisoblaymiz. :

oo
1°. I %ﬁdx integraloi hisoblash. Bu integralning yaqginlashuv-
0

chiligi 77- ma’ruzada keltirilgan.

Ma’lumki, I e ™ sin xdx = ——1- e mmarsti ac . (1)
Bu tenglikdagi. - . gyt
F(y)= Je"”’ sin xdx

parametrga bog'liq integral y parametr bo‘yicha ixtivoriy {+, 4] da .
(¢ > 0) tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bu tasdiq
le"‘y sin x‘ <&, I e Vdx 51
o

bo‘hshl hamda Veyershtrass alomatini go‘llashdan kelib chlqadl (l)
tenglikni integrallab topamlz. :

f

A
I Iehx”sinxdx dy:_[v%dy:arctgA—aIctgt.
0 . i 1+y
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Bu tenglikning chap tomonidagi integral uchun

T[T e sin xdx
LD

va Vx>0 da [sinx|<x bo'lib,

dy = T[T e sin xdy] dx = T fj:f:f- sin xdx
| oLrs 0 .

pi e
[ TR |

T e~ i 1
- _Ax —
_[-)C—-mnxdx;sje dx—g
) 0 _
bo‘ladi. Natijada A — 4o da
¥ sinx
T _ - I s x . '.
3 —arcigt _([ e —ax " (2:)

bo‘lishi kelib chigadi. Endi

nmmfwﬁiﬁ=Tﬂﬁm
r—340 X X
tenglikning ofrinli ekanini (garalsin, 78- ma ruza) € txborga olib (2) dﬁ
t > +0 da limitga o‘tib topamiz:
. e,

X
0

w1 A

-‘-“ »
2°. J Slrlyx dx integralni hisoblash. Bu integralning (—o, +o0) da
0 .

yaginlashuvchi bo‘lishi ravshan. Aytaylik, y > 0 bo‘lsin. Bu holda
integralda yx = ¢ almashtirish bajarib topamiz:

Aytaylik, y < 0 bo‘lsin. Bu holda qaralayotgan integralda yx = —f
almashtirish bajarib topamiz:

Tﬂyﬁﬁ=_Tﬁuﬁ=_f
x 5 ¢ A

_ .24:.1‘.
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* Aytaylik, y = 0 bo'lsin. Bu holda -+ E

IsmOx - 3 .
o

bo‘ladi. Demak,

T agar y>0,

T sinpx 2

I " dex=4 0, agar y =0,

¢ n
-5, agar y <0, sy

yani _[ Yde=Zsigny = 7 boladi.
X
* 1+x
0

lig xosmas integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz. Buning uchun
_ berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:

e a-l L a1 T a-l
= X = |* x
Fa)= .([ 1+x dx .! l+x dx + ‘l[ l+x dx. @)
 Aytaylik, 0 <x <1 bo‘lsin. Buholda ... -
o S
"~ bo‘lib, a > 0 da ushbu L
Jx""‘dx

aqmlashuvcm lpo lzanligidan, a > 0:da -

1 LA
xa—l

l+x
0

integralning ham yafqinlasliuvchi bo‘lishi kelib éhiqa,di.
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Aytaylik, x > 1 bolsin. Bu holda i
. . a-1 : H .
. X < xa—l ‘ ) :
. l+x | o | “
bo:ﬁb, a<lda 'ushbu M e A e s TR e
J' X '-_- C e e
1

integralning yaginlashuvchi bo‘lganligidait; a < 1 da RTE MR S
% a1 .
j * de -
L+x

integralning ham yaqmlashuvchx bo‘lishi kelib chlqadl

Gor
R

Demak qaralayotgan
F(a) - 1+ dx AT
integral 0 < a < 1 da yagintashuvchi bo‘ladi. o :
Endi Ha) integralni hisoblaymiz. Ma’lumki, -'0 < x< 1da -

o1 N
b z;!( b
Bu tenglikdan
PR N K avk-l
H—x—é(—l) X

bo‘lishini topamiz. Tenglikning o‘ng tomonidagi qator [a, b, da
(0 < gy < x < b < 1) tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uning gismiy yig‘indisi

< a0 xHi-(=x)")
S(x)= Y (D xorkt S Xm0

bo‘ladi. Agar Yne N, Vxe (0,1) uchun
X VA(=x)") _ a1

l+x R ¥ gy LS
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1 .
tengsizlikni hamda _[x""a!x, (0 < g <1) integralning vaginlashuvchi

ekanligini e’tiborga olsak, u holda Veyershtrass alomatiga Ko‘ra

[

jS,,(x)dx

tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak

]
lim S, (x)dx = j’(hm S (x))
0

H—jom
" ya’'ni

| L
lim [Z( D x““]abmﬂy_xgz‘( 1) xee- ’]¢x=j’1‘+;dx

bo‘ladl. Demak,

1

1 G

I3 ]dx-—lt_rg [2( D" x“"“]dx-— |

0

f - 1

Z‘l‘j(( DY xe-1 ) dy = Z( @

et avk’

a1
Endi _[ L—xdx integralda x = ; almashtirish bajarsak, u holda
1 : N

6

“bo‘le
244

a (5) munosabatlardan

www.ziyouz.com kutubxonasi



bo‘lishi kelib chigadi. Ma’lumki,
' R 1 1 n
E+k=](_1) [m"- k] snan> (O<a<l

(qal‘alsm 76-ma’ruza). Demak, quyidagi ifoda kelib chigadi:'

J S {ax)- f ) integralni hisoblash. Bunda f(x) funksiya

+e .
[0,+eo] da uzluksiz, istalgan 4 > 0 da jf—g—)dx integral yaqinla-
A

shuvchivaa > 0, 5 > 0.
Berilgan integralni quyidagi ikkita integralning limiti deb qaraymiz:

T fan-reo o i [ 200 g [ £89) 4
l] 5 X X

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralda ax = ¢, ikkinchi
integralda bx = ¢ almashtinshlarni bajarib topamiz:

5
I AU, -df = lm& ifé-{ldt,

ab

[ 740 gy i [ L2 4y — Jim
X 80 ¢ 5=

Ravshanki, f(#) — uzluksiz funksiya, ; funksiya esa ishora saglaydi
{chunkia > 0, » > 0, x e {0, + =) ). Demak,

If“)dt

mtegralda o‘rta giymat haq1dag1 teoremani- qo‘liash mUmkm
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31‘ e ]

oo .
I = Sinan (0<a<l). fg_ 2 IR
A A

2



bE )
f(@) di
;L—:-df = f(&)aj;Tr

T A . b5 b3 s ke b
. N1 P 1, b
Natijada ~ lim j L0 =lim £ (2) j ~dt = lim £ (&)In

7

bo‘ladi. Modomlkl & nugta @4 bilan b6 orasida ekan, 6 — 0 da I; —>0va

llm fE)=f0)
bo‘ladi. (6), (7) va (8) munosabatlardan

®)

bo‘lishi kelib chlqadl

5°. Ba’zi xosmas integrallarning qumatlarl Quylda ba zZi xosmas

integrallarning qgivmatlarini keltiramiz:

1. Je"‘zdx=%. - : 2.
0

cos xdx =

bl
c‘—.§
m‘m

mxsinxy _n .
5. _‘[ 5 dx-is:gnye

£ sin? ax—sin? bx dx = %In

o &

T e~ _gbx 1 B an?
9, I #cosnqu = Eln

I 2
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" s

sin mx dx ='arctg£-al"¢tgf,
n n

_& - SE
2 .

Tsin xhix:

cOos Xy dx =
1+x?

n ~1rl

(a>0,5>0, 5 %0y

R N SR T



Mashglar

| __ 2
1. Ushbu j“’g ~hx lm(n%} (y > 0, k > 0) tenglik
. |

T2
isbotlansin.
2. Ushbu J’ In ‘“‘ x In(l+a®?) (020, b > 0) integral hisoblansin.
0 "
3. Ushb J-ﬁ—*-— >0 likdan foydalanib
. Us u0x2+a ZJE’(a )tengl. an foydalanib,
e
dax
A J(x+)n+|a (HGN) S z,
integral hisoblansin. | '_ o
_ 80-ma'rwza ;
“ide vt Eyler integrallari e B
i+ Biz 48- ma’ruzada ushbu . G
1 S o
[ 1= o
0
xosmas integralning a > 0, b > ( bo‘lganda yaqinlashuvchi ekanligini,
J xa-—le—xdx
1]

Xosmas integralning esa @ > 0 bo‘lganda yaginlashuvchiligini isbot-
lagan edik.

Ravshanki, bu xosmas integrallar a va b larga bog‘liq, ya’'ni para-
metrga bog‘lig xosmas integrallar bo‘ladi,

1°. Beta funksiya va uning tekis yaqinlashuvchanligi. Ushbu

1
Jxet (- x ax
0

24“_'}'
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'parametrga bog'lig xosmas integral betg funksaya (I- tur Eyler integrali)
deyiladi va B(a,b) kabi belgilanadi:

B(a,b) = j A= dx, @>0,b5 05
¢ ' e o

Demak, beta funksiva

{(a,6)e B 1ae (0,4), b (0,40)} ; ot =
to‘plamda aniglangan funksiva. '
1- teorema. Ushbu

. 1 : Ce i e
v L it iloT

RIS NS B(a, b) — J‘xa—! (l _ x)f)—l dx

integral My ={(a,b)e R* :ae[ay,+=),be [b,+=),a5 >0, >0}
to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. G
4 B(a, b)funksiyani ifodalovchi integralni ikki gismga ~

s ey D) |

1 1
Jrta-xttax = x4 -0 dieo+ 20 (1 0
0 1

ko‘rinishda ajratib, har bir integralni tekis yaqinlashishga tekshiramiz.,
Parametr a 2 a, (a4, >0), Vb0, Vxe [0, %] da
L -x)tt s x (o)t gaxed T

va ¢ > (0 bo‘lganda

e T R SR Y R

,
L= e el ]

integralning vaginlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

x* 11 - x)*dx

S e 1 | =
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integralning a 2 gy, (4, > 0) da tekis yaginlashuvchanligini topa-
miz. Shuningdek, parametr 4 = by, (& >0), Va >0, ¥xe ( 1} da

Q-0 2 x -0 220 -0

vab>0 bd‘lganda (1-x)""dx

[T S

mtegralnmg yaqmlashuvchl bo‘lishidan Veyershtrass alomanga ko ra
A o i
xa—l(l _x)b——l dx 5

o | i,

integralning 5 2 &, (& > 0) da tekis yaginlashuvchi bo‘lishini topa-
miz. Dgn‘;_ak,

’ ! R .
R B(a, b) = jxa—l (l _ x)b—l dx P 12 .
0

integral M, ={(a,b)e R® : ae [a,+=), be [By,+), a5 >0, by >0}
to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Natija. B(a, b} funksiva

M={abe R :ae (0, +oo) be (0,4c0)}

to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. T
1
« Bu tasdig jx“-l(l =
0 LT o LU0 .'.q"} ce Ty Tl

integralning tekis yaginlashuvchanligi hamda integral ostidagi fgnksiya-
ning M to‘plamda wzluksiz bo‘lishidan kelib chiqadi. P
2°. B{a, b) funksiyaning xossalari. Endi
1
Bla,b) = [ x* (1-x)"" dx
e 1]
funksiyaning xossalarini keltiramiz.

TR
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“1) B(a, b) funksiya a va b argumentlanga msbatan snmmeti’lk
'-funkswa ya’'ni: . B s
B(ab)—.B(ba) (a>0b>0)

< B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = 1 — ¢ almashtirish bajarib
topamiz:

1 0
B(a,b) = jxﬂ-l (1- x)* dx = —_[(l — et gy =
T 0 1

i Ll R eI
= Jr”“‘(l _t)*'dt = B(b,a). »

G
2) B(a, b) funksiyani quyidagicha ifodalash ham mumkin:
o a-1 R
Bab)=§ ——_ar o g
@h= Gt
4 B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = % almashtirish bajarib
topamiz: ' o

L +oo a-
B(ab)= lx‘%*u-x)f**dx = J; (ﬁ) '(1 _t

1
I+r) (1+:)2 = I (l+t)‘”'""dt >

Agar (1) da b=1-a, (0 <a<1) deyilsa, v holda

. ] = ta—l x
- Ba,1~a)= 1+¢ dt = sin ag
. . | 11 T PSRRI
bo‘ladi. Xususan: B( 2) =%. g

3) B(a, b) funksiva uchun ushbu _ e
Bla+1,b)= - B@,b), (ap0,5>0).

formula orinli bo‘ladi,
1
<« Ravshanki, B(a+1,6) = [x"(1- )" dx.
) g
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- -Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz: SRR e otk
: o
Bla+1,b) =[xl ~x)"’"dx=—3]x"d((l I

0 PR R

1
E‘%""(l-xJ” %! X (1 - x)? dx = \.
! 1
= %jxﬂ-l (1 _x)b = %[J' q- 1(1 x)b ldx J‘x (1 ._.:x)b_l y(
0 0 |

_a _a

= 3B(a, b) 5 Bla+1,b).

Natijada

Bla+1b)=3B@,b)-3B@+Lb) - . ()

Bo‘lib, undan

43 E .
Bla+1,b) = mB(a,b)
bo‘lishi kelib chiqadi. _
Bla, b) funksiya simmetrik bo‘lganligidan _ _
B(a,b+1)= ——B(a by . 3) .

R Rt EN T

ifodani yozish mumkin.

Natija. B(m, n) funksiyaga (me N,ne N) (2) va (3) formula-
larni takror qo‘llash natijasida

(m-1)(n-1)!
Blm,m) =

bo‘lishi kelib chigadi.
39, Gamma funksiya va uning yaqmlashuvchanligl Ushbu

j x* e dx

parametrga bog‘lig xosmas mtegral gamma funkslya (2-tur Eyler
integrali) deyiladi va I'(a) kabi belgilanadi:
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F(a) = I x* 1e"“dx

Demak, gamma funksiya (0, +o0) da amqlangan funksxya

2- teorema. Ushbu T'(a)= Jx"'le'xdx .
integral [ay,8 ] da (0 < g, < 8§ < +e) tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

4 I'(a) funksivani ifodalovchi integralni ikki integral yig‘indisi
sifatida yozib olamiz:

1 4ca L
I(a)= Jx"'l e dx + I x* e dx .
0 i
~  So‘ngra ikkala integralning ixtiyoriy [ay,h] segmentda
(0 < gy < by < +oo) tekis yagintashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Para-

metr a2 ay (g, >0), Vxe (0,1] da

ey
xa-le—x < x% 1 Tk

1
va a, > 0 da _[x“"]dx
integralning vaqginiashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
1
J x g% dx
0

integralning a > a, da tekis vaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
Shuningdek, parametr a < b,, Vx e [l,4+=) da

xe ™ < ¥ oy th’"le'xdx'--.

oy

mtegralmng yaqmlashuvchl bo‘lishidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra

Eaad
j x™ e *dx
1
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integralning @ < b, da tekis yaqginlashuvchi bo‘lishini topamiz. Dé_mak,
o ; '
I'(a) = I x* e dx
0

xosmas integral [a,, b;] da tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. b
Natija, I'(g) funksiya (0, +e} da uziuksiz bo‘ladi.
4 Bu tasdig -

I x e dx
0 .
integralning tekis yaqinlashuvchiligi hamda integral ostidagi funk-
sivaning M = {(x,a)e R? : x e (0, +),a e (0, +o)} da uzluksiz bo'li-
shidan kelib chigadi. »»
4°, T(a) funksiyaning xossalari. 1) Gamma funksiva (0, +) da
barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

I (@) = [ ¥ e nx)"dx, (n=1,2,3...)
0
bo‘ladl. = ..
« Ravshanki, . T(a)= Ix"'le"‘ait
integral ostidagi f(x,a) = x*'¢™* funksiya
M={(x,a)e R* : x & (0,40),a¢ (0,+e0)}

'_to‘plamda uzluksiz bo‘lib, uzluksiz
' fx,a)=x"1e*Inx

?hbsilaga ega bo'ladi. Yugorida ayiganimizdek,
’ 1 +oo
I'a)= Ix”“le“xdx + I x e dx

tenglikning o‘ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy [ao, by] da
(0 < gy < By < +e) tekis yaginlashuvchi.
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.. 1 R
" Ushbu Ix”'l Inx-e*dx, _[ x*!Inx - e dx integrallarni qaray-
0 | '
lik. Bu integrallardan birinchisi, @ 2 4y >0 da

|
X nx-e|<x* ! Inx va Ix“"" |In x| dx

integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Shuningdek, ikkinchi integral ham

a<by <+ da

e
xe-1 ln,uc-e‘”f|5x’*‘”l Inx-e*=x".¢* va Ixh'_' Inx.edx

integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan vana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Parametrga bog'liq xosmas integral-
ning parametr bo‘yicha differensiallash haqidagi teoremadan foyda-
lanib topamiz:

1 oo 1
d _d - A —-x _fd “l —x wi
&-F(a)--&- Ix" e dx + !x" e *dx *h[%(x" e )dx+

’a: H ;"'

J a (x* e )dx = Txa"] dnx e¥dx.

Demak, “ (@)= | x*! Inx-edx.
0

I" (@) funksiyaning [a,, &;] da uzluksiz bo‘lishi ravshan.
Xuddi shu yo‘l bilan funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda e di

I (g) = Ix" le=*(In x)" dx
O

bo‘lishi ko‘rsatiladi. B IR
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2) r(a) funk51ya UChUI'l llShbu CTEE L ‘H(!” : i ,.
Tla+1) = al'f.(ﬂ) L

formula o‘rinli bo‘ladi. far
<« Ravshanki, [(a) = j x* e dx
0

Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz. Natijada

. e N S ET"
ot aI x*1 e‘xqﬁc =211“(a)
. : S

Ta+1) = j ey = -J’ LAY =
) 0

bo‘ladi. »

Ma’lumki, g e (0,1) bo'lsa, a+1¢e (1,2] bo‘ladi. I'(@) funksiya-
ning bu xossasini ifodalovchi (4) munosabat I'(g) funksiyaning (0,1}
dagi giyvmatlariga ko‘ra uning (1,2] oraligdagi giymatlarini, umuman,
ixtiyoriy (a,n+1] dagi givmatlarini topish imkonini beradi.

Natija. I'(#) funksivaga (ne &) (4) formulani takror go‘llash nati-
jasida (I'({1)=1) -
T(n) = (n—-1)! N
bo‘lishi kelib chigadi.

3) I'(a) funksivaning o‘zgarish xarakteri. Ravshanki, .
T} = Ie‘xdx =1, oot
G : . 3 T

. Yugqoridagi (4) formulaga ko‘ra
rQ2)=1.T1) =1
bo‘ladi. Roll teoremasiga muvofiq, shunday @ (1< 4, <2y Hiiéita
topiladiki, . TS

I(a)=0
bo‘ladi. Ayni paytda, Vae (0,4+e0) da 5 (s~ 3

I(a) = J x e In? xdx > 0
1]

bo‘lganligi uchun T"’(a) funksiva (0,+<) da qgat’iy o‘suvchi bo‘ladi.
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Binobarin, T “(a) ﬁ.mkmya a nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylan-
maydi. Demak, ' _

M) = jx“-‘e-x ln xdx:O
a

tenglama (0,+) oraliqda yagona yechimga ega. U holda .~ ..
0<a<ay da I'(a) <0, o

. - Gy <a<+oo da I'(a) >0

_bo hb F{a) funksiya @, nugtada minimumga ega bo‘ladi. (g, = 1,4616...

T'(a,) = min ['(a) = 0,8856... bo‘lishi topilgan).

I'(a) funksiva @ > a, da o‘suvchi bo‘lganligi sababli a > n+1
bo‘lganda I'(a) > I'(n+1) = n! bo‘lib, undan

lim T'(a) = 4o

| Gt : ;
 bo‘lishi kelib chigadi. Agar ¢ - +0 da T'{(a+1) > 1“(1) = 1 hamda
I'(a) = F(a+1) ' :

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda _
: llm (@) = +ee
ekanligini topamiz.
5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog‘lamsh Bcta va gamma
funksivalar orasidagi bog‘lanishni quyidagi teorema ifodalaydi.

3- teorema. V(a,b) e {{a,h)e R . ae (0,+0),be (0, +oo)} uchun

b : PR R
Bla,by = {00 o e
formula orinli bo‘ladi. : '
< Ushbu I(s) = Ix“ Lg% gy

integralda x =(1+u)r, (r > 0) almashtirish bajanb s ni.ath ga
almashtiramiz. Natijada

r(a+ b) — J(l +u)a+b—l ta+b-l€_(l+u)r(1 + u)df .
1]

K 2_5'6' o
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BOlib, o e el i T gl e

L

bo'ladi.
Endi bu tenglikning har ikki tomonini #~! ga ko‘paytirib, so‘ngra
(0,+c<)oralig bo‘yicha integrallab topamiz:

F(a+b)j du = T[T,aw- —{1+uuﬂ,f}wJ i K .éi.i

T L nath
i) o0

‘ya’ni©  I(a+b) Bla b)= j{j ot e““*”)‘dt}:f“ du.
o o [0

(1}, 17- bob, 8- §da keltirilzgan teoremadan foydalanib, keyingi
tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning o‘rinlarini almashtlramlz _
Natijada s

+e-a-

T(a+b) Bla b= J Iual ‘(1+“)~'du:,ra+b—l o

1]
‘bo‘ladi. Integralda ut =y almashtmsh bajarib topamiz:

I‘(a+b)»B(a,b)=T jy"'r“ e"’dy]dz- ;

0

= [ ietdr [y letdy=T(b) T(a). F il
(1 0

cad el E iy £

I“(a) L) >f:

: _]E)emak, Bla b) - Ty
Natua Vae (0,1) uchun isHO i
K F(a)F(l - a) - EHEE L . (6
‘bo‘ladi. i i
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<« (5) tenglikda b =1-a (0<a<1) deb olinsa, unda

_+ _ [layr(l-a)
- B(a,l-a)= T
bo‘ladi. Ma’lumki,
. . Bla,1-a)=
Sl b !5
Demak, rNa)yr(l-a)= ,{(0<a< 1) P . _
.+ Agar (6) formulada a = 5 deyilsa,
_ "
r(3)=vx i

bo‘lishi kelib chigadi.

T i
1- misol. Ushbu I e”* dx integral hisoblansin. -
. 1]

-« Bu integralda x* = ¢ almashtirish bajaramiz. U holda

Laesbasloa

bo‘lib,

Je

bo‘ladi. P

Nf—n

R | FYrE | .

— —-1

I t re7'de -ﬁjﬂ e"dt:lr(1)= Y
0 U 2

dx
2- misol. Ushbu I Loxd integral hisoblansin.

e
ceR il

.- 4 Bu integralda 1+x* = % almashtirish bajaramiz. Uholda

ST ; :
;-_..-. . . 1_—21_ = dx—l l y l _d_y
* (y )3 ’ 3( y 7))
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J‘ d lj . 1 _§ .d 1-1[ : 2o
X 3(1- Y _ 3 3 A =
Ly [—] DLy a- -
3
o T¥ 31 Y y 30 _..._..:?_g?.
1\ (3
=l s ;
e 1):1.r[3 [3) I % _ o _2m
37437373 Q) 3 singn“}_y, 33
. N 2
bo'ladi. P st

" Mashglar

L e . went s
) 1. Vae R \ {0,—1,., .—_n,...} da F(a) = };1_1:2 m bO.ll-
shi isbotlansin. '

s
m

d
_ 2. Ushbn '(1; m , {a>0,b>0,n>0) integral beta funksiya

orqali ifodalansin.

3. Quyidagi (1"’(«1))2 < I'{a) - T"(a) tengsizlik isbotlansin.
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16-BO B
KARRALI INTEGRALEAR -

81- ma’ruza

Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning
hajmi hagida ba’zi ma’lumetlar

Aniq integralning tatbiglari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda
jismmning hajmi hagida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar
karrali integrallar nazarivasida muhimligini inobatga olib, wlar to‘g‘ri-
sidagi ta’rif va tasdiglarni talab darajasida bayon etishni lozim topdik.

1°. Tekis shakining yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalari sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu tekislikda sodda yopiq
chizig bilan chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgan 0 shaklni
(tekislik nugtalari to‘plamini} qaraylik. @ shaklning chegarasini (sodda
yopiq chizigni) 20 bilan, Q UdQ ni esa O bilan belgllaymlz

0=QuaQ.
Masalan, koordinatalari ushbu
x>0, y>0, x+y<l
tengsizliklarni ganoatlantiruvehi (x,y) nuqtalardan tashkil topgan
A={(x,¥): x>0, y>0, x+y <1}
to*plam 33- chlzmada tasvnrlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.
. OX o‘gdagi birlik kesma
_ o (0 < x <£1) OY o'qdagi birlik kes-
Yo o ma (0<y<1) hamda (1,0) va
' e~ (0,1) nugtalarni birlashtiruvchi
to‘g‘ri chiziq kesmalari birgalikda
uchburchak shaklining chegarasi
JdA ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchakiar, yopiq
sinig chiziq bilan chegaralangan te-
kislik gismidan tashkil topgan -
(4] (1,0) X ko‘pburchaklar yuzaga ega va ular-
ni topish o‘quvchiga maktab mate-
matika kursidan ma’lum.

Y

33- chizma.
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Tekislikda € shakl bilan birga A va B ko‘pburchakiarni olaylik.
Agar A ko‘pburchakning har bir nuqtasi O ga tegishli bo‘lsa, 4 ko‘p-
burchak Q shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda A= Q bo‘ladi).
Agar @ ning har bir nuqtasi B ko‘pburchakka tegishli bo‘lsa, B ko‘p-
burchak Q shaklni o'z ichiga oladi deyiladi (bunda @ < B bo‘ladi).

Agar pA va 8 lar mos ravishda A va B ko‘pburchaklarning yvuza-

lari bo‘lsa, u holda
A <uB (M
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, @ shaklning ichiga chizilgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam — {A}, Q shaklni o‘z ichiga olgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam {8} bo‘lib, ularning yuzalaridan iborat to‘plam esa mos
ravishda {pA} va {pB} bo‘lsin.

Ravshanki, {pA4} va {uB} lar sonlar to‘plami bo‘lib, {uA}
yuqgoridan, {uB} esa quyidan chegaralangan to‘plamlar bo‘ladi. U
holda to‘plamning aniq chegaralari hagidagi teoremaga ko‘ra

sup {ud} = p.Q, inf{uB}=p"Q
lar mavjud. Odatda, u.Q son shakining quyi yuzasi, p' Q son esa O
shakining yugori vuzasi deyiladi.
Tasdiq. p.Q va ' @ migdoriar uchun

Q<o S (2)
tengsizlik bajariladi.
Aytaylik, p.@ >.u’Q bo‘lsin. Bu holda, ravshanki, p.Q — p'Q
ayirma musbat bo‘ladi. Aniq chegara ta’riflariga ko‘ra ¥& > 0, jumladan,
1 .
=5Q-10)>0
uchun shunday 4, Q, 0c B, ko‘pburchaklar topiladiki,
Ay >u.Q -8, UB j<p'Q+e
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topam‘ii;
~udy <K Q+e-(PQ-e)=p'Q-paQ+2e=
=wQ-mwQ+wQ-pQ)=0.

Keyingi tengsizlikdan {ud, > uB, bo'lishi kelib chigadi. Bu esa
(1) munosabatga zid. Demak, (2) tengsiziik o‘rinli bo‘ladi. »
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- I-ta’rif. Agar p.Q =p'Q tenglik o‘rinli bo‘lsa, Q shakl vuzaga
ega deyiladi. Ushbu p.Q =p’Q migdor Q shaklning yuzi deylladl
Uni p@ kabi belgilanadi:

uQ=wQ=uQ._ _
1- teorema. Tekislikdagi shakl yuzaga ega bo‘lishi uchun ve > 0

soni olinganda ham @ shaklni ichiga joylashgan shunday 4 ko‘pbur-
chak, ( shaklni ichiga olgan shunday B ko‘pburchak topilib, ular uchun

pd-uB<e 3
tengsizlikning bajarilishi zarur va vetarli.
A Zarurligi. Aytaylik, tekislikdagi Q shakl yuzaga ega bo‘ lsm

Q=m0 =00, ,
Aniq chegara ta’riflariga ko‘ra, ve > 0 uchun shunday -
Ac Q, Qc B
ko‘pburchak topiladiki, bunda
HA>WQ -3, pB<pQ+,

s e

ya'ni mA>UQ -3, pB<pQ+>
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan
uB-pd<e
bo‘lishi kelib chiqadi. N e
Yetarliligi. Aytaytik, Ac 0, O c B ko pburchaklar uchun =
uB-pd<e
tengsizlik bajarilsin, Ravshanki,

uA <u.Q, pBzp'Q. »
Yugoridagi (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

HASpQ <p'Q<pB.
Bu va (3) tengsizlikka ko‘ra
WO-pQ<pB-pd<e

bo‘ladi. Demak, p.Q=u"Q. » L
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. Faraz qilaylik, tekislikda / chiziq (u yopiq yoki vopiq bo‘lmasligi
mumkm) berilgan bo‘lsin,
. 2- tarif. Agar shunday A, ko' pburchak topilsaki,

Dylc 4,

2) Ye > 0 uchun pA, < ¢ bo'lsa, / nol yuzali chiziq deylladl

Masalan, / chiziq y = f(x)e Cla,b] funksiyaning grafigidan
iborat bo‘lsa, u nol yuzali chiziq bo‘ladi.

4 ve > 0 sonni olib [eb] segmentni shunday |x,,x,,,]
{(k=0,1,2..,n-1;xy =a,x, = b) bolaklarga ajratamizki, har bir
[x;,%,.51 da f(x) funksiyaning tebranishi

e _ o
W, < —0 . '--:.U"'
k=95 a

bo‘lsin. U holda / chizigni oz ichiga olgan 4, ko* plg],lrchaknlng yu21

nd, = Z(Mk”mk)(xm xk)_F.:

bo‘ladi, bunda
Mk =Supf(.X), xE[xk!ka]: (k:O,l,...,n—l),
my :in.ff(JC), xe[xk’ka]s (k:{)»ls---sn'—l)'

B

n-1

Ravshanki, ZcokAxk < ”WEMR =g, . '_ - | -i. £

Demak, / — nol yuzali chizig. »»

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1- teoremani quylclaglcha
ifodalasa bo‘ladi.

2- teorema. Tekislikdagi ) shakl yuzaga ega bo‘lishi uchun uning
chegarasi ¢Q nol yuzali chiziq bo‘lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar tekislikdagi O shaklning chegarasi 3, har biri

y=f(x)eCla,b] yoki x=g(y)e Cla,b]

funksiyalar tasvirlangan bir necha egri chiziglardan tashkil topgan
bo‘lsa, u holda Q shakl yuzaga ega bo‘ladi.

Odatda, uzunlikka ega bo‘lgan egri chizig fo g rilanuvchi chizig
deyiladi. Quyida Q tekis shaklning yuzaga ega bo‘lishining yetarli
shartini ifodalovchi teoremani isbotsiz keltiramiz.
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3- teorema. Agar O tekis shaklning chegarasi dQ to‘g‘rilanuvchi
egri chiziq bo'lsa, u Q vuzaga ega bo‘ladi.

2°. Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltu'almz

1) Agar tekislikdagi Q, va Q, shakllar yuzaga ega bo‘lib, QcQ
bo‘lsa, u holda

O <nQ)
bo‘ladi.

2) Agar @, va Q, tekis shakilar yuzaga ega bo* 1sa u holda Qv Q;,_
ham yuzaga ega va
MO uB)sud +p0,
bo‘ladi. Agar bu @, va 0, shakilar chegaralaridan boshqa umunmiy
nuqtaga ega bo‘lmasa, va'ni O, nQ, =& bolsa, v holda
w(Qu)=nQ +uQ, bofladi. Bu yuzaning additiviik xossasi
deyiladi.
3°. Tekis shakini bo‘laklash. Tekislikda biror yuzaga ega bo‘lgan
O shakl berilgan bo‘lib,
Q0,..-.0,
shakilar uning yuzaga ega bo‘lgan qismiy shakllari, yani
GeQ, (k=12,..n
bo‘lsin. Agar 0,0, ...@, lar uchun b

Houvou..ug, =0, '

2) ixtivorly Q, va Q, lar (k=1,2,...,n;i = 1,2,...,n) umumiy
nugtaga (chegaralaridagi nuqgtalardan boshga) ega bo‘lmasa, u holda
0,0, ...0, lar Q da bo‘laklash bajaradi yoki Q shakl Q,0,...Q, shaki-
larga bo‘laklangan deyiladi.

O shakini Q,Q,...Q, larga bo‘laklashni P bilan belg11anad1

P={00Q,..0,}
Ushbu d(Qy ) = sup p((x’, y'), (X", y"'N),
(xay)era (x y)era (k_lz )

migdorlarning eng Kattasi P bolaklashning d:amem deylladl va 7\.
. kabi belgilanadi: _ L

A, =maxd(Q,).

1ksn
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Masalan, ushbu
Oy ={(x, ) e R 1 X%, SXS X, Vi SV S Viais}
(k=0,1..n-Li=01L. . m-YLxy=ax,=by,=¢Y,=d)
to‘g‘ri to‘rtburchaklar '
O={(x,y)e R* 1a<x<bhc<sy<d)
tekis shaklning P bo‘laklashini hosil giladi. Bunda

A, = max «/axk +Ayd

1sk<n-1
0igm-1

bo‘ladi. G

4. R* fazoda jismning hajmi. R’ fazoda Dekart koordinatalar
sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan
(yoki bunday sirtlarning bir nechtasi bilan) o‘ralgan Vijismni (R*fazo
gismini) garaylik. V jismni o‘rab turuvchi sirtni — ¥, jismning che-
garasini oV bilan, ¥V w3V ni ¥ bilan belgilaymiz:

V=Vuar,
Masalan, koordinatalari ushbu
' eyt <l
tengsizlikni qanoatlantiruvchi (x,y,7)) nuqtalardan tashkil topgan =
={(x,y,0)e R :x? +y? + 72 <1}

to‘plam, markaz1 (0,0,0), radiusi 1 ga teng bo‘lgan sharni — Jlsmnf
ifodalaydi. Umng chegarasi esa .

S={x,y,00e R :x*+y +72 =1
sfera bo‘ladi. Bunday jism — shar hajmga ega va quyidagiga teng:
wV = % T,
Umuman, fazoda ko‘pyogqliklarning hajmga ega bo‘lishi va uni
topish qotdalari o'quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan ma’lum.
Endi R’ fazoda Vjism bilan birga Fva G ko‘pyoqliklarni garaylik.
Agar F ko‘pyoqlikning har bir nuqtasi ¥ ga tegishli bo‘lsa,
F ko‘pyoqlik V jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda F= V
bo‘ladi). Agar ¥ ning har bir nuqtasi G ko‘pyoqlikka tegishli bo‘lsa,
G ko‘pyoqlik ¥ jismni oz ichiga oladi deyiladi (bunda V c G).
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Agar pF va uG lar mos ravishda ¥ va G ko* pyoqhklarnmg hajm-
lari bo‘lsa, u holda

wWF su6
tengsizlik bajariladi.
Aytaylik, V jismda Joylashgan ko*pyoqliklar hajmlandan 1borat
{uF to‘plam, ¥ jismni oz ichiga olgan ko‘pyoqliklar hajmlaridan
iborat {uG} to‘plam bo‘lsin. U holda

sup{pE} =p.¥, influGi=
lar mavjud.
3- ta’rif. Agar -
tenglik o‘rinli bo‘lsa, _]lSlTI hajmga ega cleylladl Ushbu k
WV o= 'V
mlqdor V jismning hajmi deyiladi. Uni puV kabi belgllanadl
wV=p'V=nr.

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida
bir-biriga o‘xshashlik borligini inobatga olib, jism hajmining mav-
judliligi hagidagi teoremani keltirish bilan kifoyalanamiz.

4- teorema. Fazodagi V jism haimga ega bo‘lishi uchun ve > 0
son olinganda ham Vjismning ichida joylashgan shunday Fko‘pyoqlik,
V jismni oz ichiga olgan shunday G ko‘pyoqlik topilib, ular uchun

uG - pF <e tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli. -~

T I L N Mashqlar i iR e
‘1. Aytaylik, f(x)e C[a, b} bo'lib, ¥x e [a,5] da 7(x) =0 bo‘l-
sin. Bu funksiya grafigi — x = @, x = b chiziglar hamda [a, 5] kesma.

bilan chegaralangan shakl yuzaga ega bo‘lishi isbotlansin. .
2. Tekislikda O shakl berilgan bo‘lib, {4,} va {B,} ko° pburchaklar )
ketma-ketligiuchun 4, c ¢, B, cQ {n=1,2,...) bo‘lsin. U holda

Q shakl! yuzaga ega bo‘lishi ll_l;l;lg A, = ll_l& B, tenglikning bajarilishi

orgali ifodalanishi mumkinmi? S LT T B S RA
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82-ma’ruza RYCUT
Ikki karrali integral tushunchasi va
uning mavjudligi

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Faraz qilaylik,
tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shakl (to‘plam) berilgan bo‘lsin. Bu
to‘plamda f(x, ¥} funksiva aniglangan va chegaralangan:

IM =const, Im =const, ¥Y(x,vie D, m< f(x,y}s M.
D ning biror

P={D,D,. -
bo‘laklamshl va har bir D, da ixtiyoriy (& k ,nk e D,c nuqtanl k=1,
2,...,n) olib quyidagi . s

z S Eenud, :

yig‘indini tdzamiz.
I-ta’rif. Ushbu o= f (&, e Ind;
k=1

yigéindi f(x,») funksivaning integral yig‘indisi (Riman yig‘indisi)
deviladi.

Keltirilgan ta’rifdan ko‘rinadiki, integral yig‘indi £ (x,)) funksiyaga,
D to‘plam va uni bo‘laklash usuliga hamda har bir (§,,n,) e D,
nuqtalarga bog‘lig bo‘ladi:

G=0, (f’gksnk)'

Modomiki, f(x,y) funksiva D da chegaralangan ekan, u har bir
D, da (k= 1, 2,...,n) ham chegaralangan bo‘ladi. Demak,

my, =inf{f(x,¥): (x,¥)e Dy}, w
M, =sup{f(x,):(x,ye D} "5,

niavjuﬂ-;z.!.Ayni paytda, V{x, y}e D; uchun

o m<fNSM, W)
tengsizliklar bajariladi. IR “ o
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2- ta’rif. Ushbu

5= imkupk, 5= iMkI-le iy
= =

vig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yigindilari

deyiladi.
Funksiyaning Darbu vig‘indilari f(x,y) funksiyaga, D to‘plam va
. uning bo‘laklashiga bog‘liq:
5 =5}, S=S5,f)
bo'lib, har doim s < § tengsizlik bajariladi. (1) tengsizlikdan foydalanib
topamiz:

RV SR

k]

FR 7]

kauD <Y fEon)uD, £ MDDy .
k=1

k=1 k=t
Demak, s<ag<8§.
2°, Ikki karrali integral ta’riflari. Aytavlik, f(x,») funksiya yuzaga
ega bo'lgan D to‘plamda aniqlangan va chegaralangan bo‘lsin. D ning
{D i 'D pLLM D }
bo* Iaklashml olib, benlgan funkmyamng integral vig‘indisini tuzamiz;

o= Zf(gkank)uDk

3- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
- topilsaki, D ning diametri A, < 8 bo‘lgan har ganday P bo‘laklash
hamda har bir D, da olingan ixtiyoriy (&, ,n,) lar uchun
o -J|<e
‘tengsizlik bajarilsa, Jsono yig‘indining A,— 0 dagi limiti deviladi va
limo=J
A, —0
kabi belgilanadi.
4-ta’rif. Agar ),— 0 da f(x,y) funksiyaning integral yig lndlSl
limiti mavjud va chekh J ga teng bo'lsa, f(x,y) funksiya D da integ-

rallanuvchi deyiladi. J soniga esa f(x,)) funksivaning D bo‘yicha ikki
- karrali integrali deyiladi. Uni quyidagicha _

JJranas
oo i
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kabi belgilanadi. Demak,
Jj F(x, y)dxdy = J};ILIBG = kl;gl%f(&k,nk WD

Masalan f (x,y) = const bo‘lsin. Bu funksiyaning integral
yig lndlSl

G = 2 CuD, =CuD
k=1
bo‘lib, uning ikki karrali integrali

[ cdxay = tim cup=CuD |
£ Ap—0

bo‘ladi. Xususan, € = | bo‘lganda quyidagiga ega bo‘lamiz: 1
j 1dxdy = uD .
D

Funksiyaning ikki karrali integrali yuqori hamda quyi integrallar
yordamida ham ta’riflanishi mumkin.

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. D ning turli bo‘laklashlaridan tashkil
topgan to‘plamni {P} deylik: P ={D,,D,,.... D,}.

Har bir P e {P} bo‘laklashga nisbatan f(x,)) funksiyaning Darbu
vig‘indilarini tuzib, ushbu {s,(f)}, {S,(/)} to‘plamlarni hosil
gilamiz. Bu to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi.

5-ta’rif. {s,(f)} to‘plamning aniq yugori chegarasi f(x,y) funk-
sivaning quyi ikki karrali integrali deyiladi va -

J = [[ £ (x,y)axay
D
kabi belgilanadi. Demak,

J = Hf(x y)ddy = sup (5,(f)) = sup(kanDk

pkl

~ 6-ta’rif. {S,(f)} to‘plamning aniq quyi chegarasi f(x,y) funk-
. sivaning yuqori ikki karrali integrali deyiladi va : .
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7= Hf(x paty

kabi belgilanadi. Demak
J - gf(x,y)dxdy - IS, = f B M)
Demak, chegaralangan f(x,y) funksiyaning har doim quyi hamda
yuqori integrali mavjud bo‘ladi.
7- ta’rif. Agar J=J
bo‘lsa, f(x,y) funksiya D to‘plamda integrallanuvchi, ularning umumiy

giyvmati J =J =J esa f(x,») funksiyaning D bo ylcha 1kk1 karrah' _
integrali deyiladi. Demak,

J] £Ceyydudy =T =1
5 |

" Eslatma. Agar J #J bo‘lsa, f(x,y) funksiva D da integrallan-
maydi.

3°. Darbu yig‘indilarining xossa!an Aytaylik, f (x,p) funksiya yuzaga
ega bo‘lgan D to‘plamda berilgan va chegaralangan bo‘lsin. D to‘p-
lamning bo‘laklashlari to‘plami P =(P) dagi P ={D;,D,....D,}
bo‘laklashga nisbatan f(x,¥) funksiyaning integral hamda Darbu
yig‘indilarini kiritamiz: .

6, ([ ) = ;f(&»k snend, |

. ..._:Sp(f)zzmkupk’ Sp(f):EMkuDks '
k=1 k=1 it

punda - - my, =inf {f(x,¥): (x,yye D},
C M, =sup{f(x,»):(x,¥)e Dy}
bo‘lib, ﬁ(x, vye Dy uchun quyidagi ifoda orinli: .
L mSSSMe
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Ma’lumki, 33- ma’ruzada f(x) funksiyva Darbu yig‘indilarining
xossalari keltirilib, ular batafsil isbotlangan edi.

Xuddi shunday xossalar f(x,y) funksiva Darbu yig‘indilari uchun
ham o‘rinli bo‘ladi. Ular avvalgidek mulohaza asosida isbotlanishini
¢’tiborga olib, mos xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) ¥e > 0 olinganda ham (&, ,n,)e D, nuqtalami (k=1,2,...,n)
shunday tanlab olish mumkinki,

0<S,(f)-0,(fi8me) <8,

shuningdek, (&;,n,)e D, nuqtalarni yana shunday tanlab olish mum-
kinki,

0<o,(f:8 M) -5, () <e
bo‘ladi. Bu xossa Darbu vig‘indilari integral yig‘indi uchun aniq
yugori va aniq quyi chegara bo‘lishini bildiradi.

2) Aytaylik, Pl :{Dl’DZ:"‘,Dk—EsDk!DkH""sDn}a
P = {D! s Doses Dy, Doy D, Dy Dn}

lar D to‘plamning bo‘laklashlari bo‘lib,

D,=D oD, DpnD'=0
bo‘lsin. U holda

<5, (), S, ()<, ()

bo‘ladi. Bu xossa D ning bo‘laklashdagi bo‘laklar soni orta borganda_

ularga mos Darbuning quyi yig‘indisining kamaymasligi, yuqori yig‘in-
disining esa oshmasligini bildiradi.

3) Agar P, va P, lar D ning ikki bo‘laklashi bo‘lib, s, (f), S, (f )

va s, (), 8, (f) lar f(x,y) funksiyaning shu bo‘ 1aklashlarga msbatan
Darbu ¥ig 1ndllar1 bo‘lsa, u helda

Sp S8, 8, (f)<S, (f)
bo‘ladi. _
Bu xossa, D ning bo‘laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi vig'in-
dilar to‘plami {s, ()} ning har bir elementi (yuqori yig‘indilar to‘p-
lami {5,(/)} ning har bir elementi) yuqori yig‘indilari to‘plami
{S,(/)} ning istalgan elementidan (quyi vig‘indilar to‘plami
{5, (/)} ning istalgan elementidan) katta. (kichik) emasligini bildiradi.
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4) Ushbu S e
sup{s, (f)} < inf {8, ()} - B
munosobat o‘rinli. Bu xossa f(x,y) funksiyaning quyi ikki karrali
integrali, uning yugori ikki karrali integralidan katta emasligini bildiradi:.
J<J.

5) ve> 0 olinganda ham shunday & > ( topiladiki, D ning diametri-

A, < & boflgan barcha bo‘laklashiari uchun
0<85,(/)-J<e, 0 -5,(f)<e

bo‘ladi. Bu xossa f({x,y) funksivaning yngori hamda quyi integraliari .
A, — 0 da mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig‘indilari-
ning limiti ekanligini bildiradi.

4°. Ikki karrali integralning mavjudligi. f(x,)) funksiyaning Darbu
vig‘indilari va ularning xossalaridan foydalanib, ikki karrali integralning
mavjudligi haqidagi teoremani keltiramiz.

Aytaylik, yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda f(x,y) funksiva beril-
gan va chegaralangan bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiya to‘plamda integrailanuvchi bo‘lishi
uchun, ¥e > 0 son olinganda ham, shunday 8 > 0 soni topilib, D ning

diametri A, > & bo‘lgan har ganday P bo‘ Iaklasluga nisbatan Darbu
yig‘indilari ushbu

S,(f)-s,(f)<¢e O
tengsiziikni ganoatlantirishi zarur va yetarii. :
& Zarurligi. Faraz qilaylik, f(x,)) funksiva D da mtcgrallanuvchl

bo‘lsin. Ta’ rlfga ko‘ra J =J =J bo‘ladi, bunda -

L =sup(s, (F) =sup(Emad), 0T

k=g
J =inf(S,(f) = ‘mf(Z Mub,).

Aym paytda Darbu yig‘indilarining 5- xossasiga ko ra
' Ve>0, 33>0, A, <3, Ype (P):

ST <t I-s,(N)<S
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va J =J = J bo‘lgani uchun C e
S,(N-J <5, T-s5,(N)<3

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan

S, (f)-s5,(f)<e
bo‘lishi kelib chigadi. -

Yetarliligi. Aytaylik, ve >0, 3350, 7L <8, Vpe (P):
S,(f)-s,(f)<e
bo'lsin, f(x,y) funksiva D da chegaralanganligi uchun
sup{s, ()} =J, inf{s,(N}=J
mavjud bo‘lib, Darbu yig‘indilarining 4- xossasiga ko‘ra J < J bo‘ladi.
Demak,
5,(N I <T<S,(/).
Bu tengsizliklar va {2) shartdan foydalanib topamiz:
0<J-J<S,(f)-s5,(f)<e.
Demak, J <J . f(x,p) funksiya D da integrallanuvchi. »
Avytaylik, D ning P ={D,,D,,..,D,} bo‘laklashning D, bo° Ia-
gida (k= 1,2,....m) f(x,p) funksnyamng tebranishi
Wy = Sup{f(x>y) . (x9y) € Dk}" mf{f(x,.V) . (an’) € Dk}

bo‘lsin. Unda f'(x,y) funksiyaning D da integrallanuvchi bo‘lish sharti

Y oD, <e, N ).
k=1 et
ya’'ni
Y im Y eup =0 @
~ aa=1N . '
ko‘rinishlarga keladi.

Demak, f(x,y) funksiyaning D to‘plamda integrallanuvchi bo‘li-
shini isbotlash uchun (2), (3), (4) shartlardan bmnmg bajarilishini
ko‘rsatish yetarli bo‘ladi. o
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Mashglar 375 ¢ L h o e

1. Ushbu D ={(x,y)e R : 0<x<1,0<y <1} to plam (tekistik-
dagi kvadrat) .-

x=x,-=£—,i=123,..,n y:y,-=E k=123,..,n

chiziglar yordamida D, larga bo‘laklangan. Shu bo‘laklashning diametri
topilsin.

2. Yuqoridagi D to‘plam va uning P ={Dy;i,k =1,2,...,n} bo‘-
laklashga nisbatan f(x,y) = x* + ¥* funksiyaning

a) Darbu yig 1nd1]an,

¥

b) har bir D, da §; = - S My = deb integral yig 1nd151 topllsm

3. Aytaylik, D — tekislikdagi yuzaga ega bo‘lgan to‘plam bo‘lsin.
Ushbu

1, agar (x,y)e D,xe @,y € O bo'lsa,

x,y) =
8(x,) {0 agar (x,»)e D, xvay

larning kamida bittasi irratsional bo‘lsa, funkmyamng D da integralla-
nuvchi bo‘lmastigi isbotlansin.

4. f(x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda chegaralangan
bo‘lib, J va J lar mos ravishda funksiyaning yuqori va quyi ikki
karrali integrallari bo‘lsa, J < J bo‘lishi isbotlansin. :

5. f{x,y) funksivaning Darbu yig‘indilari uchun

Jim Sp(f)=J,  Jim s, (/) =1
bo‘lishi isbotlansin.
83- ma’ruza
Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Integraining asosiy
xossalari

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi. Uzluksiz
funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishini quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq D to* plamda
uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.
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« Ixtiyoriy £ > 0 sonni olaylik. f(x,») funksiva chegaralangan
yopiq D da uzluksiz. Binobarin, funksiyva D da tekis uzluksiz. U holda

I-l_D>0

songa ko‘ra, shunday & > 0 son topiladiki, D ning diametri A, > 8
bo‘lgan

P={D,D,..,D,}

bo‘laklashning har bir D, bo‘lagida (k = 1,2,...,#) f(x,y) funksiyaning
tebranishi ®, uchun

tengsizlik bajariladi.
Shunday P bo‘laklashlarga nisbatan

S,(F)=5,(f) = S oDy < S 3D, =
k=i =

bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiva D da integrallanuvchi.

2°. Uzilishga ega bo‘lgan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi.
Ba’zi bir uzilishga ega bo‘lgan funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi
haqidagi teoremani keltirishdan avval bitta sodda tasdigni bayon etamiz.

Aytaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D to‘plam berilgan bo‘lib,
! esa shu to‘plamga tegishli nol yuzali chiziq bo‘lsin.

Tasdiq. Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 topiladiki, D
ning diametri A, > 3 bo‘lgan VPP bo‘laklash olinganda, bu
bo'laklashning / chizig bilan umumiy nugtaga ega bo‘lgan bo‘lakchalari
yuzalarining yig‘indisi € dan kichik bo‘ladi.

« / chiziq nol yuzali be‘lganligi uchun shunday A4 ko‘pburchak
topiladiki,

1)l A,

2} Ve > 0 uchun p4d < ¢ bo‘ladi. Aytaylik, /~34 =@ bo‘lsin.
! chiziq nugtalari bilan d4 nuqtalari orasidagi masofaning eng kichigini
8 (3> 0) deylik. U holda A, > 3 bo‘lgan VPe P bo‘laklashning
{ chiziq bilan umumiy nugtaga ega bo‘lgan burchaklari 4 ko pburchak-
ka tegishli bo‘ladi, Binobarin, bunday bo lakchalar yuzalamnng yig‘in-
disi € dan kichik bo‘ladi. ¥ :
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2- teorema. Agar f{x,y) chegaralangan yopiq D da berilgan bo‘lib,
bu to‘plamga tegishli chekli sondagi nol ynzali chiziglarda uzilishga
ega, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, f{x,y) fanksiva D da
integratlanuvchi bo‘ladi. _

4 Soddalik uchun f(x,y) funksiya D dagi bitta nol yuzali / chi-
ziqda vzilishga ega, golgan barcha nuqtalarda uzluksiz devlik.

Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. U holda /< A, pud < ¢ bo‘lgan
A ko'pburchak (A< D) D ni 4 va D\A gismlarga ajratadi.

Ravshanki, f(x,y} funksiya D\A da tekis uzluksiz. U holda
Ve >0 ga ko‘ra shunday §, > 0 topiladiki, D ning diametri A, > §,
bo‘lgan P bo‘laklashining har bir bo‘lakchasida f (x,) funk51yan1ng
tebranishi quyidagicha bo‘ladi:

W <E.

Yuqorldag1 tasdigga binoan va Ve >0 ga ko‘ra shunday §, > 0
topiladiki, D ning diametri A, > 8, bo‘lgan P bo‘laklashining A ko‘p-
burchak bilan umumiy nuqtaga ega bo‘lgan bo‘lakchalari yuzalari
yig'indisi € dan kichik bo‘lishini topamiz.

Endi §=min{§;,8,}
deb, diametri A, > 8 bo‘lgan D ning
P={D,D,,..,D,} :
bo‘laklashini olib, unga nisbatan tuzﬂgan Darbu vig‘indilari ayirmasi
S, (f)-5,(f)= zmkubk Y
k=1

ni garaymiz.
(1) tenglikning o‘ng tomonidagi yig'indi # ta haddan lborat Uni
ikki qismga ajratamiz: o »

kaHDk = Z’mklle + Z’(’DHJD& ,

k=l .
bunda Z’cokpl)k ifoda — P bo‘laklash bo‘lakchasi D, larning A ko‘p-
burchakdan tashqarisida joylashganlariga mos (1) ming hadlaridan
iborat yig‘indi, zzokl.le esa (1) ning golgan barcha hadlaridan
tashkil topgan yig‘indi. :
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Yuqorida aytilganlarni e’tiborga olib topamiz: o

SU)Mﬂ%ZWHZWQSZMﬁQ%ﬂwﬂm

Bunda Q — funksiya £ (x,y)ning D dagi tebramshl. Keyingi tengsizlikdan

13

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f(x,p) funksiya D da integrallanuvchi. »

3. IKkki karrali integralning xossalari. Ikki karrali integral ham
(1], 35- ma’ruzada batafsil bayon etilgan aniq integraining xcssalari
singari qator xossalarga ega. Shuni ham aytish kerakki, ularni isbotlash
jarayonlaridagi mulohazalar bir-biriga o‘xshash bo‘ladi. Shulami
¢’tiborga olib, quyida keltiriladigan xossalarning ba’zilarini isbotlash
yo‘l-yo‘riglarini, ba’zilarini esa isbotsiz keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Faraz qilavlik, f(x,y) funksiya D to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lsin. Agar D nol yuzali / chiziq bilan umumiy ichki nuqtaga ega
bo‘lmagan bog'lamli D, va D, to‘plamlarga ajralgan bo‘lsa, f(x,))
funksiya har bir D, va D, larda integrallanuvchi va

[freendsay = [[ e, myaxdy + [[ Fxpyasdy @
D Dy i :

bo‘ladi.
<€ Aytaylik,

B = {D(l) D{I), ,D(")} B = {D(ll D(2}’ ’D(m)}

lar mos ravishda D, va D, laring bo‘laklashlari bo‘lsin. Bu bo lak-
lashlar D to‘plamning i

P={D", D, p®, Dé”,..,Dl‘"),D}’”’}
bo“laklashlarini hosil giladi. Agar

Sp AN Sy (1), 85, (f), S}, (f),Sp(f), » ()

lar f(x,y) funksiyaning P;, P,, P bo‘laklashlariga nisbatan Dal'b}l
yig‘indilari bo‘lsa, u holda -C

DocD=S, ()5, (/)sS,()-s5,(f),
.DZCD=>sz(f)mspz(f)ssp(f)_sp(f)
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bo‘lib, quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz:

S ()=, <e=5, (f)-5,(f)<¢e, S, (f) 5, (f)<e.
Demak, f{x,)) funksiya D, va D, to‘plamlarda integrallanuvchi. Ushbu-
Sp(f) =8, (N+5,(f), 5,()=5, (/) +5,(f)

tengliklarni e’tiborga olib,

ij(x y)dxdy = H £ (x,y)ydxdy + jj F(x,y)dxdy

bo* llshlm topamlz >

Yuqoridagi xossaning aksi ham o‘rinli, ya’ni f(x,¥) funksiya har
bir D, va D, to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lsa, u D da integralla-
nuvchi bo‘lib, (2) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2) Agar f (x, v) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, ¢f (x,y) funk-
siva (¢ = const) ham [ da integrallanuvchi va

jj of (x,y)dxdy =c [[ £ (¢, y)dxdy
Iy
bo ladi. Bu xossamng isboti ushbu
llm ch(‘);kank wbh, =c¢ llm Zf(E..ksle D,

tengllkdan kellb chlqach
3) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integrallanuvchi bo‘lsa,
f(x,») £ g(x,y) funksiya ham D da integrallanuvchi va

ffireens £(x, »))dxdy = [[ 7 x,)dxdy + [[ g(x, y)abedy
b o

bo' lacll
4y Agar f(x,y) funksiya Dda mtegrallanuvcm bo‘hb V(x y)e D cla
f{x,y) =0 bo'lsa,

b . -- . .

" ga ega bo‘lamiz. Bu xossaning isboti | ST
lim Y f& o nD 20 .
— wRED

bo‘lishidan kelib chiqgadi.
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3) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integralanuvchi bo‘lib,
Vv(x,y)e D uchun f(x,y) < g(x,y) bo‘lsa, u holda

[ #x, pyaxay < [[ g(x, y)dxdy
D D

bo‘ladi.

<« Bu xossaning isboti g(x,y) — f(x,y) funksiyaga 5- xossani tatbiq
etish va 3- xossadan foydalanish natijasida kelib chigadi. »

6} Agar f(x,y) funksiva D da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

[ f(x, y)l funksiva ham D da integrallanuvchi va quyidagi ifoda o‘rinli
bo‘ladi;

< [lifcplaxdy.
D
4°. O‘rta giymat hagidagi teoremalar. Aytaylik, f(x,y) funksiya

vuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda berilgan va chegaralangan bo‘lsin:

AM =const, Im=const, V{x,y)e D: m< f(x,y)sM.
3- teorema. Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda, shunday o son (m < o < M) topiladiki, bunda

- [ rpdsdy =onD
D

R

boladi.
4 Yuqorida kelfirilgan ikki karrali integralning xossalaridan
foydalanib topamiz.

msf(x.y)s M ﬁpip'jj )ity == [ 705 y)ty = oD

: (msasM). W
Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya bog‘lamli yopiq D to‘plamda uzluk-
siz bo‘lsa, u holda shunday (£,nm)e D nuqta topiladiki,

[[fGprdady = f&mD -

bodadi, T v e L i
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4- teorema. Agar flx,y) va g(x,y) funksiyalar D to‘plamda integ-
rallanuvchi bo‘lib, V(x,¥)e D uchun g{x,y} = 0 (yoki g(x,v) < 0)
bo‘lsa, u holda shunday o son (m < o < M) topiladiki, bunda

[] 7Gx 8x, yyxdy = o] g(x, y)dxdy
D D

bo‘ladi.
Mashgiar

N 1. Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq D c R? to‘plamda
chegaralanmagan bo‘lsa, uning D da integrallanuvchi bo‘Imasligi isbot-
lansin.

2. Agar f(x,y) funksiya D ¢ R? da integrallanuvchi bo'lsa,
funksivaning ham D da integrallanuvchi bo‘lishi ko* rsatxlsm
3. Ma’himki, ushbu '

Mf1= 25 [ 7 Geomaxy
D

miqdor £ (x,y) funksiyaning D dagi o‘rta giymati deyiladi. . .

Ouyido o Entan
f{x,y)=sin? xsin? y

funksivaning D = {(x Ve R :0<x<n0<y< n} dag1 0 rta qu-

mati topilsin.

4. Ushbu -g < _U (x2 - y*) dxdy < 4n tengsizlikiar isbotinsin,
bunda D ={(x,y)e R* : x* +y* -2x < 0}.

: - 84- ma’ruza o
cicies o0 TKki karrali integralni hisoblash .

1°. To‘g‘ri to‘rtburchak to‘plam bo‘yicha ikki karrali integrallarni
hisoblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi D ={(x,y)e R®: a<x <b,
c <y <d} to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu f(x,y) funksivaning D
bo‘vicha ikki karrali integralini hisoblash masalasini garaymiz.
280
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1- teorema. f{x,y) funksiya quyldagl shartlarni bajarsm
1) f(x,)) funksiya D da integrallanuvchi; -

2) Har bir tayin xe¢ [a,b] da

Jx) = [ fCx,p)dy

integral mavjud.
U holda J(x) funksiya {g,5] da integrallanuvchi, ya’'ni

4 ald RERTH
I“'(ﬂf)d’C = j[jf(x,y)dy]dx .

mavjud va """Hf(x,y)dxdy=T[Tf(x,y)dy}dx§
.0 alc ' .

bo‘ladi. e e
4 [a,b] segmentning e i

Aa=X <X <Xy <..<X,=b,
[c,d] segmentning

C=Y <Y <Yy <R Yy =d
nuqtalari yordamida D uchun ushbu

P={D}={(x,y)e B : % <X <X, % SY<hu)s
(i=0,1,2,.,n~1; k=01,2,...m-1)
bo‘laklashni hosil gilamiz. Uning diametri '

Ap = maxd:ﬁx;2 + Ay,

(8% =X ~ X AV = Vet — Vi3 1=0,1,2,.,n-1; k=0,1,2,...,m-1)
bo‘ladi. Aytaylik,
my = inf{f(x,y) H(x, ) e ka}s S IR I
My = Sup{f(x,y):(x,y)e ka},
(i=01,2,.,n~1; k=01,2,.,m-1)
bo‘lsin. Ravshanki, ¥(x,y)e D, uchun '
' ' ' 281
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My Sf(xsy)_s_l;Mik

P R Yiil A (1
bo‘lib, _ I mydy < I flx,y)dy< j M,dy,
. : & ¥
Fral
ya'ni My Ay S I Flx,y)dy < My Ay,
L /e

bo‘ladi.
Keyingi tengsizlikni & ning £ =0,1,2,...,m -1 qiymatlan uchun
yozish, so‘ngra ularni hadlab qo‘shish natuasuia '

m-1

My Ay, < Jf (x,y)dy SZ Mydy, . D)
= |

. k=0 <
. . d
hosil bo‘ladi. Ushbu . j f(x,p)dy
integral x ning F(x) = Jf (x, y)dy )

funksiyasi bo‘lib, bu funkswa [a,b] da, jumladan, ‘x,,xm T i‘lza ¢he-
garalangan bo‘ladi. Agar

=inf {F(x), x e [x;,x,, 1}, |
ﬂL=smﬂFuLxehhmﬂH,<i=mL23ﬁ;n—n*°ﬁ:
deyilsa, (2) munosabatga ko‘ra :

m=1

zmch}’k <m <M< Z My Ay,

bo‘lib, undan

0s M, m<Z( -mosy

.
!

bo‘llshl kellb chlqadl Bu tengsizlikni Ax, ga ko* payimb so ngra .

282

www.ziyouz.com kutubxonasi



hosil bo‘lgan tengsizlikni 7 ning i = ¢,1,.,;,#~1 giymatlarida yozib,
ujarni hadlab qo‘shib topamiz: :

n=1 n-t m-t
OSE(M —m)AX, €3N (M ~mubD, = 5,(f)-s,0f). .
=0 k=0
M0d0m1k1 Sf(x,y) funksiya D da integrallanuvchi ekan, v holda
A, =0 da (maxAxk ->O) da- -. - R |

MR

el . : | : | -

i=0

bo'ladi. Buesa F(x)= [ f(x,»)dy

funskiyaning [a,b] da integrallanuvchi ekanini bildiradi.

. Demak, jF(x’ y)dx = j[j fix, y)dy:| e R

al<

integral mavjud. e

(2) tengsizlikni [x;, x;,, | oralig bo'yicha hadlab integrallab toparmz:

x“] m—1 i | A Xiel m-q '
| X musydxs | [I fix, y)dy}dxs ]2 Myayan=
x; k=0 % Le X =0
n=1 r-1 by d =1 m-1 B
mdxay, < [| [ foo ) dy|des Y Y Myaxay,
i=0 k=0 altc i=l k=0
. ol d T w2 F
yni s, (f)< j[j f(x,y)dy]dx <S,(N 0
munosabatga kelamiz. Ravshanki, =
s, ()< [[ G, prdedy < 8, (f) @
va ' S, (-s,(f)<e.
. 283
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._ UH&{&&@) va (4) munosabatlardan

jjf(x,y)dxdy=fﬁf(x,y)dy]dx N
D ale

bo‘lishi kelib chiqadi. &

"7 2- teorema. f(x.y) funksiva quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi,

... 2) har bir tayin ye[c,d] da

]
J) = [ flx, vy

integral mavjud.
U holda J(y) funksiya [c,d] da integrallanuvchi, ya’ni

o d] &
Jr»ay = j[j fx, y)dx] dy

dale
maviud va [ £ (e v)dndy = | [I S (x,y)‘fx] dy .. - bo‘ladi.
b cla _
. <4 Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. »
. 1~ natija. f(x,y) quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
1) f(x,y) funksiyva D da integralianuvchi;

: '_';._"

d L
2) har bir tayin x € [a,8] da !f (x,y)dy integral mavjud;
. ) e

s ;
3) har bir tayin y e [c,d] _cla Jf(x,y)dx integral mavjud. U

holda ™ ©

TR NS IS )

Cb[d | 4 o
i rmale, 1] rcunao

integrallar mavijud va ;. . eyt
284
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Hf(anf)dx = j{ﬁ Sx, y)dy]dx = T[_T f(x, y)aix] dy I}tos
b aLe cla

bo‘ladi.
2- natija. Agar f(x,y) funksiya D da uzluksiz bo‘lsa, u holda

pld dfs
J[ 7 Ce.pydxay, j!j f(x,y)dy]dx, | [ [ 76, y)dx] dy
b aLce clLa -
integrallar mavjud va ular bir-biriga teng bo‘ladi. Demak, integrallash
to‘plami
Dz{(x,y)e R? :ansb,csysd}

bo‘lgan holda f(x,y) funksivaning D bo‘yicha integrali avval birinchi
argumenti (ikkinchi argumentini o‘zgarmas deb hisobiab), so‘ngra
ikkinchi argumenti bo‘yicha integrallab topiladi.

1- misol. Ushbu jj x?ydxdy integral hisoblansin, bunda

D
D={(x,y)e R*:2sx<5 1sy<3}.

< Integrallanayotgan f(x,y)= x;y funksiva 1- va 2- teorema-
lar shartlarini bajaradi. Ulardan foydalanib topamiz:

[ j[jxydx;]dy &35 oe

ik

3
1 Hn7z
§!’(125;» 8y)dy = —5- [7)1 = 156.

Shuningdek,

.5 3 5 - |
‘gxzydxdy = _!-[_!lxzydy} dx = -![ﬁi)i ’ dx =

(9x> x)dx 4|

b —
P e, U

/._...\
\--_..-/
) 1

Il
(S
. Lh
o

bolladi, »
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2°. Egri chizigli trapesiya bo‘yicha ikki karrali integrallarni hi-

soblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi
D ={(x,)e R*:asx<bq(x)<y<qx)}

to‘plamda berilgan bo‘lsin, bunda ¢, (x), ¢, (x) funksiyalar [a,b] da
uzluksiz va Vx e (a,bh) da ¢;(x) < ¢,(x).

3- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin: -

1} f(x,y) funksiva D da integrallanuvchi; i
* 2) har bir tayin x e {0,b] da

@ (x)
[ reayay

H(x)

holda

5| #2(x)
I[ f f(x,y)dy]dx

fowedtEey RISLT e

al o (x)
mavjud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

3 (x) e .
[ J’[‘”J f(x,ndy]dx, o

al gix)

Oy
4

4 Aytaylik, D = {(x,y) e R :a<x<h,c<y<d} to'g'rtont-
burchak D, ni o‘z ichiga joylashtirsin: D, < D (34- chizma).

Ushbu
x,y}, agar (x,v)e D bo'lsa,
Fix,y)= fx7), agar (xy)e D .
0, agar (x,y)e D\ D bo'lsa:. .
funksiya uchun, ravshanki,

[Jromady = [[Foemasdy 8 6)
)1 D “a

tenglik bajariladi.

Agar F(x,y) funksiya har bir tayin x < [a, #] da y o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida garalsa, u holda teoremaning 2- sharti hamda F(x, V)
funksiyaning tuzilishidan
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d Ya Ao il e e tnEgnedd
v [Fane )
c ' i 91(X)
integraining mavjudligini topamiz. /I)\/\
Unda 1- teoremaga ko‘ra \'/\/
_ e (%) WG
” F(x,y)dxdy = ¢
D
b[d - (6) o . >
*-‘[ !F(x’y)dy]dx 34. chizma.
bo‘ladi. Ayni paytda, har bir tayin x e [, 8] da
d @ (x) 2 (x) d ' '
[Fandy= [ Fxnd+ [ Fupd+ | Fixy)d=
c c 41 (x) o (x)
(X} (%) RN
= [ Fend= [ f(xyd
o (x) o (x) o

bo‘ladi. (5), (6) va (7) munosabatlardan

@ (x)
ﬂF(x y}dxdy = I[ | f(x,y)a’y]afx

a|mixy
bo‘hshl kelib chnqadl >
Aytaylik, f(x,y) funksiva tekislikdagi
D, ={(x,»)e R yy(M<sx<yy), c<y <d}
to‘plamda berilgan bolsin, bunda v, (y) va v, (¥) funksiyalar [¢,d] da_
uzluksiz va vy e {c,d) da ¢, () <o, (¥). ' '
4- teorema. f{x,y) funksiva quyidagi shartlarni bajarsin;
’ 1) f(x,y) funksiya D, da integrallanuvchi;
* 2) har bir tayin y e [¢,d] da

v () e
W:(J') L LT
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integral mavjud. U holda - SR

| J{ J f(x,y)dx]dy e,

el wn

m.aVJud va guyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

2 ()
jjf(xy)dxdy j[wj f(x,y)dx}dy- o
cbwi(y)

<4 Bu teoremanmg isboti 3-teoreraning isboti kabidir. p

Agar f(x,y) funksiya D* da kerakli shartlarni bajarib, integrallash

- to‘plami D* esa nol yuzali chiziglar yordamida o‘zaro bir-biri bilan

ichki nmumiy nugtaga ega bo‘lmasa hamda yuqoridagi teoremalardag1
kabi

D'=DuD,u..uD
bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik kelib ch1qad1

[J £ G, yyaxdy = {[ f (x, y) dxdy +Jff(1{,y)dxd3’ o
D+ S Di* o e dndd i

o 2-misol. Ushbu  J = Hﬁfx + ydxdy

integrallar hisoblansin, bunda D — quyidagi LA
x=0, y=0,x+y=1. . _
chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.

< Bu chiziglar b11an chegaralangan to‘plam 35- chizmada taswr-
langan.

f (x,y) = Jx +y funksiya va D to‘plam 3- teoremaning shartla-
rini bajaradi. Endi )
D={(x,y)e R*: 0<x<l, 0sy<li-x}
ekanini e’tiborga olib topamiz. :
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3-misol. Ushbu J = ” (x* +y? Yaxdy
2

integral hisoblansin, bunda D quyidagi -
y=x,y=x+a,y=a, y=3aq, (a>'0)

chizigiar bilan chegaralangan to‘plam.

« Bu chiziglar bilan chegaralangan to‘plam 36- chizmada taSV1r~

langan.
Berilgan integralni hisoblashda 4- teoremadan foydalanamiz:

aly-a

81 1644 27484 & & 4
S VR R Sk v An Sk a

R e et

4- misol. Ushbu J = H dxdy iniegral hlsoblansm bunda’ D —-.

quyidagi ch1z1qlar B
289

www.ziyouz.com kutubxonasi



0

3

. ¥
o
-

37-chizma. - -7 7 -

y? = 2x parabola va nning (2; —2) va (8; 4) nuqtalarini birlashti-
ruvchi vatar bilan chegaralangan to‘plam.

< ¥’ = 2x parabolaning (2; ~—2) va (8; 4) nugtalarini birlashtiruv-
chi vatar tenglamasi

y=x-4

ko‘rinishda bo‘ladi. 2 = 2x va y = x — 4 chiziglar bilan chegaralan-
gan [ to‘plam 37- chizmada tasvirlangan.

x = 2to‘g‘ti chiziq yordamida D to‘plamni ikkita D, va D, larga
ajratamiz. Bunda

={(x,y)e R*: 0<x<2, ~V2x <y <V2x},
D2={(x,y)e R*: 2<x<8, x-4<ys<2x}.

Ikki karrali integralning xossalaridan foydalanib topamiz:
IJ. dxdy = J.J. dxdy +-[ dxdy .
Fi D D,

Bu integrallarni hisoblaymiz:

R 28 [ ff - J[ [ ofue][ T dy] -

-2x

Q'———.
m\-.—-,oo

x+4)dx 18 >
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Mashgqlar

1. Ushbu j [sin 3 ”J;“ dxdy integral baholansin, bunda
: +¥* 4 . T T

D={(x,y)e R : x* +y* < 9}. - :
2. Ushbu H Sf{x,»)dxdy 1ntegral takroriy integralga keltmlsm

bunda D to‘plam x2 +y? =4 va x? -2x+y? =0 aylanalar bilan
chegaralangan.

3. Ushbu j __‘P‘ﬁ’__s ~ integral  hisoblansin, bunda

D(l+x2+y2)5
D={(x,y)e R*:0<x<1,0gy<t-x}. -

85-ma’ruza
Tkki karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Ikki karrali integrallarni hisoblashda ancha giyinchiliklarga duch
kelinadi. Bu givinchiliklar:

1) integrallanuvchi funksiyalarning murakkabligi;

2) integrallash to‘plamining murakkabligi hisobiga sodir bo‘ladi.

Ba’zan o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida integrallanuvchi
funksiya ham, integrallash to‘plami ham soddaroq ko‘rinishga (integral-
lash uchun qulay ko‘rinishga) keladi va integralni hisoblash osonlashadi.

1°. Tekislikda to‘plamlarni akslantirish haqida. Faraz qilaylik,
tekislikda XOY dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan chegara-
langan D to‘plam, uOv dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan esa
chegaralangan A to‘plam berilgan bo‘lib, ularning chegaralari ¢D va
dA lar bo‘lakli-silliq vopiq chiziglardan iborat bo‘lsin (38- chizma).

Aytaylik,

x = @(u,v),
_ { y = ylu,v) . 1)
_mstema AniDga akslantﬂsm Bu akslantirish quyidagi shartlann bajalsm
291
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38- chizma.

1) bu ofzaro bir qiymatli akslantirish;

2} @(u,v) va y{u,v) funksiyalar A to*plamda vuzluksiz va uzluksiz
" barcha xususiy hosilalarga ega;
3y xususiy hosilalardan tuzilgan

9x ox
Ty oy VI IR £
J(u,v) v oy o
au av . - . e e

funksional determinant A da ishora saqlasin va”'V(u,v)e'A' da
J(u,v) = 0 bolsin.

Odatda, J(u,v) determinant (1) sistemaning yakobiani deyiladi.
Ravshanki, bunday holda (1) akslantirishga teskari =

{u =o(xy), -
| v=y(x,y) -
akﬁlantirish mavjud va u D ni A ga bir giymatli akslannradl o
" Tasdiq. D to'plamning yuzi ' o '
ub = H{J’ (u,v)|dudv

A

bo‘ladi (qaralsin, [1], 19- bob, 3- §).
2°, IKki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Sfix,» funksiya D to‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Ushbu

292

www.ziyouz.com kutubxonasi



{x = ¢(u,v),
y = y(u,v) . - @
- sistema A ni D ga akslantirib, u 1° da keltirilgan 1-3 shartlarni bajarsm
D ning biror ,

(AlsAza ﬁ )

bo‘laklanishi olaylik. Bu bo laklash (1) akslantméh yordannda Dto'p-
lamning

PD = (Dl,Dz,--.,.Dn)

bo‘laklashlarini hosil giladi.
Ikki karrali integral ta’rifiga ko‘ra

6= Zf(&k Dy, () e D) s e
k=] X
bo‘lib, 4

by —>

bo‘ladi.
1° da keltirilgan tasdigdan foydalanib topamiz:

ub, = |[ W (u,v)|dudo.
A

0 rta giymat haqidagi teoremaga binoan, shunday -

ima= fim, 3 Eonond < [[ ety
D k=1 ;i . 6

(uk y vk ) € Ak
nugta topiladiki, bunda

[Vt -

tenglik bajariladi.
Natijada f(x,y) funksiyaning integral yig'indisi quyldagl

°= z‘f(‘:’k’“k)\J(uk,vk)Iuak | .
- e

ko‘rinishga keladi. (&,,m,) e D, nuqtaning ixtiyoriyligidan
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__ B = (g, v}, My = (e, 1)
deb olish mumkin. U holda

o= Zf(<P(H}:,U;), W, v)
=

bo‘ladi. f(@(u,v),y(u,v)}|[/(u,v)} funksiya A da uzluksiz, ]:li:n_o'--.
barin, integrallanuvchi. Demak, ' .

Jimy o = fim Zf(cp(u;,v;),w(u;,u;) R
Iff(@(u v), y{u, v)) | (4, v)|dudu S

bo‘ladl (2) va (3) munosabatlardan S
jjf(x ») jj S, 0), WG v (v dudo ;. (5).

bo‘lishi kehb chigadi.
(5) ifoda ikki karrali integrallarda o zgaruvchllarm a[mashtlrlsh
formulasidir.

hul oy

I- misol. Ushbu . = .~ .”y3dxdy B R R
4 _

2 y=2x2, xy";l, xy=2

integral hisoblansin. D quyidagi y = x
chiziglar bilan chegaralangan.

<« Berilgan chiziglar bilan che-
garalangan D to‘plam 39- chiz-

mada tasvirlangan.

F 3

yzzxz

~ Ushbu
¢ U= Xy, A T

akslantirishda D ning aksi:
X A={(u,‘u)e R:l<u<2i SvﬂSZ}.

39- chizma.
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. Ravshanki, (5) akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘lib,
unga teskari akslantirish quylclaglcha

x=1u Evg:,
12 (®)
y = v},
(6) sistemaning yakobianini topamiz
4 ] 22
.a_x. ?f, _di_u_gvé‘ _I_urivi ¥11 1
_low vl _ 3 . _
Iu,v) = By ||, Lz, 1 3 ]J(u’v)l—?l’:l
du v §u3v 3 -§u3v oo

Endi y® =uw’ ekanini e ‘tiborga olib, berilgan mtegralda (6’)
almashtirish bajarsak, u holda (5) formulaga ko‘ra .- ., <

[y ey = [[w? Fo)dudo ..o
b D

bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

 'L[uvzf-f(u,v)]dudv=§ﬂvzdudv Ij[j[vzdv] (g_%)=;
Demak, JIdeXdY=~;" > -

3. Ikki karrali mtegralnmg quth koordmatalanda 1fodalamslu
Yugoridagi (1) sistema sifatida ushbu .
- x=rcosg, o oo B
y=rsing G/

akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi
bo‘vicha (r,¢) nuqtani dekart koordinatalari sistemasi bo‘yicha (x,y)

nugtaga akslantirishni ifodalaydi.

(7) sistemaning yakobiani :
cosg  —rsing|
~rsing rcose

bo‘ladi-.-.XOY tekisligidagi yuzaga ega D to‘plamni olayl?ik.

J(u,v) =
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Bu D ning (7) akslantirish yordamida asll (proobrazi)
Ac{(r,@)e R? :r20,0<¢<2n} boladi.

Agar O nugta (koordmata boshi} D ga tegishli bo* lmasa u holda
A ni D ga akslantirish o‘zaro bir giymatli bo‘lib, sistemaning vakobiani
0 dan farqgli bo‘ladi.

Agar O nuqta D ga tegishli bo‘lsa, u holda (7) akslantirishning
o‘zaro bir giymatliligi hamda J(r,¢) # 0 shart nol yuzali chiziglar-
dagina bajarilmaydi.

Demak, f(x,y) funksiva D v dD da uzluksiz bo‘lsa u holda

[[ £x.9) =[] ficos g, rsin oyrdrdg ®)
D D .

formula o‘rinli bo‘ladi. o _
2- misol. Ushbu jjx+y)dxy o

integral hisoblansin, bunda D — quyidagi x =0, y =0, x + y = g,
x+y= b (0 < g < ) chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.
<4 Berilgan integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha

X =rcosqg, y-rsmcp

ko‘rinsihda almashtiramiz. Unda x2 +y* = r? bolib, (8) formulaga
ko‘ra

J= Hri}rdrd(p = H;lfdra'(p
b A

bo‘ladi. Endi A ni topamiz. D ning

b e R tekislikdagi tasviri 40- chizmada
: ‘ ' ko‘rsatilgan,

Ravshanki, qutb burchagi ¢ ning

[ . . . T . .
c.in.. -0‘zgarishi 0 bilan 5 orasida bo*-

2
ladi: 0s o< g {r,¢) nuqta D da

» bo‘lishi uchun r qutb radiusi chiz-

mada ko‘rsatilgan 4 nuqgta bilan
B nugta orasida bo‘lishi kerak.
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A nugtada x + y = @ bo‘lgani uchun rcos¢+ rsing=a, ya’ni

a

ry = ————
47 cosgtsing

B nuqtada x + y = b bo‘lgani uchun rcosq+ r_sihf(p =b, ya'ni

,oo_ b
2 7 cosg+sing _

bo‘lib,

rySrsrg _
bo‘ladi. Demak, A = {(r Qe R :ry<r<r, 0<os< g} v

1 ; 1 |
Natijada — drdp = —dr |d
] J;;[rz rdoQ '! ;[rz ¥ |do

i 1
{;; —g)dip B ' S

LE

)d(p_b—aj(coscersm (p)dq)-Z*— h
b

o e 3 |

(cos p+sing  cosg+sing
a b

3. misol. Ushbu J = H(x + y)dxdy integral hisoblansin, bunda
D

D to‘plam x? 4y’ =1, x> +y* =4,y =10 (Dday > 0) chiziglar
bilan chegaralangan (41- chizma).
(8) formuladan foydalanib topamiz:

J—-H(x+y}dxdy =H(r008(p+rsin<p)drd(p. L
i i o :

Ravshanki,
A={(r,cp)e R :15rs2,05<p$:rt}.
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41- chizma, '

Natijada .i;':-,f ' = ” P (coso+sin @) drdrp: | Ctorreie by o
T N M

xf2 . n
= I[I !’2 (COS(P -ESll'l (p) dr ]d(p = % I(cds ¢.+ sin (P)dq) - _%4_/!
ol AN

g4 cga bo'lamiz. B . - e e o

LA

Mashqglar

L. Uhbuxy=1,xp=2,x—y—1=0 (x>0, y > 0) chiziglar
bilan chegaralangan to*plamni tomonlari koordinatalar o‘giga parallel
bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakka o‘tkazuvchi akslantirish topilsin.

2. Ushbu H 2)2 integral hisoblansin, bunda D quyidagi

4yt =dx, X*+p =8, y=x, y=2x -
chiziglar bilan chegaralangan. SR

AT

86- ma’ruza ST
Ikki karrali integralning ba’zi hif,f’f:itbiqlari

1°. Tekis shakining yuzi. Tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shak!
berilgan bo‘lsin. Bu shaklnmg yuzi

pp_ﬂdxdy _. B )
S0P A
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bo‘ladi. Bu tenglikning isboti ikki karrali ¥ ER e T gt
integral ta’rifidan kelib chigadi. C '

Misel. Tekislikning birinchi chora-
gida ushbu

x2+y? =2ax, y* =2ax,
x=20 (a>0)

chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzi topilsin.

« Bu shakl 42-chizmada tasvirlan- _
gan. 0 a 207X

(1)‘ formu}aga ko‘ra garalayotgan 42- chizma.
shaklning yuzi

:' : I it HD= dedy
n
bo‘lib, bunda _
D ={(x,y)e R :0<x<2a,V2ax-xt <y stax}-

Integralni hisoblab, topamiz:

af ax a
uD:zj 2] dy dx:zj(\&_a;~~f2ax»~f)abc=
0] .

0 Tax—x*
8 1 _16-3n
=38 ~34 = o

2. Jismning hajmi. 81- ma'ruzada fazodagi jismning hajmi
tushunchasi va nning mavjudligi sharti bayon etilgan edi.

Endi jism hajmining ikki karrali integral orqali ifodalanishini

“ko‘rsatamiz.

R? fazoda Dekart koordinatalar sistemasi va unga msbatan joy-
lashgan V jismni garaylik. Bu jism yugoridan z = f{x,y) ifodalagan
sirt, yon tomondan yasovchilari OZ o‘qiga parallel silindtik sirt hamda
pastdan XOY tekisligidagi chegaralangan yopig D to‘plam bilan chegara-
langan jism bo‘lsin. Bunda ' (x,y) funksiyani D da uzluksm deb qarayrmz

D to‘plamning

. P={D1’D29“'9 n}
N : ' 299
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bo‘laklashlarini olaylik. U holda
my = inf {f(x,y): (x,y)e Dy},

M, =sup{f(x,y):(x,y)e D;}
mavjud bo‘ladi. Ushbu

zmkl-l-Dk: n8 = ZMk!-le

yig‘indilar mos ravmhda V jismning 1ch1ga Joylashgan A ko‘pyoqlik-

ning hajmi va Vijismni o'z ichiga olgan B ko‘pyoqlikning hajmi bo‘lib,
nA suB

bo‘ladi.

D to‘plamni turli bo‘laklashlar natijasida hosil bo‘lgan {4} va
{uB} to‘plamlarning chegaralanganligidan sup{pA}, inf{pB} larning
mavjud bo‘lishi kelib chigadi.

Sf(x,y) tunksiya yopig D to‘plamda uzluksiz. Demak, u D da tekis
uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda ham shunday 5> 0 toplladlkl
D to‘plamning A, < 3 bo‘lgan ixtiyoriy

P={D.D,..D,} =
bo‘laklash uchun har bir D, da (k.=1,2,....n) funksiy_aning tebranishi

M, -m, < =
k <UD

tengsizlikni qanoatlantiradi. Shularni e’tiborga olib topamiz: .-
B inf{pB}—sup{pA}SuB—pA:ZMkuDk—kauDk =
) ) k=l k=l . _ ) -

_Zf(Mk my ) Dy <MDDk le'LD £

Demak, 0 <inf{pB}-sup{ud} <e.
Keyingi munosabatdan
inf {uB} = sup {u}

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa ¥ jism hajmga ega bb *lishi va unmg
hajmi pV ning
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e .

WV = inf (B} = upfid] 0
ekanligini bildiradi. Ayni paytda, . i )

wo
EERE

sup {pB} = ﬂf (x,y)dxdy, inf fud} = _Uf (x, y)dxdy

.‘:.va (2) tenglikka ko ra

[[ rosovisty - jjf(x )y = jjf(x y)ddy "-(3_’)

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan o D |
“V=ij(x,y)dxdy' e @

bo‘lishi kelib chigadi.
2- misol. Fazodagi

X +y +27-4=0

sirt (paraboloid) hamda tekislik bilan =
chegaralangan jismning hajmi topilsin. =

< Bu jism 43~ chizmada tasvirlan-
gan bo‘lib, D to‘plam XOVY tekislik-
dagi x* +y* <4 doiradan iborat.

Sirtning tenglamasini z=4-x* —)*
ko‘rinishda yozib, (4) formuladan
foydalanib topamiz;

43~ chizma.
w = [[4-x -y dxdy, (5)
b -
bunda D={(x,y)e R* : x* +y* <4}, 2
(5) integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha
y =rsing

ko nmshda almashtirib hisoblaymiz:

4-x? ~yr=4-1 Jr@)=r, 6<rs2, 0<o<2m,
=301
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J'J(4_x2 _y2)My :T[j(‘q._r?)rerd(pg T(2r2 _r_:_]j do=8mn.
D olo 0

Demak, jismning hajmi p¥ = 8n ga teng.

3°. Sirtning yuzi. Faraz qilaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D
to‘plamda z = f(x,y) funksiya berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz
LH(x,y), f;,’ (x,y) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu funksiyaning grafigi
R} fazoda S sirtni ifodalasin (44- chizma).

Bunday sirtning yuzasi ikki karrali integral orgali quyidagicha.
ifodalanadi:

wS = [ 2D+ i e dey.
: ) -
* 3- misol. Asosining radiusi r, balandligi / ga teng doiraviy konus-
' ning yon sirti topilsin.

4 Ma’lumki, konus sirt z = -?\f x> +y* tenglama bilan ifodala-
nadi. (6) formulaga ko‘ra konusning yon sirti '

nS = [ 1+ G2 x,0) + (g (x,9))? dxdy

D
bo‘ladi, bunda D = {(x,y)e R* : x* +y? < r?}.

’ _-{1_ x i f{ y -
figar AT 2 ry? =7 x? 432 ’
de 4 ’
@ ) G ) =
1+ = W _x hz x! 1+ th
r x +y r2 IZ+J12 f‘z

’ bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

. _ n
o, uS=JH1+x—2dxa'y=
= s
o 1+ﬁj‘ dxdy = mrdr? + I

44- chizma. .. . -ekanini topamw >

www.ziyouz.com kutubxonasi



4°. Ikki karrali integralning mexanikaga tatbiglari. Aytaylik,
tekislikda massaga ega bo‘lgan moddiy D shaklning har bir (x,y)e D
nuqtasidagi zichligi p(x,y) bo‘lib, u D da uzluksiz bo‘lsin. D shakl-
ning massasini topish talab etilsin.

Ravshanki, p(x,y) = C — const bo‘lsa, u holda D shaklning massasi

m=CuD

ga teng bo‘ladi. Agar p(x,y) ixtivoriy (,<=1,2,...,n) uzluksiz funksiya
bo‘lsa, D shakining massasini topish uchun D ning

P={D,D,.D,}
bo‘laklashini va har bir D, da (k=1,2,...,n) ixtiyoriy (§, ,¢, } nuqtani

olamiz: (&, ,¢,)e D,. Har bir D, da p(x,¥) ni o‘zgarmas va uni
p(&, .M, ) ga teng deyilsa, u holda D, ning massasi taxminan

PGy s Mg D,
ga teng bo‘lib, D shaklning massast esa taxminan

P P Y/ S A
k=

ga teng bo‘ladi.

Pbo‘laklashning diametri 2, — 0 da (7) yig‘indining limiti 1zla-

nayotzan shakining massasini 1fodalayd1 =
Ayni paytda, (7} yig‘indi funksiyaning integral yig‘indisi va p(x ¥y)
funksiva D da uzluksiz bo‘lganligi sababli bu yig‘indining iimiti

Hp(x,y)dxdy
D
bo‘ladi. Demak, D shakining massasi _ S
m=[[pCe,vdxdy Y
i o -

tenglik bilan aniqlanar ekan.

4- misol. Tekislikda a radiusii doiraviy plastinka berilgan bo‘lib,
uning har bir A(x,¥} nuqtadagi zichligi shu nugtadan koordinatalar
boshigacha bo‘lgan masofaga proporsional. Doiraviy plastinkaning
massasi topilsin.
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2..+4 Dekart koordinatalar sistemasining koordinatalar boshiga doi-
raviy plastinkaning markazini joylashtiramiz. U holda plastinkaning
A(x,y) nuqtasidan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofa

d=+x*+ y2
bo‘lib, plastinka zichligi

plx,¥) = kyx® +y

bo‘ladi, bunda & — proporsionallik koeffitsiventi. .-
(8) formulaga ko‘ra plastinka massasi

m= Hk\lx2 + y* dxdy
b

boladi, bunda D={(x.y)e B : x*+y* <2} )
Ikki karrali integralda

X =rcose,
X =rsing

S

'éimashtlrlsh bajarib, uni hisoblaymiz:
m- J’jkﬁfx + ydxdy = j[jk r- rdr]a'(p kj{ I&p:‘%km”f* >

Ikk1 karrali integrallar yordamida statistik momentlar:

o d

e ) '.:___'_\.J.__:_; M, = H yp(x,y)dxdy, (OX o‘giga nisbatan),
;o ) . __

M, = ”"P(",J’)dxdy, (07 o'diga nisbatan), .

og‘irlik markazmmg koordinatalari:

*o = jdxdy .U @, yo = fdxdy .”ydxdy
lnemlya momentlan

J = Hy px,y)dxdy, (OX o‘qiga nisbatan), .

TR

:304

www.ziyouz.com kutubxonasi



= '” X p(x,y)dxdy, (OY o'qiga nisbatan).
b

Jo = H(x2 +y* ) p(x,y)dxdy (koordinatalar boshiga nisbatan)
0
topiladi. -
1. Tekislikda ushbu

2
J’*‘-", <a<
3 X=Tgp Wca<h)

parabolalar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin, |
2. Fazoda quyidagi

+a
x=?

Xayt=dx, z=x, z=2x o %
81rtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

87- ma’ruza
Uch karrali integrallar

Matematik analiz kursi davomida f(x) funksivaning {a,b] < R
segment bo‘vicha aniq integrali, f(x,y) funksiyaning D < R* to‘plam
bo‘yicha ikki karrali integrali tushunchalari kiritilib, ular batafsil o‘rga-
nildi,

Xuddi shunga o‘xshash bu tushuncha uch o‘zgaruvchili f(x,y,2)
funksiva uchun ham kiritiladi. Unda, avvalgi hollarda keltirilgan
ma’lumotlar va ularni isbotlashda yuritilgan mulohozalar qaytariladi.

Shuni ¢’tiborga olib, uch karrali intégral hagida tushuncha va
tasdiglarni keltirish bilan chegaralanamiz.

1°. Uch karrali integral tashunchasi. Faraz gilaylik, R® fazoda
chegaralangan hamda hajmga ega bo‘lgan Vjism (to‘plam) da f (x,y,7)
funksiva aniqlangan va chegaralangan bo‘lsin.

ms fx,y, )< M, ((x,y,2)eV).
V to‘plamning biror e
P= {VIBV2'!°--;V,,} E R
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bo‘laklashini va har bir ¥, da lxtlyony (&k,nk,gk)e Vk nuqtanl
(k =1,2,...,n) olib, ushbu '

G = Ef(ﬁkaﬂk,‘;k)uﬂc
k=]

yig‘indini tuzamiz. U f(x,y,2) funksiyaning integral vig‘indisi deyiladi.
I-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday § >  son
topilsaki, ¥ to‘plamning diametri ,> 8 bo‘lgan har qanday Pbo‘lak-
lash hamda har bir ¥, da olingan ixtivoriy (§,,M;,<;) lar uchun
lo-J|<e .
tengsizlik bajarilsa, J son o yig‘indining A, >8 dagi limiti deyiladi va
quyidagicha belgilanadi: :

limo=J.
by =0
2-ta’rif. Agar A, > 8 da f(x,y,7) funksiyaning integral yig‘indisi
chekli limitga ega bo'lsa, f(x,y,7) funksiva ¥ to‘plamda integralla-
nuvchi, J songa esa f(x,y,2) funksivaning V rto'plam bo‘vicha uch
karrali integrali deyiladi va quyidagicha

ij(x,y,z)dxdydz
4

¢

ko'rinishda belgilanadi. Demak, - -~ o .. i

IHf(x,y, <)dxdydz = lim if(&k 2T » G )HK B :

f (x,y,2) funksiya ¥V da chegaralanganhgl uchun
my, = inf{ f(x,»,2) : (x,y,2) e V,. },
Mk = SUP{f(x,J’aZ) . (xsy,Z)E Vk}

mavjud. Ushbu s= kaqu , 8= ZMk“Vk

k=1 k=1
yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqon ylg mdﬂan
deviladi.

Ravshanki, s=8,(f), §=8,()
bolib, {s=15,(/)}, {5 =5,(f)} to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi.
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3-ra’rif. {s,(f)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f (x,y,z).\
funksiyaning quyi uch karrali integrali deyiladi va '

I = [[[ re v, ey
V

kabi belgﬂanadl .
4-ta’rif. {S(f) to‘plamning aniq quyi chegaram f (x,y,z) ﬁmk-
sivaning yugori uch karrali mtegrah deviladi va '

J= _m f(x,y, Ddxdydz
¥

kabi belgilanadi. I
5-ta’rif Agar J =J bolsa, f(x,y,2) funksiva V to‘plamda in-
tegrallanuvchi, ularning umumiy qiymati
J=J=J
Fx,y,2) funksivaning Vto‘plam bo‘vicha uch karrali integrali deyiladi.
2°. Uch karrali integralning mavjudligi. Quyidagi teorema uch
karrali integralning mavjudligini ifodalaydi.

1- teorema. f{x,y,7) funksiyaning ¥ to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lishi uchun ¥e > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son topilib,
V to‘plamning diametri A, > bo‘lgan har ganday P bo‘laklashiga
nisbatan Darbu yig mdilan ushbu

S, (f)-s,(f)<e %))

tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarh.
Agar f(x,y,2) funksiyaning V, dagi tebranishini w, desak, u holda

5,(f)-5,(f)= Z(Mx mk)!-le“ka!-le

pam}
bo‘llb (1) shart ushbu

z o1V, <
ko nmshm ‘oladi. Bu holda

11m kaka —0 ERRR

deyish mumkin.
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/

3°. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch o‘zgaruvchili f(x,y,2)
funksiyvalar ma’lum shartlarni ganoatlantirganda ularning integ-
rallanuvchi bo‘lishini ifodalaydigan teoremalarni keltiramiz.

2- teorema. Agar f{x,y,z) funksiya chegaralangan vopiq Vto‘plam-
da uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladl

Aytaylik, R’ fazoda S sirt berilgan bo‘lsin.

6- ta’rif. Agar R* da shunday ¥, ko‘pyoqlik topllsakl,

nSc ¥,

2) V&> 0 uchun p¥, < ¢ bo'lsa, .§ nol hajmli sirt deyiladi.

3- teorema. Agar f(x,y,z) funksiya chegaralangan vopiq Vto‘plam-
dagi chekli sonda nol hajmli sirtlarda uzilishga ega, golgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya ¥ to‘plamda integralla-
nuvchi bo‘ladi.

4°, Uch karrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar
ham ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1} f(x,y,2) funksiva ¥ da (Fc R?) integrallanuvchi bo‘lsin. Agar
Vto‘plam nol hajmli .5 sirt bilan umumiy ichki nuqgtaga ega bo‘lmagan
bog‘lamli ¥| va V, to‘plamlarga ajralgan bo‘isa, f(x,y,2) funksiya har
bir ¥} va ¥, to‘plamlarda integrallanuvchi va quyidagicha bo‘ladi:

[[] £x.y.2yaeavdz = [[[ £x,p.2)dxdydz + [[[ £(x,p, 2)dxdvdz .
% K ¢!

2} Agar f{x,y,9) funksiva ¥V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,
¢ f(x,y,z) funksiya (¢ = const) ham Vto‘plamda integrallanuvchi va

)] ooy, ydxaydz = c [[] £ (x, v, 2)dxdydz
v ¥

bo‘ladi.
3) Agar f(x,y,2) va g(x,y,2) funksiyalar V da integrallanuvchi bo‘isa,

Sy, 2 g(x,y,2), f(x,y,2) g(x,y,z) funksiyalar integralla-
nuvchi va

H [F(x,v,2) + g(x,y, 7)) dxdydz = | |
o H ACS J’aZ)dxddeﬂ Floy,2)dedydz
bo‘l?x&iq : o y - o ,-__:_.-.\' .
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4) Agar f(x,y,2) funksiya V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib,
Vix,y,z)eV da f(x,y,z)20 bo'lsa,

.U f (xs Y Z)d?Cdde =4 0 :_..;,..'-.._..'- . RN e*," o
v

bo‘ladi.
5) Agar f(x,y,2) funksiva ¥ to‘plamda mtegrallanuvchl bo‘lsa u’

holda {f (x,y,z)| funksiva ham ¥ da integrallanuvchi va

f(x,y,2) dxdydz
¥

< [[[lr ¢, y,2)| dxdyetz
¥V

bo‘ladi.
6) Agar f(x,y,7) funksiva ¥ to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa u

holda shunday o son (m < o < M) topiladiki, bunda N
[[| 70y, ydxdxyde = op ¥ (9(x,y,2)e Vim< f(x,3,2) < M)
¥

bo‘ladi (o‘rta giymat hagidagi teorema).
5°. Uch karrali integrallarni hisoblash. Uch karrali integrallarni
hisoblash formulalari integrallash to‘plamining ko‘rinishiga garab
turlicha bo‘ladi.
a} Aytaylik, f(x,p,7) funksiva R* fazodagi to‘plam
V={xyz2eR :asx<bcesy<sd psz<q}
da (parallelepipedda) uzluksiz bo‘lsin. U helda quyidagicha bo‘ladi:

j_” FAx, y, 2)dxdydz = I[J [(j fix,y, z)dz)]dyl dx. (2)

alc

b) Aytaylik, R® fazodagi V'to‘plam pastdan z =y, (x,y}, yuqo-
ridan z =y, (x,y) sirt (bunda Dc R? to‘plam V jismning XOY
tekislikdagi proyeksiyasi) bilan chegaralangan bo‘lsin. Agar bu V da
S{x,p,2) vzluksiz, wy,(x,y) va w,(x,y) funksiyalar D da uzluksiz
bo‘lsa, u holda quyidagicha bo‘ladi.:

o H[ S >}M 5

yr{xy)
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d) Aytaylik, b} holdagi D to‘plam quyidagicha

D={(x,y)e R®:asxsbh, ¢(x)sysq(x)}
bo‘lib, ¢, va ¢, funksiyalar [a,8] da uzluksiz bo‘lsin. U holda

0 (X} wrixy)
H S(x, y, D)dxdydz = I[ j [ I f(x,y, 0d?) ]dy}dx
wi o alaelnGn s

bo‘ladi. | .
1- misol. Ushbu J = j”(x + y + 2)dxdydz integral hisoblaris'in'!'_.

bunda ¥V ={(x,y,2)e R®:0<x<1,0sy<3,057<2}.
4 Yuqoridagi (2} formuladan foydalanib berilgan mtegralm h1-
soblaymiz:

[

oloio =0

13 i yz =3 1
=j[jz(x+y+1)dy]dx=]'2(ag:+7+yj X dx:j(sxusm:ls. S
oLo 0 = o

2- misol. Ushbu _[szdxa’ydz integral hisoblansin, bunda ¥ —
)

konus {2 = \Jx +y° ) va z = h tekislik bilan chegaralangan to plam
o ¥ ning XOY tekislikdagi proyeksiyasi RIS
D={(x,y)e R*: x> +y* <H} . R
bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz: S .
S T = ” j dz dxdy = ”{m——(xl +y2)2]dxdy.; L
Keyingi mtegralda SRR
| y=rsing Y
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¢

almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

2w s SR
J = J[I(ﬁu—mr err:|d(p=éﬂ:hs .

6°. Uch karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Aytaylik, f(x,y,2) funksiva Vc R? to plamda bcrllgan va uzluksiz
bo‘lsin. Ushbu = .

x=oluv,w), .- - L
b y=l|J(H,v,w),. : T
PR R g L

sistema A < R’ to‘plamni ¥ to‘plamga akslantirish bo‘lib, bu akslan-
tirish 85- ma’ruzada keltirilgan 1— 3- shartlarni bajarsin. U holda

ij(x’y’z)dzdydz =
='mf(¢(u’v’ w), v (w,v, W),'x(u,v,w))llldu_"'vdw '

boiladi, bunda B - cee T

dx dx  dx

dy dv dw

J=| ¥ & b

du  dv  dw

L dz dr dt
SrE Chbe dn dv dw

boladi.
Ko*p hollarda dekart koordinatalaridan silindrik hamda sferik koor-
dinatalarga o‘tish bilan uch karrali integrallar hisoblanadi. _
' a) Dekart koordinatalari x, y, z dan silindrik koordinatalar p, ¢, zga
o‘tish
X=pcosg, y=psing, z=2
(0 p<ton, 020, <7< +oo) formulalar yordam1da amal-
ga oshiriladi (45- chizma). . T FRCTOTR
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. .:_
o Ok i » e
| SN Y g
x i PN . \
. ¢ X N
45-chizma. . . 46-chizma.

Bu almashtirishning vakobiani J = p bo‘lib, .
JHf(JC,J’,Z)dxdydz = ij (pcose, psin g, 2)pdpdedz ™ 5
v A

ga ega bo‘lantiz.
b) Dekart koordinatalari x, y, z dan sferik koordinatalar p, ¢, 0 ga
o'‘tish
X = psin9-cos¢, y=psin®-sing, z=pcose
(0 p<+4eo, 0<@<2n, 0<06<w) formulalar yordamida amalga
oshiriladi (46- chizma).
Almashtirish vakobiani J = p%in® bo‘lib,

JHf(x ¥,2) dxdydz =

j” S (psin 9 cos ¢, psin@sin @, pcos B)p sin ded(pde

bo‘ladi. _.
3-misol. Ushbu  [ff zdadvdz
’ 4
integral hisoblansin. Bunda quyidagi e
i 1,1 2 Vo
X ?’ = % (h>0)
r h

konusning yugeri gismi va z = k tekislik bilan chegaralangan to‘plam.
312

www.ziyouz.com kutubxonasi



<« Berilgan integraida o‘zgaruvchini quyidagicha
X=pcosep, y=psing, 7=z
ko‘rinishda almashtirib topamiz:
: '._x2+y2=-z_2:>2 2 h
r M i
C(0<ps<r, 0<qs<2m, O0<esw). TS
Natijada SRR

O eaee]

‘:_‘]':io‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

riin ;h ran
a J J[*"%]zh do dP=J[J[%i—5’-’;-pz)pd¢}dp=
ol o o

2

nf A
_[ I pzdz |do ldp
0

L
-P
r

Z=;P 1]
i | A
== !(f'z —pz)pdpwl?[%—l ===

- 2.2
Demak, J = fm; . P

4- misol. Ushbu s - Jﬂ(xz + % + 2% ) dxdydz
' 4

integral hisoblansinki, bunda ¥ to‘plam

x? +y2+z2 <l

shardan iborat.
4 Bu intervalda

x=psin6-cosQ, p=psinG -sing; z=pcosh
almashtirish bajaramiz. U holda :
X2 pte =pt, T =psing
bo‘lib, '
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0<psr, 02, 0208 w07 &
bo‘ladi. Natijada berilgan integral

/= .[l.[.[(xz +y? +z2)dx¢fydz = I{I[szpz sin éf?tp]de] dp. =

ko‘rinishga keladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

r T JU'S
Jjjp sin0do |d0 |dp = ijsme 2r)de |dp = 4T£jpdp_—
] 0 \

5
Demak, J = 4’? N

7°. Uch karrali integrallarning ba’zi tatbiglari. Uch karrali integral
yordamida R3 fazodagi jismlarning hajmini, massali jismning massasini,
og‘irlik markazini, inersiya momentiarini topish mumkin.

Dy . Mashglar
1. Ushbu

| .H.[\J'xl + yldxdydz
v

integral hisoblansin, bunda ¥ — fazoda quyidagi =
XFeyt=2, =1
sirtlar bilan chegaralangan jism (to‘plam).
2. Sferik koordinatalarga o‘tib, ushbu

J:” \/mdxdydz
v

integral hisoblansin, bunda V — fazoda
ey =d=z
sirt bilan chegaralangan jism (to‘plam). e B
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o 17-BO B
EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

88- ma’ruza AR
""" Egri chiziglar va ularning uzunliklari haqida

1°. Egri chiziq tnshunchasi. Oliy matematikaning dastlabki gismini
o‘rganish mobaynida o‘quvchi egri chiziq va uning tenglamalari,
egri chizigning uzunligi kabi ma’lumotlar, shuningdek, ba’zi egri
chizigning tasvirlari bilan tanishgan. Egri chizigli integrallar naza-
rivasida (shuningdek, keyvinchalik o‘rganiladigan kompleks analiz kursida)
egri chiziglaming muhimligini e’tiborga olib, ular hagida ba’zi ma’lu-
motlarni keltirish lozim topildi. Hozirgi zamon matematikasida egri
chiziq turlicha ta’riflangan bo‘lib, ular orasida Jordan tomonidan
keltirilgan ta’rif birmuncha tabiiyrogq hisoblanadi. U egri chizigni
nugtaning uzluksiz harakati natijasida qoldirgan izi sifatida garagan.

x(#), y(#) funksiyalar [o,B] segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘l-
sin. Bu funksiyalardan tuzilgan nshbu

{x = x(#),

ey @SB D)

sistemani qaraylik. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olib,
x va y lamni shu tekistikdagi biror M nuqtaning koordinatalari sifatida
qaraymiz: # = M(x,y). Ravshanki, M nuqta {«,B] dan olingan ¢ ga
bog‘liq. Ayni paytda, M nugta argument ¢ ning (1) akslantirishdagi
aksi (obrazi}, r ning o'zi bu akslantirishdagi M nugtaning asli (proob-
razi} bo‘ladi. Shunday qilib, (1) akslantirish yordarmda [a Bl seg-
mentning aksi tekislikda ushbu

I={(x,y):x=x(t), y =y@), t e [0, B]}

to‘plamni hosil giladi. Bu I to‘plamga fekislikdagi egri chiziq deviladi.
Demak, egri chiziq [a,B] da uzluksiz bo‘lgan 2 ta x(#), y(#) funksiyalar
yordamida ta’riflanar ekan. Odatda, egri chizigning bunday berilishi
uning parametrik ko‘rinishda berilishi deyiladi. Bunda ¢ — parametr.
Masalan:

315

www.ziyouz.com kutubxonasi



-

{x STESL <t <onr > 0) )
y=Fsint

sistema tekislikda markazi koordinatalar boshida, radiusi r ga teng
bo‘lgan aylanani ifodalaydi. Demak, (2) — aylananing parametrik
tenglamasi. '

Ba’zi hollarda egri chizigning ta’rifini ifodalaydigan T to‘plam
murakkab bo‘lib, hatto v biz tasavvur etadigan egri chiziqga butunlay
o‘xshamay qolishi mumkin. Masalan, Peano tomonidan [0,1] seg-
mentda uzluksiz bo‘lgan shunday x(#), y(#) funksiyalar tuziigan: -
I' to‘plam uchlari (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), nugtalarda bo‘lgan kvad-
ratdan iborat bo‘ladi. Boshqgacha qilib avtganda, «Egri chizig» kvadrat-
ning har bir nuqtasidan o‘tadi. Bu «Egri chizigs shu bilan xarakter-
lanadiki, bunda parametming cheksiz ko‘p turli giymatlarida x{f) va
¥(#) funksiyalar bir xil giymatni gabul giladi.

Aviayik, {x:"(’)’ (<i<p) 0
y =y :

tenglamalar sitemasi biror egri chizigni aniglasin, bunda x(9), ¥(»
funksiyalar [o,B] da uzluksiz. Agar f,% < [o,B] da £ = # bo‘lganda.
x(hy=x(8), y(H)=y()

bo‘lsa, u holda egri chizigning (x(4), (1)) va (x(¢#,),y(%)) nugta-
lari uning ka'r/ra_li nuqtalari deyiladi (bu nuqtada egri chiziq o‘zini o‘zi
kesib o‘tadi}. Karrali nuqtalarga ega bo‘lmagan egri chiziq sodda Jordan
egri chizig'i deyiladi. Bu holda ¢ parametrning turli 4,5 (4 = ¢8)
qivmatlariga mos keluvchi egri chizigning (x(#), ¥(£)), {x(#;), y(%))
nuqtalari turlicha bo‘ladi. Masalan, [a,b] segmentda vzluksiz bo‘lgan
¥ = f{x) funksiya grafigi sodda Jordan egri chizig‘i bo‘ladi. Hagiqatan -
ham, ; o _

{x=r, o S
W= 0, (=f(x), asx<b)

deyilsa, u hoida tili £, (4 #4) uchun x # x, (x, = f,x;, = 1))
bo‘lishi ravshan. Agar (3) sistema bilan aniglanadigan egri chizigda
t parametrning turli 4,#, (4 =) qiymatiariga mos keluvchi egri
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chizigning (x(#,),y (1)), (x(£;), ¥(#,)) nugtalari ham turlicha bo‘lib,

x(a) = x(B), y(a)=y{(B)
bo‘lsa, egri chiziq sodda yopiq egri chizig deyiladi. Masalan, ushbu
L _ )
{x GC8L (0sr<an, a>0, 5>0)

y = bsint
sictema bilan aniglangan egri chizig (ellips) sodda yopiq egri chizig
bo‘ladi.

Biror sodda egri chizig ushbu

{x = x(1),
y=y()
tenglamalar sitemasi bilan anigianadigan bo‘lsin. (x(), y(a)) = A4,
(x(B),»(B)) = B nuqtalar bu egri chizigning mos ravishda boshi va
oxirgi nuqtalari deyiladi. Bu holda egri chiziqni A8 yoy deb ham
yuritiladi,

Parametr 7 ¢ [o,B] ning 4,7, (4 = #,) qiymatlari tichim £-< f,
bo‘lganda egri chizigning (x(#),¥(#)) nuqgtasi (x(1),y(4))
nugtadan keyin kelishi bilan AB yoyda yo‘nalish o‘rnatiladi. Bunday
vo‘nalish A4 dan B ga garab bo‘ladi. Agar (3) sistemadagi

x=x(f), y=y@)
funksiyalar [o,pf] da uzluksiz x'(#), ¥’(*) hosilalarga ega bo‘lib,
x? () + ¥ (1) > 0 bo'lsa, (3) sistema aniglagan egri chiziq sillig egri
chizig deyiladi. Agar AB egri chizig chekli sondagi silliq egri chizig-
lardan tashkil topgan bo‘lsa, uni bo Yakii silliq egri chiziq deyiladi.
Silliq egri chiziq har bir nuqgtasi urinmaga (chetki nugtalarda bir
tomonli urinmalarga) ega bo‘ladi. Bo‘lakli silliq egri chiziglar esa

chekli sondagi nugtalarda bir tomonli urinmalarga ega bo lishi mum-
kin. Masalan . . .

<t<p)

{x—acost (0£t£2n) :
y = bsint

elhps - 31111q cgn ChlZIq, sinig chmq esa bo' lakh sﬂhq egn ch1z1q
bo‘ladi. o
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_ * 2°. Egri chizigning: mauudhgl va nmng uzmihgl ‘Faraz qilaylik
AB egri chiziq ' oL .
X = x(f) 3
(a<tsp)
{y = y(?)
tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lsin, bunda A4 = {x{«), y(a)),
B = (x(P),y(B)) ., [c.p] segmentning ixtiyoriy bo‘laklanishi

P={i, 0,4, .t} (g =0,4 =P)
ni olamiz. P bo‘laklashning bo‘luvchi ¢, (k = 0,1,2,...,#n) nugqtalari
AB egri chizigda
A = (x(),v(5)); (k=0,1,2,3,..,n 4y =4, 4,~B)

nugtalarni hosil giladi. Bu nuqtalaLni bir-biri bilan to‘giri chizig
kesmalari yordamida birlashtirib, 4B egri chizigqa chizilgan sinig
chizigni topamiz. Ravshanki, siniq chiziq uzunlikka ega (odatda,
siniq chiziq uzunligi uning periametri deyiladi). Uni L bilan belgilaylik.
Siniq chiziq perimetri L [e,] ning bo‘laklanishi P ga bog‘lig bo‘ladi:
L= L(P). [o,B] segmentning barcha bo‘laklashlari to‘plami P={F}
ning har bir bo‘laklashiga nisbatan egri chiziqqa sintig chiziq chiziladi.
Bunday siniq chiziglarning perimetriari {L(£)} to‘plamni Epsil giladi.

I~ ta’rif. Agar {L(P)} to‘plam chegaralangan bo‘lsa, AB egri chi-
zig uzunﬁkka ega deyiladi. Agar {L(P)} to‘plam chegaralanmagan
bo‘lsa, AR egri chiziq uzunlikka ega emas deyiladi.

Endi egri chizigning uzuniikka ega bo‘lishini ifodalaydigan teore-
malarni isbotsia keltiramiz.

Aytaylik, AB egri chiziq ushbu
{x = x(t),
y=y{)
tenglamalar sisternasi bilan aniglangan bo‘lsin. [oB] segmentning ixtivoriy
P={ty.ty, lyy by}, (=01, =B)

bo‘lakiashini olib, quyidagi

(a<t<p)

=1

n-1
Sy =Y xli) - x@), S, = ZIJ’(%[) y)
k=0
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yig‘indilarni tuzamiz. Ravshanki, bu vig‘indilar P bo‘laklashga bog’-
lig bo‘ladi:
Sl = SI(P), Sz = Sz(P).

1- teorema. AB egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi uchun [o,B]
segmentning barcha turli bo‘laklashlari bo‘yicha tuzilgan {S,(P), S,(P)}
to‘plamlarning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Xususan, egri chizig

y=f(x), {(asx<b) S G
tenglama bilan aniglangan bo‘lib, f(x) funksiya [a,5] segmentda
uzluksiz bo‘lsin. [a,b] segmentning ixtiyoriy .

P = {xo,xl,..‘,xn_], H}’ (xo = a,xn = b)
bo‘laklashini olib, unga nisbatan ushbu

n=l
S(PY =Y |f Gpy) ~ £ (%)
je=0

yig‘indini hosil gilamiz.
2- teorema. (4) egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi uchun [a,b}
segmenining barcha turli bo‘laklashlari bo‘yicha tuzilgan

n-1 . '
S(P) = Y 1 ) = £(x)]

k=0

to‘plamning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
1- misol. 1. Ushbu

£ = xéos—:-,, agar 0<x<l,
0, agar x=0

ténglamalar bilan aniqlangan egri chiziq uzunlikka ega emasligi isbot-
lansin.
<« Bu funksiya {0,1] segmentda uzluksiz bo‘ladi. segmentining
P = {xU , xl yaey x,,_; ,x,,}
bo‘laklashini olaylik, bunda

.—.0 x—.l_ x-—_.!._.
% =0 x=o 0= g
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bO‘ISin_ Ravshankj" r - o lii}" L:;:,%-._\"" :{:_-::\.\:'_:”_: . --‘-flf-.'.é;'::.j_--;: T L
k=0 da f(x)=/f(0)=

n—k+l
k=0 da f(xk)=xkcos;—= )
%

-k+l

n—;c+I cos(n—k+Dyn =
bo‘lib, | ' :
_ 1 1
lf(xk+l)*f(xk)[ = n+m

bo‘ladi. Natijada
S(P)= 2|f(xk+1) - FOs) =[O+ () — FOq )+ L ()

+_£T+i+'”+_+1

T

bo'lib, bundan S(P)>1+ 5+ L+t bo'lishligi kelib chigadi
' Keyingi tengsizlikdan esa S(P) ning chegaralanmaganligini topamiz. »

2- misol. Ushbu

0, agar x =0

tenglama bilan aniglangan egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi isbot-
lansin.

« Bu funksiya [0 1] segmentda uzluksiz bo’ lach [0,1] segment-
ning ixtiyoriy

2 L
x“cos—, agar O<x<l,
f(x)={ x %

. P {xﬂ Kygonny Xy X }
be‘laklashini olib,

. n-1 .
e S(P)= Zlf(xk+1)~ Fx)

k=0
lg ‘indin. qaraymlz Lagranj teoremasidan foydalamb topamlz

r-1

S(P) = Zif EM Xy = Xg) -

Agar |f'(x)|='2xcos§+nsin§|<6, (O<xsl)
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bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi munosabatdan

a1

S(P)<6> (X, ~X,)=6
k=0
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, qaralayotgan egri chiziq uzunlikka
ega. p
Eslatma. Egri chizigning vzunlikka ega bo‘lishi va uning uzun-
ligini limit orgali ta’riflash mumkin.
Aytaylik, ushbu

{x=x(;),.- (<t <P)

y = y(r)
tenglamalar sistemasi Jordan chizig‘ining ifodasi bo‘lsin, bunda x(#),
y(#) funksivalar [o,B] da vzluksiz.
fo,p] segmentning
P={ty, b, by by}
bo‘laklashini olib, so'ngra egri chizigning
(X(ro )9 .V(fn )): (x(tl )9 y(t[ ))} LAAS ] (-x(rn ): y(tn ))

nuqtalarini to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, egri chi-
ziqqa chizilgan siniq chizigni hosil gilamiz. Uning perimetri

=1
L= Y Jix(tn) - XOF + (6 - y()F
k=0

o l;?lt'a’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday & >0 son topilsaki,

diametri A, > 8 bo‘igan [o,B] segmentning ixtiyoriy Pbo‘laklashi uchun
L(P) -1 <¢ »

tengsizlik bajarilsa, ya’ni S o
lim L(P)=1

.

bo‘isa, egri chiziq uzunlikka ega deyilib, / esa uning uzunligi deyﬂadl

3°. Egri chiziq vzunligini hisoblash formulalari. 40- ma’ruzada
egri chiziq vzunligini hisoblash formulalar bayon etilgan. Egri chizigli
integrallarda egri chizigning uzunligi muhimligini e’tiborga olib, tegishli
formulalarni keltiramiz.
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b A\E’ egri chizig v = f{x), (& £ x £ b) tenglama bilan berilgan
bo‘lib, f{x) funksiva {4,b] da uzluksiz va vzluksiz f’(x) hosilaga ega
bo‘lsin. U holda 4B egri chizigning uzunligi quyidagiga teng bo‘ladi:

]
1=j 1+ f2(x)dx.

2) AB egri chizig
o {x = x(t),
y=y{t)

tenglamalar sitemasi bilan aniglansin. Bunda x(#), »(# funksiyalar
[o, B} segmentda uzlnksiz va vzluksiz x ’(#), ¥ '(#) hosilalarga ega bo‘lib,

A = (x(o), y(@)), B=(x(B), y(B))
bo‘lsin. U holda egri chizigning wzunligi

B
‘lle x? () + y'z_(t)dt

(@st<P)

bo‘ladi.u L e
3) AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida’ .
p=p(0), (a<0<P)
tenglama bilan aniglansin, bunda p(0) funksj_ga [0, B} segmentda uzluk-
siz va uzluksiz p’(8) hosilaga ega. U holda 4B egri chizigning uzunligi
quyidagiga teng bo‘ladi:

. B
' 1=J’ 02 (8) + p? (6)d8.
 Mashgtar

1. Ushbu f(};)z «/;cos-;, agar D<x <1 bo'lsa, ey
¢ , agar x=0 bolsa

tenglamalar bllan aniglangan egri ch121qmng uzunhkka ega emasligi
isbotlansin. . : .
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2. Agar AB voy / uzunlikka ega bo‘lib,
AB= A4, + A,§2+ ot A,,:B
bo‘lsa, n holda
 Ad, Ay, .., 4B
yoylar ham /,, ..., /., uzunliklarga ega va
I=h+4 +.+1,,
bo‘lishi isbotlansin (additivlik xossasi).

89- ma’ruza -
- Birinchi tur egri chizigli integrallar

Ma’lumki, integral matematik analizning muhim tushunchalaridan
hisoblanadi. Uning wmumlashtirishlaridan biri — ma’ruzalarda bayon
etilgan ikki o‘zgaruvchili funksiyaning tekislikdagi to‘plam bo‘yicha
ikki karrali integralidir. Ayni paytda, 1kki o‘zgaruvchili funksiya
integralini boshgacha umumlashtirish (bu konkret amaliy masalatarni
hal gilishda zarur ekanligidan kelib chigqan) ham mumkin. Quyida

‘keltiriladigan egri chizigli integral shular jumlasidandir.
1°. Birinchi tur egri chizigli integral tushunchasi. Tekislikda sodda
~uzunlikka ega bo‘lgan 4B egri chizigni qaraylik (47- chizma).
' Bu egri chizigda 4 dan B ga qarab yo'nalishni musbat yo‘nalish
deb, uning

‘4{)94'4-[’"'314”__[914" (AO = A’Aﬁ = B)

nugtalar yordamida hosil gilingan ¥
A
] P"_"{AD’AIS”WAH—I’AH} .
bo‘laklashini olamiz. Natijada AR
egri chizig .
A’CA/H’I (k = 0: 1925 Y 1)

bo‘lakchalarga ajraladi. Uning vzun- -
ligini AS, (k=0,1,2,..,8~-1) de- .
yilsa, P bo’laklashning dlgmetrl ) Ax, ™Y

-

A, = max{AS,} bo'ladi S 47 chizma,
323
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Aytaylik, bu AB egri chizigda f'(x,v) funksiya aniglangan bo‘lsin
((x, e Aji') Har bir 4, 4,.; daixtiyoriy (€, ,n, ) nuqtani oiib, so‘ngra

bu nuqtadagi f(x,y) funksiyaning qiymati f((%,,n,)) ni ASk ga
ko‘pavtirib ushbu

n-1

oSS, o

yig‘indini hosti gilamiz.
Ta’rif. Azar Ve > 0 olinganda ham shunday 8 > 0 son topllsakl

A:!’? egri chizigring diametri A, > 0 bo‘lgan har ganday P bo‘laklash

uchun tuzilgan o yig'indi ixtivoriy (£, ,n,)e 4. A,,; nuqtalarda
lo-J|<e

tengsizlikni bajarsa, £(x,y) funksiya Aji' egri chiiiq bo‘yicha integral-

lanuvchi deyilib, Json esa f(x,y) funksivaning AB egri chiziq bo ‘yicha
birinchi wur egri chizigli Integrali deyiladi. U~ - B :

ff@uﬂﬁ
is

kabi belgilanadi., Demak,
‘ . ”wl - . .
[ £(xp)ds = lim 3/ @eone) AS; -
AB k=0
Keltirilgan ta’rifdaB ko‘rinadiki, f{x,)) funksivaning birinchi tur
egri chiziqli integrali AB egri chizigning yo*‘nalishiga bog‘lig bo‘Imeydi:
[ reeyds= | fix,pds.
Az BA
2°. Birinchi tur egri chizigli integralming mavjudligi va uni hisob-
Iash. Birinciti tur egri jhiziqli integral ta’rifidan ko‘rinadiki, u berilgan

fix,» funksiya va 4B egri chizigga bog'liq bo‘ladi.
- Faraz gilaylik, AB sodda silliq egri chiziq ushbu

r\ -_r C . {x = x(l‘),

¥ = y(0) (ast<P) .

324

www.ziyouz.com kutubxonasi



tenglamalar sitemasi bilan aniglangan va

: = (x(a), ¥(B)), B={(x(B),¥(B)
bo Isin, Shu egri ch1z1qda Fx» funkswa berilgan.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da vzluksiz bo‘lsa, u holda
birinchi tur egri chizigli integral

ff(x,y)ds
© AR

mavjud bo‘lib, quyidagi tenglik o'rinli bo‘ladi:

[ fx,y)ds = j SO, yOWKHD) + ¥ (1)

AB

4 [o,B) segmentning
. P {Il}’tla p}—-l’l } (to —as f —ﬁ)
bo‘laklashi 4B egri chizigda

_ A = (x(5), y(8)), (k=0,1,2,..,n)
nugtalarni hosil gilib, u o'z navbatida egri chizigning

P={dy, 4, ..A_,A), (4 =AA, =B)
bo‘laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo‘laklashga nisbatan quyldagl

=l

o= X @A, S

yig‘indini tuzamiz. Bunda (§;,n,)e AkAM , A:S'k esa AkAk+1 egri
chiziq vzunligi. Ma’lumki, R )

. ASk = [« (z‘)+y’2(t)a‘t
I . ., ‘. P _-;
bo‘ladi. O‘nia. qumat hagidagi teoremadan foydalamb topamlz

AS, = \/x’z (8 )+ ¥ (8, )AL,
(B <8 <l, Al =6y ~4).
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Endi o G =x(0,), My —J’(ek) _ :
deb qaraymlz Ravshanki, (§,,n,)e AkAk+1 Modomiki, f (x,y) funk-

siva AB egri chizigda berilgan ekan, u holda f(x,y)=f(x(H, ¥()
bo‘ladi. Natijada (1) yig‘indi ushbu

fid |

0= 270y OON @)+ @0 Q)

ko‘rinishga keladl.
x(#), ¥(9) funksiyalar [o,p] da uzluksiz bo‘lganligi sababl
mfx{Ark}e 0 dan, = mfx{ASk}—> 0

bo‘ladi. Yana

L), yEOWX () +y™2 (@)

funksiya [o,B] da vzluksiz bo‘lganligi uchun u [c,B] da mtegralla-
nuvchi bo‘ladi.
.(2) tenglikda limitga o‘tib topamiz:

n-1

lim o = Ef(x(ﬁk) ¥ (6, ))\/XQ (8, )+ y7 (8, )ay = |

by, =0 max{m }—)0

_ J SO, yONP @)+ O

TR

‘Demak, [ f(x, y)dsﬁjf(x(f) y(0) 'Z(r)+y’2(r)dz o

: AB
Bu teorema birinchi tur egri chizigli integralning mav;udhgml
ifodalash bilan birga uni hisoblash imkonini ham beradi.

1- natija. Aytaylik, AB egri chiziq y = y(x) (a<x <b) teng-
lama bilan aniglangan bo‘lib, y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz hamda
uzluksiz y’(x) hosilaga ega bo'lsin (y(a) = 4, y(b) = B).

Agar f(x,y) funksiya esa shu ATE} egri chizigda uzluksiz bo‘lsa,

j f(x,y)ds birinchi tur egri chizigli 1ntegral mavjud bo‘lib,
AB
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Sy Do . b . . I
o [ reyds = [FEyeNIe e T @
TR, AHB ) ¢ . Do .
bo'ladi. -
2- natija. Aytaylik, AB egri chizig qutb koordinatalari sistema- _
sida
p=p(8), (<0<} _
tenglarma bilan aniglangan bo‘lsin, bunda p = p(8) funksiva {o,B] -
segmentda uzluksiz va uzluksiz p” hosilaga ega. Bu egri chiziqda
F(x,») funksiya aniglangan va uzluksiz. U holda

[ £, pyds

4 .
LR

! 4B

fi birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo‘lib, \

B -
- : J S(x,p)ds =Jf(pcose,psin9) p? +_p_’2d9 - 5)
bo‘ladi.
1- misol. Ushbu J=j;fdg
; Lo _;B _

integi'ai hisoblansin, bunda AB egri chiziq - y¥=2 par_abolanjn'g.'
(1,v2), (2,2) nugqtalari orasidagi qismi. ‘
4 (4) formuladan foydalanib topamiz:
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2- misol, Ushbu 1~ J = Ilcos Bds

mteral hisoblansin, bunda ¢ — markazi (2,0) nuqtada, radiusi @ ga
teng bo‘lgan aylana.

<4 Ma’lumki, bu aylananing tenglamasi qutb koordinatalar siste-
masida

p(9) = 2acos®, (—g <0< 12‘3)

ko‘rinishda ‘Bo'ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz: - R

R - n

J= j°_°§_° o’ (8) +p?(8)d6=[ do=m.p

2 2
3°. Birinchi tur egri chizigli integrallarning ba’zi tatbiqglari. Birinchi
tur egri chizigli integrallar yordamida egri chizigning uzunligini, jism-
ning massasini, og‘irlik markazini, inersiya momentlanm topish kabi
masalalar hal etiladi.
1. Tekislikda vzunlikka ega bo‘igan AB egri chizigning uzunligi ushbu

S=-[ds o . (6)
/IB .o R PO it
integral yordamlda topiladi.

-2. Tekislikda nzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizig bo‘ ylcha
massa tarqatilgan bo‘lib, uning zichligi p = p(x y) bo‘lsin. Bu egrl
chizigning massasi ushbu

Com=Jepds ™
o
iﬁfggfgl.'_ydrdamida og‘irlik markazining koordinatalari esa |
Xy = pr(x y)ds, yo=— fyp(x s ®
integrallér yordamida topiladi. o
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3. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan A§ egri chizigning OX va
0Y koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlari ushbu
L Se= [y Sy=fads )
| _ 2 ja B,
formula bilan, shu o‘qlarga nisbatan inersiya momentlari esa quyidagi
J, = J yids, J, = sza‘s , . (10)
NSRS : & o : | |

inegrallar yordamida topiladi.
3- misol. Ushbu

_ 3
x(t) = acos ¢, 0<s<2m)
j y(t) = asin® ¢

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan AB egri chiziq (astroida)

ning uzunligi topilsin.
4 Astroida koordinatalari o‘glariga nisbatan simmetrik bo‘lishini

¢’tiborga olib, (6) formuladan foydalanib topamiz:

‘.I’E

4| X2 (ty+ y2 (1)t j J(=3acos? tsin 1) + (asin? f cos 1) df =

ct.__,mln

o

x RIS CESR I

.
1}97 sin? 2tds =6a j sin2edf =6a. b
1] . .

= |y| bo‘lgan AB massali

=4

2 Ry ) |

4- misol. Chizig‘ining zichligi p(x,y)
egri chizig — 3* = 2px, (0 <x<? ) parabolaning massasi hamda

og'irlik markazi topilsin. _
<« (7) formulaga ko‘ra parabolaning massasi

- e

AB
329
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bo‘ladi. Endi birinchi tur egri chizigli integralni (4) formulaga ko‘ra
aniq integralga keltirib hisoblaymiz:

r 3 {2 L2
m = flyl1}1+i7-dy =22 [P + Py =< VP +y a0 + ) =
-p 0 0

3
=1[(pz ) ZI :Epz(z\/j-—l).

Qaralayotgan massali parabola og‘irlik markazining koordinata-
- larini (8) formuladan foydalanib topamiz:

_xo=—,§;IX|yIdS='-;;£y3\(pz+y2dy, U
AB .

, _
p Vo=, du 2ydy .
Iy NP+ yidy = =
R o +y 2 dy = do, v——(P +y )2

5 E
=P - I2y(p’ +y )zdy_z_{g_l,g(pz”z)z -

35
0
_29°(14-2) -
=2l
Demak _1_335((14) 3 1 2p5(\5+l) 3(3J_+5)
WIS I 20A B 35

Xuddi shunga o‘xshash _
=L [ yplds =2 2D 35w+ B)
m J 28 Cerre i
AB

bo‘lishi topiladi. ;
5- misol. Ushbu C aylana (x* + y* = @’} ning uning diametriga

nisbatan inersiva momenti topilsin. ‘ '
<« Berilgan aylananing parametrik tenglamasi

{x: ACOSL o<t <2m

y=asint
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bo‘ladi. Aylana diametrini OX o‘qga joylashtirib, so‘ngra (10) for-
muladan foydalanib topamiz:

2
J. =Jy2ds = I a sin® £ + \/(acos O +(asin)?dt =
C D o

=a

sin? tdt =nd®. W

D=y

Eslatma. Aytaylik, AB egri chizig fazoviy egri chizig bo‘lib,
bu chizigda f(x, y,z) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqgoridagidek, /(x,y,2)

funksiyaning AB ¢gri chiziq bo‘vicha birinchi tur egri ChlZlE[h integral
tushunchas1 kiritiladi va o‘rganiladi.

Mashgqlar

1. Ushbu y =1-Incosx, (0 £x < “2') tenglama bxlan berllgan

egri chizigning vzunligi topilsin.

X x

2. Zichligi p(x,») =— bo‘lgan ushbu y = (e“ +e 0) zanjir

chizigning massasi tOpllsm.

90- ma’ruza
Ikkinchi tur egri chizigli integrallar

1°. Ikkinchi tur egri chiziqli integral tushunchasi. Tekislikda

!i_(sodda) uzamlikka ega bo‘lgan AB egri chizigni qaraylik (48- chizma).
Bu egri chizigning biror

P= {AOSAI 9A2s"':A:g_}s (AO = A, An = B)
bo‘laklashini olamiz. Natijada AR egri chizig

AkAR+1$ (k=¢,1,2,..,n-1)
bo‘lakchalarga ajraladi. Ak A,,, ning OXva OYkoordinatalar o‘qlari-
331
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Yi+i / A .

L
A

v PRI
0 Xp o X

S

48- chizma.

dagi proyeksiyalari mos ravishda Ax, va Ay, bolsin: - =
Dlox AkAk+l = Mka Pty AkAk+l = DYy, (k = U, 1, 23"'s r-1).

Aytaylik, AB egri chizigda f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin. Har
bir A;;lk , daixtiyoriy (&, ,n, ) nugtalarni olib, so‘ngra bu nugtadagi
funksiyaning f(&, ,n,) qiymatini Axk va Ay, larga ko"paytirib, quyi-
dagi
- a1 -1

Sy ~Zf(ék,nk)mck, Ty = Ef(ék,nkmyk *

yig‘indilarni hosil gilamiz. Bu yig‘indilar f{x,y)} funksiyaga bog‘liq
bo‘lishi bilan birga AB epri chizigni bo‘laklashga hamda har bir

A;—;lk,,l da olingan (&, ,n,) nuqgtalarga bog‘lig bo‘ladi.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 son topilsaki,

Aii’ egri chizigning diametri A, < & bo‘lgan har ganday P bo‘laklash

uchun tuzilgan ¢,(0,) yig'indi ixtiyoriy (&, ,m, )€ 4, 4,,, nvqtalarda
loy - Ji{<e, (o, = Jh|<e) ‘

tengsizlik bajarilsa, f(x,») funksiva AB egri chiziq bo‘yicha integral-

lanuvehi, J; son (J, son) esa f(x,») funksxyanmg 1kk1nch1 tur egrl
ChlZlq]_l mtegrall deyiladi. Uni . - : . :
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[ feds (1 NB)

AB .7 AB vwew ST s

kabi belgilanadi. Demak, ' e
[ 6o = lim Zf(&k,nk YAy,
S B hp =i Yo g
- \rz
(] £expdy = lim Zf(ak,nkmyk)
AR hp=0k=d

Keltirilgan ta’rifdan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:
1) f(x,y} funksiyaning 48 egn chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri_.
‘chizigli integrali ikkita bo‘ladi:

j £ (x,y)dx, jf(x )y

Aytaylik, AB egri chizigda P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar benlgan

bo‘lib, J Plx,y)dx, IQ(x ¥)dy lar esa ularning ikkinchi tur

AR AB
egri chizigli integrallari bo‘lsin. Ushbu

J P(x,y)dx+-j Oy
AB AB '
yig‘indi ikkinchi tur egri chizigli mtegralnmg umumly ko* nmshl' _
deyiladi va I.

Imxﬂm+wa@-"'"
AB

kabi belgllanad1 : .
SR V) + Q0x,p)dy = | Py | Qe y)dy.

AB PR AB "; AB
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2) f(x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari AB
egri chizigning yo‘nalishiga bog‘lig bo‘lib,

[roopac=-[ reende, [ reondy == fosydy
B4 AB Ba AB

bo‘ladi.
3) Agar AB egri chizig OX koordinata o’giga {( OYkordinata o‘gi-

" ga) perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziqg kesmasidan iborat bo‘lsa,

[ reenydy =0, ([ f(xy)dy=0
B;’ o o ’fB
“bo‘ladi. -
Aytaylik, K= AB sodda yopiq egri chiziq bo‘lsin. Bu holda Ava
B nugtalar ustma-ust tushadi (49- chizma).
Yopiq egri chiziq K da chizmada ko‘rsatilganidek ikki yo‘nalish
bo‘lib, ulardan biri musbat, ikkinchisi esa manfiy bo‘ladi.
Agar kuzatuvchi X chiziq bo‘yicha harakatlanganda K bilan che-
. garalangan to‘plam har doim chap tomonda qolsa, bunday yo‘nalish
-~ musbat bo‘ladi, aks holda esa manfiy bo‘ladi.

Shu X egri chiziqda f(x,y) funksiva berilgan bo‘lsin. X chiziqda
ixtiyoriy ikki 4 va\_’B nugtalarni olaylik. Bu nuqtalar X egri chizigni
ikkita AnB va BmA egri chiziglarga ajratadi.

Faraz gilaylik, quyidagi

| reawae, | rxoax

AnB . Bnmd :

integrallar mavjud bo‘lsin. Ushbu
[ feendes | foxpax
AnB BmA

yig'indi f (x,y} funksivaning K vopiq
egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur
egri chiziqli integrali deyiladi. Uni

o v [rxpdc yoki § £ix,prdx
49- chizma. K K
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kabi belgilanadi. Bu holda- K yopiq ctnznqnmg musbat yo‘nalishi
olinadi. Demak,

jfuny jﬂxwm+jfume

AnB BnA

Xuddi shunga o‘xshash o tEna e
freeyac

hamda umumiy holda ' T

_[ P(x,y)ydx + Q(x, y)dy S
K DA

integrallar ta’riflanadi.

Aytaylik, AB fazodagi sodda wzunlikka ega bo‘lgan egri chiziq
bo‘lib, bu egri chizigda f{x,y,7) funksiya berilgan bo‘lsin. Yugoridagi-
dek, f{(x,y,2) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari ta’rif-
lanadi va ular quyidagicha belgilanadi:

R CaRTS jﬂxyn@,]ﬂx%a&

AB AB

_[ P(x,y,0)dx +Q(x,y,2)dy + R(x,y,2)dz.
AB

pAR Ikkmcln tur egn chizigli integralning mavjudligi va um hlsob-
lash Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu
x=x(t) ,
{y =y(#)

tenglamalar sistemasi bilan anigqlangan bo‘lib, x = x(#) funksiya [o.p] da
uzluksiz, x ’(#) hosilaga ega, y(f) funksiva esa [o,3] da vzluksiz hamda

A=(x(0),y(@), B=(x@),yB)
bo‘lsin. ¢ parametr o dan [ ga qarab o‘zgarganda AE egri chizigning

(@<e<B)y ()

{x,y) = (x(r), y{)) nugtasi 4 dan B ga garab A§ ni chizib borsin,
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- 1- teorema. Agar f(x,») funksw& A,B da l{zl:llksxz bg lsa u holda
1kk1nch1 tur egri chizigli integral o e

J‘ f(x, y)dx S A .
'iti‘f_iitiiid bb‘lib u quyidagiga teng: e L e A

| £,y = j fEROYEF@E o
AB CUORETL D
<4 [o,B] segmentning
P={ty, b, sty tn}, (G =01, ..[3)
bo‘lakiashi AB egri chiziqda
A = (x(8), y(2,)), (k=0,1,2,3,...n) e
nugtalarni hosil gilib, ular o‘z navbatida AB egri chizigning .. f
P { Ay, sy Ay Ay}, (A = A A, = B)
bo‘laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo‘laklashga nisbatan quyidagi __ T

n-1

\YJ\ :Zf(?;ks'flklﬁxk ' 3y |

yig‘indini tuzamiz. Bunda Ax, miqdor AkAk+1 mng OX 0 qndagl
proyeksiyasi bo‘lib,

Axp = x(fy) —x()

bo‘ladi. Ayni pavida, . o
FEeme) = FOx(w), 3@, (e e b))

tenglikka ega bo‘lamiz. Endi ' - R

Irt)
Ax;, = J. X’{I)df

/3

bo*lishini ¢’tiborga‘olib, (3) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
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flel | =1 T+l T
o = Zf(x(rk) L) j =3 | Femy, v nx e,

k=0
Ravshanki, ushbu

{*

L= faayowna

integral mavjud, uni quyidagicha

n—l sl Cs .
n=y | remyomoda - o
ceT =0 4
deb yozib, so‘ngra
5y tal .
= 2 [ UG @0) - fe@, v O
k=0 A .

avirmani garaymiz.,
fx(n), y(#)) funksiya [o,] da uzluksiz, U holda ¥e > 0 olinganda

ham shunday & > 0 topiladiki, bunda barcha As, =1, — ¢, lar § dan

kichik bo‘lganda f{x(s), ¥(}) funksivaning tebranishi £ dan kichik
bo‘ladi. x (f) funksiva esa [o,8] da vzluksiz, demak, chegaralangan

XD <M,
Shunday gilib,
f“l ~Jjl<eM@B-a)
boladi. Keymgl munosabatdan

limo; =J;

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglik mtegralnmg maV}udllgl va (2) teng-
likning o‘rinli bo‘lishini isbotlaydi. »

Aytaylik, (1) sistemadagi x(2), y(#) funksiyalar [c,B] da vzluksiz
bo'lib, ¥(H funksiya esa uzluksiz y ’(#) hosilaga ega bo‘lsin.

2- teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
ikkinchi tur egri chizigli integral
’ 337
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- - j P S
. . . : A‘-’B | . S : . .
mavjud bo‘lib, gjuyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

SRS S A E

. o
[ reespdy = [ £, 30y () @
AB @ '
Avtaylik, (1) sistemadagi x(9, ¥® funksiyalar [o,B] da uzluksiz
x (0, y'(H hosilalarga ega bo‘lsin.
3- teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar 4B da uzluksiz
bo‘lsa, u holda egri chizigli integral _ '
[ Peopde0dy
AR o
mavjud bo‘lib, : o
J P(x,y)dx +Q(x,M)dy=

Ci. AB

. i i I L _ . s gy
= [IPGO),y )X () + QYO OB (5).

bo‘ladi.

Bu teoremalar yugoridagi 1- teorema kabi isbotlanadi. Keltirilgan .
teoremalar ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini isbotlash
bilan birga ularning aniq integrallarga (Riman integrallariga) kelishini
ifodalaydi. Binobarin, egri chizigli integrallarni hisoblash imkonini
beradi. Egri chizigli integrallar (2),(4) va (5) formulalar yordamida
hisoblanadi. :

Agar AB egri chizig ushbu _
y=y(x), (@sx<b); x=x(3), (csy=<d)
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda egri chizigli integrallar
birmuncha sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi. Aytaylik, AT? egri chizig
 y=p(x), (@a<x<b) '
338
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tenglama bilan berilgan bo‘lib, y(x) funksiya [,5] da uzluksiz y “(¥)
hosilaga ega bo‘isin. U holda (2) va (5} formulalar quyidagi

] SGoydx = jf(x y(x)dx, (6

" AB
| P, )+ Qe )y = J'tP(x Y)Y +Q(x,y ()Y ()Ndx (7)
AB
ko‘rinishga keladi. Aytaylik, AB egri chiziq
x=x(y), (csysd) -

tenglama bilan berilgan bo‘lib, x = x(y} funksiya (¢,d] da uzluksiz
x’(y) hosilaga ega bo‘lsin. U holda (4) va (5) formulalar quyidagi

[ reendy= If(x(y),y)dy S ®

" AR

| P+ 00x, y)dy = j{P(x(y) YK+ QM ©)
AB

ko‘rinishga keladi.
1- misol. Ushbu

= 2 -yhax, 4= [ -y
AB : 4B

integrallar hisoblansin. Bunda AB egri chiziq y = % parabolaning
absissalari x =0, x =2 bo‘lgan nugqtalari orqasidagi gismi.

4 AB egri chizig y = x? tenglama bilan aniglanishini e’tiborga
olib, J| integralni hisoblashda (6) formnladan foydalanamiz:

I = j(x _y)dx = j(x =%

15
AB

J, integralda integrallash egri chizig'i x2 = y bo‘lib, (8) formula-
£a ko ra quyidagi natijani olamiz:

. 339
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AB
2- misol. Ushbu I vidx +x d
mtegral hlsoblansm bunda AB egri chizig X ;7 1 elipsning

a : Sl

yugori varim tekislikdagi gismi.
<« Bu cllipsning parametrik tenglamasi

PR AR A

X =acost, .
v =bsint

bo‘ladi. 4= (a,0) nuqtaga parametrning ¢ = 0 giymati, B= (—a,0)
nuqgtaga esa ¢ = n giymati mos kelib, 7 parametr 0 dan n gacha
o‘zgarganda (x,y) nugqta A dan B ga garab ellipsning yugori yarim
tekislikdagi qismini chizadi. Ravshanki,

P(x,y) =¥, Q(x,y)=x’

funksiyalar AB da uzluksiz. Berilgan integralni (5) formuladan foy—
dalanib hisoblaymiz:

Jy dx +x%dy = I[bz sin® f{—asin?) + &* cos® tbcost]dt-_
AB :

= ab|(acos’ 1~ bsin’ Nt =~Fab? b
0o - ' ’

3 misol. Ushbu B (ﬁzxydx - x*dy
.4

integral hisoblansin, bunda X — yopiq chizigning 0(0,0) va A(2,1)
nuqtalarini birlashtiruvchi to‘g'ri chiziq kesmasi hamda y? = %x
parabola yoyidan tashkil topgan yopiq egri chiziq (50- chi_zma).
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Yy 1
N Y= —2~x
1fmmmmmmememmmem e sy :
/ ; y’ = %x
: ~v ;
o ) x
) 50- chizma,
-ﬁﬁvshanki, - . :
. _ ('f)nydx'-"-— xtdy = I 2xydx + x*dy + I 2xydx + x*dy.
& __ o4 40

- 0A kesmada x = 2y bo‘lib, (9) formulaga ko‘ra

4

W

1
[ 2xvex + <*dy =j[2 292 .2 -4y |dy =
_ _ 04 . o
lféiijaga ega bo‘lamiz.
0OA yoyda x = 23* bo‘lib, yana (9) formulaga ko'ra

1
J 2xydx + x*dy = I[2 2%y 4.y —~4y*ldy = m-lsz
AE) - % _
e 1. 4 12 16
bo‘ladi. Pemak, (:{)nydx +x°dy = 375 5

3°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning ba’zi tatbiglari. Ikkinchi d
tur egri chizigli integrallar yordamida tekis shaklning yuzi, kuch
ta’sirida bo‘lgan maydonda bajarilgan ish topiladi hamda boshga turli
fizik va mexanik masalalar hal etiladi, Tekislikda biror yuzaga ega
bo‘lgan D shakl berilgan bo‘lib, uning chegarasi to*g'rilanuvchi yopiq
2D chizigdan iborat bo‘lsin. Bu shaklning yuzi ushbu '

MD=Ix@,uD=—Iﬂm uD=%Ix@~yﬂ (10)
ap b ap

formulalar yordamida topiladi. »
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Aytaylik, uzuniikka ega bo‘lgan AB egri chiziq berilgan bo‘lib,
uning har bir (x,y} nuqtasi u_shbu
F(x,y) = P(x, )} +Q(x,9)]

kuch ta’sirida bo‘lsin. U holda A nuqgtani 8 nuqgtaga o‘tkazishda
bajarilgan ish quyidagicha hisoblanadi:

W = [ P(x,y)dx +0Cx, )y (1)
AB o
4- misol. Ushbu {"‘ =acosh, o<t <2m)
y = bsint

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin. )
<« Bu shaklning yuzi (10) formulaga ko‘ra el LY

1
;.1D=§ (ﬁ xdy - ydx

3Dy
bo'ladi. Egri chizigli integralni hisoblaymiz:

in o
lj (acost-beost +bsing - asinf)df = -,
o _

2
= %abj. (cos’t + sin’t) dt = wab . :

5- misol. AB egri chiziq y = x* chizigning (0,0) va (1, }) nuqtalari
orasidagi qismi bo‘lib, uning har bir nuqtasi
' F(x,y)=4x7 + xy j

kuch ta’sirida bo* lsin, Bu kuch ta’sirida bajarilgan ish topilsin.
< lzlanayotganishni(11) formuladan foydalanib topamiz. Buholda

P(x,y) =4x", Q(x,y)=xy
bo‘lishini e’tiborga clsak, u holda bajarilgan ish
W= I 4xdx + xy dy = j(4x +x*x° *3x? )dx =1
AR ..

boladi. » T vy ’, bl T st
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Mashglar

1. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar ham aniq integral xossalari
kabi xossalarga ega. Bu xossalar keltirilsin va ular isbotlansin.
2. Birinchi va ikkinchi tur egri chizigli integrallar ushbu

Jreaydc= | fxy)cosads, | fx,yydy = [ f(x,y)cospds,
J J 2 :

AB AB AB

[ Py +QUx,y)dy = [ [P(x.¥)cose+ QLx, y) cos plds
AB AB

bog‘lanishda bo‘lishi isbotlansin, bunda o va  — mos ravishda 0X
va QY o‘glar bilan urinmaning yoy o‘sishi tomoniga qarab yo*nalishlari
orasidagi burchaklar,

3.Ushbu - [ Qa-p)dx+xdy
o AB

integral hisoblansin, bunda A§ yopiq chiziq quyidagi

x = alt -sint), 0<f<2m)
y =a{l -cost) ,
sikloidadan iborat.
' 1
4. Ushbu b ——{(dx+dy
P )

integral hisoblansin, bunda X yopiq chiziq uchlari
A'-—'(I,O), B=(031)3 C=("'I,0), D:(()}_l)
nuqtalarda bo‘igan kvadratdan iborat. '

91- ma’ruza
Grin formulasi va uning tatbiglari

1°. Grin formulasi. Tekislikda ushbu

y=yx),y=n{x), (@sx<bh, »(x)<yx)
ha_mda
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51- chizma. : 52~ chizma:

: x=a, x=b
chiziglar bilan chegaralangan D, to‘pamni olaylik, bunda y,(x) va
1{x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz (51- chizma).
Ravshanki, D, ning chegarasi (konturi) ¢D, quyidagi I, Ii, 11I,
IV chizigtarza ajraladi (bunda 11 va IV chiziglar nugtalarea aylanishi
mumkin),
Aytaylik, D= D, w3D, da P(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lib, u

aP(x, . . .
uztuksiz g} 12 xvsusiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbu

[ P(x,yyax
cgri chizigli integralni garaymiz. Uni quyidagicha

I P{x, y)d\ -J‘P(x y)dx+]P(x ¥ ) + j P(x,y)dx+ _[ Pix,y)dx
n

ko‘rinishda yozib olamiz. 1] va 1V chiziglar OX o qqa perpenalkular
bo‘igantigi sababli

JP(x,y)a‘x = I Pix,y)dx =0
7 bi%

LA

~ bolib,
I P{x, y)dx IP(x y)ydx + J‘P(x y)dx
b B /14 o
‘bo‘ladi. Endi
344
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JP(). y)dx + I P(x,y)dx = jP(x y,(x))a'x-rjP(x W (x))dx =

i

= [[P(x,31) = P(x,¥,))dx = jP(x W dx =

2*'[[ j 3P(x V)d :’ dx = — j&%—}-’)—dxdy
B

al y=n

:::.t——-.e:-

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
[ Peeyydx - [[25222 duay ()
Dy B

tenglikka cea bo‘lamiz.

Faraz qilaylik, tekislikdagi G to*pam shunday bo‘lsinki, uni vertikal
chiziglar yordamida yuqoridagi D, kabi G, (k= 1,2,3,...) larga ajratish
mumkin bo‘lsin (52- chizma).

Bunday to‘pam uchun ham (1) formula o‘rinli bo‘ladi:

J P(x,y)dx:i I P(x,y)dx=

G k=l 3G;
IP(x,y} P {x,y)
> .[ [P gy ] [ g,
4} _ o
Endi tekislikda ushbe . - ¢
- x=x()h x=x(y), (csys<d)
hamda y=c, y=d

chiziglar bilan chegaralangan D, to‘pamni olaylik, bunda x,(y}, x,(»)
funksivalar [¢,d] da uzluksiz (53- chizma).

Ravshanki, D, ning chegarasi (konturi) oD, quyidagi 1, 11, Iil,
1V chiziglarga ajraladi (bunda II va IV chiziglar nugtalarga aylanishi
mumkiny},

Faraz qilaylik, D, = D, wéD, da O(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lib,

ad(x,y)
ay

u uzluksiz xususiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbu
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53- chizma. '

[otnay
3Gy _
egri chizigli integralni qaraymlz Uni quyldagxcha .
j O(xy)dy = j Q(x,y)dy + j Q(x,y)dy + jQ(x,y)m jQ(x y)a:»
i

| ko rinishda vozib olamiz. H va IV chiziglar OY o°qga perpendikular
bo‘lganligi sababli

IQ[x,y)dy = j Q(x,y)dy =9

botib, [ Q(xy)dy = jQ(xy)dy+ Jotny)ay

3G, | in
ga ega bo‘lamiz. Endi - ‘

IQ(x y)dy + fQ(x Yy = fQ(xl ) y)dy+

i

: .. +J-Q (x2 (), ¥)dy = I[Q (xl ,¥)-0(x,¥)] dy =' o ._

footzo- - Pt

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz: T
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o

J Q(x,»)dy = L
@
Ij aQ(I‘J’) dxdy.

Aytayhk, tekislikdagi Fto‘p- -
lam shunday bo‘lsaki, uni go-
rizontal chiziglar yordamida
yugoridagi ), kabi £, (k=1,
2,3,.. Marga ajratish mumkin s
bo‘lsin (54- chizma).

Bunday to‘plam uchun ham
(2) formula o‘rinli bo‘ladi:

[otnar= > oty = Z{ﬂ ""Qgiffldw] 2%y,

54- chizma.

k= 3&
Faraz qilaylik, tekiclikdagi D to‘plam yugoridagi D, va D, lar
xususivatiga ega bo‘lib, unda P(x,y), O(x,y) funksivalar uzluksiz va

uzluksiz apg y), agg’f—)- xususty hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

Plx,)) va Q(x,p) funksiyalar uchun bir yo‘la (1) va (2) formulalar
. o‘rinli bo‘ladi. Ularni hadlab qo‘shib topamiz;

jP(x yvidx + Q(x,y)dy = ”-(aQ(x 7) apg’y)dedy. 3

Bu Grm Jormulasi deyiladi. Demak, Grin formulasi to‘plam
bo‘yicha olingan ikki karrali integral bilan shu to‘plam chegarasi
bo‘yicha olingan egri chizigli integralning bog‘lanishini ifodalaydi.

2°. Grin formulasining ba’zi bir tatbiglari. Aytaylik, yugorida
keltirilgan bir bog‘lamli D to‘plamda P{x,y), O(x,y) funksivalar uzluksiz
va nzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda Grin formulasi -
(3) o‘rinli bo‘ladi.

Grin formulasidan foydalanib, tekis shakl yuzining egri chizigli
integral yordamida ifodalanishini ko‘rsatish mumkin.

Aytaylik, P*(x,y), Q"(x,y) funksiyalar D to‘plamda yugorida kelti-
rilgan shartlarni ganoatlantirishi bilan birga ushbu

30" (x,y) P (xy) y) _
% 8y s
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sharini harn gancatlantirsin. U holda L -
30" (x,}) dP*(x,y) o
bo‘lib, Giln fqmaulamga ko‘ra
- KD= J PrOopder QG nydy 0
. b ’

bo‘ladi. Xususan, 7 (x,y)=-», O(x.y)=0 yoki

* . * l [
P'(x,y)=0, Qx,p)=0,y0ki P(x,y)=-3y, Q(xy)=3x
bo‘lsz,
BQ*(x,y) hap*(x!y) = 1 R -
ox a0 Y
bo‘lib. Lo‘plamning yuzi quyidagiga teng bo‘ladi: '

- _uD~—g5ya*x g5xdy~ $xdy-yix.. &
R R @D ¢ ap 23 Lo e

Mashglar

1. Grin formuiasidan foydalanib, ushbu s
J\/; +yidx + y[xy+ ln(x +\/x2 + y? )]e’y ; !
A . . )

cari chizigli integral hisoblansin.
2. Ushbu

_ 3
{x-acos L 0<r<am)

y =asin't,

dstroida bilan chegaraiangan to‘plamning yuzi top."l___sin.f
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