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SO‘ZBOSHI

Respublikamizda «Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning qabul qili-
nishi, «Kadrlar tayyorlash Milliy dasturi» zamon talablariga javob
beradigan mutaxassislarni tayyorlovchi oliy o‘quv yurtlariga, aynigsa.
universitetlarga katta mas’uliyat yukladi. Davlat ta’lim standartlari,
o'‘quv dasturlari asosida darsliklar, o‘quv go‘llanmalarni yaratish masa-
lasi yuzaga keldi.

Davlat ta’lim standartlari barcha fanlardan, jumladan, matematik
analiz bo‘yicha mavjud darslik va qo‘llanmalarga yangicha nugtayi
nazardan garashni tagozo etadi.

Matematik analiz oliy matematikaning fundamental bo‘limlaridan
bo‘lib, matematikaning poydevori hisoblanadi.

Ma’lumki, matematik analiz kursi davomida ko‘pgina tushuncha
va tasdiglar, shuningdek. ularning tatbiglari keltiriladi.

Ko‘'p oliy o‘quv yurtlan talabalarining o‘qish davomida duch
keladigan jiddiy fanlardan biri ham matematik analizdir.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshqa matematik ma’lumotiar majmuasi bilan tanish-
tirishdangina iborat bo‘lmasdan, balki talabalarni mantiqiy fikrlashga.
matematik usullarni amaliy masalalarni yechishga qo‘llashni o‘rgatishni
ham o‘z ichiga oladi.

Mazkur o‘quv qo‘llanma, mualliflarning ko‘p yillik tajribalari aso-
sida yozilgan bo‘lib, u ma’ruzalar shaklida bayon etilgan. Mavzu-
larning ma’ruzalar bo'yicha bayon etilishi talabalarni mavzu mazmuni
va mohiyatini chuqurrog anglashga yordam beradi deb o‘ylaymiz.

Mualliflar har bir ma’ruzaning mazmuni ravon, matematik gat’iy.
0‘z navbatida, talaba tomonidan tushunarli bo‘lishiga harakat qildilar.

O'quv go‘lHanma ikki gismdan iborat. Mazkur birinchi gism
11 bobdan tashkil topgan bo‘lib, 52 ta ma'ruzaga ajratilgan. Unda
haqiqiy sonlar nazariyasi; funksiya limiti va uzluksizligi; funksiyvaning
differensial va integral hisobi hamda sonli gatorlar mavzulari bayon
etilgan.
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Ma’ruzalarning mantigiy ketma-ketlikda. bir-biriga uzviy bog‘lig
bo‘lishiga, shuningdek. tushunchalarning ravon bayon qilinishiga.
tasdiglar isbotlarining aniq. ilmiylikka asoslangan bo‘lishiga e tibor
garatilgan. Har bir ma'ruza so‘ngida nazarly va amally ahamiyatga
ega bo‘lgan mashgqlar keltirilgan. O‘ylaymizki. bunday mashqlar tala-
balarni mustaqil ishlashga, mantiqiy fikrlashga o‘rgatadi.

«Matematik analizdan ma’ruzalar» matematika va mexanika
yo‘nalishlari bo‘yicha bakalavrlar tayyorlash o'quv rejasiga moslashtirib
yozilgan bo‘lsa-da, undan matematika kengroq o‘gitiladigan oliy o‘quv
yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Kitob mualliflari, shu soha mutaxassislari O‘zbekiston Milliy
universitetida ko‘p yillar mobaynida mazkur kurs bo‘yicha o‘gigan
ma’ruzalaridan foydalandilar.

Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish bilan bir gatorda
tasdiglar isbotining boshlanganligini «d» belgi, tugaganligi esa «»»
belgi orgali ifodalangan.

Kitob qgo‘lyozmasini sinchiklab o‘qib chigib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o'z hissalarini qo‘shganlari uchun
professorlar R.Ashurov, R.G'anixo‘jayeviarga mualliflar o‘z minnat-
dorchiligini bildiradilar.
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1-BOB
DASTLABKI MA’LUMOTLAR

1- ma’ruza
To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar

1°. To‘plam tushunchasi. To‘plam matematikaning boshlang‘ich,
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatlj
narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to‘plami,
bir nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar to‘plami, x! -5x+6=0
tenglamaning ildizlari to‘plami deyilishi mumkin.

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari
esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A, B, C — to‘plamlar,
a, b, ¢ — to‘plamning elementlari.

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A={2, 4.6, 8, 10, 12},
N={1,2, 3, ., n .}
Z={., -2, -1 0.1, 2 ..}

Agar a biror A to‘plamning elementi bo‘isa, ae A kabi yoziladi va
«a element A4 to‘plamga tegishli» deb o‘qiladi. Agar a shu to‘plamga
tegishli bo‘lmasa, uni ae 4 kabi yoziladi va «a element A4 to‘plamga
tegishli emas» deb o‘qiladi. Masalan, yuqoridagi A to‘plamda 10e A,
15¢ A.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u
chekli to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan,
A={(2, 4, 6, 8, 10, 12} chekli to‘plam, bir nugtadan o‘tuvchi barcha
to'g‘ri chiziglar to‘plami esa cheksiz to‘plam bo‘ladi.

I1- ta’rif. Ava Bto‘plamlari berilgan bo‘lib, 4 to‘plamning barcha
elementlari Bto‘plamga tegishli bo‘lsa, A ro plam B ning gismi (gismiy
to plam) deyiladi va

Ac B(yoki B> A)

kabi yoziladi.
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A to'plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni
P bilan belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo'lishi mumkin. Bunday
xususiyatli elementlardan tuzilgan to'plam quyidagicha
{x € Al P}
deb belgilanadi. Ravshanki,
{x e A P} c A
bo'ladi.

Agar A to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar
bo‘lmasa, u holda

{x e A P}
bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni ho ‘sh ro ‘plam
deyiladi. Bo‘sh to*plam @ kabi belgilanadi. Masalan, x* +x+1=0
tenglamaning haqiqiy ildizlaridan iborat A bo‘sh to‘plam bo‘ladi:
@:{XG Ax?+x+1 =0}.
Har ganday A to‘plam uchun
AcA D<A
deb garaladi.
Odatda, 4 to‘plamning barcha gismiy to‘plamlaridan iborat to‘p-
lam F(A) kabi belgilanadi. Masalan, 4 = {a, b, ¢} to‘plam uchun

F(A)={{a}. {0}. {c}. {a. b}, {a.c}. {b.c}. {a.b.c} @}
bo‘ladi.
2-ta’rif. A va B to‘plamlari berilgan bo‘lib,
Ac B, BcA

bo‘lsa, A va B bir biriga teng to ‘plamlar deyiladi va
A=28

kabi yoziladi.

Demak, 4 = B tenglik 4 va Bto‘plamlarning bir xil elementlardan
tashkil topganligini bildiradi.

2°. To‘plamlar ustida amallar. 1kki A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha elementlaridan tashkil
topgan £ to‘plam A va B to‘plamiar yig'indisi (birlashmasi) deyiladi
va AU B kabi belgilanadi: £= AU B.

6
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Demak. bu holda ae AU B dan ae A yoki ae B. yoki bir vaqtda
ae A, ae B bo'lishi kelib chigadi.

4-ta’rif. A va B to‘plamlaring barcha umumiy elementlaridan
tashkil topgan Fto'plam A va B ro ‘plamlar ko ‘paytmasi (kesishinasi)
deyiladi va AN B kabi belgilanadi:

F=AN0B.

Demak. bu holda ae AN B dan bir vagtda ae A, ae B bo'lishi
kelib chiqgadi.
5-ta’rif. A to'plamning B to‘plamga tegishli bo'lmagan barcha
elementlaridan tashkil topgan G to'plam A to ‘plamdan B to ‘plamning
ayirmasi deyiladi va A\B kabi belgilanadi:
G =A\B.

Demak, ae A\ B dan ae A4, ae B bo‘lishi kelib chigadi.

6- ta’rif. A to'plamning B ga tegishli bo‘lmagan barcha element-
lartdan va B to‘plamning A ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlandan
tuzilgan to'plam A va B to ‘plamlarning simmetrik ayirmasi deviladi
va A A B kabi belgilanadi:

AA B =(A\B)U(B\).

Demak. ae A A B bo'lishidan ae A, a¢ B yoki ae B, ae A bo'lishi
kelib chigadi.

7-ta’rif. Aytaylik, ae A, ac B bo‘lsin. Barcha tartiblangan (a, b)
ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va B to‘plamlarning
dekart ko 'paytmasi deyiladi va A% B kabi belgilanadi. Demak,

Ax B ={(a,b)§ae A, be B}~
Xususan, A = B bo‘lganda A x 4 = A? deb garaladi.

8- ra’rif. Aytaylik, § va A to‘plamlar berilgan bo‘lib, A < § bo‘lsin.
Ushbu
S\

to‘plam A to‘plamni S ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va CA yoki
CA kabi belgilanadi:
CA=S5SWU.
To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba'zi xossalarini
keltiramiz.
A, B va D to‘plamlari berilgan bo‘lsin.
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1) Ac B. Bc D bo‘lsa. Ac D bo'ladi;
2 AUA=A, AN A= Abo'ladi;
3) Ac Bbo'lsa, AUB = B, AN B = A bo‘ladi;
4) AUB= BUA, AN B = BN A bo‘ladi;
Y AUBUD=AUBUD)Y, (ANBYND=AN(BN D) bo'ladi;
6) A <« Sbo'lsa, AN CA = O,
7y C(AUB)=CANCB,bunda A c S, BcS;
8) C(ANB)=CAUCB.,bunda A c S, BcS.
Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’riflardan kelib
chigadi.
1- misol. Ushbu
(A\BYU(B\ A)=(AUB)\ (AN B) (1)
tenglik isbotlansin.
4 ae(A\ BYU(B\ A) bo'lsin. U holda
aec(A\B). ae A, a¢ B
yoki
ae(B\A): ae B, ae¢ A
bo‘ladi. Bundan esa
ac(AUB), ag (ANB)
bo‘lib,
ae (AUB)\ (AN B)
bo‘lishi kehb chigadi. Demak,
(AN BYU(B\NA)c(AUB)\ (AN B). (2

Aytaylik, ae (AU B)\ (AN B) bo‘lsin.
U holda
ac(AUB): ae A yoki ae B
ae(ANB): ae A, ae¢ B yoki ae A,ae B, yoki a¢ A.ac B

bo‘ladi. Bundan esa
ae A\ B yoki ae B\ A

bo‘lib, ae (A\ BYU(B\ A)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(AUBN(ANB)c(A\ B)U(B\ 4). (2

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi topiladi. P
8
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To'plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plam-
larning ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e'tibor gilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to‘plam deb ataluvchi
to'plamning gismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb garaladi. Masalan,
natural sonlar to‘plamlari ustida amallar bajariladigan bo‘lsa. universal
to'plam sifatida barcha natural sonlardan iborat N to‘plamni olish
mumKkin.

3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z
va so‘z birikmalari o‘rnida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muhim-
larini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa. u holda ... bo‘ladi» iborasi «=» belgi orgali
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «<» belgi orgali yoziladi,

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga
«V» belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «3» mavjudlik belgisi
ishlatiladi.

Mashqlar

1. Ushbu (AUB\D=(A\D)U(B\ D)
tenglik isbotlansin.

2. Agar A va B chekli to‘plamlar bo‘lib, ularning elementlari soni
mos ravishda n(A), n(B) bo'lsa,

AU B)=n(A)+n(B)Y-n(AN B)

bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlarining soni » ga
teng bo‘lsa, bu to‘plamning barcha gismiy to‘plamlari to‘plami £(A4)
ning elementlari soni 2" ga teng ekani isbotlansin.

2-ma’ruza
Akslantirishlar va ularning turlari

1°. Akslantirish tushunchasi. £ va F to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
I- ta’rif. Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f
goida yoki qonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y elementi (ye £) mos
qo‘yilgan bo‘lsa, E 1o ‘plamni F to ‘plamga akslantirish berilgan deyiladi va

9

www.ziyouz.com kutubxonasi



S
S E—>F yoki x>y, (xe k. ye F)
kabi belgilanadi. Bunda £ to‘plam fakslantirishning aniglanish to ‘plami
deyiladi.

1- misol. Ushbu N = {1.2.3...}va N’ = {1 , } to*plamlar

1
273
berilgan bo'lsin.

. l ’ .
1) har bir natural # (re N) songa ;li ('—1 e N ) sonni mos go'ysak,
unda
p /1
NN, no

n

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f(n) = ’11 kabi ham voziladi.

. ] | .
2) har bir natural n (ne N) songa ( , € N') sonni mos
n n-

go'ysak, unda
’ ®
OoN >N, n—
n
akslantirishga ega bo‘lamiz: @(n) = —”52- .
3) har bir natural n (ne N) songa 1 (le V') sonini mos go‘yish
natijasida
&
gN - N, n->l
akslantirish hosil bo‘ladi: g(n) = 1.
Avtaylik,
fE—>F
akslantirish berilgan bo‘lsin. xe £ elementga mos qo'yilgan ye Felement
x ning aksi (obrazi) deyiladi va y = f(x) kabi belgilanadi.

Endi ye Felementni olaylik. £ to‘plamning shunday x elementlarini
qaraymizki, f(x) = y bo‘lsin. Bunday xe E elementlar ye £ ning asli
(proobrazi) deyiladi va f~'(y) kabi belgilanadi:

o) ={xe E| f(x) = y}.
10

www.ziyouz.com kutubxonasi



Agar A c F bo'lsa, ushbu
{f()|xe A}
to'plam A to'‘plamning F dagi aksi deyiladi va f(A) kabi belgilanadi:
fr={fx)xe 4}.
Agar B c Fbo'lsa, ushbu
{xe £1f(x)e B}
to'plam B to'‘plamning E dagi asli deyiladi va f~'( B) kabi belgilanadi:
f B ={xe E| f(x)e B}.

2- misol. Faraz qilaylik, N ={1.2.3.....n....} va M{—1, +l}

to‘plamlar berilgan bo‘lib, ushbu

f N> M
akslantirish quyidagi

Jf(n) = (=1
ko‘rinishda bo‘lsin. ‘

Ravshanki, Se N ning aksi f(5) = —1; le M ning asli esa
(=12, 4, 6, ...} boladi. Shuningdek, A = {3, 4} c N to‘plam-
ning aksi f(A)={-1, I} =M; B={-1} c M to‘plamning asli esa

1B =1, 3.5, .}
bo‘ladi.

Faraz qgilaylik, 4 va B to‘plamlar F to‘plamning qismiy to‘plam-
lari bo'lsin: A c F, Bc F. Unda

1 UAnNB) = (AN f1B) ()
bo‘ladi.

« Aytaylik, xe f(ANB) bolsin. Unda f(x)e ANB
bo‘lib, f(x)e A va f(x)e B bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan
xe f'(A),xe f*(B) bolishi kelib chigadi. Demak,
xe f'(4)N f7 (B). Bundan esa

FHANBY c AN S(B) ©)
bo‘lishini topamiz.
11

www.ziyouz.com kutubxonasi



Aytaylik. xe f "(AYN f7(B) bo'lsin. Unda xe /'(A4) va
xe /'(B) bo'lib. f(x)e A. f(x)e B bo'ladi. Natijasi
f(x)e AN B bo'lib. undan xe ' (AN B) bo‘lishini topamiz. Bu
esa

SHUANSNBYS (AN B) (3)
bo'lishini bildiradi.

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. »

Yugqgoridagidek,

fHAUB) = (AU S (B),
SAUB) = f(A)U f(B)
tengliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi.
2°. Akslantirishning turlari. Aytaylik,
fE>SF 4
akslantirish berilgan bo'lib. f(£) esa £ to‘plamning aksi bo'lsin:
FE)={f(x)|xe E}.
2- ta’rif. Agar (4) akslantirishda
fE)c F
bo'lsa, (4) akslantirish £ to‘plamni F 10'plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan.

to'plamlar uchun ushbu

’ /]
S NoSN, no—
3n

akslantirish N to‘plamni N’ to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar (4) akslantirishda

J(E) = F
‘bo‘lsa, (4) akslantirish E to‘plamni F 1o ‘plamning ustiga akslantirish
(syuryektiv akslantirish) deyiladi.

12
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Masalan. N=1{ 2.3 .}.M={1 1}

!
to‘plamlar uchun n—(-1"
akslantirish N to‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi.
4- ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib. bu akslantirish
E to‘plamning turli elementlarini £ to‘plamning turli elementlariga
akslantirsa, (4) inyektiv akslantirish deyiladi.
5- ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, u inyektiv akslantirsh
ham bo‘lsa, (4) o zaro bir giymatli akslantirish (moslik) deyiladi.
Masalan,

A A I
N={L.2 3 .}, N _{1, Lok }
to‘plamlar uchun ushbu

AR
f:N—)N,ﬂ—)n

akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘ladi.

6- ta’rif. f: E — F akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish
bo‘lsin. F to‘plamning har bir y, (ye F) elementiga E to‘plamning
bitta x elementini (xe F) mos go‘yadigan va

- gy)=g(f(x))=x
munosabat bilan aniglanadigan
g F-F
akslantirish f: E — F ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va
f~1 kabi belgilanadi:
f1'ESF.

Demak, f : E — F ga teskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun:

a) fustiga akslantirish,

b) Fto‘plamdan olingan har bir y elementning £ to‘plamdagi asli

o= ) =x

yagona bo‘lishi kerak.

3°. Ekvivalent to‘plamlar. Saneqli to‘plamlar. Ko‘p holda to‘p-
lamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha o‘zaro
solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamlar solishtirilganda bir

13
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to'plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p yoki kam, yoki ularning
elementlarining soni bir-biriga teng degan xulosaga kelinadi. Bu holda
elementlari soni ko‘p bo‘lgan to‘plamni «quvvati» ko '‘prog deyish
mumkin.
Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshqacharoq bo‘ladi.
Cheksiz to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.
7- ta’rif. Agar f . E - F o'zaro bir qiymatli akslantirish (moslik)
bo‘lsa, Eva Fekvivalent to ‘plamlar deyiladi va E ~ Fkabi belgilanadi.
Demak, E va F to‘plamlarning ekvivalentligi (£~ F) ularning
elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Masalan,

N={Il 2 34, .} N ={2 4.6, 8, ..}
to‘plamlar uchun

ni>2n. (ne N, 2ne N))

akslantirish o‘zaro bir giymatli. Binobarin, -
bo‘ladi. (Bu holda n « 2n kabi yoziladi).

Aytaylik, A, B, D to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda

1) A~ A,

2)A~ B= B~ A,

3)A~B, B~D=A~D
bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib
chigadi.

Ikki Ava B to‘plam o‘zaro ekvivalent bo‘lsa, ularni bir xil quvvatli
to‘plamlar deb garaladi.

Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning migdoriy xarakteris-
tikast sifatida tushunish mumkin. .

Chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalentligi ularni tashkil etgan
elementlar sonining bir-biriga tengligini bildiradi.

Umuman, 4 va B chekli to‘plamlaming o‘zaro ekvivalent bo‘lishi
uchun ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va yetarli:

A~ B < n(A)=n(B)
bunda n(G) — G to‘plamning elementlari soni.

8- ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har
qanday to‘plam sanoqli ro ‘plam deyiladi.

14
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Masalan. ushbu
N, ={2, 4, 6,8, ..., 2n ..},

N, ={1.8,27.64,....n", ..},
Il i

N, =11, IR n.,..}
to‘plamlar sanoqli to‘plamlar bo‘ladi. chunki
ne2n, N~ N

3
nen, N~Ny

ne :' N - N,

Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamlar
sanoqli to‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to‘plamlarining quvvati
bir xil bo‘ladi.

Ravshanki,

NycN, Nyc N, NN
bo‘ladi. Ayni paytda, yuqorida ko‘rdikki,
N~-N, N~-N,, N-N,.

Bunday vaziyat (to‘plamning gismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi)
faqat cheksiz to‘plamlardagina sodir bo‘ladi.

Matematik analiz kursida tayin £ va F to‘plamlar uchun akslan-
tirishlar f: E — F va ularning xossalari o‘rganiladi.

Dastavval yuqoridagi to‘plamlar sifatida haqiqiy sonlar to‘plamini
olamiz va uning xossalarini o‘rganamiz.

Mashgqlar

1. Agar A ={a, b}, B={a, P, vy} bo‘lsa, 4 to‘plamning B to‘p-

lamga akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
2. Aytaylik, A sanoqli to‘plam bo‘lib, x € A bo‘lsin. U holda

AU{x} ~ A bo‘lishi isbotlansin.

15
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3- ma’ruza
Haqiqiy sonlar

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash
tagozosi bilan dastlab 1, 2, 3. ... — natural sonlarni qo‘llaganlar.
So‘ngra manfiy son, ratsional son va nihoyat, hagiqiy son tushunchasi
kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarning matematika
kursidan natural, butun, ratsional sonlar, ular ustida bajariladigan
amallar, amallarning xossalari, shuningdek, ularning to‘g‘ri chiziqda
(sonlar o‘gida) geometrik ifodalanishi ma'lum deb hisoblaymiz.

Hagiqgiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga
olib, ular haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

1°. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. Faraz gilaylik,

g biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan foydalanib
p butun sonni g ga bo‘lamiz. Agar p ni ¢ ga bo‘lish jarayonida biror
gadamdan keyin qoldiq nolga teng bo'lsa, u holda bo‘lish jarayoni
to‘xtab, g kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr

chekli o‘nli kasr deyiladi. Masalan, %3 kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni
1,475 bo‘lishini topamiz:
ﬂ
40
Agar p ni g ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum
gadamdan keyin yuqorida aytilgan goldiglardan biri yana bir marta
uchraydi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.
Odatda, bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takror-
lanadigan raqamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi.

=1,475.

Masalan, % kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz:

1
3= 0,333...

Ushbu
0,333..., 1,4777..., 2,131313...
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kasrlar cheksiz davriy o'nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3,
7. 13 bo‘ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha

0.(3), 1.4(7), 2.(13)
yoziladi;
0.(3) = 0,333...
1.4(7) = 1,4777...
2.(13) =2,131313...
Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli
kasrni chekli o‘nli Kasr qilib yoziladi. Masalan,
0,4999... = 0,4(9) = 0,5,
2,71999... = 2,71(9) = 2,72.
Har ganday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz
davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin. Masalan,
1,4 =1,4000... = 1,4(0),
0.75 = 0,75000... = 0,75(0).

Demak, har ganday g ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr
ko'rinishida ifodalanadi. Aksincha, har ganday cheksiz davriy o‘nli

kasrni ? ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan, ushbu
0.(3) =0,333..., 7,31(06) = 7,31060606...
cheksiz davriy o‘nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ularni
3 3 3

0,3)=0+ W+W+i@ +..
1,6 .6
10?2 10° 108
ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya
yig‘indisi formulasidan foydalanib topamiz:

3
7,31(06) =7 + ot

3
- ~ 0. _3 101
0,(3)_0,333..._11_10 =3 —
10
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_ 73 4 _ 7311 6 _
100 ° 1 100 " 100 99
10
1 2 965
= 130131+ 35) = 155
Demak. ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqali va
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali
ifodalanadi.
2°. Hagqiqiy son tushunchasi. Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli
kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalarni o‘lchash jarayonida yuzaga kelishini
ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik. biror J kesma hamda o‘lchov birligi, masalan,
metr berilgan bo'lsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning
J, qismi ortib golsin. Ravshanki J; ning uzunligi 1 metrdan kam
bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligini taxminan 5 m ga teng deb
olish mumkin:

7,31(06) =7,31060606...

J uzunligi = 5 m.

Agar bu aniglik yetarli bo‘lmasa, o‘lchov birligining f% gismini,

ya’ni 1 dm ni olib, uni J, kesmaga joylashtiramiz. Aytaylik, 1 dm J,
kesmada 7 marta butunlay joylashib, J, kesmaning J, qismi ortib
golsin. Bunda J, ning uzunligi 1 dm dan kichik bo‘ladi. Bu holda
J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin:

Juzunligi = 5,7 m.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz:
1) biror gadamdan keyin, masalan, n+1 qadamdan keyin o‘lchov
|
birligining v
holda o‘lchov jarayoni to‘xtatilib,

gismi J, kesmaga o, marta butunlay joylashadi. Bu

Juzunligi =5,7 ... a,
N
7 ta ragam

bo‘lishi topiladi.

2) o‘Ichash jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu
holda J kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
18
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S0 7. q,
cheksiz o'nli kasr olinadi:
Juzunligi = 5, 7....a,,, ...

Aytaylik. to‘g‘ri chizigda biror O nuqta (koordinata boshi) hamda
o‘lchov birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O nuqgtadan o'ngda
joylashgan har bir P nugtaga, OP kesmani o‘lchash natijasida hosil
bo‘lgan ushbu «,, o a,...a,... cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish
mumkin. Bunda

age NU{OL o, {0, 1. 2,3, 4.5 6, 7.8 9}, n21.

Bu moslik o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yugo-
ridagi cheksiz o‘nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo‘hb,
ular manfiy bo‘lmagan ratsional sonlar bo‘ladi. qolgan kasrlar esa
ratsional sonlar bo‘Imaydi.

1- ta’rif. Ushbu Oy 00y e Oy e
ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo ‘Imagan haqigiy son deyiladi,
bunda o, e NVU{0}, o, € {0, 1, 2, 3, 4,5 6, 7,8, 9}, nz21.

Agar 3n20: o, > 0 bo‘lsa, u musbat hagigiy son deyiladi.

Manfiy haqigiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat haqigiy
son sifatida ta’riflanadi.

Barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam R bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami N, ratsional sonlar to‘plami Q,

haqiqiy sonlar to‘plami R uchun N < Q < R bo‘ladi.
2- ta’rif. Ushbu R\Q

to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli
kasrni chekli o‘nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida

. g . . 1 .
bitta son ikki ko‘rinishga, masalan, 5 soni

1 1

= (,5000... = 0,4999...

Ko
N

ko‘rinishlarga ega bo‘lib qoladi.
19

www.ziyouz.com kutubxonasi



Umuman. «,.q,. ¢,. .... o, («, = 0) ratsional son ushbu
1) o, 0. 0y y ey (0, =1)999...,

2) oy, 0, 04, ..., 0, 000.... kabi ko'rinishlarda yozilishi mumkin.
Hagqiqiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1- ko‘rinishidan foy-
dalanamiz.

Ikkita manfiy bo‘lmagan

a = (1“,(1,(13...0( cae

b=3,.8,B,---p,-

haqiqiy sonlar berilgan bo‘Isin.
3-ta’rif. Agar Vn 20 da «, =§,, ya’ni

oy =By, o =By, a, =p;, ... o, =B,, ...

bo‘lsa, a va b sonlar teng deyiladi va a = b kabi yoziladi.
4-ta’rif. Agar -

o =Bo. oy =Py, ay =Py, s @, =B,

tengliklarning hech bo‘imaganda bittasi bajarilmasa va birinchi
bajarilmagan tenglik # = k da sodir bo‘lsa, u holda:

o, > B, bo‘lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a> b kabi
belgilanadi.

o, <P, bo‘lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a < b kabi

belgilanadi.

Aytaylik, to‘g‘ri chiziq, unda tayin olingan O nuqta (koordinata
boshi) va o‘Ichov birligi berilgan bo‘lsin.

Hagiqiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari orasida
bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin:

O nuqgtadan o‘ngda joylashgan P nuqtaga OP kesmaning uzunligiga
teng x soni mos qo‘yiladi (x son P nugtaning koordinatasi deyiladi);

O nuqtadan charda joylashgan Q nuqtaga QO kesmaning uzun-
ligiga teng x sonining minus ishorasi bilan olingan —x soni mos qo‘yiladi;

O nugtaga nol soni mos qo‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli haqigiy a soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m>a

bo‘ladi.
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4 Aytaylik,

a=0,,00...0,..>0

bo'lsin. m = a, +1, me N deb olinsa. unda 3- ta’rifga binoan a < m
bo‘ladi. »

Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plam-
larini keltiramiz.

Aytaylik, ae R, be R, a < b bo'lsin:

[a,h]={xe R|a < x<b} — segment deyiladi,

(a.b) ={xe R|a< x <b} — interval deyiladi,

[a.b)={xe R]a < x <b} — yarim interval deyiladi,

(a.b]={xe R|a < x < b} — yarim interval deyiladi.

Bunda a va b sonlar |a,b], (a,b), |a,b), (a,b] larning chega-
ralari deyiladi.
Shuningdek,

[a,+=) ={xe R| x 2 a},,
(—o,a)={xe R| x < a},,

(—oo!oo) = R
deb garaymiz.
Faraz qgilaylik, a va b ixtiyoriy hagigiy sonlar bo‘lib, @ < b bo‘lsin.
U holda
(a,b) # @
bo‘ladi.
« Hagiqatan ham,

a=0,,0,0,..0,.20

b = ﬁn ’BIBZ Bn

?

bo‘lib, m = 0 uchun

0'() = B()’al = Bl""am—l = Bm‘-l va am < Bm

bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi
(o, < 9) bo'lsa, unda
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F = Oly Ol Oy oo Oy Oy - (0 +1)

ratsional son uchun a < r < b bo‘ladi. Demak, (4.0} = @. W

Mashglar

1. Ushbu x® = 3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning
mavjud emasligi isbotlansin.

2. Agar re Q.ae R\ Q bo'lsa, a+re R\ Q bo'lishi ko‘rsatilsin.
3. YVae R, ¥he R,Vce R sonlari uchun

a>b,b>c=>a>c
bo‘lishi isbotlansin.

4- ma’ruza
Hagqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari

Hagiqiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi.

1°. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. Biror £c R to‘plam
berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x, € E)
topilsaki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun

X < X,
tengsizlik bajarilsa, ya’nt
Ix, e E, Vxe £ x<x,
bo‘lsa, x, soni E to‘plamning eng katta elementi deyiladi va
X, = maxkE
kabi belgilanadi.
2- ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x, € E) topil-
saki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun
X Z X
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ix, e E, Vxe E. x2x,
bo‘lsa, x, soni to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va
22
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Xy =mink
kabi belgilanadi. Masalan,
, Pt ! B
max{l, 50 30 ...}—l.

n
min{l.2,3,..,n,..}=1

bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar shunday M soni (M e R) topilsaki, £ to‘plamning
ixtiyoriy elementlari uchun
x<M
tengsizlik bajanlsa, ya’ni .
IMeR, Vxe E: x££ M

bo‘lsa, £ to‘plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, M soni to'p-
lamning yugori chegarasi deyiladi.

4- ta’rif. Agar shunday m soni topilsaki (m e R), E to‘plamning
ixtiyoriy x elementlari uchun

xz2m
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
dme R, Vxe E: x2m
bo‘lsa, £ to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning
quyi chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yugori
chegaralari cheksiz ko‘p, shuningdek, quyidan chegaralangan bo‘lsa,
uning quyi chegaralari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

5- ta’rif. Agar F£ < Rto‘plam ham quyidan, ham yuqgoridan chega-
ralangan bo‘lsa, E chegaralangan 1o ‘plam deyiladi.

6- ta’rif. Agar ixtiyoriy M soni (M e R) olinganda ham shunday
x, elementi (x; € E) topilsaki,

X >M
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
VMeR, Ix,e E: x> M
bo‘lsa, to‘plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

7- ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni (m e R) olinganda ham shunday
X, elementi (x; € E) topilsaki,

Xg < m
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tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Vme R, 3x,e £ x,<m
bo'lsa, to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Masalan,
1) E, ={..,-2.-1,0} to'plam yugoridan chegaralangan;

2) £, ={1,2,3,..} to'plam quyidan chegaralangan;

3) E; ={1, ; ; } to‘plam chegaralangan;

4) E, = {x e R x> 0} to‘plam yuqoridan chegaralanmagan,;

5) Es = {x € Rix< 0} to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz.

Aytaylik, £ c R to‘plam va a e R soni berilgan bo‘isin.

8- ta’rif. Agar

1) a soni £ to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) F to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun as< M
tengsizlik bajarilsa, a soni £ to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyi-
ladi va sup£ kabi belgilanadi:

a = supk.

Demak, F to‘plamning aniq yuqori chegarasi, uning yuqori chega-
ralari orasida eng kichigi bo‘ladi.

9- ta’rif. Faraz qilaylik, £c R to‘plam va be R soni berilgan
bo‘lsin. Agar

1) b son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) FE to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchua b > m tengsizlik
bajarilsa, b soni E to‘plamning anig quyi chegarasi deyiladi va infE
kabi belgilanadi:

b = infE.

Demak, £ to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo‘ladi.

«sup» va «infslar lotincha «supremum» va «infimum» so‘zlaridan
olingan bo‘lib, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’no-
larni anglatadi.
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1- teorema. Faraz gilaylik. £c R to‘plam va ¢ € R soni berilgan
bo‘lsin. @ soni £ to'plamning aniq yugori chegarasi bo’lishi uchun

1) a soni E to‘plamning yuqgori chegarasi,

2) a sonidan kichik bo*lgan ixtiyoriy o (a0 < @) uchun £to‘plamda
x > o tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

d Zarurligi. Aytaylik.

a = supk
bo‘lsin. 8- ta'rifga binoan:

1) Vxe £ uchun x<a, yani a soni E to‘plamning yuqori
chegarasi,

2) a soni yugori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan
kichik o soni uchun x > o bo‘lgan x € £ soni topiladi.

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, rav-
shanki, o < @ shartni qanoatlantiruvchi har ganday a soni £'to‘plam-
ning yuqori chegarasi bo‘lolmaydi. Demak, a — to‘plamning yuqori
chegaralari orasida eng kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra

a = supk
bo‘ladi. P

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz qgilaylik, £c R to‘plam va be R soni berilgan
bo‘lsin.  soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun:

1) b soni E to‘plamning quyi chegarasi,

2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy B (B > ) uchun Eto‘plamda
x < P tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

Eslatma. Agar Ec R to‘plam yuqoridan chegaralanmagan
bo‘lsa, u holda

SUpE = oo,
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
inff = —

deb olinadi.
2°. Aniq chegaralarning mavjudligi. Aytaylik,

o= an,alaz ...(Xn...
musbat hagiqiy son bo‘lsin, bunda
a,e NU{0}, a,e N, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, n21.
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Ushbu

4, = Uy, 00 .0, = 0 + b+ 02 44 O
R | B et b ebbiad S U] 10 |02 107 H

_ _ o | 0 a,+l
b, =0y.,0,...(c, +1) = *otie et o

ratsional sonlar uchun
all "<— a < bn
bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy haqigiy son olinganda shunday ikkita ratsional
son topiladiki, ulardan biri shu haqiqiy sondan kichik yoki teng,
ikkinchisi esa katta bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi hagidagi
teoremalarni keltiramiz.

3- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam yugoridan chegara-
langan bo‘lsa, uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremani

Ecl0.+=), E+0

to‘plam uchun isbotlaymiz.
<« E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsin:

IMe R,Vxe EE x< M.

Arximed aksiomasini e’tiborga olib, M e N deyish mumkin.
Endi F to‘plam .

o =0,00..., (e E)
elementlarining butun gismlaridan, ya’ni o, laridan iborat to‘plamni
Fy deylik:
F ={o, e NU{O} o= 0, 0400 € E}.

Bu to‘plam ham yuqoridan M soni bilan chegaralangan va £, # @.
Ravshanki, £, ¢ N U{0}. Bundan Fj to‘plamning chekli ekanligini topa-
miz. Demak, F; to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:

max fy, =¢,. )

E to‘plamning Co»r O 0; ...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £; deb olamiz:
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E, =1{cy.040,...€ E}
Ravshanki, £, c £, E, # @. Endi £, to'plam
Copr 040y ..
elementlarining o, laridan iborat to‘plamni olib, uni £, deylik:
F={0,€{0.1,2,...9}| ¢ oy0... € Ep}.
Bu chekli to‘plam bo‘lib, £, # @ bo‘ladi. Shuning uchun uning
eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:
max F, =¢. )
E, to‘plamning Cp»r C 0L 0.
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to'plamni £, deb olamiz:
E, ={cy,q0p05...€ Ej}.
Ravshanki, £, c £, E, #@.
Endi £, to‘plam Cpr € 0Ly 0 .o
elementlarining o, laridan iborat to‘plamni olib, uni £, deylik:

F ={o €{0,1,2,..,9} | ¢y, ¢, 5. € Ej}

Bu to‘plam ham chekli va F, # @ bo‘lib, uning eng katta elementi

mavjud:
max £, =¢,. 3)

E, to'plamning LY o DY ¢

ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E, ={cy,¢¢05...€ E}.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida
a=Cy,CCy.iCy..

haqigiy son hosil bo‘ladi.

Endi £ to‘plam va bu a son uchun 1- teorema ikkala shartining
bajarilishini ko‘rsatamiz:

1) Yugoridagi (1) munosabatga ko‘ra Vo, ,o,0,0,...€ £ uchun
o, < ¢, bo‘ladi.
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Agar a, < ¢, bo'lsa, u holda o, 0,... < a bo‘ladi.

Agar o, = ¢, bo‘lsa, u holda ¢,,o,,... € E, bo'lib, (2) munosa-
batga ko'ra «, < ¢, bo‘ladi.

Agar a, < ¢, bo‘lsa, u holda o, ... < a bo‘ladi.

Agar o, = ¢, bo‘lsa, u holda ¢,.«,«,...€ E, bo‘lib, (3) muno-
sabatga ko‘ra «, < ¢, bo‘ladi.

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday » > 0 topiladiki,

(l“=('0.(11=(‘],...0l =_

n-i?

n-| (X" < C"

bo'lib, o,,00,... <a bo‘ladi.

b) ixtiyoriy n 2 0 da a, = ¢, bo'lib, o,,00,...=a bo‘ladi.
Demak, har doim o, ,0,... £ @ munosabat o‘rinli bo‘ladi,

2) a sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

B= B()’BlBZ'“Bn"'
hagiqiy sonni olaylik:
Bo BBy By <,y

U holda shunday » > 0 topiladiki,

Bo =cas By =c1s o By =Cys By <y
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, Vxe E, c £ uchun
x> By, BiBy--By -

bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib, teoremada keltirilgan F to‘plam va a soni uchun
1- teorema ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1- teoremaga
muvofiq to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud va

a = supk

bo‘lishi kelib chigadi. »

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4- teorema. Agar bo‘sh bo‘Imagan to‘plam quyidan chegaralangan
bo‘lsa, uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yugori chegaralari
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘Imasligi ham
mumkin.
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Mashglar

1. Agar Ava B to'plamlar (A c R, B c R) chegaralangan bo‘lib,
A c B bo'lsa,
supA<sup B, inf A2inf B
bo‘lishi isbotlansin.
2. AgarVxe A (Ac R)uchun x <o (oe R) bolsa, supA<a
bo‘lishi isbotlansin.

5-ma’ruza
Hagqiqiy sonlar ustida amallar
1°. Ikki haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Avval aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan, chekli o‘nli
kasrlar ustida bajariladigan amallar va ularning xossalari ma’lum deb

hisoblaymiz.
Aytaylik, ikkita musbat

a=0g,00,;...0,...

b =BosBiBy By

haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda » > 0 bo‘lganda ushbu

’ an
an =00,a]az...a" -_-ao +‘1—0+W ...+’1§,
1
= (@, +1) = N SO ke
an aﬂ?ala2 (an ) aﬂ + lO + 102 + 10"
ratsional sonlar uchun
a,<a<a, (1)
shuningdek,
’_ _ B, | p
by =By: BBy B, =By + —+ ‘1‘05 10",, )
1
"= 1 + & et B+l
b = By, Biy (B +1) = By + 15+ 4k
ratsional sonlar uchun
by <b<bl (1
bo‘ladi.
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Endi (1) va (2) tengsizliklami qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning
yig‘indisi a, + b, lardan iborat {a, + b,} to‘plamni garaymiz. Rav-
shanki, bu to‘plam yugoridan chegaralangan. Unda 4- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra { a, + b, } to‘plamning aniq yuqori chegarasi mav-
jud bo‘ladi.

1-ta’rif. { a, + b} to*plamning aniq yuqori chegarasi a va b haqigiy
sonlar yigindisi deyiladi va a + b kabi belgilanadi:

a+b=supla, +b,}.

n20

(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning
ko‘paytmasi a, - b, lardan iborat {a, - b,} to‘plamni garaymiz. Bu
to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun uning aniq
yugori chegarasi mavjud bo‘ladi.

2- ta’rif. { a, - b, } to‘plamning aniq yuqori chegarasi a va b haqiqiy
sonlar ko ‘paytmasi deyiladi va a - b kabi belgilanadi:

a-b=supla, -b,}.

nz0
(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning
% nisbatidan iborat {%} to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.

n n

3-ta’rif. {Z’j} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b

n

soniga nisbati deyiladi va % kabi belgilanadi:

3 _ supl%
b n>0 b,: .

Aytaylik a va b musbat haqiqiy sonlar bo‘lib, @ > b bo‘Isin.
4- ta’rif. {a, - b,} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi va a — b kabi belgilanadi:
a-b=supla, - b}

n20
Eslatma. 1) Haqigiy sonlar ustida bajariladigan go‘shish,
ko‘paytirish, ayirish va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi
chegarasi orgali ham ta’riflash mumkin.
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Masalan, @ va b haqiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha ta’riflanadi:
a+b =in[1;{a; + b7}
Haqiqgiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o‘rta maktab mate-
matika kursida o‘rganilgan amallarning barcha xossalariga ega.
2°. Haqiqiy sonning darajasi. Avval haqiqiy sonning 0- hamda
n- darajalari (ne N) quyidagicha
a() = l,
a"=a-a-...-.a, (ne N)
aee ... c
n Ta
aniglanishini ta’kidlaymiz.
Teorema (isbotsiz). Faraz gilaylik, @ > 0 va ne N bo‘lsin. U holda
shunday yagona musbat x soni topiladiki,
xX"=a
bo‘ladi.
5- ta’rif. Musbat hagqigiy a sonining # darajali ildizi deb, ushbu
X" = a
tenglikni gqanoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
i

x =%a =a
kabi belgilanadi.
Aytaylik, @ musbat haqigiy son, » esa musbat ratsional son bo‘lsin:

m
a>0, r=—, m,ne N,
n

Bu holda a sonining r- darajasi quyidagicha
1
a = (am ),,
kabi aniglanadi.

6- ta’rif. Faraz gilaylik, @ > 1, b > 0 haqiqiy sonlar berilgan
bo‘lsin, a sonining b- darajasi deb ushbu {a"} to‘plamning aniq
yuqori chegarasiga aytiladi:

a” = Sup{ab;' }, bunda b,, :B[], Bl, I327 ey Bna b= BU: Bls BZ’ ke | Bn! s

n>0

3°. Hagqigiy sonning absolut giymati. Aytaylik, xe R son berilgan
bo‘Isin. Ushbu
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% agar x 20 bo'lsa,
" ]-x, agar x <0 bo'lsa

miqdor x sonining absolut giymati deyiladi.
Hagqiqiy sonning absolut giymati quyidagi xossalarga ega:
1) x € Rson uchun

x| >0, |x|=|-x], x<|x|, —x<|x]
munosabatlar o‘rinli.
2) Xl<ae -a<x<a,
x|<ae-as<x<a, (a>0).
3) xe R, y € Rsonlar uchun
x+ ¥ < x|+ Y],
= y| 2 x| -y,
x - yi=Ix]- [y,

x|
=T (,V # 0)
vl

X

y

bo‘ladi.

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolut giymati ta’rifidan
kelib chiqgadi. Ulardan birini, masalan, |x +y|< [x]+\yj bo‘lishini
isbotlaymiz.

« Aytaylik, x + y > 0 bo‘lsin. Unda |x +y|=x+y bo‘ladi.

x <|x|, y <|y| bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

Ix+y|=x+y<|x|+|y.

Endi x +y < 0 bo‘lsin.

U holda |x + y| = =(x + y) = (-x) + (-y) boladi. —x <|x|, -y <|y|
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

Ix +y|=(-x)+(=y) <|x|+|y|. »
1- misol. Ushbu
Bx -1 <]2x =1 +[x] )

tengsizlik x ning qanday giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?
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« Sonning absolut giymati xossasidan foydalanib topamiz:
3x—-1L=12x-D+x.<2x -1+ x].

Demak. (3) tengsizlik ixtiyoriy x € R uchun o'‘rinli bo‘ladi.

Barcha manfiy bo‘lmagan hagqigiy sonlar to‘plamini R, bilan
belgilaylik. Ravshanki, R, ¢ R.

Har bir x € R hagqiqiy songa uning absolut giymati | x| ni mos
qo‘yish bilan ushbu

fix—>ix (f:R—-R)

akslantirishga ega bo‘lamiz.

Demak. haqiqiy sonning absolut giymati R to‘plamni R, to‘plam-
ga akslantirish deb qaralishi mumkin.

Ixtiyoriy x € R, ye R sonlarni olaylik. Ushbu

|x = y|
migdor x va y nugqtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x, y) kabi
belgilanadi:
d(X,J’) = !x_y-'

Masofa quyidagi xossalarga ega:

) d(x.y)20 va d(x,y)=0=x=y,

2) d(x.y)=d(y.x);

3) d(x.2) sd(x,y)+d(y.2). (z€ R).

4°. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. Ixtiyoriy x > —1
(x € R) hamda ixtivoriy » € N uchun ushbu

(I+x)" 21+nx 4)

tengsizlik o‘rinli.

« Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.

Ravshanki, » = | da (4) tengsizlik (tasdiq) o‘rinli bo‘ladi:

Il+x=1+x

Endi n € N da (4) munosabat o‘rinli deb, uni #» + 1 uchun ham
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini
1+x ga ko‘paytirib topamiz:

A+xy' 2(l+nx)-(1+x)=1+(n+Dx+n 21 +(n+)x

Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriy ne N
uchun o‘rinli bo‘ladi. P
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(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma’lumki, a e R, he Rda

(a+b) =a’ +2ab+ b,
(a+b) =a° +3a*h+3ab* + b

bo‘ladi. Umuman, ixtiyoriy n € N da

(a+b)' =C)-a"+Cla"" b+ .. +Ck.a"* bk + ..+

+Clab" + G b =) Cha R b (5)
k=0
bo‘ladi, bunda
C? =1
Ch= "D o 2 3k, k=12,

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

« Ravshanki, n=1 da C'-a+C) -bh=a+bh. Demak, bu holda
(5) tenglik o‘rinli. Endi (5) tenglik » uchun o‘rinli bo‘lsin deb, uni
n+1 uchun ham o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (5) tenglikning har
ikki tomonini a+b ga ko‘paytirib topamiz:

n
((1 + b)n+l — an+l T Z (C'I’c + C’I’c-l ) . an+l—k »bk + bn+l_
k=1

Ravshanki,
P k-1 _ n(n=1)..(n—-(k-2))
_ n(ntD)((ne D=1 (D) ~(k=1)) Ck
= k! = M+l

Demak,

n+l

(a+ b)n+1 - an+l +ZCII’<+I ‘am—I-k ‘bk + bml =Z C:H _an+l—k . bk
k=l k=0
bo‘ladi. Bu esa (5) tenglik #+1 bo‘lganda ham bajarilishini ko‘rsatadi.»

Odatda, (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.
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5°. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri. Ma'lumki, ushbu
{xe R: a<x<b}=]a.b]

to'plam segmenr deb ataladi. .

Aytaylik. [a,, b,] va |a,, b,| segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar

la, . bl clay. by

bo'lsa, [a,, b,| segment |a,, b,| segmentning ichiga joylashgan deyiladi.
Bu holda a, € a, < b, <bh bo'ladi.

7- ta’rif. Agar

la. &1 la.b ) . la,. 5,1 (6)
segmentlar ketma-ketligi quyidagi
la.b]2la.b]>...0la,.b,]1> ...
munosabatda, ya’ni Vae N da
Ian ’bn ] > Ia'n+l ’bml I

bo‘lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.

Teorema. Aytaylik,

la, .1, &5 1. ....1a,.5,1. ...

segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:

l) vn S N: lan ’bn ] ) [arH-] ’bll+| ];

2) Ve>0, 3nye N, n>ny b, —a, <€ bo'lsin.
U holda shunday ce R mavjud bo‘ladiki, ce€ la,.b,]. (n=1,2,3,..)
bo‘lib, bunday ¢ yagona bo‘ladi.

« Teoremada qaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich
jovlashgan segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda

ushbu
a <ay;<ay<..sa,<b,<bh,_ <...<£h < h

munosabat bajariladi.

Endi a,, a, ..., a, sonlaridan tashkil topgan

E :{a],az,..., a"}

to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamning yuqoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.

Agar n < mbo'lsa, {a,. b, ]cla,.b,] bo'lib, a, <a, <b, <8b,,
ya’'ni a, < b, bo‘ladi.
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Agar h>m bo‘lsa, Ian* bn] < |am' bm I bolib. a, s a, < bn s bm"
ya'ni a, < b,, bo'ladi.
Aniq yuqori chegara haqidagi teoremaga ko'ra
supE£=c¢ (ce R)
mavjud bo‘ladi.
To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga binoan
Vn< Ndaa,<c vaVm< Ndac<b, boladi.
Demak,
Va< Ndace |la, b,
Agar shu nugtadan fargli va barcha segmentlarga tegishli
¢’ (c'ela,.b,],Vne N) mavjud deb garaladigan bo‘lsa, unda
b,-a,2lc-c[>0
bo‘lib, bu teoremaning 2- shartiga zid bo‘ladi. Demak, ¢ = ¢’. P
Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri
deyilib. u haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liglik) xossasini
ifodalaydi.

Mashglar

1. Ixtiyoriy x,, x,, ..., x, hagiqgiy sonlar uchun
X+ + .+, S x|+ x|+ + x|
bo‘lishi isbotlansin.
2. Ikki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib, ushbu
a+b=b+a, a+a=2a
tengliklar isbotlansin.
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2-BOB
SONLAR KETMA-KETLIGI UCHUN
LIMITLAR NAZARIYASI

6- ma’ruza
Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

1°. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy
E to‘plamni F to‘plamga akslantirish:
fE—>F

tushunchasi bilan tanishgan edik.
Endi E=N, F=R deb, har bir natural n songa biror haqiqiy x,

sonini mos qo‘yuvchi
finox,. (n=1.2.3,.) )]
akslantirishni garaymiz.
I- ta’rif. (1)- akslantirishning akslaridan iborat ushbu
X5 Xy 0 X30 eeey Xy oon )
to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x,} yoki x, kabi belgilanadi.
x, (n=1, 2, 3, ...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
Masalan,
1. 11 1
1 x, = b 1, 30 30 g
2) x,=(-D": -1, 1, -1, .., (=D, ...
D x =t 1, V2, B, .. Un. .
Hhx,=1:1 L1, .., L

5) 0,3; 0,33; 0,333; ...; 0,333..3; ..

N —
nta

lar sonlar ketma-ketliklaridir.

Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x, (n =1, 2, 3,...) uchun x, < M tengsizlik bajarilsa (ya’ni
AM,V¥ne N : x, <M bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik yugqoridan chega-

ralangan deyiladi.
37

www.ziyouz.com kutubxonasi



3- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x, (n =1, 2, 3,..)) uchun x, > m tengsizlik bajarilsa (ya’'ni
dm.Vne N: x, 2m bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan chegara-
langan deyiladi.

4- ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan. ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa (ya’ni 3m, M, Vne N: m<x, <M bo'lsa),
{x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

1- misol. Ushbu

n
= — . n=].2,3,---
X, = ( s oen)

ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
<« Ravshanki, V# < N uchun

n
X, =-—-—>0
" 44n?
bo‘ladi. Demak, garalayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.

Ma’lumki,
0<(n-2Y =n* -4n+4
bo‘lib, undan 4 < 4 + »?, ya’ni
n_ 1
44> ~ 4
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yuqgoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan.
5-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun
YMeR, 3nye N: x,, >M
bo‘lsa, ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan deyiladi.
2°. Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, 2 e R son hamda

ixtiyoriy musbat € son berilgan bo‘lsin.
6- ta’rif. Ushbu

U(a)={xe Rla—e<x<a+e}=(a—-g,a+¢)

to‘plam a nugtaning - atrofi deyiladi.
Faraz gilaylik {x,} ketma-ketlik va a € R soni berilgan bo‘lsin.
7-ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son olinganda ham shunday n, natural
soni mavjud bo‘lsaki, n > n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun
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x, —al<e 3)
tengsizlik bajarilsa, (ya’ni
ve>0, dnpe N, Va>ny:|x,—al<e
bo‘lsa), a son {x,} kenma-ketlikning limiti deyiladi va

a=Ilimx, yoki n—e dax, —a

kabi belgilanadi.
Ravshanki, yuqoridagi (3) tengsizlik uchun

|x, —al<e > a-e<x, <a+e,

ya'ni x, € Ug(a), (n>ny) bo'ladi. Shuni e’tiborga olib. ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi.

8- ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy U,(a) atrofi olinganda ham
{x,} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu atrofga
tegishli bo‘lsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki, € ixtiyoriy musbat
son bo‘lib, natural n, soni esa € ga va qaralayotgan ketma-ketlikka
bog'liq ravishda topiladi.

2- misol. Ushbu

x,=c (ce R, n=12.3,.)
ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi.

« Hagigatan ham, bu holda Ve > 0 ga ko'ra 1, = 1 deyilsa, unda
Vn > n, uchun |x, —c| =0 <& bo‘ladi. Demak, lim x, = lime=c.p

n—yeo

3- misol. Ushbu X, = ']1 (n=12,3,..)

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:

lim ' =0,
n—oo 1
. ' 1
<« Ravshanki, |~ 0=
in | n

bo‘lib, % <& (e > 0) tengsizlik barcha #n > i bo‘lganda o‘rinli. Bu holda

SHE
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deyilsa, ([a] — a sonidan katta bo‘Imagan uning butun gismi), unda
Vn > ny uchun

1
-0 <es
in

bo‘ladi. Ta’rifga binoan

im'=0.»

Hoeo N

4- misol. Aytaylik, ae R, |a > 1 bo‘lsin. U holda

lim ! =0
H—roe g
bo‘lishi isbotlansin.
«laj=1+3 deylik. Unda & = —1 > 0 va Bernulli tengsizligiga
ko‘ra

(1+8)" 21+nd>nd

] I
bo‘lib, Vrn e N da P %
. i1 |
bo‘ladi. Demak, 0= <g (e>0)
tengsizlik barcha "> _lg
€
bo‘lganda o‘rinli. Agar ny = [;_%]+I

|
deyilsa, ravshanki, Vn > n, uchun ‘1" - OJ <eg
a

boladi. Demak, im-L=0.p

n—es g

5- misol. Ushbu x, = ;% (n=1,2,3,...) ketma-ketlikning limiti

1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
<« Ixtiyoriy € > 0 son olamiz. So‘ng ushbu

Ix, ~lj<e
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tengsizlikni garaymiz. Ravshanki,
' n ‘_
x, —1 = el 1l =
Unda yugoridagi tengsizlik
" o<e
n+l
ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan
n> L ]
£

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak. limit ta’rifidagi nee N sifatida
ny = [l — l] +1 olinsa (e > 0 ga ko‘ra nye N topilib), Vn > ny uchun

'x, —1 <& bo‘ladi. Bu esa

. h
im-~ =1
Hoeo N+]

bo‘lishini bildiradi. P
6- misol. Faraz qilaylik, ac R, | a| > 1 va ae R bo‘lsin. U holda
o
lim”- =0
n—= g
bo‘lishi isbotlansin.

« Shunday natural k sonni olamizki, k£ 2 c+1 bo'lsin. Endi
]

! 1 i
laj* > 1 bo‘lishini e’tiborga olib, |ak =1+3, ya'ni &= lak -1 >0
deymiz. Unda Bernulli tengsizligiga ko‘ra

jale =(1+8) 21+ nd>nd

n 1
[% P — < P
bo‘lib, Vn e N da o ok
bo‘ladi. Bu holda Hy =[87l_ +1, (¢>0)
€
. n* l n(" nk*l
deyilsa, Vr > n; uchun L _0="—<
T T el Tl

bo‘ladi. Demak, lim % = 0. »

noee g
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7- misol. Ushbu

lim 8" =0
n—e H
tenglik isbotlansin.
<« Ravshanki, Ve € 0 va Yn e N uchun
3
(loi )N
bo‘ladi. Agar 10¢ > 1 bo‘lishini ¢’tiborga olsak, 6- misolga ko‘ra

Oélg'3<s<:>lgn<ns@n<10"€ =
n

i
n—oeda. - -
(10%)"
ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra | soni uchun
n

In, e N, Vo>n,: - - <l
i y (107"

bo‘ladi. Shunday qilib, Vn > n; uchun -lgnﬁ < ¢ bo‘ladi. Demak,

fim " =0. »

n—oo N

8- misol. Ushbu x, =(-1)", (n=1,2,3,..) ketma-ketlikning
limiti mavjud emasligi isbotlansin.
« Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsin.
Unda ta’rifga binoan,
Ve>0, 3nye N, Va>ny:|(-1)' —ale
bo‘ladi.
Ravshanki, » — juft bo‘lganda 'l —a| <¢; » — toq bo‘lganda

(-1)-ai<e, ya'ni 1+a|<e bo‘ladi. Bu tengsizliklardan foyda-
lanib topamiz;
2=|(l-a)+(Q+a)|g|l-a|+|1-al<2e.

Bu tengsizlik € > 1 bo‘lgandagina o‘rinli. Bunday vaziyat ¢ > 0
sonining ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega
emas. b

Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.
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<« Teskarisini faraz gilaylik. {x,} ketma-Ketlik ikkita @ va b (a = b)
limitlarga ega bolsin:
,],Tl x, =a, 'l,iﬂll x, =b. (a=#b)
Limitning ta’rifiga ko‘ra
ve>0, Inye N, Va>n: | x, —ale,
ve>0, Inge N, Vn>nm: |x, —al<e
bo‘ladi.
Agar n, va m sonlarining kattasini # desak, unda Va > n da
X, —a,<g 1x,-b<e
bo‘lib,
x, —al+ x, - b| < 2¢
bo‘ladi.
Ravshanki, @ —-b ='a-x, +x, - b/ < x, -a|+x, - b|.
Demak, Ve > 0 da |a~b < 2¢ bo'lib, undan a = b bo‘lishi kelib
chigadi. P

Mashglar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, ushbu

X, =vA+2~Jn+l
ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar limx, = a, limy, =a bo‘lsa, u holda ushbu
H—re0

n—soe

xla ,V;- X2, J’z, “rvy X”, yns
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar lim x, = a bo‘lsa, u holda

n—yoo
. X +X +...+X
lim 21127 _ 4
n

e

bo‘lishi isbotlansin.
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7-ma’ruza
Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

{x,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘isa, u
yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1°. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsiz-
liklarda limitga o‘tish.

1- teorema. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u chega-
ralangan bo‘ladi.

4 Aytaylik,

limx, =a, (ae R)
bo‘lsin. Limit ta’rifiga ko‘ra
ve>0, dImye N, Vnu>n; |x,-al<e

bo‘ladi. Demak, » > n, uchun

4—€E<X,<da+¢g
bo‘ladi. Agar

max{lﬂ—sia a+e, x), x|, ., x,,ni}=M

deyilsa, u holda Vrn € N uchun
.l < M
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi. »
2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi va

limx, =a

H—yeo
bo‘lib, @ > p (a < q) bo‘lsa, u holda shunday n, € N topiladiki,
Vn > n; bo‘lganda

X, >p (X, <q)
bo‘ladi.
< Aytaylik, limx, =a, a>p, (peR)

H—oo
bo‘lsin. € > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, ¢ < g - p deb qaraymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, Ve >0 uchun, jumladan,
0 < &€ < a - p uchun shunday n, e N topiladiki, Vx> n, bo‘lganda
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|x,~al<ee>—e<x,—a<e
bo‘ladi. Ravshanki,
O<e<a-p= p<a-g,
—£<X,—A<EDA—E<X,.
Bu tengsizliklardan Va > sy bo'‘lganda
XxXn>p
bo'lishi kelib chiqadi. W

(a < g hol uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).
3- teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

1) imx, =a, limy, =b;

e
2) vne N uchun x, <y,. (x, 2¥,)
bo‘lsa, u holda a < b, (a = b) bo'ladi.
« Shartga ko‘ra
limx, =a, limy, =5,
Hoo Hi—ses
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:
ve>0, 3nje N, VYn>nj: |x,—d<e,
Ve>0, 3Infe N, Va>n: |y, -b<e
bo‘ladi.
Agar n, = max{n,ns} deyilsa, unda Vn > n, uchun bir yo‘la
Ix, —al<e, |y,-b<e
tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, Ix, —a<e=a-e<x, <a+g,
v, -bl<eeob-e<y, <b+e

Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2- shartidan foydalanib
topamiz:
a-e<x,<y,<b+e.
Keyingi tengsizliklardan
a-e<b+e, a-b<2e
va Ve > 0 bo‘lgani uchun @ — b <0, ya’ni a < b bo‘lishi kelib chigadi.
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Xuddi shunga o‘xshash, limx, =a, limy, =b hamda Vne N

N —oo h—yeo
uchun x, > y, bo‘lishidan a 2 b tengsizlik kelib chigishi ko‘rsatiladi. »
4- teorema. Agar {x,} va {z,} ketma-Ketlik yaginlashuvchi bo'lib,

1) limx, =a. limz, =a;

H—oa H—oo
2) Vne Nuchun x, <y, <z,
bo‘lsa, u holda {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
limy, =a

bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra

limx, =a, limz, =a.

H—yo0 o0
Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, Impe N, Vu>n : |x, —a<e,
Ve>0, Inge N, Vn>ny: |z,~d<e
bo‘ladi. Agar my, = max{n;, ny} deyilsa, unda Vr > n, uchun
a-€<X,, Z,<d+¢
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning I-shartidan foydalanib topamiz:
a-g<x,sy,$z,<a+e.
Keyingi tengsizliklardan
a-e<y,<a+eg yani |y, -a<e
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

limy, =a.
Nn—oo
Shuni isbotlash talab gilingan edi. »
1- misol. Ushbu lim Un

limit topilsin.
<« Ravshanki, barcha n > 2 bo‘lganda

2n > 1

bo‘ladi. Aytaylik, 2n=1+a,
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bo‘lsin. Unda Un =0 +a, )2 ()

va Jn =(1+a,) boladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
Jn=(+o,) 2l+n-a,>nq,. 2
(1) va (2) munosabatlardan
1

a, < —
NG
I 2
va 1<Q/_I—l<(1+?]
4

tengsizliklar kelib chiqadi. Agar

3
. 1Y
lim[l+-=1] =1
n—)w[ ﬁ)
ekanini e’tiborga olsak, unda 4- teoremaga ko‘ra

lim n =1

n—yoo

bo‘lishini topamiz. »

2- misol. Ushbu lim #fl + ! + ! +..+ !
N—yoo 2 3 n
limit topilsin.
« Ravshanki,

1 1 I 1

| 1 1 1
[+-4-4.+—> -+ +—-+..+-=n =1,
2 3 n n n n n n
l+-l+!+...+l<l+l+l+...+l=n.
2 3 n
Demak, 1<{/1+%+%+.4.+%<('/;.
4- teoremadan foydalanib topamiz:
. 1 1
'111_r)1°1°"1+§+3-+...+;_1.>

2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. Faraz qilaylik,
{x,} hamda {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin:
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(X} XXX, .0, X, ..

{yn}: yl!yZ! y}*"-a yns---
Quyidagi
X 4y, X +Vy, X3+Vi, oo, X, +Y,,
Xy =V X3 =Vas X3 =V3s ey Xy =Yy, -
X Vs Xy Vi, X3 V3 s Xy Yy,

X vl 5o o (W, #0,n=1,2,3,.)

yl bl y2 b y3 4 3 yn bl 2
ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning yig ‘indisi,
ayirmasi, ko ‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

{X”+y"}, {x"—y"}" {xn ‘yn}’ {X"}

on

kabi belgilanadi.
5- teorema. Aytaylik {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,

limx, =a, limy,=b, (ae R, be R)

bo‘lsin. U holda n - e da (c-x,) > c-a;
Xy a

5 5 (b =0); ya’ni

X, +y, s>a+b;, x,-y, oab;

a) Vee R da lim(c-x,)=c-limx,;

H—yeo
b) lim(x, +y,) =limx, +limy,;
H—ro0 "—roo H—yoo
d) lim (xn 'yn) = lim Xn llmyn:
n—rec Nn—roa n—oo
lim x,

e) limX == " (p20) bo'ladi.

n—es Yy lim Yn

N—yoo
Teoremaning tasdiglaridan birining, masalan, d) ning isbotini
keltiramiz.
« Teoremaning shartiga ko‘ra,

limx, =a, limy, =5.
n—roo

nH—eo
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Ravshanki,
Xy - Vn —ab =!X,, Y, —a-y,+ta-y, -b <

o o ‘ (3)
< x, —a;-y,|+laj- 1y, ~b.
{v,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1- teoremaga
ko‘ra chegaralangan bo'ladi:
IM >0, Vae N: ly,|s M.

Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:
ve > 0 berilgan hamda ZL ga ko‘ra shunday n, € N topiladiki,

Vn > ny uchun

€

'x, —a| < 57

£

2(1+[af)

bo‘ladi. Shuningdek, ga ko‘ra shunday n; € N topiladiki,

Yn > ng uchun

y, —b< S
" 2(1+al)
bo‘ladi.
Agar n, = max{ng, nj} deyilsa, unda Vn > n; uchun bir yo‘la

X, —a < 5oy Yy = bl < s @)
M 2(1+]a])

bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

E

2iea)

€
1xn-yn—ab}<m—~M+|a|-

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

limx, -y, =ab

bo‘lishini bildiradi. »
3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar. Faraz qilaylik,
{o,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
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2-ta’rif. Agar {o,} ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni
lima, =0

bo'lsa, {a,} — cheksiz kichik migdor deyiladi.
Masalan,

oy ="!7 va o, =q", (:Q|< 1)

ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.
Aytaylik, {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, uning limiti
a ga teng bo‘lsin:
limx, =a.

U holda «, =x, —a cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. Keyingi
tenglikdan topamiz: x, = a + «a,,. Bundan esa quyidagi muhim xulosa

kelib chiqgadi:

{x,} ketma-ketlikning a (ae R) limitga ega bo‘lishi uchun
o, =X, —a ning cheksiz kichik miqdor bo‘lishi zarur va yetarli.

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita
lemmani isbotlash giyin emas.

1- lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlar yigindisi cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.

2- lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik miqgdor
ko‘paytmasi cheksiz kichik miqgdor bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar har qanday M soni olinganda ham shunday natural
ny soni topilsaki, barcha n > ny uchun

x| > M
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikning /imiti cheksiz deyiladi va
lim x,, =

kabi belgilanadi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, {x,} cheksiz katta
migdor deyiladi. Masalan,
xn = (_l)n -n

ketma-ketlik cheksiz katta migdor bo‘ladi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar orasidagi bog‘la-
nishni ifodalovchi tasdiglarni keltiramiz:
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1) Agar {x,} cheksiz kichik migdor {x, # 0} bo‘lsa, u holda {L}

Xn

cheksiz katta migdor bo‘ladi.

2) Agar {x,} cheksiz katta migdor bo‘lsa, u holda {XL} cheksiz

n

kichik migdor bo‘ladi.
Mashgqlar
1. Agar 'l'l_l‘)l:lu x, =a, a>0 bo‘lsa, u holda
Inye N, Vva>ny: x,>0
bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu limit hisoblansin: fim —2" cos "L .

n—yoo 2n2 -1 2n-1

3.Ushbu  im2"=0, (n!'=1.2-3-...n)

n—e M
limit munosabat isbotlansin.
4. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib,
1) limx, =a, limy, =b;
N —yoe =00

2) Yn e N uchun x, < y,bo‘lsa, u holda a < b bo‘ladimi?
Misollar keltiring.

8- ma’ruza
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

1°. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik, {x,}:
Xy Xy ooy Xy o (1)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Vne N uchun x, < x,,, teng-
sizlik bajarilsa, {x,} — o ‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-
ketlikda Vre N uchun x, < x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} — gqat’y

o‘suvchi ketma-ketlik deyiladi.
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2-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda vne N uchun x, 2 x,,,
tengsizlik bajarilsa, {x,} — kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar
(1) ketma-ketlikda Vae Nuchun x, > x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} —
gat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1- misol. Ushbu

y ol 2 3 4
n n . l 3 2 ki 3 3 e
ketma-ketlik qat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
<« Hagiqgatan ham. berilgan ketma-ketlik uchun

n+l n+2
n = Xeel T

bo‘lib, Vi € N uchun
n+2  n+l 0 -1

X -, = - = -
n+l S | n n(n+l)

bo‘ladi. Unda x,,, < x, bo‘lishi kelib chiqadi. P
Yugoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:
1) agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lsa, u quyidan chegaralan-
gan bo‘ladi;
2) agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yugoridan che-
garalangan bo‘ladi.
O*suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan
monoton ketma-ketliklar deyiladi.
2- misol. Ushbu
2
n
X, e (n=1,2,3,..)
ketma-ketlikning gat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin.
« Bu ketma-ketlikning #- hamda (n+1)- hadlari uchun

n? 1

X, = =]-——,
T oty n+1
_ (n+1)? -1- 1
T e 41 (n+1)2 41
bo‘ladi. Ravshanki,
1 1
—_— <
(n+1)2 n?
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Shu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz:

Xl =1——L>1——1——=x .
" (n+1)2 +1 P+l "

Demak, Vne N uchun x, < x,,,. Bu esa qaralayotgan ketma-
ketlikning gat’iy o‘suvchi bo‘lishini bildiradi. »

2°. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyida monoton ketma-
ketliklarning limiti haqidagi teoremalarni keltiramiz.

1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) o‘suvchi,

2) yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.

4 Aytaylik, {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to‘plamni £ bilan bel-
gilaymiz:

E={x, x5, ., X,, -..}.

Ravshanki, £ yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lib, £ # <.
Unda to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi haqidagi teoremaga
muvofiq, supE mavjud bo‘ladi. Uni a bilan belgilaylik:

supE = a.

Ixtiyoriy € > 0 sonini olaylik. To‘plamning aniq yugori chegarasi
ta’rifiga binoan:

1) Yne N uchun x,<a,

2) 3x, € E, x,, >a-¢
bo‘ladi. Ayni paytda Vn>n, uchun x, 2 x, tengsizlik bajarilib,
x, > a—¢ bn‘ladi.

Natijada Vrn>n, uchun a-e<x, <a+e, ya’'ni |[a-x,[<¢e
bo‘lishini topamiz.

Demak, {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega va

limx, =a=supE. »
n—poa

2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) kamayuvchi,

2) quyidan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.

Bu teorema yuqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.

3- misol. Ushbu X, =20
n
ketma-ketlikning limiti topilsin.
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<« Ravshanki, Vn>1 uchun x, > 0 bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning

X,+) va x, hadlarining nisbatini garaymiz:
Ta o (DLt mel =(L)" <1
Xp o (nel" A (ne)™ n+l

Demak, x,,; < x,. Bundan esa berilgan ketma-ketlikning ka-
mayuvchi ekanligi kelib chigadi.
Ayni paytda Vn=>1 da
0<x, <x
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegara-
langan. 1- teoremaga ko‘ra {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni
a bilan belgilaymiz:

lim 2 =g, (a20).

n—oo

Endi ushbu x, - x,,, ayirmani garaymiz. Bu ayirma uchun

n ”n '
NNV TN
(n+1)” (n+1)"
210 " n
> x” . n n = _xn L_
(n+1)" (n+1)"

Xp = Xnst =Xy =X,

= Xpsi

bo‘lib, undan
Xp 2 2Xp
bo‘lishi kelib chigadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:
limx, 2 2’111_1)11 Xn.q, @22a.

n—yeo

Ravshanki, bu holda a = 0 bo‘ladi.

Demak, lim " = 0. »
N n
3°. e soni. Ushbu
X, =(1+%) . (n=1,2,3,..) (1)

ketma-Kketlikni qaraymiz.

Tasdiq. (1) ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi.

<« Berilgan ketma-ketlikning x,,; hamda x, hadlarining nisbatini
topamiz:
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n+l n n+l .n
x"—*'=(1+7L) :(l+-l-) - _(n2) T
X, n+l

n

B (n:)";“:( n+1)” -

_ nte2n ' n+l 1 i e n+l
- (n+l)2 n | (nel n

(n+])_2 n
Bernulli tengsizligiga ko‘ra:

n+l
[1_< I1)2] >l T
n+

a (n+[)2 n+l
bo‘ladi. Natijada Vre N uchun

X, ntl n
ya’ni x,,, > x, bo‘lishi kelib chigadi. P

Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
<« Ravshanki, £ > 1 uchun

Xpsl o M .n+l_l

K'=1-2-3..(k=1)-k=2.2.2-...-2 =2
bo‘ladi.

Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz

1+ Y cive Loz ! ck. 1
x"= '!‘;" = + "'—n-+ "‘;2-+...+ 4

nx +..+C; %
ST _ 1 n{n-1)..(n-k+1) _
2+ G =2+ 4y - _
k=2 k=2
" 1 1 2 n-1 n 1 ~ l
_2+éﬁ.(1_;)(1—;)...(7)sz Xy <

Demak, Vrne N uchun 0 < x, < 3 bo‘ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

l n
x, = (1 + ;)
ketma-ketlik chekli limitga ega.
3- ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

lim (1 +1) =e,
n—eo ]
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Bu e soni irratsional son bo‘lib,
e=2,718281828459045 ...

bo‘ladi.
Mashgqlar
1 n+l
1. Ushbu X, = (1 + ;)
ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
2
2. Ushbu lim 2
n-3e0 N

limit hisoblansin.

3. Ushbu V3, V2+42, \2+2+42, ..

ketma-ketlikning yaginlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

9- ma’ruza
Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi

1°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano—Veyershtrass teoremasi.
Avtaylik,

(X, b X1y X35 X35 eees Xpps ooe 1)
ketma-ketlik berilgan bo‘Isin. Bu (1) ketma-ketlikning biror n, nomerli
X, hadini olamiz. So‘ngra nomeri n, dan katta bo‘lgan n, nomerli

X, hadini olamiz. Shu usul bilan x,,, x,, va h.k. hadlarni tanlab
olamiz. Natijada nomerlari

B <hy <Hy <..<Hy <.
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu
Xy s X s vy Xy s o Q)

ketma-ketlikni hosil qgiladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi

va { X, } kabi belgilanadi.
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Masalan, 2, 4, 6, 8, ..,
1, 3, 5 7, ..
1, 4, 9, 16, ..

ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4, ..., n, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-
ketliklari,

L L L L
-1, -1 ., -1, .

ketma-ketliklar 1, -1, 1, =1, ..., (<1)™, ... ketma-ketlikning
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turii
gismiy ketma-ketliklari bo‘lishi mumkinligi ko‘rinadi.

1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, uning har
ganday qismiy ketma-ketligi ham shu limitga ega bo‘ladi.

« Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib
chiqgadi. »

Eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limiti mav-
jud bo‘lishidan, berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har
doim ham kelib chiqavermaydi.

Masalan, 1, —1, 1, =1, ..., (-1)"', ... ketma-ketlikning gismiy

ketma-ketliklari
-1, -1, ..., -1, ..

larning limiti bo‘lgan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud
emas.

2- teorema. (Bolsano—Veyershtrass teoremasi.) Har qanday che-
garalangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.

« {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, u chegaralangan bo‘lsin. Bu
holda {x,} ketma-ketlikning barcha hadlari [a, b] da joylashgan deb

garash mumkin: x, € [a, b], n=1,2,3, ..

[a, b] segmentni
a+b a+b
[ 5] 157 )
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segmentlarga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari

joylashganini [a,, b,] deymiz. Ravshanki, [a,, b,] ning uzunligi b;ﬂ ga
teng bo‘ladi. Yuqoridagiga o‘xshash [a,, b,] segmentni

o230 ] [75%0]

segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi

. .. . . .. b-
hadlari bo‘lganini [a,, b,] deymiz. Bunda [a,, 5,) ning uzunligi Tza ga
teng bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

lal’b|i7 [a25b2]’ “ey [ak‘bk]’

segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi
uchun

la,B]>ola, 1> ...0(a,, b 1> ... bollib, k — « da

bk—ak =172;ka—)0

bo‘ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiriga ko‘ra
lima, =limb, =C, (Ce R)
k—ee koo
bo‘ladi.
Endi {x,} ketma-ketlikning [a,, b,] dagi birorta X,, hadini, [a,, b,]
dagi birorta X, hadini va h.k. [a,, b,] dagi birorta X, hadini va

h.k. hadlarini olamiz. Natijada {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil
topgan ushbu

Xpys Xpys woos Xpy s wees (m<n<..<n <..)
gismiy ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlik uchun
ak < x,,k < bk’ (k - 1, 2, ...)

bo‘lib, undan k — - da Xy, — C,ya’ni Pm Xp, = C bo'lishi kelib

chigadi. »

2°. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {x,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin.
58

www.ziyouz.com kutubxonasi



I- ta’rif. Agar har ganday € > 0 olinganda ham shunday natural
n, soni topilsaki, barcha n > n, va m > ny uchun

| x, - x, | <€

tengsizlik bajarilsa (ya’'ni Ve >0, 3ny € N, Vn > ng, Ym>rny | %,-x, | <€
bo‘lsa), {x,} — fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

n
Xp = 1 (n=12,..)

fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.
« Hagigatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

n m

nm ntm 1
n+l  m+l

lxn_xm|= =- l
nm n m

bo‘lib, ve>0 ga ko‘ra #y = [2] +1 deyilsa, vn>n,, Ym>n

bo‘lganda | x, = x, < ot ce bo‘ladi. W
g My

3- teorema. (Koshi teoremasi.) Ketma-ketlikning yaginlashuvchi
bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.
d Zarurligi. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, limx, =a

bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan
ve>0, 3npe N, Va>n: |x,,—a|<§.

Shuningdek, Ym > ny : | x,, —al < % bo‘ladi. Natijada Vn > n,,
Vm > n, uchun
|x, =%, |=|x,—a+a-x,|<|x,-al+|x, -al<e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin:

Ve>0, 3mpe N, Vn>ny, Vm>ny: | x, —x, | <e.
Agar m > n, shartni ganoatlantiruvchi m tayinlansa, unda

|x, —x, |<ee X, —€<X, <X, +¢
bo‘lib, {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chigadi.
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Bolsano—Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan
yaqginlashuvchi qismiy {x, } ketma-ketlikni ajratish mumkin:
lim x, =a.

n—eo

Demak,
ve>0, 3Jkge N, Vk>ky: |x,-al<e
bo‘ladi.
Agar m = n, deyilsa, unda
| x, =x, |<e
bo‘ladi. Keyingi ikki tengsizlikdan

|x, —al=|x, —x,

e X —alS|x, —xp |+ x, —al<2e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, limx, =a. »

3°. Ketma-ketlikning quyi hamda yugqori limitlari. {x} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligining
limiti {x,} ning gismiy limiti deyiladi.
2- ta’rif. {x,} ketma-ketlik gismiy limitlarining eng kattasi berilgan
ketma-ketiikning yugori limiti deyiladi va
lim x,,
n—yoo
kabi belgilanadi.
{x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kichigi berilgan ketma-
ketlikning quyi limiti deyiladi va
lim x,
N—re

kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu {x,}: 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, .. ketma-
ketlikning yuqori limiti

limx, =3,
n—oo

quyi limiti esa
limx, =1
H 300

bo‘ladi. Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari
quyidagicha ham Kkiritilishi mumkin.
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Aytaylik, {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, 4 bu ketma-ketlikning
qismiy limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning
quyi limitini

lim x, = liminf x, =

—o0; {x,} quyidan chegaralanmagan bo‘lsa,
=<inf A; {x,} quyidan chegaralangan va 4 # {+e} bo'lsa,
+o0; A = {4} bo‘lsa

deb olish mumkin.
{x,} ketma-ketlikning yuqori limitini esa
limx, = lim sup x, =
n—yea N

+o0; {x,} yugoridan chegaralanmagan bo‘lsa,
={supA4; {x,} yuqoridan chegaralangan va A # {0} bo'lsa,
—oo; A ={—} bo‘lsa

deb garash mumkin.
Endi quyi hamda yuqori limitlarning xossalarini keltiramiz.
Biror {x,} ketma-ketlik uchun Ilim x, = a bo‘lsin. U holda Ve > 0
olinganda ham: "
1) shunday n;e N topiladiki, Vrn>nyda x, <a+¢g;
2) Vn, e Nuchun € va n, larga bog‘liq shunday n’ > n; topiladiki,
x, > a-¢ bo‘ladi.
Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: Ve > 0 tayin bo‘lganda, birinchi
xossa {x,} ketma-ketlikning fagat chekli sondagi hadlarigina
X, <a+¢g
tengsizlikni qanoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning
X, >a-¢
tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo‘lishini
ifodalaydi.
« Agar {x,} ning cheksiz ko‘p sondagi hadlari a + € dan katta bo‘lsa,
u holda a + ¢ sonidan kichik bo‘lmagan & (b = a + €) ga intiluvchi {x,}

ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi mavjud va bu lim x, = a ga zid.
N—oo
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Demak, a + £ dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli
sondagi hadlari yotadi.
Modomiki, limx, =a
H—roo
ekan, unda {x,} ning qismiy limitlaridan biri @ ga teng:

Iimx, =a.
k—reo i

Limit ta’rifiga ko‘ra bu { x,, } ketma-ketlikning, demak, {x,} ning
ham cheksiz ko‘p sondagi hadlari a — ¢ dan katta bo‘ladi. »

Eslatma. Biror a soni yugoridagi ikki shartni ganoatlantirsa,
u {x,} ketma-ketlikning yuqori limiti bo‘ladi.

Faraz qgilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun

limx, =b
H—yoo

bo‘lsin. U holda Ve > 0 olinganda ham:
1") shunday nye N topiladiki, Vn > nyda x, > b —¢;
2) Vn, > N uchun € va n| larga bog‘liq shunday »” > n, topiladiki,
X, < b+¢ bo‘ladi.
Quyi limitning bu xossasi yugoridagidek isbotlanadi.
Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foyda-

lanib, quyidagi teoremani isbotlash giyin emas.
4- teorema. {x,} ketma-ketlik C limitga ega bo‘lishi uchun

limx, =limx, =C
n—yeo N—oo

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Mashgqlar

1. Har gqanday monoton ketma-ketlik fagat bitta gismiy limitga
ega bo‘lishi isbotlansin.
2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu

X" = al +(12 +---+an
ketma-ketlikning (4, € R, |al<¢*; O<g<l; k=1, 2, .) li-
mitga ega bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu lim(x, +y,) < lim x, + lim y, tengsizlik isbotlansin.
N300 n—yoo H—oo
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3-BOB
FUNKSIYA VA UNING LIMITI

10- ma’ruza
Funksiya tushunchasi

1°. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Biz 2- ma’ruzada £ to‘plamni
F to‘plamga akslantirish

f: ESF
ni o‘rgangan edik.
Endi £ = F, F = R deb olamiz. Unda har bir haqiqiy x songa
biror haqigiy y sonni mos go‘yuvchi

f
f: ES5R(x->y)

akslantirishga kelamiz. Bu esa furnksiya tushunchasiga olib keladi.

Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Shuni e’tiborga olib, funksiya haqidagi dastlabki ma’lu-
motlarni gisgaroq bayon etishni lozim topdik.

Aytaylik, X< R, Yc R to‘plamlar berilgan bo‘lib, x va y
o‘zgaruvchilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye Y.

1-ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga
ko‘ra Y to‘plamdan bitta y son mos qo‘vilgan bo‘lsa, X to‘plamda
funksiya berilgan (aniqlangan) deyiladi va

fix—>y yoki y=f(x)

kabi belgilanadi. Bunda X — funksiyaning aniglanish to ‘plami (sohasi),
Y — funksiyaning o ‘zgarish to‘plami (sohasi); x — erkli o‘zgaruvchi
yoki funksiya argumenti, y esa erksiz o ‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Misollar. 1. X =(—,+), ¥ =(0, +) bo'lib, f qoida

fixoy=xt+l
bo‘lsin. Bu holda har bir x € X ga bitta x2 + 1 € Y mos qo'yilib,
y = xZ + 1

funksivaga ega bo‘lamiz.

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos
qo‘yish natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi

deyilib, u D(x) kabi belgilanadi:
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1, agar x ratsional son bo‘lsa,
0, agar x irratsional son bo‘lsa.

D(x):{

Shunday qilib, y = f(x) funksiya uchta: X to‘plam, Y to‘plam va
har bir x e X ga bitta y € Y ni mos qo‘yuvchi f qoidaning berilishi
bilan aniqglanar ekan.

Faraz qilaylik. y = f(x) funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘Isin.
Xy € X nuqtaga mos keluvchi y, miqdor y = f(x) funksiyaning x = x,
nuqtadagi xususiy qiymati deyiladi va f(x,) = y, kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi
(x, f(x))nuqtalardan iborat ushbu

{(x, FON}={(x, F(0)|xe X, f(x)e Y}
to‘plam y = f(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y=x*-1 (xe X =[-2, 2))
funksiyaning grafigi 1- chizmada tasvirlangan.

Funksiya ta’rifidagi f qoida turlicha bo‘lishi mumkin.

a) Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyi-
ladi. Masalan,

y =+1-x?
funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniqglanish to‘plami
X={xeRl-1<x<l1}=[-1, 1]
bo‘ladi.

Yl} YA

v

I
|
i
L

—1

1- chizina. 2- chizma.
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x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish quyidagi formulalar
yordamida berilgan bo‘lsin:

y=f(X)={

1, agar x >0 bo'lsa,
-1, agar x <0 bo'lsa.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami X = R\ {0} bo‘lib, giymatlar
to‘plami esa ¥ = {—1, 1} bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y = signx kabi
belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda x € X, y e Y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish
jadval orqali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini
kuzatganimizda, ¢, vaqtda havo harorati T}, #, vaqtda havo harorati
T, va h.k. bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

t— vaqt 1 4 L !

n

T — harorat T, T, T, T,

n

Bu jadval ¢ vagt bilan havo harorati T orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydi, bunda ¢ — argument, T esa ¢ ning funksiyasi bo‘ladi.

d) x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri
chiziq orqali ham ifodalanishi mumkin (2- chizma).

Masalan, 2- chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo‘lsin.
Bunda [a, b} segmentdagi har bir nugtadan o‘tkazilgan perpendikular
L chizigni faqat bitta nugtada kessin. Vx e [a, b] nugtadan perpen-
dikular chiqarib, uning L chiziq bilan kesishish nuqtasini topamiz.
Olingan x nuqtaga kesishish nuqtasining ordinatasi y ni mos qo‘yamiz.
Natijada har bir x € [a, b] ga bitta y mos qo‘yilib, funksiya hosil bo‘ladi.
Bunda x bilan y orasidagi bog‘lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytaylik, f,(x) funksiya X| < Rto‘plamda, fy(x) funksiya esa X, < R
to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

Agar: 1) X, = X,;  2) Vxe X, da fi(x) = £,(%)
bo‘lsa, f;(x) hamda f,(x) funksiyalar o‘zaro teng deyiladi va [0)=Ax)
kabi belgilanadi.

2°. Funksiyaning chegaralanganligi. f(x) funksiya X c R to’plamda
berilgan bo‘lsin.

2- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki, Vxe Xuchun
f(x) < M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
Vx e X uchun f(x) > m tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.
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3-ta’rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa, f(x) funksiva X to‘plamda chegara-
langan deyiladi.

2
1-misol. Ushbu f(x) = %, funksiyani qaraylik. Bu funksiya
+Xx
R da chegaralangan bo‘ladi.

2
<« Ravshanki, Vxe Rda f(x)= "% >0.
l+x

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f(x) funksiya uchun

1 x2 1 2
=+ <1+
/) l+x*  14x* 1+x?
bo‘ladi. Endi
2
0<s(x* -1 =x* -2 +1=2x" <x*+1= 3 <1l
xt+1 2

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: f(x) <1+ % = ;

Bu esa f(x) funksiyaning yugoridan chegaralanganligini bildiradi.
Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. »

4- ta’rif. Agar har qanday M > 0 son olinganda ham shunday
X, X nuqta topilsaki,

f)>M
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda yuqoridan chegara-
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. f(x) funksiya X< R
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas 7 (T # 0) son mavjud bo‘Isaki,
Vxe Xuchun

Dx—-TelX x+TelX 2)fx+1)=f(x)
bo‘lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f(x) funksiyaning
davri deyiladi.

Masalan, f(x) = sinx, f(x) = cosx funksiyalar davriy funksiyalar
bo‘lib, ularning davri 2r ga, f(x) = tgx, f(x) = ctgx funksiyalarning
davri esa 7 ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
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a) Agar f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T (T # 0) bo‘lsa,

u holda
T,=nT, (n=%1,£2)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

b) Agar T, va T, sonlar f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda
T\+T,#0hamda T\~ T, (T} T,) sonlar ham f(x) funksiyaning davri
bo‘ladi.

d) Agar f(x) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularning
har birining davri T (T # 0) bo‘lsa, u holda

Fx) 80, f(x)-gk), £(x)-g(). L5, Ek)=0)
funksiyalar ham davriy funksiyalar bo‘lib, 7 son ularning ham davri
bo‘ladi.

2- misol. Ixtiyoriy T (T # 0) ratsional son Dirixle funksiyasi

1, agar x ratsionol son bo‘lsa,
0, agar x irratsionol son bo‘lsa

D(x) = {

ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.

d Aytaylik, T (T = 0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, Vxe R
irratsional son uchun x+7 — irratsional son, Vxe R ratsional son
uchun x+7 ratsional son bo‘ladi. Demak,

1, agar x ratsionol son bo‘lsa,
0, agar x irratsionol son bo'lsa.

D(x+T)={

Shunday qilib, Vx € R, T — ratsional son bo‘lganda
D(x+T)= D(x)
bo‘ladi. P

Ma’lumki, Vxe X (X< R) uchun —-xe X bo‘lsa, X to‘plam
O nugqtaga nisbatan simmetrik to ‘plam deyiladi.

Aytaylik, O nugtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda
f(x) funksiya berilgan bo‘lsin.

6- ta’rif. Agar Vx e X uchun f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa, f(x)
juft funksiva deyiladi. Agar Vxe X uchun f(—x) = —f(x) tenglik
bajarilsa, f(x) tog funksiya deyiladi.

Masalan, f(x) = x+1 — juft funksiya, f(x) = x3+x esa toq funksiya
bo‘ladi. Ushbu f(x) = x?>—x funksiya juft ham emas, toq ham emas.
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Agar f(x) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda
f(x)+8(x), f()-2(x). F(x)-g(x). 1) (s(x)=0)
funksiyalar ham juft bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) toq funksiyalar bo‘lsa, u holda
f(x)+g(x), f(x)-g(x)
funksiyalar toq bo‘ladi,

()-8 £, (5(x)#0)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qiga nisbatan, toq funk-
siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan
bo‘ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya Xe R
to‘plamda berilgan bo‘Isin.

7- ta’rif. Agar Vx,, x, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x,) < f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to ‘plamda o ‘suvchi deyiladi. Agar
VX, X, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x;) < f(x,) tengsizlik bajarilsa,
S (x) funksiya X to‘plamda qat’iy o‘suvchi deyiladi.

8- ta’rif. Agar Vx,, x, € X uchun x; < x, bo‘lganda f(x,) 2 f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X 1o ‘plamda kamayuvchi deyiladi.
Agar Vx;, x, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x,) > f(x,) tengsizlik
bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda qat’iy kamayuvchi deyiladi.

Ofsuvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deyiladi.

3- misol. Ushbu f(x) = ILZ funksiyaning X =1, +e) to‘p-
+X

lamda kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
« [1, +o) da ixtiyoriy x, va x, nugtalarni olib, x;< x, bolsin
deylik. Unda

2
_ _ Xy _ X3 =XI+X1X2—XZ—X2)C12=
F0q) = (x) Lex? e (exd)(1+xd)
_ X-x+xx(xn-x) _ O =x )(1-x;-x3)

(I+x})(1+x3) (+x})(1+x3)
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bo‘ladi. Keyingi tenglikda
X —% <0, 1-x-x, <0
bo‘lishini e’tiborga olib,
f(x)-f(x)>0,

ya'ni f(x)> f(x,) ekanini topamiz. Demak,

X <X = f(x)>f(x).»

Avtaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X< R to‘plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘lib, C = const bo‘lsin. U holda

a) f(x) + C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi;

b) C > 0 bo‘lganda C- f(x) o‘suvchi, C < 0 bo‘lganda C- f(x)
kamayuvchi bo‘ladi.

d) f(x) + g (x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

5°, Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = f(x) funksiya
X < Rto‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyaning qiymatlaridan iborat
to‘plam

Ye={f(x)] xe X}
bo‘lsin.
Faraz gilaylik, biror qoidaga ko‘ra Y, to‘plamdan olingan har bir
y ga X to‘plamdagi bitta x mos qgo‘yilgan bo‘lsin. Bunday moslik
natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y = f(x) ga
nisbatan teskari funksiya deyiladi va x = f~1(y) kabi belgilanadi.

Masalan, y = ; x + 1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya x =2y — 1

bo‘ladi.

Yugorida aytilganlardan y = f(x) da x — argument, y esa x ning
funksiyasi, teskari x = f~!(y) funksiyada y — argument, x esa y ning
funksiyasi bo‘lishi ko‘rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiyada ham argument x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y = g(x).

y = f(x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiya
grafigini 1 va 111 choraklar bissektrisasi atrofida 180" ga aylantirish
natijasida hosil bo‘ladi.

Aytaylik, ¥, to‘plamda u = F(y) funksiya berilgan bo‘lsin. Natijada
X to‘plamdan ‘olingan har bir x ga ¥, to‘plamda bitta y:

fixoy (y=f(x)
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va Y, to‘plamdagi bunday songa bitta u:

F:y—-u (u=F(y)
son mos qo‘yiladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x songa
bitta ¥ son mos qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: ¥4 = F(f(x)).
Odatda, bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

Mashglar

1. f(x) funksiyaning X < R to‘plamda quyidan chegaralanmaganligi
ta’rifi keltirilsin.

2. O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X < R to‘plamda berilgan
har qanday f(x) funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalanishi isbotlansin.

3. Ushbu f(x)= % funksiyaning X = [0, +eo] to‘plamda
X"+
kamayuvchi ekani isbotlansin.

4. Agar f(x) = .1.__‘; bo'lsa, £(f(f(x))) topilsin.

11- ma’ruza
Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar haqidagi asosiy ma’lu-
motlarni bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu

y=ay+ax+ax’ +..+a,_x"" +a,x"
ko‘rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
ay,4ay,...,a, — o‘zgarmas sonlar, ne N. Bu funksiya R = (—ee, +eo) da
aniglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

a) Chizigli funksiya. Bu funksiya

y=ax+b, (a+0)
ko‘rinishga ega, bunda a, b — o‘zgarmas sonlar.

Chiziqgli funksiya (-, +) da aniglangan a > 0 bo‘lganda o‘suv-
chi, a < 0 bo‘lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to‘g‘ri chizigdan
iborat.
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Yy Yy
a>0, a<aq,
D>0 D>0
o~ X o | X
3- chizma.

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
y=ax? +bx+c, (a#0)
ko‘rinishga ega, bunda a, b, ¢ — o‘zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniglangan bo‘lib, uning grafigi parabolani
ifodalaydi.
Ravshanki,
2 b\
y=ax" +bx+c =a(x + 4-) -
2a
Parabolaning tekislikda joylashishi @ hamda D = b* - 4qac larning
ishorasiga bog‘lig bo‘ladi. Masalan, a > 0,D>0vaa<0,D>0
bo‘lganda uning grafigi 3- chizmada tasvirlangan parabolalar ko‘ri-
nishida bo‘ladi.
2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

_ a0+a|x+a2x2+...+a,,x”
- b0+b1x+b2x2+.,.+bmx’*"
ko‘rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda a,, a,,
..., a, va by, by, ..., b, — o‘zgarmas sonlar, ne N, me N. Bu funksiya
X = (—o0, +0o)\{x|by+bx+..+b5,x" =0}
to'plamda aniglangan.

Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proporsional bog‘lanish. U

y =%, (x #0, a = const)

ko‘rinishga ega. Bu funksiya
X = (—2,0) U (0,+) = R\ {0}
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a>0 a<0

4- chizma.
to‘plamda aniqlangan, toq funksiya, a ning ishorasiga qarab funksiya
(~0, O)va (0, +e<) oraliglarning har birida kamayuvchi yoki o‘suvchi
bo‘ladi (4- chizma).
b) Kasr chizigli funksiya. U ushbu
_ax+b
T ox+d
ko‘rinishga ega. Bu funksiya
X = R\{—g}, (c #0)
to‘plamda aniglangan.

ax+b _ bc-ad . |
cx+d o2 d

Ravshanki, y= + %

Demak, y= xa

Uning grafigini y = % funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
3°. Darajali funksiya. Ushbu
y=x4 (x20)

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi.

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami a ga bog‘liq. Darajali funksiya
(0, +) da a > 0 bo‘lganda o‘suvchi, a < 0 bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi. y = x“ funksiya grafigi tekislikning (0, 0) va (1, 1) nugtalaridan
o‘tadi.
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4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu
y=a

ko‘rinishdagi funksiya ko '‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda ae R,
a> 0, a# 1. Ko‘rsatkichli funksiya (—eo, +oc) da aniqglangan, Vxe R da
a > 0; a > 1 bo‘lganda o‘suvchi; 0 < a < 1 bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi.

Xususan, a = e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
y = & funksiya hosil bo‘ladi.

Ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi OX o‘qdan yuqorida joylashgan
va tekislikning (0, 1) nuqtasidan o‘tadi.

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu

y =log,x

ko‘rinishdagi funksiya logarifinik funksiya deyiladi. Bunda a > 0, a # 1.

Logarifmik funksiya (0, +~) da aniglangan, y = &* funksiyaga
nisbatan teskari; @ > 1 bo‘lganda o‘suvchi, 0 < a < ] bo‘lganda
kamayuvchi bo‘ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi OY o‘qning o‘ng tomonida joy-
lashgan va tekislikning (0, 1) nugtasidan o‘tadi.

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=cigx,
y =8ecx, Yy =COsecx

funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.

y =sinx, y =cosx funksiyalar R = (—, +e) da aniglangan,
2n davrli funksiyalar Vx e Rda

~-I<sinx <1, -1<cosx<1

bo‘ladi. Ushbu y = tgx funksiya
X = R\{xe Rix=(Qk+DE; k=0,¢1,¢2,...}

to‘plamda aniglangan = davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funksiyalar
sinx, cosx, tgx lar orqali quyidagicha ifodalanadi:

1 1 1
ctgx=—, seCx=-——, COSECX = —.
g x cos x sin x

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichli y = ¢* funksiya yordamida
tuzilgan ushbu
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eX—e % eX+e ¥

2 27 eXipeX) XX

funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,
giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular
quyidagicha

e —e7* eX+e”* e¥—e7* e*+e ¥
chx = , thx= , Cthx=
X -X X X

2 2 e* +e e* —e”

shx =

kabi belgilanadi.

8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y = sinx funksiya
R da aniqlangan va uning giymatlari to‘plami

Y, ={-1, 1]
bo‘ladi.
T T ¢ =[-" F

Agar x e [—5, 5] bo‘lsa, u holda X —[ 50 3
to‘plamlarning elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda bo‘ladi.

y = sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya

]va v, =[-1, 1]

y = arcsin x

kabi belgilanadi.

Shunga o‘xshash y =cosx, y =tgx, y = ctgx funksiyalarga nis-
batan teskari funksiyalar mos ravishda

y =arccosx, y =arctgx, y =arcctgx

kabi belgilanadi.

Ushbu y =arcsinx, y=arccosx, y =arctgx, y =arcctgx,
funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Mashgqlar
1. y = x* funksiya grafigiga ko‘ra y = ax? + bx + ¢ funksiyaning
grafigi chizilsin.
1 . . . ax+b . . .
2. y= X funksiya grafigiga ko‘ra y = oid funksiyaning grafigi
chizilsin.
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12- ma’ruza
Funksiya limiti

1°. To‘plamning limit nuqtasi. Aytaylik, biror X c R to‘plam va
X, € R nuqta berilgan bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy
U.(xp) =(xg —&, x5 +€), (Ve> 0)
atrofida X to‘plamning x, nugtadan farqli kamida bitta nuqtasi, ya’'ni
ve>0, 3xe X, x#xy |x—-Xx|<e¢

bo‘lsa, x, nuqgta X to‘plamning /imit nuqtasi deyiladi.

Misollar. 1. X=[0, 1] to‘plamning har bir nuqtasi shu top-
lamning limit nugtasi bo‘ladi.

2. X = (0, 1) to‘plamning har bir nuqtasi va x, = 0, x = 1 nuqtalar
shu to‘plamning limit nuqtalari bo‘ladi.

1 1 1

3' X—{ls 59 3a 49

4. X=N={1, 2, 3, ..} to‘plam limit nugtaga ega emas.

2- ta’rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy

Ul (xg) =(x5, X9 +€) (U7 (x)=0(x —¢, X)), (Ve>0)
o‘ng atrofida (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nuqtast
bo‘lsa, x, nuqta X to‘plamning o ‘ng (chap) limit nugtasi deyiladi.

3- ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U,(+=)={xe R| x> c}

to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, «+eo» X to‘p-
lamning limit «nugta»si deyiladi.

Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U (-=)={xe R|x<c}

to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nugtasi bo‘lsa, «—co»
X to‘plamning limit «nuqta»si deyiladi.

Keltirilgan ta’rif va misollardan ko*rinadiki, to‘plamning limit nuqtasi
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin ekan.

1- teorema. Agar x, € R nugta Xc R to‘plamning limit nugtasi
bo‘lsa, u holda x, nuqtaning har ganday

U,(xy) =(xy —€, Xy +£), (Ve > 0)

atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nugtalari bo‘ladi.

} to*plamning limit nugtasi x, = 0 bo‘ladi.
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<« Aytaylik, x; nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Teorema
tasdig‘ining teskarisini faraz qilaylik: x, nuqtaning biror Us, (xp)
atrofida X to‘plamning chekli sondagi x,, X3, ..., X, nuqtalarigina
bo‘lsin. U holda
min{|xo - x|, [xg-x | ., [xg-x, |, 8}=8

deb olinsa, x, nuqtaning Us, (xo) atrofida X to‘plamning x, dan
fargli bitta ham nugqtasi bo‘lmaydi. Bu esa x, nuqta X to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lishiga ziddir. »

2- teorema. Agar x, nuqta X c R to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa,
u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x,} topiladiki,

1) Vhe Ndax, e X, x, # x;;
2) n > e dax, - x; bo‘ladi.

< Aytaylik, x, € Rnuqta X c R to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
Unda 1- ta’rifga binoan

Ve>0, 3x,e X, x,2x: |x,-x]|<¢
bo‘ladi. Jumladan,

e=luchun 3x; e X, x; 2x5: [x -x | <],

_1 ) 1

e=1 uchun 3 X | <

_'3 XJE y x;;‘:XO x;-xO <§‘,

1

€=— uchun 3x, e X, x, #x, ]x,,-x01<;
bo‘ladi.

Natijada garalayotgan teoremaning 1- shartini qanoatlantiruvchi
{x,} ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun Vne Nda |x, — x,|< 1/n

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Keyingi munosabatdan esa n — o da X, = X,
kelib chigadi. »

Shuni ta’kidlash lozimki, 2- teoremaning shartlarini qanoatlanti-
ruvchi ketma-ketliklar ko‘plab topiladi.
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2°. Funksiya limiti ta’riflari. Faraz qgilaylik, /(x) funksiva X c R
to‘plamda berilgan bo‘lib, x; nuqta X to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.
X, nugtaga intiluvchi ixtiyoriy {x,}:

Xy X3y wy Xps o (X, € X, X, #Xp)

ketma-ketlikni olib, funksiya giymatlaridan iborat {f(x,)}:
f(x), f(xy), .., f(x,), ..
ketma-ketlikni hosil gilamiz.

4- ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar n — e da x, = x; (x, € X, X, #X)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n — e da f(x,) — b
bo‘lsa, b ga f(x) funksiyaning x, nugtadagi limiti deyiladi va
x> x, da f(x) - b yoki

lim f(x)=25

X—»Xp

kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar n —» o da

X, > Xy (x,€X, x, #x3)va ¥, >% (V,eX, y, #Xy)

bo‘ladigan turli {x,}, {y,} ketma-ketliklar uchun n » e da f(x,) — 4,
f(y,) = b, bo'lib, b #b, bo‘lsa, f(x) funksiya x — x, da limitga
ega emas deyiladi.
2
1- misol. Ushbu f(x)= XT_I—(’
x“-4x

funksiyaning x, = 4 nuqtadagi limiti topilsin.

« Quyidagi {x,}:

limx, =4, (x,#4, n=1,2,...)

ketma-ketlikni olaylik. Unda
) = x,2,—4x,, T X,

bo‘lib, n >~ da f(x,) — 2 bo‘ladi. Demak,

x?-16

lim =
n—e x°-4x

x2-16 _ xp+4

=2.p
2-misol. Ushbu f(x) = sin l funksiyvaning x — 0 dagi limiti

mavjud bo‘lmasligi ko‘rsatilsin.
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<« Ravshanki, » — « da

’ _ 2 ;o o 2
Xn = (4n-1)n =0, X = (4nthn —0
bo‘ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun
fagy =¥ n=n1, pg) = n =

bo‘lib, n — = da
f(x)=-1, f(x) -1

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas. P
5-ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday

& = 8(e) > 0 topilsaki, Vxe X N (Us(x) \ {Xo}) uchun
| fx)-b|<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f (x) funksiyaning x, nugtadagi limiti deyiladi:
xh_)ng f(x)=0b.
Bu ta’rifni gisqacha quyid:':gicha ham aytish mumkin:
Ve>0, 38=35(e) >0, Vxe X N(Us(x) \{xp}), | f(x)-bl<e
bo‘lsa, All_)rgo f(x)=0b.

3-misol. f(x)=C =const (Ce R) bo‘lsin. Bu funksiva uchun

lim f(x)=C
X=X
bo‘ladi.
2
4- misol. Ushbu f(x)= );_11 funksiyaning x, = 1 nuqtadagi li-

miti 2 ga teng ekani ko‘rsatilsin.
4 Ve > 0 soniga ko‘rad=¢ deb olsak, uholda | x - 1| < & (x#1)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x da

2—
X 1_2

3 =|x+1-2|=|x-1|<8=¢

2
bo‘ladi. Demak, lim ' =2. »

xX—xg X-—
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sin x

5- misol. Faraz qilaylik, X = R\ {0} da f(x)= Y bo‘lsin. Bu

funksiva uchun
sin x

lim== =1
x-0 X
bo‘ladi.
<4 Ma’lumki, xe (0, g) uchun

lsinx<1x< lt X
2 ¥ <78
bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, funksiyalarning juftligini hisobga olib,

0<|xl< % da
cosx < F%{ <1
bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

x* X

-7

sin x . X
0<1-% c1-cosx=2sin?Z<2-
X

bo‘lishi kelib chigadi. ’ !
Endi Ve > 0 ni olib, 8= min{e; 1} deyilsa, unda Vx, |x|<3,
x# 0 uchun
0<1-M% ce
bo‘ladi. Demak,

T

x=0 X
6- misol. Ushbu
f(x)=a*, a>0, xe R, % =0
funksiya uchun

lima* =1
x>0

bo‘lishi isbotlansin.
< g > 1 bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda f(x) funksiya gat’iy
o‘suvchi bo‘ladi:

Vx, e R x <x = f(x)< f(x): d'<a*
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Ve > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, # — o« da
1 o
am -1, a " 51
bo‘lib, ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan
I
dne N, Yun>n: a" <l+g,
1
Ime N, Va>n: a"<l-¢

bo‘ladi. Endi n, = max{n, m}, &= ;t;‘ deyilsa, unda

vx, }x—0|<5qm--l<x<i
n y

bo‘lganda
1 1
a™ <a* <a" s l-ge<a* <l+e=ala*-1|<e

bo‘ladi. Demak, !,I_r,% a* =1,

0 < a < 1 bo‘lganda lin?) a* =1 bo‘lishini isbotlash o‘quvchiga
x>

havola etiladi. »
6- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son

topilsaki, Vx e X N(Us(xy) \ {xg}) uchun f(x) > e tengsizlik bajarilsa,
Jf(x) funksiyaning x, nugtadagi limiti +e deb ataladi va

lim f(x) = +oo
X=X
kabi belgilanadi. Masalan,
l
f(x) = I (x #0)

funksiya uchun [im — = too

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x,= +e
nuqta X to‘plamning limit nugqtasi bo‘lsin.
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7- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 topilsaki,
Vx e X, x> & uchun
| f(x)-b|<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, = +e dagi limiti deyiladi
va

lim f(x)=»5

X400

kabi belgilanadi.
7- misol. Aytaylik, X = (0, +oo), xg = +e0, f(x) = i bo‘lsin. U
holda

bo‘ladi.
4 Haqgiqatan ham, Ve > 0 sonni olaylik. Ravshanki, vx > 0
uchun

1 ‘ 1 1
——0l=—<eex>-.
X X €

Demak. 8 = é deyilsa, unda Vx > & uchun

Tl
x 9

Lo

bo‘ladi. »
8- misol. Faraz gilaylik,

f(x):i;;, a>1, me N, X=R

m

bo‘lsin. Unda lim X~ =0
X0 g%

bo‘lishini isbotlaymiz.
« ¢ > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, #n — « da
(n+))™

an

-0

(n+1)™

bo‘ladi. U holda Ve >0, 3ny, Vn>n: -—>"— <& bo'ladi
a
81

www.ziyouz.com kutubxonasi



Agar C = n, deyilsa, unda Vx > C uchun
x™ (x]+D"

=" <= 3

- ax a['xl

m

bo‘ladi (|x]2 m, = C). Demak, lim —- =0.»

Xt g%

9- misol. Ushbu lim (1 + %)x —e

X—r+tee

munosabat isbotlansin.
« Ve > 0 sonni olamiz. Ma’lumki, # — o da

(l +];)" - e,

i n i n+l n+l
(1+—\’ =(l+——) — e
n+l n+l n+2

Limit ta’rifiga binoan,
ve>0, 3nmpe N, Va>n:

1 n ln+l
e_8<(1+ﬁ)’ (1+;) <e+¢

bo‘ladi.
Endi C = n, desak, u holda Vx > C uchun

1 xj lx 1 xRl
e—e<(l+mj <(1+;) <(l+[x]j <e+¢

o 1y
bo‘lib, ‘(1+;) -e<e
X
bo‘ladi. Demak, lim (1 + ;) PN

3°. Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.

3- teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari
ekvivalent ta’riflardir.

« Koshi ta’rifiga ko‘ra b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi
limiti bo‘lsin:
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lim f(x)=5b,

XX

U holda
ve>0, 38>0, Vxe X, |x-x5 <8, x#x,
bo‘lganda
| fx)-b|<e (1)
bo‘ladi. x, nuqta — X to‘plamning limit nuqtasi. Unda 2- teoremaga
ko‘ra {x,} ketma-ketlik topiladiki, n - o da x, > x, (x,#x, n=1,
2, ...) bo‘ladi. Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan

>0, 3nye N, Vn>ny: |x, —x4| <8 2
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan # > n, uchun
f(x,)-bl<e

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa b sonining Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x)
funksiyaning x, nuqtadagi limiti ekanini bildiradi.

Endi b soni Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x) funksiyaning x, nuqtadagi
limiti bo‘lsin. Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi limiti Geyne ta’rifi bo‘yicha b ga teng bo‘lsa ham, Koshi
ta’rifi bo‘yicha limiti bo‘lmasin. Unda biror ¢, > 0 uchun ixtiyoriy
& > 0 son olinganda ham 0 < | x - x, | < & ni gqanoatlantiruvchi biror
X da

| f(x") - bl =g
bo‘ladi.
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {§,} ni olaylik:
n—o dad, >0 (8,>0, n=12,..).

U holda
0<[x,-X[<8, 2| f(x,)-b|zg 3
bo‘ladi. Ammo 9§, — 0 da x, — x;, demak, Geyne ta’rifiga asosan
f(x,)—>b

bo‘ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo‘yicha ham
f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti bo‘ladi. »

4°. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. Aytaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan, x, nuqta X ning chap limit nuqtasi va

(xg =7 X)X, (y>0)
bo‘lsin.
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8- ta’rif. Agar
ve>0, 38>0, Vxe(x -8, x): |f(x)-ble
bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap limiti deyiladi va
b= lim f(x)=f(x-0)

~Xp—
kabi belgilanadi.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan, x, nuqta
X ning o‘ng limit nugtasi va

(x5, X3 +Y)c X, (y>0)
bo‘lsin.
9- ta’rif. Agar
Ve>0, 38>0, Vxe(xy, xg+3): | f(x)-bl<e
bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nugtadagi o‘ng limiti deyiladi va

b= limof(x) = f(xy +0)
XX+

kabi belgilanadi.
Masalan,

1, agar x >0 bo‘lsa,
f(x)=40, agar x =0 bo‘lsa,
-1, agar x <0 bo'lsa
funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti I, chap limiti —1 bo‘ladi.
Mashglar
1. Ushbu
lim f(x) = 4o, lim f(x) = 4o,
Jim £ = Jim (3) ==
limitlarning ta’riflari keltirilsin.
2. Ushbu f(x) = sin; funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas-
ligi isbotlansin.

3. Limit ta’rifidan foydalanib, En} x—l_—l- = oo bo‘lishi isbotlansin.

84

www.ziyouz.com kutubxonasi



4. f(x) funksiya a nugtada b limitga ega bo‘lishi uchun uning shu
nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,
fla+0)= f(a-0)=b

tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lishi isbotlansin.

13- ma’ruza

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Limitning mavjudligi

1°. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga
ega bo‘lgan funksiyalar ham yaginlashuvchi ketma-ketlik singari qator
xossalarga ega.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
Xy € R nugta X ning limit nuqtasi bo‘lsin.

1- xossa. Agar x — x; da f(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.

4 Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda
ketma-ketlik limitining yagonaligidan kelib chigadi. »

2- xossa. Agar

lim f(x) =25, (b— chekli son)
xX—rxQ

bo‘lsa, u holda x, nuqtaning shunday Ug(x;), (8 >0) atrofi topi-
ladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.

<4 Aytaylik, xlim f(x)=b

—Xp
bo‘Isin. Funksiya limiti ta’rifiga binoan
Ve>0, 38>0, Vxe X NWUs(x5) \{x0}) da | f(x)-b]|<e,

ya’ni b —€ < f(x) < b+ ¢ bo‘iadi. Keyingi tengsizliklardan f(x) funk-
siyaning x, nuqtaning U;(x,) atrofida chegaralanganligi kelib chi-
qadi. »

3- xossa. Agar

lim f(x)=5

xX—Xyn

bo‘lib, b < p bo‘lsa, u holda x; nuqtaning shunday Uz(x,) atrofi
topiladiki, bu atrofda
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fx)<p
bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra

lim f(x)=b.

X—rXq
Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra € = p — b > 0 uchun shunday

8 > 0 son topiladiki, Vxe X, |x-xp|<3, x # x, uchun
If(x)-bl<e= f(x)<b+e=p
bo‘ladi. Bu esa Vx e Ug(x,) da f(x) < p bo‘lishini bildiradi. »
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X < R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x, € R nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
4- xossa. Agar
lim f(x) =54, lim g(x)=45
X=X X—Xp
bo‘lib, Vx € X da f(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda b, < b,,
ya’'ni

lim f(x) < lim g(x)
X—XQ

X—Xg
bo‘ladi.

<« Aytaylik, xl'_,";'o f(x) =1, xlgg g(x)=b
bo‘lsin.

Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra x, ga intiluvchi ixtiyoriy
X, = Xo, (X, € X, X, #X)
ketma-ketlik uchun
n—oe da f(x,)—>b, g(x,)->b (1)
bo‘ladi.
Ravshanki, Vre N da
f(x,) <g(x,). )
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va

(2) munosabatlardan lim f(x,) < lim g(x,), ya’ni b, < b, bo‘lishini
X—XQ XX
topamiz. »
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5- xossa. Faraz qilaylik,

lim f(x) =8, xlggng(X)=bz~ (. b, e R)

XXy

limitlar mavjud bo‘lsin. U holda
a) Vee R da lim(c- f(x))=c- lim f(x);
X—Xp X=Xy

b) lim (f(x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x);
X=Xy X=Xy X=X

d) lim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x);
XX xX—Xxq X=Xy

lim f(x)

e) agar b, # 0 bo'lsa, lim Jx) _ xom bo‘ladi.
- xox g(x)  lim g(x)
X=X

Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik
amallar bajarilishi hagidagi ma’lumotlardan kelib chigadi.

x+3x24x3+. 4x"—n

x-1

1- misol. Ushbu lin}

limit hisoblansin.
« Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

_)£+_)§_2+x3 +.4+X"—n — lim (x=D+( X =D+( X =1)+..+( ¥ -1) _

lim
x5l x-1 x>l x-1
— lim =D)L+ D)+ + x4 D+ (X X024 e )
- x-l x-1 -
=1+2+3+...+n= "(—';Ll—) | 4
2- misol. Ushbu lim 1299
x>0 x

limit hisoblansin.
« Ma’lumki, 1- cosx = 2sin? 325 Shuni hisobga olib topamiz:

2

.2 X X
2sin? 2 | sins
21 _

. l-cosx .
hm—T-:hm— 5 —£
x-0 x x=0 X x>0 2 X

2
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X . X
1 ] Sll’li . sm2— 1
=_-llim _<-lim--%|==.»
2 |xs0 X x-0 X 2
2 2

2°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, (xy —v, %)< X bo‘lsin (y > 0).

Ravshanki, x, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u
yugoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nugtada

Iim  f(x)

x—xp -0
limitga ega bo‘ladi.
4 f(x) funksiya qivmatlaridan iborat bo‘igan ushbu

F={fx)|xe X n{x<x}}
to‘plamni garaymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to‘plam yugoridan
chegaralangan bo‘ladi. U holda to‘plamning aniq chegarasining
mavjudligi hagidagi teoremaga ko‘ra Fto‘plam aniq yuqori chegaraga
ega. Uni b bilan belgilaymiz:
supF = b.

Endi, xljgl_of (x) = b bo‘lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara
ta’rifiga ko‘ra:

1) Vxe X n{x < xg}uchun f(x) < b;

2) e Xn{x<x}, x"<xp: f(X")>b-g, (Ve>0) boladi.

Agar § = x, —x" > 0 deyilsa, unda Vxe (% -8, x)n(x%-v, X)
uchun

b-e<f(x")<f(x)<b<b+e
bo‘lib,
f(x)-bl<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa
lim f(x)=54
x-xp-0

ekanini bildiradi. P
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Xuddi shunga o‘xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.

Aytaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(%, Xp +7v) < X bo'lsin (y > 0). Ravshanki, x,e R nugta X to‘p-
lamning limit nuqtasi bo‘ladi.

2- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi bo‘lib,
u quyidan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nuqtada

lim f(x)

X—>xn+0

limitga ega bo‘ladi.

Endi funksiya limitining mavjudligi hagidagi umumiy teoremani
keltiramiz.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, € R nugta X to‘plamning limit nugqtasi bo‘lsin.

I1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday &> 0 son topilsaki,

xe X n(Us (%) \{x0}), Yve XA (Us(x)\{x})
lar uchun
lf - f)l<e (D

tengsizlik bajarilsa, f(x) uchun x, nuqtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.

3- misol. Ushbu f(x) = xsini funksiya uchun x, = 0 nuqtada
Koshi sharti bajariladi.

<4 Haqgiqatan ham, Ve > 0 songa ko‘ra § = % deyilsa, u holda

Vxe XNU (0)\{0}), Vye X N(U,(0)\{0})
2 2

lar uchun (ya’ni |x| < 8, |y|< & uchun)

| o o1 .1
_ = 1 li< 2 i<
| f(x)-F()| Ixsmx ysmy|_|x5mx|+1ysmy|_
€ €
< tiE L
_lx[+|y|<2+2 £
bo‘ladi. »

3- teorema. (Koshi teoremasi.) f(x) funksiya x, nugtada chekli
limitga ega bo‘lishi uchun bu funksiya x, nugtada Koshi shartini
bajarishi zarur va yetarli.
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« Zarurligi. f(x) funksiya x, nuqgtada chekli limitga ega bo‘lsin:
lim f(x)=b.

X—Xq

Limit ta’rifiga binoan:
ve>0, 38>0, Vxe X n(Us(x)\{x}) uchun

| f(x)=b) <3 @
bo‘ladi. Shuningdek, Vye XN (Us(xp)\{x,}) uchun ham
| f=b)1<3 3)

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan

f()-f ) slf(x)-bj+b-f(¥)i<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, f(x) funksiya uchun (1) shart bajarilsin. x,
nugtaga intiluvchi ikkita

x, > X% (x,#x, n=12,..), x,eX,
Vo =2 Xy (Vo 2Xy, n=12,..), y,eX
ketma-ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu

X1y Vis X35 Vau oo Xps Vus -

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Ravshanki, z,
ketma-ketlik uchun

oo X (22X, n=1,2,..), z,e X
bo‘ladi. Teorema shartiga binoan Ve > 0 soniga ko‘ra 8 > 0 sonni
olamiz. Modomiki, n — o da z, — x, ekan, unda limit ta’rifiga
ko‘ra:

§>0, Ampe N, Vn>ny: |z, — x| <€

bo‘ladi. Binobarin, Vm > n,, Vn > n, uchun

f (zm) = S (20) <&

tengsizlik bajariladi. Bundan f(z,) ketma-ketlikning fyndamental
ekanligi kelib chigadi. Demak, f(z,) ketma-ketlik yaginlashyvchi:

n—eda f(z,)> b
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U holda f(x,}— b, f(¥,)— b bo'lib, funksiya limitining Geyne
ta’rifiga binoan
lim f(x)=b

XX

bo‘ladi. »
3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, o(x)
hamda B(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, X, € Rnuqta
X to*plamning limit nugqtasi bo‘lsin.
2- ta’rif. Agar lim a(x)=0
XXy
bo‘lsa, o(x) funksiya x — x, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, x - 0 da a(x) = sinx funksiya cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi.
3-ta’rif. Agar lim B(x) = oo
XXy
bo‘lsa. B(x) funksiya x — x, da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, x - 0 da B(x) =£ funksiya cheksiz katta funksiya

bo‘ladi.

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik
hamda cheksiz katta miqdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz
kichik funksiya bo‘ladi.

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

3) Agar a(x) (a(x) # 0) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa,
cheksiz katta funksiya bo‘ladi.
4) Agar B(x) cheksiz katta funksiya bo‘lsa

I
a(x)

L cheksiz kichik

> B(x)
funksiya bo‘ladi.
Mashgqlar
. x"
1. Ushbu lim ——
n—yee |4+ x
limit bilan aniqlanadigan funksiya topilsin.
2. Ushbu lim sin(rnvr? +1) limit hisoblansin.
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14- ma’ruza
Funksiyalarni taqqoslash
1°. «O» va «o» belgilar, ularning xossalari. Faraz qgilaylik, f(x)
va g(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nugta X to‘p-

lamning limit nugtasi bo‘lsin.
I1- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas C > 0 soni va shunday & > 0

son topilsaki, Vxe X N(Us(x) \ {xy}) uchun
I£ ()| < C lg(x)]
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
3Ce R,, 38>0, Vxe X N(Us(x) \{x}): |£(x)] < C lg(x)|
bo‘lsa, x — x, da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegara-
langan deyiladi va f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.
Agar
3Ce R, 3de R.. Vx. |x|>d: | f(x)|<Clg(x)]
bo‘lsa, x — xp=o= da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chega-
ralangan deyiladi va yugoridagidek f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.
Masalan, x — 0 da x? = O(x) bo‘ladi, chunki xe(—1, 1) da
x| < Ixl.
Agar f(x) funksiya x, nugta atrofida chegaralangan bo‘lsa,

x — X, da f(x) = 0(1) kabi yoziladi.

«O» ning xossalari:

1) Agar e ™
bo‘lsa, x — x; da f(x) = 0(g(x)) bo‘ladi.

2) Agar x > x, da f(x) = 0(g(x)) va g(x) = O(h(x)) bo‘lsa, u
holda x - x, da f(x)=0(h(x)) bo‘ladi. Demak, x — x, da
0(0(h(x))) = O(h(x)).

3) Agar x — X, Qa f(x) = 0(g(x)) va h(x) = 0(g(x)) bolsa, u
holda x — x, da f(x)+ h(x) = 0(g(x)) bo'ladi.

4) Agar x > xy da £ (x) = 0(g(x)) va f,(x) = 0(g,(x)) bo’l-
sa, u holda x - x, da f,(x)- f,(x)=0(g (x)g(x)) bo‘ladi.
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2- ta’rif. Agar har ganday € > 0 son olinganda ham shunday & > 0

son topilsaki,
Vxe X NW;s(x5)\{x})
uchun
| f(x)| <elg(x)]

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

Ve>0, 38>0, Vxe XNWs0q) \{xo): [ f(x)|<selglx)]
bo‘lsa, x — x, da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan yugori tartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi va f(x)=o0(g(x)) yoki f =o(g)
kabi belgilanadi.

«0» ning xossalari:

1) Agar x — x, da f =o0(g) bo‘lsa, uholda x - x; da f = 0(g)
bo‘ladi.

2) Agar x — xo da f =o0(g), g = o(h) bo‘lsa, uholda x — x, da
[ =o(h) bo‘ladi. Demak, o(o(k)) = o(h).

3) Agar x — xy da f; = o(g), f, = o(g) bo'lsa, uholda x — x, da
fi + 5 =o(g) bo'ladi.

4 Agar x - x,da f; =o(g), f, = 0(g,) bolsa, uholda x — x, da
h - f =0(g - &) bo‘ladi. Demak, o(g,)-0(g,) =o(g, - g,).

2°. Funksiyalarning ekvivalentligi. Autaylik, f(x) va g(x) funksiyalari
X c Rto‘plamda berilgan bo'lib, x, nuqgta X to‘plamning limit nugqtasi
bo‘Isin.

3-ta’rif. x - x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x # x, da g(x) = 0)
uchun

lim £ =y
x-xy 8(x)
bo‘lsa, x — x; da f(x) va g(x) ekvivalent funksiyalar deyiladi va
f(x) ~ g(x) (x = x;) kabi belgilanadi.
Masalan, x — 0 da f(x) = sinx va g(x) = x funksiyalar ekvivalent
funksiyalar bo‘ladi: sinx ~ x (x — 0).
1- teorema. x — x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x= x, da g(x) # 0)
ekvivalent bo‘lishi uchun
g(x) - f(x) = o(g(x))
tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.
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o Zarurligi. x - x, da f(x) ~ g (x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan
f () _
quo g(x)
bo‘lib, undan
lim [1 f(x)] lim 8)-/(x) _ 0
XX (x) XXy g(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, g(x) - f(x) = o(g(x)).
Yetarliligi. x - x, da g(x) - f(x) = 0(g(x)) bo‘lsin. U holda
x — x; da

_f(x) _ g(x)-f(x) _ o(g(x))

gx)  g(x) g(x)

bo‘lib, undan

lim [l_f(X)] fim 0=/ _
XX g(x) X=Xy g(x)

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
f(x)
li =1,
x]—»n;lﬂ g(x)

ya’'ni f(x) ~ g (x) ekanini bildiradi. >
«~» ning xossalari:

1) Har qanday funksiya uchun x — x; da f(x) ~ f(x) bo‘ladi.
2) Agar x — x, da f(x) ~ g(x), g(x) ~ h(x) bo‘lsa, x — x; da
f(x) ~ h(x) bo‘ladi.
3) Agar x — x; da f(x) ~ g (%), f,(x) ~ g&(x) bolsa, x - x, da
£ - f(x) ~ g1(x) - g,(x) bo‘ladi.
3°. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Autaylik,
m L&)

x—wq) g (x
bo‘lsin. Unda x — x, da f(x) ~ ¢g,(x) bo'lib,
f(x) =g (x)+o(g (x))

bo‘ladi. Bu holda c,g,(x) funksiya x — x, da f(x) funksiyaning bosh
gismi deyiladi.

=¢ =const # 0
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Faraz qilaylik, x - x, da ¢,g,(x) (¢, = const # 0) funksiya

S (x) ~ ¢,g,(x) ning bosh gismi bo‘lsin. U holda x — x, da
S (x)~ag (x) - e (x)
bo‘lib,
f(x)=cg (x)+cg (x)+ 0(g2 (x))

bo‘ladi.

Bu jarayonni marta takrorlab, x — x, da f(x) funksiyani
quyidagicha yozish mumkin:

f(x)=cg (x)+c8 (x)+...+c,8, (x)+ o(g, (x)) (1)
bunda ¢; # 0 va

gt (X)=0(g (). (i =1,2, .., n).

Odatda, (1) formula x — x, da f(x) funksiyaning asimptotik
yoyilmasi deyiladi.
4°. Ekvivalentlikdan foydalanib, funksiyalarning limitini topish.
Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning
limitini hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.
2- teorema. Agar x — x; da f; (x) ~ f; (x), g (x) ~ g, (x) bo‘~
lib, ushbu
lim 29
x—xy 8 (X)
limit mavjud bo‘lsa, u holda

lim L)
x-x 8 (X)
limit ham mavjud va

lim A _ Jim (%)
xx) £(X)  xox & (x)

bo‘ladi.
< Aytaylik, x - x; da fi(x) ~ f, (x), & (x)~g;(x) bo‘lsin.
Unda ravshanki, x — x, da

fr(x)= H(x)+0(A (x)),
& (x)=g& (x)+o(g (x))
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bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
f(x) _ o A)H(AX)) e A(X)

li lim 2222000 = fim =
6 (X)  xom & () F0(g (X)) xomp & (%)

. —-cos2
Misol. Ushbu lim <220

x—0 X
limit hisoblansin.

. 3x . x
2sin——-sin—

« Ravshanki, lim Cosx_goszx = lim ; 2
x—0 X x-0 X
Endi sin 925 = 7)‘ + 0(x) va sin 2(2_ = ;+ o(x) bo‘lishini e’tiborga
olib, topamiz:
3 1
Zsin3—x~sin)—c (ix“’(")Ii)"f"(")) Ex2+0(x2) 3
lim —2,—2 =2lim \ =2lim4 =
x—0 X x-0 X x—0 X 2
. -sin2x 3
hm COS X—SIn X _ 2
Demak, ame—a 3 >
Mashgqlar

1. Aytaylik, ne N: a, ay,...,a, € R bo'lsin. U holda x — +e da

x"+ax" +ax"? +.. +a,,x+a, =0(x")
bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar x5 xda f(x)-g(x)=0(f(x))

bo‘lsa, x — x, da f(x)-g(x)=0(g(x))
bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar x 5 xgda  fi(x)~ £, (%), & (x)~ g (x)
bo‘lsa, x — x; da
A+ A (x)~ 8 (x)+ & (%),
h(x)-f(x)~ 8 (x)-&(x)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladimi?
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4-BOB

FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA
TEKIS UZLUKSIZLIGI

15- ma’ruza
Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi
1°. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X nuqta X to‘plamning limit

nugtasi bo‘Isin.
1-ta’rif. Agar

m f(x) = £(x) (1)

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiyaning x, nugtada uzluksizligi ushbu

1) lim f(x) = b ning mavjudligi,
X-3Xg

2) b = f(x,) bo‘lishi
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1. Ushbu

F(x)=x*+x* +1
funksiya Vx; € R nugtada uzluksiz bo‘ladi, chunki
}i_,r?o J(x) =X1Lr§10(x4 +x + ) =0 + 4 +1= f(%).
2. Ushbu

1, agar x #0 bo‘lsa,
0, agar x =0 bo‘lsa

f(x) = (signx)? ={
funksiyani qaraylik. Ravshanki, Vx, € R nuqtada xlim f(x)=1
—%)

bo‘ladi. Demak, qaralayotgan funksiya Vx, € R, x # 0 nugtada uzluk-
siz bo‘ladi. Ammo f(0) = 0 bo‘lganligi sababli

lim /(x) # /(0)

bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya x, = 0 nugtada uzluksiz bo‘Imaydi.
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Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan x, funk-
siyaning nuqtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin.

2-ta’rif. Agar

n—e da x, - X, (x,€ X, n=1,2,..)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun
n—oo da f(x,)—> f(x)

bo‘lsa, funksiya x, nuqtada uziuksiz deyiladi.

3- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & = 8(¢) > 0
son topilsaki,

Vxe X NUz(xq)

uchun | f(x)- fixg)l<e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Odatda, x — x, ayirma argument orttirmasi, f(x) — f(x,) esa
funksiya orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ax va Af kabi belgilanadi:

Ax =x—-xy, &f = f(x)— f(xg) = f(xg +Ax) = f(xp)-
Unda funksiya uzluksizligining 1- ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
A =0 @

ko‘rinishga keladi. Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nugtada
vzluksizligi ta’rifi sifatida garash mumkin.

Aytaylik, f(x) funksiya X R to‘plamda berilgan bo‘lib, x;€ X
nugta X to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo‘lsin.

4- ta’rif. Agar

lim f(x)=f(x), ( lim f(x)=/(x))
x—xp+0 x-;_xo_.()
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiya x, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz

bo‘lganda funksiyaning o‘ng (chap) limiti uning x, nuqtadagi giymatiga
teng bo‘ladi:

Sl +0)= f(xy), (f(xg -0)= f(x)).

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya x, nugtada ham o‘ngdan,
ham chapdan bir vaqtda uziuksiz bo‘lsa, funksiya shu nugtada uzluksiz
bo‘lishini topamiz.

98

www.ziyouz.com kutubxonasi



Umuman, f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi, Ve > 0
berilganda ham unga ko‘ra shunday § = §(e) > 0 topilib,

Vxe Us(xg)c X = f(x)e U, (f(x3))

bo‘lishini bildiradi.

5-ta’rif. Agar f(x) funksiya X c R to‘plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

6- ta’rif. X c R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalardan iborat
to‘plam uzluksiz funksiyalar to plami deyiladi va C(X) kabi belgilanadi.

Masalan, f(x)e C[a, b] bo‘lishi, f(x) funksiyaning |a, 5] seg-
mentning har bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni f(x) funksiya (a, b) inter-
valning har bir nugtasida uzluksiz, a nuqtada o‘ngdan, b nuqtada
esa chapdan uzluksiz bo‘lishini bildiradi.

2°. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Misollar. Uzluksiz funk-
siyalarning yig‘indisi, ko‘paytmasi va nisbatining uzluksiz funksiya
bo‘lishi hagidagi tasdiglarni keltiramiz.

1- teorema. f(x) va g(x) funksiyalar Xc R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x, « X nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda:

a) Ve > Rda ¢ - f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi;

b) f(x) + g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

d) f(x) - g(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi;

f(x)

©) 8(x)

<« Teoremaning tasdiglari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega
bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar haqidagi teoremadan
kelib chigadi. Masalan, teoremaning d) tasdig‘i quyidagicha isbotlanadi:

in_)r)rrlo fFx)= f(x), }Lrg 8(x) =g(x) =

, (g(x) = 0) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi.

= lim (£(x)- g(0) = lim /(x)- lim g(x) = /()" &(x). »

1- misol. f(x)=c¢, ce Rbolsin. Unda f(x)e C(R) bo‘ladi.
4 Hagqigatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra § = ¢ deyilsa, u holda
VX, [x-x|<8: | f(x)-flx)|=|lc-c|=0<e
bo‘ladi.
2-misol. f(x)=x, xe Rbolsa, uholda f(x)e C(R) bo‘ladi.
4 Hagigatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra § =¢ deyilsa, u holda
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vx, 1x—x0|<8:l|f(x)—f(x0)|=lx—x0|<8=s

bo‘ladi. P
3- misol.
f(x)=ayx™ +ax™" +...+a, x+a,; meN, &, q, .., a,€R

bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.

« Bu tasdigning isboti 1- va 2-misollar hamda 1- teoremadan
kelib chigadi. P

Shunga o‘xshash ushbu

f(x) =

agx™ +a;x™!

byx" +iy X"V +b,_x+b,

+ot 1 X+ap,

funksiyaning (bunda m,ne N; ag,a, ..., ay, by, by, ..., b, € R)
{xe R\ byx" + bx" " + ..+ b, x +b, =0}
to‘plamda uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatiladi.
4- misol. f(x) = sinx bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.
<« x,e R nuqtani olib, Ve > 0 ga ko‘ra 8 =¢ deymiz.
Unda Vx, |x-x,| <8:

X+Xp sin X—Xp

< - =
5 5 [<ix-—xyl<8=¢

|sin x —sin x| =2 | cos

bo‘ladi. P

Xuddi shunga o‘xshash f(x) = cosx funksiya R da, f(x) = tgx va
f(x) = ctgx funksiyalarning esa o‘z aniglanish to‘plamlarida uzluksiz
bo‘lishi ko‘rsatiladi.

5-misol. f(x)=a*, a>0 bo‘lsin. U holda f(x)e C(R)
bo‘ladi.

<« Ravshanki, lim O(a""“’ -1)=0.

XX =

Unda

0= lim (& -1) e lim a® (@ -a¥)=0&
0 x—-xg —0

xX-Xxp—

< a@™ lim(@* -a™) =0« lim a* =a™
x—X0 X—Xxp

bo‘ladi. »
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6- misol. Aytaylik,

-1, agar x <0 bo'lsa,
Sf(x)=4 0, agar x =0 bo'lsa,
1, agar x>0 bo‘'lsa

bo‘lsin. Bu funksiva uchun
S(+0)=1, f(-0)=-1

va berilgan funksiya X = R\ {0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

3°. Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b)da
(—o0 < @ < b < +e0) berilgan bo‘lib, x, € (a, b) bo‘lsin.

Ma’lumki, f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng va chap limitlari

f(xy +0), f(x,-0) (3)

mavjud bo‘lib,

f(x0—0)=f(x0)=f(x0+0) @
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lar
edi.

Agar f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lmasa, unda x, nuqta
S (x) funksiyaning uzilish nugtasi deyiladi.

7- ta’rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli bo'lib, (4) tengliklarning
birortasi o‘rinli bo‘lmasa, x, nuqta f(x) funksiyaning birinchi tur
uzilish nugtasi deyiladi.

Bunda

fx +0), f(x-0)
ayirma funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, f(x) = [x] funksiya x = p (pe Z2) nugtada birinchi tur
uzilishga ega, chunki
f(p+0)=p, f(py-0)=p-1
bo‘lib,
f(p+0)y= f(p, -0)
bo‘ladi.
Agar hech bo‘lmaganda (3) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa
yoki cheksiz bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish
nugtasi deyiladi.
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Masalan, ushbu

1 .
F(x) = sin -, agar x # 0 bo‘lsa,
0, agar x=0 bo‘lsa
funksiya x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki bu
funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.

4°. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, y = f(x)
funksiya X c R to‘plamda, u = F(y) funksiya esa Y, to‘plamda anig-
langan bo‘lib, ular yordamida u = F(f(x)) murakkab funksiya tuzil-
gan bo‘lsin.

2- teorema. Agar y = f(x) funksiya x,e X nuqtada, u = F(y)
funksiya esa y,e Y, nugtada (y, = f(x)) uzluksiz bolsa, H(f(x)) funksiya
X, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

<« u = Ay) funksiya y,e Y, nuqtada (y, = f(x)) uzluksiz bo‘lgani
uchun

ve>0, 36>0, Vy, |y-yl<o: | F(y)-F(y)l<eg, (5
yani | F(f(x)) - F(f(x) | <& bo‘ladi.
Shartga ko‘ra y = f(x) funksiya x,e X nugtada uzluksiz. U holda
yuqoridagi ¢ > 0 ga ko‘ra
35 >0, Vvx, |X'-xo |<5: If(x)_f(x0)|<0’
ya’ni ly-yl<o (6)
bo‘ladi.
(5) va (6) munosabatlardan
ve>0, 38>0, Vx, |x-x|<8: |F(f(xX)-F(f(x)]|<e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, F(f(x)) funksiya x, nugtada uzluksiz. »

5°. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.

3- teorema. [a, b] < R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu
[a, b] ning istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo* lad1 yoki birinchi tur
uzilishga ega bo‘ladi.

« f(x) funksiya [a, b] da o‘suvchi bo‘lsin. Aytayllk,

X, € [a,b], (x5 -8, x,+8)cla,b]l, (6>0)
bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti haqidagi teoremaga ko‘ra

lim f(x)=f(x —0) < f(x),
x-»xy-0
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lim f(x)=f(x +0)2 f(x),
x—>xg+0

bo‘ladi. Agar f(xg=0) = f(xg) = f(xy +0)
bo'‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz, agar

Slxy =0) < f(xy +0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiya [a, #) da kamayuvchi bo‘lganda
ham tasdiq isbotlanadi. »

Mashglar
1. Ushbu
sin x, agar x - ratsional son bo‘lsa,
f(x)= N .
0, agar x - irratsional son bo'lsa

funksiyaning x, = kn (k € Z) nuqtalarida uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

po)-]

Dirixle funksiyasi R ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi
isbotlansin.

3. Ushbu f(x)={x] sinnx, (xe R)
funksiya uchun f(x)e C(R) bo‘lishi ko‘rsatilsin.

1, agar x - ratsional son bo‘lsa,
0, agar x - irratsional son bo‘lsa

16- ma’ruza
Uzluksiz funksiyalarning xossalari

1°. Nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal
xossalari). Misollar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda
berilgan bo‘lib, x; € X bo‘lsin.

1. Agar f(x) funksiya x; € X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

shunday & > 0 va M > 0 sonlar topiladiki, Vxe X NUz(x,) da

| £(x)|< M boladi, ya’ni f(x) funksiya x, nugtaning Uy (x, ) atrofida
chegaralangan bo‘ladi.
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2. Agar f(x) funksiya x, € X nuqtada uzluksiz bo‘lib, f(x,) = 0
bo‘lsa, u holda shunday & > 0 son topiladiki, Vxe X NUs(x,) da
signf (x) = signf(xy) bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiyaning Ug(x,) dagi
ishorasi f (xy)ning ishorasi kabi bo‘ladi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossa-
laridan kelib chiqadi.

3. Aytaylik, y = f(x) funksiya x, nuqtada

lim f(x)=5, (be R) (D

ga ega bo‘lib, g(y) funksiya Yto‘plamda berilgan {f(x)|xe X}U{d}cY
va y = b nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda

JLT,, g(f(x)) = g(b),

ya’ni lim g(f(x)) = g(lim f(x)) ()
bo*ladi. R o
dn—ooeodax,ox (x,e X, x, #x,, n=1,2,...) bo‘ladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko‘ra
n—eoda f(x,) — b
bo‘ladi. Shartga ko‘ra g(f(x)) funksiva b nugtada uzluksiz. Demak,
n— oo da g(f(x,)) — g(b)
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. »
1- misol. Ushbu
lim log, (1+x)
x— 0 X

munosabat isbotlansin.
« (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

=log, e, (a>0, azl) 3)

1 1
lim w = ]ing log, (1+x)* = log, [limo(l + x)"] = log, e.

x—0

Xususan, a = e bo‘lganda lirré ln(lx”) =1 bo‘ladi. »

aX

2- misol. Ushbu  1im® "} =Ina, (a>0)
x50 X

munosabat isbotlansin.
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4 Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun a* —1 =1t deb olamiz.
Unda x — 0 da ¢ — 0 bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga
olib topamiz:

. a*-1 . t 1
lim =lim-—-- -=Ina. p
x50 X 1-0 loga(l+t) loga

3- misol. Ushbu

(1+x)*-
i Y <0, @e R
munosabat isbotlansin
<« Ravshanki, (1+ x)* = eI+

vax — 0 daln(l + x) = 0 bo‘ladi. Unda

(1+x)*=1 _ (2 01y In(l+x)a

x a-In(1+x) X
bo‘lib, undan
o _ uln(]+x)
fim A =1 e 01 L In(ex)
x= 0 x x50 aln(1+x) x=»0 X

bo‘lishi kelib chigadi. b

2°. Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (global
xossalar). Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, f(x) funksiya (a, b) da uzluksiz, g nugtada o‘ngdan,
b nugtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b] segmentda
uzluksiz bo‘ladi.

Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini
keltiramiz. Ular teoremalar orqali ifodalanadi.

1- teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi.) Agar f(x)
funksiya [a, b] segmentda uzluksiz, ya’ni f(x)e Cla, b] bo‘lsa,
S (x) funksiya [a, b] da chegaralangan bo‘ladi.

4 Ma’lumki, f(x) funksiyaning [a, b] da chegaralanganligi
quyidagi

IM e (0,4), Vxela, bl:| f(x)| <M
ni anglatadi.

Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni f(x) e Cla, b]bo‘lsa ham funk-
siya [a, b] da chegaralanmagan bo‘lsin. U holda

105

www.ziyouz.com kutubxonasi



Yne N, 3x,ela. b]: | f(x,)|>n (n=12,.) 4
bo‘ladi. Ayni paytda, hosil bo‘ladigan {x,} ketma-ketlik uchun
x, € [a, b], (n=1,2,..)bolganligi sababli u chegaralangan bo‘ladi.
Unda Bolsano—Veyershtrass teoremasiga ko‘ra bu {x,} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy {x,} ketma-ketlik ajratish mumkin:

k - e da x, > X, (X € [a, b]).
Shartga ko‘ra f(x) funksiya {a, b] da uzluksiz. Binobarin,
k—oeda f(x, ) f(x) (5)

bo‘ladi. Bu (5) munosabat yuqorida gilingan farazga ziddir (chunki
faraz bo‘yicha

lim f(x,, ) =+

bo‘lishi lozim edi). Demak, f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan
bo‘ladi. »»

Aytaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar X to‘plamda shunday x, € X nugqta topilsaki, Vxe X
uchun

S(x) < f(xp), (f(x)2 f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada eng katta (eng kichik)
giymatga erishadi deyiladi va
f(x) =max f(x), (f(%)=minf(x))
kabi belgilanadi.
2- teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.) Agar

f(x) e Cla, b} bo‘lsa, bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda
eng kichik giymatlarga erishadi, ya’ni
3cl € [a’ b], Vxe [a$ b] f(X) < f(cl )1
3¢, € [a, b], Vxela, b]: f(x)2 f(c,)
bo‘ladi.
o Aytaylik, f(x)e Cla, b] bo‘lsin. Veyershtrassning !-teore-
masiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu
{f(x)|xea.b]}

to‘plam chegaralangan bo‘ladi. Unda to‘plamning aniq chegarasi
haqidagi teoremaga ko‘ra
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sup f(x)=M, (Me R)

xe|u. b|

mavjud bo‘ladi.
To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga muvofiq:

Vxela,bl: f(x)< M,
ve >0, dx(e)e |a, b]: f(x(g))> M —¢
bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda

deb olinadigan bo‘lsa,

= x{!
X, = x(ﬂ)e la, b]
ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun

FOe) > M~
tengsizlik bajariladi. Demak, Vo e N da

| M-l<f(x)sM
bo‘ladi. Bu munosabatdan
lim f(x,) = M ©)
bo‘lishi kelib chiqadi.
Yuqorida hosil gilingan {x,} ketma-ketlik chegaralangan. Undan
yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {x, }
deylik:

k —>edax, —¢q, (qc¢€la,bd]).

1y
Berilgan f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k = da f(x,)- f(q).

Ravshanki, {f(x,,k )} ketma-ketlik {f(x,)} ketma-ketlikning gismiy

ketma-ketligi. Demak, (6) munosabatga ko‘ra
k —  da f(x,,k)—>M

bo‘lib, f(c;)=M bo‘lishi kelib chiqadi. Xuddi shunga o‘xshash, f(x)
funksiyaning eng kichik giymatga erishishi ko‘rsatiladi. »
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3- teorema. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla, b];

2) segmentning chetki nugtalari ¢ va b larda har xil ishorali
giymatlarga ega, ya’'ni

f(a)y<0< f(b) yoki f(a)>0> f(b)
bo‘lIsin.

U holda (a, b) da shunday x, nuqta (a < x, < b) topiladiki,
S (%) = 0 bo‘ladi.

4 Aytaylik, f(x)e Cla, b]bo‘lib, f(a) <0 < f(b)bo‘lsin. |a, b]
segmentning f(x) funksiyaga manfiy giymatlar beradigan nuqtalaridan
iborat to‘plamini F deylik:

E ={xe|a. b]| f(x) <0}
Ravshanki, a€ £, E c|a, b]. Demak, F to‘plam chegaralangan va
E+0.
To‘plamning anig yuqori chegarasi hagidagi teoremaga ko‘ra
sup £ = x;, (x5 € (a, b))
mavjud bo‘ladi.
Aniq yuqori chegara ta’rifiga binoan,

Vne N, Ix, € E: xo—%<x,1 < X
bo‘ladi. Demak,
f(x,)<0, (n=1,2,3,..).

f(x) funksiyaning [a, b] da uzluksiz bo‘lganligini e’tiborga olib
topamiz:

n—ooda x, - xy bo'lib, f(x,) > f(x).
Bir tomondan
lim f(x,) <0,
ikkinchi tomondan
lim £(x,) = /(%)
bo‘lishidan
f(x) <0 @)
bo‘lishi kelib chigadi.
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Ravshanki, x > x, da x ¢ £. Binobarin, f(x) > 0. Shuning uchun
lim f(x)=0
x—xp+0
bo‘lib,
f(xy) = x_l)i%nwf(x) >0 (8)

bo‘ladi. (7) va (8) munosabatlardan f(x,) = 0 bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash, f(x)e Cla, b]va f(a)> 0> f(b)bo‘lgan
holda teorema isbotlanadi. >

4- teorema. Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa, u holda chegaralari f(a)
va f(b) bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda [a, 5] da
shunday x; nuqta topiladiki, £ (x,) = / bo‘ladi.

€ f(a) < f(b) deb, f(a) <!<f(b) ni olaylik. Ravshanki, f(a) = /
yoki f(b) = / bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a) <! <f(b) bo‘lsin. Ushbu

g(x)= f(x)-1, (xela, b))

funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:

D) g(x)e C [a,b;

2) gla)<0<g(b)
bo‘ladi. Unda 3- teoremaga ko‘ra shunday x,e (a, b) topiladiki,

8(x) =0,
ya’ni

fxp) =1

bo‘ladi. »

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan
funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5- teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar f(x) funksiya
X c Roraligda uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lsa,
uholda ¥, ={f(x)| xe X} oraliqda teskari f~!(y) funksiya mavjud
bo‘lib, u uzluksiz qat’iy o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

Mashglar
1. Ushbu x-e=1

tenglama (0, 1) da hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega ekanligi
isbotlansin.
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2. Ushbu

—x* +1, agar —1<x<0 bo'lsa,
f(x)= 0, agar x =0 bo‘lsa,
x2 -1, agar O0<x<! bo'lsa

funksiya [—1, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?
3. Ushbu
f(x)=x*-x, (xe R)
funksiya giymatlari to‘plami R bo‘lishi isbotlansin.
4. Aytaylik, f(x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va
uzluksiz bo‘lsin. U holda aylanada diametral garama-qarshi joylashgan
a va b nuqtalar topilib, f(a) = f(b) bo‘lishi isbotlansin.

17- ma’ruza
Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

1°. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar ixtiyoriy € € 0 son olinganda ham shunday & >0
son topilsaki,

| x'—x"| <8
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x’, x”e X uchun
[ f(x)-f(xT)|<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, 38>0, Vx',x"e X, |x'-x"|<d: | f(x)-f(x")]|<e

bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda ftekis uzluksiz deyiladi.
Keltirilgan ta’rifdan:

1) 8> 0 sonning fagat € >0 ga bog‘ligligi;

2) f(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu X to plamda
uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi.

1- misol. f(x) = x, x € Rbo‘lsin. Bu funksiya R da tekis uziuksiz
bo‘ladi.

<« Agar Ve>0 ga ko‘ra & = ¢ deb olinsa, unda Vx’,x"e X,
| x"—x"| <& da
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| f(xX)~fxD | =]x"-x"|<8=¢
bo‘ladi. »
2-misol. f(x)=sinx, xe& R bo‘lsin. Bu funksiya R da tekis
uzluksiz bo‘ladi.
« Agar Ve > 0 ga ko‘ra, § = ¢ deyilsa, unda Vx’, x"e R,

[x'—x"| < b da

x+x"
2

sin x’ —sin x" =2 Icos

bo‘ladi.

‘sin x’—x"
2

Sl -x"|<b=¢

3 misol. f(x) = l xe X = (0, 1] bo‘lsin. Bu funksiya X= (0, 1] da
tekis uzluksiz bo‘lmaydi.
deb olib, X va x” nuqtalar

M| —

4 Ve > 0 sonni, masalan, €=
sifatida

’

x'=- va x'=771—, (ne N)
n+t

X —

deb olinsa, u holda | x"~ x” | ayirma quyidagicha
T_tj_ b
n o n+l n(n+l)
bo‘ladi. Bundan (| x’ - x"| < 8) & ni har gancha kichik qilib olish
mumkin bo‘lsa ham

|76 - )] = |-k

’

| x"-x"|=

=ln-(n+D)| =1>=¢

bo‘ladi. Demak, f(x) = % funksiya X=(0, 1] da tekis uzluksiz emas. »

2°. 1- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa,
u holda f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz bo‘ladi.

4 Aytaylik, f(x)e Cla, b] bo‘lsa ham funksiya [a, b] da tekis
uzluksiz bo‘lmasin. Unda biror € > 0 va ixtiyoriy 8 > 0 uchun [a, 5] da
shunday x’ va x” nuqtalar topiladiki,

| x"=x"| <& = [ f(x)-f(x")|[2¢
bo‘ladi. n —» +~ da §, - 0, (§, >0, n=1, 2, ...) bo‘ladigan ixtiyoriy
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{3,} ketma-ketlikni olamiz. Unda

i =X < 8 = |f(x)) - f(x]) 2 &,
Xy —x3| <8, = |f(x3) - f(x])] g,

bo‘ladi.

Ravshanki, {x, }uchun x, € |a, 8], (n=1,2,3,...)) bo‘lib, undan

k —+oda X, = X, (xo€la,b])
bo‘ladigan qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Shuningdek, x, ketma-
ketlikdan x;k gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Ayni paytda,
X, uchun ham
k —+eo da X, — X

boladi. f(x)e Cla, b] bo'lishidan k — +e0 da f(X, ) = f(X,),
f(x,;k ) = f(Xx3) bo‘lib, ulardan k& — 4+ da f(x;k ) —f(x,’;k )—0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa V» > N uchun

[ f(x)=f(xp )| ze

deb olingan farazga zid. Demak, f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz. P
2-ta’rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Ushbu

sup f (x) - inf f(x)
xe X xe X
ayirma f(x) funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u o
orqali belgilanadi:
o=0(f; X)=sup f(x)-inf f(x)
xe X xe X
funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi quyidagicha
o= sup {f(x)-f(x")}

x', xeX

kabi ta’riflanishi ham mumkin.
Natija. Agar f(x)e C[a, b]bo‘lsa, u holda Ve > 0 uchun shunday
6 > 0 topiladiki, [a, 4] segment uzunliklari & dan kichik bo‘laklarga
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ajratilganda har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi ¢ dan kichik
bo‘ladi.

« Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b]. Demak, Kantor teoremasiga
ko‘ra u |a, b] da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan
Ve>0, 36>0, VX', x"ea,b]. |x ~x"|<8: | f(xX)-f(x")]|<e
bo‘ladi.

Endi [a, b] segmentni uzunligi § dan kichik bo‘lgan

(x5 X )y (Xg <Xy <Xy <.o<x,, Xy =a, x, =b)
bo‘laklarga ajaratamiz. Unda
VX, x"elx, gl [ X =x" <8 | f(xX)- f(x) ] <e
bo‘ladi. Demak,
= sup  {[ f(xX)-f(x")|}<e

x'x"e [xg ., xgaq ]

bo‘ladi. »

3°. Funksiyaning uzluksizlik moduli. f(x) funksiya X c R to‘plamda
berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Endi

V6>0, Vx', x"e X, |x'-x"| <8
uchun
| (X)) = F(x"| §))

ayirmani qaraymiz.

3-ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi

sup{| £(x) - f(x") ]}

J(x) funksiyaning X < R to ‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va
() kabi belgilanadi:

o@) = sup {7()- 70N}

Demak, f(x) funksiyaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli § ning
manfiy bo‘lmagan funksiyasi bo‘ladi.

Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:

1. Funksiyaning uzluksizlik moduli § ning o‘suvchi funksiyasi
bo‘ladi.

« Aytaylik, 8, >0, &, >0 va § >, bo‘lsin. U holda

{x,x"e X: |x'-x"< &} {X,x"e X: X' -x"|< 3, }
to‘plamiar uchun
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{x,x"e X: Ix"-x"| < §,fc{x x"e X: x'-x"< 8}
bo‘lib, undan
o(3,) < w(3;)

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, 8§, > 8, = w(3;) 2 «(3,). »
Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.
2. Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

o(A3) < (1+ 1) w(d)
munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda A — musbat son.
4- misol. Ushbu f(x) = ax + b, (a.b e R) funksiyaning X = [a, Bl

dagi uzluksizlik moduli topilsin.
« Ta’rifga binoan,

o(8) = sup |(ax"+b)—(ax"+b)|= sur|> |la(x" - x")| = |4- &
x“|<d

|x’-x"|<8

bo‘ladi. Demak, w(8) =]a|-8.»
2- teorema. f (x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun

lim @(8) =0

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli.
<« Zarurligi. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsin:

ve>0, 35, >0, Vx', x"e X, | x' —x"|<8: | f(x) - f(x")] <§.
U holda 0 < § < & tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy o uchun
sup {f(x)-f(O}s sup {S(x)- x5 <e
bx'-x"|<8 |x"-x"|<dg
bo‘lib, unda w(d) < &, ya’ni
Jim o(® =0
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Ushbu 8limD o(d) =0

munosabat o‘rinli bo‘lsin. Demak, & — +0da
w(®) = swp {If () -/} =0
—X <8
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U holda
VX', x"e X, | X -x"|<8 <8 [f(X)-f(x)|<e
bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. »

Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalarni sinflarga ajratish
imkonini beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu

w(d) s M &
(bunda M = const, 0 < o < 1) tengsizlikni qanoatlantiruvchi funksiya-
lar to‘plami o tartibli Lipshits sinfi deyiladi va Lip,, o kabi belgilanadi.

Mashglar

1. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning har biri |a, 6] c R da tekis
uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x) - g(x) funksiva ham |a, b] c R da tekis
uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. f(x) = x funksiyaning [0, +e0) da tekis uzluksiz emasligi ko‘r-
satilsin.

3. Ushbu

fx)y=x2+1

funksiyaning X = (0, 1] segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.
4. Agar f(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo‘lsa, ushbu

lim f(x)

limit mavjud bo‘ladimi?

18- ma’ruza
Kompakt to‘plam. Kompakt to‘plamda uzluksiz funksiyalar

1°. Kompakt to‘plam tushunchasi. Avvalo ochig va yopiq to‘p-
lamlar tushunchalarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, X c R to‘plam berilgan bo‘lib, x, € X bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar x, nugtaning shunday

Us(xg) ={xe R: xg-3<x<xy+8}, (8>0)

atrofi mavjud bo‘lsaki, uning uchun Us(x;) € X bo‘lsa, x, nugta
X to‘plamning ichki nugtasi deyiladi.
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Masalan, Xp =% nugta X= [0, 1} to‘plamning ichki nuqtasi

. 1 1 1 1 .
bo‘ladi. Chunki, bu nuqgtaning (E—Z’§+Z) atrofi uchun

(% - %, % + %) < [0, 1] bo‘ladi. x = 0, x = | nuqtalar shu to‘plamning
ichki nuqtalari bo‘lmaydi, chunki, masalan, x = 0 nuqtaning hech
gaysi (-8, 8) atrofi X=1{0, 1] segmentga tegishli bo‘lmaydi. (Bu
atrofning (-9, 0) gismi [0, 1] segmentning tashqarisida joylashgan).

2-ta’rif. Agar X to‘plamning har bir nugtasi uning ichki nugtasi
bo‘lsa, X ochig to ‘plam deyiladi.

Masalan, X = (0, 1), X=(0, 1) U (2, 4) to‘plamlar ochiq to‘plam-
lar bo‘ladi.

3-ta’rif. Agar Xto‘plamning barcha limit nuqgtalari shu to‘plamga
tegishli bo‘lsa, X yopig to ‘plam deyiladi.

Masalan, X=[0, 1] segment yopiq to‘plamdir.

Eslatma. Limit nuqtaga ega bo‘lmagan to‘plam ta’rifga ko‘ra
yopiq to‘plam deb hisoblanadi. Masalan, £ = {1, 2, 3, 4, 5} to‘plam
yopiq to‘plam bo‘ladi.

4- ta’rif. Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan har qanday
{x,} ketma-ketlikdan shu to‘plamning nuqtasiga yaginlashuvchi {x,, }

qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, X kompakt to ‘plam deyi-
ladi.

Misollar. 1. X=|a, b] segmentning kompakt to‘plam bo‘lishi
Bolsano—Veyershtrass teoremasidan kelib chiqadi.

2. X =[a, 41Ulay, 1U...Ula,, b,] to‘plam kompakt to‘plam
bo‘ladi.

3. X= (0, 1) interval kompakt to‘plam bo‘lmaydi, chunki

X, =;i—le(0,l) bo'lib, 71— da x, > 0e X.

Teorema. X kompakt to‘plam bo‘lishi uchun uning chegaralangan
va yopiq to‘plam bo‘lishi zarur va yetarli.

d Zarurligi. X — kompakt to‘plam bo‘Isin. Uning chegaralanganli-
gini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni X — kompakt to‘plam
bo‘lsa ham, u chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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I, x,e X. n=1.23,..: |x,|>n

bo‘ladi. Ravshanki, bu {x,} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratib bo‘lmaydi. Bu esa X ning kompakt to‘plamligiga
zid. Demak, X — chegaralangan to‘plam.

Endi X ning yopiq to‘plam bo‘lishini ko‘rsatamiz. Faraz gilaylik
Xy nuqta X to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin. U holda

x,, x, € X, n=1,2,3,..0 n—+e da x, o x
bo‘ladi. Bu {x,} ketma-ketlikning har ganday {xp, } qismiy ketma-
ketligi uchun

kll>n+lm ne = Xo
bo‘ladi. X kompakt to‘plam bo‘lganligi sababli X, € Xbo‘ladi. Demak,
X — yopiq to‘plam.

Yetarliligi. X — chegaralangan va yopiq to‘plam bo‘lsin. Bolsano—
Veyershtrass teoremasiga ko‘ra har ganday {x,} ketma-ketlikdan X ga
yaginlashuvchi {Xn, }qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: & — +4co da
xnk — X,

Ravshanki, x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi. Ayni
paytda, X yopiq to‘plam bo‘lgani uchun X, € X'bo‘ladi. Demak, X —
kompakt to‘plam. »

Endi kompakt to‘plamning muhim xossalarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, X to‘plam va har bir elementi intervaldan iborat
S5={o} intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin.

5-ta’rif. Agar Xto‘plamning har bir x nuqtasi uchun S sistemada
shu nuqtani o‘z ichiga oluvchi o interval topilsa, u holda S5={c}
sistema X to plamni qoplaydi deyiladi.

Masalan, X = (0, 1) bo‘lsin. Quyidagi

(L3 (52 (L2
2!2 H 4’4 3 "ty 2"’2" y e

intervallar sitemasini olaylik.
Ravshanki, X' = (0, 1) to‘plamning har bir nugtasi bu intervallar
sistemasining kamida bitta intervaliga tegishli bo‘ladi. Demak.

S ={(»-]—, i]; n=1,2, }
2" 2"

sistema X = (0, 1) to‘plamni goplaydi.
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Endi bitta tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Geyne—Borel lemmasi. Agar chegaralangan yopiq X to‘plam
cheksiz intervallar sistemasi {o} bilan goplangan bo‘lsa, u holda {c}
sistemadan X to‘plamni qoplovchi chekli {o;, 0, ..., 0,} sistemani
ajratish mumkin.

2°. Kompakt to‘plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya X kompakt to‘plamda (X c R) berilgan
bo‘lsin. Bu to‘plamda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u qator xossalarga
ega bo‘ladi.

1. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u
chegaralangan bo‘ladi.

2.Agar f (x) funksiya X kompakt to'plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya
shu to‘plamda o‘zining aniq chegaralariga erishadi. Ya’ni shunday

x, € X, X, € X nuqgtalar topiladiki,
f(x)) = sup f(x), f(xy)= inf f(x)
xeX xeX

bo‘ladi.

3. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya
X da tekis uzluksiz bo‘ladi.

4. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, shu
X to‘plamning aksi {f(x)} kompakt to‘plam bo‘ladi.

Bu xossalarning birini, masalan, 1- Xxossaning isbotini keltiramiz.

« Aytaylik, X< R kompakt to‘plam bo‘lib, bu to‘plamda f(x)
funksiya uzluksiz bo‘lsin. Unda Vxe X nugtaning shunday kichik
atrofi U(x) topiladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
Bunday nugqta atroflari U(x) intervallardan S sistemani hosil gilamiz:

S={U(x): xe X}.
Ravshanki, S sistema X to‘plamni qoplaydi. X kompakt to‘plam

bo‘lganligi sababli, Geyne—Borel lemmasiga asosan bu sistemadan X
to‘plamni goplovchi chekli

S ={U,,U,,....,U,}
sistemani ajratish mumkin.

Har bir U, (k =1, 2, ..., n) atrofda f(x) funksiya chegaralangan,
ya’ni shunday m,. M, (m, = const. M, = const, k=1,2,.., n)son-
lar topiladiki, Vx e U, da
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me < f(x)<M,, (k=12.3.....n)
bo‘ladi.

Agar my, m,, ..., m, sonlarning eng kichigini m; M,, M,, ... M,

sonlarning eng kattasini M desak, u holda Vxe Xda m < f(x)< M
bo‘ladi.
Demak, f(x) funksiya X to‘plamda chegaralangan. »

Mashglar
1. Chekli sondagi ochiq to‘plamlar yig‘indisi ochiq to‘plam bo‘lishi

isbotlansin.

2. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa,
Jf(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
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5-BOB
FUNKSIYANING HOSILA VA
DIFFERENSIALLARI

19- ma’ruza
Funksiyaning hosilasi

1°. Funksiya hosilasining ta’rifi. Misollar. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b) c R da berilgan bo‘lib, x; € (a, b), x, + Axe (a, b)
bo‘lsin.

Ma'lumki, ushbu

A (xo) = f (% +&x) = f (xq)
ayirma f(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1- ta’rif. Agar ushbu
lim S (% +8x)- (%)
Ax—0 Ax
limit mavjud va chekli bo‘lsa, u f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi

df (xp)
dx

deyiladi va yoki f'(xy), yoki (f (x));o kabi belgilanadi. Demak,

. - f(x+ax)-f{x)
— - 2 e 7
F(xp) liTo e . 1))
Agar x; + Ax = x deyilsa, unda Ax = x - xyva Ax = 0da x = X,
bo‘lib, (1) munosabat quyidagi

, o S)-f )
= l _—
f(x) ] er:] o

(1)
ko‘rinishga keladi.
1- misol. f(x) = x, x, € R bo‘lsin. Bu funksiya uchun
f)-S(x) _ x-% _,
X—=Xg X=Xy
bo‘ladi. Demak, f'(x)=(x) =1.
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2-misol. f(x)=Ix. xe R bo'lsin.
Agar x > 0 bo'lsa, u holda f(x) = x bo‘lib, f'(x) = 1 bo‘ladi.
Agar x < 0 bo‘lsa, u holda f(x) = —x bo‘lib, f’(x) = —1 bo‘ladi.

Agar x, = 0 bo'lsa, u holda /90 = bo'tib, x > 0 da bu
nisbatlarning limiti mavjud bo‘lmaydi. Demak, berilgan funksiya x; =0

nuqgtada hosilaga ega bo‘lmaydi.
3-misol. f(x)=x|x|, xe R, x, € Rbo'lsin.
a) x, > 0, x>0, x# xy uchun

J=fx0) _ b= sl _ X2
X=Xy X—Xg X—Xq 0
va m T~ (%) = 2x, =2 x|
x—»xo X—X 0
bo‘ladi.
b) x, <0, x <0, x# x; uchun
S)-f(xg)  -x*4x
S S - = -—a— iy
A=Ay X=Xg
va lim 790~/ 0) _ 2%y =2 %]

X—3X( X—=Xg
bo‘ladi.
d) x, = 0, x # x, uchun

S-S (0) _ xld

x-0 X
va lim w =0
X-3Xg x-0
bo‘ladi. Demak, Vxe R da f'(x)=(x|x)" =2 |x|.
4- misol. Aytaylik,
.1
x-sin—, agar x# 0 bo‘lsa,
f(x)= X
0, agar x =0 bo‘lsa
bo‘lib, x, = 0 bo‘lsin. Unda
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x‘sinl- 0

S0-fix) _ *
X-Xg x-0
bo‘lib, uning x — 0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya
x, = 0 nuqtada hosilaga ega emas.
2°. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, (x, -8, x;) c X, (§>0)
bo‘lIsin.
2- ta’rif. Agar ushbu

.1
=Ssin —
X

11m f(x)_f(xﬂl
x—x5-0 X=Xg
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi chap
hosilasi deyiladi va f'(x, — 0) kabi belgilanadi:

ey e )L (X)
S =0=Im =

Aytaylik, f(x) funksiyva Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(X9, Xg +8) < X, (8>0) bo'lsin.
3- ta’rif. Agar ushbu
lim f(x)-f(x)
x—xp+0 X—Xy
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng
hosilasi deyiladi va f’(x, + 0) kabi belgilanadi:

S5 +0) = lim SEIFC0)

Masalan, f(x) =|x| funksiyaning x, = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi
f(+0) =1, chap hosilasi f'(-0) = -1 bo‘ladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1. Agar f(x) funksiya x, nugtada f”(x;) hosilaga ega bo‘lsa, u holda
bu funksiya x; nugtada o‘ng f’(x,+0) hamda chap f“(x,—0) hosila-
largaegava f'(x, —0) = f'(x5) = f'(x, +0) tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

2. Agar f(x) funksiya x, nugtada o‘ng f*(x,+0) hamda chap f"(x,—0)
hosilalarga ega bo‘lib, f'(x, —0) = f'(x; + 0) bo‘lsa, u holda f(x) funk-
siya x, nuqtada f”(x,) hosilagaegava f'(xy —0) = f'(xg) = f'(xy + 0)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
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5- chizma.

3°. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x,e (a, b) nuqgtada f’(x;)
hosilaga ega bo‘lsin. Bu f(x) funksiyaning grafigi 5- chizmada
tasvirlangan I' egri chizigni ifodalasin.

Bu I' chizigda My(x,, y,), M(x, y) nuqtalarni olib, ular orqali
o‘tuvchi / kesuvchini qaraymiz.

Mo (X0, f(x))e T, M(x, f(x))eTl, M — M, dakesuvchi
limit holati I' chizigqa M, nuqtada o ‘tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog‘lig: ¢ = ¢(Ax) . f(x) funksiyaning
grafigiga M, nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

lim ¢(Ax) = o
Ax—0
ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda o — urinmaning OX o‘qining

musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchagi.
My;MP uchburchakdan:

MP _ f(xg+Ax)-f(xp)
MyP Ax

S (xp+ax)-f(x)
Ax
bo‘lishi kelib chigadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz:

S (xg+ax)-f(x9) _
Ax a

tg @(Ax) =

bo‘lib, undan ¢(Ax) = arctg

Jim, 9(8) = Jim aretg
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= arctg L‘l"i‘m0 f(x°+A:;_f(x°)] = arctg f(x,)-

Demak, Ax — 0 da ¢(Ax) ning limiti mavjud va

o =arctg f'(x,) -
Keyingi tenglikdan

S (x)=tga
bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, funksiyaning x, nuqgtadagi f"(x;) hosilasi urinmaning
burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

y= f(xg)+f'(xg)(x —Xo)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Aytayiik, P nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab s = s(f) qonun bilan
harakat qilsin, bunda ¢ — vaqt, s — o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning ¢, va
f, (1, < 1) qiymatlaridagi o‘tilgan yo‘l s(z)), s(¢,) bo‘lsa, unda ushbu
nisbat

s(f)-s(n)
L4
[#,, t,] vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi
fim_ £(2)-50)
rz —)Il +0 12 -'tl
limit harakatdagi nuqtaning ¢, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.

Demak, harakatdagi P nuqtaning ¢ vaqtdagi v(#) oniy tezligi, s(f)

o‘tilgan yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi:

v(t) = s'(1).

4°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya (a, b) c R da berilgan bo‘lsin.

Teorema. Agar f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada chekli f’(x,)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda f (x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

<« Aytaylik, f(x) funksiya x; € (a, b) nuqtada chekli f”(x,) hosilaga
ega bo‘lsin. Ta’rifga binoan

(%)= lim NN () _ iy L Foran)-f(x) |
Ax—0 Ax AX—0 Ax
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ya’ni Ax -0 da ,"fgﬂl = f(xy)
boladi. Endi o= ‘Vifi’ — f(x,)
deb belgilaymiz. Ravshanki,
Ax —» 0daa - 0.
Keyingi tengliklardan topamiz:
Af(xy) = f'(xy) - Ax + 0AX.
Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
lim Af(x) =0

bo‘lishi kelib chigadi. Bu f(x) funksiyaning X, huqgtada uzluksiz ekanini
bildiradi.

Eslatma. Funksiyaning biror nugtada uzluksiz bo‘lishidan uning
shu nuqtada chekli hosilaga ega bo‘lishi har doim ham kelib chiga-
vermaydi. Masalan, f(x) = |x| funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz, ammo
u shu nuqtada hosilaga ega emas.

Mashglar
1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi
f(x)=xVx, f(x)=3"sinx

funksiyalarning hosilalari topilsin.
2. Ushbu

x?, agar x - ratsional son bo‘lsa,
fx)=4 7,

—x*“, agar Xx —irratsional son bo‘lsa,

funksiyaning x = 0 nugtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.

20- ma’ruza
Hosilani hisoblash qoidalari

1°. Ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining
hosilasi. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) c R da berilgan
bo‘lib, x; € (a, b) nuqtada f’(x;) va g(x,) hosilalarga ega bo‘lsin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra
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f(x)-f(xp)

s PO = 1) o
Jim S0 =8 0) @

bo‘ladi.
1) f(x)+g(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega bo‘lib,
(f(x)£g(x)y, = (%) 8(%)
bo‘ladi.
4 F(x)=f(x)*g(x) deb topamiz:
F(x)-F(x) _ f(x)-f{x) g(x)-8(x,)
X=Xy X=Xy x-xy

Bu tenglikda x — x; da limiiga o‘tib, yugoridagi (1) va (2)
munosabatlarni e’tiborga olsak, unda

X—Xp X- Xy x—xg XXy

+ lim 80VTEW) - 1) £ (%)

X—Xp X—Xp

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
F'(xy) = (f(x) £ 8(xX)y, = [(%) £ &(X%). »
2) f(x)-g(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega bo‘lib,

(f(x)-g(x0)y, = f1(x0)- 8(%) + f(%) &(%)

bo‘ladi.
< O(x) = f(x) g(x) deb
®(x)-®(xp)
X=X
nisbatni quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:
O(x)-0(xg) _ f(x)-f(x2)
X—Xp X-—-Xq

So‘ng x — x, da limitga o‘tib topamiz:

g( )+g(x) g(xO) f(x)
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fim POP0) _ oy tim f(x)- f(xﬂ) g(x;:%"@_) f(x) =

X—xg X-X X—rXp X — x—>x0

=f"(x)- g(xo)+f(xo) g(x).

Demak,
(%) = (S(x)-8(x))x0 = [(%) - 800)+ [(%) &(x)-
3) g(( x)) funksiya (g(x,) = 0) x, nugtada hosilaga ega bo‘lib,

(ﬂ_x_))l = S x0)8(x)-f(x%)8'(x%)
g(x) ), 22 (xp)
bo‘ladi.

4 Modomiki, g(x;) # 0 ekan, unda x, nugtaning biror atrofidagi
x larda g(x) = 0 bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

f{x)_f(xp)

2(x) 8(xy) _ S (x)g(xg)-f(x0)-g(x0)+f(x0)g(xp)- f(xo)g(x)
XX 8(x)-g(xg)(x~xp)
L [f0-f(x) g(x) )-g(xp)
- g(x),g(x())[ VL g - () 28 ]

Bu tenglikda x — x; da limitga o‘tib, ushbu

f(x)) - S(x0)8(x0)-f(x0)8'(xp)
g(x) ). g% (xp)
tenglikka kelamiz. »

1- natija. Agar f(x) funksiya x; nuqgtada f"(x;) hosilaga ega bo‘lsa,
¢ f(x) funksiya (¢ = const) x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(c- F(x))y, =c- (%)

bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqgariga chigarish
mumkm

2-natija. Agar fi(x), f,(x), .., f,(x) funksiyalar X, nuqtada
hosilalarga ega bo‘lib, ¢, ¢, ..., ¢, 0‘zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda
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(ah)+ e h(xX)+..+ c,,f,,(x))'xn =)+ 6 (6 +.+ ¢, /(x)
bo‘ladi.
2°. Murakkab funksiyaning hesilasi. Faraz qilaylik, y = f(x)
funksiya X c R to‘plamda, g(v) funksiya {f(x)|xe X} to‘plamda
berilgan bo‘lib, x; € X nuqtada f"(x,) hosilaga, y, € {f(x)|xe X}
nugtada (yy = /(%)) & (¥) hosilaga ega bo‘lsin. U holda g(f(x))
murakkab funksiya x, nuqta,da hosilaga ega bo‘lib,
(S xN),, =& (S (x)- ()
bo‘ladi.
<« g(y) funksiyaning y, nuqtada hosilaga ega bo‘lganligidan
g -g)=8" ) - (y=yo)+a-(y—y)
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
y=f(x), yo=f(xy) vay—- yydaa—0.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — x; ga bo‘lib topamiz:

(S (xN-g(f(x0)) _ &) f(x;:io(i) + o f ) -S(x0) _

X—Xq X=Xy
Bundan x — x; da limitga o‘tib,

(8UFON),, = & () f1(%)

tenglikka kelamiz.

3°. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = f(x) funksiya
(a, b) da berilgan, uzluksiz va qgat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi)
bo‘lib, x, € (a, b) nugtada f'(x,), (f'(x) #0) hosilaga ega bo‘lsin. U

holda x=f"1(y) funksiva y,, (3o = f(x;)) nugtada hosilaga ega va

NS N
[0, =7
bo‘ladi.
<« Ravshanki,
J(xX) = f(x) = (%) (x = xp) +alx—Xxp)
bo‘lib, x —» x, da o — 0 bo‘ladi. Bu tenglikdan

y=-y =[SO - o[ T - )] =

=[S0 -7 0] 1S () + o
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ifodaga kelamiz. Bundan esa

So-rton o
y-Yo T [ v
bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikda y — y, da limitga o‘tib topamiz:

’

[0, = 75

>

4°. Misollar. 1- misol. (x* )'= oax* ! bo‘ladi, a e R, x> 0.

<« Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(x) = x® funksiva uchun

ax Y
e o 1+ | -1
(x+Ax)* -x - x
P _—_x DI S,
Ax

Ax

X
’

bolib, Ax - 0 da (x*) = ox*' bo‘ladi. P

2- misol. (a*) = a* Ina bo'ladi, ¢ > 0, x € R

< f(x) = a* funksiya uchun

atM gt e a® -]

o Ax Ax
bo‘lib, Ax - 0 da (¢*) =a* Ina bo‘ladi. »
3- misol. (sinx)" =cosx, (cos x) = —sinx bo‘ladi, x € R.

4 f(x) =sinx funksiya uchun

. Ax
sin(x+Ax)-sinx _ 7. 1. sin &X cos (x + g) = i cos (x + Ax)
Ax Ax 2 2/ E 2

2
bo‘lib, Ax — 0 da (sinx) =cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
(cosx) =—sin x bo‘lishi topiladi. »
4- misol. (log, x)' =~ bo‘ladi, a > 0, a = 1, x > 0.
xina
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« f(x) =log, x funksiya uchun

log, (x+ax)-1og, () _ 1 100 (1 + ﬁ) = Llog (1 + E)E
Ax ax ¢ x x -“ x

bo‘lib, Ax —» 0 da

, 1 _
(log, x)' = ;loga e

bo‘ladi. Xususan, (Inx) = % bo‘ladi. P

5- misol. (arctgx) = J—z bo‘ladi.
l+x

« Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan
(y = arctgx, x =1tgy)

’ ’ 1
—(arctgx)' = —— =CO8" y = ——— = —
Y ) (g y) Y i+tgZy  l+x

bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash,

(arcsin x)” = :/ILT’ (xe (-1, 1)),
-x

(arCCOSX)I =- Jl—l_—z y (-xe (—13 1))’
-X

(arcctgx)’ = —-—1—2
l+x

bo‘ladi. »
6- misol. Faraz gilaylik,
y =[], wx) >0)
bo‘lib, #’(x) va v'(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

(™) = P -[v'(x)ln ux) + 25 x)]

bo‘ladi.
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<« Ushbu y = [u(x)]"™ ni logarifmlab,

Iny =v(x)Inu(x)
ga ega bo‘lamiz, so‘ngra murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash
goidasidan foydalanib topamiz:

l I_ r . 717 r
-yy =v'(x) - Inu(x)+v(x) () u'(x),

y'=y[v'(x)'1nu(x)+v<x) V) )]

[u(x)]"(x) [v(x)]nu(x)+ E )u(x)]

Bu @Y =u Inuv+v-utu 3)
tenglikdan, y = u* funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi
kelib chiqadi: y = u* funksiyaning hosilasi ikki go‘shiluvchidan iborat
bo‘lib, birinchi go‘shiluvchi #* ning ko‘rsatkichli funksiya deb olingan
hosilasiga (bunda asos u(x) o‘zgarmas deb garaladi), ikkinchi qo‘shi-
luvchi esa w* ning darajali funksiya deb olingan hosilasiga (bunda
daraja ko‘rsatkich v(x) o‘zgarmas deb qaraladi) teng bo‘ladi.

7- misol. Ushbu f(x)=x%, g(x)=
funksiyalarning hosilalari topilsin.

4 (3) formuladan foydalanib topamiz:

x-1

f’(x)=(x")' =x" Inx+x - x" =x"(Inx+1),

g'(x) = (x"x ) = (xﬂ"))’ =x/) Inx . f(x)+ f(x) xf 3 =
=xX -lnxv(x"(lnx+1))+x"x =
=x¥ N (x* Inx(In x +1) +1).

5°. Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini
ifodalovchi formulalarni keltiramiz:
1. (CY =0, C =const.
2. (x*Y=0-x*" aeR, x>0
(x"Y =nx""', ne N, xe R

131

www.ziyouz.com kutubxonasi



3. (@)Y =a"lna, a>0, a#1, xe R.
(e*) =e", xe R

4. (log, x) = a,a>0 azl, x>0.

(108a|x|)'=;-l]ﬁ£, a>0, az1, x=0.

v

(sinx) =cosx, xe& R.

N

. (cosx) =-sinx, xe R.

~

.(tgx)’=-—12—, x#X+nn, ne Z.
cos® x 2

®

’ 1
(clgx) =-—5—, x#nm, ne Z.
sSin® x

D

. (arcsin x)" = x| <1.

1
Vi-x2 ’

10. (arccosx) = -
v s ‘ l-x

11. (arctgx)’:%, xe R.
I+x

12. (arcctgx) = - xe R.

l+x%°
13. (shx)’ =chx, xe R.
14. (chx) =shx, xe R.

15. (thx) = hz , xXe R.

, 1
16. (Cthx) =—;‘};2—;, x#o‘
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Mashqlar

1. Aytaylik, f(x) funksiya (—a, a) c R da berilgan va f’(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Agar f(x) juft funksiya bo‘lsa, f’(x) ham juft funksiya
bo‘lishi isbotlansin.

2. f(x) funksiya R da berilgan bo‘lib, f’(x) hosilaga ega bo‘lsin.
ganday nuqtalarda | f(x)| funksiva hosilaga ega bo‘ladi?

3. Ushbu D(g(f))

murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin.

21- ma’ruza
Asosiy teoremalar

I°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar. Bu
teoremalar funksiyalarni tekshirishda muhim rol o‘unaydi.

1- teorema. (Ferma teoremasi.) f(x) funksiya Xc R to‘plamda
berilgan. x, ¢ X nuqtaning atrofi uchun Us(xg) = (x; -8, %, +8) c X,
(6 > 0) bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

) Vxe Us(xy) da f(x) < f(x0), (f(x)2>f(x)),

2) f’(x,) mavjud va chekli bo‘lsin.

U holda f'(x;) = 0 bo‘ladi.

< Aytaylik, Vxe Uz(x,)da f(x)< f(x,) bo'lsin. Ravshanki,

bu holda
Sf(x)=f(xy) <0
bo‘ladi.

Shartga ko‘ra, f(x) funksiya x, nuqtada chekli f ‘(x,) hosilaga
ega. Shuning uchun

X—rXg X=Xy x—xy +0 X=X x—=x5-0 X=Xy
bo‘ladi. Ayni paytda, x > x, bo‘lganda

TOZS) cg o fim LOSO0) _ ) <0
X—Xg - x—xg+0 X=Xy 0r=
x < x, bo‘lganda

ﬂﬂ'ﬁ >0= lim f(x);fii) = f(xy) =0
X-x - x=x-0 X=X 0s =
bo‘lishidan f“(x)) = 0 ekani kelib chigadi. »
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2- teorema. (Roll teoremasi.) Faraz gilaylik, f(x) funksiya |a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla. b},

2) Vxe (a, b) da f’(x) mavjud va chekli,

3) f(a) = f(b) bo'lsin.

U holda shunday x, € (@, b) nuqta topiladiki, bunda f'(x;) = 0
bo‘ladi.

« Shartga ko‘ra f(x)e C[a, b]. Unda Veyershtrassning ikkin-
chi teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] da o‘zining eng katta va
eng kichik giymatlariga erishadi, ya’ni shunday c;, ¢, nuqtalar
(¢, ¢, € [a, b)) topiladiki,

f(e)) =max{f(x)|xela,bl}
£(¢,) = min{f(x) | x € {a, b]}
bo‘ladi.

Agar f(¢;) = f(c,) bo‘lsa, unda |g, b] da f(x) = const bo‘lib,
Vx, € (a, b) da f'(xy) = 0 bo‘ladi.

Agar f(¢) > f(c,) bolsa, u holda f(a) = f(b) bo‘lganligi sa-
babli f(x) funksiya f(c,) hamda f(c,) qiymatlarning kamida bittasiga
[a, b] segmentning ichki x, (a < x5 < b) nugtasida erishadi. Ferma
teoremasiga binoan f’(xy) =0 bo‘ladi. P

3- teorema. (Lagranj teoremasi.) Faraz gilaylik, f(x) funksiya
[a, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

) f(x)e Cla, b],

2) Vxe (a, b) da f’(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.

U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

fb)-f(a)= f(eNb-a)
bo‘ladi.

4 Ushbu

Fx) = f(0) - f(@ - T O LD (x-a) M

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roli teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi
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F'(x)= f(x)— _f.(.?’l_::{_(”)

bo‘ladi. Roll teoremasiga binoan, shunday ¢ (¢ € (a. b)) nuqta topila-
diki, bunda

F(¢)=0 (@)
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan

/ S(b)-f(a)
Sf(c)-+ ~ha =0 s
ya’'ni f(b)-f(a)=f'(c)(b-a)
bo‘lishi kelib chiqadi. W

1- natija. Aytaylik, f(x) funksiya (a, ) da f’(x) hosilaga ega
bo‘lib, Vxe (a, b) da f’(x) = 0 bolsin. U holda Vxe (a, b) da
f(x) = const bo‘ladi.

< x, x, € (a, b) ni olib, chekkalari x va x, bo‘lgan segmentda
f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab f(x) = f(x,) = const
bo‘lishini topamiz. »

2- natija. f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da f"(x), g(x) hosilalarga ega
bo‘lib, Vx € (a, b) da f’(x) = g'(x) bolsin. U holda Vx e (a, b) da
S (x) = g(x)+const bo‘ladi.

<« Bu natijaning isboti f(x) - g(x) funksiyaga nisbatan 1-natijani
qo‘llash bilan kelib chigadi. »

4- teorema. (Koshi teoremasi.) Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlarni bajarsin.

1) f(x)e Cla, b], g(x)e Cla, b];

2) Vxe (a, b) da f'(x) va g’(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe (a, b) da g'(x) # 0 bo‘lsin.

U holda shunday c € (a, b) nuqta topiladiki,

S(b)-f(a) _ f(c)
g(b)-g(a) g'(c)

bo‘ladi.

4 Avvalo g(b) # g(a) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki
g(b) = g(a) bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday
¢ € {(a, b) nuqta topilar ediki, g’'(c) = 0 bo‘lar edi. Bu 3- shartga zid.
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Quyidagi
_ _ _J()-f(a) —_

D(x) = f(x)- fla) (5)-g(a) [g(x)-g(a)], (xela,b])
funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday c e (a, b)
nugta topiladiki,

®'(¢c)=0 3
bo‘ladi. Ravshanki,
ooy = ey S(B)=f(a) .
D'(x) = f(x) 2 (b)-g(a) g'(x). @)

(3) va (4) munosabatlardan

o SB)=FC@) o s
Fe-La e =0,

. fb)-fla) _ ()
yan 2(b)-gla) _ £(0)

bo‘lishi kelib chigadi. P

1- misol. vx’, x"e R uchun |sin x’-sinx"| < | x"—x"| teng-
sizlik isbotlansin.

4 Aytaylik, x" < x” bo‘lsin. f(x) =sinx ga|x’, x”] da Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday ¢ e (x’, x”) nuqta topiladiki,

| sinx’ —sinx”| = |cosc|- (x”—x")
boladi. Agar Vie Rda |cost| <1 ekanini e’tiborga olsak, u holda
yuqoridagi munosabatdan
|sinx’—sinx"| <|x"-x"|, (Vx’,x"e R)
bo‘lishi kelib chigadi. »
2- misol. Ushbu

e >1+x
tengsizlik isbotlansin.
< Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(¢) = ¢’ funksiyaga [0, x] da
Lagranj teoremasini qo‘llab topamiz:
e*-e =e(x-0), ce (0, x).
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Agar ¢ > 0 da e“> 1 bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda keyingi
munosabatdan e* > | + x bo‘lishi kelib chiqadi.

Agar x < 0 bo‘lsa, unda f(#) = e’ funksiyaga |x, 0] da Lagranj
teoremasini go‘llab,

e* —e® =¢°(0 - x)

ni va —x > 0, e¢ < 1 bo‘lishini e’tiborga olib, e* > 1 + x ekanligini
topamiz.

Ravshanki, x = 0 da ¢’ = 1. Demak, Vxe Rdaex>1 + x. »

3- misol. Ushbu

0 9<%t (0<b<a)
a b

tengsizlik isbotlansin.
< [b, a] segmentda f(x) = In(x) funksiyani qaraymiz. Bu funksiya

shu segmentda uzluksiz va (b, a) da f'(x)=£ hosilaga ega.
Binobarin, Lagranj teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b < ¢ < @) nuqta
topiladiki,

Ina-Inb _ 1] ©)

bo‘ladi. Ravshanki,

(©)
(5) va (6) munosabatlardan

a-b <lnf< a-b
b b

bo‘lishi kelib chiqadi.
2°. Funksiya hosilasinig wzilishi hagida. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b) ning x, nuqtasidan boshqa barcha nuqtalarida f*(x)
hosilaga ega bo‘lib, funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lsin.
Agar lim f’(x) = b limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
x-+x9-0
X, nuqtada chap hosila f"(x; — 0) ga ega bo‘lib, f"(x, — 0) = b bo‘ladi.

Agar lim f’(x)=d limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya

x—xp+0
X, nuqgtada o‘ng hosila f"(x; + 0) ga ega bo‘lib, f(x, + 0) = d
bo‘ladi.
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« Avtaylik, Ax = 0 va x; + Ax € (a, b) bo'lsin. Lagranj teore-
masidan foydalanib topamiz:

f(x0+A:;—f(X0) = f(x, +6-Ax), (0<B<1).

Endi lim f'(x)=5b
x—xy-0

mavjud bo‘lsin deylik. Unda
lim f'(x)= lim f'(x)= lim f'(xy+Ax)=20
0 x-xg—-0 Ax~-0

X—»Xg —

bo‘lib, Ax - —0da f'(x, +6-Ax) > b,

ya’'ni - b

Ax — —0 da S (xp+Ax)—f(xg)
Ax

bo‘ladi. Demak, f’(x, —0)=5. Shunga o‘xshash, f'(xy+0)=4d
bo‘lishi ko‘rsatiladi. »

Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda,
ravshanki,

fxg=0)=f'(x +0) = f'(x)
bo‘ladi. Ayni paytda,

lim f'(x), lim f'(x)
x—xg-0 x—xp+0

limitlarning mavjud va chekli bo‘lishidan

lim f'(x)= lim f'(x)=f"(x)

x—xg-0 x—xg+0

bo‘lishi kelib chiqadi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar f(x) funksiya (a, b) da
f(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu f’(x) hosila birinchi tur uzilishga
ega bo‘lolmaydi.

Boshqacha aytganda, har bir x,e (g, b) nugtada f’(x) funksiya
yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.

4- misol. Ushbu

1
xzsm;, agar x # 0 bo‘lsa,

flx) =

0, agar x =0 bo‘lsa

funksiyani qaraylik.
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4 x # 0 bo‘lgan holda quyidagiga ega bo‘lamiz:
f'(x) =2xsin 1_ cosl ;

X X

x = 0 bo‘lgan holda hosila ta’rifiga ko‘ra

n,
’ - 1; ,_,,7,l=
SO =l =0

bo‘ladi. Demak, f’(x) funksiya R da aniglangan va x = 0 da uzluksiz
bo‘ladi. f*(x) hosila x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi,
chunki x — 0 da

f(x)=2xsin l—cosl—
X X

funksiya limitga ega emas. »
Mashglar

1. Agar f(x) funksiya (a, b) da chekli f”(x) hosilaga ega bo‘lsa,
uning shu (a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x >x, da chekli hosilalar: f*(x),
g’(x) ga ega bo'lib,
f(xp)=g(x), x>x, da f'(x)>g'(x)
bo‘lsa, u holda x > x, da f(x) > g(x) bo‘lishi isbotlansin.
3. Vx> —1 uchun

x
— < In(l <
I+x (I+x)<x

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

22- ma’ruza
Funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) funk-
siya (a, b) da berilgan bo‘lib, x; € (a, b), Xy + Ax € (a, b) bo‘lsin.
Ma’lumki, Af(xy) = f(x, + Ax) - f(x,) ayirma f(x) funksiya-
ning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
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1- ta’rif. Agar Af(x;) ni ushbu
Af(Xg) = A Ax + aAx

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi, bunda 4 = const, Ax —» 0 da . — 0.
Teorema. f(x) funksiya x e (a, b) nugtada differensiallanuvchi
bo‘lishi uchun uning shu nugtada chekli f’(x) hosilaga ega bo‘lishi
zarur va yetarli.
< Zarurligi. f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. Ta’rifga binoan,

Af(x) = A Ax + oAx

bo‘ladi, bunda A = const, Ax —» 0 da o« — O.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

E
Ax
lim ¥ - fim (A4 +a) = 4.
ax—0  Ax Ax—0

Demak, f’(x) mavjud va f'(x) = A.
Yetarliligi. f(x) funksiya x e (a, b) da chekli f"(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra
f'(x) — hm f(x+Ax)-f(x) — llm Af(X)
Ax—0 Ax ax—0 Ax

bo‘ladi. Agar

-Aj;&(xx) -f(x)=a

deyilsa, undan
Af (x) = f'(x) - Ax + oAx
bo‘lishi kelib chigadi, bunda Ax — 0 da o — 0. Demak, f(x) funksiya
differensiallanuvchi. »
2- ta’rif. Funksiya orttirmasidagi f'(x,) - Ax ifoda f(x) funksiya-
ning x, nugtadagi differensiali deyiladi va df (x,) kabi belgilanadi:
df (xy) = f'(x3) - Ax .
Aytaylik, x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiyaning
grafigi 6- chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:
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><V

6- chizma.

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki,

Bg—«[)a
ac =8

bo‘lib, DC =tga- AC = f’(x)- Ax bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya gra-
figiga (x, f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar
ekan.

Faraz qilaylik, f(x) = x, xe R bo‘lsin. Bu funksiya differen-
siallanuvchi bo‘lib, df(x) =(x) -Ax = Ax, ya’ni dx = Ax bo‘ladi.
Demak, (a, b) da differensiallanuvchi f(x) funksiyaning differensialini

df (x) = f'(x)-dx
ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Endi sodda funksiyalarning differensiallarini keltiramiz:

1. d(x*) =ox*dx, (x>0).
2.d(a*)=a" -Ina-dx, (a>0, a=]).

3. d(log, x) = %]oga edx, (x>0, a>0, a=1l).

4. d(sin x) = cos xdx.
5. d(cos x) = —sin xdx.

1

6. d(tgx) = Zxdx, (x¢g+kn, k=0,%1,..).

cos
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| ax, (xekm k=0,%1,.).
X

7. d(ctg x) = —

1
Ji-x?
1

I-x

8. d(arcsin x) = dx, (-l<x<l).

9. d(arccosx) =—

- dx, (-1 <x<1).

10. d(arctg x) = —17 dx.
1+x

11. d(arcctg x) = ——l—zdx.
1+x
12. d(sh x) = ch xdx.

13. d(ch x) = sh xdx.

14. d(thx) = dx.

ch? x
15. d(cthx)=———dx, (x#0).
sh” x

2°. Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz qilaylik, f (x)
va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, x € (a, b) nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x € (a, b) da

1) d(c: f(x)) =cdf(x), c=const;

2) d(f(x)+ g(x)) = df (x) + dg(x);

3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);
F(x) ) _ g(x)df (x)-f(x)dg(x)

 d 03 EOTCTIIED, 50920

bo‘ladi. Bu tasdiglardan birini, masalan 3- sini isbotlaymiz.
4 Ma’lumki,

d(f(x)g(x)) = (f(x)g(x))dx .

Agar
(f(X)g(x)) = f(x)g(x) + f(x)g'(x)
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda quyidagi tenglikka kelamiz:
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d(f(x)g(x) = (f'(x)g(x) + f(x)g"(x))dx =

=g(x)f'(x)dx + f(x)g'(x)dx = g(x)df (x) + [(x)dg(x). P

Faraz qilaylik, y = f(x) funksiya X c R to‘plamda, g(y) funksiya
Y o {f(x): xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, f'(y) va g’(y) hosila-
larga ega bo‘lsin. U holda

d(g(f(x))) =g'(f(x)) df (x)

bo‘ladi.

« Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda-
lanib topamiz:

d(g(f(x) = [g(f(xN] dx = g'(f(x)) ['(x)dx = g'(f(x)) - df (x). B

1- misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu f(x) = x - 3x? funksiyaning
x, = 2 nuqtadagi differensiali topilsin.

<« Bu funksiyaning x, = 2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:

ANQ)=fQR+ax)-f(2Q)=2+AMx-3Q2+Ax)* -2 +12 =
=—11-Ax -3Ax? = ~11- Ax +(=3Ax) - Ax.
Demak, df(2) =-11-dx. »

3°. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Funksiya differen-
siali yordamida taqribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (aq, b) da berilgan bo‘lib, x, € (a, b)
nuqtada chekli f'(x,) hosilaga (f'(x;) = 0) ega bo‘lsin. U holda
Ax—0 da

Af(xy) = f'(x5) - Ax + 0(AX)
bo‘ladi.

Ayni paytda, f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
uning differensiali

df (xy) = f’(xo) - Ax
bo‘ladi. Ravshanki, '
Af (xy) - df (xg) = o(Ax)
bo‘lib, Ax — 0 da
& (x0)-df (x0) _,
Ax
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ga ega bo‘lamiz. Natijada

Af(xg) = df (%),

ya'ni

fxg +Ax) = fxg)+ f'(xy)- Ax 0))
taqribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula x, € (a, ) nuqtada diffe-
rensiallanuvchi f(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi Af(x,) ni
uning shu nuqtadagi differensiali df (x;) bilan almashtirish mumkin-
ligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning mohiyati funksiya orttirmasi
argument orttirmasining, umuman aytganda, murakkab funksiyasi
bo‘lgan holda, funksiya differensiali argument orttirmasining chizigli
funksiyasi bo‘lishidadir.

(1) formulada Ax = x — x; deyilsa, unda

F(x)= fxg)+ f(xg)(x = xp) )
bo‘ladi.
2- misol. Ushbu sin 29° migdor tagribiy hisoblansin.
4 Agar f(x)=sinx, x, =30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

1 o Q] ) o o o 2n _ \/3 2n
sin 29° = sin 30° + cos 30° - (29° -30°) - TS =0,5 - 3 3500
bo‘ladi. »

Ma’lumki, x, € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiya
grafigiga (x,, f(x,) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi quyi-
dagi ko‘rinishda yoziladi:

y=f(x) + [ (x)(x - xp) .

Demak, (2) tagribiy formula geometrik nugtayi nazardan, f(x) funksiya
ifodalagan egri chizigni x; nuqgtaning yetarli kichik atrofida shu funksiya
grafigiga (x;, f(x,)) nuqtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirish
mumkinligini bildiradi.
(2) formulada x, = 0 deyilsa, u ushbu
F(x)=f(0)+ f(0)x 3

~0,4848

ko‘rinishga keladi.

f(x) funksiya sifatida (1 + x)*, v1+x, €, In(1+x), sinx, tgx
funksiyalarni olib, ularga (3) formulani qo‘llash natijasida quyidagi
taqribiy formulalar hosil bo‘ladi:
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d+x)* =1+ox, In(1+x) = x,

Mzhh;x, Sin X = X,

e =1+x, tgx =~ x.
Mashgqlar

1. Aytaylik, ©# va v lar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib,
ulaming differensiallari du va dv bo‘lsin. U holda ushbu

y = arctg Yrinvu? +0?
v

funksiyaning differensiali topilsin.
2. Ushbu

1
xarctg- , agar x #0 bo'lsa,
f(x)= Ex %8

0, agar x =0 bo‘lsa
funksiya x, = 0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

3. Ushbu J1,2. J1,02, 1,002

miqdorlarning taqribiy giymati topilsin.

23- ma’ruza
Funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari

1°. Funksiyaning yugqori tartibli hosilalari. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vxe (a, b) da f'(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Bu f"(x) funksiyani g(x) orgali belgilaymiz:;

g(x) = f(x), (xe(a,b)).

I-ta’rif. Agar x,e (a, b) nugtada g(x) funksiya g(x,) hosilaga

ega bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x, nugtadagi ikkinchi tartibli

e A2 f(x) L .
hosilasi deyiladi va f”(x,;) yoki e kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) ning 3-tartibli f”(x), 4- tartibli
f(x) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.
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Umuman, f(x) funksiyaning n- tartibli hosilasi bo‘lgan f™(x) ning

hosilasi f(x) funksiyaning (n+1)- tartibli hosilasi deyiladi:
Sy = (") -

Odatda, f(x) funksiyaning f“(x), f"’(x), ... hosilalari uning yuqori
tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, f(x) funksiyaning
x e (a, b) da n- tartibli hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu
nuqta atrofida 1-, 2-, ..., (n—1)- tartibli hosilalari mavjudligini tagoza
etadi. Ammo bu hosilalarning mavjudligidan #- tartibli hosila mavjud-
ligi., umuman aytganda, kelib chigavermaydi. Masalan,

_ Xl
f(x) ==
funksiyaning hosilasi f'(x) = | x| bo‘lib, bu funksiya x = 0 nuqgtada
hosilaga ega emas, ya’ni berilgan funksiyaning x = 0 da birinchi
tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi tartibli hosilasi esa mavjud emas.

1- misol. f(x)=a" bo‘lsin, a > 0, x € R. Bu funksiya uchun
(a*) =a* Ina,
(@) =(a" Ina)’ = a*(Ina)?,
umuman
(ax )(n) =a° (In a)n (1)

bo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli
bilan isbotlanadi.

2- misol. f(x) =sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun

(sin x)" = cos x = sin (x + g),

(sin x)” = (cos x)’ = - sin x = sin (x + 2;)

Umuman, (sin x)"™ = sin (x +n g)
bo‘ladi. Shunga o‘xshash,

(cos x)'” = cos (x +n g)

bo‘ladi.
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3- misol. f(x)=x" bo‘lsin, x > 0, « € R. Bu funksiya uchun

(x*) = ox®?,

() = (ox*!) = oo = 1)x*72,

umuman,
(x*)" =a(o— 1) =2)..(a-n+1)x*"
bo‘ladi.
Xususan, f(x)= 1 , (x> 0) funksiya uchun

X

(1)07) 3 (—l)"'_n!
X
bo‘lib, undan
n-1 '
In x)m = D7 (=D!
(In x) 5
bo‘lishini topamiz.
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib,
xe (a, a f™(x) va g™ (x) hosilalarga ega bo‘lsin. olda:
Vxe (a, b) da f™(x) )(x) hosilal bo‘lsin. U hold

D (- fOxP™ =c- f(x), ¢ =const;
2) (f(x)£g(xN™ = fO(x) £ g (x);

3) (f(x) ()™ = Y CEF® (x). g5 (x), @)
k=0

(ck = MDY £ ) = 1(x)

bo‘ladi.

<« Bu tasdiglardan 3- sining isbotini keltiramiz. Ravshanki, » =1 da
(2) munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat n — 1 da
o‘rinli bo‘lsin:

n-1
(f(x)- gD =Y Cry P (x)- g R (x).
k=0

Keyingi tenglikni hamda
Ca+CGa =G,
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bolishini e’tiborga olib, topamiz:

, n-1 Y
(f(x) - gEN™ = ((f(x) - g(xN" D) =| D Ch f R (%) .g("—*—“(x)J ]
k=0

n-1

=3 CL P ()" R () + B (08" (1) = G f ()8 (x) +
k=0
n-1
+3(CEy + G P (08" (0 + G f (0 8(x) =
k=0

=Y CEr® (x)g" ) (x). B
k=0

Odatda, (2) Leybnits formulasi deyiladi.
4- misol. Ushbu

y = x? cos2x
funksiyaning n-tartibli hosilasi topilsin.
« Leybnits formulasida f(x) =cos2x, g(x)= x? deb olamiz.

Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x) = x* funksiya uchun
k > 2 bo‘lganda

g (x) = (x)® =0, (k>2)
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
(x? cos 2x)™ = CIx? (cos 2x)™ + Ch(x?)"- (cos 2x)" D +
+C2(x?)"(cos 2x)"2,
Ravshanki,
(cos2x)™ =2" cos (2x n- 12‘_),

(cos2x)" ™D =2 cos (2x +(n-1) g) =2"lgin (2x +n g),

(cos2x)"D =2"2 cos(2x+(n-2)Z)=2""cos(2x + nZ).
2 2

Demak,

(x? cos2x)™ =2" (x2 - "(':l))cos (2x + ng) +2" nxsin (2x+ ng) >
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2°. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, xe (a, b) nuqtada f"(x)
hosilaga ega bo‘lsin. Ravshanki, f(x) funksiyaning differensiali

df (x) = f'(x)dx 3
bo‘lib, bunda dx = Ax — funksiya argumentining ixtiyoriy orttirmasi.
2-ta’rif. f(x) funksiyaning xe (a, ) nuqtadagi differensiali
df (x) ning differensiali f (x) funksiyaning x € (a, b) nugtadagi ikkinchi
tartibli differensiali deyiladi va d %f(x) kabi belgilanadi:
d* f(x) = d(df (x)).

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d3f(x),
to‘rtinchi d4f(x) va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning »- tartibli differensiali d”f(x) ning
differensiali f(x) funksiyaning (n+1)- tartibli differensiali deyiladi:

d™ f(x)=d(d" f(x)).
5- misol. Ushbu

F(x)=xe™

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.
<« Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga
ko‘ra topamiz:

d’ f(x) = d(df (x)) = d(d(xe ™)) = d(xde* + e *dx) =
=d(-xe "dx+ e "dx)=-d(xe*)dx+(de ™ )dx =
= —(xde ™ + e *dx)dx — e * (dx)? =
=x- e (dx)’ — ¥ (dx)* - e (dx) =(x-2)e " (dx)?. P
Differensiallash qoidasidan foydalanib topamiz:
d* f(x) = d(df (x)) = d(f"(x)dx) = dx - d(f(x)) =
=dx - f*(x)dx = f"(x)(dx)?,
d* f(x) = d(d’ f(x)) = [7(x)(dx)*, @)

................................

d"f(x) = " (x)(dx)".
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Masalan, yuqorida keltirilgan misol uchun
d?(xe™) = (xe™*)"(dx)? = (e7* — xe™*)'(dx)’ =
= (e —e —xe ¥ )(dx)? = (x-2)e*(dx)?

bo‘ladi.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx, € (a, b) nuqtada n- tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda:

D d"(c- f(x))=c-d"f(x), c=const

2)d"(f(x) £g(x)) =d" f(x) £ d"g(x);

3)d"(f(x)-g(x)) = d"f(x) g(x) + Cod"" f(x)- dg(x)+

+. 4+ CEA"* f(x) d*g(x) +...+ f(x)-d"g(x)

bo‘ladi.

Bu munosabatlarning I- va 2- larining isboti ravshan. 3- muno-
sabatni isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.

3°. Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y = f(x) funksiya

(a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, x o‘zgaruvchi o‘z navbatida
biror 7 o‘zgaruvchining [a, B] da differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lsin:

x=¢(t) (tela,Bl, x=0¢(r)ela, b]).
Natijada
y = f(x)=f(o(n)
bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy = (f(e(0))dt = f'(o(1))-¢'(t)dt = f'(o(1)) - do(t) = f'(x)dx

bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, y = f(x)
funksiyada x o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror ¢ 0‘z-
garuvchiga bog‘liq bo‘lgan holda ham y = f(x) funksiya differen-
sialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda, bu xususiyat differensial
shaklining invariantligi deyiladi.

y =f(o(9) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha
bo‘ladi:

dly = d(df) = d(f'(x)dx) = df (x) - dx + f'(x) - d(dx) =
= f7(x)-(dx)? + f'(x)d’x.
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Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli
differensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emas-
ligini topamiz.

Mashglar

1. Ushbu f(x)=|xP
funksiya x = 0 nuqtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi?
2. Ushbu f(x) =(x-1)?sin xsin(x - 1)

funksiyaning »- tartibli hosilasi topilsin (# > 2).
3. Agar y = f(x) funksiya n- tartibli hosilaga ega bo‘lsa,

d" f(ax +b) = a" £ (ax + b) - (dx)"
bo‘lishi isbotlansin.

24- ma’ruza
Teylor formulasi

1°. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ushbu
P(x)=by +B(x=x)+by(x—x3)? + ...+ B (x~x)" (1)
funksiyani (n- darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda xg€ R va
by, by, ..., b, — haqgiqiy sonlar. Bu &, b,, ..., b, lar quyidagicha ham
aniglanishi mumkin.
(1) tenglikda x = x; deyilsa,
bn = P(xO)
bo‘ladi. P(x) funksiyani differensiallab,
P(X)=1-B+2-b (x~X) +.c+n-b(x—X)""
va bu tenglikda x = x; deb

P
et
bo‘lishini topamiz.
P(x) funksiyani ikki marta differensiallab
P(x)=2-1-by+..+n(n-1)-b(x-x)"?

va bu tenglikda x = x, deb topamiz:
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P(xo).

b, =
Bu jarayonni davom ettira bonb, vk >0 da
_ PR (xp)
T

bo‘lishini topamiz.
Natijada P(x) ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi:

P(Xo) P( 0)

P(x)=P(xy)+ (x —=xy) + (x - x0)2+ 4+

P( (xa)

(x—x)". o))

Demak, P(x) ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqta-
sidagi qiymati bilan to‘liq aniqlanar ekan. (2) formula P(x) ko ‘phad
uchun Teylor formulasi deyiladi.

2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, &) da berilgan bo‘lib, x, € (a, b)
bo‘lsin. Bu funksiya x; nuqtaning

Us(xg) = (xg — 8, xg +8) = (a,b), §>0

atrofida f'(x), f(x), ..., £ (x), f*"*1(x) hosilalarga ega bo‘lsin.
Funksiya hosilalaridan foydalanib, ushbu

Bfi ) = £0) + L0 (- xp) 1+ L0 )2 4

(n)
f (x())(x x )

ko‘phadni tuzamiz.
Agar f(x) funksiya n- darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,

f(x)=P,(f;x)
bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘lmasa,
fx)# P (f35x)
bo‘lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R (x) orgali belgilaymiz:
R, (x)= f(x)-P,(f;x).
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Natijada ushbu
f(xX)=P,(f;x)+ R, (x),

ya’ni
n)
= )+ L ) 4 L0 (x4 R0 (3)
formulaga kelamiz. Bu (3) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi

deyiladi. (3) formuladagi R,(x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi
deyiladi.

Endi qoldiq had R,(x) ni aniglaymiz. x, nuqtaning Us(x,) atro-
fidagi x ni tayinlab, ushbu

F(t) = f(x) - f(t) - I%’l(x _1)- %(x ) gt f(,:'(t)(x _1y
funksiyani [Xp,x] < Us (%) (yoki [x,%3] < Us(x)) da garaymiz.

Bu funksiya [x,, x] segmentda uzluksiz bo‘lib, (x;, x) da hosilaga
ega bo‘ladi:

FO=-r0-[L00-0-r0]-[ L8 -0 - L0 (x| -.. -

(n+1) +1)
_[f a0 - 1()?( _t)"—] ,<'>( "

{(n+l)
Demak, F'(t)= —i—nrﬂ(x -n".

Endi [x,, x] da uzluksiz, (x,, x) da chekli (nolga teng bo‘Imagan)
hosilaga ega ®(x) funksiyani olib, F(x) va ®(x) funksiyalarga [x, x;]
da Koshi teoremasini go‘llaymiz. Natijada quyidagi

F(x)-F(x) _ F'c)
D(x)-®(xy) @'(c) ®

tenglikka kelamiz, bunda ¢ = x5 +8(x - xp), (0<6<1) .
Ravshanki,

(n+1)
F(x)=0, F(%)=R,(x), F()=-L" Dx-o.
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Unda (4) tenglikdan

x)-0(x) S

)
s D (x—ey ©)

R (x)=

bo‘lishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(#) =x -t bo‘lsin. Unda
D(x) =0, &(xy)=x-x5, ®(c)=~1
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi
(n+l) Ay
R"(X)=f (C) (x-xg) (x-—c)" _

n! ~(n+1){x-c)" -

(n+l)
L Oy e (x-3) =

(n+l)
=L O (x-x )™ (10

n
ko‘rinishga keladi. Bu holda

F) = £00) + L8 (xoxg) + LU0 (x -y o

(n) (n+1)
+f n(!‘x(])(x_xo)n +f n!(C) (x___xo)n+l(l_9)n

formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Koshi ko ‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi deyiladi.
b) Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Avytaylik, ®(2) = (x - )" bo‘lsin. Unda
D(x) =0, O(x) = (x-x)"",
() =—-(n+1)(x-¢)", (c=Xx, +0(x- X))
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

_ f(n+l)(c) . _(x_xo)ﬂ+l ) _ n_ f(n+l)(c) nel
R = = ey F 7 = T %)
ko‘rinishga keladi. Bu holda
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S = fix)+ T80 (x4 T00) (- xp)? .
(n) (n+1)
+LT(!."_°-)(x—x0)”+f n!—(»c—)(x—xo)"”, ©)

(c=x+06 (x~x5), 0<6<1)

formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko ‘rinishidagi
goldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.
d) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Yugoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

f(x)=f(x) + f’(lfo)(x—xo)+£%)‘(x_x0)2 +ot

(c=x3+0(x—-xp), 0<B<1).
S™(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Demak, x — Xy da ¢ - x,
bo‘lib,
S ) - [ (x).

Shuni e’tiborga olib, x — x, da

(n (n)

n!

(x = x)" +0((x —x)")
bo‘lishini topamiz. Natijada ushbu
Jx) = f(xq) + L)

1!
f(")(xo)
n!

[ (x)
2!

(x ~xp) + (X ~xp)% +... +

+

(x=x)" +o((x - x3)"), (x — Xg)

formula hosil bo‘ladi. Bu formula f(x) Junksiyaning Peano ko ‘ri-
nishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.

3°. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. f(x) funksiyaning
Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini olamiz:

F@ = 7o)+ 200 (- xgy + L00) (x4
(m
+7 n(!x“)(x—xo)"+o((x—x0)"), (x = xp).
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Bu tenglikda x, = 0 deb, ushbu
’ "] (n)
f(x)=f(0)+f—l(?x+f2(!0)x2 +...+fim(70—)x” +o(x"), (x =»0) (7)
formulaga kelamiz. (7) formula f(x) funksiyaning Makloren formulasi
deyiladi.
1) f(x)=e* bo‘lsin. Bu funksiya uchun f(0) =1, M 0) =1
bo‘lib,

x2 X3

e =1+x+>+

x" n
T i+..+F+o(x ), x—>0

bo‘ladi.
2) f(x)=(1+x)*, oe R bo‘lsin. Bu funksiya uchun
) =1, f0) =a(a—1)..(c—n+1)
bo‘lib,

(1+x)* =
k=0

a(o-1)..(a—k+1) Xk

i +o(x"), x -0

bo‘ladi. Xususan,

n
1—:—‘ =Y x* +o(x"), x>0
. k=0
1

— =Y (- x* +o(x"), x>0
l+x €=

bo‘ladi.
3) f(x)=In(l + x) bo‘lsin. Bu funksiya uchun

£(0)=0, fH0)=(-1)*"(k-1)!

bo‘lib, In(1+x) = i ('l)lka +o(x"), x>0
bo‘ladi. .
Shuningdek, In(l-x) = -kn % +o(x"), x>0
=1
bo‘ladi.
156

www.ziyouz.com kutubxonasi



4) f(x)=sinx bolsin. Bu funksiya uchun S(0)=0,

SEED(0) = (-1)* borlib,
2k
_ k X 2n4+2
sinx = Z( 1) G ])'+o(x ), x -0

bo‘ladi.

5) f(x) = cos x bo'lsin. Bu funksiya uchun f(0)=1, /%) (0) = (~1)*
bo‘lib,

n 2k
- k X 2n+l
cosx—kgu( -1 (2k)'+o(x ), x50

bo‘ladi.
Misol. Ushbu f(x) = 3‘]‘2

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
<« Bu funksiyani quyidagicha

1 1
( \— - . —
e Ix+2 2 l+3x
2
: ‘ 71__ c R R LW 4 n 0
yozib, so‘ng i —Z‘)( D*x" +o(x"), x -

bo‘lishidan foydalanib topamiz:

3x+2 Z( )" x +o(x"), x>0.p

Mashglar
1. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu

limit hisoblansin.
2. Ushbu f(x)=e*
funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
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6-BOB

FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZI BIR
TATBIQLARI

25-ma’ruza
Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiyaning monotonligi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
(a, b) da (—oo < a < b < +o) berilgan bolsin.

Ma’lumki, Vx,,x, € (a,b5) uchun x <x, = f(x) < f(x)
(f(x)) < f(x;)) bo'lsa, £ (x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suv-
chi), ¥x, x, € (a, b) uchun x <x, = f(x) 2 f(x), (f(x)> f(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da kamayuvchi (gat’iy kamayuvchi) de-
yiladi.

1- teorema. Avtaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx e (a, b) da f’(x) hosilaga ega bo‘lsin.

() funksiyaning (a, b) da o*suvchi bo‘lishi uchun Vx e (a, b) da

f(x)=0
bo‘lishi zarur va yetarli.

<« Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi bo‘lsin. Unda Ax > 0
bo‘lganda

fx+Ax)- f(x)20
bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:

Vo e SrAD)-f(X)
f(x)'f(xw)';i‘ﬂo__“_,u >0,

Yetarliligi. Aytaylik, Vx e (a, b) da f"(x) mavjud bo‘lib, f'(x) 2 0
bolsin. [x;, x,] da (x, x, € (a, b), x; < Xx;) f(x) funksiyaga Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:

fO) = fx)=f(e)-(x; —x) 2 0.

Demak, x; < x, = f(x) < f(x3), f(x) — ofsuvchi. P

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx e (a, b) da f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya (a, b) da
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kamayuvchi bo‘lishi uchun vx e (a, b) da
f)<0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Shuningdek, quyidagi teoremalarni isbotlash giyin emas.

3- teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a, b) da
Jf’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, ) da qat’iy o‘suvchi
bo‘lishi uchun

1) Vxe (a, b) da f'(x) 2 0;

2) Vxe (o, p) da f'(x) = 0 tenglik bajariladigan («,B) < (a,b)
intervalning mavjud bo‘Imaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

4- teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a, b)
da f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy
kamayuvchi bo‘lishi uchun

1) Vxe (a,b) daf'(x) <0;

2) Vxe (o, p) da f'(x) = 0 tenglik bajariladigan (a.p) < (a.b)
intervalning mavjud bo‘lmaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

Demak. (a, b) da

f'(x)20= f(x) o'suvchi = f’(x) =0,

f(x) <0 = f(x) kamayuvchi = f'(x) <0,

f(x) >0 = f(x) qat’iy o‘suvchi = f'(x) =0,

f(x) < 0= f(x) gat’iy kamayuvchi = f'(x) <0
bo‘ladi.

1- misol. Ushbu

2
S0 =25
funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘lish oraliglari topilsin.
4 Ravshanki,

f(x)=x-2%2-xIn2)
bo‘ladi. Ushbu f'(x)>0, x-27*(2-xIn2)>0 tengsizlik

2 2

xe (0, m) da orinli bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya X € (0’ m) da

2

o‘suvchi, (=, 0)U (ﬁTz’

+ oo) da kamayuvchi bo‘ladi. »

159

www.ziyouz.com kutubxonasi



2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X< R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar shunday 8 > G son topilsaki, Vxe Ug(xy) =
=(xy - 8, x5 + 8) ¢ X nugqtalarda

fxX) < flx) (f(x)2 f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga (mini-
mumga) erishadi deyiladi, x, nuqtaga esa f(x) funksiyaning maksimum
(minimum) nuqrasi deyiladi.
2- ta’rif. Agar shunday 3 > 0 son topilsaki, Vxe Ug(xy)\ {x;}
(Us (%) < X) nugqtalarda

S(x) < f(xo) (f(x)> f(x))

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugqtada qat’ly maksimumga (qat’iy
minimumga) erishadi deyiladi,

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan
uning ekstremumlari, maksimum hamda minimum nugqtalari esa uning
ekstremum nuqtalari deyiladi.

5- teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiva X c R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x, € X nuqtada ekstremumga erishsin.

Agar f(x) funksiya x, nugtada f”(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

Sx) =0
bo‘ladi.

< Aytaylik, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga erishib, shu
nuqgtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda

>0 VxeUs(xy)c X da f(x)< fx)

bo‘ladi.

(xg — 8, xo +9) intervalda f(x) funksiyaga Ferma teoremasini
go‘llab topamiz:

S(xg) =0.»

3- ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nuqta uning
stansionar (kritik) nuqtasi deyiladi.

Eslatma. Agarf(x) funksiya biror nugtada ekstremumga erishsa,
u shu nuqtada hosilaga ega bo‘lishi shart emas.

Masalan, f(x) = |x| funksiya x, = 0 nuqtada minimumga erishadi,
biroq u shu nuqgtada hosilaga ega emas.
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Demak, f(x) funksiyaning ekstremum nuqtalari uning statsionar
hamda hosilasi mavjud bo‘lmagan nugtalari bo‘lishi mumkin.
4- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki,
Vxe (xg—-9,x,) da g(x)>0 yoki
Vxe (xg~9,%) da g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x;, nuqtaning chap tomonida ishora saglaydi
deyiladi.
Agar shunday 6 > 0 son topilsaki,
Vx e (xy, Xg +08) da g(x)>0 yoki
Vxe (xy,xy +6) da g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi
deyiladi.
6- teorema. Aytaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) 38 >0, Vxe Us(xg) c X da f’(x) hosila mavjud,
2) f(x5) =0
3) f’(x,) hosila x, nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora
saglasin.
Agar f’(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
funksiya x; nugtada ekstremumga erishadi.
Agar f’(x,) hosila x; nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
f(x) funksiya x, nugtada ekstremumga erishmaydi.
<« Aytaylik,
Vxe (x5 -8,x) da f'(x)>0,
Vxe (x5, Xe +8) da f(x)<0
bo‘lsin. U holda Vx € (x5 -8, x3), f(x)>0= f(x) o‘suvchi, ya’ni
F(x)< flxy), Vxe (x,X5 +8), f'(x)<0= f(x) kamayuvchi,

ya’ni f(x) < f(xy), bolib, Vxe (x5 -8, xg +8) da f(x)< f(x)
bo‘ladi. Demak, bu holda f(x) funksiya x;, nuqtada maksimumga

erishadi.
Aytaylik,

Vxe (xg-8,x) da f(x)<0,
Vxe (x5, X%, +8) da f(x)>0
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bo‘lsin. U holda Vx e (x, -8, x;), f'(x) <0 = f(x) kamayuvchi, ya'ni
f(x) > f(xy), Vxe (xy, Xy +8), f'(x)>0= f(x) o'suvchi, ya’'ni

f(x) > f(xy) bo'lib, Vx € (X =8, xp +8) da f(x) > f(x,) bo'ladi.
Demak, bu holda f(x) funksiya x, nuqtada minimumga erishadi.

Agar Vxe (x;—-38,xy)da f'(x)>0, Vxe(x,x+8daf(x)>0
yoki Vx e (x5 -8, xp) da f'(x)<0,Vxe (xy, Xy +3) da f'(x)<0
bo‘lsa, unda f(x) funksiya (x, -8, x, +8) da o‘suvchi yoki

(xg = 8, xo +8) da kamayuvchi bo‘lib, f(x) funksiya x, nuqtada
ekstremumga erishmaydi. »

7- teorema. f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e C(X);

2) 38> 0, Vxe Us(x)\{xo} da f'(x) hosila mavjud va chekli,

3) f*(x) hosila x, nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saqlasin.

Agar f’(x) hosila x; nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
funksiya x, nugtada ekstremumga erishadi.

Agar f’(x) hosila x; nuqgtani o‘tishda ishorasini o zgammlasa
f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema yuqoridagi 6- teorema kabi isbotlanadi.

8- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X ¢ R to‘plamda berilgan
vame N, m>2, x,e X bo'lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) 38>0, Vxe Us(x,) c X da f™1(x) hosila mavjud;

2) £ (x,) hosila mavjud,;

3) f(%)=f"(x)=.= f" V(%) =0, [ (xy)#0.
U holda m =2k, ke Nbo‘lganda f(x) funksiya x, nuqtada ekstre-

mumga erishib, ™ (x,) < 0 bo‘lganda x, nugtada maksimumga,
£ (x,) >0 da minimumga erishadi.

Agar m=2k +1, ke N bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada ekstre-
mumga erishmaydi.
« f(x) funksiyaning x, nuqtadagi Teylor formulasi

f(x)-zf 00) (3 x)* +o((x-3)"), X -
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ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

(m)
F00 = £0w)+ L7030, X o %

ko‘rinishga keladi. Bundan esa x # x, da

F(x) = £(xg) = (x = %)™ [ﬁm)ﬁ‘ﬂ? " -"(—"—“—"ﬂ], X =X

m! (x—x )™
bo‘lishi kelib chiqadi.

«o» ning ta’rifiga ko‘ra '% | f™(x,)| >0 son uchun 33 >0,
vx e Us(xy) \ {x,} nuqtalarda
o((x-x)")

(x-xp)"

< L1 o)

bo‘ladi. Demak, x € Ug(xy) \ {xg} uchun

S ixg) | olle=xg)™) S ()
m! (x-x0)" m!

miqdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x € Us(x) \ {x0} da
S (%) m
T (x-x)

ning ishorasi f(x) - f(x,) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo‘lishi
kelib chiqadi.

Agar m=2k, ke N bo‘lib, f™(x)>0 bo'lsa, unda
F(x)=f(x)>0, ya'ni f(x)> f(x) bo‘ladi. f(x) funksiya x,
nuqgtada minimumga erishadi.

Agar m=2k. ke N bo‘lib, f(x)<0 bo‘lsa, unda
flx)- f(x) <0, ya'ni f(x)< f(x) bo‘ladi. f(x) funksiya x,
nuqtada maksimumga erishadi.

Agar m =2k +1, ke N bo‘lsa, f(x) - f(x,) ayirma ishora sag-
lamaydi. Bu holda funksiya x, nugtada ekstremumga erishmaydi. »

Xususan, agar x, nuqta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘-
lib, f(x) funksiya x, nuqtada chekli f“(x,) # 0 hosilaga ega bo‘lsa,
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shu nugtada f(x) funksiya f”(x,) <0 bo‘lganda maksimumga,
S"(xy) >0 da minimumga ega bo‘ladi.

2- misol. Ushbu
F(x)=2Yx" ~5Yx? +1
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

<« Bu funksiya R = (—e; + ) da aniglangan bo‘lib, u shu to‘p-
lamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:

2 ]
, 3 2 -3 10(x-1
f(x)=2-§‘x3-5-§-x3= 3(;;) (1)

Ravshanki, funksiyaning hosilasi x, = 1 nuqtada nolga aylanadi:
S'(1)=0; x, = 0 nugtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x= 1 nuqtaning chap tomonidagi
nuqtalarda f’(x) < 0, o‘ng tomonidagi nugtalarda f’(x) > 0 bo‘ladi.
Demak, berilgan funksiya x=1 nugqtada minimumga erishadi va
min f(x) = f(1) = -2 bo‘ladi.

Yana hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 0 nuqgtaning chap
tomonidagi nuqtalarda f'(x) >0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda
S (x) <0 bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiya x = 0 nuqtada maksimumga erishadi va
max f(x)= f(0) =1 bo‘ladi. »

Mashgqlar

1. f(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqtada funksiya
ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin.
2.Ushbu

I
f(x)={e "2, agar x#0 bo‘lsa,
0, agar x=0 bo‘lsa
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
3. Aytaylik, f(x)e Cla,b] bo'lsin. Bu funksiyaning [a, b] dagi
eng katta va eng kichik giymatlari ganday topiladi?
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26- ma’ruza
Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va asimptotalari

1°. Funksiyaning qavariqligi va botiqligi. Faraz qgilaylik, f(x)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x;, x, € (a, ) uchun x; < x, bo‘lsin.

f(x) funksiya grafigining (x,, f(x;)), (x,, f(x;)) nugqtalaridan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni y =/(x) desak, u quyidagicha

f(x)

Xy =X X=X
X )+ ——
X%, f(x)

x2-X]

I(x)=

bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar har qanday oraliq (x,, x,) < (a, b) da joylashgan
Vx e (x, x,) uchun
f(x)<l(x) (f(x)<i(x))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botig) funksiya deyiladi.
2-ta’rif. Agar har qanday oraliq (x,, x,) < (a, b) da joylashgan
Vx € (x), x;) uchun

f(x)=21(x) (f(x)>I(x))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (gat’iy qavarig) funksiya deyiladi.
Botiq hamda qavariq funksiyalarning grafiklari 7- chizmada tas-
virlangan.

Aytaylik, o, 20, o, 20, oy +o; =1 bo'lib, Vx|, x, € (a, b)
bo‘lsin. Funksiyaning botigligi hamda gavariqligini quyidagicha
ta’riflash ham mumkin.

Yy ¥y

I(x)
S

S 1)

4
y

7- chizma.
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3-ta’rif. Agar
Sfloyx +0%) <o fi(x)+ oy f(X;),
(f (o x; + 0, <o f(x)+ 0, /(% )
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botiq (qat’iy botig) deyiladi.
4-ta’rif. Agar
Sflogx +03) 20y fi(x) + 0 f(x),
(f(oyx +0%) > ap f(x;) + 0y f (X, )

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (qat’iy qavarig) deyiladi.
I- misol. Ushbu

f(x)=x*
funksiya R da qat’iy botiq funksiya bo‘ladi.
d 3- ta’rifdan foydalanib topamiz:
Floyx +0p%) = (0 +05;) = (0yx)? +200,%,%, +(0%,)? <
<odxt +ogoy(x +x)° +adxy = oy x? (0 +0y) + 0y x3 (0 +0p) =
= oyxf +opx} =0y f () + arf (xp). B

1- teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
unda f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da botiq
(gat’ly botiq) bo‘lishi uchun f“(x) ning (a, b) da o‘suvchi (qat’iy
o‘suvchi) bo‘lishi zarur va yetarli.

4 Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da botiq bo‘lsin. U holda

vx,, x, € (a,b), x; <X, Vxe (x,x,) uchun

Xy —X X—X
FO)S 2L TG+ 200 ()

f)-f(x) o fa)-/(x)

x-X T oxy-x
bo‘lishi kelib chigadi ((x, —x,) = (x; - x) + (x — x;) deyildi). Ke-
yingi tengsizlikda x — x,, so‘ng x — x, da limitga o‘tib,

f'(xl) < f(Xz )"f(x])

X3 =X

bo‘lib, undan

, f(x)-f(x)
£ 2 LT
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bo‘lishini topamiz. Undan f'(x) € f'(x;) bolishi kelib chiqadi.
Demak, f’(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi.
f(x) funksiya (a, b) da qat’iy botig bo‘lsin. U holda
Sx)=fx) f(x)-f(x)
X-X) Xy ~X
bo‘ladi. Lagranj teoremasiga muvofiq

TS (), x < <x;

X—X1

LSO | fey), x < <xy

X=X

bolib, undan f’'(x;) < f'(x;) bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. f’(x) funksiya (g, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi)
bo'lsin: Vx;, x; € (@, b), x <X, da
L) ) fg)<f ().
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

f-fx) f(e) x<¢<x;

X—X

SO)-f(x) (), x<c <X
Xy—X

Ravshanki, X <¢ <X<¢ <X = ¢ <¢. Demak, f'(¢) < f(¢)

(f'(¢)) < f'(c3)) bo'lib, yuqoridagi munosabatlardan

F0=f () ¢ SOa)=f(x) (f(x)—f(xl) I )-f(x))

X—Xj Xy =X X—X| Xy —X

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy
botiq) ekanini bildiradi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.

2- teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, unda f’(x)
hosilaga ega bo‘lsin.

f(x) funksiyaning (a, b) da gavariq (gat’iy qavariq) bo‘lishi uchun
f7(x) ning (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va
yetarli.
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Aytaylik, f(x) funksiya (a, ) da berilgan bo‘lib, u shu intervalda
/7 (x) hosilaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari, (a, b) intervalning har
ganday (o, B) ((e, B) = (a, b)) gismida f”(x) aynan nolga teng bo‘l-
masin.

3- teorema. f(x) funksiya (a, b) intervalda botiq (gavariq) bo‘lishi
uchun (a, b) da

Sf(x)20 (f(x)<0)

bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti yugoridagi hamda funksiyaning monotonligi
haqidagi teoremalardan kelib chigadi.

2- misol. Ushbu S(X)=Inx (x>0)
funksiya gavariq bo‘ladi.

4 Bu funksiya uchun

f'(x)=—xi,_<0

bo‘ladi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan f(x)=Inx funksiya (0, +) da
qat’iy qavariq bo‘ladi.

2°. Funksiyaning egilish nuqtalari. Faraz qgilaylik, S (x) funksiya
X c R to*plamda berilgan bo‘lib, x, € X, (X —8,x +3)c X, §>0
bo‘lsin.

5-ta’rif. Agar f(x) funksiya (x, -8, x,) da botiq (qavariq),
(xp, Xo +8) da gavariq (botiq) bo‘lsa, x, nugta f(x) funksiyaning
egilish nuqtasi deyiladi.

Aytaylik, f(x) funksiva (x, -8, x, +8) da S7(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar Vxe (xy~8, x,) da f"(x)20 (f"(x)<0);

Vxe (xy, % +8) da f(x)<0 (f"(x)20)

bo‘lsa, f’(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishadi va fx)=0
bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya egilish nuqtasida S7(x)=0 bo‘ladi.

3- misol. Ushbu f(x)=x3

funksiya x, = 0 nuqtada egiladi.
<« Bu funksiya uchun
Sf7(x)=6x
bo‘lib,
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Vxe (-8, 0) da f"(x)<0

vxe (0,8) da f"(x)>0, (3>0)
bo‘ladi. P
3°. Funksiya grafigining asimptotalari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin.
6- ta’rif. Agar ushbu
lim f(x), lim f(x)
x—xy+0 x— x50
limitlardan biri yoki ikkalasi ham cheksiz bo‘lsa, x = x, to g 77 chiziq
f(x) funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.
Masalan, f(x)= 1 funksiya grafigi uchun to‘g‘ri chiziq vertikal
X

asimptota bo‘ladi.
Avtaylik, f(x) funksiya (x,, +e) da aniglangan bo‘lsin.
7- ta’rif. Agar shunday k va b sonlari topilsaki,

f(xy=kx+b+o(x) (x o>+ da a(x)->0)
bo‘lsa, y=kx+b to‘g'ri chizig f(x) funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi deyiladi.

4- teorema. f(x) funksiya grafigi y = kx + b og'ma asimptotaga
ega bo‘lishi uchun

fim £ — &, lim (/(x) - kx) = b

X400 X

bo‘lishi zarur va yetarli.
d Zarurligi. y = kx + b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘lsin. Unda
f(x)=kx+b+al{x)
bo‘lib, x = +eo da o(x) — 0 bo‘ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib
topamiz:
lim S _ lim hxtbrox k;

X—+0 X X0 X

lim (f(x) - kx) = lim (b+ () = b
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Yetarliligi. Ushbu
lim f—i"_)= . lim (f(x) - k) = b

X—3+o0

munosabatlar o‘rinli bo‘lsin. Bu munosabatlardan
(f(xX)-kx)-b=0a(x) > 0= f(x)= kx + b+ o(x)
bo‘lishi kelib chiqadi. »

X3

4- misol. f(x) = i funksiyaning og‘ma asimptotasi topilsin.

(x-
<« Bu funksiya uchun

G T
X340 X x4+ (x-])
3
b= lim (f(x) - kx) = lim( Al —x]=2
X340 x4l (x-1)

bo‘ladi. Demak, y =x + 2 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘ladi.>

Mashglar

1. Ushbu
= x-l
f(x) Ir

funksiyaning botiq hamda qavariq bo‘ladigan oraliglari topilsin.
2. Ushbu

2
) = 22
x-1
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin.
3. Ushbu
a) f(x)=x*¥e,
b) f(x)=x+2arcctg x ,
d) f(x)=le* -1 funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshi-

tilsin, grafiklari chizilsin.
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27- ma’ruza
Lopital qoidalari

Ma’lum shartlarda funksiya limitini hisoblash qoidalari o‘rganilgan
edi. Ko‘p hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’ni

xox, da f(x) =0, g(x) >0: Qg‘; ning limiti (g)
. f(x) . L el oo
x o X, da f(x) o 4ee, g(x)—> 4eo: ) ning limiti (;),

X =% da f(xX) >e, g(x) o f(x)-g(x) ning limiti (oo, ~ec),
X% da f(x)=0, gx)—0: (f(x)¥* ning limiti (0°),
x = xy da f(x) > 1, g(x) >+ (f(2)5* ning limiti (1)

x—>x, da f(x) >, g(x)>0: f(x) g(x) ning limiti oo ni
topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan goidaga ko‘ra hisoblash
qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lopital
qoidalari deyiladi.

0

1. 5 va ~ ko‘rinishidagi hollar.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) xl_’fﬂof(x) =0, x]_lfﬂo g(x)=0;
2) Vxe(a, b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, b) da g'(x)=#0;

Hushbu lim £ =1 (le R) mavjud. U holda lim L% =/
x—b-0 g'(x) x—b-0 g(x)
bo‘ladi.
4 f(b)=0, g(b)=0 deb olamiz. Bunda f(x) va g(x) funksiyalar

(b-38,b] da (8> 0) uzluksiz bo‘lib goladi. Teoremaning 4- shartiga
ko‘ra:
171

www.ziyouz.com kutubxonasi



Ve>0, 3550, Vxe (b-3,b): lf,"*’ —1’ <e
8'(x)
bo‘ladi.
Endi (b -8, b] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:

/(x) -1‘ = |f)-1x) ~1‘ =L —li <&, (ce(x,b)cb-8,b]).

gx) | lgb-g(x) | |gc)
Demak, Iim Z&) -1,
x~>b-0 g(x)

Shuni isbotlash talab qilingan edi. »

(In x)* had
1- misol. Ushbu  lim je =°‘_;'3

x—e X~e

munosabat isbotlansin.

4 f(x)=(Inx)* -(f)ﬁ , &(x)=x —e funksiyalar uchun (1, ¢) da

€
1- teoremaning barcha shartlari bajariladi:

D lim f(x) = lim[[(ln x)* -(ET ]] =0, ;

limg(x) = lim(x-e¢) =0;
xX-—e X—e

B-1
2 @) =alnxy LB gy =y

3) g (x)=1=0;

’ a([n x)a'l .l—E.[.{]’-]
4) lim £ _ im x ele) _o-

x—2e §{X x—e 1 e

o
Demak, lim ACI lim € P »

x—e g(x) X—re X—e e
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2- teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +e) da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) lim f(x)=0, lim g(x)=0;
2) Vxe (a, +) da f’'(x), g’(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, +e) dag’(x) =0,

4) Ushbu lim ) =y
x—e g'(X)
mavjud (/< R). U holda
S(x)
lim 222 =/
x-30 £(X)

bo‘ladi.
4 a>0deb, 1= )1? deymiz. Unda r e (0, %) bo‘lib, x — 4o da
t — +0. Endi F(#) va G(?) funksiyalarni quyidagicha aniglaymiz:

Fiy=7(}). Go=g(}).

!
U holda

t 5> +0 da F(1) -0, G(t) » 0
. 1 1 , 1 1
Fo=r(){-z) do=¢()(-2)

Foy /()
G_{;‘;:g,é‘)"’” (t > +0)

bo‘lib, 1- teoremaga ko‘ra, t — +0 da

£
G()

ga ega bo‘lamiz. Keyingi munosabatdan esa
EAG

xotee g(X)

-/

bo‘lishi kelib chigadi p
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\'z —
2- misol. Ushbu lim -_.‘"_‘_l__

x—+e 2arctg x> -n
limitni hisoblang.
1
4 Agar f(x) = ex’ - 1, g(x)=2arctg x* - deyilsa, ular uchun
2- teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan,
1

’ 4x

fx)= e‘, g'(x)=—"

l+x

1
, —%exz l 4 l
bo‘lib, im 2O _gim X fm XL
X0 (X)  xesteo 4x Xy doo 2)(4 2
1+x*

bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra

fim L9 _ i SO _ gy e ]

xortom EAX)  xorim B(X)  xo+e Darctg Xi-m 2
bo‘ladi. »
Quyidagi teoremalar ham yuqorida keltirilgan teoremalarga
o‘xshash isbotlanadi.
3- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

D xl-l.rbr}o S(x) ==, xl_l)r{}}ﬂg(x) =

2) Vxe (a, b) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud,

3) Vxe (a,b) dag’(x) #0;
4) Ushbulim g((_")) =1, (le R) mavjud. U holda
x—b-

m T

x—»b 0 g(x)

bo‘ladi.
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4- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +e) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

D) lim f(x)=c0, lim g(x) = eo;

2) Vx e (a, +) da f'(x), g’(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, +) dag’(x) #0;

4) Ushbu lim S0 =1, (/e R) mavjud. U holda

x—ee g7(X)

o S

x—+e0 8(X)

bo‘ladi.

2°. 000, oo—oo, 1, 0° ko‘rinishidagi hollar. Bu ko‘rinish-

dagi anigmasliklar % ; hollarga keltirilib, so‘ng yuqoridagi
teoremalar go‘llaniladi.

1) x -5 x; da f(x) - 0, g(x) > « bo‘lganda f(x) - g(x) funk-
siyaning limitini topish uchun uni

f(X) g(x) f(x) g(lx)

g(x) f(x)
deb, so‘ng 1- yoki 2- teorema qo‘llaniladi.
2) x » x5 da f(x) > 4o, g(x) — +o bo‘lganda f(x) — g(x)
funksiyaning limitini topish uchun uni

I 1

f(x)-g(x)= é:_(f)_fgx)

f(x) g(x)
deb, so‘ng 1- teorema go‘llaniladi.

) xoxyda f(x) >0, g(x) > 0 hamda x - x, da f(x) = I,
g(x) - + bo‘lganda (f(x))g(x) funksiyaning limitini topish
uchun avvalo

175

www.ziyouz.com kutubxonasi



y =(f(x))s™
funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar qo‘llaniladi

1
3- misol. Ushbu Im& (Sm x)

X
limit hisoblansin.

1
< Avvalo y = llm (S“; ) * deb olamiz. Ravshanki, x — 0 da

f)=TE 1, g0 = o e

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

In sin x [l sme _ X xcosx-sin x
. . Ty . . inx 27
liminy =lim —X- = lim X J = lim 320X X =
x->0 x—0 X x-0 (xz) x—0 2x
1 X €os x-sin x _1 (x €os x—sin X)' _ bl xsinx 1
2 x—0 x3 2 x> (XJ)’ -2 x—0 3_x 6
1 1
Demak, hm(s";x) e 6 p
Mashgqlar
1. Ixtiyoriy e R da ushbu
o
éarctgx -1 ,
lim\® =*
x>l Inx n
tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu

lim x(E — arctg x)
X~>+oo 2
limit hisoblansin.
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7-BOB
ANIQMAS INTEGRAL

28- ma’ruza
Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchalari

1°. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) va
F(x) funksiyalar (a, b} c R intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz
bo‘lishi mumkin) berilgan bo‘lib, Ax) funksiya shu (a, b) c R da
differensiallanuvchi bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar (a, b) intervalda F'(x)= f(x), (xe(a, b))
bo‘lsa, (a, b) da F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi de-
yiladi.

Masalan, f(x) = l funksiyaning (0, +e) da boshlang‘ich funksiyasi

F(x)=Inx bo‘ladi, chunki (0, +e) da F'(x) =(lnx)’=i = f(x).,

Aytaylik, f(x) va F(x) funksiyalar [a, b] segmentda berilgan bo‘lib,
F(x) funksiya shu |aq, b| da differensialanuvchi bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar (a, b) intervalda F'(x)= f(x), (xe (a, b))
bo‘lib, a va b nuqtalarda esa

F'(a+0)= f(a), F'(b-0)= f(b)
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, [a, 6] segmentda F(x) funksiya f(x) ning
boshlang ‘ich funksiyasi deyiladi.

1- teorema. Agar (a, b) intervalda F(x) va ®(x) funksiyalarning
har biri f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda
F(x) va ®(x) funksiyalar (a, b) da bir-biridan o‘zgarmas songa farq
giladi:

P(x)- F(x)y=C, (C =const).

« Shartga ko‘ra (a, b) da @'(x) = f(x), F'(x) = f(x).

Demak, (a, b) da ®'(x)= F’(x). U holda 21- ma’ruzada
keltiriligan 2- natijaga ko‘ra

d(x) = F(x)+C, (C =const)
bo‘ladi. »
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

Natija. Agar (a, b) da F(x) funksiya f(x) ning biror boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning (a, b) dagi ixtiyoriy
boshlang‘ich funksiyasi uchun

O(x)=F(x)+C, (C =const)
bo‘ladi. .
1-eslatma. (a, ) da berilgan har ganday funksiya ham bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘lavermaydi.
1- misol. (—1, 1) intervalda ushbu

-1, agar -1<x <0 bo‘lsa,
f(x)=1{0, agar x=0 bo'lsa,
I, agar 0 <x <1 bo‘lsa
funksiyani qaraylik.
Bu funksiyaning (—1, 1) intervalda boshlang‘ich funksiyaga ega

bo‘lmasligi isbotlansin.
<« Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni berilgan funksiya (—1, 1) da

boshlang‘ich funksiya f(x) ga ega bo‘lsin: F'(x) = f(x), (xe (-1.1)).
Ravshanki,

F'(0) = f(0) =0 )
bo‘ladi. Bu F(x) funksiyaga {0, x] segmentda (0 < x < 1) Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:

F(x)-F0)=F'(c)-x=f(c) - x=x, (ce(0,x)).
Keyingi tenglikdan

FO=FO) _ | o FOO-F(0) _

X x->+) X

1

bo‘lib, F’(+0) =1 bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa (1) munosabatga
ziddir.

Demak, garalayotgan f(x) funksiya (—1, 1)da boshlang‘ich funk-
siyaga ega bo‘lmaydi. »

2- teorema. Agar f(x)e C(a.b) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
(a, b) da boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

Bu teoremaning isboti 34- ma’ruzada keltiriladi.
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2°. Funksiyaning anigmas integrali. Integralning xossalari.
Avtaylik, (a, b) da f(x) funksiya berilgan bo‘lib, F(x) funksiya uning
biror boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:

F'(x)=f(x), (xe(a, b)).
U holda berilgan f(x) funksiyaning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi
F(x)+C, (C =const)

ko‘rinishda ifodalanadi.
3-ta’rif. Ushbu

F(x)+C, (xe(a, b))
ifoda f(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va

[ r(xyax

kabi belgilanadi. Bunda j — integral belgisi, f(x) — integral ostidagi

funksiya, f(x)dx — integral ostidagi ifoda deyiladi.
Demak,

jf(x)dx =F(x)+C, (C =const),.

Shunday qilib, (a, b) intervalda f(x) funksiyaning anigmas integrali
(a, b) da hosilasi shu f(x) ga teng bo‘lgan funksiyaning umumiy
ko‘rinishini ifodalar ekan.

2- misol. Ushbu Ix3dx

integral topilsin.
<« Anigmas integral ta’rifiga ko‘ra, shunday F(x) funksiya topilishi
kerakki, £'(x)=x> bo‘lsin. Agar

F(x) = % X!
deyilsa, ravshanki, F'(x) = x* bo‘ladi. Demak,

Jx3dx=2](x4 +C, (C=const).p

3- misol. Ushbu J xdx

Vi+x?
anigmas integral topilsin.
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« Ravshanki,

F(x) =1+ x

funksiya uchun

F(x)=(1+x2) = 2%

X
2\/l+x2 \ﬁﬂ:2

*_ _fi+x+C.p
J‘\'l+x2 .

Endi anigmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon
anigmas integral hagida gap borganda uni garalayotgan oraligda mav-
jud deb, ya’ni integral ostidagi funksiya qaralayotgan oraligda boshlan-
g‘ich funksiyaga ega deb qaraymiz va oraligni ko‘rsatib o‘tirmaymiz.

1) Ushbu

bo‘ladi. Demak,

d([ £ (x)dx) = f(x)dx

munosabat o‘rinli.
« Aytaylik, Ax) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:

F'(x) = f(x).
U holda,

jf(x)dx = F(x) +C, (C = const)
bo‘ladi. Bu tenglikka differensial amalini gqo‘llab topamiz.
d(_[f(x)dx) =d(F(x)+C)=dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx . »

Bu xossa avval differensial belgisi 4, so‘ngra integral belgisi I

kelib, ular yonma-yon turganda o‘zaro bir-birini yo‘qotishini ifo-
dalaydi.
2) Ushbu

j dF(x) = F(x)+C, (C = const)

munosabat o‘rinli.
< Aytaylik, A(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:
F'(x) = f(x).
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U holda.
If(x)dx = F(x) +C, (C =const)
bo‘ladi. Ayni paytda,
[ roaydx = [ Feodx = [dF (x)
bo‘lib, bu tengliklardan
[areo=F+c
bo‘lishi kelib chiqadi. »

Bu xossa avval integral belgisi I , so‘ngra differensial belgisi d

kelib, ular yonma-yon turganda o‘zaro bir-birini yo‘qotishini anglatadi
va F(x) ga o‘zgarmas C ni qo‘shib qo‘yish kerakligini ko‘rsatadi.
3) Ushbu

Jlrx)+g0)dx = [ £(dx + [ gO0dx @

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
« Aytaylik, F(x) va ®(x) funksiyalar mos ravishda f(x) va g(x) laming
boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsin:

F'(x) = f(x), ®(x)=g(x).

U holda
jf(x)dx = F(x)+C,, J.g(x)dx = (x)+C,
bo‘lib,
j f(x)dx + j g(x)dx = F(x) + ©(x)+C, + C, 3)
bo‘ladi.
Ayni paytda,

[F(x)+@(x)] = f(x)+g(x)
bo‘lganligi sababli
J[f(x)+g(x)]dx = F(x)+®(x) +C; )

bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan, ulardagi C,, C, va C; larning
ixtiyoriy o‘zgarmas ekanligini e’tiborga olib topamiz:

j[f(x) +g(x)]dx = J'f(x)dx +Ig(x)dx, >
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Bu xossa anigmas integralning additivlik xossasi deyiladi.
4) Ushbu [ K Coyax =k [ fxyax ©)

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bunda k — o‘zgarmas son va k& = 0.

Bu xossa yugoridagi 3- xossa kabi isbotlanadi.

2-eslatma. (2) va (5) tengliklarni o‘ng va chap tomonlaridagi
ifodalar orasidagi ayirma o‘zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi
(o‘zgarmas son aniqligidagi) tengliklar deb garaladi.

4- misol. Ushbu J = j( -~ _ ~3sin x)dx

integral topilsin.
<« Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalansak, unda

I+x

bo‘lishi kelib chigadi. Endi

J(iz“35in x)dx SI ———dx 3| sin xdx

(-cosx) =sinx, (arctgx) = ! 3
I+x
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
5[ L dx~3[sinxdx = Sarctgx +3cosx +C.
14+x2
Demak, J=5arctgx+3cosx+C. M

3°. Asosiy anigmas integrallar jadvali.

Elementar funksiyalarning hosilalari jadvali hamda anigmas integral
ta’rifidan foydalanib, sodda funksiyalarning anigmas integrallari
topiladi. Ularni jamlab, jadval ko‘rinishiga keltiramiz;

1) j0~a’x=C, C = const.
2) Il-dx=x+C.
I
) [xdx=X4C, (=-D).
o+l

H [%=mnp+C, (x=0).
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X

5) ja*dx:lg_wc, (a>0, axl).
a
Je"dx:e" +C.

6) Jsinxdx:—cosx+C.

7) J'cos xdx =sinx +C.

S)J-—.-v_tgx+C (x¢§+nn, ne Z).
COS X 2
9) j-——~=—Ctgx+C, (x#mnn, ne 7).

sin

arcsinx +C,

= = -1 1).
lO)I,/[ —x? {—arccosx+C, (-l<x<i)

arctg x + C,

i1

) j,mx {—arcctgx+C.
12) Jshxdx =chx+C.

13) jchxdx =shx+C.

14) ji;,, =—chx+C, (x#0).
sh® x
15) | -—=--=thx+C.
C] X

4°. Differensiallash va integrallash amallari hagida. Aytaylik, /(x)
funksiya (a, &) c R da berilgan bo‘lsin.

Odatda, f(x) funksiyaning hosilasini topish uni differensiallash
(f(x) funksiyaga differensiallash amalini qo‘llash) deyiladi. f(x) funk-
siyaning (a, b) dagi boshlang‘ich funksiyasini topish, ya’ni f(x) ning
anigmas integralini topish uni integrallash (f(x) funksiyaga integral
amalini qo‘llash) deyiladi.

Differensiallash va integrallash tushunchalari matematika va uning
tatbiqlarida muhim rol o‘unaydi.
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Matematik analizning differensiallash tushunchasidan bir gancha
masalalarni, jumladan, harakat qonuniga ko‘ra nuqta harakatining
oniy tezligini topishda, egri chizig ma’lum bo‘lgan holda unga urinma
o‘tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko‘p hollarda harakatdagi nuqtaning har bir vaqgt momentidagi
tezligi ma’lum bo‘lganda harakat qonunini topish, egri chizigning
urinmasiga ko‘ra o‘zini aniqlash masalalari yuzaga keladi. Bu holda
funksiyaning hosilasiga ko‘ra o‘zini topish lozim bo‘ladi. Bu yuqorida
eslab o‘tilgan masalalarga teskari bo‘lib, ular funksiyalarni integrallash
amali yordamida yechiladi.

Demak, funksiyalarni differensiallash va integrallash amallari o‘zaro
teskari amallar bo‘ladi.

Ma’lumki, elementar funksiyalarning (bunda ratsional funksiyalar;
darajali, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar; trigonometrik va tes-
kari trigonometrik funksiyalar, ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘payt-
masi, nisbati ham chekli marta superpozitsiyalardan tuzilgan funk-
siyalar tushuniladi) hosilalari yana elementar funksiyalar bo‘ladi.

Ammo hamma elementar funksiyalarning integrallari elementar
funksiyalar bo‘lavermaydi.

Masalan, ushbu

f(x)=sinx?, f(x)=cosx®, f(x)=¢", (xe R);
f(x)=sinx’ (x > 0)

X

funksiyalarning anigmas integrallari mavjud bo‘lsa ham ular elementar
funksiyalar bo‘lmaydi.

Mashgqlar

1. f(x) =|x| funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi topilsin.

2. Aytaylik, f(x) funksiya (e, +o0) da berilgan toq funksiya bo‘lib,
F(x) funksiya esa uning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. F(x) juft
funksiya bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu

integral hisoblansin.
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29- ma’ruza
Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash

1°. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. Faraz qilaylik,
f(x) funksiyaning anigmas integrali

J rexax )
berilgan bo‘lib,uni hisoblash talab etilsin.

Ko'pincha, o‘zgaruvchi x ni ma’lum qoidaga ko‘ra boshga o‘zga-
ruvchiga almashtirish natijasida berilgan integral sodda integralga
keladi va uni hisoblash oson bo‘ladi.

Avtaylik, (1) integraldagi o‘zgaruvchi yangi o‘zgaruvchi bilan ushbu

1= ¢(x)
munosabatda bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) o(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsin;
2) g(1) funksiya boshlang‘ich funksiya G(f) ga ega, ya’ni:

G'(1) = g(), [g()dr=G()+C; )
3) f(x) funksiya quyidagicha ifodalansin:
S(x) = g(o(x))- ¢"((x) . 3

U holda

Jre0dx = [g(90))¢'(x)dx = Glo(x) + €
bo‘ladi.
<€ Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda-
lanib, (2) va (3) munosabatlarni e’tiborga olib topamiz:

[G(e(x)) +C] = G'(0(x) - ¢'(x) = g(@(x)) - ¢'(x) = f(x)-
Bundan
[ rxydx = Goxn + €

bo‘lishi kelib chigadi. P

Shu yo‘l bilan (1) integralni hisoblash o ‘Zgaruvchini almashtirib
integrallash usuli deyiladi.

Bu usulda, o‘zgaruvchini juda ko‘p munosabat bilan almashtirish
imkoniyati bo‘lgan holda ular orasidan garalayotgan integralni sodda,
hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olish muhimdir.
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1- misol. Ushbu Jsin Sxdx

integral hisoblansin.
« Bu integralni o‘zgaruvchisini almashtirib hisoblaymiz:

. Sx=t] 1¢. 1 |
Jsmea’x~ 5dx=dr§_3jsmtdt -—gcost+C ——50055x+C.
2- misol. Ushbu J =_[
eXye ¥

integral hisoblansin.
<« Avvalo berilgan integralni quyidagicha
dc j e*dx
x ) g2xy
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu integralni o‘zgaruvchini almashtirish
usulidan foydalanib hisoblaymiz:

e’ +e”

X dx 1 eX =1 dt
J =9 _ = | .. =arctgrt +C = arctge* +C . P
,[e2x+] je¥dx = dt! 1412 &
2- misol. Ushbu J=[ %
COs x
integral hisoblansin.
« Ravshanki, I o Cosx _ cosx -
cosx cos?x l-sin?x
sinx =¢
Unda d_ _ I c°§"f" = X = [
cos x l-sin“ x |cos xdx = dt 1-£2
. 1 1 1 I 1
b()‘hb, = = _ +
1-2  (1-)(141) 2[(l+t) (1—1)]

bo‘lganligi sababli

([l [ d \_1([dasn _rda-n)_1
J‘z( an (1-:)) 2( (1+1) (1-r))‘2ln

bo‘ladi. Agar

1-¢
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bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

dx \ X =
cosx =} \‘g(fa)“‘c

ekanini topamiz. »

4-misol. Ushbu J = _[ X _ . (@%0,ae R)

VX +0’
integral hisoblansin.
4 Integralda o‘zgaruvchini quyidagicha almashtiramiz:

x+vxZ+a=t.

Unda
\)xz +a+x t
dt =d(x+Vx* +a dx = Sdx = dx
( ) [ \)X +a ] XZ'HZ Xz +a
bo‘lib, undan 4
XZ +a t

bo‘lishi kelib chigadi.

Natijada

J= Jﬁ_ln,t+C Inlx+Vx? +al+C @)

bo‘lishini topamiz. P

2°. Bo‘laklab integrallash usuli. Faraz qilaylik, u(x) va v(x)
funksiyalar uzluksiz «'(x), v’(x) hosilalarga ega bo‘lsin.

Ravshanki,

(u(x) - v(x)) =u'(x}y - v(x)+u(x) v'(x)
bo‘ladi. Demak, F(x) = u(x)-v(x)
funksiya F(x)=u'(x) v(x)+u(x) v'(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Bundan
[l - 0(x) +u(x) - v' ()] de = u(x) - v(x) +C
bo‘lishi kelib chigadi.
Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalanib
Ju(x) v(x)dx =u(x) - v(x) - Ju'(x) ~v(x)dx (%)

bo‘lishini topamiz.
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(5) formulani quyidagicha
J’u(x) -dv(x) = u(x) - v{x) - ju(x)du(x) (5

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Bu (5’) formula bo laklab integrallash formulasi deyiladi. Uning
yordamida

Jutx) - v'(xydx
integralni hisoblash
I u'(x) - v(x)dx
integralni hisoblashga keltiriladi.
5-misol. Ixcosxdx

integral hisoblansin.
<« Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

u=x, du=dx . .
;=xsmx—J'smxdx=

Ixcosxdx = L
cos xdx = dv, v=sinx

=xsinx+cosx+C. P

6- misol. Ushbu J = IVxZ + adx

integral hisoblansin.
« Qaralayotgan integralda

u=vx’+a, dv=dx
x
—dx, v=x

sz +a

bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:
/ 2 2
J=xyx?+a-1-2__d =x*/x2+a— xta-a . _
j Vx?+a '[ Vxt+a
=x\/x2+a—jx/x2+adx+a'[ dx

\JX2+0 B
dx
=xVyx’+a-J +a .
‘[\/x2+a

deyilsa, unda du =
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Demak, J=xIx+a-J+al| 2.
J‘sz‘i'a
I dx
J=_|xVx*+a+a ¥]
e 2

Ma’lumki, (1° dagi 4- misol)

J\/x—d%;;=ln}x+\/x2+a‘+C.

Natijada
J = J\/xz +adx =

bo‘lishi kelib chiqadi. P
7- misol. Ushbu

Vx’ +a +gln|x +Vx? +a|+C

X
2
---, (ne N,ae R,a=0)
integral topilsin.

<« Bu integralda
1

deb olsak, unda
2nxdx
du - imT P v=Xx

bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

2
JR N S

(xzmz % (x2+a2)”+l
- J,Jx ZJ,, ax
(x? +a?)" (x2+a? )" (x* +a? )n+l
Natijada J,=—2__42n.J, ~2nd - J,,
(x2+a2)

bo‘ladi. Bu tenglikdan
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1 x 2n-1 1
J .= . NI | (6)
n+l 2'1(12 (xz +02 )I‘l + 2n az n
bo‘lishi kelib chigadi.
Qdatda, (6) munosabat rekkurent formula deyiladi.
Ravshanki, » = 1 bo‘lganda

W= mal

d(i]
a 1
5 = arctg +C

4
—
0%
——

2

bo‘ladi.
n > 2 bo‘lganda mos J, integrallar (6) rekkurent formula yordamida
topiladi. Masalan,

dx | X 1 1 x 1 x
Jy, = —J=— =+ arctg=+C
2- (x +a )2 2aZ x2+a2 2% ! 282 (x*+a?) 24° ga
bo‘ladi. »
3°. Sodda kasrlarni integrallash. Ushbu
A Bx+C
- , (x#a);, ———
(x-a)™ ( ) (x? +px+q)"

ko‘rinishdagi funksiyalar sodda kasrlar deyiladi, bunda me N; A, B,

C, a, p, ¢ — haqiqiy sonlar bo‘lib, x* + px+g kvadrat uchhad
2

hagqiqiy ildizga ega emas, ya'ni g — pT >0.

m = 1 bo‘lganda sodda kasrlarning integrallari

J Bx+C dx
x? +px+q

lar quyidagicha hisoblanadi:
J-—dx Ajd(x_a) =Aln|x-a/+C;
X—1

Bx+C dx =j Bx+C dx =

2 2 2
X" +px+q D p
+= | +Hg——
{x 2] {q 4]
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dx = dt, q—p—zaz'
dt Bp de
J‘r+a J.r+a‘2

=2In(? +a )+( )larctga+C*.—_

B
2

B 2C-B x+3
=3 In(x? + px +q) + =2 arctg - .—2

2 2
_P _P
293 \[ 4
Aytaylik, me N, m > | bo‘lsin. Bu holda sodda kasrlarning
integrallari
f oA [2C a
(x-a)™ (x“+px+q)"

lar quyidagicha hisoblanadi:

+C *.

A
T (m=1)(x-a)™ 1

J---—A--——dx—AJ(x a)"d(x-a)=

(x-a)”

P
x+P=1, x=1-7
Bx+C *3 )

e

(x +px+q)m

[ dx =dt, q,_1?4_ =a’

_B 2tdt P dt _
=] 2] g ( ) B)J Bl

B | ( 4 ) dt
= e (C- 2B _.
2 (el 4a2yn] j

Keyingi munosabatdagi

[
(2 +a®)M

integral (6 ) rekurrent formula yordamida topiladi.
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Mashgqlar

1. Ushbu j dx

ve*+l

integral hisoblansin.
2. Ushbu Je"" cos bxdx
integral hisoblansin.

3. Quyidagi J.%x integralni bo‘laklab integrallash natijasida:

du = dx, v=l

& _ xl =x-]——Jlx(—L2)dx=1+J-dx
¥ oju=x, dv=-_ x X o

bo‘lishi kelib chigadi. Xatolik topilsin.

30- ma’ruza
Ratsional hamda trigonometrik funksiyalarni integrallash

1°. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiglari.

Biz quyida algebra kursida o‘rganiladigan ba’zi tushunchalarni
hamda tasdiglarni (isbotsiz) keltiramiz. Ulardan ratsional funksiyalarni
integrallashda foydalaniladi.

Aytaylik,

P(x)=ay +ax+ax’ +..+a,x" (1)
ko‘phad berilgan bo‘lsin, bunda a, € R, k=0,1,2,..,n, ne N
esa ko‘phadning darajasi.

Agar ae R uchun P,(a) =0 bo‘lsa, o son P,(x) ko'phadning
ildizi deyiladi. Bu holda P,(x) ko‘phad x — o ga bo‘linib, u quyi-
dagicha

P, (x) = (x —)Q(x)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda Q(x) — (n — 1)- darajali ko‘phad.

Agar P,(x) ko‘phad (x-o)*, (ke N) ga bo‘linsa, o son
P,(x) ning & karrali ildizi bo‘ladi. Bu holda P,(x) ushbu
192

www.ziyouz.com kutubxonasi



P,(x) = (x - a)* R(x)
ko‘rinishda ifodalanadi,bunda R(x) — (n — k)- darajali ko‘phad.
Agar z =o+ i kompleks son P,(x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa,
z =o—ip ham P,(x) ning ildizi bo‘ladi. Shuningdek, z = o+ son
P,(x) ning k Karrali ildizi bo‘lsa, z =« —-iB son ham shu P,(x)
ko‘phadning k karrali ildizi bo‘ladi. U holda P,(x) ko‘phadning
ifodasida quyidagi
(x-)(x-2) =[x - (a+B)][x—(a-iB)]=
=xt+px+q, (p=-2a g=o+p)
kvadrat uchhad ko‘paytuvchi bo‘lib gatnashadi.
Faraz qilaylik,
0,(x)=a, +ax +ayx* +..+ a,x" )
ko‘phad berilgan bo‘lib, «;, ;. .... a; hagiqiy sonlar Q,(x) ning
mos ravishda A;, A, ..., A, karrali ildizlari, z, 2, ..., g, kompleks
sonlar esa Q,(x) ning mos ravishda ¥;, v;, ---, ¥, karrali ildizlari bo‘lsin.

1- teorema. Har ganday »- darajali

0, (x)=a, +ayx+ azx2

ko‘phad (a, € R, m=0.1,2,...,n,a, #0) ushbu

+..+a,x"

0,(x)=(x-o )l' (x -0y 2 X -0y )x”‘ (x? 4 px+q M x
X(x? + pyx+ g (X2 + px + g )" 3)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda
MAA+o+he+2(y+1 .t Y)=n
bo'lib, x2 + px+gq;, (i=1,2,..,s) kvadrat uchhad hagigiy ildizga
ega emas.
Ma’lumki,
P(x)=a, +ax +a,x* +..+a,x", (ne N),
Q. (x)=by + bx+bx* +..+bx*, (se N)
ko‘phadlar (a; € R, bj eR, i=0,1,2,..,m j=0, l,’,2’ vy ) niS-
bati
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Pu(x) _ ay+ax+ayxt +. . +a,x"

Ou(x)  Bby+hx+byx?+. +bx’
kasr ratsional funksiya deyilib, n < s bo‘lganda u fo‘gri kasr deyilar
edi.

P (x)

O, (x)
O, (x) =(x-)"Q(x), (me N)

ko‘rinishda bo‘lib, Q(x) ko‘phad x — « ga bo‘linmasa, u holda

P (x) A, N Ay bt Al -+ P(x)

2- teorema. Agar to‘g‘ri kasr maxrajidagi Q,(x) ko‘phad ushbu

0, (%)~ (x-a)"  (x—c)" 1 0(x)
bo‘ladi, bunda A4, e R, i=1,2,...,m; P(x) — ko‘phad.
3- teorema. Agar Q_’(—; to‘g‘ri kasr maxrajidagi Q,(x) ko‘phad ushbu

0.(x)=(x* + px+ )" Q(x). (me N)
ko‘rinishda bo‘lib, (x* + px + g kvadrat uchhad haqiqgiy ildizga ega
emas), Q(x) ko‘phad x? + px + g ga bo‘linmasa, u holda
F(x) _ B,,,x+C,,,_ N B, 1x+C,,_, - Bix+Cy + P(x)

0 (x)  (x 4 px+q)™ Oo+px+q)™ 7 X2ipxrg O(x)

bo‘ladi, bunda B, € R, C;e R, i=1.2,...m; P(x) — ko‘phad.
Yugqorida keltirilgan 2- 3- teoremalar ixtiyoriy to‘g‘ri kasr har bir
hadi ushbu

(‘L)m, (ac R, Ae R, me N);
X—-a
Bx+C 2
—5———, (Be R, CeR, peR, geR, p°-49<0, meN)
(x“+px+q)

ko‘rinishdagi kasrlardan, ya’ni sodda kasrlardan iborat bo‘lgan yig‘indi
orqali ifodalanishini ko‘rsatadi. Bunday holda to‘g‘%i kasr sodda
kasrlarga yoyiladi deyiladi.
Aytaylik,
£ (x)

0.0 , (ne N, se N, n<ys)
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to‘g'ri kasr berilgan bo‘lsin. Amaliyotda bu kasr sodda kasrlarga quyi-
dagicha yoyiladi:

1) Kasrning maxraji Q,(x) ko‘phad (3) ko'rinishda yoziladi;

2) 2—3- teoremalardan foydalanib,

P (x)
0, (x)

ni sodda kasrlarga yoyiladi,

3) bu yoyilmaning o‘ng tomonidagi sodda kasrlar yig'indisi
umumiy maxrajga keltiriladi;

4) natijada hosil bo‘lgan

Fi(x) _ Ry(x)
0. (x)  Q(x)’

ya’'ni P,(x) =R, (x)
tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtirib, noma’lum koeffitsiyentlarni topish
uchun tenglamalar sistemasi hosil gilinadi.
a8
x3+4x? +4x
to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.

« Bu kasrning maxraji

1- misol. Ushbu

X +4x? +4x =x(x? +4x+4) = x(x+2)
bo‘lgani uchun 2- teoremaga ko‘ra
o8 A B C
Caxtidx X x+2 (x42)?
bo‘ladi. Uni

3x248 A+ 4x(x42) B+Cx

)(3+4_bc2 +4x - x(x+2)2

ko‘rinishda yozib, ushbu
Ix2 +8=A(x+2)* + Bx(x+2)+Cx =
=(A+B)x* +(4A+2B+C)x+44

tenglikka kelamiz. 1kki ko‘phadning tengligidan foydalanib, ushbu
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A+ B =3,
4A4+2B+C =0,
44 =8
sistemani hosil gilamiz va uni yechib
A=2, B=1, C=-10
bo‘lishini topamiz. Demak,

3x2 48 _2, 0 -0
C+axtedx X x+2 (x+2)2'
. x}+4x2 -2 x+1
2- misol. Ushbu - e

X4+X

to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
<« Ravshanki, X rx=x(x+D(x2 -x+1).

Unda P 4ax?2x+l A + B Cx+D

x(x+l)(x2-x+l)—x x+1 x2—x+1

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan

X +4x? < 2x+1= AP + 1)+ Bx(x® =x+ D) +(Cx + D)(x* +x) =
=(A+B+CO)xX* +(C+D-B)x* +(B+ D)x+ A

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib, 4, B, C, D lami
topish uchun quyidagi

A+B+C =1,
C+D-B=4,
B+D=-2
A=1

sistemani hosil gilamiz. Uni echib topamiz:
A=1, B=-2, C=2, D=0.

3 2 _
Demak, x’+4x°-2x+]1 _ i + 2 2x

xtex x  x+l o x2_x4l

>
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2°. Ratsional funksiyalarni integrallash. FFaraz qilaylik, f(x)
ratsional funksiya bo‘lib, uning integralini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f/(x) butun ratsional funksiya

f(x)=a,+ax+ax® +..+a,x

"

bo‘lsin. Unda

Jf(x)dx = I(ao +ax +@xt+ . va,x")dx =

2 3 n

_ X X X C
= aox +al -2 + 02 -3—... +an .n +

bo‘ladi.
Aytaylik, f (x) kasr ratsional funksiya
Flx) = Qotaxrapvovax” _ By(x)
by + by x+byx? 4. 4byx™ Oy (X) ’

bo‘lsin. Agar n>m bo‘lsa, unda P, (x) ko‘phadni Q,(x) ko‘phadga

(ne N, me N)

bo‘lish bilan f(x) = ’Q@%’)j ning butun gismini ajratib, butun ratsional
n
funksiya hamda to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘rinishida ifodalab olinadi:
_ P _ A (x)
S = o 0y = RO+ 5 Gy
Ravshanki Jf(x)dx = jR(x)dx + J () dx.
’ Q,, (x)
_ B
Demak, f(x)= 00" (n>m)

ratsional funksiyani integrallash to‘g‘ri kasrni integrallashga keladi.
To‘g‘ri kasrlarni integrallash uchun avvalo uni 1° da keltirilgan usul
bilan sodda kasrlarga yoyiladi. Sodda kasrlarni integrallash esa 29-
ma’ruzada batafsil bayon etilgan.

2
3- misol. Ushbu j _ 38
x3+4x? +4x

integral hisoblansin.

<« Integral ostidagi ratsional funksiyani sodda kasrlarga yoyamiz:
3x248 21 10
=2+

Srdxtidx X x42 ix+2)2 '
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Demak,

2
[ -3X_+_8mdx=2j4§.+ X _jof -4 -

x* +4x?+4x x+2 (x+2)°
“2nlx+Inix+ 2+ 2 +C. B
! x+2
6 4 2
. 2 2x°-1
4- misol. Ushbu jraes =
x{(x°+1)”

integral hisoblansin.

<« Integral ostidagi funksiya ratsional funksiya bo‘lib, u noto‘g'ri
kasrdir. Bu kasrning surati x® +2x* +2x* =1 ko‘phadni maxraji
x(x* +1)* ko‘phadga bo‘lib, uning butun gismini ajratamiz:

p]
xS a2 2 -1 X 2% 4 x

X% +2x* + x?

X
x2 =1
6 4 2 2
x?4+2x"+2x° -1 x*-1
Demak, e =Xt .
x(x2+l)2 x(x2+l)2
2
x“ -1
Endi _x
x(x?+1)?

to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

X<l _ A Bx+C  Dx+E

PR N
1= A2+ + (Bx + O)x(x2 + 1) +(Dx +E)x =
=(A+B)x" +Cx* + QA+B +D)x* +(C +E)x +A.
Keyingi tenglikdan
A=-1, B=1, C=0, D=2, E=0
bo‘lishini topamiz.

x2-1 -1 X 2x

Demak, — =t 55—+ -—3.
x(x2+1)2 x o xZ4l (xP41)?
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Natijada,

a2t 1 x o 2x
x(x2+l)2 X xtyl (x2+])2
bo‘lib,
6 4 2
J‘x +2x2+2)§ lzjxdx—de+J' Zx dx +
x(x°+1) x“+1
2x x? I (d(x? 41) d(x?+1) _
X dx =1 —Inlx|++ + =
J‘(,\‘2+1)2 2 I j (x?+1)2
= _lnjd+} ne? +1)—....<‘.\- i C
-2 2 rel
bo‘ladi. P

3°. Ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi haqida. 1kki u va v
o‘zgaruvchilar berilgan bo‘lib, bu o‘zgaruvchilar yordamida ushbu
W, (n=0,1,2,...;, m=0,1,2,..)
ko'paytmani tuzamiz. Quyidagi
P ) = 2 2,
(u,v) = ayy + @l + Ay L + AyU” + QUL + GV + ...
n n-{ n--1 n
+[J"0Ll +0("_l)lll v+ ...++a“,, l,uv +00"U
Sunksiva u va v o‘zgaruvchilarning ko'phadi deyiladi, bunda
agy» ayg» Gy, 5 -y Gy, — hagiqiy sonlar.

Aytaylik, P(u, v) hamda Q(u, v) lar u va v o‘zgaruvchilarning
ko‘phadlari bo‘lsin. Ushbu

Plu,v)
G, (Qu,0) #0)
nisbat u va v o ‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi deyiladi va R(u, v)
kabi belgilanadi:
o, (Qu,v) % 0).

Faraz qilaylik, « va v o‘zgaruvchilarning har biri o‘z navbatida
Xx o‘zgaruvchining

R(u,v) =

u=(x),
v =y(x)
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funksiyalari bo‘lsin. U holda R(u, v) funksiya ¢(x) va y(x) funksiya-
larning ratsional funksiyasi bo‘ladi. Masalan,

—2¥x?-1+1

fly="20 20

Jx +x? -1

funksiya u= \/E, v=x-1
larning ratsional funksiyasi bo‘ladi, chunki

2

u*-2v+l

R(u,v) = u+v

Xususan, ¢(x) va y(x) larning har biri x o‘zgaruvchining ratsional
funksiyalari bo‘lsa, u holda

R(u,v) = R(o(x), w(x))
funksiya shu x o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘ladi.
Endi R(u, v) ratsional funksivaning sodda xossalarini keltiramiz:

1) Agar R(—u.v) = R(u.v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R(u,v) = R (4*,v)
ko‘rinishga keladi, bunda R, ham ratsional funksiya.
2) Agar R(~u,v) =-R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R(u,v) = R, (u*,v)
ko‘rinishga keladi, bunda R, — ratsional funksiya.
1) Agar R(—u, —v) = R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu

R(u,v) =R, (%, vz)

ko‘rinishga keladi, bunda R, — ratsional funksiya.

4°. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

Aytaylik, R(u, v) ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘lsin.
Ushbu

J R(sin x, cos x)dx )
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integralni gqaraymiz. Bu integralda

X
t=tg
g3
almashtirishni bajaramiz. Unda
X 2 X
. 2e5 gy ety e
Sinx = - —Z»X:—l-—-—z, Cosx = - —; :I!j‘
l+tg?s  1H l+tg2 = ¥
52 52
2dt

x =2arctgt, dx =
1+t

2
bo‘lib, jR(sinx, cosx)dx=2jR( 2 1t ) 1

142 1422 141
bo‘ladi. Ravshanki,

42
R 2:_2‘1 12 12
1+ 1447 1+t

ifoda ¢ ning ratsional funksiyasidir. Demak, (4) integralni hisoblash

r=1g]
almashtirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keladi.
5- misol. Ushbu _dx
l+sin x
integral hisoblansin.
« Bu integralda t= 1g12‘
almashtirish bajarib topamiz:
2at
2
dx = l+t2 = Miﬁii :-—% :—_...2__..+C_ ’
I+sin x 1+ 28 (1+1) 1+¢ 1+tg3‘
1472 2

Ayrim hollarda t =cosx, t=sinx, ¢=tgx almashtirishlar qulay
bo‘ladi.
Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun

R(~u,v) = -R(u,v)
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bo‘lsin. Bu holda

IR(sin X, oS x)dx = J R, (sin’x, cos x) sin x dx =
f=cosx

'dt = —sin xdx

=—jR2(l—r2,t)dt

bo‘ladi. Aytaylik, R(x, v) ratsional funksiya uchun
R(u,—v) = —R(u,v)
bo‘lsin. Bu holda quyidagi ifodani olamiz:

J. R(sin x, cos x)dx = J R, (sin x, cos® x) cos xdx =

t=sinx
dt = cos xdx

:IRJ(r,l—tz)dr.

Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R(—u,-v) =-R(u,v)
bo‘lsin. Bu holda

j R(sin x, cos x)dx = I R, (tg x. cos® x)dx =

1 1
= t,— |- —=dt
IRZ( 1412 )l+12

bo‘ladi.
6- misol. Ushbu

Jsin3 x cos* xdx
integral hisoblansin.
« Integral ostidagi funksiya uchun R(-u,v) = -R(u,v) bo‘ladi.
Shuning uchun cosx = ¢t deyilsa, unda —sin xdx = dt bo‘lib,
Jsin3 xcost xdx = j(tz ~Ittdr = % —% +C= ;cos7x—%cos5x+c
bo‘ladi. P
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Mashglar

1. Ushbu 5 3y

axtoxdox
to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga ajratilsin.
x' -3
2. Ushbu J 4102425
integral hisoblansin.

31- ma’ruza
Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

X +b

° n (Lj
1. JR[X. \/;w' )dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.

Faraz gilaylik, R(u, v) ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘lib,
a, b, ¢, d — haqiqiy sonlar, ne N bo‘lsin.

Ushbu
JR(X q/;’”")dx ad —be # 0
CX+

ko‘rinishidagi integrallarni garaymiz. Bu integral o‘zgaruvchini aimash-
tirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keladi:

n
|</7x+b _y xo b
JR[X Ilax+b)dx cx+d ct" -a

d
cx+ d _ (_afi ‘bi)jn' -1
(a—ct™)
n n--1
:JR i’_fk t (ad bc)nr _dt
a-ct"’ (a—ct" )2

1- misol. Ushbu

l+x 1
JUi e

integral hisoblansin.
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<4 Bu integralda t = }F{
-X

almashtirishni bajaramiz. Unda

e+
. lex 1 t*dr
bo‘lib X ldx =21 24
0, .[ I-x l—xdx ZJ-,ZH
bo‘ladi. Ravshanki,
2
Ig—m-zt—arctngrC.
*+1
Demak,
bex 1 dx =2 1+ - 2arctg bex +C. »
-x l-x [-x I-x
2°. IR(x, vax? + bx + ¢)dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.

Bu integralda a, b, ¢ —haqiqiy sonlar bo‘lib, ax® + bx + ¢ kvadrat
uchhad teng ildizlarga ega emas.

Qaralayotgan
jR(x, Jax® + bx + ¢)dx (1)

integral quyidagi uchta almashtirish yordamida ratsional funksiya
integraliga keladi.
a) a > 0 bo‘lsin. (1) integralda ushbu

t=Jax+vax® +bx +c (yoki t = -Jax+vVax? +bx+c)

almashtirishni bajaramiz. U holda

ax? + bx + ¢ =12 = 2Jaxt +ax?,

2—c 2(Jart +bt+ca)

X = , dx = 24T ToTeNd)
2Jat+b (2Jar+b)?

2
[ +bx 1o = Jar? +bt+ca

B 2Jat+b

3

bo‘ladi. Natijada
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JR(x, Vax? + bx + ¢)dx =

_[r P Nalsbreeda ) 2ar vbrecla) o
- 2Jar +b’ 2Jar+b (2Var+b)?

bo‘ladi.
2-misol. Ushbu | — == integral hisoblansin.
ol Ushbo [ gral hisobla
« Bu integralda

f=x+vyx +x+1

almashtirishni bajaramiz. Natijada

2.1 1+
= s 'Y = 2 2
1+2¢ (1+2,)

bo'lib J‘ dx _2‘[ 24+
0 11D, I
x+Vxt+x+l (l+2f)2
bo‘ladi. Agar
Alsrsly 2 3 3

20?1 182t (14202
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

3
. e - |dt =
e~ el J[ o aw)

=2Infd-Jinjle 2]+ 5 20+ C =

2(] 2!)
=21n|x+\/x2+x+1‘—-2-1n‘1+2x+2\/x Fx+1l+
+ 3 +C
2(l+2x+2\[x2+x+l)

bo‘lishi kelib chigadi. W
b) ¢ > 0 bo‘lsin. Bu holda (1) integralda ushbu

z‘=%(~/axZ +bx+c —c)
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yoki r=%(\/ax2+bx+c+x/z)
almashtirishni bajaramiz. Unda
= gizf"_b’ dx = Jer? ‘b’jz‘[fi dr,
a-r* (a+t)
'/ax thxtc = Jer? —b;+a\/—
a-—

bo‘lib, (1) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi:

IR(x, Vax? + bx +¢)dx =
J‘ (2ft ~b Nert-br+ave )(fr —br+\/_aJ

2’ g (a+1)2

d) ax? + bx + ¢ kvadrat uchhad turli x, va x, haqiqiy ildizga ega
bo‘lsin:

ax* +bx+c=a(x-x) (x-x,)-
Bu holda (1) integralda ushbu

r=-L Jax? vbxrc

X=Xy
almashtirishni bajaramiz. Natijada

_ ) _
x = T2 o bx e = AT gy 2 200y,

t?-a tc-a (2 a)2
bo‘lib,
jR(x, Jax? + bx + ¢)dx =
=J‘R —ax§+x,t2 , a(.le X)), 12a(;q—x2)r dr
t-a t°—a (?-ay?
bo‘ladi.

3- misol. Ushbu
/= J'x— X +3x+

dx
x+Vx2+3x+2

integral hisoblansin.
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4 Ravshanki,

X2 +3x+2=(x+D-(x+2).
Shuni e’tiborga olib berilgan integralda

t=»1— Vx? +3x+2

x+1
almashtirishni bajaramiz. U holda

bo‘lib,
[rodx i Va2 3xe2 oo I___-_sz 4
a2 +3x+2 (1=2)-(t=1)-(1+1)
bo‘ladi. Endi
316 7S I
4427 08, 18, 3
; .
U=2)(-1)(r+)> 1=l =2 1+l (i) 41y
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

paf Ry dpd 16pd
(z 2)(t=1)(1+1)} 4)-1 27

17 5 dr | dt 3
o8 ?+‘r*" o * 3] gy =t
—In|t—2' In]t+l|‘i LIS D T
108 t+1 6 (,+])2 ’

3°. Binomial differensialni integrallash. Ushbu
x™(a + bx" )" dx
ifoda binomial differensial deyiladi, bunda a € R, be R, m, n, p ~

ratsional sonlar.
Binomial differensialning integrali

Jx"’(a+ bx™) dx Q)

ni garaymiz. Bu integral quyidagi hollarda ratsional funksiyaning
integraliga keladi:
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1) p — butun son. Bu holda m va n ratsional sonlar maxrajlarining

eng kichik umumiy karralisini & orgali belgilab, (2) integralda
x =1

almashtirish bajarilsa, (2) integral ratsional funksiyaning integraliga
keladi.

4- misol. Ushbu I =

-[ (1+J" )2
integral hisoblansin.

« Bu integralni quyidagicha yozib:

1 1
(1+\£\/__)2 dx = sz (1+x3)?%dx,

bunda p = —2 bo‘lishini aniglaymiz.
Integralda x = 1 almashtirish bajarib,
8

t
I = 6j G @

bo‘lishini topamiz. Ravshanki,

8
t 4 1
=28 +3- o 5
(1+72)? 2l (241
Demak,
J'-stﬁfdr = ﬁ 2L+3t—4arctgt+l v’v7+rlfarctgt +C
(1+12)? 5 3 2 P24 2
bo‘lib,

6
[ =885 _aJx +18Yx - 2larctgdfx + 2V 4
5 Yx+l
bo‘ladi. P

2) %ﬂ — butun son. Bu holda (2) integralda
i
X =1n

almashtirishni bajarib
[xm(a+ bx"y dx = H(m bt)” - 19dt
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bo‘lishini topamiz, bunda

_ml
n
So‘ng p ning maxrajini s deb
1
z=(a+ b))

almashtirishni bajaramiz. Natijada (2) integral ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

xdx
5- misol. Ushbu JJ— integral hisoblansin.
1+3/x_2

« Bu integralda

21
xdx Jx(]+x3)2dx,

-

m=1, n= 2 .
b nEy PETS
bo‘lib, ”’;‘ =3
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, berilgan integralda,
21
t=(+x3)?2
almashtirishni bajaramiz. U holda

2 3 1
143 =12, x=(2 -1)2, dx:%(rz—l)z edt

bo‘lib,

21 7 5
Ix(1+x3)2dx=3j(z2—1)2t2dr=3’7—6%+t3+c, r=\1+x

bo‘ladi. P

2
3

i
3) p + ¢ — butun son. Ma’lumki, (2) integral x =" almashtirish
bilan ushbu

.H(a+ bt)? -tMTHmldt = %j(a +bt)P 19t = ln_[(ai;f’f)p 1Pt
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ko‘rinishga keladi. Agar keyingi integralda
1

(a+w);
===
!

almashtirish bajarilsa (s soni p ning maxraji), u ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

dx
6- misol. Ushbu J—ZW integral hisoblansin.
X +3X

1
« Ravshanki, J 5 dx—2—=Jx'2(2+3x2) 2dx .
x“V2+3x

Demalk, m=-2, n=2, p:-%., ﬂr‘ﬂ+p:_1

bo‘lib, p + ¢ — butun son bo‘ladi. Berilgan integralda

1
24322 [2
t = =.[5+3

almashtirish bajarib,

I
2(2+3x%) 2dx =

d
Jodma=lx

2
dt t 2
= [(-5)=-3rc=-t5—xc
bo‘lishini topamiz. »
Mashgqlar
1. Ushbu J(2x+1)2 \/sz s integral hisoblansin.
2.Ushbu [——%  integral hisoblansin.

2s8in x—cos x
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3-BOB
ANIQ INTEGRAL

32- ma’ruza
Aniq integral tushunchasi

1°. Segmentni bo‘laklash. Biror |a, 4] — R segment berilgan

bo‘lsin. Bu segmentning quyidagi
A=Xy <X} <Xy <.Xpy <X, =b
munosabatda bo‘lgan
Xos Xjs Xyyeees Xpogs Xy )

nugqtalari to‘plamini olaylik.

Ravshanki, (1) to‘plam {a, b] segmentni

By =lxo, 1, By =lx. x5l s By =lx,y, %,

bo‘laklarga ajratadi.

I-ta’rif. Ushbu

A=X) <X <X <...< X, <X,=b
munosabatda bo‘lgan
Xos Xis Xy ween Xp_ps X

nuqtalar to‘plami |a, b] segmentni bo ‘laklash deyiladi va

P ={xg, x;. X35 o0y Xpy» X0 }

kabi belgilanadi. Bunda har bir x, (k =0,1,2, ..., n) nuqta |a, b]
segmentning bo‘luvchi nuqtasi, [x,,x., ] (k=0,1,2,...,n-1)
segment esa P bo Taklashning oralig i deyiladi.
Quyidagi
hp =max{Ax, }, Ax =X, - X,
miqdor P bo ‘laklashning diametri deyiladi.
Masalan, |a, ] = [0, 1] bo‘lganda quyidagi

2 4 6 8 10,

>10°10°10°10° 10 ’

0, % 10" 10° 10’ 10~
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nuqtalar sistemasi [0, 1] segmentning
B={0. 5 o0 100 1

1 4
Pz:{o’ﬁ’to 10° ﬁ’l}

bo‘ladi.

Yuqoridagi keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, [a, b]
segmentning turli usullar bilan istalgan sondagi bo‘laklashlarini tuzish
mumkin. Bu bo‘laklashlardan iborat to‘plamni & bilan belgilaymiz:
®

S ={P}.
2°. Darbu hamda integral yig‘indilar. f(x) funksiya [a, ] da
aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. Unda
dme R, IM e R, Vxe|a,b]l: m< f(x)sM
bo‘ladi. Aytaylik,
P ={xy, X, X3, ccs Xy, X }
la, b} segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin. U holda bu bo‘lak-
lashning har bir {x,, x,,,] (k=0,1,2,...,, n-1) oralig‘ida

my, = mf{f(x)}, X e {xk axk+l ]a
M, =sup{f(x)}, xelx,x,, ], (k=0,1,2,...,n-1)

mavjud bo‘lib
mf {f(x)}< m, <M, < sup {f(x)} )

XGH

bo‘ladi.

n-1

2-ta’rif. Ushbu s§= Z my - Ax;
k=0

yig‘indi f(x) funksiyaning [a, b] segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
Darbuning quyi yig‘indisi deyiladi.

Ravshanki, bu yig‘indi f(x) funksiyaga hamda [a, b} ning P bo‘-
laklashiga bog‘liq bo‘ladi:

s =s(f;P).
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3- ta’rif. Ushbu

yig‘indi f (x) funksiyaning (a, b] segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
Darbuning yuqori yig ‘indisi deyiladi.
Bu yig‘indi f(x) funksiyaga hamda [a, b] ning P bo‘laklashiga
bog‘liq bo‘ladi:
S =S(f;P).
Endi k€ {0,1,2,..., n—1} ning har bir giymatida [x,, x,.,] seg-

mentda ixtiyoriy £, nuqtani tayinlaymiz: §.elx,, x.,], (k=0, 1, 2,
..., n—1). Natijada [a, ] ning P bo‘laklashiga nisbatan

{E.,o’ é’;l H &2’ vy én—i}
nugtalar to‘plami hosil bo‘ladi. Bu nuqtalardagi f(x) funksiyaning
SE)., (k=0,1,2,...,n-1)
giymatlari yordamida ushbu

n-1
> fE)-Ax,
k=0
yig‘indini tuzamiz.
4- ta’rif. Quyidagi

n—|
o= Zf(gk)'Axk
k=0

yig‘indi f(x) funksiyaning |a, b) segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
integral yig‘indisi deyiladi.

Integral yig‘indi, f(x) funksiyaga, P bo‘laklashga hamda har bir
[x,, x,+;] da olingan &, nugtalarga bog‘liq bo‘ladi:

o=0o(f;P;&).

Ravshanki, &, [x;, x4} uchun

m < f(& )< My
bo‘lib, ayni paytda

s(fiP)<o(f; P& )< S(fiP) 3)
tengsizliklar bajariladi.
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1- misol. Ushbu

S(x)=]x|
funksiyaning [—1, 1] segmentda quyidagi
3 I I 1 1 3
P_{_la_Za —‘2'5 _530’ Zs i: Zs l}

bo‘laklashga nisbatan Darbu yig‘indilari hamda
Ee =X, (k=0,1,2,...,7)
deb, integral yig‘indi topilsin.
« Berilgan f(x) =|x| funksiya uchun [—1, 1] segmentning
P=fi-3-3-10 5001
bo‘laklashida

3 1 _ 1 _0
My =73, M =5, M=y, M=0
1 1 3
m4=05 m5=25'n6=5’"7’7=2’
_ _i _ 1 1
MO_]’ M|_4’ Mz_i’ M}"Zs
1 | 3
M423, M5=§, M():z, M7=]
hamda
3 ) 1
& =~1, § == & =73 & = 3
1 1 3
&4':0, §5*Z: §6=§9 ‘t:?:z!
3 1 1
f(E.)O):ls f(§1)=Zs f(§2)=§a f(é3)=Za
1 1 3
f(§4)=0, f(&s :Za f(§6)=§a f(Eﬂ):a
bo‘ladi.
Endi Ax, =, (k=0,1,2,..,7) bo'lishini e’tiborga olib to-
pamiz:
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v (3,11 11,3y 1_3
S(f,P)—(Z+2-+a+0+O+Z+E+i) 1=

py=f1+3+ i 0 3 )T
S(f,P)_(l+4+2+4+4+2+4+1) i=5
o(f‘P'E_.)=(l+3+!+}+0+1+l+3)-1=1 >

10k 2 4 4 2 4/ 4

3°. Aniq integral ta’rifi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, 6] da
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. Unda |a, b] oraligning har qanday

P bo‘laklashi hamda har qanday &, (e lx, x4}, £=0,12,..,n-1)
larda yuqoridagi (2) va (3) munosabatlar o‘rinli bo‘lib,
(b-a): liall,{l{f(X)} <s(fiPyso(fiPge) <
SS(f;P)S(b—a)-lsuE]{f(X)} @)

bo‘ladi.

Endi |a, b] segmentning bo‘laklashlar to‘plami § = {P)} ning har
bir Pe § bo‘laklashga nisbatan f(x) funksiyaning Darbu yig‘indilari
s(f, P) va S(f, P) ni tuzib, ushbu

{s(f; P}, {S(/;P)}
to'plamlarni garaymiz. Bu to‘plamlar (4) munosabatga ko‘ra chegara-
langan bo‘ladi.
5-ta’rif. {s(f, P)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x) funk-
siyaning [a, b] oraligdagi quyi integrali deyiladi va

b
[ rixax
kabi belgilanadi. Demak,
b
If(X)dx = St})p{S(f; P)}.

6- ta’rif. {S(f, P)} to‘plamning aniq quyi chegarasi f (x) funksiyaning
[a, b] oraligdagi yuqori integrali deyiladi va

b
[ r(x)ax
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kabi belgilanadi. Demak,

b
[ f(x)ax = inf {S(/; P)}.

7- ta’rif. Agar f(x) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari
bir-biriga teng

b b
[ fodx = [ f(x)ax
bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b]| oraliq bo‘yicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.
Bunda quyi hamda yuqori integrallarning umumiy giymati f(x)

funksiyaning [a, b] oraliq bo‘yicha aniq integrali (Riman integrali)
deyiladi va

b
[ rixyax
kabi belgilanadi. Demak,
b b b
jf(x)dx = [ 7(x)ax = J.f(x)a’x.
a a a
a son integralning quyi chegarasi, b son esa integralning yuqori
chegarasi, [a, b] segment integrallash oralig‘i deyiladi.

Eslatma. Yuqorida keltirilgan f(x) funksiyaning integrali ta’-
rifiga binoan integral

}f(x)dx

o‘zgarmas sonni ifodalaydi. Binobarin, integral ostida o‘zgaruvchining
ganday yozilishiga bog‘liq bo‘lmaydi:

L] b
[reax= [ rwar.
2-misol. f(x)=C, Ce R, xe|a,b] bo'lsin.

Bu funksiyaning integrallanuvchanligi aniglansin.
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« {a, b] segmentning ixtiyoriy
P = {‘xO’ xl’ Xz, veey x,,_l, .x"}
bo‘laklashini olib, unga nisbatan Darbu yig‘indilarini topamiz:

n-1
s(C;P)=> C-Ax=C-(b-a),

k=0

n-l
S(C;P)=>.C-ax =C-(b-a).
k=0

Bundan sup{s(C; P)}=C-(b-a),
J2
ix;f{S(C;P)}:C-(b~a)

bo‘lib, _b[C dx = JQlC~dX bo‘lishi kelib chigadi.
Demaak, f(x) =aC funksiya [a, b] da integrallanuvchi va
_TC-dx:C-(b—a).
Xususan, f(x) = 1 b?)‘lganda
jldx =b-a
a

bo‘ladi. P

3- misol. f(x) = D(x), xe [0, 1] bo‘lsin. Bu Dirixle funksiyasini
[0, 1] da integrallanuvchanlikka tekshirilsin.

« [0, 1] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashiga nisbatan Dirixle
funksiyasining Darbu yig‘indilari

n-1

S(D;P) =ka 'Axk '—:0,
k=0

n-1
S(D;P)=Y M, -Ax, =h-a

k=0
bo‘lib, sup {s(D; P)} = 0. inf {S(D;P)}=b-a
P
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bo‘ladi. Demak,

1 i
jD(x)dx =0, ju(x)dx =b-a,
0 0

jD(x)dx # Jl’ D(x)dx.
0 0

Dirixle funksiyasi integrallanuvchi emas. P

4°, Integral yig‘indining limiti. Faraz qilaylik, f (x) funksiya [a, b]
segmentda berilgan bo‘lib, u shu segmentda chegaralangan bo‘Isin.
[a, b} segmentning biror

P ={xg, X1y Xg5 ey Xy 5 X }

bo‘laklashini olamiz.

Ma’lumki, f(x) funksiyaning bu bo‘laklashga nisbatan integral
yig‘indisi

n-1
o(f; PiEy) =Y f(E) - Ax,
k=0

bo‘ladi.
8- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son
topilsaki, [a, b] segmentning diametri A, < 8§ bo‘lgan har qanday
P bo‘laklashi uchun tuzilgan o( f; P;§, ) yig'indi ixtiyorly £, nuqtalarda
lo(f; P& ) - J| =

<Eg

n-1
Zf(ék ) Ax —J
k=0

tengsizlikni bajarsa, J son o( f; P;€, ) yig'indining A, — 0 dagi limiti
deyiladi va
lim o(f;P;8)=J
Ap—0
kabi belgilanadi.
Bu ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin:
Agar
Ve>0, 36>0, YVPep, Ap <§, Vg,

uchun lo(f; P&y )—J|<e
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bo‘lsa, u holda
A1}{!130 o(f;P&)=J
deyiladi.
9- ta’rif. Agar A, - 0 da f(x) funksiyaning integral yig‘indisi
o(f; P;&,) chekli Jlimitga ega bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b] segmentda

integrallanuvchi (Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi, J soniga
esa f(x) funksiyaning |a, b] segment bo yicha aniq integrali deyiladi. Uni

jf(X)dx

kabi belgilanadi. Demak,
b n-1
! f(x)dx = lim %f(ék) A%

4- misol. f(x) = x, x e |a,b] bolsin. Bu funksiyaning aniq integ-
rali topilsin.
4 |a, b] segmentning ixtiyoriy
P={xg, x|, Xg5 cees X p_y» X }
bo‘laklashini olib, unga nisbatan f(x) = x funksiyaning integral yi-
g‘indisini tuzamiz: '
n—=1

G(f;P;ék)=Z§k Ax,
k=0
bunda Ax; =x,, =X, X <& <xy, (=012, .., n-1).
Endi X $& <Xy
tengsizliklarni Ax, > 0 ga ko‘paytirib, hosil bo‘lgan
X A% SE - Ax S X AX,

tengsizliklarni £ ning 0, 1, 2, ..., »—1 giymatlari bo‘yicha hadlab
qo‘shib:

ya’'ni
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n=1 n-1
Zxk'Axk So(f;P;E.rk)Szxk+l'Axk €)
k=0 k=0
bo‘lishini topamiz. Bu tengsizliklardagi
n-1 n—1|
Zxk AX Zxkﬂ - Ax
k=0 k=0
yig‘indilarni quyidagicha yozib olamiz:
n-1

zxk Axk“'zxk(x/ul -x) =5 Z(xm x’)-= Z(x/m -x ) =

k=0

——(x S ZAxk —————ZAxk,
n-1

zxk+1Axk _Z(xk +Ax, ) - Ax, _zxk - Ax +2Axk =

Natijada (3) tengsizliklar ushbu

n-1
~ 1
22Axk<c(fPék>< "—+5kZOAx2

ko‘rinishga keladi. Bu munosabatdan

b2 ~a?

(rpr . Bat 1&
’G(f,P,E_,k)— 2 SEZAxk

k=0

bo‘lishi kelib chigadi.
Ravshanki,

n-1
2, A <

k=0

1
b-a

Demak, Ve > 0 songa ko‘ra &= [)2_—8“ deyilsa, u holda A, <&
bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘laklash va ixtiyoriy &, larda
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|n-1 }

o(x; PiE, ) - m;i—'z‘ik - Ax -

lk=0

bo‘ladi. Bu esa

n-1 2 2
lim o(x; P; g) =t - Jim ng =00

bo‘lishini blldlradl. Demak,

b
J xdx =
Shunday qilib, f(x) funksiyaning aniq integrali ikki xil ta’riflanadi.
Bu ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi (qaralsin [1], 9- bob).
Odatda, [a, b] segment bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar
to‘plami R([a, b)) kabi belgilanadi:

S(x)e R(la.b]) & f(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi.

b% _g?
2

.

Mashglar

1. f(x) funksiyaning [a, #] da chegaralanganligi uning [a, b} da
integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti ekani isbotlansin.

2. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar |a, b] da berilgan va
chegaralangan bo‘lib, P esa [a, b] ning ixtiyoriy bo‘laklashi bo‘lsin.

Agar Vx e [a,b] da f(x) < g(x) bolsa,

s(f,p)<s(g,p)

S(f,p)<S(g,p)
bo‘lishi isbotlansin.

33- ma’ruza
Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi)

1°. Darbu yig‘indilarining xossalari. f(x) funksiya [a, b] segmentda
berilgan va chegaralangan bo‘lib,
P = {XO,XI ,X2, aeey X"_l ,x,,}
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[a, b] ning biror bo‘laklashi bo‘lsin. Ravshanki, bu holda f(x)
funksiyaning Darbu yig‘indilari

n-1
S(f,P) =) my - AX,,
k=0

n-1

S(f;P)=Y M, -Ax,
k=0

mavjud bo‘ladi, bunda

m, =inf{f (x)}, xelx, Xl
M, =sup{f(x)}, xelx, %)
Axk'——-xk+l_xk, k=0,l,2,..-,n—1-
1) [a, b] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashiga nisbatan tuzilgan
f(x) funksiyaning Darbu yig‘indilari uchun
(b-a)- inf{ f()} < S(/3 P) < S(f1 P) < (b= a)- supt /()
bo‘ladi.
4 Bu munosabat 32- ma’ruzadagi (3) tengsizliklardan kelib
chigadi. »

Aytaylik, P ={Xg,X), Xy 500 Xy s X |
{a, b} segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin. Bu bo‘laklashning bo*-
luvchi nugtalari x, (kK = 0, 1, 2, ..., n) qatoriga yangi bo‘luvchi

nugqtalarni go‘shib, {a, 5] segmentning boshga P’ bo‘laklashini hosil
gilamiz. Uni P c P’ kabi belgilaymiz.
2) [a, b] segmentining ixtiyoriy P va P’ bo‘laklashlari uchun
s(fiP)<s(f; P),
S(f;PY2S(f;P)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
« [a, b] segmentning ixtiyoriy
P = {xo,xl,xZ,..-, "_],x"}

bo‘laklashini olaylik. Soddalik uchun P’ bo‘laklash P ning barcha
bo‘luvchi nugtalari hamda go‘shimcha bitta x* nuqtadan yuzaga
kelgan bo‘Isin. Bu x” nuqta x, hamda x,,; nuqtalar orasida joylashsin:
X < X' < Xpy.
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Demak,
P’ - {Xo,xl,xz, erey Xk ,x',xk”, reny xn_l,xn}
Bu bo‘laklashlarga nisbatan Darbuning quyi yig‘indilarini yozamiz:
s(f, P) = myAxy + mAXy + ...+ mAx, + .o+ m, (AX,
s(f; P7) = myAxy + mAX + ...

I (o 1 1
...+[mk O = x ) v mt (X - x )]+...+m,,_, AX,
bunda

my = inf{f(x)}, xe[x,x],

mi! = inf{f(x)}, xe[x',xe,].

Endi my > m,, m}' > m, bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
s(fi P =s(fiP)=mh(x' = x)+ m (x, = X) -
—mkAxk 2 mk (x' - Xi ) + mk(xk+] - xl) - mkAxk = 0
Keyingi munosabatdan
s(f;PY<s(fiP)
bo‘lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash,
S(fPY2 S P)
bo‘lishi isbotlanadi. »
3) [a, b] ning ixtiyoriy P, va P, (P,c ¥, P,c &) bo‘laklashlarga
nisbatan Darbu yig‘indilari uchun
sS(R)YS S R)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
« P, va P, bo‘laklashlarning barcha bo‘luvchi nuqtalari yordamida
[a, b] ning P’ bo‘laklashini hosil gilamiz. Ravshanki,

PcP, PcPF

bo‘ladi.
Yugqorida keltirilgan 1- va 2-xossalardan foydalanib topamiz:

s(f5R)SS(fPYSSUSP)SS(fR) . P
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Natija. [a, b] segmentda chegaralangan ixtiyoriy funksiya uchun

b
jf(x)a!x < jf(x)dx

bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a, ] da chegaralangan. Demak,

b
[ f@0)x = supts (£ P,

b
[ r(0ax = inf(s (s Py}

integrallar mavjud.
Yugoridagi 3- xossa hamda aniq chegara ta’riflaridan

b
jf(x)dx < J.f(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. »

2°. Integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi). Endi {a, b] segmentda
berilgan va chegaralangan f(x) funksiya aniq integralining mavjudligi
masalasini garaymiz.

1- teorema. f(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun
Ve > 0 son olinganda ham [a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi
topilib, unga nisbatan

S(f;P)-s(f;P)<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Bu teorema quyidagicha ham ifodalanishi mumkin:

f(x)e R([a,b]) & Ve >0, 3Pe{P}: S(f;P)-s(f;P)<e-
o Zarurligi. Aytaylik, f(x)e R([a,b]) bo‘lsin. Ta’rifga binoan

b b
[reoax = [ rxdx = jf(x)dx

bo‘ladi.
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Ixtiyoriy musbat £ sonni olaylik. Unda quyi va yuqori integral-
larning ta’ritlariga ko‘ra

b
3P € {P}: jf(x)dx—s(f;P,)<§;

b
B e {PY: S(fiB) - | flx)dx <2

bo‘ladi.
Endi [a, b] segmentning P, va P, bo‘laklashlarning barcha
bo‘luvchi nuqtalaridan [a, b] ning P bo‘laklashini hosil gilamiz.
Ravshanki, P, < P, P, c Pbo'ladi. Darbu yig‘indilarining 1- va
2- xossalaridan foydalanib P bo‘laklash uchun

b b
Jf(x)dx—% <s(fiPY<S(f;PY<SS(f;PY<SS(S:P) <If(x)dx+—;~
bo‘lishini topamiz.

Keyingi munosabatlardan

S(fP)-s(fiP)<e

bo‘lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Aytaylik,

Ve >0, IPe{P}: S(f;P)-s(f;P)<e

bo‘lsin. Unda yuqorida keltirilgan natijaga ko‘ra

jf(x)dx S}f(x)dx

b b
bolib,  s(/;P) < [f(x)dx <[ f(x)dx < S(/;P)

bo‘ladi. Bu tengsizliklardan
b b
0< [f(x)dx - [ f(x)dx < S(f;P)=5(f; P)

bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
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b b
ve>0: 0| f(x)dx -jf(x)dx <e.
Keyingi tengsizlikdan topamiz:
b b
j f(x)dx = j f(x)dx.

Demak, f(x)e R([a.b])-

(Aniq integralning mavjudligi haqidagi teoremani quyidagicha
ifodalasa ham bo‘ladi:

f(x) funksiya |a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun ve > 0
olinganda ham shunday & > 0 son topilib, {a, b] segmentni diametri
Ap < & bo‘lgan har qanday P bo‘laklashga nisbatan

S(fiP)-s(f.P)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.)

Awvvalgidek, f(x) funksiyaning [x,.x,,,1, (k=0,1,2,...,n-1)
oraligdagi tebranishini o, orqali belgilaymiz. U holda

n-1 n-1

SUPY =53 PY = 2 (M —my)-Ax, = 3 o Ax,
k=0 k=0

bo‘lib, 1-teorema quyidagicha ifodalanadi:

f(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun Ve > 0 son
olinganda ham [a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi topilib,
unga nisbatan

=
—

w, -Ax, <€
0

~
11

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Demak,

ki
v

f(x)e R([a,b]) & Vee 0, 3P {P}: 0 - AX, <E.

=
Il
(=~
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Mashglar

1. |a, b] segmentning ixtiyoriy bo‘laklashi uchun

s(of (x)+ B P) = as(f; P)+ P(b - a),
Sf (xX)+BP)=aS(f;P)+B(b-a)

bo‘lishi isbotlansin, bunda o,Be R.

2. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda [a, b] ning ixtiyoriy bo‘-
laklashi uchun Darbuning quyi va yuqgori yig‘indilari f (x) funksiyaning
integral yig‘indilari bo‘lishi isbotlansin.

34- ma’ruza
Integrallanuvchi funksiyalar sinfi

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanligi. Aytaylik, f(x)
funksiya |a, b] oraligda aniglangan bo‘lsin.

1- teorema. Agar f(x) funksiya |a, 5] da uzluksiz bo‘lsa, u shu
la, b] da integrallanuvchi, ya’ni

Cla, b} < R(|a.b})
bo‘ladi.

4 Modomiki, f(x)e C|a,b] ekan, u Kantor teoremasiga ko‘ra
|a, b] oraliqda tekis uzluksiz bo‘ladi. Kantor teoremasining natijasiga
ko‘ra, Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 son topiladiki, |a, b}
oraligni uzunliklari § dan kichik bo‘lgan bo‘laklarga ajratilganda har
bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi

€
O < —
bo‘ladi. Unda [a, b] oraligni diametri A, < & bo‘lgan har qanday P
bo‘laklashda

n-1

n-1
S(fiP)=s(f;P) = T oA, < ;= 3 Ax, =e

bo‘ladi. Demak, f(x)e R(la.b]). W
2°. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi.
2- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b} segmentda chegaralangan
va monoton bo‘lsa, u shu segmentda integrallanuvchi bo‘ladi.
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<« Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda o‘suvchi bo‘lib,
f(a) < f(b) bo'lsin.
Ve > 0 sonni olib, unga ko‘ra § > 0 ni
§=__ &
f(b)-f(a)
deymiz. U holda [a, b] segmentning diametri A, < & bo‘lgan ixtiyoriy
P bo‘laklash uchun
n-l n-1
SU;P)—S(f;P)=;(Mk —-ny)- Ax, =k§.[f(&+1)—f()&)]-m <
n-1
- . — ___E_._
<A 2L/ ) =Gl =2 L OV F@] < 5
bo‘ladi. Demak, f(x)e R(|a.b]). P

3°. Uziladigan funksiyalarning integrallanuvchanligi.

3- teorema. Agar f(x) funksiya |a, b} segmentda chegaralangan
va shu segmentning chekli sondagi nugtalarida uzilishga ega bo‘lib,
golgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, funksiya |a, b] da integ-
rallanuvchi bo‘ladi.

« f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan bo‘lsin. Demak,

3Ce R, Vxela,b}: |f(x)<C, (C>0)

{fB)-fa)=¢

bo‘ladi.

Soddalik uchun, f(x) funksiya [a, b] segmentning faqat bitta
x" (x"e [a,b]) nuqtasida uzilishga ega bo‘lib, goigan barcha nuqta-
larda uzluksiz bo‘lsin. Ve > 0 sonni olib, unga ko‘ra & > 0 sonni

£
%= 15¢

deymiz.

x* nuqtaning & atrofi (x* - §,x" +8) ni olib, ushbu

[a,b]\ (X" =8,x" +8)
to‘plamni garaymiz. Bu to‘plamda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lib,
Kantor teoremasiga binoan u tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda shunday
v > 0 son topiladiki,
vx', x"e [a,x‘ - 8], (‘v’x',x”e [x“ + S,b])

228

www.ziyouz.com kutubxonasi



lar uchun |[x" - x| < y bo‘lishidan

S = FEN< 540
bo‘lishi kelib chigadi.
Endi |a, b] segmentni diametri A, < min(3, Y) bo‘lgan ixtiyoriy
P bo‘laklashini olib, unga nisbatan

n-1

o Ax, M)

yig‘indini tuzamiz. Bu yig‘indining har bir hadida [x;,xc.],

(k =0,1, 2, ..., n—1) oraliglarning Ax, uzunliklari gatnashadi.
(1) yig‘indining ushbu

(X2 X IN(x" = 8,x" +8) =D

munosabat bajariladigan [x, , x,,; | ga mos hadlaridan tuzilgan yig'indini

Z—: wy - Ax
bilan, qolgan barcha hadlardan (bunday hadlar uchun
(X, X 1IN =8,x" +8) # D

yoki X, X 1N{x" -3} 2D,
yoki X, Xeq IN{X" +8} 20
bo‘ladi) tashkil topgan yig‘indini
Z ay - A
k

bilan belgilaymiz. Natijada

nl ’ ”
Z(Dk~Axk=Z (Ok'Axk +2 (l)k'A.xk
k k

k=0
bo‘lib, tenglikning o‘ng tomondagi qo‘shiluvchilar uchun

€

2% Axk-Z(b a) Z,;'Ax <2(15 a) (b-a) =5,
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> o, ax, <203 " ax sz.c.45=gc.%=§
k k
bo‘ladi. Demak,

n-1 € €
20y cAX <+ =€,
k=0 2 2

Bu esa f(x) funksiyaning |a, b] da integrallanuvchi ekanini
bildiradi. »

Mashglar
1. Aytaylik,

L1
sin —, agar 0<x <1 bo'lsa,
fxy= e
0, agar x=0 bo‘lsa
bo‘lsin. f(x)e R([0,1]) bo‘lishi isbotlansin.

2. y = f(x) funksiya |a, b] da integrallanuvchi bo‘lib, uning
qiymatlari {c, d] ga tegishli bo‘lsin. Agar ¢(y) funksiya [¢, d] da
uzluksiz bo‘lsa, u holda murakkab funksiya @(f(x))ning [a, b) da
integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin.

35- ma’ruza
Aniq integralning xossalari

1°. Integralning chiziglilik hamda additivlik xossalari.
1- xossa. Agar f(x)e R([a.b]) va CeR bo‘lsa, u holda
(C-f(x))e R(la,b]) bo'lib,

jC - f(X)dx = ij(x)dx

bo‘ladi.
< f(x)e R([a,b]) va Ce R bo‘lsin. Aniq integral ta’rifiga ko‘ra

b
lim o(f,P.8,) = | Fexydx
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bo‘ladi. Ravshanki,
o(C - f(x; P;E) =Co(f; P& ),
lim o(C - f(x; P;&)) =C - lim o(f, P.&,).
)\.P-’O A.p—)O

Demak,
(C-f(x))e R(la,b])
b b
va jc C f(x)dx = ij(x)dx .

2- xossa. Agar

f(x)e R(la,b]), g(x)e R(la,b])
bo‘lsa. u holda

(f(x)+g(x)) e R(la.b))
bo‘lib,
] h b
I(f(X) + g(x))dx =Jf(x)dx + J g(x)dx

bo‘ladi (additivlik xossasi).
« Aniq integral ta’rifiga ko‘ra

b
lim o/, P,&) = [ £

b
J}To o(g, P, &) = _[g(X)dx

bo‘ladi. Ravshanki,
G(f+g1P9§k) = O(f!P,ék)'Fc(gaPa&k)'
Limitga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremadan foydalanib,

(f(x)+g(x)) e R([a,b]) va

b b b
[+ gGndx =[ f(0dx+ [gxax

bo‘lishini topamiz. »
231

www.ziyouz.com kutubxonasi



3- xossa.Agar

S(x)e R(la.c]), f(x)e R([c.b]),
bo‘lsa, u holda

f(x) e R([a,b])
bo‘lib,

jif(x)dx =j[f(x)dx + jg(x)a’x

ifodaga ega bo‘lamiz.

« Aytaylik, a <c¢ < bbo'lib, f(x)e R([a.c)) va f(x)e R(|c, b))
bo‘lsin. U holda Ve > 0 son olinganda ham {a, ¢] oraligning Ay <9
bo‘lgan P, bo‘laklashi topiladiki,

SUPR)=s(fiR) <5 )

bo‘ladi. Shuningdek, [c, #] oraligning Ap <8, bo'lgan bo‘laklashi
topiladiki,

SUiR)-s(f1B) <
bo‘ladi.

Endi |a, b) oraligning diametri Ap <8=min(§,,8,) bo‘lgan
ixtiyoriy P; bo‘laklashini olamiz. Bu P; bo‘laklashning bo‘luvchi nuqg-
talari qatoriga ¢ nuqtani qo‘shib, [a, b} ning yangi P bo‘laklashini
hosil gilamiz. Unga nisbatan f(x) funksiyaning Darbu yig‘indilari

S(fiP), s(f;P)
bo‘lsin.

P bo‘laklashning {a, c] va [c¢, b] dagi bo‘luvchi nuqtalari mos
ravishda ularning 1}' hamda le bo‘laklashlarini yuzaga keltiradi.
Ravshanki, bu Pl' hamda le bo‘laklashlarga nisbatan quyidagi teng-
sizliklar orinli bo‘ladi:

SUR) -sUf3 P <5,
SU5B)=s(fB) <5
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Ayni paytda,
S(f;P) =S53R+ SR,
s(fiP)=s(f; R)+s(fi )
bo‘ladi. Bu munosabatlardan
S5 P =s(fiP)=(S(f P -s(f5 AN+
HS( ) =sU B <5+5=¢
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f(x)e R(]a,b]).
f(x) funksiyaning [a,b], |a,c|, |c,b] oraliglar bo'yicha P bo‘-
laklashga nisbatan integral yig‘indilari
Z F(&) Axy, Z SE) - Axy, 2 S(&) - Axy
[a.p] [a.c] [c.8]
bo‘lib,
[z;]f(ék)'Axk = lz_tlf(ék)‘Axk +[§l;]f(§k)'Axk
bo‘ladi. Integral ta’rifidan foydalanib topamiz:
b ¢ b
[ f(xax =[ fexrdx + [ reodx.
Shunga o‘xshash ¢ < a < b, a < b < ¢ bo‘lgan hollarda ham xossaning
o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi. »
4- xossa. Agar f(x)e R(la.b]), g(x)e R(la,b]) bo‘lsa, u holda

f(x)-g(x)e R(la,b]) bo'ladi.
« Modomiki, f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da integrallanuvchi
ekan, unda

S(fsPY=s(f;P) <545, (M’ =supf(x), xela,bl)

S(g;P)-s(g; P) <577, (M =supg(x), xela,bl)

bo‘ladi.
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Aytaylik, Vxe [a.h] da f(x)=20. g(x) >0 bo‘lsin. U holda
Vx € [x;; %,y ] uchun
0<m < f(x)SM;, m =inf f(x), M, =sup f(x),
O0<m <g(x)<M,. m,=infg(x), M, =supg(x)
bo‘lib, ulardan
O<m -m < f(x)-g(x)s M, -M;
bo‘lishi kelib chigadi. Ayni paytda,
mp =inf {f(x)-g(x)}, M =sup{f(x)-g(x)}
lar uchun
m,-mp <my < M) <M, - M
bo‘lib,
MJ —mi <M, M, —my -mj, = M{(M, —m,)+m (M —m})
bo‘ladi.
Endi M 2 M, M’ 2 M, ekanini etiborga olib, topamiz;

S(f-g P)-s(fg; P)— (Mk mp) <

n-1
<M’ Z(Mk—mk) Ax, + M - Z (M~ m])=
=M (S(f,P)—s(f P)+M’ (S(g P)-s(g; P)) <

,» €
<M2M'+M <E€.

Demak, bu holda f(x) g(x)e R({a,b)).
Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da ixtiyoriy integrallanuvchi
funksiyalar bo‘Isin.

Ravshanki, Vx e [a,b] da
f(x)—inf f(x) = f(x)-m20,

g(x)—infg(x)=g(x)-m 20
bo‘ladi.
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Endi f(x):g(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
F(x)-g(x)=(f(x)-m)(g(x)—m")+mg(x)+mf(x)—mm’.
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi har bir go‘shiluvchi |a, b] da

integrallanuvchi bo‘lganligi sababli f(x)-g(x) ham |a, b| da
integrallanuvchi bo‘ladi. »

Natija. Agar f(x)e R(|a.h]) bo‘lsa, uholda | f(x)|" € R([a,b])

bo‘ladi, bunda n e N.
2°. Integralning tengsizliklar bilan bog‘langan xossalari.

1- xossa. Agar f(x)e R(la,b]) bo'lib, Vxe [a,b] da f(x) 20
bo‘lsa. u holda

b
jf(x)dx >0

bo‘ladi.
« Integralning ta’rifiga ko‘ra
n-1

b
p — 0 da ;}f(i,()vAxk > [ fxodx

bo‘ladi. U holda, Vx e [a,b] da f(x) 2 0 bo‘lishidan
H—

|
S(E) Ax, 20
=0

b
bo‘lib, undan j F(x)dx 20

bo‘lishi kelib chigadi. »
1- natija. Agar f(x)e R(la.b]), g(x)e R(|a,b]) bo‘lib,
Vxe [a,b] da f(x) < g(x) bo‘lsa, u holda

jf(x)dx < jg(x)dx

bo‘ladi.
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<« Ravshanki,

f(x)e R(la,b]), g(x)e R(la,b]) = (g(x) - f(x)) € R(la.b])
bo‘lib,

h
g(x) - f(x)20= [(g(x) - f(x)dx20=

= jg(x)dx~jf(x)dx 20> jf(x)dx < jg(x)dx

bo‘ladi. »
2- natija. Agar f(x)e R([a.b]), g(x) e R(la,b]) bo‘lsa, u holda

b b
< \/jfl(x)dx Jjg%x)dx @)
bo‘ladi.

« Ixtiyoriy o € R uchun

b
[ rexyax

b
.[(f(x)—wg(x))z dx >0
botlib, ‘

] b b
o? jg2 (x)dx — 2aj F(x)g(x)dx + j F2(x)dx >0

bo‘ladi. Kvadrat uchhadning diskriminanti musbat bo‘Imaganligi sababli

b 2 b
[ | f(x)g(x)dx] [ xdx - [ g2 (x)dx <0,

ya’ni

h b h

[ f(xg(x)dx| < Jjﬁ (x)dx -stf (x)dx
bo‘ladi. »
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(2) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi.
2- xossa. Agar f(x)e R(la,b]) bo‘lsa. f(x) € R([a,b]) bo'lib,

b b
i_[f(x)dx < J\f(x)} dx
la a

bo‘ladi.
4 f(x)e R(la,b]) bo‘lsin. Integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra,

ve > 0 olinganda ham |a, | segmentning shunday P bo‘laklashi
topiladiki, unga nisbatan

n-1

S(f;PY=s(f;P) =D oA, <
k=0

bo‘ladi, bunda w, — f(x) funksiyaning |x;,x,,, | dagi tebranishi.

Ravshanki, Vx’,x"e [a,b] uchun

SN = S S| = f(x),
bo‘lib, undan
sup || f(x) = £ (x")| < sup | f(x") = f(x");
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(l);c < O)k

bo‘ladi, bunda o, — \f(x){ funksiyaning |x, ,x,,, ] dagi tebranishi.
Shularni e’tiborga olib,

n-1 n-1

SUf1sP) = s(f;P) = D, @ -Ax, S > 0 - Ax, <
k=0 k=0

bo‘lishini topamiz. Demak, |f(x)e R(la,b]).
f)valf (x)| funksiyalarning integral yig‘indilari uchun

In-1 n-1

> FEAX \ < Y ) Ax
k=0 k=0

bo‘lib, A, — 0 da limitga o‘tish natijasida
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|
[jf(X)dx
la

b
< Jlr (o) dx

bo‘lishi kelib chigadi. »
3°. O‘rta giymat haqidagi teoremalar. Aytaylik, f(x) funksiya
la, b] da berilgan va chegaralangan bo‘lsin. U holda m = inf{ f(x)},
M =sup{f(x)}, (xela,b]) mavjud va Vxe [a,b] uchun
ms f(x)s M
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x)e R([a,b]) bo‘lsa, u holda shunday
o‘zgarmas p (m < p < M) son mavjudki,

b
[reoax =y b-a)

bo‘ladi.
4 Ravshanki,

b b b
m< f(x)s M :jfndxsjf(x)dejde:

b
= m(b-a)< jf(x)dx < M(b-a).

Keyingi tengsizliklardan

ff(x)dx
—<M

m< £
b-a

bo‘lishi kelib chiqadi. Agar
b
[ rxyax

h= b-a

deyilsa, undan
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b
'ff(x)cbc=u‘(b—a)

bo‘lishini topamiz. »
3- natija. Agar f(x)e Cla.b] bo'lsa, u holda shunday 6 ¢ |a, b}
topiladiki,

b
[ rexdx = £(0)-(b-a)

bo‘ladi.
« Bu tasdig yuqoridagi teorema va uzluksiz funksiyaning
xossasidan kelib chigadi. »

2- teorema. Agar f(x)e R(|a,b]). g(x)e R(la.b]) bo‘lib,
[a, b] da g(x) funksiya o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday
o‘zgarmas p son (m < p < M) mavjudki,

h b
[ r(1g(x)dx =] gxdx 3

bo‘ladi.
« Aytaylik, Vx e [a,b] da g(x) 20 bo‘lsin. Unda ravshanki,

ms< f(x)< M = mg(x) < f(x) g(x)< Mg(x)
bo‘ladi.
Bu munosabatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalanib
topamiz;

b b b
mJ‘g(x)dx < _[f(x)g(x)dx < Mjg(x)dx,
b a a a
a) jg(x)dx =0 bo‘lsin. U holda
b
[ reogde=0

bo'lib, ixtiyoriy p (m<u < M) da (3) o‘rinli bo‘ladi.
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b
b) j g(x)dx >0 bo‘lsin. U holda

b
If(X)g(x)dx
m<4 <M

]

Jg(X)dx
bo‘lib,

b

[ rmgeoa

="
Ig(x)dx

a

b b
deyilsa, undan Jf(x)g(x)dx = ujg(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. »

4- natija. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lib, g(x)e R(la.b]) va g(x)
funksiya [a, b] da o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday
0 € [a, b] topiladiki,

b b
[ rxg0dx = £0)[ g(x)ax

bo‘ladi.
Mashgqlar

tengsizlik isbotlansin.

b
2. Ushbu _[ lji—lafx = |b| - |a| tenglik isbotlansin.
a
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3. f(x)e C((—eo, +00)) bo'lib,u T(T # 0) davrli funksiya bo‘l-

sin. U holda Vae R uchun
a+T

j Fx)dx = 'T[f(x)dx
0

a

bo‘lishi isbotlansin.

36- ma’ruza
Chegaralari o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integrallar

1°. Ba’zi ma’lumeotlar. Quyidagilarni ta’rif hamda kelishuv sifatida
garaymiz:
1) Ixtiyoriy f(x) funksiya uchun .

[reodx=o0.
2) f(x)e R(]a.b]) va a < b bo‘lganda

Tf(x)dx = —_Tf(x)dx
b a

bo‘ladi.

1- teorema. Agar f(x)e R(la.b]) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
[o,B] < [a,b] uchun f(x)e R([a,B]) bo‘ladi.

4 f(x)e R(la,b]) bo'lib, {o.B] = |a,b] bolsin. Integrallanuv-
chanlik mezoniga ko‘ra, Ve > 0 son olinganda ham |[g, b] oraligning
shunday P bo‘laklashi topiladiki, unga nisbatan

S(fiP)-s(f;P)<¢
bo‘ladi.

Pbo‘laklashning bo‘luvchi nuqtalari xg, x;,X;, ..., X,_;, X, qatori-
ga o va p nuqtalarni qo‘shib, [a, b] oraligning yangi P’ bo‘laklashini
hosil gilamiz. Ravshanki, P < P’ bo‘ladi.

Darbu yig‘indilarining xossasiga ko‘ra

s(fiP)<s(f;,P),
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S(fiPYzS(f;P)
bo‘lib,
S(fiP)-s(f;P)<e
bo‘ladi.

P’ bo‘laklashning [o, B] dagi bo‘luvchi nuqtalarini shu oraligning
bo‘luvchi nugtalari sifatida qarab, o, $] oraligning P, bo‘laklashini
hosil gilamiz. Bu bo‘laklashga nisbatan f(x) funksiyaning Darbu
yig‘indilarini tuzamiz:

S(f3R), s(f3R).
Natijada

S(f30)=s(fi0) = Y, (M —m)Axy,

[a.b)
S(fim)-s(fim)= E(Mk —my ) Ax,
{o.B)
bo‘lib, ulardan

SUGRY=s(fPYSS(SP)Y=s(f5P)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

S(fiP)-s(fiP)<e
bo‘ladi. Buesa f(x)e R(Jo,p]) ekanini bildiradi. »
2°. Chegaralari o‘zgaruvchi aniq integrallar. Aytaylik, f(x)e R([a,b])
bo‘lsin. U holda yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra f(x)e R(|a, x}),

a < x < b bo‘lib, funksiyaning [a, x| oralig bo‘yicha aniq integrali
x ga bog‘liq bo‘ladi:

F(x)=[f(nat, (xela,bl, F(a)=0).

2- teorema. Agar f(x)e R(]a.b]) bo'lsa, F(x) e C|a,b] bo‘ladi.
4 f(x)e R(la,b]) bolsin. [a, b] oraligdan ixtiyoriy x’, x”
nugtalarni olib,

F(x') - F(x")
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ayirmani qaraymiz. Ravshanki,

F(x)-F(x") = ]:f(t)dt—Tf(f)dt =Tf(f)dr.

-
a X

Bu tenglikdan topamiz:

| X
F(xX') - F(x")| = < < jy f)|dr <
{ |x
<sup\f(1) jdr\~supif(t)| [x" - x".
x”
Demak, Ve>0 ga ko‘ra, 0= - deyilsa, u holda

ISU])l1f( )I

[x”—x" < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi vx’, x "ela, b] uchun
F(x) - F(x")| = su’;,) lf (0] x" = x"] <suEI§f(t)} &=
(l a,

= ls:lg)ilf(t)\ sup|f(’)|

bo‘ladi. Bu esa A(x) funksiyaning [a, b] da uzluksiz bo‘lishini bildiradi.
Demak, F(x)e Cla,b]. »

3- teorema. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda F(x) funksiya
[a, b] da hosilaga ega bo‘lib,

F'(x) = f(x)

bo‘ladi.

4 Aytaylik, f(x)e Cla,b] bo‘lib, xe[a,b], x+Axe |a,b]
bo‘lsin. Aniq integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

X+Ax
Fooaax)-F(x) ‘[j fnyde - jf(f df]— f fndr.

Ax
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O‘rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib, ushbu

&%ﬂﬂ=f(x+e-zsx), (0<o<1)

tenglikka kelamiz.

Keyingi tenglikda, Ax — 0 da limitga o‘tib

F'(x)=f(x)

bo‘lishini topamiz. »

Natija. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda f(x) funksiya bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

« Bu tasdiq yuqoridagi 3- teoremadan kelib chigadi. Bunda f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

F(x) = J’f(z)dr

bo‘ladi. »

Faraz qilaylik, f(x)e R(la.b]) bo‘lsin. U holda S (x)e R([x,b)).
a <x <b bo'lib, funksiyaning |x, 4] oralig bo‘yicha aniq integrali
x ga bog‘lig bo‘ladi:

b
D(x) = J.f(t)df, (xela,b], D(b)=0).

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

b x b
Jreodx=[ ryde [ pyde = Fixy+ d(x), (xela, b)),
Bu tenglikdan )
b
D(x) = [ f(x)dx - F(x)

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglik, ®(x) funksiyaning xossalarini f(x) hamda Ax)
funksiyalarning xossalari orqali o‘rganish mumkinligini ko‘rsatadi.
Jumladan, f(x)e C[a,b] bo‘lsa, u holda
D(x) =-f(x)
bo‘ladi.
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<« Hagigatan ham,

4

b Y b
@'(x) =[Jf(f)df] =[Jf(f)df—F(x)] =-F'(x)=-f(x). P

Mashglar

1. Agar F(x)= js'm xdx, xe|-1,1]
2
bo‘lsa, u holda F(x) funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mavjud
emasligi isbotlansin.

X
. 1 e ey .
2. Ushbu lim = '—al—rggit-d! limit hisoblansin.

X-3+00 X

(Ko‘rsatma. Lopital qoidasidan foydalaning.)

37- ma’ruza
Aniq integralni hisoblash

1°. Aniq integralni ta’rifiga ko‘ra hisoblash. Aytaylik, f(x) e
€ R([a, b]) bo‘lsin. Unda integral ta’rifiga ko‘ra

n-l1 b
Jim, 3,/ (&)a5 = !f(x)dx

bo‘ladi.
b
1- misol. Ushbu Jsinx dx integral hisoblansin.

]

« Ravshanki, f(x) =sinx e Cla,b]. Demak, f(x)e R(la,b]).
[a, b) oraligni ushbu
a,a+0,,a+20,,...,a+ko,,..,a+no, =b

nugtalar yordamida (bunda o, = —bT_l‘f) n ta teng bo‘lakka bo‘lib,
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har bir
la+ko,,a+(k+1Da,}, (k=0,1,2,...,n-1)
bo‘lakda &, nuqtani quyidagicha tanlaymiz:
g =a+((k+Da,, (k=0,1.2,..,n-1).
U holda f(x) =sinx funksiyaning integral yig‘indisi quyidagicha

n-1 n-1
o =) sin(a+(k +)a,) o, =0, O sin(a+(k +1a,)
k=0 k=0

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Ma’lumki,
sin(a +(k +1)o,,) = — 2sin %ﬂsin(a+(k +a,) =
2sin—"
2
= __I&_ [cos(a + (k + %)a,, )~cos[a +(k + ;) o, )]

2sin—2
2
bo‘ladi. Natijada integral yig‘indi uchun ushbu

o =- a”a —E[cos(a+(k +%)a,,)—cos(a+(k+;)a,, )]:

2sin—2 k=0
2

_ 2 1 ]
= —a—(cos(a+5a")—cos(b+ia"))

sin—"
2

tenglikka kelamiz.
Keyingi tenglikda A, = Ax;, = a, — 0 da limitga o‘tib topamiz:
. _
jsinxdx =cosa-cosh. p

a

2°. Nyuton—Leybnits formulasi. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b}
segmentda berilgan va shu segmentda uzluksiz bo‘Isin. U holda f(x)
boshlang‘ich funksiya
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F(x) = [ f(di
ga ega bo‘ladi.

Ravshanki, ®(x) funksiya f(x) ning ixtiyoriy boshlang’ ich funksiyasi
bo‘lsa, u holda

D(x) = F(x)+C, (C =const)
bo‘ladi.
Bu tenglikda avval x = a deb,

Oa)=C,
so‘ngra x = b deb,

D(b) = f[f(x)dx +C
ifodani topamiz. Demak, ]
Tf(x)dx = D(bH) — P(a). 1))
(1) formula Nyuz(:n-Leybnits formulasi deyiladi.

b
Odatda, ®(b) - ®(a) ayirma CD(x)% kabi yoziladi. Demak,

b "
[rxac= 00| = @) -9
a i

Masalan,

b
=mb—ma=mg,w>0¢>oy

a

b
j%ﬂ:mx

3°. O‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi. Faraz gilaylik,
f(x)e Cla,b] bo‘lsin. Ravshanki, bu holda

f[f(x)dx

integral mavjud bo‘ladi.
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Ayni paytda, bu funksiya |a, b] da boshlang‘ich ®(x) funksiyaga
ega bo‘lib,

b
[ 7(x)dx = @(b) - D(a)

bo‘ladi.
Aytaylik, aniq integralda x o‘zgaruvchi ushbu

x = (1)

formula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda ¢(¢) funksiya quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) o(r) e Cla,B] bolib, () funksiyaning barcha qiymatlari
[a, b] ga tegishli;

2) (@) =a, o(B)=b;

3) @(¢) funksiya [a,B] da uzluksiz ¢’(t) hosilaga ega bo‘Isin. U
holda

b B
Jrax = [ rioan - ¢@yar 2

bo‘ladi.
<« Ravshanki, ®(¢(r)) murakkab funksiya [o,B] segmentda uz-
luksiz bo‘lib,

(P(e(2))) = D'(9(1)) - ¢'(2)
bo‘ladi.
Agar ®’(x) = f(x) ekanini ¢’tiborga olsak, unda
(P(e(1))) = flo(1))- (1)
bo‘lishini topamiz. Bu esa ®(¢(r)) funksiya [e,B] da f(¢(r))- ¢'(r)

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton—
Leybnits formulasiga ko‘ra

B
Jf(cp(t)) 9 (N)dt = D((B)) - P((0)) = P(b) -D(a) (3)

bo‘ladi.
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(2) va (3) munosabatlardan

) B
[reodx = [ ro)- o' (@)

bo‘lishi kelib chigadi. »
(4) formula aniq integralda o ‘zgaruvchini almashtirish formulasi
deyiladi.

!
2- misol. Ushbu J\/l - x*dx integral hisoblansin.
0

<« Berilgan integralda x = sin¢ almashtirishni bajaramiz. Unda

(=3 O ]

n
1 2
j l—xzdx=IJl—si11ztcostdt: cos? 1df =
0 0
T
2 l l x
I 1 . 2 _=m
‘_(';(2+20052’)dt_(21+718m2’))i0 =2

bo‘ladi. P

4°. Bo‘laklab integrallash formulasi. Aytaylik, u(x) va v(x)
funksiyalarning har biri |a, b] segmentda uzluksiz #’(x) va v'(x)
hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

b bop
Jutx)dv(x) = (x) - v(x))| - [olx)dutx) 5)

bo‘ladi.
4 Hosilani hisoblash qoidasiga ko‘ra
(u(x) - v(x)) =u'(x) - v(x)+u(x) v'(x)
bo‘ladi. Demak, u(x) v(x) funksiya [a, b] oraligda &'(x)-v(x)+
+u(x) - v'(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Nyuton—
Leybnits formulasidan foydalanib topamiz:
b

b
[y v + ux) v ()Y dx = @x) - v(x))

a
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Keyingi tenglikdan
b
- J’ v(x)du(x)

a

b b
[ut)dv(x) = (@(x) - v(x))

bo‘lishi kelib chigadi. P
(5) formula aniq integrallarda bo‘laklab integrallash formulasi

deyiladi.

3- misol. Ushbu Jxln xdx integral hisoblansin.

« Bu integralda u(x)=Inx, duv(x)=x deb du(x):%dx

2
v(x)= x— bo‘lishini topamiz. Unda (5) formulaga ko‘ra:

2 2
lenxdx —[_ln x)

1 1
bo‘ladi. P

4- misol. Ushbu

2 2
X 1 1 3
!7 ).(dx—2ln2—-2~'!.xdx—2ln2—z

J sin" xdx, (n=20,1,2,..)

c'—.Nla

integral hisoblansin.
<« Ravshanki,

X
2

Jo=|dx=2Z, J; = |sinxdx=(-cosx) =1.

= AL
Ol——,wt:t

NS

n 2 2 bo‘lganda berilgan integralni

J sin” xdx = | sin" xd(-cos x)

n

c'—.w]a
c'——.uin

ko‘rinishda yozib, unga bo‘laklab integrallash formulasini go‘llaymiz.
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Natijada

2

sin” 2 xcos? xdx =

(=R L |

n
J, =(-sin"" x - cos x)E +(n=1)

NI A

2
=(n-1) sin"? x(1 - sin® x)dx =(n- 1)_[sin"'2 xdx—(n—l)Jsin" xdx =
0 0

O ey [ A

=(n=1J,a =(n-1)J,
bo‘lib, undan ushbu
n-1
Jn - T'In-Z

rekurrent formula kelib chigadi.

Bu formula yordamida berilgan integralni » = 1, 2, 3, ... bo‘lganda
ketma-ket hisoblash mumkin.

Aytaylik, # = 2m — juft son bo‘lsin. U holda

_2m-1 2m-3 i 3 1 _QI?_T:]_)E‘F

Sm = e T amt 2
bo‘ladi.
Aytaylik, #=2m+1 — toq son bo‘lsin. U holda
g 2m 2m=2 642, Qmi
2l T 3yl 2m-1 77 S 3 TV T 2mD!
bo‘ladi. (m!! simvol m dan Katta bo‘lmagan va u bilan bir xil juftlikka
ega bo‘lgan natural sonlarning ko‘paytmasini bildiradi.) »

5°. Vallis formulasi. Ma'lumki, 0 < x < g bo‘lganda

sin?™! x < sin?” x <sin®" ' x, (n=1,2,3,...)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizliklarni [O, g] oraliq bo‘yicha
integrallab,

i 20+l Sinln—l xa’x,

sin?™! xdx < | sin?" xdx <

O Cmmmy 1O | N
O ey N | A
O Cm—— N[
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so‘ngra 4° da keltirilgan formulalardan foydalanib topamiz:

2! < Qn-1)t L 2n-2)1
Qn+)!t T 2mt 2 T @D
Bu tengsizliklardan

@t Y 1 _x_(@muY 1
2n-H1 2n+l 2 Q- 2n
bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tengsizliklardan topamiz:
2
n_o 1 [ @mn
2 ,l.l—IB, 2n+l [(Zn—l)!!:l ) ©)

(6) formula Vallis formulasi deyiladi.
Mashglar

1 1
1. Agar f(x)e R([0,1]) bo‘lsa, })i_rgjf(x)dx:]f(x)dx
1 0

n

tenglik isbotlansin.

{00~
2. Ushbu _[ V1 -cos2xdx integral hisoblansin.

0

3. Ushbu j

I

dx
l+x

dx

l+x?’

(r > 0) tenglik isbotlansin.

2

—C ey —

38- ma’ruza
Aniq integralni taqribiy hisoblash

Odatda, aniq integrallar Nyuton—Leybnits formulasi yordamida
hisoblanadi. Bu formula boshlang‘ich funksiyaga asoslanadi. Ammo
boshlang‘ich funksiyani topish masalasi doim osongina hal bo‘la-
vermaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo‘lsa, tegishli
aniq integralni taqribiy hisoblashga to‘g‘ri keladi.
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1°. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
[a, b} segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Demak, f(x)e R(|la,b}).

b
Masala Jf(x)dx integralni taqribiy hisoblashdan iborat.

{a, b] oraligni a = xy,X),Xy,.-,X,1. X, = b nuqtalar (x, <x <
<X, <..<x,) yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘lib, har bir
xes % ls (k=0,1,2,...,n-1) bo‘yicha integralni quyidagicha

Xk+l

J /0= 7 (5 ) (g =30 = 72 S (31

2
Xk
ko‘rinishda taqribiy hisoblaymiz, bunda

_ X+ X 1) b-a

b-a
x,(—a+k~r;1~, X _a+(k+i)---’;--,

lc+5 2
Xeu =X = f’iﬁ, (k=0,1,2,..,n-1).
Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

Xhe+]

j).f(x)dx-_-Tf(x)dx+Tf(x)dx+...+ j f(x)dx+ ...
a X0 X1 Xg

ot j f(x)dx =22 (x,)+”_;‘1 f(xhi)d;lf(x%;)h.

Xp-) 2

]
Natijada Jf (x)dx integralni tagribiy hisoblash uchun quyidagi
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h n-}
jf(x)dx = WICHY M
k=1 2

formulaga kelamiz.

(1) formula rog i to ‘rtburchaklar formulasi deyiladi.

Endi (1) tagribiy formulaning xatoligini aniglaymiz. Uning xato-
ligini

(x)dx—;Zf(x )

n'—-.:r-

deylik.
Aytaylik, f(x) funksiya |a, b] segmentda uzluksiz f"(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Avvalo R, ni quyidagicha yozib olamiz:

n—] Xk+l n-1 n—l Xk+l
R, = f(x)dx — -v—fo(x 1) f(xydx -
k=0 x, E k=0 x,
] Xk4l
> e S - re )l
k=0 x, "2 k =0

Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

fx) - f(xk%) = f’(xh% ) (x — xk+% )+ % FUE) - (x - xk% %

(bunda g, son — x va xk ; sonlar orasida). Natijada
+—
2

n-] *k+1

R, = }:j(f(xk,) (=%, 0% S (x- MaLe
k=0 x,
n-1 Xk +1 Xk 41
-3 UG j (x-x_de+ > [ fE) (5% et
2 Xk
bo‘ladi.
Ravshanki, ;‘; (x- xk% Yydx =0.
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n-1 Xk +1

1 » ] _
Demak, R, _ikz(} J. FE) - (x le%)dx.
=0 x;

O‘rta giymat hagidagi teoremaga binoan

Xk +1 Xk 41
[ rreo o-x rdx= 1) [ oa-x e
Xk 2 Xk

-_ 2 * — 3 » * *
= S'xiﬂﬁx'k—) S(E) = ([‘)-?:7)*]' (&) &k € X s Xk D

bo‘ladi.
Shunday qilib, R, uchun ushbu
n-1 3 3 n-1
1 (b-a)’ ,» (b-a)’ | prpt
R =,-§ (o-ay. = \o-ar z
H 2 yord 12"3 f (gk) 24[12 " k=0f (E.vk )

ifodaga kelamiz.
Ravshanki,

n

n-1 wip” * rept
LZf'(&;) _ frEHEND A4S
k=0

migdor (€, € [a,b], k=0,1,2,...,n-1) f"(x) ning |a, b| oralig-
dagi eng kichik m” hamda eng katta M “ giymatlari orasida:

n-1
ms LY eI S M
k=0

bo‘ladi.
Shartga ko‘ra f”(x) funksiya |a, b] da uzluksiz. Uzluksiz funk-
siyaning xossasiga muvofiq (a, b) da shunday { nugta topiladiki,

n-l

frQ =0y &)
k=0

bo‘ladi.
Natijada R, uchun quyidagi
(b-a)® ,»
R = -
, = O
tenglikka kelamiz.
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Demak,

b n-1 3
b-a (b—a)‘ ’
[ rexds =2 éf(xh% R (9

bo‘ladi.
Shunday qilib, [a, b] oraligda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga
ega bo‘lgan f(x) funksiyaning

b
[ roax
integralini (1) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi yordamida taqribiy
hisoblansa, bu taqribiy hisoblash xatoligi quyidagi

_ (=2 L
n = 24”2 f (C)s (Ce(a,b))

formula bilan ifodalanadi.
2°. Trapetsiyalar formulasi. f(x) funksiyaning

}f(x)dx

integralini taqribiy hisoblash uchun, avvalo, [a, 5] segmentni
a= XO’xli'XZ s Xy s Xy = b

nugtalar yordamida » ta teng bo‘lakka bo‘linadi. So‘ng har bir
[x¢ %], (kK=0,1,2,...,n—1) bo'yicha integral quyidagicha

X4l
J f(x)dx = &‘)—;fM (X = %), (=0,1,2,....n-1)

Xk

tagribiy hisoblanadi. Natijada ushbu

jf(x)dx:Tf(x)dx+xff(x)dx+...+ T f(x)dx =
4 X X Xy

=

(% = %) +...

f(xo)'sz(xl)(xl -X)+

f(x)+f(%)
2
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N [f£Xo)+f<xu>+

2
+f(xl ) + f(XZ ) +...+ f(xn-—l )]

formulaga kelamiz. Demak,

jf(x)d e[ SO ) S+ S0 | O)

(3) Jormula trapesiyalar formulasi deyiladi

Bu taqribiy formulaning xatoligi R, f(x) funksiya |a, b] da
uzluksiz f”(x) hosilaga ega bo'lishi shartida ,

R, = —fﬁ'-"l £7(0), (e (a.b))

bo‘ladi. Demak,
b
If(x)dx = ,[,’;,‘,‘ [f(xﬂ)’zif(_’.‘")_ + f(x)+

F SO et FO 0] 0

3°. Simpson formulasi. Bu holda f(x) funksiyaning

b
If(X)dx

integralini taqribiy hisoblash uchun [a, b] segmentni a = x;,x,
s Xag s Xapal> Xaks2 05 Xan-2 > Xan_1 - Xon = b NUQtalar yordamida 2 ta
teng bo'fakka bo‘lib, har bir [xy,, X34, 1, (K =0,1,2,...,n-1) bo‘-
yicha integral quyidagicha

X2k+2

| rGde = LR £06,) + 4 () + S(3ie)] =

X2k

b
TS (o) +4F ) + [ Cai)]s (k=01 n=1)
ko‘rinishda taqribiy hisoblanadi. Natijada
257

www.ziyouz.com kutubxonasi



J'f(x)dx— J'f(x)dx+jf(x)dx+ + X_Z[" f(x)dx =

X2n-2

= »6—,; [(f(x0)+4f(x1)+f(xz))+(f(x2)+4f(xs) +

+f(X N+ o+ (f(G,0) +4 S () + [(X,))] =

=P () + £ () + 4S5 + f(x5) .

et S N 20/ (X) + f(X) + .o+ f(%,9))]
hosil bo‘ladi. Demak,

b
Jreodx <221 70a0)+ 100, + 40 00) + £(x) + .
ot [ ) F 2L G+ S () +ot [ (4)

(4) formula Simpson formulasi deyiladi.
Bu tagribly formulaning xatoligi R, f(x) funksiya [a, b] da
uzluksiz fY")(x) hosilaga ega bo‘lishi shartida,

5
== DU ), (Le (a,b)

bo‘ladi. Demak,
j S)dx =22 (£ (%) + S (%0,) + 40 (3) + [(65) 4o 4 (X)) +

b-
$2F () + 105+t f )] - S f00(D),
. ¢ _x2
Misol. Ushbu J e dx
0

integral to‘g’ri to‘rtburchaklar, trapesiyalar va Simpson formulalari
yordamida taqribiy hisoblansin.

< [0, 1] segmentni 5 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda bo‘linish
nuqtalari

x0=0, xl=0,2, x2 =0,4, X3 =0,6, X4 =O,8, x5 =l,0
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bo‘lib, bu nuqtalarda f(x) = e‘xz funksiyaning giymatlari quyida-
gicha bo‘ladi:

S (x3) = 1,00000,

f(x)=10,96079,

f(xy) =0,85214,

f(x;) =0,69768,

f(x4)=0,52729,

f(x5)=10,36788.

Har bir bo‘lakning o'rtasini ifodalovchi nugtalar

x, =01, x3 =03, x5 =05, x =0,7, x4 =0,9
2 2 2 2 2
bo‘lib, bu nuqtalardagi funksiyaning giymatlari quyidagicha bo‘ladi:

f(x,) = 0,99005,

£(x,) =0,91393,

f (x; ) = 0,77680,

f(x_:_ ) =0,61263,

f (x; ) = 0,44486.
S

a) To‘g'ri to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha
je‘xz dx = % (0,99005 +0,91393 +0,77680 +
0
+0,61263 +0,44486) = 15 -3,74027 = 0,74805
= 0,003 bo‘ladi.

. P _ 1
bo‘lib, IR, | < 538 = 500
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b) Trapetsiyalar formulasi bo‘yicha

1
fe<ax = ;(?-Ow +0,96079 +0,85214 +
0

+0,69768 + 0,52729) = é (0,68394 + 3,03790) =

= £3,72184 = 0,74437
‘11 ‘. L = L ~ ¢ i
bo‘lib, R < 5§35 = 150 0,006 bo‘ladi.

d) Simpson formulasi bo‘yicha
J’e-*2 = 3i.|(1 00000 +0,36788) +4(0,99005 +

0
+0.91393 + 0,77680 + 0,61263 + 0,44486) +2(0., 96079 +

+0,85214 +0,69768 +0,52729)] = 1 (1 36788 +4 -3,74027) +

+2-3,03790) = (I 36788 +6,07580 +14,96108) = 0, 74682

” 12 -
bo'lib, R < e 0,7-107° bo‘ladi.
Mashgqlar
__(p-a)’
- . 122
isbotlansin.

2. Simpson formulasining xatoligi R, = 5880) . /(&) bolishi

isbotlansin.

1
3. Ushbu [, (4 = 10) integral taqribiy hisoblansin.
0 +X
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9-BOB
ANIQ INTEGRALNING BA’ZI TATBIQLARI

39- ma’ruza
Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash

1°. Tekis shaklning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, (x, y) juftlik
(xe R, ye R) tekislikda nugtani ifodalaydi.

Koordinatalari ushbu

a<x<bh, c<y<d, (ae R,be R.ce R.de R)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi tekislik nugtalaridan hosil bo‘lgan
D, to‘plam:

D, ={(x.y);xela.bl.yelc.dl} Y1;
10'g i to‘rtburchak deyiladi (8-chizma). dl-

Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning tomon- /
lari (chegaralari) mos ravishda koordina-
talar o‘qiga parallel bo‘ladi. /

D, t0'g'ri to'rthurchakning yuzi deb -
(uning chegarasining, ya'ni 0| a hX

X =a, x=b, (cSySd), &- chizma.
y=c, y=d, (asx<b)
to‘g‘ri chiziq kesmalarining D, ga tegishli bo‘lishi yoki tegishli bo‘lmas-
ligidan qat’iy nazar) ushbu
(D) =(b-a) (d-c)
miqdorga aytiladi.
Aytaylik, tekislik nugtalaridan iborat biror Q to‘plam berilgan bo‘lsin.
Agar shunday D, to‘g‘ri to‘rtburchak topilsaki,
Qc Dy
bo‘lsa, Q chegaralangan to ‘plam deyiladi.

Har ganday chegaralangan tekislik nuqtalaridan iborat to‘plam
tekis shakl deyiladi.

Agar tekis shakl chekli sondagi kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchak-
larning birlashmasi sifatida ifodalansa, uni 10 g7/ ko ‘pburchak deymiz
(9- chizma).
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Ya Bunday to‘g‘ri ko‘pburchakning
yuzi deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
to‘rtburchaklar yuzalari yig‘indisiga
aytiladi.

To‘g‘ri ko‘pburchak yuzi quyidagi
xossalarga ega:

1) to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi manfiy

e AIHENE7

0 ~ x bo‘lmaydi: p(D) > 0;
9- chizma. 2) kesishmaydigan ikki D, va D,
to‘g‘ri ko‘pburchaklardan tashkil
topgan to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi D, va D, larning yuzalari yig‘indisiga
teng:

R

wbyu b)) = u(Dy) +p(Dy),
3) agar D, va D, to‘g‘ri ko‘pburchaklar uchun
D c D
bo‘lsa, u holda
r(Dy) s u(Dy)
bo‘ladi.

Tekislikda biror chegaralangan Q shakl berilgan bo‘lsin. Bu shakl-
ning ichiga A to‘g‘ri ko‘pburchak (4 < Q), so‘ngra Q shaklni o‘z
ichiga olgan B to‘g‘ri ko‘pburchak (Q < B) lar chizamiz. Ularning
yuzlari mos ravishda p(A4) va u(8) bo‘lsin.

Ravshanki, bunday to‘g‘ri ko‘pburchaklar ko‘p bo‘lib, ularning

yuzalaridan iborat {u(A4)} va {u(B)} to‘plamlar hosil bo‘ladi.
Ayni paytda, bu sonli to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi. Binobarin,
ularning aniq chegaralari
sup{u(A)}, inf{u(B)}
mavjud.
1- ta’rif. Agar
sup{n(4)} = inf{u(B)}
bo‘lsa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ularning umumiy qiymati Q
shaklning yuzi deyiladi va u(Q) kabi belgilanadi:

u(Q) = sup{u(A4)} = inf{u( B).
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1- teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun ve > 0 son
olinganda ham shunday A4 (Ac Q) va B (Qc B) to‘g'ri ko‘p-
burchaklar topilib, ular uchun

u(B)—-u(A) <e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

« Zarurligi. Aytaylik, Q shaki yuzaga ega bo‘lsin. Unda ta’rifga
binoan

sup{p(A)} = inf{p(B)} = u(Q)
bo‘ladi. Modomiki,
sup{u(A4)} = n(Q),
inf{u(B8)} = p(Q)
ekan, unda Ve >0 olinganda ham shunday to‘g‘ri ko pburchak
A (A < Q) hamda shunday to‘g‘ri ko‘pburchak B (Q < B) topiladiki,

H(Q) - p(A) < 5,

n(B) (@) <5
bo‘ladi. Bu tengsizliklardan
u(B)-u(A)<e
bo‘lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik, 4 (4 < Q) va B(Q c B) to‘gr ko‘pbur-
chaklar uchun p(B) —u(A) < e tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki,

n(A) < sup{p(A)},
p(B) 2 inf{u(B)}.
Bu munosabatlardan
inf{u(B)} - sup{u(A)} < u(B) - u(4) <e
bo‘lishini topamiz. € — ixtiyoriy musbat son bo‘lganligidan,
sup{p(A)} = inf{n(B)}

bo‘lishi kelib chikadi. Demak, Q shakl yuzaga ega. | 4
Shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
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2- teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve > 0 son

olinganda ham shunday yuzaga ega Pva S (Pc Q. Q c §) tekis
shakllar topilib, ular uchun
H(S)-u(P)<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2°. Egri chizigli trapesiyaning yuzini hisoblash. Faraz qilaylik,
f(x)e Cla,b] bo'lib, Vxe [a,b] da f(x) =20 bo'lsin.

Yugqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x =a, x =5
vertikal chiziglar hamda pastdan abssissa 0‘qi bilan chegaralangan Q
shaklni qaraylik (10- chizma).

Ya
B
A
0 /
7/ 7
O a x x X Xpy b X

10- chizma.

Odatda, bu shakl egri chizigli trapesiya deyiladi. |a, b} segmentni
ixtiyoriy
P={xp,X1,%,.X,}, (A=X) <X <Xy <...< X, =b)
bo‘laklashni olamiz. Bu bo‘laklashning har bir [x,.x,,, ] oralig‘ida
inf{ f(x)} = my, sup{f(x)}=M,. (k=0,1.2,...n-1)
mavjud bo‘ladi.
Endi asosi Ax, =x,,, - x,, balandligi m, bo‘lgan (k=0,1,2,3,...,

n—1) to‘g‘ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil topgan to‘g‘ri
ko‘pburchakni 4 deylik.

Shuningdek, asosi Ax, = x,; —x,, balandligi M, bo‘lgan
(k=0,1,2,3,..., n—1) to‘g‘ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil
topgan to‘g‘ri ko‘pburchakni B deylik. Ravshanki,

AcQ, Qc B
bo‘lib, ularning yuzalari
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n-1 n-1

n(A) = Y, my - Axg p(B)=> M, -Ax
k=0

k=0
bo‘ladi.

Bu yig‘indilarni f (x) funksiyaning [a, b| segmentning P bo‘laklashi-
ga nisbatan Darbuning quyi hamda yugori yig‘indilari ekanini payqash
giyin emas:

n(A)=s(f:P), wB)=S(/:P).

f(x)e Cla,b] bo‘lgani uchun f(x) funksiya |a, b] da integralla-
nuvchi bo‘ladi. Unda integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra, ve >0
olinganda ham |a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi topiladiki,

S(f;P)-s(f3P)<¢
bo‘ladi. Binobarin, ushbu

n(B)-p(d)<e

tengsizlik bajariladi. Bu esa 1- teoremaga muvofiq, qaralayotgan egri
chizigli trapetsivaning yuzaga €ga bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga
ko‘ra

sup{u(A)} = influ(B)}
bo‘ladi. Ayni paytda,

h
supfp(A)} = [ f(x)dx,

b
infiu(B)) = | f (x)dx
a
bo‘lganligi sababli Q egri chizigli trapetsiyaning yuzi

b
mQ) = [ f(x)dx (1

ga teng bo‘ladi.
1- misol. Tekislikda ushbu

2y
;2— + b—2 = 1
ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.
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»<

b S=bf1-5 y fw(x)

> |

{
1 »
(0] a b X

> ¥

(1 -

11- chizma. 12- chizma.

<« Ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi OXva QY koordi-
nata o‘qlari hamda

2

f)=b-J1-%, 0<x<a
a

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapesiya yuzining 4 tasiga

teng bo‘ladi (11- chizma ).
U holda (1) formuladan foydalanib topamiz:

u(Q)=4J’b1/i—z—2 =2 [V -2
0

X =asint, |

ot—,e

>

2

4
= a

= 0<r< — cos? rdt_4ab Z=abn P

)

cl—,m[;{

dx = acos tdt,

Aytaylik, f(x)e Cla,b], f,(x)e Cla,b] bo'lib, Vxe la,b] da
0< £1(x) < fL(x)
bo‘lsin. Tekislikdagi Q shakl quyidagi

y=hH&X), y=f£,(x), x=a, x=b

chiziglar bilan chegaralangan shaklni ifodalasin (12- chizmay).
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Bu shaklning yuzi

b b h
w0 = [ fix)dx - [ ixdx = (L) - AOE @

bo‘ladi.
2- misol. Tekislikda ushbu
y=4-x2, y=x'-2x

chiziglar (parabolalar) bilan chegaralangan Q shakining yuzi topilsin.
<« Parabolalarning tenglamalari

y=4-x2,
y=x2-2x
ni birgalikda yechib, ularing kesishish nugtalarini topamiz (13-chizma):

4-x? =x%-2x,
x;=-1, x,=2; y,=3, y,=0: A(-1,3), B(Z;0).
Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

2 2
n@) = f[(4-x) - ~2x)]dx = J'(4+2x_2xl)dx=
| e’
=(4x+x’ —‘;x“)i: =9. p» v,

Eslatma. Agar f(x)e Cla,b]
funksiya [a, b} da ishora saglamasa,
(1) integral egri chizigli trapetsiyalar
yuzalarining yig‘indisidan iborat bo‘-
ladi. Bunda OX o‘qining yuqorisidagi
yuza musbat ishora bilan, OX o‘qi-
ning pastidagi yuza manfiy ishora
bilan olinadi.

Masalan, OX o‘qi hamda _} ¢ ’X
f(x)=sinx, 0<x<2n funksiya
grafigi bilan chegaralangan shaklning y=x=2x
yuzl 13- chizma.
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n 2n
w(Q) = jsin X +(-J' sin xdx) = (- cos x)
0 n

2n
=4

' ~(-cosx)

0 n

bo‘ladi.
3°. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash. Aytaylik, AB egri
chiziq qutb koordinatalar sistemasida ushbu
p=pO), a<6<ph, (xe R, Be R)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda
p(8) e Clo.B], Ve [a.B] da p(8)20.

Tekislikda AB egri chizig hamda OA4 va OB radius-vektorlar
bilan chegaralangan Q shaklni qaraymiz (14- chizma).

14- chizma.

[0, B] segmentning ixtiyoriy
P =1{8,,0,,...,8,}, (@=6,<6 <..<86, =P)

bo‘laklashini olamiz. O nuqtadan har bir qutb burchagi 8, ga mos
OA, radius-vektor o‘tkazamiz. Natijada OAB — egri chiziqli sektor

OA Agars (k=0,1,2,..,n~1; Ay=A, A, = B)
egri chizigli sektorchalarga ajraladi.
Ravshanki, p =p(8)e Clo,B] bo‘lganligi uchun [9,,0,,,] da
(k=0,1,2,...,n-1)
my = inf{p(8)}, M, =sup{p(8)}
lar mavjud.
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Endi har bir [6,.0,,,] segment uchun radius-vektorlari mos
ravishda m, hamda M, bo‘lgan doiraviy sektorlarni hosil gilamiz.
Bunday doiraviy sektorlar yuzaga ega bo‘lib, ularning yuzi mos ravishda

1 1

2

M{ 88, (A8, =6;, —6;)
bo‘ladi.

Radius-vektorlari m, (k = 0,1,2,...,n—1) bo‘lgan barcha doiraviy
sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Q, desak, unda @, c Q
bo‘lib, uning yuzi

1 n-1 5
W@ =5 %mk - A8, 3)
bo‘ladi.
Shuningdek, radius-vektorlari M, (k =0.1,2,....n-1) bo‘lgan

barcha doiraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shakini Q,
desak, unda Q < Q, bo'lib, uning yuzi

n-l
_1 2
WG =5 Z,]Mk - 86, @
bo‘ladi.

(3) va (4) yig‘indilar %pz(e) funksiyaning Darbu yig‘indilari
bo‘ladi. Ayni paytda, ;pz (8) funksiya [c, B] da uzluksiz bo‘lgani
uchun u integrallanuvchidir. Demak, ve > 0 olinganda ham [a, B]
segmentning shunday P bo‘laklashi topiladiki,

S(Lp?(8); ) -s(5p? (8); P) <
bo‘ladi. Binobarin, ushbu
Q) -w@)<e

tengsizlik bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofiq, qaralayotgan egri
chizigli sektorning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko‘ra

sup {u(Q,)} = inf {u(Q,)}
bo‘ladi. Ayni paytda,
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B
sup{p(Q))} = Ipz (8)de,

p
inf {u(0,)} = [ (8)do

bo‘lgani sababli egri chiziqli sektorning yuzi

ga teng bo‘ladi.
3- misol. Ushbu

p
uQ) = % j p? (9)do

p=p®)=a(l-cosB), (ae R, 0<0<2n)
funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

15- chizma.

4 Bu funksiya grafigi kardioidani ifoda-
laydi. Ma’lumki, kardioida radiusi » ga teng
bo‘lgan aylananing shu radiusli ikkinchi qo‘z-
g‘almas aylana bo‘ylab harakati (sirpanmasdan
dumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy
nuqtasining chizgan chizig‘idir (15- chizma).

Kardioida qutb o‘giga nisbatan simmetrik
bo‘lganligi sababli yuqori yarim tekislikdagi
shakining yuzini topib, so‘ngra uni 2 ga ko‘-
paytirsak, izlanayotgan yuza kelib chiqadi.

8 o‘zgaruvchi [0, n] da o‘zgarganda p radius-vektor kardioidaning
yuqori yarim tekislikdagi gismini chizadi. Shuning uchun

0

u(Q) = 2-—;—.(’;p2(9)d9 =@ (1-cose)*do =

T

213 _ 1 _
=aqa I[f 2cos(9+2c0529]dew

2

=ad (EG—ZSin9+%-%sin29)

bo‘ladi. »
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Mashglar

1. Aytaylik, tekislikda AB egri chiziq x=¢(1), ¥ =w(f)
(o <t < B) tenglamalar bilan parametrik holda berilgan bo‘lsin, bunda
x = ¢(t) funksiya [, B] da uziuksiz ¢’(f) hosilaga ega, ¢'(x)20
va ¢(o)=a, ¢(B)=0b, y=w(s) funksiya [a, b] da uzluksiz va
w(1)20. U holda yuqoridan AB egri chiziq, yon tomonlaridagi
x =a, x = b vertikal chiziglar, pastdan [a, b] kesma bilan chegara-
langan shaklning yuzi

B
s=[w(n)e (r)ar
bo‘lishi isbotlansin.
2 2

2. Ushbu (z)} + (z)3 =1 chiziq bilan chegaralangan shaklning

yuzi topilsin.

40- ma’ruza
Yoy uzunligi va uni hisoblash

1°. Yoy uzunligi tushunchasi. Ma’lumki, tekislikdagi ikki A(x;, )
va B(x,,y,) nuqtalarni birlashtiruvchi to*g‘ri chiziq kesmasi /, uzun-
likka ega va uning uzunligi

pilh) = \/(x2 | ) + 0 -n )?
ga teng bo‘ladi.

Aytaylik, tekislikdagi / chiziq A, (xg,¥g)s 4G, 01)s s A, (X, ¥,)
nuqtalarni (n e N) birin-ketin to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashti-
rishdan hosil bo‘lgan bo‘lsin. Odatda, bunday chiziq sinig chizig deyiladi.

Siniq chiziq uzunligi (perimetri) deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
chiziq kesmalari uzunliklarining yig‘indisiga aytiladi:

n-1

n(l) = 2\/(xk+| =X+ O = Vi)
k=0
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Faraz qgilaylik, tekislikdagi AB egri chiziq (uni AB yoy deb ham
ataymiz) ushbu
y=f(x), (a<x<b)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda f(x)e Cla,b].
[a, b] segmentning ixtiyoriy
P={xg,x,...,%,}, (a=x3<x <..<x,=b

bo‘laklashini olib, bo‘luvchi x, (k =0,1,2,...,n) nuqtalar orqali OY
o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglarning
AB yoy bilan kesishgan nuqtalari
Ak (xksf(xk ))9 (k = 0~1y25-"sn; AO = A: An = B)

bo‘ladi.

AB yoydagi bu A4, (x,, f(x,)) nuqtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri
chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, /siniq chizigni hosil gilamiz
(16- chizma).

S

i

|
i
b
! !

B
I
I
|
|
i
I
I
i
|
|
1
b

ol

N fp————

>
X Xienn X

16- chizma.
Odatda, / siniq chiziq AB yoyga chizilgan siniq chiziq deyiladi.
U uzunlikka ega bo‘lib, uzunligini (perimetrini) pu(/) deylik.
Agar P, va P, lar [a, b] segmentning ikkita bo‘laklashi bo‘lib,
B, < P, bo‘lsa, u holda bu bo‘laklashlarga mos AB yoyga chizilgan
siniq chiziq /|, /, larning perimetrlari uchun

u(h) <ufh)
bo‘ladi.
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« [a, b] segmentning P, bo‘laklashi quyidagi

i)] = {xU,x’ ,...,Xk ,xk+],...,xn}

(@=Xy <X; <. KX <Xpyy <. <X, =D)
ko‘rinishda bo‘lib, P, bo‘laklash esa P, bo‘laklashning barcha bo‘luvchi
nugtalari hamda qo‘shimcha bitta x* e {a, b] nugtani go‘shish nati-
jasida hosil bo‘lgan bo‘laklash bo‘lsin. Bu x* nuqta x, hamda x,,
nuqtalar orasida joylashsin: x;, < x" < x;,,. Demak,

Py = X0, Xpseers Xg s X 3 Xpug5ens X s
(@a=Xxp <X <. <X <X <Xy << X, = D).

R'ivshanki, P, c P, bo‘ladi.

AB yoyga chizilgan P, bo‘laklashga mos siniqg chiziq l,, shu yoyga
chizilgan P, bo‘laklashga mos siniq chizig /, dan fagatgina bitta
bo‘lagi bilangina farq giladi: /, da A, 4,,, bo‘lak bo‘lgan holda /, da
ikkita 4, A" hamda A"A,,, bo‘laklar bo‘ladi.

Ammo A, 4,,, to‘g‘r chiziq kesmasining uzunligi u( A A, ).
A A" hamda A'A,,, kesmalar uzunliklari p(A4,4"). n(A"4,,)
yigtindisidan har doim katta bo‘lmaganligi, ya’'ni

(A An) S RIAAT) + (A A )
dan
w(h) < ()

bo‘ladi. P
Demak, P bo‘laklashning bo‘luvchi nuqtalari sonini orttira borilsa,

AB yoyga chizilgan ularga mos siniq chiziglar perimetrlari ham ortib
boradi.

I-ta’rif. Agar %, — 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
metri

n-l
p(/) = Z \/(xk+l =x Y+ [ (X)) - f(x )]2
k=0

chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
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Ushbu lim (/) = p(AB)
Ap—o0

limit AB yoyning uzunligi deyiladi. Masalan, agar
fx)=kx+C, (@a<x<bh)
bo‘lsa, unda AB ning uzunligi

- n-1
n(48) = AI;TO ; \/(xk+l = x )" + k2 (X = %) =

n-1

=llim02\/1+k2 (X ~ %) =V1+ k% - (b-a)
P00

bo‘ladi. _
Aytaylik, AB egri chiziq ushbu
x=0(1),
y=y (I)’
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin.

(Bu holda egri chiziq parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi).
Bunda:

D o) e Clo, B, w(r)e Cla,Bl;

2) v4y, 4, € o, B), 1, # ¢, uchun ()
A (x,0) = A (e(n), w(1)),
A (xy, ¥,) = A4 (0(8y), w(1,))

(a<t<P)

nugqtalar turlicha ;
3) t=0 ga A nuqta, t =B ga B nuqta mos kelsin.
[a, B] segmentning ixtiyoriy
P={ty,t,...t,}, (a=ty<t<..<t, =)
bo‘laklashini olib, bu bo‘laklashning bo‘luvchi ¢, (k =0,1,2,...,n)
nugqtalariga mos kelgan AB yoydagi 4, = A, (x,,¥) (x, = ¢(#;),
Yie = (), k=0,..,n) nuqgtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes-

malari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan siniq chiziq / ni
hosil gilamiz (17- chizma).
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A1), w(1))

0 o(ar) o) o) X
17- chizma.
Bu siniq chizig perimetri

n-1

u() = ¥ o) - o) + (1) = w(t)P
k=0

bo‘ladi.
2-ta’rif. Agar A, - 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
metri u(/) chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.

Ushbu lim p(/) = p(AB)
}\.p -0

limit AB yoyning uzunligi deyiladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan yoy uzunligining (agar u mavjud
bo‘lsa) musbat bo‘lishi kelib chigadi.

Endi yoy uzunligining ikkita xossasini isbotsiz keltiramiz:

1) Agar AB yoy uzunlikka ega bo‘lib, u AB yoydagi nuqgtalar
yordamida » ta A,:}ik+l yoylarga (k = 0,1,2,...,n; 4y = A, B=A,,,)
ajralgan bo‘lsa, u holda har bir A,:;ﬁl,(+l yoy uzunlikka ega va

n(AB) = Y n(AcAcs)
k=0
bo‘ladi.
2) Agar AB yoy n ta A,;;l,‘+l yoylarga ajralgan bo‘lib, har bir
A,:}{M yoy uzunlikka ega bolsa, u holda AB yoy ham uzunlikka

ega bo‘ladi.
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2°. y = f(x) tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.
Faraz gilaylik, 4B egri chizig ushbu
y=f(x), a<x<bh
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda f(x) funksiya [a, 5] segmentda

uzluksiz va uzluksiz f’(x) hosilaga ega.
[a, b] segmentning ixtiyoriy

P={xy,x),...,x,}, (@a=xy<x; <...<x,=b)
bo‘laklashini olib, unga mos AR yoyga chizilgan / sinig chizigni
hosil gilamiz. Bu siniq chizigning perimetri

n-1

M = X g = %) + 1 () = F(x)P
k=0

bo‘ladi.
Har bir [x,, x,,, | segmentda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini
go‘llab topamiz:

n-1
RUD = X (i ~ 5P + 117 (1) - (g = ) =
k=0

n-=1

n-1
=y U+ £ - (X = %) = N U+ (1 )ax,,
k=0 k=0

bunda 1, € [x;,x,,]

Bu tenglikdagi yig‘indining 1+ /7 (x) funksiyaning integral
yig‘indisidan farqi shundaki, integral yig‘indida & € [x,,x,, ] nugta
ixtiyoriy bo‘lgan holda yuqoridagi yig‘indida esa 1, nuqta Lagranj

teoremasiga muvofiq olingan tayin nugta bo‘ladi. Ammo JI+ 2 (%)

funksiya integrallanuvchi bo‘lganligi sababli « =T, deb olinishi
mumkin. Natijada

n-1
n) =Y 1+ 2, - ax,
k=0

bo‘lib, undan
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L)
n-1 b
lim p(/) = l1im02\h + 75 - Axg = [N+ f2(x)dx
P PV k=0 2

bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, AB yoyning uzunligi
b
u(AB) =J’ 1+ £ (x)dx Q)
bo‘ladi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
1- misol. Ushbu

X X
f(x)=g(€" +e ?), (>0, —a<x<a)
tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
Bu tenglama bilan aniglanadigan chiziq zanjir chizig'i deyiladi.
<« Ravshanki,

f1x) =5 —e ),
1+ /7 (x) = -Ll,--(ez +e ),

J1+ £ (x) =%(e5 e 4)

bo‘ladi. (2) formuladan foydalanib, zanjir chizig‘ining uzunligini topamiz:

ot s oy = ate - !
W(AB)= [ z(et +e @)dx =J(e? e 9)| =ale=2). B

3°. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.
Faraz qgilaylik, AB egri chiziq ushbu

x = o(1),
{y=w(t), (asr<p)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, (1) shartlarning bajarilishi
bilan birga ¢(f), y(#) funksiyalari [o, B] da uzluksiz ¢’(f) hamda

v'(7) hosilalarga ega bo‘lsin.
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o, B] segmentning ixtiyoriy
P={ty,t1,.,1,}, (a=ty <ty <..<t, =P)

bo‘laklashini olib, ularga mos AR yoyning A, = A, (x,,y;)
(x, =o(t,), yi =9(t,)) nuqtalarini bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes-
masi yordamida birlashtirishdan hosil bo‘lgan / siniq chiziq perimetri

n-l

1) = 3 10(ti) = 0 )F +[w(tey) - w(n )P
k=0

ni qaraymiz.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

n-l

u(l) = Zxﬁp'z ()t — 1) + g7 (08)- (e — 1) =
k=0

n-1

= \/(P'Z(T/;)‘Hl"z(ek) A, (AL =1, —1),
k=0

bunda 7, € [f 4,1, 6, €l t ]
Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

n-1

W) = > o2 (E) + () - Ar +
k=0

n-I
+3 ol (1) + ¥ (8,) —JoT ) + v ED] At ()
k=0

bunda &, € [£,7,, .
Modomiki,

Vo2 +y?2(t) e Clo,B]
Vo2 (1) + v (1) € R, B

ekan, u holda

bo‘lib,
n-1 B
lim 3 o (€) + w2 (&) - A, = [Jo? )y +y?(ar (3)
P k=0 u
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bo‘ladi. Ixtiyoriy a, b, ¢, d hagiqiy sonlar uchun ushbu
Va? +b? —c? +d2‘$]a—c[+|b—d|

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
« Hagqgigatan ham,

(@ —ct)+(b? -d?)
\/a2 +b? +\/c2 +d?

_ld P clao+p-d] >

Bu tengsizlikdan foydalanib topamiz:

<

1\/a2 +5 —c +d2‘=

<la-cl| +|b—-d|

<

in-1
[Z o2 (1) + w2 (8,) —Jo &) + w? (§) s,
k=0

b
n-1

n-1
<3 10 (5) = ' AL + D W (B ) — W (G ) A <
k=0 k=0

n-1

n-1
< Z‘”k (@) - Ar + ka (y) - AL
k=0 k=0
¢'(1) e Rla,Bl, w'(r)e Rie,Bl

bo‘lganligi sababli

n-1
Tim > 1o (60 +w? (0,) o G + v E)18n =0 @
2 k=0
bo‘ladi.

(3) va (4) munosabatlarni ’tiborga olib, A, — 0 da (*) tenglikda
limitga o‘tsak, u holda AB yoyning uzunligi uchun

- 8
w(4B) = [o? (1) +v* (1) )

bolishi kelib chigadi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.

279

www.ziyouz.com kutubxonasi



2- misol. Ushbu
x = a(t —sint),
y=a(l-cost), (0<1<m)
tenglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chizigning (sikloidaning)
uzunligi topilsin.
« Ravshanki,
x'(t) =a(l-cost), y'(1)=asint,
x2 (1) + y? (1) = a* (1 - cost)? +a? sin® t = a*2(1 - cost),

Jx2 () + yt (1) = aJ2(1 —cost)

bo‘ladi. (5) formulaga ko‘ra izlanayotgan egri chizigning uzunligi
2r 2n In

u(Aji‘) = J ay2(1 -cost)dt = 2aj sin % dt = —4a - (cos %) =8a
0
0 0

bo‘ladi. »
4°. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziqning uzun-

ligini hisoblash. Faraz qilaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalar
sistemasida quyidagi
r=p(0), (0<8<p)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda p(8) € C[a,B] bo‘lib, u uzluk-
siz p’(8) hosilaga ega bo‘Isin.
Qutb koordinatalari (p, 8) dan Dekart koordinatalari (x, y) ga
o‘tish formulasiga binoan
x =p(6)-cos9,
y=p(0)-sinh, (a<6<P)
bo‘ladi. Natijada AB parametrik ko‘rinishda

¢(9) = p(8) -cosh,

y(8) =p(0) -sin6, (a<06<P)
berilgan egri chiziq sifatida ifodalanadi, bunda ¢(8), wy(6) funksiya-
lar 3° da keltirilgan shartlarni bajaradigan funksiyalar bo‘ladi.

(5) formuladan foydalanib AB egri chizigning uzunligini to-
pamiz:
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_ B B
W(AB) = j@(e) -c0s0)? + (p(8) - sin 8)2d6 = '[\/p'2 (8) + p? (8)d.

Bu formula yordamida egri chizigning uzunligi hisoblanadi.
3- misol. Ushbu p=a-sin’ g

tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.

« 0 o‘zgaruvchi 0 dan 3r gacha o‘zgarganidan (p, 8) nuqgta 18-
chizmada tasvirlangan / egri chizigni chizib chigadi.

(2) formuladan foydalanib chizigning uzunligini topamiz:

_ 3n i 30,2 . 3612 _
u(l)_i[\ﬁasm §) + (asin 5) de =

3n 3n
=I\/a7-sixl4gcoszg+a2 sin® gde aJ51 de—éﬁa >
0 0

5°. Yoy differensiali. Aytaylik, tekislikdagi AB egri chizig ushbu

x = o(1),
ast<
{y =y(?), ( 2
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, bunda ¢(#) hamda w(¢)

funksiyalar [o, B] da uzluksiz ¢’(r) hamda '(¢) hosilalarga ega
bo‘lsin (19- chizma).

Ma’lumki, 7 o‘zgaruvchining 7 = o qiymatiga AB egri chizigda
nugta mos keladi.

Endi ixtiyoriy fe [o,B] ni olib, unga mos AB egri chiziqdagi
nuqtani C bilan belgilaylik: C(o(#), w(f)), ast< B.

¢\ C

18- chizma. 19- chizma.
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Ravshanki, AC yoyning uzunligi C nuqtaning AB egri chiziqdagi
holatiga qarab o‘zgaradi va ayni paytda ¢ ning har bir tayin qiymatida
yagona AC yoyning uzunligiga ega bo‘lamiz. Binobarin, AC yoy-
ning vzunligi u(AC) 1 o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:

H (AC), (a<t<B).
(5) formuladan foydalanib topamiz:
!
1 (40 = [Jo (1) + w7 ()ar.

o

Modomiki, y/¢” (r) + (1) € Clo, B] ekan, unda ., (AC) funk-
siya hosilaga ega bo‘lib,

(1, (AC)Y = Jo2 (1) + 2 (£)
bo‘ladi.

Keyingi tenglikning kvadratini dt, ga ko‘paytirib, ushbu
(1, (AD)? dr* = 2 (Ndr* +y™ (1)dr?,

ya’ni d(1, (AC))? = dx? + dy?

munosabatga kelamiz. Bu munosabat yoy differensialining kvadratini
ifodalaydi. Demak, yoy differensiali du,(Af‘) yuqoridagi x = (1),
¥ = y(r) funksiyalarning differensiallari dx hamda dy lar orqali ifoda-
lanadi. Binobarin, (5) formula uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan x(#), ¥(¢)

funksiyalar yordamida egri chiziq yoyini turli usullarda parametrlash-
tirishda o‘z ko‘rinishini saqlaydi.

Mashglar
1. Ushbu

! o
C0S Z sz T
= d . = d. s <ti<
X '1[ 2 Y ! T & (I t 2)
tenglamalar bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
2. Ushbu x* +y* =2, y= \/]x_’ chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli uchburchakning perimetri topilsin.
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41- ma’ruza
Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

1°. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to‘g‘ri
chiziq kesmasini biror o‘q atrofida aylantirishdan silindrik, konus
(kesik konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular ma’lum
formulalar yordamida topiladi.

Avtaylik, f(x)e C[a,b] bo‘lib, Vxe [a,b] da f(x) 20 bo’lsin.
Bu funksiya grafigi AB yoyni tasvirlasin (20- chizma).

Y,
A B
3
AG_/G-\/\
4 \
AR ! 1
I 1 I 1
1 | ! 1
11 1l >
ol ‘afi K X
Vg li 1
\
\ [‘ | :
h '

8
~

20- chizma.

AB yoyni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt aylanma

sirt deyiladi. Uni I1 deylik. [a, b] segmentni ixtiyoriy
P={xp, X1y Xy}, (@=Xg <X <.0. <Xy = b)
bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir
X (k=0,1,2,...,n)
bo‘luvchi nugtalari orgali OY o‘qqa parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib,
ularning AB yoy bilan kesishish nugtalarini 4, = 4, (x;, f(x;)) bilan
belgilaylik (4, = 4, A, = B; k=0,1,2,...,n). Bu nugtalarni o‘zaro
to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyga L siniq chiziq
chizamiz.
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AB yoyini OX o‘q atrofida aylantirish bilan birga L siniq chizigni
ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus sirtlarining
birlashmasidan tashkil topgan KX sirt hosil bo‘ladi. Bu K sirt yuzaga
ega va uning yuzi

2

ga teng. (Bunda kesik konus yon sirtining yuzini topish formulasidan
foydalanildi).

Ravshanki, K'sirt, binobarin, uning yuzi u(K) [a, b] segmentning
bo‘laklashlariga bog‘liq bo‘ladi.

I- ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, [a, b] segmentning diametri A, <& bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘-
laklashi uchun

n-1
n(K) = 2n Yy LEIT ) o ) 4 1f () - ()T
k=0

W(K)-S|<e, (SeR)
tengsizlik bajarilsa, S son p(K) ning A, — 0 dagi limiti deyiladi:
li K)y=S§.
Jim, ()

2-ta’rif. Agar A, —» 0 da p(K) yig‘indi chekli S limitga ega
bo‘lsa, I1 aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
Bunda § son I1 aylanma sirtning yuzi deyiladi:

S =u(ID).
Demak,

n-1
() = Jim, 23 PP iy =30+ 1 ) = SC50OF,

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz qilaylik, f(x)e Cl|a, b]
bo‘lib, u [a, b] segmentda uzluksiz f’(x) hosilaga ega bo‘lsin.
Bu funksiya grafigi AB yoyni OX o‘q atrofida aylantirishdan

hosil bo‘lgan I1 aylanma sirtning yuzini topamiz.
« [a, b] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashini olib, yuqoridagidek

n-1

h(K) =2my, LU k) foe o (£ () = £ O6)F
k=0
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yig‘indini tuzamiz. Lagranj teoremasiga ko‘ra
S = Fg) = ffE N X,y —x ) = /(&) A,
bo‘ladi, bunda &, € [x,.x;,; |. Natijada

n-1
p(K) =2my, LS Che) [ 72 (g yax,
k=0

bo‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

n-1 n-1
H(K)=2r Y FENT+ /7 (E)A% +n{21(f(xk) -

k=0 k=0
—f(ik))+(f(xk+|)—f(§k))]\/1+f'2(§k)Axk}- (1

S'(x) e Cla,b] bo‘lganligi sababli

FOON1+ £2(x) € Rla.b)

bo‘ladi. Demak, xp — 0 da

n-l b
21y FENT+ (&A% - 2n[ f()L+ [ (0 dx.
k=0 a
Ravshanki,

\/1 + f?(x) e Cla,b].

Demak, bu funksiya [a, b] da o‘zining maksimum giymatiga ega
bo‘ladi. Uni M deylik:

M =max 1+ f2(x).

asx<h

f(x) funksiya [a, b] segmentda tekis uzluksiz. Unda Ve > 0 olin-

— ga ko‘ra shunday § > 0 son topiladiki, 2, <8

ganda ham, 2M(b— )

bo‘lganda

) = FE < sz ) = FE&D| < 53755725

bo‘ladi. Shularni e’tiborga olib topamiz:
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(f(xk)—f(ék)) +(f () = FEDINL+ 28 ’A-xk} <

—_———
PA=

Il

o —

3
L

[!f(xk )= FED|+ 1 (R = FEVI+ (8 - A <

IN
.
i
o

A
<

n-l
E €
[ZM(b—a) * 2M(b—a)] ’ ;A"" <&

Bundan 7&,, — 0 da

n-1
3 [(F5) = FED) +(f ) = FED] A1+ £ 2 (&A%, 50 (3)
k=0

bo‘lishi kelib chigadi.
A, — 0 da (1) tenglikda limitga o‘tib (bunda (2) va (3) munosa-
batlarni €’tiborga olib), aylanma sirtning yuzi uchun

b
u(I) = 2nJ'f(x) 1+ f2(x)dx @)

bo‘lishini topamiz. »
1- misol. Ushbu
f(x)=§(e; +e7), a>0, 0<x<a
zanjir chizig‘ini OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning yuzi topilsin.
-x

X
<« Ravshanki, f(x)= %(e; —e9).

(4) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini
topamiz:

a x X X X
- a3 ., a 1 e a4y
u(ﬂ)—2n6[5(e +e“)\jl+4(e e 1) dx =

x _x 2x _2x

(€4 +e 7)? dx=«—j(e” +2+e 9)dx =

m
2

O'*—.h
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ala 2x 2x ¢
_rmala _aa | -
== 2e +2x 2e ]

0

Aytaylik, AB egri chiziq yuqori yarim tekislikda joylashgan bo‘lib,
u ushbu

{x =00 <r<p)

y =y(1),

rarametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin. Bunda
o(1), w(t) funksiyalar [, B] da uzluksiz va uzluksiz ¢’(t), y’(¢) hosi-

lalarga ega. Bu egri chizigni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

B
W) = 25 [ W™ (1) + w7 ()t )

bo‘ladi.
2- misol. Ushbu
X2 +(y-2) =1
aylanani OX o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning
(torning) yuzi topilsin.
<€ Aylananing tenglamasini quyidagicha
x = ¢(t) = cost,

y=wy(t)=2+sint, (0<7<2m)

parametrik ko‘rinishda yozamiz.
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi (5) formulaga ko‘ra

2n
u(I) = 211:‘[ (2 +sin1)y/(cos ) + (2 +sin £)?dt =

0

2n
- 2nj (2 +sint)dt = 872
0
bo‘ladi. P
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Mashglar

1. Aytaylik, AB egri chiziq x = (1), y = w(t), {o <1 <) teng-
lamalar bilan berilgan bo‘lib, ¢(f) va wy(¢) funksiyalar [o, B] da
uzluksiz ¢’(r) va y’(¢) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu egri chizigni OX
o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

B
P=2x[y ()’ (1)+v? (a1, (v(r)20)

bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

2ay = x* - a?, (0 < x <22a)

parabolani OY o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt-
ning yuzi topilsin.

42- ma’ruza
Aniq integralning mexanika va fizikaga tatbiqlari

1°. Inersiya momenti. Mexanikada moddiy nuqta harakati muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi.

Odatda, o‘lchami yetarli darajada kichik va massaga ega bo‘lgan
jism moddiy nuqta deb qaraladi.

Aytaylik, tekislikda m massaga ega bo‘lgan 4 moddiy nugta
berilgan bo‘lib, bu nuqtadan biror / o‘qqacha (yoki O nuqtagacha)
bo‘lgan masofa r ga teng bo‘lsin.

Ushbu

J =mr’

miqdor A moddiy nuqtaning / o‘qga (O nuqtaga) nisbatan inersiya
momenti deyiladi.

Masalan, A = A(x,y) moddiy nuqtaning koordinata o‘qlariga
hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

J, =my?, J, =mx?, Jy =mx* +
bo‘ladi.
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Tekislikda, har biri mos ravishda
my, my, My, ..., m,
massaga ega bo‘lgan moddiy nuqtalar sistemasi

{Ay, A, Ay s ey Ay}
ning biror / 0‘qqa (O nuqtaga) nisbatan inersiya momenti ushbu

n-1
Jn = 2 ‘mk"k2
k=0
yig‘indi bilan ta’riflanadi, bunda r, — nuqta A, dan / o‘qgacha
(O nugtagacha) bo‘lgan masofa (k =0, 1, 2, ..., n-1).
Faraz qilaylik, y = f(x) egri chiziq yoyi AB bo‘yicha zichligi
p=1 ga teng massa targatilgan bo‘lib, bunda f(x) funksiya la, b]

segmentda uzluksiz hamda uzluksiz f’(x) hosilaga ega bo‘lsin.
Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng bo‘ladi:

b
m=j 1+ f2(x)dx .

[a, b] segmentning ixtiyoriy
P ={xg,X|s s X}, (@=Xy <X} <...<X, =0)
bo‘laklashini olamiz. Bu bo‘laklash AB yoyni
A = A (x, f(x), (k=0,1,2,...,n-1)
nugtalar bilan n ta 4, A,,,, (4 = A, A,; = B) bo‘lakka ajratadi.
Bunda A,A,,, bo‘lakning massasi

Xk +1

m, = j 1+ f2(x) dx, (k=0,1,2,.., n=1)

bo‘ladi. O‘rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib topamiz:

m =\/1+f'2(§k)'Axk’

bunda &, € [xp,xeq ], AX =X — X -
Ma’lumki,

(Eskaf(gk ))1 (k = 0,1,2,...," - ])
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moddiy nuqtaning koordinata o‘qlariga hamda kordinata boshiga
nisbatan inersiva momentlari mos ravishda

Ji =my - fRE) = FRE) VE+ FRE) - Axy,
Iy o=m 8 =81+ ) - ax,
Jo =m (& + f2E)) = € + 2 ED) T+ F2E) - Ax,
bo‘ladi. Unda ushbu
(0> f G0 s £y won Gy Sy )

moddiy nuqtalar sistemasining inersiya momentlari mos ravishda
s =:Z;f2 (&) T+ 77 &) - Ax,
Jim Zgii N+ () - b,
J" = g(éi + @& N1+ /72(E,) - ax,

tengliklar bilan ifodalanadi.
Agar P bo‘laklashning diametri A, nolga intila borsa, unda har

bir A,:;ik“ yoyning uzunligi ham nolga intila borib, yuqoridagi
Js'n), J;"), Jén)

yig‘indilarning limitini massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning mos

ravishda koerdinata boshi hamda koordinata o‘glariea nisbatan inersiya

momentlarini ifodalaydi deb qarash mumkin. Ayni paytda,

b
llir_l:io.l,(‘") =_[f2 (x)y1+ f2(x) dx,
4 a

b
: llim()J},”’:J'xz 1+ f2(x) dx,
p—)

b
lim J{" = j (o + LWL+ f2(x) dx
Ap—>0 a

bo‘ladi.
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Demak, massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning koordinata o‘q-
lariga hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq
integrallar yordamida topiladi:

R\
I

/2 (x) 1+ £ (x)dx,

x2 1+ 7 (x)dx,

(2 + 2O+ £ (x)dx.

=~
I

*\
i
R > @ e o R >

2°. O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi. Biror jismni OX o‘q
bo‘ylab, shu o‘q yo‘nalishida bo‘lgan F = F(x) kuch ta’siri ostida
a nuqtadan b nuqtaga (a < b) o‘tkazish uchun bajarilgan ishni topish
lozim bo‘lsin.

Ravshanki, jismga ta’sir etuvchi kuch o‘zgarmas, ya’ni

F(x)=C = const
b(t)l‘lsa, unda jismni ¢ nuqtadan & nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan
is
A=C-(b-a)

ga teng bo‘ladi.

Avtaylik, jismga ta’sir etuvchi kuch xga (x € |a, #]) bog‘liq bo‘lib,
u [a, b} da uzluksiz bo‘lsin:

F = F(x)e Cla,b).
la, b] segmentning ixtyoriy
P={xg, X ., Xp}, (A=Xg <X <..<X,=b)
bo‘laklashini olib, bu bo‘laklashning har bir
[x, X ], (A=0,1,2,...,n-1)

bo‘lakchasida ixtyoriy &,, &, € [x;,x,,], (K =0,1,2...,n-1) nuqta
olamiz.

Agar har bir [x,,x,,;] da jismga ta’sir etuvchi kuchni o‘zgarmas
vau F(§,) ga teng deyilsa, u holda [x,,x,,, ] oraligda bajarilgan
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ish (kuch ta’sirida jismni x, nuqtadan x,,, nuqtaga o‘tkazish uchun
bajarilgan ish) taxminan

FE) (x4 — ;)
formula bilan, [a, b] oraliqda bajarilgan ish esa taxminan

n-1 n-1
A=ZF(§k)‘(xk+1'xk)=zF(§k)'Axk M
k=0 k=0

formula bilan ifodalanadi.

P bo‘laklashning diametri A, nolga intila borganda yuqoridagi
yig‘indining giymati izlanayotgan ish migdorini tobora aniqrog
ifodalaydi. Bu hol 2, — 0 da (1) yig‘indining chekli limitini bajarilgan
ish deyish mumkinligini ko‘rsatadi. Demak,

n-1

A= lim Y F(E,)- Ax,.
Ap—>0k=0

Modomiki, F(x)e C|a, b] ekan,
n-1 b
lim 3 F(&)-Ax, = [ F(x)dx
Ap—0 Pt "

bo‘ladi. Shunday qilib, o‘zgaruvchi Ax) kuchning [a, b] dagi bajargan
ishi

b
A= jF(x)dx )

formula bilan ifodalanadi.

Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi
uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujina gisilgan (21- chizma).

Agar prujinaning qisilishi unga
ta’sir etayotgan F(x) kuchga propor-
sional bo‘lsa, prujinani a birlikka
gisish uchun F(x) kuchning bajargan
ishi topilsin.

« Agar F(x) kuch ta’sirida pru-
jinaning gisilish migdorini x orqali
belgilasak, u holda

21- chizma. F(x)=kx
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bo‘ladi, bunda k — proporsionallik koeffitsiyenti (qisilish koeffitsiyenti).
(2) formulaga ko‘ra bajarilgan ish

r 2
0

bo‘ladi. P

Mashglar

1. Uchburchak asosiga nisbatan inersiya momenti topilsin.
2. Asosining radiusi R, balandligi # bo‘lgan paraboloid shaklidagi
qozondan, undagi suvni chiqarishga sarflangan ish hisoblansin.
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10-BOB
XOSMAS INTEGRALLAR

43- ma’ruza
Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasini
kiritishda integrallash oralig‘ining chekli bo‘lishi talab etilgan edi.

Endi cheksiz oraligda ([a,+e0); (—ee,a]; (—oo,+) oraliglarda)
berilgan funksiyaning shu oraliq bo‘yicha integral tushunchasini
keltiramiz va o‘rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. f(x) funksiya

[a, +) oraliqda (a € R) berilgan bo'lib, ixtiyoriy [a, 7} da (a < t < +o)
integrallanuvchi bo‘lsin: f(x) e R(|a,1]).

t
Ushbu F(z) =j f(x)dx belgilashni kiritamiz.

I- ta’rif. Agar t — +oo da F(r) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
bu limit f(x) funksiyaning |a, + ) cheksiz oralig bo ‘vicha xosmas
integrali deyiladi va

T reods

kabi belgilanadi:
+o0 !
j f(0dx = lim F(1) = lim j f(x)dx. 1)

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral ham deb yuritiladi.

Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas integral»
deyish o‘rniga «integral» deymiz.

2-ta’rif. Agar t - +o da F(f) funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar t — 4o da F() funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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1- misol. Ushbu J e *dx integralni garaylik. Bu holda
0

I3
F(t) = Je"xdx =—e" +1
0
bo'lib, lim F(r) =1 bo‘ladi.

1o+

400
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va I e ¥dx =1.
0

+oo

a.

2- misol. Ushbu J 2 (a>0,0>0) integral uchun

a

Int-Ina, agar a=1 bo'lsa,

X i T o e e 1 bo'lsa

F(t) » — ., (a>1),
o1

F(t) - 400, (<1

T dx
bo‘ladi. Demak, J.;.u

integral o > 1 bo‘lganda yaginlashuvchi, o < 1 bo‘lganda uzogla-
shuvchi bo‘ladi.
3- misol. Ushbu

+oa

J. cos xdx
0
integral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki ¢ — +~ da
1t
F(t)= _[cos xdx =sint
0
funksiyaning limiti mavjud emas.
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Yuqgoridagidek,

[ rood, | reoa

xosmas integrallar va ularning yaginlashuvchiligi, uzoglashuvchiligi
ta’riflanadi:

jﬂﬂﬂ=yﬂﬂﬂﬂ

Tf(x)dx = Jlﬂjf(x)dx‘

U——eo D

2°. Yagqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas
integralning turli xossalarini f(x) funksiyaning [a,+e) oraliq bo‘yicha
olingan .
400
J- f(x)dx
integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni

[ reods, | roax

integrallar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz.

1- xossa. Agar I S (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

[ feoax, @<b)
b
integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda
+o0 b +o0
[ rodx = [ fooax+ | £xax )
a a b

tenglik bajariladi.
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<« Ravshanki,

4 b '
jf(x)dx - jf(x)dx +jf(x)dx, (a<b<i).
a a b
Aytaylik, J S (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Demak,

lim | f(x)dx

T +ee
a

mavjud va chekli bo‘ladi:

lim jf(x)dx - Tf(x)dx .

f2+o0

(2) tenglikdan foydalanib, t — +e da

f—+ea

t 400 h
lim [ F(x)dx = j f(x)dx -j Fix)dx
b u a

bo‘lishini topamiz. Demak, j f{(x)dx integral yaginlashuvchi va
b

T reods =] roodx —jfmdx
b a a
bo‘ladi.

Aytaylik, j f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Demak,
b

lim | 7(0de = [ F()ds
] b

chekli bo‘ladi.
(2) tenglikdan, 1 — + da

rl_igjf(x)dx = f[f(x)dx +Tf(x)dx
u a b
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bo‘lishi kelib chigadi. Demak, J f{(x)dx integral yaginlashuvchi va

T roods = rooas+ oo
a a b

bo‘ladi. »

2- xossa. Agar J S (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

J C - f(x)dx ham (C=const) yaginlashuvchi bo‘lib,

TC-f(x)dx =CTf(x)dx
bo‘ladi.
3- xossa. Agar Tf(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lib,
Vx e [a,+) da f(x)az 0 bo‘lsa, u holda
Tf(x)dx >0
bo‘ladi. ’

4- xossa. Agar '[f(x)dx va Jg(x)dx integrallar yaginla-
a - a
shuvchi bo‘lsa, u holda j( S(x) £ g(x))dx integral ham yagqinla-
shuvchi bo‘lib,

[ tgenac= | rodus [ goax
bo‘ladi.
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5- xossa. Agar Vxe |a,+) da f(x) < g(x) bo'lib, _[f(x)dx

va J g(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

Jf(x)dx < J.g(x)dx
boladi. ’

2- va 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning yaqinlashuv-
chanligi ta’riflaridan bevosita kelib chigadi.

Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar |a,+e) da berilgan bo‘lib,
J(x) funksiya chegaralangan (m < f(x) < M, x e la,+=)), g(x) funk-
siya esa 0‘z ishorasini o‘zgartirmasin (Vx e |a,+~) da har doim
g(x) 20 yoki g(x)<0).

+o0 oo
6- xossa. Agar Jf(x)'g(x)dx va Jg(x)dx integrallar yaqin-
lashuvchi bo‘lsa, u holda shunday o‘zgarmas p(m < p < M) topiladiki,

[ 70 g(xdx = [ g(x)dx 3)

bo‘ladi.
o Aytaylik, Vx e |a,+=) da g(x) 20 bo‘lsin. U holda

m-g(x) < f(x)g(x) < Mg(x)
bo‘lib,

] 8(0de < | £(08(0Ie < M [ gl

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu tengsizliklardan, ¢t — + da limitga o‘tsak,
unda

mT g(x)dx < Tf(x)g(x)dx < MTg(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi.
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Ravshanki, j g(x)dx =0

bo‘lganda (3) tenglik bajariladi.

Avtaylik, [ g0ax >0
T 7(x0g(x)dx
bo‘lsin. Bu holda m< "T— <M
j g(x)dx
T F(x)g(x)dx
bo‘ladi. Agar = feo————
| g(x)dx

a

deb olinsa, unda m < p < M bo‘lib,

Tf(X) -g(x)ydx =p- +fg(x)a’x

bo‘ladi.

Vx € [a,+=) da g(x) <0 bo‘lganda (3) tenglikning bajarilishi
yuqgoridagidek isbotlanadi. b

Odatda, bu xossa o‘rta giymat haqidagi teorema deyiladi.

3°. Xosmas integralning yaginlashuvchanligi. Aytaylik, f(x) funk-

siya [a,+e0) oraligda berilgan bo‘lsin.
Ma’lumki, [ foax
xosmas integralning yaqinlashuvchanligi ushbu

Fty=[fxax, (1> a)

funksiyaning ¢ — 4o da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
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13- ma’ruzada funksiyaning chekli limitga ega bo‘lishi haqidagi
Koshi teoremasi, ya’ni F(7) funksiyaning ¢ — +e da chekli limitga
ega bo‘lishi uchun

ve>0, 3y >a, VI'>1, Vi">t: [FU")-F(t')|<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va vyetarli ekani keltirilgan edi. Bu
tushuncha va tasdigdan

[ rxyax @

Xosmas integralning yaqinlashuvchanligini ifodalaydigan quyidagi
teoremaga kelamiz.

Teorema. (Koshi teoremasi.) (4) integral yaqginlashuvchi bo‘lishi
uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday Ih € R (t, > a) topilib,

ixtiyoriy 1" > t,, t”>t, bo‘lganda

<€

’J-f (x)dx

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Mzcshglar
1. Ushbu J xsin xdx Xxosmas integral yaginlashuvchi bo‘ladimi?
0

1 1
2. Ushbu j T dx = g tenglik isbotlansin.

3
0 (1+x2)

44- ma’ruza

Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolut yaqinlashuvchanligi

1°. Manfiy bo‘lmagan funksiya xesmas integralining yaqinlashuv-
chanligi. Aytaylik, f(x) funksiya [a,+) oraliqda berilgan bo‘lib,
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Vx € [a,+00) da f(x) 2 0 bo‘lsin. Bu funksiyani [a, t] da (a <t < +)
integrallanuvchi deylik: f(x) e R([a,]). Bu holda

F(1) = [ f(x)dx

funksiya (a,+e) oraliqda o‘suvchi bo‘ladi.
<« Hagigatan ham, a <#; <t, <+ da

F(ty) = [ flndx = [ foodx+ [ f(0dx = (1) + [ f(0)dx
a a f f

)
bo‘lib, j f(x)dx 20
n

bo‘lganligi sababli F(y) 2 F(y)
bo‘ladi. Demak, vt,,t, € (a,+e) uchun

<ty = F(y)SF(np). »
1- teorema. Manfiy bo‘lmagan f(x) funksiya xosmas integrali

[ rooa, (f020, x>a) )

ning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun A(#) funksiyaning yugoridan chega-
ralangan, ya'ni
3Ce R, Vt>a: F@)sC
bo‘lishi zarur va yetarli.
d Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga
binoan
Hm F(¢)

T —rtoo
mavjud va chekli bo‘ladi. Unda, 3C € R, V¢ > a da F(¢) < C bo‘ladi.
Yetarliligi. Aytaylik, F(1) funksiya (a,+) da yuqoridan chegara-
langan bo‘lsin. Ayni paytda, R o‘suvchi funksiya. Demak, ¢ — +eo da

F() funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralning yaginlashuvchi
bo‘lishini bildiradi. »
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar F(#) funksiya (e (a,+e)) yuqoridan chegaralan-
magan bo‘lsa, u holda

[ oo

integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.

2°. Taqqoslash teoremalari. Ikkita funksiya ma’lum munosabatda
bo‘lganda birining xosmas integralining yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo‘lishidan ikkinchisining ham yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘-
lishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz. Odatda, ular taqqoslash
teoremalari deyiladi.

2- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar la, +o)
oraligda berilgan bo‘lib, Vx e [a,+) da

02 f(x)<g(x) 2
bo‘lsin.

Agar Tg(x)dx yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda T f(x)dx ham
yaqinlashuavchi bo‘ladi. ’

Agar T S (x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda Tg(x)dx ham
uzoqlashu:;chi bo‘ladi. ’

oo

<« Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, J g(x)dx yaqinlashuvchi

bo‘lsin. Unda 1-teoremaga ko‘ra ’
G(1) = jg(x)dx <C

bo‘ladi. Ayni paytda, ’

F(1) = [ f(x)dx < G(r)
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+oo
bo‘lganligi sababli, ya’ni 1-teoremaga binoan I f(x)dx yaqinla-
shuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, I f(x)dx uzoglashuvchi

bo‘lsin. Unda yuqorida keltirilgan natija va
F(t)<G()

tengsizlikdan J g(x)dx integralning uzoqglashuvchiligi kelib chigadi. »

3- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar {a,+~) da
f(x)=20, g(x)=0 bo'lib,

lim f(x)—k (0 £k < +00)

X =300 g(

bo‘lsin.

Agar k < 4o bo'lib, _[ g(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
J- f(x)dx ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Agar k > 0 bo‘lib, _[ g(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda

_[ f(x)dx ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

d Aytaylik,
lim /(x)

x—t0 (X) =k < oo

400
bo‘lib, I g(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan

ve>0, 3ty >a, Vt>1t, da
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f(x) <(k +e)g(x) 3)

bo‘ladi. Yaqginlashuvchi integralning xossasiga ko‘ra
+oa

J(k +£)g(x)dx

a

yaqinlashuvchi bo‘ladi.

(3) munosabat va 2- teoremadan foydalanib, Jf (x)dx integ-

a

ralning yaqginlashuvchi bo‘lishini topamiz.

Aytaylik, lim £ k5 0

X—+oo g(x)

bo‘lib, J g(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsin. Bu holda k, son (k > k>0

a
uchun shunday 1; > a topiladiki, Vx > 1] da

Sf(x)
etn R

ya'ni gx) < f(x) )

-
bo‘ladi.

(4) munosabat va 2- teoremadan foydalanib J S{x)dx integral-

a

ning uzoqlashuvchi bo‘lishini topamiz. »

Natija. Agar lim fx) =k
x—+e g(X)

bo‘lib, 0 <k <+~ bo‘lsa, u holda Jf(x)dx va Jg(x)dx
a a

integrallar bir vagtda yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.

Ko‘p hollarda biror xosmas integralning yaginlashuvchanligini
yoki uzoqlashuvchanligini aniglashda avvaldan yaginlashuvchanligi
yoki uzoqlashuvchanligi ma’lum bo‘lgan integral bilan tagqoslab
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(yuqorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) qaralayotgan integral-
ning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishi topiladi.

Masalan, _[ f(x)dx

integralni j ‘%—, (a>0,0>0)
X
a

integral bilan taqqoslab, quyidagi natijaga kelamiz.
Natija. Aytaylik, biror C (0 < C < +») va o >0 sonlar uchun
X — +o da

C
f(x)~ e
ya’'ni ]}Lr?m x*- f(x)=C
bo'lsin. U holda | rexax

integral o >1 bo‘lganda yaqginlashuvchi, ¢ <1 bo‘lganda uzoqla-
shuvchi bo‘ladi.

+o0

° . COS2 X . - .
3°. 1- misol. Ushbu J . dx integral yaginlashuvchanlikka
tekshirilsin. 0
cos? 1
1+x I+x

deyilsa, u holda Vxe [0,+), 0< f(x) < g(x) bo‘ladi.

. dx
Ravshanki, j STy
0 1+x
integral yaginlashuvchi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan xosmas integral

yaginlashuvchi bo‘ladi. »

oo
2- misol. Ushbu J esz dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

1
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4 vx =] da

f(x) = e , g(x)=¢e"

funksiyalar uchun 0<fix)<gx)
oo
bo‘ladi. Ushbu J‘e*"dx

1
integralning yaginlashuvchiligi ravshan. Demak,

yoo
J. e”"zdx
1

integral yaqginlashuvchi bo‘ladi. »
$oo
3- misol. Ushbu I e”™ In xdx integral yaginlashuvchanlikka tek-
1
shirilsin.
4 vx21 da Inx<x
bo‘lib, f(x)=e"Inx, g(x)=xe™ funksiyalar uchun

0< f(x)<gx)
bo‘ladi. Endi

Tg(x)dx = Txexdx
1 1

integralning yaqinlashuvchiligini e’tiborga olib, 2- teoremadan foyda-
lanib, berilgan

“+00

f e " In xdx
1
integralning yaqinlashuvchiligini topamiz. »

xVx“+

dx . .
4- misol. Ushbu | —== integral yaginlashuvchanlikka tek-
‘! T

shirilsin.
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« Integral ostidagi
1

f(x)= x.m

funksiya uchun

S 5 I I
— = lim-— 1 =1

lim %3 f(x) = lim x> . —-'—
o xowe Yyl xote x e L

bo‘ladi. Ravshanki,
40
j
5
1 x3
integral yaqinlashuvchi. Demak, berilgan integral vaqinlashuvchi
bo‘ladi. »
4°. Xosmas integralning absolut yaginlashuvchanligi. Aytaylik,
S (x) funksiya [a,+e) oraligda berilgan bo‘lsin. Bunda Vx e |a,+x)
uchun f(x) =0 bo‘lishi shart emas.

[ 170 dx

a

Ta’rif. Agar

integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, J- f(x)dx integral absolut yaginla-

shuvchi deyiladi.

Agar J f(x)dx yaqinlashu{/chi bo‘lib, J| f(x)|dx uzoglashuvchi

bo‘lsa, u holda J f(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

4- teorema. Agar integral absolut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u yagin-
lashuvchi bo‘ladi.

308

www.ziyouz.com kutubxonasi



<« Aytaylik, [ifoldx

integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f(x) va |f(x) funksiyalar
yordamida ushbu

9(x) = 5 (/(0) +f (),
W(x) =3 (<f () +]f (1))

funksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, Vxe [g,+~) da

1) (x) 20, y(x)20;
2) o(x) <|f(x)], w(x)<|f(x);

3) o(x) —w(x) = f(x)
bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 2- teoremadan foydalanib, quyidagi

Jodx, [ wixdx
a a
integral yaqinlashuvchi ekanligini topamiz. U holda
[ (000 ~y(x))dx

integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak,

Tf(x)dx

yaqinlashuvchi bo‘ladi. »
Mashglar

re 2
1. Ushbu J.( -325 *b;' )dx integral yaqinlashuvchanlikka tek-
ex —¢
0

shirilsin.
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2. k ning ganday giymatlarida
oo

J xk XHSInX g (k <1)

x-sin x

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi?

45- ma’ruza

Integralning yaqinlashuvchanlik alomatlari. Integralning
bosh giymati

1°. Dirixle alomati. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a, +eo)
oraligda berilgan bo‘lsin.

1- teorema. (Dirixle alomati.) f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a,+e) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich F(x), (F’(x)= f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya [a,+ee) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega;

3) g(x) funksiya [a,-+e) da kamayuvchi;

4) lim g(x)=0.

U holda [ reogadx
integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
<« Ravshanki,
f(x)e C(la,+=)), g(x)e C(la,+=)) = f(x)g(x)e C(la,+=))

bo‘ladi. Binobarin, f(x)-g(x) funksiya [a,1], (@ < t < +e) oraligda
integrallanuvchi bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan hamda
teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

[ re0gxyax = [g(0dF (x) =g()F(x)| -] f(x)g"(x)dx. (1)

Endi
lg(1)F(1)| < Mg(t), (M =sup|F(1)] < +e)
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bo‘lishini e’tiborga olsak, undan ¢ — 4o da

g F(1)y >0
bo‘lishi kelib chigadi.
Berilishiga ko‘ra, g(x) funksiya [a,+e) oraligda uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi hamda shu oraligda kamayuvchi funksiya. Demak,
Vx € |a,+e) da

g'(x)<0
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

jgf(x)g'(x)ux < M[lg"(x)jdx = —Mj g'(x)dx =

= M(g(a) - (1)) < Mg(a), (g(1)20).

Unda 44- ma’ruzadagi 2- teoremadan foydalanib

j F(x)g'(x)dx

xosmas integralning yaqginlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
(1) tenglikda ¢ — +o da limitga o°tib, ushbu

lim [ £(x)g(x)dx

limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz. Bu esa j f(x)g(x)dx

a

integralning yaginlashuvchi bo‘lishini bildiradi. »
Misol. Ushbu J = J Sde (oo > 0) integral yaginlashuvchan-

likka tekshirilsin.
<« Berilgan integralni quyidagicha

T 1
J = [ sinx dx, (a>0)
X
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ko‘rinishda yozib, f(x)=sinx, g(x)= l—u deymiz. Bu funksiyalar
X

yugorida keltirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi.

1) f(x) =sin x funksiya [l,+) oraligda uzluksiz va uning bosh-

lang‘ich funksiyasi F(x) = -cos x funksiya [1,+e) da chegaralangan;
2) g(x) = xia (o > 0) funksiya [1,+e) da

’ o3
g'(x)= T

hosilaga ega va u uzluksiz;

3) g(x) = la (o > 0) funksiya [1,+e) da kamayuvchi;

x*
4) lim g(x) = lim - =0, (a>0).
X0 X—rteo x%
Unda Dirixle alomatiga ko‘ra
J sin x dx, (o> 0)
x(l
t
integral yaginlashuvchi bo‘ladi. »

2°. Abel alomati. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a, +co)

oraligda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. (Abel alomati.) f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya |a,+e) da uziuksiz bo‘lib, J S (x)dx integral
yaginlashuvchi; ‘

2) g(x) funksiya [a,+w) da uzluksiz g(x) hosilaga ega va bu
hosila [a,+e) da 0°z ishorasini saglasin,

3) g(x) funksiya [a, +e) da chegaralangan.

U holda J f(x)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘ladi.

312

www.ziyouz.com kutubxonasi



<« Ravshanki, If(x)dx integralning yaqinlashuvchi bo‘lishidan

f(x) funksiyaning |a,+e) oraligda chegaralangan F(x) boshlang‘ich
funksiyaga ega bo‘lishi kelib chiqadi.

Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiyaning
limiti hagidagi teoremadan foydalanib ushbu

lim g(x)
limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz:
lim g(x)=5.
X400
Unda
& (x)=g(x)-b
funksiya x — +- da monoton ravishda nolga intiladi:
lim g,(x)=0.
X —+o0

Shunday qilib, f(x) va g(x) funksiyalar Dirixle alomatida keltirilgan
barcha shartlarni ganoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

[ rong (xax

integral yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Ayni paytda,

S(xX)g(x) = f(x)b+ f(x)g (x)
bo‘lganligi sababli,

[ 7(x)g(x0ax
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. »
3°. Xosmas integralning bosh qiymati. Faraz qilaylik, f(x) funksiya

(—eo,+e) da berilgan bo‘lib, bu oraligning istalgan [¢’,r],
(o0 < 1’ < t < +o0) Qqismida integrallanuvchi bo‘lsin:

F(t't) = jf(x)dx.
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Ma’lumki, ushbu

t
lim F(,t) = lim j f(x)dx
t oo

’

t' o, :
f—+oo T—o4oe [

limit f(x) funksiyaning (—ee,+c) oralig bo‘yicha xosmas integrali
deyilib, u chekli bo'lsa,

oo d
P4es !

xosmas integral yaqinlashuvchi deyilar edi.
Bunda ¢’ va f o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda

fim ﬂ@ﬂ:jﬂma

"> —o, t — oo
ga intilishi ko‘zda tutiladi.

+4o0
Xususan, J f(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

—oo

rl_igrlggj’f(X)dx = T f(x)dx

H
bo‘ladi. Birog F(t',0) = | f(x)dx
)

funksiya, #’= —t bo‘lib, ¢t — +e da chekli limitga ega bo‘lishidan

400
J f(x)dx xosmas integralning yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chiqaver-

maydi. Masalan, ushbu

{
F(r',1)= [ sin x dx
-
integral uchun ¢’ = - bo‘lsa,
!
Isin xdx =0, (vVt>0)
-t
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!
bo‘lib, lim |sinxdx=0

r—34e0
-1

4o
ga ega bo‘lamiz. Biroq J- sin x dx

—oa

xosmas integral yaqginlashuvchi emas.
Ta’rif. Agar t’=1tDbo'lib, t - 4+ da

F(t',n = [ f(x)dx

+o0
funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, J S (x)dx xosmas integral

o0

bosh giymat ma’nosida yaginlashuvchi deyilib,

Iim | f(x)dx

f oo
-1

limit esa j f(x)dx xosmas integralning bosh giymati deb ataladi.

—oo

Odatda, j f(x)dx xosmas integralning bosh giymati

v.p.j f(x)dx
kabi belgilanadi. Demak,
+oo t
v.p.j fx)dx = tl_i)rijf(x)dx.
—o —t

Bunda v.p. belgi fransuzcha «valeur princiriale» — «bosh giymat»
so‘zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

oo
Shunday qilib, _[ f{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa,

u bosh giymat ma’nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Biroq.
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I f(x)dx xosmas integralning bosh giymat ma’nosida yaginlashuvchi

—co

bo‘lishidan uning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.

Mashglar

1. Dirixle alomatidan foydalanib
4oa 2
J Sm(x:x—) dx, (a>0)
0 X
integralning yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

J Sir.‘__ arctg xdx, (o> 0)

integral yaqinlashuvchanhkka tekshirilsin.

46- ma’ruza
Xosmas integrallarni hisoblash

1°. Nyuton—Leybnits formulasi. Ushbu

Tf(x)dx

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,+) oraligda boshlang‘ich F(x) funk-
siyaga ega va x — +4oo da F(x) funksiya chekli limiti mavjud bo‘lsin:

lim F(x)= F(4e)
X0
U holda

+ff(x)ctvc = ’l_i’rpmr[f(x)dx =
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= lim (F(1) - F(a)) = F(+e)~ F(a) = F(x)|;" (1)
bo‘ladi.
Bu formula Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

.

1- misol. Ushbu | - sin :lt dx integral hisoblansin.
X

2 ine——

€4 Ravshanki, F(x)zcos% funksiya [12—[,4»«») oraligda

1 .1
f(x) = asin funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.

(1) formuladan foydalanib topamiz:
+oo
J xl'z' sin l dx = cos%
i

2°. Bo‘laklab integrallash. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
|a, +e0) oraligda uzluksiz va uzluksiz /*(x) va g'(x) hosilalarga ega bo'lsin.
Agar

+oo

2=.'

T

1) J‘f(x)'g’(x)dx (J S (x)g(x)dx) integral yaginlashuvchi;
2) ushbu lim (f(x)g(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda

[ reo- g, ([ fog )

integral yaginlashuvchi bo‘lib,

[ 70 g(0dx = lim (f(x)g(x) - f(@)- g(@) - [ (g (D
[ f9g (de= lim (/08 - f(@)- - [ S(DgRDek| (2)

bo‘ladi.
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<« Ravshanki,

[ rre0gmdx = gx)dr (0 =f (g x|, - [ £ (x)dg(x) =

= f(0)g(1) - f(@)g(a) - [ (Mg (Dax
Keyingi tenglikda, ¢ — +e da limitga o‘tib topamiz:

[ g = lim (£(0gt) - f(@g(a) - [ £(x)g (x>

(2) formula bo ‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

+4o0
2- misol. Ushbu J xe *dx integral hisoblansin.
0

4 Agar g(x)=x, f'(x) =€ ™ deb olsak, unda

gx)=1, f(x)=-¢e"*
bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra (a = 0)

400 +oo
J xe *dx = lim(-te”") -0+ J e *dx =1
0 1>+ 0

bo‘ladi. »
3°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash. Ushbu

Tf (x)dx

xosmas integralni qaraymiz. Bu integralda x = ¢(z) almashtirishni ba-
jaramiz. Bunda x = ¢(z) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
1) 9(z) funksiya [o, +e0) oraligda uzluksiz va uzluksiz ¢’(z) hosi-
laga ega;
2) ¢(2) funksiya [a.,+e0) da qat’iy o‘suvchi;
3) o(e) = a, g+e) = lim @(z) = oo
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Agar [ 7oz ¢'(2)de

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

Tf(x)dx

integral ham yaginlashuvchi bo‘lib,

[ roac= [ rio) o'z

bo‘ladi.
- d Ixtiyoriy z(a < z < +e0) ni olib, unga mos ¢(z) = nuqtani
topamiz.
Ravshanki, yuqoridagi shartlarda [a,7) da 37- ma ‘ruzadagi (2)
formulaga ko‘ra

[rds = [ fotan - ¢'(2)dz

bo‘ladi.
Keyingi tenglikda ¢ — +e da (bunda z=¢ ' (f) > +o0 ) limitga
o‘tib topamiz:

[ reax= [ rion- ¢z

Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi. »

oo
3- misol. Ushbu J = J.ﬂa integral hisoblansin.
1+x

« Bu integralda x = _; almashtirishni bajaramiz. Natijada
J- j ar= | L
H] x 0 1+f4
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1T 1ex?
bo*lib, J=5 | e
0

bo‘lishi kelib chiqgadi.

Keyingi integralda x — ;]C = z deb, topamiz:

400
I rctg\/.k 2
N dx n
Demak, ) A = IR >

4°. Xosmas integrallarni taqribiy hisoblash. Aytaylik, f(x) funk-
siya [a,+e0) oraligda uzluksiz bo‘lib, ushbu

[ rxax
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan
4o 1
[ £G0dx = lim [ r(xydx,

ya’'ni
ve>0, 3, >a, Vi>4:

<Eg

T reods- | rxde

bo‘ladi. Ravshanki,

Tf(x)dx - j'f(x) = Tf(x)dx.

Demak, l‘[ f(x)dx| <€,
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Natijada ushbu

Tf(X)dx-:jf(x)dx (5)

tagribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi

Tf(x)dx= <€
t
bo‘ladi.

o0

2
4-misol. Ushbu _[ e * dx xosmas integral taqribiy hisoblansin.
0

« (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni tagribiy hisoblash uchun
ushbu

T r I
j e X dx = Je"‘ dx, (a>0)
0 0
formulani hosil gilamiz. Uning xatoligi
400
J e dx
a
ga teng bo‘ladi. Bu xatolikni yuqoridan baholaymiz:

4oo 4oo oo
! d= L ety = Lo yr - Lo
J E.[ = et d(xT) = e ) =5

Aytaylik, a = 1 bo‘lsin. Bu holda
e 2 ! 2
J. er dx = Je"‘ dx
a 0

bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun
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4oo
j e dx < 0,1839
1

bo‘ladi.
Aytaylik, a = 2 bo‘lsin. Bu holda
T T
J e X dx = je'* dx
a 0

bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun
[ e dx < 0,00458
2
bo‘ladi.
Aytaylik, a = 3 bo‘lsin. Bu holda

T P
I e dx = Ie‘x dx
a 0

bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun

4oo
j e dx < 0,00002
3

bo‘ladi.
Mashgqlar
1. Ushbu
J in—xz dx
° l+x

integral hisoblansin.
2. Ushbu

400

dx arcsina
J = , (a>0
0 (Z-@Wx2-1  all-a ( )

tenglik isbotlansin.
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47- ma’ruza
Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

1°. Maxsus nuqta. Aytaylik, f(x) funksiya X < Rto‘plamda berilgan
bo‘lsin. x, € R nugtaning ushbu

atrofida garaymiz, bunda 8 — ixtiyoriy musbat son.
1- ta’rif. Agar f(x) funksiya

XNUs(xp) 2 @

to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning maxsus
nuqtasi deyiladi.

Masalan, [a, b) da berilgan f(x) = b%; funksiya uchun x,;=b —

maxsus nuqgta; R\ {-1; 0; [} to‘plamda berilgan f(x) = " ~12 N
X X" —
funksiya uchun x, =-1, x;, =0, x, =1 nuqgtalar maxsus nuqtalar
bo‘ladi.

2°.Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya {a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu
funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiva ixtiyoriy [a, f] da
(a <t < b) integrallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu integral 7 ga
bog‘lig bo‘ladi:

!
F(t):Jf(x)dx, (a<t<b).

2-ta’rif. Agar t = b -0 da ) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning |a, b) bo‘yicha xosmas
integrali deyiladi va

b
[ rxax
kabi belgilanadi:
h t
[ rdx = lim Fx = lim [ /(x)dx . ()
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3-ta’rif. Agar t —» b—0 da F(# funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar t —» b-0 da F¥ funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

f(x) funksiya (a, b] da berilgan bo‘lib, x, = @ nugta uning maxsus
nugqtasi; f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x, = a, x; = & nuqtalar
uning maxsus nugtalari bo‘lgan holda shu funksiyaning (a, ] hamda
(a, b) bo‘yicha xosmas integrallari, ularning yaginlashuvchanligi hamda
uzoglashuvchanligi yugoridagidek ta’riflanadi:

b b
[7(x)dx = lim F(o)= lim [ £(x)ax,

b r
j f(x)dx = Jim F(t',1) = r,limOJ' f(x)dx.

a t—b-0 tob-0 1

Aytaylik, f(x) funksiyva (a,b) \ {c} to‘plamda (a < ¢ < b) berilgan
bo‘lib, x, = a, x, = b, x, = ¢ nuqtalar uning maxsus nugtalari bo‘lsin.
Bu funksiyaning quyidagi

J'f(x)dx =t 1), (a<t <t<c),

Jf(x)dx =y(u',u), (c<u <u<hb)

integrallari mavjud bo‘lsin.
4-ta’rif. Agar ' 5 a+0, t 5¢~-0 hamda 4 —c+0,

u— b-0 da o1, 1)+ y(u',u) funksiyaning limiti

lim (', + v, w)] = Tim [[ f(x)dx+] f(x)dx]

toc-0 r—oc-0
u'—c+0 u'—c+0
u—bh-0 u—b-0

mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a, b)
bo‘yicha xosmas integrali deyiladi va
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[room

kabi belgilanadi. Demak,

j f(x)dx = lim [j F(x)dx +j f(x)dx]. Q)

l—>c~0 I
u'—e+0
u-+bH-0

S-ta’rif. Agar t'5a+0, t 5¢c-0 hamda U —c+0,

u—b-0 da o(t',1) + y(u',u) funksiyaning limiti mavjud va chekli
bo‘lsa, (2) integral yaginlashuvchi deyiladi.

1
d .
1- misol. Ushbu '[ \/—; integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
0

<« Ravshanki, x=0 nugta f(x) = _\lf funksiyaning maxsus nugtasi.

Demak, garalayotgan integral chegaralanmagan funksiyaning xosmas
integrali bo‘ladi.
Ta’rifga binoan

a’x_ _
I i) [ %= tim20-40 -

bo‘ladi. Demak, benlgan xosmas integral yaqinlashuvchi va u 2 ga
teng. »

2- misol. Ushbu j gx{ xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki

1
lim j."_ = lim (In %)} = +eo.

t—+0 t->+0

3- misol. Ushbu I integral yaginlashuvchanlikka tek-

\/ﬁ

shirilsin.
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4 Integral ostidagi
1

f(x) = “m

funksiya uchun x,=0, x,=1 nuqtalar maxsus nuqtalar bo‘ladi. Xosmas
integral ta’rifidan foydalanib topamiz:

dx lim - lim [arcsin(2x - D =

_ j’ dx
Jx(1-x) ;'—»lt%,,\/x(l—x) r'—+0

- t—1-0

oY T——

= lim [arcsin(21 — 1) —arcsin(2t’ = 1)} = % +i=n
-

t—1-0

N a

Demak, integral yaginlashuvchi va

J dx -7 p
0 Jx(1-x)

4- misol. Ushbu

b b
dx dx
Jy=——, Jy = s 0
1 S e 2 -!(b—x)“ (a>0)

integrallar yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
« Ta’rifdan foydalanib topamiz:

b b Lo
& gim [ %® - gim [(’""”]\ =

(x._a)u t—a+l (x—a)u t—a+0 I-a
a t

= tim (b= - (-], (@=D).

Bu limit o ga bog‘liq bo‘lib, a < 1 bo‘lganda chekli, demak, J,
xosmas integral yaqginlashuvchi, o> 1 bo‘lganda esa cheksiz bo‘lib,
J, xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

o = 1 bo‘lganda

(P ta b
I X~ lim | % = lim (In(x - a))
xX—da t—oa+0 A x—a t—a+0 P

bo‘lib, J; integral — uzoglashuvchi.
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b
Demak, J=[-E_ (a>0)

. (x-a)®

integral a < 1 bo‘lganda yaginlashuvchi, o> 1 bo‘lganda uzoqlashuvchi
bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkin,

b
dx
Jy = !(_b—x)“’ (a>0)

integral a.< 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, a > 1 bo‘lganda uzoglashuvchi
bo‘ladi. P

Yugqorida Keltirilgan ta’rif va misollardan chegaralanmagan funk-
siyaning xosmas integrali ham 43—46- ma’ruzalarda batafsil o‘rganil-
gan chegaralari cheksiz (cheksiz oralig bo‘yicha) xosmas integral kabi
ekanligini ko‘ramiz.

Shuni e’tiborga olib, chegaralanmagan fuksiyaning xosmas integ-
rallari hagidagi tushuncha va tasdiglarni keltirish bilangina kifoya-
lanamiz. Bunda [a, b) da berilgan va x = b uning maxsus nuqtasi

b
bo‘lgan f(x) funksiyaning xosmas integrali _[ f(x)dx ni qaraymiz.

a

3°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.

]
1) Agar Jf (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

b
If(x)dx, (a<c<bh)

integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda

b c b
[reodx = [ foods+] £
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

b
2) Agar Jf(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

b
_[Cf (x)dx ham (c = const) yaqginlashuvchi bo‘lib,

a
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b b
Ic fx)dx =c- jf(x)dx, (¢ = const)
bo‘ladi. \
3) Agar _[ f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, Vx € (a,b) da

f(x) =0 bo‘lsa, u holda

b
[feoax=0
bo‘ladi.
b b
4) Agar J f(x)dx va Ig(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa,

b
u holda J.( F(x)+ g(x))dx integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

b b b
() £ g(dx = [ () + [ g(x)dx
bo‘ladi.
b b
5) Agar I f(x)dx va Jg (x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lib,

Vx e [a,b) da f(x) < g(x) bolsa, u holda

b b
[ reodx < [gx)dx

bo‘ladi.

4°. Xosmas integralning yaginlashuvchanligi. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, & nuqta shu funksiyaning maxsus
nuqtasi bo‘lsin.

1- teorema. (Koshi teoremasi.) Ushbu

b
[ roax
328 ¢

www.ziyouz.com kutubxonasi



integralning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham
shunday § > 0 son topilib, p—8§ <t < b, b-8 <t”’ < b tengsizlik-
larni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ¢ va ¢ lar uchun

<€

If(X)dx

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
5°. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari. Aytaylik,
S (x) funksiya [a, b)da berilgan (b nuqta shu funksiyaning maxsus

nuqtasi) bo‘lib, Vx e |a,b) da f(x) >0 bo‘lsin.
2- teorema. Ushbu

b
[ rxax

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lishi uchun vt e (a,b) da

F(t) = J.f(x)dx <C, (C = const)

tengsizlikning bajarilishi, ya'ni F(#) funksiyaning yuqoridan chegara-
langan bo‘lishi zarur va yetarli.

!
Natija. Agar F(¢) = Jf(x)dx, (Vt e (a, b)) yuqoridan chegara-

lanmagan bo‘lsa, u holda Jf (x)dx xosmas integral uzoglashuvchi
boladi. ¢
6°. Taqqoslash teoremalari. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar

{a, b) da berilgan bo‘lib, b nugta shu funksiyalarning maxsus nuqtalari
bo‘lsin.

3- teorema. Agar Vx e [a,b) da 0 < f(x) < g(x) bo'lib, jg(x)dx

yaqinlashuvchi bo‘lsa, _[f(x)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi,

a

I S (x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, Jg(x)dx ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
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4- teorema. Aytaylik, f(x) 20, (g(x) 20), x € [a,b) funksiyalar
uchun

lim EACI. k
x-3h-0 g(x)
bo‘lsin.
b b
Agar k < +eo bo‘lib, Jg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, If(x)dx
ham yaginlashuvchi bo‘ladi,

b b
Agar k > 0 bo'lib, Jg(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, J-f(x)dx

ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. Yuqoridagi 4- teoremaning shartida 0 < k < +e° bo‘lsa, u

b b
holda If(x)dx va Jg(x)dx integrallar bir vagtda yoki yaqinla-
a a

shuvchi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. Agar x o‘zgaruvchining b ga yetarlicha yaqin giymatlarida

f(x) =

o(x) 0
wqw,(a>)

bo‘lsa, u holda:

1) ¢(x) <C <+ va o <1 bo‘lganda jf(x)dx integral — yagin-
lashuvchi, ’

2) ¢(x)2C >0 va a21 bo‘lganda f[f(x)dx integral uzogla-
shuvchi bo‘ladi. ’

L cos?
Cos™ X
5- misol. Ushbu | == dx integral yaginlashuvchanlikka tekshi-
-([ VI-x

rilsin.
330

www.ziyouz.com kutubxonasi



<« Integral ostidagi funksiya

cos™ x COS2 X

2
flxy=FEX = X
fix )]

bo‘lib, Vxe [0,1) uchun (x) =cos’ x <1, a=%<1 bo‘ladi.

Yugqoridagi natijadan foydalanib berilgan integralning yaginlashuvchi
bo‘lishini topamiz. »

Xxdx

i
6- misol. Ushbu integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

. o d . . o
<« Ravshanki, quyidagi JJT% xosmas integral yaginlashuvchidir.
Endi ushbu ’

X
lim @
xs1-0 1
1-x
X
limitni hisoblaymiz: xlj»To ) iiz = xl.if]]}ux’ 1—13;52 = \71_5 .
Vi-x

U holda yuqoridagi natijaga ko‘ra berilgan xosmas integralning
yaqinlashuvchi ekanini topamiz. »

7°. Xosmas integralning absolut yaginlashuvchanligi. Aytaylik,
f(x) funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyaning
maxsus nuqtasi bo‘lsin. (Bunda vxe [a,b) da f(x)20 bo‘lishi
shart emas).

b
Ravshanki, ushbu _[If (x)dx integral manfiy bo‘lmagan funksiya-

ning xosmas integrali bo‘ladi.

b
5- teorema. Agar Ilf (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u

b
holda I f(x)dx integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi.
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b b
6- ta’rif. Agar I| F(x)ldx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, Jf (x)dx
absolut yaginlashuvchi integral deyiladi.

b b
Agar J‘If(x)}dx integral uzoglashuvchi bo‘lib, J.f(x)dx yaqin-

b
lashuvchi bo‘lsa, _[ f(X)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

8°. Xosmas integrallarni hisoblash. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
[a, b)da uzluksiz bo‘lib, uning F(x) boshlang‘ich funksiyasi x — -0
da chekli limitga ega bo‘Isin:
xl_lbrglﬁF(x) = F(b).

U holda

b t b
[ fxyax = tim f rxdx= lim [F() - F(@] = F(8)~ F(@) = F(x)

|(1
bo‘ladi. Bu Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

Aytaylik, u(x) va v(x) funksiyalar [a, b) da berilgan va shu oraliqda
uzluksiz «’(x) va v’(x) hosilalarga ega bo‘lib, b nuqta v(x)-u’(x)
hamda u(x)-v’(x) funksiyalarning maxsus nuqtalari bo‘lsin.

Agar:
b

1) _[v(x)du(x) integral yaqinlashuvchi;
a

2) Ushbu lim u(f) - v(t)
x—h-0
b
limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda Iu(x)dv(x) integral yaqin-

a

lashuvchi va

b b
- j v(x)du(x) 3)

a

b
ju(x)dv(x) = u(x)v(x)

a

bo‘ladi, bunda u(b)-v(b) = “’3}0 u(t) v(r).
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1
7- misol. Ushbu _[(x +1dX integral hisoblansin.

0 3f(x_1)2

4 Buintegralda wu(x)=x+1, dv(x)= ; ——=—dx deb olinsa,
(x-1)?

unda du(x) =dx, v(x)=3(x~-1)} va
1 1

=(x+1)-3(x~1)?
0

i

u(x) - v(x)

0
4n
3

I

1
ju(x)du(x) j3(x-1)3dx— (x-1)

0

bo‘lib, (3) formulaga ko‘ra

(x+Ddx 21
bo‘ladi. Demak, =_.p
j3’(x 1)2 4
b
Quyidagi Jf(x)dx

xosmas integralda (b — maxsus nuqta) x = ¢(z) almashtirish bajaramiz,
bunda ¢(z) funksiya [, B) oraligda uzluksiz ¢’(z) > 0 hosilaga ega hamda

o(c) =, o(B) = lim o(z) =5

B
Agar jf«p(z))cp’(z)dz

integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda J f(x)dx integral ham yaqin-
lashuvchi bo‘lib,
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b B
[ reoax = [ £o()e'(2)de

bo‘ladi.
1
8- misol. Ushbu jd—x integral hisoblansin.
3 (L+x)x

« Buintegralda x = ¢(z) = z> almashtirish bajaramiz. Ravshanki,
x=2" bu funksiya (0, 1} oraligda x" =2z >0 hosilaga ega va u
uzluksiz bo‘lib, ¢(0) = O, ¢o(1) =1 bo‘ladi.

1

Unda J l

dx 2dz

=2
(I+)c)\/~ l+z

0

=2arctg z

9°. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh giymati.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, b]\ {c¢} da berilgan bo‘lib, ¢ nuqta
(a < ¢ < b) shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

Ma’lumki, ushbu

- b
‘]*1350 [ [ reode+ | f(x)dx]
limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning xosmas integrali deyilib, u
chekli bo‘lsa,

c+o’

nm[j Flx)dx + j f(x)dx] _[f(x)a’x

o'—0 c+a’

xosmas integral yaqinlashuvchi deyilar edi. Bunda o va o’ o‘zgaruv-
chilar ixtiyoriy ravishda nolga intiladi deb garaladi.

Xususan, _[f (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,
aq

lim [j F(x)dx + j f(x)dx] J’ f(x)dx,

c+
biroq
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F(a,0') = Jf(x)dx+ J f(x)dx

c+a’

funksnya a=a bo‘lib, o - 0 da chekli limitga ega bo‘lishidan
ff (x)dx xosmas integralning yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chiga-
vermaydl. Masalan,

F(aa)_j x j dx, (a<c<b)

c+a’

uchun o =a’ bo‘lsa,

bo‘ladi. Biroq

o b
d.
dx_ + X

X—-C X-C
a c+a’

F(o,a’) =
bo‘lib, « - 0, o' — 0 da uning limiti mavjud emas, ya’ni
b
J.d‘x, (a<c<b)
X—-C

xosmas integral yaginlashuvchi emas.
7- ta’rif. Agar o = o’ bo‘lib, & — 0 da

Flo,o) = jfx)dx+ j f(x)dx

c+a’

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda j S (x)dx xosmas

a
integral bosh giymat ma’nosida yaqginlashuvchi deyilib,

llm[I S(x)dx + J/(x)de
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b
limit esa j f(x)dx xosmas integralning bosh giymati deyiladi. Uni

v.p.j f(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

v.p.[jf(x)dx = Ll_l‘:’(l) CT f(x)dx + f[ f(x)dx].

c+o

Mashgqlar

1
1. Ushbu jjil_; integral hisoblansin.
iVl=x

m

2
2. Ushbu j Insin xdx integralning yaqinlashuvchanligi isbotlan-
0
sin, giymati topilsin.

i
3. Ushbu J"dx—— integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
0

\/;+arctg X

48- ma’ruza
Xosmas integrallarning umumiy holi

1°. Chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrali tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a, +e) oraligda
berilgan bo‘lib, a nugta uning maxsus nugqtasi bo‘lsin.

Ayni paytda, bu funksiya istalgan chekli [t, 1] (@ <1< T<+)
oraligda integrallanuvchi, ya’ni

[ Fxyde = F(t,7)

integral mavjud bo‘lsin.
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Ma’lumki, t » a+ 0 da F(1,7) funkiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
uni chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali deyilib,

If(X)dx
kabi belgilanar edi: ’
Jf(x)dx = rl—lja]}OF("T) - rl—gROJ:f(x)dx ) 0

Aytaylik, f(x) funksiyaning (a, 1] oraliq bo‘yicha xosmas integrali

T
Jf (x)dx mavjud bo‘lsin. Ravshanki, bu integral T ga bog‘lig bo‘ladi.

Agar T— +eo da If(x)dx ning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit
f(x) funksiyaning (a, + ) oralig bo‘yicha xosmas integrali deyilib,

uni _[f(x)dx kabi belgilanar edi:

T reods = im [ ras. @

a

(1) va (2) munosabatlardan topamiz:

T—r+ee [ U+

| r(oyax = lim lim [ f(x)dx. 3)

Bu (3) munosabat chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq
bo‘yicha xosmas integralini ifodalaydi.
400
2°. j x%e *dx integral va uning yaginlashuvchanligi. Ravshanki,
0
bu integral a ga bog‘lig. a < 1 bo‘lganda x = 0 nuqgta integral ostidagi
funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘ladi. Demak,
+0
J x e *dx
0
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integral chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrali.
Qaralayotgan integralni quyidagicha

400 1 +o0
J x“le*gx = Jx""e"‘dx+ j x“ e * dx
0 0 1

ko‘rinishda yozib, tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning har
birini alohida-alohida yaqginlashuvchanlikka tekshiramiz.

I
Ushbu J- x e *ax integralda, integral ostidagi funksiya uchun
0

1 1
; xl—a

, 0<x<))

a

< x%le* < —!]
NE

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki,
1-
0 x ‘

integral l —a<1,yania> 0 bo‘lganda — yaginlashuvchi, | — 4 >1,
ya’ni a < 0 bo‘lganda — uzoqlashuvchi. Demak,

1 1
R dx
Jx“ le*dx va J- -
0 0¥
1

. i .
integrallarda xet < T

1
bo‘lib, @ > 0 bo‘lganda J—‘,{% integral — yaginlashuvchi. Unda
X
0
taqqoslash haqidagi teoremaga ko‘ra ¢ > 0 bo‘lganda
1
Jx”’le"‘dx
0
integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
Endi [ x e ax
1

integralni yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.
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+oa +oo
Ushbu [xteax va [ ax
1 1 X

+oa
integrallarni qaraylik. Ravshanki, J'A,z dx integral yaginlashuvchi.
X
1

a-1,-x a+l

T ¢ = lim .. = 0 bolganligi sababli, 44- ma’-

X340 X

Ayni paytda, lim

X 4o

L
2
oo
ruzada keltirilgan tasdigga ko‘ra I x“'e *dx integral a ning ixtiyoriy
0
qiymatlarida yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Demak, berilgan Ix""le"‘dx integral a > 0 bo‘lganda yaqin-

lashuvchi bo‘ladi.
1

3. j x*(1-x)*"dx integral va uning yaqinlashuvchanligi.
0
Bu integraldagi integral ostidagi funksiya uchun:

a) a<l, b>1 bo‘lganda x = 0 maxsus nuqta;
b) az1, b<1 bo‘lganda x = 1 maxsus nuqta;
d) a <1, b<1 bo‘lganda x = 0, x = | nuqtalar maxsus nugtalar
bo‘ladi.
Berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:
1

| 2 1
jx"-' (1-x)*"dx = j X1 =) dx + jx”-‘ (1-x)""dx.
0 0 1

2

a-] b-1 a-1.1_ . \b-I

Ravshanki, lim X497 1 i 4207 _
x—0 xa-1 x=1 (]_x)”‘l

Unda 47- ma’ruzada keltirilgan tasdigga ko‘ra
1

x*ax,

=

3
j x71(1 - x)* dx bilan
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1 1

_[x"" (1 - x)* dx bilan j(l —x)" " dx
1 1

2

2
integrallar bir vaqtda yoki yaginlashadi, yoki uzoglashadi.

Ma’lumki, a > 0 bo‘lganda | x“'dx integral yaginlashuvchi,

O e N |

b > 0 bo‘lganda

1
j(l —x)" " dx
1

2
integral yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, a > 0 bo‘lganda

a-1 (1 . x)b—l dx

S ey N0 | e
=

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi, b > 0 bo‘lganda

1
J.xa—l (1 _ x)h—l dx
1

2
integral yaqginlashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan
1
[xeta-x"ax
0
xosmas integral a > 0 va b > 0 bo‘lganda yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Mashglar

a-1
X dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

-
1. Ushbu |
0

1+x

i

2. Ushbu Jlln—);dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
+X
0
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11-BOB
SONLI QATORLAR

49- ma’ruza

Sonli gatorlar va ularning yaqinlashuvchanligi.
Yagqinlashuvchi qatorning xossalari. Koshi teoremasi

1°. Sonli qator tushunchasi. Faraz qilaylik,

{a,}: a,0,,a,,..., s
haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular yordamida ushbu
G +a+ay+..+a, +.. n
ifodani hosil gilamiz. (1) ifoda sonli gator, gisqacha qator deyiladi va

u .4, kabi belgilanadi:
n=1
Za,, =g t+ayta;t..+a,+..
n=1
Bunda a,4,,4a;,...,a,,... sonlar gatorning hadlari, a, esa qgator-
ning umumiy hadi (yoki n- hadi) deyiladi.
Quyidagi
S, =aq+ay+..+a,, (n=1,2,3,..)
yig‘indi (1) qatorning n- gismiy yig ‘indisi deyiladi.
Demak, (1) qator berilganda har doim bu qatorning gismiy yig‘in-
dilaridan iborat ushbu {S,}:
81,82, 85, 0y Sy s e
ketma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,

1 1 1

E +2'j+.-.+;(n—+-1) +.-»
qatorning qismiy yig‘indisi

3
I I 1 11 1 1Y _ 1 _n
*("‘z‘)*(i‘i)*(rz *’-"*(;‘n—q)—‘*m = i
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bo‘lib, ulardan tuzilgan {S,} ketma-ketlik

1
Ea

3 n
Y4077 el

IR

W N

bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar n—e da {S,} ketma-ketlik S ga (Se R)
yaqinlashsa, (1) gator yaginlashuvchi deyiladi, S uning yig ‘indisi deyiladi:

limS, =S, $=) a,.
n—yoo st

Agar {S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lmasa (limit mavjud
bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa), (1) gator uzoqlashuvchi deyiladi.

. ' 1
1- misol. Ushbu Zm—ﬁ+5§+~-+m+"- qator

n=1

uchun §, =1 ~ 1 bolib,.
1+n

lim S, = lim (1 - L) =

n—yee n—rec n+l
bo‘ladi. Demak, berilgan qator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi

1
1 ga teng: Zm = 1.

n=1

2- misol. Quyidagi z n=1+2+3+...+n+... qator uzoglashuv-

n=1

chi boladi, chunki. S, =1+2+3+...+n=""" ychun lim S, = +oo.

3-misol. Ushbu 3 (-1)™ =1=1+1-1+..+ (=)™ +... qator
m=1

uchun
0, agar n - juft son,

S,,:l-—1+1—1+...+(_1)n+1={
1, agar n- toq son

bolibu # — o da limitga ega emas. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi.
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4- misol. Ushbu
Zaq”“ =a+aq+aq’ +..+aq"" +.., (ae R,qe R)
r=|

qator yaqginlashuvchanlikka tekshirilsin.
<« Odatda, bu geometrik gator deb yuritiladi. Berilgan gator uchun

_a-aq"
- 1_q ) (q ¢ 'l)

S, =a+ag+aq’ +..+aq""
bo'lib, |g| <1 bo‘lganda lim S, = q;‘:l bo‘ladi.
Demak, bu holda geometrik qator yaginlashuvchi va uning yi-

g‘indisi I{IE ga teng.

Agar g > | bo‘lsa, lim S, = e,
n—yoo
g = 1 bo‘lsa, lim S, =limna=e

bo‘lib, bu hollarda berilgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

g<—1bo‘lganda esa {S,} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak,
bu holda ham gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Shunday qilib, geometrik gator |g| <1 bo‘lganda yaginlashuvchi,
lgl >1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi. P

2°. Yagqinlashuvchi gatorlarning xossalari. Aytaylik, biror

Zanza]+az+...+a"+... (1)
n=1

qator berilgan bo‘lsin.

Ushbu Z Oy = Qpyy +Gpyy +.o (2)
n=m+1
qator (bunda m — tayinlangan natural son) (1) gatorning qoldig'i
deyiladi.

1- xossa. Agar (1) qator yaginlashuvchi bo‘lsa, (2) qator ham
vaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha; (2) gatorning yaginlashuvchi bo‘li-
shidan (1) qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.

<« (1) qatorning qismiy yig‘indisi

S, =a+a,+...+a,,
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(2) gatorning qismiy yig‘indisi
MI(cM) =iy TGy to Qi

lar uchun Spin = S + M™ (3)

bo‘ladi.
Aytaylik, (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsin. Unda k — o da §,,,

chekli limitga ega bo‘lib, (3) munosabatga ko‘ra k — oo da M™
ham chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (2) gator yaginlashuvchi.
Aytaylik, (2) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. Unda k — e da M{™
chekli limitga ega bo‘ladi. Yana (3) munosabatga ko‘ra k — o da §,,,,
ham chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (1) qator yaginlashuvchi. b

2- xossa. Agar Za,, =g +a+..+a, +..
n=1

qgator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi § ga teng bo‘lsa, u holda

Zc-a,, =c-aq+C-G+..+tC q +..
n=1
gator ham yagqinlashuvchi va uning yig‘indisi ¢-§ ga teng bo‘ladi,
bunda ¢ # 0 — o‘zgarmas son.
3- xossa. Agar

za,, =aq+ay+..+a, +.., Eb,, =b+b+..+b, +...
n=1

n=}
gatorlar yaginlashuvchi bo‘lib, ularning yig‘indisi mos ravishda S, va
S, ga teng bo‘lsa, u holda

S (@, +b,)=(a,+b)+(@ +5)+..+(a,+b,) + ..
n=1
gator ham yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi S, + .5, ga teng bo‘ladi.
2- va 3- xossalarning isboti sonli qatorlar va ularning yaginlashuv-
chanligi ta’rifidan bevosita kelib chigadi.

4-xossa. Agar N g, =a + 0+ 4Gt
n=1

gator yaqginlashuvchi bo‘lsa, n — o da a, nolga intiladi:
lima, =0.

n—yeo
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« Aytaylik, z a, qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
n=]

S ga teng 'bo‘lsin: Ta’rifga binoan
lim §, = llm(al +a; +...+a,)=3S

n—eo

Ravshanki, a, = §, - §,_, bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
lim a, —hm(S -85,1)=8-5=0.»

n—ec
Eslatma. Qatorning umumiy hadi a, ning n — o da nolga
intilishidan uning yaqinlashuvchi bo‘lishi har doim kelib chigaver-
maydi. Masalan, ushbu

1 |
ZJ_ \/_ SN Ry A

gatorning umumiy hadi a, = T bo‘lib, u # — « da nolga intiladi.
Ammo bu gator uzoglashuvchi, chunki

1 1 1
S, —1+J_ J_ +T_n-\/—_r;—\/-ﬁ

ketma-ketlik # — o« da +e ga intiladi: lim S, = .

Yuqorida keltirilgan 4- xossa qator yaginlashuvchi bo‘lishining
zaruriy shartini ifodalaydi.
5- xossa. Aytaylik,

2a,,=al+az+...+a,,+... (1)
n=1
gator berilgan bo‘lsin. Bu gatorning hadlarini guruhlab quyidagi
(q +q +...+a,,l)+(a,,1+,+a,,]+2+...+a,,z)+... 4

gatorni hosil gilamiz, bunda n, < n, <... bo‘lib, {n,} — natural sonlar
ketma-Kketligi {#} ning gismiy ketma-ketligi.
Agar (1) qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S ga teng
bo‘lsa, u holda (4) gator ham yaginlashuvchi va yig‘indisi $ bo‘ladi.
<« (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lib, yigindisi S ga teng bo‘lsin. U
holda
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n—oodas,=aqg+a+.+a, >S5

bo‘ladi.
Aytaylik, (4) gatorning qismiy yig‘indilaridan iborat ketma-ketlik

{S, } bollsin (k=1, 2, 3, ...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {S,} ketma-
ketlikning gismiy ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lum teoremaga ko‘ra
k -« da S,,k - S

bo‘ladi. Demak, (4) qator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S ga teng. »
3°. Qatorning yaqginlashuvchanligi. Koshi teoremasi. Faraz qilaylik,

Za,, =a+a+...+a, +..
n=1
gator berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, bu gatorning yaqinlashuvchanligi
ushbu
S,=a +a,+..+a,, (n=12,3,..)
ketma-ketlikning #» — o da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.

9- ma’ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega bo‘lishi
haqida Koshi teoremasi, ya’ni {5,} ketma-ketlikning n» — oo da chekli
limitga ega bo‘lishi uchun

ve>0, 3nge N, Va>ny,, Yme N da |S,,, - S,/ <€
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.

Bu tushuncha va tasdigdan Zan qator yaginlashuvchiligini
n=|
ifodalaydigan quyidagi teorema kelib chiqgadi.

Teorema. (Koshi teoremasi.) z a, qator yaginlashuvchi bo‘lishi
n=1

uchun Ve >0 son olinganda ham shunday n, € N topilib, vn > n,
vam=1, 2, 3, ... bo‘lganda
|Sn+m - Sn[ = |an+l gyt t amm' <& (5)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Eslatma. Agar Z a, qator uchun (5) shart bajarilmasa, ya’ni
I1=]

ey >0, Vke N, Inz2k, dme N
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Ian+l tap t...t an+m| 2 € (6)

bo‘lsa, u holda Za,, gator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

n=1

5- misol. Ushbu

oo

2 sinn _ sinl  sin2 sin n

% 3 2ttt

n=1
qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

« Bu qator uchun Koshi teoremasidagi (5) shartning bajarilishini
tekshiramiz:

sin(n+l) = sin(n+2) sin(n+m)| _ 1 1 1 <2n_+1_1
o+l + o n+2 pnem _273' Z"T Erﬂm"l_] L

Agar Ve > 0 songa ko‘ra ny =[-log, €]+ 1 deb olinsa, u holda
Van>n, vam=1,2,3, .. lar uchun

§in(n+l) sin(#+2) + 4 sin(nt m) <e
2n+l p) n+2 gn+m

bo‘ladi. Demak, berilgan qator yaginlashuvchi. P
6- misol. Ushbu

Zl=l+l+l+ +1+ 7
n ) 3+ PR ()

n=l|

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

< g =% va ixtiyoriy ke N uchun » =k, m = k bo‘lganda

! +L BN +——L+ LI -k—l—s
ntl ne2 T pem| kAl kx2 CT2k T2k T T2 %0
bo‘ladi.

(6) shartga ko‘ra (7) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. »
Odatda, (7) qator garmonik gator deyiladi. Demak, garmonik
qator uzoglashuvchi gator ekan.
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Mashglar

o0 n-1

1. Ushbu Z X

n=1 1-x
botlansin, yig‘indisi topilsin.

(x # 1) gatorning yaginlashuvchanligi is-

n?

2.Agar Ea,,, (a, 20,n=1,2,3,...) gator yaginlashuvchi bo‘l-

n=1

sa, u holda Z 03 gatorning ham yagqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.

n=1

50- ma’ruza
Musbat hadli qatorlar

1°. Musbat hadli qatorlar va ularning yaginlashuvchanligi. Faraz
gilaylik,
20,,=al+az+...+a”+... (l)
n=1
gator berilgan bo‘lsin.
Agar bu qatorda a, >0, (Vne N) bo‘lsa, (1) musbat hadli qator
deyiladi.
Musbat hadli gatorlarda, ularning gismiy yig‘indilaridan iborat
{S,} ketma-ketlik o‘suvchi ketma-ketlik bo‘ladi. Haqigatan ham,
Spy =@ +a +.ta, +a,,=8,+a8,,25,.
1- teorema. Musbat hadli

Za,, =@ +a+..+a+..
n=1
qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

{S,}={a +a,+..+a,}, (n=12,3,.)
ketma-ketlikning yugoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. (1) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. Unda n — - da
{S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ladi. Yaginlashuvchi ketma-
ketlikning xossasiga ko‘ra {S,} chegaralangan, jumladan, yugoridan
chegaralangan bo‘ladi.
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Yetarliligi. {S,} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘Isin.
Unda monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra
{S,} ketma-ketlik # — o da chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (1)
gator — yaqinlashuvchi. »

Eslatma. Agar Za,, =a +a, + ...+ a, +... musbat hadli qa-
n=1
torda, uning qismiy yig‘indilaridan iborat {S,} ketma-ketlik yugoridan
chegaralanmagan bo‘lsa, u holda gator uzoqglashuvchi bo‘ladi.
2°. Musbat hadli qatorlarda tagqoslash teoremalari. Ikkita

Za,, Saqta tata, Zb,, =b+b+..+b +..
n=l

n=1

musbat hadli qatorlar berilgan bo‘lsin.

2- teorema. Faraz qilaylik, za,, va Zb,, qatorlar uchun

n=1 n=|
VYne N da
< b, (2
tengsizlik bajarilsin.
U holda:

1) Z b, qator yaginlashuvchi bo‘lsa, Za qator ham yaqin-
n=l n=l
lashuvchi bo‘ladi;

2) Za,, qator uzoglashuvchi bo‘lsa, Zb,, qator ham uzoqla-
n=1 n=i
shuvchi bo‘ladi.

| Za,, va 2 b, qatorlarning qismiy yig‘indilari mos ravishda

n=l| n=1
S,=aq+m+..+a,, S, =b+b+.+b
bo‘lsin. U holda (2) munosabatga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:
S, <S;. (3)

Aytaylik, Zb,, qator yaqinlashuvchi bo‘lsin. U holda 1- teore-

maga binoan {S } ketma-ketlik yugoridan chegaralangan bo‘ladi.
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Ayni paytda, (3) munosabatni €’tiborga olib, {S,} ketma-ketlikning
ham yugoridan chegaralangan bo‘lishini topamiz. Yana 1- teoremaga

ko‘ra Za,, gator yaginlashuvchi bo‘ladi.
n=l
Aytaylik, Za,, gator uzoglashuvchi bo‘lsin. Unda (3) muno-
n=l

sabat va eslatmadan foydalanib, Zb,, qatorning uzoglashuvchi

bo‘lishini topamiz. » =l

. — . T . T .. = I
1- misol. Ushbu ZSH] Z o =sin: 4sin — +...+SIn— +...
2" 22 2"

2

n=1
qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
<« Ravshanki, bu qator hadlari uchun

O<sin ™ <X, (n=1,2,3,..)
2m D

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

. : . : L e |
Natijada berilgan gatorning har bir hadi yaqginlashuvchi ‘ o
n=

gatorning (geometrik qatorning) mos hadidan kichik. 2- teoremaga
muvofiq berilgan gator yaginlashuvchi bo‘ladi. P

3- teorema. Faraz gilaylik, musbat hadli Za,, va Zb,, gator-
n=l n=1
Jarning umumiy hadlari uchun

lim% =K, (b,>0, n=12,.)

n—ye 0,

bo‘lsin. U holda:
1) K <+ bo'lib, 35, qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, D a,

n=l n=l

qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

2) K > 0 bo‘lib, Zb,, qator uzoglashuvchi bo‘lsa, Za,, gator

n=l n=l
ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
350

www.ziyouz.com kutubxonasi



4 Aytaylik, K < 4o bo‘lib, Z b, qator yaqinlashuvchi bo'lsin.

n=]

Ravshanki, lim <% =K = Ve >0, dnye N, Yn>ny:

n—oe b

-K

-b—" <e=(K-¢€)h, <a,<(K+e)b,.
Bundan esa Z (K +¢€)b, qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun 2- teo-

n=l1

remaga ko‘ra Za,, qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqishini

n=1

topamiz.

Aytaylik, K > 0 bo‘lib, 2 b, qator uzoqlashuvchi bo‘lsin.

n=|

Ravshanki, lim 2% = K va 0 < K, < K bo‘lishidan Vn > n, € N

n—yee Uy

I a, bo‘lishi kelib chiqadi. 2-teoremadan

Qa .
uchun -” > K|, ya'ni b, < K

by

foydalanib, Za,, gatorning uzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. »

n=l

Natija. Musbat hadli Za,, va Zb,, gatorlar uchun

n=l n=1
lim % = K, (0< K < +e0)

bo‘lsa, u holda ia,, va ib,, qatorlar bir vagtda yoki yaqinla-
shuvchi bo‘ladi, ;:)lki uzoql;;]huvchi bo‘ladi.
2- misol. Ushbu i —_ qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
el
<« Berilgan gator bllan blrga uzoqlashuvchiligi ma’lum bo‘lgan

Z % garmonik gatorni garaymiz. Bu qatorlarnig umumiy hadlari uchun
n=1
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1

1+ 1

lim 2" = lim —— =lim -==1
n—yo0 l R—yoo 1+_ n—eo J_
n nn

bo‘ladi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi ekan. | 2

4- teorema. Aytaylik, musbat hadli 2 a, va Z b, qatorlar uchun
n=l n=1
Gpiy < by
aﬂ N bn
bo‘lsin (a, >0, b, >0, n= 1,2,3,...)..
U holda:

1) Zb qator yaginlashuvchi bo‘lsa, Za gator ham yaqgin-
n=}1 n=1
lashuvchi bo‘ladi;

2) Za qator uzoglashuvchi bo‘lsa, Zb gator ham uzog-
n=1 n=l

lashuvchi bo‘ladi.

o Faraz gilaylik, » a,, b qatorlar (@, >0,5, >0, n=1,2,3,...)
n n aﬂ n

n=1 n=l
uchun
4} < by (n=1, 2,3,....)
a, b, ’
tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chigadi:

e A b b b
q @ a,, h b byt
Keyingi tengsizlikdan topamiz:

< Z]—‘b,,, (n=1,2,3,.).
Aytaylik, Zb,, gator yaginlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, Z Zl—‘ b,
n=1 n=1
gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. 2- teoremadan foydalanib,
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Za,, gatorning yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz. Xuddi shunga

n=| - oo

o‘xshash Za,, gatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan 2 b, qatorning
n=l n=1

uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chiqishi ko‘rsatiladi. »

Yugorida keltirilgan teorema va misollardan ko‘rinadiki, musbat
hadli qatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini bilgan holda,
hadlari bu gator hadlari bilan ma’lum munosabatda bo‘lgan (taqqos-
langan) ikkinchi musbat hadli gatorning yaginlashuvchi yoki uzogla-
shuvchiligini aniglash mumkin bo‘lar ekan.

1zoh. Yuqorida keltirilgan teoremalar » ning biror n, giymatidan
boshlab bajarilganda ham o‘rinli bo‘ladi.

Mashglar

< In’ n . . . - .
1. Ushbu Z -, datorning yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.

n=2

oo

2. Ushbu Y T

Inlnn
n=3 )

- gatorning yaginlashuvchi ekani isbotlansin.

. ol
3. Garmonik qator E ,, ning qismiy yig‘indisi S, uchun ushbu
n=1

0<S,-lntn+D<1, (n22)
tengsizlik o‘rinli ekani ko‘rsatilsin.

51- ma’ruza
Musbat hadli qatorlarda yaqinlashish alomatlari

Musbat hadli gatorlar mavzusida bayon etilgan tagqoslash teore-
malaridan foydalanib, yaginlashish alomatlarini keltiramiz.
1°. Koshi alomati. Agar musbat hadli

Za”=al+az+...+a"+... (])
n=|
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qatorda barcha » 21 uchun

2fa, <g<1 Q)

bo‘lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi;

2fa, 21 3)

bo‘lsa, (1) gator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
<« Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

{'/?1,,_.<_q<1

bo‘lsin. Ravshanki, bu tengsizlikdan

a, <q"
bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, berilgan qatorning har bir hadi yaginlashuvchi geometrik
gatorning mos hadidan katta emas. Unda 50- ma’ruzadagi 2- teo-
remaga ko‘ra (1) qator yaginlashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

a, zl,yani aq, 21
bo‘lsin. Bu munosabat berilgan qatorning har bir hadini uzoglashuvchi

21 =l+1+..+1+..
n=1{
gatorning mos hadidan kichik emasligini ko‘rsatadi. Bu holda yana
o‘sha 2- teoremaga ko‘ra (1) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. »
Ko‘pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan limit ko‘rinishidagi
tasdig‘idan foydalaniladi.
Faraz qgilaylik, musbat hadli (1) gatorda
lim ¢fa, =
mavjud bo‘lsin. U holda :
1) k < 1 bo‘lganda (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi,
2) k > 1 bo‘lganda (1) gator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

o0 2
l n
1- misol. Ushbu z (%) qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
n=
2
n
« Bu gatorning umumiy hadi a, = (%) bo‘lib, uning uchun
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1 n
n &“
[ (n+]) _ n)

“\ne2 2Y
(3]
n

"
1"
W)
Yy e
.

I+

bo‘ladi. Ravshanki, lim L
n—yoe

[+2)

Demak, &k = % <1, berilgan qator yaginlashuvchi ekan. »

1- eslatma. Koshi alomatidagi (2) va (3) tengsizliklar » ning
biror n, giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.
2- eslatma. Koshi alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
k=1 bo‘lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham bo‘lishi mumkin.
2°. Dalamber alomati. Agar musbat hadli
Za,,:al+a2+...+a,,+... (1)
n=1

qatorda barcha n = 1 uchun

aZ—*‘Sq<1, (a, >0,n=12..) (4)

n

bo‘lsa, (1) qator yaginlashuvchi bo‘ladi;

Gntl > 1, (g, >0,n=12.) (5)

a,

bo‘lsa, (1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
« Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

an+l <q<l
a,

bo‘lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha
n+l
Any| q
ko‘rinishda yozish mumkin.
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Ravshanki,
>ag", (0<g<l)
n=1

qator (geometrik qator) yaqginlashuvchi. 50- ma’ruzada keltirilgan 3-
teoremadan foydalanib, berilgan gatorning yaginlashuvchi bo‘lishini
topamiz.

(1) qator hadlari uchun % 21 bo‘lganda (1) qatorning uzogq-

n
lashuvchi bo‘lishini aniglash qiyin emas. »
Dalamber alomatining quyidagi limit ko‘rinishidagi tasdig‘idan
foydalaniladi.

Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qatorda llnl aZ—“’ = d limit mavjud

bo‘lsin. U holda:

1} d < 1 bo‘lganda (1) gator yaqinlashuvchi bo‘ladi,
2) d > 1 bo‘lganda (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

2- misol. Ushbu Z '—1”' gator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
n

n=1

<« Berilgan qator uchun

_ n_' _ (n+l)L
n n n+l (h+l)"+l
e G _ (n+)n" 1
bO llb, a, (n+l)n+| n! 1 n
)
n
bo‘ladi. Ravshanki, lim = — =%.

Demak, d = % < 1, berilgan qator yaqinlashuvchi ekan. »

3- eslatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar » ning
biror n, giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.

4- eslatma. Dalamber alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
d=1 bo‘lsa, u holda (1) qator yaqinlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham bo‘lishi mumkin.
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3°. Integral alomat. Faraz qilaylik, musbat hadli

Za,, =a,+a, +...+a, +..
n=1
qgator berilgan bo‘lsin. Ayni paytda, [1,+e) oraligda berilgan f(x)
funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) f(x) funksiya [l,+e) da uzluksiz,
2) f(x) funksiya [I,+e) da kamayuvchi,
3) Vxe[l,+~) da f(x) 20,
4) f(n)=a,, (n=1,2,3,..).

Bunda berilgan qator ushbu 2 a, =Z f(n) ko‘rinishga keladi.

n=1 n=1
Yugqoridagi shartlardan foydalanib, n < x < n+ 1, (ne N) bo‘lganda

f(n)2 f(x)= f(n+1),y2’ni g, 2 f(x) 2 a,,
bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizlikni [n, #n+1] oraliq bo‘yicha
integrallash natijasida

n+l
a,, < | f(x)dx<a, 6)

n

bo‘lishi kelib chigadi.

Endi berilgan za,, =Z f(n) qator bilan birga ushbu

n=1 n=1

oo Nl

Y | fx)ax ™

n=1 n
qatorni qaraymiz. Bu qatorning gismiy yig‘indisi

n k+l n+l

Y [ fdx= | flxdx
k=1 1

bo‘ladi.
Aytaylik, F(x) funksiya (1, +e) oraligda f(x) funksiyaning boshlan-
g‘ich funksiyasi bo‘lsin: F'(x) = f(x).
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Uni quyidagicha
F(x)=[f(dr, F(1)=0
1
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Natijada

z,,: 1

f(x)dx = F(n+1)
k=1

=
x e}

bo‘ladi.

Agar n — « da F(n+1) chekli songa intilsa, (bu holda (7) gator-
ning gismiy yig‘indisi chekli limitga ega bo‘ladi) unda (7) gator —
yaginlashuvchi.

n
Binobarin, j f(x)dx, (n=1,2,3,..) ketma-ketlik yugoridan
1

chegaralangan boladi. (6) munosabatga ko‘ra berilgan qatorning qismiy
yig‘indilaridan iborat ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘lib,
musbat hadli qatorlarning yaginlashuvchanligi haqidagi teoremaga

muvofiq berilgan Z a, qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
n=1
Agar n — o da F(n+1)— « bo‘lsa, berilgan gator uzogla-

shuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz.

Integral alomat. Agar Iim F(x)=5

bo‘lib, b chekli son bo‘lsa, Z a, qator yaginlashuvchibo‘ladi, b = o

n=1

bo‘lsa, Y a, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
n=1

3- misol. Ushbu

- | 1 1 1
ZT=1+*+’+'“+“HF+“" (o> 0)

qator yaqinlashuvchanlikka. tekshirilsin.
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4 Agar f(x)= —lu-, (oo > 0) deyilsa, unda bu funksiya [1,+e)
X
oraligda integral alomatda keltirilgan barcha shartlarni ganoatlantiradi.
Bu funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
L
x*

Fx) = [ 7y =j’if§=ﬁ( Thl), (@#1)
1 1

bo‘ladi. Ravshanki,

l 11
lim F(x) = lim ]_l_( :_l_1)= o1’ agar a. > | bo‘lsa,
X—y400 x—ee 1 -0 x . agar o < 1 bo'lsa

bo‘lib, a =1 bo‘lganda quyidagiga ega bo‘lamiz:

X
lim F(x)=lim ? oo

X—+o00 X—ye0

oa

1
Demak, integral alomatga ko‘ra 2;171' gator o >1 bo‘iganda

n=1
yaqginlashuvchi, o <1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi. »

oo

1 g
QOdatda, 2 e qator umumlashgan garmonik qator deyiladi.
n=1
4°. Raabe alomati. Agar musbat hadli
Za,,=a,+a,_ +..+a, +.. (1)

n=1

qatorda ne N ning biror n, (n, > 1) qiymatidan boshlab, #» > n, uchun

n(l—&‘i)ZIvl

a,

bo‘lsa, (1) gator yaqinlashuvchi bo‘ladi,

n(l ~ Gt )s 1
aﬂ
bo‘lsa, (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
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« Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

n(l—fﬂ)Zr>l
an

bo‘lsin. Bu tengsizlikdan

Mg]-ﬁ ®)

a, n

bo‘lishi kelib chigadi.
Endi r > a > 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi a sonini olib, uni

L
o = lim

n—yeo 1

n
kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko‘ra, shunday n; e N topiladiki,

barcha n > ny lar uchun
[1-1 ' -l
-- n <r,

1

n

ya’ni (l - l)a >1- )]

n

]

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
(8) va (9) munosabatlardan barcha n > ny, (7 = max {ny,m}) lar
uchun

bo‘lishi kelib chigadi.

Bu tengsizlikni va o > 1 bo‘lganda Z Lu gatorning yaginlashuv-
n=1 n

chanligini e’tiborga olib, so‘ng 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foy-
dalanib, berilgan Z a, qatorning yaqginlashuvchi bo‘lishini topamiz.

n=1
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Endi (1) qatu.aing hadlari uchun » > n, bo‘lganda

n(l—f’wi )sl
aﬂ

bo‘lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha

1
Gnsl 5 1.
|

ko‘rinishda yozish mumkin.

Ushbu tengsizlikni va 2 ]; qatorning uzoglashuvchiligini ¢’tiborga

n=1

olib, yana 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foydalanib, berilgan Z a,

qatorning uzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. P el

Ko‘p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko‘rinishidan
foydalaniladi.
Faraz gilaylik, musbat hadli (1) qator hadlari uchun

mavjud bo‘lsin. U holda:
1) p > 1 bo‘lganida (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi,
2) p < 1 bo‘lganida (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

+..4 !
s

. & i) .
4- misol. Ushbu Za 2 , (a>0) qator yaginlashuv-
n=2

chanlikka tekshirilsin.
« Bu gator uchun

. a_(]+%+"'+%) 1

n+l | —

n(l_T“)— l—m =Ahn l_all
n a 2T

bo‘lib, lim ”(1 - lq"—ﬂ): lim %" —Ina bo'ladi.

1
I |-
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Agar Ina > 1, ya’ni a > e bo'lsa, berilgan qgator yaginlashuvchi
bo‘ladi.

Agar Ina < 1, ya’ni a < e bo‘lsa, berilgan gator uzoglashuvchi
bo‘ladi

Agar a = e bo‘lsa, Raabe alomati berilgan qatorning yaqginlashuv-
chanligi yoki uzoglashuvchiligi hagida xulosa qilolmaydi. P

Mashglar

1. Ushbu

il(:_] (x > 0)

qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda {a,} ketma-ketlikning
har bir hadi musbat bo‘lib, lima, =a,(ac R).
n—oo
2. Ushbu
< | (n)"
> ()
gator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

52- ma’ruza
Absolut va shartli yaginlashuvchi qatorlar

1°. Absolut va shartli yaginlashuvchi qatorlar tushunchasi. Faraz
gilaylik,

Za,,=al+a2 +o.ta, +.. )
n=1
qgator berilgan bo‘lsin. Bu qatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqi-
qiy sonlardan iborat. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli gator deyiladi.)
(1) qator hadlarining absolut giymatlaridan ushbu

2|"n1=|“|‘+|a,,[+...+|a,,|+... )
n=1

gatorni tuzamiz.
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1- teorema. Agar (2) gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (1)
gator ham yagqinlashuvchi bo‘ladi.

<« Aytaylik, (2) gator yaqinlashuvchi bo‘lsin. Unda gator yaqinla-
shuvchanligi haqgidagi Koshi teoremasiga ko‘ra

ve>0, dmye N, Vn>n, m=123. da
‘an+ll + |an*2‘ +.o+ ‘an+m‘ <t
bo‘ladi. Ravshanki,

{anﬂ +ta,,+...F an+m| s ‘an+l| + land‘ +ont Ian«r-mi-

Keyingi ikki munosabatdan
ve>0, 3nye N, Ya>n,, m=12,3,.. da
Jan-i»l + 4, +.+ an+mi <€

bo‘lishi kelib chiqadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) qator yaginla-
shuvchi bo‘ladi. P

1- ta’rif. Agar Z\a,,l qator yaqginlashuvchi bo‘lsa, Za,, qator
n=1 n=l
absolut yaginlashuvchi qator deyiladi. Masalan, ushbu

hod n-1
Y L SN VR S S G i

Pl 2 3% 4g¢ n&

gator o > 1 bo‘lganda absolut yaginlashuvchi qator bo‘ladi, chunki

mil _1y-1
2w D

n=1

=1+—]—+L—-—l-v+...+—lf+...

2(1 3(1 40{ "(1.

umumlashgan garmonik gator o> 1 bo‘lganda yaginlashuvchi.
2-ta’rif. Agar Za,, qator yaqginlashuvchi bo‘lib, 2|a,,| qator
n=l n=1

uzoglashuvchi bo‘lsa, Za,, qator shartli yaqinlashuvchi qator

n=1

deyiladi.
363

www.ziyouz.com kutubxonasi



= -1
Misol. Ushbu } ! (1=t =1 _%+ ; _%+... + !:");'.'_ +..
n

n=l
gator shartli yaginlashuvchi gator bo‘ladi.
4 Ravshanki, berilgan gatorning qismiy yig‘indisi

IR I (-1)"!
S, =1 T3 =gttt (3)

bo‘ladi. Ma’lumki, In(1 + x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra
yoyilmasi

22 3 4 n-1 _n
1n(1+x)=x~%+%—%-+...+(—71)" x—+R,,+,(x)
bo‘lib, 0 < x <1 bo‘lganda
. 1
‘RIHI (x)l < n_+1
bo‘lar edi (qaralsin [}, 6- bob, 7-§).
Xususan, x = 1 bo‘lganda
_1yn-1
In2 =]—%+%—%+...+( 1’)’ +R,., (1)
1
‘Rm-l (l)l < m (4)

bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

In2=S,+R,, (I

va undan IS, -1In2| < L
n+l

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, n — «~ da .S, — In2. Bu esa qarala-

yotgan qatorning yaginlashuvchi ekanini bildiradi.
Ayni paytda, berilgan qgator hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan

oo

2

n=1

T
sH3Tet ot

C2)
n

gator garmonik gator bo‘lib, uning uzoqlashuvchiligi ma’lum. Demak,
berilgan gator shartli yaginlashuvchi gator.
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Endi Z|an‘=3al!+|azl+...+|an‘+...

n=1

gatorning musbat hadli qator ekanini e’tiborga olib, Z a, qatorning
n=1
absolut yaginlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz.
Ularning isboti 51- ma’ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chiqadi.
Dalamber alomati. Faraz qilaylik,

Ya,=a+a+..+a,+., (4%0, n=12.)
n=1

qator hadlari uchun

fim [l = g

n—yoo |a,,|

limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) d < 1 bo‘lganda, Za,, qator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi,

n=1

2) d > 1 bo'lganda, Y4, qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=1

Koshi alomati. Faraz qgilaylik,
Za,, =a +a+..+a, +..
n=1

qator hadlari uchun

lim gfla,| = K

n—oo

limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) K< 1 bo‘lganda, za,, gator absolut yaqginlashuvchi bo‘ladi.

n=l

2) K > 1 bo‘lganda, Za,, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=]
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2°. Absolut yaqinlashuvchi qatorlarning xossalari.

Absolut yaginlashuvchi qatorlarning xossalarini keltiramiz.

1) Agar qgator absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

<« Bu xossaning isboti 1-teoremadan kelib chiqadi. »

2) Agar
Za,,=a1+a2+...+a"+... (1)
n=1

qator absolut yaqginlashuvchi bo‘lib, {b,} sonlar ketma-ketligi chega-
ralangan bo‘lsa, u holda

Za,,b,, =ab +ab +...+a,b, +... (5)
n=1
qator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra, {4,} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak,
M >0, Vne N da |bls M (6)

bo‘ladi.
(1) qator absolut yaginlashuvchi. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra
Ve > 0 son olinganda ham —;7 ga ko‘ra shunday n, € N topiladiki,

Vn>ny va m=1,2,3,... bo‘lganda

|a”+l | * }a’”z | ot |an+m‘ < % (7)

bo‘ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:

Ian+lbn+l ’ + |an+2bn+2| +...+ |an+mbn+m’ < M(!an-rl ' + ‘an+2 i +...+ [an+m1) <&

Yana Koshi teoremasidan foydalanib, 2 a,b, qatorning absolut

n=1
yaginlashuvchi ekanini topamiz. »
3) Faraz qilaylik,
Na,=a+a+..ta,+.. (1)

n=1
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gator hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida ushbu
Zajzal+az ot a (8)
j=1

qator hosil gilingan bo‘lsin.

Ravshanki, (8) gatorning har bir @; hadi (j =1,2,...) (1) qator-
ning tayin bir &, hadining aynan o‘zidir, ya'ni Vje N,3k; e N,
a4, =a; bo‘ladi.

Agar (1) qator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
S ga teng bo‘lsa, u holda bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirishdan hosil bo‘lgan (8) gator absolut yaginlashuvchi
va uning yig‘indisi ham S ga teng bo‘ladi.

« Aytaylik, (1) qator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘in-
disi S ga teng bo‘lsin.

(8) qator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan Z
j=1

td
a;

gatorning gismiy yig‘indisini o, bilan belgilaylik:
n

5, =3 )
j=1

Agar n’ =max k; deyilsa, unda n 2n va Yne N bo‘lganda

I<j<n
o
o, < Z ||
k=1

(a}zakj).

bo‘ladi.

(1) qator absolut yaginlashuvchi bo‘lgani sababli uning gismiy
yig‘indilari ketma-ketligi yuqoridan chegaralangandir. Binobarin, o,
yig‘indi ham yuqoridan chegaralangan bo‘ladi. Unda musbat hadli

gatorning yaqinlashuvchiligi hagidagi teoremaga ko‘ra 2 qator
Ld ]=]

va ayni paytda Za} gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,

oo j=l

z a; qator absolut yaqginlashuvchi. Uning yig‘indisini S* deymiz.

j=1

?
a;
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Endi berilgan Z a, qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy ravishda
n=1
almashtirishdan hosil bo‘lgan

Za,: =@ +ay+..ta +..

n=1

qator yig‘indisini § ga teng ekanini isbotlaymiz. Buning uchun Ve > 0
ga ko‘ra shunday #ne N topilib, Vn > 7 da

n
’
24~
k=1

bo‘lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.
Ixtiyoriy musbat € sonni tayinlab olamiz. Modomiki, Z a, qator
k=1
absolut yaginlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan

<€ (9)

e > 0 songa ko‘ra shunday n;, nomer topiladiki,

ng+m
2 lal<s, (m=1,23,.), (10)
k=ny +1 -

shuningdek, gatorning yaginlashish ta’rifiga ko‘ra

L]
Sa-s
k=1

<3 an

bo‘ladi.
Yugoridagi natural son # ni shunday katta qilib olamizki, Z a
k=1

gatorning # dan katta bo‘lgan » nomerli ixtiyoriy gismiy vig‘indisi

n oo

k=1 k=1
qatorning barcha dastlabki n, ta hadi gatnashsin.
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Ravshanki,
n n 0 ny
Za,’C ) =[Za,: —Zak ]+[Zak —S],
k=1 k=1 k=1 k=1

Keyingi munosabatdan va (11) tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:

" n n g 1
Sa-s<Sa-SalsSa-s
k=1 k=1 k=1

[k=1

n

Za,: - zak
i k=1

k=1

< + <

£
+5. (12)

Ma’lumki, » > i bo‘lganda 2 a, qatorda Zak qatorning bar-
k=1 k=1

cha dastlabki n, ta hadi qatnashadi. Binobarin,

70

n
PILEPI
k=1

k=1

ayirma Zak qgator har bir hadining nomeri n, dan katta bo‘lgan
k=1

n — n, ta hadining yig‘indisidan iborat.

Endi natural m sonni shunday katta gilib olamizki, bunda n,+m
son yuqorida aytilgan barcha n — n, ta hadlarning nomerlaridan katta
bo‘lsin.

U holda
n ny ny+m
Ya-Yal< Y lal (13)
k=1 k=1 k=np+1
bo‘ladi.

(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlik,
ya’'ni

<E

n
Sai-s
k=1

tengsizlikning bajarilishini topamiz. »
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Mashglar

Aytaylik, > a, *)
n=1
ixtiyoriy hadli qator bo‘lib,
a,, a, 20, -a,, a, <0,
u, = v, =
0, a,<0, 0, a, 20

bo‘lsin.

1. Agar (*) gator absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda 2 u,, Z U,

n=1 n=|
qatorlar yaqginlashuvchi va

E:‘a,, =iu,, —Z’vn, Z\a,,|=n2:{u,, +§v,,

n=] n=1
bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar (*) qator shartli yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda Z U,, Z Un

n=1 n=l
qatorlarning uzoglashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
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