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XII боб 

УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР, УЛАРНИНГ 
ЛИМИТИ ВА УЗЛУКСИЗЛИГИ 

1 - § . 1Г ФАЗО. / Г Ф А З О Д А К Е Т М А - К Е Т Л И К ВА У Н И Н Г 
Л И М И Т И 

т та хакикий с о н л а р т у п л а м д Я нинг у з а р о Д е к а р т 
к у п а й т м а с и д а н иборат ушбу 

ят=яхя х . . . х /г={(дс„"ж 2 , .„; е я, х2е я,...,хт € я) 

т у р л а м н и к,ар.айлик,« О л а т д а тупламнинг ; элементини 
(нуктасини) б и т т а л х э р ф •< б и л а н б е л г и л а н а д и : V ж = 
—(х\, х%,..., хт). Б у н д а х\, Х2,...,хт с о н л а р х нуктанинг мое 
р а в и ш д а биринчи, иккинчи, . . , , /га-'Координаталари дейила -
д и . . . . -, . .. . ; г . . , , . , . 

Ят т у п л а м д а ихтиёрий х = (х\,Х2,..,.,хт),у±= 
= ( У \  У 2 , ~ - ,  у т )  н у к т а л а р н и олайлик . У ш б у 5 

Р(х, у) = •\[(Ху-у1 ) 2 + (х2 -у2)2 +... + (хт- ут^ = 

микдор х ва у нукталар- о р а с и д а г и м а софа д е й и л а д и . 
У куйидаги х о с с а л а р г а эга ; 

1°. р(х,у)^0 в а о ( х , #) = 0 о х = у, 
, , 2 ° - р(х,у) = р(у,х),.„., ...... 

3°. ,р.(х, г)^р(х,у) + 9(у, г) (геЯт). 
д у п л а м Я Т ф а з о (т улч'овли Е в к л и д ф а з о с и ) д ё б 

а т а л а д и . 
Хусусан, т = 2 булганд'а' ;(д?1 =±х , я 2 = 1 : ' ' 

/ ? 2 = / ? х / ? = { ( * , У У М Я . ' У С Я ) 

фазога -эга*: буламиз. <• Бунда 5• У ( я & Я ^ ^ Щ * * т)€Н* 
н у к т а л а р о р а с и д а г и м а с о ф а » 

булади . Я 2 ф а з о текйсликни и ф о д а л а й д и . 

Ушбу 

акслантиришнинг тасвирлари (образлари) дан тузилган 

х*11, хР\> ( > = ( 4 В ) , 4"',..., Л л € # ) 

туплам Я" фазода кетма-кетлик дейилади ва у {(д̂ "'} ка-
би белгиланади. Хар бир х*л) = (х<п\я\:..,х1п)) ( л = 1 , 2 , 
...) ни кетма-кетлик х,адлари дейилади. 

Я™ фазода бирор {*""}: 

кетма-кетлик ва а = (аи а2,..., а т ) нукта берилган булсин. 
1 - т а ъ р и ф . Лгар У е > 0 олинганда хам шундай 

по^N топйлсакй, ихтиёрий п>по учун 

р ( Л о ) < е 
тенгеизлик бажарилса, а нук,та {х^п)} кетма-кетликнинг 
лимиты дейилади ва 

\\тх^п)=а ёки я ->оо да л*л>-»-а 
а-*- се 

каби белгиланади. 
Агар {^"Ц кетма-кетлик лимитга зга булса, у якинла­

шувчи кетма-кетлик дейилади. 
1 -м и с о л . Я" фазода ушбу 

кетма-кетликнинг лимити а=(0,0,...,0) эканини курсатинг. 

У е > 0 сонни олайлик. Шу е га кура й 0 = = ^ р ^ - | - 1 ни 

топамиз. Унда V л > л о учун 
р ( / ' \р (< | , - I | ) , (0,0, .„ ,0)) = 

= Д / ( 1 ~ 0 ) 2 + ( | - 0 ) 2 + . . . + ( | - 0 ) 2 = 

булади. Демак, 
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р ( ^ \ а ) < 8 . 

Т а ъ р и ф г а кура ; : , \ 

11т *<">= П т ( - , - Ч . . . , - ) = ( 0 Д . . 6 ) = а 
я— оо л ^ - а Л " . . я / 

булади . • ..-! 
2 - м и е о л . /?2 фазода ушбу ; , • • ,. ; 

{ ^ ) } = { ( - 1 ) " + ' , ( - 1 Г + > } -

кетма-кетликнинг д и м и т и .мавжуд эмасЛигини курсатинг . 
Т е с к а р и с и н и ф а р а з к и л а м и з , яъни берилган кетма-

кетлик лимитга эга ва у а = ( а | , аг) га тенг булсин. Унда 
лимит тат?рифига кура.Уе1>0, ж у м л а д а н е?=?.1 учун шун-
д а й « о б У топиладики Уп>по д а •:•;••;,< 

р( (1 ,1) , (а | , а 2 ) < е , 
( > ( ( - 1 , - 1 . ) , { а , , а 2 ) ) < е 

б у л а д и . Б у м у н о с а б а т л а р ушбу 

2 ^ 2 = р(( - 1, - 1), ( М ) ) < Р ( ( - 1.. ~ 1). (« . . + 
+ р ( ( а | , а 2 ) , ( 1 , 1 ) < е + г = 2 е = 2 ( е = 1 ) 

зиддиятга олиб келади . Бунга с а б а б берилган кетма-
кетликни лимитга эга деб к а р а ш д а н иборатдир . Д е м а к , 
берилган кетма-кетлик лимитга эга э м а с . 

1 - т е о р е м а . / Г фазода {х<я)}={х(1я),х(3а),...,х(я>} кет­
ма-кетликнинг а=(а\, ач,..., ат) га интилиши: 

П т х(п) = а 

учун бир йула 
\\тх\ = а„ 
п—*- оо 

Нт*<Г> = <!.•' 

булиши зарур ва етарли. Демак, 
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Н т х(п) = а-

\\тх(я) = ах 

Я—*- оо 

Н т х(9п) = а* 

Н т х(я) = ат 

П . оо 
Бу теорема /? т ф а з о д а кетма-кетликнинг лимити сонли 
кетма-кетликнинг лимитига келишини и ф о д а л а й д и . 

3 -м и с о л . /?2 ф а з о д а ушбу 

^ = { „ ( ^ - „ , ( 1 ± 1 ) - ) . . . . . 

кетма-кетликнинг лимитини топинг. 
Бу кетма-кетлик к о о р д и н а т а л а р и д а н т а ш к и л топтан 

кетма-кетлик сонлар кетма-кетлиги булиб, у л а р куйидаги-
ча булади : 

Р а в ш а н к и , бу к е т м а - к е т л й к л а р учун 

П т 4п)= П т пСф - 1 ) = П т ^ = ^ - = 1 п 5 , 
п —>- оо п оо -'п-г+'оо _ 

П 

Л-*-оо л-*-оо\ / п-^оо\ 

булади. 1-теоремадан фойдаланиб берилган кетма-кетлик­
нинг лимити 

П т *<«>= Ц т ("д/5 - 1 , ( ^ ± - ) " ) = (1п5, е2) 
П~*- оо п-*~ оо Я 

булишини топамиз . 

Мисол ва масалалар 

/?2 фазода куйидаги к етм а - к етл ик л ар нинг лимити 
а (а^К2) эканини исботланг: 

а = (0,0), 
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2. {^»} = | ( } , ^ ) } , а = (0,0). 

э - ^ Н ^ ' Ш ^ «=(!.-!)• 

4. {*<«>} = { ( | , ^ ) } , а = (0,0). 

7 - < * < л , > = ( ^ } ' « = ( 0 , 0 ) . 

8. М = { ^ , ^ } , а = (1,0). 

9. {* ( в , } = {"л/п.-^}.- а = (1,0). 

Я2 ф а з о д а куйидаги к е т м а - к е т л и к л а р н и н г лимитини 
топинг: 

1 0 . { х ^ } = ( { ^ ^ "3ЛК\ 
\ я 4 - 1 5 / 

\" + 3" ' Ш-2п + 2-Ъл ) 

12. {*<">} = ( 3 У 8 , *Ц0$). 

13. {*'«>}= ( - ^ 1 , 

I 14. {х{п)} = ((1 + И"У+', а"+7), а>0, р>0. 

15. {х<«>} = ( У л \ 

16. { ^ " ^ ( " д / З я - г , д /п 3 + 3 я ) . 

У я 1 о ё 2 ( 4 л + 1 ) У 

1Й- { Х ] \(п + 2)\' ( о,3)"„! / 

19. [X ) - ^ - я ! + 1 , п Ч { п ] ) 2 ) • 

2 - § . К У П У З Г А Р У В Ч И Л И Ф У Н К Ц И Я ВА У Н И Н Г Л И М И Т И 

1°. К у п - у з г а р у в ч и л и ф у н к ц и я т у ш у н ч а -
с и. Нт ф а з о д а бирор М т у п л а м н и к а р а й л и к : Мег/?™ 

2 -т а ъ р и ф . Агар М тупламдаги х,ар бир х = (х\, х2,..., 
хт) нуктага бирор к,оида ёки к,онунга кура битта хак,ик,ий 
сон у(у^Р) мое щуйилган булса, М тупламда кЦп 
узгарувчили (пг та узгарувчили) функция берилган 
дейилади ва уни 

/:(*!, XI,..., хт)-+у ёки у = [(х\, х2,..., хт) 
каби белгиланади. Бунда М — функциянинг а н и к д а н и ш 
туплами , Х\, Х2,..., хт — функция а р г у м е н т л а р и , у эса х\, 
х2,..., хт у з г а р у в ч и л а р н и н г функцйяси дейилади . 

М а с а л а н , } — Я.т — ф а з о д а г и хар бир х — {х\, х2,..., хт) 
нуктага шу нукта к о о р д и н а т а л а р и к в а д р а т л а р и н и н г 
йигиндисини мое куювчи коида , яъни 

[:Х = (хи Х2,..., Хт)-+Х2 + Х2-Т-— + Хт 
булсин. Бу холда у = х2-\-х2-\-х% функцияга эга 
б у л а м и з . Бу функциянинг а н и к л а н и ш т у п л а м и М — Кт 

б у л а д и . 

/ ? т + | фазонинг н у к т а л а р и д а н иборат ушбу 

{(хи х2,..., х„, / ( х ь х2,..., хт)} 
т у п л а м у = 1(х\, Х2,..., хт) функция графиги дейилади . 

М а с а л а н , икки узгарувчили 

г = х-у, г = х2 + у2 

ф у н к ц и я л а р н и н г графиги /?3 ф а з о д а гиперболик х а м д а 
а й л а н м а п а р а б о л о и д л а р б у л а д и . 

4 -м и с о л . Ушбу 

2 = а г с 5 т ( * + у) 
функциянинг а н и к л а н и ш т у п л а м и н и топинг. 

Р а в ш а н к и , х ва у аргументларнинг к и й м а т л а р и г а кура 
г нинг маънога эга булиши учун, х ва у л а р ушбу 

— 1 < л г + у < 1 

муносабатда булиши лозим. Бу тенгеизликларни те-
кисликнинг х-\-у + 1 = 0 ва х-\-у—1=0 тугри ч и з и к л а р 
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о р а с и д а г и н у к т а л а р н и н г к о о р д и н а т а л а р и 
ради . Б е р и л г а н функциянинг а н и к л а н и ш 
чизмада т а с в н р л а н г а н 

к а н о а т л а н т и -
т у п л а м и 1 : 

/- чизма. 

5 -м и с о л . Ушбу 

г= д/( — 1 — х2 — # 2 Х 5 т 2 л * + 5ш 2 ш/) 

функциянинг а н и к л а н и ш тупламини топинг. Бу функция 
х ва у л а р н и н г 

51П 2ЛХ -у- 31П2Яу = О 
б у л а д и г а н к и й м а т л а р и д а г и н а а н и к л а н г а н . Кейинги тенг-
л и к д а н топамиз : 

51П2ЛХ==0=^ДС = /7 (р — бутун СОН), 
51П2Ш/ = 0 = ? — бутун СОН). 

Ш у н д а й килиб , б е р и л г а н функциянинг а н и к л а н и ш тупла­
ми 

УИ = {(р,</)<Е/? 2:лб2, яСА 
б у л а д и . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г а н и к л а н и ш т у п л а м л а р и н и 
топинг: 

' 21 . [(х,у)= \

~ 10 

22. \{х,уу 

23. 1{х,у)--

2.4. }(х,у)--

25. Кх,уУ 

26. / (* ,* , ) = 

27. / (* ,* / ) = 

28. 1(х,у), 
29. / (* ,* , ) = 

30. Кх,у) = 

31 . /(*,</) = 

32. / (* ,* / ) = 

33. 1(х,у) = 

34. / ( д ^ у ) * 

35' ЦХ, у) 

36. / (* ,* / ) = 

37. / (* ,* / ) = 

38. Кх, У)-

39. / ( * , у)= 

40. / (* ,* , ) = 

41- / (* ,* / ) = 

42. 1(х, у) 

л/х + У. 

л[х + ^!у-

+ л/У-: 

=агссоз 

: \/Х-ХУ-
Щх + у). 

х—у 

1 + л/-(х~у)2. 

1 
л — 1 у' 

^4х-у2 

1 п ( \ - х 2 - у 2 ) ' 

-- л/$т(х2 + у2). 
-.Щ—Х — УУ 

=ху + 
Л 1 Ы У 2 + ^ + ! / - 9 -

•• агсзшА гг- агсзт( 1 —у). 
г " 

Л[х2 + у*-1у(4-х2-у2). 

- V -

•1х2 + 2х+у2 

х2 — 2х + у2 ' 

2°. К а р р а л и л и м и т. /?ш ф а з о д а бирор л:°= 
х 2 , . . . , х т ) нуктани х а м д а е > 0 сонни о л а й л и к , Ушбу 



Л 1 <'<>\^{(хи х2,..., хт)^\^{х\,хг,...> хт\ 

о , г а н и н г атрофи д ейилади . 
т у п л а м х 0 н у к т а Н И Н Г и х т и ё Р и й атрофи Щх°) да ( У е > 

А г а р х нуь. ^ . 
> 0 ) М ^ с г / ? " ) т У п л а м н и н г •* нуктадан фа рад и камида 

, б ^ л с а , х° нук,та М т у п л а м н и н г лимит 
битта нуктаси „ • 
нуктаси д е й и л а Д ' т . . 

т й л и к , / ? т фазода Л1 т у п л а м берилган булиб, 
_ ф а Р а з к и л н у ^ т а ^ а ( с ^ унинг лимит нуктаси 

булсин. Ш у ' т У | , л а М Д а у ^ ^ Х и * 2 * * ) = / ( * ) - ф у н к ц и я , 
а н и к л а н г а н . _ ( Г е й н е т а ъ р и ф и ). Агар М тйплам-

6 -т а ъ р и ~* дан тузилган, а га интилувчи хар цандай 
(М\Л я%1.2»-••) кетма-кетлик олинганда хам мое 
у~ }„№ ^ а ' ^етлик хамма ва^т ягона Ь (чекли ёки 
Ш П кетм,а^ш^га интилса, Ь сон Нх) функциянинг чексиз) лимите д е б а т а л а д и 

а нуцтадаги ли»1* 
4 А . ( К о ш и т а ъ р и ф и . Агар т е ~ > О сон 

ичини\1ндай 6 ^ ° с о н ™пилсаки, ушбу 0 < р ( * , < х ) < б 
тенгеизликни ^оатлантирувчи Чх^М нук,таларда 

| / ( х ) - й | < е 

тенгсиэлик ба#аРалса' Ь с о н № ФУ**Ци*"инг ануцтада-
ги лимити деб атала^и-
с и л и м и , и. М И Т И Н И 

Функция Л " 
Н т Д * ) * 8 * ё к и , и™ Л Х 1 ' ^ - - * « ) — * 

каби белгилаН^^' ' ' ' , 
О д а т д а ф у Н К ц и я н и н г °У лимитини унинг к а р р а л и 

лимити пеб хаМ ю Р и т и л а д и . 
л и м и т ~ ц й Л И ф у н к ц и я л а р г а ухшаш, бу холда х а м 

ь и р уз ру „ ф д а р у з а р 0 э к в и в а л е н т д и р . 
е в а 4 т У ш б у 6 - м и с о л - * ш * 

ху ^, а г а р дс2 + 1 / 2 >0 булса . 

О, а г а р ^ + ^ = 0 булса 

А УНКЦИЯНИНГ ( * • • 0)-*-<°«°) ( яъни 0, у — О) даги 
функциянин! т е н г э к а н и Н и курсатинг . 
лимитннинг но-" ' г 

12 

а ) Г е й н е т а ъ р и ф и г а к у р а : (0,0) . н у к т а г а 
интилувчи ихтиёрий (хп, у„) кетма-кетликни о л а м и з . 

{х„, у„)-»-(0,0) ( яъни Хп-^0, Уп-*-0) 
((х„, уп)Ф№), " = 1 , 2 . . ) 

Унда •' ' ' : 

. . . . . . . . . . . . 

булади . Агар 

хпУп 

эканини эътиборга олсак , х„—*- 0, // я->-0 да 

' П т ?(хп, у„) = 0 

булищини топамиз . Д е м а к , . , 

" ; - ' ' ' л - о ч*2-*»2 " " " •"" 
б> К о ш и ,т а ъ р и ф и г а к у р а: Уе сонга- кура 6 = 2е 
деб олйнса . У хол'да 0 < р ( ( ^ , у) , ( 0 , 0 ) ) ^ & тенгеизликни 
к а н о а т л а н т и р у в ч и барча , (х, у) н у к т л а р д а I-.]' 

\ Н х , у ) - 0 \ ^ ^ ^ ^ ^ у 2 % 

Л 1 х 2 + у 2 2 

= | р ( ( х , { , ) , ( 0 , 0 ) ) < | б = е. 

тенгеизлик уринли булади . Бу эса . , , : 

• • 1 ( г п / ( л : , у ) = Н т - - = 0 . ,. • 

эканини билдиради . 

7 -м ; и'с о'л . У ш б у . I- г 

( :х-\-у 51 п 1 , . а г а р ^=/=0 булса , 

0, а г а р д: = 0 булса -; - :Ф 
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функциянинг (х, # ) -»- (0 ,0)даги лимити нодга тенг эканини 
курсатинг . 

У е > 0 сонга кура 6 = т р деб олинса, унда 0<Ср((х, у), 

( 0 , 0 ) ) < 6 тенгеизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и б а р ч а (х, у) 
н у к т а л а р д а 

I / (х , у)-0\ \х + у з ш ~ | < | х I + I у I < 2 л[хТ+у~г < 

< 2 б = Е 

тенгеизлик уринли б у л а д и . Бу эса К б ш и т а ъ р и ф и г а кура 
(х, у ) -»- (0 , 0) да б е р и л г а н функциянинг лимити 0 эканини 
б и л д и р а д и : 

Игл / (* ,* / ) = П т (х-\-у з т - М = 0 . : . 
* —0 * —0 \/ 
у—О # — 0 

8- м и с о л . Ушбу 

}(х,у)={х + у)ып1х 3 ) г Л 

ф у н к ц и я н и н г ( х , «/)->-(0, 0) д а г и лимити ноль булишини 
курсатинг . 

Б е р и л г а н функциянинг лимити ноль булишини Коши 
т а ъ р и ф и д а н ф о й д а л а н и б к у р с а т а м и з . Бунинг учун У е > 
> 0 с о н н и о л и б , унга кура шундай 6 > 0 с о н мавжудлигини 
топиш керакки , 

0 < р ( ( х , у), (0, 0 ) ) < б 
тенгеизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и б а р ч а (х, у) л а р д а 

1 / ( * , # ) - 0 | = | ( х + у ) з т - 5 т - | < е 

булсин. Р а в ш а н к и , 

р((х,у), ( 0 , 0 ) ) = у ^ + г/2 • 

Энди 

р({х, у), (0, 0 ) ) < 6 
ва 

1*1 + Ы < 2^х2 + у2 

т е н г е и з л и к л а р н и эътиборга олиб, 

14 

|/(дг, у)-0\ •|(* + у ) 8 т 1 * т ± | < 1*1 + < 

< 2 д / * 2 + У2 = 2р((дс, у) , (0, 0)) < 26 = е 

дейилса , унда 6 = у булишини топамиз . Ш у н д а й килиб , 

У е > 0 сон олинганда х.ам шундай 8 = у сон топилади-

ки, 0 < р ( ( х , у), (0, 0 ) ) < б тенгеизликни к а н о а т л а н т и ­
рувчи б а р ч а (х, у) л а р д а 

\Кх, у)—Щ^\(х + у)5т~5\пЦ<е 
•* У 

тенгеизлик уринли булди. Бу эса 

П т / (х, г/) = П т Г(х + 1/)81п—вт—1 = 0 
х—о х—о I х У^ 
5 , - 0 у - 0 

эканини б и л д и р а д и . 

5 - т а ъ р и ф. Агар У е > 0 сон учун шундай б > 
> 0 топилсаки, ушбу р((х, г/), (0, 0 ) ) > - б тенгеизликни 
каноатлантирувчи барча (х, у) нукталарда 

\[(х, у)-Ь\<г 
тенгеизлик бажарилса, Ь сон / (х, у) функциянинг х - > оо, 
г/-»-оо дагы лимити дейилади ва 

П т Цх,у) = Ь 
X— ОО 
у— ОО 

/сабы белгиланади. 
9- м и с о л . Ушбу 

.,2 
\ + у + 2х2 + 2и 

2 , 2 
* + г 

ф у н к ц и я н и н г х - > оо, у->- оо даги лимитини топинг. 
А в в а л о б е р и л г а н функцияни 

х + у + (х2 + у2)2 = д * ' у 

каби ёзиб о л а м и з . Сунгра 

х + у + 2х2 + 2у2 х у 

** + У2 х2 + у 2 ' Г х 2 + у2 
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тенгликнинг унг томонини б а х о л а й м и з : 

\ 2 + У2 Х* + ! ? \ + у 2 ^ х2 + у2 

Д е м а к , 

х+у + 2х2 + 2у2 2 | < 

*2+</2 

Р а в ш а н к и , 

р ( (х ,#) , ( 0 , 0 ) ) = д ^ + 7 2 > 6 ( 6 > 0 ) 

тенгеизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и барча (х, у) н у к т а л а р д а 

9 О 
1 / ( ^ ) - 2 | = | ^ ± ^ 

I х? + у2 л[х2 + у2 

б у л а д и . Д е м а к , У е > 0 сон олинганда хам , унга кура 
2 

6 = — деб олинса, унда р((х, у), (0, 0 ) ) > б тенгеизликни 

к а н о а т л а н т и р у в ч и барча (х, у) н у к т а л а р д а 

I х + у + 2 х 2 + 2 у 2 0 | 2 

I х 2+у 2 ^ ^ б - 8 

булади . Ю к о р и д а келтирилган 5- т а ъ р и ф г а кура 

оо 

з к а н л и г и келиб чикади . 
10- м и с о л . Ушбу 

Л 2 

Л*, У) = х2у2 + ( х - у ? 

функциянинг (х, г / ) -к (0 , 0) да лимити м а в ж у д эмаслигини 
курсатинг . 

(0, 0) нуктага интилувчи 2 та — 

(*я,Уп) = (±, 7 ) ^ ( 0 , 0 ) . 

( « ) = ( - - , - | ) - к ( 0 , 0 ) . 

16 

кетма-кетлик о л а м и з . Унда функция к и й м а т л а р и д а н 
иборат к е т м а - к е т л и к л а р 

1(х„, Уп) 

ПК, у'п) = 

^ 1_ 
2 ' 2 

_!_ .^+(_1__!_у 

1 1_ 
2 ' 2 

= 1 

я 2 я 2 V" я / 

булиб, 
П т /(х„, #„) = 1, 
П т / ( х „ , г/„) = 0 

булади . Бу эса (х, у)-у(0, 0) да берилган функциянинг 
лимити м а в ж у д эмаслигини б и л д и р а д и . 

11 -м и с о л . Ушбу 

Цх,у) = 
51П (Х2у) т ~ ~ , а г а р х = ^ 0 булса , 

х~ 

3, а г а р х = 0 булса 

функциянинг х-*-0, у-+3 даги лимитини хисобланг . 
Агар х 2 - ( / = / д е й и л с а , унда х-у 0, у-+3 да / -» -0 . Натижа-

да 
81П * 

х —0 
* - 3 # - 3 

г ^ - ' - - 1 / = 1 1 т — г / = 3 
» - з 

булади . 
1- э с л а т м а. Айрим х о л л а р д а х = а-4-г соз ф , у = Ь-\-

+ л з | п ф а л м а ш т и р и ш 

П т Их, у) 
х-*-а 

к а р р а л и лимитни топишни е н г и л л а ш т и р а д и . Б у н д а 
/ (х , г/) = / ( а + г соз ф, Ь-\-г з!п ф) = / 7 (г, ф) 

булиб, 
П т }(х,у) = с -Ф>- П т Р(г, ф) = с 
х — а г-*-0 

булади. 

2—527 
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12- м и с о л . Ушбу 

. . (х2+у2)х2у2 

Нт о 
х - 0 1 — С 0 8 ( д Г + {Г) 
» —0 

лимитни хисобланг . 
А в в а л о 

П т - < * 2 + * У С = П т 
х2 + у2 

х - 0 1 - С 0 8 ( * 2 + / ) < " « , . 2 ( / + Л 
у — О ^ »1П — у - 0 

'Нт — -
у —0 81П 

2 2 
* 1/ 

н т 
х - 0 
# - 0 т 2х2у2 

х2 + у2 

2 11т 
х — 0 
у - 0 

Г ^ Т , 

эканини топамиз . Сунгра х = г с о з ф , у —г з щ ф а л м а ш т и -
ришни б а ж а р а м и з . У н д а 

Пт —-^ 
* - 0 Х2 + у2 У - 0 

б у л а д и . Д е м а к , 

4 2 . 2 . 
, . Г С08 Ш31П ГО ! • ' 2 9 . 9 

= П т - у — г - ^ — I — = П т Г с о з 2 ф 5 1 П 2 ф = 0 
А —О Г (С08 ф + 51ГГф) г—О 

х —о 1 — с о з ( д Г + у ' ! ) 
У — О 

13- м и с о л . Ушбу 

П т (1+ху)'+х» 
х - О 

. у - 2 

лимитни хисобланг . 
Л им ити х и с о б л а н а д и г а н функцияни куйидагича ёзиб 

о л а м и з : 

2 ^ 

(1 + х у ) ^ = [ ( 1 +ху)*У+" =[(\+ху)-]^. 

Сунгра ( = ху а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . Р а в ш а н к и , 
х->0, г/->-2 да /->-0. Унда, бир томондан, 

1 _1_ 

П т (1+ху)" = П т ( 1 + / ) ' = е, 
" , х - 0 / —О 
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иккинчи томондан , 

П т 4 - = 2 
х - 0 

булишини хисобга олиб, берилган лимит 
2 

Н т ( 1 + х г / ) * 2 + х в = е2 

х - О 
» - > 2 

га тенг булишини т о п а м и з . 
14- м и с о л . Ушбу 

П т 
: х - О 
' У - 0 

ху 

- о х 2 + у 2 

лимит м а в ж у д м и ? 
Айтайлик , (х, у) нукта (0,0) н у к т а г а текисликдаги у-

= кх тугри чизик буйича интилсин. У холда 

Н т ху кх2 

- о ' х?+у2 

у - 0 

П т — . 
х - о х2+к2х2 • " 1 + й 2 

б у л а д и . Д е м а к , (х, г/) нукта турли тугри ч и з и к л а р буйича 
(О, 0) га интилганда лимитнинг киймати турлича булади . 
Бу хол к а р а л а ё т г а н лимитнинг м а в ж у д эмаслигини 
билдиради . 

15- м и с о л. Ушбу 

Пт - г — — ^ . 
х - о » х2 — 2ху + 2у2 

у—оо 

лимитни хисобланг . 
Ушбу 

Х — Г СОЙ ф , У = Г 8111 ф 

а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . Р а в ш а н к и , х-*- оо, у-*- оо да 
г—>- оо. Н а т и ж а д а 

н т * I 2у ; 
оо х 2 - 2л; /4 2гГ 

= П т )Г С05 ф> + 2г 81П ф 

— оо Г С08 ф — 2г СОЗ ф З Ш ф + 2/- 51П ф 

= Нт 
С08 ф + 2 5*1П ф ' 

г— оо г(соз2ф —2С08 ф З Ш ф + 2з1П2ф) 

булади . А г а р [0, 2я] да 

— П т 1 С05 ф + 2 5111 ф ' 

Т (СОЗ ф — ЗШ ф ) 2 + 5 1 П 2 ф 
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С05 ф + 2 З Ш ф 

(СОЗ ф — 81П ф ) 2 + 8 1 П 2 ф 

функциянинг ч е г а р а л а н г а н л и г и н и эътиборга олсак , унда 
.. х+2у .. 1 созф + 2 з 1 П ф п 1ип —— = П т Т.~ Л = 0 

X—<х> ЛГ—2лгу + 2у А - о о г (СОЗ ф — 5 1 П ф) + 5 1 П ф 
У-

булишини т о п а м и з . 
3°. Т а к р о р и й л и м и т . Куп узгарувчили функция-

л а р д а к а р р а л и лимит тушунчаси б и л а н бир каторда 
такрорий лимит тушунча«инй хам киритнш мумкин. 

Ф а р а з к и л а й л и к , / ( х ь хг, х„) функция М тупламда 
(МаР,т) б е р и л г а н булиб , а = (а\, а2,...... ат) нукта шу 
М тупламнинг лимит нуктаси булсин. х\,хг,Х1-1,'х)+\, V-. 
х т л а р тайинланган булиб х,->-а ( д а берилган функциянинг' 
лимити ( а г а р у м а в ж у д б у л с а ) х\, хц, хг-\, Х;4-ь '•••> *т 
у з г а р у в ч и л а р г а боглик б у л а д и : 

Н т / (х , , х 2 , х т ) = ф,<Х1, х 2 , х ,_; , * , - , .„ . . . , * т ) . 

Ф, ф у н к ц и я л а р д а хам шундай мулохаза юритиб ушбу 

" ' ' •' Игл П т ... П т / (х , , х 2 , х т ) 

ни хосил к и л а м и з . О д а т д а бу лимит / ( * ! , х%, хт) 
функциянинг т а к р о р и й лимити д е й и л а д и . 

/ ( * ! , Х2, хт) функция а р г у м е н т л а р и х\, х2, Хт л а р 
мое р а в и ш д а аи а.2,агаларга турли т а р т и б д а интилганда 
функциянинг т у р л и такрорий л и м и т л а р и х'о^ил булади . 

16- м и с о л . Ущбу, <; 

Кх,у)- . У ^ Н / 5 

-,' а г а р х -{-у >0 булса , 

О, а г а р х 2 + г/2 = 0 булса 

функциянинг (0, 0) н у к т а д а г и т а к р о р и й лйадитларини 
топинг: :"' :- :• г; ; - . 

Р а в ш а н к и , 

П т / ( х , ^ = П т ; " ^ ^ = 0 : 
* - 0 * - о Ух2+и2-

; ; ] ; ) • ,; .>. • . , . ••. .. . . , . . 
Б у ' т е н г л и к д а н • ' " - ! ' 

П т 0 = 0 
у - 0 

булиши келиб чик.ади. \ 
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Шунингдек, 

И т / (х , у)= П т —;====- = 0 , 
у —0 У —0 ~^Хг-\

И т Н т - — ^ = ^ - = И т 0 = 0. 
х -о у ' - о у^ 2 ^.^ 2 х - 0 

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитлари 
бир-бирига тенг булиб, у «олга тенг: 

И т П т — Е ^ = П т Н т - 7 = ^ = - = 0 . 
у - 0 х - 0 ^1х2 + у2 * — О у - 0 у ^ + у2 

Бу функциянинг (0, 0) нуктада каррали лимитининг 0 га 
юнг эканини 6- мисолда курган эдик. 

17- м и с о л . Ушбу 

2х- агар х + ЗуФО булса, 

[ 0, агар х - | - 3 | / = 0 булса 

функциянинг (0, 0) нуктадаги такрорий лимитларини 
топинг. Бу функциянинг такрорий лимитлари куйидагича 
булади: 

Н т / ( х , ! / ) = Н т - ^ = — \
х - 0 х - 0 х + а У л 

Н т И т 2 х ~ у = П т (—4-)==—4-, 
„ - о х -о *+34' у -о V 3 / 3 

П т / ( * , « / ) = Н т ^ 5 ь = 2 , 
у—0 у —О Х + -*У 

Н т Н т / ( х , # ) = Н т 2 = 2 . 
х - 0 у —0 х - 0 

Демак, берилган функциянинг такрорий лимитларидан 
_|_ 
3 

бири —^- га, иккинчиси эса 2 га тенг. Бунда равшанки, 

, . , . 2дг—у . ,. ,. 2х—у 
Н т Н т — - ^ - ^ П т П т — г — - . 
у —0 х - О Х + ЛУ х — б у —о х-тлУ 

Шуни айтиш керакки, каралаётган функциянинг (0,0) 
нуктадаги каррали лимити мавжуд эмас. 

Хакикатан хам, (0, 0) нуктага интилувчи 

(хп, у.) = (|, - ) - > ( 0 . 0 ) , 
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(х'а, У'п) = (1> 0) 

к е т м а - к е т л и к л а р учун мое р а в и ш д а 

Я ч я я 1 1 

хт Уп) ~л Г~ — 1 *—Г, 
я • я ,. 

••=•- 2 - 5 - А -
л л 6 6 

5 + з - 4 1 7 1 7 

л я 

б у л а д и ва бу б е р и л г а н функциянинг к а р р а л и лимитининг 
м а в ж у д эмаслигини б и л д и р а д и . 

18- м и с о л . Ушбу .4 

функциянинг (0, 0) н у к т а д а г и такрорий л и м и т л а р и н и 
топинг. 

\ \  ^  _ о , п т п т 2 2 ^ 
х - о д г У + О с - у Г »-о х - о х У + ( * - 1 / ) 2 

П т „ „ * У о = 0 , И т П т г = 0 : • 
у - 0 * У + ( * - у Г х - 0 у - 0 Хгу1 + (х-У)Л 

Д е м а к , берилган функциянинг т а к р о р и й л и м и т л а р и бир-
бирига тенг булиб, у л а р нолга тенг: 

Н т П т - г - 5 — - - = П т П т , — = 0 . 
у-о х-»о Х*У*+(Х—УГ х - о у - о хгуг+(х-у)г 

Бу функциянинг (0, 0) нуктада* к а р р а л и лимитининг 
м а в ж у д э м а с л и г и 10- мисолда к у р с а т и л г а н эди . 

19- м и с о л . Ушбу 

\Х:+у&т\р хфО булса , 

[ 0, а г а р х = 0 булса 

функциянинг {0 , 0) н у к т а д а т а к р о р и й л и м и т л а р и - м а в Ж у д -
ми? 

Р а в ш а н к и , г . : / 

П т П т }(х, у)=\\т (х+у $т—)=х 
х - 0 у—0 у—О х 
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булади . Б и р о к * - » - 0 да з т — ф у н к ц и я н и н г лимити м а в ж у д 

булмаганлиги с а б а б л и 

П т \\т(х-\-у 51П —^ 
у—0 х - 0 \ х / 

м а в ж у д э м а с . 
Д е м а к , б е р и л г а н функциянинг битта такрорий лимити 

м а в ж у д булиб , иккинчиси эса м а в ж у д э м а с . 
Бу функциянинг (0, 0) нуктада к а р р а л и лимитининг 

мавжудлиги (унинг нолга тенглиги) 7- мисолда курса­
тилган. 

20- м и с о л . Ушбу 

функциянинг (0, 0) нуктада такрорий л и м и т л а р и м а в ж у д -
ми? 

х->-0 да бу функциянинг лимити м а в ж у д эмас , чунки 

х = — к 0 х' = - >- О 
Л " яя ' " ( 4 я + 1 ) я 

к е т м а - к е т л и к л а р учун у л а р г а мое р а в и ш д а хосил булган 
к е т м а - к е т л и к л а р л и м и т л а р и 

КХП, У) = / ( Т Л - ' ^ ) = = ( Т Г + ^ ) 5 ' П ЯЯ8Н1у = 0 - * О 

2 2 ( У ^ 0 ) ' 

турлича б у л а д и . Б и н о б а р и н , 

П т П т ( * + у ) 5 1 п 4- з т — 
у — 0 х - 0 х У 

лимит м а в ж у д эмас . Худди шунга ухшаш 

П т П т ^ х + А ф т ^ з т — 
х - 0 у —О х У 

лимитнинг м а в ж у д эмаслиги к у р с а т и л а д и . Д е м а к , бе­
р и л г а н ф у н к ц и я н и н г и к к а л д такрорий лимити хам м а в ж у д 
•шас. 

Бу функциянинг (0, 0) нуктада к а р р а л и лимитининг 
мавжудлигини (ва унинг нолга тенглигини) 8- мисолда 
курган эдик. 
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шсоллардан куринадики, функ! 
Гда такрорий лимитлари орасидагГ 

5лича булар экан: 

/ (х , у),Пт П т / ( х , у\Пт / (х , у) 
^—а^у-а 2 у — ^ х — Я | х -

У^Н 

л и м и т л а р н и н г хар бири м а в ж у д ва 
П т П т / (х , у) = П т П т Дх, # ) = П т Дх, у ) , 

у-* а 2 х — о, 

б) П т П т / (х, г/),Пт 11т / (х , у) л и м и т л а р м а в ж у д ва 
х — ̂ у — а 2 у — о 2 х - а , 

П т П т Дх, у)Ф П т П т / (х , г/) булиб, П т Дх, г/) лими^ 
х — с ^ у — а 2 у — а 2 х — х ~ * а \ 

у — а 2 

м а в ж у д эмас , 

в) П т П т / (х , г/), П т П т / (х, г/) л и м и т л а р м а в ж у д в 
х - ( ^ у — а 2 у-гОуХ-^а^ 

П т П т Дх, у)= П т 11т Дх, г/) булиб, П т Дх, у) лимит м а в 
х - в | У - а 2 У — я 2 х - а ( х -

ж у д , 
Г ) П т П т / (х, у) , П т П т / ( х , г/) л и м и т л а р н и н г бири 

х - а , у - а 2 у — а 2 х — й | 

м а в ж у д , иккинчиси м а в ж у д эмас , а м м о П т Дх, г/) лимит 
х — а , 
у — а 2 

м а в ж у д . 
д ) П т П т Дх, г/), П т П т / (х, у) лимитларнинг и к к а л а 

х — а [ у — « 2 У —а,, х - а , 

си хам м а в ж у д эмас , а м м о 

П т Дх , г/) 
х - а , 
у — а 2 

лимит м а в ж у д . 
2 - т е о р е м а. / ( х , у) функция М={(х, у)^К2'-

\х—ха\<.а\, \у—уо1<аг} т у п л а м д а берилган булсин 
Агар: 1) (х, у)-+(х0, уо) да /(ж, у ) функциянинг 

каррали лимити мавжуд: 
Н т 1(х,у)=Ь\ 
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2) хар бир тайинланган х да (хар бир тайинланган у д а ) 

П т / С х , # ) = ф ( х ) ( П т / ( ж , у)=^(у)) 
* —Уо X —Х0 

лимит мавжуд булса , у холда 
Нт Нт}(х,у) / Н т П т / ( х , у ) \ 
х - х 0 у — ко \  —у0х-Хо / 

такрорий лимит хам м а в ж у д б у л и б , 
П т П т }(х,у)=Ь / П т П т 1(х,у)=Ь\ 
х - ж » у—Уо \  —Уо х —Хо / 

б у л а д и . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги каррали лимитларни хисобланг: 

43. Н т И^И^к, {йф0). 
х - о ху 
у - 0 

44. П т Ыху) 

у-о 

45. П т (х 2 + г/ 2)51п- 1-. 
х —О *У 
у - 0 

Х + У 46. П т 
х - » ДС2 + 1 / 2 ' 

4 7 - О Н ) " 
у —О 

л / 1 + Л 2 -48. П т 
х - О 
у - 0 

Х2 + У 2 

.4..2-. 
49. П т 

х - 0 (>г 2 + ( / 2 ) 2 

У - 0 

50. П т ( х # р 2 + Л . 
х —О 
у - 0 

1 

51 . П т —-. т 
х4 + у4 

у - 0 
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52. Н т О + х У ) * 2 - ^ 2 . 
х - 0 
у - 0 

53. П т (1+х2 + у2)^+^г. 
х - 0 
у - 0 

54. и т Щ. 
х - о х?+у2 

у—о 

55. П т (х2 + г / 2 ) 5 1 п - ^ - ^ - . 
х - « , х 1 + / 
У— ОО 

56. П т (х 2 + г / 2 ) ]пЛ+ 5 т - ^ Ц Л 
х - о о \

х2+у2 

У— ОО 
_ . ..2 

57. П т 
х - о о X +у 
У— ОО 

58. П т (х+у)е-{'2+^\ 

59. П т 

Х—*оо 
у~*- оо 

- 2 + / 
х-^оо \х3\ \у\
у-*- оо 

60. П т (х2 + у2)ы. 
х - 0 
у - 0 

61 . П т ( х 2 + у 2 ) Л 2 . 
х - 0 
у - 0 

62. " п т 

р 0 У* 2 +г / 2 

Куйидаги к а р р а л и л и м и т л а р н и н г м а в ж у д 
исботланг : 

63. П т * 
х - о х+у' 
у - 0 

64. П т 
х - 0 Х + у 
у - 0 

2ху 
65. П т 

х - С 
у - 0 
х - 0 Л? + у2 
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66. П т Х*-1 

67. П т 

х - 0 Зр + у2' 
у - 0 

2 ^ + З у 2 

х - 0 Л^ + у 2 

у - 0 

68. П т 4 ± ^ ± 4 -
х - о х2 — ху + у2 

У - 0 

69. 11т _!5<1±*1. 
х - 1 # 
у - 0 

70. П т 
Х-»- оо 
у-*- оо 

71. Ушбу 

х'+у 
.2 ' 

Х3 + У3 -, а г а р ( х , # ) = ^ ( 0 , 0 ) булса , 
Нх,у)=\ЧУ2 

.0, а г а р (х, у) = (0, 0) булса 
функциянинг (0, 0) н у к т а д а к а р р а л и лимитининг м а в ж у д 
•маслигини курсатинг . 

72. Ушбу 

Нх,у)- ( 1 _ г " Т + т ) Д Г + ' ' а г а р - * + # ^ = 0 булса , х + у . 

{ 1, а г а р х + г/ = 0 булса 
функциянинг х->- оо,у-*- оо да каррали лимитининг мавжуд 
ш а с л и г и н и курсатинг . . 

Куйида б е р и л г а н / (х , у ) ф у н к ц и я л а р н и н г такрорий 
Н т П т / ( х , у), П т Н т / ( х , у ) 

л и м и т л а р и н и хисобланг . 

Кх,у)=\ 
к - у + ^ + у2 

•, а г а р хФ — у булса , 

74. / ( * , * , ) = 

х+у 

0, а г а р х = — у булса , 
х 0 = 0, «уо = 0. 

х2+ху+у1 

х^ — ху + у2 ' 
*о = 0, «/о=0-

76. / (х ,у )= СОЗ ж — соз у 

г 2 + у 2 ; 

*о = 0, Уо = 0. 

27 



77. / (х , у 

78. Дх, у 

79. Их, у 

80. Их, У 

81. Дх, у 

82. ЦХ, у 

83. Я * , 1/ 

84. Дх , у 

51П|*1 — 8 1 П | 1 / | * 0 = 0, 1/0 = 0. 

6 * + 3 у 

*2 + И' 

= 51П 2 * + З у ' 

* о = ° Р , Уо = 0 0 • 

. ' •'•о — 0 , * / о — « • 

х о * б = 0 . Уо—°°-ху ™ 1 + д с у ' 

^1оех(х + у ) ; х 0 = 1 , у 0 = 0. 

85./(*,</) = 
А т \-у 

86. 

-; х 0 = 0, у0=0. 

-, агар | х | # |#| булса, 
| х | - | у 1 

0, агар | х | = | у | булса. 
х 0 = 0, уо=0. 

3-§. КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ УЗЛУКСИЗЛИГИ 

1°. Ф у н к ц и я у з л у к с и з л и г и т а ъ р и ф л а р и . 
фазодаги М тупламда Д х ) = Д х ь х 2 , .... хт) функци 
берилган булиб, а=(аи а2, а„) нукта (а^М) ш 
т^пламнинг лимит нуктаси булсин. 

6- т а ъ р и ф. Агар 
х—*-а да, яъни Х | - > - а\ 

Хщ ат 
да Д х ) = Д х 1 , х„) функциянинг лимити мавжуд бу"либ 

яъни 
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П т Д * ) = = Д а ) , 
Х-*а 

Н т Д х „ х„ .... х т ) = Д а „ а2, .... ат) 

(>улса, функция а = (а\, ат) нущтада узлуксиз деб 
аталади. • 

7- т а ъ р и ф ( Г е й н е т а ъ р и ф и ) . Агар М трплам-
нинг нукталаридан тузилган, а га (а^М) интилувчи хар 
\индай {х*л)} кетма-кетлик олинганда щм мое {/(г ' 0)} 
кетма-кетлик х.амма вак,т Д а ) га интилса, Д х ) функция 
ч нуктада узлуксиз деб аталади. 

8- т а ъ р и ф ( К о ш и т а ъ р и ф и ) . Агар У е > 0 сон 
учун шундай б > 0 топилсаки, р(х, а ) < б тенгеизликни 
каноатлантирувчи барча х^М нукталарда 

| / ( * ) - / ( а ) | < в 
тенгеизлик бажарилса, Д х ) функция а нущтада узлуксиз 
(к'б аталади. 

Дх) = Дх1, х 2 , ..... х г а ) функция аргументларинингорт-
I ирмалари 

Ах,, Дх2, А х т 

,'а мое ушбу 
Дх) — Д а ) = = Д х 1 , х 2 , .... х т ) — Д а 2 , а 2 ," .л, а"т)==' 

= Да1 + Ах|, а 2 + Дх 2 , а т + Д х т ) — Наи а.2, ...,&т) 

айирма Дх) функциянинг а нуктадаги тулик, орттирмаси 
дейилади 'ва "АДа) каби белгиланади: 
ЛДа) = Да1 + Дх{, а 2 + Д * 2 , а т + Д х т ) — Д а , , а>, ат). 

Куйидаги 
Ах1/(а) у =.Да1гг-Ахь о ? , . . . , а„ ) — Д а ц ,а 2 ? ? . . , , а ^ , 

Аг / (« ) = / (й | . а 2 + Д х 2 , ' а 3 , . а т ) — Д а , , а 2 , . а т ) , 

•А, Д л ) = / ( а „ а 2 „ а ^ + . Д , т ) — Д а ^ , . - ; . , а т ) . . - у 

чйирмалар Дх1,х 2 , . . . ,х т)\ а^ну^ада'ги х^суси\. 
орттирмалари дейилади., *"." 

9 - т а ъ р и ф . Л г а р 

П т Д Д а ) = 0 

Дхз — О 

булса, Д х ) функция а нущтада узлуксиз дейилади. 
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1 0 - т а ъ р и ф . Агар / ( х ) ф у н к ц и я М тупламнинг щ 
бир нук,тасида узлуксиз булса, функция шу туплами 
узлуксиз дейилади. 

Шуни т а ъ к и д л а ш лозимки , ю к о р в д д к е л т и р и л г а 
т а ъ р и ф л а р куп у з г а р у в ч и л и функциянинг б а р ч а узга 
р у в ч й л а р и буйича узлуксизлигини и ф о д а л а й д и . 

2 1 - м и с о л . Ушбу 

а г а р (х, у ) =/=(0,0) булса , 

О, а г а р (х,.у)—(0,0) булса 

функциянинг К 2 д а у з л у к с и з эканини курсатинг . Б 
функциянинг ихтиёрий (хо, у0) ((хо, уо)ф(0,0)) н у к т а д 
узлуксиз булиши, 

х* 4- и* хо+хо 
Н т !(х,у)= П т ^тЬ = -гго 

И *У0 »—#0 

м у н о с а б а т д а н келиб чикади . 
Энди к а р а л а ё т г а н функциянинг (0 ,0) н у к т а д а узлукси 

булишини к у р с а т а м и з . А г а р у з г а р у в ч и л а р н и х = г с о з ф , 
у = г51Пф дейилса , у холда 

П т / (х ,у) = И т / ( г с о 8 ф , г51Пф)== 
х - 0 г—О 
У-0 

= Н т г*(со$4ц> + 5 1 п 4 ф ) = О 
г—О 

б у л а д и . Д е м а к , 
П т / ( * , / / ) = / ( 0 , 0 ) . 
х »0 

' У * ° 
Б у эса Дх» У) функциянинг (0,0) н у к т а д а узлукси 
булишини б и л д и р а д и . . 

22- м и с о л . Ушбу 

Их, у)=х+у 

функциянинг /?2 д а у злуксиз булишини курсатинг . 

У е > 0 сонни о л а м и з . Унга кура ,6 = — д е й и л с а , 

холда р((х, у), ( х о , 0 о ) ) = \1(х-х0)Ч(у-Уо? < « тен 
сизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и У (х , г/)е=/? 2 н у к т а л а р д а 
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1Я*> У)-Кх0, Уо)\ \хЛ-у-{х0 + уа)\ ' 

| х - х 0 | + \ у - у 0 \  2 Л / ( х - х 0 ) 2 + ( г / - у 0 ) 2 ' < 2 6 = е 

тенгеизлик уринли б у л а д и . Бу эса Коши т а ъ р и ф и г а кура 
Дх, у) функциянинг У (х 0 , уо) н у к т а д а узлуксиз булишини 
билдиради . 

23- м и с о л . Ушбу 

2 * + 3 
Я * , * / ) = 

х2 + у 2 + 1 

<|)ункциянинг ихтиёрий (х 0 , # о ) е Е # 2 нуктада узлуксиз 
булишини курсатинг . 

(х0,уо) нуктага Дх, Ау о р т т и р м а л а р бериб, функция­
нинг тулик орттирмасини топамиз : 

&Кх0, Уо)=Кх0 + Дх, у0 + Ау) — / (х 0 , у0) = 
_ 2(х е + Ах) + 3 _ 2 х 0 + 3 _ 

(х0 + Ах)2 + (у0 + Ау)2+\ + у20+1 ~ 

^ [2 (х 0 + Ах) + 3] (х 2 + у 2 + 1 ) - ( 2 л ; 0 + 3)[(* 0 + А х ) 2 + ( у 0 + А у ) 2 + 1 ] 

{(х0 + Дх)2 + (у0 + Ау ) 2 + 1 Хх2 + у\ 1) 

1>у тенгликдан 

П т Д!(х 0 , у0) = 0 
Дх —о 
Ду —о 

булиши келиб чикади . 9 - таърифга кура берилган функция 
(хо, уо) н у к т а д а узлуксиз булади . 

Дхьх 2 , . . . , х т ) ф у н к ц и я М е з / ? " ' т у п л а м д а берилган 
булсин. Б у функциянинг бирор х к ( к = 1,2,...,т) аргумен-
тидан б о ш к а барча а р г у м е н т л а р и н и т а й и н л а б , бу хк аргу-
ментга Ахк о р т т и р м а б е р а м и з . Унда функция ушбу 

Л * / = Я*! , хъ..., х А _ „ х А , + Ахь х к + 1 , х т ) — 1{х хт) 

(^=1,2.. . , т) хусусий о р т т и р м а г а эга б у л а д и . 
11- т а ъ р и ф. Агар Дх к -> -0 да функциянинг хусусий 

прттирмаси Д ^ / х,ам нолга интилса, яъни 

П т А / = 0 (* = 1,2, . . . ,т) 
Д х 4 - 0 * 

31 



булса, } ( Х [ , Х 2 , . . . , . х т ) функция (х\, х%..., хт) нущтада х* 
узгарувчиси буйича узлуксиз дейилади. Одатда функция 
нинг бундай узлуксизлигини унинг хар бир узгарувчиси 
буйича хусусий узлуксизлиги дейилади. 

3 - т е о р е м а . Агар Цх\, Х2,..., хт) функция (х\, 
Х2,..., хт)^М нук,тада узлуксиз (барча узгарувчилари: 
буйича бир йула узлуксиз) булса, функция шу нуктада хар 
бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз б у л а д и . 

2- э с л а т м а. [(х\, Х2,..., хт) функциянинг бирор 
нуктада х а р бир узгарувчиси буйича хусусий узлуксиз 
булишидан унинг шу нуктада узлуксиз (бир йула 
узлуксиз ) булиши х а р доим келиб ч и к а в е р м а й д и . 

24- м и с о л . Ушбу 

( 2 х у , агарх2 + у2ф0 булса , 

О, а г а р х 2 + г/2 = 0 булса 

функциянинг хар бир узгарувчиси буйича узлуксиз , и к к а л а 
узгарувчиси буйича бир йула узлуксиз эмаслигини 
курсатинг . 

Р а в ш а н к и , 
уфО ва х->-хофО булса 

П т Их,у) = П т -4~~^ = ~^~~2 = Кхо, У)-
х — х 0 д г + у Хц + У 

у = 0 ва х->-хофО булса , 

П т / ( л : , 0 ) = П т - | ^ - = 0 = Г(л:0,0); 
х - х 0 х — х 0 л + 0 

у = 0 ва х-»-О булса , 
П т Д*,0) = 0 = / (0 ,0 ) 

б у л а д и . 
Д е м а к , 

Птп}(х,у) = 1(х0,у). 

Бу берилган }(х, у) функциянинг х узгарувчиси буйич; 
хусусий узлуксиз булишини к у р с а т а д и . Худди ш у н п 
ухшаш к а р а л а ё т г а н функциянинг у у згарувчиси буйич; 
хусусий узлуксиз булиши к у р с а т и л а д и . 

Б е р и л г а н функция (0,0) нуктада узлуксиз ( и к к а л ; 
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\I .фувчиеи буйича бир йула узлуксиз) б у л м а й д и . Чунки 
| • 0, ( / ->0 да 

П т 1(х,у) = \\т 1 х у 

х - 0 х —0 Х + у 
у - 0 у - 0 

м . т ж у д эмас . Уни 14 -мисолда курсатилган эди. 
2°. Ф у н к ц и я н и н г у з и л и ш и . 
12- т а ъ р и ф. Агар 

П т 1{хихъ...,хт) = Ьф-Цах,аъ...,ат) 
х , - а ] 

(ч'/лса, еки 
П т [(х1,х2,...,хт) = оо 

х , - а , 

хт~*'ат 
<>улса, ёки [(х1Х2,—, хт) функциянинг лимити мавжуд 
пилмаса, у холда [(х\, х2,..., хт) функция (а\, аг,..., ат) 
нуктада узилишга эга дейилади. 

25- м и с о л . Ушбу 

Их,у) = 1^ + у 3 ' Э Г а р " ( * . г У ) = ^ ( ° . 0 ) булса , 
\ 1 , а г а р (х,у)=(0,0) булса 

функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга булишини 
курсатинг. 

Р а в ш а н к и , 

П т / ( * , * / ) = П т (х2 + у2) = 0. 
х - 0 х - 0 
У —0 у —О 

1>у холда 

П т 1(х,у) = 0ф[(0,0)=1 
х—О 
у - 0 

булади. Юкоридаги т а ъ р и ф г а кура берилган функция 
(0,0) нуктада узилишга эга булади . 

26- м и с о л . Ушбу 

г, а г а р (х, у)ф(0,0) булса , 
Цх,у) = \2 + у~ 

10, а г а р (х, у)=(0,0) булса 
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функциянинг (0,0) н у к т а д а узилишга эга б у л и ш и н и 
а н и к л а н г . 

Р а в ш а н к и , б е р и л г а н ф у н к ц и я /?2 т у п л а м д а а н и к л а н г а н 
булиб , 

П т }{х,у) = Н т 1 = + оо 
х — 0 х—О ЛГ + У 

б у л а д и . Т а ъ р и ф г а кура берилган функция (0,0) н у к т а д а 
у з и л и ш г а эга . 

27- м и с о л . Ушбу 

/ (* .») = — — 7 — 2 — 
81П ЯХ + З Ш Л1/ 

функциянинг узилиш н у к т а л а р и н и топинг. 
Бу ф у н к ц и я /?2 фазонинг 

Г 51ПЯХ = 0, 

\У = 0 

системани к а н о а т л а н т и р у в ч и (х, у) н у к т а л а р и д а у з и л и ш г а 
эга б у л а д и . Кейинги системанинг ечими 

{(х, у):х — п — бутун сон, у = т — бутун сон} 

т у п л а м н и н г н у к т а л а р и д а н иборат . Д е м а к , б е р и л г а н функ­
циянинг узилиш н у к т а л а р и чексиз куп булиб , у л а р 

{(п, т):п^2, т е 2 | 

т у п л а м н и т а ш к и л этади . 
28- м и с о л . Ушбу 

г+у2 

1(х,у)--
(х2^у)(х+гу) 

функциянинг узилиш н у к т а л а р и н и топинг. 
Бу функция /?2 фазонинг 

х2 — у = 0, яъни у = х2 

х а м д а 
х + Зг/ = 0, яъни у=—]-х 

О 

тенгликларни к а н о а т л а н т и р у в ч и н у к т а л а р и д а узилишга 
эга б у л а д и . Д е м а к , берилган функциянинг узилиш 

н у к т а л а р и т у п л а м и у — х2 п а р а б о л а х а м д а у — — !{дг 

тугри ч и з и к л а р д а н иборат . 
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3° . Ф у н к ц и я н и н г т е к и с у з л у к с и з л и г и. 
1{х\, XI,..., хт) функция М т у п л а м д а ( М с /?") берилган 
булсин. 

13- т а ъ р и ф. Агар У е > > 0 сон учун шундай 6 ; > 0 сон 
топилсаки, М тупламнинг , 
р{{х\,х'ч,...,хт), (х{'..., Хт))<д тенгеизликни каноатланти­
рувчи ихтиёрий (х\, Х г / , ) е М , (х\"х"т)^М 
нукталарида 

\Кх\, х"ъ..., х"т) — }{х\, х2,..., хт') ) < 8 

тенгеизлик бажарилса, [(хи х2,...,хт) функция М тупламда 
текис узлуксиз дейилади. 

29- м и с о л . Ушбу 

Их, у)=х* + у2 

функциянинг М~{(х, у)^Я2:х2-Г-у2^. 1} т у п л а м д а текис 
узлуксиз булишини курсатинг . 

У е > 0 сонни олиб, унга кура олинадиган б > 0 сонни 

6 < булсин дейлик . У холда 

р ( ( * 1 , У\ = У ( * 2 - * , ) 2 у- (У2 - Ух ) 2 < б. 

тенгеизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и 4{х\, ух)^М, У(.*:2, 

у 2 ) е М н у к т а л а р учун 

1/(^1, У\)~ 1(х2, у2)\ \х\-г-у\ (4 + УЫ = 

= К*1 — Х2)-(х1 + х2) + (у1— у2М:У]+У2)\< 

<2Л/(х2-х{)2+(у2-у1)2~+ 

+ 2^(х2^х1)2+(у2-у1)2 = 4 б < е 

булади . Т а ъ р и ф г а кура берилган функция М т у п л а м д а 
текис узлуксиз б у л а д и . 

30- м и с о л . Ушбу 

ф у н к ц и я н и н г М = {(х,у)^Я2:0<х2-г-у2^. 1}тупламда те­
кис узлуксиз эмаслигини курсатинг . 

Бу функция М тупламда узлуксиз. Бирок у к а р а л а ё т г а н 
М т у п л а м д а текис узлуксизлик т а ъ р и ф и д а г и шартни 
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щ 

I 
функшгЛ' 

ача айттанда У 6 > 0 учун шундай е > 
2. у'ч) н у к т а л а р топиладики , 

у2'))<8 = > I/(*, '</, ') " Л * / , У2')\е 
м, У 6 > 0 учун е = 1 деб 

х а м д а 

1,(-^-,~^^М н у к т а л а р н и олсак , 

Р ( ( ^ ) ' ( ^ Г ^ ) = ^ Г < 6 

б у л а д и . Д е м а к , к а р а л а ё т г а н функция Л. т у п л а м д а текис 
узлуксиз эмас . 

4- т е о р е м а ( К а н т о р т е о р е м а с и). Агар 
1(х„х2,...,хт) функция чегараланган ёпик М т у п л а м д а 

(Мс^Я") берилган ва узлуксиз булса , функция шу 
т у п л а м д а текис узлуксиз б у л а д и . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги , ф у ц к ц и я л а р н и у з л у к с й з л и к к а текширинг , 
узилиш н у к т а л а р и н и топинг: 

87./(*,*/) = 2 Ш . • 

88ГКХ,У) = - ^ . 

89. /(*,*/) = 
-\[\ х2 — у2, а г а р х2 + у2^. 1 б у л с а , ' 

О, а г а р х2-\-у2> 1 булса . 

90. / ( * , < / ) - * у 

91. / (х , у) 

х+у' 

2х — 3 

* 8 + | Г , - 4 " -

х—г/ 

04. / ( х , / / ) = 1 п ( 9 - х 2 - г / 2 ) . 
3 

95. /(*,*/) = 

96. 1(х,у)= 

х 2 + у 2 ' 

I 

У * 2 ? ? 

97. / ( * , , ) = ^ . 

98. /(*,*/) = зш•" 

99. /(*,*/) = 

ху 

1 

зшх-зшу 
100. / (х , у)=со& 

1 

х 2 + у 2 - 9 ' 

101. Ушбу 

{ 1, а г а р у ^ х ёки у ^ 0 

0, а г а р 0 < у < х булса 

булса , 

функциянинг (0,0) н у к т а д а узилишга эга эканини исбот-
ланг . 

102. Ушбу 

у 4 — х2, а г а р у—0 булса , 

д/4 — # 2 , а г а р х = 0 булса , 

О, а г а р хфО, уфО булса 

функциянинг (0,0) н у к т а д а узлуксиз булишини исбот-
ланг . 

103. Ушбу 

!(Х,У)-

^ш2 -, а г а р х2-\-у2>0 булса , 
У * Ч 7 ' 

0, а г а р х2-\-у2 = 0 булса 

функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз булишини йсбот-
л а н г . 
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104. Ушбу 

/(*, у)= 
$тх + &'ту , а г а р х-у-уфО булса , 

х+у 

1, а г а р х } г/ = 0 булса 

функциянинг (0,0) н у к т а д а узлуксиз булишини исбот-
л а н г . 

105. А г а р / (х , у) функция х а р бир узгарувчиси буйича 
узлуксиз булиб, бирор узгарувчиси буйича монотон булса , 
у холда }(х, у) функциянинг и к к а л а узгарувчиси буйича 
бир йула узлуксиз булишини исботланг . 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г М т у п л а м д а текис узлук­
сиз булишини исботланг: 

106. / (х , у) = хг-у3; М = {(х, уКЯ2:1 < х < 2 , 0 < # < 1}. 

107. / (х , у)= М = {(х, у)еЯ2:0<х2+у2<25}. 
г \

108. / (х , у) = ху&т~ М = {(х, # ) е / ? 2 : 0 < х < 1 , 0 < * / < 1 } . 
У --

109. / (х , у)=л1х1+у2; М = К2. ,' ' 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г М т у п л а м д а текис узлук­
сиз эмаслигини курсатинг: 

л /* 4 +И ПО. / (х , у ) . = - -; М = {(х, г / ) е / ? 2 : 0 < х 2 + г / 2 < 1}. 

111 / (х , г/) = х 5 т ^ ; М = {(х, у)еЯ2:0<х,0<у<1). 
У 

112. / (х , у)= 4 г 4 ; ^ = { ( * . < / )<Е/? 2 : 0<х 2 + г / 2 < 1 } . 
х +у 

XIII боб 

КУП УЗГАРУВЧИЛИ Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г ХОСИЛА 
ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И 

1-§. К У П У З Г А Р У В Ч И Л И Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г ХУСУСИЙ 
Х О С И Л А Л А Р И ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И 

1°. Ф у н к ц и я н и н г х у с у с и й х о с и л а л а р и в а 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч а н л и г и . 

/ ( * ] , х 2,..., хт) функция очик М т у п л а м д а (УИс=/?ш) 
берилган булиб, (х°, х 2 х°т)^М булсин. Бу функциянинг 
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<к (к =1,2,..., т) координатасига шундай Ах* (к =1,2;..., 
т) орттирма б е р а й л и к к и , (х?, х 2 , . . . , х\-\-Ах*,..., хт)^М 
булсин. Унда функция 

Ах*/ = /(х?, х1..., х2 + Ах*,..., х т ) - / ( х ? , х§,..., х° ) 
хусусий о р т т и р м а г а эга булади . 

1- т а ъ р и ф. Агар Дх*-»-0 да ушбу П т 
Д х , — 0 А х * 

/(*? х°к + Ахк х° ) - / ( * » , . . . , х° т ) 
И т — лимит мавжуд ва чекли 

лх^—о д * * 

булса, бу лимит / ( х ь х 2 , . . . , х т ) функциянинг (х°\, х 2 , . . . , х ^ 
нуктадаги х* узгарувчиси буйича хусусий ^осиласи 
дейилади ва 

}Г1 > /*Л*1> Х2'-< Хт) дхк 

белгиларнинг бири билан белгиланади. Демак, 

•»Г _ Ч т ^ _ ( * = 1 , 2 , . . . , т ) . 
й * * Д х , - 0 Д * * 

Кел тир ил г ан т а ъ р и ф д а н , / ( х ( , х 2 , . . . , х т ) функция 
/*,, / х 2 . / ж ш х у с у с и й хосилалари бир узгарувчили функция­
нинг хосиласи каби эканлиги куринади . Бинобарин , куп 
узгарувчили функциянинг хусусий хосилаларини хисоб-
л а ш д а бир узгарувчили функциянинг хосиласини хисоб-
л а ш д а г и м а ъ л у м коида ва ж а д в а л л а р д а н тулик ф о й д а л а -
ниш мумкин. 

1 -м и с о л . Ушбу 
/(*, У) = е*» 

функциянинг (1.1) нуктадаги / х , ['у хусусий хосилаларини 
хисобланг . 

Т а ъ р и ф г а кура 

дх Д х _ 0 Дх 

а/( 1,1) ,• / ( 1 , 1 + Д у ) - Д 1 , 1 ) А „ , 
' ' — Н т — — — — — — - — - булиб, ду д у - о Ау 

Дх Дх 
. . / ( 1 + Д * , 1 ) - / ( 1 , 1 ) . . . е | + 4 х - е 
1 1 т ' ' —-^-^ = П т 

. . е ( е & 1 - \
=  Н т —!—г '- = е 

д х - о Ах 
га тенг. Худди шунга ухшаш 
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I 
И т _ Ш 1 > ± М = Ш ) = И т 

А у - О 

б у л а д и . 
Д е м а к , 

2 -м и с о л 

Ду 

5/(1,1) 
дх 

Ушбу 

= е, 

Д у - 0 

5/(1,1) 

Ду = е 

ду 
-е. 

/(*, у)= 

функциянинг (0,0) нуктада хусусий х о с и л а л а р и м а в л ^ 
эмаслигини курсатинг . 

Р а в ш а н к и , (х, #)=/=(0,0) да 

Г Ах, у)-. 2х 

?у(х, У) = 2у 

V* 2 + У2 

У 

2 у ^ + 7 У*Ч// 2 

Хосила т а ъ р и ф и г а кура 

Г , ( 0 . 0 ) = П т - / ( О + А х ; 0 ) - / ( О ' ° 1 = П т 
д х - о Ах д х — о Ах ' 

# 0 , 0 ) = П т -
Ду —0 

(0,0 + А у ) - / ( 0 , 0 ) 

Д у - 0 Д^ 
булади . Б и р о к 

|Ах | 1Ду1 П т П т 
Дх —О АХ Ду —О АУ 

л и м и т л а р м а в ж у д булганлиги с а б а б л и , к а р а л а ё т г а н 
функциянинг (0,0) нуктада хусусий хосилалари м а в ж у д ! 
булмайди . 

3 -м и с о л . Ушбу 

!(х, у) = \п 

функциянинг [х, [у хусусий хосилаларини хисобланг . 
Бу функциянинг х узгарувчиси буйича хусусий 

хосиласини х и с о б л а ш д а у ни у з г а р м а с , у узгарувчиси 
буйича хусусий хосиласини х и с о б л а ш д а эса х ни у з г а р м а с 
деб к а р а й м и з . Унда 
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- | ^ = ( 1 п 1 ё - ) х 
дх 1 ъ У 

ду К * у ' у х х 

У 

2 Х 
С05 у&т2~ 

2 х 
С05 — 

• ( - 4 ) = 

У 

-2х 

у 2 5 т 2 -

булади . 
4 - м и с о л . Ушбу 

( а г а р (х,у)Ф(0,0) булса , 

/ ( * , » / ) = \ 

[0, а г а р (*,«/) = (0,0) булса 
функциянинг хусусий хосилаларини топинг. 

Икки холни к а р а й л и к : 
1) (х, у)Ф(0,0) булсин. Бу холда 

Э/ _ _ _ Э / 2ху \ 2 у ( х 2 + у 2 ) - 2 х у 2 д : _ 

2у(у2-х2) (Х2 + У2)2 ' 

а у 

д ( 2ху \2 + у 2 ) - 2 х у - 2 ; / 

= М Х 2 + У 2 У ( х ' + У 2 ) 2 

2 х ( х 2 - 1 / 2 ) 

<х 2 + « , 2 ) 2 

булади . 
2) (х, у) = (0,0) булсин. Бу холда , хосила т а ъ р и ф и д а н 

ф о й д а л а н и б , топамиз : 
5/(0,0) = П т /(0 + А х , 0 ) - / ( 0 , 0 ) = И т 2Дх^0 = 0 > 

5 х дх —0 

11т 

А* 

/(0,0 + А ( / ) - / ( 0 ! 0 2 

Ах —0 Ах* 

2А(/-0 
П т = 0. 

5у ' д у - о ЛУ А » - * 0 ДУ" 

Д е м а к , берилган функция ихтиёрий (х, у)^Я2 нуктада 
хусусий х о с и л а л а р г а эга . 

5 -м и с о л . Ушбу 

1(х,у) = 
^ Ц - , а г а р (х,у)Ф(0,0) булса , 

0, а г а р (х, у) = (0,0) булса 

функциянинг (0,0) н у к т а д а хусусий хосилаларини топинг. 
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Хусусий х о с и л а л а р т а ъ р и ф и д а н ф о й д а л а н и б топамиз : 

. ^ 0 , 0 ) = . Нш Я О + л , о ) - д о , о ) = 1 . т о 

' д*-о л * Дх-о Дх 

/1(0,0)= П т Л Д - О + у - Л Ц » ) = Н т ± . 0 . 
' А»-о Д У Ду .о Д У 

Д е м а к , 
• / х ( 0 , 0 ) = 0 , / у ( 0 , 0 ) = 0. 

Б е р и л г а н функция (0,0) нуктада хусусий х о с и л а л а р г а эга 
б у л с а д а , у шу н у к т а д а узлуксиз булмайди . Чунки 
(0,0) нуктага интилувчи 

кетма-кетликда функция к и й м а т л а р и д а н иборат 

кетма-кетлик учун 

1 1 

П т / ( | , 4 ) = ^ - ^ - ^ - = у ^ 0 = = / ( 0 , 0 ) 

П— СО " Л П — 0 0 _ | | 1 * 

л Я 
булади . Д е м а к , 

1 1 т / ( | , 4 ) ^ / ( 0 - 0 ) -
п— оо " Я 

Бу эса / ( * , г/) функциянинг (0,0) нуктада узилишга эга 
эканини билдиради . 

/ ( * ! , Х2 хт) функция очик М сг Кт т у п л а м д а 
б ерил ган булиб, (х°, х 2,..., * т ) € Л . булсин. М т у п л а м д а 
(х\-\-&Х\, Х2 + АХ2,..., хт + Ахт) нуктани олиб , функция­
нинг тула орттирмаси 

Д/(х?, х°2,..., = + Дх,, ХгЧДхг 4 + Д х т ) -
- / ( х ? , Д . . . , х°т) 

ни к а р а й м и з . 
2- т а ъ р и ф. Л г а р Кх\, Х2,..., хт) функциянинг (х°\, 

Х2,—, хт) нуктадаги Д / (хь х%,..., х%) орттирмасини 
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АЦх°ь х°2,..., хпт)=А1Ах1-]А2Ах2-^...-\-АтАхт + • 

+ а 1 Д х , 4 - а 2 - Д ^ 2 + - Н - а т - Д х т к а б ц и ф о д а л а ш м у м к и н 

булса, 1(х{, Х2,...,1 хт) функция (х1, х2„.., х°т). нуктада 
дифференциалланувчи дейилади (бунда А\, А2,...,'Ат лар 
Ах\, Ах2,..., Ахп л а р г а боглик булмаган у з г а р м а с л а р , а\, 
а 2,..., а т л а р эса Д^ь Ах2,..., Ахт л а р г а боглик ва Ах\-+(), 
Дх 2 ->-0, . . . , Д х т - > - 0 , даа\, сс2->-0,..., ат-+0{Ах1 = Дх 2 = 
= . . .==Дх т ==0 булганда а 1 = о в = ... = = « т = 0 деб олина-
ди). ' ; . 

Агар 1(хи х2,..., хт) функция М тупламнинг х;ар бир 
нущтасида дифференциалланувчи б(}лса, функция М туп­
ламда дифференциалланувчи дейилади. 

Юкоридаги (1) мунбсабатни 

А/(*?, А х1)-ААх]+А2Ах2 + ...+АтАхт + Щ), (2) 

куринишда хам ёзиш мумкин. Бу ерда: 

р = У л * . Ч - А * | + - + Д * 2 . -

6- м и с о л . Ушбу 
!(х, у) = х2 + у2 

функциянинг ихтиёрий (хо, г/о) (ЕЯ2 нуктада дифференци­
алланувчи эканини курсатинг . 

Б е р и л г а н функциянинг (х0, у0) нуктадаги тула 
орттирмасини топамиз : 

Л/(*о> Уо) = Кх0 + Ах, у0 + Ау)—Кх0, у0) = 

= (х0 + Ах)2 + (у0 + Ау)2 - (х2 + у*) = 

= 2х ( )Дх 4- 2упАу + Ах2+ Ау2. 

Агар ^ | — 2хо, Д 2 = 2г/о, ах—Ах, а 2 = Дг/ дейилса , 
унда / , . _ 

. ДДхо, ..Уо) = А |Дх + А2Ау -\-^ • Ах+а2Д// 

булади . Б у эса берилган функциянинг (*о,. уо) нуктада 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и эканини билдиради. 

7 - м и с о л . Агар / ( * , у) функция (х0, г/о)6/? 2 нуктада 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и булса , у холда бу функциянинг шу 
нуктада }'х(хо, уо), ['у(хо, уо) хусусий хосилалари м а в ж у д ва 
(2) муносабатдаги А1 ва Л 2 л а р учун 

!'х(хо, уо) = А\, !'у(Хо, //о)==Л 2 

булишини исботланг. 
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Хусусий хосилалар таърифидвн фой^' 

, 0 ) = П т -
Дх —О 

/ ; ( 0 , 0 ) = И т -
Ду—О 

/<0+Л*,0)-/(0.0) 
Ах 

ш±м>-
Ау 

Г.. 
9 

Демак, си Е 

/5(0.0) = 
1-<С Р 

Берилган функция (0,0 г> -• * 
булсада, у шу ну " - -
(0,0) нуктага инти •з 

Р. 

=? » 
\ а % г -

> х а • 
? • 
Р о\ 
Р : 

\
. > 
V 
х-

X 

кетма-кетлг 
о 

Е Р 

Р ~ 

* -X 

Р* в) * -:: X 05" к> 

О) 
о ** р -
р 

+. 

+ 

.р <р 

р ?=. 
Р 
Р 

> 
V X а 

4-

ке т 

нуктада 

(3) 
тса унда 

^ктада 

. ^ . . пциянинг (хо, уо) нуктада 
~пл;яласи м а в ж у д ва 

8- м и с о л. Ушбу 
/у(*о, Уо)=А2. 

Кх,у)-
ху 

г , а г а р (х, у)ф(0,0) булса , 
у ? + 7 2 

0, а г а р (х,у) — (0,0) булса 

функциянинг (0,0) нуктада д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и 
булмаслиги курсатилсин . 

Б е р и л г а н функциянинг (0,0) нуктадаги орттирмасини 
топамиз : 

Д/(0,0) = /(0 + Дх,0 + Д * / ) - / ( 0 , 0 ) = /(Дл:,Д1/) = ' 
ДхДу 

У Д ^ + А»2 

айлик , я ы 
иалланувч; 

А/(0,0) = / ;(0,0)Ах + / ; (0 ,0 )Аг /4-а | Ах4-а 2 Аг/ 

Тескарисини ф а р а з к и л а й л и к , яъни берилган функция 
(0,0) нуктада д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и булсин дейлик . Унда 
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булиб, Ах-»-0, Ау-^0 да а.1->-0, а 2 - > - 0 . 

А г а р / ; ( о , о ) = п т н ^ - к т ^ о , 
Дх —о Ах 

# 0 , 0 ) = П т „ о 

* ду-о КУ 

булишини эътиборга олсак , 

Д / ( 0 , 0 ) = а , - Д х + а 2 - Д г / 
келиб чикади. Н а т и ж а д а ушбу 

— А* А у =а{- Ах-у-Щ- Ау 
У А ^ + Ду2 

тенгликка келамиз . Кейинги тенгликдан Ах = Ау б у л г а н д а 

Дх 

яъни 

^ - = М « 1 + « 2 ) , 

«1 +052= - | -

булиши келиб чикади . Бу эса Дх->-0, Дг/-»-0 да оц->-0, 
а 2 - » - 0 булишига зиддир . Зиддйятнинг келиб чикишига 
берилган функциянинг (0,0) н у к т а д а д и ф ф е р е н ц и а л л а ­
нувчи булсин дейилишидир . Д е м а к , к а р а л а ё т г а н функция 
(0,0) нуктада д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и эмас . 

1 - э с л а т м а . }(х\, х%..., хт) функциянинг (х°[, Х2,..., х%) 
нуктада барча хусусий х о с и л а л а р г а эга булишидан унинг 
шу нуктада дифференциалланувчи булиши хар доим келиб 
чикавермайди ( к а р а л с и н , 8-мисол). 

9 -м и с о л . Ушбу 

/(*, У)= л/\ху\ 

функциянинг (0,0) нуктада хусусий х о с и л а л а р г а эга 
булишини ва шу н у к т а д а уни д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и 
эмаслигини курсатинг . 

Т а ъ р и ф д а н ф о й д а л а н и б берилган функциянинг 
(0,0) нуктадаги хусусий хосилаларини топамиз : 

г ' /ллч I - /(0 + Дх,0)-Д0,0) .. /(Д*,0) / Л 0 , 0 ) = П т ^ ' = П т " ' = 
Дх—0 АХ Дх —о ьх 

= 11т — ^ = 0, 
Дх —0 Ах 
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# о , о ) = ц щ / ( ^ + у - л о . о ^ Н т 

= И т _ у ^ Ж = 0 

Д е м а к , 

/ « 0 , 0 ) = 0, Ж 0 , 0 ) = = 0 . 
Ф а р а з к и л а й л и к функция (0,0) н у к т а д а д и ф ф е р е н ц и ­

а л л а н у в ч и булсин. У холда 

А/(0,0) = /(0 + Ах.О + Ау) - /(0,0) = / (Дх, Ау) = 
= л/ |Дх-Д*/ | 

булиб , бу орттирмани ушбу 

Д/(0,0) = /;((),0)Дх + №\ЩЬу + 0(р) 

( р = д / Д х Ч Д г , 2 ) 

куринишда и ф о д а л а н а д н . 
К у й и д а г и 

А/(0 ,0 ) - (Л 1 Ах + Л2А</) ^ДД^ДТГ 

муносабат ихтиёрий Дх ->- 0, Дг/ 0 л а р д а нолга и н т и л м а с -

лигини куриш кийин э м а с . М а с а л а н , Дх = -—>-0, 

Дг/ = -^—>-0 б у л г а н д а 

V - - -
у п п 

|АхА</| \ п 1 

У д > + д 7 2 - * / _ ! _ + _ ! _ 2 ' 

Д е м а к , 

У 1 Д х - А у | # 0 ( Р ) . 

А й т и л г а н л а р д а н , б е р и л г а н функциянинг (0,0) н у к т а д а 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и э м а с л и г и келиб чикади . 

/(Хь х 2 , . . . , хт) функция М с Г т у п л а м д а б е р и л г а н 
булиб , Хь х 2 , . . . , х „ у з г а р у в ч и л а р н и н г х а р бири уз н а в б а т и -
да / ] , к 1к у з гарувчиларнинг 7сг7?* т у п л а м д а берилган 
ф у н к ц й я с и булсин: 
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^ 2 = Фг(^. * 2 . - . **). (4) 

Бунда ( г ь <2,..., 4 ) 6 7" булганда унга мое ( х ь х 2 , . . . , хт)^М 
булсин. Н а т и ж а д а 

/ (фь к,-, (к), ф г ^ ь ^2,..., <*) ф4<Ь ^2,..., / * ) ) = 

= / ^ , м 
м у р а к к а б функция хосил булади . 

1 - т е о р е м а . Агар (4) функцияларнинг кар бири 
(*?,..., /*) нуктада дифференциалланувчи б у л и б , }(хп *2,..., 
хт) функция эса мое (х\, х°,..., х°т) нуктада дифференци­
алланувчи булса , у холда мураккаб функция хам (({, й,..., 
1°к) нуктада дифференциалланувчи б у л и б , 

5/, _ д х , " д1х дх2 ' д1х — + дхт ' д1х ' 

Л . = Л . ^ } - + Л-.^-Л- • (5) 
д(2 <Эх1 ' д / 2 ~|~ а х 2 " д<2 ~ Г "' з х т а / 2 ' 1 ' 

, 'дху ' д(к *~ дх2 ' дгк "Т"'" д х т ' д(к 

б у л а д и . 

10- м и с о л . Ушбу 

/ ( х , г/) = х 2 - у 2 

функциянинг хусусий х о с и л а л а р и н и топинг, бу ерда х = 
= / = / 1 С 0 5 / 2 , У = ([&Ш2. 

Ю к о р и д а келтирилган (5) ф о р м у л а л а р д а н ф о й д а л а -
ниб, берилган мураккаб функциянинг хусусий хосилалари­
ни топамиз : 

д1, ~ дх д<} + ду д1, - ( д Г У )хЛ^о&12)11-+ 

+ ( X 2 — у2)'у • ( / , 5 1ПГ 2 ) ' ( ] = 2 х С 0 5 / 2 — 2у&Ш2 = 2 / ,С0 5 / 2 X 

X с о з / 2 — 2 / 1 5 т / 2 5 1 п / 2 = 2/ 1со52< 2 , - ? г = 4 ^ - ^ г - + 
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+ (х2 — у2)"у-(1^Ш2)'12 = 2х( — 1х&Ш2) — 2у • (гсо512 = 

= — 2 / 2 5 1 П / 2 С 0 5 ^ 2 — 2 г ' 2 5 1 П / 2 С 0 5 ^ 2 = —2^2&\Т^2^2. 

Д е м а к , 

^ - = 2/ ,со52/ 2 , 4г= — 2г?31п2/ 2. 
д1х 1 1 д12 ' * 

1 1 - м и с о л . Ушбу 

Р = Цх2у, X») 

функциянинг хусусий х о с и л а л а р и н и топинг. 
Б е р и л г а н функцияни 

/г = /(«, V), бу ерда и = х2у, ь — ху 

деб к а р а ш мумкин. Унда (5) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б 
топамиз : 

дР дР ди . дР д о дР „ . дР у_у 
1)7~1^'1^ + 1 ^ ' 1 к ~ 1 ы х у + ~дТ'ух 

дР дР ди , дР ди дР 2 , дР „ . = + — = -~—х4--~—-ху\пх 
ду ди ду до ду ди ду 

2°. Й у н а л и ш б у й и ч а х о с и л а . / (х , у) функция 
очик М т у п л а м д а ( М е г / ? 2 ) берилган булсин. (хо, г/о) 
тупламнинг ихтиёрий нуктаси булиб , / бу н у к т а д а н утувчи 
бирор тугри чизик булсин. Бу тугри чизикда (хо, г/о) 
нуктага нисбатан икки й у н а л и ш д а н бирини манфий 
йуналиш деб кабул к и л а й л и к . / чизикнинг мусбат 
йуналиши билан, мое р а в и ш д а , абсцисса х а м д а ордината 
укларининг мусбат йуналиши орасидаги б у р ч а к л а р а ва |3 
булсин. 

3 -т а ъ р и ф . / чизищдаги (х, у) нук,та I чизик; буйлаб 
(хо, уо) нуктага интилганда ушбу 

/(*, у ) - 7 ( * 0 . У 0 ) 

р((*о- Уо)- (*• У» 

нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит /(х,г/) функ­
циянинг (хо, уо) нуктадаги I йуналиш буйича х,осиласи 
дейилади ва 

д((х0, у0) 

д! 
каби белгиланади. Д е м а к , 
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д / _ 1 1 т / ( * . у ) - / ( * 0 . Уо) 
д~1 ~~ {Хг у ) М х < ^ Уо) р( (х 0 , у0), (х, у)) 

2 - т е о р е м а . Агарях, у) функция (хо, до) нуктада диф^теренци-
Ш1ланувчи булса, у холда функция шу нуктада хар кандай / йуналиши 
буйича хосйлага эга ва 

д[(х0,у0) д!(х0,у0) дЦх0,у0) 
_ = созаН созр 

д1 дх ду 

булади. 

1 2 -м и с о л . Ушбу 

Кх,у)= агс1е х 

функциянинг (1,1) нуктадаги / йуналиш буйича хосиласини топинг, бу 
фда /—(0,0) нуктадан (1,1) нуктага караб йуналган биссектрисадан 
иборат. 

Берилган функция (1,1) нуктада дифференциалланувчи булганлиги-
дан 2-теоремага кура 

д / (1 ,1 ) 3/(1,1) . д / (1 ,1 ) „ 
•-— -созаН — — - с о з р д / дх ду 

булади. Р а в ш а н к и , ад 1,1) у \

3/(1,1) х I 1 

дУ х2 + у>\~\

ва / — биссектриса булганлиги с а б а б л и <х=^-

Д е м а к , 
аД 1,1) 1 л 1 я . 

= —С08— — С О 8 - г = 0 . д1 2 4 2 4 

1 3 -м и с о л . Ушбу 

/(х, у) = \п(х + у) 
9 9 

функциянинг 1-р —) нуктадаги / йуналиш буйича хосиласини топинг, бу 
ерда / — шу нуктадан утувчи абсцисса укининг мусбат йуналиши билан 
^ бурчак т а ш к и л этадиган тугри чизик. 
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Ю к о р и д а келтирилган т е о р е м а г а кура 

4 2 = 4 - ^ - . соза + т:, С 0 8 Р Ы дх ~" ' ду 

булади . Р а в ш а н к и , 

Тх х + у 1 2 7 ' 
9 

9 9 

4 1 » 1 > _ ± 
ду х + у 1 * 2 7 ' 

2 

Д е м а к , 
9 9 ' ' 

^ Т ' Т * 4 я . 4 я „ 4 А/2 4 ^ 
- ~ з Г - ~ = 2 7 Ч ; 0 5 Т + 2 7 " С 0 8 Т = 2 - ^ 7 - 2 = - 2 7 - -

1 4 -м и с о л . Ушбу 

/(*. у) = х+\у\ 
функциянинг (0,0) н у к т а д а г и координата у к л а р и буйич 
х о с и л а л а р и н и топинг. 

Бу функциянинг (0,0) нуктада ОХ уки буйич 
хосиласи 1 га тенг, ОУ укн буйича хосиласи эса м а в ж у 
э м а с . | 

2- э с л а т м а . Функциянинг д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч ! 
бу\лмаган н у к т а д а хам й у н а л и ш буйича хосила мавжу! 
булиши мумкин. | 

1 5 - м и с о л . Ушбу 

функциянинг (0,0) нуктада исталган йуналиш буйич 
хосиласи м а в ж у д л и г и н и курсатинг . 

Й у н а л и ш буйича хосила т а ъ р и ф и д а н ф о и д а л а н и 
топамиз : 
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Д е м а к , 

5/(0,0) = , 
5/ 

К а р а л а ё т г а н функция (0,0) н у к т а д а д и ф ф е р е н ц и а л л а ­
нувчи э м а с , чунки 

Д/(0,0) = / (Дх, Д г / ) - / ( 0 , 0 ) = /(Дх,Дг,) = ^|Xx* + Ау2 а р . 

булиб, р а в ш а н к и , р-»-0 да рФ0(р). 

3°. Ф у н к ц и я н и н г д и ф ф е р е н ц и а л и. 
/ ( х ь х 2 , . . . , хт) функция очик М <=: /?" т у п л а м д а 

берилган булиб, (х?, х\,..., хт)^М нуктада д и ф ф е р е н ц и ­
алланувчи булсин. Унда функциянинг шу н у к т а д а орттир -
маси учун 

А}(х1х1\...,х0т) = ААХ1+А2Ах2 + ...+Ат-Ахп + Щр) = 

= ^ + ^ 2 + - + ^ + 0 ^ ) 
булади . 

4 -т а ъ р и ф . / ( * ! , хг,..., хт) функция орттирмаси Д/(х?, 
Х2,..., хт) нинг Д х ь Дх 2,..., Д х ш ларга нисбатан чизикли бош 
к,исми 

А, Дх, 4- А 2 Д х 2 -+ . . . + А тАхт = ^ Д х , + - | ^ - Д х 2 4-... + 

/ ( х ь х 2 , . . . , хт) функциянинг (х°, х 2 , . . . , х?т) нуктадаги 
дифференциали дейилади ва а"[ ёки ^ / (х1 ,х 2 , . . . ,х^ каби 
белгиланади. 

Д е м а к , 

а№, А,.., ^ ^ х 1 + ^ х 2 + . . . + - ^ - а Х т (6) 

( Д Х 1 = ^ Х Ь Дх 2 = </х2,..., Ахт = йхт). 

1 6 -м и с о л . Ушбу 

1(х,У)=^ху + ± 

функциянинг д и ф ф е р е н ц и а л и н й топинг. 
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I 
(6) формулага кура 

булади. 
Энди функциянинг хусусий хосилаларини топамиз: щ 

Демак, 

у ах ау= 

= " — и у + ^ х + ( х - ^ у ] 

2 Л 1 х у + 7 

1 7 -м и с о л . Ушбу 

1(х, #) — а г с с б з 
ху 

функциянинг Дифференциалини топинг. 
(6) формулага кура , 

. •'/- > . у » 

булади. 
Энди берилган функциянинг хусусий хосилаларини| 

топамиз: 

-4~=(а г с с о з — ) , = 
дх х ху " 

1 

\ху\ 

1 У 1 , х 2 / 

* / У Л 2 - Г 
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д , 1 ч-— -̂ = ( а г с с о з — ) = ду ху'» 

\ху\ 

Демак, 

^ул/хУ-^ 
\ху\ 

хУл[хУ^1 
^ л х + и У ) . 

4у= 

1 8 -м и с о л . Ушбу 

/=•=/(ы, V), и=ху,у = 

мураккаб функциянинг дифференциалини топинг. 
Функция мураккаб булган холда хам унинг диффе-

ренциали 

ар-. 81 
~ди 1и-\-~-ау 

куринишда булади. Бирок, бу холда аи ва лар эркли 
орттирмалар булмасдан, улар х ва /у ларга боглик булади. 
Шуни эътиборга олиб топамиз: 

аи=а(ху)=(хуу,4х+(хуууау=уах+хау, 

Демак, 

4°. Т а к р и б и й ф о р м у л а . Фараз килайлик, / (хь 
Х2,..., хт) функция очик МаЯт тупламда берилган бу\пиб, 
(х\, Д . . . , хт)ЦМ нуктада дифференциалланувчи булсин. 
У холда 

Д / ( Д Д . . . , А ) = < * Л Д Д . . . , Д ) + 0(р) 

булади. р->-0 да 
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АД*?,*» *°) 
й}(х1х1...,хйт) 

1. 

Н а т и ж а д а ушбу 

А/(х?, х1 хт)^а[(х°и х1..., х°т) 
т а к р и б и й ф о р м у л а г а к е л а м и з . Уни 

АД*?, х^-^-Ах, +-Е-Ах2 + ...+ # Ахп дх„ 

каби ёзиш хам мумкин. 
1 9 -м и с о л . Ушбу 

а = 1 , 0 2 3 - 0 1 

микдорнинг т а к р и б и й кийматини топинг. Б е р и л г а н ми 
дорнинг такрибий кийматини топиш учун 

!(х,у) = ху 

функцияни к а р а й м и з . Бу функция (1,3) н у к т а д а дифф, 
ренциалланувчи . Д е м а к , 

А/( Щ - Ш ^ х +Щ&Ау + 0 (0) . 

Энди Д х = 0 , 0 2 , Д/у = 0,01 дейлик: Унда 

Л / ( 1 , 3 ) * ^ Д * 4 ^ Л ^ 

=> /(1 + 0,02,3 4- 0,01) - /(1,3) дау • ху~[ • Ах 4-

.4- ХУ\Т1Х • Ау | х _ 1,4| = 3 1 д л : = о , 0 2 , Д » = 0 . 0 1 

=^ Я1 >02;3,01) - / ( 1 , 3 ) « 3 • 1 '• 0,02 4 -1 • 1п 1 • 0,01 =>-

=>- 1,023'01 - 1 « 0,06 => 1,02 3 ' 0 1да 1,06. 

Д е м а к , 
а = 1 , 0 2 3 0 1 д а 1 , 0 6 . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги функцияларнинг хусусий х о с и л а л а р и н и т 
ПИНГ: 

1. !(х,у) = х—у 
х + у' 
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2. /| 

3. Кх,у) 

4. /(*></] 

5. !(х,у] 

6. Кх,у) 

7. Кх,у] 

8. Кх,у) 

9. !(х,у) 

10. Цх,у) 

11. Цх,у) 

12. Кх,у) 

13. ?(х,у) 

14. Кх,у) 

15. 1(Х,У) 
16. Кх,у) 

17. Цх,у) 

18. Кх,у] 

19. Кх,у) 

20. Кх,у) 

21. Кх,у) 

22. !(х,у) 

23. !(х,у) 

Х,У 
х+1 

= е 

= а г с 1 ^ ~ -

• ху \п(ху). 

-•атс{%л/ху. 

= ЭГС51П 
л/хЧ?' 

( а т * ) 0 0 8 " . 

1П51П 

--- еху. 
у 

х+\ 

•Ш&х + у). 
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24. }(х,у) = агсз'т-

25. 1(х,у) = (2х)». 
У?+72' 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г (х0,уо) н у к т а д а д и ф 
р е н ц и а л л а н у в ч и булишини исботланг: 

26. 1(х,у) = хуУ(х0,у0)еЯ2. 

27. }(х,у) = 3-фс&ту, (хо,уо)=(0,0). 

28. Кх,у) = 1Х!1У(х0,у0)еЯ2. 
29. 

Цх,у) = 

(х2 + г / 2 ) з т - ^ - ^ а г а Р (•*,*/) ^ЦО.О) булса , 

О, а г а р (*,«/) = (0,0) булса , 

( З Д ) = (0,0). 

30. /(*,*/) = 

4 ± 4 , а г а Р ( * , 0 Ж ° , О ) булса , 
лГ + Г 

О, а г а р (х,у) = (0,0) булса , 

. (хо,й>) = (0.0). 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г (хо,*/о) нуктада д и ф 
р е н ц и а л л а н у в ч и эмаслигини исботланг: 

31 . Кх,у)=3^,(х0,Уо) = (0,0). 

32. / ( ^ ) = У ^ + ? , ( ^ о , У о ) = (0,0). 

33. /(*,*/) = 
х\у\ 

V 
а г а р (х,у)Ф(0,0) булса , 

О, а г а р (х,г/) = (0,0) булса , 

( З Д = ( 0 , 0 ) . 

34. /(*,*/) = 
г , а г ар (х,у)ф(0,0) булса , 

О, а г а р (х,</) = (0,0) булса , 

( а д ) = ( 0 , 0 ) . 
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34, а. Агар ?{хьх2,...,хп) функция « х ^ , . . . , х ° ) е М е г Я** 
нуктада Дифференциалланувчи булса , у шу нуктада 
у злук сиз булишини исботланг . . 

34,6. Агар [(хих2,...,хт) функция ( ^ Д - Д ^ е ' М с ^ * 
нуктада д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и булса , у шу нуктада 
б а р ч а хусусий х о с и л а л а р г а эга булишини исботланг . 

35. Агар }(хих2,...,хт) функция (х°1,х2,...,х'т)^М 
нуктанинг атр о фид а барча у з г а р у в ч и л а р и буйича хусусий 
х о с и л а л а р г а эга булиб , бу хусусий х о с и л а л а р шу нуктада 
узлуксиз булса , }(хих2,...,хт) функция (х°их1 х°п) нукта­
да д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и булишини исботланг . 

Куйидаги м у р а к к а б фу нк циял ар нинг хусусий хосила­
ларини топинг: 

36. Пх,У) = * У , х = 1, у = 12. 

37. 1(х,у) = Р, х = и2-\-у2, у = и-п. 

38. [(х,у) = Р, х = аи, у = Ы. 

39. Кх,у) = Р, х = и2 + у2, у = и2 — у2. 

40. х,у), х = м51па, у = и2. 

41 . !(х,у) = —, х = е', гу = 1п/. 
У 

42. !(х,у) = ХУ, Х==51Пи, у = с о ж . 

43. [(х,у) = Х81П1/4-2/5)ПХ, Х = ^, у = 1 1 ^ . 

44. !(х,у) = 1п5т-4=-, х = 3/ 2, у=л1(2+\. 

45. 1(х,у) = агс1&7, х = 1, у = 12. 

46. Кх,у) = е"Чп(х + у), х = (\3-

47. Кх,У) , = ху-г-у\ = и2 + у2, у = и2 — ь2. 

48. Ушбу 1(х,у) = х2 — ху 4- 2у2 функци 
нуктада Ох уки билан 60° ли бурчак т а ш к и л этадиган 
йуналиш буйича хосиласини топинг. 

49. Ушбу /(х,г/) = 1п д /х 2 4-г / 2 функциянинг (1;1) нук­
т а д а Ох уки билан 45° ли бурчак т а ш к и л э тад иг ан 
йуналиш буйича хосиласини топинг. 
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24. /С' . 44 

7 

1КЦИЯНИНГ 2у2 + х2 = €2 

рктасидаги шу нукта н о р м а л 
.асининг ноль булишини йсботлг 

( яларнинг д и ф ф е р е н ц и а л и н и т о п ш г 

54. 

55. /(*,</)= 
56. !(х,у)= 
57. Кх,у)= 
58. Кх,у)= 
59. Кх,у)= 
60. Кх,у)= 
61. !(х,у)= 

62. Кх,у) = 

63. Кх,у)= 

Куйидаги 

—. 

X ' 

л/х^Т?. 

,1*У. 

Л п ^ + у2. 
Лхл\х-у). 
-(х2 + у2?. 
•хЩху). 

<тУ-
а г с 1 е у + а г с 1 е у . 

хисобланг . 

64. а = ( 0 , 9 7 ) 1 0 5 . 

65. а = (1 ,08) 3 9 6 . 
0,12 66. а = 1 , 9 4 2 - е ' 

67. а = 2 , 6 8 5 | п 0 ' 0 8 . 

68. а = н т 1,59-1^3,09. 
69. а = 5 1 п 1 , 4 9 . а г с 1 е 0 , 0 7 . 
70. а = 51п59°-1§46 0. 

71. а = 1 п ( У Ш + 4 \ / 0 ^ 8 - 1 ) -

58 

2 - § . КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ ЮКОРИ ТАРТИБЛИ 
ХОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРИ 

1°. Ф у н к ц и я н и н г ю к о р и т а р т и б л и х у с у с и й 
х о с и л а л а р и . ; 

1(хх,х2,..., хт) функция очик М (М<^Нт) т у п л а м д а бе­
рилган булиб, унинг (хх,х2,...,хт) нуКтасидаД, , / , 2 , . . . , 
} ' Х т хусусий х о с и л а л а р г а эга булсин. Р а в ш а н к и , бу ху­
сусий х о с и л а л а р х\, х%..., х т л а р г а боглик булади . 

5 - т а ъ р и ф . Д, , /* 2..., !'Хт ларнинг хк (к=1-,2, . . . , 
т) узгарувчиси буйича хусусий хосилалари берилган 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилалари 
дейилади ва 

I"*{хк' / ' 'др^'-- ' /"х тх к (к=\,2,...,т) 

ёки 

дххдхк> дх2дхк'-' дхтдхк I * ^ т > 

каби белгиланади. Демак, 

о2! 
дххдхк 

д21 
дх2дхк 

д 2 ! 

д х т д х к 
= 1" 

тхк д X, 

Иккинчи т а р т и б л и хусусий х о с и л а л а р умумий холда 

а 2 / 
= Гх,ь ( * = 1,2,...,*»; к= 1,2,. г . ,т) 

дх1дхк ' "Iх к 

куринишда ё зилади . Хусусан, 1 = к б у л г а н д а : 

Ж д21 
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каби ёзилади . / = 
т а р т и б л и 

-к б у л г а н д а к а р а л а ё т г а н икки 

а 2 / 
дх,- дхь 

хусусий х о с и л а л а р аралаш хосилалар д е й и ла ди . 
){хих2,...,хт) функциянинг учинчи, туртинчи ва хока 

т а р т и б д а г и хусусий х о с и л а л а р и х а м худди шунга ухша 
т а ъ р и ф л а н а д и . 

20- м и с о л . Ушбу 

Кх,у)=1п(х2 + У2) 

функциянинг иккинчи т а р т и б л и хусусий х о с и л а л а р и 
топинг. 

А в в а л о берилган функциянинг хусусий х о с и л а л а р и н 
топамиз : . 

-^ = 4- Щх* + у*)=- , 
дх дх К 1 я ' х?+у2 

2х 

2У . ==-2 - Щх2+ а 

ду ду " ' ^ + у2 

Иккинчи тарти бли хусусий хосила т а ъ р и ф и д а н фойдаЛ 
ниб / (х ,у) = 1п(х 2 + г/2) функциянинг иккинчи т а р т и б 
хусусий х о с и л а л а р и н и топамиз : 

а 2 / д / д! \ / 2х \ 
дх? дх\ д х \ ^ + у 2 ) 

^ 2[х2+у2-х-2х)=2 х2+у2-2х2^ 2(у2-х2) 

(х2+у2)2 ' (х2+у2)2 « Ч у 2 ) 2 * 
д21 д / д( \ / 2х \  2 х - 2 у  
д х д у ~  д у \  д у У ^  +  у * ) ~  , 1 , 2 , 1 

<"У . д2) 
(х2+у2)2' °Удх 

_ 2у-2х 

(хз+у2? 

д / 3 / \ / 2у \ 
дх\ дх\2+у2у 

4ху , 

д21 

(х2+у2)2 (хЭ+у2)2' 

*1 д / а/ \ / 2У \
у2 д у \ д у \ г + у 2 ) (х2 + у 2 ) 2 

2(х2 + у2-у2у)_ 2кх2-у2 

' ( х Ч * / 2 ) 2 

( Б у мисолда Ч(х, у)$К2((х, у)Ф(0,0)) да 

д2\ 
дхду 
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д2! 
дудх 

булишини курамиз ) . 

21- м и с о л . Ушбу 

Пх,у) 
х2-у2 

Х у ' ^ ^ ' а г а р (Х'У)=^(°>0) булса , 

О, а г а р (х,у) — (0,0) булса 

функциянинг а р а л а ш х о с и л а л а р и н и топинг. 
Аввало {х,у)ф(0,0) булган холни к а р а й м и з . Бу холДа 

~у 
в * " \ * Ч / ' ( ^ Ч у 2 ) 2 ) . 

эу Л г Ч И ( * Ч Л У ' 

а 2 / = _ а у ^ / _ \ х 2 - / Л , в Л 2 \ 
дхду ~ду\дх) V ( ^ + У 2 ) 2 / ' 

а 2/ д 
дудх дх 

булади . 
Энди (х,у)=(0,0) булган холни к а р а й м и з . Бу холда 

функциянинг хосилаларини т а ъ р и ф г а кура хисоблаймиз : 

а/(о,о> .. /(Лх,о)-/(о,о) .. о л 

: = и т ' • -~— = Ь т -— — О, 
дх А х .о Аде Д х - о д * 

^ ° > = П т ^ ' ^ ) = ц т ± = 0 , 
ду д у - о А(/ Д у - о А ( / 

адо.Ау) аяо.о) 
а 2/(0,0) . . дх дх ,. - д / 

- ' , = П т - • = П т — , 
дхду д ^ 0 Ау Д у _ 0 д ^ З 

а / (дх ,0 ) а/(о,о) 
4 » ~ Н т * Г' д у - Н т = 

а У а * ЛЛ--.0 Ах д х - о Д х 3 

Д е м а к , к а р а л а ё т г а н функциянинг У(х, у)^Я2 нукта­
да а р а л а ш х о с и л а л а р и 

д2Кх,у) д2[(х,у) 
дхду ' дудх 

л а р м а в ж у д . 
2 2 — м и с о л . Ушбу 

1(х,у) = \п^(х — а)2 + (у — Ь)2 (а, Ь — у з г а р м а с ) 

функция Л а п л а с т е н г л а м а с и 
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- ^ + ^ = 0 

ни к а н о а т л а н т и р и ш и н и курсатинг . 
а 2/ а 2/ 

((х,у) функциянинг иккинчи т а р т и б л и — ~ , —-г- ху 
дхт ду 

сии х о с и л а л а р и н и топамиз : 

а х 0 Х л1(х-а)2 + (у-Ь)2 

^ 2(х — а) х — а 

2^(х-а)2+\у-Ь)2 (х-а)2МУ~Ь? 

Худди шунга ухшаш 
а/ у-Ь 
ду ( х _ а ) 2 + ( 4 , _ 6 ) 2 

булади . 
а 2/ а 2 / 

Энди —тр, —(г л а р н и топамиз : 
ах 2 ау 2 

а 2 / а / а/ \ / х—а \

( х - а ) Ч ( у - 6 ) 2 - ( х - а ) 2 ( х - а ) ( у _ 6 ) 2 _ ( х _ а ) 2 

[ ( * _ а ) 2 + ( , / - & ) 2 ] 2 [ ( х - а ) 2 + ( у - 6 ) 2 ] 2 

Худди шунга у х ш а ш 

а 2 / = ( х - а ) 2 - ( у - 6 ) 2 

ду 2 [ ( * - а ) 2 + ( у - & ) 2 ] 2 

эканлиги топилади . 

= ( у - 6 ) 2 - ( х - а ) 2 ( х - а ) 2 - ( у - < , ) 2 _ 
дх2 ^ ду2 [ { х - а ) 2 + {у-Ь)2Г ^[(х-а)2 + (у~Ь)2? ' 

^ (у-Ь)2-(х-а)2 + (х-а)2-(у-Ь)2^ 0 

[ ( х - а ) 2 + ( у - й ) 2 ] 2 

Д е м а к , 

ах 2 ' ау 2 
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23- м и с о л . Ушбу 

| л ^ а г с ! ^ — у 2 а г с \ % ^ - , а г а р (х,1/)=И=(0,0) булса , 
1Кх<У) — \

[0, а г а р (*,«/) ==(0,0) булса 

функциянинг а р а л а ш х о с и л а л а р и н и топинг. 
(х,у)Ф(0,0) х а м д а (х,у) = (0,0) булган холларйЧ! 

а л о х и д а - а л о х и д а к а р а й м и з . 
Аввало (х,у)Ф(0,0) булсин. Бу холда 

дх 

— у 
Чу2 

2хатс{%1- — у, 

11- = ^ ( Щ = 4 - ( 2 х ъ т ^ - у \
) х д у  д у \ д х )  д у \  * )  

=  - ^ ( Л г с 1 8 1 ~ ^ а г с » В | ) -

2х> 

дхду 
— 1 = 

2 2 
г —У 

х' + У* 

Х^ X х^ц х — 2уатс^. 

дх дудх 

= 1 
2у2 х 2 - у 2 

х? + у2 х2 + у2 

булади . Д е м а к , , 

дхду 

„2 

х2л-Г 

Э2У 
дудх 

4 - 4 ((х,у)Ф(0,0)). 
х +у 

Энди (х,у) = (0,у) ва уФО булсин. Хосила т а ъ р и ф и д а н 
ф о й д а л а н и б топамиз : 

<5/(0,у) П т 
/(0 + Д*,у)-/(0 ,у) 

•• П т 
Д* — 0 

дх д ^ 0 Ах 

Д д ^ а г с ! ? - ^ и2агс1е^- — 0 
* А х * ё у 

Дх 
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= П т Глхагс^р-^ ы 2 а г с т е — - - 1 - 1 = — и 2 . — = — и. 
д * - 0 1 - ь Д х ^ в у Д x ^ * у * 

Д е м а к , 

ЭДО.у) 
дх -У-

Худди шунга ухшаш, (х,у)=(х,0) ва хфО учун 
3/(*,0) 

ду = х 

булиши к у р с а т и л а д и . Б у л а р д а н эса 

дх ~ и ' ду 

булиши келиб чикади . 
Яна хосила т а ъ р и ф и д а н ф о й д а л а н и б т о п а м и з : 

9/(0,0) 
, д[(0,Ау) дх — , 

*!<№ = п т _ д х 
дхду Д у - 0 Ду 

, . — Ди — 0 
Н т ?- = — 1, Ду- .о Ду 

37(0,0) 
дудх 

Д е м а к , 

3/(Ах,0) 3/(0,0) 

= н т -
ду ду Длг —0 

Дх П т 
Дх—о Дх 

3/(0,0) 
= - 1 , 

37(0,0) 
= 1. 

Ш у н д а й килиб , берилган функция У ( * , # ) ( : Я 2 да 
а р а л а ш х о с и л а л а р г а эга булиб, у л а р (х,у)ф(0,0) д а 

д2[(х,у) 
дхду 

д2!(х,у) 
дудх ' 

(дг,г/) = (0,0) да эса : 

З^ЯО.О) . 32/(0,0) 
дхду ^ дудх ' 

2 - э с л а т м а . Юкорида келтирилган 21 - х а м д а 23- ми-
с о л л а р д а г и }(х,у) функциянинг (0,0) н у к т а д а г и а р а л а ш 
хосилаларининг бир-бирига тенг эмаслигини курдик. 
Бунга с а б а б к а р а л а ё т г а н функция а р а л а ш х о с и л а л а р и ­
нинг (0,0) нуктада узлуксиз э м а с л и г и д и р . 21- мисолда-
64 

ги }(х,у) функциянинг (х,у)ф(0,0) н у к т а д а г и а р а л а ш 
х о с и л а л а р и 

д2Цх,у) д2[(х,у) _ , , _ 8 * У _ \ 
дхду дудх 

(х,у) = (0,0) н у к т а д а эса 

3 2 / ( 0 , 0 ) _ _ , 32/(0,0) 
— 1, дхду *' дудх 

эди. Бу а р а л а ш х о с и л а л а р н и н г (0,0) н у к т а д а узлуксиз 
эмаслигини курсатиш учун (0,0) нуктага я к и н л а ш а д и г а н 

0 Т)} кетма-кетликни к а р а й л и к . 

нииг х = —, о = — даги к и й м а т л а р и д а н иборат 
дхду п' * п 

кетма-кетлик 

< Т ) _ ( Т У - ( 7 ) 7 . , . . Ш 
дхду 

д 2 / ( у я ) _ _ . _ д^нт 
, 2 ,ЧШ дхду 125 ^ З х З у 
(-.-1-40,0) 

булади . Бу э с а - ^ | ^ нинг (0,0) н у к ^ д а узлуксиз эмас ­

лигини билдиради . 
Умумий холда куйидаги теорема уринли: \ 
3 - т е о р е м а . МХ>У) функция очикМ (МаК ) т>плам-

3/ 3/ з 2 / 
да берилган б у л и б , шу тупламда — , ^ - хамда 

З у З х а Р а л а ш хосилаларга эга булсин. Агар аралаш 

Хосилалар (хо, уа) аМ нуктада узлуксиз булса , у холда шу 
нуктада 

д 2 / ( * 0 , У 0) __ д2Цх0,у0) 
дхду дудх 

б у л а д и . 
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= П т Гд*агс1е-г-^ " и 6 л и л и Ф ф е -
*49 очик М с г / Г 

Д е м а к , I ^ хусусий 

' /,..., хт) 
/Циалла-

Худди шунга у » , Д } н у к т а 

булиши курса •9*- •<?<? 
у нуктадаги 

булиши кель, , 

Яна хос ^ ^ 

7 1 / функция (х„х 2 , . . . , 

д = ^ ) / и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и 
дхду 

ккциянинг (х{,х2,...,хт) н 
*2ип п\ дифференциалиберилган 37(0,0) 
дудх 

Дема^ 

/нчи тартибли дифференци-
/белгиланади: 

I Э * * е , ф и к ц и я . (*|,*2.....,*«)€/Г нуктада л 
а Р а /ланувчи булганда , шу нуктадаги 

^фференциали <Г~' / нинг диффе-
>***г* * функциянинг я-тартибли диффе-

А ва й л / каби белгиланади. Демак, 

Чу нг п- т артибли д и ф ф е р е н ц и а л унинг хусу-
/ р и о р к а л и символик р а в и ш д а куйидагича 

Хусусан, л = 2 булганда: 

+ 2 ^ ^ + " + 2 з ^ ^ + - + 

2 4 - м и с о л . У ш б у 

}(х,у)=^&ш(х2 + у2) 

функциянинг учинчи т а р т и б л и д и ф ф е р е н ц и а л и н и топинг. 
Функциянинг учинчи тартибли дифференциали куйида­

гича б у л а д и : 

Функциянинг хусусий хосилаларини топамиз : 

^—-^ дх дх у 1 " ' 
= с о ф с 2 ^ ^ ) ^ = 2 х с о 5 ( х 2 + ^ 2 ) , 

- 0 - = А < 2 ж . с о 3 ( х 2 4 - ^ ) ) = 

= 2со${х2 + у2)-4х2ып(х2+у1), 

^ ^ о в ( х 2 + у2)-4х2зт(х2 + у2))= 

= 12x51^^4- г / 2 ) - 8 х 3 с о 5 ( ж 2 4- у2), 

^ - = ^ 2 с о 8 ( х 2 4 - « / 2 ) - 4 Л т ( х 2 4 - у 2 ) ) = 

= — 4уь\п(х2 + у2)—8дгг(/со5(х24-г/2), 

шунингдек , 
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= Нт I ЛлгигНи <•> 

Д е м а к , 

Худди шу 

Г ) У , Н И И ^ , > , 

*у\хйх + уй\1)\
, - 4 ^ * / ) 3 = - 1251п(х 2 4- # 2 ) X 

+ ^ 2 ) - 8со5(х2 + у2). {хйх 4- уйу)3 

. .лак, 

/ = - 1 2 8 т ( * 2 4 ^ Х * ^ * + ^ Х ^ + ^ г ' ) — 
- 8 с о 5 ( л : 2 + у 2 \ х й х + уа-у)3. 

25- м и с о л . Ушбу 

р==1{х,у), х = и2 — V2, у = 

функциянинг иккинчи т а р т и б л и д и ф ф е р е н ц и а л и н и топинг. 
М а ъ л у м к и , функциянинг биринчи т а р т и б л и диффе-

ренциали 

ар^ах+^-ау, 

дх ду • 

иккинчи тартибли д и ф ф е р е н ц и а л и эса 

дх2 

Лхйу- д21 
дхду - ду< 

булади . 
А в в а л о их, йу, й2х, Л2у л а р н и тОпамиз: 

йх = й(и2 — V2) = 2ийи — 2ьйу, а^у = а^(и•V)=Vа^и-^-ийу, 
68 

й2х=й(йх) = й(2ийи — 2ьйь) = 2йи2- 2йь2, й2у = 
= й{йу) = й^йи 4- ш/а) = йийь 4- йийю — 2йа^. 

Н а т и ж а д а : 

сРР=^{2иаи -2V(ГV)2 + 2 ^ - • (2ш/и -

— 2иЛо X V йи 4- ийь) 4- ^ < У ^Й 4- шй> ) 2 + 

4- 2-^а-и2 - <Ь 2 ) 4- = 

д 2 / 

X (иъйи2-у2йЫиЛ-и2йи^-иЫъ2)Л-^2ШуУ + 

4- | ^2 (<*н 2 - </«2) 4- - ^ < 2 Л « / о ) -
= ( ^ и 2 4- сг 4- - 4 " 2 + 2 - | ^ V " 2 + \2 д*ду дх) 

3°. К у п у з г а р у в ч и л и ф у н к ц и я н и н г Т е й л о р 
ф о р м у л а с и . /(дс|, х 2 х„) функция Нт фазонинг 
(х°ь х°2, хат) нуктаси атрофида « 4 - 1 марта д иффе­
р е н ц и а л л а н у в ч и булсин. Ушбу формула \ 

/(*„ х 2 , = *» х°т)+-^(х1 -*?) + 

+ ^ ( ^ . - * ? ) + ^ - ^ ) + - + 

+ ^ - ^ ) ) 2 / 4 - . . . + ^ ^ , - , ? ) + 

2 т / 

+ . . . + ^ „ - о р 
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куп узгарувчили / ( * ь х% ..... хт) функциянинг Тейлор 
формуласи, /?„(/) эса Тейлор формуласининг к,олдик, хади 
дейилади . Бу ерда Д * ь * 2 , х т ) функциянинг б а р ч а 
биринчи, иккинчи ва * « к а з о л- т артибли хусусий х о с и л а л а ­
ри (*?, 4, х°т) н у к т а ^ 3 - б а Р ч а + т а р т и б л и хусусий 
х о с и л а л а р и эса 

(*? + 0(*, - ХЧ), Х 2 + 6(Х 2 - Х°2), .... < + 8(Х т - Х°т)) 

— ( 0 < е < 1 ) 
нуктада хисоблангаН-

Хусусан, икки у 3 Г а Р У в ч и л и / ( * , у) функциянинг Тейлор 
ф о р м у л а с и к у й и д а г 0 ч а буладиг 

ч , д}(х0,Уо) ( ,.дНх0,у0) 
Кх,у) = Кх0,Уо) 1 дх [ х ~ х°>1 Ту—х 

дп!(х0,у0) 

х(х-х0у+с1г^^у-<х-хс)Г 1(у-Уо)+...+ 

+ - • 4 - ^ % л • (У-Уо) ] + Кп(П, 

26- м и с о л . 
Я*. У) = е.» 

функциянинг я = 2 б ? л г а н * 0 Л Д а (*ь Уа)=(0, 1) нукта 
атрофида Тейлор формуласини езинг. 

п = 2 учун /(л:, у) функциянинг Тейлор ф о р м у л а с и 

Л*. У) = Я*о. У о) + ~^9х < х ~ *о) + ^ (У ~ Уо) + 

х ( у ~ у 0 н ^ ^ ( у - У о ? + « т 

булади : Р а в ш а н к и , ДО» 0 = 1 -
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Энди ((х, у) функциянинг хусусий хосилаларини ва 
уларнинг (0; 1) нукт 'адаги к и й м а т л а р и н и топамиз : 

дх дх у дх 1 

ду ~ дуе / е ' ду 

дх' дх \ ' у2 дх2 

з . у 2 ~ а Л у 2 / V У 3 ^ ' 
ада 

/(*, у) = 1 + х + \ х 2 - х(у - 1) + Я2(}) 

булади . Бу берилган функциянинг л = 2 булган холда 
(0, 1) н у к т а д а г и Тейлор фо р м у л асид ир . 

27- м и с о л . Ушбу 
/(*, У) = х* 

функциянинг п = 3 булганда (хо, уо) = (\, 1) нукта 
атрофида Тейлор формуласини ёзинг. 

Бу холда }(х, у) функциянинг Тейлор формуласи 
куйидагича булади: 

/ ( * , <У) = 70о. Уо) + ( ^ х — х0) + -~(у — у0)У + 

+ ЬШХ ~ ^ + -дЬ<У- Уо))*Г+М&х ~ Х о ) + 

+~(у-Уо))3}+К3(П 
Функциянинг ( 1 ; 1) даги киймати / ( 1 , 1 ) = 1 . 

Энди Дх, у) = ху функциянинг хусусий хосилаларини 
ва уларнинг ( 1 ; I ) нуктадаги к и й м а т л а р и н и топамиз : 

дх ~ У Х дх ~ 

2- = х>1пх, - ^ = 0, 
ду ду 

^ = у(у-1)х*-2, - ^ = 0 , 
дх • дх 

^ ^ х ^ + у х ^ Ш , ^ 1 1 = 1 , . : дхду 1 ;' ' дхду .... 
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I 

(I 

I' 

л 

м 
У 

Ф 

в: 
4 

дх 

ду2 ду1 

дхду 
*1~ = 2х«-1\пх + ух«-1(Ых)\ = 0, 

дхду 

ду 
Н а т и ж а д а 

Л*, У) = К*о> У о) +-
, д[{х0,у0) 

дус 

д!(х0, у0) 

дх 
(X — Х 0 ) 4 -

ду 
(У — УО) + 

д21(х0, у0) 

— а Т ( о ) + а ^ 
(х — х0\у — у0) + 

+ 9 2 / (х 0 . Уо) 

ду2 

<У-Уо) з ^ ( х - х 0 ) 3 + 

+ 3 
дх2ду дхду 

Х{у- Уо? + ^ ^ У - Уо)Л + Ш = 
ду Л ду 

= 1 + 1 ( х - 1 ) + 0 - ( у - 1 ) + у 1 0 - ( ^ - 1 ) 2 + 

+ 2 . 1 ( х - 1 ) ( г / - 1 ) + 0 . ( г / - 1 ) 2 ] + ^ 0 - ( х - 1 ) 3 4 -

+ 3-1 - ( х - 1)\у- 1) + 3 - 0 - ( х - 1 ) 2 + 
4 - 0 ( г / - 1 ) 3 ] + 7 ? з ( / ) = 1 + ( ^ - 1 ) + ( х - 1 ) ( г / - 1 ) + 

+ ^ < х - 1 ) 2 ( г / - 1 ) + /?з(/) 
булади . Бу берилган функциянинг Тейлор ф о р м у л а с и д и р . 

Мисол ва масалалар 
Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г 2- тартибли хусусий хоси­

л а л а р и ва 2- т а р т и б л и д и ф ф е р е н ц и а л л а р и н и топинг: 

72. /(*, у) = х у ~ . 
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73. / (х,*/) = ( х 2 4 У ) 3 . 
74. / (х , #) = х — 3 5 ш у. 

1Ь. !(х,у)=±е'У. 

76. / (х , г / ) = а г с 1 е х г / . ' 

77. 1(х,у) = ул[х. 

78. 1{х,у)=л{2ху + у2. 
79. / (х , г/) = 51п (хг/). 
80. Дх, у) = (1-г-хГ(1+уу. 

81. /(х,</) = 2 с о 8 2 ( * / - | ) . 

82. / (х , #) = е*1п г / 4 - з т г/-1п х. 
83. / (х , у) = агсс1ц (х + 2у). 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г к у р с а т и л г а н т а р т и б д а г и 
хусусий х о с и л а л а р и н и топинг: 

84. Цх,у) = у\п{ху), - Ж , 
дхду 

85. / (х,*,) = а г с х ^ , % 4 " . 
х дх2 ду2 

86. Цх,у) = хсоз у + узтх, -4-, ^1Г-

88. Кх,у) = (х2 + у2)ех+У, 
дхтдхп 

89. [(х,у) = ех&ту, дт+п1 
дхтаип 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г к у р с а т и л г а н т а р т и б д а г и 
д и ф ф е р е н ц и а л л а р и н и топинг: 

90. ЦХ, у) = х3 + у3 + 3ху, й3!. 
. 91. / (х , у) = со5(х2 + у2), а*}, 

92. / (х , у)=е">, а10}. 
93. / (х , у) = Щх.у), й'1 
94. / (х , */) = е а у , и 1 0 / . 
95. / (х , у) = еахсо5Ьу, й 1 0 / . 
Куйидаги м у р а к к а б функцияларнинг иккинчи тартибли 

хусусий х о с и л а л а р и н и х а м д а иккинчи т а р т и б л и д и ф ф е ­
р е н ц и а л л а р и н и топинг. 
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96. Р — }(х, у), х = аи, у = Ьь. 
97. Р=1\х, у), х = и + и, у = и — у. 

98. Р = !(х, у),х=± у^"и, > 

99. Р = Цх, у), х-^ие\ = ьеи. 
100. / (х , у) = ху, х=^, у = и-ь. 

101. Ушбу 
/ (х , у ) = г - х 2 + 2 х у . 4 - 3 у 2 - 6 х - 2 г / — 4 

функциянинг п = 3 булган холда (—2; 1) нукта атрофида 
Тейлор ф ормуласини ёзинг. 

Ч>2- Ушбу /, 2 , 

функциянинг л = 3 булган холда (0;;0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг. 

103. Ушбу 
Дх, г/) = е*5Ш у 

функциянинг л = 3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг. 

104. Ушбу 
/ (х , 2 / ) = ,С 0 5 х * с о з у, 

функциянинг п =3 булган холда (0; 0) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг. .. 

105. Ушбу 
1(х, У) = УХ 

функциянинг п = 2 булган холда ( 1 ; 1) нукта атрофида 
Тейлор формуласини ёзинг. 

3 - § . КУП УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯНИНГ 
ЭКСТРЕМУМ КИЙМАТЛАРИ 

/(ху, хг, ...» хт) функция очи к М{Мс:Кт) т у п л а м д а 
берилган булиб, (х°„ х 2 , х°тбулсин. 

7 - т а ъ р и ф . Агар (х°, х 2 > . . . . х\) нуктанинг шундйй 

1/6 атрофи: 

^^{{х^х^х^^-.р^ 

= Л^1(хк~х1)2 <Ь^М ( б > 0 ) 

мавжуд булсаки, У(х | , х 2 , хт)^11& учун 
Нх,,х2 х т )<7 (х?,4- . : . , х°т) 
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бдлса, / ( х ь х 2 , хт) функция (х\, х\,.... х°п) нук,тада 
максимумга (минимумга) эга дейилади, /(х*, х 2 , л с ° ) 
к,иймат эса / ( х ь х 2 , ...» хт) функциянинг максимум 
(минимум) щймати дейилади. Уни 

/(х?, х\,.... х° ) = т а х {/(х„ х 2 , х т ) } 
<*, 

{}{х°ь х\,х°т)= т т {/(х„ х 2 , . . . . х т ) } 
(*1 *»Киб 

каби белгиланади. 
Функциянинг максимум ва минимуми умумий ном 

билан унинг экстремуми д е й и л а д и . 
28- м и с о л . У ш б у 

Кх,у)=^\-х2^у~2 

функциянинг (0; 0) н у к т а д а максимумга эришишини 
курсатинг . Бу ф у н к ц и я М = {(х, у)^2:^^-у2^ 1} да 
а н и к л а н г а ц (0; 0) нуктанинг 

^ = { и # ) б Я 2 : ^ + ^ 2 < б } ( 0 < б < 1 ) 
атрофини олайлик . Р а в ш а н к и , 1}&аМ б у л а д и . 

У(х, у)^1)(, учун 

}(х,у)= л / Г - х 2 - ^ < 1 = / ( 0 , 0 ) 

булади . Д е м а к , б е р и л г а н ф у н к ц и я (0; 0) н у к т а д а 
м а к с и м у м г а эга ва унинг максимум киймати 1 га тенг. 

4 - т е о р е м а. Агар 1(х\, х% хт) функция (х\, 
лс 2,.... х°т) нуктада экстремумга эришса ва шу нуктада 

барча ~ - хусусий хосилаларга эга б у л с а , 

д)(х1х\\...,хЪ 
у холда — = 0, 1= 1, 2 , т б у л а д и . 

29- м и с о л . Ушбу 

/ (х . у)=х-у 

функция (0; 0) н у к т а д а экстремумга э р и ш а д и м и ? 
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Р а в ш а н к и , / (0 , 0) = 0. 
(О; 0) нуктанинг 

У* = {(х1л)еЯ2:х2 + у2<6} ( О < б < 1) 
атрофини вдга'илик. 

Б у атрофда / (х, у) —((0, 0) айирма уз ишорасини 
с а к л а й м а д и . М а с а л а н , к о о р д и н а т а л а р и бир хил ишорали 
булган н у к т а л а р учун бу а й и р м а мусбат , турли хил 
ишорали н у к т а л а р учун м а н ф и й д и р . Д е м а к , берилган 
ф у н к ц и я (0; 0) н у к т а д а экстремумга эга э м а с . 

И з о х . 2 9 - м и с о л д а келтирилган функция 
д} д} 

, „ , д/(о, о) л адо.о) л 

хусусий х о с и л а л а р г а эга булиб , —^л- = — д у ® 

б у л а д и . Д е м а к , 4- теорема ш а р т л а р и экстремум учун 
з а р у р и й булиб, етарли эмаслигини к у р а м и з . 

3- э с л а т м а. Ю к о р и д а келтирилган 4- теорема куп 
узгарувчили функциянинг экстремумга эришишининг 
з а р у р и й шартини и ф о д а л а й д и . 

30- м и с о л . Ушбу 

/(*, У) = л[хТ+У2 

ф у н к ц и я (0; 0) н у к т а д а экстремумга эга б у л а д и м и ? 
Р а в ш а н к и , 

/(О, 0) = 0. 

(0; 0) нуктанинг 

иб = {(х,у)$К2:х2 + у2<8} (б > 0 ) 

атрофини олайлик . Унда У (я , у)^1/ц учун 

!(х, у)=л]х2+у2>0 = №,0) 

б у л а д и . Д е м а к , берилган функция (0; 0) н у к т а д а мини-
мумга э р и ш а д и ва 

1Шп{/(х, у)} = 0 

б у л а д и . 
К а р а л а ё т г а н / ( * , у)= л]х^-\-у~2 функция (0; 0) нукта­

да хусусий х о с и л а л а р г а эга э м а с ( к а р а н г , 3- мисол). 
4^ э с л а т м а. Куп узгарувчили / ( * ! , х2, хт) 

функция очик Мег /?" 1 тупламнинг : 
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1) б а р ч а хусусий х о с и л а л а р и нолга а й л а н а д и г а н , яъни 

- 2 - = О, - | ^ = о, .... - # - = о 
дхх дх2 дхт 

т е н г л а м а л а р н и к а н о а т л а н т и р а д и г а н н у к т а л а р д а . 
2) хусусий х о с и л а л а р м а в ж у д б у л м а г а н н у к т а л а р д а 

экстремумга э р и ш и ш и мумкин. 
О д а т д а [(х\, х2, .... хт) функциянинг барча хусусий 

х о с и л а л а р и н и нолга а й л а н т и р а д и г а н н у к т а л а р шу 
функциянинг стационар нукталари дейилади . 

5 - т е о р е м а. \{х\, х2, хт) функция (хЧ, :Х2, 
х°т)^Ят нуктанинг бирор Ц 6 атрофида ( 6 > 0 ) берил­
ган ва ушбу шартларни бажарсин: 

1) / (*] , х 2 , х т ) функция Иц д а барча узгарувчилари 
буйича биринчи ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга эга; 

2) (хЧ, х°ьх°т) нукта / ( я , , х% хт) функциянинг 
стационар нуктаси; 

3) коэффициентлари 

#кАА *1) 
в * = Щдх^~- ((> к = = 1 > 2' - т> 

булган 
т 

I, *=; 

квадратик форма мусбат (манфий) а н и м а н г а н . 
У холда 1(х\, х2, хт) функция (хЧ, х 2 , х ° т ) 

нуктада минимумга (максимумга) эришади. 
А г а р к в а д р а т и к форма ишора с а к л а м а с а , / функция 

(хЧ, х2, х°т) нуктада экстремумга э р и ш м а й д и . 
Икки узгарувчили ф у н к ц и я л а р учун бу теорема 

куйидагича булади : 

}(х, у) функция (хц, уо) нуктанинг атрофи 

^ = {(х, у) еЯ2: л/^-^)Ч(РУО7 2<6} 
(б > 0 ) да берилган ва бу атрофда барча биринчи, иккинчи 
тартибли узлуксиз хусусий хосилаларига эга булсин. 
(*о> Уо) нукта }(х, у) функциянинг стационар нуктаси 
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ва 

_&Н*о.'9о) _ а 2/(* 0,У 0) _д2Нх0,Уо) 

а " _ а* 2 ' . А , 2 ~ А * 2 _ _ Ж ~ 
булсин . 

1°. Агар 

вц«22—«?2>0 ва а п > 0 
б у л с а , \(х, у) функция (хо, уо) нуктада минимумга 
эришади. 

2° . Агар 

«11^22—в12>° в « «и < ° 

б у л с а , }(х, у) функция (хо, уо) нуктада максимумга 
эришади. 

3°. Агар „ 
«11^22—«12 < О 

3°. Агар _ л 2 

б у л с а , / (ж, у) функция (хо, уо) нуктада экстремумга 
эришмайди. 

4° . Агар 
«П«22 — «12 = 0 

б у л с а , / (ж, у) функция (хо, уо) нуктада экстремумга 
эришиши х.ам, эришмаслиги хам мумкин. Бу «шубхалй» 
хол кушимча текшириш талаб килади. 

31- м и с о л . Ушбу 

Цх,у)=хъ-т-уъ-3аху (афО) 

ф у н к ц и я н и э к с т р е м у м г а т е к ш и р и н г . 
А в в а л о б е р и л г а н функциянинг хусусий х о с и л а л а р и н и 

т о п а м и з : 

- & ± = 3х2-3ау, 
дх 

дНх'У1 = Зу2-Зах. 

У л а р н и нолга т е н г л а б , 

( З х 2 — 3 а с = 0, 

1 з ^ - з а х - о 
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системадан б е р и л г а н функциянинг с т а ц и о н а р н у к т а л а р и 
(О, 0) хамда (а, а) эканини топамиз . 

Р а в ш а н к и , 

^ = 6 х , - Щ ^ = Ьу, 4 ^ = - З а . 
дх2 ду2 дхдУ 

(а , с ) нуктада 
д2[(а,а) п д2На,а) 0 д2[(а, а ) . , с 

булиб, ?. 
а, , а 2 2 — а]2 = 3 6 а 2 - 9 а 2 = 27а2 > О 

булади . " ^' 
Д е м а к , а > 0 да а ц > 0 булиб, к а р а л а ё т г а н функция 

(а, а) нуктада минимумга , а < 0 да а ц < 0 булиб, функция 
(а , а ) нуктада максимумга эришади . 

. (О, 0) нуктада . . 

а , , а 2 2 — а 2 2 = 36-0 — 9 а 2 = — 9 а 2 < 0 

булиб, бу н у к т а д а функция экстремумга э р и ш м а й д и . 
32- м и с о л . Ушбу 

/ и , у)=(у-х)2+(у+2)> 
функцияни экстремумга текширинг . 

Р а в ш а н к и , 

д!х=2(х-у), ^ - = 2(у-х)+3(у + 2)2 , 

Г 2(х-у) = 0, ' _ _ ' 

\ + Щ + 2)2 = 0 ^ Х ~ А У ~ 

Д е м а к , (—2; —2) б е р и л г а н функциянинг с т а ц и о н а р 
нуктаси . 

Функциянинг иккинчи тартибли хосилаларининг стаци­
онар н у к т а д а г и к и й м а т л а р и 

п — а 2 / ( - 2 , - 2 ) 9 

а ' 2 - " ~ дхду 

_ . а 2 / ( - 2 , - 2 ) 0 

" 2 2 2 

булиб, 
а и а 2 2 — а 2 2 = 0 
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булади . Д е м а к , «шубхали» х.ол. Бу холда экстремумнинг 
бор-йуклигини а н и к л а ш учун куйидагича текшириш 
у т к а з и л и ш и керак . С т а ц и о н а р (—2; —2) н у к т а д а н утувчи 
у = х тугри чизик н у к т а л а р и н и к а р а й м и з . Бу тугри 
чизикда берилган функция 

КХ,У)\=Х=Ч>(У)=(У-У)2+(У+2)3=(У+'*)3 

куринишга эга булиб, у<С —2 да ср(г / )<0, г / > —2 да эса 
ф ( # ) > 0 булади . Б е р и л г а н функция (—2; —2) нукта 
атрофида хам мусбат, х а м манфий к и й м а т л а р г а эга 
булганлиги с а б а б л и у шу нуктада экстремумга эри ш ­
майди. 

33- м и с о л . Ушбу 

Дх, у) = х2~у2 + 2а2 

функциянинг # = {(х, у)€К2:х2 + у2^а2} т у п л а м д а энг 
катта ва энг кичик к и й м а т л а р и н и топинг. 

Б е р и л г а н функциянинг с та ц и он а р н у к т а л а р и н и топа­
миз: 

ЭД**). = 2*. М<±М±=-2у. 
дх ' ду 

Д е м а к , (0; 0) нукта функциянинг с т а ц и о н а р нуктаси 
эк ан . Бу нуктада берилган функциянинг киймати 

/(0, 0 ) = 2 а 2 

булади . 
Энди Дх, #) = х 2 —г/ 2 + 2 а 2 функцияни Б нинг чегараси 

{х 2 4-г / 2 = а 2 } а й л а н а д а к а р а й м и з . Бунда^ 
х2 + у2 = а2 => у = ± ^ а 2 — х2 

ва 
[(х, у) = / , (х , ± х2) = х2 - (а2 - х2) + 2 а 2 = 2х2 + а2 

булади . Бу } х — 2х2-\-а2 функциянинг [ — а, а ] даги энг 
к а т т а х а м д а энг кичик к и й м а т л а р и н и топамиз : 

1'х = 4х, 4х = 0 х = 0. 

/ ^ 0 = 2-0 + а 2 = а 2 

[х = 2х2 + а2 функциянинг [ — а, а ] сегментнинг четки 
н у к т а л а р и д а г и киймати 2 - а 2 4 - а 2 = З а 2 булади . 

Д е м а к , Дх, у) функция энг кичик киймати а 2 , энг катта 
киймати эса З а 2 булади . Б о ш к а ч а айтганда бе ри лга н Дх, 
у) функциянинг й туплам чегарасидаги энг кичик киймати 
а , энг катта киймати эса З а 2 булади . Бу к и й м а т л а р н и Дх, 
у) функциянинг стационар нуктадаги киймати (/(0, 0) = 
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^2а ) билан солиштириб, берилган функциянинг 
I) т у п л а м д а г и энг катта киймати За 2 , энг кичик киймати 
>са а булишини топамиз . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги функцияларни экстремумга текширинг: 
106. Дх , •у) = хг + ху + у*-6х-9у. 
107. Дх , у) = 2ху-2х-4у. 
108. Дх , </) = х 2 4 - ( « у - 1 ) 2 . 
109. Дх , у) = х3 + уЪ-Зху. 
ПО. Дх , у) = Ху{\-х-у). 
111. Дх , у) = х3+хуа + Ъахи. 
П 2 . - Д х , 1/) = х 4 + / + 2 х 2 / - 8 х + 8//. 
4 3 . Дх, у) = Ху + ^ + ^ . ( ^ > 0 > 0 ) 

л у 

114. Д х , / / ) = 1 - л У х 2 + 7 2 . 

115. [{х,у) = {х2 + у ) ф . 

116. Цх,у) = е*-ЧЬ-2х + у). 
117. Дх, у) = ех-»(х9-2у2). 
118. Дх , у) = Ху1п(х2 + у2). 
119. Дх , у) = х-г-у + 45тх-5ту. 
120. [{х,у) = хеу+хъту. 

121. Д х , г / ) = 1 - ( л г - 2 ) ^ - Д 

122. Дх, у) = е - х 2 - у \ а х 2 + Ьу2). 

Куйидаги функцияларнинг курсатилган О тупламда 
энг катта ва энг кичик кийматларини топинг 

123. Дх, у) = х - 2 у - 3 . 

124. Дх, у)=1+х + 2и. ^ 

125. Дх , */) = х 2 4 - 3 / / 2 - х 4 - 1 8 у - 4 . 

126. Дх, у) = х 2 — у2. 

. 9 7 и ^ ° = 1 { { Х ' У^К2:х2 + у 2 ^ 1}. 
127. Дх , г/) = 5 т х 4 - 5 1 п ^ 4 - 8 1 п ( х 4 - г / ) . 

1> = Цх, < / К Я 2 : 0 < х < | - , 0 < * / < | - } . 

128. Дх, у) = х2 + у2. 

6 — 5 2 7 8 , 



Я = { ( * . уКЯ*:-2 + % = 1,0<Ь<а}. 
а о 

129. /(*, у) = (х-у2)3л^^1у. 

Р = {(х, у ) € / ? 2 : у 2 < * < 2}. 

130. / ( * , у)=л]1-х2-у2. 

О =={(*, ^ ) € / ? 2 : ^ + ( / 2 < 1}. 

4-§. ОШКОРМАС ФУНКЦИЯЛЛР 
1°. х ва у у з г а р у в ч и л а р н и н г Р(х, у) функцйяси учун 

ушбу * 

Р(х, у) = 0 
тенгламага эга булайлик . Энди х узгарувчининг к и й м а т л а -
ридан иборат шундай X т у ц л а м н и к а р а й л и к к и , бу 
т у п л а м д а н олинган х а р бир к и й м а т д а Р(х, у) = 0 т е н г л а м а 
(у га нисбатан т е н г л а м а ) ягона ечимга эга булсин. 

X т у п л а м д а н ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга Р(х, у) = 
= 0 т е н г л а м а н и н г ягона ечими булган у сонни мое к у я м и з . 
Н а т и ж а д а Я т у п л а м д а н олинган хар бир х га юкорида 
к у р с а т и л г а н к о и д а г а кура битта у мое куйилиб , функция 
хосил б у л а д и . О д а т д а б у н д а й . а н и к л а н г а н ф у н к ц и я 
ош корм ас куринишда б е р и л г а н функция (ош корм ас-
ф у н к ц и я ) дейилади . Уни . 

х-*-у:Р(х, у) = 0 : 

каби б е л г и л а н а д и . 
34- м и с о л . Ушбу 

Р(х,у) = у ^ х 2 - \2 = 0 ; ; . 

т е н г л а м а у ни х нинг о ш к о р м а с функцйяси килиб 
а н и к л а й д и м и ? 

х у згарувчининг X = 6 Я : — 1 } т у п л а м д а н 
олинган х а р бир кййматига у у згарувчининг 

киймати мое куйилса , унда, р а в ш а н к и , 
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булади . Д е м а к , к а р а л а ё т г а н т е н г л а м а о ш к о р м а с функция 

ни аниклайди ; 
35- м и с о л . Ушбу 

Р(х,у) = х-^у+~&ту = 0 

т е н г л а м а о ш к о р м а с функцияни а н и к л а й д и м и ? 
Б е р и л г а н т е н г л а м а н и 

х=у —у»*™/ 

куринишда ёзиб о л а м и з . А г а р 

Ч>(у)=У —у5ш# 

дейилса , р а в ш а н к и , бу функция • ' (—оо , + оо) д,1 
а н и к л а н г а н , у злуксиз ва 

ф ' ( « / ) = 1 — у С О 5 Г / > 0 

хосйлага эга . Унда <р(у) нинг монотонлигидан, х = хр(у) 
функцияга нисбатан тескари у = <р~\х) функция м а в ж у д 
булади . Энди х узгарувчининг ( — оо, -(- оо) д а н олинган 
х а р бир кййматига у = ц~\) ни мое куямиз . Н а т и ж а д а , 
х = Ч>(у) ва у=(р~\х) эканини эътиборга олиб, Р(х, у)= 

= Р(х,у-1(х)) = х — у-г--^5\п у = х — (у — ±-&\пу)=:' 

=х—х=0 булишини топамиз . Д е м а к , берилган тенг­
л а м а у ни х нинг о ш к о р м а с функцйяси сифатида аник-
лайди . 

3 6 -м и с о л . Ушбу 

Р(х,у)=х2 + у2-1пу = 0 (у>0) 
т е н г л а м а о ш к о р м а с функцияни а н и к л а й д и м и ? 

У — 1пг/ айирма х а р доим мусбат булади: 

^ - 1 п г / > 0 . 

Шу с а б а б л и х узгарувчининг ( — до, + оо ) даги хеч био 
кииматида у 
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х2 + у2-\пу = 0 
тенглик б а ж а р и л м а й д и . Бинобарин , берилган т е н г л а м а 
ошкормас фукнцияни а н и к л а м а й д и . 

6- т е о р е м а. Р(х, у) функция (х0, Уо)^Я2 нуктанинг 
бирор к((хо, уо)) ={(х, у) СЯ2:х0 — к<х<х0 + п,уо — 
— к<.у<уо + Ь] (к>0, к>0) атрофида берилган ва 
у куйидаги шартларни бажарсин: 

1) I I А , к((х0, уо)) да узлуксиз; 
2) х узгарувчининг (хо —п, хо +к) ораликдан олинган 

кар бир тайин кийматида у узгарувчининг функцйяси 
сифатида усувчи; 

3) Р(х0, уо) = 0. 
У холда (х0, уо) нуктанинг шундай 

1)<у((хо, Уо))={(х, у)$Ц2:хо-6<х<хо + 8, у0-«< 
<У<Уо + е} 

атрофи ( 0 < б < й , 0 < в < Л ) топиладики, 
1) Чх(:(хо — б, л-о + б) учун Р(х, у) = 0 тенглама ягона 

у ечимга (у€ (уо — г, уо + е ) эга, яъни Р(х, у) = 0 тенглама 
ёрдамида 

х-+у:Р(х,у)—0 
ошкормас куринишдаги функция аникланади. 

2) дс = дго булганда унта мое келган у = уо б у л а д и , 
3) ошкормас куринишда аникланган 

х->~у:Р(х, у ) = 0 
функция (хо — б, дсо + б) ораликда узлуксиз б у л а д и . 

7- т е о р е м а. Р(х, у) функция (хо, уо) 6Я нуктанинг 
бирор атрофи 1/(хо, #о)да аникланган б у л и б куйидаги 
шартларни каноатлантирсин: 

1°. Р(х, у) II да я марта узлуксиз дифференциалла­
нувчи (я = 1,2,>.. ) 

2°. Р(х0, #о) = 0. 
3°. Р'„(хо, уо)фО. 

У холда шундай 1с:11(хо, уо) атроф ва бу атрофда / ( * ) 
функция мавжуд- булиб , 

(1 = 1ХХ1У, / , = { х е Д : | х — ж 0 | < а } , 
1у={уеЯ:\у-уо\<$}) 

ихтиёрий (х, у)б/ ларда 
1) Р(х, о ) - 0 < = > у = 1(х) 
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2) Нх) Функция / ж д а л-марта узлуксиз диффе­
ренциалланувчи ва 1-тартибли хосила учун 

Ру(х,!(х)) 

тенглик уринли б у л а д и . 
3 7 -м и с о л . Ушбу 

Р(х, у) = еу + у&\пх — х 3 + 7 = 0 
тенглама (2,0) нуктанинг а т р о ф и д а у ни х нинг ошкормас 
функцйяси с и ф а т и д а а н и к л а й д и м и ? 

Б е р и л г а н 

Р(х, у) = еу + У ят х - х 3 + 7 
функцияни 7- теореманинг ш а р т и н и б а ж а р и ш и н и ёки 
б а ж а р м а с л и г и н и т е к ш и р а м и з . 

Р а в ш а н к и , Р(х, у) ф у н к ц и я /? 2 т у п л а м д а а н и к л а н г а н 
ва узлуксиз . Бинобарин , у (2,0) нуктанинг ихтиёрий 
атрофи I)А, *((2,0)) да у з л у к с и з . ( Л > 0 , к>0). 

Р(х, у) функциянинг хусусий х о с и л а л а р и н и топамиз : 

-^тг1=4х<еУ+у5|п х - * 3 + 7 ) = у с о § х - з*2' 

-^~==^<еу + увтх-х3-г-7) = еу+втх. 

Д е м а к , Р(х, у) функциянинг хусусий х о с и л а л а р и 

• ~ , ~ л а р /?2 т у п л а м д а , ж у м л а д а н с/А,*((2,0)) да 

узлуксиз . Сунг 

еу-\-51Пх\г = 1+Зт2фО. 
аУ 

Ва нихоят, 

Р{2$) = еу+у&\пх — х3-т-7\,-2 = 0 
»-0 

булади . 
Ш у н д а й килиб , 

Р(х, у) = еу + у5тх-х3 + 7 
функция 7 - т е о р е м а н и н г барча ш а р т л а р и н и б а ж а р и ш и н и 
а н и к л а д и к . Шу с а б а б л и 7-теоремага кура 
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Р{х, у) = еу+ у&тх—^4-7=0 
тенглама (2,0) нуктанинг а трофи да у ни х нинг о ш к о р м а с 
функцйяси сифатида а н и к л а й д и : 

х-+у: Р{х, у)=0 
Бу функция узлуксиз х а м д а унинг хосиласи 

дР 
дх усо5Х—Зх2 

У'- дР_ е* + 5 ) п х 

ду 

булади . 
38- м и с о л . Ушбу 

у)=уех — х\пу—1=0 
тенглама (0,1) нуктанинг атрофида у ва х нинг о ш к о р м а с 
функцияси сифатида а н и к л а й д и м и ? , 

Р(х, у) функция / ) = { ( * , у)€К2:уУ°\УпламДа 
а н и к л а н г а н ва узлуксиз . Ж у м л а д а н ( 0 , ' ) нуктанинг 
{//,*((0,1)) а трофи да ( 0 < / г < 1 , 0 < й ) узлуксиз . Унинг 
хусусий х о с и л а л а р и 

= А ^ * _ х , п ^ _ 1 } = ^ - 1п у, 

С1н,ь({0Л)) да узлуксиз ва 

булади . „ 
Функциянинг (0,1) нуктадаги киймати 

Р(0,1)=уе' — х 1п у —'11 х-о = 0 

9 - 1 

б у л а д и . 
Д е м а к , / м > , # ) функция 7- теореманинг барча ш а р т л а -

рини б а ж а р а д и . Шу теоремага кура 

Р(х, у)=уех — х \пу — 1 = 0 

тенглама (0,1) нуктанинг а т р о ф и д а 
86 

>шкормас функцияни аниклайди . 
Бу функция узлуксиз ва унинг хосиласи 

дР 
/__ дх _ уех—\пу 

булади. 
39- м и с о л . Агар р(х, у) функция узлуксиз иккинчи 

тартибли 

д2Р(х, у) дР(х,у) д1Р(х,у) 

дх2 ' ' ' ( 7 / 

хусусий х о с и л а л а р г а эга булса , 

Р(х,у)=0 • 
тенглама ё р д а м и д а а н и к л а н г а н 

х^у: Р(х, у) = 0 

ошкормас функциянинг биринчи хамда иккинчи тартибли 
хосилаларини топинг. 

Р(х, г/) = 0 ! н и д и ф ф е р е н ц и а л л а б 

^ + = ° . О ) 
булишини топамиз . Бу тенгликдан эса 

АН. 
дх 
дР_ 
ду 

булиши келиб чикади. 
Юкоридаги (1) муносабатни яна бир м а р т а диффе-

рсмциаллаймиз : 

д Г дР . др ,Л д / д Р \  д  /  д Р  \  .  

д у  *  • •  •  
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Р а в ш а н к и , 

дх\дх) д з ? ^ 

дх\ду) дудх 

д2Р 
дхду 

. д2Р 

ду 

-У* 

Шундай килиб , куйидаги тенгликка к е л а м и з : 

д1? + дхдуу ^1дудх^ д у * у \ ^ дуу 

д х 2 ^ дхдУУ 

д2Р / 2 , дР . =о. 

Кейинги тенгликдан эса 

д2Р 

У = 

, „ д2Р , , д2Р ,2 

д1? дхду ду2 

дР 

ду 

булиши келиб чикади . Бу тенгликда у' нинг урнига унинг 
кийматини куйсак , унда 

дР дР д2Р /дР\2д2Р /дР\2д2Р 

У = 

булади . 
2°. Икки 

дх ду дхду 
I дР \ д2Р I дРУ 

\ д у ) дх2 \ ) ду2 

(-
дР\э 
ду) 

р1 = Р](х, у, и, у), Р2 = Р^х, у, и, у) 

ф у н к ц и я л а р (х0, уо, «о, Уо)€Я 4 нуктанинг бирор 

^*,м,*, = Й*. У' «. ь)аКи.хо-пх<х<хо + п{, у 0 - к 2 < 
<У<У0 + П2, И0 — * 1 < и < « 0 + * 1 , УО — Й 2 < У < 

< У о 4 - / г 2 } 
атрофида ( Л , > 0 , л 2 > 0 , кх>0, & > 0 ) берилган булсин,.] 

Ушбу 

( Р, = Р1(х,у,и,у) = 0, 

\2 = Р^х,у,и^) = 0 (2) 

т е н г л а м а л а р системасини к а р а й л и к . 
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8- т е о р е м а. Р\(х, у, и, У) ва р2(х, у, и, функция­
лар куйидаги шартларни бажарсин: 

• ) # » , М А ((*о, Уо, «о, » о » да узлуксиз; 
2) ^А,А г*,* 2((жо, Уо, "о, » о ) ) д а барча хусусий хосила­

ларга эга ва узлуксиз; 
3) хусусий хосилаларнинг (хо, Уо, Щ, »о) нуктадаги 

кийматларидан тузилган ушбу детерминанти нолдан 
фаркли: 

дГ, дР, 
ди ду 

дРг дГ2 

ди ду 

Ф0; 

4) (хо, у о, оо, »о) нуктада 

Р\(хо, Уо, «о, » о ) = 0 , 
Рг(хо, У о, «о, г>о)=0. 

У холда (хо, у о, ио, г»о) нуктанинг шундай 
иб^2((Хо, Уо, "о. Щ)) атрофи ( 0 < б , < я ь 0 < 6 2 < А 2 , 

0 < б 1 < Й 1 , 0<г\<к[, 0 < е 2 < * 2 ) топиладики, бу атроф­
да 

1) (2 ) тенгламалар системаси ошкормас куринишдаги 

" = />(*, У, Мх, У)), V = ^2(x, у) 
функцияларни аниклайди; 

2) (хо, уо) нуктада, унга мое келадиган нукта 

И 0 = / 1 ( (*0 , Уо), Ы*0, Уо)), Ъо = }2(Хо, Уо) 

булади; 
3) ошкормас куринишда аникланган /г ва /2 функция­

лар 

{(х, у)^Я2:хо — б1<х<хо + 6и уо — б 2 < у < у о + б 2} 

ту пламда узлуксиз ва барча узлуксиз хусусий хосилаларга 
эга б у л а д и . 

40- м и с о л . Ушбу 

{ ху + иь = 1, 

хи — г/и = 3 

система ( 1 ; — 1 ; 1;2) нуктанинг атрофида о ш к о р м а с 
ф у н к ц и я л а р н и а н и к л а й д и м и ? 

Бу холда 
Р{(х, у, и, ь) = ху-\-иь — 1, 
Р2(х, у, и, V)=xV — уи — 3 

булади . 8 9 
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Р а в ш а н к и , бу ф у н к ц и я л а р ( 1 ; 
а троф и д а узлуксиз Хамда б а р ч а 

дР, дР, ар, 
дх -У, ау •х, 

дРч 

дх •V,-
ар2 
ау 

ди 

дР, 

- 1; 1; 2) нуктанинг 

—= и За ' 
дР0 

= —и, ди •У. до 

хусусий х о с и л а л а р хам узлуксиздир . 
( 1 ; — 2) нуктада 

ар, дРх 

ди ' • -. ди. 

• дР2 

ди да 

2,,1 
Ь 1 

= 1*=0 

х а м д а 

Л ( 1 , - 1 , 1 , 2 ) = 0 , 
/ • 2 ( 1 . - 1 Д , 2 ) = 0 

б у л а д и . Д е м а к , 8 - т е о р е м а г а кура 

(ху + иь=\, 

\ху — уи = 3 , 

система ива V л а р н и х, у у з г а р у в ч и л а р н и н г фулкцияси 
сифатида а н и к л а й д и . Б е р и л г а н т е н г л а м а л а р системасини 
и ва V л а р г а нисбатан ечиб топамиз : 

' 

2у(1-ху) 

- 3-) У<) М х у - •Хх-'у2 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги т е н г л а м а л а р к у р с а т и л г а н нукта атрофида 
о ш к о р м а с функцияни а н и к л а й д и м и ? 

131. Р(х, у) = х* + ху + у3 — 3 = 0, (1;1): 
132. Р(х,у)=г(х-\%х + у - 1) = 0, .(1;0) 
Ш . Д х , #) = х 3 + # 3 - - - 3 а х # = = 0 , ( а ' \ / 4 , а \ / 2 ). 
134. Р ( х , 1 / ) = х ( х Ч Й ^ в ( ^ Н 2 ) , (0,0). 

К у й и д а г и т е н г л а м а л а р системаси о ш к о р м а с функция­
л а р н и а н и к л а й д и м и ? 

136. { „ 
^ уи — у = 0 . 

,37. ' + " = " + • : • 
( г/ зш и^х&1п о—о. 

К у й и д а г и о ш к о р м а с куринишда б е р и л г а н Ф У н к и * * и 

л а р н и н г биринчи ва и к К И н ч и т а р т и б л и х о с и л а л а р и 
топинг: 

138. Р(х,у)=х-у-т-\пу = 0. 
139. Р{х,у) = х2-2ху+у2 + х + у - 2 = 0. 
140. Р(х,у)=1-у-т-у' = 0. 
141. Г{х,у) = хе1!<~и\^8 = 0 

142. / ч ^ ) = е * + ^ е - * _ 2 ^ = = о . 
1 4 3 . Р(х,у) = \ п - ~ л а г с 1 ^ _ 

1 4 4 . Р(х,у) = х1\пу~.у2{пх=0 

145. Р(х,у)=\+ху-^.\^у + е - ^ : = 0 

1 4 6 . Р(х,у) = 1пл/хТ^у~2__аагс^ ( а д Ь о ) . 

*/У боб 
Ф У Н К Ц И О Н А Л КЕТМА-КЕТЛИКЛАР ВА К . А Т О Р Л А р 

1-§. Ф У Н К Ц И О Н А Л К Е Т М . А . К Е Т Л И К В А К А Т О Р Л А Р Н И Н Г 

Я К И Н Л А Ш У В Ч И Л И Г И 

Ф а р а з к и л а й л и к , ^ а р б и р н а т у р а л д ^ У сонга 
X т у п л а м д а а н и к л а н г а н Цх) ф у н К ц И Я мое келсин. У холда 

/•<*). Нх),.., Ш),... 
кетма-кетлик хосил булнб, бу кетма-кетлик функционал 
кетма-кетлик д е й и л а д и . функционал кетма -кетлик {Ц*>>> 
унинг умумий хади эса ц х ) к а б и б е л г и л а н а д и . ^_ 

1-м и с о л . ф — х а р б и р н а Т у р а л п сонга з Ш - ^ -

функцияни мое куювчи акслантириш булсин: 

4>'п- -811 

90 91 



Бу а к с л а н т и р и ш д а н 

. - лЛс . ф . ф 
5 1 П — , 51П— 5111-— 

функционал кетма-кетлик хосил булади . У [0, -4-оо) да 

берилган булиб, умумий хади / л ( х ) = 8 * г > ~ булади . 

2 - м и с о л . ф — хар бир натурал п сонга пхп(1— х) 
функцияни мое куювчи акслантириш булсин: 

ц>:п-+пх"( 1 — х). 
Бу холда 

х(1—х)2х2(1—х),..., л х " ( 1 - х ) , . . . 
функционал кетма-кетлик хосил булади . Кетма-кетлик А' = 
= /? да берилган булиб, унинг умумий хади 

Цх) = пх"(\-х) 

б у л а д и . X т у п л а м д а Ш х ) } : 
}г(х), 1т{х\3(х),..., Д(х),.. . 

функционал кетма-кетлик берилган булиб, хоЦХ булсин. 
1 -т а ъ р и ф . Агар Щх0)} сонлар кет на-кет лиги якин­

лашувчи (узок,лашувчи) брлса, {/Л*)} функционал кетма-
кетлик хо нуктада якинлашувчи (узо^лашувчи) дейилади, 
хо нук,та эса бу функционал кетма-кетликнинг якинлашиш 
(узок,лашиш) нуктаси дейилади. 

Щх)} функционал кетма-кетликнинг барча я к и н л а ­
шиш н у к т а л а р и д а н иборат туплам кетма-кетликнинг 
якинлашиш сохаси дейилади . {Дх)} функционал кетма-
кетликнинг я к и н л а ш и ш сохаси М да а н и к л а н г а н ушбу 

/ : х - И 1 т / „ ( х ) (х$М) 
л-*- оо 

функция , {/Дх)} кетм^-кетликнинг лимит функцйяси дейи­

л а д и . Д е м а к , 

П т / „ ( х ) = / ( х ) (х$Му 

3 -м и с о л . Ушбу 
Г / V • Ф 
/ Л ( Х ) = Л 5 1 П - ^ -

функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топин 
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Бу функционал кетма-кетлик Х = [0, + оо) да бе­
рилган. Унинг лимит функцйяси 

г- 51П—^— 

/ ( * ) = 1»т /„(*) = 11т п з 1 п - ^ = Н т " л/х = л / х 

булади. " 
4 -м и с о л . Куйидаги 

Д х ) = х" 

функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топинг 
Бу функционал кетма-кетлик Х = ( — оо, +00) да 

аникланган . Р а в ш а н к и , 

У х 6 ( 1 , + о о ) д а ! 1 т / я ( х ) = И т х я = + оо 

У х 6 ( - 1 , 1 ) д а П т /„(х) = Н т х " = 0 , 
Л-*- оо л-»- ОО 

х = 1 да П т / п ( 1 ) = П т Г = 1 
Л-* оо п-*- оо 

булиб, У б ( — о о , —1] да / я (х ) = х л функционал кетма-
кетликнинг лимити м а в ж у д эмас . Д е м а к , /„(х) = У 
функционал кетма-кетликнинг я к и н л а ш и ш сохаси М = 
= ( —1,1], лимит функцйяси эса 

[(х) = 1°' З Г а р ~ _ , < д г < 1 булса , 
1 1. а г а р х= 1 булса 

булади . 
5 -м и с о л . Ушбу 

функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини топинг 
Бу кетма-кетликнинг лимит функцйяси куйидаги"-

топилади: 

1!т / , ( х ) = П т Г-?±^У'+'>= И т (\ р ^ _ Л * ' + » ^ 
,-.по п ^ 0 0 \ 2 х + п/ „ ^ „ Д ^ 2х+п ) 

„^„Ч ^ 2х + п/ 

2* + /1 (— Х) 
2х + п 

= Н т ( \ 
Т -(~2Х); г_ 

2^+1 
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Д е м а к , л и м и т ф у н к ц и я 

Кх)=е-2' 

б у л а д и . 
6 -м и с о л . Ушбу 

1п(х)=п2(лфс-"+\1х% ( х > 0 ) 

функционал кетма-кетликнинг лимит функциясини т о п и н г | 

Г(х)= П т / „ ( * ) = П т п\"ф - " + У х ) = 
П -*• со П->- оо 

: И т п \ х ^ - х ^ ) = И т л У ^ х " ^ - 1 ) * 
Л->- оо 

= П т - ^ х » + 1 - ^ — 5 - = 1 п 

П 2 + Л 

Д е м а к , / ( х ) = 1 п х. 

2-§ . ФУНКЦИОНАЛ КЕТМА-КЕТЛИКНИНГ ТЕКИС 
ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ 

Б и р о р {/„(х)}: 

/ К » > Ш),..., /Дх), . . . 
функционал кетма-кетлик берилган б^либ, Л1 эса бу 
ф у н к ц и о н а л кетма-кетликнинг я к и н л а ш и ш сохаси ва }(х\ 
л и м и т функцйяси булсин: 

Н т / л ( х ) = / ( х ) (хеМ). \ 

2- т а ъ р и ф . Агар У е > 0 сон олинганда хам шундай 
Лоб У топилсаки, ихтиёрий л > » я о «/ч$/к бир йула хамма 
х^М лар учун 

\Ш)~Кх)\<г 
тенгеизлик бажарилса, {/Дх)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда / (х ) га текис якинлашади (функционал кетма 
кетлик текис якинлашувчи) дейилади. 

Д е м а к , бу холда т а ъ р и ф д а г и Ло н а т у р а л сон ф а к а т е п 
боглик булиб , х л а р г а боглик б у л м а й д и . 
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Агар хар бир е > 0 учун хамма X лар учун умумий по 
топиш мумкин б у л м а с а , яъни У л ^ У олинганда хам 
шундай ео ва Ху^М топилсаки, 

\ихо) — !(хо)\<.г 

тенгеизлик бажарилмаса; {/Дх)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда / (х ) га нотекис якинлашади дейилади. 

Б у холда л 0 н а т у р а л сон е га б о г л и к булиши бй-лан 
бирга к а р а л а ё т г а н х га хам боглик булади . 

{/„(х)} ф у н к ц и о н а л кетма-кетликнинг / (х ) га текис 
я к и н л а ш у в ч и л и г и 

/ я ( х ) П : / ( х ) ( х б М ) 
каби белгиланади . * ! 

7 - м и с о л . Ушбу 

г / ч 5ГП ПХ 

функционал кетма-кетликни М=(—оо, -)-оо ) да текис 
якинлашувчилигини курсатинг . 

Бу'- 'кетма-кетликн'инт 'лтНп 'функймяей' 

1(х)= П т — — - = 0 
п - к о о Л . 

булиб, у М = ( — оо .-}- о о ) да я к и н л а ш у в ч и булади . 
Энди я к и н л а ш и ш характерини а н и к л а й м и з . У е > 0 

сон олинганда хам я 0 = | ^ - ^ дейилса , унда барча 

п>По ва У х ^ Л ? учун 

| / п ( х ) - / ( х ) | = | ^ - 0 | = | ^ | < ± < - 4 г < е 
п - п п п0 +1 

булади . Ю к о р и д а г и т а ъ р и ф г а биноан Д х ) = 5 1 " п х - кет-
п 

ма-кетлик лимит функция Д х ) = 0 га текис я к и н л а ш а д и : 

=Г0 ( х 6 ( - о о , + Оо)) 

( Ю к о р и д а а й т и л г а н л а р д а н куринадики , Ло н а т у р а л сон 

ф а к а т е гагина боглик: л о = [ ~ ^ ) -
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8- м и с о л . Ушбу 

пх) = ™— ( 0 < х < 1) 

функционал кетма-кетликни текис я к и н л а ш у в ч и л и к к а 
текширинг . 

А в в а л о бу кетма-кетликнинг лимит функциясини 
топамиз : 

Энди Д х ) кетма-кетликнинг лимит функция / (х ) = 
= х' га я к и н л а ш и ш х а р а к т е р и н и а н и к л а й м и з . У е > 0 
сонни ( е < 1 ) олиб, л 0 н а т у р а л сон сифатида 

п0 = [(1 +хо)(^г- 1 ) ] 

ни олсак , унда У л > л 0 , *о€[0,1] учун 

1 Ш о ) - / ( * о ) 1 = 1 7 + ^ - ^ 1 = & Т + ^ Г < 

< *о('+*р) < { , 
^ • 2 + л 0 + х 0 

булади . Ю к о р и д а п0 ни олинишидан унинг е га ва х 0 

нуктага богликлиги куринади . Бирок , л 0 деб 

л 0 — т а х л 0 = т а х (1 + х д — —1)1 = 

- [ < т - ' ) ] 
олинса, унда У я > л о ва Ух6[0 ,1 ] учун 

1 М * ) - / ( * ) 1 < « 
тенгеизлик б а ж а р и л а д и . Бу эса берилган кетма-кетликнинг 
М = [0,1] да лимит функцияга текис я к и н л а ш и ш и н и 
б и л д и р а д и . 

9- м и с о л . Куйидаги 

/ я ( х ) = . . _ ^ т ( 0 < х < 1) 

функционал кетма-кетликни текис я к и н л а ш у в ч и л и к к а 
текширинг . 
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Бу кетма-кетликнинг лимит функцйяси 

/ ( * ) = Н т Ш)= Н т — ^ = 0 
П-^оо п-*- со I -\- П X 

булади . 
Энди берилган кетма-кетликнинг лимит функция 

/ (х) = 0 га я к и н л а ш и ш характерини а н и к л а й м и з . У е > 
> 0 сон олинганда хам щ н а т у р а л сон сифатида 

п0 =Щ (ХФО) 

олинса, унда У л > л о учун 

\Ш)-Кх)\ \ — ^ ~ о \

пх 

)+п2х2 ™ ^ 

булади . 
( Р а в ш а н к и , х = 0 да У л учун Д 0 ) = /(0) = 0.) Бу 

холда л 0 нинг х га богликлиги эвазига , ихтиёрий н а т у р а л 

п сон учун е 0 = ~ ва х = ~^(0, 1] килиб олсак , 

1 ' - ( 1 ) - 0 = 7 ^ 7 Ч > « . 

булади . Бу эса берилган Д х ) функционал кетма-
кетликнинг лимит функция / (х) = 0 га нотекис я к и н л а ш и ­
шини билдиради . 

1 - т е о р е м а. { Д х ) } функционал кетма-кетликнинг 
М тупламда лимит функция }(х) га текис якинлашиши 
учун 

П т в и р ! / „ ( * ) - / ( х ) | = 0 
Л-*О0 Х^М 

булиши эарур ва етарли. 
10- м и с о л . Ушбу 

1п{х) = Д / * 2 + ~̂ ~ ( — о о < х < + оо) 

кетма-кетликни текис я к и н л а ш у в ч и л и к к а текширинг . 
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А в в а л о бу кетма-кетликнинг лимит функциясини 
т о п а м и з : 

!(х)= Игл / „ ( * ) = Игл л / ^ + Л " = У х 2 = 1*1, 

сунгра \ М Х ) — н и к а р а й м и з : 

\и*)-кх)\ | л / * ч ^ - - | х | | = V " } х 

1 V"2, "'" +̂7-+ 1*1 

X 
г 

" ! ( л / ' ч ^ + | " ) 
Р а в ш а н к и , х б ( — о о , + о о ) у ч у н 

1. 1 зир я 

" " г(л/^ + 1") 
Б у н д а н эса 

И т з и р | / я ( х ) — Д х ) | = Н т - = О 
п оо х(:К ч • оо 

булиши келиб чикади . Ю к о р и д а г и 1 - георемага к^ра 
б е р и л г а н ф у н к ц и о н а л кетма-кетлик (— оо, +• о о ) д а текис 
я к и н л а ш у в ч и б у л а д и . 

11- м и с о л . Ушбу 

ф у н к ц и о н а л кетма-кетликни текис я к и н л а ш у в ч и л и к к а 
текширинг . 

Бу к е т м а - к е т л и к н и н г лимит функцйяси 

/ ( х ) = Н т [п(х)= П т ^ + ^ 1 = 1 
л - * оо я-*-оо л ~ г Л 

б у л а д и . Энди 
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и / \/ \  I  пх+х' 2 +п 2  ,1 I ял: I 
^ + „ 2 * | 1«2 + я 2 | / + „ 2 

нинг супремумили топамиз . Р а в ш а н к и , [0, 1] да 

зир | / я ( х ) — / ( х ) | = з и р ^ ^ т = т а х - п х 

х2+п2 х2+к 

булади . Агар х ^ [ 0 , 1] ва л > 1 да 

я ( л 2 4 - я 2 ) — пх-2х_ гР — пх2 __ я ( л 2 — л 2 ) 

(х2\-п2)2 ~ (х2 + п2)2~ (х2 + п2)2 (х2 + п2)'7 

> 0 

эканлигини эътиборга олсак , унда [0, 1] да п х нинг 
х + я 

усувчи булишини ва у [0, 1]да узинингэнг катта кийматини 
х = 1 да к а б у л килишини а н и к л а й м и з . 

Д е м а к , 
пх л 

т а х 'х2 + п2 1 + л 2 ' 

Ш у н д а й килиб , берилган кетма-кетлик учун 

зир 1/л(*)-/(*)1 
бу\либ, ундан 

о < ^ < 1 ; " 1 + л 2 

И т зир | / „ ( х ) - / ( х ) | = 0 
л - * ор О ^ х ^ 1 

булиши келиб чикади . Д е м а к , берилган кетма-кетлик 
[0,1] да текис я к и н л а ш у в ч и . 

12- м и с о л . Ушбу 
/ л ( х ) = л х л ( 1 - х ) ( 0 < х < 1) 

функционал кетма-кетликни текис я к и н л а ш у в ч и л и к к а 
текширинг . 

Р а в ш а н к и , х = 1 да /„(1) = 0 ва 0 ^ х < 1 да эса 

Н т / я ( х ) = Н т пх"(1 — х ) = 0 
П-*~ ОО П-*- ОО 

булади. Д е м а к , берилган функционал кетма-кетлик(0 ,1] да 
я к и н л а ш у в ч и , унинг лимит функцйяси / (х) = 0 булади . Бу 
я к и н л а ш и ш н и н г характерини а н и к л а й м и з . 

| / „ ( х ) - / ( х ) | = \пхп{\| = лх"(1 - х ) , 

зир | /„(х) — / ( х ) | = зир лх"(1—х) = 
0 < л г < 1 0 < г < 1 

= т а х лх"(1 — х). 
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Энди ях"(1—х) функциянинг [О, 1] даги максимум 
кийматини топамиз . Р а в ш а н к и , 

(пх\\— х))' = п2хп~'(1 - х) - пх" = « V - 1 - п( п + 1 )хп 

ва 

я 2 х П - , - я ( я + 1 ) х ' , = 0 = ^ х 1 ^ 0 , х 2 = — 5 — . 

ях"(1 —х) функция х = ^ 1 д а узининг максимум к й й м а ­

тига э р и ш а д и . Бу максимум к и й м а т 

< 1 + т ) " . ( » - т ? т ) 

га тенг булади . Н а т и ж а д а 

булиб , 

И т зир | / п(х) — /(х)| = 11т п ( — ^ - г Т - — г г = Т 
булади . Д е м а к , берилган кетма-кетлик [О, 1] да нотекис 
я к и н л а ш а д и . 

Ф а р а з килайлик , X т у п л а м д а {Д*)} функционал кетма-
кетлик берилган булсин. 

З - т а ъ р и ф . Агар У е > 0 сон олинганда хам шундай 
«обА/ сон топилсаки, я > я 0 , т > л 0 булганда Ух^Х учун 
бир йула 

| / п ( х Ь - / т ( х ) | < к ; 

тенгеизлик бажарилса, (Дх)} функционал кетма-кетлик 
X да фундаментал кетма-кетлик дейилади. 

2 - т е о р е м а ( К о ш и т е о р е м а с и ) , { /„(х)} функци­
онал кетма-кетлик X т у п л а м д а лимит функцияга эга 
булиши ва унга текис якинлашишй учун у X да фунда­
ментал булиши зарур ва етарли. 

13- м и с о л . Ушбу 

/ л(х) = х л - х я + 1 ( 0 < х < 1 ) 

функционал кетма-кетликнинг текис я к и н л а ш у в ч и л и г и н и 
Коши теоремасидан ф о й д а л а н и б курсатинг . 
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Бу кетма-кетликнинг [0, 1] да ф у н д а м е н т а л булишини 
к у р с а т а м и з . 

1 / л ( * ) - / * , ( * ) ! = | х Я ^ Х Л + , - ( х ' " - х ' П + 1 ) | < 

< | х " - х л + , | + |х" — х " + 1 | = ( х л - х л + 1 ) + 

+ ( х " - х " + 1 ) < зир (хп-хП+1) + 
0 < х < 1 

+ зир ( х т — х т + 1 ) < —-+-— 
0 < * < 1 Я Ш 

А г а р У е > 0 сонга кура н а т у р а л Яо сонни 

деб олинса , у холда барча я > л 0 ва б а р ч а т > я 0 учун 
_ 1 , 1 < _ _ | _ , ^ = 2 , 
« т «о «о "о 

булади . Д е м а к , У е > 0 с о н олинганда х а м шундай н а т у р а л 
сон м а в ж у д к и , я > л 0 , ш > я 0 ва У х 6 [ 0 , 1] учун 

\их)-их)\<* 

тенгеизлик уринли б у л а д и . Бу эса б ер ил г ан Цх) = х" — 
— х"+ ф у н к ц и о н а л кетма-кетликнинг [0, 1] да фунда­
ментал эканини билдиради . Коши теоремасига кура кетма-
кетлик [0, 1] да текис я к и н л а ш у в ч и б у л а д и . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги ф у н к ц и о н а л к е т м а - к е т л и к л а р н и н г лимит 
ф у н к ц и я л а р и н и топинг: 

1. Д х ) = — 1 — , — о о < х < + о о . 
дг + л 

2. /„(*) = х"-х 2 ", 0 < х < 1 . 

3. Д х ) = ЯХ 251П-^, — СО < Х < + ОО. 

4. Д х ) = с о з л ^ - , — о о < х < -4- о о . 

V" 

5. Д х ) = 2 ^ х 4 л ' — 0 0 < * < + оо. 

6. Д х ) = я 2 х ( 1 - х 2 Г , 0 < х < 1 . 
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А 
А 

7. Цх) = У&^пх,;0<х'<я. 

8 . Ш) = 1 - х), - с о < х < + с о . 

9. = (1 + ; ) " . - О О < А Г < + ОО . 

10. /Л*) = « ( > / * - 1), 0 < * < + с о . 

1 1 / / л ( х ) = У Г + 7 , 1 < х < 2 . 

12.7„(х) = е - л х 2 , 1 < * < . . + - о о -
13. /„(х) = ( х - 1 ) а г с 1 ё Л 0 < х < + оо. 

15- Цх) = ( ^ ) П , - оо < * < + оо. 

16. Д * ) = ( " ^ 2 ± 1 У . 0 < х < + с о . 

17. / я(л:) = л 1 1 п ( х + л ) - } п п). 
х + е"' 

, 18. /«(*) = 1 + У 

19. с о . 

20. Агар }о{х) функция [0, 1] сегментда а н и к л а н г а н ва 
узлуксиз булса , у х а л д а 1 

\

/„(*)= \ 1 п - № 
( л = 1 , 2, 3, ...) 

функционал кет^д-кетликнинг^ лимит функцйяси , , / (# ) = 
= 6 эканини исботланг . ,.»' ; . • • -ж? 

К у й и д а г и функционал к е т м а - к е т л и к л а р н и н г текис 
я к и н л а ш у в ч и л и г и н и исботланг : 

21 . = V 
пх2 

" • + 7 
— оо < оо. 

22. = 1 ' < " х < + оо. 

23. /„(*) = 0 < * < + со . 
24. / л (х ) = е - ( ) : - ' ! ) 2 , 1-

25. Ш) = Ц х 2 +1), 1 < X < + с о . 
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26. / Д х ) = а г с 5 1 П - ^ " — , 0 < х < 4"-
. , 1 +х" 2 

27. А г а р [0, 1] сегментда /о(л:) = 0 булса , у холда 

1«(х)=л1х-!п_х{х) ( я = 1 , 2 , 3,...) 

функционал кетма-кетликнинг [0, 1]да текис я к и н л а ш у в ч и ­
лигини исботланг . 

28. А г а р / ( * ) функция [0, 1] да а н и к л а н г а н ва у з л у к с и з 
булса , 

Ш)= 2 / ( | ) с * * * ( 1 - * ) " " * 

функционал кетма-кетликнинг [0, 1] да / ( * ) га текис 
я к и н л а ш и ш и н и исботланг . 

29. А г а р / ( * ) функция [0, 1] да а н и к л а н г а н ва 
узлуксиз булса , ушбу 

функционал кетма-кетликнинг (0, 1) да 1(х) га текис 
я к и н л а ш и ш и н и исботланг . 

30. А г а р / ( * ) функция ( — со , + о о ) да а н и к л а н г а н 
узлуксиз х а м д а 2 я д а в р л и функция булса , у х о л д а 

— л 

функционал кетма-кетликнинг ( — с о , - ( -оо) да / ( х ) га 
текис я к и н л а ш и ш и н и исботланг . 

Куйидаги функционал к е т м а - к е т л и к л а р н и текис х а м д а 
нотекис я к и н л а ш и ш г а текширинг : 

32. /„ (х)= Ух-вт х, О ^ х г ^ л . 

33. / , ( * ) = 

34. / „ ( * ) = 

35. / „ ( * ) = 



36. х2", 0 < х < 1. 

37. }п(х)==пхе""2, 0 < х < 1. 
«о г / \е п2х п ^ , 
38. / я ( х ) = ^ — § , 0 < Х < + со . 

39. 1я(х) = ^ р - , 1 < х < + с о . 

п X 
40. / „ ( * ) = « ^ ( у Х " ) , 0 < Х < у . 

3 - § . ТЕКИС ЯКИНЛАШУВЧИ ФУНКЦИОНАЛ 
КЕТМА-КЕТЛИКЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ 

М т у п л а м д а (МсиЯ) бирор { Д х ) } функционал 
кетма-кетлик берилган булиб, унинг лимит функцйяси / (х) 
булсин: 

Игл Д х ) = / (х) (х$М) 
п--*-оо 

1°. Агар {Дх)} функционал кетма-кетликнинг х а р бир 
Д х ) ( л = 1 , 2, 3, ...) хади М т у п л а м д а узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма-кетлик М да текис якинлашувчи булса , 
у холда Дх) лимит функция хам М т у п л а м д а узлуксиз 
булади . 

2°. Агар х->~хо да {Дх)} функционал кетма-кетликнинг 
х а р бир / „ ( х ) ( л = 1 , 2, ...) хади чекли 

Пт!„(х) = ая (л = 1,2,...) 

лимитга эга булиб, бу кетма-кетлик Ц да текис якинла ­
шувчи булса , у холда \а„} кетма-кетлик хам я к и н л а ш у в ч и , 
унинг лимити а(а=\\т аЛ эса / (х) нинг х - * - х 0 даги 

лимитига тенг: 
П т / ( х ) = а. 
Х - Х „ 

Бу ифодани 

П т П т [п(х)= П т П т Д х ) 

ш а к л д а хам ёзиш мумкин. 
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3°. А г а р { Д х ) } функционал кетма-кетликнинг х а р бир 
/ п ( х ) ( л = 1, 2, ...) хади [а, Ь] сегм,ентда узлуксиз булиб, бу 
функционал кетма -кетлик [а, Ь] да текис я к и н л а ш у в ч и 
булса , у холда 

в о Ь 

\!\(х)(1х, $ Д х ) й х , $/„(х)йх, ... 
а а а 

Ь 

кетма -кетлик я к и н л а ш у в ч и , унинг лимити эса ^ / ( х ) ^ х 
а 

га тенг булади : 

П т \ / „ ( х ) ^ х = \1{х)йх. 
о а 

Кейинги тенгликни 
Ь Ь 

П т Ч / „ ( х ) й х = ( М 1 т Д х Ш х 
л->- оо •> ^ I я - * оо I 

а а 1 

каби ёзиш хам мумкин. 
4° . Агар { Д х ) } функционал кетма-кетликнинг х а р бир 

Д * ) ( « = 1, 2, •••) х а д и [а, Ь] сегментда узлуксиз Д х ) (п = 
= 1, 2, ...) хосйлага эга булиб бу х о с и л а л а р д а н тузилган 

1Ш Д*)> Пх), ... 

функционал кетма-кетлик [а, Ь] да текис я к и н л а ш у в ч и 
булса , у холда лимит функция Дх) шу [а, Ь] да Д х ) 
хосйлага эга булиб, { Д х ) } кетма-кетликнинг лимити / ' ( х ) 
га тенг булади : 

] 1 т . [ ^ > ] = в ^ ) = ^ 1 . , Й . / ^ ) ] -

Мисол ва масалалар 

41 . Ушбу 

31П ШС 

функционал кетма-кетлик учун х = 0 да 

эканини курсатинг . 

105 



42. К у й и д а г и 
1п(х) = х" 

ф у н к ц и о н а л к е т м а - к е т л и к [0, 1] да л и м и т функция 

Г 0, а г а р 0 О < 1 булса , 

/ ( Х ) = | 1, а г а р х=. 1 булса 

га нотекис я к и н л а ш с а х а м 
1 

11 
~ ~ ' б о ' 

1 I 

Нт \их)а-х=\\Пт1п(х)]с1х 

булишини курсатинг . 
43. Ушбу 

/ „ ( * ) = « * ( 1 - х > ( 0 < х < 1) 
ф у н к ц и о н а л кетма-кетликнинг лимит ф у н к ц й я с и [(х) 
[0,1] да узлуксиз булса хам 

1 1 

Пт \их)йхф [}Шх 
л ^ ~ о о 

булишини курсатинг . 
44. А г а р / ( * ) функция [0, 1] да у злуксиз / ' ( х ) хосйлага 

эга булса , у холда 

ф у н к ц и о н а л к е т м а - к е т л и к учун 

^ Ш ) ^ П х ) 
булишини исботланг . 

45. }{х) функция ( — оо, + оо) да узлуксиз ; 2 я д а в р л и 
ф у н к ц и я булиб , у узлуксиз / ' ( * ) хосйлага эга булсин. Унда 
ушбу • 

— л 

функционал к е т м а - к е т л и к учун 

булишини исботланг . 
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4-§. ФУНКЦИОНАЛ КАТОРЛАР ВА 
УЛАРНИНГ ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ 

X т у п л а м д а (Xс:/?) бирор 

« и » , иъ{х), и^х), 
функционал кетма -кетлик б ер ил г ан булсин. Ушбу 

и^+и^х) +... + "«(*) +... 
оо 

ифода функционал $атор д ейил ад и ва у 2 и^х) каби 
б е л г и л а н а д и : л = 1 

оо 

2 ф ) = ф ) + ф ) т . . . т ф ) + ... , г (1) 

ОО •'• ', 
4- т а ъ р и ф. Агар.. 2 (Цхо) (х0^Х) сонли цатор як,иц-

' ' '' л = 1 

лашувчи (узок,лашувчи) булса, 2 и^х) функционал 

к,атор хо нук,тада якинлашувчи (узок,лашувчи) дейилади, 
хо нук,та эса функционал к,аторнинг якинлашиш (узок,ла-
шиш) нук,таси дейилади. 

оо 

2 и„(х) функционал каторнинг барча я к и н л а ш и ш 
л = 1 : 

н у к т а л а р и д а н иборат т у п л а м бу функционал каторнинг 
якинлашиш сохаси дейилади . 

(1) функционал каторнинг д а с т л а б к и х а д л а р и д а н 
тузилган ушбу 

5 ц » = и,(*) 4 

5т'х) = и,(х) + и2(х) + ... + и4х) 

йигиндилар функционал каторнинг кисмий йигиндилари 
дейилади . ( 1 ) ф у н к ц и о н а л каторнинг кисмий йигиндила-
ридан ибор-ат {54г)} функционал кетма-кетликнинг лимити 

П т 5 л ( х ) = 5 ( 4 

функционал к,аторнинг йигиндйси д ейил ад и . А г а р ушбу 

2 I«„(*„)! (х0ех) 
л = 1 
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сонли к а т о р я к и н л а ш у в ч и булса , у холда 2 и„(х) функ-
я = 1 

ционал к а т о р хо н у к т а д а абсолют якинлашувчи д е й и ла ди . 
Функционал каторнинг барча абсолют я к и н л а ш а д и г а н 
н у к т а л а р и д а н иборат т у п л а м к,аторнинг абсолют якинла­
шиш сохаси д е й и ла ди . 

14- м и с о л . Ушбу 
оо 

2 Т, м Л у • М ( 0 < Х < + О О ) 

каторнинг йигиндисини топинг. 
А в в а л о берилган функционал каторнинг кисмий 

йигиндисини топамиз : 

5 Л ( * ) = х + 1 + ( л + 1 ) ( х _ | - 2 ) + (2х+1)(Зх+\) + 

+ | ( л - 1 ) ж - Ы К я х + 1 ) = ( т ~ ~ х+\) + 2х+\ + 

^ \ 2 * + 1 З х + 1 / ' V (п — 1 )л + I пх+1 ) 

= 1 1 

энди л->-оо да лимитга утамиз : 

И т 5 я ( х ) = Н т ( 1 - — 5 — 
Л ->• оо п -•- оо \ • / 

Д е м а к , , б ери лга н функционал каторнинг йигин­
дйси 5 ( х ) = 1 б у л а д и . 

15- м и с о л . Ушбу 

5 хп-1 = 1 + х + х2 + ...+хп-1 + ... 
я = 1 

функционал каторнинг я к и н л а ш и ш сохасини топинг. Бу 
к а т о р н и н г кисмий йигиндйси 

5 . < * ) = ! + * + . : . + * • = { - т ^ т * а г а р х # 1 б * л с а ' 
л, а г а р х= 1 булса 

б у л а д и . Унда 

У * б ( - 1 , 1) учун П т 5 я ( х ) = П т 1 

У * € [ 1 , + о ° ) учун П т 5 л ( х ) = о о , 
ОО 
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У х Е ( — о о , —1] учун {5п(;с)} кетма-кетлик лимитга 
эга эмас . 

Ш у н д а й килиб, берилган функционал каторнинг я к и н ; 
л а ш и ш сохаси М=( — 1, 1-) и н т е р в а л д а н иборат экан . 

16- м и с о л . Ушбу 

п = у(2п-\)х2п'1 * ^ З * 3 ^ 5 / ^•••^72^1)?^ Г ^ ' ' ' 
функционал каторнинг я к и н л а ш и ш сохасини топинг. Бу 
каторга Д а л а м б е р аломатини ку\ллаймиз (бунда х ни 
п а р а м е т р деб хисоблаймиз) . Р а в ш а н к и , 

{ Х ) = (2л- 1)^- ' ' " п + ' ( * ) = = (2л Н ) * 2 » " 

булиб, 

К + | ( * ) | _ 1 2(п+1)х2п+1\_ 1 2я+1 !"„(*)! 1 ( 2 я - 1 ) * 2 — 1 I х 2 2л-1 

булади , Д е м а к , 

1 2я+1 1 
Л-ОО "„(*) / 

П т 

. , ' " " « ^ " 2 я - 1 7" 

М а ъ л у м к и , — , - < 1 булганда , яъни | х | > 1 б у л г а н д а катор 
хг 

я к и н л а ш у в ч и б у л а д и , - ^ > 1 , яъни |лс |< ;1 булса , катор 
хг 

узоклашувчи булади . Энди лс = Г ва х= — 1 холларни 
к а р а й м и з . х= — 1 булганда 

0 0 — 1 
2 . 

« - г ' 2 п - . 1 , ' 

х= 1 булганда оо 
^1 1 

сонли к а т о р л а р хосил булади . Р а в ш а н к и , бу к а т о р л а р 
узоклашувчиДир. 

Шундай килиб, берилган каторнинг я к и н л а ш и ш сохаси 
М = (— оо, — 1)0 (1 , со) эканлигини топамиз . 

17- м и с о л . Ушбу 

У ( - Р я / : : 
„ ^ , 2 л - 1 \ \ + х ) 
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функционал каторнинг я к и н л а ш и ш х а м д а абсолют якин­
л а ш и ш сохаларини топинг. 

Р а в ш а н к и , х нинг 
П т ; — < 1 

л - о о | « я ( * ) | 

муносабатни к а н о а т л а н т и р а д и г а н к и й м а т л а р и д а , Д а л а м -
бер а л о м а т и г а кура , б е р и л г а н к а т о р абсолют я к и н л а ­
шувчи булади . Шуни эътиборга олиб топамиз : 

•-̂•(тйПЬй—•'— 2 п - 1 \1+х; \_\1 I 1 + х 

1—* I , . 2 л — 1 | 1— х 
11ГЛ 

Д е м а к , 
1 + * ' я ^ о о 2 п + 1 1 1 + * 

1 _ * ' < 1 =4- - К ! - , - - < ! 
1+хI 1 + х 

х>0, яъни М — (0, + со ) 

т у п л а м д а берилган функционал к а т о р а б с о л ю т якин­
л а ш у в ч и булади . 

х = 0 д а берилган функционал к а т о р 

-1+1-1+-+(-1)я-1яЬ-+- <2> 
сонли к а т о р г а а й л а н а д и . Бу к а т о р Л е й б н и ц теоремасига 
кура я к и н л а ш у в ч и б у л а д и . Б и р о к унинг х а д л а р и н и н г 
абсолют к й й м а т л а р и д а н тузилган 

к а т о р у з о к л а ш у в ч и булганлиги с а б а б л и (2) к а т о р ш а р т л и 
я к и н л а ш у в ч и д и р . ( — со , 0) о р а л и к д а к а т о р у з о к л а ш у в ч и 
экани р а в ш а н . Ш у н д а й килиб , берилган функционал 
каторнинг я к и н л а ш и ш сохаси [0, + со) , абсолют я к и н л а ­
шиш сохаси эса (0, + со ) д а н иборат . 

5-§. ФУНКЦИОНАЛ КАТОРНИНГ ТЕКИС ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ 

X т у п л а м д а (А'сг/?) бирор я к и н л а ш у в ч и 

Хиа(х) = и1(х)+и2(х)+... + ип(х)+... 
я=Г 

ПО 

функционал к а т о р берилган булиб, унинг йигиндйси 5 ( х ) 
булсин: 

П т 5 я ( х ) = 5(л:). 
Л-> оо 

оо 

5- т а ъ р и ф. Агар X тупламда 2 ип(х) функционал 
я = 1 

к,аторнинг к,исмий йигиндиларидан иборат {5^х)} функци­
онал кетма-кетлик к.атор йигиндйси 8(х) га текис 
як,инлашса, у %олда бу функционал цатор X да текис 
якинлашувчи дейилади. 

{8„(х)} кетма-кетлик X да 8{х) га нотекис ящинлашса, 
оо 

унда 2 и„(х) функционал к,атор X да нотекис як.инла-
л = 1 

шувчи дейилади. 
об 

3 - т е о р е м а. 2 ип(х) функционал катор X да 3(х) га 
я = 1 

текис якинлашиши учун 

Н т 8 и р | 5 . ( ж ) — 5 ( * ) | = П т $ и р | I ик(х)\=0 

булиши зарур ва етарли. 
оо . , • • _ 

1- э с л а т м а. А г а р 2 ип(х) функционал к а т о р учун 
я = 1 

П т зир 18п(х) - 5 ( х ) I Ф 0 (Х$Х) 
П--00 хех 4 ' 

булса , унда берилган к а т о р X да нотекис я к и н л а ш у в ч и 
булади . 

18- м и с о л . Ушбу 
; оо 

2 -! 1 . ^ : 
л = 1 ( * + /гХ* + л + 1 ) 

функционал каторнинг [0, + со ) да текис я к и н л а ш у в ч и л и ­
гини курсатинг. Берилган каторнинг йигиндисини топамиз: 

5 л ( * ) = ( х + 1 Х х + 2 ) - + (х + 2 Х * + З Т + " " 

+ (* + «Х* + я.+ 1) = ( х + 1 — ^ + 2 " ) + (т+2~_~* + 3 ) + 

•\х + п х + п+1) х+\ + п + 1 ' 

П т 5 я(л:) = П т ( ' • - 1 • • ' ) = — 
л - о о я - о о \ * + 1 Х + П + \  Х + \ 
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Д е м а к , 
3(х)= 1 

х+1 • 

Н а т и ж а д а 
1 1 1 1 

5п(х)-5(х) = 
х+1 х + п+1 х+1 х + п+1 

булиб, 
зир | 5 „ ( х ) - 5 ( . к ) | = = — 

*6(0, оо) I 

булади . Кейинги тенгликдан эса 

П т зир \3„(х) — 5 ( ; с ) | = 0 
л-00*6(0, + о о ) 

булиши келиб чикади . Ю к о р и д а г и 3 - т е о р е м а г а кура 
б ерил ган функционал к а т о р (0, + о о ) да текис я к и н л а ­
шувчи булади . 

19- м и с о л . Ушбу 
оо 

п^(\пх){\+(п+\)х) 

функционал каторнинг (0, + ° ° ) да нотекис я к и н л а ­
шувчилигини курсатинг . 

А в в а л о бу каторнинг йигиндисини топамиз : 

5 л ( * ) = ( 1 + х ) ( 1 + 2 х ) ^ ТТ + 2^ХГ+3*У + - + 
х 

( \ + х 1 + 2 х ) + ' (\+пх\\+(п+\)х) 

^{т+2х Г + З х ) - ^ 

+ ••• + ( , + п х 1 + ( „ + 1 ) д ; ) = "1-|-д : 1+(п+1)х' 
1 1 

Мт 8а(х)=\\т (-—^—— , , . \ ^— 1 

л ^ о о \ 1 + * 1+(п+1)х/ 

Д е м а к , 
5(*) 1 

Унда 
1 + х • 

зир | 5 „ ( * ) - 5 ( х ) | = 
х€(0, + о о ) 

1 1 1 " = зир 
_ ^ ( о и + Р о о 1 1 1 + х 1+(п+1)х 1+х\Ноо) ! + ( " + ! ) * *€<0, + о о ) 
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булиб, х — 
п+\ 

б у л г а н д а 

П т зир | 5 л ( х ) - 5 ( * ) 1 = — # 0 
П - » оояг6(0, + оо) ^ 

булади. Демак, берилган катор (0, + ° ° ) да нотекис якинлашувчи. 
В е й е р ш т р а с с а л о м а т и . Агар 

ОО 
2 ип(х) = и,(х) + и2(х) +... + иа(х) +... 

п= 1 

функционал каторнинг кар бир ип(х) ( я = 1 , 2, ...) кади 
X т у п л а м д а 

\ип(х)\^са (п=\, 2, . . . ) 

тенгеизликни каноатлантирса ва 
оо 

2 с„ = с , + - с 2 + ...+• с„+-.. . 

оо 

сонли катор якинлашувчи булса , у \ о л д а 2 ип(х) функ-

ционал катор X да текис якинлашувчи б у л а д и . 
20- м и с о л . Ушбу 

51П П2Х 51П 12Х , 51П 2 2 Х 

п= I П 
+ ... 

функционал каторни В е й е р ш т р а с с а л о м а т и д а н ф о й д а л а -
ниб текис я к и н л а ш у в ч и л и г и н и курсатинг . 

Б е р и л г а н каторнинг х а р бир 

, . 51Т1 П 2 Х / , г» \ 
" „ ( * ) = =— ( « = 1 , 2 , ...) 

хади учун 

\иМ\ 

булади ва р а в ш а н к и , 

= 1 Л 

сонли к а т о р я к и н л а ш у в ч и . В е й е р ш т р а с с а л о м а т и г а кура 
берилган функционал катор ( — с о , + с о ) да текис 
я к и н л а ш у в ч и б у л а д и . 
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2 1 - м и с о л . К,уйидаги 

2 ( г 2 + | ) " ' 
<1=| " 

функционал каторнинг я к и н л а ш и ш сохасини топинг ва 
текис я к и н л а ш и ш г а текширинг . 

х узгарувчини п а р а м е т р хисоблаб , Коши а л о м а т и д а н 
ф о й д а л а н и б топамиз : 

П т " \ / ( х 2 + — ) " = П т (х*+±-) = х*: 
Я - * о о у Я л - ~ о о п 

Д е м а к , б е р и л г а н к а т о р х 2 < 1 , яъни ( — 1,1) да я к и н л а ­
шувчи, | х | > 1 да у зоклашувчи . д ; = ± 1 да 

°° • 
2 ( 1 + - Г 

л = | п 

сонли каторга эга б у л а м и з . Бу каторнинг умумий хади 
учун, л - ю о да 

булганлиги с а б а б л и у у з о к л а ш у в ч и б у л а д и . Д е м а к , 
берилган функционал каторнинг я к и н л а ш и ш сохаси 
( — 1,1) интервалдан иборат экан . 

Ушбу 0 < а < 1 тенгеизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и ихтиё­
рий а сонини олиб, [ — а, а] сегментни к а р а й м и з . Р а в ш а н к и , 
[ — а, а ] с г ( —1,1). Унда У * € [ — а, а] учун 

(х2+~Г<(а2 + ^Г 

булади . Н а т у р а л п0 сонни шундай т а н л а б олиш мумкинки, 

а 2 + ^ < 6 , л > я 0 ( а 2 < & < 1 ) 

булади . Н а т и ж а д а берилган функционал каторнинг х а р 

бир (х2 + - 1 - у ( л = 1,2,...) хади учун ( г г + - ) л < 6 ' -

оо 

булишини ва 2 Ь" каторнинг я к и н л а ш у в ч и л и г и н и аник-

л а й м и з . В е й е р ш т р а с с а л о м а т и д а н ф о й д а л а н и б , берилган 
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функционал каторнинг [ — а, а] д а ( 0 < а < 1 ) текис 
я к и н л а ш у в ч и булишини топамиз . Б е р и л г а н каторни 
(—1,1) о р а л и к д а нотекис якинлашувчилигини курсатишни 
укувчига х а в о л а к и л а м и з . 

22- м и с о л . Ушбу 

2 х2е-ах 

функционал каторнинг , В е й е р ш т р а с с а л о м а т и д а н фойда­
л а н и б , [0, + со ) да текис якинлашувчилигини курсатинг . 

Бу каторнинг х а д л а р и учун 

х = 0 да ы л ( 0 ) = 0 , ( я = 1 , 2 , . . . ) 
х>0 д а ип(х)>0, (л =1,2 , . . . ) 

булади . Р а в ш а н к и , 

ип(х) = 2хе-лх - х2пе-ях = хе~п\2 - пх)=пхе-п\--х) 

булиб , х = - | да и'я(-^-)==0, 

0 < х < — да и я ( х ) > 0 , 

• — <х<оо д а и„(х)<0 

2 

булади , Д е м а к , и^х) функция * = — да м а к с и м у м г а эри­

ш а д и : 
2 

2 4 -п— 4 __ 
т а х ип{х) = ип{~)=^е п =^е . 

0 < * < + оо " Л Я 

Д е м а к , б е р и л г а н функционал каторнинг х а р бир хади 
учун 

0 < и я ( х ) < 4 " Л " 
е я 

б у л а д и . А г а р 

2 ^ 
л = 1 е л 

к а т о р н и н г я к и н л а ш у в ч и эканини эътиборга олсак , унда 
В е й е р ш т р а с с а л о м а т и г а к у р а , берилган функционал 
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каторнинг {0, + оо) ;да текис якинлашувчи булишини 
топамиз. 

4- т е о р е м а ( К о ш и т е о р е м а с и). I ип(х) 
/1=1 

функционал каторнинг X д а текис якинлашувчи булиши 
учун унинг кисмий йигиндилари кетма-кетлигининг X да 
фундаментал булиши зарур ва етарли. 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги функционал каторларнинг якинлашиш соха-
ларини топинг: 

оо оо 

и = 1 ' /1 = 0 я = 1 

47. 2 у " . 52. 2 хепх. 

48. 2 ! ; 53. 2 — ~ . 
л = > ( ^ + 2)" я = . » 2 

оо з оо 
49. 2 «д/зТгЛс. 54. 2 ( 5 - х 2 ) " . <" 

/1=1 /1=1 \ 

50. 2 - ^ = ^ - . 55. 2 
\ 

Я 
/1=1 

— З г -
= 1 V" 

Куйидаги функционал каторларнинг абсолют якинла­
шиш сохаларини топинг: -

56. 2 - з ш ^ . 61. 2 п*(2х - Л ) " . 

57. 2 - ^ . 62- 2 ( — 1)" м е 
/1 = 0 

„2 

58. 2 ^ . : 63. ; 2 (4+х)". 
/1=1 

оо . 
59. 2 я"" 1* 2 . 64. . 2 . - Й Г — . 

л = . ^ + 1 : 
ОО оо 

60. 2 ( _ 1 ) - + 1 _ ! _ 65. 2 | > ( ! + ") I". 
л = 1 я ' п ^ 
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Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора-
ликларда текис якинлашувчилигини исботланг: 

66. 2 - ^ - а - , * = ( - ° ° > + « > ) • . 

67. 2 —Ц-, Х = (1, + о о ) . 
— 1 ! + 

68. • 1 ( ~ 1 У ' ~ ' , Х = [0, + оо). 
„=, 

69. 2 * = ( - о о , + оо). 
- I * 

70. 2 ( ~ " ' ) г , * = [0,1]. 
/1=1 

71. 2 ' о, Х = С - о о . + оо). 
„ = 1 пф+Г 

72. 2 ( ~ \ Х = ( - 1 , 1 ) . 
/1=1 

я = 1 

74. 2 з т - Ц г с 1 & - ^ 4 - , * = ( - о о , + о о ) . 

7 5 - . ! , | п ( 1 + ^ ) х = < - 0 О ' + ° о ) ' 
Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора-

ликларда нотекис якинлашувчилигини исботланг: 

76. 2 ( е - ( " - 1 , 2 х - е - А ) , Х = [0,1]. 
п= 1 

оо . 0 0 - л * 

77. 2 5 1 п 2 7 ^ , * = ( 0 , + о о ) . 78. 2 -5-=-, ^ = (0,1). 
я = 1 п = 1 " 

79. 2 — Х = ( - о о , + о о ) . 

80. 2 е - ^ - я п п х , Х = [ 0 , 1 ] . 
л = 1 
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81. 2 лг"зт '- , Х = ( - 2 , 2 ) , 82. 2 
л = 1 л/'+" 3дг 

, ^=(0,11. 

83. 2 ( а г с 1 ё - ) 2 , Х = ( - о о , + о о ) . 

84. 2 ^ Ц ^ - - 8 т - , Х = (1, - ( - с о ) : 

85. 2 ' 1п" ' х , Х~(\, ( - со ) . 

Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора* 
ликларда текис якинлашувчилигини Вейерштрасс алома­
тидан фойдаланиб исботланг: 

86. 2 ~ АГ = [ —1,1]-

87. 2 
л = 1 

( - 1 ) " 

х + 2" 
, * = ( - 2 , + оо). 

88. 2 е~^х, Х=\\, + о о ) . 

89. 2 1 Х=( — со, + со) . 
. . = 1 п ^ 

90. 2 — ^ т т , * = [0, + о о ) . 

91. 2 — ^ - Т , Х = ( - о о , + оо). 

92. 2 т * = [ - 1 , 3 ] . 

93. 2 5 < П 2 ^ ^ , Х = [0, -т-'ею). 

94. 2 ( ^ ^ ) , Х = [0, + -оо) . 
„ = 1 \+ях / 

' ОО 

95. 2 , « »п(1+,?*), Х ; - ( 2 , + о о ) . 

Куйидаги функционал каторларнинг курсатилган ора-
ликларда текис ёки нотекис якинлашувчилигини аникланг: 

96. 2 * = [ 0 , 2 я ] . 

97. 2 ( - 1 ) " ^ - , Х = ( - о о , + о о ) . 
л = 1 Я 

98. 2 *" , Х = [0, + с о ) . 
. . I 0 + » " ) 

99. 2 ^ ^ - , Х = [ 0 , + о о ) . 
Л: 1 + / 1 ° д : л 

, 0 ° - , ? , Т ^ ' л = 1 0 ' + ~ ) -

" " • , ! , ( - | , ' ^ т т ? х = | 1 - + 0 < > ) -

102. 
. ! , | п г ( 1 + т ^ ? > * - № + - > . 

103. 2 е - " , е х , Х = (0,^). 
/1=1 ^ 

°° / _ | У > + 1 
Ю4. 2 ; 'V , * = ( - о о , + - о о ) 

2/1 + 51П* 4 1 ' 
л = 1 

оо _ 

105. 2 , , , , а г с 1 е — , * = [ - 2 , 2 ] 
/ » ( л + 1 ) 6 2 " 

л = 1 
оо 

106. Агар 2 ап катор якинлашувчи булса, у холда 
л = 1 

2 ± 

функционал каторнинг [0, +• со ) да текис якинлашувчи 
булишини исботланг. 

107. Агар 

2 I «„(*)! 
л = 1 
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функционал катор [а, Ь] да текис якинлашувчи булса, 
у х.олда 

сю 

2 ип(х) 
я=1 

функционал каторнинг хам шу [а, 6]да текис якинлашувчи 
булишини исботланг. 

оо 

108. Агар 2 ап катор якинлашувчи булса, у холда 
л=1 

СО 

2 апе-"х 

л • 1 

функционал каторнинг [0, + о о ) да текис якинлашувчи 
булишини исботланг. 

6-§. ТЕКИС ЯКИНЛАШУВЧИ ФУНКЦИОНАЛ 
КАТОРЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ 

ОО 

X тупламда (Хс_:/?) якинлашувчи 2 ип(х) функци­
я м 

онал катор берилган булиб, унинг йигиндйси 5(дг) булсин: 

*(*) = 2 иа(х) (х^Х). 
я=1 

1°. Ф у н к ц и о н а л к а т о р й и г и н д и с и н и н г у з -
оо 

л у к с и з л и г и . Агар 2 ип(х) функционал каторнинг 
я=1 

хадлари X тупламда узлуксиз булиб, бу функционал катор 
X да текис якинлашувчи булса, у холда каторнинг 
йигиндйси 8(х) хам X да узлуксиз булади. 

2°. Ф у н к ц и о н а л к а т о р л а р д а х а д л а б л и -
оо 

м и т г а у т и ш . Агар х^х0 да 2 ип(х) функционал 
я=1 

каторнинг хар бир ип(х) ( « = 1 , 2 , . . . ) хади чекли 

П т ип(х) = ся (п= 1, 2,...) 
лимитга эга булиб, бу катор X да текис якинлашувчи 
булса, у холда 

оо 

2 с„ 
л=1 
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катор хам якинлашувчи; унинг йигиндйси С эса 8(х) нинг 
х-+хо даги лимити 

П т 5(*) = С 

га тенг булади: 
оо оо 

П т 2 ип(х)= 2 Пти„(х) . 

З 9 . Ф у н к ц и о н а л к а т о р н и х а д л а б и н т е г -
оо 

р а л л а ш . А г а р 2 ип(х) функционал каторнинг хар бир 
я=1 

«„(*) (тг = 1,2,...) хади [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, бу 
катор шу сегментда текис якинлашувчи булса, у холда 
катор хадларининг интегралларидан тузилган 

ь ь ь 
^и1(х)а'х+ ^и2(х)4х + •••+ ^ «,(*)<*•* + -
а а а 

в 
катор хам якинлашувчи, унинг йигиндйси эса ^3(х)(1х 

а 
га тенг* булади: 

2 ип(х)ух= 2 {\ип{х)(1х^. 

П т 8(х) = С 
х-»х0 

га тенг булади. 
4°. Ф у н к ц и о н а л к а т о р н и х а д л а б д и ф ф е -

ОО 

р е н ц и а л л а ш . Агар 2 и„(х) функционал каторнинг 
я=1 

хар бир и„(х) хади ( л = 1,2,...)[а, Ь] сегментда узлуксиз 
и'п(х) ( я = 1 , 2 , . . . ) хосйлага эга булиб, бу хосилалардан 

оо 

тузилган 2 Ц„(х) функционал катор [а, Ь] да текис 
л=1 

якинлашувчи булса, у холда берилган функционал 
каторнинг йигиндйси 8(х) шу [а, Ь] да 8'(х) хосйлага эга 
ва 

оо 

8'(х)= 2 ип(х) 
булади: 

Лх 
*А 2 « „ ( * ) ] = 2 -^ип(х). 

|_ я= 1 ^ л= 1 
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2 3 - м и с о л . Ю к о р и д а г и х о с с а л а р д а н ф о й д а л а н и б 

2°° . - (п+1)(п4-х) ,„ _ . 
Ш / I 1 1 4 ( 0 < * < + со) 

„ = 1 М.п+1+х) у ^ ^ ' ' 

функционал каторнинг йигиндисини топинг. 
М а ъ л у м к и ( 1 8 - м и с о л ) , 

(п + х\п+\+х) 

функционал к а т о р [0, + со ) да текис я к и н л а ш у в ч и , унинг 

йигиндйси 5 ( х ) = -г+— га тенг: 

1 

1+х 

\+х ^ (п+хХп + 1+х) 
П — I 

( 1 8 - м и с о л г а к а р а н г ) . Иккинчи томондан, бу каторнинг 
х а р бир хади к а р а л а ё т г а н о р а л и к д а узлуксиз . Д е м а к , уни 
х а д л а б и н т е г р а л л а ш мумкин: 

Р а в ш а н к и , 

Г й1 __ у Г й1 

3 • + / , 3 (п + 1\п+\+1У 
О О 

х 

\(п + Чп+\ 1) \ { п + \Ш~ 
О о 

= 1п(л + г ) | * - 1 щ > + 1 + 01о = 
= 1п(п + х) — 1п п — 1 п ( « - т - 1 + л : ) + 1 п ( л + 1 ) = 

(п+1)(п + х) = 1п 

Д е м а к , 
п(п+\+х) • 

2 1 ^ Ш ^ = И . + « ) . 

2 4 - м и с о л . Ушбу 2 
ъ\ппх 

п ( п + 1 Х п + 2) 
к а т о р 

( 0 , + со ) да текис я к и н л а ш у в ч и л и г и д а н , унинг йигиндй­
си $(х) нинг х-*-0 д а лимити 
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оо , ,. с, >• V I I - 3111 ПХ » 1 
11гп5 (д : )= 2 и т . , • . ц , о ч 

х - о я = 1 ^ о * . Ы.п+Щп + 2) 

, ( л + 1 Х л + 2) 2 

эканлигини т о п а м и з . 
25- м и с о л . Ушбу 

2 ^ ( - К К ' 1 ) 

функционал каторнинг йигиндисини топинг. 
Б е р и л г а н ф у н к ц и о н а л каторнинг х а р бир хади диффе­

ренциалланувчи булиб, уларнинг х о с и л а л а р и д а н тузилган 

2 XЯ 1 

• ; • • . < ; • . • • • • • •• • я=г ' '''' ::. 

к а т о р [ — а, а] ( 0 < а < 1) да текис я к и н л а ш у в ч и ва 

°° I 

2 * " - ' = -.- . 
• . . ' я , . - . ; .. , : . 

Д е м а к , берилган каторни х а д л а б д и ф ф е р е н ц и а л л а ш 
мумкин: 

I ( — ) ' = I х«-1=-±-
я = 1 \ / л = 1 1— •> 

Кейинги тёнгликни и н т е г р а л л а б топамиз : 

2 ^ = - 1 п ( 1 ^ х ) ( - 1 < * < 1 ) . 

2 6 - м и с о л . Ушбу 1 / 

функция (0, -|- со) да узлуксиз буладими? 
Бу функционал каторнинг х а р бир хади (0, + со) д а 

узлуксизлиги р а в ш а » . А г а р функционал каторнинг (0,- ф 
+ оо) д а текис якинлашувчилигини курсатсак , унда 
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/ ( * ) функция ( к а т о р йигиндйси с и ф а т и д а ) шу (0, + ° ° ) 
да рузлуксиз булади . 

Энди х>0 да 

* I * 
п + х2 - \ /л, 151П х\ 0 < а г с 1 д х < х 

эканлигини эътиборга олиб, 

К(х)\ •51П 

/ я + х 2 

л/ях < 

< ^ и л / - = -
4 ^ # V » л1 

1_ 
,5/4 

1 
булишини топамиз . Р а в ш а н к и , 2 —щ- к а т о р я к и н л а 

л = 1 

шувчи. В е й е р ш т р а с с аломатига кура к а р а л а ё т г а н ка ­
тор текис я к и н л а ш у в ч и булади . Д е м а к , / (х) функция 
(О, + оо) да узлуксиз . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги функционал к а т о р л а р йигиндисини узлук-
с и з л и к к а текширинг: 

109. 2 
2 я ( 1 + д > ) ' 

110. 2 х2е-ях, о < х < 1. 
я = 1 

111. 2 - т Л - Г -

ОО 

112. 2 [агсхо; пх — агс1е(/г — 1)дс], 0 < * < 1. 
. я = 1 

1 1 9 1 I V * 
" ° * 1 + х ^ ^ [ 1 + ( л + 1 ) * К 1 + л * г 

л — 1 

114. х + 2 (хп+л — хп), 0 < х < 1. 
л = 1 

115. 

124 

1 

1+х + 2 ( Т Р Ь Т - Т Ь Г > 

Куйидаги функционал к а т о р л а р н и я к и н л а ш и ш 
сохаларида х а д л а б и н т е г р а л л а ш муМкинми? 

оо - оо 

,16. 2 ^ 4 , " 118. 2 
1 ^ 

п— 1 
( 1 + ^ ) " ' 

117. 2 2х{п2е~п2х2-{п^\)2е-^-^]. 119, 2 ( х 2 * - * 2 " - 2 ) . 
л = 1 я = 1 

Куйидаги функционал к а т о р л а р н и я к и н л а ш и ш 
сохасида х а д л а б д и ф ф е р е н ц и а л л а ш мумкинми? 

,20. 2 ^ . 122. 2 [ е - ^ * 2 - е 
я = 1 " , я = 1 

оо п оо 

| 2 | у ! т З и _ 123. 2 е - ( ж - < 
я = 1 3 . 

Куйидаги л и м и т л а р н и топинг: . 
оо 

124. П т 2 / - ' . ,27. П т 2(х"+1-х). 
2 х * ' " Я =- 1 

0 0 / п л - 1 я °° 1 

125. Н т 2 ( I , - 128. П т 2 • • - - . 

, „ » , . V / 51П ЛДС 31П ( л • + 1 )х \ I V х2 

126. И т 2 ( — г 7=ТТ~)- , 2 9 - П т 2 • • . 
Х~" 2 

130. Ушбу 
= 2 ^ 

функциянинг ( — о о , + оо) да узлуксиз хосйлага эга 
эканини исботланг . 
131. Ушбу 

функционал катор йигиндйси [0, + о о ) да узлуксиз , 
(0, + о о ) да эса д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и эканини исбот­
ланг . -
132. Ушбу « . / _ ! _ • \ 

2 \х* 1 - х " Г : ) 
я 1 

функционал каторни [0,1] да х а д л а б , и н т е г р а л л а ш мум-
кинлигини курсатинг . 
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7 - § . ДАРАЖАЛИ КАТОРЛАР 

Ушбу 
оо 

2 аах* = а 0 + а1х-\-а2х2 +... +апх" +..• 
л = 0 

ёки умумийрок 

2 а„(х — х0)" = а0 + ах(х — х0) + а 2 ( х — х0)2 +... + 
я = 0 

+ ап(х-х0)п + ... 

каторлар (бунда ао, а\, а 2 , . . , а„,... ва х0 — ^згарма 
хакикий сонлар) д а р а ж а л и каторлар дейилади. Равшан 
ки, даражали каторлар функционал каторларнинг хусусий 
холи (и„ (х)=а„х" ёки ип (х)=а^х—х0У; п = 1,2...). 

5- т е о р е м а ( А б е л ь т е о р е м а с и ) . Агар 

2 апх" даражали катор х нинг х = хо (хофО) кийматида 
л = 1 

якинлашувчи б у л с а , х нинг 

1 * 1 < 1 * о 1 
тенгеизликни каноатлантирувчи барча кийматларида 
даражали катор абсолют якинлашувчи б у л а д и . 

оо 

6- т е о р е м а. Агар 2 апх" даражали катор х нинг 
л = I 

баъзи (хфО) кийматларида якинлашувчи, баъзи киймат­
ларида узоклашувчи булса , у холда шундай ягона г(г> 

оо 

> 0 ) сон топиладики, 2 апх" даражали катор х нинг 
л = 1 

| ж | < г тенгеизликни каноатлантирувчи кийматларида 
абсолют якинлашувчи, |ж| > г тенгеизликни каноатланти­
рувчи кийматларида эса узоклашувчи б у л а д и . 

оо 

6- т а ъ р и ф. 6-теоремадаги г сони 2 апх" даража* 

ли к,аторнинг якинлашиш радиуси, ( — г, г) интервал эса 
даражали щторнинг якинлашиш интервала дейилади. 

Берилган даражали катор хамма (хфО) нукта 
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л а р д а у з о к л а ш е а , унда г = 0 деб олинади, к а т о р х а м м а 
х л а р д а я к и н л а ш е а , унда г = о о деб олинади . 

N ОО 

2- э с л а т м а . х=±г н у к т а л а р д а 2 апх" д а р а ж а л и 
л = 1 

катор я к и н л а ш и ш и хам мумкин, у з о к л а ш и ш и хам мумкин. 
7 - т е о р е м а ( К о ш и — А д а м а р т е о р е м а с и ) . 

Берилган 2 а„х" даражали каторнинг якинлашиш радиу-
л = 1 

си 

г ± - = т = (3) 
П~*- оо ' 

б у л а д и . 

3- э с л а т м а . А г а р Н т \[\а^ = 0 булса , / - = + оо, 
п оо • 

Н т д / | а л | = + оо булев , г = 0 булади . 
П—*-оо 

оо 

Д а р а ж а л и катор 2 апх" нинг я к и н л а ш и ш радиусини 

г = П т | "« I 
л — о о I ап+1 I 

формула ё р д а м и д а хал!1 ( а г а р бу лимит м а в ж у д б у л с а ) 
а н и к л а ш мумкин. 

. ^ •" оо 
4- э с л а т м а . 2 ап(х—х0)" д а р а ж а л и каторнинг 

л = 0 
я к и н л а ш и ш интервали (х0 — г, х0 + г) булади . Бунда 

оо 

г ушбу 2 апх" каторнинг я к и н л а ш и ш радиуси . 
я = 1 

27- м и с о л . Ушбу 

2 ^ . 2 2 ^ 2 ^ " 

д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиусини, я к и н л а ш и ш 
интервалини х а м д а я к и н л а ш и ш сохасини топинг. 
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Бу д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиусини-
(3) ф о р м у л а г а кура топамиз : 

Ф 
т = ! = Ь = = _ = Н т 2 " = 1 . 

Пт Л / | а „ | 1 
П—*- ОО 

Ит Л / - V 
Д е м а к , берилган д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиу­
си г= 1, я к и н л а ш и ш интервали эса ( — 1,1) б у л а д и . х= ± 
± г = ± 1 да д а р а ж а л и к а т о р мое р а в и ш д а 

= 1 
2 ^ ' л = 1 2 ^ 

сонли к а т о р л а р г а а й л а н а д и . Бу к а т о р л а р н и н г я к и н л а -
шувчилиги р а в ш а н . Д е м а к , берилган д а р а ж а л и каторнинг 
я к и н л а ш и ш сохаси [ — 1,1] сегментдан иборат . 

2 8 - м и с о л . Ушбу 

2 х" 

2-5 ' 3 - 5 2 ( л + 1 ) 5 п 

д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиусини , я к и н л а ш и ш 
интервалини х а м д а я к и н л а ш и ш сохасини топинг. Бу 
д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиусини (*) форму­
л а г а биноан топамиз : 

г = П т = П т , . 
л + о о | а я + 1 | п - о о 1 ( л + 1 ) 5 л (л + 2 ) 5 л + 1 

= Н т 5 - | 1 = 5. 

Д е м а к , б ери лга н д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиу­
си г = 5 , я к и н л а ш и ш интервали (— 5,5) булади . х= —5 да 

1 - | + | - . . . + ( - 1 Г ' - ! + . . . 

сонли к атор хосил булади ва у я к и н л а ш у в ч и . 
х — Ъ да эса 

сонли кат ор хосил булиб, у у з о к л а ш у в ч и б у л а д и . 

128 

Д е м а к , берилган д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш 
сохаси [ — 5,5) ярим интервалдан иборат . 

2 9 -м и с о л . Ушбу 

I 2 2 2 х 2 З 2 х 4 п2 х 2 л 

2 2 - Г " 3 2 - 2 + 4 2 " 2 2 + " ' I ) 2 2" 

д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиусини, я к и н л а ш и ш 
интервалини х а м д а я к и н л а ш и ш сохасини топинг. 

Д а л а м б е р а л о м а т и д а н ф о й д а л а н и б топамиз : 

„ + о о 1 \ ( л + 2 ) 2 2"+' / \ ( л + 1 ) 2 2 " / 1 

. . х 2 ( л + 1 ) 4 х 2 

= П т — : ^ ' = — . 
п - о о 2 п2(п + 2)2 2 

х 2 

Д е м а к , ~ 2 ~ < 1 . яъни х < 2 б у л г а н д а катор я к и н л а ­
шувчи ва х2>2 да катор у зоклашувчи б у л а д и . 1 Б у н д а н 
берилган д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиуси т 
= д/2, я к и н л а ш и ш интервали эса (— д / 2 , д /2 ) булиши 

оо 2 

келиб чикади . х= ± д/2 да 2 — - — „ - катор 

хосил булиб, унинг умумий хади учун 

Н т — - — = 1 = ^ 0 

булганлиги с а б а б л и , катор у зоклашувчи булади . Д е м а к , 
берилган д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш сохаси хам 
( — д/2., д /2 ) и н т е р в а л д а н иборат экан . 

Мисол ва м а с а л а л а р 

Куйидаги д а р а ж а л и к а т о р л а р н и н г я к и н л а ш и ш радиу­
си, я к и н л а ш и ш интервали х а м д а я к и н л а ш и ш сохаларини 
топинг: 

133. 2 — . 135. 2 п\х\ 
п 

л = 1 я = 1 

134. 2 (-2)"-х2п. 136. 2 — ± ^ - ( х + 1)". 
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117. 2 ^ . 
я = 1 

138. 2 

144. 

( - 0 У 
2 я + 1 

139. 2 
я = 1 

л== 1 
оо 

141. 2 

л = 1 

-., 3 - ^ 

п = 1 / " + 1 

Г "(* + ЗУ 145. 2 
„ - 1 . . . " " 

146. 2 21г"'-хл. 
л = 1 

Н 7 . 2 - •!•.*"• 
. - 1 2 " + 3 

148. 2 
1 = 1 

149.; 2 - 5 л 
л = Г 

142. . 2 (— - ',—. 150. 2 
1 

п 1п ( Я + 1) 

143. 2 ( ^ ) " - з ^ ' 5 1 . „ 2 (1 Щ+... + ±*х- 1)" 
. " я = 1 

152. 2 ( .' •')'. 
\П Л / 

К у й и д а г и к а т о р л а р н и н г я к и н л а ш и ш с о х а л а р и н и то­
пинг: 

153. 2 1п л * 

155. 2 ( 1 + - Г " 2 * ? - " \л 
я = 1 

156. 2 г-соз"*. 

157. 2 — 8 1 п А 
л = 1 У 2" 

8-§. ДАРАЖАЛИ КАТОРЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ 

Бирор 
оо 

2 апхп = ао + а1х + а2х2 + ... + алхп + -
я = 1 

б е р и л г а н булсин. 
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(4) 

1°. Агар (4) каторнинг я к и н л а ш и ш радиуси г ( г > 
> 0 ) булса , у холда бу катор [ — с, с] ( 0 < с < г ) да те­
кис я к и н л а ш у в ч и булади . 

2°. А г а р (4) каторнинг я к и н л а ш и ш радиуси г булса , 
у холда бу каторнинг 

5(х)= 2 апхп 

я = 0 

йигиндйси (— г, г) д а узлуксиз функция б у л а д и . 
3° . А г а р (4) д а р а ж а л и каторнинг я к и н л а ш и ш радиуси 

г булиб, бу к ато р х = т{х= — г) н у к т а л а р д а я к и н л а ш у в ч и 
булса , у холда каторнинг йигиндйси 5 ( х ) функция х=г 
(х=—г) нуктада чапдан (унгдан) узлуксиз б у л а д и . 

4° . А г а р (4) каторнинг я к и н л а ш и ш радиуси г булса , бу 
каторни [а, Ь] ([а, Ь]а(—г, г)) о р а л и к д а х а д л а б интег­
р а л л а ш мумкин. 

5°. А г а р (4) каторнинг я к и н л а ш и ш радиуси г булса , бу 
каторни ( — г, г) да х а д л а б д и ф ф е р е н ц и а л л а ш мумкин. 

3 0 -м и с о л . Ушбу оо 
2 пх". 

л = 1 

функционал каторнинг йигиндисини топинг. 
М а ъ л у м к и , 2 

л = 1 

д а р а ж а л и к а т о р ( — 1,1) да як инл аш у вчи ва унинг 
йигиндйси —-— га тенг: 

1 —х 

°° X 

л = 1 1—* 
Бу каторни х а д л а б д и ф ф е р е н ц и а л л а б топамиз : 

V л 4 / х \ л—1 1 - х — 4 — 1) 

~г 2 х" = —-(- )=>- 2 пхп = ^— 
а* ._, 4 х \ \ - х / _ _ , ( 1 - х ) 2 

л = 1 

=*- 2 /IXЯ-1 = 
я = . ( 1 - ^ ) 2 

31- м и с о л . Ушбу 

V ( - 1 ) л х л + 1 . . • . 

л = о ' 

тенгликнинг тугрилигини исботланг . 
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Р а в ш а н к и , ( — 1,1) да 

2 х л = - г 1 - - => 2 ( - 1 ) и х п 

Кейинги тенгликни [0, х] о р а л и к ( 0 < х < 1 ) буйича 
и н т е г р а л л а б топамиз : 

х х 

\ ( - 1 Г П . Л = ^ т ^ - Л ^ 
о " " о 

I ( - 1 Г ^ " ^ = 1 п ( 1 + . / ) | ^ 2 1 ^ ~ ^ = Щ \ + х ) . 
л = 0 О п : = 0 

32- м и с о л . Ушбу 

^ 2 я + 1 
л = 0 

д а р а ж а л и каторнинг йигиндисини топинг ва ундан 
ф о й д а л а н и б 

( - 1 ) " я V _ 
2 я + 1 4 

л = 0 

булишини курсатинг . 
Р а в ш а н к и , ( — 1,1) да 

1 0 0 

2 *» = -1-=>. 2 
л = 0 л = 0 

^ 2 ( - 1 Г ^ " = 7 Т Т -
я = 0 

Кейинги тенгликни [0, х] ( 0 < х < 1 ) о р а л и к буйича 
и н т е г р а л л а б топамиз : 

X х 

( 2 {-1уГ)<и=[-т±»<н 

л = 0 

дс=1 да 
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. ! . ( - | ) " Ь г 

д а р а ж а л и к а т о р 

V ( - 1 ) " 
~ 2 л + 1 

• л = 0 

сонли каторга а й л а н а д и . Бу катор ( х а д л а р и н и н г и ш о р а л а -
ри н а в б а т билан у з г а р и б к е л а д и г а н к а т о р ) Л е й б н и ц 
теоремасига кура я к и н л а ш у в ч и булади . Унда х= \а 

0 0 2л -|-1 0 0 л 

2 ( - 1 Г ^ Т = = а г с 1 ё ^ 2 ^ = а г с 1 & 1 = ^ 
л = 0 я = 0 

булади . 

Мисол ва масалалар 
Куйидаги д а р а ж а л и к а т о р л а р н и н г йигиндиларини 

х а д л а б д и ф ф е р е н ц и а л л а ш ва и н т е г р а л л а ш ё р д а м и д а 
топинг: 

158. 2 , 6 2 . 2 (л-И)*". 
л = 1 л = 0 

159. 2 2 ^ г Т - х 2 " + ' . 163. 2 (-\)п-[(2п-\)х2п-2. 
л = 0 л = 1 

0 0 2л 0 0 

,60. 2 - ^ 164. 2 п(п+\)хп-\ (2л)! . 
л = 0 ( ' » = ' 

161. 2 
, « ( « + 1 ) ' 

Л — 1 

Куйидаги к а т о р л а р н и н г йигиндиларини топинг: 

0 0 4л-.1 
165. 2 4и — 3 ' 

л = I 
ОО 

166. 2 ( - 1 ) " - ' 

167. 2 

л = I 

2я 

( 2 л — 1 ) 3 " - ' 

2" 
л = 1 ^ 
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168. Ушбу 
°° „4/1 

/ 1=0 ' 

ф у н к ц и я 

Г \ х ) = / ( х ) 

т е н г л а м а н и к а н о а т л а н т и р и ш и н и курсатинг . 
169. Ушбу 

/ (* )= 2 - V 
. - о ( « о 2 

ф у н к ц и я 

*Г <*)+/'(*)-/(*)=о 
т е н г л а м а н и к а н о а т л а н т и р и ш и н и курсатинг . 

9-§ . ТЕЙЛОР КАТОРИ. ФУНКЦИЯЛАРНИ ДАРАЖАЛИ 
К.АТОРЛАРГА ЁЙИШ 

/ ( х ) функция хо[хо^К) нуктанинг бирор с / в (х 0 ) = 
={х^Я'-Хо — б < ; х < хо-)-6; б > 0 } а т р о ф и д а берилган 
булиб , шу а т р о ф д а исталган т а р т и б д а г и хос й ла га эга 
булсин. Ушбу 

2°° ^п\хо) Г(хо). . , 
—^-(х — х0у, = Цх0)+ - т г ( х - х 0 ) + 

л = 0 

Н 2Г(х-х0) + - - г ~ п Г - (х-х0) " + ... 

д а р а ж а л и к а т о р / (х ) функциянинг Тейлор к,атори д е й и ла ­
ди. Хусусан, Хо = 0 да ка тор куйидагича б у л а д и : 

2 ^ х " = /(0) + ^ х + ^ + . . . - | - ^ х " + ... 
л = 0 

( о д а т д а бу ка торн и Маклорен щтори х а м д е й и л а д и ) . 
8 - т е о р е м а. }(х) функция бирор (— г,г) (г> 

> 0 ) орал и кд а исталган тартибдаги хосйлага эга б у л и б , 
унинг х = 0 нуктадаги Тейлор катори 

л = 0 
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булсин. Бу катор ( — г, г) да / (ж) га якинлашиши учун }(х) 
функция» Тейлор формуласи 

нинг колдик хади барча *(;( — г, г) да нолга интилиши 

Игл л я ( х | = 0 
П —*- ОО 

зарур ва етарли. ( 
М а ъ л у м к и , бу холда Тейлор формуласининг колдик! 

хади: ' = •: • \ 
а) Л а г р а н ж куринишида 

г " { х ) = ^ - Ь П ! * ' ( ^ 6 х , 0 < 6 < 1); 

б) Коши к у р и н и ш и д а ' ' 

г№= ^ ^ ^ * \ Г ^ % Г ( с ' ^ Ь х , 0 - < в < 1) Г 

в) П е а н р куринишида 

•• ; / • л ( х ) = 0 ( х л ) 

булади . 
А г а р 

^ ) = Р + ^ + ^ + . . . + ^ + . . . 

муносабат уринли булса , / (х) функция Тейлор каторига 
ёйилган дейилади . 

9- т е о р е м а. /(х) функция бирор ( — г, г) ораликда 
исталган тартибдаги хосйлага эга булсин. Агар шундай 
узгармас М>0 сони топилсаки, барча х^( — г, г) хамда 
барча я ( л = 1,2,...) учун 

\1<«>(х)\<м "" : 

тенгеизлик бажарилса, у холда (—г , г) ораликда / ( * ) 
функция Тейлор каторига ёйилади, яъни 

б у л а д и . 
я! , у ' ' <! " ' 2! 

/1 = 0 
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КуйиДа б а ъ з и содда ф у н к ц и я л а р н и н г Тейлор к а т о р л а -
рини к е л т и р а м и з : ' / 

1. е'=1+х + ^ + ...+^+... ( - о о < х < + оо) . (5) 

( 2. 5 т , = , - ^ + . . . + ( - 1 Г - ^ . . . ( - о о < х < 

< + <»)• ^ (6) 

13. с о 5 х = 1 - ^ + . . . + ( - 1 у Ж + . . . ( - о о х < - + о о ) . 

"I ; л < 7 > 

4. Щ1+х) = х - ^ + . . . + ( - 1 у - ^ + . . . ( - 1 < * < 1 ) . 

(8) 
5. (1+хГ=1+тх+г*^±х2 + ...+ 

+ — ^ **" + ... (1*1 < 1 ) . (9) 

33- м и с о л . Ушбу 

/ (х) = с п х 
функцияни х нинг д а р а ж а л а р и буйича каторга ёйинг. 

Б е р и л г а н функциянинг я - т а р т и б л и ( я = 1 , 2 , . . . ) хоси­
л а с и куйидагича булади : 

, г»*, ч Г сп х, а г а р п ж у ф т сон бул'са, 
сп ( л ) (х ) = { > г ^ } 

{ 5П х, а г а р п ток сон булса . 

Бундан : 

а г а р п ж у ф т сон булса , 
а г а р п ток сон булса 

булиши келиб чикади . Д е м а к , берилган функциянинг 
Тейлор катори 

< 1 0 > 

б у л а д и . Бу каторнинг я к и н л а ш и ш интервалини топамиз . 
Д а л а м б е р а л о м а т и г а кура 

г Г * 2 л + 2 • * 2 " 1 = | - ж2 

» ! П 1 ( 2 « + 2)! " ( 2 я ) | ] п 1 Ш 1 ( 2 « + 1 Х 2 л + 2) ~ ° 
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б у л г а н л и г и с а б а б л и к а р а л а ё т г а н каторнинг я к и н л а ш и ш 
интервали ( — с ю , + о о ) булишини а н и к л а й м и з . /(х)== 
= с п х ф у н к ц и я Тейлор формуласининг к о л д и к х а д и 
( Л а г р а н ж к у р и н и ш и д а г и к о л д и к х а д ) -

х * + ' 
( я + 1 ) ! 

хп+1 

I {п + \У-

сЬ 0л:, а г а р га ж у ф т сон булса , 

сН Ох, а г а р л ток сон булса 

( 0 < 8 < 1) б у л а д и . 
А г а р 

| 5 п 0 х | 

| сп 6x1 

6х_ -вх 
6 е ' < е и 1 , 

| х | 

х а м д а 

= 0 11ГП . . 
л - оо ( л I 1)! 

булишини э ъ т и б о р г а олсак , унда 

Нт гп(х) = 0 
Л-*- оо 

экани келиб чикади . Д е м а к , (10) каторнинг йигиндйси 
• сН х га тенг: 

х2 X4 х2п 

с п х = 1 + ^ + ~ + . . . + ~ - - + - . . . 

3 4 - м и с о л . Ушбу 
| ( х ) = 1п 1 + х 

1 - х 

функцияни М а к л о р е н каторига ёйинг. 
М а ъ л у м к и , х ^ ( — 1,1] да 

1п(1-+х) = х - 4 + Т " - - + ( - 1 ) Я ~ ' 4 + -

б у л а д и . Б у н д а х ни — х га а л м а ш т и р и б , топамиз : 

1 п ( 1 - х ) = - х - 4 - | - . . . - 4 - . . . . 
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Н а т и ж а д а 

1 п ( 1 + х ) - 1 п ( 1 - д : ) = 2 х + ^ + . . . + ^ ^ + ... 

б у л а д и . Кейинги каторнинг (— 1,1) да я к и н л а ш у в ч и л и г и . 
р а в ш а н . Д е м а к , 

, 1 + х „ . 2Х2 . , 2 х 2 " 1 . 

| П Г - — 2 х + 3 + . . .+- 2 „ _ 1 - + . . . 

35- м и с о л . Ушбу 
[(х) = 5'т4х 

функцияни х0-=~- нукта атрофида Тейлор каторига ёйинг. 

А в в а л о 5ш 2 ;с = у (1 — с о з 2 х ) , со&2х = ~ (1 + соз 2х) 

эканини эътиборга олиб, 

= 8 — у соз 2* + 8 СОЗ Ах 

булишини топамиз . Сунгра х«==^-^Д. а л м а ш т и р и ш н и ба­

ж а р а м и з : 

/ (х) = / ( г + ^ ) = 4 - | с о 5 2 ( г + | ) + | с о 5 4 ( / + ^ - ) = 

= - | + у 5 1 П 21 — ~ С 0 5 А1 

Энди 51П х х а м д а соз х л а р н и н г ё й и л м а л а р и \ п н 
ф о й д а л а н и б , ушбу 

л = 0 

те н гли кла рга эга б у л а м и з . Н а т и ж а д а 

Нх\ — 4 - — У ( - 1 ) " 2 2 " + 1 / Я ч 2 л + 1 
8 + 2 ^ ( 2 л + 1 ) ! ( Х 4> 

1—0 

. - * ' (2л)! { Х ~ 4 > • ; 
л 0 
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36- м и с о л . Ушбу 
оо 

2 я(2я —1) 
п— I . 

йигиндини хисобланг . 
Р а в ш а н к и , 

( — 1) я ~' = 5 Р ( - 1 Г ~ ' ( - 1 У " 1 ' 
л(2л — 1) [ 2 л — 1 2л ^ 

Унда 

°° / ц Л - 1 0 0 / п я - 1 ° ° / 1 у > - 1 
V ( ~ ' ) о у (—') у I — 1 ) 
Ь л ( 2 л - 1 ) - г * 2 л - 1 ^ л 

л = 1 я = 1 я = 1 

булади . А г а р (31, 32- мисолларга к а р а н г ) 

2 ±11111 = 1п(1 + 1) = 1п2, 
п 

2 л — 1 
V ( - 1 ) + , л 2 - ^ г г г - = а г с 1 8 1 = т 

л = 1 

булишини эътиборга олсак , унда 

^ л ( 2 л - 1 ) ~ 2 1 П / 

в— 1 

эканини топамиз . 
37- м и с о л . Ушбу 

а = У Г 3 0 

микдорни 0,0001 а н и к л и к д а хисобланг . 
Буни куйидагича ёзиб оламиз : 

1 

У Г З б = УТ25 + 5 = " У 125 (1 + -^5 ) = 5 (1 +±У. 

Энди, бизга м а ъ л у м к и , ушбу 
(1+хГ=1+тх+ т ^ х 2 + ...+ 

. т(т — \)...(т — л + 1 ) • . 
+- „, х - т - -

( — 1 <х< 1) тенгликда - х ^ у р ^ 1 = - ^ дейилса , унда 

( 1 + ^ = Н ' 2 • ^ ^ • 25 3.52 3 2 -2 !5 4 3 3 -3 !5 6 3 4 -4! 5 8 
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хосил булади . Бу х а д л а р и н и н г и ш о р а л а р и н а в б а т билан 
у з г а р и б к е л а д и г а н катор булиб, Л е й б н и ц теоремасига 
кура 

. 5 . ( , + ^ ) 1 . в . ( 1 + 1 1 г _ 1 Г 1 ? ) 

2-5 
нинг хатоси кейинги х а д и д а н , яъни — д а н кичик 

3 3 -4 !5 6 

булади . Агар 
2-5 1 

3 3 -3 !5 6 81-625 

хамда 

< 0,0001 

5 ( 1 + з ^ ~ ^ 2 ^ ) = 5 + 0 , 0 6 6 6 7 ~ ~ 0 ' 0 0 0 8 9 = 5 ' 0 6 5 7 8 

булишини хисобга олсак , унда 

о = лДЗО « 5 , 0 6 5 7 8 

эканини топамиз . 
38- м и с о л . Ушбу 

интегрални т а к р и б и й хисобланг . 
М а ъ л у м к и , ( — со , -4- оо) да 

~ 1! ~ 2! ' - т" „ | " Г -

булади . Бунда х ни — х2 га а л м а ш т и р и б , топамиз : 

^ X2 х 4 л:6 

1! ~ 2! 3! 

Кейинги тенгликни [0,—] о р а л и к буйича и н т е г р а л л а с а к , 

унда 
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5 г - ^ = 5 ( 1 - 4 + 4 - | - + - > = 
о о , . 

_ / _ х 1 _ _ г _ 1 \ и = 

~ \  3  '  2! 5 317 _ Г / I о 

_ 1 ! ! _ + . . . 

4 4 3 - 3 4 5 -2!5 4 7 3!7 

булади . Учта хадини олиб, топамиз : 

Г Й * ~ 4 4 3 - 3 ^ 4 5 . 2 ! 5 
о 

= 0,25 — 0,0052 + 0,00009 = 0,24489. 

Д е м а к , 
I 

т 
$ е - " V * * » 0,24489. 
о 

МИСОЛ ва м а с а л а л а р 

Куйидаги тенгликларнинг тугрилигини исботланг: 

170. а * = 2 ^ - л г " ( а > 0 ) . 
л = 0 

°° 2 п + 1 

171. впл: = 2 ( 2 „ + 1 ) Г ( - 0 ° < ^ < + 0 0 ) -
п — 0 

( 2 * 1 - 1 ) 1 1 а« 
( 2 я ) ! ! 

173. агс81п* = * + 2 - ^ „ 1 г Г - у - т т ( - 1 < ^ < 1 ) -

< - 1 < * < 1 ) . 
л = 1 

(2я)П 2/7+1 
Л = 1 

.74 . д / ^ + > ) = * + 2 А г ^ ^ Ж . С+1 
п = 1 

( - 1 < * < 1 ) . 
Ю к о р и д а г и (5) — (9) м у н о с а б а т л а р д а н фойдаланиб , 

куйидаги ф у н к ц и я л а р н и х нинг д а р а ж а л а р и буйича 
д а р а ж а л и каторга ёйинг: 

175. е ' 1 7 6 
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х 2 

177. 51П -д-. 
178. е2х + 2е~х. 

179. агссоз х. 

180. соз 2 * . 

181. хсо5 3 2л:. 

182. \п(12^х—х2). 

х + 1п(1—х) 

х2 

185. - „ 3 * ~ 5 - , 
х2 — 4x4-3 

186. 

184. 
X 

9 + * 2 

187 1 

( х 2 + 2 ) 2 

1 188. -
1 + х + х 2 

189. 2* а г с 1 & х - 1 п ( 1 4 - ^ 2 ) . 

^ Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и к у р с а т и л г а н нукта атрофида 
Тейлор к а т о р л а р и г а ёйинг ва бу к а т о р л а р н и н г я к и н л а ш и ш 
р а д и у с л а р и н и топинг: 

190. / (х ) = соз 4;с, * 0 = - у -

191. / ( * ) = 1п(л : 2 4-2*4-2) , * „ = - 1 . 
192. / ( , ) = >̂ * 0 = = 1 . 

х 2 — 5 х + 6 

193. Л х ) = - = = = _ , х 0 = 2. 
V * — 4х + 8 

194. Цх)=\0=-2. 

195. / (х ) = со5 *, = 

196. /<х) = е \. 
197. Цх)=ф, л:0 = 4. 
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Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и турли у с у л л а р д а н ф а й д а л а ? 
ниб, М а к л о р е н к а т о р л а р и г а ёйинг ва бу к а т о р л а р н и н г 
я к и н л а ш и ш р а д и у с л а р и н и топинг: 

198. /Х*) = ( 1 + х)е~х. . 203. / ( * ) = а г с з т -
П + х 2 

199. / ( * ) = з.п 2л:.со5 2л:. 204 . / (* ) = агссоз( 1 - 2 Х 2 ) . 

200. 1 ( х ) = х 2 - 3 х + 1 . 205. / ( х ) = ( е - ^ л / 
х 2 - 5 х + 6 о , ' 

X 

201. / ( * ) = а г с ! ^ - - 206. / ( * ) = $ - у 

202. / (х) = а г с 1 д ( х + лА+х* )• 207. / ( * ) = ^ Н 1 ( + 1 ) сН. 
о 

208. Ушбу 
^ г2" 

ф у н к ц и я ' ' • 

А * ) - * / ( * ) = о 

т е н г л а м а н и к а н о а т л а н т и р и ш и н и курсатинг , 

209. Ушбу 

функция 

* / ' ( * ) = ( * + 1 ) • / (* ) 

т е н г л а м а н и к а н о а т л а н т и р и ш и н и курсатинг . 

210. Ушбу 

5.пх = 2 ( - 1 Г - 7 ^ Г — - , с о 8 л : = 2 ( ~ 1 ) " -
я = 0 ( 2 я + 1 ) ! _ ~ / ; ( 2 л ) Ц 
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/(ж) функциянинг (— оо,' а] ва (— оо, + об) б р а л и к -
л а р буйича хосмас и н т е г р а л л а р и , уларнинг я к и н л а ш у в ч и -
лиги, у зоклашувчилиги хам юкоридаги каби т а ъ р и ф л а н а -
ди: 

а а 

\ П т \[(х)с1х, 
•> — оо ^ 

— оо , 1 I 
+ оо / 

\ Н т \1{х)йх. 
•> 1->- + оо •< 

- 0 0 V у оо-'' ; • 

а 4- оо 

1 - э с л а т м а . А г а р ^ 1{х)Лх ва ^ [(х)с1х интег-
— оо 

+ 00 

I р а л л а р м а в ж у д булса , \ интегрални куйидаги-
I — оо 

ча хам т а ъ р и ф л а с а булади : 
^ + оо а + оо 

^ !(х)0х= $ Кх)(1х+ \
— оо - ' оо а 

1 - м и с о л . У ш б у . \ 

/ = ^ хе~^йх 
о 

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини а н и к л а н г ва 
1 кийматини топинг. 

Т а ъ р и ф г а кура «• 
+ оо , / 

\ П т Лхе'^йх 

булиб , 

Р(1) = \хе-'2а'х= \е-*.±йх*= -±е-*\'0 = 
о о . 

» - 2 е + 2 

б у л г а н л и г и д а н эса 
П т ? ( ! ) = 1 

<-н + оо 2 

булиши келиб чикади . 
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Д е м а к , б е р и л г а н хосмас интеграл я к и н л а ш у в ч и ва 
+ оо 

^ хе~х2(1х = -^. 
о 

2- м и с о л . Ушбу 
+ оо 

х2 + х+1 

хосмас интегралнинг я к и н л а ш у в ч и л и г и н и а н и к л а н г ва 
кийматини топинг. 

Т а ъ р и ф г а кура 
+ оо ' 

[ — — = Н т \ - т ^ — 
1 х2 + х+1 ' ' - - о о I х2 + х + \ 

— оо I - -»—|- оо * 

булади . А г а р 

2 х. 2х+1 И 2 / , 21+1 , 2Г+1\ 

ва 

/ - + + оо / —>- 4" 0 0 

" " " М г ( 2")) 

л \ л 
^Щ\2 \ V» 

булишини эътиборга о л с а к , унда берилган хосмас инте­
гралнинг я к и н л а ш у в ч и ва у 

2л 

эканини топамиз . 
3- м и с о л . Ушбу 

+ оо 

? ( а > 0 , а > 0 ) 
а 

хосмас интегрални я к и н л а ш у в ч и л и к к а текширинг . 
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Р а в ш а н к и , [а, *] о р а л и к д а ( а > 0 ) = ф у н к ц и я 

узлуксиз , д е м а к \  интеграл м а в ж у д . 
« X 
а 

а) а > 1 булсин. Бу холда 

МП \ — = 1 1 т -г——(г —а )—-—г 
, ^ + оо ) Ха / + + о о 1 ~ а а _ ' 

а 

булади . Д е м а к , а > 1 булганда б е р и л г а н интеграл я к и н л а ­
шувчи ва 

) х" 

б) а < 1 ва а = 1 б у л г а н д а , мое р а в и ш д а 

П т П т — 1 — — а ' — ) = + о о , 
а • 

П т [ — . = П т (1п / — 1 п а ) = 4 - ° ° 
I 4 со 3 Х I + оо 

а 

б у л а д и . Д е м а к , а < 1 б у л г а н д а б е р и л г а н интеграл 
у з о к л а ш у в ч и б у л а д и . 

4- м и с о л . Ушбу 
+ <*> 

^ X 5 1 П X йх 
о 

хосмас -интегрални у з о к л а ш у в ч и эканини курсатинг . 
Т а ъ р и ф г а кура 

+ °° 
^ хв'тхйх 
о 

интеграл г - » - 4 - с о да 

Р(1)= ^х 5 1 П х йх 
о 

функциянинг лимитидир . Р а в ш а н к и , 
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Р(()= ^х в'т хйх = — хсоз х 4 - ^соз хЛх = 
О 0 0 

= — / С О З / 4 - 5 1 П * 
ч 

ва 1 - > т со да бу функциянинг лимити м а в ж у д эмас . 
Д е м а к , б е р и л г а н интеграл у з о к л а ш у в ч и . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги хосмас интегралларнинг якинлашувчи экани­
ни а н и к л а н г ва кийматини топинг: 

1. Т -^т- 6 - X ^ Ч а х -
•) х + х2 ) 1+х2 

2. 

, х + х2 ) 1+х2 

+ оо 4- оо 
Лх 

0 * 2 + 4 ' " , хл17+1' 
4- оо 4~ 0 0 

\3хйх. 8. ( — 
1 1 2х2-5х + 7 

\, 9. ( хе'йх. 
} х 1п х ^ 

I 

— оо 
+ оо + 0 0 

^ ^ 4 2 x 4 5 3 х 4 4 1 
— оо О 

йх. 

Куйидаги хосмас интегралларнинг \ . ю м а ш у в ч и эка­
нини исботланг: 

+ , ° ° , + С О 
Лх 

х - 1п X 
I 

12. Г </х + °° 

3 ТТ7- , 4 ' ^ 5 Ш х а х 
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о 

, 5 - 5 7 + 7 * «• Т̂Г-
— оо о 
+ 00 + Ш 

16. \2х+- йх. 19. \
1 

+ °° о . + . ° ° 

х^ + Зх-Ю 

,7 . '< ^ ± * й х . 20. $ -

2-§ . ЯК.ИНЛАШУВЧИ ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ. 
АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАР 

+ оо + оо 

1°. Агар ^ 1{х)йх ва ^ ё{х)йх хосмас Интеграл­
ен а 

л а р я к и н л а ш у в ч и булса , у холда 
+ оо 

5 [а{(х)±Шх)\Лх 

хосмас интеграл хам я к и н л а ш у в ч и булиб , 
-\ оо -4- оо -\ оо 

5 [а-Цх)±^-ё(х)\йх=а \6 $ е(х)йх 
а а а 

б у л а д и , бунда а, В — у з г а р м а с сонлар . 
2°. Агар У х б . а , + оо) учун / ( * ) < # ( х ) булиб, 

+ оо + оо 

^ 1{х)йх ва ^ ё(х)йх и н т е г р а л л а р я к и н л а ш у в ч и 

булса , у холда 
+ оо + оо 

5 5 ^х)ах 

б у л а д и . 

3°. Н ь ю т о н - Л е й б н и ц ф о р м у л а с и . {(х) функ­
ция [а, + оо ) о р а л и к д а узлуксиз булиб, Р(х) эса унинг шу 
о р а л и к д а г и бошлангич функцйяси булсин (Р'(х)=/(*)). 
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Унда 
+ оо . 

5 }(х)йх=<Р(х)\1"> = Р(+оо)-Р(а) : (2) 

б у л а д и . Бу ерда 

/̂ ( + оо) = П т Р{Г). 
/ - • + 00 

( О д а т д а (2) н и : х а м - Н ь ю т о н - Л е й б н и ц формуласи^ дейи­
л а д и . ) _ 

4°. У з г а р у в ч и н и а л м а ш т и р и ш ф о р м у л а с и . 
[(х) функция [а, + о о ) о р а л и к д а узлуксиз , ф(/) ф у н к ц и я 
эса [а, В) да 1узлуксцз« диффе.ренциалланувч)1 функция 
булиб , , _ 

а = ф ( а ) ^ ф ( / ) < П т ф ( г ) = + оо 
<-*Р-о 

булса , у холда 
+ оо 

5 !(х)йх= \кч(*Ш№ 

булади . 
5°. Б у л а к л а б и н т е г р а л л а ш ф о р м у л а с и . Агар 

и = и(х) ва у = ц(дс) ф у н к ц и я л а р [а, + о о ) да у з л у к с и з 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и булиб, П т ' («•») м а в ж у д б у л с а , 

Х-*- + оо 

у холда 
+ оо + оо + оо 

^ ийV = иV — ^ ьйи 
а „ а а 

б у л а д и . Бу ерда 

и - г > | + ° ° = Н т (м-г>)—ы(а)у(а). 
Х-*- + оо 

+ О0 

5- м и с о л . Ушбу 

интегрални хисобланг . Р а в ш а н к и 
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булиб , 

ф у н к ц и я унинг б о ш л а н г и ч ф у н к ц и я с и д и р . Унда Ньютон-
Л е й б н и ц ф о р м у л а с и г а кура топамиз : 

+ Г ° <** 1 I 1 + 0 ° 2 1 „ о 

2 

6- м и с о л . Ушбу 
+ оо 

1= \х 3 х 4 + 1 

интегрални хисобланг . 
А в в а л о бу интегрални куйидагича ё з а м и з : 

+ » 2 +-°° „ 5 4 — $ 
3 * 4 + 1 3 ^ + » 2 + 2) 

- 5 

х 2 

-йх. 

сунгра г = х — - а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . Н а т и ж а д а 
X 

+ оо 
Г 1 , I | + ° ° я 

булиши келиб чикади . 
7- м и с о л . Ушбу 

+ <*> 
Г агс1§ х 

3 
йх 

интегрални хисобланг . Бу интегрални б у л а к л а б интеграл ­
л а ш ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б топамиз . Б е р и л г а н инте-
г р а л д а 
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ц = а г с 1 § х , йу=~йх 

дейилса , у холда 

йи=~—йх, V =—-
х 2 + 1 х 

булиб, куйидагига эга буламиз : 

~ 1 | + 3 
а г с ! д х ^ а г с 1 д х | + < » , С йх 

х2 х И 1 3 ^ / + 1 ) 

+ оо 

= т + ( 1 п ^ - > ^ + 1 ) ) 1 Г = 

4 ' ' " у х Ч П . 4 ^ 4 2 ' 

8- м и с о л . Ушбу 

/ ( * ) = — V ( е < х < + о о ) 
х 1п х 

чизик х а м д а Ох уки билан ч е г а р а л а н г а н ш а к л н и н г юзини 
топинг. Б у н д а й ш а к л н и н г юзи 

+ оо 
ах 3 = \ \ 

1 х1п3х 
е е 

булади . И н т е г р а л н и хисоблаймиз : 
+ оо + с о 

3 х 1 п 3 х 3 1 ; - 2 1 е 2 

Д е м а к , 

9- м и с о л, Ушбу 
+ оо 

0 < ( - ~ йх<0,\ 
3 х 4 + х + 1 
10 ' 
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Р а в ш а н к и , тенгеизликни исботланг . 

| Ю , + ос ) да 0 < х ^ + 1 < / = > 

б у л а д и . Кейинги тенгеизликни и н т е г р а л л а б топамиз : 

3 х 4 + х + 1 А 

А г а р 

Г 4 „ ± | + ~ = 0 , 1 
3 х 2 х\\о 

х 4 + х + 1 3 х2 

10 , Ю 

+ « 

X 
10 

булишини эътиборга олсак , унда 

0 < 1 ^ 2 ^ - < 0 , 1 
,3о 

тенгеизликка к е л а м и з . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги хосмас и н т е г р а л л а р н и хисобланг : 

+ оо +<*> 
51П X — X С05 X ^ 

2 1 . Г / > + -*-А<1х.- 24. \
3 V * 2 - . ^ 3 х2 

+ оо + <*> 

22 ( . . Л х 25. \ ыйх. . 
3 ^ ( х + у * ) ' о 

23 Г 2 6 - 1 ^ - 5 ^ -
2 3 - 3 х*+2х+2- } 

— ОО 
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27. 

28. 

29. 

30. 

+ <х> 

+ оо 

х 2 + 1 2 
4*. 

3 ( х 2 + 1 ) 2 

+ <х> 

5 д : 1 0 . е - ^ л - . 
о 

+ <*> 
Г _1п 

3 1 + + Х2 

йх. 

31 Г х!п 
3 (1+х (1+х2? 

йх. 
о 

32. С '_!Г51к* 2. 5 
^ (1 + 

йх. 
0 ^-+х*)3/2 

+ 00 

33. ^ е~2хср8 Зхйх. 
о 

34. ^ е-2х$тЗхйх. 

Куйидаги функция г р а ф и к л а р и ва а б с ц и с с а л а р уки 
билан ч е г а р а л а н г а н ш а к л л а р н и н г юзини топинг: 

35. / ( х ) = - ~ ^ , 
1 + х 2 

оо < X < +- оо . 

36. Цх)--

37. / ( * ) = 

л/Т+е-

Ф 

-, 0 < Х < + оо. 

(х+\Г 
1 < х < + оо. 

38. Нх) = х4е-Х, 0 < х < + со . 

39. / ( * ) = —т;—' ^ - оо < х < + со . 
(х 2 + х + 1 ) 3 

40. / ( * ) = — Ц - , 0 < х < + оо. 
1 + х 3 

Куйидаги тенгеизликларни исботланг : 

41 . 0,25 < \. 
3 х" + 1 

42. 
о 

СОЗ 4х 

/ + 4 
йх 

43. 0 < (* Т ^ 3 ^ < 
3 х 5 + х 2 + 1 10 " 
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4 4 - ° < 1 Т П о ^ 0 - 0 1 -
2 

+ 00 

45. О < ^ е-х2а'х< 
5 - 2 1 0 2 ' 

3-§. ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ 
ЯК.ИНЛАШУВЧИЛИГИ ХАК.ИДА ТЕОРЕМАЛАР. 

ИНТЕГРАЛНИНГ АБСОЛЮТ ЯКИНЛАШУВЧИЛ ИГИ 

/ ( * ) функция [а, + о о ) о р а л и к д а б е р и л г а н булиб , 
ихтиёрий х{[а, 4- оо) да / ( х ) < 0 булсин. 

1 - т е о р е м а . Цх) функция хосмас интеграли 
+ оо 

^ Цх)йх нинг якинлашувчи булиши учун, (а , + со ) 

I 
д а Р({)=^(х)ах^С ( С = с о п 8 1 ) б у л и ш и з а р у р ва 

етарли. 
2- т е о р е м а. }(х) ва &(х) функциялар [с, 4- с о ) да 

берилган б у л и б , Чх$\а, 4- 0 0 ) да 

0<г(х)<2(х) 
+ 00 

булсин. У холда ^ %(х)йх якинлашувчи булса , 

+ оо _)_ оо 

^ 1(х)<1х хам якинлашувчи б у л а д и ; ^ 1(х)йх узокла-
а а 

+ оо 

шувчи булса , ^ ц(х)йх хам узоклашувчи б у л а д и . 
а 

3- т е о р е м а. [(х) ва §(х) функциялар [а, 4- 0 0 ) да 

Н*)>0, ё(х)>0 б у л и б , 

} 1 т + ^ = к < 0 < * < + о о > 

+ оо 

булсин. Агар к<С 4- оо ва ^ %(х)а'х интеграл якинла-
а 
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+ оо 

шувчи булса, ^ [(х)а'х интеграл хам якинлашувчи була-
а 

+ оо 

ди. Агар к>0 ва ^ ^(ж)^х интеграл узоклашувчи 
а 

+ оо 

булса , ^ (г(х)с1х интеграл хам узоклашувчи б у л а д и . 
а 

Д е м а к , а г а р 0 < й < 4- 0 0 булса , юкоридаги интеграл­
л а р бир в а к т д а якинлашади ёки узощлашади. 

4- т е о р е м а . Агар х нинг етарли катта кийматларида 
(х>хо>а) 

№ = ^ г 

булса , у холда У ж > * о учун ф ( х ) < С < 4 о о ва а > 

+ оо 

>1 б у л г а н д а ^ }(х)а'х интеграл якинлашувчи, у(х)^ 
а 

~( оо 

~^С>0 ва <х<1/ булганда ^ \(х)б.х интеграл у з о м а -
а 

шувчи б у л а д и . 

5- т е о р е м а. Агар 4- со да }(х) функция га 

нисбатан а{а>0) тартибли чексиз кичик булса , у холда 
+ оо 

\(х)йх интеграл а > 1 булганда якинлашувчи, а < [ 
а 

^ 1 б у л г а н д а эса узоклашувчи б у л а д и . 
]{х) функция [а, 4 - ° ° ) о р а л и к д а берилган булсин. 

6- т е о р е м а ( К о ш и т е о р е м а си.) Куйидаги 

+5 Нх)йх 
а 

хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши учун, У е > 
> 0 сон олинганда хам, шундай * о ( * о > а ) сон топилиб, 
* ' > * о , г " > * о булган ихтиёрий V, 1" лар учун 
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\ГЦ" )-Р(Г)\ 5 Нх)йх-\Нх)йх 
а 

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 

7-т е о р е м а. Агар ^ \НХ)\^х интеграл якинлашув-
а 

+ <*> 

чи булса , у холда ^ }(х)йх интеграл хам якинлашувчи 
а 

б у л а д и . 
+ «, 

3- т а ъ р и ф. Агар ^ \(х)\йх интеграл ящинлашув-

чи бС)лса, у холда ^ [(х)йх абсолют якинлашувчи ин-
а 

теграл дейилади, 1(х) функция эса [а, + °°) да абсолют 
интегралланувчи функция дейилади. 

+ оо 

4- т а ъ р и ф. Агар ^ }(х)йх интеграл якинлашувчи 
а 

+ оо 
булиб, ^ \}{х)\йх интеграл узоклашувчи булса, у х;олда 

+ оо 

^ }(х)йх шартли якинлашувчи интеграл дейилади. 
а 

8 - т е о р е м а ( Д и р и х л е а л о м а т и ) . }(х) ва §(х) 
функциялар [а, + с о ) ораликда берилган б у л и б , улар 
куйидаги шартларни бажарсин: 

1) / (*) функция [а, 4 - с о ) д а узлуксиз ва унинг шу 
ораликдаги бошлангич Р(х)(Р'(х) = /(*)) функцйяси 
чегараланган, 

2) &(х) функция [а, 4- с о ) д а ё'(х) хосйлага эга ва 
у узлуксиз функция, 

3) 8(х) функция [а, +°°) д а камаювчи, 
4) П т %(х) = 0. 
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У холда 
+ .О0' 

5 Н*)Ш(*)Ах 

интеграл якинлашувчи б у л а д и . 

10- м и с о л . Ушбу 
+ оо 

; \ 5 1 п 1 йх 
з х2 х 

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг . Бу интеграл 
учун 

Р({) = ^~^8т-^йх=со&-
1 . 1 

х2 х 

булиб, V (е[2л, + с о ) да 

' /•(0 = с о § ) < 1 , 

булади . Унда Л - т е о р е м а г а кура берилган интеграл 
я к и н л а ш у в ч и булади . " 

11- м и с о л . Ушбу 
+ оо 5 е-^йх 

о 

и н ^ р а л н ^ и н г якинлаи.увчилигини курсатинг. Р а в ш а н к и , 

булади . Унда 

1Г 

+ оо 

3 х2 

нинг якинлашувчи булишини Эътиборга олиб, 2- т еоремага 
биноан 

159 



+ 00 

е ^йх' \ 
, 1 

нинг хам я к и н л а ш у в ч и эканини т о п а м и з . Р а в ш а н к и , 
•+ оо 1 + оо 

$ е~?ах=\е-^(1х+ \. 
О "О . 1 

Д е м а к , берилган хосмас интеграл я к и н л а ш у в ч и . 

12- м и с о л : У ш б у 
+ оо 

Г А* 

интегрални я к и н л а ш у в ч и л и к к а текширинг . Бу хосмас 
интеграл б и л а н бирга 

+ оо 

Г Лх_ 

\

интегрални к а р а й м и з . Кейинги интегралнинг узоклашувчи 
экани р а в ш а н . 

Энди 

1* 

_ + оо _1 -х" + ~Ф* + 1"* Л А + — 2 
г. у х 

булишини эътиборга олиб, 3 - т е о р е м а д а н ф о й д а л а н и б | 
б е р и л г а н хосмас интегралнинг у з о к л а ш у в ч и э к а н и н и 
топамиз . 

13- м и с о л . Ушбу 
+ оо 

ах 
3 

) х~^х? + х 

интегралнинг я к и н л а ш у в ч и л и г и н и курсатинг . И н т е г р а л 
остидаги функция учун 

1! 1 

х-УТ+х * з . - у 1 + ± 
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булиб, х + 4- со да у 0 ^ — - ^ , яъни 

хл[>? + х 

булади. 5- теоремага кура берилган интеграл якинлашувчи 
булади . 

14- м и с о л . Ушбу 
+ оо 

Г 81ПХ , , „ . 
\ ( а > 0 ) 
1 

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини исботланг . 
И н т е г р а л остидаги функцияни куйидагича ё з а м и з : 

—г=ъ\ъх-—=]1<х)-&х). 
X хг 

Бу ерда 

/ ( х ) = $ т х, д(х) = ~ . 

Бу / (х) ва §(х) ф у н к ц и я л а р 8 - т е о р е м а н и н г ( Д и р и х л е 
а л о м а т и ) б а р ч а ш а р т л а р и н и к а н о а т л а н т и р а д и : 

1) Д х ) = 51п х функция [ 1 , + со ) о р а л и к д а узлуксиз ва 
бошлангич функция Р(х)= — СОЙ х ч е г а р а л а н г а н , 

1 сь 
2) ё(х) = ~- функция [ 1 , + с о ) да д'(х)= — - г—-

х X + 

хосйлага эга ва у узлуксиз , 
3) д(х) = ~(а'>0) функция [ 1 , 4 - с о ) о р а л и к д а ка-

ха 

маювчи, 

4) Н т д(х)~ П т ~ = 0 . 
х-*- оо х^- + ОО X 

Д е м а к , 8 - т е о р е м а г а кура берилган хосмас интеграл 
я к и н л а ш у в ч и . 

15- м и с о л. Ушбу 

+ 00 
1 X 

1 1 — 5 2 7 
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I 51П Х\
а х . 

хосмас интегралнинг шартли якинлашувчилигини курса­
тинг. Бу интегралнинг якинлашувчилиги юкорида келти­
рилган 14- мисолдан келиб чикади. 

Энди 

+ оо 4" оо 

1 1 

интегрални караймиз. Равшанки, 
, . 1 ^ . 9 1 — соз 2х 
I 31П Х \П Х = ^ ' 

Унда ихтиёрий г > 1 учун 

+ оо / + оо 

1 

Маълумки, 

•.-, , . • Г. дх Г йх .. Г .соз 2х ,. . Г сох 2х . 
11т \• \т \у — йх. 

I + оо ^ X 1 X 1-г +ао 3 X ^ X 
1 1 1 1 

+ (Х> . + оо 
Г йх \Ъ ̂  2х 

Агар \г узомашувчилигини, V йх нинг 
1 I 

эса якинл'а'шу-вчИлиги.ни эътиборга олсак, унда ( 3 ) тенг-

ликда х—у- 4 - о о да лимитга утиб, ^ | 5 - ~ х | ^ х хосмас 

интегралнинг узбклашувчилигини топамиз. ' 
Демак, каралаётган интеграл шартли якинлашувчи. 
16 : м и с о л. Ушбу 

Г 5П1 X 
1 + х2 

йх 

интегралнинг абсолют якинлашувчилигини курсатинг. 
Интеграл остидаги функция учун ихтиёрий х € [ 1 , + о о ) 

' ' " • • ' ' 

1 

1+х2 1+х" 

булади. Равшанки, 
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+ оо 

-г~^йх 

интеграл Х а м я к и н л а ш у в ч и булади . 7-

I 

я к и н л а ш у в ч и интегралдир . Унда 1-теоремага биноан 

У ш * < 

1И. 7- т е о р е м а д а н эса 

1+х2 

нинг я к и н л а ш у в ч и л и г и келиб чикади . Д е м а к , берилган 
интеграл абсолют якинлашувчи . 

Мисол ва масалалар 

К у й и д а г и и н т е г р а л л а р н и якинлашувчилигини исбот­л а н г : 

+ ОО + » 

С V2 Г йх 

1 

47. 

г х 2 у 
1 ~1 2 — & х - 51 . \ 

+ оо 
1 п х 

+ оо 
Г • 2 + оо 

48. ^ 5 3 Г йх 
о * I -V? * ° + Х 

49- I 5 4 - Т - ^ ^ -

+ оо 

+ оо 

50. 

о * 
+ 00 

и / б ^ Ш а Р - и якинлашувчилиги-ни исботланг : 

о 

I- оо 
Г -Лш X , 

\з йх. 
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• 4- оо 4- оо 1 -

62. ' { ^ 

о 2 

, + 00 

Г « > 5 Х , «о Г 51П81ПДС , 
59. \ 6 3 - \ 

60. 

6». 

о 0 

г Ф_™±Лх 6 4 . С ^вт(х + 1)их. 

о 1 

( ™ Ф - а х . 65. \ё^ох. 

Куйидаги интегралларнинг абсолют якинлашувчилиги­

ни исботланг: 

6 6 . Г ™*<1х. 69. ^ 1п 2 (1 + 7 > Ш х ^ . 
5 х • 
1 

) л[х —\П X) 1 
1 4 

I 
+ оо 

Г _ - 0 ± ^ ^ . 71. ^ ' -
' 3 (ЛЙ-1ПХУ* , 6 8 - ; { ф - \ х г 

1 

х\-х') „ йх. 
Ф . 

Куйидаги и н т е г р а л л а р н и абсолют ва ш а р т л и якинла ­
шувчиликка текширинг . / 1 у . , 

.. • У 1 + °° МГЦ 5 1 П — ) 

У « п * 75 ^ — - — — - йх. 
72. ^ " ( а > 0 ) . 3 х* 

1 
+_оо 

73 
1 

+ оо 

74. 

Л Ш Х2ЙХ. + оо г 
Г 81П(1ПХ) . , 76. \ \ ат х йх. 3 3 ха о 
' + о о 
оо Г 51 ПХ йх 

Г соз х йх 77 . \ 1 1 • 
3 ~^х~-со&(\~х)Г7 2 ( а г с * в Т - а г с * В ^ 

/ ( х ) функция ( — о о , 4- оо ) о р а л и к д а берилган булиб , 
бу ораликнинг исталган \1'', 1]( — оо < ; ^ < < < 4- 0 0 ) кис-
мида интегралланувчи булсин: 

< 

Р(1\
г 
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5- т а ъ р и ф. Агар I' = — 1брлиб, I-*- 4- 0 0 д а ^ ( / ' , / ) = 

= ^Цх)йх функциянинг лимити мавжуд ва чекли булса, 
I ' 

+ оо 

у холда ^ 1(х)йх хосмас интеграл бош к,иймат маъноси-
— оо 

да якинлашувчи дейилиб, 
I 

Пт ( \{х)йх 
< - + оо ^ 

4- оо 

лимит эса ^ }(х)йх хосмас интегралнинг бош к,иймати 
— оо 

дейилади. 
+ оо 

^ 1(х)йх хосмас интегралнинг бош к,иймати 

+ оо 

V. Р. ^ Цх)йх 
— оо 

каби б е л г и л а н а д и . Д е м а к , 
+ оо / 

У.Р. \ Пт \

+ оо 

^ }(х)йх хосмас интеграл я к и н л а ш у в ч и булса , у бош 
— -оо 

киймат маъносида хам якинлашувчи булади . Б и р о к 
+ оо 

^ / (х )йх хосмас интегралнинг бош к и й м а т маъносида 
— оо 

я к и н л а ш у в ч и булишидан унинг я к и н л а ш у в ч и б у л и ш и х а р 
доим хам келиб чикавермайди . М а с а л а н , ушбу 

+ оо 

^ 51П х йх 
— оо 

хосмас интеграл бош киймат маъносида я к и н л а ш у в ч и : 

У г > 0 учун ^ 5 1 п х с 1 х ж 0 ва, д е м а к , 
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\\т \п х Л х = 0. 

Б и р о к + ( ° вШхОх интеграл я к и н л а ш у в ч и э м а с . 

17- м и с о л . К у й и д а г и 
оо 

У.Р. \I 
1 + х 

+ Х 2 

йх 

интегрални топинг. 
Т а ъ р и ф г а кура 

у з 1 + х 2 и 

\+л_ 
1 + * 2 

йх 

с > н п и I - Щ г ^ х н и хисоблаймиз : 
булади . Энди ^ 1 + А-2 

— / • 

_1_ Г ̂ и + г I = а г с 1 ё г - агс1§( - 0 + У 1 " , ^ " 
1 ' 2 ) 1 + х 2 

Унда 

Н т \ 
(-> + » + 

1±*-<*х = И т ( а г с 1 ё г - а г с 1 ё ( - 0 ) = я 

1 + х ' 

булади . Д е м а к , 

Куйидаги и н т е г р а л л а р н и топинг. 

+ г " л 80. У.Р- \
78. У.Р . \ 3^ 

— оо 

79. У.Р. \ соз хйх. 81. У.Р- ^ т***-
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4-§ . ЧЕГАРАЛАНМАГАН ФУНКЦИЯНИНГ ХОСМАС 
ИНТЕГРАЛЛАРИ ВА УЛАРНИНГ 

ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ ТУШУНЧАЛАРИ 

/ (х) функция [а, 6) ярим и н т е р в а л д а берилган булиб, 
Ь шу функциянинг махсус нуктаси булсин. Бу функция 
[а, Ь) ярим интервалнинг исталган [а, I] {а<~КЬ) кис-
мида интегралланувчи , яъни ихтиёрий 1{а<СКЬ) учун 
ушбу • • < 

РЦ)=\Кх)йх 
а 

интеграл м а в ж у д булсин. 
Агар г->-&->-0 да Р{1) функциянинг лимити 

П т Р(() 

м а в ж у д булса , бу лимит / (х) функциянинг [а, Ь) буйича 
хосмас интеграли дейилади ва 

ь 
\{(х)йх 
а 

каби белгиланади : 
ь ь 

\ = Н т Р(1) = П т ( Цх)йх (*) 
а а 

6 - т а ъ р и ф. Агар /-»-& — 0 с?а Д / ) функциянинг 
лимити мавжуд булиб, у чекли булса, (2) хосмас интеграл 
якинлашувчи дейилади. / (х ) эса [а, 6) ва интегралланувчи 
функция дейилади. 

Агар 1-*-Ь — 0 да Р(1) функциянинг лимити чексиз бйлса 
ёки лимит мавжуд булмаса, (*) хосмас интеграл 
узоклашувчи дейилади. 

Худди юкоридагидек , а нукта / (х) функциянинг махсус 
нуктаси булганда (а, Ь\к буйича хосмас интеграл , 
а ва Ь н у к т а л а р функциянинг махсус н у к т а л а р и булганда 
(а, Ь) о р а л и к буйича хосмас интеграл т а ъ р и ф л а н а д и : 

ь 

\?(х)йх= Пгл \[(х)йх, \[(х)йх= П т \"/(х)йх. 

18- м и с о л . Ушбу йх 
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хосмас интегралнинг якинлашувчилигини а н и к л а н г ва 
кийматини топинг. 

Т а ъ р и ф г а кура 

булиб , 

^ ( 0 = ^ = 2 ( 1 + ^ ) 

булишидан эса 
П т Р( / ) = Н т 2( 1 — ) = 2 

1 - .+0 ( — + 0 

келиб чикади . Д е м а к , берилган хосмас интеграл якинла ­
шувчи ва 

I 
Г йх п 

19- м и с о л . Ушбу 

йх 
лЩТ^х) 

хосмас интегралнинг я к и н л а ш у в ч и л и г и н и а н и к л а н г ва 
кийматини топинг. 

Т а ъ р и ф г а кура 
1 V 
Г йх | . Г йх 

) лЩх^х) , ^ + 0 3 лЩТ^хУ 

б у л а д и . А г а р 
V 

5 ^ ш Ь г = = а г с 5 1 п { 2 ^ _ 1 ) 1 ° = 

= агс51п(2у — 1) — агсз1п(2/— 1) 

ва 
П т [агс51п(2у— 1) —агс51п(2г— 1)] = | - 4 - у = я 

и — 1 - 0 
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булишини эътиборга олсак , унда берилган хосмас интег­
ралнинг якинлашувчилигини х а м д а 

Г ах 

о 
= л 

эканини топамиз . 
20- м и с о л . Ушбу 

/ 1 = . С _ ^ _ , Л - ^ — ( а > 0 ) 
3 (х-а)а 2 3 (Ь-хГ 

хосмас и н т е г р а л л а р н и я к и н л а ш у в ч и л и к к а текширинг . 
Хосмас интеграл т а ъ р и ф и д а н ф о й д а л а н и б куйидаги-

л а р н и топамиз : • 

/ , = Л - ^ - = П т П т \ - а ) 1 ~ а - ] \  =  
3  ( х - а ) а  1 ^ а + о ) ( х - а ) а  1 ^ а + о 1  1 - « А I 
а I • I 

= П т Т 1 ч ( й _ а ) ' - а - ( / - а ) , - а ] (аф1). 
/ — а + 0 1 ~ а 

Бу лимит а < 1 б у л г а н д а чекли, д е м а к 1\с интеграл 
я к и н л а ш у в ч и , а > 1 б у л г а н д а эса чексиз, / ] хосмас 
интеграл у з о к л а ш у в ч и булади . а = 1 булганда 

ь ь 
\ - ^ - = П т П т \Щх-а)]\» 
) х - а ,^а+о) х - а , ^ а + 0 \( 
а 1 

булиб 1\л у зоклашувчи булади . 
Д е м а к , 

ь 

^ (х — а) 
а 

хосмас интеграл а < 1 б у л г а н д а я к и н л а ш у в ч и , 
^ 1 б у л г а н д а у зоклашувчидир . 

Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки, 

" ( « > 0 ) 
(Ь-хТ 

хосмас интеграл а < 1 б у л г а н д а я к и н л а ш у в ч и , 
^ 1 б у л г а н д а у з о к л а ш у в ч и булади . 
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21- м и с о л . Ушбу 
2 

йх 

У(*-1)2 

хосмас .интеграл я к и н л а ш у в ч и булишини исботланг ва 
кийматини топинг. 

Р а в ш а н к и , бу интеграл 20- мисолга кура (а=^ 

я к и н л а ш у в ч и . Энди унинг кийматини топамиз : 

йх 

.1 ^(х-\)2 - 1 ух*-»)2 « У Х * ^ 7 

= З Н т - 3 л / 1 Г 2 ) = З л / 5 . 
( — 1 - 0 

( Т - ^ = Н т ( Т ~ ^ — = П т ( З У ^ Г 

= 3 П т ( л12^\ Л / 7 ^ Т ) = 3. 
( - 1 + 0 

Д е м а к , 

1 

. = 3 ( ^ + 1 ) . 
У(х -1 ) 2 

Мисол ва м а с а л а л а р 

Куйидаги хосмас интегралларнинг якинлашувчилигини 
курсатинг ва кийматини топинг: 

I 1 

С - ^ _ 84. \\пхйх. 
3 Ф 

82. , г 

Ф 

170 

йх 

о 

1/2 

86. { - ^ - . 89. 3 3 У ^ 

87 

3 2 6 

хгйх п < Г йх 88. \-7^— 91 . [ 3 

Куйидаги хосмас интегралларнинг узоклашувчи экани­
ни исботланг : 

92. 

95. 

2 _ 
С йх 2 

* ' 96 
- 1 
2 

93 

1 У'х1пх' 
2 0 

йх 

Г ЙХ 1 

к о 
2 е 

94. ^ с1§ х йх. 98. ( 

йх 

х- —бх2 ' 
о 

йх 

о 
2 I, 1 

йх 

- 2 - ] * 

5 - § . ЯКИНЛАШУВЧИ ХОСМАС 
ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ. 

АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАР 

/ ( * ) ва ^ ( х ) ф у н к ц и я л а р [а, Ь) да берилган булиб, 
Ь нукта шу ф у н к ц и я л а р н и н г махсус нуктаси булсин. 

ь ь 
1°. А г а р ^1(х)йх ва ^§(х)(1х хосмас и н т е г р а л л а р 

а а 

я к и н л а ш у в ч и булса , у холда 
ь 
\[а-[(х)±^-ё(х)Ых 
а 

хосмас интеграл хам я к и н л а ш у в ч и булиб, 
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ь ь ь 
^ [а • / ( * ) ± § • ё{х)\йх=а\ }(х)йх ± В ^д(х)с1х 
а а а 

булади , бу ерда а, В— : у з г а р м а с сонлар . 

2°. Агар У х ^ [ а , Ь) учун булиб, ^/(х)й(х 
а 

Ь 

ва ^д(х)йх и н т е г р а л л а р я к и н л а ш у в ч и булса , у холда 
а 

Ь Ь 

^ / ( х ) Л е ^ ^д(х)ёх 
а а 

б у л а д и . 
3°. Н ь ю т о н — Л е й б н и ц ф о р м у л а с и . / (л) функ­

ция [а, Ь) о р а л и к д а узлуксиз булиб, Р(х) эса унинг шу 
о р а л и к д а г и бошлангич функцйяси булсин (Р'(х) = }{х)). 
Унда 

* 

\1(х)йх = Р(х)\-° = Р(Ь-Щ-Г{а) (4) 
а 

б у л а д и . ( О д а т д а (4) Ньютон-Лейбниц формуласи дейила­
ди). Бу ерда 

Р ( 6 - 0 ) = П т Р(1) 
1ч-Ь-0 

4°. У з г а р у в ч и н и а л м а ш т и р и ш ф о р м у л а с и . 
}(х) функция [а, Ь) да узлуксиз , ср(г) функция эса [ос, В) да 
узлуксиз д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и функция булиб, 

а = ф ( а ) ^ ф ( / ) < П т ф(/) = 6 
< — & - 0 

булса , у холда 
ь р 

а а 

б у л а д и . 
5°. Б у л а к л а б и н т е г р а л л а ш ф о р м у л а с и . Агар 

и = и(х) ва V = V{x) ф у н к ц и я л а р [а, Ь) да узлуксиз 
д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и булиб, Н т ( и - у ) м а в ж у д булса , 

/—ь—о 

у холда 
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ь ь 

^ ийю = и• V |* — ^ уйи 

булади . Бу ерда 
ы - о | * = П т и(1Щ1) — и (а)а(а) . 

/—6 — 0 

22- м и с о л . Ушбу 
2 
Г йх 

3 х л Д п 

интегрални хисобланг . Р а в ш а н к и , 

функциянинг ( 1 , 2 ] о р а л и к д а г и бошлангич функцйяси 

/ ' ( л ) ^ 2 - л/НГх. 

булади. Ньютон — Л е й б н и ц ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б , 
топамиз : 

( с ' х {2ч'1пл-)Г' = 2 1 п 2 - 2 П т л Д п * = 2 1п2. 
.) X \ ,1п V * I | _ 0 ( — 1 - 0 

23- м и с о л. Ушбу 
2 

Г л 3 й х _ 

5 У4 х* 

интегрални хисобланг. Бу интегралда узгарувчини алм.аш-

тирамиз: л==2 8 т / . Бунда х^[0, 2). булганда /б[о, у ) 
булиб. </х-=-2 соя /г// булади. Н а т и ж а д а берилган интеграл 
куйидагича ёзилади : 

2 ~ •. , , . . . . 7 

3 3 С 0 5 / о3 

Кейинги интегрални хисоблаймиз : -

2 . 0 ,! - ' | , о 

^ &тЧ<Н = ^ (1 - с о 5 2 / К ( с о з / ) = (соз г - у С 0 5 3 0 | « 
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Д е м а к , 
2 

I V 

х3ах _ 16 

5 ~~ з 

24- м и с о л . Ушбу 

4 - х ' 

интегрални хисобланг. Б у л а к л а б и н т е г р а л л а ш формуласи-
д ан ф о й д а л а н и б топамиз . Б е р и л г а н и н т е г р а л д а 

и = \пх, йу=-^йх 
Ф 

дейилса , у холда 

йи~йх, о = 2 л/2 
X * 

булиб , куйидагига эга б у л а м и з : 

о о 

= — 2 П т л!х\пх — 4 л / х | 1 + о = — 4 -
/ - + о 

Мисол ва масалалар 
К у й и д а г и хосмас и н т е г р а л л а р н и хисобланг : 

100. 

102. 

103. 

[Щ^Лх. ,04. \ ^ - й х . 
6 • о - у / о* - 1 г* 

101. ( *и «05. \1*=^±!-4х. ' 4* 1 П Е С ( * - 1 ) < ± 1 
}х Ф 

0 V » _ , 

$ у П 7 ' , 0 6 - 3 -х^щтт 
- 2 - 0 , 5 
3 л 
Г 2 — х . 2 

3 Х' 107. ^ лДё*<**. 
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,08. \ ^ 5 ^ * . 109. \ - т = = Щ = = ^ . { а , ь е Я , а < Ь ) . 
) л/7 ,2 3 у ( х - а ) ( х - & ) ^ у 

О * - а 

6-§ . ХОСМАС ИНТЕГРАЛНИНГ ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ ХАКИДА 
ТЕОРЕМАЛАР. ИНТЕГРАЛНИНГ АБСОЛЮТ 

ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ 

/ (х) функция [а,Ь) да берилган булиб, Ь шу функция­
нинг махсус нуктаси булсин. 

9- т е о р е м а. [а ,в) да манфий б у л м а г а н / ( х ) функция-
ь 

нинг ^(х)йх хосмас интегралнинг якинлашувчи булиши 
а 

учун У * 6 ( а , 6 ) да 

Р(1) = \р(х)<1х^С ( С = соп51) 

б у л и ш и зарур ва етарли . 
10- т е о р е м а . / ( х ) ва §(х) ф у н к ц и я л а р \а,Ь) д а 

берилган б у л и б , Ь шу функцияларнинг махсус нуктаси 
булсин . Агар Ух^[а,Ь) да 

0 < / ( * ) < 2 ( * ) 
ь 

б у л с а , у холда ^д(х)(1х интегралнинг якинлашувчили-
а 

Ь . , : V 6 

гидан ^[(х)с1х нинг якинлашувчилиги ; ^[(х){1х интег-
а а 

Ь \ 

ралнинг у з о м а ш у в ч и л и г и д а н \^§(х)йх нинг у з о к л а ш у в -
а 

чилиги келиб чикади . 
11- г е о р е м а , - / (х ) ва §(х) функциялари ' \а,Ь) д а 

а н и к л а н г а н , }(х^0, §(х)^0 б у л и б , 

х-Ь о н\х) 
ь 

б у л с и н . Агар к<С + со ва ^§(х)йх якинлашувчи б у л с а , 

\(х)йх хам я к и н л а ш у в ч и б у л а д и . Агар к>0 ва 



Г г 
)8(х)(1х узоклашувчи булса , .у(х)<1х\&м узоклашувчи 

а а 

б у л а д и . 
12- т е о р е м а . Агар х нинг 6 га етарли якин 

кийматларида 

/ ^ ) = - ? - ^ ( а > 0 ) 

булса , у холда ф ( х ) < С < 4 - о о ва а < 1 б у л г а н д а 
Ь 

^}(х)а"х интеграл якинлашувчи, <р(х)^С>0 ва 
а 

Ь 

> 1 б у л г а н д а ^(х)йх интеграл узоклашувчи б у л а д и . 
а 

13- т е о р е м а . Агар *->-& — 0 да }(х) функция 

га нисбатан а(а>0) тартибли чексиз катта б у л с а , 

у холда ^}(х)с1х интеграл а < 1 б у л г а н д а якинлашувчи, 
а 

\а эса узоклашувчи б у л а д и . 
14- т е о р е м а ( К о ш и т е о р е м а с и ) . Куйидаги 

* 

\Нх)йх 
а 

хосмас интегралнинг (6 — махсус нукта) якинлашувчи 
булиши учун, У е > 0 сон олинганда хам, шундай б > 
> 0 топилиб, 6 — б < / ' < Ь, Ь — б < г" < Ъ тенгсизликларни 
каноатлантирувчи ихтиёрий г' ва /" лар учун 

I" г 

\Г(Г')-Р(Г)\ ^ Цх)йх- \1(х)Лх-

\(х)й» < 8 

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли. 
1 5 - т е о р е м а ( Д и р и х л е а л о м а т и ) . / ( * ) ва 

§(х) функциялар [а,Ь) да берилган б у л и б , улар куйидаги 
шартларни бажарсин: 

1) / ( * ) функция \а,Ь) да узлуксиз ва унинг шу 
ораликдаги бошлангич Р(х) (Г(х)=!(х)) функцйяси 
чегараланган, 
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2) ё(х) функция [а,Ь) да &'(х) хосйлага эга ва 
у узлуксиз функция, 

3) ё(х) функция [а,Ь) да камаювчи, 
4) Н т $(х)=0. 

х -Ь О 

У холда 
ь 
\Нх) 8(х) Ах 
а 

интеграл якинлашувчи б у л а д и . 
а 

1 6-т е о р е м а . Агар ^ . | / (х ) |е?х интеграл якинлашув-
ь 

ь 
чи булса , у холда \^}(х)йх интеграл хам якинлашувчи 

а 

б у л а д и . 
7- т а ъ р и ф. Агар ^ | / ( х ) | й х интеграл якинлашувчи 

а 

Ь 

булса, у х,олда ^((х)а'х абсолют якинлашувчи интеграл 
а 

деб аталади, ' / (х ) функция эса [а,Ь) да абсолют 
интегралланувчи функция дейилади. 

25- м и с о л . Ушбу 

1 
Г х агс 51П х 4х 

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг . А г а р 

3 у , 3 ^ 3 у Т ^ 2 

ва У /е |0 ,1) да 

П 0 = | (агс8!п0 2 <4 

эканлигини эътиборга олсак , 9- теоремага кура берилган 
интеграл я к и н л а ш у в ч и булишини то пам из . 
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26- м и с о л . Ушбу 

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг. Равшанки 
У * е [ 0 , 1 ) д а 

булади. Ушбу 
I I 
Г йх Г йх 

\ у Е х - } ^ ^ 

хосмас интегралнинг якинлашувчилигини эътиборга олиб, 
10-теоремадан фойдаланиб, 

интегралнинг якинлашувчи эканини топамиз. 
27- м и с о л . Ушбу 

I 

3 51П X 
О 

хосмас интегралнинг узоклашувчилигини курсатинг. 

Маълумки, У*С(0,1] да ех> \. Демак, 

-^Г>~Г (*6(0,1]) 
51ГГХ 51П X 

1 • . . • 

Энди ^—Н_(1х интегрални караймиз. Таърифга кура 
о х 

йх — П т 
1 
Г йх 

У$Ш2Х /—+оЗ 5 1 П 2 * 

= П т ( —с1ддг)| ' = с1§1 : 4- Н т с!гг^= + со 

178 

булади . Д е м а к , \с интеграл узоклашувчи ва 
3 51П X 
о 

10-теоремага биноан 
1 

— 
3 51П 2 Х 
0 

1 

йх 

интеграл хам у з о к л аш у вчи булади . 
28- м и с о л . Ушбу 

1̂  пх йх 

интегрални я к и н л а ш у в ч и л и к к а текширинг . Бу хосмас 
интеграл билан бирга 

I 

Г йх 

}3Ф 

якинлашувчи интегрални к а р а й м и з . Р а в ш а н к и , 

3 / П т ^ | " * = П т \/х-\пх = 0 . 
з г 

д:->-+0 * х — + 0 

1 1 - т е о р е м а г а кура 

^\1\гйГатх 

интеграл хам як инл аш у вчи б у л а д и . 
29- м и с о л . Ушбу 

5 
интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг . И н т е г р а л 
остидаги функция учун 
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V I . - * 4 У(1-*Х1+*Х1 + * 2 ) 
= 1 1 = 1 1 

У ( 1 + х Х 1 + х 2 ) ( 1 - * ) 1 / 2 У ( 1 + х Х 1 + х 2 7 

булиб, х->-1 —0 да 

) ' / 2 Л ^ + х ^ + ^ ^ х ^ ) 

булади . 13г теоремага кура берилган интеграл я к и н л а -
шувчидир. 

30- м и с о л . Ушбу 

л 
2 

I = ^ 1п 51пх йх 
о 

интегралнинг якинлашувчилигини курсатинг , кийматини 
топинг. 

Р а в ш а н к и , 0 < а < 1 булганда 

* - о _±_ * - о — а х _ а ~ ' х - о \ * / 
х* 

булади . 
• г , , л , 

\~Г , ( 0 < « < 1 ) 
о 

я к и н л а ш у в ч и булгани учун 11 -теоремага кура к а р а л а ­
ётган интеграл я к и н л а ш у в ч и булади . Энди бу интеграл­
нинг кийматини топамиз : 

2 2 

/ — $ 1п $тхйх = $ 1 п ( 2 5 1 п у - с о 5 | Л й х = 
0 0 

= ^ 1п2йх + ^ 1п з т у д ' х + ^ 1п с о з у Л с - С 1п2Лс = -у1п2, 
0 0 0 о 
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Д е м а к , 

2 * 1 

^ 1П 51ПуЛс = 2 ^ 1П З Ш Ы1, — у ) -
о о 

я Я -

7 7 

^ 1п соз~-йх = 2 ^ 1п 5Шй((^ = ^— у ) . 
О 21 

4 

я 2̂ . 
7 2 

/ = у 1 п 2 4 - 2 $ 1п аШЛ + 2 $ 1п 8 Ш * Л = 

2 

= ? - 1 п 2 + 2 ^ 1п 8 т < Л = у 1 п 2 + 2/ . 

о 

Кейинги тенгликдан 

/ = - у Ш 2 

булиши келиб чикади . 
31- м и с о л . Ушбу 

1 

Н ( ^ г - 1 ) - ^ 
интегралнинг абсолют якинлашувчилигини курсатинг 

А в в а л о 

1созЛ4=— 0—7=̂ -1 < —7= 
I V ф ) ф I У* 

булишини а н и к л а й м и з . Р а в ш а н к и , 
I 

\-ф4Х 
О 

хосмас интеграл я к и н л а ш у в ч и . Унда 1 0 - т е о р е м а д а н 

\\(-ф-1У^т\



хосмас интеграл я к и н л а ш у в ч и л и г и келиб чикади . Бу эса 
б е р и л г а н интегралнинг абсолют я к и н л а ш у в ч и л и г и н и бил­
д и р а д и . 

32- м и с о л . Ушбу 

ах 

1 - х 

интегрални абсолют ва ш а р т л и я к и н л а ш у в ч и л и к к а текши­
ринг. 

И н т е г р а л остидаги функцияни куйидагича ё замиз : 

Бу ерда 

/ (х) = 8 ш - г Ц - 1 §(х)=\-х. 
Бу 1{х) ва §(х) ф у н к ц и я л а р 15-теореманинг ( Д и р и х л е 
а л о м а т и ) б а р ч а ш а р т л а р и н и к а н о а т л а н т и р а д и . 

1) / ( * ) = 1 — 2 ~ - 5 Ш Т 7 Г ~ Функция [0,1) да узлуксиз 
(1 х) х 

ва унинг бошлангич функцйяси /•"(*)——соз 1 1 чега­

р а л а н г а н ; 
2) ё(х)=1—х функция [0,1) да §'(х)= — 1 хосйлага 

эга ва у узлуксиз функция ; 
3) " &( •* )= 1—х функция [0,1) да к а м а ю в ч и , 
4) П т #(л:) = П т ( 1 — х) = 0. 

* — 1 - 0 х - > - 1 - 0 

Д е м а к , 15-теоремага кура бе ри лга н хосмас интеграл 
я к и н л а ш у в ч и . 

Р а в ш а н к и , 

• 31П-
1 

, . 51П . (5) 
1—* I —ас I — 1 — ДЕ- 1 - х к ' 

Энди 

8 1 П 2 — ^ д.Х 
-х \—х 

о 

интегралнинг у з о к л а ш у в ч и булишини к у р с а т а м и з . 
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Ихтиёрий 6 > 0 сонни о л а й л и к . Агар е = -^-, V ва / " 

л а р сифатида 1 — б < 1 , 1 — б < г " < 1 тенгсизлйкларни 
каноатлантирувчи 

г - = 1 - , Г = 1 — ^ -
, . я л 2лл 

л а р олинса, у холда 

I Г | 
1 

5 51П 
1—х 

2лп 

5 
йх 

X 1 - Х 

2лл 2лл 2ш1 
1 — С 0 5 2 / 

41 = 

1 лп 1 

2пп '~1Г — Т — Е 

булади . Бу эса, Коши теоремасига мувофик, 

1 • 2 1 л 
з ш йх 

интегралнинг узоклашувчилигини билдиради . 
Юкоридаги (5) муносабатдан ва 10-теоремадан фойда­

л а н и б , 

5 1 т г 7 а 1 п Т 
\йх 

интегралнинг у зоклашувчи булишини топамиз . 
Д е м а к , 

1 

1 - х 
-йх 

хосмас интеграл шартли я к и н л а ш у в ч и экан . 
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Мисол ва м а с а л а л а р 
Куйидаги и н т е г р а л л а р н и якинлашувчилигини исбот­

ланг : 

110. 

111. 

113. 

114. 

ах 

о л / Г - х ' 
1 

ах 

О л / ' — х 10 

112. С 8 ш ( - ! - У ^ , 117. ( 
.1 \х / у х .) 

йх. 

1 6 4 - х 2 

1 6 - х 2 

йх. 

115. 

116. 

118. 

119. 

йх 
агс соз х 

о 

$ -

йх 

1п х 

Г 1п 31ПХ . 

о V* 

3 е 5 1 " * - ! 

Куйидаги и н т е г р а л л а р н и н г узоклашувчилигини ис­
ботланг : 

120 

121. 

122 
I 

• 5 

йх 
1пх' 

' ( х - 2 ) й х 

1 х 3 - 2 х 2 4 - 4 ' 

х 2 й х 

123. 
йх 

е — со зх 

124. \^~йх. 
о * 

о \ / ( 1 - * 2 ) 5 

1 2 5 . ( ^ ^ с . 
.) х у З Ш Х 
О 

Куйидаги хосмас и н т е г р а л л а р н и я к и н л а ш у в ч и л и к к а 
текширинг: 

126. 

127. 

1 — созх , 
—йх. 

'•л/х 

Г йх 

3 1 - х ; 

128. ^ Яп^йх. 

129. 

130. 

131. 

^ агс!е( 

ах 

йх. 

1 п ( 1 + х ) -

йх 

о -\1х(ех — е - х ) 
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132. [ а г с % п { х 2 + х \ х . 134. ( • € 0 8 _ 5 ^ | Х . 
3 х 1 п 2 ( 1 + х ) 3 V * 

133. | ^ + * 2 - ° - й х . 135. | " 
о х о 

-у/х + агс1^х ' 

Куйидаги хосмас интегралларни абсолют я к и н л а ­
шувчиликка текширинг: 

I 1 

136. [~^—&т^-ах. 139. [-^~-5\п~йх. 
З х 2 + 1 х З е * - 1 х 
о о 
0,5 1 

137. 5^^ -̂ НО. $ - 8 - ^ < / х . 
х 2 

о о 
^ - 1 51П-

138. ( (-у^—Хсоз-^ёх. 141. ( — й х . 
3 V 1 - * / а2 3 (тТх-хТ 
о о у 

Ф а р а з к и л а й л и к , / ( * ) функция (а , с —т)|] ва 1с + т]2, 6) 
( т ) 1 > 0 , г | 2 > 0 ) о р а л и к л а р д а интегралланувчи булиб, 
с нукта функциянинг махсус нуктаси булсин: 

М а ъ л у м к и , г)|->-0, т)2->-0 да ушбу 
С - Ч 1 Ь 

/ 7 ( ч , . Л 2 ) = $ + ^ !Шх 

функциянинг лимити 1(х) функциянинг (а, Ь) даги хосмас 
интеграли дейилади ва куйидагича б е л г и л а н а д и : 

ь 
П т / т ( Т ) „ Т | 2 ) = \ / (х)йл: (6) 

• 
г| 2 — О 

Агар Р(т)\,г\2) функциянинг лимити чекли булса , 
(4) хосмас интеграл я к и н л а ш у в ч и , акс холда интеграл 
у з о к л а ш у в ч и дейилади . 

8- т а ъ р и ф. Агар г\ = т)2 = т] ва т) —>- 0 д а 

С —Т] 6 

О С + Ц 

функциянинг лимити м а в ж у д ва чекли булса , у холда 
ь 
\^1{х)йх хосмас интеграл бош к и й м а т маъносида я к и н л а -
а 
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1 , -0 

лимит эса ^(х)а'х хосмас интегралнинг бош щйматй 
а 

дейилади. У ни 

У.Р. 

а 

каби б е л г и л а н а д и : 

Ь Г с-ц Ь -1 . 

У.Р.^(х)а,х = Пт\(х)с1х+ \ I 
и 4 °\~ а с ] 1| _1 

Ь 

^1{х)йх хосмас интеграл я к и н л а ш у в ч и булса , у бош 
а 

киймат маъносида хам я к и н л а ш у в ч и булади . Б и р о к 

^1(х)а'х хосмас интегралнинг бош к и й м а т маъносида 
а 

я к и н л а ш у в ч и б у л и ш и д а н унинг я к и н л а ш у в ч и булиши хар 
доим келиб ч и к а в е р м а й д и . М а с а л а н , ушбу 

1* 
хосмас интеграл бош к и й м а т маъносида я к и н л а ш у в ч и : 

1 

V 

— Нт[1пи | | 17 + 1п |* | | 1 ] = 0. 
Г1—0 Л 

I 

Б и р о к ^ ~ хосмас интеграл я к и н л а ш у в ч и эмас . 
х 
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Куйидаги и н т е г р а л л а р н и топинг: 

Ь л 

142. У.Р. ^~^(а<с<Ь). . 144. V.Р.\х{%хйх. 

4 

143. У .Р Г _0х_ » 
' 3 х1пх' 145. У .Р . \ / . • 

05 ) 3 —Бет* 

XVI боб 

ПАРАМЕТРГА БОГЛИК, И Н Т Е Г Р А Л Л А Р 

1-§. ПАРАМЕТРГА БОГЛИК, ИНТЕГРАЛ ТУШУНЧАСИ 

1(х,у) функция Я2 ф а з о д а г и бирор 

0 = { ( л : , г / ) е / ? 2 : а < х < & , у^Ес^Я} 

т у п л а м д а берилган булсин. у узгарувчининг Е т у п л а м д а н 
олинган хар бир т а й и н л а н г а н к и й м а т и д а [(х,у) функция 
х у згарувчиси буйича [а,Ь] о р а л и к д а интегралланувчи , 
яъни 

5 Кх,у)йх 
а 

интеграл м а в ж у д булсин. Р а в ш а н к и , бу интеграл у узга­
рувчининг Е т у п л а м д а н олинган кййматига боглик булади: 

ь 
1{у)=\Цх,у)йх. (1) 

а 

О д а т д а (1) интеграл параметрга боглик, интеграл, 
у у згарувчи эса параметр дейилади . П а р а м е т р г а боглик 
и н т е г р а л л а р д а 1{у) функциянинг бир к а т о р хоссалари 
(лимити, узлуксизлиги , д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и л и г и , ин-
т е г р а л л а н у в ч и л и г и ва х.к.) у р г а н и л а д и . Бу хоссаларни 
у р г а н и ш д а [(х,у) функциянинг у буйича лимити ва унга 
интилиш х а р а к т е р и мухим роль уйнайди. 

Цх,у) функция й т у п л а м д а берилган , уо эса Е туп­
л а м н и н г лимит нуктаси булсин. 
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1- т а ъ р и ф . Агар У е > 0 олинганда хам, (Ух^\а,Ь\ 
учун шундай) 6 = 6 ( е , х ) > 0 топилсаки, \у — у0\<.Ь 
тенгеизликни каноатлантирувчи Уу^Е учун 

| / ( * , * / ) - Ф ( х ) | < е , х^[а,Ь\ 

булса, у х,олда ф(*) функция [(х,у) функциянинг у-*-_уо 
даги лимит функцйяси дейилади. 

1{х,у) функция й т у п л а м д а берилган булиб, ' оо 
Е тупламнинг лимит нуктаси булсин. 

2- т а ъ р и ф. Агар У е > 0 олинганда хам (х^[а,Ь] 
учун) шундай Д = Д ( е , * ) > 0 топилсаки, | г / | > А тенгеиз­
ликни каноатлантирувчи Уу^Е учун 

I/(*,«/) — ц>(х)\8 

булса , у х_олда ф(дг) финкция /(*.//) функциянинг у->- оо 
даги лимит функцйяси дейилади. 

1- м и с о л . Ушбу 
1(Х,у) = Х5Шу 

функцияни Л = { ( х , « / ) 6 / ? 2 : 0 < л : < 1, у€К} т у п л а м д а ка -

р а й л и к . У - ^ у даги лимит функция х эканлигини кур­

сатинг . 

Агар У е > 0 га кура, б = е деб олинса , унда 

\у — # 0 | = | ^ — у | — б тенгеизликни ка н оа тла н ти рувчи 

Уг/(|/? ва У*(Е[0,1] учун 

\1(х,у) — ф(*) | = \х8шту — х\ 1*1 \&'ту— 1 ] = 

251П—^ 0 0 5 — 2 — 

< \ у - 1 \ < е 

б у л а д и . Д е м а к , У~+\а [(х,у) = х$ту' функциянинг 

лимит функцйяси 
ф(*) = Н т /(*,«/) = Н т Х5\пу=х 

булади . 
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2- м и с о л . Ушбу 

1+у'х 

функция О = { ( * , г / ) ( | / ? 2 : 0 < * < 1, у^К} т у п л а м д а берил­
ган булсин. у-+оо даги лимит функцияни топинг. 

ф ( * ) = 0 эканлигини к у р с а т а м и з . 

Агар У е > 0 га кура & = ~- деб олинса, унда \у\А 

тенгеизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и учун 

1 Л ^ ) - Ф ( х ) 1 - 1 - ^ - 0 1 < ^ < е 

булади . Д е м а к , 0 < * < 1 учун у-*- оо да / ( * , у) = 

= у х „ функциянинг лимит функцйяси ф(*)==0 булади . 

* —0 да ф(0) = 0 эканлиги р а в ш а н д и р . 
Юкорида келтирилган мисолларнинг биринчисида , ли­

мит функция т а ъ р и ф и д а г и б = - е булиб, у ф а к а т е гагйна 
1 

ооглик, иккинчисида :-<са А = — булиб , у берилган е > 

> 0 билан бирга к а р а л а ё т г а н * нуктага хам боглик 
эканлигини к у р а м и з . 

Л и м и т функция т а ъ р и ф и д а г и б > 0 нинг ф а к а т е > 
> 0 гагина боглик. килиб т а н д а н и ш и мумкин булган хол 
мухимдир. 

3- т а ъ р и ф. О тупламда берилган }(х,у) функция­
нинг у—ууо даги лимит функцйяси ц>(х) булсинХ У е > 
> 0 олинганда хам шундай б = б(е) топилсаки, 
\у—-уо\<~ < б тенгеизликни каноатлантирувчи Уу<сЕ ва 
У А ' С | « . * | учун • 

|/(*, у)— ф ( * ) | < е 

булса, /(*,(/) функция уз лимит, функцйяси ц{х) га 
\а,Ь] да текис якинлашади дейилади. 

4- т а ъ р и ф . О тупламда берилган Цх,у) функциянинг 
у-^-уо даги лимит функцйяси ф { * ) булсин, 

У б > 0 олинганда хам шундай е 0 > 0 , хо^[а,Ь] ва \у{ — 
— Уо\<8 тенгеизликни каноатлантирувчи у\^Е топил­
саки, ушбу 
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1/(*о.*Л) — ф ( * ) 1 > е 0 

тенгеизлик уринли булса, у холда }(х,у) функция у(х) га 
нотекис якинлашади дейилади. 

Ю к о р и д а келтирилган 1- мисолда [(х,у) = х$ту функ­

ция г / - > - у да уз лимит функцйяси х га текис я к и н л а ш и ш и 

р а в ш а н д и р . 2- мисолда эса /(*,*/) = ху функция 

!/->• оо д а лимит функция ф(х) = 0 га нотекис я к и н л а ш а д и . 

Х,акикатан х а м , У Д > 0 сонни олайлик . Агар е 0 = у , у1 

сифатида \у\Д тенгеизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и ихтиё­

рий г/1 ни ва х0 = — деб олсак , у холда 

\К*ьУ\) — ф(*)1 

_1_ 

У\ 

ху булиб, бу 4 - т а ъ р и ф г а кура у-*- оо д а /(*,*/) — 
1+х2 у 2 

функция уз лимит функциясига нотекис я к и н л а ш и ш и н и 
б и л д и р а д и . 

3- м и с о л . Ушбу 

1 + 

функция / > = { ( * , г / ) 6 # 2 : 0 < д : < 1, 0 < « / < + оо} т у п л а м д а 
к а р а л а ё т г а н булсин. (/->- -(- оо да лимит функцияни топинг 
ва я к и н л а ш и ш х а р а к т е р и н и текширинг . 

1 1 
Пт Цх,у)= Пт 

эканини куриш кийин эмас . 

— ф(*)1 = I 

1+е" 

1 + 
( - 7 ) ' 

1+ех 
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А г а р а = = в " « ва х>0 ларда 1 п ( Ц - х ) < х эканлигини 

эътиборга олсак, у холда !/(*,«/) —ф (*)1 

< 4 » 

= Х ^ ) < ^ ( 1 ' _ е ч ) . 

. _ е ~ т ^ ) < е тенгеизликни ечйб топамиз: 

1 
У> 

А г а р д 1 ( ( дос а к, у холда У к > 0 га кура 

- 2 1 г . ( 1 - 7 - ) . 

д > 

2 1 п ( 1 - Т ) 

тенгеизликни каноатлантирувчи У// лар учун •»« 
УлС-|0.1 | учун 1 . 

тенгеизлик уринли булади. Бу эса 3-таърифга кура 
берилган /(л:,//) функцияни у ^ - ^ . о о ; да лимш функции 
ф(л') га текис я к и н л а ш и ш и н и билдиради. • -г-

4 - м и с о л . Ушбу 

[(х,у) = &\п--

функция й = {{х,1МР:2:х^Я, 0<су< + ° ° ) тупламда бе­
рилган булсин. ^ + оо да лимит функцияни топинг ва 
интилиши характерини текширинг. 

П 1 %х,у)= Н т а т — = 0 эканини куриш 

кийин эмас: ф(х) = 0 

\ЦХ,У)-&Х)\ \у | < | 7 | < Е = ^ > " Г " -
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У е > 0 га кура Д = — десак , у холда | г / | > Д тенг­

еизликни к а н о а т л а н т и р у в ч и Уу учун 151П— | < е булади . 
У 

Бу ерда Д = - ^ - ф а к а т г и н а е га боглик б у д м а й х га хам 

богликдир . А ни л: га б о г л и к м а с к и л и б олиб булмаслигини 
курсатишни укувчига х а в о л а к и л а м и з . 

Д е м а к , к а р а л а ё т г а н функция уз лимит функциясига 
4- т а ъ р и ф г а кура нотекис я к и н л а ш а д и . 

Т е о р е м а . \(х,у) функция у-+у0 да лимит функция 
ф(х) га эга б у л и б , унга текис якинлашиши учун У е > 
> 0 олинганда хам, х(х^\а,Ь]) га боглик булмаган 
шундай 6 = 6 ( е ) > 0 топилиб, \у — # 0 | < 6 , \у' — у0\<:6 
тенгеизликларни каноатлантирувчи Чу,у'(^Е хамда 
Ух^\а,Ь] учун 

\!(х,У)-Кх,У')\<е 
тенгеизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. 
2 - § . ПАРАМЕТРГА БОГЛИК ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ ФУНКЦИОНАЛ 

ХОССАЛАРИ 

1- т е о р е м а . /(х,у) функция у нинг Е тупламдан 
олинган х а р . бир тайин кийматида х нинг функцйяси 
сифатида [а, Ь] ораликда узлуксиз булсин. Агар }(х,у) 
функция у-+уо да ц>(х) лимит функцияга эга б у л с а ва унга 
текис якинлашеа, у холда 

* ь 
И т \1(х,у)йх= \у(х)йх (2) 

б у л а д и . 
2- т е о р е м а Агар }(х,у) функция 0 = {(х,у) <^Ц2: 

:х^[а,Ь], у^[с,й]} тупламда узлуксиз булса , у холда 

ь 
1(у)=\Нх,у)йх 

а 

функция [с, й\а узлуксиз б у л а д и . 
• 3- т е о р е м а. / ( * , у) функция В = {(х, у)^К2:х^[а, Ь], 

уЦс, й\) тупламда берилган ва у узгарувчининг [с, ^ о р а -
ликдан олинган хар бир тайин кийматида х узгарувчининг 
функцйяси сифатида [а, Ь] ораликда узлуксиз булсин. Агар 
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Цх,у) функция О тупламда 1у(х,у) хусусий хосйлага эга 
булиб , у I ) да узлуксиз булса , у холда 1(у) функция хам 
\с4\а Г'(у) хосйлага эга ва ушбу 

Г(У)=\Г,(х,у)4х (3) 

муносабат уринлидир. 
4- т е о р е м а. Агар }(х,у) функция 2- теорема шартла-

й 

рини каноатлантирса, у холда \Цу)4у интеграл мавжуд 

ва 
<1 г- ь -1 ъ г- а -| 

^ \1(х,у)йх йу=\\,у)ЛуЫх 
с 1_ а -1 а 1_ с - I 

(4) 

муносабат уринлидир. 
}(х,у) функция 0 = {(х,у)^К2:х^\а,Ь1 у^[с,4]} туплам­

да берилган, у узгарувчининг \с ,й\н олинган хар 
бир тайин кийматида [(х,у) функция х узгарувчининг 
функцйяси сифатида [а,Ь] ораликда интегралланувчи 
булсин. 

х=а(у), х = $(у) функцияларнинг хар бири [с,й] да 
берилган ва \/у^\с,с1\н 

булсин. У холда 

т= \

(5) 

(1) 

интеграл мавжудлиги ва у параметр у га богликлиги 
равшандир. 

5 - т е о р е м а. }(х,у) функция 0 = {(х,у)^К2:х^[а,Ь1 
уе[с4]} тупламда узлуксиз ,а(у ) , р(у) функциялар\с,Л] да 
узлуксиз ва (5) шартни каноатлантирсин. У холда 

ИУ) 

1(У)= \
<у) 

функция хам \с,й\а узлуксиз б у л а д и . 
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6 - т е о р е м а. }(х,у) ф у н к ц и я й = {(х,у) ^Н2:х^[а,Ь\ 
У € II с,й\} т у пламда узлуксиз, }'у(х,у) хусусий хосйлага эга 
ва й да узлуксиз , а(у), $(у) функциялар а'(у), р"(у) 
хосилаларга эга ва улар ( 5 ) шартни каноатлантирсин. 
У холда 1(у) функция хам [с,й] ораликда хосйлага эга ва 

ш 
ЦУ) = $ Гу(х,у)<1х + р-'(у)1(р(у), у)-а'(у)1(а(у), у)(6) 

муносабат уринлидир. 
5- теорема ш а р т л а р и б а ж а р и л г а н холда Т(у) функ­

циянинг [с,и] о р а л и к д а интегралланувчи эканлиги ке­
либ чикади . 

5- м и с о л . Ушбу 
2 

П т \ 2 со5аха'х ни топинг. И н т е г р а л остидаги Дх ,а ) = 

= х 2 с о з а х функция х^(0 ,2 ] а^К л а р д а узлуксиз экани 
р а в ш а н д и р . Ж у м л а д а н , у й = { ( х , # ) € / ? 2 : х е [ 0 , 2 ] , а 6 [ 0 , 2 ] } 
т у п л а м д а узлуксиз . 

П т / (х ,а) = П т х ^ о з а х = х2, 
а —О а —О 

1/(х, а ) — х21 = | х^созах — х2 | = | х 2 ( созах — 

— Г) | = х 21 созах — 11 = х 211 — созах | = 
о!™ . чах \ _ 2 \<*х\2*4 А 2 ̂  

= х 2 | 251п 2 -у - | < 2 х 2 • - ---- = — - - < 8 о г < е . 
л/ё 

А г а р У е > 0 га кура 6 = - - ^ = - д е с а к , 

| / (х , а ) — х 2 | < е булади . Бу эса а ->-0 да / (х, а ) = х 2 с о з а х 
функциянинг лимит функция х 2 га текис я к и н л а ш и ш и н и 
б илд иради . 1 - т е о р е м а д а н ф о й д а л а н и б топамиз : 

2 2 2 

П т \ х 2 с о з а х ^ х = ( П т х 2 с о з а х й х = \х2йх = ±I =— 
а - о ^ ^ и—о 3 з I о з " 

о О о 

1 

6- м и с о л . Ушбу Н т ? ~—— ни топинг. 
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Ю к о р и д а келтирилган 3- мисолга кура интеграл ости­
даги 

Нхп) = — — — - функция л - ^ о о да лимит функция 

_ 1 - га текис я к и н л а ш а д и . Д е м а к , I - т е о р е м а г а кура 

интеграл остида лимитга утиш мумкин, яьни 

П т ( Л х ~ ( П т / 1 У * = 
г ах = г е~хах _ _ г а(ч " н » = 

3 1 + / ~~ 3' 17+ е~х 3 ё - * + 1 о о о 
булади . 

7- м и с о л . Ушбу 

П т \-\е *йх 
У-*о.) и 

интегралда лимит белгисини интеграл остига киритиш 
мумкинми? 

Ф а р а з к и л а й л и к , лимит белгисини интеграл остига 
киритиш мумкин булсин. Л о п и т а л ь коидасини к у л л а ш 

билан П т ~ ~ - е ^ = 0 эканини куриш кийин эмас . Д е -

•2 
1 . 1 

( П т -~е у2йх = 0 
3 „ —п н 

у^Оу 

мак, 
1 

0 У - 0 V 

булади . 
Энди интегрални кийматини хисоблаб , сунгра лимитга 

утамиз : 

1 А \(. •••) н и » ! , \ \ - с ) - - 1 
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Демак, лимит белгисини интеграл остига киритиш мум­
кин эмас экан. 

Нега? Шархлаб беринг! 
8- м и с о л. Ушбу 

I 

о 

функциянинг у = 0 нуктадаги хосиласининг мавжудлиги-
ни хамда (3) формула уринлилигини текширинг. 

Фараз килайлик, 1{у) функциянинг уифО нуктада 
хосиласи мавжуд булиб, (3) формула уринли булсин. 
У холда 

булади. 
Энди берилган интегрални булаклаб интеграллаш фор-

муласидан фойдаланиб, бевосита хисоблайлик: 

1(у)^х1п^ + ^\^-[..-/-.-йх = 
^ х- + 1/г 

о 

3 , + 

* 1 п л / Г + у2 — 1 + * / а г с 1 д - - ~ Г = ' = 
° и 1х=о 

= 1п д / 1 - К у 2 — 1 + # а г с * ^ . 

/ ( 0 ) = — 1 булгани учун 

/ Ч о ) = п т - т=ш={и^\±14;|1Ч.,,,Л^ 
У \ ъ у ) 2 

булади. 
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Интеграл остидаги функциянинг у буйича хосиласи 

,•" .. булиб, у у = 0 нуктада нолга тенг. 
х2 + уг 

Демак, каралаётган интеграл учун (3) формула уринли 
эмас. Маълумки, (3) формула уринли булишининг асосий 
шартларидан бири /' {х.ц) = — , ~ - у функциянинг узлук-

х +у 
сизлигидир. Бу функциянинг (0,0) нуктада узлуксиз 
эмаслиги равшандир. 

9- м и с о л. Ушбу 

2. 
/ ( а ) = ^ 

;нт1«1 И 1 ( ! ( ) 

\%х 
йх 

интегрални хисобланг. 
Фараз килайлик, хфа^е,>0 булсин. У холда 

• Цх,а) = 

агс!ц(_а1в*)_ 
{%х 

агар хфО,хФ ~- булса, 

а, агар х = 0 булса, 

0, агар х = ~ булса 

функция \ а м д а 

агар хф- булса, 

1 4- а2(ц2х 2 

0, агар х = " 9 булса 

функциялар О = = { ( х , а ) е ^ ' - 0 < х < 0 < е < а } т у р т б у р -

чакда узлуксиз экани равшандир. 
Демак, (3) формулани куллаш мумкин. 
Натижада 

.) 1 +-а 1ц х 

булади. 
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15у и т е г р а л д а 1%х = 1 а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р и ш нати­
ж а с и д а 

+ <*> 

.и 
о ( ! т а 1 т в г ) 

интегралга келамиз . 

Г <Н _ = « Г ^ , а Г ф а ) _ 
3 ( 1 + / 2 К 1 + Л 2 ) 1 - « 2 3 1 : /• „* 1 3 ! « / V ' 
О 0 о 

= ( \ а г с ф | + ~ ^ Г - с 1 & ( а / ) Г - = : . - , 
I -—а . 1о о — I I . , 2 1 -(••» 

Энди 
л 1 

/ ' ( а ) = у - ( и ф о д а н и и н т е г р а л л а б , топамиз : 

/ ( « ) = у ' п ( 1 -(-а)-}-С, бу ерда С — ихтиёрий у з г а р м а с сон. 
Л -> + 0 д а лимитга утиб, охирги муносабатдан куйида 

гини оламиз : 

И т / ( а ) = ~ - 0 + С , 
а— + 0 ^ 

Я Ъ Н И : 

С = П т / ( а ) . 
а * +0 

И н т е г р а л остидаги функция узлуксиз булгани учун 
2 - т е о р е м а д а н ф о й д а л а н и б 

/ ( 0 ) = Н т / ( « ) = ( П т а п - , 1 К , " 1 " л , , ^ , ^ П 
«—+о + о 'В* 

эканини, яъни С = 0 эканини т о п а м и з . 
Ш у н д а й килиб , а > 0 л а р д а 

/ ( а ) = у 1 п ( 1 + а ) 

б у л а д и . 
Худди юкоридагига у х ш а ш с < 0 б у л г а н д а 
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/ ( а ) = у ! п ( 1 - а ) 

эканини к у р с а т и ш кийин эмас . Д е м а к , к а р а л а ё т г а н 
интеграл У а да 

/ ( а ) = | - 1п(1 + |ан) 

га тенг. 
10- м и с о л. Ушбу 

1 

/= ^ ^ ^ й х ( а > 0 , Ь > 0 ) 
о 

интегрални хисобланг . 
Р а в ш а н к и , д : > 0 да 

а 

булади . 

Д е м а к , / = \ ^ ~ ~ а ' х = ^йх^хЧу. 
О а 

И н т е г р а л остидаги 1{х,у) = ху — функция 0 = { ( х , # ) € # : 
:х6[0 ,1 ] , ^€[а .* ]} т у п л а м д а узлуксизлигидан (4) форму-
лани к у л л а ш н а т и ж а с и д а топамиз : 

'-М*-!т?г-С' 
а 0 о 

Ш у н д а й килиб , к а р а л а ё т г а н интеграл 

3 1пх 1 + а 
о 

экан . 
11- м и с о л. Ушбу 

51ПОХ 

X 
^ х 

интеграл учун Р'(а) ни топинг. 
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/ 

Юкорида келтирилган 6- теорема шартларини текши 
рамиз. 

д х , а ) = — - — функция хфи ларда узлуксиз, 

/ ' (х , а ) = со5ах эса /? да узлуксиздир. 
(а+а)'=(Ь+аУ=\. 
(6) формулани куллаб, топамиз: 

Ь + а 

Г(а) = \х йхАг --Р,—— ^_._'_/_= 

7 3 Ь + а. а + а 

К1па(& + а ) 5\паЦа+а) _|_ 5 1 П < х ( 6 + а ) 8 1 п а ( а - | - а ) 

а а й + а а + а 

= (1 + Т + а ) 5 ^ * + А> - ( а + а | ~ ) ^ п а ( а + а ) . 

Мисол ва м а с а л а л а р 

Куйидаги функцияларнинг берилган тупламда лимит 
функцияларини топинг: 

1. Ях,г/) = х 4 со5 

О = { ( х , г / ) е # 2 : 0 < х < + оо, 0 < * / < + оо}, г / 0 = + оо. 

2. [(х,у) = (х— 1)агс1дх"; 
Д = { ( * , г / ) € Я 2 : 0 < л г < + с о , 0 < / / < + сх>},Уо= + о о . 

V* ' V , ' 
/ ) = { (х , г / )€ /? 2 :х€Я, 0 < # < + оо}, г , 0 = + оо. 

4. 1{х,у) = х*\ 
Я = { ( х , г / ) 6 / ? 2 : 0 < х < 1, 0 < # < 1}, у 0 = 0. 

5. /(х,г/) = х251пг/; 

0 = { ( х , г / ) € / ? 2 : х е ^ , 0 < / / < я } , г/0 = у -

6. / ( л , л ) = л / Г + х " , -

О = { ( х , п ) 6 / ? 2 : 0 < х < 2, л^Л/}, « о = ° ° -

7. / (х,п) = л а г е р я х 2 , 
/ ) = { ( х , / г ) е Я 2 : 0 < х < + оо, /г6У}, / г 0 = о о . 
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3. /(х,</) = Д / х 2 + ' 

8. /(х,п) = / г 3 х 2 е ~ м , 

О = { ( х , / г ) 6 / ? 2 : 0 < х < + оо, п ^ У } , я 0 = о о . 

9. Нх,п)= л/и 51П——~ 

О = { ( ^ , п ) 6 / ? 2 : 0 < х < + оо, « 6 ^ } . 

10. / ( х , п ) = 1 п С 1 + -

О = { ( х , / г ) б / ? 2 : 0 < х < + оо, /г^Л/}, я 0 = о о . 

Куйидаги функцияларнинг берилган тупламда лимит 
функцияларини топинг ва уни текис якинлашишини 
исботланг: 

11. / (х ,у) = е - < 

Д = { ( х , # К / ? 2 : 1 < х < + оо, 0 < # < + оо}, у0= + оо. 

12. !(х,у)= лУ^51П~^- , 

0 = { (х , / / ) е^? 2 :хе /? 2 , 0 < г / < + оо}, У о = 4 - о о . 

13. /(х,/г) = х2", 

О = { ( х , я ) е # 2 : 0 < х < 6 , 0 < 6 < 1 , п е ^ } , « 0 = о о . 

14. /(х,п)-= 
1 + Л 2 ' 

0 = {(х,/г)€/? 2 :1 < х < + оо, п е ^ } , я 0 = о о . 
„2^2 Х2 

15. / (х ,я) = ^ 4 * Ш , , 

0 = { (х ,я)^/? 2 :1 < х < + оо, п^Ы], п0=оо. 

Куйидаги функцияларнинг берилган тупламда лимит 
функцияларини топинг ва уни текис якинлашишга 
текширинг: 

16. Нх,п)==—^==^, 

х € [ 0 , + 0°) , п^Ы, « 0 = о о . 

17. /(х,/г) = - 1 п ^ , х 6 [ 1 , + оо), 
пхг 

п^Ы, п0 = оо. 
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18. / (х ,я) = л 2 ( 1 - с о 5 - ^ - ) , х е [ 0 , + оо) 

п^Ы, п0 = оо. 

Г я/" 
19. 1{Х,П)~П \51ГНу-^Г, 

о 

*е[0,2], 0 < а < 1 , /гбЛ/, » о = ° ° • 

20. /(лг,г/) = ^ с о 5 ~ 0 < х < 1 , 

0 < / у < + оо, г / 0 = оо. 

21 . Ушбу. ,* 

функцияни узлуксизликка текширинг . 
22. Куйидаги и н т е г р а л л а р н и хисобланг : 

1+о 
0 Н т \ 

йх 

1 + х 2 + а 2 ' 

б) П т \2 + а2йх. 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г хосилаларини топинг 

23. Р(х) = $ е'^йу. 
х 

24. г т » = : ^ е^^^йх. 
51ПОЕ 

а 

25. / ? ( а ) = ^/ (х + а, х — а ) йх. 
о 

26 '-йх. 
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а .( | а 
27. / 7 ( а ) = ^ «/х ^ <,т{х2 + у2~а2)йу. 

0 х-а 

к 

28. /•"(*) = ^ (х + у)[(у)йу, 1(х)— д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и 
о 

функция булса , Р ' ( х ) н и топинг. 
ь 

29. 1;(х)=\1(у)\х — у\йуч а<Ь, 1{у)^С[и,Ь\и 

топинг. 

30. Пх)=\[(1)(х-1)"->й1,ГЛпХх) ни топинг. 

Куйидаги и н т е г р а л л а р н и хисобланг: 
л 
2 

31. ^ \п(а2ып2хАг Ь2со52х)йх. 
п 

л 

32. $1п(1 — 2асовх + а2)йх. 
о 

„ „ Г . 1 + а с о з х йх , . , ^ 
33. \п ( \  <  I ) . 

о 

I 

34 ^ ; , Г Г |1!'Г . 

о 

К у р с а 1 м а: — Г 4 ^ * = ^ м у но саб атд ан фонда-
о 

ланинг . 
I 

35. а) $ 5 т ( ' п х ' ) " П п * ~ - ^ * ' а > ° < 6 > 0 
о 

б) | с о 5 ( | п | ) ^ - ^ х , а > 0 , о > 0 . 
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3 - § . П А Р А М Е Т Р Г А БОГЛИК. ХОСМАС И Н Т Е Г Р А Л Л А Р 

((х,у) функция 0=--{{х,у)^Я2:х(-\а,\- оо), у^Е<=.%} 
тупламда берилган булиб, у узгарувчининг Е тупламдан 
олинган хар бир тайин кийматида х узгарувчининг 
функцйяси сифатида [а, 4- оо ) ораликда интегралланувчи, 
яъни 

1| [{х,у)йх, (у^Е) 
а 

хосмас интеграл мавжуд ва чекли булсин. Бу интеграл 
у нинг кййматига боглик булиб, 

4/- оо 

Лу) = \
а 

интеграл параметрга боглик (чегараси чексиз) хосмас 
интеграл деб аталади. 

Ушбу 
а -(-л. 
^ [(х,у)йх, ^ !{х,у)(1х 

-- оо — со 

параметрга боглик хосмас интеграллар хам юкоридагидек 
киритилади. 

1(х,у) функция 0 = {(хл))^Я2:х^\а,Ь\, у^ЕаК} 
тупламда берилган, Ь — махсус нукта булиб, Е тупламдан 
олинган у нинг хар бир тайин кийматида [а,Ь) ораликда 
интегралланувчи, яъни 

^/(х,у)йх (у^Е) 
а 

хосмас интеграл мавжуд булсин. 
Бу интеграл хам у нинг кййматига боглик булиб, 

ь 

1(у)=\[(х,у)йх 
а 

интеграл параметрга боглик, чегараланмаган функция­
нинг хосмас интегралы деб аталади. 

а нукта махсус, а ва Ь нукталар махсус, умумап 
параметрга боглик. чегараланмаган, чегараси чексиз 
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хосмас интеграллар тушунчаси хам юкоридаги кабп 
киритилади. 

Масалан, 

{ " Д п \>0) 3 (х-„Г 
а 

+ оо 

\ ае% 
л <Г А-х" 
О 

интеграллар параметрга боглик хосмас интеграллардир. 
1(х,у) функция Е) = {(х,у)^Н2:ха[а,-\- оо ), у^Еси^} 

тупламда берилган, у узгарувчининг Е тупламдан олинган 
кар бир тайин кийматида х узгарувчининг функцйяси 
сифатида [ а , + ° ° ) ораликда интегралланувчи булсин. 
У холда чегараси чексиз булган хосмас интеграл таърифи-
га кура ихтиёрий \а, А] да ( а < Л < + о о ) 

1(А,у)=\1(х,у)йх (7) 
а 

интеграл мавжуд ва 
-4- со 

ИУ)= \ 1мп 1{А,у). (8) 
•' Л ->• + оо а 

Демак, 1(у) ва 1(А,у) функциялар (8) ва (7) интеграл­
лар оркали аникланган булиб, /(//) 1(А,у) функциянинг 
А —у 4" 0 0 даги лимит функциясидир. 

5- т а ъ р и ф. Агар А -у + оо да 1(А,у) функция 
уз лимит функцйяси 1(у) га Е тупламда текис як,инлашса, 
у холда 

\- оо 
1(у)= \

а 

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи деб аталади. 
6- т а ъ р и ф. Агар А -у- -\~ оо да 1(А,у) функция 

уз лимит функцйяси 1{у) га Е тупламда нотекис 
яцинлашса, у х^олда 

+ оо 

Пу) = \
и 

интеграл Е тупламда нотекис якинлашувчи деб аталади. 
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(8) интегралнинг Е т у п л а м д а текис я к и н л а ш у в ч и 
булиши куйидагидан иборатдир : 

1) ^ Кх,У)Ах хосмас интеграл у у згарувчининг 

Е т у п л а м д а н олинган хар бир тайин кийматида я к и н л а ­
шувчи, 

2) У е > 0 олинганда хам , шундай Д = А ( е ) > 0 топила-
дики, \ М > А ва у^Е учун 

$ }{х,у)йх\е 
А ' 

булади . 

1(х,у)с1х интеграл Е т у п л а м д а я к и н л а ш у в ч и , а м м о 

у шу тупламда нотекис якинлашувчилиги эса к у й и д а г и д а н 
иборатдир: 

') ^ Кх<У)йх интеграл у у згарувчининг Е т у п л а м д а н 
а 

олинган х а р бир тайин кийматида я к и н л а ш у в ч и . 
2) У Д > 0 олинганда хам шундай е ц > 0 , уо^Е топил­

саки , 

^ 1(х,у)йх > е 0 . 

булади . 
12- м и с о л . Ушбу 

+- оо 

Цу)= ^ уе-хЧх, у 6 ( 0 , + «>) 
о 

интегралнинг я к и н л а ш и ш х а р а к т е р и н и текширинг . 
А в в а л о 

А 

1(А,у)= ^уе-^ах ( 0 < А < + оо ) 
о 

интегрални к а р а й м и з . 
А 

1(А,у)=^уе-*'а,х 
а 
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I .V ! 

' л- .---О 

Сунгра 

11т 1{А,у)= Пт 
А - . + о о А + оо 

булишини топамиз . 
Д е м а к , к а р а л а ё т г а н интеграл т а ъ р и ф г а кура я к и н л а ­

шувчи. 
Энди интегрални текис я к и н л а ш у в ч и л и к к а текшира-

миз. 
+ оо 

Щху) •е А у эканини хисобга олинган холда 

У Д > 0 деб олиб е 0 = ™, Л 0 > А тенгеизликни к а н о а т л а н -
О 

тирувчи УЛо учун #р = - т - деб олсак , у холда 

5 Уое "Чу = е 

булади . 

Бу эса 1(у)= ^ уе~хуйх интеграл ( 0 , + оо) о р а л и к д а 
+ 00 

нотекис якинлашувчилигини б и л д и р а д и . 
Е туплам сифатида (а, А- оо ) с=(0 , - г - оо ) о р а л и к н и 

к а р а й л и к (бунда а — ихтиёрий мусбат сон), у холда 
барча у^[а, 4- ° ° )ларда 

+ 0О 

<| е-хЧ(ху) = е ~ А у = ~ < 1 ,аА 

тенгеизлик уринли б у л а д и . Унда У е > 0 олинганда хам 

( 0 < е < 1)Д = -^-1п-^- дейилса , У Л > Д ва У # 6 [ а , + оо) 

учун 
+ оо 

$ уе~ху(1х 

булади . 

Д е м а к , 1(у)= ^ уе~хуйх интеграл [а, + оо ) с : ( 0 , + оо) 
+ оо 

о р а л и к д а текис я к и н л а ш у в ч и . 
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1(х,у) функция 0 = {(х,у)^Н2:хе[а, + °°), У^Еа/?} 
тупламда берилган ва 

+ °° 

КУ)= \ (8) 
а 

интеграл мавжуд булсин. 

7 - т е о р е м а ( К о ш и т е о р е м а с и ) . (8) интег­
рал Е т у п л а м д а текис я к и н л а ш у в ч и б у л и ш и учун У е > 
> 0 олинганда хам , шундай Д = Д ( в ) > 0 топилсаки , А'> 
> Д , Л " > Д т енгсизликларни каноатлантирувчи А', А" 
ва Уу^Е учун 

I А" 

1(х,у)йх -<8 
' А' 

тенгсизликнинг б а ж а р и л и ш и з а р у р ва етарлидир . 
Бу теоремадан мисол ва масалалар ечишда фойдала-

ниш мураккаброк булгани сабабли текис якинлашишга 
текшириш учун кулайрок аломатларни келтирамиз. 

В е й е р ш т р а с с а л о м а т и : }{х,у) функция 
Б = {(х,у)^К2:х(^[а, + оо ), у^ЕаК} тупламда берилган. 

%) = \
а 

интеграл м а в ж у д б у л с и н . 
Агар шундай <р(х) функция топилиб (х{[а, + о о ) ) , 
1) Ух([[а, + о о ) ва У ( / 6 ^ учун \}(х,у)^ц>(х) булса, 

+ °° 

2) ^ ц>(х)с1х хосмас интеграл якинлашувчи булса, 
а 

у холда 
+ оо 

]{у)= $ }(х,у)йх 
а 

интеграл Е тупламда текис якинлашувчи булади. 
13- м и с о л. Ушбу 

С ы ^ а х , у^я 
о \+х 
о 

интегрални текис якинлашишга текширинг. 
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Агар 

1+х2 2 (1+л 2 ) 

эканини хисобга олсак ва ср (х) = дейилса, у 
2(1 +х ) 

холда 
+ «. 

л Г йх 
~2 ) Т Т Т - 2~" 2 

+ 0 0 2 
йх я л л 

булгани учун Вейерштрасс аломатига кура берилган 
интеграл /? да текис якинлашувчи булади. 

14- м и с о л. Ушбу 

^ хе ^зтхуйх, уа% 
о 

интегрални текис якинлашишга текширинг. 
Агар 

| / (х , / / ) | = \хс~х 8мху \х~ 

эканини эътиборга олсак, ц:(х) = хе~" дейилса; у холда 
+ оо + оо ^ 1 '' 

^ ц>(х)с1х= ^ хе~х(1х= — 
4 оо 

1 

якинлашувчилигидан, Вейерштрасс аломатига кура, бе­
р и л г а н интегралнинг текис якинлашувчилигини топамиз. 

А б е л ь а л о м а т и . ((х, у) ва §(х, у) функциялар й = 
= {(х, у)^Я2:х^\а, + о о ) , у^ЕаЯ} тупламда берилган, 
у узгарувчининг Е тупламдан олинган хар бир тайин 
к,ийматида §(х, у) функция х нинг функцйяси сифатида [с, 
•4— о о ) да монотон функция булсин. 

Агар 
+ оо 

^ Кх,у)с1л 

и н т е г р а л Е тупламда и к и г я н л а ш у в ч и ва У(х, у)^й 
у ч у н 

\(х, у)\<С (С = сопз1) 
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булса , у холда 

+ ех> 

5 Цх, У)ё(х, у)с1х 
а 

интеграл Е да текис я к и н л а ш у в ч и булади . 
14- м и с о л . Ушбу 

Т ^ ^ ^ - е - ^ х . у т + о о ) 
о 

интегрални текис Якинлашишга текширинг . 
Агар 

П х , у ) = ^ ^ ^ , ё ( х , у ) = е ~ , 

деб олинса , 

тенгсизликдан ф о й д а л а н и б , 

+5 Кх,у)а-х= + \2^х 

интегралнинг Вейерштрасс а л о м а т и г а кура текис якинла ­
шувчи эканини топамиз . 

_ ё(х, у) = е~ху ва у нинг [0, оо) д а н олинган х а р бир 
тайин кийматида х нинг к а м а ю в ч и функцйяси булиб 
У * € [ 0 , + оо) ва Уг/Е[0, + оо ) л а р д а ' 

\(х, у)\=е~ " < 1 

булади . Д е м а к , Абель аломатига кура , б е р и л г а н интеграл 
[О, + о о ) о р а л и к д а текис я к и н л а ш у в ч и . 

Д и р и х л е а л о м а т и . / (х , у) ва §(х, у) ф у н к ц и я л а р 
/> т у п л а м д а берилган булиб, У А ^ а хамда Чу^Е учун 

А 

| $ / (х ,* / )<*х |<С (С = соп51) 
а 

булса ва §{х, у) х буйича монотон, х->- + оо да уз лимит 
функцйяси ц>(у) га текис я к и н л а ш с а , у холда 
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г 

5 Кх,у)д(х,у)4х 

интеграл Е да текис я к и н л а ш у в ч и булади . 
15- м и с о л. Ушбу 

^.Дх ( а > р ^ { а ^ 0 < а < й ) 

интегрални текис якинлашишга текширинг. 
Агар 

/ (х, а , Р) = 51псаг- 5 т В х = у [ с о 5 ( а — Р)х— с о з ( а + 8)х] 

#(х, у) = - деб олинса, у холда 

А А 

^/(х, а, 8)*/х = - ^[соз(а—В)х— соз(а-(-6)х]Лс = 
о . о 

1 Г 5 1 п | а - Р ) х _ 5 1 п ( а + р ) х 1 М _ 1 Г з 1 п ( а - ( { ) Л _ 5 1 п ( а + р ) Л ~| 
= 2 [ " а - Г а + Э . Л » - 2(_ а - р а + р " ] 

булиб, У Л > 0 , Уа, 6] лар учун 

\[(х,а, №*\
1 I 5 | п ( а - Р И _ 51п<а-)-(4)/4 
2 1 а - р а V Р 

булади. х->- + оо да */) = -~ функция \а, Ь] ораликда 

нолга текис якинлашади. Демак, Дирихле аломатига кура, 
каралаётган интеграл [а, Ь]ораликда текис якинлашувчи. 

Чегараланмаган функция хосмас интегралининг текис 
(нотекис) якинлашувчилиги тушунчаси хам юкоридагидек 
киритилади. 

4 - § . ПАРАМЕТРГА БОГЛИК, ХОСМАС ИНТЕГРАЛЛАРНИНГ 
Ф У Н К Ц И О Н А Л ХОССАЛАРИ 

/{х, и) функция 
гчпламда берилган у»Е тупламнинг лимит нуктаси булсин. 

8- т е о р е м а , ((х, у) функция 
!) у узгарувчининг Е д а н олинган хар бир тийин 



Кийматида х узгарувчининг функцйяси сифа гида | а , ~|~ оо ) 
да узлуксиз , 

-) У -') - I ' 1 У[и, Л | (и <^А < -(- оо ) о р а л и к д а <| (х) ли­
мит ф у н к ц и я г а текис я к и н л а ш у в ч и б у л с и н . 

Агар 

4- оо 

1(У)= \*,У)4х 
а 

интеграл Е т у п л а м д а текис я к и н л а ш у в ч и б у л с а , у х о л д а 
у-*-уо д а 1(у) функция л и м и т г а эга ва 

Н оо + оо 

\\т/(у) = 1\т \ \(х)йх 
" и а 

муносабат у р и н л и . 
/(*, у) функция 0 = {(л. у)еК2:х{\а, + оо ), ^ [ с , с!\) 

т у п л а м д а берилган . 
9- т е о р е м а. }(х, у) функция О т у п л а м д а узлуксиз ва 

*(У)= \
а 

интеграл \с, й\ текис я к и н л а ш у в ч и б у л с а , у холда 
ЧУ) \> А] о р а л и к д а узлуксиз б у л а д и . 

10- т е о р е м а. }(х, у) ф у н к ц и я / ) т у п л а м д а узлуксиз , 
Мх> У) хусусий хосилага эга ва у хам О д а узлуксиз б у л и б , 
у^[с, й] д а 

-I- оо 

НУ)= \(х,у)йх 

интеграл я к и н л а ш у в ч и б у л с и н . 
+ оо 

Агар ^ [„(х, у)йх интеграл \с, а°\а текис мкинла-
и 

шувчи б у л с а , у х о л д а 1(у) ф у н к ц и я хам [с, <1\а 
I (у) хосйлага эга б у л а д и ва 

4 оо 

*'(у) = $ /,(*. УНХ 

а 

муносабат у р и н л и . 
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11 - г е о р е м а. \(х, у) функция О т у п л а м д а узлуксиз 

/(//)= ^ Нх,у)с1х 

интеграл [с, й\а текис якинлашувчи булсин . 
У холда 1(у) функция \с, й} о р а л и к д а интегралланувчи ва 

[/ л | оо (- оо а 

\1(у)йу=\[ \ \
г с и а ( 

муносабат у р и н л и . 
}(х, у) функция 0 = {{х, у)^К'2:х{:\а, +<*>), '/(:(<-'. + 

оо )} тупламда берилган булсин. 
12- т е о р е м а. }(х, у) ф у н к ц и я /> т у п л а м д а узлуксиз 

4- оо + оо 

^ }(х,у)йх, ^ [(х,у)с1у и н т е г р а л л а р мое р а в и ш д а 
а с 

[с, + о о ) , {а, -4- о о ) да текис я к и н л а ш у в ч и булсин . 

Агар 
-+- оо -4- оо !" 0 1 1 _г 

5 [ 5 1(х,у)(1х](1у(Ыи \
с а с г 

интеграл я к и н л а ш у в ч и б у л с а , у х о л д а 
+ оо + со + оо + оо 

5 I 5 / ( * , 0)</»]</ж(ёки 5 I 5 Нх. ,,)<1х\Лу) 
а с I' " 

и н т е г р а л л а р я к и н л а ш у в ч и ва у з а р о тенг б у л а д и . 
16- м и с о л. Ушбу 

+ оо 

^ с '"ыпх йх ( 0 < а о < а < + оо ) 

интегрални текис якинлашишга текширинг. 
Агар ((х, а)=51гиг, д(х, <х) — е"аг дейилса, \ холда 

У Л > 0 , Уа^\ап, 4 - 0 0 ) учун 

л 
\-.тл-,/л-, -ч-окл- . I о , - 1 2 
о 

булади. 



Р а в ш а н к и , х—*• А- оо да 

ё(х, а ) - > - 0 . 

1п'-
Д е м а к , У е > 0 га кура Д = - - - - дейилса , У . г > А л а р д а 

булади . 
Шундай килиб, а ) х - > 4 - о о да уз лимит 

функцйяси нолга текис я к и н л а ш а д и . Бу эса, Д и р и х л е 
аломатига кура , берилган интегрални текис я к и н л а ш у в ч и ­
лигини б и л д и р а д и . 

17- м и с о л . Ушбу 

+ ОС) 

5 ^ ( 0 < Р < 1 0 , 

интегрални текис я к и н л а ш и ш г а текширинг . 
А г а р О < / 0 < 10тенгеизликни эътиборга олсак , у холда 

/<•*-. / » - - г < ^ -
х удг х д/лг 

муносабат уринли булишини топамиз . 

3 хф и н т е г Р а - л э с а я к и н л а ш у в ч и булади , чунки 
1 

+ - ° ° , ю , V д о Г 1 п Ш д : Г / 1 0 

5 х к ^ х - ) - г л < ° ° « = о „г 

Д е м а к , к а р а л а ё т г а н интеграл , Вейерштрасс аломатига 
кура , текис я к и н л а ш у в ч и д и р . 

18- м и с о л . Ушбу 

о 

интегрални текис я к и н л а ш и ш г а текширинг . 
Ушбу х = € _ / ( / < : 0 ) а л м а ш т и р и ш н а т и ж а с и д а ин-

теграл ^ 1я-е~р1(И куринишга келади . 
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+ оо 

Г /* 
булиб, \-й1 интегралга якинлашувчи эканини куриш 

о е 

кийин э м а с . Д е м а к , Вейерштрасс а л о м а т и г а кура, бе­
рилган интеграл текис я к и н л а ш у в ч и . 

19- м и с о л . Агар }{х) функция (0, + оо) да интеграл­
ланувчи булса , ушбу 

+ оо 

Н т \ах}(х)с1х= \)с1х 
— + 0 о о 

муносабатни исботланг . 
Куйидаги а й и р м а н и к а р а й м и з : 

+ оо 

^ е^ах[(х)ёх- $ !(х)ёх= \ах- \)1{х)<1х\ 
0 0 0 

+ оо 

^ 1(х)йх я к и н л а ш у в ч и булгани учун У е > 0 га кура 
о 

А" 

Э Д > 0 топилиб, У Л ' > Д , А " > Д л а р учун \{х)йх \
А' 

е булади . 
Р а в ш а н к и , е - " — 1 функция х ^ г О л а р д а монотон ва 
чегараланган . У рта киймат хакидаги теоремадан фойдала­
ниб топамиз : 

• А » А" 

С ( е - " - 1 ) / ( * у / * = ( е ~ " 4 - 1 ) \
* А-

А" А" 

$ (е-"-\)1(х)йх\ I 5 !(х)йх 
А" А' 

Д е м а к , ^ ( е _ < " — 1 )}(х)а"х интеграл текис я к и н л а ш у в ч и . 
+ оо 

Бундан , т а ъ р и ф г а кура , етарлича катта А учун 
+ оо 

5 (е-"-Щх)(1х 

эканини топамиз . 
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Энди берилган е > 0 га кура, А нинг тайинланган 
кийматида а ни шундай танлаймизки. 

15 {е-™—\)1(х)(1х < 

булсин. 
У холда 

( е "!(х)йх— ^ }{х)йх \= \1 = 
о ' I о 

А + оо 

\(е-™—]Щх)ах-т- \{х)йх 
+ 00 

5 " -< | V-
1 о 

1 )1(х)(1х Щх)йх 

< т + у = е 

булади. 
2 0 - м и с о л . Агар / (х) функция [0, + 0 0 ) ораликда 

узлуксиз ва чегараланган булса, ушбу 
+ оо 

П т — 
1 1 \ 
о л 3 

х +у 

муносабатни исботланг. 
Аввало х = (у алмаштиришни бажарамиз ( О О , у> 

> 0 ) , у холда 
+ оо -4- оо 

л 3 х2 + у2 л 3 1 + / 2 

Энди 

о 

I ш 
П+12 

, М 
г- ва 

1 + / 2 

"Г 

5 7<11 = —— 

булгани учун, Вейерштрасс аломатига кура, 
+ оо 

2 Г У Их) , 
— \ интеграл текис якинлашувчидир. 
3 1 .) .V - ) - у 
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Равшанки, 

П т ^ 4 = - Л 
У-01 + / 2 1+Н 

У е > 0 га кура б > 0 , У | г / | < 6 учун ва У(а(а, 6) ларда 

/С») АО) | _иш-ш\ 
1+г 2 1+/ 2 1 I 1-Н 2 I 

тенгеизлик уринлидир. 
8 -теоремадан фойдаланиб топамиз: 

+ оо + оо 

" ' Л ' . ' " , / , -

" о о 
+ оо + оо 

о * о 
+ оо 

о 

21 - м и с о л. Ушбу 
+ оо 

/?(«) = ^ ^ 4 х ( а > 0 ) 

функцияни узлуксизликка текширинг 

/(х, а) = - ~ - - функцияни 

Д , = {(х, а ) € « 2 : 1 < х < + оо, а > е > 0 } 

тупламда узлуксиз экани равшан. 
Энди интегрални текис якинлашишга текширамиз. 

А 

= 51ПЛ—51П1 буЛИб, 
1 

А 

^ С О З X д.Х = 51П X 
1 

| $ с о 5 х ^ х | < 2 булади. У е > 0 учун ЭД = Д ( е ) > 
1 

> 0 топиладики У | х | , У а ^ е > 0 лар учун - - - < е була-
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х , у ' а 

х ' 4 ' а 

23- м и с о л . Ф р у л л а н и ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б , 
ушбу 

йх ( а > 0 , » > 0 ) 

интегрални хисобланг . 
К а р а л а ё т г а н интегралда /(А:) = СО5 Х булиб, / ( 0 ) = 1 га 

генг. Д е м а к , 

соя ах — соз Ьх , , Ь 
йх — 1П— . 

х а 

51П тх ( а > 0 , 6 > 0 ) 

51П тх йх 

интегралга нисбатан 10-теорема ш а р т л а р и б а ж а р и л и ш и н и 
гекширамиз : 

е~ах — е~*х [(х, т) = - 51П тх, 

х==0 да /(0, т) = 0 десак , Дх , т) функция й = {{х, 
/ ? 2 : 0 ^ х < + оо, т^Я} т у п л а м д а узлуксиз булади . 

1'п(х,т) = {е ах — е *х)со& тх 

булиб, бу функциянинг О т у п л а м д а узлуксизлиги р а в ш а н ­
дир. 
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Энди 
+ оо 

5 « 
е~*х) соз тх йх 

интегрални текис „кинлашишга текширамиз: 

| ^ > - « _ е - ^ ) с о з тх\хг — 6 > " Р * булиб, 

о 

булади. Бу эса Вейерштрасс аломатига кура 

+ «, 
^ (<?"""— е~^х)со$ тх йх 
о 

интегралнинг текис якинлашувчилигини билдиради. 
Демак, 

4 °° к 
/ т ( т ) = 5 (<' "*•-<• |' ,)соч/«л-,-/л- • , - _ 2 ; ^ 

о 

Бундан: 

/( /и) = агс1&^ — а г с 1 § ' р + С . 

(С —ихтиёрий узгармас сон) экани келиб чикиб, О 
= /(0) = С муносабатдан С = 0 дир. Демак, 

- а * . „ - (1 . 1 _ а ) 
• 1(т)= \ 51П тх йх = агс(^ 

о 

25-м и с о л. Ушбу 

-4- оо 

о 

Агар 
( ( . а г а р булса, 

/ ( * , « ) = { 
( В, агар х = 0 булса 
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..есак, / ( . V , а ) функция чекли а ^ О ва 0 < 1 х < ; -4- оо ларда 
узлуксиз булади. Худди 19-мисолдагидек, каралаётган 
интегралнинг текис якинлашувчилиги курсатилади. 

Энди 

о 
интегрални караймиз. 

/ р = ^ е "'""'"СОЗВА'Г/Х 

г ^ 

к ~ м с о к [ э х | < е - а , ^ е~ахйх 
о 

интеграл якинлашувчи булгани учун, Вейерштрасс алома-
+ *> 

11!га кура, / р = ^ е"ахо.и$$х йх интеграл текис якинла-
о 

шувчи. У холда, 10-теоремадан фойдаланиб, топамиз: 

' > Р ) = -21пУ' Р ) = Й Г С 1 ^ + С(а). 
а 4- р а 

/(а, ()) = 0 булгани учун С(а) = 0 булиб, 
/(а, В)=агс1^-™- булади. Берилган интеграл текис якинла­
шувчи, интеграл остидаги функция эса узлуксиз булгани 
учун 8-теоремадан 

+ оо 

Мгп Да, В) = \ е ах-^~йх = [ 
/(а, В)== ( | | | п « - " ^ = ( 

3 х 3 а • + 0 а - +0 
(1 

X 

тенгликни в а 

П т а г с ! ^ - = ' ^ п В 

эканини хисобга олсак, 
4 оо 

51ПрЛ , Л „ 

1а эга буламиз. 
4 оо 

Одатда ^ -----йх интеграл Дирихле интеграли дейи-
п 

л ад и. 
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26-м и с о л . Ушбу 
+ оо 

^ - 5 ± ^ с о з 6 х й х (а, В > 0 ) 

интегрални хисобланг : 

\ ах = 
о 

{ + оо + оо Ч 

о о ) муносабатдан ва Д и р и х л е интегралининг к и й м а т и д а н 
ф о й д а л а н и б топамиз : 

+ оо 

\х = 
о 

—, а г а р В < а булса , 

^-,агар <х = В булса , 

О, а г а р В > а булса . 

27- м и с о л . Ушбу 
+ оо 

У ( а , В ) = ^ ^ . ^ х ( а > 0 , В > 0 ) 
о 

интегрални хисобланг . 
+ оо 

/ ( а , В) = 2 3 х 2 

о 

интегралга б у л а к л а б и н т е г р а л л а ш формуласини к,уллаб 
т о п а м и з 

/ (а , В) = 11|со5(а- В ) х - с о 5 ( а + В)х]( - | о + °° + 

-Г ОО + 0 0 

(Р-
+ оо -)_ оо 

^ Г 5Ща-р)х^х ( а+Р) Г 5 1 п ( а + р ) л : ^ _ 
3 х 2 ) х 

у В , а г а р 6 < а булса , 

у х , а г а р В ^ а булса . 

Д е м а к , 

+ 00 

51ПОХ 51Пвх^ I 2 

Л 

"2 

6, а г а р В < а булса , 

у а , а г а р В ^ а булса . 

28- м и с о л . Ушбу 
+ оо 

1(а,Ь)= $ е ~ а х ~ е - Ь х + х(а-Ь)е-
-йх ( а > 0 , Ь>0) 

интегрални хисобланг : 
+ оо 

1(а,Ь)= $ е-ах-е-Ьх 
Л* + (а —6) ^ ^~~~Ах. 

I 
+ оо 

, ( а , 6 ) = ^ йх интегрални б у л а к л а б интег-

+ 00 

Ь х - а е - а х 

р а л л а й м и з : 

/ , ( о , б ) = ( в - " - е - » < х - у ) | 0 + о о + у ^ 
о 

ЙХ = 

О 

+ оо 

О 

+ оо + о о , + оо + о о 

1(а,Ь) = а ^ ^—а-х-ъ ^ 1—4х + ь \
0 0 о 

+ оо + оо 

-а ^ - у - й х + ( й - а ) = а ^ -± йх+{Ь — а). 
О о 
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г „—ах —Ьх д 
\ Фруллани интеграли булиб, у \п— га 
о 

тенг. 
Демак, 

1(а, Ь) = (Ь — а) + с1пу . 

29- м и с о л . Ушбу 
+ оо 

^ = ^ Х + х 

+ о» 
- ха / ( а ) = ^ -; г——йх 

интегрални хисобланг. 
а < 1 да х — 0 махсус нукта булади. 

+ оо I + о о 
Г х Г х Г X 

1 { а ) - ) ч ^ х = ) Т + х а х + ) 1 + 7 ^ = 
О О I 

= /1(а) + /2(а). 
I 

\^х"~1йх интеграл а > 0 да якинлашувчи, 0 да 
о 
узоклашувчи, 0 < х < 1 да 

I / ' — 1 

тенгсизликлар уринли булиб, 

Г х ° ~ ' 11(а)=ут^хйх 
о 

интеграл а > 0 да якинлашувчи, 0 да узоклашувчи 
булади. 

да эса 

2 Х ^ 1 + х ^ Х 

тенгсизликлар уринли булиб, 
+ оо 

Г X 

о 
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интеграл а < 1 да якинлашувчи, а > 1 да узоклашувчи 
булади. Демак, берилган интеграл 0 < а < 1 да якинла­
шувчи. 

Энди 1(а) интегрални хисоблаймиз. 
Равшанки, 0 < х < 1 да 

оо 

2 ( - 1 ) * * в + * - 1 

' + * А = 0 

булиб, бу катор [а 0 , Ь0] ( 0 < а 0 < х < 6 0 < ' 1 ) да текис 
якинлашувчи булади. 

Бу каторнинг хусусий йигиндйси 

5 „ ( * ) = 2 ( - 1 ) У + ^ > = = ^ ! 1 ' [ 1 - ( - ^ > " ] 
* = 0 ' + * 

булиб, Уп^Л/ ва Улг€(0 ,1)лар У Ч У Н 

1 + * 

тенгеизлик уринлидир. 
1 

0 < а < 1 ларда ^х а _ | йлс интеграл якинлашувчи 
о 

булгани учун, Вейерштрасс аломатига кура, ^8п(х)йх 
о 

интеграл текис якинлашувчи булади. Демак, 

Н т ^хп(х)йх= ^ П т зп(х)йх= ^^~^йх 
л ^ ™ о о"~~°° о 

булиб, бу тенгликдан 

1 г | 

о я - * о» к = 0 ^ о ^ . 

* = о Г о ^ * = о а 

* + * 

эканини топамиз . , 
Ш у н д а й килиб , 
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А г а р 

к = 0 

( - 1 Г 
а + к ' 

интегралда х = = у а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р с а к , у холда 

I о о 

б у л а д и . Худди юкоридагига ухшаш 

« « » - 5 4 ^ 

булишини топамиз . Д е м а к , 

/ ( а ) = / 1 ( в ^ а д = | + 5 1 ( - 1 ^ + ^ г ) . 

Энди /(х)=!=со5 а х ( 0 < а < ; 1 ) функцияни Фурье 
каторига ёямиз 

л л 

ао = п } / (х )йх = — ^ сов ах йх = 2- а = 

= - - ^ / (х)соз пх йх — - - ^ соз ах• соз пх йх — 
о о 

л 
2 1 Г 

= — • 2 \ ( с | оз(а + «)х + соз(а — п)х)йх — ( — ! ) " • 

2 а 51П а л 

(соз а х — ж у ф т 

; Ь„=о 

функция булгани учун) 

з т а я . 2 а з т а я V I ( — 1) . 
СОЗ а х =ч 1 2л тгСОЗ ЙХ. 

* = 1 а 2 - * 2 
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Б У тенгликда х = 0 десак , 

булиб. 
ил 

оо 
2а з т о л ^ (_: 

оо 
2а з т о л ^ 

а - А 2 ' 

2а* (пал г . ( - 1)* 
- 2и 

* = | а 2 - / 2 

Я Ъ Н И 

м и ал 
л 

••- + 2а 
« * иг — к' 

: -~ + 2а 1 

еки 

л 
3111 а л 

б у л а д и . Бундан эса 

экани келиб чикади . 
Д е м а к , 

/ ( а ) = 

/ ( « ) - ( й х - ( < ) < « < ! ) 
4 3 1+х з ш ал 

30- м и с о л . Ушбу 

+Г°°'> А,соза,х 4- Л , с о з а 9 х + ... + Аьсо&а,,х 
I -.- \ 1 - ^ - -*- йх 

(а | , а 2,..., а * > 0 , А,+А2+...4-Ак = 0) 
интегрални хисобланг . 

1! + . - Ь г ••• + -Ц = 0 муносабатдан А* ни топамиз . 
Н а т и ж а д а 

+ оо 

/ = 
А.со$а,х — А.сааакх + ... + Ак_ 1со&ак_]х — А11__1со5а11х 

йх 

булиб , 
227 



\х 
о 

интегралга Фруллами формуласини куллаб, топамиз: 

+ °° * л 
г А.сояа.х — А.соааьх . . а. 
\— ' _ -*—«/*= — Л , 1 п = — /4 ,1па,+/4 , |1ш*. 
о 

Худди шунга ухшаш кол га н интегралларни хисоблаб, 

/ = — ( Л 1 1 п а , + Л 2 1 п а 2 - т - . . . + ЛЛпа 4 ) 

га эга буламиз. 

31 - м и с о л. Ушбу 
+ ОО -{- ОО 

/,= ^ §\х\(х2)йх ва / 2 = ^ со${х2)с1х 

х2 = ( алмаштириш натижасида бу интеграллар 
Ф р е н е л ь интегралларини хисобланг. 

х2 = ( алмаштириш на' 
куйидаги куринншга келади: 

+ оо 
, 1 Г ,, , 1 Г сок/ ,, 

' ' = 2 ) ^ = У 5 
о о 

_1_ = | ^ е~1x3ах 
о 

тенгликни хисобга олиб, куйидаги интегралга келамиз: 

+ оо 4- со 4- оо 

$ Зг 5 е ' " ш \~"'4"= 
о у о о 

4- оо -4- оо 

\ \к+х')1$ша1= 
о о 

+ оо 
2 Г Лх - \ 
Ул ) 

ф } 1+(к2 + х2)2' 
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Охирги муносабатда к -у 0 да лимитга утамиз (25- ми­
сол га каранг). 

+ оо 
'л 

+- оо -+- оо 

Г 5*п/ 2 Г ' йх -. /л 
) \2 

/ 2 нинг киймати хам / | га тенг булади. 
32- м и с о л. Ушбу 

з1п{х'2)ах 
3 х 
о 

интегрални хисобланг. 
Бу интегралда х2 = 1 алмаштириш бажариш натижаси-

+ 0 0 

да у куйидаги 2 ^ -у--а7 куринишга келади. Бу эса 
о 

Дирихле интеграли булиб, унинг киймати ~ га тенг. Д е ­

мак, 

| « ^ а х - * . 
о 

33- м и с о л. Ушбу 

/ = ^ 1 :;о <"л\/л- ( а > 0 , Ь>0) 
о Х 

интегрални хисобла н г. 
Дирихле интегралидан фойдаланамиз: 

( оо 

5 ^ ! 1 й х ^ 1 (у>0). 

ь 

Энди \= ., эканини кисоГм а олсак у 
) Х Л' 

.1 

-I- оо Ь Ь + оо 

/ - 5 а х \ ^ а у = \ а х \у=±(ь-а)-
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л 1 

= у ( й — а) булади. (Интеграллаш тартибини узгарти-

риш мумкинлигини асослашни укувчига хавола кила.миз). 
Мисол ва м а с а л а л а р 

36. Параметрга боглик, чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграли учун текис якинлашиш тушунчасини 
келтиринг. 

37. Параметрга боглик чегараланмаган функциянинг 
хосмас интеграли у4ун: 
а) Коши критериясй; 
б) Интеграл белгиси остида лимитга утиш хакидаги 

теорема; 
в) Интегралнинг параметр буйича узлуксизлиги хакидаги 

теорема; \ 
г) Интегрални параметр буйича дифференциаллаш 

хакидаги теорема; 
д) Интегрални параметр буйича интеграллаш хакидаги 

теоремаларни келтиринг. 
Куйидаги интегралларни текис якинлашишга текши­

ринг: 

38. ^ д /а е а < йх, О - С о. < + о о . 
о 
- оо 

^ хае~'йх, ( а < а < й ) . 
I 

:- оо . , • , . 
Г С05СХХ , , г . 

\ а(./<?. 
) 1+х2 

- оо г 

- оо 

^ е~а1—*~-йх ( 0 ^ а < С -{- о о , / ? > 0 тайинланган). 
1 Х 

- ОО 

[ А х ( 0 < а < \. 
3 (х-а)2+\

+ оо 

43. ^ е-{х~^йх, а^К. 
— оо 
+ оо 

44. ^ е-^ + ̂ ыпхйу, хеЯ. 

39. 

40 

41 

42. 
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+ оо 

45. 5 , Р > 0 ) . 
о 

I 

46. ^хр'1\п"~йх, (р>0, о > - 1). 
о 
1 

47. ( г * ! — й х , ( 0 < я < + о о ) . 
\-х2 

1 

48. [5т—-—, 0 < « < 2 . 
•) х х" 
о х 

2 
49. [ — ^ - ( 1 а 1 < | ) . 

о У ( * - 1 Х * - 2 ) 2 

1 

50. 
о 

51. П т \ "йх муносабатда лимит белгисини интег-
о 

рал остига киритиш мумкинми? 

52. }(х) функция (0, + о о ) да абсолют интегралланувчи 
булса, 

+ оо 

11т | 1(х)$тпх йх = 0 

эканини исботланг. 

53. П т \— ни топинг. 
П—*~ ОО ^ 

йх 

х"+\ 
о 

+ 00 
54. Р(а)= ^ е~[х~а) йх функциянинг узлуксизлигини 

о 
исботланг. 

I 

55 
. а 

51 

/ ( а ) = \— ' - х -йх функциянинг 0 < а < 1 да узлуксизли-
о 

гини исботланг. 
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+ °° 
>-/ ч Г 51п(1 — а )х . 

56. Р(а) = \ —йх о 
х ' и л функцияни узлуксизликка 

текширинг ва графигини чизинг. 
Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг: 

о 

л 

58. Р(а)=[-——-йх, ( 0 < а < 2 ) . 
о 

+ оо _ х 

59. Р(а) = [ -----йх, ( 0 < а < 1 ) . 
^ |5Шх| а 
о 

+ оо 

60. Р(а) = $ ае-^йх, а 6 # . 
о 

+00 

61. Р{а)= \5А_ функция — о о < а < 4 - ° ° 
3 1 4 - ( х 4 - а ) 
О 

да узлуксиз ва дифференциалланувчилигини исботланг. 
Куйидаги интегралларни хисобланг: 

62. 

63. 

64. 

65. 

о 
+ оо 

66. 
о 
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\ (а>0, о > 0 ) . 
о 
- оо 

^ . а г с ^ ^ г с ^ ^ ( а > ( ) 1 ь > 0 ) 

о 

\- йх. ( а > 0 , б > 0 ) . 
о 

^ ( ± ^ 1 * 1 ^ й х , ( а > 0 , 6 > 0 ) . 
) 

|-°° — ах — 1Цх 
\ ( а > 0 , В > 0 ) . 

о 
+ оо 

6 7 . С _ И 1 / = ^ Х > ^ 1). 
о1 х 2 д / 1 - х 2 

6 8 . \1Щ^)лх,(\а\^ 1). 
о Л / 1 - * 2 . 
+ оо 

69. { З Г С ^ й х . 
I х2л1х^1 

+ оо 
" 1п(а 

" + Х 
70. \-Ь&±р.ах. 

о 
+ оо 

7,. ^ 
агс1дах- а г с ^ р х ^ 

о 
+ оо 

72. С 1 п ( 1 + а У ) 1 п ( 1 + р У ) ^ 

3 х 4 

о 
+ оо 

73. ^ е - ( м 2 + 2 * * + с ) й Х ( а > 0 , а с - 6 2 > 0 ) . 
— оо 
+ оо 

о 

76 

74. ^ е ~ а / с Н Ьхйх, ( а > 0 ) . 
— оо 

+ °° -(<г+^г\ 

75. ^ е ^ *''йх, ( а > 0 ) . 
о 
- ОО .1 о 
\ йх, ( а > 0 , В > 0 ) . 
.) х 
о 

+ оо 

77. ^ е~ах2со& Ьх йх, (а>0). 
о 

+ оо 

78. Л хе'^&т Ьхйх, ( а > 0 ) . 
о 

+ оо 

79. $ Л - х 2 с о з 2 6 д : йх, ( л е А / ) . 
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80. 5 ( а ~ ) 2 а х . -
о 

4- оо ^ 2 

81. ^ 
о 

82. + ^ ^ ! ^ а х . 
о 

83. У(=)3йх. 
о 

84. + \ ^ а х . 

о 
4- «о 

= ;„« о!„4а 

о 
+ оо 

86. ^ е 2 — ^ й х , ( / г > 0 , а > 0 , 6 > 0 ) . 
о х 

87. ( ™ ш и х . 
о 

4/- оо 
X 51П 

„ 2 

' -г-
+ оо 

88. ( 
3 1 +х2 

о 
89. ( - в , п ^ й х . 

2 „ 

2 ' 
- X 

о 
+ оо 

сокол: 
90. { - — ^ - « / * . 

0 < 1 + * Т 
+ ОО 

91. 1| ып(ах2 + 2Ьх + с)йх (афО). 
— оо 

+ оо 

92. ^ 5'тх2-со5,2ах а"х. 
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93. ^ со&х2 • соз2ах йх. 
— со ' 

+ оо 

94. ( ^ й х . 
.) а2 — х1 

о 

+ оо 

95. { ~ТК\йх. 
1 и — хг о 

96. \йх ( а > 0 , Ь>0). 
о 

97. ^ еааулх&\п(а5\пх)-*, 
о 

+ 0 0 —ах , — о,х 

98. \х йх. (а , а , > 0 ) . 

4 оо 2 

99. \-* соз-—•а**. 
•) X 
о 
+ °° 2 

100. ^ с '~*\(ьа-2йх. 
о * 

4 оо '2 4 °о •> 

101. ( ' \ Ь " ( ( а > 0 ) 

тенгликни исботланг. 

102. \ \ (к>0). тенгликни ис-
о * 

ботланг. 

103. а, 6, 7 > 0 ва а, 6, 7 лар ичида у катта булса, 

4 ос 

5 51ПаХ -51ПРлг -51Пух ^ 

X 

о 

тенгликни исботланг. 

4 , а г а р а < 6 + 7 булса , 

а г а р а = 6 + у булса , 

О, а г а р а > В + 7 булса 
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104. Агар он, аа,..., а„ лар мусбат булиб, а > 2 а, 

булса, 
+Г°° вша* $"ЩХ ^ " « я * . л 

1 = ^ х , •••• х <1х^2<хг^-...-*„ 
о 

тенгликни исботланг. 

105. ^ (5\пах — &юЬхУ--х- — ^~-\а — Ь\ 
о * 

эканини исботланг. 

5 - § . ЭЙЛЕР ИНТЕГРАЛЛАРИ 

1. Б е т а ф у н к ц и я ( I т у р Э й л е р . и н т е г р а л и ) . 
1 

Ушбу В(а, Ь)= \ха~\\ ху~1йх ( а > 0 , * > 0 ) интег-
о 

рал бета функция ёки I тур Эйлер интеграли деб аталади. 

Б е т а ф у н к ц и я н и н г х о с с а л а р и : 
1. В(а, Ь) = В{Ь, а). 

2. В(а, Ь) = - ^ - Г В ( а , Ь-1) (Ь>\). 

2'. В(а,п) = - ^ - г ~ - 2 - т - . . . - - 1 г Т В ( а , 1), л 6 Л/. 
а + п — 1 а + п — 2 о 4- 1 

3. б ( а , 1 - а ) = ^ ( 0 < а < 1 ) . 

4. В ( | . | ) = Я . 

И. Г а м м а ф у н к ц и я ( I I т у р Э й л е р и н т е г р а -
л и ). Ушбу 

4 со 

1\а)= ^ х" 'е х(1х ( ц > 0 ) 

интеграл гамма функция ёки II тур Эйлер интеграли деб 
аталади. 

Г а м м а ф у н к ц и я н и н г х о с с а л а р и : 

< п, \• а I - 2 - 3 - . . . - ( « — I) 
1. I ( я ) = П т п---•—.--г , -.-

„ . - о о +)) . . . (" + « - I ) 
2. 1 ' (я+1) = аГ (о) . 

2'. Г ( л + 1) = я!. 
3. Г(а) (0, оо ) да узлуксиз ва барча тартибдаг 
узлуксиз хосилаларга эга ва 

4- оо 

Г " " ( а ) = ^ х" >е""(^пхуах (л=1,2 , . . . ) . 

5. Г(а)Ц]—а)=В(а,1—а) = - - - . 

вшил 

Хусусан, а = - - да ( 0 < а < 1 ) . 

6. Г(а)Г(а + ) = - - ^ Г ( 2 а ) ( Л е ж а н д р формуласи). 

34- м "и с о л. Ушбу 
4 оо 

/= ^ с-*йх 
о 

и и тегр а лн и х исоблан г. 
х~ — 1 алмаштириш натижасида интеграл куйидаги 

куринишга келади: 

I) о о 

= 1 г ( 1 ) 
2 2 

К.)коридаги (5) муносабатдан фойдаланиб / = - у \ / я 

эканини топамиз. Демак, 

о 

35- м и с о л. Ушбу 

о 

интегрални хисобланг. 

I— ^ 51П6л-сох4л-йд: 
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5 ' т д : = л// ( / > 0 ) а л м а ш т и р и ш н а т и ж а с и д а интеграл 

куйидаги куринишга келади : 

\2х)% 1 - 8\п2хуах (41 -
о " о 

1 Г , 5 7 1 , ' , 1 , Г < 2 ) = - Н ( 1 - о * " 7 г _ , л = | в ( | . | ) - 2 П 0 ) 

о 

2~'4 V я ' 8 " У 3 1 " 120 512' 

36- м и с о л . Ушбу 

/= ^ х2пе'^йх (пе Л/) 

интегрални хисобланг . 
х=^/( (1>0) а л м а ш т и р и ш н а т и ж а с и д а интеграл 

куйидаги куринишга келади : 

+ оо + 0 0 _ 1 1 

^ х2ле~*2с1х = \яе-'^ = - 2 - Г ( п - Ь у ) = 
о о 

"" 2 ' 2 й" ' " •'("> 2 2 л (" И! 

( 2 л - 1 ) ! ! / -

(Бу ерда Г(л + у ) У Ч У Н Л е ж а н д р ф о р м у л а с и д а н фойда-

л а н д и к ) . 
37- м и с о л . Ушбу 

)[ах + Ю-х) + уГ + '' 

(а, 6 > 0 , у, /?, а>0) 

интегрални Эйлер и н т е г р а л л а р и о р к а л и ифодаланг . 

= / а л м а ш т и р и ш н а т и ж а с и д а интеграл 
ах + В( 1 - х) + у 

куйидаги куринишга келади : 
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1 Л с - \  ( у - ] ( 1 (  =  

_  В ( р ,  о) 

38- м и с о л . Ушбу 

1=^5та~,х-со5ь-1ха'х (а>0, Ь>0). 
о 

интегрални Эйлер и н т е г р а л л а р и о р к а л и ифодаланг . 
з т х = / а л м а ш т и р и ш н а т и ж а с и д а интеграл куйидаги 

куринишга келади : 

/ = ^ ° - ' ( 1 - / 2 ) 2 й(. 
о 

Бу интегралда эса (2 = у а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . 
У холда 

о у о 

±-> 1 а Н 1 Г ( Т ) Г Ф 
2 ' 

булади . 
Хусусан, а г а р Ь= \, 

1x4) Г л/л ~2~ 
/ = \а~'й{=~7— —:—булади. 

0 П - у - ) 

Агар а = 1 + а , 6 = 1 — а ( | а | < 1) булса , у холда 
я я я 

Т У Т ' 
/= ^ &'та~[х-со5ь~ {хс1х= ^$'тах-со$~ах с1х= ^{^хс1х 

О 0 0 

булиб, 
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1 л _ _1 " 
~2 1 + а 2 

5 1 П я ( — - — ) 0 0 5 2 

булади . 
Д е м а к , 

5*8». Л; 6.X-
1 л 
2 а л 

о 0 0 5 2~ 

39- м и с о л . Ушбу 

5 7 П ^ * ( 0 < Р < 1 , ) . 
о 

0 < о < 1 
интегрални хисобланг . 

4- оо ^ + оо _ | 

о о 
"+ оо 

о 

+ °° _ 1 

о 

булсин, у холда: - ^ 

+ °° *Р- 1 

Худди шунга у х ш а ш 

о 

булиб , 

240 

о 

) 51ПЛР 3 5 1 Л Л ? ~ 

+ С га эга б у л а м и з . = л1п 

ё 2 

р = а учун / ( р , о) = 0 муносабатдан С = 0 экани келиб 
чикади. 

Д е м а к , 

+ О0 

1 +х)1пд; 
= л!п е 2 

*8 
л о 

( 0 < р < 1 , 0 < « 7 < 1 ) . 

40- м и с о л . Ушбу 

р 4 = 51П 3фС05ф 

эгри чизик билан ч е г а р а л а н г а н шаклнинг юзини хисоб­
л а н г . 

М а ъ л у м к и , и з л а н а ё т г а н юза 

1 Г 
•*=у]р 2 (ф)</<Р булиб, 

берилган чизик биринчи ва учинчи ч о р а к л а р д а иккита 
япрокни ифодалайди . Шунинг учун 

1 Г 1 1 

5 = 2 - у \2ф-С082ф.Йф 

и з л а н а ё т г а н юзани а н и к л а й д и . 
38- мисолдан ф о й д а л а н с а к , 

_ я у/2 
3 

Д е м а к , 

(кв .бирлик) га эга б у л а м и з . 

, _ я-^/2 

16- Г,27 
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Мисол ва масалалар 

Эйлер и н т е г р а л л а р и д а н ф о й д а л а н и б куйидаги интег­
р а л л а р н и хисобланг: 

106. \л/х^х2ах. 

108 

109. 

111. 

113 

115 

107. ^х2л/а1-?йх ( а > 0 ) . 

Г >?<1х 

3 \+х*' 

о 
+ 0О 

о 
1 

о Л/1-XЯ 

110. ^ ^ а х . 
о 

1 

1 
х2 

1?пах 

о \х(1 —х2) 

112. ^ \ ' ~ ^ й х ( ° < " < 1 ) -
о + ** 

о (1+г 2)"' 

114. С—8"1""'* ах ( 1 < й < 0 , п > 0 ) . 
3 (1-/гсо5*) л 

| ^ - х - ' ^ ( 0 < а < 1 ) . 

о 

+ °° „ 9 
116. $ - ^ х ( а 2 < 1 ) . 

о 
1 

" 7 . [ ^ - ^ ^ % - а х (*>0, р > 0 ) . 
3 ( х + а ) а + р 
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4- со 

118. С ^ ! Т ! ^ . 3 1-М 
о 

+ оо 

119. ( -^-4х ( у > ' и > 0 ) . 
о 

1 

120. ||!и1'(х)</х. 
о 

121. х"-}-*/" —а" ( х > 0 , # > 0 , л > 0 ) эгри чизик билан 
ч е г а р а л а н г а н юзани хисобланг. 

122. хп + уп-\-2п = ап ( х > 0 , у>0, 2 > 0 ) сирт билан 
ч е г а р а л а н г а н х а ж м н и хисобланг . 

Куйидаги тенгликларни исботланг: 
|- оо -\- оо 

123. ^ е~^ах ^ х2е-*4йГж = ~ ~ | - . 
0 0 

,24. ( • { Л * 
з VI _ж« 3 VI-* 4 4 

125. ^ х" ^о&ахйх = - -Г( /? )соз - -^ ( 0 < р < 1 ) . 
о °" 

4- со 

126. ( х" ' з 1 п а х й х = Г ( / ? )51п^ - ( — 1 < р < 1 ) . 
о а " 

127. \, х <1х=- у 2 

о ( х 2 + а х + йУ ф(а + 2 ф ) Г(р) 

(Ь>0,а + 2ф>0,р>У). 

128. ( - ( „ € Л 0 . 
3 у , _ * 2 » 3 У - * 2 " 2 п 

1 ] оо ] 

129. ^ (1 - х 3 Г 7 д х = УЗ 5 ( х 3 - 1 ) ~ т й х . ' 
— со I 

130. Г ( а ) Г ( а + ' ) . . .Г(« + — - ) = - Г(/ш.) 
" па — ' 

п 2 

( « е л а 



XVII боб 

К А Р Р А Л И И Н Т Е Г Р А Л Л А Р 

1-§. ИККИ К А Р Р А Л И И Н Т Е Г Р А Л Л А Р 

1. И к к и к а р р а л и и н т е г р а л т а ъ р и ф л а р и. 
Бирор чегараланган ( О ) с г / ? 2 соха берилган булсин. Бу 
сохани булакларга ажратувчи чекли сондаги / чизиклар 
системаси { / : / с ( / ) ) } (О) соханинг булиниши деб аталади 
ва у Я = {/:/сг(/))} каби белгиланади. (О) сохани 
булакларга ажратувчи хар бир / чизик, Р булинишнинг 
булувчи чизиги, (О) соханинг булаги эса Р булинишнинг 
булаги дейилади. Р булиниш булаклари диаметрининг энг 
каттаси унинг диаметра деб аталади ва у X,, каби 
белгиланади. (О) соханинг булинишлар ту ила мини 5 я = {р} 
оркали белгилаймиз. 

/(х, у) функция (/))<=/?2 сохада берилган булсин. Бу 
соханинг Р(_^ булиниши ва бу булинишларнинг хар бир 
квадратланувчи (О*) (к=\, 2, п) булагида ихтиёрий 
(Ъ, Щ) нукта олиб, 

* = | 

йигиндини тузайлик, бунда — (/)*) соханинг юзи. 
Одатда (1) / (х , у) функциянинг интеграл йигиндйси 

ёки Риман йигиндйси деб аталади. 
1 - т а ъ р и ф . \ г е > 0 олинганда х_ам, шундай й > 

> 0 топилсаки, (/_)) соханинг диаметри ХР<Ь булган хар 
к,андай булиниши х,амда хар бир (й*) булакдаги ихтиёрий 
Цк, цк) нукталар учун 

| о - / | < е 
тенгеизлик бажарилса, у х;олда функция интегралланувчи 
ва I сонга / (х, у} функциянинг (О) соха буйича икки кар­
рали интеграли (Риман интеграли) дейилади ва у 

§[(х,у)сЮ (§(х, у)йхйу) 
(О) (О) 

каби белгиланади. 
Демак, 

(О) 

\х, , , к Ш = Н т 2 КЬьЧь)Оь 
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)(х,у) функция (О)аЯ сохада берилган ва чегара­
ланган булсин. (О) соханинг бирор Р булинишиии 
карайлик. 

тк= \п\ Мк= зир {[(х, у)} 

лар ёрдамида 

1 ткОк, 5 = 2 МкОк 

йигиндиларни тузамиз. Одатда бу йигиндилар мое 
равишда Дарбунинг к,уйи хамда юкрри йигиндилари деб 
аталади. (О) соханинг хар бир булинишига нисбатан {$}, {5} 
тупламларнинг чегараланганлигини ва х « ^ о < 5 муноса­
бат уринлилигини куриш кийин эмас. 
2- т а ь р и ф. 

5 и р { я } = 1 . шГ{5} = / 

мик,дорлар мое равишда / (х, 1/) (функциянинг (О) сохадаги 
к,уйи икки каррали х_амда юк,ори икки каррали интеграли 
деб аталади. 

3- г а ъ р и ф. Агар / (х, у) функциянинг (О) сохада 
щуйи хамда нщори икки каррали интеграллари бир-бирига 
тенг булса, у х.олда / (х, у) функция (О) сохада 
интегралланувчи, уларнинг умумий щймати 

/ = 1 = 7 
/(х, у) функциянинг (/_)) сохадаги икки каррали интеграли 
(Риман интеграли) дейилади ва 

^ / ( х , у)йО (Ц/(х, у)йхйу) 
(О) (О) 

каби белгиланади. 
2. И к к и к а р р а л и и н т е г р а л н и н г м а в ж у д -

л и г и . И н т е г р а л л а н у в ч и ф у н к ц и я л а р с и н ф и . 

1 - т е о р е м а. / ( х , у) функция (О) сохада интегралла­
нувчи б у л и ш и учун, У Р > 0 олинганда хам , шундай 6 > 
> 0 топилиб, (й) соханинг диаметри Х<Сб б у л г а н х а р 
к а н д а й б у л и н и ш га, нисбатан Д а р б у йигиндилари 

3(1)-*(!)<* 
тенгеизликни к а н о а т л а н т и р и ш и зарур ва етарли . 
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2- т е о р е м а. Агар /С*, у) функция чегараланган ёпик, 
(И) с:Я2 сохада берилган ва узлуксиз б у л с а , у шу сохада 
интегралланувчи б у л а д и . 

3- т е о р е м а . Агар }(х, у) функция (0\а 
чегараланган ва бу соханинг чекли сондаги ноль юзали 
чизикларида узилишга зга б у л и б , колган барча нукта­
ларда узлуксиз булса , функция (О) сохада интегралла­
нувчи б у л а д и . 

Икки к а р р а л и и н т е г р а л л а р ё р д а м и д а текис шаклнинг 
юзи, жисмнинг х а ж м л а р и н и топиш мумкин. Интеграл 
т а ъ р и ф и д а н бевосита (О) шаклнинг юзи 

О = ^йхйу 
(О) 

булиши келиб чикади. 
1- м и с о л . Ушбу 

В-\ху<Ю, (В) = {(х, у)е<Ч2:0^х^ 1, 0 < / у < 1} 
(О) 

интегрални 1 - т а ъ р и ф ёрдамида хисобланг. 
Р а в ш а н к и , [(х, у) = ху функция (й) да узлуксиз , 

демак , 2 -теоремага кура , у (О) д а интегралланувчи 

булади . (й) сохани х = ~1^, у — (г, / = 1, п — 1) чизиклар 

ёрдамида б у л а к л а р г а а ж р а т а м и з ва хар бир да 

(I,-, П<) = (~я' ~} Д е б к а р а й м и з . У холда 

' л—1 л - 1 I л — ' ч - " 1 

о = 2 2 /(?,. . | , ) / ) „ - 4 2 / 2 / = 
, = о / = о " / - о /--=<> 

, 1 п(п—\) п(п—\\ 
_ _ 2 

б у л а д и . 
1 

Б у н д а н эса п-+оо да А,-»-0 булса , о - >- ( • 

Д е м а к , 

КхусЮ = 
(О) 

2- м и с о л . Ушбу 

(О) 
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интегрални 3- т а ъ р и ф ёрдамида хисобланг , бунда / > = 
= {(х,уКЯ2: 
0 < х < 2 , 1 ' 

(О) сохани д г = 1 + ~ , у = \ + * ( г " = 1 , п— 1) чизик­

л а р ё р д а м и д а б у л а к л а р г а а ж р а т а м и з . 

я + 2 ( / - 1 ) < - я + 2/1 

Л | « - ( . й ^ ( * - , ' > - ( , + т Х 1 + ? > 
»>„ = 1„/ ( , . „ , = ( , + 

+ 4 . ^ Ь Д ] - ^ ± а 2 ( | + | ) = 
I = 1 

_ 2 ( 2 п + 1 ) / я(я + 1 ) \ ( 2 я + 1 X 3 / 1 + 1 ) . 
2 \ ) — 2 ' 

^ _ 2 ^ 1 ( . + ^ Х ' + Щ ? й ) - 7 - 7 1 ! , ( 1 + ^ ) -

• 2 ( ^ + 2 и ^ ^ ) = ^ 2 ( ^ + ^ V - ) ( » + ^ , 1 ) -
/ = 1 1 = 1 

- ^ ( * « - I ) 2 ( 1 + ^ ) = > - ' < « + ^ Г - ) -
_ _(2л — 1ХЗ/г— 21. 
— ~~ 2 " ~ ' 

П 

зир{5 ( / ) } = 6, 
Ы { 5 ( / ) } = 6 

э к а н л и г и д а н 

247 



усусЮ = 6 

муносабатга эга буламиз. 
3 - И к к и к а р р а л и и н т е г р а л н и н г х о с с а л а р и . 

И к к и к а р р а л и и н т е г р а л л а р н и х и с о б л а ш . 
1°. }(х, у) функция ( Ь ) сохада интегралланувчи 

булсин. Бу функциянинг (/.)) сохага тегишли булган ноль 
юзали Ь чизикдаги ( / , с = ( 0 ) ) кийматларинигина узгарти-
ришдан хосил булган Р(х, у) функция хам (О) сохада 
интегралланувчи булиб, 

^(х,у)сЮ^\\Р(х,у)аО 
(О) (о) 

булади. 
2°. }(х, у) функция (/)) сохада берилган булиб, 

(О) соха ноль юзали Ь чизик билан (0\) ва ( /Л) 
сохаларга ажралган булсин. Агар /(*, у) функция (О) со­
хада интегралланувчи булса, у ва (Ог) сохаларда 
хам интегралланувчи булади ва 

(в) (*>,) (» 2 ) 
муносабат уринли. (Бу хоссанинг тескариси хам уринли-
дир). 

3°. Агар 1(х, у) функция (О) сохада интегралланувчи 
булса, у холда с-[(х, у) (с — сопя!) хам шу сохада 
интегралланувчи ва 

\\с-}(х,у)а'0 = с§1(х, у)(Ю 
(О) (Д) 

формула уринли. 
4°. Агар 1(х, у) ва §(х, у) функциялар (/)) сохада 

интегралланувчи булса, у холда }(х, у)±д(х, у) функция 
хам шу сохада интегралланувчи ва 

№/(*. У)±ё(х, У)№= у № ± У)ЛО 
(О) (О) (О) 

формула уринли. 
5° . Агар /(*, у) функция (О) сохада интегралланувчи 

булиб, У(х, у)€(Щ учун /(х, # ) > 0 булса, у холда 

(О) 

булади. 
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6°. Агар /(дс, #) функция (О) сохада интегралланувчи 
булса, у холда | / (х, г/)| 
интегралланувчи ва 

1(0) I 

функция хам шу сохада 

Щх,У)\1Ю 
(О) 

тенгеизлик уринли. 
7°. У р т а к и й м а т х а к и д а г и т е о р е м а . Агар 

/(дс, у) функция (О) сохада интегралланувчи булса , 
у холда шундай узгармас сон 

р , ( т ^ р , ^ М , М= зир {{(х, у}}, т-
<*,»жв) 

-- М {[{х,у}) 
(*,#)б(0) 

мавжудки, 

формула уринли, бу ерда О (О) соханинг юзи. 
Н а т и ж а. Агар / ( х , у) функция ёпик (Э) сохада 

узлуксиз булса, у холда шундай (а, 6 )^(1) ) топиладики, 

^ }(х,у)сЮ = Г(а, Ь)й 
(О) 

б у л а д и . 
8°. У р т а к и й м а т х а к и д а г и у м у м л а ш г а н 

т е о р е м а . Агар §(х, у) функция ( / ) ) сохада интеграл­
ланувчи б у л и б , у шу сохада у з ишорасини сакласа ва 
1(х,у) функция (Б) сохада узлуксиз бу-лса, у холда 
шундай (а,Ь)^(0) топиладики, 

§1(Х,УШХ,У)<Ю = П". 
(О) 

ь)\\ё(х,у)ао 
(О) 

б у л а д и . 
1(х, у) функция (й) сохада 1берилган булиб, у шу 

сохада интегралланувчи булсин. Бу функция (Ь) соханинг 
юзага эга булган хар кандай кисмида интегралла-
нувчи ва 55 цх, у)ло 

(Л) 

интеграл й га боглик булади. 
Одатда бу 

Ф((<1))=§(хА)сЮ 
(«О 
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ф у н к ц и я соханинг функцйяси деб а т а л а д и . ( О ) сохада 
бирор (х0, уо) нутстани о л а й л и к . (а") эса шу нуктани 
уз ичига олган ( й ) с : ( 0 ) соха булсин. 

А г а р Х-*-0 д а нисбатнинг лимити \1т 

м а в ж у д ва чекли булса , бу лимит Ф((а")) функциянинг (х0, 
уо) н у к т а д а г и соха буйича х;осилащ деб а т а л а д и . ( Б у ерда 
а"—(й) соханинг юзи, X эса унинг д и а м е т р и ) . 

А г а р }(х, у) ф у н к ц и я ( Ь ) ф х а д а узлуксиз булса , 
у холда Ф((а")) функциянинг (*о, Уо) н у к т а д а г и соха 
буйича хосиласи }(хо, уо) га тенг б у л а д и . 

4- т е о р е м а . }(х, у) функция / ) = {(*, у)^И2: 
а^.х^.Ь, с^.у^.(1} сохада берилган ва интегралланув­
чи булсин. 

Агар х{_\а, Ь] узгарувчининг хар бир тайин кийматида 
а 

1(х)=\Нх,у)ау 
с 

интеграл мавжуд булса , у \ о л д а ушбу 

интеграл хам мавжуд б у л а д и ва 

^ Цх, у)<Ю= \ \ у)а-у\4х 

уринли. 
5- т е о р е м а. }(х,у) функция (В) сохада берилган ва 

интегралланувчи булсин. Агар х$\а, Ь] узгарувчининг хар 
л 

бир тайин кийматида ^Нх, у)а*У интеграл мавжуд б у л с а , 
с 

1гС\с, Л] V и арувчининг хар бир тайин к и й м а т и д а 
ь 
^(х,у)йх интеграл мавжуд булса , у холда 
а 

\^\Нх,у)йу^йх, \^\Нх,у)йх\\у 

и н т е г р а л л а р хам м а в ж у д ва 
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[\?(*> у)а-0-\\\Дх, у)аУ1а-х-и \1(х, у)йх\у 

формула уринли. 

Энди ( / ) ) соха ушбу ' 

( 0 ) = {(х, # ) 6 / ? 2 : а < л : < & , Ф , ( х ) < г / < ф 2 ( х ) } , 

(ц>1{х)еЦа,Ь],1=1,2) 

куринишда булсин. 
6 т е о р е м а. }(х, у) функция (В) сохада берилган ва 

интегралланувчи булсин. Агар х^[а, Ь\г хар 
оир тайин кийматида 

1(х)= \Нх,у)йу 

интеграл мавжуд б у л с а , у холда ушбу 
4>2(х) ~| 

йх 
Ь Г" ч>2(х> ~1 

и 5 нх,у)йУ у 

интеграл хам мавжуд б у л а д и ва 

\\1(х,у)сЮ=Ц \ \йх 

уринли. 
Куйидаги 3—5 мисолларда / (х , у) функция 6- теоре­

ма шартларини каноатлантиради, деб каралади. 
3- м и с о л. Ушбу 

(П)-М(х, у)$К2:х*-+у2<^9, х2 + (у + 4)2>25} 
куринишда булса, 

У)&хйу 
(О) 

штегрални такрорий интегралга келтиринг ва интеграл­
лаш тартибини узгартиринг. 

6 -теоремадан фойдаланиб, топамиз: 

3 лУэ̂ -г2 

^(х, у)йхйу = ^ йх ^ !(х,у)йу. 
(О) 
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И н т е г р а л л а ш тартибини узгартириш учун ( О ) сохан^ 
куйидаги куринишда и ф о д а л а й м и з : 

(0) = (01)[}(Оч)и(Оз), (2- чизмага к а р а н г ) 

2- чизма. 

( / ! , ) = { ( * , г / ) € / ? 2 : 1 < У < 3 , - ф - у 2 < х < ф - у 2 } , 

- л1^у2 < ^ < - д/9 - 8 7 - ? }, 

( 0 3 ) = {(дг, у ) € / ? 2 : 0 < у < 1, ф ^ 8 у - у 2 < х < л / Э - . у 

6- т е о р е м а д а н ва икки к а р р а л и интеграл х о с с а л а р и д 
ф о й д а л а н и б , топамиз : 

^ ( х , < / ) < Ш 5 Г(х,уУ1х + 

1 - л/э~/ (О) 

+ 5Й# ^ Я*. ^ КХ'У^Х. 

° - V*»--/ ° ф-Йу-у-

4- м и с о л . Ушбу 

/ = ^ х ^ 1{х, у)йу+ \йх ^ Нх,у)с1у 
0 0 1 0 

к .пегралда интеграллаш тартибини узгартиринг . К а р а л а -
п , а н сохаларни ч е г а р а л а б турган эгри ч и з и к л а р у3 = 

х (Оу укига нисбатан симметрик кубик п а р а б о л а ) ва 
I \2 + («/ — I ) 2 = 1 ( м а р к а з и (2, 1) нуктада радиуси 
I га тенг а й л а н а ) л а р д а н ибо'ратдир ( 3 - ч и з м а ) . 

2 5 2 

Ч и з м а д а н куринадики, у О д а н ^ _ г а ч а у з г а р г а н д а 
I узгарувчи х = уя/2 дан х — 2— л1%У — у2 гача у з г а р а д и . 
Чем а к, 

I 2 - фяу-ц2 

/=\'У \
О УЗ/2 

5- м и с о л . Агар 

ф ) = {(х, , у )€ /? 2 : | х | + 1</1< О 
\ р и н и ш д а булса , 

^ Д х , # ) ^ интегрални такрорий интегралга келти-

книг ва и н т е г р а л л а ш тартибини узгартиринг . 
И н т е г р а л л а ш сохасини координата у к л а р и г а нисбатан 

имметрик эканлигини к^'риш кийин э м а с (4- чизма) . 

П) = {(х, < / ) € # 2 : - 1 < х < 1 , - ! + Ы < . К 1 - 1 x 1 } = 

= { ( * , у К Я 2 : - 1 < < / < ! , - 1 + 1 { / К * < 1~\У\1 
1емак, 

I 1-1*1 

^{х,у)сЮ= \ \ = 
О) - 1 - 1 + 1x1 

1 1-14,1 

= ] аУ \
-1 - 1 + 1*1 
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6 - м и с о л. Ушбу 

^ ( х 2 -+- у2)йхйу 
ф) 

интегрални хисобланг. Бу ерда (О) томонлари у = х, у-
= х4-а, у = а, г/ = 3а (а>0) булган параллеллограмм 

Чизмадан куринадики, интегрални такрорий интегра. 
га келтиришда, уни 

\й(1 \ у)(1х 

куринишда ифодалаш макса'дга мувофикдир (5- чизма 

5- чизма. 
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Д е м а к , 

§(х* + !ГУ1х<1у=\ау \2 + у2)с1х = 
(О) а у~а 

За 

а* 168 

12 

а 4 = 1 4 а 4 

12 

1 3 12 3 12 

7- м и с о л . Ушбу 

/ == ^Ххуйхйу 
<«> 

интегрални хисобланг . Бу ерда (О) -фс + фу = 1 п а р а ­
бола ва координата у к л а р и билан ч е г а р а л а н г а н соха. 

Ч и з м а д а н интегрални 
ь Н") 

\<1х 5 [(х, У)йу 

куринишда хисоблаш м а к с а д г а мувофик эканлигини 
курамиз ( 6 - ч и з м а ) . 

6- чизма. 

Д е м а к , 

/ = 
1 О - V* >2 1 

\йх \ = \\х(\-фхуйх = 
1 

280' 
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.5 
4. И к к и к а р р а л и и н т е г р а л л а р д а у з г а 

р у в ч и л а р н и а л м а ш т и р и ш . 
Оху х а м д а Ом к о о р д и н а т а л а р системасида мое 

р а в и ш д а (й) ва (А) с о х а л а р н и к а р а й л и к . Бу сохаларнинг 
ч е г а р а л а р и содда, б у л а к л и - с и л л и к ч и з и к л а р д а н иборат 
булсин. 

}(х, у) функция (О) сохада берилган ва унинг чекли 
к а р р а л и интеграли 

Щх, у)йхйу 
0) 

м а в ж у д булсин. Бу интегралда узгарувчини куйидагича 
а л м а ш т и р а м и з : 

Гх = ю(и , V) „ 
I // = ф(ы, о), 

(2) акслантириш куйидаги ш а р т л а р н и к а н о а т л а н т и р 
син: 

1°. (А) ни ( / ) ) га у заро бир к и й м а т л и а к с л а н т и р а д и 
2°. ф(и, и), ур(и, V) ф у н к ц и я л а р (А) сохада узлуксиз 

б а р ч а хусусий х о с и л а л а р г а эга ва бу хусусий хосилалар 
хам узлуксиз . 

/ (х , у) функция (О) сохада берилган ва узлуксиз 
булиб, (2) акслантириш 1° — 2° ш а р т л а р н и к а н о а т л а н т и р 
син. У холда 

^(х, у)а'ха'у=\[1!(ф, Ь), и))\1{и, ь)\йийь (3 
(О) № (О) 

дх дх 
ди ду формула уринли, бу ерда 1(и, у)=^3~^- = 

(2) евстеманинг Якобианидир . 

Ф 0| 
ду ду 
ди ди 

- (3) формула икки каррали интегралларда узгарувчим 
алмаштириш формуласи дейилади. 

8- м и с о л . Ушбу 

^\\(х2 + у2)а'ха-у 
(О) 

интегрални хисобланг . 
Бунда ( Я ) = {(.*, # ) е / ? 2 : 1 < х г / < 2 , 0 < * < 2 г / < 4 х } ин 

т е г р а л л а ш сохасини чизмада и ф о д а л а й м и з (7- чизма) . 
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и = ху, у = ^.х--
х 

а л м а ш т и р и ш н и г^ажарамиз. Н а т ц ж а д а берилган соханинг 
оорази 

А ( А ) = { ( Й , V)^I%2•Л < « < 2 , у < о < 2 } ' 

булиб, Якобиан эса * 

/ ( « , » ) = 

га тенг булади . -

Д е м а к , л 

/ 

_}_' 1_ 
2 -\/йа 

2 

I 
2о 

/ 2о 

63 
16 " 

9- м и с о л . Ушбу 

,2 , , 

)йхйу 
* +У < 1 

1 /—527 
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и н т е г р а л д а к у т б к о о р д и н а т а л а р и с и с т е м а с и г а у > и б , у н и 
т а к р о р и й и н т е г р а л г а к е л т и р и н г . 

Г Х = р С 0 5 ф , 

\/ = р з 1 П ф 
а л м а ш т и р и ш н а т и ж а с и д а т о п а м и з : 

С05 ч> — р 51П ф 
/ ( р , ф ) — . 

Ч | 5 Г П ф р С05 ф 
==р. 

2л I 1 

0 0 0 

10- м и с о л . Ушбу 

/= ^ ыпл/х^у2 АхАу 
л 2 < х 2 + 1 / 2 * ; 4 л 2 

интегрални хисобланг . 
9 - м и с о л д а н ф о й д а л а н г а н холДа, и н т е г р а л л а ш сохаси 

х а л к а эканини эътиборга олиб, топамиз : 
2л , / 2л \ 

/ = 2л 5 р§1п ро?р = 2 л | рсоз р | ^ + 5 с о в р й р ) = — 6 л 2 

11 - м и с о л . Ушбу 

интегрални хисобланг . Бу ерда 

(О) = {(х, у)»Я2:х>0,у^0, ( | ) 3 / 2 + ( | ) 3 < 1}. 

Куйидаги 
± = и 2 / 3 , -у~- = ю1/3 

а Ь 

алмаштиришн ' *жарамиз . К а р а л а ё т г а н соханинг образи 
куйидагича б>л; 'и: 

(А) = {(ы, у )е / ? 2 :и> 0 , о > 0 , м + г>< 1}. 

булади.*Якобиан эса: 
2а6 . . | / з - 2 / з / ( и , о ) = — и " л о 

булади . 
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(Д) . • (Л) 

-ь)и-"Н-21ъШц=^\и->'Чи ^ "<1—ы — 
- 0 .-О •. • 

1-

- х ) ) ^ 2 / ^ = '±аЬ 5 - | ( 1 - иу/3и-^аи = 

аЬ 1 4 1 
2 '' 2 " 1 Г 3 ^ 

12- м и с о л . Ушбу 

Г = = й [со5(х+ у)]с1х(1у 
0 < х < я 

интегрални хисобланг . 
И н т е г р а л остидаги функциянинг хоссасидан ф о й д а л а ­

ниб, интегрални куйидаги куринишда ёзиб о л а м и з : 

/== 2̂ 5 \соЦх + у)\ахе1у. 
0 < * < л 

0 < л < л - х 

Бу интегралда к а р а л а ё т г а н сохани *4-# = у чизик ёрда­
мида икки б у л а к к а а ж р а т а м и з , у л а р н и н г бирида соз(х + 
-\-у) мусбат , иккинчисида эса манфий булади (8- чизма) . 

8- чизма. 
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Д е м а к , 

/ = 2 ( л/2 ~ " г" я~х 

5 йх ^ с о а С х - т - у ) ^ — }йх } со$(х4гу)йу-
0 0 о «__х 

2 • • 

л / 2 л / 2 

— \йх ( сов(х + у)йу \ 2 $ {\ ъ\п х)йх4- $ Й?ЛГ+ 

^ 0 I о о 

л 

+ ^ 5(п хйх = 2л. 
л / 2 

13- м и с о л . Ушбу 

55 ^1\Ф^х?\йхйу 

интеграл хисоблансин. 
И н т е г р а л л а ш сохаси Оху т екисликда у = х2 п а р а б о л а 

ва у = 4 тугри чизик билан ч е г а р а л а н г а н д и р . 3- т еоремага 
кура к а р а л а ё т г а н интеграл м а в ж у д булиб, 

!(х,у) = 

' 0 , а г ар (х, у){.0]={(х, у):х2^ у < 14-х2} булса , 

1, а г ар (х, у)^02 = {(х, у)Л+х2<:у<2-\-х2} булса , 

ф , агар (х, у)е03 = {(х, у):2 + х2^у<34-х2} булса , 

д / 3 , а г а р (х,у)е04 — {(х,ууЗ + х2^у<4} булса 

булади (9- чизма) . Соха Оу укига нисбатан Симметрикдир. 
Д е м а к , 

' /=. \\ахау+ У2 \\ахйу+ у з \\йхйу 
(02> - <°з> <»4) 

55̂хо!г/ ( ^ 0 соханинг юзасига тенглитини хисобга 

олиб, топамиз : 
1 4 , 

5 4 = ^йхйу = 2\ах 5 = 
<»4> 0 3 + Х2 
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5 2 = 55^==2(й;с 5 ^ - < 5 з + 5 4 ) = 4 у З — Ь ^ - . 

9- чизма. 

Ш у н д а й килиб, 

/ = 5 2 + У 2 5 3 + У 3 5 4 = | ( 4 + 4 У З - З У 2 ). 

14- м и с о л . Ушбу 

/= 5\2-у' + 2)йхйу 

интегрални хисобланг . 
И н т е г р а л л а ш сохаси координата у к л а р и г а нисбатан 

симметрикдир . Иккинчи томондан, 5%п(х2 — у2-\-2) функ­
цйяси координата текислигининг х а р бир чорагида 
ж о й л а ш г а н сохада тенг к и й м а т к а б у л килади (10- чизма) . 
Д е м а к , 

/ = 4 55 вЫх2-У2 + 2)йхйу. 
** + / < 4 
х > 0 , 1 / > 0 

5 ё п ( х 2 - г / 2 + 2) = 

1, а г а р х2 — у 2 + 2 > 0 булса , 

0, а г а р х2 — у24-2 = 0 булса , 

— 1, а г а р х2 — у2 + 2 < 0 булса . 
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1 = 4 [ах \у+\ах \у-
0 0 .1 О 

=А( Ых*-г% - ^ 4 - х Л а х + 
1 \ 1 

0 # 4 . / Ч о 

+ 5 ^ 4 - х 2 л Г х • \ 4 [ (хд /х 2 + 2 + 21п(х + 

+ + 2 ) 1 1 Ж Т Л / 4 ^ + 2 а г с 8 1 п | ) : | 2 = 

10- чизма. 

15-м и с о л . Ушбу 
1 

Н т 
р->-0 яр'' 

/ (х , у)йхйу 

ЛИМИТНИ топинг. Бу ерда / (х , У ) к а р а л а ё т г а н /3 = {(Х, 
у) б Л 2 : х 2 + г / 2 < р 2 } сохада узлуксиз . 

— ^ Кх,У)йхаУ интегралга у р т а ки й ма т х а к и д а г и 

теоремани к ^ л л а й м и з Н а т и ж а д а : 

яр 
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_1 
яр' 

т \ т ( ( х , у )  \ \
2 ^ 2 "Р !! 2 2 

- Ц - Л г , Ю ^ р 2 = Л * . У), • № Ю 6 ( » ) . 

р -* -0 да х-»-О, # - > 0 . 

/(х, #) функция ( О ) да узлуксиз булгани учун 

Пт-— \\, //)<Ш*/ = П т / ( х , г / ) = / ( 0 , 0) 
р -0 яр" р-*0 • 

* 2 + / < р 2 

зкани келиб чикади. 
16- м и с о л. Ушбу 

/ Х \ 2 / 3 / , / \ 2 / 3 / * \ 2 / 3 / # 4 2 / 3 . 

М 8 ^ = 1 ( х > 0 , , > 0 ) 

чизиклар билан ч е г а р а л а н г а н юзани топинг. 
х = арсов 3 ф — , у = Ьр5'т3ц> ( р ^ О ) а л м а ш т и р и ш н и 

б а ж а р а м и з . Н а т и ж а д а 
/ X \2/3 / „ 42/3 

= у да Ф = - - Т > 8 - = у да $ = а г с 1 д 2 булиб, / (р , Ф ) = 

За.'?рсо52ф'51П2ф булади . 
Ш у н д а й к,илиб, и з л а н а ё т г а н юза куйидагига тенг: 

8 ггс*8 2 

з=^ахау=ЗаЬ^рар ^ с о 8 2 ф з т 2 ф й ? ф = 
(О) л/4 

^89 
16 

, / 8 > л 4 ф \ н г с ( й 2 189 , / , I . 6 \ 

(юз бир.) . 

(Юкорида 51П 4ф == 4 ^ Ф ( 1 - - < Г Ф ) 

( 1 - М ё 2 ф ) 2 

ф о р м у л а д а н ф о й д а л а -

нилди). 
(V) жисм юкоридак г = [(х, у) сирт, ён томондан 

ясовчилари Ог укига п а р а л л е л булган цилиндрик сирт 
хамда куйидан Оху т екисликдаги (О) соха билан 
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1 

ч е г а р а л а н г а н булсин. ( V ) жисмнинг х а ж м и [(х, у)} 
функциянинг (О) соха буйича йкки к а р р а л и интеграли / 
о р к а л и куйидагича топилади; 

ъ=*§Цх, у)с1х<1у. 
(о) ' . • 

17"- м и с о л . Ушбу 

ва 2 = 0 с и р т л а р билан ч е г а р а л а н г а н жисмнинг х а ж м и н и 
топинг. 

У==^\г(х, у)\с1хс1у интегрални хисоблаймиз . Бунда 
' (О) 

2 2 
(/)) = {(*, у)^Я2- к < ^ + ^ ^ к + 1 } х = а р с о 5 ф , -у = 

а Ь 

= 6р51Пф а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . 

2 = | с 8 Ш ^ я ^ - 4 - 4 - ^ - ^ | функциянинг жуфтлигини , 

к а р а л а ё т г а н соханинг координата у к л а р и г а нисбатан 
симметриклигини хисобга олсак , у холда : 

л/2 л/И11" 
У = 4 ^ ^ Р а й с 1 5 ' п " р 2 1 а Р — 4а&сХ 

о у* 

> < Т - ' Т Т р | 8 1 п " Р 2 1 Ф = 2 л а й с • ( ' ( с о в я т 2 ) | ^ Т Т = 

— аЬс(— 1)* + 1 (соз(Л + 1)я — соз йп) = 
2 а Ы — П * + 2 с о з кл = 2аЬс 

булади . 
1 8 - м и с о л . Ушбу х 2 + 1/2 = /?х цилиндр билан х + 

4-у2-+-г2 = К2 с ф е р а д а н а ж р а т и л г а н жисм х а ж м и н и 
топинг. 

И н т е г р а л л а ш сохаси симметриклигини хисобга олган 
холда топамиз : 

V = 4^л[^—х2 — у2йхЛу, бу ерда (О) Оху 
(О) 

текислигининг биринчи чорагида ж о й л а ш г а н х = 0 ва х 2 + 
- ) - | / 2 = ^л: ч и з и м а р билан ч е г а р а л а н г а н ярим д о и р а д и р 
( 1 1 - ч и з м а ) . 
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II-чизма. 

Д е м а к , 

У=А\йх \2-*2-^^}^/?2-*^ 
о о о 

19-мисол . Ушбу г2 = ху, ху=\, ху = А, у2 = х, у2= 
==3х, 2 = 0 с и р т л а р билан ч е г а р а л а н г а н жисмнинг 
х а ж м и н и топинг. 

Ж и с м куйидан Оху(г = 0) текислик билан , юкоридан 
эса 2 = фху конус сирти билан к о п л а н г а н . Ён томондан 
ясовчилари Ог укига п а р а л л е л булган гиперполик (ху — 
— с\), п а р а б о л и к (у2 = с2х) ц и л и н д р л а р билан чегара-
л а н г а н д и р . 

У з г а р у в ч и л а р н и ху = и, у2 — VX а л м а ш т и р и ш н а т и ж а ­
сида топамиз : 

1(и,и)=Л-, (А) = {( ц , У )б /? 2 :«е[1,4]«€[1,3]}. 
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Д е м а к , 
4 3 

у=§-фсу Ц | /(в,-о)| у й 4 ш / о = у'5 Ф ^ \  =  
(О) (Л) I I 

Б и з аник интеграл ё р д а м и д а б а ъ з и бир л и м и т л а р н и 
хисоблашни курган эдик. К а р р а л и и н т е г р а л л а р ёрда­
мида хам бу м а с а л а н и хал этиш мумкин. 

20- м и с о л . Цх,у) функция 
( Я ) = { ( * , # ) а # 2 : 0 < л : < 1 , 0 < г / < 1} 

сохада интегралланувчи булса , икки к а р р а л и интеграл 
т а ъ р и ф и д а н ф о й д а л а н и б , ушбу 

купайтманинг п-+ оо даги лимитини топинг. Бу ерда 

П ак = ага2-...-ап. 

" . 1 , { ' + ? 1 ' ( ^ 1 ) + ' ( ^ ) + - + е ^ ) ] } - п . 
б е л г и л а ш н и киритамиз . 

х < у л а р учун |1п(1 +х) — т енгсизликдан 

ф о й д а л а н с а к , 

булади . 

эканини эътиборга олиб, топамиз : 
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к=1 *=Ы 

муносабатдан -

п с» , п ос П I ] к . - 1 \ . / . . . 

га эга б у л а м и з . Бу тенгликнинг унг томонидаги ифбда 
1(х,у) функция учун ( О ) сохада к а р а л а ё т г а н булинишга 
нисбатан интеграл йигинди эканини куриш кийин э м а с . 
\\Нх,У)а'ха'у интеграл м а в ж у д л и г и д а н 
°) • . . . 

Шх,у)Лх<1у 

п оо 

булади . 
Д е м а к , , . 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги и н т е г р а л л а р д а и н т е г р а л л а ш тартибини 
узгартиринг . 

8—10- м и с о л л а р д а г ва ф кутб к о о р д и н а т а л а р и д и р . 
2 2х 

5. ^Лх ^ КХ<У)^У-0 х 
2 -2 — х 

1 2-х 
е 1пх 2. ^ Л х \

6. ^ 1(х,у)йу. 
4 

I , X2 

1 0 
2Л 51ПХ 

3. ^йх \ 7. ^ Ах \
0 .̂3 0 0 , . 

4. \. 8. 5 Йф 5 / ( Ф , г М г ( а > 0 ) . 
1 / - л / 2 0 
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л / 2 а у8Ш2ф 

9. 5 <*<р 5 / (ф,г>/г ( а > 0 ) . 10. $</ф$/(ф,г)Л-. 
О 0 : 0 0 

Куйидаги и н т е г р а л л а р н и хисобланг : 

11. §(хлу + хуг)йх<1у. 
(О) 

( Я ) = { ( * , г / ) е / ? 2 : х > 0 , г / > 0 , 4 х 2 - 3 у 2 < 4, 4 # 2 - З х 2 < 
< 4}. . .. • 

1 4 
( / ) ) соха у=~т, У = -тг, У = х—\, у = хА- \р би-

хГ хг • 
л а н ч е г а р а л а н г а н . 

13. ^ху2йхйу, (й) соха у2 = 2рх 
(О) 

п а р а б о л а ва * = у (/?>-0) чизик. билан ч е г а р а л а н г а н . 

14. ^ЛхуЫхйу, ф)М(х,у)$Яг-.х2+у2<а2}. 
(О) 

15. ^•у1х9 + у2ахау, (0) = {(х,тЯ2:х2 + у2^аа}. 
(С) 

16.. ^х-4-у)йхйу, (й) соха х2 + у2 = х4-у 

чизик билан ч е г а р а л а н г а н . 

17. ^ (\х\ \у\)йхс1у. 
+ 1 

18. 55 (Х2 + У2)(1хс1у. 

19. 55 \ ^ - х 2 - у 2 \ а х й у . 
х2+у2*5 I 

20. 55 [х+дМЫу. 
0 < . г < 2 . 
0 < у < 2 -
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« ч а н 

1 

чизик ва координата у к л а р и билан ч е г а р а л а н г а н { д г > 0 , 
У>0). 

22. \ \ ? 4 - ^ + ^ - У + ' 4 ^ у , 

(О) соха (л:6 + г/ 6) 2*=(д: —г / ) 3 чизик билан ч е г а р а л а н г а н . 

23. 55 ^уЧхйу. 

24. ^[х]-\-[у])(1х(1у, ( О ) — с о х а учлари 0(0,0),. 4(0,2), 

5(2,0), С(2,2) булган к в а д р а т . 

25. 55 [х2 + у2]ахёу. 26. \ 1 п ( 1 + х 2 + # 2 ) Л ^ 2 / . 

х2 + у2< Я2 х^ + у^<ах у 3 

29. 5 ^ ± ^ ^ . 

(0) = {(х,у)еЯ2:\-х<У<г-х,^^у^2х}. 

30. §{хл + уя)<1хс1у 

( 0 ) = { ( х , г / ) 6 / ? 2 : л : 2 < г / < З л ^ , т < 2 г / < - | } . 

31.55-*#^х^-
(О) 

ф ) = { ( * , # ) ^ / ? 2 : а х 3 < г / < & х 3 , р х < г / 2 < < 7 * } . 

32. ^Х^ХУахс1у, 

(0) = {{х,у)еЯ2:ау^х2^Ьу, р х < г / 2 < < 7 * } . 

33. 55л/л/^ +.фуйхс1у, (О) соха д/х + д/# = 1 
(О) 

чизик ва координата уЧлари билан ч е г а р а л а н г а н . 
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34. \ 2 + у 2 ) а х а у .  ,  .  ,  

35. 
\х-^у2\ (а)^{(х,уГ^2-Лу\< 1 , 0 < * < 2}. 

(В) 

Куйидаги чизиклар билан чегараланган сох/а'лар 
юзаларини хисобланг: л 

36. {х2 + у2)2 = 2а\х2-у2), х2 + у2 = а2. 
37. (х3 + у3)2 = х2 + у2, х^0,у^0.- XI. 
38. {х*. + у*? = 8а'ху, (х-^аУ+ХУ-аУ^а2, а > . 0 , 

3 9 . 4 + 4 = - + т . 
а 2 Ь2 п * , 

..2 

42. * + у = « , д;-т-^/ = 6, 1 / = с « , г / = В х , ( 0 < а < 6 , 
0 < а < в ) . 
43. у2 = 2рх, у2 = 2вх, х2=2гу, х2—28у 
(0<р<д, 0 < г < 5 ) . 

" т - т - 4т=1 . ( « > о . » > о ) . 

45. ( х 2 + ^ ) 3 = а\ ' ;с 4 + </4)-

4б-(̂ Я:̂ 2̂ 

4 ^ Л / ^ + Л / ^ 1 ' 
* = 0 , г/ = 0 ( * > 0 , # > 0 ) . 

48. г / = ^ У = = > ' 

ху — с2, ху = й2. . 
( х > 0 , г / > 0 , 0 < а < 6 , ( ) < с < й ) . 
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49. х2 + у2=*ау, х2 + у2 = Ьу, х^ау, х = В г / . 
(0<а<Ь, 0 < а < " ) . 
50. (* + 2</ -1 ) 2 + (2* + « у - 2 ) 2 = 9. 

Куйидаги сиртлар билан чегараланган жисмларнинг 
хажмларини топинг: 

51. х + уА-г = а, х2 + у2=К2, х = 0, у = 0, 2 = 0 

( а > / ? л / 2 ) . 
52. г = х2 + у2, у = х2, у=\, 2 = 0 . 

53. 2 = 81П^~ 2 = 0, У=Х,У — 0, Х = П. 

54. г—ху, х-\-'у4-г=1, 2 = 0. . / 
55. г2 = ху, х2-\-у2 = а2. 

56. 2 = х 2 + г/2. х 2 + # 2 = *, л:2 + # 2 = 2л:, 2 = 0. 
57. х 2 + у 2 + 2 2 = а 2 , х2 + у2>а\х\. 

58. 2 = в - ^ + л , 2 = 0, х2 + у2 = Я2. 

,*л[х* 
59. 2 = С С 0 8 ^ - ^ - ± ^ , 2 = 0. 

60. 2 = Г 2 +«У 2 , 2 = Х + ^. 
х2 у2 2 2 / V / V X2 у2 

6 1 - 7 2 " + ^ + " 7 = 1 ' ( , ^ + 

Куйидаги жисмларнинг хажмларини топинг: 

62. 2 2 < 2рх, г / < д : < а , г / > 0 . 

63. г2>2рх, г2^2ау, 0 < 2 < а , х^О, у^О. 

64. х2 + у2^а2, 0^аг^а2-2у2. 
г2 и2 х2 г 2 

а2 Ь2 а2 Ь2 

66. 4 х > г / 2 , 4 г / > х 2 , 0 < 2 < у . 
67. * 2 + # 2 < а 2 < Л 2 . 

68. 0 < 2 < с е ( ° 2 + * 2 ) , - 4 + 4 < 

69. О ^ г ^ с - Б Ш - ^ - з т - 1 ^ - , | д с | < а , |<у |<&. 

70. 0 < 2 < # 5 т ( л ( у ) 4 ) , л х < * / 2 < т х . 

Р ; / < х < а г / , ( о т > я > 0 , 0 < Р < а < 1). 

,2 
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2-§. УЧ КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР 

}(х,у,г) функция /?3 ф а з о д а г и ч е г а р а л а н г а н . ( К ) сохада 
берилган булсин. Бу функциянинг (V) соха буйича уч 
к а р р а л и интеграли тушунчаси 1-§ да келтирилган икки 
к а р р а л и интегралга у х ш а ш киритилади . (V) соханинг 
р булинишини к а р а й л и к . Бу булинишнинг х а р бир (У*) 
(к—\,2,...,п) булагида ихтиёрий (\, цк, С*) нукта олиб, 
куйидаги 

' к=1 

интеграл йигиндини тузамиз , бунда V*—(V*) нинг 
х а ж м и . 

4 - т а ъ р и ф . V е > 0 олинганда хам, шундай б > 
> 0 топилсаки; (V) соханинг диаметри А , < 6 булган хар 
к.андай булинишда х,амда х,ар бир (У к) булакдаги 
ихтиёрий (%к, Щ, С*) нукталар учун 

I <т — / | 

тенгеизлик бажарилса, у холда I га 1(х,у,г) функциянинг 
(V) буйича уч каррали интеграли дейилади ва у 

]^(х,у,г)аУ Щ1{х,у,г)<1ха-уаг) 

каби белгиланади . 
Д е м а к , 

,г)йхйуйг = Ит ^ &\, тц, %к)Ук. 

Уч каррали интегралларнинг мавжудлиги , интегралла­
нувчи ф у н к ц и я л а р синфи ва интеграл хоссаларига оид 
теорёмалфр худди икки к а р р а л и и н т е г р а л л а р д а г и каби 
булади . 

Цх,у,х) функция 
(У)={(х, у, 2 ) € / ? 3 : а < 6 , . с < ^ < ^ , < ? < 2 < / } 

сохада берилган ва узлуксиз булсин. У холда 

Щ и * » У, г)йхйуйг = \ \ \ ( \ у, г)йг\с1у\с1х 

(V) а Ь с Ч е ' „ / ^ 

булади . < 
2 7 2 

Энди (У) соха — пастдан г = ^(х,у), юкоридан 
22=фг(х,1/ ) с и р т л а р билан , ён томондан Ог укига 
п а р а л л е л цилиндрик сирт билан ч е г а р а л а н г а н соха 
булсин. Бу соханинг Оху текислигига проекцияси 
(О) булсин. -

А г а р 1(х,у,г) функция шундай (V) сохада узлуксиз 
булиб, г=$(х,у) ( г ' =1 ,2 ) ф у н к ц и я л а р ( / ) ) да узлуксиз 
булса , у холда 

№1(х,у,г)а,ха'у(1г = Щ Ц 1(х,у,г)йг\лхйу 
(У) / 

булади . 
А г а р 

ф ) = { ( д г , # ) € / ? 2 : а < * < 6 , Ф 1 ( * ) < У < ф я ( * ) } 

булиб, ф,{х) ( / = 1 , 2 ) ф у н к ц и я л а р [а,Ь] д а узлуксиз булса , 
у холда 

^}(х,у,г)а,ха'уа'г== П \  $  1 ( х , у , г ) а ' г \ а ' у  Ш х  

булади . 
1(х,у,г) функция (V) сохада берилган ва узлуксиз 

булиб, (V) соха — с и л л и к ёки б у л а к л и силлик с и р т л а р 
билан ч е г а р а л а н г а н булсин. 

^(х,у,г)йхйуйг интегралда у з гарувчиларни к^йи-
IV) 

дагича а л м а ш т и р а м и з : 

' х = ц>(и,и,тю). 

г/ = ф(«,у,йу), 
2 = х ( и , » , д а ) , ( Н , У , Ш ) € А С : # 3 (4) 

(4) а к с л а н т и р и ш 1-§ 4 - п у н к т д а келтирилган 1°— 
2° каби ш а р т л а р н и к а н о а т л а н т и р с и н . У холда 

[{х,у,г)а'ха'уа'г = = ^ / ( ф ( " . у . ш ) . Ц(и^,ш), %{и,ь,хю)) 

XV) (Д) 

\1(и,ю,ю)\а'иа'1)а'ш ; (5) 

булади , бунда 
1 8 - 5 2 7 2 7 3 



/(«,о,до) = 

дх дх 
ди д« дш 
ду ду ду 
ди дV дне 
дг дг дг 
ди д о дш 

(5) ф о р м у л а уч к а р р а л и и н т е г р а л л а р д а узгарувчи-
л а р н и а л м а ш т и р и ш формуласидир . Купчилик х о л л а р д а уч 
к а р р а л и и н т е г р а л л а р н и х и с о б л а ш учун у з г а р у в ч и л а р н и 
куйидагича а л м а ш т и р и ш м а к с а д г а мувофик булади : 

а ) Куйидаги 
Х = Г С 0 5 ф , (/ = Г51Пф, 2 = 2 (6) 

а л м а ш т и р и ш н и к а р а й л и к ( 0 < г < + оо) , ( 0 < Ф < 2 я ) , 
( — о о < 2 < + о о ) . 
Н а т и ж а д а (5) формула ушбу 

Щ Кх,у,г)йхйуй2^^1{г^,2)гс1гй^йг 
(V) <Д) 

куринишни олаДи. 
О д а т д а (6) а л м а ш т и р и ш цилиндрик а л м а ш т и р и ш л а р 

( г , ф , 2 ) эса нуктанинг цилиндрик к о о р д и н а т а л а р и де 
йилади . 

Ушбу 
Ж = р 5 1 П в С 0 5 ф , 1/ = р 5 1 П в 5 1 П ф , 2 = р С О З б (7) 

а л м а ш т и р и ш н и к а р а й л и к ( 0 < р + о о ) , ( 0 < 6 < л) , ( 0 < 
< Ф < 2я ) . У холда (5) ф о р м у л а куйидаги куринишни 
олади: 

Щ Кх,У,г)йхйуй2 = ^ Д р , в , ф ) р 2 5 1 п 2 в ф й е й ф . 
(У) <Д) 

О д а т д а (7) а л м а ш т и р и ш сферик а л м а ш т и р и ш л а р , (р, в , 
ф ) эса нуктанинг сферик к о о р д и н а т а л а р и д е й и л а д и . 

21- м и с о л . Ушбу 

(У) 

(IV 

интегрални т а ъ р и ф буйича хисобланг . Бунда (V) соха 
х2 + г/2 = а 2 , х2 + у2 = Ь2 ц и л и н д р л а р , у = х^а, у = х^$ 
йрим текисликлар ва иккита г = с ва г = й т е к и с л и к л а р би 
л а н ч е г а р а л а н г а н (0<а<Ь, с<Л, 0 < а < 6 ) . 
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Ц и л и н д р и к (г,ф,г) к о о р д и н а т а л а р системасида^ ци­
л и н д р л а р г=а, / •=,&, ярим т е к и с л и к л а р Ф = а , Ф = в, 
т е к и с л и к л а р эса г —с ва Й = Й ? куринишга эга булади . 
К а р а л а ё т г а н и н т е г р а л д а функциянинг узлуксизлигини 
хисобга олиб, # яъни интегрални м а в ж у д л и г и д а н фойда-
л а н г а н холда ' интеграл йигинди тузамиз . ( К ) сохани 
куйидаги булинишини к а р а й м и з : 

1) г=т , - , г - = а + -^—-/ ёки 

г^а + ЁАг, Д г = - ^ - ° , | = 1 , я _ . 1 ' " 
П 

2) ф = ф л , ф л = а + — к ёки 

Ф А = а + А . Д ф , Д ф = 1 ^ _ . к= 1, л — 1 . 

3) 2 = 2/, 2) = С-\-^-~Ч ёки 

2 / = 2 - т - / . Д 2 , Д 2 = ^ , 

/ = 1, л — 1, (УЦЛ) сохачанинг х а ж м и 

Уцк~ ^ Д Ф Д г • : • ( г , ; + 1 ) = у Д ф • Дг. 

Дг[2а + Дг(2/ - 1)].= ( а + Дг • - ~ - ) Д ф • Дг • Дг 

булади . ~" 

Кх,у,г) = х2 функция (г,ф,г) системада 

/(г,Ф,2) = у Г ! ( 1 - т - с о 5 2 ф ) куринишни олади . 

Энди интеграл йигиндини тузамиз : 

Г Я 1 ^ ) ^ = | | ; ( а + Д г : ^ ) х 
1 = 1 / = 1 * = 1 ( = 1 4 ' 

Хг2Аг % Аг % ( 1+со52ф*)Дф. 
7 = 1 * = 1 

Бу тенглйкнинг унг томонидаги йигиндиларни а л о х и д э -
алохида хисоблаймиз : 
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0 , = X ( а + Дг- 2,'-2 ' ) ( а + Л л . 0 2 А г = - - . . 

= ^ ( а + Д г . ^ ~ - ) - ( а 2 + 2 ш Д г + г 2 Д г 2 ) Д г = 

1=1 

= X [ а 3 + а 2 Д г ( з / - у ) + а Д г 2 ( 3 1 2 - ' _ ) + у Д г 3 • ( 2 < 3 - г 2 ) ] 

+ а . _ _ . | 3 . _ _ _ _ _ 2 - ] + 

( Ь - а ) 3 Г п 2 ( п + 1 ) 2 1 #1<я+1Хай+1)-"11 * —а 

= ( й - а ) . { а 3 + а 2 ( & - й ) [ у ( 1 + 1 ) - т - ] - г -

+ а ( , - а ) 2 [ 1 ( 1 + ± ) ( 2 + | ) - ^ ( 1 + - ) ] + 

+ ( , - а ) 3 [ | ( . + ± ) г - 1 ^ 1 + 1 ) ( 2 + 1 ) ] } ; 

ач= ^ ( 1 - т - с о 5 2 ф А ) Д ф = « + ^ с о 5 ( 2 а + А ' 2 А ф ) Дф = 

Г 51П/1-ДфС05(2о + -^ф-^--2Дф) ~ | 

1_ П ' 51ПДф _1 

= [ Р - « + 1 ^ ^ п ( р - « ) с о 8 [ 2 « + ( 1 + - ) ( Р г - в ) ] ' 

п 
а,— ]Г Ь.г — й — с. 

/ = 1 

Энди п - 0 да л и м и т г а утиб, топамиз : 

Д е м а к , ;мак , -. 
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2 2 - м и с о л . Ушбу 

I хру"А 1-х—у — гуйхйуйг 

интегрални хисобланг . Бунда (V) соха хА-у-\-г= 1, х = 0~ 
у = 0, 2 = 0 т е к и с л и к л а р билан ч е г а р а л а н г а н , р,д,г,з>0. 

К а р а л а ё т г а н интегралда 

хА-у-\-г = и, уЛ-г — т, г = тт 

а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . 
х,у ва 2 ларнинг энг кичик к и й м а т л а р и 0 булгани учун 

х-\-у-\-г= 1, х-\-у-\-г—и м у н о с а б а т л а р д а н , и'а^ 1 экани­
ни т о п а м и з . Д е м а к , и нинг т а й и н л а н г а н к и й м а т и д а у-\-г 
нинг энг к а т т а киймати ы га тенг, бундан 1. Худдй 
шунга ухшаш НУ - С 1 булади . 

Ш у н д а й килиб , 

( Д ) = { ( „ , У , Ш ) : 0 < У < 1, 0 < н < 1, 0 < _ > < 1}. 
х = и( \ и), г/ = „ш(1 — ш ) , 2 = ио_> 

булиб , Якобиан эса 

1 — V — и О 

V — VКI и — ит —ни |00 = _ 2 о , 

VII} иш ии 

1 = Щ и"( 1 — V Уияи"( 1 — га )Ч'у'т' -(\—и)в-иЧ йий^йт = 
(А), 

1 1 1 
= ^ иг+"+г+2( 1 - и)Чи Ц Уч+г+1-(1 - у^йь \тг(1 — чз)Чш = 

0 0 0 

1 1 

I 

= В(гА~ 1 ,^+1)5 и г + " + г + \ - и у В ( д + г + 2, р + 1 )йи = 
о 

=В(г+\,д+\)В{я+г + %р+\)В{р+я + г + ?,,з4-\)== 
= Г{г+1тд+[)Г(д + г + 2)Г{р+1)Г(р + д + г+Ъ)Г(з+1) ' 

Г(г+д + 2)Г(д + г + р + 3)Цр + д + г + $ + 4) 
• Г(а+1)Г(г+1)Г(д+1)Г(,р+1) 
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23- м и с о л . Ушбу 

(V)' 

интегрални хисобланг . Б у н д а (У) — соха х^ + у^аг, (х2-^ 
+ 4 / 2 ) а 2 3 с и р т л а р билан ч е г а р а л а н г а н . 

(V) ни ч е г а р а л а б турган с и р т л а р 02 уки атрофида 
а й л а н т и р и ш д а н хосил булган а й л а н м а с и р т л а р булгани 
учун меридиан кесимнинг чизмасини к а р а й м и з (12- чиз­
ма) . 

х2 + у2 = аг ва (дг2 у2)2 = аг3 с и р т л а р ушбу. г —а, х2-^ 
•4-у2=ст а й л а н а буйича кесишади . 

(У) соханинг 02 ^кига проекцияси (0, а) интервалдан 
иборат, хОу текислигига проекцияси аса дг + у2< а2 доира-
д а н иборатдир. г = 2 о , ( го^ (0 , а)) текислик (V) ни ички 

радиуси л/а^,, т а ш к и радиуси фйёо булга н доиравий 

х а л к а буйлаб кесадй . 
Д е м а к , 

( К ) = { ( ^ , 2 ) € / ? 3 : ^ + ^ < а 2 , ^ < 2 < 

Шх* + у*)4х4уаг= и^+^йхйу \

12- чизма 
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Бу е р д а 

(Оо)={{х,у)Ыр:х* + у*<а*). 

Ц и л и н д р и к к о о р д и н а т а л а р г а утиб, топамиз : 
а 2л ^[а& 

/ = $Л_А$_Ф ^ гЧг, 
о 

3 

2л а V » а 

/ = 5 _ Ф ( г 3 _ г 5 Нйп=\.2п \н(а2Н2-аН3)ан = 
0 0 2 п О 

я а 6 

2 \  5  У  40 • 
Д е м а к , 

40 -

24- м и с о л . Ушбу 

х2+у2+г2=2аг, х2+у2 = г2,х2 + у2 = \ г 2 

с и р т л а р билан ч е г а р а л а н г а н соха х а ж м и н и топинг. 
М а ъ л у м к и , и з л а н а ё т г а н х а ж м 

у==\\\ахауаг 
(V) 

ф о р м у л а о р к а л и топилиб, бунда ( V ) юкорида берилган 
с и р т л а р б и л а н ч е г а р а л а н г а н д и р . 

С ф е р и к к о о р д и н а т а л а р системасидан ф о й д а л а н а м и з : 

У=Ж *хЛУЛг = 5\\р281Пв_р_ф</в 
т (_) 

(Д) = { ( р , Ф , в ) : 0 < ф < 2 я , - ~ < в < т , 0 < л < 2 а с о з е ) 

2л л / 4 2дсо_в 3 л / 4 

у = ^ _ Ф ^ 5 ш в _ е ^ Р 2 _ р = 1 б - у - 5 с о 5 3 е з т е _ ю = 
0 л / 6 0 л / 6 

3 л / 6 

= 1 6 ~ - ^ с о з 3 в _ ( с о 5 в ) = ^ - я а 3 (куб.бир. ) 
л / 4 

3 л / 6 

л / 4 
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Мисол ва масалалар 
Куйидаги уч к а р р а л и и н т е г р а л л а р н и хисобланг: 

71 . \ \  х ^ й х А у й г ,  

бунда (V) г = ху, у = х, х—1, 
с и р т л а р билан ч е г а р а л а н г а н . 

о \ 

(V) 4 

_ . _ _ 1 4 - 4 ' 

(V) -
х2 и2 г1 

бунда (V) т+\-\ 1 сирт б и л а н . 
а Ь с 

ч е г а р а л а н г а н . 

73. ^ (х2А-у2)Лхйуй2, 

бунда (V) х2 + у2 = 2г, г —2 с и р т л а р 
б и л а н ч е г а р а л а н г а н . 

74. 55$дг̂ г ^х^У^г> 

бунда (V) 2 = ^ Ц 2 = - * - ^ - , 

ху = а2, ху = Ь2, у=ах, у = рл 
с и р т л а р б и л а н ч е г а р а л а н г а н ( х > 0 , у>0, 2 > 0 , 

О < а < Ь , 0 < а < 6 , 0 < т < я ) 

75. Ш хГ^йхйуйг, 

т, п, р л а р бутун, манфий б у л м а г а н сонлар . 

76. Щ 1(х* — 4ху + у*)ах4у<1г. 

0 < г ^ I 

77. ^5 хУг йхйуа'г, 
(V) 

78. т 

555 гйхйуйг^) = 1(х,у,г)ЬК3:г2>^{х2 + у2), 0 < г < к \ 

79. 55̂  ЫхАуйгА V)={(х,у,г) € Я 3 : + у2 + г 2 > /?2, 

^ 2 + ^ + 2 2 < 2/Ы-
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80. Щ ( _ + ^ + 2 ^ _ _ у й г , № = {(х, у, 2 )€ / ? 3 : 

:** + «/2 < 2„2 , х 2 + ^ + г2 < З а 2 } . 

Куйидаги с и р т л а р билан ч е г а р а л а н г а н ж и с м л а р н и н г 
х а ж м л а р и н и топинг: 
81 . (х2+у2 + г2)2 = а3г. 
82. (х2+у2А-г2)3 = а3хуг. 
83. (х*+у* + 1?г* = ахуг. 
84. (х\ у\+ф=а*х* + у*). 
85. ( х 2 + у 2 + 2 2 ) 3 = а 2 2 4 . 
86. {х2 + у2 + 22)3 = а2у2г2. 
87. (х2 + у2 + 22)3 = а3(х3 + у3). 
88. (х2 + у2+г2)3 = а3г(х2-!?). 

89. (х2 + у2 + 22)2 = а32е *2+'2+*\ 

91. (дг + ^ ) 2 + 2 4 = 2 а 3 . 

92. (х*+уг? + з?=с?хуг. 

9 4 ' 

лг_ \ 

"^Ш7 
95. ( у ^ + у ^ ) а + А _ = 1 , х = 0 , у = 0, 2 = 0 ( 2 > 0 ) . 

9 6 . х + # + 2 = а , х + # + 2 = 2 а , х + у = 2, х + у == 
= 2г, х = у, _/ = Зх. 

97. а 2 < [ х у < Ь 2 , />2<хг /<<72, а х < */ < 6 х , ( 0 < а < _ > , 
0 < / 7 < ? , 0 < а < 6 ) . 

98. г==аз1пф-(1-т-созф). 
99. г==а_1Пф -{а81п 2 ф- | -йсоз 2 ф) . 

' ° » - а г + ( ! Г + ( т Г = ' -
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XVIII боб 

ЭГРИ Ч И З И К Л И И Н Т Е Г Р А Л Л А Р 

1-§. БИРИНЧИ ТУР ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР 

I . И н т е г р а л т а ъ р и ф и . Текисликда бирор тугри-

ланувчи АВ (А—(а1, а2), В = (Ьи Ь2)) эгри чйзикни 
(ёйни) олайлик . Бу эгри чизикда икки й у н а л и ш д а н бирини 
( м а с а л а н , А н у к т а д а н В нуктага к а р а б йуналишни) 
мусбат, иккинчисини манфий йуналиш деб кабул килайлик 
( 1 3 - ч и з м а ) . 

13- чизма. 

АВ эгри чйзикни А дан В га к а р а б Ло (Ло = Л) , 
А\, А2, А^Ап = В) н у к т а л а р ёрдамида 

(Ак = {хк,ук)^АВ, й = 0,л,(„ 0 ,</о)= 
= ( а „ а 2 ) , {хп,у„) = (ЬьЬ2)) п та б у л а к к а б у л а м и з . Бу 

Л 0 , А\, А2, Ап 

н у к т а л а р системаси АВ ёйининг булиниши дейилади ва 

Р = {Л 0 , Л, , А2, Ап} 

каби б е л г и л а н а д и . Л * Л * + 1 ёй у з у н л и к л а р и 
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Ах* ( „ = 0,1, л) нинг энг каттаси Р булинишнинг 
диаметри дейилади ва %р билан белгиланади : 

к0 = тах{Азк}. 
к-

АВ эгри чизикда 1(х,у) функция а н и к л а н г а н булсин. 
Бу эгри чизикнинг 

Р — {Ао< А[, А2, Л„} 

булинишини в а унинг х а р бир ' АкАк'+1 ёйида ихтиёрий 7 

(1к, цк) нукта (6 = 0,1,2, л — 1) о л а м и з . Сунг куйида­
ги • 

о= "1КЪк, Чк)АЗк (1) 
* .о 

йигиндини т у з а м и з . О д а т д а (1) интеграл йигинди дейила­
ди. 

Л В эгри чйзикни шундай 

Ри Р2, .... Рт, ... (2) 

б у л и н и ш л а р и кетма-кетлигини к а р а й м и з к и , у л а р н и н г мое 
д и а м е т р л а р и д а н т а щ к и л топган \ / \ ^ } кетма-кетлик учун 

П т К = 0 
т - ч - о о 9 т 

булсин. Б у н д а й бу\линишларнинг х а р бирига нисбатан 
(1) каби йигиндилар тузиб 

0*1, 0 2 , . . . . О т , . . . 

кетма-кетликни хосил к и л а м и з . 

А г а р АВ эгри чизикнинг х а р к а н д а и ( 2 ) куринишдаги 
б у л и н и ш л а р и кетма-кетлиги {Рт} олинганда хам , унга мое 
йигиндилардан иборат \ат} кетма-кетлик ( |*, г|*) нукта-
л а р н и т а н л а б олинишига боглик б у л м а г а н холда х а м м а 
вакт битта / сонга интилса , бу сон о* йигиндининг лимити 
дейилади : 

л - 1 

И т а = П т ^ / ( | 4 , %)А5 А = / 
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1 - т а ъ р и ф. Агар кр->О да а йигинди чекли лимитга 

эга б§лса, у холда 1(х,у) функция А В эгри чизик, буйича 
интегралланувчи, бу лимит эса /(*,_/) функциянинг 
биринчи тур эгри шикали интеграли дейилади ва 

\

АВ 

каби белгиланади: 
' п 1 • 

\1(х,у)(1з = Мт ]Г / ( I * . 

АВ 

2. И н т е г р а л н и н г м а в ж у д л и г и . Ф а р а з к и л а й -

лик , АВ эгри чизик ушбу 

••и 
система билан берилган булсин. Б у н д а 5 — АО. ёйнинг 

узунлиги (*3 = (х,г/)(_Л_}), 5 э с а Л В нинг узунлиги. 

1- т е о р е м а. Агар Цх,у) функция АВ эгри чизикда 
берилГан ва узлуксиз булса , у холда бу функциянинг 

АВ буйича биринчи тур эгри чизикли интеграли мавжуд ва 

\Нх,У)<1з=\Нх($),уХ8))й8 ( 5 ) 
V/ О 

АВ 
б у л а д и . 

Энди ЛИ эгри чизик ушбу 

Л С в ^ ) ( « < / < Р ) (4) 
у = ф) ^ 

система билан ( п а р а м е т р и к ф о р м а д а ) берилган булсин. 
Бунда <р(0. Ф(0 ф у н к ц и я л а р [сс,р] да ф'(*). -ф'(1) узлуксиз. 
х о с и л а л а р г а эга ва (ф(а),-ф(а)) = Л, (ф(Р),ф(Р)) — В 
булсин. 
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2- т е о р е м а. Агар 1(х,у) функция А% да берилган ва 
узлуксиз булса , у холда бу функциянинг АВ буйича 
биринчи тур эгри ч и з и м и интеграли мавжуд ва 

V Нх,у)4* = 5 1 Ы 0 М 0 ) • У Ф ' Ч О + * * (5) 
АВ а 

б у л а д и . 
Бу теоремалар биринчи тур эгри чизикли интегралнинг 

мавжудлигини а н и к л а б бериши б и л а н бирга унинг Р им ан 
интеграли о р к а л и ифодаланишини х а м к у р с а т а д и . 

3 . И н т е г р а л н и н г х о с с а л а р и . Биринчи тур эгри 
чизикли и н т е г р а л л а р хам Р и м а н и н т е г р а л л а р и хоссалари 
каби хоссаларга эга . 

АВ эгри чизик (3) ёки (4) система билан а н и к л а н г а н 
булиб; 1(х,у) ва §(х,у) шу эгри чизикда берилган ва 
узлуксиз ф у н к ц и я л а р булсин. 

1°. Аг.ар АВ = АС11СВ булса , у холда 

5 / 0 , г / ) _ 5 = $ / ( х , г / ) _ 5 + ^ 1(х,у)с1з 

АВ АС СВ 

булади . 
2° . Ушбу 

^ С-}{х,у)а'8 = С ^ / (х ,г / )_« ( С — с о п и ) 

АВ АВ 

тенг л ик Уринли. 
3°. Куйидаги 

( и{х,у)±ё(х,у)]а,з= ^ /(„,*/)_$ ± $ §(х,у)й8 

АВ АВ АВ 

тенглик уринли булади . 

4° . Агар У(д-, у)^АВ да (/х, _ / ) > 0 булса , у холда 

\[(х,у)^>0 

АВ 
булади . 
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5°. \}(х,у)\я АВ д а интегралланувчи ва 

\  ̂
АВ АВ 

б у л а д и . 

6° . Ш у н д а й ( с „ с2)€АВ нукта Топиладики; 

^ /(„,*/)„&• = / ( с „ с 2 ) - 5 

АВ 

булади , 5 бунда АВ нинг узунлиги. 
4 . И н т е г р а л н и х и с о б л а ш . Эгри чизикли интег­

р а л л а р Р и м а н и н т е г р а л л а р и г а келтирилиб х и с о б л а н а д и . 
Бунда купинча 

( Кх,у)а-з= \КЧИ)М*))д/ф,2(0+Ф/2(0^ (5) 
а . 

АВ 

ф о р м у л а д а н х а м д а куйида к е л т и р и л а д и г а н ф о р м у л а -
л а р д а н ф о й д а л а н и л а д и . 

Айтайлик, АВ эгри чизик ушбу . 

у=у(х) ( а < х < _ > , у(а)=А, у(Ь)=В) 

т е н г л а м а билан а н и к л а н г а н булиб, у{х) функция [а,Ь] д а 
у злуксиз у'(х) хосйлага эга булсин. А г а р !(х,у) функция 

шу АВ да б е р и л г а н ва узлуксиз б у л с а , у холда 
ь 

] Пх,у)а$ = $ Кх,у(х)) л/\+у>\х)(1х (6) 
_> а 

б у л а д и . АВ 

Энди АВ эгри чизик ушбу 

р = р ( в ) ( в 0 < е < в , ) 
т е н г л а м а билан (кутб координата системасида ) б е р и л г а н 
булиб, р (в) функция [ в 0 , 61} д а узлуксиз р ' ( 8 ) хосйлага 

эга булсин. А г а р Цх,у) функция шу АВ д а берилган ва 
узлуксиз булса , у холда 
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^ Цх,у)а-8= ^ Я р с о 5 в , р 5 ! п в ) л / р 2 + р / 2 _ в (7) 
в, 

ив 1 

булади . 
1- м и с о л . Ушбу 

5 (43-фс-3ф)с1$ 
АВ 

интегрални хисобланг , бунда АВ текисликнинг А = 
= ( — 1.0). В =(0,1) н у к т а л а р и н и бирлаштирувчи тугри 
чизик кесмаси. 

Р а в ш а н к и , А ва В н у к т а л а р д а н утувчи тугри чизик 
тенгламаси 

У = х+\ 

булиб, берилган интеграл эса 

У=х+Л, — 1 < х < 0 

кесма буйича олинган интеграл б у л а д и . 
Унда (6) ф о р м у л а г а кура 

5 ( 4 ^ - 3 ^ ) ^ = 
АВ 

0 

= 5 {*л[х -Зф+Х)^\2йх 
- I 

булади . Кейинги интегрални хисоблаймиз : 
о 

( ( 4 3 у * -Зл1х~+\)ф2йх = 
- 1 

= ф[з.х^-2(х+1)Ц°_1=-5ф. 

Д е м а к , 

'5 ( 4 3 л / ^ - З л / ^ ) _ 5 = - 5 л / 2 . 
АВ 

287 



2- м и с о л . Ушбу 

АВ 

интегрални хисобланг , АВ бунда у2=2х п а р а б о л а н и и г 

( 1 , д / 2 ) ва (2,2) н у к т а л а р и о р а с и д а г и булаги . 

Ю к о р и д а г и (6) ф о р м у л а г а кура ( г / = д / 2 х ) : 

ив 

б у л а д и . 
Энди 

интегрални хисоблаймиз . А г а р 

1 + ( д / 2 1 ) ' /2 2х+1 
2х 

эканини эътиборга олсак , унда 
2 

I 

булишини топамиз . Д е м а к , 

5 | „ 5 = ^ 5 д / 5 - З д / 3 ) . 

3- м и с о л . Ушбу 

| ху а*-? 

АВ 
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^ г 2 „ 2 

интегрални хисобланг, бунда АВ~ + ^ Т = \с 

нинг биринчи квадрантдаги кисми. 
Аввало 

а2 ^ Ь2 

2 2 

«2 ^ ь2 

эллипснинг параметрик тенгламасини ёзиб оламиз: 

{ х = асо&1, 
• и • * ( ° < ' < 2л) 

Демак, берилган интеграл ушбу 

Гх = асо5/ _ 
(у = Ьзи\( 2 • 

эгри чизик буйича олинади. ' 

(5) формуладан фойдаланиб топамиз: 
л 

Т. 
5 х # _ 5 = ^ асоз^Й8^п^у /_г 25^^^•'-4-6 2со5 2/„г. 

о 
ив 

Энди аник интегрални хисоблаймиз: 

у -
/ = ^ асоз / • д / а 2 5 1 п 2 / + Ь2сов2(аЧ = 

о .* 

Кейинги интегралда 

соз2/ = ы ' 

деб оламиз. Унда 

5 1 п 2 / „ г = — ~с1и, и^[— 1,1] 
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булиб, . , „ „ „ 2 

1 • ' ' ~2 + Ь2 , й — а 
^ 1 иаи — 

_ а 2 " 3 Ь 2 2 
а й 

4 * б 2 

аЬ а2 + аЬ + Ь2 

3 а - И 

булади . Д е м а к , 
аЬ а' + аЬ + Ь' 

\ 3 а + Ь • 

АВ 

4- м и с л. Ушбу 
^ хуйз 

АВ 

интегрални хисобланг , бунда АВ 

1х = асЫ, (0 < . < . „ ) 
[у = а&Ы 

гипербола Сйидан иборат . 
(5) фор .^уладан ф о й д а л а н и б топамиз : 

1п 

^ хуиз = ^ а с Ы • а$Ы^(асЫ)'2 + (а$Ы)'2 аЧ = 
о 

ИЙ 

= _ 2 $ 5 ^ с п / л / а ^ п 2 / + сп 2/) 
о 

Энди аник интегрални хисоблаймиз: 
'о 'о 
5 8 Ь / • с!, . ф\ьКЧ+сН20аЧ = у ^ зН2г д / с Ш Л = 
о о 

'° о — 

= -|-$ УсН27_(сЬ2/) = ^ - - т { с Н 2 0 2 

о 
. = - ^ с Н ^ 2 . „ - 1 ) . 6 
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Д е м а к , 

^ ^ _ « = - ? - ( с Н т 2 / 0 - 1 ) . 

ля 

5- м и с о л. Ушбу 

5 \уШ 

интегрални хисобланг , бунда АВ куйидаги (кутб ко-
о р д и н а т а л а р с и с т е м а с и д а ) 

р = ад/со52ф ( — ~ < ф < ^ - ) 

т е н г л а м а билан берилган эгри чизик ( л е м н и с к а т а ёйи). 
Ю к о р и д а келтирилган (7) ф о р м у л а г а кура 

л / 4 ' 

51-/1^5= 5 1 р 5 ' п Ф 1 Д/Р 2 +Р / 2 ^Ф 

б у л а д и . 
А г а р 

- л / 4 
АВ 

2 1 ,2 2 п I а 2 3 1 п 2 2 ф а 2 рг А- р ' = а соз2ф + 
сок2ф соз2ф 

эканини э ъ т и б о р г а олсак , унда 

| р - 5 Ш ф | • д / р М - р ' 2 = а 2 | 5 1 П ф | 

булиб, 
л / 4 я / 4 

5 \у\й$ = ^ а 2 | 51Пф|йф = 2а2 ^ з т ф „ ф = а 2(2—д/2) 
... .— л / 4 О 

АВ 

б у л а д и . 
б- м и с о л . Ушбу 

А В 
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интегрални хисобланг , бунда АВ эгри чизик. учлари 
0(0,0), 01(1,0) ва 02(0,1) н у к т а л а р д а булган учбурчак 
контуридан иборат . 

Ин те гра лн инг хоссасига кура 

^ (х + у)йз = ^ (х + у)(18-1- ^ (х + у)ёз + 
0,0, 0,0 

АВ * 

00, 

б у л а д и . 
Р а в ш а н к и , 

О1О2 нинг т е н г л а м а с и у= 1 — х (0^.х^. 1), 
ОгО нинг т е н г л а м а с и х = 0 (О^у^ 1), 
ОО1 нинг т е н г л а м а с и у = 0 (0-^.х^. 1) 

б у л а д и . Шуни эътиборга олиб, топамиз : 
1 

^ (х + у)а'з=Ух+1-х)фа'х=л[2, 
о , о 2 о 

1 

^ (х + у)(18= 5 ^ = " 2 ' 

5 (х-\-у)йз = ^хйх-
00, о 

_1_ 
2 ' 

Д е м а к , 

7- м и с о л . 

^ (* + */)__•= 1 + У_. 

АВ 

^ е^+^Из 

АВ 

интегрални хисобланг , бунда АВ эгри чизик 

р = а, ф = 0, Ф = ~ 
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а т а л а р системасида ) чизиклар билан 
к а в а р и к ёпик контурдан иборат 

14- чизма. 

И нтег р ал нинг хоссасидан ф о й д а л а н и б топамиз : 

^ елРТ?а8я= $ е^а-зА- \з + 
МЫ ЫР ' . 

АВ 

+• \
РМ 

МР чизикда 

Ф = 0, О ^ р ^ а 
булганлиги с а б а б л и 

мы о 
а 

= $е"_р = е а — 1 
о 

булади . 
ЫР чизикда 

0 < Ф < у , р = а 

булганлиги с а б а б л и 
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(кутб координ 
ч е г а р а л а н г а н 
(14- чизма) . 



л/4 

Л1Р о 

булади. 

РМ чизикда 

0 < р < а , ф = | 

булганлиги сабабли 

булади. 
Демак, 

^ е ̂ + * * _ « = еа - 1 + ае" • ~ + е" 

/4 В 
5. И н т е г р а л н и н г б а ъ з и б и р т а т б и к л а р и . 

Биринчи тур эгри чизикли интеграл ёрдамида ёй 
узунлигини, жисмнинг массасини, огирлик марказларини, 
инерция моментларини хисоблаш мумкин. 

1°. Текисликда тугриланувчи АВ эгри чизик берил­
ган булсин. Унинг узунлиги ушбу 

5 = . й * (8) 
АВ 

формула билан топилади. 

2°. Текисликда тугриланувчи АВ эгри чизиги буйича 
масса таркатилган булиб, унинг зичлиги р = р(х, у) 
булсин. Бу эгри чизикнинг массаси 

т= ^ р(х, у)йз, (9) 

АВ 

марказининг координаталари эса 

^ \ Уо=~ \ (10) 
АВ АВ 

= еа— 1 

— 1 = 2 ( ^ — 1 ) + " ^ 

огирлик 

булади. 
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АВ эгри чизикнинг ОХ ва ОУ координата укларига 
нисбатан статик моментлари 

АВ 

формулалар билан, шу укларга нисбатан инерция мо­
ментлари эса 

/х= ^ у2а-8, 1 я = ^ х ^ 5 (12) 

ЛВ АВ 

формулалар оркали ифодаланади. 

8 - м и с о л . Ушбу 

х(г') = асоз 3 / , 

у(() = а&\п31 ( 0 < / < 2л) 

система билан берилган АВ эгри чизик (астроида) 
нинг узунлигини топинг. 

Астроида координата укларига нисбатан симметрик 
булишини эътиборга олиб, (8) формуладан топамиз: 

л/2 

5 = ^ _х = 4 ^ л[хЛ(1) + у,3и)й1 = 
о 

АВ 

л/2 

= ^ л]( — Засо5 2 ^1п/) 2 + (Заз1п 2 гсоз / ) 2 Л = 
о 

» / 2 I — ^ л/2 

= 4 \/-|-зт22/_/ = 6а $ _ ш 2 . _ . = 6 а . 
о * о 

Демак, 

5 = 6 а . ( 

(11) 
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9- м и с о л . Чизикли зичлиги р(х, у) = \у\н 

у2 = 2рх (0<*<|-) 
п а р а б о л а н и н г массасини х а м д а огирлик м а р к а з и н и 
топинг. 

(9) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б , п а р а б о л а н и н г массаси 

т = 

~ АВ 

булишини а н и к л а й м и з . Бу эгри чизикли интеграл 
(6) ф о р м у л а г а кура 

АВ 

булади . Д е м а к , 

( \уЫз= \\^1+^а-у 

т= \. 

Энди аник интегрални хисоблаймиз : 

\ 1+^-с1у = 2.МуЛ1р2 + уЧу = 

2 л Р 

= 4 5 Л [ 7 + У ^ ( Р 2 + У 2 ) = ^ ( Р 2 + У 2 У - ^ 

о 

= 4р 2 ( 2 л / 2 - 1 ) . 
Д е м а к , 

2 
т = 4 ^ ( 2 ^ / 2 - 1 ) . 

П а р а б о л а н и н г огирлик марказининг к о о р д и н а т а л а р и 
(10) ф о р м у л а г а кура 

х ° = 1 5 * • 1 у Ы з ' 
А В 
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Уо = ^ \

АВ 

б у л а д и . Энди бу эгри чизикли и н т е г р а л л а р н и хисоблай­
миз: 

\'Лу\Л*=\±\у\4* = ±\у*-±Х 

АВ 

Р 

Х ^ ^ Л у = \ \ у 3 ^ у 4 у 
и о 

Кейинги интегрални б у л а к л а б , и н т е г р а л л а ш форму-
л а с и д а н ф о й д а л а н и б хисоблаймиз . Агар 

у2 = и, ул/р2 + у2йу = ^ 

дейилса , унда 

йи = 2уйу, и = ±{р2 + у ^ 
булиб , 

\у"л17^Ау = \у\р2 + У2)\о-\\2у{р2 + у4йу = 
0 о 

_ 2 У 2 > 5 , - " Г г , , , ~ Г 2 р 5 ( 1 + У 2 ) 
_ _ + у ) ^ = — — 

б у л а д и . Д е м а к , 

_ 1 2 Р 5 (1 + У 2 ) __ (5 + з у 2 ) Р 

°~т.р2' ~ 1 5 - 35 ' 
Худди шунга ухшаш 

у0 = 1 \ 3<2^в+^> ( 3 у 2 + 1п(1 + лД)) 
АВ 

булиши топилади . 
10- м и с о л . Ушбу 

2 2 2 

АВ:х>+У1 = аТ (*>0,г/>0) 
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астро-иданинг ОХ ва ОУ координата у к л а р и г а нисбатан 
статик моментларини топинг. 

Аввало берилган астроиданинг п а р а м е т р и к кури-
нишдаги тенгламасини топамиз . У куйидагича 

х = асоз „ 

булади . Сунгра ёй д и ф ф е р е н ц и а л и н и хисоблаймиз : 

= л / З а с о з 2 ^ — 51П0 2 + (За51П 2/-СО5/) 2с// = 

= Засов/-зШаЧ. 
(11) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б топамиз : 

л/2 

5 , = ^ уйз= ^ а 5 т 3 г - З а с о 5 г - 5 1 ' п / а 7 = 
о 

АВ 
л/2 2 

= 3 а 2 ^ 51п4га'(51пг) = - ~ , 
о 

л/2 

5 # = 5 хйз= 5 а с о з ' 3 г ; - З а с о я / - 5 т / а 7 = 
о 

л/2 

— З а 2 ^ с о з 4 ^ ( с о 5 / ) = За2 

Д е м а к , астроиданинг координата у к л а р и г а нисбатан 
статик моментлари 

За с. ои „ 
5 

булади . 
11- м и с о л. Ушбу 

АВ:х2 + у2 = а2 

а й л а н а н и н г ди а ме три га нисбатан инерция моментини 
топинг. 
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Р а в ш а н к и , берилган а й л а н а н и н г п а р а м е т р и к курини­
шида ги тенгламаси 

х = а с о ^ , ( 0 < , < 2 л ) 

булади . 
Айлана диаметрини ОХ укига ж о й л а ш т и р и б , сунг 

(12) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б топамиз : 

2л 

/х= ^ у2йз= ^ а 2 § 1 п 2 / - д / ( а с о 5 / ) ' 2 + (а51пг) , 2 а ' /== 
о 

АВ 

2л 

= а 3 ^ &\п2Ш = л а 3 . 
о 

Д е м а к , берилган айлананинг диаметрига нисбатан 
инерция моменти 

/ х = л а 3 

булади . 

1 - э с л а т м а . Айтайлик, АВ фазовий эгри чизик 
булиб, бу чизикда [(х, у, г) функция берилган булсин. 

Ю к о р и д а г и д е к [(х, у, г) функциянинг АВ эгри чизик 
буйича биринчи тур эгри чизикли интеграли тушунчаси 
киритилади ва у р г а н и л а д и . 

12- м и с о л . Ушбу 

^ (х2 + у2 + г2)ёз 

интегрални хисобланг , бунда АВ куйидаги 

х = а с о в / 
у = а$Ш ( 0 < * < 2 л ) 
г = Ы 

система билан берилган эгри чизик. 
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Р а в ш а н к и , бу холда 
2л 

^ (х2А-у2 + г2)йз = $ (а2со5Ч + а2$т21 + Ы2)^а2 + Ь2<11 
о 

лв 

б у л а д и . Аник, интегрални х и с о б л а й м и з : 

2л 

^ (а2со52( + а2^п21 + Ы2)^а2 + Ь2Ш = 
о 

2л 1~2 2 

= л/7+Ь2 \2 + Ь2(2)с1(=^а±-Ь-(6ла2 + 8л"Ь2). 
о 

Д е м а к , 

Мисол ва м а с а л а л а р 

Куйидаги биринчи тур эгри чизикли и н т е г р а л л а р н и 
хисобланг : 

1. [(х-\-у)й8, бунда АВ чизик текисликнинг 

АВ 

(0,2) ва (2,0) н у к т а л а р и н и б и р л а ш т и р у в ч и тугри 
чизик кесмаси. 

2. I — - . — с 1 з , бунда АВ текисликнинг (0,0) ва 
3 л / г 2 4- » 2 -I- 4 / ^ + / + 4 

ив 
(1,2) н у к т а л а р и н и б и р л а ш т и р у в ч и тугри чизик кесма­
си. 

3. ^ ^ и з , бунда АВ ушбу у = х-\-2 тугри чи-

АВ 

зикнинг (2,4) ва (1,3) н у к т а л а р и орасидаги кисми. 

4. \ бунда АВ куй и да ги у2 = 2х п а р а б о л а н и н г 

АВ 

(0,0) ва ( 1 , д / 2 ) н у к т а л а р и о р а с и д а г и ёйи. 
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5. ^хуйз, бунда АВ ушбу | х | + | ^ | = а т е н г л а м а 

АВ 

билан берилган чизик. 

6. \2ёз, бунда АВ эгри чизик ушбу х24-у2 = а2 

АВ 

айлананинг юкори ярим текисликдаги кисми. 

7. ^ д /х 2 + у 2 а"з, бунда А В эгри чизик ушбу 

АВ 

| х = а( С05Г + / -51П/ ) , 
. . 4 4 ^ ( 0 < / < 2л) 

у = а(&т1 — / соз / ) 

АВ 

билан берилган чизик 

10 

система билан берилган эгри чизик. 

8. ^ (х-\-у)с18, бунда АВ ушбу 

АВ 

р 2 = С 2 С052ф 

тенглама билан берилган чизик. 

9. \ бунда АВ куйидаги <у = асп— т е н г л а м а 
1 у а 

В 

прилган чизик. 
4 4 

^ (х3 +у3) а"з, бунда АВ ушбу 

АВ 

астроидадан иборат . 

П . ^ -\-у2йз, бунда АВ ушбу х2-\-у2 = ах айла -

АВ 

надан иборат. 
г • ^ 

12. \ бунда АВ куйидаги (х2 А-у2)2 = а2(х2 — 

АВ ; • 

— у2) лемниската ёйидан иборат . 
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13. Айтайлик , фазовий АВ эгри чизик ушбу 

х = х( / ) 
у = уЦ) ( а < ' < Р ) 
г = г{'0 

система билан берилган булиб, х(/) , у(1) ва г{1) 
ф у н к ц и я л а р [а, В] да узлуксиз х'(1), у'(1) ва г'{() 
х о с и л а л а р г а эга булсин. Агар [(х, у, г) функция шу 

АВ д а а н и к л а н г а н ва узлуксиз булса , унда 

5 Дх, у, г)й5=\ЫИ у( Цг{() X 
ЛВ 

булишини исботланг . 
14. Ушбу 

Г а" а 

АВ 

интегрални хисобланг , бунда АВ эгри чизик куйидаги 

Х = аС051, у = а51П1, 2 = Ы 
винт чизигидан иборат . 

15. Ушбу 

^ (Х+2)0-.<> 

интегрални хисобланг , бунда АВ куйидаги 

х = /, У = - ^ , г = (3 ( 0 < / < 1) 

чизикдан иборат . 
Куйидаги чизикларнинг ёй узунликларини топинг: 
16. х - = с о 8 4 ' , * / = з т 4 / ( 0 < / < 2я ) . 
17. а # 2 = х 3 , 0 < х < 5а. 

18. у = ±{е° + е~') ( 0 < х < х 0 ) 

19. р = аз1П 3 у . 

20. у=\~\п созх ( 0 < х < ~ ) . 

21. Чизикли зичлиги р(х, у)= \х\н ушбу 
х 2 = 4*/ ( 0 < < / < 1) 

п а р а б о л а н и н г массасини хисобланг . 

22. Ч и з и к л и зичлиги р(х, у)=\у\н ушбу 

х = асоз / , у = Ь$Ш (0^.(^1 2 я ) 

эллипснинг массасини топинг. 
23. Ч и з и к л и зичлиги р(х, у) = ху булган ушбу 

а 2 ^ Ь2 

эллипснинг биринчи к в а д р а т и д а ж о й л а ш г а н кисминйнг 
массасини топинг. 

24. Чизикли зичлиги р(х, (/) = — булган ушбу 
у 

X —X 

У=^(е7+е~) 

з а н ж и р чизигининг массасини топинг. 
Куйидаги эгри чизикларнинг огирлик м а р к а з и ко-

о р д и н а т а л а р и н и топинг: 

25. х = а(г — 8 ! п 0 , */ = а ( 1 — созг) ( 0 < / < я ) . 
26. л/х + л/у = л/а ( 0 < х < а ) . 
27. у2 = ах3 — х 4 

х —х 

28. у = ±{е~-+ё~Г) ( — а < х < а ) . 

29. Ушбу 
х = л/5 соз 3 / , 

у= \/5з1П3/ 
( 0 < / < ^ ) 

система билан берилган АВ чизикнинг 'ОХ ва ОУ 
у к л а р г а нисбатан статик моментларини топинг. 
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5 Р(х,у)с1х+д(х,у)с1у 
АВ 

каби ёзилади: 

^ Р(х,у)с1х + д(х,у)ау= ^ Р(х,у)с1х + 0(х,у)<1у 

АВ А^ 

Энди АВ тугриланувчи ёпик эгри чизик, яъни А ва 
В н у к т а л а р устма-уст тушсин. Уни К билан белгилайлик . 
Бу ёпик эгри чизикда шундай йуналишни мусбат деб 
к а б у л к и л а м и з к и , кузатувчи ёпик чизик б у й л а б 
х а р а к а т к и л г а н д а , ёпик чизик билан ч е г а р а л а н г а н 
сока унга нисбатан х а р доим чап томонда ётсин 
(15- чизма) . 

15- чизма. 

Р(х, у) ва <?(>;, у) ф у н к ц и я л а р н и н г ёпик эгри чизик 
К буйича иккинчи тур эгри чизикли интегралларининг 
умумий куриниши куйидагича 

^ Р(х,у)с1х + 0.(х,у)с1у+ \ + д(х,у)с1у 

АаС 

а н и к л а н а д и ва 

СЬА 

^ Р(х, у)йх+<3{х, у)йу ёки | Р ( х , уЦх+^(х, у)йу 

каби б е л г и л а н а д и . 
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2. И н т е г р а л н и н г м а в ж у д л и г и . Ф а р а з кила й-

лик, А В эгри чизик. ушбу 

х = ф(г), 
</ = ф( / ) ( а < « В ) (15) 

система б и л а н ( п а р а м е т р и к куринишда) берилган 
булсин. Бунда ц>{1) функция [а, В] да узлуксиз ф'(г) хосй­
л а г а эга , Щ1) эса шу о р а л и к д а узлуксиз булиб, (ф(а)), 
ф ( а ) ) = Л , (ф(6), Ф(6)) = В булсин. 

3- т е о р е м а. Агар / ( х , у) функция АВ да берилган 
ва узлуксиз булса , у холда бу функциянинг иккинчи тур 
эгри чизикли интеграли мавжуд ва 

^ / (х , у)йх= $/(ф(/) , ф (0 )ф ' ( / )Л 
^ а 

АВ 

булади . 

Энди АВ эгри чизик (15) система билан берилган 
булиб, бунда ф( / ) функция [а, В] да узлуксиз "ф'(г) 
хосйлага эга , ф(г) эса шу о р а л и к д а узлуксиз х а м д а 
(ф(а),ф(ос)) = Л, (ф(В) ,ф(6)) = В булсин. 

4- т е о р е м а. Агар / (* , у) функция АВ да берилган 
ва узлуксиз булса , у холда бу функциянинг иккинчи тур 
эгри чизикли интеграли 

5 Дх, у)с1у 
АВ 

мавжуд ва 

5 Д х , г / ) ^ = 5 / ( ф ( г ) , а | ; ( / ) ) . ф ' ( 0 ^ 
^ а 

АВ 

б у л а д и . 

АВ эгри чизик (15) система билан берилган булиб, 

ф(/), ф( / ) ф у н к ц и я л а р [а, 6] да узлуксиз ф'(0> Ф(0 
хосилаларга эга х а м д а (ф(а), г р ( а ) ) = Л , (Ф(В), Ф(В)) = 
= В булсин. 
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5 - т е о р е м а . Агар Р(х, у) ва 0.(х, у) ф у н к ц и я л а р 

АВ д а берилган ва узлуксиз б у л с а , у х о л д а бу функция­
ларнинг иккинчи тур эгри чизикли и н т е г р а л л а р и м а в ж у д 
ва 

I* 

^ Р(х,у)йх+0{х,у)йу= $1Р(чЧ0,Ф('))ф ,(0 + 

АВ. 

булади . 
3. И н т е г р а л н и н г х о с с а л а р и . Иккинчи тур 

эгри чизикли и н т е г р а л л а р к а т о р хоссаларга эга . 
К,уйида интегралнинг асосий хоссаларини к е л т и р а м и з . 

1°. Иккинчи тур эгри чизикли и н т е г р а л л а р интеграл­
л а ш эгри чизигининг йуналишига боглик булади : 

^ / (х , у)Лх = - ^ Их, у)йх; $ / (х , у)йу= - $ / (х , у)йу. 

ВА АВ ВА ВА 

2°. А г а р АВ эгри чизик ОХ укига (ОУ у к и г а ) 
перпендикуляр булган тугри чизик кесмасидан иборат 
булса , у холда 

^ Цх,у)йу = 0 ( ^ }(х,у)<1у = Ъ). 

АВ АВ 

3°. Агар / (х, у) функция АВ да интегралланувчи 

булиб, АВ = АС + СВ булса , 

^ 1(х,у)а,х= ^ }{х,у)йх+ ^ !(х,у)ёх 

АВ АС СВ 

булади . 

4° . Агар /(х, у) функция АВ да интегралланувчи 
булса , у холда 

^ Щ{х,у)йх = к ^ Цх,у)йх 

••"['••, АВ АВ 

булади , бунда / г—сопз! 
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5°. Агар / (х , у) ва §(х, у) ф у н к ц и я л а р АВ да интег­
р а л л а н у в ч и булса , у холда 

5 [Цх,у)±8(х, у)]с1х= ^ 1(х,у)ёх± $ ё(х,у)йх 

булади . ^ 
4. И н т е г р а л л а р н и х и с о б л а ш . Ю к о р и д а 

келтирилган т е о р е м а л а р д а н куринадики , АВ чизик 
(15) система билан б е р и л г а н д а иккинчи тур эгри 
чизикли и н т е г р а л л а р РнмаМ и н т е г р а л л а р и г а келтири-
либ , куйидаги ф о р м у л а л а р ё р д а м и д а хисобланади : 

\, у)с1х= ]Пч>(*), - ф ( / ) ) - ф ' ( / Ж (16) 
^ а 

АВ 

\, у)йх= $/(Ф(/), 

АВ 

\,х + 0{х,у)а'у= $[Я(Ф(0. ф(0)ф'(0 + 
а 

АВ 

+ ОХФ), ф ( 0 Ж ( 0 ] ^ - (17) 

Хусусан, АВ эгри чизик 

У = у(х) ( « < х < 6 ) 
т е н г л а м а билан а н и к л а н г а н булиб, у(х) функция [а, Ь] да 
узлуксиз , у'{х) хосйлага эга булса , у холда 

ь 
\1(х,у)(1х=\1{х,у{х))ах (17') 
^ а 

АВ 

булади . 

А г а р АВ эгри чизик 

Х=4У) (С<У<Л) 
тенглама билан а н и к л а н г а н булиб, х(у) функция [с, Л] да 
узлуксиз х'(у) хосйлага эга булса , у холда 
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5 }(х,у)(1у = ^[(х(у),у)ёу, 
^ с 

АВ 

^ Р(х, у)(1х + С}{х, у)йу = 
ч/ 

АВ 

а 

= \,\Р(х(у),у)х'(у) + 0(х(у),у)\ау ( 1 7 " ) 
с 

булади . 
13- м и с о л . Ушбу 

^ {2ху-у2)йх 

АВ 

ЧУ 

интегрални хисобланг , бунда АВ— м а р к а з и координа­
та бошида, радиуси г булган а й л а н а н и н г юкори ярим 
текисликдаги кисми; йуналиши 16- чизмада курса­
тилган . 

у 

В О А X 

16- чизма. 

Р а в ш а н к и , а й л а н а н и н г п а р а м е т р и к те н гла ма с и 

Х= ГС051, 
у=г&Ш 

булади . Бунда I п а р а м е т р о дан л гача у з г а р г а н д а (х, 
ЧУ 

у) нукта А д а н В га к а р а б АВ— ярим а й л а н а н и чиза-
ди. Унда (16) ф о р м у л а г а кура 
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^ (2ху — у2)йх = — ^(2^г5^п^• со&( — г2$']п21)г&)п1(Н 
^ о 

АВ 

булади . Энди аник интегрални хисоблаймиз : 
л л 

5 (2Г 251П/- С05/ — Г25т21)г5'ш( сИ = 2г3 ^ 5^п2^а'($'т^) — 
О О 

- г 3 $ з ш 3 Ш = [ 2 г 3 • ^ - г\ соз / + - ^ - ) ] " = - | г 3 . 
О 

Д е м а к , 

5 {2ху-у2)йх = \ г \ 

АВ 
14- м и с о л . Ушбу 

^ (ху — у2)йх-\-хйу 

АВ 
ЧУ 

интегрални хисобланг , бунда АВ эгри чизик у = 2х2 

п а р а б о л а н и н г (0,0) ва (1,2) н у к т а л а р и орасидаги 
кисми, йуналиши эса (0,0) н у к т а д а н (1,2) нуктага 
к а р а б олинган . 

Р а в ш а н к и , Р(х, у) = ху — у2, (^(х, у) = х ф у н к ц и я л а р 
ЧУ 

к а р а л а ё т г а н АВ д а узлуксиз . Ю к о р и д а г и (17') форму­
л а г а кура 

^ {ху-у2)йхА-хйу= \2 — {2х2)2Л-х-{2х2)'\йх 
о 

АВ 

б у л а д и . Кейинги интеграл эса 
I , 

\(2хъ-\х*А-\х2)(1х - 3± 
о 

га тенг. Д е м а к , 

^ (ху — у2)с1х + х6у = ~ . 

ив 
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15- м и с о л. Ушбу 
^ у2йхА-х2йу 

интегрални хисобланг, бунда АВ эгри чизик 

„2 
а 

^ - + -—-=1 эллипснинг юкори ярим текисликдаги кис-

мидан иборат. 
Бу эллипснинг параметрик тенгламасини ёзамиз: 

х = асо&1, 
у = Ь&\п1 

А=(а, 0) нуктага параметрнинг / = 0 киймати В = 
= ( — а,0) нуктага эса ( = л киймати мое келиб, I пара­
метр 0 дан я гача узгарганда (х, у) нукта А дан В га ка­
раб эллипснинг юкори ярим текисликдаги кисмини чи-
зади. 

Р(х, У) = У\ У) = *2 . 

функциялар эса АВ да узлуксиз. Берилган интегрални 
(17) формуладан фойдаланиб хисоблаймиз: 

^ уЧх + х2(1у= \[Ь25т21-(-а5\Ы) + а2со521-Ьсб5(]с1( = 
о 

АВ 
л 
Г 4 

= аЬ \3( — Ь5\п3()са = — ^аЪ2. 
о 

16- м и с о л. Ушбу 
\Ъх2уйхА-\х2А-\)йу 

АВ 

интегрални хисобланг, бунда Х в эгри чизик (0,0) нук­
тадан чикиб (0,0), (1,0), (1,1) нукталарни бирлаш­
тирувчи синик чизик. 

Интегралнинг хоссасига кура 

^ Ъх2уйхА-(х2^-\)йу = ^ Зх2уёх + (х2+1)йу + 

АС 

+ ^ Ъх2уйхА-(х2А~\)йу 

АВ 

св •• 

булади. АС бунда (0,0) ва ' (1 ,0 ) нукталарни, СВ эса 

(1,0) ва (1,1) нукталарни бирлаштирувчи тугри чи­
зик кесмаларидан иборат. " 

АС да у = 0 ва АС кесма ОУ укига перпендикуляр 
булганлиги сабабли 

5 Ъх2уйх + (х2А-\)ау = 0 

булади. 

СВ кесмада х=\а у эса ОХ укига перпенди­
куляр булганлиги сабабли 

1 

^ Ъх2уйх + {х2А-\)йу= \2йу = 2 
о 

СВ 

булади. Демак, 

^ Зх2уйхА-{х2-\-\)йу = 2. 

17- м и с о л. Ушбу 

§2хус1х — х2а,у 

интегрални хисобланг. к бунта О = (00) А—(2 1) 
нукталарни бирлаштирувчи тугри чизик кес'маси хам 
да У2=^х парабола ёйидан ташкил топган ёпик эгри 
чизик (17- чизма). 

17- чизма. 
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Интеграл хоссасига кура: 

§2хуа'х + х2а'у = ^ 2хуЛхАгх2йуАг ^ 2ху(1х + х2йу. 
к 

ОА АО 

ОА кесмада х = 2у булиб, (17) формулага кура 
1 

5 1хуйхЛгХ*йу= 5 [ 2 . 2 / . 2 - 4 у 2 ] ^ = | 
о 

ОА 

булади. 

АО ёйида эса х = 2у2 булиб, яна (17) формулага кура 

' 12 

^ 2хуйх + х2йу = \2-у4у-4уА]с1у= — г . 
АО 

А6-
15' 

булади. Демак, 

ф 2хуйх — х2йу = ~ ^- = 
к 

18- м и с о л. Ушбу 

к 
интегрални хисобланг, бунда к— учлари Л = (1,0), б = 
= (0,1), С = ( —1,0), О = (0, —1) нукталарда булган 
квадратнинг контуридан иборат (18-чизма) . 
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Интегралнинг хоссасидан фойдаланиб, топамиз: 

+ Ь г Т ы ^ + ^ Н 1 х Т Ш { а х + * » ) + 

ВС Си 

ОА 

Энди бу тенгликнинг унг томонидаги интегралларни 
алохида-алохида хисоблаймиз. 
А В да Х + г /= 1, 0 < ! х < : 1 булиб, йх-\-йу = 0 булади. 

1Лунинг учун юкоридаги тенгликнинг унг томонидаги 
биринчи интеграл 0 га тенг: 

$ ,,, |.,„ ША-с1у).-(): 

АВ 

ВС да у — х=\, — 1 < х < 0 булиб, йу = йх хамда 

\х\ — —х, \у\1 булади. В дан С нуктагача ВС 
буйича келишда х узгарувчи 0 дан —1 гача узгаради. 
Шуни эътиборга олиб, топамиз: 

— I 

\ах + аУ)= \|Т-2^х=-2. 
^ \х\ \у\ —х+х+1 

о 
ВС 

СО да х + у= — 1, — 1 < х < 0 булиб, йхА-йу = 
= 0 эканлигини эътиборга олсак, 

5 и Т Т Т , Т < ^ + ^ = 0 

со 

булади. 
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йА да у — х= — \, 0 < х < Г булиб, йу = йх х а м д а 
\х\=х, \у\ \—х булади . Д нуктадан А нуктага ОА 
буйича келишда х 0 дан 1 гача у з г а р а д и . Шунинг учун 

( --—--—(йх + йу)^ \ - - п 2йх = 2 3 \х\ \у\ ) х+1-х 
о 

ПА 

булади . Д е м а к , 

Ф и , - Ш ^ + ^ = ° 

4. И н т е г р а л н и н г б а ъ з и б и р т а т б и к л а р и . 
Иккинчи тур эгри чизикли и н т е г р а л л а р д а н текис 
ш а к л л а р н и н г юзини хисоблашда , куч т а ъ с и р и д а булган 
майдонда б а ж а р и л г а н ишни топишда ф о й д а л а н и л а д и . 

1°. Т е к и с ш а к л н и н г ю з и . Текисликда бирор 
юзага эга булган шакл берилган булсин. Унинг чегараси 
тугриланувчи ёпик д(0) чизикдан иборат. Бу шаклнинг 
юзи О иккинчи тур эгри чизикли и н т е г р а л л а р ё р д а м и д а 
куйидаги ф о р м у л а л а р билан топилади: 

Б = ф хйу, О = — ф уйх , 
д(О) дф) 

0 — ~§хйу — уйх. (18) 
(О) 

2°. Б а ж а р и л г а н и ш н и т о п и ш . Текисликда 

тугриланувчи бирор А В эгри чизик берилган булсин. Бу 
эгри чизикдаги модднй нуктани ушбу 

Р(х,у)=Р(х,у)7+(Э(х,у)1 

узгарувчи куч таъсирида А нуктани В нуктага 
у т к а з и ш д а б а ж а р г а н иши 

Ш= \ + 0(х,у)йу (19) 

АВ 

булади . 
19-м и с о л . Ушбу 

х = а с о з / , ( 0 < / < 2 я ) (20) 
*/ = Й8|П/ 

эллипс билан ч е г а р а л а н г а н шаклнинг юзини топинг. 
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Бу шаклнинг юзи (18) ф о р м у л а г а кура 

°=1 ф хйу-уйх 
в(В) 

булади , бунда д(Б) — эгри чизик (20) эллипсдан 
иборат. 

Энди эгри чизикли интегрални (17) ф о р м у л а д а н 
ф о й д а л а н и б хисоблаймиз : 

1 2 л 

0=~2 ф хйу — уйх = ~ ^ (асо8/-Лсоз/-т-
3(0) О 

2л 

-\-ЬъШ-аъШ)й1 = А\-аЬ ^ ( соз 2 / + 5 т 2 / ) а 7 = яа&. 
о 

20- м и с о л . Ушбу 

х3 + у3 = 3аху ( с > 0 ) ' 
чизик ( Д е к а р т япроги) билан ч е г а р а л а н г а н шаклнинг 
юзини топинг ( 1 9 - ч и з м а ) . 

19- чизма. 

Аввало берилган чизикнинг п а р а м е т р и к куриниши-
даги тенгламасини ё замиз . Бунинг учун 

у = (х 

белгилаш киритамиз , бунда / — п а р а м е т р . Унда 

..з I ..з о_ ..з I / З . , з_ 0 _ 2± . За/ х3 + у3 = Заху х3 + 1 V = ЗахН =>. х --

булади. Н а т и ж а д а чизикнинг ушбу 
1-И 
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Ш ЗаГ 
Х = ~гт—> У* ( 0 < Г < + о о ) I2 

14-*" НИ 
п а р а м е т р и к куринишдагй т е н г л а м а л а р и г а к е л а м и з . 
И з л а н а ё т г а н шаклнинг юзи (18) ф о р м у л а г а кура 

1 
У ° = \ хйу — уйх 

д[0) 

булади . Бунда д(О) 

За( ЗаГ ( 0 < / < + о о ) 

чизикдан иборат . 
(17) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б , эгри чизикли 

интегрални хисоблаймиз : 

°° 2 

9{1» О 

1 + 

З а Г , / За^ \1 Г 

А-т+тГ-г ) 
1(21 — / 4 ) — / 2(1 - 2 / 3 ) 

(1 + Г ) 3 

а7 = 

9 а 2 Г I2 3 2 

2 3 ( 1 + / 3 ) 2 2 

21- м и с о л . эгри чизиги ушбу у = х3 п а р а б о л а д а н 
иборат . Унинг (0,0) х а м д а (1,1) н у к т а л а р орасидаги 
кисмини к а р а й м и з . Ш у о р а л и к д а 

~Р(х, у) = 4х67+ху] 

куч т а ъ с и р и д а б а ж а р и л г а н ишни топинг. 
Р а в ш а н к и , 

Р(х, г/) = 4*6, 0.(х, у) = ху. 

И з л а н а ё т г а н ишни (19) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б , топа­
миз: 

= $ Р(х,у)ёх+д(х,у)(1у= $ М х + хуАу--

АВ АВ 

^(4л* + х - х 3 - 3 * 2 ) ^ = 1 . 
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2- э с л а т м а. АВ фазовий эгри чизик булиб , бу 
чизикда Их, у, г) функция берилган булсин. Ю к о р и д а -
гидек, 1(х, у, г) функциянинг иккинчи т у р э г р и чизикли 
и н т е г р а л л а р и т а ъ р и ф л а н а д и ва у л а р 

^ /(*, у, г)йх, $ /(*, у, г)йу, $ У, г)йг 

АВ АВ АВ 

каби б е л г и л а н а д и . Умумий холда АВ эгри чизикда 
Р(х, у, г), (Э(х, у, г), Я(х, у, г) ф у н к ц и я л а р б е р и л г а н булиб, 

$ Р(х, у, г), $ 0 ( х , у, г)йу, $ Щх, у, г)йг 

АВ АВ 4 АВ 

и н т е г р а л л а р м а в ж у д булсин. Ушбу 

$ Р(х,у, г)ЛхА- \,2)с1у+ \х,у,г)с1г 

АВ АВ Ав 

йигиндининг иккинчи тур эгри чизикли интегралнинг 
умумий куриниши д е й и л а д и ва 

$ Р(х, у, г)йх + С;(х, у, г)с1у + Я{х, у, г)Аг 

АВ 

каби ё зилади : 

Ц Р(х,у,г)йх+ $ 0{х,у,г)йу+ ^ Я{х,у,г)йг = 
АВ АВ АВ 

= ^ Р{х,у,г)ах + д(х,у,г)с1у + Я(х,у,г)(1г. 

• АВ 

Мисол ва масалалар 

Куйидаги иккинчи тур эгри чизикли и н т е г р а л л а р н и 
хисобланг : 

31 . $ хуйх, бунда А В эгри чизик У = §тх синусоида 

АВ 

чизигининг (0,0) х а м д а ( я , 0) н у к т а л а р о р а с и д а г и 
кисми. 
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32 . ^ хйу, бунда АВ эгри чизик. ~ + ^ - = 1 тугри 

ч и з и к н и н г ( а , 0) ва (0, 6) н у к т а л а р и о р а с и д а г и кисми. 
ЧУ 

33. ^ (ху—\)йхА-х2уйу, бунда Л В эгри чизик 4х + 

АВ 

-(-г/ 2 = 4 п а р а б о л а н и н г биринчи к в а д р а н т д а г и кисми. 

34. Л (х2 + у2)с1х + хус1у, бунда А В эгри чизик, у = ех 

АВ 

т е н г л а м а билан берилган чизикнинг (0,1) хамда (1,е) 
н у к т а л а р и орасидаги кисми. 

ЧУ 

35. ф ( * 2 — у2)(1х-\-(х2А-у2)йу, бунда АВ эгри чизик 

АВ 

х2 2 

= \н иборат . 
а2 6 

36. ^2хйх — (х + 2у)с1у, бунда Л В эгри чизик учла-

АВ 

ри ( — 1,0), (0,2), (2,0) н у к т а л а р д а булган учбурчак 
контуридан иборат . 

37. (Ь (х+у)^-(х-У)ау^ б у в д а Л д , э г р и ч и з и к ' > + 

•3 хГ + и2 

АВ 
.2 „ 2 -4-г/2 =г= а а й л а н а д а н иборат . 

38. <^>усо&ха'х-т-$тха'у, бунда Л В эгри чизик учл а-

АВ 

ри ( — 1,0), (0,2), (2,0) н у к т а л а р д а булган учбурчак 
контуридан иборат . 

ЧУ 

39. ^ 4х5,т2уа'х-г-усо&22ха'у, бунда Л В эгри чизик 

АВ 

текисликнинг (0,0), (3,6) н у к т а л а р и д а н утувчи тугри 
чизикнинг шу н у к т а л а р о р а с и д а г и кисми. 

40. ^ ^ Р - — , бунда Л В эгри чизик ушбу 
7 х*+у2 
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* = а с о з / , 

у = а&Ы ( 0 < / < 2 я ) 

а й л а н а д а н иборат . 
41 . ^ хуйх + у2с!х, бунда АВ ушбу 

АВ 

х = 12, у = 1 (1 2) 
эгри чизик. 

42. ^ уйх — хйу, бунда А В куйидаги 

АВ 
« 

* = асоз 3 г , ;у = а з 1 г г У ( 0 < г < у ) -

астроида кисмидан иборат . 

43. ^ (2а — у)йх-\-хйу, бунда Л В ушбу 

АВ 

х = а(1 — 8 1 П / ) , . у = а ( 1 — созг) ( 0 < / < 2 л ) 
циклоидадан иборат . 

л . Г хйх+уйу 
1 / о Т' б У н Д а эгри чизик куйидаги 
^ \ [ + х 2 + у2 

АВ 

а 2 ^ 6 2 

эллипснинг биринчи к в а д р а н т д а г и кисми. 
чу 

45. Л В фазовий эгри чизик ушбу 

* = * ( / ) , 
0 = 0(0 , ( а < / < 6 ) 
2 = 2 ( / ) г 

система билан берилган булиб, х((), у({), г(1) ф у н к ц и я л а р 
[ос, 6] да узлуксиз х'{1), у'(1), г'(() х о с и л а л а р и г а эга 
булсин 

(х(а), у(а), 2 (а ) ) = Л, (х(В), #(В), 2(6)) = В . 

А г а р Р(х, у, г), <?(*, у, г), Щх, у, г) ф у н к ц и я л а р 

АВ да узлуксиз булса , * • •"• : > и 

2 1 " 5 2 7 " 32, 



$ Р(х, у, г)йх + 0{х,у,г)с1у + К(х, у, г)йг = 
ЧУ 
лв 

= ^(*(0> 0 ( 0 . г ( 0 М 0 + < Э ( * ( 0 . 0 ( 0 . *(О)0'(О+ 
а 

+ «(х(О , 0 (О,2(О)-2 , (О]^ 
булишини исботланг . 

46. Ушбу 

^ у2ах+(х2 + г)ау + (х + у + г1)аг 
ЧУ 

АВ 

интегрални хисобланг , бунда АВ эгри чизик, ф а з о д а г и 
(1,0,2) х а м д а (3,1,4) н у к т а л а р д а н утувчи тугри 
чизикнинг шу н у к т а л а р орасидаги кисми. 

47. Ушбу 
<| (у*4-г*)(1х — угЛуА-хйг 

АВ 

ЧУ 

интегрални хисобланг , бунда АВ куйидаги 

х = 1, 

«у = 2со5<, ( 0 < г < у ) 

2 = 251П/ 

винт чизигидан иборат . 
48. Ушбу 

^ х2АхА-(хА-г)с1уА-ху(1г 

АВ 

ЧУ 

интегрални хисобланг , бунда АВ куйидаги 

у = 5т% ( 0 < / < | ) 
2 = 51П 3/ 

система б и л а ^ берилган эгри чизик. 
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49. Ушбу 
уЛх—хЛу 

^ (х*_+ху + у2? 
АВ 

Ф 

Пт(Ь-

интеграл учун, бунда АВ эгри чизик х2-\-у2 = г2 а й л а н а ­
дан иборат , 

уЛ:с — Ыу___^ 

^ (Х^ + ху + у2)2 

АВ 

булишини исботланг . 
Куйидаги эгри ч и з и к л а р билан ч е г а р а л а н г а н текис 

шаклнинг юзини топинг: 
50. х2А-у2 = 25 а й л а н а билан ч е г а р а л а н г а н ш а к л 

(дойра) . 
51. х = асоз /, у = а&'т I астроида билан ч е г а р а л а н г а н 

ш а к л . 
52. д: = а(2со5Г —соз2 / ) , *у = а(2з1п/ —51п20 кардиоида 

билан ч е г а р а л а н г а н ш а к л . 
53. (х2-\-у2)2 = а2(х2 — у2\а билан чегара­

л а н г а н ш а к л . 
55. (х + у)2 = ах(а>0) п а р а б о л а х а м д а ОХ уки би­

л а н ч е г а р а л а н г а н ш а к л . 

3 - § . ГРИН ФОРМУЛАСИ 

Ю к о р и д а н х а м д а пастдан [а, Ь] д а узлуксиз булган 
у = <р\(х), у = <$о(х) функция г р а ф и к л а р и , ён томон-
л а р д а н эса х = а, х = Ь в ертикал чизиклар билан че­
г а р а л а н г а н ( / ) ) с о х а н и — э г р и чизикли трапецияни 
к а р а й л и к . Унинг чегарасини (контурини) дО билан 
белгилайлик . М а ъ л у м к и , бу холда б = / ) Ш О ( 2 0 - ч и з ­
ма) . 

6- т е о р е м а. Р(х, у) функция Б сохада берилган ва 
узлуксиз булсин. Агар бу функция Б сохада узлуксиз 
дР{х, у) , „ 

— — — хусусий хосйлага эга булса , у холда 

\ Р ( х , у ) а х = - \ \ ^ ^ у (21) 

б у л а д и . 
Энди юкоридан у = й, п а с т д а н у = с горизонтал чи­

з и к л а р билан , ён то м о нл ар ид ан [с, й\а узлуксиз булган 
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* = Ч г 1 ( г / ) , х = хР^у) функция г р а ф и к л а р и билан чегара­
л а н г а н О сохани — эгри чизикли трапецияни к а р а й ­
миз. Унинг контурини дС билан б е л г и л а й м и з ( 2 1 - ч и з ­
ма) . 

21- чизма. 

7- т е о р е м а. <)(х, у) функция 6 сохада берилган ва 
узлуксиз булсин. Агар бу функция С сохада узлуксиз 
дО(х, и) « - о 

хусусий хосйлага эга булса , у холда дх 

б у л а д и . 
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\ 0 ( х , у ) а у = \ \ ^ - а у (22) 
да а 

Эидог т е к и с л и к д а г и Р соха юкоридЯги и$к*гч?олда 
к а р а л г а н соханинг х а Р бирининг хусусиятига эга 
булсин. Р(х, у) х а м д а у) ф у н к ц и я л а р Р д а б е р и л г а н 
ва узлуксиз . А г а р бу ф у н к ц и я л а р Р да у злуксиз 
дР(х,у) дО\х,у) 

^ ' дх Х У С У С И И х о с и л а л а р г а э г а булса , у хол­

д а 

$ Р(х, у)а-х+д(х, у ) а у = \ \ { ^ ^ ~ ^ ^ у х а у (23) 
дР Р 

б у л а д и . 
О д а т д а (21), (22) ва (23) ф о р м у л а л а р Грин-

ф о р м у л а л а р и д ейил ад и , Купинча Грин ф о р м у л а с и н и н г 
(23) к ^ р и н и ш и д а н фойДаланилади . 

Айтайлик , текисликда ч е г а р а л а н г а н ёпик бир 
б о г л а м л ц Р с о х а д а Р(х, у) ва 0(лг, У ) ф о р м у л а л а р 
б е р и л г а н ва у з л у к с и з булсин . Б у ф у н к ц и я л а р Р сохада 

дР{х, у) д<3(х,у) 
у з л у к с и з , — д у ~ 8 3 — д х хусусий х о с и л а л а р г а э га . 

У холда к у йид аг и т а с д и к л а р - у р и н л и : 
1°. А г а р Р с о х а д а 

дР(х, у). дО(х, у) 
ду дх 

булса , у холда Р сохага тегишли б у л г ан х а р к а н д а й 
К ё п и к чизик буйича олинган интеграл 

>Р\х,у)йх + 0{*.№У.=Ъ 
к 

б у л а д и . • 
2° . А г а р Р сохага тегишли б у л г ан х а р к а н д а й 

К ё п и к чизик буйича олинган интеграл учун 

§Р(х,У)с1х + <}(х,У)с1У = 0 
к 

булса , у холда 

\Р{х,у)ах+0(х,у)ау (АВаР) • 

АВ 

интеграл А ва В н у к т а л а р н и б и р л а ш т и р у в ч и эгри 
чизикка б о г л и к б у л м а й д и ( и н т е г р а л л а ш кулига , 
б о г л л к .булмайдн) . 

325 



3° . Агар ушбу 

^ Р(х, у)йх + 0.(х, у)йу (АВсР) 

АВ 

интеграл А ва В н у к т а л а р н и б и р л а ш т и р у в ч и эгри 
чизикка боглик б у л м а с а ( и н т е г р а л л а ш й^лига боглик 
б у л м а с а ) , у холда 

Р(х,у)йх + 0.(х,у)йу 
ифода Р сохада берилган бирор функциянинг т у л и к 
д и ф ф е р е н ц и а л и булади . 

4°. А г а р 
Р(х, у)йх + 0.(х, уЦу 

ифода Р сох.ада берилган бирор функциянинг тулик 
д и ф ф е р е н ц и а л и булса , у холда 

дР(х,у) _ <?<?(*, у ) 
ду дх 

б у л а д и . 
Д е м а к , юкорида келтирилган т а с д и к л а р орасида 

1 ° = > 2 0 = ^ 3 ° = ^ 4 0 = М ° 

м у н о с а б а т л а р уринли экан . 
2 2 - м и с о л . Грин ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б , ушбу 

с^х2йу — х2у йх 

АВ 

интегрални хисобланг , бунда АВ эгри чизик х2 + у2 = 
= г2 а й л а н а д а н иборат . 

Р а в ш а н к и , 

Р(х,у)=-х2у, 0.(х,у)=:ху2, 
дР(х, у) _ 2 <?(?(*,») _ , 

" х ' а* У ду ' дх 

дО(х,у) дР(х,уУ_у2 , „ 2 

дх ду -^ГгУ-

Грин ф о р м у л а с и (23)га кура 
ф ху2йу — х2у йх = ^(*2 + у2)йхйу 

• Р 

АВ 

булади , бунда Р ушбу х2 + г / 2 < г 2 д о и р а д а н иборат . 
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Ш у н д а й килиб , берилган эгри чизикли интегрални 
хисоблаш содда икки к а р р а л и интегрални хисобдашга 
келади . 

Икки к а р р а л и интегралда 

X = рСОЗф, «у = р81Пф 

а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . Унда V 
2л г 4 

^Агу^йхйу^ \й^р3йР = ^ 

булади . Д е м а к , 

ф ху2йу — х?-у йх = "1 
АН . . . -

2 3 - м и с о л . Грин ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б , ушбу 

ф л Д 2 + у 2 йх А- у[ху + 1й(х+ л / ? + 7 2 ) Ш 
АВ 

интегрални хисобланг , бунда АВ эгри чизик учлари 
(3,2), (6,2), (6,4), (3,4) н у к т а л а р д а булган тугри 
туртбурчакнинг контуридан иборат (22- чизма) . Бу 
холда 

У 

4 

2-
(.5,2) 

О $ . X 

22- чизма. 
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~Р(х, у)= У * 2 * ? , 0(х, у)^у\ху + Щх+ ^?+у2)) 

...... : 

а * ~ " в Г ~ Р - . - Л , Ц Л / ^ Л * л / 4 

^ ^ « ^ _ ^ ^ ^ ^ ^ = У ^ & ± ^ ^ ^ ^ - • | I ! = » 2 

булади. Грин формуласи (23) дан фойдаланиб топамиз: 

ф л[хт+? ах+у\ху +Щх+ л / ? + ? Ш у = Г С у 2 ^ . 

чу - * 
АВ .. 

бунда Д В — юкорида чизма да тасвирланган тугри 

туртбурчак конт^ждан иборат. 
Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича 

хисобланади: 
6 4 6 

К иЧхАи = С йх \ ~ [(1х*= 56. 

Демак, 

К уЧха-у- [аф2ау=Щёх^1 
(Т) ' ' " 3 ' '2 - • 3 Г 

ф У ? + 7 4*+</*></ -Ь Щ* + ) № = 5 6 . 

24- м и с о л . Ушбу 

эгри чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглик 
эмаслигини курсатинг, сунг уни,хисобланг. Бу интеграл­
да " " " ' г 

Р(х, у)=х + У, 0{х:у)=х-у 

булади. ^ ^ ш а н ^ и , } б̂ у \злук<кз х а м д а 

хусусий хосилаларга эга. Иккинчи томондан, . 
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,дР(х,у) _ дО(х,у) 

булади. Демак, берилган интеграл инт« I р.тллаш йулига;, 
боглик булмайди; Шу имкониятдан фойдаланиб, интег­
раллаш й'^лини шундай таилаймизки, берилган эгри 
чизикли интегрални хисоблаш осон булсин. Интеграл­
лаш ! э г р и ч и з и Н | сифатДда/ ,2$- ч и з * щ % курсатилган 
синлк чйзикни оламиз. 

Интеграл хоссасига кура 

— — 1 

Ц-Г-!;',-.!!4|ОГ«.(Г!- Т Н 7 !1!!?>| •„ ; , . ; . 

< ЗЯ-ниэма. 

5-(* + ? у ) < < * - И - * - ^ « = '5 (х+у)а'х+(х^у)а'у + 
(0,1) ' (0,1) 

"" + [(х+у)Нх + (х^-у)11у ' V V 
(2.1) • 

булади. Равшанки, ' 

, < 0 ; ! ) • . . <0.1) 

(2.3) 

' ' ( х ^ у ^ х ^ х Щ ^ ^ ш ш у щ = .*!-.и*с 

Л Ь . ' : * * ) 1 •ь^^М; | ,^^Г| , , .. 
/X 
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Д е м а к , 
(2,3) 

\{х+уЩА-(х-у)(1у=* + Ъ = 4. 
(0,1) . ' . . • 

25- м и с о л . Ушбу 

<^(3х2+у)с1х + (х-2у2)йу==0 

тенгликнинг 1 у р и н л и бу'лишини исботланг, бунда = К -#фи 
чизик, учлари (0,0), (1,0), (0,1) н у к т а л а р д а булган 
учбурчак контуридан иборат . 

Б е р и л г а н интегралда 

Р(х, у) = 3х2 + у, <?(х, у) = х2-2у2 

булади . 
Бу ф у н к ц и я л а р текисликда узлуксиз х а м д а 

дР(х,у) _ ' дО^у}^. 
ду дх 

узлуксиз хусусий х о с и л а л а р г а эга булиб, 

дР(х.у) = д0(х.у) 
ду дх 

булади . Унда юкоридаги 1°-тасдикка биноан Р(х,у)е1х + 
4-0.(х, у)йу нинг ёпик контур буйича (берилган учбурчак 
контури буйича) интеграли нолга тенг булади: 

ф ( З * 2 + у)йх + (х - 2у2)(1у = 0. 
к 

26- м и с о л , Ушбу 

- (зх2у-{Ух + (х"-ху2у1у 

ифода нинг бирор Р(х, у) функциянинг тулик диффе­
ренциали булишини курсатинг , сунг шу функцияни 
топинг. 

,-•• Бу ифодада 

Р(х,у) = Зх2у-(, <Э(х, у) = х*-ху2 

б у л а д и . Уларнинг хусусий х о с и л а л а р и 
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• ^ - з х » - ^ , = з ^ - ^ ; 

дан иборат . Д е м а к , Р(х% у) ва 0.(х, у) ф у н к ц и я л а р 
узлуксиз х о с и л а л а р г а эга ва 

дР(х, у) = дО(х,у) 
ду ду " 

Унда к а р а л а ё т г а н ифода 3 ° - т а с д и к к а биноан бирор 
Р{х, у) функциянинг тулик д и ф ф е р е н ц и а л и булади : 

Щх, у^Му-^УхМх3-х&а-у. 

Энди Р(х, у) функцияни топамиз . Уни 

Р(х,у)= $ Р(х,у)йх + 0(х,у)ау ( 2 4 ) 

деб о л а м и з . Бунда (х0, уо) т екисликда т а й и н л а н г а н 
нукта , (х, у) эса узгарувчи нукта . И н т е г р а л эса шу 
н у к т а л а р н и бирлаштирувчи бирор эгри чизик буйича 
олинган. 

Модомики, (24) интеграл и н т е г р а л л а ш йулига 
боглик э м а с экан , унда (х0, уа) нукта с и ф а т и д а (0,0) ва 
и н т е г р а л л а ш эгри чизиги с и ф а т и д а 24-чизмада тасвир­
л а н г а н синик чйзикни оламиз . 

(Х,У) 

(х.о) 

24- чизма. 
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Демак, 
(2.3) 

(0.1) 

25- м и с о л . Ушбу 

Фу, 

тенгликнинг уринлибу'-ли&инЛ Аил!^сАн 
чизик учлари (0,0), (1,0), . * * « ! Р е З * ^ 
учбурчак контуридан иборат а^ц к?ан 

Берилган интегралда / * " } ~ ( ^ ^ а » 

булади. 
Бу функциялар текисли 

узлуксиз хусуси# хосил ал 

булади. Унда юкоридаги 
4- <?(*, г/)<2/у нинг ёпик кг #/^, 
контури буйича) интегр У%та Рз4л **** 

(24) 

ЧХЛ 9 ПП'ШИ, • п •'/«/7'» 

2 6 - - м и с о л , Ушб> 

ифода нинг бирор /у 
ренциали б^лишин/ 
топинг. • / 
- Бу ифод1р-а ' 

б у л а д и . Уларнин 

ззо . 

/рчакнинг 

1.0), (0,1), 

63. 

(—1,9), ф?**«л*> вуийалардл-будган.»»адрАТ,^контури­
дан иборат. 

Куйидаги эгри чизикли интегралларни интеграллаш 
"• г я. боглик эмаслигини аникланг, сунг уларни 

Анг. 
/ (2,3) 

^ хйу уйх. 
(-12) 

Г 2* . , (Г-Ж . 

(0.1) * * 
(1.3) 

64. $ (4ху—\5х2у)а,х+(2х2-5х3 + 7)ау. 
(0.2) 
(1.1) 

65. $ (4х3-3у2 + 5у)а'х+(5х-6ху-4у)а,у. 
(0,0) 
(1.2) 

66. $ . У - * * » . 
(2.1) 

•• < а д у 2 ч / г 

Куйидаги ифодаларнинг бирор Р(х, у) функциянинг 
т^лик дифференциали булиши ёки бу\лмаслигини аник­
ланг. Агар у тулик дифференциал булса, Р(х, у) функци­
яни топинг: 

68. (х2 + 2ху — у2)а'х+(х2 — 2ху-у2)а'у. '"" 4 г 

69. (е2» -Ъу3е')а,х + (2хе29 -\Ъу2ех)йу. 
70. ^ 2 х 2 у - т - ^ х + ( 4 х 3 - ^ / у . 

71 . ( З х У - у3 + 4х)Лх+{2% - Ъху* + 5 ) ^ . ' :-д ; 

72. х , х?+ ^х2+у2ь , „ ах ,у * йу 

_„ 2 4 1 - е * ) , . е* , 

(1+х2)2 - 1 + х 2 ;•>.••••••. : 

(х2 + 2ху + 5у2)<1х+(х2 - 2ху + у2)Лу 

(Х + у)3 • < 
74 

75 
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XIX боб 

СИРТ И Н Т Е Г Р А Л И 

Ф а з о д а ушбу 

г = г(х, у) (1) 
т е н г л а м а билан . а н и к л а н г а н ( 5 ) сирт б е р и л г а н булсин. 
Б у н д а Цх, у) функция ( О ) с о х а д а ( ( О ) с г / ? 2 ) берилган 
ф у н к ц и я булиб , у щу с о х а д а узлуксиз /. Ддг, у), Щх, 
у) х о с и л а л а р г а эга . 

М а ъ л у м к и , бундай сирт ю з а г а эга булиб , у куйидаги 

8=§ф+гКх,у) + гЪх,уУах4у 
(О) 

ф о р м у л а о р к а л и х и с о б л а н а д и . , 

1-§. БИРИНЧИ ТУР СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ 

1. И н т е г р а л т а ъ р и ф и . Ю к о р и д а айтилган 
( 5 ) сирт берилган булсин. Бу сиртнинг булиниши, 
булиниш б ^ л а к л а р и ва д и а м е т р и т у ш у н ч а л а р и а в в а л 
к а р а л г а н [а, Ь] сегментнинг булиниши, { / ) ) соханинг 
булиниши каби к и р и т и л а д и ва у х ш а ш х о с с а л а р г а эга 
б у л а д и . 

Айтайлик , 1(х, у, г) функция ( 5 ) сиртда ( ( 5 ) с ~ 
с ~ Р 3 ) б е ри лган булсин. Бу сиртнинг Р булинишини ва бу 
булинишнинг х а р бир (5*) б у л а г и д а (к = 1,2,..., я ) ихтиё­
рий (1*, г\к; $*) нуктани олайлик . Б е р и л г а н функциянинг 
(Ь, Цк, Хк) н у к т а д а г и к и й м а т и / ( ! * , г)А, Ы ни (5*) сирт­
нинг 5* юзига купайтириб , куйидаги йигиндини т у з а м и з : 

о= 2 ШьЦкЛкУЗк (2) 

О д а т д а (2) интеграл йигинди д е й и л а д и . 
( 5 ) сиртнинг ш у н д а й 

Р , Р 2 , . . , / V . . (3) 
б у л и н и ш л а р и н и к а р а й м и з к и , у л а р н и н г мое д и а м е т р л а -
р и д а н т а ш к и л топган 

кетма -кетлик нолга интилсин: Мткрт={). Б у н д а й Рт 
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(т = 1 2!,..,) б у л иниш л ар г а Н и с б а т а н / ( * , у, г) функция­
н и н г ^ ) куринишдаги и и г и Н д и л а ' ^ у з ? ' а к ; Д Н К Ц И Я 

0,'°^:> ат , ( 4 ) 
кетма-кетлик хосил б у л а д и л - ™ / с \ 
к а н д а й (3) б у л и н и ш л а р и Л ± С И р Т " И Н Г Х З р 

хам, унга мое (4) к е т м а - к е * * И Г Г г Ч в л т г а Н А а 

т а н л а б олинишига б о г л и ^ б Л ^ г ? н ^ " У * т а л а Р н и 

вакт битта 7 сонга и н т и л с * * Т ' * Э М М а 

л и м и т и дейилади. - * б у 1 с о н 9 йигиндинннг . 
1- т а ъ р и ф. Агар\кр-^ г» Я а и - „ , , 

биринчи тур сиртинтеграли^^ 

\у(х>У, г)йз 

каби белгиланади: 

Л ч к ' ^ 1 и ^ \ 1 Г ^ в ж у д л и г и . Ф а р а з к и л а й -лик, к фазода ( о ; сирт ^.^.'/у а \„л„„. 

Т < 6 А '"> 
узлуксиз ва да у з л у к с ц 3 гп ч , хусусий 
х о с и л а л а р г а эга булсин. А ь ь уУ ' у ; Л У С У С И И 

1- т е о р е м а. Агар / ( д , 2 > ф ( 3 ) 

берилган ва узлуксиз б у л с * , ^ б ^ ф у н К ц и я Г 
( 5 ) сирт б у й и ч а биринчи т у р * и р т н н т е г * * * 

\\КХ>У,г)с18 
(5) 

м а в ж у д ва 

1НИНГ 

(5) (О) 

X ^г"(х' У>^г'йх, у) йхйу 
б у л а д и / - ' ' • - , 

Энди ^ Ф » з 0 5 « < 5 ) ^ Р Т . Х = = ^ , г) т енглама билан 
берилган булиб х(у, г) ф у н К ц и я ч е г а р а л а н г а н ( 0 ) соха­
да узлуксиз ва {и) д а у з л у * Р н . , „// , . „ч А ' у 

х б с и а а л а р г а эга булсин. и з х ^ ' г)' х^> 2 > Х У С У С И Й 



2 - т е о р е м а. Агар / ( л , у,, г), функция г < 5 ) с я р т д а 
берилган ва узлуксиз б у л с а , у холда бу функция нинг 
( 5 ) сирт буйича биринчи тур сирт интеграли 

(5) 

\\К*,'»- \У'(*<У' *У>У-Ъ^^йЩ-****) 
(5) < " "•» . . . 

мавжуд ва 

б у л а д и . 
3. И н т е г р а л н и н г х о с с а л а р и . Биринчи тур сирт 

интеграллари икки каррали интеграл хоссалари каби , 
хоссаларга эга. Биз уларнинг айримларини келтирамиз. 

I е . Агар 1(х, у, г) функция ( 5 ) с и р т буйича интегралла­
нувчи булиб, (5)=(51)1)(5 2 ) булса, у холда 

К / (* , /у , 2 )45 = \ ^ ^ 
(И $> /41) 

булади. / ; '• 
2°. Агар 1(х, у?функция \) сирт буйича 

интегралланувчи булса, у Холда « • / ( * , у, г) хам 
(с — сопв1) шу сирт буйича/интегралланувчи булади ва 

• / ( * , /у, г)й8 = с - у , г^а 
(5) <5) 

тенглик уринли булади (с — схш§1$.. ч \ 
3°. Агар /О, у, г) ва §(х, у, г) функцияларнинг хар 

бири ( 5 ) сирт буйича интегралланувчи чб$лса; у холда 
/(*, у, г)±ё(х, у, г) хам шу'сирт буйича инЛгралланув-

ч и ' ^^УШтнг -?,̂ > ч м ж н - нч В . П . - Т я о ' *и>ницнО- - т я Й Л Й Ш Я Л 

Ц[/(х, у, г)±8(х,.у, г ) ) Й 5 = | / ( х , ^ Щ Й | Ш » ^ 

булади. 
4. И н т е г р а л н и • ки:,елШ:М'-аШР''ЮН&р-Ш^яЯШАШ-:Г: 

рил га И 'Шар*яаяар>фу нкцнянйнглбиринчи .ййрт *и«Ье-
гралларннинг мавжудлигИни №Щй№Ъ№4пШйубирН.йь> 
торда уларни икки каррали интеграллар орк?ли ифода-
лаийшини хам к^рса^ад1Г?БйноЬарин^ сирт интеграллари 
икки каррали интегралга келтириб хисобланади. Унда 
куйидаги формулалардёЙ $$>:Щ*?-. 

\\Кх, у, г)йа = \)И4У, *). У, г) У1 + х%у, г) + х'Цу, г) Луйг, 
(.">) (О) « Ч > _ , - ' '•'1;.' 

(5) (О) 

, 1- м и с о л . Ушбу 

ЭД(6* + 4у+ 32)^5 

(5) 

сирт 'интё ' гралини хйсЬблЙйг;' бунда" " -(5)лсл*рт* к у й и д а г и ' ' ' ' 

1ъ : • 1'..* Ч> 

кдьох » %пэк#?>Л мил 4'НВк.".в«<-»?>-ят &ннйу«> Т1]г«Ч VI) к о ;••«'< 
и <НКУ.ЙК«-И**ННкучйф^ЩЙРуш-. мед (5. ЛА д ) ^ ^ ! * .V. Л А 

текиеликнинг биринчи октантдаги- кисми (25- чиз'м'а^ 0 ч ^ 
Равшанки,тХ5) сирт ..Т] . , , ч. . п 

' й . ; " ; г = | < б ^ х - 2 ^ . I * • 

тенглама билан, ^нивда,нган. . . , . . ц 
, ( Д ) .«охада- эса • АДВ учбурча^аад... (Иборатдир, Бу . 

сохада, г функция .узлукси? хамда. , , „ , - г 1 Ь | / <; 

узлуксиз хусусий. хоедлала-вга, эта, ( < г , , л ( 
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(5 ) сирт берилган 

1(х, у, г) = 6х + 4у + 3г 
функция эса шу сиртда узлуксиз . Унда (5) ф о р м у л а г 
кура " . : .'•',."• 

ЭД(6х + 4у + Зг)(1з = | ( 6 л : + 4/у + З- ^(6 — 

-х-2у))- д / 1 + < - ' ) 2 +•< - з )2с1хйу 

булади . • 
Энди икки к а р р а л и интегрални хисоблаймиз : 

^16^ + 4^ + ( 6 - х - 2 ^ ] д / 1 + 1 + 1с1хс1у = 
(") 

= . . ^ С С ( 2 х + 2у + 6 ) ^ = ^ 4 \ а у \ + 
(О) . 0 0 

3 

о 

= 2 дД4 - 5 у 2 + 2 1 т / ) |* = 54 д / И : 

Д е м а к , 

^ ( 6 * + 4у + Зг)с1з = 54 л / Й . 
(5) Л 

2 - м и с о л . Ушбу 

\\(х + у + г)с15 
(5) ; 

интегрални хисобланг," б у н д а (5 ) сирт дс2 + / у 2 + г 2 = 
= г 2 сферанинг 2 = 0 текисликнинг юкорисида жой-
л а ш г а н кисми. 

К а р а л а ё т г а н ( 5 ) сирт 

2 = л]г2 — х'г — у2 

т е н г л а м а билан и ф о д а л а н а д и . Бунда 2 = 1(х, у) функция 
( 0 ) = {(х, у)$Я2:х*+у2<г2} да узлуксиз х а м д а узлуксиз 

х У 

У , 2 - * 2 - / 
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хусусий х о с и л а л а р г а эга . Бу ( О ) соха 2 = л^г2-~х2 — у2 

сиртнинг хау текисликдаги проекциясидир . 

(5) 'сиртда [(х, у, гу^х + у + г функция узлуксиз . 
Унда (5) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б топамиз : 

\\(х + у + г)с18=\\(х + у Л- ф 2 - х2 - у2) X 
(5) (О) 

• X V 1 +г''(х, у)+г'2(х, у~)йхйу: 

А г а р 

Л/\+г'2х(х,у) + г'%х,у)^ 

У^2-*2-*2 

булишини эътиборга олсак , у холда 

(5) \г —х —у / 

булади . 
Энди икки к а р р а л и интегрални хисоблаймиз . Бу 

интегралда ушбу 

Х = рС05ф, г/ = р31Пф 

а л м а ш т и р и ш л а р и н и б а ж а р а м и з . Н а т и ж а д а 

2г Г п ~1 2 л г 

.= 5(со5ф + 5 т ф ) ^ ф ( - ^ Е = - + 2 л . - ^ = л г 2 

о о V' ' —Р 
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булади'.- Демак, ' 

(5) 

3- м и с о л . Ушбу 

^х{у + г)(18 
(5) 

/ 2 2 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт х=уЬ —у Щ, 
л й н д р и к сиртцинг 2 = 0, 2 = с ( с > 0 ) т е к и с л и к л а р ораси 
даги кисми. 

( 5 ) сир г х=^Ь2 — у2 генглама билан бе ри лга н . Бу : 

х = д /й 5 — г/ функция [ — Ь, Ь) да узлуксиз • були® 8 

(— Ь, Ъ) да узлуксиз . 

У*2-У 
, 4 = 0 

х у с у с и й к о с и л а л а р г а эга . ( 5 ) сиртнинг Оу1 т е к и с л и к д а г 
проекцияси ' " 

(0)={(у,г)еР2:х=^Ь2^у2, 2 = 0 , 2 = с} = 

= {( / / , г ) 6 / ? 2 : - 6 < < / < ^ 0 < 2 < с } 

/(*, у, г)^х(уА-*\>$щтю~ Щ- сиртда узлуксиз,: 
(5) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б топамиз : • 

[\х(у + г)Лз = 5> 2 --</ 2 (у + г)-л11 + й / - 2 ^ = 
(5) ( 0 ) V У 

.и; ;Н-тьШу + г№уа'2.: 
(О) 

'Бу тенгликнинг унг томонидаги икки к а р р а л и 
интегрални хисоблаймиз : 

Ь^Ау + г)а'уа,г = ь\(\{у + г)а'2)а'у = 

Ь 2 I г ~ с * 2 

= Ь \+ 2 ) = & ^ <^+1> = 

1 2 = 0 - 6 

о I 6 . &С* I Ь , 2 „ « 
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Д е м а к , 

§х(у + г)а'з = Ь2с2. 
(5) 

4- м и с о л . Ушбу 

ЭД(Зх2 + 5г/2 + 32 2 - 2 ) ^ 
(5) 

г 

26- чизма. 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт у= '\/х2-т-у2 ко­
нус сиртнинг у = 0, у = Ь (Ь>0) т е к и с л и к л а р орасида ­
ги кисми (26- чизма) . 

( 5 ) сирт у=л^х2-\-г2 т е н г л а м а билан берилганини 
эътиборга олиб, интегрални х и с о б л а ш д а 

ЭД/(*, у, г)йз = К / ( х , у(г, х), г) д / 1 + / 2 + < / 1 Лгйх 
(Я) (О) 

ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н а м и з . Бу холда ( / ) ) соха ( 5 ) сирт­
нинг хОг текисликдаги проекцияси булиб, у (Р) = {(х,г)д 
б Р ^ л ^ + г ^ б 2 } д о и р а д а н иборат булади . у=-\[х2-т-21 

функциянинг хусусий х о с и л а л а р и эса 

У х = У 7 + 7 ' У г = у й ? 

л а р г а тенг. Н а т и ж а д а 
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= л/2^[3(х2 + г2)-2]агс1х 
(О) 

б у л а д и . 
Кейинги тенгликнинг унг томонидаги икки к а р р а л и 

интегралда узгарувчини куйидагича 

Х = рС05ф, 2 = р51Пф ( 0 < ф < 2л , 0 < р ^ 6 ) 

а л м а ш т и р и б хисоблаймиз : 
2л Ь 

л/2 \\[8(х2 + г2)-2]^гс1х= л/2 $ ( $ ( 8 р 3 - 2 р ) ф ) й г ф = 
(О) о о 

2л 

= л/2 5 ( 2 р 4 - р 2 ) | ^ Ф = л У 2 - 2 я . & 2 ( 2 & 2 - 1 ) . 
о 

Д е м а к , 

^ ( З х 2 + Ъу2 + Зг2 - 2)<1 з = 2 л/2 лЬ2(2*>2 - 1 ) . 
(5) 

5- м и с о л . Ушбу 

§^х2+у2аз 
(5) 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт куйидаги 
\ 

г 2 4 - „ 2 7 2 

±±У ^ = о ( 0 < 2 < Ь ) 
аГ Ьг 

конуснинг ён сиртидан иборат . 
( 5 ) сирт 

тенглама билан аникланган булиб, унинг Оху текислик 
даги проекцияси (0)={{х,у)€Р< Л + у^^а2} булади. 
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г=-^-л]х2 + у2 функция узлуксиз х а м д а узлуксиз хусусий 

хосилалар 
Ь х у' _ ЬУ 

а 'Л!х2 + У2' " ал[х^+у2 

га эга . Бу сиртда берилган / (х, */) = д/л^ + г/2 функция 
узлуксиз . Ш у л а р н и эътиборга олиб, (5) ф о р м у л а д а н 
фойдаланиб , топамиз : 

55Л/Х2 + У2аз = ^ ^х2 + у2 . л / 1 + 2 1 + 2 ' 2 . Ш у = 
(5) (О) 

= \\^х2 + у2.±Л1а2 + Ь2а-ха-у. 
(О) 

Энди икки к а р р а л и интеграл . 

[\л]х2 + у2а'ха'у 
(О) 

ни хисоблаймиз . Бу интегрални х и с о б л а ш д а ушбу 

Х = рС05ф, г/ = р31Пф. 

а л м а ш т и р и ш л а р н и б а ж а р а м и з . Н а т и ж а д а 
2л а 

2л 
• 55 V * 2 + у 2 а х а у = \ ( \2^Ф=-

(О) • -

булади . Д е м а к , 

3 
(О) о о 

1 ^ 2 + ^ = 1 д / ? + ^ 

•5) 

6- м и с о л . Ушбу 

хуг\йз 8 ' 
интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт куйидаги 2 = х 2 + 
+ г/2 а й л а н м а параболоиднинг 2 = 0, 2 = 1 т е к и с л и к л а р 
орасидаги кисми. 

Р а в ш а н к и , бу ( 5 ) сиртнинг Оху текислигидаги 
проекцияси 

( 0 Ы ( * , у)еК2:х2 + у2^} 
д о и р а д а н иборат булади . 
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(5) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б топамиз : 

ЦI хугIйа = ^ I х у ( х 2 + у2)I дД + * ' 2 + г'\ = 

(5) (О) 

=5$(*2+#2) I *у I л / Г + 4 ( 7 + у ' 2 ) . 
(О) 

И к к и к а р р а л и интегрални х и с о б л а ш д а юкоридагидек 

л: = рсозф, г/ = р&1Пф ( 0 < р < 1 ,0< <р < 2л ) 

а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . Н а т и ж а д а 

55<*2 + у2)IхуI л / 1 + 4 ( Г ! + г / 2 ) ^ = 
(О) 

л / 2 1 

4 5 (5 (Р С О 5 Ф-Р51 г 1 Ф-Р 2 Л/ 1 +Р 2 )Р^Р^ ( Р = 

о 

1 

2 5 Р 5 ' Л / 1 + 4 Р 2 - Ф ^ 

о о 

1 
125 л/5 — 1 

420 
6 

булади . Д е м а к , 

гг. 125 л/5 — 1 
))\хуг\а!}= ^ • 
(5) 

7- м и с о л . Ушбу 

^(ху + уг + гх)(1з 
(5) 

м „ т с 1 рални хисобланг , бунда (5 ) сирт куйидаги 
г= д /х 2 + г/2 конус сиртнинг х? + у2 = 2ах цилиндрик сирт 

билан кесишган кисми. 
(5 ) сиртнинг Оху текислигидаги проекцияси 

ф ) = { ( * . у)еЯ2:(х-а)2 + у2^а2} 

д о и р а д а н иборат булади . 
(5) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б , топамиз : 

\\(ху + уг + гх)(1$ = §{ху + у^х2-т-у2 + 
(5) (В) 

+х ) V 1 + + г ' 1 ЛХ(1У-
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эканини эътиборга олсак , унда кжоридаги икки к а р р а л и 
интеграл ушбу 

д/2 §(ху + у д / * 2 + г/2 + х л]х2 + у2 )йхйу 
(О) 

куринишга келади . Бу интегралда 

Х = ГС05ф, у = Г5ГПф 

а л м а ш т и р и ш б а ж а р и б хисоблаймиз : 

л/2§(ху + Ул/х2 + у2 +х^х2 + у2ахёу = 
(Л) 

2л 2асо5<р 

= 2д/2 5( 5 (г2со&(р-51П(р + г25т(р-\-г2со$(р)га'г)а'({1== 
о о 

л / 2 

= 8 д/2 и4 5 (С05ф51Пф -4- 51Пф + С05ф)С054фй(ф = 
о ( 

= 8 • д/2" • а 4 5 (1 - (УсИ = ^-а*. 
о 

Д е м а к , 

§(ху + У? + гх)й8 = ^ ^ - а \ 
(5) 

5. И н т е г р а л н и н г б а ъ з и б и р т а т б и к л а р и . 
Биринчи тур сирт и н т е г р а л л а р и д а н сиртнинг юзини, 
массасини х и с о б л а ш д а , огирлик м а р к а з и н и н г координа-
т а л а р и н и , шунингдек инерция моментларини топишда 
ф о й д а л а н и л а д и . 

1°. ( 5 ) сиртнинг юзи 

5=55̂  
(5) 

формула билан топилади . 
2° . Агар (5 ) сирт буйича зичлиги р(х, у, г) булган 

масса т а р к а т и л г а н булса , унда (5 ) сиртнинг массаси 

т = 55Р(*' У' г)^8 (6) 
булади . 
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3°. ( 5 ) с и р т н и н г огирлик м а р к а з и н и н г к о о р д и н а т а л а р и 

х0 = ±§хр{х,у,г)йз, У о = Ц\уР(х,у,г)а-з, 
( 5 ) (5) 

гь = ^го(х,у,г)й8 

булади . 
4°. ( 5 ) сиртнинг . Ох, Оу, Ог координата у к л а р и г а 

нисбатан инерция моментлари мое р а в и ш д а ушбу 

К = \\(г2 + У2)-Р(х, У, /, = \\(х2 + у2)• р(х, у, г)йз, 

--§(г2-\-х2)-р(х, у, г)й8 
(5) 

ф о р м у л а л а р билан топилади . 
( 5 ) сиртнинг Оху, Охг, Оуг координата т е к и с л и к л а р и -

га нисбатан инерция моментлари мое р а в и ш д а куйида-
гича булади : 

1хУ = §г2р{х, у, г)йз, 1Хг = §У29(х, у, г)йз, 
(5) (5) 

1уг = ^х2р(х,у,г)а8. 
(5) 

, 2 8 - м и с о л . Ушбу г—2ху т е н г л а м а билан берилган 
конуснинг биринчи октантдаги хамда х = 2, х = 4 те­
к и с л и к л а р орасида булган кисминйнг юзини топинг. 

И з л а н а ё т г а н сиртнинг юзи 

• В 
(5) 

Лз 

формула билан топилади . Бу сирт интеграли (5) форму­
л а г а кура 

5 = ^ 5 = ^ л/Г+г'1 + г'] йхйу 
(5) (О) 

булади , бунда ( О ) соха (5 ) сиртнинг Оху текислигидаги 
проекцияси: 

(Б) = {(х, г / ) е # 2 : 0 < х < 2 , 0 < # < 4). 
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Энди : _ 

булишини эътиборга олиб, 

булишини топамиз . Кейинги икки к а р р а л и интеграл 
куйидагича хисобланади: 

- М [ 1 ( у : + У > | " л 

= ^ 1 ( 2 ^ + 4 л У ? ) Г й = 
О , - у = 0 

= 2 ^ 5 ( ^ + 1 л х ) ^ = 1 6 -
о 

Д е м а к , 5 = 16. 
9- м и с о л . Х а р бир нуктасидаги зичлиги шу нукта-

л а р д а н координата бошигача булган масофа к в а д р а т и г а 
пропорционал булган ушбу 

х= •уг2—у2 — г2 

ярим сферанйнг массасини топинг. 
Ш а р т г а кура 

р(х, у, г) = к-(х2 + у2 + г2) 
булиб, бунда к пропорционаллик коэффициентидир . 

М а с с а н и топиш формуласи (6) га кура 

т = ^к{х2-т-у2 + г2)йз 

булади . Бу ерда (5 ) сирт х=^г2 — у2 — г2 ярим сфера -
дан иборат булиб, унинг Оуг т екисликдаги проекцияси 

(0) = {(х,уКЯ2:у2 + 2 2 < г 2 } 
д о и р а д а н иборат . 

347 



(5) формуладан фойдаланиб, топамиз: 

т = §к(х> + у2 + г2)с1<; = к§(гг ^ у 2 - г2 + «/2 + ? 2) X 

X л/Г+х^ + х^а-уа-г. ' 

(5) 

Р а в ш а н к и , 

\+х?± х 2 = 1 + ( У г 2 - / - г 2 ) ' 2 + 

+ ( л / г 2 - < / 2 - г 2 ) ' 2 = = - ' 2 

г 2 - / - г 2 ' 

Н а т и ж а д а 

/тг = * 4 
(О) 

йуйг 

тенгликка к е л а м и з . Б у икки к а р р а л и интегрални" 
х и с о б л а ш учун 

#=СС31Пф, 2 = а С 0 5 ф 

а л м а ш т и р и ш н и б а ж а р а м и з . Б у н д а О ^ ф ^ 2 я , О ^ а ^ г 
б у л а д и : д ; 

2л г | 

= 7 $ ( 5 ( г 2 - а 2 ) " т 4 й ( г 2 - а 2 ) ) й ф = 
о о 

1 ( г 2 ~ а 2 ) 2 

2 _1_ 
2 

Д е м а к , 

т = тг' 

2 я = 2лг . 

= 2 я г 4 й 

10- м и с о л . Ушбу л:2 + у'1 А- г2 = г2 т е н г л а м а билан 
б е р и л г а н бир ж и н с л и с ф е р а н и н г биринчи октантда 
ж о й л а ш г а н булагининг Ог у к к а нисбатан инерция 
моментини топинг. 
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Сфера бир ЖИНСЛИ булганлиги с а б а б л и т а р к а т и л г а н 
массанинг зичлиги Узгармас булади . Уни 1 га тенг килиб 
олиш мумкин: р(х, «/, г ) = 1 . 

И з л а н а ё т г а н инерция моменти 

. (5) 

формула билан топилади , бунда (5) сирт 

2 = ^ г 2 - х 2 - у 2 ( х > 0 , у^О, г > 0 ) 

т е н г л а м а билан а н и к л а н а д и . Юкоридаги сирт интегра­
ли (8) ф о р м у л а г а кура 

1М\(х* + У2)а-зЦ\(х2 + у2)- ^\+г* + 2*йхау 

булади , бунда ( / ) ) соха (5) сиртнинг ОКУ текислигидаги 
проекцияси: 

\0)={(х, уК^-Л + у 2 ^ , Ж > 0 , у>0), 
Р а в ш а н к и , 

г' = . I . 2 ' = -У 

У г 2 - * 2 - / .' У г 2 - * 2 - , , 2 ' 

Унда -

1 ^ + у2). ' Шу 
(О) \  — х  — У  

булади . Энди икки к а р р а л и интегрални х = а с о з ф , у = 
= а§1Пф а л м а ш т и р и ш ё р д а м и д а хисоблаймиз : 

Д е м а к , ч 
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Мисол ва масалалар 

1. Ушбу 
§(х + у + г)а-8 
(5) 

интегрални хисобланг , бунда ( 5 ) сирт 

{ ( х , # , 2 ) е # 3 : 0 < х < 1, 0 < # < 1, 0<2< 1} 

кубнинг т а ш к и кисмидан иборат . 
2. Ушбу ^ 5 интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт 

(5) 

х + у + г = а текисликнинг биринчи октантда ж о й л а ш г а н 
кисми. 

3. Ушбу ^\хйз интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт 
(5) 

куйидаги г= д/1 —-х 2 — у2 ярим с ф е р а д а н иборат . 
4. Ушбу 

\ х 2 + у2 + гг2)а-з 1 
,2 интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт г = д /х 2 + у 

т е н г л а м а билан берилган сиртнинг 2 = 0, 2 = 1 те­
к и с л и к л а р орасидаги кисми. 

5. Ушбу 

\\(у + г+ ^а^7)йз ' 
(5) 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт куйидаги 
х2 + у2 = а2 цилиндрнинг 2 = 0, 2 = 1 т е к и с л и к л а р 
орасидаги кисми. 

6. Ушбу 
\\(г2 + х2 + уя)с1з 
(5) 

V I 2 2 

Г —X —2 
ярим с ф е р а д а н иборат . 

7. Ушбу 

§(5х2'+3у2 + 3г2 +4)<1з 
(5) 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт : куйидаги 
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х = д / г / ^ + г 2 т енглама бйлан берилган сиртнинг х = 0, х = 
>асидаги 

\(х2 + 2у2г2 + у*-г-г*)с1з 

= 2 т е к и с л и к л а р орасидаги кисми. 
8. Ушбу 

(5) 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт х-\-у-\-г = 2 те­
кисликнинг (/2-)-22=1 цилиндрдан а ж р а т г а н кисми. 

9. Ушбу 

й 
(5) 

у(х-\-г)йз 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт у= д / с 2 — г2 

тенглама билан берилган сиртнинг х = а т е к и с л и к л а р 
орасидаги кисми. 

10. Ушбу 

(5) 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт г = ху ( х > 0 , ( / > 
Г5=0) т е н г л а м а б и л а н б е р и л г а н с и р т н и н г 
(х 2 + г/ 2) 2 = 2а 2хг/ цилиндрдан а ж р а т г а н кисми. 

11. Ушбу 

1К 
(5) 

1 + 9 х 2 + 9 2 2 с1з 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт куйидаги у = 3хг 
тенглама билан берилган сиртнинг ( х 2 + у2)2 = 8хг ци­
линдрдан а ж р а т г а н кисми. 

12. Ушбу 
1 гс1з 

(5) (1+х + у + г? 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт х + у-\-г=\ 
( х ^ 0 , г / ^ 0 , 2 ^ 0 ) текисликдан иборат . 

13. Ушбу 
2х + 2у + г = 8а 

текисликнинг х2 + у2 = г2 цилиндр ичида ж о й л а ш г а н 
кисминйнг юзини топинг. 

14. Ушбу 
х2 + у2 = г2 

цилиндрнинг (/-[-2 = 0 ва 2 = 0 т е к и с л и к л а р орасидаги 
юзини топинг. 
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15. Ушбу 
х 2 + у 2 + г2 = 3а2 

сферанинг х2 + у2 = 2аг п а р а б о л о и д ичида ж о й л а ш г 
кисминйнг юзини топинг. 

16. З и ч л и г и р(х,г/,2) = х 2 + </2 + 22 булган ушбу 
г ^ ^ - х ' - у 1 

ярим сферанинг массасини топинг. 
17. Зичлиги р(х,г/,2) = х 2 + г/2 + 2—- 2 булган ушбу 

2г = 9 - х 2 - у 2 

сиртнинг 2 = 0 текислик билан кесишган кисмини 
массасини топинг. 

18. Зичлиги р(х,г / ,2)=х 2 + г/2 + 22 + 1 булган ушбу 

У+Л/7+72 

сиртнинг у = 0 ва у=\р орасидаги кисми* 
нинг массасини топинг. 

Зичлиги у з г а р м а с булган куйидаги с и р т л а р н и н 
огирлик м а р к а з и н и топинг: 
, 9 . х 2 + у 2 + а 2 = = г 2 ( х > 0 > у > 0 ^ г > 0 ) . 

20. г = л р ^ х 2 - у 2 ( х > 0 , < / > 0 , х + у<г). 

21. а2г2 = Ь\х2 + у2), 0 < 2 < 6 . 
Зичлиги у з г а р м а с булган куйидаги сиртларнинг О 

укига нисбатан инерция моментларини топинг: 
22. х2 + у2 = а2г2 (0<2< 1). 
23. х2 + у 2 = 2аг ( 0 < 2 < а ) . 

2-§ . ИККИНЧИ ТУР СИРТ ИНТЕГРАЛЛАРИ 

Фазода ( 5 ) сирт г = г(х,у) т е н г л а м а билан а н и к ­
л а н г а н . Бунда г(х,у) функция (О) сохада .((/.))< 
<=/?2) берилган , узлуксиз х а м д а узлуксиз хусусий 
х о с и л а л а р г'х(х,у), г'у(х,у) га эга . ( / ) ) соханинг ч е г а р а с н 
эса б у л а к л и - с и л л и к чизикдан иборат булсин, 

( 5 ) сиртда унинг чегараси билан кёсишмайдиган 
к ёпик чйзикни олайлик . (х 0 , уо, 20) нукта сиртнинг 
к ёпик чизик билан ч е г а р а л а н г а н кисмига тегишли ва 
К \ ёпик чизик к нинг хОу т екисликдаги проекцияси 

III. 
ф т н и н г (х 0 , уого) нуктасидаги уринма текисликка 
стада п е р п е н д и к у л я р у т к а з а й л и к . Бу перпендику-

нинг мусбат йуналиши деб шундай йуналишни оламизки , 
унинг учидан к а р а л г а н д а и к к а л а к ва кп ёпик 
чизикларнинг й у н а л и ш л а р и мусбат булади . Унинг 
манфий йуналиши эса шундай йуналишки , унинг учидан 
к а р а л г а н д а кп нинг мусбат й у н а л и ш и г а к нинг манфий 
йуналиши мое келади . П е р п е н д и к у л я р н и н г мусбат йуна­
л и ш и буйича олинган бирлик кесма сиртнинг (хо, уо, 
20) н у к т а д а г и нормали дейилади . Н о р м а л н и н г Ох, Оу 

ва 0 2 у к л а р н и н г мусбат й у н а л и ш л а р и билан т а ш к и л 
к и л г а н б у р ч а к л а р н и мое р а в и ш д а а, р\ дейилса , унда 

со5а= 

С 0 5 Р = = / *'[ ^ ( 9 ) 

созу = 
л / ' + 2 1 + г'2 у 

булади . Б у л а р нормалнинг йуналтирувчи косинуслари 
дейилади . 

Сиртнинг усткй томони деб унинг шундай томони 
олинадики, бу томондан к а р а л г а н д а и к к а л а к ва кп ёпик 
чизикларнинг й у н а л и ш л а р и мусбат булади . 

Сиртнинг устки томони к а р а л г а н д а к„ билан чегара ­
л а н г а н текис шаклнинг юзи мусбат ишора билан , пастки 
томони (иккинчи томони) к а р а л г а н д а манфий ишора 
билан олинади. 

1. И н т е г р а л т а ъ р и ф и . /(х, у, г) функция (5 ) 
сиртда берилган булсин. Бу сиртнинг м а ъ л у м бир томони-
ни (ёки устки, ёки остки томонини) к а р а й л и к . Сирт­
нинг Р булинишини ва бу булинишнинг х а р бир (5*) 
булагида (к'=1, 2, п) ихтиёрий ( | А , г\, ^ ) нукта 
олайлик . Б е р и л г а н функциянинг ( | А , щ, ^) нуктадаги 
/ ( !* ; , Л*» 1к) кийматини (Оху,,Оуг, Огх) т екисликдаги 
проекцияси (/)*) (( / ) '*) , {О"к), (О"к)) нинг юзига купай-
тирилиб, куйидаги интеграл йигиндини тузамиз : 

*= 1 КЪк,г\кЛк)-Ок (Ю) 

(°'= I КЪк,г\кЛк)Орь<*"= I К1ьЦкЛк)-о\) 
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(.5.) сиртнинг шундай 
Ри Рч, .... Рт, ... (11) 

б у л и н и ш л а р и н и к а р а й м и з к и , уларнинг мое д и а м е т р л а -
ридан т а ш к и л топтан 

V V •••• Ч , ' ••• 

кетма-кетлик нолга интилсин: П т Хп = 0. 

Бундай Рт ( т = 1 , 2 , ...) б у л и н и ш л а р г а нисбатан 
[(х,у,г) функциянинг интеграл йигиндиларини туза­

миз. 
Н а т и ж а д а 

01, 02, От, .... 

кетма-кетлик хосил б у л а д и . А г а р ( 5 ) сиртнинг х а р 
к а н д а й (11) б у л и н и ш л а р и кетма-кетлиги {Рт} 
олинганда хам, унга мое {ат} кетма-кетлик , ({•*, г\, Е;*.) 
н у к т а л а р н и т а н л а б олинишига боглик б у л м а г а н холда 
х а м м а вакт битта / сонга интилса , бу / сон а йигинди-
нинг лимити дейилади ва у 

п 

Н т о - = Н т ^ 1(1„, цк, Хл).йк = 1 

каби б е л г и л а н а д и . 
2 - т а ъ р и ф. А г а р кр->~0 да /(х,</,2) функциянинг 

интеграл йигиндйси о(а', о") чекли лимитга эга булса , 
1(х,у,г) функция (5 ) сиртнинг т а н л а н г а н томони буйича 

•интегралланувчи функция дейилади . Бу йигиндининг 
чекли лимити / эса ( / ' , / " ) , 1(х,у,г) функциянинг 
( 5 ) сиртнинг т а н л а н г а н томони буйича иккинчи тур 
интеграли д е й и л а д и ва у 

\\ йхйу(\\ йуйг, и !(х,у,г) йгйх\ 
(5) \<5) $ / •« 

каби белгиланади : 

\\[(х,у,г)йхйу=\\т % / ( | ь Ч 4 , Б*)'Ак-
(5) Р ' — 

(\[}(х,у,г)йуйг=Пт ^ ,(%к, цк, 
(5) 

\\[(х,у,г)йгйх=Пт % / ( | А , цк, Е*)Я"Л 
(5) % — ° * = 1 / 
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Умумий холда ( 5 ) сиртда Р(х,у,г), 0(х,у,г) ъа Н(х,у,г) 
ф у н к ц и я л а р б е р и л г а н булиб, 

§Р{х,у,г)йхйу, §0.(х,у,г) йуйг§Я{х,у,г) йгйх 
(5) (5) (5) 

и н т е г р а л л а р бор булса , у холда 

§Р(х,у,г) йхйу+^(х,у,г) йуйг + §Р(х,у,г) йгйх 
(5) (5) (.V) 

йигинди иккинчи тур сирт интегралининг умумий курини-
ши дейилади ва у ' 

^(х^^) йхйу+ (}(х,у,г)йуйг + Я(х,у,г) йгйх 
(5) 

каби б е л г и л а н а д и : 

\[р(х,у,г) йхйу + <Э(х,у,г) йуйг + Р(х,у,г) йгйх = 
(5) ' 

§Р(х,у,г) йхйу + ^(х,у,г) йуйг + §Р(х,у,г) йгйх. 
(5) (5) (5) 

Фазода бирор (V) жисм берилган булсин. Бу жиемни 
у р а б турган ёпик сирт с и л л и к сирт булиб , уни 
( 5 ) , д е й л и к . }(х,у,г) функция (V) да берилган : Оху 
текисликка п а р а л л е л булган текислик билан (V) ни икки 
киемга а ж р а т а м и з : (У) = ( 1Л) + ( У2). Н а т и ж а д а уни 
ураб турган (5 ) сирт хам и-кки ( 5 [ ) ва (5г) с и р т л а р г а 
а ж р а л а д и . 

Ушбу лг (Т 
^у{х,у,г) йхйу+^у(х,у,г) йхйу 

(5,) (52) 

интеграл [(х,у,г) функциянинг ёпик сирт буйича иккинчи 
тур сирт интеграли дейилади ва 

§}(х,у,г) йхйу 
(5) 

каби б е л г и л а н а д и . Бунда биринчи интеграл ($1) 
сиртнинг устки томони, иккинчи интеграл эса (5г ) 
сиртнинг пастки томони буйича олинган . 

Худди шунга у х ш а ш 

ЭД/(*,#,г) йуйг, §[(х,у,г) йгйх 
(5) (5) 

х а м д а , умумий холда , 
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§Р(х,у,г) йуйг + С}(х,у,г) йуйг + Я(х,у,г) йгйх 
(5) 

и н т е г р а л л а р т а ъ р и ф л а н а д и . 
Э с л а т м а . Иккинчи тур сирт и н т е г р а л л а р д а 

сиртнинг кайси томони (устки ёки пастки томони; 
т а ш к и томони ёки ички томони) буйича и н т е г р а л л а н а -
ётганлиги т а ъ к и д л а б борилади. ' 

2 . И н т е г р а л н и н г м а в ж у д л и г и . Ф а з о д а 
( 5 ) с и р т , г — г ( х , у) т е н г л а м а б и л а н берилган . Б у н д а г= 
= г(х,у) функция ч е г а р а л а н г а н 0) сохада ( ф ) с : 
сРс) у злуксиз ва ( / ) ) да узлуксиз г'х(х, у), г'у(х, у) 
хусусий х о с и л а л а р г а эга . 

3- т е о р е м а. Агар }(х,у,г) функция ( 5 ) сиртда 
берилган ва узлуксиз б у л с а , у холда бу функциянинг 
( 5 ) сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли 

\$(х,у,г) йхйу 
(8) 

_ м а в ж у д ва 

\[1(х,у,г) йуйг = §1(х(у,г), у,гУ йуйг 
(«V (»') 

б у л а д и . 
Ф а з о д а ( 5 ' ) сирт х—х(у,г) т е н г л а м а б и л а н б е р и л г а н . 

Б у н д а х = х\у,г) функция ч е г а р а л а н г а н ёпик 4^*) с о х а - ' 
да ( ( О ' ) с г Л 2 ) у з л у к с и з х а м д а узлуксиз х/в\у,г), х'^угг) 
хусусий х о с и л а л а р г а э га . 

4- т е о р е м а. Агар \{х,у,г) функция (8') сиртда 
берилган ва узлуксиз булса , у холда бу функциянинг 
(5 ' ) сирт буйича олинган иккинчи тур сирт интеграли 

\\}(*'У>*) йуйг 
(У) 

м а в ж у д ва 

§Кх,у,г) йуйг= §1(х,у,г), у,г) йуйг 
(5') <Ь') 

б у л а д и . 
Ф а з о д а ( 5 " ) сирт у — у(г,х) т е н г л а м а б и л а н бе­

р и л г а н . Б у н д а и = у{г,х) функция ч е г а р а л а н г а н ( / ) " ) 
сохада ((й")с:Рс) у злуксиз ва (й) д а узлуксиз у'г(г,х), 
ух(г,х) хусусий х о с и л а л а р г а э га . 

5- т е о р е м а . Агар }(х,у,г) функция (8") сиртда 
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берилган ва^узлуксиз булса , у холда бу функциянинг 
(8") сирт буйича олинган иккинчи тур чгирт интеграли 

м а в ж у д ва 

Нх,у,г) йгйх 

^(х.у.г) йгйх= ^1(х,у(г,х),г) йгйх 

б у л а д и . 
3 . И и т е г р а л н и н г х о с с а л а р и . Иккинчи тур 

с и р т и н т е г р а л л а р и икки к а р р а л и и н т е г р а л л а р н и н г хосса­
л а р и каби хоссаларга эга . , 

Куйида иккинчи тур сирт и н т е г р а л л а р и г а хос Иккита 
хоссас^ни келтириш билан к и ф о я л а н а м и з . 

I е . Функциянинг ( 5 ) сиртнинг бир томони буйича 
олинган иккинчи тур сирт интеграли, ф у н к ц и я н и н г шу 
сиртнинг иккинчи томони буйича олинган иккинчи тур 
сирт интегралидан ф а к а т ишораси билан ф а р к к и л а д и . 

2°. 1(х,у,г) функциянинг ясовчилари Ог укига па-
р а л л е л булган цилиндрик (5 ) сирт буйича иккинчтг'т'ур 
сирт интеграли 

учун ®. 
§}(х,у,г)йхйу 
(5). 

^(х^;г)йхйу — 0 
Г5| 

булади . ' •* - ' 
[(х,у,г) функциянинг ясовчилари Ох укига п а р а л л е л 

булган цилиндрнинг (5 ) , сирт буйича иккинчи тур сирт 
интеграли ,:, •*•,*,>•" • - . . , -

§((хуу,г)йуйг *- ' 
учун («) ; 

§}(х,у,г)йуйг = 0 . 
булади . (5) 

[(х,у,г) функциянинг я с о в ч и л а р и Оу укига п а р а л л е л 
булган цилиндрнинг (5 ) сирт буйича иккинчи тур сирт 
интеграли 

§[{х,у,г)йхйг 
учуН (5) ' • '• 

\\/'(х,у,г)йхйг = 0 
булади . ,' ' (Т) • . • : 
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4. И н т е г р а л н и х и с о б л а щ. И к к и н ч и тур;* 
е и р т и н т е г р а л л а р и икки к а р р а л и и н т е г р а л л а р г а келти-" 
риб хисобланади : 

(12); 

(13) 

(14). 

§((х,у,г)а'ха'у = ^}{х,у,г(х4))а'хс1у, 
(5) (й) 

^{х,У,г)йуйг = ^{х(у,г),у,г)йуйг, 
(5) (О) ' , ' ' 

^ / ( д : , у , 2 ) ^ х = ^(х,у(г,х),г)йгйх: 

(В) (б) 

5. Б и р и н ч и в а и к к и н ч и т у р . с и р т и н т е г ­
р а л л а р и о р а с и д а г и б о г л а н и ш . ( 5 ) сирт ва бу 
сиртда берилган Р(х,у,г), 0.(х,у,г) ва Я(х,у,г) ф у н к ц и я л а р 
1 -пунктдаги ш а р т л а р н и к а н о а т л а н т и р с и н . Унда ушбу 

§Р(х,у,г)а1уа'г.+ 0,(х,у,г)а'га'х + Я(х,у,г)а'ха'у = 
(5) 

=^[Я(х,у,г)со&а + 0(х,у,г)со5^ + Р(х,у,г)со5у]й5 • (15) 

ф о р м у л а уринли б у л а д и . 
11 -м и с о л . Ушбу 

§(ах2 + Ьу А- сг2) йхйг 
(5) 

интегрални хисобланг , бунда ( 5 ) сирт х2 = 2ру (р> 
> 0 ) сиртнинг у = 2р, 2 = 0, г — ц т е к и с л и к л а р о р а с и д а г и 
кисминйнг ички томони (27- чизма) . 

27- чизма. 

( 5 ) сиртнинг 0x2 текислигидаги проекцияси ( / ) ) = 
= {(х,г)еЯ2: — 2 р < * < 2р, 0 < г < ^ / } б у л а д и . 

( 5 ) сиртнинг ихтиёрий нуктасига у т к а з и л г а н нормал 
Оу уки б и л а н уткир б у р ч а к т а ш к и л к и л г а н л и г и с а б а б л и 
сирт интеграли мусбат ишора билан олинади . Ю к о р и д а -
ги (14) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б , топамиз : 

\\(ах2 + Ьу + сг7)'Шг = ^ а х 2 А- Ь с г 2 ) йхйг. 
(5) (О) 
Энди икки к а р р а л и интегрални хисоблаймиз : 

[[(ах2+-~х2 А- сг2) йхйу = 
(О) 

\а + ^2+сг2]с1г\ёх = 

-2р ' 

,емак, 

^(ах2 А-ЬуА- сг2)йхйг = Ц-р*я(а + ~ ) + \

г шбу 

2р 

("5") 

12- м и с о л . Ушбу 

(5) 

интегрални хисобланг , бунда ( 5 ) сирт 

2 < и2 ' 2 
а Ь с 

эллипсоиднинг 2 = 0 текисликдан пастда ж о й л а ш г а н 
кисми булиб , интеграл шу сиртнинг пастки томони бу­
йича олинган . 

Р а в ш а н к и , ( 5 ) сиртнинг т е н г л а м а с и 

ва унинг Оху т екисликдаги проекцияси 

( 0 ) = | ( ^ ) е / ? 2 : ^ + ^ < 1 | 
булади . 
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(5 ) сирт ва бу сиртда б е р и л г а н 
2 2 

1{х,у,г)=^г+^-г-кг функция хам 5 - т е о р е м а н и н г 
а Ь 

ш а р т л а р и н и к а н о а т л а н т и р а д и . У холда (12) ф о р м у л а ­
дан ф о й д а л а н и б , 

\\а+$+1")'"""= 

булишини топамиз . И н т е г р а л (5 ) сиртнинг пастки томони 
буйича олинганлиги с а б а б л и сирт интеграли минус ишора 
билан олинади . 

Энди 

- р + $ - * У ' - 7 - и ) " ' -

икки к а р р а л и интегрални хисоблаймиз . Бу интегралда 
у з г а р у в ч и л а р н и 

Х = йрС03ф, (/ = 6р51Пф 
каби а л м а ш т и р и б т о п а м и з : 
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Д е м а к , 

13- м и с о л . Ушбу 

^х2йуйг + у2йгйх -\- г*йхйу 
(5) 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт 

х2+у2 + г2 = а2 ( 2 > 0 ) 

ярим сферанинг т а ш к и кисми. 
Р а в ш а н к и , ( 5 ) сиртнинг т е н г л а м а с и 

г=л[а2 — х2 — у2 

куринишга эга . Бу функциянинг хусусий х о с и л а л а р и 

* „/ У г'х = 
у[а2 — х2 — у2' " \ / а 2 — х2 — ? 2 

булиб, 

„2 „2 .2 Л/а2 — дг — г/" 
булади . 

Б е р и л г а н иккинчи тур сирт интегралини (15) форму­
л а д а н ф о й д а л а н и б биринчи тур сирт интегралига 
келтирамиз : 

^х^йуйг А- у2 йгйх г2 йхйу = 
(5) 

^[•Аоза 4- г/2созР + 2 2созу]^5. 

Агар 
(5) 

с о з а = 

созу=— 
- 2 л Я Т ^ - 2 
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булишини эътиборга олсак , у холда кжоридаги тенглик, 
нинг унг томонидаги биринчи тур сирт интеграли 

Щ(х* + у* + г3)<18 
(5) 

куринишга келади . Д е м а к , 

••-««3^ ^хлйуйг + у" йгйх + г2йхЖу=-^(хл + уг + г3)<зл'-
(5) (5) 

Энди (5) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б , биринчи тур сирт 
интегралини хисоблаймиз : 

-1ЭД(*3 + у> + г*)й« =1а\\[хл + у3+( \ / « 2 - ^ - - ? ) 3 ] X 
(5) (О) 

X * 3 + У 
л]а2-х2-у2 " $ л / а 2 - * 2 - * / 2 

+ ^ ( а 2 - * 2 - # 2 К с ^ , (16) 
(О). 

бунда / ) = { { * , г / )^7? 2 :х 2 + г / 2 ^ а 2 } . Бу тенгликнинг унг 
томонидаги биринчи турган икки к а р р а л и интегрални 
хисоблаш учун • . л 

х = арсо5ф, г/ = ар51П<р ( О ^ р ^ 1, 0 ф ^ 2л ) 

а л м а ш т и р и ш б а ж а р а м и з . Н а т и ж а д а 

1 / 2л 2я ч 

= а 4 \ р 4 ( ( С05 3 фЙф+ \3ф^ф )—т=^=- = 0 
о \  о  / Л / 1 - Р 2 

2л ' 2 л 

(чуНКИ 5 С 0 5 3 ф ^ ф = ^ 51П3фС?ф = 0 буЛЭДИ). 
О о 

Энди (16) муносабатдаги ^(а2 — х2 — у2) йхйу 

интегрални хисоблаймиз : 
1 / 2 л \ 

§(а2-х2-у2)йхйу = а4\1 \2)рйАйр = 
(О) о \ / 

1 

= 2 л а 4 ^ (р — р3)йр = у а 4 л . 
о 

3 6 2 

Ш у н д а й килиб, берилган иккинчи тур сирт интегра-
I 4 

лини у а -я га тенг э к а н и н и т о п д и к : 

^х?йуйг А- у2 йгйх + г2йхйу = у . а4п. 

14- м и с о л . Ушбу 
§1(х)йуйг + ё(у)йгйх + п(г)йхйу 
(5) > " ' 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт 

{ ( х , г / , 2 ) е / ? 3 : 0 < х < а , 0 < # < & , 0 < г < с } 

п а р а л л е л е п и п е д н и н г т а ш к и сирти, / , А л а р шу сиртда 
а н и к л а н г а н узлуксиз ф у н к ц и я л а р д и р . 

Р а в ш а н к и , 

( 5 ) = ( 5 , ) + ( 5 2 ) + ( 5 3 ) + ( 5 4 ) + ( 5 5 ) + ( 5 6 ) 

бунда ( 5 0 , (52), (5з) , ( 5 4 ) , (5Б), (5б)лар п а р а л л е л е п и п е д -
нинг т о м о н л а р и д и р : 

{ ( л : , г / , 2 ) е # 3 : 0 < л : < а , 0 < г / < & , 2 = 0}, 
{ ( л ; , # , 2 ) е # 3 : 0 < * < а , 0 < # < Ь , 2 = с } , 
{ (л : , г / , 2 )е / ? 3 : 0<л :<а , у = 0, 0 < 2 < с } , 
{ ( х , у , 2 ) е / ? 3 : 0 < д с < а , у = Ь, 0 < г < с } , 
{(х,у,г)€Я3:х = 0, 0 < г / < 6 , 0 < 2 < с } , 
{(х,у,г)еК3'-х = а, 0 < у < 6 , 0 < 2 < с } . 

И н т е г р а л хоссасига кура 

^[(х)йуйг + §(у)йгйх + п(г)йхйу = 

•= 2 ^[(х)йуйг + ц(у)йгйхА-Н(г)йхйу 

*"'<**). 

булиди. Бу тенгликнинг унг томонидаги сирт 
интегралларни х и с о б л а ш д а , ( 5 0 , (5з) , (5Б ) ' с и р т л а р 
буйича и н т е г р а л л а р манфий ишора билан , (5г), ( 5 4 ) , 
(5б) с и р т л а р буйича и н т е г р а л л а р ' э с а мусбат ишора билан 
олинишини эътиборга Оламиз . Шунингдек , интегралнинг 
2°- хоссасидан ф ю й д а л а н а м и з . Н а т и ж а д а 

( 5 , ) = 
( 5 2 ) = 
(53) = 
( 5 4 ) = 
( 5 5 ) = 
( 5 6 ) = 
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и \(х)йуйгАг %(у)йгйхАгп(г)а'хйу = Ц к{г)йхс1у = 
(5,) (5,) 

= | ^ | ЦЩу^йх = - Й(0)• аЬ, 

551(х)йус1г А- ц(у)йгё.х + Н(г)йхйу Ы,2)Лхйу = 
( 5 2 ) ( 5 2 ) 

^У^к(с)с1у^ах==к(с)-аЬ 

б у л а д и . Худди шунга ухшаш . 

, §!{х)йуйг + ё{у)а'гйхАгк(г)йха'у = — §(0)ас, 
<*з> 

55 \(х)Ауйг А- §(у)йгс1х-4- к{г)йуд,х = §(Ь)ас, 

, 55 Кх)йус1г А- §{у)йг4хАт к(г)йуйх = — Д0)6с, г 

55 }(х)йуйг-{-§(у)с1гйхАгк(г)ёхйу = [(а)Ьс ... ( 5 6 ) 

булишини топамиз . Д е м а к , 

у{х)а'уа'г + §{у)йгйх + к(г)йхйу — 

= Г Д ц ) - / ( 0 ) б ( Ь ) - § ( 0 ) , Кс)-к(Щ1. ... 

Мисол ва м а с а л а л а р 
24. Ушбу >• 

55*У2:йхе?# 
, - - ' (5) 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт х2А-у2А-г2 — 
— г2 сферанинг 2 = 0 текисликдан пастда ж о й л а ш г а н 
кисминйнг устки томони. 

25. Ушбу 

/ = ^х2ёуа'2, /2 = ^у2с12с1х 1 ' 
(5) (5") 

и н т е г р а л л а р н и хисобланг , бунда ( 5 ) сирт (х— I ) 2 + (у-
— 1) 2 + ( 2 — I ) 2 — 1 сферанинг т а ш к и томони. 
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26. Ушбу 

I^§йxёу^2 = §гйxау^ъ = ^&г2а'xс^у 
(5) (5) (5) 

и н т е г р а л л а р н и хисобланг, бунда (5 ) с и р т 

а2 ^ ь2 + г 1 

эллипсоиднинг ташки томони. 
27. Ушбу 

^а,хд,у + уа'хйг — х2гйуа'г 

интегрални хисобланг, бунда (5) сирт 4 х 2 + г / 2 4 г 2 = 4 эл -
липссоиднинг биринчи октантда ж о й л а ш г а н к и с м и н й н г 
т а ш к и томони. 

28. Ушбу 

Ы-т^Уйг 
(5) , 

интегрални хисобланг, бунда (5) с и р т х=а2 — у2 — 
— г2 параболоиднинг Оуг текислик а ж р а т г а н к и с м и н й н г 
т а ш к и томони. 

29. Ушбу 

^гЛхйу+уйхйг+гйуйг 

интегрални хисобланг , бунда (5) сирт 

{(л: , ( / ,2)е /? 3 :0<лг< 1, 0 < г / < 1, 0 < 2 < 1} 

кубнинг т а ш к и сирти. 
30. Ушбу 

^ А - у ' + З г 2 ) ^ 
(5) 

интегрални хисобланг, бунда (5) сирт 2 = л / х 2 + г/2 тенг­
л а м а билан берилган сиртнинг 2 = 0, 2 = 2 т е к и с л и к л а р 
о р а с и д а г и кисминйнг ташки томони. 

31. Ушбу , 0 2 4 

(5) 

X2 
..2 

интегрални хисобланг, бунда (5) с и р т 2 = 4 — "у^-— 

т е н г л а м а билан берилган сиртнинг 2 = 0 т е к и с л и к а ж р а т ­
ган кисминйнг ички (пастки) томони, 
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32. Ушбу 

(5) 

интегрални хисобланг , бунда ( 5 ) сирт х = уг (у^О, 
> 0 ) сиртнинг (у 2 А-г2)2 — 2Ь2уг цилиндр а ж р а т г а н ; 
кисминйнг т а ш к и томони. 

33. Ушбу ' 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт у = Ь 2 — ^ 

сиртнинг у = 0 текислик а ж р а т г а н кисминйнг ички 
кисми. 

34. Ушбу 
^ угйуйг + хгйгйх + хуйхйу 
<&') 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт т е т р а э д р сирти-
нинг х = 0, у —0, 2 = 0, х + у + г^а т е к и с л и к л а р билан 
ч е г а р а л а н г а н кисминйнг т а ш к и томони. 

3-§, СТОКС ХАМДА ОСТРОГРАДСКИЙ ФОРМУЛАЛАРИ 

1 . С т о к е ф о р м у л а с и . Стоке ф о р м у л а с и сирт 
буйича олинган интеграл билан шу сиртнинг чегараси 
буйича олинган эгри чизикли интегрални богловчи 
ф о р м у л а д и р . 

Ф а з о д а икки томонли силлик ( 5 ) сирт берилган 
булиб, унинг ч е г а р а с и 3(5) эса б у л а к л и — силлик эгри 
чизикдан иборат булсин. ( 5 ) сиртда Р(х,у,г), С}(х,у,г), 
Р(х,у,г) ф у н к ц и я л а р а н и к л а н г а н . Бу ф у н к ц и я л а р (5 ) да 
узлуксиз х а м д а барча а р г у м е н т л а р и буйича узлуксиз 
хусусий х о с и л а л а р и г а эга . У холда ушбу 

ф Р(х,у,г)ёх + @( х,у,г)йу + Р{х,у,г)йг = 
в(5) 

. + 1 % - 2 } * # Ч % - % У * ь (,7> 

формула уринли б у л а д и . О д а т д а (17) Стоке ф о р м у л а с и 
дейилади . 
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Хусусан, ( 5 ) сирт с и ф а т и д а Оху т екисликдаги 
(О) соха олинса , унда 2 = 0 булиб, (17) ф о р м у л а д а н 

§Р(x,у)а^x + ^(x,у)ау=\{ йхйу. 
0(0) Со) 

Грин ф о р м у л а с и келиб чикади . 
Биринчи ва иккинчи тур сирт и н т е г р а л л а р и н и у з а р о 

богловчи ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б , Стоке ф о р м у л а с и н и 
куйидагича х а м ёзиш мумкин: 

ф Р(х,у,г)йх + 0.{х,ууг)йу + Р{х,у,г)йг = 
д(5) 

+ ( # ~ 2 ) Н й - <18> 
1 5 -м и с о л . Ушбу 

§ехйх + г(х2 + у2уйу + угЧг 
к 

интегрални хисобланг, бунда К эгри чизик 2 = л / г ' + г/2 

сиртнинг х = 0, х = 2, у = 0, г / = 1 т е к и с л и к л а р билан 
кесишган ч и з и к л а р и д а н т а ш к и л топган ёпик чизикдир . 
Бу интегрални х и с о б л а ш д а Стоке ф о р м у л а с и д а н фойда-
л а н а м и з . Б е р и л г а н и н т е г р а л д а 

Р = е\ = г(х2 + у2)\3 

булиб, 

^ = 0, ^ = 0 , 
ду дг 

дх -***Ч* + У • -д. - ( х +У ) .17 = °. ^7 = 2 

эканини топамиз . 
(17) ф о р м у л а м , кура 

§ехйх + г(х2 + у2)Чу + угЧг --
к 
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^ 
(5) 

X йуйг + (0 - 0)йгйх = ^ 3 * 2 л / х 2 + у2 йхйу + 
(5) 

+ [( л / ^ + ? ) 3 - (х2 + у2)Цйуйг = зЦ хг ^/х2 + у2 йх 
( 5 ) 

б у л а д и , бунда ( 5 ) сирт К чизик, билан ч е г а р а л а н г 
конус сирт ( 2 = л /х 2 + у 2 ) . 

(5 ) сиртнинг Оху т екисликдаги проекцияси 
(/)) = {( х , * / К Я 2 : 0 < х < 2, 0 < г / < 1} 

б у л а д и . 
С и р т интеграли ( 5 ) сиртнинг пастки томони буйич 

олинганлиги с а б а б л и 

3§хг л / х Ч У йхйу = - З ^ х л/х2 + у2 л / х Ч ? йхйу 
(5) (О) 

б у л а д и . Н а т и ж а д а 

&ехйх + г(х2 + у2)тйу + угЧг = - з\\х(х2 + у2)йхйу= 
к .. • " (О) 

1 2 

= -3\(\(х3 + ху2)йх)йу=-и. 
0 0 

б у л а д и . 
1 6 - м и е о л . Ушбу 

ф(# + г)</х + ( г + х)йу + (х + у)йг 

к 
интегрални хисобланг , бунда К ёпик чизик 

х = а з т 2 г , г/ = 2аз1п/со5г, г = асоз 2 ^ ( 0 < / < 2 я ) 

э л л и п с д а н иборат . 
Бу интегрални Стоке ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и 

хисоблаймиз . 
Р а в ш а н к и , 

Р = у + г, 0.=г + х,' К = х + у 
булиб , 

а я _ 1 \® 
ду ' дг ~ ' дх ' дг 

I д К — 1 
: | ' дх ~ ' ду 
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б у л а д и . ( 1 8 ) ф о р м у л а г а биноан 

^(у + г)йх + ( г + х-)йг/ + (ж + г/)йг = 

= Ц[( 1 — 1 )соза + (1 — 1 )со50 + (1 — 1 )со8у]ск = О 

булади . 
1 7 -м и с о л . Ушбу 

С^уйх + гйу + хйг 

интегрални хисобланг , бунда К ёпик чизик 

( х2 + у2 + г2 = а2, 

{х+у+г=0 
аТ5ланадан ибораТ" булиб , йуналиши эса соат с т р е л к а с и г а 
к а р ш и д и р . 

Б у интегрални х и с о б л а ш д а хам Стоке формуласи ­
дан ф о й д а л а н а м и з . Бу холда 

Р = у, 0 = 2, Я = х 
булиб, 

З Р — Г) -У —Г) дЯ..— 1 <?/? _ П 

ду ' дг ' дх ' дг ' дх ~ ' ду ~ " 

булади . 
(18) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б топамиз : 

с|>(уйх + гйу А- хйг) = Щ^- - ^ - ) с о з а + 

\ (соза + с о з р + соз7)й!5. 

Бу ерда (5 ) сирт х - | - # + 2 = 0 текисликнинг берилган 
а й л а н а билан ч е г а р а л а н г а н кисми. 

Энди х + г/ + 2 = 0 текислик т е н г л а м а с и н и нормал 
холга келтириб , 

С 0 3 а = ^ = - , С 0 5 « = - ^ - , С 0 5 7 = - ^ 

булишини а н и к л а й м и з . Н а т и ж а д а 
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С^уйх А- гйу + хйг = 
к 

булиши келиб чикади . 
Р а в ш а н к и , 

= па2 

(5) 

Д е м а к , 

уйх + гйу + хйг = — ^ = - я а 2 = ~~ ' я а 2 , 

2 . О с т р о г р а д с к и й ф о р м у л а с и . Ф а з о д а , паст­
дан г — (^\(х,у) т е н г л а м а билан а н и к л а н г а н с и л л и к 
( 5 0 сирт билан , юкоридан г = ф 2 (х,г/Хф1(*>#)^ 
^ Ф 2 ( х , 1 / ) т е н г л а м а ё р д а м и д а а н и к л а н г а н силлик ( 5 2 ) 
сирт билан , ён т о м о н л а р и д а н эса ясовчилари Ог укига 
п а р а л л е л булган цилиндрик (5з) сирт билан чегара­
л а н г а н ( V ) сохани ( ж и с м н и ) к а р а й л и к . (V) да Н(х,у,г) 
функция а н и к л а н г а н ва узлуксиз булиб, (V) да узлуксиз 

дК(х,у,г) 
дг 

хусусий хосйлага эга булсин. У холда 

^^^йхйуйг=^(х,у,г)йхйу (19) 

булади , бунда (5 ) сирт (V) жисмни у р а б турувчи сирт. 
Худди шунга у х ш а ш ( V ) ж и с м х а м д а Р(х,у,г\ 

С;(х,у,г) ф у н к ц и я л а р тегишли ш а р т л а р н и к а н о а т л а н т и р -
ганда 

д^у'2)-йхйуйг = 
. . . ду 
(V) 

(5) 

дС}(х, 

= ^Р(х,у,г)ЛхЛг, (20) 
(5) 

д^-йхйуйг = ^р(х,у,г)йхйг (21) 
(V) У (5) 

ф о р м у л а л а р уринли булади . 
Айтайлик , (V) ж и с м юкоридаги (19), (20), (21) 

ф о р м у л а л а р н и уринли булишида куйилган шартни ба-
ж а р г а н булиб, унда Р(х,у,г), (}(х,у,г), Я(х,у,г) ф у н к ц и я л а р 
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, > т дР дО ар 
(V) да узлуксиз ва (V) д а узлуксиз , — р ~ хусу­
сий х о с и л а л а р г а эга булсин. У" холда 

й (2+2+2)***-
(V) 

= ^Р(х,у,г)йуйг + (}(х,у,г)йгйх4гК(х,у,г)йхйу (22) 
(5) ' 

булади . Буни О с т р о г р а д с к и й ф о р м у л а с и дейилади . 
Биринчи ва иккинчи тур сирт и н т е г р а л л а р и н и узаро 

богловчи ф о р м у л а д а н ф о й д а л а н и б , О с т р о г р а д с к и й фор­
муласини куйидагича хам ёзиш мумкин: 

1(2+2+2)***-
(V) 

= ^[Р(х,у,г)(^а-т: д(х,у,г)со^-г- Р(х,у,г)со5у]йз (23) 

1 8 -м и с о л . Ушбу 

^4х3йуйг-\-4у3йхйг—6г4йхйу 
(-•>•). 

интегрални хисобланг , бунда (5 ) сирт х2-\-у2 = а2 ци­
линдрнинг 2 = 0, 2 = Н т е к и с л и к л а р орасидаги кисминйнг 
тулик сиртидан иборат (28- чизма) . 

Б е р и л г а н интегрални х и с о б л а ш д а Остроградский 
ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н а м и з . Бу интеграл учун 

/> = 4 г \2 = 4гД / ? = - 6 г 4 

булиб, 

эканлигини топамиз . , 
(22) ф о р м у л а г а кура 

Ц 4х34уйг+4у3йгйх — 6г4йхйу = 
(5) . . . 

= 12^(х2 + у2-2г3)йхйуйг 
(V) 

булади , бунда 

(У) = {(х,у,г) 6 Я3: х2 + у2 = а 2 , 0 < г < Л}. 

Кейинги тенгликдаги уч к а р р а л и интегрални хисоблай­
миз. 
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28- чизма 

Равшанки, 

бунда 

1 2 ^ ( * 2 + у 2 - 2гь)йхйу4г = 

= 1 2 ^ [ \** + у2~2**)1*г ] й Х й У = 

= 12^1[(х2 + у2)Н-^-]йхйу, 

(0)={{хуу)еЯ2:х2 + у 2 ^ } : 

А г а р у з г а р у в ч и л а р н и 
х = р с о з ф , у = р 8 т < р ( 0 ^ р < а , 0 ^ ф < 2 я ) 

деб а л м а ш т и р с а к , унда 

\2^(х2 + у2)Н-^\йхйу = 

(о) 
2л 

=12 | ' ^ ( р 3 - ^ Р > Р ^ Ф = ( 

булишини топ а ми з . Д е м а к , 

6 л а 2 А ( а 2 - А 3 ) 

^ШуйгЛ- АуЧгйх - ЬгЧхйу=6яа2А( а2 - А 3). 

(5) 
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1 9 - м и с о л . У ш б у 

у^йуйг + у2йгйх А- г2йхйу 

интегрални хисобланг , бунда (5) сирт 

{ ( л : , г / , 2 ) 6 / ? 3 : 0 < х < а , 0 < г / < а , 0 < 2 < а } 

кубнинг т а ш к и томони. Бу интегрални Остроградский 
ф о р м у л а с и билан т а к к о с л а б 

Р = х 2 , д = «/2, # = г 2 : 
булишини топамиз . : ._ ••; • 

Р а в ш а н к и , _ 1 ; 

°р.=2х -дЯ-=2и 1 ^ = 2 2 ' " ' 
дх ду г у ' дг ' 2 -

Остроградский ф о р м у л а с и г а кура : 

\х2йуйг + у2йгйх г2 йхйу = 8* 
= 2Шх + У + г)йх4уйг. 

(V) 

Энди (1/) = {(х,у,г)6#3:0<*<а! 0 < < / < а , 0 < 2 < 
^ а ) эканини эътиборга олиб, уч к а р р а л и интегрални 
хисоблаймиз : р 

4 а 0 
2 \ н ( х + у-\-г)йхйуйг = 2^йх^йу^(х + у-т-г)йг^ 

(V) О О О 

= 2 [ | [ л + 2 ! + 2 3 к ] = 3 а 4 

Д е м а к , 

§х2йуйг + угйгйх + г2йхйу *= За 4 . 

(5) 

2 0 - м и с о л . Ф а з о д а г и ( V ) ж и с м н и н г х а ж м и 

= -~- ^ ( х с о з а + г / с о з р* + гсозу )йа Г5) 
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булишини исботланг , бунда ( 5 ) сирт (V) ж и с м н и $ 
т у р г а н сирт , сова, созр\у л а р ( 5 ) сирт та" 
нормалининг йуналтирувчи косинуслари . ^ 

О с т р о г р а д с к и й ф о р м у л а с и н и н г (23) куриниши 
ф о й д а л а н и б т о п а м и з : 

\ а + у с о з р + г с о з у ) ^ 5 = \ \ Ц ~ - - т -
(5) (V) 

А-^А-^)йхйуйг = Щ^йхйуйг. 

М а ь л у м к и , 

\\\йхйуйг=У 
т 

б у л а д и . Шуни эътиборга олиб , ю к о р и д а г и т е н г л и к д а н 

V=4-\\р + 2 с о з у ) в 5 

булишини т о п а м и з , 

Мисол ва масалалар 

Стоке ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б , к у й и д а г и э г р 
чизикли и н т е г р а л л а р н и сирт и н т е г р а л л а р и о р к а л 
и ф о д а л а н г : 

35. С^уйх + гйуА-хйг. 

36. ^х2у3йхА-йу-{-йг. 

37. С^у2А-г2)йхА-(х2А-г2)йуА-^х2 + у2)йг. 

38. <^(х2 — уг)йх + (у2—гх)йуА-(г2-ху)йг. 

39. Ушбу Р —х 2 */ 3 , ф = 1, / ? = = 2 ф у н к ц и я л а р учу 
Стоке ф о р м у л а с и (17) нинг уринли булишини текши 
ринг, бунда К э гри чизик х2-{-у2А-а2, 2 = 0 а й л а н а д а 
иборат булиб , ( 5 ) сирт эса х2Агу2А-г2 = а2, г>0 яри 
сферанинг устки томони. 
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40. Ушбу Р — у, <3 = г, # = х ф у н к ц и я л а р учун Стоке 
формуласи (17) нинг уринли булишини т е к ш и р и н г , 
бунда к эгри чизик 

х = асоз 2 г , у = а л/2 з т г е о з г , 2 = а з т 2 * ( 0 < / < л ) 

айлана булиб, (5 ) сирт эса шу а й л а н а билан ч е г а р а л а н г а н 
доирадир . . 

Стоке ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б , куйидаги э г р и ' 
чизикли и н т е г р а л л а р н и хисобланг : 

41 . ф (уА~г)йхА-(гА-х)йуА-(хА-у)йг, бунда К э гри 
к 

чизик ушбу х2А-у2 + г2 = а2, хА-у~г-г = 0 а й л а н а д а н 

иборат . 

42. ф ( # — г)йхАг(г — х)йУАг(х — у)йг, бунда К э г р и 

чизик х2Агу2 = а2, ^ + у = 1 ( а > 0 , с > 0 ) э л л и п с д а н 

иборат . 
43. гЬхёхА-(хАгУ)йу + (х + У + г)с1г> бунда К ушбу х = 

= а5'ш(, у = асо&(, 2 = а ( з т г - | - с о 5 г ) ( 0 < г < 2 л ) э г р и 

чизикдан иборат . 
Остроградский ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б , к у й и д а ­

ги сирт и н т е г р а л л а р й н и уч к а р р а л и интеграл о р к а л и 
и ф о д а л а н г (5 сирт (V) ж и с м н и у р а б турувчи сирт) . 

44. ^хуйхйуАгугйуйгАггхйгйх.-
(5) 

45. Ц х2йуйг А- у2йгйх А- г2йхйу. 
(5) 

^ ГГ х с о з а - т - г / с о з р + ^ с о з у 

' й ^*2 + У2 + г2 (5) 

О с т р о г р а д с к и й ф о р м у л а с и д а н ф о й д а л а н и б , куйида ­
ги сирт и н т е г р а л л а р н и хисобланг : 

47. ^хйуйгА-уйгйх + гйхйу, бунда ( 5 ) сирт 
(5) 

2 2 2 

^-\--^Аг~-—1 эллипсоиднинг т а ш к и томони. 
от Ьг с* 

48. ^ х2йуйг А-у2йгйх + г2йхйу, бунда (5 ) 
(5) 

сирт 

375 



{ ( х , г / , 2 ) € Р 3 : 0 < ; х < а , О ^ г / ^ а , 0 < ! 2 < а } куб сиртини . 
ички томони. 

49. ^ х'йуйг-\-уъ йгйх-\-гъ йхйу, бунда ( 5 ) сирт уш{ 
(5) 

х2 4-у2 4-г2 = г2 с ф е р а н и н г т а ш к и томони. 

50. ^х2йуйг+у2йгйх+г2йхйу, бунда ( 5 ) сирт у ш б у , 
(5) 

2 2 2 
— — ^ т = 0 ( 0 < 2 < 6 ) конус тула сиртининг т а ш к и 
а2 а2 6 

ТОМОНИ. 

XX боб 

ФУРЬЕ К.АТОРЛАРИ 

1-§. ФУРЬЕ КАТОРИ ТУШУНЧАСИ 

Дх) функция [ — л , я ] да берилган ва шу о р а л и к д а 
интегралланувчи булсин. Р а в ш а н к и , 

Д х ) • соз«х, Д х ) - з т « х ( « = 1 , 2 , 3, ...) ф у н к ц и я л а р х а м 
( — я , я ] да и н т е г р а л л а н у в ч и б у л а д и . Куйидаги белги-
л а ш л а р н и киритамиз : 

я 

« о = — 5 Кх)йх, 
— Л 

л 

а п ~ ~ § [(х)со$пх<1х, (п = 1,2,3,...), 
~-л 

л 

Ьп = ~ 5 1(х)-ътпхйх, (л =1,2,3, . . .) . (1) 

1 -т а ъ р и ф . Ушб 

-~—(- 2 ( а ^ о з л х + б я З т л х ) 
1 я = 1 

(2) 

функционал к.атор [ — я , я ] да берилган Д х ) функциянинг 
Фурье к,атори дейилади. а0, аи Ьи аг, 62, ... , ап, Ьп, ... 
сонлар Д х ) функциянинг Фурье коэффициентлари дейи­
лади. 
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( I ) к а т о р Д х ) функциянинг Фурье к а т о р и булиши 
куйидагича ё з и л а д и : 

а 00 

К*)~-тг-\- 2 (апсо&пхА-Ьп&'тпх) 

А г а р Их) ж у ф т ф у н к ц и я булса , у холда унинг Фурье 
коэффициентлари 

а 
2 Г 

аа = — \• созпхйх, (п ~ 0,1,2,...) 
о 

Ьп = 0 ( « = 1 , 2 , 3, ...) 

булиб, Фурье катори эса 

Кх)~-о~+ 2 а„-соз/гх 

булади . 
Агар /(л:) ток функция булса , у холда унинг Фурье 

к о э ф ф и ц и е н т л а р и 

а„ = 0 ( я = 0,1, 2, ...) 
л 

2 Г 
6„ = — \)31ГШХ^Х ( п = 1 , 2 , . . . ) 

- о 

булиб, Фурье катори эса 

оо 

К х ) ~ 2 Ьа-5ЮПХ 

булади . 
Энди Дх) функция [ — /, /1 да ( / > 0 ) берилган в а шу 

о р а л и к д а интегралланувчи булсин. К у й и д а г и ч а белги-
л а ш л а р н » к и р и т а м и з : 

а я = у 5 1{х)со8~хйх (« = 0,1,2,...) 
—/ 

! / 

& „ = у 5 Ях)ып-^хйх(п=1,23,...) 
; —/ 

377 



2 - т а ъ р и ф . Ушбу 

л=1 

функционал к,атор [ —/, I] да берилган Дх) функциянинг 
Фурье к,атори дейилади. ао, ау, Ь\, аг, Ьч, ... , ап, Ьп, ... 
сонлар Фурье коэффициентлари дейилади. 

(2) катор Дх) функциянинг Фурье катори булиши 
куйидагича ёзилади : 

Д х ) ~ ^ + 1(аясо*±х + Ь ^ х ) . 

1 -м й с о л . Ушбу 

Дх) = е < " ( - я < х < я , . а = 0 ) 

функциянинг Фурье каторини тузинг. 
Ю к о р и д а келтирилган (1) ф о р м у л а д а н ф о й д а л а ­

ниб, бу функциянинг Фурье коэффи ц и е н тла ри н и топамиз : 

а 0 = ^- Е ^ х = - 1 Ч е а л - е - а л ) = ~ 5 Н а я , 
л ^ а л а я 

— л 

1 Г 1 а „ = — Д еах-сочпха'х = — 
1 а.-со&пх-\-п51ппх „ И 

2~] 2 6 

= ( - 1 ) л ^ - ^ 5 Ь а я , (я =1,2,3,...') 
я ( а 2 + л 2 > 

1 а.5'тпх — псо$пх „ 1 Г 1 
Ь„ = — \Х = „ „ 

= ( _ 1 у - ' | ^ Ц - з п а я ( я = 1,2,3,...) 
л(а + я ) 

Унда берилган функциянинг Фурье катори 

с °° 

е " ~ - у - - т - X (а пС05ях-т-Ь п51Пях) = 

2 8 Ь ю . Г _ ! _ + у 1^1)1. ( а С 0 5 Л Х _ „ 8 1 г Ш х ) 1 я 

б у л а д и . 
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2 -м и с о л Ушбу 

Д х ) = х 2 (— л < х < л ) 

ж у ф т функциянинг Фурье каторини ёзинг. 
Ю к о р и д а г и (1) ф о р м у л а л а р д а н ф о й д а л а н и б , бе­

рилган функциянинг Фурье коэффициентларини топамиз : 
л я 

ап = -2- [ х2а"х^~-п2,ап = — \х?са5пха'х=—х2^^-]л — 
" л ) А " л } я п 1о 

л О 
л . . . . . . . . . 

4 Г - ^ 4 Г / с о з л х \" , 
\Х51ПЯХЙХ= ( — X ' — . ) + 

ПЯ ^ ПЛ \ _ \ / 1 0 

. о ' • • • '•• •. 

+ | с о 5 я х й г х ~ | = ( — 1)" -±- ( я = 1,2,3,...) 

Д е м а к , Д х ) = х 2 функциянинг Фурье к а т о р и 

:•• х2~^-+ 2 ( - 1 ) я 4 с о 5 я х * 

б у л а д и . 
3 - м и с о л . Ушбу 

Д х ) = х 

функциянинг Фурье каторини ёзинг. 
(1) ф о р м у л а л а р д а н ф о й д а л а н и б , берилган функция­

нинг Фурье коэффициентларини топамиз : 
л 

Ьп=~ \ 5Ш ЯХОХ = X соз я х 
л 3 • пл 

о . 
л 

+ ^ 5 с о з я х ^ х = ^ А с о 5 я я = ( - 1 Г + , | - (л = 1, 2, ...) 
о 

Д е м а к , Д х ) = х функциянинг Фурье катори 

х~ I ( - 1 ) л + 1 - з т я х 
п. I Л 

б у л а д и . 
4- м и с о л . Ушбу у 

Д х ) = е * ( ~ 1 < - ж < - 1 ) - / 
функциянинг Фурье каторини ёзинг. 
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(3) ф о р м у л а л а р д а н ф о й д а л а н и б , б е р и л г а н ф у н к ц и я - ' 
нинг Ф у р ь е к о э ф ф и ц и е н т л а р я н и толамнз . . Р а в ш а н к и , бу 
холода' / = ! . • - -

1 

а0== у ехйх = е — е"\

1 • 

а„= [ ехсо5 плхйх = ^ Н 1 в 1 п п я х +<С 0 5 " я * . ? 
- 1 

1 " Г _ . „ е - е ~ 1 

, - - ( е - с о з п д — е ' соз пп)—(—\У'- 2 2 

( л = 1,2,3,.. .), 

Г у . I : 5111 ЛЯХ-
Ьп— ^ е*&тпцхах=ъ—г—— 

— плсо&пях ^ I _ 

=—^-Аеппсоъ пп4-е~1пп со& л я ) = „ь 

| ^ • " " • • в ( 1 п 1 у + ' . ^ = ^ л я (л = 1,2,3,. . .) 

^ ^ Й ё м & к / - : Д х ) = = # * \г Д — 1 ^ л ^ 1)1:Фурье 
катори •;• ' 

ГГО5 ЛЯХ-|-е оо 

4- 1 ' „ ПК 5!П ЛЯХ 
1 + Я 2 Я 2 ^ ^ 

б у л а д и . 
5- м и с о л . У ш б у 

!

—х, а г а р — л < . х < О б у л с а , 

-^-х2, а г а р 0 < х < я булса . 

функциянинг Ф у р ь е к а т о р и н и ёзинг. 
Б у ф у н к ц и я н и н г Фурье к а т о р и н и ёзиш учун, а в в а л о 

унинг Фурье коэффициентларини; (1) ф о р м у л а л а р д а н 

а0Ц \ [(~х)йхЩ^йх^л, 

— л - л О 

я Г ° 

а п — ^ / (х)соз пхйх=—1 ^ ~ " * с 0 8 пхйх 4-

— л 1_ — я 

я г- О 

Ь„ = ^ / ( * ) з т пхйх — — I 5 —хь\ппхйх4-
— я 1_ —л 

1г 1 
-+- \ з ш пхйх I 

2 К - 1 ) " - Ц 
2„3 

Каралаётган функциянинг Фурье катори куйидагича 
булади: 

и \ I ^ Г З - ( - 1 ) " - 1 , 2 ( ( - 1 ) « - 1 ) "1 
/ ( * ) ~ - ^ я + 2 | —1—5 сое пх4г 7> / 3 ' - з ш лх 

6 - м и с о л . [ — л, я ]* да берилган ва шу ораликда 
интегралланувчи / ( х ) функция Фурье катори 

/00 ~ + 2 (а„со8 пх -Ь 6Я з ш пх) 

нинг кисмий йигиндйси 

7^/; х) = Г » ( д с : > = + 2 (а* соз А х + ^ з ш Ах) 
1 

УчУн 
А — х 

5 А О - й1 
ип-

тенглик Уринли булишини курсатинг. 
Берилган функция Фурье кзторининг кисмий 

йигиндйси 
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Та(1; х ) = + 2 (а*со5Йх + А»8т кх) 

ни олиб, ундаги а„, ак, Ьк ( * = ! ; • 2, ."..) л а р н и н г урниг 
уларнинг и ф о д а л а р и 

ак=± \5 Ш г , <* = 1,2, 3,...) 

Ьк=^ \ Ши ( 6 = 1 , 2 , 3 , . . . ) 

ни к,уйиб топамиз : 

' — Я 

п " 1 

+ 2 - \ \+ 
* = 1 

-4- 2 СОЙ к(1 — 
* = 1 ': 

—.х)^<«. 

Р а в ш а н к и , 

' + ' 2 СОЙ % 
1 1 

= 2 - п | [ 1 + 2 ; с о 5 % ] - -
2 5111'-

2 м п | 

2 5 Ш | 

382 

Кейинги тенгликда г/ = г — х дейилса, у холда ушбу 

„ 5 1 п ( 2 л + 1 ) . - Ц ^ 

| + 2 с о з 6 ( г - х ) = — 

муносабатга эга б у л а м и з . Н а т и ж а д а исботланиши лозим 
булган 

л 5 1 П ( 2 л + 1 ) - Ц ^ -

8 1 4 - ^ -

тенгликка к е л а м и з . 
О д а т д а (4) тенгликнинг унг томонидаги интеграл 

/ (х) функциянинг Д и р и х л е интеграли дейилади . 

2-§ . ФУРЬЕ КАТОРИНИНГ ЯКИНЛАШУВЧИЛИГИ 

Фурье каторининг якинлашувчилигини и ф о д а л а й -
диган т е о р е м а л а р н и келтиришдан а в в а л функциянинг 
б у л а к л и - д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и тушунчасини э с л а т и б 
утамиз . 

[а, Ь] ораликни 

[а, Ь] = [а0, а1]М[сц, а2][)...[)[а„-и а„] 
( а 0 = а, ап = Ь) 

б у л а д и г а н шундай 
[ « о , ах ], 
[ аи а2 ], 

[ а „ _ 1 , а„] 

б у л а к л а р г а а ж р а т и ш мумкин булсаки , х а р бир (а*, а*+1) 
да (й = 0, 1, 2, л — 1 ) / (х ) функция д и ф ф е р е н ц и а л л а ­
нувчи булса х а м д а х = а* н у к т а л а р д а чекли унг 
/'(а* + 0) (6 = 0, 1, 2, я - 1) ва чап / '(а* —0) (к=\, 2, 
я) х о с и л а л а р г а эга булса , у холда / (х) функция [а, Ь] да 
б у л а к л и - д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и дейилади . 

1-_т е о р е м а. 2 л даврли }(х) функция [ — я , л ] оралик­
да булакли-дифференциалланувчи б у л с а , у холда бу 
функциянинг Фурье катори 
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2 + 2 ( а „ с о 5 пх + Ья вт ах) 

[ — я , л ) д а якинлашувчи б у л и б , х^( — л , л ) 

/ ( * + 0 ) + / ( * - 0 ) = ^ + : 2 (аясо&пх + Ья&\ппх) б у л а д и . 

х = ± л б у л г а н д а \{х) функция Фурье каторининг 
йигиндйси 

\л + 0 ) + / ( - л - 0 ) | 

га тенг б у л а д и . 
2- т е о р е м а. Агар 2л даврли / ( * ) функция [ — л , л ] да 

у з л у к с и з , б у л а к л и - д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и ва 
/ ( — я ) = / ( я ) булса , бу функциянинг Фурье катори [ — л , 
л ] да якинлашувчи б у л и б , 

/(Х)=-^-+ 2 (ап соз пх4-Ьп зш ях) 

б у л а д и . 
Бу холда / (х ) функция Фурье каторига ёйилади 

д е й и ла д и . 
7- м и с о л . [ — л , л ] да берилган ушбу 

;0 булса , 
булса 

2л д а в р л и функцияни Фурье каторига ёйинг. 
Б е р и л г а н функция юкорида келтирилган 1-теорема­

нинг ш а р т л а р и н и к а н о а т л а н т и р а д и . Бинобарин , бу 
функция Фурье к а т о р и г а ёйилади . Бу ёйилмани топиш 
учун / (х ) функциянинг Фурье каторини тузамиз : 

' л о - л 

а 0 = ± Ц /(х)ах=^ ^ йх4- $ ( - 1 ) Л с = 0, 

с и л . [ — л , л ] д а и с р и л ! у 1 

\, а г а р — л < х < ( 
а г а р 0 ^ х < л 

л и 

ап=~ ^ /(-*)С03 ЯХДХ = — ^ СОЗЯХЙХ + 
— л — л 

л 

" г " ^ ^ — созях)й?х = 0 ( л = 1,2,3,...) 
о 

л О 

~'Ьп=~ КХ)&'1П пхйх=— ^ 8 ' п пхйх4-

384 

1 1 

Л 

- т - у ^ з т п х К х ^ ^ К ^ ! ) " - ! ] , ( я = 1, 2, 3,...) 

Д е м а к , 
.>;: ч а я = 0, л = 0, 1, 2, ... 

&2л = 0, л = 1 , 2, 3, ... 

(2/г— 1 ) - л 

Б а р ч а х(Е( — л , л ) , хфО н у к т а л а р д а 

81П ( 2 л — 1)* 
2 л — 1 

булади . -
х = 0 н у к т а д а берилган функциянинг Фурье к ато р и 

йигиндйси 
/ ( - 0 ) + / ( + 0 ) = • ! + ( - ! ) = 0 

га тенг. 
х = — я , х = л н у к т а л а р д а к ато р йигиндйси мое 

р а в и ш д а 
/ ( - л - 0 ) + / ( - л + 0) = 0, 

/ ( я - 0 ) 4 - / ( я + 0) » 
2 ~ 

булади . 
8- м и с о л . Ушбу 

/(х) = созах 
фу нк цияни Фурье каторига ёйинг. 

Бу функциянинг Фурье коэффициентларини хисоб­
л а й м и з : 

( 0 < а < 1 ) 

2 Г а0=—\ аха*х = 2-
я 3 

л л 
, а . = — \з ах>соз я х 0 х = — \[соз (а4-п)х4-л ^ я .) 

+ СОЗ (а —я)х] ах = ( — 1) '2а 81ПДЯ 

а2 —л2 я 
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( я = 1 , 2, 3, ...) 
& „ = 0 ( п = 1 , 2, . . . ) . 

Д е м а к , берилган функциянинг Фурье катори 
оо п 

$\пал . 2а вш ал у ( — 1) 
СОЗ а х ~ К ^ г 4 - 0 8 п х 

ал л а 2 — п* 
л = 1 

б у л а д и . К а р а л а ё т г а н функция 2- теореманинг ш а р т л а р и -
ни б а ж а р а д и . Шунинг учун / (х ) = с о з а х функция Фурье 
к а т о р и г а ёйилади: 

оо 
ъ'тал . 2а ь\п ал у (—1) I 2а э т а п у (— 1) 

соз ах = 2и —ъ—о"С05 ал л а —л 
л = I 

А г а р кейинги тенгликда х = 0 дейилса , унда 

булиб, ушбу 

_ ^ _ = ± 2 ( — 1 ) л ( — 1 : — ^ — 
51п ал а у ' \а + п а — п) 

л=1 
тенглик косил булади . 

Мисол ва масалалар 

( — л , л ) да берилган куйидаги функцияларнинг 
Фурье к а т о р л а р и н и тузинг: 

1. / (х) = 2х + 3. 4. / ( х ) = х + х 2 . 
2. }(х) = &тх + &\п2х. 5. / (х) = | соз х\. 
3. / ( х ) = | х | . 

( — 1, 1) о р а л и к д а берилган куйидаги функция 
л а р н и н г Фурье к а т о р л а р и н и ёзинг: 

6. / ( х ) = х 2 . 
7. / ( * ) = |2де|. 

— 1, а г а р — 1 < х < 0 булса , 

1, а г а р 0 < х < 1 булса . 

9. Нх) = х*. 
10. 1(х) = е2х. 
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Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и к у р с а т и л г а н о р а л и к л а р д а 
Фурье к а т о р л а р и г а ёйинг: 

11. / ( * ) = ^ у А ~ 0 < * < 2 я . 

12. / ( х ) = я 2 — х 2 , - ^ л < х < л . 
13. / ( х ) = з т ах , - ^ - л < х < л , а$1. 
14. / ( х ) = з п а х , — я < х < л . 
15. / ( х ) = х з т х , — л < х < л . . , ..,••.! 

Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и Фурье к а т о р л а р и г а ёйинг: 
16. / (х) = 5#п(соз х) » 

17 д ^ ) ^ ( 0 ' 8 г а Р ~ я < х < ° б У л с а -
V*. а [ , а р 0 < х < л булса . 

18 д , ^ / * ' а г а Р — л < х < 0 булса , г 

( л , а г а р 0 < х ^ л булса . 
19. / ( х ) = | з 1 п х | 

20. / ( х ) = | ° ' а ' " а р ~2<х<° б У л с а -

л 

21. 

22. / (х ) = 

а г а р 0 < х < 2 булса.. 

у х , а г а р — л < х < 0 булса , -

- |<л — х ) , а г а р ( ) < х < л булса . 

— + *)> а г а р — я < х < 0 булса , 

Ф у н к ц и я л а р н и н г Фурье к а т о р л а р и г а е й и л м а л ^ р и д а н 
ф о й д а л а н и б , куйидаги ' т енгликларнинг уринли булиши­
ни курсатинг . ' » •'• Н * 

23. 2 
л = I 

( - 1 ) ' ' 2 ' 

12" 

( К у р с а т м а , / (х ) = х 2 функцияни [ — л , л ] да Фурье 
каторига ёйинг, сунг х = 0 деб олинг). 

24. 2 
4л* 2 ' 

25. 2 
л = I 

, л + 1 ( - 1 ) ' 
2 « — 1 4 ' 
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2в. 2 6 • 

п — I 

28. 2 ^ = ^ -
я = 1 

я=1 
оо 

30; 2 

Ж А В О Б Л А Р 
.... - •• л ,««• 

XII боб , 
" . . . ( *;:п~-

К у п узгарувчили функциялар, • * ' А 

уларнинг лимити ва узлуксизлиги " 

10. ( 1 , - у ) . I I . (27, ~ ^ ) - «2.;(4,; 1).' « С (ЗфЩ- 14. (11, 

1) . 15. (1, 1). 16. (1, 1). 17. ( о , у ^ . 18. (О, 0). 19. (О, 0). 20. (1, 

2) . 21. Я 2 \ { ( х , у):х+у=в}. 22. у = — * чизик нукталари ва бу чизикдан 
юкорида жойлашган барча нукталар туплами. 23. Текисликнинг биринчи 
чоракдаги барча нукталари туплами. 24. Текисликнинг иккинчи 
чоракдаги нукталари туплами. 25. {(х, уУ-х^ + у2^. 1}. 26. {(дг, у№?+~у*^ 
< 9). 27. 2 й я < х < ( 2 * - 4 - 1 ) я , агар </>0 булса (2к+ 1 > < ж < ( 2 * ' + 
+ 2)л , агар у<0 булса ( 6 = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) . 28. х ^ О , у > 0 , " х > 
> 2 9 . {(х, ^):л: + у > 0 } . 30. Бутун текислик (Оху) . 31. у = х. 32. 

х 2 о 2 < 
- — == I гипербола тармовдари орасидаги текислик кисми! 33. / ? \ { < | Х , 
9 4 

у):х=\, у = 0}. 35. {(х, г / ) : - 1 < х < 1, - 1 < у < 1}. 36, { ( х , 
+ у2<2х). 37. {(х, у ) : 2 * я < ^ + / < я ( г * + ! ) } , * € 2 . 38. {(*, #):*+ 
+ ! / < 0 } . 39. {(х, 1 / ) :х 2 +{Г ! =9} . 40. к2»**, у * = — { / = 2 чизиклар билан 
чегараланган эгри чизикли учбурчак. (0(0 , 0) нукта кирмайди). 41. {(х, 

у ) : 1 < д ( * + 1 Г , < 2 } . ' 43. ' 4~- 4 4 - 3. 45. 0; 46. 0. 47. > . 
2а 

48. 0 .49.0 .50. 1.51.0. 52. 1.53. е 54. 0. 55. 1.56. 1.57.0.58. 0 .59 .0 .60 . 1. 

61. 1. 62. Ъ д . 73. 1, - 1 . 74. 1, 1. 75. 76. 4"- 7 7 - - > • 

78. у , — у . 79. О, 1. 80. у 1. 81. О, 1. 82. 1, 1. 83. О, 1. 84. 1, оо. 

85. О, 1. 86. О, 0. 87. (1, 1) да узилади. 88. г/ = 2х да узилади. 
89. узлуксиз. 90. у — —х да узилади. 91. х2-\-уг — 4 да узилади. 92, у2= — 
— х да узилади. 93. у — х д а узилади. 94. х 2 + 1/ 2 = 5 да узилади. 95. (О, 
0) да узилади. 96. (0,0) да узилади. 97. у= —х д а узилади. 98; х = 0 , у== 
= 0 координата укларида узилади. р . х = ия, п^1, у==тл, т^2 да 
узилади. 100. х*-\-у2==9 да узилади. 





+ ^ п * ^ _ Л ) * / | : Ю2. 1 _ 1 ( Д ж » + А ^ . 103. «, + х«,+ ^ | у 

х * + / + х Ч в х У - г У 1 в Ь 1 + ( у _ 1 ) + + ( Х _ 1 Х ^ _ , ) . 
« 0 4 . 1 - 2 , . 4 , 

106. / т 1 п = —21. 107. Экстремум йук. 108. 2 т 1 п = 0 (0, 1) д а . 

/ 1 1 \. ( а ф З а \ 
Ю 9 . 2 т 1 п = - 1 (1, 1 ) д а . 110. ( у - , у ] да т а х . 111. _ — 1 , , 

( - - — у - ) л а р д а . 112. ( - 1 , I ) да т а х . 113. 2 т , „ = 3 0 ( 5 - 2 > Д а -

"-. 117. г = 8 е ~ 2 (—1, —2) да; (0, 0) да экстремум 
е 

йук. 118. 2 ш | п = - ^ . ^ = ^ = ± ^ Л а р Д а ' 1 2 К 2 - = 1 - , 2 3 -

2 = - 2 , г = - 5 . 124. 2 = 1 7 (0, 1) ва (1, 1) да г = — ^ " ( у 0 ) д а -

а. 128. 2 = 1 2 8 (4, 4) да . 2 = — 4 (0, 
127. т а х И г - ^ Г д а 

/ л _я_\ 

ЧТУ/ 

0) д а . 133. Йук. 134. Йук. 135. Аниклайди. 141. Ух = - ^ ^ ^ -

и . 1 С Л ц _ х+ау <Ру _ ( а 2 + 1 Х * 2 + г/2) 
1 4 5 . у , = - Т " Ь . й х а х _ у ' ах2 { а х _ у ) з 

XIV боб 
Функционал кетма-кетликлар ва каторлар 

1. /(х) = 0. 2. / (х)=0. 3. /(х) = х3. 4. 1(х)=е 2 . 6. / (х )=0 . 8. /(х)= 

= 0. 9. /(х) = е*. 10. /(х) = 1пх. 13. /(х)= ф. 14. / (х )=0 . 15. /(х) = 

= е г * . 16. д х ) = д/ж. 17. Я * ) = * - 18- / ( * ) = * , агар х < 0 булса; /(х) = 

= у . агар х = 0 булса; / (х)= 1, агар х > 0 булса . 19. / (х)= 1, агар 

х 2 

0 < х < 1 булса; /(х) = 2, агар 1 < х < 2 булса; / ( х ) = — , агар 
х > 2 булса. 31. Нотекис якинлашади. 32. Нотекис якинлашади. 
33. Нотекис якинлашади. 35. Текис якинлашади. 36. Нотекис якинлаша­
ди. 37. Нотекис якинлашади. 38. Текис якинлашади. 39- Текис якинлаша­
ди. 40. Текис якинлашади. 46. Л = ( — оо, + оо) . 47. Х—( — оо , 1)1ЯЗ, 
+ оо) . 48. Х = ( - о о , - З Ш ( - 1 , + о о ) . 49. А = ( - о о , + о о ) {х* = 

= у + йя; к = 0, ± 1 , ± 2 , . . . } , 50. Х = (-1, 1). 51. ^ = [0, + о о ) . 
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52. Х = ( — оо , 0). 53. —, в). 54. Х = { х € / ? : 2 < | х | < д/б). 55. Х = 

==( — оо, + о о ) \ { х = 2йл, к = 0, ± 1 , * ± 2 , . . .} . 56. Х = (— оо, + оо). 
57. Х = ( - о о , + о о ) \ { 0 } . 58. Х = ( - 3 , 3 ] . 59. Х = { х € Я : | х | > -ф]. 60. 

)я, Х = (е, + о о ) . 61. Х = ( - у у ) - 6 2 - А, = { х 6 / ? : 2 й я < х < ( 2 й + 1 

6 = 0, ± 1 , ± 2 , . . .}. 63. Х = ( —1,1). 64. Х = ( — о о , — 1)1К1, + о о ) . 
65. Х = (— 3, 3). 96. Нотекис якинлашади. 97. Текис якинлашади. 
98. Текис якинлашади. 99. Текис якинлашади. 100. Нотекис якинлашади. 
101. Текис якинлашади. 102. Текис якинлашади. 103. Нотекис якинла­
шади. 104. Текис якинлашади. 105. Текис якинлашади. 109. Узлуксиз. 
110. Узлуксиз. 111. Узлуксиз. 112. х = 0 да узилади. 113. х = 0 да 
узилади. 114. х = 1 да узилади. 115. Узлуксиз. 116. Мумкин. 
117. Мумкин эмас . 118. Мумкин эмас . 119. Мумкин. 120. Мумкин. 
121. Мумкин эмас . 122. Мумкин эмас . 123. Мумкин. 124. 2. 125. 

3 

134. г 

136. г 

126. 1. 127. —1. 128. 1. 129. 
6 ' 

133. г=1, ( — 1, 1), [—1, 1). 

-4=-, ( — = - \. х = 0 нуктадагина якинлашади. 

- т ( - ! • Ч > [-ЫУт-г=А-(-4-4)-ш-3 ' 3 

( - 1 , 1), ( - 1 , 1]. 139. г = 1 , ( 1), [ - 1 , 1). 140. /• = -

141. г = 1 , ( - 1 , 1), [ - 1 , 1]. 142. г = 4 , (3, 5), |3, 5]. 143. л = 3, 
( - 2 , 4), [ - 2 , 4). 144. г^е, ( - е , е) . 145. г = - 1 , ( - 4 , - 2 ) , [ - 4 . - 2 ] . 
146. г=1, ( - 1 , 1). 147. г = 3, ( - 3 , 3). 148. г = 1 , ( - 1 , 1), [ - 1 , 1]. 
149. г = 1 , ( - 1 , 1), [ - 1 , 1]. 150. г = 1, [ - 1 , Ц 151. г = 1 , ( 0 , 2). 
152. х = 0 нуктадагина якинлашади. 153. Х = [ 0 , 1 ; 10]. 154. Х = (0, + оо) . 
155. Х=(-1, + о о ) . 156. * = {х:х(Е/?, ~ + к к < х < ~ + кп, к=0, 

± 1 , . . .} . 157. х = ( - оо, - у ^ ц (1, + 158. 5 < х ) = - 1 п ( 1 - х ) . 

159. ЭД=у1п-|-^, | х ! ^ 1 . 1 6 0 . 5 ( х ) = с Ь х , | х | < + о о / 

161. 5 ( х ) = 1 + 
1 - х 

163. 5 ( х ) 
1-

х 

- х 2 

1 п ( 1 - х ) , | х | < 1 . 162. 5 (х )= 

2 

1 

т ( х | < Л . 164. 5 ( х ) = 

(1-х)2' 

1*1 < 1 . 

1*1<1. 

( 1 + * 2 Г ( 1 - х ) 

165. 5 ( х ) = у ( а г с 1 & х - у 1 п т ^ - у | х | < Л . 166. 167. ' 3 . 

175. 2 ( - оо < х < + оо V 176. х3+ 2 ( 2 " ~ 1 } " х " + 3 Х 
л = 1 я! л = 1 я! 
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х 2 ( 2 я + 1 ) — (— оо < Х < + <*>)• 

т . 2 1 ( 2 » - Ч ( - 1 ) ' 1 ) ^ ( - о о < * < + 0 о ) -

, ( _ 1 < х < 1 ) . 

< х < + о о ) . ' 

179. * - х - 2 - ^ ' Д - ^ 2 „ = , (2я)!! 2 я + 1 
оо о 2 о — ) 

Т80. 1 + 2 < - ) ) " — у - х 2 " ( - о о 
п = 1 2я! 

оо т / | >л п 2 ( л - I ) 

(2я)1 
. ( 1 + 3 1 Ь - 1 ) . х 2 л + 1 ( — о о < х < + оо). 181. 2 

л=1 
оо ( _ 1 ) " - ' . 4 - " - 3 - " . . о ^ , ^ 

182. 1п12+ 2 - - - (-А<.х<А). 
л=1 п 

183. 2 
оо „ 2 л + 1 

- , ( - 1 < х < 1 ) . 184 ."- 2 ( - 1 < х < 1 ) . 

185. 

п=\1 

186. • 2 ( - 1 Г - ~ Г . ( - 3 < * < 3 ) -
п = 1 9 

187. 2 -
л=1 

1 ^ Ш ^ ^ Л _ У 2 < х < У 2 ) . 188. - ? = - 2 
2 л + 2 V 4 . у З л = 

2 оо 2я(я+1) 
51П X 

; . ) . 189. 1 - ( ' ^ 1 4 ; х \ ( - \ < х < \ ) . 

190. 2 — т ^ т ; < 2 

л=«1 (2я)! 

в . , " я ( 2 л - 1 ) 

( - 1 ) 
. л - 1 

Г . г = \  192. I ( 1 - 2 - ( л + , ) Х ^ - 1 Г . 
л — О 191. 2 . 

1 - (х + 2)" 2 

194. — — 2 : . г - 1 -
2 п = о 2" 

195. 
У2 

/ п 

— г ( 4 ' , 
+ — - — + • 2! 3! ) г = оо . 
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г = 2. 201. т + л | 1 ( - , Г + ' у ^ г , г - 1 . 202. - | + 

оо / | \ Л — 1 оо / | \  2л + 1 
+ 2 х 2 " - ' , Г=»2. 203. 2 - Ч г Ц ; , г - . 1 . 

л = 1 2 ( 2 я - 1 ) Л „=о 2 я + 1 . • 

205- ^ - г / о . ч * 2 " + ' , ' г = ° о - 206. г = о о . 
л = 0 л ! ( 2 я + 1 ) п = 0 ( 2 я + 1 ) . ( 2 я + 1 ) ! 

207. 2 , = + 211. 5 ( х ) = - 7 ^ - > ( х > 0 ) . 
л=1 • Ух 

2 1 2 . _ 5 ( х ) = У + Х а ( - 1 < х < 1 ) . 213. 5 ( х ) = ( 1 + 3 х 3 ) г * 3 -
(1 - * ) 2 

2,4. 1 + ^ | „ ( 1 _ х Х - 1 < х < 1). 2 1 ^ + Щ ^ + Ю х + 1 ) , 

Х , О - * ) 5 , 
( — 1 < х < 1 ) . 216. 5 ( х ) = е с 0 8 х 5 1 п ( 5 1 п х ) . 217. а « 3 , 0 1 7 . 218. а я 
~ 0,309. 219. а д а 1,0986. 220. а я * 0,1973. 221. а « 0 , 6 0 6 5 . 222. 0,946. 
223. 0,747. 224. 0,905. 225. 0,310. 226. 0,783. 

XV б о б. 

Хосмас интеграллар 

.. ~\п2. 2. 4- 3 -Ц-. 4. 1. 5 . - я . 6. Л . 7 . 1 и ( 1 + У 2 ) . 8. 9 . - 1 . 
2 4 З е 3 У31 

1 0 . 2 1 . А + ± 1 п З . 22. 5 - '"64 2 3. я . 24. I . 25. — ( а > 0 ) . . 
У2 3 2 о . . . а 

26. ^ - + — 1 п З . 27. 2(1 —1п2). 28. ^ - . Ж 101 30. 0. 31. 0 32. 4—1. 
3 4 4 2 

33. - у . 34. - ^ - . 3 5 . я . 36. 21п(1 + у2~). 37. 4"+4"- ^ 2 4 - 3 9 - ^ 
13- 13' У ' * 4 ' 2 ' — — ™ ЗУГ 
2 я 

40. =-. 72. 0 < а ^ I да шзртлик якинлашувчи, а > 1 да абсолют 
з уз 

якинлашувчи. 73. 0 < а < 1 д а шартли якинлашувчи, о > 1 да 
абсолют якинлашувчи. 74. 0 < а < 1 I да шартли якинлашувчи, а > 1 да 
абсолют якинлашувчи. 75. 1 ̂ о с < . 2 да шартли якинлашувчи, 0 < а < 
< 1 да абсолют якинлашувчи. 76. — 3 < С а < — 1 да абсолют якинла­
шувчи,. 0 < а < ! 1 да шартли якинлашувчи. 77. а < — I да абсолют 
якинлашувчи, — 1 ^ а < 0 да шартли якинлашувчи. 78. 0. 79. М а в ж у д 
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эмас . 80. 0. 81. 0. 82. 2. 83. у . 84. 

9 п 
.4 

1. 85. 21пЗ. 86. -у̂ р 87. у . 88.-

. 8 9 . ^ . 90. -|-У»25- 6 ^ 2 - ><>0. у . 101. 4. 102. 2 я . 103, - у 
8 

' '21 
104, 4̂ -' ^ 5 . . . . . . ^ 

- ( - у - ^ , 106. 2 1 п ( У 2 - 1 ) . 10? . . -щ- 108. у - 10& л. ( | | 

АСЯ а < й ) : 126.- Якинлашувчи. ,127. Узоклашувчи 128. Якин­
л а ш у в ч и 1 2 9 . Якинлашувчи.' 130. Узоклашувчи. 131. Якинлашуячи. 
132. Узоклашувчи. 133. Якинлашувчи. 134. Узоклашувчи. 135. Якин­
лашувчи -136. а > - 1 да абсолют якинлашуйчи. 137. Абсолют якинла.-
шувчи эмас. 138. а > 1 да абсолют якинЛашув'чи. 139. а > 0 да абсолют 
якинлашувчи. 140. а > 0 да абсолют якинлашувчи. 141, с е < 1 да 

142. 1п абсолют якинлашувчи 

1 п Э ,. , - .. V 

145. — ^ - г - г 1 ' ' • - '" 
4 ( . •. , . к ё .. . , 

XVI боб • ••• 

' Параметрга боглик интегр*ллар< 

' 0; агар 0 < х < : 1 булба, 

143. 1п2. 144. -л1п2. 

( 0; арар 0 < 

у ( * - 1 ) , а гар х^ 1 булса. ' 
з. / а ) = ы . 

4. /и) = * 2-^-. 5. /<*>={ 
Л \ агар х — 0 оулса . 

е. }(х)=\ 7. /(*) = -
агар 0 < д г < 1 булса , 

агар 1 ^ х < 2 булса. х2 

8, / ( х ) = 0. 9. / ( х ) = 0. 10. / (х )=0 . 16. /(*) = 0 га текис якинлашади. 
17. }(х)—0 га текис якинлашади. 18. /(х)==0 га текис якинлашади.. 

19*. /<дс>=== 0 га текис ' якинлашади. 20. / (*)= —ь- га -нотекис 
• х6 

якинлашади. 21. у = 0' нуктада узилишга эга. 22. а) 5/, 
• V: ''V 1 4 

_-х5 ; , с _ х З - Г ' „2 -7у1 

б) 

23. Р'(х)=2хе-*-ё-х3-' $ у2е-х^аУ. 24. Г'(а) = ( е о | 5 , л о | 8 1 п а + " 

+ е а | с о , ! а | с о 5 а 
роза • : , . . • 

.)+ ^ Л11 — х2^1-х2ах.25.Р'(а) = [(а,-а) + 

+ 2 ^ / ' в ( и , ь)йх, (и = х + а , у — х—а). 26. Р ( а ) = М п ( 1 + а 2 ) . 

27. р\(а) = 2а ^ вш (у2+а4 — а2)(1у + 2 ^ ът^х2-со&2ахЛх — 

39$. 

- 2 а $-йх ^ С 0 5 ( х 2 + 4 « 2 - а 2 ) ^ . 2 8 . Р" (х)^Щх) + 2х}'(х). 

29. Аг"(х)=2/(х), агар х^(а, Ь) булса, / ? "(х )=0 , агар х${а, Ь) булса. 

30. ^ х ) = ( я - 1 ) ! Их). 31. я 1 п | д ) + | й | . 3 2 . О, агар | а | ^ 1 булса; 

лТпй2, агар 1 а | > 1 булса. 33. я агсзт а. 34. у 1 п (1 + У 2 ). 

„ . , й - а 1 . Ь2 + 2й + 2 „ . • 
35. а) агс!е •• ; б ^ п — = — - . Курсатма: 

1-т-(а + 1 Х * + 1 ) 2 а 2 + 2а + 2 -
х * - х * г 

1^—= уХ*4у ( в > 0 , Я > 0 ) муносабатдан фойдаланинг ва х = е - ' 
о ' . 

алмаштириш бажаринг. 38. Нотекис якинлашади. 39. Текис якинла­
шади. 40. Текис якинлашади. 41. Текис якинлашади. 42. Нотекис 
якинлашади. 43. Нотекис якинлашади. 44. Нотекис якинлашади. 
45. Текис якинлашади. 46. Текис якинлашади. 47. Текис'якинлашади. 
48. Нотекис якинлашади. 49. Текис якинлашади. 50. Текис якинлаша­
ди. 51. Мумкин эмас; 53.1. 56, а = ± 1 . 57. Узлуксиз. 58. Узлуксиз. 
59. Узлуксиз. 60. а==0 да узилишга эга. 

62. 0. 63. у . 4 64. Ь п * . 65. М ^ Щ Р . ^ « 1 п ^ ± 4 . 67. 

_ я ( , _ у Г ^ 2 ) . ее. „ 1 „ _ 1 ± ^ 2 . 6 9 . у ^ а + ы - у Г + ^ х 

70. - А - И Ы - Ы р ^ в ^ о ) . 71. у Ы ^ у ^ - , ( « > о , в > 0 ) ! 

« • ^ И ( в + в ) - т - а 3 1 п а + Э 3 1 п в - ( а 3 + в 9 ) Н в + Э ) | ( а > 0 , в > 0 ) Г 

77. > д / « 7 8 . 7 9 . ( _ 1 ) - _ ^ _ к _ ^ _ ( в - » 2 ) 
2 V в 4 а - ^ ( ' г 2 ^ 1 йй 2 » 4 

80. у | а | . 81. у | Э | _ ^ а . 82. у » 8 п а . 83. 84. у . 

85. А 1 п | 4 | . ад. ^ ± 1 а г с е 8 ^ ± Э _ ^ 1 З Г С 4 8 ^ = 1 + 

в " I р I — 2 ^ к~ 2 ~ " ^ ~ Т 
А 2 , /_ „,2 

I * | г , * 2 + ( « - Р ) 2 „- Л • . 1 
+ Т " , Г Ь г о ~ — — ~ — 8 7 - т г е • К у р с а т м а : 

4 Л 2 + ( а + Э ) 2 2 1 + Х 2 
+ 0 » 

= ^ е-**1"*" муносабатдан фойдаланинг. 88. — &%пхе~м. 
о 2 

89. у < 1 - е Ч П ^ ± Ш е ^ . 91. Д ^ 1 8 ! п ( ^ ^ + 



-зтау. 

V 

Ч - 5 В п а \ ' 9 2 . У л с б 5 < а 2 + у ) . 9 3 . ' ^ з » п ( а 2 + • - ) . . 94. ~ 

95. - у с о а з д . 96. л ( с 1 8 я я - с 1 е я ^ 97: у О ? " - ' ) - 98. о 1 " ^ " " ^ -

99. Жё-'^овау/а ЮО. ^ « Х ш а ^ . 106, * . 107. 

тг ; ч я I -4>. . . - (Зл —2)' 

, 0 8 - 2 Ж " , 0 9 - ^ Г 2" И Ь ^ * 3 . 6 . . . . . ( 3 „ , • 
П 5 1 П — 

П 

Л 
г ( ') , ?-*А±) 

; л 3 Н - з ш - ^ - .• ^ • 1 Г(а)ГХР) , | 8 Ловрп 

Ш ' 8 * ' з л а ' ' а"*(1.-+аУ Л « + в ) . ' '. 8 1 п 2 . р я ' 
С05 - у 4 ^ • 

: 2 г 2 ф а з г 3 ф 
119. * - г — . 120. 1 П л / 2 я . 1 2 1 . , 122. — - — - г 

' 2 ^ " ... 2 " Г ( - - ) *" Г ( | ) 

XVII боб 

Каррали интеграллар 

2 „ 4 2 0 2 хЛ 'И/ ' . 

1. № / 1 КадУ** + Иг/ 5 Я*, г/У**- 2 - I — Л * -
О у-2 2 у-2 — 1 — 2 ^ / ' + ! / ^ 

я 2 - 4 I \  О  V ' - / 
+ № • ] Л*. у)й*- з- Иг/ 5 Л*, г/У**- 4 - 1<*г/ ,1 /<*•</У* -

0 -2-у/Г+^ О V* ,~ 1 _ , д / ] - „ 2 

+ № / 5 / и у У * . 5. ^ 5 Л*. г/У**- 6 - ИгЛ/(*.;/)<**• 

О '- УГ=» 0 2;-* 0 ? 

С81П 

• ЯГСС05— 
I л —агс8(П(/ 0 2л+агс51пу а а 

7. \йу \ у)йх- \ \ 8. \йг \. 

я 1 . е 2 

~2 2 " А Г С З Ш — 2 " ' ' 2 ' Р 

9. 2 5 I , 0 - |4/(ф,/-)ауГ1. 3. 12. у 1п4. 13. — . 
аГС5М1 — 

/ 2 -2 

22. 

.398 
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2^632 2 3 о 24. 4 . 25. 9 - — . 26. л ( ( 1 + а 2 ) 1 п ( 1 + а 2 ) - а 2 ) : 
3 4 

27. « Л 28. | а 2. 29. ̂  30. у | . 31. А( в 4 _ , * Х Л Л 
32. 8 | П р 6 ? 5 ^ а - 33. ~ 34. „ „ „ « • . 35. 4 + я . 

36. ( 3 ^ з - " > ° 2 . 37. ^ + - # 1 п ( . + V? )• 38. а 2 . ( ^ + а г с 8 1 „ ^ ± ) . 

4 \ , л 2 + й 2 / 4 0 - 1 2 б Т - ^ 4 1 - ^ 

л „ ( В - а Х » 2 - а 2 ) „ 0 4 , „ ч ^ 65 . л с 3 2 

4 2 - 2 ( « + 1 Х 8 + 1 ) - 4 3 - 4 4 - - Ш а Ь - 4 5 - Т Я а 

46. у а 6 ( а 2 + 6 2). 4 7 . ^ у ^ 48. | ( с 2 - ^ 2 ) 1 п | . 49. | ( а 2 - 6 2 ) Х 

Г(,-вХ1-у ^ . у ^ ! . ] . 50. Зя. 51. 52. » 
1 0 + а 2 Х 1 + Р ) 1 + а Р Л 4 3 105 

53. я . 54. - | ? ~ 2 1 п 2 . 55. ^ Г 2 * / ^ - ) а 3 . 56. - ^ я . 57. - ^ - а 3 . 
12 Зд /л \ / 32 9 

58. я ( 1 - е - « \ 5 9 . 2 а 2 С А Р - а Х д - 2 ) ^ л 6 1 2 & с ( 3 л + 

я 2 8 9 

+ 2 0 - 1 6 ^ ) - 62. | - а 2 У 2 ^ . 63. « • а 3 ^ + Л . 6 5 . 1 6 а * 
о I» рц \ / 

66. 67. - ^ - . 6 8 . яабс. 69. — а б с . .70. т ^ ~ " 3 [ с о 5 л В 4 - с о 8 я а 4 ) . 
5 2 л ^ 12я 

x(^-^) (»•-'•»[^-°2 ,( , +^-)+ 4 ,^} 
75. О, агар т, п, р ларнинг бирортаси ток булса, 

4 я (т—\Щп—Щ{р—Щ 
: : -тг • ;———;— .. . .—-—. агар т, п, р лар жуфт 

булса. 

3 

-I, 81. | я . з ^ 8 , ^ 8 4 . ^ 8 , ^ 8 , ^ а з 

87. ^ - л а 3 . 88. - у - 89. у { 1 - е - ' ) а 3 . 90. } а 3 . 91. 

2ЯУЗ я л / 2 а 2 6 с 4 а б с 2 1 49 3 

97. 1 ( * ^ в * ) ( 1 - 1 . ) | „ Д 98. 99. у ^ а + 6 Х 5 а 2 - 2 а й + 56 2). 

100. - ^ - о б с . 
35 
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1 " з и м * 

Я И=1 
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