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Mirzo Ulug‘bek nomidagi 

O‘zbekiston Milliy universiteti 

100 yilligiga bag‘ishlanadi 

 

So‘z boshi 

O‘zbekiston Respublikasining Ta’lim to‘g‘risidagi Qonuni va Kadrlar 

tayyorlash Milliy dasturi talablarini amalga oshirishda O‘zbekiston Milliy 

Universiteti matematika fakulteti matematik analiz kafedrasi jamoasi 

mas’uliyatini his etgan holda ilmiy-tadqiqot ishlari va ilmiy pedagogik kadrlar 

tayyorlash samaradorligini oshirish maqsadlarini ko‘zlab o‘z oldiga qator 

vazifalarni belgiladi. 

Ilm-fan jadal taraqqiy etayotgan, zamonaviy axborot-kommunikatsiya 

tizimlari vositalari keng joriy etilayotgan jamiyatda turli fan sohalarida 

bilimlarning tez yangilanib borishi, ta’lim oluvchilar oldiga ularni jadal egallash 

bilan bir qatorda, muntazam va mustaqil ravishda bilim izlash vazifasini 

qo‘ymoqda. 

Bu vazifani hal qilish maqsadida o‘quv rejalariga matematik va kompleks 

analiz fanlaridan mustaqil ta’lim olish kiritildi. O‘z navbatida o‘quv dasturlarida 

rejaga mos ravishda o‘zgartirishlar amalga oshirildi. 

Hozirgi vaqtda matematik va kompleks analizning uslublari fan, texnika 

va iqtisodiyotning turli-tuman masalalarini hal qilishda keng qo‘llanilmoqda. 

Xalq xo‘jaligining barcha sohalarida kompyuterlarning va matematik 

usullarning yalpi qo‘llanilishi munoabati bilan bu usullarning ahamiyati yanada 

ortdi. 

Yuqorida qayd etib belgilangan vazifalar bajarilishining isboti sifatida 

yuzaga kelgan ushbu qo‘llanma kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi 

fanidan mustaqil ishlarni bajarishga mo‘ljallangan bo‘lib, o‘quv adabiyoti 

Davlat ta’lim standartining bakalavr mutaxassisligi “Matematika” , “Mexanika” 

va “Fizika” yo‘nalishlariga mos keladi. 
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Qo‘llanma uch paragrafdan iborat bo‘lib ularda “Kompleks sonlar va 

kompleks argumentli funksiyalar”, “Elementar funksiyalar va ular yordamida 

bajariladigan konform akslantirishlar” va “Kompleks argumentli funksiyaning 

integrali va chegirmalar nazariyasi’’ mavzulari bo‘yicha 3 ta mustaqil ish 

tavsiya etilgan. Har bir mustaqil ishni berishdan avval shu mustaqil ishni 

bajarish uchun lozim bo‘ladigan asosiy tushuncha va teoremalar keltirilgan. 

So‘ng 21 ta variantdan iborat bo‘lgan vazifa mustaqil yechish uchun tavsiya 

qilingan. Talabaning mavzularni o‘zlashtirishini hamda ishni bajarishini 

yengillashtirish maqsadida har bir paragrafning oxirida 1 ta variantdagi ( 21-

variant) barcha misol va masalalar to‘liq yechib ko‘rsatilgan. Bunda aksariyat 

misollar ikki usulda yechilgan.Avval analitik yo’l bilan yechilgan bo’lsa,undan 

so’ng misolning mohiyatini chuqurroq ochib berish maqsadida shu misol Maple 

matematik paket yordamida yechib, chizmalari bilan keltirilgan.   

Qo‘llanmani yozishda mualliflar tomonidan mavzularning oddiy va sodda 

tilda, tushunarli va ravon bayon etilishiga harakat qilindi. Shu munosabat bilan 

mualliflar qo‘llanma talabalarda bilim olishga intilish hissi, mustaqil fikrlash 

malakalarining shakllanishiga xizmat qiladi deb umid bildiradilar hamda u 

talabalarga kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi fanining aytib o‘tilgan 

mavzulari bo‘yicha bilimlarini oshirishda yordam beradi deb ishonadilar. 
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1-§.  1-MUSTAQIL ISH 

KOMPLEKS SONLAR VA KOMPLEKS ARGUMENTLI 

FUNKSIYALAR 

Kompleks sonlar va ular ustida amallar. 

Kompleks sonning geometrik tasviri. 

Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli ko‘rinishlari.    

Kompleks tekislikda soha va egri chiziq.  

Stereografik proyeksiya. 

Kompleks argumentli funksiyalar, ularning limiti, uzluksizligi.  

Funksiyaning differensiallanuvchiligi. Koshi-Riman shartlari. 

Garmonik  funksiyalar.   

Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi. 

Konform akslantirishlar. 

 

-A- 

ASOSIY TUSHUNCHA VA TEOREMALAR 

10. Kompleks sonlar va ular ustida amallar. 

Ma’lumki, kompleks son 

iyxz                         (1) 

ko‘rinishda ifodalanadi, bunda  x   va  y   lar haqiqiy sonlar i esa  ( 12 i ) 

mavhum birlikdir. 

 Odatda x  haqiqiy songa z  kompleks sonning haqiqiy qismi, y  haqiqiy 

songa esa z  kompleks sonning mavhum qismi  deyiladi va  

zx Re ,           zy Im  

kabi belgilanadi.  

Agar (1) da 0y  bo‘lsa, xixz  0  bo‘lib, z haqiqiy x songa teng 

bo‘ladi. Agar (1) da  0x   bo‘lsa , 0z i y iy     bo‘lib, z sof mavhum son 

bo‘ladi. (1) da 0x   , 0y  bo‘lsa, z kompleks son  0 ga teng bo‘ladi. 
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Ikkita 
111

iyxz   va 
222

iyxz   kompleks sonlar berilgan 

bo‘lib,
2121

, yyxx   bo‘lsa, unda 
1

z  va 
2

z  kompleks sonlar bir biriga teng 

deyiladi. Agar  
2121

  , yyxx   bo‘lsa, y holda 
2

z  kompleks son 
1

z  ga 

qo‘shma kompleks son deyiladi va 
1

z  kabi belgilanadi. 

Demak, iyxz   bo‘lsa, iyxiyxz   bo‘ladi. Masalan, 

iz
3

1
2   kompleks sonning qo‘shmasi  iz

3

1
2   bo‘ladi. 

Aytaylik, ikkita 
111

iyxz   va 
222

iyxz   kompleks sonlar berilgan 

bo‘lsin. Ular ustidagi arifmetik amallar quyidagi qoidalar asosida aniqlanadi. 

1) );()(:
212121

yyixxzz   

2) );()(:
2121212121

xyyxiyyxxzz   

3) ;:
2

2

2

2

2121

2

2

2

2

2121

2

1

yx

yxxy
i

yx

yyxx

z

z









  

4) 
n

n zzzz  . 

Izoh. 
21

zz   ko‘paytma ))((
2211

iyxiyx   ifodani hadma-had 

ko‘paytirishdan hosil bo‘lishini ko‘rish qiyin emas: 

).()(

))((

21212121

21

2

212121221121

xiyyxiyyxx

yyixiyiyxxxiyxiyxzz





 

22

11

2

1

iyx

iyx

z

z




  nisbatni hisoblashda kasrning surat va maxrajini 

222
iyxz    ga 

ko‘paytiriladi: 

2

2

2

2

2121

2

2

2

2

2121

2222

2211

22

11

2

1

))((

))((

yx

yxxy
i

yx

yyxx

iyxiyx

iyxiyx

iyx

iyx

z

z



















 . 

20. Kompleks sonning geometrik tasviri.    
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Tekislikda, Oxy Dekart koordinatlar sistemasida iyxz   kompleks son 

koordinatlari x va y bo‘lgan M(x,y) nuqtani ifodalaydi (1-chizma). 

                                      y  

                                  y                     M(x,y) 

                                           r 

                                                       

                                     o                 x                 x  

1-chizma. 

Shu M(x,y) nuqta iyxz   kompleks sonning geometrik tasviri deyiladi. 

Demak, har bir kompleks son tekislikda bitta nuqtani ifodalaydi. Aksincha, 

tekislikdagi har bir nuqta haqiqiy qismi shu nuqtaning abssissasiga, mavhum 

qismi esa ordinatasiga teng bo‘lgan kompleks sonni ifodalaydi. 

Shunday qilib, tekislikning barcha nuqtalari to‘plami bilan barcha 

kompleks sonlar to‘plami orasida o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud. Bunda 

barcha haqiqiy sonlarning geometrik tasviri abssissalar o‘qini, barcha sof 

mavhum sonlarning geometrik tasviri ((0,0) nuqtadan farqli) esa ordinatalar 

o‘qini ifodalaydi. Shuning uchun abssissalar o‘qini  haqiqiy o‘q, ordinatalar 

o‘qini esa   mavhum o‘q  deyiladi. Oxy tekislikni esa kompleks tekislik  deyiladi 

va C harfi bilan belgilanadi. 

1-chizmadagi ОМ  vektorga M(x,y) nuqtaning radius vektori  deyilib, bu 

vektorning uzunligi r ga iyxz   kompleks sonning moduli  deyiladi va z  

kabi belgilanadi. ОМ  vektor bilan Ox haqiqiy o‘qning musbat yo‘nalishi 

orasidagi   burchak z  kompleks sonning argumenti  deyiladi va zarg  kabi 

belgilanadi.  

Agar iyxz   kompleks son berilgan bo‘lsa uning moduli va argumenti 

quyidagi tengliklar yordamida hisoblanadi: 

22 yxzr  ;                        (2) 
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, 0, 0 ' ,

arg , 0 '

2 , 0, 0 , '

y
arctg аgar x y bo lsa

x

y
z arctg аgar x bo lsa

x

y
arctg аgar x y bo lsa

x

 




 




   



  


        (3) 

1-chizmadan 

r

y

r

x
 sin  ,cos  

ekanligini hosil qilamiz va bundan  

(riyxz  )sincos  i                  (4) 

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu ifoda z  kompleks sonning trigonometrik ifodasi 

(shakli)  deyiladi. 

ie  sincos i                               (5) 

tenglik  Eyler formulasi  deyiladi. Bundan  

 irez  

kompleks sonning ko‘rsatkichli ko‘rinishi kelib chiqadi. 

1-Teorema. Ikkita  
21

  zваz  kompleks son ko‘paytmasining moduli shu 

kompleks sonlar modullarining ko‘paytmasiga teng: 

                          .
2121

zzzz     

Ikkita kompleks son ko‘paytmasining argumenti shu kompleks sonlar 

argumentlarining yig‘indisiga teng.      
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        2-chizma. 

2-Teorema. Ushbu 

)( argarg , Nnznzzz nnn   

tengliklar o‘rinlidir. 

3-Teorema. Ikkita kompleks son nisbati 
2

1

z

z
 uchun 

21

2

1

2

1

2

1 argargarg ,
.

zz
z

z

z

z

z

z
  

tengliklar o‘rinli. 

Izoh. Kompleks sonlar argumentlariga doir keltirilgan tengliklarda 

kompleks son argumenti shu songa mos radius vektorning tekislikdagi holati 

ma’nosida tushuniladi. 

(4)–munosabat  va 2-teoremadan 
nz  uchun  

  )sin(cos)sin(cos  ninrirz nnn
                  (6) 

Muavr formulasi kelib chiqadi. 

 

30. Kompleks tekislikda soha va egri chiziq. 

Aytaylik, 

)(txx  ,     )(tyy   



 11 

funksiyalar  ,   da    R,   aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. Unda 

iyxz   

kompleks son haqiqiy o‘zgaruvchi t  ga bog‘liq bo‘lib, 

)()()( tiytxtzz   

haqiqiy argumentli kompleks qiymatli funksiyaga ega bo‘lamiz. 

Ravshanki, t  o‘zgaruvchi  ,  da o‘zgarganda )(tz  funksiyaning 

qiymatlari C da o‘zgarib, biror egri chiziqni tashkil etadi. Shu sababli 

)(tzz            )(  t  

funksiyaga egri chiziqning parametrik tenglamasi deyiladi. 

Agar )(tzz   da   ,,
21

tt  uchun 
21

tt   bo‘lishidan )()(
21

tztz   

bo‘lishi kelib chiqsa, u holda )(tzz   egri chiziq sodda chiziq  deyiladi. 

Agar  )()(  zz  bo‘lsa, )(tzz   egri chiziq  yopiq chiziq deyiladi. 

Kompleks tekislik C da biror 
0

z  nuqta hamda 0  son olaylik. 

1-Ta’rif. Ushbu 

 
0

: zzCz  

to‘plam 
0

z  nuqtaning  -atrofi  deyiladi va ),(
0
zU  kabi belgilanadi: 

}:{),(
00

 zzCzzU . 

Ravshanki, ).(
0
zU  atrof markazi 

0
z  nuqtada, radiusi    bo‘lgan ochiq 

doira bo‘ladi. 
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3-chizma. 

C da biror  D   to‘plam berilgan bo‘lsin ( CD  ). Agar Dz 
0

 

nuqtaning ),(
0
 zU  atrofi mavjud bo‘lib, DzU ),(

0
 bo‘lsa, u holda 

0
z  

nuqta D  to‘plamning ichki nuqtasi deyiladi. 

2-Ta’rif. Agar D to‘plamining har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo‘lsa, 

u holda D ochiq to‘plam deyiladi. 

 C da biror F to‘plam berilgan bo‘lsin ( CF  )  

3-Ta’rif. Agar Cz 
0

 nuqtaning ixtiyoriy ),(
0
zU  atrofida F 

to‘plamning 
0

z  nuqtadan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, 
0

z  nuqta F 

to‘plamning  limit nuqtasi deyiladi. 

4- Ta’rif. Agar F to‘plamning barcha limit nuqtalari shu to‘plamga 

tegishli bo‘lsa, F  yopiq to‘plam deyiladi. 

5-Ta’rif. Agar D to‘plamning ixtiyoriy 
21

, zz  nuqtarlarini D to‘plamda 

to‘liq yotuvchi birorta uzluksiz   egri chiziq yordamida birlashtirish mumkin 

bo‘lsa, u holda D bog‘lamli to‘plam deyiladi. 

6-Ta’rif. Agar )( CDD   to‘plam ochiq hamda bog‘lamli to‘plam 

bo‘lsa, bunday to‘plam soha deb ataladi. 

 

 

                        a)                                            b) 

                              4-chizma.     a) soha , b) soha  emas 
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                  D sohaning o‘ziga tegishli bo‘lmagan limit nuqtalaridan tashkil 

topgan to‘plam  D sohaning chegarasi deyiladi va D  kabi  belgilanadi. 

Ushbu 

DD   

to‘plam  D  kabi belgilanadi. Demak, DDD : .  

Agar D sohaning chegarasi D  bog‘lamli to‘plam bo‘lsa, D bir 

bog‘lamli, aks holda esa ko‘p bog‘lamli soha deyiladi. 

D soha chegarasi D  ning  bog‘lamli komponentlari soniga qarab D 

sohani bir bog‘lamli, ikki bog‘lamli, n bog‘lamli soha deb ataymiz. 

Soha chegarasining musbat yo‘nalishi deb shunday yo‘nalishni qabul 

qilamizki, kuzatuvchi bu yo‘nalish bo‘ylab harakat qilganda soha unga nisbatan 

har doim chapda joylashgan bo‘ladi. 

Masalan, 5-chizmada  a) bir bog‘lamli, b) ikki bog‘lamli, d) uch bog‘lamli 

sohalar tasvirlangan bo‘lib, soha chegaralarining musbat yo‘nalishlari strelkalar 

bilan ko‘rsatilgan. 

             

 

 

 

 

 

5-chizma 

40. Stereografik proeksiya. 

3R  fazoda ),,(   Dekart koordinatalar sistemasini olaylik. Bu fazoda   

   2223 :,, RS  

sferani qaraymiz. Faraz qilaylik   va   o‘qlar mos ravishda x va y o‘qlari bilan 

ustma-ust tushsin (6-chizma). 

a) 
b) d) 
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6-chizma 

Ravshanki, qaralayotgan S sfera Oxy tekisligiga koordinata boshida 

urinadi. Kompleks tekislikda 
000

iyxz   nuqta olib, bu nuqtani sferaning P 

nuqtasi bilan to‘g‘ri chiziq kesmasi yordamida birlashtiramiz. Natijada, bu 

to‘g‘ri chiziq sferani ),,(
000

М  nuqtada kesadi. Demak, kompleks 

tekislikdagi har bir nuqta  S sferadagi biror nuqta bilan ifodalanadi, va aksincha, 

S sferadagi har bir nuqtaga (P nuqtadan boshqa) kompleks tekislikda yagona 

nuqta mos keladi. 

Shunday qilib, \{ }S P  to‘plam bilan C kompleks tekislik o‘rtasida o‘zaro 

bir qiymatli moslik o‘rnatildi. Odatda bu moslik kompleks tekislikning 

stereografik proyeksiyasi  deyiladi. 

Agar 
0

z  nuqta   ga intilsa, bu 
0

z  nuqtaga S sferada mos keluvchi 

nuqtaning P ga yaqinlashishini ko‘rish qiyin emas. Bu hol P nuqtaga kompleks 

tekislikda z  nuqtani mos qo‘yish tabiiyligini ko‘rsatadi. Demak, kompleks 

tekisligidagi yagona z  nuqta S sferada P nuqta bilan ifodalanadi. Kompleks 

tekislik cheksiz uzoqlashgan nuqta z  bilan birgalikda kengaytirilgan 

kompleks tekislik deb ataladi va С  kabi belgilanadi. S sferadagi ),,( М   va 

kompleks tekislikdagi iyxz   nuqta orasidagi moslik quyidagi formulalar 

yordamida aniqlanadi: 
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;
1

,
1

,
1

2

2

22
z

z

z

y

z

x








                   (7) 

.
1

  ,
1 







 yx                                          (8) 

Bu tengliklardan foydalanib, sferik masofa tushunchasini  kiritamiz. 

Aytaylik, Сzz 
21

,  nuqtalar berilgan b o‘lsin,  
1z  va 

2z  nuqtalar orasidagi 

sferik masofa deganda, ularning Riman sferasi  S  dagi obrazlari orasidagi 

masofa tushuniladi va u ),(
21

zz  kabi belgilanadi. (7) va (8) – tengliklar 

yordamida ushbu formulalarni keltirib chiqarish qiyin emas. 

2

2

2

1

12

21

11
),(

zz

zz
zz




       );;(

21
 zz      (9) 

.

1

1
),(

2
z

z



         (10) 

50. Kompleks argumentli funksiyalar. 

Kompleks sonlar tekisligi  C da biror  E to‘plam berilgan bo‘lsin ( CE  ). 

1-Ta’rif. Agar  E to‘plamdagi har bir z kompleks songa  f qoida yoki 

qonunga ko‘ra bitta w   kompleks son mos qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘plamda 

funksiya berilgan (aniqlangan) deb ataladi va u 

wzf :          yoki       )(zfw   

kabi belgilanadi. 

Bunda E to‘plam funksiyaning  aniqlanish to‘plami, z erkli o‘zgaruvchi 

yoki funksiya argumenti, w  esa z o‘zgaruvchining funksiyasi  deyiladi. 

Aytaylik )(zfw   funksiya biror  E (EC) to‘plamda berilgan bo‘lsin. 

Bu funksiyani 

ivuiyxfw  )(       ),( RyRx   

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu esa E  to‘plamda ikki o‘zgaruvchili ikkita  
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










),(

),,(

yxvv

yxuu

 

funksiyalarning aniqlanishiga olib keladi. Bundan bitta kompleks o‘zgaruvchili  

)(zfw   funksiyaning berilishi ikkita ikki o‘zgaruvchili haqiqiy funksiyalar                                   












),(

),,(

yxvv

yxuu

 

berilishiga ekvivalent bo‘lishi kelib chiqadi. 

)(zfw   funksiya EC to‘plamda berilgan bo‘lib, z  o‘zgaruvchi E 

to‘plamda o‘zgarganda funksiyaning  mos qiymatlaridan iborat to‘plam 

}:)({ EzzfF   

bo‘lsin. Bu to‘plamga funksiyaning qiymatlari to‘plami deyiladi. 

EC to‘plamda )(zfw   funksiyaning berilishi Oxy kompleks 

tekisligidagi E to‘plamni (to‘plam nuqtalarini)  Ouv kompleks tekisligidagi F 

to‘plamga (to‘plam nuqtalariga) aks ettirishdan iborat. Shu sababli )(zfw   ni 

E to‘plamni F to‘plamga akslantirish  deyiladi.  

 

Odatda )(zfw   funksiyani geometrik tasvirlash uchun bu akslantrish 

yordamida aniqlangan E  va F  to‘plamlar  mos ravishda  Oxy va  Ouv  

kompleks tekisliklarida chiziladi. 

Ba'zida funksiyani geometrik tasvirlash uchun boshqacha usul ham 

qo‘llaniladi. Uch o‘lchovli   ( , , )x y   fazoda ( )f z    sirt chiziladi.Bu sirtga  

)(zfw   funksiyaning relyefi deb ataladi. 

Misol tariqasida  
2

1
( )

1
f z

z



  funksiyaning relyefini  Maple matematik 

paketidan foydalanib chizamiz. 
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>  

>  

                

 7-chizma 

)(zfw   funksiya E to‘plamda  (EC) berilgan bo‘lib, F esa shu 

funksiya qiymatlaridan iborat to‘plam bo‘lsin 

}:)({ EzzfF  . 

So‘ngra F to‘plamda o‘z navbatida biror )(w  funksiya berilgan bo‘lsin. 

Natijada  E to‘plamdan olingan har bir z  ga F to‘plamda bitta ):( wzfw   

son va  F to‘plamdan olingan bunday  w   songa bitta ):(  w  son )( C  

mos qo‘yiladi. Demak, E  to‘plamdan olingan har bir z  ga bitta   son mos 

qo‘yilib, ))(( zf   funksiya hosil bo‘ladi. Bunday funksiya  murakkab 

funksiya deyiladi. 

)(zfw   funksiya  E  to‘plamda berilgan bo‘lib,  F to‘plam esa shu 

funksiya qiymatlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. F to‘plamdan olingan har bir w  

kompleks songa  E  to‘plamda faqat bitta z sonni mos qo‘yadigan funksiyaga  
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)(zfw   funksiyaga nisbatan teskari funksiya deyiladi va u  )(1 wfz    kabi 

belgilanadi. 

2-Ta’rif. Agar argument z ning  E  to‘plamdan olingan ixtiyoriy  
1

z  va 
2

z  

qiymatlari uchun 
21

zz   bo‘lishidan )()(
21

zfzf   bo‘lishi kelib chiqsa, 

)(zf  funksiya  E  to‘plamda bir yaproqli (yoki bir varaqli) funksiya deb ataladi. 

Misol. 
32

1
)(




z
zf  funksiyani 

3
{ ; }

2
E z C z    doirada bir 

yaproqlilikka tekshiring. 

Faraz qilaylik, 
21

z ,z E  lar uchun )()(
21

zfzf  , ya’ni  

32

1

32

1

21



 zz

 bo‘lsin . )(.3232
2121

zfzzzz   funksiya  

E to‘plamda bir yaproqli.  

Faraz qilaylik )(zfw   funksiya  EC  to‘plamda berilgan bo‘lib, 
0

z  

nuqta shu E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. 

3-Ta’rif. Agar 0  son uchun  0),(
0

 z  son topilsaki, 

argument z ning 
0

0 zz    tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha z E 

qiymatlarida  Azf )(  tengsizlik bajarilsa, u holda A kompleks son )(zf  

funksiyaning 
0

zz   dagi limiti deb ataladi va  

Azf
zz




)(lim
0

 

kabi belgilanadi. 

 Misol.  ( ) , { : 1}
2

i z
f z E z C z


    ,   funksiya  uchun  

1

( )
2lim

z

i
f z



   ekanligini ta’rif yordamida ko‘rsating. 

 z E    uchun      
1

( )
2 2 2 2

i i z i z
f z

 
    . Agar 0  son uchun  

2   son  deb olinsa, u holda  argument z ning 0 1z    tengsizlikni 
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qanoatlantiruvchi barcha z E qiymatlarida   ( )
2

i
f z    tengsizlik bajarildi 

(8-chizma) .   

 

 8-chizma 

),(),()( yxivyxuzf   funksiyaning limitini hisoblash ),( yxu  va 

),( yxv  larning limitlarini hisoblashga keltirilishi mumkin. 

1-Teorema. )(zfw   funksiya )(
0000

iyxzzz   da  iА  

limitga ega  ( Azf
zz




)(lim
0

) bo‘lishi uchun 






),(lim
0

0

yxu

yy
xx

,  




),(lim
0

0

yxv

yy
xx

 

bo‘lishi zarur va yetarli. 

Aytaylik )(zfw   funksiya EC to‘plamda berilgan bo‘lib, 
0

z  nuqta 

shu E to‘plamning o‘ziga tegishli bo‘lgan limit nuqtasi bo‘lsin. 

4-Ta’rif. Agar 0  uchun 0),(
0

 z  son topilsaki, argument z 

ning 
0

zz  tengsizlikni qanoatlatiruvchi barcha Еz  qiymatlarida  

0( ) ( )f z f z    

 tengsizlik bajarilsa u holda )(zf  funksiya 0z nuqtada uzluksiz deb 

ataladi.(Ravshanki ,bu xolda   )()(
0lim

0

zfzf
zz




 bo‘ladi) 
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Odatda 
0

zz   ayirma funksiya argumentining orttirmasi deyiladi, uni 

z  kabi belgilanadi: 
0

zzz  , )()(
0

zfzf  ayirma esa funksiya 

orttirmasi deyilib uni f kabi belgilanadi: 

)()(
0

zfzff  . 

Shu tushunchalardan foydalanib, z0 nuqtadagi funksiya uzluksizligi 4-

ta’rifini quyidagicha ham aytish mumkin: 

Agar 

0lim
0




f
z

 

bo‘lsa, )(zf  funksiya  
0

z nuqtada  uzluksiz  deyiladi. 

5-Ta’rif. Agar )(zf  funksiya  E to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz 

bo‘lsa, u holda )(zf  funksiya E to‘plamda uzluksiz deyiladi. 

2-Teorema. ),().()( yxivyxuzf   funksiyaning  
000

iyxz   

nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun ),( yxuu   hamda ),( yxvv   funksiyalarning 

),(
00

yx  nuqtada uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.   

)(zfw   funksiya CE   to‘plamda berilgan bo‘lsin.  

6-Ta’rif. Agar 0  son uchun 0)(   son topilsaki, E 

to‘plamning  "' zz  tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Ezz "' ,   

nuqtalarida 

 )''()'( zfzf  

tengsizlik bajarilsa, )(zf  funksiya E  to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi. 

3-Teorema. (Kantor teoremasi). Agar )(zf  funksiya chegaralangan 

yopiq to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. 

60. Funksiyaning differensiallanuvchiligi. Koshi-Riman shartlari.   
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 Biror  СЕ   sohada )(zfw   funksiya berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy 

Ez 
0

 nuqta olib, unga shunday z  orttirma beraylikki, Ezz 
0

 bo‘lsin 

(9-chizma). Natijada, )(zf  funksiya ham 
0

z  nuqtada 

)()()(
000

zfzzfzfw   

orttirmasiga ega bo‘ladi. 

                                  

9-chizma 

1-Ta’rif. Agar 0z  da  
z

w




 nisbatning limiti 

z

zfzzf

z
z
w

z 










)()(
limlim 00

00
 

mavjud va chekli bo‘lsa, bu limit kompleks o‘zgaruvchili )(zf  funksiyaning 
0

z  

nuqtadagi hosilasi deb ataladi va )('
0

zf  kabi belgilanadi: 

z

zfzzf
zf

z 






)()(
lim)(' 00

0
0

                  (11) 

Faraz qilaylik, ).().()( yxivyxuzf   funksiya 
000

iyxz   ( Cz 
0

) 

nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo‘lsin. 

2-Ta’rif. Agar ),( yxu  va ),( yxv  funksiyalar yx,  o‘zgaruvchilarning 

funksiyasi sifatida ),(
00

yx  nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, )(zf  funksiya 

0
z  nuqtada haqiqiy analiz ma’nosida differensiallanuvchi deyiladi. 
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Bu holda ),(),(
0000

yxidvyxdu   ifoda  )(zf  funksiyaning  
0

z  

nuqtadagi differensiali deyiladi: 

idvdudf  . 

Teorema.  ),(),()( yxivyxuzf    funksiyaning  
0

z   nuqtada  )(' 0zf  

hosilaga ega bo‘lishi uchun bu funksiyaning ),(
000

yxz  nuqtada haqiqiy analiz 

ma’nosida differensiallanuvchi bo‘lib, 































x

v

y

u

y

v

x

u

                     (12) 

 shartlarning bajarilishi zarur va yetarli.  

Odatda (12) shartlar Koshi-Riman shartlari deyiladi. 

Kompleks analizda ushbu  idydxdz  ,  idydxzd  , 

)(
2

1

y

f
i

x

f

z

f














                )(

2

1

y

f
i

x

f

z

f














 

belgilashlar yordamida  ),(),()( yxivyxuzf   funksiyaning  to‘la 

differensiali   idvdudf  , zd
z

f
dz

z

f
df









  

ko‘rinishda qulay ifodalanadi. 

Yuqorida keltirilgan (12) – Koshi-Riman shartlari 

0




z

f
                      (13) 

tenglikka ekvivalent bo‘ladi. 

Agar )(zfw     funksiya 
0

z  nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, bu nuqtada 0




z

f
 

bo‘lib, f  ning hosilasi 
z

f
zf




)('

0
, differensiali esa  
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dzzfdz
z

f
df )('

0





  

ko‘rinishda bo‘ladi. Kompleks analizda hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar C – 

differensiallanuvchi funksiyalar deyiladi. 

Amaliyotda funksiyalarni C-differensiallanuvchilikka tekshirishda Koshi-

Riman shartlaridan foydalaniladi. 

Qutb koordinatlar sistemasida 

)sin,cos()sin,cos(),(),()(  ivuyxivyxuzf  

funksiya uchun Koshi-Riman shartlari  




































uv

vu

1

1

                           (14) 

ko‘rinishda bo‘ladi. 

Faraz qilaylik, )(zfw   funksiya biror CE   sohada berilgan bo‘lsin. 

3-Ta’rif. Agar )(zf  funksiya Cz 
0

 nuqtaning biror ),(
0
zU  atrofida 

S-differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda )(zf  funksiya 
0

z  nuqtada golomorf 

funksiya deyiladi. 

4-Ta’rif. Agar )(zf  funksiya E sohaning har bir nuqtasida golomorf 

bo‘lsa, funksiya  E sohada golomorf deyiladi. 

Odatda  E  sohada golomorf funksiyalar sinfi )(EО  kabi belgilanadi. 

5-Ta’rif. Agar )
1

()(
z

fzg   funksiya 0z  nuqtada golomorf bo‘lsa, 

)(zf  funksiya ""  nuqtada golomorf  deyiladi. 

6-Ta’rif. Agar )(zf  funksiya Cz 
0

 nuqtada golomorf bo‘lsa, )(zf  

funksiya 
0

z  nuqtada  antigolomorf deyiladi. 

70. Garmonik funksiyalar. 
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Faraz qilaylik, 
2R  fazodagi )( 2REE   sohada ),( yxFF   funksiya 

berilgan bo‘lib, u shu sohada ikkinchi tartibli 
2

2 ),(

x

yxF




,  

2

2 ),(

y

yxF




 

uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. 

Ta’rif. Agar  E sohaning har bir nuqtasida  

0
2

2

2

2











y

F

x

F
                        (15) 

tenglik bajarilsa, ),( yxFF   funksiya  E  sohada garmonik funksiya deyiladi. 

(15) – tenglamani Laplas tenglamasi deyiladi. Bu tenglama ushbu 

2

2

2

2

yx 







  

Laplas operatori yordamida 0F   shaklda ham yoziladi. Laplas operatori 

uchun                   

zzy
i

xy

i

xyx 

















































2

2

2

2

2

4  

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda (15) - tenglikni  

0
2






zz

F
                      (16) 

shaklda yozish mumkinligini ko‘ramiz. 

Teorema. СЕ   sohada golomorf bo‘lgan har qanday )(zf  

funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari ),( yxu  va ),( yxv  funksiyalar shu 

sohada garmonik bo‘ladilar. 

Eslatma. Ixtiyoriy ikkita ),( yxu  va ),( yxv  garmonik funksiyalar uchun 

  y)iv(x,y)u(x, )( zf  funksiyaning golomorf bo‘lishi shart emas. f  ning 

golomorf bo‘lishi uchun u  va v  lar Koshi-Riman shartlari orqali bog‘langan 

bo‘lishlari lozim. Bunday holda u  va v  garmonik funksiyalar qo‘shma 

garmonik funksiyalar deyiladi. 
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Bir bog‘lamli СЕ   sohada ),()( yxuzu   garmonik funksiya bo‘lib, 

Ez 
0

 tayinlangan nuqta bo‘lsin. U holda 












z

z

dy
x

u
dx

y

u
zv

0

)(              (17) 

ikkinchi tur egri chiziqli integral )(zu  funksiyaga qo‘shma garmonik funksiya 

)(zv  ni aniqlaydi. 

80. Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi. Konform 

akslantirishlar. 

Faraz qilaylik, )(zfw   funksiya biror CE   sohada berilgan bo‘lsin. 

Uni )(z  tekislikning nuqtalarini )(w  tekislik nuqtalariga akslantirish deb 

qaraymiz. Aytaylik, )(zfw   funksiya Ez 
0

 nuqtada )('
0

zf   )0)('(
0
zf  

hosilaga ega bo‘lsin. Unda )(zfw   akslantirish yordamida rzz 
0

 aylana, 

cheksiz kichik miqdor )(
0

zzо   e’tiborga olinmasa  

rzfww  )('
00

 

aylanaga akslanadi. Agar 1)('
0
zf  bo‘lsa, unda rzz 

0
 aylana siqiladi, 

1)('
0

zf  bo‘lganda esa aylana cho‘ziladi. 

Demak, funksiya hosilasining moduli )(zfw   akslantirishda 

«cho‘zilish koeffitsientini» bildirar ekan. 

Endi )(zfw   akslantirish 
0

z  nuqtadan o‘tuvchi   silliq chiziqni )(w  

tekislikdagi Г  chiziqqa akslantirsin. Bu holda funksiya hosilasining argumenti 

)(zfw   akslantirishda   chiziqni qanday burchakka burishini bildiradi. 

0)('
0
zf  bo‘lgan holda )(

0
z  nuqtadan o‘tuvchi ikki 1C  va 2C  egri 

chiziqlar orasidagi burchak   bo‘lsa, )(zfw   akslantirishda bu chiziqlarning 
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akslari 
1

Г  va 
2

Г  lar orasidagi burchak ham   ga teng bo‘ladi(10-chizma). 

 

 10-chizma 

Aytaylik, )(zfw   funksiya СЕ   sohada berilgan bo‘lib, Ez 
0

 

bo‘lsin. 

1-Ta’rif. Agar )(zfw   akslantirish  

1) markazi 
0

z  nuqtada bo‘lgan cheksiz kichik aylanani cheksiz kichik 

aylanaga o‘tkazish xossasiga, 

2) 
0

z  nuqtadan o‘tuvchi har qanday ikkita chiziq orasidagi burchakning 

miqdorini ham, yo‘nalishini ham saqlash xosssasiga ega bo‘lsa, )(zfw   

akslantirish 
0

z  nuqtada konform akslantirish deb ataladi. 

Agar bu ta’rifdgi 2-shartda burilish burchagining miqdori o‘zgarmay, 

yo‘nalishi qarama-qarshisiga o‘zgarsa, bunday akslantirish II-tur konform 

akslantirish deyiladi. 

2-Ta’rif. Agar СЕ   sohada aniqlangan )(zfw   akslantirish uchun  

1) )(zfw   funksiya Е  sohada bir yaproqli funksiya, 

2) Е  sohaning har bir nuqtasida konform bo‘lsa, berilgan akslantirish 

Е sohada konform akslantirish deb ataladi. 

Konform akslantirishlar quyidagi xossalarga ega: 

1) Konform akslantirishga teskari bo‘lgan akslantirish ham konform 

akslantirish bo‘ladi. 
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2) Chekli sondagi konform akslantirishlarning superpozitsiyasi yana 

konform akslantirish bo‘ladi. 

Teorema. Agar )(zfw   akslantirish СЕ   sohada bir yaproqli 

bo‘lib, 0)(' zf  bo‘lsa, u holda akslantirish shu sohada konform bo‘ladi. 

 

Nazorat savollari. 

1. Kompleks sonlar ustida amallar. 

2. Kompleks sonni geometrik tasvirlash. 

3. Kompleks sonning moduli va argumentini hisoblash. 

4. Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli ko‘rinishlari. 

5. Muavr formulasi. 

6. Kompleks tekislikda egri chiziq tushunchasi. 

7. Kompleks tekislikda soha tushunchasi. 

8. Bir bog‘lamli va ko‘p bog‘lamli sohalar. 

9. Stereografik proeksiya. 

10. Sferik masofa tushunchasi. 

11. Kompleks argumentli funksiya, murakkab va teskari    funksiya 

tushunchalari. 

12.  Bir yaproqli funksiya ta’rifi va unga misollar. 

13. Kompleks argumentli funksiyaning limiti va uzluksizligi. 

14. Haqiqiy analiz ma’nosida differensiallanuvchilik ta’rifi. 

15.   C–differensiallanuvchilik ta’rifi. 

16.   Golomorf funksiyalar. 

17.  Garmonik funksiyalar. 

18. Golomorf va garmonik funksiyalar orasidagi bog‘lanish. 

19.  Qo‘shma garmonik funksiyalar va ularni topish. 

20.  Hosila modulining geometrik ma’nosi. 

21.  Hosila argumentining geometrik ma’nosi. 

22.  Nuqtada va sohada konform akslantirishlar.   
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- B - 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOL VA MASALALAR 

1-Masala. Quyidagi z 1  va z 2  kompleks sonlarning yig‘indisi, ayirmasi, 

ko‘paytmasi, nisbati hamda 
2

1

1

z
z   ni toping: 

1.1 iz  2
1

,               iz  2
2

. 

1.2. iz 21
1

 ,             21
2

iz  . 

1.3. iz 32
1

 ,                iz 32
2

 .  

1.4 32
1

iz  ,              32
2

iz  . 

1.5. iz 43
1

 ,               iz 43
2

 . 

1.6. iz 25
1

 ,               iz 25
2

 . 

1.7. 32
1

iz  ,             23
2

iz  . 

1.8. 321 iz  ,                23
2

iz  . 

1.9. 32
1

iz  ,           23
2

iz  . 

1.10. iz 43
1

 ,              iz 34
2

 .  

1.11. iz 43
1

 ,              iz 34
2

 .  

1.12. iz 51
1

 ,             iz 51
2

 .  

1.13. iz 52
1

 ,            iz 52
2

 . 

1.14. iz 52
1

 ,             iz 25
2

 . 

1.15. iz 52
1

 ,             iz 25
2

 . 

1.16. iz 53
1

 ,             iz 53
2

 . 

1.17. iz 53
1

 ,           iz 53
2

 . 

1.18. iz 35
1

 ,           iz 35
2

 . 
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1.19. iz 53
1

 ,             iz 53
2

 . 

1.20. iz 35
1

 ,             iz 35
2

 . 

1.21. 23
1

iz  ,         23
2

iz  . 

2-Masala. Amallarni bajaring, hosil bo‘lgan kompleks sonlarning moduli 

va argumentini topib, ularni kompleks tekislikda tasvirlang. 

2.1. 
36 )1()33( ii  . 2.2. 

44 )1()33( ii  . 

2.3. 
46 )33()33( ii  . 2.4. 

63 )33()33( ii  . 

2.5. 
35 )33()33( ii  . 2.6. 

64 )33()33( ii  . 

2.7. 
53 )1()33( ii  . 2.8. 

54 )1()33( ii  . 

2.9. 
54 )1()33( ii  . 2.10. 

53 )1()33( ii  . 

2.11. 
36 )1()

3

3
1( ii  . 2.12. 

44 )1()
3

3
1( ii  . 

2.13. 
46 )1()

3

3
1( ii  . 2.14. 

63 )1()
3

3
1( ii  . 

2.15. 
35 )1()

3

3
1( ii  . 2.16. 

64 )1()
3

3
1( ii  . 

2.17. 
53 )31()1( ii  . 2.18. 

54 )31()1( ii  . 

2.19. 
54 )31()1( ii  . 2.20. 

53 )31()1( ii  . 

2.21. 
83 )31()1( ii  .  

3-Masala. Quyidagi tengsizliklarni qanoatlantiruvchi barcha nuqtalar 

to‘plamini kompleks tekislik  C  da tasvirlang.   

3.1. 3321  iz . 3.2. 211  iz . 

3.3. 211  iz . 3.4. 211  iz . 

3.5. 3431  iz . 3.6. 3431  iz . 

3.7. 2211  iz . 3.8. 3211  iz . 
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3.9. 221  iz . 3.10. 321  iz . 

3.11. 221  iz . 3.12. 3321  iz . 

3.13. 3312  iz . 3.14. 3312  iz . 

3.15. 3312  iz . 3.16. 3312  iz . 

3.17. 332  iz . 3.18. 332  iz . 

3.19. 332  z . 3.20. 332  iz . 

3.21. 3321  iz .  

4-Masala. Quyidagi tengsizliklar sistemasini qanoatlantiruvchi nuqtalar 

to‘plamini C tekislikda tasvirlang. 

4.1.  












.Im)(Re

,Re2)(Im

2

2

zz

zz

                   4.2.  












.3ImRe

,Re)(Im 2

zz

zz

 

4.3.  













.2

,Re)(Im 2

z

zz

                     4.4.  

















2
arg

4

,Re)(Im 2

z

zz

 

4.5.  













.1

,Re)(Im 2

z

zz

                     4.6.    












.4ImRe

,Im)(Re 2

zz

zz

 

4.7.  













.1

,Im)(Re 2

iz

zz

                     4.8.    













.11

,Im)(Re 2

z

zz

  

4.9.  















z

zz

arg
3

,Im)(Re 2

                     4.10.    













.1

,11

iz

z

        

4.11.












.
2

arg
4

,11


z

z

                         4.12.    












3
arg

4

,2


z

iz
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4.13. 












.2

,1ImRe

z

zz

                    4.14.   
















2
arg

3

,3ImRe

z

zz

 

4.15.     

















.31

2
arg

4

z

z

                  4.16.    













.Re)(Im

,31

2 zz

z

 

4.17.    













.Im)(Re

,31

2 zz

z

                  4.18.    












0Im

,21

z

z

 

4.19.    












.0Re

,21

z

z

                       4.20.     












.ReIm

,21

zz

z

 

4.21.    














4
arg0

,1ImRe

z

zz

      

5-Masala. Quyidagi tenglama aylananing tenglamasi ekanligini isbotlang 

va bu aylana markazining koordinatalari hamda radiusini toping. 

5.1. 01)1()1(
2

 ziziz .    

5.2. 06)41()41(
2

 ziziz . 

5.3. 011)32()32(
2

 ziziz . 

5.4. 012)23()23(
2

 ziziz . 

5.5. 020)34()34(
2

 ziziz . 

5.6. 09)42()42(
2

 ziziz . 

5.7. 021)54()54(
2

 ziziz . 
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5.8. 016)4()4(
2

 ziziz .  

5.9. 09)3()3(
2

 ziziz . 

5.10. 024)44()44(
2

 ziziz . 

5.11. 025)51()51(
2

 ziziz .     

5.12. 025)5()5(
2

 ziziz . 

5.13. 028)52()52(
2

 ziziz . 

5.14. 028)25()25(2  ziziz . 

5.15. 025)53()53(2  ziziz . 

5.16. 025)35()35(2  ziziz . 

5.17. 025)45()45(2  ziziz . 

5.18. 07)22()22(2  ziziz . 

5.19. 016)33()33(2  ziziz . 

5.20. 028)44()44(2  ziziz . 

5.21. 021)34()34(2  ziziz . 

 6-Masala. C kompleks tekisligidagi z  nuqtaning S Riman sferasidagi 

obrazini toping. 

6.1. i1 . 6.2. i1 . 6.3. i2 . 

6.4. 12 i . 6.5. i2 . 6.6. i 2 . 

6.7. i22 . 6.8. i22 . 6.9. i3 . 

6.10. i3 . 6.11. i1 . 6.12. i31 . 

6.13. i31 . 6.14. i23 . 6.15. i23 . 

6.16. i32 . 6.17. i32 . 6.18. i32 . 
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6.19. i32 . 6.20. i33 . 
6.21. 

2

1 i
. 

 

7-Masala. Hisoblang. 

7.1.  


n

k
k

n

k

0

).
4

sin(
2

1
lim                     7.2.   



n

k
k

n

k

0

).
3

sin(
2

1
lim  

7.3.   


n

k
k

n

k

0

).
3

cos(
2

1
lim                   7.4.   



n

k
k

k

n

k

0

).
4

cos(
3

2
lim    

7.5. 


n

k
k

k

n

k

0

).
4

sin(
3

2
lim                      7.6.   



n

k
k

k

n

k

0

).
3

cos(
3

2
lim    

7.7.  


n

k
k

k

n

k

0

).
3

sin(
3

2
lim                     7.8.   



n

k
k

k

n

k

0

).
6

cos(
3

2
lim  

7.9.   


n

k
k

k

n

k

0

).
6

sin(
3

2
lim                    7.10.  



n

k
k

n

k

0

).
3

cos(
3

1
lim  

 7.11. 


n

k
k

n

k

0

).
3

sin(
3

1
lim                   7.12.  



n

k
k

n

k

0

).
4

cos(
3

1
lim    

7.13.  


n

k
k

n

k

0

).
4

sin(
3

1
lim                   7.14. 



n

k
k

n

k

0

).
6

cos(
3

1
lim    

7.15. 


n

k
k

n

k

0

).
6

sin(
3

1
lim                    7.16.  



n

k
k

n

k

0

).
3

cos(
4

1
lim  

7.17. 


n

k
k

n

k

0

).
3

sin(
4

1
lim                    7.18.  



n

k
k

n

k

0

).
4

cos(
4

1
lim  

7.19.  


n

k
k

n

k

0

).
4

sin(
4

1
lim                   7.20.  



n

k
k

k

n

k

0

).
4

cos(
4

3
lim  

7.21. 


n

k
k

n

k

0

).
4

cos(
2

1
lim  

8-Masala. Quyidagi funksiyalar aniqlagan egri chiziqlarni toping. 

8.1. 
2ittz          )0(  t . 

8.2. 
22 ittz        )0(  t . 
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8.3. 
22titz        )0(  t . 

8.4. 
t

i
tz          )0(  t . 

8.5. 
t

i
tz             )0(  t . 

8.6. 
t

i
tz  2          )0(  t . 

8.7. 
t

i
tz

2
          )0(  t . 

8.8. 
424 ittz         )(  t . 

8.9. 

4

2

16

t
itz        )(  t . 

8.10. 
429 ittz        )(  t . 

8.11. 
tiez 2Re         )

4
0(


 t . 

8.12. 
tiez 3Re          )

6
0(


 t . 

8.13. 
tiez 2Im          )

4
0(


 t . 

8.14. 
tiez 3Im          )

6
0(


 t . 

8.15. tz 2               )30(  t . 

8.16. itz  2          )52(  t . 

8.17. itz 3            )21(  t . 

8.18. tiiiz )]2()23[(2            )10(  t . 

8.19. tiiiz )]23()45[(23        )10(  t . 

8.20. tiiiz )]23()44[(23        )10(  t . 

8.21. tiiiz )]1()32[(1            )10(  t . 
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9-Masala. Quyidagi )(zf  funksiyalarni berilgan sohalarda bir 

yaproqlikka tekshiring. 

9.1. ;)( 2zzf               }0{Re  zE   

9.2. ;)( 2zzf               }0{Im  zE . 

9.3. ;)( 3zzf             }
2

arg0{


 zE . 

9.4. ;)( 2zzf             }1{  zE . 

9.5. ;)( 2zzf             }
2

3
arg0,1{


 zzE . 

9.6. ;)( 2zzf             }2{  zE . 

9.7. );
1

(
2

1
)(

z
zzf      }1{  zE . 

9.8. );
2

(
2

1
)(

z
zzf      }2{  zE . 

9.9. );
2

(
2

1
)(

z
zzf      }0{Im  zE . 

9.10. );
2

(
2

1
)(

z
zzf     }0{Re  zE . 

9.11. );
2

(
2

1
)(

z
zzf     }

2

3
arg

2
{





 zE . 

9.12. ;
3

1
)(




z
zf        }3{  zE . 

9.13. ;
3

1
)(




z
zf         }3{  zE . 

9.14. ;
4

1
)(




z
zf         }4{  zE . 

9.15. ;
3

1
)(




z
zf         }3{Re  zE . 
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9.16. ;
1

)(
iz

zf


          }1{Re  zE . 

9.17. );2sin2(cos)( 2 yiyezf x    }0{Im  zE . 

9.18. );2sin2(cos)( 2 yiyezf x    }Im0{  zE . 

9.19. );2sin2(cos)( 2 yiyezf x     }1{  zE . 

9.20. );2sin2(cos)( 2 yiyezf x      }
2

1
Re0{  zE . 

9.21. )
1

(
2

1
)(

z
zzf  ;                  }2{  zE . 

10-Masala. Berilgan funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring. 

10.1. 
1

1
)(

2 


z
zf .                              10.2. 

))(1(

1
)(

izz
zf


 .     

10.3. 
))(1(

1
)(

izz
zf


 .                   10.4. 

))(2(

1
)(

izz
zf


 . 

10.5. 
4

1
)(

2 


z
zf .                            10.6. 

))(2(

1
)(

izz
zf


 . 

10.7. 
)1)(2(

1
)(




zz
zf .                  10.8. 

)1)(2(

1
)(




zz
zf . 

10.9. 
))(2(

1
)(

izz
zf


 .                  10.10. 

))(2(

1
)(

izz
zf


 . 

10.11. 
))(2(

)(
izz

z
zf


 .                10.12. 

))(2(
)(

izz

z
zf


 . 

10.13. 
))(12(

1
)(

izz
zf


 .               10.14. 

))(12(

1
)(

izz

z
zf


 .    

10.15. 
))(12(

1
)(

izz
zf


 .               10.16. 

))(12(

1
)(

izz
zf


 . 

10.17. 
)1)(2(

)(



ziz

z
zf .               10.18. 

)1)(2(
)(




ziz

z
zf . 
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10.19. 
)1)(2(

)(



ziz

z
zf .               10.20. 

)1)(3(
)(




ziz

z
zf .     

10.21. 
1

1
)(

2 


z
zf   

11-Masala. Funksiya hosilasini ta’rif yordamida hisoblang. 

11.1. 
iz

zf



1

)(    )( iz  .          11.2. 
1

1
)(




z
zf    )1( z . 

11.3. 
1

1
)(




z
zf    )1( z .            11.4. 

iz
zf




1
)(    )( iz  .     

11.5. 
12

1
)(




z
zf    )

2

1
( z .         11.6. 

12

1
)(




z
zf    )

2

1
( z . 

11.7. 
iz

zf



2

1
)(    )

2
(

i
z  .         11.8. 

iz
zf




2

1
)(    )

2
(

i
z  . 

11.9. 
2)( zzf  .                             11.10.  

3)( zzf  . 

11.11. zzzf 2)( 2  .                   11.12. 1)( 3  zzzf . 

11.13. 
231)( zzf  .                     11.14. 

22)( zzzf  . 

11.15. 13)(  zzf .                    11.16. 32)(  zzf . 

11.17. 
z

zf
1

)(     )0( z .             11.18. 5
2

)( 
z

zf . 

11.19. 
3

2
)(

z
zf  .                          11.20. )sin(cos)( yiyezf x  . 

11.21. 
2

1
)(




z
zf    )2( z . 

12-Masala. Quyidagi funksiyalarni C-differensiallanuvchanlikka 

tekshiring  

12.1. zzf Re)(  .                              12.2. zzzf Re)( 2 . 

12.3. 
2)(Re)( zzf  .                         12.4. zzzf Im)( 2 . 

12.5. 
2Re)( zzf  .                            12.6. 

2)(Re)( zzzf  . 
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12.7. zzzf Im][Re)( 2  .                 12.8. zzzf Re][Im)( 2  . 

12.9. )Im(Re)( zzzzf  .               12.10. 
2Im)( zzf  . 

12.11. 
2

)( zzf  .                               12.12. 
2

)( zzf  . 

12.13. zzzf Re)(  .                          12.14. zzzf Im)(  . 

12.15. zzf Im)(  .                             12.16. zzf )( . 

12.17. zzf )( .                                  12.18. )(2)( 22 yxixyzf  .  

12.19. )(2)( 22 yxixyzf  .          12.20. )(2)( 22 yxixyzf  . 

12.21. zzzf Im)(  . 

 13-Masala. Berilgan funksiyalarni golomorflikka tekshiring.  

13.1. )()( byaxiyxzf  .         13.2. ibxyyxzf  22)( . 

13.3. 
2222

)(
yx

ay
i

yx

x
zf





 .      13.4. )(2)( byaxiyxzf  . 

13.5. )()( byaxiyxzf  .          13.6. )()( yaxiyxzf  . 

13.7. ixyyxazf 2)()( 22  .          13.8. ibxyayxzf  22)( .  

13.9. )()( ayxiyxzf  .           13.10.
2222

)(
yx

y
i

yx

ax
zf





 . 

13.11. ibxyayxzf  22)( .           13.12. )()( bxayiyxzf  . 

1313. iaxyyxzf  22)( .              13.14.   icybyaxzf )( . 

13.15.  )()( cybxiyaxzf  .     13.16. xyiayxzf 2)( 22  .     

13.17.
2222

)(
yx

by
i

yx

ax
zf





 .      13.18. )(2)( cybxiyxzf  . 

13.19. )()( cybxiaxzf  .             13.20. )()( cybxiyaxzf  . 

13.21. )()( cybxiayxzf  . 
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14-Masala. 
0

z   nuqtadan chiquvchi  )arg(
0

zz  nur bo‘lsin. 

Quyidagi misollardagi akslantirishlar uchun 
0

z  nuqtadagi cho‘zilish koeffitsenti 

)(R  va burilish burchagi )(  ni toping. 

14.1. izzw 
0

2 , .           14.2. 1,
0

2  zzw . 

14.3. 02
0
 zzzw .         14.4. 

4
,

0

2 i
zzw  . 

14.5. izzw  1,
0

2
.             14.6. izzw  1,

0

2
.  

14.7. izzw 
0

3 , .                 14.8. 
4

, 0

3 i
zzw  . 

14.9 1,2
0

2  zzzw .            14.10. izzzw 
0

2 ,2 . 

14.11 . 0);2sin2(cos
0

2  zyyew x
. 

14.12 . 0);2sin2(cos
0

2  zyiyew x
. 

14.13 . 1,
1

1
0





 z

z

z
w .            14.14. iz

iz

iz
w 




 1,

1

)1(
0

. 

14.15. iz
iz

iz
w 




 2,

2

2
0

.      14.16. iz
iz

iz
w 2,

2

2
0





 . 

14.17. 2,
2

2
0





 z

z

z
w .           14.18. 2,

2

2
0





 z

z

z
w . 

14.19. iz
iz

iz
w 2,

2

2
0





 .         14.20. iz

iz

iz
w 




 1,

1

1
0

. 

14.21. iz
iz

iz
w 






0
, . 

 15-Masala. Quyida berilgan ),( yxu  garmonik funksiyalarga ko‘rsatilgan 

sohalarda qo‘shma garmonik bo‘lgan ),( yxv  funksiyalarni toping va ular 

yordamida golomorf ),(),()( yxivyxuzf   funksiyani quring. 

15.1. CExyyxu  4),( .       15.2. CEyxyxu    ,532),( . 

15.3. }0{,
)(3

2
),(

22





 zE

yx

yx
yxu .  
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15.4. CExyyxyxu  4)(2),( 22
. 

15.5. CExyyxyxu  ,2),( 22
. 

15.6. }0{,
)(2

2
),(

22





 zE

yx

yx
yxu . 

15.7. CExyxyxu  ,),( 22
. 

15.8. CExyyxyxu  ,6)(3),( 22
. 

15.9. CEyxyxu  ,12),( . 

15.10 }0{,),(
22




 zE
yx

x
yxu . 

15.11. }0{,
)(4

),(
22





 zE

yx

yx
yxu . 

15.12. CExyxyyxu  ,2),( 22
. 

15.13. CExyxyxu  ,3),( 22
. 

15.14. CEyxyxu  ,54),( . 

15.15. CExyyxu  ,1),( . 

15.16. }0{,
2

),(
22





 zE

yx

yx
yxu . 

15.17. CExyxyxu  ,62),( 23
. 

15.18. CExyyxyxu  ,),( 22
. 

15.19. CEyxyxu  ,142),( . 

15.20. CExyxyyxu  ,4),( 22
. 

15.21. CEyxyxu  ,1)(2),( 22
.  

16-Masala. Quyidagi funksiyalarning konformlik sohalari topilsin. 

16.1. 
z

zzf
1

)(  .                    16.2. 
1

12
)(






z

z
zf . 

16.3. 1)( 2  zzf .                   16.4. 1)( 2  zzf . 
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16.5. 12)( 2  zzzf .              16.6. zzzf 2)( 2  . 

16.7.   1)( 3  zzf .                 16.8.   1)( 3  zzf .            

16.9.   zzzf 3)( 3                  16.10.   zzzf 3)( 3  . 

16.11. 
12

3
)(






z

z
zf                   16.12.  

52

4
)(






z

z
zf . 

16.13. )sin(cos)( yyezf x  .   16.14. )2sin2(cos)( 2 yiyezf x  . 

16.15. )sin(cos)( yyezf x  
.  16.16. )2sin2(cos)( 2 yiyezf x  

.  

16.17. )
1

(
2

1
)(

z
zzf  .              16.18    )

1
(

2

1
)(

z
zzf  . 

16.19. zzzf 63)( 2                 16.20. 8)( 3  zzf . 

16.21. zzzf 84)( 2  . 

- C - 

NAMUNAVIY VARIANT YECHIMI. 

Namunaviy variant sifatida 21-variantni olib, undagi misol va 

masalalarning yechimlarini namuna sifatida keltiramiz. 

1.21-Masala. Quyidagi 

1 23 2 3 2z i vа z i     

kompleks sonlarning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, nisbati hamda 

2

1

1

z
z   ni toping. 

.32)22()33()23()23(
21

 iiizz  

.22)22()33()23()23(
21

iiiizz   

523)2()3()23()23( 222

21
 iiiizz . 
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.
5

62

5

1

5

62)23(

23

22323

)2()3(

)23()23(

23

23 2

22

1

i
i

ii

i

ii

i

i

z

z






















.
5

26

5

36

5

2

5

3
23

23

23
23

23

1
23

1

2

1

iii

i
i

i
i

z
z












 

Bu misolni Maple matematik paketida  yechishni  ko‘rsatamiz. 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

2.21-Masala. Amallarni bajaring, hosil bo‘lgan kompleks sonning moduli 

va argumentini toping, uni kompleks tekislikda tasvirlang 
83 )31()1( ii  . 

Oldin 311
21

izваiz   sonlarning moduli va argumentini 

(2) va (3) – formulalardan foydalanib topib, so‘ng ularni trigonometrik shaklda 

yozamiz va Muavr formulasidan foydalanamiz: 

).1(2)
2

2

2

2
(22)

4
sin

4
cos(22

)
4

21
sin

4

21
(cos22)1()

4

7
sin

4

7
(cos

.2
4

7
2

4
2arg

.2)1(11

33

1

11

22

11

iii

iizi

z
y

x
arctgz

ziz

































).31(128)
2

3

2

1
(256)

3

2
sin

3

2
(cos256

)
3

8
sin

3

8
(cos2)31()

3
sin

3
(cos2

31
3

3arg,2)3(131

888

2

22

22

22

iii

iizi

izarctgzziz



























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Demak, 

).13(256)31(256)]31()31[(256

)31)(1(256)31()1( 8

2

3

1

83





ii

iizziiz

 

Bu kompleks son tekislikda ))13(256),31(256( M  nuqtani 

ifodalaydi (11-chizma)  

 

11 - chizma 

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

 

3.21-Masala. Quyidagi 3321  iz  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

barcha nuqtalar to‘plamini C kompleks tekislikda tasvirlang. 

22 )3()2()3()2(3232  yxyixiiyxiz  

bo‘lgani uchun berilgan 3321  iz  to‘plam 

9)3()2(1 22  yx  

xalqadan iborat bo‘ladi. Bu markazi (2;-3) nuqtada radiuslari 1 va 3 ga teng 

bo‘lgan konsentrik aylanalar orasidagi nuqtalar va radiusi 3 ga teng aylana 

nuqtalarini o‘z ichiga olgan xalqadir (12-chizma)                
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12 - chizma 

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

>  

>  

>  

 

 

>  

>  
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>  

>  

>  

>  

 

 

4.21-Masala. Quyidagi  














4
arg0

,1ImRe

z

zz

 

tengsizliklar sistemasini qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plamini C tekislikda 

tasvirlang. 
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
















xy

yx
zva

yz

xz

0

1

4
arg0

Im

,Re 
  

Bu to‘plam 13-chizmada tasvirlangan  

 

13-chizma 

5.21-Masala. Ushbu  

021)34()34(
2

 ziziz  

tenglama aylananing tenglamasi ekanligini isbotlang va bu aylana markazining 

koordinatlari hamda radiusini toping.  

.2)3()4(    4)3()4(

216821)()34())(34(

21)34()34(0

22222

2222

2

22


























yxyx

yxyxiyxiiyxiyx

ziziz

yxz

iyxz

iyxz



Bu markazi (-4,-3) nuqtada va radiusi 2 ga teng bo‘lgan aylananing tenglamasi  

6.21-Masala. C kompleks tekisligidagi 
2

1 i
z


  nuqtaning S Riman 

sferasidagi obrazini toping. 
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   Bu masalani yechishda (7)- formulalardan foydalanamiz. 

1.
2

1

2

1
,

2

2
,

2

2

2

2

2

2

2

1



 zyxi

i
z   Bu yerdan (7)- 

formulaga ko‘ra 
2

1

1
;

4

2

1
;

4

2

1
2

2

22











z

z

z

y

z

x
 

ekanligini topamiz. Demak, berilgan nuqtaning Riman sferasidagi obrazi 

)
2

1
;

4

2
;

4

2
(  ekan(14-chizma)  

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

>  

 

>  
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14-chizma 

 

7.21-Masala. Hisoblang.  .
4

cos
2

1
lim

0






n

k
kn

k
 

Berilgan limitni hisoblash uchun oldin     

 
 










n

k

n

k
k

k
i

kn

ek
i

k
z

0 0

4

2
)

4
sin

4
(cos

2

1
 

ketma-ketlikning limitini topamiz:              

.

2
1

1
))1

4
sin

4
cos

((

2
1

2
1

lim)
2

(lim
2

limlim

4

0 0

4

4

4

44



 

































  

i

n

k

n

k

in

i

n

in

n

k

i

nk

k
i

n
n

n

e

n
i

n

e

e

e

ee
z

 

Bundan   
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.
225

24

)2()24(

)24(4

224

4
Re

)
4

sin
4

(cos2

2
Re

2

2
Re

2
1

1
ReRelim

4
cos

2

1
lim

22

0
44






































i

iee

z
kn

k
iin

nkn

  

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

 

 

>  

 

>  

 

8.21-Masala. Quyidagi  

)10()}]1()32[()1(  ttiiiz  

funksiya aniqlagan egri chiziqni toping. 

)21(1

)21(1)]1()32[()1()()()(

tit

tiitiiitytxtz




 

tenglikdan, berilgan chiziqning parametrik tenglamasi. 












10        ,21)(

,1)(

ttty

ttx

   

ekanligini, bu yerdan esa 
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21    ,121)1(221  xxtty  

ekanligini topamiz. Demak, berilgan chiziq 7-chizmada tasvirlangan A(1;1) 

nuqtadan B(2;3) nuqtaga qarab yo‘nalgan AB kesmadan iborat ekan  

 

15 - chizma 

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

9.21-Masala. )
1

(
2

1
)(

z
zzf   funksiyani }2{  zE  sohada bir 

yaproqlikka tekshiring. 

Bu masalani echishda 50 punktdagi 2-ta’rifdan foydalanamiz. Faraz 

qilaylik Ezz ,,
21

 lar uchun ,)()(
21

zfzf   ya’ni )
1

(
2

1
)

1
(

2

1

2

2

1

1
z

z
z

z   

bo‘lsin  


 0
)1)((

21

2112

zz

zzzz
  

Berilgan funksiyaning E to‘plamda bir yaproqli bo‘lishi uchun shu to‘plamning  

1
21
zz  

tenglikni qanoatlantiruvchi 
21

, zz  nuqtalarni o‘zida saqlamasligi zarur va yetarli. 

Lekin, 

)(.1,
2121

zfzzваEizEiz   

funksiya  E sohada bir yaproqli bo‘lmaydi  

10.21-Masala. 
1

1
)(

2 

z

zf  funksiyani uzluksizlikka tekshiring. 
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izzz  101 22  nuqtalar funksiyaning uzilish 

nuqtalari. Qolgan barcha nuqtalarda funksiyaning uzluksiz ekanligini 

ko‘rsatamiz. },{\ iiCz   uchun  

)1(]1)[(

)12(

1

1

1)(

1
)()()(

2222 










zzz

zz

zzz
zfzzfzf  

bo‘lib, bu tenglikdan 0)(lim
0




zf
z

 ekanligi kelib chiqadi. Bu esa 

1

1
)(

2 


z
zf  funksiyaning },{\ iiCz   nuqtada uzluksiz ekanligini 

anglatadi  

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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11.21-Masala. )2(
2

1
)( 


 z

z
zf  funksiyaning hosilasi ta’rif 

yordamida hisoblansin. 

}2{\  Cz  uchun (11)-formuladan foydalanib topamiz: 

.
)2(

1

)2)(2(

1
lim

2

1

2

1

lim
)()(

lim:)('

20

00
























zzzz

z

zzz

z

zfzzf
zf

z

zz

 

12.21-Masala. zzzf Im)(   funksiyani C–differensiallanuvchanlikka 

tekshiring.    

Bu masalani 60 punktda keltirilgan teoremadan foydalanib yechamiz.  

.),(,),()(Im)( 22 yyxvxyyxuiyxyyiyxzzzf   

Bu funksiyalar 
2),( Ryx   nuqtada haqiqiy analiz ma’nosida 

differensiallanuvchi. Endi bu funksiyalar uchun Koshi-Riman shartlarini 

tekshiramiz.Ushbu 
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      y
y

v

x

v
x

y

u
y

x

u
2;0;; 



















 tengliklardan 

 































x

v

y

u

y

v

x

u

   

Koshi-Riman shartlari faqat (0,0) nuqtadagi bajarilishi kelib chiqadi. Demak, 

zzzf Im)(   funksiya faqat 0z  nuqtada C–differensiallanuvchi  

 Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

 

 13.21-Masala. )()( cybxiayxzf   funksiyani golomorflikka 

tekshiring. 

 cybxyxvayxyxucybxiayxzf  ),(,),()()(  

funksiyalar 
2R  da haqiqiy analiz ma’nosida differensiallanuvchi. Bu funksiyalar 

uchun Koshi-Riman shartlarini tekshiramiz. 

c
y

v
b

x

v
a

y

u

x

u




















;;;1      va 
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1

1














































cваab

ab

c

x

v

y

u

y

v

x

u

 

shartlar bajarilsa, )(zf  funksiya  C da golomorf  bo‘ladi va 

zaiyaxiayxzf )1()()(   tenglik bajariladi  

14.21-Masala. Faraz qilaylik i  nuqtadan chiquvchi  )arg( iz  

nur bo‘lsin. 
iz

iz
w




  akslantirish uchun i  nuqtadagi cho‘zilish koeffitsienti 

)(R  va burilish burchagi )(  ni toping. 

  }{\ iCz
iz

iz
w 




  uchun 

.
2

)('
)(

2
)'()('

2

i
iw

iz

i

iz

iz
zw 







   Demak,  


2

3
)

2
arg()('arg)(    

2

1

2
)(')(




i
iwва

i
iwR  

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

15.21-Masala. Berilgan 1)(2),( 22  yxyxu  garmonik funksiyaga 

E=C sohada qo‘shma garmonik bo‘lgan ),( yxv  funksiyani toping va ular 

yordamida golomorf ),(),()( yxivyxuzf   funksiyani quring. 

  ),( yxv  funksiya ),( yxu  funksiyaga qo‘shma garmonik funksiya bo‘lgani 

uchun ular Koshi-Riman shartlarini bajarishi kerak: 

cxyyxvcconsty

yxyxx
x

u
yx

y

v

yxyyydxyxv

x
x

u

y

v

y
y

u

x

v





























































4),(.)(

0)('4)('44)('4

)(4)(4),(

4

4

 

qo‘shma garmonik funksiya. 

.121)(2)4(1)(2)( 2222 icziciyxcxyiyxivuzf   

),( yxu  va  ),( yxv   funksiyalarning grafigi 16 va 17- chizmalarda keltirilgan. 

 Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

> # isolate for diff(_F1(y),y) 

isolate( , diff(_F1(y),y) ); 

 

>  

 

>  

 

>  

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

16-chizma 

>                           
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 17-chizma 

16.21-Masala. Quyidagi  

zzzf 84)( 2   

funksiyaning konformlik sohasi topilsin. 

Bu masalani 80 punktdagi teoremadan foydalanib yechamiz. 

.10)1(8)'84()(' 2  zzzzzf  

Funksiyani bir yaproqlikka tekshiramiz. Faraz qilaylik, )()(
21

zfzf   bo‘lsin. 

 0)2)((48484
21212

2

21

2

1
zzzzzzzz  

Berilgan funksiyaning  E  to‘plamda bir yaproqli bo‘lishi uchun shu to‘plamning  

2
21
 zz                         (18) 

tenglikni qanoatlantiruvchi 
21

, zz  nuqtalarni o‘zida saqlamasligi zarur va yetarli. 

Shunday qilib, zzzf 84)( 2   funksiya 1z  nuqtani va (18)–tenglikni 

qanoatlantiruvchi nuqtalarni o‘zida saqlamaydigan ixtiyoriy СЕ   sohada 

konform bo‘lar ekan. Masalan, { : 1 1, 1 1}E z C x y         sohada bu 
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funksiya conform emas (18-chizma). Ammo,  

1
{ : 2 1, 1 }

2
G z C x y           sohada konform bo‘ladi (19-chizma).   

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

 

>  
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18-chizma 

 

>  

 

>  



 64 

 

>  

19-chizma. 

 

 

 

 

 

2-§.  2-MUSTAQIL ISH 

ELEMENTAR FUNKSIYALAR VA ULAR YORDAMIDA 

BAJARILADIGAN KONFORM AKSLANTIRISHLAR 

Riman teoremasi. 

Sohaning saqlanish prinsipi. 

Chiziqli funksiya. 

Kasr-chiziqli funksiya. 

Darajali funksiya. 

Jukovskiy funksiyasi. 

Ko‘rsatkichli funksiya. 

Trigonometrik funksiyalar. 

Ko‘p qiymatli funksiyalar. 
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Simmetriya prinsipi. 

- A - 

ASOSIY TUSHUNCHA VA TEOREMALAR 

Konform akslantirishlar nazariyasida asosan quyidagi ikki masala o‘rganiladi: 

 1-masala. C kompleks tekislikdagi biror E sohada (EC) )(zfw   

akslantirish berilgan holda sohaning aksini, ya’ni )(Ew  ni topish. 

2-masala. Ikkita ixtiyoriy 
wz

CFСЕ   sohalar berilgan holda E sohani F 

sohaga aksalantiruvchi konform )(zfw   akslantirishni topish. 

Bu masalalarni hal qilishda quyidagi tasdiqlardan foydalaniladi. 

1-Teorema. (Riman teoremasi). Agar E va F lar mos ravishda 

kengaytirilgan kompleks tekislik 
z

С  hamda 
w

C  lardan olingan va chegarasi 2 

ta nuqtadan kam bo‘lmagan bir bog‘lamli sohalar bo‘lsa, E sohani F sohaga 

konform akslantiruvchi )(zfw   funksiya mavjud. 

2-Teorema. (sohaning saqlanish prinsipi). Agar )(zf  funksiya E 

sohada  golomorf bo‘lib, constzf )(  bo‘lsa , )(Ef  ham soha bo‘ladi. 

Amaliyotda ko‘pincha berilgan E sohani o‘zidan soddaroq bo‘lgan 

sohaga, masalan birlik doira yoki yuqori yarim tekislikka konform akslantirish 

masalasini yechish talab qilinadi. Bu masalani hal qilishda biz kompleks 

argumentli elementar funksiyalar sinfini, birinchi navbatda ularning geometrik 

xossalarini tatbiq qilish uslublarini o‘rganishimiz zarur. 

10. Chiziqli funksiya 

1-Ta’rif. Ushbu 

)0,,(  aCbabazw             (1) 

ko‘rinishdagi funksiya  chiziqli funksiya (akslantirish) deb ataladi. 

Chiziqli funksiya 
z

С kompleks tekislikni 
w

C  kompleks tekislikka 

konform akslantiradi. 

Chiziqli funksiyaning xususiy hollarini qaraymiz: 
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1) Aytaylik, 

)( Cbbzw   

bo‘lsin. Bu funksiya parallel ko‘chirishni amalga oshiradi. 

2) Aytaylik, 

)( Rzеw i  
 

bo‘lsin. Bu funksiya 
z

С  tekislikdagi xar bir z  nuqtani koordinata boshi atrofida 

soat strelkasiga teskari yo‘nalishda   burchakka burishni amalga oshiradi. 

Masalan, 

zeziizw
i










2)
2

sin
2

(cos  

funksiya koordinata boshi atrofida 
090 ga, 

zw   

esa 1800 ga burishni amalga oshiradi. 

3) Aytaylik, 

)0(  kkzw  

bo‘lsin. Bu funksiya berilgan sohani unga o‘xshash sohaga cho‘zib ( 1к  da) 

yoki siqib ( 1к  da) akslantiradi. 

Umuman , 

),( Cbabazw   

funksiya yordamida bajariladigan akslantirish 
z

C  tekislikdagi sohani 

«cho‘zish», biror burchakka burish hamda parallel ko‘chirishni amalga oshiradi. 

Amaliyotda bu funksiyaning shu xossalaridan foydalaniladi. 

Misol. { :1 Re 2, 1 Im 2.5}D z C z z       sohani  (1 ) 2w i z i     

akslantirish yordamida aksi topilsin. 

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

>  

>  
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>  

 

>  

 

 

20-chizma. 
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Faraz qilaylik, )(zfw   funksiya C tekislikdagi biror E sohada berilgan 

bo‘lsin. 

2-Ta’rif. Agar Ea   nuqtada  

aaf )(  

tenglik bajarilsa, u holda az   nuqta )(zfw   akslantirishning qo‘zg‘almas 

nuqtasi deyiladi. 

bаzw   chiziqli akslantirish 1a  bo‘lganda ikkita  

a

b
zz




1
,

21
 

qo‘zgalmas nuqtalarga ega. 

Agar 1а  bo‘lsa, z  shu chiziqli akslantirishning karrali qo‘zgalmas 

nuqtasi bo‘ladi. 

20. Kasr- chiziqli funksiya. 

1-Ta’rif. Ushbu 

)  ,  ,  ,( Cdcba
dcz

baz
w 




         (2) 

ko‘rinishdagi funksiya kasr-chiziqli funksiya (kasr-chiziqli akslantirish) deb 

ataladi. 

Bu ta’rifda 0bcad  deb qaraymiz, aks holda 
d

b

c

a
  bo‘lib, w  

funksiya o‘zgarmasga aylanadi. 

Kasr-chiziqli funksiya kengaytirilgan 
z

С  kompleks tekislikni 

kengaytirilgan 
w

C  kompleks tekislikka konform akslantiradi. 

Kasr-chiziqli akslantirishlar qator xossalarga ega. 

1-Xossa. Kasr-chiziqli akslantirishlarning superpozitsiyasi yana kasr-

chiziqli akslantirish bo‘ladi; kasr-chiziqli akslantirishga teskari bo‘lgan 

akslantirish ham kasr-chiziqli bo‘ladi. 
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2-Xossa. Ixtieriy kasr-chiziqli akslantirish 
z

С  dagi aylana yoki to‘g‘ri 

chiziqni 
w

C  dagi aylana yoki to‘gri chiziqqa akslantiradi. 

Bu xossani kasr-chiziqli akslantirishning doiraviylik xossasi deyiladi 

(to‘gri chiziq odatda radiusi cheksizga teng bo‘lgan aylana deb qaraladi). 

Izoh. Kasr-chiziqli funksiya yordamida aylana aylanaga yoki to‘g‘ri 

chiziqqa akslanishini aniqlash uchun funksiyaning maxrajini nolga aylantiruvchi 

c

d
z   nuqtaning qaralayotgan aylanaga tegishli yoki tegishli emasligini 

aniqlash kifoyadir. 

Masalan, 

3

1




z
w  

akslantirish }2  :{ zz  aylanani aylanaga, }3  :{ zz  aylanani esa to‘g‘ri 

chiziqqa o‘tkazadi. 

Tekislikdagi   to‘gri chiziqqa nisbatan simmetrik nuqtalar tushunchasi 

o‘quvchiga elementar matematikadan ma’lum. Endi bu tushunchani aylanaga 

nisbatan keltiraylik. 

2-Ta’rif. Agar 
1

z  va *

1z  nuqtalar uchi  

}:{
0

RzzCz   

aylana markazida bo‘lgan bitta nurda yotib, ulardan aylana markazigacha 

bo‘lgan masofalar ko‘paytmasi   aylana radiusining kvadratiga teng bo‘lsa, 

ya’ni 













2

010

*

1

0101
),arg()arg(

Rzzzz

zzzz

 

tengliklar o‘rinli bo‘lsa, 
1

z  va *

1z  nuqtalar C kompleks tekislikdagi   aylanaga 

nisbatan simmetrik nuqtalar deyiladi. 
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Agar 
1

z  va *

1z  nuqtalar   aylanaga nisbatan simmetrik nuqtalar bo‘lsa,u 

xolda  

01

2

01
zz

R
zz




            (3) 

bo‘ladi. 

3-Xossa. Har qanday kasr-chiziqli akslantirish natijasida )(z tekislikdagi 

  aylana yoki to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo‘lgan 
1

z  va *

1z  

nuqtalarning aksi )(w  tekislikda  aylananing aksi bo‘lgan )(w  aylana yoki 

to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo‘lgan 
1

w  va 
*

1
w  nuqtalardan iborat 

bo‘ladi. 

Bu xossa kasr-chiziqli akslantirishda simmetriklikning saqlanish xossasi  

deyiladi. 

4-Xossa. )(z  tekislikda berilgan har xil 
321

,, zzz  nuqtalarni )(w  

tekislikda berilgan har xil 
321

,, www  nuqtalarga akslantiruvchi kasr-chiziqli 

funksiya mavjud va u yagonadir. 

Bu akslantirish ushbu  

13

23

2

1

13

23

2

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww

ww

ww



















              (4) 

munosabatdan topiladi. (4)–munosabatga angarmonik nisbat deb ataladi. 

5-Xossa. Ushbu 

0Im, 



  a

az

az
ew i

           (5) 

kasr-chiziqli funksiya yuqori yarim tekislik }0{Im z  ni birlik doira }1{ w  

ga akslantiradi, bunda   -ixtiyoriy haqiqiy son. 

6-Xossa. Ushbu  

1,
1





  a

za

az
ew i

           (6) 
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kasr-chiziqli funksiya )(z  tekislikdagi birlik doira }1{ z  ni )(w  tekislikdagi 

birlik doira }1{ w  ga akslantiradi, bunda   -ixtiyoriy haqiqiy son. 

Misol. { : Re 0, Im 0}D z z z    sohani  
1

w
z

  akslantirish yordamida 

aksi topilsin. 

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

 

>  

 

>  



 72 

 

>  

 

21-chizma. 

30. Darajali funksiya. 

Ta’rif. Ushbu  

)`1,(  nNnzw n
          (7) 

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi. 
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Darajali funksiya C da golomorf va bu funksiya yordamida bajariladigan 

akslantirish }0{\Cz  nuqtada konform bo‘ladi: 
1'  nnzw  hosila }0{\C  da 

noldan farqlidir. 

Agar ,i iz re w e     deyilsa , 












n

r n ,

                    (8) 

ekanligini ko‘ramiz. Bu tengliklardan 
nzw   funksiya argumenti   ga teng 

bo‘lgan, 0 nuqtadan chiquvchi   nurni, argumenti n  ga teng bo‘lgan L  nurga 

akslantirishini ko‘ramiz (22-chizma). 

 

22- chizma 

Agarda biz (z) tekisligida orasidagi burchagi 
n

2
 dan kichik bo‘lgan 

koordinata boshidan chiquvchi ikkita nur bilan chegaralangan D sohani qarasak, 

nzw  funksiyaning bu sohada bir yaproqli ekanligini ko‘ramiz. 

Masalan, 
nzw  funksiya 

1,...,1,0,
)1(2

arg
2







nk
n

k
z

n

k
 

sohaning har birida bir yaproqli, demak, konform bo‘lib, ularning har birini (w) 

teksligidagi ),0[\\ 


CRC  sohaga akslantiradi. 
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Amaliyotda 
nzw   funksiyasidan burchakli sohalarni o‘zidan soddaroq 

sohalarga akslantirishda foydalaniladi. 

Misol. { : Re 1} { : Im 1}D z z va G z z     chiziqlarni  2w z  

akslantirish yordamida aksi topilsin. 

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

 

>  

 

 23- chizma 

>  
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24- chizma 

>  

 

     25- chizma 

40. Jukovskiy funksiyasi. 

Ta’rif. Ushbu  

)
1

(
2

1

z
zw               (9) 

funksiya Jukovskiy funksiyasi deb ataladi. 

Bu funksiyaning relyefi  26- chizmada  tasvirlangan. 

>  
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>  

                              

26- chizma 

 

Bu funksiya 0z  va z   nuqtalardan tashqari butun tekislikda 

golomorf  funksiyadir. 

Jukovskiy funksiyasining hosilasi )
1

1(
2

1
'

2z
w   bo‘lib,{1;-1} 

nuqtalardan tashqarida 0'w  dir. )
1

(
2

1

z
zw   funksiya yordamidagi 

akslantirish {1;-1} nuqtalardan tashqarida (  zz ,0  nuqtalarda ham) 

konformdir. 

(9)–funksiya biror СЕ   sohada bir yaproqli bo‘lishi uchun bu soha 

ushbu  

1
21
zz             (10) 

munosabatni qanoatlantiruvchi 
1

z  va 
2

z  nuqtalarga ega bo‘lmasligi zarur va 

yetarli. 

Bunday soha sifatida }1:{  zCzU  yoki }1:{*  zCzU  

sohalarni olish mumkin. Jukovskiy funksiyasi bu sohalarning har birini [-1; 1] 

kesmaning tashqarisiga konform akslantiradi. 
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Agar Jukovskiy funksiyasida 

ivuwrez i   ,  

deyilsa, unda  

)
1

(
2

1   ii e
r

reivu  

bo‘lib, 

















sin)
1

(
2

1

.cos)
1

(
2

1

r
rv

r
ru

                  (11) 

bo‘ladi. (11) dan (9)-akslantirish uchun quyidagilar kelib chiqadi. 

1) )(z  tekislikdagi }1,:{  rrzCz  aylana )(w  tekislikdagi 

fokuslari (-1; 0) va (1; 0) nuqtalarda, yarim o‘qlari 




















r
rb

r
ra

1

2

1
  ,

1

2

1
 

bo‘lgan ellipsga akslanadi (27- chizma). 

2) (z) tekislikdagi }1  ,:{  rrzCz  aylana )(w  tekislikdagi fokuslari 

(-1; 0) va (1; 0) nuqtalarda, yarim o‘qlari 


















 r

r
b

r
ra

1

2

1
  ,

1

2

1
 

bo‘lgan ellipsga akslanadi (28- chizma). 

3) (z) tekislikdagi { : 1}z C z    aylana )(w  tekislikdagi  (-1; 0) va (1; 0) 

nuqtalarni tutashtiruvchi kesmaga akslanadi (29- chizma). 

4) )(z  tekislikdagi }0arg:{  zCz  nur )(w  tekislikdagi 

}0arg:{  wCw  nurga, }arg:{  zCz  nur esa }arg:{  wCw  

nurga akslanadi (30 va 31- chizma). 
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5) )(z  tekislikdagi }
2

arg:{


 zCz  hamda }
2

3
arg:{


 zCz  

nurlarning har biri )(w  tekislikdagi }0Re:{  wCw  to‘g‘ri chiziqqa 

akslanadi(32- chizma). 

6) )(z  tekislikdagi  

}
2

3
,

2
,0;arg:{





 zCz  

nur )(w  tekislikdagi ushbu 

1
sincos 2

2

2

2




vu
 

giperbolaning mos «shoxchasiga» akslanadi(33- chizma). 

 Endi   bu xossalarni Maple matematik paketi yordamida  keltiramiz. 

>  

>  

 

27- chizma 
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>  

 

28- chizma 

>  

 

29- chizma 

 

>  
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30- chizma 

 

>  

 

31- chizma 

 

>  
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32- chizma 

 

>  

 

33- chizma 
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> 

 

                              

50. 
ze  funksiyasi. 

Ta’rif. Ushbu  

)()1(: lim Cz
n

z
e n

n

z 


 

funksiya ko‘rsatkichli funksiya deyiladi. 

Agar iyxz    desak, 

)sin(cos yiyee xz               (12) 

tenglik o‘rinli. 

Bu funksiyaning relyefi 34- chizmada  tasvirlangan. 

>  

> >  

 

>  
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34- chizma   

 

Ko‘rsatkichli 
zew   funksiya quyidagi xossalarga ega: 

1) 
ze  funksiya C kompleks tekislikda golomorf va uning hosilasi  

zz ee )'(  

bo‘ladi. 

2) 
ze  funksiya uchun  

),(
21

2121 CzCzeee
zzzz




 

bo‘ladi. 

3) 
ze  funksiya davriy bo‘lib, uning asosiy davri i2  bo‘ladi: 

ziz ee 2
 

4) Cz  uchun 0)'( ze  bo‘lib, 
zew   funksiya yordamidagi 

akslantirish C tekislikning har bir nuqtasida konform akslantirish bo‘ladi. 

(12)–tenglikka ko‘ra, yeee zxz  arg,  bo‘lib, 
zew   funksiya )(z  

tekislikdagi }{
0

xx   to‘g‘ri chiziqni }{ 0x
ew   aylanaga(35- chizma), }{ 0yy   

to‘gri chiziqni esa }{arg 0yw   nurga akslantiradi(36- chizma). 
zew   funksiya 

,}2Im{
00

 yzyП
k

sohada bir yaproqli bo‘ladi (bu yerda Ry 
0

 

bo‘lgan ixtiyoriy nuqta). Jumladan,
zew   funksiya ushbu  
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,...2,1,0,})1(2Im2:{  kkzkzП
k

 

sohalarning har birini )(w  tekislikdagi 


RC \  ga konform akslantiradi. Xuddi 

shunga o‘xshash 
zew   funksiya }Im0:{  zz  yo‘lakni yuqori yarim 

tekislikka konform akslantiradi(37- chizma). 

Endi   bu xossalarni Maple matematik paketi yordamida  keltiramiz 

 

>  

>  

 

35- chizma 

>  
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36- chizma 

>  

 

>  

 

37- chizma 

 

60. Trigonometrik funksiyalar. 

(12)-tenglikda 0x  desak, 
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










 yiye

yiye

iy

iy

sincos

sincos

 

tengliklarga ega bo‘lib,bundan 

i

ee
y

ee
y

iyiyiyiy

2
sin,

2
cos

 



            (13) 

ifodalarni hosil qilamiz (13)-formulalar ixtiyoriy haqiqiy son uchun o‘rinli 

bo‘lib, ulardan biz 

zwzw sin,cos   

funksiyalarni aniqlashda foydalanamiz. 

Ta’rif. Ushbu  











































iziz

iziz

iziz

iziz

iziziziz

ee

eei

z

z
ctgz

eei

ee

z

z
tgz

i

ee
z

ee
z

)(

sin

cos

,
)(cos

sin

,
2

sin,
2

cos

                (14) 

tengliklar yordamida aniqlangan funksiyalarga kompleks argumentli 

trigonometrik funksiyalar deb ataladi. 

          Bu funksiyalarning relyeflarini keltiramiz 

 

>  

>  
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>  
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>  

 

Trigonometrik funksiyalarning asosiy xossalarini keltiramiz. 

1) zcos  va zsin  funksiyalar C kompleks tekislikda golomorf va 

ularning hosilalari 

zz

zz

cos)'(sin

,sin)'(cos





 

bo‘ladi. 

2) tgz funksiya  



 89 












 ...,2,1,0,
2

; kkzCz

 

to‘plamda, ctgz funksiya esa  

 ...,2,1,0,,;  kkzCz  

to‘plamda golomorf bo‘ladi. 

3) sinz, tgz, ctgz funksiyalar toq, cosz esa juft funksiya bo‘ladi. 

4) Trinogometrik funksiyalar davriy bo‘lib, cosz va  sinz ning davri 2π ga, 

tgz va ctgz ning davri π ga tengdir.  

5) Haqiqiy o‘zgaruvchili trigonometrik funksiyalar orasidagi 

munosabatlarni ifodalovchi formulalarning ko‘pchiligi kompleks o‘zgaruvchili 

bo‘lgan holda ham o‘rinli bo‘ladi.  

Izoh. Kompleks argumentli cosz va sinz funksiyalarning haqiqiy 

argumentli cosz va sinz funksiyalardan farqli tomoni shundaki, ular 

chegaralangan bo‘lishi shart emas. Masalan w=cosz  funksiyaning kompleks 

tekslik C da chegaranlanmaganligini ko‘rsataylik,   

Ma’lumki, 

2
cos

iziz ee
z


 . 

Bu tenglikda z=iy deb olamiz. Unda  

22
)cos(

)()( yyiyiiyi eeee
iy









 

bo‘ladi. Ravshanki,  




 2
lim

yy

y

ee
 

Bu esa w=cosz funksiyaning  C  da chegaralanmaganligini bildiradi  

6) Ushbu 

cos(iz)=chz ,                       i sinz=-shz , 
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cosz=ch(iz),                       sinz=-ish(iz) 

munosabatlar o‘rinli, bunda 

2

zz ee
zch


 ,   

2

zz ee
zsh


 .           (15) 

Odatda, (15)-funksiyalar giperbolik funksiyalar deyiladi. 

Bu funksiyalarning relyeflari 38 va 39 – chizmalarda tasvirlangan. 

>  

>  

 

38- chizma 

>  
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39- chizma 

 

7) Trigonometrik funksiyalar yordamida bajariladigan akslantirishlar bir 

nechta bizga ma’lum akslantirishlarning kompozitsiyasi natijasidan iborat 

bo‘ladi.  

Misol. Ushbu 

zw sin  

funksiya yordamida bajariladigan akslantirish )(z  tekisligidagi  

}0Im,
2

Re
2

:{ 





 zzCzD  

sohani (yarim yo‘lakni) )(w  tekislikdagi qanday sohaga akslantiradi? 

Berilgan zw sin  funksiya yordamida bajariladigan akslantirish bizga 

ma’lum bo‘lgan 

i

w
wewizw

w 2

321
,, 1   

akslantirishlar kompozitsiyasidan iborat bo‘lib,  
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)
1

(
2

1
sin

3

3
w

wzw   

bo‘ladi. Binobarin, bu akslantirishlarni, ketma-ket bajarish natijasida zw sin  

uchun )(Dw  topiladi: 

1) D soha izw 
1

 akslantirish natijada  

}
2

Im
2

,0Re:{
1111





 wwCwD  

sohaga o‘tadi. 

2) 
1

D  soha 1

2

w
ew   akslantirish natijasida 

}
2

arg
2

,1:{
2222





 wwCwD  

yarim doiraga o‘tadi. 

3) 
2

D  soha 
i

w
w 2

3
  akslantirish natijasida  

}2arg,1:{
3333

 wwCwD  

sohaga o‘tadi. 

4) 
3

D  soha  )
1

(
2

1
sin

3

3
w

wzw    akslantirish natijasida 

}0Im:{)(  wCwDw  

sohaga o‘tadi. 

Demak, zw sin  akslantirish )(z  tekislikdagi 

}0Im,
2

Re
2

:{ 





 zzCzD  

sohani )(w  tekislikdagi  

}0Im:{)(  wCwDw  

yuqori yarim tekislikka akslantirar ekan. 

Olingan funksiyalar D sohani qaysi yo‘l bilan )(Dw  sohaga akslantirishi 

40-chizmada ko‘rsatilgan  
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40-chizma 

Misol. {0 Re , Im }
2 2

D z z
 

       sohani w cosz  

akslantirishdagi aksini Maple matematik paketi yordamida  topilsin. 

>  

>  
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>  

                     

70. Ko‘p qiymatli funksiyalar. 

Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasida golomorf funksiyaga 

teskari bo‘lgan funksiyani o‘rganish masalasi ham muhim o‘rinda turadi. 

Aksariyat hollarda bunday funksiyalar bir qiymatli bo‘lmay, argumentning bitta 

qiymatiga bir nechta (ba’zi holda cheksiz ko‘p) kompleks son mos qo‘yiladi. 

Bunday funksiyalarni qat’iy matematik asosda berish yo‘lida kompleks analizga 

Riman sirtlari termini kiritiladi. Biz bu yerda eng sodda ko‘p qiymatli 

funksiyalarni qarash bilan kifoyalanamiz. 

a) nw z  ( 2n butun son  ) funksiyasi. 

1-Ta’rif. Ushbu 

zwn                     (16) 

tenglamaning yechimlariga z  kompleks sonning n-darajali ildizlari deyiladi va 

n zw   kabi belgilanadi. 

w z  funksiyaning releyfi 41- chizmada  tasvirlangan. 

>  
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41- chizma   

(16)–tenglamaning yechimlari ildiz chiqarish uchun Muavr formulasiga ko‘ra  

Zk
n

k
i

n

k
rerz n

i
n

k

nn 








  ,)
2

sin
2

(cos
2

      (17) 

tenglik yordamida topiladi. Bu yechimlar k ning )1(,.....,2,1,0 n  qiymatlarida 

bir-biridan farq qilib, k-ning boshqa qiymatlarida esa ular takrorlanadi. Shuning 

uchun ham n z  n- ta qiymatli bo‘lib, bu qiymatlar  

)1(,  ,2,1,0,
,

2arg






nkez
i

n

kz

n                   (18) 

n zw   ning funksional xossalarini o‘rganishda quyidagi sodda, lekin 

muhim teoremadan foydalaniladi. 

Teorema. (Teskari funksiyaning konformligi haqidagi teorema). Faraz 

qilaylik, )(zfw   funksiya )(z  tekislikdagi D sohani )(w  tekislikdagi G 

sohaga konform akslantiruvchi funksiya bo‘lsin. U holda bu funksiyaga teskari 

bo‘lgan )(1 wfz   funksiya G ni D ga konform akslantiradi. 

O‘quvchiga 
nwz   funksiyaning bir yaproqli bo‘ladigan sohalari 30-

punktdan ma’lum: 
nwz   funksiya ushbu har bir  
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),1(,...,2,1,0,}
)1(2

arg
2

{ 





 nk
n

k
w

n

k
D

k
 

sohada bir yaproqli bo‘lib, bu sohani u 


 RCG \  sohaga konform akslantiradi. 

0k  desak 
nwz   funksiya      

}
2

arg0{
0

n
wD


  

sohani G ga konform akslantiradi. Keltirilgan teoremaga ko‘ra bu 

akslantirishning teskarisi 
0G ni D  ga konform akslantiradi. Bu teskari funksiya 

(18) dagi  

n

z
i

n ez
arg


  

ga mos kelib, bu bir qiymatli funksiyaga n z  ko‘p qiymatli funksiyaning 0-

tarmog‘i deyiladi va u 
0

)(n z  kabi belgilanadi. Xuddi shunday 
nwz   funksiya  

}
2

2arg
2

{
1

n
z

n
D





  

sohani ham G ga konform akslantiradi. Bu funksiyaning teskarisi 1Gni D  ga 

akslantirib, unga n z  ning 1-tarmog‘i deyiladi va u 
1

)(n z  kabi belgilanadi. Bu 

jarayonni davom ettirib, n z  ko‘p qiymatli funksiyadan n ta bir qiymatli 

tarmoqlar 
110

),...()(,)(
n

nnn zzz  larni ajrata olamiz. Bu har bir 

),1,...(1,0,)(  nkz
k

n  tarmoq G da bir qiymatli va uni 
k

D  sohaga 

konform akslantiradi. 

Misol. 


 RCD \  sohani birlik doiraga konform akslantiring. 

0
)( z  tarmoqning xossasiga ko‘ra 

01
)( zw   funksiya D ni yuqori 

yarim tekislikka konform akslantiradi. (5)-formulaga ko‘ra 
iw

iw
w






1

1  kasr-
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chiziqli funksiya yuqori yarim tekislikni birlik doiraga akslantiradi. Demak 

iz

iz
w






0

0

)(

)(
 funksiya 


RC \  ni birlik doiraga konform akslantiradi  

n zw   ko‘p qiymatli funksiyada 
110

)(,...,)(,)(
n

nnn zzz  bir qiymatli 

funksiyalarning hosil qilinishi ko‘p qiymatli funksiyalardan tarmoq ajratish 

deyilib, bu yerda biz tarmoq ajratishning bitta uslubini berdik. Bu tarmoqlardan 

odatda 
0

)(n zw   tarmoq ko‘p ishlatiladi. Amaliyotda bu funksiyalardan 

burchak sohalarni kichraytirish (siqish) uchun foydalaniladi. 

Ba’zi bir masalalarni yechishda ko‘p qiymatli n zw   funksiyaning bir 

qiymatli tarmoqlarini berilgan shartlarga qarab ham ajratishga to‘g‘ri keladi. 

Masalan, 2n  bo‘lganda, ikki qiymatli zw   funksiyaning ikkita bir 

qiymatli 
0 1( )   ( )w vа w  tarmoqlarini quyidagicha ham ajratish mumkin: 

0( ) , 1 ( 1 1)w z i yoki     

va 

1( ) , 1 ( 1 1)w z i yoki       

0
)(w  tarmoq 


RC \  ni yuqori yarim tekislikka, 

1
)(w  tarmoq esa 


RC \  ni quyi 

yarim tekislikka konform akslantiradi.  

b)  w=Lnz  funksiyasi. 

2-Ta’rif. Ushbu 

zew                 (19) 

tenglamaning yechimlari z kompleks sonning logarifmi  deyiladi va Lnzw   

kabi belgilanadi.  

  Bu funksiyaning releyfi  42- chizmada  tasvirlangan. 

>  
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42- chizma 

(19)–tenglamani yechish uchun iz ni z re   ko‘rinishda, 

w niesa w u iv   shaklda ifodalaymiz: 

u iv ie re   . 

Bunda ,u iv ie r e e    tengliklarga ega bo‘lib, yechim 

Zkkvru  ,2,ln   ekanligini ko‘ramiz. Demak, 

ZkkzizLnzw  ,)2(argln         (20) 

bo‘lib, Lnz  funksiya ko‘p qiymatlidir. 

we  funksiya 

ZkkwkCwП
k

   },)1(2Im2:{  

sohalarda bir yaproqli va bu sohalarning har birini 


RC \  ga konform 

akslantirishini bilamiz. Teskari funksiyaning konformligi haqidagi teoremadan 

foydalansak, biz Lnzw   funksiyasidan cheksiz ko‘p tarmoqlar 

ZkkzizLnzw
k

 ,)2(argln)(  

ni ajratish mumkin ekanligini hosil qilamiz. Bu har bir tarmoq 


 RCG \  da 

golomorf bo‘lib, uni 
k

П  yo‘lakka konform akslantiradi. 

Kelishuvga ko‘ra zLnz ln)(
0
  deb belgilanadi va bu funksiyaga Lnz  

funksiyaning bosh tarmog‘i  deyiladi. 
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Misol. iz 
0

 nuqtani 
2

5
0

i
w


  nuqtaga o‘tkazadigan logarifmning bir 

qiymatli tarmog‘i yordamida  

]}0,(:{  zzD  

sohaning aksini toping. 

Lnz  funksiyaning  

,...2,1,0,2ln)(  kikzLnzw
k

 

tarmoqlaridan qaysi birini tanlashimiz kerakligini  

2

5
)(

i
iw


  

shartdan aniqlaymiz: 

ikiikiiiiki
i






2

2
2argln2ln

2

5
. 

Bu yerdan k=1 ekanligini topamiz. Demak, Lnz  ning kerakli tarmog‘i 

izLnzw  2ln)(
1

 

ekan. zw ln
1
  funksiya yordamida D  sohaning   

}Im:{
11

 ww  

yo‘lakka akslanishini tekshirish qiyin emas. iww  2
1

 funksiya yordamida 

esa yo‘lak 

}3Im:{  ww  

yo‘lakka akslanadi  

v) Kompleks sonni kompleks darajaga ko‘tarish. 

Lnzw   funksiyasidan foydalanib, ixtiyoriy 0z  va a kompleks sonlar 

uchun ta’rifga ko‘ra  

)]2(arg[ln 


kzizaaLnza eez               (21) 

deb qabul qilinadi. 

Masalan, 
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Zkeeeei
kkii

kiiiiiLnii 









,

2
2

)2
2

(
)]2(arg[ln

. 

Demak, 
ii  ning cheksiz ko‘p qiymatlari mavjud bo‘lib, ularning hammasi 

haqiqiy sonlardir. 

(21)–munosabat yordamida biz ixtiyoriy kompleks son uchun  

azw   

funksiyasini o‘rganishimiz mumkin. Amaliyotda a - haqiqiy son bo‘lgan hol 

ko‘p qo‘llanilib, 
azw   funksiya burchak sohalarni konform akslantirishda 

foydalidir. 

g) Teskari trigonometrik funksiyalar. 

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasida teskari funksiya 

tushunchasi haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar sinfidagi kabi kiritiladi. 

Masalan, 

zArcw cos  

funksiya wz cos  tenglamani qanoatlantiruvchi barcha w larning qiymatlari 

to‘plamidan iborat, ya’ni zcos  funksiyaga teskari funksiyadir. 

ArcctgzArctgzzArc ,,sin  

va boshqa funksiyalar ham shunga o‘xshash aniqlanadi. 

Ta’rifdan foydalanib  

)1(cos 2  zziLnzArc               (22) 

tenglikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. Bu yerda ildizning barcha 

qiymatlari olinadi. 

(22)-tenglikdan ko‘rinib turibdiki, logarifmik funksiya kabi zArccos  

funksiya ham bir qiymatli emas. zArccos  funksiyaning bosh qiymati 

zw arccos  deb olinadi va ushbu  

)1ln(arccos 2  zzizw                     (23) 

tenglik yordamida aniqlanadi. 

zArcw cos  funksiya 
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}0Im:{ zz  

yuqori yarim tekislikda cheksiz ko‘p qiymatli bo‘lib, (22)–tenglikdan foydalanib 

uning bir qiymatli tarmoqlarini ajratish mumkin. Ular  

,...2,1,0))1(()cos( 2  kzzLnizArc
kk

 

tenglik yordamida aniqlanadi. Masalan, k=0 bo‘lsa, 

)1ln(arccos)cos( 2

0
 zzizzArc  

funksiya 

}0Im:{ zz  

sohani 

}0Im,Re0:{  zww  

yarim yo‘lakka konform akslantiradi. 

 

 

 

80. Simmetriya prinsipi. 

Bir sohani ikkinchi sohaga konform akslantirishda simmetriya prinsipidan 

keng foydalaniladi. 

Faraz qilaylik, )(
1

zf  funksiya 
1

D  sohada ( CD 
1

) berilgan hamda shu 

sohada konform bo‘lsin. Bunda 1D  sohaning chegarasi 
1

D  ning biror qismi 

)(
1

D  aylana yoyi yoki to‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat. Bu )(1 zf  

akslantirish 
1

D  sohani 
1

G  sohaga,   chiziqni   chiziqqa (  - aylana yoyi yoki 

to‘g‘ri chiziq kesmasi) akslantirsin: 

).(

)(

1

,111





fГ

DfG

 

1
D  sohaning   yoyga nisbatan simmetrik bo‘lgan sohasi 12 , GD  sohaning   

yoyga nisbati simmetrik bo‘lgan sohasi esa 2G  bo‘lsin. )(
2

zf  funksiyani 
2

D  
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sohada shunday aniqlaymizki, uning qiymatlari )(
1

zf  funksiyaning 
1

G  dagi 

qiymatlariga   yoyga nisbatan simmetrik bo‘lgan qiymatlarni qabul qilsin. U 

holda )(
2

zf  funksiya 
2 2D ni G ga , ushbu       





















22

21

11

,)(

,,)()(

,,)(

Dzzf

zzfzf

Dzzf

w  

funksiya esa 
21

DD   sohani 
21

GГG    sohaga konform akslantiradi 

(43-chizma). 

 

43- chizma 

Odatda, yuqoridagi tasdiq  simmetriya prinsipi yoki Riman–Shvars teoremasi 

deb ataladi.  

Eslatma. Agar   va   lar haqiqiy o‘qdagi kesmalar bo‘lsa, u holda 

)(
2

zf  funksiya ushbu  

)()(
12

zfzf   

tenglik yordamida aniqlanadi. 

Misol. Ushbu 

]};[],1;1[:{ iizzCzD   

sohani yuqori yarim tekislik  

}0Im:{  wCw  

ka konform akslantiruvchi )(zww   funksiyani toping (44-chizma).     
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44 - chizma 

Quyidagi  

]}1,0[,0Im:{
1

 zzCzD  

sohada  

2

1
zw   

funksiyani qaraymiz. Ravshanki, bu akslantirish 
1

D  sohada konform bo‘ladi. 

Endi 
1

D  sohani yuqori yarim tekislikka akslantiramiz. Bu quyidagi  

iww

ww

zw







1,

,1

23

12

2

1

               (24) 

 akslantirishlarni ketma-ket bajarish natijasida sodir bo‘ladi. ((24)–

akslantirishlarning bajarilish jarayoni 45-chizmada tasvirlangan): 
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45-chizma 

Shunday qilib, 1D  soha ushbu  

izwww  1,11 2

123
 

funksiya yordamida  

}0Im:{
331
 wCwG  

yuqori yarim tekislikka konform akslanar ekan. Endi simmetriya prinsipidan 

foydalanib, D sohani  

izw  1,12

3
 

funksiya yordamida  

]}2,2[:{
33

 wCwG  

sohaga konform akslantiramiz. Bu sohani yuqori yarim tekislik  

}0Im:{  wCw  

ka konform akslantirish quyidagi  

iww

w

w
w








1,

,
2

2

4

3

3

4

 

akslantirishlarni ketma-ket bajarilishi natijasida amalga oshiriladi. 

Demak, ]};[],1;1[:{ iizzCzD   sohani yuqori yarim tekislik 

}0Im:{  wCw  ka konform akslantiruvchi funksiya 

i
z

z

w

w
ww 









 1,

12

21

2

2

2

2

3

3

4
 

bo‘ladi    

90. Asosiy elementar funksiyalar  yordamida bajariladigan konform 

akslantirishlar. 



 105 

Biz bu punktda amaliyotda ko‘p uchraydigan asosiy elementar funksiyalar 

va ular yordamida bajariladigan konform akslantirishlarni bir joyga jamlab 

chizmalardan foydalangan holda keltiramiz.  

I. Kasr- chiziqli funksiya. 

1) Angarmonik nisbat. 

Berilgan 
z

Czzz 
321

,,  nuqtalarni mos ravishda  wCwww 321 ,,  

nuqtalarga akslantiruvchi kasr–chiziqli funksiya ushbu  

13

23

2

1

13

23

2

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww

ww

ww



















 

angarmonik nisbatdan  topiladi. 

2)  , Im 0 : Im 0i z a
w e a va D z z

z a

 
    


 

bo‘lsa,  1:)(  wwDw  bo‘ladi (46-chizma). 

 

46 - chizma 

 3) , 1 : 1
1

i z a
w e a va D z z

az

 
    


 

bo‘lsa,  1:)(  wwDw  bo‘ladi (47-Chizma). 
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47 - chizma 

 

II. Darajali funksiya va unga teskari bo‘lgan funksiyalar. 

1) 2 { : Im 0} ' , ( ) \w z va D z z bo lsa w D C R     bo‘ladi (48-chizma). 

 

                                             48-chizma 

2) 
2 { : Im 0} ' , ( ) \w z va D z z bo lsa w D C R       bo‘ladi (49-

chizma). 

 

49 - chizma 

3) {0:0 arg } ' , ( ) { : Im 0}nw z va D z bo lsa w D w w
n


       bo‘ladi 

(50-chizma). 
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50 - chizma 

4) 
2

{0:0 arg } ' , ( ) \nw z va D z bo lsa w D C R
n


       bo‘ladi (51-

chizma). 

 

5) 
2 2( 1)

arg , 0,1,... 1,n k k
w z va D z k n

n n

  
      

 
bo‘lsa, 


 RCDw \)(  bo‘ladi (52-chizma). 

 

 

51-chizma 
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52 - chizma 

 6) 0( ) ( , 1 ) \w z yoki w z i va D C R     va  bo‘lsa, 

}0Im:{)(  wwDw  va 1( ) ( , 1 )w z yoki w z i      bo‘lsa, 

}0Im:{)(  wwDw  bo‘ladi  (53-chizma). 

   

53 - chizma 

7) ( ) , 0,1,... 1 \n
kw z k n va D C R     bo‘lsa, 

}
)1(2

arg
2

:{)(
n

k
w

n

k
wDw





  bo‘ladi (54-chizma). 

 

54 - chizma 

III. Jukovskiy funksiyasi va unga teskari funksiya. 

1) 
1 1

( ) { : 1} ' ( ) { : [ 1;1]}
2

w z va D z z bo lsa w D w w
z

        bo‘ladi (55-

chizma). 

2) 
1 1

( ) { : 1} ' ( ) { : [ 1;1]}
2

w z va D z z bo lsa w D w w
z

        bo‘ladi (55- 

chizma). 
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55-chizma 

3) 2 1 ; 1 ( ( ) ) { : [ 1;1]}w z z i yoki w va D z z           bo‘lsa, 

}1:{)(  wwDw  bo‘ladi (56-chizma). 

4) 2 1 ; 1 ( ( ) 0) { : [ 1;1]}w z z i yoki w va D z z            bo‘lsa, 

}1:{)(  wwDw  bo‘ladi (56-chizma). 

 

 

 

 

Ko‘rsatgichli va logarifmik funksiyalar. 

1) { :0 Im 2 } ' ( ) \zw e va D z z bo lsa w D C R       bo‘ladi (57-chizma). 

56-chizma 
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57 - chizma 

2) { :0 Im } ' ( ) { : Im 0}zw e va D z z bo lsa w D w w        bo‘ladi (58-

chizma). 

 

 

58 - chizma 

3) { :0 Im , 2 }zw e va D z z h h       bo‘lsa, }arg0:{)( hwwDw   

bo‘ladi (59-chizma). 

 

59- chizma 

4) { : 2 Im 2( 1) } 0, 1, 2,...)zw e va D z k z k k         bo‘lsa, 


 RCDw \)(  bo‘ladi (60-chizma). 
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60 - chizma 

5) 0( ) ln \ ' ( ) { :0 Im 2 }w Lnz z va D C R bo lsa w D w w        

bo‘ladi (61- chizma). 

 

61 - chizma 

6) ( ) \ ' , ( ) { :2 Im 2( 1) }kw Lnz va D C R bo lsa w D w k w k        

,...)2,1,0( k  bo‘ladi (62-chizma). 
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62-chizma. 

 

V. Trigonometrik va teskari trigonometrik funksiyalar. 

1) sin : Re ,Im 0
2 2

w z va D z z z
  

      
 

 bo‘lsa,  0Im:)(  wwDw   

bo‘ladi (63-chizma). 

 

63- chizma 

2)  cos : Re 0,Im 0w z va D z z z      bo‘lsa,  

 0Im:)(  wwDw  bo‘ladi (64-chizma). 

 

64 - chizma 

3)  :0 Im ,Re 0w chz va D z z z     bo‘lsa,  0Im:)(  wwDw  

bo‘ladi (65-chizma). 

 

65 - chizma 
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4) { : Re }
4 4

w tgz va D z z
 

     bo‘lsa, }1:{)(  wwDw  bo‘ladi 

(66- chizma). 

 

66 - chizma 

5) }0Im:{arccos)cos(
0

 zzDваzzArcw  bo‘lsa, 

}0Im,Re0:{)(  wwwDw
i

 bo‘ladi (67-chizma). 

 

67-chizma 

6)  cos , (0) { : Im 0}
2

w Arc z w va D z z


      bo‘lsa, 

}0Im,0Re:{)(  zwwDw  bo‘ladi (68- chizma). 
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68 – chizma 

 

Nazorat savollari. 

1. Konform akslantirishlar nazariyasining asosiy masalalari. 

2. Riman teoremasi. 

3. Sohaning saqlanish prinsipi. 

4. Chiziqli funksiya va uning xossalari. 

5. Kasr-chiziqli akslantirishning doiraviylik xossasi. 

6. Kasr-chiziqli akslantirishda simmetriklikning saqlanish xossasi. 

7. Angarmonik nisbat. 

8. Yuqori yarim tekislikni birlik doiraga akslantiruvchi kasr-chiziqli 

funksiyaning umumiy ko‘rinishi. 

9. Birlik doirani birlik doiraga akslantiruvchi kasr-chiziqli funksiyaning 

umumiy ko‘rinishi. 

10. Darajali funksiya va uning xossalari. 

11. Jukovskiy funksiyasi va uning xossalari. 

12. Ko‘rsatkichli funksiya va uning xossalari. 

13. Trigonometrik funksiyalar va ularning xossalari. 

14. Darajali funksiyaga teskari bo‘lgan ( 2 )nw z n butun son     funksiyasi. 

15. zLnw    funksiyasi. 

16. Kompleks sonni kompleks darajaga ko‘tarish. 

17. Teskari trigonometrik funksiyalar. 
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18. Simmetriya prinsipi. 

 

 

- B - 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOL VA MASALALAR 

1-Masala. Berilgan D sohaning )(zfw   chiziqli funksiya yordamidagi 

aksini toping. 

1.1. izwzD 21},21{  .        1.2. izwizD 21},2{  . 

1.3. izwzD 21},21{  .        1.4. izwizD 21},2{  . 

1.5. izwzD 21},21{  .        1.6. izwizD 21},2{  . 

1.7. izwzD 21},21{  .        1.8. izwizD  1},2{ . 

1.9. iizwzD  1},21{ .     1.10. iizwizD  1},2{ .  

1.11. iizwzD  1},21{ .   1.12. iizwizD  1},2{ . 

1.13. iizwzD  1},21{ .   1.14. iizwizD  1},2{ . 

1.15. iizwzD  1},21{ .   1.16. iizwizD  1},2{ . 

1.17. iizwzD  1},21{ .   1.18. iizwizD  1},2{ . 

1.19. iizwzD  1},21{ .   1.20. iizwizD  1},2{ . 

1.21. iizwizD  1},21{ . 

2-Masala. Berilgan 
0

z  nuqtani qo‘zg‘almas qoldirib, 
1

z  nuqtani 
1

w  

nuqtaga o‘tkazadigan chiziqli akslantirishni toping. 

2.1. .,,1
110

iwiziz   

2.2. .,,1
110

iwiziz   

2.3. .,2,1
110

iwiziz   

2.4. .,1,1
110

iwiziz   

2.5. .,1,1
110

iwiziz   
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2.6. .,2,1
110

iwiziz   

2.7. .1,2,1
110

iwiziz   

2.8. .1,2,1
110

iwiziz   

2.9. .1,2,1
110

iwiziz   

2.10. .1,2,1
110

iwiziz   

2.11. .2,2,1
110

iwiziz   

2.12. .2,2,1
110

iwiziz   

2.13.  .2,21,1
110

iwiziz   

2.14.  .2,21,1
110

iwiziz   

2.15.  .2,21,1
110

iwiziz   

2.16.  .2,21,1
110

iwiziz   

2.17.  .,21,1
110

iwiziz   

2.18.  .,21,1
110

iwiziz   

2.19.  .,21,1
110

iwiziz   

2.20.   .,21,1
110

iwiziz   

2.21.  .,,21
110

iwiziz   

3-Masala. Quyidagi akslantirishlar uchun chekli qo‘zg‘almas nuqta 
0

z  

(agar u mavjud bo‘lsa), burilish burchagi    va cho‘zilish koeffitsienti  k-ni 

toping. Akslantirishni )( 00 zzzw   kanonik ko‘rinishiga keltiring. 

3.1. izw 21 .       3.2. izw 21 .        3.3. izw 21 . 

3.4. izw 21 .       3.5. izw  2 .         3.6. izw  2 . 

3.7. izw  2 .        3.8. izw  2 .         3.9. izw 22 . 

3.10. izw 22 .     3.11. izw 212  .    3.12. izw 212  . 

3.13. izw 212  .    3.14. izw 212  .    3.15. izw  22 . 

3.16. izw  22 .     3.17. izw  22 .    3.18. izw  22 . 

3.19. izw  12 .      3.20. izw  12 .     3.21. izw 312  . 
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4-Masala. Berilgan D doirani G doiraga akslantiruvchi chiziqli funksiyani 

toping. 

4.1. }4{},21{  iwGizD . 

4.2. }4{},21{  iwGizD . 

4.3. }4{},21{  iwGizD . 

4.4. }4{},21{  iwGizD . 

4.5. }3{},21{  iwGzD . 

4.6. }31{},2{  wGizD . 

4.7. }3{},21{  iwGzD . 

4.8. }31{},2{  wGizD . 

4.9. }4{},3{  iwGizD . 

4.10. }4{},31{  iwGzD . 

4.11. }3{},41{  iwGizD . 

4.12. }2{},41{  iwGizD . 

4.13. }2{},41{  iwGizD . 

4.14. }5{},41{  iwGizD . 

4.15. }2{},41{  iwGzD . 

 4.16. }2{},4{  iwGizD . 

4.17. }2{},41{  iwGzD . 

4.18. }21{},4{  wGizD . 

4.19. }3{},4{  iwGizD . 

4.20. }21{},41{  wGzD . 

4.21. }42{},2{  wGizD . 
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5-Masala. Berilgan  D sohaning kasr-chiziqli )(zfw   akslantirish 

yordamida aksini toping.  

5.1. 
iz

z
wzD






1
},1{ .  

5.2. 
z

wyxD
1

},0,0{  .  

5.3. 
1

},1{





z

iz
wzD .  

5.4. 
z

iz
wzD


 },1{Im .  

5.5. 
2

1
},2Re0{




z
wzD .   

5.6. 
z

wzD
1

},
2

arg
4

{ 





 .  

5.7. 
iz

iz
wzzD




 },21,1{ . 

5.8. 
iz

iz
wzzD




 },21,1{ . 

5.9. 
3

2
},21{




z

iz
wzD . 

5.10. 
2

1
},21{






z

z
wzD .  

5.11. 
62

1
},31{






z

z
wzD . 

5.12. 
iz

z
wzD




1
},1{Re . 

5.13. 
2

},1{Re



z

z
wzD . 

5.14. 
iz

iz
wzD






1

3
},1{Re . 
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5.15. 
z

z
wzzD






1

1
},0Im,1{ . 

5.16. 
z

wzizD
1

}1Im,1{  . 

5.17.
2

1
},21{




z
wzD . 

5.18. 
iz

iz
wyxD




 },0,0{ . 

5.19. 
iz

iz
wzzD






2

2
},0Im,1{ .   

5.20. 
1

},arg
4

3
{







z

z
wzD .  

5.21. 
z

z
wzD

1
},1Re0{


 . 

 6-Masala. Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi kasr-chiziqli )(zw  

akslantirishni toping.  

 6.1. iiwww  )(,1)0(,1)1( . 

 6.2.  )
4

3

4

5
(,2)2(,

2

1
)

2

1
( iwww . 

 6.3. 0)2(,2)1(,2)0(  iwiiww . 

 6.4. iwiiww 2)0(,1)22(,0)4(  . 

 6.5. 3)2(,2)(,0)0(  iwiww . 

 6.6. iwiww 2)3(,)2(,0)0(  . 

 6.7. iiwiww 3)3(,)1(,0)1(  . 

 6.8. iwiww 4)3(,1)(,1)0(  . 

 6.9. 0)(,2)(,2)(  iwiwiw . 

 6.10. iwiwiw 3)0(,)2(,)2(  . 

 6.11. 2)(,4)(,2)(  iwiwiw . 
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 6.12. iwiwiw  )2(,)4(,)2( . 

 6.13. iiwiiww  1)1(,)2(,1)0( . 

 6.14. iwiwiw  1)1(,)(,1)( . 

 6.15. iiwwiw  )1(,)1(,1)( . 

 6.16. iiwiww  )(,)(,1)( . 

 6.17. iwww  )1(,)(,1)0( . 

 6.18. iiwww  )(,1)(,1)1( . 

 6.19. iwww
4

3

4

5
)(,2)2(,

2

1
)

2

1
(  . 

 6.20.  )(,1)2(,0)2( wiiww .  

 6.21. 1)1(,)(,)1(  iwiwiw . 

 7-Masala. D sohani G sohaga akslantiruvchi va quyidagi shartlarni 

qanoatlantiruvchi kasr-chiziqli )(zw  funksiyani toping. 

7.1.   {Im 0}D z  , {Im 0}G w  , ( )w i i  , arg ( )
2

w i


   . 

7.2.   {Im 0}D z  , {Im 0}G w  , (2 ) 2w i i  , arg (2 )
2

w i


   . 

7.3.   {Im 0}D z  , {Im 0}G w  , ( )w i i  , arg ( )
2

w i


   . 

7.4.   {Im 0}D z  , {Im 0}G w  , ( 2 ) 2w i i  , arg ( 2 )
2

w i


   . 

7.5.   {| | 1}D z  , {| | 1}G w  , 
1

0
4

w
 

 
 

, 
1

arg 0
4

w
 
  
 

. 

7.6.   {| | 1}D z  , {| | 1}G w  , 
1

0
2

w
 
  
 

, 
1

arg 0
2

w
 
   
 

. 

7.7.   {| | 1}D z  , {| | 1}G w  , 0
4

i
w
 

 
 

, arg
4 2

i
w

 
  
 

. 

7.8.   {| | 1}D z  , {| | 1}G w  , 0
2

i
w
 
  
 

, arg
2 2

i
w

 
   
 

. 
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7.9.    {| | 2}D z  , {| | 4}G w  , (1) 0w  , arg (1)
2

w


  . 

7.10. {| | 1}D z  , {| | 2}G w  , 0
2

i
w
 

 
 

, arg 0
2

i
w
 
  
 

. 

7.11. {| | 1}D z  , {| 1| 1}G w   , 
1

(0)
4

w  , arg (0) 0w  . 

7.12. {Im 0}D z  , {| | 1}G w  , ( ) 0w i  , arg ( ) 0w i  . 

7.13. {Im 0}D z  , {| | 2}G w  , ( ) 0w i  , arg ( ) 0w i   . 

7.14. {Im 0}D z  , {| | 1}G w  , (1 ) 0w i  , arg (1 )
2

w i


   . 

7.15. {Im 0}D z  , {| | 1}G w  , ( 1 2 ) 0w i   , arg ( 1 2 )
2

w i


    . 

7.16. {Im 0}D z  , {| 1| 1}G w   , ( ) 0w i  , arg ( ) 1w i  . 

7.17. {| 2 | 1}D z i   , {Im Re }G w w  , (2 ) 2w i   , ( ) 0w i  . 

7.18. {Im 0}D z  , {Im 0}G w  , ( )w i i , arg ( )
2

w i


  . 

7.19. {Im 0}D z  , {Im 0}G w  , (2 )w i i , arg (2 ) 0w i  . 

7.20. {| | 3}D z  , {Re 0}G w  , (0) 1w   , arg (0)
2

w


  . 

7.21. {| | 2}D z  , {Re 0}G w  , (0) 1w  , arg (0)
2

w


  . 

 8-Masala. Quyidagi D to‘plamning berilgan akslantirish yordamidagi 

aksini toping. 

 8.1. 
2}2{Re zwzD  . 

 8.2. 
2}3{Im zwzD  . 

 8.3. 
4}

3
{arg zwzD 


 . 

 8.4. 
2}

3

2
arg

3
,2{ zwzzD 





 . 
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 8.5. 
2}1{Im zwzD  . 

 8.6. 
2}1{Re zwzD  . 

 8.7. 
2}arg

2
,2{ zwzzD 


 . 

 8.8. 
2}

2

3
arg

4

5
,2{ zwzzD 





 . 

 8.9. 
2}0{Im zwzD  . 

 8.10. 
2}1{Re zwzD  . 

 8.11. 
2}

4

3
arg

4
,4{ zwzzD 





 . 

 8.12. 
2}0Re,3{ zwzzD  . 

 8.13. 
3}

4
arg,2{ zwzzD 


 . 

 8.14.   4}1,0,
4

arg{ zwzzD 


 . 

 8.15. 
4}

2
arg

4
,4{ zwzzD 





 . 

 8.16. 
2}

2

3
arg,1{ zwzzD 


 . 

 8.17. 
2)},1[,0{Re zwzzD  . 

 8.18. 
2]}2,(,0{Im zwzzD  . 

 8.19. 
6}

3
arg,2{ zwzzD 


 . 

 8.20. 
4}

4
arg,3{ zwzzD 


 . 

8.21. 
6}

3
arg

6
,2{ zwzzD 





 . 

 9-Masala. Jukovskiy funksiyasidan foydalanib quyidagi to‘plamlarning 

aksini toping. 
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 9.1. 
4

3
arg

4
,

2

1 



 zz . 

 9.2. 
4

5
arg

4

3
,2





 zz . 

 9.3. ),2[,2  zz . 

 9.4. ]0;
2

1
[,

2

1
 zz . 

 9.5. ),[,
4

3
arg

4






iizz . 

 9.6. ]4,0[,
4

3
arg

4
izz 





. 

 9.7. ]0;1[,1  zz . 

 9.8. ];
2

[0Im,1 i
i

zzz  . 

 9.9. ]
2

arg0,
2

1 
 zz . 

 9.10. 
4

7
arg

4

5
,

2

1 



 zz . 

 9.11. 
2

arg0,2


 zz . 

 9.12. 
4

7
arg

4

5
,2





 zz . 

 9.13. 0Im,0Re  zz . 

 9.14. 0Im,0Re  zz . 

 9.15. 0Im,
2

1
 zz . 

 9.16. 0Im,
2

1
 zz . 

 9.17. 0Im,2  zz . 
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 9.18. 0Im,2  zz . 

 9.19. 0Im,21  zz . 

 9.20. 0Re0Im,2
2

1
 zzz . 

 9.21. }arg
4

3
,

4
arg0,1{,0Im 


 zzzzz . 

 10-Masala. Quyidagi to‘plamlarning 
ze  akslantirish yordamidagi aksini 

toping. 

 10.1. 0Im,Re0  zz . 

 10.2. 0Im,0Re  zz . 

 10.3. 


 zz Im
2

,0Re . 

 10.4. 0Im
2

,0Re 


 zz . 

 10.5.  zz Im0,2Re1 . 

 10.6. 
2

3
Im

2
3Re2





 zz . 

 10.7. 
2

Im0,0Re


 zz . 

 10.8. 0Im
2

,0Re 


 zz . 

 10.9. 
2

3
Im

2





z . 

 10.10. 0Re,Im0  zz . 

 10.11. 
4

Im
4





 z . 

 10.12. 0Re,
4

Im
4







 zz . 
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 10.13. 0Re,
4

Im
4







 zz . 

 10.14. 1Re2Im  zz . 

 10.15.  2ReImRe zzz . 

 10.16. zz Re2Im  . 

 10.17. 1ReIm  zz . 

 10.18. 2ReIm  zz . 

 10.19. 3ReIm  zz . 

 10.20. 


 zz Im
2

,4Re1 . 

10.21.  2Im,2Re0 zz . 

 11-Masala. Quyidagi D to‘plamning berilgan )(zfw    akslantirish 

yordamidagi aksini toping. 

 11.1. zwzD cos,}2{Re  .  

 11.2. zwzD cos,}2{Im  .   

 11.3. zwzzD cos,}0Im,
2

Re0{ 


 . 

 11.4. zwzzD cos,}0Im,0Re{  . 

 11.5. zwzzD cos,}0Im,
2

Re
2

{ 





 . 

 11.6. zwzD cos,}0Re{  .   

 11.7. zwzzD cos,}
2

Im
2

,Re0{ 





 . 

 11.8. zwzD sin,}2{Re  . 

 11.9. zwzD sin,}2{Im  . 

 11.10. zwzzD sin,}0Im,
2

Re0{ 


 . 

 11.11. zwzzD sin,}0Im,0Re{  . 
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 11.12. zwzzD sin,}0Im,
2

Re
2

{ 





 . 

 11.13. zwzD sin,}0Re{  . 

 11.14. zwzzD sin,}
2

Im
2

,Re0{ 





 . 

 11.15. tgzwzD 


 ,}
4

Re0{ . 

 11.16. tgzwzD  ,}0Re{ . 

 11.17. ctgzwzD 


 ,}
4

Re0{ . 

 11.18. ztgwzzD  ,}0Im,1Re0{ .     

 11.19. zwzzD sin,}0Im,Re0{  .   

 11.20. tgzwzD 


 ,}0Re
4

{ . 

 11.21. zwzzD sin,}0Im,
2

Re
2

{ 





 . 

 12-Masala. Berilgan D sohani }0{Im  wG  yuqori yarim tekislikka 

konform akslantiruvchi birorta )(zw  funksiyani toping. 

 12.1. }0Im,1{  zzD . 

 12.2. }0Im,1{  zzD .   

 12.3. }0Re,1{  zzD . 

 12.4. }0Re,1{  zzD . 

 12.5. )},1[,Im{  zzD . 

 12.6. }22,11{  zzD . 

 12.7. }11,22{  zzD . 

 12.8. }0Re,11{  zzD . 

 12.9. }0Re,11{  zzD . 
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 12.10. }22,1{  izizD . 

 12.11. }22,1{  izizD . 

 12.12. }22,11{  zzD . 

 12.13. }22,11{  zzD . 

 12.14. }0Im,1Re0{  zzD . 

 12.15. }0Im,0Re1{  zzD . 

 12.16. }
2

Im
2

,0{Re





 zzD . 

 12.17. }
2

Im
2

,0{Re





 zzD . 

 12.18. }22,11,0{Re  zzzD . 

 12.19. }22,11,0{Re  zzzD . 

 12.20. }1,0Im,0{Re  izzzD . 

 12.21. }Im,0{Re  zzD . 

  

13-Masala. Quyidagi tenglamalarni yeching. 

13.1. iz  25
.          13.2. iz 14

.        13.3. 223  iz . 

13.4. izz  12
.      13.5. 242  iz .      13.6. 0325 z . 

13.7. 0813 z .        13.7. 015 z .        13.9. 0124  zz . 

13.10. 017 z .        13.11. 342  iz .     13.12. iz 18
.   

13.13. iz 2
.            13.14. 12  iz .        13.15. 013 z . 

13.16. 014 z .        13.17. iz 223  .      13.18. 03  iz . 

13.19. 086 z .        13.20 342  iz .       13.21. iz 345  . 

14-Masala. zw   funksiyaning quyida berilgan shartni 

qanoatlantiruvchi bir qiymatli tarmog‘i yordamida  D  sohaning aksini toping. 

14.1. 11,}0{Re  zD . 
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14.2. izD  1,}0{Re . 

14.3. 24,]}2,({  zD . 

14.4. izD 24,)},2[{  . 

14.5. 
2

1

2
,}0Im,1{

ii
zzD


 . 

14.6. 
2

1

2
,}0Im,1{

ii
zzD


 . 

14.7. izzD 





 1},
4

5
arg

4

3
,1{ . 

14.8. izD 





 1,}
4

5
arg

4

3
,1{ .  

14.9. izzD  1,}1Re2){(Im 2
. 

14.10. izzD  1,}1Re2)Im{( 2
. 

 14.11. 
2

1
,}0{Im

i
izD


 .    

14.12. 
2

1
,}0{Im

i
izD


 . 

14.13. 11    ,)},2[{  iizD . 

14.14. 11     ,)}2,[{  iizD . 

14.15. izD  1     ,)},1[{ . 

14.16. 11     ,}0Re,1{  zzD . 

14.17. 11     ,}0Re,1{  zzD . 

14.18. 11     ,}0Re,4{  zzD . 

14.19. 11     ,}0Re,4{  zzD . 

14.20. 11     ,}1,0{Re  zzD . 

14.21. izzzD  1    ,}4Re4)(Im,0{Im 2
. 
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15-Masala. Quyidagi sohalarni }0{Im w  yuqori yarim tekislikka 

konform akslantiruvchi birorta )(zw  funksiyani toping. 

15.1. ].2,0[,0Im izz   

15.2. ].0,2[,0Re  zz  

15.3. 
2

3
arg0,2


 zz . 

15.4. 
2

3
arg0,2


 zz . 

15.5. 22,2  izz .  

15.6. 22,2  izz . 

15.7. ]3,2[z .   

15.8. ]2,2[ iiz  . 

15.9. )},2[]2,{( z . 

15.10. )},[],{(  iiiiz . 

15.11. }
4

arg0,1{,0Im


 zzzz .  

15.12. }arg
4

3
,1{,0Im 


 zzzz . 

15.13. 1Re2)(Im,0Im 2  zzz . 

15.14. 21,21  zz .   

15.15. 21,21  zz .   

 15.16. 2,0Im  izz . 

15.17. }arg0,1{  zzz . 

15.18. ).,[,
4

3
arg

4






iizz  

15.19. ).,2[,0Im iizz   
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15.20. ].1,(,0Re  zz  

15.21. ].0,[,}arg0,1{ izzzz   

 16-Masala. Quyidagi sohalarni }0{Im w  yuqori yarim tekislikka 

konform akslantiruvchi birorta )(zw  funksiyani toping. 

16.1. ]2,2[ iiz  . 

16.2. )},4[]2;{ z . 

16.3. ]}2,1[]1,2{[,1  zz . 

16.4. ]2,(,1  zz . 

16.5. ]}4,1[]2,4{[,4  zz . 

16.6. }arg
2

,1{,0Im 


 zzzz .    

16.7. ]
2

,0[,0Im,1
i

zzz  .    

16.8. }
4

1
0,

4
{arg,

2
arg0,1 





 zzzzz . 

16.9. }2,
4

{arg,
2

arg0,1 





 zzzzz . 

16.10. }
2

arg
4

,2{,0Im,0Re





 zzzzz . 

16.11. ]3;2[,4)(Im)(Re4 22 iizzz  . 

16.12. }arg
2

,1{,2arg
2







zzzz .   

16.13. }.
2

3
arg

2
,1{),,0[





 zzzz  

16.14. }
4

3
arg

4
,1{,0Im





 zzzz . 

16.15. ),0[,Im  zz . 

16.16. )},[]0,{(,Im  zz .     
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16.17. ]0,[,Im izz  . 

16.18. ]},0[]
2

2
,{[,Im iizz 


 . 

16.19. ],0[,0Im,1Re1 izzz  . 

 16.20. ).,[,0Im,1Re1  iizzz  

16.21. ].2;2[,22,22  ziziz  

17-Masala. Quyidagi ifodalarning barcha qiymatlarini toping. 

17.1. 5Ln .                 17.2. )1(Ln .       17.3. Lni .   

17.4. )
2

2

2

2
ln( i .      17.5. iln .            17.6.  ).31( iLn    

17.7. 
ii

)
2

1
(


.              17.8. 
i)1( .           17.9. 

ii  1)43( . 

17.10. 
i

2 .                  17.11. 
ii)( .          17.12. 

ii  1)
2

1
( . 

17.13. 1sinArc .           17.14. 
2

1
cosArc .    17.15. 2cosArc . 

17.16. iArccos .          17.17. 1Arcctg .       17.18. )21( iArcctg  . 

17.19. 
3

4
sin

i
Arc .       17.20. 

4

3
cos

i
Arc .     17.21. 2sinArc . 

18-Masala. Quyidagi sohalarning Lnzw   funksiyaning qo‘yilgan 

shartni qanoatlantiruvchi bir qiymatli tarmog‘i yordamidagi aksini toping. 

18.1. 
2

)(},0{Im
i

iwzD


 .   

18.2. 
2

)(},0{Im
i

iwzD


 .   

18.3. iwzD  4)1(,]}0,({ .  

18.4. 
2

)(,]}0,({
i

iwzD


 .  

18.5. iwzD  4)1(,)},0[{ . 
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18.6. 
2

)(,)},0[{
i

iwzD


 . 

18.7. 
2

5
)(,)},0[{

i
iwzD


 . 

18.8. 
2

5
)(,]}0,({

i
iwzD


 .  

18.9. iiwzD  )(,)},0[{ . 

18.10. iwzD  )1(,]}0,({ . 

18.11. 
2

)(,)},0[{
i

iwzD


 . 

18.12. 
2

)(,]}0,({
i

iwzD


 . 

18.13. 
2

)(,)},0[{
i

iwzD


 . 

18.14. 
2

)(,]}0,({
i

iwzD


 . 

18.15. 
3

10
)

2

31
(,)},0[{

ii
wzD





 . 

18.16. 
3

10
)

2

31
(,]}0,({

ii
wzD





 . 

18.17. iwzD  )1(,)},0[{ . 

18.18. iwzD  )1(,]}0,({ . 

18.19. 
2

3
)0(,}0Im,1{

i
iiwzzD


 . 

18.20. iwzzD  )01(]},1,0[,1{ . 

18.21. 
2

)()},,1[],0,({
i

iwzzD


 . 

 19-Masala.  Simmetriya prinsipidan foydalanib, }1{  zD  birlik 

doiraning berilgan funksiya yordamidagi aksini toping. 
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19.1. 
20 220 )1( z

z
w


 .            19.2. 

19 219 )1( z

z
w


 .    

19.3. 
18 218 )1( z

z
w


 .            19.4. 

17 217 )1( z

z
w


 . 

19.5. 
16 216 )1( z

z
w


 .            19.6. 

15 215 )1( z

z
w


 . 

19.7. 
14 214 )1( z

z
w


 .            19.8. 

13 213 )1( z

z
w


 . 

19.9. 
12 212 )1( z

z
w


 .            19.10. 

11 211)1( z

z
w


 .  

19.11. 
10 210 )1( z

z
w


 .          19.12. 

9 29 )1( z

z
w


 . 

19.13. 
8 28 )1( z

z
w


 .           19.14.  

7 27 )1( z

z
w


 . 

19.15. 
6 26 )1( z

z
w


 .           19.16. 

5 25 )1( z

z
w


 . 

19.17. 
4 24 )1( z

z
w


 .           19.18. 

3 23 )1( z

z
w


 . 

19.19. 
21 221)1( z

z
w


 .          19.20. 

22 222 )1( z

z
w


 .   

19.21. 
n nz

z
w

2)1( 
 . 

20-Masala. Simmetriya prinsipidan foydalanib, berilgan sohalarni 

}0{Im w  yuqori yarim tekislikka konform akslantiruvchi birorta funksiyani 

toping. 

20.1. ],[],2,1[ iizz  . 

20.2. ],[],1;2[ iizz  .  



 134 

20.3. ]2,[],1,1[ iizz  . 

20.4. ],2[],1,1[ iizz  . 

20.5. ]0;[],1,1[ izz  . 

20.6. ],0[],1,1[ izz  . 

20.7. ],[],1,0[ iizz  . 

20.8. ],[],0,1[ iizz  . 

20.9. ]2;[],;2[],1;2[,1 iiziizzz  . 

20.10. ]};[]2;1{[,2 iizz  . 

20.11. ]}2;[];2[]2;1{[,1 iiiizz  . 

20.12. ]};[]1;2{[,2 iizz  . 

20.13. ]}2;[]2;1[]1;2{[,1 iizz  . 

20.14. ]}2;[]1;1{[,2 iizz  .    

20.15. ]};2[]2,1[]1;2{[,1 iizz  .  

20.16. ]},2[]1,1{[,2 iizz  .  

20.17. }2Im,
2

1
{Re,1Re0  zzzz . 

20.18. ]2,0[],2,2[ izz  . 

20.19. }Im2,
2

1
{Re,0Re1  zzzz . 

20.20. ]2,2[],2,0[ iizz  .    

20.21. }Im2,
2

1
{Re,1Re0  zzzz .   

 

- C - 
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NAMUNAVIY VARIANT YECHIMI.  

1.21-Masala. Berilgan }21{  izD  sohaning iizw  1   

funksiya yordamidagi aksini toping. 

 iizw  1 tenglamani  z  ga nisbatan yechamiz: 

Diwiwiiwiiwiziiwz  22)2(211  

doiraning aksi }22{)(  iwDwG  doira ekan. (69-chizma)  

  

 

 

 

 

 

69- chizma 

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

>  

 

>  

 

>  
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2.21-Masala. Berilgan iz 21
0

   nuqtani qo‘zg‘almas qoldirib, iz 
1

 

nuqtani iw 
1

 nuqtaga o‘tkizadigan chiziqli akslantirishni toping. 

Ma’lumki, chiziqli akslantirishning umumiy ko‘rinishi bazw  . Bu 

yerdagi Cba ,  noma’lumlarni masala shartidan foydalanib topamiz: 

.31,2

.

,21)21(

ibia

ibai

ibia














 

Demak, iziw 31)2(   

 

3.21-Masala. Quyidagi izw 312   uchun chekli qo‘zgalmas nuqta 

0
z  (agar u mavjud bo‘lsa), burilish burchagi   va cho‘zilish koeffitsienti k ni 

toping. Akslantirishni )(
00

zzzw   kanonik ko‘rinishga keltiring. 

Qo‘zgalmas nuqtani 
00

)( zzw   tenglikdan foydalanib topamiz: 

).31(231312

31231312
00000

iziiz

zizzwizziz





 

Demak,  ).31(231 iziw   Bu yerdan  

)31(231;2,0,31
0

iziwkiz   natijaga kelamiz  

4.21-Masala. Berilgan }2{  izD  doirani }42{  wG  

doiraga akslantiruvchi chiziqli funksiyani toping.  

  Ushbu izw 
1

 funksiyani qaraylik. Bu funksiya berilgan D doirani 

)(
1

w  tekislikda markazi koordinata boshida bo‘lgan 2
1
w  doiraga 

akslantiradi. Endi 22
212
 wwваww  akslantirishlardan ketma-ket 

foydalansak berilgan doira G doiraga akslanadi (70-chizma). 
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70-chizma 

Demak , )1(222)(2222
12

izizwww    

5.21-Masala. Berilgan }1Re0{  zD  sohaning 
z

z
w

1
  

akslantirish yordamidagi aksini toping. 

 

Bu masalani yechish uchun sohaning saqlanish prinsipi va kasr-chiziqli 

akslatirishning doiraviylik prinsipidan foydalanamiz. )(DwG   desak, 

)( DwD   bo‘ladi.  

}0{Re}.1{Re}0{Re  zzzzD  va )0(w  bo‘lgani 

uchun }0{Re z  to‘g‘ri chiziqning aksi to‘g‘ri chiziq bo‘ladi. Uni topish uchun 

}0{Re
21

 zizваiz  nuqtalarni olib, ularning obrazlarini topamiz: 








 .1

1
)(,1

1
)( i

i

i
iwi

i

i
iw  Bu nuqtalardan o‘tuvchi  to‘g‘ri 

chiziq .1Re w  1Re z  to‘g‘ri chiziqning aksi esa aylana bo‘ladi, chunki bu 

chiziqning ustida 
z

z
w

1
   funksiyani   ga aylantiradigan nuqta yo‘q. Uni 

topish uchun  
z

z
w

1
  tenglamadan z ni topamiz: 

222222 )1()1(

1

)1(

)1(

1

1

1

1

1

1

vu

v
i

vu

u

vu

ivu

ivuivuw
z



























  
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Bu yerdan va  1Re z  dan 

2

1

2

1

4

1
)

2

1
(1)1(1

)1(

1 2222

22





 wvuuvu

vu

u

Demak, }
2

1

2

1
,1{Re}

2

1

2

1
{}1{Re  wwGwwG  (71-

chizma).   

 

 

 

 

 

71- chizma 

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

>  

 

>  
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>  

 

             

6.21-Masala. Quyidagi 1)1(,)(,)1(  iwiwiw  shartlarni 

qanoatlantiruvchi kasr-chiziqli )(zw  akslantirishni toping.  

Bu masalani yechish uchun ushbu  
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13

23

2

1

13

23

2

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww

ww

ww



















 

angarmonik nisbatdan foydalanamiz. Bizning holda 

1,,1,,1
321321
 wwiwваizizz . 

2
w  bo‘lgani 

uchun angarmonik nisbat quyidagi 

13

23

2

1

13

1

zz

zz

zz

zz

ww

ww














 

ko‘rinishga keladi. Bu yerdan  

11

11

1 













i

ii

iz

z

i

iw
 

va  
)(5

36)21(

iz

izi
w




   ekanligini topamiz  

>  

 

 

 7.21-Masala. }2(  zD  sohani }0{Re  wG  sohaga 

akslantiruvchi va 
2

)0(arg,1)0( 1 
 ww  shartlarni qanoatlantiruvchi kasr-

chiziqli )(zw  funksiyani toping. 

Avval (5)-formuladan foydalanib G ni D ga konform akslantiruvchi 

kasr-chiziqli funksiyaning umumiy ko‘rinishini topib olamiz. Buning uchun 

ushbu 
2

1

1

21
2, zzва

az

az
eziwz i 




 

 akslantirishlarni ketma-ket bajarish 

yetarli ekanligini ko‘rish qiyin emas. 

Demak, 

aiw

aiw
e

az

az
ezz ii









  222

1

1

2
. 
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Bu tenglamani w ga nisbatan yechib, D ni G ga akslantiruvchi funksiyaning 

umumiy ko‘rinishi 










i

i

ez

aeza
iw

2

2
 

ekanligini hosil qilamiz. Bu yerdagi   ваa  noma’lumlarni berilgan shartlardan 

foydalanib topamiz: 




























i

i

i

i

i

i

ez

ez

ez

ieiz
iwiaai

e

ae
iw

2

2

2

2
1

2

2
1)0(

 

2
)0('arg


w  shartdan   ni topamiz: 

.
2

sin
2

cos

22

1
arg)

)2(

4
arg()0('arg

2

02

iiee

eez

e
w

i
i

izi

i































 

Demak,  

iz

iz
w

2

2




  

funksiya masala shartini qanoatlantiruvchi funksiya bo‘lar ekan  

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

 

>  

 

>  

 



 143 

>  

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

> simplify(  ); 

 

>  
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>  

 

>  

 

> simplify(  ); 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

8.21-Masala. Quyidagi }
3

arg
6

,2{





 zzD  to‘plamning 6zw   

funksiya yordamidagi aksini toping. 

Agar 
  ii ewваrez  desak, unda 

6zw   dan  66 ваr  

ekanligi kelib chiqadi. Unda }2arg,64{)(  wwDwG  bo‘ladi 

(72-chizma)  
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  Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

> >  

>  

>  

 

72-chizma 

9.21-Masala. Jukovskiy funksiyasidan foydalanib ushbu 

}arg
4

3
,

4
arg0,1{,0{Im 


 zzzzzD  to‘plamning aksini 

toping. 

Bu masalani yechish uchun birinchi navbatda D sohaning chizmasini 

chizib olamiz (73-chizma) va (11)-formulalardan foydalanamiz. 

 

 

 

 

 

 

73-Chizma. 
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















sin)
1

(
2

1

,cos)
1

(
2

1

r
rv

r
ru

                (11) 

Ma’lumki sohaning saqlanish prinsipiga ko‘ra GDw  )(  bo‘ladi. Agar 

}
4

3
,1{}

4
0,1{],0,(),,0[

4321






 rваr

desak, 
4321
D  bo‘ladi va (11)–formulalardan foydalansak,  

]1,
2

2
[)(]1,

2

2
[)(],1,()(),,1[)(

4321
 wваwww  

ekanligini topamiz. 

 ).,
2

2
[]

2

2
,()()()()(

4321
 wwwwG  

Demak, )},
2

2
[],

2

2
,({)(  wwDwG   

10.21-Masala. Quyidagi }2Im,2Re0{  zzD  

to‘plamning 
zew   akslantirish yordamidagi aksini toping. 

Agar 
 iewваiyxz  desak , 












y

e x

                 (*) 

sistemani hosil qilamiz. Unda D sohada  

 2,20 ee  

bo‘ladi. Shularni e’tiborga olib topamiz: 

}2arg,1{)( 2  wewDw  

D hamda )(Dw  tuplamlar 74-chizmada tasvirlangan  
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74- chizma 

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  
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 11.21-Masala. Quyidagi }0Im,
2

Re
2

{ 





 zzD  sohaning 

zw sin  funksiya yordamidagi aksini toping. 

Bu masalaning yechimi 60-punktda keltirilgan  

Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

12.21-Masala. Ushbu }Im,0{Re  zzD  sohani 

}0{Im  zG  yuqori yarim tekislikka konform  akslantiruvchi birorta )(zw  

funksiyani toping. 

Bu tipdagi masalalarni 90-punktda keltirilgan akslantirishlardan 

foydalanib yechish maqsadga muvofiqdir. Biz V dagi 1)-akslantirishdan 

foydalanamiz. Kerakli akslantirishni topish uchun 

2

1

21
sin,

2
, ww

w
wizw   akslantirishlarni bajarish kifoya (75-chizma). 
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75-chizma 

Demak,  
2222

sin
2

sinsin
2222

1

2

z
ish

ee
i

i

eeizw
ww

zziz
i

iz
i











 

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 >  

>  

 

>  

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

>  

 

13.21-Masala. Quyidagi iz 345    tenglamani yeching. 
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



4,3,2,1,0,
5

4

3
)12(

sin
5

4

3
)12(

cos5

5

2)34arg(
sin

5

2)34arg(
cos34

343434

5

5

555































 







k

arctgk

i

arctgk

ki
i

ki
i

iziziz

 

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  
 

>  
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>  

 

>  
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>  
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>  

 

 

 14.21-Masala. zw   funksiyaning i1  shartni qanoatlantiruvchi 

bir qiymatli tarmog‘i yordamida  

}4Re4)(Im,0{Im 2  zzzD  

sohaning aksini toping.  

 Avval D sohaning chizmasini chizib olamiz (76-chizma).  

 

76-chizma 
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Keyin 
  ii ewrez ,  deb,  

)1,0()
2

2
sin

2

2
(cos 





 k

k
i

k
rw  

tenglik va i
k

i
k







 )
2

2
sin

2

2
(cos11  shartdan k=0 

ekanligini topamiz. 

Demak, 

2)
2

sin
2

(cos









i

erirzw  ekan 

















.2

,r

  (*) 

munosabatlardan foydalanib, D sohaning chegarasi D  ning obrazi G  ni 

topamiz: 

}1,{]1,(
1

 r  va }0,44{ 2

2
 yxy  desak, 

21
D  bo‘ladi. }1,

2
{)(

1



w  ekanligini to‘g‘ridan 

to‘g‘ri (*)  munosabatdan kelib chiqadi. Endi )(
2
w  topamiz: 














uvy

vux

iyxivuzwzw

2

)(

22

22
         (**) 

(**) va   

.0,10)1)(1(

01444444

22

222222222





uvuv

vuvuvuvuxy

   

Demak, 

}0Re,1{Im}1,
2

{arg

)()(}0,1{)(
212








wwww

wwGuvw

 

Bu yerdan va misol shartidan }1Im,0{Re  wwG  ekanligini hosil qilamiz 

(77-chizma)  
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77 - chizma 

15.21-Masala. Quyidagi 

]}0,[,}arg0,1{{ izzzzD   

sohani }0{Im  wG  yuqori yarim tekislikka konform akslantiruvchi birorta  

)(zw  funksiyani toping. 

Masala shartini qanoatlantiruvchi konform akslantirishni quyidagi 

akslantirishlarni ketma-ket bajarish yordamida topamiz: 

iww

wwww
w

w
www

z

z
w














1,

,
3

1
,,

1

1
,,

1

1

5

45

2

34

2

2

3
3

2

121

 

Olingan funksiyalar D sohani qaysi yo‘l bilan G sohaga akslantirishi 78-

chizmada ko‘rsatilgan. 
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78 - chizma 

Demak, masala shartini qanoatlantiruvchi funksiya 

i

zz

zz

w

w

w

w
wwww




















1,
3

1
]

)1()1(

)1()1(
[

3

1
)

1

1
(

3

1
)

1

1
(

3

1

3

1

2

3

2

3

2

3

2

3

2

2

3

2

1

3

2

12

2

22

345

 

ekan  

16.21-Masala. Quyidagi  

]}2,2[,22,22{  zizizD  

sohani }0{Im  wG  yuqori yarim tekislikka  konform akslantiruvchi birorta 

)(zw  funksiyani toping. 

Masala shartini qanoatlantiruvchi konform akslantirishni topish uchun 

quyidagi akslantirishlarni ketma-ket bajarish kifoya (79-chizma): 
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.1,,,,4,
1

4

3

2

3

2

43121
2 iww

we

we
wewww

z
w

w











 

 

79 - chizma 

Demak, .1,
4

2

4

2

3

2

3

2

4
i

ee

ee

we

we
ww

z

z

























 

17.21-Masala. Quyidagi 2sinArc  ifodaning barcha qiymatlarini toping. 

Bu tipdagi masalalarni yechishda isbotlash qiyin bo‘lmagan quyidagi 

tengliklardan foydalaniladi. 

).1(cos)2

).1(sin)1

2

2





zziLnzArc

zziLnizArc

 

iz

iz
Ln

i
Arcctgz

iz

iz
Ln

izi

zi
LnArctgz
















2
)4

.
1

1

2

1

2

1
)3
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Bu tengliklarda ildizning barcha qiymatlari olingan. Biz 1)-tenglik va (20)- 

formuladan foydalanamiz: 

.,)32ln(
2

)14(

)32ln(2
2

]2
2

)32[ln(

)32()122(2sin 2

Zki
k

ikikii

iiLniLniArc















 

   Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

>  

 

>  

 

 

18.21-Masala. Quyidagi )},1[,]0,({  zzD  sohaning Lnzw   

funksiyaning  
2

)(
i

iw


  shartni qanoatlantiruvchi bir qiymatli tarmog‘i 

yordamidagi aksini toping. 

   Lnz  funksiyaning  

,...2,1,0,2ln)(  kikzLnzw
k

 

tarmoqlaridan qaysi birini tanlashimiz kerakligini 
2

)(
i

iw


  shartdan 

aniqlaymiz: 

ikiikiiiiki
i







2
2

2argln2ln
2
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Bu yerdan k=0, ekanligini topamiz. Demak, Lnz  ning kerakli tarmog‘i 

zLnzw ln)(
0
  ekan. zw ln  akslantirish yordamida D sohaning aksini 

topish uchun 
 irezваivuw  desak, 












v

ru ,ln

  (*) 

ekanligini ko‘ramiz. Agar ),1[]0,(
21

 lваl  desak,  
21

llD   

bo‘ladi. (*) tenglikka ko‘ra 
12

}0,0{)( lваuvlw   nurning yuqori 

qirg‘og‘i }{ v  to‘g‘ri chiziqqa, pastki qirg‘og‘i esa }{ v  to‘g‘ri chiziqqa 

akslanadi. Demak, )},0[,Im{  wwG  ekan. (80-chizma)   

 

80- chizma 

19.21-Masala. Simmetriya prinsipidan foydalanib , }1{  zD  birlik 

doiraning 
n nz

z
w

2)1( 
  funksiya yordamidagi aksini toping.       

D birlik doirani uchlari 0z  nuqtada va kengligi 
n

2
 ga teng bo‘lgan  

nDDDD
n 1210

,...,,,


-ta sektorga ajratamiz. Ravshanki, 

}1,arg:{
0







 z
n

z
n

CzD  

deb olish mumkin. Bunda berilgan w  funksiyani quyidagicha yozib olamiz:                                                              
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.

1)
1

(
2

1
[2

1

1
2

1

12)1(
22















n

n

n

n

n
nn

n

n n

z
z

z
z

zz

z

z

z
w  

Agar 
3

423

1

121
2

1
1,)

1
(

2

1
,

w
wваww

w
wwzw n   deyilsa, unda w  

funksiya ushbu 
04

)(n ww   ko‘rinishga keladi. Bu akslantirishlardan 

foydalanib, 
0

D  ning aksi 

)},
4

1
[,arg:{

0








n
w

n
w

n
CwG  

bo‘lishini topamiz (81-chizma). 

 

  81- chizma 

Shu mulohaza asosida, simmetriya prinsipini n marta qo‘llash natijasida  

n nz

z
w

2)1( 
  funksiya birlik doira }1:{  zCzD  ni n -ta 

1,0,}
4

1
,

2
{arg 


 nkw

n

k
w

n
 nurlar bo‘yiga qirqilgan )(w  

tekislikka akslantirishini topamiz  

20.21-Masala. Simmetriya prinsipidan foydalanib  

}}Im2,
2

1
{Re,1Re0{  zzzzD  
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sohani }0{Im w  yuqori yarim tekislikka konform akslantiruvchi birorta 

funksiyani toping. 

  Quyidagi }
2

1
Re0{

1
 zD  sohani qaraymiz. Bu soha  

2

3121
,2,

w
ewwwizw                (25) 

akslantirishlarni birin-ketin bajarish natijasida 

}0(Im
31
 wG  

yuqori yarim tekislikka konform akslanadi. (25)-akslantirishlarning bajarilishi 

jarayoni 82-chizmada tasvirlangan. 

 

82 - chizma 

Simmetriya prinsipidan foydalanib, berilgan soha 
izww

eeew 
 22

3
12  

funksiya yordamida ),[{ 4

3
 ewG  sohaga konform akslanishini 

topamiz. Bu G soha  

iwwваeww   1,
4

4

34
 

akslantirishlar yordamida }0{Im w  yuqori yarim tekislikka akslanadi. 

Demak, berilgan sohani yuqori yarim tekislikka konform akslantiruvchi 

funksiya ushbu 

,1,42

4
ieeww iz  
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ko‘rinishda bo‘ladi  
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3-§.  3-MUSTAQIL  ISH 

KOMPLEKS ARGUMENTLI FUNKSIYANING INTEGRALI VA 

CHEGIRMALAR NAZARIYASI 

Kompleks argumentli funksiyaning integrali tushunchasi. 

Koshining integral teoremasi. 

Koshining integral formulasi. 

Darajali qatorlar. 

Golomorf funksiyalarning xossalari. 

Loran qatori. 

Funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtalari. 

Chegirmalar va ularni hisoblash. 

Integralni chegirmalar yordamida hisoblash. 

- A - 

ASOSIY TUSHUNCHA VA TEOREMALAR. 

10. Integral tushunchasi. 

Kompleks tekislik C   da to‘g‘rilanuvchi 


 АВ  egri chiziq berilgan 

bo‘lsin. Bu egri chiziqni A dan B ga qarab 
n

zzz ,...,,
10

  nuqtalar yordamida n ta 

n
 ,...,,

21
 yoylarga ajratamiz (83-chizma). 

   

A = z0 

ξk 

B = zn 

γ 
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83 - chizma 

k
  yoylarning ),...,2,1( nk   uzunliklarini 

1
maxk k

k n
l va l

 
  deb belgilaymiz. 

Aytaylik,   egri chiziqda )(zf  funksiya berilgan bo‘lsin. 
kk
  nuqta 

olib, quyidagi 

)()(
1

1




  kk

n

k
k

zzf            (1) 

integral   yigindini tuzamiz. 

Ta’rif. Agar 0  da )(zf  funksiyaning integral yigindisi   egri 

chiziqning bo‘linish usuliga hamda k  dagi 
k

  nuqtaning tanlab olinishiga 

bog‘liq bo‘lmagan holda chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit )(zf  funksiyaning 

  egri chiziq bo‘yicha integrali deb ataladi va  




dzzf )(                             (2) 

kabi belgilanadi.  

Demak, 










n

k
kkk

zzfdzzf
1

1
0

)()(lim:)( .             (3) 

Agar ivuyxivyxuzfiyxz  ),(),()(,  deyilsa, unda ushbu 




 udyvdxivdyudxdzzf :)(              (4) 

tenglik hosil bo‘ladi. 

1-Teorema. )(zf  funksiyaning    egri chiziq bo‘yicha integrali 




dzzf )(  

ning mavjud bo‘lishi uchun quyidagi     




 udyvdxваvdyudx  

egri chiziqli integrallarning mavjud bo‘lishi zarur va yetarli. 
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Xususan, )(zf  funksiya uzluksiz bo‘lsa uning integrali mavjud bo‘ladi. 

2-Teorema. Agar )(zf  funksiya   egri chiziqda berilgan va uzluksiz,   

egri chiziq ushbu  

)()(  ttzz  

tenglama bilan berilgan bo‘lib , 0)(' tz  bo‘lsa, u holda  

dttztzfdzzf )('])([)(  




                (5) 

bo‘ladi.  

Bu formuladan kompleks argumentli funksiya integralini hisoblashda 

foydalaniladi. 

Misol. Ushbu 

 


ndzazI n

n
()( butun son) 

integralni hisoblang, bunda }0,:{  azCz  aylanadan iborat 

(yo‘nalish soat strelkasining yo‘nalishiga qarama-qarshi olingan). 

    aylananing tenglamasini quyidagi  

)20()(  teatzz it
 

ko‘rinishida yozib olamiz. Unda 

dteieaddz itit  )(  

bo‘lib, (5)-formulaga ko‘ra 









2

0

)1(1)( dteidzazI nitnn

n
 

bo‘ladi. Agar 1n  bo‘lsa, 

0
)1(

2

0

)1(

1
2

0

)1(1 


 









ni

e
idteiI

nit

nnitn

n
 

bo‘ladi. Agar 1n  bo‘lsa 







2

0

1
2 idtiI  
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bo‘ladi. Demak, 

0, 1 '
( ) ( )

2 , 1 '

n n

z a

agar n bo lsa
z a dz z a dz

i agar n bo lsa
 


 

 
    

 
   

 

20. Koshining integral teoremasi. 

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasida fundamental 

teoremalardan biri Koshining integral teoremasidir. 

1-Teorema. (Koshining integral teoremasi) Faraz qilaylik, )(zf  funksiya 

kompleks tekislik C  dagi bir bog‘lamli D sohada golomorf bo‘lsin. U holda 

ixtiyoriy to‘g‘rilanuvchi yopiq egri chiziq  D  uchun  

0)( 


dzzf  

bo‘ladi. 

Yuqorida, 10-punktda biz ko‘rdikki 
az

zf



1

)(  funksiyasidan 

 az:  aylana bo‘yicha olingan integral i2  ga teng. Bu misolda )(zf  

funksiya }{\ aC  da golomorf bo‘lib,bu soha bir bog‘lamli emas. Shuning uchun 

ham 0)( 


dzzf  bo‘ldi. Demak, 1-teoremadagi D sohaning bir bog‘lamli 

bo‘lishi muhim shart ekan. 

2-Teorema. CD   soha bir bog‘lamli, chegarasi to‘g‘rilanuvchi 

chiziqdan iborat bo‘lgan soha bo‘lib, )(zf  funksiya D da golomorf, D  da 

uzluksiz )()()(( DCDОzf   bo‘lsin. U holda 





D

dzzf 0)(  

bo‘ladi. 

3-Teorema. (Ko‘p bog‘lamli soha uchun Koshi teoremasi) Faraz qilaylik, 

CD   soha chegarasi 
n

Г  ,...,
1

 to‘g‘rilanuvchi chiziqlardan tashkil topgan 
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ko‘p bog‘lamli soha bo‘lsin (84-chizma). Agar )()()( DCDОzf   bo‘lsa , u 

holda  


 


nГD

dzzfdzzf
...1

0)()(  

tenglik  o‘rinlidir.  

Bu tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin  
 


n

kГ k

dzzfdzzf
1

)()(        (6) 

         

84-chizma. 

Natija. Faraz qilaylik, CD   bir bog‘lamli soha bo‘lib, 1 2,C C  

chiziqlarning har biri ( 1 2,C D C D  ) boshi 
1z  va oxiri 

2z  nuqtada bo‘lgan 

chiziqlar bo‘lsin (85-chizma). Agar )()( DОzf   bo‘lsa, u holda   

1 2

( ) ( )
C C

f z dz f z dz                  (7) 

bo‘ladi. 
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85-chizma. 

(7)-tenglik, qaralayotgan integralning 
1z  va 

2z  nuqtalarigagina bog‘liq 

bo‘lib, integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘lmasligini bildiradi. Shuni e’tiborga olib, 

(7)-integralni 

2

1

( )

z

z

f z dz               (8) 

kabi belgilash ham mumkin. 

1-Misol. Ushbu 


i

dzz
2

2

2
 

integralni hisoblang. 

Ravshanki, )()( 2 CОzzf  . Binobarin, berilgan  integral 

izz  2,2
10

 nuqtalarni birlashtiruvchi yo‘lga bog‘liq bo‘lmaydi. Shundan 

foydalanib integrallash chizig‘i   sifatida   

}10,2:{  yxCiyxz  

to‘g‘ri chiziq kesmasini olamiz  (86-chizma) 
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86-chizma 

Bu   chiziqda 

idydziyz  ,2  

bo‘lishidan foydalanib topamiz: 

.
3

11
2)

3
24(

)44()2(

1

0

3

2

1

0

2
1

0

22
2

2

2

i
y

iyyi

dyyiyiidyiydzzdzz
i



 




 

2-Misol. Ushbu 

)0(
2

1

 z
z

dz
 

integralning qiymati 1
0
z  va 2

1
z  nuqtalarni birlashtiruvchi yo‘lga bog‘liq 

bo‘ladimi (yo‘l koordinata boshidan o‘tmaydi deb faraz qilinadi)? 

  Ravshanki,  

z
zf

1
)(   

funksiya }0{\CD   sohada golomorf. Ayni paytda bu bir bog‘lamli soha 

emas. Demak, Koshining integral teoremasidan foydalanib bo‘lmaydi. 1
0
z  va 

2
0
z  nuqtalarni birlashtiruvchi ikkita 

1
  hamda 

2
  chiziqlarni  
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12

1

}1:{

},0,21:{





zCz

yxCiyxz

 

deb olamiz  (87- chizma). 

 

 

 

 

87-chizma. 

1
  chiziqda 

dxdzxz  ,  bo‘lib, 

2lnln 2

1

2

1

2

1 1

 


x
x

dx

z

dz

z

dz
 

1z  aylanada   diedzez ii ),20(  bo‘lib, 

  




 0

2

11

2

1

2ln22
12

i
x

dx
d

e

ie

z

dz

z

dz

z

dz

z

dz
i

i

z

 

bo‘ladi. Demak, berilgan integral integrallash yo‘liga bog‘liq ekan  

Agar (8)-integralda 
0

z  nuqtani tayinlab, 
1

z  ni esa z  o‘zgaruvchi sifatida 

qaralsa, (8)-integral z  o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi: 


z

z

dzzfzF
0

)()( . 

4-Teorema. Agar )(zf  funksiya bir bog‘lamli CD   sohada golomorf 

bo‘lsa, u holda )(zF  funksiya ham D  sohada golomorf bo‘lib,  

)()()(' DzzfzF   

bo‘ladi. 

Bu teoremadan ko‘rinadiki, bir bog‘lamli sohada golomorf funksiya )(zf  ning 

boshlang‘ich funksiyasi mavjuddir. 
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5-Teorema. Agar )(zФ  funksiya CD   sohada )(zf  ning 

boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda 

z

z

z

z

zФzФzФdzzf
0

0

)()()()(
0
               (9) 

formula (Nyuton-Leybnits formulasi) o‘rinli bo‘ladi, bunda 
0

z  va z  nuqtalar D 

sohaga tegishli ixtiyoriy nuqtalar. 

  

30. Koshining integral formulasi. 

Kompleks tekislik C da chegarasi to‘g‘rilanuvchi chiziq bo‘lgan 

chegaralangan D sohani qaraylik. Kuzatuvchi bu soha chegarasi D  bo‘ylab 

harakat qilganda soha har doim chap tomonda qolsin. 

1-Teorema. Agar )()()( DCDОzf    bo‘lsa, u holda 

( ), '1 ( )

2 0, '
D

f z agar z D bo lsaf
d

i z agar z D bo lsa




 



 

 
          (10) 

tenglik o‘rinli bo‘ladi.  

Odatda (10)-formula  Koshining integral formulasi deyiladi. Bu formula 

)(zf  ning Dz  nuqtadagi qiymatini chegaradagi qiymatlar bilan 

bog‘laydigan formuladir. 

1-Misol. Ushbu 


  42z

dz
 

integralni hisoblang, bunda   egri chiziq C tekislikning i2  nuqtalaridan 

o‘tmaydigan ixtiyoriy yopiq chiziq. 

 Faraz qilaylik,   yopiq chiziq bilan chegaralangan to‘plam D  bo‘lsin. 

a)  Di 2  bo‘lsin. Bu holda  

)(
4

1
)(

2
DО

z
z 


  

bo‘lib, Koshining integral teoremasiga ko‘ra 
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0
4

)(
2




 
 z

dz
dzz  

bo‘ladi. 

b) DiDi  2;2  bo‘lsin. Bu holda, avvalo integral ostidagi funksiyani 

iz

iz

izizz 2

2

1

)2)(2(

1

4

1
2 







 

ko‘rinishida yozib olamiz. Unda 

ia
iz

zf 2,
2

1
)( 


  

lar uchun 1-teoremaning shartlari bajarilganligi sababli (10)-formulaga ko‘ra 

222

2
)2(2

2

)(

42














 ii

i
ifidz

iz

zf

z

dz
 

bo‘ladi.  

c) DiDi  2,2  bo‘lsin. Bunda yuqoridagi b) holdagiga o‘xshash 

mulohoza yuritish bilan topamiz: 

22

1
12 2

4 2 2 2
z i

dz z i i
z z i z i

 


 

    
    . 

d) ,2 Di  Di 2  bo‘lsin. Bu holda, avval integral ostidagi funksiyani  

sodda kasrlarga ajratamiz: 

).
2

1

2

1
(

4

1

)2)(2(

1

4

1
2 iziziizizz 










 

U holda 

  
  

















0)11(2

4

1

224

1

42
i

iiz

dz

iz

dz

iz

dz
 

bo‘lishini topamiz  
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 (10)-formuladagi 







 D

d
z

f

i

)(

2

1
 integralga Koshi integrali deyiladi. 

Koshi integralida D  kontur soha chegarasi bo‘lib, )(f  funksiya D  sohada 

golomorfdir. Endi, faraz qilaylik, C  tekislikda ixtiyoriy to‘g‘rilanuvchi   

kontur va   da aniqlangan hamda uzluksiz )(f  funksiya berilgan bo‘lsin. U 

holda ushbu 

 







Г

d
z

f

i
zF

)(

2

1
)(  

integralga Koshi tipidagi integral deyiladi. 

2-Teorema. Koshi tipidagi integral \C   sohada )(zF  funksiyasini 

aniqlab, bu funksiya ushbu xossalarga egadir: 

a)  )(zF  funksiya  \C   da golomorf, 

b)  0)(lim 


zF
z

,     

c)  )(zF   funksiyaning istalgan tartibli hosilasi )()( zF n
 mavjud va  

 








Г

n

n d
z

f

i

n
zF

1

)(

)(

)(

2

!
)(  

tenglik o‘rinli. 

Natija. Golomorf funksiya istalgan tartibli hosilaga egadir. 

Haqiqatan ham, golomorf funksiyani Koshi integrali yordamida ifodalash 

mumkin. Koshi integralining istalgan tartibli hosilasi mavjudligidan berilgan 

funksiya ham istalgan tartibli hosilaga ega: 














D
n

n d
z

f

i

n
zf

1

)(

)(

)(

2

!
)(                     (11) 

 

 

2-Misol. Ushbu 


 

dz
z

e z

4

2

)3(
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integralni hisoblang, bunda   chiziq C tekislikdagi 3z  nuqtani o‘z ichiga 

oladigan ixtiyoriy yopiq kontur. 

     kontur bilan chegaralangan sohani D deb belgilaymiz. Ravshanki, 

zezf 2)(   funksiya va D  soha uchun 2-teoremaning shartlari bajariladi. Unda 

(11)-formuladan foydalanib topamiz: 

                   

.
3

8
2

6

2

)3('''
!3

2

)3(

)(

)3(

6

63

44

2

e

i
e

i

f
i

dz
z

zf
dz

z

e z






















 

 40. Darajali qatorlar. 

 Ushbu  







0

10
...)(...)()(

n

n

n

n

n
azcazccazc            (12) 

 qatorga  darajali qator deyiladi (bunda ,...,...,
10 n

ccc  hamda a-kompleks 

sonlar). 

Agar (12)-qatorda  az  deyilsa, u holda (12) qator 





0n

n

n
a  

ko‘rinishdagi darajali qatorga keladi. Binobarin, shu ko‘rinishdagi qatorlarni 

o‘rganish biz uchun yetarli bo‘ladi. 

1-Teorema. (Abel teoremasi) Agar  







0

2

210
......

n

n

n

n

n
zczczcczc                     (13) 

darajali qator z  ning  )0(
00
 zzz  qiymatida yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda 

qator 

}:{
0

zzCz   

doirada  absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi. Agar (13)-qator z  ning 
1

zz   

qiymatida  uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda qator 
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}:{
1

zzCz   

to‘plamda  uzoqlashuvchi bo‘ladi. 

Darajali qatorning yaqinlashish sohasi  

}:{ rzCz   

doiradan iborat bo‘lib, qatorning yaqinlashish radiusi r  ushbu 

n
n

n
c

r




lim

1
                 (14) 

Koshi-Adamar formulasidan topiladi. 

(13)-darajali qator o‘zining yaqinlashish sohasiga tegishli bo‘lgan 

ixtiyoriy   

rzCz  },:{  

yopiq doirada tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. 

Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish qatorlar nazariyasidagi muhim 

masalalardan hisoblanadi. Bu masala quyidagi teorema yordamida hal etiladi. 

2-Teorema. Agar )(zf  funksiya CD   sohada golomorf  bo‘lsa, u 

holda D  sohadagi ixtiyoriy  

)(}:{ DarazCzU   

doirada )( DU   uni darajali qatorga  yoyish mumkin: 







0

)()(
n

n

n
azczf .                                 (15) 

Bu yerda 
n

c -koeffitsientlar 

...)2,1,0(,0,
)(

)(

2

1

!

)(
1

)(




 



nrdz

az

zf

in

af
c

az
n

n

n
      (16) 

 formulalar yordamida hisoblanadi. 

Odatda, koeffitsientlari (16)-tengliklar yordamida aniqlanadigan (15)-

qatorga Teylor qatori deyiladi. 
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Amaliyotda ko‘pchilik masalalarni hal qilishda elementar funksiyalarning 

Teylor qatoriga yoyilmalaridan foydalaniladi: 

1)  .1
1

1

0









zz
z n

n
 

2)  .
!0

Cz
n

z
e

n

n

z 




 

3)  .,
)!12(

)1(sin
1

12

1 Cz
n

z
z

n

n

n 










 

4)  .,
)!2(

)1(cos
0

2

Cz
n

z
z

n

n

n 




 

5)  .,
)!12(1

12

Cz
n

z
shz

n

n











 

6)  .,
)!2(0

2

Cz
n

z
chz

n

n






 

7)  .1,
!

)1)...(1(
1)1(

1




 




 zz
n

n
z

n

n
 

8)  .1,)1()1ln(
1

1  




 z
n

z
z

n

n

n
 

3-Teorema. Aytaylik, }:{ razCzU  doira berilgan bo‘lib, 

)(max)()( zfMваUОzf
Uz 

  bo‘lsin. U holda )(zf  funksiyaning 

a nuqta atrofidagi Teylor qatori 

n

n
n

azczf )()(
0






 

koeffitsientlari uchun ushbu  

,...)2,1,0(  n
r

M
c

nn
                (17) 

Koshi tengsizliklari o‘rinli bo‘ladi. 

 50. Golomorf funksiyalarning xossalari. 
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1-Teorema. Agar )(zf  funksiya D sohada golomorf bo‘lsa, u holda 

Nn  uchun )()( zf n
 mavjud va u D sohada golomorf bo‘ladi. 

2-Teorema. (Liuvill teoremasi) Agar )(zf  funksiya butun tekislik C da 

golomorf bo‘lib, chegaralangan ))(( Mzf   bo‘lsa, u holda constzf )(  

bo‘ladi. 

Faraz qilaylik, )(zf  funksiya biror Ca  nuqtaning atrofida golomorf 

bo‘lsin. Agar 0)( af  bo‘lsa, a soni )(zf  funksiyaning noli deyiladi. Agar 

0)(...)(')( )1(   afafaf n
 bo‘lib, 0)()( af n

 bo‘lsa, a soni  )(zf  

funksiyaning n-tartibli yoki  n karrali noli deyiladi. Xususan, 1n  da a oddiy 

nol deyiladi. 

Agar )(zf  funksiya z  da golomorf bo‘lib, 0)( f  bo‘lsa,   

nuqta funksiya noli deyiladi. Funksiyaning bunday nolining tartibi 

)
1

()(
z

fzg   

funksiyaning 0z  nuqtadagi noli tartibi bilan aniqlanadi. 

3-Teorema. Agar )(zf  funksiya Cazf  )0)((  nuqtaning atrofida 

golomorf bo‘lib, a son funksiyaning n–tartibli noli bo‘lsa, 

)()()( zazzf n  

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bunda )(z  funksiya a nuqtaning atrofida golomorf va 

.0)(  a  

4-Teorema. (yagonalik teoremasi) Aytaylik, )(zf  va )(zg  funksiyalar 

CD   sohada golomorf bo‘lib, kamida bitta limit nuqtaga ega bo‘lgan 

DE   to‘plamda  )()( zgzf   bo‘lsin. U holda barcha Dz  lar uchun 

)()( zgzf   bo‘ladi. 
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5-Teorema. (modulning maksimum prinsipi)  Agar  )(zf  funksiya 

CD   sohada golomorf bo‘lib, uning moduli f  birorta ichki Dz 
0

 nuqtada 

(lokal) maksimumga erishsa, u holda  constzf )(  bo‘ladi. 

60. Loran qatori. 

Ushbu  

...)(...)()(

1
...

)(

1

)(

1
...

2

210

11)1(















n

n

nnnn

azcazcazcc

az
c

az
c

az
c

 

ifoda Loran qatori deyiladi va  







n

n

n
azc )(  

kabi belgilanadi. Loran qatori  







0

)(
n

n

n
azc                  (18) 

va 







1

)(
n

n

n
azc                  (19) 

qatorlar yig‘indisi sifatida ifodalanadi. (18)-qatorga Loran qatorining to‘g‘ri 

qismi, (19) ga esa bosh qismi deyiladi. 

(18)–darajali qatorning yaqinlashish radiusi  

n
n

n
c

R




lim

1
                     (20) 

formula yordamida topilib, uning yaqinlashish sohasi 

}:{ RazCz   

bo‘ladi. (19)-qatorning yaqinlashish radiusi 

n
n

n
cr



 lim                    (21) 

formula yordamida topiladi va uning yaqinlashish sohasi     
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}:{ razCz   

bo‘ladi. Berilgan Loran qatorining yaqinlashish sohasi 

}:{ RazrCz   

xalqadan iborat bo‘ladi.  

Teorema. Agar )(zf  funksiya }{ RazrU   xalqada golomorf 

bo‘lsa, u shu xalqada Loran qatoriga yoyiladi: 







n

n

n
azc )(                       (22) 

Qatorning koeffitsientlari ushbu 

,...)2,1,0(
)(

)(

2

1
1




 



ndz

az

zf

i
c

az
nn

     (23) 

formulalar yordamida topiladi ( )Rr  . 

 Loran qatorini yaqinlashish sohasida hadlab differensiallash va 

integrallash mumkin. 

 70. Funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtalari. 

 Biror )(zf  funksiyani qaraylik. Bu funksiya uchun a nuqtada )( Ca  

golomorflik sharti bajarilmasa a nuqta )(zf  funksiyaning  maxsus nuqtasi 

deyiladi.  

 Ta’rif. Agar a maxsus nuqtaning shunday 

}0:{)(  azCzaU


 

o‘yilgan atrofi topilsaki, )(zf  funksiya )(aU


 da golomorf bo‘lsa, a nuqta 

)(zf  funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi deyiladi. 

  Faraz qilaylik, a nuqta )(zf  funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi 

bo‘lsin. 

 1) Agar  

Azf
az




)(lim  
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(A-chekli son) bo‘lsa, a nuqta )(zf  funksiyaning bartaraf qilinadigan maxsus 

nuqtasi deyiladi. 

 2) Agar 




)(lim zf
az

 

bo‘lsa, a nuqta  )(zf  funksiyaning qutb nuqtasi  deyiladi. 

 3) Agar az   da )(zf  funksiyaning limiti mavjud bo‘lmasa, a nuqta 

)(zf  funksiyaning o‘ta maxsus nuqtasi deyiladi. 

 Eslatma. A nuqta )(zf  funksiyaning bartaraf qilinadigan maxsus nuqtasi 

bo‘lsa, 

)(lim)( zfaf
az

  

deb olinishi natijasida maxsuslik bartaraf etiladi. 

Agar a nuqta )(zf  funksiyaning qutb nuqtasi bo‘lsa, u holda shu nuqta 
)(

1

zf
 

funksiyaning noli bo‘ladi. 
)(

1

zf
 funksiya nolining tartibiga )(zf  funksiya 

qutbining tartibi deyiladi. 

 Endi funksiyaning maxsus nuqtalari bilan uning Loran qatori orasidagi 

bog‘lanishini ifodalaydigan tasdiqlarni keltiramiz. 

1-Teorema. )(zf  funksiyaning yakkalangan maxsus a nuqtasi uning 

bartaraf qilish mumkin bo‘lgan maxsus nuqtasi bo‘lishi uchun )(zf  

funksiyaning a nuqta atrofida Loran qatoriga yoyilmasida bosh qismining 

bo‘lmasligi, ya’ni  







0

)()(
n

n

n
azczf  

bo‘lishi zarur va yetarli. 

 2-Teorema. )(zf  funksiyaning yakkalangan a nuqtasi uning qutb 

nuqtasi bo‘lishi uchun )(zf  funksiyaning a nuqta atrofida Loran qatoriga 
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yoyilmasida bosh qism tarkibida chekli sondagi noldan farqli hadlarning 

bo‘lishi, ya’ni  

)0()()(  




mazczf
mn

n

n
 

 bo‘lishi zarur va yetarli. 

 3-Teorema. )(zf  funksiyaning yakkalangan maxsus a nuqtasi uning o‘ta 

maxsus nuqtasi bo‘lishi uchun )(zf  funksiyaning a nuqta atrofida Loran 

qatoriga yoyilmasida bosh qism tarkibida cheksiz ko‘p sondagi noldan farqli 

hadlarning bo‘lishi zarur va yetarli. 

  

 

80. Chegirmalar va ularni hisoblash.  

 Faraz qilaylik, )(zf  funksiya }0{  az  da golomorf bo‘lib, a 

nuqta bu funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi bo‘lsin.  

 1-Ta’rif. Ushbu 

)0()(
2

1





az

dzzf
i

 

integral )(zf  funksiyaning a  nuqtadagi chegirmasi deyiladi va )(zfres
az

 kabi 

belgilanadi: 




 


az
az

dzzf
i

zfres )(
2

1
)( .  

 Ravshanki, )(zf  funksiya a nuqtada golomorf bo‘lsa, 0)( 


zfres
az

 

bo‘ladi.  

 Aytaylik, )(zf  funksiya }{  zr  da golomorf bo‘lsin. 

 2-Ta’rif. Ushbu 

)()(
2

1
rdzzf

i z




 

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integral )(zf  funksiyaning z  nuqtadagi chegirmasi  deyiladi va  )(zfres
z 

 

kabi belgilanadi: 




 


z
z

dzzf
i

zfres )(
2

1
)( . 

 1-Teorema. Agar )(zf  funksiya }0{ raz   xalqada Loran qatori 







n

n

n
azczf )()(  

ga yoyilgan bo‘lsa, u holda  

1
)(




 czfres
az

                    (24) 

bo‘ladi. Agar  )(zf  funksiya  }{  zr  xalqada Loran qatori  







n

n

n
zczf )(  

ga yoyilgan bo‘lsa, u holda 

1
)(




 czfres
z

           (25)  

 2-Teorema. (Chegirmalarning yigindisi haqidagi teorema). Agar )(zf  

funksiya },...,,{\
21 n

aaaC  to‘plamda golomorf bo‘lsa, u holda  







n

k
zaz

zfreszfres
k1

0)()(           (26) 

bo‘ladi.  

 Endi funksiya chegirmalarini hisoblashda foydalanadigan formulalarni 

keltiramiz.  

1) Agar az    nuqta )(zf  funksiyaning birinchi tartibli qutb nuqtasi 

bo‘lsa, 

)()(lim)( zfazzfres
azaz




         (27) 

bo‘ladi. 
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2) Agar 
)(

)(
)(

z

z
zf




  uchun )()( zваz   funksiyalar a nuqtaga golomorf 

bo‘lib, 0)(',0)(  aa  bo‘lsa , u holda  

)('

)(
)(

a

a
zfres

az 





                      (28) 

bo‘ladi. 

3) Agar az   nuqta )(zf  funksiyaning n-tartibli qutb nuqtasi bo‘lsa, 

1

1 )]()[(
lim

)!1(

1
)(













n

nn

azaz dz

zfazd

n
zfres           (29) 

bo‘ladi. 

4) Agar z  nuqtada  )(zf  funksiya golomorf bo‘lsa, 

)]()([lim)( zffzzfres
zz




                   (30) 

bo‘ladi. 

5) Agar )
1

()(
z

zf   bo‘lib, )(z  funksiya 0z  nuqtada golomorf bo‘lsa, 

)0(')( 


zfres
z

                         (31) 

bo‘ladi.  

 90. Integrallarni chegirmalar yordamida hisoblash. 

 Chegirmalar yordamida turli integrallarni hisoblash mumkin. Bunda 

quyidagi teorema muhim rol o‘ynaydi. 

 Teorema (Koshi teoremasi). Faraz qilaylik , 

1) )(zf  funksiya },...,{\
21 n

aaaD  sohada golomorf 

),,...,,,(
21

DaaaCD
n
  

2) )(zf   funksiya sohaning chegarasigacha aniqlangan va },...,{\
21 n

aaaD  da 

uzluksiz, 

3)  D  - to‘g‘rilanuvchi yopiq kontur bo‘lsin. U holda  
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 
 




D

n

k
az

zfresidzzf
k1

)(2)(          (32) 

formula o‘rinlidir. 

Izoh. (32)-formula D  bo‘lgan hol uchun ham o‘rinlidir. Faqat bu 

holda z  ni )(zf  uchun maxsus nuqta deb hisoblash hamda D  chiziq 

orientatsiyasini soat strelkasi yo‘nalishida olish kifoyadir. 

Yuqorida keltirilgan Koshi teoremasidan amaliyotda yopiq kontur 

bo‘yicha olingan integrallarni hisoblashda foydalaniladi. 

100. Aniq integrallarni chegirmalar yordamida hisoblash. 

Aniq integrallarni ham chegirmalar yordamida hisoblash mumkin. Bunda aniq 

integral kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning kontur bo‘yicha olingan 

integraliga keltirilib hisoblanadi. 

a) 
2

0

)sin,(cos dxxxR  ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash. 

Ushbu   





2

0

)sin,(cos dxxxRI                 (33) 

integral berilgan bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin, bunda 

(cos ,sin ) cos sinR x x x va x  larning ratsional funksiyasi va u ]2,0[   da 

uzluksiz.  

Eyler formulasiga ko‘ra 

i

ee
x

ee
x

ixixixix

2
sin,

2
cos

 



  

bo‘lishini e’tiborga olib, so‘ng 

ixez   

deb belgilash kiritsak, unda 
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dz
iz

dx
z

z
i

x
z

zx

zCzzx

1
),

1
(

2

1
sin,)

1
(

2

1
cos

},1:{]2,0[





 

bo‘lib, berilgan (33)-integral quyidagicha  







1

2

0

)(
~

)sin,(cos
z

dzzRdxxxRI  

bo‘ladi, bunda 

)).
1

(
2

1
),

1
(

2

1
(

1
)(

~

z
z

iz
zR

iz
zR   

Hosil bo‘lgan integral oldingi punktdagi (32)-formula yordamida hisoblanadi. 

 b) Xosmas integrallarni hisoblash.  

 Chegirmalar nazariyasidan foydalanib xosmas integrallarni ham hisoblash 

mumkin. Bu quyidagi teoremaga asoslangan. 

 Teorema. )(zf  funksiya }0Im:{  zCz  sohaning chekli sondagi 

maxsus nuqtalaridan tashqari barcha nuqtalarida golomorf bo‘lib, uning 

chegarasida uzluksiz bo‘lsin. Agar  







r

zrzdzzf
r

r
})arg0,{(0)(lim      (34) 

bo‘lsa, u holda 




dxxf )(  yaqinlashuvchi bo‘lib,  

 






0Im

)(2)(
k

kz
zz

zfresidxxf                          (35) 

bo‘ladi.  

 Bu teoremadagi (34)-shartning bajarilishini ko‘rsatishda  quyidagi 

lemmalardan foydaniladi. 

1-Lemma (Jordan lemmasi). Agar 

0)(maxlim 


zfr
rzr

                         (36) 

bo‘lsa, 
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





r

dzzf
r

0)(lim                              (37) 

bo‘ladi. 

2-Lemma.(Jordan lemmasi). Agar  

0)(maxlim 


zf
rzr

                           (38) 

bo‘lsa, u holda 0  uchun 









r

dzezf zi

r
0)(lim                         (39) 

bo‘ladi. 

Endi  






 dxxRe xi )(  

ko‘rinishdagi xosmas integrallarni qaraylik. 

Agar 0)(maxlim 


zR
zr

 bo‘lsa, u holda bu integralga 2-lemmani va 

yuqoridagi teoremani qo‘llash natijasida quyidagi formulalarni hosil qilamiz: 

 


 












0Im

)]([Im2cos)(
k kz zz

zi zReresxdxxR ,       (40) 

 


 












0Im

)]([Re2sin)(
k kz zz

zi zReresxdxxR ,        (41) 

Misol.  Ushbu 




 
dx

xx

x

22

sin
2

 

integralni hisoblang. 

)(zf  funksiya deb 

)]1([)]1([22
)(

2 iziz

e

zz

e
zf

iziz





  

ni olamiz. Bu funksiyaning 2 ta iz 1
1

  va  iz 1
2

 qutb nuqtalari bo‘lib, 

ulardan }0{Im1
1

 ziz  bo‘ladi. 
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22

1
)(

2 


zz
zR  funksiya uchun  z  da 

2

1
~)(

z
zR  bo‘lganidan 

2-lemma shartining bajarilishi ta’minlanadi. Unda (41)-formulaga ko‘ra 










)](Re[2
22

sin

1
2

zfresdx
xx

x

zz
 

bo‘ladi.  

(27)-formuladan foydalanib )(
1

zfres
zz

 ni hisoblaymiz: 

).1cos1(sin
22

)]1([
)]1([)]1([

lim)(

1)1(

11

i
e

i

e

iz
iziz

e
zfres

ii

iz

izzz





















 

Demak, 

.1sin)1cos1(sin
2

Re2
22

sin 1

1

2



















 ei

e
dx

xx

x
 

Nazorat savollari. 

1. Kompleks argumentli funksiya integralining ta’rifi. 

2. Integral mavjud bo‘lishining zaruriy va yetarli shartlari. 

3. Koshining integral teoremasi. 

4. Ko‘p bog‘lamli soha uchun Koshi teoremasi. 

5. Kompleks argumentli funksiya integralining integrallash yo‘liga bog‘liq 

bo‘lmasligi. 

6. Nyuton–Leybnits formulasi. 

7. Koshining integral formulasi. 

8. Koshi integrali va Koshi tipidagi integral. 

9. Darajali qatorlar va ularning xossalari. 

10. Elementar funksiyalarning darajali qatorga yoyilmalari. 

11. Liuvill teoremasi. 

12. Golomorf funksiyaning nollari. 
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13. Yagonalik teoremasi. 

14. Modulning maksimum prinsipi. 

15. Loran qatorlari va ularning xossalari. 

16. Funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtalari. 

17. Yakkalangan maxsus nuqtalar va Loran qatori orasidagi bog‘lanish. 

18. Chegirmaning ta’rifi va chegirma bilan Loran qatorining koeffitsientlari 

orasidagi bog‘lanish. 

19. Chegirmalarning yig‘indisi haqidagi teorema. 

20. Chegirmalarni hisoblash formulalari. 

21. Kompleks argumentli funksiyalardan yopiq kontur bo‘yicha olingan 

integrallarni chegirmalar yordamida hisoblash. 

22. 
2

0

)sin,(cos dxxxR  ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash. 

23. 




dxxf )(   ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash. 

24. Jordan lemmalari. 

25. 




xdxxR cos)(   ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash. 

26. 




xdxxR sin)(  ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash. 

- B - 

MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOL VA MASALALAR 

 1-Masala. Boshi )( Caa   oxiri )( Cbb   nuqtada bo‘lgan   to‘g‘ri 

chiziq kesmasi bo‘yicha quyidagi integrallarni ta’rif yordamada hisoblang. 

1.1.  


 .1,1,)13( ibiadzz  

1.2.  


 .21,1,)( ibiadziz   

1.3.  


 .,1,)( ibiadziz     
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1.4.  


 .1,1,)3( ibiadziz   

1.5.  


 .1,2,)3( ibiadziz  

1.6.  


 .1,2,)2( ibiadziz  

1.7.  


 .1,2,)2( ibiadziz  

1.8.  


 .1,2,)2( ibadzz  

1.9.  


 .1,2,)2( ibadzz  

1.10.  


 .1,2,)13( ibadzz  

1.11.  


 .1,2,)23( ibadzz  

1.12.  


 .,1,)3( ibiadzz  

1.13.  


 .,1,)3( ibiadzz  

1.14.  


 .,1,)3( ibiadziz  

1.15.  


 .,1,)3( ibiadziz  

1.16.  


 .,1,)32( ibiadzz  

1.17.  


 .,1,)32( ibiadzz  

1.18.  


 .,1,)32( ibiadziz  

1.19.  


 .,1,)32( ibiadziz  
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1.20.  


 .2,2,)3( ibiadziz   

1.21.  


 .,22,)12( ibiadzz  

2-Masala. Quyidagi integrallarni berilgan 
0

z  va 
1

z  nuqtalarni 

tutashtiruvchi   to‘g‘ri chiziq bo‘yicha hisoblang. 

 2.1.  


 .32,1,)(
10

2 izizdziyx  

2.2.  


 .43,22,)(
10

22 izizdziyx  

2.3.  


 .32,1,)(
10

2 izizdziyx  

2.4.  


 .43,22,)(
10

2 izizdziyx      

2.5.  


 .32,1,)(
10

22 izizdziyx  

2.6.  


 .43,22,)(
10

22 izizdziyx     

2.7.  


 .32,1,
10

izizzdz   

2.8.  


 .43,22,)(
10

22 izizdziyx  

2.9.  


 .32,1,
10

izizdzz  

2.10.  


 .43,22,
10

izizdzz  

2.11.  


 .23,1,)(
10

22 izizdziyx   

2.12.  


 .34,22,)(
10

22 izizdziyx  

2.13.  


 .23,1,)(
10

2 izizdziyx  
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2.14.  


 .34,22,)(
10

22 izizdziyx  

2.15.  


 .23,1,)(
10

2 izizdziyx  

2.16.  


 .43,21,)(
10

2 izizdziyx  

2.17.  


 .23,1,)(
10

22 izizdziyx  

2.18.  


 .43,21,)(
10

2 izizdziyx    

2.19. 


 .23,1,
10

izizzdz    

 2.20.  


 .43,21,)(
10

2 izizdziyx  

2.21.  


 .32,1,)(
10

22 izizdziyx  

3-Masala. 88-chizmada tasvirlangan   chiziq bo‘yicha olingan quyidagi 

integrallarni hisoblang. 

 

 

 

 

 

88-chizma 

3.1.  


.dz
z

z
                           3.2.   




.

2
dz

z

zz
   

3.3.  



.

2
dz

z

zz
                     3.4.  




.

3
dz

z

zz
 

3.5.  



.

3
dz

z

zz
                     3.6.  




.

23
dz

z

zz
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3.7.  



.

32
dz

z

zz
                    3.8.  




.

3
dz

z

zz
 

3.9.  



.

32
dz

z

zz
                   3.10.  





.
65

dz
z

zz
 

3.11.  



.

56
dz

z

zz
                 3.12.  




.

54
dz

z

zz
   

3.13.  



.

54
dz

z

zz
                 3.14.  




.

45
dz

z

zz
                 

3.15.  



.

45
dz

z

z
                   3.16.  




.

87
dz

z

zz
            

3.17.  



.

87
dz

z

zz
                  3.18.  




.

58
dz

z

zz
  

3.19.  



.

76
dz

z

zz
                  3.20.  




.

76
dz

z

zz
    

3.21.  



.

67
dz

z

zz
      

4-Masala. Agar ,20,sin,cos:  ttbytax  ellips bo‘lsa, 

quyidagi integrallar hisoblansin. 

4.1.  


 3,2, baydz .     

4.2.  


 3,2, bazdz .     

4.3.  


 3,2, badzz . 

4.4.  


 3,2,)2( badziyx .       

4.5.  


 3,2,)( badziyx . 
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4.6.  


 2,3,2 badzx .           

4.7.  


 2,3,2 badzy . 

4.8.  


 2,3,)( 2 badziyx . 

4.9.  


 2,3,)( 2 badziyx .      

4.10.  


 2,3,)2( badzyix . 

4.11.  


 2,3,)2( badziyx .  

4.12.  


 3,2,)2( badzyix . 

4.13.  


 2,3,)3( badziyx . 

4.14.  


 2,3,)3( badzyix . 

4.15.  


 3,2,)3( badziyx . 

4.16.  


 3,2,)3( badzyix . 

4.17.  


 2,3,)23( badziyx . 

4.18.  


 2,3,)32( badziyx . 

4.19.  


 3,2,)23( badziyx . 

4.20.  


 3,2,)32( badziyx . 

4.21.  


 2,3,)34( badziyx . 

5-Masala. Quyidagi integrallarni hisoblang. 
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5.1. 




i

zdz
3

3

.                5.2. 
i

i

dzz
2

2
.             5.3. 

i

zdz
1

1

.   

5.4. 
 i

i

zdz
31

3

.                5.5. 
i

zdz
3

3

.               5.6. 




i

i

zdz
21

2

.       

5.7. 




i

dzz
21

2

2
.               5.8. 

i

zdz
2

2

.              5.9. 
i

dzz
2

2

2
. 

5.10. 




i

i

zdz
2

21

.               5.11. 




i

i

dzz
2

1

2
.           5.12. 





i

zdz
32

2

. 

5.13. 




i

i

zdz
22

21

.              5.14. 




i

i

dzz
22

21

2
.           5.15. 





i

i

zdz
1

2

.    

5.16. 




i

i

zdz
1

2

.              5.17. 




i

i

zdz
3

23

.             5.18. 




i

i

dzz
3

23

2
. 

5.19. 




i

i

zdz
4

3

.              5.20. 




i

i

dzz
4

3

2
.            5.21. 





i

i

dzz
1

2

2
. 

6-Masala. Koshining integral formulasidan foydalanib quyidagi 

integrallarni hisoblang. 

6.1.   
1 3

( 1)( 3)( )

z

z

e dz

z z z i
 

   .  6.2.   
1 3

( 3)( 3)( )

z

z

e dz

z z z i
 

   . 

6.3.   
2

1 2

sin

( 1)( 2 )
z

z
dz

z z i
 

  .  6.4.   
1 2

( 1)( 2)( 2 )

z

z

e
dz

z z z i
 

   . 

6.5.   
2

2,5

sin

( 3 )( 5 6)
z

z
dz

z i z z


   . 6.6.   
1 2

( )( 2)( 2 )

z

z

e
dz

z i z z i
 

   . 

6.7.   
2

cos

( )( 1)( 3)
z

z
dz

z i z z


     6.8.   
3

sin

( 2)( )( 4 )
z

z
dz

z z i z i


   . 

6.9.   
2

2,5
( 3 )( 3 1)

z

z

e dz

z i z z


   .  6.10. 
2

( 2 )( 2 )

z

z i

e
dz

z z i z i
 

  . 

6.11. 
3

sin

( )( 2 )( 3)
z i

z
dz

z i z i z
 

   . 6.12. 
2,5

cos

( )( 2 )
z i

z
dz

z z i z i
 

  . 
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6.13. 
2
( 1)( 2 )( 2 )

z

z i

e
dz

z z i z i
 

   . 6.14. 
2

( 1)( 2)

z

z i

e
dz

z z z
 

  . 

6.15. 
2

sin

( 1)( 2 )( 3 )
z i

z
dz

z z i z i
 

   . 6.16. 
2

cos

( 1)( )( 2)
z i

z
dz

z z i z
 

   . 

6.17. 
3
( 4 )( 2 )( )

z

z

e
dz

z i z i z i


   . 6.18. 
2

3
( 4)( 5 )

z

z

e
dz

z z i


  . 

6.19. 
2

3

sin

( 4)( 4)
z

z
dz

z z


  .  6.20. 
3

cos

( 2)( 2 )( 4 )
z

z
dz

z z i z i


   . 

6.21. 

2

2

2 5
( 4)( 6 )

z

z

e
dz

z z z
 

  . 

7-Masala. Koshining integral formulasidan foydalanib quyidagi 

integrallarni hisoblang. 

7.1. 
3 2

1 2

1

( 1) ( 2)
z

z
dz

z z
 



  .          7.2. 
 



31
32 )()3(

1

z

dz
izz

z
. 

7.3. 
 



21
22 )1(

2

z

dz
zz

z
.                7.4. 

 



21
23 )2()(

2

z

dz
ziz

z
. 

7.5. 
 



5,2
3 )3()2(

1

z

dz
zz

z
.           7.6. 

 



21
23 )2()1(

2

z

dz
zzz

z
. 

7.7. 
 



2
23 )1()(

1

z

dz
ziz

z
.            7.8. 

 



21
32 )()2(

1

z

dz
izz

z
. 

7.9. 
 



5,2
32 )1()2(

1

z

dz
zz

z
.          7.10. 

 



2
23 )2(

1

iz

dz
izz

z
. 

7.11. 
3 2

3

1

( ) ( 2 )
z i

z
dz

z i z i
 



  .        7.12.  
3 2

4

1

( )
z i

z
dz

z z i
 



 . 

7.13. 
 



2
23 )2()1(

1

iz

dz
izz

z
.        7.14. 

 



2
23)1(

1

iz

dz
zz

z
. 

7.15. 
 



2
23 )2()1(

1

iz

dz
izz

z
.        7.16. 

 



2
3 )()1(

1

iz

dz
izz

z
. 
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7.17. 
 



3
3)()2(

1

z

dz
iziz

z
.           7.18. 

 



3
23 )2()2(

1

z

dz
zz

z
. 

7.19. 
 



3
23 )()2(

1

z

dz
iziz

z
.         7.20. 

 



3
23 )2()2(

1

z

dz
izz

z
. 

7.21. 
 



2
3 )3()1(

1

z

dz
zzz

z
. 

8-Masala. Quyidagi misollarda berilgan )(zf  funksiyani az   

nuqtaning atrofida Loran qatoriga yoying va qatorning yaqinlashish sohasini 

toping. 

8.1. .,
))(1(

1
)( ia

izz
zf 


  

8.2. .2,
)2)(1(

1
)( 


 a

zz
zf   

8.3. .,
))((

1
)( ia

iziz
zf 


  

8.4. .2,
)2)((

1
)( 


 a

ziz
zf  

8.5. .2,
)3)(2(

1
)( 


 a

zz
zf  

 8.6. .,
))(3(

1
)( ia

izz
zf 


  

8.7. .1,
)1)((

1
)( 


 a

ziz
zf  

8.8. .2,
))(2(

1
)( 


 a

izz
zf  

8.9. .1,
)1)(2(

1
)( 


 a

zz
zf  

8.10. .0,
)2(

1
)( 


 a

izz
zf  
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8.11. .2,
)2)((

1
)( ia

iziz
zf 


  

8.12. .0,
)(

1
)( 


 a

izz
zf  

8.13. .1,
)2)(1(

1
)( 


 a

izz
zf  

8.14. .0,
)1(

1
)( 


 a

zz
zf  

8.15. .1,
)2)(1(

1
)( 


 a

izz
zf  

8.16. .,
))(1(

1
)( ia

izz
zf 


  

8.17. .,
))(2(

1
)( ia

iziz
zf 


  

8.18. .2,
)2)(2(

1
)( ia

iziz
zf 


   

8.19. .2,
4

1
)(

2



 a

z
zf  

8.20. .2,
4)1(2

1
)(

2
ia

iziz
zf 


  

8.21. .2,
23

1
)(

2
ia

izz
zf 


  

9-Masala. Quyidagi misollarda )(zf  funksiyani ko‘rsatilgan xalqada 

Loran qatoriga yoying. 

9.1. }.0{,)(
1

2  zVezzf z  

9.2. }10{,
)2)(1(

1
)( 


 zV

zz
zf . 

9.3. }2{,
)2)(1(

1
)( 


 zV

zz
zf .   
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9.4. }20{,
)2(

1
)( 


 zV

zz
zf . 

 9.5. }12{,
1

1
)(

2



 zV

z
zf . 

9.6. }32{,
)3)(2(

1
)( 


 zV

zz
zf . 

9.7. }31{,
)3)(1(

1
)( 


 zV

zz
zf . 

9.8. }10{,
1

)(
2




 zV
zz

zf .   

9.9. }321{,
1

2
)(

2



 zV

z
zf . 

9.10. }20{,
1

1
)(

2



 izV

z
zf . 

9.11. }20{,
1

1
)(

2



 izV

z
zf . 

9.12. }12{,
34

2
)(

2





 zV

zz

z
zf . 

9.13. }12{,
34

1
)(

2



 zV

zz
zf . 

9.14. }21{,
23

1
)(

2



 zV

zz
zf . 

9.15. }21{,
23

32
)(

2





 zV

zz

z
zf . 

9.16. }21{,
23

3
)(

2

2





 zV

zz

zz
zf . 

9.17. }24{,
4

1
)(

2



 zV

z
zf . 

9.18. }2{,
2

12
)(

2





 zV

zz

z
zf .  
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9.19. }21{,
)2)(1(

1
)( 


 zV

zz
zf . 

9.20. }21{,
)2)(1(

1
)( 


 zV

zz
zf . 

9.21. }120{,
23

32
)(

2





 zV

zz

z
zf . 

10-Masala. Quyidagi funksiyalarning barcha maxsus nuqtalarini toping, 

ularning xarakterini aniqlang va funksiyalarni z  nuqtada tekshiring (qutblar 

uchun ularning tartibini ko‘rsating). 

10.1. 
z

ctgzzf
1

)(  .                  10.2. 
222 )1(

cos
)(




zz

z
zf . 

10.3. 
1sin

)(
2




z

z
zf .                  10.4. 

z
zf




1

1
cos)( .            

10.5. 

1

1
cos)1(

)(
22

7






z
z

z
zf .       10.6. 

zz
zf

1

sin

1
)(  . 

10.7. 
2

11
sin)(

zz
zf  .               10.8. 

2

1

)( zezf


 . 

10.9. 
ze

zf
z

1

1

1
)( 


 .               10.10. 

)1(
)(

z

z

ez

e
zf


 . 

10.11. 1

1

2)1(

1
)( 


 ze

z
zf .          10.12. 

1
)(

1

1






z

z

e

e
zf .   

10.13. 
ze

z
zf

9
)(

2 
 .                 10.14. z

z

ezf  2

2

)( . 

10.15. 
32 )(

2
)(

iz
zf


 .              10.16. 

24
)(

z

e
zf

z


 . 

10.17.  ztgzf 2)(  .                10.18.  
iz

zf



1

sin)( .      
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10.19.  
)1()1(

32
)(

3 




zzz

z
zf .   10.20.  izezf 3

2

)(  .           

10.21.  
)cos2(

1
)(

3 zz
zf


 .  

11-Masala. Quyidagi funksiyalarning barcha maxsus nuqtalaridagi  va 

z   nuqtadagi chegirmalarini hisoblang (bunda z  nuqta maxsus 

nuqtalarning limit nuqtasi bo‘lmagan hol qaralsin). 

11.1. 
)4(

sin
)(

3 


zz

z
zf .                11.2. 

zz

z
zf

2
2

sin
)(

2 


 . 

11.3. 
3

2

)1(
)(

z

z
zf


 .                  11.4. 

2

1
cos)( 3




z
zzf .   

11.5. 
)1(

)(
3 


zz

e
zf

z

.                 11.6. zezzf
2

2)(  .  

11.7. 

4

)(
2 z

z

tgz
zf




 .                  11.8. 
2)1(

sin
)(






z

z
zf .   

11.9. 
3)1(

2sin
)(




z

z
zf .                  11.10. 

2

1
cos)( 2




z
zzf .  

11.11. 
22 )1(

sin
)(




z

z
zf .               11.12. 

22 )1(

cos
)(




z

z
zf . 

11.13. 
)1(

1
)(

zez
zf


 .              11.14. 

z
zzf

1
sin)( 3  .  

11.15. 
)4(

sin
)(

22 


zz

z
zf .             11.16. 

zz

z
zf




2

sin
)( .   

11.17. 
)(

)(
22

2

izz

e
zf

z


 .            11.18. zezzf

1

3)(  . 

11.19. 

zz

ctgz
zf

4

)(
2 


 .               11.20. 
2

1
sin)( 2




z
zzf .   
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11.21 
)9(

)(
22 


zz

e
zf

z

. 

12-Masala. Quyidagi integrallarni chegirmalar yordamida hisoblang. 

12.1. 
 3

3 )1(z

z

zz

dze
.                   12.2. 

 3
2 )4)(2()1(

1
sin

z

dz
zzzz

z .   

12.3. 
 4

2

2

)3()1(z zz

dzz
.             12.4. 

 3
22

1

3

)1(z

z

dz
z

ez
.   

12.5. 
 4

4

3

2z z

dzz
.                       12.6. dz

z

zz

z


 



2
4

53

1
. 

12.7. 






1
2

1
2 )()1(

1

z

dz
izz

z
.        12.8. 

 



2 )()3(

1

z

dz
izz

z
.    

12.9. 
 



5,1
2 )2()1(

2

z

dz
zz

z
.         12.10. 

 



5,2
2 )3()2(

1

z

dz
zz

z
.   

12.11. 
 



2
2 )()(

1

z

dz
iziz

z
.         12.12. 

2

1 2

1

( 2)( )
z

z
dz

z z i
 



  . 

12.13. 
 



5,1
2)1()2(

1

z

dz
zz

z
.       12.14. 

 



2
25 )(

1

z

dz
izz

z
.   

12.15. 
 



5,1
2)()2(

1

z

dz
izizz

z
.     12.16. 

 11
22 )3()2(

1

z

dz
zz

. 

12.17. 
 



5,1
23 )()2(

52

z

dz
iziz

z
.    12.18. 

 5,11
32 )2()2(

1

z

dz
izzz

. 

12.19. 
 11

42 )1()1(

1

z

dz
zz

.      12.20. 
 



2
3 )5()1(

3

z

dz
zz

z
.  

12.21. 
 2

5 )1()3(

1

z

dz
zz

. 

13-Masala. Quyidagi integrallarni hisoblang. 
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13.1. 






D

zDdz
z

z
z }2{,

1
cos)12( .                  

13.2. 



D

zDdz
z

z
}1{,

cos
3

. 

13.3. 



D

zDdz
z

z }1{,
1

sin2
. 

13.4. 



D

z
izDdz

e
}22{,

1

1
.   

13.5. 



D

zDdz
z

z }2{,
1

sin3
. 

13.6. 







D

y
x

Ddz
z

z
}1

4
{,

)1(

sin 2

2

32
. 

13.7. 



D

z

izDdz
zz

e
}1{,

12 24
. 

13.8. 








D

zDdz
z

z
z }2{,

1

1
sin . 

13.9. 



D

z

zDdz
z

ez
}2{,

1

1

3

. 

13.10. 



D

izDdz
zz

dz
}21{,

)1()1( 22
. 

13.11. 





D

zDdz
izzz

z
}31{,

))((

sin
3 . 

13.12. 



D

yxDdz
z

z
}2{,

)1(

sin
3

2

3

2

3

2

3
. 

13.13. 



D

zD
z

}4{,
1

sin .  

13.14. 



D

z zDdze
z

z
}4{,

2
2

1

. 
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13.15. 



D

zDdz
zz

z
}

2

1
2{,

)2)(1( 2
. 

13.16. 





D

zDdz
zz

z
z

}3{,
)2)(1(

1
sin 22

. 

13.17. 



D

zDdz
z

}2{,
1

sin 2
. 

13.18. 



D

zDdz
z

}11{,
1

1
sin .   

13.19. 



D

zDdz
zz

z
}5{,

)cos1(sin
.  

 13.20. 



D

zDdz
z

z
z }2{,

1
cos . 

13.21. 



D

zDdz
z

z
}3{,

1
sin . 

14-Masala. Quyidagi aniq integrallarni chegirmalar yordamida hisoblang. 

14.1. 




2

0
22 )sin2( x

dx
.                   14.2. 





2

0
22 )cos23( x

dx
. 

14.3. 




2

0
22 )sin23( x

dx
.                 14.4. 



  x

dxx

cos
4

5

sin 2

. 

14.5. 


  x

xdx

cos2

sin 2

.                       14.6. 


  x

xdx

sin2

cos 2

. 

14.7. 




2

0
2)cos23( x

dx
.                  14.8. 





2

0
22 )cos2( x

dx
. 

14.9. 




2

0
2)sin2( x

dx
.                    14.10. 





2

0
2)cos23( x

dx
. 

14.11. 


0
2

4

sin1

cos
dx

x

x
.                  14.12. 





2

0
2)cos2( x

dx
.    



 207 

14.13. 


  x

dx

sin45
.                    14.14. 





2

0

2

cos45

cos
dx

x

x
. 

14.15. 




2

0 cos3 x

dx
.                     14.16. 





2

0 cos24 x

dx
. 

14.17. 




2

0 3sin x

dx
.                     14.18. 





2

0 sin
4

5
x

dx
.   

14.19. 




2

0 2cos x

dx
.                    14.20. 



 
dx

xcos34

1
.    

14.21. 


0
2

2

sin2

cos

x

xdx
.  

15-Masala. Quyidagi chegarasi cheksiz bo‘lgan integrallarni chegirmalar 

yordamida hisoblang. 

15.1. 


  )4)(1( 22 xx

dx
.                15.2. 



  )9)(1( 22

2

xx

dxx
. 

15.3. 











0

2

2 1(
dx

x

x
.                   15.4. 



 


dx

xx

xx

910

2
24

2

. 

15.5. 


  22 )22( xx

dx
.                 15.6. 



  256 24

2

xx

dxx
. 

15.7. 


  222 ixx

dx
.                    15.8. 



0
24

6

)8(x

dxx
. 

15.9. 


  22

2

)54( ixx

dxx
.                 15.10. 



  22 )22( ixx

dx
. 

15.11. 


 


dx

x

x

1

1
4

2

.                      15.12. 


0
42

4

)32( x

dxx
.  

15.13. 


  22 )134( xx

xdx
.               15.14. 



  222 )4)(1( xx

dx
.  
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15.15. 


 


dx

x

x

1

1
6

2

.                      15.16. 


  )4()1( 222 xx

dx
. 

15.17. 


0
22

2

)4(x

dxx
.                     15.18. 




0

2
)(

1
Nn

x

dx
n

. 

15.19. 



 )9)(4( 22 xx

dx
.                 15.20. 








)(
)21( 2

Nn
x

dx
n

. 

15.21. 





0

2
)(

)1(
Nn

x

dx
n

. 

16-Masala. Quyidagi integrallarni Jordan lemmalaridan foydalanib 

hisoblang. 

16.1. 


0
22 )9)(4(

cos
dx

xx

x
.           16.2. 



0
24 1

2cos
dx

xx

x
. 

16.3. 


0
2 4

3sin
dx

x

xx
.                    16.4. 



0
32 )4(

cos
dx

x

x
. 

16.5. 


0
22 )4(

sin
dx

x

xx
.                  16.6. 



0
22 )9(

sin
dx

x

xx
. 

16.7. 


0
2 4

3cos
dx

x

x
.                     16.8. 



0
2 4

sin
dx

x

xx
. 

16.9. 


0
2 9

cos
dx

x

x
.                     16.10. 



0
2 9

2cos
dx

x

x
.  

16.11. 


 
dx

xx

xx

102

cos
2

.             16.12. 


0
2 4

cos
dx

x

x
.    

16.13. 


 


dx

xx

xx

54

2cos)1(
2

.            16.14. 


 
dx

xx

xx

102

sin
2

. 

16.15. 


 


dx

xx

xxx

910

sin)5(
24

3

.           16.16. 


 


dx

xx

xxx

3613

sin)132(
24

3

.  

16.17. 


 
dx

xx

xx

204

sin
2

.             16.18. 


 
dx

xx

xx

45

sin
24

3

.    
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16.19. 


 
dx

xx

xx

102

cos
2

.             16.20. 


 
dx

xx

xx

102

sin
2

. 

16.21. 


 


dx

xx

xx

22

2sin)1(
2

. 

- C - 

NAMUNAVIY VARIANT YECHIMI. 

1.21-Masala. Boshi ia 22  oxiri ib   nuqtada bo‘lgan to‘g‘ri chiziq 

kesmasi bo‘yicha quyidagi  




 dzz )12(  

integralni ta’rif yordamida hisoblang. 

  chiziqni a dan b ga qarab 
n

zzz ,...,
10

 nuqtalar yordamida 

1 2, ,..., nn tа     yoylarga ajratamiz. 
kk
  nuqta olib, quyidagi 

)()(
1

1




  k

n

k
kk

zzf  

integral yig‘indini tuzamiz . Unda ta’rifga ko‘ra  

)()(limlim)12(
1

1
00








  k

n

k
kk

zzfdzz             (42) 

bo‘ladi. )(12)(  Czzf  bo‘lgani uchun (42)-limit mavjud va bu limitning 

qiymati   ning bo‘linish usuliga va k  nuqtalarning tanlanishiga bog‘liq emas. 

2

1 kk

k

zz 
  deb olsak, 
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iiiiiii

ababzzzzzz

zzzzzzzz

zz
zz

zz

n

k
nnkk

n

k

n

k
kkkkkkkk

kk

n

k

kk

k

n

k
kk

712241)22()22(

)()()(

)()]()()[(

)(1
2

2)()12(

22

1

22

0

2

0

2

1

1 1

2

1

2

111

1
1

1

1
1






















 






 










 

Demak,  

idzz 71lim)12(
0





 

2.21-Masala. Quyidagi 


 dziyx )( 22
 integralni iziz 32,1

10
  

nuqtalarni tutashtiruvchi   to‘g‘ri chiziq bo‘yicha hisoblang. 

Birinchi navbatda   to‘g‘ri chiziqning tenglamasini topamiz. 

21,12:  xxy  ekanligini ko‘rish qiyin emas. 

 

 

 

 

 

         

 

                                                89-chizma. 

Bu tenglama, idydxdziyxz  ,  va   da dxdy 2  ekanligidan 

foydalanib, berilgan integralni hisoblaymiz: 
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 

 

  









  

2

1

2

1

22

2

1

2

1

222222

222222

.9
3

19
)146()287(

])12(2[]2)12([)(

)()()()(

idxxxidxxx

dxxxidxxxdxydyxi

dyydxxidydxiyxdziyx

 

             Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

 

3.21-Masala. 88-chizmada tasvirlangan   chiziq bo‘yicha olingan 

quydagi  





dz

z

zz 67
 

integralni hisoblang. 

  Agar 

}0Im,2:{},22,0:{
21

 zzCzxyCiyxz  

deb belgilansa, unda 
21
  bo‘lib, integralning xossasiga ko‘ra 

 
 









1 2

676767
dz

z

zz
dz

z

zz
dz

z

zz
 

bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarni alohida-alohida 

hisoblaymiz: 
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.
3

100
6

3

7
2

)67(22
2

2627

2,2

0,2
67

,5241313
6767

0

3

0 0

3

2

2

2

2

2

1






























































 






 



 

 



 

ii

iii

i

ii

ii

i

ee

deeidie
e

ee

diedzez

ez

dz
z

zz

dxdx
x

xx
dz

z

zz

 

Demak, 







3

56

3

100
52

67
dz

z

zz
 

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

>  

>  

>  
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>  

 

>  

>  

 

>  
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>  

 

>  

 

 

 4.21-Masala. Agar  20,sin2,cos3: ttytx  ellips bo‘lsa 

quyidagi  




 dziyx )34(  

integral hisoblansin. 

  Bu integralni (5) formuladan foydalanib hisoblaymiz: 

.cos2sin3)(sin2cos3)()()( 1 tittztittyitxtzz   

Unda (5)–formulaga ko‘ra  

ii

ttitdttit

dt
tt

it

dtttitt

dttittitdziyx


































 

623

)]2sin
2

7
(2cos4[3)]2cos71(2sin8[3

)]
2

2cos1
6

2

2cos1
8(2sin8[3

)]sin6cos8(cossin16[3

)cos2sin3()sin6cos12()34(

2

0

2

0

2

0

2

0

22

2

0

 

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

>  
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>  

>  

 

>  

 

 5-21-Masala. Quyidagi  

 
1

2

2






i

i

dzz  

 integralni hisoblang. 

 Bu misol 20-punktda keltirilgan 1-misolga o‘xshash yechiladi.  

 )()( 2 CОzzf  Integralning qiymati iziz  1,2
10

 nuqtalarni 

birlashtiruvchi yo‘lga bog‘liq bo‘lmaydi. Shundan foydalanib integrallash 

chizig‘i   sifatida 

}12,1:{  xyCiyxz  
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to‘g‘ri chiziq kesmasini olamiz (90-chizma).  

 

90-chizma 

Bu   chiziqda dxdzixz  ,  bo‘lishidan foydalanib topamiz.                 



  







  





1

2

1

2

2

3

2

1

2

1

2

222

3)
3

()12(

)(

ixix
x

dxixx

dxixdzzdzz
i

i

 

 6.21-Masala. Koshining integral formulasidan foydalanib quyidagi  


 52

2 )6)(4(

2

z

z

zzz

dze
 

integralni hisoblang. 

 52 z  aylana bilan chegaralangan sohani D  deb belgilaymiz 

(91-chizma). 

91-chizma 
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)4)(6()6)(4(
)(

22

2 





zzz

e

zzz

e
zF

zz

  deb belgilasak, 60
21
 zваz  

nuqtalar .4,
3

DzD   Shu faktdan foydalanib )(zF  funksiyani ushbu  

z

zf

z

zf

zzz

e
zF

z )(

6

)(
)

1

6

1
(

)4(6
)(

2










  

ko‘rinishida ifodalab olamiz, bunda ).(
)4(6

)(

2

DО
z

e
zf

z




  

Koshining integral formulasidan foydalanib topamiz: 

).
2

1

5
(

6

)
24

1

60
(2)]0()6([2

)(

6

)(
)(

)6)(4(

36

52

36

52 52 52
2

2
















  



  

ei

e
iffidz

z

zf

dz
z

zf
dzzF

zzz

dze

z

z z z

z

 

 7.21-Masala. Koshining integral formulasidan foydalanib quyidagi  

dz
zzz

z

z


 



2
3 )3()1(

1
 

integralni hisoblang. 

 1,0
10
 zz  nuqtalar }2:{  zCz  aylana bilan chegaralangan 

}2:{  zCz  doiraga tegishli bo‘lib, 3
2
z  nuqta esa shu doiraga tegishli 

emas. 10
10
 zваz  nuqtalarni }2:{  zCz  doiraga tegishli va o‘zaro 

kesishmaydigan 
21
 ва  yopiq chiziqlar bilan o‘raymiz. Bu 

21
,   chiziqlar 

hamda }2:{  zCz  aylana bilan chegaralangan uch bog‘lamli sohani D  

bilan belgilaymiz.(92-chizma). 
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92-chizma 

Berilgan integral ostidagi 

)3()1(

1
)(

3 




zzz

z
zF  

funksiya D  sohada golomorf bo‘ladi. 20-punktda keltirilgan ko‘p bog‘lamli soha 

uchun Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:  

  
  


2

21

1 2

)()()(
z

IIdzzFdzzFdzzF  

Agar 

 
  




1 1
)3()1(

1
)(

31
dz

zzz

z
dzzFI  

integralda 

)3()1(

1
)(

3 




zz

z
zf  

deyilib, (10)-formuladan foydalanilsa 





1

3

2

3

1
2)0(2

)(
1

iifidz
z

zf
I  

bo‘lishi kelib chiqadi. 

Endi 

 
  




2 2
)3()1(

1
)(

32
dz

zzz

z
dzzFI  

integralda 

)3(

1
)(






zz

z
z  

deb va (11)-formuladan foydalanib topamiz:    
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2

(2)

2 3

(1) (2)

2 2

(2)

3 3

( ) 2 1
(1) (( ( )

( 1) 2! ( 3)

1 4 1 1 4 1
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 ( 3)

1 8 2 1
[ ] (1) ( 1 2)) .

3 ( 3) 3

z i z
I dz z

z z z

z z
z z z z

i
z z



 
 

 

 


    

 

       
 

      




 

Shunday qilib, 











2

213 33

2

)3()1(

1

z

i
iiIIdz

zzz

z
 

bo‘ladi  

8.21-Masala. Quyidagi  

23

1
)(

2 


izz
zf  

funksiyani ia 2  nuqtaning atrofida Loran qatoriga yoying  va qatorning 

yaqinlashish sohasini toping. 

   Oldin  )(zf  funksiyani 

))(2(

1
)(

iziz
zf


  

ko‘rinishda tasvirlaymiz. So‘ng uni sodda kasrlarga  yoyib, cheksiz kamayuvchi 

geometrik progressiya yig‘indisi formulasidan  foydalansak, 




































0

)
2

()1(
22

1

1

22))(2(

1
)(

n

nn

i

iz

iz

i

i

iz

iz

i

iz

i

iz

i

iziz
zf

 

Loran qatori hosil bo‘ladi va bu qator }120{  iz   sohada yaqinlashadi   

             Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 
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>  

 

>  

 

>  

>  

>  

 

>  

 

>  

 

9.21-Masala. Quyidagi 
23

32
)(

2 




zz

z
zf  funksiyani 

}120{  zV  xalqada Loran qatoriga yoying. 


































0

2

)2()1(
2

1

)2(1

1

2

1

1

1

2

1

)1)(2(

32

23

32
)(

n

nn z
zzz

zzzz

z

zz

z
zf

 

Hosil bo‘lgan Loran qatori berilgan }120{  zV  xalqada  

yaqinlashadi.  

 

             Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 



 222 

>  

 

>  

 

>  

 

>  

10.21-masala. Quyidagi 
)cos2(

1
)(

3 zz
zf


  funksiyaning barcha 

maxsus nuqtalarini toping, ularning xarakterini aniqlang va funksiyalarni z  

nuqtada tekshiring (qutblar uchun ularning tartibini ko‘rsating). 

)(zf  funksiyaning qutb nuqtalarini topish uchun 

)cos2(
)(

1
)( 3 zz

zf
z   funksiyaning nollarini topamiz. 0z  nuqta 

)(z  funksiyaning 3-tartibli noli bo‘lgani uchun ta’rifga ko‘ra )(zf  funksiyaning 

3-tartibli qutb nuqtasi bo‘ladi. )(z  funksiyaning boshqa nollarini 0cos2  z  

yoki 2cos z  tenglamani yechib topamiz. Bu tenglamani 2-paragrafdagi 

formulalardan foydalanib yechamiz: 

).32ln(2

]2)32[ln()122(2cos 2





ik

ikiiLnArcz

 

Bu nuqtalar )(z  funksiya uchun 1-tartibli nol bo‘lgani uchun )(zf  funksiya 

uchun 1-tartibli qutb nuqta bo‘ladi. 

z  nuqta )(zf  funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi bo‘lmaydi, 

chunki u qutb nuqtalar uchun limit nuqta bo‘ladi.  

Shunday qilib,  
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0z   -  3-tartibli qutb; 

,...2,1,0),32ln(2  kikz
k

 - 1-tartibli qutblar; 

z  - qutblarning limit nuqtasi bo‘lar ekan    

11.21-masala. Quyidagi 
)9(

)(
22 


zz

e
zf

z

  funksiyaning barcha 

maxsus nuqtalaridagi va z  nuqtadagi chegirmalarni hisoblang. 

  Berilgan funksiyani 

)3)(3()9(
)(

222 izizz

e

zz

e
zf

zz





  

ko‘rinishda yozib, uning maxsus nuqtalari: iaia 3,3
21

  - birinchi tartibli 

qutb nuqtalar, 0
3
a  - ikkinchi tartibli qutb nuqta va z  - o‘ta maxsus nuqta 

bo‘lishini aniqlaymiz. )(   ва   )(
21

zfreszfres
azaz 

 larni hisoblashda (27)-

formuladan foydalanamiz: 

),3cos3(sin
54

1

69

1

)3(
lim)()3()(

3

2331

i
i

e

izz

e
zfizreszfres

i

z

izizaz












 

).3cos3(sin
54

1
)()3()(

32

izfizreszfres
izaz




 

(29)–formulaga ko‘ra  )(
3

zfres
az

 ni hisoblaymiz: 

.
9

1

)9(

)92(
lim

)
9

(lim)]([lim)(

22

2

0

1

20

2

03
















z

zze

z

e
zfz

dz

d
zfres

z

z

z

zzaz

 

)(zfres
z 

 ni hisoblashda esa 80-puktdagi 2-teorema (chegirmalarning yig‘indisi 

haqidagi teorema)dan foydalansa bo‘ladi: 
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





3

1

).33(sin
27

1
)()(

k
azz

zfreszfres
k

  

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

>  

 

>  

 

>  

 

> simplify(  ); 

 

>  

 

>  

 

>  
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> simplify(  ); 

 

 

12.21-Masala. Quyidagi  


 2

5 )1)(3(

1

z

dz
zz

 

integralni chegirmalar yordamida hisoblang. 

  (32)-formulaga ko‘ra 
)1)(3(

1
)(

5 


zz
zf  uchun 

 
 




2

5

1
3

)]()([2)(2)(
z k

zzaz
zfreszfresizfresidzzf

k

 

bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi chegirmalarni hisoblaymiz: 

242

1

1

1
lim)()3(lim)(

5333





 z
zfzzfres

zzz
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Agar  

)
1

1)(
3

1(

11

)1)(3(

1
)(

5

65

zz

zzz
zf






  

ekanini e’tiborga olsak, unda z  nuqta )(zf  funksiyaning 6-tartibli noli 

bo‘lishini aniqlaymiz. Bu funksiyaning Loran qatori 

....
1

)(
8

8

7

7

6
 

z

c

z

c

z
zf  

bo‘lib, 0
1



c   bo‘ladi. Demak, 

0)( 


zfres
z

. 

Shunday qilib, 







2
5

.
121

)0
242

1
(2

)1)(3(

1

z

i
idz

zz
  

 

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

>  

 

>  

 

>  

 

>  
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>  
 

13.31-Masala. Quyidagi 





D

zDdz
z

z
}3{,

1
sin  

integralni hisoblang. 

1
sin)(




z

z
zf  deb, so‘ng (32)-formuladan foydalanib topamiz: 







D
z

zfresidzzf )(2)(  

Endi )(zf  funksiyaning z  nuqtadagi chegirmasini (30)-formulaga ko‘ra 

hisoblaymiz: 

 

.1cos

)1(2

1

)1(2

1
sin

)1(2

12
cos

)1(2

2
lim

2

1
1

sin
2

1
1

cos2lim

)
1

sin1(sinlim)]()([lim)(





















































z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z
zzffzzfres

z

z

zzz

 

Demak, 
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



D

idz
z

z
.1cos2

1
sin  

           Bu misolni Maple matematik paketida yechishni ko‘rsatamiz. 

 

>  

 

>  

 

>  

>  

>  

 

>  

 

>  

 

14.21-Masala. Quyidagi 




0
2

2

sin2

cos
dx

x

x
 

 

aniq integralni chegirmalar yordamida hisoblang. 

  Bu integralda ze ix 2
 almashtirishni bajarsak, 

},1:{],0[  zCzzx   

,
2

1
dz

iz
dx   
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,
2

)
1

(
2

1
1

2

2cos1
cos2 z

z
x

x






  

2

)
1

(
2

1
1

2

2cos1
sin 2 z

z
x

x






  

bo‘lib, 



 























1
2

2

0 1
2

2

16

)1(1

2

1

2

)
1

(
2

1
1

2

2

)
1

(
2

1
1

1

2

1

sin2

cos

z

z

dz
zz

z

zi

dz

z
z

z
z

zix

xdx

 

tenglik o‘rinlidir. 

Integral ostidagi 

)]223([)]223([

)1(

)16(

)1(
)(

2

2

2











zzz

z

zzz

z
zf  

funksiyaning 223,223,0
210

 zzz  maxsus nuqtalari bo‘lib, 

ulardan 0 10   va   3 2 2z z     lar }1{ z  sohaga tegishli bo‘lgan qutb 

nuqtalaridir. 

Koshi teoremasini ((32)-formulani) qo‘llab, topamiz: 

).
2

1
1(2

]
24

)1223(

223

1
1[2]

)1(1

1
[2)]()([2)(

2

21

2

1

1

1 21
0 1




















i

i
zz

z

z

zz
izfreszfresidzzf

z
zzz
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Demak, 

).
2

1
1(

sin2

cos

0
2

2







dx
x

x
 

 

>  

>  

 

>  

 

15.21-Masala. Quyidagi chegarasi cheksiz bo‘lgan 





0

2
)(

)1(
Nn

x

dx
n

 

integralni chegirmalar yordamida hisoblang. 

  Avvalo berilgan integralni 

 
 

 


0
22 )1(2

1

)1( nn x

dx

x

dx
 

ko‘rinishda yozib olamiz. 

Endi 

nnn izizz
zf

)()(

1

)1(

1
)(

2 



  

desak, bu funksiya 

{ : Im 0}z C z dа z i    

 maxsus nuqtaga, n  -tartibli qutbga ega. 

Ravshanki, 




})arg0,{(0)(maxlim zrzzfr
r

r r
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Jordanning 1-lemmasiga ko‘ra 





r

dzzf
r

0)(lim  bo‘ladi. Unda 100-punktdagi 

teoremaga ko‘ra 










)(2
)1( 2

zfresi
x

dx

izn
 

bo‘ladi. 

(29)-formuladan foydalanib topamiz: 

.
2

1

!)!22(

!)!32(
]

)(

1
[lim

)!1(

1

)()[(
)!1(

1
lim)(

1

1

1

1

in

n

izdz

d

n

zfiz
dz

d

n
zfres

nn

n

iz

n

n

n

iziz



























 

Natijada 

















 !)!22(

!)!32(

!)!22(

!)!32(

2

1
2

)1( 2 n

n

n

n

i
i

x

dx
n

 

bo‘lib, berilgan integral uchun  


 







0
2 2!)!22(

!)!32(

)1( n

n

x

dx
n

 

bo‘lishini topamiz   

>  

>  

 

>  

 

16.21-Masala. Quyidagi 




 


dx

xx

xx

22

2sin)1(
2
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integralni Jordan lemmalaridan foydalanib hisoblang. 

  Bu masalani yechish uchun Jordanning 2-lemmasi va (41)-formuladan 

foydalanamiz. )(zf  funksiya deb 

)]1([)]1([

)1(

22

)1(
)(

2

2

2

iziz

ez

zz

ez
zf

iziz









  

funksiyani olamiz. Bu funksiyaning ikkita 
1 21 1z i vа z i       qutb 

nuqtalari bo‘lib, ulardan }0{Im1
1

 ziz  bo‘ladi. 

22

1
)(

2 




zz

z
zR  funksiya uchun z  da 

z
zR

1
)(   bo‘lganidan 
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>  

 

> simplify(  ); 

 

>  

 

 

                                       



 234 

FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR 

1. Шабат Б.В. Введение в комплексный анализ.   2-нашри, 1-қ.-

М.,”Наука”, 1976. 

2. Худойберганов Г., Ворисов А., Мансуров Х.   Комплекс анализ. 

(маърузалар). – Т.,”Университет” ,1998. 

3. Садуллаев А., Худойбергангов Г., Мансуров Х., Ворисов А., Тўйчиев Т.  

Математик анализ курсидан мисол ва масалалар тўплами. 3-қисм 

(комплекс анализ).- Т., “Ўзбекистон”, 2000. 

4. Волковыский Л.И., Лунц Г.Л., Араманович И.Г.   Сборник задач по 

теории функций комплексного переменного.   3-нашри. – М. “Наука”, 

1975. 

5. Евграфов М.А.,  Бежанов К.А., Сидоров Ю.В.,  Федорюк М.В., Шабунин 

М.И.  Сборник задач по теории аналитических функций, 2-нашри. –М., 

“Наука” 1972. 

6. Лаврентьев М.А., Шабат Б.В.  Методы теории функций комплексного 

переменного. 4-нашри. –М., ”Наука”, 1973. 

7. Сидоров Ю.В., Федорюк М.В., Шабунин М.И.   Лекции по теории 

функций комплексного переменного.  – М. “Наука”, 1976. 

8. Маркушевич А.И., Маркушевич Л.А.  Введение в теорию аналитических 

функций. -М., “Просвещение”, 1977.  

9. Клочко Т.В., Парфенова Н.Д.   Решение задач комплексного анализа 

средствами Maple. Харьков. 2009. 

10. Матросов А.В. Maple 6. Решение задач высшей математики и 

механики. БХВ-Санкт-Петербург. 2001. 

11. J.Stewart. Calculus, Broks/Cole, Cengage Learing,2012. 

12 J. W. Brown, Ruel V. Churchill. Complex variables and applications. 

McGraw-Hill. 2009. 



 235 

13. John H. Mathews, Russell W. Howell. Complex Analysis for Mathematics 

and Engineering. California State UniversityFullerton. Jones and Bartlett 

Publishers Canada.1997. 

14. Charles Walkden. Complex Analysis. MATH20101. 2016  

15. Christian Berg. Complex Analysis. Department of Mathematical Sciences. 

København. 2012. 

16. Complex Numbers - Stewart Calculus 

    www.stewartcalculus.com/data/.../ess_at_12_cn_stu.pdf. 

17. www.maplesoft.com/academic/adoption/ .  

http://www.google.com/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=5&cad=rja&uact=8&ved=0ahUKEwiEueLx4e_SAhWMhSwKHVGbB-0QFgg4MAQ&url=http%3A%2F%2Fwww.stewartcalculus.com%2Fdata%2FESSENTIAL%2520CALCULUS%2Fupfiles%2Ftopics%2Fess_at_12_cn_stu.pdf&usg=AFQjCNHHEA3Q7qhLKvxvmuvRvwYhlX00oQ
http://www.stewartcalculus.com/data/.../ess_at_12_cn_stu.pdf
http://www.maplesoft.com/academic/adoption/


 236 

 

 

 

 

To‘ychiev Tohir Tursunbaevich 

Tishabaev Jo‘raboy Karimovich 

Djumaboev Davlatboy Xalillaevich 

Kitmanov Aleksandr Mechislavovich 

 

 

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi fanidan 

MUSTAQIL ISHLAR 




