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имматли онамнинг порлоц 
хотирасига багишлайман

И КК И Н Ч И  НАШ РГА СУЗ БОШ И

Ушбу китобнинг биринчи нашри чи^цанига 12 йилдан 
ошди. Бу вацт мобайнида китоб бутунлай тар^алиб, унинг 
иккинчи нашрига э^тиёж сезилиб цолди. Ундан ташцари, 
бу ва^т ичида университетларнинг ^амда педагогика инс- 
титутларининг У^ув программаларига ^ам баъзи бир уз- 
гартиришлар киритилди. Буни ^исобга олиб, китобнинг 
иккинчи нашрини биринчи нашрга кирмаган бир ^анча 
маълумотлар билан тулдиришга тугри келди. Хусусан, \о- 
зирги ва^тда э^тимоллар назарияси ва функционал ана- 
лизда абстракт улчов тушунчасидан кенг фойдаланилаёт- 
ганлигини кузда тутиб, янги IV бобни (Улчов тушунчаси­
ни умумлаштириш), V II  бобдаги (Лебег интеграли) 40— 
41-§ ларни, X  бобдаги (Лебегнинг аницмас интеграли. 
Абсолют узлуксиз функциялар) 51-§ ни ^ушдик. Тулалик 
учун яна бир янги X I I  бобни (Тартибланган тупламлар. 
Трансфинит сонлар) ^ам киритдик.

Метрик фазолар назарияси муаллифнинг «Функционал 
анализ курси» китобида («У^итувчи», Т., 1980) кенгро^ 
берилганлиги туфайли уни иккинчи нашрга киритмадик.

Булардан танщари, биринчи нашрдаги сезилган кам- 
чиликлар тузатилди, купгина параграфлар янги маълу­
мотлар билан бойитилди ва матн бирмунча силли^ланди, 
мацщ учун масалаларга купгина янги масалалар вд/шилди 
ва фойдаланилган адабиёт руйхати кенгайтирилди.

Китобни нашрга тайёрлашда проф. Ж . Хржиев ^амда 
доц. О. Хаитовлар ^атнашишди. Уларга уз миннатдорчи- 
лигимни билдираман.

Т. А. Саримсоцов
Тошкент, 1980 йил, август
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БИ РИ Н ЧИ  НАШ РГА СУЗ БОШ И

i. Мазкур китобни ёзишда В. И. Ленин номидаги Тош­
кент Давлат университетининг физика-математика (ке- 
йинроц эса механика-математика) факультетларида бир 
неча йиллар давомида укилган лекциялардан фойдала- 
ниб:

1. Дарсликнинг илмий жи^атдан жиддий булиши;
2. Унинг ^ажми деярли катта булмай, университетлар- 

нинг механика-математика ва педагогика институтлари- 
нинг физика-математика факультетларининг программа- 
лари асосида тузилиши;

3. Методологик масалаларни фаннинг тарихий ривож- 
ланиши билан узвийлаштириб берилиши каби принцип- 
ларга риоя цилишни лозим топдик.

Биринчи принцип рз навбатида «Дациций узгарувчи- 
нинг функциялари назарияси» дарслиги уз ичига цандай 
илмий материалларни олиши зарур, деган масалага бево­
сита боглицдир. Бу масала рус тилидаги математик ада- 
биётда асосан П. С. Александров ва А. Н. Колмогоровлар 
томонидан тузилган ва 1938 йилда биринчи марта нашр 
этилган «Теория функций действительного переменного» 
китобида цоницарли ^ал цилинган. Шунинг учун ^ам ме­
тодологик жи^атдан юцоридаги 1 ва 2- принципларни ба- 
жаришда курсатилган дарсликнинг ва бошца мавжуд ман- 
баларнинг ижобий хислатларидан фойдаландик.

3- принципга келганда эса бу китобда баён этилган ил­
мий фактларни ёритишда биз уларнинг тарихий ривожла- 
ниши масаласини купроц назарда тутдик.
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Бу дарсликдан педагогика институтларининг физика- 
математика факультетларининг студентлари ^ам фойда- 
лана олишлари учун биз цушимча X I бобни, асосан педа­
гогика институтларининг программаларига кирган булиб, 
университет программаларига кирмаган материалларга 
багишладик.

Ю^орида баён этилган принциплар китобда асосан акс 
эттирилган булса, муаллиф мамнун булар эди. К,улёзмани 
нашрга тайёрлашда физика-математика фанлари канди- 
дати Ж . З^ожиев уз устига китобнинг илмий му^аррирли- 
гини олиб, куп ^имматба^о масла^атлар берди. Унга са- 
мимий миннатдорчилигимни билдираман.

Т. А. Саримсоцов
Тошкент, 1967 йил, август
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I б о б
ТУПЛАМЛАР НАЗАРИЯСИДАН 

АСОСИЙ МАЪЛУМОТЛАР
1- §. Туплам тушунчаси

Туплам тушунчаси математиканинг бошланрич тушун- 
чаларидан биридир. Одатда бу тушунча таърифсиз цабул 
цилинади. Бунинг сабаби шундаки, бу тушунчага бери- 
ладиган таърифнинг узи ^ам янада соддароц тушунчага 
асосланган булиши керак; аммо биз бундай тушунчага 
эга эмасмиз. Шунинг учун туплам таърифини цидирмас- 
дан, уни мисоллар билан тушунтирамиз.

Масалан, узбек алифбосининг барча ^арфлари туплам 
^осил цилади дейиш мумкин; шунингдек, Тошкент ша^ри- 
даги ^амма урта мактаблар, ^амма бутун мусбат сонлар, 
^амма узлуксиз функциялар, бирор китобнинг са^ифа- 
лари, турри чизицдаги барча нуцталар ^ам туплам таш­
кил эгади. Бундай мисолларни чексиз куп келтириш 
мумкин. Умуман, туплам тушунчасини англашда унинг 
турли нарсаларнинг бирлашмаси (мажмуаси) эканлигини 
унутмаслик керак.

Берилган тупламни ^осил цилган нарсаларни туплам­
нинг элементлари дейилади. Тупламнинг элементлари 
турли нарсалардан, масалан, функциялар, сонлар, мак­
таблар ва ^оказолардан иборат булиши мумкинлигини 
юцоридаги мисоллардан куриб турибмиз. Одатда туплам 
берилганда унинг элементлари бир ёки бир неча белги- 
ларга мувофиц аницланган булади. Бу белгиларга асос- 
ланиб, ^ар бир нарса берилган тупламнинг элементи 
эканлигини ёки элементи эмаслигини айта олиш мумкин.

Туплам тушунчаси янада ёрцинроц булиши учун шуни 
айтиб утиш керакки, тупламда бир хил (бир-биридан 
фарц р̂ илиб булмайдиган) элементлар булмайди. Масалан,

(х— 1)2(л;+ 1)3 = 0 
тенгламанинг барча нлдизлари туплами 1,1,— 1, — 1, — 1

О.
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элементлардан иборат булмасдан, балки 1 ва — 1 элемент- 
лардан иборат.

Бундан буён ^улайлик учун буш туплам тушунчаси- 
ни киритамиз: агар тупламнинг бирорта %ам элементи 
булмаса, бундай туплам брш туплам дейилади.

Буш туплам 0  (баъзан эса А ёки 0) билан белгила­
нади.

Бундан буён тупламларни латин алифбосининг А, В, 
С, ..., X, Y, Z сингари бош ^арфлари билан, тупламлар­
нинг элементларини эса а, Ь, с, х, у, z каби кичик 
^арфлари билан белгилаймиз. Бирор а нарса А туплам­
нинг элементи эканлигини

а £ А
шаклда, а нарса А тупламга тегишли эмаслиги эса

а £ А
куринишда (баъзан а $ А куринишда) ёзилади. Х,ар а̂н- 
дай а нарса учун ю^оридаги муносабатлардан биригина 
албатта уринли булиши табиийдир.

Тупламлар назариясининг тарихи у ^адар узо^ эмас. 
Бу со^адаги дастлабки жиддий ишлар X IX  асрнинг иккин­
чи ярмида ^илинган. Тупламлар назарияси математика- 
нинг ало^ида со^аси сифатида немис математиги Георг 
Канторнинг ишларида юзага келди. Георг Канторнинг 
роялари математиклар орасида дастлаб ишончсизликка 
учраган булса-да, кейинчалик кенг тараедий ^илди ва XX 
асрда бутун математика тупламлар назарияси нуцтаи на- 
заридан ^айтадан цурилди.

^озирги ва^тда тупламлар назарияси математиканинг 
жуда ^ам кенг ва чу^ур ишланган со^аларидан бири 
булиб, бу назария мазкур курснинг (ва ^атто бутун ма­
тематиканинг ^ам) пойдсвори ^исобланади.

2- §. Тупламнинг цисмлари ва тупламлар 
устида амаллар

Бундан кейин доимо ^уйидаги асосий тушунчалар ва 
амаллар билан иш олиб боришга тугри келади.

1-т а ъ р и ф .  Агар А тупламнинг \ар бир элементи 
В  тупламнинг %ам элементи булса, А туплам В  туп­
ламнинг щеми, баъзан щем туплами дейилади ва бу 
муносабат

А<= В
шаклда ёзилади.
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Таърифдан з̂ ар цандай А тупламнинг узи ^зининг 
^исми, яъни

AczA
экани бевосита куринади.

Буш 0  туплам эса >̂ар ^андай тупламнинг к;исмидир. 
Л ва 0  тупламлар А тупламнинг хосмас цисмлари де­
йилади; А тупламнинг ^амма боища ^исмлари эса унинг 
хос цисмлари дейилади.

М и  со л  л ар. 1. А туплам 1 ва 2 ра^амларидан, В  
туплам эса 1, 2, 3, 4, 5 рацамларидан иборат булсин, яъни

А = { 1, 2}, В  = { 1, 2, 3, 4, 5},
у >̂ олда А туплам В  нинг хос ^исми булади.

2. А = {/, 2, 5, 6} ва В = { 1, 2, 3, 4, 5} тупламларнинг 
^еч бири иккинчисининг ^исми эмас.

3. ^амма тоь̂  сонлар туплами барча бутун сонлар 
тупламининг хос ь;исмидир.

4. А туплам
х2 — 1=  О

тенгламанинг илдизларидан, В  туплам эса
я4 — 1 = О

тенгламанинг ^а^и^ий илдизларидан ииборат булса, А 
туплам В  нинг хосмас цисми булади.

2- т а ъ р и ф. X ихтиёрий туплам булиб, А туплам 
унинг бирор цисми булсин. X  тупламнинг А га кир- 
маган барча элементларидан иборат тупламни А 
нинг X  га цадар тулдирувчи туплами дейилади ва у 
СХ(А) каби белгиланади.

Масалан, агар
А = {1, 2}, В  = {1, 2, 3, 4, 5} 

булса, у ^олда
СВ(Л) = {3, 4, 5}.

3-т а ъ р и ф. Агар А туплам В  тупламнинг щеми 
ва В  туплам А тупламнинг цисми булса, А туплам 
В тупламга тенг дейилади ва бу муносабат

А = В
шаклда ёзилади; демак, А —В  тенглик AczB ва В с А  
муиосабатларнинг биргаликда бажарилишига тенг куч- 
лидир.
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Масалан, А туплам 1 ва — 1 
элементлардан, В  туплам эса ушбу 

(х— \)2(х + 1)3 = 0 
тенгламанинг барча илдизларидан 
иборат булса, А туплам В  туплам­
га тенг булади.

4- т а ъ р и ф. А ва В  икки ихти­
ёрий туплам булсин. Агар С туп­
лам фацатгина А ва В  тупламлар-

1- шакл. нинг элементларидан иборат булса,
у %олда С туплам А ва В  туплам­
ларнинг йигиндиси дейилади ва

А [ }В  — С
куринишда ёзилади (1-шакл).

Бу U амал тупламларни цушиш амали дейилади.
Шуни цайд цилиб утиш керакки, агар бирор элемент А 

тупламга ^ам, В  тупламга ^ам кирса, бу элемент С туп­
ламда бир марта ^исобланади.

Агар А с  В  булса, у о̂лда A U В = В\ хусусий х,олда 
A (J А = А булади.

М и с о л л а р .  1 . А  туплам 1, 2, 3, 4, 5 рацамларидан, 
В  туплам эса 0, 2, 4, 6, 8 рацамларидан иборат булса, бу 
тупламларнинг йигиндиси булмиш С туплам 0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 8 рацамларидан иборатдир, яъни

{1, 2, 3, 4, 5} U (0, 2, 4, 6, 8} = (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8}.
2. А туплам барча жуфт сонлардан, В  туплам эса 

3 га булинадиган барча бутун сонлардан иборат, яъни

А = { ±  2, ±  4; ±  6 , . . В  — {±  3, ± 6, ± 9  . . .) 
булса, у ^олда

С = А\} В  = {± 2 , ± 3, ±4, ± 6, ± 8, ±9, . . . ) .
5- т а ъ р и ф. Икки А ва В  тупламнинг умумий эле­

ментларидан тузилган С туплам А ва В  тупламлар­
нинг. умумий цисми ёки купайт- 
маси (баъзан эса кесишмаси) дейи­
лади (2- шакл) ва

С—А П В  ёки С — А -В
куринишда ёзилади.

М и с о л л а р .  1. Агар
А = { 1, 2, 3, 4, 5), В  = (0, 2, 4,6,8}

12
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, у з̂ олда
A f )B  — {2, 4}.

. Агар А = {±  2, ±4, ± 6,
± 8, ± 10, ± 12, . .

{ ± 3, ±  6, ± 9, ±12, . . .}
, у з̂ олда

3- шакл.
= { ± 6, ± 12, ± 18, ± 24, . .
сусий з̂ олда, масалан, ё A czВ, ёки А = В, ёки В ~  0 

, у з̂ олда мос равишда Л f| В = Л, Л П Л = Л, Л П 0 = 0
и. Агар Л ва fl тупламларнинг умумий элементлар1 
са, у з̂ олда Л Г) В  = 0 булади.
т а ъ р и ф .  Л трпламнинг В  тупламга кирмаган бар 
ементларидан тузилган С туплам А ва В  тупламлар■ 
айирмаси дейилади ва у

С = Л \В
ишда ёзилади (3- шакл).
и с о л л а р .  1. Агар Л=  { 1,2, 3, 4, 5}, В = {0, 2, 4, 
булса, у з̂ олда

Л\В= {1 , 3, 5}.
Агар
Л = { ± 2, ±4, ± 6, ± 8, ± 10, ± 12, ± 14, . . .)

В  = { ± 3, ± 6, ±9, ±12, . . .}
У з̂ олда

Л \ В  = {±  2, ±4, ± 8, ±10, ± 14, . . .}.
чбу

С =\(А\В)\){В\А )
м Л ва В  тупламларнинг сим- 
к айирмаси дейилади ва С ^ А & В

С=ААВ
ишда белгиланади (4-шакл). 
соллар. 1. Агар Л = { 1, 2, 3, 5,
, В = {2, 41 6, 8, 10} булса, у

ЛДВ = { 1, 3 , 4, 5, 6, 7, 8}.
Агар Л туплам [0,1] сегмент- 
барча з а̂^и^ий сонлар тупла- 
туплам эса [0,2] сегментдаги
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барча рационал сонлар туплами булса, у з̂ олда А Л В  туп­
лам [0,1] ораливдаги барча иррационал сонлар ва ( 1,2) 
ярим очи^ оралицдаги барча рационал сонларда н иборат 
туплам булади.

7- т а ъ р и ф. Биринчи элементи X  тупламга иккин­
чи элементи У тупламга кирган барча (х, у )  жуфт- 
лардан иборат туплам X  ва Y тупламларнинг Декарт 
(тугри) купайтмаси дейилади ва

[X.Y] ёки X X Y
каби белгиланади.

Мисоллар. 1. R  з^аци^ий сонлар туплами бу/^^^и;иб, X = R
ва Y = R булса, у з̂ олда [Я, R] текисликдаги бар---ча ну^та-
лар туплами булади.

2. Z барча бутун сонлар туплами булиб, Х = 
булса, [Z, Z] текисликдаги координаталари буту 
дан иборат булган барча нуцталар тупламидир.

Агар Rn фазо п улчамли фазо булиб, X  = R , Y 
са, у з̂ олда

[Я*, R l] = R k+l 5
булади.

Тупламлар устида юкорида келтирилган ама/^^нслар 1̂уйи- 
даги хоссаларга эга:

1. Л и Я  = .81М;1
2 А [\В  =  В  [\А-\ к°ммутативлик хоссаси
3. (/1UB)UC = Л и (Ви С );1
4. Л П (£ Л С ) = 04ПЯ) ПС;) ассоциативлик хосс

5. ( Л и В ) П С  = (ЛГ]С )и (ВП С )п6. (А \В ) П С = (Л П С )\(В  П С); дистрибутивли;
7. Л П ( В А С )  = (ЛП 5)А (ЛП С ).]
Бу тенгликларнинг исботлари бир-бирига ухшаг 

сабабли, уларнинг биттасини, масалан, 5-тенгликнр 
лиш билан чегараланамиз. 5-тенгликни исбот этиш 
чап томонидаги (Л U В) П С тупламнинг з̂ ар бир эле! 
унг томонидаги (Л П Q  U Ф  П С) тупламнинг з̂ ам эле 
лигини ва, аксинча, (Л f] Q II (б П ^) тупламнинг > 
менти (Л U В ) П С тупламнинг з̂ ам элементи эканлиш 
гаш кифоя. а £ (Л U В) Г) С булсин деб фараз цилайлг 
купайтманинг таърифига мувофик,, а£А [] В  ва a £ С 
лар келиб чи^ади; а£А\}В  муносабатдан эса а 6 
муносабатлардан камида бирининг уринлилиги ке— 
агар a £ Л муносабат уринли булса, у з̂ олда a £ Л

=  Z, Y=Z 
л  сонлар-

= R1 бул-

-аси

ZK хоссаси

mi булгани 
исбот и̂- 

учун унинг 
ленти унинг 

=менти экан- 
—сар бир эле- 
e -ини курса- 
~ик. Бундан, 
ИГ муносабат- 

Л ёки а £ В  
=пиб чи а̂ди; 

ПС булади,
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агар а £ Б  муносабат уринли булса, у ^олда д ЕВ  Г) С булади. 
Демак, з̂ ар иккала ^олда хам а € (Л П С) U (В П Q  муносабат 
келиб чицади, яъни 5-тенгликнинг чап томонидаги тупламнинг 
ихтиёрий элементи унг томондаги тупламнинг ^ам элементи 
экан.

Энди а £ (Л П С) U (В П С) булсин деб фараз цилайлик. У  >̂ол- 
да, йигиндининг таърифига асосан а £ А [ }С  ёки а £ В  Г) С муно- 
сабатларнинг камида бири уринли: агар а£А [\С  булса, бундан 
а £ Л ва а £ С муносабатлар келиб чицади, агар а £ В  П С булса, 
бундан а £ В  ва а £ С муносабатлар келиб чицади. Демак, 
а£А\]В  ва а£С  муносабатлар ^аммавацт уринли. Булардан 
эса а Е (A U В)[\ С муносабат келиб чицади, яъни 5- тенгликнинг 
унг томонидаги тупламнинг ихтиёрий элементи унинг чап то­
мондаги тупламнинг а̂м элементи экан. Шу билан 5-тенглик 
исбот этилади.

Юцорида келтирилган 1 — 7 хоссалардан куриниб турибди- 
ки, тупламлар устидаги амаллар сонлар устидаги амалларга ух­
шаш экан. Лекин шу билан бирга тупламлар устидаги амаллар 
сонлар устидаги амаллардан фарц цилади. Масалан, юцорида 
курдикки, з̂ ар цандай Л туплам учун А[} А — А ва А (]А  = А. 
Ва^оланки, а̂р цандай сон учун бу муносабатларга ухшаш 
муносабатлар уринли эмас.

3- §. Тупламлар системаси.
Тупламларни синфларга ажратиш

Бирор X  туплам берилган булиб, унинг ^ар бир х 
элементига бирор Ах туплам мос келтирилган булсин. 
Элементлари Ах тупламлардан иборат Н  туплам туплам­
лар системаси дейилади. Келгусида Н  тупламлар систе­
масини цулайлик учун

Н = { А х), х £ Х
шаклда ёзамиз.

Мисоллар.  1. Агар X  = (1, 2, 3, . . . , п) булса, у цол-
да

Я = { Л 1, А2, , Ап)

булади. Бундай системани чекли система дейилади.
2. Агар X  = {1, 2, 3, . . . , п, . . .} булса, у х;олда

Н  = {Л j ,  Л2, Л3 .  .  .  ,  Ап, . . .} 
булади. Одатда бундай тупламлар системаси т у п л а м -
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л а р  к е т м а - к е т л и г и  (баъзан саноцли система) дейи­
лади.

3. Агар хОу текисликни олиб, X  деб Ох у^нинг нуцта- 
лари тупламини ва Л , деб Ох у^ни х нуктада кесиб 
утувчи вертикал тугри чизикнинг ну^таларидан иборат 
тупламни олсак, у з̂ олда // тупламлар системаси текис- 
ликдаги барча вертикал тугри чизи^лардан иборат булади.

Н  тупламлар системасининг баъзи элементларидан 
ташкил топган G системани унинг щеми ёки щем сис­
темаси дейилади.

Икки тупламнинг йигиндиси ва купайтмаси каби, ихтиёрий 
тупламлар системаси Н  = [A J ,  х£Х  ни з̂ осил ^илувчи Ах , 
тупламларнинг йигиндиси ва купайтмаси тушунчаларини кири- 
тиш мумкин.

Н — \ Ах\, х £ Х  тупламлар системасини ташкил этувчи Ах 
тупламлар йигиндиси (^ис а̂роц, тупламлар системасининг 
йигиндиси) деб шундай С ту>пламга айтиладики, Ах тупламлар­
нинг з̂ ар бири С тупламнинг цисми булиб, С тупламнинг з̂ ар 
бир элементи Ах тупламларнинг камида биттасига тегишли 
булади. Тупламлар системасининг йигиндиси учун

с  = и л
хеХ

белгилаш ишлатилади.
Хусусан, чекли Н =  (Л1, . . Ап\ система учун

С = U АЛ
4=1 "

белгилаш, сано^лиН  = [Alt А2, . . , Ап, . . .} система учун

белгилаш ишлатилади.
Масалан, тупламлар системаси учун юцорида берилган 

учинчи мисолда тупламлар системасининг йигиндиси те- 
кисликдаги барча ну^талардан иборат.

Н — \АХ), х £ Х  тупламлар системасининг купайтмаси 
(баъзан кесишмаси ёки умумий к,исми) деб, бир вак,тда з̂ ар бир 
Ах тупламга кирувчи барча элементлардан иборат булган С туп­
ламга айтилади. Тупламлар системасининг купайтмаси цуйидаги- 
ча белгиланади:

С = (\ А Х.
х £ Х
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Хусусан, чекли Н = \А1г . . .  Ап| система учун

С = П \  к= 1 *
белгшшш, санок;ли Н  = {Alt А2, . . . , Ап, . . . } 
система учун

С - Л  Ак
белгилаш ишлатилади.

Масалан, X  деб 1 дан катта булган барча ^а^и^ий сонлар 
тупламини ва Ах деб

|z| <  X
тенгсизликни ^аноатлантирувчи барча комплекс сонлар тупла­
мини олсак, у з̂ олда С = Л А туплам ушбу

X £ X
и <1

тенгсизликни цаноатлантирувчи барча комплекс сонлар- 
дан иборат булади.

2- § даги дистрибутивлик цонуни тупламлар системаси 
учун ^уйидагича умумлаштирилади.

3.1-теорема. Ихтиёрий Е  тупламнинг исталган сонда- 
ги Ах, х £ Х  щсм тупламлари учун цуйидаги айниятлар 
^ринли:

E \ f ] A x = [j (Е \ А Х), [СЕ ( П Ах)=  U СЕ A J;  (1)
* £ X х £ X х gX х £ X

£ \  U Ах=  П (Е \ А х), [СЕ ( U А }  =  Л Се Ах] . (2)
X £Х X £Х X £Х X £Х

Бу айниятлар иккилик крнунлари деб аталади.
И с б о т .  Бу айниятларнинг иккаласи з̂ ам бир хил усул- 

да исботланиши туфайли, масалан, биринчи айниятни ис­
ботлаш билан чегараланамиз. Бунинг учун ю^оридагига 
ухшаш

£ \  Л Ах cr U (Е \ А х,) ва £ \  Л =5 U (Е \ А Х)
х£Х Х£Х х £Х »* g X

муиосабатларнинг иккаласи з̂ ам уринли эканлигини к^рсатиш 
кифоядир.

Фараз к;илайлик, а £ Е \  Л Ах ихтиёрий элемент булсин.
х £ X

2-§ даги 6-таърифга асосан а £ Е ,  аммо а £ Л А . Бундан з̂ еч
Х £ Х

БИБг ,'jTEfcfll .
2-418 •, ; п и  17
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булмаганда бирорта х = х0 £ X  индекс учун а £ А Хо эканлиги 
келиб чикади. Демак, а £ Е \ А Хо бундан а £ [ } (Е \ А  х).

х£Х
а элементнинг ихтиёрийлигидан

E \ ( ] A xcz { J (E \A x) (3)
х£Х х£Х

муносабатни оламиз.
Энди аксинча, фараз цилайлик, а £ U (E \ A J)  ихтиёрий эле-

х £ Х
мент булсин. У  ^олда 2-§ даги 4-таърифга мувофи^ бирор
х = ху £ X  индекс учун а £ E \ A Xi муносабатга эга буламиз ёки
бундан а £ Е  ^амда а £ А . Охирги муносабатдан а £ П Ах

х£Х
эканлиги келиб чикади. Бундан а £ Е \  П Ах муносабатни оламиз.

х£Х
а элементнинг ихтиёрийлигидан

Е \ ( ]  Axzd [ ] (E \ A x) (4)
х£Х х£Х

муносабатга эга буламиз. (3) ва (4) муносабатлар (1) ай- 
ниятни исботлайди.*1

Энди чекли ёки саноцли система учун Декарт купайт- 
масининг таърифини берамиз.

Чекли \Н — [Av А2, , Ап\ тупламлар системасининг 
Декарт купайтмаси деб, элементлари тартиб билан ёзилган п 
та элементли (alt а2, . . .  , ап), (aL g Л4) сатрлардан иборат туп-

П
ламга айтилади ва П  Ak, баъзан эса Лх X Л2 X . . .  X Ап ёки

*=iП
X  Ak оркали белгиланади.

Санок;ли Н  = {Лх, А2, . . . , Ап, . . . } тупламлар система­
сининг Декарт крпайтмаси деб, элементлари (ах, а2, . . .  , 
ап, . . . ), (аг- £ Л;) куринишдаги барча кетма- кетликдан иборат

ОО

тупламга айтилади ва П  Ak, баъзан эса Лх х Л 2 X - . • , X ЛлХ
А=1

ОО

X  . . . ёки X  Ak оркали белгиланади.
А=1

1 Юлдузча теореманинг исботи тугалланганлигини англатади.
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Мисоллар .  1. Агар R  а̂циций сонлар туплами булиб 
= R. i = 1, 2, 3, . . . , п

булса, у ^олда

П At -  Rn
;=i

п улчамли фазодан иборат.
2. Агар А( = R, i = 1, 2, 3, . . .  булса, у х;олда

f U « / r .
(=1

яъни координаталарининг сони саноцли (6-§ га царанг) 
булган векторлардан иборат фазо булади.

Агар #  = х£Х  тупламлар системаси берилиб, бу
системага кирувчи ^ар цандай икки тупламнинг умумий 
элементлари булмаса ва бу системанинг йигиндиси М  
булса, у ^олда М туплам цисмларга (ёки синфларга) 
булинган дейилади;

Ах тупламлар М  тупламнинг синфлари, Н  система 
эса булинма дейилади. Масалан, натурал сонлар тупла­
мини жуфт сонлардан ва тоц сонлардан иборат иккита 
синфга булиш мумкин.

М  туплам синфларга булинган булсин. Агар бу туп­
ламнинг икки а ва b элементи бир синфга тегишли бул­
са, уларни берилган булинмага нисбатан эквивалент 
дейилади ва а ~ Ь  шаклда ёзилади.

Эквивалентлик муносабати цуйидаги хоссаларга эга:
1. С и м м е т р и к л и к  хос са с и .  Агар а ~ Ь  булса, 

у ^олда Ь ~ а .
2. Т р а н з и т и в л и „ к  хос са си .  Агар а ~ Ь ,  Ь ~ с  

булса, у ^олда а ~ с .
3. Р е ф л е к с  и в л и к  хосса си .  Дар цандай а эле­

мент уз-узига эквивалент, яъни а ~ а .
Энди М  ихтиёрий туплам булиб, унинг баъзи элемент- 

ларини бирор цоидага мувофиц эквивалент дейиш мум­
кин булсин, яъни симметриклик, транзитивлик ва рефлек- 
сивлик хоссаларига эга булган муносабат берилган деб 
фараз цилайлик. У ^олда бу эквивалентлик муносабати 
М  тупламни синфларга булади.

Шуни исботлаймиз. М (а) синф деб, М  тупламнинг 
а га эквивалент булган барча элементларидан иборат 
тупламни белгилаймиз. Рефлексивлик хоссасига кура, 
^ар бир а элемент уз синфига киради. Энди, агар
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M (a )\ jM (b )¥ : 0  булса, M (a ) = M (b) муносабат уринли 
булишини курсатамиз.

М (а )  ва М (Ь )  синфлар умумий с элементга эга бул­
син деб фараз цилайлик. У >*олда, синфларнинг таърифи­
га асосан, а ~ с , Ь ~ с ; демак, симметриклик хоссасига 
биноан с~ Ь ,  булардан эса транзитивлик хоссасига кура 
а~£>.

Энди Ь’ элемент М  (Ь) синфнинг ихтиёрий элементи бул­
син. У  ^олда а ~  b ~  Ь' ва транзитивлик хоссасига кура а ~  Ь', 
яъни Ь £М  (а). Демак, M(b)cz М (а), а' элемент М  (а) синф­
нинг ихтиёрий элементи булсин деб фараз цилайлик. У ^олда 
а ~  а', симметриклик хоссасига асосан а' ~  а па а ~  b булгани 
учун, транзитивлик хоссасига кура а' ~  Ь, бундан эса b ~  а', 
яъни а' £М  (Ь)\ демак, М (a) cz М (b). Шундай цилиб, М  (6) с  
сz М(а) ва М (a) cz М  (Ь), яъни М(а) = М  (Ь).

Мисол.  М  сифатида барча натурал сонлар тупламини ола­
миз. Агар иккита а ва b натурал сонни 3 га булганда улар 
тенг цолдицца эга булса, бу сонларни эквивалент деймиз. Бу 
эквивалентлик муносабати М  тупламни 3 та М 0, М г ва УИ2 
цисмга булади. Бу ерда Mt (t = 0, 1, 2) туплам 3 га булганда 
цолдиги i булган барча натурал сонлардан иборат.

4- §. Тупламларни бир-бирига акс эттириш
Турли тупламлар орасидаги богланиш акс эттириш 

тушунчаси орцали урнатилади.
1-т а ъ р и ф .  Иккита X  ва Y туплам берилган бул­

син. Агар маълум бир цоида буйича X  тупламнинг 
%ар бир элементига Y тупламнинг биргина элементи 
мос цуйилган булса, X  туплам Y га акс эттирилган 
дейилади ва бу муносабат

f ’-X-*-Y (1)
шаклда ёзилади. Баъзан ( 1) акс эттиришни X  тупламда 
аницланган ва цийматлари Y да булган функция (ёки 
мослик) деб ^ам аталади. Жумладан, У деб ^ациций 
сонлар тупламини олсак, у ^олда ( 1) акс эттиришни X 
тупламдаги щциций функция (баъзан функционал)  дейи­
лади. Комплекс функция (функционал) шунга ухшаш 
таърифланади.

М и с о л л а р .  1. Агар R >;ациций сонлар туплами бул­
са, у ^олда

y = f(x) = x*
функция R  ни R  га акс эттиради.

2. Дирихле функцияси
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_  , . f l , агар x — рационал сон булса,
У Х\х) [о, агар х — иррационал сон булса

з^аци^ий сонлар тупламини 0 ва 1 сонларидан иборат 
тупламга акс эттиради.

3. Агар X  = R2 икки улчамли фазо ва Y = R бир 
улчамли фазо булса, у холда R 2 фазони R фазога з̂ ар 
^андай акс эттириш бу, аслини олганда, икки аргумент- 
ли функциядир. Масалан,

f(x, у) = х3 + у3.
4. Агар X = R бир улчамли фазо ва Y — R 2 икки улчам­

ли фазо булса, у з̂ олда R  фазони R 2 фазога з̂ ар цандай 
акс эттириш бу иккита бир аргументли функциядир. М а­
салан, ушбу \f> (х) = (f(x), g (х)) = {х3, 2х) жуфтлик.

5. Агар С [а, Ь) оркали [а, b] сегментдаги барча 
узлуксиз функциялар тупламини белгиласак, у з̂ олда

ь
fix)-*- j  fix) dx

а

мослик С [а, Ь] ни R  га акс эттиради.
X  тупламнинг Y тупламга барча акс эттиришларининг узи 

туплам з̂ осил килади. Бу туплам УА билан белгиланади.
М и с о л л а р. 1. {1, 2} тупламнинг {а, b} тупламга 

барча акс эттиришлари туплами цуйидаги элементлардан 
иборат:
(1 -*а, 2 ( 1  -►а, 2-+Ь), (1 2-*-а), 2 ^  Ь).

2. ^а^иций сонлар тупламининг узини узига барча 
акс эттиришлар туплами .^ациций сонлар тупламида ани^- 
ланган барча ха^и^ий функциялардан иборат.

Берилган jf:X-*-Y акс эттиришда х элементга мос 
келувчи у элемент учун y = f(x) белгилаш ишлатилади 
ва уни х нинг тасвири (образы) дейилади. Масалан, 
ю^орида келтирилган у = хг акс эттиришни олсак, бунда 
2 сонининг тасвири 8 га тенг, — 3 нинг тасвири — 27 га 
тенг ва з^оказо. Умуман, X  тупламнинг бирор Р  ^исми 
берилган булса, Р  туплам барча элементларининг У даги 
тасвирларидан иборат булган туплам Р  тупламнинг f акс 
эттиришдаги тасвири (образи) дейилади ва у f ( P )  би­
лан белгиланади.

Y тупламнинг ихтиёрий у элементи берилган булсин. 
X  тупламнинг у га аксланувчи барча элементларидан 
иборат ^исми у элементнинг асли (прообрази) дейилади 
ва у f~ l (у) каби ёзилади. Умуман, У нинг Q ^исми бе-
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рилса, X  нинг Q тупламга утувчи ^исми Q нинг а с л и  
( п р о о б р а з  и) деб аталади ва f~l (Q) каби ёзилади. 
Масалан, ю^оридаги Дирихле функцияси орцали акс эт- 
тиришда 0 элементнинг асли барча иррационал сонлар 
тупламидан, 1 элементнинг асли эса барча рационал сон­
лар тупламидан иборатдир.

4.1-теорема.  Иккита А ва В  туплам йигиндиси- 
нинг (купайтмасининг) асли шу тупламлар аслилари- 
нинг йигиндисига (купайтмасига) тенг, яъни

Г 1 (А [ }В )=  г ’ (А) и /-1 (В) ( Г 1 (АПВ) = Г 1 (А) П Г 1 (В)).
Исбот.  Теореманинг исботини йигинди учун келтирамиз, 

купайтма учун исбот шунга ухшаш. Фараз ^илайлик, х эле­
мент f~ l (A U В) тупламнинг ихтиёрий элементи булсин. У  о̂л- 
да f(x)£A  (J В. Бундан / (х) £ А ёки f (x )£B  муиосабатларнинг 
камида бирига эга буламиз. Бу муносабатлардан х элемент

(А) ёки /~~1 (В) тупламларнинг камида биронтасига тегишли 
эканлиги келиб чи^ади. Бу эса x£ [~ l (A) U /_1 (В) эканлигини 
курсатади. х элементнинг ихтиёрийлигидан

Г 1 (AU В)<=Г1 Ш  Г 1 (5) [(2)
муносабатга эга буламиз.

Аксинча, фараз килайлик, х £ /_1 (A) U /-| (В) ихтиёрий эле­
мент булсин. У  ^олда x£f~ l (A) ёки x£f~ ] (B) муносабатлар- 
нинг камида бирига эга буламиз. Бу эса f (х) £ А ёки f (х)£ В 
муносабатлардан камида бирининг уРинли эканини курсатади. 
Демак, / (х) £ A U В  ёки х £ f~l (A U В) булади. Бундан

Г 1 (Л) и Г 1 (£)<=/-'04 и В) (3)
муносабатга келамиз. (2) ва (3) муносабатлар теорема­
нинг йигинди учун уринли эканини курсатади.*

Бу теорема чекли ёки чексиз сондаги тупламларнинг 
йигиндиси ва купайтмаси учун ^ам уринлидир.

Агар У тупламдаги з̂ ар бир элементнинг асли буш 
туплам булмаса, у >;олда X  туплам У тупламнинг усти- 
га акс эттирилган дейилади. Агар У тупламда шундай 
элемент мавжуд булсаки, бу элементнинг асли буш туп­
лам булса, у ^олда X  туплам У тупламнинг ичига акс 
эттирилган дейилади. Мисол учун, ^а^иций сонлар 
тупламини узини узига акс эттирувчи цуйидаги икки 
функцияни олайлик:

у = х3, у = х2.
Равшанки, буларнинг биринчиси устига акс эттириш, 
иккинчиси эса ичига акс эттиришдир.
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Ичига акс эттиришни ^ар доим устига акс эттиришга 
I келтириш мумкин; бунинг учун бу акс эттиришда У туп- 
L ламни X  тупламнинг тасвири билан алмаштириш керак.
I Шундай цилиб, керак булганда, ихтиёрий акс эттиришни 

устига акс эттириш деб олиш мумкин.
Энди му^им бир таърифни киритамиз.
2-т а ъ р и ф. f:X-*-Y устига акс эттириш берилган 

булсин. Лгар Y даги хар бир элементнинг асли ягона 
бир элементдан иборат булса, у %олда бу акс этти- 

} риш узаро бир цийматли акс эттириш (муносабат) 
дейилади.

L М и с о л л а р .  1. у = хъ функция ^ациций сонлар туп- 
I ламини узини узига узаро бир цийматли акс эттиради.
I 2. R+ манфий булмаган барча ^ациций сонлар тупла­

ми булсин. Ушбу
у = х2

функция R ни R+ нинг устига акс эттиради. Бу акс эт­
тириш узаро бир цийматли эмас, чунки, масалан, 1 сони- 
нинг асли иккита элементдан: 1 ва— 1 сонларидан иборат. 

Ихтиёрий
f:X-*Y

устига акс эттириш берилган булсин. Бу акс эттириш X  
тупламни У туплам элемснтларининг аслиларидан (яъни 
f~l (y) лардан) иборат синфларга ажратади. Досил булган 
синфлар тупламини Z билан белгилаймиз. Ушбу

!~1 (у)-+у
мослик Z тупламни У тупламга акс эттиради. Равшанки, 
бу акс эттириш узаро бир цийматлидир.

Энди ихтиёрий тупламлар системаси учун Декарт купайтма- 
сининг таърифини берамиз. Н = {Ах\, х £ Х  тупламлар систе­
масининг Декарт купайтмаси п Ах деб, аницланиш одаси

х£Х
X  тупламдан иборат булган шундай / функциялар тупламига 
айтиладики, а̂р бир х £ Х  учун / (х) £ Ахмуносабат бажарилади.

5- §. Тупламнинг цуввати
Одатда чекли ва чексиз тупламларни бир-биридан

* фарц ь^иладилар. Элемснтларининг сони чекли булган 
туплам ч е к л и  т у п л а м  дейилади. Математикада ку- 
пинча чексиз тупламлар билан иш куришга тугри келади. 
Умуман, чексиз туплам дейилганда шундай тупламни 
кузда тутиш керакки, бу тупламдан битта, иккита ва
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з^оказо элементларни олганда унда яна элементлар ^ола- 
веради. Масалан, натурал сонлар туплами, барча то^ 
сонлар туплами, тугри чизикдаги з а̂мма нукталар тупла­
ми, з^амма узлуксиз функциялар туплами — буларнинг 
з$ар бири чексиз тупламдир.

Энди иккита чекли А ва В  туплам берилган булиб, 
уларни сон жи^атдан солиштириш керак булсин. Бу ма- 
салани ^уйидаги икки усул билан з̂ ал этиш мумкин:

1) бу тупламлар элементларининг сонини з^исоблаб 
чщнб, чиццан сонларни солиштириш;

2) агар шундай бир цоида мавжуд булсаки, бу цоидага 
мувофиц А тупламнинг з̂ ар бир элементига В  тупламдан 
биргина элементни мос келтирилганда В  тупламнинг з̂ ар 
бир элементига А тупламда з$ам биргина элемент мос 
келса, яъни А ва В  тупламлар орасида узаро бир и̂й- 
матли мослик мавжуд булса, у з̂ олда бу тупламлар эле­
ментларининг сони жиз^атидан бир хил булади.

Иккинчи усулни яхширо^ тушуниш учун мисол кура­
миз.

Маълум бир аудиториядаги стуллар А тупламни, маъ- 
лум бир гуруз  ̂ талабалари эса В  тупламни ташкил 
этсин. Биз А ва В  тупламларнинг элементларини з̂ исоб- 
ламасдан туриб, уларни сон жиз^атидан солиштирмоцчи- 
миз. Агар з̂ ар бир стулга биттадан талаба утирганда, 
утирмаган талаба з а̂мда буш стул цолмаса, у з̂ олда А 
тупламдаги элементлар сони В  тупламдаги элементлар 
сонига тенг булади. Бунда Л ва Б  тупламлар орасида 
узаро бир цийматли муносабат мавжуд булади.

Келтирилган усулларнинг фар^и чексиз тупламларни 
солиштирганда явдол куринади. Биринчи усул буйича 
чексиз тупламларни фар^ цилиб булмайди, чунки бу туп­
ламларнинг иккаласида з̂ ам элементларнинг сони чексиз. 
Аммо иккинчи усул билан, масалан, натурал сонлар туп­
лами элементлар сони жиз^атидан барча з^а^и^ий сонлар 
тупламидан фар^ли эканлигини, яъни бу тупламлар ора­
сида узаро бир цийматли муносабат мавжуд эмаслигини 
курсатиш мумкин (7-§ га царанг).

1- та ър и ф .  Агар А ва В  тупламлар орасида i/заро 
бир цийматли муносабат мавжуд булса, у %олда бу туп­
ламлар эквивалент ёки тенг кивватли тупламлар дейи­
лади ва

А ~ В
куринишда ёзилади. £'*

Одатда Л тупламга эквивалент булган тупламлар 
синфи Л билан белгиланади ва Л ни Л тупламнинг цув- 
вати ёки кардинал сони деб аталади. Чекли тупламнинг
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цуввати (кардинал сони) сифатида одатда бу туплам эле- 
ментларининг сони олинади.

Тупламларнинг эквивалентлиги, эквивалентлик тушун- 
' часининг (3- § га ^аранг) рефлексивлик, симметриклик ва 

транзитивлик хоссаларига эгалиги бевосита текширилади. 
Тупламларнинг эквивалентлигига дойр мисоллар келтира- 
миз:

1. Агар А туплам з^амма бутун мусбат сонлардан, В  
туплам эса з^амма бутун манфий сонлардан иборат булса,

1 бу тупламлар эквивалент булади. Эквивалентлик, масалан, 
цуйидагича урнатилади: мусбат п сонга манфий — п сон 
мос цуйилади.

' 2. Агар А туплам барча натурал сонлардан ва В  туплам
 ̂ барча —  (п — натурал сон) куринишдаги сонлардан иборат 

‘ п
| булса, бу тупламлар узаро эквивалент булади. Эквивалентлик,

масалан, п натурал сонга —  сонни мос к;уйиш билан урна- 
I п

тилади.
3. Агар А ва В  тупламлар ра- 

диуслари турлича булган иккита 
айлананинг ну^таларидан иборат 
булса, бу тупламлар эквивалент 
булади. Эквивалентликни, масалан, 
цуйидагича урнатиш мумкин: бу 
айланаларни концентрик жойлашти- 
риб, уларнинг бир радиусда ётган 
нуцталарини бир-бирига мос келти- 
рамиз: бу мослик айланалар ораси- 
да узаро бир цийматли муносабат 5-шакл.
урнатади (5-шакл).

Чекли тупламларнинг цуввати сон булгани учун улар­
нинг ^увватларини бир-бири билан солиштириш мумкин. 
Шунингдек, ихтиёрий тупламларнинг цувватларини солиш- 
тириш учун цуйидаги таърифни киритамиз.

2- т а ъ  р и ф. Кувватлари а  ва $ булган А ва В  туп­
ламлар берилган булсин:

А = а, В  = р.
; Агар А ва В  тупламлар эквивалент б$лмаса ва В

тупламда А тупламга эквивалент В ' цисм мавжуд булса, 
, В  тупламнинг цуввати А нинг цувватидан катта, А туп- 
! ламнинг цуввати эса В тупламнинг цувватидан кичик 

дейилади ва
Р>ос ёки а< Р

шаклда ёзилади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Масалан, агар
А = (2, 4, 6, 8, . . . 200}, Л = 100,
5 = |1, 2, 3, 4, . . . , 150}, В  — 150

булса, у ^олда А туплам В  тупламга эквивалент эмас, 
аммо унинг 5 ' = {1, 2 ,..., 100} цисмига эквивалент. Демак,

Х =  100<В = 150.
Равшанки, ^ар ^андай чекли тупламнинг ^уввати з̂ ар 

^андай чексиз тупламнинг цувватидан кичик.
Энди чекли тупламлар ^увватларининг баъзи хоссала- 

рини келтирамиз:
1) ихтиёрий икки Л ва В  чекли тупламнинг цувват- 

ларини солиштириш мумкин, яъни уларнинг ^увватлари 
учун ^уйидаги уч муносабатдан фа^ат бири албатта урин- 
лиднр: _ _  __ _  _ _

А = ~В, А < В ,  А>~В.
2) агар { 1, 2, 3, . . . , п) туплам Nn билан белгиланса, у 

э̂ олда
Nv N 2, , Nn, . . .

тупламлар барча чекли «эталон» тупламларни беради, яъни их­
тиёрий чекли туплам ушбу Nv N2......... Nn, . . . тупламлар­
нинг биригагина эквивалент булади, бу тупламларнинг а̂р кандай 
иккитаси эса узаро эквивалент эмас.

3) икки Л ва В  чекли туплам йигиндисининг цуввати чекли 
булиб,

лЩ ? = J  + W— Щ Ё
формула оркали топилади.

Бу хоссаларни чексиз тупламларга умумлаштириш 
учун цуйидаги саволларга жавоб бериш керак:

1) бир-бирига эквивалент булмаган чексиз тупламлар 
мавжудми?

2) ихтиёрий иккита чексиз тупламни узаро солишти­
риш мумкинми, яъни ихтиёрий икки Л ва Б  чексиз туп­
лам учун

~А = В , Л >  В, Л <  W
муносабатларнинг фа^ат бири албатта уринли буладими?

3) чексиз «эталон» тупламлар системасини тузиш мум­
кинми?

4) агар чексиз Л ва В  тупламлар берилган булса, бу 
тупламлар йигиндисининг ^уввати нимага тенг?
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З^озирча биринчи саволга жавоб ижобий: масалан, бар­
ча натурал сонлар туплами ва барча з^ациций сонлар туп­
лами узаро эквивалент эмас (7-§ га царанг).

Иккинчи савол фа^ат маълум шартни ^аноатлантирув- 
чи (гула тартибланган) тупламлар учунгина ижобий з̂ ал 
1\илинган ([1] нинг I I I  бобига ^аранг).

Учинчи масала з̂ али з̂ ал ^илинмаган. Бу саволнинг 
бир ь^исми булган ^уйидаги савол я^ин кунларгача к о н ­
т и н у у м  м у а м м о с и  ( п р о б л е м а с и )  номи билан 
маш.\ур эди: N — натурал сонлар туплами ва R — з̂ аци-
ций сонлар туплами булсин. ^уввати Л ^ Л ^ / ? тенгсиз­
ликларни цаноатлантирувчи Л туплам мавжудми? Бу му- 
аммо 1963— 1964 йилларда америка олими П. Д. Коэн то- 
монидан з̂ ал цилинди. Коэннинг олган натижаси анча му- 
раккаб булгани учун унинг устида тухтаб утирмаймиз.

Туртинчи савол з̂ ам иккинчи савол каби маълум шарт­
ни каноатлантирувчи тупламлар учун ечилган ([11 нинг 
I I I  бобига ^аранг).

/
6-§, Саноцли тупламлар

Чексиз тупламларнинг энг соддаси натурал сонлар туп- 
ламидир.

1- г  а ъ р и ф. Натурал сонлар туплами ва унга экви­
валент булган тупламлар саноцли тупламлар дейила­
ди. Саноцли булмаган чексиз туплам саноцсиз туплам 
дейилади.

Бу таърифдан куринадики, з̂ ар ^андай сано^ли туплам­
нинг элементларини барча натурал сонлар билан ра^ам- 
лаб чи^иш имконияти бор; демак, сано^ли тупламни î y- 
йидагя чексиз кетма-кетлик шаклида ёзишимиз мумкин:

^1» ^2» • • • » ^  » • • •
Энди сано^ли тупламларга оид бир неча теоремаларни 

исбот ь^иламиз.
6.1- т е о р е м а .  Чекли ёки саноцли тупламларнинг 

сони чекли ёки саноцли йириндаси %ам чекли ёки саноцли 
тС/пламдир.

Теореманинг мазмунини тушунишни осоплаштириш 
учун уни бир неча ^исмга ажратамиз:

а) адларининг сони чекли булган чекли тупламлар­
нинг йириндиси чекли тупламдир;

б) адларининг сони чекли булган саноцли туплам­
ларнинг йитндиси саноцли тупламдир;

в) % адларининг сони саноцли булган чекли туплам­
ларнинг йигиндиси чекли ёки саноцлидир;
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г) %адларининг сони сано^ли булган саноцли туплам­
ларнинг йигиндиси сано^ли тупламдир.

И с б о т .  Биринчи цисм уз-узидан равшан. К,олганла- 
рининг з^аммасини исботламасдан, улардан бирини, маса­
лан, туртинчисини исботлаймиз; иккинчи ва учинчи 1̂исм- 
ларнинг исботи шунга ухшаш булади.

Ушбу
А2, . . . , Ап, . . . .

сано^ли тупламлар кетма-кетлиги берилган булсин. Уларнинг 
йдаиндисини А ор^али белгилаймиз. Ап тупламлар з̂ ар бири- 
нинг элементларини натурал сонлар билан ^уйидагича номер- 
лаб чи^амиз:

Аг:ар, ар, а<», . . . .
А2:а<2>, а^\ а<2>, 
А3: af), ар, ар,

A.* cl̂k' 1, » u 2 » W3 » ’

(l)

Бу жадвалдаги элементларни ^уйидаги кетма-кетлик 
куринишида ёзамиз:
К  = а',1'. Ьг = af), Ъ, = ар, Ь, = ар, Ъь = ар, Ьв = ар, . . .  (2)
Бу кетма-кетлик к̂ уйидаги крида буйича тузилди: агар i +  k<C 
<С / + / булса, у з̂ олда а<Ф элемент ар дан илгари ёзилади; 
агар / +  & = /' +  / ва t <  / булса, у з̂ олда ар  элемент ар 
дан илгари ёзилади.

Агар (2) кетма-кетликда бир хил элементлар учраса, 
уларнинг биттасини ^олдириб, ^олганини учирамиз. Нати­
жада ушбу янги кетма-кетлик з̂ осил булади:

Ci =  bni, с2 = ЬП!, . . . , cs =--t>ns, ---  (3)
Бу кетма-кетлик чекли ёки чексиз булиб, унинг эле- 

ментларидан тузилган туплам
оо

тупламга тенг, чунки А нинг а̂р бир dp элемента (3) кетма- 
кетликда камида бир марта учрайди ва аксинча, з̂ ар бир са 
элемент (2) кетма-кетликда учрайди, демак, А тупламга кира- 
ди. Бундан А нинг сано^ли туплам эканлиги куринади.
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6.2-те op ем a. J(ap цандай чексиз тупламнинг саноц- 
ли тупламдан иборат щеми мавжуд.

р Бу  теорема саноцли тупламларнинг чексиз тупламлар 
орасида энг соддаси эканлигини курсатади.

И с б о т .  Е  ихтиёрий чексиз туплам булсин. Бу туплам­
дан бирор элемент олиб, уни ai билан белгилаймиз. Бу- 
нинг натижасида Е  буш булиб ^олмайди, шунинг учун 
ундан иккинчи бошца бир элементни олиш мумкин; бу 
элементни а2 билан белгилаймиз ва ^оказо. Е  тупламдан 
элементларни бу тарзда ажратишни чексиз давом этти- 
риш мумкин, чунки Е  — чексиз туплам. Шундай ^илиб, 
турли элементлардан иборат булган ушбу

а±, а2, &з, . . . , ап, . . .

кетма-кетликка эга буламиз. Бу кетма-кетликнинг эле- 
ментларидан иборат туплам Е  тупламнинг саноцли цисми- 
дир.*

6.3-теорема. Агар чексиз Е  тупламга чекли ёки санок;- 
ли А туплам цушилса, у %олда Е { ]  А туплам Е  тупламга 
эквивалент булади, яъни Е  U А ~  Е.

Исбот .  6.2-теоремага асосланиб, Е  тупламдан бирорта 
санок;ли D к,исмини оламиз ва E \ D  тупламни Р  билан белги­
лаймиз. У о̂лда:

E  = P [ }D , lE \ ]A  = P [} (D \jA )
тенгликлар уринли булади. 6.1-теоремага асосан, D  ва D[] А 
лар сано^ли туплам булгани учун D ~  D U А муносабат урин­
ли. Бундан ва Р  ~  Р  муносабатдан Р  (J D ~  Р  U (D U А), яъни 
Е ~ Е { ) А  муносабат келиб чикади.*

6.4-теорем а. Агар чексиз Е  туплам сано^сиз булиб, А 
унинг чекли ёки саноцли щисми булса, у %олда Е \ А  туплам 
Е  тупламга эквивалент булади.

Исбот.  Да^и^атан ^ам, Е \ А  = М  туплам чекли ёки са- 
ноцли булиши мумкин эмас, чунки акс ^олда Е  — A IJ (£\/1) 
туплам х;ам 6.1-теоремага асосан чекли ёки сано^ли булар эди.

, 6.3-теоремага асосан, М  U А ~  М, бундан Е  ~  Е \ А  муносабат 
келиб чикади.*

6.1 ва 6.4-теоремалардан з̂ ар ^андай чексиз туплам 
узига эквивалент хос ^иемга эга экани куринади.

Маълумки, чекли тупламлар бундай хоссага эга эмас. 
Шунинг учун чексиз тупламларнинг иккинчи таърифи си- 
фатида ^уйидаги таърифни ^абул ^илиш мумкин.

2- т а ъ р и ф (Дедекинд). Агар Е  туплам узининг би­
рор хос щемига эквивалент булса, Е  туплам чексиз дейи­
лади.
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Энди амалда куп учрайдиган баъзи бир тупламлар­
нинг ^увватларини топишга утамиз.

6.5- т е о р е м а .  Рационал сонлар туплами саноцли- 
дир.

Исбот .  Q+ билан мусбат рационал сонлар тупламини, Q_ 
билан эса манфий рационал сонлар тупламини белгилаймиз.
У  ^олда ^амма рационал сонлар тупламини цуйидаги к̂уриниш- 
да ёзишимиз мумкин:

Q = Q+ U (0) U Q.,
бу ерда (0) билан биргина ноль сонидан иборат тупламни бел- 
гиладик.

Агар Q+ ва Q_ тупламларнинг санокли эканлигини кур- 
сатилса, у з̂ олда 6.1-теоремага мувофиц, Q а̂м санокли булади.

Q_ туплам Q+ тупламга эквивалент (эквивалентлик r£Q+ 
га — г £ Q- ни мос ^уйиш ор^али урнатилади) булганлиги учун 
Q+ нинг саноцли эканлигини исботлаш кифоя.

Маълумки, а̂р кандай мусбат рационал сонни — и,ис̂ ар-
Я

мае каср куринишида ёзиш мумкин. Q-|- тупламнинг элемент- 
ларини номерлашда ^уйидаги ^оидага амал циламиз.

Аввал махражи ва суратининг йигиндиси иккига тенг 
булган рационал сонларни номерлаймиз, сунг махражи 
ва суратининг йигиндиси 3 га тенг сонларни номерлай­
миз ва ^оказо; бу номерлашда икки рационал соннинг 
махражи ва суратининг йигиндиси бир-бирига тенг булса, 
у ^олда сурати кичик булган рационал сонга кичикро^ 
номерни ёзамиз.

Бу к;оидага мувофи^ мусбат рационал сонларни номер- 
лаб чицеак,

1 1 2  1 3  1 2ai j > а2 2 ’ °3-Г’ °4 ~Ъ’ а& Т’ 4 ’ 3 ’ "*
кетма-кетликка эга буламиз. Натижада а̂р бир мусбат рацио­
нал сон биргина номерга эга булади ва бу кетма-кетликда аник; ' 
бир уринни эгаллайди. Демак, Q+ — санокли туплам.*

Куйидаги жумлалар 6.5- теоремага ухшаш исбот ^или- 
нади:

а) текисликдаги координаталари рационал сонлардан 
иборат булган барча нуцталар санокли туплам ^осил и̂- 
лади;

б) п улчамли Эвклид фазосида координаталари рацио­
нал сонлар булган барча нуцталар туплами санок;лидир.
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7-§. Саноцсиз тупламлар

Турри чизи^ нук;таларидан иборат туплам нату|ал сон­
лар туплами каби куп учраб турадиган чексиз гуплам- 
лар жумласидандир. Шуниси таажжублики, турр чизиц 
ну^талари туплами (ва ^атто [0,1] сегментдаги ьщталар 
туплами) натурал сонлар тупламига эквивалент э№с, яъни 
турри чизиц ну^таларини номерлаб чи^иш мумкин эмас.

Бу ^уйидаги теоремада исботланади.
7.1-т е о р е м  а. [0, 1] сегментнинг нуцталариШн ибо­

рат туплам сано^сиздир.
Бу теорема 5-§ да келтирилган тупламларни солишти- 

риш усулларининг иккинчиси биринчисидан ьулайро^ 
эканлигини курсатади. Биз ^уйида бу теореманинг икки 
хил исботини келтирамиз.

Б и р и н ч и  исб от .  £=[0,1] сегментнинг ну^талари- 
дан иборат туплам сано^ли деб фараз к;илайлик. У х;олда 
Е  нинг барча элементларини номерлаб чи^иш мумкин:

Е  = {*,, х2, . . ., хп, . . .}. (1)
1 2Е  ни — ва — ну^талар билан учта тенг сегментга буламиз: 3 3

Равшанки, Xi элемент бир вацтда бу учала сегментнинг 
Ĵ ap бирига тегишли була олмайди, демак, уларнинг ка- 
мида биттасига кирмайди. Уша сегментни Е\ билан бел­
гилаймиз (агар бундай сегментлар иккита булса, улар­
нинг чапроцдагисини Е\ билан белгилаймиз, 6- шакл). 
Энди Е\ сегментни учта тенг сегментга буламиз^ Бу сег- 
ментларнинг камида биттасига х2 ну^та кирмайди; уша 
сегментни Е 2 билан белгилаймиз (бундай сегментлар ик­
кита булса, чапроадагисини Е 2 билан белгилаймиз).

Е 2 сегментни уз навбатида яна учта тенг сегментга бу­
ламиз; буларнинг орасида х$ ну^та кирмаганини (иккита 
булса, чапро^дагисини) Е 3 билан белгилаймиз ва ^оказо.

Натижада бири иккинчисининг ичига жойлашган
Е  :э Е { гэ Е % и> . . . гэ Е п :э .

t—
О

—̂ кл---
1  А
3- 5

6- шакл.
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сементлар кетма-кетлигига эга буламиз. Бу тупламларнинг 
ясаишига кура хп ну^та Е п сегментга кирмайди. Е п сегмент-
НИ1? узунлиги —  булиб, п ортганда нолга интилади. Лимит- 3"
ла{ назариясидаги маълум теоремага асосан, Е п сегментларнинг 
барасига кирувчи биргина у ну^та мавжуд:

I  у е Е п (п = 1 ,2,з ,
Ву у нуцта Е  тупламга тегишли [булгани учун (1) кетма- 

кет.'икда учрайди, яъни шундай т  топиладики, бу учун 
У =хт  булади. Иккинчи томондан,

1 x j£ E m,*y[eEm
муносабатлардан у ф х т  келиб чикади. Бу’ а̂рама- царшилик тео­
ремани исботлайди.*

И к к и н ч и  исбот.  [0,1] сегментдаги нуцталар туплами са- 
но^ли булсин деб фараз ^илайлик; у ^олда бу тупламнинг эле- 
ментларини натурал сонлар билан номерлаб чи^иш мумкин. 
Номерлаш натижасини (1) кетма-кетлик шаклида ёзамиз. Фара­
зимизга мувофш ,̂ xk £ [0, 1] ва [0, 1] сегментнинг ^ар бир эле­
менти (1) кетма- кетликда булади. (1) кетма-кетликдаги а̂р бир 
сонни чексиз унли каср куринишида ёзамиз1:

[х{ = 0, а<{> аф . . .
х2 = 0, а<? d f  аф . . . а.™ . . .
*3 = 0, a f  a f  a<$> . . . a f  . . .

xm = C, a\m) a f) . . .  a f  К  . .

Маълумки (64-§ га ^аранг), ^ар бир ^а^и^ий сон ягона 
усул билан чексиз унли касрга ёйилади. Энди [0,1] сег­
ментда ётувчи ва ( 1) кетма-кетликка кирмайдиган бирор 
Хо сонни топа олсак, у ^олда [0,1] сегментдаги сонлар 
тупламининг сано^сизлигини исбот этган буламиз. Хо 
сифатида

*о =  °. bi Ь3 Ь3 . . . Ьт . . . (b^a<\\, Ь2ф а&, . . ., Ьтф а%\ . . .)

1 Да^иций сонларни чексиз унли касрга ёйишнинг мумкинлиги ВДида
64-§ га ^аранг.
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чексиз унли касрни олиб, бу каср (1) кетма-кетликда учрайди 
деб фараз лайлик. Бу з̂ олда х0 сон (1) кетма-кетликдаги би- 

, pop сонга тенг, яъни х0 = хк булиши керак. Аммо бу тенглик­
нинг бажарилиши мумкин эмас, чунки Ькф а (к). Бошкача айт- 
ганда, бу натижа ^илган фаразимизга зид. Демак, [0, 1]̂  сег­
ментдаги сонлар туплами сано^сиз туплам экан.,

Т а ъ р и ф .  [0,1] сегментдаги нукталар тупламига эк­
вивалент б$лган тупламларни континуум цувватли туплам­
лар дейилади.

Табиийки, албатта, континуум ^увватга эга булган хар 
^андай туплам санок;сиз тупламдир.

Энди континуум ^увватли тупламлар з а̂цида бир неча 
теорема исбат циламиз:

7.2- т е о р е м а .  \ар ц.андай [а, Ь\ сегментдаги нуцта- 
лар туплами континуум цувватли тупламдир.

И с б о т .  Хацицатан, агар [а, b] сегментнинг узгарувчи 
элементини г билан, [0,1] сегментнинг узгарувчи элемен- 
тини х билан белгиласак, у з̂ олда z — a+ {b — а)х  ал- 
маштириш бу сегментларни бир-бирига узаро бир и̂й- 
матли акс эттиради. Демак, [а, Ь] сегментдаги нукталар 
туплами континуум ^увватга эга .*

Бу теоремадан з̂ амда 6,4 ва 7.1-теоремалардан бевоси­
та ^уйидаги натижалар келиб чикади:

7.3-н а т и ж а. ){ар к а̂ндай [а, Ь) ёки (а, Ь] ярим ора- 
лицлар ва (а, Ь) оралицдаги нукталар туплами континуум 
цувватга эга.

7.4-теорема. Континуум цувватга эга икки Е 1 ва 
Е 2, (Еу П Е 2 = 0) тупламнинг йигиндиси %ам континуум цув- 
ватга эга.

И с б о т .  Ei туплам континуум ^увватга эга булгани 
сабабли [0, 1] сегментга эквивалент ва Е 2 туплам эса 
(1, 2] ярим оралиц^а эквивалент, натижада Е\ ва Е 2 туп­
ламларнинг йигиндиси [0, 2] сегментга эквивалент булади.
7.2-теоремага асосан [0,2] сегмент континуум ^увватга 
эга. Демак, Е\\]Е2 туплам з̂ ам континуум цувватга эга .#

7.5 теорема.  Агар Е  т.рплам Е {, Е 2, . . Е п, . . . 
(Ek П E kl = 0 , k ^ k ' )  тупламларнинг йигиндисидан иборат 
булиб, E k (k = 1, 2, 3, . . .) тупламларнинг xflp бири кон­
тинуум цувватга эга булса, у цолда Е  туплам хам конти­
нуум кувватга эга булади.

И с б о т .  К,уйидаги усувчи ва яцинлашувчи сонлар кет- 
ма-кетлигини оламиз:

а = а х < а 2 < а 3<  . . . < а пС а п+1 С .  . .-*-Ь< +  оо.
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Е у туплам (av a2] ярим оралиеда эквивалент, Е 2 туплам 
(а2, а3] га эквивалент ва з̂ оказо, Еп туплам (ап, ап+х\ ярим ора- 
ливда эквивалент ва з̂ оказо. Натижада Е  туплам (а, Ь) оралик;- 
к;а эквивалент булади; бу оралик, эса континуум ^увватга эга. 
Демак, Е  туплам >̂ам континуум цувватга эга. *

7.6-изо>;. 7.4 ва 7.5-теоремаларда Е х П Е 2= 0  ва Е к П Е к,= 
= 0 (k Ф  k') шартлар талаб ^илинган эди. Аммо бу теорема- 
лар юк;оридаги шартларсиз >;ам уринлидир; буни исботлашни 
талабаларнинг узларига крлдирамиз.

Охирги теоремадан цуйидаги натижалар келиб чи^ади:
7.7- натижа. \амма цациций сонлар туплами контину­

ум щувватга эга.
Бу натижадан з̂ амда 6.4 ва 6.5-теоремалардан бевоси­

та цуйидаги натижани оламиз:
7.8- натижа. ){амма иррационал сонлар туплами кон­

тинуум цувватга эга.

8-§. Тупламларнинг цувватларини солиштириш

Икки А ва В  туплам берилган булса, уларнинг цув- 
ватлари з^ида ^уйидаги муло^азаларни юритиш мумкин:

1) бу тупламлар узаро эквивалент; яъни уларнинг 
цувватлари тенг;

2) А туплам В  тупламнинг бирор В\ хос ^исмига эк­
вивалент, аммо В  туплам А нинг з̂ еч цандай цисмига 
эквивалент эмас (ёки В  туплам А тупламнинг бирор А\ 
хос ^исмига эквивалент, аммо А туплам В  нинг з̂ еч а̂н- 
дай ^исмига эквивалент эмас);

3) А туплам В  тупламнинг бирор В\ хос цисмига эк­
вивалент ва В  туплам А тупламнинг бирор А\ хос ^исми- 
га эквивалент, яъни

А ~  В г (B1cz В) ва В  ~  Ах (Ах с: А):
4) А туплам В  нинг з̂ еч ^андай ^исмига эквивалент 

эмас ва В  туплам А нинг з̂ еч цандай ^исмига эквивалент 
эмас.

Агар А ва В  тупламлар чекли б^лса, учинчи ва тур- 
тинчи доллар руй бермайди. А ва В  тупламлар баъзи бир 
шартларни ^аноатлантирганда чексиз тупламлар учун з̂ ам 
туртинчи з^олнинг уринли булмаслигини курсатиш мумкин 
(масалан, [1] нинг I I I  бобига царанг).

Биринчи з^олнинг чекли ва чексиз тупламлар учун руй 
бериши мумкинлиги олдинги параграфларда келтирилган 
мисолларда курилди. Иккинчи ва учинчи з^олларнинг со- 
дир булиши мумкинлиги ^уйидаги мисоллардан куринади.

И к к и н ч и  з^олга ми со л. А — рационал сонлар
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туплами ва В — ^ациций сонлар туплами булсин. Агар В i = 
=Л деб олсак, у ^олда А ~ В \  булиб, В  туплам А нинг ^еч 
бир цисмига эквивалент эмас (7.1-теоремага асосан).

У ч и н ч и  ^олга  ми сол .  Л ва В  саноцли т^плам- 
лар булсин. Агар А дан сано^ли А\ хос цисмини ва В  дан 
саноцли В х хос цисмини олсак, у з̂ олда А ~ В \  ва В ~ А \  
булади.

Охирги мисолда А ~ В .  Бу тасодифий ^ол эмас, бал­
ки умумий цонуниятдир.

8.1-т е о р е м а  (Кантор — Бернштейн). Агар икки А 
ва В  тупламнинг %ар бири иккинчисининг щсмига эк­
вивалент булса, у %олда улар узаро эквивалент бу­
лади.

И с б о т .  Теореманинг шартларига биноан:
А ~  В х (В1 с: В) ва В  ~  At (Лх cz А).

А\ ва В\ тупламлар мос равишда Л ва В  тупламлар­
нинг хос цисмлари булсин, деб фараз цилайлик, чунки 
акс ^олда, масалан, А\=А булса, у з̂ олда В ~ А \ дан 
В ~ Л  муносабат келиб чикади.

В  ва А\ тупламлар эквивалент булгани сабабли бирор 
f : В-+А\ узаро бир цийматли акс эттириш мавжуд. Бу 
акс эттириш В\ тупламни А\ нинг бирор Л2 цисмига акс 
эттиради. Натижада Л2С=Л1СГЛ ва А ~ В \ ,  демак Л2~ Л .

Агар A j нинг Л га эквивалентлиги исбот этилса, у 
^олда А \ ~ В  булганидан Л нинг В  га з̂ ам эквивалент- 
лиги келиб чицади.

Узаро бир цийматли f акс эттириш билан Л ни Л2 га 
акс эттирганимизда А\ бирор Л3 (с :Л 2) тупламга, Л2 эса 
бирор Л4 тупламга акс эттирилади ва ^оказо. Бу узаро 
бир цийматли акс эттиришлардан цуйидаги муносабатлар 
келиб чикади:

Л \Л г ~  Л2\ Л 3 
Лг\ Л 2 ~  Л3\ Л 4 
Ai\ AS ~  Л4\ Л 5 

~  Л Б\ Л „

Бу муносабатларнинг тоц уриндагиларини оламиз:

Л \ Л 1 Л2\ Л 8 
Л2\ Л 3 Л4\ Л 6 
Л4\ Л 5 ~  Л6\ Л 7
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Бу муносабатларнинг чап ва унг томонидаги тупламларни 
ало^ида ь у̂шиб ушбу

(Л\Л,) U (Л2\Л 3) U (Л4\Л 6) U • • • ~
~ (Л 2\Л 3) U (Л4\Л 5) U (Лв\Л 7) U • • • (1)

эквивалентликка эга буламиз.
Энди ^уйидаги айниятларнинг уринли эканини исбот 

^иламиз:
А = Р  U (А \ А Х) U (ЛДЛ,) U (Л2\ Л 3) . . . }  (2) 
Л1 = Я U (Л Д Л 2) U И Д 4 )  U (Л3\ А 4) . . .]’ и

оо
бу ерда Р  = П А.. Булардан бирини, масалан, биринчисини ис- 

*=i
бот этамиз; иккинчисининг иеботи шунга ухшашдир. А туплам­
нинг бирор а элементини оламиз ва уни (2) даги биринчи ай- 
ниятнинг унг томонига киришини курсатамиз. Бу элемент 
Ak (k = 1, 2, . . .) тупламларнинг бирига кириши мумкин,
ёки а£ А п, лекин а£ Ап+1. Агар а£ Ak (k = 1, 2, 3, . . .) булса, 
у з̂ олда а € Я; агар а£ А п булса-ю, лекин а^А п+, булса, у з̂ ол- 
да а£Лп\ Л п+|. Демак, иккала ^олда ^ам а элемент биринчи 
айниятнинг унг томонидаги тупламга киради.

Агар а унг томоннинг элементи булса, у хрлда а £ Л, чунки 
Р  а  А ва (Лп\ Л п+1) cz А. Айният исбот булади.

(2) айниятларни ушбу

А = [Р U (Л Д Л ,) U (4 \ Л 4) U (-45\^о) U ■ • •] U 
U Ц Л \Л ) U (А2\ л 3) и (Л4\ Л 6) U • • •]; 

А  = [^ и  ( л д л 2) и (а 3\ а ,) и (л5\ л в) и • •.] и
U [(Л2 \  Л3) и И 4\Л 5) U • • •] (3)

куринишда ёзамиз.
Бу айниятларнинг унг томонларини солиштирсак, з̂ ар 

бирининг биринчи урта ^авсдаги ифодалари айнан бир- 
бирига тенг, иккинчи урта ^авсдаги ифодалари эса ( 1) 
муносабатга мувофи^ узаро эквивалент. Модомики, (3) 
айниятларнинг унг томонидаги тупламлар узаро эквива­
лент экан, уларнинг чап томонидаги А ва A i тупламлар 
з̂ ам узаро эквивалент. Ш у билан теорема исбот этилди. *̂ 

Ихтиёрий икки Л ва Б  тупламни солиштиришда тур- 
тинчи хол истисно этилса, теоремага асосланиб, ушбу 
натижани айтишимиз мумкин:

Л ва В  тупламлар узаро эквивалент, демак, улар тенг 
цувватлидир ёки булардан бири, масалан, Л туплам ик­
кинчисининг хос ^исмига эквивалент, аммо шу билан бир-
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га В  туплам А нинг на узига, ва на унинг бирор 1̂ис-
мига эквивалент эмас, бу ^олда А нинг цуввати В  нинг
цувв^^^^тидан  кичик булади.

9- §. Цувватлар устида амаллар.
Ихтиёрий катта цувватларнинг мавжудлиги

К г -СИИ1МЯЙПИГЯЧ чекли А ва В  тупламлар берилган 
б^лср^в^ин. Агар Л да л та, В  да т  та элемент булса, у 
^олд^^^^и. бу тупламлар йигиндиси A U В  да п + т  та эле­
мент булади. Тупламларнинг ^уввати тушунчаси чекли 
тупла м элементларининг сони тушунчасининг умумлаш- 
тирил: ган ^оли булганлиги сабабли ихтиёрий кувватларни 
куши:̂ ^^™11 амалининг таърифшш цуйидагича бериш мумкин:

H i еки А ва В  туплам умумий элементларга эга булма- 
син. ва р мос равишда А ва В  тупламларнинг цувват-
лари ^^«^эулсин. A U В  тупламнинг ^уввати а ва |3 ^увватлар- 
нинг г шгиндиси дейилади ва

a -j- р
курин ишда ёзилади.

( X _______г, т £ /} тупламлар системаси берилган булиб, бу систе­
ма пя г и— тупламлар узаро кесишмасин ва Х х нинг цуввати ал 
булсин_______Барча ах цувватларнинг йигиндиси деб, {Х т} туплам­
лар Jem— угемаси йигиндисининг цувватига айтилади.

М^^^^жсалан, со— саноцли тупламнинг цуввати, с — конти­
нуум ___^увват булса, 6-ва 7-§ даги теоремаларга асосан:

со +  со = со,
со +  с = с, (1)
с +  с = с.

Сони с "ано^ли со ларнинг йигиндиси ^ам со га, сони сано^- 
ли с л  арнинг йигиндиси эса с га тенг.

9.1------ и зо^. (1) формулаларга кура ^уйидаги гипотеза-
ни ай гиш мумкин: агар А чексиз туплам булиб, цуввати
ага т---  енг булса, у ^олда а + а = а. Бу гипотеза ихтиёрий
ч е к с и ^ ^ ^ ^  цувват учун ^озиргача исботланмаган; аммо у 
маълу м шартни цаноатлантирувчи тупламлар учун уринли
( [ 1] г —я ^аранг).

Эн,^ " Н И ^увватлар купайтмасининг таърифига утамиз.
A I *а В  чекли тупламлар булиб, уларнинг элементлари

сони % —4 ос равишда п ва т  га тенг булсин. Л ва В  нинг 
А х В  Декарт купайтмаси п ■ т  та элементдан иборат.
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Бунга кура ихтиёрий тупламлар учун i^yfit 
рифни бериш мумкин.

А ва В  ихтиёрий тупламлар ва а, р — уларни 
лари булсин. а ва р цувватларнинг купайтм 
ва В  тупламларнинг А х В  Декарт купайтмаси 
айтилади ва

ОС'Р
куринишда ёзилади.

Тупламлар системасининг Декарт купайтмаг  -идан фой-
даланиб, сони ихтиёрий цувватларнинг куп ай тм ^__ асини з̂ ам
таърифлаш мумкин.

Масалан, N натурал сонлар туплами булса, N XN  з̂ ам
саноцли туплам булгани учун

0)-(0 = С0.
Агар R турри чизиц нуцталари туплами ~>пря R xR

текислик нуцталари туплами булгани ва R ^  «.мда R XR
ларнинг цувватлари с булгани учун (Ю-§ га ц аранг)

с-с=с.
9.2-и зо^.  Х^р цандай чексиз а цувват учун

а-а = а
муносабатни гипотеза сифатида ёзиш мумкин. Е 
з$ам умумий з̂ олда исботланмаган.

9.3- и з о 3̂. Ихтиёрий цувватларнинг чекли 
фарци ( 1) формулаларданоц куринади; иккинчи 
фарц шуки, сони ихтиёрий цувватларни цушиш 
тириш мумкин. Учинчи фарц шундаки, цув 
айирмаси тушунчасини (цувватларнинг й и ри н д и  
ларнинг йигиндиси орцали таърифланганидек) 
нинг айирмаси орцали таърифлаш мумкин эмг 
тан з̂ ам, агар А В  тупламлар берилиб, А нинг к; 
нинг цуввати Р булса, Л \ 5  туплам, ос ва Р лар 
з̂ олда, чексиз, чекли ёки буш булиши мумкин, ш 
бу тупламнинг цуввати туррисида з̂ еч нарса айтиш v 
ва демак, а  —■ Р аниц бир маънога эга эмас.

Агар А, В  — чекли тупламлар булиб, п, m м. 
бу тупламлар элементларининг сони булса, А туплг 
ламга барча акс эттиришлари сони шп га тенг. Хак 
А тупламнинг з̂ ар бир х элементи В  туплам элем 
сони m та булгани учун В  га m та усул билан ак 
ши мумкин. Л да л та элемент булгани з̂ амда з̂ ар 
бошца элементларга боклицмас равишда В  га m

=»у гипотеза

сонлардан 
муз^им бир 

_ ва купай- 
ватларнинг 

пси туплам- 
-тупламлар- 
ас. Х,ацица- 
_уввати а, В  

узгармаган 
шунинг учун 
зумкин эмас

ос равишда 
эмни В  туп- 
~ и катан з̂ ам, 
ентларининг 

_ с эттирили- 
бир элемент 
усул билан

-5даги таъ-

1нг цувват- 
аси деб Л 
^увватига
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акс эттирилиши мумкинлиги сабабли А нинг В  га барча акс 
эттирилишлари сони от" га тенг. Бунга кура ихтиёрий цувват- 
ларни даражага кутаришни цуйидагича таърифлаш мумкин.

А ва В  тупламлар берилиб, А нинг цуввати а га, В  нинг 
цуввати Р га тенг булсин. У  холда А нинг В  га барча акс 
эттиришлари туплами В л нинг куввати р нинг а- даражаси 
дейилади ва

Р“
куринишда ёзилади.

Масалан, N натурал сонлар туплами ва Z2 = {0,1} 
туплам булса, N  нинг Z2 га ^ар бир акс эттирилишини 
^уйидаги куринишда ёзиш мумкин:

1 2 3 . . .  п . .  .
Ч 12 13 •••*„■••

бу ерда /5 = Бундан чицадики, N нинг Z2 га >̂ар бир акс 
эттирилиши га

0, t| /2 . . . is ■ ■ • 
иккили касрни мос ^уйиш мумкин. Натижада Z% туплам билан 
бутун цисми ноль булган барча иккили касрлар туплами ора- 
сида узаро бир цийматли мослик урнатилди. Аммо бутун цис- 
ми ноль булган барча иккили касрлар туплами с континуум 
цувватга эга (бунинг исботи 7.1-теореманинг иккинчи исботи 
кабидир).

Шундай 1̂илиб, агар N нинг цугшати со булса, Z2 нинг 
куввати 2“ булиб,

2“  = с.
Маълумки, чекли сонлар учун 2“ > а  тенгсизлик уринли.

Бу э̂ ол тасодифий булмай, цуйидаги умумий теорема урин­
ли.

9.4-те орем а. А бирор туплам булиб, унинг цувеати а  
булса, у хрлда А нинг барча кием тупламлари системаси-
нинг куввати 2“  шу А тупламнинг цувватидан катта , яъни
2 и >  а .

И с б о т .  Бирор Л = {а} туплам берилган булиб, В  — 
= {Ь} туплам А нинг барча цисм тупламларидан тузилган 
система булсин. Бу системага, хусусан, А нинг бир эле- 
ментли ^исмлари, буш туплам ва А нинг узи з̂ ам ки­
ради.

В  нинг куввати А нинг ^увватидан катталигини ис­
ботлаш учун В  да А га эквивалент булган ^исм борли-

www.ziyouz.com kutubxonasi



гини, аммо В  нинг А га эквивалент эмаслигини исботлаш 
керак.

В  дан А нинг бир элементли ^исмларидан иборат ^исм 
системани ажратиб олсак, бу ^исм система А га эквива­
лент булиши равшан.

Энди В  нинг А га эквивалент эмаслигини курсатамиз. 
Аксинчасини фараз ^илайлик, яъни А ~ В  булсин. У ^олда 
В  системанинг элементлари билан А нинг элементлари 
орасида бир цийматли мослик урнатиш мумкин, яъни В 
ва А нинг элементлари маълум бир жуфтларга богланган 
булади:

Ах <=> а, АХ£В, а£Л.

Бу жуфтларнинг бирортасини олайлик: Лт <» а. Бу ерда 
икки х;ол булиши мумкин: ё Ах туплам А нинг цисми булгани 
учун а ни уз ичига олади ёки Ах туплам А нинг к,исми була 
туриб, а ни уз ичига олмайди. Бу ^олларга цараб А туплам­
нинг а элементини мос равишда 1- ёки 2- тур  элементлар 
дейилади.

Демак, 1-тур элементлар шундай элементларки, улар­
нинг

А х & а

жуфтларидаги Л т туплам а ни уз ичига олади, 2-тур 
элементлар шундай элементларки, уларнинг

Лт о  а

жуфтларидаги Л т туплам а ни уз ичига олмайди.
Барча 2-тур элементлар тупламини А' билан белги­

лаймиз. Л ' нинг
Л' о  а

жуфтини оламиз. Бу ерда икки ^ол булиши мумкин: ё 
а элемент 1-тур элемент, ё 2-тур элемент. Агар а 1-тур 
элемент булса, а элемент А' га кириши керак, аммо А ' 
тузилишига кура 2- тур элементлардан иборат. Де­
мак, бу ^олнинг булиши мумкин эмас. Агар а 2- тур 
элемент б^лса, а элемент, бир томондан, таърифга асосан 
А ' га кирмаслиги керак, иккинчи томондан, А ' нинг тузи­
лишига кура, а элемент Л'га кириши керак. Яна ^арама- 
царшиликка келдик. Демак, бу ^олнинг >̂ ам булиши 
мумкин эмас.
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Шундай цилиб, А' тупламнинг мавжудлиги царама- 
цар^=^иииликка олиб келяпти. Демак, Л ва В  тупламлар 
уяяj —)п эквивалент эмас.

> ■! гмуман цуйидаги теорема уринли.
1 " g т е о р е м а .  Агар X ва Y тупламларнинг цувват- 

л а р — i мос равишда а ва р булиб, (3>1 булса, у хрлда
Р“ > а .

Уцувчи бу теорема ^ацида П. С. Александровнинг [1] 
бига цараши мумкин.)
.4-теорема аслида цуйидаги тасдицни умумлаштира- 

zizap п натурал сон булиб, п> 1 бЦлса,
2 П> п

кит

ди:

тенге излик уринли.
I I   Тунга ухшаш, п> 4 да

2 " > п 2
тенге
булс.
лант!

тенге
м а г а Е

-излик уринли булгани учун цуйидаги тасдик; тугри 
а керак: агар а цувват а>4  тенгсизликни цаноат- 
-ipca,

о®  ̂ 22 >  а  .

излик уринли. Аммо бу тасдиц ^озиргача исботлан-

Э
била

10
булс
лади.

И . 
ула;рн

0-§. Тупламлар Декарт купайтмасининг цуввати

ди тупламларнинг Декарт купайтмасини текшириш 
шугулланамиз.

. 1-теорема .  Агар А ва В  саноцли тупламлар 
, уларнинг Декарт купайтмаси %ам саноцли бу-

= б о т. Л ва В  тупламлар саноцли булгани учун 
и цуйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Л = (о., а
£ = [Ьх, ь2, . . . ,  ьп, . . .}.

Бу ту пламларнинг Декарт купайтмасини эса цуйидагича
езиш 1умкин:

Л х В  =

(а,, Ьх), (а,, Ь2), . . . .  (а,, Ьп), . . . 
(̂ 2» |̂)» (̂ 2» 2̂̂ ’ * * • » (^2* * * *

(^п> (ап, 62)> • • • > ( ■  ■ ■
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Бу жадвалдаги элементларни, 6.1-теоремадап 
йидагича номерлаб чщамиз:

q  = (ax, Ьг), с2 = (аи Ьг), с3 = (а2, ftj), ci = {alr 
съ =  (^2> г̂)> са ~  (аз> î)> 7̂ (fli* 4̂) • • •

Бу кетма-кетлик куйидаги коида буйича тузилди: 
+  k < j  + l булса, у хрлда (a., bk) элемент (а;, 
гари ёзилади; агар г +  & = /' + / ва г <  / булса, у 
&fe) элемент (а^ Ь,) дан илгари ёзилади.

(1) кетма-кетлик эса А х  В  тупламнинг сано^лил 
сатади.*

Куйидаги теорема худди шунга ухшаш исботлана,
10.2-теорема. Агар Л,, Л2, . . .  ,Ап саноцли 

булса, у \олда бу тупламларнинг Декарт купайт.

А = Л[ х Л2 х X Л„

/И" = М  х М х х  М
л марта

га тенг булганлигидан келиб чи^ади.*
10.4-натижа .  п улчамли азода барча рацион 

натали нуцталар туплами Qn саноцлидир.
Бу натижанинг исботи Q рационал сонлар тупла 

но^лилигидан ва
Qn = Q x Q x  . . .  X Q

п марта

тенгликдан келиб чи^ади.*
Энди Л,, Л2. . . ., Ап, . . . тупламлар кетма-кег 

ган булсин. Ушбу
В п = Л, х Л2 X . . .  X Ап. п = 1, 2, 3, . 

кетма-кетликни тузамиз. Барча В п тупламларнинг

-1дек, î y- 

&з)»
(О

агар i + 
дан ил- 

о̂лда (а[г

1ГИНИ кур- 

,и:
.упламлар
tacu

%ам саноцлидир.
10.3-натижа.  п улчамли фазода коордс—— шаталари 

бутун сонлардан иборат булган барча нуцтс^^шЕлар туп­
лами саноцлидир.

Бу натижанинг исботи барча бутун сонлар т уплами М 
нинг саноь^лилигидан ва п улчамли фазодаги б^ ^ ^ /тун  коор- 
динатали нуцталар туплами

шал коорди- 

амининг са-

лиги берил-
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йигиндиси Лр А2, . . . , Ап, . . . кетма-кетликнинг чала Де­
карт купайтмаси дейилади.

10.5-теорема. Агар А{, А2, . . . , Ап, . . . сано^ли туп ­
ламлар булса, у хрлда уларнинг чала Декарт купайтмаси 
%ам саноцлидир.

Исбот .  Вп — Л, х А2 х . . . х Ап тупламларнинг сано̂ -
ОО

лилиги ю^оридаги 10.1-теоремадан, В  = [) Вп тупламнинг са-
/1—1

ноцлилиги эса 6.1-теоремадан келиб чикади.*
10.6-натижа. Барча рационал коэффициентли кущад- 

лар туплами Р  саноцлидир.
Исбот .  Даражаси п — 1 дан катта булмаган рационал коэф­

фициентли куп^адлар туплами Р п~ { аслида п улчамли фазодаги 
барча рационал координатали нукталар тупламини ташкил эта- 
ди, демак, 10.4-натижага асосан сано^лидир. Р  туплам Р п~ 1

оо ,
тупламларнинг йигиндисига тенг, яъни Р  — \j Р п булгани

п=\
учун сано^лидир.*

10.7-н а т и ж а .  Барча алгебраик1 сонлар туплами са- 
но^лидир.

И с б о т .  Бутун коэффициентли куп^адлар туплами са- 
ноцли булгани учун ^амда бир куп^ад сони чекли илдиз- 
ларга эга булгани учун алгебраик сонлар туплами сони 
сано^ли чекли тупламларнинг йигиндисига тенг. Бу туп­
лам эса 6.1-теоремага асосан саноцлидир.

10.8-н а т и ж а .  Трансцендент сонлар туплами кон­
тинуум цувеатга эга.

Бу натижанинг исботи 10.7-натижадан ^амда 6-ва 7-§ 
лардаги теоремалардан бевосита келиб чикади.

Энди сано^сиз тупламларнинг Декарт купайтмаси би­
лан шугулланамиз.

10.9-т ео р е м а. Агар А ва В  тупламлар континуум 
цувватга эга булса, уларнинг Декарт купайтмаси %ам 
континуум цувватга эга.

Исбот.  А ва В  континуум ^увватга эга булгани учун 
А — 1 — 10, 1] ва В  = / = [0, 1] деб олиш мумкин. У  з̂ олда 
А х  В  нинг элементлари текисликдаги /2 =  (0 < х < 1,
0 < у < 1) квадратнинг ну^талари тупламидан иборат. Теоре- 
мани исботлаш учун бу квадратнинг ну^талари билан / = [0, 1] 
сегментнинг ну^таларя орасида узаро бир ^ийматли [муносабат-

!. Агар бирор 'сон коэффициентлари 'бутун сонлардан иборат булган 
бирор куп^аднинг илдизи булса, бу сон алгебраик сон дейилади. Бу таъ- 
рифни ^аноатлантирмайдиган сонлар трансцендент сонлар дейилади.
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ни урнатиш кифоя. Бундай муносабат цуйидагича урнатиладш 
агар (р, q )£ l2 булиб, р ва q сонлар ушбу куринишдаги

Р =  0, р, р2 . . ■ Рп ■ ■ • >

q — 0, qx q2 . . . .  qn •

чексиз унли касрларга ёйилса, бу (p, q) га I  даги ушбу

О, Pi <?i Р2 Яг Рз <7з • • • Рп Чп ■ ■ •

элементни мос цуямиз. Равшанки, бу мослик узаро бир 
цийматлидир.*

Индукция йули билан цуйидаги теоремани исботлаш 
мумкин.

10.10-т е о р е м а. Чекли сондаги континуум цувватли 
тупламларнинг Декарт купайтмаси %ам континуум цув- 
ватга эга.

Бу теоремадан ^амда п улчамли фазо п та тугри чи­
зицнинг Декарт купайтмасига тенг булгани ва тугри чи­
зиц нуцталари туплами континуум цувватга эга булгани- 
дан цуйидаги натижани >̂ осил цилиш мумкин.

10.11-н а т и ж  а. п улчамли фазо континуум цувват­
га эга.

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. К,уйидаги тенгликлар исботлансин:

а) (Л \  £) \  С = (Л \  С) \  (б \  С);
б) Л А 5 = (Л (J В ) \ (Л  f] В);
в) Л Д 0 = Л.

2. Х,ар цандай А, В, С тупламлар учун цуйидаги тенг- 
ликларнинг тугрилигини исботланг:

а) [Л, (В  U С)] = [Л, В] U [Л, С];
б) [(Л U В), С] = [Л, С] U [В, С];
в) [Л, (В  П С)] =  [Л, В] П [Л, С];
г) [{А П В), С] = [Л, С] (1 [В, С].

3. Цандай Л ва В  тупламлар учун [А, В] ва [В, А] 
тупламлар тенг булади?

4. Учта элементдан иборат барча урнига цуйишлар туп­
ламини S 3 билан белгилаймиз. Чизицли алгебрада урнига
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цуйн шларни узаро купайтириш амали киритилган. Иккита 
а в а  b урнига цуйишлар берилганда шундай учинчи бир

1 с ур }^ ^ н п га  ^уйиш топилиб, натижада
ас = cb,

яъни
c~~l а; = b

мунп>< —ябят уринли булса, бу икки а ва b урнига ^уйишлар- 
ни эрс вивалент урнига цуйишлар деймиз.

а )  киритилган эквивалентлик муносабати рефлексив-
> лик, -----гранзитивлик ва симметриклик хоссаларига эгалиги-
; ни и с  ботланг;

б> киритилган эквивалентлик муносабати S 3 тупламни
> синф«п^^иарга ажратади. 53 туплам нечта синфга ажралади? 

^ар ( >ир синфда нечта элемент бор? ^ар бир синфга 
кирув чи элементларни топинг.

5. п та элементдан иборат барча урнига цуйишлар тупла­
мини билан белгилаймиз. Sn туплам учун 4-масаладаги са- 
воллар» ни х,ал дилинг.

6. [0,1) ярим сегмент ну^талари билан [0,оо) туп- 
лам нЕс— нг ну^талари орасида узаро бир ^ийматли мос- 
лик у | ~)натинг.

7. (0,1) ва [0,1] тупламлар орасида узаро бир ^иймат- 
ли му^:^^шносабат урнатинг.

8. ^ ^ в З о н  у^идаги барча ^а^и^ий сонлар туплами ва бар­
ча ир§:^^^ационал сонлар туплами орасида узаро бир ^иймат- 
ли муд- ^ ^ ч эсабат урнатинг.

9. H IH ^ ,  1] оралигидаги барча рационал сонлар туплами 
билан {{х, у) : О ^л:^  1,0^ г / ^ 1} квадратдаги барча ра- 
циона_ги^и координатали нуцталар туплами орасида узаро бир 
цийма ш - ^  ли мослик урнатинг.

10. Икки Л ва В  туплам йигиндисининг тасвири шу
тУплал^и____глар тасвирларининг йигиндисига тенг эканлигини
курсат~н^в!нг.

11.-------Чекли ёки сано^ли сондаги тупламлар йигиндиси- 
нинг т ' ясвири шу тупламлар тасвирларининг йигиндисига 
тенглиз-----ини курсатинг.

12. Шундай иккита Л ва В  туплам топингки, бу туп­
ламлар»—— - купайтмасининг тасвири шу тупламлар тасвирла­
рининг купайтмасига тенг булмасин.

13.  Агар Л,, Л2, . . . , Ап, . . . еано^ли тупламлар кетма-
кетлиги булса у ^олда уларнинг Декарт купайтмаси континуум
цувсатга^и» эга булишини исботланг.

14. ;= - ^ У1онотон функциянинг узилиш ну^талари туплами 
купи 61-1 _лан сано^ли эканини исботланг.
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15. Arap AJy А2, . . . , Ап, . . . континуум цувва1 
ган тупламлар кетма-кетлиги булса, у ^олда уларн 
купайтмаси з̂ ам континуум цувватга эга булишини

16. [0, 1] сегментдаги барча узлуксиз функц 
лами континуум цувватга эгалигини исботланг.

17. [0, 1] сегментдаги барча монотон функц 
лами континуум цувватга эгалигини исботланг.

18. А тупламнинг элементлари [0,1] сегмент, 
усул билан иккили касрга ёйилувчи нуцталард 
В  тупламнинг элементлари эса [0, 1] сегментда] 
каср ёйилмасида камида бир марта 1 разами ц 
нуцталардан иборат. С = А \ В  тупламнинг цув: 
пинг.

га эга бул- 
нг Декарт 
сботланг. 
ялар туп-

ялар туп-

_даги ягона 
а н  иборат, 

ели иккилик 
_атнашувчи 
:»атини то-

11 б о б  

НУЦТАЛИ ТУПЛАМЛАР
Бу бобда элементлари з̂ ациций сонлар тч~ & пламининг

элементларидан (яъни турри чизиц нуцталарид_____ а н ) иборат
тупламлар билан шугулланамиз. Бу тупламл: i  р нуцтали 
тупламлар дейилади.

11-§. Лимит нуцта

Тугри чизицдаги | нуцтанинг атрофи деб i 
уз ичига олган оралицца айтилади. Дар бир н- 
куп атрофларга эга.

1-т а ъ р и ф .  Турри чизицда бирор £ нуцта 
лам берилган булсин. Агар | нинг %ар щ  
фида Е  тупламнинг | дан фарцли камида 
таси булса, f  нуцта Е  тупламнинг лимит нут 
лади.

Бу ерда £ нинг Е  га тегишли булиши та 
майди.

Агар £ £ Е  булиб, | элементнинг бирор атрофи 
нинг I  дан бошца элементи булмаса, у з̂ олда | i 
ламнинг ёлгиз нуцтаси дейилади.

11.1-изошлар: а) агар £ нуцта Е  тупламнин1 
таси булса, у Е  тупламга кириши з̂ ам, кирмаслис 
кин (шу параграфдаги 2 ва 4-мисолларга царанг);

б) £ нуцта Е  тупламнинг лимит нуктаси булс 
нинг ихтиёрий атрофида Е  тупламнинг чексиз ку 
мавжуд. Буни курсатиш учун тескарисини фараз ^
£ нуктанинг шундай атрофи мавжудки, бу атрофг

_Ljy нуцтани 
у ц т а  чексиз

е, ва Е  туп- 
тндай атро- 
Литта нуц- 
-,таси дейи-

i-лаб цилин-

зд Е  туплам- 
[уцта Е  туп-

лимит нуц- 
'TI хам мум-

-а , у з̂ олда £ 
У  л  нуцталари 
=^иламиз, яъни 
.гэ Е  туплам-

www.ziyouz.com kutubxonasi



нинг сони чекли элементларигина кирган булсин. Шу элемент- 
ларни, масалан, xv х2, . . . , хп билан белгилаймиз.

Бу зулда | нинг лимит ну^та эмаслигини курсатамиз.
xi (i = 1 ,п) нукталар орасида £ га энг я^ин ну^та битта ёки 
купи билан иккита булиши мумкин. £ дан уларгача энг я^ин 
булган масофани б билан белгилаймиз, у з̂ олда (g — б, 1+ 6) 
орали  ̂ £ дан бошк,а (агар булса) Е  тупламга кирадиган
бирорта з̂ ам ну^тани уз ичига олмайди. Демак, £ ну^та Е  туп­
лам учун лимит нуцта була олмайди;

в) агар E 0czE булиб, | ну^та Е 0 тупламнинг лимит 
нуцтаси булса, у з̂ олда | ну^та Е  нинг з̂ ам лимит ну^- 
таси булади;

г) чекли туплам бирорта з̂ ам лимит ну^тага эга эмас; 
унинг з̂ ар бир ну^таси ёлгиз ну^та булади.

М и с о л л а р .  1. £[ туплам натурал сонлардан иборат 
булсин. Бу тупламнинг бирорта з̂ ам лимит ну^таси йу^. 
Да^и^атан, ихтиёрий з^а^и^ий а сонни олиб, унинг
а̂ — —, а +  — j атрофи олинса, бунда нинг (агар а £ Е г

булса, а дан бош^а) бирорта з̂ ам элементи булмайди. (бу ерда
б сон а дан а га энг яь̂ ин бутун сонгача булган масофа).

2. Е г туплам — ( « = 1 , 2 , . . . )  куринишдаги сонлардан ибо­
рат булсин. Бу тупламнинг биргина £ = О лимит нук,таси бор 
ва 0 ££2.

11.2-т е о р е м а. Ихтиёрий [а, Ь] сегментнинг лимит 
ну^талари туплами шу сегментнинг узига тенг.

И с б о т .  [а, Ь\ сегментнинг ихтиёрий g ну^таси шу 
сегмент учун лимит ну^та эканлиги бевосита таърифдан 
куриниб турибди. Энди [а, Ь\ сегментнинг ташцарисида 
унинг лимит нуцтаси йу^лигини курсатамиз. Да^и^атан, 
| нуцта [а, Ь] сегментнинг лимит ну^таси булиб, унга 
кирмасин з а̂мда ани^лик учун а дан чапда булсин. У
з̂ олда £ нуцтанинг ^  j атрофи [о, Ь] сег
ментнинг бирорта з̂ ам ну^тасини уз ичига олмайди. Бу эса £ 
нуцтанинг [а, Ь] сегмент учун лимит ну^та эканлигига зид.*

Юцоридаги мисолларни давом эттирамиз.
3. Е 3 туплам (0, 1) оралик;дан иборат булсин. Бу туп­

ламнинг лимит ну^талари [0, 1] сегментнинг барча ну^- 
таларидан иборат.

4. £4 туплам [0, 1] сегментдан иборат булсин. 11.2- 
теоремага асосан бу тупламнинг лимит ну^талари [0, 1] 
сегментнинг барча нуь^таларидан иборат.

5. Es туплам (0, 1) оралицдаги з^амма рационал сон-
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лардан иборат булсин. Бу тупламнинг лимит нуцталари 
^ам [0; 1] сегментнинг барча ну^таларидан иборат.

Дар^а^и^ат, [0, 1] сегментдаги >̂ар ^андай | нуцтанинг 
ихтиёрий атрофида чексиз куп рационал сонлар мавжуд- 
дир, чунки рационал сонлар тугри чизикда зич жойлаш­
ган (бу у^увчига математик анализ курсидан маълум).

Демак, таърифга мувофи^, [0, 1] сегментнинг ĵ ap бир 
ну^таси Е 5 туплам учун лимит нуцта булади.

6. Е в туплам Е г ва E i тупламларнинг йиншдисидан ибо­
рат, яъни Е в = Е г U Е 4 булсин. Бу тупламнинг лимит нук,та- 
лари ^ам [0,1] нинг барча нукталаридан иборат.

Е  тупламнинг барча лимит нукталаридан иборат бул­
ган туплам Е  тупламнинг %осила туплами дейилади. Уни 
Е ' билан белгилаймиз.

Индукция буйича ихтиёрий п натурал сон учун Е (п) туп­
лам куйидагича аншуганади: Е [п) ор а̂ли Е {п~1) тупламнинг ко­
сила тупламини белгилаймиз.

Ю^оридаги мисолларда келтирилган тупламларнинг 
^осила тупламлари цуйидагилардан иборат:

Е [=  0, £ ' = {0}, £' = [0, 1],
£; = [0, 1], £ ' = [0, 1], £ ; = [ 0, 1].

Бу мисоллардан куринадики, берилган Е  туплам билан 
унинг Е ' ^осила туплами орасида турли муносабатлар 
булиши мумкин. Масалан, ю^оридаги мисоллар учун 
^уйидаги муносабатлар бажарилади:

Е \ а Е х, Е 3 а  Е ’3, Е 4 = Е ’, £s cr£;, Е'с с Е 6.
Аммо Е 2 билан Е '2 орасида бу муносабатлардан бирор- 
таси з̂ ам бажарилмайди.

Агар туплам ёлгиз нуцталардангина иборат булса, 
бундай туплам ё л f из ( д и с к р е т )  туплам дейилади.

Ю^оридаги мисолларда келтирилган Е\ ва Е 2 туплам­
лар ёлгиз тупламлардир.

Агар тупламнинг бирорта ^ам ёлгиз ну^таси булмаса, 
бундай тупламни узида зич туплам дейилади. Мисол- 
ларимиздаги Е 3, Е 4, Е$ тупламлар узида зич тупламлардир.

Агар EczE ' булса, Е  туплам узида зич туплам була­
ди ва аксинча.

2- таъриф .  Агар Е  нинг %амма лимит нущталари 
узига тегишли булса (яъни E'cz Е  булса), у %олда Е  
туплам ёпиц туплам дейилади.

Бу таърифга мувофи^, чекли туплам, лимит ну^талари 
булмагани сабабли, ёпи^ булади.

Масалан. ю^оридаги мисолларимизда Е\, Е А, Е 6 т п̂- 
ламлар ёпик; тупламлардир.
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Буш  тупламни з̂ ам ёпиц туплам деб з^исоблаймиз.
Агар Е  = Е ' булса, у зфлда Е  туплам м у к а м м а л  туп­

лам дейилади. Масалан, мукаммал тупламдир. Равшан­
ки, _мукаммал туплам з̂ ам ёпиц, з̂ ам узида зич тупламдир.

Е  =  Е  U Е ' туплам Е  тупламнинг ё пи л мае и дейилади.
Энди цуйидаги масалани курамиз. К,андай шарт бажа- 

рилганда чексиз туплам лимит нуцтага эга?
Масалан, натурал сонлардан иборат булган Е\ чексиз 

туплам булса-да, бирорта з̂ ам лимит нуцтага эга эмас.
Б у  масалани ечиш учун муз̂ им булган цамда келажак- 

да куп ишлатиладиган цуйидаги тушунчани киритамиз.
3- т а ъ р и ф. Бирор ' сегмент ичига жойлаштирилиши 

мумкин булган тупламни чегараланган туплам дейи­
лади.

11.3-те о рем а (Больцано-Вейерштрасс). \ар цандай 
чегараланган чексиз Е  туплам %еч булмаганда битта ли­
мит нуцтага эга.

И с б о т .  Е  туплам чегараланганлиги сабабли шундай 
[а, Ь\ сегмент мавжудки, Е  туплам бу сегментда жойлаш­
ган булади.

[а, Ъ] сегментни = с нуцта орцали тенг иккига
булиб, [а, с] ва [с, b] сегментларни з̂ осил циламиз. Бу сег­
ментлардан з̂ еч булмаганда биттасида Е  тупламнинг чек­
сиз куп элементлари булади. Дацицатан, агар бу сегмент­
ларнинг з̂ ар бирида Е  тупламнинг фацат сони чекли 
элементларигина булганда эди, [а, b] сегментда з̂ ам Е  нинг 
фацат сони чекли элементлари булар эди. Бу эса Е  туп­
ламнинг чексизлигига зид.

Шундай цилиб, [а, с] ва [с, Ь] сегментларнинг камида бири­
да Е  нинг чексиз куп элементи жойлашган. Шу сегментни 
(бундай сегментлар иккита булса, чапдагисини) [аъ 6J  билан
белгилаймиз. [alt by] сегментни яна [аи c j  ва [q, Ь̂ \
иккита сегментга буламиз. Бу сегментларнинг з̂ еч булмаганда 
бирида Е  нинг чексиз куп элементи ётади. Уша сегментни (бун­
дай сегментлар иккита булса, чапдагисини) [а2, 62] билан бел­
гилаймиз.

Бу жараённи чексиз давом эттириб, з̂ ар бирида Е  нинг 
чексиз куп элементлари ётадиган ушбу

сегментлар кетма-кетлигини з̂ осил циламиз. [ап, Ьп\ сегмент-
[a, b] zz1 [аи bj гэ [а2, Ь2] => . . . (1)

нинг узунлиги -— - га тенг ва у п -> оо да нолга интилади.
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Демак, лимитлар назариясидаги маълум теоремага 
асосан, бу сегментлар кетма-кетлиги биргина умумий £ 
ну^тага эга булади, яъни

lim ап = lim bn = £. (2)
П - *  ОО П —>00

Энди £ нук,та Е  нинг лимит ну^таси эканлигини исбот эта- 
миз. Бунинг учун £ нинг ихтиёрий (а, Р) атрофини олиб, унда 
Е  нинг чексиз куп элементлари борлигини курсатамиз.

Модомики, £ £ (а, Р) экан, (2) га мувофи ,̂ шундай [ап, Ьп] 
сегментни топиш мумкинки, п етарлича катта булганда [ап, 
bn] cz (а, Р) муносабат бажарилади. [ап, Ьп] сегмент Е  туплам­
нинг чексиз куп элементларига эга булгани учун (а , Р) орали  ̂
а̂м Е  нинг чексиз куп элементларига эга, яъни £ ну^та Е  туп­

ламнинг лимит ну^таси.*
11.4-и зо^.  Агар чексиз Е  туплам лимит нуцтага эга 

булса, у ^олда Е  туплам чегараланган ва чексиз Е 0 цисм- 
га эга.

Бунинг исботини уцувчиларга цолдирамиз.

12-§. Яцинлашувчи тупламлар ва кетма-кетликлар

Агар чегараланган Е  туплам биргина £ лимит ну^тага 
эга булса, у з̂ олда Е  ни ящнлашувчи тралам, дейилади 
ва Е  нинг |  га я^инлашишини £-►£ куринишда ёзилади. 
К,уйида я^инлашувчи тупламларга оид икки теоремани 
исбот циламиз.

12.1-т е о р е м а. 1) агар Е  туплам £ га ящнлашса, 
у %олда £ нинг ихтиёрий (хи х2) атрофидан ташщрида 
Е  тупламнинг купи билан сони чекли эле мент лар игина 
булиши мумкин;

2) аксинча, агар £ нинг ихтиёрий (хь х2) атрофидан 
ташцарида чексиз Е  трпламнинг купи билан сони чекли 
элементлари булса, у %олда Е-^%.

Исбот .  1) (дсц х2) орали  ̂ £ нинг ихтиёрий атрофи ^амда 
£  -*- £ булсин. Чегараланган Е  тупламнинг (xv х2) оралицдан 
ташк;арида чексиз куп элементлари мавжуд деб фараз к;илай- 
лик, у ^олда бу элементлардан иборат Е 0 тупламг Больцано- 
Вейерштрасс теоремасига асосан энг камида битта лимит нук;- 
тага эга булади, ана шу лимит нук,та г| булсин. Б у  нуцта Е  
учун ^ам лимит ну^та булади а̂мда т] £ (jq, х2).

Демак, Е  туплам иккита лимит ну^тага эга, бу эса 
теореманинг шартига зид;

2) аксинчасини исбот этамиз. Бунинг учун £ нинг Е  туп-
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лам учун ягона лимит ну^та эканлигини ва Е  нинг чегара- 
ланганлигини курсатиш кифоя.

|  ну^та Е  тупламнинг лимит ну^таси, чунки £ нинг 
ихтиёрий атрофида Е  нинг чексиз куп элементлари мавжуд.

Энди | нинг ягона лимит ну^та эканлигини курсатамиз. 
Хакдоатан з̂ ам, Е  туплам £ дан бош^а яна бирорта лимит 
нуцтага эга деб фараз цилайлик; масалан, •»!<£ булсин.

Ушбу х\ <  г) <  х2 <  | <  х3 тенгсизликларни каноатланти- 
рувчи учта х\, х'2, х’г нуктани оламиз. т] лимит ну^та булган­
лиги учун унинг (х\, х'2) атрофида Е  тупламнинг чексиз куп 
нуцталари бор. Демак, £ нинг (х2, х'3) атрофидан таш^арида Е  
нинг чексиз куп элементлари мавжуд, бу эса теореманинг шар- 
тига зид. Демак, Е  туплам биргина лимит ну^тага эга.

Энди Е  нинг чегараланганлигини курсатамиз. (х\, х2) 
оралщ | лимит ну^танинг ихтиёрий атрофи булсин. Тео­
рема шартига асосан (xlt х2) атрофдан таш^арида Е  туп­
ламнинг купи билан сони чекли элементлари мавжуд. 
Улардан Х\ дан чапда энг узо^ жойлашганини а ор^али 
(агар Х\ дан чапда булмаса, х\ нинг узини а  орцали), 
х2дан унгда энг узоц жойлашганини р орцали (агар х2 дан 
унгда булмаса, х2 нинг узини р ор^али) белгиласак, ушбу

Ecz[a, Р]
муносабатга эга буламиз. Бу эса Е  тупламнинг чегара­
ланганлигини курсатади.

12.2-т е о р е м а. Х аР цандай яцинлашувчи Е  туплам 
саноцлидир.

И с б о т .  12.1-теоремага мувофи^,

(Б— 1,2 +  1). ( е — у »  2 +  у ) - -  ( б —
оралицларнинг а̂р биридан таш^арида Е  тупламнинг чекли 
сондаги элементлари бор. Е  нинг [ £— I  +  ~ j  оралик;- 
дан ташцаридаги элементларидан иборат тупламни Е п билан 
белгиласак, у зузлда

Е  = U Е п ёки £ = ( U £ n ) U { £ }/1=1 П = 1
муносабатлардан бири уринлидир. Е п тупламларнинг з̂ ар 
бири тузилишига асосан чекли; демак, Е  туплам купи 
билан сано^ли (6.1-теорема).

Энди я^инлашувчи туплам тушунчасига я^ин булган 
я^инлашувчи кетма-кетлик тушунчасини киритамиз.

Агар бирор 1̂оида буйича з̂ ар бир п натурал сонга 
ани  ̂ хп сон мос цуйилган булса, у з̂ олда xlt х2, х3,..я
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сонлар кетма-кетлиги берилган дейилади. Бу кетма-кетлик 
цисцача [хп\ куринишда ёзилади. Берилган кетма-кетликдаги 
турли ракамли (номерли) з̂ адлар бир-бирига тенг булиши з̂ ам 
мумкин.

Агар бирор номердан бошлаб кетма-кетликнинг з̂ амма эле­
ментлари а соннинг ихтиёрий е> 0  атрофида, яънн \х— а\ < 
< е ( « > п 0) булса, у з̂ олда {хп} кетма-кетлик а сонга якин- 
лашувчи кетма-кетлик дейилади. (Бу таъриф уцувчига мате­
матик анализ курсидан маълум.)

М и с о л л а р .  1. Ушбу
1, 2, 1, 2, 1, 2, ...

кетма-кетликни олайлик. Бу кетма-кетлик туплам сифати­
да икки элементдангина иборат. У кетма-кетлик сифатида 
з$ам, туплам сифатида цам яцинлашувчи эмас.

Ушбу
О, 1,3, 4, 5, 5, 5, ...

кетма-кетлик яцинлашувчи. Бу кетма-кетлик туплам си­
фатида 6 элементдан иборат. Бу кетма-кетлик туплам 
сифатида лимит нуцталарга эга эмас, шунинг учун бу 
туплам яцинлашувчи эмас.

3. Ушбу

кетма-кетлик эса туплам сифатида з̂ ам, кетма-кетлик 
сифатида з̂ ам яцинлашувчи.

Сонлар кетма-кетлиги учун Больцано-Вейерштрасс тео- 
ремасини цуйидагича ифодалаш мумкин:

Х,ар цандай чегараланган \хп} кетма-кетликдан ящнла- 
шувчи \хпfe} кетма-кетликни ажратиш мумкин:

Бунинг исботини талабаларга цолдирамиз.

13-§. ё п и ц  туплам в а  косила тупламларнинг хоссалари

Энди ёпиц ва цосила тупламларнинг баъзи хоссалари 
билан танишамиз.

13.1- т е о р е м а. %ар цандай Е  тупламнинг уосила 
туплами Е ' ёпиц тупламдир, яъни ( Е ' ) 'а Е ' .

И с б о т .  Агар Е '  тупламнинг лимит нуцталари булмаса, 
теоремани исботлаб утиришнинг з^ожати йуц. Энди Е '  
учун х0 бирор лимит нуцта булсин; бу нуцтанинг Е ' га 
киришини курсатамиз. Бунинг учун х0 нуцтани уз ичига 
олган ихтиёрий (х ь х2) оралицни оламиз. Бу оралицда 
Е '  нинг цеч булмаганда Xq дан фарцли битта £ элементи
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мавн-=  " УД, чунки Хо нуцта £ ' учун лимит нуцта. Бу £ н;
Е  туг--- 1лам учун лимит ну^та булади, чунки £ £ Е ' . Шунинг ;
{xv х — —= = = s ) сраликда Е  тупламнинг чексиз куп элементлари (
ди. Д _ _________ емак, х0 нуктанинг ихтиёрий (xt, х2) атрофида Е  туп
нинг чексиз куп элементлари мапжуд. Бу эса х0 нинг £ \
лимит---------- нукта эканлигини курсатади, яъни х0£Е '

_______ /йидаги теорема з̂ осила туплам таърифидан бевосита к
чикадж^--- ——1.

1 3 »  ^ = . 2 - теорема.  Агар EyCzE2 булса, £'сг£'.
13 .3-теорема. Икки туплам йитндисишнг \осила >

лами уларнинг х1осила тупламларининг йигиндисига п
яъни

(A U В)' = Л' U В'.
и < - бот. Агар Л' U £'с=(Л (J В )’ ва (Л (j В )’ ст Л' (J В ’ му]

батлар*—  нинг уринлилиги курсатилса, теорема исбот бу j
A’ (J Е£ ________'с=(Л U В)' муносабат 13.2-теоремадан келиб чин
(Л U В  )'с :А ' U Б';'муносабатни исботлаймиз. Айтайлик, ££(Л [
ихтиёр^*—— — ий булсин. У  з̂ олда £ нинг ихтиёрий атрофида А
туп пяту -------4нинг чексиз куп элемента булади. Бунда икки з̂ ол
лиши м  ■ ij I и пн Биринчи з̂ ол: £ нинг ихтиёрий атрофида д< 
Л нин :^^^^ннг чексиз куп элемента бор; бу з̂ олда \£A'czA' U В ' б 
ди. И'-~ "точи ^ол: £ нинг шундай атрофи мавжудки, ун;
нинг <1 --->акат чекли сондаги элементи булади; бу з̂ олда б)
рофда В  нинг чексиз куп элементи булиб, В£В' с: A' (J В ' 
лади. Нунлай ^илиб, з̂ амма ва^т l£A' U В ' муносабатга 
булами*___ з. Бундан (A U В)'с:. A' (J В ' муносабат келиб чикади

13. ~~1-н а т и ж а. \адларининг сони чекли брлган :
ппипп _iп йигиндисининг %осила туплами уларнинг х(ос
тупла^^^^я^^^ларининг йигиндисига тенг, яъни

( ^ и /4, и • • ■ и л п)' = л ; и л ' и  . . .  и а ;.
13.!- э- теорема.  Х̂ ар цандай Е  тупламнинг Е  ёпилл

ёпщ ггг— упламдир.
И с о т. 13.2-ва 13.3- теоремалардан бевосита куйида

оламиз:
(£)' = (£ U Е ') ' = Е ' U (Е'У.

Энд ^  ч 13.1-теоремага асосан
(Ё ) '~  Е ' U (£')'<=£' U £ '= £ 'с г£ .,

£ т  : тупламнинг ёпилмасини £ билан белгилаймиз.
13.(>• -теорема.  Х,ар к,андай Е  туплам учун Е  = £ ._
И г. t ~j о т. 13.5-теоремага асосан £ туплам ёпик;, яъни (Е

сг£. Б  — ундан £ = £  U (£)'=£.*
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13.7-изоз^. 13.4-натижа, умуман, з^адларю 
сиз булган тупламлар учун уринли эмас. Бу- 
тиришни уцувчига цолдирамиз.
13.8-теорема. Сони чекли ёпиц тупламлс 
диси ёпиц тупламдир.
Бу теорема икки ёпиц тупламлар учун ис£ 
юя, чунки индукция йули билан умумий
га келтирилиши мумкин.
F] ва F 2 ёпиц тупламлар булсин. Бу тупл 
ц эканлигидан ва 13.3- теоремадан

(^ и ^ у  =
осабат келиб чицади. Бу эса F1 U F2 тупламнинг 
ши курсатади.*
Лекин ^адларининг сони чексиз булган тупламла_ 
 ̂ булмаслиги мумкин.
Масалан

F i  = °’ Т
F . =

= [_ L  1
I  2 ’ 3 
Г п — 1
L « ’ n + l j

ламларнинг з̂ ар бири ёпиц тупламдир. Амм—■ 
индиси [0, 1) ярим оралицца тенг; бу тупла«_ 
с, чунки 1 нуцта бу туплам учун лимит н; 
ламнинг узига кирмайди.
13.9- т е о р е м а .  адларининг сони ихтиё 
ли ёки чексиз)  булган ёпиц тупламларни__  
и ёпиц тупламдир.
Исбот.  F & ёпиц туплам булиб, унинг индекси= 
ватли бирор Г  тупламнинг элементлари буйи 
тик.
Ушбу

Ф  -  П ^ Е
5€Г

тамни тузиб, унинг ёпиц эканлигини курсатами^н 
Теореманинг шартига мувофиц цар бир | £Г 
ёпицдир. (1) муносабатдан Ф  с: F  ̂ (|£ Г ) му!—  
келиб чицади. Бундан эса Ф'сг/^ булади (чу!—  

муносабат ихтиёрий ££Г учун уринли булган/
'У

® ' c ( l F ,  =  ®

!ИНГ СОНИ
нга мисол 

1рнинг йи-

>от этилса 
*л з̂ ам шу

амларнинг

"  епиц экан- 

р  йигиндиси

гэ уларнинг 
м эса ёпиц 
/цта булиб

_/)ий (яъни 
^н,г крпайт-

£ ихтиёрий 
"~ча узгарсин

(О

_^чун F j туп- 
зосабат бево- 
-лки F j ёпиц). 
: иги сабабли
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муносабат келиб чицади. Бу эса Ф  тупламнинг ёшщ эканини 
курсатади.*

13.10-теорема (Кантор). Фараз щлайлик,
F lt F t..........Fn, . . .  (2)

чегараланган, ёпщ ва 6ijtu булмаган тупламлар кетма-кет­
лиги булсин. Агар Fn+lc.Fn (п = 1,2 . . .) булса, у хрлда бу

оо

тупламларнинг купайтмаси Ф=  f) Pn6ijui булмаган ёпщ туп-
П~\

г лам булади.
к Бу теорема математик анализдаги бир-бирининг ичига 

жойлашган кесмалар ^а^идаги лемманинг умумлашма- 
I сидир.

И с б о т .  Ф  тупламнинг ёпи^ экани 13.9-теоремадан 
келиб чи^ади. Агар Ф  нинг з̂ еч булмаганда битта эле- 
менти борлиги курсатилса, теорема исбот этилган булади.

Аввал (2) кетма-кетликдаги узаро тенг тупламлардан 
биттасини ^олдириб, бонщаларини чик,ариб ташлаймиз. 
Бунинг натижасида Ф  туплам узгармайди. (2) кетма-кет­
ликда цолган тупламларни

................. (3)
куринишда ёзамиз.

Бунда икки ^ол булиши мумкин:
1. (3) кетма-кетликдаги тупламларнинг сони чекли.
2. (3) кетма-кетликдаги тупламларнинг сони чексиз. 
Биринчи з̂ олда Ф  туплам (3) кетма-кетликдаги сунгги

тупламга тенг булади ва теореманинг шартига мувофи^ 
у буш туплам булмайди. Демак, бу з̂ ол учун теорема 
исбот булди.

Иккинчи з̂ олда тупламдан Fп тупламга кирмайдиган хг 
элементини оламиз, F  тупламдан F n тупламга кирмайдиган 
х2 элементни оламиз ва з̂ оказо.

xi, х2, • ■ ■ , xk, . . . (xk £ F п̂ ) (4)
I

элементлар кетма-кетлиги з̂ осил булади ва бу элемент- 
ларнинг ихтиёрий иккитаси бир-бирига тенг эмас.

(2) кетма-кетликдаги тупламларнинг з̂ ар бири чегара­
ланган булгани учун (4) кетма-кетлик з̂ ам чексиз ва чега­
раланган тупламни ташкил этади. Бу тупламни М  билан 
белгилаймиз. Больцано-Вейерштрасс теоремасига асосан 
М тупламнинг камида битта лимит ну^таси бор. Бу лимит 
ну^талардан бири х0 булсин. Ш у хо лимит нук;та Ф  туп­
ламнинг элемента эканлигини курсатамиз. Бунинг учун
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х0 ну^та F п тупламларнинг з̂ ар бирига тегишли эканлигини 
исботлаш кифоя.

Fnk+lczFnk муносабатдан
Xk’ Хк+1> • ' • (5)

кетма-кетликнинг барча элементлари F Пк тупламга кириши ке­
либ чикади. (5) кетма-кетликнинг элементларидан иборат туп­
ламни Mk билан белгилаймиз.

М  ва M k тупламларнинг фарки k — 1 элементдан иборат 
булгани учун х0 ну^та M k туплам учун з̂ ам лимит ну^та бу­
лади. Демак, х0 нук,та F  туплам учун з̂ ам лимит ну^та бу­
лади, чунки AfftcrFnfe. Лекин Fnk ёпиц туплам булганлиги учун 
хо £Fnk, яъни х0 ну^та (2) кетма-кетликдан олинган ихтиёрий 
F  тупламнинг элемента экан, демак, х0 ну^та, купайтманинг 
таърифига мувофик,, Ф  туплам учун з̂ ам элемент булади.*

13.11- из оз̂ . Агар F k тупламларнинг чегараланганлиги та- 
лаб ^илинмаса, теорема уринли эмас, масалан, F k = [k, +  оо) 
(fc = 1, 2, . . .) тупламларнинг з̂ ар бири ёпик; булиб, уларнинг 
умумий ь̂ исми буш туплам.

Е  чегараланган туплам булса, у з̂ олда 11.2-ва 13.2-теоре- 
маларга асосан унинг з̂ осила туплами Е ' хам чегараланган бу­
лади. Е ' чегараланганлиги учун унинг аник, ю^ори чегараси 
Р Е ва ани  ̂ куйи чегараси аЕ мавжуд. Бу чегаралар мос ра­
вишда Е  тупламнинг юкрри ва куйи. лимитлари дейилади.

Бошкача айтганда, Е  тупламнинг юкрри (цуйи) лимити 
деб Е ' тупламнинг ани  ̂ ю^ори (аник; ^уйи) чегарасига айтамиз. 
Одатда Е  тупламнинг юкрри (к,уйи) лимити

|3£ = lim £  (oc£ = lim £')
куринишда ёзилади.

Е  тупламнинг барча лимит ну^талари 11.2-ва 13.2-теоре- 
маларга асосан [а£, (3£] сегментда жойлашган.

13.12-теорема. Агар Е  тупламнинг анщ юцори (аниц 
цуйи) чегараси £ узига кирмаса, у %олда £ нуц/па Е  туплам­
нинг лимит нуцтаси булади.

Исбот.  Дарз а̂^и а̂т, £ нук,та Е  тупламнинг аник; кмуэри 
чегараси булсин ва £££ муносабат уринли булсин. У  з̂ олда 
ани  ̂ ю^ори чегара таърифига мувофи  ̂ з̂ ар ^андай е мус­
бат сон учун (£— е, £) ораликда Е  тупламнинг з̂ еч булма- 
ганда битта элемента мавжуд булади. е ихтиёрий мусбат сон 
булганлиги учун £ нуцта Е  тупламнинг лимит ну^таси бу­
лади.
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I  нуцта аниц цуйи чегара булгани ^олда ^ам теорема 
шунга ухшаш исбот этилади*.

13.13-н а т и ж а. %ар цандай буш булмаган, чегара­
ланган, ёпиц тупламнинг аниц юцори ва аниц цуйи че- 
гаралари узига киради.

Агар Е  тупламнинг £ элементидан унгда (чапда) шу 
тупламга тегишли бирорта >̂ ам нуцта топилмаса, у ^олда 
бу элемент Е  тупламнинг энг унг (энг чап) нуцтаси дейи­
лади.

13. 14-теорема. X’ар цандай буш булмаган Е  туп­
ламнинг аниц юцори (аниц цуйи) чегараси Е  учун энг унг 
(энг чап) нуцта булади.

Исбот.  Дар^ацицат, ЬЕ нуцта Е  тупламнинг аниц юцори 
чегараси булса, у холда ЬЕ дан унгда Е  нинг бирорта цам 
элементи булмайди.

Демак, Е ' нинг а̂м ЬЕ дан унгда бирорта элементи були-
лиши мумкин эмас. Шунинг учун ЬЕ нукта Е  тупламнинг энг 
унг элементи булади,^чунки ЬЕ дан унгда Е  = Е \ ]Е '  туплам­
нинг бирорта хам элементи йуц.

Шунга ухшаш, агар аЕ нуцта Е  тупламнинг аниц цуйи
чегараск булса, у х;олда аЕ нуцта Е  тупламнинг энг чап эле­
менти булади.*

Юцори ва цуйи лимитларнинг таърифига мувофиц, Е  туп­
ламнинг юцори (цуйи) лимита Е '  тупламнинг энг унг (энг чап) 
элементи булади.

Агар ЬЕ аниц юцори (аЕ аниц цуйи) чегара булиб, Е  учун 
лимит нуцта булса, у ^олда ЬЕ (аЕ) нуцта Е  учун юцори 
(цуйи) лимит булади, яъни Е  тупламнинг аниц юцори (аниц 
цуйи) чегараси узининг юцори (цуйи) лимитига тенг.

14- §. Борель — Лебег теоремаси

Т а ъ р и ф .  Е  бирор нуцтали туплам ва М бирор 
оралицлар системаси булсин. Агар Е  нинг %ар бир 
нуцтаси учун М системада бу нуцтани уз ичига оладиган 
оралиц мавжуд булса, у %олда Е  туплам М оралицлар 
системаси билан цопланган дейилади; М система эса Е  
тупламни цопловчи система дейилади.

14.1-теорема (Борель-Лебег). Агар ёпиц ва чегара­
ланган F  туплам сони чексиз оралицлар системаси 
билан цопланган булса, у %олда бу системадан F  ни 
цоплайдиган чекли цисм системани ажратиб олиш 
мумкин.
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И с б о т .  ёпщ  ва чегараланган F  туплам М  чексиз 
система билан цопланган булиб, М  системада F  ни о̂п- 
лайдиган чекли ^исм система йук; деб фараз циламиз. 
Бундан, хусусан, F  нинг чексиз туплам эканлиги келиб 
чицади. F  чегараланган туплам булганлиги учун шундай 
[а, b] сегмент мавжудки, бу сегмент F  тупламни уз ичи­
га олади, яъни Fez [а, Ъ].

Энди с — нук,тани олиб, FX= F  П [а, с] ва Ф х= £ р| [с,Ь\
тупламларни тузамиз.

Фаразимизга мувофи^, бу тупламларнинг з̂ ар бирини 
з̂ ам бирданига М системанинг чекли ^исм системаси би­
лан ^оплаб булмайди, чунки акс з̂ олда F  туплам з̂ ам М 
системанинг бирор чекли к;исм системаси билан цоплан* 
ган булар эди.

Агар F i (ёки Ф 1) туплам М  системанинг чекли ^исм 
системаси билан ^опланмаган булса, у зфлда [а\, Ъ\] би­
лан [а, с] (мос равишда [с, 6]) сегментни белгилаймиз. 
Агар F 1 !ва Ф 1 тупламларнинг з̂ ар иккаласи з̂ ам М  нинг 
чекли ^исм системаси билан ^опланмаган булса, у з̂ олда 
[аь Ь\] сифатида [а, с] ва [с, Ь] сегментлардан ихтиёрий 
биттасини олишимиз мумкин.

Равшанки, F  fj [alt bx] туплам чексиз булади. Энди сх= — —̂
нуцтани олиб, £5 = /" П faj, Cj] ва Ф 2 = F П [сг b j тупламларни 
тузамиз. Агар F 2 (ёки Ф 2) туплам М  нинг чекли ^исм систе­
маси билан копланмаган булса (фаразимизга мувофи ,̂ F 2 ёки 
Ф 2 туплам М  нинг з̂ еч кандай чекли к,исм системаси билан 
к;опланмайди), [а2, Ь2] билан [ах, c j (мос равишда [с1( 6J )  сег­
ментни белгилаймиз.

Бу жараённи давом эттириш натижасида ичма-ич жойлаш­
ган

[а, Ь] b-i\zD{a2, Ь2]-=> . . . (1)
сегментлар кетма-кетлиги з̂ осил булади ва F  f| [ап, bn] = F n(n— 
= 1,2, . . .) туплам фаразимизга мувофи  ̂ М  системанинг з̂ еч 
^андай чекли кием системаси билан копланмайди; бундан, ху­
сусан бу тупламларнинг з̂ ар бири чексиз туплам эканлиги ке­
либ чикади. (1) сегментлар кетма-кетлигида [ап, Ьп] сегментнинг
Ъ п — ап =  .ь ~ а узунлиги п чексизликка интилганда нолга
интилади. 13.10- Кантор теоремасига асосан бу сегментлар кет- 
ма-кетлиги сегментларнинг хаммаси учун умумий булган яго- 
на ну^тага эга булади. Бу ну^тани х0 билан белгилаймиз ва 
унинг F  туплам элементи эканлигини исбот ^иламиз. Бунинг 
учун F  П [aL, by] тупламдан хх ну^тани, F  П [<з2, Ь2] тупламдан
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x2(xi / —  'xx) нуцтани, F  f| [a3, b3] тупламдан x3(x3Ф  xlt x3¥=x̂ j нуц­
тани з̂ оказо нуцталарни оламиз.

Эн______ци, (1) га асосан lim хп = х0 булиши куринади; демак,
П ~ *  ОО

хо hvk=l ~та F  туплам учун лимит нуцта булади. Лекин F  ёпиц 
туплагк^^и булганлиги учун x0£F. Бундан фойдаланиб, теоремани 
исбот циламиз. Бунинг учун юцорида цилган фаразимизга зид 
нятижу---- 1 келтириб чицариш кифоя.

Да w  э а̂цицат, теореманинг шартига мувофиц, х0 нуцтани М
система --- =ч лаги бирор б = (а, р) оралиц цоплайди, п етарли катта
булгаяг- да [ап, Ьп] сегментнинг узунлиги исталганча кичик ци- 
линиих мумкинлигидан ва цар бир [ап, Ьп] сегмент х0 нуцтани 
уз ичнг га олганлиги сабабли [етарли катта п учун [ап, Ьп]с :б  
мунос^^шшбатнинг бажарилиши келиб чицади. Бу муносабатдан эса 
F  ,П [aft. , bn]c:8 келиб чицади; демак, F  [~! [ап, Ьп] туплам М  сис­
темада олинган биргина оралиц билан цопланади. Бу натижа 
эса \аж_____ 2, Ьп] сегментларнинг юцорида айтилган хоссасига зид.*

15- §. Цуюцланиш нуцталари

1- ‘ж т- а ъ р и ф. Агар | нуцтанинг ихтиёрий атрофи би­
лан Г  тупламнинг кесишмаси саноцсиз туплам булса, 
£ Е  тупламнинг цуюцланиш нуцтаси дейилади; 
акс \с- _>лда бу нуцта цуюцланмаслик нуцтаси дейилади; 
яъни ^  'ly нуцтанинг шундай атрофи мавжудки, унинг Е  
туплагк :-- 1 билан кесишмаси купи билан саноцли туплам­
дир.

М Е-— _н сол. 11-§ да келтирилган Е 3, ва Е 6 тупламлар­
нинг зс . ар бири учун цуюцланиш нуцталари туплами [0,1] 
сегмен: тдан иборат, Ей  £2 ва Е 5 тупламларнинг эса бирор­
та xaiw-— п  цуюцланиш нуцтаси йуц.

Ха[ z> цандай цуюцланиш нуцтаси лимит нуцталиги цам- 
да са ноцсиз тупламларгина цуюцланиш нуцтасига эга 
булиш мумкинлиги таърифдан бевосита келиб чицади.

Агаь р (х', х") оралицнинг чегара нуцталари х' ва х "  
рациоь^^^иал сонлар б^лса, бу оралицни рационал оралиц 
дейми^^^=.

15.L -теорема.  Элементлари рационал оралицлардан 
иборат-----  булган система саноцли тупламдир.

Бу теорема 6.5-теореманинг натижасидир.* f
15.̂  т е о р е м а .  Ихтиёрий |  нуцтанинг бирор (х ,х " )  

атрофи  г берилган булсин. У  %олда бу нуцтани уз ичига 
олган i g (х', х ' ) оралицда жойлашган (у', и " )  рационал
оралик^ мавжуд.
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И с б о т .  Дар^а^и^ат, агар у' ва у "  рацио^Е =  дал сонлар
х '< у '<1  ва 1< у "< х "  тенгсизликларни ^аноат_____лантиради-
ган цилиб олинса, у ^олда (у', у ") орали^ т( чзреманинг 
шартларини цаноатлантиради.*

15.3-те  о рем  а (Линделёф). \ар щандай ( —"аноцсиз Е  
тупламнинг цуюцланмаслик нуцталаридан ut —»орат туп­
лам купи билан сано^лидир (хусусан, Е  нш---цуюцла-
ниш нуцталаридан иборат туплам сано^сиз ту—  млам).

И с б о т .  Фараз ^илайлик, £ ну^та Е  -и^иг-упламнинг 
^ую^ланмаслик ну^таси булсин. У холда Е  'i -упламнинг 
купи билан саноцли кисмини уз ичига олган £ ну^танинг
(х\ х ")  атрофи мавжуд. 15.2-теоремага муво<---- ~̂>ик £ нинг
(у ' У ") cz (x ',x ") рационал атрофи мавжуд ва бу атроф з̂ ам
Е  тупламнинг купи билан сано^ли ^исмини уз и1 iura олади.

15.1-теоремага мувофи^, ^амма рационал ^^^зралицлар- 
дан иборат туплам сано^ли тупламдир, яъни бу туплам
элементларини номерлаб чи^иш мумкин:

6i, в2, . . . , 6„, . . . . (1)
Ю^оридаги муло^азага мувофи^, Е  тупламни -- зг ^ар бир
^ую^ланмаслик ну^таси (1) кртмя-кетликпя — ■ и шундай 
рационал ораливда жойлашганки, бу орали^ Е  туплам­
нинг купи билан сано^ли ^исмини уз ичига ол -ади. Фараз 
^илайлик,

бл , 6 ,, . . . , 6. , . . .  (2)* 1 ta in
ана шундай рационал орали^лар кетма-кетлмиш: ги булсин.

Натижада, 6.1-теоремага мувофи^, (2) ке' зма-кетлик-
даги ^амма рационал орали^ларда Е  тупла\---- анинг купи
билан сано^ли ^исми ётади.

Е  тупламнинг ^ар бир цую^ланмаслик н ук;таси (2) 
кетма-кетликдаги рационал орали^ларнинг бир^^» ига албат- 
та киради ва бу оралицларнинг jqap бирида Е  -^^иг^упламнинг, 
купи билан сано^ли элементлари ётади.*

15.4-т е о р е м а. %ар цандай Е  тупламни/■ г щюцла- 
ниш нуцталаридан иборат туплам "мукаммал туплам бу­
лади.

И с б о т .  Е  тупламнинг цую^ланиш ну!угал£ п ридан ибо­
рат тупламни Q билан белгилаймиз.

Аввало, Е  туплам чекли ёки сано^ли бу-тн *я, у ^олда 
Е  туплам бирорта ^ам ^ую^ланиш ну^тасиг -а эга була 
олмайди. Демак, Q буш туплам булади, буш туплам эса
мукаммал тупламдир.

Энди Е  туплам санок;сиз булсин. Теорег »-1ани исбот 
^илиш учун Q нинг ёпик; эканини ва узнда зи ^члигнни ис­
ботлаш керак.
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Дастлаб Q тупламнинг ёпиц эканлигини исбот ^иламиз. 
х0 ну^та Q тупламнинг ихтиёрий лимит ну^таси ва (х', х ") 
унинг ихтиёрий атрофи булсин, деб фараз цилайлик. 
У ^олда (х', х") орали^да Q нинг >̂еч булмаганда битта 
£ ну^таси булади ва бу нуцта Е  туплам учун цую^ланиш 
ну^таси булади; демак, g ну^танинг ихтиёрий атрофида 
ва шу жумладан, (х', х") орали^да Е  тупламнинг сано^- 
сиз элементлари мавжуд.

Бундан куринадики, х0 ну^та Е  туплам учун цую^ланиш 
нуцтаси, яъни x0£Q. Демак, Q ёпи  ̂ туплам.

Энди Q нинг узида зич туплам эканини исбот ^иламиз. 
Q узида зич булмасин, деб фараз ^иламиз. У ^олда Q 
тупламнинг биронта go ёлгиз ну^таси булади. Бир томон- 
дан g0 нинг шундай (х', х ") атрофи мавжудки, бу атроф- 
да Q нинг go дан бош^а бирорта )̂ ам ну^таси булмайди. 
Аммо, иккинчи томондан, g0 ну^та Е  тупламнинг ^ую^- 
лзниш ну^таси булганлиги учун унинг атрофида, шу 
жумладан, (х', х") орали^да Е  тупламнинг сано^сиз к;исми 
ётади. Линделёф теоремасига мувофи^ Е  тупламнинг 
(х х " )  орали^даги цуюцланмаслик ну^талари купи билан 
сано^ли тупламни ташкил этади; демак, (х', х ") орали^да 
Е  нинг кугснуганиш ну^талари туплами сано^сиз, яъни go 
ну^танинг ихтиёрий (х', х ") атрофида Q тупламнинг 
сано^сиз ^исми ётади. Бу натижа эса ю^оридаги фарази­
мизга зид. Демак, Q узида зич туплам экан.*

15.3 ва 15.4-теоремалардан ^уйидаги теорема бевоси­
та келиб чикади.

15.5- теорема (Кан  тор-Бендиксон). >{ар цандай ёпщ 
Е  тупламни Е  = Q\] М куринишда ёзиш мумкин. Бу ерда 
Q туплам Е  нинг \амма цуюцланиш нукталаридан иборат 
булган мукаммал туплам, М эса Е  нинг цуюцланмаслик нук,- 
таларидан иборат булган саноцли туплам.

2 - т а ъ р и ф .  Агар Е  тупламни иккита ёпиц, буш бул­
маган ва узаро кесишмайдиган тупламларнинг йигиндиси 
шаклида ёзиш мумкин булмаса, Е  тупламни титаш туплам 
дейилади.

15.6- т е о р  е м а. Сегмент туташ тупламдир.
И с б о т .  Ихтиёрий \а, Ь] сегмент берилган булсин.

Бу сегментни туташ булмаган туплам деб фараз ^иламиз. 
У ^олда таърифга мувофи^ уни

[a, b] = F1U F i (F1r)Fi = 0 )
куринишда ёзиш мумкин; бунда Fx ва F2 тупламлар ёпиц, буш 
булмаган тупламлар.

а ну^та Fy тупламнинг элементи ва £ ну^та F 2 тупламнинг
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цуйи чегараси булсин. Агар 1 = а булса, у хрлда l£ F lt аммо
I  нуцта F 2 тупламга цам киради, натижада: Fxf \ F ^  0> бу 
эса шартимизга зид.

Агар \ ф а  булса, у з̂ олда [а, I) ярим оралиц бутунлай 
F1 тупламга киради; бундан эса £ нуцта [а, £) ярим оралиц- 
нинг лимит нуцтаси ва демак, Fj нинг >;ам лимит нуцтаси 
эканлиги келиб чицади. Яна шартимизга зид булган F1p:F 2¥*0 
натижага келдик*.

16- §. Ички нуцталар ва очиц тупламлар

Энди ёпиц тупламлар билан узвий богланган очиц 
тупламларни урганишга утамиз.

1-т а ъ р и ф .  Агар | нуцтани уз ичига олган ва Е  
тупламга бутунлай кирган (х', х ") оралиц мавжуд 
булса, | нуцта Е  тупламнинг ички нуцтаси дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар Е  тупламнинг %амма нуцталари 
ички нуцталардан иборат булса, у %олда Е  туплам очиц 
туплам дейилади. Буш тупламни %ам очиц туплам деб %и- 
соблаймиз.

М и с о л л а р .  1. Дар цандай (а, Ь) оралиц очиц туп­
ламдир.

Дацицатан, | £ (а, Ь) булсин. Ушбу с = min (£— а , Ь — £) 
белгилашни киритамиз. У  цолда £ нуцтанинг (с — с, £ + с) 
атрофи (а, Ь) оралицда бутунлай ётади. Бу эса £ нинг (а, Ь) 
оралиц учун ички нуцта эканини курсатади. £ нинг ихтиёрий- 
лигидан (а, Ь) оралицнинг очиц туплам эканлиги келиб чицади.

2. Дамма з̂ ациций сонлар туплами очиц туплам цосил ци* 
лад и.

3. [а, Ь] сегмент очиц туплам з̂ осил цилмайди. Хацицатан, 
£ = а£[а, Ь] нуцтани олиб, унинг ихтиёрий (а —  е, а +  е) ат- 
рофини олсак, бу атрофнинг а дан чапдаги нуцталари [а, Ь\ 
сегментга кирмайди. Демак, а нуцта [а, b] сегментда була ту- 
риб, унинг учун ички нуцта була олмайди.

16.1-теорема. Сони ихтиёрий бдлган очиц тупламлар­
нинг йигиндиси %ам очиц тупламдир.

И сб о т .  G = ( j G .  туплам очиц GP тупламларнинг hhfhh-

диси булсин (Г ихтиёрий цувкатга эга булган туплам). G туп­
ламнинг ихтиёрий х элементи шу тупламнинг ички нуцтаси 
эканлигини курсатсак, теорема исботланади.

Модомики, x£G экан, демак, х нуцта Ĝ  тупламларнинг 
биронтасига киради. G^ шу тупламларнинг бири булсин: x£G^
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Gg очи  ̂ туплам булганлиги учун шундай (а, (5) орали  ̂
ки, х£(а, Р) ва бу оралик; бутунлай G. га киради. 
ак, (a, P)crG ва х ну^та G тупламнинг з̂ ам ички ну̂ - 
лади.*
-теорема. Сони чекли очщ тупламларнинг купайт- 

~>чщ тупламдир.П
И е = б о т .  Р  — П Gk туплам очи  ̂ G* тупламларнинг купайт- 

k = [

улсин. Агар Р  буш туплам булса, у з̂ олда таърифга биноан 
туплам. Энди Р  буш булмаган .\олни курамиз. Бирор х0£Р 
тни оламиз. Купайтманинг таърифига мувофиц, x0£Gk (k =

. . .  , п) ва з̂ ар бир k = 1, п учун шундай (ak, Pft) 
топиладики, х0£ (ak, Pft) ва бу оралик, бутунлай Gk туп- 

киради.
ди а  = шах (av а2, . . . , ап) ва р = min (Р^ Р2.........Р„)

сонлар ни олиб, (а, Р) орали^ни тузамиз. Бу оралиц учун цу- 
йидагсс= муносабатлар бажарилади:

х0£(а, р) с:(аА, РА) с: Gk (fc = 1, 2, . . . , п).

Де:
нуцтас 

И с 
учун 

М ее

1мак, (а, Р) с: П Gk = Р  ва х0 ну^та Р  тупламнинг ички 
*=1

гидир.,
з о ^ .  Сони чексиз очи^ тупламларнинг купайтмаси
а-еорема уринли эмас.
эсалан,

+  -М  (л = 1, 2, . . .)

тупла мларнинг з̂ ар бири очи^ туплам, лекин уларнинг 
купай тмаси

G =  П С  = 2 ’

епи^ '■ 
16_ 

унинг 
И с  

з̂ олда 
жуд- 
танинг

гупламдир.
_3- т е о р е м а .  Агар G туплам очиц булса, у %олда 

CG тулдирувчиси ёпи% туплам булади.
^ б от. CG тупламни ёпиц эмас деб фараз ^илайлик. У  

унинг узига тегишли булмаган х0 лимит нуи,таси мав- 
Цемак, x0£G. G очиь* туплам булганлиги учун х0 нуи,-

шундай (а, Р) атрофи мавжудки, бу атрофнинг з̂ амма 
нуцта/^^пари G тупламга киради. Бундан куринадики, (а, Р) ора-
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лщда CG тупламнинг бирорта хам элементи йук бинобарин
х0 нукта CG тупламнинг лимит нуцтаси була олма —йди. Бу эса 
фаразимизга зид.*

16.4-т е о р е м а. Агар F  ёпиц, туплам. бй я.г.п унинг CF
тулдирувчиси очиц туплам булади.

И с б о т .  CF  тупламнинг ихтиёрий Хо ну^та---- сини олиб,
унинг ички нуцта эканлигини курсатамиз.

F  ёпиц туплам булганлиги учун х0 ну^та нинг ли­
мит ну^таси була олмайди. Шунинг учун Хо лу^тани уз 
ичига олган ва F  тупламнинг бирорта ^ам ну д^тасини уз 
ичига олмаган {х', х ") оралиц мавжуд. Дема**=~— к, бу ора-
лицнинг з^амма ну^талари CF тупламга кирад_____ и, яъни Хо
ну^та CF  тупламнинг ички ну^таси булади.,

Е  чегараланган туплам ва a = inf Е  ва b = е  
син. У з̂ олда 5= [а, b] сегмент Е  ни уз ичига 
к и ч и к  с е г м е н т  дейилади.

16.5-т е о р е м а. Агар F  чегараланган ёпь- 
булиб, S=  [а, Ь\ уни уз ичига олган энг киче, 
булса, у \олда CSF  = [a, b] \  F туплам очищ бул 

И с б о т .  Ш у параграфдаги 1-мисолга асос 
орали^ очи^ ва 16.4- теоремага асосан эса CF  т 
очи^.

Энди теореманинг исботи 16.2- теоремага асосан у- 
= (а, Ь) П CF  айниятдан бевосита келиб чикади. Б^ 
исботлаймиз. Айтайлик, x0£CsF  булсин, у з̂ олда х .̂

=up Е  бул- 
олган эн г

-щ  туплам 
~ ik  сегмент 
мди.

zzan (а, Ь)
уплам з$ам

-’■шбу CSF=  
-у айниятни 

£ F  булади.
13.13- натижага асосан a£F ва b£F булганлиги учу и х0¥=а ва 
х0ф Ь  муносабатларга эга буламиз, яъни х0£(а, I  —»)■ Иккинчи
томондан эса x0£CF. Демак,' х0£(а, b) fl CF. ______

Аксинча, х0£(а, Ь) П CF  булсин. У  з̂ олда х0£ (а, ва x0£CF
муносабатларга эга буламиз. Бундан x0£F булиб, £CSF  эка-
ни келиб чикади.*

16.6-натижа .  Агар очщ G туплам [а, Ъ] с^  
щеми булса, у %олда [a, b]\G туплам ёпс. 
агар ёпиц F  туплам (а, Ь) ораликнинг цисми булс- 
(a, b ) \ F  туплам очщ булади.

И сбот .  Бу фикрларнинг исботи 16.5-теорема_____ даги каби
ушбу [a, b]\G = [a, b]ftCG ва (a, b )\F  = (а, Ь) П < айният-
лардан келиб чикади.*

И з о з$. Агар F  ёпи  ̂ туплам булиб, [а, Ь] сегмс =?нтда жой­
лашган булса, у холда [a, b ]\F  туплам ёпи̂  х;ам, .очик; з̂ ам 
булмаслиги мумкин.

Масалан, F =  [— 1, 1], [а, Ь\ = [—2,+2] булси н, у з̂ олда 
[a, b ]\F  =  [— 2 ,— 1)U(1, +  2] туплам ёпик; х,ам эмас, очик;
г̂ ам эмас, чунки — 1 лимит ну^та булиб, бу туплау^^^ита кирмай-

-гментнинг 
zuk, булади! 
га, у хрлда
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ди, — 2 нуцта эса бу тупламга тегишли-ю, аммо бу туплам­
нинг ички нуцтаси эмас.

17- §. Чегараланган очиц ва ёпиц тупламларнинг 
тузилиши

Чегараланган очиц ва ёпиц тупламларнинг тузилиши- 
ни урганиш келгуси боблар учун катта ацамиятга эга._
__Очиц G туплам берилган булсин. Агар (а, Р) c=G ва а 6 G,

P£G булса, (а, р) оралиц G тупламни т у з у  вчи оралиц де­
йилади.

17.1-теорема. Очиц G тупламнинг турли тузувчи 
(о ,̂ pj) ва (а2 Р2) оралщлари умумий нуцтага эга эмас.

Исбот. (а,, Рх) ва (а2, Р2) оралицлар турли (яъни а 1 Ф  а2, 
Pi ф  Р2 муносабатларнинг камида бири уринли) булиб, умумий 
£ нуцтага эга булсин. У з̂ олда j

«1<5<Рх. о ,< 5 < р а
тенгсизликлар уринли булади. Бу тенгсизликлардан а2<?< 'Р1, 
а1< |< Ср2 тенгсизликлар бевосита келиб чицади. Бунда икки 
^ол булиши мумкин:

аг <  ai ёки а2 >  «!•
Агар а2 <  ax булса, у з̂ олда a1£(or2, P2)cG , бу муносабат 

эса бажарилиши мумкин эмас, чунки ax£G. Зиддият келиб 
чицди.

Агар а2 >  булса, у з̂ олда а2£(аг рх) с: G; бу муносабат 
з̂ ам бажарилиши мумкин эмас, чунки а2 £ G; яна зиддият ке­
либ чицди.*

Бу теоремадан бевосита цуйидаги натижа келиб чицади.
17.2-натижа. Агар очиц Q тупламни тузувчи 

иккита оралиц умумий нуцтага эга б$лса, у %олда бу 
оралицлар бир-бирига айнан тенг булади.

17.3-н а т и ж а .  Буш булмаган очиц G тупламни 
тузувчи турли оралицлар системаси чекли ёки саноц- 
лидир.

И с б о т .  Дацицатан з̂ ам, агар цар бир тузувчи ора- 
лицдан биттадан рационал нуцта олинса, у цолда бу 
нуцталардан тузилган М туплам купи билан саноцли 
булади ва G ни тузувчи турли оралицлар системаси М  
билан узаро бир цийматли муносабатда булади*.

17.4-те о р е м а. Агар G буш булмаган очиц ва че­
гараланган туплам булса, у %олда G нинг %ар бир нуцтаси 
G ни тузувчи бирорта оралицца киради.
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Исбот.  а ну^та G тупламнинг ихтиёрий элемента булсин. 
Ушбу F  = [а, +  оо) ПСС тупламни тузамиз. [а, + оо) ва CG туп­
ламларнинг з̂ ар бири ёпик; булганлиги учун F  туплам з̂ ам ёгащ. 
F  тупламнинг тузилишидан унинг цуйидан чегараланганлиги 
Еа буш эмаслиги куринади. F  нинг цуйи чегарасини а билан 
белгилаймиз; 13.13-натижага асосан a£F, чунки F  ёпиц туп­
лам. Сунгра а> а, чунки а ва ундан чапдаги з̂ амма ну^талар 
F  тупламга кирмайди.

Бундан таш^ари, [я, a) cr G. Акс з̂ олда, яъни [a, a) cr G 
булмаганда, шундай Ь иук,та мавжуд булардики, Ь£[а, а) ва 
b£ G муносабатлар уринли булади. Бу муносабатлардан курина­
дики, b£F  ва b<Za, сунгги тенгсизлик а  нинг F  учун цуйи 
чегара эканига зид.

Натижада, а  учун

а > а ,  а £G, [a,a)czG (1)

муиосабатларнинг з^аммаси уринли эканлиги курсатилди.
Худди шунга ухшаш, цуйидаги муиосабатларнинг з̂ ам- 

масини ^аноатлантирадиган р ну^танинг мавжудлиги кур- 
сатилади:

Р < а ,  рёб, (P,a]c=G. (2)

Бунинг учун F  = (— оо, а] П CG тупламни тузиб, юкрридаги- 
га ухшаш муло^азалардан фойдаланиш керак.

(1) ва (2) муносабатлардан (р, а) орали  ̂ G нинг тузувчи 
оралиги ва а £ (Р, а) эканлиги куринади.*

Бу теоремадан бевосита ^уйидаги натижа келиб чи^ади:
17.5- натижа. G очиц, чегараланган ва буш булмаган 

туплам булиб, (а, р) орали% G га бутунлай кирган булса, 
у %олда G нинг тузувчи оралиц.лари орасида (а, р) оралиц- 
ни бутунлай уз ичига олган оралиц мавжуддир.

17.6-те о ре ма. Чегараланган %ар а̂ндай̂  очиц й ( ф 0 )  
тупламни G = U k 8k, 8k =  (ak, Pft) (ak £G, Pft £ G) куринишда 
ёзиш мумкин; бу ерда bk лар G нинг тузувчи оралщлари 
 ̂k П §k’ ~  0  (агаР k Ф  k' булса) ва bk оралщлардан иборат 

система Kijnu билан саноцли булади.
Теореманинг исботи 17.5-ва 17.3-натижалардан бевоси­

та келиб чи^ади.
Энди буш булмаган, чегараланган, ёпи^ тупламларнинг 

тузилишини текширишга утамиз.
F  чегараланган ёпи  ̂ туплам булиб, 5 = [a, b] уни уз ичи­

га олган энг кичик сегмент булсин. У  з̂ олда 16.5- теоремага
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асосан, CSF  очиц туплам булади. Агар CSF  буш булмаса, ун- 
га 17.6-теоремани татбиц цилиш мумкин. Натижада цуйидаги 
теоремага келамиз.

17.7-т е о р е м а. %ар цандай чегараланган ёпиц F  
туплам ё сегментдир ёки бирор сегментдан сони чекли 
ёхуд саноцли оралицлар системасини чицариб ташлаш 
натижасида %осил булган тупламдир.

Шуни айтиш керакки, чицариб ташланган ораликлар- 
нинг чегара нуцталари F  тупламда цолади.

Аксинча, бирорта сегментдан сони чекли ёки саноцли 
оралицлар системасини чицариб ташлаш натижасида з̂ о- 
сил булган туплам ёпицдир.

Очиц CSF  тупламнинг тузувчи оралицларини F  тупламни 
тулдирувчи оралицлар деймиз.

Юцоридаги мулоцазалардан куринадики, чегараланган 
ёпиц Р ( Ф 0 )  тупламнинг з̂ ар бир ёлгиз нуцтаси ё икки 
тулдирувчи оралицнинг умумий чегараси булади ёки а 
ва b нуцталарнинг бирортасига тенг булади.

Бундан цуйидаги натижа келиб чицади.
17.8-н а т и ж а .  %ар цандай чегараланган мукаммал 

Р  (ф  0 )  туплам ё сегментдан иборат, ёки бирорта сег­
ментдан узаро кесишмаган, умумий чегара нуцтага эга 
булмаган ва чегаралари шу сегментнинг чегараларига 
тенг булмаган; сони чекли ёки саноцли оралицларни чи­
цариб ташлаш натижасида %осил булган тупламдан ибо­
рат.

Энди Д„=[0,1] сегментни олиб, унинг устида цуйидаги 
амалларни бажарамиз.

сегментлар з̂ осил булади. Бу сегментларнинг з̂ ар бирини яна 
уч цисмга буламиз хамда уларнинг урта цисмлари булган

18-§. Кантор тупламлари

1 2Аввал бу сегментни —  Еа —  нуцталар билан уч цисмга 3 3

Г 1 1 Г 2чицариб ташлаймиз. Натижада Д00 =  0, —  ва [Д01 =  — ,1
3 1 3

www.ziyouz.com kutubxonasi



± 2 . _z A  
27 27 27 27

11 20 
27 27

3 S
2 7 A  1 

9

*■ >

7- шакл.

сегментлар з̂ осил булади. Бу сегментларнинг з̂ ар бирини яна 
тенг уч цисмга булиб, мос равишда урта цисмлари булган 4 та 
оралицни чицариб ташлаймиз; натижада 8 та сегмент з̂ осил 
булади. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз (7- шакл). k- 
амал натижасида 2'г та сегмент з̂ осил булади. Уларни Д1(. .. ik
орцали белгилаймиз (бунда is = 0,1; s = 1 ,k).

Натижада До = [0,1] сегментдан ушбу

очиц туплам чицариб ташланган булади. 17.8- натижага муво- 
фиц долган Р 0 = A„\G0 туплам мукаммал тупламдир.

G0 ва Р 0 тупламлар Кантор тупламлари дейилади.
18.1- т ео р е м а. Ро туплам саноцсиздир.
И с б о т .  Ро туплам саноцли булсин, деб фараз цилай- 

лик; у з̂ олда Р 0 туплам

куринишда ёзилади. Бунда икки з̂ ол булиши мумкин: х1 нуц­
та ё Д00 да, ёки Д01 да ётади (Дit ̂  сегментлар юцорида
киритилган); х1 нуцта ётмаган Дог сегментни стх билан белги­
лаймиз. CTj га кирувчи з̂ амда х2 ни уз ичига олмаган Д0,у сег­
ментни а.2 билан белгилаймиз ва з̂ оказо. Натижада бир-бири- 
нинг ичига жойлашган з̂ амда n-си хп нуцтани уз ичига ол­
маган

сегментлар кетма-кетлигига эга буламиз. 13.10-теоремага асо­
сан буларнинг умумий цисми буш эмас з̂ амда Р 0 тупламнинг 
ясалишига кура бу умумий цисм Р 0 га тегишли. Демак, уму­
мий цисмнинг барча элементлари (1) кетма-кетликда учраши 
керак, масалан, умумий цисмнинг у элементи (1) кетма-кетлик­
да n-уринда учрасин, яъни у = хп. Аммо ап нинг ясалишига

(1 )
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кура х— :п ну^та оп га кирмайди, демак, умумий кием га з̂ ам кир- 
майди. Зиддият келиб чицди.*

Эн;__ ди G0 ва Ро тупламлар элементларининг арифметик
хоссас^ини берамиз. Бунинг учун сонларнинг учли каср 
шакл1̂ ида ёзилишига мурожаат ^иламиз.

М ^иълум ки1, (0,1) сегментдаги з̂ ар бир сонни цуйида- 
ги у ч л ^ и  каср шаклида ёзиш мумкин:

О, ах а2 . . .  ап . . .  (а,- = 0, 1,2; 1 = 1, 2, . . .).

Лекин (t = 1, 2; k=  1, 2, . . .) куринишдаги сонларни
(яъни юцоридаги амалларни бажаришдаги булиш нуцта- 
лариг^^  мос сонларни) учли каср сифатида икки хил кури­
нишда__  ёзиш мумкин:

j |0, 0 . . .  0 1 0 0 0 0 . . .

= 0, 00‘Г.' .0  2 2 2 2 . . .
1  к (2)
ГО, 0 . .  . 0 2 0 0 . . .

*  Н  о, 0 .*. .'о 1 2 2 2 . . .
Т-i

Бу ик:^ки куринишдан бир разами учрамайдиганини цабул 
цилам^из. Бош^а з̂ ар цандай сон учли каср шаклида бир­
гина к  уринишда ёзилади.

Ю к: ори даги амалларни бажаришда Д0 = [0, 1] сегментдан
—, ] орали^ни олиб ташлаган эдик; ягни биринчи амал

натижа— сида [0, 1] сегментдан шундай сонлар олиб ташландики, 
уларни ̂ « г  учли каср шаклидаги ёзувида биринчи учли разами
бирга тии-енг, иккинчи амални Сажарганимизда Дсо=|о, ва

0̂1 — 2 1 сегментлардан тегишлича^-^-, -J-Y ) ора-
.  3

лик;лар ни олиб ташлаган эдик, яъни иккинчи амал натижасида 
шунда^ = 1  сонлар олиб ташланадики, уларни учли каср шаклида 
ёзгани!\_^1изда иккинчи учли разами бирга тенг булар эди ва ур- 
казо. ^ s -амал бажариш натижасида [0,1] сегментдан шундай 
сонлар олиб ташланадики, уларни учли каср шаклида ёзгани- 
мизда A-учли разами бирга тенг булади. Демак юк,оридаги 
амаллау^гэни бажариш натижасида [0, 1] сегментдан бирорта уч­

1 Ссг=>нларни учли, умуман р ли касрларга ёйиш з^а^ида 64- § га 
царанг.
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ли разами бирга тенг булган а̂мма сонлар чицар иб ташлан- 
ган булади.

Агар [0,1] сегментдан олинган ихтиёрий х соннинг 
бирор учли каср разами бирга тенг булса, у G 0 тупламга 
киради, акс ^олда у сон Ро  тупламга кирад^=-1, яъни P q 
тупламга кирган сонларнинг учли ра^амлари (=фа^ат 0 ва
2 дан иборат.

18.1-теоремадан ани^роц булган цуйидаг=и теорема 
уринли.

18.2- т е о р е м а .  Р а туплам континуум цуввс=1тга эга. 
И с б о т .  [0,1] сегментдаги ^ар бир сонни у или касрга

ёйиш мумкин булганидек, бу сегментдаги ^ар бир сонни 
иккили касрга ёйиш мумкин:

* = 0, г\ i2 . . .  in ..  . ; is = 0, 1.
Аксинча, бу куринишдаги >;ар бир иккили касрга [0, 1] даги 
битта нуктани мос 1̂ уйиш мумкин. Унли касрдаги каби [0, 1]
даги —  куринишдаги сонлар икки усул билан, ^oj— 1ган сонлар
эса бир усул билан иккили касрга ёйилади.

Иккинчи томондан, ю^орида курсатилганидек, Р 0 туплам­
нинг ^ар бир элементини цуйидаги учли каср та к  лица ёзиш 
мумкин:

2 = 0, А /, . . .  /„ . . . ;  /5 = 0, 2.
Аксинча, бу куринишдаги ^ар бир учли касрга Р0 нинг битта

Nну^таси мос келади; Р 0 даги ну^талар икки ~^ /̂сул билан,
долган нук;талар эса бир усул билан учли касрга ёйилади.

Энди [0,1] сегмент билан Р 0 орасида узар<— ) бир ций- 
матли мосликни урнатамиз; [0,1] сегментдан ии кки ли  каср 
шаклида ёзилган

х = 0, i2 . . .  in . .  .
нуктани олиб, унга Ро тупламнинг цуйидаги = э лементини 
мос цуямиз:

2 — 0, ]\ /а . . . /„ • • • |
бу ерда js =  0, агар is = 0 булса ва js =2, агар s s = 1 бул­
са. Бундан, [0,1] сегмент континуум ^увватга Э1-- а булгани
учун Р 0 тупламнинг ^ам континуум ^увватга эга^этиги келиб 
чицади.*

МАШК,  У Ч,У Н MJA'CjA'JI А Л А Р
1. Бирор Е  туплам ва унга тегишли булмагаив 2 нуцта 

берилган булсин. Е  тупламдан s ну^тагача булг— ан масофа 
р (|, Е ) деб, р(2, х) (х£Е) сонларнинг к;уйи чегаря^зсига айти-
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лади, бу ерда р(|, х) сон £ нуцтадан х гача булган масофа. 
р(£, Е ) соннинг нолга тенг булиши учун £ нуцта Е  учун ли­
мит нуцта булиши зарур ва кифоялигини исботланг.

2. Е  ёпиц туплам булиб, Е унга тегишли булмасин. У  о̂л- 
да шундай х£Е нуцта мавжудки, унинг учун р(£, х) = р (с, Е) 
тенглик уринли булади. Шуни исботланг.

3. Саноцсиз тупламнинг камида битта цуюцланиш 
нуцтаси мавжудлигини исботланг.

4. К, М, N  тупламларнинг цуюцланиш нуцталари туп- 
ламларини мос равишда К 0, М°, №  орцали белгилаймиз. 
Агар K —M\JN булса, K ° = Mo\jNO тенгликни исботланг.

5. Дар цандай ёпиц туплам сони саноцли очиц туп­
ламларнинг купайтмасига тенглигини исботланг.

6. (а, Ь) интервалнинг сони саноцли узаро кесишмай­
диган ёпиц тупламларнинг йигиндисига тенг була олмас- 
лигини куреатинг.

7. [0,1] сегментни ^адларининг сони континуум цув- 
ватга эга булган ва узаро кесишмайдиган мукаммал туп­
ламларнинг йигиндисига ёйинг.

8. Шундай М  туплам тузингки, M w ф М {п + х\ п — 0, 
1, 2, . . .  тенгсизлик уринли булсин.

9. Шундай М  туплам тузингки, М ^ ф М и + 1\ i = 0,1, ..., 
п, аммо М [1+Х) = 0 , булсин.

10. Борель — Лебег теоремасига тескари теорема урин- 
лими? Яъни агар F  тупламни цоплайдиган чексиз оралиц­
лар системасидан уни цоплайдиган чекли цисм система­
сини ажратиш мумкин булса, F  ёпиц ва чегараланган 
туплам буладими?

11. М "  туплам [0,1] даги барча рационал нуцталар 
тупламидан иборат буладиган М  туплам мавжудми?

12. [0, 1] да умумий нуцтаси булмаган шундай иккита 
Мх ва УИ2 туплам топилсинки, уларнинг ^ар бири [0, 1] нинг 
^амма ерида зич, континуум цувватга эга ва М х\] М й =  [0,1] 
тенгликни цаноатлантирсин.

13. [0, 1] да шундай узаро кесишмайдиган М 1у М 2, . . . ,
ОО

М , . . . тупламлар топилсинки, U М ; — [0,1] булиб, уларнинг
i=i

з̂ ар бири [0, 1] нинг л,амма ерида зич Еа континуум цувватга 
эга булсин.

14. [0, 1] ни цуйидаги куринишда ёзиш мумкинми:

[0, 1] =^U M t, M i D M . — 0, i^ j ,  M L = M iy M t-¥= 0  ?
15. Масалани цуйишдан илгари цуйидаги усул билан 

Q гупламни ясаб оламиз:
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Д0 = [О,1] сегментни олиб, унинг устида ^уйидаги амал-
ларни бажарамиз. Аввал бу сегментни— , — , —  ва —  ну^-

5  5  5  5

талар билан беш ^исмга булиб, ундан A  j оралик,ни олиб
4

О,ташлаймиз. Натижада Д00 = 
лар з̂ осил булади. Д, 
тенг беш ^исмга буламиз, улардан

ва Д01 = 1 сегмент-
aqq ва Д01 сегментларнинг з̂ ар бирини яна 

1 4  \  / 2 1  2 4  \

. 2 5  ’  2 5  )  Ю  I  2 5  ’  2 5  )  ° Р а  

лшуюрни олиб ташлаймиз. Натижада

Дооо — О, ^  1- Доо! -
‘ 4  1 ’ д ' 4  2 1  '

. 2 5  ’  5  .
> ^ 0 1 0  —

.  5  ’  2 5  .
Дон —

- [ S ' 1)
сегментлар з̂ осил булади. Бу сегментларнинг з̂ ар бирини 
яна тенг беш ^исмга булиб, улардан тегишлича 4 та ора- 
ли^ни олиб ташлаймиз; натижада 8 та сегмент з̂ осил 
булади. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. Юцорида- 
ги жараённи давом эттириш натижасида До= [0,1] сег­
ментдан ушбу
G = и

/ 1 0 1  1 0 4  

Ц  5 3  ’  5 3

т
и I 5з ’ 53 U . . . — очи  ̂ туплам олиб ташланган

булади. К,олган A0\ G  тупламни Q билан белгилаймиз. Q му­
каммал туплам эканлигини курсатинг.

16. З̂ ар ^андай туташ ну^тали туплам ё сегмент ёки 
интервал ёки ярим сегмент ёки тугри чизи^ ёки нуцта 
булишини исботланг.

III б о б

ТУПЛАМНИНГ УЛЧОВИ ВА УЛЧОВЛИ 
ТУПЛАМЛАР 1

Тугри чизивда бирор (а, Ь) орали^ (ёки сегмент) бе­
рилган булса, бу орали^нинг (сегментнинг) узунлиги ёки 
улчови деб, одатда, b—а сонга айтилади. Энди тугри < 
чизи^даги ихтиёрий ну^тали туплам учун улчов тушун­
часини киритиш масаласи тугилади. Тупламнинг улчови 
тушунчасини турлича киритиш мумкин; улчов тушунчаси
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узунлик тушунчасини умумлаштириш натижасида келиб 
чиццан. Улчов назариясини француз математиклари
Э. Борель, К. Жордан ва А. Лебеглар яратганлар.

Бу бобда биз ало^ида ого^лантирмасдан доимо чегара­
ланган тупламлар билан иш курамиз.

19-§. Тупламнинг улчови

Е  чегараланган "туплам ва [я, Ь\ шу тупламни уз ичига 
олган энг кичик сегмент булсин. Фараз ^илайлик, 8Х> б2, . . .  , 
Ьп, . . . сони чекли ёки сано^ли орали^лар системаси булиб, Е  
нинг хар бир х ну^таси бг- (г = 1, 2, . . .) оралицларнинг би- 
рортасида жойлашган булсин. билан б£- орали^нинг узунли- 
гини белгилаймиз. Бундай орали^лар системасини чексиз куп
усуллар билан тузиш мумкин. У  ^олда 2  |i(- йигинди з̂ ам чек-

i
сиз куп цийматга эга булади, аммо чунки ц(-—ора-

i t
ликнинг узунлиги. Демак, У  йириндилар системаси ^уйидан

i
чегараланган ва шунинг учун у ани  ̂ ^уйи чегарага эга.

1-таъриф.  йириндилар системасининг анщ цуйи 
i

чегарасини Е  тупламнинг ташци улчови дейилади ва уни
ц*(Е) билан белгиланади, яъни [»* (£ )= inf 2  И;-

i
19.1-изо^. а) булганлиги учун ц,*(£) > 0  бу-

iлади.
б) (д* (Е) < b — а тенгсизлик уринли; ^а^и^атан, з̂ ар ^андай 

е > 0  учун Ecz (a  — е, Ь + е). Бундан:
jx* (Е) <  b — а +  2 е.

Бу ерда е ихтиёрий булганлиги учун
и*(Е) < b — а.

Ушбу
ц* (Е) = Ь — а — ц* (СЕ) (СЕ =  [а, Ь ]\Е )

сон Е  тупламнинг ички улчови дейилади. (.ц (Е ) 0, чунки, 
СЕ  с : [а, b] ва уз напбатида ц*(С£) < b — а.

Таш^и ва ички улчовнинг бир нечта хоссаларини 
куриб утамиз.

19.2-т е о р е м а. Е  тупламнинг таищи улчови унинг 
ички улчовидан кичик эмас, яъни
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щ £  < v*E.
Исбот.  Аник; цуйи чегаранинг таърифига мувофиц, >;ар 

цандай кичик мусбат г) >  0 сон учун Е  тупламни уз ичига 
олган шундай б1( б2, б3, . . . оралицлар системаси мавжудки, 
ушбу

2 h,-<H*(£) + tj ( 1)
i

(и,- сон 6t- оралицнинг узу или ги)Цтен гсизлик ̂ бажарилади.
Шунга ухшаш, СЕ  тупламни уз^ичига олган шундай 6j ,

6 . . . оралицлар системаси мавжудки, ушбу
2 К - < ^ * (С £ ) + т] (2)
i

((i'- сон б(- оралицнинг ^узунлиги) тенгсизлик бажарилади. { 8(-} 
ва (6'-} оралицлар системасининг тузилишига кура

Е  с  U б, ва СЕ с: (J б'.. 
i 1 £ 1

Демак,
Е  U СЕ = [а, 6] cz ( U 6f) U (U б:). (3)i i

( 1), (2) ва (3) муносабатларга мувофиц:

Ь — а < 2  +  2  < V* (Е ) + (СЕ) +  2г\.
Бундан:

ц* (Е ) = Ь — а — ц* (СЕ) <  (j,* (Е) +  2 т].
Бу тенгсизлик ихтиёрий кичик г] >  0 учун бажарилганлиги 
сабабли, ундан

Н* (Е ) <  (л* (Е ) 
муносабат келиб чицади.*

19.3-те о р ем а. Агар А ва В  тупламлар учун Лег В  бул­
са, у хрлда

ц*(Л)<И*(Я),
И сб о т .  Бу тенгсизликларнинг исботи ухшаш булганлиги 

сабабли уларнинг биринчисини исботлаш билан чегараланамиз. 
•ЛсгВ булганлиги учун В  тупламни цоплайдиган а̂р цандай 
бх, б2, . . .  оралицлар системаси А тупламни ^ам цоплайди. < 
Маълумки, бундай оралицлар системасини чексиз куп усуллар
билан тузиш мумкин. Натижада 2  ц,- йиринди (бу ерда |Л; сон

i
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6 £ орали^нинг узунлиги) чексиз куп ^ийматга эга булади. 
Агар В  тупламни цоплайдиган оралик;лар системаси учун ту­
зилган йириндининг цийматлари тупЛамини В0 билан, А 

i
тупламни цоплайдиган оралицлар системаси учун тузилган
2  ц,- йириндининг цийматлари тупламини А0 билан белгила- 
t

сак, В 0 cz А0 муносабатга эга буламиз. Бундан, апщ ^уйи че- 
гаранинг таърифига асосан, ушбу

ц* (Л) = inf ^  И-; < inf 2  И; = Ц* (В)
•dcUe,- i Bcrll б,- I i i

тенгсизлик келиб чи^ади..
19.4-теорема. Агар чегараланган Е  туплам чекли ёки 

сони саноцли E v £ 2, . . .  тупламларнинг йигиндисидан ибо­
рат, яъни Е  = (J E k брлса, у %олда k

ц* (£ )^ 2 У (£ * ) .k
Исбот.  Аник; ^уйи чегаранинг таърифига асосан ^ар а̂н-

дай е >  0 сон ва з̂ ар бир k натурал сон учун шундай
. . . оралицлар системаси топиладики, E kcz (J б</)" булиб,

!

булади (бу ерда сон б</) орали^нинг узунлиги). б(/’ ора- 
ли^нинг танланишидан на теорема шартидан ^уйидагига эга 
буламиз:

k k j
Бундан

И* (Е ) = inf 2  2  К*’< 2 2  и)*’ < 2  (V* (E k) +
* / к / I

< 2  и* (£*)+<*• к
е ихтиёрий булганлиги туфайли бу тенгсизликдан ушбу 

тенгсизликни оламиз:

и* (£) < 2  !**<£*)••k
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19.5-теорема. Агар чегараланган Е  туплам учун
Е  = U E k, E kf ]E n — 0 , к ф п  булса, у з̂ олда 

k
ш (£) > 2  У* (£*)•к

Исбот.  Теоремани дастлаб иккита туплам учун исботлай­
миз. Фараз цилайлик, Е  — Е г U Е г, Е 1{ ]Е 2 = 0 булиб, Е  туп­
ламни уз ичига олган энг кичик сегмент [а,Ь] булсин. СЕХ= 
=  [a, b ]\E t ва С Е2 = [а, Ь] \  Е 2 тупламларни курамиз.

Дар к,андай е > 0  сон учун шундай {б(-} ва {6'-} оралицлар 
системасини топиш мумкинки, улар учун ушбу

С Ег с: U fi, ва СЕ2 с  У 6J (4)

э̂ амда

^  <  И* (СЕг) +  е ва ^  <  ц* (СЕ2) + е (5)
I /

муносабатлар бажарилади; бу ерда ва ц' сонлар мос равиш­
да б,- ва 6t- орали уларнинг узунликлари. Е х ва Е г тупламлар 
узаро кесишмаганлиги туфайли, СЕг га С Е2 тупламлар (а, Ь) 
оралик;ни к;оплайди:

(а, Ъ) с: СЕг U СЕ*
Бундан (4) муносабатга асосан, ушбу муносабатга эга 
буламиз:

(а, 6) <= ( U вг) U ( U 6}). (6)

6; ва 6'. оралицларнинг кесишмаси П б' з̂ ам орали  ̂ бул­
ганлиги учун (6) муносабатдан ушбу

2  И/ +  2  — 2 ^  (6i П 9  > ь —1а (? )
I I и

тенгсизлик келиб чикади, бу ерда ц (б,- П fij) сон б- П 8- орали -̂ 
нинг узунлиги.

Энди, ушбу
СЕ = С (Е г и Е 2) = СЕ, П СЕ2<=( и б£) n ( и 6.') = U (6t- П 9

( / !•/
муносабатдан^

п б;.)
и

тенгсизлик келиб чикади. Бундан (7) тенгсизликка асосан, 
ушбу
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и* (с е ) < 2  м  п в ;х  2  ^ + 2 1*; -  (ь~ а) 
i■ i i t

тенгсизликни оламиз. Бундан (5) тенгсизликка асосан, 
ушб^-

ц* (С£)< (-1* (СЕу) +  [х* (СЕг) — ф — а) +  2 е 
тенгсизликни оламиз. е> 0  нинг ихтиёрийлигидан эса 

(СЕ) < (С£,) +  ц* (С ^ ) -  (6 -  а) 
тенге излик келиб чицади. Бундан

(Ь-- а) — |х* (СЕ) > (Ь — а) — [х* (С Е ) +  (Ь — а) — fx* (СЕ3)
тенгежзликни олиб, ушбу натижага келамиз:

И* (Е) > Ц* (Ег) +  M £s)- 
Д а р  цандай чекли п учун теорема индукция усули 

орцали исботланади.
оо

Фа раз цилайлик, энди Е  = U Е., Е,- П Е . =  (S, iV=/ булсин.k=\ 1 
Ихтиёрий п натурал сон учун ушбу

= 'J E k 
*=i

белгшьашни киритамиз. Бундан S na E  муносабат келиб чица­
ди. 19 _ 3-теоремага асосан m(Sn) < (х* (Е) тенгсизликка эга бу­
ламиз. Дозиргина исботлаганимизга асосан эса

M S „ ) > ^ V - * (E k)- 
ft=i

Демак,

и * (£ )> 2 ^ (^ }-
*=!

Натирал п сон ихтиёрий булганлиги учун, бундан п~*~ оо да 
ушбу

fx*(Е) > ^ \ 1* (Е к) 
k=\

тенгсизлик келиб чицади.
И з о ^ .  Бу теоремада E k тупламларнинг кесишмайдиган ци-

либ олиниши му^им, чунки, агар £̂  = [0,1], Е г = 2̂
булса, уг  ^олда
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E  = £x U E* = [0, 2], j 
бундан эса = 2. Ленин

M ^ i)  +  M ^ s ) = у .
Энди туплам улчовининг таърифини берамиз.
2-та ъриф (А. Лебег). Агар Е  тупламнинг \i** (Е )  таш- 

ци улчови унинг щ (Е )  ички улчовига тенг булса , у %олда 
Е  улчовли туплам дейилади ва унинг улчовини ц (Е )  билан 
белгиланади, яъни

ц(£) = М £ ) = ц*(£).
Бу таъриф маъносидаги улчовли тупламни (L ) ул- 

човли туплам дейилади. Ю^оридаги мулоз  ̂азалардан 
\i{[a, b ] )= b  — a ва \i( (a, b) ) =b — а тенгл икларнинг 
уринли эканлиги бевосита куринади.

19.6-т е о р е м а. Агар Е  туплам улчовли булса, у 
%олда СЕ %ам улчовли туплам булади.

И с б о т .  Е  улчовли булганлиги учун
ц(£) = щ (£ ) = ц* (£).

Ички улчовнинг таърифига мувофи ,̂
[х* (Е) = b — а — ц* (СЕ) = [х (Е)

ёки
(СЕ) = b — а — ц.* (Е) = Ь — а — ц (£>. (8)

Шунинг сингари
^*(С£) = 6— а — ц*(£) = 6 — а — ц(£) (9)

(8) ва (9) дан
> (С £ ) = ц* (СЕ) = \i*(CE) = b — а — р ( Е )

тенгликлар, яъни СЕ  тупламнинг улчовли эканлиги келиб 
чик;ади.*

М и  со л. Иккинчи бобдан маълумки, сонлар уцидаги 
з̂ ар цандай чегараланган очи^ туплам сони чекли ёки 
саноцли узаро кесишмайдиган бь бг, . . .  орали :цлар систе­
масининг (тузувчи орали^лар системасининг) йигиндиси- 
дан иборат:

G = у

Шунинг сингари з̂ ар ^андай чегараланган ёпит^ F  туплам 
шу тупламни уз ичига олган энг кичик [а, Ь] сег'ментдан со­
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ни чекли ёки саноцли узаро кесишмайдиган б,', б', . . . оралиц­
лар системасини чицариб ташлаш натижасида ^осил этилади]

F=[f l ,6 ]\G ' t (G' =  U б'.).
/

Агарда G очиц ва F  ёпиц тупламлар бир-бирини [а, Ь\ сег- 
ментгача тулдирса, у о̂лда

F= [a ,b ]\G , G= (J б..
I '

Бундан ташци улчов таърифига асосан цуйидагига эга була­
миз:

И*(0) = 2 и * . = ( 10)
i / 

бу ерда [xt- сон 6(- оралицнинг узунлиги.
Шунингдек, ички улчов таърифига асосан:

1̂ * (G) = b — а — (.1* (CG) — Ь — а —ц* (F) = Ь — а —

- < б - « ) + 2   ̂ (1|)

\i*(F) — b — a — n*(CF) =b  — а — ц* (G) = b — a—^jii-
1

(10) ва (11) тенгликлардан fx* (G) = |x*(G) = |x(G) ва щ (F) = 
|х* (F) — |x(F); демак, ^ар цандай чегараланган очиц ва ёпиц 
тупламлар улчовлиj

19.7-теорема (А. Лебег). Е  типламнинг йлчовли булиши 
учун уни

E  = (G U e 1)\e2 (12)
куринишда ёзиш мумкинлиги зарур ва кифоядир, бу 
тенгликнинг унг томонидаги G, еi ва е2 тупламлар 
ихтиёрий берилган г] > 0 сонга мувофиц цуйидагича ту­
зилган: G узаро кесишмайдиган сони чекли оралицлар 
системасининг йигиндисидан иборат, е\ ва е2 нинг %ар 
бири ташци улчови т] сондан кичик булган тупламлар. 
( 12) тенглик бажарилганда цуйидаги муносабат %ам урин­
ли булади:

М- (G) — г) <  [г (Е) <  (j, (G) +  т]. (13)
З а р у р и й  л и г и н и н г и с б о т  и. Е  тупламнинг ул­

човли эканлигидан фойдаланиб, уни (12) куринишда ёзиш 
мумкинлигини курсатамиз. Е  туплам улчовли булгани 
учун:

и (£ ) = М £ )  = к*(£ ).
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Таищи улчов таърифидан фойдаланиб, узаро кесиш­
майдиган шундай 8ь 62, . • ■ орали^лар системасини тузи- 
шимиз мумкинки, булар учун ушбу

2 и (6 ,)< ^ (£ )+ 1 г , (14)
i z

Е  cr. U б; (15)
i

муносабат лар уринли булади.
Бу системадан дастлабки 8Х, б2, . . . , 6П орали^ларнинг

йигиндисини G билан белгилаймиз, яъни

Е  тупламнинг G тупламга кирмаган элементларидан 
иборат булган тупламни е\ билан белгиласак, (15) муно­
сабатга асосан ушбу

е1<= U 6. (16)i>n
муносабатга эга буламиз. Агар G тупламнинг Е  тупламга 
кирмаган элементларидан иборат булган тупламни ег би­
лан белгиласак, G,e\,е2 тупламларнинг тузилишига мувофи^

Е  = (G U ex) V 2
тенглик уринли булади.

G туплам узаро кесишмайдиган п та оралицнинг йигин- 
дисидан иборат булгани учун улчовли туплам булади ва 
унинг улчови

^ (0  = 2 и (б 1-).
1=1

(14) тенгсизликдан ^  ц (б,-) ^аторнинг як,инлашиши келиб чи-

^ади. Бундан берилган ft] >  0 учун п номерни шундай 'тан- 
лашимиз мумкинки, натижада

< 1 7 >
1 > П  Z

тенгсизлик уринли булади. (16) ва (17) муносабатлардан 
эса

ц^ Х т! 
тенгсизлик келиб чикади.
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Фараз ^илайлик, Е  тупламни уз ичига олган энг кичик 
сегмент [а, Ь] булсин. У ^олда 19.6-теоремага асосан 
СЕ=  [а, Ь] \ Е  туплам улчовли булади. Таищи улчовнинг 
таърифидан фойдаланиб, узаро кесишмайдиган шундай 
б/, 82', . . .  орали^лар системасини тузамизки, булар учун 
ушбу

2 fi(6 ;)< K C £ )+ ^ -  1 (18)
i z

ва
СЕ cz U в; (19)

(
муносабатлар уринли булади. (15) ва (19) муносабатлар- 
дан

[а, Ь] = Е\] СЕ ст ( (J б,) U (U  6П 
i i

муносабат келиб чикади. Бундан ушбу

й - а < у И(б1.) +  2 ^ ( б ; ) - ^ ( б» п 9
i I i.i

тенгсизликка эга буламиз. Бунга (14) ва (18) тенгсизлик- 
ларни цуллаб,

6 - a < [*(£) +  -J. +  (i(C£,)+ ;- J—  2 ц (8 , fl 6))
2 2 i.i

ёки

2 ц ( в , П в ; ) < | 1 ( £ ) +  | x ( C £ ) - ( &  — o)  +  ri =  Ti (2 0 ) 
i . i

тенгсизликни оламиз.
ег тупламнинг таърифига мувофиц,

е2 = G Г) СЕ.
Бундан G тупламнинг тузилишига ва (19) муносабатга 
асосан, ушбу

e2 = G nC £cr (U  6t.) П (U б”) cr U (6f U б') 
fi=l / ' i.i 1

муносабатни оламиз. Демак,

|i* (е2) < 2   ̂ Пб!).
i /

Бундан (20) тенгсизликка асосан ц*(е2)< Л  тенгсизлик 
келиб чицади. Зарурийлик исботланди.
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К и ф о я  л и к н и н г  и сб оти .  Энди Е  тупламни (12) 
куринишда ёзишимиз мумкин деб олиб, унинг улчовли 
эканлигини исботлаймиз. G, в\ ва е2 тупламларнинг тузи­
лишига асосан цуйидаги

Е  cr G IJ ех ва СЕ cz CG (J е2, (CG = [a, b]\G)
муносабатлар уринли. Таш^и улчовнинг хоссасига асосан 
(19.4- теорема)

ц* (£) < ji* (G)+ ц*(ех) < (G) +  ri
ва

li* (СЕ) < (х* (CG) + Ц* (e2) < Ц (CG) + rj. (21)
Ички улчовнинг таърифига асосан з̂ амда (21) тенгсизлик­
дан

щ (£) = b — а — ц* (СЕ) > b — а — [х (CG) — т] = |х (G) — т] 
тенгсизликка эга буламиз. Демак,

l-i (G) — л < М-* (Е) < (х*(£)<n(G) +  г].
Бу тенгсизликлар ихтиёрий т}>0 учун уринли эканлиги­
дан ^уйидаги тенглик келиб чи^ади:

ц*(Е) = рф(Е).
Бу эса Е  тупламнинг улчовли эканлигини курсатади. *

20- §. Улчовли тупламлар з а̂цида теоремалар

20.1-теорема.  Агар Е {, Е 2, . . . , £ „  улчовли туплам­
лар булса, уларнинг йигиндиси \ам улчовли туплам булади; 
йитндининг щдлари узаро кесишмайдиган тупламлардан 
иборат булса, йигиндининг улчови цадлар улчовларининг йи- 
гиндисига тенг булади.

И с б о т .  Теорема з^адларининг сони икки тупламдан 
иборат булган з̂ ол учун исбот этилса кифоя, чунки з̂ ад- 
ларининг сони п та тупламдан иборат булган з̂ олни мате­
матик индукция усули ёрдами билан з^адларининг сони ик­
ки тупламдан иборат булган з̂ олга келтиришимиз мумкин. 
Шундай 1̂ илиб, Е х ва Е 2 улчовли тупламлар булсин.
19.7-теоремага асосан, Е i ва Е 2 тупламларни ушбу

Е ! = (Gx и e ',)V ', Е 2 = (G2 и е[)\е2 (1)
куринишда ёзишимиз мумкин. Бу куринишда G\ ва G2 
тупламларнинг з̂ ар бири сони чекли ва узаро кесишмай-
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диган оралицлар системасининг йигиндисидан иборат: 
е\, е'2, е"{ ва ё2 ташци улчовлари г| >0 дан кичик бул­
ган туп-ламлар; ri>0 эса аввалдан берилган ихтиёрий 
кичик сон. Демак,

<  П, (а* (<) <  Л. ^*(̂ [) <11. (х* (е'{) <  Л (2)
(1) тенгликлардан ушбу

е 1 и е 2 = (g , и g2) и (<?; U <) \ — е (3)
тенглик келиб чицади, бу ерда есе " U <?". (3) тенгликдаги G= 
=  Gx (J G2 туплам сони чекли узаро кесишмайдиган оралицлар 
системасининг йигиндисидан иборат.

ТашЦи улчовнинг хоссасидан ва (2) тенгсизликлардан 
цуйидаги тенгсизлик келиб чицади:

И* (е[ U ё\) <  2г), |х* (e'2 U е")< 2г\, ц* (е) <  2г).
Бу тенгсизликлардан 19.7-теоремага асосланиб, Е у [ ) Е 2 туп­
ламни улчовли туплам дейишимиз мумкин. Бундан ташцари:

[I (Gy U G2) — 2г) <  [г (Еу U Е 2) <  ц. (Gy (j Ga) +  2г\. (4)
Энди теореманинг иккинчи цисмини исбот этамиз. 

Ш у мацсадда узаро кесишмайдиган Е\ ва Е 2 тупламлар 
учун ушбу

И (Ei U £а) =
тенгликнинг уринли эканлигини курсатиш кифоя.
Дацицатан ^ам, 19.4-теоремага асосан

[I* (Еу U Е 2) < II* (Еу) +  ц* ( E J  =  \i(Ey) +  ix( E 2). (5)
Шунинг сингари, 19.5- теоремага асосан

V*(Ey U Е 2) (Еу) +  р , (£ ,)= > (£ ,);+ >  (£а). (6)
19.2-’теоремага асосан,

Бундан (5) ва (6) тен гсизликларга 'Гасосан, ушбу
ГМ- ( Е )  +  |х (Е 2) < ц* (Еу U Е 2) < ц(£,) +  \х’( Е 2),

ц (£,)■+>'(£,) < ц* (Еу U ’£ 2) < \i (Еу)]+ У (Е,) 
тенгсизликларни оламиз. Булардан^ (Еу (J Е 2) — U ^г)— 
= |х*(£г U Е 2) = (х (Еу) + |х(£2) тенглик келиб чицади.,.

20.2-теорема. Улчовли Еу ва Е 2 тупламларнинг айир­
маси %ам улчовли тупламдир; агар E 2czEy булса, у %олда

ц (Е у \ Е j) = |х (Еу) —  ц ( Е 2)

булади.
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Исбот. Ушбу
С (E t\ E 2) =* CEr \j Е 3

тенглик уринли1.
Бу тенгликнинг унг томонидаги тупламлар улчовли булгани 

учун чап томонидаги туплам ^ам 20.1-теорзмага асосан ул­
човли булади; E j \ E 2 туплам С(Ех\Е2) тупламга нисбатан тул- 
дирувчи туплам булганлиги учун 19.6-теоремага асосан улчов­
ли булади.

Энди теореманинг иккинчи и̂смини исбот этамиз. Е 2 с : Е х 
булгани учун ушбу

E i =  ( E i \ E J  U Е 3 
тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги Е { \ Е 2 ва Е г 
тупламлар улчовли, узаро кесишмайдиган тупламлар булгани 
учун 20.1-теоремага мувофи ,̂

И (£ i) =  И (E i\ E 2) + Ц (£а).
яъни

ц (E j\ E 2) = ц (Еу) — ц (Е г)
тенгликларни ёзишимиз мумкин.,

20.3-теорем  а. Агар [а, Ь] сегментда жойлашган улчовли 
Е 1г Е 2, . . . , тдпламлар кетма-кетлиги берилган булса, у

ОО

%олда уларнинг йигиндиси булмиш Е  = JJ E i туплам улчовли
булади. Бундан ташцари, агар E i f ]E f =  0 (i Ф  j) булса, 
У ^олда

1=1
Бу тенглик улчовнинг т$ла аддитивлик ёки а- аддитивлик 

хоссаси дейилади.

1 Бу тенгликни одатдаги усул билан исjo t  цилиш мумкин, яъни чап 
томондаги тупламнинг ^ар бир элемента унг томондаги тупламга тегиш- 
лилигини ва аксинча, унг томондаги тупламнинг jqap бир элемента чап 
томондаги тупламга тегишлилигини курсатамиз.

Дар^а^и^ат, х £ С (Е {\Е2) булсин. Бунд1н, х ^ Е {\ Е г, ёки x£Ei ва 
х £Е2, демак, х^СЕу [}Е2 ёки x£Elt демж, х^СЕу бундан x^CEyUE^. На­
тижада С (Е ]\ Е 2) тупламнинг з̂ ар бир-элемзнти СЕу[]Ег тупламга ^ам 
кирар экан.

Энди xQ C E^E i булсин; бундан ё x£CElt ёки х£Ег муносабат ке­
либ чи^ади. Агар х£СЕх булса, у о̂лда х^Еи демак, х £ Е {\ Е 2, яъни 
х Е.С(Е1\ Е 2). Агар л:£Е2 булса, у ^олда х ^ Е {\ Е г, демак, х ^ С (Е {\ Е 2), 
яъни С Ег U Е г тупламнинг ^ар бир элементи С (Я х \Е 2) тупламга ^ам ки­
рар экан.
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И с б о т .  Теоремани аввал E l f\Ej — 0 (i¥=f) ^ол учун ис­
бот этамиз.

Ушбу

А п = к \ Е{
тупламни к,араймиз. Теореманинг шартига кура Ап а Е .  19.3-ва 
20. 1- теоремаларга асосан

ц* (Е ) > щ  (Ап) = (Ап) = 2  И (E i) (7)
t=i

тенгсизлик келиб чикади. (7) тенгсизлик хар кандай п учун 
уринли булганлиги сабабли у п - >  оо да з̂ ам уринлидир, яъни

l i* (E )> f i [ i ( E i). (8)
i=i

Е  тупламнинг тузилишидан ва а̂р бир E i ларнинг улчовли 
эканлигидан 19.4-теоремага асосан

2  ,*(£*) (9)
k= 1

тенгсизликка эга буламиз.
19.2-теоремага мувофи  ̂ (8) еэ (9) дан

2  и (£ *Х М £ )< п * (£ )<  2 о * (£*)
*=1 А=1

тенгсизликлар келиб чицади. Бундан

= (£) = 2 ^ (£'а)

тенгликка эга буламиз.
Бу билан E i fl Е t = 0  (г Ф  /) ^ол учун теорема исбот этил-

ди.
Агар E v Е 2, . . . тупламлар улчовли булиб, умумий нуц-

ОО
таларга эга булса, у ^олда Е  = U E i тупламни ушбу Е  =  Е г U
(J (Е 2\ Е у )  U [(£3\ £ 2)\£ ';1] U . . . куринишда ёзиб, бу ^олни исбот 
этилган ^олга келтиришимиз мумкин, чунки охирги тенглик­
нинг унг томонидаги E v E 2\ E V [(Е3\ Е 2)\Еу\,. . . . тупламлар 
.узаро кесишмайди.*

20.4-теорема. ){ар кандай санокли Ё  туплам улчовли 
ва унинг улчови нолга тенг. .

www.ziyouz.com kutubxonasi



Исбот. Е  саноцли туплам булганлиги учун унинг эле- 
ментларини xlt х2, . . . , хп, . . . кетма-кетлик шаклида ёзи- 
шимиз мумкин. Биргина хк элементнинг узидан иборат булган 
тупламни E k билан белгилаймиз.

У  ^олда

E k туплам, улчов таърифига мувофиц, улчовли булади ва 
унинг улчови нолга тенг (чунки битта нуцтадан иборат туп­
ламни узунлиги исталганча кичик булган оралицца жойлаш 
мумкин). Демак, 20.3-теоремага мувофиц Е  туплам >̂ам ул­
човли булади ва улчови нолга тенг.

И з о Шуни э̂ ам айтиб утиш керакки, 20.4- теоре­
манинг тескариси доимо тугри булмайди, яъни туплам­
нинг улчови нолга тенг булса, бу тупламнинг саноцли 
булиши шарт эмас. Бунинг тугрилигини курсатиш учун 
мисол сифатида Канторнинг Р 0 тупламини оламиз. М аъ­
лумки, Канторнинг Р 0 туплами G0 тупламнинг [0,1] сег- 
ментгача тулдирувчиси ва

Демак, 20.2-теоремага асосан

H(Po) =  |i|[0 ,l]\G 0} = | i { [0 , l ] }~ | i (Go )=  0.
Лекин 18.1-теоремага асосан Р 0 саноцсиз туплам. Курамизки, са- 
ноцсиз тупламнинг улчови ^ам нолга тенг булиши мум­
кин экан.

20.5- т е о р е м а .  [а,Ь] сегментда жойлашган, сони 
чекли ёки саноцли улчовли тупламларнинг купайтмаси 
улчовли тупламдир.

И сбот .  Е 1У Е 2 . . . улчовли тупламлар булиб, уларнинг ^ар
ОО

бири [а, Ь] сегментда жойлашган булсин. Е  = f] E i тупламни 
тузамиз. Маълумки,

С Е  =  (J СЕ: (СЕ = [а, Ь]\Е, СЕ, = [а, Ь]\Е ,). i=i
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Иккинчи томондан, 19.6-га асосан E i туплам улчовли булган­
лиги учун СЕ{ туплам ^ам улчовли. 20.3-теоремага асосан СЕ 
туплам хам улчовлидир. Демак, Е  улчовли, чунки у СЕ  туп­
ламга нисбатан тулдирувчи туплам.*

2 0 .6-теорема. Агар [а, Ь] сегментда жойлашган улчовли 
E 1c z E 2<zi... тупламлар кетма-кетлиги берилган булса, 
у %олда

Ц (.U £,•) = lim |-1 (Еп)
I  —  1 П ~ *  00

тенглик уринли булади.
оо

И сб о т .  Аввало Е  — U Е , ва Е 0 = 0  белгилашларни ки- 
i=i

ритиб, ушбу тенгликни ёзамиз:
Е  = (£Д£о) U (£ ,\£ ,) U (Е 3\ Е 2) U . . .  U (Еп\ Е п_ х) U • • •

Б у  тенгликнинг унг томонидаги { Е ^ Е ^ }  (п =  1,2, . . .) 
тупламлар улчовли ва узаро кесишмайдиган булганлиги учун
20.3-теоремага мувофи ,̂

00

11(E) = ^ ( Е ; \ Е 1_ {)
1

ёки

H(£) = lim 2 i» ( £ , \ £ J .
П — >00 1=1

Аммо 20.2-теоремага мувофи^
и- == и (£,■) — Ц

бундан

=  и (£д).
*=1Демак,

(х (£) == lim ц (£„).*
П —¥  00

20.7-теорема. /4гар [а, 6] сегментда жойлашган улчовли 
Е ,^ ) E 2zэ . . .  тупламлар кетма- кетлиги берилган булса, 
у хрлдс,

И П £ „) =  lim р, (Еп).
П —  1 П —> о о

И с б о т .  Берилган тупламларнинг купа йтмасини £ билан 
белгилаймиз, яъни
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Бундан

СЕ  = U СЕп\
Пж I

£п=э£ п+1 дан СЕп cz СЕп+х муносабат келиб чи^ади. Ундан 
таш^ари, СЕп тупламларнинг а̂р бири улчовли, чунки Е п 
улчовли.

Демак, (C£t-) тупламлар системасига 20.6-теоремани цул- 
лашимиз мумкин:

[х (СЕ) »= lim |i (СЕп).
П->оо

Бундан
b — а — |л (СЕ) = 6 — а — lim ц (СЕп)

П~+ оо

ёки
Ь — а — ц, (СЕ) = lim [& — а — ц. (С£п)]-

П~>оо
Аммо

b — а — [х (СЕ) = fx (£)
ва

b — а — (х (С£п) -  [х (£„)•
Демак,

р,(£) =  и (П  £„) = limf*(£„)•*/1*1 ГС—ЮО
20.8-т е о р е м а (Н . Лузин). Агар Е  туплам улчовли 

булиб, унинг улчови мусбат булса, у холда исталганча 
кичик г)>0 учун шундай мукаммал Р а Е  туплам топиш 
мумкинки, бу туплам учун ушбу

fx (Р) >  jx (£) — г]
тенгсизлик бажарилади.

И с б о т .  Улчовли £  тупламни уз ичига олган энг 
кичик сегмент [ а, b] булсин. С£= [а, Ь ]\ £  туплам з̂ ам 
улчовли булганлиги сабабли 19.7-теоремага асосан з̂ ар 
^андай т]>0 учун СЕ  тупламни тулигича к^оплайдиган 
шундай сони чекли ёки сано^ли бь бг, . . .  орали^лар сис­
темасини топиш мумкинки, булар учун ^уйидаги тенгсиз­
лик бажарилади:
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2  и (6а) < м-(С£) +  ,п- 0 °)к
[а, Ь\ сегментдан бь 62 . . .  орали^ларни чицариб ташлаш 
натижасида ^осил булган тупламни F  билан белгилаймиз. 
F  ёпиц туплам булиб, F c E  ва

V-(F)~b — a — 2 ^ - )  
i

булади. Бундан (10) га мувофи^
\ i (F )> b ~  а — II (СЕ) — г] = ц ( £ ) — т]. (11)

Кантор — Бендиксон теоремасидан фойдаланиб, F  туп­
ламни

F  = P\JD
куринишда ёзишимиз мумкин; бу ерда Р  мукаммал туп­
лам ва у F  нинг ^амма ^уюцланиш ну^таларидан иборат, 
D туплам купи билан саноцли ва P(]D = 0 .

20.4-теоремага асосан, |хф )= 0; демак,
H(F) = fi(PU£>) = ^ ) .

( 11) га мувофи^,
[х (Р) >  |л (Е) — г] ва Р  cr F  cz £.*

Бу теореманинг мо^ияти шундаки, у з̂ ар цандай ул­
човли тупламни улчови унинг улчовига исталганча яцин 
булган мукаммал цисм туплам билан алмаштириш имко- 
ниятини беради.

21-§. Улчовли тупламлар синфи

1-т а ъ р и ф .  Агар Е  тупламни сони саноцли очиц 
GI, G2, . . .  тупламларнинг купайтмаси шаклида ёзиш 
мумкин булса, яъни

£ = П С ,*=1
тенглик гуринли булса, у холда уни GB типидаги туплам 
дейилади.

2- т а ъ р и ф. Агар Е  тупламни сони саноцли ёпищ 
F 1, F 2, . . .  тупламларнинг йигиндиси шаклида ёзиш 
мумкин булса, яъни

www.ziyouz.com kutubxonasi



тенглик уринли булса, у %олда Е  туплам Fa типидаги туп ­
лам дейилади.

3- т а ъ р и ф. Агар Е  тупламни очиц ва ёпиц туплам­
лар устида цушиш ва купайтириш амалларини чекли 
ёки саноцли марта бажариш натижасида %осил щлиш  
мумкин булса, ундай тупламни Борель туплами (к;исца- 
роц, (В )  -туплам) дейилади. Чегараланган (В )  -тупламни 
(В )  улчовли туплам дейилади.

Масалан, F a ва G6 типидаги тупламлар Борель тупламлари 
булади.

Агар F a (ёки G6) типидаги сони сано^ли тупламларнинг 
йигиндиси (мос равишда, купайтмаси) олинса, у яна Fa (мос 
равишда G6) типидаги туплам булади. Аммо F g типидаги сони 
сано^ли тупламларнинг купайтмаси олинса, у з̂ олда умуман 
айтганда на F a типида на на G6 типида булмаган туплам­
лар з̂ осил булади; бундай тупламларни F a6 типидаги туплам­
лар дейилади. Шунга ухшаш, G6 типидаги сони санок л и туп­
ламларнинг йигиндиси G6a типидаги туплам дейилади.

Рай типидаги тупламларни санок̂ ли марта йириш натижаси- 
да Fa6a типидаги ва G6o типидаги тупламларни саноцли марта 
купайтириш натижасида G6oe типидаги тупламлар з̂ осил була­
ди ва з̂ оказо; бунинг натижасида х;осил булган барча туплам­
лар синфи (В) тупламлар синфини ташкил этади. (В) туплам­
лар синфи тузилишига кура математикада роят муз̂ им аз̂ а- 
миятга эга.

Т е о р е м а .  %ap цандай (В )  улчовли туплам (L )  
улчовли булади.

И с б о т .  Бу теорема 20.3 ва 20.5-теоремаларнинг на- 
тижасидир. *

Лекин бу теореманинг тескариси турри эмас, яъни 
шундай (L ) улчовли тупламлар мавжудки, улар (В ) ул­
човли эмас. Биринчи марта бундай мисолни москвалик 
математик М. А. Суслин тузган. У бу борада (Л)-туп­
ламлар деб аталувчи тупламлар синфини кашф этган. 
( [  1 ] га ^аранг). (А) тупламлар синфи (В ) тупламлар 
синфидан кенгро^ булса з̂ ам, (А) тупламлар синфига кир- 
ган з^амма тупламлар (L ) улчовлидир.

20— 21-§ларда курдикки, улчовли тупламлар синфи ан- 
ча кенг экан. ^уйидаги савол тугилади: чегараланган ва 
( L )  улчовли булмаган туплам мавжудми? Шу савол билан 
шугулланамиз.
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22-§. Улчовсиз туплам мисоли

Энди улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини курсата­
миз ^амда барча улчовсиз тупламлардан тузилган систе- 
манинг цувватини топамиз.

I 9- § га асосан турри чизик,нинг барча цисмларидан тузилган 
I тупламлар системасининг цуввати 2° га тенг, бу ерда с — кон­

тинуум ^уввати. Улчовли тупламлардан тузилган тупламлар 
системасининг цувватини ^исобласак ^ам худди шу натижага

* келамиз, яъни цуйидаги теорема уринли:
у * 22.1-теорема. $ лчовли тупламлардан тузилган mCjn- 
ламлар системаси М  нинг цуввати 2е гй тенг, яъни

| М  = 2е. у
И с оот. Улчовли тупламлардан тузилган система турри 

чизикдаги барча тупламлардан тузилган системанинг цисми 
булгани учун унинг ^уввати 2е дан катта эмас, яъни

М  < 2е.#

Тескари 'тенгсизлик М  > 2е эса цуйидаги теоремадан келиб 
чицади:
/  22.2- теорема. Улчови нолга тенг булган тупламлардан 

тузилган S  системасининг цуввати 2е га тенг.
И с б о т .  Юцоридагига ухшаш, дастлаб J

f  < 2е
тенгсизлик олинади. Тескари тенгсизлик уринлилигини курса- 
тиш учун улчови нолга х,амда цуввати с га тенг булган би­
рор улчовли Е  тупламни оламиз (бунинг учун, масалан, Кан- 
торнинг мукаммал Р0 тупламини олиш мумкин, 20.4-теорема­
дан кейинги изо^га кура Р 0 нинг улчови нолга тенг). Е  нинг 
хар цандай цисми (х,ар цандай цисмининг таш^и улчови ноль 
булгани учун) улчовли туплам булиб, улчови нолга тенг. 
Демак, 2е с : 5. Аммо

I  = с на {2s) = 2е
булгани учун

^ > 2°.
Бу ва юцоридаги тенсизликлар 22.2- теоремани исбот- 

лайди. Ш у билан 22.1-теорема ^ам исботланди.*
22.1-теорема курсатадики, турри'чизицда умуман 

«цанча» туплам булса, улчовли тупламлар ^ам «шунча».
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Демак, бу йул билан улчовсиз тупламларнинг мавжуд- 
лигини ани^лаб булмайди.

Ш у сабабли улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини 
курсатиш учун бевосита мисол келтирамиз.

22.3-т е о р е м а. Чегараланган улчовсиз туплам мае- 
жуд.

И сбот .  Чегараланган улчовсиз туплам мисоли ^уйидагича
1 1"цурилади. Бунинг учун сегментнинг ну^талари ора-2 2

сида эквивалентлик тушунчасини киритамиз: агар х ва у нинг 
айирмаси х — у сон рационал булса, улар эквивалент дейила­
ди. Бу эквивалентлик 3-§ да киритилган эквивалентлик муно- 
сабатининг барча хоссаларига эга. Шунинг учун уша параграф-

1 1 сегмент узаро эквивалент булган элемент­га асосан
2 2

лардан иборат К  (х), х £ синфларга ажралади, бун­
да х£К(х )  з̂ амда турли синфлар кесишмайди. Шундай ^илиб,

1 1 сегмент узаро кесишмайдиган синфларга булинади.
[ -Энди бу синфларнинг х,ар биридан биттадан элемент танлаб 
олиб, бу танлаб олинган элементлар тупламини А  билан бел­
гилаймиз.

А тупламнинг улчовсиз зканлигини исботлаРмиз. £— , -j-j
сегментдаги 'барча рационал сонлар тупламини номерлаб чи- 
цамиз:

г о =  О,
Ak билан А тупламни rk сонга силжитишдан з̂ осил булган 

тупламни белгилаймиз, яъни агар х £ А булса, у  з̂ олда х + 
+  rk£Ak, ва агар x £ A k булса, у з̂ олда х — rk£A. .

Хусусан, А0 = A. Ak туплам А тупламдан rk га силжитиш 
оркали з̂ осил ^илингани учун |-i* [А^ = |i* (А) ва ц,*(ЛА) =
=  р,* (А). Энди ушбу 

а — И* (А,) = н* (А) ва р = [l* (Ak) = ji* (A) (k= 1, 2, . . . )
белгилашларни киритамиз. Дастлаб Р>0 эканини исботлаймиз. 
Равшанки,

w л
' и Ak-

k= 0

Бундан 19. 4- теоремага асосан: 
92
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яъни
1 <р + р+  . . . .

Бундан:
р > 0  (1) 

Энди а = 0 эканини исботлаймиз. Равшанки, 
А„ П Ат = 0 > п ^ т

ва
Г 3 3А

Бундан:
*  2 ’ 2

, k = 0, 1, 2, 3, . .

,иол‘с[-М]-АкI
Бундан эса 19. 5- теоремага асосан:

3 = у  > у ]  > И* [ UL  ̂ * L*=o J  £_о
Бундан

а  +  а . . .  < 3
ва

а = 0. (2)
(1) ва (2) муносабатларни солиштириб

ц *И )< Н * (А)
тенгсизликни ^осил ^иламиз. Бу А тупламнинг ^лчовсиз- 
лигини курсатади.*

Улчовсиз тупламларнинг мавжудлигини курсатдик. 
Энди улчовсиз тупламлар «цанча» эканини ани^лаймиз.

22.4-теорема. Улчовсиз тдпламлардан тузилган Н  туп ­
ламлар системасининг цуввати 2е га тенг.

И сб о т .  Ушбу

Л ^ 2С (3)
тенгсизлик 22.1-теоремадаги каби исботланади. Тескари 
тенгсизликни исботлашда ^уйидаги леммага асосланамиз:

22.5- л е м м а .  Агар А туплам улчовсиз булиб, В  т()п-
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лам ноль улчовли булса, у %олда бу тупламларнинг 
йигиндиси А[}В улчовсиз булади.

Л е м м а н и н г  и с б о т и .  Агар А[}В улчовли булган­
да эди, у ^олда 20.2-теоремага асосан (/1|J5)\-S улчовли 
булиб, 20.1-теоремага кура А = [ (Л и В )\ В] U (Л П В) з̂ ам 
улчовли булар эди. Бу эса лемманинг шартига зид.*

Теореманинг исботига ;утамиз.
22.1-теоремага асосан S  улчовли тупламлар системасининг 

цуввати 2е га тенг. 22.3-теоремада тузилган Л тупламга 5 даги 
тупламларнинг а̂р бирини цушиб, янги L  тупламлар система­
сини з̂ осил ^иламиз. 22.5-леммага асосан L  даги тупламлар­
нинг з̂ ар бири улчовсиз. Демак,

L c rtf .
Бундан:

Г  < W. (4)
Аммо, тузилишига кура, L  система 5 га эквивалент бул­

гани учун
^ = L .

Бундан ва 22.1-теоремадан:

Т = 2С.
(4) дан эса

2е <7^ (5)
муносабатни з̂ осил циламиз. (3) ва (5) тенгсизликлар теорема- 
ни исботлайди.*

23- §. Витали теоремаси

Т а ъ р и ф. Е  нуцтали туплам ва сегментлардан иборат
S  система берилган булсин (бу ерда хар бир сегмент бир­
гина нуцтадан иборат эмас деб фараз цилинади). Агар \ар 
цандай х £ Е  ва ихтиёрий е>  0 учун шундай Д сегмент мав­
жуд булсаки, ушбу Д £S, х£А, [х (Д) < е муносабатлар 
бажарилса, Е  туплам Витали маъносида S  сегментлар сис­
темаси билан крпланган дейилади.

23.1-теорема (Витали). Агар чегараланган Е  туплам 
Витали маъносида S  сегментлар системаси билан цопланган 
булса, у %олда бу сегментлар системасидан шундай сони 
чекли ёки саноцли (ДА) сегментларни ажратиб олиш мум­
кинки, улар учун
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Д; П A* = 0 (i Ф  k), II* (Е \  (J Aft) = Оk
тенгликлар бажарилади.

И с б о т  (С. Банах исботи). Е  тупламни уз ичига олган ва 
чегараланган бирор б = (а, b) оралицни оламиз. Даставвал б 
ораливда бутунлай кирмаган сегментларни 5 системадан чик,а- 
риб ташлаймиз. Бунинг натижасида долган сегментлардан ибо­
рат булган системани S0 билан белгилаймиз; 50 система ^ам 
Е  тупламни крилайди. Х,а^икатан, ихтиёрий х£ Е  ну^тани олиб,
е = min (х — а, Ь — х) сонни оламиз. У  холда х нуктани уз
ичига олган ва  ̂(Д) <С е шартни к,аноатлантирувчи А £ S  мав­
жуд. Бу сегмент е соннинг танланишига кура б ораликда 
бутунлай ётади.

Энди S 0 системадан бирор А1 сегментни оламиз; агар EczAx 
булса, у ^олда теорема исбот этилган булади, чунки Е \ А г =
— 0  булиб, |х* ( Е \ Ах) = 0.

Акс ^олда бу жараённи давом эттириб, S0 системадан их­
тиёрий иккитаси узаро кесишмайдиган

АХ) Д2, . . . , Ап (1)
П

сегментларни оламиз. Агар £ с  у Д. булса, у холда теорема
k=\ П

яна исбот ^илинган булади. Агар £ \  (J ДЬФ  0  булса ушбу
*=i

F n=  U A ’ °n  =  ̂ Fn k=\
тупламларни тузамиз ва S 0 системадан очи  ̂ Gn тупламга кир- 
ган сегментларни оламиз. Бу олинган сегментлар узунликлари- 
нинг ю^ори чегарасини кп билан белгилаймиз. Равшанки,

0 < ^ < |л (6 ).

Gn тупламга кирган сегментлардан узунлиги — Кп дан катта 
булган сегментни олиб, уни Ал+1 билан белгилаймиз, яъни

Н(А„+1) > у  К-

(/„^тупламнинг "тузилишига кура Дп+1 сегмент (1) кетма- 
кетликка кирган бирорта ^ам сегмент билан кесишмайди. Нати­
жада ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

Ах, Д2, . . . , Ап, Дп+1
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сегментлар кетма-кетлиги хосил булади. Агар яна Е  cz
п+1

с: (J Ak булса, у з̂ олда теорема исбот этилган булади; акс 
k~\

з̂ олда юцоридаги жараённи чексиз давом эттирамиз. Натижада 
ихтиёрий иккитаси кесишмайдиган

Aj, А2, . . . , Д„, . . .
сегментлар кетма-кетлиги з̂ осил булади. Энди бу сегмент­
лар кетма-кетлиги учун

ц * (£ \0 д * )  = О (2)k=\
тенгликнинг бажарилиши курсатилса, теорема исбот ци- 
линган булади.

Узунлиги ДА сегментнинг узунлигидан беш марта катта ва 
урта ну^таси1 Ak нинг урта ну^таси билан устма-уст тушган 
сегментни A’k билан белгилаймиз; демак, (д, (A‘k) = 5 jj, (ДА).

Ak(k > n )  сегментларнинг з̂ аммаси б оралицда жойлашган- 
лиги ва узаро кесишмаганлиги учун

k= 1
оо

тенгсизлик келиб чикдци, яъни ^  И-(А*) ^атор я^инлашувчи
*=i

булади.
Энди вацтинча з̂ ар ^андай натурал п сон учун

£ \  и Ak a  U А'к (3)
к= 1 kr=n

муносабат бажарилган дейлик. У  з̂ олда бу муносабат з̂ амда
2  И- (Д;) цаторнинг яцинлашувчилигидан (2) тенгликнинг бажа- k
рилиши келиб чицади. Демак, теоремани исботлаш учун (3) 
муносабатни исботлаш цолди. Уни исботлаймиз,

ОО

Дарзса^и^ат, х £ £ \  U А. булсин, у зсолда з̂ ар к,андай п 
к= 1

учун x£Gn ва S 0 системага кирган шундай Д сегмент мавжуд- 
ки, х £ Д cr Gn.

1 [а, Ь] сегментнинг урта нук,таси деб с = — —  нуцтани айтамиз.
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Лекин ^ар кандай ti учун
Ac~Gn (4)

муносабат бажарилмайди, чунки
|i (Д) ^  Хп < 2 ц (Ап+1)

тенгсизликлар Ц(Ал+1)-> 0 учун 'бирор п дай бошлаб бажа­
рилмайди.

(4) муносабат бирор пдан бошлаб бажарилмаганлиги 
сабабли худди шу п лар учун

А f\ Рпф  0
муносабат уринли. Бу муносабатни каноатлантирадиган 
энг кичик сйнни п0 билан белгилаймиз. У ^олда

А П Fn = 0 , п <  п0,
А П ^ О̂ 0 .

Булардан ва F k с: Fk+i (k — 1, 2, . . . ) дан 
А П \ аФ  0 ва А с С ^ ,  

муносабатларни ^осил киламиз. С^нгги муносабатдан эса 
^ ( А ) < ^ 0_, < 2 j i ( A J .

ОО
Бу ва А П АПв Ф  0 дан А сг А'По ва демак А с у  &'к ке-

k~n0
ОО

либ чикади. Натижада x£Acz [J Д̂ , яъни (3) муносабат исбот
А=п0

этилди.*
23.2- т е о р е м а. 23.1 - теореманинг шартлари бажарилган- 

да %ар цандай е >» О учун шундай сони чекли еа узаро кесиш­
майдиган Аг, Д2, . . . , Дл сегментлар системаси мавжудки, 
улар учун

ц *(£ \  U А*) <  в .
А—1

И с б о т .  б, 5, S 0лар 23.1-теоремадаги маънога эга 
булсин.

Уша теоремага мувсфик; узаро кесишмайдиган шундай { Aa} 
(Д^сг^о, /г = 1, 2, . . .  ) сегментлар системаси мавжудки, (2) 
тенглик уринли. Агар |ДА} система сони чекли сегментлардан 
иборат булса, теорема исбот этилган булади.

Агар { Аа } система сони санокли сегментлардан иборат бул­
са, у ^элда
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2  ji(A*)<n(e)'.
А=1

шунинг учун цуйидаги тенгсизликни ^аноатлантирадиган 
п сон мавжуд:

оо

2 и ( д* ) < е- (5)
k=n-\-\

Иккинчи томондан,

£ \ U  Д * с (£ \ П  \ )  U (U А*);
А=1 к =  1 k = n + 1

п
(2), (5) ва сунгги муносабатдан jo.*(£\[J Ak) <  е келиб чи^ади.к— I
Бу эса исбот этилиши зарур булган тенгсизликдир. *

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Улчовли Е и Е 2, . . .  тупламлар кетма-кетлиги бе­
рилган булсин. Бу тупламлар кетма-кетлигининг )̂ ар 
^андай чексиз цисм кетма-кетлигига тегишли элемент- 
ларидан иборат тупламни Е 0 билан белгилаймиз. Е 0 туп­
ламнинг улчовлилигини исбот этинг.

2. Х,ар цандай мукаммал туплам улчови нолга тенг 
булган мукаммал цисмга эгалигини курсатинг.

3. Х^р цандай чегараланган Е  туплам учун мос равишда 
F a ва G6 типидаги шундай Л ва Б тупламларни тузиш мум­
кинки, улар цуйидаги тенгликни цаноатлантиради:

|Х(Л) = Ц*(£), = м-*(Я).
Ш у жумлани исбот этинг.

4. Чегараланган Е  туплам улчовли булиши учун ^ар 
цандай чегараланган А туплам учун цуйидаги тенглик­
нинг бажарилиши зарур ва кифоя:

ц*(Л) = ц* (ЛПЯ)  + И*(ЛПС£).
Бу теоремани (Каратеодори теоремаси) исбот этинг.
5. Шундай улчовли Е  туплам тузингки, ĵ ap цандай

б с: (а, Ь) орали^ учун цуйидаги муносабатлар бажарилсин:

ц (б Л £ )> 0 ,  ц (б П СЕ) >  0, С£ = [а, Ь ]\Е .
6. Е  чегараланган туплам булиб, ушбу

Е  = {j E k, Е 1а Е 2а Е 3с: . . .
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муносабатлар бажарилса, у ^олда

уринли. Бу муносабатни исбот этинг.
7. А1г А2, . . . , Ап тупламлар [0, 1] сегментнинг улчовли 

к̂ исмлари булиб,
Ц (^ i) +  И' (^г) +  • • • +  Ц W  >  п — 1

булса,

ц(П Л )>  Оk= I *
тенгсизликни исботланг.

IV б о б
УЛЧОВ ТУШУНЧАСИНИ УМУМЛАШТИРИШ

Биз илгариги бобда турри чизикдаги тупламларнинг 
улчови ^акидаги масалани курибутдих. Унга диктат билан 
эътибор берсак, ц улчов тугри чизикдаги улчовли туп­
ламлар системасида аникланган ва цуйидаги шартларни 
Каноатлантирувчи ^акикий функция эканлигини курамиз:

а) ^ар бир А улчовли туплам учун ц,(/4)^0;
б) агар Аг, А2, . . .  , Ап улчовли тупламлар узаро кесиш- 

маса, у ^олда
ц(Лх и А, и . . .  и Ап) = 11(А1) +  1г(А2) +  . . . + t i(A n).

Бу хосса улчовнинг аддитивлик хоссаси дейилади. 
Тупламлар системасида аникланган ^акикий функция 

туплам фунщияси дейилади.
Бу бобда элементлари ихтиёрий табиатли булган туп­

ламлар системасида аникланган ^амда юкоридаги а) ва 
б) шартларни каноатлантирувчи туплам функцияси билан 
иш курамиз ва уни дастлаб олинган тупламлар система- 
сидан кенгрок булган тупламлар системасида аникланган 
туплам функциясигача давом эттириш масаласи билан 
шурулланамиз.

24-§. ^алкалар ва алгебралар

К,уйида баъзи бир хоссаларга эга булган тупламлар 
системасини караймиз.

1-таъриф. Агар Н системанинг исталган. иккита А ва
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В элементы учун А [ ) В £ Н  ва А А В  £ Н муносабатлар С/рин- 
ли булса, у холда Н система тупламлар щлцаси. (цисцача, 
Халка) дейилади.

И з о х. Ушбу
Ли В  = (А А В )А (А  ПЯ) ва А \ В  = АА(А  [} В)

айнияглардан (24.4-теоремага каранг) ^алканинг исталган ик- 
кита Л ва В  элементи учун Л |_| В £ Я  ва А \ В  £ Я  муносабат­
лар келиб чик,ади. Демак, Я  ^алцанинг исталган иккита Л ва 
В  элементи учун A U В  £ Я , А \ В  £Н, А р ,В£Н  ва Л А В £ Н  
муносабатлар доимо уринли. Бундан, хусусан, хал^анинг эле- 
ментлари устида цушиш (яъни A U В) ва купайтириш (яъни 
А П В) амалларини чекли сонда бажариш натижасида з̂ ал̂ а- 
нинг элементи олиниши келиб чикади.

2- т а ъ р и ф. Агар Я  тупламлар системасининг бирор 
Е  элементи ва шу системанинг исталган А элементи 
учун £Г|Л=Л тенглик уринли булса, у холда Е  элемент 
Я  системанинг бирлик элементи дейилади.

И з о 5$. ^ал^ада бирлик элемент ягонадир.
3- т а ъ р и ф. Бирлик элементга эга булган Я  халЩ  

тупламлар алгебраси (^исцача, алгебра) дейилади.
М исоллар .  1. Я  система = { 1 , 2 , . . .  , п) туплам­

нинг барча ^исм тупламларидан тузилган система булсин. Ис­
талган иккита А £ Я  ва В £ Я  учун А ( ] В £ Н  ва А А В £ Н  
муносабатларнинг уринли эканлиги Я  системанинг таърифидан 
куриниб турибди. Демак, система з̂ алка ташкил этади.

Nn туплам з̂ ам Я  системанинг элементи булганлигидан 
у Я  система учун бирлик элемент булади. Демак, Я  система 
айни ван̂ тда алгебра з̂ ам экан.

2. Я  система N = {1, 2, 3, ..., п, . . . }  тупламнинг чекли 
^исм тупламларидан тузилган система булсин. Бу система 
^ам з^ал^а, аммо бу системада бирлик элемент йу^. Демак, 
Я  система з^ал^а булиб, алгебра эмас.

Куйидаги теорема з̂ ал а̂ таърифидан келиб чикади:
24.1- теорема. Исталган сондаги [На, а £1) халкАлаР 

системасининг кйпайтмасия = п на
а  €/

Хам хащадир.
Фараз ^илайлик, {Z^, а.£1] система Я  тупламлар система- 

сини уз ичига олган барча з̂ ал̂ алар системаси булсин. Агар 
(£ „} системанинг бирор Fa элементи учун F^  с: Fa муноса­
бат з̂ ар к,андай а £1 учун бажарилса, у з̂ олда Fa з̂ ал̂ а Я  
системани уз ичига олган минимал хаща дейилади.
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24.2- т е о р е м а .  Xiap цандай Н тупламлар системаси 
учун шу системани уз ичига олган ягона минимал з а̂л а̂ 
мавжуд.

И с б от. Аввало Н  системани уз ичига олган ^ал^а- 
нинг мавжудлигини курсатамиз. Бунинг учун Я  системага 
кирувчи барча тупламларнинг йигиндисини X  ор^али бел­
гилаймиз:

X  = U А.А(.Н
Агар X  тупламнинг барча к;исм тупламларидан тузилган 
системани М ор:̂ али белгиласак, бу система тузилишига 
асосан ^алца ташкил этади ^амда Н системани уз ичига 
олади. Энди Н  системани уз ичига олган, ^ар бири М 
^аль;ада жойлашган барча ^ал^алардан иборат системани
7 ор^али белгилаймиз. У >̂ олда 24.1-теоремага асосан

р =  П GС£Г
система >̂ ал̂ а булиб, у теорема шартини цаноатлантиради.

^аци^атан, Л10 ^ал^а I I  системани уз ичига олган их­
тиёрий ^ал^а булсин. У ^олда 24.1-теоремага асосан 
Mi = M 0nVW ^ал^а булиб, бу у5алца Т системанинг бирор 
элемеыти булади. Шу сабабли /•' ^ал^анинг тузилишига 
асосан

Н cz F  cz М 0
муносабат уринлидир. Бу муносабатдан ва М 0 нинг Н  
системани уз ичига олган ихтиёрий ^алцалигидан теоре­
манинг исботи келиб чи^ади.*

Абстракт улчов назариясида ^алца тушунчаси билан 
бир ^аторда ундан умумийроц ва айни вацтда зарур ту- 
шунчалардан бири булган ярим ^ал^а тушунчаси ^ам 
му^им урин тутади.

4-таъриф. Н тупламлар системаси учун 0 £Н  ва %ар 
цандай А £ Н  ва В £ Н  учун A f ) B £ H  булиб, шу система­
нинг А ва Ах элементлари А1с: А муносабатни каноатлан- 
тирганда Н системадан узаро кесишмайдиган сони чекли 
А2 А3, . . . , Ап элементлар топилсаки, улар учун

А = A, U А2 U . . .  U Ап
тенглик уринли бС/лса, у %олда Н  система ярим %алщ  
дейилади.

Ю^орида ^ар цандай Н  система учун унн уз ичига 
олган ягона F  минимал ^ал^а мавжудлиги ^ацидаги тео- 
ремани исботладик. Агар царалаётган Н  тупламлар сис-
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темаси ихтиёрий булса, у э̂ олда F  ^алца элементларининг 
куриниши туррисида бирор нарса айтиш ^ийин. Лекин Н  
тупламлар системаси ярим з̂ алца ташкил этса, уни уз 
ичига олган минимал F  ^ал^анинг хар бир элементи ^ан- 
дай куринишга эгалигини айтиш мумкин. Аницроги, 
цуйидаги теорема ;уринлидир:

24-3-теорема. Н ярим %алцани уз ичига олган F  мини­
мал цалканинг %ар бир А элементи Н ярим %ащадан олин­
ган сони чекли узаро кесишмайдиган Av Ла, . . . , Ап туп­
ламларнинг йигиндисидан иборат, яъни %ар бир А £ F  ушбу 
куринишга эга:

А = Ах U А2 U . . . U Ап, А[ £Н, i = 1, п, At f| А. =  0 , i ф } .
Исбот. G оркали Я  ярим ^ал^анинг узаро кесишмайдиган 

сони чекли элементларининг йириндисидан тузилган тупламлар 
системасини белгилаймиз. G система ^ал^а ташкил этади. 
Х,аки^атан, агар Л £ G ва B£ G  булса, у ^олда G системанинг 
таърифига асосан улар ^уйидаги куринишга эга:

А — U Ak, Ak£H, k = 1, п, Ak(]A .=  0 , k ф /,
« ' _  (D

В  =  U B jt B f£H, j  — 1, m, Bkf\Bf =  0 , к ф  j.

Ярим ^ал^анинг таърифига асосан Ak£H  ва В. £ Н  муносабат- 
лардан Ak(]B.=Cht£H  муносабат бевосита келиб чикади. Энди 
Ckj тупламларнинг таърифланишидан U Ckj с: Л , ва U Ckj cz В ;

1 ь
муносабатларнинг уринли эканлиги равшан. Бу муносабатлардан 
ярим ^ал^анинг таърифига асосан цуйидаги тенгликларни ёзи­
шимиз мумкин:

л* = ( и c k)  и (р  Dki) ва В. = ( у c kj) и ( и Е И), (2)

бу ерда Dki £Н  ва E tj£H  булиб, улар сони чекли булган ва 
узаро кесишмайдиган тупламлардир. Энди (1) ва (2) муносабат­
лардан фойдаланиб, Л ва В  тупламларни цуйидаги куринишда 
ёзишимиз мумкин:

Л = <и С„) и ( U D J  ва В  = ( и Cki) и ( U E t).k,j k,l к./ ltJ
Бу тенгликлардан ^амда Ckj, Dki ва E tj тупламларнинг узаро 
кесишмаганлигидан к;уйидаги тенгликлар келиб чикади:

Л П В  = LI Ckj ва A A B  = ( [ )D ki) { ) ( \ J E J .
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Бундан з̂ амда Ckj £ Я, Dki £ Н ва E tj £ Я  тупламларнинг узаро 
кесирмайдиган сони чекли тупламлар эканлигидан ушбу 

А п в  е G ва А А В  £ G
муносабатлар келиб чикади. Демак, G система ^ал^а 
ташк^л ^илар экан. Бу ^ал^а Я  системани уз ичига ол­
ган барча ^ал^алар орасида минимал ^ал^а эканлиги 
унинг тузилишидан куринади. Чунки Я  системани уз ичи­
га олган ^ар цандай F ' ^ал^ага (1) куринишдаги барча 
тупламлар киради.*

Купчилик масалаларда Я  системанинг сони саноцли 
элементларининг йигиндиси ва кесишмасини ^арашга туг- 
ри келади. Ш у туфайли цуйидаги таърифни киритамиз'.

5-т а ъ риф. Агар Я  тупламлар щл^асида Ап£Н, п =
оо

— 1 ,2 ,3 ,  . . .  муносабатдан A — [J Ап£Н  муносабат келиб
П = \

чщса, бундай %алца а-халка дейилади.
Бирлик элементга эга булган о- %ал^а о- алгебра 

дейилади.
М и с о л .  Я  система jV = {1, 2, 3, ..., п, . . .} тупламнинг 

барча ^исм тупламларидан тузилган система булсин. Я  
системанинг ^ал^а ташкил этиши уз-узидан равшан. Ун- 
дан тацщари, N тупламнинг сони сано^ли к;исм туплам- 
ларининг йигиндиси ^ам унинг цисм туплами булади. 
Демак, Я  система о- >̂ ал̂ а экан. Айни ва^тда Я  система 
ст- алгебра ^амдир. Чунки N туплам Я  о-^алцанинг бир­
лик элементи.

6-таъриф. Агар Я  тупламлар х(алк1асида Ап£Н, п = 1,
оо

2, 3, . . . муносабатдан А = р Ап£Н  муносабат келиб чщ-
/7 = 1

са, бундай %алк,а Ь-%алца дейилади.
24.4- т е о р е м а .  ){ар цандай икки А ва В  туплам 

учун ъуйидаги айниятлар уринли:

1. А \ ]В  = {А А В) Д(ЛПВ).
2. л и д  = ли [д \ (лп я ) ]-
3. Л \ В  = ЛД(ЛПВ) .
4. С А АСВ = А А В.
5. В  = (А (]В ) [ } [В\ (А (]В )] .
И с б о т .  Бу айниятларнинг исботи бир-бирига ухшаш 

булганлиги сабабли улардан бирини, масалан, ушбу

СА А С В  — А А В  
айниятни исботлаш билан чекланамиз. Бунинг учун
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/

CAACBczAAB ва CAACBz^AAB муносабатларни 
исботлаш кифоя.

Фараз ^и лай лик, х £ С А А СВ ихтиёрий элемент булсин. 
Бундан симметрии айирманинг аник;ланишига асосан х£СА ва 
х£ СВ, ёки х£СА  ва х£СВ  муиосабатларнинг бирига эга була­
миз. Булардан мос равишда х£ А ва х £ В  ёки х £ А ва х£ В  
муносабатлар келиб чицади. Буларнинг х;ар иккаласи учун ^ам 
х £ А А В  муносабат уринли. Бундан ва х элементнинг ихтиёрий- 
лигидан С А А СВ а  А А В  муносабат келиб чик,ади.

Энди х£А А В  булиб, х ихтиёрий элемент булсин. Бундан 
х £ А ва х £ В  ёки х £ А ва х£ В  муносабатлардан бирига эга 
буламиз. Булардан мос равишда х£СА  ва х£СВ  ёки х£СА  
ва х £ СВ муносабатлар келиб чик,ади. Буларнинг >̂ар иккала­
си учун з̂ ам х £ С А А СВ муносабат уринли. Бундан ва х эле­
ментнинг ихтиёрийлигидан А А В сг С А А СВ муносабат келиб 
читали.*

24.5-теорема. Х,арцандай В, В 1У В ъ %амда А17 А 2, . . . , 
Ап , . . .  тупламлар учун ушбу

1. (Л Д Л 2) Д (ВД В*) с : (A, A В х) U (Л2 А В2).
2. (А  ̂U А2) А (Вх U В 3) а  (Лх A В х) и (Л2 Д В2).
3. ( U Ак) А В  с : [ (U Ак) А В] U (U Ak) (N >  1-ихтиёрий

fc= l k =  1 к>Ы

натурал сон) муносабатлар уринли.
4. Агар A i ва Л 2 тупламлар узаро кесишмаса, у %олда

в ^ в ^ л ^ в ^ и и ,  Д В2)
муносабат уринли.

И с б о т .  Бу муиосабатларнинг исботи бир-бирига ух­
шаш булганлиги сабабли улардан бирини, масалан, ушбу

(Лх U Л2) Д (Вх U В 2) <= (А, А В,) U (Л2 Д В 2)
муносабатни исботлаш билан чекланамиз. Бунинг учун, 
агар х элемент бу муносабатнинг унг томонига тегишли 
булмаса, у унинг чап томонига ^ам тегишли эмаслигини 
курсатиш кифоя.

Фараз цилайлик, х £ (Ах А Вх) U (Л2 Д В 2) булсин. У  з?ол- 
да (Лх Д Bj) ва х£ (Л2 Д В2) булиб, симметрик айирманинг 
ани^ланишига асосан буларнинг биринчясига кура х£Ах ва 
x £ B v ёки х £ А х ва x £ BL муносабатлар, иккинчисига кура 
эса х £ А2 ва х £ В 2 ёки х £ Л2 ва х £ В г муносабатлар уринли. 
Бу муносабатлардан ^уйидаги туртта ^олнинг булншл мум­
кин лиги келиб чи^ади:
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биринчи з̂ ол— x £ B lt х£Аа, х £ В 2\
иккинчи х;ол — x£Av x £ B v х£Аг, х £ В 3', 
учинчи з̂ ол— x£At, x £ B lt х£А 2, х £ В г\
туртинчи з̂ ол — х£Ах, x £ B v x£A it х £ В 3.

Булардан х G (^i U ^2) Ба х £ (В г (J В 2) ёки х £ (Аг U А2) ва х £ 
6ИВг Lj В 2) муносабатларга эга буламиз. Симметрик айирманинг 
аницланишига асосан булардан х £ (Ах U А̂ } А (В х U В 2) муноса- 
бат̂  келиб чикади.*

25- §. Улчовнинг умумий таърифи. Улчовни 
ярим з^алцадан з^алцагача давом эттириш

Агар (д. туплам функцияси бирор G системанинг элементла- 
рида ани^ланган булса, бундан буён ани^лик учун G система­
ни G оркали белгилаймиз.

1-гаъриф. Ĝ  ярим щлкада антланган [х %щщий туп ­
лам функцияси учун ушбу иккита шарт бажарилса, бундай 
туплам функцияси улчов дейилади:

1) хаР цандай Л £ Сй учун ц (А) >0;
2) (j, аддитив функция, яъни А £ Gu учун

Л = 1М*. 4̂* П Ау = 0 , k Ф  /, Ak £ Gll, k — 1, 2..........п бЦл-
са, у ^олда

(х (Л) = ^  и (Л );*=i
Изоз( .  0  — 0[}0  тенглнкдан 1- таърифни ^аноатлан- 

тираднган з̂ ар ^андай ц туплам функцияси учун ц ( 0 )  = 
= 2ц ( 0 )  булиб, унинг буш тупламдаги циймати нолга 
тенглиги келиб чикади, яъни (х(0)=О. Демак, буш т^п- 
ламнинг улчови ноль экан.

Фараз ^нлайлик, иккита ц.1 ва ц2 улчов берилган булсин.
2- т а ъ р и ф. Агар |Xj ва р,2 улчовлар учун G(li с : Сц булиб, 

Хар бир А (= G|li учун (д1 (Л) = |х2 (А) булса, у холда ца улчов 
[хх улчовнинг давоми дейилади.

Берилган улчовнинг давоми Ягонами ёки йу^ми, де­
ган савол турилади. Бу саволга ^уйидаги теорема жавоб 
беради:

25.1-теорема. Бирор Gm ярим х&Щада анщланган хаР 
бир т  улчов учун шундай ягона давоми мавжудки, унинг 
анщланиш сохаси Gm ярим хащани уз ичига олган F  ми- 
нимал хащадан иборат.

\
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Исбот .  Берилган Gm ярим х.алк̂ а учун уни уз ичига ол­
ган F  минимал х,алк,анинг мавжудлиги а̂к,идаги 24.2-теорема 
олдинги параграфда исботланган эди. Ундан таш^ари, 24.3-тео­
ремага асосан бу ^ал^анинг з̂ ар бир A £ F  элементи ушбу

А =  U B ,, ВАП В .=  0, к Ф и  Bk£Gm, /г =  17п (1) 
к=\ 1

куринишдаги чекли ёйилмага эга. Бундан фойдалакиб, т 1 ул- 
човнинг ^ар бир А £ F  элементдаги к,ийматини цуйидагича 
ани^лаймиз:

т 1(Л) = 2 т (В , ) ,  Bk£Gm, fe = T7^. (2)
k=\

Бу тенглик билан ифодаланган т\ (А )  мицдор А туплам­
ни (1) куринишда ифодалаш усулига боглиь; эмаслигини 
курсатамиз. Х,аци^атан, А туплам ^уйидагича икки хил 
усул билан ифодаланган булсин деб фараз ^илайлик:

А — [j В , = (J С., B ft £ G , С/ £ Gm k = I, п, j — 1, p.
k=i i=i '

Gm ярим >̂ алца булгани сабабли, B k{\Cj £ Gm.
Иккинчи томондан, B k ва Сj тупламларнинг тузилишига асосан 
ушбу

В , -  и (В ,  П С ) ,  С , ,  и  (В ,  П С ,)

тенгликларни ёзишимиз мумкин.
Бу тенгликлардан ва т  улчовнинг аддитивлик хосса- 

сидан фойдаланиб ушбу

S  т ( В к) = S  2  т ( В к Л С ) = S  /п(С,)
k=\ * А=1 /= 1 1 1=1

тенгликка эга буламиз.
т.\ туплам функциясининг аддитивлиги ва манфий 

эмаслиги, т  туплам функцияси улчов булгани учун, (2) 
тенгликдан келиб чикади. Шундай цилиб, аницланиш со- 
^аси F  ^ал^адан иборат ва т  улчовнинг давоми булган 
tnj улчовнинг мавжудлигини курсатдик. Энди унинг ягона 
эканлигини курсатамиз.

Фараз ^илайлик, т 2 улчов F  а̂л а̂да аникланган ва т  ул­
човнинг даьоми булган ихтиёрий улчов булсин. 24.3-теоремага 
асосан ^ар ^андай А £ F  учун ^уйидаги тенглик уринли:

A U В к, В к Л В. = 0 , к ф  j, B k £ Gm, k — 1, п.&*=1 *
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m2 улчов булгани учун таърифга асосан у аддитив функция- 
дир. Ундан ташкари, т 2 улчов т  улчовнинг давоми булганли­
ги сабабли х,ар бир B k£Gm учун т 2(Вк) = т ( В к). Булардан 
ушбу П П

т 2 (А) = 2  т 2 (£*) = 2  т  (B k) = т х (А)k=\ *=л
тенглик келиб чицади. Демак, F  дан олинган ихтиёрий А 
элемент учун т 2{А) =rtii(A) тенглик уринли.*

25.2- и з о Шундай цилиб, агар ярим ^алцада аниц- 
ланган улчов мавжуд булса, шу ярим ^алца орцали о̂- 
сил булган минимал ^алцада улчовни ани^лаш имкония- 
тига эга булдик. Бу улчов ^уйидаги му^им хоссаларга 
эгадир:

1) агар т  улчов F  а̂л^ада ани^ланган булса х,амда шу 
^ал^адан олинган A, Av Л2..........Ап тупламлар учун ушбу

AzD[}_Ak, Ak f]A l =  0 , k=£j 

муносабатлар бажарилса, у ^олда
П

т {А )  > 2 т  (АЛ *=1
тенгсизлик уринли булади;

2) F  ^алцадан олинган A, Alt Аг, . . . , Ап тупламларнинг
цандай булишидан ^атъи назар улар учун

А с= U Ак 
*=i

муносабат бажарилса, у з̂ олда

т  {А) < 2 т  (Ак)*=i
тенгсизлик уринли булади.

Да^и^атан, Av А2, . . . , Ап тупламлар узаро кесишмаса ва 
уларнинг х;ар бири А тупламнинг цисми булса, у з̂ олда

 ̂= (илА)и (л \и ^ )1 k=i
тенгликдан т  улчовнинг аддитивлигига асосан ушбу

П П
т(А ) = '2jm(Ak)-{-m(A\\J Ак) тенглик уринли. Бундан

*=I
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п п
т ( Л \ 1 М А) > 0  булгани учун т ( 4 ) > 2  m(Aj) тенгсизлик

*=1 k=I
келиб чикади. Бу эса 1) хоссани исботлайди.

Энди 2) хоссани исботлаймиз. ХаР а̂ндай Ах £ F  ва Л2 £ F  
учун ушбу Ах U Л2 = Ах U [А2\ (Л Х П Л2)] ва А2 =  (Ах П Ла) U 
U [Л2\ (А 1 П Л2)] муносабатлардан т { А х |j Л2) = т { А х)-\-т(А^—
— т  (Ах П Л2) < т  (Лг) +  т  (Л2) муносабат келиб чикади. Бун­
дан ихтиёрий п учун

tn(U Ak) <23 т (Ак) (3)k=i k=\
тенгсизлик индукция усулидан келиб чицади. Энди

П
А с  (J Ак муносабатдан ушбу k=\

U Ak = A{J[(\J Л,)\Л]
А=1 * й=1

тенгликни ёзишимиз мумкин. Бундан т  улчовнинг ад- 
дитивлигига асосан

tn ( U Л*) = т  (Л) +  т  [(U А*)\Л] > т  (А). к=\ ft=l
Бундан ва (3) тенгсизликдан

т (А )  /л (Л*)
fc=i

тенгсизлик келиб чикади. Шу билан 2) хосса ^ам ис- 
ботланди.

Математик анализнинг купчилик масалаларида баъзи 
бир тупламларни сони чекли тупламларнинг йигиндиси 
сифатида эмас, балки сони чексиз тупламларнинг йигин- 
диси сифатида ифодалашга тугри келади. Масалан, дои- 
ранинг юзини ^исоблашда уни сони чексиз булган тугри 
туртбурчакларнинг йигиндиси шаклида ифодаланишидан 
фойдаланилади. Бундай масалаларда улчовнинг аддитив- 
лик хоссаси етарли булмай ^олади ва шу сабабли бу хосса 
умумийро^ булган ва ^уйида таърифланадиган сано^ли 
аддитивлик ёки о- аддитивлик деб аталадиган хосса билан 
алмаштирилади.

3- т а ъ р и ф. Агар т  длчовнинг Gm анщланиш сохасидан 
олинган сони сано^ли узаро кесишмайдиган Ах, Л2, . . .  , Лп, ...

ОО 00 оо
тупламлар учун U ЛА £Gm булганда m ( ( J  Л )̂ = У  щ (Ak)

k=\ k=\ k=\
тенглик уринли б$лса т  улчов о-аддитив улчов дейилади.
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йида иккита мисол берилиб, уларнинг биринчисида 
итив булган улчов, иккинчисида эса аддитив, лекин 
итив булмаган улчовлар келтирилади.
Сано^ли аддитив улчовга мисолни э^тимоллар назария- 
келтириш мумкин. Айтайлик, | тасодифий ми^дор узи-
они сано^ли Sj, 
Pi, Р2 • ■ ■ < Рп>

^ииматларини мос ра-
э^тимоллар билан цабул ^илсин:

билан

Gm
сини бе 
нинг у_

Бу тен 
дир.

Бунда» 
2. Эл 

келтирал 
туплами! 
ёрий (а, 
сегмент/ 
ламлар с : 
рифлании. 
^анинг 
асосан у i

^ийматлари тупламини X

. . L

P ( l  = h) = Pi> 2  P i-  L
1=1

'асодифий миедорнинг 
белгилаймиз:

*  = и, гп,
оркали X  тупламнинг барча цисм тупламлари система- 

влгилаймиз. Gm системага кирувчи ^ар бир А элемент- 
ячовини цуйидагича ани^лаймиз:

т ( А ) =  2  Pi-
кеА

■глик билан аникланган т  улчов ст- аддитив улчов- 
зци^атан,

А ===== (j Ak, Ак [\ А, = 0 , k Ф  /, Ak£Gm, 6 = 1 ,2 ,  . . .  
k =  1

булсин. Gm системанинг таърифланишига асосан А £ Gm булади.
т  улчо!= ^знинг таърифланишига асосан эса

m(A) = ^ l pi = f i =
00 *=1 Et е *=i

It £VJk
, хусусан, т  (Х ) = 1 эканлиги келиб чикади. 
вди аддитив, аммо ст-аддитив булмаган улчопга мисол 
■шз. Q оркали [0,1] сегментдаги барча рационал сонлар 
ни белгилаймиз. Q тупламнинг [0,1] сегментдаги ихти-

Ь) интервал, [а, Ь\ сегмент ёки (а, Ь], [а, Ь) ярим 
жар билан кесишиши натижасида ^осил булган АаЬ туп- 

С„ оркали белгилаймиз. G„“истемасини система таъ--т оркали
лига асосан ярим ^ал^а ташкил этади. Бу ярим а̂л- 

Ф бир АаЬ элементи Gm системанинг таърифланишига 
лбу

Qfl(a, ЬУ, QD[a, b\\ Q П (a, b]\ Q f| [a, b)
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тупламларнинг бирига тенг. Бу куринишдаги Аа , £ Gm учун 
унинг т ( А аЬ) улчовини куйидагича аницлаймиз:

ж (АаЬ) = Ь — а.
Бу тарзда аницланган т  улчов аддитив булиб, лек. ин а-адди­
тив эмас. Х,аци^атан, Q туплам берилишига кура с— ___^ноцли бул­
гани учун уни Arr = Q(\[r, г] тупламларнингйирии_____ цисисифати­
да ёзишимиз мумкин: Q= U А , бу ерда г рациона.’ i  сон булиб,

г£[0.1]"
йигинди [0,1] сегментнинг барча рационал нуцта,г ари буйича 
олинган. т  улчовнинг таърифланишига асосан ^а^ _ э бир рацио­
нал г учун

т (А гг) = г — г = 0.
Фараз ^илайлик, т  улчов а- аддитив ^лчое— э  булсин. У 

з̂ олда
m(Q) = Sm (/ l ) =  0.

1-еюл]
Иккинчи томондан, Q = Q Г) [0,1] = А0] тенг- ликдан ва т  

улчовнинг таърифланишидан m(Q)=  1 булиб, фар»  азимизга зид
натижага келамиз. Демак, т  улчов а-аддитив эма-____с экан. щ

25.3-теорема.  Агар Gm ярим %алкада анщ.'^ш^анган ггГул-
чов а-аддитив улчов булса, у %олда бу улчовнс_____ т г  G^-ярим
%алцани уз ичига олган F  минимал %ал$ага дасг~ зоми [i улчов 
%ам а-аддитив улчов булади.

И сб о т .  Фараз цилайлик, F  минимал а̂лк;анинг A, Alt А2 . . .  
элементлари учун ушбу

\А = lUAn*Ak(]A. = ]0 , k j= j
п= 1

муносабатлар уринли булсин. 24.3-теоремага асос.'г з н  A £ F  туп­
лам ва з̂ ар бир Ап £ F тупламлар учун, мос рави~ мда, Gm ярим 
з̂ алцадан олинган сони чекли узаро кесишмай —лигян шундай 
B lt В 2, . . . , В { з̂ амда Bai, ВПг..........ВпРп ту^вп лам лар  мав-
жудки, ушбу

А — р В ^  B i (\Bk = 0 , i ^ k ,  B , f G

Ап =  U B ni, B ni П B J  = 0, i Ф  k, Bni b  Gm
i

тенгликлар уринли булади.
Ушбу

с * , — В/ п в „(-
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белгилашларни киритамиз. Бу тупламларнинг узаро ке- 
сишмаслиги ^амда ушбу

5/= и и ся1.л Bn l = u c ntl' п=1 I 1 '
тенгликларнинг уринли эканлиги Сп-. тупламнинг таърифлани­
шидан келиб чикади (бу ерда ва ^уйида i ва / индекслар 
сони чекли кийматларни ^абул к̂ илади). Булардан ва Gm ярим 
^алцада ани^ланган т  улчовнинг а- аддитивлигидан ушбу

m(Bi) = 2 2  m (С^ ’
л = 1  i

т  ( B ni) =  2  т  ( C nt, )  (S )
/

тенгликларга эга буламиз. F  минимал ^ал^ада ани^лан- 
ган ц. улчовнинг таърифланишидан

н И ) = 2 т (Б /), (6)
/

(7)
i

тенгликларга эгамиз. (4) — (7) тенгликлардан 

Н(А) =
П=1

25.4-и з о а-аддитив улчов цуйндаги хоссаларга эга:
1) агар F  ^ал^ада ани^ланган т  улчов а-аддитив 

булса, у ^олда F  ^алцанинг ушбу

U At czA, At nA t = 0 , 1Ф }  (8)

муносабатларни ^аноатлантирувчи А, Л ь А2, . . .  элемент- 
лари учун

2  т  (Л,.) < т  (А) 
г=|

тенгсизлик уринли булади;
2) агар А, А\, А2, . . .  тупламлар F  ^ал^анинг ихтиёрий 

элементлари булиб,
Л с  и А,

t=i
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булса, у ^олда
ОО

т (А )  <

булади.
Бу тенгсизлик баъзан т  улчовнинг а- ярим аддитивлик 

хоссаси деб ^ам юритилади.
1) хоссани исботлаймиз. Ak£F, k = l , 2, . . .  тупламлар

узаро кесишмаганлиги сабабли (8) муносабатдан хар а̂ндай 
натурал п учун

U А, а  А i=i
муносабатга эга буламиз. Бундан 25.2- изо^га асосан m 
;улчов учун ушбу

П

У  m (At) < m (А) 
f=i

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизлик ^ар цандай 
п натурал сон учун уринли булганлиги сабабли ундан 
п-*-оо да

оо

2  rn (Ak) < m (A)
*=i

тенгсизлик келиб чикади.
Энди (2) хоссани исботлаймиз. Ушбу 

В 1 = А1 {\ А,
В 2 = (А, Г) А )\А и 
В 2 = (Л3 П Л )\(ЛХ U АД

я п= ( л я п л ) \ и м , )1=1

тупламларни цараймиз. В п тупламларнинг таърифланишидан 
уларнинг узаро кесишмайдиган эканлиги хамда

А = U В .  В пс= А„, п* п пл= 1
муносабатларнинг уринлилиги келиб чикади. Бу муноса- 
батлардан ва m улчовнинг а-аддитивлигидан

оо оо

т (А )  =  2  m(Br,) <
п= 1 п=  I

тенгсизликни оламиз. Ш у билан 2) хосса ^ам исботланди. 
112
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26- §. Улчовнинг Лебег маъносида давоми

Бу параграфда Gm ярим халкада аникланган а-аддитив t
улипии  и Лебег маъносида давом эттириш масаласи билан шл
руллан --- амиз. Бунда Gm ярим халкада бирлик элемент булга
хол би  ---лян чегараланамиз.

Ш у--- ндай к,илиб, Gm ярим халкада аникланган а- аддитив /
улчов берилган булсин. Бу ярим хал^адаги Е  бирлик элемен'
нинг барча кием тупламларидан тузилган системаь
М  орк̂  --- али белгилаймиз. Маълумки, М  система а- алгебран
таш ки л^ ^ ^ ^ в этади. Бу ст- алгебрада таш^и улчов тушунчасини ю 

t ритами -3.
Фя£ )аз килайлик, А с= Е  туплам берилган булиб {B lt В г, ..

туплам лар системаси Gm ярим хал^адан олинган чекли ёк
саноцл:^ ^ ^ ^ ^ = 1  система булсин. Агар ушбу

бат уринли булса, { B J  тупламлар системаси А тупла! 
течи система дейилади. А тупламни цоплайдиган 6yi 
;темани чексиз куп усул билан тузиш ’мумкинлиги ра: 
Лунинг учун з̂ ам, ушбу

(в к)k
л чексиз куп цийматга эга ва хар бир k натурал сс 
г (B k) > 0 булгани туфайли бу йигинди куйидан чегар 
булади. i
■аъриф. 2 т (Вк) йигиндилар системасининг ам

к
егараси А тупламнинг ташки улчови дейилади ва у 

ц*(Л) = inf 2 т <Я*), {B „ZGm*k=  1, 2, . . .)!iiAcX>Bk

оркали белгиланади.
26. теорема. Агар Gm ярим \алцани i]3 ичига олге

MtMUMr  7л увалка F  булиб, т  улчовнинг F  халкага давоми /
бдлса, у хрлда хар кандай A£F учун

ц* (Л) = т ’ (А)

тенгли. к уринли.
И с бот. Хак.и^атан, 24.3-теоремага асосан хар канд

A£F т у  ^=плам Gm ярим хал^адан олинган сони чекли узаро i

муноса
НИ КО П -
дай сис: 
шан.

идаинд* 
учун гг~ 
ланган 

1- -г

цуии Ч «

Г,
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ишмайдиган B lt В 2, . . . , Вп тупламларнинг й 
борат, яъни

А = П B kBk, П В, = 0 , кФ'и B £ G m, 6=1,2*. 
k=\

риндисидан

,п.

г' улчовнинг ани^ланишига асосан т '(А )= '^ т (В .
ft= 1

ринли булиб, бу тенглик А тупламни ю^оридаги 
|юдалащ усулига борли  ̂ эмас (25.1-теореманинг ш 
анг). Bk, k = 1, 2, . . .  , п тупламлар А тупламни 
чун таш^и улчовнинг таърифига асосан

Н*(Л) ^ ^ т { В к) = т '  (А)
Ь=1

;нгсизлик уринли. Энди ц*(Л)> т'(А) тенгсизликн 
санини курсатсак, теорема исботланган булади. Б« 
араз ^илайлик, \Ck, Ck£Gm, k — 1, 2, . . . ) туп- 
:маси А тупламни крплайдиган ихтиёрий £чекли 
гстема булсин, яъни Лег U Ck. У  ^олда 25.4- vlz 
1нчи хосса га асосан к

tn' (А) ^ 2  m'SPk>- k
ундан т ' улчов т  улчовнинг давоми булганлиги 
ip Ck £ Gm учун т '  (Ck) — т(Ск) тенгликнинг уре 
и бу

т ' (^) <
k

:нгсизлик келиб чикади. Бу тенгсизлик Л туплам 
1ган хар ^андай система учун уринли булганлиги
'/п (Ck) йириндилар системасининг ани  ̂ цуйи чес

iM уринлидир, яъни

т !  (Л) < inf 2  m (Ck) — р.* (Л).
л ever k я

f тенгсизлик теоремани исботлайди.*
26.2-теорема. Агар ЛХ£М ва Л2£М туплс. 

lczA2 булса, у хрлда (а* (Лх) < р.* (Л2) булади.
Исбот .  Л£, I =  1, 2 тупламни цоплайдиган туи 

маси

) тенглик"ft-
куринишда 

:сботига ца- 
цоплагани

-^инг уринли 
^нинг учун, 
»памлар сис• 

;ки сано^ли 
зо,\даги ик-

сабабли >;ар 
-^нлилигидан

—1ни ^оллаи- 
ж  туфайли у
- а̂раси учун

^гмлар учун

пламлар сис-
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В?, вР, вУ, . . . М \  • • € G m 1 =  1,2

булсин. Маълумки, бундай тупламлар системасини чексиз куп

усул билан тузиш мумкин. Натижада т (Bl£>), (i =  1, 2)
k

йигинди чексиз куп ^ийматга эга булади. " S  tn (В{1]) йигиндининг
k

цийматлари тупламини В(01) орцали, (В{к]) йириндининг ^ий-
ft

матлари тупламини В{̂  орцали белгилаймиз.
Ах с= А2 булгани учун Аг тупламни цоплайдиган хар к;ан- 

дай система Ах тупламни хам цоплайди. Натижада 5 (02) с  В (01) 
муносабатга эга буламиз. Бундан аниц цуйи чегаранинг таъри­
фига асосан ушбу

!**(/ !,)=  inf inf =  !А* (A J
Л.сивфб Л.сивф кк k к *

тенгсизлик келиб чик,ади.*
2 6 .3 -т е о р е м ]а . Агар А £М  гва \Ап£М , п =  1, 2, . . .

оо
тупламлар учун Acz U Ап булса, у %олда

Л=1

V .* { A ) ^ v * ( A n).
Л— I

И с б о т . Ташци улчовнинг таърифига мувофик;, е >  0 сон 
учун х;ар бир Ап £М , л =  1, 2 . . .  тупламни цоплайдиган 
шундай Вп1, Вп2, Вп3, . . . тупламлар системаси мавжудки, 
ушбу

^ ( S J C n ' C / y + i -  ( 1)

тенгсизлик бажарилади.
Теорема шартидан ва Bnk£Gm тупламларнинг олинишидан

А с= \j Anc  U [) Bnk
Л = 1  П~\ k

муносабатга эга буламиз. Бу муносабатдан таищи улчов­
нинг таърифига асосан ушбу
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тенгсизлик келиб чик;ади. Бу тенгсизликдаги (Bnk) йиринди
к

учун (I) тенгсизлик уринли эканлигидан фойдаланиб,

(х* (Л) <  (Л„) +  в
п= 1

тенгсизликни оламиз. Бундан, е > 0  ихтиёрий кичик сон 
булгани учун теореманинг исботи келиб чи^ади.*

Энди Gm ярим хал^ани уз ичкга олган минимал лал^ани 
F  ор^али белгилаб, улчовли тупламга цуйидагича таъриф бе- 
рамиз:

2- т а ъ р и ф. Агар бирор \А £ М туплам берилган булиб, 
щ р кандай в > - (9 сон учун F минимал щлщадан шундай В 
туплам топилсаки, А А В тупламнинг тащи улчови учун 
ушбу

р *(Л Д В ) < е
тенгсизлик бажарилса, у %олда А туплам улчовли туп­
лам дейилади.

Бонщача цилиб айтганда, агарда А тупламни минимал 
^алцанинг элементлари билан етарлича ани^ликда я^ин- 
лаштириш мумкин булса, у ^олда А туплам улчовли 
туплам дейилади. М системанинг барча улчовли туплам­
лари системасини Z орцали белгилаймиз.

2 6 .4 -т е о р е м а .  Агар А улчовли туплам булса, у %олда 
унинг тулдирувчиси Е\А  хам улчовли тупламдир, яъни агар 
A £ Z  булса, у %олда Е\А  ( jZ булади.

И с б о т .  24.4- теоремага асосан ушбу
(£ \ Л ) А {Е\В) =  А АВ  (2)

тенглик уринли. Агар F  ^ал^а булиб, В £ F  булса, Е \ В  £ F 
булади.

Энди А £ Z булса, Е  \ Л £  Z булиши (2) тенгликдан келиб 
чщади.*

26.5- т е о р е м а .  \ар цандай иккита улчовли туплам­
нинг йигиндиси, купайтмаси, айирмаси ва симметрик 
айирмаси %ам улчовли тупламдир.

И с б о т . Фараз цилайлик, A1£Z  ва Л2 £ Z ихтиёрий туп­
ламлар булсин. Ушбу

л х П л 2 =  лх\ ( л х\ л 2),
Л ХД Л 2 =  (ЛХ\ Л 2) и (Л2\ Л Х),

Лх и л2 =  £ \[ (£ \Л Х) п ( £ \ 4 )]
айниятлар хар к;андай Лх ва Л2 тупламлар учун уринли бул- 
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гани учун A j\A 2£Z  муносабатнинг уринли эканини курсатиш 
кифоя.

А 1 па А2 тупламлар улчовли булганидан таърифга асосан 
хар бир е > 0  сон учун шундай В1 £F ва B2£ F  (бу ерда F 
система Gm ярим ^алкани уз ичига олган минимал халк,а) туп­
ламлар топиладики, ушбу

II* (А1А В а) <  -j- ва [I* (А2 Д £ 2) <  -j- (3)

тенгсизликлар уринли булади.
F  система халь̂ а булгани учун B1\ B 2£F . Энди 2 4 .5 -тео­

ремага асосан ушбу
(Л Д Л 2) Д ( В Д В ,)  с :  (Аг Д Вг) U (А2 Д В2)

м уносабат уринли. Бундан ва (3) тенгсизликлардан 26.3- 
теорем ага асосан

ц* {(A1\ A 2)A (B 1\ B 2) ] ^ v.*(A1A B j) +  1i*(A2A B2) < e

тенгсизлик уринли. Демак, (/41\/42)£ Z .*
26 .6 - н а т и ж а .  Z улчовли тупламлар системаси ал- 

гебрадир.
Х^а^икатан, 26.5- теоремага асосан Z система халка.

2 6 .4 - теоремага асосан хар ^андай A £Z  учун E\A£Z  муноса­
бат уринли. 26.5- теоремага асосан эса Е  =  A U (Ё\А) була­
ди, яъни Z х,алка бирлик элементга эга.„.

26 .7- т е о р е м а .  Агар

А =  U Ak(] А, = 0 ,  k ^ j ,  Ak£Z, k =  1, 2 .......... пk= 1 ' 
б^лса, у %олда

ц * ( Л ) = » 2 > *  (Ак).
А= 1

И с б о т .  Теоремани иккита туплам учун исботлаймиз. 
Ихтиёрий п та туплам учун теореманинг исботи математик 
индукция усули орцали олинади.

Шундай цилиб,
A =  AX\]AZ, А1ПА2 =  0 ,  А1 £Z, A2£Z

булсин. У ^олда 26.5- теоремага асосан A£Z булади. А1 ва 
А2 тупламлар улчовли эканлигилан таърифга асосан ихтиёрий 
кичик е >• О сон учун шундай Bt £ F  еэ Вг £ F  (бу ерда F  
система Gm ярим хал^ани уз ичига олган минимал х,алк,а) туп­
ламлар топиладики, улар учун (3) тенгсизликлар уринли булади. 
Ах ва А2 тупламлар узаро кесишмаганлиги сабабли 24.5- тео­
ремага асосан ушбу
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Вх Л B2cz(AxABx) и (А2АВ2) (4)
муносабат уринли.

Gm ярим халцада аникланган т улчовнинг F минимал хал- 
^ага давомини т' билан белгилаймиз. 2 5 .1 -теоремага асосан 
т' улчов аддитивдир.

26.1- теоремага асосан хар цандай B£F учун Ц* (В) =  т! (В) 
тенглик уринли. Бундан хамда Вх Л В2£ F  булгани учун (4) 
муносабатдан 26.3- теоремага асосан

ii*(Вх Л В2) =  т' (В, Л Вг) <  \х* (Ах А Вх) +  (х* (Л 2 А В 2)
тенгсизлик уринли булади. Бундан (3) тенгсизликка асосан

т' {Вх Л В2) < г .  (5)

Иккинчи томондан,

ва /42c:B2U  (А2АВ2) муносабатлардан 2 6 .3 -теорем ага асо­
сан ушбу

ц*(Л х) <  ix* (Вх) +  [х* (А, А Вх) =  т' (В,) +  \х* (Ах А Вх)
ва i

ц* (А2) <  (i* (В2,) +  (х*(Л2 А В2) =  т' (В2) +  ц* (А , А В2)
тенгсизликлар келиб чикади. Булардан (3) тенгсизликка 
асосан ^уйидагига эга буламиз:

т! (Вх) >  ix* (Ах) - ^ -  ва т' (B2) s ^ * ( ,4 2) - -j- (6)

А 1 ва  Аг тупламлар узаро кесишмаганлиги сабабли
2 4 .5 -теорем ага асосан ушбу

А А В  =  (АХ U А2)А (В х U В2) а ( А хАВх) U (А2А В 2)
муносабат уринли. Бундан, 26.3- теоремага в а  (3) тенг- 
сизликларга асосан

(ЛАВ) <  ц*(Лх А Вх) +  ц* (А2 А В2) <  е. (7)
Энди В аА [}(А А В ) муносабатдан 2 6 .3 -теорем ага асо­

сан ушбу
\х* (В) =  т' (В) <  \х* (Л) +  ц*(Л А В)

ёки

ц*(Л) > т '  (В) —  (х* (Л А В) 
тенгсизликка эга буламиз. Бундан (7) тенгсизликка асосан 

|х*(Л) >  т' (В) — е, (8)
Энди 24.4- теоремага асосан ушбу
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Я х и в 2 =  В, и [ 5 ,4 ( 6 ,  П BJI,
В2 =  (Вг П В2) U [В2\(В 2 П 5 ,)]

айниятларнинг уринлилигидан з^амда т' улчовнинг адди- 
тивлигидан

т' (В, U В2) =  т' (Вг) +  т' [В2\ (В 1 fl В2)],
т’ (В2) =  т' (В1 Г) В2) +  т'[В2\{В1 Г) В^]

тенгликларга эга буламиз. Булардан
т! (Бх U В2) =  т' (B J  +  т' (В 2) — т'(Вх f) 52)

тенглик келиб чи^ади. (5), (6) ва (8) тенгсизликлардан
|л*(Л) >  т! (В) — е =  т! (Бх) 4- т! (В2) —  т' (Вх П В2) —

—в >  ц*(Л х) +  ц.* (Л2) —  Зе,

яъни
^ (/ 1) > ^ ( 4 ) +  ^ ( ^ ) - З е .

Бундан е > 0 ихтиёрий кичик сон булгани учун 
li*(A)> l i*(A1) +  ix*(A2) 

тенгсизлик келиб чи^ади. Энди тескари 

^ ( Л К ^ Л ^  +  и * ^ )  
тенгсизлик Л = Л 1 и Л 2 тенгликдан 2 6 .3 -теоремага асосан 
келиб чицади. Бу икки тенгсизликдан

М-* (Л) =  И* (Лх) +  Ц* (Л2)
тенгликка эга буламиз.#

Бу теорема курсатадики, Z улчовли тупламлар систе­
масида аницланган ц* туплам функцияси (таш^и улчов) 
аслида улчов экан.

3- т а ъ  р и ф. Z улчовли тупламлар системасида аниц- 
ланган ц* туплам функцияси (ташци улчов) Лебег улчови 
дейилади ва ц орцали белгиланади.

26.8- т е о р е м а .  Сони саноцли улчовли тупламлар­
нинг йигиндиси ва купайтмаси улчовли тупламдир.

И с б о т . Фараз цилайлик {Л !, Л2, . . . } кетма-кетлик ул-оо
човли тупламларнинг саноцли системаси булиб, Л =  U Ап бул-

п =  1
син. Ушбу

Л] =  Лх,

А'2 =  Л2\ Л !

Аэ =  Л М 1) ^а).
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тупламларни тузамиз. Бу тупламларнинг узаро кесишмаслиги
оо

хамда A =i \] A'k тенгликнинг уринлилиги уларнинг аникла- 
£=1

нишидан кеаиб чикади. 26.5- теоремага асосан уларнинг >;ар 
бири улчовли туплам. )^ар ^андай п натурал сон учун

U А'к<=А
k=i *

муносабат уринли. Бундан 26.2 ва 26.7- теоремаларга 
асосан

. R— 1П= I
тенгсизликка эга буламиз (бу ерда з а̂р цандай улчовли 
В туплам учун ц* (B)=\i(B ) тенгликдан фойдаландик). 
Б у  тенгсизлик ихтиёрий п учун бажарилганлиги сабабли 
у л-v  оо да з^ам ;уринлидир:

ь=\
ео

Демак, ’к) ^атор яцинлашувчи булиб, хар ^андай е >  О 
*=i

сон учун шундай N — N (е) сон топилади ки,

2 h W < t  Р )
k > N  г

тенгсизлик уринли булади. А’п, n =  1, 2, . . .  тупламлар ул-
N

човли булгани учун 26.5- теоремага асосан С — U А ’ туплам
п =  1

з̂ ам улчовли. Шунинг учун улчовли туплам таърифига асосан 
шундай В £ F  туплам топиладики,

(х* (С А В) <  -у- (10)

тенгсизлик баж арилади.
Л ва С тупламларнинг тузилишига ва 24.5- теоремага 

асосан ушбу
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л д в  = (  i m ;) л в<= (едя) и ( и л;>
* = I k > N

муносабат уринли. Бу муносабатдан 2 6 .3 -теоремага асо­
сан

Н* (ЛАВ) <  (САВ) +  2  Ц* W  =  Ц* (САВ) +  2  И ( ^ )
*>лг

тенгсизликка эга буламиз. Бундан з^амда (9) ва (10) тенг­
сизликлардан

Н* (ЛАВ) <  е 
тенгсизлик келиб чикади. Демак,

Л =  U Ак
ft= 1

туплам улчовли экан.
оо

Энди А' =  П Аь тупламнинг улчовли эканини курсатамиз. 
*=i

2 6 .4 -теоремага асосан Ak, k =  1 , 2 ,  . . .  тупламлар улчовли 
булгани учун Е \А к, k = l , 2 ,  . . .  тупламлар хам улчовли-

оо

дир. Х^зиргина исботлаганимизга асосан U (Е \ А к) туплам ^ам
М S3 1

улчовли. 26.4- теоремага асосан

в \ П ( £ \ л ^
А=1 *

туплам улчовли. Иккилик принципига асосан

E\U  (Ё \ А к)=  П [Е\(Е\А к)] =  П Ак
к = \ *= I *=!

ОО

булгани учун Л '=  Г) Ак туплам улчовли.* 
k= 1

Бу теоремадан Z улчовли тупламлар системасининг бир 
вацтда ^ам ст-^ал^а, ^ам б- ^ал^а эканлиги келиб чи та­
ли. Z система Е  бирлик элементга эга булгани учун у ай- 
ни ва^тда ст- алгебра ^амдир.

26.9- т е о р е м а. Лебег улчови о-аддитив рлчовдир, 
яъни агар А, Аь А2, . . . ,  Ап, . . .  улчовли тупламлар булиб,

Л =  Ак П А , = * 0 ,  k ¥ * j

брлса,
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м (А) =  2  Iх WJmmk=\
И с б о т . 2 6 .8 -теоремага асосан А улчовли туплам. 26.3-тео-

ремага асосан А =  U Аь тенгликдан 
*=i

оо
ц ( Л ) < > > ( Л А) (11)

тенгсизликка эга буламиз (бу ерда улчовли туплам учун 
jj,* (Л) = ц ,(Л ) тенгликдан фойдаландик).

Иккинчи томондан, з$ар цандай N натурал сон учун
N
(J AkczA

муносабатдан 2 6 .2 -ва 2 6 .1 -теоремаларга асосан
N N

1 *(1 М *)=  У  н- (Лй) ^  р. (Л)
4=1 А=1

тенгсизлик келиб чицади. Бу тенгсизлик з а̂р цандай N 
учун уринли булганлигидан у N-^oo да з^ам уринлидир:

2 м \ < ( А ) .
ft= I

Бу ва (11)  тенгсизлик теоремани исботлайди.*
26.10- т е о р е м а .  Агар Ах =эЛ2з>, . . . , Ak £Z, £ .=  1 , 2 , . . .

ОО

камаювчи улчовли тупламлар кетма-кетлиги учун А =  П Лд
k— 1

булса, у %олда
ц(Л ) =  Ншц(Л„) (1 2 )

П~*оо
булади.

И с б о т .  Теоремани Л =  0  булган хол учун исботлаш ки­
фоя, чунки умумий з̂ ол Ап тупламни ЛП\ Л  тупламга алмаш- 
тириш йули билан бу зсолга олиб келинади. Шундай цилиб, 
Л =  0  булсин. Лг, Л2, . . .  улчовли тупламлар учун куйида- 
ги тенгликларни ёзишимиз мумкин:

А  — U (Л2\ Л 3) и , . . . ,
(13)

А п ( А Л А + l )  U ( ^ n - f  i \ ^ / j + 2 )  U  » ■
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Бу ерда (Л/г\ Л /г+1), k =  1 , 2,  . . .  тупламлар узаро кесишмай­
диган тупламлардир. 26.9- теоремага асосан jx улчов ст- аддитив 
улчов булгани учун (13) ифодадан фойдаланиб, куйидаги тенг­
ликни ёзамиз:

t i ( ^ ) = _ V | ( X ^ \ ^ +1).
*= i

туплам улчовли булгани учун бу тенгликнинг унг томо­
нидаги ^атор я^инлашувчи. Унинг ^олдиц хади

ft=n
(13) ёйилмага асосан Ап тупламнинг улчовига тенг, яъни

k=n
Маълумки, я^инлашувчи ^аторнинг цолдии; хади п->-оо да 

нолга интилади. Бундан п-*-оо да [j, (Ап)->- 0 муносабат келиб 
чикади.*

(12) тенгликни ^аноатлантирувчи [л улчов узлуксиз улчов 
дейилади.

2 6 .1 1 -н а т и ж а .  Агар А г c i  А2а  . . .  а А па , . . . , A ^ F ,  
п =  1, 2, . . .  усувчи улчовли тупламлар кетма-кетлиги учун

оо
А — U Ak б^лса, у хрлда

Лев 1
|г(Л) =  П тц (Л „)

булади.
Исботи 2 6 .1 0 -теоремада Ап тупламдан унинг тулдирувчиси 

САп га утиш орк;али олинади.
2 6 .1 2 -и з о х . Шундай ^илиб, Gm ярим ^ал^ада аницланган 

а- аддитив т улчовни аницланиш со^аси а- алгебрадан иборат 
булган ст-аддитив хамда узлуксиз бул ган р. улчовга давом 
эттирдик. Бу усул билан давом эттирилган ц улчов т улчов­
нинг Лебег маъносида давоми дейилади.

2 7 -§ . Текисликдаги тупламларнинг Л ебег улчови

Бу ерда илгариги параграфларда баён этилган абс­
тракт улчовнинг татби^и сифатида текисликдаги туплам ­
ларнинг Л ебег улчови билан шугулланамиз.
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Ф араз цилайлик, а, Ь, с ва d ^ациций сонлар берилган 
булсин.

Текисликдаги ^уйидаги куринишдаги туплам лар тур­
ри туртбурчаклар дейилади:

1. Р =  {(х, у) \а <  х ^  b, c ^ y ^ d } .
2. Р =  ((*, у) :а <  х <  b, c ^ y < d } .
3. jP =  {(лг, г / ) : а < х < & ,  c < y ^ d } .
4. Р =  {(х, у) :а <  х ^  b, c < y < d } .
5. Р =  [{х, у): а <  х < Ь ,  с <  г/ <; d {.
6. Р =  {(х, у) :а <  х <  b, c ^ y C d } .
7. Р =  {(х, у):а < х < & ,  с < .у  ^d\.
8 . Р =  {(х, у):а ^  x < b ,  c < y < d } .
9. Р =  {(X  у) : а С  х <  Ь, с <  г/ <  d}.

10. Я =  {(х, y) :a<Zxs^b,  с ^  y < .d }.
11. Р  =  {(х, г/): а С  х <  b, c < .y s ^ d ).
12. Р  =  {(х, у ) :а < .х  <  b, c < .y < d ) .
13. Р =  {(х, у ) : а < . х < Ь ,  с <  г/ <  d}.

14. Р  =  {(х, г/):а < х < Ь ,  с ^  y C d } .
15. Я =  {(х, у) : а < . х <  b, c C y ^ d } .
16. Р =  {(х, y ) : a < x C b ,  c < y < . d } .

М асалан, 1 - куринишдаги Р =  {(х, у) : a^lx^Zb, c^Ly^  
^ d} тугри туртбурчак a< b , c < d  булганда ёпи^ (ёки 
чегарали) тугри туртбурчакни; a =  b, c<.d  ёки а<Ь, 
c =  d булганда сегментни, a>b, c> d  булганда эса буш 
тупламни ифодалайди. Шунингдек, 16- куринишдаги Р  =  
=  { (х, У) ■ a < x < b , c < y < d } тугри туртбурчак а < Ь , 

c<Ld булганда очиц (ёки чегарасиз) тугри туртбурчакни, 
цолган ^олларда эса буш тупламни ифодалайди. 2 , 3 , 5  
ва 9- куринишдаги турри туртбурчаклар бир томони 
очиц, 4 , 6 , 7 , 1 0 , 1 1  ва 1 3 -куринишдаги тугри туртбур­
чаклар икки томони очиц, 8, 12, 14 ва 15- куринишдаги 
туртбурчаклар уч томони очи% тугри туртбурчаклар дейи­
лади, бундай тугри туртбурчаклар ярим очиц. турри турт­
бурчаклар деб з^ам аталади. Булар а ва b з^амда с ва d 
сонлар орасида буладиган муносабатга цараб тугри турт­
бурчакни, ё интервални, ё ярим интервални ёки буш т^п- 
ламни ифодалайди.
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Текисликдаги барча тугри туртбурчаклар тупламини 
' Gо оркали белгилаймиз.

Тугри туртбурчакнинг таърифланишидан ^амда з^ал^а- 
нинг таърифидан ^уйидаги теорема келиб чикади:

2 7 .1 -т е о р е м a. G0 тугри туртбурчаклар системаси 
ярим %ал%адир.

И с б о т .  Дар к;андай иккиЯ^б,, ва P2£G0 тугри туртбурчак 
учун Рх f| Р2 хам тугри туртбурчак (агар улар кесишмаса, буш 
туплам) эканлиги равшан, яъни Р1 fi P2£G0 (0  £ G0 эканлиги G0 
системанинг таърифланишидан келиб чикади). Энди P£G0 ва 
P0£G0 тугри туртбурчаклар учун Рп^ Р  булсин. У  холда тугри 
туртбурчакнинг таърифланишидан шундай узаро кесишмайдиган 
сони чекли Рг, Р2, . . . , Рп тугри туртбурчаклар топиладики, 
Р тугри туртбурчак Р0, Plt . . . ,  Рп тугри туртбурчакларнинг 
йигиндисидан иборат булади, яъни Р =  Р0[} Р1 U • • • U Рп * 

Энди G0 ярим халкада m туплам функциясини ^уйидагича 
ани^лаймиз:

т(Р) =  0, агар Р = 0  булса, m{P) =  (b — a)(d — с), агар 
Р ёпик;, очи^ ёки ярим очик, тугри туртбурчак булса.

т туплам функцияси улчов. Дацицатан, хар ^андай P £ G t 
учун т (Я) >  0 эканлиги т функциянинг таърифидан куринади:

р =  j j  pk, Pk П />/8 = i0 .  k Ф /, Pk£G0 булганда

/п(Я )= V m ( P ft)
*=i

тенгликнинг уринли эканлиги эса элементар геометриядан 
маълум.

Агар G0 ярим хал^ани уз ичига олган минимал ^ал^ани F 0 
оркали белгиласак, 24.3- теоремага асосан унинг хар бир A£F0 
элементи ушбу

А =  и Н  РкП Р , =  0 . кф}, P£G q, * = 1 ~  (1)Л=1 '

куринишга эга. F0 .^ал^ада т! улчовни ушбу

m ' ( 4 ) = 2 m(/V
*=i

куринишда ани^лаймиз. т' улчов A£F0 тупламни (1) куриниш- 
да ифодалаш усулига борлик; эмас. Да^ицатан,

A = * V P k= UQ. ,  PkClPi =  0 , k ф i.
A-l * /= 1 '
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Q ; n Q , =  0 .  1ф 'п Pk£G0, k = \ , n ,  Q.£G0, j =  1, s

булсин. G система ярим хал^а булгани учун^Рк f] Q; € Q0,
& =  1, л ва G/t / =  1, s турри туртбурчакларнинг олинишига 
асосан

U ^ f l Q , ) ,  Q / = AU ,( ^ n Q /)

тенгликлар уринли. Бундан т улчов булгани учун

2  т (Рк) =  v  j?m  (pk П Q .)=  2  2  ■m П Q/>=
*= 1 Л-.1/-1 /«1А-1

=  2  m 
/=i

тенглик келиб чицади.
G ярим ^ал^ада m ва т' улчовларнинг устма-уст ту- 

шиши уларнинг таърифидан келиб чикади.
Энди текисликда чегараланган А туплам учун тапщи 

улчов тушунчасини киритамиз. Умумийликни камайтир- 
масдан, бундай т^пламларни бирор Е  турри туртбурчак- 
нинг ^исмларидан иборат деб ^арашимиз мумкин.

Фараз цилайлик, Plt Р2, . . . , Рк, . . . , Pk£G0, k =  
=  1,2, . . .  сони чекли ёки саноцли турри [туртбурчаклар сис- 
темаси А<пЁ тупламни к,опласин:

Г "--П < Г  оо

А\а U Рк 
• *=i

Маълумки, бундай турри туртбурчаклар системасини [чексиз 
куп усул билан тузиш мумкин. Шунинг учун 2  т (Рк) йиринди

>;ам чексиз куп к;ийматга эга ва хар бир Рк учун т (Рк)>  О 
булгани туфайли, бу йиринди цуйидан чегараланган булади. Бу 
йириндилар системасининг ани  ̂ к,уйи чегараси А тупламнинг 
ташщ улчови дейилади ва у ^уйидагича белгиланади:

- ц* (А) =  inf ^ т (Р к).
л CUP* ft

Агар А а Ё  туплам ва берилган е > 0  сон учун B £ F 9 
топилсаки, ц* (ЛАВ) <  е тенгсизлик бажарилса, А туплам ул­
човли туплам дейилади.

Текисликдаги барча улчовли тупламлар системасини 
Z0 ор^али белгилаймиз. Z0 системада аницланган ц* функ­
ция Л ебег улчови дейилади ва ц ор^али белгиланади.
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1. Сон у^ининг барча чегараланган цисм тупламлари­
дан тузилган Я  система з^алца ташкил этишини исботланг.

2. Фараз ^илайлик, К халк;а берилган булиб, А £ К  ихтиё­
рий элементи булсин. К (Л) ор^али барча А Г) В куринишдаги 
тупламлардан иборат системани белгилаймиз, бу ерда В £ К. 
К(А) системанинг Е =  А бирлик элементга эга булган алгебра 
эканлигини исботланг.

3. Агар А ихтиёрий чексиз туплам булса, у з^олда унинг 
чекли ёки сано^ли цисм тупламларидан тузилган Я  
система о-з^алца ташкил этади. Шуни исботланг. А туп­
лам га цандай шарт цуйилганда Я  система а- алгебра б^- 
лади?

4. Сон уцидаги барча сегментлар, интерваллар ва ярим 
очи^ интерваллар туплами ярим з^ал^а ташкил этишини 
исботланг.

5. Агар Р ярим хал^а булиб, унинг исталган иккита А£Р 
ва В £ Р  элементи учун A (J В £ Р булса, у хрлда Р хал^а бу­
лади. Шуни исботланг.

6 . Р — {(*, у) : а <  х <  Ь, с <  у <  d} туплам текисликдаги 
тугри туртбурчак булиб, Е а  Р туплам унинг улчовли ^исми 
булсин. Ушбу P(t) =  {(х, у) £ Р: a ^ x ^ t ,  c ^ y ^ d }  белги- 
лашни киритамиз. У хрлда f(t) = ц ( Е  f] Pit), функциянинг [а, Ь\ 
сегментда узлуксизлигини исботланг.

7 . Агар Ё  туплам текисликдаги улчовли туплам булиб, 
ц(Е) =  р булса, у хрлда з̂ ар цандай q ( 0 ^ . q ^ p )  сон учун 
Е  тупламнинг [х (Ёя) =  q шартни ^аноатлантирувчи улчовли 
ё ч цисми мавжуд. Шуни исботланг.

8. [О, 1] сегментдаги сонларнинг унли каср ёйилмасида 
2 р азам и  3 ра^амидан олдин учрайдиган сонлар тупла- 
мининг Лебег улчовини топинг.

9. [О, 1] сегментдаги сонларнинг унли каср ёйилмасида
7 р азам и  цатнашмайдиган сонлар тупламининг Л ебег ул­
човини топинг.

V боб  

УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР
28- §. Функция ва унинг узлуксизлиги

Биринчи бобда киритилган функция тушунчасини эс- 
латиб утамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар X тупламнинг %ар бир х элемен- 
тига бирор цоидага мувофиц Y тупламдан биргина у эле-
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мент мос келтирилган брлса, у %олда X тупламда функция 
берилган дейилади ва бу муносабат

y = f (х ), y=g(x)
ва %оказо куринишларда ёзилади.

Киритилган таърифда X ва У тупламлар элементла- 
рининг табиати ихтиёрий булиши мумкин. Таърифнинг 
асосий мазмуни бу икки тупламнинг элементлари ораси- 
даги муносабатни аницлашдан иборатдир. Яна шуни ,^ам 
айтиб утиш керакки, таърифга мувофи^ X тупламнинг 
турли элементлари учун У тупламдан биргина элемент 
мос келиши ^ам мумкин.

Бу таъриф X IX  асрда яшаган немис математиклари 
Дирихле ва Риманлар томонидан берилган булиб, функ­
циянинг ^озирги замон таърифи ^исобланади.

Агар X ва У тупламларнинг элементлари ^а^и^ий сон- 
лардан иборат булса, у ^олда

У =  [{х)(х£Х, у £У)
муносабат математик анализнинг умумий курсида берил­
ган функция тушунчасининг худди узи булади. Бу хрл­
да f  ни ^ацик;ий х  узгарувчининг функцияси дейилади. 
Бу бобда ^аь^и^ий функциялар билангина ш угулланамиз.

Агар X  тупламнинг элементлари п улчамли Эвклид фазо- 
сининг нуцталаридан иборат булса, яъни х =  (х,, х2, . . ., хп) 
ва Y  тупламнинг элементлари ^а^иций сонлар^булса, у ^олда

у =  / (* ,, х2, . . .  , хп) =
п узгарувчининг функцияси булади.

2 - т а ъ р и ф  (Коши ). Бирор ну катали Е тупламда f (х) 
функция берилган булсин. Агар \ар цандай мусбат г 
сон учун х0 нуктанинг шундай (х0 —  б, х0 +  б), 6  >  О атро- 
фи мавжуд булсаки, (х0 — б, х0 +  6) П Е тупламнинг \ар 
бир х элементи учун

J / W —  / (хо) I< е
тенгсизлик бажарилса, у хрлда f(x)  функция Е туп­
ламнинг х0 нуцтасида узлуксиз дейилади. Агар Е туп­
ламнинг %ар бир нуцтасида f(x)  функция узлуксиз 
булса, у %олда f (x)  функция Е  тупламда узлуксиз дейи­
лади.

Бир неча узгарувчининг функцияси учун ^ам узлуксизлик 
тушунчаси шунга ухшаш берилади. п улчамли фазонинг бирор 
Е  цисми берилган булсин. Агар ^ар цандай мусбат е сон учун 
х\ (г =  1 ,п) нинг шундай (*? — б,-, х°{ +  б,), б,- >  0, ( i  =  \,п) ат.
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рофи мавжуд булсаки, Е  тупламнинг координаталари тегишли 
атрофга кирган хар бир х =  (xv х2, . . .  , хп) (х? —  б <  xi <  
<С х° - f  б) нуцтаси учун

|/ (*?, х°............*S) — f  (*р х2, . . . , хп) \ < г
тенгсизлик бажарилса, у з^олда / (лг1( лг2, . . . , x j  функция (х°{,

I х°, . . . , х°) нуктада узлуксиз дейилади.
3 - т а ъ р и ф .  Агар х0 нуктада f(x) функция узлуксиз 

булмаса, у %олда бу пункта f (х) нинг узилиш нуцтаси дейи­
лади.

Б у  з^олда шундай е >  О мавжудки, ихтиёрий б >  О учун 
; \х —  х0 1 <  б
! тенгсизликни к^аноатлантирадиган нукталар ичида 

I \f (x) — f  (х0) \ > г
, тенгсизликни каноатлантирувчи х ну^та м авж уд.

f ( x)  функциянинг ихтиёрий Е  тупламдаги ани^ ю^о- 
ри ва ани^ ^уйи чегаралари, тебраниш тушунчалари1 
математик анализ курсида (Е туплам оралиь^дан иборат 
булган з̂ ол учун) ^андай берилган булса, умумий з^олда 

I з^ам худди шу каби булади.
I Бу тушунчалар ёрдамида хо нуктада f (x)  функциянинг 

узлуксизлигини яна цуйидагича бериш мумкин. Хо ну^та 
Е  тупламнинг лимит ну^таси булсин (Е  туплам ёпи^ ёки 

I ёпиц булмаслиги з^ам мумкин). Агар f (x)  функциянинг Хо 
; нуцтадаги тебраниши нолга тенг б^лса, у з^олда f(x)  

функция лг0 нуктада Е  тупламга нисбатан узлуксиз дейи- 
I лади (Б эр  таърифи).
, Бу таърифдан бевосита куринадики, агар хг, х2, . . . , хп, . . 

нукталар кетма-кетлиги Е  тупламдан олинган булиб, х0 нук;- 
тага яцинлашса ва бу нуктада / (х) функция узлуксиз булса, 
у з^олда ушбу

/ (хп)-*-  f (х) ( л - > -  о о )

муносабат Гринли булади. С^нгги натижани функциянинг 
нуктада узлуксизлиги таърифи сифатида ^абул цилиш 
з^ам мумкин эди ( Г е й н е  таърифи).

Бу турли таърифларнинг барчаси jteapo эквивалентдир. 
Бу эквивалентлик математик анализ курсида тула баён 
^илингани учун бу ерда бунинг устида тухтаб утирмаймиз.

Бу таърифлардан узлуксиз функцияларнинг йигинди-

1 Б у  тушунчалар л;ак;ида 61- § га царанг.
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си, айирмаси, купайтмаси ва булинмасининг (булувчи 
функция ^еч цайси нуцтада нолга тенг булмаган ^олда) 
узлуксизлиги математик анализ курсида ^андай курса- 
’гилган булса, шу каби курсатилади. Энди узлуксиз функ- 
цияларга ^уйидаги мисолларни келтирамиз.

1- м и с о л .  <р0 (х) функциянинг х ну^тадаги ^иймати \пх—х\ 
га тенг булсин; бу ерда пх сон х га энг я^ин [булган бутун 
сон. ф0 (х) функциянинг геометрик тасвири 8-шаклда берилган 
булиб, даври бирга тенг булган даврий функциядир. Бу функ-

____ 1 &  1

— -— , — (бу ерда k — бутун сон) сегментда

чизик л и булиб, унинг бурчак коэффициента ±  1 га тенг бу­
лади.

2- ми с о  л. f (х) функция [0, 1] сегментда к,уйидагича аник,- 
ланган: агар л: £ Р0 булса, / (х) =  0 (бунда Р0 —  Канторнинг 
мукаммал туплами). Р0 га нисбатан тулдирувчи орали^ларда 
функциянинг геометрик тасвири диаметри тегишли оралик,нинг 
узунлигига тенг булган ю^ори ярим текисликдаги ярим айла- 
надан иборатдир (9 -шакл).

Бу функциянинг аналитик ифодаси ^уйидагича булади:

О I
3

А
3

1 х
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( 0, агар х £ Р 0 булса,

/W =  L / Л Ч М
( ] /  (— 7 —  J - [ * - < * „ --------j - j  • araP an < x ^ b n бул­

са, бунда (an, bn) — Канторнинг P0 тупламига нисбатан ихтиё­
рий тулдирувчи орали^. Бу функция [0, 1 ] сегментнинг ^ар бир 
ну^тасида узлуксиз булади. Агар х0 £ (ап, Ьп) булса, у з^олда 
х0 ну^тада / (л:) нинг узлуксизлиги бевосита унинг аналитик 
ифодасидан куринади. Агар х0 £ Р0 булса, ихтиёрий мусбат е 
сон учун х0 нуктанинг истаганча кичик (х0 — б, х0 +  б) атро- 
фини шундай танлаб оламизки, бу атроф билан [кесишган тул­
дирувчи (ап, Ьп) оралицларнинг узунлиги е дан кичик булсин.

Демак, / (х) нинг тузилишига мувофик, (х0 —  б, х0 +  б) ат- 
рофнинг з̂ ар бир нуцтасида

0 <  / (х) <  в
тенгсизлик бажарилади; лекин / (jc0) =  0, чунки х0 £ Р0 шунинг 
учун

I/ ( * ) —7  W l < e
тенгсизлик (х0 — б, х0 +  б) ораликнинг х;амма ну^талари учун 
бажарилади. е >  О ихтиёрий кичик сон булганлиги учун / (х) 
нинг х0 (£ Р0) нуцтада узлуксизлиги ва шу билан бирга f~(x) нинг 
[О, 1] сегментда з̂ ам узлуксизлиги келиб чикади.

29- §. Узлуксиз функцияларнинг асосий 
хоссалари

1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас k сон мавжуд 
булсаки, х нинг Е  даги х(амма щйматлари учун

1 / (*) I ^  k
тенгсизлик бажарилса, f(x) функция Е  тупламда чегара­
ланган дейилади.

29.1 - т е о р е м а. Чегараланган х(амда ёпиц Е  тупламда 
анщланган ва узлуксиз х1ар цандай f (x)  функция шу туп­
ламда чегараланган булади.

И с б о т .  f (x)  ни Е  тупламда чегараланмаган деб ф араз 
^иламиз. У з^олда з а̂р ^андай п натурал сон учун Е  туп­
ламда шундай хи нуцта топиладики, унинг учун ^уйида- 
ги тенгсизлик бажарилади:

/ (хп) > п .  ( 1)
Е  чегараланган булгани учун

* 1> ху . . . , хп, . . . 
ну^талар кетма-кетлиги хам чегараланган "булади. Больцано- 
Вейерштрасс теоремасига мувофик; [хп\ кетма-кетликдан бирор-
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та х0 ну^тага яи,инлашуБчи {хп }̂ ^исм кетм а-кетлик ажратиб 
олиш мумкин. Е  ёпи^ туплам булганлиги учун х0£ Е .  f (х) 
функция Е  тупламда узлуксиз булганлиги сабабли,

/ (*„ ,) . / (хп) ..............
кетма-кетлик я^инлашувчи булиб, унинг лимити f (xо) га 
тенг булади (Гейне таърифига кура). Иккинчи томон- 
дан, ( 1) муносабатга асосан

I f (Xnk) \ > nk ’

яъни k нинг бирор ^ийматидан бошлаб {/ (x„fc)) кетма-кетлик 
элементларининг абсолют ^иймати истаганча катта пк сондан 
катта булади; демак, {/ (*„,)} кетма-кетлик я^инлашувчи була
олмайди. Бу зиддият теоремани исботлайди.*

29.2- т е о р е м а .  Епищ ва чегараланган Е тупламда 
аникланган узлуксиз f (x)  функциянинг к^абул цилади- 
ган щйматларидан иборат Ф туплам ёпик; туплам­
дир.

И с б о т .  Ф тупламнинг ^ар цандай лимит нуцтаси узига 
киришлигини исбот ^иламиз. у0 ну^та Ф тупламнинг ихтиёрий 
лимит нуцтаси па у1У у2, . . . , уп, . . . нукталар Ф тупламдан 
олинган ^амда у0 ну^тага я^инлашувчикетма-кетлик булсин.Ф 
тупламнинг уп элементига Е  тупламдан мос келган ну^тани хп 
билан белгилаймиз (функциянинг таърифига кура камида битта 
шундай ну^та мавжуд), яъни

Уп =  / W  (*„€£)■

Е  чегараланган ва ёпи^ туплам булганлиги учун Больцано-Вей- 
ерштрасс теоремасига асосан xlt xv . . .  , хп, . . . кетма- кетлик 
камида битта х0 лимит ну^тага эга булади ва бу лимит ну^та 
Е  тупламга киради, яъни х0£Е.  {хп} кетма-кетлик х0 ну^тага 
я^инлашувчи ва f(x) функция х0 да узлуксиз булгани учун 
Я *л )-■* Д*о); иккинчи томонцан, уп =  f(xn) ->  yQ. Демак, y0= f(x0), 
х0£ Е  булгани учун г/„€Ф муносабат келиб чикади.*

Ф ёпи^ туплам булганлиги учун унинг ^уйи ва ю^о- 
ри чегаралари узига киради, булар f(x)  нинг энг кичик 
ва энг катта ^ийматлари булади.

Б у мулоз^азадан эса бевосита натижа сифатида цуйи- 
диги теорема келиб чикади:

29.3  т е о р е м а (Вейерш трасс). Ёпищ ва чегаралан­
ган Е  тупламда аникланган узлуксиз f ( x )  функция
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Е тупламда узининг энг кичик ва энг катта щйматини ца- 
бул цилади.

2-таър иф.  Агар %ар ^андай е > 0  учун шундай 5 > 0  
сон мавжуд булсаки, Е тупламдаги ушбу \ х' —  х" | <  б тенг­
сизликни цаноатлантирувчи барча х' £ Е  ва х" £ Е нуцталар 
учун

\}(х')— f(x")\ < 8
тенгсизлик бажарилса, f (x)  функция Е тупламда текис 
узлуксиз дейилади.

Бу таърифни функция узлуксизлигининг иккинчи таъ- 
рифи билан солиштирганда ^уйидаги фар^ куринади.

Функция узлуксизлигининг иккинчи таърифидаги (28- §) 
6 > 0  сон е сонга ва умуман айтганда, Хо ну^тага боглиц. 
Текис узлуксизлик таърифидаги б сон эса фа^ат е сонга- 
гина борли^дир.

}^ар ^андай текис узлуксиз функция узлуксиздир, аммо 
бунинг тескариси доимо тугри булмайди. Бу фикрни 
тасди^ловчи мисоллар у^увчига математик анализ курси- 
дан маълум. Аммо узлуксиз f(x)  функция ёпи^ ва че­
гараланган тупламда берилган булса, унинг учун цуйидаги 
теорема уринлидир.

29.4- т е о р е м а  (К ан тор). Епиц ва чегараланган Е туп­
ламда берилган %ар цандай узлуксиз f (x) функция бу 
тупламда текис узлуксиз булади.

И с б о т .  f(x)  функция Е  тупламда узлуксиз, лекин 
текис узлуксиз эмас деб фараз циламиз. У з^олда шундай 
м усбат е сон топиладики, }qap ^андай м усбат б сон учун 
Е  тупламда шундай икки х', х"  ну^та мавж удки, бу ну^- 
талар учун

\f(x' ) - f (X")\> e 
муносабатлар уринли булади.

Энди б га кетма-кет —, — , . . к,ийматларни бе-
2 3 п

риб,

и ;  -  * ;  | <  1 , | / « )  -  кхп) | >  в (п =  1, 2, . . . )  (2)

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин, бу ерда х'п£Е  ва хп£ Е  (п =  
=  1 , 2 , . . . ) .  Е  чегараланган туплам булганлиги учун

•̂1» ^2’ • ’ • > * * • 
кетма-кетликдан бирорта х0 ну^тага я^инлашувчи
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I t »
Xnt ' Xn,» • • • » ■*>!,' • • •

цисм кетма-кетликни ажратиб олишимиз мумкин. Е  ёпи^ туп­
лам булганлиги учун х0£ Е  булади. (2) га муаофи^,

\Xo-xnk\<\x0 - x ' nk\ +  \x'nk- x nk\<\x0- x nk\ + ^ -  

муносабатларни ёзишимиз мумкин. Бу муносабатлардан эса

Xnt' Хп2’ • • • »Хпк ’ ■ • •

кетма-кетликнинг хам х0 нуктага я^инлашиши келиб чикади. 
х0 нуктада f(x) функция узлуксиз булганлиги сабабли мусбат в 
сон учун х0 нинг шундай (х\ х ’) атрофини топиш мумкинки, 
(х\ х") П Е  тупламнинг .\ар цандай х элементи учун

\Пх0) ~ К х ) \ < ~

тенгсизлик бажарилади.
Энди {хп̂  ва {х"J  кетма-кетликларнинг х0 нуктага як,ин-

лашупчилигидан фойдаланиб, шундай п0 сонни топиш мумкин­
ки, k >  л0 булганда, хПк ва х” нукталар (х\ х') ораливда кир-
ган булади, чунки бу орали^ х0 нинг атрофи.

Демак, k >  п0 булганда

I /(*„,) -  к к к) \ <  I я * ; ;  -  к*о) I + 1 / w  -  ж ;  I <

муносабатларни ёзишимиз мумкин; бу натижа эса (2) 
муносабатларга зид.*

30- §. Узлуксиз функциялар кетма-кетлиги

Функциялар кетма-кетлиги билан кейинги бобда тула- 
poi  ̂ шурулланамиз. Бу ерда эса узлуксиз функциялар 
кетма-кетлигига оид биргина теореманинг исботини кел- 
тириш билан чегараланамиз. Бу теорема келгусида зарур 
булади.

Бирор Е  тупламда

fi(x), f2(x).............fn(x), . . .  ( 1)

функциялар кетма-кетлиги аникланган булсин. Агар х0£ Е  учун 

f  1 ( 0̂̂  ’ f2 ( V  ’ ' ' ' ’ tп (Хо) > • ‘ •
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с онлар кетма- кетлиги бирор лимитга эга булса, у холда ( 1) 
кетма-кетликни х0 (£Е) нуцтада яцинлашувчи дейилади; бу 
лимитни f (х0) билан белгилаймиз. Агар ( 1) кетма-кетлик Е 
тупламнинг хар бир нуцтасида якинлашса, у хрлда бу кетма- 
кетлик Е тупламда яцинлашусчи дейилади ва лимит функция­
ни /(х) билан белгилаймиз.

Бу таърифни бошк,ача («е —  6» тилида) куйидагича >;ам ифо- 
далаш мумкин:

1 - т а ъ р и ф .  Агар хар кандай е > 0  сон ва xiap кандай 
х0£ Е  HyKjna учун шундай п0 натурал сон мавжуд булсаки, 
барча п >  п0 учун

I/л(*о) — Л *о ) '< 8 
тенгсизлик бажарилса, у %олда (1) кетма-кетлик Е  
тупламда f(x)  функцияга ящнлашувчи дейилади.

Б у  таърифдаги п0 сон е га ва хо нуцтага боглицдир.
2 - т а ъ р и ф .  Агар 1-таърифдаги п0 сон в сонгагина 

боглиц булиб, х0 ну^тани танлаб олишга боглик; б(/лмаса, 
яъни п ^ п 0 булганда,

I /„ М  — / (*) I <  е
тенгсизлик барча х £ Е  учун бажарилса, у холда ( 1) кетма- 
кетлик Е тупламда f(x) функцияга текис якинлашувчи дейи­
лади.

Текис яцинлашиш тушунчаси математикада асосий 
туш унчалардан ^исобланади ва бу тушунча математик 
анализда систематик равишда цулланилади.

3 0 .1 - т е о р е м а. Агар Е  трпламда аницланган
fi (х), (х)............fn {x), . . .

узлуксиз функциялар кетма-кетлиги шу тупламда f(x)  
функцияга текис якинлашса, у х^олда f(x) лимит функ­
ция х1ам Е  тупламда узлуксиз булади.

И с б о т .  Е  тупламдан ихтиёрий Хо нуцтани оламиз. 
Бу ну^тада f(x)  нинг Е  га нисбатан узлуксизлиги к^р- 
сати лса, теорема исбот этилган булади.

Берилган кетма-кетлик f(x)  га текис якинлашувчи бул­
ганлиги сабабли ихтиёрий е> 0  сон учун шундай «о 
натурал сонни топиш мумкинки, Е  тупламнинг ^амма х 
ну^талари учун

\f(x) — fn ( x ) \ < j  ( п > п 0) (2)

тенгсизлик уринли булади. fn (х) функция х0 ну^тада Е туп­
ламга нисбатан узлуксиз булганлиги учун х0 нуцтанинг шун- 
дай (х0 —  б, х0 +  б) атрофи мавжудки, (х0 —  6, х0 +  б) П Е
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тупламнинг хар цандай нуктаси учун ^уйидаги тенгсизлик ба 
жарилади:

(3)
(2) тенгсизликка асосан

l / ( * o ) - / „ „ W f < f -  (4)

(2) —  (4) тенгсизликлардан (х0 — б, х0 +  б) Л Е  тупламнинг их­
тиёрий х  нуктаси учун цуйидаги тенгсизлик келиб чикади:

I / W - / W K I / «  -  /„„ W 1 + 1 /„.  W  -  М I  +

+  1/л. (*) — / ( * ) 1 < е-*
Бу теоремадан бевосита ^уйидаги натижа келиб чикади:
3 0 . 2 - н а т и ж а .  Агар узлуксиз функцияларнинг бирор

fi (х), U (х), (х), . .  .

кетма'-кетлиги узлукли f(x) функцияга яцинлашса, бу 
яцинлашиш текис яцинлашиш булмайди.

Шундай ^илиб, узлуксиз функциялар кетма-кетлиги- 
нинг текис я^инлашиши лимит функциянинг узлуксиз 
булиши учун кифоя экан; аммо бу шарт зарурий шарт 
эм ас. Зарурий ва кифоявий шартларни X X  асрнинг бош- 
ларида итальян математиги Арцела топган.

3 1 -§ . Узлуксиз функциянинг ^осиласи мавжуд
булган нуцталардан иборат тупламнинг тузилиши

М аълумки, узлуксиз f(x)  функциянинг х ну^тадаги 
хосиласи деб ушбу

/ . (*) =  ( 1)

ифоданинг б -»-0 даги лимитига (агар бу лимит мавжуд булса) 
айтилади.

Агар б->-0 да f6 (х) лимитга эга булмаса, у х,олда х ну^- 
тада /(х) функциянинг хосиласи мавжуд булмайди.

Бу параграфда узлуксиз f(x) функциянинг хосиласи мавжуд 
булган ну^талардан иборат тупламнинг тузилиши к,андай экан­
лигини аншуиймиз.

3 1 . 1 - т е о р е м а .  Узлуксиз /(х) функциянинг /'(х) хосиласи 
мавжуд булган туплам F a6 типидаги туплам булади. Хусу- 
сан, бу туплам улчовлидир.
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И с б о т .  Ушбу

тенгсизликлар бажарилганда ушбу

1/в, (*) —  / e .W l < “  (3)

тенгсизликни каноатлантирувчи ну^талардан иборат тупламни 
Fm п билан белгилаймиз. F т п туплам ёпик; булади, чунки 
унинг лимит нуктаси х0 га я^инлашувчи ,\ар ^андай {лгА} 
(хк £ Fm,n> k =  I, 2, . . .) кетма-кетликнинг элементлари учун 
6Х ва 62 лар (2) тенгсизликни цаноатлантирганда (3) тенгсизлик 
бажарилади ва бунинг чап томони узлуксиз функция булган­
лиги учун х0 ну^тада хам (3) тенгсизлик бажарилади, яъни х0 
ну^та h тупламга киради.)

Энди

тупламларни тузамиз. D туплам тузилишига мувофи^ Fa6 ти- 
пидаги туплам булади.

Агар f{x)  нинг хосиласи м авж уд булган нуцталардан 
иборат тупламнинг D тупламга тенглиги курсатилса тео­
рема исбот ^илинган булади.

Агар х нуцтада f'(x)  м авж уд булса, у з^олда зфсиланинг 
таърифига мувофи^ ихтиёрий п натурал сон учун шундай 
мусбат е сон топиладики, |6 | ^ е булганда

I/' W - / , W I < 72 п
тенгсизлик бажарилади. Бундан ( 6J  <  е ва |62 | < 8  булганда 

I /б, (*) ~  /а, « X I  /в, W — Г  (х)\ +  |/' (х)— / в> (х) I <

<  —  +  —  =  -
2 п 2 п п

тенгсизликни оламиз. Демак, х £ D, чунки D =  П Вп.
П J

Энди, аксинча, х  нуцта D тупламнинг элементи булса, 
бу ну^тада з^осиланинг мавжудлигини курсатамиз.

( 1) ифодадаги б сонга -L (т =  1, 2, . . .) куринишдаги ций- 
т

матларни бериб, ушбу {/ , (*)} функциялар кетма- кетлигини
т
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тузамиз. х нуцта хар бир п натурал сон учун Вп тупламнинг 
элементи булганлиги туфайли, шундай т0 сонни топиш мум- 
кинки, т >  /»0 булганда ушбу

I М * ) - / 2  W K ;  (4)
т т 0

тенгсизлик бажарилади. Бундан як;инлашишнинг Коши белги- 
сига мувофи^ {/, (л:)} кетма- кетлик лимитга эга; бу лимитни

т

f0(x) билан белгилаймиз.
Энди з̂ ар бир п натурал сон учун х £ В п булганлиги сабаб­

ли топилган тп да I 5 1 <  —  тенгсизликни каноатлантирувчи б
щ

учун

|/в W - / L W
m

тенгсизлик з^ам бажарилади, яъни f(x)  функциялар б-»-0 
да fo(x) га яцинлашади.

Д ем ак, f o {x )  функция зфсиланинг таърифига мувофиц 
f ' (х ) функцияга тенг булади, яъни D тупламнинг з а̂р бир 
ну^тасида з^осила мавжуддир.*

Б и р о р т а  р ы  н у к т а д а  з ^ о с и л а г а  э г а  б у л ­
м а г а н  у з л у к с и з  ф у н к ц и я  м и с о л  и. Бирорта з^ам 
нуцтада з^осилага эга булмаган узлуксиз функцияларни 
биринчи марта В е й е р ш т р а с с  тузган. К,уйида келти- 
риладиган мисолни В а н д е р-В а р д ен тузган.

3 1 - §  даги 1 - мисолда келтирилган фо(я) функцияни 
олиб (унинг геометрик тасвири 8- ш аклда берилган) ^уйи-, 
даги куринишдаги функцияни тузамиз:

Ф„ (*)
Фо (4я х)

4п

Бу функция хам даврий булиб, унинг даври —
4п

( 10-шакл); з̂ ар бир Г-

га тенг

сегментда срп(х) чизицли
[  2 - 4 п 2 - 4 п

функция ва унинг бурчак коэффициента ±  1 га тенг. Энди

оо

/ М  = 2  %  (х) 
/1= 0
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10- ш акл.

функционал к;аторни тузамиз. | Ф„ (х) | —  булганлиги учун

бу цатор текис я^инлашувчи ва ц>п (х) функциялар узлуксиз 
булганлиги сабабли 30 .1 -теоремага мувофиц, /(х) хам узлуксиз 
функция булади. Ихтиёрий х нуктани олиб, бу нуктани уз ичи­
га олган куйидаги сегментлар кетма-кетлигини тузамиз:

A » =  [ f e L ’ w \  (^ ~ бутун сон)-

Д„ сегментда доимо

\хп — х\ = - ^ т ,

тенгликни цаноатлантирувчи хп нуктани танлаб олишимиз мум­

кин. Энди k >  п булганда сонда фй (х) функциянинг дав-

ри булган сон бутун сон марта жойлашгани учун k > n  
4 й

ларда
Ф* ( * п )  —  ф*(х)

=  0

тенгликка, k <  п булганда эса <рк (х) функция ДА ва Дд с :  Д*
орали^ларда чизи^ли булгани учун 

Ф* (х„) — (х)
хп х

тенгликка эга буламиз, яъни

Ш (хп) — ф<, (х)
Х п — Х

{ ° ’ 1± 1.

±  1

k > n ,  
k <  /г.

Булардан куйидаги муносабатлар келиб чи^ади:
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f (хп) — f (х) _  
хп — х

Фk Ы  — Ф* М
Хп —  X

бутун жуфт сонга,агар 
=  У  ( ±  1) =  { п ток> булса

*=0
бутун ток; сонга, агар п

I жуфт булса.

Бу муносабат sea
f (Хп) — f (х)

хп — х
ифоданинг п чексизликка интилганда хеч к,андай чекли лимитга 
эга була олмаслигини куреатади.

Аммо п чексизликка интилганда: хп-*- х. Демак, f(x) функ­
ция х ну^тада хосила га эга булмайди. х ихтиёрий ну^та бул­
ганлиги учун f(x) бирорта ну^тада хам хосилага эга эмас.

1. [а, Ь\ сегментда аник;ланган j(x) функция учун / (х) >  с 
ва f(x) <С с тенгсизликларни цаноатлантирувчи х£[а,  Ъ] нук,та- 
лар туплами Ĵ ap к,андай с да очи^ булса, бу функциянинг 
узлуксизлигини исботланг.

2. Агар f(x) функция Е  тупламда аницланган ва узлуксиз 
булса, у холда / (Е) туплам Е  тупламнинг узлуксиз тасвири 
дейилади.

а) ёпиь̂  тупламнинг узлуксиз тасвири Fa типи даги туплам 
эканлигини исботланг;

б) очик; тупламнинг узлуксиз тасвири G6 типидаги туплам 
эканлигини исботланг.

3. Агар у =  !(х) функция барча х,а̂ ик;ий сонлар тупламида 
ани^ланган узлуксиз функция булса, у холда Оу уцааги х;ар 
цандай F  ёпи^ туплам учун унинг асли /—1 (F) туплам ёпик, 
ва хар ^андай G очик, туплам учун унинг асли / -1  (G) туплам 
очиь; туплам булади. Шуларни исботланг.

4. Агар y= f ( x )  функция барча ^аци^ий сонлар туп­
лам ида аницланган булса, у ^олда унинг узлуксиз булиши 
учун Оу уцидаги барча (а,Ь) интерваллар аслининг очиц 
булиши зарур ва кифоядир. Шуни исботланг.

5. Е  туплам [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий саноцли к;исми 
булсин. Е  тупламнинг барча нуцталарида узлукли ва [а, Ь] \Е  
тупламда узлуксиз булган функция тузинг.

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р
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6 . Ихтиёрий функциянинг узилиш ну ̂ талари туплами Fg 
типидаги туплам эканлигини курсатинг.

7 . [0,1] сегментдаги барча рационал сонларни номер- 
лаб чи^амиз:

г \, Г 2> Г 3> • • • > г п '  ■ • •

ва / (лг) функцияни ^уйидагича ани^лаймиз:

л=1

Бу функциянинг [0,1] да узлуксизлигини исботланг.
8. Агар f(x)  функция туташ ган Е  тупламда узлуксиз 

б^лса, бу функциянинг Е  тупламда цабул циладиган ^ий- 
матлари туплами Ф з а̂м туташган эканлигини исботланг.

VI боб  

УЛЧОВЛИ ФУНКЦИЯЛАР
32- §. Улчовли функциянинг таърифи ва 

хоссалари

У злуксиз функция тушунчасига баъзи маънода я^ин 
ва математик анализ учун муз^им а^амиятга эга булган 
улчовли функция тушунчасини келтирамиз.

Аввал баъзи белгилашларни киритамиз: / (х) функция ул­
човли Е  тупламда аникланган ва а бирор х.а^ик.ий сон булсин; 
узгарувчи х £ Е  мицдорнинг f (х)^> а тенгсизликни ^аноатлан- 
тирадиган цийматларидан иборат тупламни E \ f > a )  билан 
белгилаймиз, яъни £  {/ >  а} =  {х£ Е  : f ( х ) >  а}.

Шунга ухшаш, Е  {/ >  а}, Е  {/ <  а}, Е  {/ =  а}, Е  {a<Zf < b )  
тупламларнинг ^ар бири х £ Е  узгарувчининг катта ^авс ичида 
ёзилган муносабатларни цаноатлантирадиган ^ийматларидан ибо­
рат.

А гар f(x)  функция Е  тупламда чексиз ^ийматларга 
эга булса, келгусида аницлик учун бу ^ийматларнинг 
ишораси маълум деб з^исоблаймиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар улчовли Е тупламда берилган f(x)  
функция учун Е  {/">0} трплам %ар цандай ^а^иций а да 
рлчовли брлса, у %олда f(x) улчовли функция дейилади.

Б у  таърифда (L) улчовли тупламлар з^а^ида ran бор- 
ганлиги учун f(x)  функция баъзан (L ) улчовли функция 
дейилади. Агар бу таърифда Е  ва E { f > a } тупламлар 
(В)  улчовли булса, у з^олда /(х) функция з$ам ( В)  улчовли 
дейилади.
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Бу бобда улчовли туплам ва функциялар (L ) маъноси- 
д а  ишлатилади.

3 2 . 1 - т е о р е м а .  1. Агар f(x) функция Е  тупламда ул- 
човли булса, у %олда %ар цандай %ациций а ва b сонлар 

учун
1) E { f  < а } ,  2) E { a < f < b } ,  3) £ {/  =  а },
4) E { f > a ), 5) E { f < a )

тупламларнинг %ар бири %ам улчовли булади.
2. Агар ихтиёрий ^ ащ щ й а ва b сонлар учун 1 ), 2 ) ,  

4), 5) тупламларнинг бирортаси улчовли булса, f(x)  
функция Е тупламда улчовли булади.

И с б о т .  1) Е  ва E { f > a } тупламлар улчовли булган­
лиги учун

E { f  < а }  =  Е"^Е { f > a }
тенгликдан Е  {/ <  а) тупламнинг улчовли эканлиги келиб чи- 
цади.

2) Е {а <  / <  b} =  Е {а <  /} П Е {f <  b) тенгликнинг^ унг 
томонидаги тупламлар улчовли, демак, Е {а <  / <  Ь) туплам 
з̂ ам улчовли.

3) £ {/  =  а } =  П £ { а ------- < f  < а +  — 1 тенгликнинг унг
П— 1 п п )

томонидаги тупламлар улчовли булгани учун 20.5- теоремага 
мувофик;, бу туплам з̂ ам улчовли булади. ■♦-'вг.Нф

4) Е  {/ >  а} =  Е  {/ >  a} (J Е  {/ =  я} тенгликнинг унг томо­
нидаги туплам 20. 1-теоремага асосан улчовли, демак, E { f  >  а} 
туплам з̂ ам улчовли

5) Е  {/ С  а} =  Е  {/ <  а } -^ £  {/ =  а} тенгликдан Е  {/ <  а) 
тупламнинг улчовлилиги келиб чикади.

Юцоридаги 1) — 5) тенгликлар 1- бобдан м аълум  бул­
ган усул билан исбот этилади. Теореманинг иккинчи ^исми 
биринчи ^исмига ухш аш  исботланади.* л

32. 2 - т е о р е м  а. Агар f(x) функция Е  тупламда ул­
човли булса, у %олда бу функция Е  тупламнинг ихтиёрий 
улчовли Е 1 цисмида %ам улчовли булади.

И с б о т .  1- таърифга мувофи^, з а̂р цандай з^а^щий а 
сон учун Е\ { f > a }  тупламнинг улчовли эканлиги к^рса- 
тилса, теорема исбот этилган булади. Бу тупламнинг ул­
човлилиги ушбу

E A f > a }  =  E1 [ ] E { f > a }
тенгликдан келиб чицади, чунки £'1 ва Е  {/ >  а} тупламлар­
нинг з̂ ар бири теореманинг шартига мувофик, улчовли, демак,
2 0 .5 -теоремага мувофи^ {/ >  а} туплам з̂ ам улчовли.*
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3 2 . 3 - т е о р е м а .  { £ ft} сони чекли ёки саноцли, \ар бири 
[а, Ь] сегментда бутунлай жойлашган, улчовли тупламлар 
кетма-кетлиги булсин. Агар f(x) функция бу тупламлар­
нинг \ар бирида улчовли булса, у \олда бу функция улар­
нинг Е  =  (J Ek йигиндисида щм улчовли булади. 

k

И с б о т .  1-таърифга ва теореманинг шартига мувофи^ з̂ ар 
цандай k учун Ek ва E k {/ >  а) тупламларнинг хар бири ул­
човли булади. Демак, 2 0 .3 -теоремага мувофик; Е =  {J Е. туп-

ft
лам з̂ ам улчовли булади.

тенгликдан эса f (x)  функциянинг Е  тупламда улчовли 
эканлиги келиб чицади. *

3 2 .4 - т е о р е м а. Агар f(x) функция улчовли Е туп- 
ламда узгармас k сонга тенг булса, у хрлда f(x) улчовли 
функция булади.

И с б о т .  Дар^а^ицат,

3 2 .5 -т е  о р е м а. Агар f(x) улчовли функция булиб, 
k узгармас сон булса, у %олда f ( x ) + k  ва kf(x) функция­
лар %ам улчовли булади.

И с б о т .  Ушбу

тенгликлардан f ( x ) + k  ва kf(x)  функцияларнинг улчовли 
эканлиги келиб чицади.

Агар k — О булса, иккинчи тенгликнинг унг томони уз 
маъносини йуцотади, аммо бу з^олда kf(x)  айнан нолга 
тенг булганлиги учун 3 2 .4 -теоремадан kf(x) функциянинг 
Улчовли эканлиги келиб чицади.*

32.6- т е о р е м а. Агар f(x) ва <р(л:) функциялар Е  туп­
ламда улчовли булса, у \олда £ { / >  ср} туплам улчовли 
булади.

И с б о т .  Агар барча рационал сонларни гг, г2, . . . , гп, . . . 
куринишда номерлаб чи^сак, у з^олда

Энди
E { f > a }  =  [ ) ( E { f > a } ( ) E k) 

k

Е,  агар й > а  булса, 
0 , агар k булса.*
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Е  {/ >  Ф} =  U IE {/ >  rk) Л Е  {<р < г к}] (1)k=\
тенгликни ёзишимиз мумкин. Да^и^атан, агар x £ E { f >  ф} их­
тиёрий элемент булса, у з^олда f(x)><p(x)  тенгсизлик уринли 
булиб, шундай rk рационал сон топиладики, унинг учун

f ( x ) > r k>  ф(х)

тенгсизлик бажарилади. Бундан х £ Е  {/ >  rk} ва л: £ Е  {ф <  rk} 
муносабатларга эга буламиз. Демак,

x £ E { f > r k} [ ) E { < t < r k}.
ОО

Бундан х £ U [£  {/ >  r j  fl Е  {ф С  г,}] муносабат келиб чи- 
k=\

цади. л: элементнинг ихтиёрийлигидан ушбу

Е  {/ >  Ф} с  0  [£ {/ >  r j  fl Е  {ф <  гк}] (2)k= 1
муносабатни оламиз.

оо
Энди х  £ U [£  {/ >  г Л П Е  {ф <  г Л] ихтиёрий элемент бул- 

к= 1
син. У  з^олда камида битта гп рационал сон топиладики, х £ 
£ [£  {/ >  гп) П Е  {ф <  гп}\ булади. Демак, х £ Е  {/ >  г„} ва х£  
6 Е  {ф <  r j  булиб, булардан ушбу / (х) >  гп ва Ф (х) <  гп 
тенгсизликларни оламиз. Бу тенгсизликлардан / (х) >  ф (х) тенг­
сизлик келиб чицади. Бундан * £ £ { / > ф}. х элементнинг ихти­
ёрийлигидан

£ { / > ф } ^ 0  [Е { / >  г ,}  П £  {ф <  r J ] -
ft=ssl

Бу ва (2) муносабатлар (1) тенгликни исботлайди. £  {/ >  лJ  
ва £  {ф <  г J  тупламлар хар бир rk рационал сон учун улчоз- 
ли булганлиги сабабли, 20.3 ва 2 0 .5 -теоремаларга асосан (1) 
тенгликнинг унг томони улчовли туплам. Демак, £ { / > ф }  
туплам з а̂м улчовли булади.*

3 2 . 7 - т е о р е м а .  Агар / (х) ва ц>(х) функциялар Е туп­
ламда {/лчовли булса, у холда f {х) +  ф (х) ва / (х) —  ф (х) функ­
циялар %ам Е тупламда i/лчовли булади.

И с б о т .  Ушбу

£ { /  +  ф > о }  =  £  {f > а  — ф},
Е  {/ —  ф >  а) =  £  {/ >  а +  ф}

тенгликлар ёрдами билан бу теореманинг исботи 32.6- тео­
ремага келтирилади.*
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3 2 .8 - т е о р е м а. Агар f(x) ва ф(х) функциялар Е  туп­
ламда улчовли булса, у \олда f (x) -y(x)  функция х1ам Е  
тупламда улчовли булади.

И с б о т .  Агар f (x)  улчовли булса, у з^олда f2(x)mmv 
улчовлилиги а^О булганда

Е { P > a )  =  E { f > Y a ) \ } E { f < - V a }  
тенгликдан, а < 0  булганда

Е { Р > а }  =  Е  
тенгликдан куринади. Бундан ва ушбу

/ (х)• ф (х) =  у  [f(x) +  Ф (а:)]2 —  y  [/ (х) —  ф (х)]2 
4 4

тенгликдан теореманинг умумий зфлда т^грилиги келиб 
чицади, чунки унг томондаги функциялар 32.7 ва 32.8- 
теоремаларга асосан ;улчовли булади.*

3 2 .9 - т е о р е м а . Агар ф (х) функция Е тупламда улчовли
булиб, Е  да ф (х) ф  0 булса, у хрлда — 5— функция %ам Е

Oik Ф(*)
тупламда улчовли булади.

Теореманинг исботи, агар а > 0  булса,

£ { i > “) = £ {0 < f < 7 }
тенгликдан; агар a <Z 0 булса,

£  | i - > a }  =  £ f a > 0}U  £ { ф < 7 }

тенгликдан; агар а =  0 булса,

£ { ^ > а }  =  £ { ф > 0}

тенгликдан келиб чикади. Чунки бу тенгликларнинг унг томо­
нидаги тупламларнинг з̂ ар бири улчовли.*

3 2 . 1 0 - т е о р е м а .  Агар /' (х) ва ф (х) функциялар Е  туп-
/ ( )̂ламда улчовли булиб, Е  да ф ( х ) ф О  булса, у %олда — —•
ф VV

функция щм Е тупламда улчовли булади.
И с б о т .  Бу теореманинг тугрилиги ушбу

—  =  / w  —
ф W  ф ( * )

муносабатдан ^амда 32.8 ва 32.9-теоремалардан бевосита келиб 
чикади.*
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3 2 . 1 1 - т е о р е м а .  Агар f (х) функция Е тупламда узлук. 
сиз булса, у %олда / (х) бу тупламда улчовли булади.

И с б о т .  Аввало F  =  Е  {/ <  с} тупламнинг ёпи^лигини ис­
бот ^иламиз. Дархацицат, х0£ Е  бу туплам учун лимит нуцта 
булсин. У ^олда F  тупламда х0 ну^тага яцинлашувчи {хп} кет­
ма- кетлик мавжуд булиб, ихтиёрий п =  1, 2,. . . учун / (хп) <
<  с тенгсизлик уринли. У ^олда f (х) функциянинг узлуксиз- 
лигига мувофи^: / (х0) <  с, бундан х0 £ F, демак, F  ёпик; туп­
лам.

Энди теореманинг туррилиги
Е {f >  с} =  Е~^Е {/ <  с) =  Е ^ F

тенгликдан келиб чи^ади, чунки Е  ва F  тупламларнинг ^ар 
бири улчовли.*

2 - т а ъ р и ф .  Агар \и(Е{[Ф  ф } ) = 0  булса, / (х )  ва ф (х) 
функциялар Е тупламда эквивалент дейилади.

f(x) ва ф (х) функцияларнинг эквивалентлиги / ~  ф кури­
нишда ёзилади. Икки эквивалент функция Е  тупламда бир 
вак,тда улчовли ёки улчовсиз булиши таърифдан бевосита кури- 
нади.

3 - т а ъ р и ф.  Бирор улчовли Е тралам берилган булиб, 
\ х ( Е ) > 0  бцлсин. Агар бирор хосса улчови нолга тенг А а  Е 
тупламда бажарилмай, Е тупламнинг долган щсмида (яъни 
Е ^ А  тупламда) бажарилса, у %олда бу хосса Е тупламда 
деярли бажарилади дейилади.

Масалан, Е  тупламда эквивалент булган икки функция бир- 
бирига деярли тенг дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  Бирор улчовли Е туплам берилган булиб, 
|х ( £ ,) :>  0 булсин. Агар Е тупламда анщланган {/ „(*)} функ­
циялар кетма-кетлиги улчови нолга тенг булган бирор А 
тупламнинг тамкарисида (яъни Е ^ А  тупламда) f  (х) функ­
цияга якинлашса, у %олда {fn (х)} функциялар кетма- кетлиги 
f  (х) функцияга деярли ящнлашувчи дейилади.

Бошцача айтганда {х\ \imfn(x)^= f (х)} тупламнинг улчови
П - ¥  ОО

.нолга тенг.
'  /  5- т а ъ  р и ф. Агар бирор улчовли Е тупламда f (х) 
функциянинг чексиз цийматга эга булган нуцталаридан 
иборат тупламнинг улчови нолга тенг бйлса, f(x:) функция­
ни Е тупламда деярли чекли дейилади. /

33- §. Улчовли функциялар кетма-кетлиги.
Лебег, Рисс, Егоров теоремалари

Илгариги параграфдаги теоремалардан куринадики, 
Улчовли функциялар устидаги арифметик амалларнинг
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натижаси яна улчовли функциядир. Энди улчовли функ­
циялар синфида бир неча хил лимитга утиш амалини ку- 
риб, уларнинг хоссаларини Урганамиз.

33 . 1 - т е  о р е м а. Улчовли Е тупламда улчовли f\(x), 
/2 ( * ) ,  . . .  функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. 
Агар Е тупламнинг %ар бир х нуцтасида

f (х) — lim /„ (х)
П‘- *0О

тенглик бажарилса, у хрлда f(x) функция Е  трпламда 
рлчовли булади.

И с б о т .  Ихтиёрий ^згармас а сонни олиб,

E m.k =  E { f k > a +  -^}>  1.2, . . .  ; k =  1, 2, . . .

ва
Г°°

E m,n ~  П E m .k k—n
тупламларни тузамиз. fk функция улчовли булгани учун Е тМ 
тупламлар улчовли. 2 0 .5 -теоремага мувофи^, F т п тупламлар 
х,ам улчовли булади.

Агар

£ { / > a }  =  U FmM
m,ti=l

тенгликни исбот цилсак, у з^олда 20.3- теоремага асосан 
теорема исбот ^илинган булади.

Бу тенгликни исбот цилиш учун цуйидаги икки муно- 
сабатнинг тугрилигини курсатиш кифоя:

£ { / > a } c : U  Fmn, (1)
т,п=\

U , f „ c : E t f > a }. (2)
т,п=1

Фараз килайлик, х0 нукта Е  {/ >  а} тупламнинг ихтиёрий эле­
менти булсин, яъни /(а:0) > а ;  бу тенгсизликдан фойдаланиб, 
етарли катта т натурал сон учун ушбу

/ (х „ )> а  +  -^

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Аммо lim fk (х0) =  / (х0); демак,
k-УОО

шундай п натурал сонпи топиш мумкинки, барча k ;> п учун
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яъни

*« е Ет.п
муносабат уринли булади. Бундан куринадики,

оо оо
Х0 £  n  E m ,k ^т,п <~~ U  р т п, 

й = «  т,п=1

яъни E \ f > a )  тупламнинг ихтиёрий х0 элементи (J Fmn туп-
rn, п

ламга з̂ ам кирар экан.
Демак, (1) муносабат исбот булди. Энди (2) муносабатни

оо
исботлаймиз. х0 6 (J F  булсин; у з^олда шундай т ва п нату-

т,п=\
рал сонлар мавжудки, улар учун x0£ F mn муносабат уринли. 
Сунгги муносабатдан барча k >  л учун

хо £ Е тк,
яъни

М * о ) > а  +  ~

муносабат келиб чикади.
k га нисбатан лимитга утсак, ^уйидаги тенгсизликка 

келамиз:
f(x0) > а +  - > а ,  

т
яъни

х0£ Е  { / > а } .
Б у  билан (2) муносабат з^ам исбот булди.*

33.2-и з о з̂ . Агар
Umfn(x) =  f(x)

п —►ОО

муносабат Е  тупламнинг з а̂р бир нуцтасида эм ас, балки 
Е  туплам да деярли бажарилганда з$ам (яъни бу муноса­
бат баж ари лм аган ну^талардан иборат булган тупламнинг 
улчови нолга тенг булса) теорема уз кучини саклайди. 
^а^ицатан,

(я { * £  Е  : lim fn {х) Ф /(х)} — 0 булса,
П - +  ОО

Е 0 =  Е ^ .{х  £ Е  : lim fn (х) ф f  (* )}п-+оо
тупламнинг з^ар'бир х £ Е0 ну^тасида lim fn (х) — / (х) тенглик 
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уринли. { x £ E i  lim/n (х)ф{(х)}  тупламнинг улчови ноль бул-
П—*оо

гани учун f (х) функция Е0 тупламда улчовли. У з^олда у Е  
тупламда х,ам улчовли булади.

1- т а ъ р и ф  (Ф. Р и сс). Улчовли Е  тупламда деярли 
чекли, улчовли f(x) функция ва деярли чекли, улчовли 
{/„(*)> функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. Агар 
%ар цандай мусбат а сон учун ушбу

lim ji (£  {|/п —  / 1 >  о}) =  О
П—юо

, муносабат1 бажарилса, у %олда {/„(*)} функциялар кетма- 
' кетлиги / (х) функцияга улчов буйича ящнлашувчи дейилади 

ва /„=W  куринишда ёзилади.
К,уйидаги Лебег, Егоров, Лузин теоремаларидаги барча 

! функдияларни деярли чекли деб фараз ^иламиз ва уни 
| бундан кейин ало^ида айтиб Утирмаймиз.

3 3 . 3 - т е о р е м а  (А. Л еб ег). f(x) функцияга улчовли 
Е тупламда деярли яцинлашувчи улчовли {fn (х)} функция­
лар кетма-кетлиги берилган булсин. <У холда { f „  (х)  j функ­
циялар кетма-кетлиги Е тупламда f(x) функцияга улчов 
буйича %ам ящнлашувчи булади.

И с б о т .  3 3 .1 -теорема ва 33.2- изоз^га биноан f (x)  функ­
ция Е  тупламда ;улчовли булади.

К,уйидаги тупламларни тузам из:
А =  { 1/1 =  +  00}, An =  E{\fn\ =  +  <*}, B = E { f n — / -/ },

C =  i 4 U ( U ^ „ ) U 5 ,  E k{o) =  E{\fk- f \ > a }n— 1

Rn(o) =  U E k(o), P =  n R Jo).
k =n  n =  1

Теореманинг шартларига кура бу тупламларнинг з^ар бири 
Улчовли ва

|х(С) =  0. (3)
Ушбу

Ri (о) R2 (а) = э . . . 
муносабатларга ва 20.7-теоремага мувофи^

Н тц(/?„(о)) =  ^ ) .  (4)

1 А гар  аг0 ну^тада fn (xQ) ва / (дг0) функциялар чексиз ^ийматга sra  
булиб, ишоралари бир хил булса, аницмасликка йул цуймаслик учун х0 
нуктани Е  (|/п —  /| > а }  тупламга киритамиз.
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Pc zC  (5)
муносабатни исбот ^иламиз. Бунинг учун Р тупламдан ихти­
ёрий х0 элементни оламиз. Агар х0£С  булса, у з^олда

lim /„(*„) = / (*„ )
П—>00

булади. Демак, шундай п натурал сон топиладики, унинг учун 

|/*(*о) — / (х о)| < °  (k >  п) 
тенгсизлик бажарилади ёки бошкача айтганда, 

х0 £ Ek (о) (k >  п).

Бундан х0 £ Rn (а) ва х0£ Р  муносабатлар олинади. Шу билан 
(5) муносабат исбот булди. (3) — (5) муносабатлардан

lim ц (Rn (о)) =  О
П—ЮО

тенглик келиб чикади. Шу билан улчов буйича я^инлашиш- 
нинг Ф. Рисс таърифига мувофи^ теорема з̂ ам исбот этилди, 
чунки

E n(o)<=:Rn(o)

ва демак,

И (£„  (о)) =  Ц (£  {|/„ —  /| > о } )  < (* (/? „ (о))- > 0 ,  п —>■ оо

И зо ;\ . Теореманинг тескариси тугри эмас, яъни улчов 
буйича я^инлашишдан деярли як;инлашиш келиб чицмайди.

М и с о л .  Дар бир натурал k ва l — \,k сонлар учун [0,1) 
ярим орали ̂  да ушбу

п к)(х)

1 г\1~ Х 11, х£  -

л ~Г\1 -  1 I
*  к ’ ( 1 = 1 , /г)

тенглик билан аникланган f\k)(x) функцияни тузамиз. Бу f\k) (х) 
функцияларни ушбу

Ф1 М  =  А0 (х), ф2 (х) =  /<2> (х), ф3 (х) =  /<2) (х), ф4 (х) =  /о> (х), . . .
кетма- кетлик куринишида ёзамиз. Бу функциялар кетма- кетли- 
ги улчов буйича нолга интилади; дарз^а^и^ат, агар фп (х) =
— f\k)(x) булса, у з^олда з̂ ар цандай а ( 0 < а  <  1) сон учун
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ь k
тенглик уринли булади. Бундан

И ( £ { | ф „ 1 > о } )  =  - £ - - * - 0 ,  Л - ► о о ,

чунки п оо  да k сон хам чексизликка интилади. Иккинчи 
томондан, фп (х) ->  и муносабат [О, 1) ярим орали^нинг бирор­
та з̂ ам ну^тасида бажарилмайди. Хакицатан, агар х0 £ [О, 1) 
булса, у з^олда х,ар кандай k учун шундай I сон топиладики, 
улар учун ушбу

муносабат бажарилади, [демак, f\k) (х0) =  1. Еошкачасига айт- 
ганда,

<Pi(*o). Фг(*с)> I-  • . Ф„(*о). • • •
сонлар кетма- кетлигида бир сони чексиз марта учрайди. Демак, 
бу кетма-кетлик х0 ну^тада 0 га як,инлашмайди. х0 нук,та их­
тиёрий булгани учун <рп(х) кетма-кетлик [0, l j  нинг з<,еч к,ан- 
дай ну^тасида 0 га интилмайди.

Бу мисолдан ва Лебег теоремасидан улчов буйича 
я^инлашиш тушунчаси деярли я^инлашиш тушунчасига 
цараганда кенгро^ эканлиги куринади; деярли яцинлашиш 
тушунчаси эса з а̂р бир нуцтада я^инлашиш тушунчасидан 
кенгро^дир.

3 3 . 4 - т е о р е м а .  Агар {/ „(*)} функциялар кетма-кет­
лиги Е  тупламда улчов буйича f(x)  ва g{x)  функция-
ларга яцинлашса, бу функциялар Е тупламда эквивалент 
булади.

И с б о т .  ^ар ^андай с > 0  мусбат сон учун 

Е  {|/ -  gl >  а} с :  Е  {//„ -  /| >  U Е \\fn -  g\ >  f }

муносабат доимо уринли. Буни исботлаш  учун бирор х  
элемент бу муносабатнинг унг томонига кирмаса, у бу 
муносабатнинг чап томонига з^ам кирмаслигини курсатиш 
кифоя. Ха^и^атан, агар

булса, у з^олда
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* G £ { l / „ - / l > f }  ва x £ E ^ f n- g \ > ^  

булади. Д ем ак,

Ifn (*) —  / (*)I <  f  ю  1Л. (*) —  £  Wl <  f

тенгсизликлар Уринли. Булардан

I/ W  -  г  Ml  <  l/„ M  -  / M l +  Ifn M  -  *  M l <  °

тенгсизликка эга буламиз. Бу эса

x£E{ \f  — g\ > 0}

эканлигини курсатади. Теореманинг шартига кура юцори- 
даги муносабатнинг унг томонидаги тупЛамларнинг з а̂р 
бирининг Улчови п-*-оо да нолга интилади; демак,

n ( £ { l f - g ] > ° } )  =  0 
тенглик Уринли, яъни

f ~  g-*
33.3- теоремада деярли яцинлашишдан улчов буйича 

я^инлашиш келиб чи^ишини, бу теоремадан кейинги изо^- 
д а  эса аксинчаси, яъни улчов буйича яцинлашишдан деяр­
ли яцинлашиш келиб чи^маслигини курдик. Ш унга цара- 
май, аксинчаси баъзи бир маънода уринли эканлиги цуйи- 
даги теоремадан куринади.

3 3 . 5 - т е о р е м а  (Ф. Рисс). Агар {/„(*)} функциялар кет­
ма-кетлиги Е  тупламда f (х) функцияга улчов буйича яцин- 
лашса, у \олда бу кетма-кетликдан шундай {fn. (х)} щсм
кетма-кетликни ажратиб олиш мумкинки, бу цисм кетма- 
кетлик Е  тупламда f (х) функцияга деярли ящнлашувчи 
булади.

И с б о т. п ->  оо да \iE({\fn — /| >  о}) ->■ 0 булгани учун 
цуйидаги шартларни цаноатлантирувчи {стп}, {ел}, {я(} сонлар 
кетма- кетликлари мавжуд;

ОО

стп> 0 ,  Ншстл =  0, гп >  0, У  ел< +  оо,

«1 <  п2 <  п3 . . . < п к < .  . . ,
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ва
И (£ {|/„,—  /I > а 1» < е 1,

/I > о г2} ) < е 2,
............................................................. (6)

Wnk — f \ > a k} ) < 4 -

Бу ifn[(x)} функциялар кетма-кетлигининг Е  тупламда
деярли яцинлашувчи эканлигини курсатсак, теорема исбот ци- 
линган булади. Ушбу

тупламларни тузамиз. R1 >̂ R2=> . . . муносабатлардан 20 .7 - 
теоремага мувофик; т оо да

и (#  J  и (Q)
Иккинчи томондан, (6) га мувофиц,

k = m
оо

Демак, т - > о о ,  чунки Бундан эса
А=1

уз навбатида

й (Q) =  О
тенглик келиб чик,ади.

Энди E^Q  тупламнинг ^ар бир нуцтасида {fn. (х)} функ­
циялар кетма- кетлигининг яцинлашувчи эканлигини исбот 
циламиз.

Х,ар бир х0 £ E\Q учун шундай т0 топиладики, х0 £ Rm муно­
сабат уринли булади. Бундан, агар k >  т0 булса, х0£ Е  {\fnk—

—  /| >  c tJ . Демак, k >  т0 булганда

\fnk(xo) — f ( xo)\<ak-
Аммо k->- оо да ок->-0 булгани учун k~*~ оо да охирги муно­
сабатдан fnk (х0) ->• / (х0), яъни {/ (я)} функциялар кетма- кетлиги

Е  тупламда деярли яцинлашади.*
3 3 . 6 - т е о р е м а  (Д. Ф. Егоров). Улчовли Е тупламда f  (х) 

функцияга деярли ящнлашувчи улчовли {/„(*)} функциялар 
кетма- кетлиги бгрилган булсин. У  хрлда %ар к,андай е >  О
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учун шундай улчовли Р с :  Е тупламни топиш мумкинки, 
унинг учун [х (Р) >  ц (Е) —  е муносабат бажарилиб, бу Р 
тупламда {/„(*)} функциялар кетма-кетлиги / (х) функция­
га текис яцинлашади.

И с б о т .  Шу параграфдаги Лебег теоремасини исбот ^илиш- 
да ушбу

lim (j, (Rn (а)) =  О
П~*оо

муносабатни келтириб чи^арган эдик, бу ерда 

Rn(a )=  U E{\fk- f \ > a ) .
k =n

Энди цуйидаги шартларни ^аноатлантирувчи {а д} , { n j  ва 
{бА} сонлар кетма-к етликларини тузамиз:

< V i < 0*- ог*-»-0 (А -*оо),

бА> 0. ^ V 0*) ) < 6 * в a i ] бA<  +  00•
*=l

сю

2  6А ^аторнинг я^инлашувчилигидан фойдаланиб, теореманинг

шартида берилган е учун шундай q натурал сонни топамизки, 
унинг учун

2 « » < е  . (!)
k = q

тенгсизлик бажарилсин.
К,уйидаги тупламларни тузамиз.

Р =  Е\е.
k=q к

(7) га асосан ц (е) <  е, демак, ц (Р) >  ц (Е) — е.
Агар {fn(x)} функциялар кетма-кетлигининг Р да f (х) функ­

цияга текис яцинлашишини исбот килсак, теорема исбот этил- 
ган булади.

_Энди е ихтиёрий мусбат сон булиб, х £ Р  булсин, демак, 
х  £ е. т ни шундай танлаймизки, т >  q ва от <  е булсин 
(ат -> 0  булгани учун бундай т сон мавжуд). У  ^олда 
х  € /?„ (стт ). Бошцача айтганда, k >  пт булганда

x £ E {\fk~  Л > ат)-
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Бундан ушбу
\fk(x)— f(x)\<am ( k > q )  

муносабат ва ат <  б булгани учун ушбу

\fk(x)— f(x)\<e ( k > n q)

муносабат келиб чикади.
ifn (x)} функциялар кетма-кетлигининг Р тупламда / (х) 

функцияга текис якинлашиши сунгги муносабатдан куринади, 
чунки бунда пд сон е сонгагина борлик булиб, х га борлик 
эмас. *

3 3 .7 - и з о ^ .  2 0 .8 -теоремага мувофик, Егоров теорема- 
сидаги Р туплам сифатида мукаммал тупламни олиш мум­
кин эди.

34- §. Лузин теоремаси

Функциялар назариясида узлуксиз функциялар синфи 
р о я т  к атта  а^амиятга эга. 3 2 .1 1-теоремадан маълумки, ^ар 
^андай узлуксиз функция улчовли функция булади.

Энди узлуксиз функциялар билан улчовли функциялар 
орасида (уларнинг тузилиши маъносида) канДай муноса- 
бат бор, деган савол тугилади. Б у  саволга Лузин теоре­
маси ж авоб  беради.

Л узин теоремасини исботлашдан олдин куйидаги тео- 
ремани исботлаймиз.

3 4 . 1 - т е о р е м а .  Фараз цилайлик, Fu F2, . . . , Fn туп­
ламлар узаро кесиимайдиган ёпщ  тупламлар булсин. Агар

П

F  =  [J Fk тупламда аницланган f (х) функция %ар бир F k,
k — \

k =  1, п тупламда узгармас булса, у %олда f (х) функция 
F тупламда узлуксиз булади.

И с б о т .  F  туплам чекли сондаги ёпик тупламларнинг 
йигиндиси булганлиги сабабли 1 3 .8 -теоремага асосан у ёпик 
туплам булади. Бундан хп->-х0 булган х;ар кандай xn£ F  
кетма-кетлик учун x0£ F  муносабат келиб чикади. Демак, 
шундай т(  1 <  т <  п) топиладики, x0£ F m булиб, F k туплам­
ларнинг узарэ кееилмаганлигидан k Ф т булганда х0 £ Fk му­
носабат уринли булади. Бундан Ft, F2, . . .  , Fm_ r  Fm+l, . . .  ,Fn 
тупламларда {xn} кетма-кетликнинг купи билан чекли сон­
даги элементларигина булиши мумкинлиги келиб чикади. Фараз 
цилайлик, xN бу элементларнинг энг охиргиси булсин. У  ^ол-
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да з̂ ар кандай k^> N учун xk £ Fm муносабатга эга буламиз. 
У  ^олда теорема шартига кура / (xk) — f (х0) тенглик барча 

N учун уринли булади. Бундан / (х) функциянинг узлук­
сиз эканлиги келиб чицади.*

3 4 . 2 - т е о р е м а  (Н. Н. Лузин). Агар f (х) функция Е  
тупламда i/лчовли бС/лса, у \олда \ар кандай в >  0 сон учун 
шундай ёпщ  F c £  тупламни топиш мумкинки, бу туплам­
да / (х) функция узлуксиз ва

p ( F ) > p ( E )  —  г
муносабат уринли булади.

И с б о т .  Ушбу Е п =  Е  (—  п /( х ) <  п) белгилашни кири- 
тиб, Е  тупламни куйидаги куринишда ёзамиз:

оо

Е =  U Еп.
П— I

Сунгра Е п cz Еп+Х муносабатдан ва 2 0 .6 -теоремадан ушбу

II (Е) =  lim [i (Еп)
П—>оо

муносабат келиб чик,ади. Бу тенгликдан фойдаланиб, х>ар цан- 
дай е >  0 ва етарли катта булган N натурал сон учун ушбу

li(EN) > }i(E)--E^ ( 1)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин.
Энди [— N, N] сегментни тенг 2 nN цисмга буламиз (п — 

ихтиёрий натурал сон):

а(п) =  - N ,  af) =  - N + ± ,  4») =  - N +  , . . . ,
п 2

< >  =  - ^  +  7 .............=  ^

билан Е  {qW , <  f(x) <  а(̂ ) ,  ( 6 = 1 , 2 , . . .  , 2 nN) туп­
ламни белгилаймиз. Ушбу

2nN
E n  =  U Е [» \  E W ( ] E f )  =  0  { k ^ t )  

k=\

тенгликлар уз-узидан тушунарли. E f' 1 тупламнинг ^ар биридан
20.8- теоремага асосан улчови цуйидаги тенгсизликни цаноат- 
лантирадиган ёпиц цисм тупламни ажратиб оламиз:

И (Е(ь}) >  Ц(Е%>)------- —  .
4 р  *  2п2 nN
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Fn билан тупламларнинг k буйича йигиндисини белги-

13 .8-теоремага асосан Fn туплам ^ам ё т ц .  F n тупламнинг ул­
чови

тенгсизликни ^аноатлантиради. тупламда fn{x) функцияни 
^уйдагича ани^лаймиз:

3 4 .1 -теоремага асосан fn(x) функция Fn тупламда узлуксиз 
булади.

Агар х ну^та Fn тупламнинг элемента булса, у F(£\ k =  
= Т1Г 2, ’. , . тупламларнинг биригагина киради. 
г Агар х £ с= булса, у ^олда

2nN
Бундан Fп — U F „к булгани сабабли х нинг Fm дан олинган ^ам- 

ма ^ийматлари учун

2/1 Л/
лаймиз, яъни Fn =  (J Д п>.

*=i

и  м  -  (
а ^ ,  агар x£FW  булса, 

.0, агар х£  F *,) булса.

Демак, ^ар бир x£Ff>  учун

0 <  /(*) — /„(*) <  a f  —  a£»j =  -jj- .

тенгсизлик уринли.
оо

Энди F — П Fn тупламни оламиз. Ушбу

f „  =  E„\<.E„\FJ (3)

ва (2) муносабатлардан

И E N\ F n) < (4)

тенгсизликни оламиз. (3) ва
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дан

F  =  BM\ W (E „ \ F J ]
п— 1

муносабатни топамиз. Бундан ва (4) дан к,уйидаги тенгсизлик 
келиб чикади:

ц (£ )> Н -(£ 'Л,) — J  е- (5)
П=1

Хар кандай п натурал сон учун

Fn ^ F
муносабат бажарилганлиги сабабли fn(x) функция F  туплам­
да узлуксиз булади ва куйидаги

\f(x)~fn(x)l< -  ( x Wп п

тенгсизлик бажарилади. Сунгги тенгсизлик F тупламнинг >̂ ар 
Кандай элементи учун уринли; демак, {fn(x)} функциялар кет- 
ма-кетлиги F  тупламда узлуксиз ва унда /(х) функцияга те­
кис якинлашади.

3 0 .1 -теоремага асосан / (х) функция F  тупламда узлуксиз 
булади ва (1), (5) муносабатларга асосан

F1 (F) >  (х(En) —  е >  ц ( £ )  —  2 б

тенгсизликлар бажарилади.*
Б аъзи  муаллифлар функциянинг Лузин теоремасида 

ифодаланган хоссасини улчовли функциянинг таърифи си- 
фатида оладилар ва ундан функциянинг Лебег маъносида 
Улчовли эканлигини келтириб чикарадилар.

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1.  Агар f(x) функция улчовли Е  тупламда улчовли булса, 
у ^олда унинг мусбат кисми /+ =  т а х  {/> 0} ва манфий ки<> 
ми /“  =  —  min {/, 0} ^ам шу тупламда улчовли булишини ис­
ботланг.

2. Агар f(x)  ва g(x)  функциялар Е  тупламда улчовли 
булса, у ^олда кунидаги функцияларнинг ^ам ^лчовли 
булишини исботланг:

а) Н (х) =  шах {/ (х), g (x )};
б) h(x)  =  min {/ (х), g(x)};
в) агар / (х) >  0 булса, <р (х) =  (/ ( x ) f {х)-

www.ziyouz.com kutubxonasi



3. / (х) функция улчовли Е  тупламда улчовли булсин. Ушбу 

Ф (0 =  ^ [Е {х £ Е: f (х) <  01

функциянинг камаймайдиган ва чапдан узлуксизлигини, 
ушбу

Ф(0 =  ц [ £ { * £ £ : / ( * ) > / } ]

функциянинг эса усмайдиган ва унгдан узлуксизлигини 
исботланг.

| 4. Агар f2(x) улчовли булса, у з^олда f(x)  функция­
нинг улчовли булиши шарт эм ас. Шунга мисол келтиринг.

I 5. [0, 1] да аницланган улчовли f(x)  ва g (x )  функ- 
I циялар берилган ва 0^ f ( x ) ^ l  тенгсизлик уринли бул- 
| син. Бу функцияларнинг суперпозицияси g( f ( x ) )  улчов- 
I лими?

6. [0, 1] да улчовли ва деярли чекли f (x)  функция 
I берилган. [0, 1] да аницланган камаювчи шундай g(x)

функция мавжудки, хар ^андай а учун

ц (Е {g >  а}) =  (i (Е {f >  а})
тенглик уринли. Исботланг.

7. [0, 1] да аницланган улчовли ва деярли чекли f(x)  
функция берилган. Ушбу

И ( £ { / > А } ) > | ,  И( £ { / > Я } ) < | ,  H > h

шартларни цаноатлантирувчи h соннинг мавжудлиги ва 
ягоналигини исботланг (Л. В . Канторович м асаласи ).

VII б о б

ЛЕБЕГ ИНТЕГРАЛИ

Математик анализ курсидан маълум булган Риман интегра­
ли тушунчасига назар ташласак, унда Риман интегралининг 
баъзи бир синф функциялари учун мавжуд эмаслигини кура- 
миз. Бунга мисол келтиришдан олдин Риман интегралининг 
таърифига тухталиб утамиз. Агар [а, Ь] сегментда аницланган 
f{x) функция берилган булса, Риманнинг рояси буйича [а, Ь] 
сегмент, узунликлари Дх, Д2, . . . , Ап булган п та булакка 
булинар эди ва з̂ ар бир булакчадан ихтиёрий нуцта танла- 
ниб, цуйидаги интеграл йигинди
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•s„-2 /< ya.
*=1

тузилар эди. Бунда, п~+- оо да (max А. -► 0) 5  кетма-кетлик-
1 <k<n

нинг лимита мавжуд булса ва бу лимит [а, Ъ] сегментни 
булакчаларга булиш усулига ^амда ^ар бир булакчадан lk ну^- 
таларнинг танланишига безлик; булмаса, бу лимит f(x) функ- 
циядан [а, b] сегмент буйича олинган Риман интеграли дейи- 
лар эди.

Агарда [а, Ь] сегментда ани^ланган / (х) функция сифатида 
Дирихле функциясини олсак, яъни

t ( \ _  П* агаР х — рационал булса,
/ W -  [О, агар х — иррационал булса,

у ^олда юцорида келтирилган Риман таърифи буйича бу функ­
циянинг интеграли мавжуд булмайди. Х^ицатан, агар Ак 
булакчаларнинг з̂ ар биридан ну^та рационал цилиб танланса, 
Sn =  0, яъни lim Sn =  0 булади. Агарда Ak булакчаларнинг

П-ЮО
j^ap биридан нуцта иррационал цилиб танланса, Sn =  Ь — а, 
яъни

lim S n =  b — а
П —Ю О

булади. Курамизки, Sn кетма-кетликнинг лимита Aft булакча- 
лардан нуцтани танлашга 6о?лщ.

Б у каби мисолларни куплаб келтириш мумкин.
Курамизки, Риман интеграли тушунчасини математи- 

када куплаб иш латиладиган му^им функцияларга татби^ 
^илиб булмайди. Шу сабабли Риман интеграли тушунча­
сини кенгайтириш м асаласи тугилади. Бу масала билан 
куп математиклар шурулланиб, Риман интегралининг тур- 
ли умумлаштиришларини топишган. Буларнинг ичида энг 
му^ими Л ебег томонидан киритилган интеграл тушунча- 
сидир.

Л еб ег интегралининг асосий рояси шундаки, у функ­
циянинг ани^ланиш со^аси булган [а, b] сегментни бу- 
лаклар га булаётганда аргумент цийматларнинг я^инлиги- 
ни эм ас, балки функция ^ийматларининг я^инлигини ^и- 
собга олади. Б у  роя бир йула Риман интеграли мавж уд 
булган функциялар синфидан кенгро^ функциялар син- 
фи учун интеграл тушунчасини ани^лашга имкои бера- 
ди. Риман ва Л еб ег гояларини бош^ача яна цуйидагича 
^ам солиштириш мумкин. Айтайлик, [а, Ъ] сегментнинг
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узунль^^ш. гига тенг булган ипга ихтиёрий равиш да J^ap хил 
ц и й м а ^  1~ли тангалар текис тизилган дейлик. Шу тангалар- 
нинг у — мумий цийматини ^исоблаш учун Риман уларнинг 
^ар би ^ ^ и ^ и н и н г  цийматини ипда жойлашиш тартибида цушиш 
усулиьж: ~ и цулласа, Лебег эса аввало уларнинг бир хил
кийма^~___ шлиларини гуру^лаб, сунг уларни цушиш усулини
ц у л л ай ^ ^ ш  ди. Юзаки Караганда бу икки усулда ^исоблашлар-
нинг 6е -------*р-биридан устунлиги сезилм аса-да, цуйида биз Л ебег
усулин: з ш г  катта имкониятларга эга эканлигини кура- 
миз.

А ва . 
ли £  'T- 
миз. 

Уш<

функци 
Ди- fE С
туплам:

Ушбу

функция

тенглик 
Уму1 

туплам^: 
цуйи в ; 
И , В]

Сунгра

Чегараланган функциянинг Л ебег интеграли

-ало Лебег интегралини [а, Ь] сегментдаги улчов- 
3 /пламнинг характеристик функцияси учун аницлай-

Ы * )  = о,
x g E ,  
х£  Е

[ни Е  тупламнинг характеристик функцияси дейила- 
:) функциянинг Лебег интеграли деб р, (Е) сонга (яъшГБ 
инг улчовига) айтилади ва цуйидагича белгиланади: ^

iL) j  fE (X) dx =  ц (Е).

f(x) =  {k' Х̂ Е ’ПХ) 10, х £ Е
учун эса Лебег интегралини

(L) f f(x)dx =  k\i(E)
Е

билан аницлаймиз.
лий ^олга утиш учун А ва В билан улчовли Е  
;а  аницланган f(x)  функциянинг мос равиш да аниц
1 аниц юцори чегараларини белгилаймиз ^амда 
гегментни цуйидагича п цисмга булам из:

А = У о < У 1 < У г<  • • • < y n_ i < y n =  В.

еч (v =  0 , п  —  1)
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? v < / W < y vf  1

тенгсизликни каноатлантирадиган х нукталардан иб-<- —>рят туплам­
ни белгилаймиз. /(х) функция улчовли булганлиги "учун ev(v =
=  0, п —  1) тупламлар улчовли булади.

Энди ушбу
п - 1

S =

V = 0

П—I

5 - 2 *
\=0

v -f l и-Ю

йигиндиларни тузамиз (s ва 5  ни мос равишда цу л 
йигиндилар дейилади) ва куйидаги таърифни кири-zr 

Т а ъ р и ф .  Агар i n( =  max [ у +1 — г/J) нолга
0 < v < n —1

(п->- оо) s ва S  йигиндиларнинг лимита мавжу 
бирига тенг булса ва бу лимит yv нуктала 
олишга бог лиц булмаса, у %олда бу лимитни / 
нинг Е тупламдаги Лебег интеграли дейилади 
грал юкрридаги хусусий доллар каби ушбу (L)

£
нишда белгиланади.

Т е о р е м а .  Агар f(x) функция улчовлие- 
да улчовли ва чегараланган булса, у %олда 
Лебег интеграли мавжуддир.

И с б о т .  Чегараланган ва улчовли f (х) 
олиб, унинг учун 5 ва 5  йигиндиларнинг ум 
га эга эканлигини курсатамиз. Бу функция ч 
лиги учун унинг аник ^уйи ва аник юкори 
м авж уд; улар мос равишда Л ва В  булсин_ 
ментни икки усул билан куйиДагича n i ва 
буламиз:

A =  y0 < y 1< y i <  <  УП1_ Х <  УП1 
А =  У'0 <  у[ <  г/' <  - • • <  у’П'_ { <  у’Пш -■

Агар

knt =  max (у +l У,)’ К , т  max Vv+1

К =  max {Xni,

белгилаш ларни киритсак, у ^олда булинш 
учун ушбу

чаи ва юкрри 
-амиз: 

интилганда
булиб, бир- 
ни танлаб 
х) функция- 
ва бу инте- 
(x)dx кури-

Е туплам- 
унинг учун

функцияни 
/мий лимит- 
;гараланган- 

чегаралари 
[А, В\ сег- 

-2 КИСМЛЗРГа

-в ,
В.

-y'J,

( 1)
(2)

нукталари
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\У'ч+1— Уу <Ь  (V =  О, ла—  1)
тенгсизликлар бажарилади. Бу тенгсизликлардан цуйидаги 
муносабатлар келиб чик,ади:

s — s =  2  (^ v+ i— у-ч) и (ev) < х 2  ^ ^  =  х ^
v = 0  v = 0

•S' -  s' =  2 W 1 ~  y’J  р (О <  * 2  I* « > =  ^ {Е)’
v = 0  v = 0

бу ерда s' ва 5 '  сонлар (2) булиниш учун тузилган цуйи ва 
ю^ори йигиндилар. Энди (1) ва (2) булиниш ну^таларини, яъни 
Уу> У\, нуцталарнинг ^аммасини булувчи ну^талар сифатида 
оламиз ва тегишли s", S"  йш-индиларни тузамиз. Бунинг нати- 
жасида s ва s' йигиндилар камаймайди. 5  ва S' йигиндилар 
эса ортмайди, яъни |

U s H  s" <  5 "  <  S , 1;
s' <  s" <  5 "  <  S ' ; ! (3)

тенгсизликлар уринли булади. Дархаци^ат, агар (у̂ , yv+l) ора- 
ли^ни бирорта янги Н ну^та ёрдами билан (t/v, Ё), (с, yy+i) 
орали^ларга булсак, у ^олда ушбу

У у И Ю  *5 4\, G/v <  / <  Ш +  £ И { £  (£ <  / <  У*+1)}
тенгсизлик бажарилади. Бундан куринадики, s ^ s " ,  яъни 
цушимча булиниш ну^талари киритилиши натижасида 
цуйи йигинди камаймайди.

Ш унга ухшаш ушбу

уч+1 и Ю  > l p { E ( y v < f < l ) }  +  yv+1 и {£  (S <  / <  y v+i)}
тенгсизликни ^ам ёзишимиз мумкин; бундан куринадики, 
янги ну^тани киритиш натижасида 5  йигиндининг тегиш­
ли ^ади ортмас экан, демак, S  ю^ори йигиндининг узи ^ам 
ортмайди.

(3) муносабатлардан куринадики, (s, S ) ва (s ', S') 
оралшулар (s", S") орали^дан иборат умумий цисмга 
эга экан. Д емак, s, s', S ва 5 '  сонларнинг ^аммаси узун- 
лиги 2 А ц (£ ) дан катта булмаган оралицда жойлаш гандир. 
X ни истаганча кичик ^илиш мумкинлигидан ва математик 
анализдаги умумий я^инлашиш принципига мувофи^ 
s, S йнгиндиларнинг умумий лимитга эга эканлиги келиб 
чицади.

Д ем ак , ю^орида берилган таърифга мувофи^ ^ар ^ан-
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дай чегараланган улчовли f(x)  функция учун Лебег 
интеграли доимо м авж уд.*

36- §. Чегараланган функция Лебег интегралининг 
асосий хоссалари

Бу параграфда учрайдиган барча улчовли функциялар 
чегараланган деб ^исобланади.

3 6 . 1 - т е о р е м а  (урта циймат ^ацида). Агар Е Tijn- 
ламда рлчовли f (x)  функция учун m ^ f ( x ) ^ M  тенгсиз­
лик бажарилса, у %олдах

m <  ц (Е) j  / (х) dx <  М ц (£).
Е

И с б о т .  s ва 5  йигиндиларнинг тузилишига мувофиц 
ушбу

m ц (Е) с  s <  5  С  М fx (Е)
тенгсизликлар уринли. Бу тенгсизликларда тегишли ли­
митга утилса, юцоридаги муносабатлар келиб чицади.*

Л ебег интегралининг цуйидаги 36.2, 36.3 ва  36.4- хос­
салари унинг таърифидан ва 3 6 .1 -теоремадан бевосита ке­
либ чицади.

36.2- н а т и ж  а. Агар улчовли f(x) функция Е туп­
ламда манфий булмаса, у х̂ олда унинг бу туплам буйича 
интеграли %ам манфий булмайди, яъни агар f (x ) ^ 0 бул­
са, у %олда

J  f(x)dx >  0.
Е

36.3- н а т и ж  а. Агар Е тупламнинг улчови ноль бул­
са (яъни | л (£ )= 0) ,  у %олда %ар цандай чегараланган ул­
човли f (x)  функция учун

[ / (х) dx =  0
Е

булади.
36.4- н а т и ж  а. Агар с узгармас сон булса, у хрлда

§ с f (x)dx =  с j* / W  dx.
Е Е

3 6 . 5 - т е о р е м а .  Агар Е, Е i =  1, оо улчовли шуплам-

1 Интеграл символи олдида L  ^арфи ёзилмаган булсада, келгусида 
у  интегрални Л ебег интеграли деб тушунамиз.
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H i
лади.

И

х у с у с : 
р а л а н  
учун

тенгсг-е
нуцта.г
миз:

Ушбу
нарли.

Бу теп 

митга ^

тенглин

A ra j

^олда

длиб, Е  =  JJ ( Е { {Ek П Es =  0  , k ф  s) ва / (х) функция Е

1мда улчовли бдлса, у холда

j  f(x)dx  =  2  j ' f ( x) dx- ( 1)
E i=l £('

итегралнинг бу хоссаси унинг тдла аддитивлиги дейи-

с б о т. Аввал ушбу
Е  =  Е х U Е 2 {Е1 {\Е2 ^=0)

1ий ^олни курамиз. f (x)  функция Е  туплам да чега- 
■ганлиги учун шундай А ва В сонлар мавжудки, улар 
ушбу

А / (%) <  В
ззликлар бажарилади. [А, В] сегментни у0, yv . . ■ , уп 
пар билан п ^исмга булиб, ^уйидаги тупламларни туза-

=  Е  (j/v «£ f (х) <  yv+l),

<  =  (У, < /W  <  ^v+l)>

< ’ <  f (x) <  l/y+i)-
(J e" =  еч ва f| e" =  0  тенгликлар уз- узидан тушу- 

Булардан ^уйидаги тенглик келиб чикади:

п— 1 п— 1 п— 1

2 ^ ^  ю = 2  ̂   ̂(ev) +  2  t* ю -
V = 0 \=0 v = 0

гликда vn =  шах (w , ,  —  у ) ни нолга интилтириб, ли-
_  0 < \ < л — 1
э/тилса, Лебег интегралининг таърифига мувофик,

J  / (х) dx =  j  / (х) dx +  j  / (х) dx
e ,

келиб чикади.

IP E  =  U E i (n — натурал сон) ва £ ,П -Е '; = 0  булса, у 

j  / (х) dx =  ^  j  / (х) dx (2)
1 = 1  £ 7
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д,укция ер-тенгликни юкоридаги хусусий ^олдан математик ищ 
дами билан бевосита келтириб чицарилади.

Энди умумий ^олга утамиз, яъни

Е — U £• (Ек П Е = 0  , k ф s)
t=i J

булсин. Бундан (д, (Е) =  2  Ц (£;) келиб чи^ади. ;j. г  ^ F \ < T
i=i

булганлиги учун п ->• оо да

1=/1+1
ОО

Энди U £■ тупламни билан белгилаймиз. У _

=  Е х U . . . U Е п U Rn- Бу тенгликда ^адларнинг с  
булгани учун (2) тенгликка асосан

j  / (х) dx =  V  j  / (х) dx +  j  / (х) dx.
Е k =  \ £ k Rn

3 6 .1 -теоремага мувофи^,

А ц (Rn) <  \f ( x ) dx^B\i  (Rn).
Rn

(3) га асосан оо да ц (£?„)-> 0. Демак, (5) даь

| f (x )d x -*■().
Кп

(4) ва охирги муносабатдан (1) тенглик келиб чика_
3 6 .6 -т е о р е м а. Агар улчовли Е тупламс

fi(x)  ва f2(x) функциялар берилган булса, у >

j  (/i М  +  /> (*)) dx =  j  f± (х) dx +  f /2 (x) ,
E E E

И с б о т .  А ввал к;уйидаги хусусий з^олни куя 
ва f2{x) функциялардан бири, масалан, fi(x) 
тупламда узгар м ас с сонга тенг булсин. Бу jc  
интеграли таърифидан фойдаланиб, ушбу

j  (fi (х) +  /2 W ) dx =  с |х (Е) +  j  / 2 (х) d

(3)

_^олда Е =

:они чекли

(4)

(5)

^  п-*- оо да

- Д И . *
З а  улчовли 
-^олда

( 6)

эам и з: f i(x )  
функция Е 

'о л д а  Лебег

(7)

тенгликни езишимиз мумкин. 
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Энди fl (x) ва f2 (х) ихтиёрий чегараланган улчовли функ­
циялар булсин. f1(x) функциянинг цийматлари узгарадиган 
[А, В] сегментни у0, yv . . . уп нуцталар ёрдами билан п та 
цисмга буламиз ва ушбу

«v =  Е (уу <  /i {х) <  yv+1) (v =  0, п — 1)

тупламларни курамиз. 36.5- теоремадан ва (7) тенгликдан 
фойдаланиб, ушбу

/1 — 1

[ [/i (х) +  /а W1 dx =  V  [ lf1 (х) +  /а M l dx >
Е v»*0 ех

п— 1

>  У  j  tyv +  /г M l dx =  S +
v=-0

муносабатларни оламиз.
Шунга ухшаш, t/v урнига yv+l ёзилса, ушбу

[ t/i (х) +  /2 M l dx <  S  +  [ /2 (х) dx
Ё Е

тенгсизлик келиб чицади. Демак,

S +  $f* М d x ^ j  t/i М +  /а Ml d* <  S +  J  /2 M  dx.
E E E

Энди бу муносабатларнинг чап ва унг томонида 
Ял (=шах({/ , . — у )) ни нолга интилтириб лимитга утилса, (6)

0< \ < п — 1 ‘
тенглик келиб чицади.*

Интегралнинг 36.3, 36.5 ва 36.6- хоссаларидан цуйида- 
ги натижа келиб чицади.

3 6 . 7 - н а т и ж а .  Агар улчовли f (х) ва g (х) функциялар Е  
тупламда эквивалент булса, у %олда

j  / (x)dx — [ g (х) dx.
Е  Е

И с б о т .  Дар^ацицат, е =  Е  (/(х) ф  g (х)) деб олсак, / ва g  
функциялар эквивалент булгани учун |.i(e) =  0. У  э^олда Е ^ е  
тупламда / (х) =  g (х) булади. 36.5- теоремага асосан

.f (/ — g) dx =  J  (/ —  g) dx +  j  (/ — g) dx
E e E \ e

тенглик уринли. Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи ин­
теграл нолга тенг, чунки ц (е) =  0. Иккинчи интеграл ^ам 
нолга тенг, чунки Е-^е тупламда f (х) g-(x).*

J  /2  М  dx
Е
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3 6 . 8 - т е о р е м а .  Агар улчовли Е тупламда длчовли f (х) 
вау (х) функциялар берилиб, бу тупламда /(х) <  ф(х) булса,
у \олда

[  / {х) dx <  [ ф (х) dx. (8)
Ё i

И с б о т .  /(х) функцияга тегишли z/v булиш нуцталарини 
олиб, ev тупламларни тузамиз. еч тупламда ушбу ф (х) >  / (х) j *  
>  yv тенгсизликлар бажарилади.
Демак,

j  ф (х) dx =  ^  j  Ф (х) dx >  2  У* ^ (eJ-
Е  v v

Бу муносабатнинг унг томонидаги йигинди f / (х) dx га интила-
Ё

ди, шунинг учун бундан (8) тенгсизлик келиб чик;ади.,
3 6 . 9 - т е о р е м а .  Куйидаги тенгсизлик уринли:

| j  / (х) dx\ ^  j  |/ (х)| dx. (9)
£ Е

И с б о т .  Ушбу
£ ,  =  £ { /  (х) >  0 }, Е г =  Е  {/ (х )<  0 }

тупламларни оламиз.
Энди (9) тенгсизлик

jj/ (x )d x l =  \^f(x)dx — j|/(x) | dx| <  j/ (x )d x  +
E  E l  Е г Я,

+  f I/ (x)\ dx, f I/ (x)| dx =  J  / (x) dx +  J  I/ (x)| dx
E ,  E  Et  MTE ,

муносабатларнинг чап ва унг томонларини солиштиришдан бе­
восита келиб чи^ади.*

3 6 . 1 0 - т е о р е м а .  Агар f (х) ^  0 ва j" f (x)dx — 0 брлса, у
Е

%олда f (х) функция Е тупламда деярли нолга тенг.
И с б о т .  М сон /(х) функциянинг ю^ори чегараси булсин. 

Ушбу

Я„ =  £ { - 3 3 7 < / ( * ) <  — п — \, 2.............
"  I  Л +  1 п )

Е +  =  Е 1 и Е 2 и
тупламларни тузамиз. Равшанки, Е  {х: / (х) >  0} =  Е + ва ушбу 

168
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И (£и)< !L^ -^ f ( x ) d x  ^ ^ ~ ^ f ( x ) d x ^  IL ± i J / ( x ) d x =  О
En £_|_ E

муносабатлар уринли. Демак, |j,(£'n) = 0  ( n=l ,  2, . . . ) .  Бундан

ц ( £ + ) =  0.,

37 -§ . Лебег интеграли остида лимитга утиш

Улчовли Е  тупламда аницланган улчовли ва чегараланган 
{/„ (* ) }  функциялар кетма- кетлиги берилган булиб, бу кетма- 
кетлик улчовли F (х) функцияга Е  тупламнинг з̂ ар бир нуцта- 
сида ё деярли ёки улчов буйича яцинлашувчи булсин. У з^олда

lim [  fn (х) d x =  [ F(x) dx ( 1)
П-*00 £

муносабат доимо уринлими, деган савол турилади. Бу муно- 
сабатнинг, умуман айтганда, доимо уринли эмаслигини цуйи- 
даги мисолдан куриш мумкин.

Масалан, fn(x) функция [0, 1] сегментда цуйидагича аниц- 
ланган булсин:

О, х £  (0, — ), 

п, х £ ( 0, -
/ » (*)“

У з^олда з̂ ар цандай х £ [ 0 ,  1] учун ушбу

litn/nM  =  О
П —УОО

тенглик уринлидир, лекин

J  /„ (х) dx =*= 1,
о

яъни ( 1) муносабат бажарилмас экан.
Энди, fn(x) функциялар кетма-кетлиги цандай шартларни 

цаноатлантирганда (1) муносабат уринли булади, деган савол 
турилади. Бу саволга А. Лебегнинг цуйидаги теоремаси жавоб 
беради:

3 7 . 1 - т е о р е м а  (А. Лебег). Улчовли Е тупламда улчовли 
ва чегараланган {/„(*)} функциялар кетма-кетлиги берилган 
булиб, бу кетма-кетлик улчовли F (х) функцияга улчов буйи-
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ча якинлашувчи булсин. Агар Е тупламнинг барча элемент- 
лари учун ва щ р щндай п натурал сон учун ушбу

\ Ш < к
тенгсизликни цаноатлантирадиган К сон мавжуд булса, 
у %олда бундай функциялар кетма-кетлиги учун (7) муноса­
бат уринли.

И с б о т .  Дастлаб Е  тупламда ушбу

\F (х)\ <  К (2)
тенгсизликнинг деярли бажарилишини курсатамиз. Дар^а^и^ат, 
{/„ (У)} кетма-кетликдан 3 3 .5 -Рисс теоремасига асосан шундай 
{fnk(x)} писм кетма-кетлик ажратиб олиш мумкинки, у F (х)
функцияга деярли я^инлашади.

Энди

тенгсизликда лимитга утилса, (2) муносабат келиб чикади. Их­
тиёрий а >  0 сон учун

An(p) =  E ( \ f - F \ > a y ,  

Bn (p)=E{\tn- F \ < a )  

тупламларни тузамиз. У ^олда

I \ fn W — i F  ( * )dx | < j | !п M — F (x)j dx =
E E E

= j I fn (x) — F  (*)| dx + j 1 fn to — F(x)| dx- (3) 
Anw Я„(с)

An(a) тупламда

\fn( x ) - F { x ) \ < 2 K  
тенгсизлик деярли бажарилганлиги учун ушбу

5 ifn (х) -  F (х)\ dx <  2 К ц (Ап (а)) (4)
А п{0)

муносабат уринли. Иккинчи томсндан, 3 6 .1 -теоремага асосан

I  I fn (х) — F  (х)| dx<o\x (Вп (ст)) <  сти (Е).
&ni°) I

(3), (4) ва охирги муносабатлардан:

! j  fn ( x ) d x ~ [  F (х) dxI <  2 К к (Ап(а)) +  а а  (Е) . (5)
Б  Е
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И хга ёрий кичик е >  0 сон учун ст >  0 сонни

а <  —5—  (62 ii(E)
тенге -и зликни цаноатлантирадиган цилиб оламиз. Теореманиш 
шартЕ------------ira  мувофик, ^ар цандай ст >  О учун п- *  оо да

И О4,, (<*)>"► О-
Д  емак, шундай п0 натурал сон мавжудки, ушбу

2 ^ n ( 4 ( ° ) ) < f  (я >  по) (7

мунш ^абат уринли.
Эе------------1Ди (5) тенгсизликдан (6), (7) ларга мувофиц цуйидап

тенге!------------1зликни оламиз:

\\fn{x)dx — f F (х) dx I <  е ( n > n 0).
E E

'  муносабат эса теоремани исботлайди.#
Ъс . 2 - из о^.  Агар теореманинг шартида {/„(*)} кетма-кет

лик / (х) га деярли яцинлашеа ва \[п (х)| <  К (п — 1, 2, . . .
тенгс! =  — 1злик Е  тупламда деярли бажарилса, у э^олда теорем;
уз ку------------ чини сацлайди. Чунки бу х;олда 3 3 .3 -теоремага acocai
{/„ (х) }  кетма-кетлик F (х) функцияга улчов буйича ^ам яцин 
лашад________и.

3? ~-=i- §• Чегараланмаган функциянинг Лебег~интеграли. 
Жамланувчи функциялар

1Човли / (х) функция Е  тупламда^ аницланган булсии 
Аввал_ — f(x) ни Е  тупламда манфий эмас, яъни / (х) >  0 де 
фа раз циламиз ва ушбу

\f(x) 1„ =  JVW. агаР f ( x ) < n  булса,
{ п, агар / (х) >  п булса

ф ун кЕ^^^в^ияни тузамиз. Бу функция Е  тупламда чегаралан 
ган в ; -а демак унинг Лебег интеграли м авж уд.

1- - - г  а ъ р и ф. Агар

lim j  [f{x))n dx (1
TI—+OQ g

мавжу булса, бу лимитны f (х) функциянинг Е тупламдаг 
Лебег ---------- интеграли дейилади ва у j / (х) dx ор\\али белгиланадь
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Е  туплам да улчовли ва м усбат f (х) функц 
интегралига эга  булиши учун

j [/(*)]„ dx
Е

интегралларнинг чегараланган  булиши зарур 
цир, чунки

\lf(x)]n d x ^  j  [/(*)]„+, dx
E  E

генгсизлик n нинг ^ам м а ^ийматлари учун б а ж а  
Манфий ф ункдияларнинг Л ебег интеграли j c  

шунга ;ухшаш ани^ланади.
Энди умумий ^олни, яъни улчовли f(x )  ф 

гупламда ^ар хил ишорали ^ийматларни ^абул z 
^олни курам из. Б у  ^олда Е  тупламни цуйидаг- 
узаро кесиш майдиган Е\ ва Е 2 ^исм ларга а ж р а и

E 1 = E \ f { x ) > 0 ) ,
E 2 =  E { f(x )< 0 \ ,

чъни Ei нинг ^ар бир ну^тасида f (x )  ф ун кц и - 
эмас, Е 2 нинг ^ар бир ну^тасида эса  f{x )  ф ун Е
})ИЙ.

2 - т а ъ р и ф .  А гар f (x )  функция учун ушбу

j  f  (х) dx, j  f  (х) dx 
£  i Ёг

интегралларнинг %ар бири м авж уд булса, у 
функцияни Е  тупламда ж ам ланувчи дейилади  
аам буйича интеграли уш бу

j  / (х) dx  =  j  / (х) d x +  j  f  (х) dx 
Е  E i Е %*

генглик би лан  аницланади .
Ж ам л ан у вчи  ф ункдияларнинг баъзи  хо ссал  

ганиш амиз.

j / (х) dx  | ss j | / (x)

~ия Л еб ег

за кифоя-

-рилади. 
;а м  худди

ункция Е  
и^иладиган 
■^ича икки 
г-ам из:

(2)
s i  манфий 
е<ц и я  ман-

=>(о л д а  f(x )  
ва Е  туп-

(3)

ари билан

3 8 .1 - т е о р е м а .  Улчовли f ( x ) функциянинг у к амланувчи
hjAumu учун \f(x)\ функциянинг жамланувчи бу;  —  zziuuiu зарур  
'■а кифоядир; | / (х) | жамланувчи булган %олда уш бу

dx

муносабат уринли.
И с б о т .  З а р у р и й л и г и .  Улчовли /(л :) ф у н К 1 

гамда жамланувчи булсин. | / (х) | функциянинг : 
'канини курсатамиз. Берилган f (х) функция учун

хия Е  туп- 
зкамланувчи 

(2) даги Е 1
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ва E z тупламларни тузамиз. f(x)  функция Е  тупламда жамла­
нувчи булгани учун 2 - таърифга асосан бу функция ва Е 2 
тупламларда ^ам жамланувчи. Бундан р.а ушбу

J  | / (х) | dx — [  / (х) dx  —  [ f  (х) dx 
я я, к,

тенгликдан | / (х) | функциянинг ^ам жамлануичи эканлиги ке­
либ чикади.

К и ф о я л и г и .  |/(л:)| функция Е  тупламда жамланувчи 
булсин. f(x )  функциянинг ^ам шу тупламда жамланувчи экан- 
лигини курсатамиз. Ушбу теьгсизлик уринли:

j  f  (x)dx  = j* f  (x )d x Jr  j* / (x) dx  <  
я я, я,

\ f  (x)dx  —  [ f  (x)dx  =  J  | f  (x) | dx.
е1 я, я

Чунки f(x) функция £ 2 тупламда манфий. Бундан ва |/(л:)| 
нинг жамланувчи эканлигидан / (х) нинг ^ам жамланувчи экан­
лиги келиб чикади. Теореманинг охирги натижаси ушбу тенг- 
сизликдан келиб чикади:

| j  / (х) dx  | =  | \ f  (x)dx +  f  / (х) dx | <  
я я , я,

<  | j  / (х) dx —  j / (*) dx  | =  f \f{x)\ dx .*
Я , E , E

К,уйидаги 3 8 .2 — 38. 6 - теоремалар 3 8 .1 -теоремага ухшаш осон 
исбот этилади. Бу теоремаларда учрайдиган функциялар улчовли 
деб ^исобланади.

3 8 .2 - т е о р е м а .  Агар k узгармас сон булса, у %олда

j  k f (х) dx =  k  (  f  (x) dx. 
я я

И с б о т .  1 -таърифга асосан

j  k f{x )d x  =  Y\m j  [kf(x)\n dx.
Я  П-* oo j?

36.4-н ати ж ага асосан

.f [kf{x)\n d x ^ k  f  lf(x)]n dx.
я я

Бундан

J  k f (x) dx  =  lim  f  [kf {x)\n dx =
e  n-> °° E
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=  k lim  [ [f(x)]n d x = *k  j* f(x )d x .4s
rt->0О ‘£ £

3 8 .3 - т е о р е м а .  Лга/? булиб, булардан бири ж ам ­
ланувчи булса, у %олда иккинчиси %ам жамланувчи булади  
ва

J  /  (х) dx =  J  g (х) dx.
Е В

И с б о т .  f ~ g  булгани учун Е  тупламда [f (х)] п ~  [g {х)\п 
муносабат ^ам уринли. Фараз цилайлик f  (х) функциянинг 

интеграли мавжуд булсин. У  ^олда \ f(x )d x  =  lim  [f(x)]ndx

булиб, 3 6 .7 - натижага асосан

[  [/ (*)]„ dx =  f [g {x)]n dx.
E E

Бундан

I [/ (x) — g  (*)] dx  =  lim  j  {[/ (x)]„ —  [g  (*)]„} dx  =  0
E n~*°° E

тенглик келиб чи^ади.*

3 8 .4 - т е о р е м а .  Агар f ( x ) >  0 ва ^ f(x )d x  — О булса, у
Е

хрлда f  (х) функция Е  тупламда деярли нолга т енг.
И с б о т .  Е + =  {х£Е : f  (x) > 0 }  булсин. Ушбу

Е  =  {х£Е  :/ (*) >  - } ,  п =  1, 2 , 3 , . . .
п

ОО

тупламларни тузамиз. Равшанки, Е + =  U Е п. Энди
п—\

р. (Еп)]=  J  dx  ^  п j  f (x )d x < .n  | f { x ) d x =  0 .
En En E

00

Д емак p. (En) =  0. Бундан ва p. ( £ + ) <  V ? p  (En) тенгсизликдан
n=l

ц (£ + )  =  0 келиб чи^ади.*
3 8 .5 - т е о р е м а .  Агар f  (х) функция Е  тупламда жамла­

нувчи булса, у  %олда / (х) функция Е  нинг \ар к ан д ж  
улчовли Е 0 цисмида хам жамланувчи бдлади.

И с б о т .  f(x )  функция Е  тупламда жамланувчи булганли­
ги учун 3 8 .1 - теоремага асосан |/(х)| функция ^ам Е  туплам­
да жамланувчи. Агар Е 0 туплам Е  тупламнинг ихтиёрий ул­
човли ^исми булса, у хрлда
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тенгсизликдан 1/(х)| функциянинг Е 0 тупламда жамланувчи 
эканлиги келиб чицади. Демак, 3 8 .1 - теоремага асосан / (х) 
функция ^ам Е 0 да жамланувчи. *

3 8 .6 - т е о р е м а .  Е  тупламдаги улчовли f  (х) ва F  (х) 
функциялар учун | / ( х) | <  F  (х) (х£Е) тенгсизлик дринли 
булиб, F  (х) жамланувчи булсин. У  хрлда / (х) \ам ж ам ла­
нувчи ва

f \ f(x )\ d x ^  f  F{x)dx .
В E

И с б о т .  Хар цандай п натурал сон учун 

[| / (x )| ]„ < ,F (x )  

тенгсизлик уринли булганлиги туфайли 3 8 .8 - теоремага асосан

J  П / (х) | ]„ dx  <  \ F  (х) dx.
Е Е

Бундан п-*- оо да

lim  [ [ |/(x)j ]л dx  <  j  F (x) dx
E El

тенгсизлик келиб чицади. Демак, 1-таърифга асосан | / (х> [ 
функция Е  тупламда жамланувчи. Юцоридаги тенгсизликдан

[ | / (х) | dx  <; | F (х) dx.
Е Ё

Энди f(x)  функциянинг жамланувчи эканлиги 3 8 .1 -теоремадан 
келиб чицади. *

3 8 .7 - теорема (интегралнинг тула аддитивлиги). Агар f  (х) 
функция Е  тупламда жамланувчи ва Е  узаро кесишмайди­
ган сони сано^ли, улчовли Е 2, . . . , Е п, . . . , E k П Е к.=  
=  0 .  к ф к '  тупламларнинг йигиндисидан иборат булса , у 
хрлда

ОО

f /(*)<& =  2  f dx. 
е  г- i  е с

И с б о т .  Аввало теоремани / (х) >  О булган ^ол учун исбот- 
лаймиз. Бу ^олда /(х) функция ва ихтиёрий п натурал сон 
учун [f(x)]n функцияни тузамиз. У  ^олда 3 6 .5 -х о сс а га  асосан
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f [/(*)]„ = 2  I lf(x)]ndx
E k*=l E k

муносабат уринли. Бундан 38.6-хоссага асосан
00

f [/to ]„ dx  <  2  I fix ) dx
E k=\ E k

тенгсизлик келиб чикади. Бу тенгсизликдан « - >  оо да ли- 
митга утиб,

ОО

J  /  (х) dx <  2  I  /  W dx (4)
Е  * = 1  Ek

муносабатни оламиз. Иккинчи томондан, 3 6 .5 -теоремага асосан
во

J \f(x))n d x =  2  J U(x)]n dx.
Е k= 1 Eh

Бундан Е  тупламда / (х) >  0 булгани учун з̂ ар цандай т на­
турал сон учун ушбу

т

f  [/ (*)]„ d x >  2 1  [/ Win dx
Я  k =[  Ek

муносабат уринли. Бу муносабатда аввалуг ни, сунг~/я ни чек- 
сизга интилтириб, ушбу

оо

j  /  (х) dx  >  2  f f  ( х )  dx (5)
я a= i я*

тенгсизликни з^осил циламиз, (4) Гва [(5) тенгсизликлардан, 
f  (х) >  0 , х£Е  з о̂л учун теореманинг исботи келиб чикади. 
/ (х) <  0  булган з^ол учун з а̂м теорема худди шунга ухшаш 
исбот этилади.

Умумий з^олда теореманинг исботи (3) формуладан ва юк,о- 
рида курилган з^оллардан бевосита келиб чикади. *

3 8 .8 - т е о р е м а .  Агар / (х) ва g  (х) функциялар Е  туп­
лам да жамланувчи б£/лса, у \олда уларнинг f ( x )  +  g (x )  
йигиндиси %ам жамланувчи ва

j  (/ (х) +  g  (х)) dx =  j  / (х) dx +  j  g  (x) dx.
E  E E

И с б о т .  1. К,ис^алик учун <p(x) =  f (x) +  g (x) белгилаш 
киритамиз. Аввал /(x) ва g  (x) функциялар манфий булмаган
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з^олни 
Д ем акя

Бундаг-

муиосак_ 
з о̂л yt 

2.

Бундан 

3 8 .7 - г  ■

тенгли : 
учун S i  
масала 
ламда 
=  / (*>

куринш:
цуш ил^
тижадг

тенгли __

тенг;:;1 

12— 41f

курамиз. Бу  з^олда [cp]n <  [f]n +  [g]n <  [Ф]2n

^ 5  [ф]„ dx ^  J  lf]n d x +  1 [g]n dx  <  f  [Ф]2ndx
~ E E E

п - >  оо да ушбу

Ф (x) dx  j  f  (x) d x +  j  g  (x) dx < j  ф (x) d
E E  E

батлар келиб чицади. Ш у билан курилаётган 
-ун теорема исбот булди.
Энди цуйидаги тупламларни цараймиз;

Ег =  { х £ £  : /(х) >  0, g(x) з*  0 J ,
Е 2 =  {х £ Е  : / (х) > 0 ,  g  (х) <  О, ф (х) >  0 },
£ 3 =  { х £ £  : f(x) S* 0 , g (x )C O ,  ф(л:)< 0 } ,
£ 4 =  { х £ £  : / ( х ) < 0 ,  g(x) >  0 , ф ( х ) > 0 ) ,
Е ь =  {х £ Е  : f ( x ) < 0 ,  g (x )  >  0 , ф ( х ) < 0 } ,
£ в =  ( х € £  •' /(х)< 0 ,  g ( x ) < 0 } ,

______ 6

Е к Г \ Е .=  0 , k = £ j B a E — U эканлиги рав] 
' k=\

^ ^ о р ем а га  асосан з̂ ар бир k { =  1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6)

j  (/ (х) +  g  (х)) dx =  j  / (x )d x  +  [  g  (x)d)
Ek Ek Ek

н н и  исботлаш кифоя. Бу  тенгликнинг исботи  ̂
,— 'хщаш булганлиги сабабли уни E k тупламларш 

Е 5 туплам учун исботлаш билан чекланами: 
/ (х) <  0 , g  (х) >  0 ва ф (х) <  0  булгани учу 
+  g  (х) тенгликни

—J  (х)=  g  (х) +  [—  Ф (х)]
__ш д а ёзиб, Е ъ тупламда бу тенгликнинг унг т 

^ а / вчиларнинг з̂ ар бири мусбат эканлигига эрии 
юцоридаги 1-з^олга асосан

j  {— fix)) dx  =  f g ( x ) d x +  f  [—  ф (x)] dx 
e . e , e ,

^ = < ка эга буламиз. Бундан 3 8 .2 - теоремага acocai

j* ф (х) dx  =  [  / (х) dx  +  С g  (х) dx  
Е, Е, Е,

келиб чицади.,
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т е о р е м а  (интегралнинг абсолют у зл укси а 
нация Е  тупламда жамланувчи ва Е х 
, трпламлар кетма-кетлигининг %ар б и
либ, (л (Е т) - * - 0  (т -у  оо) бдлса, у %олда

■> оо), яъни ихтиёрий берилган 0 сон
О сон мавжудки, ц (Е т) <. 6 булганда

f f  {x )d x < . г

-лиги). Агар
...........

е р и  Е  нинг

учун шун-

эт . (3) формулага асосланиб, теоремани / я 
учун исбот этиш кифоя. f(x) функциянинг 
нлигидан ихтиёрий е >  0 сон учун ш ундаь 
:удки, унинг учун ушбу

8 

2

к  бажарилади. 
шкциянинг таърифига асосан

J  [/(*)]„ d x ^  n\i(Em)-
Ет

мадаги (х (Е т) -> -0  (т ->  оо) шартга кура, 
жлар учун шундай т0 сон топиладики, yi i

пи (Е т) <  (т >  т0)

к  бажарилади.

(8) ларга мувофи^,

f  (х) d x =  j  [f (х)]п d x +  j  {f(x) — [f{x  )\ ^ _
Em

' [f (x)]n dx +  j  !/ (*) —  [/(X)]n 1 d x < j  +

исботланди. ^
• т е о р е м а  (А. Лебег). Улчовли E  туп 
F (x) функция ва улчовли

fi(x ), f 2{x).............. f n (x), . . .
lap кетма-кетлиги берилган булиб, x 
барча цийматлари учун уш бу

\fn (x )\ < F (x )  (п =  1 ,2 ,  . . .  , х£ Е )

(6)

(7)

ю^оридаги 
:инг учун

(8)

dx

е
— =  е. 
2

_лам да жам-

инг Е  туп-

(9)
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тен&г* 
ма-K z*  
лаш с~*

сиэлик бажарилган булсин. Агар берилган  (/„ (х) } кет- 
зтлик Е  тупламда f  (х) функцияга улчов буйича як;ин-
а, у %олда Е  тупламда f  (х) функция жамланувчи ва

(10)

сабат  Уринли.
с б о т . (9) тенгсизликдан ва 38.6-хоссадан  з̂ ар бир f n(x) 

циянинг жамланувчи эканлиги келиб чицади.
3 .5 - Рисс теоремасига асосан \fn (x)\ кетма-кетликдан /(х) 

ф у н к д с — ш я г а  деярли я^инлашувчи \fn (x)} цисм кетма-кетлик

муш
ж :

функ г  
З Г Е

ажра^пЕ 
Ушб у*~-

тенгез

туп л а;

мунос- 
ча як,я

тенгси
3 8 _

цадар

гиш мумкин. Бундан 33.2-изоз^га асосан / (х) улчовли.

\fn( (* )\ < F (x )

-иликда и(- — оо да лимитга утсак, f  (х) функция учун

l f ( x ) I ^ F ( x )  (11)

зликнинг деярли бажарилиши келиб чицади. 
ндан F  (х) функция жамланувчи булгани учун 3 8 .6 - 
:ага асосан / (х) функция з̂ ам жамланувчи булади. Сунг 
«и ст >  0  сонни олиб, ушбу

A J o )  =  E(\fn - f \ > o ) ,

В л ( о ) - £ ( | / „ - / | < о )

лларни тузамиз. Бу тупламлар учун ушбу

Е  =  Ап (°) U Вп (ст), Ап (ст) П В п (ст) =  0
збатлар уринли. {/„(*)} кетма-кетлик f  (х) га улчов буйи* 
1нлашгани учун

lim  ц (Ап (ст)) — 0 . (1 2 )
П-*-ао

эилган е > 0  сон учун ушбу

стц(£)<| (13)

зликни цаноатлантирадиган мусбат; ст сонни оламиз.
9 - теорема ва (12) муносабатдан фойдаланиб, п0 ни шу 
катта ^илиб оламизки, унинг учун

f  F ( x ) d x < ~  (п >  п0)
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тенгсизлик бажарилсин. (9), (11), (13) ва охирги n— ^зун осабат- 
ларга биноан:

| j fn (х) dx  —  f f  (x) dx | <  J | fn (x) —  / (x) \ d  =
E E E

=  Л  fn(x) — f ( x ) \ d x + \ \  f n (x) — f(x)\ < = Ж х  <
Anw  впт  |

^ 2  j  F (x )d x  +  a n (B n( a ) ) < ^  +  ^- =  s, (n :  n„).
An(°) z 1

Бундан эса (10) муносабат келиб чицади. *
3 8 .1 1 - т е о р е м а  (Фату). Агар улчовли ва манфг----- булма-

ган жамланувчи (х), /2 (х), . . . , f n (х), . . ф[/ w т циялар
кетма-кетлиги Е  тдпламда f  (х) функцияга деяр— __ш  яцин-
лаигса, у %олда

| f { x ) d x <  lim  j* f n {x)dx. (14)
E  n~,0° E

И с б о т .  Дастлаб [x £ E  J lim  f m{x) — f{x)\ туплаг----------шин г ^ap
m—»oo

бир ну^тасида

lim  [fm(x)]n =  [/(*)]„ (15)
m—>oo

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз. Х,ацик,ат£ » н , 

х0£ {х £ Е  : lim  /т  ( * )= "/ (* ) )
т—*оо

ихтиёрий нук,та булсин. Бу ерда уч ^ол булицц^^в! мумкин: 
1) / (*о) >  2) / (*о) <  п; 3) f  (х0) =  п.

Агар f (x 0) > n  булса, етарлича катта т учун f m(x0) > л
булиб, [fm lx)]n функциянинг таърифига асосан

[fm(X0)]n =  n = [ f ( X 0)]„
тенгликка эга буламиз. Агар f  (х0) <  п булса, у ? ^ о л д а  яна 
етарлича катта т учун f m (х0) <  п булиб,

Ifm (x0)U =  fm (х0) -► / (ДСо) = [/ Wl« 
муносабатга эга буламиз.

Танланган х0 ну^тада / (х0) =  п булса, у ^олда я ^  ар цандай 
е > 0  сон учун шундай т0 натурал сон топилад,- ■ш-чки, барча 
т > т 0 учун

fm (х0) > п  — В
тенгсизлик уринли булиб, [fm{xa)]n функциянинг тат— рифидан 

n — *< lfm (x j\ „  <  П
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тенгсизликка эга буламиз. Бундан / (х0) =  п булгани учун

1 I L W 1 » - I/(*«)]/> I < е
тенгсизлик келиб чицади. Демак, барча доллар учун (15) тенг­
лик х  =  х0 нуцтада уринли. х0 нуцта ихтиёрий булгани учун 
бу тенглик [х £ Е  : lim f m(x) =  f(x)\ тупламнинг барча нуцта-

Ш—ЮО
ларида уринли. (15) тенгликдан 3 7 .1 -теоремага асосан 

lim J  lfm{x)]n dx  =  j  [f(x)]ndx.
m-*со E g

A mmo f m (х) >  0  булгани учун

j  Ifm (x)]nd x ^  j  f m(x) dx.
E E

Демак,

j  [f(x)]nd x <  lim J  f m(x) dx.
E  m ->oo£

Бундан, агар n -+ o o  да лимитга утсак, (14) тенгсизлик келиб 
чицади. Хусусан, агар барча fm (x) функциялар жамланувчи 
булиб,

f /т (•*■) ^Х А ОО 
£

булса, у ^олда f(x )  лимит функция ^ам жамланувчи булади. 
Агар бирор мусбат улчовли е тупламда / (х) =■= +  оо булса, у 
^олда ихтиёрий п учун ушбу

j  [/ (*)]„ dx >  лц (е)
Е

тенгсизлик бажарилади, демак, (14) тенгсизликнинг унг томо- 
ни чексизга тенг булади. *

3 8 .1 2 - т е о р е м а  (Леви). Улчовли Е  тупламда манфий 
булмаган жамланувчи f ,( x ) ,  /2 (х), . . . , f n (x ), . . . функ­
цияларнинг усиб борувчи (яъни f n (x) ^  /п+1 (х ))  кетма-кет­
лиги берилган бС/лсин. Агар %ар бир п учун

| fn (х) dx ^  М  (М- узгармас сон) (16)
Е

булса, у холда Е тупламда ушбу
lim f n (x )= f(x )
П—*оо

(чекли) лимит деярли мавжуд б$либ, / (х) функция Е  туп­
ламда жамланувчи ва
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И с б о т .  Умумийликни камайтирмасдан, h  (х) >  0  деб оли- 
шимиз мумкин. |/„(х)} функциялар кетма-кетлигининг чекли 
лимитга эга булмаган нукталар тупламини Е 0 оркали белги­
лаймиз:

Е 0 =  { х £ Е  j lim  fn (x) =  оо).
П—k ОО

Агар |д,(£0) =  0 тенглик курсатилса, у з^олда (/„(%)} кетма- 
кетликнинг Е  тупламда деярли чекли лимитга интилиши келиб 
чикади. Шу мацсадда ^ар цандай г натурал сон учун ушбу

Е ^ - ^ { х £ Е  : f n ( x ) > r } ,  п =  1, 2 , 3 ---------

тупламларни к,араймиз. У  з^олда ^уйидаги тенглик уринли:
оо оо . .

£ 0 = n i u 4 ] -  (17)Г=1 л=1
^а^и^атан, х £ Е 0 булиб, у ихтиёрий булсин. У  з^олда Е 0 

ва E (rJ  тупламларнинг таърифланишидан з̂ ар бир г натурал сон 
учун шундай п натурал сон мавжудки, f n (х) >  г тенгсизлик 
уринли булади, яъни х£Е„\  Бундан, з̂ ар бир г натурал сон

оо

учун х  £  U Е {гп] муносабат келиб чикади. Д ем ак,
Л=1

ОО оо

х £  ( ] [  [) Е<?\.
г=1 п= 1

булиб, х  элементнинг ихтиёрийлигидан
ОО ОО /  t г ,\

Е 0 <= П [ U Е^\  ( 18)
г—\ п=  1

муносабатга эга буламиз.
оо Ои ^

;Ss* Энди тескари муносабатни курсатиш учун х £  П [ U Е п 1
л г=1 п= 1

элементни ихтиёрий деб оламиз. Бундан купайтманинг таъри- 

фига асосан з а̂р бир г натурал сон учун х  £ U Е ^  муносабат
п= I

уринли булиб, шундай k  натурал сон топиладики х  £ Е (к була­

ди. Бундан Е (к тупламнинг таърифланишига асосан f  k (х) >  г 
булгани сабабли, х £ Е 0 муносабат келиб чикади. х  элемент­
нинг ихтиёрийлигидан эса
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Бу ва 
Е[г:

тенгси:

тенгси:
ма- к е г  
ушбу

муносг

булиб,

тенгсиз
турал

уринли, 
ликнин 
чицади. 
циянин 
максад„

(18) муносабат (17) тенгликни исботлайди.
1 тупламнинг таърифланишига асосан

(Е<п) — a  d x < ~  j  f n (х) dx
tr\ Г tr\F (r) '  (r)E n En-ЧХ nn

зли к уринли. Бундан ва (16) тенгсизликдан хар цандай 
п нату^ рал сон учун ушбу

V- ( < ’) < - (19)

злик келиб чикади. Теорема шартига асосан {/„(*)} кет' 
ликнинг усувчилигидан хар бир г натурал сон учун

£<'> с  «г. . . . с zE„ 
»батга эга буламиз. Бундан

оо

H (U  £ ‘r)) =  lim  i i(E ^ )
П—1 П—>оо

(19) тенгсизликка асосан, ушбу

гМ (г)

n ( U  £ 1 Г ) <
п =  1

М
(20)

^ -л и к н и  оламиз. (17) тенгликка асосан хар цандай г на- 
;он учун

Е п U £
1

м у н о с а ^ ^ = Й а т  уринли. Бундан га (20) тенгсизликдан

м ( £ 0) < И и  £<Г)Х -
п— 1 г

тенгсиз^ л и к к а  эга буламиз. Бу тенгсизлик хар цандай г нату­
рал col ы  учун уринли булганлиги туфайли, у г - *  оо да хам 

эш р . Демак, ц ( £ 0) =  0 булиб, бундан {[п (х)} кетма- кет- 
£  тупламда деярли чекли лимитга эга эканлиги келиб 

_  Бу лимитни /(х) орцали белгилаймиз. Энди /(х) функ- 
иг £  тупламда жамланувчи эканлигини курсатамиз. Шу
■да куиидаги тупламни цараимиз:

Е т — {х £ Е  :т  —  1 /(х) <  т}, т  =  1, 2 , 3 , . . .
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Бундан Е  — U Е т эканлиги равшан. Агар <р (х) ф '
т~\

^ийматини хар бир Е т тупламда т сонга тенг де 
з^олда f  (х) функция учун Е тупламда / (х) <  ср (х) 
уринли эканлиги Е т тупламнинг таърифланишидан 
цади. Энди / (х) функциянинг Е  тупламда жамла 
лигини курсатиш учун 3 8 .6 -теоремага асосан ф(х) 
шу тупламда жамланувчи эканлигини курсатиш ки< 
учун

=  U Е т
т~\

белгилашни киритамиз. Е т тупламнинг таърифланиь 
Е т П Е к — 0 ,  к ф т  булиб, f n (х) ва /(х) функция- 
ламда чегараланган булади. Шу сабабли 37.2-и зо^ г;

lim  С f n (х) dx  =  Г /(х) dx
п~>°° д i

тенглик уринли. Энди

j  /(х) dx =  V  [ / (х) dx >  ^  \ (т ~ 1)
т = 1  Еп

V
т =  1 Е

\ (ф (х) —  1) dx  =  \ Ф (х) d x — 1-1 (/

тенгсизликдан (21) тенгликка ва (16) тенгсизликка 

j  Ф (х) dx  ^  j / (х) d x +  ix (Л 8) =  lim j  fn (х) dx

lim  j" f n (x) dx  +  (д. (E) <  M +  ц (£ ),

А Н К Ц И Я Н И Н Г

б олсак, у 
тенгсизлик 
келиб чи- 

увчи экан- 
ункциянинг 
оя. Бунинг

ни га асосан 
lap  A s туп- 

асосан

(21)

Ix —

LCOcaH ушбу 

+  Р (А )  <

яъни

(22)

_х) функция-тенгсизлик келиб чикади. Иккинчи томондан, ф (—  
нинг таърифланишига асосан

S S *

j Ф (х) dx =  2  j ф (х) dx =  2  I mdx = 2  т I1
A s m = l Em m=\ Em m -= l

булиб, (22) тенгсизликдан ушбу 
184
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У  m {1 (E m) <  Af +  |1 ( £ )
m=I

тенгсизликни оламиз. Бундан уз навбатида s - >  оо да
оо

2  +  И ( £ )
т~1

булади, яъни к;атор я^инлашувчи. ф (х) функциянинг таъриф- 
ланишига асосан эса ушбу

оо

2  т И- (^ т )  =  j  Ф(*) dx
т —1 Я

тенглик уринли. Демак,

J  Ф(х) dx  <  М  -I- ц (£ ) .
£

Бу тенгсизлик ф (х) функциянинг Е  тупламда жамланувчи эка* 
нини курсатади. Демак, f(x) функция хам Е  тупламда ж ам ла­
нувчи.

Энди цуйидаги тенгликни курсатамиз:

lim  [ //(х) dx =  \ f  (х) dx.
П - >  ОО £  'g

f n (х) ва /  (х) функцияларнинг Е  тупламда жамланувчили- 
гидан 3 8 .9 -теоремага (Лебег интегралининг абсолют узлуксиз- 
лиги) асосан ^ар ^андай е >  0 сон учун шундай 6 ;>  О сон то- 
пиш мумкинки, [г (В) С  б булган .^ар ^андай улчовли В  с= Е  
туплам учун

J  fn (х) d x <  j  ва f  / (х) dx < ~  
в в

тенгсизликлар уринли булади.
Егоров теоремасига (3 3 .6 -теорема) асосан В  тупламни ш ун­

дай танлашимиз мумкинки, {/„(х)} кетма-кетлик С — Е \ В  
тупламда / х̂) функцияга текис як,инлашадй. У  хрлда шундай 
N  натурал сон топиладики, n > N  булган барча п учун >̂ ар 
цандий х £ С  да

тенгсизлик уринли булади.
Энди булардан ва ушбу
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J  fn (x) dx  —  j  / (x) dx  =
Я E

С В В

тенгликдан ^уйидаги тенгсизликни оламиз:

-  j  [/„ (х) —  / (*)] dx +  f  fn (х) dx —  f  f(x)dx

E E

Бундан

lim  j* f n (x) dx — f  f(x)dx
E

тенглик келиб чицади.*
Бу теоремадан натижа сифатида цуйидаги теорема келиб чи- 

цади.
3 8 .1 3 - т е о р е м а .  Е  тупламда жамланувчи <рх (х), ф2 (х),

• • ■ . Ф„ (х), ■ ■ ■ функциялар кетма- кетлиги берилган булсин. 
Агар ф„ (х) >  0 , п =  1 , 2 , . . .  булиб,

б^лса, у хрлда У  ФА (х) цатор Е  тупламда деярли я^ин-

И с б о т .  Агар f  (х) =  V  ф, (х) белгилаш киритилса, у \ол. 

да бу теорем а 3 8 .1 2 - теоремага олиб. келинади.*

Т  а ъ  р и ф. А гар  бирор улчовли Е  тупламда бери лган  
f ( x )  функциянинг узилиш  нуцталаридан иборат туплам-. 
нинг улчови  н ол ь  булса, у %олда f (x )  функция Е  туплам­
д а  д ея р л и  у зл у к си з функция дейилади.

3 9 . 1 - т е о р е м а  (А. Л е б е г ) . \а, &1 сегм ентда f (x )  функ- 
циянинг Рим ан интеграли м авж уд бЦлиши учун унинг

о©

А=*1 Е
оо

лашади ва
ао оооо

n

3 9 - § . Р и м ан  ва  Л еб ег интегралларини 
солиштириш
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бу  сегмент да чегараланган  ва  деярли  у зл у к си з булиш и  
за р у р  ва  кифоядир.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  f (x )  функция \а, Ь] сегм ентда 
и нтегралланувчи бгулиши учун авв а л о  чегар алан ган  були­
ши керакли ги  Риман интегралининг таъриф идан бевосита 
куринади.

Ч егар ал ан ган  f(x )  функциянинг [а, Ь] сегм ентдаги  
у зи л и ш  нуцталаридан иборат булган туплам ни Q билан 
б ел ги л ай м и з.

Энди со (х) билан f(x) функциянинг х  нуктада г и тебрани- 

шини (6 0 -§  га царанг) белгилаб, Qn =  Q | а>(х) >  —| туплам­

ни курамиз. .^ар бир узилиш ну^таси Qn тупламларнинг бирига 
албатта киради ва аксинча, шунинг учун

Q =  U Qn. (ОЛя ]
Энди Qn тупламнинг ёпшушгини курсатамиз. Дархаь^щат, 

агар х0 ну^та Qn туплам учун лимит нуцта булса, у >;олда х0 
ни уз ичига олган хар цандай оралиц Qn тупламнинг камнда 
битта ну^тасини уз ичига олади, демак, бу орали к, да f(x) функ­

циянинг тебраниши — дан кичик булмайди. Д ем ак, Qn ёпи^ 
тх

туплам ва шунинг учун у улчовли. (П тенгликдан 2 0 .3 - теоре­
мага асосан Q тупламнинг ^ам улчовли эканлиги келиб чита­
ли. (г (Q) >  0 деб фараз к;иламиз, у ^олда Qn тупламлар ора- 
сида шундай Qr туплам топиладики, унинг учун ушбу

ц. (Qr) =  а  >  0 (2)
муносабат бажарилади. Дар^а^ицат, агар

И (QP) =  0 , р =  1 , 2 , . . .

булганда эди, у холда

ц (Q) =  lim fi (Qn) =  0 (3)
П—ю о

булар эди, чунки
Qi с :  Q2 с :  Q3 с :  . . .

(3) муносабат фаразимизга зид, шунинг учун (2) муносабат 
уринли. Энди [а, Ь\ сегментни п та [a k, ak+l] (fe =  0 ,п —  1) 
сегментга булиб, ушбу
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йигиндини тузамиз, бу ерда cok ор^али f(x) функциянинг [ак, 
аА+1] сегментдаги тебраниши белгиланди. Бу йигиндидан Qr 
тупламнинг бирорта хам ну^тасини у з ичига олмаган [ak, ал+1] 
сегментларга мос ^адларни чи^ариб ташлаймиз. Qr туплам буш 
булмаганлиги учун (чунки [х (Qr) >  0), (4) йигиндининг ^амма 
^адлари чи^иб кетмайди. Д ем ак, ушбу
л — I

2  ( a k + i ~ a k )  >  У *  ( a k + i ~ a k )  >  7  2 ] , ( - А + > ~ а * )  ( 5 )

k=Q
тенгсизликлар уринли булади, бу ерда ^  орк;али чи^ариб таш- 
лаш натижасида долган сегментларга тегишли хадлар йигин­
диси белгиланди. Аммо

S '  (a * + i ~  (<?,) =  “ .
чунки 2 "  га кирган хадларга тегишли [ak, аА+1] сегментлар 
системаси Qr тупламни бутунлай уз ичига олади. Шунинг учун
(5) тенгсизликдан ушбу

п-1
V шА (ak+i ah) >  7  
*=i

тенгсизлик келиб чи^ади, бундан эса
П— 1

муносабат, яъни / (х) функциянинг [а, b] сегментда Риман ин­
теграли мавжуд эмаслиги келиб чи^ади.

Д ем ак, агар [а, Ь] сегментда чегараланган f(x )  функция 
учун [х (Q) >  0 булса, у холда бу функция Риман маъносида 
интегралланувчи булмас экан. Шундай ^илиб, / (х) функция­
нинг интегралланувчи булиши учун унинг [а, Ь] сегментда че­
гараланган ва деярли узлуксиз булиши зарур экан.

К и ф о я л и г и .  Чегараланган ва деярли узлуксиз / (х) функ­
цияни [а, b] сегментда Риман маъносида интегралга эга эмас, 
деб фараз ^илайлик. У  хрлда шундай е >  0 сон топиладики, 
унинг учун [а, Ь) сегментни х^р цандай [ak, а А+1] {k — 0 ,1 , . . ., 
п —  1) сегментчаларга булганда хам ушбу

П— 1

2  (а *+ 1 — а* ) > 8 ( 6) 

тенгсизлик бажарилади. Энди г натурал сонни ушбу 
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r >  2 ( b - a )  (? )

e

тенгсизликни каноатлантирадиган цилиб олиб, / (х) функция­

нинг тебраниши -  дан кичик булмаган нуцталардан иборат Q
г г

тупламнинг улчови мусбат эканлигини исбот циламиз.
Бунинг учун

Л — I

*=0
йигиндини тузиб, уни ушбу

л — 1

2  ® * к + 1 — ° * ) = 2 ’ ®* (а*+> ~ йк)+ 2 " ® *  — (8)
k=Q k к

Г

ва a ,  >  -  шартларни цаноатлантирувчи хадларнинг й и р и н д и -  
г

куринишда ёзамиз, бу ерда У '  ва мос равишда <  

1

сидан иборат. / (х) функция [а, Ь] сегментда чегараланган бул­
ганлиги учун шундай К  >  0 сон мавжудки, унинг учун ушбу

| / (х) | <  К  (х£ [а, Ь\)
тенгсизлик бажарилади. Бундан

0 <  соА •< 2К

тенгсизлик келиб чицади. (7) ни хисобга олиб, ушбу

2 '  “ *  ( а * + ‘ - ^ < 7  ( а * + ‘  “  ^  2 ’  ( 9 )

fe k

2 "  K - f l  —  «а) <  Ш  2 ” К + 1  —  ° * )  =  2/С/ ( 10) 
6 k

муносабатларни ёзамиз, бу ерда

f =  2  (a*+ i а *)• (Ю )
к

(6), (8), (9), (10) муносабатлардан

в <  ^  “ a _ fl*) <  f  +  2Kl
k—Q

муносабатлар келиб чицади. Бундан эса I >  —  >  0 .
4/С
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Энди [а, b] сегментни 2п (п =  1, 2, . . .) та тенг ^исмга б^- 
ламиз. Ю^оридагига ухшаш, бу булинишларнинг з а̂р бирига 
тегишли (1 0 ')  сон ушбу

тенгсизликни цаноатлантиради.
[а, b] сегментни 2п та тенг к,исмга булганимизда / (х) функ­

циянинг тебраниши — дан кичик булмаган сегментчаларнинг
Г

йигиндиси дан тузилган тупламни Нп билан ва барча Нп ларнинг 
умумий ^исмипи Н билан белгилаймиз, яъни

00
л -  П н п.п~ 1

Уш бу Я л+1 с :7 / п муносабат уринли, чунки 2п+1 та тенг 

к;исмга булишга тегишли бирорта сегментча учун соА >  — бул­

са, у холда 2п та тенг цисмга булишга тегишли бирор с е г ­
ментча бу сегментчани уз ичига олади ва узунлиги икки марта

катта булгани учун унда / (х) функциянинг тебраниши — дан
Г

кичик булмайди.
Д ем ак,

ц (Я ) =  lim  ц (//„) =  lim I >  ■ £ . (1 1 )
Л-->оо п—»оо 4/5

Н  тупламнинг хар бир ну^тасида / (х) нинг тебраниши — 

дан кичик булмаганлиги учун ушбу

H c z Q r czQ

муносабатларни ёзишимиз мумкин, бу ерда Qr =  Q с̂о (х) >  — j

оо

ва Q — U Q,. Бундан эса (11) га мупофи^
г — 1

jx (Q) (Qf) >  >  О
4 Д

т ен гси зл и к  келиб чикади. Ш у билан киф оялик хам  исбот 
булди.*

3 9 .2 - т  е о р е м а. А гар  [а, Ь] сегментда f ( x )  функция 
учун Р и м ан  интеграли м авж у д  булса, у  %олда бу  ф унк­
ция учун Л е б е г  интеграли %ам мавоюуд булиб, бу  интег- 
р а л л а р  $ з а р о  тенг булади .
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И с б о т .  f ( x )  функциянинг [а , Ь] сегм ен тда Р и м ан  
интеграли м авж удлигидан цуйидаги х у л о сал ар  келиб чи- 
цади: 1) f (x)  функция чегар алан ган ; 2 )  f ( x )  функциянинг 
узилиш  нуцталаридан иборат туплам нинг улчови н олга 
тенг, яъни f (x)  деярли узлуксиз.

f  (х) функциянинг [а, b ] сегм ен тд а деярли у зл укси зли - 
гидан 32. 11-теорем ага асосан унинг Га, Ь] сегм ен тда у л ­
човли эканлиги келиб чи^ади. Д е м а к , f ( x )  чегар алан ган  
ва  улчовли. 35 -§  даги теор ем ага асо сан  f (x )  функция 
учун Л еб ег интеграли м авж уд.

Энди f (х) функциянинг Рим ан ва  Л е б е г  и н тегр алл а- 
рининг ;узаро тенглигини исбот ки л ам и з.

[а, Ь] сегментни п та [хк, х *+1] сегментчаларга буламиз ва
Л ебег интегралининг 3 6 .1 -хоссасидан фойдаланиб, ушбу

**+1
mk A x k ^  (L) j  f  (х) dx  <  Mk Д xk (12)

xk
тенгсизликларни ёзамиз, бу ерда Д х А =  х А+1— хк, тк ва M k 
мос равишда f  (л;) функциянинг [хк, х А+1] сегментдаги к;уйи ва 
юцори чегаралари. (12) дан:

п— I гг— I х к-\-\

s  =  2 * к  ^  ^  I  № d x  =

* =  0 хк

b п— 1

=  (L) j  f{x)dx «£ V  М к Д х ,  =  S , (13)
а  А = 0

бунда s ва S  йигиндилар f (x)  ф ункциянинг fa , Ь] с е г ­
ментдаги Д ар б у  йигиндилари. f (x)  функциянинг fa , b] 
сегм ен тда Рим ан интеграли м а в ж у д  булганлиги учун, 
унинг таъриф ига мувофиц уш бу

ь
lim s  =  lim S =  (R) \ f(x)dx  (14)

а„ -О ап ->0 J

муносабатлар ^ринли булади, бу ерда а п =  ш ах (Д хкУ

(13) ва (14) муносабатлардан бевосита куйидаги тенглик к е ­
либ чицади:

ь ь
(Я) j  f(x)dx -  (L) j  /(x)dx.*

a a
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4 0 -§ . А бстр акт Л еб ег интеграли

Б у  п ар агр аф да Е  бирлик элем ен тга эга булган  Z Ул­
човли  туп л ам лар  си стем аси да аницланган ц. Л е б ег  улчо- 
вини курам из ва  ^ар бир х  6 Е  элем ен тд а аницланган f (x)  
функция учун аб ст р а к т  Л еб ег интегралининг таърифини 
берам из.

32- § д а  сон лар уцининг ^лчовли Е  туп лам и да аниц- 
лан ган  улчовли  f { x )  функцияга таъриф  берилган эди. 
Б у  ерда биз Z  улчовли туплам лар системасининг Е  бир­
лик элем ен ти д а аницланган улчовли f (x)  ф ункцияга 
цуйидагича таъриф  берам из.

1- г а ъ р и ф . Агар Е  тупламда анщ ланган  / (х) функция 
учун %ар цандай %щщий с сонда Е  (f  <  с) — { х : / (х) <  с} 
туплам улчовли булса (яъни Е  (f <  c ) ^ Z  булса), у %олда 
f  (х) функция улчовли функция дейилади.

32- ва 33- § л а р д а  улчовли функциялар ^ам да улчовли 
ф ункциялар кетм а-кетли ги  учун исботланган теор ем ал ар - 
нннг барчаси  з^озиргина киритилган 1-таъ р и ф даги  у лч ов­
ли ф ункциялар учун з^ам у з кучини сацлайди. И сботлари  
эса  у ер да берилган  исботларга ухш аш . Ш унинг учун у 
теорем аларн и н г барчасини бу ерда келти рм асдан , ф ацат 
цуйидаги теорем ани нг исботини келтирам из ( 3 3 .1 - теор е­
м а билан соли ш ти ри н г).

4 0 .1 - т е о р е м а .  Агар {fn (х)} улчовли функциялар кетма-
кетлиги хрр бир х £ Е  да  f  (х) функцияга яцинлашса, у\\ол- 
да  / (х) функция хам улчовли булади.

И с б о т .  Фараз цилайлик, п-+- оо да хар бир х £ Е  учун 
f n (х) -*■ / (х) булсин. Ушбу

Е  ix-.f ( х ) < с ) =  U U П E ( x : f m ( x ) < c - I \  (1)
k п т>п  V к /

тенгликнинг уринли эканлигини курсатамиз.
^ацицатан, агар х £  Е ( х : / (х) <  с) ихтиёрий булса, у хрл­

да шундай k  натурал сон топиладики, f  (х )< . с — тенгсизлик
k . +А

уринли булади. Д емак, я -> -о о  да f n (х) f  (х) булгани учун 
шундай п натурал сон топиладики, т >  п булган барча т на­

турал сонлар учун f m (х) <  с — -  тенгсизлик уринли булади.
k

Бундан т >  п булган барча т сон учун 

х £  Е  ( x : f m ( х ) < с  —  i - j ,
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яъни

*£ n Е ( x : f n ( х ) < с —  i)
т >п \ к ]

булади. Бундан ушбу

муносабат бевосита келиб чикади. Бундан ва х  элементнинг 
ихтиёрийлигидан

£  ( х : / ( x ) < c ) c r  U U (1 Е  ( x : f m ( х ) < с  —  -М  (2)
А=1п= 1 m>n V « /

муносабатга эга буламиз.

Аксинча, агар х £  (J (j f| £  [ x : f m ( х ) С с — ) булса, у
k  п т >п  \ k  J

^олда шундай k ва п [натурал сонлар топиладики, т  >  п на­
турал сон учун

( x : f m ( х ) < с  —  - i j ,

яъни> fm (х) <  с — булади. Бундан m - v  оо да f m (х) / (х)

булгани сабабли / (х) <  с ----- - С  с тенгсизлик келиб чицади,
k

яъни х  £  Е  ( х : / (х) <  с). Бундан ва х  элементнинг ихтиёрийли­
гидан

Е  ( х : / ( х ) < с ) о  U U П £  ( x :/ m ( х ) < с  — -М
k п т >п \ & }

муносабатга эга буламиз. Бу  ва (2) муносабат (1) тенгликни 
исботлайди.

f m (х) функииялар улчовли булганлиги сабабли, Е  (x t/ m ( х ) <  

<С с —  тупламларнинг хар бири улчовли тупламдир. Демак,

2 6 .8 - теоремага асосан (1) тенгликнинг унг томони купи билан 
сони санок л и улчовли тупламларнинг йигиндисидан иборат бул­
гани учун улчовли туплам. Ш у сабабли Е  ( х :/  (х) <  с) туп­
лам хам  улчовли булади. Бундан таърифга асосан / (х) функ­
циянинг улчовли эканлиги келиб чицади.*

2 - т а ъ р и ф . Агар Е  тупламда ан щ ланган  %ацщий f(x )  
функция длчовли булиб, унинг цийматлари туплами чекли 
ёки сансцли бдлса, бундай функция содда функция дейилади.

4 0 .2 - т е о р е м а .  Е тупламда берилган \амда цийматлари
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туплами чекли ёки саноцли {у {, у2, . . . , уп, . . .} тупламдан 
иборат булган f(x ) функциянинг улчовли булиши учун

АП =  {x ^ E ' f ( x) =  yn} ’ Л =  1, 2 , . . .

тупламларнинг улчовли булиши зарур ва кифоядир.
И с б о т .  З а р у р и й л и г и .  f(x) функцияни улчовли деб 

олиб, Ап тупламларнинг улчовли эканини курсатамиз. Содда- 
лик учун г/,, у2, уп, . .  . сонларни турли деб хиеоблаб, 
усиш тартибида жойлашган деб оламиз. Шундай ^илиб, ух <С 
<С у2 <  . . . < / / „ < .  . булсин. / (х) функция улчовли булгани 
учун таърифга асосан {х  £ Е  : / (х) <  уп+,} ва {х £ Е  : / (х) С  уп} 
тупламлар улчовли. / (х) функциянинг таърифидан уш бу

Ап =  { х £ Е  : f  (х) =  уп} =  { х £ Е  : f ( x ) <  */„+1} \ { *  £ Е  : / (х)<г/„}

тенгликнинг уринли эканлиги келиб чикади. Бу тенгликнинг 
унг томони 2 6 .5 - теоремага асосан улчовли тупламларнинг айир­
маси сифатида улчовли. Демак, Ап туплам улчовли.

К и ф о я л и г и .  Ап тупламларни улчовли деб, / (х) функция­
нинг улчовли эканини курсатамиз. с сон ихтиёрий булсин. У 
^олда ушбу

Е ( х : / (х) <  с) =  U Ап
уп < с

тенглик Ап тупламларнинг таърифланишидан келиб чикади. Бу 
тенгликнинг унг томони купи билан сони саноцли улчовли туп­
ламларнинг йигиндисидан иборат булгани учун 2 6 .8 - теоремага 
асосан улчовли туплам. Бундан Е  (x : f ( x ) < i c ) тупламнинг ул­
човли эканлиги келиб чикади. Демак, / (х) —  улчовли функция.*

3- т а ъ  р и ф. Агар \ар кандай г  >  0 сон учун шундай 
п0 =  п0 (г) натурал сон м авж уд булиб, барча п > п 0 нату­
рал сонлар ва барча х £ Е  учун

I f„ (х) / (х) I < . 6
тенгсизлик баж арилса, у %олда улчовли Е  т упламда аник- 
ланган улчовли (fn (х)} функциялар кетма-кетлиги шу туп­
лам да f  (х) функцияга текис ящнлашувчи дейилади.

4 0 .3 - т е о р е м а .  Е тупламда анщ ланган f  (х )  функция­
нинг улчовли булиши учун бу функцияга шу т упламда те­
кис ящнлашувчи улчовли содда \fn (х)} функциялар кетма- 
кетлигининг м авж уд булиши зарур ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р и й л и г и .  / (х) функцияни улчовли деб, 
унга текис я^инлашувчи улчовли { fn (х)} функциялар кетма-
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кетлигини цуйидагича тузамиз: хар бир тайинланган п нату­
рал сон учун улчовли / (х) функция

п п
тенгсизликни каноатлантирган нуцталарда (бу ерда т —  бутун 
сон) fn (х) функцияни ушбу

' - W - T
тенглик билан аницлаймиз. У  ^олда / (х) "содда функция бу­

либ, { fn (л:)} кетма- кетлик п оо да / (х) функцияга текис 
яцинлашади. Х^ацицатан, /п (х) функпиянинг таърифланишидан 
хар цандай х £ Е  учун

\fn ( * ) - f ( x ) \ < 1-

тенгсизлик уринли эканлиги равшан, Бу  эса п - +  оо да \fn (х)} 
кетма- кетликнинг / (х) га текис яцинлашишини курсатади.

К и ф о я л и г и .  Е  тупламда аникланган \fn (х)} улчовли 
содда функциялар кетма-кетлиги f  (х) функцияга текис _яцин- 
лашувчи булса, у холда 4 0 .1 -теоремага асосан / (х) функция 
улчорли булади.*

Энди содда функциялар учун Л еб ег интеграли тушунчаси- 
ни берамиз.

Фараз цилайлик, Е  тупламнинг бирор улчовли А цисмида 
аницланган содда f  (х) функция берилган булиб, ул, у 2, . . 
уп, ; (ук Ф  г/( , k Ф  /) сонлар унинг барча цийматлари кет­
ма кетлиги булсин. Ушбу

Л» =  \ x £ A : f  (х) =  уп\

тупламни оламиз. 4 0 .2 - теоремага асосан бу туплам улчовли. 
Д емак, (х (Ап) сон аник, цийматга эга. Ушбу

2  у* ^ {Ап] (3)П= 1
^аторни тузамиз.

4 - т  а ъ  р и ф. А гар f (x)  с о д д а  функция ор ц али  %осил 
цилинган (3 ) цатор абсолют я щ н л а ш с а , у %олда унинг  
циймати f ( x )  функциянинг Л е б е г  интеграли д ей и л а д и  
ва  у уш бу

Г f  (х) d И = 2
А п= 1
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куриниш да ёзи лади , f ( x )  функция эса  ц улчов буйича 
А тупламда инпгегралланувчи ёки ж ам ланувчи  функ­
ция дейилади.

Б у  таъриф да f ( x )  сод да функциянинг цийматлари б ул ­
ган y k сонлар бир-биридан фарцли деб кар ал д и . Ленин 
сод д а функциянинг Л е б е г  интегралини унинг кийматлари 
бир-биридан ф арцли булм аган  з^ол учун з^ам таъриф лаш  
мумкин. Б у  цуйидаги теорем адан куринади:

4 0 - 4 - т е о р е м а .  Агар А =  U Bk, B k f| В . =  0 ,  k=£ j ,
k

f c =  1, 2, 3 , . . . булиб, / (x) функция хар бир Bk тупламда 
узгармас ck сонга тенг булса, у %олда

[ f  (х) d ^  =  ^ c kli ( B k) (4)
A k

булади .
f ( x )  функциянинг жам ланувчи булиш и учун (4) ца- 

торнинг абсолют  яцинлаш увчи булиши зар у р  в а  кифоя- 
дир.

И с б о т .  Т еор ем ан и н г биринчи цисмини, яъни (4) тенг- 
ликни и сботлай м и з. У ш бу

Ап =  {х  е А : / (х) =  уп} =  U B k,
c k =Уп

тенглик уз- узидан равшан (бунда (J Bk туплам ck — уп бул-
'k  —Уп

ган Bk тупламларнинг йигиндисидан иборат). 4-таърифга ва (х 
улчовнинг ст-аддитивлик хоссасига асосан

j  / (х) d  fi =  2  Уп ^ (А«) =  2  Уп 2  V (B k) =  2  ckV- (Вь)
А п п ck = уп k

булиб, (4 )  тен гли к келиб чицади.
Энди теор ем ан и н г иккинчи ^исмини, яъни f ( x )  функ­

циянинг ж ам л ан у вч и  булиши учун (4 ) ц а т о р н и н г  абсолю т 
яцинлаш увчи булиш и зарур ва кифоя эканлигини исбот­
л ай м и з.

Х^а^и^атан, а га р  f (x )  функция А туп л ам да ж а м л а ­
нувчи б у л са , у ^ ол д а 4- таъриф га асосан

S  Уп И (А п)
п

^аторнинг а б со л ю т  яцинлаш иши келиб чицади. Бундан 
в а  улчов манфий булм аган ли ги  сабабли  ушбу

2 1 уп 1 и (лп) =  2 1Уп 1 2  р =  2 '  ck \ р
П п ck =Уп k
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тенгликдан

2  !1 (в к)
к

цаторнинг абсолю т яцинлаш иши келиб чикади.
А га р  (4) цатор аб сол ю т я^инлаш увчи б у л са , f ( x )  

функциянинг ж ам ланувчи булиши (4 )  тен гли кка асосан
4- таъриф дан келиб чикади.*

Э нди содда функция учун Л еб ег интегралининг баъзи  
бир хоссаларини келтирам из

1. А гар Цлчовли А тупламда ани ц ланган  f ( x )  ва  g ( x )  
с о д д а  функциялар  ц, улчов буйича А тупламда ж ам лан ув­
чи б у л са , у %олда уларнинг йигиндиси f(x )-\ -g (x ) %ам ц 
у л ч о в  буйича А тупламда ж ам ланувчи  б у л а д и  ва  цуйи- 
даги  тенглик уринлидир :

f  (/ М  +  е ( * ) )  d  и- =  Г / (х) d  ц +  Г g  (х) d  JX.
А А А

И с б о т .  Фараз к,илай.пик, / (х) содда функция узининг 
/2, . цийматларини F v F 2, , F n, . . ., F i с :  A,

* =  1 , 2 , . . .  улчовли тупламларда, g (х) содда функция эса, 
узининг g-[, g2, . . .  , g„, ■ ■ ■ цийматларини G ,, 0 2, . . ., Gn, . . . 
Gj cz А, / = 1 , 2 , . . .  улчовли тупламларда ^абул ^илинснн. У  
холда 4 - таърифга асосан

I 1 ^ U ( x ) d lx =  ^ f i ix(F. ) ,  (5)
А !

I2 = \ g ( x ) d lx =  V g j l i ( G /) (6 )
А /

тенгликларни ёзишимиз мумкин. Ушбу

ц (F J  =  V  ц ( f .  П G,), (7)
/

(х (С у) =  2 и ( ^ П С у )  (8)
I

тенгликлар f (- ва G. тупламларнинг таърифланишидан ва (i ул- 
човнинг а-аддитивлигидан келиб чикади. Энди 4 0 .4 - теоремага 
асосан

J  (/ «  +  g  (X)) d  ц =  2  2  (fi +  gi) V- (F i n  G/) (9) 
a i i

тенгликни ёзишимиз мумкин. (7) ва (8) тенгликлардан ушбу

+  n o /) =  2 / i  p W  +  U b i  ^ ( g />
i i i I

тен гл и к  келиб чикади. Бундан (5 ) ва  (6 ) тен гли клар н и н г
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унг том онидаги  каторлар абсолю т яцинлаш са, (9 )  тенг­
ликнинг унг томонидаги цаторнинг ^ам аб со л ю т якинла- 
шишн келиб чицади ,хамда

I [/ М  +  8  (х)] d ц =  17 (х) d  (Я +  Г g  (х) d  р,
А А А

тенглик уринли булади.*
2. А гар  f ( x )  со д д а  функция улчов буйича А туплам- 

д а  ж ам лан увчи  булса, у \ олда %ар цандай у згар м а с  с сон  
учун c f ( x )  функция %ам ц улчов буйича А т упламда ж ам ­
ланувчи  б $ л ади  ва

С с f  (х) d  ц =  с f f  (х) d\i
А А

тенглик уринли.
3. А тупламда чегараланган  / содда функция иг у  туплам­

да  jj, улчов буйича. жамланувчи. Агар А тупламда | / (х) | <  М 
тенгсизлик уринли булса, у хрлда уш бу

Г | / (х) | d  u <  М ц (А)
'а

т енгсизлик уринли.
2 в а  3 -хо сса л а р  ^ам худди 1-хоссага ;ухш аш  исбот- 

лан ган и  учун уларни исботлаш ни уцувчига цолди рам и з.
Энди умумий ^ол учун Л е б ег  интегралининг таъриф и- 

ни бер ам и з.
5 - т а ъ р и ф . Агар А тупламда (д, улчов буйича ж ам ла­

нувчи содда функциямрдан. иборат ( fn (х)} кетма- кетлик 
шу тупламда f  (х) функцияга тзкис яцинлашса %амда ушбу

Г/ =  lim  f fn (* )  d p
n -o o  ;A

лимит м авжуд булиб, бу лимит А тупламда f  (х )  функци­
яга текис ящ нлаш ган {fn (х)} содда функциялар кетма-кет- 
лигини т анлаш га боглщ  булмаса, у хрлда I лимит нинг щ й -  
мати f  (х) функциянинг А тупламда ц улчоз буйича Лебег 
интеграли дейилади ва

И  (х) d\i 
Л

кури ни ш да белги лан ади .
А гар  f ( x )  функциянинг  ц. улчов буйича А тупламда 

Л е б е г  интеграли м авж у д  булса, у х ол да  бу ф ункция ин- 
т егралланувчи ёки ж ам ланувчи  функция дей и л ади .

4 0 . 5 - т е о р е м а .  А тупламда жамланувчи содда функция- 
лардан иборат { fn (х)} кетма- кетлик текис якинлашувчи 
булса, у щ г д а  ушбу
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\  / =  lim  j  f n (x) dy,
\ П-+ОО д

лимит мавжуд.
И с б о т .  А тупламда текис як^инлашувчи хар кандай { fn (х)} 

функциялар кетма-кетлиги учун п, m — оо да ушбу

sup | fn (х) —  fm (х) | - >  0  (10)
х£А

м уносабатнинг уринли эканлиги м атем ати к  ан али з курси- 
дан м аъ л у м .

С од д а  функция учун Л еб ег интегралининг 1— 3-хо сса - 
л ар и га  асосан  уш бу

| f /„ (х) d ц —  С /т  (х) d ц | <  [х (A) sup |/ (х) —  /т  (х) |
А А * 6 А

тенгсизлик уринли. Бундан (10) га асосан Iп =  [ fn (х) d  и сон-
А

лар кетма- кетлиги учун Коши шартининг бажарилиши келиб 
чи^ади. Д ем ак, 1п кетма-кетлик я^инлашувчи.*

4 0 .6 - т е о р е м а .  Агар { fn (х)} ва {gn (х)} кетма- кетликлар 
А тупламда жамланувчи булган содда функциялардан ибо­
рат  булиб, uiy тдпламда / (х) функцияга текис яцинлашса, 
у х1олда

lim j 7 „ ( x ) ^ =  lim f g n (x) d  ц.
fl— > Q O  Д  П— + 0 0  Д

И с б о т .  { fn (x)} ва {gn (x)} кетма- кетликлар А тупламда 
f  (x) функцияга текис я^инлашгани сабабли л -* -  оо да

sup |/„ (х) — / (х) | 0  ва sup \g (x) — g  (х )| -» -0  (11)
Х£А х£А

м у н осаб атл ар  уринли. Бундан в а  сод д а функция учун 
Л е б е г  интегралининг 1— 3 -х о ссал ар и га  асосан

I f  fn (х) d  ц —  f gn (х) d р | =  | f {[fn (x) —  f  (x)] —  [gn (x) —
A A A

- f  (X)]} d ji  I <  I Г [/„ ( x ) ~ f  (x)] rf|i | +  I f [gn (x) -  f(x)] d n | <
A A

<  ц {A) sup I/ (x) —  / (x)| +  [X {A) sup \gn (x) — f  (x)|
X£A x£A

тенгсизликка эга буламиз. Бундан (11) га асосан 

lim Г /п (х) d ц =  lim  \ g n (х) d  ц
П—*оо П-+ оо

тен гли к келиб чикади.*
Б у  параграф да таъриф ланган а б ст ср а к т  м аъ н од аги
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Л е б е г  интеграли учун 3 6 — 3 8 -§  лар да сонлар у ки да аниц- 
лан ган  улчовли функциянинг Л ебег интеграли учун исбот- 
л ан ган  теорем аларн и н г барчаси уз кучини сац лай д и . Б у  
ер да у теор ем ал ар д ан  бирини абстр акт Л е б е г  интеграли 
учун исботлаш  билан чегараланам из.

4 0 .7 - т е о р е м а .  Агар ср (х) функция A £ Z  т упламда ж ам ­
ланувчи булиб, улчовли f  (X) функция учун I f  (х )  1 ф (х) 
тенгсизлик \ар бир х £ А  да бажарилса, у  хрлда / (х) функ­
ция хам А тупламда жамланувчи ва

f \f(x)\dn <  J  ф (х) d\i.
"А А

И с б о т .  Фараз цилайлик, / (х) на ф (х) содда функциялар 
булсин. У  хрлда хар бир х £ А  учун | / (х) \ <  ф (х ) булгани 
туфайли А тупламни сони чекли ёки саноцли А1, А 2, Л 3, . . . 
тупламларнинг йигиндиси си|)атида ифодалаш мумкинки, хар 
бир Ak тупламда / (х) ва ф (х) функциялар мос равишда a k ва 
bk цийматларни цабул цилиб, улар учун | a k | <; bk тенгсизлик 
уринли булади. ф (х) ^функция А тупламда жамланувчи бул­
гани учун

2  К 1 W  < 2  bkV- (Ak) = f Ф (*) d V-
k k A

тенгсизликдан 2  a * ^ цаторнинг абсолют яцинлашишя к е- 
k

либ чицади. Бу эса / (х) функциянинг А тупламда жамланувчи 
эканлигини таъминлайди. Демак,

f f ( x ) d [ i  
а

мавжуд. Бундан ва 

| J / W d | x |  =  l S a s l i  04А) | < 2 / а * | ( г ( Л А) = П / ( x ) l d | i <
A k k А

<  f ф (х) d[l
А

тенгсизликдан содда функция учун теореманинг исботи келиб 
чицади.

Энди теоремани умумий холда исботлаймиз. Фараз цилай- 
лик, А тупламда { fn (х)} содда функциялар кетма-кетлиги f  (х) 
функцияга, {фл (х)} жамланувчи содда функциялар к етм а-к ет­
лиги ф (х) жамланувчи функцияга текис яцинлашсин. У  хрлда 
з а̂р цандай е >• 0  сон учун шундай N натурал сон мавж удки, 
барча п^> N учун
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тенгсизликлар уринли. Бундан ва теорема шартидан

I l/„ М  —  f  (х) I +  |/ (х)| ^  j  +  ф (х) =  у  +  ф (х) —

—  Ф„ (х) +  Ф„ (х) <  |  ~  +  фя (х) =  е +  ф„ (х)

тенгсизликка эга буламиз. е нинг ихтиёрийлигидан эса барча 
п >  N  учун

I L  М I  <  ф„ (х)
тенгсизлик келиб чикади. Бундан хозиргина исботлаганимизга 
асосан

f | /„ (х) | dx <  Г Ф„ (х) dx
А А

тенгсизликни оламиз. Бу тенгсизлик барча n > N  учун уринли 
булганлиги сабабли у п оо да хам уринли, яъни

]im f I fn ( * ) l  dx  <  lim f Фn W  dx-
П-+О О  д  t l - * ОО Д

4 0 .5 - теоремага асосан lim [ cpn (x) dx  лимит мавжуд.
n-+oo -A

Бундан lim j' \ fn (x) | dx лимитнинг хам мавжудлиги келиб чи-
П —* о о  д

^ади. { fn (*)}  ва (фп (*)} кетма-кетликлар А тупламда мос ра­
вишда / (х) ва ф (х) функцияларга текис я^инлашганликлари 
сабабли, 4 - таърифга асосан

Г | f  (х) | dx  ^  f ф (дг) dx
А А

тенгсизлик уринли.*

4 1 -  § .  Тупламлар системасининг ва улчовнинг тугри  
купайтмаси. Фубини теоремаси

М а те м а ти к  анализда карр али  интегрални такрорий 
и н тегр алга келтириш м асал аси  мухим роль ^йнайди. 
К,уйида исбот килинадиган Ф убини теорем аси  Л е б е г  к а р ­
рали интеграли назариясида асосий тео р ем ал ар д ан  бири 
булиб х ис°б лан ад и . Бу  теорем ани нг исботига кириш иш - 
дан и лгари  муста^ил ахам и ятга  эга  булган  б а ъ зи  бир 
туш унча ва м аълумотларни келти р ам и з.

3- §  да Х 1г Х 2, . . ., Х п тупламнинг тугри (Декарт) кулайт- 
маси тушунчасини киритиб, бу купайтмани к,уйидагича белги- 
лаган эдик:
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x  =  f | x ,
fc=ll

Агар G1( G2, . . . , Gn системалар мос равишда X lt X 2, . . X n 
тупламларнинг ^исм тупламларидан тузилган системалар булса, 
у хрлда

G =  G, х  G2 X . . . X Gn

система X  тупламнинг цисм тупламларидан тузилган система 
булиб, G системанинг хар бир А £ G элементи к;уйидаги кури­
нишда булади:

А =  х  А2 х  . . . X  Ап,

бу ерда

Ak £ G k, k =  1, 2 , . . п.

4 1 . 1 - т е о р е м а .  Агар Gk, k = \ ,  2,  . . . , п сист емалар-
П

нинг %ар бири ярим щ л к а  булса, у %олда G =  [”[ Gk систе-
*= 1

ма цам ярим у^алщ булади.
И с б о т .  Теореманинг исботини п — 2 булган хол учун кел- 

тирамиз. Умумий >рл математик индукция усули билан исбот- 
ланади. Шундай ^илиб, агар Gl ва G2 ярим ^ал^алар булса, 
G =  Gi X  G2 з̂ ам ярим ^алца булади. Бунинг учун, ярим хал- 
цанинг таърифига асосан А, В £G  булса, А (~| B £ G  ва A, B^G  
булиб, B x c z A  булса, шундай В2, В3, . . ., В т, B k П Bj =  0 ,

&=/=/, B k £G,  k — 2 ,п мавжудки, улар учун А =  B t !J  В 2 U . . .  
U В т эканлигини курсатишимиз керак. Фараз ^илайлик, 

А £ G± х  G2 ва B ^ G y X  G2 булсин, у хрлда Декарт купайтма- 
нинг таърифига асосан

А =  Ах х  А2, Al £G1, A2£ G2, (1)
В — В х х  В 2, B 1£G 1, B 2£G2 (2)

булиб, ушбу

А П В  =  (А, П В,) х  (А, Г) В 2)
тенглик уринли.

^ацицатан, х £  А [] В  ихтиёрий элемент булсин. У  хрлда 
купайтманинг таърифига асосан х £ А  ва х £ В  булади.

А =  А± х  А2 ва В  =  В х х  В2 (Av  В х £ Gt; А2, В 2 £ G2) 

булгани учун

х =  (xit х2) £ А — х  А2 ва х =  (хх, х2)£  В  =  В х X В 2
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мунсэсабатлардан x1£ A i , хх £ В1 ва x2 £ A2, x2 £ B 2 муносабат­
лар ж е л и б  чикади. Булардан хх£ А,  П В 1 ва х 2 £ А2 П В 2 бу­
либ, х =  (хг, х2)£ {А 1 П В,) х  {А2 П В 2) муносабат уринли. 
Б у н д а н  х ихтиёрий элемент булгани учун

А П В<=(А1 П В , ) х  (А2 П В 2) (3)
муно*сабатга эга буламиз.

Э^нди, х  =  (хг, х2) 6 (Al П 5 г) X (А2 П В 2) булиб, ихтиёрий 
б у л см н . У  холда Декарт купайтманинг таърифига асосан 
хх £ /=^1 Г) В х ва х2 £ А2 П В 2 муносабатлар уринли. Булардан х1£А1, 
хг £ Е 3 1 ва х2 £ А2, х 2£ В2 муносабатлар келиб чикади. Бу му- 
носаСЗатлардан, хусусан,

x r  =  (xv х2) £ А 1 х  А2 =  А ва х  — (xlf х2) £ В 1 х  В 2 — В
муно«абатларни оламиз. Булардан х £ Л  f] В  булиб, х  элемент- 
нинг ихтиёрийлигидан

(Лх П B t) X  (А2 П В 2) е :  А П В  (4)

муносгабатга эга буламиз. (3) га (4) муносабатлардан

А П В  =  (А,  П В,)  X (А2 П В 2) (5 )
тенгл ш  келиб чицади.

G*_ хам да G2 системалар ярим халца булганлиги учун

А,  П BL£Glt А2 П B 2£ G 2.
Бундеэн

А Л B £ G ,  х  G2
муностабат келиб чикади.

Ф э р а з  цилайлик, энди (1) ва (2) муносабатлар билан бирга 
В х cz ва В2 с :  At шартлар хам бажарилсин. У  хрлда Gx ва 
G2 системаларнинг иккаласи хам ярим ха л ка булганлиги сабаб­
ли я{> им халка таърифига асосан шундай BV> £ G- тупламлар 
м а в ж у д к и , ^уйидаги тенгликлар уринли булади:

А, =  В,  U В"> U . . .  U В\к\

А2 =  В 2 и В<21> U ••• U В<‘>.

Б у н д ж н  ^уйидаги тенглик келиб чикади:

А =  -А х X А2 =  (Вх х  В 2) U (В, х  В<‘>) U • • • U (В , X В ‘'>) U 

U (В<‘> X  В2) U (В{» X  В<») и . . .  U (fiV) X  В 2]) U

U (В\к> X В 2) U (В\к> X Bj/>) U ••• U (В<l*> X  В<21>).

www.ziyouz.com kutubxonasi



Бунда х  В 2 =  B £ G X х  G2 ва В\1) х  B(2)£G1 х  G2, i =  l ,£ ,  
/ =  1,/. Теорема п =  2 булган хол учун исбот б у л д т .*

4 1 .2 - и з о х .  Агар Gx ва G2 системалар халк,а (э л г е б р а , о- 
халк,а, о- алгебра) булса, у холда G =  Gx X  G2 сиссгема, уму- 
ман айтганда, халк,а (алгебра, а- халк,а, ст-алгебра) б улмайди.

М и с о л .  М система узаро кесишмайдиган [а, Р) куриниш­
даги ярим интервалларнинг чекли системаси булсин_  М систе- 
манинг ярим хал ка ташкил этиши равшан. М ярижм хал^ани 
у з ичига олган минимал халк,ани Fx оркали белгилазнмиз. 24 .3 - 
теоремага асосан Z7, системанинг хаР бир A £ F 1 эле^менти сони 
чекли узаро кесишмайдиган [a ft, pft), & =  1,2, . . . , 1-л  ярим ин­
тервалларнинг йигиндисидан иборат, яъни

А =  U [аА, Рл), [aA, Pft) П [« , Р,) = 0, k ^ = j .

Агар F. — F 9 деб олиб, F  =  F.  х  F ,  системани кара сак , у хол­
да [0.1) £ 7 ^  ва [0, 1 ) £ F 2 учун

{(х, у ) :  0  <  х <  1, 0 ^  у < . l ) £ F 1 X F 2 =  Ш7 
хамда [—  1, 0) £ F x ва [—  1, 0) £ F2 учун

{(* , У) '■ —  1 «S л <  0, —  1 <  у <  0 }  £ F x X F 2 =  F
булиб, ушбу

{(*, г/ ):0 « £ х < 1 , 0 < г / < 1 )  U 
U {(*. У)'- — 1 =< * <  о,

— 1 <  у С  0 )

йигинди F  сгистеманинг 
элементи була олмайди 
(11-  шаклга к з р а » г ) .

Т а ъ р и ф .  G,, G2, . . ., Gn 
ярим \алцалсарда мос 
равишда ц, ,  ц2, . . ., ц,л ул- 
човлар берилга^н булсин. 
G =  Gj  X G2 х  . . .  X Gn 
ярим %ал^ада уш ибу  
H(/l)=Hi(i4i) ц2(А^2). .. цп{Ап) 
(А =  А1 х А 2 х . . . Х А П) 

тенглик билан аш щ ланган  (х туплам функцияси р.х, j j2, . . ., 
Н-n улчовларнинг купайтмаси дейилади ва

р. =  ц, X  ц2 X . . . X  |1„ 

куриниш да белгиланади.

11- ш акл.
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4^-=— —  1-3 - т е о р е м а .  G — G1 X G 2 X . . . X Gn ярим ^алн^ада 
ан и к  — ланган  |х =  |х, X  ц2 х  . . . X  [хп туплам фунщ ияси ул- 
човдс_______ -LP-

У  -3 с б о т. Теоремани п — 2 булган з^ол учун исботлаш кифоя
(ихтн ------ёрий п учун исбот математик индукция усули орцали
о л и н ^ ^ ^ ^ э д и ).

LC________1ундай цилиб, G =  G1 x  G2 булиб, А х  B £ G 1 X G2 бул­
син. Дастлаб |х (А х  В) >  0 эканини курсатамиз. Б у  эса xaf 
ц а н д г = ^ ^ й  А £ Gx учун |хх (А) > 0  ва хар цандай В £ G2 учун 
Иг (& ______ J  >  0 булганлиги сабабли ушбу

И (А X  В) =  (Xi ( Л ) и 2 (В)

т е н г л ------ икдан келиб чи^ади.
Э » = ^ '|Ди

А > В  =  U {Ak X Bk\ (Ak х  Bk) Л (A. X В.) =  0 ,  к ф  j  (6) k ■■ 1 1 1
булга _ л д а

Г

tx (Л X В) =  ^  (Л )-ц2 (В) =  2  h  (Ak)-\i2 (Bk)
fc=t

тенглг----------- -жнинг уринли эканлигини курсатамиз. Бунинг учун ёр-
дамчи: f k (х) функцияни Л £ G: тупламда цуйидаги тенглик би­
лан я я ' ч и^ляймиз:

f  (Х) =  ( 2̂ (Bk>< а™Р x £ A k булса, (7
k |0, агар х  £ Ak булса,

У  ^ол________на цар цандай х £ А  учун

2  fk W  =  Иг (В) (8
*-1

ТРНГ.ГШ * = -  — < уринли.
X,ai------------^ицатан, х £ А булиб, тайинланган булсин. У  з^олда их

тиёрий у £  В  учун (х, у) £ А X В  муносабат уринли. Бундан (6
т е н г л т ----------- ска асосан шундай т (1 <  т г) натурал сон топила
дики, — Ч х , у) £ Ат х  Вт булади. Фараз цилайлик, бирор у £1  
учун Г  Ар х  Вр, Aq х  B q, . . . (р, q сонлар бир- бирига тен] 
эмас) ( _ =к, у) жойлашган тупламлар булсин (12-ш акл). У  холд; 
ихтиёрр- “з й  у £ В  учун (х, у ) £ А р х В р , (х, у )£  Aq x B q, . .  . 
мунпгя t ~)ятлярлян бири, яъни х £ В р, y<zBq, . . . муносабатлар 
дан биг — )И уринли.
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X I
Ak

Бундан у £ Bp U В ,  U •••
булиб, у элемент----- пинг ихти-
ёрийлигидан

В  с -JBp U В„

I 1
с: 2

мунссаоат келш > чикади.
Иккинчи ТПМОЬ^вв :  дан, (6)
тенгликка аеосат------ =— i  лир бир
k П <  fe’sS г) на_ турал сон
учун Bk c z B  м_~ уносябатгя
.сосан

Вр и B q и , с В

муносабат у р и н / ^ м н и  булади.
Бундан (9) м у н о с— ' _'нби г! и асо-
сан

В  =  Вр U Вд____ —  и ■ • .

--------------- v
A

12- ш акл.

генглик келиб чикади. Бу тенгликдаги Вр, B q, . . ., тупламлар
узаро кесишмайди. Х,аки^атан, агар [р Ф q да В р f) B q Ф  0
зулганда эди, тайинланган х  учун х £  Лр П Ач ф 0  муносабат 
/ринли булганлиги сабабли

(Ар х  Вр ) п (А9 х  В я) =  (Ар] п M ff)] х  (Вр\ [ } ' В ______ 3) Ф 0
эулиб ((5) тенгликка ^аранг), бу муносабат (6) " т е н в ж з з :  гликка зид 
итижага олиб келар эди. Демак, В  туплам узаро кесишмай-
даган Вр, B q, . . . тупламларнинг йигиндисидан и г  ппрят экан. 
Зундан [л2 улчовниннг аддитивлик хоссасига асосан

1*2 (В ) =  Й2 Ф р) +  2̂ (А?) +  • • •
генглик уринли. Шунинг учун тайинланган х £ А  « —  а (7) тенг- 
1икка асосан

2  /* (х) =  Иа (B q) +  2̂ (В9) +  ■ . . =  И.
4=1

генгликка эга буламиз. Бу  тенгликни А тупламд_______ a  jix улчов
зуйича интеграллаб,

П
2  f /* (х) d  =  j  V-2 (в ) d  и-l
fc=l A A

'енгликка ёки бундан (7) тенгликка асосан

(7 *  (х) d  Hi =  u2 (Ak)
A

>улгани учун 

!06
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п

2  (А*)Ч!2 (вк) =  Их (^)-Иг (В)
k=  1

тенгликка эга буламиз.*
4 1 . 4 - т е о р е м а .  Агар Gx ва С2 яр м щ лцаларда мос р а­

виш да анщ ланган  ^  ва ц2 улчовлар а-аддит ив булса, у хол­
да  G =  Gj  х  С2 ярим %алцада анщ ланган  |_i =  х  (а2 улчов 
%ам о-аддитив улчов булади.

И с б о т .  G системанинг таърифланишига асосан унинг хар 
Кандай С £ G элементи

С =  Л X  В, A £ G lt B £ G 2 
куринишга эга булади. Фараз килайлик, %Д (х) функция A £ G 1 
тупламнинг характеристик функцияси булсин, яъни

Ю агар х £ А.
У ш бу

/с W =  Х а  М - ^ 2  ( В )

белгилашни киритамиз. У  холда

f f c {х) d  Ц1= Ц 1(А) - (В) 
х

тенглик равшан.

Агар С =  U Ск, Ck П С = 0 ,  к Ф и  Ck £ G  булса, у *ол-
k= I

да [i2 улчовнинг а-аддитивлигига асосан

f c  w  =  2  /с* '*) 
k=  1

тенглик келиб чикади ((8) тенглик билан солиштиринг), бу ерда 

J c k (х) =  У.Ак ( * )ч *2 (S *)- ( 10)

Энди 3 8 .1 3 -теоремага асосан

2  j ’ f c k (x) d  ^  =  f ( 2 U k  W ) d ̂  = ? ^  (x) d ̂  =
* = 1 Л '  A ft=l A

=  fix (A)-\i 2 (Б) =  \i (C) (11)

тенглик уринли. Иккинчи томондан, (10) тенгликка асосан

Jl/с, W =  ИхИ*) • М2 (Я*) =  ц (c ft)-
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Бундан ва (11) тенгликдан
ОО 00

■м в *) = ; 2 > ( с *)
k= 1 А= 1

тенглик келиб чи^ади.*
4 1 . 5 - и з о ^ .  Бу теорема исталган сони чекли улчовларнинг 

купайтмаси учун х;ам уринлидир.
Агар G1 ва G2 системалар а- алгебра булиб, мос равишда 

уларда ани^ланган ^  га ц2 улчовлар о- аддитив булса, у хрл­
да |Х| ва (д2 улчовларнинг купайтмаси деб [ij х  \х2 улчовнинг 
Л ебег маъносидаги давомига айтилади ва щ © ^ 2 куринишда 
белгиланади.

Фараз к,илайлик, X  ва У  тупламлар берилган булиб, улар­
нинг хар бири барча даи,и^ий сонлар тупламидан иборат бул­
син (у холда X x Y  купайтма текисликдан иборатдир). X  туп­
ламда унинг барча Борель тупламлари системасида ани^ланган 
cr- аддитив ц улчов хамда Y тупламда унинг барча Борель 
тупламлари системасида аницланган а- аддитив \iy улчов берил­
ган булсин. Куйидаги теоремани исботлаймиз:

4 1 . 6 - т е о р е м а .  Манфий брлмаган оюамланувчи ва улчов­
ли / (х) функция ва улчовли М cr. X туплам учун т узилган

А =  { ( * , у ) : х £ М ,  0  <  у <  /(х)}

тупламнинг 1]лчови / (х)  функциянинг улчов] буйича М
тдпламдаги  Лебег интегралига тенг, яъни

| л (Л )=  ( !2 )
м

И с б о т .  Фараз ^илайлик, / (х) функция улчозли М  туплам­
да узгармас с сонга тенг булсин:

f (x)  =  с, х £ М .
У  хрлда

А =  { (х, у ) : х £ М,  0  <  у < ?с} =  М X [0, с]
булиб,

И (А) =  (.1 (М X  [ 0 ,с ] ) =  цх (М) • (х ( [0 , с]) =  [  %м (х)d\ix -c =
х

= f cdnx =  \f(x)d\ix 
м м

булади. Б у  ерда %м (х) функция М тупламнинг характеристик 
функциясидир. Д емак, f (x)  функция узгармас булган >рл учун 
теорема исбот булди.
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Энди, фараз ^илайлик, /(х) функция М тупламда аницлан- 
ган содда функциядан иборат булсин, яъни

м =  у м к, кф ]

булиб, ^ар бир Мк тупламда / (х) функция узгармас ck сонга 
тенг булсин. У  холда

А =  {(х, у ) : х £ М ,  0  <  у  <  /(дс)> =-

=  U { (* ,  у ) : х £ М к, 0  <  у  <  ск}  =  U (Мк X  [0, ск]) 
к к

тенглик уринли. Бундан 41 -4- теоремага асосан

ц (А) =  (цл х  \iy) (А) =  2  К х  РР  (Mk X  t ° .  CJ )  -

=  2  м ^ * )  ■ d °. с*1) =  2 1  =
* ft х

= 2 1 =  
ft M

тенгликка эга буламиз. Бу ерда %м (х) функция Мк туплам-* 1
нинг характеристик функцияси. Шундай цилиб, теорема / (г) 
функция содда функция булган хол учун ^ам исбот булди.

Энди жамланувчи улчовли / (х) функция ихтиёрий булса 
у  э^олда М  тупламда /(х) функцияга текис ’яцинлашувчи мо­
нотон усувчи {/ „ (* )}  содда функциялар кетма-кетлигини олиб 
([12] даги 2 8 5 - бет, 2 6 .1 0 -теоремага ^аранг), ушбу 

Ап =  ((*• У)'- х £ М ,  0  <  у  <  /„(х)} 
тупламни тузамиз. Ю^орида исботлаганимизга асосан

/ » W di v  ( 13 )м
Энди Ап тупламларнинг тузилишидан ва {fn (х)} кетма-кетлик- 
нинг монотон усувчилигидан ушбу

Ay’cz А , с :  . . . cz Ап cz\”. .

муносабатга эга буламиз. Бундан ва { fn (х)} кетма-кетликнинг 
/(х) функцияга текис яцинлашишидан

А =  U Ак 
ft=i

муносабат келиб чицади. р,х ва цу улчовлар о- аддитив [улчов 
булганлиги сабабли 4 1 .4 - теоремага асосан ц, =  ц^Х ц ^1 улчов 
хам а-адди ти в улчов булиб, 1 6 .1 1 - натижага асосан
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ц (Л ) =  П т ц ( Л п)
гг--* оо

тенглик келиб чикади. Бундан ва (13)  тенгликдан 

ц (А) =  lim  (1 (Ап) =  lim  f f n(x) d\ix
ft—>00 П—ЮО

тенгликни олам и з. 40 .5 - теорем ага асосан

lim  | f„ (x )d \ ix
П-+осм

лимит м авж у д . 40 .6 - теорем ага асосан эса  бу лимитнинг 
Киймати f ( x )  функцияга текис яыинлаш увчи со д д а  функ­
циялар кетм а-кетлигини танлаш га борлик э м а с . Бундан 
ва 40- § даги 4- таъриф га асосан

ц (А) =  lim  j  fn(x) d n x =  \f(x) dy.x
п->°°м M

тенгликка эга буламиз. Бу эса теорзмани исботлайди.*
4 1 .7 - теорема (Фубини). Агар цх ва цу улчовлар м ос равши- 

да X  ва Y тупламларнинг барча улчовли тупламлари сис- 
темасида ани^ланган а-аддитив улчовлар булиб, f ( x , y )  функ­
ция АсиХ  х  Y тупламда jj,=jj,_t x  ^  улчов буйича жам ланув­
чи булса, у %олда цуйидаги тенглик уринлидир :

J  /  (х, у) ф, =  J  ( j  /  (х, у) d \iy)d[ix=  f ( J  f (x,  y)d \ix )d
A X Ax Y Ay

Б у  ерда Ax =  {y: (x,  y) £ A, x —  тайинланган}.
— { *  '■ (*> У) £A, у —  тайинланган } .

И с б о т .  Теорем ани д астл аб  f ( x ,y ) ^ 0  булган  *о л  учун 
исботлаймиз. А йтайлик, Z ^а^иций сонлар туплам и  булиб, 

унинг барча улчовли туплам лари си стем аси д а  аник- 
л ан ган  Л е б е г  улчови булсин. Куйидаги тупламни

U =  X x Y x Z
ва  шу билан бир катор да

;улчовни о л ам и з. U туплам даги  W кием тупламни куйи- 
д аги ч а ан и клай м и з:

W =  { ( * ,  у, г) : (х,  у)£А,  0  <  z <  f (x,  у)}.
41 .6 - т ео р ем ага  асосан

- k m  =  \ f ( x , y ) d p .  (14)
А
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Э н д е ч  цуй идаги  н к ки та туп л ам н и  о л а м и з :

Wx =  { ( y , z ) : y £ A x, О < * < / ( * , * / ) } ,

Wy =  {{х, z)\x£Ay, 0  <  г ^  f (x ,  у)}.

Шу билан бирга 1х =  \\.у х  и 0 ва 1у =  \ix х  [хг белгилашларни 
кири тамиз. Булардан куйидаги

МИ?) =  U A W x)d n x, (15)
х

i  f ( * . y ) d ] i y (16)
Ах

тенгт—ш клар 4 1 .5 - теорем ага ва (12)  тен гли кка асосан  бе- 
B o c n -z ja  келиб чицади. Худди ш унингдек,

ъ т - l i y i w j d ^ ,  (17)
У

W =  ( 18)
Аи

Э н д ш в (1 4 — (16) тенгликларни т а в д о с л а б ,

f / (х, у) dp  =  j ( j f  (x, у) dpy)dpx
A X Ax

тен гл и и к н и  ^ам да ( 14) ,  ( 17)  ва ( 18)  тенгликларни т а вд о с- 
л аб ,

\f(x, y ) d \ \ = \ ( \ f  (х, у) d )d[iy 
а у Ау

тенг л е — жни оламиз. Шу билан теореманинг исботи f (x,  у )> 0  бул­
ган ^ с з л  учун тугалланди. Теореманинг умумий ^ол учун исботи

f i x ,  у) =  /+(*, у) — Г (х , У) 
т е н г л в к  ёрдамида / (х, у) >  0 х,олга келтирилади. Бу ерда 

/+(__*, у) =  I +  > Г {х<  у)== \ П х .» ) \ - П х .у ) _ ^
2,

МАШ  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Л еб ег интеграли учун б у л ак л аб  и н теграллаш  фор- 
м у л а с= и н и  ёзинг.

2. Р 0 —  II  бобда киритилган К ан тор м у к а м м а л  туплам и  
б у л си  н. Агар

w y4 = / 0 булса, х £ Р 0,
' ' '  \1 булса, х £  [ 0 ,1 ] \ Р о

www.ziyouz.com kutubxonasi



бул са,

J  f(x) dx 
о

ни хисобланг.
3. Q —  I I  боб, 15-м асал ад а  тузилган тупла\—i булсин. 

А гар
0 булса, x £ Q ,
1 булса, х £ [ 0 ,  1]\Q

/ (*) =

булса,
1

J  f  (х) dx
о

ни хисобланг.
4. Q— II боб, 1 5 - масаладаги туплам булсин. A r s i p

булса, х б [ 0 ,  1 ] \ Q  

бул са,

§ f { x ) d x
0

ни хисобланг.

5 . Агар f^x), /а (х), . . . fn(x), . . .  , F(x) фушс_циялар Е  
тупламда улчовли булиб, Е  да ани^ланган ихтиёрий улчовли 
g  (х) функция учун

l i m j  f n(x) g(x) dx  =  J f  (x) g(x)dx
П-+00 ̂  p

муносабат уринли булса, бундан

lim  fn(x) =  F(x)
П - +  ОО

муносабатнинг деярли уринлилиги келиб чикади ми?
6. (Е . Титчмарш масаласц). Р0 —  II бобда кирип-^лган Кан­

тор туплами булсин. Агар f (x)  функция Р 0 да 0 ра Р 0 га тул- 
дирувчи булиб, узунлиги 3 " п га тенг интервалда п  га тенг 
булса,

1
j  / (х) dx =  3
о

эканини исботланг.
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7 . Агар /п( х >  0 в а (  f n(x )dx -+  О булса, у з^олда f n(x) функ-
£

дня О га улчов буйича якинлашади, яъни fn (х) =>- 0 , аммо f п(х) 
нинг 0  га деярли як,инлашиши шарт эмас. Шунга мисол кел- 
тиринг.

8 . Ушбу

муносабат fn {x) функциянинг 0 га улчов буйича яцинлашиши- 
га, яъни f n(x) => 0 га эквивалент эканини курсатинг.

V I I I  б о б  

Lp ФАЗОЛАР
Бирор улчовли Е  туп л ам д а аникланган ва  аб со л ю т 

цийматининг р-дар аж аси  билан ж ам лан увчи  } (х )  улчовли 
функциялар туплами м атем ати кан и н г турли со^ ал ар и д а 
муз^им татби ц ларга эгадир. Б у  бобд а м ана ш у ту п л ам л ар  
билан ш урулланамиз.

42- § . Lp синфлар в а  асосий тен гси зли клар

Ф а р а з цилайлик, бирор улчовли  X  туплам нинг барча 
улчовли кием туплам лари си стем аси д а  аникланган  сг-ад- 
дитив р, улчов берилган булсин. X ту п л ам д а ц улчов 
буйича ж ам лан увчи  ф ункциялар тупламини L\(X, р,) 
оркали  белгилайм из. Бу туп лам  38 .2 - ва  38 .8 -т ео р е м ал ар - 
га  асо сан  чизикли фазодир (ф ункцияларни куш иш  ва  
функцияларни сонга купайтириш  ам али га н и сб а т а н ).

Т а ъ р и ф .  Функцияларнинг L p(X, н) (р >  0) синфи деб  ’

J lf(x)\p di i
х

интеграли м авж уд булган бар ч а  улчовли  { ( х )  функция­
лар  трпламига айтилади.

А тайлик, X тупламнинг улчови чекли булсин, у ^ол- 
да X ту п л ам д а Улчовли булган з^ар кандай } ( х ) функция 
учун ■
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тенгсизлик уринли булгани туфайли L2(X,  [х)с: Ьх(Х,  ц) муноса­
бат келиб чикади. Аммо бунинг аксинчаси уринли эмас. Бун- 
га мисол келтириш учун X  тупламни [0, 1] сегментдан иборат 
деб, |х улчовни эса бу сегментдаги Лебег улчови деб оламиз.

Агар !(х) =  — =  булса, у >;олда / (х) £ Lx {X, ц), аммо / (дс) £ 
_  У х
£ L 2 ( X,  |х). Сунгги муносабат I 2 (X , [х) синфнинг таърифидан 
келиб чикади.

Агарда X  тупламнинг улчови чексиз булса, у ^олда 
/.а (X , (х), cz Z-j (X , [х) муносабат уринли эмас. Х,ацик,атан, агар 
X  ни барча хаки^ий сонлар туплами (яъни (— оо, оо) оралик,) 
деб, улчовни эса Лебег улчови деб олсак, у х,олда / (х) =
=  у  ...L ._ „. функция L a (X , jx) синфнинг элемента булиб, аммо

у L j (X ,ji )  синфнинг элемента булмайди. Чунки бу функция 
(— оо,оо)оралик,да жамланувчи эмас.

Биз ^уйида соддалик учун X  тупламни (— оо, оо) оралиц- 
дан иборат деб, |х улчовни эса Лебег улчови деб оламиз. Бу 
^ол учун Lp (X , [х) синфни ^исцалик ма^садида Lp орцали бел­
гилаймиз. Баъзи бир мулохазаларни эса (— оо, оо) оралицнинг 
чегараланган цисми учун олиб борамиз.

4 2 . 1 - т е о р е м а  (Буняковский-Шварц тенгсизлиги). Агар 
f  (х) ва g  (х) функциялар L2 синфга кирса, у %олда f  (х) ■ g(x)£Ll 
ва

| § f ( x ) g ( x ) d x \ < { [ J| / (x ) | ad *]*  [ j| g (x ) | *d *]}2 ( 0

муносабатлар дринли
И с б о т .  f (x) -g(x)  купайтманинг жамланувчилиги ушбу

2 \ g ( x ) - f ( x ) \ l ^ f 2(x) +  g 2(x) 
муносабатдан бевосита келиб чикади. (1) тенгсизликнинг урин- 
лилигини курсатиш учун к>уйидаги тенгсизликка мурожаат ци- 
ламиз:

U k f  +  g\2dx — X2 f/2 dx +  2XU ■ g  d x +  f g 2 dx  =|

=  aX2 +  2 b X + ’c > 0 ,  

бу ерда a  — f̂2(x)dx,  b =  |f (x)g (x) dx  ва c =  ^gn-(x)dx. М аъ­

лумки, a k 2 +  2ЬХ -1- с  ифэда X нинг \амма хакик,чй ^инматла- 
рида манфий булмаслиги учун а  мусбат булган >*олда коэф- 
фициентлар ушбу

Ь2 <  ас
тенгсизликни ^аноатлантириши зарур ва кифоядир. Бундан эса 
(1 )  тенгсизлик бевосита келиб чикади.*
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, 2 - н а т и ж а .  f(x)  ва g(x) функциялар Lp синфга кирса, 
ща f ( x ) - g ( x ) £ L p/2.
с б о т  (1) тенгсизликни /p/2-g p/2 функциягататбик, к^илиш- 
либ чицади.*

.3- н а т и ж  а Агар / (х) ва g(x) функциялар L2 га кирса, 
~*а / ±  g  %ам Z.2 га киради. 

натижа (f± .g )2 =  f2+ 2 f - g  +  g 2 тенгликдан келиб чи- 
чунки унинг унг томонидаги функциялар жамланувчи 
иялардир.*
. 4 - т е о р е м а  (Гёлдер тенгсизлиги). Агар р >  1 булиб, 
, g(x)£L р булса, у \олда f(x) - g  (x)£L1 ва

р— 1

р — 1

муносс 
ди.

Ис« 
цияни 
,О >0 
ва у с  
нинг у 
ри фуЕ 
ихтиёр: 
дан эс. 
тани о  
=  ха
ёрдами__
чизицл J  
к,илам!г: 
ган у ч ^  
мос р а з

j/  М  • S (x)dx| <  { J  | / (x)\Pd x } ' 

2батлар уринли була-

Зот. у = х а . оС>0 функ- 
к>араймиз. Бу| функция 
цийматларда мусбат 

З'вчи функциядир. Шу-
1 /ОС'чун  хам х = у  теска- 

■лкция мавжуд. х уцдан 
й | >  0  нуцтани, у  уц- 

ихтиёрий г) >  0 нуц- 
:иб, бу ну^талар ва у — 

функциянинг графиги 
_да 0\М  ва От]К эгри 
и  учбурчакларни хосил 
-з (13- шакл). Х,осил бул- 
■бурчакларнинг юзлари 
аишда

S x =  j  xadx  =  

о

{ f I g(X)\ ” dx} p (2)

13- ш акл.

a -f1 
a

ва S 2= ^ y a dy =

сонларг

тенгси» 
иш орас: 
дагина 
деб бе?

-а тенг. Иккинчи томондан, шаклдан

i -Л <  S i  +  S 2 
ликнинг уринли эканини куриш кийин эмас. Тенглик 

и  эса т] =  |“ булгандагина уринлидир, чунки бу хол- 
М ва К  нук,талар устма-уст тушади. Агар a  +  1 — Р 

згиласак, ушбу
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тенгсизликка эга буламиз.
Айтайлик, f(x) £  Lp ва g(x) £ Lp{p >■ 1) булсин.

р
l i  =  §\f(x)\PdxBaI2=  jfg W l» ’- 1 dx

белгилашларни киритиб, /х ф. О ва 1г ф .О булганда 
ларни куйидагича танлаймиз:

_ | / W I ------- j -  ва г]

V

I gW I
р — 1 

U  р

Б у  тенгликларни (3) тенгсизликка к;уйиб, ушбу

jg (•*) j
р

i p -l
1 , 1 « т—  1 —  P ' 11

J  p , / p/1 ,y2 P
P 

p — 1

тенгсизликка келамиз. Бунинг унг томони жамлану 
лиги учун чап томони хам жамланувчидир. Шунш 
тенгсизликни Ё  туплам буйича интеграллаб, цуйи, 
миз:

1 ±_.

р —  1

Демак,

i_  1 _ 2 .
§] f (x)g(x)\dx^  / /  -/а р =

Р
1 р

Агар \х ёки /2 лардан бири нолга тенг булса, 
ёки g(x)  функция нолга эквивалент булиб, (2) тенге 
лилигича колади.*

4 2 . 5 - т е о р е м а  (Минковский ва Коши тенг 
Агар f(x )  ва g (x ) функциялар Lp синфга кира  
(f(x ) +  g(x) )£ Lp ва

ва т] сон-

;чи булган- 
г  учун бу 
агини ола-

=  1.

у  ^олда f(x) 
г;излик урин-

^изликлари). 
а ,  у %олда
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{  J l  f  + g  \p d * p  < {  j  I f  p  dx  } 7 + {  j| g  \P dxyp  (4)

тенгсизлик уринли булади.
И с б о т .  (f +  g )£  Lp муносабат ушбу

\f +  g\p < ( l f \  +  \g\)p <(\f\ +  \f\)p +  (\g\ +  \gl)p =
=  2P\ f\p +  2P\ g  \p 

тенгсизликдан келиб чи^ади. Гёлдер тенгсизлигига биноан:

j l  / +  g\pd x =  j| / +  -I/ + g\p~ l dx*z  j| / | • |f+g\p~ 'd x  +

+ j  IS-/' 1 ^ { jf/|̂  rfx}p{ ^ I f + g f d x  } I_T  +

+ { j  \g\Pdx] P ' { j l  f+ g\ Pdx) " ‘

Бу муносабатнинг икки томонини J  | f  +  g  \pdx ф  0  деб фараз 

цилиб,
1-  —

{ j l /  +  & N * l  р

ми^дорга булинса, (4) тенгсизлик келиб чи^ади,*
Агар (4) тенгсизликда р  =  2 булса, Кошининг

{ j l /  +  g|2rf* 2 } < {  j  f i d x } ,' + { $ g t d x } /' (5)

тенгсизлиги келиб чи^ади.
Бу тенгсизлик L2 синфни урганишда катта ахамиятга эга.

43-§ . Норма. У  рта маънода яцинлашиш ва су ст  
я^инлашиш

Бу параграфда X  тупламни [а, Ь] сегментга тенг деб ола­
миз. L 2 =  L2 (а, b) синфдан олинган хар бир { (х) функция 
учун __________

+ ] /  j  l 2(x)dx
а

сон / (к) функциянинг нормаси дейилади ва бу норма Ц /|( би­
лан белгиланади. Х,ар бир f(x) £ L 2 функция учун киритилган 
||/|| сон куйидаги хоссаларга эга:

1. ||/|| >  0  булиб, f(x) ~ 0 булгандагина ||/Ц =  0.
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2. |!Ь/||=НХ|.Ц/||.
3 - II/ +  &Н <  11/11 +  11я11 (учбурчак тенгсизлиги).
1 ва 2- муносабатлар норманинг таърифидан бевосита ку- 

ринади, 3- тенгсизлик Коши тенгсизлигидан келиб чицади.
Н орм адан ф ойдаланиб, L 2 ф азода Э вкли д ф азоси учун 

уринли булган купгина теоремаларни исбот этиш  м у м ­
кин. Тегиш ли х о сса л а р  цуйида келтирилади. Ь 2 фазонинг 
купгина хоссал ар и  п улчам ли Эвклид ф азосининг х о сса - 
л ар и га  ж у д а  яцин. Ь 2 синфни биринчи м арта немис м ате- 
м атиги Д . Гильберт чуцур ургана бош лаган в а  бу ф азога 
чекли улчам ли Э вкл и д  ф азоси нуцтаи н азари дан  ц ар аган ; 
ш у саб аб л и  Ь 2 синфни Гильберт ф азоси  деб  з^ам атай ди - 
л а р . Б у  ф азода икки f  ва g  функция (к^пинча Ь 2 нинг 
элем ентларини унинг нуцталари  з^ам дейилади) ораси даги  
м асоф а туш унчаси киритилади. М асоф а сиф атида улар  
айирмасининг нормаси цабул цилинади, яъни

Р ( / .£ )  =  I I / - g||-

Б у  масоф ани о д атд а  турри чизиц, теки сли к ва Э в ­
клид ф азоларидаги  м асоф а туш унчаларининг у м ум л аш га- 
ни д еб  з^ам цараш  мумкин.

А л б атта , икки экви вал ен т функция бу ф азод а биргина 
нуцта сиф атида ц абул цилинади.

М асоф а ёр дам и д а Гильберт ф азоси нуцталари кетм а- 
кетлиги учун яцинлаш иш  тушунчасини киритиш  мумкин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар /, 2 п =  I, 2, 3, . . . учун п - * - о о
да \\ f n —  flj ->  0 булса, у \олда f  нук^та { / J  кетма-кетлик- 
нинг лимита дейилади ва

ёки \imfn =  / (1)
П~*оо

куриниш да ёзи лади .
Б у  м аън ода яцинлаш ишни урта м аън о да  яцинлаш иш  

дей и лади .
Н орманинг таъриф ига мувофиц, (1 ) м уносабатни яна 

цуйидагича ёзиш имиз з^ам мумкин:

J [/„(*) —  f (x)]2d x - + 0 .
а

Агар [а, b] сегментда {/п (х)} функциялар кетма-кетлиги f(x) 
функцияга текис яцинлашса, у холда бу кетма-кетлик шу функ- 
цияга урта маънода з(ам яцинлашади.

^ацицатан, { f n (х) }  функциялар кетма-кетлигининг f (x)  га 
текис яцинлашишидан кар цандай е > 0  сон з^амда барча етар- 
лича катта п натурал сонлар учун 
218
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I/„W —  f(x) | dx  <  e 

муносабат барча x  £ [a, b] учун бажарилади. Бундан

J I/п (*) —  / (*)! 2d x ^ & ‘2 (b— a)

тенгсизлик уринли булиб, {fn (x)} функциялар кетма-кетлиги- 
нинг / (х) функцияга урта маънода яцинлашиши келиб чицади.

А гар {/„(л:)}  функциялар кетма-кетлиги [а, Ь] сегментда 
f{x) функцияга деярли яцинлашса, у холда бу кетма-кетлик шу 
функцияга урта маънода яцинлашмаслиги мумкин. Масалан,

У~п, агар ^  ~ ' 1

fn(*) =

а, а  +

О, агар х £  \а +

функция барча х£уа,  Ь] учун п->-оо да fn (х) ->  0 . Лекин

а Н—тг
dx  =  1—/>- 0.

Урта маънода яцинлашишга оид бир неча теоремани исбот ци- 
ламиз.

43. 1 - т е о р е м а .  Урт а маънода я^инлашувчи { fn(x)}  кет ­
ма-кетлик биреина лимитга эга.

И с б о т .  { fn(x)} кетма-кетлик икки турли / ва g~/~  / ли- 
митларга эга деб фараз цилайлик, яъни /„->-/ ва f n-*~ g(n->oo) 
булсин. Норманинг 3 - хоссасидан, яъни учбурчак тенгсизлиги- 
дан фойдаланиб, ушбу

\ \ f - g \ \ < l i f n - f \ \  +  \ \ fn - t e \ \

тенгсизликни ёзишимиз мумкин. Бу тенгсизликнинг унг томони 
«-► оо да нолга интилади; демак, биринчи аксиомага музофиц 
f  ~  g  ёки / ва g  функциялар 1 2 фазода ил гари айтганимиздек, 
бир нуктанигина тасвирлайди; бу эса фаразимизга зид.*

4 3 . 2 - т е о р е м  а. Агар булса, у  цолда ||/„|1 — НЛ1-
И с б о т .  Норманинг 3 - хоссаси га асосан )|Л1'<1|Л,||+  

+ W — fn\\ ва H/Jî ll/ll + ]!/-/ll тенгсизликлар уринли. Булардан

Н / Л -1 1 / 1 1 | < 1 1 / ,-Л !

тенгсизлик келиб чицади. Бу кэса теоремани исботлайди.,
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Норманинг бу хоссаси унинг ’узлуксизлиги  дейилади.
Энди урта маънода яцинлашиш тушунчаси деярли ва улчов 

буйича яцинлашиш тушунчаларига нисбатан цандай муносабат- 
да эканлигини аницлаймиз.

43 .3- т е о р е м а .  Агар {/„(*)} функциялар кетма-кетлиги 
ijpma м аънода f(x) га яцинлашса, у %олда бу кетма-кетлик 
f(x) га улчов буйича %ам яцинлашади.

И с б о т .  Х аР цандай мусбат а  сон учун цуйидаги муноса- 
батлар уринли булади:

Р2(/„. /) =  J ( fn  -  /)2 d x  >  J (fn  -  /)2 d x  >  ° 2 К А ,  (р ) ), (2)
а  А я

бу ерда Л„(ст) =  £(| / „ —  /| >  ст). Теореманинг ш артига муво- 
фиц л  - v  оо да

Р(/„. /)-<>,
демак, (2) тенгсизликдан о тайин мусбат сон булгани учун

lim (л Ип(а)] = 0;
П-+ оо

яъни n -v oo  да

f t r *
Исбот этилган теорема дан ва 33 .5- Рисс теоремасидан ку­

пила ги натижа келиб чицади.
4 3 . 4 - н а т и ж а .  Агар {fn(x)} функциялар кетма-кетлиги- 

урта м аънода  / (х) га ящ нлаш са, у %олда бу кетма-кетлик- 
дан деярли ящ нлаш увчи { fn(x) j  кием кетма-кетлик аж ра- 
тиб олиш мумкин. k

2 - т а ъ р и ф .  Агар {fn(x)}  функциялар кетма-кетлиги 
учун ушбу

P 2(/m. ( 3 )
а

муносабат  баж арилса (т  билан п бир-бирига боглиц булма- 
ган равиш да чексизга интилганда), бу кетма-кетлик L ,  фа- 
зодаги  фундаментал кетма-кетлик, баъзан  эса Кош и кетма- 
кетлиги дейилади.

Равшанки, (1) муносабатдан (3) муносабат келиб чицади.
Б у  таърифнинг биринчи таърифдан фарци шундаки, бу ер­

да {/„(л:)} кетма-кетлик лимитининг мавжудлиги ^ацида бирор 
нарса дейилмайди, яъни бу таърифда кетма-кетлик лимитининг 
м авж уд булиши шарт эмас.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Б у  таърифдаги (3) шарт ха^ик,ий сонларнинг я^инлашиши 
^а^идаги Коши шартига ухшашдир.

Математик анализдан маълумки, сонлар кетма-кетлиги учун 
я^инлашишнинг Коши шарти бажарилса, у кетма-кетлик ли- 
митга эга булади.

Мана шунга ухшаш жумла L 2 фазодан олинган кетма-кет- 
ликлар учун хам уринлими ёки йуцми, яъни агар бирорта 
{ fn(x)} функциялар кетма-кетлиги учун (3) муносабат бажарил­
са, (1) муносабат хам бажариладими, деган савол тугилади. Бу 
саволга к,уйидаги теорема жавоб беради:

4 3 . 5 - т е  о р е м а  (Фишер), Агар  {/„(*)} кетма-кетлик L t 
фазодаги фундаментал кетма-кетлик булса, у  цолда L , фа- 
зода шундай f(x )  функция топиладики, fn(x) кетма-кетлик 
унга у рт а м аънода ящ нлаш ади.

И с б о т .  Кетма-кетликнинг фундаменталлигига асосан, ^ар 
бир k натурал сон учун шундай nk ва nft+l натурал сонлар 
мавжудки, улар учун ушбу

>■ 2 . • • •>
а

муносабатлар бажарилади. Бундан

*—I

эканлиги келиб чицади.
4 2 . 1 - Буняковский-Шварц тенгсизлигига биноан:

|| fnk+l w  -  fnk W l dx ^ V b= ~ a  II fnkJ x )  -  f nh (x)||,
a

оо b
демак, , (x) —  fnk (x) | dx  к,атор ^ам як;инлашувчи бу-

k=«\ a

лади.
3 8 .1 3 - теоремага мувофи^,

/ . » + £ {  V . W - / . . W }
4=1

цатор деярли я^инлашувчи булади. Бундан эса {f„k (x)} кетма-

кетликнинг деярли я^инлашувчилиги келиб чицади.
Энди f(x) функцияни куйидагича тузамиз:
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lim  f  (x), агар x  нуцтада бу лимит чекли 
цийматга эга булса, 

f  (х) — О, агаР тегишли нуцтада бу лимит мавжуд
булмаса ёки с» га тенг булса.

Тузилган f(x) функция L 2 фазога тегишли. Х.ацицатан, /(х)
функциянинг таърифланишидан 3 8 .1 1 -Фату теоремасига асосан

ъ ____ ь
Г f 2{x)dx  <  lim  f f 2n (x)dx
V k-+ 00 J  ^a a

булгани учун бундан / (x) £ L 2 муносабат келиб чикади. Энди 
/ (х) функция { fn(x)} кетма-кетликнинг урта маънода лимита 
эканлигини курсатамиз. Аввал {fnk(x'j} кетма-кетликнинг / (х) га 
урта маънода яцинлашувчи эканлигини курсатамиз.

Дархацицат, 3 8 . 1 1 - Фату теоремасига мувофиц,

[̂fnh( x ) - f n̂ x ) ] 2d x >  ( х ) ~  f  (x)\2dx. (4)
а а

{/ „(*)} кетма-кетлик фундаментал булганлиги сабабли бе­
рилган в >  0 сон учун шундай п0 =  п0 (е) сон топиладики, 
барча k  >• п0 ва v > n 0 сонлар учун

j  иял(х) — Ц х )]*с1 х < г.
а

Бундан (4) га асосан: 
ь
[  Unk (x)— f ( x№d x < e ( k > n 0)

а
ёки

V>
lim  f  [f (x) — f(x)]2dx  =  0 , (5)
k—*oo <> R a

яъни {/ (x)}  кетма-кетлик урта маънода / (x) функцияга яцин- 

лашади. Энди {/ „(*)} кетма-кетликнинг >;ам / (х) га  урта маъ­
нода яцинлашишини курсатамиз.

Коши тенгсизлигига мувофиц,
ь _1_

{ j  [f(x)— f n(x)]2dx\ 2 =
а

' пК ' u nkа
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b J _  b J _

< {J  ! / - / , № )  ! +{Jl/4 - / , № } '  .
a  a

бу ерда унг томоннинг биринчи хади (5) га асооан п->-оо да 
нолга интилади, иккинчи хади хам {/ „(*)} кетма-кетликнинг 
фундаменталли гига асосан п ва пк-*~ го  да нолга интилади.

Д емак, {fn (%)} кетма-кетликнинг узи х,ам урта маънода f(x) 
функцияга я^инлашар экан.„

4 3 . 6 - н а т и ж а .  Фишер теоремасининг ихарти баж арил- 
ганда ушбу

ь ь
l im Г f 2n (х) dx =  Г /2 (х) dx
П—too J J

а а

муносабат %ам уринли булади.
И с б о т .  42- § даги (5) Коши тенгсизлигига мувофиц, 

ь 1 ь j _  ь _i_
{ J  f U x ) d x } T < { $ r ( * ) d x } 2 + { $ [ f ( x ) - f a (x) ] 'dx}a ,

а  а  а

Ь b _ l  b _L
{ $ f * ( x ) d x } 2 < { J / 2n (x)dx} 2 + { ) [ f ( x ) - f n ( x ) ] 4 x } 2 .

a  a  a

Булардан ва {/„(*)} кетма-кетликнинг f (x)  га урта маънода 
я^инлашишидан

ь ь
lim  С f 2n (х) dx — [  f 2(x) dx

П-+ оо * ^а  а

тенглик келиб чи^ади.,
L% фазонинг Фишер теоремасида келтирилган хоссаси унинг 

т^лалик хоссаси дейилади; бу хосса тугри чизик, ну^таларидан 
иборат фазонинг тулалик хоссасига ухшашдир.

3- т  а ъ р и ф. L% (а, Ь) фазодан олинган  / (х) ва g  (х) функ­
цияларнинг скаляр купайтмаси деб ушбу

ь
J  / (x)g  (x)dx
а

сонга айтилади. Бу сон цисщалик учун (f, g ) оркали белги­
ланади.

Б у  сон учун ушбу (Д g) <  \\f\\ • ||g\l Буняковский-Шварц 
тенгсизлиги уринли.

4 - т а  ъ риф.  Агар {fn(х)} (fn £  L3) функциялар кетма-кет­
лиги ва ихтиёрий <р (х) £ Lt функция учун
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муносабат баж арилса, у  цолда { fn(x )} кетма-кетлик f(x ) га 
суст ящнлашувчи дейилади.

4 3 . 7 - т е о р е м а .  Агар {fn (x)} функциялар кетма-кетлиги 
ррта м аънода f  (х) га  яцинлашса, у %олда бу кетма-кетлик 
f  (x) га суст м аънода %ам яцинлашади.

И с б о т .  Теореманинг шартига ва Буняковский-Шварц тенг- 
сизлигига асосан

I (ф, f a — D  I =  1(ф» А .) —  (Ф. /)' <  1|ф|1 • 1|/П —  /11 0  ("--+■ ° ° )
муносабат уринли булади.,

Бу параграфда келтирилган тушунчаларнинг ва хоссалар- 
нинг купчилиги, масалан, норма, урта ва суст маънода яцин- 
лашиш ва уларга оид теоремаларнинг L p (a, b) (р >  1)синфучун 
хам уринлилигини курсатиш мумкин.

Француз математиги [ Фурье иссицликнинг тарцалиш маса- 
ласи билан шурулланиши [натижасида берилган*, функцияни 
ушбу

цатор шаклида тасвир этиш масаласини цуйган. Бу  цатор три- 
гонометрик цатор дейилади, бу ерда а0, а х, blt а3, Ь3, . . . —  
коэффициентлар узгармас сонлардир.

(1) цатор f(x) га шундай яцинлашсинки, натижада уни хад- 
лаб интеграллаш мумкин булсин. Масалан, бу яцинлашиш 
[0 ,2л ] сегментда текис бажарилса, (1) цаторни хадлаб интег­
раллаш мумкин.

(1) цаторни f(x) функцияга текис яцинлашувчи деб фараз 
цилиб, ап ва Ьп коэффициентларни f (x)  функция орцали ифо- 
далаймиз. Бунинг учун ушбу

тенгликнинг хар икки томонини cos т х  га (т —  натурал сон) к^- 
пайтириб, [0 , 2л] сегмент буйича хадма-^ад интегра ллаймиз. 

Натижада уш бу

4 4 - Ортонормал^системалар

1 -жч
Мм)  =  Y a ° c o s n x  +  К sin п •*)_
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j* cos m x sin nx dx =  0  ( m ва n —  ихтиёрий)
о

т е н г л ш  кларга асосланиб,

1 2г"а т = —   ̂ f (x) cos mx d x ,
Л I/о

2 л

bm=  —  j  f (x)  sin m x d x (3 )
о

ф орму” л ал ар га  эга булам из.
: Л  ■ ^ ки н  } (х)  функция олдиндан берилган б у л са , уни

(I)  ц ^ ш т о р  ш аклида тасвир этиш  мумкинлиги, ум ум ан айт-
| г а н д а ,___з^еч цаердан келиб чицмайди. Ш унинг учун м а са -

л ага  С гЗ и р  оз бош цача царайм из, яъни м асал ан и  цаторни 
ёзи ш д  -=ан эм ас, балки функцияни бериш дан бош лай м и з ва 
бу фу  д кцияни тригонометрик ф ункциялар ёки у л ар га  у х ­
шаш с  Ьошца функциялар си стем аси  орцали ифода цилиш га 
урина 1?-м и з.

1 - т  -аъ р и ф . Агар

т ен гл и ^ к л а р  баж ари лса, q>t (х ) ,  ф2 ( х ) , . . .  ф ункциялар  
кетма—  кет лиги [а, Ь\ сегментдаги орт онормал система 
д е й и л с ^ д и .

М а  - ^ а л а н ,

ф ун кщ ^ кялар  кетма-кетлиги [— я , я] сегментда ортонормал сис- 
темади j p .

2- 'ж. 1 а ъ  р и ф. {фА (х)} ортонормал система ва }(х ) функ­
ция L  ^  , фазодан олинган ихтиёрий функция булсин. ck=  (f, <pk) ,  
k =  1, 2, . .  . сонни / (x) функциянинг {фА (х )} системага

нисбап— гая Фурье коэффициента, V  ck Ф* W  цаторни эса

Энд: щ  S n(x) =  2  ck^ k *.*) йириндини тузиб, бу йиринли би-
*=i

лан /(д с = )  функция орасида 1 2 фазода аницланган масофага нис-

а

1 cos х s i n *  cos 2 *  sin 2 *

V 2n  У л  ’ Y n ' V n ' V л ’

00

Фурье цатори дейилади.
n
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батан цандай якинлик бор, деган масала билан ш у Е = ул лан ам и з. 
Бунинг учун ушбу

Р2(5 П, /) =  j  [Sn (х) — / (*)]2 dx
а

мицдорни ^исоблаб чипамиз:

P\Sn, / ) = j  (SI - 2  f S n +  P)dx =  j  S *  dx -  2 j /  dx +
a  a  a

b
+  j  f 2(x)dx,

a

j  S 2 (x)dx =  V  Cick (ф(-, =  V  c\ ,  (5)
a  i , k =  1 * = 1

чунки (J, <pk) =  ck ва 1ф к  учун (cp;, ф*) =  О,

j X d x = v  ck(f, фа) = 2  cl
a  f t = l  f c = l

Демак, (5) тенгликни ушбу

P2 (S„. /) =  f  /2 dx -  2  cl  =  I I / I P - 2  (6)

куриниш да ёзиш  мумкин. Б у  формулани Б е с с ^  е л ь  айния- 
ти дейилади. Б у  мивдор манфий булм аганлиг :и  учун

2  с1«
*=  1

Б у  тен гси зли к п нинг з^амма натурал ц и й м а ^ в гл а р и  учун 
уринли. Бун д ан  п-*~оо д а  уш бу

(7)
1

тен гси зл и к  келиб чицади. Бу  тенгсизлик Б е ^ ^ с е л ь  тенг- 
сизлиги  дейилади. А гар (7 )  да тенглик б а ж а р зг> и л с а , яъни

2 с * = М 2 ( 8

б у л са , у цолда бу тенгликни ёпицлик ф о р м ^ ^ /л а си  ёки  
П а р сев а л ь  тенглиги  дейилади.
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3 - т а ъ р и ф .  Агар (8) [тенглик L 2 дан  олинган ихтиёрий 
f(x )  функция учун бажарилса, у холда {<рп(х )} система Ьг 
д а  ёп щ  дейилади.

(6) дан (8) га асосан:

lim p (5 „ , /) =  0.
П ~ * о о

Д ем ак , ёпицлик формуласи бажарилганда S n(x) йигинди Гиль­
берт фазосидаги масофа маъносида (яъни урта маънода) / (х) 
га яцинлашар экан.

4 4 . 1 - т е о р е м а  (Рисс— Фишер). {сп}  сонлар кетма-кетлиги
оо

учун  V  c 2k катор яцинлашувчи булиб,
*= i

<PlW . <Pt(x), • • • . Ф „ М . • • •

[а, Ь] да анщ ланган ортонормал функциялар кетма-кетли­
ги булсин. У  %олда L 2 фазода биргина шундай f(x ) функция 
м авж удки, унинг учун ck сонлар Фурье коэффициентлари 
булади  ва ёп щ л и к  формуласи бажарилади.

И с б о т .  Аввало {фп(х)} функциялар кетма-кетлиги ёрдамида
П

{S „ (x ) =  ^  ck Ф^С*)} йигиндилар кетма-кетлигини тузиб, 
*= i

{ 5 „  (л:) }  кетма-кетликнинг фундаменталлигини курсатамиз.
Бунин г учун т ~>п  деб олиб, p~(Sm, S n) масофани хисоб- 

лаймиз:
Ь т т

a A = / j-flS S S :. i,\k=n+\
т

-  2 4

Теореманинг шартига кура хар кандай мусбат е сон учун 
ш ундай п0 сон 1 мавжудки, унинг учун m > n > n 0 булганда

т

2  с1<&
k=n-\-1

муносабат уринли булади.
Д ем ак , т > п > п 0 да р2 ( 5 т , Sn) < e .
Б у  муносабат { S n(x)} кетма-кетликнинг фундаменталлигини 

курсатади. Бундан 4 3 .5 - Фишер теоремасига мувофиц, { 5 п( х ) } 
кетма-кетликнинг бирор f ( x ) £ L 2 функцияга урта маънода я^ин-
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лашувчи эканлиги келиб чицади, яъни п -> -оо  да р2( 5 п,/ )-»-0 .
43 .7- теоремага мувофиц, бундан {5„(х )} кетма-кетликнинг f  (х) 
га суст маънода хам яцинлашувчилиги келиб чицади, яъни 
ЭДР цандай g  {х) €  Ц  учун

b ь

lim  f g (х) ■ Sn{x) dx =  \ g  (x) • / (x) dx. (9)
П —>ОО V Va  a

Ammo n  >  k булганда

b b n

J  ф*(*) s n w d x =  j [ 2 i  с* ф ; - ф а ] ^  =  ck-
a  a i=\

Бундан ва (9) дан
b

(ф*. /) =  |кФ* W  • / (х) dx =  ck,
a

яыш  ck сон / нинг Фурье коэффициента эканлиги келиб чи- 
цади, демак, теореманинг биринчи цисми исбот этилди.

Теореманинг иккинчи цигми { 5 п (х)} кетма-кетликнинг f  (х) 
функцияга урта маънода яцинлашишидан, яъни

р4 S n, /) =  № - 2 f e ^ ° 2

муносабатдан келиб чицади.

Энди f (x)  нинг ягоналигини исбот циламиз. Р и сс— Фишер 
теоремасининг шартларини цаноатлантирадиган функция иккита 
деб фараз циламиз ва иккинчи функцияни g(x) билан белги- 
лаймиз. У  холда биринчи шартга мувофиц ск сонлар f  ва g  
функциялар учун Фурье коэффициента булади ва иккинчи 
шартга кура

Р ( 5 „> / ) " *  ° .  P (S n, g ) -» -o .

Булардан, р (/, g) =  0  ёки / ~  g. Аммо L 2 фазода узаро экви­
валент функцияларни битта элемент деб хисоблаганимиз учун 
биринчи ва иккинчи шартларни цаноатлантирадиган функция­
нинг ягоналиги келиб чикади.*

4 - т а ъ р и ф .  Агар  L 2 (а, Ь) фазода {ф / * )}  функциялар  
системасига орт огонал булган бирорта %ам функция мае-
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жуд бдлмаса\ бу функциялар системасини тула система 
дейилади.

44.2-из ох. Бу таърифда {cpfe (х)} функциялар системаси- 
нинг ортонормал булиши талаб килинмайди.

44.3-теорем а. L2 фазода {<fk(x)} ортонормал функция­
лар системаси б$либ, {cft} сонлар кетма-кетлиги учун
ОО

2  ^  + 00 шаРт  бажарилсин. У  %олда L2 фазода Фурье 
k = \

коэффициентлари ск сонларга тенг булган биргина f(x) функ­
циянинг мавжуд булиши учун {<рп(х)} функциялар система- 
сининг тула булиши зарур ва кифоядир.

И сб о т . Киф оялиги . {фпОс)} ортонормал функциялар сис­
темасини тула деб олиб, теорема шартини цаноатлантирувчи функ­
циянинг ягоналигини курсатамиз. Бу эса 44.1-Рисс—Фишер 
теоремасидан бевосита келиб читали.

З а р у р л и ги . Теореманинг шартини цаноатлантирувчи функ­
ция биргина f(x) булса-да, {фп (х)} функциялар системасини 
тула эмас деб фараз цилайлик, у холда нолга тенг функцияга 
эквивалент булмаган шундай и (х) функция топиладики, унинг 
учун ь

v̂>(x)(pk(x)clx = О, (А = 1, 2, . . . ).
а

Бундан куринадики, со (х) + f(x) функция хам теореманинг шар­
тини ^аноатлантиради. Бу эса / (х) нинг ягоналигига зид.*

44.4- теорема. Ортонормал {ф„(Х)} функциялар система- 
сининг т$ла булиши учун унинг ёпиц булиши зарур ва ки­
фоядир.

И сб о т . Киф оялиги . {ф„(х)} функциялар системаси ёпиц 
булсин. Агар бирорта f (х)£ / 2 функция бу системага ортого- 
нал булса, у холда 

ь
ck = j  / (х)фА (х) dx = 0 (k = 1, 2, . . .).

а

Бундан ёптушк формуласига мувофиц,

l !/ l l2 =  2 c ft =  0  ё к и  / ~ °
*=i

1 Айнан нолга тенг фунгцияга эквивалент булган функция ^ар 
цандайг функциялар системасига ортогонал булганлиги учун бу таъ­
рифда бундай функциялар истисно ^илинади.
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муносабат келиб чи^ади. Бу эса (ф „(х)} системанинг тулалиги- 
ни курсатади.

Зар ур ли ги . Энди, аксинча, {фл (х)} система тула булсин. 
Ёпиклик формуласи бирорта ф (х) функция учун уринли эмас,

оо

деб фараз к;иламиз. У  [̂ олда ^  ^  <  || ф||2, (ск = (ф, фА)).
*=1

Рисс—Фишер теоремасига мувофи ,̂ шундай f (х) функция 
топиладики, унинг учун ушбу

j  f (х) Ф* (x)dx = ck, Ilf II2 = 2  cl
a k—\

тенгликлар бажарилади ва f (x) — ф (x) [функция {ф^ (x)} сис- 
темага нисбатан ортогонал булади, яъни 

ь
j* [/ (х) — ф (х)] фА (х) dx = 0 ёки / ~  ф.
а

Сунгги "муносабатлар Ц /1| <  || ф || тенгсизликка зид.*

М А Ш К ^ У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р  *

1. L2 фазода суст я^инлашишдан улчов буйича я^инлашиш 
келиб чи^маслигига мисол тузинг.

2. Агар {fn (х)} функциялар кетма-кетлиги L 2 фазода f (х) га
суст я^инлашса, у ^олда бирор М  сон учун jj fn\\ «S М  були-
шини исбот дилинг.

1
3. Агар j  / (х) ф (х) dx х;ар а̂ндай f (x )£L2 [0,1] функция

о
учун мавжуд булса, у ^олда ф (х) ■ £ L 2 булишини исботланг.

4. Сони чекли функциялар системасининг Ь2 да тула була 
олмаслигини курсатинг.

5. Агар р >  1 булиб, Минковский тенгсизлигида тенглик 
уринли булса, у ^олда g (х) ~  kf (х) муносабатни исбот этинг.

6. Агар {/„(х)}, fn(x )£Lp, п = 1 ,2 ,3 ,. . .  функциялар 
кетма- кетлиги ^амда / (х) £ Lp функция учун п -> оо да

f _ \\fn(x)— f (х) }р dx-+0
ог

муносабат уринли булса, у ^олда l{ftl (х)} функциялар кетма- 
кетлиги / (х) функцияга р курсаткичли урта маънода (|\ис-
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цача, урта маънода) якинлашади дейилади. Ьр фазода (р >  1) 
{/„ (х)} функциялар кетма-кетлиги f (х) функцияга урта маъ­
нода яцинлашсин. У  з̂ олда /г->- оо да 

ь
j  ffn W  — / М Г  dx-*- 0 (1 < г <  р)
а

муносабатнинг уринли эканлигини куреатинг.
7. / (х) — ха функция цандай а ларда Lp [0, 1] фазога 

тегишли булади?
8- {хп (0 ~  sin п л 0 функциялар кетма-кетлигининг L2 [0,1] 

фазода нолга суст яцинлашиши, аммо урта маънода яцинла- 
шувчи эмаслигини куреатинг.

IX  боб
УЗГАРИШ И ЧЕГАРАЛАНГАН ФУНКЦИЯЛАР

45-§. Монотон функциялар

Дастлаб, математик анализ курсидан маълум булган 
баъзи маълумотларни тулицлик учун келтирамиз.

1-таъриф. [а, Ь] сегментда анщланган f(x) функция 
берилган булсин. Агарда \ар цандай xlt х2 £ [а, Ь\ учун хх <С
<  х2 булганда

fixi) < f{x2)
тенгсизлик Уринли булса, f(x ) функция монотон камай- 
майдиган функция дейилади.

Монотон усмайдиган функциянинг таърифи з̂ ам шунинг 
сингари бернлади.

Барча з̂ ациций сонлар тупламида берилган з̂ ар цан- 
дай функция учун

lim f(xg +  h) ва lim fix0 +  h)
Л->+0 л~>—о

лимитлар мавжуд булса, бу лимитлар мос равишда f(x ) 
функциянинг Хо нуцтадаги унг ва чап лимитлари дейила­
ди з^амда мос равишда f (х0 + 0) ва f (х0—0) орцали белги­
ланади. Агар f {x0+ 0 )= f (х0—0) булса, / (л:) функция х0 
нуцтада узлуксиз дейилади. Мабодо / (* о  +  0) ва Цх0— 0) 
лар м авжуд булиб, бир-бирига тенг булмаса, у з̂ олда 
f(x ) функция х0 нуцтада биринчи тур узилишга эга дейи-
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лади ва f (лг0 + 0) —f (хй~-0) айирманинг циймати f (х) 
функциянинг шу х0 нуцтадаги сакраши дейилади.

Монотон камаймайдиган функциянинг баъзи бир хос- 
саларини цуйида келтирамиз.

45.1-т е о р е м а. [а, Ь] сегментда монотон камаймай­
диган х1ар цандай f(x) функция шу сегментда улчовли, 
чегараланган %амда жамланувчи функциядир.

И сбот. 5̂ ацицатан, f(x) функциянинг [а, Ь\ сегментда 
монотонлигидан х;ар цандай х £ [а, Ь] учун

№ < f(x )'< f(b )
тенгсизлик уринли. Бундан f(x) функциянинг [а, Ь] сегментда 
чегараланганлиги келиб чицади. Энди унинг улчовли эканини 
курсатамиз. Illy  мацсадда исталган d з^иций сон учун ушбу

E d = {x:f(x)<d)
тупламни цараймиз. f(x) функциянинг монотонлигидан f(x) <
<  d тенгсизликни цанэатлангирузчи нуцталар мазжуд булса, 
Е а туплам ёки Id, с] сегмент ёки [d, с) ярим сегмент кури- 
нишидаги туплам эканлиги келиб чицади. Бу эса Е а туплам­
нинг улчовли эканлигини кур;атадя. Бундан f(x) функциянинг 
улчовли эканлиги келиб чи^аци. Энди 35.1-теорема га асосан 
f(x) функция [а, Ь] сегментда жамланувчи булади.*

45.2-теорема. Монотон функциянинг узилиш нуцтала- 
ри фащ т биринчи турдаги булиши мумкин.

И сбот. Х,ацицатан, х0£[а, Ь] ихтиёрий нуцта булиб, {хп} 
(хп £ [а, Ь], п = 1,2, . . . )  кетма-кетлик х0 нуцтага чапдан 
яцинлашсин, яъни хп-+х0 — 0. 45.1-теоремага асосан {f(xn)} 
кетма-кетлик цуйидан ва юцоридан мос равишда /(а) ва f{b) 
сонлар билан чегаралангандир. Математик анализдаги моно­
тон кетма-кетликнинг лимита з̂ ацидаги теоремага асосан бун- 
дай кетма-кетлик лимитга эга. f{x) функциянинг монотонлиги- 
га асосан бу лимит нуцта ягонадир. Шу билан /(лг0— 0) нинг 
мавжудлиги исботланди. f(x0 +  0) нинг мавжудлиги шунга 
ухшаш исботланади.*

45.3-те орем а. Монотон функциянинг узилши ну^тала- 
ри туплами купи билан саноцлидир.

И сбот. Х,ацицатан, [а, Ь] сегментда монотон булган f(x) 
функциянинг чекли сондаги сакрашларининг йигиндиси f(b) —
— f{a) айирмадан катта була олмайди. Бундан цуйидаги му­
зеям натижа келиб чицади: з̂ ар бир п натурал сон учун ций-
мати дан катта булган сакрашлар сони чеклидир. Булар-
дан, п = 1, 2, 3, . . .  буйича цушиб чициб, сакраш нуцталар- 
дан иборат туплам чекли ёки саноцли деган хулосани оламиз.
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f 2-т'а'ъриф. Агар \a,rb\ сегментда анщланган f(x) моно­
тон функция учун х0 £ [а, Ь] нуц.тада f(x0) — f(x0 — 0) тенг- 
лик бажарилса, у х — х0 нуктада чапдан узлуксиз, агар- 
да f(x0)= f(x0+0) тенглик бажарилса, х = х0 нуктада унг- 
дан узлуксиз функция дейилади.

Келажакда ишлатиладиган монотон функиияларга мисол- 
лар келтирамиз.

1. Айтайлик, [а, Ь\ сегментдан олинган сони чекли ёки санок 
ли х {, х2, . . . , хп, . . . нукталарга hx, h2, . . .  , hn, . . '

т
мусбат сонлар мос цуйилган булиб, hk <  +  оо булсин.

*=i
[а, Ь] сегментда

(1)
тенглик билан аник,ланган h(x) функция сакраш функцияси 
дейилади. Бу функция х = х0 нуктада чапдан узлуксиз моно­
тон функциядир. Ха^икатан, п натурал сонни шундай катта
танлашимиз мумкинки, xk <  х0 булганда xk<C.x0---— тенг­
сизлик х,ам уринли булади. Бундан h(x) функциянинг таъриф- 
ланишига асосан

а д  = 2  А,- 2 п

тенглик келиб чи^ади. Бундан п -*■ оо да h(x0) =  h(x0 —  0) 
ни оламиз. Агар (1) тенглик билан ани^ланган h(x) функция 
урнига ушбу

W  = 2 ft* (2)*k <*
тенглик билан аншуганган hx(x) функцияни олсак, бу функ­
ция узилиш нукталари xv х2, . . .  хп, . .  . лардан ва бу нук- 
таларга мос келган сакрашлари hv h2, . . . , hn, . . .  сонлар- 
дан иборат булган унгдан узлуксиз монотон функция булади.

Х,ацикатан, агар х нуцта xk нукталарнинг бирортаси маса­
лан, х = хт  билан мос тушса, у ^олда

hi(хт  +  °)  = lim \{хт +  е) =  lim 2  hk =  2  V
е -+ 0 +  е—>0-f- xk ^ xm

hMm —  ° )  =  lim  4 Xm —  e) =  lim  2  “  2  hk
e—>0-f- е-*-0-Ь xfyK xm —e хц <
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Al(*m + ° )  — Ч Хт - ® )  = К  
тенгликка эга буламиз. Агар х нуцта хк нуцталарнинг бирор- 
таси билан устма-уст тушмаса, у з̂ олда е '_> 0 сонни шундай 
танлаш мумкинки, xk <  х <  xk+l тенгсизлик билан бирга 
хк <  х +  е <  xk+i тенгсизлик з̂ ам уринли булади. Бундан ва 
hx{x) функциянинг таърифланишидан

h{{x +  е) — \  (х) = У, hk — У  hk = О
Х ^ < Х -\ -Ъ  Xfo <  X

тенглик келиб чициб, hY{x) функция узлуксиз булади. Энди 
hx(x) функциянинг унгдан узлуксизлиги

/ij(x -f- 0) = lim h{(x +  е) = lim ^ h k = У hk = /i,(x)
е-»0+ e-*0-f- xkKX-\-s xfrux

тенгликдан келиб чицади.
2. [0,1] сегментдаги Р 0 Кантор мукаммал тупламини ца- 

раймиз ва К{х) функцияни цуйидагича аниклаймиз: агар х£
1 2 \ 1— , —  булса, К(х) = — ; иккинчи цадамда тушириб цол- 
3 3 /  2

дириладиган (— , — ) интервалда К(х) = —- ва (— , — ) V  9 9 ]  4 V 9 9 /3
интервалда К(х) = — ; ва умуман /г-цадамда тушириб цол- 

дириладиган чапдан биринчи интервалда К(х) = ~ ,  иккин-
3 2*_j

чи интервалда —  ва з̂ оказо, охирги интервалда К(х) = — —
каби аницлаймиз. Бу жараённи чексизгача давом эттирамиз. 
Натижада К(х) функция [0, 1] сегментнинг Рп Кантор мукам­
мал тупламидан бошца барча нуцталарида аницланган булади 
(14-шакл). Энди Р 0 тупламда К{х) функцияни цуйидагича аниц- 
лаймиз: агар х £ Р 0 булса,

К(х) = sup т  (СР0= [0 ,1 ]^ Р0).

Бундан ташцари, х — 0 нуцтада К (0) = 0 деб олсак, К(х) 
функцияни бутун [0,1] оралицда аницлаган буламиз. Бу усул 
билан аницланган К(х) функция монотон камаймайдиган уз­
луксиз функциядир. ^ацицатан, К(х) функциянинг монотон- 
лиги унинг таърифланишидан равшан. К,{х) функциянинг 
узлуксизлигини исботлаймиз. Агар бу функция х =  х0 нуц- 
тада узилишга эга булса, у з̂ олда (К{х0), К (х0 + 0))
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(лг0—0) , К (х 0))  
ллардан бирор.

К(х ) функция- 
ж^ийматларини уз 

олмайди. Ленин 
функциянинг таъ- 

?=анишига асосан 
цийматлари 

интервалдаги 
l иккилик рацио-
---: онлардан иборат
* ,  унда зич жой- 
: »н. Бу царама- 
^ вчл и к  К (х ) функ- 

нг узлуксизлиги- 
|—г сботлайди. К (х ) 
i щя Кантор функ.
— ^  дейилади. Бу
-̂̂ г .ияга келгусида бир неча марта мурожаат этамиз.
---4- т е о р е м а. Чапдан узлуксиз булган %ар цандай

он функцияни ягона усул билан узлуксиз моно-
1 пункция ва чапдан узлуксиз булган сакраш функ-
— мшнг йигиндиси сифатида ёзиш мумкин.

=  бот. Айтайлик, f(x) чапдан узлуксиз монотон функция 
~  I. Бу функциянинг узилиш нуцталарини хг, х2, . . .  хп , 

^Иэцали ва бу нуцталарга мос келган функциянинг сак-
- «jhhh hlt h2, . . . hn, . . .  орцали белгилаймиз, h(x) ор- 

 «̂ уйидаги функцияни белгилаймиз:
h(x) = v  hn.

Хп < Х

f (х) —
функи
курса
функ1_
тамиз

-h(x) = (p(x) тенглик билан аницланган ф ( х )
з.ия камаймайдиган узлуксиз функция эканлигини

аиирл.
f(x )
бнлаъ
фарц!
гани
мак,
узлук

"гсак, теорема исботланган булади. Дастлаб ф ( * )  
-Яиянинг камаймайдиган функция эканлигини курса- 

. Бунинг учун х '^ х "  деб олиб,
Ф " )  — ф(*') = [/(*") — fix') ] — [h{x") — h{x')}

= жани царасак, у ^олда бу тенгликнинг унг томонида 
— «функциянинг [х\ х"\ оралицдаги тула орттирмаси 

унинг шу оралицдаги сакрашлари йигиндисининг 
— з  турганлигини курамиз. f(x ) функция монотон бул- 

учун бу айирманннг манфий эмаслиги равшан. Де- 
камаймайдиган функция экан. Энди ф(х) нинг 

“  сизлигини курсатамиз. Бунинг учун х=х0 нуцтани
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ихтиёрий танлаб, цуйидаги тенгликларни ёзиш 
кин:

ф(*о -  0) = /(*о -  0) ~  -  «) = /(*о -  °) “

Ф(х„ + 0) = f(x0 -f 0) — h(x0 +  0) = f{x0 + 0) — lim
£->0+

= f(xо + 0) У  hn
* „ <  X ,

Бундан
ф(х0 + 0) — ф(х0 — 0) = f{x0 + 0) — f(x0 — 0) — f

тенгликни оламиз, бу ерда h0 сон h (х) функци 
=xq нуцтадаги сакраши. Бу тенгликдан, f(x) 
функцияларнинг чапдан узлуксизлигндан з̂ а 
нуцтанинг ихтиёрийлигидан ф(Х) функциянинг 
лиги келиб чицади.*

46- §. Монотон функциянинг ^осиласи

Маълумки, f(x) функциянинг ^осиласи

/'(*) = limл-̂ о h
мавжуд булиши ёки булмаслиги мумкин, лекинг 
турт ифоданинг цар бири аниц бир маънога эг£ 
чекли цийматга, ёки + оо га ёки— ° °  га тенг:

Ш й  /(* + h) — f(x) n+= D fix), 

= D+ f(x),

h_>+o h
lim f(x +  h) — f (x) 

h-*+0 h
lim Я* + ft) /(*) _n —f(Y\

h -*-о h  ~  u  '
lim f(x + /;) — f(x)

г!миз мум-

■ 2  л » ,ДГл<Хо ’

хп<х„+е

о = 0 
янинг х = 

ва h(x) 
да х=*о 
узлуксиз-

цуиидаги 
булиб ё

D+f, D+f, D f, D-f сонлар / нинг x нуцтадаги %occ-- 1ла сонла-
ри дейилади.

Агар D+f — D+fiD~f — D-f) булса, у з̂ олда f(xp функция 
унг (мос равишда чап) %осилага эга дейилади ва бу з̂ осилалар 
f'+(x) (мос равишда f'_{x)) билан белгиланади.

Табиийки, функциянинг з^осиласи мавжуд бу.п^шиши учун
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ю^оридаги туртта ^осила сонларнинг бир-бирига тенг бу- 
лиши зарур ва кифоядир.

М и с о л л а р . 1) f(x) = \x\ функция х — 0 нуктада 
турли унг ва чап ^осилаларга эга.

^а^икатан,

D+/ = lL 5 H =lim -*— 1,ft->+0 h ft-,-f-o A
lim | h I — 0 _  lim A _  .

L ,+l ~  л-н-о h ~  ft-»+o h ~~ ’
D- / = ] S  = — lim ~ r  — — 1»

I h ~*—0 h  ft-> + 0  — h  h -» + 0  ^

lim I h | — 0 lim I — A| — 0 AD f = т— n — r— = г—z ----- г--  = — lim -j- = — 1.ft-»—о h ft-»+o —A ft-*+о ^

2) / < * ),( * sinT '
0, x = 0

функция учун x = 0 нуктада:
D+f =  — 1, D+f = 1, D—f = — 1, D~f = 1 • 

^акицатан,

ft sin —J- — 0 ____ " j" ’
D+f = lim ---- г--- = lim sin —  = 1,

h-*+0 n л->+о л
чунки sin л: функциянинг энг катта киймати + 1 га тенг; 

ft sin-^- — 0 j
D+f = lim ---- -̂-- = Jim  sin —  = — 1,ft̂ +o л-»+о л

чунки sin x функциянинг энг кичик киймати — 1 га тенг, 
Худди шунингдек, ,

1 1ft sin—  — 0 (—ft)sin
D~f = lim ----г----= l im ----- . ..

1 л— о h л-*+о (-Л)
= - lim sin _L  1;

л-*+о л 

ft Sin-;- —0 — Asin— —0
D -l = lim ----*----= ,im ---- J= « --- =

»— » 4 inJ+o <-k>
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бу ерда а <  Ь, c< d . 
х — 0 нуцтада:

D+f = a, D+f = b, D _f  ~ с, D~~f = d.
Х,аи,ии,атан,

ah sin2 —7—-f-6Aic°s3 —--- О
D+f -  Tim ----- -------- ----  =

h-++o h

= lim (a +  (b—a)cos2 — ) — a + (b— a)-l — b, 
h->+o\ h J

чунки cos2* функциянинг эн г катта циймати +  1 га тенг.

ah sin2-J- 4- bh cos2 —— — О
D+f = lim --------------------- =

ft-»+0 ft

= lim ( a -f (b — a)cos2— ) = a +  (b — a) 0  =  a,
Л - . + 0  \  h j

чунки cos2 л: функциянинг энг кичик циймати О га тенг. 
Худди шунингдек.

________ ch sin2 —— - f-  dh cos* ——— 0
D~f = lim _______5__________ h -

л— 0 h

[c +  (d — c)cos2 — ) = с + (d — c) ■ 1 =  d; 
л- —0 \ h )

ch sin2—p  + dh cos2 —  — 0
D-  /= lim ______ h.__________ *____=

л-*-о h

— lim (c +  (d — с) cos2 — ) = с +  (d — c) • 0 =  c.
h~ 0 V h 1

Бу мисоллар, ^ацицатан ^ам, ^осила сонларнинг турли бу­
лиши мумкинлигини курсатади.

46 .1-теорем а (Лебег), [а, b] сегментда ани^ланган 
ихтиёрий монотон функция бу сегментнинг деярли %ар бир 
нуцтасида чекли уосилага эга.
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V I  с б о т. Анвал теоремани [—а, а] сегментда узлуксиз м
ното ~z h  функциялар учун исбот этиб, сунгра шу сегментда j
луке _ из булмаган монотон функциялар учун уринлилиги
курс - ятамиз. Бундан теореманинг ихтиёрий [а, Ь] сегмент уч;
исбо ги у = —  а +  ь ~  а х чизицли алмаштириш орцали кел

2 2 а
чица _____ди.

----- ^злуксиз функцияларга оид цуйидаги леммани исб
цилг=̂ = I миз:

<L 6.2- л е м м а  (Ф. Рисс). [—а, а,] сегментда аницла 
ган узлуксиз ср(х) функция берилган булсин. Е  туплс
[— ^  'Д, а] сегментнинг шундай ички х нуцталаридан иб 
рат булсинки, бу нущталарнинг %ар биридан унг>

Ф ®  >  ф(*) (х <  I)
му не— -- з сабатни щноатлантирадиган £ нуцпт мавжуд була
У  xjc _мда Е  очщ туплам булиб, у ни тузувчи (ak, bk) ораль 
ларн^^^^инг х,ар бирида ф(ak) < <f(bk) тенгсизлик бажарилас 

^ ^ ^ ■ Л е м м а н и н г  и с бо т и. Дарцацицат, Е  очиц тупла
ч у н Е ------си %>х0 ва ф (|) >ф(хо) булса, у цолда ф нинг узл>
сиз; м  игига мувофи^ х0 нинг бирон атрофидан олинган л: ни 
5;ам = z » a  ^ийматлари учун ^ам %>х, ф (Е )> ф (я) те? 
сиз; 1  иклар уринлилигича ^олади. Агар, масалан, ф i 
мак~~ м  вчи функция булса, у ^олда Е  буш туплам булади.

у~ Энди (ak, bk) орал и к, Е  тупламни тузувчи орали^ларго 
бирж булсин. Бу тузувчи орали^дан олинган ихтиёрий х hj
та у— чун ф(х) < ф(bk) тенгсизликнинг уринлилиги курсатил 
У ^с~_. змда х ни ak га интилтириб, (1) тенгсизликни ^осил i 
лам^^^^^н з.

Дар^а^и^ат, хх ну^та х ва bk нуцталар орасида бу/ 
(яънс и  x < x l < b k),

ф(^) >  Ф к)
сизликни ^аноатлантирадиган ва bk га энг я^ин Hyi 
:ин. У  ^олда хх — bk тенгликнинг уринлилигини курса 

Агар бундай булмаса, Е  нинг таърифига кура шувд 
С  bk ну^та мавжудки, унинг учун

ф(*1) <  ф(^) 
тен1 сизлик уринли; иккинчи томондан,

ф(?]) < Ф к)-
Сун - I ти (2), (3) ва (4) тенгсизликлар зиддият ^осил ^ила

тенг-
булс=
миз.
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мак, хх — bk ва юцоридаги муло^азага кура ф(а  ̂
та лемма исботланди.*
46.3-и зол;. (1) шартларни цаноатлантирувч 

ни, цисцалик учун, унгга кутарилиш нуцтаси jz 
inra кутарилиш нуцтаси таърифи ^ам шунга у  ~ 
лади: агар х нуцта учун

1<х, ф(?) >  ф(х) 
ртларни цаноатлантирувчи Е нуцта топилса, х чап.<= 
аши нуцтаси дейилади. Юцоридагига ухшаш, чап: 
л нуцталари туплами очицлиги ^амда бу тупламн 
, bk) оралицларда

Ф Ю  >  ф(&*)
носабатларнинг уринлилиги курсатилади.
Энди монотон f (x) функцияни [— а, а] сегме 

ксиз деб, теореманинг исботига утамиз. Маса 
маймайдиган булсин. Ушбу

a)D + /<  + oo, б )D + f^ D - f
игсизликларнинг деярли уринлилигини фара^ 
лда теоремани исботлаймиз.
Дар^ацицат, f(x ) камаймайдиган функция бу- 

бли
Ш  = - / (- * )

'нкция ^ам камаймайдиган функциядир ^амда

D+/i(x) = lim
Ь-ь+О

fi(x + h) — fx(x) -—  - f[—(x+h)]-|-/C-
h = lim 

h
— _  f(—x—h)—f(—x) _—  

= lim ------ r---- = limA-*+0 t-».—0 

= D /(- x)

D J x{x) lim М Х + К> ~ Ш  = lim 
hft->—о

Лт»—о —h — lim
x-»+0

= D+ f(-x).
Энди, б) тенгсизликни f\(x) = — f (  — x) 

тбиц цилинса, цуйидаги тенгсизликнинг деяр. 
лиши келиб чицади:

ь) ф(ЬА),

и х нуц- 
гцейилади. 
зсшаш бе­

га кута- 
?а кутари- 

тузувчи

2нтда уз- 
-лан, f(x)

цилган

_^этгани са-

-х)

0 h
— X + т) — /( — х}

1

Т

)

- H - x - h ) + fC — х)
о h
f (- x  + x )- f (-------- X)

ункцияга 
1и бажа-
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D+f^x) = D~f(—x) < D_f\(x) = D+/( — x),
яъни

D~f(—x )^ D +f(—x).
D+f,D+f,D~f ва D _/ сонларнинг таърифланишидан ушбу

D+/ < D+/ на D J  < D“ /
тенгсизликлар бевссита келиб чщади.

Булардан ^амда а) ва б) тенгсизликлардан
£>+/ < D J  < £>“ / sc D+f ^ D + f<  оо

тенгсизликларнинг деярли бажарилиши келиб чи^ади: бу­
лардан эса чекли ^осиланинг деярли мавжудлиги ани^ 
куриниб турибди.

Теоремани тула исботлаш учун а) ва б) тенгсизлик" 
ларни исботлаш цолди.

а ) тенгсизликни исбот этмо^ учун
= {х : D+f(x) = 00} ва Е с = {х : D+f(x) >  с}

тупламларни киритамиз; Е ж cr Е с экани равшан. Агар D+/(x)>c 
булса, у ^олда шундай с( >  х) ну^та мавжудки, унинг учун

M z z M _ > c .
1 —  Х

Бундан, агар g(x) — f (х)—сх деб олсак,?у ^олда: g(?)>g(x)- Де­
мак, Е с туплам g(x) функция учун гс̂ оридаги леммада ани̂ - 
ланган ( ak,bk) оралш ую рда жойлашган. Шу билан бирга, 
уша леммага асосан,

f(bk) — cbk > f(ak) — cak ёки с (Ьк— а\) < f{bk) — f(ak)
тенгсизликлар бажарилади. Бундан:

£.2'.№ - S  W  -  f(a\) 1 < т - ш  
[к  к

Бу тенгсизликлардан куринадики, с етарли катта булганда 
(ак, Ьк) орали^ларнинг узунликлари йиррндиси*истаганча кичик 
цилиниши мумкин. Демак, Е ж тупламнинг /лчови*нолга тенг, 
яъни а) муносабат деярли уринли. - ' м

б) тенгсизлик хам юцоридаги мулохазаларни гкетма-кет~ тат- 
бик; к^лиш [билан исбот этилади. Бу Г тенгсизликка тескари 
булган

D + f> D _f
тенгсизликни каноатлантирувчи нукталар*"туплами^£* ушбу 

D J < c < C < D + f
16—418 241
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тенгсизликларни ноатлантирувчи нуцталар туплами Е сс ларнинг 
йигиндисига тенг; бунда с ва С сонлар, с < С муносабатни ца- 
ноатлантирган ^олда, барча рационал ^ийматларни ^абул кила- 
ди, яъни

Е * = [ } Е вС. (5)
с̂ .С\
cc£q

бу ерда Q — рационал сонлар туплами. Аммо {(с, C):c£Q, 
C£Q} туплам сано^ли булгани учун (5) йиринди ^адларининг 
сони сано^ли. Демак, агар Е сС лар а̂р бирининг улчови ноль 
эканлиги курсатилса, Е* тупламнинг улчови хам ноллиги ке­
либ чицади.

Шундай ^илиб, теоремани исботлаш учун Е сС тупламнинг 
улчови ноль эканлигини курсатиш кифоя.

х £ Е сС булсин. У  ^олда D~f <  с булганлиги учун х дан 
чапда ётувчи ^амда

/ щ = т < с  6
1—Х

тенгсизликни ^аноатлантирувчи £ нуцта мавжуд. £— 
булгани учун (6) тенгсизликдан

f(l) — c l> f(x ) — cx
тенгсизликни ^осил циламиз. Шундай цилиб, х нуцта 
g (x )= f (x )— сх функциянинг чапга кутарилиш нуцтаси. 
Бу функцияга Рисс леммасини ва унинг изо^ини татбиц 
^илиб, чапга кутарилиш ну^таларидан иборат булган очик; 
тупламнинг тузувчи оралицлари учун

f(ak) — cak >f{bk) — cbk
тенгсизликни, бундан эса

f{bk) — f{ak)^ c {b k — ak) (7)
тенгсизликни ^осил ^иламиз.

Ю^орида олинган х ну^та топилган (ak, bk) орали^ларнинг 
бирида ётади. Б у ну^тада

D+f >  С 
булгани учун (ak, bk) орали^да

Z>x, >  С (8)
S — х

тенгсизликларни ^аноатлантирувчи ну^тани топит мумкин. 
Кейинги ясашларимизни (ak, bk) орали^ларнинг ичида бажа- 
рамиз.
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(8) тенгсизлнклар х нуцтанинг f(x) — Сх функция учун унг­
га кутарилиш нуцтаси эканлигини курсатади. Бу функциянинг 
(iak, bk) оралицдаги барча унгга кутарилиш нуцталари туплами 
очиц булиб, бу туплам (akj, bkj) (J =  1,2, . . .) тузувчи оралиц- 
ларнинг йигиндисига тенг, шу билан бирга бу оралицларнинг 
чегарасида

^akj ^  / (bkj) Cbkj
ёки

f(bkl) - K a kl)> C (bkl- a kj).
Буни / индекс буйича йигиб,

-  “ « ) « -т-2  №ч> -  « “ */> ] <  т -[№>> -  « “ *> 1
тенгсизликларни ^осил циламиз. (7) дан фойдаланиб

2 (**/ — “ */) < jr (b k — а*)
/

муносабатга, £ буйича йириб эса

S  S  <**, — «= -5-S —“*)«= f (»  + a )- 2-f- (9)
к I | с  ^  °

муносабатларга эга буламиз. Куринадики, (akj, V  оралицлар 
системаси, (аА, 6Л) ораликлар системаси каби, £ сС туплам* 
ни цоплайди, аммо (akj, bkj) оралицларнинг узунликлари йигин- 
диси (ak, bk) лар узунликларининг йигиндисидан кичик.

Е сС тупламнинг а̂р бир х нуцтаси учун (akj, bkj) оралиц- 
ларнинг ичида юцоридаги ясашларни цайтариш мумкин. Нати­
жада янги учинчи хил (akjm, bkjm)  ( т — 1, 2, . . .) системани 
ва туртинчи хил (ah/mn, bkjmn) (пг, п = 1,2, . . .) системани х;о- 
сил циламиз ва булар учун:

Бу ифодани k ва j  буйича йигиб ва (9) дан фойдаланиб

X  2  2  2  ( -  ч ! т ) -  (-£-)’ 2 ( V — “ *) <
k j т  п V ^ /

< Ш ’ (а+ “> = НгГ-2а
тенгсизликларни ёза оламиз.

к
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Бу ифода курсатадики, туртинчи каДамДа олинган ( akjmn, 
Ъщтп) оралшутарнинг (ЕсС тупламни и;оплаган ^олда) узунлик- 
лари йигиндиси илгариги а̂дамда олинган оралщларнинг узун- 
ликлари йириндисидан кичик. Агар ю^оридаги ясашларни давом 
эттирсак, у ^олда р- а̂дамдаги орали^лар системаси >̂ам Е сС 
тупламни ^оплайди ва бу системадаги оралщларнинг узунлик- 
лари йигиндиси  ̂ ■ 2а дан катта булмайди ва демак, р
етарли катта булганда, уни ихтиёрий сондан кичик к̂ илиниши 
мумкин. Бундан Е сС тупламнинг улчови нолга тенглиги келиб 
читали.

Ш у билан теорема узлуксиз монотон функциялар учун 
исбот килинди. Энди теоремани узлукли монотон функ­
циялар учун исботлаймиз.

Эслатамизки, ихтиёрий монотон функция фацат бирин­
чи турдаги узилишларга эга булиши мумкин. Шунинг 
учун з̂ ар цандай ну^тада f(x) функциянинг унг ва чап 
лимитлари мавжуд:

/(* +  0) = lim /® , f(x — 0) = lim/ (£),
%>x |< *

Дар^ацикат, бирор томондан бир нечта турли лимит 
цийматларнинг мавжуд булиши функциянинг монотонли- 
гига зид. (f(x—0), f(x + 0))  орали^ узилиш оралири, бу 
орали^нинг узунлиги, яъни f{x + 0) — f(x — 0) айирма 
f(x) функциянинг х ну^тадаги с а к р а ш и  булади. f(x) 
функция монотон булгани учун турли узилиш оралицла- 
ри кесишмайди (купи билан умумий учга эга булиши 
мумкин); агар ^ар бир оралицдан биттадан рационал сон- 
ни танлаб олсак, бундай оралицларнинг сони купи билан 
сано^ли булишини курамиз. Демак, монотон функциянинг 
узилиш нуцталари купи билан сано^ли экан.

Узлукли монотон функциянинг хосиласи мавжудлиги- 
ни текшириш учун Рисс леммасини умумлаштирамиз. 
f(x) функция узлуксиз булмаса з̂ ам купи билан биринчи 
турдаги узилишга эга булган функция булсин. Агар х 
ну^та учун

х < 1  шах [/(*), f(x -  0), f(x 4- 0)] <  f(l -  0)]
тенгсизликни каноатлантирадиган £ нуцта мавжуд булса, 
х ну^та рнгга кдтарилиш нуцтаси дейилади (45.3- изо^- 
даги таъриф билан солиштиринг). Юцорида келтирилган 
Рисс леммасидаги муло^азаларни такрорлаб, барча унгга
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кутарилиш ну^таларидан иборат булган тупламнинг очи^- 
лигини ва бу тупламни тузувчи (ak , bk) орали^ларда

Kak + 0) < f(bk 0)
тенгсизликнинг уринлилигини ^осил ^иламиз. Бу эса теоре­
манинг исботини узгаришсиз утказиш учун кифоя. Ш у 
билан теорема тула исботланди.*

46.4-т е о р е м  а (Фубини). [а, Ь\ сегментда
Six) = h{x) +  f2(x) +  . . .  (Ю )

цатор берилган булиб, унинг %адлари камаймайдиган 
(усиб бормайдиган) функциялар булсин. У холда бу 
к^аторни деярли %ар бир ну^тада х1адлаб дифференциал- 
лаш мумкин, яъни деярли %ар бир нущтада:

S'(*) = / ,'(* )+ / '(* )+  . . . .
И сб о т . Теореманинг умумийлигини чегараламасдан /п(а)= 

= 0 ва ^амма fn функцияларни камаймайдиган деб фараз килиш 
мумкин. f'n(x) ва 5'(x) лар деярли хар бир нук,тада мавжуд, 
демак, [а, Ь] да улчови b — а га тенг булган шундай Е  туп­
лам мавжудки, бунинг хар бир ну^тасида х,ам fn(x) (n = 1,
2, . . .), д;ам S'(jc) лар мавжуд. х (£ Е )  ва ихтиёрий I  учун ушбу

оо

2  [/„(&)-/„(*)] S(l) -  S(x)
I  — X \ — x

муносабатни ёзамиз. Чап томондаги ифоданинг ^адлари манфий 
булмагани сабабли бундан ихтиёрий натурал N  учун:

N
2  1 Ш - Ш  ]
J E i _____________ S (5 )- S (x )

Бундан х да лимитга утиб,

2  f'n(x) < S'(x)
Л= 1

тенгсизликни ва jV ни оо га интилтириб, f'n(x) ларнинг манфий 
эмаслигини ^исобга олинса,

v  r„(x)<S\x) ( 11)
П=1

тенгсизлик келиб чицади.
Энди охирги (11) муносабатда деярли >̂ар бир нуцтада тенг­

лик ;уринлилигини курсатамиз. (10) муносабат уринли булга-
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ни учун шундай k топиладики, (10) каторнинг 5 _ хусусийnk
йигиндиси учун:

0 < S (b )- S nk(b )< ± (k = l,2 ,  . . . ) .

Ушбу
S ( x ) - S nk(x) = '2 ffx )

i>nk
айирма камаймайдиган функция эканлигидан барча х учун 

0 < S (x )- S nk(x)<±-

булади. Бундан

v  [S (x )-S (х)\ 
ft=i А

Каторнинг [а, Ь] сегментнинг з̂ ар бир нуктасида я^инла- 
шувчилиги (з^атто текис якинлашувчилиги) келиб чицади. 
У  з̂ олда ( 11) муносабатни исботлаганимиз каби, ушбу

v  [ s 'w - s ; 4w ] 
k=\

Каторнинг деярли хар бир нуктада якннлашувчанлигинн келтириб 
чикарамиз. Бу каторнинг умумия хади S ’ (х) — S ’ (х) деярли
з̂ ар бир нуктада нолга интилади, демак, деярли хар бир нук- 
тада S'nk(x)-+S' (х). Иккинчи томондан, агар (11) муносабат-
да <  ишораси турганда эди, хеч канДай хусусий йигиндилар 
S ' (х) га интила олмас эди. Шундай килиб, (11) да деярли >̂ар 
бир нуктада тенглик булиши керак. Бизга эса шуни исботлаш 
керак эди.*

М исол. Энди хосиласи деярли хар бир нуктада ноль бул­
ган хамда хеч кандай ораликда узгармас сонга тенг булмаган 
монотон узлуксиз функцияга мисол келтирамиз. (0,1) интервал- 
дан бирор t сонни танлаб, [0,1] сегментни (kT~n, (k -Ь 1) 2~п), 
k = 0, 1, 2, . . . , 2п — 1 куринишдаги 2п та тенг булакларга 
булиб, индукция усули ёрдами билан [0,1] сегментда аникланган 
Куйидаги функциялар кетма-кетлигини тузамиз: п= 0 да Ф0 (х) = 
=  х булиб, ихтиёрий п да срл (х) функция [0,1] сегментда аник­
ланган, узлуксиз .чамда хар бир (а, р) = (k2~n, (k + 
+  1) 2~п) куринишдаги булакчада чизикли булсин. л -f 1 да 
Фч+1 (х) функцияни куйидагича аниклаймиз: х — а ва х = Р 
нукталарда
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' 2
1   t / \ I 1 “Ь ̂  /04

=  —  Ф „ (« )+  —  Фл(Р)»

бу ерда t — юцсри^а танлаб олинган сон,
оралицларда эса ф „ +1(х )  ни  ч и зи ц л и  деб хисоблаймиз.

Равшанки, бундай аницланган (рп (х) функциялар усувчи 
функциялардир ва

Шунинг учун {фп(х)} кетма-кетлик бирор камаймайдиган ф(х) 
функцияга яцинлашади. Бу ф (х) функциянинг узлуксиз, жид- 
дий усиб борувчи ва деярли хар бир нуцтада хосиласи нолга 
тенг эканлигини исбот циламиз. Бунинг учун [0,1] сегментдан 
бирон х нуцтани оламиз на а̂р бири бу нуцтани уз ичига 
олган ва бир-бирининг ичига жойлашган (ап, рп) оралицлар 
кетма-кетлигини тузамиз, бу ерда

Агар бирор (осл+1, рп+,) = (ш2 п \ ( т +  1)2 п 1), ( т  = 
= О, 1, 2, . . .  , 2"+1 — 1) булакчани олсак, у холда ап+1 
нуцта (худди шунингдек, Рп+1 нуцта) ёки бирор (ап, f>n) = 
= {k2~n, (k+  \)2~n)(k = 0, 1, 2, , 2n— 1) оралицнинг 
урта нуцтаси булади ё булмаса ап нук,та билан ёки Рп нуц- 
та билан устма-уст тушади.

Масалан, агар ал+1 нуцта ап нуцта билан устма-уст туш- 
са, у холда Рл+1 нуцта (ап, Рп) ораликнинг урта нуцтаси бу­
либ, <рп (х) функциянинг аницланишига асосан ушбу

тенгликни оламиз.
Аксинча, агар ап+1 нуцта бирор (ап, Рп) оралицнинг урта

0 < Ф „М < Ф „+1С*)< 1.

Ф„+, Ф л + i) —  Фп+1 K + l )  =  ~  [ф„ (Рп ) —  Фп К ) ]
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нуцтаси булса, у хрлда ря+1 нуцта Рп ну^та билан устма-уст 
тушиб, яна q>n (х) функциянинг аншуганишига асосан

Ф„+1(Р„+1) = Ф„(Р„).
Ф„+1 («„+,) = Ф„ К )  +  ^  ф„ (Р„)

тенгликларга эга буламиз. Булардан

Ф„+1 (Р„+1) — Ф„+1 К +1) = ^  [Ф„ (Р„) — Ф„ (* „ )J

тенгликни оламиз.
Демак, умумий холда ушбу

Ф„+, Фл+1) — Ф„+1 (ая+|) = (Ф„ (Р„) — Ф„ («„)!
тенгликни ёзишимиз мумкин. Бундан ва

Фр (0Ьр) = ф (Ор), Фр (Рр) = Ф (р )̂
тенгликлардан

Ф (P„+i) — Ф («„+,) = ^  [ф (Р„) — Ф («„)] 

тенгликни, бундан эса

Ф(Р„)~Ф(«„) = П  1 + 8* *■ (Ч  = ± J)
*=i

тенгликни хосил ^иламиз. t £ (0,1) булгани учун 0 <  1 + 
+  eft t <  2 булгандан

Ф (Р„) — Ф К )  >  0 
муносабат ва п —*~ оо да

ф (Р„) —фЮ
муносабат келиб чи^ади. Демак, ф(х) узлуксиз, жиддий 
усувчи функция ва унинг ^осиласи (мавжуд булган ну^- 
таларда) ^уйидаги ифоданинг л—>-оо даги лимит ^иймати- 
га тенг:

Л, 1 + е*/
П

, 2- - = 2- + ч ,). 
Р п—ап k+ ± — L  к=\ 2 А=1

2п 2п
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Аммс id  бу ифоданинг лимита ё аник булмайди ёки чексиз 
ёхуд нолга тенг. Натижада з̂ осила мавжуд булган
з^амм а нукталарда: ф' (х) = 0.

41— )Л- теоремага асосан досила деярли з̂ ар бир нуктада 
мавж----уд. Демак, деярли з̂ ар бир нуктада ф' (х)=0.*

47- §. Узгариши чегараланган функциялар

М ____уз̂ им ва купгина татби^ларга эга булган функциялар
opact— =^да узгариши чегараланган функциялар синфи катта 
аз̂ ам — -иятгя эга.

Т  а ъ р и ф . [а, Ь) сегментда аницланган Ф (х ) функция 
бери---- - булсин. Агар [а, Ь\ сегментни

а = а0<_а1С  . . . < а п = Ь 
ну̂ гпе.-- -л,лар билан ихтиёрий п кисмга булганимизда at (i =
= 1, 2, . . ., п) ну^та.гарни танлаб олиилга борлщ булма­
ган в *7 ушбу

2  1Ф ( a f )  — Ф ( a f _ , )  | <  /С  ( 1 )

l= 1
тенге=--- изликни цаноатлантирадиган узгармас К  сон мав­
жуд булса, у \олда Ф (х ) функция [а, Ь] сегментда узга- 
ришил---  чегараланган дейилади.

X ; ф кандай узгариши чегараланган функция чегараланган 
функ1— з.иядир. Х,акикатан, Ф (х) узгариши чегараланган булгани 
сабаб^ 1и хар кандай х £ [а, Ь] учун

| Ф ( х ) - Ф ( о ) \ < К
Бунд;--- =щ ва

| Ф(х) | < | Ф (х )- Ф (а )  | +  | Ф(а) | </С +  |Ф(а)|
тенге. изликдан Ф  (х) функциянинг чегараланганлиги келиб 
чика  ̂ 1и.

О, —датда (1) тенгсизликнинг чап томонидаги йириндининг 
аник юкори чегарасини ([а, Ь] сегментни кисмларга турлича бу-
лишл;-- =jp тупламига нисбатан) V° (Ф) билан белгиланади ва бу
сонни Ф (х) функциянинг [а, Ь] сегментдаги тула узгариши 
дейил: ади.

и с о л л а р. 1) [а, Ь\ сегментда аникланган ва моно­
тон ^  >’сувчи Ф  (х) функция чегараланган узгаришга эга, 
чунк^ = 4 унинг учун ( 1) куринишдаги з̂ ар канДай йигинди 
Ф  (Ь ~ ) — Ф (а ) га тенг.
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Шунга ухшаш, [а, Ь\ сегментда аницланган в а  монотон 
камаювчи Ф (* ) функция ^ам чегараланган узга^^щришга эга.

2) Агар бирор мусбат ва узгармас А сон ^амд^^ш. ихтиёрий 
х, у £ [а, Ь] нуцталар учун | / (х) — / (у) | < А | х — 1 тенгсиз­
лик бажарилса, f(x) функция [а, Ь] сегментда Л ш гишц шар­
тини цаноатлантирувчи дейилади. [а, Ь] сегмент- _да чегара­
ланган ва Липшиц шартини каноатлантирувчи / (х--- 3 функция­
нинг узгариши чегараланган булади. Дархацицат----, Липшиц
шартига мувофиц:

I / (ak+l) — / (ak) \ < А | ak+l — ak ],
бундан: Vba (/) < А (b — а), яъни / нинг узгариши че1---- 'араланган.

Энди узгариши чегараланган функцияларнин=^ г тузили- 
ши ва хоссаларини ^рганишга j/тамиз.

47.1-т е о р е м а. [а, b] сегментда узгариша---1 чегара­
ланган икки Ф г (лг] ва Ф 2(*) функциянинг и • -игиндиси, 
айирмаси ва купайтмаси %ам узгариши чегаралаhz-- ган функ­
циялар булади.

И с б о т .  Дар^ацицат, [а, Ь] сегментни и: ггиёрий п 
цисмга булиб,

V  | ф (а.) -  ф (<*._,) I ^  У  | Ф , (fl(.) -  Ф , (а£_,) | +
/=1 (=1

+ 2  1Ф 2(йг) - Ф 2ч ._ ,)|
(=|

тенгсизликларни ёзишимиз мумкин; бу ерда: Ф  (х) — Ф х (х) + 
+  Ф 2(л:). Бундан

^ ( Ф Х У ^ Ф О  + ^СФ,),

яъни Ф (я ) функциянинг узгариши иргярялянгям ---т-пиги бе-
восита келиб чицади.

Айирма учун э̂ ам теорема шунга ухшаш исб -отланади. 
Энди Ф 1(*) ва Ф 2(л:) функцияларнинг куп^^вйтмасини 

оламиз:
Ф (х )^ Ф 1(х )Ф 2(х). 

р =  sup | Ф х (л:) |, q = sup | Ф 2 (х) | булсин Ф : (а:) ва Ф 2 (л:)
а<х<Ь х £ [ а, Ь ]

функциялар узгариши чегараланган булгани сабабли чегаралан- 
гандир. Шунинг учун р pa q сонлар чекли. Бу хол;^в^а:
IФ  Ч +1) -  ф К ) | < | Ф , (ak+l) ■ ф2 (ak^) -  Ф, (ak) ■ Ф 2 =  (ak+l)\:+  
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+  IФ 1 (a*) • Ф 2 (ak+l) — Ф , (ak) • Ф , (o4) | < q | Ф , (a4+I) —
— Ф |К )1  +  р |Ф 2(а4+1) — Фг (ак) |.

Бундан
^ (Ф )< < 7 ^ (Ф 1 ) +  Р ^ ( Ф 2),

яъни Ф |/Ф 2 функциянинг узгариши чегараланган.*
47.2-теорема. Агар а<.с<С.Ь булса, у %олда:

V ba (ф) = у* (ф) +  V bc (ф). (2)
И сб о т. Агар с нуь̂ та булиш ну^таларидан бирига тенг, 

масалан, с = ат булса, у холда
л—1 т —1
\ | ф к + 1) _ ф (а.)1== |Ф (а {.+1)- Ф (а ; ) |  +

1= 0  1=0 

п—1

+ 2 1 Ф К +.) - ф (а £) 1 (3)
i=m

тенглик уринли булади. [а, Ь] сегментни ихтиёрий майда к;исм- 
ларга булиш хисобига бу тенгликнинг унг томонидаги й№ин- 
дини V°a (Ф) + Vb (Ф) сонга истаганча яи̂ ин к,илиш мумкин. 
Шунинг учун

П—1
Vba (Ф ) = sup v  | ф (а. н ) _  ф (а,) | > V* (Ф) + Vbc (Ф) (4)

1 = 0

муносабатларни ёзишимиз мумкин.
Иккинчи томондан, ихтиёрий кисмларга булинган 

[а, Ь\ сегментни олиб, кушимча с булиш ну^таси кири- 
тилса, ( 1) тенгсизликнинг чап томони ортишигина мумкин. 
Шунинг учун с булиш нуцтасими ёки булиш нук;таси 
эмасми, барибир, (3) га мувофиц ^УЙндаги тенгсизлик 
уринли:

V  IФ  (а1+1) -  Ф  (af) | < v : (ф) +  Vbe (Ф).
1 = 0

Бу тенгсизлик чап томонининг ю^ори чегараси олинса,
v b (ф) < Vea (Ф) + vbc (Ф) (5)

тенгсизлик келиб чи^ади.
(4) ва (5) муносабатлардан (2) тенглик келиб чи^ади. *
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47.3- т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментда #згарииги чегара­
ланган %ар цандай Ф (* ) функция икки монотон усувчи 
функциянинг айирмаси сифатида ёзилиши мумкин. 

И с б о т .
F  (х) = 1/а" (Ф), G (х) = V* (Ф) -  Ф  (х)

функцияларни киритиб, уларнинг jqap бирининг монотон 
усувчилиги курсатилса, теорема исбот этилган булади.

47.2-теоремага мувофи^, агар у^ х  булса.

К  (ф) -  К  (ф) = v* (ф) > о.
яъни F  (х) — монотон усувчи функция. G (х) функция хам мо­
нотон усувчи. Дарха^ицат, у > х булсин. У холда: х »

G(y) -  G (х) = Vya (Ф) -  V* (Ф; -  Ф  (у) +  Щ х) =

- V I  (Ф) — [Ф  (у) — Ф  (х)1 > 0,
чунки

У * т > \ Ф (у ) - Ф (х ) \ . *

Сунгги теореманинг мо^ияти шундаки, бунинг ёрдами 
билан узгариши чегараланган функцияларнинг баъзи хос- 
саларини монотон усувчи функцияларнинг хоссасидан 
келтириб чи^ариш мумкин ва аксинча. Масалан, узгариши 
чегараланган Ф(л:) функция бирон нуктада унгдан узлук­
сиз булса, у ^олда F  (х) ва G (х) функциялар ^ам шу 
нуктада унгдан узлуксиз булади. Масалан, бу жумлани 
F  (х) функция учун исбот этамиз.

Ф  (х) функциянинг д:0 нуктада унгдан узлуксизлигидан фой- 
даланиб, ихтиёрий берилган е >  0 учун шундай б >  0 сонни 
топамизки, агар х± — х0 <  б ва хх >  х0 булса,

1Ф(х1) - Ф ( х 0)1 < |  (6)

тенгсизликни ёзишимиз мумкин.
Энди [х0, b] сегментни л та х0< ^ <  . . .  <  хп = Ь цисм- 

га буламизки, улар учун куйидаги тенгсизлик уринли булсин:

V  1Ф  ixk+\) Ф  (хА) | >  У*о(Ф) у  
k=0

Х\ ну^тани олишда хх <  х0 +  б тенгсизликка риоя к,илишимиз 
керак. У  х;олда (6) га мувофиц:
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v i m  <  V  | «г (ж,+1) -  ф а д  I +  j  <
к=о

< 2  1ф к +. ) - ф (^ )1+ е < ^ + в
к=1

ёки 47.2-теорема га асосан
1Л (ф ) = ^ о ( Ф ) - ^  (Ф )< е ,

бундан эса F {х) = V* (Ф) функциянинг х = х0 нуцтада унгдан 
узлуксизлиги бевосита келиб чицади.

4 7 .4 -н ати ж а. Агар узгариши чегараланган Ф (* ) 
функция [a, ft] сегментда узлуксиз булса, у %олда F (x ) 
ва G (х) функциялар \ам шу сегментда узлуксиз бу­
лади.

4 7 .5 -н ати ж а. Бирон функциянинг [а, Ь\ сегментда 
узгариши чегараланган булиши учун унинг икки моно­
тон усувчи функциянинг айирмаси сифатида ёзиш мум-- 
кинлиги зарур ва кифоядир.

4 7 .6 -н ати ж а  (Лебег). Узгариши чегараланган %ар 
цандай функция деярли %ар бир нуцтада чекли \осила- 
га эга.

Б у  натижалар 46.1, 47.1 ва 47.3-теоремалардан бево­
сита келиб чицади.

Биз 45- § да чапдан ва унгдан узлуксиз булган сакраш 
функцияларини киритган эдик. Энди бу параграфда сакраш 
функциясини цуйидагичт умумлаштирамиз: фараз цилайлик, 
хи х2, . . . , х„ , . . . нуцталар [а, Ь\ сегментдан олинган со­
ни чекли ёки саноцли нуцталар булсин. Х̂ ар бир xk, 6= 1,2, . . . 
нуцтага иккита qk ва hk сонларни мос цуямиз ва улар учун 
ушбу

2  ( I ^  I + 1 / х  +  ° °  
к

муносабатнинг бажарилишини талаб этамиз: ундан ташцари, 
хк = а  булганда qk — 0 ва xk — b булганда эса hk =  0 бул­
син. К,уйидаги тенглик билан аницланган

н  W  = 2  q* +  2  й*
xk Xk <Х

функция сакраш фунщияси дейилади. Бу функция учун 
Vba (Н) = "У {\qk | +  | hk\) эканини бевосита текшириб куриш 

k

www.ziyouz.com kutubxonasi



мумкин. Н(х) функциянинг узилиш ну^талари хх, х2..........
хп, . . .  ну^талардан иборат булиб, .\ар бир k натурал сон 
учун qk ва hk сонлардан бирортаси нолдан фар^ли булса, унинг 
хк ну^тадаги сакраши цуйидагига тенгдир:

Н (xk) — Н (хк_<) = qk,

Н  (**+0) Н (Хк) ~
45.4- теоремага ухшаш теорема бу ерда ^ам ^ринли- 

дир.
47.7-т е о р е м а. [а, b] сегментда аницланган %ар 

цандай узгариши чегараланган f(x ) функция ягона усул 
билан ср(Х) узлуксиз функция ва Н (х ) сакраш функция- 
ларининг йигиндиси сифатида ифода этилади.

Бу теореманинг исботи 45.4- теореманинг исботидан 
фарц килмаганлиги сабабли, унинг исботига тухталмай- 
миз.

Энди узлуксиз, лекин узгариши чегараланмаган функ­
цияга мисол келтирамиз.

Ф  (л:) = х cos—, (х ф  0),
Ф  (0) = О

булсин. Бу функция л: = 0 нуцтанинг атрофида сони чек­
сиз максимум ва минумум нуцталарга эга. К,уйидаги жад- 
вални тузамиз:

—  1 -L _L ±х I, 2 , з , ----

, ( _ 1)Я J_ ...........
2 3 п

Бундан куринадики:

У | ф Ш _ ф (_ _ !_ )  =-14- — + — + . . . -ь ^ l± JL  >
Я  U /  \£+ 1 / 2 ' 6 12 п (п + 1)

> 1 4 - у 4 -  . . .  4-2 п
яъни Ф(л:) функциянинг [0,1] сегментдаги узгариши

V j (Ф )  =  +  оо.

47.8-те орема. Агар [а, Ь] сегментда аницланган ва 
узгариши чегараланган Ф  (х) функция бирон х0(£ [а, b]) нуц- 
тада узлуксиз булса, у холда бу нуктада ф (х )  = Vxa (Ф) 
функция %ам узлуксиз булади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



И сб о т . xQ <  b булсин; ф(х) функциянинг х0 нук;тада унг­
дан узлуксизлигини курсатамиз. Бунинг учун [лг0, Ь] сегментни 
шундай

х0 = а0< а 1< а 2<  . . . < a n = b
п та к>исмга буламизки, ихтиёрий е ]> О сон учун ^уйидаги 
муносабат уринли булсин:

V  I ф (а[+1) -  Ф  (flf) I >  Vbxp )  -  е. (7)
(= 0

Чап томондаги йигинди булиш ну^талари купайганда уси- 
шигина мумкин; шунинг учун Xi ну^тани ^уйидаги тенг­
сизлик уринли буладиган цилиб танлаб оламиз:

I — I < е
У ^олда (7) дан:

V* (Ф) <  2е +  2  I Ф  (at+1) -  Ф  Ю  I < 2 е +  V*. (ф)'
1 =  1

Бундан:

К [  = К  — К °  = (Р (*i) — Ф (*о) < 2 е> яъни
Ф(х0 + 0) — ф(л:0) < 2 е;

е ихтиёрий булганлиги учун: <р (х0 +  0) = ср (х0). ф (х0 — 0) =  
= ф (х0) тенглик >̂ам худди шунга ухшаш исбот этилади, яъни 
Ф (х) функция (агар х0 >  а булса) х0 ну^тада чапдан узлуксиз. 
Хусусий х0 = b (х0 = а) ^олда ф (х) ни х0 ну^тада чапдангина 
(х0 нуцтада унгдангина) узлуксизлигини курсатиш кифоя. *

47.9-теорема, [а, b] сегментда анщланган функция- 
лардан иборат Р  — {Ф } чексиз туплам берилган булиб, бу 
функциялар туплами бирор узгармас М  сон билан чегара­
ланган, яъни

\ Ф (х )|< М  (хG [а, Ь\\ Ф  £Р) (8)
булса, у хрлда ихтиёрий сано^ли Е  cz [а, Ь\ туплам чун Р  
тупламдан шундай (Ф „ (х)} функциялар кетма- кетлигини 
ажратиб олиш мумкинки, бу кетма-кетлик Е  тупламнинг 
щр бир ну^тасида ящнлашувчи булади.
Л Н И сбот. Е  туплам сано^ли булганлиги учун унинг эле- 
ментларини {x j  кетма-кетлик шаклида ёзиб,

# 1 = {ф (*1)Н ф <=я)
тупламни тузамиз; бу ерда Ф  нинг ^зи Р  тупламда узга- 
ради. I
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(8) шартга кура Н\ туплам чегараланган булади. Де­
мак, Больцано — Вейерштрасс теоремасига мувофи^ бу 
тупламдан якинлашувчи кетма-кетликни ажратиб олиш 
мумкин:

Ф'/Ч*,), Ф<‘> (*,) . . . ; lim Ф''-> (*,) = <*,.

Энди цуйидаги чегараланган кетма-кетликни туза-
миз:

Бу кетма-кетликка хам Больцано — Вейерштрасс теоре- 
масини татби^ цилиб, х2 нуктада якинлашувчи

Ф ?  (*2), Ф р (х 2). . . ; lim Ф^(х2) = а2
п—юо

кетма-кетликни хосил ^иламиз. Бу жараённи чексиз да- 
вом эттириб, куйидаги якинлашувчи, сони сано^ли кетма- 
кетликларни тузишимиз мумкин:

Ф |, , (х1), Ф*1* (*,), • 

Ф<2)(*2). <  (х2), .

ф\т ) (хт ), Ф Г ( х т ),

а,;lim Ф'UП-*оО
lim Ф™ (х2) = а2;

(9)

lim Ф ™  (хт)= ат .

Бу кетма-кетликларнинг хаР бири олдингисининг кисм 
кетма-кетлигидир. (9) кетма-кетликларнинг диагоналида 
жойлашган элементлардан

ф <‘Ч *)>  . . .  (Ю)
кетма-кетлик тузилса, бу кетма-кетлик сано^ли Е  тупламнинг 
хар бир ну^тасида якинлашувчи булиб, биз излаган кетма- 
кетлик булади. (10) кетма-кетлик Е  тупламнинг хар бир нуц- 
тасида яцинлашади, чунки агар хк£ Е  булса, у холда {Ф ^ (хк)} 
кетма- кетликнинг тузилишига кура п оо да ак га яцинла- 
шади.

47.10-т е о р е м а. [а, Ь] сегментда аницланган ijсувчи 
функциялардан иборат чексиз Р  = {Ф } туплам берилган 
бдлиб, бу функциялар туплами бирон узгармас М сон 
билан чегараланган, яъни

|Ф (х)|< Л1 (х£[а,Ь\\ Ф £ Р )
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булса, у %олда Р  тупламдан \а, Ь] сегментнинг %ар бир 
нуцтасида бирон усувчи ср(х) функцияга ящнлашувчи 
кетма-кетликни ажратиб олиш мумкин.

И сбо т. 47.9-теоремадаги саноцли Е  туплам сифатида [а, 
Ь\ сегментдаги з̂ амма рационал нуцталардан ва а нуцтадан 
(агар а иррационал булса) иборат тупламни олиб, берилган Р  
тупламга шу теоремани татбик, циламиз. У  холда Р  тупламдан 
Е  тупламнинг хар бир нуцтаеида чекли лимитга эга булган 
Н  = {Ф (п) (х)} кетма- кетликни ажратиб олишимиз мумкин, яъни

I  lim  Ф (п) (xk) = ak. 57(11)Л-v оо 1ча
Энди Е  тупламнинг хар бир ну^тасида ^иймати (11) ли- 

митнннг унг томонига тенг ^ (х) функцияни курамиз, яъни 
г|з (xk) = ak (xk £ E). г|з (x) функция E  тупламда ани^ланган бу­
либ, усувчи функция булади, чунки Рсистемадан ажратиб'олин­
ган {Ф <п) (я)} функциялар кетма- кетлигининг >̂ар бир элемента 
усувчи функтшя (теореманинг шартига кура) булгани ; учун 
Х[ < х. да if (х-)=а1-=ПтФ(п) (л:(.)< Н т Ф<п)(л:.)= а|:(х.).’Демак, 'агар

п —ю о  п - *  оо * *

xL ва нуцталар Е  тупламга тегишли булиб, xt <  Xj булса, 
У х;олда

Ф (* ;К  Мх,).
Энди tJj(х) функцияни (а, b] ярим орали^нинг ^амма ирра­
ционал ну^таларида цуйидагича ани^лаймиз:

М  = SUP {Ф (**)}>xk< X

бу ерда хк ва х мос равишда Е  тупламнинг рационал ва ирра­
ционал нуцталари. Равшанки, \|: (х) функция тузилишига кура 
[а, b] сегментда усувчи функциядир. Демак 45.3-теоремага 
асосан гр (jc) функциянинг узилиш нук,таларидан иборат Q туп­
лам купи билан санокли булади.

Агар х0 нуцта г)з (х) нинг узлуксизлик нуцтаси булса, у о̂л-
да

Н т Ф (п)(*о) =  гр (лг0>. (12)п-юо
Дархак^ат, ихтиёрий е >  0 учун Е  тупламда шундай л/ 

ва xi ну^талар мавжудки, улар учун

Xi < х 0<  xs ва \|- Ц.) — $ (*,-) <  -j-

муносабатлар уринли.

17—418
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(И ) га мувофи ,̂ xi ва х. нуцталар учун шундай натурал 
п0 сон мавжудки, п >  п0 булганда

|Ф<П) (х£) -  ф (xt ) | < f ,  |ф(п) (х,) -  *  Ц)1 <  у

текгсизликлар уринли булади, яъни

—  у  <  Ф (П> (*<) -  Ф (*;) <  у  , -  у  <  Ф '"’ (*,) -  Ч> (*,) <  у  •

г|э(х) нинг тузилишига мувофи ,̂ бу муносабатлар га асосланиб, 
«> /г0 булганда ^уйидаги тенгсизликларни ёзишга ^а^лимиз:

Ф(,1) (xt) = (Ф(п) (х,-) — (х(-)) +  (ф (xt) — г|> (х0)) + ф (х0) >

> -- + ^ ̂ о) == ^ (* °' ~~ Е’
ф <п) Ц )  =  (Ф <п) Ц )  —  Ф Ц )) +  (ф (*,) —  Ф W )  +  Ф (*о) <

<  у  +  у  +  ф (*„) =  ф W  +  е.

Булардан ва х- <  х0 <  х. учун

Ф <п) (Xj-) < Ф(п) (х0) < Ф(я) (х,) 
тенгсизликнинг уринли эканлигидан п >  п0 да 

г|5 (х0) — е <  Ф (п) (х0) <  \|з (х0) + е
тенгсизликлар уринли булади ва бундан (е >  0 ихтиёрий бул­
ганлиги учун) (12) муносабат келиб чи^ади. 45.3-теоремага 
асосан \|з(х) функциянинг узилиш нук,талари туплами купи би­
лан сано^ли булгани учун

1 im Ф (п) (х) = г]з (х) (13)
П ~ *  ОО

тенглик [а, Ь] сегментнинг купи билан сано^ли Q к^исмидагина 
бажарилмаслиги мумкин. Шуни назарда тутиб, 47.9-теоремани 
Н  = {ф (л) (х)} кетма-кетликка татби^ и,иламиз; Е  туплам сифа- 
тида Q нинг (13) муносабат бажарилмаган ну^таларини оламиз. 
Бунинг натижасида Н  кетма-кетликдан [я, Ь] сегментнинг ^ар 
бир ну^тасида я^инлашувчи Нг = {Ф (Г1А> (х)} ^исм кетма-кет­
лик ажратиб олиш мумкин. Энди ф(х) сифатида

Ф (х) =  lim Ф 1"* ) (х)
/г —* оо

функция олинса, у усувчи булиб, биз излагая функция 
булади. #
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47.11-т е о р е м а (Хелли). [а, Ь] сегментда ани^лан- 
ган функциялардан иборат чексиз туплам Я  = {Ф (х )} 
берилган булиб, бу функциялар туплами ва уларнинг 
[а, Ь] сегментда тула узгариши бирон узгармас М сон 
билан чегараланган, яъни

|Ф(х)|<М , У£ (Ф )< М  (х£[а, Ь], Ф £Н)
булса, у %олда Н тупламдан [а, Ь] сегментнинг %ар 
бир ну^тасида бирон узгариши чегараланган Ф (х ) функ- 
цияга ящнлашувчи кетма-кетликни ажратиб олиш мум­
кин.

И с б о т .  Н  тупламнинг ихтиёрий Ф  элементи учун 
^уйидаги муносабатларни ёзишимиз мумкин:

(х)| = Wl (Ф)| < М- 1F  (х) -  Ф (х); < 2  М.
{F ix )}  система га 47.10-теоремани татби  ̂ ^илиб, ундан бирон 
/ (х) функцияга якин.пашувчи {F n (х)} функциялар кетма- кетли- 
гини ажратиб оламиз, яъни

lim Fn ix) = / ix).
П—*оо

X,ap бир F n ix) функцияга Gn (x) = Fn (x^— Ф „(*) функцияни 
мос келтириб {Gn(x)} функциялар кетма-кетлигига >̂ам 47.10- 
теоремани татбиц циламиз. Натижада [а, b] сегментда бирон 
Ф ix) функцияга яцинлашувчи {Gnk (х)} функциялар кетма- кет-
лиги ^осил булади, яъни

lim G (х) = Ф(х).
п—юс R

Натижада {F  (х) — Gnk (х)} функциялар кетма- кетлиги Н  туп­
ламдан ажратиб олинган булйб, ^ (х) = / (х) — ф (х) функцияга 
[а, 6] сегментда я̂ инлашади.,»

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. [0,1] даги узлуксиз функциянинг ^осиласи мавжуд бул­
ган ну^талари тупламини D орцали белгилаймиз. D нинг ул­
човли: ва F g6 типидаги туплам эканини исботланг.

2. [0, 1] даги узлуксиз /(х) функциянинг ^осиласи (бу 
функция олдинги масалада киритилган D тупламда аящ- 
ланган) улчовли эканлигини исботланг.

3. f(x) функция [а, Ь] да ани^ланган булиб, бу ора- 
ли^нннг ^ар бир ну^тасида f' (х) ^осиласи мавжуд булсин. 
У з^олда ]'{х ) функция (а, Ь) да f '(a ) ва f'(b ) орасидаги 
барча ^ийматларни цабул цилишини исботланг.
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4. Агар f'(x ) з̂ ар бир нуктада мавжуд булса, у биринчи 
турдаги узилишга эга була олмаслигини исботланг.

5. [О, 1] даги барча рационал сонларни рацамлаб чи- 
Камиз:

rv г2, . . . , гп, . . .
ва

со

/(JC)=a2 ^  (х- г»} и=1
функцияни тузамиз (V  боб, 7-масалага каранг). Б у  функ­
ция [0, 1] сегментнинг барча иррационал нукталарида о̂- 
силага эга булиб, рационал нукталарида >;осиласи мавжуд 
эмаслигини исботланг.

6. [О, 1] да узлуксиз f(x) функция берилган булсин. 
Бу функциянинг п-%осиласи мавжуд булган нукталар 
тупламини DW  билан белгилаймиз. Бу тупламнинг улчов­
ли эканлигини исботланг.

7. [а, 6] да аникланган f(x) функция берилган булиб, 
у [а, Ь\ нинг деярли ^ар бир нуктасида чекли ^осилага 
эга. Бундан f(x) нинг узгариши чегараланганлиги келиб 
чикадими? (Бу масалани 47.6-натижа билан солишти- 
ринг.)

8. Монотон функция санокли ва ^ар ерда зич туплам­
дан иборат узилиш нукталарига эга булиши мумкинлиги- 
ни мисолда курсатинг.

9. Ушбу / (х) — хр sin (хя) (хфО), f (0) = О функция р ва 
q (— оо <  р} q <  -f оо) параметрларнинг кандай ки™атлари 
учун [0,1] сегментда тула узгариши чегараланган булади ва 
уларнинг кандай кийматлари учун узгариши чегараланган бул- 
майди?

10. Куйидаги функциянинг [0,1] сегментда тула узга- 
ришини ^исобланг:

/ (х) = х2 cos — , (х ф  0),X
f (0) = 0.

11. Агар [а,Ь] сегментда f(x) функциянинг узгариши 
чегараланган булса, у з̂ олда |f(* )| функциянинг з̂ ам уз­
гариши чегараланган булишини з̂ амда ушбу

v ba(\/!) < K (f)
тенгсизликнинг уринли эканини курсатинг.
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12. f (х) функциянинг [a,b] сегментдаги узгариши че­
гараланган булсин. f{x) функциянинг [а, Ь] сегментда ка­
маймайдиган булиши учун

Vba(f) = f (b )- f (a )
тенгликнинг бажарилиши зарур ва кифоя эканлигини ис- 
ботланг.

X б о б
ЛЕБЕГНИНГ АНИЦМАС ИНТЕГРАЛИ. 
АБСОЛЮТ УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАР

48- §. Лебегнинг аницмас интеграли
Фараз ^илайлик, [а, Ь] сегментда жамланувчи f(x) 

функция берилган булсин. Лебег интегралининг хоссасига 
асосан бу функция [а, Ь] сегментнинг ^ар ^андай улчовли 
^исм тупламларида ^ам жамланувчи булади. Хусусан, f(x) 
функцияни олиб, [а, b] орали^нинг ^ар цандай [а, х] ^ис- 
мида

а

Лебег интегралини царасак, унинг ь^иймати х га богли^ 
булади. Бу интеграл Лебегнинг аницмас интеграли дейи­
лади. Биз уни L(x ) ор^али белгилаймиз. Лебегнинг аниц- 
мас интеграли жуда му^им функциялар синфини текши- 
ришга олиб келади. Уларнинг баъзи бирлари билан кейин- 
ги параграфларда танишамиз.

Математик анализ умумий курсидан маълумки, [а, Ь\ 
сегментда ани^ланган узлуксиз f(x) функция ва унинг 
Риман маъносидаги ани^мас интеграли

F(x) = j f(t)dt + F(a)
a

учун [a, b] сегментнинг ĵ ap бир ну^тасида
F'(x) = f(x)

муносабат хам да [а, b\ сегментнинг ^ар бир 
сиз ^осилага эга булган ср (х) функция учун

X
Ф (х) = ф (а) +  J  ф' (0 dt (2)

а
Ньютон — Лейбниц формуласи уринлидир.

(О
ну^тасида уз лук-
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Шунга ухшаш ибора Лебег интеграли учун ^ам урин- 
лими, яъни f(x) функция [а, Ъ] сегментда жамланувчи 
булса, (1) ва (2) тенгликлар сацланадими? Куйида шу 
саволга жавоб берамиз.

Дастлаб ^уйидаги теоремани исботлаймиз.
48.1-т е о р е м а. Агар f(x) жамланувчи функция бул­

са, у \олда унинг Лебег маъносидаги аницмас интег­
рали

L (x )= $ f(f)d t
а

узгариши чегараланган функция булади.
И сбот. f(x) функциянинг [а, Ь] сегментда жамланувчили- 

гидан шу орали^да L (х) функциянинг мавжудлиги келиб чита­
ли. Агар [а, Ь] сегментда }\х )> 0  булса, L (х) монотон функ­
ция булиб, унинг узгариши чегаралангандир (47- §, 1-мисолга 
ка ран г). Умумий т{ол эса f (х) функцияни икки манфий булма-
ган /+ (х) = - ^  + ва f~(x) =  ̂ ~   ̂^  функцияларнинг 
айирмаси сифатида, яъни

/(*) = /+(*)- Г М  (3)
куринишда ёзиш мумкинлигидан келиб чи^ади.*

48.2-теорема (Лебег). Жамланувчи f (х) функциянинг 
анщмас Лебег интеграли L (х) деярли хар бир нуктада ций- 
мати f (х) га тенг хосилага эга.

И сбот. 48.1-теоремага асосан L (х) функция узгариши 
чегараланган функциядир. 47.6-натижага асосан эса Ь(х) функ­
ция деярли >̂ар бир нуктада чекли ^осилага эга. Энди (1) 
тенгликнинг деярли хар бир нуктада уринли эканлигини f(x) 
функция манфий булмаган ^ол учун курсатиш кифоя, чунки 
умумий ^ол (3) тенглик ёрдамида бу ^олга келтирилади. / (х) 
манфий булмагани учун унга монотон усиб якинлашувчи ман­
фий булмаган погонали {ф (,v)} функциялар кетма-кетлиги мав­
жуд1. Равшанки, погонали срп (х) функциянинг ани^мас Лебег

1 ф„ (*) функцияларни, масалан, ^уйидагича олиш мумкин:

{п, агар х нуцтада f (х )^п  булса,
i — 1 i — 1 i 2„ агар х нуктада ——  , /=1, 2.........2п-п

6fnca. Равшанки, срп (х) функция погонали булиб, /г-*-00 да монотон усиб 
/ (х) функцияга яцинлашади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



интеграли Ln (х) деярли з̂ ар бир нуктада чекли L'n (х) ^осилага 
эга ва L'n (х) = срп (х) тенглик уринли.

37.1-теоремага асосан

L  (х ) = lim Ln (х) = lim
П

Li(x) +  2  [^*4.1 (*) L k (х)] k= 1

= М * ) + S  [Lk+l( x ) - L k (x)] 
k= 1

булнб, бундан 46.4-теоремага асосан деярли х,ар бир нуктада

V  (х) = L\ (х) +  2  №'к+1 W  -  К  (х)] = 
ft=i

оо

= Ч>1 (х) + 2  [ф*+1 (*) — ф* (*)] = / W
*=i

тенгликка эга буламиз.*
4г8.3-теорема. [а, Ь] сегментда аниклан-’ан / (х) функ- 

цияыинг анщмас Лебег интеграли L (х) чегараланган тула 
узгаришга эга ва

Vba (L) ~  J  1/ М  [ dx.
а

Н  с б о т. [а, Ь\ сегментни а — а0 <  ах <  а2 <  . . . ап = Ь 
нукталар билан ихтиёрий равишда п та кисмга булиб, з̂ ар бир 

1 . кисмда киймати еА (feA| < 1) сонга тенг булган n0F0- 

нали е (х) функцияни тузамиз. У  з̂ олда

j  е <х) / (х) dx = 2  е* j  f(x )dx=  2  е * (a*) —  L  K - i) l <
a  fc=I _| k= I

n

тенгсизликка эга буламиз. Агар [aA_,, ak) ярим сегментлардан 
энг каттасининг узунлиги истаганча кичик килиб олинса .̂ амда 
eft сон ушбу

< 1, агар L  (aA) — L  >  0 булса, 
ек = | 0, агар L (ak) — L  (a*_,) = 0 булса,

(— 1, агар L  (ak) — Ln (a*_,) <  0 булса
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гг

куринишда танланса, у з̂ олда V  £,,[/. (ak) — L (aA_,)] йипшди
*=i

V* (L) га исталганча як,ин ^илиниши мумкин. Демак,
ь ь

Vba (L) = sup f е (х) / (х) dx < f \j{x)\dx. (4)
Iе W K I  а а

Бу тенгсизликда, а̂̂ ик.атда, тенглик муносабати уринли экан- 
лигинн курсатамиз. Бунинг учун f{x) функцияга деярли як,ин- 
лашувчи поронали {фп (х)} функциялар кетма- кетлигнни олиб, 
цуйидаги функцияни тузамиз:

f 1, агар п фп(х)> 1  булса,
К  W  = л Фп м . агаР — 1 <  п(Рп М  <  1 булса,

[ — 1 агар пфл (х) < — 1 булса.
У  холда кп (х) функциянинг тузилишига асосан деярл и f (х) >0 
булган ну^таларда lim Хп (х) =  + 1 ва деярли / (х) <Z 0 булганП—ЮО
ну^таларда lim Кп (х) = — 1 муносабатларга эга буламиз. Бун-

П —►ОО

дан
lim l n(x)f(x) = lf(x)|
П-+ ОО

тенглик келиб чи^ади. Иккинчи томондан, кп (х) функциянинг 
тузилишига асосан

тенгсизлик уринли. 37.2- изо^га асосан: 
ь ь

lim Г п фл (х) f(x) dx = f |/ (х) | dx.П-* ОО *■' J
a

Бундан ва (4) дан

V ^L) = j|/(x)|dx

тенглик келиб чи^ади.*
48.2-теоремани кучайтириш ма̂ садида ^уйидаги таърифни 

киритамиз.
Та ъри ф  [а, Ь] сегментда бирор улчовли f (х) функция 

аницланган булсин. Агар х £ [а, Ь] ну^тада
x + h

lim -f  f \f(t)-f(x)\dt = 0 
h-* 0 ft Jx
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муносабат бажарилса, у холда бу нукта f (х) функциянинг 
Лебег нуктаси дейилади.

48.4-теорема. Агар х£[а, Ь\ нуцта f (х) функциянинг 
Лебег нуктаси булса, у хрлда бу нуктада Лебег анщмас 
интеграли

Теорема шартига кура х нукта / (х) функциянинг Лебег нуцта- 
си булгани сабабли бу тенгсизликдан h -*■ 0 да L' (х) = / (х) 
тенглик келиб чицади.*

48.5-теорема. Агар f (х) функция [а, Ь\ сегментда жам­
ланувчи б(/лса, у %олда [а, Ь] сегментнинг деярли %ар бир 
нуктаси f(x) функциянинг Лебег нуцтасидир.

И сбот. f(x) функниянинг [а, Ь] сегментда жамланувчи 
эканлигидан 38.9-теоремага асосан ^ар цандай г рационал 
сон учун f (х) — г функциянинг хам жамланувчи эканлиги 
келиб чицади. У  ^олда 38.1-теоремага асосан |/(л:) — г\ функ­
ция а̂м жамланувчи булади. Бундан 48.2-теоремага асосан

муносабатнинг деярли хар бир х£[а, Ь] нуктада уринли эканлиги 
келиб чик,ади. Агар бу муносабат бажарилмаган нуцталар туп- 
ламини М г билан белгиласак, у холда унинг улчови нолга тенг 
эканлиги равшан. Теорема шартига кура / (х) функция [а, Ь) 
сегментда жамланувчи булгани учун

тупламнинг хам улчови нолга тенг эканлиги келиб чицади.

X
L (x )=  $f(t)dt

а

нинг \осиласи f (х) га тенг. 
И сбот. Равшанки,

L (х +  И) — L (х) _  , ,  , _  _1_ 
h П  ’ h

x+h
f [f(t)- f(x )]d t

x

еки
L ( x  +  h J  \f{t)-f{x)\dt.

X

x+h

lim f jf(t) — r\dt — \f(x)— r [ (r — рационал сон) (5) 
h-*c h ~

B  = {xC[a, b\ : \f(x)\ = +  00}

Демак,
Л = ( (J M ) U В

rtQ
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тупламнинг >;ам улчови нолга тенг (бу ерда Q туплам рацио­
нал сонлар туплами). Энди Р  — [а, й]\Л тупламнинг барча 
нуцталари / (х) функциянинг Лебег ну^таси эканлиги курса- 
тилса, теорема исбот этилган булади. Шуни курсатамиз.

Бунинг учун ихтиёрий е >  0 сонни ва ихтиёрий х0 £Р нуи,- 
тани олиб, q рационал сонни шундай танлаймизки, унинг учун

i / w - 7 i < 4  (6)
тенгсизлик бажарилсин. У  холда

ll/(0-<7l-|/(0-/(*o)IKf
ёки

х Xô h
| i  J \ f ( t ) - q \d t- ±  j |/(o—/w M < f

Xq Xq
тенгсизлик х;ам бажарилади. Берилган е >  0 сонга к,араб, б >  О 
сонни шундай танлаймизки, | h | <  б булганда (5) муносабатга 
асосан

Xo+h
I \  J  I f (0 — я I dt — I / (*„) — q 11 <

х9

тенгсизлик уринли булади. Бундан (6) тенгсизликка мувофи ,̂
дго+А

i  j  |/(/)-?|Л<|е.
Хо

Демак,
дго+Л

j- 5 —
Х0

булиб, бундан е >  0 соннинг ихтиёрийлигидан х0 ну^танинг 
Лебег ну^таси эканлиги келиб чи̂ ади. *

48.4 ва 48.5-теоремалардан бевосита к,уйидаги натижа ке­
либ чи^ади.

48.6-н ати ж а . Агар f (х) функция [а, b] сегментда 
жамланувчи булиб,

X
L (*) = | / (0 dt

а

булса, у %олда [а, b] сегментнинг деярли %ар бир нуктаси- 
да L ’ (х) = / (х).
266
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48.7-т е о р е м а. Жамланувчи f (х) функциянинг %ар 
бир узлуксизлик нуцтаси унинг Лебег нуцтаси булади.

И с б о т .  х0 нуцта f(x) функциянинг узлуксизлик ну^- 
таси булсин. У ^олда ихтиёрий е>0 учун шундай 6>0 сон­
ни топиш мумкинки, — х0|<б тенгсизлик бажарилганда

I / W - / W  1 < е
булади. Бундан

x 0-\-h

J  J  \ f { t )- f {x 0)\d t< z  
х„

булиб, *о ну^та f(x ) функциянинг Лебег ну^таси эканлиги 
келиб чи^ади. *

49- §. Абсолют узлуксиз функциялар

Энди абсолют узлуксиз функциялар синфини кирита- 
миз. Бу функциялар синфи узгариши чегараланган функ­
циялар синфидан кенгро^ булиб, жамланувчи функция­
лар нинг ани^мас интеграли билан як;ин богланган.

1- т а ъ р и ф. \а, Ь] сегментда аницланган f{x) функция 
берилган булсин. Агар ихтиёрий е>0 учун шундай 6>0 
мавжуд булсаки, сони чекли ва \ар иккиси узаро кесиш- 
майдиган %ар цандай

[а,, &,]. [а2, Ь2], . . . .  [я„, Ьп] (1)
сегментлар системаси учун

U [а*. bk\ с  [а, Ь], У  {bk -  ak) <  б (2)
*=’ *Ti

шартлар бажарилганда

2 1 № - / К ) 1< е
*=1

тенгсизлик уринли булса, у \олда f(x) функция [а, Ь\ 
сегментда абсолют узлуксиз дейилади.

Таърифдан равшанки, ^ар ^андай абсолют узлуксиз 
функция одатдаги маънода ^ам узлуксиз: буни курсатиш 
учун ю^оридаги таърифда п= 1 цилиб олиш кифоя.

Абсолют узлуксиз функцияга мисол сифатида Липшиц 
шартини, яъни
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тенгсизликни каноатлантирувчи функцияни олишимиз 
мумкин.

^а^и^атаи, агар сегментлар системаси учун (2) 
шартлар бажарилса, у ^олда

'2i \f(bk) - f ( a k) \ < M 2 l b k- a k\<Mb  
k=i *=i

булиб, б сонни б = — деб танласак,
М

2 1  f(bk) - f ( a k) l< e  
k=i

булади.
49.1-теорема. Агар f (х) ва Ф (X) функциялар абсолют 

узлуксиз булса, у %олда уларнинг йигиндиси, айирмаси ва 
купайтмаси %ам абсолют узлуксиз функциялар булади. Бун­
дан таихщри, агар берилган сегментда ф (х) нолга тенг
булмаса, у %олда х1ам уша сегментда абсолют узлук-

Ф М
сиз булади.

И с б о т .  йигинди ва айирманинг абсолют узлуксизлиги 
Куйидаги тенгсизликдан бевосита келиб чицади:

I {/ (bk) ± ф (6ft)} — {/ (ак) ± Ф (а*)} | <

<  I / (&*)—  / Ю 1  +  |ф (&*) —  Ф(а*)1-
НI ва Н  лар билан мос равишда | / (х) | ва | ф (х)) ларнинг 
1а, b] даги ани  ̂ юк,ори чегарасини белгилаб,

I / (&*) Ф Ф к) —  / (а*) ф (ak) I =  | {/ (bk) ф [bk) —  / [ak) ф (bk) }  +

+  {/ iak) ф (bk) -  f (ak) ф (ak) j | < Я ф | f (bk) -  f (aft)  | +
+  Hf\4>(bk) —  Ф (a*) I

муносабатларни ёзишимиз мумкин. Бундан эса f (х) • ф(х) 
купайтманинг абсолют узлуксизлиги келиб чи^ади.

ф(х) функция [а, Ь] сегментда абсолют узлуксиз ва 
нолдан фарцли булгани сабабли бирор Х>0  сон учун 
I ф М  тенгсизлик уринли булади. Бундан

1 1
Ф Фк ) Ф (ак )

1 ф  ibk ) —  ф  (а „  ) 

^  №

тенгсизлик келиб чи^ади. Бу эса ---  функциянинг абсолют
Ф W
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узлуксизлигини курсатади. Бундан / (х )---  функциянинг аб-ф (х)
солют узлуксизлиги келиб чицади.

49.2- т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментдаги абсолют узлук­
сиз функциянинг бу сегментда узгариши чегаралан- 
гандир.

И с б о т .  f(x) функция [а, Ь] сегментда абсолют узлук­
сиз булсин. У ^олда f(x) функция учун е=1 га мос б сон 
мавжудки, узунликларининг йигиндиси б дан кичик булган 
узаро кесишмайдиган ва сони чекли (п та) интерваллар- 
нинг

(а,, £>,), (а2, Ь2), . . . , (ап, Ьп), ^  Фк — ак)< 8
*=1

системаси учун

2 i 1 Ф , )- 1 Ы 1 < 1
k— 1

тенгсизлик уринли.
Бу б сон буйича шундай пг натурал сон топиш мум- 

кинки, [а, b] сегментни ^ар бирининг узунлиги б дан ки­
чик булган m та цисмга булиш мумкин, яъни

а = с0< с 1< с 2<  . . . < c m = b
ьа

c*+i — ск <  б (к = 0, 1, 2, . . . , m — 1).

Сунгра, [ck, сегмент узаро кесишмайдиган ва сони чекли 
цандай цисмларга булинмасин, цуйидаги тенгсизлик уринли 
булади:

V lk+l (/) < 1 153 демак, Vba (/) < m,Ck
яъни /(х)нинг узгариши чегараланган. *

Бу теоремадан куринадики, узлуксиз, аммо узгариши 
чегараланмаган функция абсолют узлуксиз эмас экан. 
Бундай функцияга мисол 47.7- теоремадан кейин келти- 
рилган эди.

49.3-теорема. %ар ^андай F  (х) абсолют узлуксиз 
функцияни иккита усувчи абсолют узлуксиз функциянинг 
айирмаси шаклида ифода щлиш мумкин:

F{x) = V {x )- G (x ), V(x) = Vxa (F).
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И с б о т .  Теоремани исботлаш учун 49.2 ва 47.3-тео- 
ремаларга асосан V (х) ва G(x) функцияларнинг абсолют 
узлуксизлнгини исботлаш кифоя. Агар V{х) нинг абсолют 
узлуксизлигини курсатсак, 49.1-теоремага асосан, G(x) = 
= V (x )—F  (х) абсолют узлуксиз булади. V(х) нинг аб­
солют узлуксизлигини исботлаймиз.

Ихтиёрий е ни олиб, F  (х) нинг абсолют узлуксизлиги шар- 
тидан б ни топамиз. Узунликларининг йигиндиси б дан кичик 
булган (я,, 6(), (а2, Ь2), . . . , (ап, Ьп) оралицлар олиб

k= 1 *=1 
йигандини курамиз. Бу йигинди

т  nk—1

2  2 i F (v .> - f <Vi (4)
*=i  i=o

<  xkl <  • . . <  xk = bk эса (ak, Ьк) оралицларнинг ихтиёрий
йипшдиларнинг ю^ори чегарасига тенг, бу ерда ak = xkn <
<  xAi <  <  xknk = bk 
булинмасидир. Равшанки,

nk-\

b* - ak=  2 < V i~ V -  /=0
Барча (ak, bk) оралицларнинг узунликлари йигиндиси б дан ки­
чик булгани сабабли F  (х) нинг абсолют узлуксизлигига кура
(3) ифода (4) ифодаларнинг юк;ори чегараси булгани учун а̂р 
бир (4) ифода е дан катта эмас. Бу холда (3) ифода ^ам в 
дан катта булмайди, бу эса V (х) нинг абсолют узлуксизлиги­
ни курсатади.*

49.4- т е о р е м а ,  [а, Ь] сегментда абсолют узлуксиз 
функция берилган булиб, унинг щйматлари [А, В ] сег­
ментда жойлашган булсин. Агар [А,В] сегментда берил­
ган г); (у) функция Липшиц шартини щаноатлантирса, у 
%олда мураккаб ty ((f (x )) функция абсолют узлуксиз 
булади.

Исбот .  \}з (у) Липшиц шартини каноатлантиради, яъни

I Ф (Уг) — ' Ф <К\У2 — У11
тенгсизлик уринли. Демак, ихтиёрий узаро кесишмайдиган, сони 
чекли (п та) ва [а, Ь] сегментда жойлашган {(а., Ь.)} оралик;- 
лар системаси учун
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2 1 'И/ (м  и (а*)] I ^ к  2 1 f (К) -  / ю  I
А=1 k=l

муносабат уринли.
П

Агар 2  (bk — ak) йигинди исталганча кичик булса, у о̂л-
/е=1

да f  (х) нинг абсолют узлуксизлиги га мувофиц охирги муно- 
сабатнинг унг томони хам исталганча кичик булади. *

49.5-т е о р е м а. Агар [а, Ь) сегментда анщланган 
абсолют узлуксиз f(x) функциянинг %осиласи /' (х) де­
ярли %ар бир нуцтада нолга тенг булса, у %олда f(x) 
узгармас сонга тенг.

Исбот .  /' (х) — О тенгликни и,аноатлантирувчи нук,талардан 
иборат тупламни Е  билан белгилаб, ихтиёрий е >  О сонни ола­
миз. Агар х £ Е  булса, у холда етарли кичик ft >  0 сон учун

LQ f.+ A -zw  i < B  (5)
h

тенгсизлик уринли булади. [х, х +  h] (h мусбат ва (5) тенг­
сизликни каноатлантиради) сегментлар системаси Витали маъно- 
сида (23-§ га царанг) Е  тупламни цоплайди. Чунки хар бир 
х £ Е  учун х £ [х, х + h] булиб, ц [х, х +  h\ — h ва h — етарли 
кичик сон.

Шунинг учун 23.2-теоремага мувофиц х̂ р иккиси узаро 
кесишмайдиган, сони чекли ва [а, Ь\ сегментда жойлашган 
шундай

<*1 = [*(, +  /![], о2 = [х2, х2 +  h2\, . . . , стл = [хп, хп +  hn\
(xk <  xk+l) сегментлар системасини тузишимиз мумкинки, Е  
тупламнинг булар цопламаган цисмининг ташк,и улчови олдин- 
дан берилган ихтиёрий б >  0 сондан кичик цилиниши мумкин.

[а, Ь] сегментдан а,, а2, . . . , оп сегментларни чицариб 
ташлаш натижасида ^осил булган оралицлар

[fli.JCi), (xL + h u хг), (x2 +  h2,x3), . . . ,
- • • • - ( хп- 1 +  К - 1> *„)>  (Хп +  h n> (6)

оралицлардан иборат булиб, булар узунликларининг йи- 
гиндиси б дан кичик булади, чунки
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2  Iх К )  > b  — a — 8.

Энди f(x) нинг абсолют узлуксизлигидан фойдаланиб, 
берилган е буйича б ни шундай кичик цилиб оламизки, 
унинг учун f{x) функциянинг (6) орали^лар системаси- 
даги орттирмалари йигиндисининг модули едан кичик, 
яъни

i { I / К ) - / (« ) I } +  пу  { I/(**+ ,)-/(** + К )  1} +
А=1

+ {\ f (b )- f (x n +  hn)\\\< B  (7)
булсин.

Иккинчи томондан, ak сегментларнинг тузилишига кура 

| f(xk + hk) — f(xk) l< E h k,
бундан:

| 2  ^ +  11J  ~  f М  | < е (6 — а), (8)
А=1

чунки
п п

2  ^  = 2 № ) < й - а .
k= 1 А=1

17) ва (8) лардан:
f ( b ) - f ( a )< e ( l+ b - a )  

ва е нинг ихтиёрийлигидан
f(b) = M

тенглик келиб чи^ади.
Аммо ю^оридаги мулоз^азаларни з̂ ар канДай [я, х] 

(a<x?£Zb) сегмент учун жорий этишимиз мумкин эди. 
Шунинг учун [а, Ь] сегментдан олинган ихтиёрий х 
учун з̂ ам

f{x) = / (а),
яъни f(x) функция узгармас сонга тенг экан.#

49.6- н а т и ж а .  Агар икки абсолют узлуксиз f(x) ва 
g(x) функцияларнинг %осилалари f'(x) ва g '(x ) узаро 
эквивалент (яъни деярли тенг) булса, у %олда бу функ­
цияларнинг айирмаси узгармас сонга тенг.
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49.7-т е о р е м а. Лебегнинг аник^мас интеграли F(x ) 
абсолют узлуксиз функциядир.

И с б о т .  38.9-теоремага асосан ^ар к;андай е>0 учун 
шундай б сон мавжудки, агар е тупламнинг улчови б дан 
кичик, яъни ц(е) <б булса, у ^олда

| |  f(t)dt | <  8.
е

Хусусий холда, яъни узаро кесишмайдиган сони чекли 
{ (ak, bk)} (k = 1 ,п) оралик,лар системаси узунликларининг йетин- 
диси б дан кичик булса, у ^олда

п bk

1 2  J  и о л |< « .
*=1 ak

Аммо
»k

j  f(t)dt = F (b k) - F ( a ky, 
ak

булар дан:
П

*=i
яъни F  (х) абсолют узлуксиз. *

49.8-т е о р е м  а (Лебег), [а, b] сегментда аницланган 
абсолют узлуксиз F  (х) функциянинг цосиласи F '(x ) = 
= ф(л:) жамланувчи ва \ар бир х учун

X
j ф (х) d x ~  F (х) — F(a). (9)
а

И с б от. 49.3- теоремага асосан абсолют узлуксиз функ­
цияни иккита камаймайдиган абсолют узлуксиз функция­
нинг айирмаси шаклида ифодалаш мумкин; шунинг учун 
теоремани камаймайдиган абсолют узлуксиз функциялар 
учун исботлаш кифоя.

49.2-теоремага асосан F (x ) функциянинг узгариши 
чегараланган. 47.6-натижага асосан эса F  (х) функциянинг 
^осиласи деярли ^ар бир ну^тада мавжуд; уни ф (*) билан 
белгилаймиз. Энди ф(х) нинг жамланувчилигини курса- 
тамиз.

F  (х) нинг ^осиласи
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ф  (jc) =  F(x + h )- F (x )

нисбатнинг лимитига тенг1. F  (x) камаймайдиган булгани учун 
h >  О булганда Ф л (л:) манфий эмас ва h -*■ О да [а, Ь\ сегмент­
нинг деярли хар бир ну^тасида <р (х) функцияга яцинлашади.

Ф (х) функциянинг жамланувчилигини курсатиш учун 38.11- 
Фату теоремасидан фойдаланамиз. Бунинг учун Ф л (х) функция- 
лардан [а, Ь] сегмент буйича олинган интегралларнинг чегара- 
ланганлигини курсатамиз.

Дар^а^и^ат,
Р Р+ft р
[ Ф й (л:) dx = — j* F(x)dx — — j  F (x) dx —

a h a+h h a
cc *4-ft

h pJ  h d 
ифода ft-кО да F  ф) — F  (а) га интилади. Чунки F  (я) функ­
циянинг абсолют узлуксизлигига асосан ихтиёрий е >  0 сон 
учун б >  О сонни шундай танлаймизки, h <  б булганда ^ар 
бир л: £ [Р, Р +  h] учун

|F (x )- F (P )|< e  
булади. Шунингдек, агар х £ [а, а +  h] булса, 

| F (x )- F (« )|< e
булади. Булардан

p+ft a+h
f F  (x) dx — j  F (x )d x ~ (F  (P) — F  (a)) I = 

h p h a I
ОС—f—/1

= | M  d x - \  J  (F (x )~ F (a ) )d x  <
1 "  p n a

Р+Л a+h
J  I F  W  — F  (P) Idx +  -r f I P  W  — F  (a) 1 dx < 6  +  8 = 28.

П P h a
Бундан, e > 0  соннинг ихтиёрийлигидан ft->0 да 

P+ft a+ft

i  j  F {x )d x - \-  }  f (x )d x - F (P )- F (a )
ft h n

JArap x h сон [a, 6] сегментдан таш^арига чициб кетса, F  (х) ни 
узгармас цилиб давом эттирамиз.
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муносабат келиб чикади. Демак, Ф Л (х) функциянинг интеграли 
чегараланган булади. Шундай цилиб, Фату теоремаеини татбиц 
цилиш мумкин. Бу теоремадан F ' (х) =  <р (л;) нинг жамланувчи- 
лиги билан бирга

3
\ F' (х) dx < F  ф) — F  (а)

а
тенгсизлик >;ам келиб чик,ади. Агар a-*-a, булса, у з̂ ол-
да F ' (х) ^осила [а, Ь\ да жамланувчи ва 

ь
j F ' (х) dx ^  F  (b — 0) — F  (а + 0).

а

F  (х) функция а ва b нуцталарда узлуксиз булгани учун 
ъ
\ F ' (х) dx ^ F  (b) — F (a). (10)

a

F  (x) абсолют узлуксиз булганда (9) тенглик уринли були- 
шини курсатамиз1.

Ушбу
X

G (х) = j ф (х) dx
а

функцияни киритамиз. G(x) функция 49.7-теоремага асо­
сан абсолют узлуксиз ва 48.1-теоремага асосан деярли 
^ар бир нуцтада С '(х )= ф (х ). Аммо иккинчи томондан, 
F (х )=  ф (х); шунинг учун H (x )= F (x )— G(x) айирманинг 
^осиласи деярли ^ар бир нуцтада нолга тенг.

Демак, 49.5-теоремага асосан Н (х ) узгармас С0 сонга 
тенг. У ^олда

X
F  (х) = G(x) + H  (х) = J  ф (|) dl +  С0.

а

Агар х=0 булса, Co = F (a ).  Ш у билан теорема тула 
исбот этилди.*

Шундай цилиб, абсолют узлуксиз функция уз ^осила- 
сининг аницмас интегралидир.

49.7- ва 49.8- теоремалардан цуйидаги му^им натижа 
келиб чицади:

1 46- § нинг охирида келтирилган мисолдан куринадики, узлуксиз (хат- 
то жиддий монотон узлуксиз) функииялар учун (10) да <С ишораси були- 
ши мумкин.
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49.9- н а т и ж а .  F  (х) функция бирор жамланувчи функ­
циянинг аницмас интеграли булиши учун абсолют узлуксиз 
булиши зарур ва кифоя.

50- §. Бошлангич функцияни тиклаш

Энди биз 48- § нинг бошида щ ш и л г а н  саволнинг иккин- 
чи кисмига> аникроги, ундаги (2) тенгликка ^айтамиз ва 
унинг Лебег интеграли учун ^анчалик уринли эканлигини 
курсатамиз. Агар f(x) функциянинг f '(x ) з^осиласи учун 
Лебег интеграли царалаётган булса, 48-§ даги (2) тенглик 
з^амма ва^т з̂ ам уринли булавермайди.

50.1- т е о р е м а. [а, Ь) сегментда монотон камаймай­
диган f(x ) функциянинг f (х) уосиласи шу сегментда жам­
ланувчи ва

ь
j f ' (x )dx*zf(b)— f{a). (1)
а

И с б о т .  Таъриф буйича f(x) функциянинг х ну^тадаги 
з^осиласи

hx(x) = f(x + T)~ nx) (2)

функцяннг т->0 даги лимитига тенг. f(x ) функциянинг 
монотонлигидан 45.1-теоремага асосан у жамланувчидир. 
Бундан *;ар бир т учун h%(x) функциянинг жамланувчи- 
лиги келиб чи^ади. Шунинг учун (2) тенгликни [а, Ь] 
сегмент буйича интеграллаб,

ь ь ь
\ hx(x) dx = — \ f (х + i) dx — — ( / (х) dx =
а Т £ х £

b-\-x а-{-с

= — | f(x)dx  — - \ f (x)dx 
т ь * £

тенгликка келамиз. т->- + 0 да бу тенгликнинг унг томони 
f(b ) —/(а + 0) га интилади. Иккинчи томондан, f(x ) функ­
циянинг монотон камаймайдиганлигидан 

ь
j  hx(x)dx ^ f (b )— f(a).
а

Лебег интеграли остида лимитга ;утиш з^ацидаги 38.11- 
Фату теоремасига асосан
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b b

j  f  (x) dx = lim \ hx (x) dx = / (b) — / (я +  0) < / (b) — / (a).*
a r ~>° a

( 1) муносабатда цатъий тенгсизлик уринли булган мо- 
ното:н функцияга мисол цилиб, 45-§ да аницланган Кантор 
функциясини олишимиз мумкин. Тузилишига асосан бу 
функция монотон ва узлуксиз булиб, унинг ^осиласи деяр­
ли и олга тенг. Демак,

1
0 = \ К '  (x )d x< K {\ ) — К (0 )=  1 — 0 = 1. 

о
5С.2-т е о р е м а. Агар f'(x) функция %ар бир ну^тада 

мавэгсуд булиб, чекли ва жамланувчи булса, у %олда ( 1) 
мунсзсабатда тенглик уринли.

Т еореманинг исботи цуйидаги учта леммага асосланган:
50.3- л е м м а .  [а> Ь] сегментда бирор чекли ср (х) функ­

ция берилган булсин. Агар [а, Ь\ сегментнинг хар бир 
нуцт^гсида ф(х) функциянинг %осила сонлари манфий бул- 
м а с а _у  %олда ф(х) рсувчи функциядир.

И с б о т .  Бирор е>0 олиб,

Ф1 (*) = ф (х) + е • х 
функция тугамиз. Теорема шартига кура ф (х) функциянинг 
^оси_ла сснлари манфий булмаганлиги учун, яъни Dcp ;> 0 (бу 
ерда еэ келгусида D+, Z?+, D~ ва D _  лар урнига цискалик 
учун: D ни ёздик) булгани учун Dcp, > е булади.

Ф^араз килайлик, шундай a <  Р (а < а, р < Ь) сонлар мав- 
жудь<и, улар учун ф ^ Р Х ф Л » ) булсин. Агар У — ^Ул"
са, у ^олда [a, у] ва [у, р] сегментларга мос келувчи ушбу

Фх (У) — Фх («). Фх Ф) — Фх (V) 
айиржмаларнинг камида биттаси манфий булади. [a, у] ва [у, р] 
сегментларнинг мос айирмаси манфий булганини (иккаласи хам 
кансэтлантирилса, чапдагисини) [otj, Pj] орцали белгилаймиз.
Демарк, [аг P J сегмент учун фх (Pj) <  фг (ctj. Агар 
булса , [се-!, y j на [у^ P J сегментларга мос келувчи

Фх (Yx) — Фх К). Фх Фх) — Фх (Yi) 
айирсмаларнинг камида бири манфийдир. [аг, Рг] орцали 
[ab v» i], [уь Pi] сегментларнинг мос айирмаси манфий бул- 
ганиьзи (иккаласи ^ам цаноатлантирилса, чапдагисини) 
белгшлаймиз. Демак, [аг, Рг] сегмент учун

www.ziyouz.com kutubxonasi



<Pi (Рг) <  <Pi («2)-
Бундай ясашларни давом эттириб, ф, (рл) <  ф, ( n j  тенгсиз- 

ликни цаноатлантирувчи {[ссл, Ря ]) сегментлар кетша-кетлиги- 
ни тузамиз.

х0 нуи;та [а п, Рп] сегментларнинг хаммасига тег-ишли ну^- 
та булсин. У  ^олда а̂р бир п учун

Ч>1 СР„) —Ф1 (*0)> Ф1 W  — Ч>1 Ю
айирманинг камида биттаси манфий. Агар ф( (рл) <  cj>, (х0) бул-
са- ftn = Рп — *о ва агаР Ф1 (Рп) > <Pi (хо> бУлса> К  =  ап — хо 
деб оламиз. Биринчи холда hn >  О ва ф, (х0 +  hn) —  ф, (х0) =
~  Ф1 (Рп) — Ф1 W  ^  иккинчи ^олда эса hn <  0 тза ф, (х0 +
+  К ) — Ф1 (*0) =  Ф1 («„) — Ф1 (*0) > °* натижада

д  __ Ф1 (*о ~Ь h n) —  фх (х0) g  
Я 1, ^пп

Агар бу кетма-кетликдан чекли ёки чексиз лимитга эга 
булган { Ап̂  ) цисм кетма-кетликни танлаб олсак, косила сон
учун

Z*Pi W  <  0
тенгсизлик олинади. Аммо бундай булиши мум: кин эмас, 
чунки

£)фх (х) > е
тенгсизлик хар бир х£[а, Ь\ учун уринли.

Шундай цилиб, ф! (р) <  ф! (а) тенгсизликни бажа_ рувчи а  <
<  Р (а ^  а, р < Ь) сонлар мавжуд эмас экан. Демаи,

Ф1 (Р) >  Ф1 («).
яъни

ф (Р) +  ер > ф (а) 4- еа.
Бундан 8 сон ихтиёрий булгани учун

Ф (Р) >  Ф («) 
булиб, лемма исботланди.

50.4-лемма, [а, Ь] сегментда улчови нолга тенг 
булган ихтиёрий Е  туплам берилган булсин. У %олда 
шундай рсувчи узлуксиз g(x) функция мавжудг^си, Е  туп­
ламнинг %ар бир х ну^тасида:

g’ (x) = + 00.
Исбот .  Х̂ ар бир п натурал сон учун
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шартларни ^аноатлантирувчи очик; тупламни тузамиз. Gn f] [я. *] 
тупламнинг улчовини \J>n (х) билан белгилаймиз, яъни

'Ы * ) = И'{С„ П [а. *1);
^  (х) функция усувчи, манфий эмас, узлуксиз ва 

тенгсизликни цаноатлантиради. Шунинг учун

П=1

к,атор [я, Ь\ да текис я^инлашувчи; бу к;аторнинг йигиндисини 
g(x) билан белгилаймиз. g(x) функция манфий эмас, усувчи 
ва узлуксиз. Агар п сон ва х0£ Е  тайин булса, у ^олда | h | 
етарлича кичик булганда [х0, х0 +  h] сегмент бутунлай Gn нинг 
ичида ётади. Бундай h учун (цулайлик учун h >  О дейиш 
мумкин)

 ̂(л'о + = Iх К°п п [а. *01) и [Gn П (*0, x0 + h)]} =
= %  (*о) +  h 

муносабат уринли. Бундан:
MVi (*о ~Ь h) (*о) _  j

ft
Аммо бундан N натурал сон ^андай булмасин, [h] етарли­
ча кичик булганда

N
g  (*о + h)—g (дг0) >  ^  у п (*0 +  h) — грп (*„) _  ^

h "" &  h П— 1
Демак,

ё' (*о) = + °°-
Лемма исботланди.

50.5-л е м м а. [а, Ь) сегментда чекли ср(х) функция 
берилган булсин. Агар [а, b] сегментнинг деярли \ар бир 
ну^тасида ср(х) функциянинг барча уносила сонлари ман­
фий булмай, [а, Ь] нинг %еч щандай нуцтасида— оо га 
тенг булмаса, у %олда ф (*) усувчидир.
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И с б о т .  ф(я) функциянинг ^осила сонларидан камида 
биттаси манфий булган ну^талар тупламини Е  билан 
белгилаймиз. Лемманинг шарти буйича

ц(Е) =  0.
50.4-леммага асосан шундай узлуксиз усувчи g(x) 

функция мавжудки, Е  тупламнинг ^ар бир нуцтасида
ё '  (*) =  +  00 ■

Бирор е (>  0) олиб,
Ф (* ) =  Ф М  +eg(x)

функцияни киритамиз ва Ф(х)  нинг ^еч бир ^осила сони 
[а, Ь\ сегментнинг ^еч ^андай ну^тасида манфий булол- 
маслигини курсатамиз. Х а1\И1̂атан ^ам> 8 (х) усувчи бул­
гани учун

Ф (х +  h) — Ф  (х) ^  Ф (х +  h) — Ф (дг) 
h ^  h

тенгсизлик уринли, бундан эса [а, b] сегментнинг Е  тупч 
ламга тегишли булмаган ихтиёрий х ну^тасида

П Ф (х )> 0
тенгсизлик уринли (чунки Е  дан таш^арида ф (х) функциянинг 
хосила сонлари манфий эмас). Агар х £ Е  булса,

Ф (х +  h„) — ф (х) 
hn

ифода /i„-> 0 да цуйидан чегараланганлиги (чунки акс холда 
ф(х) функциянинг бирор хосила сони учун D  ф  (х) =  —  оо 
булади) ва g' (х) = + оо булгани учун: Ф ' (я) = •+■ оо. Шун­
дай ^илиб, [а, b] сегментнинг хар цандай нуцтаси учун

О Ф  (х) > 0.
Бундан, 50.3-леммага асосан, Ф(л:) усувчи, яъни х<у да

Ф  (х) < Ф  (у)
ёки

Ф (*) +  е g (х) < ф (у) +  г g (у) -, 
е сонни нолга интилтириб,

Ф (Х> < Ф (У) 
ифодани оламиз. Лемма исботланди. *

50.2- т е о р е м а н и н г  и с б о т  и. 1^уйидаги функция- 
ларни киритамиз:
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п пу агар / (х) >  п булса.
Рави зан ки ,

Ф„ (х) < /' М-
Бунд^эн, 38.6-теоремага асосан, срп(х) нинг жамланувчилиги 
кели(> чи^ади. Ушбу

белги.__лашни киритиб, Rn {х) нинг усувчилигини курсатамиз. Те.
орема шартига кура хар бир ну^тада f'(x) мавжуд булгани 
учун 48.1-теоремага асосан ^ар бир ну^тада

були^ , фп(х) функциянинг таърифланишига асосан R'n (х) :> О 
TeHrcF—1злик уринли булади. Шунинг учун Rn(x) нинг бирор ко­
сила «:они  манфий булган нуцталар тупламининг улчови нолга 
тенг. Иккинчи томондан, фг1(х) < п булгани учун

Бунд^=ш эса
Rn (x + h )- R n (х) f (x +  h ) - f  (х) n 

h h
Охирг— 'и муносабат теорема шартига кура f(x) функциянинг о̂- 
силасЕ—I з̂ ар бир нуцтада мавжуд булиб, чекли булганлиги учун 
Rn функциянинг хеч бир хосила сони — оо га тенг булол- 
масл1*ггини курсатади. Шунинг учун, 50.5- леммага асосан Rn (х) 
усувч: идир.

Д^^мак,

X
R „(x) = / М — j Фа М dx

а

х

Rn (b) >  R n (a),
яъни

b
[(b) — f (a) > §<Pn (x) dx.

a

A m m o

lira cp„ (л:) = /' (x).
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Бу ва (3) тенгсизликдан, 38.12-теоремага асос -ан 
ь ь

lim f фл(х) dx = f f'(x) dx
П—+ОО J va a

муносабатни оламиз. Демак,

т - м > \ п х )  dx.
a

Агар ю^оридаги муло^азаларни — f(x) функция zra татби^ 
^илсак,

ь
f(b) — f(a)<  [ f\x) dx

a

муносабатни оламиз. Охирги икки муносабатдан^ 

f(b) = f(a) +  j  f'(x) dx
a

келиб чицади. Бу билан теорема тула исботланг 1,и. *
Энди иккита мисол келтирамиз.
1. Ушбу

з_
2 1

f(x) = х sin — (0 <  х < 1),X
№  =  о

функция [0, 1] сегментнинг ^ар бир ну^тасида чекли о̂- 
силага эга:

J. _ i_
V I  \ 3 2 . 1  2 1f (х) = — х s in ----х cos — (х >  0),

2 х х
/'(0) = 0

ва бу ^осила жамланувчи функция булади, чунки

i r w K l  + i
Шунинг билан f(x ) функция 50.2-теореманинг ш^артларини 
к;аноатлантиради ва демак,

f(x) = J / ' (/) dt. 
о
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2. Ушбу
f(x) = хг cos —  (0 <  х < 1),X2
f (0) = о

функция ^ам [0, 1] сегментнинг ^ар бир ну^тасида чекли 
^осилага эга, аммо унинг ^осиласи жамланувчи функция 
булмайди. Дар^аци^ат, агар а<|3^1 булса, у ^олда [а, р] 
сегментда f'(x) чегараланган ва шунинг учун 

Р

j  /'(/) dt = р2 cos —■ — a2 cos
а

Агар а — Л/ -  ■2— - , р„ = булса, у *олда
V 4" + 1 ^ 2п

f  ™ "  S
“л

булади. Лекин [an, P J сегментлар узаро кесишмайди; шунинг
оо

учун, агар Е  = U [ос , р ] булса, у ^олда
п— 1

.f Т О * - ± 2 ^ -  + » .
£ п=1

яъни f '(t ) жамланувчи эмас. Бу мисол курсатадики, Ле­
бег маъносида интеграллаш жараёни ^ам ^осила-функция 
ёрдами билан бошлангич функцияни тиклаш масаласини 
тула э̂ ал ^илмас экан. Бу масалани Лебегнинг интеграл­
лаш жараёнини умумлаштирувчи Перон — Данжуа интег­
раллаш жараёни тула ^ал цилади.

47.7- теоремада ^ар цандай узгариши чегараланган f(x ) 
функция ягона усул билан узлуксиз £ (* ) функция ^амда 
погонали Н (х) функциянинг йигиндиси сифатида

f{x) = g{x) +  Н (х) (4)
ифода этилиши мумкинлигини курган эдик.

Энди узгариши чегараланган узлуксиз, аммо абсолют 
узлуксиз булмаган g(x) функцияни цараймиз ва а(х) 
функцияни ^уйидаги тенглик ор^али ани^лаймиз:

« (*) = J ё' (0 dt-
а

www.ziyouz.com kutubxonasi



49.7-теоремага асосан а(х) абсолют узлуксиз функ- 
циядир. 49.2-теоремага асосан эса унинг узгариши чега- 
раланган. g(x) ва а(х) функцияларнинг ушбу

S(x) = g(x) — a(x) (5)
айирмасини ^араймиз. Бу тенглик билан ани^ланган S (x )  
функция узлуксиз ва узгариши чегараланган функция 
эканлиги равшан. 47.6-натижага асосан S(x ) функция 
деярли чекли ^осилага эга. Шунинг учун S '(x )= g '(x )—  
—а ' (х) тенглик деярли уринли. 48.2-теоремага асосан 
a ' ( x)= g '(x) тенглик деярли уринли булгани учун

S'(x) = g'(x) — cc'(x) = 0
тенгликнинг деярли уринли эканлиги келиб чицади.

Т а ъ р и ф. Узлуксиз, узгариши чегараланган ва %оси- 
ласи деярли нолга тенг булган S(x ) функция сингуляр 
функция дейилади.

Сингуляр функцияга мисол ^илиб 45-§ да аницланган 
Кантор функциясини ^амда 46.4-теоремадан кейинги ми- 
солда курилган функцияни келтириш мумкин.

(4) ва (5) тенгликлар цуйидаги му^им хулосага олиб 
келади:

Х>ар цандай узгариши чегараланган f(x) функция уч- 
та: абсолют узлуксиз (а (л :)), погонали (Н (х )) ва сингуляр 
(5(д:)) функцияларнинг йигиндиси сифатида ифода этили- 
ши мумкин, яъни

f(x) = а {х) +  Н (х) + 5 (х). (6)
(6) тенгликни дифференциаллаб деярли уринли булган

f'(x) = а'(х)
тенгликка эга буламиз. Бундан эса узгариши чегаралан­
ган функциянинг ^осиласини интегралланганда бу функ- 
циянинг узи эмас, балки унинг фа^ат абсолют узлуксиз 
^исмигина тикланар экан, деган хулосага келамиз.

51-§. Ишорали улчов. Радон— Никодим 
теоремаси

Бу параграфда I I I  бобда киритилган улчов тушунча- 
сини янада кенгайтирамиз.

Фараз ^илайлик, бирор а-аддитив ц улчовга эга булган 
Е  тупламда жамланувчи f(x ) функция берилган булсин. 
У ^олда 38.5-теоремага асосан бу функция Е  тупламнинг 
^ар ^андай улчовли А ^исмида ^ам жамланувчи булади.
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Агар тайинланган f(x) функция учун цуйидаги Лебегнинг 
аник;мас интеграли

U A )= U (O d \ i  (1)
А

ни ^арасак, Лебег интегралининг а- аддитивлик хоссасига 
асосан, (1) тенглик билан ани^ланган L  (А ) туплам функ­
ция ст-аддитив улчовнинг манфий эмаслик хоссасидан 
таии^ари барча хоссаларига эга булади (чунки, агар Е  
тупламда f ( x ) ^ 0 булса, ^ар ^андай ^лчовли А а Е  туп­
лам учун £ ( Л ) ^ 0  булади). Бу эса цийматлари туплами 
манфий сонлардан иборат булган з̂ олни ^ам уз ичига 
олувчи ихтиёрий туплам функциялари синфини урганишга 
олиб келади.

1-таъриф .Бирор тупламлар системасида анщланган L( ) 
туплам фунщияси учун шу системадан олинган щр кандай 
узаро кесишмайдиган. сони саноцли А ,, А2, . . ., Ап, . . .  , 
( A k П А. — 0 , k Ф /) тупламларда

тенглик уринли булса, бундай туплам фунщияси а-адди- 
тив туплам фунщияси дейилади.

2- т а ъ р и ф. о-аддитив ц улчовга эга булган Е  туп- 
ламнинг i/лчовли цисм тупламларидан иборат Z (E )  систе- 
мада аниц,ланган %ар цандай о-аддитив L(-)  трплам функ- 
цияси ишорали улчов дейилади.

3-таъриф. Агар исталган B £ Z (E ) учун Ц А  П В) < О 
(L(A П В) > 0) булса, А £Z(E) туплам Ц-) ишорали ул­
човга нисбатан манфий (мусбат) туплам дейилади.

Манфий ва мусбат тупламларнинг мавжудлиги а̂к̂ идаги 
цуйидаги теоремани исботлаймиз:

51.1-теорема. Агар ишорали L(-) длчов Z(E) систе- 
мада анщланган булса, у холда Е  тупламнинг шундай ул- 
човли Е~  кис ми мавжудки, L  (•) ишорали улчовга нисбатан 
Е~  туплам манфий, £+ = Е \ Е ~  туплам эса мусбат бу­
лади.

И с б о т. Фараз ^илайлик,
а = inf L(B) (2)

BczE:L (B )< 0
булсин. Агар ишорали L (•) улчовга нисбатан манфий булган 
улчовли тупламларнинг {Е п} кетма-кетлиги учун

lim Ц £ л) =  а  (3)
П—юо

муносабат уринли булса,
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Е '"  =  U Ея (4)Л=1
тенглик билан ани^ланган Е ~  туплам ишорали L( -) улчовга 
нисбатан манфий булиб, L(E~) — а  булади.

}\а^и^атан, Е ~  тупламнинг ишорали L(-) улчовга нисбатан 
манфий эканлиги равшан. (2) муносабатга асосан Е ~  туплам 
учун

L(Em") >  а
тенгсизликка эга буламиз. (4) тенгликка асосан эса

En c z E ~

муносабат уринли. Бундан Ц Е п) >  L(E~) тенгсизлик келиб 
чи^ади. Демак,

а  <  Ц Е - )  ^  Ц Е а) 

булиб, бундан п-^-оо да
а  <  L(E“ ) <  а

муносабатни оламиз. Бундан L(E~) — а  тенглик келиб чи^ади.
Е ~  туплам теорема шартини ^аноатлантирувчи туплам экан- 

лигини, яъни Е+ =  Е \ Е ~  тупламнинг ишорали L (•) улчовга 
нисбатан мусбат туплам эканлигини курсатамиз.

Фараз к^илайлик, Е  туплам ишорали L(-) улчовга нисбатан 
мусбат булмасин. У холда шундай А £ Z (Е) туплам мавжудки, 
L(E+ П А) <  0 булади. Ап =  Е+ П А белгилаш киритамиз. А0 
туплам ишорали L (•) улчовга нисбатан манфий була олмайди. 
Акс ^олда А0 тупламни Е  тупламга кушиб,

Ц Е Г  U A0) =  L(E-) +  L(A0) < a
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса а  соннинг анщланишига 
зид. Демак, шундай п натурал сон мавжудки, унинг учун А0 
тупламнинг цисми булган А х туплам топилиб,!

L (4 )  > j i
п 'Х'ЗКМ

тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликни [каноатлантирувчи 
барча п натурал сонларнинг энг кичигини п1 ор^али белгилай- 
миз:

Ц А 1) > ± .
"г

Бу фикрни туплам учун такрорлаб, L(A2) >  — (пг^ п ^
п2 1

муносабатни цаноатлантирадиган Аг cz (А0 \ Л Х) тупламни топа- 

286
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миз. Бу жараённи чексиз давом эттирамиз. Натижада буш 
булмаган

В о ~  А 0 \  U АпП = 1
тупламни ^осил ^иламиз (чунки Ц А 0) <С 0 ва барча п учун 
Ц А п) >  0). Тузилишига асосан Вп туплам ишорали Ц -)  ул- 
човга нисбатан манфий тупламдир. Буни Е ~  тупламга цушиб, 
яна а  соннинг ани^ланишига зид булган натижага келамиз. Де­
мак, барча улчовли A cr Е \ Е ~  тупламлар учун L (А) >  0, 
яъни Е+ =  Е \ Е ~  туплам ишорали L (•) улчовга нисбатан 
мусбат туплам.*

Е  тупламнинг мусбат Е+  ва манфий Е ~  тупламларнинг 
йдаиндиси шаклида ифодаланиши, яъни

Е =  Е+  U Е -
ёйилмаси унинг Хан маъносидаги ёйилмаси дейилади.

Е  тупламнинг Хан маъносидаги ёйилмаси Ц -)  ишорали 
улчовга нисбатан эквивалентликкача ягонадир, яъни агар

Е =  Е +  U E f  ва Е =  Е+  U £ ~

булса, у э^олда исталган A £ Z (E )  учун
Ц А  П £,+) =  L(A  П Е+) па Ц А  П Е Г) =  ЦА  П ЕТ)

булади. Х,а^и^атан,

А  П (ЕГ \ Е ~ ) а А  П Е ~  ва А П (ЕГ \ Е - ) с  А Л Е+

муносабатлардан мос равишда
Ц А  П (Е ~ \Е ~ ))  <  0 ва ЦА  Л (ЕТ \ Е ^ ) )  >  0

тенгсизликларни оламиз. Булардан Ц А  Л (£]~ 44 ~  ® тенг‘ 
лик келиб чицади. Ушбу Ц А  Л (Е~  \  £~)) =  0 тенглик ^ам 
худди юк;оридаги сингари исботланади. Бу охирги икки тенг- 
ликдан эса Ц А  Л Е~)  =  Ц А  Л Е~) тенглик келиб чи^ади. 
У ш бу Ц А  Л Е+) =  ЦА  Л Е+) тенглик ^ам шунинг сингари 
исбот этилади.

А гарда биз Z (E )  ст-алгебрада £ + (• )  ва £ “ (•) туплам 
функцияларини мос равишда

L+ (А) =  Ц А  Л £+ ) ва 1 Г  И ) =  — Ц А  Л Е~)
тенгликлар орцали ани^ласак, иккита о- аддитив улчовга 
эга буламиз. Бундан ишорали £ ( • )  улчовни

L =  L+ —  L -
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куринишда ёзиш мумкинлиги келиб чи^ади. Ишорали 
улчовнинг бу куриниши унинг Ж ордан маъносидаги ёйил- 
маси дейилади.

Энди ц ст-аддитив улчов булиб, Z(E) система Е  туплам­
нинг барча улчовли ^исм тупламларидан тузилган а-алгебра 
булсин. Агар бирор Ag£ Z  (Е) туплам хам да ишорали L (■) ул­
чов учун хар бир В £ Е \  А0 да L(B) =  0 ва хар ^андай ул­
човли С сг А 0 учун L (С) >■ О булса, у х1олда А0 туплам ишо­
рали L(-) улчовнинг ташувчиси дейилади.

Агар х;ар цандай ёлгиз ну^тали А туплам учун L (А) =  О 
булса, бундай ишорали улчов ишорали узлуксиз улчов дейи- 
лади.

Агар ишорали Ц -)  улчовнинг ташувчиси чекли ёки сано^- 
ли тупламдан иборат булса, ишорали дискрет улчов дейилади.

4 -т а ъ р и ф . Агар  ц(,4) =  0 булган \а р  кандай A £ Z( E )  
учун L(A) =  0 булса, L(-) ни ц. улчовга нисбатан абсолют 
узлуксиз ишорали улчов дейилади.

Ни^оят, агар ишорали L (•) улчовнинг ташувчиси j_i-улчови 
ноль булган бирор А £  Z(E) тупламдан иборат булса, у |л ул­
човга нисбатан сингуляр ишорали улчов дейилади.

Лебег интегралининг а- аддитивлик хоссасига асосан 
(38.7- теорема)

L(A) =  j f ( x )  d p
А

тенглик орцали ани^ланган L(A)  туплам функцияси ст-ад­
дитив ишорали улчов булади. Лебег интегралининг абсолют 
узлуксизлик хоссасидан эса (38.9-теорема) иш орали Е(А)  
улчовнинг ц улчовга нисбатан абсолют узлуксизлиги келиб 
чи^ади. Энди бирор ишорали v улчовнинг ст- аддитив ц. 
улчовга нисбатан абсолют узлуксизлиги маълум булганда, 
уларни (1) куринишда ифодалаш мумкинми, деган  савол 
тугилади. Бу саволга Радон — Никодим теоремаси жавоб 
беради. Д астлаб ^уйидаги ёрдамчи леммани исботлаймиз:

Л е м м а .  А гар  айнан нолга тенг булмаган  v улчов  
ц улчовга нисбатан абсолют узлуксиз булса, у  %олда ш ун­
дай натурал п ва  ц ( В ) > 0  булган улчовли В  туплам
топиладики, В туплам ишорали v---- |i улчовга нисбатан

п
мусбат тдплам булади.

И с б о т . Х̂ ар бир ишорали v — -  [j,, п =  1, 2, . . . улчовга
п

мос келган Е — Е+  U Е ~  Хан ёйилмасини ёзиб, ^уйидаги [туп- 
ламларни тузамиз:

ОО оо

£ +  =  U A + , ЕГ  =  Е \ Е +  =  Е \ ( [ ] Е + )  =
П— 1 71—1
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-  n ( £ \ £ + ) -  П £„-•rc=l n=l

У ^олда барча n учун ---- - jaj (£—) sg; 0 тенгсизликдан

v(£“ ) <  — u (£ - )
П

тенгсизлик келиб чик;ади. Бу тенгсизлик ^ар к,андай п учун 
уринли эканлигидан ч(Е~) ^  0 муносабатга эга буламиз. Де­

мак, 51.1 - теоремага асосан — — jx j( £ + )> 0  булиб,

v(£0+) >  I  ц (£ + )

тенгсизлик хар бир п натурал сон учун уринли эканлигидан 
v(£+) >  0 тенгсизлик келиб чнк,ади. v улчов |л улчовга нис­
батан абсолют узлуксиз булгани учун |i(£+) >  0 булади. Бун- 
дан ва E j  тупламнинг тузилишидан шундай п натурал сон то- 
пиладики, ц ( £ + ) >  0 булади. Агар шу п учун В =  Е+  деб 
олсак, лемма исботланган булади.*

51.2-т е о р  е м а  (Радон — Никодим). Агар ишорали v улчов 
%амда а- аддитив ц улчов Z (X) ст- алгебрада анщланиб, ишо­
рали v длчов (I улчовга нисбатан абсолют узлуксиз булса, у  
%олда X  тупламда [х улчов буйича жамланувчи шундай f(x) 
функция мавжудки, \а р  бир А £ Z(X) учун

Ч Л )=  \ f (x)  di i
А

тенглик уринлидир.
f{x) функция ишорали v длчовнинг (д. улчов буйича %оси- 

ласи дейилади ва деярли бир цийматли анщланади, яъни 
агар ч(А) =  )' g(x) d fx ва v(/4) =  J f  (x) d \i булса, у  %олда

A A

ц { x £ X : f  (x )= £ g  W} =  0
булади.

И с б о т . Ж ордан ёйилмасига асосан ц улчовга нис­
батан абсолют узлуксиз булган >*ар бир ишорали v улчов 
(х га нисбатан абсолют узлуксиз булган Vi ва V2 улчовлар- 
нинг айирмаси сифатида ёзилиши мумкин. Шунинг учун 
теоремани мусбат ишорали улчов учун исботлаш кифоя. 
Ш ундай ^илиб, умумий аницланиш со^асига эга булган v 
ва ц улчовлар берилган булиб, v улчов [д, улчовга нисба­
тан абсолют узлуксиз булсин. Хар кандай улчовли А £ Z(X)
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'ту п л ам  учун ^ улчов буйича жамланувчи, манфий булма- 
ган ^амда

Г /  (х) d (л <  v(,4)
А

тенгсизликни ^аноатлантирадиган функциялар тупламини 
К + орк;али белгилаймиз. Фараз ^илайлик,

М =  sup [ f(x) d (.1 
/6к+ х

булсин. К + тупламдан
lim f fn{x) d ц =  M

П—*00 ^
шартни к,аноатлантирувчи {fn} функциялар кетма- кетлигини ола­
миз ва

gn(x) =  шах (/, (х), . . . , / „  (х))

функцияни тузиб, g n (zK+  эканини курсатамиз. Х^и^атан, 
E £ Z  (X) улчовли ихтиёрий туплам булсин. У ^олда Е ни уз- 
аро кесишмайдиган шундай Е х, Е2, . . ., Еп тупламларнинг йи- 
гиндиси сифэтида

ифодалаш мумкинки, уларнинг ^ар бири учун x £ E k булганда 
g n(x) — fk(x) булади. Бундан

gn(x) d [ i  =  V  f fk(x) d (x <  V  <(Ek) =  v(E)
E k = l  E k  ft= l

муносабатни оламиз. Демак, g n £ K+. Агар f (x) =  sup {fn (x)}
П

десак, у ^олда f{x) =  lim g n (x). Демак, Лебег интеграли ос-
п —+ оо

тида лимитга утиш ха^идаги 38.12-Леви теоремасига мувофиц, 
j- f{x) d \ i  =  lim С gn(x) d \ i  =  М. (5)

X  п -ю о  'х

Агар

v0(£ ) =  v ( £ ) - f / ( x ) d (i
Е

деб олсак, у з^олда f (x)  функциянинг таърифланишига 
асосан \ 0 ( Е ) ^ 0  булади. Энди vo(-) улчовнинг айнан ноль 
эканлиги курсатилса, теореманинг биринчи ^исми исбот- 
ланган булади. Ф араз ^илайлик, vo(-) айнан нолга тенг
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булмасин, яъни )^ар цандай E £ Z ( X )  учун v o (£ )> 0  бул- 
син, у з^олда леммага асосан шундай е > 0  ва |. i (5 ) > 0  
булган ц улчовли В туплам топиладики,

е ц (Е П В) <  v0 (Е П В)
тенгсизлик ихтиёрий Е £ Z(X) учун бажарилади. Агар 
h(x) =  f(x) +  г х в(х) (бу ерда / в (х) функция В тупламнинг 
характеристик функцияси) деб олсак, уни ихтиёрий улчовли В 
тупламда ц, улчов буйича интеграллаб,
\ h(x) d у, =  f f(x) d +  е ц(£ П В) <  f f(x) d ц +  v0(£ f| В) =
Е Е  Е

=  f f (x)d\ i  +  v0(£ П В) —  | f(x) d ц =  J f(x) d[ i  +
E £p)B  £ \ B

+  v0(E П f i ) <  v0(E \ B )  +  v 0(E П B) =  v0(£),
яъни

[ h(x) d \ i < .  v0(E)
E

тенгсизликка эга булар эдик. Бу эса h £ К + эканини курсатади. 
Иккинчи томондан, (5) муносабатга асосан

f h(x) d [i  =  \ f(x) d  (х +  e [i(fi) =-- M M
jc x

тенгсизлик уринли булиб, бу М  соннинг ани^ланишига 
зид. Д емак, v o (-)— О экан. Ш ундай ^илиб,

v (А) =  I- /(*) d  p. (6)
А

тенгликни ^аноатлантирувчи f (x)  функциянинг мавжуд- 
лиги исботланди.

Энди теореманинг иккинчи ^исмини, яъни f (x)  функ­
циянинг ягоналигини исботлаймиз. (6) тенгликни ^аноат- 
лантирувчи икки f(x)  ва g ( x )  функция мавж уд булсин. 
У ^олда *;ар бир Л £ Z (X) туплам учун

v(A) = f / ( x )  d|x =  | g(x) d \x
A A

тенгликлар уринли. > âp ^андай m ва n натурал сонлар учун 
Ат ва Вп тупламларни мос равишда цуйидагича аник;лаймиз:

Ат =  |  X : f{x) — g(*) >  j,

Вп =  |  х : g(x) — f(x) >  - i j .

Am ва Bn тупламларнинг таърифланишига асосан
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И O U  =  Г d \1 =  Г d J.I <  т Г f(x) d[ i  —4 .) /  М  —  е М  J

— m f g(x) d \ i  =  rn v(/1m) — m \{A m) =  0 
A/n

муносабат уринли. Бундан ва |х нинг улчов эканлигидан |i(/lm)= 0  
тенглик келиб чицади. jx (Вп) =  0 тенглик хам шунга ухшаш 
исботланади.

Ушбу

{x: f (x)¥*g(x)}  =  ( и Ат) U (U Вп)
т п

тенглик Ат ва Вп тупламларнинг таърифланишидан келиб чи­
тали. Бундан ва |я улчовнинг о-аддитивлигидан

ц({х : /  (х) ¥= g(x)}) sS 2  ^ (Ат) +  2  =  0
т— 1 л —1

тенгсизлик уринли. р. улчов булгани учун бу тенгликдан 
|.i({x: f{x) ф  g(x)}) =  О 

тенглик келиб чицади*

М А Ш  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Агар f (x)  функция абсолют узлуксиз булса, у ^ол- 
да j f (а:) | функция ^ам абсолют узлуксиз булишини ис- 
ботланг.

2. Агар f (х) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булиб, 
1/001 функция шу сегментда абсолют узлуксиз булса, у 
^олда i (х) функциянинг ^ам абсолют узлуксиз булишини 
исботланг.

3 - У ~  I (х ) функция [а, Ь] сегментда жиддий усувчи 
абсолют узлуксиз функция булсин. ср(г/) функция эса 
[ /(а ). f ( b ) ]  сегментда абсолют узлуксиз булсин. У з^олда 

г =  ф [/(х )]  функция [а, Ь] сегментда абсолют узлуксиз 
булишини исботланг.

4. Агар /(* )  функция [а, Ь] сегментда абсолют узлук­
сиз булиб, улчовли А<=[а,Ь]  тупламнинг улчови ноль 
булсин. У ^олда унинг тасвири [ (А)  тупламнинг з^ам у л ­
чови ноль булишини исботланг.

5. [ (х) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булиб, у з­
гариши чегараланган булсин. Агар улчови нолга тенг 
булган з^ар бир А  с  [а, Ь] туплам учун унинг тасвири бул-
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ган /(Л ) тупламнинг з$ам улчови ноль булса, f(x)  функ- 
циянинг абсолют узлуксиз эканлигини исботланг.

6. Фараз ^илайлик, Л с—\а,Ь\  туплам [а, Ъ] сегментнинг 
улчовли кисми булсин. Хар бир х  £ [a, b] pa h >  О сон учун

Ф(лг, К) =  ц(Л П [х — h, х +  Л]) 

функцияни киритамиз. Агар

Н т =  1
А—*.+о' 2 h

муносабат уринли булса, х £ [ а ,  Ь] нуцта А тупламнинг зич- 
лик ну^таси дейилади. Агар А сг [а, Ь] улчовли туплам булса- 
унинг деярли барча ну^талари зичлик нуцтаси булишини ис, 
ботланг.

7. A (J [а, Ь] улчовли туплам булиб, х £ А  ну^та унинг 
зичлик нуцтаси булсин. У >^олда х нуктани уз ичига олган их- 
тиёрий (ak, bk) интерваллар кетма- кетлиги учун k -*■ оо да 
bk — аА-> 0 шарт бажарилса,

l im И (Л Г) (ад. bk)) =  j
k —*cv bfc —  Clfc

муносабатнинг уринли эканини исботланг.
8. f (х) функция [а, b ] сегментда камаймайдиган абсо­

лют узлуксиз функция булиб, А а  [а, Ь\ улчовли туплам 
булсин. Агар ц[<р(Л)] сон А тупламнинг тасвири булган 
ф(/4) тупламнинг улчови булса,

Ц 1ф(Л)] = f ф'(0 d t
А

тенгликни исботланг.

XI б о б  

СТИЛТЬЕС ИНТЕГРАЛИ
52-§. Лебег — Стилтьес улчови

Юцорида Лебег улчовини ^араганимизда, [а, Ь] сегмент­
нинг Лебег улчови деб унинг узунлиги (Ь—а)  ни айтган 
эдик. Лекин [а, Ь] сегментни ва унинг i^hcm тупламларини 
бош ^ача умумийроц усул билан з^ам улчаш мумкин.

Ф араз цилайлик, [а, Ь] сегментда ани^ланган, чапдан 
узлуксиз ва монотон камаймайдиган F (х) функция берил-
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ган булсин. Бу функция ор^али [а, b] сегментнинг, [а, Ь) 
ва (а, Ь\ ярим интервалларнинг ^амда (а, Ь) интервал- 
нинг улчовларини мое равишда ^уйидагича аник;лай- 
миз:

т[а, b] - F(b +  0) — F(a), 
т[а, Ъ) =  F(b) — F(a), 
т(а, b] =  F(b +  0) — F(a +  0), 
т[а, b) =  F(b) — F(a +  0).

Энди [а, Ь] сегмент берилган булиб, бу сегментнинг барча 
[а, Р) куринишдаги ярим интервалларидан ташкил топган сис- 
темани Н  ор^али белгилайлик. Н системанинг ярим ^ал^а таш­
кил этиши равшан. (1) га асосан ^ар цандай [а, Р )£ Я  учун

т[а, р) - F(P) — F(а) (2)
тенгликка эга буламиз. Н  системада бу тенглик билан ани^- 
ланган т  туплам функцияси улчовдир. Хаци^атан х;ар ^андай 
[а, р) £ Н  учун т [а, Р) >  0 эканлиги (2) тенгликка асосан 
F (х) функциянинг монотон камаймайдиганлигидан келиб чи­
тали. Энди т  туплам функциясининг аддитив функция эканли- 
гини курсатамиз.

Фараз ^илайлик,

[а, р) =  [а, Yi) U lYx. Ya) U • • • U [Y„_i. Y„) U [?„, P)

булсин. У ^олда (2) га асосан
т[а , р) =  F(P) -  F(а) =  [F(P) -  F(yn)] +  [F(yn) -

— ^  lY„_i)] +  • • ■ +  t/r(Y2) — ^(Yi)] +  [^(Yi) — Д а)! =
=  m[y„, P) +  m[YrI_ 1, Y„) +  • • • +  mlylt y2) +  m[a, y,)

тенгликка эга буламиз. Демак, Я  системада (2) тенглик 
билан аницланган т  туплам функцияси улчов экан.

1- т а ъ  р и ф. А гар F(x)  функция [а, Ь] сегментда аниц-*, 
ланган, чапдан узлуксиз ва монотон камаймайдиган  
функция булиб, Н система [а, Ь] сегментнинг барча  
[a, pj куринишдаги ярим интерваллар системаси булса,  

у  %олда Н  системада (2) тенглик билан ани^ланган m 
туплам функцияси F функция ор^али \осил  щилинган 
Стилтьес улчови дейилади. F(x)  функция Стилтьес ул- 
човини келтириб чицарувчи (яратувчи) функция дейи­
лади.

F (х) ва F (х) + c (c  =  const) функциялар бир хил Стилть­
ес улчовини келтириб чи^аради. Умуман, (2) улчовни 
келтириб чи^арадиган функцияларнинг умумий курини- 
ши F ( x ) + c  дан иборат булади. Дацицатан, F (х) ва
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Ф(л:) функциялар (2) улчовни келтириб чщ аради- 
ган ихтиёрий функциялар булсин. [а, Ь] сегментдан 
бирор х0 £ [а, Ь\ нуцтани тайинлаб олиб, ихтиёрий х £ [а, Ь] нук;- 
тани оламиз. Агар х0 <  х булса, у ^олда (2) тенгликка асосан 
[х0, х) ярим интервал учун (F (х) ва Ф (%) функциялар т ул­
човни келтириб чи^арадиган функциялар булганлиги сабабли)

т[х0,х) =  F(x) — F(x0) =  Ф(х) — Ф(х0)
булиб, бундан

Ф (х )-£ (х )  =  Ф(*0) - £ (* „ )  (3)
тенгликка эга буламиз. Шунга ухшаш, агар х < х 0 бул­
са, яна (2) тенгликдан (х, х0] ярим интервал учун

т\х, х0) =  F(x0) — F(x) - Ф(х0) — Ф(х)
булиб, бундан яна

Ф(,х) — F(x) =  Ф(*0) — F(xо)
тенгликка келамиз. х £ [ а, b ] ихтиёрий булгани учун, 
бундан

Ф(х) — F(x) =  с(с =  const)
тенглик келиб чик;ади. Демак, ^ар бир х £ [а , Ь\ учун т ул­
човни келтириб чинарадиган х,ар цандай F (х) ва Ф (х) функ­
циялар орасида

Ф(х) =  F(x) +  с
муносабат Гринли экан.

52.1-т е о р е м a. F (х) функция [а, Ь] сегментда камай^ 
майдиган функция булиб,

m[a,V)  =  F (P ) - F ( a )  (4)
улчов Н системада аниланган Стилтьес улчови булсин.
(4) улчовнинг о- аддитив улчов булиши учун F (х) функ-  
циянинг [а, b ] сегментда чапдан узлукси з булиши з а р у р  
ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р и й л и г и .  (4) улчовни а- аддитив 
улчов деб, F (х) функциянинг чапдан узлуксиз эканлиги- 
ни курсатамиз. Фараз ^илайлик, F (х) функция [а, Ь\ сег- 
ментнинг бирор нуцтасида чапдан узлуксиз булм асин, 
яъни х0 ну^тада F (х) функция учун

F(x0 0)=/= F(xо)

муносабат уринли булсин, [а, Ь] сегментдан шу х 0 н у^- 
тага усиб интиладиган {хп} кетма-кетликни оламиз:
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Xl <  *2 <  • ' ' <  Xn <  ' • • <  *0' Xn ~ + X0> П - + О О .  (5 )

F(x)  функция камаймайдиган функция булганлиги са- 
бабли

lim F(xn) =  F(x0 — 0)
П—*оо
х п < х  0

лимит мавжуд ва фаразимизга асосан
lim F(xn) =  F(x0 — 0 ) ф  F(x0)

П—юс
хП<х0

муносабат уринли. (5) муносабатга асосан
[xlt х2) с= [Xi.JCa) с : . . .  с : [лг,, хп) cz . . .

муносабатнинг уринли эканлиги равшан. Бу муносабатдан ва 
n -v o o  да хл->  х0 эканлигидан,

оо
[xv  х0) =  и [Х,. Хп)

п= 1
тенглик келиб чи^ади. Бундан ва т  улчовнинг а- адди- 
тивлигидан, 20.6- теоремага асосан

т [хъ х0) =  т \  U [л-,, л: )̂) =  lim т [х,, хп)
\fl~l / tl—*oo

тенгликни оламиз. Н атижада (4) тенгликка асосан 
lim [F{xn) - F ( x x) } = F { ^ ) - F  (х,)
П~¥00

ёки

lim F(xn) =  F(x0)
n-+QO

тенглик ^осил булади. Бу эса фаразимизга зид. Демак,
F (х) функция чапдан узлуксиз экан.

К и ф о я л и г и .  F (х) функцияни [а, Ь] сегментда чап­
дан  узлуксиз деб, (4) тенглик билан ани^ланган т. улчов­
нинг о- аддитив эканлигини курсатамиз.

Фараз ^илайлик,

[«. Р) = 0  К ,  Р„), [а ,, р,) П [а,, р,) =  0 , к Ф }  (6)

булсин. У ^олда ^ар ^андай N  натурал сон учун
N
U 1а,.> Р„) ^  [а . Р) муносабат уринли булади. Бундан ва тП=1

;улчовкинг аддитивлик ^амда монотонлик хоссасидан 
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N

2  т  К '  Рл) <  т  Р)
п= 1

тенгсизликка эга буламиз. Бу тенгсизлик з^ар ^андай N  
натурал сон учун уринли булганлиги сабабли у N-*oo да 
з^ам уринлидир:

2  т  К -  Р „) <  m  [®. Р)- (7 )
п =  J

Энди тескари тенгсизликни исботлаймиз. (6) муносабатда 
а  <  Р булсин, у х,олда а  •< Р' <  Р муносабатни цаноатланти- 
рувчи р' сон з^амма ва^т мавжуд. F (х) функция чапдан узлук­
сиз булганлиги сабабли ихтиёрий е >- 0 сон учун з̂ ар бир п 
натурал сонда а'п <С ап муносабатни цаноатлантирувчи шундай 
а п ва а п сонлар топиладики, улар учун

F K ) ~ F (“ К ^

муносабат уринли булади. Бундан

F ®1 ~ F K ) < F ( h ) - F К ) +  фг (g)
тенгсизлик келиб чикади. Бу ерда f>n сон (6) муносабатдаги 
[о„, Р„) ярим интервални ташкил этувчи сон. а ’п, а п ва Р̂ гсон^ 
ларнинг олинишига асссан [ап. fin)cz(a'n, Рп) муносабат уринли .̂ 
Демак, [а, Р) ярим ннтервалда жойлашган [а, Р'] сегмент сони 
саноцли (а'п, Рп) интерваллар системаси билан ^опланар экан.

14.1-Борель — Лебег теоремасига асосан бу системадан 
[а, р'] сегментни цоплайдиган сони чекли {(%k, Р„АХ k =  1, 2,
. . . , / ■ ) }  ^исм систсмани ажратиб слкш мумкин. Агар сони
чекли {(а' , р *)} интерваллар системаси [а, Р'] сегментни ь̂ оп-

k k k,» '* ’ - 1 t
ласа, у з^олда [а^ , Рп̂ ) ярим интерваллар системаси хам шу 
сегментни цоплайди, яъни

К  И  <=11 1% , ( у .

Бундан ^уйидаги муносабат бевосита келиб чикади;

1«, Р ' ) = у  К , .  Р„,>.

Бу муносабатдан з^амда т улчовнинг аддитивлик ва мо- 
нотонлик хоссасидан
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т [а, р') <  ^  т  К *- Р«*) (9)
fe=i

тегсизликка эга буламиз. (4) тенгликка асосан т [ а , р ') =
=  F (p / ) — F (а)  ва

mIV  ^  =  F®nk) ~  F« )  

тенгликлар уринли булганлиги учун (9) муносабатдан

F ( P ') - f ( a ) <  ^  [ / ^ ) _ F (CQ ]
*=i

тенгсизлик келиб чи^ади. Бундан ва F(x)  функциянинг ка- 
маймайдиган эканлигидан

f ( P ' ) - F ( a ) < 2  [F(pn) _ /?(« ;)]
/1 = 1

муносабатга эга буламиз. Бунинг унг томонидаги йигин- 
ди остидаги ифодага (8) тенгсизликни цуллаб,

F(P') -  F(a) <  2  W  -  +  e
n =  I

тенгсизликни оламиз. Бу тенгсизлик a < p '< p  муносабат­
ни ^аноатлантирувчи ^ар ^андай р' сон учун уринли бул­
ганлиги сабабли у F (х) функциянинг чапдан узлуксизли- 
гига асосан, р '->р булганда ^ам уринлидир, яъни

F(& — F(a) <  ^  f ~  ^ К ) !  +  е -
П~ 1

Бундан ва е > 0  соннинг ихтиёрийлигидан

f ( P ) - F ( a ) < 2  W - W I
n=i

тенгсизлик келиб чицади. Бу муносабатдан (4) тенгликка 
асосан

оо

т [ а ,  р) < ^  т К- Р„)
П= 1

тенгсизликка эга буламиз. Бу ва (7) тенгсизлик теоре- 
мани исботлайди.*
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Шундай ^илиб, Н  ярим ^ал^ада (4) тенглик билан 
ани^ланган ст- аддитив т улчовга эга булдик.

Бу улчовни 25-§ да баён этилган усул билан Н системани 
уз ичига олган минимал Z (Н) у^алцага давом эттириб, 25.3-те­
оремага асосан ст-аддитив ^  улчовга эга буламиз. Бу улчов 
F фунщияга мос булган (ёки F функция келтириб чщарган) 
Лебег — Стилтьес длчови дейилади. F функция эса улчовни 
келтириб чщарувчи функция дейилади.

Лебег — Стилтьес улчовининг учта му^им хусусий >^оли 
билан танишиб утамиз.

1. Ф араз ^илайлик, F (х) функция 45-§ да (1) тенг­
лик билан ани^ланган чапдан узлуксиз h(x)  погонали 
функция булсин. Бу функциянинг узилиш нуцталарн 
xt <Г х2 хп <с . . . булиб, шу ну^таларга мос келган

сакрашлар эса А ,> 0 ,  Л2 >  0, . . ., Лп > 0 ,  . ( У  hk < ° ° )

сонлардан иборат булсин. 1-таърифда F (х) сифатида h (х) функ* 
цияни оламиз. У ^олда h  (х) функция келтириб чицарган j j .  

улчов буйича [а, Ь] оралик,нинг ^ар ^андай и,исми улчовли бу­
либ, А сг [а, Ь] тупламнинг |.1д улчови т у  тупламга тегишли 
Xf ларга мос келган Л(- ларнинг йигиндисига тенг, яъни

М 4 - 2  v  <10>

Ха^икатан, Лебег — Стилтьес улчовининг таърифидан курина- 
дики, ^ар бир Х[ нуцтанинг улчови h( га  тенг, яъни

M W ) =  hi •
оо

Агар D =  U {*,} булса, у ^олда

[ц([а, b] \  D) =  О 
тенглик уринли. Демак, цл улчовнинг ташувчиси D  экан. Бун­
дан ва \ih улчовнинг ст-аддитивлигидан >^ар ^андай А  с :  [а, Ь\ 
учун (10) тенглик келиб чицади.

2- т а ъ р и ф. Бирор F погонали монопгон функция келти­
риб чщарган улчов дискрет улчов дейилади.

2. Фараз цилайлик, F монотон ф у н к ц и я  [а, Ь] сегм ент­
да абсолют узлуксиз булиб, унинг ^ о с и л а с и  F ' ( x ) = f ( x )  
булсин. 49.8- Лебег теоремасига асосан  ^ а р  бир ярим  ин­
тервал [а, р) сг [а, Ь] учун унинг улчовини

m F{ [ a ,  р)) F(P) — F{a)  =  J f ( x )  d  ц
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тенглик ор^али ани^лаймиз (бу ерда р улчов [а, Ь] сегментдаги
еоег улчови). У ^олда, элементлари [а, Ь] сегментнинг барча 

р) куринишдаги ярим интервалларидан иборат булган Н 
системада аницланган сг-аддитив mF улчовга эга буламиз. 25.2- 
теоремага асосан тр улчов Н  системани уз ичига олган мини- 
мал Z(H) ^алцада аницланган о-аддитив \iF улчовгача давом 
эттирилиши мумкин. Бу усулда ани^ланган р улчов з^ар и,ан- 
Дай A£Z(H)  учун

[хДЛ) =  |  }(х) d\x (11)
А

тенглик билан ани^ланади.
г а ъ р и ф. Агар \iF ва р улчовлар берилган булиб ( р — 

Лебег улчови), р (А )  =  0 булган хар кандай улчовли А туп­
лам учун  (Л) =  0 булса, (х̂ , улчовни (р. улчовга нисбатан) 
абсолют узлуксиз улчов дейилади.

Лебег интегралининг абсолют узлуксизлигига асосан (11) 
тенгликдан \ ip улчоЕнинг и улчовга нисбатан абсолют узлук­
сизлиги келиб^чик;ади.

3- Ф араз ^илайлик, F монотон сингуляр функция бул­
син. М аълумки, бундай функция узлуксиз булиб, узгариши 
чегараланган ва ^осиласи деярли нолга тенг. Бундан, F 
сингуляр ф ункция келтириб чицарган р̂ - улчовнинг таш ув­
чиси Лебег улчови ноль булган тупламдан иборат экан- 
лиги келиб чи^ади .

4 -т а ъ р и ф . А г а р  pF ва р улчовлар берилган булиб ( р — 
еоег улчови) х а р  цандай бигпта нуцтали тупламда pf  нол­

га тенг , лекин шундай  р(Л) =  0 булган улчовли А туплам
улсаки, (СА)  — 0 тенглик бажарилса, pF га р улчовга 

нисбатан си н гуля р  улчов дейилади.
Д ем ак , б и р о р  F сингуляр функция ор^али келтириб 

^ицарилган у л ч о в  Лебег улчовига нисбатан сингуляр 
улчов булар э к а н .

__ Агар F  =  Fx -|_ р ъ булса, mF ([а, Р)) =  F (р) — F (а) =
— 1 (Р) — Fx ( а )  +  F2 (Р) — F2 (а) =  M Pi ([а, Р) +  mFt ([а, Р)) 
тенгликка асосан ц .̂ =  ^

5 0 - д а н  м аълум ки (50-§, (6) тенгликка царанг), ^ар 
^ан д ай  м о н о то н  функцияни учта функция — абсолют уз- 

уксиз, п о го н а л и  ва сингуляр функцияларнинг йигинди- 
си с и ф а т и д а  ифодалаш  мумкин. Бундан ва (11) тенглик­
дан j^ap ц а н д а й  Лебег — Стилтьес улчови абсолют узлук- 
3 00
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сиз, дискрет ва сингуляр улчовларнинг йириндиси сифа- 
ти да  ифода этилиши мумкин, деган муз^им хулоса келиб 
чикади.

53- §. Лебег — Стилтьес интеграли

Ф араз к,илайлик, [а, b ] сегментда ани^ланган монотон 
F функция орцали келтириб чик;арилган Л ебег—Стилть­
ес улчови берилган булсин. Бу улчов учун Лебег интегра­
ли тушунчасини киритиб, одатдагидек, жамланувчи функ­
циялар синфини ани^лашимиз мумкин. [а, b ] сегментда 
аницланган f(x)  функциянинг улчов буйича Лебег 
интеграли Л е б е г — Стилтьес интеграли дейилади ва у i^y- 
йидагича белгиланади:

J  /(*) dF (х).
а

М и с о л л а р. 1. F(x) =  h(x) =  2  бу ерда h (х)—порона-
xi< x

ли функция булиб, xlt х2, х3, . . . лар h (х) нинг узилиш нуцта- 
лари, hJt h2, h3, . . . лар эса шу ну^таларга мос функииянинг 
сакрашлари. F (х) функция яратган улчовнинг ташувчиси 
х г, х 2, х3, . . . нуцталар эканлиги ва з̂ ар бир x i нук;танинг ул­
чови \ip ({*,}) =  hit г =  1 , 2 , . . .  эканлигини 52- § да Лебег —- 
Стилтьес улчовининг биринчи з^олида курган эдик. Энди, агар 

улчовга мос келган Лебег — Стилтьес интегралини олсак, 
цуйидагига эга буламиз:

Г f (х) d v F =  С /  (х) dh (х) =  2  / (*/) bi­
ll а 1=1

2. Агар F абсолют узлуксиз функция булса,

|  /  (х) dF (X) =  j  f (х) F' (X) dx  ( 1 )

a a

тенглик уринли. Демак, бу з^олда Лебег — Стилтьес интег­
рали Лебег интегралига айланар экан.

^аци^атан , агар f (x)  функция покопали функция б^лса, 
у з^олда [а, Ь] сегментни сони чекли ёки сано^ли, узаро 
кесишмайдиган улчовли А\,  А 2, . . .  тупламларнинг й и р и н ­
д и с и  сифатида ифода к,илиш мумкинки, з^ар бир Ак тупламда 
f  (л:) функция узгармас ск сонга тенг булади. Бундай функция 
учун улчовнинг о-аддитивлигидан цуйидагига эга буламиз:
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• J  Дх) dF (x) =  j  f(x) d ( iF =  j  fix) d  Iv  =  2  I  ^  dvLP =
° a VAk k Akk

=  2  М Л )  =  F \x) d x =  2 J 4  F(x) d x  =
k k k Ak

o
=  f f  ix) F'(x) dx  =  Г fix) F'ix) dx .3

UA k ak R
Демак, погонали функциялар учун (1) тенглик уринли экан.

Энди, агар f {х) ихтиёрий жамланувчи функция булса, у 
^олда бу функцияга текис я^инлашувчи fn (х) погонали функ­
циялар кетма-кетлиги мавжуд. Бу кетма-кетликни камаймай­
диган деб ^исоблаш мумкин. У ^олда {fn ix) F' (х)} кетма-кет- 
лик ^ам камаймайдиган кетма-кетлик булади ва у f ix)  F' ix)  
функцияга деярли яцинлашади. Агар ушбу

j  fnix) dF ix) =  j  fn(x) F'ix) dx
a a

тенгликда (38.12-Леви теоремасига асосан) п-+оо да ли- 
митга утсак, (1) тенглик ^осил булади.

Ю ^орида Лебег — Стилтьес улчовини ^урганимизда, шу 
^лчовни келтириб чицарган F функцияни монотон ка­
маймайдиган цилиб олган эдик. Лекин Лебег — Стилтьес 
улчовини ^ар ^андай узгариши чегараланган С (х ) функ­
ция учун ^ам ани^лаш мумкин. ^а^и^атан  С(х) функция 
[а, Ь] сегментда узгариши чегараланган ихтиёрий функ­
ция булсин. 47 .3-теоремага асосан бундай функция иккита 
ф(х) ва (дс) монотон функциянинг айирмаси сифатида 
ифодаланиши мумкин, яъни

G (х) =  ф (х) — г|з (х).
Энди, G (х) функция ор^али Лебег — Стилтьес интеграли- 
нинг таърифига кура

ь ь ь  
j  f ix)  dG ix) =  j" f ix) d<p (x) — j  f ix)d\ |з(х)
a a a

тенглик билан аницлаймиз. Агар G(x) функция бош^а 
ф1 (х) ва tyi(x) монотон функцияларнинг айирмаси сифа­
тида ифода этилган булса, яъни

G (х) =  фх(х) — i|>i (х)
булса, у з^олда 
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b b b b 
J  f  (x) dq> (x) — j  f (x) dip (x) =  j  /  (x) (x) — j  /  (x) (x)
a a a a

тенглик уринли булади. ^ацицатан, таърифга кура 
ь ь ь
j  f  (х) dq> (х) — j  /  (х) dip (*) =  j  /  (x) dG (x) =
a  a  ab b

=  j / M W — j  / M w
a  a

тенгликка бевосита эга буламиз.

54- §. Лебег — Стилтьес интегралининг баъзи бир 
татбицлари

Лебег — Стилтьес интеграли татбиций масалаларда жу- 
да куп ^улланилади. ^уйида шулардан баъзи бирларига 
тухталиб ^тамиз.

Э^тимоллар назариясида тасодифий ми^дорнинг та^- 
симот функцияси

F ( x ) = P ( l < x )
тенглик ёрдамида берилади (бу ерда Р (£ < х )  сон £ тасо­
дифий мицдор ^ийматларининг х  дан кичик булиш э^- 
тимоли). Тасодифий ми^дорнинг цийматлари дискрет ёки 
узлуксиз булиши мумкин. Агар g тасодифий ми^дор дис­
крет булса, унинг цийматлари туплами купи билан санок;ли 
булади. Фараз ^илайлик, хь  х2, . . .  , х„ , . . .  лар |  тасодифий 
ми^дорнинг цийматлари булиб, р и р 2, . . . , р„,  . . ■ сонлар 
эса шу цийматларни цабул ^илиш эхтимоллари булсин:

Pi =  />(£ =  *;), Pi > 0 , ' £  р{ =  1.
I

Бундай тасодифий ми^дорнинг та^симот функцияси F(x)  
53- § даги биринчи мисолдан таниш булган

f  w -  2  ^
X I  < Х

[а, Ь] сегментда сакраш функциясидан иборат булади.
[а, Ь] сегментда та^симот функцияси ани^ булган 

тасодифий мицдорлар учун унинг математик кутилиши ва 
дисперсияси мос равишда

ь
M l  =  \ x d F { x )
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ь
D% =  $ (x — Mt)2dF(x)

a

Лебег — Стилтьес интеграллари ор^али топилади. Агар бу- 
ни дискрет тасодифий ми^дорга татби^ этсак, мос равиш- 
да ушбу йигиндиларни оламиз:

m i  =  2  
i

ва

i
Агар |  тасодифий ми^дор узлуксиз булса, у ^олда 

унинг F(x)  та^симот функцияси абсолют узлуксиз функция 
булади. Та^симот функциясининг F ' (х) = р ( х )  ^осиласи эса 
|  тасодифий мивдор э^тимолликларининг та^симланиш 
зичлиги дейилади. 53- § даги иккинчи мисолга асосан 
бундай тасодифий ми^дорнинг математик кутилиши ва 
дисперсияси мос равишда цуйидаги тенгликлар ор^али 
топилади:

ъ ь
М£ =  j  хр (x)dx ва Dc =  j" (х — M)2p(x)dx.

а а

Энди |  тасодифий ми^дор берилган булиб, унинг та^- 
симот функцияси F (х) булсин, яъни

*'(*) =  я  (£ < * ).
Боцща бир т) тасодифий ми^дор £ тасодифий мицдор би­
лан г) =  ф [ |)  муносабат ор^али богланган булсин. Агар 
Ф (х) функция, т] тасодифий ми^дорнинг та^симот функ­
цияси булса, у э^олда

ь
Mr] =  \ xd Ф (х)

а

эканлиги маълум. Агар у  — Ф(х)  функция F (х) функция 
келтириб чиь^арган jli  ̂ улчов буйича жамланувчи булса,
У ^олда,

- fo o  4*00 (

Мц  =  f xd Ф (х) =  j  Ф (х) dF (х) =  /Иф (с). ,
— 00 —00

тенглик хам уринлидир.
Лебег — Стилтьес интегралининг механика масалаларига i 

татбики сифатида ^уйидагини куришимиз мумкин: (
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X O Y  текисликда x у^ининг xu x2, x3, . . . , xn ну^тала- 
рида мос равишда ти тг, . . . , тп массалар жойлашган бул­
син. Механикадан маълумки, бирлик масса у  уцининг М (0,1) 
нуцтасида потенциал ^осил ^илади. Бу потенциал xi нуцтада- 
ги m i массага туррн пропорционал ^амда М  (0,1) ва М { (xiy 0) 
ну^талар орасидаги V  1 +  xj масофага тескари пропорционал- 
дир. Бундан, агар mi массанинг ^осил ^илган потенциалинн 
билан белгиласак, цуйидагини оламиз:

cm,

Ф‘’ ~  K l  +  х ?

бу ерда с — пропорционаллик коэффициента. Демак, xlt х2, 
. . . ,хп нуцталардаги ти т2, . . . , тп массалар М (0,1) нуц- 
тада

п п т,-
Ф =  У  ф,- =  С ' S  г  ~

потенциални ^осил ^илар экан.
Агар массанинг х у^идаги тацсимоти узлуксиз булиб, 

т ( х )  функция х нуцтадаги массанинг зичлиги булса, у 
^олда бу массанинг (— оо, х) орали^даги так;симот функ­
цияси

л

F (х) — |  т (/) dt

формула ор^али берилади ва М (0,1) нуцтадаги потенциал 
^уйидагига тенг булади:

Ф =  Г - J = d F ( x )  =  с f  т ( —, dx.
- L v i  +  x* к - J  / н - * а

55-§. Риман-Стилтьес интеграли

\  [а, Ь]’'сегментда ани^ланган икки / (х) ва ф (х) функция бе­
рилган булсин. [а, Ь] сегментни а0, а ь  . . . , ап ну^талар би­
лан ихтиёрий равишда п та булакка буламиз:
а =  а0 <  а { <  а2<  . . .  <  а х<  an= b ,  max (а£— at-_,) = а п. (1)

1 < 1< п

Х,ар бир а,] сегментда бирор xi нуцтани олиб,
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sn =  ( * ; )  {ф (a) —  Ф (a ,_ i)}  (2 )
/=i

й и р и н д и н и  тузамиз.
Т а ъ р и ф .  Агар a n нолга интилганда Sn йигинди [а, Ь] 

сегментнинг кр.ндай булинганидан ва х( нуцталарнинг цан- 
дай танланишидан цатъи назар ани% бир лимитга интил- 
са, у  .\олда бу лимитнинг циймати f (x)  функциянинг [а, Ь] 
оралицдаги у ( х )  функция буйича олинган Риман  — 
Стилтьес интеграли дейилади ва цуйидагича ёзилади:

ь
lim Sn =  f f (x)dy(x) .

“ л _>0 a

Бунда f (x)  интегралланувчи функция, ф (х) эса интег- 
ралловчи функция дейилади.

55.1-т е о р е м а. А гар  [а, Ь] сегментда f ( x )  узлукси з  
ва  ц>(х) узгариш и чегараланган функциялар булса, у  
%олда f ( x )  функциянинг <р(х) функция буйича Риман  — 
Стилтьес интеграли мавжуд ва у  шу функциянинг Л е ­
бег  — Стилтьес интегралига тенг.

И с б о т. [а, b ] сегментнинг
а =  а0 <  а х <  а2 <  . . . < а п =  Ь

булинишини ^араймиз. Агар хар бир п натурал сон учун 
[Oi_i> а(). i =  1, 2, . . . , п ярим интервалдан нук,тани их­
тиёрий танлаб, fn(x) погонали функцияни

fn( x ) = f ( l i ) ,  af_ , <  x < a it i =  1, 2, . . . , п

тенглик билан аншугасак, у >*олда п -*■ оо да {/„ (х)} кетма- 
кетлик [а, b] сегментда узлуксиз f(x) функцияга текис я^инла- 
шади. Дацикатан, /  (х) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз бул­
гани сабабли хар кандай е >  0 сон учун шундай б >  0 сон 
мавжудки, | х — i  | <  б булганда | /  (х) — /  (?) 1 <  е булади. Энди 
х £ [а ,  Ь] ихтиёрий ну^та булсин. У холда бу ну^та aj)
ярим интервалларнинг бирортасига тегишли булади. Берилган 
е >  0 сон учун п натурал сонни шундай танлаш мумкинки, 
натижада а£] ярим интерваллар узунликларининг энг
каттасини б сондан кичик килиб олиш мумкин. У холда

\ f n ( x ) - f ( x ) \  =  \ f ( l i) - f ( x ) \  

тенгликдан хамда a t), х£  а,-) ва max (а- —
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I fn (х) — f{x) | <  е
тенгсизликка эга буламиз. Бундан, [а, Ь) ва е >  0 ихтиёрий 
булганлиги сабабли {fn ix)} кетма-кетликнинг п-*- оо да fix)  
функцияга текис якинлашиши келиб чи^ади.

Энди

Sn=  2  /  ^  ~  ф (а1 -д  >i=i
интеграл йигиндига fn (х) — f ( |£), а(-_, х <  а, погонали функ­
циянинг Лебег — Стилтьес интеграли деб к,арашимиз мумкин. 
[а, Ь] сегментни чексиз кичик булакларга булиш натижасида 
{/„ (*)} функциялар кетма- кетлиги /  (х) функцияга текис яцин- 
лашганлиги туфайли (3) йигиндининг а п->-0 да лимита мавжуд 
ва у лимит /  (х) функциядан [а, Ь] сегмент буйича олинган 
Лебег — Стилтьес интегралини беради. Иккинчи томондан, 
худди шу лимитнинг узини, таъриф буйича, f(x) функциядан 
олинган Риман — Стилтьес интеграли деб белгилаган эдик. * 

Энди Риман — Стилтьес интегралининг бир неча содда 
хоссалари билан танишамиз.

55.2-т е о р е м а. Ушбу
ь ь ь

J  /  (х) dtp (х) +  j  г|з (х) rfcp (х) =  j  { / (х) +  г|> (*)} dcp (х)
а а а

тенглик i/ринли ва бунинг чап томонининг мавжудлиги- 
дан унг томонининг мавжудлиги келиб чицади.

И с б о т. Дар^ацицат,

= 2  [/ (*;) + Ф (х[)1 {ф (Qi) — Ф (flt-i)} = 2  f ̂  (а^ ~  i=i 1=1

— Ф (a,-_i)} + 2  У (х1~> (Ф (°») ~  Ч> (a,-_i)} = + ST- 
i= i

Агар а п нолга интилганда Sjj> ва 5^2) йигиндилар мос равиш­
да /, ва / 2 лимитларга интилса, у холда S n =  S {„ +  S jf йирин- 
ди 1 =  / х +  / 2 йигиндига интилади, бу ерда: 

ь ь

h  =  j  /  М  d y  {х), / 2 =  ] Ч  (*) сГф (я)
а  а
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I =  J { /M  +  4>(*)}d<p(*)-*
a

5 5 .3 -т е о р е м а . Уилбу
ь ь ь

j  f{x) d(f (x) +  j  /  (x) dty(x) =  J  f ( x ) d { y  (x) +  ф (*)}
a a a

тенглик Гринли ва  бунинг чап томонининг мавжудлиги-  
дан унг томонининг мавжудлиги келиб чи^ади.

Бу теорема 55.2- теоремага ухшаш исботланади.*
55.4-т е о р е м а. Агар а < Ь < с  булса, у  %олда

Ь с с

f /  (дс) dcp (х) +  j  f (х) dq> (х) =  [  /  (х) dcp (х).
a b a

Бу тенглик интегралларнинг унг томондагиси мавжуд  
б()лганда уринли.

Бу теореманинг исботи ю^оридаги 55.2- теореманинг 
исботига ухшаш. Аммо бунда унг томондаги интегралга 
мос йигиндини тузишда, яъни [а, Ь] сегментни кисмларга 
булишда b ну^тани булиш нуктаси килиб олиш керак.*

С

55.5- и з о Шуни айтмон; лозимки, J  fdq  интегралнинг
а

b с

мавжудлигидан j fdq> ва J* fd<p интегралларнинг мавжудлиги
а Ъ

келиб чи^ади. Лекин аксинчаси умуман ^ар вацт 
Гринли эмас. Бунга мисол келтирамиз. [— 1, + 1 ] сегмент­
да куйидагича тузилган f ( x )  ва ф (л:) функциялар берил­
ган булсин:

10, агар — 1 <  х <  0 булса,

—, агар 0 <  х <  1 булса,

ф (дл _  I х, агар — 1 <  х <  0 булса,
( 0, агар 0 <  х <  1 булса.

Равшанки,
о 1
\ f ( x ) d q ( x )  =  0, J /(x )d < p (x )= O t 

—i о
чунки [— 1,0] сегментда f  (х) =  0 ва [0,1] сегментда ф(л:) =  0. 
Аммо
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f f (x) d<p (x)

интеграл мавжуд эмас, чунки [— 1, 1] сегментни цисм- 
ларга  булганимизда { (х)  ва ср(х) функцияларнинг бери- 
лишига асосан 0 ну^тани уз ичига олмаган цисмларга 
мос хадлар 0 га тенг. О ну^тани уз ичига олган <  0 < ^ а £ 
^исмга мос хад (ноль ну^та булиш ну^таси булмаган холда) 
цуйидагича булади:

° ; =  {Ф (а,-) — ф (а,-_,) J /  (*,) = ----------  (arap xt >  0 булса).

Бундан куринадики, х(- нолга истаганча я^ин булганда а,- сон 
истаганча катта булиши мумкин, демак, тегишли йдаинди ли- 
митга эга булмайди.

ь ь
5 5 .6 -т е о р е м а . [ kf (х) dh<p (х) — kh  \f(x)dq>(x)

а а

(k са h — узгармас сонлар).
И с б о т. Х,ак,и^атан,

k п
f kf (х) dhy (х) =  lim У  kf (х.) {hep (а-) — hq  (а(_,)} =

П X
=  &•/[• lim У  f (xf) {ф (а,.) — ф («,•_!>} =  k-h  J f (x)dcp(x) *

rt—>00 а
ь ь

5 5 .7 -т е о р е м а . Ушбу j  / (х)dtp (х) ва ] ф  (x)df(x)

интегралларнинг бирининг мавж удлигидан иккинчиси- 
нинг мавжудлиги келиб чицади ва цуйидаги тенглик 
уринли:

ь ь
f /  (х) dq> (х) +  j  ф (х) df (х) =  f  ф) ф Ф) —

а а

— / (я )ф (а )  =  [/ (х ) ф (х )] |в.

Бу тенглик булаклаб интеграллаш формуласи  дейилади.

309
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ь
И с б о т. |  /  (х) dcp (х) интеграл мавжуд деб фараз к;илиб,

а
(2) йдаиндига ухшаш ^уйидаги йириндини тузамиз:

S n = ^ f  (x i)  {Ф  (a i)  —  Ф («(•_,)} =  2  f  (х д  Ф (ai ) ~
/=1 i= i

— 2
i= i

ь
ап =  Ь, й0 =  а булганлиги учун йигиндига [/ (х) ■ ф (х)] | ифода-

а
ни цушиб ва айириб ташланса, ушбу тенглик келиб чицади:

S n =  / (х п) Ф Ю  + 2   ̂О /) Ф (at ) —  2  / ( * t+ i)  Ф —  
i = i  ;= i

— /  (Xj) ф (a0) =  [ f (х) ф {x)fa — {[f(b) — f  (хп)] ф (Ь) +

+  2  ф ^  0,-+ i) — /  (*,-)! +  [/ (*,) — f (а)] ф (а)} =

=  [/ (х )  ф [x )fa — S '  .

бу ерда 5^ — сунгги катта к,авс ичидаги ифода. S ' —  йирин- 
дининг тузилишига дивдат билан царалса, у хам S n йиринди- 
га ухшаш тузилган булиб, бундаги фарк; S'n да [а, b] сег­
ментни булиш ну^талари сифатида х0 =  а <  х1 <  х2 <  . . . <
<  хп — b ну^талар иштирок этаётгани, а,, а2, . . . ап_ х ну^та- 
лар (яъни S n ни тузишда булиш ну^талари сифатида олинган нук,- 
талар) эса тегишлича х, < х 2, х2< а 2<  х3, . . . , хп_ х
<  хп тенгсизликларни к,аноатлантиришидадир. Равшанки, а п =  
~  шах (а , . , .— а,) нолга интилганда В =  гпах (х .-,,— х.) хам

0< i< n—1 4+1 * п 0 < к л —1
нолга интилади. Фаразимизга мувофик;, а п ->  0 да Sn нинг ли­
мита мавжуд, демак,

К  =  If (х) ф (х))ьа — Sn 

тенгликдан, ю^оридаги мулохазага мувофи^, Рп ->  О да 5 ' нинг
лимита мавжудлиги келиб чи^ади. Бу лимит эса Риман —

ь
Стилтьес интегралининг таърифига кура [ ф (х) df (х) га тенг.

а
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Аксинча, сунгги интеграл мавжуд деб фараз ^илсак ю^орида- 
ь

гига ухшаш, j  f (x)dy(x)  интегралнинг мавжудлигини курса-
а

тиш мумкин. *

56-§. Стилтьес интеграли остида лимитга утиш

5 6 .1 -т е о р е м а , [а, b] сегментда анщланган узгариши 
чегараланган ср (х) функция ва f  (х) функцияга текис я щ н -  
лашувчи узлуксиз функцияларнинг ( f n (х)} кетма- кетлиги 
берилган булсин. У \олда

ь ь
lim \ fn (х) dq> (х) =  f /  (х) dq> (х). (1)

о ~ 2
И с б о т. Математик анализ курсидаги маълум тео- 

ремага асосан f ( x )  функция текис яцинлашувчи узлук­
сиз функциялар кетма-кетлигицинг лимити булганлиги 
сабабли узлуксиз булади. Шунинг учун 55.1-теоремага 
асосан сунгги муносабатнинг унг томонидаги интеграл 
мавжуд.

55- § нинг (2) тенглигидаги S n йиринди учун цуйидаги муно- 
сабатларни ёзишимиз мумкин:

| sn | =  12 f (xi) (ф (ai) —ф (at_i)} I <  
i=i

<  max I f  (x) I У  IФ (a{) — ф (a,_,) I <  M fVba (ф),
a < x < b 1 I 1 1

бу ерда
M, =  max I f(x) I.

a < x < b I I

Бундан равшанки
ь

| J / M * P W  I <  M ,  V ba (Ф);
a

У ^олда
ь ь

| J  f n  W <*Ф W  — i  /( x ) d<p(x) I < M fn (ф).
a a

Теорема шартига кура n -> o o  да {fn} кетма-кетлик f (х) функ­
цияга текис я^инлашганлиги сабабли
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Бундан (1) муносабатга эга буламиз.
5 6 . 2 - т е о р е м а  (Х|елли). [а, Ь] сегментда аницлан- 

ган узлуксиз f ( x )  функция ва бу сегментнинг %ар бир  
нуцтасида ср(х) функцияга ящнлашувчи узгариши чега­
раланган {срп(х) } функциялар кетма-кетлиги берилган  
булсин. А гар  п натурал соннинг %амма щйматлари учун

Vba (ф„) <  М  (2)

тенгсизлик бажарилса (М  Дзгармас ва п га  боглик бул-  
маган сон), у  %олда ф(х) функциянинг %ам ijзгариши че-- 
гараланган булади ва

ь ь
lim f f (х) dq>n (х) =  I /  (х) dcp (х). (3)
n-УСО £ -а

И с б о т .  [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий я =  а0< а 1 <  . . . <  
<C_am =  Ь булинишини оламиз. Теорема шартига кура хар бир 
х € [а, Ь] учун

lim ф„ (х) =  ф (х)
П—ю о

булганлиги сабабли «туртбурчак тенгсизлиги» деб ата- 
лувчи

IIФ (ak) —  ф («*_,) | — I ф„ (а*) — Ф„ К _ ,)  |1 ^

<  IФ Ю  — Ф„ (ak) 1 +  I ср (ak_ )  — срп I
тенгсизликдан

т т

12  I ф Ю  — ф K - i )  | — 2 1 ф« ~  ф* 11 <
*=i *=1

<  2 1ф — ф« ю  | +  2 1ф I
*=ij *=i

тенгсизликни оламиз. Бунга асосан
т т

2 1ф ю — ф (ak-\)  I = lim 2 1 ф« (ak> ~  ф« (ak~\) I- (4)
* T i  1 * Г i 1 1

ф„ (х) функциялар узгариши чегараланган булганлиги учун

2  | ф« №  —  ф" I <  Уа (фЛ- 
k = \
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Бундан ва (2) тенгсизликдан (4) га асосан
т

v  | ф(<д — ф (<**_,) |
*=i

тенгсизлик келиб чщ ади. Бу муносабатдан ва [a, ft] 
сегментнинг булиниши ихтиёрий ^илиб танланганлигидан

К  (ф) <  м
тенгсизлик келиб чикади. Демак, ф(л:) функциянинг уз­
гариши чегараланган экан.

Энди ихтиёрий е >  0 сон учун [а, Ь] сегментни шундай т
та [at-_j, a,-], i — 1, т кисмларга буламизки, у цисмларнинг

з;ар бирида узлуксиз f(x) функциянинг тебраниши —  дан ки-
ЗЛ1

чик булсин, яъни

sup / (* )— inf (5)
ai_\<x<a£ ai—\<x<ai от

тенгсизлик уринли булсин. У холда
Ь т а1

j  / (х) dtp (х) =  У  j  / (х) dq> (х) — 
а 1=1  <Ц_ 1

т ai т а1

=  2 1  г/ w — /  («{_i) ] d(? ix) +  2  /  К - i )  I  W-
1=1 H _ \ i=x ° i—1

(5) га асосан
ai

I f  [/(*) — /  dq> (x) | <  - 5 -  VaJ  (ф)
o/-l J M

тенгсизликка эга буламиз. Бундан

т ai  т

1=1 0j_ I 6M  1=1

=  —  К  (ф )<  - •з M  a 3

Демак,
b m

j  / (X) d y  (x) =  2 f(d{ _ ,) [ф (flf) —  ф (a,_,)] +  a  ^  (1 a  |<  1).
a (=1 a
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Шунга ухшаш«
Ь т

5 /  М  d<Pn (х) =  2  /  (а,_.,) [ф„ (о,-) -  Ф„ («/_,)] '+  «„ |  ( | а „ |  <  1).
а {=1 о

[а, Ь] сегментнинг хар бир нуцтасида {<рп (х)} функциялар 
кетма- кетлигининг ср (х) функцияга якинлашганлигидан ва шу 
сегментда f(x)  функциянинг узлуксизлигидан шундай п0 нату­
рал сон мавжудки, п >  п0 булганда

т

I 2  f [(fn («,) — Фл K - l) ]  —
/=1

т

— 2  f ’ to ф Ц -i)] | <  -  
i=i 3

тенгсизлик уринли булади. Д ем ак, п > п 0 булганда, бу 
тенгсизликка асосан куйидаги тенгсизликни ^ам ёзиши- 
миз мумкин:

ь ь
I ' f(x)dq>n (x) — \  /  (х) dcp (х) | < е .

а а

е нинг ихтиёрийлигидан ва бу тенгсизликдан биз ис- 
бот этмо^чи булган (3) муносабат келиб чицади.

М А Ш  К, У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Ф араз цилайлик, а  ва 3 сонлар fa, 61 сегментдан 
олинган булиб, [a, Р1 сегментнинг характеристик функ­
цияси f i x)?  [р, Ь\ сегментнинг характеристик функция­
си ф(Х) булсин. Кандай а  ва 3 сонлар учун

ь
j  /  (х) d y  (х)
а

интеграл мавжуд булади? М авжуд булган ^ол учун 
унинг ^ийматини хисобланг.

2. Айтайлик, а < с < Ь  булиб,

Ф (Х\ =  } ° -  а г а Р 
ф W  |1 ,  агар л: >  с.

Агар [а, Ь] сегментда ани^ланган f(x)  функция х — с нуц- 
тада узлуксиз булса, ф(л:) функциянинг х = с  ну^тада 
^андай аницланишидан цатъи назар
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b

j  /  (x) dcp (x) =  f(c)
a

тенгликни исботланг.
3. ( f (x)  ва cp(x) функциялар [а, b ] сегментда порона- 

ли функциялар булсин. Бу функцияларнинг узилиш нукта- 
ларига цандай шартлар цуйилганда

ь
[ f (х) dcp (х)

а

интеграл мавжуд булади? М авжуд булган ^ол учун бу 
интегралнинг цийматини ^исобланг.

4. f ( x )  функция \а, Ь] сегм ентда узлуксиз ва ц>(х) 
функция погонали функция булганда,

ъ
j f (х) dcp (х)
а

интегралнинг ^ийматини ^исобланг.
5. х1г х2, хп, . . .  нуцталар (а, Ь) интервалнинг хар 

хил ну^талари булиб, съ с2, . . . , сп , . . .  сонлар учун

2 Ы < ° °  -k=\
м уносабат Гринли булсин. [а, b ] сегментда ва ф (х )
функцияларни куйидагича аницлайМиз:

,|.М  — / агаР * > 0 бУлса>
^ { 0, агар х  <  0 булса,

00

ф(*) = 2  xk>- 
f t = l

\а, b] сегментда узлуксиз булган *ар кандай f (x)  
функция учун

Ь оо

j f(x)dcp(x) =  2  ckf(xk)
a fc=l

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.
6. а параметрнинг ^андай ^ийматлари учун

1
| х? d sin —

о *
интеграл мавжуд?
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7. К ( х )  — Кантор функцияси (45.3- теоремадан кейин- 
ги иккинчи мисолга каранг) учун дуйидаги интегралларни 
^исобланг:

1 1 1 
J х dK {х), j  х2 dK  (х), f К  (1 — л-) d K  (х).
О О О

8. Куйидаги интегралларни хисобланг:
Я

a) j  sin xdq> (х),

х, агар х£

бу ерда ф(х) =

О, булса,

2, агар х =  ва х =  л булса, 

х — —, агар х£  ( £■, л  ) булса;

91
б) | (х +  2) d (е* sign sin х);

— Я

Л

в) j  ( х — l)d (c o sx  sign х).
- — Я  4

( 1, агар х >  0 булса, 
бу ерда sign х =  j о, агар х =  0 булса,

— 1, агар х < 0  булса.

X I I  б о б

ТАРТИБЛАНГАН ТУПЛАМЛАР. 
ТРАНСФИНИТ СОНЛАР

57- §. Тартибланган тупламлар

5^озиргача учраган тупламлар орасида ^а^щ и й  сон- 
лар туплами R, рационал сонлар туплами Q, натурал 
сонлар туплами N, бутун сонлар туплами Z  ва умуман, 
R  нинг ихтиёрий цисм туплами бонща тупламлардан 
табиий усулда тартиблангани билан фарц килади. Яъни 
бу тупламларнинг ихтиёрий иккита бир-биридан фарцли
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элементининг бири иккинчисидан кичик. Урта мактабдан 
таниш булган бу муносабат "<*" белги ор^али ифодала- 
нади.

1 - т а ъ р и ф .  Агар X тупламда цуйида келтирилган 
туртта шартни цаноатлантирувчи муносабат анищ--
ланган булса, X тартибланган туплам дейилади.

1) X тупламнинг ихтиёрий икки а ва Ь элем ент  учун  
ва Ь ^ а  муносабатлардан камида биттаси албатта

уринли;
2) Агар а ^ Ь  ва Ь^.а булса, у  хрлда а =  Ь;
3) муносабат транзитивлик хоссасига эга, яъни  

а^ .Ь  ва Ь ^ с  муносабат лардан а ^ с  муносабат келиб  
чицади;

4) X тупламнинг %ар цандай а элементи учун а^ .а  
муносабат уринли.

Бу муносабат X тупламдаги тартиб дейилади.
Агар тартибланган X тупламнинг х ва у  элементлари  

учун х ^ .у  муносабат уринли булса, у  х^олда х элемент 
у  элементдан олдин келувчи (кичик) ёки у  элемент х  
элементдан кейин келувчи (катта) дейилади.

Тартибланган тупламларга мисоллар келтирамиз.
1) С комплекс сонлар тупламида 2 i ^ 22 деймиз, агар 

12! I ^ | z21 булса, |z , |  =  |z 2| >;олда эса a r ^ z i ^ a r g z 2 булса. 
У ^олда С туплам тартибланган туплам булади.

\  2) С тупламда тартибни бошка усулда хам киритиш мум- 
1кин. Масалан, z1 = a i +  b1i ва г2 =  а2 +  b2i комплекс сонлар 

( учун <  г2 муносабат уринли деймиз, агар ах <  а2 булса, 
| аг =  аа булган ^олда эса bt <  b2 булса.
j Равшанки, шу усул билан киритилган "  <; "  муносабатга 
: кура С туплам тартибланган тупламдир.

3) п улчамли Rn фазода х =  (съ  . . . , Ел ) ва у  — (т]ь  . . . , 
т)„) векторлар берилган булиб, % <  ^  булса, у  <  х 
деб оламиз. Агар бу векторларнинг биринчи координата- 
лари тенг булса, у ^олда иккинчи координатаси катта 
б^лгаи векторни «катта» деб оламиз. Агар иккинчи 
координаталари ^ам тенг булса, векторларни учинчи ко- 
ординаталари б^йича солиштирамиз ва ^оказо. Р а в ­
шанки, у ^олда Rn — тартибланган туплам. Одатда бун­
дай киритилган тартиб лексикографик тартиб дейилади.

4) Узбек тилида булган барча сузлар тупламида ал­
фавит ёрдамида тартиб киритиш мумкин. М асалан, «даф- 
тар» «китоб», «кит» ^«ки тоб »  ва ^оказо.

5) З^ар бир тупламда тартибни ^ар хил киритиш мум­
кин. Масалан, натурал сонлар тупламида тартибни одат- 
даги усулда эмас, балки тескарисига киритиш мумкин:
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. . . . < 4 < 3 < 2 < 1 .
6) Хар бир п натурал соннинг ягона усу п билан п =» 

=  2к (2т +  1) (к — 0, 1, 2, . . . ; т — О, 1 , 2 , 3 ,  . . . ) кури- 
нишда ифодаланиши сонлар назариясида исбот этилади. Шундан 
фойдаланиб, натурал сонлар тупламида тартибни я на ^уйида- 
гича хам киритиш мумкин: п — 2к(2/п +  1) сон п { =  2kl (2m ,+  
+  1) сондан олдин келувчи деймиз, агарда /г <  ёки k =  kt 
булганда т <  mi булса. Бу усул билан натурал сонлар ^уйи- 
даги тартибда жойлашган булади:

1, 3, 5, 7, 9, . . .
2, 6, 10, 14, 18, . . .
4, 12, 20, 28, 36, . . .

Агар ихтиёрий иккита натурал сон олинган булиб, улар 
^ар хил йулда жойлашган булса, у ^олда олдинги йул- 
да жойлаш ган сон кейинги йулда жойлашган сондан 
олдин келувчи булади. М асалан,

9 < 2 , 18<4, 20<28.
Тартибланган чекли ёки санокли тупламларнинг элемент- 
ларини усиб бориш тартибида ёзишга келишамиз. М а­
салан, А =  {а, Ь, с} тартибланган тупламда Демак> 
А =  {а, Ь, с} ва В — {Ь, с, а} тупламлар тартибланган гуп- 
лам сифатида бир-биридан фар^ ^илади.

Агар А  тартибланган туплам булиб, унинг В ^исм' 
тупламида А даги тартиб сацланган булса, В туплам А 
тупламнинг тартибланган цисм тралами дейилади. 
М асалан, А =  {а, Ъ, с, d), В =  {а, с, d}, С =  {с, b, d] булса, 
В туплам А тупламнинг тартибланган ^исм туплами, С 
туплам эса А тупламнинг тартибланган кием туплами 
эмас.

2-т а ъ р и ф .  Агар А тартибланган туплам. булиб, унинг 
а £ А  элементи учун х <  а муносабатни цаноатлантирувчи 
х £ А  элемент топилмаса, тартибланган А тупламнинг а 
элементи биринчи элемент дейилади. Шунингдек, А тартиб­
ланган трпламнннг Ь £ А  элементи учун b <  х муносабатни  
каноатлантирувчи х £  А элемент топил,часа, у  холда тар­
тибланган А тупламнинг Ь элементи охирги элемент дейи­
лади .

5 7 .1 -т е о р е м а . J\ а р  цандай чекли тартибланган А т ра­
лам учун биринчи ва охирги элемент мавжуд.

И с б о т .  А тупламнинг ихтиёрий aL£ A  элементини ола­
миз. Агар у биринчи (охирги) элемент булса теорема 
исбот этилган булади. Агар у биринчи (охирги) элемент
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fлмaca, у ^олда а\ дан олдин (кейин) келадиган а2 эле- 
нт мавжуд. Агар а2 элемент биринчи (охирги) элемент 
лса, теорема исботланган булади. Акс ^олда бу жа- 
рй|ённи яна давом эттириш мумкин. Натижада тартиблан­

ган А  туплам чекли булгани учун маълум ^адамдан сунг 
биринчи (охирги) элементга келамиз.

\ А ва В тартибланган тупламлар булиб, ф:А->-В акс- 
ла^тириш берилган булсин. Агар А тупламдаги а ^ Ь  
муцосабатдан В тупламда ф(а)=^ф(Ь) муносабатнинг урин­
ли ^канлиги келиб чи^са, ф акслантириш тартибни сос­
ловии акслантириш дейилади.

^ - т а ъ р и ф .  Агар А ва В тартибланган тупламлар 
берилган булиб, тартибни сацловчи узаро  бир ъиймат- 
ли  <р:А-*В устига акслантириш мавжуд булса, у  %олда 
А ей В тупламлар ухшаш тартибланган тупламлар дейи­
лади ва А с^В  шаклда белгиланади.

Ухшаш тартибланган тупламларга мисоллар келтира- 
миз.

1) А — [0,1] ва В =  \а, Ь] ( а < Ь )  тупламлар ухшаш 
тартибланган тупламлар, чунки q s ( t ) = a + ( b —a ) t  акслан­
тириш тартибни сацловчи узаро бир ^иймати аксланти- 
ришдир. -л£

2) Ихтиёрий иккита чекли А ва В тартибланган туплам бе­
рилган булиб, улардаги элемснтларининг сони бир хил булса, 
улар ухшаш тартибланган булади. Х ^щ атан , уларни мос ра- 
вишда А =  {а,, . . . ,  ап} ва В =  {Ь{, . . .  , Ьп) куринишда ёзиц’
мумкин. У холда ф(а,-) =  ft,-, i =  \,  п акслантириш тарт^ 
сацловчи узаро бир цийматли акслантиришдир. /

Ухшаш тартибданган тупламларнинг кардинал a  
лари (цувватлари) бир-бирига тенг эканлиги бевосита
3- таърифдан келиб чи^ади. Лекин кардинал сонлари тенг 
булган тартибланган тупламларнинг ухшаш тартибланган 
булиши шарт эмас. М асалан, jV =  {1, 2, 3 , . . . }  ва Z _ =  
=  { .. . ,—3,—2,— 1} тартибланган тупламлар ^заро экви­
валент булиб, улар ухшаш тартибланган эмас. Х акщ атан , 
тартибни сацловчи узаро бир ^ийматли акслантириш м ав­
жуд деб фараз цилайлик. У ^олда N  тартибланган туп­
ламда ихтиёрий n £ N  ( п ф  1) элемент учун 1 <  п муносабат 
уринли Бундан Z_  тупламда уринли булган ф ( 1 ) < ф  (п) му­
носабат келиб чик,ади. Бу эса Z__ тартибланган тупламда би­
ринчи элементнинг мавжуд эканлигини курсатади. Вахоланки, 
Z _  тартибланган тупламда биринчи элемент мавжуд эмас.

57.2-т е  о р е м а. Ихтиёрий тартибланган А, В, С туп­
ламлар учун куйибаги жумлалар уринли:

1) А ~  А (рефлексивлик хоссасиу,
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2) А ~  В бужа, В ~  А (симметриклик хоссаси);
3) агар Л ~  В еа Б  ~  С булса, Л ~  С (трачзитивлик 

хоссаси).
И с б о т. 1) Барча а £ А учун ср(а) =  а акслантириш 

тартибни сацловчи узаро бир цийматли <р: А —>- А акслантириш 
вазифасини утайди. Демак, А ~  А.

2) Агар ф : А - + В  акслантириш тартибни сакловчи узаро 
бир цийматли акслантириш булса, у хрлда ф-"1 : В -+■ А акслан­
тириш х;ам тартибни сакловчи узаро бир кийматли аксланти­
риш булади. Хакикатан, ф- 1 : В -> А акслантиришнинг узаро 
бир кийматли акслантириш эканлиги ф : А -*■ В акслантиришнинг 
узаро бир кийматли акслантириш эканлигидан келиб чи^ади. 
Энди ф- 1 : В -*■ А акслантиришнинг тартибни сакловчи акслан­
тириш эканини курсатамиз. Фараз цилайлик, х £ В  ва г/£ В 
элементлар ихтиёрий булиб, х  <  у  булсин. У холда ф—1:В->Л 
акслантириш узаро бир цийматли акслантириш булганлиги учун 
шундай ягона а £ Л ва b £ А жуфт топиладики,

а =  ф""1 (х) ва b =  ф“ 1 (у) (1)

булади. Булардан мос равишда х — ф (а) ва у  =  ф (Ь) муно- 
сабатга эга буламиз. Натижада х <  у  муносабатдан ф(а)<ф(6) 
муносабат келиб чи^ади. Бундан, ф : Л -> В акслантириш тар­
тибни сакловчи узаро бир кийматли акслантириш булгани учун 
а <  b муносабатни оламиз. Хакикатан, агар а >  b булганда эди 
Ф(а) >  ф(&) булиб, зиддият ^осил булар эди. Натижада (1) 
муносабатга асосан ф_1(х) =  а <  Ь =  ф~Цу), яъни ф _ 1 (х) <

Ф_1(у) булади. Демак, ф- 1 : В -*• А акслантириш тартибни 
сакловчи акслантириш экан. Шунга кура В ~  А булади.

3) Агар ф : А В, ф : 5  С тартибни сакловчи узаро бир 
кийматли акслантиришлар булса, у хрлда \|з о ф : Л -*• С акслан­
тириш хам тартибни сакловчи узаро бйр кийматли аксланти­
риш булади.

Хакикатан, а £ Л, b £ Л учун а <  Ь булсин. У холда 
Ф : Л ->• В акслантириш тартибни сакловчи акслантириш булган­
лиги учун ф(а)<ф(6) (ф (а ) £ В , ф (Ь)£В).  Бундан, \р :В ^-С  
акслантиришнинг хам тартибни сакловчи акслантириш эканли­
гидан, 1}.-[ф (а)] <  г|5[ф (6)] муносабат келиб чицади.*

57.2-теоремадаги 1)—3) хоссаларга кура — муносабат 
эквивалентлик муносабатидир. Шунга кура тартибланган 
гупламлар ;узаро .кесишмайдиган синфларга ажралади. 
Хар бир сйнфга бирор белги мос куйилиб, бу белги шу 
синфнинг тартиб типи дейилади. Турли синфларга турли 
белги мос ^уйилади.

Мазкур синфдан олинган тартибланган Л тупламнинг тар­
тиб типи деб, шу синфнинг тартиб типини олинади ва уни 
320
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А орк;али белгиланади. Шундай цилиб, А ва В тартибланган 
тупламлар ухшаш тартибланган булса, А =  В, акс з^олда эса 
А ф  В. Куп учрайдиган тартибланган тупламларнинг тартиб 
типларини ифодалаш учун махсус белгилар к,абул ^илинган. 
Масалан, 1) А — {1, 2, .. ., п) тупламнинг тартиб типи п би­
лан белгиланади. Шундай цилиб, чекли тартибланган туплам­
нинг кардинал сони ва тартиб типи битта белги билан ифода- 
ланади. Белгилашнинг бу ^улайсизлик томони одатда англа- 
шилмовчиликка олиб келмайди.

2) N  =  {1, 2, . . .} тартибланган тупламнинг тартиб типи со 
ор^али белгиланади. Натурал сонлар тупламининг цуввати с0
оркали белгиланади. Демак, N =  со, N  =  с0.

3) Z_  =  { . . . ,  — 3, — 2, — 1} тартибланган тупламнинг 
тартиб типи со* билан белгиланади. Белгиланишга кура
Z_ =  со* ва Z _  — со. Равшанки, тескари тартиб да тартиблан­
ган натурал сонлар туплами N  =  { . . . ,  3, 2, 1} нинг тартиб 
типи хам со* булади. Умуман, А тартибланган туплам булса, 
тескари тартибланган А* туплам куйидагича аникланади: А* 
туплам А тупламнинг элементларидан иборат. Агар А тартиб­
ланган тупламда a <  b муносабат уринли булса, А* тупламда 
b <  а деб олинади. Натижада А* тартибланган туплам булади. 
Агар тартибланган А тупламнинг тартиб типи а  булса, тартиб­
ланган А* тупламнинг тартиб типи а* орцали белгиланади. 
Тескари тартибнинг ани^ланишига кура (а*)* =  а  муносабат 
келиб чицади. Тартибланган чекли туплам учун п* =  п булиши 
равшан.

Табиий усулда тартибланган бутун сонлар туплами 
Z 2 , — 1,0,1, . . . } нинг тартиб типи л билан бел­
гиланади. Тартибланган рационал сонлар туплами Q нинг 
ва тартибланган ^а^иций сонлар туплами R нинг тартиб 
типлари мос равишда г) ва X оркали белгиланади. Ушбу 
я* =  л, -л* =  т), Х* =  Х тенгликлар уринли.

58-§ . Тартиб типлари арифметикаси

Т а р т и б  т и п л а р и н и н г  й и р и н д и с и .  Ф араз 
Килайлик, Л ва В тупламлар узаро кесишмайдиган тар­
тибланган тупламлар булиб, уларнинг тартиб типлари 
мос равишда а  ва р га тенг булсин. А\]В =  С тупламда 
куйидагича тартиб киритамиз. Агар С дан олинган а ва Ь 
элементлар: 1) иккаласи *ам Л тупламга тегишли булса, 
уларнинг Л даги тартиби С да ^ам са^ланади, 2) шунинг­
дек, иккаласи хам В тупламга тегишли булса, уларнинг
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В даги тартиби С да х;ам сакланади, 3) бири, масалан, а £ А, 
иккинчиси b £ В  булса, а <  Ь деб оламиз. Натижада з^осил бул­
ган С тартибланган тупламни Л ва В тартибланган тупламлар­
нинг тартибли йигиндиси дейилади.

1 - т а ъ р и ф .  а  =  Л ва р =  .6 тартиб типларнинг йигин­
диси деб, С =  A U В тартибланган тупламнинг тартиб ти- 
пига айтилади ва а  +  (3 оркали белгиланади.

Чекли тартиб типлари а, Р учун уларнинг йигиндиси 
натурал сонларнинг оддий йигиндиси билан устма-уст 
тушади.

К,улайлик учун бир элементли туплам ва б^ш туп­
ламни з^ам тартибланган туплам деб з^исоблаймиз ва 
уларнинг тартиб типларини мос равишда 1 ва 0 оркали 
белгилаймиз. Тартиб типларининг йигиндисига бир неча 
мисол курайлик.

1) со1' •+■ со =  л Да^и^атан, масалан, Z_ =  { . . . ,  — 3, — 2,
— 1} ва N =  {1, 2, 3, . . .} тартибланган тупламларнинг тар­
тибли йигицдиси Z _  U N  =  {. . ., — 2, — 1, 1 , 2 ,  . . .} ~  Z =  
=  { . . . ,  - 2 ,  - 1 , 0 ,  1 , 2 , . . . } .

2)со +  с о * ^ я .  Чунки, N (j Z_ =  {1, 2, 3, . . . , . . . ,— 2,
— 1} тартибланган тупламда биринчи Ба охирги элементлар 
мавжуд, вахоланки, Z =  {. . . — 1,0,  1 , 2 , . . . }  тартибланган 
тупламда биринчи ва охирги элементлар мавжуд эмас. Демак, 
ю* +  со Фон +  со*, яъни тартиб типларининг йигиндиси комму- 
тативлик (урин алмаштириш) хоссасига эга эмас.

3) 1 +  со =  со. Дархаки^ат, Л =  {0} ва N  =  {1, 2, 3, . . .} 
тартибланган тупламларнинг тартибли йигиндиси Л U N  =  
=  {0, 1, . . .} ~  N — {1, 2, 3, . . .}. Умуман, п +  со =  «в.

4) со +  1 Ф  со, чунки N U А =  {1, 2, 3, . . ., 0} тартибли туп­
ламда охирги элемент — 0 мавжуд, jV =  {1, 2, 3, . . .} да эса 
охирги элемент мавжуд эмас.

5 8 .1 -т е о р е м а . Ихтиёрий а,  (3,у тартиб типлари учун  
цуйидаги муносабатлар уринли:

1) а  +  (Р  +  v )  =  (а  +  Р) +  Y;
2) а - ) - 0  =  0 +  а  =  а;
3) (а +  (3)* =  Р* +  а*.
И с б о т .  А, В, С тартибланган тупламларнинг тартиб тип­

лари мос равишда а , р, у  булсин. 1) а  +  (р +  Y) =  (а +  P)+Y 
муносабат A (J (В U С) =  (Л U В) U С тенгликдан келиб чи- 
к;ади. 2) а  +  0 =  0 +  сс =  а  муносабат э с а Л и 0 = 0 1 М  — 
=  Л тенгликнинг натижасидир.

3) (а +  Р)* = (A U В)* =  В* U Л* = В* + А* = р* +  а*.*
Т а р т и б  т и п л а р и н и н г  к у п а й т м а с и .  Л ва В тар­

тибланган тупламларнинг Декарт купайтмаси Л X В да ^уйи- 
дагича тартиб киритамиз: (aj, ЬЛ, (а„, 62) £ Л х  В элементлар 
322
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учун (аъ b}) ^  (а2, Ь2) дейилади, агар В тартибланган тупламда 
bt <  b2 булса ёки Ь1 =  Ь2 булган з^олда А тартибланган туп­
ламда а х <  а2 булса. _

2- т а ъ р и ф. а  =  А ва р =  В тартиб типларининг тар- 
тибли Декарт купайтмаси деб, А X В тартибланган туп- 
ламнинг тартиб типига айтилади ва а -Р  оркали белгила­
нади.

Купайтириш амали йигинди амали каби коммутативлик хос- 
сасига эга эмас. Масалан,

{1, 2} X N — {(1, 1), (2, 1), (1, 2), (2, 2), (1, 3), (2, 3), . .
N  х  {1, 2} =  {(1, 1), (2, 1) (3, 1), . . ., (1, 2), (2, 2), (3, 2), . . .} 
тенгликлардан 2со =  {1, 2} х  N =  со ва со-2 =  # х { 1 , 2 }  =  
=  со +  со муносабат келиб чи^ади. Равшанки, со +  со =/= со. Де­
мак, 2 -со Ф  со -2'.

58.2-т е о р е м а . Ихтиёрий а, р, у тартиб типлари учун:
1) (a-P)-v =  « (P-Y);
2) a  ■ 1 =  1 • a  =  a; _
3) a - 0 =  O'oc =  0;
4) a-(p +  Y) =  +  a-V-
Теореманинг исботи 58.1- теореманинг исботига ;ухшаш 

булгани учун уни исботлашни ук;увчига ^олдирамиз.

59- §. Тула тартибланган тупламлар

1 - т а ъ р и ф .  Агар тартибланган А тупламнинг ихти­
ёрий буш булмаган тартибланган цисм тралами биринчи  
элементга эга  булса, А туплам тула тартибланган дейи­
лади.

Таърифга цушимча сифатида б^ш тупламни з^ам тула 
тартибланган туплам деб ^исоблаш кулай.

Тула тартибланган тупламнинг тартиб типи тартиб 
сон дейилади. Чексиз тартиб сонлар трансфинит сонлар  
дейилади.

Тула тартибланган тупламларга мисоллар келтирамиз.
1) Барча тартибланган чекли тупламлар тула тартиб­

ланган булади. Бу 57.1-теоремадан бевосита келиб чи- 
цади.

2) #  =  { 1 ,2 ,3 ,...}  туплам тула тартибланган туплам- 
дир.

Хщщатан, М  туплам N  тупламнинг ихтиёрий буш булма­
ган кисми булсин. М  тупламдан ихтиёрий т £ М  элементни 
оламиз. Агар т элемент М  туплам учун биринчи элемент бул­
са, 1-таърифга асосан N  туплам тула1' тартибланган булади. 
Агарда т элемент М  туплам учун биринчи элемент булма- 
са, Nт =  (1, 2, . . . , т) cz N  тупламни дараймиз. У з^олда
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М  П N m туплам буш булмаган чекли тартибланган тупламдир.
57.1-теоремага асосан бу туплам бирор биринчи т0 элементга 
эга. М ва N т тупламларнинг тузилишига асосан бу элемент 
М  туплам учун хам биринчи элемент булади.

К,уйидаги мисоллар ^ам худди шунинг сингари курсатилади.
3) / /  X {1, 2} =  {(1,1), (2, 1), (3, 1), . . . (1, 2), (2, 2), (3, 2), 

. . .} туплам тула тартибланган туплам.

Аксинча, ^уйидаги тупламлар тула тартибланган эмас:
5) R  =  (— оо , оо ), чунки бу тупламда биринчи элемент 

мавжуд эмас.
6) В =  1а, Ь], чунки Вх =  (а, Ь] тартибланган к,исм тупламда 

биринчи элемент йуц.
7) Z _  =  { .........— 3, — 2, — 1} тупламда ^ам биринчи эле­

мент йу^.
59.1-т е о р е м а. 1) тула тартибланган тупламнинг 

ихтиёрий тартибланган цисм туплами хам тула тартиб­
ланган; 2) А ва В трла тартибланган тупламларнинг тар- 
тибли йигиндиси А\}В %ам тула тартибланган; 3) А ва В 
тула тартибланган тупламларнинг тартибли Декарт ку- 
пайтмаси %ам тула тартибланган туплам.

И с б о т. 1) жумла бевосита Ьтаърифнинг натижаси- 
дир.

2) А\}В  нинг ихтиёрий тартибланган к;исм туплами 
С ни олайлик. Агар С р , А Ф 0  булса, у холда тартиблан­
ган С Г) А ^исм туплам А тупламнинг ^ам тартибланган 
цисм туплами булгани учун биринчи элементга эга (чунки 
А туплам тула тартибланган). Бу биринчи элемент С 
туплам учун ^ам биринчи элемент булади (чунки CczA[}B  
ва С { ) А Ф 0 ) .  Агар С[)А =  0  булса, аввалги муло^азани 
C f l B a B  туплам учун такрорлаймиз.

3) С с  Д х  В тартибланган кием тупламнинг биринчи эле­
мента мавжудлигини курсатамиз. В тупламдан ихтиёрий У  £ В 
элементни тайинлаб олиб, ушбу (А, у) =  {(х, у ) : х £ А, у  — 
тайинланган ва у  £ В)  белгилашни киритамиз.

Фараз цилайлик,

булсин. BiCzB  ва тартибланган ^исм туплам эканлиги 
равш ан. Шунинг учун В] туплам 1-таърифга асосан би­
ринчи Ьх элементга эга.

4) А =  {■1 2  3 п , 3  5 2 п +1

? п ~  2 , _ 1 туплам тула тартибланган туплам.

В1 =  { у £ В : ( А ,  у ) [ ) С Ф 0 }
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Энди Аг =  {х £ А : (х, Ьх) £ С} булсин. Агар С ф  0  булса, 
А 1 c z  А  ва А х Ф  0  эканлиги равшан. Демак, А х туплам ^ам 
биринчи ах элементга эга. У ^олда 58-§ да Л ва В тартиб­
ланган тупламларнинг Декарт купайтмаси А х  В да киритил- 
ган тартибга асосан (аь  Ьх) элемент тартибланган С кием туп­
ламнинг биринчи элементи булади.*

59.2- т е о р е м а .  Тартибланган туплам тула тартиб­
ланган булиши учун шу тупламнинг со* тартиб типига 
ага булган тартибланган щ ем  туплами мавжуд булмас-  
лиги зарур  ва кифоядир.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Х^акикатан, тартиб типи со* 
булган тартибланган туплам биринчи элементга эга эмас. 
Демак, тула тартибланган тупламнинг тартиб типи <о* 
булган тартибланган кием туплами мавжуд эмас.

К и ф о я л и г и .  Агар туплам тула тартибланган булмаса, 
унинг биринчи элементга эга булмаган кием туплами мавжуд. 
Шу кием тупламдан ихтиёрий а <_1элементни оламиз. а _ х би­
ринчи элемент булмагани учун ундан олдин келадиган а _ 2 эле­
мент мавжуд. а_ 2 }\ам биринчи элемент эмас, демак, ундан 
^ам олдйн келадиган а _ 3 элемент мавжуд ва хоказо. Равшан- 
ки, Ах =  {. . . , а _ д. а _ 2, а _г} тартибланган кием тупламнинг 
тартиб типи со*.*

5 9 . 3 - т е о р е м а  (трансфинит индукция принципи). А 
тула тартибланган трплам булиб, Р ( х )  белги А туплам­
да узгарувчи х  элементга бог лик, булган бирор матема­
тик жумла булСин. Агар А тупламнинг биринчи а0 эле­
менти учун Р(а0) жумла тугри булса ва ихтиёрий а £ А 
элемент учун Р(х)  жумланинг барча х: < а  учун тугри экан- 
лигидан Р(а) жумланинг \ам  тугрилиги келиб чикса, у  х1ол- 
да Р(х) жумла барча х £ А  учун %ам турри булади.

И с б о т .  Р(х) жумла тугри булмаган х элементлар туп­
лами Аг булсин. А туплам тула тартибланган булгани учун 
унинг Ах тартибланган кисм тупламида биринчи а' £ Аг элемент 
мавжуд. А2 =  {х £ А : х <  а.'} белгилаш киритамиз. А г ф 0 ,  
чунки, масалан, а0 £ Л2.' Ихтиёрий х <  а' учун Р(х) жумла 
тугри булгани сабабли шартга кура Р(а') жумла ^ам тугри. 
Яъни а' £ А ^дем ак, Ах ~  0.*

М А Ш К ,  У Ч У Н  М А С А Л А Л А Р

1. Тартибланган санокли Л тупламнинг тартиби кан- 
дай булишидан катъи назар одатдаги усул билан тартиб­
ланган Q рационал сонлар тупламидан шундай Qo кис* 
мини (Qo тупламдаги сонлар Q тупламдаги сонлар каби
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жойлашган) ажратиш мумкинки, Qo туплам билан А 
туплам ухшаш тартибланган булади. Шуни исботланг.

2. А тартибланган туплам булиб, а в А булсин. А туп- 
ламнинг а элементидан олдин келувчи барча элементлари 
туплами А тупламдан а элемент оркали кесиб олинган 
кесма дейилади.

Агар А  тартибланган туплам булиб, Я  унинг барча 
кесмалари туплами булса, Н  да тартиб киритинг хамда 
Н  ва А тупламларнинг ухшаш тартибланган тупламлар 
эканлигини исботланг.

3. Агар Л ва В тупламлар т^ла тартибланган туплам 
булса, у ^олда уларнинг бири иккинчиси билан ёки ик- 
кинчисининг бирор кесмаси билан ухшаш тартибланган 
булади. Шуни исботланг.

4. X  тартибланган туплам булиб, унинг з^ар бир санок- 
ли ^исми тула тартибланган б^лса, X  тупламнинг тула 
тартибланган эканлигини исботланг.

XIII б о б

КУШИМЧАЛАР

60-§. Функциянинг тебраниши.
Функциянинг узилиш ну^талари тупламининг тузилиши

Тугри чизиедаги бирор Е  тупламда f(x) функция берилган 
булиб, х £ Е  нукта Е  туплам буйича унинг а £ Е  лимит нук;- 
тасига интилсин: х~->~ а. У ^олда /  (х) функция ^еч цандай ли- 
митга интилмаслиги мумкин. Бундай ^олда f(x) функциянинг 
х ну^та Е туплам буйича а ну^тага интилгандаги юцори ва 
^уйи лимитлари урганилади.

5^ар бир б >  0 сон учун а нуктанинг (а — б, а +  б) атро- 
фини олиб, М ь ва тй сонлар билан мос равишда /  (х) функция­
нинг Е  Г) (а — б, а +  6) тупламда ^абул циладиган циймат- 
ларининг юцори ва куйи чегараларини белгилаймиз, яъни

М 6 =  sup [fl(x)],
*££■(■] (а—6, a+б)

тй =  inf [/ (*)],
x££f) (а—в, а+б>

б сон камайганда М 6 сон, унинг таърифланишига асосан, фа- 
5̂ ат камайиши мумкин. Шунинг учун хам б-> 0 да М 6 анщ 
лимитга интилади, яъни ушбу lim М.  лимит мавжуд. Бу ли-

f i - f O  0
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митни (агар з̂ ар кандай б >  0 учун М & — +  оо  булса, бу ли­
мит +  оо га тенг булади) f(x) функциянинг х ну^та Е туп­
лам буйича а ну^тага интилгандаги юкрри лимиты дейилади 
ва

Tim f(x) ёки, ^ис^аро^, glim f
х-+а а, Е
х£Е

куринишда белгиланади.
Шунингдек, б камайганда т6 сон, унинг таърифланишига 

асосан, фа^ат ортиши мумкин.' Шунинг учун ^ам 6-»-О да 
ушбу lim m 6 лимит мавжуд. Бу лимит Игл f{x) ёки lim f ку-

6-+0 х —*а о, Е
х £ Е

ринишда белгиланади ва /  (х) функциянинг х  ну^та Е  туплам 
буйича а ну^тага интилгандаги куйи лимити дейилади. Шуни 
^ам айтиш керакки,

lim f(x) =  — ос
х~гй
х£Е

тенглик фа^ат хар цандай б сон учун гп& =  — оо булгандагина 
уринли булади. Ушбу

lim f <  lim f
a, E  a' ^

тенгснзликнинг уринли эканлиги юк,ори ва ^уйи лимит- 
нинг таърифидан келиб чи^ади.

Хусусан, агар а£Е булса, у ^олда

lim /  <  /  (а) <  lim /.
а, Е а‘ Е

Агар Е =  R1 булса, цуйидаги содда белгиларни ишлатамиз: 
Иш_а /, llma /.

К,уйидаги терремани исботсиз келтирамиз.
60.1-т е о р е м а. Бирор Е тупламда аницланган f (x)  

функция х узгарувчи Е туплам буйича а нуцтага я щ н -  
лашганда ани$ лимитга эга булиши учун цуйидаги шарт- 
нинг бажарилиши з арур  ва кифоя:

i i ™ a . E f = ^ a , Z  f-

Б у  х1олда __
lima> Е f =  lima,E / = Н г п а>£/

Бу теоремадан ва функциянинг узлуксизлиги таърифи­
дан ^уйидаги натижа келиб чи^ади:
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60.2-н а т и ж a. f (x)  функция узининг аницланиш со- 
хасига тегишли а нуцтада узлуксиз булиши учун цуйидаги  
шартнинг бажарилиши зарур  ва кифоя:

Hma f =  lima /.

Бу холда

И т а /  =  Н та /  =  /  (а).

6 0 .3 -и зо ^ . Arap lima £ /  = — оо булса (бу фацат а ну^- 
та Е га кирмаган з^олдагина булиши мумкин, чунки е £ Е  бул- 
ганда
lima> Е } >  у з^олца limfl_ Б /  =  — оо, шунинг учун з̂ ам

Н т а £ /  =  — оо.

Шунга ухшаш, агар lima Е f =  +  оо булса, у з^олда 
lima Е f =  +  оо, шунинг учун з̂ ам П т0 Е /  =  +  оо.

Т а ъ р и ф. /  функция Е тупламда аницланган булсин. 
Ушбу

юа>Е/ =  ЙЫа>£/  — Пша>£/

ифода /  функциянинг а £ Е  нуктадаги Е туплам буйича теб-
раниши дейилади. ___

Функция тебранишининг таърифланишига кура юк,ори П та Е 
ва к;уйи Пшд Е f лимитлар чекли булса, соа в  сон манфий эмас, 
Агар куйидаги шартларнинг камида биттаси бажарилса: 
lim a £ / =  +  оо, lima Е f  =  — оо, соа Е /  сон +  оо га тенг бу­
либ, бошка з^олнинг, яъни lima Ef =  — оо ёки П т0 Е/ =  +  оо 
з^олнинг булиши мумкин эмас, чунки f  (х) функция а нуцтада 
ани^ /(а) цийматни ^абул цилади ва

l i m a ,  £  /  > f ( a )  >  U m a.  Е  f -

Шундай ^илиб, соа_ £/  сон ё манфий эмас, ёки +  оо га 
тенг. Агар Е  туплам R  тупламдаги сегмент ёки интервал бул- 
са, соа_ Е /  белгилаш урнига соддаро^ соа /  белгилашни ишла- 
тамиз.

Энди ю^оридаги 60.2-натижани ^уйидагича айтиш мумкин:
6 0 . 4 - т е о р е м а .  Е тупламда аникланган f (х) функция­

нинг а £ Е  нуцтада узлуксиз булиши учун соа Е f  соннинг 
нолга тенг булиши зарур ва кифоя.

Бу теоремадан фойдаланиб, куйидаги теоремани исботлай- 
миз:
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6 0 .5 -те о р е м а . Тугри чизикдаги бирор тик ёки ёпиц Е 
тупламда анщланган f функциянинг узлуксиз нукталаридан 
иборат С туплам G6 типидаги тупламдир (у  буш ёки Е га 
тенг б у  лиши хам мумкин).
, Бу теорема к,уйидаги теоремага эквивалентдир:

60.6-т е о р е м а .  /  функциянинг узилиил нукталаридан 
иборат D туплам F6 типдаги тупламдир1.

Бу теореманинг исботи куйидаги леммага асосланган:
6 0 .7 -л е м м а . Берилган е мусбат сон учун

f >  е
тенгсизликни каноатлантирувчи барча нуцталардан иборат 
Е }(е) туплам ёпщдир.

И с б о т .  а ну^та Е^е) тупламнинг лимит нуцтаси булсин. 
У холда а н у ^ т а н и н г  ихтиёрий (а — б, а +  6) атрофида 
соа, £ / > е  тенгсизликни каноатлантиРУвчи а' нуцта мавжуд. 
М  ва т билан мос равишда /  функциянинг (а—б, а +  6) атроф- 
даги юцори ва цуйи чегараларини белгилаймиз. У х;олда 
а' £ (а — б, а +  б) муносабатдан

М ;> Н т а, f\ lima, f > m

муносабатга эга буламиз.^ Бундан хар [цапцай е > 0  сон учун

(1)
тенгсизлик келиб чикдди. Фараз цилайлик, энди, соа (£ f  <  е бул­
син. У холда (а — б, a +  б) атрофни шундай танлаш мумкин- 
ки, натижада М  — m < i e  тенгсизлик з̂ ам уринли буларди. Бу 
эса (1) тенгсизликка зид натижага олиб келади. Демак, 
соа £ / > е  булиб, а^Е^г) экан.*

60. 6-т е о р е м а н и н г  и с б о т и .  60.4-теоремага асосан/

функциянинг барча узилиш ну^талари туплами U

йигиндига тенг булади. 60 .7-леммага асосан зса Ej  j  туп­

лам ёпиц тупламдир. Бундан 21- § даги 2- таърифга асосан 
у j тупламнинг F6 типидаги туплам эканлиги келиб чи-

1 Бу теоремадан R \ D  тупламнинг G6 типидаги туплам эканлиги бево- 
сита келиб читали. Е  туплам очиц ёки ёпи^ туплам булгани учун у  Ge ти­
пидаги тупламдир. С =  Е  Л (R \  D) туплам Сб типидаги иккита тупламнинг 
купайтмаси булганлиги учун у  ^ам Ge типидаги тупламдир.
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цади. Шу билан 60.6- теорема исботланди. Бундан унга экви­
валент булган 60.5- теореманинг хам исботи келиб чи^ади.*

61- §. Узлуксиз чизицлар. Жордан ва Пеано чизиклари

Текисликдаги чизик деганда текисликда з^аракат ци- 
лувчи моддий ну^танинг изини тасаввур киламиз. Бу, ал- 
батта, з^еч цандай таъриф эмас. Ж ордан чизи^нинг таъ- 
рифини цуйидагича берган:

Текисликдаги чизик, деб, х, у  координаталари

* = Ф ( 0 ,
0=Ч>. (О.  (1)

тенгламаларни , цаноатлантирувчи текисликдаги барча 
нуцталар тупламини айтилади, бу  ерда  <p( t ) ,  яр (7) лар 
t o ^ t ^ T  сегментда анщ ланган узлуксиз функциялардир.

Бу маънодаги чизи^ Ж ордан чизиги дейилади.
Ж орданнинг таърифи чизиц тугрисидаги тасаввуримиз- 

га тутри келади. Да^ицатан, агар t узгарувчини вацт деб 
царасак, у з^олда (1) тенгламалар i вацтнинг [/0, Л  
ораливдаги турли кийматларида текисликда з^аракат ки- 
лувчи ну^танинг координаталарини ифодалайди.

Шуниси ^изик,ки, ф (() ва ip (t) узлуксиз функцияларни шун­
дай танлаш мумкин эканки, текисликдаги бирор квадрат ичи- 
даги хар бир нуцтанинг координатаси бирор (£  [/„, Т] да (1) 
тенгламалар билан аницланади.

’ Ш ундай ^илиб, Ж ордан чизиги i узгарувчи [t0, Т] 
сегментда Узгарганда квадратнинг ичидаги з$ар бир нук- 
тадан Утиб, квадратнинг юзини тулдириши мумкин.

Айтиб утилган хоссага эга булган чизицлар Пеано 
чизщ лари  дейилади, чунки бундай чизи^ларнинг мав- 
жудлигини Пеано к^рсатган. Агар [̂ о, Л  сегментдаги 
турли t ларга текисликнинг турли нукталари мос келса, , 
(1) тенгламалар билан берилган Ж ордан чизиги содда 

ёй ёки каррали ну^тасиз Жордан чизиги дейилади. Агар 
t — t0 ва t = T  ларда (1) тенглама текисликда биттагина 
ну^тани ифодаласа, яъни Ж ордан чизигининг бошлангич 
ну^таси -Мо)ф(^о), 'Ф(^о)} ва охирги ну^таси /И}гр(Т), ty(T}  
устма-уст тушса, Ж ордан чизиги ё п щ  дейилади. Агар 
[*о, Т] сегментда t0 ва Т лардан боыща текисликда битта 
ну^тани ифодаловчи турли 7, ва t2 лар мавжуд булмаса, i 
ёпи^ Ж ордан чизиги содда ёпищ контур ёки каррали нуц- 
тасиз ё п щ  Ж ордан чизиги дейилади.

Агар Ж ордан чизигини ифодаловчи (1) тенгламалар t 
t нинг икки ёки ундан орти^ кийматларида текисликда
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биттагнна нуцтани ифодаласа, бундай нуцтани Ж ордан 
чизирининг каррали нуцтаси дейилади.

^уйидаги теоремаларни исботсиз келтирамиз.
61.1-т е о р е м а. ){ар цандай содда ёпиц Ж ордан чи­

зиги  текисликни иккита очик тупламга ажратади, бу  
тупламларнинг бири чизища нисбатан ички бС/либ, ик- 
кинчиси эса ташци булади.

61'.2-т е о р е м а. \ а р  цандай Пеано чизиги каррали  
нуцталарга эга.

62- §. Турриланувчи чизицлар

Ушбу
* = ф ( 0 ,
y=\t>(t)

тенгламалар Ж ордан чизирини ифодаласин, бу ерда 
ф (0  ва 4 ( 0  [t0, Т] сегментдаги узлуксиз функциялар. 
[to, Т] сегментни

■ t0 < t 1< t 2 < .  • - < t n =  T

нуцталар билан ихтиёрий п цисмга буламиз ва

Ук =  ^  (**)
белгилашларни киритамиз.

Учлари М 0(х0, у 0), М 1(х1 у г), . . . , у п_ х),
М п (хп, уп) йуцталардан иборат булган синиц чизицни тузамиз. 
Бу синиц чизицни Жордан чизиги ичига чизилган синщ чи- 
з щ  дейилади. Агар M k ва M k+l нуцталарни туташтирувчи 
кесманинг узунлигини Ск орцали белгиласак, у холда тузилган 
синиц чизицнинг периметри ушбу сонга тенг булади:

п - 1

р ~ 2 с ‘ -
к=О

Аммо

c k =  V  {Xk+X —  x k)2 +  ( y k+l — ykf

булгани учун
Л— 1

р = 2  V  (**+1— xkr + (yk + l — y kf  
t=0

[/„, Т] сегментнинг элементар цисмлари сони п ни (ёки си­
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ниц чизиц цисмлари сонини) чексизга шундай интилтирамизки, 
барча [tk, /А+1] кесмаларнинг узунлиги A t k =  tk+l — tk (ёки си­
ниц чизицнинг барча цисмлари узунлиги) нолга интилсин. Агар 
бунинг натижасида Жордан чизияининг ичига чизилган синиц 
чизицнинг периметри Р  бирор чекли лимитга интилса хамда 
бу лимит [̂ 0, Т] сегментнинг булинишига борлиц булма- 
са, бу лимитни берилган Жордан ч и з и р и н и н г  узунлиги, чизик,- 
ни эса турриланувчи чизщ дейилади.

62.1-те  о р е м  а. Жордан чизиги

* =  ф (/),
у  =  $((),  t£[ t0, Т]

турриланувчи булиши учун <p(t) ва ^ ( t )  функцияларнинг 
%ар бири [z'o, Т ] сегментда узгариши чегараланган були­
ши зарур  ва кифоя.

И с б о т .  З а р у р л и г и .  Берилган чизиц тУрриланув- 
чи булсин деб ф араз цилайлик. У ^олда таърифга асосан 
Ж ордан ч и з и р и н и н г  ичига чизилган синиц чизицнинг пе­
риметри

п - 1

р = У .  с  kJFJOi K
k=0

чекли лимитга эга булади. Бундан ва

!**+i **1 ^  Ck, |y k+l y k1 ^  Ck 

тенгсизликлардан
п — \ n —1

f  2 K + i - * * i B a 2
*=0 k=0

йириндиларнинг чегараланганлиги, яъни л : = ф ( / )  ва 
У= ^ { 1 )  функцияларнинг ^ар бири [£о, Л  сегментда чега­
раланган узгариш га эга эканлиги келиб чицади.

К и ф о я л и г и. ф {t) ва i|)(f) функцияларнинг з^ар би­
ри [t0, Т] сегментда Узгариши чегараланган булсин. У 
^олда

П — 1 П — I
2 K + i  — ва — у&
А = 0 k=0

йириндилар чегараланган булади. Бундан ва

C k  ^  l**-f-l Xk\ l% + i У*1
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периметрнинг чегараланганлиги келиб чикади. Демак, Р  пери- 
метрнинг барча кийматлари туплами чегараланган булиб, у 
аник юцори L чегарага эга. Знди Atk лар узунликларининг 
энг каттаси нолга интилганда Р  периметрнинг L га интилиши- 
ни курсатамиз. Шу мацсадда ихтиёрий е > 0  с о н  учун барча 
k ларда | Д ^ | < 6  булганда |Р — L| <С е тенгсизлик бажарила- 
диган б >• О соннинг мавжудлигини курсатиш кифоя.

^акикатан , аник юкори чегаранинг таърифига асосан 
[fo, Т] сегментнинг ^ар кандай булинишида ^ам

аммо [/0, Т] сегментни 5 0 нукталар системаси билан 
шундай п та кисмга булиш мумкинки, бу булинишга мос 
келувчи синик чизикнинг Ро периметри учун

тенгсизлик уринли.
[/0, Т] сегментни 5  нукталар системаси билан элементар 

[ tk, tk+\] сегментларга булиб, берилган е га караб, б >  С сон- 
ни шундай кичик килиб танлаймизки, натижада |А tkI < ; б бу­
либ, ф (() ва гр (t) функцияларнинг [tk, сегментдаги мос

со&(ф) ва cofc(^) тебранишлари —  дан кичик булсин. ф (t) ва
8 п

i|: (/) функциялар узлуксиз булганлиги учун бундай б >  0 сон­
нинг доимо топилиши равшан.

5  булиниш нукталар системасига мос келган синик 
чизикнинг периметрини Р  оркали белгилаймиз. Агар So 
ва 5  системаларни бирлаштириб, ^осил булган S '  нукта­
лар системаси билан [to, Г] сегментни булакчаларга бул- 
сак ва бу булинишга мос келган синик чизикнинг пери­
метрини Р' оркали белгиласак, Р ' ^ Р  булади. Чунки 
янги булиниш нукталари кушилиши натижасида синик 
чизикнинг периметри факат ортиши мумкин.

Энди шуни назарда тутиш керакки, агар tk ва tk+x нукта-
ларнинг орасига бирор янги тк нукта киритилса, у холда си­
ник чизикнинг периметри Ск -}- С"к сондан ортик узгара слмай- 
ди, бу ерда Ск ва С" сонлар мос равишда М к(хк, y k), М'к{хк, 
у к) ва М'к{х’к, у к), М Н 1 (*к+\, У ф )  нукталарми Сирлаштирув- 
чи кесмаларнинг узунликлари (хк =  ф (тд), ук =  -ф (тк)). Аммо

P < L , О)

L — — < P 0 < L
2

(2)
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c k <  Иф ( \ )  — ф ('*)I +  H1 (t*)— (01.  

^  <  I ф (4+ i)— ф Ю I +  № (f*+1) — Ф (ts) |.

муносабат келиб чицади, бу ерда ©А(<р) ва соДгр) сонлар мос 
равишда ср (t) ва tj) (t) функцияларнинг [tk, /А+1] сегментдаги 
тебранишлари.

Шундай цилиб, агар t k ва tk+{ булиш нуцталари орасига 
янги нуцта киритилса, у х^олда синиц чизицнинг периметри 
2{ю*(ф) +  со*(ф)} сондан ортицца оша олмайди. [/0, Т] сегмент- 
ни 5  булиниш нуцталар -системаси билан булиш натижасида 
ихтиёрий к учун

эканлигини назарда тутиб, бу системага S 0 булиниш 
нуцталар системасини цушиш натижасида ^осил булган S' 
булиниш нуцталар системасига мос келган синиц чизиц 
Р '  периметри S булиниш нуцталар системасига мос кел­
ган синиц чизицнинг Р  периметридан

сондан ортицца оша олмаслигига эга буламиз, яъни

(1) ва (3) тенгсизликлардан
L — s C P d .

Шундай цшн.б, >,ар цандай е >  0 сон учун шундай б >  0 сон
топиладики, |Д t.\ <  6 булганда IL — Р\ <  е, яъни lim Р =  L.

К д<-»о
Бу эса берилган чизицнинг турриланувчи эканини курсатади.*

Р ' < Р +  — .
2

Д емак,
Р ^ Р ’ < Р +  -у-

Бундан ^амда (2) тенгсизликлардан

(3)
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63- §. Квадратлапувчи ва кубланувчи со^алар.
Тупламнинг Ж ордан маъносидаги улчови

Текисликда содда ёпик С контур берилган булсин. С  
контурнинг ичида ётган соз^ани А билан белгилаймиз. 
Энди А соз^а ичида ётувчи ихтиёрий купбурчакли со^а- 
нинг юзини q билан, А со^ани уз ичига олган ихтиёрий 
купбурчакли со^анинг юзини эса q' билан белгилаймиз. 
Бундай купбурчакли со^аларни чексиз куп усуллар билан 
тузиш мумкин, шунинг учун q ва q' лар  чексиз куп тур- 
ли цийматларни цабул цилади. Равш анки, {<?} туплам 
юцоридан чегараланган, шунинг учун бу туплам аниц гово­
ри Q чегарага эга. Шунингдек, \q'} туплам цуйидан чега­
раланган, шунинг учун у з^ам аниц цуйи Q' чегарага эга. 
q ва q' сонларнинг олинишига асосан доимо q ^ q '  бул­
гани учун Q ^ Q '  булади. Агар Q ва Q' лар тенг булса, 
уларнинг P  =  Q =  Q ' циймати А со^анинг юзи  дейилади. 
Бу з^олда А а д а н и  квадратлапувчи с о \а  дейилади, . бу 
суз билан со^анинг юзи Р  га тенг булган квадрат билан 
солиштириш мумкинлиги цайд цилиб утилади. Агар А 
соз^а учун Q < Q '  тенгсизлик Гринли булса, А со^анинг 
юзи туррисида гапириш маънога эга эмас. Бу з^олда А 
соха баъзи бир маънода Q ва Q' сонлар билан аникла- 
нади. Шунинг учун Q сонни А со^анинг ички юзи, Q' 
сонни эса А соханинг ташци юзи дейилади.

Уч улчовли фазодаги со^аларни ^лчаш масаласи хам 
шунга ухшаш ^ал цилинади: А со^ада ётувчи барча к\'П- 
ёцли соз^а з^ажмларининг аник юцори чегараси А соз^а- 
нинг ички %ажми, А соз^ани уз ичига олувчи барча кун- 
ёцли соз^а з^ажмларининг аник куйи чегараси А соханинг 
ташщ %ажми дейилади. Агар А сох.анинг ички з^ажми 
ташци з^ажмига тенг булса, бу соз^а кубланувчи со.^а 
дейилади.

Энди турри чизицдаги тупламлар билан шуруллана- 
миз.

Турри чизицдаги тупламларнинг улчовини турлича ки- 
ритиш мумкин. Ж ордан турри чизивдаги тупламнинг ^л- 
човини цуйидагича беради: [а, &1 сегментда бирор Е  
туплам берилган булсин. [а, Ь] сегментни

а =  х0 <  х1 <  х2 <  . . . < х п =  Ь 

нуцталар билан элементар сегментларга буламиз:
=  [Xfr, {k — 0, 1, . . . , Tl 1).

Е  тупламга тегишли барча а* сегментларнинг узунли- 
гини S билан, Е  тупламнинг камида битта нуктасини
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ичига олган барча а*  сегментларнинг узунлигини эса 
S ' билан белгилаймиз. [а, b ] сегментни чексиз усул би­
лан сегментларга булиш мумкинлигидан S ва S '  ларнинг 
чексиз турли ^ийматлар цабул цилиши келиб чикади. S 
нинг ^ийматлари туплами {S} ю^оридан чегараланган- 
лиги сабабли аниц ю^ори чегарага эга, S'  нинг ций- 
матлари туплами {S'} цуйидан чегараланганлиги сабабли 
ани^ цуйи чегарага эга. S ва S'  сонларнинг олинишига 
асосан доимо S ^ S '  булишидан {S} тупламнинг аниц 
юцори чегараси {S7} тупламнинг ани^ цуйи чегарасидан 
катта эмас. Агар бу аниц кщори ва аник куйи чегаралар 
бир-бирига тенг булса, Е  туплам Ж ордан маъносида ул ­
човли дейилади. Агар аник ю^ори ва аник куйи чегара­
лар тенг булмаса, Е  нинг улчови тутрисида гапириш 
маънога эга эмас. Бу з^олда Е туплам улчовсиз ва {S} 
тупламнинг аник ю^ори чегарасини Е тупламнинг ички 
$лчови  ва {S'} тупламнинг аник куйи чегарасини Е туп­
ламнинг ташци рлчови  дейилади.

Бу таърифлардан илгариги параграфда киритилган 
юзларни ва з^ажмларни улчаш билан Ж ордан маъносида 
тукри чизикдаги тупламларни улчашнинг мо^иятлари 
бир хил эканлиги куринади.

64- §. Дациций сонларни р ли касрларга ёйиш

Куп м асалаларда з^акикий сонларни ^нли касрларга, 
иккили ва учли касрларга, умуман, р ли касрларга ёйиш- 
дан фойдаланилади. Тулалик учун бу параграфда шу 
масала билан шугулланамиз.

Аввал з^акикий сонларни чексиз унли каср шаклида 
ёзиш мумкинлигини курсатамиз. Агар х з^а^и^ий сон бу­
либ, бутун гг сонга тенг булса, у з^олда уни ушбу

к;уринишда ёзамиз. Агар х  бутун сон булмаса, у з^олда 
х  сон бирор п ва п + 1 бутун сонлар орасида булади, 
яъни п < х < п + \ .  Энди [п, я + 1 ]  сегментни узунлиги бир- 
бирига тенг булган 10 та сегментга б^ламиз:

х = п ,  ООО. . .

Д„ =  п, п +  —

А9 =  ^ я  +  -^-, п - 1- 1 •

1 mX НИ п н------- о (т , р  — натурал сонлар) куринишидаги сон эмас,
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деб фараз цилсак, х  сон At (i =  0,1 . . .  , 9) сегментларнинг 
биридагина жойлашган булади, чунки акс хрлда х £ А,- ,

х  £ Д,-+1 муносабатлар уринли ва х — п +  1 ~|q1- куринишда

булиб, бу эса фаразимизга зид. Бинобарин, х £ At-(t’i =  0, 1, 
. . . , 9) булсин; ни х нинг биринчи разами дейилади. Ai1=

п  +  i i ,  п +  ^  
10 10

сегментни яна узунлиги бир-бирига

тенг 10 та сегментга буламиз:

А,-i.l"

п +  — , П+ - - f  —
10 10 ^  10

, /i 1 , 2 
п +  —  +  ^ >  л + ^ '  +  ^Г10 10*

^1.9 П +  - ^ - + — , П +  г̂ 1  
10 ^  10* 10

Юцоридаги х сон п +  —  куринишдаги сон эмас деб цилган

фаразимизга мувофиц у  сон бу сегментларнинг биридагина ёта- 
ди, х  сон жойлашган сегмент Д£)(. (t2 =  0,1, . . . , 9) булсин. 
1*2 ни х нинг иккинчи унли раками дейилади. А,-( сегментни 
яна узунлиги бир-бирига тенг 10 та сегментга булиб, х  ни уз 
ичига олган биргина сегментни A,-i(-1- (i3 =  0,1, . . . , 9) билан 
белгиласак, х нинг учинчи унли ракамини аницлаган була­
миз. Бу амални юцоридаги фаразимизга асосланиб, чексиз да- 
вом эттиришимиз мумкин. Натижада

1> *2, 3̂> • • • t • • •
сонлар кетма-кетлиги хосил булади ва бу сонларнинг хар би­
ри ёки 0, ёки 1, ёки 2, . . . , ёки 9 га тенг булади. ik сонни х  
соннинг k- унли разами дейилади ва х сон 

х — п , i1 i2 . . .  ik . . .

куринишда ёзилади. Демак, юцоридаги фаразимиз бажарилганда 
кар цандай .^ациций х сонни чексиз унли каср куринишида

куринишида
Шг

булган ^олни курамиз. Бу хрлда х

х =  п +  i i-  +  ia . +  . . . +  i £
[Ю ^  ю* Юр

чекли унли каср шаклида ёзилади ва бунда

ёзишимиз мумкин. Энди цациций х сон, п +  —

www.ziyouz.com kutubxonasi



0 <  tft<  9 (k =  1,2..........p).

Бу хрл учун юцоридаги амалларни бажарсак, х
i i + l lл, п +  1 I

п + 1 о ’

102

ю'
—  П + — 4 - —  +  . . . +  
, Р - | ’ 10 +  10

+
V - 1 + 1

1Q P-!

сегментларнинг ^ар бирининг ичида жойлашган булади.
Лекин бу сегментлардан сунггисини яна узунлиги бир-би- 

рига тенг 10 та цисмга булсак, у ^олда х ушбу Д,-^ t- ((1-
сегментнинг унг охири ва Д.- , ; ; сегментнинг чап охи->1 • • ■ 1р — 1 1р
ри булиб цолади, яъни х булиниш нуцталардан бири булади. 
Бу >*олда х  нинг р унли разами бир цийматга эга эмас, бал­
ки икки (ip — 1) ва ip цийматга эга булади ва бу х о л р + 1 , 
р  +  2 ва ^оказо унли рацамлар учун хам уринли булади.

Шунга мувофик; х сон Д ;, . . . ;р_, ар _ }) сегментнинг унг 
охири булса, у

• 1)999 . . .
/ сегментнинг чап охири булсаt

X /2, 1̂ 12

куринишда ва х  сон Д*. . .
У

х =  п, г\ i2

куринишда ёзилади. Бу эса арифметикадан маълум, яъни х;ар 
, тцандаи п +  —  куринишдаги оддии касрни икки куринишда 

ёзиш мумкин (масалан, 0,124999 . . .  =  0,125000 . . .).

*„000..

Демак, ^ар цандай хациций х ( ф п  +  ^ )  сон биргина

X — П, /j ^  * • • ■ =  " + П ) + - ш + - - - + & + -
чексиз унли каср куринишида ёзилиши мумкин; агар х =  п +  
+  - ^  булса, у >;олда х ни ушбу икки куринишда ёзиш мум­
кин:
х =  п, j 'j/2 . . .  Zp_i (ip 1)999 . .  , — п, i\i% . . .  ip_ j ip000...
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Энди, аксинча з^ар бир чексиз унли каср учун биргина 
^акщ ий сон мос келишини курсатамиз.

Ушбу

А/а • • • /? • ■ • Uk =   ̂* • • • 9,6 =з 1, 2, 3, . . •) (1)
чексиз унли каср берилган булсин. К,уйидаги

[ п , п +  1], 

, /* 4-1

„ +  h - , n + /» + - !
ю ю

10*
п +  -Ь .+  . . .  +  1±., п + Ь . + . ш. +  Ь * ±  

ю ю? ю ю" (2),

сегментларни тузамиз.
М атематик анализнинг умумий курсидан маълумки, агар 

Аь Дг,. . . ,  Дп , . . .  сегментлар кетма-кетлиги берилган 
булса ва бу сегментларнинг узунлиги чексиз камайиб 
нолга интилса, уларнинг катта ра^амлиси кичик рацамли- 
сининг ичида жойлашган булса (яъни Д*_1 с Д  k бул­
са), у з^олда бу сегментларнинг з^аммасига кирадиган 
биргина нуцта мавжуддир. (2) сегментлар кетма-кетлиги 
учун бу шартларнинг бажарилиши бевосита куриниб ту- 
рибди. Шунинг учун (2) сегментлар кетма-кетлигининг 
з^аммасига кирадиган биргина ну^та мавжуддир; бу нук- 
тани х  билан белгилаймиз.

Энди х ни чексиз унли каср шаклида ёзамиз. Агар 
ра^амларнинг з^аммаси бирор номердан бошлаб ё 0, ёки 
9 га тенг булмаса, у з?олда х  биргина усу л билан (1) к#- 
ринишда ёзилади. Агар jp — jp+t — . . . =  0 (ёки 9) булса, у

з^олда х ~  п +  ~  булади, яъни х чекли унли каср булади.

Хар сафар бу Холни ажратмаслик учун чекли унли касрнинг 
икки куринишидан доимо бирини цабул цилиш мумкин эди.

Ювдридаги мулоз^азаларни баён этишда (п, я+ 11  сег­
ментни з^ар сафар тенг ^н цисмга б^лмай, тенг 2, ёки 
тенг 3, ёки тенг р (р  — натурал сон) ^исмларга булса, х  
ни чексиз иккили, чексиз учли, чексиз р ли касрлар к^ри- 
нишида ёзишимиз мумкин. Куп лолларда з^акикий сон­
ларни чексиз иккили каср куринишида ёзишдан фойда- 
ланилади.
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