III-BOB. Differensial tenglamalar sistemasi.

1-§. Differensial tenglamalarning normal sistemasi.Umumiy
tushunchalar.

1-Ta’rif. Ushbu

‘Zi = f(t, X, Xp50nX,) (i=1,1) (1.1)
ko’rinishdagi, x,=x,(t) (i=1,n)noma’lum funksiyalarning hosilalariga
nisbatan yechilgan sistemaga normal tipdagi sistema deyiladi. (1.1)
sistemaning biror / c R intervaldagi yechimi deb, I intervalda
uzluksiz differensiallanuvchi shunday x =@.(7) (i=1,n) funksiyalar

majmuasiga aytiladiki, barcha ze [ larda
% = (60,1, 0, (1), 0,(t)) tenglik o’rinli bo’ladi.

2-Ta’rif. (1.1) sistemaning sistemaning aniqlanish sohasida uzluksiz
differensiallanuvchi bo’lgan ®(¢,x;, x,,...,x,) funksiya uchun,
dd 0P G oPodx; 0P -0
PR D I ke mAD I
shart bajarilsa, u holda &(z,x,x,,...,x,) funksiya (1.1) sistemaning
birinchi integrali deyiladi.
Agar (1.1) sistemaning nta ®,(t,x,%,,....x,), Py(t,x,%5,...,%,),
D (1, X, X503 X,) 5000y D, (2,X),X,,...,x,) DIrinchi integrallari mavjud bo’lsa,
@, (t, X, X%, ) =C, (i =1,n) (1.2)
tengliklar majmuasi (1.1) sistemaning umumiy integralini aniqlaydi,
bu yerda C; -ixtiyoriy o’zgarmas.
Normal tipdagi differensial tenglamalar sistemasini yechishning ikkita
usulini keltiramiz.
Birinchi wusulida (1.1) sistema bitta n-tartibli differensial
tenglamaga keltiriladi va integrallanadi. Buning wuchun (1.1)
sistemadagi tenglamalarning birinchisini »-1 marta ketma-ket

b
[, x,%,5,..,x,)=0
X

i

differensiallab va har gal differensiallashda CZ" ning o’rniga uning

boshga tenglamalardagi qiymati qo’yib boriladi, ya’'ni
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dx
d_tl:F](t x] x2 ..... xn)_f](t .xl XZ ..... xn)
dt21 =F,(t,X),X5,..., x,)= atl n z a)61 =
o (1.3)
dn—lx
dtn—ll = Fn—l(tv-xlaxz ..... xn)
ddt-:l :Fn(t7x17.x2 ..... x}’l)

(1.3) sistemaning birinchi n-1 ta tenglamasidan x,,x;,...,x, larni
topib, oxirgi tenglamaga qo’ysak
4" Fﬁd LA j
dt" dt dt"
ko’rinishga ega bo’lgan n- tartibli differensial tenglama hosil bo’ladi.
Ikkinchi usul integrallanuvchi kombinatsiyalar topish usuli

deyiladi. Bu usulda berilgan sistema arifmetik operatsiyalar orqgali,
yangl  u=u(t,x,X,,....,x,) noma’lum funksiyaga nisbatan oson

integrallanadigan tenglamalarga keltiriladi.

Yugorida keltirilgan usullarni
y Ay (1.4)
X (X, %5,000%,) X5 (X, %5,.005X,) X, (x,%5,...,%,)
ko’rinishga ega bo’lgan simmetrik formadagi differensial tenglamalar

sistemasiga ham qo’llash mumkin, buning uchun kasrlarning

a _a; _ _a, a _a, _ _a, kat+ka+..+k,a, (1.5)
b b, b, b b, b, kb t+kb,+..+kb, '
xossasini ishlatish qo’l keladi, bu yerda &k,k,,....k, - ixtiyoriy
o’zgarmaslar.
X 2 .
E =y~ +SsInt,
1-Misol. 1St 1 yeching.
I dy_ x sistemani yeching
dt 2y
Yechish. Berilgan sistemaning birinchi tenglamasini ikkala tomonini
t bo’yicha differensiallab, ikkinchi tenglamadagi % :2i ni hosil
t y
’ ’ dzx dy .
bo’lgan tenglamaga qo’ysak i 2 yd—+cost = x + cost yoki
t t
d*x . .
o x=cost tenglamani olamiz.
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Ma’lumki, oxirgi tenglama maxsus o’ng tomonli o’zgarmas
koeffisiyentli chiziqli differensial tenglama bo’lib, uning umumiy

t

yechimi x=Ce' + Cye” —%cost ko’rinishda bo’ladi. Topilgan yechimni

sistemaning birinchi tenglamasiga qo’ysak,
y? = ? —sint=Cje' —Cye™ — %sint yechimni olamiz. Demak berilgan
t

sistema yechimi

t

x=Ce' +Coe —%cost

- 1.
y=Cie' —Cye’ —Esmt

bo’ladi.
X=DY,
2-Misol. y=x, sistemasini yeching.
I=x+y+2z
Yechish. Birinchi tenglamani ikkala tomonini ¢ bo’yicha

differensiallaymiz va

¥=1y ni hosil qilamiz. Berilgan sistemaning ikkinchi tenglamadagi y
ni hosil bo’lgan tenglamaga qo’yib, X—x=0 olamiz. Bu tenglama
umumiy yechimi x=Ce' +Cye” bo’lib, uni sistemaning ikkinchi
tenglamasiga qo’ysak, y=%=€1e’ —C,e’ ni topamiz. Topilgan

x(t), y(r) funksiyalarni sistemaning uchinchi tenglamasiga qo’yamiz

va %—zzzqet tenglamaga ega bo’lamiz. Bu tenglamani yechib

dt
z=C4e’ +2Cyte’ ni topamiz.
xX=y-—z,
3-Misol. {y=x*+y, sistemasini yeching.

z'=x2+z.

Yechish. Sistemadagi tenglamalarni barchasini qo’shib,
L. 2 2, _
X—y+zi=y—-z—-x"—y+x +z=0
ya’ni di(x — y+z)=0tenglamani hosil gilamiz, bundan x-y+z=C,.
t

Sistemaning birinchi  tenglamasidan va oxirgi munosabatdan
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> C, tenglamani uni integrallab esa x=C,'+C, yechimni

dt

olamiz. Topligan xning qiymatini ikkinchi tenglamaga qo’yib,

%— y=C22 e” +2C,C,e' +C12 tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani
t

integrallab, y= sz e + (2C1 Cot + C3)et — Cl2 yechimni olamiz. Topligan
x va y ning qiymatlarini x-y+z=C, munosabatga qo’yib,
z=Ci—x+y= sze” + (2C1 Cyt+C; — Cz)e’ — C12 yechimni topamiz.
4-Misol. e _ dy _ & sistemani yeching.

z+y x+z Xx+Yy
Yechish. Teng kasrlar xossasiga asosan, quyidagi integrallanuvchi
kombinasiyalarni tuzamiz:

dx—dy dy-dz va dx+dy+dz _dx—dy
z+y—(x+2) x+z—-(x+y) Z+y+x+z+x+y z+y—(x+z)'
.. X : o dlx-— d(y-— .
Birinchi tenglamani soddalashtirib, (x=) - (y-2) munosabatni,
X—y y—2z2

bundan ikkala tomonini integrallab x—y=C,(y—z) birinchi integralni

olamiz.

Ikkinchi tenglamani soddalashtirib, d(x+y+2) = —d(x—y) , bundan
2( y+x+ Z) X—y

%ln‘x+y+z‘+ln‘x—y‘=%ln€2, ya'ni (x+y+z)(x—y)’=C, yana bir

birinchi integalni olamiz. Demak ikkita birinchi integrallar chiqwli

erkli bo’lgani uchun berilgan sistemaning barcha yechimlari

x—y=C/(y-z) va (x+y+z)(x-y)’ =C, munosabatlardan aniqlanadi.
Mustaqil yechish uchun mashgqlar.

Quyidagi sistemalarni yeching (488-502):

’ X ’ Z
y == y==
488. Z 489. x
s X Z,_Z(y+21—1)
x(y—-1)
Y=z dx _ :
0.0 2 4o1 =)
X ﬂ: X
dt  (x—y)*
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ﬂ— @4_@ e_t_
a dt di g
492. @—ﬂ=x+y, 493. 2@+Q—smt—2y
Ldt dt dt dt
x(m)=—1, y(r)=0. x(0)=-2, y(0)=1.
2@—6x y— 61 —1+3
dt
494, dy_2y 21,
dt
x(0)=2, y(0)=3.
495 & b _& 496, & - L _ &
2y—-z 'y z y—X x+y+z xX—y
497. &b dz 498, B __dy_ &
X2 YT xyVzi+1 7=y Z y
499. dx _ dy _ dz _ du 500. dx _ dy _ dz
y—u —X u—-y X—Z X(y+Z) Z(Z—y) y(y—Z)
so1, e _dt sop v ___dy __d
x° xy-2z" Xz Hz-y) y(y—x) y*—xz

2-§. Chiziqli differensial tenglamalar sistemasi.
1-Ta’rif. Ushbu

—Zau X+ fi(0) (i=1,n) (2.1)

ko’rinishdagi sistemaga o’zgarmas  koeffisiyentli chiziqli
differensial tenglamalar sistemasi deyiladi, bu yerda a;-berilgan
o’zgarmaslar, f,(r) (i =1,n)-berilgan funksiyalar.

Agar (2.1) sistemada f;(r)=0 bo’lsa, ya’ni

d n
X—Z%po=m> 2.1)

sistemaga bir jinsli sistema deyiladi. (1.1) sistemaning biror I c R
intervaldagi yechimi deb, [ intervalda uzluksiz differensiallanuvchi
shunday

x=0(t), X%=01), 3=0;0), ... ,x, =@, (1) (2.2)
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funksiyalar majmuasiga aytiladiki, barcha ze I larda, (2.2)
funksiyalar majmuasi (2.1) sistemaning tenglamalarini ayniyatga (to’ri
tenglikga) aylantiradi.
2-Ta’rif. (2.1) sistemaning

x(t) =%, X (tg)=x3, X3(g)=X5, ... s X, (fg) = X" (2.3)
boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi
x=x), X=x0), x3=x0), ... ,x,=x,(1) (2.4)

yechimlarni topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

Quyida biz, (2.1) ko’rinishdagi o’zgarmas koeffisiyentli chizigli
differensial tenglamalar sistemasini yechish usullariga to’xtalamiz.
a) Sistemani bitta n — tartibli differensial tenglamaga Keltirish
usuli. Birinchi paragrafda ta’kidlaganimizdek, (2.1) sistemani ham
bitta n- tartibli chiziqli differensial tenglamaga keltirib integallash
mumkin:
Quyidagi sistemani qaraylik:

ﬂ=a)c+by+f(t)
dt

dy
—=ax+by+g(t
dar y+g()

Bu yerda a,b,aq,b-berilgan o’zgarmaslar, f(¢), g(¢)-berilgan
funksiyalar, x(¢#)va y(#f) esa noma’lum funksiyalar. Berilgan
dy

sistemaning birinchi tenglamasigan t bo’yicha hosila olamiz va —
t

ning o’rniga ikkinchi tenglamadagi giymatini, yning o’rniga esa
birinchi tenglamadan aniglanadigan qiymatni qo’yamiz va

2
%za%+ %+f’(t)=a%+b(a1x+b1y+g(t))+f’(t)=
=a@+balx+bl(@—ax—f(t)j+bg(t)+f'(t),
dt dt
. d*x dx .. e : g
yoki F+Ad_+Bx:F(t) ko’rinishdagi ikkinchi tartibli o’zgarmas
t t

koeffisiyentli chiziqgli differensial tenglamani olamiz. Bu tenglamadan
x(t) ni topib, berilgan sistemadagi brinchi tenglamaga qo’yib, y(r)ni
topamiz.

X+y=t>+61+1

5-Misol. { sistemani yeching.

y—x=-3t"+3t+1
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Yechish. Sistemadagi birinchi tenglamadan y ni topib, ikkinchi

tenglamaga qo’ysak i+x=3r"—r+5 tenglamani hosil gilamiz, bu
tenglama maxsus o’ng tomonli o’zgarmas koeffisiyentli chizqgli
differensial ~ tenglama  bo’lib, uning  umumiy  yechimi
x(t)=Cysint +C,cost +3t* —t—1 bo’ladi. y ni topish uchun topilgan
x(r)ning qiymatini berilgan sistemadagi birinchi tenglamaga
go’yamiz, demak

y(t) =1> + 61 +1—C,cost +C,sint =3t +1+1= —C, cost + C,sint — 21> + 71 +2
Shunday qilib, berilgan sistema yechimi

x(t)=C, sint+C2cost+3t2—t—1 bo’ladi.

y(t) =—C, cost +C,sint — 2> + 7t +2

b) Sistemani integrallashning Eyler usuli.
Bu usulni uchta chizigli differensial tenmglamalarning sistemasi
uchun ko’ramiz, ya’ni

@—a xX+byy+cyz
a0 0 0

%=a1x+b1y+clz (2.5)

%—a x+b,y+c,z
P 2 2

sistemani integrallashga to’xtalamiz, bu yerda a;, b;,c; (j=0,1,2.)-
berilgan o’zgarmaslar. (2.5) sistemaning xususiy yechimlarini
x=ae™, y= e, 7=yt (2.6)
ko’rinishda izlaymiz, bu yerda «, g, y, A-0’zgarmas sonlar.
(2.6) ni (2.5) ga qo’yib, hamda  ¢* ga qisqartirib, «, £, ¥ larni
aniqlash mumkin bo’lgan
(ag—A)a+byff+coy=0
ao+(b—A)f+cy=0 (2.7)
a,a+b,f+(c; —A)y=0
sistemani hosil gilamiz.Bu sistemadan noldan farqli «, 8,y larni
topish uchun
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ags—A by ¢
a b—-14 ¢|=0 (2.8)
a by, c,—4
shart bajarilishi kerak. (2.8) tenglamaga xaraktiristik tenglama
deyiladi, yani (2.6) ga asosan bu tenglamaning uchta A4, 4,4,

ildizlariga mos berilgan differensial tenglamalar sistemasining uchta
chiizigli erkli yechimlar sistemasini topamiz. (2.8) tenglama A ga
ninsbatan uchunchi tartibli algebraik tenglama bo’lib, bu
tenglamaning ildizlari turli hollarda bo’lishi mumkin, ya’ni 1)
barchasi haqiqiy va turli, 2) kompleks ildizlarga ega va 3) karrali
ildizlarga ega.

by). (2.8) tenglamaning ildizlari barchasi haqiqiy va turli bo’lsin, u
holda 41=4,,4=4, va A=4; xos qiymatlarni ketma-ket (2.7) ga qo’yib,
ularga mos «,, £, 71 @, B>, ¥, Va o, B, 7, Xx0s vektorlarni topamiz.
Demak A, 4,,4,  xarakteristik sonlarga mos chigli erkli

ey, B, 1) m (0, By, v,) Va hy(ay, By, 7;) Xos vektorlar aniglanadi,

ya'ni (2.6) ga asosan
!

t _ At _ At

L,y =pe", z=ye
t t

<x2=0(2622, yzzﬂzeﬂ?, 2 =)se

Aat st Aat
|3 = e Y, v =5, =137

)
X =ae

& (2.9)

chizigli erkli xususiy yechimlar sistemasini hosil gilamiz. Shunday
qilib, (2.5) sistemaning umumiy yechimi

X = Clalellt + Czazeﬂat + C3C¥3€/13t

y= C1,B1eﬂlt + Czﬁzeﬂgt +Csfhe A (2.10)
z= Clyle/llt + Czyzeﬂﬁt + C37/3e/13t

bo’ladi.
X=2x—y—2

6-Misol. { y=x-7 sistemani yeching.
7=3x—y-2z

Yechish. Berilgan sistemaning xususiy yechimlarini (2.6) ko’rishda
1zlab,

2-1 -1 -1
1 -4 -1 [=0
3 -1 -2-1
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xarakterstik tenglamani olamiz. Bu tenglamani soddalashtirib,
/1(4—22)+1+3—3/1+/1—2—2—/1=0 yoki —4° + 1 =0 tenglamani hosil
qilamiz. Demak xos sonlar 4 =0, 4,;=*1, hamda bu xos sonlarga
mos xos vektorlar 7 (1,1,1),4,(1,0,1) va hy(1,1,2) bo’ladi. Shunday qilib
berilgan sistema yechimi x(t)=C;+Cye' +Cye™’, y(t)=C;+Cse,
z(t)=C,; + Cye' +2C3¢™ bo’ladi.

b,). (2.8) xaraktiristik tenglamaning ildizlari kompleks bo’lsin, ya’ni
A=Ap=atib, A=2(4LeR). Bu holda A=4=a+ib ni (2.7) ga
qo’yib, unga mos ¢, £, 3 ni topamiz ( tabiiyki ¢, 5, ;1ar haqiqiy
bo’lmasligi mumkin). (2.6) ga asosan
x=ope™ = Ty = B 2=y @' bo’ladi.  Bundan  Eyler
formulasiga ko’ra

x=oye” (cosht +isinbt), y= foye” (cosht +isinbt), z=yc4e” (cosbt+isinbt)

xususiy yechimlarni topamiz. «, £, % larning giymatlari kompleks
bo’lgan holda ularning qiymatlarini (cosbr+isinbr) ga ko’paytirib
(qavslarni ochib), so’ngra ma’lum (II-BOB. 4-§. 4.2-teorema)
teoremaga asosan,

x, =@ cosht, y =pBe" cosht, z,=Fe" cosht

X, = @e” sinbt, y,= ,5’26‘” sinbt, 7, = 7,e” sinbt
chizigh erkli xususiy yechimlarni topamiz. A=A, =a—ib qiymatlarga
mos xususiy yechimlar topilgan xususiy yechimlar bilan chiziqli erli
bo’lishi  ma’lum,  shuning  uchun A=A qiymatga  mos
X3 =e™, yy = ™, 73 =ye™ xususiy yechimlarni olamiz.
Demak bu holda umumiy yechim:
(x=e (€@ cosbt + Co@, sinbt ) + Cyae™

e (C\ B, cosbt + C, B, sinbt ) + C, Sie™ 2.11)

N

y

K

e (C, 7, cosbt + C, 7, sinbt) + Cs 5™

bo’ladi.
xX=2x—y+2z

7-Misol. < y=x+2z sistemaning xos sonlari 4 =1 va A,;==%i
I==2x+y—-2z

ekanligii ma’lum bo’lsa, sistemani yeching.
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Yechish. Berilgan sistemaning xos sonlari uchun xos vektorlarni
topamiz:
o= f+2y,=0
A =1 bo’lsin, u holda o,— p+2y,=0 sistemani yechib,
=204+, =27,=0
a,=0, f,=2 va y=lyani h(0,2,1) xos vektorni topamiz. Demak
x =0, y,=2C,e' va z;=C,e'.
2-oy—p+2y,=0
A, =i bo’lsin, bu holda ¢ —if +2y,=0 sistemani yechamiz.
=204+ p,—1+i)y,=0
Sistemadagi birinchi tenglamadan ikkinchi tenglamani ayiramiz va
(1-oy—(1-i)B,=0 yoki e« =p ni topamiz. Uchinchi tenglamadan

esa 71:170(1 ni olamiz, ya’ni ¢ =p=2 bo’lsin deb olsak,

hy(2,2,i—1) XO0S vektorni topamiz. (2.6) ga asosan
x=2¢" =2(cost+isint), y=2e" =2(cost+isint) va z=(i—1)e" ya’ni
z=(i—1)(cost+isint)=—(cost+sint)+i(cost —sint).

Ma’lum teoremaga asosan sistemaning boshga xususiy
yechimlari x, =2C, cost, y, =2C,cost , 7y =—C,(cost +sint) va
xy =2Cysint, y;=2Cysint, z;=C;(cost—sins) bo’ladi. Shunday qilib,
berilgan  sistema  umumiy  yechimi  x(r) =2C,cost+2C;sint,
y(t) =2Ce' +2C, cost +2C;sint va
z(t) = Ce' — C,(cost +sint) + C;(cost —sint) bo’ladi.
1zox. Berilgan sistemani yechishda A;=-i xos songa mos xos
vektorni topishga zarurat yoq edi, chunki A, =i xos songa mos
h,(2,2,i—1) xos vektor yordamida ikkitadan chizigli erkli yechimlar

aniglandi.
b3). Ildizlari orasida karralilari ham mavjud bo’lsin. Agar
h, hy,....h chizigli erkli xos vektorlar soni, A xarakteristik ildizning

karralilik  darajasiga  teng  bo’lsa, unga mos  yechim
Che™ +C, he + ...+ C he™ ko’rishda bo’ladi.

Agar A xarakteristik ildiz karrali bo’lib, unga mos chiziqgli erkli xos
vektorlar soni m (m< k) bo’lsa, u holda shu A4 xarakteristik ildizga mos

yechimni
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L e 2.12)
X, = (bno +b t+bt*+..+b, " )e :

k—m )e/'tt

ko’rinishda izlanadi, bu yerda b, (i =1.n, j=0k—m)-noma’lum
koeffesiyentlar bo’lib, ularni topish uchun (2.12) ni (2.1,) ga qo’yamiz
va mos hadlar oldidagi koeffisiyentlarni tenglab b, larga nisbatan
algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. b, koeffisiyentlar k
ta ixtiyorly o’zgarmaslarga nisbatan aniqlanadi.

8-Misol. {

x=x—-2

sistemani yeching.
y=2x-3y

Yechish. Berilgan sistemaning  xarakteristik  (xos)  sonlari
1-4 -2
A
yechimlaridan iborat. Demak sistemanig birinchi xususiy yechimlari
x=Ce’, yy=Cie’ bo’lib, shu yechimlarga tayanib, berilgan sistema
umumiy yechimini

=0 yoki A*+21+1=0 tenglamaning A4 =4,=-1

. —t
{X—(Oﬁ"‘ﬂlf)e ) (%)
y=(a+pot)e
(B — o — Br)e
ko’rinishda izlaymiz. {x Vi —ai=fir)e va (*) m berilgan

y=(B—ay—pyt)e”

sistemaga qo’yib,

—20,-20t+2a,+20,t =0 . = , .
b =20 »+205 yOkl B =5 ga ega bo’lamiz.
By +20,+ 2Pt =20, - 2Bt =0 20 =204 =
al9 IBI

lar ixtiyority o’zgarmaslar bo’lgani uchun o =C;, f;=C, deb
tanlaymiz, natijada (*) ga asosan to’g’ridan-to’g’ri berilgan

sistemaning

umumiy yechimini topamiz.

c) Qo’shib olingan vektorlar usuli.

Malumki, jordan formaga ega bo’lgan ixtiyoriy matritsa uchun bazis
vektor mavjud. Jordan formasining & >1tartibli har bir kletkasi
(katagi) uchun
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Ahy = Ahy

Ah, = Ah, + hy

Ahy = Ahy + hy (2.13)

Ah, = Ay +hy, —1
tenglamalarni ganaotlantiruvchi #, h,,...,h, bazis vektorlar mos keladi.
Bu yerda h-xos vektor, h,,..h lar esa h-xos vektorga qo’shib
olingan vektorlar deyiladi. Har bir &, h,,...,h vektorlar uchun
x = Ax sistemaning k ta quyidagi chiziqli erkli yechimlar mos keladi:

1 At
X =he”,

x3=e’u(t—h +—h2+h3), (2.14)

. 4 fk_l tk—Z t
xt=e” hy + hy+..+—h_ +h
k=D!'" (k=2)! T

bu yerda xlarning daraja ko’rsatkichlari yechimlarning nomerini

ko’rsatadi. Bunday yechimlarning barchasining soni barcha kletkalar

(kataklar) tartiblari yig’indisiga ya’ni matrisa tartibiga teng bo’ladi.
X=y+2z

9-Misol. < y=x+z sistemaning xos sonlari 4 =2 va 4, =4=-1,

Z=x+Yy
ekanligii ma’lum bo’lsa, sistemani yeching.

Yechish. Berilgan sistemaning xos sonlariga mos xos vektorlarni
topamiz:

24+ +7,=0
. . |2+ fi+7,=0
A4 =2 bo’lsin, u holda a,-2p,+y,=0 yoki
o =2p+y,=0
o+ f=2y,=0

sistemani yechib, o, = =7 =1 ya’ni i(1,1,1) xos vektorni topamiz.
Demak x, =C e, y,=Ce* va z;=C,e*.
A, = A, =—1 bo’lsin, bu holda
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o+ pi+7,=0

%+ p+7,=0 (**)

o +pB+7=0
yoki o+ p,+y,=0 tenglamaga ega bo’lamiz, (*) algebraic
tenglamalar sistemasining matritsasi rangi bir ga teng, demak
a,+ B +7,=0 tenglama ikkita chizigli erkli yechimlarga ega, ya’'ni
h,(1,0,-1) va h(0,-1,1) xos vektorlar chizigli erkli. Demak

t

X2=C2€_t, yZZO,ZZZ_Cze_ va .X3:O, y3=—C36_t, Z3:C3€_t

yechimlarga ega bo’lamiz. Ishonch hosil qilish mumkinki, topilgan
yechimlar chiqgli erkli, ya’ni

2t 2t 2t

e e e 1 1 1

e’ 0 —¢'| = 0-1=-3%0.

0 —e' e’ 0 -11

t=0

Shunday qilib, berilgan sistema umumiy yechimi x=Ce*+C,e™ ,
y=C e —Cye”', z=Cie* +(C;—C,)e™ bo’ladi.

x=4x-y

10-Misol. {y=3x+y-z sistemaning xos sonlari A4 =4,=4=2
z=x+2

ekanligii ma’lum bo’lsa, sistemani umumiy yechimini toping.

200 - =0
Yechish. A=2 xos songa {3a,—f,—7 =0 sistemaning yechimlaridan
o—7%=0
tuzilgan #,(1,2,1) xos vektor mos keladi, ya’ni x, = C,e”, y, =2C,e* va
z,=C,e” . Endi (2.13) ga asosan h,(a,,,.7,) qo’shib olingan vektorni
tuzamiz: Ah,=Ah, +h ya'ni
20—, =1
3a, — B, — ¥, =2 , bundan 3«, — 5, — , =2 tenglamani hosil gilamiz,
a-7=1
ya’ni oxirgi sistemaning rangi ikkiga teng bo’lagani uchun, h; (1,1,0)

yoki h22(1,0,1) (daraja ko’rsatkichi uning tartibini bildiradi) vektorlarga
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egamiz. Ah, = Ah, +h, tenglikga ko’ra {3a; — B, — 5 =1, bundan
% —73=0
2“3 - 183 =1 s+ 11 . .
ya'ni h (1,1,1). Xuddi shunday Ahy =Ah; +h, tenglikdan
=7
h§ (1,0,1) vektorga mos h, vektorni topamiz, <3, — 55 — 7, =0, bundan
-y =1
20— Py =1 .. .
5P ya’'ni sistema yechimga ega emas, demak #*(1,0,1)
vektorga mos i, vektor mavjud emas. Shunday qilib, (2.14) ga asosan
x,=Cye? (%Hj =C,(t+ D)6, y,=C, ¥ (%-Zﬂj =C, 2t +1)e¥, 2, =Cy ™t
r* r
va x, =C362t[5+t+1], o :C3e2’(t2 +t+1), 2= C362t{5+1j ya’'ni
berilgan sistema umumiy yechimi

x(r) =e* (%zz +(Cy+Ct+C+C, + C3),
y(t)=e* (C3t2 +(2C, + Cy)t +2C, + Cy + c3), 2t)=e* (%ﬂ +Cyt +C, + C3]

C,+Cy+Cy=C;

bo’ladi. Agar {C, +C;=C, (keyin yana
G
2
C,'—=C, C, —»C,, C; = C,;) almashtitrish kiritsak, berilgan sistema

—C
3

umumiy yechimi x(1)=e” (Cyt” +Cyt + G ),
()= (2057 +2(C, = Cy)t +2C, = G, ),
a0y =¢" (Cy* +(C,—2G;)r+ G — G, +2C;) ko'rinishga ega bo’ladi.

d). O’garmasni variatsiyalash usuli.

Agar sistemada gatnashayotgan tenglamalar maxsus o’ng tomonli
chizqli differensial tenglamalar bo’lsa, bunday sistemalarni
integrallashda bitta yuqori tartibli maxsus o’ng tomonli 0’zgarmas
koeffisiyentli chizqli differensial tenglamalar uchun qo’llanilgan
usuldan foydalanish mumkin. Biroq biz bu yerda ixtiyoriy o’n’g
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tomonli tenglamalar sistemasi uchun umumiyroq bo’lgan usulni
keltiramiz.
Ushbu

%+aox+boy+6'0z = fo(t)

%+a1x+b1y+c1z:fl(t) (2.15)

d
d—j+a2x+b2y+czz=f2(t)

ko’rinishga ega bo’lgan chizigli birhinsli bo’lmagan tenglamalar
sistemasi  berilgan bo’lsin, bu yerda f;(r) (j=0,1,2)-berilgan
funksiyalar. (2.15) sistemaga mos birjinsli sistemani integrallash usuli
bizga ma’lum bo’lgani uchun, mos bir jinsli sitemaning umumiy
yechimini
x=Cx; +Crxy + Cyxy
y=Cy+ Gy, + Gy, (2.16)
2=Cz; +Cyz, + C3z4
bo’lsin deb faraz qilamiz. U holda (2.15) sistemaning yechimini
x=Cy(t)x; + Cy(1)x, + C5(t) x5
y=CG @)y +C(0)y, + C5(1)y; (2.17)
2=C(1)z; + C,(t)z, + C5(1) 24
bu yerda C(t),C,(t), C5(t)- noma’lum funksiyalar. Bu noma’lum
funksiyalarni topish uchun (2.16) ni (2.15) ga qo’yamiz, u holda (2.15)
sistemaning birinchi tenglamasidan
C (0)x; + Cy(1)xy + C5 (D) x5+ Ci (1) (x] + ayx; + By, +¢yz1) + Co (1) (%5 + agxy +Byy, +¢y25) +
+C5 (1) (X5 + agxy + byy; + coz3) = £i (1)
ni olamiz. (2.17) ga asosan qavs ichidagilar nolga teng, ya’ni oxirgi
tenglikdan
Ci(1)x, + C5(1)x, + C5(0)x3 = [ (1)
ga ega bo’lamiz. Xuddi shunday usul bilan (2.15) sistemaning ikkinchi
va uchinchi tenglamalaridan  C/(*)x; + C5(0)x, + C5()x; = fi(r)  va
Cl(1)x; + Co (1) x, + C5(1)x3 = f» (1) munosabatlarni olamiz. Demak
C,(1), C, (1), C5(t) - noma’lum funksiyalarni topish uchun
Ci(t)x; + Cy () x, + C5(1) x5 = f,,(2)
C{(t)x, + Cy()x, + C5(1) x5 = f,(2) (2.18)
Ci(t)x; + Co (1) x, + C5(1) x5 = f, (1)

129



sistemani Cj(r), C5(r), C5(t) noma’lumlarga nisbatan yechish yetarli.
Ma’lumki (2.17) dagi xususiy yechimlar chiziqli erkli bo’lgani uchun
XX X3
A=y ¥, »3|#0
4 2 %3
bo’ladi, ya’ni (2.18) sistema Cj(¢), C5(t), C5(t) larga nisbatan yagona
yechimga ega.

. 2,
11-Misol. {x‘y”g’ .

sistemani integrallang.
y=—x+1gt

Yechish. Berilgan sistemaga mos quyidagi {),C_y bir jinsli
y=-x

sistemaning umumiy yechimini topamiz, buning uchun a). usuldan

foydalanamiz: {y B yx = ¥+x=0, x(t)=C,cost+C,sins. Topilgan x(r)
ning (qiymatini sistemaning birinchi  tenglamasiga qo’yib,
y(t) =—C;sint + C,cost yechimni topamiz.

Berilgan bir jinslimas sistemaning yechimini
x(t) = C,(t)cost + C, (1)sint, y(t)=—C,(t)sint+ C,(t)cost  ko’rinishda
izlaymiz. Noma’lum C(¢), C,(r) funksiyalarni topish uchun x() va
y(t) larning giymatlarini berilgan sistemaga qo’yamiz vacCj(t), C,(t)
C{(t)cost + C5(f)sint =1g°1 — 1
—C{(r)sint + C5(t)cost =1gr —1

funksiyalarga nisbatan { sistemani hosil

. . . . . 1 .
qilamiz. Bu sistemani yechib, C()=C,—sint, C,(r)=C,+——+cost larni
Ccost

topamiz. Shunday qilib, berilgan sistema umumiy yechimi

: 1 : :
x(1)=(C, —smt)cost+(C2 +—+costjsmt =C, cost + C,sint +1gt,
cost

. . 1 .
y(1)=—(C, —smt)s1nt+(C2 +—+cost)cost =—C;sint+C,cost+2.
cost

e). Normal ko’rinishga keltirilmagan sistemalarni integrallash.
Ushbu

aox"™ +a; x4 ay, x4 by + by 4.4 by, y =0 (2.19)
ayox™ + ay X"V ot ay, x+ by Y™ + by YV 44 by, y =0

normal tipda bo’Imagan sistemaga mos xarakteristik tenglama
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ap A" +ap A" ek ay, bAoA by, =0 (2.20)

A"+ ay A"+ ay,  byA" + by AT by,
ko’rinshda yoziladi. Bu xarakteristik tenglama yechilib A

xarakteristik sonlar topilgandan keyin (2.19) sistema yechimni Eyler
usuli ( b). punktdagi usul) orqali topiladi.

TR R
12-Misol. {x+ 5),C+ Y=Y Gistemani integrallang.
3x+y=-5x-3y
Yechish. Berilgan sistema (2.19) ko’rinishdagi sistema bo’lib, (2.20)
. . . AP435 24+1 :
ga ko’ra uning xarakteristik tenglamasi " oo yoki
347 +5 A+3

—SA+51*+51-5=0 ko’rinishga ega bo’ladi.  Demak berilgan
sistemaning xarakteristik (xos) sonlari A4 =4,=1, 4;=-1. 4 =1 X0s
60, +35,=0
8a, +43, =0
tenglama yechimlaridan bir bo’ladi, ya’ni #(1,-2) bo’lib unga mos

songa mos xos vektor { sisatema yoki 2o+ 5,=0

xususiy yechim x; =C¢’, y;=-2C,¢' bo’ladi. 4 =1 xos son ikki karrali
bo’lgani uchun ikkinchi yechimni

x, =(a+bt)e, y, =(c+dt)e (*)
ko’rinishda izlaymiz. a,b,c,d noma’lum koeffisiyentlarni topish
uchun (*) ni1 va

X, =(a+b+bt)e, y,=(c+d+dt)e', i, =(a+2b+bt)e hosilalarni
berilgan siste-maga go’yamiz, hamda bir hadlar oldidagi
6a+7b+3c+2d =0
koeffisiyentlarni tenglashtirib <{2b+d =0 sistemani hosil
8a+6b+4c+d=0
) : : . : d=-2b
qilamiz. Bu sistemani yechib, {C 2a-b munosabatlarga ega

bo’lamiz. a« va b sonlarining ixtiyorty o’zgarmas ekanligidan
foydalanib, a=C,;, b=C, deb olsak , 4 =4,=1 xo0s sonlarga mos
yechimni quyidagicha yozamiz:
x,(1)+x,(t) =(C; + Cyt) e, (@) +y,()= (—2C1 -G, - 2C1)et .

131



—4oq = =0
8a, +28 =0
yechimlaridan bir bo’ladi, ya’ni h;(1,—4) bo’lib unga mos xususiy

A =—1 X0s songa mos Xxos vektor { sistemani

yechim x; =C,e”, y;=—4C e’ bo’ladi. Shunday qilib berilgan sistema
umumiy yechimi
x()=(C+Cyt)e' +Cie™, y(t)=(-2C,—C,—2C))e' —4C e’ bo’ladi.

Mustagqil yechish uchun mashgqlar.

Quyidagi bir jinsli sistemalarni yeching (503-525):

503. {’f_ix_z:_go ).Cizi_zy“
podxmdy S 513, |7 7x 2
2y I=x—-y+2z
X =
504. = = =
{yzzx A=A =24 =3
_3 x=-3x+4y-2z
505. 7Y y=x+7
y:4x—y 514. .
7=6x—6y+57
506. {).Cix_ﬁ A=bAa=24 =
y=ryo =3x—y+z
x:2x—9y ).7=X+y+Z
507.{. 515. |°
y=x+8y 2=4x—-y+4z
e A=L4=2,4=5
508.{%+x 8y=0 |
y=x+y X=x-2y-z2
S y=y—x+z
509.{x—x 3y 516. s
y=3x+y
A=0,4,=24=-1
510. {"22’“” =8y
y=4y-x .
y=-2z
x=2y—-3x S17. 7 =2x+8y—-2
511.{,‘ g cTorTiyTaL
y=y—2x A ==2,0y, =*4i
512.{x=5x+3y
y=—y—3x
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X=x—y—z
y=y+x
z=3x+z

A=1Ay; =1%2i

xX=2x+Yy

518.

y=x+3y—z
19.
>19 Z=—x+2y+3z

2122,]2/3 =3il

X==3x+2y+2z7
y=-3x—-y-—z

P20 Liomxay

h=-2,Ayy=—1%2i

X=2x+y+z
y=-2x-2

521. |~
7=2x+y+2z

h=h =14y =2

X=2x—y—2z
y=3x—-2y-3z

522. 1"
I=—Xx+y+2z

A4 :0»22/3 =1

X=y—x—-2z2
y=4x+y

323, 7=2x+y—z2

ﬂ1=Lﬂy3=_1

xX=2x—-y—2z
y=2x—y—2
504. 1 yT

7=2z7—x+Yy

h=h= A =1

X=y—z2
X—Z

505. 1°
7=2x+2y-3z

A=k ==

Quyidagi bir jinsli bo’Imagan sistemalarni yeching (526-545):

x=—2y+3
526.{? g
y=2x—-2t
x=2x+4y-8
y=3x+6y

527.

X= 3x——y &’—lt+%

528. 2

y=2y-=2t—-1

X=x—y+2sint

529.

=2x—-Yy

4x—3y+sint
30. x=4x-3y
2x—y—2cost

xX=2x—y

531.

{
{
:
:
;

y=2y—x—>5¢ sint
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X=x+2y+16te

532. {
533. {

xX=2y—x

y=2x-2y
x=2x+y+2¢é
y=x+2y—3ft

3t

534.
y=4y—-3x+

24

xX=y

535.4 . 1

y=x+—+Inz
t

x=—4x-2y+
e —1

536.

y=3y+6x— f
e




x=-2x+3y+4z-3t
537. cost 540.{ y=—6x+7y+6z+1-"Tt
y=2x-y Z=x—y+z+t
538, {x 3x—2y+sint i=—x+y+z+e
_ t
y=2x—y+15¢Vt 541 {y=x—y+z+e"
Xx=2x+y-2z7—-1t+2 z=x+ty+z+4
5393 y=1-x
I=x+y—z—t+1
+y+t
5420775 o)=Ly =2
y=x—-2y+2t 9 9
t_
5430 Y=Y 0y =2, y(0)=1.
2x+y—smt—2y
=e — 5
544,17 T2 L g2 2L
G=e 4 x—3y 900 900
545, 2Xx=6x—y— 61° —t+3 X0)=2, y(0)=3.
y=2y-2t-1

Normal tipda bo’lmagan sistemalarni integrallang (546-558):

546. {x 7 553. {x X3y,
y=x x=2y
e 4 5
547.{2)? 53.7 4y x; 550, {x+x+y y’
3x—4y=2x—-y x—y+x=0
):cz—flx—4y; 551, )'c'.—2')"7+2x=0;
548. | x+4y=—4y 3x+y—-8y=0
HO)=1y(0)=0 559 X+3y=x
X+2y=17x+8y x43y=2y
549. 132 =53x+2y 55 X
+ +
X(0)=2, y(0) =1 554. {x Y=,
X+y=x—y
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555 2X+2x+3y+y=—x—y X=—x+y+z
DX +4R 342y =x+y 558. sj=x—y+z

A D01 0 Z=x+y-z
X+4x-2x-2y—y=
556. 4. o o T

X—=4x—-y+2y+2y=0

X=3x—-y—z
557. 3 y=—x+3y—z2
7=—x—-y+3z

IV-BOB. Turg’unlik nazaryasi.

1-§. Lyapunov ma’nosidagi Turg’unlik.
1.1. Asosiy ta’rif va tushunchalar.

Quyidagi
B txx ) P=12,0m (1.1)
dl’ Y N ACE E4d ERREE] n’» T Ay gy .
yoki
dx
— = f(t,x), x=(XseesX,)s [ =(fiseeer f}) (1.2)
dt
df;

vektor ko’rinishdagi sistema berilgan bo’lib, fi(s,x,....x,) va g
Xk

(k=1,n) funksiyalar 7, <t < e oraliqda uzluksiz bo’Isin.
1-Ta’rif. Agar ixtiyoriy £>0 son uchun, shunday 6(¢) >0 son mavjud
bo’lsaki, boshlang’ich qiymati

‘x(to)—¢(f0)‘<5 (1.3)
shartni ganoatlantiradigan (1.2) sistemaning ixtiyoriy x(z) yechimi
uchun barcha ¢ >, larda

(1) — ()| < € (1.4)
shart bajarilsa, bu sistemaning x=¢(r) yechimi Lyapunov ma’nosida
turg’un deyiladi.

Agar 6>0 yetarlicha kichik giymatlarida ham, (1.4) shart
bajarilmaydigan hech bo’lmaganda bitta  x(r) yechim topilsa, ya’ni
€ >0 ning gandaydir qiymati uchun, Jd(¢)>0son mavjud bo’lmasa, u
holda x=¢(r) yechim Lyapunov ma’nosida noturg’un deyiladi.

2-Ta’rif. Agar sistemaning, boshlang’ich shartlarlari yetarlicha yaqin
bo’lgan barcha yechimlari r — +eoda Lyapunov ma’nosida turg’un
bo’lgan ¢(r) yechimga cheksiz yaqinlashsa, ya’'ni
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lim |x(t)— ()| =0 (1.5)
t—>+o0
shart bajarilsa x = ¢(¢) yechim asimptotik turg’un deyiladi.
Yechimning turg’unligi yoki turg’un emasligi t, ni tanlashga bog’lig
emas.
(1.2) sistemaning x=¢(¢) yechiminig turg’unligini tekshirish, (1.2)
sistemadan x-—¢(r) =y almashtirish orqali hosil gilingan
d >
d—f =F(t,y), y=(y,) (bu yerda F(1,0)=0) (1.2)
sistemani y(r)=0 yechimning turg’unligini teksirishga keltiriladi.
y; =0 (i=1,...,n) nuqta (1.2) sistemaning muvozanat nugqtasi deyiladi
1-Misol. %:4x—t2x tenglamanig x(0)=0 shartni ganoatlantiruvchi

yechimi Lyapunov ma’nosida turg’un ekanligini tekshiring.
Yechish. Tenglamaning berilishidan ma’lumki, x=¢(r)=0 funksiya

boshlang’ich shartni va tenglamani ganoatlantiradi. Endi berilgan
tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

t

Z): x(4-1)= Cic (4-¢?)dr, demak umumiy yechim x(=C-e 3.

1-Ta’rifga asosan (1.3) dan |x(1y) — @(1,)| = |x(0) — @(0)|=|C — 0| =|C],

t3

hamda (1.4) dan |x(t) - ¢(1)|=|x(®)| =|C|- e4t_§ ga ega bo’lamiz, ya’ni

16

t
4r——
(1.4) ga asosan €>0 ma’lum. Faraz qilaylik, M =maxle 3|=e3
120

~16/3

bo’lsin, u holda agar 6(¢) = % tanlasak, o(¢) :% =¢e topiladi.

Demak x=¢(t)=0 yechim Lyapunov ma’nosida turg’un. Endi 2-
Ta’rifga ko’ra, (1.5) shartni tekshiramiz:

3

hm \x(t) go(t)\_ hm \x(t)\_ lim [C-e . , demak ¢@@)=0 yechim

t—>+oo

asimptotik turg’un.
2-Misol. {x

y=2x
yechimi Lyapunov ma’nosida turg’unlikga tekshiring.

; sistemaning x(0)=y(0)=0 shartni ganoatlantiruvchi
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Yechish. Berilgan sistemadagi birinchi tenglamani ikkinchi
tenglamaga bo’lib, 12@2;3; tenglamani hosil qilamiz. Bu
y dy 2x
tenglama umumiy yechimi y>+x*=C ko’rinishga ega bo’ladi, bu
yeda C-ixtiyorly o’zgarmas son. y*+x*=C chiziglar oilasini, xoy
tekisligida biror moddiy nuqtaning harakatlanadigan trayektoriyalar
oilasi deb hisoblasak, bu moddiy nuqtani turg’unlikka tekshirish
uchun, koordinatalar boshini moddiy nuqtaning tinch holati deb qabul
qilib, moddiy nuqtaning bu nuqtadan biror (x,,y,) nuqtaga ixtiyoriy
kichik qo’zg’alishni qaraymiz. U holda moddiy nuqta (0,0) nuqtadan
(x5,¥,) nuqtaga y*+x*=y,”+x," trayektoriya bo’yicha harakatlanadi.
o<1 da y)P+xt =y +x) - x <y’ +x tengsizlik o’rinli bo’lgani
uchun, bu trayetoriya yopiq hamda, yetarlicha kichik x, va y, larda,
radiusi 7, (ro <X+ yoz) bo’lgan doiradan tashqariga chigmaydi,

ya’ni (0,0) nuqta turg’un bo’ladi.
ct

3-Misol. Umumiy yechimi x(1)=(C,—Cyt)e™’, x,(t)=
In(*+1)

+C,

bo’lgan sistemaning nol yechimini turg’unlikga tekshiring.

2
o 3
Yechish. |x(t0)|=\/x12(t0)+x22(t0): (C, = Coty e~ + C, 3ty v C,
In (2 +1)

tenglikdan C7 +C5; -0 (ya’ni ¢, >0, C, »0) da |x(t,)| — 0 ni olamiz.

1 2
o , C , gcl (to +1) ,
Ikkinchi tomondan  lim = lim =——7—— =00 bo’gani
fp—>+e |n (tg + 1) fg—>+oo 2t0

uchun,

C|#0 va |C,| larni har qancha kichik tanlamaylik, shunday
t, >0 topiladiki, avvaldan tanlangan £ >0 uchun

2
C 3t
\/(Cl—czt,)ze'2t0+( o +C2J >€

1n(t12 +1)

bo’ladi. Demak nol yechim noturg’un.
1.2. Birinchi yaqginlashish bo’yicha turg’unlikka tekshirish.

(1.2) sistema berilgan bo’lib, x=0(=1,.,n) berilgan
sistemaning muvozanat nuqtasi bo’lsin, ya’ni
£:@,0,0,...,00=0 (i=1,..,n). Faraz qilaylik f(#,x,...,x,) funksiyalar
koordinata  boshida  yetarlicha differensiallanuvchu  bo’lsin.
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fi(t,x,....,x,) funksiyani x lar bo’yicha koortdinata boshi atrofida
Teylor ( Makloren ) qatoriga yoyamiz:

ali =Za--x +R(t, x50 %), i=1,2,..,n (1.6)
e S "
j=1
bu yerda g; - o'zgarmaslar, R; esa -x,..,x, O’zgaruvchilar bo’yicha
ikkinchi tartibli  kichik hadlar, ya’ni |llim ki ‘([’x) =0 bo’lib,
x|—0 X
2 2 2
= Pl
dx. < ) )
Ushbu ’=Zai.x. sistemaga, (1.2) sistema uchun 1-
dt p=i 7A)

yaqinlashishdagi tenglamalar sistemasi deyiladi.
1-Teorema. (Lyapunov teoremasi). Agar (1.6) sistemadagi A=(a;)

matritsaning barcha xos sonlarining haqiqiy qismi manfiy bo’lsa, u
holda (1.6) sistemaning nol yechimi asimptotik turg’un, agar hech
bo’lmagan bitta xos soni haqiqiy qismi musbat bo’lsa, nol yechim
noturg’un bo’ladi.

x=18(y—x)

4-Misol. T j sistemaning nol yechimlarini birinchi

y=27 —2cos(§—x
yaqinlashish yordamida turg’unlikka tekshiring.

Yechish. ig(y—x) va 2 - 2008(% — x] funksiyalarni Makloren qgatoriga
yoyib, ularning chiqli qismini ajratamiz:

tg(y—x)zy—x+0(y2+x2)

21,2
Y _2cos| F—x|= Y72 L o(y2)=2c0sE | 12 1 ofy2) |-
2 2005(3 xj—1+yln2+ 5 +0(y) ZCos3 1 2+0(y)

—2sin%-(x+o(x2)):—\/§x+ yln2+%(x2 +y*In? 2)+0(x2 + yz).

1(x2 +3%In’2)
Demak lim 2
\/x2+y2—>0 \/x2 + yz

=0 bo’lganin uchun, berilgan

X=y—x
sistemaning chiziqli qismi g ko’rinishga ega bo’lib, bu
y'=—\/§x+ yIn?2
ist AT ok 2 (1-1n2) A +~/3-1n2=0
sistemaga mos = oki +(1-In2)A++/3-1In2=
s 3 m2-41 Y
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- . . In2-1%i\4y3 - (In2+1)"
xarakteristik tenglamani yechib, 4,= \/ : ( )

sonlarni topamiz. Ma’lumki Re(4/2)=%(1n2—1)<0, demak 1-

XO0S

teoremaga asosan berilgan sistemaning nol yechimlari asimptotik

turg’un bo’ladi.
oot

5-Misol. < y=4z-3sin(x+y) sistemaning nol yechimlarini birinchi
z=In(1+z—-3x)

yaqinlashish yordamida turg’unlikka tekshiring.
Yechish. Berilgan sistemadagi tenglamalarning o’ng tomonidagi
funksiyalarni Makloren qatoriga yoyamiz:

X -3

1
e —e " =x+3z+§x2

—2Z2+0(x2+z2)
2
4Z—3Sin(x+y):4Z—3(x+y)+0(x2+y2+Z2)
1n(1+Z—3X)=Z—3x—%(Z—3x)2+0(x2+z2)

Demak berilgan funksiyalarning birinchi yaqinlashishdagi chizigli
X=x+3z
qismlaridan iborat <y=-3x-3y+4z sistemaning nol yechimini

7==-3x+72
-4 0 3
turg’unlikka tekshiramiz, buning uchun |-3 -3-4 4|=0 tenglamani
-3 0 1-4

yechib, 4,=-3, 4,;=1£3i xos sonlarni topamiz. Re(ﬂ2/3)=1>0

bo’lgani uchun 1-teoremaga asosan berilgan sistemaning nol
yechimlari noturg’un bo’ladi.

X = - y . . . . .
6-Misol. | = (et ar)—¢ sistemaning nol yechimlari ¢ va b ning
y=bx+1gy

ganday giymatlarida asimptotik turg’un bo’ladi.
Yechish. Berilgan sistemadagi tenglamalarning o’ng tomonidagi
funksiyalarni Makloren qatoriga yoyamiz:

In(e + ax)—e” =1—1+£x—y+0(x2+y2)=gx—y+0(x2+y2)
e e

bx+tgy:bx+y+0(x2+y2)
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. a
va birinchi yaqinlashishdagi chizigli gismlaridan iborat Y
y=bx+y
sistemaning nol yechimini turg’unlikka tekshiramiz. Oxirgi sistemaga

mos  xarakteristik  tenglama (ﬁ — lj (I-4)+b=0  yoki
e

e e

R (ﬁ + IJ A+L4p=0 bo’lib, uning yechimlari

2
ﬂq/zzl(ﬁﬂji%\/(ﬁ—lj —4b bo’ladi. Bundan nol yechim

2\ e e

asimptotik turg’un bo’lishi uchun Re(4)<0 va Re(4,)<0, ya'ni

I{a ?
_(_+1J<O 1(24_1)4_1 (ﬁ—lj —-4b <0
2\ e 2\ e 2\\e

’ va )
l(g—lj <b 1 2 141 >»p
4\ e 4\ ¢ -
<-—-e

bajarilashi kerak. Birinchi sistemaning yechimi {Z>0 bo’ladi,

a 2 a 2
(o] (]
e e
2
1(3—4j >b
4\ e

sistemani yechish mumkinligi aniglash qiyin emas. Ikkila sistema

tengsizlillar sistemasi

ikkinchi sistemadan esa, faqat a<-eda

: : <- : . |a<— :
uchun ham umumiy yechim “=7 bo’ladi, ya'ni 7 da berilgan
b>0 b>0
sistemaning nol yechimlari asimptotik turg’un bo’ladi.

7-Misol. {

X=-siny

y=2x+,/1-3x—siny

holatlarini toping va ularni turg’unlikka tekshiring.
Yechish. Berilgan sistemadagi tenglamalarning o’ng tomonidagi

sistemaning  barcha  muvozanat

. : .. |7siny=0
funksiyalarni nolga tenglashtirib, , bundan
2x+4/1-3x—=siny =0
=rk, ke Z . :
{y . muvozanat holatlarini topamiz. Demak (-1,7k), ke Z
X=-

nuqtalar to’plamiga ega bo’ldik. Endi berilgan sistemada
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x=-1+x, y=xmk+y, almashtirish bajarib, muvozanat holatlari (0,0)
bo’lgan

& = (=D siny,

$, =20 — 24 /4—3x, —(—D sin y,
sistemani hosil qilamiz. Hosil bo’lgan sistemadagi tenglamalarning
o’ng tomonidagi funksiyalarni Makloren qatoriga yoyib, birichi
yaqinlashishdan sistemaning chiziqli qismini ajratamiz:
(=D sin y, = (=1 "y +o(x + y7),

(_1)k+1

. k+1
G =(=1)"y 1 5
Demak 5 (- 1)k+1 sistemaga mos l[/l —(=1y*! Zj S

. 4
=—x +
V1 4 1 4 N

xarakteristik tenglamani yechib, 4, =(-1)"" 1y l\/1 ~(-D*".20 xos

8 8
sonlarni topamiz. Agar k=2n, ne Z bo’lsa, Re(ﬂl/2)<(), ya’'ni
(-1,2n7), ne Z nuqta turg’un, agar k=2n+1, ne Z bo’lsa, Re(4)>0
bo’ladi, ya'ni (-1, 2n+1)7), ne Z nuqta noturg’un.
1.3. Lyapunov funksiyasi yordamida turg’unlikka tekshirish.
S, = {xe R":|x|<h, h> O} sharda  aniglangan  va  uzluksiz

differensiallanuvchi v(x)=v(x,...,x,)-skalyar funksiya berilgan bo’lib,
v(0)=0 bo’lsin.

3-Ta’rif. Agar barcha xe S, larda (x=0 dan tashqari) v(x)>0 bo’lsa,
v(x) funksiya S, sharda musbat aniqlangan, v(x)<0 bo’lsa v(x)
funksiya S, sharda manfiy aniqlangan deyiladi. Ikkila holda ham v(x)
funksiyaga ishorasi aniqlangan deyiladi.

4-Ta’rif. Agar barcha xe S,larda v(x)>0 yoki v(x)<0 bo’lsa, v(x)
funksiya S, sharda ishorasi o’zgarmas deyiladi. Birinchi holda v(x)
funksiya S, sharda ishorasi musbat o’zgarmas, ikkinchi holda ishorasi
manfiy o’zgarmas deyiladi.

4-Ta’rif. Agar v(x) funksiya S, sharda musbat va manfiy giymatlar

qabul qilsa, u holda v(x) funksiyaga S, sharda ishorasi
o’zgaruvchan deyiladi.
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(1.2) sistemada f(¢,x) funksiya S, sharda aniglangan va uzluksiz
bo’lib, f(z,00=0 ya’ni x=0 funksiya (1.2) sistamaning yechimi
bo’lsin. (1.2) sistemaning biror x(r) yechimi bo’yicha aniglangan
v=v(x()) funksiya ¢t  o’zgaruvchi  bo’yicha  uzluksiz
differensiallanuvchi bo’lib, uning ¢ bo’yicha hosilasi ((1.2) ga
asosan)

dv a’v(x(t))

L0y dx; <& oy
=Y ——L=% —f 1.7
dt dt ='ox; dt Zax 7 (1.7)

i=1 i

bo’lsin.
1-Teorema. (Lyapunovning turg’unlik hagidagi teoremasi). Agar (1.2)
sistema uchun §, sharda ishorasi aniglangan v(x)funksiya mavjud va

(1.7) formula bilan aniglangan % hosila ishorasi o’zgarmas funksiya

bo’lib, v(x)funksiya ishorasiga qarama-qarshi yoki aynan nolga teng
bo’lsa, (1.2) sistemaning nol yechimi Lyapunov ma’nosida turg’un
bo’ladi.

2-Teorema. (Lyapunovning asimptotik turg’unlik haqidagi teoremasi).
Agar (1.2) sistema uchun S, sharda ishorasi aniglangan v(x)funksiya

mavjud va (1.7) formula bilan aniglangan % hosila ham ishorasi

aniglangan funksiya bo’lib, v(x)funksiya ishorasiga garama-qarshi
bo’lsa, (1.2) sistemaning nol yechimi Lyapunov ma’nosida asimptotik
turg’un bo’ladi.

3-Teorema. (Lyapunovning noturg’unlik hagidagi teoremasi). Agar (1.2)
sistema uchun S, sharda v(x)funksiya mavjud va (1.7) formula bilan
aniglangan % hosila, ishorasi aniglangan funksiya, v(x) funksiyaning
0’z1 esa x=0 nuqtaning ixtiyoriy atrofida ishorasi o’zgarmas bo’lib,
% ishorasiga qarama-qarshi bo’lsa, (1.2) sistemaning nol yechimi
noturg’un bo’ladi.

4-Teorema. (Chetayevning noturg’unlik haqidagi teoremasi). Agar (1.2)
sistema uchun x,..,x, o'zgaruvchilar fazosining biror V sohasida

n

uzluksiz differensiallanuvchi v(x) =v(x,...,x,) funksiya mavjud bo’lib,

1) x=0 nugta V soha chegarasiga tegishli bo’lsin,
2) |x|<e da, V soha chegarasiga v(x)=0 bo’lsin,
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dv(x)

3) V soha ichida v(x)>0, >0 bo’lsa, u holda (1.2)

sistemaning nol yechimi noturg’un bo’ladi.
)

8-Misol. |* 7 sistemaning nol yechimlarini Lyapunov
y=2x—y—y

funksiyasini qurib, turg’unlikka tekshiring.

Yechish. Quyidagi funksiyani tekshiramiz:

2
V(e y) = 2% — xy +% Ve (x—l y) +i v . Ma’lumki bu funksiya

2
x* +y? #0 da musbat, ya'ni v(x,y)>0. Demak v(x,y) musbat
aniglangan funksiya. Endi (1.7) formula asosida dv(dxt’ Y) hosilani
hisoblaymiz.
dv(x,y) _

5D _ (20 3) 2t (= 0) R = (20 ) (4= y =07+ (= 0) (25 -y 57) -

=2x%y* +2xy° — y* =—y2(x2—2xy+y2+x2)=—y2((x—y)2+x2)30.

Demak % hosila ishorasi v(x,y) musbat aniglangan funksiya

ishorasiga qarama-qarshi, ya’ni 1-teoremaga asosan berilgan

sistemaning nol yechimlari turg’un.
.3
9-Misol. {x_x ¥ istemaning nol yechimlarini Lyapunov
y=x+y
funksiyasini qurib, turg’unlikka tekshiring.
Yechish. Quyidagi v(x,y) funksiyani tekshiramiz: v(x,y)=x"+y*>0
dv(x,y)

dt

dv(x,y) dx dy 3 3 4 4
=2x—+2yv—=2x|x"—vy|+2y|lx+ =2x"+2vy".

dt a2 dr (¥ =y)+23(x47) Y

x*+y?#0da.

hosilaning ishorasini aniglaymiz.

dv(x,y)

Demak x*+y?>#0 da y
t

>0, ya’ni v(x,y) funksiya va uning

dv(x,y)
dt
nol yechim noturg’un.
Mustaqil yechish uchun mashgqlar.

hosilasi bir xil ishorali bo’lgani uchun 4-teoremaga asosan

Quyidagi tenglama va tenglamalar sistemalarning yechimlarini ta’rif
bo’ticha Lyapunov ma’nosida turg’unlikga tekshiring (559-569):
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559. x=x+1t, x(0)=1. x=x-13y
560. x=2t(x+1), x(0)=0. 566. y:ix—Zy
561. x=—x+1*, x()=1. x(0) = y(0) =0.
562. 2tk =x—x>, x(1)=0. x=-x-3y
. 567. y=X—Y
X=-X
0)= y(0)=0.
s63. {yz_zy x(0) = y(0)
x(0) = y(0) =0. X =-ycosx
. 568. | y=-sinx
X=—Xx
0)= y(0)=0.
sed. {y:y x(0)= y(0)
x(0) = y(0)=0.

xX=y
_ 569. y=x3(1+y2)
X=Yy
565. {yz—sinx x(0)=y(0)=0.

x(0) = y(0)=0.
Quyidagi sistemalarning nol yechimlarini birinchi yaqginlashish
yordamida turg’unlikga tekshiring (569-580):

569. {)'c=2xy—x+y,

¢=—x+3y+x’siny,
A 575, JF T T
y=5x"+y +2x-3y.

y=—x—4y+1-cosy’.

2.2

570. ).C:x 2+y —2x, 576, x=-2x+8sin’y,
y=3x"—x+3y. y=x-3y+4x.
x=e" —cos3x : - 4

571. - ’ x=Tx+2siny—y",
y=+/4+8x—2¢". 57T7.9 5,

y=e —3y—1+5x.

c=In(4y+e"),

572, [FT NGy Ee ) 5 -
y=2y—-1+31-6x. 579 15T —3y+sinx”,
( 2

573 x=1n(3e” —2cos x), y=2x+ye” /2—y4cosx.
)'7:26)(—«3/84'12)7. Xz—sin(x—z),
i=x+2y—siny? 579. { y=sin’x— y—sinz,

574. z=tg(y—2).
)'J=—x—3y+x(ex2/2—1),
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x=1g(z—y)—2x,
580.{ y=+v9+12x —3e”,

7z==-3y

Quyidagi sistemalarning nol yechimlari a« va b ning qanday
giymatlarida asimptotik turg’un bo’ladi. (581-585):

e 2 X =y+sinux,
581, (¥ T2y, 584, J¥ Ty TSInX
y=x+y+xy. y=ax+by.

589 {x:ax+y+x2’ 585 {X=2ex—w/4+ay,

y=x+ay+y>. y=In(1+9x+ay).

583, )'c=x+ay+y2,
ysz—3y—x2.

. 2
xX=y =2ty—-2y—ux, ) . . )
586. { Y o sistemaning x=-t>, y=r  yechimlari

y=2x+2"+&*7,
turg’unmi?

5c=ln(x+2sin2—j—l, ) ) _
587. 2) 2 sistemaning  x=cost, y=2sinf

y=(4—x*)cost —2xsin®t —cos’ .
yechimlari turg’unmi?

Quyidagi sistemalarning barcha muvozanat holatlarini (maxsus
nuqtalarini) topib, ularni turg’unlikga tekshiring (588-59).

- 2 )
588. {x_y_x - s, JE=3 -4+ +y,

y=3x-x"-y. y =In(x% - 3).
= (x=D(y—1), v
589. {j):xy—Z. 503 x=e’ —e,

y=43x+y* -2

x=y,
590. { 594, {)’czln(1+y+sinx),

y=sin(x+ y).
) y=2+43/3sinx—38.
¢ =In(y~ - x),
591. 1"
{y=x—y—1.

2-§. Maxsus nugqtalar.
1-Ta’rif. Ushbu
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dx

-\ = P(.X, y)
;” Q2.1
_y =
% Q(x,y)
sistema yoki
& _Py) (2.2)
dx  Q(x,y)

P(x,y)=0
Q(x,y)=0
sistemaning yechimiga aytiladi. Bu yerda P(x,y) va Q(x,y)berilgan
uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar.

Agar (2.1) sistemada P(x,y)=a,x+a,y va Q(x,y)=a,x+a,y bo’lsa,
u holda bu sistema uchun x=0, y=0 nuqta maxsus nuqta bo’ladi, bu
yerda a; (i,j=1,2) -berilgan o’zgarmas sonlar bo’lib,

tenglamaning maxsus (muvozanat) nugqtasi deb, {

ayp app

A= #0.

ayy Ay

Demak

X
o= apxtapy
j’ (2.3)
Y
—=ay,x+a
dr e 22Y
sistema yoki
dy _ayx+apy dx _ayx+ayy (2.4)
dx a,x+ayy dy apx+apy
differensial tenglamaning maxsus nuqtalarini o’rganish uchun, (2.3)

sistemaning xarakteristik sonlarini, ya’ni

aA ozl (2.5)

y  dy—A
tenglamaning 4,, A4, ildizlarini topamiz, va shu ildizlarning qgabul

qiladigan giymatlariga qarab maxsus nuqta turlarga ajraladi.

Quyidagi hollar bo’lishi mumkin.
I. (2.5) xarakteristik tenglamaning 4, A, ildizlari haqiqiy va har
xil:
a) 4 <0, A,<0 bo’lsa, maxsus nuqta asimptotik turg’un (turg’un
tugun nuqta, 1-rasm).
b) 4>0, 4,>0 bo’lsa, maxsus nuqta noturg’un (noturg’un
tugun nuqta, 2-rasm).
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c) 4,>0, A, <0 bo’lsa, maxsus nuqta noturg’un (noturg’un egar
nuqta, 3-rasm).

II. (2.5) xarakteristik tenglamaning ildizlari 4 =a+if8, 4, =a-if
kompleks:

a) a<0, F=0 bo’lsa, maxsus nuqta asimptotik turg’un (turg’un

fokus nuqta, 4-rasm).

b) >0, F#0 bo’lsa, maxsus nuqta noturg’un (noturg’un fokus
nuqta, S-rasm).

c) =0, F#0 bo’lsa, maxsus nuqta turg’un (turg’un markaz
nuqta, 6-rasm).

III. (2.5) xarakteristik tenglamaning ildizlari 4 =4, #0 karrali:

a) 4, =4,<0 bo’lsa, maxsus nuqta asimptotik turg’un (turg’un
tugun nuqta, 7-, 8-rasm).

b) 4=4,>0 bo’lsa, maxsus nuqta noturg’un (noturg’un tugun
nuqta, 9-, 10-rasm ).

-
/{

1-rasm. 2-rasm.
3-rasm. 4-rasm.
5-rasm. 6-rasm.
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T-rasm.

9-rasm. 10-rasm.
1-Misol.
Yechish.

2-Misol.
Yechish.

3-Misol.
Yechish.

4-Misol.
Yechish.

5-Misol.
Yechish.

6-Misol.
Yechish.

Mustaqil yechish uchun mashgqlar.

Quyidagi differensial tenglama va sistemalarning maxsus nuqtasini va
uning xarakterini aniqlang (595-612):
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, 2x+Yy , 2x+y X=3x-y
595. y'= . 602. y' =
Y 3x+4y Y Sx—y 608. {)’/=x+y
596. ' == 603, |12 609. *~ 7Y
3.X+y y=x+y . )-):x_3y
, y—2x . _ _
597. y'= — 604. {x x+3y 610 $=3x-2y
y=-6x-35y " y=—6x+4y
598. y'=—2*Y — e |
y 3y—x 605. {x Y 611. r=3x
5 y=3x-y y=2x+y
’_ X — y
599. y_3x—4y. F=—2x—5y 2o
606. X=2X—2)
s ereeny  O2{ 0T
600. y ==2X12Y
3x+7y .S 5
) 607.1" 77"
601. y,=;. y 7x—3y

Quyidagi tenglamalar sistemasining maxsus nuqtasini va uning
xarakterini birinchi yaqinlashishdan foydalanib, aniglang (613-625):

613, {x=3x+6 619. {jc=(y—1)(3x+y—5)

y=2y-x y=—5+x*+y*
614. X=x=2y-5 620 x=x+y+l1
2x+ :
y=2x+y y=V1+2x" +y
x=2xy—4y-38
615. o “in(2- )
y=—x+4y° 621.
=e' —¢’

y=x>+y*-2 x=y24x°—y-2

;

f :
616 {x x—y Y

f

b

622. ( ) )
=-2 y=arctg|x~ +xy
617, ) =22 (=Y)
y=2+x- y
ooyt
)(2x—y) 623. 3
618. .2 2
y——2+xy y=x -y
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x=ln(y2—y+1) 625'{x:x+y+1

624. Y
)"=3—\/m y=v1+20x"+y
3-§. n-tartibli o’zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamalar
uchun turg’unlik nazariyasi.
Ushbu

a,y" +a, ;y" P +..+ay +a,y=0 (a;=const (i=0,1,..,n),a,>0) (3.1)
koeffisiyentlari haqiqiy sonlardan iborat bo’lgan chiziqli differensial
tenglama berilgan bo’lsin.

(3.1) tenglamaning y=0 nol yechimi asimtotik turg’un bo’ladi,
agar

a A" +a, A" +. . +ad+ay=0 (3.2)

xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari manfiy haqiqiy qismga ega
bo’lsa.
Raus-Gurvits Kriteriysi. (3.2) xarakteristik tenglamaning barcha
ildizlari manfiy haqiqiy gismga ega bo’lishi uchun, ushbu
a, a, 0 0 0 0..0
a, s a,, a,; a, 0 0..0

Ay 5 Ay 4 Ay 3 dy o Ay ano

0 0 0 0 0 0.a

Gurvits matritsasining bosh diagonal minorlari musbat bo’lishi zarur va
yetarli.
Gurvits matritsasini tuzish uchun uning bosh diagonaliga a, ; dan «, ga

koeffesiyentlar qo’yib chiqiladi, so’ngra har bir qatordagi element
indeksi o’zidan oldingi element indeksidan 1 ga kam qilib yozib
chiqiladi, bu yerda agar «,elementning i indeksi n dan katta yoki i<0
bo’lsa, bu element o’rniga nol soni yozib boriladi.

Gurvits matritsasining bosh diagonal minorlari quyidagi
ko’rinishga ega bo’ladi.

a 0

an—l n

N A3 - an_3 Cln_2 Cln_l 9 sy

an—S an—4 an—3
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..................................................

0 0 0 0 0 O0.aq

Demak (3.1) tenglamaning y=0 nol yechimi asimptotik turg’un bo’lishi

uchun, A;>0,A,>0,.., A, >0bo’lishi zarur va yetarli. A, =aqyA,_,

tenglikni e’tiborga olsak, A, _,>0 bo'lganda a,>0 dan A, >0 kelib

chigadi.

1-Misol. a ning qanday qiymatlarida y”+2y”+ay’ +3y=0 tenglamaning

nol yechimi turg’un bo’ladi.

Yechish. Raus-Gurvits kriteriysiga ko’ra berilgan tenglamaga mos

Gurvits matritsasining bosh dioganal minorlarini musbat deb ishlaymiz.
A =250, A, =‘§

>0 = 2a-3>0, yani a>% da berilgan

a

tenglama nol yechimi turg’un bo’ladi, chunki A;=3-A,>0.

2-Misol. " +2y" +4y”+6y"+5y'+4y=0 tenglamaning nol yechimini
turg’unlikga tekshiring.
Yechish. Gurvits matritsasining bosh dioganal minorlarini musbat deb
ishlaymiz.

210
A=2>0, A, :‘z 2‘=2>0,A3=6 4 2|=48+8-20-36=0, A, =3-A; =0

45 6
Demak berigan tenglama nol yechimi noturg’un.

Mustaqil yechish uchun mashglar.

Quyidagi differensial tenglamalarning nol yechimlarini yurg’unlikka
tekshiring (626-640):
626. y" -3y +2y=0

627. y"+5y"+9y +5y=0
628. y7-3y"+12y"-=10y=0

629. y"+y +y +2y=0
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630. y"+2y"+2y" +3y=0

631. y +4y"+7y"+6y +2y=0

632,y —2y"+y +2y =2y=0

633. Yy +7y"+17y"+17y +6y=0

634. y +2y"+4y"+3y +2y=0

635. y +2y"+3y"+7y +2y=0

636. y +11y"+41y"+61y’ +30y=0

637. yV +2y" +5y"+6y"+5y +2y=0
638. yV +3y" —5y"—15y"+4y +12y=0
639. y" +3y" +10y”+22y"+23y" +12y=0
640. yV +7y" +33y”+88y"+122y'+60y=0

Quyidagi differensial tenglamalarning nol yechimlari « va » ning
ganday giymatlarida turg’un bo’ladi (641-652):
641. y"+ay’+by’ +y=0

642. y"+3y"+ay’ +by=0

643. v +ay"+by' +2y=0

644. yV +ay”+2y"+y +3y=0
645. yV +2y"+ay"+y +y=0
646. yV +2y"+3y"+2y +ay =0
647. yV +3y"+ay"+2y +by=0
648. ay" +y"+y +y +by=0
649. v +y"+ay"+y +by=0
650. yV +ay”+4y"+2y +by=0

651. yV +2y"+ay"+by + y=0
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652. y"V +2y"+4y" +ay +by=0

V. BOB. Birinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamalar.

1-§. Birinchi tartibli chizigli bir jinsli xususiy hosilali differensial
tenglama.

Xususiy hosilali differensial tenglamalar tushunchasini ushbu
qo’llanmaning kirish qismida keltirib o’tgan edik. Ushbu bobda biz,
birinchi tartibli chizigli xususiy hosilali differensial tenglamalar va
ularning yechimlari tushunchasini o’rganamiz.
1-Ta’rif. Ushbu

= f(Xl,...,xn,u)(l.l)

ou ou ou
a, (xl,...,xn,u)g+ az(xl,...,xn,u)g+ vt a, (xp,...,x,,u) .
1 2 n

ko’rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli kvazichiziqli xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi, bu yerda u(x,,...,x,)- noma’lum

funksiya, a,(x,,...x,,u) (i=1,2,.n), f(x,...x,.,u)-biror D""' =« R"" sohada
aniglangan, ma’lum funsiyalar.

Agar  a;(x,....x,,u)(i=1,2,..n) koeffisiyentlar  u(x,...,x,)- noma’lum
funksiyaga bog’liq emas, hamda f (x,...,x,,u) =0bo’lsa, (1.1) tenglamaga
birinchi tartibli chiziqli bir jinsli xususiy hosilali differensial
tenglama deyiladi, ya’'ni

) (1.2)

d d d
al(xl,...,xn)a—: + az(xl,...,xn)a—):l2 +...+a,(x;,....x,) 8):;
ko’rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli chizigli bir jinsli xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.

2-Ta’rif. Ushbu

o W S (1.3)

a;(xp,..,x,)  ay(x},...,x,) a,(x,...,x,)

simmetrik korinishdagi oddiy differensial tenglamalar sistemasiga (1.2)
birinchi tartibli chizigli bir jinsli xususiy hosilali differensial tenglama
uchun xarakteristik tenglamalar sistemasi deyiladi.
Teorema. u(x,...,x,) funksiya (1.2) birinchi tartibli chizigli bir jinsh
xususiy hosilali differensial tenglamaning yechimi bo’lishi uchun, bu
funksiyaning (1.3) xarakteristik tenglamalar sistemasining birinchi

integrali bo’lishi zarur va yetarli.
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(1.3) sistema n—1 ta @(x,.... X,), @ (X5ees X, )seees @, (X5.-,.x, ) Chizigli
erkli integrallarga ega, ularning har biri (1.2) tenglamaning yechimi
bo’ladi. Bubdan tashqari, bu funksiyalarning ixtiyority ® = F(¢,, ¢;,...,9,)
uzluksiz differensial-lanuvchi funksiyasi (1.3) sistemaning integrali shu
bilan birga (1.2) tenglamaning yechimi ham bo’ladi. Shunday qilib,
(1.2) tenglamaning umumiy yechimi, ixtiyoriy funksiya F ga bog’liq
bo’lgan

u=F(P), Prrsy) (1.4)
yechimlar oilasidan iborat.
Koshi masalasi. (1.2) tenglamaning
u(x)‘ =w(x), x=(Xp0X,) (1.5)

shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping, bu yerda y-D"cR"
sohadagi biror silliq gipersirt, ¥ (x)- shu gipersirtda aniglangan ma’lum
funksiya. y- gipersirtga boshlang’ich gipersirt deyiladi. y-
boshlang’ich gipersirtdagi xnuqta noxarakteristik nuqta deyiladi, agar

bu nuqta orqgali o’tuvchi xarakteristika boshlang’ich gipersirtga
urunmasa.

xXey

2 2
1-Misol. u= x_2 + y_2 funksiyaning x>0, y>0, z>0  sohada
Yoz
Ju Jdu  du . .. C o , .
X + yg + S 0 tenglamaning yechimi ekanligini ko’rsating.
X

Yechish. u(x,y,z) funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini
hisoblaymiz.
du [ x* / 2x  du 2x* 2y ou 2y?
—_— = — 4 =— =—, —:——+—, _
o (y ) vy oy 2 e P
Olingan hosilalar x>0, y>0, z>0 sohada wuzluksiz, demak ularni
berilgan tenglamaga qo’yib, ayniyat hosil bo’lishini tekshiramiz.

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
< y y Z Z

Ayniyat hosil bo’ldi, demak berilgan funksiya tegishli tenglamaning
yechimi.

2-Misol. (x - z)a—u +(y-— z)a—u + 2za—u =0 tenglamani yeching.
ox dy 0z
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Yechish. (1.3) ga ko’ra, berilgan tenglama uchun simmetrik formadagi

xarakteristik tenglamalar sistemasi dx _ A =% ko’rinishga ega. Bu
x—z y—-z 2z

sistemani integrallash uchun, teng kasrlar xossasidan foydalanamiz:

d(x—y) _dz _ (x—y)

=C, - birinchi yechim.

X—y 27 Z
2
dixtz) _dz (D" _ o ikkinchi yechim. Shunday qilib, (1.4) ga
xX+z 22 Z

2 2
asosan berilgan tenglama yechimi u:F[(x_y ) ,(X+Z) ] bo’ladi, bu
Z z

yerda F -ixtiyoriy uzluksiz differensiallanuvchi funksiya.

3-Misol. an)_u + ya—”+ xyg—u =0 tenglamaning u(x,y,0)=x>+y> shartni
z

x  dy
ganoatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish. Berilgan tenglamaga mos xarakteristik tenglamalar sistemasi

dx _dy _dz ko’rinishga ega, bo’lib bundan *= C, xy—2z=0C,
y

Xy Xy
yechimlarni olamiz. Demak berilgan tenglama umumiy yechimi

u=F(£,xy—2z] bo’ladi. Endi boshlang’ich shartni ganoatlantiramiz:
Y

u(x,y,00=x*+y> = x*+y’=F [fxyj Quyidagicha almashtirish
y
bajaramiz: =3, xy=¢ natijada x*=st, y’== bo’ladi, bundan

F(s,t)= st+l, ya’'ni
s

el 22

=o1-2)s L1201 —%j(s2+1)=(x2+y2)(1—%}

Shunday qilib, qo’yilgan Koshi masalasi yechimi u=(x2+ yz)(l——j

bo’ladi.
4-Misol. x=y=z to’g’ri chizigdan o’tuvchi tekisliklar oilasining
ortogonal traektoriyasini toping.
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. e .. .. |lx=y=0 . .

Yechish. x=y=z to’g’ri chiziq tenglamasini { Y 0 sistema orqali
X—Z=

yozish mumkin. Demak bu to’g’ri chigdan o’tuvchi tekisliklar oilasining

xX=y

xX—2z

tenglamasi x—y+(x—2z)C=0 yoki F(x,y,z)=

=C ko’rinishga ega

bo’ladi, bu yerda C-ixtiyoriy o’zgarmas son.

Ma’lumki, biror egri chiziq F(x,y,z)=C sirtlar oialsiga ortogonal
trayektoriya bo’lishi uchun wuning har bir urinmasi ko’rsatilgan
(tayinlangan yoki mos) sirtning normali bo’lishi shart.

Hosil bo’lgan tenglamani differensiallab,
OF y-z OF _ 1
ox (X_Z)z’ dy  x—7
oF __x-y ~ ni topamiz. Demak
0z (x—2)
y—2z 1 X—y
L, u, =0 *)
(x=2)" " X (xm)

xususiy hosilali differensial tenglamaning xarakteristikalari, x=y=z

to’g’ri chizigdan o’tuvchi tekisliklar oilasining ortogonal traektoriyasi
bo’ladi. (*) tenglamaga mos xarakteristik tenglamalar sistemasini
yozamiz:

dx dy  dz

Y=z z-x x-y
Bu sistemani integrallab, ikkita chizigli erkli x+y+z=C, va
x*+y*+z*=C, birinchi integrallarni topamiz. Shunday gilib, topilgan
x+ty+z=C .. . s . .
s o o chiziglar ~ markazlari x=y=z to’g’'ni chiziglarda
xX“+y +z27=GC,
bo’lgan aylanalardan iborat bo’lib, ular x=y=z to’g’ri chizigqa
perpendikulyar bo’ladi, ya'ni x=y=z to’g’ri chizigdan o’tuvchi
tekisliklar oilasining ortogonal traektoriyasi bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun mashgqlar.
Quyidagi bir jinsli tenglamalarni yeching (653-662):
ou  du ou  du

653. y—+x—=0 655. 2y)——y—=0
yax+xay (x+ y)ax yay
du Jou ou du Jou du
654. — —(y+27)—+By+4z)—=0 656. (z—y)*—+z7—+y—=0;
ox (y+ Z)8y+( yT Z)az (2=) 8x+zay+y8z
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u(0,y,2)=2y(y-2) 66().(x—2ey)g—u—ya—u=0, u(x,0)=x

d d J
657.(x2+1)a—u+xya—u=0, u(0,y) =" du  ou xau ’
X y 661. —+—+2—=0, u(l,y,2)=yz
du ou ox dy oz
658. x——y—=0, u(x,1)=2x ou  du 1
3xa aya 662.ya—+za—=0, u(l,y,z)=Inz——
659.2x =~y =0, u(l, y) = y? T ’
ox ~ dy
663. x(y* - zz)a—u+ y(x* + Zz)a—u+ 2(x% + yz)a—u= 0;
0x dy 0z

2-§. Birinchi tartibli bir jinli bo’Imagan chiziqli xususiy hosilali

differensial tenglama.

1-§ da ta’kidlaganimizdek (1.1) ko’rinishdagi tenglamaga bir jinli
bo’lmagan kvazichizigli xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.
Agar (1.1) tenglamada a,(x,...,x,,u)(i=1,2,..n) koeffisiyentlar, hamda
f(xsenx,,u)  funksiya u(x,...,x,)- noma’lum funksiyaga bog’liq
bo’lmasa, bu tenglamaga birinchi tartibli bir jinli bo’lmagan chiziqgli
xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

Faraz qilaylik an(x?,...,xs,uo)qt()((x?,...,xs,uo)e D”+1) bo’lsin, u
holda (1.1) tenglamani yechimini topish masalasi, unga mos

dx, _ dx, L dx, _ du
a,(xy,...,x,, 1) B A (Xp,eees X,y U) T a, (X;ye.s X, U) - Sy x,,u)
(2.1)
simmetrik formadagi oddiy differensial tengalamalar sistemasini
integrallash  masalasi bilan ekvivalent bo’ladi. Ya’ni, agar
O Xy X)), Qo (Xpyees X5 U), e
@, (x,...,x,,u) funksiyalar (2.1) sistemaning integrallari bo’lsa,

F (@ (X e X, 10)y @ (X gy Xty @, (X vy X, 1) ) = O (2.2)
tenglikga (1.1) tenglamaning oshkormas ko’rinishdagi umumiy yechimi
deyiladi, bu yerda F ixtiyoriy uzluksiz differensiallanuvchi funksiya.
(2.2) munosabatni « ga nisbatan yechib, (1.1) tenglamaning oshkor
ko’rinishdagi umumiy yechimini topamiz.

(2.2) simmetrik formadagi oddiy differensial tengalamalar
sistemasiga (1.1) bir jinli bo’lmagan kvazichizigli xususiy hosilali
differensial tenglama uchun xarakteristik tenglamalar sistemasi
deyiladi.
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Eslatma. Bir jinsli bo’lmagan chizigli tenglama uchun Koshi masalasi,
bir jinsli tenglama uchun qo’yilgan Koshi masalasi bilan bir xil
qo’yiladi.

Teorema. Ushbu

d

u du u
al(xl,...,xn)a—+a2(x1,...,xn)—+...+an(xl,...,xn)—= S (e xy)

X, X, ox,

tenglama uchun y boshlang’ich gipersirtning biror x, noxarakteristik

nuqtasida qo’yilgan Koshi masalasi yechimi mavjud va yagona, hamda
bu yechim

u(g(xn) =000+ [ f(8(x.9)ds
0

Formula orqali topiladi, bu yerda g(x,r)-xarakteristik tenglamalarning
boshlang’ich gipersirtdagi g(x,0)=x boshlang’ich shartni

ganoatlantiruvchi yechimlarining + momentidagi qiymati.

1-Misol. xg—u + yg—u —u—x*—y? tenglamani ganoatlantiruvchi u=u(x, y)
X y

sirtlarni toping.

Yechish. (2.1) ga asosan, berilgan tenglamaga mos xarakteristik

dx _dy du

X Y u-—x —y2

tenglamalar sistemasi bo’ladi. Bu sistemani

integrallab,
@ — ﬂ = f — Cl ,
X )y Y
d(x2+y2) du dy d(u+x2+y2) dy
hamda = = =
2(x2+y2) u—(x"+y7?) y u+x-+y y
.. utxt+y? : : : :
ya’ni ———=C,ni olamiz. Demak berilgan tenglama umumiy
y
x X*+y +u
yechimi  F [—éJ =0, ya’ni  berilgan  tenglamani
y Y

ganoatlantiruvchi sirt tenlamalari u = yf (fj —x*—y* bo’ladi, bu yerda
y

f -ixtiyoriy uzluksiz differensiallanuvchi funksiya.

2-Misol. xua—u + yua—u +xy=0 tenglamaning u| =1 shartni
ox dy o=l

ganoatlantiruvchi u =u(x,y) yechimini toping.
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dr_dy _du

Yechish. Berilgan tenglamaga mos — xarakteristik
Xu yu —Xxy
tenglamalar sistemasini integrallab, R C,, hamda
X
d .
dy _du _ dy _Cydu —=Cu*+y>=C,, bundan esa C,=2 ni
u —Xx u -y X
2 L= G
o’rniga qo’yib, M opy2= C, ni topamiz. ) sistemaga
X
Y+ = G,
X
y=C
u| _ =1 shartni ganoatlantirib, ' ya'ni C,=2C, munosabatni
Xy= 2)’2 — C2
yu? 2y
olamiz. Demak <—+y*=C,=2C,==2, bundan u”>=2-xy yechimni
X X

olamiz. Bu yechimdan 2> xy sohada u‘xy=1 =1 shartni qanoatlantiruvchi
u=,/2—xy yechimni olamiz.

Mustaqil yechish uchun mashgqlar.
Quyidagi tenglamalarni yeching (664-675):

ou lou 1du wu
664. y—=u. 668. —+——=—
yax ! xax+y8y y?
665. xa—u+ ya—u:Zu 669 Ju ) du _
ax ay . xyg+(x— u)g—yu
x 0 J x
6060. e _u+y2_u:ye 670. 2xa—u+(y—x)a—u—x2=0
ox dy ox dy
ou  du J J
667. y—+x—=x"+y> aou oM _ 2
yax"‘xay X"ty 671.2y o yxay—x 77 +1
672. (z—y)za—u+xza—u=xy 674.(xu+y)a—u+(x+uy)a—u=1—u2
ox dy ox dy
673. sinzxg—z+tgug—$=coszu 675.x3—z+y3—;l+(z+u)g—;t=xy

Quyidagi Koshi masalalarini yeching (676-684):
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676.

677.

678.

679.

680.

681.

682.

683.

684.

0 0
xy—u+x2—u— vy, u(x,o) = x°.

ox dy

xg—Z—yg—;tzx—y, u(l,y)=y+e’.

xa—u+ ya—u=u—xy, u(x,2)=1+x2.
ox ~ dy

tgx—u+ ya—u =u, u(x,x)= X

ox y
xg—z+y3—z=2xy, u(x,x)=x2.
ua—u+(u2—x2)a—u+x=0, u(x,x2)=2x.
ox dy
yza—u+yua—u+u2=0, u(x,x)zx—_l.
ox dy X
ou ou ou
_+2 _+3 _=4 ’ s Ny =Z.
xax yay Zaz u, u(x,x,z)=z
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