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KIRIS H

Tabiat gonunlarini o’rganishda fizika, mexanika, ximiya va
biologiya hamda boshga fanlaming ayrim masalalarini yechishda har
doim ham u yoki bu evolyusion jarayonlaming Kkattaliklari orasida
to’g’ridan to’g’ri bog’iiglik o’matib bo’lmaydi. Ammo ko’pgina
hollarda kattaliklar (funksiyalar) va boshqa  o’zgaruivchi
kattaliklarning o ’zgarish tezligi orasida bo’gliqlik o’raatish mumkin
bo’ladi, ya’ni shunday tengiama luzish mumkin bo’ladiki, bu
tenglamada noma’lum funksiya va uning hosilasi gatnashadi.

1-Ta’rif. Noma’lum funksiya va uning hosilalari gatnashgan
tengiama differensial tengiama deyiladi.

2-Ta’rif. Agar differensial tengiamada gatnashuvchi noma’lum
funksiya bir o’lchovli funksiya bo’lsa, (ya’ni fagat bitta
o’zgaruvchining funksiyasi bo’lsa) bu tenglamaga oddiy differensial
tengiama deyiladi.

Tenglamada qatnashgan hosilalaming eng yuqori tartibi shu
tenglamaning tartibi deyiladi. Demak, n - tartibli oddiy differensial
tenglamaning umumiy ko’rinishi quyidagicha:

FOxy(x)y'(x)y\.c)...y(n)(x))=0 (1)

fa

bu crda x-erkli o’zgaruvchi, y =y(x) - noma’lum funksiya, y » =d—
dxk

-noma’lum funksiyaning A—tartibli hosilasi.

3-Ta’rif. Agar differensial tenglamada gatnashuvchi noma’lum
funksiya ko’p o ’zgaruvchili funksiyi bo’lsa (ya’ni 2-yoki undan
ortig o’zgaruvchining funksiyasi bo’lsa) bu tenglamaga xususiy
xosilali differensial tengiama deyiladi.

Ikkinchi tartibli ikki o’zgaruvchili xususiy xosilali differensial
tenglamalami umumiy ko’rinishini quyidagicha yozish mumkin:

FOxy.u(xy)ux(x-y)uv(xy).ua(xy) uxy(x-y) u>y(x;y))=0  (2)

Albatta, tabiat jarayonlari va hodisalarining ko’pxilligi ulami
yechishda keltiriladigan differensial tenglamalar dunyosining juda boy
ekanligidan dalolat heradi. Ushbu qgo’llanmada oddiy differensial
tenglamalami yechish usullarini o’rggnish bilan bir gatorda ba’zi bir
birichi tartibli xususiy xosilali differensial tenglamalami yechish
usullarini ham o’rganiladi.



I-BOB. BIRINCHI TARTIBLI
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

I-§. Umumiy tushumchalar va ta’riflar. 1zoklinalar

Ushbu bobda birinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalar hagida tushunchalar beramiz hamda ulami
yechilish usullari hagida ma’lumot beramiz.

I.1-Ta’rif. Quyidagi

ko'rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli differensial
tenglamala deyiladi. Bu yerda .r-erkli o’zgaruvchi, y=yx) -
noma’lum funksiya Nar,A4Y (%)) esa X,y (X),¥ ()
0°’zgaruvchilaming funksiyasi bo’lib, berilgan fiinksiyadir.
Masalan usbbu ko’rinishdagi tenglamalar
a) x~-\+y+5y'= 0, c) Yixy-\-y'=5;
b) ysinx-2/=0;
d) 3y,2-5xy =~.

1-tartibli oddiy differensial tenglamalarga misol bo ’ladi.

1.2-Ta’rif. Biimchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan
differensial tenglama deb

(1.2)
yoki
M (x;y)dx +N(x.y)dy =0 (1-3)
ko’rinishdagi tenglamalarga aytiladi, bu yerda
f(x,y), M(x;y), N(x.y)-berilgan funksiyalardir.
Masalan: a) o = SiNXCOS Y ; c) Jxy-\-y =5

b) ys,mx-2y =0; d) 3V'2-5xy=)—<.



1.3-Ta’rif. y =<p(X) funksiyani berilgan differensial
tenglamaga qo’yganda uni ayniyatga aylantirsa, u holda
y=<p(X) funksiyaga berilgan differensial tenglamaning yechimi
deyiladi.
1-Misol.  y=clex+02xex funksiya y"-2y'+y-o tenglamaning
yechimi ekanligini !<o’rsating.
Yechish. y =Cjeic +c2xex yechimdan foydalinib
Y =Cex +C&X +CXex,
y"=cBx +2ckEx+cXex larini topamiz va berilgan tenglamaga
go’yamiz:
CexX+2c2X +cXex -2 (C,&X +C2X +cXex)+Cex +cXex =2(Cex +C2X +CXexX)-
-2(Cexm@x +cXex)=0 demak, berilgan funksiya berilgan
tenglamaning yechini bo’ladi.

1.4-Tarif. (1.1) yoki (1.2) tenglamalaming biror bir
I ={E@t)} intervaldagi yechimi deb, shu intervaldagi uzluksiz

differensiallanuvchii y=fix) fanksiyaga aytiladiki , bu
funksiya (1.1) yoki (1.2) tenglamalami I intervalda ayniyatga
aylantiradi, ya’ni =f(x;ip(x)), yoki r\ x,<p(X),tp'(x)J=o0.

2-Misol. ytenglamning (-1;1) intervaldagi yechimi

y=J\-x2 funksiyaekanini isbotlang.
Yechish. Yechimning (-1;1) intervalda berilgan tenglamani

ganoatlantirishini  tekshiramiz, buning uchun y5:\l\—x2 va
=-=== funsiyalaming ie (-;i) da uzluksiz ekanligini

\W-x2
etborgaolib berilgan tenglamaga qo’yamiz :
ZX = ~X demak ayniyat hasil bo’ldi, ya’ni y=Ji-x2
"h-x2  vl—x2
funksiya (-1;1) intervalda berilgan tenglamaning yechimi

bo’ladi.



1.5-Ta’tif. (1.1) yoki (1.2) tenglamaning umumiy
yechimi deb, shunday y =0 (c=comt) funksiyaga
aytiladiki:
1)c ning har ganday giymatida y=<p(x,c) funksiya (1.1) yoki

(1.2) tenglamalami ganoatlantiradi;
2)y(x0 = yo boshlang’ich shart har qanday bo’lmasin ¢

0’zgarmasning shunday Q giymatini tanlash

mumkinki>="(x;c,) funksiya berilgan boshlang’ich shartni
va tenglamani ganoatlantiradi.

(1.1) yoki (1.2) tenglamaning >a*)=y0 boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshil masalasi
deyiladi, boshlang’ich shartga esa Koshisharti deyiladi.
3-Misai y=x>-2x+c funksiya y +2=2jc differensial
tenglamaning umumiy yechimi ekanligini tekshiring va y(0) =l
boshlang’ich shartni qganoatlantiruvchi xususiy yechimini
toping.

Yechisft. Berilgan y=x2-2x+-c funksiya berilgan tenglamani
ixtiyoriy ¢ da ganoatlantirishini tekshiramiz. /= 2x-2+0 ni
berilgan tenglamaga qo’ysak, 2x-2+2=2x  ya’ni 2x=2x
ayniyat hosil bo’ladi. Demak berilgan funksiya ixtiyoriy c da
berilgan tenglamaning yechimi ekan. Endi boshlang’ich
shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topamiz. Buning
uchun y=x2-2x-t-c yechimdan va yo) =l shartdan foydalanib,
y(0)=02 -2-0+c=i ga ega bo’lamiz. Bundan c=i ni topamiz.
Demalc, xususiy yechim >=r2-2x+i bo’ladi.

(1.2) tenlamadagi f(x,y) funksiya XOY tekisligining
(xQyo) nugtani 0’z ichiga oluvchi biror D sohada aniglangan
bo’lib, ux vay o’zgaruvchilar bo’yicha uzluksiz bo’lsin.

1Koshi Lui Ogyusten(1789-1857)-Fransuzmatematigi.



1.1-Teoreina. Agar f(x,y) funksiya D sohaday bo’yicha
uzluksiz xususiy hosilagi. ega bo’lsa, u holda (1.2)
tenglamaning x0 nugtani 0’z ichiga oluvchi biror intervalda
aniglangan va har bir berilgan (xoyoep nuqta uchun yxog=yj
boshlang’ich shartni qanoatlanti ruvchi yechim mavjud va

yagonadir.
Natija. Koshi masalasi yechimi mavjud vayagona.

4-Misol y'=x2y +e"Sy+yx tenglairaning yagona yechimga ega
bo’ladigan sohani toping.

Yechish.  f(x-,y)=x2y+e~5y +yx fanksiya uchun teorema
shartiga ko’ra ™ "N /N =x1-se~Sy+x funksiya uzluksiz

bo’ladigan sohani topamiz, bu soha esa XOY tekisligidir,
ya’ni = x2~Se~5y+x funksiya  XOY tekisligining

ixtiyoriy nuqtasida uzluksiz. Demak berilgan tenglama XOY
tekisligida yagona yechimga ega.

5-Misol. y=cx+-.¢e funksiya, barcha cer lar uchun
VI+c2
y-xy'=-i y m— tenglamaning yechimiga ega ekanligini
by'2
ko’rsating.

Yechish: Berilgan funksiya hosilasi /=c ekanini e’tiborga
olib y va/ ning giymatlarini berilgan tenglamaga qo’ysak,

cx+-.¢ -cx= , C bundan esa -=£==-=£== ayniyatga ega
vl +c2 Vi+c2 vi+c2 vl+c2

bo’lamiz. Shunday qilib, berilgar y funksiya barcha ceR da
ko’rsatilgan tenglamaning yechim: bo’ladi.

6-Misol y =x 1+ f—dx funksiya x”~-y=xe* tenglamaning
X

yechimi ekanligini ko’rsating.
7



Yechish: Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

N+ N +rZ =1+ +jEl<e
dx X X 1x

bundan

X~y =x-\|+e'v+ [_X dx/ 1h-f7dx
Berilgan funksiya orgali berilgan tenglama hosil qilindi,
demak, y=xr 1+fe£ ax funksiya berilgan tenglamaning yechimi

bo’ladi.
1-Misol. y=arcig(x+y)+c munosabat orgali aniglanadigan
y=p(xX)funksiya barcha c&R da tenglamaning
yechimi ekanini isbotlang.
Yechish: Berilgan munosabatga oshkormas funksiyani
1+n
differensiallash qoidasini qo’llab, ga ega
A i+ (*+j02
bo’lamiz. Bundan esa ni olamiz.
d* (x+j2)

8-Misol. y—p¥)  funksiya x=te‘, y=e~* parametric
ko’rinishda berilgan bo’lsa, bu funksiya

tenglamaning yechimi ekanini isbotlang

Yechish: t parametming har bir giymati uchun

(I+fc =(1+t) ~ I T+e-2t= =-,-24<T2 =0

' "d(te?) e +te el (\+1)

ga ega bo’lamiz, demak y-cp(x) funksiya berilgan tenglamani

ganoatlantiradi,

ya’ni y=(p(X) funksiya berilgan tenglamaning yechimi bo’ladi.
Qxydrc2........ ,0=0 egn chiziglar oilasi yechim

bo’ladigan differensial tenglamani tuzish uchun, y funksiyani

x ning funksiyasi deb, yechimlar oilasini n marta x bo’yicha



differensiallashdan hosil bo’lgar tenglama hamda yechimlar
oilasining ko’rinishidan foydalanib, C,C2 .. ol
0°zgarmaslami ariiglash kerak bo’ladi.

9-Misol.  x2+y2—cx=0 egri chiziglar oilasining differensial
tenglamasini tuzing.

Yechish: Egri chiziglar oilasi tenglamasida bitta ¢ parametr
bo’lgani uchun uiii bir marta ciifferensiallaymiz. Bunda vy
noma’lum funksiya X o’zgaruvchining- ning oshkormas

funksiyasi ekanligini e’tiborga olib, 2x+2y--y--c =@ Qa ega
bo’lamiz. Bundan c=2x+2y-~y~ Topilgan ¢ ni berilgan egri
chiziglar oilasi tenglamasiga qo’yib, x2+y2-2x2-2xy-~?-=0
yoki 2xy-"+x2-y2 =0 differensial tenglamani olamiz.

10-Misol. 4y2-ae2y+c2 +cix =0 egri chiziglar oilasi yechim
boTadigan differensial tenglamani tuzing.

Yechish: Egri chiziglar oilasi tenglamasi ikkita ¢, va c
parametrlarga bog’lig bo’lgani uchun bu tenglamani X
bo’yicha ikki marta differensiallab, (bu erda y=yx)) ¢, va c2
lami  topamiz, ya’ni tenglamani avval Dbir marta
differensiallaymiz  va &yy-4ca+c,= 0, bundan esa
c,=-syy'+4cy’ Ni topamiz, ikkinchi marta differensiallash orqali

esa sy2+ty"sy- 4c3y* =0 ni, YokKi bundan  c2=2y+2-- ni

topamiz. Topilgan c2 ni ¢, ga go'yib,
_ Ay 2y _ : . o S
C=-Syy'+4y' 2y+ y =-8yy'+8yy' +74-=%

y

ega bo’lamiz . Topilgan ¢ va «c2 ni Dberilgan egri
chiziglaroilasi tenglamasiga qo’yib, y+2y'x=0 differensial
tenglamani hosil gi lamiz.



11-Misol.  Umumiy markazi (0;2) rnqtada bo’lgan
aylanalardan iborat bo’lgan egri chiziglar oilasi differencial
tenglamani tuzing.

Yechish: Markazi (0;2) nugtada bo’lgan aylanalar tenglamasi
x2+ {y-i)2 =r2, (R=const=0) ekanligi ma’lum. Bu munosabatni

X bo’yicha differensiallab, 2*+2C-2)f=0, (y-2)f« =0
differensial tenglamaga ega bo’lamiz.

1.7-Ta’rif. (1.2) tenglamaning y=<p{x) Yyechimi grafigi
shu tenglamaning integral egri chizig’i deyiladi, koordinata
o’glaridagi proyeksiyasi esa differensial tenglamaning
trayektoriyasi deyiladi.
[I-Misol. ~ =2x+\ tenglama yechimi y=x2+x+c bo’ladi.
Demak, berilgan differensial tenglamaning integral egri
chizig’i  (c=0) da shoxlari yuqoriga garagan paraboladan
iborat bo’lib, tenglama trayektoriyasi esa y¢c-~ yarimto’g’ri
chiziqg (integral egri chizigning ordinata o’qidagi proyeksiyasi)
hamda o x 0’qidan (absissa o’qidagi proyeksiyasi) iborat.

Xb-Misol. ; " tenglamaning integral egri chizig’ini
X y+\y

quring.

Yechish: Berilgan tenglamaning aniglanish  sohasi

y e 0 \y\x-y, demak y>o bo’ladi. Berilgan tenglamani 0’z

aniglanish sohasida quyidagicha yozib olish mumkin.
[0, agar x<0

X agar *>0.
Y

Demak, berilgan tenglama xoy koordinatalar tekisligining
ikkinchi choragida -~ =0 ko’rinishga ega, bundan y=c¢ to’g’ri
chiziglar oilasi yechimi ekanini olish mumkin. Koordinatalar
tekisligining birinchi choragida esa, berilgan tenglama

10



yoki ydyxdit=0 ko’rinishga ega bo’ladi. Bu tenglamaning
yechimi y2+x2=c2 ko’rinishdagi markazi (0;0) nuqtada
bo’lgan aylanalar oilasidan iborat.

Shunday qilib, berilgan differensial tenglamaning integral
egri chizig’i quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi (1-rasm).

y

1-rasra.
1.8-Ta’rif. (1.2) tenglama aniqlanish sohasining har bir
[x,y) nugtasidan o’ luvchi va Oxo’qi bilan hosil gilgan burchak
tangensi j(x,y) ga teng bo’lgan to’g’ri chiziglar oilasiga (1.2)
tenglamaning yo’nalishlar maydoni deyiladi.

14-Misol. y'~2xy tenglamaning yo’nalishlar maydonini toping.
Yechish: y=2xy yoki ¢ = 2xy tenglamaning yechimi y=cea2
funksiya ekanini tekshirish giyin <mas. Aniglik uchun c=i deb
olaylik, u holda y = exi funksiyada xer, y>1bo’ladi.

Demak berilgan tenglamaning aniglanish sohasidan
quyidagi @); ¢:e), (~1;e) nuqgtalami tanlash mumkin. Shu
tiugtalarga mos burchak tangenslari esa, mos ravishda
tga, =0, tga2=2e, tga3=-2¢ DO’ladi Shunday qilib yo’nalishlar
maydoni (2-rasm) *

\ e

1



Intégral egi'i chizig o0’zining har bir nugtasida
tenglamaning yo’nalishlar maydoniga urinadi. Bu esa intégral
egri  ehizigni, tenglamani yechmay tagribiy chizish
mumkinligini anglatadi.

y=f(x,y) tenglamaning (xy) nuqtadan o’tuvchi yechimi
shu nuqtada f{x,y) ga teng bo’lgan y hosilaga ega bo’lishi
zarur, yabni intégral egri chizig a=arctgf(x,y) burchak ostida
ox o0°qi bilan kesishuvchi to’g’ri chizigga urinishi kerak.

14-misoldagi y =2xy tenglamaning yechimi y=cx
funksiya graflgiiii, ya’ni intégral egri chizigri c-1 da
koordinatalar tekisligida tasvirlaylik. Bu grafik 2-rasmdagi
yo’nalishlar maydonidagi to’g’ri chiziglarga urinadi. (3-rasm).

Intégral egri ehizigni qurish masalasi ko’p hollarda izoklina
Kiritish bilan yechiladi.

1.9-Ta’rif. Har bir nugtasida yo’nalishlar maydoni bir xil
bo’lgan egri ¢hiziq izoklina deyiladi.

{\.iy tenglamaning izoklinalar oilasi f(x,y)=k tenglama
bilan aniglanadi. Demak, y=f(x,y) tenglamaning tagribiy
yechimini qurish uchun vyetarlicha zich izoklinalar chizib,
keyin intégral egri ehizigni aniglash mumlcin, ya’ni
f(x,y) =kv f(x,y)=k2,....izokiinlar  bilan  kesishuvchi egri
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chiziglar kesishish nuqtalarida burchak koeffisientiga
ega bo'lgan urinmalarga ega b o ’ladi.

1-Eslatma. Intégral egri chizigning maksimum va
minimum nugqtalari joylashadigan chizig f(x,y)-0 tenglama,
ya’ni nol izoklina bilan aniglanadi.
Intégral egri chiziqui yanayam anigroq qurish uchun intégral
egri chizigning egilish (burilish) nugtalari géométrie o’mini
topish magsadga muofigdir. Buning uchun (1.2) tenglamadan
/' nitopibnolga tenglashtiramiz, ya’ni

demak,
g+IXn)f="v (1.5)

tenglama bilan anigianadigan chizig intégral egri chizigning
burilish nuqgtalari géométrie o’mini aniqglaydi. (agar ular
mavjud bo’lsa).

2-Eslatma. Ikki yolci undan ortig izoklinalaining
kesishish nuqgtasi (1.2) differensial tenglamaning maxsus
nugtasi  bo’ladi, chunki bu nuqtalarda intégral egri
chiziglaming yo’nalishlari anigmas bo’ladi.

15-Misol. y'=— - tenglamaning intégral egri chizig’ini
izoklinalar yordamida taxminiy gi.ring.
Yechish:  l1zoklinalar oilasi ELT:k yoki y=kax+kb

tenglama bilan aniglanadi.
Ma’lumki y=kax+kb tenglama ~”";0j nuqtada kesishuvchi

to’g’ri chiziglar oilasini aniqglaydi.
a) ->0 bo’lsin

13



Demak, integral egri chiziq nugtada turli yo’nalishlarga

ega.

Berilgan teaglamaning umumiy yechimini topaylik.
>§~:a_xL—‘b in\P/\Iz}n\ax+bi\+c, bundan y=c(ax+b)umumiy
yechimga ega bo’lamiz. Ravshanki, nugta berilgan

tenglamaniftg maxsus nuqgtasi. Bu yerda izoklinalar integral
egri chiziglari bo’ladi.

16-Misol. dy=sm(x+y)dx (1.6) differensial tenglamaning
integral egri chizig’ini izoklinalar yordamida taxminiy quring.
Yechish: y=k, k=const deb sin(x+y)=* (-i<A:<i)tenglamani
olamiz.

k=0 da sin(jctj)=0, bundan y=-x+7rn, nez. Bu iholda, ya’ni
k=0 bo’lgani uchun integral egri chiziglaming izoklinalar
bilan kesishish nuqgtasidagi urinmalari OX o’giga parallel



to’g’ri chiziglar bo’ladi. Endi esa integral egri chiziglar
y=-x+nn izoklinalarda ekstremumga ega yoki ega emasligini
tekshiramiz. Buning uchun ikkinchi tartibli hosilaga gqaraymiz.
_[=(@+y)cos(x+j>)= (I+sin(A:+3))cos('ct+ ), y--x+nn da, ya’ni
y+x-nn bo’lganda /’=(i+sin;m)cos;rn =(~i)w; «ez. Agar
N=o0,t2,x4,.. bo’lsa y">0, demale y=-x+nn izoklinlar bilan
kesishish nuqtalarida integral egri chiziglar minimumga
erishadi. Agar «= +i,x3,+5.. bol’sa /<o bo’ladi, vabuholda
maksimumga erishadi.
Endi « ning -1 va 1 qgiymatlari uciun izoklinalami topamiz:
k=-1 sin(.c+") =-I; y--X-~+2nn\ nez, 1-7)

k=1, sin.(Gr+_y) = 1; y=x-"-+2-ﬁl’1, nez. (1-8)

Ikkala holda ham burchk koeffisiyentlari -1 ga teng bo’lgan
parallel to’g’ri chiziglar izoklinalar bo’ladi, ya’ni izoklinalar
OX o’qi bilan  135° burchak ostida kesishadi. (1.7)
ko’rinishdagi izoklinalar ~ (1.6) differensial tenglamaning
integral egri chizig’ ekaniga ishonch hosil gilish giyin emas,
buningb uchun (1.7) ni (1.6) tenglamaga qo’yib ayniyat hosil
qilish yetarli. Detnak, (1.6) tenlamaning integral egri chiziglari
y=-x~+2nn izoklinalami kesmaydi. Endi integral egri

chiziglaming botiqlik va qavariglik oraliglarini aniglash uchun
y" ni hisoblaymiz

y'=cos(x+y); cos(a:h-~)=0; X+y ="+my, y =-X+~+7tn, (wez);
demak, y=~x+~ izoklinada /=0 bo’ladi. />0 bo’ladigan
giymatlami tekshiraylik.

y > -%-x-t2nn\ (nezZ),
y"=cos(x+y) > 0; +2nn <x +y <™ +'\nn\
y</M-x+27rn; (wez),
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ya’ni y=Tx+1nn\ (nez), izoklinalar integral egri

chiziglaming egilish nugtalari geometric o’mini beradi va bu
integral egri chiziglar (1.8) izoklinalarda yugorida botiq,
pastda esa gavariqg bo’ladi.Nihoyat yuqoridagilarga asosan
integral egri chiziglami quyidagicha tasvirlaymiz. (5-rasm).

5-rasm

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar:
I. Berilgan fiinksiyalar mos differensial tenglamalaming
yechimlari ekanini ko’rsating (1-10).

1. y= ig(Inx); «

2. sinx y+Xy =cosic.

3. ex =c(\-e yy, y+y'=ey.

4. yjl+x2+yj\+y2 =c; K-JI+y2 +yy~h +x2 =0.
5.y —ex>{er2dt+cex; y oy XX

0



b.y

10.

sin/

=x ) ——dt; xy = jl+;tsin.x.
O {
X=sin4e G Ax =0
y =cos8/ : Y e
X =p-+el
y2+ey =X.

y=[i3+ (i-iy;
x =t\nt
y -\n”~-=4x.
y =t2(21nt +1); 4
x=i+arcsinf
x =y +arcsiny.

M. Berilgan fiinksiyalar mos clifferensial tenglamalaming
umuuiiy yechimlari ekanini tekshiring, hamda bu umumiy
echimlardan mos boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi
xususiy yechimlami aniglang (11-20).

11.(1+j)e y=1mw]1+"|+cCc-X; (I+ex)yy' =ey, X_O.:O.
12. x+c”~gU AL +i\ Y =sin(jf-j/); y(n)=0.
13. ax +cT>'=c, y =ax+y, (a>0, a*l),j<l) =0
14, xex =c; {x-~dx+Ixyay~Q; >H=0.
15. cyr=eVy \NYy*+x2) 2 + Xy + \ Ny -y 2-xy+7jx/=0;y(\)=]
16. 2x3y3= 3a2x ' +c; xy2(xy+y)=a2; y0n)=1
17. y3=cx— Inx-1; {\nx+y’~dx-'ixy2dy = 0, jrij=0.
_ cX C A .- _
18. y—a+aX+V y-xy-arl+x2yr;  y(2)=0.
19. in4 ::C_Zsinf ; y+sinfxM =sini”; >>(21) = 0.
20. 1+ey =c(l +x2j; eJ|l+jc":ju(v-2 " +e;,;jii)c=0; _y(1)=0.
n

Toshkent Axborot Texmollogiyaiari Universitet

Axborot Resurs Markazi



I1l. Mavjudlik va yagonalik teoremasiga asosan quyidagi
tenglamalar yagona yechimga ega bo’ladigan sohani toping,
(21-30).

21. ydy —xdx. 26. 6:(3X-yy—|.

22, & W1 27. y =sin2y_oos2y.
cix Xx-y

23. ,dy =dx 28. AT =dx.
:I.—ctgy

24, . =xdx. 29. y'=x2+y2.
Ji-y

25. y'=syjx2-y-x. 3(3. dy =jx —y che

IV. Quyidagi egri chiziglar oilasiga mos differensial
tenglamani tuzing.(31-40).

31l. x=ay2+by+c. 36. Iny —ax+hy.
32. y=c j c 37. y=aX'+bx2 +cx.
33. x24-cy2=2y. 38. cy—sinex

34. y=(x-c)3. 39. x2 +cy2 =2y.

35. {x-a'f+by2=1. 40. j>=siri(x+c).

41. Markazlari y=2x to’g’ri chizigda yotgan va radiuslari
1 ga teng bo’lgan aylanalar oilasining differensial
tenglamasini tuzing.

42. j=0 va y=x to’g’Ti chiziglarga uririuvchi va
simmetriya o’gi Oy o’giga parallel bo’lgan parabolalar
oilasining differensial tenglamasini tuzing.

43. ox o’qiga urinuvchi barcha aylanalar oilasining
differensial tenglamasini tuzing.

44. Birinchi va uchinchi chorakda joylashgan hamda bir
vagtda =0 va x=0 to’g’ri chiziglarga urinuvchi aylanalar
oilasining differensial tenglamasini tuzing.
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45. Koordinata boshidan o’tuvchi va simmetriya 0°gi oy
o’giga parallel bo’lgan barcha parabolalar oilasining
differensial tenglamasini tuzing.

V. Quyidagi tengla.malaming integral egri chiziglarini quring.
(46-50).

46. y'y+2x=Q 49. y'~ X~y
X ~y\
47. y = M. 50. y=J°* agar y* x
a2 [1, agar y=x.

48. xydy =\xy\l.h'.

VI. Quyidagi differensial tenglamalaming integral egri
chiziglarini izoklinalar yordamida tagribiy quring (51-64).

51. dy=(x+ I 52. J&—=JEL
JF+ 1 X—1
53. £ 5 4
55. 56. fr-vyf.
57. -*-=dx. 58. $ +x=I.
X-ey dx y
59. -A:Sin(y-'.lx). 60. d}ﬁcos(x-y)dx.
61. |J? +y2~dy--=4xdx. 62. N-=x2+2-y.
63. xdy=-ydx. 64. N-=2+y-x2.
ax

65. Quyidagi differensial tenglamalar yechimlari
grafiklarining egilish nuqtalari gsometrik o’mi tenglamasini
tuzing.

a) &=Y~x2- b) dy=[x-"dx\

«i-»n,».
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2-8. O’zgaruvchilaiiajraladigan va unga keltiriladigan
differensial tenglamalar

2.1-Ta’rif. Ushbu
|=/W gW (2-1)
ko’rinishdagi  tenglamalar  o’zgaruvchilari  ajraladigan
differensial tenglamalar deyiladi.

1-Misol. a) ’c‘t =, C) dy=<mxoosydX\

y-5
2
b) y =SiNxcosy; d) dx=-A~dy.

(2.1) tenglamani o’rganishdan avval quyidagi ikkita xususiy
holni qaraymiz:

1-HOL. g(y)=i bo’lsin, a holda (2.1) tenglama dy=f(x)dx
ko’rinishda bo’ladi.

f(x) funksiya biror /,={ « ab)} intervalda uzluksiz bo’lsin. Bu

holda umumiy yechim
y(X) =| f(t)dt+c, ., xoeix, (c- ixtiyoriy o0’zgarmas son)

ko’rinishda yoziladi. Umumiy yechimdan c- o da olinadigan
xususiy yechim y(x})=0 boshlang’ich shartni qganoatantiradi.

IX) =\ +0=0,
=0

c=yoQgiymatdagi xususiy yechim esa yxo=ya boshlang’ich
shartni ganoatlantiradi.
y(xj= )?f(t)dt+y0=y0.
o0
2-Misol. —cosx tenglamaning umumiy yechimini toping.
YechisJt. dy =cosxih bu tenglikning ikkala tomonini x0 dan x
gacha integrallab,
y(x) =)>(I<C05tdt+ V(@ =sinx+y(xj- snA; y(x0)-sin\0= const
u
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bo’lgani uchun yx) =sinx+c umumiy yechimga ega bo’lamiz.
2-HOL. /(9=I bo’lsin, u holds. (2.1) tenglama dX:E:J/(\W
ko’rinishda bo’ladi..

gly) funksiya biror iy={y&(c,a)} intervalda uzluksiz va

giy)*a (Wely) bo’lsin. U holda C?00=-"~ funksiya ham ham

uzluksiz bo’ladi, demak tegishli tenglamaninig umumiy
yechimi

X 0 :){]G(t)dt+c; y,yoely,
o ] ] yo y
Cc - |xt|yor|y o’zgalrmas son.

3-Misol. tgydx=-~dy tenglamaning umumiy yechimini

toping.
Yechish. dc=— J--—--dy bu tenglikning ikkala tomonini ¥0 dan
COS ymtgy

y gacha integrallab,(™ =", y0xxn, («ez)),

XW=iiis8NV //+ o=1"  +X(%)=In|* I+* (Go)_In|* @
ga ega bo’lamiz. Demak, umumiy yechim x(y)=\n\tgy\+c, bu
yerda c="Cy,,)-In"jyd - 0’zgarmas son.

3-HOL. f(x) va gO) funksiya]ar bir vagtda o’zgarmasdan
fargli bo’lsin.

(2.1) tenglamada, agar g(co=o teriglik y=co nuqtada bajarilsa,
u holda y=c0 funlcsiya (2.1) tenglamaning yechimi bo’ladi.
(2.1) tenglamaning umumiy yechimi.

i~~j~Sf(x)dx=c (2-2)
munosabatni g(y)* (» nugtalarda ganoatlantiradi.
Eslatma: O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar
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M ()N (y)dx +P(x)Q{y)dy =0 (2-3)

'c'oLl'oo'
ko’rinish.da ham Dberilishi mumkin. Bu Kkc’rinishdagi
tenglamalami p(x)Q(y)*o funksiyaga bo’lish natijasida (2.1)

korinishga keltiriladi.

4-Misol. 'y =3m2- 5xy tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglamani  Q-=xyQy-5) ko’rinishda yozib
olamiz. Tenglamaning ko’rinishdan ravshanki, y=0 va y-=-
funksiyalar  tenglamaning yechiomi bo’ladi. Boshga
yechimlami topish ~ uchun berilgan tenglamaning
o’zgaruvchilarini ajratib uni integrallaymiz. \* _ ¥y Wdx\

5x2
W = cT6* mc’>0;
Avval topilgan ~=0 yechimni oxirgi munosabatdan c¢,=0
bolganda olish mumkin bo’lgani ucliun, berilgan tenglamaning
umumiy yechimini
_5_>(Q

see 6 (ceR) ko’rinishda yozamiz.
5% ;

3-Vp 6

5-Misol. xsyy'- 5=y tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglamani (2.3) ko’rinishga keltiramiz.
xiy~a-X: y+5, x3ycty = (y+5)dx

hosil bo’lgan tenglamaning ikkala tomonini A(y+S) ga
bo’lamiz. Bo’lish. natijasida *=0 va j>+5=0, ya’ni y=-5
yechimlami yo’qotishimiz mumkin. Lekin ravshmki y=-5
berilgan tenglamaning yechimi bo’ladi. x=0 esa tenglamaning

yechimi emas, ya’ni berilgan tenglamani ganoatlantirmaydi.
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Demak, y=-s yechimni e’tiborga olib, bo’lish natijasida hosil

bo’lgan y+5 tenglamani yechamiz.

ty dx
' V "325r =5; " y-5\n\y+5=- — +c, (ceR).

Demak, berilgan tenglamaning yechimi

y-5|n\y+5\=-2-L-+C va >=-5 boladi.
RF

6-Misol. [a2+y2 }d<c+2x\lax-x2dy=0  tenglamaning y(a)=0
shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechislt. Berilgan tenglamada o’zgaruvchilarini ajratib ikkala
tomonini integral laymiz.

B . dx d b dx
| -4j- ri- y_2 2 2
a'+y2 2'x\lax-jc2 H ’ JF‘
i 4 - A
) I—arc.tg— =—=J-2 1+C.
a 2a

Endi boshlang’ich shartni ganoatlantirsak, ya’ni X nmg
o’'miga a, y ning omiga esa O qo’ysak,

—arctg0 = - l-——-1-he, c=0 ega bo’lamiz. Demak, berilgan
a 2a\a

tenglamaning y(a\=o0 shartni ganoatlantiruvchi yechimi

y=-atg j=—\ ko’rinishda bo’ladi.

2.1-Teorema.. (2.1) tenglamadagi f(x) va g(y)
funksiyalar biror *=%*, va y=ya nuqta atrofida mos ravishda
aniglangan va uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar bo’lib,
gy)*o bo’lsa, u holda (2.1) tenglamaning ® 0=Yo
boshlang’ich shartni ganoatlantiravchi y=<p(x) yechimi *=a0

nuqta atrofida maA'jud va yagona bo’lib,
0 v X
o-jk-i™ * (2.4)
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tenglikni ganoatlantiradi.

1-Misol. x2y-00s2y =\ tenglamaning y (+co)=—

shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. 1-Usul. Berilgan tenglamada o°’zgaruvchilami
ajratamiz:

=1+ cos2y; - ~= cosjiéO .
d* 2cos y X

] _/\ = — - -
(2.4)formulaga ko’ra f J ggy 2tgyO: x+m ega

>02C0S Y XoX

bo’lamiz. Bundan va y(-w)=~ shartdan

. . \t9n\, 1, 11
4 iooptay (O—tayp-— My, 2 ~4—2 =xi' 2 0=2_m
ni hosil gilamiz. Demak, ty= ya’ni y=2"+arctg\ I-j
berilgan tenglamaning y(+cc)=~ shartni ganoatlantiruvchi
yechimi.
2-usul. Berilgan tenglama yechimini (2.4) formuladan

foydalanmasdan,  o’zgaruvchilami  ajratgandan  so’ng
to’g’ridan-to’g’ri integrallab, umumiy yechimini topamiz:

x*0
1 Mtgy=c-~\ y = arctg”2c- "J +2#/c
Bundan _y(+0= shartgako’ra,
% Ilm y= jr_l,'u_pooka rctg\2c)—(-J\+ 27rkJ\=arctggcr +2jrk = 2
ga ega bo’lamiz. \arctgzex<* bo’lgani uchun oxirgi tenglikdan

k=1, bo’ladi, bundan esa arctglc+lirror-, arctg2c=~; 2c=I;



Demak, yechim vy :arctg\\-:x;)\un ko’rinishda bo’ladi.

S-Misol. 3y2y'+]16x=2xyi tenglamaning *»+00 da
chegaralangan yechimini toping.
Yechish. O’zgaruvchilami ajrataniz:
3v2
?-%

Buni ikkala tomonini integrallab,
2

dy = 2xdx; y*2\

3|—j—-dy~2\xdx+c,  Injy3-8j =x2+c, c=Inc, (c,>0) deb olib,

JN-sl =cele nihosil gilamiz. Oxirgi tenglikdan ma’lumki, agar

¢ =0 bo’lsa y =2 funksiya berilgan tenglamaning integral egri
chiziglar oilasiga kiradi, ya’ni tenglamaning yechimi bo’ladi.
Shunday qilib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi

y3 - si=c,irr2, (c,>0)
ko’rinishga ega bo’ ladi. Birog bu yechimlardan fagat bitta
y=2 funksiya x —+o da chegaralangan funksiyadir.
Demak, berilgan tenglamaning nos shartni ganoatlantiruvchi
yechimi y=2 funksiyadir.

Ushbu
y'=f(ax-h by+c) (2.5)
ko’rinishdagi  tenglamalar  z=ax+by+c Vva  dz=adx+bdy
almashtirishlar  orqali ko’rinishdagi

o’zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamaga keltiriladi.

9-Misol. y"=cos(x-_v-1) tenglamani yeching.

Yechish. x-y—\=s Elmashtirish natijasida

dx-dy =ds, dy=dx-cts; dx-ds=cossdx, ds=(\-coss)dx; Nni hosii

gilamiz. s=2nk, kez  funksiya oxirgi tenglamaning yechimi

ekanligini  e’tiborga olib, wuning boshga yechimlarini
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L_ds— , tenglikdan topamiz. Bundan i-coss=2sin2~ a

asosan, s -2arcctg{x-c)+z2nn, nez Nhi olamiz. Belgilashga
ko’ra, y=x-2arcctg(x-c)-\-r2nrr, (nez) yechnmga ega
bo’lamiz. YA

10-Misol. (0—3 nuqtadan o’tuvchi shunday egri chizigni
topingki, lining ixtiyoriy nugtasidan urinmalarining burchak
koeffisiyentlari shu nuqtalar ordinatasi uchlanganiga teng
bo’lsin.

Yechish. Biz izlayotgan egri chizig y=f(x) funksiya orqgaii
ifodalangan boMsin, u holda bircr bir (xoy(x0) nugtadagi
urinmasining burchak koeffisiyenti k= f'(xg=3f(x0 bo’ladi.
(xayo) ixtiyoriy nugta bo’lgani uchun /=3y tenglama hosil
gilamiz.

Demak, (=3, j*=3jix, InN=3x+c; vya’ni biz izlagan

egri chiziq y=c.e3x funksiya bilan ifodalanadi. Bu egri chiziq
(0—3 nugtadan o’tgani uchun -2=c,e30, c,=-2, ya’ni y=-2elx
funksiy a go’yilgan masalaning yechimi bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar:

I. Quyidagi tenglamalami integrallang (66-85).

66. x3dx+(x2-)dy =o0. 67. cos(2xi-\)dx = Say.

68. {y3-\)dy=(yl+y+\)dx. 69. sin(2j-1) =5i&

70. (I+y2)dx+xydy=0. 71. (1+y2)dx = xcty.

72. sjy2+\ =xyy'". 73. y'-xy2=2xy.

74. y'=ax+y, (a>0, a*l). 75. ey (l+xz)y'=2x(\+ey).

~76. (I+y2y [y -b =~ 2)(~ )~ . T7. 27yy'+y2=2,

78.(Xy2-y 2+x-ijdx+~x2y-2Xxy+x2-t-2y-2x+2~dy =0.
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79.xx'+/ =1.

80. ~—ctgx-vy = 2, *0)-1 81. (X+y)2y'=a2

82. (x+2y)/ =N y@0)=-1. 83. y'-yjAx+2y—1

84. dy=cos(y-x)dx. 85. ~N--y =2x-3.
ax

D.Mos almashtirishlar  orgali  quyidagi  differensial
tenglamalami yeching (86-90)

86. (x2+y2+\)dx+2x2dy =0; F>=1t).

87. (X3 5+jc2>2 +jy-t-1).y + (x3y3-x 22-xy+)x>"=0;  (xy=/).

88. (x3)? +y+x-2)cEx+(xiy2+x)d)' =0; (xy=t).

89. (a:i6- 2X5+2x4-X 3 +Ax2y)dx +(Xy2- 4x3)*y=0;  (y=Iix).

90. (xy+2.*yIn2.y+yIn_y)6i* +(2x2 In_y+x)ily =0;  (xIn.y=/)-
I1l. Quyidagi tenglamalaming x->ta> da qo’yilgan shartlami
ganoatlantiruvchi yechimlarini toping (91-96).

91. XCOS>>-y+=0; y(+a0)=-jK .

92. x2/-t-cos2.y =i; SH<)= o

93. X3 —sinj/=I; >(+ep =5".

94. ey=edy™+\, x—>tm da v chegaralangan.

95. (xH)ily=(™i)cjtc, x—>+Dda y chegaralangan.

96. <y=2(Tr+yit&,  x—>too day chegaralangan.

97. Absissa 0°qi, uirinma va urinish nuqgtasining ordinatasi
bilan chegaralangan uchburchak yuzi a2 ga teng bo’lgan egri
chiziglami toping.

98. Har ganday urinmasining absissa o’qi bilan kesishgan
nugtasining absissasi urinish nugtasining absissasidan ikKki
marta kichik bo’lgan egri chiziglami toping.

99. Quyidagi xossaga ega bo’lgan egri chiziglar topilsin.
Agar egri chizigning ixtiyoriy nuc[tasidan koordinata o’qlariga
parallel to’g’ri chiziglar o’tkazilsa, hosil bo’lgan to’g’ri
to rtburchakni egri chiziq i:2 nisbatda bo’ladi.
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100. Urinma va ox o’gining musbat yohalishi orasidagi
burchakning tangensi urinish nuqgtasining ordinatasiga to'g'ri
proportsional bo’lgan egri chiziglami toping.

3-8. Bir jinsli va utiga keltiriladigan differensial
tenglamalar

3.1-Ta’rif,
flxty) =trf(x,y) (3.1)
shartni  ganoatlantiruvchi  f(x,y) funksiya x va Y
argurnentlariga nisbatan no’lchovli (tartibli) birjinsli funksiya
devil adi.
1-Misol.  f(x,y)= +dy H(x,y)= Xty G(xy) =x2-2xy +4y2;
funksiyalar mos ravishda 0, 1 va 2 —tartibli bir jinsli
funksiyalar ekanini ko’rsating.
Yechbh: a) O-tartibH bir
jinsli funksiya;
bg/ H{tx ty) = 2‘2t*X1+-ty§<‘y :éstz(;%;fy):tH(x,y), 1-tartibli bir jinsli
funksiya;
c) Cltxty)=rx~ -lixiy+Ary =P{x2- 2xy+4¥2)t2G{x,y), 2 -tartibli bir
jinsli funksiya.
3.2-Ta’rif. Agarf(x,y) nolinchi tartibli bir jinsli funksiya
bo’lsa, u holda
%}2/<*,*> <3-2)
differensial tenglama birjinsli differensial tenglama deyiladi

va bu tenglama ¥ =/ -| ko’rinishdayoziladi.
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2-Misol. a)"?=*ty; b)y=—mt”r -_.

Xy je2~xy+4y2
3.3 -Ta’rif. Agar A(x,y) -va B(xy) funksiyalar bir xil
tartibdagi birjinsli funksiyalar bo’lsa, u holda

Afxy)dx B (x,y")dy =0 (3.3)
tenglama birjinsli differensialtenglama deyiladi.
3-Misol. a) 1*2 —xy~rdx +3xydy =0, b) (x +y)dx- (3*- 4y)dy =0.

tenglamalar bir jinsli differensial tenglamalardir.

(3.2) yoki (3.3) ko’rinishdagi tenglamalami yechishda
y =zx almashtirish orgali x vaz yoki y vaz o’zgaruvchilarga
nisbatan o’zgaruvctii lari ajraladigan differensial tenglamaga
keltiriladi.

4-Misol. -jcos” j dx+xcos™dy=i'  tenglamani yeching.

vYechish: Berilgan tenglama (3.3) korinishdagi tenglama
bo’lib, Axy)=x-yms.™ va B(x,y) =%os” funksiyalar ikkalasi
ham birinchi tartibli bir jinsli funksiyadir. Demak, berilgan
tenglamada y =zx, dy =zdx+xdz almashtirishlami bajarib,

(x-xzcosz)dx¥xcosz(zdx +xdz)=0 => x l-zcosz +zcosz]E& =-;c2coszc/z
--ydv =cosztir =>-j ‘ = jcoszdz, demak in|*|+sinx—:cfunksiya
berilgan tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
3.4-Ta'rif. Ushbu
y=zf[Ar+ M+~ (@=const b,-const, /=12) (3.4)

ko’rinishdagi tenglama bir jinsli differensial tenglamaga

keltiriladigan differensial tenglama deyiladi.,, bu yerda
*0.

Agar ab2-az»=0 Dbo’lsa, u holda (3.4) tenglama

(ak+bly=k(a,x+bly) bo’lgani uchun) z=ax+by almashtirish



natijasida o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga
keltiriladi.

(3.4) tenglamada afl-a,4 *o boiganda, x=u+i, Yy=V+rj
almashtirish bajarib, 4 va 17 sonlarni shunday tanlaymizki.,

natijada (3.4)tenglama u'=A Tufb~] ko’rinishgakelsin-

5-Misol.  (en+Y-Nn)dxman-+Y-2)cly=9 tenglamani yeching.
Yechish :  Berilgan tenglamani = ko’rmishda

yoZsak, bu tenglama (3.4) tenglamaga o’xshash. Bu yerda
a]=6 © =1, a2=4, 62=i demak, ad-all *o. Buadan x=u+4 va
y=v+rj ( a,rj=c0rst) almashtirish gilish kerakligi ma'lum. Endi
almashtirishlar va dx=dy dy=dv  ni berilgan tenglamaga
go’ysak, {butvi, +r]-\)dii+(4u+v+4C +T]-2)dv=0 bo’ladi.

Agar J[QEIIIf:lZ::% bo’lsa, oxirgi tenglama bir jinsli

tenglamaga keladi. 7=4. Demak, berilgan tenglama

uchun almashtirishlar x-«-”~ va y-v+4 ko’rinishga ega

bo’lib, uning yordamida berilgan tenglamamizni
(sutv)du Hautv)dv=0 Kko’rinishga keltiramiz. Bu esa (3.3)
ko’rinishdagi tenglama bo’lib, uni yechish uchun wm-v/ =

du =vdth-tdv almashtirish bajaramiz,
v(6i+ \)(vdt+ tdv) + v(4/ + \)dv = 0;

(6/+vdi =-(612+5/ H)ifv . (3.5)
(3.5) ni o’zgaravchilarni ajratib, so’ng ikkala tomonini
integrallab,
f = = |If <ft=-Inv+c =»

&5t v 6K)H)
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t+ —
in 4 =m—Ft = ir+1f ({-J. nihosil gilamiz.
| 2] 3 Vv | 2)

Bundan ¢ va v o ’zgaruvchilami n va>>o0’zgaruvchilari
orqgali ifodalab, /=".=Jli+JL; v=y~u. Berilgan tenglama

2 J*il+i
yechimini topamiz: UO—m)+|2|J :(.2IZ.§:B 3
(2p:+"-3)2=c(6x+2y—5) bo’ladi.
(3.5) tenglikdan ma’lumki,/=-1 va/=-i ya’ni 2x+y-3=o

va 3*+y-|=0 funksiyalar ham berilgan tenglamaning
yechimi bo’ladi.

6-Misol.  {2x+y+\)dx-(4x+2y-iycy =0  tenglamani yeching.
Yechish: Berilgan tenglama (3.4) ko’rinishdagi tenglama
bo’lib, lu yerda a,=2, é,=1 a2=4, 62=2 ya’'ni a,i2-a2,=0
bo’ladi. TJ holda berilgan tenglamada z=2x+y va dz=2dx+dy
almashtirish bajg.ramiz. Bu almashtirishga ko’ra,
(z+ 1)<A-(2z-3Xdk- 2cbc)=0 ~ 5(z-ltéc=(22z-3);z, \"~"ﬂz:\dx,

2 i
jz-jin|z-i|=jc+c. X vay o’zgaruvchiga gaytib, 2x+y-i=ce2y~x

umumiy yechimga ega bo’lamiz.

1-Misol. y:yxgll-\-tgy%?l* tenglamani Xeching.
Yechish: BerilganL tenglamaning o’ng tomonidagi birinchi
haddan ma’lumki, agar >t2=z .+\=t almashtirish bajarsak,

berilgan tenglama ~ = ko’rinishdagi bir jinsli



tenglamaga keladi. Endi esa z=st = dz=sdt+tds almashtirish
gilib, ~ = /g(i-2) tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda s-2-nn,
ya’'ni s= 2+Trn; «eZ yechim ekanligini e’tiborga olib, qolgan
yechimlami topish maqgsadida o’zgamvchilarai ajratamish

usulidan foydalanamiz: (— : injsin(s - 2)|= In-i-c,
tg(s 2) t

bundan sin(i--2)=ci umumiy yechimni olamiz, s va t

o’zgaruvchilardan x va vy o’zgaruvchilarga qaytsak,

c(x+]), cen yechim hosil bo’ladi. Shuni ta’kidlash

joizki, s= 2+nn yechim, umumiy yechimda c¢=<) bo’lgan
holda mavjud.

3.5-Ta’rif. Agar gU%.y) funksiya uchun

g(Aax,AB y A kg(x,y),(A>0) tenglik a va p laming barcha
giymatlarida bajarilsa, u holda g(x,y) funksiyaga k - tartibli
kvazi bir jinsli funksiya deyiladi.

g8-Misol. f{x,y)=x2+y3 funksiyani kvazi bir jinslilikka
tekshiring.

Yechish: | fAax,Af)yj=A2ai2 +A3/}y3 =aa(x2+y3); bu yerdan

jA2a = Ak sjstema i%osii bo’ladi, Ya’ni t = pP=~r-
}A3, = Ak \3p =k 3

Demak, berilgan funksiya a va p ning p =2~ rnunosabatni

bajaruvchi ixtiyoriy giymatlari uchun k=2a - darajali kvazi bir
jinsli funksiya bo’ladi.

3.6-Ta’rif. (3.2) tenglama kvazi bir jinsli tenglama
deyiladi, agar /(x.jO funksiya p-a - tartibli kvazi bir jinsli

funksiya bo’lsa, ya’ni f~Aax,Ary~r=A~~af{x,y). Kvazi bir jinsli

£
differensial tenglamalar y=:a almashtirish orqgaii bir jinsli
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|
tenglamaga keltiriladi. y=uxa almashtirish esa tenglamani

o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga keltiradi.
9-Misol. tenglama kvazi bir jinsli

tenglama ekanligini tekshiring va uni yeching.
Yechish: Berilgan tenglamani (3.2) ko’rinishga keltiramiz

4,-6 _ .4

Y =— j2- va tenglamaning o’ng tomonidagi funksiyani, 6-
2xy

ta’rifga asosan B-cx - tartibli kvazi bir jinsli ekanini

tekshiramiz. Buning achun
40160 6-N4~y4 _ p'l-a 4n6-y 4

tenglik bajariladigan ex. va ® lar mavjud ekanini ko’rsatamiz.
Yugoridagi tenglikdan

M os koeffitsientlarrii tenglashtirib.

sistemani hosil qilamiz. Bu sistemaning yechimi 2/?=3a
munosabatni ganoatlantiruvchi barcha a va R sonlari ekani
ravshan. Demak, berilgan tenglama kvazi birjinsli differensial

tenglamadir.Bu tenglamani yechish uchun
| t 3
y=wr“ya’ni y=ux2 almashtirish bajaramiz.



. 1«2 -1
boo2i—du_rdx +5hjj=Incl;  ~2_,-x5=v
‘u2+4)(,/2-1j = n’ "2 +4 b2 +4

Topilgan yechimni y=ra2 almashtirishga asosan x va y
o’zgaruvchilar boyicha yozamiz Y?"3 % =c; ceii.
2 +4x3

FO-Mwd/.  Ixtiyoriy urinmasining abtsissa 0°gi bilan kesish
nuqtasidan koordinata boshigacha va urinish nuqtasigacha
bo’lgan masofalari teng bo’ladigan egri chizigni toping.
Yechish: Masala shartiga ko'ra b k\=\km)\, ya’ni
Z0MK = ZMK =3 demak, a--if bundan

tga =tg2BR = 2tg2a' N~ =y
1-tg 2R X

bo’lgani uchun

21
tgcc=-—-2-=— " -; tga
1 X -r

X2

esa hosilaning geometrik ma’nosidan,
0’z navbatida y ga teng, ya’ni y=-"~ Kko’rinishdagi bir

Xr-y
jinsli differensial tenglamaga ega bo’ldik. Bu tenglamani y=zx
almashtirish yordamida yechamiz.
zdx-+xdz %

dy =zdx +xdz; dz,
dx 1-Z22 1x ‘'z+13
. . ) .
Inlexy= 14322, 2 Injoq=h yoki o, VE
z+12 1+: 1+z¢ X¢i+yeé

ya’ni x2+yr=cy; cter Yechiniga egabo’lamiz.
Eslatma: /=/i¥ tenglamaning integral egri chizig’i va

y=k« to’g’ri chiziqg kesishishiian hosil bo’lgan burchak
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tangensi [““I?‘k'? ga teng bo’ladi. Bir jinsli tenglamaning

integral egri chiziglari y-« to'g’ri chizigni fagat bir xil
burchak bilan kesga.ni uchun « ning giymatlari orgali, berilgan
tenglamani yechmay turib, uning integral egri chizig’ini qurish
mumkin.

Mustagqill yechish uchun misol va masalalar:

|. Quyidagi funksi.yalaming bir jinsli ekanligini tekshiring
(101-104).

101. f{x,y) = y 102. f(x,y) =(2x~yf +4x2y.
X «

103. n*,y),i-xylL. 104. /(x,y)=H=xfe;
X—y cx+dy

Il Quyidagi tenglamalami yeching (105-120).

105. 4x-3y+Y(2"-3nr)=0. 106. N =

107 Xy'-y =(x+ 108 Xy'=y-xex.

109.y2+ X2y = XY ~~- 110. 4x’+xy-3y2+~(2xy-5x2+y2):O.
111. 112. X N =XtgZ +y.

3x -y dx X
113 xdy=ycourt—cuc. 114 + =
X {dx ) x+3 X+3

115. 2x+2y-|+z\|(x +MN-2)=0.  116. 3x+v-2 +g‘(x-|) =0.
117 [2x+y-4)dy =(y+2)dx. 118 (y-x+ 2)’(\1)-(= \+y-Xx.
119. o :2A—/\+Ajj~dx. 120, (x+y-3)y'= -(2x-4y+6).

I1l. Quyidagi kvazi bir jinsli differensial tenglamalami
yeching (121-126).
121. 2G2-xy2)y'+ y3=0. 122, (ya-3x2)y+xy-0.
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123, 4y=; ~d x . 124. (x2y4+ 1)Kk=-2xY.
9,1

125 dy:(;’\h?’\dx. 126 x(2xy+\)y'+y =0.

127. Urinish nugtasining absissasi, koordinata boshidan
urinmasiga tushirigan peipendikulyaming uzunligiga teng
bo’lgan egri chizigtii toping.

128. Koordinata boshidan ixtiyoriy urinmasigacha
bo’lgan masofa mos urinish nugtalarining absissasiga teng
bo’lgan hamda (1;1) nugtadan o’tuvchi egri chizig
tenglamasini tuzing.

Quyidagl tenglamalaming tagribiy egri chizig’'ini quring
(tenglamani yechmasdan).
129 x2dy =y(2y-x)dx. 130 {2x2y -xi)dy = (2" -x2y)dx.

4-8. Chizigli va unga keltiriladigan differensial
tenglamalar.

4.1-Ta’'rif. Ushbu
p(x)y = q(x) (4'1)

ko'rinish.dagi tenglamaga birinchi tartibli chiziqli differensial
tenglama deyiladi. Bu yerda o.ix) va o) funksiyalar
uzluksiz funksiyalar. (4.1) ko’rinishdagi tenglama turli
usullarda. yechiladi. Masalan: 0 zgarmasni variatsiyalash
(Logranj2) wusuli. Bemiillizs usulu va integrallovchi
ko’paytuvchi kiritish usuli.
1 O’zgarmasni variatsiyalash usuli. Bu usul yordamida
(4.1) tenglamani yechish uchun avval (4.1) ning birjinsli
gisminiya’ni

2 Lagranj Jozef Lui (1736-1813) - Fransuz natematigi
3Yakob Bcrnulli (1654-1705) - Shved matematigi.
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t +py-0
tenglamani yechamiz. Uningyechimi y = ce-~p xn  bo’ladi.
(4.1) ning yechimini

y{x)=c(<x)e \p{x)dx (4.2)

ko'rinishda izlaymiz. Ya’ni (4.2) dan y:(x) ni topib, (4.1) ga
go'yib, undan

c(x)=a+ fqg{x) (4.3)
ni topamiz. (4.3) ni (4.2) ga qo’yib,
y-e_\lp(x)dX C+jgq(x)d PN Xdx (4.4)

ko’rinishdagi (4.1) tenglamaning umumiy yechimini topamiz.

Lwmisor x2y'+xyu-1=0 tenglamani yeching.
vecnisn: lenglamani /+ly=—L ko’rinishda yozsak, bu
X X

tenglama (4.1) ko'rinishdagi chizigli differensial tenglamaga
keladi. Bu tenglamani Logranj (o’zgarmasni variatsiyalash)
usuli bilan yechamiz. Buning uchun /+ly=0 tenglamaning

yechimi y - ekanini e’tiborga olib, berilgan tenglamaning
yechimini y - N ko’rinishda izlaymiz VZEM—EM Va
v o= - ni berilgan tenglamaga qo'yib, c'(*):-;( bundan
c(r)=-In(x)4c, ni topamiz. Dsmak berilgan tenglamaning
umumiy yechimi >=—n*+c> ko’rinishda bo’ladi.

2. Bernulli usulL Bu usulda yechim yx)=ux)v(x) ko’rinishda
izlanadi. o = u)- -+ wiey » VA A%)=«(*)<*) ni (4.1) ga qo’yib,
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u(x)~-t-v(x)-"+ pxux)v(x)=ti(x)yok\ u(x)"v{x)["+p(x)u{x)\= q(x)
ga ega bo’lamiz. ~+p(x)v(x)=0 tenglamaning biror bir
u(x) = c(x)e~~pidx  yechimini olsak, u hoida oxirgi tenglikdan

e ip(x’\xd - q(x) ya’ni V({¥)=jq(x)IRAXdx+c, (c=const)
X

olamiz. Demak, topilgan ux) va M)  fuinksiyalami
y(x)=n(x)v(x) ga qo’ysak (4.4) yechimni olamiz.

2-misol. xy’= 2(x4-+y) tenglamani yeching.
Yechish: Berilgan tenglamani y'~y=2x3 ko’rinishda
yozamiz. Demak, berilgan tenglama chizigli differensial

tenglama. Bu tenglamani Bemulli usuli bilan yechamiz, ya’ni
y(X) =u(vMjc) almashtirish bajaramiz;

y'(X) =l V) + VP (ii(X) = Tl(e)v(@)+ v (X)u{x)-—u(x)v(ct) = 2x7=>
SV(IOMX@) tivx)- = 1ix) =203 (4-5)

lami hosil gilamiz. Bundan u'(x)~~u(x)=0 tenglamaning biror

bir yechimini topamiz. = (Inw(x),.=2(Inx)j =

inu(x)=2Inx; = Ux)=x2. Topilgan u(x)=x2 ftinksiyani (4.5)
gaqo’yib, V({o=2x ya’ni v(x)=x2+c, (c=const) ni olamiz.
Demak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y(X)=u(x)v(x)=x2(x2 +c) ya’ni y=cx2+x4 bo’ladi.

3. Integrallovchi ko’ paytuvchi kiritish usuli.

(4.1) tenglamaning ikkala tomonini Jp(-nax jf0(jaga
ko’paytirib, tenglamani

d*' |p&)dxV g(xyNex)dl
dx\



ko’rinishda yozamiz. Oxirgi teriglikning ikkala tomonini
integrallab,

ya’ni

y=e-fP " dx

ko’rinishdagi (4.4) formulaga ega bo’lamiz.
3-Misol. g+ tenglamani yeching.

vechish: Berilgan tenglamani (4.1) ga moslashtirsak, p(x)=tgx

va
3 p(xX)dx _Jtgxdx _c- Incosjr_ 1
COSX

bo’ladi. Demak, berilgan tenglamaning ikkala tomonini “osx
ga ko’paytirib:

1 , sin,\* 1 — . . . . .
Ly s 4\ =L - i hosil gilamiz.

COSX ax cos X COS x
Bundan y—t—= lg«<-*Cga egabo’lamiz. Demak, berilgan

tenglamaning umumiy yech.imiy=Sinx+CCOSX; (c=const)
ko’rinishda bo’ladi.

Esiatma. Ba’zi bir tenglamalarda « ni ,  ning
funksiyasi deb qarasak, bu tenglama chizigli tenglamaga
keladi.

A(y)+[B(y)x-C(y)]*-=0  cbizigli  bo’lmagan  tenglamani

garaylik. Bu tenglamaning ikkala tomonini A(y)*o ga bo’lib,
berilgan tenglamani
<+<p(y)x=£(y)

ko'rinishda yozib, X)) funksiyaga nisbatan chizigli
differensial tenglamani yuqoridagi usullar yordamida yechish
mumekin. Bu yerda
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Ay)’ My)

4-Misol. y =——F tenglamani yeching.
2x +yJ
Yechish: Berilgan tenglamani differensiallar  orgali

guyidagicha yozamiz.

_z_yoki —=A+33=x.:y2. Oxirgi tenglikdan

2x+y3 dx y y
ma’lumki berilgan tenglama «(y) funksiyaga nisbatan chizigli

differensial tenglama, ya’ni Aonxzy2 Bu tenglamani yechish
y |y

uchun (uchinchi hoi) integrallovchi ko’paytuvchi Kkiritish
usulidan foydalanamiz.
-f-dy In
e\P(y)dy =e vy =g-2lny = ¢
y2
Demak, tenglamaning ikkala tomonini ga ko’paytiramiz.

y
r

i =1 N o= + C
ST -\ x=l yeki $, .X§i =L yre.

Ya’'ni berilgan tenglamaning umumiy yechimi x=yi +cy2
bo’ladi.

Quyidagi
f{y)% +PLx)fly)=q(x) (46)
£+ p00=a00eny (4.7)
41+p(0y=0 00y (4.8)
ax

ko’rinishdagi  tenglamalar ham  chizigli  differensial
tenglamalarga keltirib yechiladi. (4.6) tenglamada ,., « ning
funksiyasi bo’Igani uchun f(y(x))=z(x) yoki f(y)jf=z\x)



almashtirish natijasida z'+p(x).'=q(x) ko’rinishdagi chiziqli
tenglama hosil bo’ladi.

(
SMisol.  ~ns(2—x)ny =x e e 2 tenglamani yeching.

vechisn: lenglama, ga nisbatan ham yoki x ga nisbatan
ham chizigli emas, ammo bu tenglama (4.6) tenglamaga maos

bo’lib,  t¢y) =y, t(yy=— bo'lgani uchun ny =10
y

almashtirish bajaramiz, u hoida " =:(x). Demak berilgan

tenglama

f X<
z2’+(2-x)z =x -2x T€ A (49)

ko’rinishga keladi, bu tenglama esa z(x) ga nisbatan chiziqli
differensial tenglamadir. Hosil bo’lgan tenglamani yechishda
Logranj usulidan foydalanamiz

—2X

®;
ji-—=f(x—2)dx; z=c(x)e2

z'-i-(2-x)z :O;

Topilgan z(x) funksiyani (4.9) ga qo'yib,

cnr) = jX(e 2 -rex)dx+cl
ga ega bo’lamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy
yechimi quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi.

~ —2x X+ X~2x
Iy (x) = 2(x) mc(x)e? 2 \x:(e 2 +e2x)dx+cl

(4.6) ko'rinishdagi tenglamalarni yechishda, tenglamaning

Ikkala tomonini  eyx; funksiyaga bo’lib,  :(x)=e-nx) Vva
2'(x)=-ne~-ny(x)y*(x) almashtirish na.tijasida quyidagi tenglamaga
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ega bo’lamiz. -*p(dp=¢) (n*0), bu tenglama esa z«
funksiyaga nisbatan chizigli differensial tenglamalar.

6-misal. e~xy -e~-x=ey tenglamaniyeching.

vecnish:  Berilgan tenglamani ikkala tomonini . ga
ko’paytirib,

-} . ¢ XeX

d x
tenglamani hosil gilamiz. Hosil bo’lgan tenglama (4.7)
ko’rinishdagi tenglama-ning xususiy (w=i) holi bo’lgani
uchun, bu tenglamani z(x)=e-y» va z\x)=-e~yMy\x)
almashtirishlar orqali z'+z=-ex tenglamaga keltirib yechamiz.
Hosil bo’lgan so’'nggi tenglama :<» ga nisbatan chizigli
differensial tenglama bo’lib, uni yechish usuli bizga ma’lum
bo’lgani uchun bu tenglama-ning umumiy yechimini birdaniga
yozamiz: z(x) =ce~x -~ex, demak berilgan tenglama umumiy

yechimi e-y =ce-x-~ex Ko'rinishda bo’ladi.

4.2-Ta’rif.  (4.8) ko’rinishdagi tenglamaga sernuiii
tenglamasi deyiladi.
(4.8) ko’rinishdagi tenglamalami yechishda
r(X)=Y“", (+o 0 m=. ) va :xx)=(\-m)y-my  almashtirish
bajaramiz, demak. (4.8) tenglama

2'+(1- mp{x)z= I- Ma(x)
ko’rinishdagi chizigli tenglamaga keladi. Bu tenglama, bizga
ma’kim bo’lgan chizigli differensial tenglama bo’lib, uni
yechish usulini esa biz bilamiz.

1-misot.  (M+1XY+Y2) - -y tenglamani yeching.
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vechish. Berilgan tenglamada =+-1 deb faraz qilib, uni
yr+—~y=-y2 Ko’rinishda yozib olamiz. Hosil bo’lgan

tenglama (4.8) ko’rinishdagi tenglama bo’lgani uchun
2(x)=y=1; 2 (x)= "~ almashtirish  bajarib: ¢ —"z =i

ko’rinishdagi  chizigli tenglamaga ega bo’lamiz va wuni
yugoridagi usullaming biri orgali yechib,
z=(A-+i)(InO+i) +c)yechimni olamiz, Demak, berilgan tenglama

yechlml y="F+ 'bo’ladi.

(x+ IXIn(A +1)H-c)
Ba’zi hollarda Bemulli teaglamasini yechishda Bemulli
usulidan foydalanish qo’ | keladi.
8B-mMisol.  (x P " 2xy =4yjy(+ x2)arctgx tenglamani yeching.
vechisn. Berilgan tenglama Bernulli tenglamasi bo’lib, uni
yechishda _)(x):u(x)v(x) va dy(x) = u(x)dv(x) + v(x)du(x)
almashtirishdan foydalanamiz:
X2 +n~r~v+-t i j-2xtrv = uv(\+x2)arctgx,
{x2+\) V+-IX2+| ) f —ti= 4Juv(\+x2)arctgx, (4.10)
{.dx I+x2)

ﬁ}?( g I amaning biror v =i++2 xususiy yechimi uchun

(4.10) tenglamadan u.(xy funksiyani topamiz, ya’'ni
(x24\§~=4y/i(1+x2)arctgx tengamani yechamiz. Bu
tenglamaning  u(x)=0  bir yechimi ravshan, boshga
yechimlarini  topish uchun o ’zgaruvchilami ajratib, uni
integrallaymiz::

jq/a:4\irctg"dx Va u(x) = (arctg2x+-c\2 ga €ga bo’lmiz. Demak,

+x2

. .. 2
berilgan tenglama yechimi y(x) =0 Va yx) = (\+x2)[arctgzx+c]

bo’ladi.



4.3-Ta'rif'.  Ushbu
[+ a(x)y+b(xX)yl=c(x), ( b(X),c(x)* 0) (4.11)
ko’rinishdagi tenglamagar ixkati tengiamasi deyiladi.

Agar Rikkiati tenglamasining biror bit ,\ xususiy
yechirni mavjud bo’lsa yoki topish mumkin bo’lsa y=y -
almashtirish orgali (4.11) tenglama Bemulli tenglamasiga
((4.8) tenglamaga) keltiriladi. Agar Rikkati tenglamasining
biror xususiy yechimi ma’lum bo’hnasa uning Xxususiy
yechimini o’ng tornondagi «(x) funksiya ko’rinishiga garab
izlaymiz. w .asavm:c(x)=axz+azx+a3 ({,a2 az=const) 0O’ISQ,
xususiy yechimniy =ox+b2 (bv  =const) KO'rinishda, c(x) - -

{n,k= const) bo’lganda esa,  xususiy yechimni =~

=

X

(m,k= const) ko’rinishda izlash qo’l keladi.
s-Misol. yr+y2 =~- tenglamani yeching.

x2

vechisn. Berilgan tenglama Rikkati tenglamasi bo’lib, uning
xususiy yechimi ma’lum emas. Berilgan tenglamada ¢ (x)--~
bo’lgani uchun, uning xususiy yechimini yr=gJ ko’rinishda
izlaymiz. Demak, y.--+ va y,=— ni berilgan tenglamaga
go’yib aoma’lunikoefTisiyent n nitopamiz:

noa ya'ni m2-rn-2=0 tenglamani yechib,

=—m, =2 ga egabo’lamiz.Ya’'ni tenglamani ikkita xususiy
yechimi topildi: ”2=|. Demak berilgan tenglamada
y =yx-+2=z-1 almashtirishni bajarib, :-.--.2 korinishga

ega bollgan Bemulli tenglamasini hosil gilamiz. Bu
tenglamaning  ikkala tomoaini x> ga ko’paytirib,



xd-~-=3zx-(xz)2 tenglamaga, v = zx almashtirishdan so’ng esa

ar--=3u-m2 tenglamaga egabo’ lamiz. Bu yerdan u=(u-3)c2 va

u=3 Yyechimlarga ega bo’lamiz. Demak, hosil bo’lgan
Bernulli tenglamasii yechimlari  z-- va z=c(zx-3)x3, 0'Z

navlatida berilgan tenglama yechimlari esa
1 \a bo’ladi.
*  (ex3- 7 tox
4.4-Ta’rif.  Ushbu
M {x\y)dx+N (X;y)W+/?(X;y)(xdy-ydx)=O (4.12)

ko'rinishdagi  tenglamaga v inding-parbu  tenglamasi
deyiladi, bu yerda M va N fuhksiyalar birxil o’lc'novdagi bir
jinsli funksiyalar, R-ham birjinsli funksiya.

Bu ko’rinishdagi tenglamalar y-x-« almashtirish orgali
Bernulli tenglamasiga Iceltiriladi.

10-Misol. (2xy-x*y-_yi)dx-(xz +y2-X3-xy2)cty=0 tenglamani
yeching.

vecaiish. Berilgan tenglamani

2xych-(x2y+yi)dx-(x2 +jN)¢ N+ (X5+ xy2)tfy=0

yoki 2xydx-(x2+y2)dj+{xr2 +y2)(xdy- xdy) = oyozib olsak, (4.12)
tenglama ko’rinishiga keladi,. Demak berilgan tenglamani

y = x ¢ almashtirish orgali yecha-miz: ay-=tax+xqst ni e’tiborga
olsak, (i-t3yax+(+t2)xr2 -x)dt =0 tengla-maga kelamiz. Bu
tenglamaning o’garuvchilarini ajratib, so’ngra integrallash

natijasida et ya’'ni yx - l) =c(x2 - y2) umimiy yechimga

ega bo'lamiz.
Mustagqiil yechish ucliun misol va masalalar:

l. Quyidagi differerisial tenglamalami yeching (131-145).
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131. (a2-x2)dy=(a2-xy)dx. 132. 2+ 2x-\)" =x-\+{x+\)y.

133. AL =Xx2+2x-2y. 134. xhxdy =(xi(3\nx-\)+y)dx.
ax
135. xcfy=(xy+ex')dx. 136. =
137. “ =3x 2e~x -(xi-y)y. 138. & -=(x2+y)dx .
ax Lx
139. —+cosx ="- . 140. (x+y)dy=\2y-\-(x+\)4 ~\dx.
X ax L J
141. | = —7—-142. | =
Xsmy+2smg¢y 3X-y¢
143. (sin2y + xctgyjy'=1. 144. ydx =(x+y2)dy.

145. (2ey-x)y =\.
[1. C4.5) ko’rinishdagi quyidagi differensial tenglamalarni
yeching (146-153).

146. 2y 147. Cy2-tx)=xyy".
x2-1 Y
148. Xy'+x5ytex =-2y . 149, (xy+x2y*)y'=1.
150. 8xy’=y - * = . 151. 3xy'=2y+"-.
yIX+ JT

152.xanY = (HIn*)>—>/x(2+1nn). 153. x2y =y 2(1+2x2)-2x3y.
W . Quyidagi Bemulli tenglamalarini yeching (154-158).
154 Xy2/ ~ X 2 +yq,. 155. yx3siny=xy'-2v.

156.y‘=y4cosx+ytgr. 157. y+2y -y 2ex.
158. x(ey - /) =2, (ey = 2(x) @lmashtirish bajaring).

V. Quyidagi Rikkati tenglamalarining bitta xususiy yechimini
tanlash orqali topib, ularni yeching (159-164).

150, Xy'-(2x+\)y =-(x1+}1)- 160. y'+2yex-y 2 =e2x+ ex .
161. 3y'+y2 +"-=0. 162. x2y'+xy+xzy2=4.
Xr

46



163. y'-2xy+y2=5-x2. 164 ,y'=¥-- — +Xx.
V. Quyidagi Minding-Darbu tenglamalarini yeching (165-
168).
165. ydx+xdy+y 2(xdy- ydx) =0. 166. (x"y+y* —xy)dx+x2dy =0.
167.y"(x+a)dx+x(:c2—ay)dy =0.
168. (x2 +2y 2)cEt- = (xcly - >>ifc).

169. Urinish nugtasining ordinatasi urinina va koordinata
o’glari bilan chegaralangan trapetsiya yuzi sa& gat eng bo’lgan
egri chizigni toping.

170. Koordinata boshidan urinish nuqtasigacha bo’lgan
kesma, urinma va absissa o’qi bilan chegaralangan
uchburchak yuzi o’zgarmas bo’ladigan egri chiziglar oilasini
toping.

5-8. To’lig differensialli tenglamalar. Integrallovchi
ko’paytuvchi.

Matematik analiz kursidan ma’lumki ilcki o’zgaruvchili
u(x,y) funksiyaning to’'lig differensiali
du(x,y)=ux(x,y)dx+uy{x,y)dy formula bilan hisoblanadi.

5.1.-Ta'rif. Agar

M (x,y)dx +N (x,y)dy = 0 (5.1)
tenglamaning chap tomoni gancaydir u(x,y) funksiyaning
to’liq differensiali bo’lsa, ya’ni
du(x,y) =M (x,y)dx+N(x,y)dy (5.2)
bu yerda ux=M(x,y), u=N(x,y), U holda (5.1) ko’rinishdagi
tenglamaga o 1iq ditferensialii tengiam a deyiladi.
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5.1.-Teorema. Agar w, n. &- lar oc.r> sohada

0x ay

uzluksiz bo’lsa, u holda (5.1) tenglama to 1iq ditrerensialii
tenglama bO1I|Sh| UChun

ALSAL (53)

8x  dy

tenglik o’rinli bo’lishi zarur va etarli.

Lwvisor (X3 +xy2)dx+(x2y +y3)dy =0 tenglama to’liq
differensialli bo’lishini tekshiring.

vecnisii:  Berilgan tenglama (5.1) ko'rinishdagi tenglama
bo’lib,

M{x,y) =x3+xy2, N(x,y) =xly+y3.

Endi 5.1.- teorema shartini ya'ni (5.3) tenglik bajarilishini
tekshirib ko’ramiz.

d +yl =2xy, | =2xy.
_'HXV y ayy y

Demak, tenglik bajarildi, ya’ni berilgan tenglama to’lig
differensialli tenglama ekan.

Agar (5.1) tenglama to’liq differensialli tenglama ekani
ma’lum bo’lsa (5.2) dan du(x,y)=0 tenglama hosil bo’ladi, bu
tenglamaning yechimi esa u(x,y)=c, (c=const)ekani ma’lum.
Demak, (5.1) tenglamaning chap tomoni biror bir
u(x,y)funksiyaning to’liq differensiali bo’lsa, bu tenglamaning
yechimi u(x,y)=c, (c=const) ko’rinishda bo’ladi.

2-misol. (2x+00&)dx-SNyay =0 tenglamani yeching.
vechish: Berilgan tenglama (5.1) ko’rinishdagi tenglama
bo’lib,
dN(x,y) _gsiny _0 dM(x,y) _8(2x +cosx) (
ax dx ’ dy dy
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Demak, berilgan tenglama to’liq differensialli tenglama va uni

dit(x,y) =d(x2 +Sinx+cx)sy) =0
ko’rinishda yozish murnkin, bundan tenglamaning yechimi

X +sinx+cos>,=:c, (c=const)
ko’rinishda bo’ladi.
Har doim ham (2-misoldagidek) v(x.yy funksiyani to’g’ridan-
to’g’ri topib bo’lavermaydi. ux.yy funksiyani topish uchun
guyidagi ketma-ketlik amalga cshiriladi. (5.2) tenglikdan
bizga ma’ lumki

AgA =M Ixy). = N (x.y)0a teng.

Shu tengliklami birinchisini integrallab,

U(x,y) =\M (x,y)dx = F(x,y) +(p(y) (5.4)
ga ega bo’lamiz, bu yerda rF(x,y)=M(x,y) va <py) - ixtiyoriy
differensiallanuvchi funksiyalar.

(5.4) ni y bo’yicha differensiallab, quyidagini
(5.5)

Hosil gilamiz. (5.5) dan o ni topib, (5.4) ga qo’ysak, biz
izlagan u{x,y) funksiva topiladi.

3misol. ax(i+\ax2-y)dx-dx2-y dy=0 tenglamani yeching.

Yechish: — X W.

bo’lgani uchun berilgan tenglama to’liq differensialli tenglama
bo’ladi. Berilgan tenglamaning chap tomoni biror bir ux.y)
funksiyaning to’lig differensiali bo’lsin deb uni topamiz.
Buning uchun (5.4) ga ko’ra
- 3
AN L =Z2x(T+yjxN-y), u(x,y) =2Lc(l+yix2-y)dx =x2+|(jc2-y) 2 +(p(y)
Oxirgi tenglikni y bo’yicha differensiallab,
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1 L
y).=-(x1-y)2+(p'(y)=-sjx2-y, => <p'(y)=0 =>«(>m)=const

dy
ga ega bo’lamiz. Demak, berilgan tenglamaning yechimi
3 3

u(x,y) =x~ + I\DiXi -y)2+c, =c yOki X2 + 3—(x2-y )2 =C0, (c0=const)
ko’rinishda bo’ladi.

5.2-Ta'rif. (5.1) tenglamaning integrallovchi
ko’paytuvchisi deb, shunday m(x,y) funksiyaga aytiladiki, (5.1)
tenglamaning  ikkala  tomonini m(x,y) funksiyaga
ko’paytirganda hosil bo’lgan tenglama to’lig differensialli
tenglama bo’ladi, ya’ni

m (v M (x,y)dx TMXy )N (x,yydy =0 (5.6)

tenglama to’liq differensialli tenglama. Yoki, 5.1. teoremaga
asosan
d{m {x,y)M (x.y)) _d(m(x.y)N(x.y)) nom
dy dx
tenglik o’rinli bo’'lsa, (5.6) tenglama to’la differensial
tenglama bo’ladi. (5.7) tenglikdan w(x.y) integrallovchi
ko’paytuvchi
m(x,y){Myi-N x)-Nm x-M m y (58)
tenglamaning yechimi ekanligi kelib chigadi, ya'ni mx.y)
funksiyani topish uchun (5.8) tenglamani yechish talab
gilinadi., buning uchun quyidagi xususiy hollami garaymiz.
1-HOL. m .y funksiya fagat x ning funksiyasi bo’lsin,
ya'ni »(x.y) =mx), U holda (5.8) dan

N J (5.9)
m dx N

munosabatni olamiz.
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Awmisor.  Ni+d-jdx+M-+7jily=0 englamani yeching.

vechisn: Berilgan tenglamada Mm(x,y) =\+-Kr-, N {x,y)--+*
Xr X X2

bo’lib, undan w =§fr; Nx =— topamz, ya'ni
My~N*_2(x+2y)_2
N X(x+2y) X"
Topilganlami (5.9) ga qo’yib, m(x) = x2 NI topamiz. Endi
m(x)= x2 Integrallovchi ko’paytuvehiga berilgan tenglamaning
ikkala tomonini ko’paytirib,
+yrdx+(x+2y)dy =0
ko’rinishdagi to’liq differensialli tenglamani olamiz.
Bundan dixs +3xy+3y2) =0 ega bo’lamiz. Shunday qilib
berilgan tenglama-ning umumiy yechimi
X3+3xy+3y2=c, (c- consi) ko’rinishda bo’ladi.
2-HOL. Integrallovchi ko’pe>:uvchi fagat ,  ning
funksiyasi, ya’ni m (x.y) = m (y) b0’lsa, u holda (5.8) dan
N -M
ldm Nx-M i ~a ~dy

SHFISEH i5'10)
tenglikka ega bo’lamiz.
5misor.  xy'=3x2c08y-Isin2” tenglamani yeching.
Yechish: Tenglamani Nx2e0s2  Nsinzyjdx-xdy=o
ko'rinishda yozib,

Nx-M v=6x2 B> SIN>-+e0S2y =2(3jc2 €08, - SINY)SINy

ni topamiz. U holda (5.10) ga ko'ra
Iffa =25jn>(3«; cos.y-sinj.) _aa, N mW - 1 bo,,adi

m dy (3x eos_y- sin v)eosy eos vy
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Shunday qilib, berilgan tenglamaning ikkala tomonini

m(y)=— + Integrallovchi ko’paytuvchiga ko’paytirib,
COSJ

(3xz -tgy)dx------ %—dy - 0
cos”y
ko’rinishdagi to’liq differensialli tenglamani hosil gilamiz va
hosil bo’lgan tenglamani 3-misoldagidek yechamiz:
W_ky) =3%2 tgy; W - .

cos y

du X Ly X X
Y \SS —~ 7

[\ coszy cos vy

(p\y) =0 =const
Demak, u(x.y)=x‘-xtgy+const  berilgan tenglamaning
yechimi. y--+«xa, xa: €sa ikkinchi yechim, tenglamani

cos2> ga bo’lganda yo’qotilgan yechimdir.

3-HOL Agar (5.6) tenglamada w(x.y) integrallovchi
ko’paytuvchi biror bir wx,y) (wx.y) - ma’lum funksiya) ning
funksiyasi bo’lsa u holda

ldm_ M>~N~* (5 11)
mdw  Nwx- Mwy

tenglik orgali m (x.y) funksiya topiladi.
6-misol. (y-& +xrdx+ady-=-0 tenglamaning integrallovchi

ko’paytuvchisi *+y ning funksiyasi ekani ma’lum bo’lsa, bu
tenglamani yeching.
vechisn: (5.11)gaasosan

1 dm % X-a X-a B 1
N

m dw ay ax+ay-yx-x2  (F+*X*"«)  x+y
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:>gm = ----_.:!'
m  Xx+y

bo’ladi.

Berilgan tenglamaning ikkala tomonini SO= 0

ko’paytirib, quyidagi to’'liq differensial tenglamani hosil
gilamiz:

dw=-—- ga ega bo’lamiz. Bundan w(x,v)=— Xty

1—- Y dxh— —dy-~0.
X(x+))3 7 X+y

Bu tenglamaning yechimi esaex \+y ¢ (c=const) ko’rinishda
bo’ladi.
7-misol. (2x3y2- y)dx+ (22 )P- x)dy=0 tenglamani yeching.
vecnish: Tenglama to’liq differensialli tenglama emasligi
ravshan. Shuning uchun  m(x,y) =m(w(x,y)) integrallovchi
ko’paytuvchini izlaymiz. w(xy)=xy bo’lsin, ya'’ni m(x,y)
flinksiya xy ning funksiyasi bo’lsin deb, (5.11) dan

1 dm _ AQGy-\-4xyi+1 _ Axyjx”n-yl) 2

mdw  (2x2y3-X)y-(2x32-y)x -2x2y2(x2-y2) X/
ga ega bo’lamiz. Demak, m(x,y) funksiya xy ning funksiyasi
bo’lib, oxirgi tenglikdan m(x,y)=-~— bo’ladi. Shunday qilib,
berilgan tenglama

2X- dx+ 2y - dy=0
X2, Xy2

ko’rinishdagi to’liq differensialli tenglamaga keladi va bu
tenglamaning yechimi

xy(x2+y2)+1~c xy, (c=const)ko’rinisda bo’ladi.
8-misol. (x2+y)dy+ j:(1- y)dx=0 tenglamani yeching.

Yechish: Integrallovchi ko’paytuvchini (7-misoldagidek)
xy hing funksiyasi, j'a’ni w(x.y)=x;> bo’lsa, uholda (5.11) dan
1dm ,~2X - X 3x

mdw  (>2+y)y-x(\-y)X  2x2y+y2-x2
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hosil bo’ladi. Hosil bo’lgan s 3x l f||nk5|ya xy hing
2x2y +

funksiyasi bo’Imagani uchun mtegrallovchl ko’paytuvchini «y
ning funksiyasi qilib, tanlash noto’g’ri bo’ ladi, ya’ni bunday
ko’rinishdagi integrallovchi ko’ paytuvchi mavjudemas.
Endi w=x2+y2 bo’lsin deylik, u holda(5 11) dan
ldm_ = 3
mdv 2(x2+y)x- 2x(1-y)y  2(r2+y2)
bo’ladi, ya’ni integrallovchi ko’paytuvchini tanlash to’g ri va
3

U my)-(z+y2) 2 ko'rinishda bo’ladi. Demak, berilgan
tenglama

x2+y3dy+ xH~y) dx=o

(x™N+y2)2 (x2+y2)2
ko’rinishdagi to’lig differensialli tenglamaga kelib, uning
yechimi

— Z .=c, (c= const)

W i X2+y2
ko’rinishda bo’ladi.
5.2-Teorema. Agar mCc>-)funksiya (5.1) tenglamaning
integrallovchi ko’paytuvchisi, uwo(x,y) esa mos tenglamaning
umumiy integrali bo’lib.
mO{M(x, y)dx + N(x, y)dy) = u0(x,y)

tenglik o’rinli bo’lsa, u holda (5.1) tenglamaning barcha
integrallovchi ko’paytuvchilari

m(x, y) = mO(x, y)-<p(u0(x, y)) (5.12)
(Pudx.y))- ixtiyoriy, uzluksiz differensiallanuvchi funksiya)
formula bilan aniglanadi.

4-HOL. Ba’zi hollarda (5.11) tenglamani
M, (x,y)dx + Ntx,y)dy M 2(x,y)dx + N 2(x,y)dy = O (5.13)



ko’rinishda yozib, M1, y)dx + Ni(x,y)dy =0 va

w2(x.y)dx+N~x y)dy =0 tenglamalami  mos  ravishda
mexy), 2(*.y)integrallovchi ko’paytuvchilari hamda

u2(x,y) umumiy integrallari aniglanadi va 5.2-
teoremaga asosan

m(x, y) = ml(x,y)epeux(x,y)) =m2(x,y)¢2(u2(x,y))
munosabat orgali (~(ux0 ,)) va pe(r(xy)) lami tanlash imkoni

bo’lsa) (5.1) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisini
topish mumekin.

O misor. B-xy2-y)yax tx2y -y 3+x)dy=0 tenglamani yeching.
veciiish: Berilgan tenglamani

xix2 -y 2)dx+yCx2 -y 2)cty-hxcty-ydx = O KO’rinishda yozib olib, uni
ikkitaga ajratamiz.

X(x2-y2)dx+y(x2-y 2)dy=0 (5-14)
xdy-ydx=0 (5.15)

(5.14) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi
/<£(jr,y):x— , ko’rinishda bo’ladi, demak (5.14) tenglama

xdx +-ydy =0 Ko’rinishga kelib, uning umumiy yechimi x2+y2 =c

bo’ladi. Demak, (5.12) ga asosan (5.14) tenglamaning barcha

integrallovchi ko’paytuvchilari m~o;.y)= 1 <pme+y2)  (p,(2)-
X2-y2

ixtiyoriy  differensiallanuvchi  funksiya) formula bilan
ifodalanadi. (5.15) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi

M= g va mos umumiy yechimi ;‘:c ekani ravshan,
shuning uchun (5.15) tenglamaning barcha integrallovchi
ko’paytuvchilarini w (*0o :sz{')-(]l formula orgali topamiz.
m(z) V& (o~ - IXtiyoriy funksiyalar bo’lgani uchun ulami
shunday tanlaymizki ular quyidagi
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tenglikrti ganoatlantirsin. Agar p,(x2+y2)=7(2=! bo’lsa, u

b . .
holda X ya'ni @A =T bo’ ladi. Demak,

berilgan tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi.
m(x, y)= m (X,y) = m2ix,y) =-r-——y
Xr-yr
ko’rinishda bo’lib, berilgan tenglamani unga ko’paytirish
natijasida

X- , o, Ay, dy =0

XS-y x2- 1/
to’liq differensialli tenglamani  hosil gilamiz. To’liq
differensialli tenglamaniyechish usuliga ko’ra

u.=x- 7Y , so s
Xg_yz U>"y+)§ -_y2
(A-y)=1 X y der<py)=n--itn <Y e
WA_]y: —_— = === +<f>(y =
X -y X+y
X-y * =v+
AUy dy 2 2 xby r<P(y) =Y Py

X PO — v X Py)=y; Py =Y +e> {c"const)

Shunc{ay qilib, berilgan  yenglamaning umumiy yechimi
quyidagicha
_XZ_ Ain X-Y _¢, (c=const) topiladi.

X+Yy
5-HOL. Agar (5.1) tenglamada
AL -AL =NpiK)-M p2(y) (5.16)

shart bajarilsa, u holda bu tenglamaning integrallovchi
ko’paytuvchisi



m(x,y) = mi(x)m2(y)
ko’rinishda bo’ladi, bu yerda «,(*), mzy) funksiyalar
»,<«)-< No *’'m ,n10,) .e N <y)dy
formulalar crgali topiladi.

10-m isor. (y4-4xy)dx+{2.xyi -3x2)c'y=0, a> 0, y >0, <x<

teng- lamaning integrallovchi ko’paytuvchisini toping.
Yechish: My:4y3~ 4x; Nx=2y’-6x. (516)gaaSOsan

M-1S=2y3+2x =(2Xyi -3x2)--(y4-4xy)-=N --M -
y y (2xy )X(y y)y % y

Demak, mix=0x 2> =x2, m2y)=y2 bo’lgani uchun berilgan
tenglamaning  integrallovchi ko’paytuvchi = mx,y)=x2-y2
ko’rinishda bo'ladi..

6-HOL. Agar (5.1) tenglamada m (x,y)va n(x,y)funksiyalar
bir xil tartibli birjinsli, hamda differensiallanuvchi funksiyalar
bo’lsa u holda (5.1) i:englama

ko’rinishdagi integrallovchi ko’paytuvchiga ega bo’ladi.

1M misor. 4xydx+cy2-x2)dy=o tenglamaning integrallovchi
ko’pay-tuvchisini toping va uni tekshiring.

vechish:  M(x,y)= 4xy, N(x,y)=y2-x2 funksiyalar ikkalasi
ham ikkinchi

tartibli bir jinsli funksiyalar, demak (5.17) ga asosan
integrallovchi ko’paytuvchi

mlx,yY) =— e o _
4x y +y(y -x ) 3x y+y

bo’ladi. Topilgan funksiyaga berilgan tenglamaning ikkala
tomonini  ko’paytirib, hosil bo’lgan tenglamaning to’liq
differensiallitenglania ekanini tekshiramiz.
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A s — Y rhyoo, WUOHdEG M= T vV —
3X2+y2 3X2y +yJ 3x2+y2 X2y +y3

funksiyalar (s.3) shartni, ya'ni ni ganoatlantirishini

tekshiramiz:
4x 8.ty

Bx2+y2  I3x2 +y2j

ayl  w YZ-xZMo2xy{3x +y2)- 6(y3-x3%ky  exy
B _ N L u\2 -’
dx  dx 3x2+y3 y2i3x2+yi]jl (3n"+y3)

Demak, (5.3) shart bajariladi, ya’'ni topilgan /<x.\y - Sx2yys
funksiya berilgan tenglamaning integralLovchi lco’p'aytuvchisi
bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar:

[. Quyidagi differensial tenglamalarni integrallang (171-180):
171, "2-9ny2|-rTH(4y2 —s x~)ydy=o.

172 Ny sd xo = A~ dy
y y

%
173. |’éﬁiny ) cos2y—1
174, 2xXM +yp -y~ dx-yix2-ydy.
175.  3r2(l+Iny)abf= 2y - dy.

176 (sin2jc sin 2x

-------- +x dx+ dy=0
0
Iy N
177 Xy T+ \u- - =
. m2XY--  £ir+i\u-X2+x2-InxW = 0.

>1+3r2
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178. — I+l dx+ -=¢ =+ - ——~ dy =
xreyzo t Y y2 v i

179. lIsinyw+wsimX+j-jdx + ncosy - cosx + —mciy —0

180. o so-i
J'3 /

[I.  Integrallovchi ~ ko’paytuvchi yordamida  quyidagi
tenglamalami integrallang (1s1-195):

181. \\-x2yrdx-i-x2(y-x)dy =0, mM=<p).

182. [x2+yrdx—xdy =Q, m = cp(x).

183. 72xy2-3)37dx+ (7-3xy2)dy=--0, ni=<p(y).
184. "x4Inx—2xy3"rdx+3x2y2efy=0, m =(p(x).
185. 72x2y+ 2y-h 5Adx +(2x3 +2x)ay =0, m =tpfjt).

186. (x+sinjc+;siny)tEc+cosyt/v=0, m =¢(x).
187. xdx+ydy+ x(xdy-ydx)=0.

188. [x2+y2+\'<dx-2xydy =0.
189.7y2-x"dx+"Q .)?-6xy~dy =0.

190. (x2+1)(2xA -f-cosy¢il/y) = 2A-sin ydx.
191.x2y(ydx+xdy') =2ydx +xdy.

192. y2(ydx-2xdy')-x3(xdy-2ydx).
193.(j:2-sin2y)ix: +xsin2ycly =0.

194. (x2-)/2 +y)atx+x(2y-\)dy =0.

195. (x+2x+y)ax: =(n--3x2y)dy.
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6-§. Koshi masalasi yechimi mavjudligi va yagoniligi.

Ushbu ATty tenglamaning  yixo)=yoshartni
ganoatlantiruvch  yechimini  topish  (Koshi)  masalasi
yechimining mavjudligi vayagonalik teoremasi:

Pikar teoremasi. f(x.y) fimksiya
n={(x;y):|jc-xo|<fl, Jy-yol<z}, (a>0,b>0) to’rtburchalcda uzluksiz
va y bo’yicha Lipshits shaitini gaaoatlantirsin ya’ni,
Fix,yx-f(x.y2neNiyi-y 22\ tengsizlik, \X-x0\< a shartni
ganoatlantiruvchi barcha * lar, hamda v yo<b, y2-yo<o
shartni qganoatlantiruvchi barcha y;,y2 lar uchun o’rinli.

w = max |/(x y)| /»:m|n|a,- -1 bo’lsin, uholda Koshi masalasi
(xj-eThH1

[X0-h;x0-hh] orallqda yagonay <p(x) yechimga ega bo’ ladi.
Koshi masalasi yechimini, Pikar teoremasi sharti
bajarilganda,

yn+l(x')=y0+* f(t,yn(ty)dt, y 0(x)=y0 (V\FO,l,Z,...) (6.1)
X0

rekurrent munosabat bilan aniglanadigan hamda »--<x> da tekis
yaginlashuvchi gy, funksional ketmaketlik bilan topish

mumKkin. Yechimni (6.1) formula yordamida ketma-ket
yaginlashish usuli bilan tiklaymiz. n-yaqginlashishdagi yn(x)
yechimni aniq y(x) yechimga almashtirishda xatolik

tensizlik: orgali baholanadi.
Piano teoremasi. «r(x.y) funksiya n to’rtburchakda

uzluksiz va  w= max J/xy)l, n=m ma~1 boisin, u holda
(iy'en) VM)

Koshi masalasi xo-n;x0+n; oraliqgda hech bo’lmaganda bitta
y =<py yechimga ega bo’ladi.
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«0;yg)  Nugta Kosh.i masalasi yechimining yagonaiix
nuqtasi deyiladi, agar shu nugtadan berilgan tenglamaning
yagona integral chizig’i o’tsa. Agar (*o;y0 nugtadan 1 tadan
ortiq integral chizig o’tsa. u holda bu nugta, Koshi masalasi
yeChimiyagona bo 'Imagan nugqtasi dey|lad| KOSh| masa|a5|
yechimi yagona bo’lmagan nuqtalar to’plami m axsus topiam
deyiladi. Agar maxsus to’plamda biror bir integral chiziq
yotsa, bu chizigni maxsusr integrat chiziq, Shu integral chizigga
Mos yechimni €sa m axsus yechim deb ataymiz.
1-misol.  f(x.y) —y2sinjere x fUNksiya n={(ry)><>} sohada
boyicha Lipshits shartini ganoatlantirishini ko’rsating va
Lipshits o’zgarmaslarining eng kichigini toping.
vechisn. yvy2eU bO’lsin, f(x,yX-j\x,y2 ayirmani
baholaymiz:

\F( X, ¥R -F(X,y 2\=? sinx -y 2dirijfj =|sinx||y, +y2A\yt-y 21

sup |sinx]|j-+d= 2A bo’lgani uchun, \f(.x,y,)-f(x,y2)\<2b\yx-y 2\
(x,>")6n

ga ega bo’lamiz. Bu esa f(x,y) funksiyaning ri cohada
bo’yicha Lipshits shartini barcha xer larda bajarishini
anglatadi. Pikar teoremasiga asosan Lipshits
0’zgaimaslarining engkichigi ~ =2 bo’ladi.

2-Misol. m -\y[nylagary=> funksiya [ ¢(»1 kesmada
[O, agaryzé

Lipshits shartini ganoatlantirmasligini ko’rsating.

vechisn. Faraz qilaylik berilgan funksiya -», »; kesmada
Lipshits shartini ganoatlantirsin, ya’ni v yxy2&r-»,5v nuqtalar
uchun ryx-riyz)v<ny -y tengiizlik, yxy2 larga bog’lig
bo’lmagan barcha musbat o’zgarmaslar uchun o’rinli.
y2=0, y,~o debtanlaylik, uholda I"HinI*H”yoki [injy|lkA
ttengsizlik barcha o<k » larda o’rinli bo’lishi kerak, bu esa
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hardoim o'rinli emas. Demak berilgan  funksiya Lipsliits
shartini ganoatlantirmaydi.
s-misoL Ketma-ket yaginlashish usuli bilan quyidagi Koshi
masalasini yeching: y’=x+y, >'(0)=i.
vecriish. Berilgan masalani yechishda (6.1) formuladan
foydalanamiz, unda quyidagi

yH(x) = y 0+ j (t+yn(®)dt, yory =1 (»=0,1,2,..) rekurrent

0

formula orqali yechamiz:  yo(X) =i;

Demak, Koshi masalasi yechimi quyidagi ko’rinishga ega

savzisor. Quyidagi y=2x+z, z'=y; y(\)=1, z(i)=0 tenglamalar
sistemasi yechimi uchun ikkita ketma-ket yaginlashishni
quring.

vecnisn. (6.1) formulaga asosan
ymx) =y 0+A(2t+zKt)dt, zmKx)=z0+]yR)dt, ga egabo’lamiz,

bundan yo(i)=i, 2o(i)=0 ni e’tiborga olib, quyidagilami
topamiz:



N(>jr)=l+j(2r+i-\)dt=\+" — 2-*+i=*— x+i, z2(x)="t2dt=%~-,

S5wmisor. y'=x+y3 tenglamaning KO0 boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimi mavjud bo’iadigan biror kesmani
aniglang.

vecatish. Plano teoremasi shartlarini tekshiramiz. ¢(x.y)=x+»
funksiya ixtiyoriy n =](xy)e«2:|x]<alyld)] to’rtburchakda

uzluksiz va =3y funksiya % bilan chegaralanganligi,

ya'ni |/(x>1)-/'(jcy2)I<3A2 M-.v2] bo'lgani uchun Lipshits sharti
ham bajariladi.
Demak Piano teoremasiga asosan [~hh] segmentda berilgan

masala yechimi  mavjud, bu vyerda h=minna,~1,

M= ITBX i1x+y~1-a+b3. ENdi €sa ft=minia , S Q nni topish
("Nen)l | { a+b3)

kerak. Ma’lumki, agar gandaydir | segmentda yechim mavjud
va yagona bo’lsa, bu segment ichidagi har ganday segmentda
ham mavjud va yagona bo’ladi. Demak, shunday | segment

topish kerakki,  max min a,.qu'l bo’lsin. yciy=a funksiya
a+hve

barcha a>0 da o0’suvchi, g(a)- - - funksiya esa kamayuvchi,
a+

demak, maxmin a,----- T ho’ladi. Agar via) =g(f1y bo’lsa, u holda
L a+b3)

(*)
a+b3

bo’ladi. a ning eng katta giymatini topish uchun (*) ning o’ng
tomonidan b bo’yieha hosila olamiz va nolga tenglashtirib
maksimum nugtani lopamiz:

ba=w, Va(*)ga qo’yib, v-~=, a=*-L= nitopamiz.
z <16 </216
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Demak jnasala yechimi i~=—=\x== segmentdamatjud.
[ sih6 LU 6

BMisol e=tex tenglamaning *(i)=0 boshlang’ich shartni
a

ganoatlantiruvchi yechimi mavjud bo’ladigan biror kesmani

aniglang.

vechisn. Pikar teoremasigaasosan: \i-vn<av |X|<,

M= max 1/'(i,x)|= max /+en=a+\+eb, ft=min a,---——-- r 5-
(i,jeell) 1 (MelM)1 | L a+\+eb1l

misolga o’xshash teng bo’ladi. Buni b bo’yicha

differensiallab, quyidagi

a=— © 0 =0 tenglamani yechib, a-.

a = (F12+0+1) ko'rinishdagi extremum nugtalami topamiz.
Bundan .>0,2 . Demak, 0g<r<i,2 segmentda yechim mavjud
va yagona.

7-miso1.  Yechim yagona bo’lishining yetarlilik shartidan
foydalanib, xoy tekisligida y=ixy+y2 tenglamaning yechimi
yagona bo’ladigan biror bir sohani aniglang.

vechish . f(x,y)=2xy+y2 funksiya xoy tekisligining

Ixtiyoriy bo’lagida uzluksiz, uning =2(x+y) hosilasi shu
tekislikning ixtiyoriy d sohasida ham uzluksiz bo’ladi.
Shunday qilib Pikar teoremasi shartiga asosan har bir
(x0,y0) ed huqtadan berilgan tenglamaning yagona integral
chizig’i o’tadi.

Mustaqil yechish uchun mashglar:

|. KLetma-ket yaqinlashish usuli bilan quyidagi Koshi
masalalarini yeching: (yo.y.. y2 lami toping ) (196-201):
196. y'=y2+3x2-l, y(|):| 197. 1 =l+xsiny, y(n)=2n.
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198. /=i-(I1+x)y -+y2, y(0)=1. 199 y'-y+ey \ y(0)=I-

200. A =X2; x(0)=1, M0)=2.

201. 2 =31x, I;t1|/=i 1 X(I)= 2.

[I. Berilgan tenglamaning yechim yagona bo’ladigan biror
tir sohani aniglang (202-205):

202. y'=ly2-x, _It’l. 203. - T tre X()=o.

204. (x—2)/ =-y—x. 205. (y-x)y' =y\nx.

7-8. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli
differensiai tenglamalar. Maxsus yechim.

1.1.-Ta’rif. Ushfcrn
(7.1)

fCO’I’InIShdagI tenglamaga birinchi tartibli hosilaga nisbatan
yechilmagan differensiai tsnglama dey|lad|

Lwmisor a) ys3+(xt2>v=q
b) y'2-2yy' =y2(ex-<).

7.2.- Ta’'rif. Ushbu

(yT+PAryxy)r ~1+. .. Fp. ix.y)y +Pn(x,y):0 (7.2)
ko’rinishga ega b o’lgan tenglamagan-darajati birinchi tartinii
differensiaitenglama dey|lad|
(7.2) tenglamani y ga nisbatan yeshib,

y'= y'=f 2(x,y),...=fk(x,y); (k<n)

haqgigiy yechimlariga ega bo’lsak, bu yechimlaming
integrallaridan tuzilgan

F1(x,y,c)= 0, F2(x,y,c):0, ..... , Fk(x,y,c):O
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to’plam (7 .2) tenglanianing umnmiy integraii deyilacli.

2-misoL yr2-xty)/+(*2+y)=( tenglamani yecliing.

Yechish: /, 2 =*Fy+]7,
,_ 2X+y-yj(2x+y)2-4x -tXy  2Xi+y--Jy2.
2 2 2

Al kar 3= we

Deniak, JECN-r~1; ye=~tr funksiyalar  berilgan
tenglamaning  yechimlari « -H .yani yechim
(Y+ \+x-cex) y-c — =0 ko'rinishgaega.

3-misol.  {y)3-2x(y)2+y'=2x tenglamaniyeching.

Yechish: 002(/-2x)+iy* - 2x)=0, (/-2x)((y")2+1)=o0,
j(j.r2+i=o,

jy'-2x =0,

birinchi tenglama hagigly yech mga ega emas. Ikkinchi
tenglamadan esa, y=x2+c yechim”aega bo’ ladi.

(7.1), (7.2) tenglaimda , ni aniglash mumkin
bo 'Imaganda quyidagi xususiy xo! imi qaraymiz:
I- F[y,y')=0 tenglamada y ni / 0 . topish mumkin bo’lsin,
ya’'ni y=(p(y’). U holda y'=p oki dy=pdx almashtirishm
bajarib, pdx=g>\p)dp tenglaman nosil gilamiz va bu
tenglamani integrallab -ap+c NI topamiz. Demak,
berilgan tenglama yechimi quyi' agi parametric ko’rinishga
ega bo’ladi:

X zjfM dfec
p
y - <p{p).
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4dwvisor. YSINy -t-cosy—y — Otenglamani yeching.

vecnisnh: Berilgan tenglamada y ni y orqali topish mumkin
bo’lgani uchun y =p yoki dy=pdx almashtirishni bajarib,
hamda hosil  bo’lgan  tengamani ikkala  tomonini
differensiallab,  pcix=pcospcrp  tenglamaga ega bo’lamiz.
Bundan p=0 (ya’ni y-1i) va x=sin/?+c yechimlami topamiz.

Demak, berilgan tenglama yechini =i va f*=sinf+c
[[>=¢>sinp +cosp
bo’ladi.

F(yy)=0 tenglama y va y ga nisbatan yechilmasin,
birogy vay lar y=tp va y=p=ir/(ry parametrik ko’rinishga
ega bo’lsin, u Holda dy= <p\t)dt va dy=pdx=t//(t)dx bo’ladi,

bundan it>\tydt=ii>(/)dx ya’'ni dx ""‘(—)d t.

ip(t
Shunday qilib. berilgan tenglama yechimi
P ho last.

\y=<p(t)
2/ 2/ 2/ . .
S5wmisor. yis +/"5=as5  tenglamani yeching.

vecnisn: Berilgan tenglama uchun - asin/ va / =acosbi

almashtirish o’rinli, demak,
X = {(asmg)‘/)dH c= gﬁ-l-[]-ﬂ/-dw c— -5tg i-tt -5tgt+5t+c, ya?ni
acos”t eost
berilgan tenglama yechimi j 1 sse+seec  DO’ladi.
[»=fsill5t

II. F(x.y)= otenglamada x ni y crgali topish mumkin bo’lsin,

ya'ni X=p(y). U holda y=p yoki dx-~dy almashtirishni

bajarib, ay=pe>xpyar> tenglamani, bundan esa y=1p<p:(pydp+c Ni
topamiz. Demak berilgan tenglama yechimi quyidagi
parametrik ko’rinishga ega bo’ladi:
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(x = <p(p)
\y =\pp\p)dp+c.
s-misol. IN/+sm/-jt=0 tenglamani yeching.
vecnisn: Berilgan tenglama « ga nisbatan yechiladi, ya’ni
je=iny+sin>". Demalc, y - » V& dy = pax, @lmashtirishdan so’ng.

fAl+cos puap gaega bo’lamiz. Oxirgi tenglikni integrallab,

y=p+cosp-i-panp+c Ni Olamiz. Demalc, berilgan tenglamaning

umumiy yechimi \y-p +cosy>+psme+c  DO’ladi.
[it=In/>+sin/?

[1l. a) Logranj tenglamasi.

7.3. -Ta’rif. Ushbu

y=x<p(3)+4&(y")

ko’rinishdagi tenglamaga . ogranj tengiamasi deyiladi.
Logranj tenglamasini yechishda -, almashtirish va
differensia.llash yordamida «x(p) ga nisbatan chizigli
tenglamaga keltiriladi.
7-MisolL y=2xy'-4y2  tenglamani yeching.
vechish: Berilgan tenglama Logranj tenglamasi bo’lib, uni
yechishda -, almashtirisimi e’tiborga olib, tenglamaning
ikkala tomonini differensiallaymiz.
pdx=d(?xp-4p2)=2xdp+2pdx-ipdp, yoki 2xdp +pdx-Zpdp =0,

P v2x=sp buyerda x, » ning funksiyasi. Ma’lunnki, oxirgi
p

tenglama jc(p) funksiyaga nisbatan chizigli tenglama bo’ladi va
uning yechimi x=\p + ~. Demak, berilgan tenglama umumiy

3 P
yechimi quyidagicha yoziladi:



Bundan tashgari, tenglamaning berilishidan ravshanki y - 0
ham berilgan tenglamaning yechimi bo’ladi, bu yechim esa
c=comt NiNG hech c[anday giymatida ham umumiy yechimdan
kelib chigmaydi.

b) Klero tengiamasi.
Logranj tenglamasida <yy»=y- bo’lsa, u holda y=xy:+y/(y)
ko’rinishdagi tenglama hosil bo’ladi, bu tenglamaga esa« iero
tengiamasi dey|lad|

Klero tengiamasi Logranj tsnglamasining xususiy holi
boiib, uniyechishda ham ,-- , almashtirish va tenglamani «
bo'yicha differensiallash orgali o’zgaruvchilari ajraladigan
tenglamaga keltiriladi.
8-Misol. y =xy'+~—i, (a=consty  tenglamani yeching.

vecnisn: Berilgan tenglama Klero tengiamasi bo’lib, uni
yechishda y--» Vva ay=-pax, almashtirishdan so’ng hosil

bo’lgan xdp— ~dP=0 tenglamani yechib, x-.« va
2p¢ 2p

p=c.(c=const) larga ega bo’lamiz. Demak berilgan
tenglamaning yechimlari  y=cx+-£- (ac=consty VA

y = i/\#i\;\z bo’lacli.

7.4.-Ta'rif. Agar (7.1) tenglamaning - Yyechimning
har bir nugtasini ixtiyoriy atrofidan, shu nugtasida umumiy
urinmaga ega boigan boshga bir yechim o’tsa, bu yechim
(7.1) tenglamaning m axsusyecnim deyiladi.
F=r(x.y,y) funksiya uzluksiz va uzluksiz
differensiallanuvchi bo’lsin.

(7.3)

69



sistemaning / ga nisbatan yechimidan hosil bo’lgan ?>(i,»=0
nugtalaming geometrik o’'miga  r(x.y.y')=0 differensial
tenglamaning diskriminant egrichizig’i dey||a.d|

(7.1) tenglarnaning diskrimiaant egri chizig’i maxsus
yechim bo’lishini, ya’ni har bir nugtasida boshga yechimga
urinishini tekshirib ko’rish. talab gilinadi.

F<xy.y=0 differensial tenglamaning s(*,~,0 =o integral
egri chiziglar oilasi y=<p(x) 0’ramaga ega bo’lishi mumkin. Bu
holda ,-<;x) egri chizig berilgan tenglamaning maxsus
yechiini bo’ladi. Agar  as=wx.y.c) funksiya uzluksiz
differensiallanuvchi bo’lsa, u holda. y-=<px) 0’ramaga

[<**,*0=0

\m x,y,cy_n (7*4)

[ 8C
tenglamalar sistemasini  ganoatlantiradi. Umuman olganda
<i>(xJ',c)=0 diskriminant egri chiziglar oilasi ham (6.4)
sistemani  ganoatlantiradi, demak y=<p(x)  O’ramani
diskriminant egri chizigdan ajratib olish kerak. Buning uchun
esa diskriminant egri chiziqda

(7-5)
shart bajarilishini tekshiramiz.

s-Misvi. y2-y2 =0 tenglamani yeching va maxsus yechimini
toping.

Yechish: Fx.y.y)=y'2-y2 funksiya uzluksiz
differensiallanuvchi, shuning uchun berilgan tenglamaning
maxsus yechiini mavjud bo’lsa, u holda bu yechim (7.3)

sistemani ganoatlantiradi, ya'ni ~, ~ ° bundaa esa y =0

chizigga ega boiamiz. y=o0 integral egri chiziq berilgan

70



tenglamani ganoatlantiradi, birog uni maxsus yechim
bo’lishligini tekshirib ko’rish shar:.

Tenglamaning boshga yechimlarini topamiz: y:=:y
tenglamani integrallash orgali y=-c~x vay=c2-x ko’rinishga
ega bo’lgan yeehimlami topamiz. Bu integral egri
chiziglarning har ikkalasi ham y=0 chizigga urinmaydi,
demak y - iunksiya berilgan tenglamaning maxsus yechimi
emas.

10-m isor. / 2=4%3(-_y) tenglamani yeching va maxsus
yechimini toping.
vecnish:  Berilgan tenglamani y ga nisbatan yechamiz va

hosil bo’ Igau tenglamani integrallaymiz:
14y =x+c, bDunga j'=sinzj, (0<i<?) almashtirishni
2401 1-Y) 2
bajaramiz va :\-31_=x+c, Yya'ni y-=-—k- -1 hosil
sirr/ I+(x+c)2

gilamiz. Bu yerda y =1 funksiya, berilgan tenglamaning
(tenglama berilishidan to’g’ridan-to’g’ri kelib chigadigan )
ikkinchi yechimi.

P=.y(I+(x+C)2)-1=0
(7.4) ga asosan , , v -1 diskriminant egri

chizigni topamiz. Diskriminant egri chiziqda (6.5) shartni
teshirib,

ox J
ni hosil gilamiz. Demak y=\ ®QyHKuma y=-— - oilaga
\+(x+¢)
tegishli bo’lmagani uchun, bu furksiya shu oilaning o’ramasi
bo’ladi, v - 1 berilgan tenglamaning maxsus yechimi.
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Berilgan tenglamaning diskriminant egri chiziglarini (7.3)
formula orgali topsak y-1 funksiyadan boshga y - o funksiya
ham topiladi. Har ikkala funksiya ham berilgan tenglamani
ganoatlantiradi, birog tenglamani yechish orgali topilgan har
Ikkala integral egri chiziglar >=o chizigga urinmaydi, ammo
y=1 chizigga urinadi, demak y=0 funksiya berilgan
tenglamaning maxsus yechimi emas, y= | funksiya esa maxsus
yechim bo’ladi.

11 misor yr-xy+ay=o tenglamani yeching va maxsus
yechimini toping.
vechish: Jy=2z almashtirish bajarib, 2z'-xz-<-i=o  chizigli

differensial tenglamani hosil gilamiz, bu tenglama yechimi esa
X

z=n(Cc-x)e2 Ko’rinishga ega bo’ladi. Shunday qilib, berilgan
tenglamaning yechimi y=-(c-x2)ex bo’ladi. Tenglamani
integrallash jarayonida y =0 yechim yo’qotildi. Aynan shu
yechim maxsus yechim bo’lishi  mumkin, chunki
f(x,y)=xy-y[y ni e'tiborgaolsak, ~= x-~ = fimksiya y=q

da chegaralanmagan. Endi y=0 maxsus yechim ekanligiga
ishonch hosil gilamiz, buning uchun (7.4) va (7.5) lardan
foydalanamiz.

0="-i(c-x)V =0 _ _
4 dan v=0 ni topamiz, y=0 da
f,-1(C -xV =0

=i#0 bo’lgani va y=0ningo’zi esa y=~(c-x2)ex

yechimlar oilasiga kirmagani uchun, j-=o0 funksiya berilgan
tenglamaning maxsus yechim bo’ladi.
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Mustagqii yechish uchun mashgqlar:

[. Quyidagi differensial tenglamalami integrallang (206-215):

206. Xy'2+2xy'~y -0 . 211. y'3+(x+2)ey =0.
207. yo2-2yy --y2(ex-\) =0. 212, y2+x=2y.

208. x2y 2 +3xyy +2y2=0. 213. ly'(*)"+y)=2)2.
209. xy'2-2yy'+x = 0. 214. (xy'+3y)2 =7%*,
210. y'a-yy2-x 2y +x2y =0. 215. y:(2y-y)=ya2smax.

II.  Parametr kiritish usuli orgali quyidagi tenglamalami
yeching (216-230).

216. y 2ey=y. 223. *=y3+y.
217.y:y'\ny'. 224.x(y'2+|):\.
218. y = (y -y : 225. jc=siny+y.
219. >=y(ycosy+l). 226. y2x = exy .
220. p>=In(i+y";). 227. x=y'yiy'2+ 1.
221.y=y2+2y 3. 228. y

222. ya=2+ 2. 229. y3+y2=Aoy.

230. 2xv- y=y In>y".
1. Quyidagi Lagrang va Klero tenglamalarini
integrallang(231-240):

231. y = 2~ +hiy. 236. y=xy'-y2.
232. >=oxy'+siny. 237. y-xy'~(2+y".
233. y=jg'2 238. xy'-y=Iny.
234. y3=3(xy'-y). 239. 2y 2(y-jev')=I.
235, *=4+~, 240. :
Y2 VAya2

IV. Quyidagi differensial tenglamalami integrallang va
maxsus yechimlarini ajrating (241-250):
241.y(xy'—y)2—-y-2xy'. 245 yy'3+x =\,
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242, [y +\f =21{x+y)2. 246. §2-4y-0

243, Y3+y2=yy'(y'+\). 247. y2(\+y'2)=a2.
244, xy'2-y. 248. a(i->) = (3'-2)29 2
249 .y=*L+4- 250.x="in

2 % Yy oy
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il BOB. YUQORITARTIBLI
DIFFERENSIAL TENGLAM ALAR

I-8. Umumiy tushunchalar va ta’riflar.

[.I.-Ta’rif. Yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilmagan » -
tartibli differensial i.:englama deb,

.. YWW)=0 , (1.1)
ko’rinishdagi tenglamaga, yuqori tartibli hosilaga nisbatan
yechilgan . - tartibli differensial tenglama deb esa,

YO°X) = Xyoo yvo.y eoeyin- 1], (12)
tenglamaga aytiladi, bu erda x - erkli o’zgaruvchi, y=y(x) -

noma’lum funksiya, y~xy =—£ - noma’lum funksiyaning « —
chr

tartibli hosilasi.
(12) tenglama uehun quyidagi mavjudlik va yagonalik
teoremasi o’rinli.
Teorema. (1.2) ienglamada jix.y(x) .y (x).y(x)....., yen-nx) |

funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1) birorD sohada ,)./ ( * ) , “X) argumentlari
bo’yicha uzluksiz

2) o sohada y.y'.y.../n1) argumentlari bo’yicha

o d/§)|,...,f_ycr)H.1 uzluksiz hosilalarga ega bo’lsin, u holda

d
(1.2) tenglamaning
AX=X0~y<™>y X=x ~ywy X=x0=yw "y in )X—XQ: o<n-i) (1-3)
shartlami ganoatlantiruvchi yagoria yechimi mavjud, bu yerda
WO00> ycry<a...y<=n-iy giymatlar o sohadajoylashgan.

(1.3) shartlar.ga boshlang’ich shartlar deyiladi. (1.2)

tenglamaning (1.3} boshlang’ich shartlami ganoatlantiruvchi
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J/="t)yechimni topish masalasiga, (1.2) tenglama uchun
Koshi masalasi dey||ad|

1.2.-Ta’rif. (1.2) n- tartibli differensial tenglamaning
umumiy yechimi deb, y-<pix.cico....c,y formula bilan
aniglanadigan barcha yechimlar to’plamiga aytiladiki, (1.3)
boshlang’ich  shart ganoatlantirilganda, bir  giymatli
aniglanadigan  C,,C....,.c, 0'zgarmaslaming c,,C2.....cn
giymatlariga mos y=<p(x.crcz,....C,, ) fUNKSIyA (12)
tenglamaning (1.3) boshlang’ich shartlarini ganoatlantiruvchi
yechimi bo’ladi.

Umumiy yechimdan. cvcz,...c, 0’zgirmaslaming aniq
giymatlarida olinadigan ixtiyoriy yechim (1.2) tenglamaning
xususiy yechimi deyiladi.

Differensial tenglamaning umumiy yechimini oshkormas
ko’rinishda aniglaydigan &\xy.cnc2....,C7)=0 tenglamaga
differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Umumiy integraldan, c,,c2....cn 0’zgarmaslaming aniq
giymatlarida olinadigan ixtiyorly tenglama, differensial
tenglamaning xususiy integrali deyiladi.
fjc=i(21ni-1)+Cj
\y =tZbt+C2
I(i+2in/)=i tenglamani ganoatlantirishini ko’rsating.
vechisn: Berilgan funksiyadan kerakli tartibdagi hosilalami

1-m iso1. Parametrik shaklda berilgan ranksiya,

hisoblaymiz: Topilgan
Xt (

hosilalami berilgan tenglamaga qoyib (i+2in/)=i, 1=1
ayniyatniga ega boiamiz. Demak, berilgan funicsiya mos
tenglamaning yechimi ekan.

I-M isol. =C,sin*+Ccosx  funksiyalar oilasi, ,-+y-=0
tenglamaning umumiy yechimi bo’lishini isbotlang.
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vecnisit:  y=¢1Sjnx+c2c08x funksiya berilgan tenglamani
ganoatlantirishini ko’rsatamiz. Hac[igatdan, y =-c,sin.*-c2c0sx
va y=cxin*+C2cosa ni tenglamaga qgo’ysak uni ayniyatga
aylantiradi. Endi bizga ixtiyorly ywx=xo=yn. Yy =yo

boshlang’ich shartlar berilgan bo’lsin. Shunday ¢, va c,

0’zgarmaslami tanlash mumkinligini ko’rsatamizki,
y =CsinA+C2cosx funksiya berilgan boshlang’ich shartlami

ganoatlantirsin, ya’ni
\W\x=x0 =CIS\nx0 fC 2cosx0=y 0

[y"W=x0=Clcos - C2Sina0=ym
sistema ¢, va ¢ 2 ga nisbatan yagona yechimga ega ekanligini
ko'rsatamiz. Sistemada =-1*0 bo’lgani uchun,
Kramer teoremasiga asosan ¢, va ¢2 lar bir giymatli topiladi,

demak  >'=cisinA+c2cosA  funksiyalar  oilasi,  y"+y=o
tenglamaning umumiy yechimi bo' ladi.

3 Mmisol. ¢,xtc2=in(C,j-i)  munosabat  yy =y 24y
tenglamaning umumiy integrali ekanini ko’rsating.
Yechish. cw+c2=IN(CA-1)  Inunosabatning yy =y 24y

tenglamani ganoatlantirishini  ko’rsatamiz. Ck+C2=In(Clj'-i)
munosabatni bir marta differensiallab C, =y g YOKI y=cy -i
ty =

ni, bundan esa y--cy topamiz. Topliganlami berilgan
tenglamaga  qo’vib, >C(ci>r-i)=(cD'-i)24 ¢l i, yoki
y2cp-cy=yx?-cty ayniyatni hosil qilamiz. Demak
c,jJc+ce=in(c™-i) munosabat, ixtiyoriy ¢, va cdarda berilgan
tenglamani ganoatkintiradi, ya’ni umumiy integrali bo’ladi.
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Mustaqil yechish uchun mashglar:
[. Berilgan funksiya mos tenglamaning yechimi ekanini

ko’rsating (25 1-256):

251. y=.r(sinx-cosjt), /I'+>'=2(cosr-sinx).
252. x+C =e~y, y'"=y'2-
t
253. y=C.JC'|'C3(>2E—dt, (x>0). X2y -(X2+X)S+(x+\)y =0.
~Xt

254.y=Ci\nx+C1\nx&"-dt,(x>\),¢\n2xy-x\nxy'H'M X-\)y=h.

Jx =e*(; +1)+C,

255, ley(y'+2)=1.
\y =t2e‘+C2
x=J-Inf+"
256. 2 4 | 2-211-3 =0.
* 1]
by " 4

I1. Berilgan funksiyalar mos tenglamaning umumiy yechimi
ekanini ko’ rsating (257-262):

257.y=C,pc+CZ|nx, xn2(|-|nx)/+’\'-y:0.
258. y="C leK+c26~x~n, Xy’ +2y'—xy= 0.
259. X+C2-Ciy =yi, y"+6yy'3=0.
260. x+c2 =insin(C, +y~), y'(i+y'2)-y e
.2) o
261. j=c,«2*+ C -X~ — y' —3y'+2y =xe- .
262. YC x+CcxJ— dt, Xsinx-/-xcosx/+cos*-y =0.
ot

lll.Berilgan munosabatlar mos tenglamaning umumiy yoki
xususiy integrali ekanini ko’rsating(263-266):

263. cly2 —I=(Cix+C2)2, yys=1.

264. G \2-+cjd>+c3-x=0, yy"-3/2=o.
265. sinO,-l)=e*-2, /-1-13=0.
266. j'In_v = x+\J dt, y(l +Iny)y’-hy'2=2xyex .
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2-8. Chizigli bo’Imagan integrallanuvchi tenglamalar.

l. F(x,y(n)=o differcnsial tenglama.

F(x,y(')=oko’rinishdagi tenglamami y ) = v(x) gayoKi
x="(¥")) ga nisbatari yechish mumkin bo’lsa, bu tenglamani
integrallash mumkin.

Hagigatdan ham, birinchi holda y ) =<px) tenglikni ketma-ket
» marta integrallash orgali

y ~ (A*1)jd  ~0"~ 1<p(t)dt+C /1~ 1+ CX"- 2+...+C _ *+C,, (2.1)

yeclimga ega bo’lamiz, bu yerda C (y=i«)- ixtiyoriy

0’zgarmas sonlar.

lkkinchi  holda yw -t almashtirishni ~ kiritib, ya’ni
ax=ynydr N e'tiborga olib, y (=D =\tv' ()dt+ct NI

topamiz. Xuddi shu usulni davom ettirib,

Y~ 1 y(n=3]...y= g(+co(tevc 2,...6n) lami topamiz. Shunday

qilib, bu holda umumiy yechim

\X=Ht) (2 2)

korinshdayoziladi.
1-misol. ym-x +COSx tenglamani integrallang.
vecriisit.  Berilgan tenglamaning ikkala tomonini uch marta

ketnna-ket integral lab,

2
y'=\(x+cosx)cix+Cx= "2-+sinx +C,;

f2 n
yr=i ~*rsinx HC dx+C2z9§%-cosx+C,x +C2;

X
- - + _f - _q: A_
y =I cosx-hC,x CZrdxfCé s.nx+C.12+C.i(+C3

i
yechimni topamiz..
2-atisol. / 3=2/H-X tenglamani inlegrallang.
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vechish. Berilgan tenglamani * ga nisbatan yechamizva y -«
almashtirish baja-rib, x=t3 -2t nihosil gilamiz. Bundan

ax=(3z - 2ydr VA d(y)=wax Ni €'tiborga olib,

y=j(3/2-2/W/+c, =" 4-i2+¢, va

dy=(-ta-t2+ c~d x ~ ta-t2+ ciystz-2)a Ni €'tiborga olib, nihoyat
y topamiz:

y=\{"tA -t2+C ~,2-2t)dt+C2" f - " ts+[c -2 C ~cr

Demak tenglama yechimi (1.2) ga asosan,

X =ti -2t

— * - —

> g
bo’ladi.
II. = m-n_yw)=0 differensial tenglama.

Agar otenglama Za(t), y (i) Tp (1)

parametrik tenglamani ganoatlantirsa, Fy:n-1y~)=o
tenglama integrallash mumkin. Hagigatdan ham =a(1),

yin) =p(t) dan d(y{n~1))= p(t)dx, yoki a'(t)di=j3(t)dx, Iarga ko'ra
ni topamiz. y('-1) =a(/) tenglamadan(2 .1)

formula orgiali > ni topamiz. Demak berilgan tenglama
yechimi paramitrik. ko’ rinishda yoziladi.

3misor. y"-e y"=o tenglamani integrallang.

vecnisn. Berilgan tenglamani yechish uchun Il punktdagidek
/=1, y--e¢-« almashtirishlami bajamiz va a(y)=e-tax YOKi
c=eii¢cega bo’lamiz. Oxirgi tenglamani integrallab, x=ef+c,
ni topamiz. Endi esa y--: tenglamadan a(/)=tax=terar Qa
asosan , =\tgdt+c2=¢[t-\)+Cc2 ni, yana bir marta integrallab
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*

e -1)+ c/ +Cani topannz. Demak berilgan tenglama

esay="
yechimi

e ko'rinishda. bo' ladi
o’rinishda bo’ladi.
y :EZ\} (t--§+C2e‘+C}
4 wmisor. Y3+3y/ -/ 2=0 tenglamani integrallang.
vechish.  y =yt almashtirish bajarib, berilgan tenglama
¥Y=T3-3r12, y =0 ko’rinishda yoki quyidagi
y'=/-2-3i-1
Y =r3-3r2
y=o0
sistemaga keltiriladi. «(y) = y~ax ga asosan sistemaning birinchi
ikkala tenglamasidan  </(I'3-3r2)=(I"2-31 /1 hosil gilamiz,
buni integrallab,
* fi i
s =3f-——1 dt+c, =3 I-In +
r-(i-30 [1-3,9
ga ega bo’lamiz. Sistemaning birinchi tenglamasidan esa
>'=~/_4-2/_3+c2 Ni topamiz. Demak berilgan tenglama

C

yechimi quyidagi

=3(b IR i7" TC

2r3+cC

parametrik ko’rinsihda yoziladi.

[I. Fyin-21y (n))=0 differensial tenglama.

Ushbu holda ham, Il dagidek /Cyn_1),~¢'))=0 tenglama
y(n-2)=a(t), y{n)=s(y parametrik tenglamani ganoatlantirsa,
Fiyt-xy iy = 0 tenglama integrallash mumkin bo’ladi. Buning

uchun Y"“2)=r(x) almashtirish bajarib, z(x)=a(t), z’(x)=8(t)
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tenglamalami olamiz. Birinchi tenglamadan . (x)=ra(t= ~r

va z\x) =a larni topib, ikkinchi tenglamaga qo’ysak
X

a'x'-x~a=x'3¢ tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamada . - x
belgilash kiritib, v-a:-a-u=-i-s korinishga ega bo'igan « ga
nisbatan Bemulli tenglamasiga keltiramiz. Bu tenglamaning
umumiy yechimi  x=M=o0 (C,/)bo’lsin deb faraz qilib,
x{iy=10{c tydt+c1 yechimni topamiz. y=y(y ni topish uchun
esa, /wu-2)=oro tenglamani ... marta integrallash yetarli
bo’ladi. Shunday qilib, berilgan tenglama yechimi parametrik
ko ’rinishda yoziladi.

5misor. sym- syy =0tenglamani integrallang.

Yechish. Berilgan tenglamani ikkala tomonini yy» Qa
iff i

bo’lamiz, va 5/":3y’¥ ni  hosil qgilamiz, bundan

5(In/)'=3(in/\ ya’ni ys=cy»s  yoki Oxirgi

c> (/)13
tenglikni ikkala tomonini integrallab, o=y e yoki

y» =HC,+ c 20-xNi  topamiz, bu vyerda C,, C 2yangi
0’ zgarmaslar. Nihoyat oxirgi tenglikni yana ikki marta

integrallab y ~ + ~ g+ ¢ ~ + +c3 fC4 yechimni topamiz Bu
"2

yechimga qoshimcha yana y =o tenglamaning y = c 2 « c ax « ¢}

ko ’rinishdagi yechimini ham olamiz. (s u yechim tengiamani

ikkala tomonini bo’lishdayo’qgotilganyechim.)

Mustagqil yechish uchun mashglar:
|. Quyidagi differensial tenglamalami ketma-ket integrallash
orgali umumiy yechimini toping (267-272).
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267. y"'=x. 270 3" =—, , jv(i)= Oy (i)=1,_y*(i)=2
X

268. yne xInx, X1)=y(1)=¥(1)=(*. 271. xYr+y”=ex.

269, xy’=sm .. 272. Y -2xy".
Il. Quyidagi differensial tenglamalami integrallang (273-280).
273. x=y"2+\. 277. Yy =y'2.
274 41y 2 =4XY" 278. [(Y +2)N' =1.
275. Y 2H2=y . 279. /(1+21nY)=1.
276.y 2+ya2=i. 280. y"-ey =o.

I1l. Quyidagi differensial tenglamalaming ikkala tomonini
to’la differensialga keltirib, ulami integrallang (281-287).

281.x/4Y-;c-1=0. 284. yyk=2y"2.
282. jy+3y/==o0. 285. y=xy'+ty+1.
283.>y-/2=1. 286. xy'=2yy'-y.

287. XY-Y'=XAW.

3-8. Tartibini p;asaytirish mun kin bo’lgan differensial
tenglamalar.

L F(x,y(k\y (k+ =o differential tenglama.

f(x.yk).y &k+n,.yimn =0 Ko’ririishdagi differensial tenglamani
=z(x) almashtirish orqali tartibini pasaytirsh mumkin.

Hagigatdan y(x)=z0x)s  Y*+>=2'(1), ... , /»)=*(»-*)(,) lami

berilgan tenglamaga qo'yib, F(x,z,2\...z(n~k)=o tartibi

pasaygan differensial tenglamani hosil gilamiz.

Iwmisor. xdymr2x3y" -1=0 tenglamani yeching.
vechisn: Berilgan tenglamada y - .(x) almashtirish
bajaramiz, natijada

x4z7+2x3-'. =0

83



ko’rinishdagi birinchi tartibli chizigli differensial tenglama
hosil bo’ldi, bu tenglama yechimi z (» = - €2 bo’ladi. Demak

almashtirishga asosan

x3 X2
endi esa oxirgi tenglikni ketma-ket ikki marta integrallab,

y 'A—C, In|x|+C,x+C3

yechimnl topamiz.

2. F(y,y'y”,...y(m=Q differensial tenglama.

F(y.y\y....yiny = 0 ko’rinishdagi differensial tenglama fagat
va uning hosilalariga bog’lig bo’lgani uchun, bu tenglama
Yy =:(yy almashtirish orqali tartibini pasaytirsh mumkin.

Buning uchun y'=z(y), y"=z'(y)y'=zz , y=(zz') —=2(2'2+22"), ...

lami berilgan tenglamaga qo'yib, tartibi pasaygan
differensial tenglamani hosil gilamiz.

1-misol.  yty2 T2~y tenglamani integrallang.

vechish: 2.- punktga asosan / =:¢y), y-=:. almashtirish
orgali berilgan tenglamani  zz+~r2=ze-y YOKi 22(y)=p(y)
almashtirishni e’tiborga olib, ~,-+p=2¢~y ko’rinishga ega
bo’lgan chizigli differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu
tenglama  yechimi  p(y)=Cé~2y+4e~y  bO’ladi, demak
y Zeyip(y> =eyjciTly Tae-y Berilgan tenglama yechimini topish
uchun ok irgi tenglikni integrallaymiz:

=X+C2 YOKI  #~y[c-ha~ =x+C2.

Shunday qilib, berilgan tenglamayechimi  _y=in(c, +(x+c2)2).
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3. Fixy.yvye oy = 0b>ir jinsli differensial tenglama.
Agar r(x.y.y.y-.....yne)= Odifferensial tenlama, va uning
hosilalariga nisbatan bir jinsli bo’ Isa, ya’ni

F(x,ty,ty",ty\...,tys<n)) =tk F (x,y,y,y ..., y{n)) (k> O)
bo’lsa, u holda y =y.(x) almashtirish orqgali berilgan tenglama
tartibini pasaytirish mumKki:i. Hagiagatdan ~ ham,

vy =yz(x) munosabatni ketma-ket differensiallab,

y=(yz(x)) =y (z2+zy > Y =(Y(2242')) =y s eszzeemy,. NI

tcpamiz va topilgan hosilalarni berilgan tenglamaga qo'’yib,
hamda Fixyy'y"... Y W) funksiyaning bir jinsli ekanini
e 'tiborga olib,

kc’rinishdagi tartibi bittaga pasaygan differensial tenglamani
hosil gilamiz.

s-misol. y2-y'y MF(~] tenlamani integrallang.

vecnisn. Berilgan tenglama 1- punktdagi tenglamaga mos
kelgani uchun y'=z(x) almasbtirish Kkiritamiz, natijada

22-227 =] tenglamani hosil qildik. Oxirgi tenglama z va

uning hosilalariga nisbatan bir jinsli tenglama bo’lib, uni
z'=z p(x) almashtirish orgali yechamiz. Demak .--:

2 =2(p2+py)  lami oxirgi  tenglamaga qo’yamiz va
2= Ova topamiz;, ya’'ni berilgan tenglamaning bir
yechimi y - const, ikkinchi yechimi esa p'+"=0 tenglamani

integrallash orqali topiladi. Bundan va belgilashlami hisobga
olib, hosil gilingan \nin=-xwnxsciix+ c2 Munosabatdan z ni
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aniglash va uni  /=*(*) munosabatga go’yish, va uni

integrallash natijasida topiladi.

4. F(x.y.yy ...y =0 UmMumlashgan bir jinsli differensial

tenglama.

Ta'rif. rFiy.yeyeyfN)=0 tenglama umumlashgan bir jinsli

differensial tenglama, agar s (x.y.y-.y*....yev funksiya uchun
F(tx,tmy,t"*- V,im-V .-.iW_V "°)= tkF (x,y,¥,y...y(n)

shart bajarilsa, bu yerda - biror bir haqigiy son.

Fooy.g.ye..yfn)=0 ko’rinishga ega bo’lgan umumlashgan bir

jinsli differensial tenglamani x=et, y = emtz(ty almashtirishlar

orgali tartibini bittaga pasaytirish mimkin.

llagiqatdan
d[emtziti\ d[emtz(t)\
V':-[- no=e~k L '--(-2- =e t+mt(mz+z) -
dx dt
¥*: dx =e~l dt = e~|d—|\(e~t+ml(mz+z')1: A \L;m- Dmz+ 2w- 1)z'+z")

va hakozo, y ~ =erm~mt<przz.2,....2%) (bu yerda ”...)-ma’lum

funksiya)  hosilalami tenglamaga qo’yib, hamda uning
umumlashgan birjinli ekanini e’tiborga olsak,

=ektF[Lz,(mz+2'),{(m-1)mz+(2m - 1)/ +z"),...,(p[z, 2", 2",....2 "~ jj=0

tenglamani hosil gilamiz. Shunday qilib, hosil bo’Igan
tenglama 2.- punktda o’rganilgan  (y.yy.....yfN)=0
differensial tenglamaga keltiriladi.

dvisor. XU2'-y3)=2y2r-axyy 2 tenlamani integrallang.

vecitisn. Birilgan tenglama y va uning hosilalariga nisbatan
bir jinsli, ya’ni bu tenglamani y=z(x) almashtirish orqali,
x2 (322+2")=2z-3xrz2tenglamaga  keltirib  oldik. oxirgi

86



tenglamada x=tx, z--tmz, 2/ =tm-xz\ 2" =tm-2.~ almashtirishlami
bajarib, 2+m+(m-\)=2+(m-2)=m =:im+ Munosabatni olamiz,
fcundan esa oxirgi tenglamada  umumlashgan bir jinsli
differensial tenglama ekanligi va w--1 da, vya'ni
j=e+. z=e_/p(Oalmadhtirish orqali fagat , ga va uning
hosilalariga bog’liq bo’lgan o v pp--p'=0 tenglamani hosil
gilamiz. Bu tenglamani (2. punktga asosan) p:=u(p)

almashtirishni kiritib, --s,-3=0 va =0 tenglamalarga

keltiramiz.  Hosil  bo’lgan tenglamarni  integrallab,

u=~p2-3p+c] VA p Zconst Yyechimlami olamiz, bundan

/=«(/?)=-p2-3p+C,, ya’ni - =dtr. Oxirgi tenglikni
v -liptc,

integrallab, p()=®(,,c,,c2 ni topamiz, bu yerda ®-ma’lum
funksiya. Toplilgan »cey funksiyani .-e4 o1y ga qo’yib, bu ni
esa y-:(x) alrm.shtirishga qo’yamiz va uni bir marta
integrallab berigan tenglama yechimini

\y =1e'p(Ne +C b=\e-{®d(!,CxCrNe +C

\x =et

ko’rinishda topamiz
2

o'
S5-masata.  x2y"-3xy= eyi— 4y  tenglamaning .y(l)=l, /(1)=4
nr

shartlami ganoat-lantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechish. Berilgan tenglamada
X=tx, z=tmz, z'=tm \z2\ z"=tm-~2z' almashtirishlami bajarib,
umunlashgan bir jinsli tenglama bo’lishini abiglaymiz va m - 2
da ya’'ni, x=ef, y = e2t:cty almashtirishlarda berilgan tenglama
.»-6.2=0 tenglamaga keladi. Oxirgi tenglamani ikkala

tomonini .- ko’paytirib, 2zz'-i2~::2=0 ya’'ni (z'2)-(4z3)=0 ni
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hosil gilamiz endi esa bu tenglikni integrallab, -2=4z3+c]
topamiz.

Masala (0'yilishidagi yi)=1¥1)=4 sartlardan, hamda
x=et y-e2uzy VA y=e-(:r+22)  almashtirishlarga asosan
2(0)=1 'Va z'(0)+2z(0)=4 ya’'ni z(0)=2 shartlarga ega bo’lamiz.
Demalc z2(0)=42z30)+Cc] ya’ni c,=0. Shunday qilib, z2=4z3

yoki z'--+2z9% tenglamani integrallash orgali quyidagini
topamiz +-~==/+c2, bundan esa z(Q)=i shartga asosan c2=xi,

47
yani  z=_ - Bu yechimiardan 2'(0)=2  Shartni
(7£h2
ganoatlantiruvchi z- — «  yechimni topamiz. Shunday qilib,
21 2. 5
berilgan tenglama yechimi y = ¢ 2t2() =——=-=——~ bo’ladi.
gan tenglama yechimi - 2:0)= 3= imc)

Mustaqil yechish uchun mashgqlar:
|. Quy idagi differensial tenglamalami integrallang (288-307):

288. xy"-yhj(, 289. 2xyYy =y'2+\.
290.(x+a)y’+xy'2:y. 291 xnys+b?2y’=\.
292. 4y'+y’2=4xy’ 293. y”=1(/-\)ctgx.
294 y’2-y'ym= [ N e 295'y"-xy"+ym::b.
296 (,'i)/’+2/: N . 297.y'y*:l
2x

298. 2y'y2:1. 299, yy"'y'2—y2y’.
3 00. yn'-y3yﬂ:|. 301. /2'2//l‘|1:O
302. xv”:y+—xsin;. 303. >y-2j>yiny=Y 2

304,y =¢+~, ¥2)=0Y(2)=4.305. Y =@*, Y0)=0, Y(0)=1,
306, 2y-3/220; Y 9=—-3 Y(d=1Y(0)=-1.



307. yCOSy +y 2SNy =y y (,1):~6, 1(-1)=2.
M. Quyidagi differensial tenglamalami (bir jinsli ekanligidan
foydalanib) integral'ang (308-324):

308. xyy?—xy2-yy" =0. 309. x2yy"=(y-xy")2.

310. Xr(yy"-y’)2-mxyy ' =yjx2/-2-y2. 311. Xyy"+xy'2=2yy".

312. y -y 2= a L . 313.
W2 +1 * n2 Y
314. x2(y'2-2yy“)=y2. 315. y(xy’+9y)=xy2(]-x)
316. xyy’- xy'2-yy'-~ xy-2 =0 317. 4x2y3y’=x2-y 4.
\a2-x2
318. xA*+>""-jcV 3=0. 319. x2/-3ny'+472+n:2=0

320. x1(yy'-y2)+xyy'=(2Xy’-by)[x3 132\ x4y"+ (xy'-y)3=0.
322. o4 (Y2-2yy )= 4073 -H1. 323. yy'+xyy'~xy'2=x*.

324. x4y '-x 3y ,3+2x2yy'2-(3xy2 -+2x3)y'+2x2y+y3=0.
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31. ynj =3/2.

33. x2y " -xy=yy"

35. (yym+y2f =-y*y™

JW OBLAR

[-B O B.
32. xy'=3y.
2
34. /=3y3.

36. /y 2(1ny-1) =/ 2(ny'-y).

1 0
‘é'o _ W -y

37. x3y"~3x2y"+6xy'-6y =0. 0. V=C0s—---=---- .
39. x2y'-xy =yy" 40. j2+y'2=1.
41. (y-2x)2(y,2+0)=(2y2+1)2. 42. xy'2=y(2y -\).
43. (y"y+ 12+ 1)2=(Y2+ 13m 44. (x/-><)2 =2xy(>'2 +1).
45. xX2y"-2xy’+2y=0.
65. @) y= X2+2x; b) x=2chy; 66. 2y+jc2 +Injx2-lj=c.
C) xy3= -1~x2)2,y=0; d)fx+ffy=0

67. 6y —sin(2*+1)=c.
69. I(bt+cos(2j'-1)=c.

71. y= tg\ncx.

73. (ce-*2-\)y =2; y =0.

P2 1iB2 — TAJ

1
77. y2 -2=ceA.
79. 1r2-h2-2/=c.

81l. je-bji=argl c+"j-

68. y2-2y-2x—c.
70. x2(\+y2)=c.

72. In|x|=c+"2+i; pc=0.
74. a*+a~y =c.

76. In * +cC.
y+J\+y2 \1+X2

78. (x2-2x+2)(/+1)e2orch = (
80. y=2+ccosx; y=2-3cosx\

82. X-H2y +2=ce-n; x+2y+2=0.
83.44nr+2,y-1 -21n"n4n'+2/-1 +2j =X+C.

84. ctg"-"-Ax+c,y-x =21K, A=0,%1,...
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85. 2x+y-\ =cex. 86. —L— +721nx=c.
2

\-xy
87. cy2=e - 88. 3x212X+12x3y 3 +6xy ~C.
89. ~ - x2+X+rL-4*=c. 90. 2n2+(2x-1n_y+1)2=c, x =0.
3x3 X
91. y= in(>/3_1N v
Vi arcsm( 5 =% +571 92. arccl/g a_+.\)é + 3.
93. y = Zarctg 94, ==0.
xe 1% Y
95. ,y = i. 96. y--=-.
97. (cxx)_v=2a2. 98. y —ex2.
99. y=cx2, y2=cx. HOO. y —ee*oL.

.101. birinchi tartibli biir jinsli.
102. uchinchi tartibli bir jinsli.
103. ikkinchi tartibli t»irjinsli.
104. nolinchi tartibli b ir jinsli.

105. y2-bxy+2x2 =c. 106. 2cy=c2x2+l, y = #x.

107. In 11Z =ex. 108. y=-xInlncx.

100. y =cel. 110. (>'-x)8(y-2x)9=c(y + 2x)5.
111. c(y2—r2)=jA 112. sin;-ex.

113. \ncx-ctg{~\n"\,y = xe27tk, A=0,+1....114. In*-+Ar=|+—2 -
2 X, X+3 X+y

2x+1

115. x-fy-hl=ce 116. (x-1X3x+2>-1)=<

117. (y +2)2=c(x+y-\), y =l-x. 118. (jy-x+2)2+2x =c.
-2a rtigé

119. y+2=ee 8 *-K an

120. (y-2x)3=c(y-x~\)-2, y =x +1

121. y2 =x\ncy2.

122. x2 =y~+cyh.
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123. x=—y2lncx, y =0.
124. x2y~lncx2 =1, y—0, x=0.

125. I-jry=cx3(2+xy)> xy=-2.

126. xy=c, y =0, x=0.
127. X2-hy2- X
128. X2 +y2=2x yoAi (x-1)2+y2=1I

131. ¥y = cluh2 - X 2|+x. 132. yrc'Ix +2x-l+x.
133. y- eeo.'g&ﬁ.;\ 22t 26 ). 134. y=cinx+xi.
135. y= (2x+1)(c+ In|2x+ 1|)+1. 136. y=clIn x-ltix.
137. xy=(x3+c)e~x. 138. y=ce* —x2—.
139. y= x(e+sinx). 140. y=h + 12+1(x +14.
141, x= 8sin2”~+ce cos™ 142. x"cy'+y2.
143. x= (c-cos_y)sin V. 144. x =y 2+cy, Y=0.
145, X= ey +ce~y. 146. y2=x2-\+c"x2-\\.
147. y2 =cx2 —2x, x=0. 148. y~Z =X4(r~'+c), y =o.
149, - = 2-y2+ce 2. 150. yd=c4x +n/x+1
151. :3 =cx2 +X3. 152. y=ccinx+\/x.
153. -1:cex + -, 154. y3-cx3-3x2.
155. X2 (c-cosy) =y, y =Q 156, Y-3=ccos3x- 3sinXCO2 X, y - 0.
157. y(£x+ce2x)=\, y =0. 158. e~y =CX2 +X.
159. y =X+ 1T Y=x- 160. y=e*- o
161 162. y=-CX.z%_+r2aé

cx3 +Xx
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L

119.

171.

173.

175.

177.

179.
181.

191.

193.

. X2-7--bxy =c,

. Sarctgx+2xy-c, x-0,

E . Y0 =\,

. yo

x(a-y)

JL.=cep +
34y B +y) 168.
=N
y X—+CX2. 170,
X—3X?y2+y4 =c. 172.
i- ¢
X2 +1=2(c—2x)sin y. 174,
X?+X31ny-y2=c. 176.
Y\ +X2+X2 y—yinX —e. 178.
xsiny-ycosx +In\pA= c. 180.
xy2-2xly-2 =cx. 182

T - 184.

Yy

T

1+ X

. 2e*siny+e”rx-lj+e* (sin-*~cosx)=<:r,

y, =x3, ¥2=1-*-x3-x +(x7-1)/7

=2n, y =a+X,

y3 +x3(1lnx~\) =cx2,

(X2-y)2 =c(x2 +y2).
Xy =a2+cy2.
*+4+-=c.

y2 Y

3

X2+ ~(x2~y)2 =c.
A A+ N +Y2=c.

Yy 2
y1x2 +y2 + In|xy|+— =c.

y-X.
=c,

n=— .

X4

w

~rr- mmmC. 188. 1+y2-X2 =cx.

yx2+y2

. (x+y2)2c=x-y 2. 190. sin.y =-(x2+1)Inc(x2 +I).
x2yincxy=-1, x =0, y =0. 192. x?-4y2=cylfx¢g; x=0, y =0.
sin2>"'= tx-Ar2, n ~0. 194. X2 +y2=y+cx, x=0.
. X +2\n\x\+y2-~= ¢, x-0.

y2 =2;r+x+xco0:>.3c-sinx.



198.
199.

200.

201.
202.
204.

206
208

210

212.

214.

220.
221.

222.

223.

224.

225.

Xs X4 X3,

?
yasl, *-1+%-A- y2zi+*-C-T +20
yQ =1, vy, =1+2i, y2=i(e2i+l)+x+x2.
X0 =1,y0=2, X,Z1+2/, * =2+/, x2=1+2/+ y ,y 2=2+1+2" +~" -,
om0 =2, x,=3-i, @=5-4i4/3.
0,87<x<1,13. 203. 0,8</<1,2
X 2 _y>0. 205. y*x, x>0.
n
.(y —C)2 = 4Cx. 207. \nCy =x+2e'2, y =o.
. X*y 2- Cxy(x+1)+C2=o. 209.
y 4

y="+C, y=-~-+C, y=Cex. 211. 4e 3=(X+2)3+C.
Z N

In|l£2V 27| =2(x+C£V2F~")- 213.Jc2y =C, y=C*
y =CIr3xz2n. 215. InCy=g+sin.X y=0.
. X =er(/,+1)+C|; y=0. 217. y=[y[C~*bc-\)e'"Tx~X
y=p2ep
p £ | Jt+C=/»In/7+Mnp + /»cospl
y = -1 219

. ! ; . 2
Nip -InM y=p+p2cosp

nr=2arctgp+C, y=\n(\+p2), y -0.

X:=3p2+2p+C, y=2p3+p2, y-0O.
je =t2yj\+p2 -\n(\jp2+1 £lI+C, yr-pipsfp2*1), Y=0.
X =p3+p, 4y=3p +2p +C.
y+ C =yjx-x2+arcsinVx.
e
*=Pp+sin/p) * 2
i, . 226 - r

y=C+i'l> 1+1
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229.

230.

232.

234.
236.
238.

240.

242.

244.
246.
248.

2107.

2é8.

269.

272.

X = pyJp2+\,

IPny=y2+p3,y2(2p4-C)=p4,y =0.

y2=20-CInC, 2r= |+21nly|.

C cosp sin

2C 2cosp .

—————— sin p

P P
C3=3(<jc-y); 9j/l2= 4*3.
y =Cx—C2; 4y =x2.
y=Cx—InC; y = 1nnar-A.
y=oc+ 2C /3 +j/3=all

yJI+C2
y+x=(C+x)3; y =-x

(y-x)2=2C(y+x)-C2;

in

v=1i1l-
=j-
y 24
y=xj"~

0

* _ANY 4+ A

288

8

y —\.

y

=0
("[y-x-C)(y[y+x-C) =0, y=0.
P2(1-y)=(x+C)2;

231. £
»=— -+Inp-2
P
Cp +2p-1
,33.  ~2p2(p-\)2
Cp2+2p-1 1
y= p p
2(p—)
235. x=Cy+C2; 4x=-y2.
237. y=Cx-C-2.
239. 2C2(y~Cx) =Il; Sy3=27x2.

3y:--&p2-l)y]p2+1 u-Cc. 228. Cx=\nCy; y =ex

241. (1+gf2=1->n; y==I.

243.

245,
247.

I1-BO B.

+
9

32

dt+cosx+C k+C2

2

’70.

4y = (C+x)2; y —Cex.

(x - 1)73 =cC.
(x+C)2+y2=fl2,y = *a.

y=-iln2jc+|r2-2jc+i.

y =X Bt - ME 9 u-cox2\nx\+C.x2+ CF+CA,

V=,

x{e 2
0

ex-
dt— =
2

+C3.
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273.

282.

X -zl

V_A.5 +CzZ+C [’
y +C2=in, e 276. j'=C1+C2C-sin(A+CJ.

A=C3-(.r+C3InC2(x+CY, y=CiXiCr
X+C2=ez(z+1)j 219 X+C2=Z&2ilnz-1)

zZ=Yy
y+C, = z2ez y+C, =z¢Inz

z=y

Nsin2(Ck+C2)=2C2, eys/i2 (Cr-i-C2) = 2C2, ey (x+C)2-2.

jr=-3(jc3+6x2)+CrTIn|x|[+C2x + C?,

CX/Z-C,:CZ[H@Z y—.  283. y=~ +e

Cty= In|C,x+C21+C3, y=CjXx+C2 285. y=e2 CJe 2dx+C2-1.

V=cig(c.lncx), cz(>+c,)H2ci =Y-C,; yInc*=-I.
. jv=4Cig(Cx2+C2),  2In, =CX2+C2, y(c-"2)=4 3=C.
-+1
y-(CIX-p e C +c2

9C20'- C22=4(Cx+1)3; y =+x+C.

x+C2=z(21n.z-1)
, z=1/.291. y=C3+CX+C,In|x|-— .
_y+C,=z2Inz

y=eC,X(X-c,)tc2, y=

-+ C.

Clir 1
2] =Cjcos2x +(1+2C)x2 +C2x+C3. 294. y=C2 r C’X+C3-

AC ,4-C 372-+C2x+C3,  y~"j3x+ C Ix+CJ
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296.
298.

299.

301.
302.

303.

3C4.

3C6.

308.

310.

312.

313.

315.

316.

317.

319.

320.
321.

323.

y =ixIn|xj+C1lhi|jf-1|+ C%+C,. 297. C,y2-1=(C,n:+C2)2.

C,nicrt (2= fany'])+ in(3cd WqFT).

Cx-t-C2=In 300. 2C2y2=2C,C2+C2e2x+(C2 - l)e~2x.
J'+Ci
W, Cly-x)=C2(x+ C 2)3+C3.

c\y =(C2x2+})arctgCtx-Ctx+C2, 2y =knx2+C, k=0, £1, £2,..

InY=C, tg (CrY+C'2), In InV C| = - = =C.
g( ) Iny-FC,| 2C,ar+C2, (C-x)Iny =1, y=C

xR~ _16 305. _y=-In|x-I|.
5 5 T e oo 15 i
y(x+2)--x-6. 307. Inrg[|+£]=2x+2.
c
y =C2Cx2 309. y=C2e *.
JL £.
y =C~e2C 2x. 311.

AMW\=CtAXx2 +xyfl -+X2 + In X+ylu-X2 +(2.

C-iln|jr|
y =CJx|e 314.y =C2*(InC,c|) ,y =Cx.

1. =C, =Ce X
x+C, y y

InM = In C. +b\Ja2—x2 +C2.

4C,y2 =4x+x(ClUtC 2x)2. 318. y\ny+Inx+Cy+C2=0.
y =x27-~In2x+CI 1nar+C,j.

3 3 3
Cy=x~(CxX +2), y —Cx2,y =-2x-- InCx.

In sin—C, +Inx= In|C2|. 322. 2Cx2=(CX-C])2-1, xy-+i.
2CiC2y =C 2|xp4ci +|x|2_C!1.324. vy =xarcsin(C)+C]x.
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