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ВВЕДЕНИЕ 
 

Данное учебное пособие предназначено для подготовки студен-
тов к письменному экзамену по дифференциальным уравнениям. 
Оно составлено в соответствии с требованиями и на основе мате-
риалов письменного экзамена по дифференциальным уравнениям, 
проводящемся в Московском физико-техническом институте (го-
сударственном университете) в весеннем семестре второго курса, 
который вместе с последующим устным экзаменом завершает го-
довой курс дифференциальных уравнений. В конце осеннего семе-
стра на втором курсе по дифференциальным уравнениям преду-
смотрен зачет. 

Письменная контрольная работа состоит из восьми или девяти 
задач. Каждой из тем этих задач посвящен отдельный параграф. Он 
начинается с изложения метода решения рассматриваемых задач 
или сведений из теории (без доказательств), которые приводят к 
решению. Далее на примерах из письменных экзаменационных ра-
бот демонстрируются рассматриваемые методы. Затем приводится 
подборка задач, которые давались на экзаменах по этой теме в 
2000–2006 годах, а затем ответы к ним. Каждая задача снабжена 
индентификатором формата (x–yz), где цифра x – порядковый но-
мер задачи в контрольной работе данного года, y – последняя циф-
ра этого года, z – номер варианта. На каждой из контрольных работ 
давалось по четыре варианта. 

В настоящее издание также вошли тесты, предлагавшиеся на 
переэкзаменовке по дифференциальным уравнениям в 2008/2009 
уч. г., и задачи письменного государственного квалификационного 
экзамена (ГКЭ) по математике за 20009/2010 и 2010/2011 уч. гг. 

Хотя пособие составлено на основе письменных экзаменов в 
МФТИ, его можно использовать и студентам других институтов с 
повышенной математической подготовкой. 

Искренняя благодарность всем преподавателям кафедры выс-
шей математики МФТИ, принимавшим активное участие в состав-
лении задач для письменного экзамена. 
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§ 1. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

1.1. Основные понятия 
Неоднородным  линейным  дифференциальным  уравнением n-

го порядка с постоянными коэффициентами называется дифферен-
циальное уравнение вида 

( ) ( ) ( )xfyayayaya nn
nn =+′+++ −
−

1
1

10 ... ,                            (1.1) 
где R∈x  – независимая переменная; ( )xy  – искомая функция; 

naaa ,,, 10 …  – заданные числа, причем 00 ≠a ; ( )xf  – известная 
функция, не равная тождественно нулю. Уравнение  

( ) ( ) 0... 1
1

10 =+′+++ −
− yayayaya nn

nn                                    (1.2) 
называется однородным. 

Общее решение линейного неоднородного уравнения (1.1) пред-
ставляет собой сумму общего решения соответствующего одно-
родного уравнения (1.2) и любого частного решения неоднородно-
го уравнения (1.1): 

( ) ( ) ( )xyxyxy чo += .                                                             (1.3) 

1.2. Общее решение однородного уравнения 

Фундаментальной системой решений однородного уравнения 
(1.2) называется совокупность n линейно независимых решений 

( ) ( ) ( )xyxyxy n,,, 21 …  этого уравнения. 
Общее решение однородного уравнения (1.2) представляет со-

бой произвольную линейную комбинацию частных решений, вхо-
дящих в фундаментальную систему решений,  

( ) ( ) ( )xyCxyCxyCy nno +++= …2211 .                                 (1.4) 
Далее мы будем рассматривать уравнения с действительными 

коэффициентами, их решения будем искать в действительной фор-
ме. 

Характеристическим уравнением, соответствующим однородно-
му уравнению (1.2), называется алгебраическое уравнение 

0... 1
1

10 =++++ −
−

nn
nn aaaa λλλ .                                         (1.5) 
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Обозначим через nλλλ ,...,, 21  корни характеристического урав-
нения (1.5), вообще говоря, комплексные.  

1.1) Каждому действительному простому корню λ  характери-
стического уравнения (1.5) соответствует частное решение одно-
родного уравнения (1.2), имеющее вид xey λ= . 

1.2) Каждому действительному корню λ  кратности k  ( )2≥k  
соответствует k  линейно независимых частных решений однород-
ного уравнения xeλ , xxeλ , ... , xk ex λ1− . Соответствующая компо-
нента общего решения однородного уравнения (1.2) имеет вид 

( ) ( ) xk
k exCxCCxy λ1

21
−+++= … ,                                        (1.6) 

где kCCC ,,, 21 …  – произвольные постоянные. 
1.3) Если βαλ i+= , где α  и β  – действительные, 0≠β , а 

12 −=i , является корнем характеристического уравнения (1.5), то 
комплексно-сопряженное число βαλ i−=  также корень этого 
уравнения (по свойству алгебраических уравнений с действитель-
ными коэффициентами). 

Напомним, что для комплексного числа iyxz += , где R∈yx, , 
его действительной и мнимой частью называются соответственно 

xz =Re , yz =Im . Кроме того, имеет место формула Эйлера 
( ) ( )titee tti ββαβα sincos +=+ . 
Паре невещественных корней βα i±  соответствуют два линей-

но независимых действительных частных решения однородного 
уравнения (1.2) ( )xie βα +Re xe x βα cos=  и ( )xie βα +Im xe x βα sin= , ко-
торые включают в фундаментальную систему решений, вместо 
функций ( )xie βα + , ( )xie βα − . Соответствующая компонента общего 
решения однородного уравнения (1.2) представляется в виде 

( ) ( ) xexCxCxy αββ sincos 21 += ,                                          (1.7) 
где 21,CC  – произвольные постоянные. 

1.4) Если среди корней характеристического уравнения (1.5) 
есть корень βαλ i+=  кратности k  ( )2≥k , то и комплексно со-
пряженный ему корень βαλ i−=  имеет ту же кратность k . Этим 

k2  невещественным корням соответствуют k2  линейно независи-
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мых частных действительных решений однородного уравнения 
(1.2) 

xe x βα cos , xxe x βα cos , ... , xex xk βα cos1− , 
xe x βα sin , xxe x βα sin , ... , xex xk βα sin1− . 

Соответствующая компонента общего решения однородного урав-
нения (1.2) имеет в этом случае вид 

( ) ( )
( ) xexDxDD

xexCxCCxy
xk

k

xk
k

β

β
α

α

sin

cos
1

21

1
21

−

−

++++

++++=

…

…
,                        (1.8) 

где kCCC ,,, 21 … , kDDD ,,, 21 …  – произвольные постоянные. 
Так можно построить совокупность решения, являющуюся об-

щим решением уравнения (1.2). 

1.3. Частное решение неоднородного уравнения  
с правой частью специального вида 

Пусть правая часть ( )xf  неоднородного линейного дифферен-
циального уравнения с постоянными коэффициентами является 
квазимногочленом, т.е. является суммой функций вида 

( ) ( ) ( )( )xxQxxPexg nm
x ϕϕγ sincos += , 

здесь ( )xPm  и ( )xQn  – многочлены степени m  и n  соответственно. 
В этом случае для поиска частного решения неоднородного 

дифференциального уравнения можно использовать метод неопре-
деленных коэффициентов. 

1.5) Пусть правая часть уравнения (1.1) имеет вид 
( ) ( ) x

m exPxf γ= , где ( )xPm = m
m xbxbb +++ …10  – многочлен степе-

ни m. 
Если γ  не является корнем характеристического уравнения 

(1.5), то говорят, что имеет место нерезонансный случай; частное 
решение неоднородного уравнения (1.1) ищется в виде 

 
( ) x

mч exQy γ= ,                                                                       (1.9) 
где ( )xQm  – многочлен той же степени m. 
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Если γ  является корнем (1.5) кратности s , то говорят, что име-
ет место резонанс кратности s ; частное решение (1.1) ищется в 
виде 

( ) x
m

s
ч exQxy γ= .                                                                  (1.10) 

Для определения коэффициентов многочлена ( )xQm  следует 
(1.9) или (1.10) подставить в (1.1), сократить на xeγ  и приравнять 
коэффициенты при одинаковых степенях x  в левой и правой час-
тях уравнения. Из получившейся системы алгебраических уравне-
ний найдем эти коэффициенты. 

1.6) Пусть коэффициенты левой части уравнения (1.1) действи-
тельны, а его правая часть имеет вид 
( ) ( ) ( )( )xxQxxPexf nm

x ϕϕγ sincos += . 
Если ϕγ i+  не является корнем характеристического уравнения 

(1.5), то говорят, что имеет место нерезонансный случай; частное 
решение неоднородного уравнения (1.1) ищется в виде 

( ) x
ppч exTxRy γϕϕ sincos += ,                                           (1.11) 

где { }nmp ,max=  – наибольшей из степеней многочленов ( )xPm  и 
( )xQn , pR  и pT  – многочлены степени не выше p . 
Если ϕγ i+  является корнем (1.5) кратности s , то говорят, что 

имеет место резонанс кратности s ; частное решение (1.1) ищется в 
виде 

( ) x
pp

s
ч exTxRxy γϕϕ sincos += .                                       (1.12) 

Чтобы найти коэффициенты многочленов pR  и pT , надо под-
ставить (1.11) или (1.12) в уравнение (1.1), приравнять коэффици-
енты при подобных членах и решить полученную систему алгеб-
раических уравнений. 

Если правая часть уравнения (1.1) представима в виде суммы 
нескольких функций ( ) ( ) ( ) ( )xfxfxfxf l+++= ...21 , то частное ре-
шение неоднородного уравнения (1.1) состоит из суммы частных 
решений iy  неоднородных уравнений 

( ) ( ) ( )xfyayayaya kknkn
n

k
n

k =+′+++ −
−

1
1

10 ...  ( )lk ,1= . 
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1.4. Примеры решения задач, предлагавшихся на экзаме-
национных контрольных работах 

Пример 1.1. (1-01). Найти действительные решения уравнения 
22 884 xeyy xIV +=′′+ . 

 Исходное уравнение неоднородное. 
1. Найдем общее решение соответствующего однородного 

уравнения: 
04 =′′+ yy IV . 

Составляем характеристическое уравнение: 04 24 =+ λλ . 
Его корни 02,1 =λ , i23 =λ , i24 −=λ . 

02,1 =λ  (кратности два) соответствуют частные решения 

10
1 == xey  и xxey x == 0

2 , корням i24,3 ±=λ  – решения 
xy 2cos3 =  и xy 2sin4 = . 

Общее решение однородного уравнения в действительной фор-
ме 

xCxCxCCyo 2sin2cos 4321 +++= , 
где 4321 ,,, CCCC  – действительные произвольные постоянные.  

2. Частное решение неоднородного уравнения. 
В нашем случае ( ) 22 88 xexf x += , т.е. ( ) ( ) ( )xfxfxf 21 += , где 
( ) xexf 2

1 8= , ( ) 2
2 8xxf = . 

Поиск частного решения проводим методом неопределенных 
коэффициентов: 

( ) xexf 2
1 8= ( ) x

m exP γ= , ( ) 8=xPm , т.е. 0=m , 2=γ . Таких 
корней у характеристического уравнения нет, следовательно, крат-
ность корня 0=s . Т.о. частное решение ищем в виде ( ) x

ч aexy 2
1

= . 

Подставляя ( ) x
ч aexy 2

1
=  в исходное дифференциальное урав-

нение при ( ) ( )xfxf 1= , получаем  
( ) xxxx eaeaeae 2222 8324416 ==⋅+ . 

Приравнивая коэффициенты при xe2 , имеем 
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832 =a , 
4
1

=a  и x
ч ey 2

4
1

1
= . 

( ) xexxxf 022
2 88 == ( ) x

m exP γ= , ( ) 28xxPm = , следовательно 
2=m , 0=γ  (что соответствует 02,1 =λ ) – резонансный случай, 

кратность корня 2=s , поэтому частное решение ищем в виде 
( )cbxaxxeQxy x

ч ++== 220
2

2
2

. 

Подставляя 234
2

cxbxaxyч ++= , в исходное дифференциаль-
ное уравнение при ( ) ( )xfxf 2≡ , получаем 

( ) 22 82612424 xcbxaxa =+++ . 
Приравнивая выражения при одинаковых степенях x,  

имеем 

;0824:
,024:
,848:

0

1

2

=+
=
=

cax
bx
ax

 это дает 
6
1

=a , 
2
13 −=−= ac  и  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
1

6
1 22

2
xxyч .  

Частное решение неоднородного уравнения 

( ) ( ) ( )
264

1 24
2

21

xxexyxyxy x
ччч −+=+= . 

3. Общее решение неоднородного уравнения  

=+= чo yyy
264

2sin2cos
242

4321
xxexCxCxCC

x

−+++++   

Пример 1.2. (1-14). Найти  действительные решения уравнения 
xeyyyy x 51053 −=−′+′′+′′′ . 

 Исходное уравнение неоднородное. 
1. Найдем общее решение соответствующего однородного урав-

нения: 
053 =−′+′′+′′′ yyyy . 

Составляем характеристическое уравнение: 053 23 =−++ λλλ . 
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Корень 11 =λ  – угадываем. ( )( ) 01542 =−++ λλλ  дает 
5423,2 −±−=λ = i±− 2 . 

Корню характеристического уравнения 11 =λ  соответствует ча-
стное решение xey =1 , корням i±−= 23,2λ  – решения 

xey x cos2
2

−=  и xey x sin2
3

−= . 
Общее решение однородного уравнения в действительной фор-

ме 
xeCxeCeCy xxx

o sincos 2
3

2
21

−− ++= , 
где 321 ,, CCC  – действительные произвольные постоянные. 

2. Частное решение неоднородного уравнения. 
В нашем случае ( ) xexf x 510 −= , т.е. ( ) ( ) ( )xfxfxf 21 += , где 
( ) xexf 101 = , ( ) xxf 52 −= . 
Поиск частного решения проводим методом неопределенных 

коэффициентов: 
( ) xexf 101 = ( ) x

m exP γ= , ( ) 10=xPm , т.е. 0=m , 1=γ  (что соот-
ветствует 11 =λ ) – резонансный случай, кратность корня 1=s , по-

этому частное решение ищем в виде xx
ч xaeeQxy == 0

1
1

. 

Подставляя ( ) x
ч axexy =

1
 в исходное дифференциальное уравне-

ние при ( ) ( )xfxf 1= , получаем 
xx eae 1010 = . 

Приравнивая выражения при одинаковых функциях, имеем 
1010 =a , 1=a  и x

ч xey =
1

. 

( ) xxexxf 0
2 55 −=−= ( ) x

m exP γ= , ( ) xxPm 5−= , т.е. 1=m , 0=γ  
(таких корней у характеристического уравнения нет), т.е. кратность 
корня 0=s , поэтому частное решение ищем в виде 

baxeQxy x
ч +== 0

1
0

2
. 

Подставляя baxyч +=
2

 в исходное дифференциальное уравне-
ние при ( ) ( )xfxf 2≡ , получаем ( ) xbaxa 55030 −=+−+⋅+ . При-



 

11 
 

равнивая выражения при одинаковых степенях, имеем 

;05:
,55:

0

1

=−
−=−

bax
ax  это дает 1=a , 

5
1

5
1

== ab  и 
5
1

2
+= xyч . 

Частное решение неоднородного уравнения 

( ) ( ) ( )
5
1

21
++=+= xxexyxyxy x

ччч . 

3. Общее решение неоднородного уравнения 

=+= чo yyy
5
1sincos 2

3
2

21 +++++ −− xxexeCxeCeC xxxx .  

Пример 1.3. (1-24). Найти все действительные решения уравнения 
xexxyyyy 4

4
1334sin3444 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+′+′′+′′′ . 

 Исходное уравнение неоднородное. 
1. Найдем общее решение соответствующего однородного урав-

нения: 
044 =+′+′′+′′′ yyyy . 

Составляем характеристическое уравнение: 044 23 =+++ λλλ . 
Его корни 41 −=λ , i±=3,2λ . 

41 −=λ  соответствует частное решение xey 4
1

−= , корням 
i±=3,2λ  – решения xy sin2 = , xy cos3 = . 

Общее решение однородного уравнения в действительной фор-
ме 

xCxCeCy x
o cossin 32

4
1 ++= − , 

где 321 ,, CCC  – действительные произвольные постоянные. 
2. Частное решение неоднородного уравнения. 

В нашем случае ( ) xexxxf 4

4
1334sin34 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= , т.е. 

( ) ( ) ( )xfxfxf 21 += , где ( ) xxf sin341 = , ( ) xexxf 4
2 4

1334 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += . 

( ) xxf sin341 = ( ) ( )( )xxQxxPe nm
x ββγ sincos += , ( ) 0=xPm , 

( ) 34=xQn , { } 0,max == nmp , ii =+ βγ  – корень характеристиче-
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ского уравнения  резонансный случай, кратность корня 1=s , по-
этому частное решение ищем в виде ( ) ( )xbxaxxyч cossin

1
+= . 

Подставляя ( ) ( )xbxaxxyч cossin
1

+= , в исходное дифференциаль-
ное уравнение при ( ) ( )xfxf 1= , получаем  
( ) ( ) xxbxaxbxa sin34cossin2sincos8 =+−− . 
Приравнивая коэффициенты при xcos  и при xsin , имеем 

;3428:sin
,028:cos
=−−

=−
abx

bax
 это дает 

4
,1

−=
−=

b
a

 и xxxxyч cos4sin
1

−−= . 

( ) xexxf 4
2 4

1334 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ( ) x

m exP γ= , ( )
4

1334 += xxPm , т.е. 1=m , 

4=γ  не является корнем характеристического уравнения, крат-
ность корня 0=s , поэтому частное решение ищем в виде 

( ) xx
ч ebaxeQxy 44

1
0

2
+== . 

Подставляя ( ) x
ч ebaxy 4

2
+= , в исходное дифференциальное 

уравнение при ( ) ( )xfxf 2≡ , получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) =++++++++++ baxbaxabaxabaxa 4464326448
4

1334 +x . 

Приравнивая выражения при одинаковых степенях, имеем 
1

0

: 136 34,
13: 136 81 ;
4

x a

x b a

=

+ =
 это дает 1

4
a = , 1

8
b = −  и x

ч exy 42

8
1

4
1

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

Частное решение неоднородного уравнения 

=+=
21 ччч yyy  xxxx cos4sin −− xex 42

8
1

4
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ . 

3. Общее решение неоднородного уравнения 
=+= чo yyy −++− xCxCeC x cossin 32

4
1

xexxxxx 4

8
1

4
cos4sin ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−− .  

1.5. Задачи для самостоятельного решения 
Найти все действительные решения уравнений: 
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1. (1-01) 22 884 xeyy xIV +=′′+ . 
2. (1-02) xIV exyy +=′′′− sin . 
3. (1-03) xeeyy xxIV sin52 +=− . 
4. (1-04) xxyyyy IV sin22 +=′−′′−′′′+ . 
5. (1-11) xeyyyy x +=−′+′′−′′′ 633 . 
6. (1-12) xexyyyy 42 +=+′−′′−′′′ . 
7. (1-13) 452595 ++=+′+′′+′′′ − xeyyyy x . 
8. (1-14) xeyyyy x 51053 −=−′+′′+′′′ . 
9. (1-21) xxexyyyy −+=−′+′′−′′′ 43cos6099 . 
10. (1-22) xxexyyyy 202sin844 +=+′+′′+′′′ . 

11. (1-23) xx exexyyyy 93

36
1118`sin16499 −++=−′+′′−′′′ . 

12. (1-24) xexxyyyy 4

4
1334`sin3444 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=+′+′′+′′′ . 

13. (1-31) ( ) xexyyy x 2cos10011823 +−=−′−′′′ − . 
14. (1-32) ( ) xexyyyy x 3cos302611243 3 +−=−′+′′−′′′ . 
15. (1-33) ( ) xexyyy x 2cos4011843 2 +−=−′′+′′′ − . 
16. (1-34) ( ) xexyyyy x sin304341616 +−=+′+′′+′′′ − . 
17. (1-41) xyyy IV 2cos8168 =+′′+ . 
18. (1-42) xxyy 2sinsin=+′′ . 
19. (1-43) xx exeyyy 4sin2 +=+′−′′ − . 

20. (1-44) xxeyyy x cos2 +=+′+′′ − . 
21. (1-51) ( ) xexxyyyy −−−=−′+′′−′′′ 144cos4 . 
22. (1-52) ( ) xexxyyyy 18sin4 ++=−′−′′+′′′ . 
23. (1-53) ( ) xexxyyyy −−+=+′−′′−′′′ 44cos4 . 
24. (1-54) ( ) xexxyyyy 12sin4 ++=+′+′′+′′′ . 
25. (1-61) xeyyy x 2sin232 =−′+′′ . 
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26. (1-62) xxeyyy x sh462 +=′+′′−′′′ . 

27. (1-63) 
2

cos102 22 xeyyy x=−′−′′ . 

28. (1-64) xxexyyy −−=′+′′+′′′ 6ch162 . 

1.6. Ответы 

1. =y ++++ xCxCxCC 2sin2cos 4321
xexx 2

2
2

4
1

2
1

6
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− . 

2. =y ++++ xeCxCxCC 4
2

321 ( )xxxex cossin
2
1

−+ . 

3. =y ++++ − xCxCeCeC xx cossin 4321 xexe xx sin
2
1

− . 

4. =y ++++ −− xxx eCxeCeCC 4321 ( )xxxx cossin
2
12 2 ++− . 

5. =y +++ xxx exCxeCeC 2
321 33 −− xex x . 

6. =y +++ −xxx eCxeCeC 321
xexxx 22 42 +++ . 

7. =y +++ −−− xxx xeCxeCeC 2
3

2
21 sincos 1−+− xxe x . 

8. =y +++ −− xxx xeCxeCeC 2
3

2
21 sincos

5
1

++ xxex . 

9. =y −++ xeCxCxC 321 3sin3cos ( )xxxex x 3sin3cos3
50
7

5
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + − . 

10. =y +++− xCxCeC x 2cos2sin 321 ( )xxxex x 2cos2sin2
5
2

5
92 +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − . 

11. =y +++ xeCxCxC 9
321 cossin +− xxxx sincos9

( ) xx eex 93

73872
1113.03.0 −

⋅
−+−+ . 

12. =y −++− xCxCeC x cossin 32
4

1
xexxxxx 4

8
1

4
cos4sin ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− . 

13. =y ( ) +++ − xx eCeCxC 2
321 ( ) xxexx x 2sin72cos2 23 −−− − . 

14. =y +++ xeCxCxC 3
321 2sin2cos ( ) xxexx x 3sin3cos32 −+− . 

15. =y ( ) +++ − xx eCeCxC 3
2

21 ( ) xxexx x 2sin2cos22 223 −−− − . 
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16. =y +++− xCxCeC x 4sin4cos 321 xxex x sincos2 +−− . 

17. =y ( ) ( ) −+++ xxCCxxCC 2sin2cos 4321 xx 2cos
4
1 2 . 

18. =y ++ xCxC sincos 21 xxx 3cos
16
1sin

4
+ . 

19. =y ( ) ++ xexCC 21
xx exxex −+

+
25

cos4sin32 2 . 

20. =y ( ) ++ −xexCC 21
xexx −+ 3

6
1sin

2
1 . 

21. =y −++ xCxCeC x sincos 321 ( ) ( ) xexxxx −−++ 2sincos . 
22. =y ( ) +++ −xx exCCeC 321 xxex x sincos2 −+ . 

23. =y ( ) +++− xx exCCeC 321 ( ) xxexx x sincos6
2
1 2 −+− − . 

24. =y −++− xCxCeC x sincos 321 ( ) ( ) xexxxx 12
4
1sincos −++ . 

25. =y ++ − xx eCeC 3
21

xx exxxe ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ 2sin

10
12cos

20
1

4
1 . 

26. =y ( ) +++ xexCCC 321 ( ) xx eexx −+−
2
12 23 . 

27. y = ++− xx eCeC 2
21

xx exxxe 22 cos
2
1sin

2
3

3
5

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ . 

28. =y ( ) +++ −xexCCC 321 ( ) xx exxe −−+ 232 . 
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§ 2. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
 

2.1. Основные понятия 

Нормальной линейной однородной системой дифференциаль-
ных уравнений с постоянными коэффициентами порядка n называ-
ется система вида 

∑
=

=
n

j
jkj

k xa
dt

dx

1

, nk ,1=  ,                                                      (2.1) 

где const=kja . 

Вводя в рассмотрение вектор-функцию 
( )
( )

( )

1

2
...

n

x t
x tx

x t

→
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и матрицу 

( )kjaA = , уравнения (2.1) можно представить в векторной форме 

→
→

= xA
dt

xd .                                                                             (2.2) 

2.2. Общее решение однородной системы 
Фундаментальной системой решений однородной системы 

дифференциальных уравнений (2.1) называется совокупность n ли-
нейно независимых решений 

 

 
( )
( )

( )

11

21
1

1

...
n

x t
x tx

x t

→
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
( )
( )

( )

12

22
2

2

...
n

x t
x tx

x t

→
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, ... , 
( )
( )

( )

1

2
...

n

n
n

nn

x t
x tx

x t

→
⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                  (2.3) 

этой системы. 
Общее решение векторного уравнения (2.2) представляется в 

виде 

( ) ( ) ( ) ( )txCtxCtxCtx nn

→→→→
+++= …2211 ,                              (2.4) 

где nCCC ,,, 21 …  – произвольные постоянные. 
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2.3. Метод Эйлера 

(Метод сведения решения системы к задаче отыскания собст-
венных значений и собственных векторов матрицы системы). 

Чтобы найти решения (2.2): 
1) Вычислим собственные значения матрицы A , решив харак-

теристическое уравнение 
( ) 0det =− EA λ .                                                                     (2.5) 

Обозначим nλλλ ,...,, 21  корни (2.5), вообще говоря, комплекс-
ные. 

Для собственного значения λ , отвечающий ему собственный 
вектор h

G
 определяется условием 
hhA
GG

λ= , 0≠h
G

.                                                                    (2.6) 
2.1) Корни характеристического уравнения (2.5) действитель-

ные, простые. Тогда существует базис из собственных векторов 
матрицы A : mmm hhA

GG
λ= , 0≠mh

G
, nm ,1= . 

Вектор-функции t
mm

mehx λ
→→

= , nm ,1=  являются решениями 
(2.2). 

Общее решение векторного уравнения (2.2) есть их произволь-
ная линейная комбинация ( mC  –  постоянные) 

∑
=

→
=

n

m

t
mm

mehCx
1

λ
G

.                                                                  (2.7) 

2.2) Корни характеристического уравнения (2.5) невеществен-
ные, простые.  

Еще раз напомним, что для комплексного числа iyxz += , где 
R∈yx, , его действительной и мнимой частью называются соот-

ветственно xz =Re , yz =Im . Кроме того, имеет место формула 

Эйлера ( ) ( )titee tti ββαβα sincos +=+ . 
Если среди корней характеристического уравнения (2.5) есть 

невещественный корень βαλ i+= , то комплексно сопряженное 
ему число βαλ i−=  также будет корнем этого уравнения (по 
свойству алгебраических уравнений с действительными коэффици-
ентами). Этой комплексной паре корней соответствуют два линей-
но независимых частных решения векторного уравнения (2.2) 
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( ) tehtx λ
→→

=  и ( ) tehtx λ
→→

= . Поскольку ставится задача отыскания 
действительных решений системы дифференциальных уравнений, 
то в качестве решений, соответствующих такой паре комплексных 
сопряженных собственных значений матрицы A , выбирают ли-

нейные комбинации решений 
→
x  и 

→
x , а именно, ( ) ( ) ( )

21
txtxtx

→→
→ +

=  и 

( ) ( ) ( )
i

txtxtx
22

→→
→ −

= , или ( ) ( )txtx
→→

= Re1  и ( ) ( )txtx
→→

= Im2 . 

 
З а м е ч а н и е.   В более общем случае, когда собственный 

вектор для числа λ  берется не сопряженным с вектором 
→
h , дейст-

вительная и мнимая части соответствующего комплекснозначного 
решения системы будут линейными комбинациями действитель-

ных решений ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
→→

tehtx λRe1  и ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
→→

tehtx λIm2 , найденных для 

собственного значения λ . 
Таким образом., если βα i±  – простые корни характеристиче-

ского уравнения (2.5), то компонента общего решения системы, 
соответствующая этой паре комплексных корней, записывается в 
виде  

 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=

→→→→→
tt ehCehCtxCtxCx λλ ImRe 211211 ,     (2.8) 

где 21 , CC  – произвольные постоянные, 
→
h  – собственный вектор, 

отвечающий собственному значению βαλ i+= . 
2.3) Корни характеристического уравнения действительные 

кратные. В этом случае матрица A  может не иметь n линейно не-
зависимых собственных векторов. Тогда для построения общего 
решения (2.2) используется следующее понятие. 
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Жордановой цепочкой матрицы A , соответствующей собствен-
ному значению λ , называется система векторов phhh

GGG
,...,, 21  такая, 

что 

.

,

,

,0,

1

233

122

111

−+=

+=

+=

≠=

ppp hhhA

hhhA

hhhA

hhhA

GGG
#

GGG

GGG

GGGG

λ

λ

λ

λ

                                                          (2.9) 

Вектор 1h
G

 – собственный, а phhh
GGG

,...,, 32  – присоединенные 
векторы. 

Равенства (2.9) можно записать также в виде 
 
( )
( ) .,2,

,0,0

1

11

pkhhEA

hhEA

kk ==−

≠=−

−

GG

GGGG

λ

λ
                                                 (2.10) 

Каждой цепочке phhh
GGG

,...,, 21  соответствует p линейно незави-
симых решений pxxx GGG ,...,, 21  векторного уравнения (2.2): 

 
1 1

2 1 2

2

3 1 2 3

,

,
1!

,
2! 1!

t

t

t

x e h
tx e h h

t tx e h h h

λ

λ

λ

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

GG

G GG

G G GG

                                               (2.11)

 

( ) ( )
1 2

1 2 1

.................................

... .
1 ! 2 ! 1!

p p
t

p p p
t t tx e h h h h
p p

λ
− −

−

⎛ ⎞
= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

G G G GG

 

 

 
З а м е ч а н и е.   Приведем правило запоминания формул 

(2.11). Собственному вектору 1h
G

 соответствует решение 11 hex t
GG λ= . 

Если везде отбросить teλ , то каждая строка правой части (2.11) по-
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лучается интегрированием по t предыдущей строки, причем посто-
янную интегрирования надо взять равной следующему по порядку 
вектору серии. 

Для кратного собственного значения λ  может существовать не-
сколько жордановых цепочек, содержащих линейно независимые 
собственные векторы матрицы A . 

Компонента общего решения системы, соответствующая дейст-
вительному собственному значению λ  кратности p, имеет вид 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
=

=
r

k

l

r
l

r
l

t
r

txCetx
1

GG λ , 

где ( ) ( ) ( )r
k

rr
r

CCC ,,, 21 …  – произвольные постоянные, pk
r

r =∑ . 

Известно, что для любой квадратной матрицы A  существует ба-
зис, составленный из ее жордановых цепочек, поэтому произволь-
ная линейная комбинация решений вида (2.11) дает общее решение 
векторного уравнения (2.2). 

2.4. Общее решение неоднородной системы 

Решение неоднородной системы  

fxA
dt
xd GGG

+=                                                                          (2.12) 

можно найти методом вариации постоянных, если известно общее 
решение однородной системы (2.1) с той же матрицей ( )kjaA = . 
Для этого в формуле общего решения (2.4) однородной системы 
надо заменить произвольные постоянные mC , nm ,1= , на неиз-
вестные функции ( )tCm : 

( ) ( ) ( )∑
=

=
n

m
mm txtCtx

1

GG .                                                           (2.13) 

Полученные выражения для ( ) ( ) ( ) +=∑
=

n

m
m

m tx
dt

tdC
dt

txd

1

GG
 

( ) ( )∑
=

+
n

m

m
m dt

txd
tC

1

G
 подставляем в неоднородную систему (2.12). Так 
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как ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
==

=
n

m
mm

n

m

m
m txAtC

dt
txd

tC
11

G
G

, то получаем систему для оп-

ределения 
( )

dt
tdCm , nm ,1= : 

( ) ( ) ftx
dt

tdCn

m
m

m KG
=∑

=1

.                                                           (2.14) 

Неизвестные функции ( )tCm , nm ,1= , находим, проинтегриро-

вав полученные при решении системы (2.14) функции 
( )

dt
tdCm , 

nm ,1= . 
Заметим, что если при нахождении функций ( )tCm  записывать 

всю совокупность первообразных, т.е. сохранять в записи выраже-
ний для ( )tCm  возникающие при интегрировании произвольные 
постоянные, то (2.13) будет общим решением неоднородной систе-
мы. Частное решение неоднородной системы (2.12) получим, пола-
гая возникающие при интегрировании произвольные постоянные 
равными конкретному значению, например, равными нулю. 

2.5. Примеры решения задач, предлагавшихся на экзаменаци-
онных контрольных работах 

Пример 2.1. (2-24). Найти все действительные решения системы 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
++−=

−−=

zyxz
zyxy

zyxx

9310
12512

45

�
�
�

, ( )1,1 3,21 =−= λλ . 

 Матрица системы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

9310
12512

415
A . 

1. Не все корни характеристического уравнения различны: либо 
а) существует базис из собственных векторов матрицы A системы, 
либо б) строим жорданову цепочку для матрицы A системы. 

11 −=λ , ( ) 011

GG
=− hEA λ . 
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Для краткости записи используются следующие обозначения: 
выражение ( ) ( )mn βα +  над стрелочкой означает, что перешли к 
эквивалентной системе алгебраических уравнений, n-я строка мат-
рицы которой представляет собой линейную комбинацию n-й и m-й 
строк с коэффициентами α  и β  соответственно. 

=− EA 1λ
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−

8310
12612

416
 

( )
( ) ( )⎯⎯ →⎯ − 13

2
6
1

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−

424
212
416

 

( ) ( )
( ) ( )⎯⎯⎯ →⎯ +

+
223
221

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

000
212
012

 ( ) ( )⎯⎯ →⎯ + 12  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
220
012

 

( ) ( )

( )
⎯⎯⎯ →⎯

−

2
2
1

2
2
1

1

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

000
110
102

 
( )
⎯⎯→⎯

1
2
1

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

000
110
2
101

, дает 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
1
1
2
1

1h
G

 или 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

2
2
1

1h
G

 и tex −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

2
2
1

1
G  

 
13,2 =λ , ( ) 022

GG
=− hEA λ . 

 

=− EA 2λ  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−

10310
12412

414
 

( )
⎯⎯ →⎯
2

4
1

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−

10310
313
414

 

( ) ( )
( ) ( )⎯⎯⎯ →⎯ +

+
233

21

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

101
313
101

 
( ) ( )
( ) ( )⎯⎯⎯ →⎯ −
+

13
132

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

000
010
101

, дает 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

2h
G
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и tex
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
1

2
G . Нашли только один собственный вектор, поэтому 

строим жорданову цепочку для матрицы A системы. 

( ) 232 hhEA
GG

=− λ   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

1
0
1

10310
12412
414

 
( )
⎯⎯ →⎯
2

4
1

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

1
0
1

10310
313
414

 

( ) ( )
( ) ( )⎯⎯⎯ →⎯ +

+
233

21

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1
0
1

101
313
1̀01

 
( ) ( )
( ) ( )⎯⎯⎯ →⎯ −
+

13
132

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

0
3
1

000
010
101

, дает 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
3
1

1
0
1

3 αh
G

или (при 0=α ) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
3
1

3h
G

. 

2. Общее решение 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

0
3
1

1
0
1

1
0
1

2
2
1

321 tCCeeC
z
y
x

tt .  

 

Пример 2.2. (2-14). Найти  все действительные решения системы 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−−=
++=
++=

zyxz
zyxy
zyxx

28
32

27

�
�
�

, ( )33,2,1 =λ . 

 Матрица системы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
=

128
132
217

A . 

1. Отметим, что все корни характеристического уравнения рав-
ны. 
( ) 01

GG
=− hEA λ  
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=− EA λ
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−− 428
102
214

 ⎯→⎯  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
010
2
101

, дает 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=
1
0
2
1

1h
G

 или 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

2
0
1

1h
G

. Нашли только один собственный вектор, поэтому 

строим жорданову цепочку матрицы A системы: 
( ) 12 hhEA

GG
=− λ . 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−− 2
0
1

428
102
214

 ⎯→⎯  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
0

000
010
2
101

, дает 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=
0
1
0

1
0
2
1

2 αh
G

 

или (при 0=α ) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
0

2h
G

. 

( ) 23 hhEA
GG

=− λ . 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−− 0
1
0

428
102
214

 ⎯→⎯  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
0
2
2
1

000
010
2
101

, дает 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=
0
2
2
1

1
0
2
1

2 βh
G

или (при 1=β ) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
2
0

3h
G

. 
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3. Общее решение 

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
0

2
0
1

2
0
1

3
2

3
1 teCeC

z
y
x

tt

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

1
2
0

0
1
0

2
0
1

2

2
3

3 tteC t .  

Пример 2.3. (2-01). Найти  все действительные решения системы 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=
+=

zyxz
zyy
yxx

53
34
34

�
�
�

, ( )i34,5 3,21 ±== λλ . 

 Матрица системы 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

531
340
034

A . 

1. Все корни характеристического уравнения различны, следо-
вательно, существует базис из собственных векторов матрицы A 
системы. 

51 =λ , ( ) 011

GG
=− hEA λ . 

=− EA 1λ
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

031
310
031

 ⎯→⎯  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
310
901

, дает 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
1
3
9

1h
G

. 

i342 +=λ , ( ) 022

GG
=− hEA λ . 

=− EA 2λ  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−

i
i

i

3131
330
033

 ⎯→⎯  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

000
10

101
i , дает 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1

1

2 ih
G

. 
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В нашем случае =
2λx

G ( ) ( )titi eieh 3434
2

1

1
++

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

G
 = itt eie 34

1

1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
 = 

( )titie t 3sin3cos
1

1
4 +

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=  = 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

t
t
t

i
t
t
t

e t

3sin
3cos
3sin

3cos
3sin
3cos

4 . 

Вектор-функции 
2

Re2 λxx GG
=  и 

2
Im3 λxx GG

=  – действительные ре-
шения системы. 
2. Общее решение 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

t
t
t

C
t
t
t

CeeC
z
y
x

tt

3sin
3cos
3sin

3cos
3sin
3cos

1
3
9

32
45

1 .  

Пример 2.4. (2-41). Найти все действительные решения системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

++=

yxy
t

eyxx
t

32
cos

2

�

� . 

 Матрица системы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
32
11

A . 

1. Решаем характеристическое уравнение ( ) 0det =− EA λ . 

λ
λ

−−
−

32
11

 = ( )( ) 231 +−− λλ  = 542 +− λλ  = 0, отку-

да i±= 22,1λ . 
2. Все корни характеристического уравнения различны, поэтому 

существует базис из собственных векторов матрицы A системы. 
i+= 21λ , ( ) 011

GG
=− hEA λ . 
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=− EA 1λ  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−−
i

i
12

11
 ⎯→⎯  ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +−

00
22

11 i
, дает ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −=
1

22
1

1

i
h
G

, 

или ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

2
1

1
i

h
G

, или ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
i

h
1

1
1

G
. 

В нашем случае =
1λxG  ( )tit e

i
eh +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

= 2
1 1

1
1λ

G
 = itt e

i
e ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 0
1
12  = 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
tt

t
i

tt
t

e t

sincos
sin

sincos
cos2 . 

Вектор функции 
1

Re1 λxx GG
=  и 

1
Im2 λxx GG

=  – действительные ре-
шения системы. 
3. Общее решение однородной системы 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
tt

t
eC

tt
t

eC
y
x tt

sincos
sin

sincos
cos 2

2
2

1 . 

 
4. Решение неоднородной системы ищем методом вариации по-

стоянных, полагая ( )tCC 11 =  и ( )tCC 22 = . 
Подставляя  

x� = ( ) tetC t cos2
1
′ + ( )( )′tetC t cos2

1 + ( ) tetC t sin2
2
′ +

( )( )′+ tetC t sin2
2  

и  

y�  = ( ) ( )ttetC t sincos2
1 −′  + ( ) ( )( )′− ttetC t sincos2

1  + 

( ) ( )ttetC t sincos2
2 +′+  + ( ) ( )( )′+ ttetC t sincos2

2   

в неоднородную исходную систему, получим для определения ′
1C  

и ′
2C  систему 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+′+−′

=′+′

.0sincossincos

,
cos

sincos

2
2

2
1

2
2

2
2

1

ttetCttetC
t

etetCtetC

tt

t
tt
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Сокращаем оба уравнения на te2 , и умножаем первое уравнение на 
tcos : 

( ) ( )
( )( ) ( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+′+−′
=′+′

.0sincossincos
,1cossincos

21

2
2

1

tttCtttC
tttCttC  

К первому уравнению, умноженному на 2, прибавляем второе, ум-
ноженное на ( )tt sincos + : 

( ) ( )
( )( ) ( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+′+−′
=′+′

.0sincossincos
,1cossincos

2
2

22
1

2
2

1

tttCtttC
tttCttC  

Ко второму уравнению прибавляем первое, умноженное на 2: 
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⎨
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Полученный из первого уравнения результат 221 +′=′ CC  под-
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⎠
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Общее решение неоднородной системы  
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2.6. Задачи для самостоятельного решения 

Найти все действительные решения систем уравнений: 
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§ 3. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ, ДОПУСКАЮЩИХ ПОНИЖЕНИЕ 

ПОРЯДКА 
 

3.1. Задача Коши 
Обыкновенным дифференциальным уравнением n-го порядка 

называется уравнение 
( ) ( )( ) 0,,,,, 1 =′ − nn yyyyxF … ,                                           (3.1) 

где x  – независимая переменная, y  – искомая функция, функция 

F  определена и непрерывна в некоторой области 2+⊆ nG R  ( )1≥n  
и зависит от ( )ny . 

Решением уравнения (3.1) на интервале ( )baI ,=  называется 
функция ( )xy ϕ= , удовлетворяющая условиям: 

1. ( ) ( )baCx n ,∈ϕ ; 
2. ( ) ( )( ) Gx nn ∈′ − ϕϕϕϕ ,,,,, 1…   при ( )bax ,∈∀ ; 
3. ( ) ( )( ) 0,,,,, 1 =′ − nnxF ϕϕϕϕ …  для ( )bax ,∈∀ . 

Задача Коши, или начальная задача, для уравнения (3.1) ставит-
ся следующим образом: заданы числа 0x , nyyy ˆ,,ˆ,ˆ 10 …  такие, что 

( )bax ,0 ∈  и ( ) 0ˆ,,ˆ,ˆ, 10 =nyyyxF … . Требуется найти такое реше-
ние ( )xy  уравнения (3.1), которое удовлетворяет условиям  

( ) 00 ŷxy = , ( ) 10 ŷxy =′ , … , ( ) ( ) n
n yxy ˆ0 = .                          (3.2) 

З а м е ч а н и е.   Характерная особенность задачи Коши состо-
ит в том, что условия на искомое решение ( )xyy =  задаются в од-
ной и той же точке 0x . 

Общим интегралом уравнения (3.1) называется соотношение, 
связывающее x, y и n произвольных постоянных nCCC ,,, 21 …  

( ) 0,,,,, 21 =Φ nCCCyx … .                                                 (3.3) 
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Значения этих произвольных постоянных nCCC ,,, 21 …  можно 
найти, при определенных требованиях к функции 

( ) ( )( )nn yyyyxF ,,,,, 1−′ … , используя n начальных условий 
( ) 00 ŷxy = , ( ) 10 ŷxy =′ , … , ( ) ( ) 10

1 ˆ −
− = n

n yxy .                     (3.4) 
 

3.2. Основные типы уравнений, допускающие  
понижение порядка 

 
3.2.1. Простые случаи понижения порядка уравнения. 
3.2.1.1. Порядок уравнения легко понижается, если его можно 

преобразовать в равенство полных производных по x от некоторых 
выражений. 

3.2.1.2. В случае, когда уравнение не содержит y, т.е. оно имеет 
вид ( ) ( ) ( )( ) 0,,,, 1 =+ nkk yyyxF … , порядок уравнения понижается, 
если сделать замену ( )kyz = , взяв за новую неизвестную функцию 
производную от y наименьшего порядка, входящую в уравнение. 

3.2.1.3. Когда уравнение не содержит независимое переменное 
x, т.е. имеет вид ( )( ) 0,,,, =′′′ nyyyyF … , то порядок уравнения по-
нижается, если за новую независимую переменную взять y, а за не-
известную функцию ( ) yyp ′= . 

При этом =′′y
( ) ( )

=⋅==
′

dx
dy

dy
dp

dx
ydp

dx
yd ( ) ( )ypyp ⋅′ . 

З а м е ч а н и е.   При этом может быть потеряно решение 
const0 == yy , которое следует искать отдельно: 

( ) 00,,0,0, =…yF . 

3.2.2. Случаи однородного и однородного в обобщенном 
смысле уравнений. 

3.2.2.1. Если уравнение является однородным относительно y и 
всех производных от y, т.е. уравнение не меняется при одновре-
менной замене y на yλ , ( )ky  на ( )kyλ , 0≠λ , nk ,,2,1 …= , то 
порядок уравнения можно понизить на единицу, если ввести новую 
неизвестную функцию ( )xz  по правилу yzy =′ . 
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При такой замене =′′y ( ) ( ) =′=′′ yzy zyzy ′⋅+⋅′ = 
= =′⋅+⋅ zyzyz  ( )2zzy +′ . 

З а м е ч а н и е.   Отдельно следует рассмотреть случай 0=y . 
3.2.2.2. Пусть теперь уравнение является однородным в обоб-

щенном смысле, т.е. существует такое число s, что уравнение не 
меняется при одновременной замене x на xλ , y на ysλ , при этом 

y′  заменяется на ys ′−1λ , y ′′  – на ys ′′−2λ , … , ( )ky  – на ( )kks y−λ , где 
0≠λ , nk ,,2,1 …= . 
Чтобы узнать, будет ли уравнение однородным, и найти число s, 

надо приравнять друг другу показатели степеней, в которых число 
λ  будет входить в каждый член уравнения после указанной выше 
замены. Если же полученные уравнения для s будут несовместны-
ми, то дифференциальное уравнение не является однородным в 
указанном смысле. 

После того как число s найдено, при 0>x  вводим новую неза-
висимую переменную t и новую неизвестную функцию ( )tz  с по-
мощью замены 

tex = , stzey = . 
З а м е ч а н и е.   При 0<x  полагаем tex −= . 

Тогда уравнение приводится к виду, в который не входит t. Сле-
довательно, порядок уравнения понижается по правилу, изложен-
ному в пункте 3.2.1.3. 

З а м е ч а н и е.   При решении задач с начальными условиями 
целесообразно использовать заданные условия в самом процессе 
решения. 

3.3. Примеры решения задач, предлагавшихся на экзаме-
национных контрольных работах 

Пример 3.1. (8-24). Решить задачу Коши 
( ) ( )yyyyy ln21ln2 2 +′=′′ , ( ) ( ) eyey =′= 0,0 . 

1Так как x явно не входит в уравнение, то делаем замену 
( )ypy =′ , при которой ppypy xyxx ′=′′=′′ . 
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Исходное дифференциальное уравнение принимает вид 
( )ypypyp ln21ln2 2 +=′ . 

1) при 0=p  получаем 0=′y и const=y  – не годится из-за на-
чальных условий; 
2) при 0≠p  получаем ( )ypypy ln21ln2 +=′  – уравнение с раз-

деляющимися переменными. 
( )

dy
yy

y
p

dp
ln

ln212 +
= , или dy

yyyp
dp

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

ln
122 . 

0lnlnlnln2ln2 Cyyp ++=  (здесь 00 >C ), т.о., yCyp ln22 =  
(здесь С – произвольное, т.к. а) сняли знак модуля; б) учли воз-
можность p = 0). 

Для определения постоянной С используем начальные условия 
( ) ( ) eyy =′= 00 . Таким образом, eCee ln22 =  и 1=C , тогда 

p
dx
dy

= yy ln±=  – уравнение с разделяющимися переменными: 

dx
yy

dy
=

ln
 (выбираем верхний знак из-за начальных условий). 

∫ += Cx
y
yd

ln
ln  дает Cxy +=ln2 . Подставляя сюда начальное 

значение ( ) ey =0 , получаем 2=C . 
Частное решение, соответствующее поставленным начальным 

условиям: 

2

1
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
x

ey .  

Пример 3.2. (7-01) Решить задачу Коши 

( ) ( ) 0sin2cos2sin2 2322 =′−′+′−′′ xyyyxyyxyy , 

1
2

,1
2

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ yy . 
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 Нетрудно заметить, что исходное уравнение является однород-
ным относительно yyy ′′′,,  , поэтому делаем замену yzy =′ , при 

которой ( )zzyzyzyzzyzyy ′+=′+⋅=′+′=′′ 2 . 
Исходное дифференциальное уравнение принимает вид: 

( ) ( ) ( ) 0sin2cos2sin2 23222 =−+−′+ xyzyyzxyzyxzzyy . 
1. 0=y  – не удовлетворяет начальным условиям; 
2.  при 0≠y  имеем ( ) 0sin2cos2sin2 232 =−+−′+ xzzxzxzz  

или 3cos2sin2 zxzxz −=−′  – это уравнение Бернулли. 

Стандартная замена 2

1
z

p = , z
z

p ′−=′ 3

2 . 

Уравнение 1cos2sin2
33

=+
′

−
z

xz
z

xz  переходит в 

1cos2sin =+′ xpxp  – неоднородное линейное уравнение первого 
порядка по p, которое решаем методом вариации постоянной. 

1) Сначала решаем однородное уравнение: 0cos2sin =+′ xpxp  
– переменные разделяются. 

0≠p   
x
xdx

p
dp

sin
cos2

−=  дает 0lnsinln2ln Cxp +−=  и 

x
Cp 2sin

= . 

2) Полагая ( )xCC = , подставляем ( )
x

xCp 2sin
=  в линейное неод-

нородное уравнение 

1cos
sin

2sin
sin

cos2sin
sin 232

=+−
′

x
x

Cx
x
xCx

x
C  дает xC sin=′ , т.е. 

xdxdC sin=  и ( ) 1cos CxxC +−=  
3) Используя найденное значение ( )xC , получаем 

x
Cx

p
2

1

sin
cos +−

= , т.е. 
1

2
2

cos
sin1

Cx
x

p
z

+−
== . 
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Для определения постоянной 1C  используем начальные условия 

1
2

,1
2

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ yy . Таким образом,  

1
1

1

2

2
2

−=
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π

π
π

y

y
z  дает 

1

2 11
2 C

z ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π  и 11 =C  

и 

x
x

y
y

cos1
sin
−

±=
′

, т.к. y  и y′  при 
2
π

=x  имеют разные знаки, то 

выбираем знак минус: 
x

x
y
y

cos1
sin
−

−
=

′
 – уравнение с разделяющи-

мися переменными, т.е. 
x

dx
y

dy
cos1

sin
−

−
=  и 2cos12ln Cxy +−−= . 

Подставляя сюда начальное значение 1
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy , находим 

20121ln C+−−= , откуда 22 =C  и xy cos122ln −−= , или, т.к. 
0>y , получаем частное решение, соответствующее поставленным 

начальным условиям: ( )xy cos122exp −−= .  

3.4. Задачи для самостоятельного решения 
Решить задачу Коши: 
57. (7-01) ( ) ( ) 0sin2cos2sin2 2322 =′−′+′−′′ xyyyxyyxyy , 

1
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy , 1

2
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ πy . 

58. (7-02) ( )( ) ( ) 0144 262 =′+′−+′′ yyyyy , ( ) 12 =y , ( ) 12 −=′y . 

59. (7-03) ( ) −′+′+′′ 322 sin2cos2 yxyyxyy ( ) 0cos2 2 =′ xyy , 1
6

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy , 

2
3

6
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ πy . 
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60. (7-04) ( )( ) ( ) 094 262 =′+′−+′′ yyyyy , ( ) 10 =y , ( )
2
10 −=′y . 

61. (6-11) ( ) yxyyxyy ′′=′+′ 22 , ( ) ( ) 11,11 −=′= yy . 
62. (6-12) ( ) ( )52 433 yyyyy ′=′−′′ , ( ) ( ) 10,10 −=′= yy . 
63. (6-13) ( ) ( ) xyxyxyxyyy ln2 22 ′=′+′′−′ , ( ) ( ) 21,11 −=′= yy . 
64. (6-14) ( ) ( ) ( ) ( )322 11 yyyyy ′=−′+−′′ , ( ) ( ) 20,20 =′= yy . 
65. (8-21) ( )( ) ( )2232 22 yxyyyyyyx ′+′=′+′′ , ( ) ( ) 111 =′= yy . 
66. (8-22) ( ) ( ) ( )2211 yyyyy ′=−′+−′′ , ( ) ( ) 20,20 −=′= yy . 
67. (8-23) ( ) 252 4 yxyxyyyxy +′+′=′′ , ( ) ( ) 11,11 =′= yy . 
68. (8-24) ( ) ( )yyyyy ln21ln2 2 +′=′′ , ( ) ( ) eyey =′= 0,0 . 
69. (8-31) ( ) ( )122 +′′=′′ yyyyy , ( ) ( ) 30,10 −=′= yy . 

70. (8-32) ( ) ( ) 0
2

322222 =′−′−′−′′
−

yeyyxyxyxyy
x

, ( ) ( ) eyy 22,12 −=′= . 

71. (8-33) ( ) 0sincosctg 423 =+′−′′′ yyyyyy , ( ) ( )
2
10,

4
0 =′= yy π . 

72. (8-34) ( ) ( ) 012 =+′−′−′′ xeyyyyy , ( ) ( ) 11,1sh1 −=′= yy . 

73. (5-41) ( ) 02 222 =′+′−′′ yxyyxyyx , ( ) ( )
e

eyey 1,1 −=′= . 

74. (5-42) ( ) 02 2 =′+′−′′ yyyxyxy , ( ) ( ) 111 =′= yy . 
75. (5-43) ( ) 0322 =−′−′′ yyyyy , ( ) ( ) 10,10 =′= yy . 
76. (5-44) ( ) 02 =′−′+′′ yyyxyxy , ( ) ( ) 11,41 =′= yy . 
77. (5-51) ( ) 332 423 yyyyyy =′+′′′ , ( ) ( ) 11,11 =′−= yy . 
78. (5-52) ( ) ( ) 04 42 =′+′+′′ yyyyy , ( ) ( ) 11,11 −=′= yy . 
79. (5-53) ( ) ( ) ( )1212 2 +=′+′′+ yyyy , ( ) ( ) 12,02 −=′= yy . 

80. (5-54) ( ) ( )3223 yyyyy ′=′+′′ , ( ) ( )
4
14,24 =′= yy . 

81. (5-61) ( ) 02 23 =′−′+′′ yyyxyxy , ( ) ( ) 111 =′= yy . 

82. (5-62) ( ) ( ) 02sintg 42 =′−′+′′ yyyyy , ( ) ( )
3

20,
6

0 −=′= yy π . 
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83. (5-63) ( ) 0324 =′+′+′′ yyyxyxy , ( ) ( ) 21,11 =′= yy . 
84. (5-64) ( ) ( ) 02shth 42 =′+′−′′ yyyyy , ( ) ( ) 10,00 =′= yy . 

3.6. Ответы 

57. { }xy cos122exp −−= . 

58. ( )[ ]137
2
1 32 +−= xy . 

59. { }xy sin22exp −= . 

60. 3
2
38

32

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= xy . 

61. 
1

2
2 +

=
x

y . 

62. 
43

3
41 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= xy . 

63. xy ln21−= . 
64. xey 21+= . 

65. 22 −= xey . 

66. 
12

2
−

= x

x

e
ey . 

67. 6
16−

=
x

ey . 

68. 

2

1
2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
=

x

ey . 
69. 3 91 xy −= . 

70. ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= 224exp

x

exy . 

71. ( )xey arctg= . 

72. ( )
e

e
e
ey x

x

2
1

1
1 2−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

= . 
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73. 
x

y
ln
1

= . 

74. 
x

y
ln1
1

−
= . 

75. 
2

2
1 xx

ey
+

= . 

76. 32 2 += xy . 

77. 
3

3
4
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
xy . 

78. 3
2

2
35

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
xy . 

79. 1
2

4 2

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
xy . 

80. 3 43 −= xy . 

81. 
1

2
2

2

+
=

x
xy . 

82. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= xy

2
1arcsin . 

83. ( )
2

323 12
x

xy −
= . 

84. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= 1ln 2xxy  ⇔  yx sh= . 
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§ 4. ЭЛЕМЕНТЫ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

4.1. Основные понятия 
Пусть M  – некоторое множество функций. 
Функционалом ( )yJJ =  называется переменная величина, зави-

сящая от функции ( )xy , если каждой функции ( ) Mxy ∈  по некото-
рому правилу поставлено в соответствие число. 

Множество M  функций ( )xy , на котором определен функцио-
нал ( )yJ , называется его областью определения. 

В приложениях часто встречаются функционалы вида 

( ) ( ) ( )( )∫ ′=
b

a

dxxyxyxFyJ ,, ,                                                   (4.1) 

где ( )pyxF ,,  – заданная дважды непрерывно дифференцируемая 

функция для [ ]bax ,∈∀  и ( ) ( )
2

,, pyRpy ∈∀  – плоскости с декартовы-
ми прямоугольными координатами py, . 

Будем обозначать через [ ]baC ,1  пространство всех непрерывно 
дифференцируемых на [ ]ba,  функций с нормой 

[ ]
( )

[ ]
( )xyxyy

baxbax
′+=

∈∈ ,,
maxmax . 

Говорят, что функция ( ) Mxy ∈ˆ , дает (слабый локальный) ми-
нимум функционала ( )yJ , если ∃  число 0>ε  такое, что 

( ) Mxy ∈∀ , для которого ( ) ( ) ε<− xyxy ˆ , выполнено неравенство 
( ) ( )yJyJ ˆ≥ . 
Говорят, что функция ( ) Mxy ∈ˆ , дает (слабый локальный) мак-

симум функционала ( )yJ , если ∃  число 0>ε  такое, что 
( ) Mxy ∈∀ , для которого ( ) ( ) ε<− xyxy ˆ , выполнено неравенство 
( ) ( )yJyJ ˆ≥ . 

4.2. Простейшая вариационная задача 
Простейшей вариационной задачей называется задача нахожде-

ния слабого локального экстремума функционала (4.1) в классе не-
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прерывно дифференцируемых на [ ]ba,  функций ( )xy , удовлетво-
ряющих граничным условиям 

( ) Aay = , ( ) Bby = .                                                               (4.2) 

Если функция ( )xŷ  является решением простейшей вариацион-
ной задачи, то она на [ ]ba,  необходимо удовлетворяет уравнению 
Эйлера: 

0=
′∂

∂
−

∂
∂

y
F

dx
d

y
F                                                                      (4.3) 

(здесь 
dx
d  – полная производная по x ). 

Экстремалью называется всякое решение уравнения Эйлера 
(4.3). 

4.3. Задача со свободным концом (концами) 
Пусть функционал (4.1) рассматривается при граничном усло-

вии 
( ) Aay = .                                                                                (4.4) 

Тогда говорят, что ax =  – закрепленный конец, bx =  – свободный 
конец. 

Задачей со свободным концом называется задача нахождения 
слабого локального экстремума функционала (4.1) в классе непре-
рывно дифференцируемых на [ ]ba,  функций ( )xy , удовлетворяю-
щих условию (4.4). 

Если функция ( )xŷ  является решением задачи со свободным 
концом, то она на [ ]ba,  необходимо удовлетворяет уравнению Эй-
лера (4.3) и граничному условию при bx =  вида 

( ) ( )( ) 0ˆ,ˆ, =′
′∂

∂ bybyb
y
F .                                                             (4.5) 

Если функционал ( )yJ  рассматривается при граничном условии 
( ) Bby = ,                                                                                (4.6) 

то ax =  – свободный конец. Функция ( )xŷ , доставляющая ( )yJ  
слабый локальный экстремум, должна удовлетворять уравнению 
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Эйлера (4.3), граничному условию (4.6) и граничному условию при 
ax = : 

( ) ( )( ) 0ˆ,ˆ, =′
′∂

∂ ayaya
y
F .                                                           (4.7) 

Если граничных условий не ставится, то есть оба конца свобод-
ные, то ( )xŷ  должна удовлетворять уравнению Эйлера (4.3) и гра-
ничным условиям (4.5), (4.7). 

4.4. Решение уравнения Эйлера 
Линейным дифференциальным уравнением n-го порядка с пе-

ременными коэффициентами называется дифференциальное урав-
нение вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfyxayxayxayxa nn
nn =+′+++ −
−

1
1

10 ... ,         (4.8) 
где [ ]bax ,∈  – независимая переменная; ( )xy  – искомая функция; 
( )xf , ( ) ( ) ( )xaxaxa n,,, 10 …  – заданные на [ ]ba,  функции, причем 

[ ]baxx ,: ∈∀ функция ( ) 00 ≠xa . 
Уравнением Эйлера называется линейное дифференциальное 

уравнение с переменными коэффициентами вида ( ) kn
kk xbxa −= , 

nk ,0= , где nbbb ,,, 10 …  - заданные числа, причем 00 ≠b : 
( ) ( ) ( )xfybyxbyxbyxb nn

nnnn =+′+++ −
−−

1
11

10 ... .                (4.9) 
Заменой tex =  ( )xt ln=  (4.9) сводится к линейному дифферен-

циальному уравнению с постоянными коэффициентами. Действи-

тельно, 
dt
dye

dt
dy

xdx
dt

dt
dy

dx
dy t−==⋅=

1 , =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

dx
dy

dx
d

dx
yd
2

2
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −−

dt
dye

dt
de tt

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

dt
dy

dt
yde t
2

2
2 . Допустим, что k-я производная 

имеет вид =
k

k

dx
yd  =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++ −−

−
−

dt
dy

dt
yd

dt
yde kk

k

k

k
kt

11

1

1 αα …  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++ −−

−

dt
dy

dt
yd

dt
yd

x kk

k

k

k

k 11

1

1
1 αα … , где 121 ,,, −kααα …  - постоянные. 
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Тогда (k+1)-я производная будет равна =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

+

+

k

k

k

k

dx
yd

dx
d

dx
yd
1

1
 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= −

k

k
t

dx
yd

dt
de ( )

⎜
⎜
⎝

⎛
+

+

+
+−

1|

1
1

k

k
tk

dt
yde ( ) =⎟

⎟
⎠

⎞
−+− − dt

dyk
dt

ydk kk

k

11 αα …

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−+ −+

+

+ dt
dyk

dt
ydk

dt
yd

x
kk

k

k

k

k 111|

1

1
1 αα … . 

 
Так как в преобразованном уравнении, в случае отсутствия 

кратных корней характеристического уравнения, решения имеют 
вид tey λ= , следовательно, в исходном уравнении они имеют вид 

λxy = . Поэтому можно непосредственно подставить его в уравне-

ние Эйлера (4.9). Поскольку 
dxk

xdx
k

k
λ

= ( ) ( )11 +−− kλλλ "  при 

λ≤k , то характеристическое уравнение имеет вид 
 
( ) ( ) ( ) 0111 120 =++−+++−− −− nnn bbbnb λλλλλλ …" .       (4.10) 

 
Каждому простому корню λ  уравнения (4.10) соответствует ча-

стное решение однородного уравнения Эйлера λx ; каждому дейст-
вительному корню λ  кратности l  ( )2≥l  соответствует l  линейно 
независимых частных решений однородного уравнения Эйлера λx , 

xx lnλ , ..., ( ) 1ln −lxxλ . В случае невещественных корней λ  надо 
учитывать, что xii ex lnββ = , т.о., паре комплексно сопряженных 
корней βα i±  уравнения (4.10) будут соответствовать два решения 
однородного уравнения Эйлера ( )xx lncos βα  и ( )xx lnsin βα . 

4.5. Примеры решения задач, предлагавшихся на  экзаме-
национных контрольных работах 

Пример 4.1. (5-01). Найти экстремали и исследовать на экстремум 
функционал 
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( )∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′+

′
−

4

1

2
2

2 42159
dx

xx
y

y
x

yy
x
y , ( ) 21 =y , ( ) 54 −=y . 

1 Составляем уравнение Эйлера 0=− ′yy F
dx
dF : 

( ) ( )
xx

yy
x

yy
x
yyyxF 42159,, 2
2

2

−′+
′

−=′ , 

xxx
y

x
yFy

41518
2 −

′
−= , 

y
x

y
x
yF

dx
d

y ′′++
′

−=′ 41515
2 , 

y
x
yFy ′+−=′ 415

, 

Уравнение Эйлера (4.3) имеет вид 

04151541518
22 =′′−−

′
+−

′
− y

x
y

x
y

xxx
y

x
y

 или 

xyyx 434 2 −=−′′ .                                                           (4.1.1) 
Для его решения применяем стандартный алгоритм: 

1. Решения однородного линейного уравнения ищем в виде 
λxy = . 

Характеристическое уравнение ( ) 0314 =−−λλ  или 
0344 2 =−− λλ . 

( ) ( ) 03222 2 =−− λλ , ( )( ) 01232 =+− λλ . 

Его корни 
2
3,

2
1

21 =−= λλ . 

Соответствующее общее решение однородного уравнения 

2
3

2
2
1

1 xCxCyo +=
−

. 
2. Частное решение (случай нерезонансный) ищем в виде 

xayч = . 
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x
ayч

2
=′ , 

xx
ayч

4
−=″ . Подставляя чy , ′

чy , ″
чy  в неодно-

родное уравнение Эйлера, получаем xxa
xx

x 43
4
4 2

−=−− , 

или 44 −=− a , т.е. 1=a , и xyч = . 
3. Общее решение неоднородного уравнения Эйлера 

xxxC
x

C
y ++= 2

1 . 

Постоянные 1C  и 2C  находим из граничных условий 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=++

=++

;528
2

,21

2
1

21

C
C

CC
 или 

⎩
⎨
⎧

−=+
=+

;1416
,1

21

21

CC
CC

 откуда получаем 

1515 2 −=C , т.е. 12 −=C , 21 =C . 

Стационарная точка xxx
x

y +−=
2ˆ . 

4. Исследование на экстремум. 
Пусть [ ]4;11Ch∈ , ( ) ( ) 041 == hh . Рассмотрим 

( ) ( )yJhyJJ ˆˆ −+=Δ . Поскольку уравнение Эйлера выполняется на 
рассматриваемой кривой ŷ , то линейная по h  часть приращения 
функционала ( ) 0ˆ =yJδ . В этом можно при желании убедиться не-
посредственно используя прием интегрирования по частям, гра-
ничные условия и уравнение Эйлера (на экстремали оно обращает-
ся в ноль).  

Следовательно, 

=ΔJ ( )∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+

′
−

4

1

2
2

2

2159 dxh
x

hh
x
h . 

Интегрируя по частям и учитывая равенства ( ) ( ) 041 == hh , на-
ходим 
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=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′
−∫

4

1

15 dx
x

hh
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∫

4

1

2

2
15 dh

x
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+− ∫

4

1
2

24

1

2

2
15

2
15 dx

x
h

x
h

∫−=
4

1
2

2

2
15 dx

x
h . 

Таким образом, 

=ΔJ ( )∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+−

4

1

2
2

2

2

2

2
2

159 dxh
x
h

x
h ( )∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′+=

4

1

2
2

2

2
2
3 dxh

x
h 0≥ , т.е. ми-

нимум. X 

Пример 4.2. (4-24). Найти экстремали и исследовать на экстремум 
функционал, определив знак приращения 

( ) ( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′−+′=

2

1

22 ln221e

dxy
x
xyy

x
yxyJ , ( ) 01 =y . 

2 Задача со свободным концом. Составляем уравнение Эйлера 

0=− ′yy F
dx
dF : 

( ) ( ) y
x
xyy

x
yxyyxF ln221,, 22 −′−+′=′ , 

x
xy

x
Fy

ln22
−= , 22 −′=′ yxFy , =′yF

dx
d

yxy ′′+′ 22 . 

Уравнение Эйлера (4.3) имеет вид 022ln22
=′′−′−− yxy

x
xy

x
 

или 
xyyxyx ln2 −=−′+′′ .                                                       (4.2.1) 

Для его решения применяем стандартный алгоритм: 
1. Заменой tex =  ( )xt ln=  сведем (4.2.1) к линейному диффе-
ренциальному уравнению с постоянными коэффициентами: 

x
y

tyy t
xtx

′
=′⋅′=′ , 

( )
222 x

yy
x
y

x
ty

x
y

x
y

x
y

y ttttxttxtt
x

t
xx

′−′′
=

′
−

′⋅′′
=

′′
+

′
−=

′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′
=′′  
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и tyyyy tttt −=−′+′−′′  или 
tyytt −=−′′ .                                                                      (4.2.2) 

2. Решения однородного линейного уравнения (4.2.2) ищем в 
виде tey λ= . 
Характеристическое уравнение 012 =−λ . 
Его корни 12,1 ±=λ . 
Соответствующее решение однородного уравнения 

tt
o eCeCy −+= 21 . 

3. Частное решение (случай нерезонансный) ищем в виде 
batyч += . 

Подставляя чy  в неоднородное уравнение Эйлера, получаем 
tbat −=−− , т.е. 1=a , 0=b , и tyч = . 

4. Общее решение неоднородного уравнения Эйлера 
teCeCy tt ++= −

21  или, возвращаясь к независимой перемен-
ной x : 

xxC
x

Cy ln1
21 ++= . 

Постоянные 1C  и 2C  находим из следующих краевых ус-
ловий: 
( ) 01 =y , 02 ==′ exyF . 

Таким образом, 
( ) 22 22 exexy yxF

==′ −′= ( ) 022 2
2

4
1

2 =−++−= −− eCeCe  и 

⎩
⎨
⎧

=−++−
=+

− ;02222
,0

2
2

1
2

21

CeCe
CC

 или 
⎩
⎨
⎧

=+−
=+

;0
,0

2
4

1

21

CeC
CC

 откуда 

получаем ( ) 01 2
2 =+ Ce , т.е. 02 =C , 01 =C . 

Стационарная точка xy lnˆ = . 
5. Исследование на экстремум. 
Пусть [ ]21 ,1 eCh∈ , ( ) 01 =h  и 02 ==′ exyF . Рассмотрим 

( ) ( )yJhyJJ ˆˆ −+=Δ . Поскольку уравнение Эйлера выполняется на 
рассматриваемой кривой ŷ , то линейная по h  часть приращения 
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функционала ( ) 0ˆ =yJδ . В этом можно при желании убедиться не-
посредственно используя прием интегрирования по частям, гра-
ничные условия и уравнение Эйлера. Следовательно, 

=ΔJ ( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′

3

1

22 1 dxh
x

hx 0≥  [ ]( )0,1 2 >→∈ xex , т.е. минимум. Y 

Пример 4.3. Найти стационарные точки функционала 

( ) ( )∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+′−′=

2

1

222 4168 dxy
x

xyyxyxyJ . 

3 Задача без ограничений. Составляем уравнение Эйлера 

0=− ′yy F
dx
dF : 22 164 xyyxyx =+′+′′ . 

Для его решения применяем стандартный алгоритм: 
1. Решения однородного линейного уравнения ищем в виде 

λxy = . 
Характеристическое уравнение 042 =+λ . 
Его корни ii 2,2 21 =−= λλ . 
Соответствующее решение однородного уравнения 

( ) ( )xCxCyo ln2cosln2sin 21 += . 
2. Частное решение ищем в виде 2axyч = : 22xyч = . 
3. Общее решение неоднородного уравнения Эйлера 

( ) ( ) 2
21 2ln2cosln2sin xxCxCy ++= . 

Постоянные 1C  и 2C  находим из следующих краевых усло-
вий: 0

1
=

=′ xyF , 0
2
=

=′ xyF . 

Т.к. 282 xyxFy −′=′  ( ) ( )xCxC ln2sin4ln2cos4 21 −= , то 

( )⎩
⎨
⎧

=−
=

,02ln2sin4
,04

2

1

C
C

 т.е. 01 =C , 02 =C . 

Стационарная точка 22ˆ xy = . 
4. Исследование на экстремум. 
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Пусть [ ]2,11Ch∈ , 0
1
=

=′ xyF  и 0
2
=

=′ xyF . Рассмотрим 

( ) ( )yJhyJJ ˆˆ −+=Δ . Поскольку уравнение Эйлера выполняется на 
рассматриваемой кривой ŷ , то линейная по h  часть приращения 
функционала ( ) 0ˆ =yJδ . В этом можно при желании убедиться не-
посредственно используя прием интегрирования по частям, гра-
ничные условия и уравнение Эйлера (на экстремали оно обращает-
ся в ноль). Следовательно, 

=ΔJ ( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′

2

1

22 4 dxh
x

hx . 

Т.к., полагая αεxh = , получаем =ΔJ  

( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= −

2

1

2212 4 dxx
x

xx αααε  ( )∫ −−=
2

1

1222 4 dxx ααε , т.е. 0>ΔJ  при 

2>α  и 0<ΔJ  при 2<α , то 
нет ни минимума, ни максимума. Z 

4.6. Задачи для самостоятельного решения 
Найти экстремали и исследовать на экстремум функционал: 

85. (5-01) ( )∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−′+

′
−

4

1

2
2

2 42159 dx
xx

yy
x

yy
x
y , ( ) 21 =y , ( ) 54 −=y . 

86. (5-02) ( )∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−′+−

′2

1

2
2

2 2718 dx
x
yy

x
y

x
yy , ( )

2
11 −=y , ( ) 42 =y . 

87. (5-03) ( )∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−′−

′
−

1

4
1

3
2

2

2 522511 dx
x

yy
x

yy
x
y , 0

4
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛y , ( ) 11 −=y . 

88. (5-04) ( )∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−′−−

′2

1

2
2

2 1272 dx
x
yy

x
y

x
yy , ( ) 31 =y , ( ) 12 −=y . 

89. (4-11) ( )[ ]∫ +−′+′−
2

0

222 sin44
π

dxxyyyyy , ( )
5
40 =y , 

5
6

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy . 

90. (4-12) ( )[ ]∫ ′−−′−′
2

0

222 cos4
π

dxxyyyyy , ( ) 00 =y , 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy . 
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91. (4-13) ( )[ ]∫ ++′−′
2

0

222 cos4
π

dxxyyyyy , ( )
5
60 −=y , 

5
4

2
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy . 

92. (4-14) ( )[ ]∫ ′−+′−′
2

0

222 sin24
π

dxxyyyyy , ( ) 00 =y , 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy . 

Найти экстремали и исследовать на экстремум функционал, опре-
делив знак приращения: 

93. (4-21) ( ) ( )[ ]∫ ′−−′+=
2

0

2222 464 dxyyyeyeyJ xx , ( ) 432 ey = . 

94. (4-22) ( ) ( )∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′−−+′=

4

1

22

2
15 dxyxy

xxx
yyyJ , ( ) 21 =y . 

95. (4-23) ( ) ( )[ ]∫ ′−−+′=
1

0

22 88 dxyxeyeyyyJ xx , ( ) ey =1 . 

96. (4-24) ( ) ( )∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′−+′=

2

1

22 ln221e

dxy
x
xyy

x
yxyJ , ( ) 01 =y . 

Найти экстремаль и исследовать функционал на экстремум, опре-
делив знак приращения: 

97. (5-31) ( ) ( )∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′+−′−=

2

1

2223 26 dxyyxxyyx
x
yyJ , ( ) 01 =y , ( )

4
72 −=y . 

98. (5-32) ( ) ( )[ ]∫ +′+′+=
2

1

22222 1222 dxyxyxyyxxyyJ , ( ) 21 =y , 

( ) 52 =y . 

99. (5-33) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −++′−′=
e

dxyxyyyyxyJ
1

222 2ln241210 , ( ) 11 =y , 

( ) 31 eey +−= . 

100. (5-34) ( ) ( )[ ]∫ +′−′=
2

1

222 122 dxyxyxyyyJ , ( ) 31 =y , ( ) 02 =y . 

101. (8-41) ( ) ( )[ ]∫ +′−=
4

0

22 2sin6

π

dxxyyyyJ , ( ) 00 =y , 1
4

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πy . 
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102. (8-42) ( ) ( )[ ]∫ −′−=
1

0

222 24 dxxyyyyJ π , ( ) 00 =y , ( ) 2
11
π

=y . 

103. (8-43) ( ) ( )[ ]∫ +−′=
2

0

222 10

π

dxyeyyyJ x , ( ) 10 =y , ππ ey =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
. 

104. (8-44) ( ) ( )[ ]∫ ′+′−=
2

1

22 dxyxyyyyJ , ( ) 11 =y . 

 
Исследовать на экстремум функционал: 

105. (4-51) ( ) ( )[ ]∫ −′+−′
3

1

22222 3824 dxyxyyxxyx , ( ) 31 =y , ( )
3
13 =y . 

106. (4-52) ( )( ) ( )[ ]∫ +′−′+−++
2

1

22222 43123 dxyyxyyxxxyx , ( ) 41 =y , 

( ) 72 =y . 

107. (4-53) ( ) ( )[ ]∫ −′+−′
4

1

222 3949 dxyxyyxxyx , ( ) 41 =y , ( ) 164 =y . 

108. (4-54) ( ) ( )[ ]∫ ′−′++⋅
4

2

222 5ln2ln dxyxyyxxyx , ( ) 12 =y , ( ) 44 =y . 

109. (4-61) ( )[ ]∫ +′−′+
2

1

222 20303 dxxyyxyxyy , ( ) 11 −=y , ( ) 142 −=y . 

110. (4-62) ( )[ ]∫ −−′−′
2

1

2223 64 dxxyxyyyxyx , ( ) 41 =y , ( ) 72 =y . 

111. (4-63) ( )[ ]∫ +′−′+
2

1

222 2426 dxyyxyxyy , ( ) 01 =y , ( ) 72 −=y . 

112. (4-64) ( )[ ]∫ −+′−′
2

1

2223 62 dxxyxyyyxyx , ( ) 01 =y , ( ) 12 −=y . 
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4.7. Ответы 

85. Уравнение Эйлера: xyyx 434 2 −=−′′ , xxx
x

y +−=
2ˆ , 

xxxC
x

C
y ++= 2

1 , минимум. 

86. Уравнение Эйлера: xyyx 242 2 −=−′′ , 
2

2ˆ 2 xx
x

y ++−= , 

2
2

2
1 xxC

x
C

y ++= , минимум. 

87. Уравнение Эйлера: 
x

yyx 534 2 =−′′ , 
xx

y 12ˆ +−= , 

x
xxC

x
C

y 1
2

1 ++= , максимум. 

88. Уравнение Эйлера: xyyx 662 =−′′ , x
x

y −= 2
4ˆ , xxC

x
C

y −+= 3
22

1 , 

максимум. 

89. Уравнение Эйлера: 12cos −=−′′ xyy , 
5
2cos1ˆ xy −= , 

5
2cos121

xeCeCy xx −++= − , максимум. 

90. Уравнение Эйлера: xyy 2sin2=−′′ , xy 2sin
5
2ˆ −= , 

xeCeCy xx 2sin
5
2

21 −+= − , максимум. 

91. Уравнение Эйлера: 12cos +=−′′ xyy , 
5
2cos1ˆ xy −−= , 

5
2cos121

xeCeCy xx −−+= − , минимум. 

92. Уравнение Эйлера: xyy 2sin=−′′ , xy 2sin
5
1ˆ −= , 

xeCeCy xx 2sin
5
1

21 −+= − , минимум. 

93. Уравнение Эйлера: xeyy 244 =−′′ , ( ) xexy 21ˆ += , 
xxx xeeCeCy 22

2
2

1 ++= − , максимум. 
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94. Уравнение Эйлера: xyyxyx −=−′+′′22 , xxy +=ˆ , 

x
x

C
xCy ++= 2

1 , максимум. 

95. Уравнение Эйлера: xxeyy 4=−′′ , ( ) xexxy 1ˆ 2 +−= , 
( ) xxx exxeCeCy −++= − 2

21 , минимум. 
96. Уравнение Эйлера: xyyxyx ln2 −=−′+′′ , xy lnˆ = , 

x
x

C
xCy ln2

1 ++= , минимум. 

97. Уравнение Эйлера: 
x

xyyxyx 3332 −=−′+′′ , 
2

1ˆ
x

xy +−= , 

23
2

1
1
xx

C
xCy ++= , максимум. 

98. Уравнение Эйлера: 22 62 xyxyx =′+′′ , 1ˆ 2 += xy , 
2

21 xxCCy ++= , минимум. 
99. Уравнение Эйлера: 1ln121222 −=−′+′′ xyyxyx , xxy lnˆ 3 −= , 

x
x
C

xCy ln
4
23

1 −+= , минимум. 

100. Уравнение Эйлера: 22 62 xyxyx −=′+′′ , 24ˆ xy −= , 
22

1 x
x

C
Cy −+= , максимум. 

101. Уравнение Эйлера: xyy 2sin3−=+′′ , xy 2sinˆ = , 
xxCxCy 2sincossin 21 ++= , максимум. 

102. Уравнение Эйлера: xyy =+′′ 24 π , 
2

ˆ
π
xy = , 

221 2
sin

2
cos

π
ππ xxCxCy ++= , максимум. 

103. Уравнение Эйлера: xeyy 25=+′′ , xey 2ˆ = , 
xexCxCy 2

21 sincos ++= , минимум. 

104. Уравнение Эйлера: xyxyx =′+′′2 , 
22ln

ln2ˆ
−

+=
xxy , 

xxCCy ++= ln21 , минимум. 
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105. Уравнение Эйлера: 0222 =−′+′′ yyxyx , 
2

3ˆ
x

y = , xC
x
C

y 22
1 += , 

минимум. 
106. Уравнение Эйлера: 13ˆ += xy , 2222 −=−′+′′ yyxyx , 

12
2

1 ++=
x
CxCy , максимум. 

107. Уравнение Эйлера: 0222 =−′+′′ yyxyx , xy 4ˆ = , xC
x
C

y 22
1 += , 

минимум. 

108. Уравнение Эйлера: 0622 =−′+′′ yyxyx , 2

4
1ˆ xy = , 

2
23

1 xC
x
C

y += , максимум. 

109. Уравнение Эйлера: xyyxyx 101222 −=−′+′′ , 32ˆ xxy −= , 

x
x
C

xCy ++= 4
23

1 , ( )( ) 012
2

1

222 ≤′+−=Δ ∫ dxhxhJ , максимум. 

110. Уравнение Эйлера: 3332 −=−′+′′ yyxyx , 13ˆ += xy , 

13
2

1 ++=
x
CxCy , ( )( ) 03

2

1

232 ≥′+=Δ ∫ dxhxxhJ , минимум. 

111. Уравнение Эйлера: 121222 −=−′+′′ yyxyx , 31ˆ xy −= , 

14
23

1 ++=
x
CxCy , ( )( ) 012

2

1

222 ≤′+−=Δ ∫ dxhxhJ , максимум. 

112. Уравнение Эйлера: 3332 −=−′+′′ yyxyx , xy −= 1ˆ , 

13
2

1 ++=
x
CxCy , ( )( ) 03

2

1

232 ≥′+=Δ ∫ dxhxxhJ , минимум. 
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§ 5. УРАВНЕНИЯ, НЕ РАЗРЕШЕННЫЕ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ 

5.1. Способы решения 
Уравнениями первого порядка, неразрешенными относительно 

производной, называются уравнения вида 
( ) 0,, =′yyxF .                                                                        (5.1) 

Уравнение (5.1) можно решать следующими методами: 
а) разрешить уравнение относительно y′ , т.е. из уравнения (5.1) 

выразить y′  через x  и y ; получается одно или несколько уравне-
ний вида ( )yxfy ,=′ , каждое из которых надо решить; 

б) методом введения параметра, позволяющим свести уравнение 
(5.1) к уравнению, разрешенному относительно производной. 

5.2. Метод введения параметра 
5.2.1. Уравнения, разрешенные относительно искомой 

функции. Пусть уравнение (5.1) можно разрешить относительно 
искомой функции y, т.е. записать в виде ( )yxfy ′= , . Введя пара-

метр y
dx
dyp ′== , получим ( )pxfy ,= . Взяв полный дифференциал 

от обеих частей последнего равенства ( ) ( )dppxfdxpxfdy px ,, +=  и 
заменив dy  через pdx , получим уравнение вида 

( ) ( ) 0,, =+ dppxNdxpxM ,                                                    (5.2) 
где ( ) ( ) ppxfpxM x −= ,, , ( ) ( )pxfpxN p ,, = . 
а) Если решение этого уравнения будет найдено в виде ( )Cxpp ,= , 

то подставляя его в равенство ( )pxfy ,= , сразу получаем 
( )( )Cxpxfy ,,=  – общее решение уравнения (5.1). 

б) Если решение этого уравнения найдено в виде ( )Cpx ,ϕ= , то 
получим решение исходного уравнения в параметрической за-

писи 
( )

( )( )⎩
⎨
⎧

=
=

.,,
,,

pCpfy
Cpx

ϕ
ϕ

 Исключив теперь параметр p, получим 

общее решение уравнения (5.1) в явном виде. 
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З а м е ч а н и е.   Было бы ошибкой в левой части выражения 
( )Cxpp ,=  заменить p на y′  и проинтегрировать уравнение 

( )Cxpy ,=′ , т.к. решение последнего ( ) 1, CdxCxpy += ∫  в общем 

случае не удовлетворяет уравнению ( )pxfy ,= . 

5.2.2. Уравнения, разрешенные относительно аргумента. 
Пусть теперь уравнение (5.1) можно разрешить относительно неза-
висимого переменного x, т.е. записать в виде ( )yyfx ′= , . Анало-

гично рассмотренному выше случаю, введя параметр y
dx
dyp ′== , 

получим ( )pyfx ,= . Взяв полный дифференциал от обеих частей 
последнего равенства ( ) ( )dppyfdypyfdx py ,, +=  и заменив dx  

через 
p

dy
, получим уравнение вида 

 
( ) ( ) 0,, =+ dppyNdypyM ,                                                   (5.3) 

где ( ) ( )
p

pyfpyM y
1,, −= , ( ) ( )pyfpyN p ,, = . 

а) Если решение этого уравнения будет найдено в виде ( )Cypp ,= , 
то подставляя его в равенство ( )pyfx ,= , сразу получаем 

( )( )Cypyfx ,,=  – общее решение уравнения (5.1). 
б) Если решение этого уравнения найдено в виде ( )Cpy ,ψ= , то 

получим решение исходного уравнения в параметрической за-

писи 
( )

( )( )⎩
⎨
⎧

=
=

.,,
,,

pCpfx
Cpy

ψ
ψ

 Исключив теперь параметр p, получим 

общее решение уравнения (5.1) в явном виде. 
 

З а м е ч а н и е.   В некоторых задачах удобно вводить пара-

метр 
dy
dx

y
p =

′
=

1 , тогда pdydx = . 
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5.3. Особые решения 
Задача Коши для уравнения (5.1) ставится следующим образом: 

задана точка ( ) Gpyx ∈000 ,, , для которой ( ) 0,, 000 =pyxF . Требу-
ется найти такое решение уравнения (5.1), которое удовлетворяет 
начальным условиям 

( ) 00 yxy = , ( ) 00 pxy =′ .                                                        (5.4) 

Достаточные условия существования и единственности задачи 
Коши дает 
Теорема. Пусть в области G функция ( )pyxF ,,  непрерывно диф-

ференцируема и пусть 
( )

0
,, 000 ≠

∂
∂

p
pyxF . Тогда найдется 

такое число 0>δ , что при δ≤− 0xx  решение задачи 
Коши (5.1), (5.4) существует и единственно. 

Особым решением уравнения (5.1) на множестве I называется 
его решение ( )xgyo = , если Ix ∈∀ 0  через точку его графика 

( )( )00 , xgx проходит другое решение, отличное от него в сколь 
угодно малой окрестности этой точки, и имеющее ту же касатель-
ную. 

Для существования особого решения необходимо, чтобы в об-
ласти G нарушались условия теоремы существования и единствен-
ности задачи Коши, т.е. для непрерывно дифференцируемой функ-
ции ( )pyxF ,,  необходимо 

( )
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∂

∂
=

0
,,

0,,

p
pyxF

pyxF
,                                                                    (5.5) 

Множество точек ( ) Gpyx ∈,, , удовлетворяющее условию 

( )( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂

∩= 0
,,

0,,
p

pyxF
pyxF , называется p-дискриминантным 

множеством уравнения (5.1). 
График особого решения уравнения (5.1) лежит в p-дискрими-

нантном множестве. 
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Однако p-дискриминантное множество не всегда задает особое 
решение: 

а) p-дискриминантное множество не обязано быть гладкой кри-
вой, 

б) p-дискриминантное множество не обязано определять реше-
ние уравнения (5.1). 

Для нахождения особых решений требуется: 
1. Найти решение (5.1). 
2. Найти p-дискриминантное множество, исключив параметр p 

из системы 
( )
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∂

∂
=

.0,,
,0,,

p
pyxF

pyxF
 

3. Отобрать те из решений уравнения (5.1), которые лежат в p-
дискриминантном множестве. 

4. Для отобранных решений проверить выполнение определения 
особого решения, т.е. проверить выполнение при Ix ∈∀ 0  условий 

касания 
( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

′=′
=

Cxyxy
Cxyxy

o

o

,
,

00

00 , где ( )Cxy ,  - семейство решений (5.1), 

не совпадающих с ( )xyo . 

5.4. Примеры решения задач, предлагавшихся на экзаме-
национных контрольных работах 

Пример 5.1. (5-24). Решить уравнение, найти особые решения, на-
чертить интегральные кривые 
( ) 0161683 22 =++′+′ yxyxy . 

 1. Вводим параметр 
dx
dyp = . Тогда 0161683 22 =+++ yxxpp , 

или  

16
1683 22 xxppy ++

−= .                                                          (5.1.1) 

Взяв полный дифференциал от обеих частей последнего равен-
ства и заменив dy  через pdx , получаем 
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xpxpppp 2
2
1

2
1

8
3

−′−−′−= , или ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′−=′+ 1

4
12

8
3

2
3 pxppp , отку-

да 01
4
1

2
32 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ppx . 

Возможны два случая: 

1) xp
3
4

−= . Из (5.1.1) получаем, что 22

3
4

2
1

9
16

16
3 xxxxy −+−= , 

следовательно, 222

3
2

3
1 xxxy −+−= , или 2

3
2 xy −= . 

2) 04 =+′p . Интегрируя, находим Cxp +−= 4 , R∈C . Подставляя 
Cxp +−= 4  в (5.1.1), определяем y: 

( ) ( ) 2
22

2
4

16
8163 xCxxCxCxy −

+−
−

+−
−= , или +−= 23xy  

22
2

2
2

16
3

2
3 xxCxCxC

−−+−+ , или 
16

32
2

2 CxCxy −+−= . 

2. Найдем p-дискриминантное множество, исключив параметр p 
из уравнений 

0161683 22 =+++ yxxpp                                                (5.1.1*)  
и 

( ) 0161683 22 =+++
∂
∂ yxxpp
p

.                                        (5.1.2) 

Из второго уравнения системы 
⎩
⎨
⎧

=+
=+++

086
,0161683 22

xp
yxxpp  сле-

дует, что xp
3
4

−= , поэтому 2

3
2 xy −= . 

Так как 2

3
2 xy −=  – решение, то это кандидат в особые решения. 
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Рис. 5.1 

3. Докажем, что это решение особое (проверяем касание): 

R∈∀ 0x  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=−

−+−=−

,4
3
4

,
16

32
3
2

00

2

0
2
0

2
0

Cxx

CCxxx
 следовательно, при 

03
8 xC =  в тождество обращается второе уравнение и первое урав-

нение: 2
0

2
0

2
0

2
0

2
0 3

486
9
64

16
3

3
82

3
2 xxxxx −+−

=⋅−+−=− . 

Через точку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

00 3
2, xx  проходит решение 

16
32

2
2 CxCxy −+−=  при 03

8 xC = , касающееся решения 2

3
2 xy −=  

в этой точке и не совпадающее с ним ни в какой окрестности этой 
точки при 0xx ≠ . 

Интегральные кривые представлены на рис. 5.1, где особое ре-
шение отмечено жирной линией.  
Пример 5.2. (6-33). Решить уравнение, найти особые решения, на-

чертить интегральные кривые 0222 2 =
′

−′−+′
y

yyyyx . 
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 1. Вводим параметр 
dy
dx

y
p =

′
=

1 . Тогда 0222
2

=−−+ p
p

yy
p
x , 

или  

yppyx −+= 2
2

2
.                                                                    (5.2.1) 

Взяв полный дифференциал от обеих частей последнего равен-
ства и заменив dx  через pdy , получаем 

( ) ( )dpypdypypdy −+−= 2 , или ( ) ( ) 022 =−−− dpypdyyp , откуда 
( )( ) 02 =−− dpdyyp . 

Возможны два случая: 

1) 
2
yp = . Из (5.2.1) получаем, что 

242

222 yyyx −+= , следова-

тельно 
4

2yx = . 

2) 0=− dpdy , или dpdy = . Интегрируя, находим pCy =+ , R∈C . 
Подставляя Cyp +=  в (5.2.1), определяем x: 

( ) ( )CyyCy
y

x +−++= 2
2

2
, или 

yCyCCyyyx −−+++= 222
2

2
2

, или 2
2

2
CCy

y
x ++= , или 

( ) ( )
22

1,
2

2 CCyCyx ++= . 

2. Найдем p-дискриминантное множество, исключив параметр p 
из уравнений 

0
2

2
2

=+−− ypp
y

x                                                          (5.1.1*) 

и 

0
2

2
2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−

∂
∂ yppyx
p

.                                                 (5.1.2) 
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Из второго уравнения системы 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=+−−

02

,0
2

2
2

yp

yppyx  следует, 

что 
2
yp = , поэтому 

4

2y
x = . 

Так как 
4

2yx =  – решение, то это кандидат в особые решения. 

 
Рис. 5.2 

3. Докажем, что это решение особое (проверяем касание): 

R∈∀ 0y  
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

++=

,
2

,
22

1
4

0
0

2
2

0

2
0

Cy
y

CCy
y

 следовательно, при 
2
0y

C −=  

в тождество обращается второе уравнение и первое уравнение: 

2
0

2
0

2
0

0

2
0

4
1

4
1

2
1

2
2

22
1

4
y

y
y

y
y

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+= . 

Через точку ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
0

2
0 ,

4
y

y
 проходит решение 

( ) ( )
22

1,
2

2 CCyCyx ++=  при 
2
0y

C −= , касающееся решения 
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4

2yx =  в этой точке и не совпадающее с ним ни в какой окре-

стности этой точки при 0yy ≠ .  
Интегральные кривые представлены на рис. 5.2, где особое ре-

шение отмечено жирной линией.  

Пример 5.3. (8-01). Найти общее решение, найти особые решения, 
начертить интегральные кривые уравнения 
( ) ( )55 666 +′′=+ yyyx . 

 1. Вводим параметр 
dx
dyp = . Тогда  

( )666 5
1

+=+ ppyx .                                                                 (5.3.1) 
Взяв полный дифференциал от обеих частей последнего равенства 

и заменив dy  через pdx , получаем ( ) ( ) pppppp ′++′=+
−

5
1

5
4

6
5
116  

или ( ) ( )1
5
616 5

4

+′=+ pppp , откуда ( ) 0
5

1 5
4

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ′
−+

ppp . 

Возможны два случая: 

1) 1−=p . Из (5.3.1) получаем 
6
5

−−= xy . 

2) 5
4

5pp =′ . Это уравнение с разделяющимися переменными: 

dxdpp =
−

5
4

5
1 . Интегрируя, находим Cxp +=5

1

, R∈C . Под-

ставляя ( )5Cxp +=  в (5.3.1), определяем y: 

( ) ( )( )6
6
1 5 ++++−= CxCxxy , или ( )6

6
1 CxCy ++= . 

2. Найдем p-дискриминантное множество, исключив параметр p 
из уравнений 

( ) ( )55 666 +=+ ppyx                                                        (5.3.1*) 
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и 

( ) ( )( ) 0666 55 =+−+ ppyx
p∂
∂ .                                           (5.3.2) 

Из второго уравнения системы  ( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++
+=+

0656
,666

45

55

ppp
ppyx  полу-

чаем ( )( ) 0616 4 =++ pp , следовательно, 
.1)2
,6)1

−=
−=

p
p

 

1) Если 6−=p , то согласно (5.3.1*) xy −=  – это не решение ис-
ходного дифференциального уравнения. 

2) Если 1−=p , то согласно (5.3.1*) 
6
5

−−= xy . 

Так как 
6
5

−−= xy  – решение, то это единственный кандидат в 

особые решения. 

 
Рис. 5.3 

3. Докажем, что это решение особое (проверяем касание): 

R∈∀ 0x  
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=−

++=−−

,1

,
6
1

6
5

5
0

6
00

Cx

CxCx
 

следовательно, Cx +=− 01 , т.е. при 10 −−= xC  в тождество обра-
щается второе уравнение и первое уравнение. 
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Через точку ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

6
5, 00 xx  проходит решение ( )6

6
1 CxCy ++=  

при 10 −−= xC , касающееся решения 
6
5

−−= xy  в этой точке и не 

совпадающее с ним ни в какой окрестности этой точки при 0xx ≠ . 
Интегральные кривые представлены на рис. 5.3, где особое ре-

шение отмечено жирной линией.  

5.5. Задачи для самостоятельного решения 
Решить уравнения, найти особые решения, начертить интегральные 
кривые: 
113. (8-01) ( ) ( )55 666 +′′=+ yyyx . 
114. (8-02) ( ) ( ) 0444 33 =+++′′ yxyy . 
115. (8-03) ( ) ( ) 0622 55 =−′′+− yyxy . 
116. (8-04) ( ) ( )334 xyyy −=−′′ . 

117. (7-11) ( )
2

2 4ln24
x

xy
x

yy −=′+−′ . 

118. (7-12) ( ) xyyy 81244 2 =+′+′− . 
119. (7-13) ( ) 02 22 =++′+−′ −−− xxx eeyeyy . 
120. (7-14) ( ) 0105 223 =′+−′ yyxyx . 
121. (5-21) ( ) 04883 22 =−+′−′ yxyxy . 
122. (5-22) ( ) 016168 22 =−−′+′ yxyxy . 
123. (5-23) ( ) 0488 22 =−+′+′ yxyxy . 
124. (5-24) ( ) 0161683 22 =++′+′ yxyxy . 
125. (6-31) ( ) 0327 23 =−′+⋅′ yyxxy . 

126. (6-32) 0ln =−′−
′

xy
y
y . 

127. (6-33) 0222 2 =
′

−′−+′
y

yyyyx . 

128. (6-34) 02lnln =−′−+′ yyxyx . 
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129. (6-41) ( ) ( ) 022 2 =′−+′ yxyy . 
130. (6-42) ( ) 12 +′=′ yyyx . 
131. (6-43) ( ) 02 =+′−′ xeyyy . 
132. (6-44) ( ) 084 23 =+′−′ yyxyy . 
133.  (8-51) ( ) 024 232 =′+′− yyxyx . 
134. (8-52) ( ) 0433 23 =+′−′ xyyxy . 

135. (8-53) ( ) 0
ln
2

422 =+′−′
x
y

yxyx , 1>x . 

136. (8-54) ( ) ( ) 022 322 =′−+′ yxxyy . 
137. (8-61) ( ) ( ) 0123 =+′−′ yyyx . 
138. (8-62) 0ln =+′−′ yyxy . 
139. (8-63) ( ) ( ) 012123 =+′−′ yyyx , 0>x . 
140. (8-64) ( ) 0ln =−′−′ yyxy .  

5.6. Ответы 

113. 
6
5

−−= xy  – особое решение; ( ) ( ) CCxCxy ++= 6

6
1, . 

114. xy −=
4
3  – особое решение; ( ) ( ) CCxCxy ++−= 4

4
1, . 

115. 
2
5

+= xy  – особое решение; ( )
6

32
13, ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

xCCCxy . 

116. 3−= xy  – особое решение; ( ) CCxCxy 4
4

,
4

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += . 

117. xy ln2−=  – особое решение; ( ) xCxCxy ln2
2

,
2

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += . 

118. 22 −= xy  – особое решение; ( ) ( ) 32, 2 −−+−= CCxCxy . 

119. xey −=  – особое решение; ( ) xeCxCxy −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2

2
, . 
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120. 4

8
5 xy −=  – особое решение; ( ) 22

5
2, CCxCxy += . 

121. 2

3
2 xy =  – особое решение; ( ) 22

4
3, CCxxCxy ++= . 

122. 22xy −=  – особое решение; ( )
16

2,
2

2 CCxxCxy ++= . 

123. 22xy −=  – особое решение; ( ) ( ) 22 2, CCxCxy +−−= . 

124. 2

3
2 xy −=  – особое решение; ( )

16
32,

2
2 CxCxCxy −+−= . 

125. 2

4
27 yx −=  – особое решение, ( )

3
2, ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −= C
C
y

Cyx , 0=y . 

126. ( )yx −−−= ln1 , 0<y  – особое решение, ( ) C
C
yCyx ln, −= , 

0>C . 

127. 
4

2yx =  – особое решение, ( ) ( )
22

1,
2

2 CCyCyx ++= . 

128. 
2
1ln += xy , 0>x  – особое решение, ( )

2
ln

2
,

2 CCxCxy −= , 

0>C . 

129. 0=y , xy 4−=  – особые решения, ( ) ( )
C

xCCxy
2

, −
= . 

130. xy −±= 2 , 0≤x  – особое решение, ( )
C
CxCxy

2
, −

= . 

131. 
x

ey 2
1

2±=  – особое решение, ( )
C

CeCxy x 1, += . 

132. 
27

4 3xy = , 0=y  – особые решения, ( ) ( )2, CxCCxy −= . 

133. 4

4
1 xy =  – особое решение, ( ) 22, CCxCxy −= . 

134. 
32

2xy ±=  – особые решения, ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= 33

4

4
3, CCxCxy . 
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135. xy ln2=  – особое решение, ( )
2

ln2,
2CxCCxy −= . 

136. 
3

3
4

22
3xy −=  – особое решение, ( )

2

2 1
2

,
C

Cx
Cxy −= . 

137. 3
2

4
3 xy = , 0≠x  – особое решение, ( )

2
1,

C
CxCxy += , 0≠C ; 

. 
138. xy ln1+=  – особое решение, ( ) CCxCxy ln, −= , 0>C ; 

. 

139. 3
4

3 xy = , 0>x  – особое решение, ( )
C

CxCxy 1, += , 0>C ; 

 
140. xxxy −= ln  – особое решение, ( ) CeCxCxy −=, ; 
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§ 6. УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

6.1. Решения линейного однородного уравнения в частных 
производных первого порядка 

Линейным однородным уравнением первого порядка в частных 
производных называется уравнение вида 

( ) ( ) ( ) 0
2

2
1

1 =+++
n

n x
uxa

x
uxa

x
uxa

∂
∂

∂
∂

∂
∂ G…GG

,                          (6.1) 

где n

nx

x
x

x R⊂Ω∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
#

G 2

1

, ( )xa G
1 , ( )xa G

2 , … , ( )xan
G  – заданные непре-

рывно дифференцируемые функции в области, причем в каждой 
точке Ω  имеет место ( ) ( ) ( ) 022

2
2

1 ≠+++ xaxaxa n
G…GG ; ( )xuu G

=  – 
непрерывно дифференцируемая функция, подлежащая определе-
нию. 

З а м е ч а н и е.   Уравнение (6.1) имеет очевидное решение 
Cu =  ( )const=C . 
Характеристической системой обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений в симметрической форме, соответствующей одно-
родному линейному уравнению с частными производными (6.1), 
называется система 

( ) ( ) ( )xa
dx

xa
dx

xa
dx

n

nG"GG ===
2

2

1

1 .                                                  (6.2) 

Характеристической системой однородного уравнения (6.1) в 
нормальной форме Коши называется автономная система для 
функций ( )txx 11 = , ( )txx 22 = , … , ( )txx nn =  вида 

( )
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

,

,
,

22

11

xax

xax
xax

nn
G�

#

G�

G�

                                                                           (6.3) 

где t  – независимая переменная. 
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З а м е ч а н и е.   Если в некоторой точке Ω∈0xG  имеет место 
( ) 00 ≠xam
G , т.е. в силу непрерывности функции ( )xam

G  найдется 
такая окрестность точки 0xG  в области Ω , в которой ( ) 0≠xam

G , то в 
качестве независимой переменной можно выбрать mx . При mxt =  
система в нормальной форме Коши имеет вид 

( )
( )
( )
( )

( )
( )⎪

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

.

,

,

22

11

xa
xa

dx
dx

xa
xa

dx
dx

xa
xa

dx
dx

m

n

m

n

mm

mm

G
G#

G
G
G
G

                                                                      (6.3') 

Первым интегралом системы (6.2) (или (6.3)) называется непре-
рывно дифференцируемая в Ω  функция ( )xu G  такая, что для любого 
решения ( )txG  системы (6.2) (или (6.3)) ( )( ) const=txu G . 

Непрерывно дифференцируемая в Ω  функция ( )xu G  является 
решением уравнения (6.1) тогда и только тогда, когда она является 
первым интегралом характеристической системы (6.2). 

Если есть несколько первых интегралов ( )xu G
1 , … , ( )xuk

G , то 
произвольная непрерывно дифференцируемая функция 

( ) ( )( )xuxu k
G…G ,,1Φ  – тоже первый интеграл. 

Пусть ( )xu G
1 , … , ( )xuk

G  – первые интегралы характеристической 
системы (6.2), определенные в некоторой окрестности точки Ω∈yG . 
Они называются независимыми в точке y

G , если 

( ) ( )

( ) ( )
k

y
x
u

y
x
u

y
x
u

y
x
u

Rg

n

kk

n
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

G"G
##

G"G

1

1

1

1

. 

Для каждой точки Ω∈yG  существует ровно ( )1−n  независимых 
в yG  первых интегралов (6.2). 

Общее решение (6.1) имеет вид 
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( ) ( ) ( )( )xuxuxu n
G…GG

11 ,, −Φ= ,                                                  (6.4) 
где ( )xu G

1 , … , ( )xun
G

1−  – независимые первые интегралы характери-
стической системы (6.2), ( ) ( )( )xuxu n

G…G
11 ,, −Φ  - непрерывно диффе-

ренцируемая функция. 
Чтобы решить уравнение (6.1), надо найти ( )1−n  независимых 

первых интеграла характеристической системы (6.2) (или (6.3)) 
( )xu G

1 , … , ( )xun
G

1− . Это можно сделать, например, путем отыскания 
интегрируемых комбинаций, используя свойство равных дробей: 

если t
a
dx

a
dx

a
dx

n

n ==== "
2

2

1

1 , то при любых nkkk ,,, 21 …  таких, 

что 02211 ≠+++ nn akakak … , имеем 

t
akakak
dxkdxkdxk

nn

nn =
+++
+++

…
…

2211

2211 . 

6.2. Задача Коши для линейного однородного уравнения в 
частных производных первого порядка 

Достаточные условия существования и единственности задачи 
Коши дает 
Теорема. Пусть в области Ω  множество Π  задано уравнением 

( ) 0=xg G , где функция ( )xg G  непрерывна в Ω  вместе с 
( )
x
xg
G
G

∂
∂

. Пусть точка Π∈yG . Пусть в точке yG  имеет место 

( ) ( ) ( ) 0
2

2
1

1 ≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

= yxn
n x

gxa
x
gxa

x
gxa

GG

G…GG
∂
∂

∂
∂

∂
∂ . Пусть в не-

которой окрестности точки yG  задана непрерывно диффе-
ренцируемая функция ( )xGϕ . Тогда в некоторой окрестно-
сти точки yG  существует и притом единственное решение 
( )xu G  уравнения (6.1), удовлетворяющее условию ( ) ( )xxu GG

ϕ=  
на Π . 

З а м е ч а н и е.   Поверхность Π , задаваемая уравнением 
( ) 0=xg G , называется начальной поверхностью. 
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В дальнейшем будем рассматривать трехмерное пространство: 

3R⊂Ω∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

z
y
x

xG . 

Пусть уравнение ( ) 0,, =zyxg  задает в области Ω гладкую по-
верхность Π , и ( )zyx ,,ϕ  – непрерывно дифференцируемая функ-
ция, заданная на Π . 

Задача Коши для уравнения в частных производных (6.1) в 
3R ставится следующим образом: среди всех решений этого урав-

нения найти такое решение 
( )zyxfu ,,= ,                                                                         (6.5) 

которое удовлетворяет начальным условиям: 
( )zyxu ,,ϕ=  при ( ) 0,, =zyxg .                                            (6.6) 

 
Для решения задачи Коши: 

1. Составляем соответствующую систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (6.2), или (6.3), и находим два незави-
симых первых интеграла  
( )zyxu ,,1 , ( )zyxu ,,2 .                                                           (6.7) 

 
2. Из системы: 

( )
( )

( )
( )⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=

=
=

0,,
,,,

,,,
,,,

22

11

zyxg
zyxu
uzyxu
uzyxu

ϕ
                                                                    (6.8) 

исключаем zyx ,,  и находим u  как функцию 1u  и 2u : 
( )21 , uuu Φ= . 

3. Подставляем в последнее выражение вместо 1u  и 2u  первые ин-
тегралы (6.7): 
( ) ( ) ( )( )zyxuzyxuzyxu ,,,,,,, 21Φ= . 

Т.о., получаем функцию, которая и дает решение задачи Коши. 
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6.3. Примеры решения задач, предлагавшихся на экзаме-
национных контрольных работах 

Пример 6.1. (7-24). Найти все решения уравнения 

( ) ( ) ( ) 0111 222 =
∂
∂

−+
∂
∂

−+
∂
∂

+
z
uyx

y
uzx

x
uzy  и решить задачу 

Коши: 2zu =  при xy =  ( )0,1 >> zx . 
 1. Составляем соответствующую (характеристическую) систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений (в симметрической 
форме): 

( ) ( ) ( )yx
dz

zx
dy

zy
dx

111 222 −
=

−
=

+
. 

Найдем 2 независимых первых интеграла: 

1) ( ) ( )yx
dz

zx
dy

11 22 −
=

−
, zdzydy = , Czy += 22

2
1

2
1 . Первый ин-

теграл 22
1 zyu −= . 

2) ( ) ( )zx
dy

zy
dx

11 22 −
=

+
, ( ) ( )dyydxx 11 22 +=− , =− xx3

3
1  

Cyy ++= 3

3
1 . Первый интеграл ( )yxxyu ++−= 333

2 . 

3) Общее решение имеет вид: ( )( )yxxyzyu ++−−Φ= 3, 3322 . 

2. ( )

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=
=

++−=
−=

,
,

,3
,

2

33
2

22
1

xy
zu

yxxyu
zyu

     

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=
=
=

−=

.
,

,6
,

2
2

1
22

xy
zu
uy

uyz

 

3. Откуда ==
== xyxy zu 2

1

2
2

1

2
2

366
u

u
u

u
−=−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ . 

4. Подставляя значения первых интегралов, получаем решение за-
дачи Коши: 

( )( )
36

3
233

22 yxxyyzu ++−
+−=  X 
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Пример 6.2. (6-01). Найти общее решение уравнения 

0
4

4
22

=
−

++−
z
u

xy
yx

z
y
ux

x
uy

∂
∂

∂
∂

∂
∂  и решить задачу Коши 

4x
zu =  при yx =  ( )0,0 >> zx . 

 1. Составляем соответствующую (характеристическую) систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений (в симметрической 
форме) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
==

−

xy
yxz

dz
x

dy
y

dx
2244

. 

Найдем 2 независимых первых интеграла: 

1) 
x

dy
y

dx
4

=
−

, ydyxdx −=4 , Cyx
+−=

22
4

22

. Первый интеграл 

22
1 4 yxu += . 

2) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

xy
yxz

dz
x

dy
2244

, ( )222 44 yxz
dz

yx
dy

−
= . 

Используя найденный первый интеграл, имеем =24x  
2

1 yu −= , т.о., ( ) ( )22
1

2
1 yyuz

dz
yyu

dy
−−

=
−

, =
z

dz  

( )
( )yyu

dyyyu
2

1

22
1

−

−−
= , ( ) z

dz
yu

ydy
y

dy
=

−
−

2
1

, =−+ 2
1ln

2
1ln yuy  

Cz ~ln += , zCyuy
≈

=− 2
1 , 

z
yuy

C
2

1 −=
≈

. Первый инте-

грал 
z
xyu =2 . 

3) Общее решение имеет вид: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Φ=

z
xyyxu ,4 22 . 
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2. 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=

=

=

+=

,

,

,

,4

4

2

22
1

xy
x
zu
z
xyu

yxu

     

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=

⋅=

=

=

.

,1

,

,5

22

2

2
1

2

xy
xx

zu

u
z

x
ux

 

3. Откуда ==
=

=
xy

xy x
zu 4

12

51
uu
⋅ . 

4. Подставляя значения первых интегралов, получаем решение за-
дачи Коши: 

( )xyyx
zu

224
5
+

=   

Пример 6.3. (7-02). Найти общее решение уравнения и решить за-
дачу Коши 

( ) 02sin2sin1cos2 22 =+++
z
u

y
z

y
uxy

x
uxy

∂
∂

∂
∂

∂
∂ , 

zxu ctg1+−=  при 1cos22 =xy  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<<< ππ zx 0,

2
0 . 

 1. Составляем соответствующую (характеристическую) систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений (в симметрической 
форме) 

z
y

dz
xy

dy
xy

dx

2sin12sin1cos2 22 =
+

= . 

1) В этом случае интегрирование системы проведем путем под-
бора так называемых интегрируемых комбинаций. Для этого 
сначала характеристическую систему дифференциальных 
уравнений перепишем в виде (6.3): 



 

80 
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

+=
=

.2sin1
,2sin1

,cos2
2

2

z
y

z

xyy
xyx

�

�
�

 

Вычитая из второго уравнения, умноженного на xcos , пер-
вое, умноженное на xy sin , получаем 

xxyxxy coscossin =+− ��  или ( ) xxy coscos =
•

. 
( )

y
dt

xy
xyd
=

cos
cos

. Нетрудно заметить, что 
y
dt

z
dz

=
2sin

. Таким 

образом, получили интегрируемую комбинацию 
( )

z
dz

xy
xyd

2sincos
cos

= . 

∫= z
dzxy

2sin
cosln  ∫=

v
dv

sin2
1  ∫=

v
vdv
2sin

sin
2
1 = 

( )∫ −
−=

v
vd
2cos1

cos
2
1  ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
−

−= ζ
ζζ

d
1

1
1

1
4
1 = 

C+
−
+

−=
ζ
ζ

1
1ln

4
1  C

z
z
+

+
−

=
2cos1
2cos1ln

4
1 = 

C
z
z
+=

2

2

cos2
sin2ln

4
1  ( ) Cz += tgln

2
1 . Первый интеграл 

zxyu ctgcos22
1 = . 

2) Замечая, что 
y
dtyydt

x
dx 2

2cos2
==  и 

y
dt

z
dz

=
2sin

, используя 

найденный первый интеграл, получаем 

zz
dz

x
zu

x
dx

cossin2cos
tg

cos2 2
1

2 = , 
z

dzu
dx 2

1

cos
= , Czux ~tg1 += . 

Первый интеграл xxyu −= 22
2 cos . 

3) Общее решение имеет вид: 
( )xxyzxyu −Φ= 2222 cos,ctgcos . 
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2. 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=
+−=

−=
=

,1cos
,ctg1

,cos
,ctgcos

22

22
2

22
1

xy
zxu

xxyu
zxyu

     

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=
+−=

=−
=

.1cos
,ctg1

,1
,ctg

22

2

1

xy
zxu

ux
uz

 

3. Откуда ( ) =+−=
== 1cos1cos 2222 ctg1 xyxy zxu 21 uu − . 

4. Подставляя значения первых интегралов, получаем решение за-
дачи Коши: 

( ) xzxyu +−= 1ctgcos 22 .  

6.4. Задачи для самостоятельного решения 
Найти общее решение уравнения и решить задачу Коши: 

141. (6-01) 044
22

=
−

++−
z
u

xy
yxz

y
ux

x
uy

∂
∂

∂
∂

∂
∂ , 

4x
zu =  при yx =  

( )0,0 >> zx . 

142. (6-02) 0
4

2
2 3

24

2 =
−

+−
z
uz

yx
yx

y
ux

x
u

x
y

∂
∂

∂
∂

∂
∂ , 

x
zu

2
=  при 2xy =  

( )0,0 >> zx . 

143. (6-03) ( ) 022 =+−+
z
uyxz

y
uy

x
ux

∂
∂

∂
∂

∂
∂ , 

x
zu =  при yx 3=  

( )0,0 >> zx . 

144. (6-04) 023 22 =++
z
uzye

y
uey

x
uz xx

∂
∂

∂
∂

∂
∂ , 4yeu x=  при 12 =zy  

( )0>y . 

145. (5-11) ( ) 022 22 =
∂
∂

+−
∂
∂

+
∂
∂

z
uyx

y
uzy

x
uzx , 

2zeu =  при yx 2=  

( )0,0,0 >>> zyx . 

146. (5-12) ( ) 022 =
∂
∂

−−+
∂
∂

−
∂
∂

z
uzyx

y
ux

x
ux , ( )xzu −= 2  при yx =  

( )0>x . 
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147. (5-13) ( ) 0=
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

z
uyxz

y
ux

x
uy , yzeyu 323 −=  при yx 2=  

( )0>x . 

148. (5-14) ( ) 0=
∂
∂

−+
∂
∂

+
∂
∂

z
uyx

y
uxz

x
uyz , xxzu 23 22 −−=  при xy 2=  

( )0,0 >> zx . 
Найти все решения уравнений и решить задачу Коши: 

149. (7-21) ( ) 0223 2323 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
z
uzy

y
uy

x
uxyx , zu 2=  при yx =  

( )0,0 >> zx . 

150. (7-22) ( ) 022 222 =
∂
∂

+
∂
∂

−−+
∂
∂

z
uyz

y
uzxy

x
uxy , 22 yzzu ++=  при 

2xz =  ( )0,0 >> yx . 

151. (7-23) ( ) ( ) ( ) 0222222 =
∂
∂

++
∂
∂

+−
∂
∂

−
z
uyxz

y
uzxy

x
uzyx , 

( )22 1 zxu +=  при xzy =  ( )0,0 >> yx . 

152. (7-24) ( ) ( ) ( ) 0111 222 =
∂
∂

−+
∂
∂

−+
∂
∂

+
z
uyx

y
uzx

x
uzy , 2zu =  при xy =  

( )0,1 >> zx . 

153. (7-31) ( ) ( ) 02 22 =
∂
∂

−++
∂
∂

−+
∂
∂

z
uxyzx

y
uyxz

x
uzx , 

x
zu

2
=  при 

1=− yx  ( )0>x . 

154. (7-32) ( ) ( ) 022 22 =
∂
∂

−
∂
∂

++
∂
∂

+
z
uz

y
uxz

x
uyz , xzu 23=  при 

2zyx =+  ( )yx ≠ . 

155. (7-33) ( ) ( ) 0222 =
∂
∂

+−
∂
∂

++
∂
∂

z
uzx

y
uxzy

x
ux , ( )zxzu −=  при 

1=xyz . 

156. (7-34) ( ) ( ) ( ) 0222 =
∂
∂

+−
∂
∂

++
∂
∂

+
z
uyxz

y
uxz

x
uyz , ( )zyxu −=  при 

03 =+ xyz  ( )yx ≠ . 
Решить уравнение и задачу Кошия 
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157. (7-41) ( )( ) 022 =
∂
∂

+−+
∂
∂

+
∂
∂

z
uyxx

y
uyz

x
uxz  ( )0,0 >> zx , 

122 +−= xzu  при 122 =+ yx . 

158. (7-42) 0=
∂
∂−

+
∂
∂

−
∂
∂

z
u

z
xy

y
u

x
u , ( )121 2 −++= xxzu  при 1=− yx . 

159. (7-43) 02 =
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

z
ux

y
uy

x
uxy , 

2

2xu −=  при 1=xyz . 

160. (7-44) ( ) 02
23

22 =
∂
∂−

+
∂
∂

+
∂
∂

+
z
u

z
xyx

y
uxy

x
uyx  ( )0,0,0 >>> zyx , 

2zu =  при 122 =− xy . 
Найти общие решения уравнений и решить задачу Коши: 

161. (6-51) 0>x , 0>z : ( ) 03 222 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
z
uxz

y
uyz

x
uxxz , 3yu =  

при xz 22 = . 

162. (6-52) 0>x , 0>z : ( ) 04 233 =
∂
∂

+−
∂
∂

+
∂
∂

z
uzzx

y
ux

x
uxz , yu 4=  при 

3xz = . 

163. (6-53) 0>y , 0>z : ( ) 055 244 =
∂
∂

+
∂
∂

−+
∂
∂

z
uyz

y
uyyz

x
uxz , xu =  

при 43zy = . 

164. (6-54) 0>x , 0>y , 0>z : ( ) 033 22223 =
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
z
uzxy

y
uyx

x
uyxx , 

z
u 1
=  при 2yx = . 

165. (6-61) ( ) 0cos
3

=
∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂

z
uz

y
uzzx

x
ux , yu −= 3  при 1=x . 

166. (6-62) ( ) 03223 22 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+ −

z
uy

y
uz

x
uzey y , 1+= xu  при 0=y , 

0>z . 

167. (6-63) ( ) 0
5

=
∂
∂

−
∂
∂

−+
∂
∂

z
uz

y
uxze

x
ux z , 5+= yu  при 1=x . 
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168. (6-64) ( ) 0sin
2

33 =
∂
∂

−+
∂
∂

+
∂
∂

z
uxxy

y
ux

x
uy , zu =  при 0=y , 0>x . 

6.5. Ответы 

141. Общ. реш.: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Φ=

z
xyyxu ,4 22 , реш. задачи Коши: 

( )xyyx
zu 224

5
+

= . 

142. Общ. реш.: ( )224 , xyzyxu +Φ= , реш. задачи Коши: 

24

22
yx

xyzu
+

= . 

143. Общ. реш.: ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−Φ= zyx

xy
u ,11 , реш. задачи Коши: 

( )
22

3

8
3

yx
yxzu −

= . 

144. Общ. реш.: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−Φ=

y
ze

z
yu x

22
, , реш. задачи Коши: 

4 2

2

y
zyz

z
eyu

x
+−= . 

145. Общ. реш.: ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
Φ=

2
; zeyx

xy
yxu , реш. задачи Коши: 

( ) 2
2

2 ze
xy

yxu −
= . 

146. Общ. реш.: ( )yxxzxyu 2; 2 ++Φ= , реш. задачи Коши: 
yxxzxyu 22 ++−−= . 

147. Общ. реш.: ( )yxzeyxu −−−Φ= ;22 , реш. задачи Коши: 
( ) yxzeyxu −−−= 22 . 

148. Общ. реш.: ( )yxzyxu 22; 222 −+−Φ= , реш. задачи Коши: 
yxzyxu 22222 −++−= . 
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149. Общ. реш.: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+Φ= 2

3
;

x
yy

z
yu , реш. задачи Коши: ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= 2

2
1

x
yzu . 

150. Общ. реш.: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
Φ= 222;

zyx
x

z
xu , реш. задачи Коши: 

( )
2

222

x
zyxzu ++

= . 

151. Общ. реш.: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++Φ=

x
yzzyxu ;222 , реш. задачи Коши: 

x
yzzyxu −++= 222 . 

152. Общ. реш.: ( )( )yxxyzyu ++−−Φ= 3, 3322 , реш. задачи Коши: 
( )( )

36
3

233
22 yxxyyzu ++−
+−= . 

153. Общее решение: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
−Φ= 2

22
2 ;

x
xyxzxyxu , реш. задачи Ко-

ши: ( ) 1
22

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+
−=

x
xyxzyxu . 

154. Общее решение: ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−

−
Φ= yxzyx

yx
zu 222

2
22; , реш. задачи 

Коши: ( )( )
2

22 22 yxzzyx
u

−+++
= . 

155. Общее решение: ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
+Φ=

y
zxzxxu 1

2
;

2
2 , реш. задачи Ко-

ши: xzz
y

u −−= 22 . 

156. Общее решение: 
( )

( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−

−
Φ= yxzyx

yx
zu 33

2 ; , реш. задачи 

Коши: ( )
yx

zxyyxzu
−

+++
=

22
. 
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157. Общее решение: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++Φ= xzyx

x
yu 2, 222 , реш. задачи Ко-

ши: xzyxu 2222 −++= . 

158. Общее решение: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+Φ= 2

2
1, zxyyxu , реш. задачи Коши: 

222 zyxu ++= . 

159. Общее решение: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Φ= xyzxxyu 2

2
1, , реш. задачи Коши: 

1
2

2
−−=

xxyzu . 

160. Общее решение: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−Φ= 222

2
, xzy

y
xyu , реш. задачи Ко-

ши: 1222 −−+= xzyu . 

161. Общее решение: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−Φ=

xz
yzxzu

3
3 , , реш. задачи Коши: 

3
2

1 y
x

zu ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= . 

162. Общее решение: ( )yxzexzxu 44 ,+Φ= , реш. задачи Коши: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=

zx
zyu 3

2ln4 . 

163. Общее решение: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Φ=

yz
xzyzu ,5 , реш. задачи Коши: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

y
zxu

4
1

2
3 . 

164. Общее решение: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Φ=

z
xyyxyu ,3 , реш. задачи Коши: 

( )2
2

yxz
xu
+

= . 
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165. Общее решение: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−Φ= zyx

x
zu sin3,3

, реш. задачи Коши:  

3sinsin3
x
zzyxu −+−= . 

166. Общее решение: ( )yezxyzu −+−−Φ= ,32 , реш. задачи Коши:  
32 yzezxu y −++−= − . 

167. Общее решение: ( )zeyxzxu ++Φ= 5,5 , реш. задачи Коши:  
zxz eeyxu

5
5 −++= . 

168. Общее решение: ( )xzyyxu cos2,42 ++−Φ= , реш. задачи Ко-

ши:  42coscos2 yxxzyu −−++= . 
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§ 7. ПОЛОЖЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ЛИНЕЙНЫХ 
АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
Автономной системой для функций ( )tx , ( )ty  называется сис-

тема дифференциальных уравнений 

( )yxP
dt
dx ,= ,   ( )yxQ

dt
dy

,= ,                                              (7.1) 

где правые части не зависят от переменной t . 
Пусть ( )tfx = , ( )tgy =  – решение (7.1). 
Фазовой траекторией системы (7.1) называется параметрически 

заданная кривая ( )tfx = , ( )tgy =  на плоскости 2
,yxR . Принято от-

мечать стрелкой на траектории направление движения точки с рос-
том времени. 

Фазовым портретом системы называется картина, которую об-
разуют фазовые кривые. 

Положением равновесия, или точкой покоя, автономной систе-
мы дифференциальных уравнений (7.1) называется ее решение ви-
да 0xx = , 0yy = . 

Отметим, что траектория положения равновесия – точка, и 
( ) ( ) 0,, 0000 == yxQyxP . 
В простейшем случае, когда P, Q линейны, т.е. ( ) byaxyxP +=, , 
( ) dycxyxQ +=, , где a, b, c, d – постоянные, система принимает вид 

byax
dt
dx

+= ,    dycx
dt
dy

+= .                                                (7.2) 

Введем матрицу ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A , составленную из коэффициентов 

системы (7.2). 

7.1. Исследование положений равновесия 
Исследование положения равновесия проводится по следующей 

схеме: 
1. Сначала находят корни 2,1λ  характеристического уравнения 
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( ) 0det =− EA λ .                                                                  (7.3) 

Решение системы (7.2) имеет вид tt ehCehC
y
x

21
2211

λλ
GG

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ , 

где 1h
G

 и 2h
G

 – собственные векторы, отвечающие собственным 
значениям 1λ  и 2λ , соответственно. Обозначим teC 1

11
λζ = , 

teC 2
22

λζ =  координаты точки в базисе из собственных векторов 

1h
G

, 2h
G

. 
2.  Если корни  вещественные,  различные ( )21 λλ ≠  и одного 

знака ( )021 >λλ , то положение равновесия называется узлом. 
Узел называется устойчивым, если 01 <λ , 02 <λ , и неустойчи-
вым, если 01 >λ , 02 >λ . Положим для определенности 

210 λλ << . 
В случае 012 << λλ  обе координаты с ростом t  стремятся к 

нулю, но вторая координата стремится к нулю быстрее, т.е. точ-
ки по всем интегральным траекториям приближаются к началу 
координат. Общая касательная для всех траекторий, кроме од-
ной, отвечающей 01 =C , параллельна вектору 1h

G
, отвечающему 

меньшему по абсолютной величине собственному значению 1λ . 
Кроме того, система уравнений (7.2) имеет фазовые траектории 
в виде лучей, по которым точки стремятся к началу координат 
(положению равновесия). Эти лучи параллельны собственными 
векторами 1h

G
 и 2h

G
 матрицы A . При −∞→t  координаты при-

ближаются к прямым, параллельным вектору 2h
G

, удаляясь от 
начала координат. В случае устойчивого узла движение по фа-
зовым траекториям происходит к положению равновесия. 

В случае 012 >> λλ  характер расположения траекторий пол-
ностью сохраняется (можно устремить t  к ∞−  и провести рас-
суждения, аналогичные для +∞→t ). В случае неустойчивого 
узла движение по фазовым траекториям происходит от положе-
ния равновесия. 
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а)                                                               б) 

Рис. 7.1 

Схематически фазовый портрет системы (7.2) в случае а) 
012 << λλ  и б) 210 λλ <<  показан на рис. 7.1. Здесь и далее 1ζ  

и 2ζ  – координаты точки в базисе из собственных векторов 
матрицы A . 

 
Рис. 7.2 

 Если корни имеют разные знаки ( )021 <λλ , то положение 
равновесия называется седлом. Пусть для определенности 

21 0 λλ << . С ростом t  при 02 =C  точки на траектории будут 
приближаться к началу координат вдоль лучей, входящих в на-
чало координат параллельно собственному вектору 1h

G
, и уда-

ляться от него при 01 =C вдоль лучей, исходящих из начала ко-
ординат параллельно 2h

G
. Эти траектории, называющиеся сепа-

ратрисами, служат асимптотами траекториям, отвечающим 
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01 ≠C  и 02 ≠C , при −∞→t  и +∞→t , соответственно. Дви-
жение по траекториям при 01 ≠C  и 02 ≠C  согласуется с дви-
жением по асимптотам 1ζO  и 2ζO . Схематически фазовый 
портрет системы (7.2) в этом случае показан на рис. 7.2. 

 
а)                                                        б) 

 
в)                                                           г) 

Рис. 7.3 

 Если корни νμλ i+=2,1  невещественные при 0≠μ , то по-
ложение равновесия называется фокусом. Фокус называется ус-
тойчивым, если 0<μ , и неустойчивым, если 0>μ . Фазовые 
траектории имеют вид искаженных логарифмических спиралей, 
закручивающихся вокруг начала координат. Движение по спи-
рали происходит к положению равновесия в случае устойчивого 
фокуса и от положения равновесия, если фокус неустойчивый. 
Требуется нарисовать качественную картину, т.е. вдоль какого 
направления сжата траектория или по какому направлению она 
вытянута, определять не нужно. Надо только определить на-
правление закручивания траекторий. Для этого нужно построить 
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в какой-нибудь точке (x, y) вектор скорости ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dt
dy

dt
dx , , опреде-

ляемый по формулам (7.2). 
Схематически фазовый портрет системы (7.2) в случае фоку-

са изображен на рис. 7.3, причем случаи а) и б) соответствуют 
устойчивому фокусу, а случаи в) и г) – неустойчивому. 

З а м е ч а н и е.   В случае фокуса не требуется находить 
собственные векторы матрицы A . 

 Кроме перечисленных выше основных положений равнове-
сия различают еще несколько вырожденных случаев, которые 
мы здесь рассматривать не будем. 

7.2. Практические приемы исследования положений рав-
новесия 

Для исследования положения равновесия ( )00 , yx  более общей 
системы (7.1) разложить функции P и Q, если они дифференцируе-
мы, в окрестности этой точки по формуле Тейлора, ограничиваясь 
членами первого порядка. Тогда система (7.1) примет вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρoyy
y

yxP
xx

x
yxP

dt
dx

+−
∂

∂
+−

∂
∂

= 0
00

0
00 ,,

, 

                                                                                                (7.4) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρoyy

y
yxQ

xx
x

yxQ
dt
dy

+−
∂

∂
+−

∂
∂

= 0
00

0
00 ,,

, 

при 0→ρ , где ( ) ( )2
0

2
0 yyxx −+−=ρ . 

Перенося начало координат в точку ( )00 , yx  и сделав замену 

0xux += , 0yvy += , а также отбросив ( )ρo , получим линеаризо-
ванную систему 

bvau
dt
du

+= ,  dvcu
dt
dv

+= ,                                                 (7.5) 

где постоянные a, b, c, d можно вычислить по формулам 

( )00 , yx
x
Pa
∂
∂

= , ( )00 , yx
y
Pb
∂
∂

= ,  
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                                                                                                (7.6) 

( )00 , yx
x
Qc
∂
∂

= , ( )00 , yx
y
Qd
∂
∂

= . 

Если 0=u , 0=v  – не вырожденное положение равновесия ли-
неаризованной системы (7.5), то фазовые траектории автономной 
системы (7.1), при большей гладкости функций P и Q, ведут себя в 
окрестности положения равновесия 0xx = , 0yy =  качественно так 
же, как и фазовые траектории системы (7.5). 

7.3. Примеры решения задач, предлагавшихся на экзаменаци-
онных контрольных работах 

Пример 7.1. (4-01). Найти положения равновесия системы, опреде-
лить их характер и начертить фазовые траектории линеари-

зованных систем 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

.ln

,1arctg 2

x
yy

yxx

�

�
. 

1 Здесь ( ) ( )21arctg, yxyxP −= , ( )
x
y

yxQ ln, = . Положения равно-

весия находим из системы уравнений 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

,0,
,0,

yxQ
yxP

 или 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=−

.0ln

,01arctg 2

x
y

yx
 Решая ее, находим 

⎩
⎨
⎧

=
±=
xy

y 1
. Таким образом, 

получаем два положения равновесия: 
при 1=y  имеем 1=x , положение равновесия: M(1, 1); 
при 1−=y  имеем 1−=x , положение равновесия: N(–1, –1). 

I способ. 
( ) ( )21arctg

,
y

x
yxP

−=
∂

∂
, 

( )
( )2211

2,

y

xy
y

yxP

−+

−
=

∂
∂

, 

( )
xx

y
y
x

x
yxQ 1,

2
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

∂
∂

, 
( )

yxy
x

y
yxQ 11,

==
∂

∂
. 

Исследуем положение равновесия M(1, 1). 
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( ) ( ) 011arctg1,1
=−=

∂
∂

x
P , ( )

( )
2

111
21,1

2
−=

−+

−
=

∂
∂

y
P , 

( )
1

1
11,1

−=−=
∂

∂
x

Q
, 

( )
1

1
11,1
==

∂
∂

y
Q . 

Линеаризованная система имеет вид 
( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

−+−−=
−−=

.111
,12

yxy
yx

�
�

 На-

ходим собственные значения матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

11
20

A  этой ли-

неаризованной системы ( )( ) =−−−=
−−
−−

21
11

2
λλ

λ
λ

 

( )( ) 01222 =+−=−−= λλλλ , 11 −=λ  и 22 =λ . Таким образом, 
положение равновесия M(1, 1) – седло. 

Найдем собственные векторы, являющиеся ненулевыми ре-
шениями системы ( ) 0=− hEA

G
λ :  

11 −=λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

21
21

EA λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
2

1h
G

; 

22 =λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=−
11
22

EA λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

1
1

2h
G

. 

Решение линеаризованной системы 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

1
1

1
2

1
1 2

21
tt eCeC

y
x

. 

Координата точки фазовой кривой teC −= 11ξ  в базисе 21 , hh
GG

 
стремится к нулю при ∞→t , а координата 

∞⎯⎯ →⎯= ∞→t
teC 2

22ξ . 
Исследуем положение равновесия N(–1, –1). 

( ) ( )( ) 011arctg1,1 2 =−−=
∂

−−∂
x

P , ( ) ( ) ( )
( )( )

2
111

1121,1
2 −=

−−+

−⋅−⋅−
=

∂
−−∂

y
P , 

( )
( ) 1

1
11,1

=
−

−=
∂

−−∂
x

Q , ( )
( ) 1

1
11,1

−=
−

=
∂

−−∂
y

Q . 
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Линеаризованная система имеет вид 
( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

+−+=
+−=

.11
,12

yxy
yx

�
�

 

Находим собственные значения матрицы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
11
20

A  этой ли-

неаризованной системы ( )( ) =+−−−=
−−

−−
21

11
2

λλ
λ

λ
 

022 =++= λλ , 
2

71
2

811
2,1

i±−
=

−±−
=λ . Таким образом, 

положение равновесия N(–1, –1) – устойчивый фокус. 
На полуоси 1−>x , 1−=y  ( ) 01 >+= xy� , и фокус закручива-

ется против часовой стрелки. 
На окончательной «картинке» собственные векторы в случае 

седла можно не обозначать, но направления собственных векторов 
надо выдерживать, и стрелочки на собственных направлениях, ука-
зывающие направление движения точки при возрастании времени, 
уточнят портрет. 

Между фазовыми траекториями, соответствующими разным по-
ложениям равновесия, следует сделать зазор – они не должны пе-
ресекаться или переходить друг в друга: линеаризация в невырож-
денном случае дает нам адекватную картину лишь в малой окрест-
ности положения равновесия, и ответ на вопрос о поведении фазо-
вых траекторий на больших расстояниях от положений равновесия 
требует иных методов исследования. 

Полученный с помощью линеаризации фазовый портрет систе-
мы представлен на рис. 7.4. 

II способ. 

Исследуем положение равновесия M(1, 1). Замена 
1
1

+=
+=

vy
ux

. Систе-

ма 
( ) ( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−+=
+
+

=

−−−+=

uv
u
vv

vvuu

1ln1ln
1
1ln

121arctg1 2

�

�
 после линеаризации прини-

мает вид 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

uvv
vu

�
� 2

. 
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Матрица линеаризованной системы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
11
20

. 

Характеристическое уравнение ( ) 0det =− EA λ : 

( )( ) 012
11

20
=+−=

−−
−−

λλ
λ

λ
.  

Собственные значения: : 11 −=λ  и 22 =λ  вещественные и раз-
ных знаков – седло. 
Собственные векторы ( ) 0=− hEA

G
λ :  

11 −=λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

21
21

EA λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
2

1h
G

; 

22 =λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=−
11
22

EA λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

1
1

2h
G

. 

Исследуем положение равновесия N(–1, –1).  Замена 
.1
,1

−=
−=

vy
ux

 Сис-

тема 
( ) ( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−=
−
−

=

−+−−=

uv
u
vv

vvuu

1ln1ln
1
1ln

,121arctg1 2

�

�
 после линеаризации при-

нимает вид 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

.
,2
vuv

vu
�
�

 

Матрица линеаризованной системы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

11
20

. 

 
Рис. 7.4 
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Характеристическое уравнение ( ) 0det =− EA λ : 

02
11

20 2 =++=
−−

−−
λλ

λ
λ

. 

Собственные значения: 
2

71
2,1

i±−
=λ . Корни комплексные, 

0Re <λ  – устойчивый фокус. 

Направление закручивания: 
,0
,

=
=

v
u ε

 
⎩
⎨
⎧

=−=
=−=
εvuv

vu
�
� ,02

 – против ча-

совой стрелки. X 
 
Пример 7.2. (3-14). Найти положения равновесия системы, оп-
ределить их характер и начертить фазовые траектории соответ-

ствующих линеаризованных систем 
( )

⎩
⎨
⎧

−=
=

−+ .1
,sinarc

32 yxey
xyx

�
�

. 

2 Здесь ( ) ( )xyyxP sinarc, = , ( ) 1, 32 −= −+ yxeyxQ . Положения рав-

новесия находим из системы уравнений 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

,0,
,0,

yxQ
yxP

 или 

( )
⎩
⎨
⎧

=−
=

−+ ,01
,0sinarc

32 yxe
xy

 т.е. 
⎩
⎨
⎧

=−+
=

.032
,0

yx
xy

 Решая ее, находим 

( ) 023 =− yy . Таким образом, получаем два положения равновесия: 

при 
2
3

=y  имеем 0=x , положение равновесия: M(0, 
2
3 ); 

при 0=y  имеем 3=x , положение равновесия: N(3, 0). 
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Исследуем положение равновесия M(0, 3
2

). Замена .
2
3

,

+=

=

vy

ux
 Сис-

тема 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−++ 1

,
2
3sinarc

332vuev

uuvu

�

�
 после линеаризации принимает вид 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

.2

,
2
3

vuv

uu

�

�  

Матрица линеаризованной системы ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

21

0
2
3

. 

Характеристическое уравнение ( ) 0det =− EA λ : 

( ) 02
2
3

21

0
2
3

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−

− λλ
λ

λ . 

Собственные значения: 
2
3

1 =λ  и 22 =λ  различные, веществен-

ные, положительные (одного знака) – неустойчивый узел. 
Собственные векторы ( ) 0=− hEA

G
λ : 

2
3

1 =λ ; ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=−

2
11
00

EA λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2

1
1h
G

; 

22 =λ ; ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛−=−
00

0
2
1

EA λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

2h
G

. 

Исследуем положение равновесия N(3, 0).  Замена 
.

,3
vy
ux

=
+=

 Сис-

тема 
( )

⎩
⎨
⎧

−=
+=

−++ 1
,3sinarc

323 vuev
vuvu

�
�

 после линеаризации принимает вид 

⎩
⎨
⎧

+=
=

.2
,3

vuv
vu

�
�
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Матрица линеаризованной системы ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
21
30

. 

 
Рис. 7.5 

 

Характеристическое уравнение ( ) 0det =− EA λ : 

( )( ) 013
21

30
=+−=

−
−

λλ
λ

λ
. 

Собственные значения: 11 −=λ  и 32 =λ  вещественные и раз-
ных знаков – седло. 
Собственные векторы ( ) 0=− hEA

G
λ :  

 

11 −=λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

31
31

EA λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
3

1h
G

; 

32 =λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−

11
33

EA λ ; ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

.  

7.4. Задачи для самостоятельного решения 
Найти положения равновесия системы, определить их характер и 
начертить фазовые траектории соответствующих линеаризованных 
систем: 

169. (4-01) 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

.ln

,1arctg 2

x
yy

yxx

�

�
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170. (4-02) ( )⎩
⎨
⎧

−=
−= +

.arcsin
,

3

2

xxy
xex yx

�
�

 

171. (4-03) 
( )

⎩
⎨
⎧

−−+=

+=

.1522
,ln

2 yxy
yxx

�
�

 

172. (4-04) 
( )

⎩
⎨
⎧

−−=
−−=

.2
,12ln

2

2

yyxy
yyx

�
�

 

173. (3-11) 
( )

( )⎩
⎨
⎧

−−=
+−=

.sh
,1arctg

2xyxy
xyx

�
�

 

174. (3-12) ( )⎩
⎨
⎧

+=
−= −−

.ln
,1

2

1

yxy
ex yx

�
�

. 

175. (3-13) 
( )

⎩
⎨
⎧

−=
−+=

− .1
,2arctg

2

2

xyey
yyx

�
�

 

176. (3-14) 
( )

⎩
⎨
⎧

−=
=

−+ .1
,sinarc

32 yxey
xyx

�
�

 

177. (6-21) ( )⎩
⎨
⎧

+++=
+−=

.521ln
,4

2

2

yxxy
yxxx

�
�

 

178. (6-22) 
( )

⎩
⎨
⎧

−−=
−−=

.45
,2th

xyyxy
xyyxx

�
�

 

179. (6-23) 
( )

⎩
⎨
⎧

−+=
−+=
.3

,35sh
2

2

yxxy
yxxx

�
�

 

180. (6-24) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
++−=

.3ln
,43

2

2

xy
yxx

�
�  

181. (4-31) 
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+−=

.sh

,12
2

2

yxy
y

xx

�

�
 

182. (4-32) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=

−+=

.43
3
2

,2
2

2

xyyxxy

eex yy

�

�
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183. (4-33) 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−=

+=

.
2
1

4
1

4

,arctg

2

2
2

y
yxy

yxx

�

�
 

184. (4-34) 
( )

⎩
⎨
⎧

−+=
−−+=

.32
,426

2

2

xx eey
xyyyxx

�
�

 

185. (4-41) 
⎩
⎨
⎧

−=
−−=
.4

,842
22 xyy
yxyx

�
�

 

186. (4-42) 
⎩
⎨
⎧

+−=
−+=

.16
,12

2

2

yxy
yxx

�
�

 

187. (4-43) 
⎩
⎨
⎧

−+=
−=

.2
,
22

2

yxy
yxx

�
�

 

188. (4-44) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−
=

−=

.
3

1ln

,
2

2

xxy

yxx

�

�
 

189. (3-51) 
( )

( )⎩
⎨
⎧

−−=
−+=

.6arcsin
,1ln

2

2

xxy
yxx

�
�

 

190. (3-52) 
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

++−=

.arctg
2
1

,2arcsin2
22 yxy

xxyx

�

�
 

191. (3-53) 
( )

( )⎩
⎨
⎧

−−=
−+=

.1ln
,2arctg

2

2

yxy
yyx

�
�

 

192. (3-54) 
( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=

++−=

.2sh
2
1

,2arctg6
22 yxyxy

yxyx

�

�
 

193. (3-61) 
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−−=

++ .1

,1arctg
4
5

32

2

2 yxyxey

yx

�

�
 

194. (3-62) 
( ) ( )⎩

⎨
⎧

+−−=
−+−=

.241ln1
,123

2

2

xxxy
yxxx

�
�
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195. (3-63) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
+−=

−=

.
2

1ln43

,1
2

sh

xyy

ex y

�

�
 

196. (3-64) 
( )

( )⎩
⎨
⎧

−=
−−=

.4arcsin
,842sh

22 xyy
yxyx

�
�

 

7.5. Ответы 

169. ( )1,1M : седло, неуст., ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
11
20 , 11 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
2

1h
G

; 22 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
1

2h
G

; ( )1,1 −−N : фокус, уст., ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

11
20 , 

2
71

2,1
i±−

=λ , 

против часовой стрелки. 

170. ( )1,1−M : узел, неуст. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 02

13 , 11 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2
1

1h
G

; 22 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
1

2h
G

; ( )1,1 −N : фокус, уст., ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

02
11 , 

2
71

2,1
i±−

=λ , по 

часовой стрелке. 

171. ( )1,2 −M : седло, неуст., ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
14
11 , 31 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

1h
K

; 12 −=λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2

1
2h
G

; ( )2,1−N : фокус, неуст., ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 12

11 , 212,1 i±=λ , по 

часовой стрелке. 

172. ( )1,3M : уст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

51
40 , 11 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
4

1h
G

; 42 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

; 

( )1,1 −N : фокус, неуст., ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
31
40 , 

2
73

2,1
i±λ , против часовой 

стрелки. 
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173. ( )2,1 −−M : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
13
11 , 311 −−=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
3

1
1h
G

; 

312 +−=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3
1

2h
G

; ( )0,1N : уст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
11

11 , 

i±−= 12,1λ , по часовой стрелке. 

174. ( )0,1M : неуст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
12
11 , 212,1 i±=λ , против часовой 

стрелки; ( )3,2 −−N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
14
11 , 11 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

1h
G

; 32 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2
1

2h
G

. 

175. ( )1,1 −M : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
21
30 , 11 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
3

1h
G

; 32 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

; 

( )2,4N : уст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

41
30 , 11 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
3

1h
G

; 32 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

. 

176. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3,0M : неуст. узел, ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

21

0
2
3

, 
2
3

1 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2
1

1h
G

; 22 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

2h
G

; ( )0,3N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
21
30 , 11 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
3

1h
G

; 32 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

. 

177. ( )0,0M : неуст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
52
14 , 31 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
1

1h
G

; 62 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

2h
G

; ( )3,3 −N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
58
12 , 61 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

8
1

1h
G

; 32 −=λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
1

2h
G

. 

178. ( )0,0M : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

45
12 , 31 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

5
1

1h
G

; 12 =λ ,  
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

; ( )1,1N : уст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

54
21 , 11 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

;  

32 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

2h
G

. 

179. ( )0,0M : вырожденный узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

13
35 , 2=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

h
G

; 

( )2,2 −−N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−

11
31 , 21 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
3

1h
G

; 22 −=λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

. 

180. ( )1,2−M : седло, 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

04
6
1

3
2

, 
3

71
1

+
=λ , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−=
12

71
1h
G

; 

2
71

2
−

=λ , ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −=
12

17
2h
G

; ( )1,2N : уст. фокус, 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −−

04
6
1

3
2

, 

3
51

2,1
i±−

=λ , против часовой стрелки. 

181. ( )1,1M : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−11

42 , 31 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
4

1h
G

; 22 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
1

2h
G

; 

( )1,1 −−N : уст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

11
42 , 

2
153

2,1
i±−

=λ , против часо-

вой стрелки. 

182. ( )0,0M : неуст. узел, ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− 3

3
2

30
, 11 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
3

1h
G

; 22 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
3

2h
G

; ( )0,1N : седло, ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−1

3
2

30
, 11 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
3

1h
G

; 22 −=λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2
3

2h
G

. 
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183. ( )1,1 −M : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
02
11 , 21 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

; 12 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2
1

2h
G

; 

( )1,1−N : неуст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 02

11 , 
2

71
2,1

i±
=λ , по часовой 

стрелке. 

184. ( )0,0M : неуст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
04
26 , 21 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

1h
G

; 42 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

; ( )1,0N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
04
22 , 41 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

; 22 −=λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2
1

2h
G

. 

185. ( )2,4M : неуст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 168

44 , 81 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

; 122 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

2h
G

; ( )1,2 −−N : уст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

84
82 , 2352,1 i±−=λ , 

против часовой стрелки. 

186. ( )1,0M : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 26

22 , 41 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
3
1

1h
G

; 42 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

2h
G

; 

( )1,0 −N : неуст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
26
22 , 3222,1 i±=λ , против часо-

вой стрелки. 

187. ( )1,1M : неуст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
22
21 , 

2
153

2,1
i±

=λ , против часо-

вой стрелки; ( )1,1 −N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 22

21 , 31 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2
1

1h
G

; 

22 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
2

2h
G

. 
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188. ( )4,2M : неуст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
01
14 , 321 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
32

1
1h
G

; 

322 +=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
32

1
2h
G

; ( )1,1−N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
01
12 , 

211 −−=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

=
21

1
1h
G

; 212 +−=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
21

1
2h
G

. 

189. ( )2,2−M : неуст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 05

41 , 
2

791
2,1

i±
=λ , по часовой 

стрелке; ( )2,2 −−N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
05
41 , 51 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

1
1

1h
G

; 

42 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

5
4

2h
G

. 

190. ( )2,2 −M : неуст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
22
42 , 2222,1 i±=λ , против ча-

совой стрелки; ( )1,1−N : уст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
11
24 , 21 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

; 

32 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
2

2h
G

. 

191. ( )1,1 −M : уст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− 12

30 , 
2

231
2,1

i±−
=λ , по часовой 

стрелке; ( )1,1 −−N : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−12
30 , 31 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1
1

1h
G

; 22 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
3

2h
G

. 

192. ( )1,1 −M : неуст. фокус, ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −

2
3

2
3

126
, 

4
23315

2,1
i±

=λ , против 

часовой стрелки; ( )2,2−N : уст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
33
612 , 61 −=λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

; 92 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
2

2h
G

. 
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193. ( )1,3 −M  - седло, 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

94
2
50 , 101 =λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4
1

1h
G

; 12 −=λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2
5

2h
G

; ( )1,1 −−N  - неуст. фокус, 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

− 14
2
50 , 

2
391

2,1
i±

=λ , 

по часовой стрелке. 

194. ( )3,2M : уст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

04
15 , 41 −=λ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

, 12 −=λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

4
1

2h
G

; ( )1,0N  - неуст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 04

13 , 
2

73
2,1

i±
=λ , по ча-

совой стрелке. 

195. ( )0,1M : седло, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 34

10 , 11 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

; 42 −=λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
4
1

2h
G

; 

( )0,1−N  - уст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− 34

10 , 
2

73
2,1

i±−
=λ , по часовой 

стрелке. 

196. ( )2,4M : неуст. узел, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 168

44 , 81 =λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
1

1h
G

, 122 =λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

2h
G

; ( )1,2 −−N  - уст. фокус, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

84
82 , 2352,1 i±−=λ , 

против часовой стрелки. 
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§ 8. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА С 

ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

8.1. Основные понятия 
Линейным дифференциальным уравнением 2-го порядка с пе-

ременными коэффициентами называется уравнение вида 
( ) ( ) ( ) ( )xfyxcyxbyxa =+′+′′ ,                                               (8.1) 

где на рассматриваемом промежутке 1R∈I  ( )xa , ( )xb , ( )xc , ( )xf  
– известные непрерывные функции и ( ) 0≠xa . 

Решения ( )xy1 , ( )xy2  однородного уравнения 
( ) ( ) ( ) 0=+′+′′ yxcyxbyxa ,                                                   (8.2) 

называются линейно зависимыми, если существуют постоянные α  
и β , 022 ≠+ βα , такие, что ( ) ( ) 021 ≡⋅+⋅ xyxy βα  на I . 

Решения ( )xy1  и ( )xy2  – линейно независимы тогда и только 
тогда когда определитель Вронского 

( )
21

21

yy
yy

xW
′′

=                                                                       (8.3) 

не обращается в нуль на I . 
Общее решение однородного уравнения (8.2) представимо в ви-

де 
( ) ( ) ( )xyCxyCxyo 2211 += ,                                                    (8.4) 

 
где ( )xy1 , ( )xy2  – линейно независимые решения (8.2). 

Если 1y  и 2y  – два (любые) решения однородного уравнения 
(8.2), то для определителя Вронского (8.3) справедлива формула 
Остроградского-Лиувилля уравнения второго порядка 

( ) ( ) ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= ∫

x

x

dttpxWxW
0

exp0 , Ix ∈∀ 0 , Ix∈∀ ,                 (8.5) 

где ( ) ( )
( )ta
tbtp = . 
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8.2. Схема отыскания частного решения однородного 
уравнения 

Универсального алгоритма для отыскания частного решения 
однородного линейного уравнения второго порядка (8.2) в квадра-
турах не существует. 

Если коэффициенты уравнения многочлены, то можно попы-
таться найти частное решение путем подбора: 

а) В виде xeα . Подставляя xey α=  в уравнение (8.2) , приравни-
ваем нулю коэффициенты при соответствующих степенях x. Полу-
чаем значение α. 

б) В виде αx  или многочлена. Подставляя αxy =  в уравнение 
(8.2), приравниваем нулю коэффициенты при самой старшей сте-
пени x, получая значение α, затем проверяем, является ли αxy =  
решением (8.2). 

Если n=α  – натуральное число, но при этом αxy =  не являет-
ся решением (8.2), то можно попытаться найти частное решение 
методом неопределенных коэффициентов в виде многочлена 

n
nn dxdxy +++= − ...1

1 . Коэффициенты ndd ,...,1  определяются 
подстановкой в (8.2). 

8.3. Общее решение однородного уравнения 
Пусть решение 1y  уравнения (8.2) найдено. Из формулы Остро-

градского–Лиувилля (8.5) получаем 
( )∫−=′−′

dxxp
Ceyyyy 1221 , т.е. 

получаем линейное уравнение первого порядка относительно 2y . 
Проще всего оно решается следующим способом. Разделив обе 
части уравнения на 2

1y , получим слева производную от дроби 

12 yy : 

( )∫−=
′−′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ dxxp
e

y
C

y
yyyy

y
y

2
1

2
1

1221

1

2 . 

Поскольку 1y  известно, то  
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( )
22

11

2 Cdxe
y
C

y
y dxxp

+= ∫ ∫− , 

откуда получаем общее решение уравнения (8.2). 
( )

122
1

12 yCdxe
y
Cyy

dxxp
+= ∫ ∫− .                                           (8.6) 

Замечание. Если известно частное решение 1y  линейного одно-
родного уравнения (8.2), то порядок уравнения можно понизить, 
сохранив его линейность, если подставить zyy 1=  в уравнение 
(8.2), а затем произвести замену uz =′ . 

8.4. Общее решение неоднородного уравнения  
(метод вариации постоянных) 

Если известно общее решение однородного уравнения (8.2), то 
общее решение неоднородного уравнения (8.1) с непрерывной на I  
правой частью можно найти, применяя метод вариации произволь-
ных постоянных, заключающийся в следующем. 

Для отыскания общего решения неоднородного уравнения (8.1) 
поступают следующим образом: 

1) предполагают, что в общем решении однородного уравнения 
(8.4) коэффициенты ( )xCC 11 =  и ( )xCC 22 =  – дифференцируемые 
функции; 

2) общее решение ищут в виде  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xyxCxyxCxy 2211 += ;                                            (8.7) 

3) функции ( )xC ′
1  и ( )xC ′

2  определяют из системы алгебраиче-
ских уравнений 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′′+′′
=′+′

;

,0

2211

2211

xa
xfxyxCxyxC

xyxCxyxC
                                 (8.8) 

система (8.8) имеет единственное решение, т.к. определитель ее 
основной матрицы есть определитель Вронского для линейно неза-
висимых решений уравнения (8.2) и, следовательно, отличен от 
нуля; 
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4) получив решения ( ) ( )xfxC 11 =′  и ( ) ( )xfxC 22 =′  системы 
(8.8), интегрируют эти уравнения: 

( ) ( ) 111 cdxxfxC += ∫ , ( ) ( ) 222 cdxxfxC += ∫ ,                     (8.9) 

где 21 , cc  – постоянные; 
5) найденные значения ( )xC1  и ( )xC2  подставляют в (8.7). 

8.5. Примеры решения задач, предлагавшихся на экзаме-
национных контрольных работах 

Пример 8.1. (3-01). Решить уравнение 
( ) ( ) xexyyxyx 4291231 =+′+−′′+ . 

 1. Частное решение ищем путем подбора в виде xeα : подставляя 
xey α=1 , xey αα=′1 , xey αα 2

1 =″  в однородное дифференциальное 
уравнение  

( ) ( ) 091231 =+′+−′′+ xyyxyx ,                                          (8.1.1) 
получаем ( ) ( ) 0912312 =++−+ xxx xeexex ααα αα  или 
( ) ( )( ) 0396 22 =−++− xex ααααα . 
Так как функции 1 и x линейно независимы, то 

,03:1
,096:

2

2

=−
=+−

αα
ααx  3=α  и xey 3

1 = . 

2. Согласно формуле Остроградского–Лиувилля 

( )∫−=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ dxxp
e

y
C

y
y

2
11

2 .  

В нашем случае ( ) ( )
1

36
1
123

+
+−=

+
+

−=
xx

xxp , 

( ) =− ∫ dxxp  Cxxdx
x

~1ln36
1

36 ++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−∫ , 

xxxxx eCdxeeCey 3
2

1ln3663
2

~~
+= ∫ +−− . 
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Так как ∫ +−− dxee xxx 1ln366 ∫ +
= dx

x 31

1 ( ) ∗+
+

+
−= C

x

x
212

1sign , то 

( )
x

x

eCCC
x
ey 3

2

3

2

~~~~
1

∗+
+

=  – общее решение однородного уравнения (8.1.1): 

=+= 2211 yCyCyo ( )2

3

2
3

1
1+

+
x
eCeC

x
x . 

3. Решение исходного неоднородного дифференциального урав-
нения ищем методом вариации постоянных. 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−

+
′+′

=
+

′+′

.
1

2
1

2
1

33

,0
1

4

3

3

2

3

2
3

1

2

3

2
3

1

x
e

x
e

x
exCexC

x
exCexC

xxx
x

x
x

 

Вычитая из второго уравнения утроенное первое, получаем 

( )
( ) 1

2
1

2
4

3

3

2 +
=

+
′−

x
e

x
exC

xx

 или, умножив на ( )
xe

x
3

3

2
1+

− , 

( ) ( )2
2 1+−=′ xexC x  дает ( ) ( ) =++−= ∫ dxxxexC x 122

2  

=−−−= ∫∫∫ dxedxxedxex xxx 22  xxxx edxxedxxeex −−+−= ∫∫ 222  

2
2 ceex xx +−−= . 

Из первого уравнения системы получаем 

( ) ( )
( )221

1
1
+

′−=′
x

xCxC xe= , откуда ( ) 11 cexC x += . 

( ) ( )( )
( )

=
+

+−+−++=
2

3

2
223

1
1

1
x
ecexexecey

x
xxxx

( )
( ) ( )2

3

22

42
3

1
4

11
1

+
+

+

+
−+=

x
ec

x
exece

xx
xx . 

Окончательно получаем 

( ) ( )2

3

2
3

12

4

11
2

+
++

+
=

x
ecec

x
xey

x
x

x
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Пример 8.2. (3-24). Найти все действительные решения уравнения 
( ) ( ) xexyxyxxyx 2422 12324 −=++′+−′′ , 0>x . 

2 Частное решение ищем путем подбора в виде αx : подставляя 
αxy =1 , 1

1
−=′ ααxy , ( ) 2

1 1 −−=″ ααα xy  в однородное дифференци-
альное уравнение 

( ) ( ) 032422 =++′+−′′ yxyxxyx ,                                      (8.2.1) 
получаем 

( ) ( ) ( ) 03241 1̀222 =+++−− −− ααα ααα xxxxxxx  или 
( ) ( )( ) 064121 =+−−++−+ αααα αα xx . 

Коэффициент при самой старшей степени x равен 02 =−α , та-
ким образом, 2=α . 

Подставляя 2
1 xy =  в (8.2.1), убеждаемся, что это решение. 

2. I способ. Согласно формуле Остроградского–Лиувилля 
( )

122
1

12 yCdxe
y
Cyy

dxxp
+= ∫ ∫− . 

В нашем случае ( )
xx

xxxp 414
2

2

−−=
+

−= , ( ) =− ∫ dxxp  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ∫ dx

x
41  =++ Cxx ln4  Cxx ++ 4ln , следовательно, 

∫ += dxe
x

Cxy xx 4ln
4

2
2

1~~ . 

∫ + dxe
x

xx 4ln
4

1
∫= dxxe

x
x 4

4

1  ∫= dxe x  *Ce x += , откуда 

22
2

~~~~ xCCCexy x ∗+=  – общее решение однородного уравнения 
(8.2.1):  

=+= 2211 yCyCyo
xexCxC 2

2
2

1 + . 

II способ. Подставляем zxyo
2=  в (8.2.1). Т.к. zxxzyo ′+=′ 22 , 

zxzxzyo ′′+′+=″ 242 , то 
( ) ( )( ) ( ) 0322442 22222 =++′++−′′+′+ zxxzxxzxxzxzxzx , или 
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( ) ( )( ) ( ) 0322442 2 =++′++−′′+′+ zxzxzxzxzxz , или 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0324224412 =+++−++−′++′′ xxzxxxzxzx , или 

022 =′−′′ zxzx , или 0=′−′′ zz .  
Порядок последнего уравнения понижаем заменой uz =′ : 

0=−′ uu . 
uu =′  – уравнение с разделяющимися переменными. 

Интегрируя уравнение с разделенными переменными dx
u
du

= , 

получаем Cxu ~lnln +=  (здесь 0~
>C ) или xeCu ˆ=  (здесь Ĉ  – про-

извольное, т.к. а) сняли знак модуля; б) учли возможность 0=u ). 
Откуда 1

ˆ CeCz x +=  и x
o exCxCy 2

2
2

1 += . 
3. Решение исходного неоднородного дифференциального урав-

нения ищем методом вариации постоянных. 
 

( ) ( )
( ) ( )( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=+′+′
=′+′

−

.1222

,0

2

24
2

21

2
2

2
1

x
exexxexCxxC

exxCxxC
x

xx

x

 

Вычитая из первого уравнения второе, умноженное на 
x
2 , полу-

чаем ( ) xx exxCex 22
2

2 12 −=′  или ( ) xexC 3
2 12 −=′ , откуда 

( ) 2
3

2 4 cexC x +−= − . 
Из первого уравнения системы получаем 
( ) ( ) xx eexCxC 2

21 12 −−=′−=′ , ( ) ∫ −−= dxexC x2
1 12  или 

( ) 1
2

1 6 cexC x += − . 
( ) ( ) =+−++= −− xxx excexcey 2

2
32

1
2 46  

xxx excxcexex 2
2

2
1

2222 46 ++−= −−   
 
Окончательно получаем 

xx exexcxcy 222
2

2
1 2 −++= .  
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8.6. Задачи для самостоятельного решения 
Решить уравнение: 
197. (3-01) ( ) ( ) xexyyxyx 4291231 =+′+−′′+ . 

198. (3-02)  ( )
1

313
3

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++′+−′′

x
exy

x
yxyx

x
 ( )1>x . 

199. (3-03) ( ) ( ) ( ) xxeyxyxyx 3447223 −=++′++′′+  

200. (3-04) ( ) ( )
x

xyyxyxx
2

23 2222 +
=−′+′′+  ( )0>x . 

201. (8-11) ( ) ( ) ( ) ( ) xe
x
xyxyxyx

1
43412151743

2

−
−

=−+′−+′′− , 
3
4

>x . 

202. (8-12) ( ) ( )
1

2851 2

4
22

+
=+′+−′′+

x
xy

x
yxyxx , 0>x . 

203. (8-13) ( ) ( ) ( ) ( ) xe
x
xyxyxyx −

+
+

=++′++′′+
1
323610832

2
, 1−>x . 

204. (8-14) ( ) ( )
2

4
22

1
28521

x

xyx
x

yxyxx
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+′−+′′− , 10 << x . 

Найти все действительные решения уравнений:  
205. (3-21) ( ) ( ) xeyxyxxyx 222 221224 −=++′++′′ , 0>x . 
206. (3-22) ( ) ( ) xexyxyxxyx 3322 33223 −−=−+′−+′′ , 0>x . 
207. (3-23) ( ) ( ) xeyxyxyx 4222 −=+−+′−+′′ . 
208. (3-24) ( ) ( ) xexyxyxxyx 2422 12324 −=++′+−′′ , 0>x . 
209. (3-31) ( ) ( ) xeyxyxxyx =++′++′′ 124 22 , 0>x . 
210. (3-32) ( ) ( ) ( ) 422 12324 xxyxyxxyx +−=−+′−+′′ , 0>x . 
211. (3-33) ( ) xeyyxyx 33332 −−=+′++′′ , 0>x . 
212. (3-34) ( ) ( ) xeyxyxyx −=++′++′′ 4212 , 0>x . 

213. (3-41) ( ) ( ) ( ) 034699232 22424 =−+′−+−′′− yxyxxxyxx  3
2

x
⎛ ⎞

>⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

214. (3-42) ( ) ( ) 011 222 =−+′++′′ yxyxxyx  ( )0>x . 
215. (3-43) ( ) ( ) 0213213 2223 =++′+−′′ yxxyxxyx  ( )0>x . 
216. (3-44) ( ) ( ) ( ) 024222 222 =++−′−+−′′+ yxxyxxxyxx  ( )0>x . 
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Найти общее решение уравнений: 
197. (7-51) ( ) ( ) xexyxyxxyx 352 3126 =++′+−′′ . 
198. (7-52) ( ) ( ) xeyxyxxyx 22 224 −=−+′−−′′ . 
199. (7-53) ( ) ( ) xexyxyxxyx 242 264 =++′+−′′ . 

200. (7-54) ( ) ( )
x

eyxyxxyx
x3

2 366
−

=−+′−−′′ . 

Решить уравнения:   
201. (7-61) ( ) +′+−′′ yxxxxxxy cossin2sin2 ( ) =+ yxxx cossin2  

xx 24 sin−= , π<< x0 . 
202. (7-62) ( ) xexyyxxxy x 2sin2cossincossin −=+′+−′′ , π<< x0 . 
203. (7-63) ( ) +′−−′′ yxxxxxxy sincos2cos2 ( ) =− yxxx sincos2  

xx 24 cos= , 
2

0 π
<< x . 

204. (7-64) ( ) xexyyxxxy x 2cos2sinsincoscos −=+′++′′ , 
22
ππ

<<− x . 

8.7. Ответы 

197. =y
( ) ( )2

4

2

3

2
3

1
1

2
1 +

+
+

+
x
xe

x
eCeC

xx
x . 

198. =y ( ) −−+ xexxCxC 2
21 ( ) ( )1ln2 −−+ xexxxe xx . 

199. =y x
x

x e
x
x

x
eCeC 3

2

2
2

1 3
2

3
−

−
−

+
+

+
+

+ . 

200. =y
x
xx

xx
xCxC lnln

2
111

21 −−−−
+

+ . 

201. ( ) −−+= xx exCeCy 12
4

1 ( ) ( )1ln1
3

−−− xexe x
x

. 

202. +
+

+=
12

2

2
2

1
x

xCxCy
1

arctg 2

3
2

+
−

x
xxx . 

203. ( ) −++= −− xx exCeCy 12
3

1 ( ) ( )1ln1
2

+++ −
−

xexe x
x

. 
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204. −
−

+=
2

2

2
2

1
1 x

xCxCy
2

3
2

1
sinarc

x

xxx
−

+ . 

205. 
x

e
x

C
x

eCy
xx 2

222

2

1
1 −−

−+= . 

206. xx exxCxeCy 32
2

3
1

−− ++= . 

207. x
x

x xe
x

eCeCy 221 −+= . 

208. xx exexCxCy 222
2

2
1 2 −++= . 

209. 
22221

2
1

x
e

x
C

x
eCy

xx
++=

−

. 

210. 432
2

2
1 xxxCxeCy x −++= − . 

211. x
x

e
x

C
x

eCy 3
2

3

1
1 −

−

++= . 

212. xx
x

xeeC
x

eCy −−
−

++= 221 . 

213. 22
3

2
2

1
xeCxCy

−
+= . 

214. 221

2x

e
x

C
x

C
y

−
+= . 

215. 
23

21
xxeCxCy += . 

216. xxeC
x

C
y 2

1 += . 

217. xx exexCxCy 3
3

3
2

3
1 6

++= . 

218. 
2

2

2
21

6x
e

x
eCC

y
xx −

+
+

= . 

219. xx exexCxCy 2
2

2
2

2
1 2

++= . 

220. 
3

3

3
21

12x
e

x
eCC

y
xx −

+
+

= . 
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221. xxxxxxCxCy cos
2
1sincos 32

21 +−+= . 

222. ( ) xexxCeCy xx cos2cossin21 +++= . 

223. xxxxxxCxCy sin
2
1cossin 32

21 +++= . 

224. ( ) xexxCeCy xx sin2cossin21
−− −++= . 

 



 

119 
 

§ 9. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 
В качестве последней (девятой) задачи на письменной кон-

трольной работе могут быть даны или задачи на доказательство, 
или, реже, задачи повышенной сложности. 

9.1. Примеры решения задач, предлагавшихся на     экза-
менационных контрольных работах 

Пример 9.1. (9-04) Найти первый интеграл системы 
2

2

2 3 ,
2 .

x x x y
y y xy

⎧ = +
⎨

= +⎩

�
�

 

1 Первым интегралом автономной системы ( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

yxgy
yxfx

,
,,

�
�  называет-

ся не равная тождественно постоянному непрерывно дифференци-
руемая функция ( )yxu ,  такая, что для любого решения ( )tx , ( )ty  
системы ( ) ( )( ) const, =tytxu . 

Для нахождения первого интеграла разделим, например, первое 
уравнение системы на второе, считая ( ) 0, ≠yxg  в рассматриваемой 
области. Используя выражение для производной для параметриче-

ски заданной функции, получим 
g
f

dy
dx

= , или fdygdx = . Пусть 

решение этого уравнения имеет вид ( ) Cyxu =, . Тогда функция 
( )yxu ,  и является интегралом исходной системы. 
В соответствии с вышесказанным составим уравнение  
( ) ( ) 0322 22 =+−+ dyyxxdxxyy .                                      (9.1.1) 
Интегрирующим множителем уравнения в дифференциалах 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxbdxyxa  называется такая непрерывно дифферен-
цируемая функция ( ) 0, ≠yxμ , что уравнение 0=+ bdyadx μμ  яв-
ляется уравнением в полных дифференциалах, т.е. существует 
функция ( )yxu ,  такая, что bdyadxdu μμ += . Тогда решение урав-
нения 0=+ bdyadx μμ  и, следовательно, уравнения 0=+ bdyadx  
будет иметь вид ( ) Cyxu =, . Интегрирующий множитель удовле-
творяет уравнению в частных производных 
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( ) ( )
x
b

y
a

∂
∂

=
∂

∂ μμ .                                                                    (9.1.2) 

Вернемся к рассматриваему примеру. Для уравнения (9.1.2), ис-
ходя из вида правой части системы, интегрирующий множитель 
будем искать в виде βαμ yx= . Согласно (9.1.2) уравнение для его 
нахождения 

( )[ ] ( )[ ]yxxyx
x

xyyyx
y

22 322 +
∂
∂

−=+
∂
∂ βαβα , 

или 
( ) ( ) =+++− xyyxxyyyx 222 21 βαβαβ

( ) ( )xyyxyxxyx 6232 21 +−+−= − βαβαα , 
или 

=+++ ++++ 1111 222 βαβαβαβα ββ yxyxyxyx
1111 6232 ++++ −−−−= βαβαβαβα αα yxyxyxyx . 

Приравнивая коэффициенты у слагаемых с одинаковыми степе-
нями x  и y  в левой и правой частях последнего равенства, имеем 

.2222:
,632:11

−−=+
−−=+++

αβ
αβ

βα

βα

yx
yx  

Из системы 
⎩
⎨
⎧

−=+
−=+

422
,83

αβ
αβ

 находим, что 3−=α , 1=β . 

Таким образом, функция 3x
y

=μ  является интегрирующим 

множителем в каждой из полуплоскостей 0>x  и 0<x . 
После умножения на интегрирующий множитель уравнение 

(9.1.1) принимает вид 

0322 2

22

3

3

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ dy

x
y

x
ydx

x
y

x
y . 

Пусть дифференциал du  функции ( )yxuu ,=  равен левой части 
последнего уравнения. Тогда 

2

3

3

22
x
y

x
y

x
u

+=
∂
∂ , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

∂
∂

x
y

x
y

y
u 2

2

32 .                               (9.1.3) 
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Интегрируя второе из равенств (9.1.3), получим 

( ) ( )xC
x

y
x
yyxu +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

3

2

2

,  

(постоянная интегрирования по y  будет зависеть от x ). Тогда 

( )xC
x
y

x
y

x
u ′++=
∂
∂

2

3

3

22
. Приравнивая это выражение для 

x
u
∂
∂  полу-

ченному ранее первому из равенств (9.1.3), находим ( ) 0=′ xC , сле-
довательно, ( ) const=xC , и решение уравнения (9.1.) имеет вид 

C
x
y

x
y

=+
3

2

2

, а функция ( )
x
y

x
yyxu

3

2

2

, +=  является первым инте-

гралом исходной системы. X 

Пример 9.2. (9-21). Доказать, что задача Коши yxyy sin2 ++=′ , 
( ) 00 =y , имеет решение, определенное при ∞<<∞− x . 

2 I способ. Утверждение этой задачи, как и теоретических задач 2, 
3 и 4 вариантов экзаменационной работы 2002, года вытекает из 
следующей теоремы. 
Теорема. Пусть ( )xa  – непрерывная функция на всей числовой пря-

мой, функция ( )yxf ,  непрерывна на плоскости 2
,yxR , огра-

ничена и имеет ограниченную на 2
,yxR  производную 

( )
y

yxf
∂

∂ ,
. Тогда решение задачи Коши ( ) ( )yxfyxay ,+=′ , 

( ) 00 yxy = , с произвольными 0x , 0y  существует и опреде-
лено на всей числовой прямой. 

Доказательство. { Пусть l  – любое положительное число. Из 
непрерывности ( )xa  следует, что существует число K  такое, что 
( ) Kxa ≤  при lxx ≤− 0 . 

По условию ( )yxf ,  и 
( )

y
yxf

∂
∂ ,

 – ограниченные функции: 

( ) Myxf ≤, , 
( )

N
y

yxf
≤

∂
∂ ,

. 
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Задача Коши эквивалентна интегральному уравнению 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
0

0 ,
x

x

y x y a y f y dξ ξ ξ ξ ξ= + +∫ .                       (9.2.1) 

Последовательность 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
0

1 0 ,
x

n n n
x

y x y a y f y dξ ξ ξ ξ ξ+ = + +∫  

при ( ) 00 yxy ≡  сходится равномерно на [ ]lxlx +− 00 ,  по признаку 
Вейерштрасса, т.к. имеют место следующие оценки: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1 01 ! 1 !

n n
n

n n

C K N Ly x y x x x Cl
n n

+

+

+
− ≤ − ≤

+ +
,            (9.2.2) 

где MyKC += 0 , ( )lNKL += . 
Докажем их. � При 0=n  имеем 

( ) ( ) ( )( ) ≤+≤− ∫
x

x

dyfyayxy
0

0001 , ξξξ

( ) 000 xxCxxMyK −=−+≤ . 
Пусть оценка (9.2.2) справедлива для номера n . 
Тогда 

( ) ( )xyxy nn 12 ++ − = 

= ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )∫ −+− ++

x

x
nnnn dyfyfyya

0

,, 11 ξξξξξξξξ . 

Из формулы конечных приращений 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )ξξξξξξ nnnn yyNyfyf −≤− ++ 11 ,, . 

Поэтому ( ) ( ) ≤− ++ xyxy nn 12 ( ) ( ) ( )∫ ≤−+ +

x

x
nn dyyNK

0

1 ξξξ  

( )
( )

0

1
1

01 !

n x
n

x

C K N
x d

n
ξ ξ

+
++

≤ −
+ ∫  ( )

( )

1
2

02 !

n
nC K N

x x
n

+
++

≤ − ≤
+

 
( )

1

2 !

nLCl
n

+

+
, 

т.о., оценка (9.2.2) доказана и для номера 1+n . Т.е. неравенство 
(9.2.2) доказано для любого n . ¡ 
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Последовательность ( )xyn  сходится равномерно на 
[ ]lxlx +− 00 ,  к решению интегрального уравнения (9.2.1), и, сле-
довательно, на [ ]lxlx +− 00 ,  существует решение задачи Коши. 

Из произвольности 0>l  следует утверждение теоремы. z 

II способ. Эти же задачи могут быть решены и другими спосо-
бами. Дадим, например, второе доказательство рассматриваемой 
задачи (9-21). 

Замена ( ) ( )
2

2
x

y x u x e=  приводит к уравнению для функции 
( )xu : 

( ) ( )
2 2

2 22 sin
x x

u x e u x e
− ⎛ ⎞⎛ ⎞

′ ⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

и начальному условию ( ) 00 =u . 
Эта новая задача удовлетворяет условиям теоремы существова-

ния и единственности решения задачи Коши: функция 

( )
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=

−
22

22

sin2,
xx

ueeuxf  определена и непрерывна на всей 

плоскости 2
,yxR  и имеет на ней непрерывную производную 

( )
u

uxf
∂

∂ ,
. Теорема утверждает, что если 0>a , 0>b , то существует 

решение новой задачи Коши (для u ), определенное на отрезке 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=≤

M
bax ,minδ , где M  – любое число такое, что ( ) Muxf ≤,  

на прямоугольнике ax ≤ , bu ≤ . В качестве M  можно взять, на-
пример, 3. Возьмем ab 3= . Тогда a=δ , т.е. на любом отрезке 

ax ≤  существует и единственно решение задачи Коши для функ-
ции ( )xu , и, следовательно, для функции ( )xy . 

Утверждение о существовании решения на всей числовой пря-
мой следует из произвольности 0>a . 
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З а м е ч а н и е.   Первое решение носит более общий характер, 
хотя и длиннее. Доказанная теорема включает в себя как частные 
случаи утверждения теоретических задач всех четырех вариантов 
2002 года. Она получается развитием доказательства теоремы су-
ществования и единственности решения задачи Коши для линей-
ных систем применительно к нелинейным уравнениям рассматри-
ваемого вида. Второе решение короче, но носит более частный ха-
рактер и существенно использует особенности данного уравнения. 
Y 

Пример 9.3. (9-51). Пусть вещественная функция ( )xy , 
∞<<∞− x , является решением дифференциального урав-

нения yxy 22 sinsin +=′ . Доказать, что ( ) −∞=
−∞→

xy
x
lim  и 

( ) +∞=
+∞→

xy
x
lim . 

3 Возьмем 21 xx < , а в остальном произвольные. 

( ) ( )12 xyxy −  ( ) =′= ∫
2

1

x

x

dxxy  ( )( ) ≥+∫
2

1

22 sinsin
x

x

dxxyx  =∫
2

1

2sin
x

x

xdx  

= ∫
−2

1
2

2cos1
x

x

dxx  = ≥
−

−
−

4
2sin2sin

2
1212 xxxx  

2
1

2
12 −

− xx . 

Зафиксируем какое-либо 1x , тогда ( ) ( )
2
1

2
12

12 −
−

+≥
xx

xyxy  

+∞⎯⎯⎯ →⎯ +∞→2x . 

При фиксированном 2x   

( ) ( )
2
1

2
21

21 +
−

+≤
xx

xyxy  −∞⎯⎯⎯ →⎯ −∞→1x .  

Пример 9.4. (9-52). Пусть вещественная функция ( )xy , +∞<≤ x0 , 
является решением дифференциального уравнения 

( )yyxy 22 sinsin1 ++−=′ . Доказать, что ( ) 0lim =
+∞→

xy
x

. 

4 При любых начальных данных решение задачи Коши для рас-
сматриваемого уравнения единственно. Поэтому если для некото-
рого 0x  ( ) 00 =xy , то ( ) 0=xy  для всех x ; тогда ( ) 0lim =

+∞→
xy

x
. 
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Пусть ( )xy  не обращается в 0. Тогда =
′

y
y

 

( ) 1sinsin1 22 −≤++−= yx . Поэтому при 0>x  ( )
( ) xd

y
yx

−≤
′

∫
0

ξ
ξ
ξ , от-

куда 
( )
( ) x

y
xy

−≤
0

ln  и, следовательно, 

( ) ( ) 00 ⎯⎯ →⎯≤ +∞→
−

x
xeyxy .  

Пример 9.5. (9-53) Пусть вещественная функция ( )xy , +∞<≤ x0 , 
является решением дифференциального уравнения 

( )yyxy 22 sinsin1 ++=′ . Пусть существует 0x , +∞<≤ 00 x , 
такое, что ( ) 00 ≠xy . Доказать, что ( ) +∞=

+∞→
xy

x
lim . 

5 Из ( ) 00 ≠xy  следует, что ( ) 0≠xy  для всех x  (см. пример 9.2.). 

Тогда 1sinsin1 22 ≥++=
′

yx
y
y

 и ( )
( ) xd

y
yx

≥
′

∫
0

ξ
ξ
ξ . Поэтому 

( )
( ) x

y
xy

≥
0

ln  и, следовательно, ( ) ( ) +∞⎯⎯⎯ →⎯≥
+∞→

−
x

xeyxy 0 .  

Пример 9.6. (9-54) Пусть функция ( )xy  является решением диффе-
ренциального уравнения 

yxxyy 2222 sin3cos2sin +++=′ , рассматриваемого при 
+∞<<∞− x , +∞<<∞− y . Доказать, что ( )xy  определена 

лишь на конечном промежутке. 

6 Из уравнения получаем 1
1

sin3cos1
1 2

22

2
≥

+
+

+=
+

′

y
yx

y
y . 

Пусть 1x  и 2x , 21 xx < , принадлежат области определения ( )xy . 

Тогда ( )
( ) 122

2

1
1

xx
xy

dxxyx

x

−≥
+

′
∫ . 

Поэтому ( ) ( ) 1212 arctgarctg xxxyxy −≥− . 
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Множество значений функции yarctg  есть ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
ππ . Поэтому 

12 xx −>π , что и доказывает утверждение задачи. ] 

Пример 9.7. (9-61) Доказать, что существует решение уравнения 
0sh =+′′ yxy , не ограниченное на интервале ( )∞+,1 . 

7 Уравнение имеет вид ( ) 0=+′′ yxgy , где ( )
x

xg
sh

1
=  непрерыв-

ная, ( ) 0>xg , и ( )∫
+∞

1

dxxg  сходится. 

Пусть ( )xy  – ограниченное решение: ( ) Cxy ≤ . 

Тогда ( ) ( ) ( ) ( )xCgxyxgxy ≤=′′  и ( )∫
+∞

′′
1

dxxy  сходится. Отсюда 

следует, что ( ) ( ) ( )∫ ′′+′=′
x

dyyxy
1

1 ξξ  имеет конечный предел при 

+∞→x . Этот предел равен нулю, т.к. в противном случае ( )xy  
была бы неограниченной. 

Итак, если ( )xy  ограниченная, то ( ) 0⎯⎯ →⎯′
+∞→xxy . 

Если предположить, что все решения ограниченные, то взяв два 
линейно независимых решения ( )xy1  и ( )xy2 , будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) 02121 ⎯⎯ →⎯′−′
+∞→xxyxyxyxy , т.е. определитель Вронского 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0

21

21 ⎯⎯ →⎯′′= +∞→xxyxy
xyxy

xW , что противоречит формуле Ост-

роградского–Лиувилля, т.к. по этой формуле ( ) 0const ≠=xW . ^ 

Пример 9.8. (9-81) Доказать, что любое решение уравнения 
(2 cos3 ) 0y x y′′ + + =  имеет хотя бы один нуль на отрезке 

[ ]1, 3− . 
8 ( ) 2 cos3 1Q x x= + ≥  на [ ]1, 3− . Уравнение 0z z′′ + =  имеет ре-
шение 0 ( ) sin( 1)z x x= + , которое обращается в нуль в точках 
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1 1x = −  и 2 1x π= − . По теореме Штурма между 1x  и 2x  лежит хотя 
бы один нуль каждого нетривиального решения уравнения 

(2 cos3 ) 0y x y′′ + + = ._ 

Пример 9.9. (9-82) Доказать, что каждое нетривиальное решение 
уравнения 31 0x y y′′+ + =  имеет не более одного нуля на 
отрезке [ ]2, 6 . 

9 
3

1 1( )
31

q x
x

= ≤
+

 на [ ]2, 6 . Уравнение 0
3
zz′′ + =  имеет решение 

0
4( ) cos

3
xz x −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, которое не обращается в нуль на [ ]2, 6 . Предполо-

жим, что какое-либо нетривиальное решение уравнения 3 ''1 0x y y+ + =  

имеет на отрезке [ ]2, 6  два различных нуля 1x  и 2x . По теореме Штурма 

между 1x  и 2x  лежит хотя бы один нуль функции 0 ( )z x , что невозмож-
но.` 

9.2. Задачи для самостоятельного решения 

225. (9-01) Найти первый интеграл системы 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

.75
,2

24

33

yxyy
xyxx

�
�

 

226. (9-02) Найти первый интеграл системы 
⎩
⎨
⎧

−=
+=

.23
,
3

22

yxyy
xyxx

�
�

 

227. (9-03) Найти первый интеграл системы 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

.3
,38

64

55

yyxy
xxyx

�
�  

228. (9-22) Доказать, что задача Коши yxyy cos12 ++=′ , ( ) 10 =y , 
имеет решение, определенное при +∞<<∞− x . 

229. (9-23) Доказать, что задача Коши 
2

22 yeyxy −++=′ , ( ) 01 =y , 
имеет решение, определенное при +∞<<∞− x . 

230. (9-24) Доказать, что задача Коши 2
2

1
12

y
yyxy
+

++=′ , 

( ) 11 =y , имеет решение, определенное при +∞<<∞− x . 
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231. (9-62) Доказать, что существует решение уравнения 
03 =+′′ yyx , не ограниченное на интервале ( )∞+,1 . 

232. (9-63) Доказать, что существует решение уравнения 
0ch =+′′ yxy , не ограниченное на интервале ( )∞+,1 . 

233. (9-64) Доказать, что существует решение уравнения 
02 =+′′ yyxx , не ограниченное на интервале ( )∞+,1 . 

234. (9-83) Доказать, что любое решение уравнения 0xy x y′′ + =  
имеет хотя бы один нуль на отрезке [2,4]. 

235. (9-84) Доказать, что каждое нетривиальное решение уравне-
ния ''15 0x y y+ + =  имеет не более одного нуля на отрезке 
[1,4]. 

9.3. Ответы 

225. =u
2

7
5

y
xyx + , интегрирующий множитель 3

4

y
x . 

226. =u
y

xyx
3

2 − , интегрирующий множитель 2y
x . 

227. =u
x
yyx

8
33 − , интегрирующий множитель 2

2

x
y . 
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§ 10. ТЕСТ 
Варианты тестов, предлагающиеся на переэкзаменовке по 

дифференциальным уравнениям, содержат облегченные варианты 
задач, соответствующие письменной контрольной работе. 

10.1. Пример варианта тестирования 

1. Решить уравнение   ' 2 0yy xe+ = . 
Ответ: 2ln( )y x C= − + . 

2. Записать действительное общее решение соответствующего од-
нородного уравнения и указать, в каком виде следует искать ча-
стное решение неоднородного уравнения по методу неопреде-
ленных коэффициентов: 

2'' 2 ' cos .xy y y x e x− + = +  
Ответ: o 1 2( ) xy C C x e= + ,    
              2 2

н ( ) sin cosy x ax bx c A x B x= + + + + . 
3. Понизить порядок уравнения 

2 3 3'' ( ') sin 0.y y y x y+ + =   
Ответ: 2 3' sin 1 0z z z x+ + + = , замена ' ( )y z x y= . 

4. Записать уравнение Эйлера для задачи со свободным концом и 
недостающее граничное условие: 

( )
2

3 2

1

( ) ( ') ' sin , (2) 10.J y x y xy y dx y= + + =∫  

Ответ: 3 22 '' 6 ' cos 1 0, '(1) 1/ 2x y x y y y+ − + = = − . 
5. Найти положение равновесия системы, определить его тип и на-
чертить фазовые траектории линеаризованной системы, указав на 
них направление движения: 

{ 2 5 ,
3 .

x x y xy
y y
= − + +
= −
�
�  

Ответ: ( )2 1(0,0) : 0 3M −
− , 1 2λ = − , ( )1

1
0h = ; 2 3λ = − , 

( )2
1
1h = − , устойчивый узел, касание к оси Ox . 
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6. Используя формулу Лиувилля-Остроградского, найти общее ре-
шение уравнения 

34 '' 4( 1) ' 2 0,xy x y y
x

⎛ ⎞− + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

если известно его частное решение 1( )y x x= . 
Ответ: 1 2

xy C x C xe= + . 

10.2. Задачи для самостоятельного решения 

236. (1-92) Решить уравнение   2 2' 3 0y x y+ = . 

237. (1-93) Свести уравнение   
2

' 1 yy
x

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   к уравнению с раз-

деляющимися переменными. 

238. (1-94) Свести уравнение   ' cos yy
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   к уравнению с разде-

ляющимися переменными. 
239. (2-92) Записать действительное общее решение соответст-

вующего однородного уравнения и указать, в каком виде сле-
дует искать частное решение неоднородного уравнения по ме-
тоду неопределенных коэффициентов: 
   5'' 2 ' 2 sin .x xy y y xe x e−+ + = +  

240. (2-93) Найти все действительные решения уравнения 
(4) 16 1.y y− =  

241. (2-94) Найти все действительные решения уравнения 
(4) 9 '' .xy y e+ =  

242. (3-92) Понизить порядок уравнения 6'' 'cos 0.y y y y+ + =  

243. (3-93) Решить систему { 1,2
4 , ( 1).3 ,

x x y
y x y λ= − = −= −
�
�  

244. (3-94) Решить систему { 1,2
5 , ( 2).9 ,

x x y
y x y λ= + == − −
�
�  

245. (4-92) Записать уравнение Эйлера для задачи со свободным 
концом и недостающее граничное условие: 
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  ( )
3

2 2 2

2

( ) ( ') ' , (2) 8.yJ y x y x y e dx y= − + = −∫  

246. (4-93) Записать уравнение Эйлера для задачи  

( )
2

2 2

0

( ) ( '') ( ') sinJ y y y x xy dx= + −∫ , 

(0) 1, '(0) 0, (2) '(2) 7.y y y y= = = =  
247. (4-94) Записать уравнение Эйлера для задачи 

( )
0

2 2 2

1

( ) ( '') ( ') cosJ y y x y y x dx
−

= + +∫ , 

( 1) '( 1) 1, (0) 0, '(0) 3.y y y y− = − = = =  
248. (5-92) Найти положение равновесия системы, определить его 

тип и начертить фазовые траектории линеаризованной систе-

мы, указав на них направление движения: { 2
4 ,
3 2 .

x x
y x y x y
=
= + −
�
�  

249. (5-93) Найти положение равновесия системы, определить его 
тип и начертить фазовые траектории линеаризованной систе-

мы, указав на них направление движения: { 4 6 ,
3 .

x x y xy
y y
= − + +
=
�
�  

250. (5-94) Найти положение равновесия системы, определить его 
тип и начертить фазовые траектории линеаризованной систе-

мы, указав на них направление движения: { 5 ,
2 8 .

x y
y x y xy
=
= − + −
�
�  

251. (6-92) Используя формулу Лиувилля-Остроградского, найти 
общее решение уравнения  
  ( )2 2'' ( 6 ) ' 12 3 0,x y x x y x y+ − + − =   

если известно его частное решение 3
1( )y x x= . 

252. (6-93) Найти общее решение уравнения  

  22 3 0 ( 0).y yu u uxe x ze z
x y z
∂ ∂ ∂

+ + = >
∂ ∂ ∂

 

253. (6-94) Найти общее решение уравнения  

  23 5 0 ( 0).u u uz xy xz y
x y z
∂ ∂ ∂

+ + = >
∂ ∂ ∂
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10.3. Ответы 

236. 3 1( ) , 0y x C y−= + = . 

237. 2' 1z x z z+ = + , замена y zx= . 
238. ' cosz x z z+ = , замена y zx= . 
239. o 1 2( sin cos ) xy C x C x e−= + ,   

5
н 1 1 2 2( ) sin ( ) cosx x xy x a x b e x x a x b e x Ae− −= + + + + . 

240. 2 2
1 2 3 4sin 2 cos2 1/16x xy C e C e C x C x−= + + + − . 

241. 1 2 3 4sin3 cos3 /10xy C C x C x C x e= + + + + . 
242. 6' cos 0pp p y y+ + = , замена ' ( )y p y= . 

243. ( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 2 1
1 1 0

t tx C e C e ty
− − ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

244. ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2

1 1 0
3 3 1

t tx C e C e ty
⎡ ⎤= + +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

245. 2'' ' 0, '(3) 3 / 2yxy y e x y+ − − = = . 
246. (4)2 2 ''sin 2 'cos 0y y x y x x− − − = . 
247. (4) 22 2 '' 4 ' cos 0y x y xy x− − + = . 

248. ( ) ( ) ( )1 1 2 2
4 0 0 1(0,0) : , 1, , 4, ,3 1 1 1M h hλ λ= = = =  неус-

тойчивый узел, касание к оси Oy . 

249. ( ) ( ) ( )1 1 2 2
1 4 1 1(0,0) : , 1, , 3, ,0 3 0 1M h hλ λ− = − = = =  

седло. 

250. ( ) 1,2
0 5(0,0) : , 1 21 2M iλ = ±− , неустойчивый фокус, по 

часовой стрелке. 
251. 3 3

1 2
xy C x C x e−= + . 

252. 
3

2 ,y xu F x e
z

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

253. 
5

2 23 , zu F x z
y

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 
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§ 11. ЗАДАЧИ ИЗ ПИСЬМЕННОЙ РАБОТЫ ГКЭ 
Письменная работа Государственного Квалификационного 

Экзамена (ГКЭ) по математике также содержит задачи по диффе-
ренциальным уравнениям. 

11.1. Задачи для самостоятельного решения 

254. (13-101) Найти интегральную кривую уравнения 
( )43 'x y y y+ = , проходящую через точку ( )1; 1 . 

255. (13-102) Найти интегральную кривую уравнения 
4 32 ' 3 0xy y x y+ + = , проходящую через точку ( )1; 1 . 

256. (13-103) Найти интегральную кривую уравнения 
( )52 3 'x y y y+ = , проходящую через точку ( )1; 1 . 

257. (13-104) Найти интегральную кривую уравнения 
3 2' 5 2 0xy y x y+ − = , проходящую через точку ( )1; 1 . 

258.  (13-105) Найти интегральную кривую уравнения 
( )25 3 'x y y y− = , проходящую через точку ( )1; 1 . 

259. (14-101) Найти все действительные решения системы уравне-

ний { 2 ,
3 .

x x y
y x y
= −
= +
�
�  

260. (14-102) Найти все действительные решения системы уравне-

ний { 3 ,
.

x x y
y x y
= −
= +
�
�  

261. (17-1105) Найдите общее решение системы дифференциаль-

ных уравнений { 2 ,
2 3 .

x x y
y x y
= +
= − −
�
�  

262. (15-101) Найти все действительные решения уравнения 
35 3 16 xy y y y e−′′′ ′′ ′+ − + = . 

263. (15-102) Найти все действительные решения уравнения 
35 3 16 xy y y y e−′′′ ′′ ′+ − + = . 

264. (15-103) Найти все действительные решения уравнения 
35 3 16 xy y y y e−′′′ ′′ ′+ − + = . 
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265. (15-104) Найти все действительные решения уравнения 
35 3 16 xy y y y e−′′′ ′′ ′+ − + = . 

266. (18-1105) Найдите общее решение дифференциального урав-
нения 2 3 3 2x y xy y x′′ ′− + = . Решите для этого уравнения задачу 
Коши ( )1 0y = , ( )1 1y′ = . 

267. (18-1106) Найдите общее решение дифференциального урав-

нения 2 2x y xy y
x

′′ ′+ − = . Решите для этого уравнения задачу 

Коши ( )1 2y = , ( )1 1y′ = − . 
268. (18-1107) Найдите общее решение дифференциального урав-

нения 2 2 2x y xy y x′′ ′− + = . Решите для этого уравнения задачу 
Коши ( )1 1y = , ( )1 1y′ = . 

269. (18-1108) Найдите общее решение дифференциального урав-
нения 2 22 3x y y x′′ − = . Решите для этого уравнения задачу Ко-
ши ( )1 1y = , ( )1 0y′ = . 

11.2. Ответы 

254. 4x y= . 

255. 2

1y
x

= . 

256. 5x y= . 

257. 3

1y
x

= . 

258. 2x y= . 

259. ( ) ( ) ( )2 2
1 2

cos sin cos sin
cos sin

t tx t t t tC e C ey t t
+ −= +− . 

260. ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2

1 1 1
1 1 0

t tx C e C t ey
⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

261. ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 1 2
1 1 0

t tx C e C t ey
− −⎡ ⎤= + +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

. 

262. 3 3
1 2 3

x x x xy xe C e C xe C e− −= + + + . 
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263. 2 2
1 2 3cos sinx x x xy xe C e C e x C e x= + + + . 

264. 2 2
1 2 3

x x x xy xe C e C xe C e− −= + + + . 
265. 3 3

1 2 3cos sinx x x xy xe C e C e x C e x= + + + . 
266. Общее решение: ( ) 3

1 2lny x x x C x C x= − + + .  
Решение ЗК: ( ) 3lny x x x x x= − − + . 

267. Общее решение: ( ) 2
1

1 ln Cy x x C x
x x

= − + + . 

Решение ЗК: ( ) 1 1lny x x x
x x

= − + + . 

268. Общее решение: ( ) 2
1 2lny x x x C x C x= − + + .  

Решение ЗК: ( ) 2lny x x x x= − + . 

269. Общее решение: ( ) 2 21
2ln Cy x x x C x

x
= + + . 

Решение ЗК: ( ) 2 1lny x x x
x

= + . 
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